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Устозим Саъди Хасанович 

Сирожиддиновнинг ёркин хоти- 

рисига багишлайман.

СУЗ БОШ И

Олий уцув юртлари талабаларининг касб эгаллашида урга- 
надиган дастлабки фанлардаи бири олий математикадир.

Олий математиканинг вазифаси талабаларни математика
дан маълумотлар мажмуаси билан таништиришгина эмас, 
балки талабаларни мантилий фикрлаш, математик усулларни 
амалий масалаларни ечишга ^уллаш, шунингдек, иктисодий 
масалаларнинг математик моделларини ^уришга ургатишдан 
иборатдир.

Давр талабига асосан кишлок; хужалиги олий у^ув юртлари 
талабаларини иктисодий масалаларни ечишда зарур буладиган 
математик аппарат асослари билан чу^урро^ таништириш, хал!\ 
хужалиги масалаларининг математик моделларини ^уришнинг 
самарадор йулларини курсатиш, муаллифнинг (Ш. Солисов 
билан ^амкорликда) «У^итувчи» нашриёти томонидан 1981 йил- 
да чои .этилган «Олий математика ^ис^а курси» китобига ян- 
гича ну^таи назардан карашга ва бу эса уз навбатида ушбу 
кулланманинг ёзилишига олиб келди.

Дарслик кишлок; хужалиги олий у^ув юртларининг олий 
математикадан дастури асосида ёзилган булиб, унда текислик
да ва фазода аналитик геометрия, математик анализ, диффе
ренциал тенгламалар, векторлар ва чизикли алгебра элемент
лари, эхтимоллар назарияси ва математик статистика элемент
лари баён этилган.

Шуни таъкидлаш лозимки, китобдаги материалларни и лож и 
борича, к,ишлог; хужалигига оид масалалар билан боглаб содда, 
кис^ача баён ^илишга ^аракат килинди.

Мазкур куллаимани ёзишда олий математикадан ёзилган 
китоблардан, жумладан Т. Азларов ва X. Мансуровнинг «Мате
матик анализ» китобидан, Тошкент давлат аграр университетида 
куп йиллар давомида у^иган маърузаларимдан фойдалан- 
дим.

Ушбу дарслик гарчанд г^ишло^ хужалиги олий ук;ув юртла
ри талабаларига мулжалланган булса-да, ундан шунингдек, 
техника ва ицтисодиёт олий у^ув юртлари талабалари з^ам 
фойдалаиишлари мумкин.

Китоб цулёзмаси билан танишиб, уз мулохазаларини бил- 
дирган ва масла^атлар берган ^амкасбларимга, хусусан Тош-
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кект автомобиль йуллари институтининг олий математика ка- 
федраси мудири, профессор М. У. Рофуров, Самарканд кишло^ 
хужалиги институти Олий математика кафедраси мудири, до
цент Ж- Г. Кулматов хамда Тошкепт давлат аграр университе- 
тининг Олий математика кафедраси аъзоларига уз миннатдор- 
чилигимни из.^ор этаман. Шунингдек, фойдали маслахатлари 
билан китобни яхшилашга катта ёрдам берган Тошкент давлат 
университети доценти, физика-математика фанлари номзоди 
X. Мансуровга чукур миннатдорчилик билдираман.

Мазкур дарслнк айрим камчиликлардан холи булмаслиги 
мумкин. Бу камчиликларни ку'рсатиб, уз фойдали фикрлариии 
билдирадиган уртокдарга муаллиф олдиндан уз ташаккурини 
билдиради.

Муаллиф



I Ц И СМ . А Н А Л И ТИ К  ГЕ О М ЕТ РИ Я

I Б О Б  ТЕКИСЛИКДА АНАЛИТИК ГЕОМ ЕТРИЯНИНГ  

ДАСТЛАБКИ ТУШУНЧАЛАРИ

Аналитик геометрия олий математиканинг булимларидан 
бири. У геометрик шаклларнинг (турри чизик, айлана, текислик 
ва к- к.) хусусиятларини алгебра усули (яъни тенгламалар ёр
дамида) билан урганади.

1-§. Турри бурчакли Декарт координаталар 
системаси

Хар кандай геометрик шакл нукталар туплами билан аник- 
ланади. Бинобарин, геометрик шаклларни урганиш учун уни 
ташкил этган нукталарнинг текисликдаги колатини топиш ло- 
зим булади. Текисликда нуктанинг холатипи аниклайдиган 
усул маълум булса, текисликда координаталар системаси берил
ган дейилади. Биз куйида содда, айни пайтда кенг к.улланади- 
ган Декарт координаталарн системасини келтирамиз.

Текисликда иккита узаро перпендикуляр тугри чизикни олай
лик. Бу турри чизикларнинг бири горизонтал, иккинчиси эса вер
тикал жойлашсин. Турри чизикларнинг кесишган нуктасини О 
харфи билан белгилаб, уни координата боши деб атаймиз. Го
ризонтал турри чизик Ох уки ёки абсцисса Cjt$u дейилади. Вер
тикал турри чизик. эса Оу у^и ёки ордината уци деб аталади. 
Ох ва: Оу укларни координата уклари дейилади (1-чизма).*

Координата боши Ох ва Оу укларнииг -ЧаР бирини икки 
Кисмга — икки ярим укка а ж р ат ад и . Ярим уклардан бирини 
мусбат, иккинчиси ни эса манфнй деб хисоблаймиз. Мусбат ярим 
уклар 1-чизмада стрелкалар билан курсатилган.

Координата уклари текисликнн 4 та кисмга (чоракка) ажратади 
Улар 2-чизмада курсатилганидек номерланади.

Айтайлик, Л1 — текисликдаги бирор нукта буглсин. Бу нуктадан. 
Ох ва Оу укларга перпендикулярлар тушириб, уларнинг Ох ва Оу 
уклар билан кесишган нукталарини Мх ва М  лар билан белгилай

миз (3-чизма).
Ушбу

ОМх =  х, ОМу =  у

* Чизмалар китоб охирида илова тарзида берилган.
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кесмаларнинг узунликлари М  нуктанинг координаталари деб ата
лади. Бунда Мх нукта О нуктадан унгда жойлашса, ОМх кесма 

узунлиги мусбат ишора билан, чапда булса, ОМх манфий ишора би

лан олинади.
Худди шунга ухшаш, М  нукта О нуктадан юкорида жойлашса, 

ОМу мусбат, пастда жойлашса, манфий ишора билан олинади. х сон 

М  нуктанинг биринчи координатаси ёки абсцисхаси, у сон эса М  
нуктанинг иккинчи координатаси ёки ординатаси деб аталади. М  
нукта координаталари ёрдамида куйидагича ёзилади: М(х; у).

Юкорида айгнлганлардан куринадики, текисликдаги хар бир нук
та (х; у) жуфтЛикни аниклайди.

Энди, аксинча иккита х ва у сонлардан иборат (х; у) жуфтлик 
берилган булсин. Ох укда х сонга мос келадиган Ах нуктани (агар 

х мусбат сон булса, бу нукта О нуктадан унгда, х манфий сон бул
са, О нуктадан чапда жойлашган булади) топамиз. Худди шунга 
ухшаш, Оу укда у сонга мос келадиган Ау нуктани (агар у мусбат 

сон булса, нукта О нуктадан юкорида, у манфий сон булса, О нук
тадан пастда жойлашган булади) топамиз. Сунг Ах нуктадан Ох ук- 

ка перпендикуляр, Ау нуктадан Оу yi\K.a перпендикуляр чицарамиз. 

Натижада бу перпендикулярларнинг кесишиш нуктасига эга була
миз. Худди шу нуктанинг координаталари х ва у лар булади. Шун
дай килиб, (х; у) жуфтлик текисликда битта нуктани ифодалар экан.

Демак, нуктани геометрик объект сифатида карайдиган булсак, 
унинг аналитик ифодаси иккита сондан иборат жуфтлик булади.

Маълумки, координата уклари бутун текисликни 4 та чоракка 
булади. Бу чораклардаги нукталар координаталаришшг ишоралари 
куйидаги жадвалда курсатилгаи.

Чораклар

(*; у) нуцта координаталари ишораси

х (абсцисса) у (ордината)

I х> 0 у >  0

II х <. U / / > 0

III х < 0 у <  0

IV х >  0 у <  0

Масалан, ушбу А{2; 3), В (— 1; 2), С (— 3; — 2) D(3; — 1) нук- 
таларнинг геометрик тасвирлари 4-чизмада ифодаланган.

Э сл ат м а . Ох yiyia.ru ну^таларнинг ординаталари 0 га тенг, Оу у^даги 
ну^таларнинг абсциссалари 0 га тенг. Координата бошининг координаталари (0;0) 
булади.
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Хуло'са килиб шуни айтиш мумкинки, аналитик геометрияда 
М  (х; у) нукта берилган деганда унинг координаталарн х ва у сон
лардан тузилган (х; у) жуфтликнинг берилганлигини тушунамиз.

2-§. Икки нукта орасидаги масофа

Текисликда иккита Ах ва Л2 нукталар берилган булиб, уларнинг 
координаталарн мос равишда (х,; ух) ва (х2; у2) булсин: Л, (хх, ух), 
А2(х2; г/j)' (5-гчизма). Бу нукталар орасидаги масофани топиш талаб 
этилсин.

Ах{хх; у,), А2(х 3; у2) нукталар орасидаги масофани d билан бел- 
гилайлик: | Ах А2 | =  d.

А , нуктадан Ох увда, А2 нуктадан Оу укка параллел тугри чи
зиклар утказайлик. fey тугри чизикларнинг кесишган ну^тасини В 
билан белгилайлик. Натижада АХА2В тугри бурчакли учбурчак хо
сил булади. Равшанки, бу а АхА2В нинг АХВ  ва AJ3 томонларининг 
узунликлари

| АХВ  | =  х2 X], I А.,В [ =  у2 ух 

булади. Пифагор теоремасидан фойдаланиб топамиз:

\АХА2\* =  \АХВ?+ \ А2В\\

Демак,
d2 =  (х2 — Xj)2 + (У о— У ,)2.

Бу тенгликдан эса

d =  V  (х2 — Xj)2 + (у2 — ухУ (1-1)

булиши келиб чикади: Демак, берилган Ах (хх\ ух), Л2 (х2; у2) нук
талар орасидаги масофа бу ну^таларнинг бир хил исмли координа- 
талари айирмалари квадратларииинг йигиндисидан олинган квадрат 
илдизнинг арифметик кийматига тенг.

Хусусан, координата боши О (0; 0) дан А (х; у) нуцтагача бул- 
гаи масофа

1 о  А | =  d =  \л(х — О)2 (у — П)2 =  | х2"~

булади.
М ис о л .  Ушбу .4 (1; 2) ва В  (4; 6) нукталар орасидаги масофа 

топилсин.
Ечиш.  Равшанки, А нуктанинг координаталарн х1 =  1, ух =  2, 

В нуктанинг координаталарн эса х2 =  4, у2 =  6 булади. (1.1) фор
муладан фойдаланиб топамиз:

d =  V'{х2 — хх)2 +  (у2 — ух)й =  V  (4 — I)2 + (6 — 2)2 =

=  У  9 + 16 =  V 25 =  5.

3-§. Кесмани берилган нисбатда булиш

Текисликда А (х2; ух) ра В (х2; у2) нукталар берилган булиб, 
уларни туташтириш натижасида АВ кесма хосил килинган. АВ кес-



( 1.2)

мада шундай С  ну^та топиш керакки, АС кесманинг СВ кесмага 
нисбати берилган Я сонга тенг булсин:

^  =  Я.
ВС

Изланаётгаи С нуктанинг координаталарини х за у дейлик: С (х; у) 
(6- чизма).

А, В, С нукталардан Ох ва Оу координата укларига параллел 
тугри чизиклар утказамиз. Бу тугри чизикларнинг Ох ва Оу уклари 
билан кесишган нукталарни мос равишда Лх, Вг, С, ва Л,, В.,, С% 
дейлик. Равшанки,

О А, =  хг, ОС! =  х, ОВ, =  ха,

0/12 =  уи ОС2 =  у, О В , =  г/2

булиб,

ЛХСГ =  х — xlf СгВг =  х2 — х,

Л2С2 =  у — t/i, С  б, =  у., — у

булади.
д  Л C D  хамда аС В Е  лар ухшаш учбурчаклар булади. Демак,

А р_CD _  ЛС

С£ ~  ~  СВ 

Агар

ЛО =  Л1С1 =  х — х1( C D  =  ЛаС2 =  г/ — yL,

СЕ =  =  х2 — х, ЙЯ =  С,В.2 =  iJ i— y 

булишини хамда

^  =  Я 
СВ

эканини эътиборга олсак, у холда (1.2) тенгликлардан:

=  я,, =  Я
*2 — X ’ £/2 — */

булиши келиб чикади. Энди

X — *1 =  ^  у — г/l __ ^

Л-2 —  А- ’ (/-2 —  У

тенгламаларнинг хар бирини ало^ида-алохида ечамиз:

-— — =  Я =>• X — хх =  Я, (х, — А') =>- X — хх =  Ях.> — Ях =>- К +  Ях =
*2 — X

=  ХХ -Г Хх2 =S- X (1 +  Я.) =  Xj + Ях2 =>- X =  ** + у -,
i -j- Aj

-— — =  Я => г/ — Ух — Х (у., — у)=>у —  У\ =  Яг/о — Яг/ => у + Яг/ =
Уз - '/  “

=  Ух +  => У{\ -г  х) =  У1 +  =  У‘ . •



Демак, АВ кесмани берилган X нисбатда булувчи С нуцтяиши 
х ва у координаталари

__ Х\ +  1.Х-2 __  */l +

1+ Я ’ “ 1+  А,
(14)

формулалар билан топилади.
Хусусан, С (х\ у) нукта АВ кесмани тенг иккига булувчи ну^та 

булса (АВ =  СВ), у холда

^ С = Х  =  1 
СВ

булиб, С нуктанинг координаталари (1.3) формулага кура

i ' i  +  УгX =  ----И
2

булади.
Мис о л .  А (— 2; 2) ва В (6 ; 4) нукталарни туташтирувчи АВ 

кесмани Л, =  0,2 нисбатда буладиган С (х\ у) нукта топилсин.
Ечиш.  С (х; у) нуктанинг координаталарини (1.3) формуладан 

фойдаланиб топамиз:

а'х +  Хх, — 2 +  0,2 • 6 — 2 +  1,2 —0,8 2
X =

У

г X  1 +  0,2 1,2 1,2 3 !

1У1+ Х у 2 _  2 +  0,2 • 4 _  2 +  0.8 _  2 ^  _  Т_
1 + X 1+ 0,2 ~  1,2 1,2 3 '

Шундай килиб, АВ кесмани X =  0,2 нисбатда булувчи и укда

С [~~ f  ’ бУлади-

4- §. Учбурчак юзи

Маълумки, урта мактаб математика курсида баъзи бир текис 
(ясси) шакллар — учбурчак, трапеция, дойра ва х. к. нинг юзга эга 
булиши ва уларнинг юзларини топиш билан шугулланилган эдн.

Энди учбурчакларнинг юзини координаталар усули билан топа
миз.

Фараз килайлик, текисликда A  ABC берилган булсин. Бу учбур
чак учлари — Л, В, С нукталарнинг координаталари мос равишда 
(х{. У]), (а-,; у.,), (х3; у3) булсин: Л (ay, у,), В(х.,\ у2), С(х3; у3).

Масала учбурчак юзи S&ABC ни топишдан иборат (7-чизма).

Л, В, С нукталардан Ох уцнга перпендикуляр тугри чизиклар 
туширамиз. Бу перпендикулярнинг Ох уки билан кесишган нукта- 
ларини Аи Ву, Cj лар оркали белгилаймиз.

Изланаётган А ЛВС нинг юзи 5 ДЛВС иккита a ABD .^амда a DBC 

ларнинг юзлари йигиндисига тенг булади:

^ \ А В С  =  ^ A A B D  ^ Л П В С -  (1.4)

Равшанки, АХАВВХ, В,ВССХ ва Л,ЛСС, шакллар трапециялардир.
А1АВВ1 трапецияда: ЛЛХ ва ВВХ— асослар, АХВj эса баландлик. 

Шунинг учун бу трапециянинг юзи



булади.
Агар АА, =  //,, ВВ1= у 2, Л1В1 =  х2 — Xj эканини эътиборга 

олсак, унда

(1.5)

булишини топамиз.
В,ВСС, трапецняда: /i, /i ва С ,С — асослар, SjCj эса баландлик. 

Шунинг учун бу трапециянинг юзи

с  __  В \В -\-  C iC  D п
°В ,В С С , ~  2

булади.

Агар В 1В = у 2, СхС =  ̂у3, В1С1 =  х3 — х2 эканлигини эътиборга 
олсак, унда

S № = ^ ( a - 3 - . V 2) ( 1.6)

булишини топамиз.
Ю^оридагига ухшаш, А^АСС^ трапециянинг юзи

$Л>АСС=1!1±Г ^ - ^ )  (L7)

булишини топиш кийин эмас. Равшанки,

С _ 1_  С __ с  I с  ___ с
°длво ^  °довс ~  ‘-’л.лвв, г 0 в,всс, °л,лсс, 

булади. (1.5), (1.6), (1.7) муносабатлардан фойдаланиб топамиз:

С _1_ С __У1 ~г Уа с r v -V j_ Уг~!~ Уз /у ___ г \__
° Д Л В О  °Д О В С  ~  2  V *a х и  ! \Х -Л х 2>

У1 + Уз
(-*3 — * i )  =  — l(«/i +  Уй) (*2 — х,) +  (;/2 +  Уз) (х3 — х2) +2

+  {У\ +  У3){хъ —  хг)\.
Юкоридаги (1.4) муносабатни эътиборга олсак, унда берилган 

A  ABC нинг юзи учун

S AA ВС =  — [(i/l +  У2) (Х2 —  Xl) +  (У2 +  Уз) (Х3 —  * 2) +

+ (Уг + Уа)(х3 — Xj)] (1.8)

булиши келиб чикади.
М и с о л .  Учлари Л(1; 1), В (2; 4), С (3; 3) нукталарда булган 

учбурчак юзи топилсин.
Ечиш.  Равшанки, бу холда

х, ---- 1, х2 - 2, Ад ==г 3,
1/1 = 1, у2 =  4, Уз =  3
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булади. (1 .8) формуладан фойдаланиб, учбурчакнинг юзини топамиз: 

5 ЛЛВС= | [ ( 1 + 4 ) (2 - 1 )  + (4 +  3 )(3 - 2 ) + (3 + 1)(1-3)] =

=  y  (5 +  7 — 8) =  ~  ■ 4 =  2 кв. бирлик.

5-§. Аналитик геометриянинг асосий масалалари

Фараз килайлик, текисликда каралаётган ну^та узгарувчан нук,- 
та булсин. Яъни, нуктанинг координаталари х ва у лар узгарувчи 
булиб, уларнинг хар бири турли кийматларни цабул ^илсии.

Куп холларда узгарувчи нуктанинг координаталари бирор

F (х, у) =  О

тенгламани каноатлантираднган булади. Бундай тенгламалар эса 
текисликда умуман чизикни ифодалайди. Масалан, текисликда бе
рилган В  (х0, у„) нуктадан бир хил масофада турадиган нукгалар 
тупламини карайлик. Узгарувчи нуктани М (х; у) билан белгилай
лик.

(1.1) формулага мувофик В (х0; г/0) .^амда М (х; у) нукталар 
орасидаги масофа

d =  V (х — х0)2 + (у — УцУ

булади. Кейинги тенгликдан эса

(х — -v0)2 + (у — У of (1-9)

булиши келиб чикади. Демак, В (х0; у0) нуктадан баравар узоклик
да турадиган нукталар тупламининг хар бир нуктасининг коорди
наталари х ва у лар (1.9) тенгламани каноатлаитиради. Бу (1.9) 
тенглама маркази В (х0; у0) нуктада, радиуси d га тенг булган ай- 
ланани (8-чизма) ифодалайди (^аралсин, IV боб, 1-§).

Аналитик геометриянинг асосий масаласи геометрик объектлар, 
хусусан чизикларни, юкорида айтилганидек, тенгламалар билан ифо- 
далаб, сунг бу тенгламаларни текшириш билан унга мос чизиклар
нинг хусусиятини урганишдаи иборат.

И Б О Б  Т$ТРИ ЧИЗИК ВА УНИНГ ТЕНГЛАМАЛАРИ

Тугри чизи1\ тушунчаси аналитик геометриянинг содда, айни 
пайтда мухи.м тушунчаларидан бири.

Текисликда икки нукта берилган булсин. Бу нукталардан бир 
хил масофада турган нукталар туплами (нукталарнинг геометрик 
урин) тутри чизик деб каралади.

К,уйида тугри чизикнинг аналитик ифодаларини (тенгламаларини) 
топамиз ва улар ёрдамида тутри чизикнинг текисликдаги вазиятла- 
рини урганамиз.
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Биз юкорида текисликдаги тугри чизик берилган икки Вх (хх; /у, 
хамда В, (х2; у2) нукталардан баравар узокликда турувчи ну к/гала1 
тупламидан иборат деб карадик. Тугри чизик да ихтиёрий М (х; у 
нуктани (узгарувчи нуктани) оламиз. Равшанки, М (х; у) нуктаиин 
координаталарн х ва у лар турли ^ийматларни кабул килганда, туг 
ри чизикнинг нукталари хосил булади. Бу М (х; у) нукта билан бе 
рилган Вг (xt; ух) хамда В2 (х2; у2) нукталар орасидаги масофани (1.1 
формуладан фойдаланиб топамиз (9-чизма).

В} М =  У  (х — X])2 +  (у — Уг)2, В,М  =  У (х— х2)2 + (г/ — г/2)2. 

Юкорида айгилган шартга кура

в гм  =  В2М

булади. Бундан эса

У (х  —  Xj)2 +  ( У  —  У х )2 =  У (х  —  Хо)2 +  { у  —  у,)2

тенглик келиб чикади. Кейинги тенгликдан

(х — Xj)2 + (у — Ух)2 =  (х — X,)2 + (у — у2у

булишини топамиз. Бу тенгликда хамма хадларини чап томонг 
утказиб, сунг киска купайтириш формуласидан фойдалансак, у̂йк 
даги

х2 — 2хх, +  х2 +  у2 — 2 г/г/, + у\ — (х2 — 2хх2 + х\ + у2 — 

- 2 г/г/2 + г $  =  0 

тенглама хосил булади. Ундан

— 2хх, -т х2 — 2г/г/, +  у2 + 2хх, — х| + 2уу2 — г/ 2 =  О,

яъни

2 (х, — х,) х +  2 (у2 —  г/,) у + (xj2 +  — х| — г/.2) =  О 

булиши келиб чикади. Агар

Л =  2(х, — х,), В — 2(у2 — г/,), С =  х  ̂+ г/г — х^ — г/| 

деб белгиласак, куйидаги

Лх -j-jSy - 0 (2 .

тенгламага келамиз. Бу х ва у га нисбатан биринчи даражали тен: 
ламадир.

Демак, тугри чизикдаги ихтиёрий М  (х; у) нуктанинг х ва 
координаталарн (2.1) тенглама билан богланган булар экан. Ушб 
Ах -р В у -(- С =  0 тенглама тугри чизикнинг умумий тенгламас 
деб аталади.

Тугри чизикнинг умумий тенгламаси А, В, С сонларга (ко?': 
фициентларга) боглш<. Бу сонлар турли кнйматларга эга бу'лгащ 
турли тугри чизиклар хосил б}глади. Бинобарин, тугри чизикниь 
текисликдаги вазияти хам ШУ коэффициентларга богликдир.

1- §. TyFpH чизикнинг умумий тенгламаси
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2 .1-эслатм а. Координаталари (2.1) тенгламани каноатлантирувчи ну^та- 
лар туплами тугри чизик булади.

Мисол .  2л: -j - 3;/ -!■ 1 = 0  тенглама тугри чизикнинг умумий тенг
ламаси булиб, унинг текисликдаги вазияти 10-чизмада тасвирланган. 

Энди

Ах -f By +  С =  0 (2.1)

тугри чизикнинг текисликда тутган вазиятини урганамиз.
1°. (2.1) тугри чизш\ тенгламасида С =  0 булсин. Бу холда (2.1) 

тенглама ушбу

Ах + By =  0 (2 .2)

куринишга келади. Бу тугри чизи^ координата бошидан (яъни,
О (0; 0) нуктадан) утади. Чунки О (0, 0) нуктанинг координаталари 
(2 .2) тенгламани каноатлаитиради: Л-О + 5-ОзшО (11-чизма).

2~. (2.1) тугри чизик тенгламасида А =  0 булсин. Бу холда (2.1) 
тенглама ушбу

В у ± С  =  0 (2.3)

куринишга келади. (2.3) тенгламадан топамиз:

У =  — ~ , (ВфО ).
П

Демак, тугри чизикдаги узгарувчи нуктанинг ординатаси хар

доим у ~ ----га тенг. Бу холда (2.3) тугри чизик Ох укига (абс-
В

цисса уцига) параллел булади (12-чизма).
, ,3°. (2.1) тутри чизик тенгламасида 6  =  0 булсин. Бу (2.1) тенг

лама ушбу

Ах + С =  0 (2.4)

куринишга келади. (2.4) тенгламадан топамиз:

х =  — — • (А ф  0 )

Демак, тугри чизикдаги узгарувчи нуктанинг абсциссаси .^ар доим 
С

х ~ ---- га тенг. Бу холда (2.4) тугри чизик Оу укига (ордината
/г

уцига) параллел булади (13-чизма).
4°. (2.1) тугри чизик тенгламасида .4 =  0, С =  0. В ф  0 булсин. 

Бу холда (2.1) тенглама

B y  =  0

куринишга келади. Ундан эса у — 0 булиши келиб чикади. Бу Ох 

укининг тенгламасидир.
5°. (2.1) тугри чизик тенгламасида б  =  0, С =  0, А ф  0 булсин. 

Бу ^олда (2 . Г) тенглама

Ах =  0

куринишга келади. Унда эса
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булиши келиб чикади. Бу Оу укининг тенгламасидир.

2 .2-эсл атм а. Агар тугри чизикнинг умумий тенгламаси

Ах-\- Ву~\~ С = О

да барча коэффицнентлар поддан фаркли булса (А Ф  0, В ф О ,  С ^ О ) , :  у ^олда 
бу тугри чизик координата бошидан ^ам утмайди, координата укларига параллел 
з̂ ам булмайди.

Турри чизикнинг текисликдаги вазиятини урганишда унинг бош- 
ка куринишдаги тенгламаларидан фойдаланиш кулай булади. Шуни 
эътиборга олиб, ^уйида тугри чизикнинг турли куринишдаги тенг- 
ламаларини келтирамиз.

2-§. Тугри чизикнинг бурчак коэффициентли тенгламаси

Текисликда Декарт координаталар системасига нисбатан бирор 
тугри чизик берилган булсин. Бу тугри чизик Оу укининг В  (0; Ь) 
нуктаси оркали утиб, Ох укининг мусбат йуналиши билан а. бурчак 
ташкил этсин (14- чизма).

Бу тугри чизикда ихтиёрий М  (г, у) нуктани оламиз. М  (х; у) 
нуктадан Ох у к ка перпендикуляр туширамиз. Перпендикулярнинг 
асосини М у билан белгилаймиз. У  холда

ОМ1 =  .v, М М г =  у

булади.
В  нуктадан Ох у^ига параллел булган тугри чизик утказамнз. 

Унинг М М Х перпендикуляр билан кесишган нуктасини Р  дейлик. 
Натижада BMP  учбурчак ^осил булади. A  BMP  — тугри бурчакли 
учбурчакдир. Бу учбурчакда

Z . МБР =  а, ВР  =  ОМ, =  х, М Р  =  ММ, — РМ , = у  — Ь

булиб,

х =  О

булади. Кейинги тенгликдан эса

у — b =  tg а  ■ х, яъни у — tg а  ■ х ~г b

булиши келиб чикади. Одатда, тугри чизикнинг Ох у^и билан таш
кил этган бурчагининг тангенси тугри чизикнинг бурчак коэффи
циента деб аталади, уни k билан белгиланади:

tg а  =  k.

Шуни эътиборга олиб, кейинги тенгликни ушбу

у — k-x +  b (2-5)

куринишда ёзиш мумкин.

Тугри чизикнинг (2.5) куринишдаги тенгламаси тугри чизикнинг 
бурчак коэффициентли тенгламаси деб аталади.
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Бу холда турри чизикнинг текисликдаги вазияти k .^амда b лар- 
нинг кийматлари билан тулиц аникланади.

Мисол .  Ушбу у -■- 2х -f 1 тенглама турри чизикнинг бурчак 
коэффициентли тенгламаси.

Бунда k =  2, b =  1 булиб, у 15-чнзмада тасвирланган.

2.3- э сл ат м а . Тугри чизицшшг умумий тенгламаси Ах ~~ Bij-\-C=0 (ВфО) 
ни ,^ар доим унинг бурчак коэффициентли тенгламасига келтириш мумкин ва ак- 
синча.

Дар^акикат, турри чизикнинг умумий тенгламаси

Ах + By С О (В Ф  0) (2 .1)

га эга булайлик. Бу тенгламани у га нисбатан ечамиз:

Ах +  By + С =  0 => By =  — Ах — С=> у =  — — х — ~ .
в в

Демак, (2.1) тенглама ушбу

U =  — — х — -- '= kx +  b (k =  — —, b =  —  —, В ф  0)
В В в в ’

куринишга келади.
Тугри чизикнинг бурчак коэффициентли тенгламаси

у =  kx +  b

га эга булайлик. Бу тенгламани ушбу

kx — у +  Ь =  0

куринишда ёзиш мумкин. Бу эса турри чизикнинг умумий тенглама- 
сидир (А =  k, В == — 1, С =  Ь).

3-§. Турри чизикнинг кесмалар буйича тенгламаси

Текисликда бирор турри- чизик Ох ва Оу уцлари билан мос ра
вишда А ва В нукдаларда кесишсин. Турри чизикнинг координата 
у^ларидан ажратган кесмалари

О А — a, OB =  b

га тенг булсин (16-чизма).
Бу а ва & кесмалар ёрдамида тугри чизикнинг текисликдаги ва- 

зиятини тули^ аниклаш мумкин. Ely ни курсатамиз.
Турри чизикда ихтиёрий М (х\ у) нуктани олайлик. М (х; у) нук- 

тадан Ох укига туширилган перпендикулярнинг асосини М 1 дейлик. 
Унда

ОМ1 =  х, М М j =  у ■ (2 .6 )

булади. а ОАВ ва д AJ,.4:1-1 лар ухшаш учбурчаклар. Шу сабабли

М М 1 М гА 

OB ОА '  ' '

булади. Агар

МХА =  О А — OMj, = a  — x (2.8)
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ни ва юкорида гн (2.6), (2.8) муносабатларни зътиборга олсак, (2.7) 
тенгликдан

Ь а

булиши келиб чикади. Бу тенгликни

f  =  1 — £ .
Ъ а

ЯЪНИ

-  + -  =  1 (2.9)
а Ь

куринишда ёзамиз. Бу тугри чизик тенгламасидир. Одатда, турри чи- 
зи^нинг (2.9) куринишдаги тенгламасини унинг кесмалар буйича 
тенгламаси деб аталади.

М и с о л .  4 " +  =  1 тенглама тугри чизикнинг кесмалар буйи

ча тенгламаси. Бунда а =  3, 6 =  4 булиб, унинг текисликдаги ва- 
зияти 17-чизмада тасвирланган.

2.4-эслатма.  Тугри чизикнинг умумий тенгламаси Ах-\-Ву-\- 
+  С =  Q (Л ф  0, В ф  0, С ф  0) ни хар доим унинг кесмалар буйи
ча тенгламасига келтириш мумкин ва аксинча. Дакикатап ^ам,

Ах +  Ву + С =  0 = > ^ - х  + -£-у— 1 =  0=> ~ +

~ Т  ~  У

j  , / _ С ^ ____ С \

а b \ А В )'

— + — =  1 =$- Ьх aij =  ab bx + ay — ab =  0 =>-
а  b

=> Ах -г By +  С =  0 (А =  Ь, В =  а, С =  — ab).

4-§. TyFpH чизикнинг нормал тенгламаси

Текисликда бирор турри чизи^ берилган булсин. Координата бо
шидан турри чизикка туширилган перпендикулярнинг узунлиги р 
^амда шу перпендикулярнинг Ох узининг мусбат йуналиши билан 
ташкил этган а  бурчак маълум булсин (18- чизма).

Берилган бу р  ва а  лар ёрдамида турри чизщнинг текисликдаги 
вазияти тулик аникланиши мумкин. Турри чизикда ихтиёрий М {х; у) 
нуктани оламиз. Бу нуктадан Ох укига перпендикуляр туширамиз. 
Перпендикулярнинг асосини Л4Х билан белгилаймиз. Равшанки,

ОМ\ =  х, М М г =  у.

Координата боши билан М  нуктани туташтирамиз. Натижада ОМ М г 
тугри бурчакли учбурчак хосил булади. Агар Z_ МОМх =  ср десак, 
унда
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x =  OM1 =  OM cos ф, y =  M M 1 =  OM sin ф (2.10)

булади.
Энди тугри бурчакли учбурчак ОСМ  ни карайлик. Бу учбурчак-

да Z . СОМ  =  а  — ф булади.

Равшанки, —  =  —  =  cos (а — ф).
ОМ ОМ

Демак,

р =  ОМ  • cos (а — ф). (2.11)

Маълумки,

cos (а — ф) =  cos a cos ф +  sin a  sin ф. (2 .12)

(2 .10), (2 .11) ва (2 .12) муносабатлардан топамиз:

р =  ОМ (cos a  cos ф + sin a  sin ф ) ==

=  ОМ cos ф cos а  + ОМ  sin ф sin а  =

=  х cos а  + у sin а.

Бу тенгликдан
х cos а  +  у sin а  — р =  0 (2.33)

га зга буламиз. (2.13) тугри чизикнинг нормал тенгламаси дейи
лади.

Энди тугри чизикнинг умумий тенгламаси нормал куринишдаги 
тенгламага келтирилишини курсатамиз.

Бирор тугри чизик берилган булиб,

Ах + Ву + С =  0 (2 .!)

унинг умумий тенгламаси,

х • cos a  -f У sin а  — р =  0 (2.13)

эса шу тугри чизикнинг нормал тенгламаси булсин. Бу (2.1) ва
(2.13) тенгламалар битта тугри чизицни аницлаганлиги сабабли, улар
нинг коэффициентлари пропорционал булади. Демак, (2.1) тенгла
мани бирор (г сонга купайтиришдан хосил булган

\х,Ах + \'-Вх -j- аС =  0

тенглама (2.13) тенглама билан бир хил булади:

цАх + цВу +  jiC  =  х cos а  + у sin а  — р.

Бундан эса куйидаги

\хА =  cos а, а В =  sin а, fiC =  — р

тенгликларга эга буламиз. Бу тенгликлардан |х ни топамиз. Бунинг 
учун (л А =  cos а , и В =  sin а  тенгликларнинг хар икки томонини 
квадратга кутариб, сунг уларни хадлаб кушамиз:

А2 =  cos2 и, \i2B°- — sin2 а,



Кейинги тенгликдан

± \ А*+В*

булиши келиб чикади.
Шундай килиб, тугри чизикнинг умумий тенгламасини

Ц = --- ‘ (2.14)
±  | Л2- Ь 2 v

га купайтириш натижасида тенглама нормал куринишдаги тенглама
га келар экан. Одатда |i нормалловчи купайтувчи деб аталади. 
Нормалловчи купайтувчининг ишораси тенгламадаги С озод хаднинг 
ишорасига тескари ь̂ илиб олинади.

Мисол.  5х +  12у — 26 =  0 тугри чизикнинг умумий тенглама
си нормал тенгламага келтирилсин.

Ечиш.  Юкоридаги (2.14) муносабатдан фойдаланиб, нормаллов
чи купайтувчини топамиз:

I I 1 1 1

I А-— В- | 52+ 12а ! 25— 144 | 169 13 

Берилган тенгламани и =  — Га купайтирамиз:

— (5х + 12// — 26) =  0 .

Натижада берилган тугри чизикнинг умумий тенгламаси 5.v + 12у—
— 26 =  0 ушбу

— х + - у — 2 = 0  
13 13 ^

нормал куринишга келади.

I I I  Б О Б . T^FPH ЧИЗИККА ОИД АСОСИЙ МАСАЛАЛАР

Мазкур бобда тугри чизикка оид асосий масалаларни келтириб, 
уларга дойр мисоллар ечамиз.

t-§. Берилган нуктадан (берилган йуналиш буйича) утувчи тугри
чизи^ тенгламаси

Текисликда М[х{, уу) нуктадан утадиган хамда Ох узининг мус
бат йуналиши билан а  бурчак ташкил этадиган тугрл чизикнинг 
тенгламасини топиш талаб этилсин.

Топилиши лознм булган тугри чизиц тенгламасини у =  kx + b
(2.5) (2-боб, 2-§, (2.5)) куринишда излаймиз. Модомики, тугри чи- 
зи^ Щ хх; yt) нуктадан утар экан, унда бу нуктанинг xL ва ух 
координаталарн у =  kx + b тенгламани каноатлаити ради:

y1 =  kxL-\-b. (3.1)
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Юкоридаги (2.5) тенгламадан (3.1) тенгламани хадлаб айириб

тенгламага келамиз. Бу берилган М{х{, г/,) нуктадан утувчи тугри 
чизик тенгламасидир.

Мис ол .  М(2>\ 2) нуктадан утувчи тутри чизик тенгламаси то
пилсин.

Ечиш.  Юкоридаги (3.2) формулага кура М (3; 2) нуктадан 
утувчи тугри чизик тенгламаси ушбу

хам ёзиш мумкин. Бу тугри чизда̂  k нинг кийматларига богли^. к 
нинг турли кийматларида М(3; 2) нуктадан утувчи турли тугри чи- 
зиклар хосил булади (19-чизма).

2-§. Икки нуктадан утувчи тутри чизик тенгламаси

Текисликда иккита -Ии',; г/3) хамда Л7(х2; у2) нукталар берилган. 
Бу нукталардан утувчи тугри чизик тенгламасини топиш талаб 
этилсин.

Биз юкорида берилган битта М(х{, ух) нуктадан утувчи тугри 

чизикнинг тенгламаси

булишини курдик. Бу тугри чизик N(x2\ у2) нуктадан хам утсин. 
Унда Л'(х2; у2) нуктанинг координаталари х2 ва у2 лар (3.2) тенг
ламани ^аноатлантиради:

Бу муносабатдан

£  _  Уг —  ih

х2 ~  *i

булиши келиб чикади. k нинг топилган кийматини [(3.2) тенглама- 
даги k нинг урнига куйсак, унда

булиши келиб чикади. Бу тенглама берилган икки Л1(х,; уг) хамда 
N ( x 2, у2) нукталардан утувчи тугри чизи^ тенгламаси булади.

у — Ух =  kx + b — (kxj +  b)

куйидаги

У -Уч =  k(x -- Xj) (3.2)

у — 2 =  k (х —• 3) 

куринишида булади. Уни куйидагича

у =  k (х — 3) + 2

У — У1 =  k (х — хх) (3.2)

У 2 — У1 =  k(x2 — Л-j).

У — У i = {х — хг)

булади. Бундан эса

у —у 1 _  x~xi

Уг Уг х 2 xi
(3.3)
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Мисол .  Куйидаги М(2; 1) хамда Л (1; 2) нукталардан утувчи 
тугри чизик тенгламаси топилсин.

Ечиш.  Икки нуктадан утувчи тугри чизик тснгламаси (3.3) да- 
ги х\, ух хамда х2, //2 лар уринга .И (2; 1) ва Д’(1; 2) нукталарнинг 
координаталариии ь̂ уйиб топамиз:

х — 2 у — 1

1 — 2 2 — Г

Уни
х -  2 ц ~  1 .. , 0 „
--- =  ;---- еки х -j- i — 3 =  0
— 1 1

куринишда ёзиш мумкин. Б у изланаётган тугри чизщ тенгламаси- 
дир (20-чмзма).

3-§. Икки тугри чизик орасидаги бурчак

Текисликда иккита тугри чизик берилган булсин. Бу- тугри чн- 
зиклар орасидаги бурчакни топиш талаб этилсин.

Фараз килайлик, тугри чизицлардан бирининг уенгламаси

у =  kxx -f- bu

иккинчисининг тенгламаси эса

у =  k2x Ьо

булсин (2 1-чизма).
Маълумки, kx =  tg a t —• биринчи тугри чизикнинг бурчак коэф

фициента, k2 =  tg а 2 —• иккинчи тугри чизикнинг бур чак коэффи
циенти. Икки тугри чизи^ орасидаги бурчакни ф билан белгилайлик.

21-чизмадан куринадики, a L — a 2 +  ф булади. Бундан эса 
Ф =  гхх — а 2 эканлиги келиб чикади. Равшанки,

tg ф =  tg(a, — сс2). (3.4)
Энди

+ \ tg  ССХ —  tg  rJ-i
tg(«i — a 2) =  —т ----

1—tgCCj-tg ou

ва tg a x — kx. tg a 2 =  k2 булишини эътиборга олиб, (3.4) тенгликдан

, /г, —  /г.,

<3-5>

булишини топамиз. Бу икки турри чизик орасидаги бурчакнинг тан- 
генсини ифодаловчи формуладир. (3.5) формула ёрдамида икки TyF- 

ри чизик орасидаги ф бурчак топилади.
Мисол .  2х — у — 5 =  0, х — 3у+  12 =  0 тугри чизиклар ора- 

сидаги бурчак топилсин.
Ечиш.  Аввало берилган тугри чизикларнинг бурчак коэффи- 

циентларини топамиз. Бунинг учун тенгламаларни у га нисбатан 
ечамиз:

2х —  у —  5 =  0 => г/ =  2х\—  5,

х — 3 у +  12 =  0=^ Зу =  х]+ \2=> у =  —  х + 4.
3
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Демак,

ky =  2, к.г
3

(3.5) формулага кура

о О

tgq> =
3 3

i+ V ’a 14-2 J _  -1
1 3 3

булади, Демак,

Ф =  45е

(22- чизма.)

4-§. Икки тугри чизикнинг параллеллик ва перпендикулярлик
шар т лари

Текисликда иккита тугри чизик берилган булиб, бирининг тенг
ламаси у =  k,x -t Ьи иккинчисининг тенгламаси эса у =  к2х + Ь. 
булсин.

Биз ю^орида бу тугри чизиклар орасидаги бурчак (бурчакнинг, 
тангенси)

формула билан ани^ланишини Курдик.
1°. Айтайлик, икки тугри чизик орасидаги бурчак нолга теш 

булсин: ф =  0°. Равшанки, бу холда берилган тугри чизиклар уза 
ро параллел булади:

тенглик и к к и  т у г р и ч и з и к к и н г п а р а л л е л л и к ш а р т и д и р  
2°. Айтайлик, икки тугри чизик орасидаги бурчак 90° га тен; 

булсин: ф =  90°. Равшанки, бу холда берилган тугри чизиклар уза 
ро перпендикуляр булади.

Ф == 0 =*- tg ф =  tg 0° =  0 => tg ф
к, — к,

=ф- —ко =  0 =5* =  к2.

Демак,

Ф =  90е => tg ф =  tg 90° =  оо =>■ tg ф =  —— -2 =  оо =ф-

Демак.
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тенглик икки  т у р р и  ч изик нинг  п е р и е н д и к у л я р л и к 
ш а рт и  дир.

М и с о л л а р .  1. у =  5х +  7 ва у =  Ь х— 11 турри чизшутр па- 
раллелдир, чунки ky =  5, £3 =  5 ва, демак, kx =  к*.

2. у =  Зх -f- 7 ва у =  —- —  х +  1 турри чизиклар узаро пер-

1
пендикулярдпр, чунки kt =  3, k., = --- — булиб, k1 k2 =  —  1.

3. 1-эслатма. Турри чизикларнинг тенгламалари умумий ку- 
ринишда, яъни куйидагича

Ахх +  В 1 у +  Сг =  0, Л2х — В.2у + С2 =  О

булсин. Бу турри чизикларнинг параллел ва перпендикуляр булиши 
шартларини топиш учун уларни у га нисбатан ечамиз:

Д
.4,л' + В^у -j- Сг =  0 =>- Вуу =  — Ахх — С, => у = --- L х —

Bi

(В .Ф  0).
Й 1

/1д' + В,у + С2 =  0 => В2у = —Агх ~ С 2= > у=  — ^- х — С-^(В, Ф  0).

Демак,

Унда Л,х + + С, =  О ва Л2х + fi2y + С2 =-- 0 турри чизи^лар- 
нинг параллеллик шарти

Л! _  л3

ТГТШ'
перпендикулярлик шарти

ЛХЛ2 -г B^B.i =  О

булади.

5-§. Берилган нуктадан берилган турри чизицкача булган масофа

Текисликда M(xv уг) ну^та ва бирор турри чизи^ берилган бул- 
син. Турри чизикнинг тенгламаси

Ах -j~ By -|- С — О

куринишда булсин. Берилган М(х{, уу) нуктадан шу турри чизиккэ- 
ча булган масофани топиш талаб этилсин. Одатда М  нуктадан тур- 
ри чизи^а туширилган перпендикулярнинг узунлиги нуктадан 
tnycpu чизиктча булган масофа деб аталади (23- чизма).

Бу /WMj перпендикулярнинг узунлигини d билан белгилайлик. 
М(Х{, ;/j) нуктадан берилган Ах By +  С =  0 турри чизиц^а парал
лел турри чизи^ утказамиз. Сунг кейинги турри чизикда перпенди
куляр туширамиз. Бу перпендикулярнинг турри чизиклар билан 
кесишган нукталариии В ва В 1 билан белгилаймиз.
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Равшанки, изланаётган масофз

d =  M M 1 =  OB — OB1 (3.6)

булади.
Берилган турри чизик тенгламаси Ах -f By + С =  0 ни нормал 

куринишга келтирамиз. Бунинг учун уни нормалловчи купайтувчи

1

Р =  ~— В2

га купаитирамиз:

А В С л
=. л- 4---- -.у Н--------- — _  =  0 .

-4- у' А2 -}- В2 dr ( А- -f- В2 ± } A* -j- В2

Бу тенгламани

х cos а  + у sin а  — ОВу — 0

билан солиштириб,

А в с  r.D
............=  cos а, -------гг----=  sin а, ------ —— =  — ОВл
±1 А'2 + В2 ±1 А2 -р В2 ±1 А2 (- В2

булишини топамиз. Демак,

О В , = -- - С . . (3 7>
1 ± у А2 + В2

Берилган тугри чизикка параллёл тугри чизик,нинг нормал тенгла
маси куйидагича

х cos а  + у sin а  — О В =  0

булади. Бу тугри чизик берилган /И(х,; ух) нуктадан утгани учун 
М(х{, Уг) нуктанинг координаталарн шу тугри чизик тенгламасини 
каноатлантиради:

х\ cos а  + г/j sin а  — О В  =  0.

Бундан

О В =  хх cos а  + г/j sin а  (3.8)

булиши келиб чикади.
Юкоридаги (3.6), (3.7) ва (3.8) муносабатлардан

d -- О В  — О Ву =  Ху cos а  + ух sin а  — ОВх =

л В с
Л« -----  I

1 ± I А2 -- В2
У1 ^ , А2 1- В2 1 ± , А2 ± В2

АХ1 ■- ВУ1+ с

—  j А2 + В2

топамиз. Демак,

d =
АХ1+ %]1 + с

± ) A2-j- В2 (3 9>

Мисол.  Берилган М(3; — 4) нуктадан 6х —  8г/-f 31 =  0 тугри 
чизивдача булган масофа топилсин.
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Ечиш. Юкрридаги (3.9) формуладан фойдаланиб топамиз:

6-3 — 8-( — 4)+ 31 18+32+ 31

± / б * + (  — 8)* 10

6-§. Икки тугри чизикнинг кесишиш нуктаси

Текисликда иккита тугри чизик берилган булиб, уларнинг тенг- 
ламалари мос равишда

булсин. Бу тугри чизикларнинг кесишиш нуктасини топиш талаб 
этилсин.

Каралаётган тугри чизикларнинг кесишиш нуктасини М (х; у) 
билан белгилайлик (24-чизма).

Модомики, изланаётган нукта бнр ва^тда хам (3.10) тугри чизик
да, хам (3.11) тугри чизикда ётар экан, унинг коордпнаталари х ва 
у лар (3.10) ва (3.11) тенгламаларни каноатлаитиради. Бинобарин, 
бу х ва у лар ушбу

тенгламалар системасииинг ечими булади.
Демак, икки тугри чизикнинг кесишиш нуктаси ни топиш учун 

уларнинг тенгламаларини система килиб ечиш керак. Система ечими- 
даги х нинг киймати кесишиш нуктасининг абсциссаси, у нинг кий
мати ордииатаси булади.

М и с о л .  Зх— 2у — 4 =  0, х + Зу — 5 =  0 тугри чизикларнинг 
кесишиш нуктаси топилсин.

Ечиш.  Бу тугри чизикларнинг кесишиш нуктасининг координа- 
таларини топиш учун уларнинг тенгламаларини система килиб ечамиз:

Г Зх =  2у + 4 ( Зх =  2у + 4, 

( — 11 г/ + 1 1  =  0 I  у =  1

Демак, тугри чизикларнинг кесишиш нуктаси М {2; 1) булади.
У шбу бобнинг охирида тугри чизикларга оид бир нечта мисол- 

ларпи келтириб, уларнинг ечилишларини курсатамиз.
М и с о л л а р .  1. Берилган /И(0; 5) нуктадан утувчи х,амда Зх —

— 2у - - 6 0 тугри чизикда перпендикуляр булган тугри чизик; 
тенгламаси топилсин.

Ечиш.  Берилган М  (0; 5) нуктадан утувчи тугри чизик; тенг- 
ламаси (3.2) (формулага кура

А1х +  В^у + Cj =  0 ,

А 2х  +  Вгу +  Сг =  0

(3.10)

(3.11)

(А гх + ВуЧ +  Ci =  0 , 
[ А 2х  +  В 2у +  С2 =  0

у — 5 =  k(x —  0),
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яъни

булади. Энди берилган тугри чизик тенгламаси Зх — 2у — 6 =  0 ни 
у га нисбатан ечиб топамиз:

Зх — 2у — 6 =  0 => 2у =  Зх — 6 =*- у =  4 '  'г — 3. (3.13)

Сунг (3.12) ва (3.13) тугри чизиклар узаро перпендикуляр булиши 
шартидак

О

k-—  =  — 1
2

2
булиши келиб чикади. Демак, k — ---7-. Топилган k нинг бу кии-

матини (3.12) тенгламадаги k нинг урнига куйсак, унда

Е2у = ---—х + 5
О

га эга буламиз. Бу берилган нуктадан утувчи хамда берилган тур
ри чизикка перпендикуляр булган тутри чизикнинг тенгламасидир.

2. Берилган М  ( — 1; 3) нуктадан утувчи ва Ау — Зх +  8 =  0 
тугри чизикка параллел булган тугри чизикнинг тенгламаси топил

син.
Ечиш.  Берилган М {—  1; 3) нуктадан утувчи тутри чизикнинг 

тенгламаси (3.2) формулага кура

У — 3 =  k{x — ( — 1)),

яъни

у =  k(x 1) 4- 3 (3.14)

булади.
Берилган тугри чизик тенгламаси 4у —- Зх +  8 =  0 ни у га нис

батан ечамиз:

4у — Зх +  8 =  0 =>- 4г/ =  Зх — 8=> у =  —  х—2. (3.15)
4

(3.14) ва (3.15) тугри чизикларнинг узаро параллел булиши шар- 
тидан

k = ±
4

булиши келиб чикади. Топилган k нинг бу ^ийматини (3.14) тенг- 
ламадаги k нинг урнига куйсак, унда

3 , 15
У =  —  х +  —

4 4

га эга буламиз. Бу берилган нуктадан утувчи хамда берилган турри 
чизикка параллел булган тугри чизикнинг тенгламасидир.

у  =  kx -\- 5 (3-12)
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IV Б О Б .  ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЭГРИ ЧИЗИКЛАР

Маълумки, текисликда тугри чизи^ х ва у узгарувчиларга нис
батан биринчи даражали

А х + В у  +  С =  0 (2 .1)

тенглама билан аналитик ифодаланади. Улар 2 ва 3-бобларда батаф- 
сил урганилди.

Энди текисликда иккинчи тартибли эгри чизикларни (маълум 
куринишдаги эгри чизикларни) аналитик ифодаларини топиб, уларни 
урганамиз.

Иккинчи тартибли эгри чизи^лар х ва у узгарувчиларга нисба
тан иккинчи даражали тенгламалар билан ифодаланади. Иккинчи 
даражали тенгламанинг умумий куриниши куйидагича булади:

Ах2 + Вху + Су2 + Dx -г Еу +  F =  0. (4.1)

Одатда (4.1) тенгламани иккинчи тартибли эгри чизикнинг умумий 
тенгламаси деб аталади.

Ушбу бобда содда куринишдаги иккинчи тартибли эгри чизиц- 
лардан айлана, эллипс, гипербола хамда параболаларни караймиз. 
Бу эгри чизикларнинг тенгламаларини топиб, улар ёрдамида геомет
рик хоссаларини хфганамиз.

1-§. Айлана ва унинг тенгламаси

Текисликда бирор А (я; Ъ) нукта берилган булсин. А(а\ Ь) ну^- 
тадан баравар узокликда турган нукталар туплами (нукталарнинг 
геометрик урни) айлана деб аталади (25- чизма).

Айланада ихтиёрий нукта олиб, уни В(х; у) билан белгилайлик. 
Энди айлана тенгламасини топамиз. Айлана таърифига кура АВ 

масофа узгармас. Уни R билан белгилайлик:

А В =  R.

Икки нукта орасидаги масофани аиикловчи (1.1) формулага кура 

А В =  V { x - a f  +  (у - Ь )а

булади. Демак,

у  (х — о )2 + (у — b f =  R.

Бу тенгликнинг хар икки томонини квадратга кугариб, куйидаги

( x - a f  +  {y-b)- =  R- (4.2)

тенгламага келамиз. Демак, айланадаги узгарувчи В{х\ у) нуктанинг 
координаталари (4.2) тенгламани каноатлаитиради. Юкоридаги (4.2) 
тенглама айлана тенгламасини ифодалайдн. А (а; Ь) нукта айлана мар
кази, R  эса айлана радиуси дейилади.

Масалан, маркази /4(1; 2) нуктада, радиуси R =  3 га тенг бул
ган айлананинг тенгламаси куйидагича булади:

(х — I)'- + (у — 2)2 =  З2, яъни (х — I )2 + (у — 2 f =  9.
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Агар (4.2) айлана марказининг координаталаридан бири ёки ик- 
каласи нолга тенг булса, айлана маркази координата укларида ёки 
координата бошида жойлашган булади:

1°. Айлананинг маркази Л (а; 0) нуктада булсин. Бу холда айла
на тенгламаси куйидаги куринишда булади (26-чизма):

(x — a)2 +  y2 =  R2. (4.3)

2°. Айлана маркази Л (0 ;&) нуктада булсин. Бу холда айлана
нинг тенгламаси куйидаги куринишда булади (27- чизма):.

x2 +  (y - b )2 =  R2. (4.4)

3°. Айлана маркази 0(0; 0) нуктада булсин. Бу холда айлана 
тенгламаси куйидаги куринишда булади (28-чизма) :

х2 + у- =  R1. (4.5)

Айтайлик, маркази A (a; ti) нуктада, радиуси R  га тенг булган

(x - a )2 +  (y - b )2 =  R2 (4.2)

айлана тенгламасига эга булайлик. Бу тенгламанинг чап томонига 
киска купайтириш формуласини цуллаб топамиз:

х2— 2 ах + сг + у3 — 2 by +Ь2 =  R-.

Уни куйидагича ёзиш мумкин:

х2 — 2 ах + у2 — 2 by + а2 + b2 — R2 =  0.

Агар
— 2а =  D, — 2Ъ =  Е, а2 + Ь2—Р  =  F

деб олинса, унда юкоридаги тенглама ушбу

х2 у2 Dx Еу F =  0

тенгламага келади. Бу эса Л =  1, В =  0, С =  1 булган ^олдаги 
иккинчи тартибли эгри чизиц тенгламаси эканини билдиради. Демак, 
айлана иккинчи тартибли эгри чизикдан иборат.

Аксинча, иккинчи тартибли эгри чизик тенгламаси (4.1) да х2 ва 
у2 лар олдидаги коэффициентлар бир-бирига тенг булиб, х у нинг 
олдидаги коэффициент эса нолга тенг булса, у холда бундай иккин
чи тартибли эгри чизик айлана булади. Шуни курсатамиз.

Иккинчи тартибли эгри чизик тенгламаси

Ах2 + Вху + Су2 4- Dx + Еу + F =  0

да Л =  С, В =  0 булсин. Бу холда тенглама куйидаги куринишга 
келади:

Ах2 + Dx + Ау2 + Ey + F =  0. (4.6)
Агар

Ах2 4- Dx =  А (х- +  —  х) =  Л (х2 4- 2 ~  х 4- —  — —  ) =
\ А \ 2А ' 4.42 4А*

, I , D \2 . D* a I . D \2 О 2
■ А I х ~\--- — Л —  =  Л х 4----- ------

1 2А / 4А2 [ 2Л / 4.4

ва худди шунга ухшаш



A if + Etj A (y + iLi
r  2.4 J 4A

булишини эътиборга олсак, унда (4.6) тенглама ушбу куринишни 
олади:

1 i 1 °  2 ° 2 л I  ! Е \2 Е2 , VА I х -f- — ------j- А (у ~г — ----F ■
I 2А I 4Л \ 2А I 4А

0.

Энди кейинги тенгликнинг хар икки томонини А га булиб то- 
памиз:

■ D Г D2 I 1 Е V2 £2 , F л 
Х f 2 А  I  4 А 2~Т ( 2 A  j  4 А 2 ‘ А  ~~ '

Бу тенгликдан эса

/ , D  . / ' Е  \а D2 £2 f

Г  т  й )  + 1у + гТ.) "  м . -  Т  W .7)

булиши келиб чикади.

Куйидаги

D_ =  _  q  =  _ ,

2Л ’ 2.-1 ’
£)2 , £2 /г

4Л2 ^  4Л2 л _  ^

белгилашларни килайлик. Унда (4.7) тенгламанинг куриниши

(х — а)2 +  (у — by =  R-

булади. Бу эса айлана тенгламасидир.
Мис ол .  Иккинчи тартибли эгри чизик ушбу

х2 + у2 + 2х — 4г/ — 20 =  0 (4.8)

тенглама билан берилган. Унинг айлана тенгламаси эканини курса- 
тиб, айлананинг маркази ва радиуси топилсин.

Ечиш.  Берилган тенгламада х2 ва у2 ларнинг олдидаги коэф- 
фициентлар бир-бирига тенг хамда ху нинг олдидаги коэффициент 
нолга тенг булганлиги сабабли юкорида айтилганига кура у айлана
нинг тенгламаси булади.

(4.8) тенгламани куйидагича ёзиб оламиз:

х2 + 2х + у  — 4 у — 20 =  0.
Равшанки,

х2 + 2х =  х2 + 2х + 1 — 1 =  (х + I)2 — 1 ,

У2 — 4у — у2 — 2 ■ 2г/ +  4 — 4 =  (г/ — 2)2 —  4.

Унда

х2 + 2x-f у2 —  4г/ — 20 =  (х +  I)2— 1 + (у —  2)2— 4 —

-  20 =  (х + I)2 + {у — 2 f  — 25 =  0 

булиб, берилган тенглама ушбу

(х +  1)2 +  {У —  2)2 — 25
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куринишни олади. Демак, айлананинг маркази А (— 1; 2) нуктада 
булиб, радиуси R =  5 га тенг булади.

Айлана билан умумий битта М  (х0; у0) нуктага эга булган тугри 
чизгщ айланага утказилган уринма деб аталади. х2 +  у2 =  R 1 айла
нанинг М  (л'0; у0) нуктасидан утувчи уринма тенгламаси куйидагича бу
лади:

х0х +  y0y — R2 =  0. (4.9)

М и с о л. х2 + у1 =  8 айлананинг М  (2; — 2) нуктасидан утувчи 
уринмаси топилсин.

Ечиш.  Бу уринманинг тенгламаси юкоридаги (4.9) формулага 
кура 2х 4- (— 2) у — 8 =  0, яъни х — у — 4 =  0 булади.

2- §. Эллипс ва унинг тенгламаси

Текисликда иккита нукта берилган булсин. Текисликда шундай 
нукталар тупламини карайликки, бу тупламнинг хар бир нуктасидан 
берилган икки ну^тагача булган масофалар йигиндиси ^ар доим бир 
хил узгармас сонга тенг булсин. Одатда бундай нукталар туплами 
(нукталарнинг геометрик урни) эллипс деб аталади.

Берилган икки нуктани мос равишда Г х ва F2 оркали белгилай
миз. Эллипснинг тенгламасини тузиш учун текисликда координата- 
лар системасини куйидагича оламиз: берилган Fy ва Рг ну^талардан 
утувчи тугри чизи^ни абсцисса yiyi, Ft F,2 кесманинг уртасидан утув
чи хамда абсцисса ук;ига перпендикуляр булган тугри чизи^ни ор
дината уки деб оламиз (29-чизма). Агар OF2 — с (с >  0) дейилса, 
унда юкорида айтилганига кура F1 =  F1 (— с; 0), F2 =  F2 (с\ 0) бу
лади.

Эллипсда ихтиёрий нукта олиб, уни М  (х; у) билан белгилай
миз.

Энди эллипс тенгламасини топамиз. Эллипс таърифига кура FtM  
ва F2M масофалар йигиндиси узгармас булади. Уни 2а (а >  0) билан 

белгилайлик:

F,M  + F2M =  2а. (4.10)

Берилган икки нукта орасидаги масофани ифодаловчи формуладан 
фойдаланиб топамиз:

F\M =  V(х — (-— с))2 + (у — О)2 =  I (х + с)2 + у- ,

F M  =  1 (х—cf +  {у—О)2 =  > (х — с)2 + у1 .

Унда (4.10) тенглик ушбу

V (х — с)2 + у2 + 1 (х + с)2 4- у2 =  2а 

куринишга келади. Кейинги тенгликни куйидагича

V{х + с)2 +  у'2 = 2 а — т (х — с)2 + у2 

ёзиб, сунг унинг хаР икки томонини квадратга кутарамиз:

(х + с)2 + у2 =  4а3 — 4а V  (х — с)2 + у2 + (х — с)2 + г/2.
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Бундан эса

х2 + 2сх + с- 4- г/2 — 4а2 — х2 4- 2сх — с2 — у2 =

4с х — 4й2 =  — 4а V (х — с)- 4- у2 

эканлиги келиб чикади. Кейинги тенгликдан

о2 — сх =  а у (х — с)2 4- г/3 (4.11)

га эга буламиз. (4.11) тенгликнинг хар икки томонини квадратга ку- 
тариб топамиз:

(а2 — сх)2 =  (а V (х — с)2 4- У2 )2 =>

а'1 — 2 сгсх 4- с2х2 =  а2 {(х ■— с)2 4- У2] =>а* — 2а2 сх 4-

4- с2х2 =  а2 (х2 —- 2сх + с2 4- у2) =>■ а* — 2а2сх 4- с2х2 =  а2х2 —

— 2а2сх 4- arc2 4- а1 у2 => а2х2 — с2х2 4* а-у2 =  а4 — а2с2 =>

=>- л:2 (а2 — с2) 4- а2у2 =  а2 (а2 — с2).

Равшанки, ^ Л ! 4- F2M F lF2. Демак, 2а >  2с, яъни а > с .  Бундан 
эса а2 — с2 >  0 булиши келиб чикади. Шуни эътиборга олиб, кейинги 
тенгликнинг хар икки томонини а2 (а2 — с2) га буламиз:

Шундай килиб, эллипсдаги узгарувчи М  (х; у) нуктанинг коор- 
динаталари (4.13) тенглама билан богланган экан. Бу (4.13) тенглама 
эллипснинг тенгламасини ифодалайди. /•’> ва F2 нукталар эллипснинг 
фокуслари дейилади. Равшанки, фокуслар орасидаги масофа 2 с га 
тенг.

Энди ушбу

X* (flS — С2) gly2

а2 (а2 — с2) йг (fl2 _  C2j

Натижада ушбу тенгликка келамиз:

—  -и у2 —

Q 2 (fl2 —  С2) 

Q2 (fl2 _  С2)

(4.12)

деб белгиласак, унда

(4.13)
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тенгламалар системасини ечиб, эллипснинг Оу хамда Ох координата 
уг^лари билан кесишиш нукталарини топамиз:

I х О

Демак, эллипс Оу уки билан Лх (0; Ь) ва А„ (0: — Ь) ну^таларда 
кесишади (29-чизма).

Шунингдек,

[ -у2 • У2 _  ] 2

I о2 ' й2 =>- -— (- — =  1 =>- —  =  1 =>■ х2 =  а2 =>- х =  ± а
{ у==0 а2 62

булади.
Демак, эллипс Ох уки билан в, (— а; 0) ва В, (а; 0) нукталар да 

кесишади (29-чизма). Одатда а эллипснинг катта ярим щи, Ь эса 
кичик ярим уЩ  деб аталади.

Эллипс фокуслари орасидаги масофа 2 с нинг унинг катта yi^u 
узунлиги 2 а га нисбати эллипснинг эксцентриситети дейилади ва 
е харфи билан белгиланади:

2 с с
е =  — = - .  (4.14)

2 а а

(4.12) тенгликдан
=  а2_  Ъг

булишини эътиборга олиб, эллипснинг эксцентриситети

1 а-—й2
е =  -------

а

га тенг булишини топамиз.
Эллипснинг эксцентриситети унинг шаклини характерлайдиган 

микдордир.
Равшанки, с <  а булганлиги сабабли е хар доим 1 дан кичик 

булади: е ^  1.
Агар b орта борса, унда е кичиклашиб боради ва эллипс шакли 

айлана шаклига ухшай боради. Агар а =  Ь булса, унда е =  0 булиб, 
эллипс айланадан иборат булиб ^олади.

М и с о л  л ар. 1. Катта уци 10 га, эксцентриситети е — 0,8 га 
тенг булган эллипснинг тенгламаси топилсин.

Ечиш.  Масаланинг шартига кура 2а =  10. Демак, а =  5. (4.14) 
формуладан фойдаланиб,

0,8 =  — =>- с =  5-0,8 =  4
5

булишини топамиз. (4.12) формуладан эса

йа =  оа — с2 =  5а — 4 * =  25 — 16=9 ,  6 =  3

булиши келиб чикади.
Демак, (4.13) формулага асосан эллипснинг тенгламаси
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куринишда булади.
2. Берилган 4х2 +  9у2 =  16 эллипснинг катта ва кичик ярим у^- 

лари, фокус лари хамда эксцентриситети топилсин.
Ечиш.  Берилган Ах'2 + 9у'2 =  16 тенгламанинг хар икки томонини 

16 га буламиз. Натижада

_£ !+ 9£2 = i =̂  +  J/L  =  1
4 16 4 ' _!6

4

тенгламага келамиз. Бу эллипс тенгламасини (4.13) билан солишти- 
риб,

а2 — 4 => а =  2,

1 6 , 4
Ь- =  —  =*- b =  —

9 3

булишини топамз. (4.12) формулага асосан

Ъ~ — а2 — с2 =$■ с2 =  а2 — Ь2 =ф- с- =  4 -- — =>-
9

20 v 20 2 / Г  
с~ — —  с =  ----  = —---

9 3 3

булади.
(4.14) формуладан фойдаланиб, эллипснинг эксцентриситети е ни 

топамиз:

* 2 / 5 . 0 _ / Г
<?= -  = 4 - ^  : 2 =

з

Шундай килиб:

12 1/5~
d

е =

булади.

3

/ 5 "

3-§. Гипербола ва унинг тенгламаси

Текисликда иккита нукта берилган булсин. Текисликда шундай 
нукталар тупламинп карайликки, бу тупламнинг ?;ар бир нуктасидан 
берилган икки иуцтагача булган масофалар айирмаси хар доим бир 
хил узгармас сонга тенг булсин. Одатда бундай нукталар туплами 
(нуцталарнши нометрик урни) гипербола деб аталади.

Берилган икки пуцтани мос равишда Z7, ва Р2 оркали белгилай
лик. Гиперболиниш тенгламасини тузиш учун текисликда координа-



злар системасини куйидагича оламиз. Берилган ва F2 нукталар- 
ан утувчи тугри чизикни абсцисса уки, F1F„ кесманинг уртасидан 
гувчи хамда абсцисса укига перпендикуляр булган тугри чизикни 
рдината уки деб оламиз (30- чизма). Агар ОГ2 =  с (с >  0) дейилса, 
нда юкорида айтилганига кура F, — F, (— с\ 0), F2 =  F2 (с; 0) 
улади.

Гииерболада ихтиёрий нукта олиб, уни М  (х; у) билан белги- 

аймиз.
Энди гиперболанинг тенгламасини топамиз. Гипербола таърифига 

ура FyM  ва F2M  масофалар айирмаси узгармас булади. Уни 2а би- 
эн белгилайлик:

FtM -  F2M  =  =  2а (а >  0). (4.15)

1кки нукла орасидаги масофани ифодаловчи [(1.1) формуладан фой- 
зланиб топамиз:

FXM  =  / ( х - ( -  с))2 + (у - 0 )2 =  лг(х + с)- +  у* ,

F2M =\ (.x—c f  + (у—О)2 =  1 (х — с)2 4- у2 .

'нда (4.15) теиглик ушбу

V (х + с)- + у2 — » (х — с)2 -г у2 =  ± 2а

уршшшга келади. Кейинги тенгликни (Fv\4 >  F„M деб) куйидагича

У (х — с)2 +  у2 =  V {х + с)2 -f у2 — 2а

зиб, сунг унинг хар икки томонини квадратга кутарамиз:

(х — с)2 4-у2 — (х 4- с)2 4- у2 — 4а i (х+с)2 4- у2 4- 4а2.

у-ндан эса

х2 — 2сх 4* с2 -+~ у2 =  х“ 4- 2сх 4- с~ 4- у" 4" 4а" —

— 4а л (х + с)2 4- у2 ,
>ни

— 4а2 — 4сх =  — 4а V {х 4- с)2 4- У“ 

анлиги келиб чикади. Кейинги тенгликдан

а2 4- сх =  а V(х 4- £)2 4- У2 (4.16)

эга буламиз.
(4.16) тенгликнинг хар икки томонини квадратга кутарамиз:

(а2 -г сх)2 =  (а 1 (х 4  с)г 4- у2 f  => « 4 4- 2а2сх 4- с2х2 =  а2 (х2 4-

4- 2сх 4- с2 4- У2) => а4 4- 2azcx 4- с2х2 = а 2у2 4- 2а2сх 4- а2с2 4- а2у2 =>

а4 4- с2х2 =  а2х2 4- ci2c2 -f а2у2 (а2 — с2) х2 4-

4- cry2 =  а2 (а2 — с2).

авшаики, F2M  — FXM  <  FXF2. Демак, 2а <  2с, яъни а2 <  с2. Бун- 
ш эса а2—с2 <  0 булиши келиб чикади. Шуни эътиборга олиб, ю^о- 
ядаги тенгликнинг хар икки томонини а2 (а2 — с2) га буламиз:

-2678 33

па

тан
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(а- — с2) х2 . а2у2 __ j

(а2 — с2) а2 а2 (а2 — с2)

Натижада ушбу
х , у*
а2 а2 — с2

тенгликка келамиз. 
Агар

деб белгиласак, унда

а2 — с2 =  — Ь- (4.17)

1 (4.18)
а2 6*

булади.
Шундай килиб, гииерболадаги узгарувчи И (х; г/) нуктанинг ко- 

ординаталари (4.18) тенглама билан богланган экан. Бу (4.18) тенг
лама гиперболанинг тенгламасини ифодалайди.

Рг на F2 нукталар гиперболанинг фокус лари дейилади. Равшанки, 
фокуслар орасидаги масофа 2 с га тенг. 
gg Энди ушбу

_  ]
Q2 6*

{х =  0 ;

тенгламалар системасини ечиб, гиперболанинг Оу ва Ох координата 
уклари билан кесишиш нукталарини топамиз. Ушбу

( — — —  =  1,
) Q- Ь2

I -V =  0

система ечимга эга эмас (чунки х =  0 да — —  =  1 булиб, манфий сон
Ь"-

1 га тенг буладиган маъносиз муносабат хосил булади).
Демак, гипербола Оу у^и билан кесишмайди. Энди

[ * - _ Л = 1,
) а2 62 /

1 , - 0

системани ечамиз:

Г ____ _  j о 2
i а2 Ь- => — --- 2_= 1=> Л . = : 1 =̂ х 2 =  а 2 =Ф'Л: =  ±а.

с2 Ь2 а2
U  =  0

Демак, гипербола O.v уки билан Ву (— а; 0) ва В, (а; 0) нукталарда 
кесишади (30- чизма).
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Qx уки гиперболанинг хакикий yt\u, Оу эса мавхум уки деб ата
лади.

Юкорида келтирилган гиперболанинг тенгламасини у га нисбатан 
ечиб топамиз:

.г2 у 2 _ j у 2 _ j а'2 и- л-2 ,

а2 Ь2 Ъ2 с 2 Ь2 а2

х2 — а2
=>у2 =  Ьг -— -— =>у =  ± — Y хг — а2. (4.19)

а2 а '

Кейинги тенгликдан куринадики, гипербола абсцисса 'укига нис
батан симметрии жойлашган булар экан.

Юкоридаги (4.19) тенгликни куйидагича ёзамиз:

а2 

х2 ■у

г~

а I х2

а2
d v  тенгликдан куринадики, х етарли даражада катта булганда —

А*

г —
нисбат 0 га якин булиб, \ 1 — —  эса 1 га якин булади:

? X2

Унда

, Ь -и /  * с& Ь
у =  ± — х Л / 1----«  ± — х

а V а-2 а

булади.
Демак, х етарли даражада катта булганда гипербола нукталари- 

нинг ординаталари

У =  ±  -  х  
а

тугри чизиклар нукталарининг ординаталарига етарлича я^ин булар- 
ди. Бу

^  ьу  =  ±  — х  
а

тугри чизиклар гиперболанинг асимптоталари деб аталади (30-чиз- 
мага каранг.)

Гипербола фокуслари орасидаги масофа 2 с нинг 2 а га нисбати

гиперболанинг эксцентриситети деб аталади ва е харфи билан бел
гиланади:

2 с с



С“ =  а- + Ь2

булишини эътиборга олиб, гпперболанинг эксцентриситети

у ' а 2 4- b-
е =  --- —

а

га тенг булишини топамиз.
Равшанки, с >  а булганлиги сабабли е хар доим i дан катта 

булади: е >  1 .
М и с о л л а р: 1. Фокуслари орасидаги масофа 2 у' 11 булиб, узи 

М  (9; — 4) нуктадан утадиган гйперболанинг тенгламаси топилсин.

Ечиш.  Масаланинг шартига биноан 2с — 2 i 11 булади. Демак, 

с =  у 11. (4.17) формулага кура

а2 + Ъг =  1 1

булади.
Гипербола М  (9; — 4) нуктадан утади. Бинобарин, бу нуктанинг 

координаталарн гипербола тенгламаси

х ?__  j/2 _  j

а2 ь-

ни каноатлантиради:

92 (— 4)2 =  

а- Ь'1 

Кейинги тенгликдан топамиз:

92 (— 4)2 __ I ____=  1 =>.

а- Ь2 а2 й'2

=>81 Ь2 — 16 а- =  а2Ь\

Натижада а ва Ь ларни топиш учун ушбу 

Г 4- =  11,

[ 8162 — 16а2 =  а-Ь- 

системага эга буламиз. Энди бу системани ечамиз:

[ a2 -f- Ь2 =  1 1 , ( а2 =  11 — bz, /

\ Slfc2 — 16а2 =  а-Ь2 ^  \ 81Ь2 — 16 (11 — b-) =  (1 \— Ь-) Ь1^  

j а- =  11 —  Ь\

^ l e i f r 2— 176+ т -  — \\ь2 +  ь1 =  о ^

[ а2 =  11 — Ь2, | а2 =  11 — Ь'-,

** { Ь1 — 86Ь2 — 176 =  0 ^  1Щ 2 =  — 43 ± ) 1849 +  176 ̂

| а * = 1 1 — ft®, (а\= 11— 2 =  9,

=* ( Ь? =  2, ^  =  — 8 3 ^ \  bj =  2.

(4.17) тенгликдан
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Демак, а3 =  9, Ь2 =  2. Изланаётган гиперболанинг тенгламаси

булади.
2 . 1 6х2— 25у2 — 400 гиперболанинг фокуслари, эксцентриситети 

топилиб, асимптотасининг тенгламаси тузилсин.
Ечиш.  Берилган гипербола тенгламасининг хар икки томонини 

400 га буламиз:
16*2 25/у2 _  j 

400 400 ~  

х2
Натижада гипербола тенгламаси ----- ^  =  1 куринишга келади.

Демак,
а2 =  25, Ь2 =  16,

с =  V а2 + Ь2 =  г 25 + 16 =  1 41 ,

> г ( - »  41; 0), F2 (у 4Т; 0), е =  -  =
а о

гипербола асимптотасининг тенгламаси куйидагича булади:

4- §. Парабола ва унинг тенгламаси

Текисликда тугри чизик ва бу тугри чизикда ётмаган бирор нукда 
берилган булсин. Тугри чизик дан ва берилган нуктадан баравар узок- 
лнкда турган нукталар туплами (ну^таларнинг геометрик урни) пара
бола деб аталади.

Берилган тугри чизикни АВ, берилган нуктани эса F билан бел
гилаймиз.

Параболанинг тенгламасини тузиш учун текисликда координата- 
лар системасини куйидагича оламиз. Берилган нуктадан утувчи хам
да берилган А В  тугри чизикда перпендикуляр булган тугри чизикни 
абсцисса yi îi деб оламиз. А В тугри чизик ва берилган F нукта ора
сидаги масофапи ифодаловчи кесма уртасидан утувчи .^амда Ох удига 
перпендикуляр булган тугри чизикни Оу уки деб оламиз (31-чизма).

Параболада ихтиёркй нукта олиб, уни М (х; у) билан белгилай
миз.

Берилган АВ тугри чизикдан берилган F нуктагача булган масо- 
фани р  билан (р >  0) белгилайлик. Унда F нуктанинг координата-

лари 0 j булади: F oj. 31-чизмадан:

ОМ, =  *, ОМ, =  М М , =  у, С ( -  0), N  г/) 

булишини топамиз. Равшанки,

Р



Энди параболанинг тенгламасини топамиз. Парабола таърифига 
кура M.V ва M F  масофалар бир-бирига тенг булади:

MN  =  MF (4.22)

Икки ну^та орасидаги масофани ифодаловчи (1.1) формуладан фой
даланиб,

MF= Y +У* (4-23)
ни з<;осил киламиз.

(4.21), (4.22) ва (4.23) муносабатлардан ушбу

x + i

тенгликка келамиз. Бу 'тенгликнинг хар икки томонини квадратга 
кутариб топамиз:

•С +  f  =  V [ х ~ ~ f )  + y i = > ( x + i )  [ X ~  j )  + y ~

=>x- 2 • — x +  —  =  ( x — -f i/2 => x2 + px +  —  =
2 4 V 2 / 4

=  X- — 2 X -b ^  + y 2=>x2 + px +  =  X2 — px + -f t f  =>■
2 4 4 4

=>if- =  2 px.

Натижада куйидаги тенглама хосил булади:

г/2 =  2рх. (4.24)

Шундай килиб, параболадаги узгарувчи М (х\ у) нуктанинг коор- 
динаталари (4.24) тенглама билан богланган экан. Бу (4.24) тенглама 
параболанинг тенгламасини ифодалайди.

F нукта параболанинг фокуса, АВ тугри чизиь; параболанинг ди- 
ректрисаси дейилади.

Демак, парабола директрисасининг тенгламаси х = — парабо

ла фокуси F нинг координаталари F 0| булади.

Парабола тенгламаси (4.24) да у узгарувчи жуфт даражада кат- 
нашади. Демак, парабола Ох удига нисбатан симметряк жойлашган 
булади. (4.24) тенгламадан топамиз:

у- =  2рх => у =  +  1 2р х , у =  — i' 2р х .

Демак, параболанинг юкори ярим текисликдаги тенгламаси

у =  +  л 2рх'_, (4.25)

^уйи ярим текисликдаги тенгламаси эса у =  —  V2px булади.
Параболанинг ю^ори ярим текисликдаги кисмини ^арайлик. (Куйи 

ярим текисликдаги кисми худди шунга ухшаш булади.)
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(4.25) х нинг манфий кийматлар да у нинг кийматлари ха^икий 
булмайди. Бундан О у узининг чап томонида параболанинг битта ^ам 
нуктаси булмаслиги келиб чикади.

х =  0 булганда у =  0 булади. Демак, парабола координата бо- 
шидан утади.

х ( х > 0 )  нинг кийматлари орта борса, (4.25) тенгламадан кури- 
надики, мос у нинг кийматлари хам орта боради. Демак, парабола- 
даги узгарувчи М  (х; у) нукта парабола буйлаб хам унгга, хам юко- 
рига караб Ох увидан хам, Оу укидан хам узоклаша борар экан. 
Бу долин 31-чгзмадаги парабола тасвирида хам куриш мумкин.

Ушбу у2 =  — 2рх куринишдаги тенглама хам параболани ифода- 
лайди. Унинг тасвири 32-чизмада курсатилган.

Ушбу

х2 =  2/л/, (4.26)

х2 =  — 2 ру (4.27)

тенгламалар хам параболаларни ифодалайди. Бу параболалар О у уки- 
га нисбатан симметрик булади. (4.26) параболанинг тасвири 33-чиз- 
мада, (4.27) параболанинг тасвири эса 34-чизмада курсатилган.

М и с о л  лар.  1. Параболанинг фокуси (5; 0) нукта булса, шу па
раболанинг тенгламаси топилсин.

Ечиш.  Масаланинг шартига кура F (5; 0). Демак, -̂- =  5. Бун

дан эса р =  10 булиши келиб чикади. Юкоридаги (4.24) дан фойда
ланиб, йзланаётган параболанинг тенгламаси

, /  =  2 . \ох =  20х

булишини топамиз.
2. Агар параболанинг (3; 5) нуктадан утиши маълум булса, унинг 

тенгламаси топилсин.
Ечиш.  Шартга кура йзланаётган парабола (3; 5) нуктадан ута

ди. Бинобарин, бу нуктанинг координаталарн парабола тенгламасини
95

каноатлантирадп: 52 =  2р-3. Бу тенгликдан р = —  булишини топа-6
миз.

Демак, параболанинг тенгламаси

,  п 25 25 
у = 2 -- х =  — х

6 3

булади.

V Б О Б .  ФАЗОДАГИ АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ

Фазодаги аналитик геометрияда текисликдаги аналитик геометрия- 
даги сингари фазовий шаклларнинг (геометрик объектларнинг) хосса
лари алгебра усули ёрдамида (яъни тенгламалар ёрдамида) урганилади.
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1-§. Фазода тугри бурчакли Декарт координаталар 
системаси

Фазода узаро бир-бири билан перпендикуляр булган учта тугри 
чизикни олайлик. Бу тугри чизикларнинг кесишган нуктасини О хар- 
фи билан белгилаб, уни координата боши деб атаймиз. 35-чизмада 
курсатилганидек, тугри чизикларнинг бирини Ох у^и ёки абсцисса 
уки, иккиичисини О у у^и ёки ордината уци, учинчисини эса Oz ут̂ и 
ёки аппликата уки деб аталади.

Координата боши Ох, Оу ва Oz укларининг хар бирини икки 
цисмга — икки ярим у к ка ажратади. Ярим у^лардан бирини мусбат, 
иккинчисини манфий деб цараймиз. Мусбат ярим уклар 35- чизмада 
стрелкалар билан курсатилган.

Ох, Оу ва Oz yiyiap оркали утган текисликлар (улар координата 
текисликлари деб аталади) фазони 8 кисмга ажратади. Одатда бу 
кисмлар октантлар деб аталади. Улар 36- чизмада курсатилганидек 
номерланади.

Айтайлик, М — фазодаги бирор нукта булсин. М  нуктадан уОг, 
хОг, хОу координат текисликларига параллел текисликлар утказиб, 
уларнинг мос уклар билан кесишган нукталарини Мх, М у ва М г лар 

билан белгилаймиз. Бу М х, М  ва М г нукталарни аниклашш-шг 

йул- йуриклари 37-расмда курсатилган.
Ушбу

ОМх =  А-, ОМу =  у, ОМг =  г

кесмаларнинг узунлиги М  нуктанинг координаталарн деб аталади. 
х сон М  нуктанинг биринчи координатаси ёки абсциссаси, у сон М  
нуктанинг иккинчи координатаси ёки ординатаси, z сон эса /И ну^- 
танинг учинчи координатаси ёки аппликатаси деб аталади. М нукта 
координаталарн ёрдамида куйидагича ёзилади: М (х; у, г).

Октантлар

(х; у\ z) нуцта координаталарн ишораси

х (абсцисса) у (ордината) г (аппликата)

I х >  0 у >  0 г >  0

п д :<  0 у >  0 г >  0

ш х С  0 у <  о г >  0

IV х >  0 У С  0 2 > 0

V А' > 0 у > 0 г <  0

VI х <  0 у >  0 г с  0

VII х <  0 у <  0 2 <  0

VIII л- >  0 у <  0 г <  0
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Аксинча, учта х\ у ва г сонлардан иборат {х; у; г) учлик берил- 
III булса, фазода унга мос битта нуцта топилади.

Координата текисликлари бутун фазони 8 та октантга були- 
HIU1 айтиб утган эдик. Бу октантлардаги нукталар координаталари- 
(III- ишоралари 40- бетдаги жадвалда курсатилган.

Масалан, М (— 3; 5; 1) нуктанинг фазодаги геометрик тасвири 
чп (мада ифодаланган.

2-§. Фазодаги икки нуцта орасидаги масо ]>а

Фазода икки А ва В  нудта берилган булиб, уларнинг координа- 
uiapn мос равишда (х,; у,; z,) ва (х2; у2, г,) булсин: А(х,, у,\ г,), 
(\.. И* г2).

I >у нукталар орасидаги масофани топиш талаб этилсин. 39- чизма-
I берилган А{х,\ у,; z,) ва В(х2, у.2\ г2) пукгаларнинг координатала- 
нin эътиборга олиб куйидагиларни аниклаймиз:

ОС, =  х„ OD, =  у„ АА, =  z„

ОС2 =  х2, OD., =  у2, В В ! =  z2.

.1/1, ва ВВ, узаро параллел. Улар бир текисликда ётади. А, ва 
, нукталарни туташтирамиз. А нуктада А,В, га параллел АЕ кес- 
IIUI утказамиз. Натижада АВЕ тугри бурчакли учбурчак хосил бу- 
|дн. Пифагор теоремасидан фойдаланиб топамиз:

АВ2 =  АЕ2 +[ВЕ\ (5.1)

/1, нуктадан Оу укка параллел Л,/:', тутри чизикни}утказиб, 
учбурчакни хосил киламиз. Бу учбурчак хам тугри бурчакли 

(бурчак булади. Яна Пифагор теоремасига acocaHj

A.fi] = А .Е 2  4- В.Е\

чга буламиз.
Энди АЕ =  А,В, эканини эътиборга олиб, кейинги тенгликни 

/йидагича ёзиб оламиз:

АЕ" — А1Е 1 +  В 1 Е~у .

(5.1) ва (5.2) тенгликлардан

АВ2 =  А^Е^ +  В {Е I +  BE2 

лиши келиб чикади. Равшанки,

А,Е, — D ,D2 =  ODo — OD, =  у2 — у„ 

BtE, С,С2 — ОС2 — ОС, =  х2 — х,, 

BE =  ВВ , — ЕВ , =  В В t — /1/1 j =  z2 — z,

(5-2)

(5.3)
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Л,В| — у2 i/j, BXE x — л*2 лi , BE — 2"о z i* 

Буларни (5.3) тенгликка куйиб топамиз:

АВ- =  (у„ — г/,)2 + (х2 — .г,)2 + (г2 — г,)2.

Демак,

Демак,

А В = У  (х2 — х,)2 + (у2 — у,)2 + (г2 — z,)2. (5.4)

Бу Л (яу, г/а; Zj) ва В (х2; у2; г2) нукталар орасидаги масофани ифо- 
даловчи формуладир.

М и с ол .  Л (2; 5; 0), В (5; 1; 12) нукталар орасидаги масофа то
пилсин.

Ечиш.  Бу нукталар орасидаги масофани (5.4) формуладан фой
даланиб топамиз:

АВ =  У (5 — 2)2 (1 — 5)2 Н-(12 — О)2 =  ) /3 2 + ( — 4)2 + 122 =  

=  У  9 + 16  + 144 =  у т  =  13.

3- §. Кесмани берилган нисбатда булиш

Фазода Л (х{, ух; г,) ва В(х2, у2; г2) нукталар берилган булиб. 
уларни туташтирии! натижасида АВ кесма хосил килинган. АВ кес- 
мада шундай С нуктани топиш керакки, АС кесманинг СВ  кесмага 
нисбати берилган Я сонга тенг булсин:

СВ

Йзланаётган С нуктанинг координаталарини х, у ва z дейлик: 
С (х\ у\ г).

Бу масаланинг ечилиши мазкур курснинг 1-боб, 3-§ ида кел
тирилган (текисликдаги кесмани берилган нисбатда булиш) масала
нинг ечилиши кабидир. Шуни эътиборга олиб, биз куй ида масала
нинг ечимини келтириш билан кифояланамиз.

АС
АВ кесмани берилган X =  -—  нисбатда булувчи нуктанинг коор-

св
динаталари куйидаги

х, +  ах2 и, +  Ху 2 г, +  Яг»

х =  Т + а Г ’ у  =  — Г Г -  г =  - Г Т Г  (5-5)

формулалар билан топилади.
Хусусан, С (.*; у; z) нукта АВ кесмани тенг иккига булса (АС =  

=  СВ), у ^олда
АС , .
—  =  К =  1 
СВ

булиб, йзланаётган С нуктанинг х, у, z координаталарн

* i+ - v2 ,, У\ +  Уг _ г1+  г2
л =  ------ , у =  ------- , Z =  -------

2 2 2
булади.



М и с о'л. А (3; 7; 4) ва В (8 ; 2; 3) нукталарни туташтиришдан

Ечиш.  Изланаётган С нуктанинг координаталарини юкорида 
келтирилган (5.5) формулалардан фойдаланиб топамиз:

Фазода икки нукта берилган булсин. Бу нукталардан бир хил 
масофада турган нукталар туплами (нукталарнинг геометрик урни) 
текислик деб каралади.

К,уйида текисликнинг аналитик ифодаларини (тенгламаларини) то
памиз ва улар ёрдамида текисликнинг хусусиятларини урганамиз.

Биз юкорида, текисликни берилган икки В, (х{, у,; zt) хамда) 
В2(х2\ у2\ z,) нукталардан баравар узокликда турувчи нукталар туп- 
ламидан иборат деб карадик. Энди текисликда ихтиёрий М  (х; у, z 
нуктани (узгарувчи нуктани) олайлик. Равшанки, М (х; у, z) нукта
нинг координаталари х, у ва z лар турли кийматларни кабул кил- 
ганда, текисликнинг нукталари хосил булади. Бу М (х; у, z) ну^та 
билан берилган В {(х{, уг\ г,) ва B2(.v2; г/г; г2) нукталар орасидаги 
масофани (5.1) формуладан фойдаланиб топамиз (40- чизма):

2
хосил булган А В кесмани А, — —— нисбатда булувчи С ну^та то-

з

пилсин.

х, -!- Хх» 
х =  — -- -

1 + я

9 + 1 6
9

3 +  2
1 +  —

3

2

и =  lJl +
1+  X

21-!-4

52

г, + Яг. 

1 + Я

6_

5_ ~  5 

3

Демак, С I 5; 5; —
\ 5

IV  Б О Б .  ТЕКИСЛИК ВА УНИНГ ТЕНГЛАМАЛАРИ

1-f* Текисликнинг умумий тенгламаси

BLM = } ' [х — л-,)- + (у — гд)- -|- {г — г,)-, 

В2М =>•' [х — х2)- + (у — г/,)2 + (г — г,)2.

Шартга кура

BtM  =  В2/И

булишидан
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V ( x  - - Л-,)2 +  (у —  у ,)2 (z —  z, )2 =

=  — хг)2 -Г (у —  г/2)2 +  (г — z2)2

тенглик келиб чикади. Кейинги тенгликдан эса

(.х — Ху}2 + {у — уд~ + (г — г,)2 =  (х — х„)°- + (у — Уо)'2 + (z — z2)a

булишини топамиз. Бу тенгликда хамма хадларини чап томонга ут- 
казиб, сунг киска купайтириш формуласидан фойдалансак куйидаги 
тенглама хосил булади:

х2 — 2ххх +  х\ + у2 — 2 уху +  У] + z2 — 2 z,z — z2 — (.х3 — 2х2л' +

+ 4  + у2 — 2 г/2у + г/; +  г2 — 2z2z + z2,) =  0 .

У  ндан

— 2ххх +  х\ — 2уху + у\ — 2z,z 4- z2 + 2a2* — х\ —  2у2у —

—  у ;  +  2z2z —  z 2 =  0,

яъни

2(х 2 — х})х +  2(у2 — i/j) у + 2(z2 — Zj)z + (х\ + у\ +
! О О О 0\

+  Zj —  х-2 —  у2 —  z2) =  0 

булиши келиб чикади. Агар

А =  2 (х2 — хО, Б =  2 (у2 — г/,), С == 2 (г2 — г,),

D O I О ! о о о о
=  х\ + у\ + Zj хт, у2 1 г2

деб белгиласак, унда

Ax +  B y + C z- rD  =  0 (6.1)

тенгламага келамиз. Бу х, у ва г га нисбатан биринчи даражали 
тенгламадир.

Демак, текисликдаги ихтиёрий М (х\ у, г) нуктанинг х, у ва z 
координаталарн (6 .1) тенглама билан богланган булар экан. (6 .1) 
тенглама текисликнинг умумий тенгламаси деб аталади.

Текисликнинг умумий тенгламаси А, В, С, D  сопларга (коэф- 
фициентларга) боглик. Бу сонлар турли кийматларга тенг булганда 
турли текисликлар хосил булади. Бинобарин, текисликнинг фазода- 
ги вазияти хам шу коэффициентларга богликдир.

М и с о л .  х +  у + z*— 1 = 0  тенглама текисликнинг умумий 
тенгламаси булиб, унинг фазодаги вазияти 41-чизмада тасвирланган. 

Текисликнинг умумий тенгламаси

Ах + B y  +  Cz + D  =  0 (6 .2)

берилган булсин. Бу текисликнинг фазодаги вазиятини урганамиз. 
Юцорида айтиб утганимиздек, текисликнинг вазияти .4, В, С, D 
коэффициентларга бог лиц булади.

Г. (6.1) текислик тенгламаси да D =  0 булсин. Бу холда (6.1) 
тенглама ушбу

Ax + By + Cz =  0 (6.2)

44



куринишга келади. Бу текислик координата бошидан (яъни 0(0; 0; 0) 
нуктадан) утади. Чунки 0(0; 0; 0) нуктанинг коордииаталари (6.2) 
тенгламани каноатлаитиради:

л-о + в о  + с о  = о.
2°. (6.1) текислик тенгламасида С =  0 булсин. Бу ^олда (6.1) 

тенглама ушбу

Лх + By +  D  =  0 (6.3)

куринишга келади. (6.3) тенглама Oz укига параллел текисликни 
ифодалайди (42- чизма).

3°. (6.1) текислик тенгламасида В — 0 булсин. Бу хрлда (6.1) 
тенглама ушбу

Ах + Сг + D =  0 (6.4)

куринишга келади. (6.4) тенглама Оу укига параллел текнсликни 
ифодалайди (43- чизма).

4°. (6.1) текислик тенгламасида Л == 0 булсин. Бу хрлда (6.1) 
тенглама ушбу

By +  Cz +  D  =  0 (6.5)

куринишга келади. (6.5) тенглама Ох укига параллел булган текис
ликни ифодалайди (44- чизма).

5°. (6.1) текислик тенгламасида C =  D  =  0 булсин. Бу холда
(6 .1) тенглама ушбу

Ах + By =  0 (6 .6)

куринишга келади. (6 .6) тенглама Oz укидан утуБчи текисликни 
ифодалайди.

6°. (6.1) текислик тенгламасида В — D =  0 булсин. Бу хрлда (6.1) 
тенглама ушбу

Ах + Сг =  0 (6.7).

куринишга келади. (6.7) тенглама Оу укидан утувчи текисликни 
ифодалайди.

7°. (6.1) текислик тенгламасида A = D  =  0 булсин. Бу холда
(6 .1) тенглама ушбу

By +  Cz =  0 (6 .8)

куринишга келади. (6 .8) тенглама Ох укидан утувчи текисликни 
ифодалайди.

8°. (6.1) текислик тенгламасида Л =  В =  0 булсин. Бу хрлда
(6 .1) тенглама ушбу

Cz +  D  =  0 (6.9)

куринишга келади. (6.9) тенгламадан топамиз:

z =  - - ~  (С ф  0).

45



Демак, (6.9) текисликнинг барча нукталари хОу координата текисли- 
гидан баравар узокликда булади. (6.9) тенглама хОг текиеликка па
раллел булган текисликни ифодалайди (45- чизма).

9°. (6.1) текислик тенгламасида В =  С =  0 булсин. Бу холда
(6 .1) тенглам ушбу

А х + 0  =  0 (6.10)

куринишга келади. (6 .10) тенгламадан топамиз:

х= —- (А Ф  О).

Демак, (6.10) текисликнинг барча нукталари yOz координата текис- 
лигидан баравар узокликда булади. (6.10) тенглама yOz текиеликка 
параллел булган текисликни ифодалайди (46-чизма).

10°. (6.1) текислик тенгламасида Л = С  =  0 булсин. Бу хрлда
(6 .1) тенглама ушбу

By-\-D =  0 (6.11)

куринишга келади. (6 .11) тенгламадан топамиз:

y = — j  (В ф О )

Демак, (6.11) текисликнинг барча нукталари xOz координата текис- 
лигидан баравар узокликда булади.

(6.11) тенглама xOz текиеликка параллел булган текисликни 
ифодалайди (47-чизма).

11°. (6 .1) текислик тенгламаси:
а) В =  С =  D =  0 булганда Ах =  0, яъни х =  0,
б) С =  D  =  А =  0 булганда By =  0. яъни у =  0,
в) D =  А =  В =  0 булганда Cz =  0, яъни z =  0 булиб, (6.1) 

тенглама мос равишда yOz, xOz ва хОу координата текисликларини 
ифодалайди.

2-§. Текисликнинг кесмалар буйича тенгламаси

Фазода бирор текислик берилган булиб, у координата удлари 
Ох, Оу ва Oz лар билан мос равишда М х, М2, М 3 нукталарда кеси- 
шиб, улардан ажратган кесмалари

ОМ ! =  а, ОМ2 =  Ъ, ОМя =  с

га тенг булсин (48-чизма).
Бу берилган а, b ва с сонлар (кесмалар узунликлари) ёрдамида 

текисликнинг фазодаги вазиятини тулщ аниклаш мумкин.
Айтайлик, каралаётган текисликнинг тенгламаси

Ax +  By +  Cz +  D  =  0 (6.1)

булсин. Модомики, бу текислик М 1(а\ 0; 0), Л12 (0; Ь\ 0) ва УИ3 (0; 
0 ; с) нукталар дан утар экан, демак, бу нукталарнинг координата- 
лари (6 .1) тенгламани каноатлаитиради:



A -а + B-0 -f- С-0 + D =  О,

,4-0 + В -6 + C ’O-f D = 0 ,

Л-0 + В-0 + С-с +  0  =  0 .

Аа + D =  о, Bb + D  =  0. Сс + D =  0.

Г)у тенгликлардан

л =  — — . в =  — — , С =  — —
а Ь с

булиши келиб чикади. Бу топилган Л, б, С ларнинг кийматларинн
(6.1) тенгламадаги Л, В, С ларнинг урнига куямиз:

Лх + Вц 4- Cz 4- D =  0 =>-- —х ---—у -- —z 4-  D  =  0 =>
а Ь с

=ф- — D/ —  4- —  4-—---1') = 0 = >  —  4-—  + —  =  1.
\ а Ь с J а о с

11атижада

Т + Т + Т ^ 1 (6-12)

тенгламага келамиз. Бу текисликнинг кесмалар буйича тенгламасидир.

3-§. Текисликнинг нормал тенгламаси

Фазода текисликнинг вазиятини бошцача хам аниклаш мумкин. 
Фазода Декарт координаталар системасига нисбатан бирор текис- 

ликни карайлик. Бу текислик 49-чизмада тасвирлангандек булсин.
Координата бошидан текисликка туширилган перпендикулярнинг 

узунлиги р ва шу перпендикулярнинг Ох, Оу ва Oz утугарнинг мус
бат йуналишлари билан ташкил этган бурчаклари мос равишда 
а, (3 ва у булсин.

Берилган р ва а, (5, у лар ёрдамида текисликнинг фазодаги ва
зияти тулик аникланади. Текисликнинг тенгламаси эса

х cos <у. у cos Р 4" 2 cos у — р =  1 (6.13)

булиб, бунда

cos'2 а  4 - cos2 Р 4 - cos2 у =  0

булади (текисликнинг бу тенгламасини келтириб чицариш тугри чи
зикнинг нормал тенгламасини келтириб чикариш кабидир). Одатда,
(6.13) тенглама текисликнинг нормал тенгламаси деб аталади.

Энди текисликнинг умумий тенгламасини нормал куринишдаги 
тенгламага келткрилишини курсатамиз.

Фазода бирор текислик берилган булиб,

унинг умумий тенгламаси,

Демак,

Ах 4- By + Cz 4- D =  0 (6.1)
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x cos a  -- // cos p + 2 cos у — p =  0 (6.13)

эса шу текисликнинг нормал тенгламаси булсин. Бу тенгламалар 
битта текисликни аниклаганлиги сабабли, уларнинг коэффициентлари 
пропорционал булади. Демак,

(х Ах 4- u By + u Cz + р, D  =  О

тенглама (6.13) тенглама билан бир хил булади:

и Ах +  (.1 By +  u Cz -f u D  =  x cos ос +  у cos |3 + z cos у — p.

Бундан эса

\iAx =  cosa, ^ £  =  cosp, uC  =  cosy, ii D  =  — p 

тенгликларга эга буламиз. Натижада

[i2 А- +  (.г В2 + и2 С2 =■ cos2 a -j- cos2 (3 + cos2 у =  1 

булади. Демак,

fi2.42 +  ц2 В- + ц3 С2 =  1.

Бу тенгликдан эса

1
it = ----—

± К Л2 + В2 + с-

булиши келиб чикади.
Шундай килиб, текисликнинг умумий тенгламаси

Ах +  By + Cz +  D — 0 (6.1)

ни

1
И =  —

± [ А*-г В2—С-

га купайтириш натижасида бу тенглама нормал куринишдаги тенгла- 
мага келар экан.

ti нсрмалловчи купайтувчи дейилиб, унинг ишораси (6 .1) ‘тенг- 
ламадагн D  нинг ишорасига тескари килиб олинади.

Мис ол .  Текисликнинг умумий тенгламаси 4 х + 3 у — lz  + 15 =  
=  0 ни нормал куринишдаги тенгламага келтирилсин.

Ечиш.  Аввало нормалловчи купайтувчини топамиз:

________ 1__________ __________ 1_________ ___

± I .12 - В- --Г- — , 4= + 3= + (—72)

__________1__________________ I_

— У 16+9+49 /7 4

Берилган тенгламанинг хар икки томонини а =  — —  га’купайтириб,



тенгламага келамиз. Бу текисликнинг нормал тенгламасидир. Бу ерда

4 „ 3 7 15
cos а  = ----— , cos р = --- — , cos у =  —— , р =  ——

( 74 у 74 у 74 74

булади.

4-§. Берилган нуктадан утувчи текислик 
тенгламаси

Фазода бирор М (хх, ух: г,) нукта берилган булсин. Шу нуцта- 
дан утувчи текислик тенгламасини топиш талаб этилсин.

Текислик тенгламасини ушбу

Ах + Ву +  Cz + D =  0 (6.1)

куринишда излаймиз. Модомики, бу текислик берилган М  (.'<,; ух\ zx) 
нуктадан утар экан, унда шу нуктанинг .v,, yL ва гх координаталарн
(6 .1) тенгламани Цаноатлантиради:

Ахх + Вух +  Czx -f D  =  0. (6.14)

Юкоридаги (6.1) тенгламадан (6.14) тенгламани ^адлаб айириб:

Ах + By -j- Cz -J- D  — (Axl -t- Byx -f Czj -f D) =  0

куйидаги

A (x — x,) + В (у — ул) +  С (г — zx) =  0 (6.15)

тенгламага келамиз. Бу берилган М (хх, //,: г,) нуцтадан утувчи 
текислик тенгламасидир.

М и с о л. М  (2; 4; 6) нуктадан утувчи текислик тенгламаси то
пилсин.

Ечиш.  Юкоридаги (6.15) формулага кура М  (2; 4; 6) нуктадан 
утувчи текислик тенгламаси ушбу

А (х — 2) + В (у — 4) 4- С (г — 6) =  0

куринишда булади. Бу тенглама А, В ва С ларнинг цийматларига 
боглиц. Уларнинг турли кийматларида М  (2; 4: 6) нуктадан утувчи 
турли текисликлар хосил булади.

5- §. Икки текислик орасидаги бурчак

Фазода икки текислик берилган' булсин. Бу текисликлар дан х,осил 
булган ихтиёрий икки кушнк икки ёцли бурчак берилган текислик
лар орасидаги бурчак деб аталади (50-чизма).

Фараз килайлик, айтилган текисликлардан бирининг тенгламаси

Ахх + Вху + Cxz + Dx =  0, 

иккинчисининг тенгламаси эса

А2х -Т В2у ~1“ C2z -f' D2 — 0 

булсин. Бу текисликлар орасидаги бурчак ср ушбу
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COS ф =  --->---  1 1 “ (6.16)

I tfx+B\+c\ ■V aI + bI + cI

формула билан топилади.
(6.16) формуладан фойдаланиб икки текисликнинг параллел хамда 

перпендикуляр булиши шартларини топиш мумкин. Масалан, икки 
текислик орасидаги бурчак ф =  90° булсин. Бу холда текисликлар 
узаро перпендикуляр булади.

Равшанки, ф =  90°да

AxA2+ В̂ В.2̂ - CjCo 
COS ф =  —  -- — =>-

V а\ + в\+ с\ ■ \г£, + в\ + с\

=>* cos 90 =  —  1 2 1 1 2  _

V  А\ + В* + с\ ■ V  А\ + в\ + с% 

ЛХЛ ,+  ВуВ ,+  с хс 2
0 =

VА\ + в\ -  С] • V А\ + в\ -- с\

=р-А1А2 + В,В.2 -J- CLC2 =  0.

Демак,

AtAt +  ВхВг + С\С2 =  0 (6.17)

тенглик икки текисликнинг перпендикулярлик шартидир. 
Шунингдек, курсатиш мумкинки,

_  ^1 _  Ci 
Л, в., ~ С,

(6.18)

тенгликлар икки текисликнинг параллеллик шартини ифодалайди.
Мис о лл ар .  1. 2х — Зу + 5z +  7 =  0, 6х—-9г/+15г +  21 = 0  

текисликлар узаро параллелдир, чунки улар учун (6.18) шарт бажа- 
рилади:

2 __ Z1? — 5 

6 — 9 _  15 '

2. 2х-}- у -— 5г + 4 =  0, Зх + 4у +  2z — 1 = 0  текисликлар узаро 
перпендикуляр булади. чунки улар учун (6.17) шарт бажарилади:

2 ■ 3 + 1 - 4 +  (— 5)-2 =  0.

3. 2х + у + 4г 4- 2 =  0, х + 2у — 2 + 1 = 0  икки текислик ора
сидаги бурчак топилсин.

Юкорида келтирилган формулага кура изланаётган ф бурчакнинг 
косинуси

2-1+ 1-2+ 4-(— 1) 0 А
cos ф =  — ...... ...-■ = -----=  0

/ 4 + 1 + 1 6  •,'■ "1+4+1 /1 2 6

булади. Демак, ф =■— .
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6-§. Берилган нуктадан берилган текисликкача 
булган масофа

Фазода М (х1; у,; zt) нукта ва бирор текислик берилган булсин. 
Каралаётган текисликнинг нормал куринишидаги тенгламаси

х cos a -j- у cos р + z cos у — р — 0 (6.13)

га эга булайлик.
Агар берилган нуктадан шу текисликкача булган масофани d де- 

сак, у куйидаги

d =  ^ co sa  + г/] cosp +  zxcos у — р (6.19)

тенгликдан топилади.
Агар текислик умумий тенглама

Ax +  By +  Cz + D  =  0 (6.1)

билан берилган булса, аввало бу тенгламани нормал куринишидаги 
тенгламага келтирилади. Бунинг учун нормалловчи купайтувчи

1
И- =  — -------- —

± VA2+ В* + С2

ни топиб олиниб, берилган тенгламани [нормал [куринишга келтири
лади:

ц (Ах + By -f- Cz -г D) =  0 =>

А х 4- B y  -\- C z - \ -  D
= 0 .

±  / Л 2 +  В2+ С 2

Сунг х, у ва г лар урнига М (х{, у{, z,) нуктанинг координаталарини 
куямиз. Натижада

d =  ±  А ч + % , +  & , + В  (6 20)

/ Л 2 + 52 + С2

булади.
Мисол .  Берилган М(3; 0; 1) нуктадан ушбу х — 2y 4- z — 1=0 

текисликкача булган масофа топилсин.
Ечиш.  Равшанки, бу холда А =  \, В =  — 2, С =  1, D  =  •— 1, 

Vj =  3 , у, =  0 , zx =  1 булади. Юкоридаги (6.20) формулага кура

d — Ь3+ (— 2) -0 -1- 1 - 1  — 1 _  _3_ _  / (Г

/1+44- 1 / 6* 2

булади.

V I I  Б О Б .  ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАР

Маълумки, фазода текислик х, у ва z узгарувчиларга нисбатан 
биринчи даражали

Ах +  By +  Cz + D =  0 

тенглама билан аналитик ифодаланади.
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Энди фазода иккинчи тартибли сиртларнинг (маълум куринишдаги 
сиртларнинг) аналитик ифодаларини келтирамиз.

Иккинчи тартибли сиртлар х, у ва г узгарувчиларга нисбатан ик
кинчи даражали тенгламалар билан ифодаланади. Иккинчи даражали 
тенгламанинг умумий куриниши куйидагича булади:

Ах2 + By2 + Cz2 +  Dxy +  Exz + Fyz +

+ Gx 4- Ну + Kz -f T =  0. (7.1)

Одатда (7.1) тенглама иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенг
ламаси деб аталади.

Ушбу бобда содда куринишдаги иккинчи тартибли сиртлардан 
сфера, эллипсоид, гиперболоид хамда параболоидлар хасида кис- 
^ача маълумотларни келтирамиз.

1-§. Сфера ва унинг тенгламаси

Фазода бирор А (а; Ь\ с) нукта берилган булсин. А (а; Ь\ с) нук
тадан баравар узокликда турган нукталар туплами (ну^таларнинг ге
ометрик урни) сфера деб аталади (51 - чизма). Сферада ихтиёрий ну^- 
та олайлик. Уни В (х; у, z) билан белгилайлик.

Энди сферанинг тенгламасини топамиз. Сфера таърифига кура 
АВ масофа узгармас. Уни R билан белгилайлик: АВ =  R. Икки нуiy 
та орасидаги масофани топиш формуласи (5.1) га кура

АВ =  V  (х — а)2 + (у — bf + (г — cf

булади. Демак,

1 (х — a f  +  (у — b f  -Н (2 — c f  =  R.

Бу тенгликнинг хар икки томонини квадратга кутариб, куйидаги

(х — a f  4- (г/ — b f +  (г — с)2 =  R2 (7.2)

тенгламага келамиз. Бу сферанинг тенгламаси булади.
А (а; b; с) ну^та сфера маркази, R  эга сфера радиуси дейилади. 
Хусусан, сфера маркази координата боши О (0; 0; 0) нуктада 

булса, унинг тенгламаси ушбу

А'2 -Ь у2 4- г2 =  R2 (7.3)

куринишда булади.
к* Сфера билан текислик (агар улар кесишса) айлана буйича кеси- 
шади. Бу айлана тенгламаси сфера билан текислик тенгламаларини 
биргаликда ечишда хосил булади.

Мисол .  Маркази Л (1; 2; 3) нуктада, радиуси R =  2 булган 
сфера тенгламаси топилсин.

Ечиш.  Юкорида келтирилган (7.2) формуладан фойдаланиб из- 
ланаётган сферанинг тенгламасини топамиз:

(х — 1 )2 + (у — 2)2 4- (г — З)2 =  22.
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куринишда булиб, унинг геометрик тасвири 52-чизмада келтирилган. 
а, Ь, с лар эллипсоиднинг ярим уклари дейилади.

(7.4) эллипсоид билан хОу текисликнинг кесишишидан хосил 
булган чизикни топиш учун эллипсоид тенгламаси

а2 ^  Ь2 ' с2 

билан хОу текислик тенгламаси

2 =  0

ларнн биргаликда караймиз:

[ -У- ■ у- , г2 __ 1 

J а2 "И Ь2 ~Г с2

2-§. Эллипсоид

Эллипсоиднинг тенгламаси ушбу

—  +  — +  — = 1 (7.4)
а2 Ь2 <2

0.

Натижада
X2

У- =  1 (7.5)
U2 62

тенгламага келамиз. Бу эса ярим уклари а ва Ъ булган эллипсни 
ифодалайди.

Шундай килиб, хОу текислик эллипсоидни (7.5) эллипс буйича 
кесар экан.

Худди и]унга ухшаш курсатиш мумкинки, xOz текислик эллип- 
соидни ушбу

а2 ^  с2

эллипс буйича, yOz текислик эса эллипсоидни куйидаги

Ь2 ' с2

эллипбуйича кесади.

3-§. Гиперболоидлар

Гиперболоидлар икки хил булади. Ушбу

—  4- --- — =  1 (7.6)
а2 Ь2 с2

куринишдаги тенглама бир паллали гиперболоиднинг тенгламаси 
булади. Бу гиперболоид 53- чизмада тасвирланган.

Куйидаги



куринишдаги тенглама икки паллали гиперболоиднинг тенгламаси 
булади. Бу гиперболоид 54-чизмада тасвирланган.

Бир паллали гиперболоид координата текисликларига хамда коор
дината бошига нисбатан симметрик жойлашган булади (53-чизма).

Икки паллали гиперболоид хам координата текисликларига хамда 
координата бошига нисбатан симметрик жойлашган булади (54-чиз
ма).

4-§. Параболоидлар

Ушбу

Z =  4  +  Тг (7'8)а- Ьг

куринишдаги тенглама эллиптик параболоиднинг тенгламаси булади. 
Бу эллиптик параболоид 55- чизмада тасвирланган.

Куйидаги

_Д.'- у2

а'2 №

куринишдаги тенглама гиперболик параболоиднинг тенгламаси була
ди. Бу гиперболик параболотд 56-чизмада тасвирланган.

Юкорида келтирилган параболоидлар хОг хамда уОг текисликла
рига нисбатан симметрик жойлашган булади,

iV III Б О Б .  ЧИЗИКЛИ ВА ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИНИНГ 
БОШЛАНГИЧ ТУШУНЧАЛАРИ

1-§, Чизикли алгебранинг асосий тушунчалари

да! Олин математиканинг купгина масалалари чизикли тенгламалар 
системаси ва уларни ечиш билан боглангандир. Икки тугри чизикнинг 
кесишиш нуцтасини топиш чизикли тенгламалар системасини ечишга 
келганлиги бунга далилдир.

Биз куйида содда чизикли тенгламалар системаси ва уларни ечиш 
билан шугулланамиз. Бундай системани ечишда детерминантлар ту- 
шунчаси мухим роль уйнайди. Шу сабабли аввало детерминант ту- 
шунчаси билан танишамиз.

1. И кк и н ч и  ва уч инчи  тартибли д е т е р м и н а н т л а р  
ва уларнинг х о с с а л а р и .  Фараз килайлик, а ;1, а 12, а21, а22 ха- 
цикин сонлар берилган булсин. Бу сонлар ёрдамида ушбу ап а,2 —
— а12а31 микдорни тузамиз. Бу сон иккинчи тартибли детерми
нант деб аталади ва куйидагича белгиланади:

Демак,

« 1 1  «12 

Ci.21 0.-22

а п. «12 

«21 «22

— а у i Uo-2 «12 «21 ■ (S. 1
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« и , а ,2, а „ , , о22 сонлар детерминантнинг элементлари дейилади. 
к,,, « 12—де терминантнинг биринчи сатри. «21, «2г— иккинчи сатри, 

« и , о21'—детерминантнинг биринчи уступи , «12, «22— иккинчи уступи 

дейилади.
аи , а22 (8 .1) детерминантнинг бош диагонали дейилади, а 12, «21 эса 

иккинчи диагонали дейилади.

3.

4.

2 3 

6 8 
— 1

2 — I

2 — 71

1 з|

2 2

3 4

М и с о л л а р 

= 2-8 — 6-3=  16— 18 =  2. 

4
( -  1) ■ (— 8) — 2-4 =  8 —  8 

=  2-3 — (— 7)1 =  6 +  7 =  13. 

2-4 — 2-3 =  8 — 6 =  2.

=  0 .

Энди куйидаги сонлар берилган булсин: яп , «12, а13, а21, «22, «гз> 
а31, «32, «33. Ушбу

«22 «23 «21 «23

+  «13

«21  «22

—  «12
«32 «33 «31 «33 «3 1  «32

а.

ифода учинчи тартибли детерминант деб аталади ва куйидагича 
ёзилади:

I
«11 «12 й

«21 «2 2 а.
«31 «3 2 « :

23

зз

Бу детерминантнинг сатрлари, устунлари ва диагоналлари юкоридаги- 
дек аникланади. Иккинчи тартибли детерминантнинг кийматларидан 
фойдаланиб, учинчи тартибли детерминант учун ушбу формулани 
хосил киламиз:

«11 «1 2  «1 3

«2 2  «23

6?22 «23 #21 ^23 «21 «22

«21 =  «11
«32 «33

О] 2

«3 1  «33
+  «13

«31 «32

«3 2  «33«31

—  «1 1  («2 2  «33  «23  а :>о) й j 2 ( я 21 « 33 «23  « 3 l )  “Ь  «1 3  («21  «32  «22  « 3 l )

« 1 1  «22  «33  > «1 2  «23  «31  «21  «32  «1 3  «31  «22  «1 3  ’

«32  «23  «11-

«21  Я] 2 «33

Демак, учинчи тартибли детерминант 6 та .^аддан иборат булиб, 
уларнинг 3 таен «+» ишора билан; учтаси эса «—» ишора билан 
олинади. Хадларнинг каидай ишора билан олиниш схемаси 56 а, б- 
чизмада курсатилган.
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Демак, мусбат ишора билан бош диагонал ва уни кесиб утувчи уч* 
бурчакларнинг учларидаги элементлар купайтмасининг йигиндиси оли- 
нади:

^ 11̂ 22̂ 33 I 2̂ 23̂ 31 I- ^21̂ 32̂ 11'

Манфий ишора билан иккинчи диагонал ва уни кесиб утувчи учбур- 
чакларнинг учларидаги элехментлари купайтмаси олинади:

«31«22«T3 «21«12«33 «П«23«32-

Мисол .  Ушбу учинчи тартибли детерминант хисоблансин:

1 4  3 6

I  - 3  2 — 5

— 1 7I
I

Юцорида келтирилган коидага кура детерминантнинг цийматнни 
топамиз:

3 64

—3 

1

6 - 2-1

2 — 5 =  4-2-7 +  3 •(- 

-1 7

4 - (— 5) - (— 1) — (— 3) -3-7 = 

— 20 + 63 =  90.

5) • 1 + (-3)-(- 

56 — 15 4-

- 1 ) 6  —

18 — 12 —

Эс ла тма .  Биз ю^орида иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар ту- 
шунчаси билан танишдик. Худди шунга ухшаш, п- тартибли (п >  2) детерминант
лар тушунчасини киритиш мумкин.

2. Д е т ер м и н а н т н и н г  х о с с а л а р и

Детерминант цатор хоссаларга эга. 1\уйида уларни санаб утамиз.
1°. Детерминантнинг сатрларини мос устунлари билан ал- 

маштириш натижасида детерминантнинг киймати узгармайди.
23. Детерминантнинг бирор са'при (ёки уступи) даги барча 

элементлар нолга тенг булса, детерминант нолга тенг булади.
3‘. Детерминантнинг икки сатрини (ёки икки устунини) узаро 

алмаштириш натижасида унинг абсолют киймати узгармайди, 
ишораси эса тескарисига узгаради.

4°. Детерминантнинг икки сатри ёки икки уступи бир хил 
булса ёки пропорционал булса, детерминантнинг циймати нолга 
тенг булади.

53. Детерминантнинг бирор сатридаги (ёки бирор устунидаги) 
барча элементлари бирор узгармас сонга купайтирилса, детерми
нантнинг киймати шу сонга купаяди.

Бу хоссалардан детерминантларни хисоблашда фойдаланилади.
М и с о л л а р. К,уйидаги детерминантлар хисоблансин:

О I

3 [1-4-Ц-3-6-2+

1 3 5 1 3 5 1 3 5 |

9 12 18 = 3-3 4-3 6-3 =  3 3 4 6
2 0 1 2 0 1 2 0 I

5 — 5-4-2 — 6-0- 1 -3-3- 1 = 3 (4 + 36
=  3 (— 9) =  — 27. 
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2) 2 6 8 2 1  3 - 2  2 -4 1 3 4
1 3 4 = 1 3 4 =  2 1 3 4
0 2 1 0 2 1 0 2 1

2 0 =  0.

(8.2)

3. Ч и з и к л и  т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и .  Уш бу 
f а 1Лх +  а1ги =  Ьи
I @21X [ «22У — ^2

система икки номаълум иккита чизикли тенглама системаси деб 
аталади, бунда а и , а 1г, « 21, а22 сонлар тенгламалар системасининг 
коэрфициентлари bL, Ьг сонлар эса озод хадлар дейилади.

(8 .2) тенгламалар системасининг коэффициентларидан уш бу

®А =« (8.3)
а п а12 

#21 2̂2
детерминантни тузамиз. Сунг (8.3) детерминантнинг биринчи устуни- 
даги элементларни (8 .2) системанинг озод хадлари билан алмашти- 
риб, цуйидаги

b L « 12
6., « , (8.4)

детерминантни, иккинчи устунидаги элеменгларни озод ^адлар билан 
алмашгириб куйидаги

а п bL
(8.5)

детерминантни хосил киламиз.
8 . 1 - т е  о р е м  а. !) Агар А Ф 0 булса, у холда (8.2) тенглама

лар системаси ягона ечимга эга булиб, бу ечимлар
\ х Ау-Г =  — , у  =  —- 
А - А

булади;
0 булса, (8 .2) системанинг 

0 булса, у холда (8 .2) сис-

2) Агар А =  0 булиб, \х Ф 0, Ау 
ечими мавжуд булмайди;

3) Агар А =  0 булиб, А =  0, А■V У
тем а чексиз куп ечимга эга булади.

М и с о л. Ушбу система ечилсин:
I Зх — 5у =  1,
1 4х +  Зу =  11.

Бу система учун юкоридаги (8 .3), (8.4) ва (8.5) детерминантларни 
тузамиз:

А =  . ~  =  3 -3  — (— 5 )-4  =  9 +  20 =  29;
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д .  =
1 —5

11 3
3

1 -3 — 11 (— 5) = 3 -f 55 = 58;

3-11 — 1-4 =  33 29.

8 .1 -теорема дан фойдаланиб, берилган системанинг ечимини топа
миз:

Ушбу

А'= ^  =
58

А 29
29

Л 29

Я м  Л'

(8 -6 )

<пл - г  £1\ъУ -Ь а.уЛ2 — b;
ап х +  а22у  - f  « 23 z =  Ь2\ 
а31х +  а32у +  a33z — b3 ,

система уч номаълумли учти чизщли тенглама системаси деб ата
лади, бунда а и , а , 2, ^ 1 3 » ^ 2 1  ’ ^ 2 2 ’ ^ 2 3 ’ ^ 3 J » ^32» ^ 33  СОИЛЯр Т0Н ГЛЯМ Я”
лар системасининг коэффициентлири а и Ь2, Ь3 сонлар эса озсб хй<Э- 
.ад/?и деб аталади.

Бу тенгламалар системаси хам юкоридагидек ечилади. Аввало 
куйидаги учинчи тартибли детерминантлар тузилади:

« 1 1  « 1 2  « 1 3
А -

^ 2 1  ^ 22  ^23 (8.7)

« 3 1  « 3 2  « 3 3

^1 « 1 2  « 1 3

Ь2 а 2.-, « 2з (8 .8)
£>3 fl:io а 33

1
« 1 1  ^1 « 1 3

Д, = « 2 1  ^2 « 2 3 (8.9)

« 3 i  b3 а33
« 1 1  « 1 2  Ь \

д г = « 2 1  « 2 2  ^2 (8 . 10)

«3 1  « 3 2  fo3

1) Агар А Ф 0 булса, (8.6) тенгламалар системаси ягона ечимга 
эга ва б у ечим

Дх ,, _ Ду Аг
•С —  ---------

Л А Д  
булади. 2) Агар А =  0 булиб, &х ^  0, Л,у Ф О, А , 0 булга, (8 .6) 
системанинг ечими мавжуд булмайди. Агар А =  0 булиб, =  О, 

=  О, Д2 =  0 булса, у холда (8 .6) система чексиз куп ечимга эга 
булади.
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' 2х — Зу +  2 =  — 5, 
х +  2у  — 4г =  — 9,

5х — 4у +  6 г =  5.
Ну система учун ю^оридаги (8 .7 )— (8.10) детерминантларни ту -

М и с о л .  Ушбу система ечилсин:

1,1 МИ:!.

А =и

2 —3 1
1 2 —4 
5 —4 6 
—5 — 3 1 
—9 2 —4

5 —4 6
2 —5 1 
1 —9 —4

24 — 4 +  6 0 — 10 — 3 2 +  18 =  56;

Д.

=—60+36+60— 10—162+80= 116—172----56;

=  — 108 +  100 + 5 + 4 5 + 3 0 + 4 0 = 2 2 0 — 108 =  112; 

=  20 +  20 +  135 +  5 0 + 1 5 —7 2 = 2 4 0 —72 =  168.
2 —3 — 5 

2 —9 
5 —4 5

Берилган тенгламалар системасининг ечими куйидагича булади:
t. _  Ад- _  — 5 6 ________j

Л 56

„ _  ЛУ _  111 =  2,

z =

Л

Д,
56

168
56

3.

2 -§ .  Векторлар алгебрасининг асосий туш унчалари

Олин математикада, умуман , фан ва техниканинг .\ар хил со^а- 
ларида^турли катталиклар учрайди. Уларнинг баъзилари факатгипц 
сои цийматлари билан характерланади (масалан, узунлик, юза, хаж м, 
масса за х .к .), баъзилари эса сон кийматлари билан бирга йуналиши 
билингандагина тула маълум хисобланади (масалан, тезлик, тезла- 
ниш, куч ва Xj.k.).

Айтайлик, жисмнинг бирор нуктасига таъсир ^илаётган куч мш^- 
дорн 10 кг булсин. Бу кучнинг йуналиши турлича булиши мумкин, 
Бинобарин, унинг таъсирида жисмнинг вазияти турлича булади. Д е 
мак, кучнинг тула аникланиши учун унинг сон кийматини билишдам 
ташкарн. таъсир этиш йуналишини хам билиш керак булади. Сон 
киймати ва йуналиши билан аникланувчи катталик вектор катталик 
ёки вектор деб аталади.
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Вектор катталик кичик харф устига стрелка куйиш билан ёки
кую к харф билан белгиланади: а ёки а.

Фараз килайлик, а вектор берилган булсин. Б у вектор катталик- 
ка маълум масштаб да олинган кесмани карайлик. Сунг бу кесмага 
вектор йуналишини берайлик. Натижада йуналган кесма хосил булади. 
У векторнинг геометрик тасвири булади. Масалан, жисмга таъсир
этувчи F кучни 57- чизмада тасвирлангандек, .4 нукта билан В иук- 
тасини туташтирувчи ва /1 нуктадан В нуцтага караб йуналган кесма
деб караш мумкин: F =АВ.

А iiyi^ra векторнинг боши, В нукта эса векторнинг охири дейи
лади. Векторнинг сон киймати унинг узунлиги ёки модули деб ата
лади ва | АВ | каби белгиланади.

Агар векторнинг узунлиги ноль булса, уни ноль вектор дейи
лади. Икки а  ва b вектор берилган булсин. Агар бу векгорларнинг 
узунликлари бир хил булиб, улар узаро параллел ва бир томонга
йуналган булса, у  холда а ва Ь узаро тенг векторлар дейилади
ва а — Ь каби ёзилади.

5 8 -чизмада узаро тенг икки а ва b вектор тасвирланган.
Бундан векторни бир нуктадан иккинчи нуктага уз- узига парал

лел равишда кучириш мумкинлиги келиб чикади.
Икки а ва b векторнинг йуналишлари бир хил, узунликлари эса

хар хил булсин. Масалан, а векторнинг узунлиги b векторнинг узун- 
лигидаи k марта куп булсин. Д емак,

| а | =  k | Ь |.
Шундай килиб, берилган векторни k скаляр сонга купайтириш- 

дан янги векторга келамиз. Бу векторнинг узунлиги берилган век
торнинг узунлигини k сонга купайтиришдан хосил булади. А >  О 

—>-
булганда а  ва Ь векторлар йуналиши бир хил, k< ^0  булганда эса 
йуналиши карама-карши булади. Узунлиги бирга тенг, йуналиши
эса берилган а векторнинг йуналиши каби булган а0 вектор бирлик 
вектор деб аталади.

Равшанки а векторни бирлик вектор оркали куйидагича ёзиш 
мумкин:

а =  | а | -а0.

1. В е к т о р л а р н и  к у  ш и ш .  Икки а  ва & вектор берилган бул
син (5 9 -чизма).

Бу векторларнинг бошлари А ва В ни бир нуктага келтириб,
томонлари | а \ — | АВ  | ва | b | =  | CD | булган параллелограмм ясай- 
миз (6 0 -чизма).
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А нуктадан В нукта га йуналган, узунлиги эса АЕ диагоналнинг
у«уилчгига тенг булган АЕ =  с вектор берилган а ва Ь векторлар 
iliii индиси деб аталади ва

каби ёзилади. Д емак,

Равшанки, а  +  b =  b -j~ а. 
Ушбу

а +  b

с =  а  4- Ь.

а +  ( — Ь)

вектор а вектор дан b векторнинг айирмаси деб аталади ва а  — b 
каби белгиланади:

а — b =  а +  ( — b ).

а ва b векторлар 6 1 -чизмада тасвирланган векторлар булсин.
Бу векторларнинг учларини бир нуктага келтирамиз (6 2 -чизма).

( д'нг b векторга кура — b векторни ясаймиз.
Юкори да айтилганлардан фойдаланиб а +  ( — Ь) векторни топа

миз. Б у ОАг вектордан иборат булади (6 3 -чизма).
Агар ОЛх =  В А эканини эътиборга олсак, икки а ва b векторга 

курилган параллелограмм диагоналларидан бири а ва b векторлар
йигиндисини, иккинчиси эса шу векторлар айирмаси а — b ни ифо- 
далашяни топамиз:

~а +  ~Ь =  ОА +  ОВ =  ОС,

~а — Ь = О А — ОВ =  АВ.

Икки а ва b вектор узаро параллел булса ёки параллел тугри 
чизикларда ётсй*, а ва b коллинеар векторлар деб аталади.

Учта а, b ва с вектор битта текисликда ётса ёки бир текис-
ликка параллел булса, а, b ва с компланар векторлар деб атала- 
ди. ^

Равшанки, а ва Ь векторлар йигиндиси с (с  =  а +  Ь) >4амда
айирмаси d — а  — b битта текисликда ётади, яъни а, Ь, с ва d 
лар компланар векторлар булади.

Одатда, маълум йуналишга эга булган тугри чизик уц деб ата
лади. Бирор I уц  берилган булсин. Бу укнинг йуналишиии аниц-
ловчи бирлик векторни /0 дейлик. а  векторни карай лик. Бу вектор
нинг боши А нуктадан ва охири В нуктадан / yiy^a перпендикуляр
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туширайлик. Перпендикулярнинг у к  билан кесишган ну к талари ни 
мос равишда Ль  Вг билан белгилайлик (6 4 -чизма). Л нуктадан I 
у к к а  параллел тугри чизик утказамиз. Унинг ВВХ билан кесишган
нуктаси С булсин. М аълумки, А,В, =  АС, А ,В г векторнинг йунали
ши куйидагича аникланади. А дан В га каратилган йуналиш
йуналиши билан бир хил булса, А 1В1 векторнинг йуналиши плюс 
ишора билан, тескари булса минус ишора билан олинади. А 1В1 век
торнинг узунлиги | А ,В Х | берилган а =  АВ векторнинг I уд  йуна- 
лишига проекцияси дейилади Еа

пр, а
каби белгиланади. Д емак,

| /4^1  =  пр, а.
В е к т о р н и н г  к о о р д и н а т а л а р и .  Фазода Oxyz Д екарт ко- 

ординаталар системасини оламиз. Координата укларининг хар бири 
учун бирлик вектор (орт.) лар киритамиз. Ох, Оу ва Oz у  к  лари даги
бирлик векторларни мос равишда i, /, k лар билан белгилаймиз.
а  векторнинг Ох, Оу, Oz координата укларидаги проекциялари ах,

ау, а2 шу векторнинг координаталари дейилади ва а  {сл; а ц, а . }

куринишда ёзилади. а вектор у з  координаталари ва асосий ортлар 
ёрдамида куйидагича ёзилади:

а =  ax i +  av j  +  az k. (8 .1 1)

Бундаги ax i, a j  ва az k векторлар а векторнинг координата 
укларидаги компонентлари дейилади, улар тегишли координата уц- 
ларига коллинеар векторлардир — диагонали вектордан иборат бул
ган параллелепипеднинг кирралари булиб хизмат ^илади (6 5 -чизма).
(Чизмада M1A = a xi, М гВ =  ау j  ва MxC =  az k дир). Вектор уз  
координаталари билан тула аникланади.

Бошлангич нуктаси координаталар бошида ва охирги нуктаси
М (х, у, г) да булган г =  ОМ вектор М  нуктанинг радиус- еекто- 
ри дейилади (66- чизма). Бу ^олда (8 .11) формула

г =  x i  +  у  j  - f  z k 
куринишга келади. Радиус- векторнинг узунлиги

Й  =  У х 2 + у*+ г>  (8.12)
булади.

Бошлангич нуктаси М г (х,, ух\ z,) ва охирги нуктаси М2 (х2; у,:, z2)
булган а  =  М ,М 2 =  г2 — г , векторнинг (65- чизма) координатала
ри куйидагича аникланади:
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а {х2 — xt; y2 — y{, z2 — z j . (8 .13 ).
1>упдан равшанки,

а  =  (х2 — a-j) i +  {у2 — Ух) / +  (z, — Zj) k (8.14)

булади.
I !кки вектор йигиндиси, айирмаси ва векторнинг сонга купайт- 

Miu'ii учун куйидагилар уринлидир:

(а  ±~Ь) {ах ±  Ьх, ау ±  Ьу, az ±  bz}.

> и { Хах, ш у, Хаг } (бу ерда I  — скаляр микдор) а {ах, a ff, <з2 } век- 
юрнинг узунлиги

a =  \7\ =  V a l  +  a l +  %  (8 .15 )

формула билан аницланади.
Mv Vl2 векторнинг узунлиги ёки Mr (xv  ух; г ,) ва М2 (х2\ у.,; г.,) 

нукталар орасидаги масофа

Д1Г\12 =  | МХМ2 1 =  V (x 2 — xif  +  (у2 — у ^  +  (z2 — zxf  (8.16)

формула буйича хисобланади.
М и с о л .  Бошлангич нуктаси М 1 ( 1; 2; 3) ва охирги нуктаси

Д1, (4: 2: — 1) булган М 1М2 векторнинг ортлари буйича ёйилмасини 
ёзинг ва узунлигини ^исобланг.

(8.13) формулага кура МХМ2 векторнинг координаталарини топа-
миз:

{л-2 —хг\ у2 - y v z, — Z i } =  М±М2 {3; 0;  —  4 } .

(8.14) формулага кура М гМ 2 векторнинг ортлари буйича ёйил.ма-

a i  Mj.VIo =  3 i — 4/г булади.
Энди (8.16) ёки (8.17) формулага кура М1М2 векторнинг узун 

лигини хисоблаймиз:

' Х ’/Й, =| Щ м\г =  | З2 - 4“ =  ! 25 =  5.

В е к т о р н и н г  й у н а л т и р у в ч и  к о с и н у с  л а р и .  Бирор 
а  { ах. й(/; аг } вектор берилган булсин. Бу вектор билан г, /, k 
ортлар орасидаги бурчакларни мос равишда а, р ва у  билан белги-
лайлик (6 7 -чизма). cos a ,  cos р, cos у лар а векторнинг й ун алти 
рувчи косинуслари дейилади.

Векторнинг йуналтирувчи косинуслари орасида

богланиш м авж уд .

cos2 a  +  cos2 Р +  cos2 у =  1 (8 17)
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Бошлангич нуктаси А (х г\ уг\ г,) ва охирги нуктаси В(х2; у2\ г2) 
булган АВ Еекторнинг координата укларидаги проекцияларн

пРо* л в  =  Ч  — х , , пр0гу А В =  у2 — у {, пр0. ЛВ =  z2 — г, 

булиб, унинг йуналтирувчи косинуслари эса

cos а  -- -----------------* « - * 1
у  (х2 - JCj)2 +  (у2 — у г)2 -j- (г2 — г ^ 2

cos 6 =  —-------  1/2 У-1 (s
V ( X 2 - X 1) * + ( y 2 - y 1) 2 + ( 2 2 - 2 1)* ’ У0- ' 0>

У ( х 2 — x t f  +  ( i/г — Уi)2 -Ь (г2 — Zi)2 
булади.

ОМ =  г радиус- векторнинг йуналтирувчи косинуслари эса к,уйи- 
дагича хисобланади:

X Xcos а  =
| г [ Vx*+  t/2+ г 2’ 

cos р =  у — ,
|г| / л;2+1/2+ 2 2

cos Y =  -4 - =  (8 39)
\r\ / * » + # * + г*

М и с о л .  а вектор Ох у^  билан a  =  60°, Оу у к  билан р =  45°
бурчак хосил килади. Агар |а| =  3 булса, унинг координаталарини 
аникланг.

а векторнинг Oz ук; билан ^осил ^илган бурчагини топиш учун  
(8 .17) формуладан фойдаланамиз:

/ ' 2 , I 1 \ 2 , 2 1

( i )  +  ( у г )  + C 0 S “ 7 = = L

Д ем ак ,
cos у =  —; у  =  60°

а векторнинг координаталарини аниклаш учун

ох =  U I ,cos a, a y =  j a j cos р, а2 =  | a j cos у

формуладан фойдаланамиз:
3 3 3

Д ем ак ,
° х 2 ’ ау у 2 ’ 2 '



—>- ■—►-
И к к и  в е к т о р и и н г  с к а л я р  к у п а й  т м а с и .  Икки а, b век

торлар берилган булсин. Бу векторлар узунликлари билан улар ора
сидаги бурчак косинусининг купайтмаси а ва b векторларнинг ска
ляр купайтмаси дейилади ва а ■ b ёки (а ■ Ь) каби ёзилади.

Д емак,

а ■ b =  (а  ■ Ь) =  \ а\ ■ \ b \ cos (а, Ь). (8 .20)
Векторларнинг скаляр купайтмасини куйидагича хам ёзиш мум

кин:

а ■ Ь— (а ■ Ь) =  \а\ щ а Ь =  \Ь\ прь а. (8.21)

Икки векторнинг скаляр купайтмаси куйидаги хоссаларга эга:

Г .  а • b — b ■ а.

2°. (а  4- Ь) ■ с =  а ■ с +  b ■ с.

3°. (А. а) ■ Ъ --- л  ( а  ■ Ь).

4°. а  ва b векторлар узаро перпендикуляр булганда уларнинг
скаляр купайтмаси нолга тенг, яъни а ■ b - - 0 • г, /, /г ортларнинг 
скаляр купайтмалари:

i • / = / • /  =  0 i - i =  1

i • k =  k ■ i =  0 j ■ j =  1

j  ■ k =  k ■ j  =  0 k ■ k =  \

булади.
Агар ~u {ax\ a y\ аг ). b {bx\ by\ Ьг ) булса,

~ b = a x bx + a y by +  a z bz> <8 ' 2 2 )

m s , _ « *  К ' ? ) - 7 ' 7 ----------- ;V » ,+  « A + « A ---------
М И

булади.
И к к и  в е к т о р н и н г  в е к т о р  к у п а й т м а с и .  а векторнинг

b вектор билан вектор купайтмаси деб а X b ёки [а , Ь) шаклда
белгиланадиган шундай с векторга айтиладики, бу векторнинг узун
лиги ва йуналиши куйидаги шартларни каноатлаитиради:

1) с векторнинг узунлиги а ва b векторларга ясалган паралле- 
лограммиинг юзига тенг, яъни

| с | =  а ■ b sin ( а, Ь).
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2) с вектор шу параллелограмм текислигига перпендикулярдир, 
яъни у  )^ам а векторга, хам b векторга перпендикулярдир:

а  • с =  0 ва b ■ с =  0.
3) с вектор шундай томонга йуналганки, унинг учидан Кара

ганда с вектор атрофида а вектор дан b векторга эга кичик бур
чак билан айланиш соат стрелкаси айланишига карама- каршидир 
(6 8 -чизма).

Вектор купайтманинг асосий хоссалари:
1°. [а ■ b ] =  — [Ь ■ а].

2°. [(а +  b ) • с ] =  [ а ■ с ] +  [ b ■ с ].

3°. [(Я ,а) -Т ]  =  А. [ ёГ-Т] .
4°. Агар a m  b векторлар коллинеар булса, [ а • 6 ] =  0, х усу 

сий’ хол да [ а - й ] = 0  булади. Ортларнинг вектор купайтмалари 
куйидагича булади:

[ Т ■ / ] =  — [ / •  г | • к\ [ i ■ i ] =  0;

[ / - ~k \ =  - [ k -  j]  =  t; [/ • j  ] = 0 ;

[k  • T ] =  — [ i • k ] =  j ; [ k ■ k ] =  0.

Агар a { a x, ay, a ) ,  b {bx, by, bz) булса, уларнинг вектор к у 
пайтмаси:

[а  b ] =  [ау Ьг — аг Ьу ] i — (ах bz — аг bx ) / +  (ax by —

ау К) к

булиб, унинг модули

О *  а у а г

К  ьу Ьг

| [ а ■ b ] | =  V  [а у Ьг — az byf  +  (ах Ьг — а г bxY +  (ах by — ау b f

формула билан хисобланади.
Учлари А (х\, у и 2Х), В (х,, у ,, z2), С (х3, \у3, г3) нукталарда 

булган учбурчакьинг юзи

формула билан хисобланади.
. л

М и с о л .  а  ва b векторлар орасидаги бурчак ср =  — га тенг ва
—>. _ —>. —>- —>■ —>•
I а | =  Y 2, | Ъ | =  3 эканлиги маълум. с =  2 а  +  3 b Еекторнинг 

узунлипши топинг.
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с векторнинг узунлигини топиш учун векторларнинг скаляр к у 
пай! маларидан фойдаланамиз. а ■ а =  а2 деб белгилаб ва а 2=  [ a j2 ни 
эътиборга олиб, берилган векторнинг хар икки томонини квадратга 
кутарамиз:

с2 =  (2 а 4- 3 b )2 =  4 а2 +  12 а 6 4 - 9  Ь2.
Перилганларга асосан:



II. К И С М .  МАТЕМАТИК АНАЛИЗ

I X  Б О Б . ФУНКЦИЯ ТУШУНЧАСИ

1 - §- Дастлабки тушунчалар

Туплам тушунчаси математиканинг бошлангич ва айни пайтда 
мухим тушунчаларидан бири. Тупламни мисоллар ёрдамида тушун- 
тирамиз. Масалан, шкафдаги китоблар туплами, натурал соплар туп
лами, бирор хуж аликдаги  кишлок хуж алик машиналари туплами, 
бир нуктадан утувчи тугри чизиклар туплами.

Тупламни ташкил этган нарсалар унинг элементлари дейилади. 
Математикада тупламларни бош .\арфлар билан (масалан, А, В, . . . ) ,  
унинг элементларини эса кичик харфлар билан (масалан, а, Ь, . . .  ) 
белгиланади.

Агар А тупламнинг элементи а  булса, уни а£ А  каби ёзилади 
ва а элемент А тупламга тегишли деб укилади. Агар а элемент 
А тупламнинг элементи булмаса, а ^ А  каби ёзилади.

Чекли сондаги элемент лар дан ташкил топган туплам чекли т у п 
лам  деб аталади. Масалан, бирор хуж аликдаги  кишлок хуж алик 
машиналаридан ташкил топган туплам чекли туплам булади. Чекли 
булмаган туплам чексиз туп лам  дейилади. Масалан, натурал соп
лар туплами чексиз туплам булади. Одатда бу тупламни N харфи 
билан белгиланади: jV =  { l, 2, 3 , . . . , п, . . . }.

Элементлари хакикий сонлардан* иборат булган туплам сонли 
ту п лам  дейилади.

Барча хакикий сонлар туплами R  харфи билан белгиланади (R =
( —  о о ;  +  о о ) ) .  __

Иккита а ва Ь (а <  Ь) хакикий сонлар берилган булсин. Ушбу
а <  х <  b

тенгсизликларни каноатлантирувчи ха^и^ий сонлардан иборат туплам 
сегмент (ёпик оралщ) деб аталади ва [а; Ь] каби белгиланади.

Д ем ак, [a; b] =  {х £ R : а  <  х <  Ь}.
Ушбу

а  <  х  <  Ь

*У р та  мактаб математика курсида натурал сонлар, бутун сонлар, рационал 
сонлар ва ^а^и^ий сонлар урганилган. М аълумки, рационал ва ирриционал сон
лар ^аки^ий сонлар дейилади. Х,ар бир ^а^и^ий сонга тугри чизицда (сонлар уки- 
да) битта иуцта мос келади ва аксинча. Ш у сабабли хакикий сонни ну^та деб 
>;ам каралади (69- чизма).
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нтсизликларни каноатлантирувчи хацикий сонлардан иборат туп
ы м  интервал (очик оралик) деб аталади ва (а\Ь) каби белгиланади. 
Д т ч к ,

(о; b) =  {х £ R : а <  х  <  Ь}.

Ушбу
а  <  х  <  Ь, а <  х  <  &

н'ни'изликларни каноатлантирувчи ^акикий сонлардан иборат туп- 
. i.iM.iap ярим интервал деб аталади ва улар мос равишда [а, Ь) 
lu (а; b] каби белгиланади. Д емак,

[a; b) =  {х £ R : a ^ x <  b}, (а; b] =  {х £ R :a <  х <  Ь).
Ьу туиламлар тугри чизикда кесмаларни ифодалайди (7 0 -чизма).
111/. />| сегмент булган .^олда кесманинг четки нукталари а ва Ъ лар 
inV кесмага тегишли булади, (а; Ь) интервал булган .^олда кесманинг 
ч етки  нукталари а ва Ъ лар кесмага тегишли булмайди, [а ; Ь) ва 
(</; /»| ярим интерваллар булган х;олда эса кесманинг четки нуцтала- 
ридлп бири шу кесмага тегишли булиб, иккинчиси эса тегишли бул- 
мнйди).

2- §. Соннинг абсолют киймати

!). 1-т а ъ р и ф .  Мусбат соннинг абсолют киймати  деб уш а сон- 
нипг узига айтилади. Манфий соннинг абсолют циймати деб шу 
пипа  карама-карши сонга айтилади. Ноль сонининг абсолют кий
мати деб ноль сонининг узи олинади. '

Одатда х соннинг абсолют киймати |х[ каби белгиланади. Д е
мак,

f х; агар х  >  0 булса,
1 х  | = |  — х, агар х  <  0 булса,

I 0, агар х  =  0 булса.
М и с о л .  | 17 | =  17, 1(— 17)| =  — (— 1 7 )=  17.

< 'оппинг абсолют киймати таърифидан бевосита уш бу
| х| >  0, -4̂ x1 =  | — х|, х < | х | , — х < | х |  (*)

мумосабатлар келиб чикади.
Абсолют киймат куйидаги хоссаларга эга:
Г . Ушбу |х | <^а ва — а  <  х <  а  (а  >  0) тенгсизликлар узаро 

и<1Швалентдир.
2°. Икки х ва у  сонлар йитндисининг абсолют циймати бу 

т н ,к/p абсолют кийматлари йитндисидан к а т т а  эмас:
i х - f  у  I <  | х  | +  | у  j.

,1". Икки х ва у  сонлар айирмаси учун 

\х — у\ > \ х\  — ]у\ 

тенгсизлик уринли булади.
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4°. Икки х ва у  сонлар купайтмаси ва булинмаси учун 

\х-у\ =  \х\ - \у[, {УФ  0)

тенгликлар уринли булади.
Бу хоссаларнинг исботи кийин эмас. Уларнинг бирини, масалан, 

2°- хоссаиинг исботини келтирамиз.
2 ° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  Икки ^олни ^арайлик:
а) х  - г  у  >  0 булсин. У  .холда таърифга кура

\х +  у \ = х  +  у
булади. Агар (*) муносабатга кура х < | х | , г/< | г/1 эканини эъти
борга олсак, унда

| х +  у  [ =  х  +  у  <  | х  I - f  | У I
булишини топамиз.

б) х  +  г / < 0  булсин. У  ^олда

\х +  У\ =  — {х +  у) =  (— х) +  (— у).
Яна (*) муносабатдан фойдаланиб, (— х) +  (— у) <  | х | +  IУ | ва де
мак, |х - г  у  | <  | х | - f  | у  | булишини топамиз. Д ем ак, .^ар доим

I *  4~ У I *£ | х | +  | у  |
булар экан.

М и с о л .  1 2 х — 3 | < 1  тенгсизликни каноатлантирувчи х нинг 
цийматлари туплами топилсин.

Е ч и ш .  Юкорида келтирилган 1°- хоссага кура берилган тенгсиз- 
лик — 1 <  2 х — 3 <С 1 тенгсизликларга тенг кучли. Бу тенгсизлик- 
лардан эса

2 <  2х <  4, яъни 1 <  х <  2 
булиши келиб чикади.

3- §. Узгарувчи ва узгарм ас микдорлар

Табиатда турли кийматларни кабул киладиган миедорларга дуч 
келамиз. Масалан, укувчиларга туртбурчак чизишни айтилса, улар
нинг турли хил туртбурчакларни (квадрат, ромб, параллелограмм, 
тугри туртбурчак ва х. к .) чизишини курамиз. Равшанки, бу турт- 
бурчакларнинг периметрлари (томонлар узунликларининг йигиндиси) 
>̂ ар хил булади. Демак, туртбурчак периметр» турли кийматларни 
кабул кила оладиган микдор экан. Одатда бундай микдорни узга
рувчи микдор деб аталади.

Энди >̂ ар хил радиусли айланаларни карайлик. Бу айланалагс 
узунликларини мос диаметрларига нисбатини хар доим битта сонга —d 
сонига тенг булишини аниклаймиз. Д емак, хар кандай айлана у з у н 
лигини унинг диаметрига нисбатини ифодаловчи микдор битта i-^ий- 
матга — я  сонига тенг булади. Бундай микдор узгармас микдор деб 
аталади.
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Купинча узгарувчи микдорлар х , у, г, . .  . ^арфлари билан бол- 
гиланади. Агар узгарувчи микдорнинг кабул кила оладиган киймат
ларидан ташкил топган туплам маълум булса, у  хрлда узгарувчи 
микдор берилган дейилади.

.Математик анализда элементлари ^а^иций сонлардан иборат бул
ган тупламлар каралади. Биз бундан кейин X туплам деганда ё сег
мент, ёки интервални, ёки ярим интервални — ораликри тушунамиз.

Математикада айрим суз ёки иборалар тез-тез такрорланиб тура- 
ди. Одатда, ёзувни кискартириш максадида бу суз ёки ибсралар 
\рнига математик белгилар (мантнкий символлар) ишлатилади. Ма
салан, «ихтиёрий, барчаси учун сузлари урнига « V »  белги, . . . бул
са, . .  . булади» ёки «келиб чикади» ибораси урнига уш бу =>- белги 
ишлатилади. Иккита факт эквивалент булса, улар о  белгиси оркали 
ёзилади.

4-§. Функция тушунчаси

Иккита X  ва Y  хакикч й сонлар туплами берилган булсин. х 
узгарувчи X  тупламда, у узгарувчи Y  тупламда узгарсин.

9. 2 - т а ъ р и ф .  Агар X  тупламдаги хар бир х  сонга бирор ^оида 
ёки крнунга кура У тупламдан битта у  сон мос куйилган булса, X  
тупламда функция берилган (аникланган) деб аталади ва у

У =  / (х)
каби белгиланади.

Бу ерда X  туплам функциянинг анщланиш сохаси, Y эса функ
циянинг узгариш сохаси дейилади.

х  эркли узгарувчи ёки функция аргументи, у  эса эрксиз узга
рувчи ёки х узгарувчининг функцияси деб аталади.

Д емак, функция берилган булиши учун:
1) X  туплам берилиши керак (куп хрлларда уни х  билан у  уз- 

гарувчиларнинг богланишига кура топилади).
2) х  узгарувчининг X  тупламдан олинган хар бир кийматига 

унга мос куйиладиган у  уни а никла б берадиган крида ёки конун 
берилиши керак (таърифда уни / харфи билан белгиланган).

М и с о л л а р .  1. / Х  =  (— о о ; - f - оо) тупламга тегишли булган 
хар бир х сонга унинг квадратини мос куювчи крида булсин. Бу 
хрлда у  =  /(х) =  функция хосил булади. Бу функция (— оо; -J-oo) 
да аникланган.

2. f хар бир х  £ [0; +  °°) сонга ш у сон.дан олинган квад
рат илдиз У х  ни мос куйсин. Бу хрлда .^ам функцияга эга була
миз: у = У  х. Унинг аникланиш сохаси X  =  [0; +  оо) булади.

у =  / (х) функция X  тупламда аникланган булсин. X  тупламдан 
бирор х0 нуктани олиб, ш у ну^тага мос келувчи у  узгарувчининг 
кийматини топамиз. Уни у0 билан белгилаймиз. Бу у0 сон у  =  / (х) 
функциянинг х  =  х 0 нуктадаги хусусий киймати деб аталади ва уни 
/ (х0) — у0 каби ёзилади. Масалан, у  =  f (х) =  Зх2 +  2х — 1 функция
нинг х  = 1 нуктадаги хусусий ^иймати /(1) = 3 -13 +  2 -1 — 1 = 4  
булади. Д ем ак , /(1) =  4.
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М н е  о л. куйидаги  функциянинг аникланиш сохаси топилсин:

Е ч и ш .  Бу мисолда х  аргументнинг хар бир кийматига мос ке
ладиган у  нинг киймати хациций булиши учун

Г х — 1 >  0.
1 2 — х >  0

булиши керак. Бу тенгсизликлар системасини ечиб,

1 <  х  <  2
булишини топамиз. Д ем ак , берилган функциянинг аникланиш сохаси 
х  =  [1; 2) ярим интервалдан иборат булади.

5 -§ . Функциянинг берилиш усуллари
Функция таърифида келтирилган х  узгарувчининг хар бир кий

матига мос куйиладиган у  ни аниклаб берувчи коида ёки цонун 
турлича булади. Бинобарин, функциянинг берилиши хам турличадир. 
Куйнда функциянинг аналитик, жадвал ва график усулларда берили- 
шини кискача баён этамиз.

1. Ф у н к ц и я н и н г  а н а л и т и к  у с у  л д а  б е р и л и ш и .  х  у з
гарувчининг хар бир кийматига кура унга мос келадиган у  нинг 
киймати х  устида аналитик амалларнинг бажарилиши натижасида, 
яъни формулалар ёрдамида берилиши мумкин. Масалан,

г/ =  л-2 - Н ,  у  =  ^ ~ \ 1 у  =  log2 ( x + l ) .
л:2 И- 1

Функциянинг бундай берилиши функциянинг аналитик усулда 
берилиши дейилади.

2. Ф у н к ц и я н и н г  ж а д в а л  у с у л и д а  б е р и л и ш и .  Баъзан 
X ва у  узгарувчилар орасидаги богланиш, яъни х  узгарувчининг 
кийматига мос келадиган у  узгарувчининг кийматини курсатиш (то
пиш) жадвал шаклида берилиши мумкин. Масалан, кузатиш иатижа- 
сида, сувни (ёпик идишда) циздирилганда Р, босим остида унинг 
цайнаш харорати t i , р2 босим остида унинг кайиаш харорати /., ва 
5 .̂к. булишини топайлик. Натижада куйидаги жадвалга келамиз:

Босим, р Pi Р-. Рп

Д арорат, t ti 2̂ In

Равшанки, бу х,олда р босим билан t харорат орасида борланиш 
булиб, р аргумент, t функция булади. Одатда функциянинг бундай 
берилиши ф у н к ц и я н и  ж а д в а л  у с у л и д а  б е р и л и ш и дейилади.

3. Ф у н к ц и я н и н г  график у с у л и д а  б е р и л и ш и .  Баъчлн х 
ва у  узгарувчилар орасидаги богланиш текисликдаги чизик, (эгри 
чищц) ёрдамида амалга ошипи мумкин.  Лйгайлик, хОу текисликда
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бирор / чизи^ берилган булсин (71-чизма). Ох укида шундай х  нуц- 
таларни карайликки, бу ну^талардан Оу укига параллел тугри чи- 
шклар утказилганда улар I чизикни битта нуктада кессин. Ох у^и- 
даги бундай нукталар тупламини X  оркали белгилаймиз. Энди бу 
.V тупламдан бирор х нуктани олиб, бу нуктадан Ох уцига перпен
дикуляр чи!\арамиз. Перпендикулярни / чизиц билан кесишган А 
нуктанинг ординатасини у  билан белгилаб, олинган л; га ш у у  ни 
мос куямиз. Равшанки, бундай мослик I чизи^ оркали бажарилади. 
Натижада X  тупламдан олинган хар бир х  га курсатилган коидага 
кура у  мос ^уйилиб, функция хосил булади. Функциянинг бундай 
берилиши функциянинг график усулида берилиши дейилади.

6 -§ . Функциянинг графиги
Функциянинг хусусиятларини тули^ро^ тасаввур этишда унинг 

I рафигини билиш а^амиятлидир. Айтайлик, у  =  f(x) функция бирор 
А ораликда берилган булиб х0£ Х  булсин. Бу функциянинг 
\„ нуктадаги кийматини топамиз: /(х0) =  у0. Натижада (х0; уп) жуфт- 
лик хосил булади. Текисликда Декарт координата системасини олай
лик. Юкоридаги (х0; у0) жуфтлик текисликда бирор А нуктани тас- 
иирлайди (7 2 -чизма).

Функция аргументи х нинг X ораликдан олинган >̂ ар бир ций- 
матига функциянинг мос ^иймати Дх) =  у  булсин. Улар ёрдамида 
(х; у) {у =  /(х)) жуфтликлар (хосил булади. Бу жуфтликларни те- 
кнсликда нукталар сифатида тасвирлаймиз. Ушбу

{(х; у): х £ X , у  =  f(x))
нукталар туплами берилган у  =  /(х) функциянинг графиги деб ата-
лади.

// =  / (х) функция X  ораликда берилган булсин. Бу функциянинг 
графиги куйидагича ясалади:

1) функциянинг аникланиш со^асидан бир нечта x v х2, . . .  , 
\п кийматлар олинади;

2) аргументнинг шу кийматларига мос функциянинг кийматлари 
топилади:

/(•V,K У,, f(x2) =  у2, . . . , /(х„) = у п,

3) уш бу жадвални тузиб олинади:

Х\ X 2 х 3 * • • хп

У =  / М Ух У 2 х3 Уп

I) текисликда Л , =  А х{х{, */,), Л2 =  Л2(х2; у 2), . . . , Лп= Л „(хп; 
цп) нукталар ясалади.

Бу Л ,, Л9, . . . , А п нукталарни узаро туташтирсак, ^осил бул- 
гак чизик y — f(x) функциянинг графигини (такрибан) тасвирлайди.
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М и с о л л а р. 1. у  =  /(х) =  2х +  1 функциянинг графиги чизил- 
син.

Е ч и ш .  Равшанки, бу функция ( — оо ; +  оо ) да аникланган, 
х  узгарувчининг —-3, -— 2, — 1, 0, 1, 2, 3 кийматларини олиб, 
функциянинг уларга мос кийматларини топамиз: / ( — 3) =  — 5, 
/ ( — 2 ) -------3 , / ( —  1 ) --------1, /(0) =  1, /(1) =  3, /(2) =  5, / (3) =  7.

Натижада куйидаги жадвални хосил киламиз:

—3 — 2 — 1 0 1 2 3

у = / (*) —5 —3 — 1 1 3 5 7

С ун г ( - 3 ;  - 5 ) ,  ( - 2 ;  - 3 ) ,  ( — 1; — 1), (0; 1), (1; 3), (2; 5 ), 
(3; 7) нукталарни текисликда белгилаб ва уларни узаро туташтириб, 
берилган функциянинг графигини ясаймиз (7 3 -чизма).

2. у — f(x) =  х2 функциянинг графиги чизилсин.
Бу функция ( — оо; +  оо ) ораликда берилган. Функция аргу

мента х нинг бир нечта кийматларини олиб, уларга мос функция 
кийматларини топамиз ва жадвал тузамиз. Сунг функция графигини 
чизамиз (7 4 -чизма).

3. у — \х\ функциянинг графиги чизилсин.
Абсолют циймат таърифига кура

_  , i f  х, агар х  >  0 булса, 
у  — \ х  — | агар х  q булса,

Бу функциянинг графиги 75-чизмада курсатилган.
4. ( I, агар х  >  0 булса,

У = ] 0, агар х  =  0 булса,
I — ! ,  агар х  <  0 булса

функциянинг графиги 7 6 -чизмада тасвирланган.

7- § . Функциянинг чегараланганлиги

у  =  /(х) функция X  ораликда берилган булсин.
Агар шундай узгармас М (М >  0) сони топилсаки, у -х £ Х  учун

| / (х | <  М
тенгсизлик бажарилса, у  холда у  =  / (х) функция X  ораликда чега
раланган деб аталади.

Масалан, у= = /(х)= = х2 функция X  =  (0, 1) ораликда чегаралан
ган булади, чунки учун

|/(х)|< 1 ( М =  1)
булади.

Уш бу у  =  —  функция (0,1) ораликда берилган, аммо бу функ-
X

ция шу ораликда чегараланган эмас.
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;/ ==/(х) функция X  ораликда аникланган булиб, у -х £ Х  учун 
х£ Х  булсин. (Масалан, ( — 1; 1), [ — 3; 3] ораликлар айтилган 

хусусиятга эга булади.)
9 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар -\/-х£Х учун

/ ( - х ) = / ( х )
н'Нглмк бажарилса, у  холда f(x) ж уф т функция деб аталади.

Масалан, г/ =  х2, у =  \х\, у  — cosx функциялар жуф т функ- 
иинлар булади, чунки ( —•х)2 =  х 2, |— х\ =  \х\, c o s ( — х) =  co sх.

Жуфт функциянинг графиги ордината укига нисбатан симметрик 
жойлашган булади (7 7 -чизма).

9 . 4 - т а ъ р и ф .  Агар \/х£Х  учун

/ ( — х) =  — / (х)

к  нглик бажарилса, у  ^олда f  (х) ток функция деб аталади.
Масалан, у  =  х3, у  =  s in x  функциялар ток функциялар булади, 

чунки ( — х)3 = — х3, s i n ( — х) =  — sinx.
Ток функциянинг графиги коодината бошига нисбатан симмет

рик жойлашган булади (7 8 -чизма).
9 . 2 - э с л а т м а .  Функция ^ар доим жуфт ёки ток булавермайди. Масалан, 

ушбу у =  х2 — х, у  =  sin х  — cos х- функциялар жуфт .\ам, ток ,\ам эмас.

9- §. Монотон функциялар

У — f  (х) функция X  ораликда берилган булсин.
9 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар аргумент х  нинг X оралицдан олинган их

тиёрий xL ва х2 кийматлари учун х, <  х2 булишидан / (хх) <  f  (х2) 
теигсизлик келиб чикса, / (х) функция X ораликда усуечи деб ата
лади.

Масалан, f  (х) =  2х +  1 функция X =  ( — оо; оо ) ораликда 
усувчи булади. Хаки катан хам, \f-x lt х2£ Х  олинганда хам, хх <  х2 
булганда,

/Чх,) =  2хх +  1, f  (х2)]=  2х2 4- 1

булиб,

f  =  (2х2 +  1) -  (2хч +  1) =  2 (х2 -  х ,) >  О
булади. Демак, xL <  х2 => / (х,) <  f  (х2).

9 . 6 - т а ъ р и ф .  Агар аргумент х нинг X  орали^дан олинган их
тиёрий Xj ва х2 кийматлари учун хх <  х2 булишидан f  (Xj) >  f  (х2) 
тенгсизлик келиб чикса, /(х) функция X  ораликда камаювчи деб 
аталади.

Масалан, / (х) — — Зх +  1 функция Х  =  ( — оо; +  оо ) да ка
маювчи булади. Хакикатаи хам, Y * ] ,  хъ £ X олинганда хам, хл <С х2 
булганда ,

8- §. Жуфт ва ток, функциялар
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булиб / Oi) =  — 3% +  1, / (х2) =  — Зх2 +  1

/ ( h) — f  (x i) =  — 3x2 +  1 — ( — 3xj +  1) =  — 3(x2 — a'j) <  О
булади. Д емак, х , <  х2 =>- / (х,) >  / (х2).

9 . 7 - т а ъ р и ф .  Усувчи ва камаювчи функциялар монотон функ
циялар деб аталади.

М и с о л .  /(х) = х3 функция монотонликка текширилсин.
Е ч и ш .  Бу функции Х  =  ( — оо; +  оо) ораликда аникланган. 

Б у ораликдан ихтиёрий хг, х2 нукталарни оламиз. Улар учун x j< x 2 
булсин. Сунг /(х2) — f(x L) айирмани караймиз:

/ (*2) — / (* i) =  4  ~  r i =  — х ') ( 4  +  *2 x i +  XD =

= (х2 — Xj) ( х| +  2 • ~  Х2 Xj +  Х ^  —  -2 — — -2 ' -

=  (х2 — Xj) ( X* -L 9 ■ -  ■ J- Г J_ J_  ,-2 \2  • Хг, i L  + £ l Г - f
2  \

xi \2 1

2
3

1

и ]( * 2  + f )  + 4

Д емак, /(х2) — / (хх ) >  0, яъни /(х1) < / ( х 2). Шундай килиб 
Xj <С л'г булганда / (Xj) <С / (х2) булар экан. Бу эса берилган функ
циянинг ( — оо; +  оо) да усувчи эканини билдиради.

10-§ . Даврий функция

f(x) функция X  да аникланган булсин.
9.8- т а  ър и ф.  Агар шундай узгармас Т (Т Ф  0) сон топилсаки„ 

ихтиёрий х £ X  да х  — Т £ X, x  +  Т £ X  булиб,

/ (х — T) =  f  (х) =  / (x +  Т)
булса, у  холда / (х) даврий функция, Т сони функциянинг Ьаври 
дейилади.

Масалан, у  =  s in x , у =  t g x  даврий функциялар булиб, у  =  
=  s i n x  функциянинг даври 2л  га, у  =  t g x  функциянинг даври эса 
зх га  тенг. Агар /(х) даврий функция булиб, Т (Т # 0 )  сони унинг 
даври булса, у  колда п Т  (п =  -± 1, ± 2 ,  . . .  ) лар к ам ШУ функ
циянинг даври булади.

11 -§ . М ураккаб функция

у  =  /(х) функция X ораликда аникланган булсин. Аргумент х  
нинг X ораликдан олинган хар бир к™ матиДа функциянинг мос 
Кийматини топиб, бу функциянинг кийматларидан Y тупламни т у 
замиз.

Энди шу Y тупламда уз навбатида u = F  (у) функция аникланган 
булсин. Натижада X тупламдан олинган к аР бир х  сонга Y туплам
да битта у  сони (у =  / (х)) ва Y тупламдан олинган бундай у  сонга 
битта и сони (и =  F(y)) мос куйилади.
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Демак, X  тупламдан олинган ^ар бир х сонга битта и сони мос 
цунилади. Бу эса и ни х  узгарувчининг функцияси булишини билди- 
р,|ди ва бундай белгиланади:

и =  F {у) =  F (f (х )).
Одатда бундай функция мураккаб функция деб аталади.

Масалан, уш бу 1) и =  "|/х2 — 1; 2) и =  sin 2х; 3) и =  cos2x 
функциялар мураккаб функциялар булади.

1) и =  У х 2 ■— 1 функция и — У  у, у  =  х2 — 1 функциялар ёрда
мида :\осил булган. у  — х2 —-1 функция ( — оо ; +  оо ) ораликда 
аникланган; и = У  у  эса [0; +  <» ) ораликда аникланган. Д ем ак, 
и =  У х 2 — 1 функция х2 — 1 >  0 да, яъни х2 >  1 булган киймат- 
ларда аникланган булади.

2) и =  sin 2х функция и =  s in  у, у  =  2х функциялар ёрдамида 
.\осил булган. Бу функция ( — оо; - f  оо ) да аникланган.

3) и =  cos2x функция и =  у2, у  =  cosx  функциялар ёрдамида хр~ 
сил булган. Бу функция (— оо; +  оо) да аникланган.

12-§ . Тескари функция
у  =  / (х) функция X  ораликда аникланган булиб, У эса ш у функ

ция кийматларидан иборат туплам булсин: Y — { /(х) : х £ Х  ). Y  туп 
ламдан бирор у0 сонни олайлик. Унда X тупламда шундай х0(х0£Х) 
сони топиладики, f(x 0) =  y0 булади. у„ сонга хп сонни мос цуямиз.
11атижада Y  тупламдан олинган >̂ ар бир у  га юкорида курсатилган- 
дек битта х  сон ( х £Х)  мос куйилиб, функция хосил булади. Одат
да бундай функция, берилган у  =  / (х) функцияга нисбатан тескари 
функция деб аталади ва х  =  /'_1 (у) каби белгиланади.

М и с о л. у  — f  (х) =  2х +  1 функцияни X =  [0; 1 ] ораликда к а 
райлик. Равшанки, бу функция кийматларидан иборат туплам Y =
=  [1; 3] булади. F = [ t ; 3 ]  ораликда берилган х — ~ { 1У — 0  ф унк

ция каралаётган функцияга нисбатан тескари функция булади: х  =

П (У ) =  - \ ( У ~  1).
9 . 3 - э с л а т м а .  Биз юкорида y  =  f(x) функцияга нисбатан тес

кари булган х  =  /~1(*/) > функция тушунчаси билан танишдик. Бу 
гескари функциянинг аргументи у  булиб, х  эса унинг функцияси- 
дир. Д емак, тескари функциянинг графигини ясаш да абсцисса у^и 
сифатида Оу уцни, ордината уки сифатида Ох уг^ни олиш керак бу
лади. Бу хол маълум иокулайликлар тугдиради. Шунинг учун тес
кари функцияни, масалан

у  =  Ф (х)
каби белгилаш максадга мувофшущр.

Юкоридаги мисолда у  =  /(х) =  2х +  1 функцияга тескари функ
ция у  =  ф (х) =  —  ( х — 1) булади. Бу функцияларнинг графиклари 

79- чизмада тасвирланган.
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Берилган у  -= f  (х) функциянинг графигига кура бу функцияга 
нисбатан тескари у — ср (х) функциянинг графигини ани^лаш кийин 
эмас. у  — /(х) функция графигини биринчи ва учинчи координата 
бурчаклари биссектрисасига нисбатан симметрик кучириш натижасида 
хосил булган чизик тескари функциянинг графиги булади (80-чизма).

13- §. Содда ('элементар) функциялар

Математик анализда асосан аналитик усулда берилган функ
циялар билан шугулланилади. Куйида содда функциялар деб ата- 
лувчи функцияларни келтирамиз. Бундай функциялар укувчига урта 
мактаб математика курсидан маълумдир.

1. Ч и з и к л и  в а к в а д р а т и к  ф у н к ц и я л а р .  У  шбу

у =  ах +  Ь, у  =  ах2 +  Ьх +  с

куринишдаги функциялар мос равишда чизикли ва квадратик функ
циялар деб аталади, бунда а, b с — узгармас ^акикий сонлар.

у  =  ах +  Ь чизикли функция ( — оо; +  оо ) да аншуланган. Бу 
функция а >  0 да усувчи, а <  0 булганда камаювчи функция була
ди. Унинг графиги текисликда тугри чизи^ни тасвирлайди. Шунинг 
учун хам у  =  ах +  b функцияни чизикли функция деб аталади.

Масалан, у  =  Зх +  1, у  — 2 — Зх функциялар чизикли функция- 
лардир. Уларнинг графиклари 8 1 - а  чизмада тасвирланган.

у  =  ах2 -f- Ьх +  с квадратик функция ( — оо; +  оо) да аниклан-
ган. Бу функция х >  — -~ -{аф  0) тенгсизликни каноатлантирувчи

ну к/га лар тупламида усувчи, х <  — -^-(а ф  0) тенгсизликни каноат

лантирувчи нук/галар тупламида камаювчи булади. Квадратик фупк- 
циянинг (квадратик учхаднинг) графиги текисликда параболани ифо- 
далайди. Параболанинг холати а коэффициентнинг ^амда дискрими
нант d =  b2 — 4ас нинг ишораларига боглик булади (81 -6  чизма).

2. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

у  =  х“ (х >  0)

куринишдаги функция даражали функция деб аталади.
Даражали функциянинг аникланиш со^аси а  сонга богли^ бу

лади. Даражали функциянинг графиги а  >  0 булганда текисликнинг 
(0; 0 ) ва (1; 1) нукталаридан утади. 82-чизмада у  =  x:j функция
нинг графиги тасвирланган.

3. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я .  У ш бу

у  =  а (а >  0, а ф  1)

куринишдаги функция курсаткичли функция деб аталади.
Курсаткичли функция (— оо; +  о о ) орали^да аншуланган. Бу 

функция 0 <  а <  1 булганда камаювчи, а >  1 булганда эса усувчи
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функции булади. Курсаткичли функциянинг графиги текислик 
0\ увидан ю^ори томонида жойлашган.

!/] У =  \~2 i функциялариинг графиклари 83-чизмада
иирланган.

•1. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я .  Уш бу

y  =  \ogax (а > 0 , а ф \ )

куринишдаги функция логарифмик функция деб аталади. Лога] 
мик (функция (0; +  оо ) оралшуда аникланган. Б у функция 0<г; 
(>\/панда камаювчи, а >  1 булганда эса усувчи булади. Логарт| 
(функциянинг графиги текисликда Оу узининг унг томонида жоп; 
ми у  =  log2x ва у  =  log х  функциялариинг графиклари 84-чиз1\

~2
шсиирланган.

Г). Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу

у  =  sin х, у =  cos х, у  =  tg  х, у  =  ctg х

•функциялар тригонометрии функциялар деб аталади.
//  ̂ s in х, у  =  cosх функциялар ( — оо; +  оо) ораликда апш\ 

(ли // - s i n х ток функция. Д емак, унинг графиги координата 
ими л нисбатан симметрик булади (85-чизма). у =  co sx  жуфт ф 
пия. Унинг графиги Оу у^ига нисбатан симметрик булади (86-чи:'
II Ig.V функция (— оо, +  оо) нинг х ф  — {2k + 1 )  (k =  0,

. . . )  булган ну^талар тупламида аникланган. Б у ф у т  
учуй t g (  — х) =  — t g x  булади. Д емак, у  =  t g x  то^ функ 
N пинг графиги 87-чизмада тасвирланган.

// = c tg х функция (— оо; +  оо) нинг х ф  kn(k =  0, ± 1 ,
) булган ну^талар тупламида аникланган. Равшанки, бу ф у т  

\пуп c tg (-—х )  == — c tg х  булади. Д ем ак , у  =  c tg x  функция 
(функция. Унинг графиги 88-чизмада тасвирланган.

(). Т е с  к а р и  т р и  г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  Уш бу
у =  arcjsin х, у  =  arc cos х, у  = arc  tg  х , у  =  arc ctg х

•функциялар тескари тригонометрик функциялар деб аталади.
// = arc sin х функция у  =  sin х  функцияга нисбатан тескари ф; 

пин булиб, X  == [ — 1; 1] сегментда аникланган. у  =  arc sin х ф;
цияпинг 1уийматларидан иборат туплам Y = -----— ; —

функциянинг графиги 89-чизмада тасвирланган.
// a rc c o sх функция у  =  cosx функцияга нисбатан теп 

функция булиб, Х =  [ — 1; 1] сегментда аникланган. у  ~  a rc  с 
функциянинг !уийматларидан иборат туплам Y — [0; я ]  булади. 
•функциянинг графиги 90-чизмада келтирилган.

у arc tg х  функция у  =  tg  х  функцияга нисбатан тескари фз 
пии булиб, X  =  ( — оо; +  оо ) оралшущ йни^ланган. у  — arc

булади.



функциянинг кийматларидан иборат туплам У' =  (-----була

ди. Бу функциянинг графиги 91-чизмада берилган.
у  -- - arc ctg л: функция у  — ctg х функцияга нисбатан тескари 

функция булиб, X == ( — сс; - f  оо) ораликда аникланган. y = a r c c tg x  
функциянинг кийматларидан иборат туплам  У =  (0; л) булади. Бут 
функциянинг графиги 92- чизмада тасвирланган.

X Б О Б . НАТУРАЛ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯ

1 -§ . Сонлар кетма-кетлиги тушунчаси
Биз юкорида функция тушунчаси билан танишдик. Энди, хусу- 

снй холни, яъни аникланиш сохаси натурал сонлар туплами N бул- 
гин функцияларни караймиз.

Айтайлик, / (х) функция X =  N тупламда берилган булсин. Мо- 
домики, бу функциянинг аргументи натурал сон экан, унда / (х) 
дейиш урнига / (п) деб оламиз.

Бу функциянинг п =  1, 2, 3, . . . даги кийматларини

/ ( ' )  =  * ! ,  / (2) == -v2, / (3) =  х3, . . ., / (п) =  хп, . . .

деб белгилайлик. Натижада / (п) функция кийматларидан ташкил топ- 
гап yu i6y

.г,, л-,, .г3, . . ., хп, . - . (*)

туплам  хосил булади. Бу туплам сонлар кетма- кетлиги деб аталади. 
(*) сонлар кетма-кетлигини ташкил этган хи х„, х3, . . ., хп, . . . 
сонлар (*) кетма- кетликнинг хадлари дейилади хп эса (*) кетма- кет
ликнинг 11- хади ёки умумий уади дейилади. (*) сонлар кетм а-кет
лигини {л'п} каби белгиланади.

Сонлар кетма-кетликларига мисоллар келтирамиз.
1) хп =  — булсин. Бу сонлар кетма-кетлиги

булади.
2) хп =  п2 булсин. Бу сонлар кетма- кетлигининг куриниши куйи

дагича булади:
1, 4, 9, 16, . . ., п2, . . .

3) хп =  (— 1)" булсин. Бу сонлар кетма-кетлиги хадлари оркали 
уш бу куринишда ёзилади:

- 1 ,  1 , - 1 ,  . . ., ( - 1 ) " ,  . . .
Бирор {у} : .*!, х2, х3, . . ., хп, . . . кетма-кетлик берилган бул

син.
10.1-т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас М сон мавжуд булсаки, 

{.х к е т м а -к е т л и к н и н г  xLap бир хади шу сондан к а т т а  булмаса,
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яъни хп <  М булса, бу кетма- кетлик юкоридан чегараланган деб
аталади.

Масалан, уш бу
О, — 1, — 2, — 3, . . ., — п, . . .

кетма-кетлик юкоридан чегараланган, чунки кетма-кетликнинг >̂ ар 
бир хадл 0 дан катта эмас.

1 0 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас т  сон мавжуд булсаки, 
{хп} кетма-кетликнинг хар бир хади шу сондан кичик булмаса, 
яъни х >  т  булса, бу кетма- кетлик куйидан чегараланган деб
аталади.

Масалан, уш бу

кетма- кетлик куйидан чегараланган, чунки кетма- кетликнинг хар бир 
хади О дан кичик эмас.

10.3-т а ъ р и ф .  Агар {хп} кетм а-кетли к  хам куйидан, х1ам юкр
ридан чегараланган булса, у чегараланган деб аталади.

Масалан,

кетма-кетлик чегараланган кетма-кетликдир.

2 -§ .  Сонлар кетма-кетликлари устида 
амаллар

Иккита кетма- кетлик берилган булсин:
Xj , х2, . . . , Хп, . . . , у±, у2 , . . .  , уп, . . .

Ушбу
*1 “Ь У и х2 +  у2, Хя /Уз, . . .  , Хп -f- у п, . . . 

кетма-кетлик {хп} ва {уп} кетма-кетликлар йипшдиси деб аталади 
ва {хп +  уп\ каби белгиланади.

Ушбу
X] У1 , А*2 Ц2 , X:i /У;:, . . ■ , Хп  Уп , . . .

кетм а-кетлик \хп\ ва \уп\ кетма-]кетликлар айирмаси деб аталади 
ва \хп—■ уп| каби белгиланади.

Ушбу

Х 2 ' У 2 ’ Х Я ' У зу у Хя -Уп, ■ . .

кетм а-кетлик {хп} ва \уп) кетма-кетликлар купайтмаси деб аталади 
на \хп-уп\ каби белгиланади.

Ушбу
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• (Ук ^  О, к — 1 > 2, . . .)
У\ У 2 Уз Уп

кетма-кетлик \хп\ ва [уп] кетма-кетликлар булинмаси деб аталади

ва J—  [ каби белгиланади.
I Уп )

3 -§ . Сонлар кетма-кетлигининг лимити

Аввало нуктанинг атрофи тушунчаси билан танишамиз. Бирор а 
нукта (а — ^а^и^ий сон) хамда мусбат е сони берилган булсин.

1 0 . 4 - т а ъ р и ф.  Берилган а нуцтани уз ичига олган
(а — е, а +  г )= { х \ а  — £ < х < а  + е )

интервал а нуктанинг атрофи (а ну^таниннг г атрофи) деб аталади.
Нуктанинг атрофи сонлар укида кесмани ифодалайди, кесманинг 

четки ну^талари эса ш у кесмага тегишли булмайди. Б у ^олни 93- 
чизмада четки нукталарига стрелкалар 1ууйиш билан изо^ланган.

М и с о л  л а р .  1. а  =  0 нуктанинг е =  — атрофи куйидаги интер

вал булади (9 4 -чизма):

[ - Л И * - - \<*<\\
2. а  =  1 нуктанинг е =  0,1 атрофи уш бу интервалдан иборатдир 

(95- чизма):
(0, 9, 1, 1) =  {х: 0 ,9 <  х  <  1,1).

Шуни 'алохида таъкидлаймизки, битта а нуктанинг ж уда  куп  
атрофлари булади. Масалан, уш бу

(а — 1, а +  1), ( а ~  -i, а +  |-j, а -------, а  +  —
3 3

интервалларнинг хар бири а  нуктанинг атрофи булади (9 6 -чизма).
3. Ушбу {*„1

2 3

кетма- 

5

П rl  ̂ ' 12 3 4  п-\- 1

4 , , 4 \ /_1_/ 4  4  \
кетликни карайлик. а =  1 нуктанинг 11 —- —, 1 4- —1 =

] ( 8==y ) атР°Фи олинса> УнДа берилган кетма- кетликнинг 4 - хади-
дан бошлаб кейинги барча ^адлари шу атрофга тегишли булади (97- 
чизма).

4. куйидаги
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1, 2 ,  3, . . .  , п, . . .

h i ' i m . i - кетликпи ^арайлик. а  =  5 нуктанинг (5 —  2, 5 +  2) =  ( 3 ,  7) 
пфофм ((••, 2) олинса, унда кетма-кетликнинг 3 та хади ( 4 , 5 , 6 -  
.^идлпрн) шу атрофга тегишли булади (9 8 -чизма).

5. Ушбу

- 1 ,  1, - 1 ,  1, - 1 ,  .  .  .

кетма-кетликни карайлик. а =  1 нуктанинг ^а-----=

1 ) атрофига берилган кетма-кетликнинг баъзи хадлари (жуфт но

ме 'рли уринда турган хадлари) тегишли, баъзи хадлари (ток номерли 
уримда турган хадлари) тегишли булмайди (99- чизма).

Бирор \хп\:

Х\, Х2, Хя, - . . , хп, . . .

сонлар кетма-кетлиги хамда а нукта (а — хакикий сон) берилган 
булсин. Бу а нуктанинг (а — е, а 4 -е )  атрофини (е >  0) олайлик.

1°. \х \ кетма-кетликнинг бирор хади дан бошлаб кейинги барча 
хадлари (хусусан, кетма-кетликнинг барча хадлари) (а — е, а + е )  
атрофга тегишли булиши мумкин. Бундай лол куйидагича хам айти
лади: шундай N натурал сон топиладики, n >  N булган барча нату
ра.! п сонлар учун хп£ { а — е, а  +  е) булади.

2°. {хп\ кетма-кетликнинг бирор хадидан бошлаб кейинги х?Д' 
ларининг баъзилари (а — е, а +  е) атрофга тегишли, баъзилари эса 
тегишли булмаслиги мумкин.

3°. \хп] кетма-кетликнинг чекли сондаги хадларигина (а—е, а + е )  
атрофга тегишли булиши ёки кетма- кетликнинг бирорта хаДи шу 
атрофга тегишли булмаслиги мумкин.

1 0 . 5 - т а ъ р и ф.  Агар [хп\\

X i , х2, х3, . . ., х п, . . .

к етм а-кетликнинг бирор цадидан бошлаб кейинги барча цадлари а 
нуктанинг ихтиёрий [а — е, а +  е) атрофига тегишли булса, унда 
а сон {хп} кетма-кетликнинг лимити деб аталади ва l i m хп =  а ,

ёки \\тхп =  а, ёки хп^ -а  каби белгиланади.
Бу холда {хп} кетма- кетлик а га интилади деб хам юритилади. 
Айтайлик, бирор {хп} кетма- кетлик берилган булиб, унинг лимити 

а булсин: lim xn =  а. Ю^оридаги таърифга кура, берилган кетма- 
кетликнинг бирор хадидан бошлаб кейинги барча хадлари а нуцта- 
нинг ихтиёрий (а — е, а +  е) (е >  0) атрофига тегишли булади. Бош- 
кача айтганда, шундай натурал п0 сон топиладики, п >  п0 булган 
барча п натурал сонлар учун
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хп£ (а— г, а  +  е)

а — е < х п < а  +  е (п >  /г0).

Кейинги тенгсизликдан эса

~ £ < х п — а <  е (10.1)

булиши келиб чикади. Бу (10.1) тенгсизлик эса уш бу

U „ — a j < e  (Ю.2)

тенгсизликка эквивалент булади (каралсин: IX боб, 2 -§ .) .
Бу хол кетма-кетлик лимитини куйидагича таърифлаш имконини 

беради.
10 .6 -т а  ъ риф.  Агар ихтиёрий м усбат  е > 0  сон олинганда \ам 

шундай п0 натурал сон топилсаки, п >  п0 булган барча п н а т у 
рал сонлар учун

\хп ~ а \ < г

тенгсизлик бажарилса, а'сон {хп} кетма- кетликнинг лимити деб 
аталади  ва юкоридагидек

булади. Д емак,

lim  хп — а
П->оо

каби белгиланади.

М и с о л  л а р .  1. Уш бу

i l l  1  1 > 0 » о ’ * • •» » • • •2  о п

кетма-кетликнинг лимити 0 га тенг булади. Шуни исботлаймиз. Их- 
 ̂ - 1 1* 

тиерии мусбат е сонни олиб, унга кура — ни топамиз ва бундай
г

белгилаймиз: п0

сонлар учун

\ х — а  I

1, у  >^олда п >  п0 булган барча натурал п

булади. Лимит таърифига кура 

булади.

1 im — =  0
П—> оо tl

* [d] белгилаш d сонининг ундан катта булмаган бутун  кисмини ифода- 
лайди. Масалан, [3 , 5] =  3. Равшанки, [rf] < d.
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1, - 1 ,  1, - 1 ,  . . .

кетма-кетлик лимитга эга эмас.
Бирор {ап}'. а ь  сс2> а з> • • • > . . . сонлар кетма- кетлиги бе

рн/пап булсин.
10 .7-т а ъ р и ф .  |Агар {сс„} кетма-кетликнинг лимити нолга 

lllflli', яъни
lim  а п =  0

rt—>оо

i’f/лса, у холда {«„} чексиз кичик микдор деб аталади. Масалан, 

-  чексиз кичик микдор булади.
" п

Бирор {хп} кетм а-кетлик берилган булсин.
10.1-т е  о р е м  а. {хп} кетма-кетликнинг а лимитга эга булиши 

i/41/н а  =  хп — а чексиз кичик микдер булиши sapyp ва етарли.
Бу теореманинг исботи ю^орида келтирилган кетма- кетлик лимити 

хамда чексиз кичик микдор таърифларидан келиб чикади.
Д емак, {хп} кетма-кетликнинг лимити а булса, унинг умумий 

хади хп ни хп =  а  +  а п куринишда ёзиш мумкин, бунда а п чексиз 
кичик микдор. Аксинча, {хп} кетма-кетликнинг умумий хади хп уз- 
гармас а сони билан чексиз кичик микдорнинг йшиндисидан иборат, 
яъни

=  а  +  а п

булса, у  :^олда а сон {хп} кетма- кетликнинг лимити булади.
1 2  3 п

М и с о л .  У ш бу , . • . ке тм а-кетликни карай-
J 2 3 4 п+  1

— лик. Унинг умумий хади х„ = ——  ни куйидагича ёзиш мумкин:
п +  1

х _  п _п +  1 — 1 __j 1
п я  +  i / г + 1  я  +  1

Равшанки, а  =  —!— чексиз кичик микдор. Д емак, берилган кетма-
п +  1

кетликнинг лимити 1 га тенг:

lim  =  1.
71— tl “1— 1

4 -§ . Чексиз кичик х ам д а  чексиз катта  микдорлар 
орасидаги богланиш

Аввало чексиз кичик микдорлар хацида иккита лемма келтира
миз.

10.1-л е м м  а. Икки чексиз кичик мщдор йигиндиси я на чексиз 
кичик мицдор булади.

2. Ушбу
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И с б о т .  {ап} ва {Рп} чексиз кичик микдорлар булсин: lim  а л= 0 , 
lim  Рп =  0. Таърифига кура, V  е >  0 олинганда хам е/2 га кура 
ш унда“- п0 натурал сон топиладики, п >  п0 булган барча натурал 
п лар учун

I а п I <  f

булади. Ш унингдек,

1 М < ~

булади. Натижада уш бу тенгсизликка эга буламиз:

K  +  U <  l « « i  +  I P J < f +  f  =  <*.

Бу эса

l im (ап +  p j  =  0

булишини билдиради. Д емак. {%п +  (3;!} — чексиз кичик микдор. Л ем
ма исбот булди.

Ушбу лемма хам худди шунга ухшаш исботланади.
10.2-л е м м а .  Чегараланган кетм а-кетлик билан чексиз кичик 

мщдор купайтмаси чексиз кичик мщдэр булади.
Бирор {*„}:

X},  А'2 , х 3, . . ., хп, . . .

кетма-кетлик берилган булсин.
10.8-т а ъ р и ф .  Агар %ар щндай м усбат М сон олинганда %ам 

шундай натурал п0 сони топилсаки, п >  п0 булган барча н а т у 
рал п лар учун

К  1 > М
тенгсизлик уринли булса, {л(!} чексиз к а т т а  микдор деб аталади. 

Масалан, {хп} =  {/г}:

1, 2, 3, . . . , п, . . . j
кетма- кетлик чексиз катта мицдор булади.

Чексиз катта микдорнинг лимити чексиз деб олинади ва хуйида- 
гича белгиланади: \imxn =  оо.

Энди чексиз кичик х амда чексиз катта микдорлар орасидаги бог- 
ланишни келтирамиз.

Агар { у}  (хп Ф 0, п =  1 , 2 , . .  .) чексиз кичик мщдор булса,

( —)  чексиз к а т т а  микдор булади.
{хп )

Агар {л(1} чексиз к а т т а  микдор булса, |—| чексиз кичик м щ 

дор булади.
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Бирор {.v„} кетма-кетлик берилган булсин.
10 . 9- т а ъ р и ф .  Агар {хл} кетм а-кетлик чекли лимитга эга бул- 

си, у %олда { у}  якинлашувчи кетм а-кетли к деб аталади. Агар 
истма- кетликнинг лимити чекли булмаса ёки к етм а -кетлик ли
митга эга булмаса, уни узоклашувчи кетм а-кетли к деб аталади. 

Масалан,
J_ _2 _3 п
2 ’ 3 ’ 4 ’ ' ' п+  1’ ' ' ' 

кетм а-кетлик якинлашувчи кетма-кетлик булади,

1 , - 1 ,  1 , - 1 ,  ■ •
1, 2, 3, . . ., п, . . .

кетм а-кетликлар эса узоклаш увчи кетма-кетликлар булади.
Энди якинлашувчи кетма-кетликларнинг ^атор хоссаларини келти

рамиз. Бундай хоссаларнинг исботи кетма-кетликнинг лимити таъри- 
фига х амда юкорида келтирилган леммалар ва теоремага (^аралсим:
I, 5 - § лар) асосланади. Шуни эътиборга олиб, бу хоссаларнинг баъзи- 
ларини исботлаймиз.

1°. Агар {хп} кетм а-кетлик якинлашувчи булса, у  чегараланган 
булади.

2°. Агар {хп} кетм а-кетлик якинлашувчи булса, унинг лимити  
я гона булади.

Айтайлик, иккита {хп} ва {уп} кетма- кетликлар берилган булсин. 
3°. Агар {у}  ва {уп} кетма-кетликларнинг ,\ар бири яцинла- 

шувчи булиб,

хп =  Уп ( 1  =  1 > 2 > 3 > ■ • •)

булса, у уолда
\imxn — lim  уп

булади.
4°. Агар {хп} ва {уп} кетма-кетликлар якинлашувчи булиб, 

хп < у п { п = \ , 2, 3, . . .)

булса, у холда
lim .г <  lim  у„

П  J  П

булади.
5°. Агар {хп} ва {уп} кетма-кетликлар якинлашувчи булса, 

у  холда {хп +  Уп} кетм а-кетлик хам якинлашувчи булиб,

lim  (хп +  уп) =  l im хп +  lim  у п

5 - § .  Якинлашувчи кетма-кетликларнинг
хоссалари

булади.
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5 ° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  {хп} ва \уп) кетма-кетликлар якин
лашувчи булиб,

Umxn =  a, U m yn =  b

булсин. У  холда 10 .1 -теоремага кура
хп =  а  +  а п, Уп =  Ь +  ря

булиб, а п ва р;! чексиз кичик микдорлар булади. Бу тенгликлардан 
топамиз:

хп +  Уп =  а +  +  ь +  Р„ =  (а 4- Ь) +  (ап +  р„).
Чексиз кичик микдорлар ^ацидаги 10.1-леммага асосан а п +  рл 

хам чексиз кичик микдор булади. Уни у/г оркали белгилайлик:

Уп =  +  Р„-
Натижада

Хп +  У п = (а  +  Ь) +  У п 
булади. Яна 10 .1-теоремадан фойдаланиб, \хп + у п\ кетма-кетлик 
лимитга эга булиши ва у  а  +  b га тенг булишини топамиз: 

lim  (хп +  у п) =  а +  b =  lim  хп +  lim  уп.

5°-хосса исбот булди.
6Э. Агар \хп} ва ( y j  кетма-кетликлар якинлашувчи булса, 

у  холда {хп — уп} кетма- кетлик хам якинлашувчи булиб ,

lim  (хп — уп) =  l im хп—  l im уп

булади.
7°. Агар {хп} ва {уп} кетма- кетликлар якинлашувчи булса, у хол- 

da {хп-уп} кетм а-кетлик хам якинлашувчи булиб,

Н т (хп■ уп) =  \[тхпЛ \ т у п

булади.
8°. Агар {хп} ва {уп} кетма-кетликлар якинлашувчи ва1\тупФ

Ф 0 булса, у холда {— } {у Ф 0, п =  1, 2, . . .)
I Уп)

якинлашувчи булиб,
кетма- кетлик хам  ■

Н т  ^  ^  (Птг/ ф  0) 
Уп lim уп

булади.
М и с о л л а р.



It". ('■ ' ■» )
I

lim 2 + lim —
t l  ->Xt  « - * 0 O  Л  “

I . |\ .. .  , r ~r  lim — +  lim -
ft—»co ^  M—► 00

/ I 1 \ 1
lim I |- |- “ I lim 3-}- l im — +  lim
(I • \ M H“ ) ft—>oo ft—>C0 ^ Л—► 00 ^

1 1 /1 -|- 1 1 • {V  n +  1) , . 1 nI n n -----------  ̂ lim  —— -------- 1— —— = l i m  ——— =  0;
м •*/. П — 1 n —*cc (j n  ■— l) ( y  t i - r  1 ) n -* x  y  t l—1

lУn j- V n- V n3 V n 3
. I) IIiii — — ~~zz. =  l im,-----_ /---------- —  11x11 ------

■ ! К  tl +  У  IVs n-+00 J __ , T^n J

Kn7 ‘ V n3

<>- §. Монотон кетма- кетлик лимитининг мавжудлиги 
Халида теоремалар

К г!  мл-кетлик лимитининг мавжудлиги хакидаги масала мухим 
м и л мллрдлн бири. Бу масалани хал крлиб берувчи теоремалар мав- 
•I \ I Бироц улар математик аиализнииг нозик факгларига асосланиб
Mi П п |  1Л11ЛДП.

b in  цуйида лимитнииг мавжудлиги хакидаги теоремаларни исбот-
■ и I м м т р ш п  билан кифояланамиз.

lit '1- т е  о р е м а .  Агар {хп} кетма-кетлик. усувчи булиб, юкрри- 
Ihin 1и'.'чраланган булса, кетм а-кетли к  чекли лимитга эга (яъни 
Ч1\ин иииувчи) булади.

10 Л- r e  о р е м  а. Агар {х } кетм а-кетлик камаювчи булиб, цуйи- 
Д in чегараланган булса, кетм а-кетли к чекли лимитга эга (яъни 
•twilit ипиупчи) булади.

( )д,п дл юкорида келтирилган теоремаларии монотон кетм а- кет- 
пимшпг лимити хакидаги теоремалар деб юритилади. Бу теорема-
1.1| it л 1 1 (|иждаланиб, баъзи бир кетма-кетликларнинг лимитга эга  бу- 

./1И11 ni 11 п курсатамиз.

7 -§. е сони

Ушбу кетма-кетликни ^арайлик:

.N ппиг умумий хади

Пуллди Чл^слд шу {*„} кетма-кетликнинг чекли лимитга эга були-
11 им ui курсл тийгдаи иборат. Бу кетма-кетлик билан бирга куйидаги
I. »мл мчликпи члм караймиз:
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Унинг умумий хади
1 \л+1 ̂=  11 + п,

булади. Бу кетма- кетликнинг у п, ynL} хадларини куйидагича ёзиб 
оламиз:

» Н ' + Т - ( ' +Т - ( ' Л ) ^ г
In Л- 1VH-2 п

п 4- 1

У  холда — —
Уп+1

/я+1 1 \ п + 2  я

1 Я / Я + 1

/ (я  +  1) (>1 +  1) \п+2 я  _  / (я  +  1)2 у»+ 2 я  

\ я  (п +  2) J я  1 \ п (я  +  2) )  я  +  1 
л ( л +  2 ) + ( я + I ) 2 — я  ( я +  2) у»+2 я

я  (я  +  2) J п +  1 
2 +  2я  +  1 — я 2 — 2я\л+2 я  / , , 1 \я+2 ti_  / j _|_ я 2 -j- 2я +  1 — я 2 — 2 я \я+2 я  _ / j , 1 V

\ я  ( я +  2) J я + 1  V я  ( я +  2 )/

булади. Демак,
я  (я  +  2) J я + 1

Уп+1 V л (л +  2) / я + 1

Бернулли тенгсизлигидан* фойдаланиб топамиз:

( 1 +  , 7 Т ; Ь г Г > 1 " ("  +  2 »- я  (я  +  2)

Натижада

-Й*. = ( l  -}_____ i _____ У + 2 . _ 1 _  + 1 V — 1—  = ' l ± i . _ A _
г/ „ + 1  \ я  (я  +  2) J  n  +  1 \ я  / я  +  1 я  я + 1  

булади. Бу тенгсизликдан эса

Уп > У п+1 (п =  1 , 2 , . . . )
1 \л+1булиши келиб чикади. Д емак, (/„ =   ̂1 +  — 'J кетма- кетлик кама

ювчи кетма-кетлик экан.

* (1 + a j n > 1 +  л - a  тенгсизлик Бернулли тснгсизлиги деб аталади.



Равшанки, барча п лар (л =  1, 2, . . . )  учун
/ 1 \п+*

» . - ( i  +  7 )  > °

liy  эса {уп) кетма-кетликнинг куйидан чегараланганлигини билди- 
|Щ И .

С/ [ \п+* ч
Шундай ^илиб, {«/„}= Н -----  кетма-кетлик камаювчи ва

цуйидан чегараланган. Юкрридаги 10.3-теоремага кура бу кетма- 

кп лик  чекли лимитга эга. У  х0ЛДа {л'п} ~  ~ j | кетм а-кет

лик хам чекли лимитга эга булади. Х^кикатан хам,

 ̂= (1+7 Г 1 = ( 1 +̂ Г'(1+7 ) = ^ ' ( 1 + п
пу.шб, ундан эса

Оулиши келиб чикади. Кейинги тенгликдан топамиз:

lim  х„ =  lim  ( ип ■ —— ■ ] =  lim  у п • lim  ——  =
" V 1 +  п) п 1 +  п

=  lim  уп - 1 =  lim  уп.

Д\одомики, {г/п} кетма-кетлик чекли лимитга эга экан, унда {хп} 
кетм а-кетлик хам чекли лимитга эга  булади.

10.10-т а ъ р и ф .  Ушбу

ы ={(> +~)"}
кетм а-кетликнинг лимити е сони деб аталади.

Д емак,
lim  /1 +  — )" =  е.
Н-+М V п 1

е сони иррационал сон. Унинг киймати та^рибан 2,71 га тенг 
( , • « 2 , 7 1 8 2 8 1  . . . )  Асоси е булган логарифм натурал логарифм 
деб аталади.

XI Б О Б .  ФУНКЦИЯ ЛИМИТИ

1 -§ . Функция лимити тушунчаси

Аввало ха1̂ ик.™ сонлар туплами X  нинг (оралиь;нинг) лимит 
пу 1\таси тушунчаси билан танишамиз.

Бирор X  ха^иций сонлар туплами (оралик) хамда а нукта (а — 
х.иуикий сон) берилган булсин.

II. 1 - т а ъ р и ф .  Агар а нуктанинг ихтиёрий (а — е ; а + е )  
(г >  0) атрофида X  тупламнинг чексиз куп нуцталари булса, а
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н уц та X  тупламнинг лимит нуктаси (куюкланиил нуктаси) деб 
аталади.

М и с о л  л ар .  1. X  — [0; 1] тупламнинг хар бир нуктаси шу 
тупламнинг лимит нуктаси булади.

2. X  =  (0; 1) тупламнинг хар бир нуктаси шу тупламнинг ли
мит нуктаси булади ва яна х — 0, х =  1 нукталар хам А' =  (0; 1) 
тупламнинг лимит ну^талари булади.

3. X  — {1, 2, 3, . . . } туплам лимит нуктага эга эмас.
X  бирор сонлар туплами булиб, а эса ш у тупламнинг лимит 

нуктаси булсин. У  холда X  туплам нукталаридан а га ингилувчи 
{*„} кетма- кетлик хосил килиш мумкин. Бундай кетма- кетликлар 
ж уд а  куп булади.

Масалан, X  =  [0; 1] булсин, Равшанки, а =  0 нукта шу туплам
нинг лимит нуктасидир. X  =  [0; 1] туплам нукталаридан ташкил 
топган куйидаги кетма-кетликларнинг хар бирининг лимити а =  О 
булади:

i l l  1 I
; lim  — 0,

п

lim  1  =  0,
л-

. ; lim  - 1  =  0,
I п

. ; lim  —— =  0.

n n
J,

2 3 ’
» У

n

Уп =
1

n2 1 ,
1

4 ’

1
9 ’

I
У * • 

11-

Zn

1

]

"П г
1,

1

1

T l "
1

1

I 3 ’ 
1

1
’ 1 r t ’ 

1
П + o’ 3 ’ 4 ’ 5 ■ ’ n +  2

Айтайлик шу X  тупламда f (х) функция аникланган булсин. а 
нукта X  тупламнинг лимит пуцтаси булганлиги учун X  туплам 
нукталарида ташкил топган шундай

U J :  Д',, х2, . . . .  хп, . . . (хп £ А , п — 1, 2, . . . )

{У„У- Уч Уо, ■ ■ ■ , Уп • • • (Уп  ̂ п -  1 ’ 2 ’ • ■ •)
{*„}: г ,,  г . ,  . . . .  г„,  . . .  (гл 6 X, п =  1 , 2 ,  . . . )

кетма-кетликлар борки, уларнинг хар бирининг лимити худди шу 
а га тенг булади:

lim  хп =  a, lim  Уп — а , lim  гп - а, . .

/ (х) функциянинг .г =  хп, х =  у п, х =  г , . . .

(п — 1, 2, 3, . . . )  нукталар даги кийматлари уш бу кетм а-кетликлар- 
ни хосил килади:

{Г(хп)У fixi). f ix2)> • ■ • . /(-*„), ■ ■ ■ 
{fiyn)}: fiyj’ fiy2)’ • • • - f(yn)> ■ • • 

{ / ( s » : / ( Zl). / ( Z2 ) ’ • • • - fiZn)’ ■ ■ ■
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Одатда {/ (хп)} кетма-кетлик {хп} кетма-кетликка мос функция 
кийматларидан иборат кетма- кетлик деб аталади.

Масалан, X  =  (0; 1] тупламда у  =  / (х) =  х 2+ 1  функцияни каран- 
,||мк. а  = = 0 ну^та шу X  тупламнинг лимит нуктаси. Юкоридаги а —

О га интилувчи

=  Ы ’ {Уп} =  Ы ’ {Zn} =  { п г } ’ =
ксгм а-кетликларга мос / (х) =  х2 +  1 функция кийматларидан таш-
I,и. I топтан кетма-кетликлар куйидагича булади:

f f W > - {=+»}• н -i. i  + i, i  + i, . . .  , - U i , . . .У 1 ' ' 3

( / w > - { ^ + ‘ } : * + ' •  i + , ' i  +  1 ................" .

u ( a = f r + ' ) :  l +  1 ' i  +  1 ' ? + l - • tl

(n +  2)2 J (1+ 2)2  (2+ 2)2 (rt+ 2 )2

11.2-т а ъ р и ф .  Агар X  тупламнинг нукталаридан тузилган, 
а га интилувчи хсар щндай {хп} кетма- кетлик олинганда \ам мос 
(/ (.v )} кетм а-кетлик хар доим ягона b га интилса, шу b сон 
fix) функциянинг а нуктадаги (ёки х->-а даги) лимити деб а т а 
лади ва уни

l im f(x) =  b
х-+а

каби белгиланади.

М и с о л л а р .  1. f (х) =  С — const функция хар доим лимитга 
>га булиб,

lim  f{x) =  lim  С =  С
х-+а х->а

булади. Бу функция лимити таърифидан бевосита келиб чикади.
2. f(x) =  х2 +  х  +  1 функцияни X  — [— 1: 1] ораликда карайлик. 

Бу функциянинг х -* -0  даги лимитини топамиз.
X  =  [— 1; 1] туплам нукталаридан 0 га интилувчи ихтиёрий {х(1} 

к е ш а -кетлик олайлик: хп-> 0. Берилган функциянинг а' =  хп даги 
кийматларидан иборат кетма- кетлик

{/(*„)} =  {х2п +  хп +  1}. 

булади. х  —>• 0 да f  (хп) нинг лимитини топамиз:

lim  f  ( x j  =  lim  (х2 + х п +  1) =  lim  х2п +  lim  хп +  lim  1 =  1.
х п ->0 хп~*® хп -->0 хп ->0 хп —>0

Д емак,
lim  f(x) =  lim  (х2 +  х +  1) =  1.

Х - * 0
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з .  f(x ) = [ х ф ] )  функция х —*■ 1 да лимитга эгами?

Бу функцияни х-> \  да лимитга эгами ёки йу^лигини аниклаш 
учун ! га интиладиган уш бу иккита кетма-кетликни оламиз:

Ы " { Н - 1 } ,  W =  { ! — “ )•

Бунда

lim  х„ Jim (l+̂ h
lim  уп =  lim  1 -------1 =  1.

t l—>оо \ t l  J

Берилган функциянинг цийматларидан иборат кетма-кетликлар 
куйидагича

{/(*„)} =

{/(!/„)} 

булиб, бунда

1 1 1
1 +  —  —  1 — — .

tl п п

I 1 + - - 1 I
п

1
и

1

п -

{!}.
1

-1 
сI 1

tl

. . 1 .1 1
1 1—  — — 1 1 —

п tl

=  { - 1 }

l im / (хп) =  lim  1 =  1,

lim f (уп) =  lim  (— 1) =  — 1.

Шундай килиб, 1 га интиладиган иккита {хп} ва {у п} кетма- 
кетлик олинганда берилган функциянинг цийматларидан иборат кет
ма- кетликлар битта сонга интилмайди (уларнинг лимитлари мос ра-
вишда 1 в а — 1 га тенг). Демак / (х) ==-------- функция х ->  1 да

I х— \ ]
лимитга эга эмас.

Функция лимитини куйидагича хам таърифлаш мумкин.
11.3-т а ъ р и ф .  Агар %ар щндай м усбат  е сон олинганда хам  

шундай б >  О сон топилсаки, х узгарувчининг \ х — а |<  б тенг
сизликни щ ноатлантирувчи барча кийматларида

| / (х) — b I <  е
тенгсизлик бажарилса, b сон / (х) функциянинг а нуцтадаги  (х -* а  
даги) лимити деб аталади ва юкрридагидек,

lim  / (х) =  b

каби белгиланади.
х -> оо д а  ф у н к ц и я  л и м и т и .  / (х) функция (- 

аникланган булсин.
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11.4- т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда хам шундай б >  О
< mi топилсаки, | х | > б  тенгсизликни каноатлантирувчи барча х
ларда

I/O) — < е
тснгсизлик бажарилса, у хрлда b сон f(x) функциянинг х~>~ оо 
tin г и лимити дейилади ва

lim  f{x) =  b
X-*00

ьиби ёзилади.
Б и р  т о м о н л и  л и м и т л а р .  f(x) функция (а; с) да аниклан- 

1ЛП булсин.
11.5 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  олинганда щ м  шундай б > 0  сон 

топилсаки, х нинг а < х < а +  б тенгсизликни каноатлантирувчи  
барча кийматларида

I П х ) - Ь \ < е
б/'/лса, у %олда b сон / (х) функциянинг х =  а даги унг лимити
дейилади ва

l im / (х) =  b ёки l im f  (х) =  b
я-> а+ 0 х:-+ а

х>а

каби белгиланади.
11.6 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон олинганда хам шундай б > 0  

сон топилсаки, х нинг с — б <  х <  с тенгсизликни каноатланти- 
рувчи барча кийматларида

\f(x) — b \< E
булса, у  уолда b сон f (х) функциянинг х =  с даги чап лимити
дейилади ва

lim  f(x) =  b ёки lim  f  (х) =  b
х-*с—0 х-+с

х<с

каби белгиланади.
Функциянинг ун г ва чап лимитларига унинг бир томонли ли- 

митлари  дейилади.

2- § . Лимитга э га  булган функцияларнинг хоссалари
Биз юкорида функция лимитини сонлар кетма- кетлигининг лими

ти ор^али таърифладик. Лимитга эга булган кетма-кетликлар (я^ин- 
ллшувчи кетма- кетликлар) маълум хоссаларга эга эди (каралсин, 
X боб, 6 -§ ). Ш унга ухшаш хоссалар лимитга эга  булган функция- 
лар учун хам уринли булади. Уларни келтириш билан кифоялана- 
миз.

Бирор X  туплам  берилган булиб, а  н укта ш у тупламнинг лимит 
пуцтаси булсин. Бу тупламда f(x) функция аникланган булсин.

Г . Агар х -> а  да f(x) функция чекли лимитга эга булса:
lim  f{x) =  b,
х~>а
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у  холда х  узгарувчининг а нуктанинг етарли кичик атрофида 
/ (х) функция чегараланган булади.

2°. Агар х —> а да / (х) функция чекли лимитга эга булса, у  яго- 
на булади.

X  тупламда f(x) функция билан бирга g (x )  функция хам атщ - 
ланган булсин.

3°. А гар х ->  а да / (х) ва g  (х) функциялар чекли лимитга эга 
булса, у  холда / (х) ± g  (х) функция ^ам чекли лимитга эга ва

lim  [/(х) ±  g (x ) ]  =  lim /(.г) ± lim  g  (.v)
х—*a x-*a x ~+a

булади.
4°. Агар x->-a да / (х) ва g{x) функциялар чекли лимитга эга 

булса, у  холда /(х) ■ g  (х) функция хам чекли лимитга эга булиб,
lim  [/(.*) • g (х)] =  lim  /(х) ■ lim  g (x )
x-,-a x-t-a x->a

булади.
5°. Агар x — да fix) ва g(x) функциялар чекли лимитга эга

 ̂( V)булса, у  холда —  ( g ( x ) ^ O )  функция хам чекли лимитга эга 6v- 
8 (х )  ь

либ,
Hm f(x)

lim  —  =  ------- ( l im g (x )  Ф  0)
x~>a g (x)  l i m  g (x) x->a 

x-*a

булади.
Юкоридаги 4°- хоссадан куйидаги натижа келиб чикади.
1 1 . 1 - н а т и ж а .  Агар х - > а  да f(x.) функция чекли лимитга эга 

булса, у  уолда k ■ f(x) функция (k —-const) хам лимитга эга бу
либ,

lim  [/г - f(x)] =  /г- lim  f(x)
х-*а х-*а

буладн.
л , ,  2х 3 —  Зх2 4 -  х  х (2 х 2 — З х +  1)М и с о л  л ар .  1. l im ------------------=  h m —■--------------1— - =

дт->0 7х х->0 ~1х

=  l im — (2х2 — Зх +  1) =  — ( l im 2х2 — l im Зх +  l im 1) =
,v~»0 7  7 х->0 х- >0 х—>0

=  4 - (2 l im X2 — 3 l im х +  1) =  — (2 0 — 3 0 +  1) =  \--
7 ,v-»o 7  7

2 . Iim У  =  l im <. 1 L
* -* 0  X л —>0 х( у  1 +  x - f -  1)

, .  (y r \ +  X)2 —  12 1 - f x —  1 , .=  hm ——= = ------- =  l i m ------ ---------------  =  hm
x->0 x ( y  1 4 -  д: +  1) *_>0 X ( ,/  1 - j -  X 4 -  1) x^ o  1 r \
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. .  s in  х  ,hm ----- =  1
*->о х

мушклбат уринлидир. Шуни исботлаймиз.
Липало х узгарувчининг 0 <  х  <  — тенгсизликларни каноатлан-

I прунчи кийматларида
sin х <  х  <  tg  х  (11.1)

нппизликларнинг бажарилишини курсатамиз.
Буиинг учун текисликда маркази (0; 0) н уктада, радиуси R га 

u ni булган доирани оламиз (каралсин: 100-чизма). Б у чизмадан ку-
риплдпки, А АОВ нинг юзи 5 t =  R2 sin х, АОВ секторнинг юзи 

S , — R2 х, А АОС нинг юзи S 3 =  — R2 tg  л: булади. Равшанки,

■Sj <С *$2 $3-
, (смак,

— R2 sin х < - -  R2x < i— R2 tg  х.
2 2 2

1>у тенгсизликларнинг хамма томонларини — R2 га  булиб топа

ми х
sin х  <  х  <  tg  х.

«X
х узгарувчининг 0 < x < C ~ j  булишини эътиборга олиб, (11.1) 

if i i гсизликларнинг хамма томонини sin х  га буламиз. Натижада

к  — < - —
S in  X COS X

3 - § .  Ажойиб лимитлар

I Ушбу

булади. Уни, аввало
, -  s in  х  ^
1 >  ------------ >  C O S  X

куринишда, сунг
„ ^  1 S in  X ^  ,0 <  1 -----------<  1 — cos л;

*
куринишда ёзиб оламиз. Агар

1 — cos х =  2 sin2 — <  2 sin — <  2 • — =  х
2 2 2

муносабатни эътиборга олсак, унда
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0 <  1 — —  < х

тенгсизликларга келамиз. Равшанки, бу тенгсизликдан
sin  х

— 1 < 1 * 1

булиши келиб чикади.
V  е >  0 сонни олиб, унга кура б >  0 сонни (уни олинган е ва

— сонлардан кичик килиб) олинса, у  холда | х  — 0 | =  | х | <  б бул

ганда
s in  х 

х
< \ х \ < е

булади. Бу эса

булишини билдиради.

sin  X ,lim  -----  =  1
x-t-o х

1 \л2. Биз 10-боб, 7 -§  да натурал аргументли уш бу f(n) =  1+  -
\ п /

функция п —> ос да лимитга эга  эканини курсатдик ва бу лимитни 
е деб атадик:

lim  f(n) =  lim  ( 1 4 — | =  е
п-*°°

I \*
Курсатиш мумкинки, ихтиёрий аргументли уш бу / (х) =  ( 1 Н—

\ % / 1
функция хам оо д а  (л:~>0 да) лимитга эга булади ва бу лимит 
Хам худди  е га  тенг булади:

lim  |
х-*«>

е, lim  (1 +л-) =  е).
\х-*0

sin ах
» . < sin  ах  М и с о л л а р .  1. h m -------=  hm

х->о sin  bx х ->о

sin  ах

их
ах

sin  bx
• bx

. .  а ах  =  l im —
b sin Ьх

Ьх Ьх

lim  
а  *_>o ах

~Ь sin  Ьх

2. l im 1

lim  
х-*о Ьх
X

х-*о° х — 1
Х -\ -  1— Х-\~  1\*

=  l im j 1 Н----- 1 - ) *  =  lim
X — 1 / *->.00

=  lim  1 4
х-*°° V х  — 1

х-\
• 2

) ~

1 +  Г-ГТ 1 +
А' —  \)
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4 -§ . Чексиз кичик ва чексиз к а тта  функциялар. 
Функцияларни солиштириш

Ьирор хлки^ни сонлар туплами X  берилган булиб, а ну^та X
м ...... ..  лимит иуктаси булсин. Бу тупламда а(х) ва Р(х) функ-
ппн i,i|i аникланган булсин.

II /- I .п .  риф.  /1га/; х -> а да а  (х) функциянинг лимити нолга
пн п.‘ п ути :

lim  а  (х) =  О,
х-+а

и \onhi п (v) функция х -+ а  да чексиз кичик функция деб аталади.
Мж лллп, а(х) =  sin х, а(х) =  х 2 ф ункцияларнинг бири х -»-0  

ми чсм и.ч кичик ф ункциялар булади .
II К г а ъ риф.  Агар х -^ а  да р (х) функциянинг лимити чек-

1 и 1 (ч) и и:
lim  р (х) =  оо
х—>а

и \ii n)и |1(а') функция х -> а  да чексиз к а т т а  функция деб ата -
AllOll,

Масалан, р (х) =  — функция х -> 0  да чексиз катта функция бу- 

лйди .
Чсконз кичик ва чексиз катта функциялар орасида богланиш

I Агар а(х) (а(х)ф О ) функция чексиз кичик булса, —— чек-
ос (х)

нм  к а п а  (функция булади.
" Агар Р (х) функция чексиз катта булса, —  чексиз кичик

Р (*)
функция булади.

/(\) на g(x) функциялар X  тупламда берилган булиб, а  нуь;та 
Л тупламнинг лимит ну^таси булсин.

И , ! )-т а ъ р и ф .  Агар f  (х) ва g(x) функциялар учун шундай 
ц.1.'прмцг С (С >  0) сон топилсаки, а нуктанинг атрофидаги барча 
\ ыр учун



тенгсизлик бажарилса, у  холда х -+ а  да f(x) функция g (х) функ
цияга нисбатан чегараланган деб аталади ва

f(x) =  О (g(x))
каби белгиланади.

Масалан, х -> -0  да х2 =  О (х) булади.
11.10-т а ъ р и ф .  Агар f (х) ва g (х) чексиз кичик функциялар 

учун
fix) =  а  (х) • g  (х)

булиб, бунда l im а (х )  =  0 булса, у  холда х ->  а  да f(x) функция
х-+а

g  (х) функцияга нисбатан юкрри тар ти б ли  чексиз кичик функция 
деб аталади ва

f{x) =  o(g(x))
каби белгиланади.

Масалан, х ->  0 да 1 — cos х  =  о(х) булади.

XII Б О Б .  ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

1 -§ . Функция узлуксизлиги таърифлари
Функциянинг узлуксизлиги тушунчаси функция лимити туш ун- 

часи оркали киритилади.
f{x) функция бирор X  тупламда берилган булиб, х0 (х0 £Х ) ну^- 

та ш у тупламнинг лимит нуктаси булсин. '
12. 1 - т а ъ р и ф .  Агар х -+ х 0 да f  (х) функция чекли лимитга  

эга булиб,
l i m /(х) =  /(х0) (12.1)

булса, f (х) функция х0 нуктада узлуксиз дейилади.
М и с о л л а р .  1. / (х) =  х2 +  5 х +  6 функцияни ^арайлик. Рав

шанки, бу функция (— оо, - fo e )  да аникланган. Бу функция ихти
ёрий х0 (х0£ (— оо, 4 -° ° )) нуктада узлуксиз булади. Да^икатан хам,

] im / (х) =  lim  (х2 +  5 х  +  6) =  х^ +  5 х0 +  6
х-*х0 х-*х0

булади ва агар xjj +  5 х 0 +  6 =  /(х0) булишини эътиборга олсак, 
у  зуолда берилган функция учун

lim  f  (х) — / (х0)
Х ~ У Х „

эканлигини топамиз. Д емак, / (х) =  х 2 +  5 х  +  6 функция х0 нукта
да (х0 (Е (— оо, 4 - ос)) узлуксиз.

Юкоридаги (12.1) лимит муносабатни куйидагича хам ёзиш мум
кин:

lim  [/(х) — /(х0)] =  0. (12.2)
х —хо->0

Айтайлик, каралаётган у  =  / (х) функциянинг графиги 101-чизма- 
д а  тасвирланган эгри чизик; булсин.
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v х0 ни А х  билан белгилайлик: х  — .v0 =  А х. У  холда х  — х„ +
I А \ булади. Одатда Ал: аргумент х нинг х0 нуцтадаги орттир- 

suv и д (б аталади. х ->  х 0 да А х  нолга интилади: А х -* - 0. Равшанки

/ (х) — / (х0) --= / (х0 +  А х) — / (х0) (12.3)

ГЛладп. Ушбу
/ (х0 +  А х) — / (х0)

itliiipMa I/ =  / (х) функциянинг х0 ну^гадаги орттирмаси деб аталади 
ни \ у  ёки А / (х0) каби белгиланади:

А У =  А / (х0) =  / (х0 +  А х) — / (х0). (12.4)
М.имжада (12.2), (12.3) ва (12.4) муносабатлардан фойдаланиб,

lim  / (х) =  / (х0)
х—х0

мигликни куйидагича ^ам ёзиш мумкинлигини аншулаймиз: 

lim  А у  =  lim  А /(х) =  0.
Д х - > 0  Дх-т-i-O

11\- « а  у  =  /(х) функциянинг узлуксизлигига куйидагича хам таъ- 
риф бериш мумкинлигини курсатади.

1 2 . 2 - т а ъ р и ф.  Агар аргумент орттирмаси  Д х  нолга интил- 
тп д а  функция орттирмаси  А у  хам нолга ишпилса, яъни

l im А у  =  0
Дх-*0

Сч'/ и а, у холда / (х) функция х0 нуктада узлуксиз дейилади. 
М и с о л л а р
1. /(х) =  С (С — узгармас сон) функцияни ^арайлик. Бу функция 

_( - f  оо) да аникланган. Аргумент х  га А х  орттирма бериб,
функциянинг мос орттирмасини топамиз:

А / =  / (х +  А х) — / (х) =  с — с =  0.
Унда

lim  А / =  0
Д х - > 0

булади. Д ем ак, / (х) =  С функция х£ (— оо; + оо) нуктада узлуксиз 
булади.

2. / (х) =  s i nx  функцияни карайлик. Бу функция (— оо; +оо )  да 
иитуланган. А ргумент х га А х  орттирма бериб, функциянинг орт- 
I нрмасини топамиз:

А / =  / (х +  А х) — / (х) =  sin (х +  А х) — sin х.
Маълумки,

■О о • а ~ Р а + Р  sin а  — sin р =  2 sin —-—  cos —- —  .
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Унда
х - \ - к х — х  х  +  Д-С +  х  _ . А х  / , А *  \Д f  =  2 sin — L—-------- cos — 1— —-—  =  2 s i n ----- cos Ix -]---------|

2 2 2 \ 2 )
булади. Б у тенгликда Д х -> -0  да лимитга утамиз:

lim  Д / =  lim  2 sin cos (х +  ) =
Длг-г>0 Дл:->о 2  \ 2  /

lim  sin • lim  cos (х  +  —
Д*—>0 2  Д *-»0 V *

Демак,

=  2 • sin -5- • cos fx +  ~ )  =  2 -0  -cosх =  0.

lim  Д / =  0
Дд:-+0

булади. Бу эса / (х) =  sin х функциянинг х £ (— +  оо) нуктада 
узлуксиз эканини билдиради.

1 2 . 3 - т а ъ р р  ф. Агар f  (х) функция X  тупламнинг %ар бир нщ- 
тасида узлуксиз булса, у х1олда /(х) функция X  тупламда узлук
сиз деб аталади.

Биз ю^орида / (х) =  х2 +  5 х +  6, f  (х) =  С, / (х) — sin х функция- 
ларнинг ихтиёрий х (х 6 (— оо, +  оо)) нуктада узлуксиз булишини 
курсатган эдик.

Бу функциялар (— оо, + °о ) да узлуксиз булади.
Пировардида функция узлуксизлигининг яна битта таърифини 

келтирамиз.
12. 4 - т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон т о 

пилсаки, функция аргументи  х  нинг \х — х0| <  6 тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча кийматларида

I/ (х) / (х0)1 <  6
тенгсизлик бажарилса, f  (х) функция х0 нуктада узлуксиз деб 
аталади.

2 -§ . Функциянинг узилиши

1 2 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар
l im /(х) =  /(х0) (12.5)
Х - + Х а

муносабат бажарилмаса, у  холда f  (х) функция х0 нуктада узи- 
лишга эга (изилади) деб аталади.

Энди (12.5) муносабатнинг бажарилмайдиган холларини ани^лаш- 
тирамиз.

1) х —> х0 да /(х) функция чекли лимитга (уни b дейлик) эга 
булиб, бу лимит f (x 0) га тенг эмас:

lim  f  (х) =  b Ф  f  (х0).
Х -г + Х й
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Ршнпанки, бу холда (12.5) муносабат бажарилмайди. Д ем ак, f(x) 
•|>\ Минин х„ нуктада узилади.

М н е о л. Уш бу

{Ы  =  /*2> агаР ХФ °  булса,
' (1, агар х  =  0 булса

функциями карайлик. х - > 0  да функциянинг лимити 0 булади: 
I n n /'(ас) =  0. Бирок, / (х) функциянинг х =  0 нуктадаги киймати
* *0
/((I) I булганлигидан

lim  /(х) =  0 =^/(0)
jc—>0

Г|\,|,|ди. Каралаётган f(x) функция х =  0 нуктада узилади (10 2 -чиз- 
Мй)

'.’) х-*-х0 да’ /(х) функция лимити м авж уд  эмас ёки у  чексиз. 
bv холда х,ам (12 .5) муносабат бажарилмайди. Д ем ак , /(х) функция
«„ нуктада узилади.

А^исол.  Ушбу

=  1 * 7 = 1 ’ агаР х ^= 1 булса,
[о, агар х  =  1 булса

функцияни царайлнк. Бу функция х ->  1 да лимитга эга эмас. Бу 
у>.чда хам (12.5) муносабат бажарилмайди. Д ем ак, f(x) функция 
<„ I нуктада узилади (103-чизма).

3 - § ,  Узлуксиз функциялар устида арифметик амаллар

/(л) на g(x) функциялар X  тупламда берилган булсин.
I". Агар } (х) ва g (x )  функциялар х0 (х0£ Х ) нуктада узлук- 

~~т. I булса, у  уолда f  (х) ±  g (х) функция хам шу х0 нуктада уз- 
///м м.! булади.

Т . Агар / (х) ва g (х) функциялар х0 (х0 £Х) нуктада узлуксиз 
Oi'i к а , у холда / (х) ■ g (х) функция хам шу х0 нуктада узлуксиз
г,it ыди.

.'Г. Агар f  (х) ва g (х) функциялар х0 (х0 £Х) нуктада узлуксиз
Ой ii'и, 11 холда (g (х) Ф  о) функция хам iuij х0 нуктада уз-

8 (х) V /
лчьсиз булади.

1>у хоссалар содда исботланади. Биз улардан бирини, масалан,
V хоссанинг исботини келтирамиз.

2‘ - х о с с а н и н г и с б о т и .  Ш артга кура f(x) ва g(x) функция- 
лир нуктада узлуксиз. Унда узлуксизлик таърифига асосан

lim  A /(х0) =  lim  lf{x0 +  A x) — /(*„)] =  0,
Дх-+0 Д *-»0

lim  A g (x 0) =  lim  [g (x 0 +  A x) — g (x0)] = 0  (12 .G)
Дх->0 Дх~>0

Г»у.:шдн. Энди f(x) g{x) функциянинг х0 нуктадаги орттирмаси

103



А [/ (*о) • 8  (*о)1 =  [/ (*о +  А х) ■ g f a  +  Д х)\ — [/ (лг0) • g  (х)] 
ни олиб, уни куйидагича ёзиб оламиз:

А [/(*о)•£(*<>)] =  [f(x0 + k x )  — f(x 0)]g (x 0 +  Ах) +
+  [g  f a  +  Д х) — g (х0)} f  (х0) =  A [ f a ) - g f a  +  Ах) +

+  A g(x0) - f fa ) .  (*)
Н атижада

lim  Д [/(x-0)-g -(x0)] =  lim  [g (* 0 +  Д х )-Д / (х 0) +  f f a ) - A g fa ) ]  =
AX-+Q Ax-+0

=  lim  [g (x 0 +  Д х ) - Д /(*„)] +  I™ [/ (*0) • Д g (x0)]
Ax-+Q Лх-^0

булади. Юкоридаги (12.6) муносабатларни эътиборга олиб,
lim  A If f a )  •g-(x0)] =  О

4 * -»0

булишини топамиз. Бу эса f(x)-g (x)  функциянинг х0 нуктада узлук* 
сиз булишини билдиради.

М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з л и г и .  у  — у(х)  
функция X  тупламда берилган булиб, и — f  [у) функция эса Y  туп 
ламда (Y =  {ф (х):х  £ X}) берилган булсин. Улар ёрдамида

и =  /( ф М )
мураккаб функция хосил цилинган булсин.

Агар у  =  ф (х) функция х0 нуктада узлуксиз, и — / (у) функ
ция эса мос у0 (у„ ~  ф (х0)) нуктада узлуксиз булса, у холда и — 
=  / (ф (х)) мураккаб функция х0 нуктада узлуксиз булади.

Келтирилган хоссалар ёрдамида купгина функциялариинг у зл ук 
сизлиги топилади. Масалан, / (х) =  х, g (х) =  sin х  функциялариинг 
(— оо, + оо) ораликда узлуксиз булиши курсатилган эдн. Юк,орида- 
ги 13 — 3°- хоссаларга асосан у  =  х +  sin х, у  =  х  — s in  х, у  ~  х  sin х  
функциялар хам  (— оо, - f оо) ораликда узлуксиз.

4 - § .  Элементар функциялариинг узлуксизлиги

Мазкур курснинг 9 - боб, 13-§ ида элементар функцияларни цараб 
утган эдик. Барча элементар функциялар уз аникланиш сохасида у з 
луксиз булади.

Ушбу бобнинг 1-§ ида у  =  sin х  функциянинг узлуксизлиги 
курсатилди. Энди у  =  ах (а ф  1; а  >  0) функциянинг (— оо, + оо) 
ораликда узлуксиз булишини курсатамиз.

Маълумки, y  =  f(x) =  ax (а Ф 1, а >  0) функция (— оо, + о о ) 
ораликда аникланган. Шу ораликдан ихтиёрий х0 (х0£ (— оо, + оо)) 
нуктани олиб, унга Д х  орттирма берамнз. Н атижада берилган ф унк
ция хам орттирма олади:

A f  fa )  =  f  f a  +  A x) - f  fa )  =  ax°+Ax - a \
Уни куйидагича ёзиб оламиз:

Д / (х0) =  а^ +Ах -  ах° =  ах° а*х -  а"» =  (а 'х -  1).
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lim Л / (х0) lim  а °  (аЛ* — 1) =  ах° ■ lim  (а х — 1) =  ах° 0 =  0.
А* *0 Л*->0 Ах->0

,11' МИК,

lim  A f(x 0) =  0.
Ал;-»-0

• I>ч ПМ1ПН узлуксизлиги таърифига биноан, берилган у  =  а  функция 
hmv мда узлуксиз булади. Каралаётган х0 ну^та (— оо, + оо) ора-

1111,11 n 11 г ихтиёрий нук,таси булганлигидан у  =  а  функциянинг (— оо,
I ) да узлуксиз булиши келиб чикади.

Iмннка элементар функцияларнинг уз аникланиш сохасида узлук-
■ И1 булиши худди шу каби курсатилади.

. t?. Функция узлуксизлигидан фойдаланиб му^им лимитларни
хисоблаш

\ii i.ui.iHK, у f(x) функция X  оралицда аникланган ва шу ора- 
■h i i v i . i у злуксиз булсин. Ихтиёрий х0 £ X  ну^тани олайлик. У злук-

■ и I. IHK таърифига асосан
lim  f(x) =  /(х0)

Х-+Х0

(Ц. 1.1ДП. Равшанки, lim  х =  х0. Д емак,

lim  f(x) •= f ( l i mx ) .  (12.7)
Х-*Х0 х-+х0

1 »у муносабатдан функция лимитларини топишда фойдаланилади. 

М и с о л л а р .  1. l im 1 ^ ^  (а ф  1, а >  0) лимит хисоблан-
А‘ -> 0  X

СИИ.
.Мпгарифмик функциянинг аниклаш сохасида узлуксизлигидан ва 

(Г.’ 7) муносабатни эътиборга олиб топамиз:
1

1!ш — L -= П т — log (1 +  x) =  lim  loga ( l + ^ ) A:
A .1 ) X  X - * 0  x X - + 0

Nii'iit A v  -О да бу орттирманинг лимитини хисоблаймиз:

К

Демак,

Хуеусап,

lim  (1 -г  x )x 
*->0

=  log . e (Чунки lim  (1 +  x) * =  e). 
*,*0

,. 10̂ ( 1+  x)
lim  ----------------  =  log e.
*-►0 X

lim  ln — — — =  In e =  1.
JC-cO x
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а х _ 1
2. l i m ----------(а ф  1, а >  0) лимит хисоблансин.

XБу лимитни хисоблаш учун а — 1 =  t деб белгилаймиз. Равшан
ки, 0 да t —>■ 0 ва

ах — 1 =  t =>- ах =  1 +  t => logQ а  =  loga (1 +/)=>■

=^x l oga a =  loga ( l + t ) ^ r x =  loga ( l +  t).

Натижада уш бу тенгликка эга буламиз:

а* — 1 t 1lim  ----------=  l i m ------------------ =  lim
x t->о loga ( l+<)  t-*o loga (1 +/)

/
Агар

i - l  l l .lim  , " ,, . =  --------------------- - -------- =  In a
i-*0 a (1 + Г> .. log (1 +  0 log elim

1 t-*o t
булишини хисобга олсак, у  холда

lim  ---------- =  In а (а Ф  1, а >  0)
Х-+0 х

эканлигини топамиз.
{ 1 х)а __ 1

3 . Уш бу l im-  ■■'■■■■-------  лимит топилсин.
* -► 0  х

Ю^оридагига ухшаш мулохаза билан бу лимитни а  га тенг були
шини курсатиш мумкин:

(1+ * ) « _  1 
l im 1 !—-------- ---- а .
х-»0 X

Одатда бу
Hm log° ( '..:.:- a „ | o g  е f  ц т  J i l i + i E i  _
х-+0 X  а \ jc-j-0 X

lim  ------- -  =  ln a  (а ф  1, a > 0 ) ,
Х-+0 X

. .  (1 + х )°  — 1
lim  - — 1—---------  =  а
*->0 х

лимитлар ажойиб лимитлар  дейилади.

6 -§ . Узлуксиз функциялариинг хоссалари

У злуксиз функциялар катор хоссаларга эга. Куйида узлуксиз 
функциялариинг хоссасини ифодаловчи иккита теорсмапи исботсиз 
келтирамиз.

12. 1 - т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о - К о ш и  т е о р е м а с и ) .  Агар f (х) 
функция [a,  b] ёпик ораликда (сегментда) аникланган ва узлуксиз
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Гц/чнС), сегментнинг четки нукталарида турли  ишорали щ й м ат- 
iiipni sea булса, у холда шундай с (а<^с<^Ь) н ук та  топиладики, 
и н щ тада функция нолга айланади: f  (с) = 0 .

I >у теорема содда геометрик маънога эга булиб, у  узлуксиз функ
ции (узлуксиз эгри чизиц) Ох у^ининг бир томонидан иккинчи то- 
.........га утишда, уни албатта кесиб угишини ифодалайди (104 -чизма).

12. 2 - т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар f  (х) 
функция \а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз булса, у  шу сег- 
мснтда чегараланган булади.

7- §. Функциянинг текис узлуксизлиги

/(л) функция X  тупламда аникланган ва узлуксиз булсин.
12. 6 - т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  сон учун шундай б >> 0 сон т о 

пи ники, X  тупламнинг \х-,— х21 <  б тенгсизликни /щноатланти- 
рцччи ихтиёрий х, ва х 2 нукталарида

\f(x}) — f(x2)\ < e

пи п, гизлик бажарилса, f{x) функция X  тупламда текис узлуксиз 
<Н‘йилади.

1 >у таърифдан куринадики, агар f{x ) функция X  да текис узл ук -
< и I булса, у  шу X да узлуксиз хам  булади.

М и с о л л а р .  1. f(x) =  V x  функцияни jc =  [ 1, 2] сегментда 
ц.флйлик. Равшанки, бу функция х £ [ 1 ,  2] да узлуксиз, V e > 0  
«пн учун 6 =  8 деб олинса, |х, — х2| <  б тенгсизликни цаноатлан- 
шрупчи ихтиёрий хи х2 £ [ ! ,  2] учун

(V~*l — уГХ2 ) ( / * !  +  / Х% )
I/ (A'j) — / (А2)| = V x 1 — V x

V х! +  У/ГХг

- x2 \Х1 —  X2\
<  — — “  <  1% •

У  x  i +  у  x 2
- X2| <  6 =  8

У I V  ̂2

Оулади. Демак, у х х, a'2 £ [ 1, 2] учун

Ui — 4\ <  6 =>1 / fo )  — /M l  <  e -

I >y эса f  (x) =  У x  функциянинг [ 1, 2] да текис узлуксиз эка- 
ниип билдиради.

2. / (х) =  —  функция X  =  (0, 1) интервалда узлуксиз, бирок; бу
ж

функции шу (0,1) да текис узлуксиз эмас.
1\уйида функциянинг текис узлуксизлигини таъминлайдиган тео

рем,шц исботсиз келтирамиз.
12. Л-т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар /(х) функция 

|</, 1>\ сс.’ментда аникланган ва узлуксиз булса, у шу сегментда 
iitriyiic узлуксиз булади.
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Функциянинг х°силаси тушунчаси математик анализнинг асосий 
тушунчаларидан бири. Бу тушунча билан батафсил танишишдан аввал 
унга олиб келадиган бигта масалани караймиз.

1 -§ . Тезлик ха^идаги м асала

Моддий ну^та тугри чизик буйлаб 5  =  / (t) конун буйича хаРа~ 
к ат  цилсин.

Масала моддий нухтанинг t0 пайтдаги тезлигини (оний тезлигини) 
топишдан иборат.

Моддий нуктанинг t0 вакт давомида босиб утган йули f{t0)r 
t0 +  A t (A t >  0) ва^т давомида босиб утган  йули эса / (/„ +  A t) га 
тенг булади. Натижада вагутнинг t0 пайтдан t0 -j- A t пайтга утишида 
моддий нукта A S  йулни босиб утади (10 5 -чизма). Бу масофа

A S  =  f( t0 +  A t ) - f ( t 0)
га тенг. Д емак, моддий нукта A t  вакт ичида A S  йулни босиб ута
ди. Унда

AS _  f(t0 +  A t ) - f ( t 0)
A t At

нисбат уртача тезликни ифодалайди. Уртача тезлик A t  га богли:^ 
булиб, у  канчалик кичик булса,

AS
At

уртача тезлик моддий нуктанинг t0 пайтдаги тезлигига шунчалик 
якин келади. Бошкача айтганда, A t  нолга интила борган сари

AS
At

микдор биз излаётган моддий нуктанинг t0 пайтдаги тезлигини тобо- 
ра аникрох ифодалай боради.

Табиийки, уш бу
lim  * 1  =  lim  т ± М = Ш  
д<-»о A t а/->о A t

лимит моддий нуктанинг t() пайтдаги тезлиги  булади.
Шундай килиб, изланаётган оний тезликни топиш. S = f  (t) функ

ция орттирмаси A S  ни аргумент орттирмаси A t га булган нис- 
батининг аргумент орттирмаси нолга интилгандаги лимитини  
%исоблашга келар экан. Умуман, ж уд а  куп  масалаларнинг ечими 
юкоридагига ухшаш нисбатнинг лимитини топиш билан хал килина
ди. Бундай нисбатнинг лимити хосила тушунчасига олиб келади.

2 -§ .  Функция хосиласининг таърифи
у  =  f(x) функция {а, Ь) интервалда берилган булиб, х0 £ (а, Ь) бул

син. Бу х0 нукта га шундай А х  орттирма берайликки, х0 -'г А х£ (а , Ь) 
булсин ( А х ^ О ) .  У  х °лДа уш бу

XIII Б О Б . ФУНКЦИЯНИНГ ^ОСИЛАСИ ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛИ
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пргшрмага эга буламиз.
13. 1 - т а ъ р и ф !  Агар Ах-н>-0 да

Ау _ _  Af  (х0) =  / (х0 +  А х) — / Оо)
А х  А х  А х

нисбатнинг лимити мавжуд ва чекли булса, бу лим ит f{x) функ- 
циннинг х0 нуктадаги хосиласи деб аталади  ва f  (х0), ёки У’х=хй,

i'hii —  каби белгиланади:
dx

f ( Xo) =  н т  ^1£о) =  Hm l ! * o ± ± ± z f M \  
д х _>0 A x  a x-*0 А л:

l - §  да келтирилган масалада 5  f(t) цонун буйича харакатлана-
• ■ I гап моддий нуктанинг /0 пайтдаги оний тезлиги /(/) функциянинг 
/„ нуктадаги ^осиласидан иборат б улар экан.

13. 1 - э с л а т м а .  Агар А х -^ -0  да

А л  —  А L (*<>) _  f (xo +  A x ) —  f  (*о)
А х  А х  А х

шип- лимити м авж уд булиб, у  +  с» (ёки — сю) булса, уни .^ам /(х) 
функциянинг х0 нуктадаги ^осиласи деб аталади. Бундай ^осила чек
о м  ^осила дейилади.

А \ и с о л л а р .  1. z/ =  /(x) =  C (С =  const) функциянинг хосиласи
топилсин.

Аргумент х  га А х  орттирма бериб, функциянинг орттирмасини
топамиз:

А у  =  А / (х) =  / (х +  А х) — / (х) =  С — С =  0.
< '.упг бу орттирмани аргумент орттирмаси А х  га буламиз. Н атижада

А У  -  A f  _ 0 _ q
А х  А х  А х

булиб, ундан

lim  =  lim  А 1  =  о
* Дх~>0 А X Длг-»0 А X

Оулнши келиб чикади. Д ем ак, у' =  0 
Шундай килиб,

у  =  С булса, у' — 0 булади.
2. // = / (х) =  х функциянинг ^осиласи топилсин.
Аргумент х  га А х  орттирма бериб, функция орттирмасини топа- 

Mii.'i:
А // =  А / =  / (х +  А х) — / (х) =  (х +  А х) — х =  А х .

< унг бу орттирмани аргумент орттирмаси А х  га буламиз. Н атижада

Аж — AL — Ах =  1
А х  А х  А х

A y  = A f ( x 0) = f ( x 0 +  A x )  — /(x0)

Л^либ, ундан
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lim   ̂ =  1
дх->о А х

булиши келиб чикади. Д емак, у ’ =  1. Шундай килиб, 
у  =  х  булса, у' =  1 булади.

3 . у  =  — (хф  0) функциянинг ^осиласи топилсин.
х

Аргумент х га А х  орттирма бериб, функция орттирмасини топа
миз:

. 1 1 х  — (х +  А а) — Ал:А г / = -------------- - = --------- —------ = ----------------- .
х-\- А х х х (х +  А х) х(х-\-  А х)

Бу А у  ни А х га буламиз. Н атижада 
— А х

А у  _ х ( х  +  А х ) __ А х  1 1
А х  А х  х ( х ^ [ - А х )  А х  х ( х - \ - А х )

Энди Д * - > 0  да — - нисбатнинг лимитини топамиз:
А х

lim  - ^ -  =  Пш \---------- ------- ) = ------- — (х ф О ) .
Дх-*0 А х д*~»о \ х (х +  A х) J х2

Д емак,

Шундай цилиб, у  =  ■—  булса, у' = --------булади.
X X2

4. у  — sin х функциянинг хосиласи топилсин.
Бу функция учун

А у — sin (х +  А х) — sin х

булади. Маълумки,
• о г. - а  — (3 а  +  рsin а  — sin В =  2 sin ------L ■ cos —L—  .

1 2 2

Бу формуладан фойдалансак, унда А у  учун
. . /  , А \  • г. - х-\- А х  — х  х-\- А х  + 'хА у  =  sin (х +  А х) — sin х =  2 s i n ------- ---------cos —■— -—■—

„  . А х  / . А х=  2 s i n ----- -- cos х  Н--------
2 V 2

булишини топамиз. У  холда

А х  [ А х  \ А х
2 sin  — — • cos х -f- —— s in -------

А у  2 \ 2 / 2 , А х
■— -  — -------------------------- = ----т--- — • COS X Н-----

А х А х  А х_ I 2
2
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I •ундин

lim  =  lim
Ax-kO А л: Ax-*0

A x 
sin —  

=  lim  ____
Дд:~+0

A x

A x
2

Ax
COS ( X +  “

A x  Ax~*0
2

lim  cos x A x  

2

«V 'timm келиб чикади. Агар 
Д х

sin 
lim  ____
Лх-»0 A_X

2

lim  cos (x +  
л*-»о

sin a=  1 чунки 1 lm —-—
os->0 a

A x
=  COS

Ax->0
=  COS X

циннии эътиборга олсак, у  ^олда
А Уlim

Ах->0 А X
1 - COSX

и hi 111 к км эга буламиз. Д ем ак, у' =  co sx . Шундай ^илиб, у  =  s i n x
.1, ц‘ cosx  булади.
I '.л > с л а т м а .  Х̂ ар кандай узлуксиз функция хам хосилага эга 

гл |||игрмайди. Масалан, уш бу y  =  f(x) =  \х\ функция х =  0 нуктада
*......mi л м а булмайди.

Jyn\iiivnan хам, х  =  0 ну^тага А х  оргтирма бериб, функциянинг 
........... .. топамиз:

Д // А /(()) = /(0 +  Ах)  — /(0) =  |0+ А х| — |0| =  |Ах|.
У иди

А у __А / (0) ___ |А х\

А хА х А х

11 in Бирок, А х - ^ 0  да бу нисбатнинг лимити м авж уд эмас. Д емак, 
и / (0  |х| функция х  =  0 нуктада ^осилага эга эмас.

3- § . Х,осиланинг геометрик маъноси

AHi.iii.uiK, /(х) функция (а, Ь) интервалда берилган ва узлуксиз 
мп 1 »v (функциянинг графиги 106-чизмада курсатилган А В эгри 

•in 11141111 икннрласин.
.1/1 чиии^да Л10 (х0, /(х0)) ну^та билан бирга ушбу

М (х0 +  А х , / (х0 +  А х))
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ну^тани олиб, улар оркали М0М  кесувчини утказамиз. Бу кесувчи- 
нинг Ох узининг мусбат йуналиши билан ташкил этган бурчакни ф 
билан белгилаймиз.

13. 2 - т а ъ р и ф .  М0М кесувчининг М нуцта АВ эгри чизщ
буйлаб М0 га интилгандаги ли м и т холати АВ эгри чизщка М0 
нуктада утказилган уринма деб аталади.

Урииманинг Ох узининг мусбат йуналиши билан ташкил зтган 
бурчакни а  дейлик.

106-чизма ва таърифдан А х - > 0  да М ну^та М0 га интилишини 
курамиз. Д ем ак, А х -* -0  да ф - > а  булади.

Каралаётган /(х) функция х0 нуктада / ' (х0) хосилага эга булсин. 
'Гаърифга кура

г/ / \ 1 • f (дгп -f- Л дг) —  f (х 0) 1 • Д У / (х0) =  lim  ' ■— -— =  lim  —-  .
Ах-,0 Д X AX-+0 Д X

Д  ММ0Р  дан:
/а \ М Р  Д / f ( х 0 +  Д х) —  f (х0)tg ф =  tg  ф (А х) =  — ■ =  - г -  =  0

М 0Р  А х  А х

булади. Бу тенгликдан эса
, f (х0 +  Д х) —  f (х 0)Ф =  arctg • 0 ------— U-JE

А хt
булиши келиб чикади. Энди Дх-н>-0 да лимитга утиб топамиз:

f (x „  +  А х ) —  f (х)lim  ф =  lim  arctg 
Дх->0 Дх^-0 Д х

a r c t g  Г и т  !f (x0 +  A x ) —  f (x n)l i m
Дх—>0 Д X

arctg/ ' Оо).

Д емак, K =  lim  ф =  a rc tg / ' (х0). Бундан эса
Дх—>0

/' (х0) =  tg  а
булиши келиб чикади.

Д емак, / (х) функциянинг х 0 нуцтадаги /' (х„) хосиласи шу функ
ция графигига М0 нуктада утказилган уринманинг бурчак коэффи- 
циентидан иборат экан.

У р и н м а  в а  н о р м а л и  и н г  т е н г л а м а с и .  у =  f(x) функция
нинг х0 ну^тадаги ^осиласи /'(х0) уринманинг бурчак коэффициенти 
булади. Унда f(x) функция графигига УИ0(х0, /(х0)) нуцтадан утк а 
зилган уринманинг тенгламаси

У =  /(х0) + / '(х 0)-(х  — х0)
булади.

Куп доллар да эгри чизик^а М 0(х0, /(х0)) ну^тасида утказилган 
нормалнинг тенгламасини ^ам билиш керак булади. М аълумки, эгри 
чизикка уИ 0(х 0, / ( х 0)) нуктада утказилган нормал шу ну^тадаги 
уринмага перпендикуляр булар эди. Д емак, нормалнинг тенгламаси 
уш бу куринишда булади:

У =  /(* о) — птЦ- (х — х0) (/' (х0) ф  0).
f (*о)
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• 1 Функциянинг узлуксиз булиши билан унинг ^осилага эга бу
лиши орасидаги богланиш

Лйымлик,  y  =  f{x) функция (а, Ь) да берилган булиб, х0(х0£(а,Ь)) 
и\|,к1Д.1 /'(хи) чекли хосил а га эга булсин. Унда хосила таърифига 
fitllKMIII

/'(дг0) =  Н т —  булиб, lim
Лх- ^ o A x  Ах—>0 Ах

=  О

fi\ шдн. Ушбу —  — f'(x0) =  a  (Ах) белгилаш киламиз. Бунда, рав- 
Ах

шпики, Ах-> 0 д а  а (Д .г )-> -0  булиб,
A y =  f -(хп)-А х +  а (А х ) Ах (13.1)

ПУллдп.
1М.идл, (13.1) формула функция орттирмасининг формуласи дейи- 
KI in Бу формуладан 1 im Ay =  0 булиши келиб чикади. Бу эса f(x)

Дх—»0
i | i \ мкциянинг хи нуктада узлуксиз булишини билдиради.

Шундай килиб, }(х) функция д-0 нуктада чекли f ’(x0) хосилага
II и булса, функция шу нуктада узлуксиз булади.

13. 4 - э с л а т м а .  У злуксиз функциялар хам доим з^осилага эга булавермай- 
лн. Масалан, f{x) =  \x]  функция х — 0 нуктада узлуксиз, биро^ бу функция 
шу нуктада хосилага эга эмас.

5 -§ . Тескари функциянинг ^осиласи

у -= f(x) функция (а, b) да берилган булиб, унга тескари х =  
i| (у) функция м авж уд  булсин.
Агар у =  f(x) функция хи{х0 £(а,Ь)) нуцтада f ’(x0) хсосилага 

i.Ti булиб f'(x0) Ф  0 булса, у холда бу функцияга тескари булган 
v <р(у) функция у0 =  / (х0) нуктада уосилага эга булади ва

=  <1 3 2 >

тснглик уринли булади.
;у0 ну^тага Ду  орттирма берайлик. Унда % =  ф (у) функция ^ам 

Ах орттирмага эга булади. Энди

—  = —  {А у ф О ^ А х ф О )
А у А у

Ах

тенгликда Ау"-*- 0 да лимитга утиб (А у -^ 0  да Ах хам нолга инти- 
лади) топамиз:



Д1/-+0  A y  ' Дх-»о Ax

эканини эътиборга олсак, у  ^олда юкоридаги тенгликдан

ср'(г/0) =  — —
/'(*„)

булиши келиб чикади. Шуни исботлаш керак эди.
М и с о л .  у =  arc sin х ( — 1 < х <  1) функциянинг ^осиласи то

пилсин.
Равшанки, у =  arc sin х функция х =  sin у  функцияга нисбатан

тескари функциядир. (13.2) формулага кура у' =  —г  булади:
ху

У'х =  -V  => У' =  — —  => У' =  —  = > У ' =
Ху (sin у)' cos у

1 , 1 
У =

У  1 — sin2 у  У  1 — Х2

Демак, у =  arcsinx  булса, у' =  1 булади.
У  1 — х2

6-§. М ураккаб функциянинг ^осиласи
у  =  ф (х) функция X  тупламда, и =  f  (у) функция эса Y (У => 

=  { ф (х )  :х£ Х  j) тупламда берилган булиб,

и  =  /(ф (х))

мураккаб функцияга эга булайлик.
Агар у  =  ф (х) функция х 0 нуктада ф ' (х 0) ^осилага зга булса, 

u =  f(y) Функция уп (у„ =  ф (х0)) нуктада / '(у0) хосилага эга булса, 
у  холда и =  f  (ф (х ))  мураккаб функция хам х0 нуктада хосилага 
эга булади ва ушбу

l f( ф (*))]*=„ = /'Ы-ф'Оо) = /'(фМ-ф'(^о)
формула уринли булади.

х га Д х орттирма берамиз. Унда у  =  ф (х) функция Дф орттир- 
мага, и =  f(y) функция эса уз навбатида Ди орттирмага эга булади. 

Функция орттирмаси формуласи (13.1) га кура
Д и =  /' (у о) ■ Дф +  а  ■ Дф 

булади. Бу тенгликнипг хар икки томонини Д х га буламиз:

йа =  Г{Уо)Л ф + о с . Дф.
А * Ах Ах

Бу тенгликда Ах 0 да лимитга утиб топамиз:

П т 4 “ =  /'(у)- lim  lim  сс- ^  =  f'(y0) -ф' (х0).
Дх-*0 Ах Ах-^0 Ал: Ах->0 Ал:



111,11 Mil |̂||либ,

I/ (ф W)]jU».= АфМ  ' ф# (хо)-
'Ь п  <»л и sin3x функциянинг хосиласи топилсин.
Amp и у3, у  =  sin х дейилса, унда (13.2) формулага кура

и' (у3)' • (sin х)' =  Зу2 • cos х =  3 • sin2x • cos х.

7- §. ^осила ^исоблашдаги содда цоидалар

/I») па ц(х) функциялар {а, V) ораликда берилган булсин.
I" .1. (//) j  (х) ва g(x) функциялар / '(х) ва g' (х) хосилаларга

• н <•!/it и, у ,\олда f(x )± g (x )  функция хам хосилага эга булиб,

[ / М ±  £ (* )] '=  f'(x)±g'(x)
ftV.’iii in

Агар / (х) ва g (х) функциялар f(x) ва g’(x) цосилаларга эга 
( ч т и ,  у ,\олда f(x)-g(x) функция х1ам хосилага эга булиб,

I/ М  ■£(*)]' =  /' (х) ■ g (х) +  f(x)-g' (л-)
0ц liiihl.

:t" Агар f(x) ва g(x) (g(x)=/=0) функциялар f(x) ва g ’(x) х1оси-
fix')1.1 uip.'ii эга булса, у холда функция xiaM хосилага эга булиб,
Ui*)

l f ( x )  V  _  f'(x)-g(x) — / (x)-g'(x)

. g(x) g 2(x)
ОЦ Ulihl.

I >v тасди^ларни исботлаш цийин эмас. Улардан бирини, масалан, 
У  исдицнинг исботини келтирамиз.

- г а с д и ^ н и н г  и с б о т и .  х аргументга Ах орттирма берамиз. 
N нм  I (.v), g (x ) ва f{x)-g{x) функциялар ^ам ушбу

А / (а) =  / (х +  А х) — / (х), Ag(x) =  g{x + Ах) — g (х),
A [f(x )-g (x )]= f{x + A 'x )-g (x  +  Ax) — f{x)g(x)

щи трмаларга эга булади. /(х) ва g(x) функциялар f{x), g’ (х) ^оси-
1.1 1.1|>i a чга. Демак,

Г (х) =  1 im g ' W  =  H m ^ .
Дх~*0 Ах Дх->0 Ах

1’.’- гюбиинг 3-§ ида келтирилган (*) муносабат каби
А [ / М  g  М 1 =  А / (х) ■ g (X +  А х) +  A g (х) ■ f (х)

Оулади. Г>у тенгликнинг ^ар иккала томонини [Ах га булиб, сунгра 
Ду ► 0 да лимитга утамиз:

A | f(-r)g (* ) l _  A f(x)-f>(x-'- А х )-г  Ag(x)-f(x) _
Ах Ах

=  ^ M .g ( x +  A *) +  № ).М<£>,
Да: А х
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Hm АЛ1Ш ^  =  цт
Дх->0 Ax  Дх-fO

= lim  -----
Ц ® -8 {х +  Ах) +  Пх) - Ц ®Ax Ax

A g(x) _

Arap

lim g(x  +  Ax) +  lim /(x)-lim
Дх - - > 0  Ax Ax-+0 Ax~ * 0  Дх-^-О Ax

=  f'(x)'g(x) + f{x)-g '{x).

,>m =  [ / ( * ) • * « ! '
Дх-»о A x

эканини эътиоорга олсак, унда юкоридаги тенгликдан 
[f(x)-g(x)Y =  f  (x)-g(x) +  f(x)-g' (x)

булиши келиб чикади.
Хусусан, g (x ) — С — const булса, у  холда

[С • /(*)]' =  Пх) • С +  f(x) ■ (С)' =  f\ (х) ■ С +  / (х) • 0 =  С • /' (х)
булади. Демак,

[ C - f ( x ) ] ' = C - r  (х).

8 -§ . Элементар функциялариинг хосилалари

К*уйида элементар функциялариинг ^осилаларини хисоблаймиз.
1. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я н и  и г х о с и л а с и .  у =  х  ̂ (х >  0) 

функциянинг хосиласини топиш учун х аргументга Ах орттирма 
бериб, функция орттирмасини хисоблаймиз:

Ay =  (х +  А х)и — хц

А ц / 1'тДд: \И■А у =  х Ц II— X =  X 1

Энди бу А у ни Ах га булиб, Ах'-> 0 да лимитга утамиз:
Ах \иvM-

Ау_
Ах

. ^ Г - 1

Ах
ц—1=  X -X

h + : 1

Ах

и—1
Ах
х

l im Ay
Дх-^о Ах

l im
Ах-+0

1 Ах 
х 1

Ах
х

„ц-1 i + — г
•lim -
Ад;->0 Ад:

х

x w ’ -[А.
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(чумки, l im - —-а-/—— -  =  (д I. Демак, у' =  u ■ хц 1 . Шундай килиб,
а _ > 0  а  ц __ 1ц хц булса, у \олда у' =  р -х  булади.

2. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я н и н г  х оси  л а с  и. у =  ах ( а >  
•О, а ф  1) курсаткичли функциянинг ^осиласини топиш учун х 

,||ч ументга Ах орттирма бериб, функция орттирмасини хисоблаймиз:

А у =  ах-\-Ах х х Ах х х / а ха — а -а — а — а (а — I).
Миди уни Ах га булиб, Ах-н>-0 да лимитга утамиз:

1)Ду  _  ах (аАх -
Ах Ах

lim  —  =  limАу_
Д х -»0  Д *

а *-

Ах 1). „Дх

дх-»о Ах 

- =  1па

а Л т  -
Д*—>0

1
Да:

=  ах ■ 1п а

I чунки lim
ачО а

Демак, у' =  а -In а. Шундай килиб, у  =  а булса, у — а ■ In а
булади.

3. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я н и н г  х о с и л а с и .  r/ =  logflx (a >  
• О, а ф  1, х > 0 )  логарифмик функция аргумента х га Ах орттир- 

м.т бериб, функция орттирмасини топамиз:
АУ =  logfl (х +  А х) — loga х.

I >у орттирмани куйидагича ёзиш мумкин:

Дг/ =  Joga
Д а: А.г

Функция орттирмаси А у  ни аргумент орттирмаси Ах га булиб, сунг- 
ра Л х -^ 0  да лимитга утиб топамиз:

Ах ’
Ац
Лх

lo g e  1 +  —
\ х 1

Ах
1 , / Ах \ 1 1 , [ Ах\

= i r l 0 & ( 1 + т ) = т ' 1 Г |сЧ 1 + т )

Ах1

lim —  =  lim
Дх-->0 Ах Ах-*0

1_
Дх

Дх

х

—  • loga ( 1 +  х \ х
Ах

_1_
Ах

—  • loga (
х л 1 .

=  —  loga lim (1 +  1-
X Д х—>0 \

—  lim loga (l +
л: Д х -»0

_1_
Ах

-loga e

(чумки lim (1 + a )  =  е, каралсин, X боб, 8 -§ ). 
а-*0



Демак, у' =  —  loga е. Шундай килиб,X

У = lo g ax булса, у '=  —  logae булади.
*

Хусусан,

у =  In х бг/лга, у' =  —  loge е =  —  булади.
X X

4. Т р и г о н о м е т р и и  фу н к ц и я л а р н и н г  х ; о с и л а л а р и .  
Биз 2 -§  да у =  sin х функциянинг ^осиласини топган эдик: у — sin де 
булса, у' =  cosx булади. Худди уша йул билан у  =  cosx функция
нинг хосиласи топилади: бу хосила у' =  (cos х)' =  — sin х га тенг 
булади. Демак,

у =  cos х булса, у' =  — sin х булади.
Энди у — tg x  функциянинг ^осиласини хисоблаймиз. Маълумки,

, sin д:tg х —----- .
COS X

Демак,

У' =  (tgx )' =  ( S- ^ Y .
\cos X j

Икки функция булинмасининг х;осиласи хакидаги ^оидадан фойда- 
ланамиз:

/s in  х У  __(sin  х)' co s  х  —  s in  x-(cos х ) '___

\cosx/ cos2 х
cos x  cos х  —  sin  x-( —  sin  x) __ co s2 x + s i n 2 x  __  1

co s2 X COS2 X  c o s 2 *

Демак,

у =  tg  x булса, у' =  (tg x)' =  булади.
co s2 X

Худди шунга ухшаш,

у =  c tgx  булса, у' =  (ctgx)' = -------— булиши курсатилади.
s in 2*

9 -§ . Тескари тригонометрик функцияларнинг ^осилалари

Биз 5-§ да z/ =  a rc s in x  функциянинг ^осиласини топган эдик. 
Унда курдикки,

у =  arc sin х булса, у' =  (arc sin х)' =  — 1
У  1 — х 2

булади.
Энди у =  arc cos х, у  =  arc tg х, у — arc ctg х функцияларнинг 

хосилаларшш хисоблаймиз.
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Рлшпанки, у — arccosx функция x =  cosу функцияга нисбатан 
. ii'i кари функциядир. (13.2) формулага кура у'х =  — .

ХУ
У холда

1 М  1 1

и' — (arc cosx)' =
(cos уУ  —sin у  sin у  у 1 — cos2 у 

__1 _
_  /  1 — X2 ‘

Демак,

у =  arc cosx булса, у' =  (arc cosx)' =  — .. 1 булади.
 ̂ 1 х2

)цди у  =  arc t g х функцияни царайлик. Бу у =  arc tg x  функция 
« Igy  функцияга нисбатан тескари функция булади. (13.2) форму-
Л(Н,'I кура

, . , 1 1 ,  cos2 уу  =  (a rc tg * ) -  - J - -  cos*у =  =
cos2:/

1___ 1 _
~ 1 +  tg2;/ 1 +  X2’

Демак,

у =  arc tg x  булса, у' =  (a rc tgx )' =  у- —- 2 булади.

Худди шунга ухшаш,

у  =  arc ctg х булса, у’ =  (arc ctg х)' =  — - 1 ^

(и/лиши курсатилади.

10- §. ^осилалар жадвали

Юкорида келтирилган элементар функцияларнинг хосилаларини 
жамлаб, куйидаги ^осилалар жадвалини тузамиз:

10 у =  С =  const булса, у' =  (С)' =  0 булади.
2°. у =  хц(х >  0), у' =  (Xм) ' =  рх№_1.
3°. у — ах (а >  0, а ф  1), у' =  (ах)' =  ах In а

4е. у =  logax(a >  0, я  ¥= 1), у ' =  (Ioga x)' =  — loga e.
*

5°. у = 1 п х ( х > 0 ) ,  у' — (1пх)'=  — .

(i°. у — sin х, г/ =  (sin х)' =  cos х.
7е. y =  cosx, у' =  (cosx)' =  — sinx.

8°. У =  t g х, у' =  ( tg х)' =  (х  #= - у  +  Ля).
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9°. y =  c tg x , г/' =  (ctg  лг)' = -------- !— {хф к п ).
sin 2*

10°. у =  arc sin х, у' =  (arc sin x)' — 1 „ ( — 1 < х < 1 ) .
у i — *2

11°. y  =  a r c c o s x ,  у '  — ( a rcc os x ) '  =  —  - ^ (— 1 < x < 1).

12°. у =  arc tg x, y' =  (arctg x)’ =  1 .
1 4- x2

13’ . у  =  arc c tg x, y' =  (arcctgx)' = --------!— .
1 -f- х г

l l - § .  Функциянинг дифференциалланувчилиги туш унчаси

у =  f(x) функция (a, b) интервалда аникланган булиб, х0 £ {а, Ь)
булсин.

Бу функциянинг х„ нуцтадаги орттирмаси
Л у  =  Af(x0) =  f  (л'о +  А х) — / (х0)

Ах га боглик булади. Масалан, y =  f(x) =  x3 +  x +  1 функциянинг 
х0 =  1 нуктадаги орттирмаси:

Д</ =  Д/(1) =  /(1 +  Д х ) - / ( 1 )  =  [(1 +  Д х)3 +  (1 + Д х ) +  1 ] ~
— ( 1» +  14 - i ) =  1 + З Д х  +  З Д х 2 +  Ах-3 + - Д х  +  2  —  3 =

=  Д х3 +  ЗДх2 +  4Дх.
Умуман, функция орттирмаси Ау билан аргумент орттирмаси Ах 

орасидаги богланиш етарли даражада мураккаб булиши мумкин.
1 3 . 3 - т а ъ р н ф .  Агар y =  f(x) функциянинг х0 ну^тадаги орт

тирмаси Ау ни ушбу
Ау =■ А 'Ах ~г осДх (13.3)

куринишда ифодалаш мумкин булса, у холда у  =  / (х) функция х0 
нуктада дифференциалланувчи деб аталади. Бунда А Ах га Ьорлщ 
булмаган узгармас, а  эса Ах га боглщ ва у  нолга интилади.

1 3 . 1 - т е оре м а .  Агар y =  f{x) функция х0 нуктада чекли /'(х0) 
хосилага эга булса, у холда бу функция х0 нуктада дифферен
циалланувчи булади.

И с б о т .  /(х) функция Xq нуктада чекли / '(х0) хосилага эга бул
син. Хосила таърифига биноан

f'(xu) =  lim  Н.
Ах-ьО \Х

булади. Бундан
Ay — f  (х'0) • Д х - f  а  ■ Д х

тенглик келиб чикади.
У — f{x) функциянинг х0 нуктада ги орттирмаси (13.3) куринишда 

ифодаланди. Демак, у =  [ (х) функция х0 нуктада дифференциал
ланувчи.

120



1,1 ■ I г op ом a. Агар y =  f(x ) функция x0 нуктада дифферен-
411,11 ичщпчи С)[)лса, у .\олда бу функция х0 нуктада чекли f  (х0) 

Щ И :>.'(! С>(/лиди.
Iti 0 n r. f (х) функция х0 нуктада дифференциалланувчи булсин.

IV у и ' ы  1.1 i.pii(|)[-;i кура f(x) функциянинг х0 нуктадаги Ay =  Af(x0) 
М|н I нрм.кн учун

А у =  А[(х0) =  А ■ Ах +  а  • Дх 
m ы 111 I >у тспгликдан эса

Д(/ А -Ах +  а -А х  . ,- 2 - = ------- '■------- =  А - f a
Д х Лх

*ц шиш кслнб чикади. Кейинги тенгликда Дх->-0 да лимитга утсак, 
у ндп

1пи —  =  lim (Л +  а ) =  lim А +  l i m a  =  А + 0  =  О
Л. .0  Л х Л*-.!) Ахч-0 Дх->0

it. пнннни топамиз. Демак,
У' =  / (л'о) — А.

|i . 1 Ц\) (функциянинг х0 нуктада чекли f(x0) хосилага эга були- 
I н 111111 Сщ. |дирадн. Теорема исбот булди.

Illvii i.iii 1̂ нлиб, // -= /(х) функциянинг ха нуктада дифферен- 
ци,11 щш/нчи булиши учун унинг шу нуктада чекли f ’ (х0) уосилага 
к .1 "чшнш нарур па етарли экан.

111% пмнг учун ^ам функциянинг ^осиласини топишни уни диф- 
фс/ичщип наш деб юритилади.

I' Дорида i'll теоремадан куринадики, агар y= f{x) функция х0 нуц- 
дифференциалланувчи булса, унинг таърифидаги А узгармас 

/'<*„) •'(/ тепе булади:
A =  f ( x  0).

12-§. Функциянинг дифференциали таърифи

// / ( v) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, х0 нуктада 
(*,,| la, />)) ди()х])еренциалланувчи булсин. Унда функциянинг х0 нук- 
м  in  и орттирмаси

А у =  A f(x0) =  /'(х0)-Д х  +  а -А х  (13.4)

шли Пупдп Дх->-0 да /'(х0) - Д х  ва а-Ах  ларнинг ^ар бири нол- 
I I шпи ц л-да, а - Ах .\ад /'(х0) ■ Ах га Караганда тезро^ нолга инти- 
;||(ДИ

I I I I л ь  риф.  Юкоридаги (13.4) тенгликдаги /' (х0) ■ Ах хад f(x) 
фщчуцичиине х0 нуктадаги дифференциали дейилади ва dy ёки 
W/l«,,) luifiti белгиланади:

dy =  df (л-0) =  f\x о) • Ах =  у' ■ Ах. (13.5)
Лыр и х булганда dy =  х' • Дх =  Ах, яъни dx =  Дх бу- 

,411111111111 п.гпборга олсак, унда функциянинг дифференциалини
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dy =  y'dx ёки df (x0) =  /' (x0) • dx (13.G)
деб ола оламиз.

У — f  (х) функциянинг графиги 107- чизмада тасвирланган эгри 
чизи^ни ифодаласин.

3 -§  да функция хосиласининг геометрик маъноси АВ эгри чизиц- 
ка Мп нуктада утказилган уринманинг бурчак коэффициентидан ибо
рат эканини курган эдик. Демак, /' (х0) =  t g a .  A  M0CD дан топа
миз:

Агар MJD =  А х эканини эътиборга олсак, унда юкоридаги тенглик- 
дан

Бундан функция дифференциалининг ушбу геометрик маъноси келиб 
чикади: у  =  / (.х) функциянинг х0 нуктадаги бу дифференциали функ
ция графигига М0 нуктада утказилган уринма орттирмасидан иборат 
булади.

М и с о л  л ар .  Ушбу функциялариинг дифференциаллари топилсин:
1) у  =  х2 +  2х +  1; 2) у  =  ех +  sin2;*:.
Функциянинг дифференциали функция хосиласининг аргумент диф- 

ференциалига купайтмасидан иборат эканидан фойдаланиб, берилган 
функциялариинг дифференциалларини топамиз.

1) dy =  y'dx =  (х2 +  2х +  1)' dx =  2 (х +  1) dx.
2) dy =  y'dx =  (ex +  sin2x)' =  [ex +  2 cos2.v) dx.

Энди 10-§ да келтирилган хосилалар жадвалидан фойдаланиб,
элементар функциялариинг дифференциаллари жадвалини келтирамиз: 

1°. у =  С =  const, dy-— 0.

2°. у  =  х^, dy =  \х. dx (x >  0).

3°. у  =  a ,  dy =  a In adx {a >  0, а Ф 1).

CD =  ;W0D • tg a  =  tg a  • Д л:
булиши келиб чикади. Демак,

CD =  tg a  ■ Л x =  f  (я) • A x — dy.

13-§. Дифференциаллар жадвали

4°. у  =  logax, dy =  — loga edx (a >  0, а ф  1, x >  0). 
x

5°. у  =  ln.v, dy =  — dx (x >  0).
л:

6°. у — sin.v, dy =  cosxdx.
7°. у =  cosx, dy =  — sinxd*.

8°. у =  tg.v, dy =  — -
cos2*

122



'Г . (/ ctgA', dy = ------- -— • dx [х ф к л ).
sin-x

КГ. у == arcsinx, dy =

I I " .  У ; arccosx, dy =

ГГ. у == arctgx, dy =  — 
1 -

13“. У arcctgx, dy =  -

1 -  dx (— 1 <  x <  1).
VT =. 

l
Vi~~x‘

-—  dx.
t-x*

1

d x ( — 1 < x <  1).

1 +  X2
dx.

1 4 -§ . Функция дифференциалининг содда 
коидалари

•мчи дифференциаллашнинг содда ^оидаларини келтирамиз.
Ali милик, f  (х) ва g  (х) функциялар (а, Ь) да берилган булиб,

• h i  (</,/>)) нуктада дифференциалланувчи булсин. У холда f  (x)±g {х),
f  (х)I (0  ц (к) .\амда -L-L— (g (х) Ф 0) функциялар хам дифференциалла-
8 (*)

нуячи булиб,
.1) </ |/ (х) ± g  (А-)] =  df (а) ± dg (х);
"I </ (/ (x) g (х)] =  df (х) g (х) +  f  (х) dg (х);

/ (А)И) d
К (х)

df (х) g (х )— f j x )  dg (х) ( g ( x ) ^ = 0 )
£2 М

i.i/in. 13уллрпинг бирортасиии, масалан, а) холни исботлаймиз. 
и) у, о л ни н г и с б о т и .  Юкоридаги (13.6) формуладан фойдала- 

нмЛ ю пампз:

~ _  d I/ (х) :I- g (х)] =  (/ (х) ± g  (х))' dx =  [/' (х) ± g' (х)] dx =
=  /' (х) dx ± g ' (х) dx =  df (х) ± dg (х).

Дсмпк,
d \f (х) ± g  M l =  df (х) ±dg (х).

// <|i ( V), и =  f (у) булиб, улар ёрдамида u =  f (ср (х)) мураккаб 
■ |' in 11пч тузилган булсин. Мураккаб функциянинг хосиласини хисоб- 
л ни ^оидлсидан фойдаланиб топамиз:

du =  d [f (ф (х))] =  [/ (ф (х))]' dx =
У (ф М ) ф '  (х) dx =  /' (у)-y'dx =  /' (у) dy.

j l t ’Mlllv ,

d If  (ф (*))] =  /' (ф M ) d(p =  f' (у) dy. (13.7)
It l i»(, 11 I 7) форму, ыларни солиштириб, куйидаги хулосага келамиз: 

Фумншн мураккаб булган холда хам функция дифференциали 
фцчьцнч унипаси f  (у) билан аргумент у =  ф (х) нинг дифререн-
1,11,1 ш 1/1/ кфюйтмасига тенг булар экан (бу холда dy эркли орт-
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тирма булмасдан, балки у  х узгарувчининг функцияси булади). 
(13.6), (13.7) формулаларнинг куриниши бир хил. Одатда буни диф
ференциал куринишининг инвариантлиги дейилади.

15-§ . Юкори тартибли ^осила ва дифференциаллар

Биз х ос ила тушунчаси билан танишганда ва элементар функ
цияларнинг ^осилаларини ^исоблаганда курдикки, функция хосила- 
сининг узи яна х узгарувчининг функцияси булиши мумкин экан. 
Демак, функция хрсиласининг хосиласи тушунчасини ^араш мум
кин. y = f  (л) функция (а, Ь) да берилган булсин.

13.5- т а ъ р иф. I Функция хосиласининг хосиласи tuy функция
нинг иккинчи тартибли уосиласи деб аталади ва у" ёки f" (х) каби 
белгиланади:

*/" = 0/7. Г (*) = (/'(%))'. \

Масалан, у  =  sinx функциянинг иккинчи тартибли хосиласи 
у ’ =  (sinx)' =  cosx, у" — (у')' =  (cosx)' =  — sinx.

(sinx)" =  — sinx
булади.

Функциянинг учинчи, туртинчи ва х,. к. тартибдаги хрсилалари 
юкоридагидек таърифланади:

у'" =  {у")\ yW =  (У'")\ • • •
Умуман, функциянинг п- тартибли хосиласи (п— 1)-тартибли хоси- 
ласининг хрсиласидир:

Г  -  (у"1-11)'.
М и с о л ла р .  Ушбу функцияларнинг иккинчи тартибли хрсилалари 

топилсин: а) у  =  ах2 +  Ьх +  с\ б) у  =  2s"1*; в) у — arctgx.
а) у' =  (ах2 +  Ьх +  с)' =  2ах +  Ь,

У"= ОУ')' =  (2 ах +  Ь)’ =  2а.
б) у' =  (2siPA)' =  2sin*-ln2-cosx,

i f  =  (у’)' =  (in2 • 2sin* ■ cosx)' =  1п2 • (2si,u ■ cosx)' =

=  1п2 [(2sinJ:) ' • cosx +  2smx • (cosx)'] =  ln2 [2sin* • ln2 • cosx ■ cosx +

- f  2sinx (— sinx)] =  ln2 -2s'nx (cos2x-ln2 — sinx).

в) y ’ =  (arctgx)'
l + x *

( l ) ' - ( l  - I - X 2) —  1 ■( 1 +  X * ) '  

(1 +  **)*

_ 0-(l +  *2) ~  2x _  _  2x
(1 + x 2)2 (14-x2)2 ’
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I l l i  I ;п »pii<|). у - f (x) функция дифференциали dy нинг диф- 
«/•. ,i, пции/ш берилган функциянинг иккинчи тартибли дифференциа- 
т  аталади ва d2y ёки d2f (х) каби белгиланади:

d2y =  d (dy) ёки d2f (х) =  d (df (xj).
\\ чди шунга ухшаш, функциянинг учинчи, туртинчи ва к -

• ii|• 11uI. in дифференциаллари таърифланади.
N MVM.ni, функциянинг п- тартибли дифференциали унинг (п— 1)- 

м|И1|Г>.'||| дп(1х|)еренциалининг диффереициалидан иборатдир:

dny  =  d (dn~xy), dn f  (x) — d (dn~l f  (X)).
.М.илумки, фуикциянинг дифференциали унинг - хосиласи оркали 

\ и if iy ih/ у ' -dx формула билан ифодаланар эди. Бунда dx аргумент
* шин' дифференциали булиб, у  А х  га тенг. Шу тенгликдан фойда- 
1Ш1пГ) топауиз:

d ‘y d (dy) =  d (y'dx) =  dx-d (у’) =  dx-(y')'-dx =  y"dx2.
I'M.iK, функциянинг иккинчи тартибли дифференциали функ- 

i|iI тип.' иккинчи тартибли хосиласининг аргумент дифференциали 
humфитига купайтмасига тенг.

М не пл. у — s in2x функциянинг иккинчи тартибли дифференциа- 
1и ^у/шдагича булади:

ily y'dx 2 cos 2 х dx; d2y - -  d (dy) =  — 4sin 2xdx2.

16- § . Дифференциал хисобнинг асосий 
теорема лари

дифференциал ^исобнинг асосий теоремаларини келтиришдан ав- 
н.1/1 баьчи бир тушунча ва тасди^ни эслатиб утамиз.

U I (х) функция X ораликда берилган булсин. Агар X  ораликда 
тум д ;u’i х0 ну^та (ички ну^та) топилсаки,

V х£ Х  (хф  х0) учун f  (х) <  / (х0) (/ (х) >  / (х0))
Os ми, у холда / (х) функция X  ораликнинг ички нуктаси х0 да узи- 
III ii ii к а т т а  (энг кичик) цийматига эришади деб аталади.

,!.■<//> f  (х) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булса, у холда 
Фит* цич шу сегментда узининг энг к а т т а  (энг кичик) цийматига 
п/чиииди, яъни шундай с0 нук/na (с± нук^та) (а<^с0 <^Ь, а<С. с , ^  Ь) 
тчнилидики,

V х £ X учун / (х) <  / (с0) (/ (х) >  f  (с,))
Пц /иди (бу узлуксиз функциянинг хоссасини ифодаловчи Вейерштрасс 
и'премагидир).

I.'i .'t-т е  о р е м а  (Ферма теоремаси). Агар f  (х) функция X
i /игищнине ички нуцтаси х0 да узининг энг к а т т а  (энг кичик) 
1\ш)\штига эришеа х1амда шу х0 нуктада чекли хосилага эга булса,
ч \ uhi функция хосиласининг х0 нуктадаги киймати нолга тенг 
Of/ iiн)ц :

f  (х п) =  0 .
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И с б о т .  / (х) функция х0 нуктада узининг энг катта кийматига 
эришсин ва шу нуктада чекли /' (х0) хосилага эга булсин. Демак,

V  х £ X (х ф х 0) учун / (х) <  / (х0).
х0 нуцтага шундай А х  орттирма берамизки, х0 +  А х £ X булсин. 

Юкоридаги айтилганга кура, хар доим
/ (х0 +  Ах) С /  (х0),

бинобарин,

А у  =  А / (х0) =  / (х0 +  Ах) — / (х0) <  0 
булади. У  холда:

а) А х >  0 булганда
—  <  0 ва lim — <  О,
Ах д *-> о  Ах

б) А х <  0 булганда
—  >  0 ва lim — >  О
Ал: д *->о А л:

булишини аниклаш кийин эмас. Агар

lim  ~  =  Г (ха)Ах-+0 Ах

эканлигини эътиборга олсак, /' (х0) <  0, /' (х0) >  0 булиб, ундан

/ ' (х0) =  О
булиши келиб чикади.

Худди шунга ухшаш, х0 нуктада функция энг кичик цийматга 
эга булганда хам /' (х0) — 0 булиши исботланади. Бу эса теоремани 
исботлайди.

Теорема содда геометрик маънога эга: у =  f  (х) функция графи- 
гига уИ0 (х 0; / (х0)) нуктада утказилган уринма Ох укига параллел 
булади (108-чизма).

13.4-т е  о р е м  а ( Р о л  л ь  т е о р е м а с и ) .  y =  f {  х) функция [я, Ь] 
сегментда берилган булсин. Агар

1) / (х) функция [а, Ь] да узлуксиз;
2) / (х) (функция %еч булмаганда (а, Ъ) интервалда чекли /' (х) 

уосилага эга;
3) [а, Ь] сегментнинг четки а ва b нукталарида f  (а) =  / (b) 

бдлса, у %олда а еа b нукталар орасида шундай с (а <  с <  Ь) нуц- 
т а  топиладики,

Г (с) = о
булади.

И с б о т .  Шартга кура / (х) функция \а, Ъ] сегментда узлуксиз. 
Унда, юадэида айтилганига асосан функция [а, Ь] сегментда узининг 
энг катта ва энг кичик ^ийматига эришади. Айтайлик, функциянинг 
энг катта 1̂ иймати М, энг кичик ^иймати эса т  булсин.

Агар т  =  М булса, у  хрлда f  (х) функция [а, 6] сегментда уз-
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I Ц1млс булади: f  (x) =  const. Шунинг учун ихтиёрий x нуктада 
/ ( \) 0 булади.

•)цди т  ф М, яъни т  <  М булган холни карайлик.
I ,у холда / (а) =  f (Ь) булганлиги сабабли функция узининг энг 

ми м па энг кичик кийматларипинг хеч булмаганда бирини а ва b 
liyiyia. iap орасидаги бирор с (а <  с <  Ь) нуктада кабул килади. Шу 
иуцыда Ферма теоремасига кура

г  (с) =  О
гу'лади. Теорема исбот булди.

1.4.5 - т е о р е м а  ( Л а г р а н ж  т е о р е м а с и ) .  y =  f ( х) функция 
|</, 1>| сегментда берилган булсин. Агар 
д I) /' (х) функция [а, Ь] да узлуксиз,
1 ‘ '.') f  (х) функция %еч булмаганда (а, Ь) интервалда чекли f  (х) 
\<tсилага эга булса, у \олда а ва b нукталар орасида шундай 
I (ii <  с <  Ь) нуцта топиладики,

f (b) — f (а) _  ^  ^  
b — а

fit'/ шди.
И с б о т .  Теоремани исботлаш мацсадида ушбу

F (х) =  f  (х) - f  ( a ) -  (х -  а) (13.8)о — а
грдлмчи функцияни киритамиз. Бу ёрдамчи функция:

1) \а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз. Чунки (13.8) тенг- 
■шкиинг унг томонидаги ^ар бир ^ад fа, b] сегментда узлуксиз, F (х) 
« л бундай узлуксиз функциялар йигиндисидан (айирмасидан) иборат- 

дмр;
2) /■' (х) хосилага эга ва у

F' (х) =  j' (х) — f {Ь)- (13.9)
Ь — а

i.i тенг;

Л) Г  (а) =  / (а) -  f  (а) -  (а  -  а) =  О,
о — а

(/,) =  / ф) -  f  (а) -  (b — a) =  f(b) — / (а) -
Ь — а

- [ /  (Ь) -/ (а)] .= О
iwi, демак,

F (а) =  F (Ь).
ili M.iK, /•’ (х) функция [а, b] да Ролль теоремасининг барча шартла- 
Iuiни цаиоатлантирар экан. Унда Ролль теоремасига кура а ва b ора- 
« идл шундай с ( а < с < Ь )  ну^та топиладики,

F' (с) =  О
Оуллди. Ю^оридаги (13.9) тенгликни эътиборга олиб,
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киймат берадиган нукта, / (х0) эса функциянинг максимум кий
мати дейилади.

Функциянинг максимум ^иймати куйидагича белгиланади:
/ (х0) =  max {/ (х)}.

X
14.2-т а ъ р и ф .  Агар х0 нуктанинг шундай (х0 — б, х0 +  б) с : 

а  (а, Ь) (б >  0) атрофи топилсаки, V  х 6 (х0 — б, х0 +  б) учун
f(x) >  /(х0)

тенгсизлик уринли булса, у хрлда f(x) функция х0 нуктада мини
мумга эришади дейилади. Бунда х0 функцияга минимум /уиймат 
берадиган нукта, / (х0) эса функциянинг минимум киймати дейи
лади.

Функциянинг минимум киймати куйидагича белгиланади: 
f (x 0) =  min {f(x)}.

X
Функциянинг максимум ва минимум кийматлари умумий ном би

лан унинг экстремум кийматлари деб аталади.
Юкорида келтирилган таърифлардан куринадики, функциянинг 

максимум ва минимум кийматлари, унинг (л'0 — б, х0 - f  б) даги энг 
катта ва энг кичик кийматлари булади.

М и с о л .  f  (х) =  х2 функцияни карай л пк. Бу функция х =  0 нух- 
тада минимумга эришади. ^а^икатан хам, х =  0 нуктанинг (0 — б,
О +  б) =  (— б, б) (6 >  0) атрофидаги барча х нукталар учун

f  (х) >  f  (0), яъни х~ >  0 
булади: V  х £ (— б, б) => f (х) >  f  (0)

3- §. Функция экстремумининг зарурий шарти
/ (х) функция (а; Ь) да берилган булсин. Бу функция: 1) х0 (х0£ 

£ (а; b)) нуктада максимумга (минимумга) эришсин; 2) х0 нуктада 
чекли f  (х0) хосилага эга булсин. У  \олда

/' (х0) = о
булади.

Шуни исботлаймиз. Биринчидан, / (х) функция х0 нуктада мак
симумга (минимумга) эришганлиги сабабли шу х0 нуктанинг (х0 — б, 
х0 +  б) атрофидаги барча х нукталар учун

/ (х) <  / (Х0) if (х) >  / (х0))
булади. Демак, f  (х) функция (х0 — б, х0 +  б) да узининг энг катта 
(энг кичик) киймати f  (х0) га эришади.

Иккинчи томондан, f  (х) функция х0 нуктада чекли /' (х0) хрси- 
лага эга. Унда Ферма теоремасига кура /' (х0) =  0 булади.

Бирох функциянинг хосиласи нолга тенг булган нуктада берил
ган функция хар доим хам экстремумга эришавермайди. Масалан, 
/ (х) =  х3 функциянинг хосиласи /' (д-) =  Зх2 булиб, у  х =  0 нуктада 
нолга тенг: f' (0) =  3 -0  =  0. Лекин бу функция х =  0 нуктада экс
тремумга эришмайди (чунки /' (х) =  Зх2 >  0 булиб, у  усувчидир).
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Шундай килиб, функция хосиласннинг нолга айланиши функция 
<| фсмумгя эришишининг зарурий шарти экан.

<) дат да (функция хосиласини нолга айлантирадиган нукта функ- 
иинпмнг стационар нуктаси дейилади.

I I 2 - э с л ;t т  м а. Ф ункция хосилага эга булмаган нуцтада >;ам экстремумга 
ми ЛСлишн мумкин. Масалан, f ( x ) — \x\ функция х — 0 нуктада хосилага эга 
IMtu Г>ир()|̂ , бу функция х =  0 нуктада минимумга эришади.

/ (\) (функция (а, Ь) да берилган булиб, у  шу ораликда /' (х) хо- 
I илига л а булсин ва х0£(а,  Ь) нуктада экстремумга эришсин. Функ- 
ниинпнг графигига (х0, / (х0)) да утказилган уринма Ох укига па- 
||ЦЛлсл булади (110-чизма).

4- § . Функция экстремумининг етарли шартлари

I (у) (функция (а; Ъ) да берилган ва узлуксиз булсин. Бу функция 
Н1\ оралицда /' (х) хосилага эга булиб, х0 (х0 £ (а, Ь)) нуктада нолга 
«Пламени: /' (х0) =  0.

Масала f (х) функция хв нуктада экстремумга эришадими ёки 
l>VI,мп, агар экстремумга эришса, у  х0 нуктада максимумга эриша- 
mi.Mii гки минимумга эришадими, шуни аниклашдан иборат. Бу маса- 
лнпи x,a./i килиш учун аввало х0 нуктанинг (х0— б, х0 +  б) атрофини 
ivmfuiiiK, ((х0— б, х0 б) с ;  (а, Ь)).

I) V у £ (х0— 6, д'0) учун /' (х) >  0 булсин. Бу холда 14.2- тео- 
рг мц,ui кури берилган функция (х0— б, х0) да усуечи булади:

/ (х) <  / (х0) (Y  х£(х0 — б, х0)). (14.1)
,’) V -V С (д'о, х„ +  6) УЧУН ?  М <  0 булсин. Бу холда 14.3- теоре

ма, и кура берилган функция (х0, х0 + б )  да камаювчи булади:
/ (д'о) >  / (х) (V  х £ (х0, Х0 т б ) ) .  (34.2)

Ц М ) на (14.2) муносабатлардан у х £ ( х 0— б, х0 + 6 )  учун
/ (х) < / (Л'о)

Oy.iiniiiiiiH топамиз. Демак, / (х) функция х =  х0 нуктада максимумга 
•рнишди (111-чизма).

'иди I) V  х С (л'о— б, х0) учун /' (х) <  0 булсин. Бу холда 14.3- 
IHtiipi Hti.’ti кура берилган функция (х0 — б, х0) да камаювчи булади:

/ (х) >  / (х0) (Y  X с (х0 — б, х0)). (14.3)
V -VС(х0, х0 + б )  учун /' (х )> 0  булсин. Бу холда \\.Ч-тео- 

1>1'ми. ч кура берилган функция (х0, х0 +  б) да усуечи булади:
/ (л'о) <  / (х) (V  х ё (л-0, х0 +  б)). (14.4)

(11.3) IV) (14.4) муносабатлардан Ух £( \ ' 0— б, х0 - f  б) учун
/ (х) >  f (х0)

AV-'iHiiiiinit топамиз. Демак, / (х) функция х =  х0 нуктада минимумга 
ьрншмдм (112- чизма).

Шундай кцлпб, функция экстремумини аниклаш учун куйидаги 
цоидшл (биринчи коидага) келамиз:
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1) берилган f  (х) функциянинг хосиласи /' (х) ни тогшб,

Г М  =  о
тенгламани ечамиз. Айтайлик, бу тенгламанинг ечимларидан бири х0 
булсин;

2) бу х0 нуктанинг (х0 — б, хд +  б) (6 >  0) атрофини оламиз;
3) агар

У  х £ (х0 — б, Xq) учун /' (а-) >  0:
Y  х£ (х0, х0 -f- б) учун /' (х) <  0

булса, яъни /' (х) хосила х0 нуктани утишда уз ишорасини «+ »  дан 
«—» га узгартирса, у  холда f  (х) функция х0 нуктада максимумга 
эришади. Функциянинг максимум киймати / (а0) булади;

4) агар
¥  х £ (х0 — б, Хд) учун /' (х) <  0,
V  х(Е(х0, х0 +  б) учун /' (а) >  О

булса, яъни f  (х) хосила х0 нуктани утишда уз ишорасини «—» дан 
«+ »  га узгартирса, у  холда / (х) функция х0 нуцтада минимумга 
эришади. Функциянинг минимум ^иймати / (х0) булади;

5) агар
Y  х 6 (х0 — б, х0) учун /' (х) >  О,
V  х£ (х0, х0 +  б) учун f  (а-) >  0 (14.5)

ёки
¥  х £ (х0 — б, х0) учун /' (х) <  0.
¥ х £ ( х 0, x0 - f  б) учун /' (х) <  0 (14.6)

булса, яъни /' (х) ^осила х0 нуктани утишда уз ишорасини узгартир- 
маса, унда f  (х) функция х0 нуктада экстремумга эришмайди.

М и с о л .  / (х) =  2х3— 9х- +  12х — 2 функциянинг экстремумлари 
топилсин.

Аввало берилган функциянинг хосиласини хисоблаймиз:
/' (х) =  (2 х3 — 9 х 2+ 12 х — 2)' =  6 х2 — 18 х + 12= 6 (х2 — 3 х+ 2 ). 

Сунгра
f  (х) =  0, яъни 6 (х2 — 3 х +  2) =  О

тенгламани ечамиз:
6 (х 2 — З х  +  2) =  0= ^х2 — З х +  2 =0=!>х1=  1, хг =  2.

Демак, х г =  1, х --= 2 нукталар берилган функциянинг стационар нук- 
талари булади.

Энди функция ^осиласини куйидагича ёзиб оламиз:
f' (х) =  6 х2 — 18 х +  12 =  6 (х — 1) (х — 2).

х =  1, х  =  2 стационар нукталарнииг атрофларини олиб, унда функ
ция хосиласи /' (х) нинг ишорасини текширамиз.

х =  1 нуктанинг (1 — б, 1 +  б) (о <  б <  - i- J  атрофини олайлик.
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N или V v ( I — б, I) учун /' (х) =  6 (х — 1) (х — 2) >  0 булади, чунки 
Пиний v нукталар учун х — 1 О, х — 2 < 0  булади.

V v ( (1,1 -|- б) учун / '(х ) =  6 ( х — \)(х — 2) <  О булади, чунки 
Цм.ми \ нукталар учун х — 1 >  О, х  — 2 < 0  булади.

Шундай цплиб, / '(а ) хосила х , =  1 нуктани утиш да у з  ишора- 
I Нин « | » дан «—» га  узгартиради. Д ем ак , берилган функция х =  1
ii \i I 1да максимумга эришади ва функциянинг максимум киймати

max {/(х)} =  / ( 1) =  2 • 13 — 9 1 2 +  12 -1 — 2 =  3.

2 нуктанинг ( 2— 6, 2 +  б) (О <  б < ~ ~  j атрофини олайлик.

V х £ (2 — б, 2) учун /' (х) =  6 (х — 1) (х — 2) <  О 
щди, чунки бундай х нукталар учун х — 1 >  О, х  — 2 <  О була-

ян
Y x  £ (2, 2 +  6) учун /' (х) =  6 ( х — 1) (х — 2) >  О

ГН |»|дп, чунки бундай х  нукталар учун х — 1 > 0 ,  х  — 2 > 0  була- 
Дн

Шундай 1\илнб, / ' (х) х,ос ила х2 =  2 нуктани утишда уз ишораси- 
» д; 111 «-[-» га узгартиради. Д емак, берилган функция х2 =  2 

Н\i\ шда минимумга эришади ва функциянинг минимум киймати:
m in{/(x)} =  /(2) =  2 -2 3 — 9 -2 2 +  12-2 — 2 =  2 .*

Функция иккинчи тартибли хосилага эга булса, унда берилган 
имшншшг экстремумини топиш бирмунча осон булади.
/Ы  функция (а, Ь) да / ' (х) хосилага эга булиб, x0 (x0 t ( f l ,  Ь)) 

му|\И1Дл нолга айлансин:

/' W  =  0.
1 ,71/ 1 / (х) функциянинг х0 нуктада иккинчи тартибли хосила- 

I и чип 'и уд булиб,
/" (х„)<  О

fifthи, I/ у)лда fix ) функция х 0 нуктада максимумга эришади.
1,Уl/> fix ) (функция учун

/ '(х о) =  0, Г (Х 0) > 0
............ '/ V ин)а / (х) функция х =  х0 нуктада минимумга эриша-
(ш

Шундай 1\илнб, функция экстремумини аниклаш учун куйидаги 
^tMHliiui (пккннчн цоидага) келамиз:

I) Iприлган f{x) функциянинг хосиласи /' (х) ни топиб,

/ '(* ) =  0

|»ш ламами ечамиз. Айтайлик, бу тенгламанинг ечимларидан бири х0
fi\ И ин

■| /(») функциянинг иккинчи тартибли хосиласи f" (х) ни топиб, 
tfUHiir <„ нукдадаги  киймагини хисоблаймиз. Агар:
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а) f"(xо ) < 0  булса, у холда /(х) функция х =  х0 нуцтада мак- 
симумга;

б) f" (х0) >  0 булса, у  холда / (х) функция х =  х0 нуктада мини
мумга эришади.

М и с о л. f  (х) =  хь — 5 х4 -{- 5 х3 +  1 функциянинг экстремумлари 
топилсин.

Аззало берилган функциянинг хосиласини хисоблаймиз:
I (х) =  (х® — 5 х4 +  5 х3 Н- 1)' =  5 х4 — 20 х3 +  15 х2 =

=  5 х2 (х2 — 4 х +  3).
Сунгра

f' (х) — 0, яъни 5 х2 (х2 — 4 х +  3) =  0 
тенгламани ечамиз. Бу тенгламанинг ечимлари x t =  0, х2=  1, х3 —3 
булади. Демак, х , 0, ха =  1, х3 3 нукталар берилган функция
нинг стационар нукталаридир.

Энди функциянинг иккинчи тартибли хосилаларини топамиз:

Г  (х) =  (/' (х))' =  (5 х4 — 20 х3 +  15 х2) ' =  20 х3 — 60 х2 +  30 х =
=  1 0 х (2 х 2 — б х  +  3). 

х\ =  0 нуктада /" (0) — 10 • 0 (2 • 0 — 6 • 0 +  3) =  0, 
х8 =  1 нуктада /" (1) =  10 • 1 (2 • I2 — 6 • 1 +  3) =  — 10 <  0, 
х3 =  3 нуктада /" (3) =  10 • 3 (2 • З2 — 6 • 3 - f  3) =  90 >  0

булади. Демак, берилган функция х2 =  1 нуктада максимумга, х3 =  3 
нуктада минимумга эришади ва шах {/ (х)} =  / (1) =  2, min {/ (х)} — 
=  /(2) =  — 26 булади.

5 -§ . Функциянинг энг к атта  ва энг кичик кийматлари

f  (х) функция [а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. 
У ^олда 12.2-теоремага кура функция шу сегментда узининг энг 
катта ва энг кичик кийматларига ^ам эришади. Уни куйидагича 
топилади:

1) функциянинг [а, Ъ) даги барча максимум ва минимум ^иймат- 
лари топилади;

2) функциянинг [а, Ь] сегментнинг четки а  ва b нукталаридаги 
кийматлари /(а) ва f(b) топилади.

Сунгра функциянинг барча максимум ва минимум кийматлари 
билан f(a ) ва f(b) кийматлар биргаликда ^аралади ва тавдосланади. 
Бу кийматлар орасида энг каттаси /(х) функциянинг [а, Ь\ сегмент- 
даги энг катта киймати, энг кичиги эса /(х) функциянинг [а, Ь] 
сегментдаги энг кичик киймати булади.
D*. М и с о л. Периметри 2р (р >  0) булган тугри туртбурчаклар 
орасида энг катта юзга эга булган тугри туртбурчак топилсин.

Айтайлик, бундай тугри туртбурчакнинг асоси х булсин. Унда 
тугри туртбурчакнинг баландлиги р — х га, юзи эса
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S  =  6' (л) =  X ■ (p — x) (0 <  x <  p) 
га тенг булади. Бу функциянинг хосиласини топамиз:

6” (х) =  (х ■ {р — х))' =  (хр — х2)' =  р 2 х,

S ' (х) =  р — 2 х =  0 => х =  -J- .

Демак, х ~  берилган 5  (х) функциянинг стационар нуктаси.

S" (х) =  { р ~  2 х)' =  -  2, S" ( =  -  2 <  0.

Демак, Л (х) функция х =  нуктада максимумга эришади ва функ- 

циянинг максимум киймати

max {S (х)} =  5  j  =  f  (р  ~  f  j =  X

булади.
Демак, энг катта юзга эга булган тугри туртбурчак томони 
га тенг булган квадратдан иборат экан.

6- §. Эгри чизикнинг кавариклиги ва ботиклиги

Букилиш (эгилиш) нуцтаси

/(х) (функция (а, b) интервалда берилган булиб, у  шу интервал- 
да / '(х) .^осилага эга булсин. Унда бу функция графигини ифода- 
ловчи эгри чизикнинг ^ар бир нуктасида уринма мавжуд булади. 

/(х) функция графиги булган эгри чизикни (функция графигини)
АВ билан беЛгилайлик.

14.3-т а ъ р и ф .  Агар (а, Ь) интервалнинг барча нуцталарида
АВ эгри чизик х1ар доим уринмадан пастда булса, у холда АВ 
эгри чизщ (а, Ь) да каварик деб аталади  (113-чизма).

14.4- т а ъ р и ф .  Агар (а, Ь) интервалнинг барча нукталарида
АВ ?гри чизщ хар доим уринмадан юкорида булса, у холда АВ 
эгри чизик (а, Ь) да ботщ  деб аталади  (114-чизма).

14.5-т а ъ р и ф .  Агар х0 нуктанинг (х0 — б, х0 +  б) ((х0 — 6, 
х„ +  6J <= (а, Ь), Ь > 0) атрофи олинганда (х0 — б, х0) да эгри 
чизик каварик, (х0, х0 +  б) да эгри чизик ботик ёки (х0 — б, х0)  да 
эгри чизик ботик;, (х0, х0 +  б) да эгри чизиь̂  цаварик булса, у  ;^олда 
эгри чизи^ х0 нуктада букилади (эгилади) деб аталади. Эгри чизик
нинг (х0, /(х0)) нуктаси эса унинг букилиш (эгилиш) нуктаси дейи
лади (115- чизма).

Функция хрсилалари ёрдамида унинг графигининг кавариклигини, 
ботшушгини хамда эгилиш нукталарини аниклаш мумкин.

1 4 . 4 - т е о р е м а .  y =  f(x )  функция (а; Ь) да анщланган бул-
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син. Агар функция (а; Ь) да иккинчи тартибли f "  (х) хосилага 
эга бС)либ, Y x  £(а ; Ь) учун

Г  (*) <  О
булса, у холда эгри чизик; (функция графиги) (а; Ь) да капарщ 
булади.

И с б о т .  y =  f[x) ф ункция (а\ Ь) д а  иккинчи тартибли / " (а) хо
си лага эга  булиб, } "  (а) <  0  булсин. (а; b) дан  х0 н укта  олиб, f(x )  
ф ункция граф игига (а0; [  (а0)) н уктад а  урш ш а утказам и з (1 1 6 -чизма). 
Б у уринманинг тенгламаси

Y — f(x0) =  f' (А'о) ‘ Cv -vo),
яъни

Y =  f(x0) + r M - ( x - x 0)
булади .

Эгри чизик; нукталарининг ординаталарн у (у =  / (а)) билан урин
ма нукталарининг ординаталарн У  (У  =  f  (а 0) -f- f  (a0) (a- — a-0)) ораси- 
даги  айирма y —  Y ни караймиз.

У —  У  =  !  М  — [/ (х0) +  Г  (-v0) (х — х0) 3 =
=  f  (х) —  / (А'о) — Г  (Х0) (х — хи) . (14 .8 )

Энди [х, х0] сепментни олайлик. Равш ан ки , [а ; х0] с= [а, Ь). Б у  [х , 
х01 сегментда / (а ) ф ункция учун  Л агр ан ж  теоремаси нинг барча 
ш аргларн баж арилади . У н да Л агр ан ж  теоре.масига кур а

f ( x ) - f ( x „ )  =  ^  ^

X — х0
ЯЪНИ

f  (а )  — f  (х0) =  / '  (с) (X —  Х0) (с 6 (А-; а,,)) .
Ю коридаги (14 .8) айирма кунндаги  куриниш га келади: 

y  — y  =  f  (с) (а- —  А0) —  F (А0) (а  — Х0) =  [/' (с) — Г  (х0)I ( а  — А,,).

Яна Л агр ан ж  теоргмасндан фойдаланиб топамиз:

Г  ( С ) - Г  (Хо) =  Г ( с 1) ( с - х 9).
Н ати ж ада

У —  У  =  f "  ( Cl )  ■ (X  — А0) (С — А'0) . (1 4 .9 )
(а ; 6) интервалнинг х0 ва а  ну к  та лари га нисбатан икки х;ол бу

лиши мумкин:
J.„h а) а <  а'о булсин. Б унда а <  с <  q  <  а0 булиб,

х х0 <  0 , £ А'0 <  О
булади.

А гар (а, Ь) да Г ( * ) <  0 булишини эътиборга олсак, ун да  (14 .9) 
м уносабатдан

У — ^  <  0 (14.10)
булишини топамиз.
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о) А'0 <  х булсин. Бунда .v0 < c j < c < x  булиб, 
х — х„ > 0 ,  с — х0 >  О 

О^илди Унда (14.9) дан
У ~  Г < 0  (14.11)

ЛУлннш келиб чикади.
(I I 10) ва (14.11) муносабатлардан барча х лар (х ( j (а; />)) учун

у  — Y <  0, яъни Y >  у
CV циннии топамиз. Бу эса эгри чизик уринмадан хар доим пастда 
Лудпшини билдиради. Демак, эгри чизик каварик булади.

Теорема исбот булди.
I I Г>- ге  о р е м а .  f(x) функция (а; Ь) да аникланган булсин.
Л.ui/) функция (а; Ь) да иккинчи тартибли  /" (х) хосилага эга 

fitl un i, у  л' 6 (а; Ь) учун
/ " ( * ) >  О

nii п п, // холда эгри чизик (функция графиги) (а; Ь) да ботщ  бу- 
niiUi

Ьу теорема юкорида келтирилган теорема каби исботланади. 
Флрлз килайлик, у  =  /(х) функция (а; Ь) ораликда берилган 
пи"), у шу ораликда иккинчи тартибли f" (х) хосилага эга булсин. 

«„ нуктанинг (х0£(а; Ь)) атрофи (х0 — б, х0 Y  6) ((х0 — б, х0 +  б) с=
• (<». />)) ни караймиз.

А См айлик,
Y  х € (*„ — б, д'о) учун f" (х) <  0,

Y  X е (А'0, Л'о +  6) учун Г  (х) >  О
(ии

Y  * £ (а-„ — б, Л'о) учун /"(х) > 0 ,
Y  А- 6  (А'о, Л'о +  б) учун Г  (х) <  О

Лужин, яъни f"(х) иккинчи тартибли хосила х0 иуктани утишда уз
....... распни узгартирсин. Унда, юкоридаги теоремаларга кура f (х)
функция графиги (х0 — б, х0) да каварик (ботик), (х0, х0 +  6) да бо- 
1И1\ (lynupiiiO булади.

Ломак, Хо нуктада функция графиги эгилади.
I I , 4 - н л т и ж а .  Эгри чизикнинг эгилиш нуктасини функция ик- 

him'iu тартибли f" (х) хосилани нолга айлантирадиган нукталар 
орасида топилади.

М и г о л .  /' (х) =  х4 — 6 х 2 +  5 функцияни каварикликка ва боти^- 
лнккл ц'кширилиб, эгилиш нуктаси топилсин.

Апиа к) берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли ^о-
I н i.i iap:tiiii хисоблаймиз:

Г (а ) — (а 4 — 6 х2 -г  5)' =  4 а 3 — 12 х,
/" (х) (4 а3 — 12 х)' =  12 4а — 12 =  12(х2 — 1).
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Модомики, берилган функция барча нукталарда биринчи тартибли 
хосилага эга экан, унда функция графигининг хар бир нуктасида 
уринма мавжуд.

Эндн функциянинг иккинчи тартибли х оси ласин и нолга тенглаб, 
топамиз:

/" (х) =  12 (х2 — 1) =  12 (х— 1) (х +  1) =  О,
X] =  — 1, х2 =  1.

Xj =  — 1 ва х2 =  1 нукталарнинг атрофларини олиб, унда функ* 
ция иккинчи тартибли хосиласи f" (х) нинг ишорасини текширамиз. ■.

хх =  — 1 нуктан инг (— 1 — 6, — 1 + 6 )  атрофини (0 <  6 <  j  

олайлик. Унда
V  х £ ( — 1 — 6, — 1) учун f" (х) =  12 (х — 1) (х +  1) >  0 булади, 

чунки бундай х лар учун х — 1 <  0, х + 1 < 0  булади.
V  х £ (— 1, — 1 +  6; учун /" (х) =  12 (х — 1) (х +  1) <  0 булади, 

чунки бундай х лар учун х — 1 <  0, х +  1 >  О булади.
х2 =  1 нуктанинг (1 — 6, 1 +  6) 10 <  6 <  —- ) атрофини олайлик. 

Унда
¥  х£(1 — 6, 1) учун /"(х) =  12 ( х— 1)(х +  1) <  О булади, чун

ки бундай х лар учун х — 1 <  0, х  +  1 >  О булади.
V  х £ (1,1 + 6 )  учун f" (х) =  12 (х — 1) (х -j- 1) >  0 булади, чунки 

бундай х лар учун х — 1 >  0, х +  1 >  0 булади.
Шундай килиб, берилган функциянинг графиги (— о о , —• 1) ора

ликда ботик, (— ], 1) ораликда кавари^, (1, +  оо) ораликда ботиц 
булади. х  =  — 1 ва х =  1 нукталар эгилиш ну^талари булади.

7 -§ . Эгри чизикнинг асимптоталари

y —f(x) функцияни карайлик. Унинг графиги бирор эгри чизиц- 
ни тасвирласин. Баъзи доллар да функция графиги — эгри чизи^ шун
дай буладики, х узгарувчи +  оо (ёки — оо) га интила борганда, 
у  бирор тугри чизи^ца тобора я^инлаша боради. Одатда бундай 
тугри чизиц каралаётган эгри чизикнинг асимптотаси дейилади.

14.5-т а ъ р и ф .  Агар
l im [/(х) — (kx -f  b)\ =  О

Х-*±оо
булса, у холда у  =  kx +  b тугри чизщ f (х) функция графигининг 
асимптотаси {огма асимптотаси) дейилади (117-чизма).

14.6-т а ъриф.  Агар

l im [/(х) — Ь] =  О,
X —t  ±  X

булса, у холда у =  b myFpu чизик f  (х) функция графигининг гэри- 
зонтал асимптотаси деб аталади  (118-чизма).
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lim  f ( x ) =  oo
x-+a ± 0

4/ 4n i, I/ \n/iOn x . a nujrpu чизик, f  (x) функция графигининг вер- 
Ними i in imnmomacu деб аталади (1 1 9 -чизма)

Куйид.'п и теоремами исботеиз келтирамиз.
ГМ» мм» р е м  а. f  (х) функция графиги у  =  kx +  b огма аси.чп- 

Ц, ”ПИ,-И 1,\1 Сулиши учун

lim  =  k, lim  [/ (х )— kx] — b
X X - + + O C

тиши-шрнинг уринли булиши зарур ва етарли.
М и с о л  л а р. 1. f(x) =  ~— ф ункция графиги вертикал асимпто-

X
I «II ii ||,| булади . Б у асимптота х  =  0 тугри  чизик дан (Оу укидан ) 
ИЛр.идир, чунки (1 2 0 -чизма)'

l im  /(*) — lim  —  =  0.
Х - * ± с х» Х ~+± <Х > X

/ ( v) arc t g x  функциянинг граф!-:ги горизонтал асимптоталар- 

м  11 ,1 булади. Б у асимптоталар у = - — , г/ — — тутри чизи^- 

у»111 >; i. 111 нборатдир, чунки

Inn / ( v) lim  a r c t g х  =  —  , lim  / (х) =  lim  arc t g x  = ----- —
I  , I ,1 ^  x ~ * — v  X * — v  2

( I 'Л 'ними).
,1. / ( \) 2 \r xl +  4 функция графигининг асимптотаси топил- 

t'MM,
Л\.11. |умкп, функция графигининг асимптотаси г/ =  £х +  Ь тугри 

•шип д.ш иборат булиб,

k =  lim  -  . b =  lim  [f  (x) — kx]
X -* y ^  x  Х -+ -Г -  -c

6V iiip »дп. 111 v формулалардан фойдаланиб, топамиз:

/,■ lim  =  lim  ~ * ~ '4~ =  2 lim  | 1 +  —  =  2,
1 • , V X  ► „  X  X  + - ,  }  Л '2

h lim  [/ (x) — kx] =  lim  [2 V x 2 +  4 — 2 x ]  =
Х  - у у  X - >  со

, , ( i л- - -  4 — x) ( j  x2 - f  4 + x )  0  , .  fдс2 +  4) — x z2 11 ni ----------- A - ---------- —  =  2 lim  ■ — -------=
v * j a -  -j- 4 -f- x x~> эо у x2 -f- 4 +  x

=  2 - l i m — г _4 =—  =  0.
*—oo | X2 + 4  +  X

Il ly ид mi 1\илиб, берилган функция графиги асимптотага (o fм а 
fi i i iMi i iui .ua) эга на бу асимптота у  =  2 х  тугри чизикдан иборат.

I I /  1 .1 i. p и ф. Агар
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ф унк1Ш 5тГтуликрока T a S v n Г?  Маъл*'МотлаР берилган у  ёю 
келтириладиган схема 6 v f t m i a J ИШга имкон беради. Уни к у г

О Функциянинг япии—т ‘ екширишнн тавсия этамиз:
2) Функциями узЛук?и^Ник^яС0^ СИШ! Х° тШ ' топиш; ■ ка текшириш ва узилиш нукталар

4) Функцияни \гонотонтикЬВа ДавРийлигини аниклаш;

эгилиш му^талариш/топищ КаваР‘^  ^аМда ботиклигини аницла

8) Ф ^ к Г я н Г г ФИ™ НГ асимптоталарини топиш; 
кесиб утиш нуктасини топ5ш ^ Т ^ арИНИ~ К0°РдиНа,Та Ук;ЛарИ!

М и с ол ,  f(x) =  e- "  Z u  Р ..УЛЙР МаВЖуд бУлса)‘
Берилган функция C - t t  KW\” Тулиь; текширилсин.
Бу f(y) Р-* г а ’ °° ИНТеРваЛДа аникланган ва узлуксиу 1 ( v  =  e функция учун

f ( ~ x )  =  e~<-*>' =  e -x’ = f ( x) 
булади. Демак /М  ^  а
батан симметрий булади ИКЦИЯ' Ун,Шг графиги Оу укига нис

Функциянинг биринчи R1 миз: 1 ва иккинчи тартибли .хосилаларини топа

8 - § .  Функцияни тскширишнинг умумий схемаси

/ М  -  (е~*г) ' =  е-*1. ( - 2  х) =  ~  2 хе~х’, 
f" (х) =  ( -  2 хе~хУ  =  _  2 [<Г** +  (_  2 ’}] =

=  ~ 2<?~*2(] _ 2 х2) =  2 ( 2 л2— ] ) e - * \  

нуктасинп топамизХ0СНЛаНН Н0Лга тенглаб функциянинг стационар

Г(х) =  - 2 хе~х' =  0 ^ х  =  0 

АгарЛ =  °  функцпянинг стационар нуктаси.

 ̂ (°) =  2 (2 -0  — I ) =  — 2 < 0

Да максиму№™бэСгаГбуТишини берилгаЙ ФУ«кцияни Id °Улишини аниклаймиз. Демак,

Равшанки. {/ (Х)) =  т ю  « О  “  =  1.

; 0 н укта-
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V  X <  о учун /' (х) =  _  2 .ге

V  х >  0 учун /' (Х) =  __ 2хе~х’ <  0
"2> о ,



щ иди Itm.ik, ( оо; 0) да функция усувчи, (0; - f ° ° )  д а  камаю в
чи

Фуммшншпи иккиичи тартибли хоснласини нолга тенглаб  топа
ми» ,

I" ( \) 2 (2 х~ — 1) е~х‘ =  0 =>■ 2 х~ — 1 — 0 =£’■ х — ±
/ Г

v С ( "х‘ , ------- учун  f" (х) =  2 (2 .v2 —  1) е  *' >  0,
к 2 1

/ л 1 1 - Д= , -4=') учун /"(*)=  2(2 .V2 -  1) е ~ *  < 0,
I - 1 - /

v  .V £ ( — =  , +  ОО ) учун  f  (х) = 2 (2  .V2 — \)е х’ >  0.
\ I -

Лгммк, берилган функциянинг графиги | — оо, ------ —  | ва ( — =  ,
j А т  2 /  V */2

I I орллшутарда ботик, |----- —— , —= )  ораликда цавари^ бу-
\ к 2 I 2 /

— =  ва х =  — =  нукталар  функция графигининг эги-
I 2 » 2

/мни иу^галарп. Су игра

lim  /(*)== lim е~х~ — 0.
Х -* ± .  сс Х—¥ ±  оо

1|>м.п., у  • 0 тугри чизик (Ох у^и) берилган функция графигининг 
1 1 1|мпоныл асимптотаси булади. / (х) =  е~х функция графиги 122- 
■|м iM.iдм тасвирланган.

j:;". > '  f 
§. Аникмасликларни очиш. Лопиталь цоидалари

/(О на ц(х)  функциялар (а, Ь) да  берилган булсин.
Дгар

l im  f (x)  =  О,
х-+а 

l im  g (x )  =  О
х~>а

г.\ и .1, \ долда х-+-а  да 1 ■■ иисбат|-^-| к ур ин иш да ги  аникма с -

1нь деб пталади.
Дгар

l im  f  (х) =  ос, l im g (x )= = o o
д:-*а х—ус '

GJiuii, у \олда х - * а  д а  нисбат ( — ) к у р ин иш д а г и  а н и к м а с -
S(x) \ х  /

им д е б  пталади.
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Агар
lim f (х) =  0, lim g(x) =  oo
x -+a x-+a

булса, у холда x->-a да f(x) g(x) купайтма (0• x>) куринишдаги 
аникмаслик деб аталади.

Агар
lim  f(x) =  ± эо lim g (х) =  + °°
х->а х->а

булса, у хрлда х-*-а  да /(.v) - f  g (х) йигинди (оо — оо) куринишда- 
ей аникмаслик деб аталади.

1 4 . 3 - э с л а т м а .  (0-оо)  ва (оо —  оо) куринишдаги аникмасликлар
/ 0  \ .. /  оо \ „ .  ‘I —  1 еки j— ) куринишдаги аникмасликларга келади. Масалан,

/ (х) ■ g (х) =  -Цр- ёки / (х) gr (х) == -£.<fL

g (•*) /(■*)

деб олиниши билан (0. ос) куринишдаги аникмаслик (— j  ёки ^ j

куринишдаги аникмасликка келади.
Берилган функциялар хосилаларга эга булса, улардан фойдала

ниб, аницмасликларни очиш мумкин. Бу йул билан аникмасликларни 
очиш Л  опита ль коидалари дейилади.

! 4 . 7 - т е о р е м а .  / (х) ва g (x ) функциялар (а, Ь) да аникланган 
ва узлуксиз булиб, улар куйидаги шартларни каноатлантирсин:

1) iim f(x) =  0, lim  g(x) =  0;
х->а х->а

2) (а, Ь) да чекли /' (х) ва g (х) хосилаларга эга ва g (х) Ф  0;
3) lim  — = k  (k чекли ёки чексиз).

х->а g' (х)
У холда

,• f ix )  f i x )  ,hm -L±J- =  lim  -= k
x ->a g ix) x—*a g ix)

булади.
М и с о л .  l im лимит хисоблансин.

* - . 0  x — sin x 
Юкррндаги теоремадан фойдаланиб топамиз:

1
, .  tp х  — х  , . (tg х — х)’ , . cos2 x *hm —--------=  lim  -  ---------=  lim ---- ---------------- =
x~>o x — sin  x x->o ix — sin  x) x-+o 1 — cos x 

, . 1 — COS2 X , . (1 — cos x) (1 +  cos x) ,.  1 +  COS x „=  h m -------------------- =  hm 5-------------—----------- - =  l im —1--------=  2.
X~+0 COS2 X i 1 — COS x) *->0 COS2 X ( 1 — COS x) Х-уО COS2 X

Баъзи холларда Лопиталь коидасини куллаш натижасида х-> а
Да

Г (х) 
g' ix)
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шибатнинг узи хам куринишдаги аникмаслик булиб цолади.

Aiap / '(х) ва g ' (х) юкоридаги теореманинг шартлариии цаиоатлан- 
шрса, унда

lim  O f l  =  lim
х->а g '  (х ) х-*а g '  (х)

Лулади.
М и с о л .  l im -— s‘n л лимит хисоблансин. Лопиталь коидасини

X —► О А'2
икки марта кетма-кет куллаб топамиз:

х  — sin.v .. ( х — sin xY  ,. i — cos xlim  —-------------  - lim  ----------- —lim ......  , —
x-+0 x2 x-+0 (x2) *-»0 2 x

. .  (! — cos xY  sin x .=  hm ------------ — ----- lim  ------ =  (
(2  .y)' x—>0 2

XV Б О Б . АНИКМАС ИНТЕГРАЛ

Маълумки, харакат коиунига кура харакатдагн жисмнинг тезли- 
1 пни топиш масаласи хосила тушунчасига олиб келди.

Харакатдагн жисмнинг тезлигига кура харакат крнунининг узини 
тиши масаласи эса юкорида айтилган масалага нисбатан тескари 
масала булиб, у а н и к м а с  и н т е г р а л  тушунчасига олиб келади.

1-§ .  Бошлангич функция ва аникмас интеграл

/(х) функция (а; Ь) да берилган булиб, F (х) эса шу ораликда 
ди.|н|)еренцпалланувчи функция булсин.

15. 1 - т а ъри ф.  Агар F (х) функциянинг хосиласи F' (х) берил-
.•(Ш f (х) функцияга тенг булса,

F' (х) =  / (х)
( ‘Л II

dF (х) =  / (х) dx
6ilлса, у холда F (х) функция f  (х) функциянинг бошлантч функ- 
цинси деб аталади.

М и с о л л а р .  1. f(x) =  x2 булсин. Бу функциянинг бошланшч
функцияси F(x)  =  — х3 булади, чунки

F' (х) =  ( 4 -  х3) =  4 *  • 3 х2 =  х2 =  / (х)

2. / (х) -= cos х булсин. Бу функциянинг бошлангич функцияси 
I'(\) =sinx булади, чунки

F' (х) =  (sin х)' =  cos х =  / (х ).,
Лепр f (х) функция (а; Ь) да узлуксиз булса, у холда бу функ

ции т у  ораликда бошлангич функцияга эга булади.
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f(x) функция (a; b) да берилган булиб, у шу ораликда иккита 
F (х) ва Ф(л') бошлангич функцияларга эга булсин. Таърифга биноан,

F' (х) =  / (х), Ф ' (х) — / (х)
булади. Демак,

F ' (х) =  Ф ' (х).
У холда юкорида келтирилган натижага кура F (х) ва Ф (х) функ
циялар бир-биридан узгармас сонга фарк килади:

Ф (х) =  F (х) +  С (С — const).
Демак, берилган f(x) функциянинг бошлангич функциялари чексиз 
куп булиб, улар бир-биридан узгармас сонга фар^ ^илади. Агар F (х) 
функция / (х) функциянинг бошлангич функцияси булса, унда f(x) 
нинг исталган бошлангич функцияси

F (х) -г  С (С — const)
куринишда булади.

15 . 2- таъриф.  Ушбу ифода
F (х) +  С (С — const)

шу / (х) функциянинг аникмас интеграли деб аталади ва [ / (х) dx 
каби белгиланади-.

| / (х) dx =  F (х) 4- С,
бунда [ интеграл белгиси, f(x) интеграл остидаги^функция, / (х)dx 
интеграл остидаги ифода дейилади. Демак, берилган f(x) функция
нинг аникмас интегралини топиш учун унинг бошлангич функция- 
ларидан бири F (х) ни топиб, F (х) +  С ни аниклаш етарли экан.

М и с о л л а р .  1. \ x2dx аникмас интеграл топилсин. Равшанки,

F (х) — —  х3 функция учун
3

F (x)= (y *3)' = T  • Зх2 = *2-
Демак,

[ x2dx =  Г (х) +  С =  - j  х3 +  С.

2. J cosxdx интеграл топилсин.
Хосиласи cos х га тенг булган функция sin х эканини эътибор

г а  олиб, F (x) =  sin .х булишини ани^лаймиз. Демак,

J  cos xdx =  sin х - f  С.
2 -§ . Аникмас интегралнинг хоссалари

Куйида ашщмас интегралнинг хоссаларини келтирамиз.
1°. f  (х) функция аникмас интеграли j  f(x)dx нинг дифферен

циали f(x)dx  га тенг булади:
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d [ j / (л) dx] =  / (л) d.v.
Функция дифференциалининг аникмас интеграли шу функ

ции Стлан узгармас сон йигиндисига тенг:

;t Ушбу формула уринли:

f А/ (.v) dx =  k \ / (.v) dx (k — const, кф  0).
4 ’. Ушбу формула уринли:

J  I/ (а-) ± g  (.v)] dx =  j / (x) dx ±  j g (x) dx.

Г>у хоссаларнинг исботи бевосита аникмас интеграл таърифидан 
келиб чпкади. Биз улардан бирини, масалан, 2°-хоссанинг исботини
келтирамиз.

2°- х о с с а н и н г  и с б о т и .  F (х) функция / (х) функциянинг би- 
рор бошлашич функцияси булсин. Таърифга кура

1. С о д д а  ф у н к ц и я л а р и и н г  а н и к м а с  и н т е г р а л л а р и. 
Аниало содда функциялариинг аникмас интегралларини топамиз. Бун
да бошлангич функция таърифидан хамда хосилалар жадвалидан 
фойдаланамиз.

I) / (х) =  ха булсин ( х > 0 ,  а  — ха^и^ий сон, а ф — 1).

|'d F (х) =  F (х) +  С.

(•)

J f(x)dx =  F{x) +  C (**)

Оулади. Юкоридаги (*) тенгликдан фойдаланиб топамиз:

j  / (x)dx =  J  F  (л-) dx =  j  d F (x). (*#*)

Пагмжада (**) ва (***) муносабатлардан

J dF(x) =  F(x) +  C 
булиши келиб чикади. Бу эса 2°-хоссани исботлайди.

3 -§ . Асосий интеграллар жадвали

Унда

j  / (.v) dx =  j  xa dx =  ——  +  С
a +  1

булади, чунки

I') f  (x) — — булсин (хф  0), унда
V
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булади.
2) f(x) =  ax булсин (аф  1, а > 0 ) .  У холда

j / (х) dx =  I ах dx =  —-----К С
In а

булади, чунки

— f  с )  =  —  ах In а =  а* .
In a j  In а

Хусусан, f(x) =  ex булса,

J f (х) dx =  J ех dx =  ех +  С.
3) f{x) =  sin х булсин. Унда

J /  (х) dx — j sin х dx =  — cos x - f  С
булади, чунки

(— cos x +  С)' =  — (— sin x) =  sin x.
4) f(x) — cos x булсин. У хрлда

j  / (x) dx — j  cos x dx =  sin x +  С
булади, чунки

(sin x +  С)' — cos x.

5) f{x) — —-—  булсин. Унда
cos2 x

\ f{x) dx — Г —-—  dx — tg x +  С
J  cos2 x

булади, чунки

(tg X H- C)' =  - i _ .
COS2 X

6) f(x) =  ——  булсин. У ^олда
s in 2 x

f /  (x) dx =  Г — —̂  dx =  — ctg x 4- С
J  sin2 A-

булади, чунки

(— ctg x +  C)' =  — (— - 4 — ) =  •
\ s in 2 X / s in 2 X

7) f(x) =  —— булсин. У холда
l+ x 2 -

i f  (x) dx =  Г —-—  dx =  arctg x +  С 
J  1 +  x2

булади, чунки



/1 — X*

J’ / (л)dx =  J  - -- dx =  arc sin x +  C 

булади, чунки

Ч. И н т е г р а л л а р  ж а д в а л и .  Юкорида келтирилган формула- 
Д|рпи жамлаб ушбу интеграллар жадвалини хосил ^иламиз:

1°. I xa d x = - -------VC ( а ф — \).
ос—j— 1

2°. J  — dx =  In | x | +  С (хф  0).

I a* dx =  —-----r C  ( a >  0, а ф  1),
In u

J e* dx =  e* +  C.
4°. J sin xdx =  — cos x +  C.
5°. | cos xdx == sin x +  C.

6°. (’ 1— dx — — ctg x +  C.
J1 sin2 X

7°. 1Г 1
—  dx =  tg x -f-C.

! cos2 X

8°. 1
1 dx = arc sin x +  C

\ V 1—  X2

9° .  1Г 1-  dx ==  arc tg ■x - r  C.
».j i+ *2

М и с о л  л а р .  1. ! x Y x  dx интеграл хисоблансин.
Аввало интеграл остидаги функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

1 2.

х У  х =  х ■ х 2 =  х~ .

Жадвалдаги Г-формуладан фойдаланиб топамиз:

. -  2 +' 5-
I х У х  dx =  ( х2 dx =  --------- 'г С =  — х2 +  С.

" 3 о

т
5_ 2 —

Демак, ( х / х dx =  — х2 +  С.

2°. f (.V2 +  I)2 dx интеграл хисоблансин.



Равшанки,

Унда
(х- +  I)2 =  л-4 +  2х2 +  1.

j (х- +  1У d x =  | (.V4 +  2х- +  1) dx =  j  х* dx +  2 J >rdx +

+  ! ! dx = —  X "
3

x +  С

булади. Демак,

J* (.v2 +  1)- dx =  -- .г5 -f- — x3 +  x +  С . 
5 3

3. J tg3 xdx интеграл хисоблансин.

f tg= xdx =  f  a t i  dx =  f  1 = 2 2 *  dx -  f
J  COS2 X J COS2 X J

dx

dx — j dx — tg  x —- x -f- C.

Демак,

4.

j tg2 xdx =  tg x — x —C. 

dx интеграл хисоблансин.

f ( ^ )  — - x 5) dx [ dx ■ x 5 dx

V—4+* —5 -f- I

— 4 +  1 5 4 - 1
C = ------ X ~ 3  +  -  X ~ 4

3 4
С =  - -------- -

4x4 3x3
c .

5. \ ( cos x — 2ex ----- — ) dx интеграл хисоблансин.
J  \  sin2 x /

\ f cos x — 2e? -4-----— )
j  \ s in 2 X/

dx =  I cos xdx — 2 ( ex dx +  3

=  sin x — 2ex — 3 ctg x - j-  C .

С dx  

J  s in 2 x

4- §. Интеграллаш усуллари

1Э. Узгарувчиларнн алмаштириб интеграллаш усули
Ушбу j f(x)dx интегрални хисоблаш талаб этилсин. Баъзан х узга- 

рувчини бош^а узгарувчига алмаштириш натижасида берилган интег
рал соддарок, хисоблаш учун ^улайро^ интегралга келади. 

Айтайлик,

f f(x)dx =  F(x) +  C (15.1)
булсин. Бу интегралда х =  ср(/) алмаштириш бажарайлик. (f(x), ф(0 
ва ф'(f) лар узлуксиз функциялар).
Унда

j f  (ф (0) ф' (Л dt — F (ф (/)) +  С (15.2)
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ГЛ иди Х;и\1Ч\>;п;ш хам, F '(x )= f(x )  булишини эътиборга олган 
^олди

| /' (<р (/)) +  су  =  (F  (ср ( 0 ) ) '  =  F ’ (ф ( 0 )  • Ф' ( 0  =  / (ф ( 0 )  • Ф' ( 0  

(■'. циннии топамиз. Бу эса (15.2) муносабатнинг тугрилигини билди- 
|)(1ДИ

(15.1), (15.2) тенгликлардан топамиз:

J '/ (.у) dx =  f /(ф (/)) ф' (/) dt (х =  ф (0).

Л\ и с о л  л ар . 1. J (2 +  Зл-)5 dx интеграл хисоблансин.
I >у пнтегралда 2 +  3х =  t алмаштиришни бажарамиз. Унда

2 +  3 je =  f=>.v =  ^ - ,  dx =  — dt.
3 3

П.тшжада берилган интеграл ушбу интегралга келади:

I' (2 +  Зл-)5 dv =  f  tb -1  dt =  - i  p 5 d/.

Бу интеграл эса тез хисобланади:

I' (2 +  3,r)5 dx=  -  Г thdt =  -  te +  С =  -  (2 +  За-)6 +  С.
3 tj 18 18

2. I cos2 x sin x dx интеграл хисоблансин.
Бу интегралда cos x =  t деб алмаштиришни бажарамиз.

Унда
cos2 х sin .v dx=> cos2 x(— d (cos x))=$---- 12 dt

булиб,

j cos2 x sin .v dx =  — j t2 dt =  — *— +  С =  =  cos * +  С
\J О

булади.
3. j eax dx интеграл хисоблансин.
Бу интегралда ax =  t деб оламиз. Унда

с°х dx=> е{ d{~ \=> - -  ё  dt

булиб,

сах dx =  — \ ё  dt =  — ё  +  С =  — еах +  С
а а7 J

булади.
4. \ интеграл хисоблансин.

j  sin2 X4
Бу интегралда х4 =  t деймиз. Унда

x :,dx dx4 dt
sin2 jc4 4 sin2 x4 4 sin2 t

б у л и б ,

149



J  sin2 x4 4 J  sina t 4 -  ■ 4

булади.
5. \ x  у x — 5 dx интеграл хисоблансин.
Бу интегралда У х  — 5 — t деймиз. Унда

х у х — 5 dx => (t2 +  5) id (t- - f  5) =>■ (f- 4- 5) /  ■ 2tdt =>
=>(2 1* +  10 t*)dt

булиб,

f x y rx^ 5dx= \  (2t4 +  10/2) dt — 2 — + 10 — +  С =
5 3

=  ~  (V  X — 5)5 - f  (v7 x — 5)3 -j- С.
5  3

2°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  и =  и(х), v =  v(x) 
функциялар узлуксиз и' (х) ва и' (х) хосилаларга эга булсин. Маъ
лумки,

d (и ■ v) =  udv - f  vdu.
Бу тенгликни интеграллаб топамиз:

j d (uv) =  J udv +  j vdu.

Равшанки, \ d(uv) =  u-v.  Унда

u-v  =  J udv +  j  vdu 
булади. Натижада ушбу формулага келамиз:

) udv =  u-v — ) vdu. (15.3)
Одатда бу формула булаклаб интеграллаш формуласи дейилади.

(15.3) формула j udv ни хисоблашни j vdu ни хисоблашга келти- 
ради.

М и с о л л а р .  1. J хех dx хисоблансин. Интеграл озгидаги хех dx  
ифодани udv куринишида ёзиб олишимиз керак. Агар и —х, da —е* dx  
дейилса, унда хех dx =  udv булади. (15.3) формуладан фойдаланиш 
учун du ва v ларни топишимиз керак булади:

и =  x=>du =  dx, 

dv — ех dx=> J dv =  j  ex dx=$- v =  ex 
булади. (15.3) формуладан фойдаланиб топамиз:

j хе* dx =  хе* — j ех dx =  хех — ех +  С =  ех (х —- 1) +  С.
1 5 .1 - э с л а т м а .  Агар J хех dx интегрални (15 .3) формуладан фойдаланиб -ЧИ- 

соблашда, и =  ех , xdx =  dv дейилгаида, \-нда du =  ех dx, v =  — булиб,



i\\, | i-in. }|;пиж;|д.'1 берилган интегрални хисоблаш ундан мураккаброц inner-
I щи vin пбллшгл олиб келади. Шунинг учун интеграл остндаги ифодани и па dv 
, I .......  I п,|птм;|си сифатида ёзиб олинишига алохида ахамият бериш керак.

2. I In xdx, х > 0  интеграл хисоблансин.
Ьу интегралда u = ln x ,  dv =  dx деб оламиз. Унда da =  — dx,х

г \ булади. Демак, (15.3) формулага кура
Г* 1 ГI In xdx =  х In х — \ х- — dx =  х In х — I dx=
J  *

=  x In x ■— x - f  С =  x (In x — 1) - f  C.
.4. \ cx sin xdx интеграл хисоблансин. Бу интегралда и — ех , 

sin xdx деб оламиз. Унда du =  ex dx, v =  — cos х  булиб, 
l l l i . ' l ) формулага кура берилган интеграл куйидагича булади:

J е* sin xdx= -— ех c o s x  +  J ех cos xdx.

I а  н'пгликнинг унг томонидаги интеграл I ех cos xdx га яна бу- 
, I.Iк. |.чб интеграллаш формуласини куллаймиз: и =  ех , dv =  cos xdx 
н о оламиз. Унда du =  ex dx, v =  sin x булиб,

j  ex cos xdx =  ex sin x — j ex sin xdx 

(4 /иди. Натижада, ушбу тенгликка келамиз:

I ех sin xdx =  — ех cos х +  ех sin х —• J ех sin xdx.
I • \ к'пгликдан эса

2 J ех sin xdx =  — tx cos x  +  ex sin x,
И Milt

I c* sin xdx =  — (e* sin x — ex cos x) +  С =
2

= e— (sin x — cos x) +  С

булиши келиб чикади.
1 5 . 3 - э с л а т м а .  Ушбу куринишдаги интеграллар булаклаб ин- 

ич раллаш усули ёрдамида хисобланади:

I . I х'п sin xdx, J хт  cos xdx, j  xm ex dx. 
by иитегралларда

и =  xm , dv =  sin xdx, 
dv =  cos xdx, 
dv --= ex dx

деб олиш кулайдир.
2°. J x"‘ In xdx, j x'n arc sin xdx, j x’’1 arc cos xdx, бу интег- 

ралларда
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и — In .v, dv =  xm dx,
и =  arc sin x, dv =  xm dx, 
и =  arc cos x, dv ■= xm dx 

деб ojii-ш хулайдир.
3°. J eax sin bx dx, J e°x cos bx dx.

Бу пптегралларда
и =  eax, dv =  sin bx dx, 

dv — cos bx dx
деб олиш кулайдир.

M и с о л: I =  \ —-■d " (п =  1, 2 , 3 , . . .  \ а — const) интег-
J  (х i~ я2) 

рал хисоблансин. Бу интегралда

и — ------ —̂ Lja _  dx
U2+ a2)rl

деб оламиз. Унда

du =  j - 1 ■ j dx =  ((х3 +  ar)~n )' dx =  — n (x2 +  аг)~п~1 -2xdx= 
\(х’-+а*)п J

dx,
(x2+a*)n+ l 

dv — dx => v =  A'
булади. Булаклаб интеграллаш формуласи (15.3) га кура топамиз: 

'»= j («!+».)'• _ j '*■ (“ ) Л' =
( ,54)

Бу тенгликнинг унг томонидаги

dx
(* * +  a’-)n+l

интегрални куйидагмча|ёзиб оламиз:
Г х2 , С X2 -L а 2 — а* , С ёк t ------------ _  dx =  I — :-------dx =  I ----------------
J (.v2+  а2) "г ‘ J (*2 +  а2) J (<2+ а 2)/I

Унда берилган (15.4) интеграл ушбу

‘ • = ц ^ г + '2п-, ’ - 2паЧ^
куринишга келади. Кейинги тенгликдан эса Iп 1  ни топамиз:

‘ а ■ 1 =  — -—— +  2п I — / = -----+  (2/1 — 1) I ,
( * 2- j - a 2)  п п ( х 2+ а 2) v п
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/_, 1 = ---------------- -— \r‘~—— 1 /„. (15.5)
n+1 2rm2(x2-b a2) 2 na2 "

liy рекуррент формуладан фойдаланиб, /, ни билган холда бирин- 
ксгин In, /3, . . .  ларни топиш мумкин. Равшанки, п =  1 булганда

/1 =  =  i f  J a I L  _  _L аГс tg — + C
J x2+ a 2 a J j _ V2 a a

булади. Масалан, (15.5) формуладан фойдаланиб,

/ .  =  Г —
J (-v2 +  а-)- 

in: геграл куйидагича хисобланади:

/2 = ------ ----------- {- —  / =  — 'х—------- f- —  arc tg — +  С.
2 а 2 (х2 + а 2) 2а2 1 2 а2 (х2 +  а 2) 2 а3 а

5 -§ . Содда каср ва уларни хисоблаш
Ушбу

_ Л _  В х + С  В . ^ С
х  — а ’ (х - а ) т ' x i + p x + q  (x*+px+q)m

куринишдаги касрлар содда касрлар 'деб аталади. Бунда А, В, С 
а, р, q — узгармас хакикий сонлар, т  — натурал сон, х1 +  рх -+- 
-1- q — квадрат учхад (хацикий илдизларга эга эмас).

1Э. ——  содда касрнинг аникмас интегралини хисоблаймиз: 
х — а

Г_^£_ =  л  Г = ’А In |х — а| +  С.
J  х — a  J  х — а J  х -— а

2°. - А т (tn >  1) содда касрнинг аникмас интегралини хисоб

лаймиз:

J  *  -  л  f ^  “<* — > -
=  л ( * - * г ^  + С д ---------- i ^ p  +  C.

—  m -4- 1 (1 —  m) (x  —-a )

3°. — —  содда касрнинг аникмас интегралини хисоблаш
х2 -f- рх +  q

учун аввало бу касрнинг махражида турган х2 +  рх +  q квадрат 
учхадни узгартириб ёзиб оламиз:

х2 +  рх +  q =  х2 +  2 • | х +  ( J j 2 +  q - ( j j “ =  (*  +  J  J  +  я —

- т  = (*+т)ж+^  К  = ^ - т ) ,
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у  хрлда
Вх + С dx

булади. К.ейинги интегралда узгарувчини цуйидагича алмаштирамиз: 

Равшанки,

х +  £ =/.

dx =  dt, х — t — —.
о

Натижада \ —Вх С—  dx= \ -  Вх ~ С—  dx=  Г —------—-----dt =
J x -^ p x-rq  J  / р ',2 J  /*+«8

f2 + a2 J  *2+ a2 \ 2 1 J  /2 + (I2

-  Г■ !& £ !>  +  ( c ~ ^ j  • -  — l l L  =  *  In Iz2 +  a2 1 +  
2, J Z2 + <i2 \ 2 / a J j  t \2 2

7) + а*

t

а2 Г ( с -

d(т)
!+1' Л

+ (C — ^ -  arc tg -  +  С =  In (x- +  px +  9) +
\ 2 J a a 2

Г  r
4 /  « -V ' S  I

B x -1-  С4°. -— 1— — (in >  1) содда касрнинг интегралини хисоблашда
(x2-f px-f (?)

x2 +  px +  <7 квадрат учхадни 3°- хрлдагндек ёзиб, сунг х - f  — =  t 
алмаштиришни бажарамиз.

Г « * + С  С f c + C  • f  В ( , - 2‘) +С ^J * “  J г/ . р р p. |" “  “  —f~7r- « -
[(* +  7 )  + « -  Т ]  

= Б \ ———  + (С — ^  f —   =-- -  Г ,ц г‘ " i:~' + (С—
J  (/*+«*)"* V 2 j J (/2 -}- а2)'" 2 J  ((*+ а°-)т  ^  {

_  Вр\ С <1‘ =  В . _______ 1________ , /с _  Вр\ Г dt
J J (/2 +  а2)"1 2 ( 1  -  т )  (/2 +  о2)"1-1 V 2 J J ( /-+  а2;"1'
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Бу тенгликдаги j ^  d‘ интеграл 4-§ да келтирилган рекур- 

рент формула ёрдамида хисобланади.

6 -§ . Рационал функцияларни интеграллаш
'  Ушбу

РП ( * )  =  ао +  а \х +  « 2х2 +  • ■ • +  апхп
бутун рационал функциянинг интеграли осой хисобланади: 

j  Рп (х) dx =  f [а0 +  а {х +  а2х2 +  . . . +  апхп ] dx =

Каср рационал функция
Р п  (X) а о а 1х  — а 2 х~ +  ■ • • - и а „ х п 
Qm (х) Ь0-г ЬуХ+ 62х2 +  . . . +  Ьт хт  

пи интеграллаш бирмунча мураккаб булади. »
Р (у)

Агар нотугри каср (п >  т )  булса, унинг бутун кисми аж-
Qm(x)

ратилиб бутун рационал функция ва тугри каср йигиндиси курини
шида ёзилади:

Рп Сх ) __  р  _j_ Рп 
Qm(x) Q т 1XI

У .\олда
Г Рп W J Г п ' м ,  , Г J 

J  < Ш Л “ .) Р» М *  +  .1

1 „  .  Р ' п Мбулади! Демак, юкоридаги п , ни интеграллаш тугри каср п
Ч т \ х )  ~ Ч т \ х >

ни интеграллашга келади. Тугри касрни интеграллаш учун, аввало 
бу касрларни содда касрлар йигиндиси сифатида ёзиб олинади, сунг 
уларнинг интеграллари топилади.

1-м и с о л .  куйидаги интеграл хисоблансин:
l1 xdx 

)  ( x - \ ) ( x - Z f

Бу интегрални топиш учун интеграл остидаги тугри касрни содда 
касрларнинг йигиндиси шаклида ёзиб оламиз:

х _  А , В С , D
[х— 1) (х—2 )3 х — 1 Т х  — 2 (д— 2)2 " Г  ( x - 2 f

Бу тенгликни каноатлантирувчи коэффициентларни топиш учун тенг- 
ликнинг икки томонини (.v— \)-(х— 2)3 га купайтирамиз:

Л (х -  2):) +  В (х -  1) {х -  2)2 +  С (х -  1) (х — 2) +  D {х — 1) =  х.
Ундан
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А(х3 — 6.v2 — 12х — 8) -г В (х3 — 5х2 +  8л: — 4) +  С (х2 — Зх +  2) +
+  D (х — \) =  х

тенгламага эга буламиз. Энди .г нинг бир хил даражалари олдидаги 
коэффициентларини тенглаштириб, куйидаги тенгламалар системасига 
эга буламиз:

.4 -г  В =  О,
С — 6А — ЪВ =  О,

12А +  8Б — ЗС +  D =  1,
2С — D — 8Л — 4В =  0.

Бу системани ечиб, А 
топамиз. Демак,

!, В =  1, С = ва D ларни

— 1 1
(х— 1)(х—2)3 х — \ Ос-2)* ( x - Z f

Натижа Г xdx I* dx , ‘ dx .’  dx- 
1

'\<>г1н,

т

\ Х - 1  с! - v - 2  _I ( х - 2 у

+ 2 Г dx 
J ( А - 22)3 In j л: — 1 | +  In | х — 21 + 1

х — 2 (лг—2)2

+

+ с =

=  In л-— 2

.V— 1
1 _

х — 2
1

(* -2 )3
С

булади.
2 -ми с о л. Куйидаги интеграл топилсин:

dx

J  (.Y2+1)(X2-H)
Интеграл остидаги рационал каср содда касрга куйидагича ёйи-

А х +  В , D x +  Е
(х*+1){х2+ 4)  х'--\-\ jr2 -j~ 4 

(Ах +  В) (х~ +  4) +  (Dx +  Е) (х2 +  1) =  1.

лади:

Бундан 

Демак,
(А +  D) х3 +  (В +  Е)х2 +  (4 А +  D)x +  (4 В +  £ ) = ! .

Бу тенгликдаги .г нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициент
ларини тенглаштириб

.4 +  D =  0,
4А + D  =  О,

В +  £  =  0,
4 5  +  Е =  1

системага эга буламиз. Бу системадан эса А =  0, D =  0, Б =
3

£  -- --------- келиб чикади. Шундай килиб,
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dx 1 C dx 1 l* dxi I
i x2 -4- i 3 .1J  ( * * +  1) (x 2 +  4) 2 j  x2 +  1

=  —  a rc tg x ----- — arc tg  —  +  C.
2 6 2

7 -§ . Баъзи иррационал функцияларни интеграллаш

.мУшбу

\R(х, ха, Д  . . . ) dx
а  я

куринишдаги интегралларни каранмиз. Бунда R (х, х , г ,  . . .  ) 
функция х, ха, х̂ , . . . ларнинг рационал функцияси. Бу ерда а  =

— , р =  — , . . .  рационал сонлар булиб, k уларнинг умумий мах-
'11

ражи булса, у холда х =  tk алмаштириш ёрдамида юьрридаги ин
теграл рационал функцияни интеграллашга келади.

Ушбу \ R(x, {ах +  Ь)а, (ах +  b f, . . . ) dx,
b\<* (ах  -f-

! * ( * & ■
интеграллар эса

ах-\-Ь ,ьах +  b =  tk, ------- =  г
сх +  d

алмаштиришлар ёрдамида рационал функцияни интеграллашга ке
лади. \

1 - м н с о л .  куйидаги интеграллар топилсин:

1) Г ------- ^ -------- ; 2) Г —  • 1 /  dx-
J (l + Vx)Vx J х \

3) Г ----- - ------ : 4) \ ^ — \ / l ^ d x - ,  '■
J 1^2*-3+1 J (2 -х )2 V  2 -г  х /

5 )
J  ] ^ 3+ 2

1) х — te алмаштириш бажарамиз. Бу хрлда dx =  6tbdt булади.
Демак,

f ------ d+ = Г 6/5rf' - = 6 f —  dt =  6 Г -  =
J (! - г У х ) - } лх J (1 +<*)*» J 14-t2 J

= 6 f ( i - r f ^ ) d / = : 6 j ^ - 6 j 7 ^  = 6 ^ - arctg o  +  c  = 

= 6 {'\f% — arctgy x) +  С .
x_9 2

2) t3 =  ------ алмаштиришнн бажарамиз. Бу холда х = ------  ва
х ' 1—t2

, 4/dt „dx = --------- булади. Демак,( 1 — /2)2 J

157



f  —  V х- — dx =  Г - 1 ( 1 _ / 2) t — A± — d t=  2 f  -
I X  V X  J  2 (i — /2)2 J  1

— 2 Г <8) d t  =  2 Г ——------- 2 f t f  =  l n
J  I — /г ! — /2 j 1 — /

/2

— 2/ + С

=  In 1 v ' 1 'Y 2- -  2 j  /' +  C.
J . v - 1  x - 2

3) г3 =  2x — 3 алмаштиришни бажарамиз. У  холда х =  —  (/3+ 3)
з

ва dx =  —  i2dt булади. Демак,

3
•— / 2  dt

Г rf.v f  2 3 f  Pdt 3 г / , , • I \ -j
j  ^ S ^ + i  - J  ( + 1  -  2 j T T T - T , K * ~ I + < T T j t: '  =

- т 1 ' Л ~ т 1 ‘“  +  1 7 Т Г  =  Т ' , - т '  +  | п 1 ' + | |  +  с "
2_ 1_

=  ~  (2x -  З)3 -  |-(2л -  3)3 +  In I у  2 ^ 3 +1 | -j- C.

4) Интеграл остидаги ифгда x ва у  ■ га нисбатан рацио-
2_г-

нал функциядир. Шунинг учун =  ~ алмаштиришни бажарамиз. 
Бундан

2 — 2/3 0  4/3 , — 12/2
л = --------; 2 — х = ------- dx = ------------dt

1 + /2 1+/3 О -W3)2
булади. Демак,

■ = - т  J  £  ~  * - + с  - 4 у  ( Ш  ) * + с -
5) t2 =  х2 4- 2 алмаштиришни бажарамиз. У ^олда х2 =  t2 — 2  

в a xdx =  t dt булади. Демак,

=  - а 4 С =  ( T 4 f  - 2 / 7 + 2  4 С.
О О

8 -§ . Тригонометрик функцияларни интеграллаш

I. [ R (sin .v, cos a') dx куринишдаги интегрални карайлик, бу 'ерда 
R (sin х, cos х) ифода sin х ва cos л: ларнинг рационал функцияси

1) агар cosх нинг ишораси узгариши билан R (sin х, cos х) нинг 
и ш о р аси  узгареа, унда t = s inx алмаштириш ёрдамида R (sin х, cosx) 
функция t нинг рационал функциясига келади.
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2) агар sin х нинг ишораси узгариши билан R (sin х, cosx) функ- 
ниянинг ишораси узгарса, унда t =  cos х  алмаштириш оркали 
R (sin х, cosx) функция t нинг рационал функциясига келади.

3) агар s inx,  cosx ларнинг ишоралари бир вактда узгарганда 
A?(sinx, cosx) функциянинг ишораси узгармаса, t =  igx  алмаштириш 
ёрдамида /?(sinx, cosx) функция t нинг рационал функциясига ке- 
ла дн.

4) f =  tg~~ алмаштириш ёрдамида /?(sinx, cosx) функция/ 

пинг рационал функциясига келади.

II. J  sin2" xdx, j cos2"xdx, j  sin2" x • cos "xdx 
куринишдаги интегралларни топишда

cos2 x =  -^-(1 +  cos 2x), sin'2 x =  (I —- cos 2x),

1 . 0 sin xcos x =  —  sin 2x2

формулалар ёрдамида интеграл остидаги функциянинг даражаси па- 
сайтириб борилади ва охири sin kx ва cos kx функцияларнинг то^ 
даражасига келтирилади.

III. f tg" xdx, j  ctg" xdx куринишдаги интеграллар t =  tg x ва
/ =  ctg x алмаштиришлар ёрдамида топилади.

IV. С sin ax cos bx dx, f sin ax sin bx dx, j’ cos ax cos bx dx куриниш
даги интеграллар

sin ax cos b x=  j -  [sin (a +  b)x +  sin (a — b) x], 

sin ax ■ sin bx =  [cos (a — b)x — cos (a +  b)x\, 

cos ax cos bx =  ~  [cos (a -f- b) x +  cos (a — b)xj

формулалар ёрдамида топилади.
V. У  а2 +  х2 ифодалар ^атнашган интегрални топишда мос ра

вишда х =  a tg t, х =  a sin t каби белгилашдан фойдаланиш ^улайдир.
1 - м к с о л .  Куйидаги интегралларни топинг.

1) | sin5xdx; 5) [s in 3xcos3 xdx;
2) Г sin4xcos xdx; 6) [  sin 3x sin 4xdx;

4
3) j  cos4 xdx; 7) [cos- у  x-cos3 xdx;
4) j t g 2xdx; 8) J ] A — x2’dx.

1) f sin5 xdx интеграл I турдаги интегралнинг иккинчи хили 
булгани учун аввал берилган интегрални

fsin5xdx =  Г sin4 х s in x d x =  Г(1 — cos2 х)2 sin xdx
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куринишда ёзиб олиб, кейин t — cosx деб белгиласак, берилган ин
теграл

[ sin5 xdx =  — J  (1 — f~)4t =  — J  ( 1 —- 2 t2 + t 4) dt 
куринишга келади. Демак,

j’ sin5 xdx =  — [ dt +  2 ft~dt — j- i*dt =  — t +  —  t3_
3

1 0 I------- г!5 +  С =  — cos x +  — cos3x — —  cos5 x +  С
5 3 5

булар экан.

2) j' sin4* cos xdx интегрални топиш учун i =  sin x алмаштиришни 
бажарамиз. Бу холда dt =  cos xdx булгани учун

Г sin4 х cos xdx —  f t4 dt —  —  tb +  С =  —  s jn5 _v  _ j _  q
J 5 5

булади.
3) j cos4 xdx интегрални топиш учун II коидани кулланиб, куйи- 

дагига эга буламиз:

j  cos4 xdx =  f (cos2x)-dx =  —  J  (1 - f  cos 2x)*Kx =

=  “  [ j  dx - f  J  cos 2xd (2x) +  \ cos22xdx].

Бу интеграллардан биринчи иккитаси жадвалдаги интеграллардир, 
учинчиси эса яна II кридадан фойдаланиб топилади:

j’ cos2 2 xdx — - i-  f  (1 +  cos 4x) dx — j* dx+  ~  J  cos 4x d(4x)—

— —  +  —  sin 4x - f  C.
2 8

Бу ифодани юкоридаги тенгликка куйиб, куйидагига эга буламиз:

J  cos4 xdx =  - j- (  (х +  sin 2x +  -j + y  s 'n 4xj +  С =

=  —  x +  —  sin 2x 4— -  sin 4x +  C.
8 4 32

4) ftg2xdx интегрални топиш учун III коидани цулланамиз. У 

Холда t — tgx, х =  arc ctg t ва dx — — — булади. Демак,

Г tg2xdx =  f i l i a l d t = \ d t -  f =
J J Ж 2 J i + * 2 J J i+ ^ 2

=  t — arctg t +  С =  tgx — x +  С
булар экан.

5) j  sin3 x cos3 dx =  f[sin3x cos2x cos x dx =  j  sin3 x( 1 — sin2x) cos xdx 

Энди / =  s inx алмаштиришни бажариб топамиз:
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J sin3x cos3 xdx =  \t3( 1 — t2) dt =  f t3dt — j  tb dt =

=  —  i4----- - i 6 +  C =  —  sin4 X — —  sin6* +  C.
4 6 4 6

6) j  sin 3x sin 4 xdx интегрални IV коида ёрдамида топилади:

j  sin 3x sin 4x dx =  — ■ j* [cos (3 — 4)x — cos (3 +  4) x] dx =

=  —  Г cos xdx----- — I cos 7x dx =  —  sin x — — sin 7x +  C.
2 J 2 J 2 14

7) J  cos - j -  x cos 3x dx интеграл хам IV коида ёрдамида топилади:

cos —  х cos3 xdx=  —  I cos (—  +  3 x +cos (—------3
3 2 J [  I 3 )  I 3

dx  =

13 . 5
c o s ----X +  c o s -----X

3 3

, 1 3 . 13 
dx  =  —  • —  sin —  x  +

2 13 3
, 1  3 . 5  , n  3 . 13 . 3 . 5  , n  H------—  sin —  x +  С =  —  sin —  x H------- sin — x +  C.

2 5 3 26 3 10 3

8) \ У  4 — x2dx интегрални топиш учун x =  2sin Ч алмаштириш- 

iiii бажарамиз. У .\олда dx =  4sin / cos t dt ва t =  arc sin j / " була- 
дн. Демак,

J  V  4 — x2dx =  j  V 4 — 4 sin21 ■ 4 sin t cos tdt =

8 J  У I —sin2x • sin t cos t dt =  8 J  cos21 sin t dt =

=  - 8  Гz2dz = ------ z 3 +  С =  — —  cos3x +  С --
J  3 3 _______

= -----|- cos2 ^arcsin +  С =  — ~  (]/ "  1 — f - )  +  C.

XVI Б О Б .  АНИК ИНТЕГРАЛ

Апиц интеграл математиканинг мухим тушунчаларидан бири. Бу 
•гушунчани баён этишдан аввал, унга олиб келадиган масалалардан 
бнрнпи келтирамиз.

1 -§ . Утилган йул ^акидаги м асала
Моддий нуцта тугри чизи^ буйлаб v =  v(t) тезлик билан ^ара

ка г 1\илсин. Унинг t0 моментдан Т моментгача кетган ва^тда босиб 
утгап йулини топиш талаб этилсин.

Маълумки, тезлик v узгармас булганда, утилган йул
s =  V(T — t0)

булади. Тезлик узгарувчи булганда, яъни у  ва^тнинг функцияси 
(Vj/лгаида (о = v(t)) бу формула билан моддий нуктанинг [/0'> Т\ вакт 
оралш ида босиб утган йулини ани^ хисоблаб булмайди. Утилган 
iiyjiim aiuiK,poi  ̂ ^исоблаш максадида [/„; Т] ва^т оралигини
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<0. *1. *2. • • •  . * „ ( ' о < * 1 < ' 2 <  < * п  =  Т )

нукталар ёрдамида п та булакка буламиз. Натижада [/0; Т] сегмент 
ушбу

[f0; Рр У , ■ • • . У  =  [^ - р  Л
булакларга ажратилади. Дар бир [t# fft+1] (k ==0, 1, 2, . . .  , п— 1) 
булакда l k нукта олиб, сунг шу [tk\ fft+1] да нуктанинг тезлиги уз
гармас v(lk) булсин деб утилган йулни v(lk) (tk+l —- (k) =  v (£fe) • Atk 
булишини топамиз. Бу албатта, {tk\ tk , j] пакт оралигида утилган 
йулни та^рибан ифодалайди. Унда [/0, 7’] ва^т оралигида утилган 
йул S «  о (У  Д/0 +  o(gj) Д#!+ ■ • . + к ( у д ^ +  • • • + и (^ _ !) А ^ _ !=

п— 1

=  V  w(£fe)Atk булади. Бунда У, йигинди (сумма) белгиси. Энди
fc=0 ik [tk\ tk+1] (k =  0, 1, 2, . . .  , n — 1) сегментлар узунликлари m k =

=  4 +i — tk нинг энг каттасини Я(А, =  т а х (  А/0, А/,, . . . , А/„_1})
дейлик. Унда Я нолга интилганда (яъни [/0; Т] сегментнинг булаклар-

п —\

га булиниши сони п чексизга интилганда) "У y(|fe) Atk йигинди мод-
fc=0

дий нуктанинг |/0; Т] вакт оралигида босиб утган йулини ифодалай-
п—1

ди. Демак, утилган s йул Я->-0 да ^  v (|fe)Atk й и р и н д и н и н г  ЛИМИТИ-

^ О
дан иборат булар экан. Умуман, куп масалаларнинг ечими юкори- 
даги йириндиларнинг лимитини топиш билан хал цилинади. Бу аник 
интеграл тушунчасига олиб келади.

2- §. Интеграл й и р и н д и

f(x) функция [а\ Ь] сегментда берилган булсин. Бу [а, Ь] сег- 
ментни

х0, xv х2, . . .  , хп (а =  х0 <  х , <  х2 <  . . .  <  хп =  Ь) 
нукталар ёрдамида п та булакка буламиз:

\х о> x i]>  [ x v  х г ] ’ ■ ■ ■ ’ [* > 1—р  х п \

Хар бир [ xfe; %]_]] (k — 0, 1, 2, . . .  , п — 1) булакчада ихтиёрий 
£ [ xk' xk+\\) нуктани оламиз. Сунг функциянинг шу ну^тада- 

ги киймати / ( lfe) ни Axfe =  хк , у— xk га купайтириб, куйидаги йигин- 
дини тузамиз:

V / (y A x ft =  m 0)Ax0 +  fa ,)Ax, +  . . . + / (У А х ,г - f  

+  ■ •• + / (?„_ ,) Ax,
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by йигинди f(x) нинг [a; b] сегмент буйича интеграл йигиндиси 
дейилади ва о оркали белгилаиади:

а  =  2 / & )Д * * .
к= О

А\асалан, f(x) =  х~ функциянинг [а; /;] сегментдаги интеграл mifhh- 
диси (юкоридаги булинишга нисбатан)

°  =  n̂ f ( h ) Axk =  2  
fc=0 fe=0

булади.

3 -§ . Аник; интеграл таърифи

/(.х) функция [а; £>] сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. 
Ьу (функциянинг интеграл йигиндиси

а =  ^  /(У  Axk 
k=0

ни тузамиз. Масала Я -»-0 да шу йигиндининг лимитини топишдан 
иборат.

f(x) функция [а; Ь] сегментда Вейерштрасс теоремасига асосан 
жтараланган булади, яъни

/ п < / ( х ) < М  ( V x £ [ a ,  6]).

|а; b} сегментни х0, xv . . . , хп {а =  х0 <  хх <  . . .  <  хп =  Ь) 
нуцталар ёрдамида п та булакка буламиз. Унда f(x) функция . а̂р 
г>ир |.v,;, хА;+)] сегментда (/е =  0, 1 , 2 ,  . . .  , п — 1) хам чегаралан- 
I; 111 булади. Демак,

т к =  inf { /(.г)) х£[хк, хк+]],
M ft=sup {/(*)}* х£[хк, xk+1] 

м. мок уд булади. Равшанки,
mk <  Mk (6 =  0, 1 , 2 ,  . . .  , п — 1).

Ьу т к ва Мк (к =  0, 1, 2, . . .  , п — 1) ёрдамида куйидаги йигин
ди,плрпн тузамиз:

\| гпиА *0 +  т А Х1 +  • • • +  miAXk +  ■ • • +  т п -А Хгг-\ =
п—1

=  V  т кАхк,
k=Q

♦ up (/ (* )] —- (/(*)} туплам юк,ори чегараларининг энг кичиги.
Ill I (/(Л-)) — (/ (^ )) туплам куйи чегарасининг энг каттаси.
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S n — M0Да'0 +  M lAxl +  . . . +  MkAxk +  . . . +  Л̂ п_,Дх„_1 =
n—1

=  у , м кАхк.
*=0

Равшанки,
s <  5  .__П ^  t l

%, £ [xk xk+x] учун m/;<  f  (lk) <  Mk булади. Бу тенгсизликларни Ахк 
га купайтириб, хосил булган тенгсизликларни k нинг барча киймат
лари (6 =  0, 1 , 2 ,  . . .  , п — 1) буйича ёзиб, сунг уларни хадлаб 
кушиб топамиз:

V  щкАхк <  V  f(lk)А хк <  V  МкАхк. 
к= 0 ft=0 k=0 

Демак, _ ^
sn <  а <  S n .

Курсатиш мумкинки,

m-(b — а) <  sn <  S n <; M-(b — а)
ва

S„ >  S п+1 >  S n+2 >  . . .  £« < i„ + i <  in +2 <

булади. Демак, Sn кетма-кетлик чегараланган ва камаювчи, sn кет
ма-кетлик эса чегараланган ва усувчи булади. Монотон кетма-кет- 
ликнинг лимита мавжудлиги ^акидаги теоремага мувофи^ S n ва 
sn кетма-кетликлар чекли лимитга эга булади. Биз уларни мос ра
вишда 7 ва I оркали белгилайлик:

limS„=7, Пт =  L

Энди бу 7 ва / сонларнинг тенглигини курсатамиз. Шу максад- 
д а/  — / айирмани караймиз. Уни куйидагича ёзиш мумкин:

п—1
7 — / =  lim S„ — lim s„ =  lim ^  М Л хь —

— n X—>o x-o R *
П—  1 t l —  1

lim V  mkAxk =  lim V  (Mk -  mk) Axk.
/.—>(] A.—k( I^ ° k =0 я_>%=о

Демак,
П— 1

7 lim V  (Mk — mk)Axk.-  ( 16. 1)
Л U k—0

f(x) функция [a, b\ сегментда узлуксиз. Кантор теоремасига кура, 
у  шу сегментда текис узлуксиз булади. Унда V e > 0  сон олинганда
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vim шундай 6 > 0  топиладики, X <  8 булган [а\ Ь\ ораликнинг хар 
Гшр \хк, xk] j| булагнда Мк— mk <  е булишини топамиз. Унда

V  (Mk — mk)Axk <  V  eAxk =  е V  Ахк =  е(Ь — а) 
к= о *= о  *= о

Лулиб,
л - 1

lim  V  (Мк — т к)Ахк =  0 (16.2)
fc=0

г>улади. (16.1) ва 16.2) муносабатлардан

7= /
Пулшпи келиб чикади. У ларни 1 билан белгилайлик: / =  7 =  L 

Шундай ^илиб,

lim  S  =  lim  s„ =  /. 
я->о л->о -

\Ч> доим

fit'll аии учун интеграл йигинди о хам А. — 0 да шу I сонга инти- 
Л(1Ди:

]im  о =  I.
>.->о

Дсмак, fix) функция [а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз 
r.V- n .1, у .холда бу функциянинг интеграл йигиндиси

° =
к—0

t > 0 да чекли 1 сонга интилар экан:
l i m a  =  /.
а,—о

Н> I- т а ъ р и ф .  Х—>0 да f(x) функция интеграл йигиндиси о 
пип- чп\ ш лимити шу f(x) функциянинг анщ интеграли дейилади ва

j  / (x)dx (16.3)
а

hniiii fn-1, и ишади" Демак,
b п—1

1 f(x)dx — lim cr =*lim 'S f { tk)Axk.
и k=0

14i \- Ши I (л) функция \а,Ь]да интегралланувчи дейилади. a—инте- 
r / .k i/di//, i\i/ни чегириси, b—интегралнинг юцори чегараси, f{x) инте- 
P 1>ч i 11 linn hi, и функция, f (x) dx интеграл остидаги ифеда дейилади.



М и с о л .  /— | xdx интеграл топилсин.
о

Бу интеграл остидаги f(x) =  x функция [0; 1] сегментда узлук

сиз. Демак, функциянинг интеграли f xdx мавжуд. Таърифга кура
о

I  л - 1

lim
*.->0 ;

f xdx =  lim  у  f(lk) hxk (f(x) =  x)
k=Q

булади. Юкоридаги интеграл йигиндини куйидагича тузамиз:
1) [0; 1] сегментни

о JL _L _1
п п п

п
п

нукталар ёрдамида л та тенг булакка буламиз;

0 ;
1 '

>
l

»
2 Г ь  . f t - f  11 Гп — 1 n

. Л . A2 n я  Я . n n

Бу холда Axk = к 4- 1
п п

k + l

—  булади. 
п

2) Хар бир ; —
| п п

(k =  0, 1, 2, . . .  , п — 1) булакда

ну^та сифатида 1 ни оламиз. ( 1V Берилган f ( x ) —x
п \ К п ]

функциянинг бу ну^тадаги киймати

(* =  0, 1, 2 .............. л - 1 )

булади.
f(x )= x  функциянинг [0; 1] даги интеграл йигиндиси куйидагича 

булишини топамиз:
П—1 п—-1

ft=О к—О
=  — (1 +  2 +  3 +  . . . +  л) =  —  • nfnt J j  

«2v '  n* 2
Демак,

Шундай ^илиб,

о

1Г*
1 xdx — lim 
J

( n - > ° 0 )

1+ —tl



1 6 . 1 - э с ла тма .  / (х) функция (я; Ь\ сегментда аникланган булиб, 
у шу сегментда интегралланувчи булсин. Унда

Ь а а
j  / (х) dx — — | f(x) dx, | / (x) dx =  0 (16.4)
a b a

деб цараймиз.
16 .2-эс л а т м а .  Агар f  (х) функция [а; Ь] сегментнинг чекли сон- 

даги нукталарида узилишга (сакрашга) эга булиб, колган барча нук
таларида узлуксиз булса, функция [о; Ь] сегментда интегралланувчи 
булади.

4 -§ .  Аниц интегралнинг хоссалари
/ (л) функция [а; Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз булсин.

Унинг аник интеграли j  f  (х) dx хар доим мавжуд. Ушбу

ь
1° . j  cf (х) dx =  с J  / (x) dx (с =  const) формула уринли.

a a

И с б о т .  Таърифга кура

С / (x) dx =  1 im У  f  {lk) Axk.
a M

c ■ f  (x) функциянинг интеграл йигиндиси

У  cf ( У  A xk
к= О

булади. Равшанки,

V  Cf  ( У  Axk= c  V / ( y  A xk.
Ar=0 k=0

Бу тенгликда /. 0 да лимитга утиб, 
b ь

cf (х) dx =  с j / (х) dx
а а

булишини топамиз.
2°. Агар f (,v) билан бирга g (х) функция хам [а; Ь] сегментда 

узлуксиз булса, у  холда
ъ ъ ь

j  [/ (*) -  S  M l dx =  / (х) dx ± j ' g  (x) dx
a a a

булади.
И с б о т .  Таърифга кура



булади. f  (х)± g (х) функциянинг [а\ Ь] сегментдаги интеграл йигин
диси

(У  ± g  (?*)] д  xk
k=0

булади. Равшанки,

2  I/ (У ±* (UI дх» = 2 1 (У А*. ± 2  * (У 
fc=0 *=0 k=0

Бу тенгликда Я -> 0 да лимитга угиб топамиз:
ь ь ь
j  [/ (х) ± g M l d x =  j  f  (x) dx±  j  g (x) dx.
a  a  a

Аниц интегралнинг кейинги бир нечта хоссасини исботсиз келти
рамиз.

3°. Агар [а; Ъ] сегмент иккита [а\ с] ва [с; Ь\ (а <  с <  Ь) сег- 
ментлардан иборат булса, у  ^олда

Ь с  Ь
J  [ (х) dx =  f / (х) dx +  j  f  (x) dx
a  a  c

булади.
4°. Агар f  (x) функция учун V  х£ [a; b] да f  (x) >  0 булса, 

у  холда
ь
J  / (x) dx >  0
a

булади.
5°. Агар f  (x) ва g (x) функциялар учун Y  x£[a; b] да f  (x)<,g (x) 

булса, у  х;олда
ь ь
| f  (x) j" g (x) dx (16.5)
a  a

булади.u
6°. У р т а  ц и й м а т  х а ^ и д а г и  т е о р е м а .  Агар f  (х) функция 

[а; Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у холда а ва Ъ ора- 
сида шундай £ {а <  I <  Ь) нукта топиладики, 

ь
j  / (х) dx =  f  (?) (b — a) (16.6)
а

булади.



И с б о т .  Теореманинг шартидаи / (х) функциянинг [а; Ь] сегментда 
чегараланганлиги келиб чикади:

m < : f ( x ) ^ M  (Y  х£[а\ b]).
Лни^ интегралнинг юкорида келтирилган хоссаларидан фойдаланиб 
тонами з:

Ь Ь b ь
т  <  / (х) <  М =>-  ̂ tndx <  \ f  (х) dx <  j  тШх => m j" dx <

ft
j- / (x) dx <  Af j  dx => m (b — a) <  | / (x) dx <  Л4 (b — a)

a a a
b n—1 «—1

I чунки, f dx =  lim  У  1 -Axk =  lim  "V Axfe= l i m (b—a)=(b—a) ).
I i  i s ,  ^ 0 S  x- °  /

Демак,
b

m {b — a) <   ̂ / (x) d x <  M (b — a).
a

I >y тенгсизликларни b — a га булсак, унда ушбу
ft
J  f (*) d*

b — a

тенгсизлик хосил булади. Яна f  (х) функциянинг [а\ b] сегментда 
узлуксиз булганлигидан, а ва b орасида шундай £ (а <  £ <  6) топи- 
ладики,

ь
J / (*) d*
Ц --------- =  / (?)b — a

булади. Бу тенгликдан эса

j  f (x) dx =  f  (I) 0b — a)

булиши келиб чикади.
7°. f (x) функция [a ; Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булсин. 

Равшанки, бу функция [а, х] (а<х<Ь) да хам узлуксиз булади. Д емак,

р < о i t

манжуд. Лгар [а; 6] сегментдан олинган хар бир х га J / (/) dt ни
а

мос цуйсак:
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*
F : x -> J  f  (t) dt

a

F (*) =  | /  (t)dt.  (16.7)
а

Бу F (х) функциянинг хосиласи берилган / (х) га тенг булади: F' (х)=
— f  (х). Шуни курсатамиз. Аргумент х га А х  орттирма бериб, F (х) 
функциянинг мос орттирмасини топамиз:

х+Д х х
F (х-+ Ах) — F (х) =  j  / (/) d t— ( '/  (0 dt.

a a

Аниц интегралнинг 3°- хоссасига кура
* + Д *  х jc-J- А х

j  / (/) dt =  j  / (t) d t+  j  / (0 dt
a a x

булади. Унда
x лг+д x x

F (x +  A x) — F (x) =  J  / (t) dt +  | f  (t) dt — j  / (t) dt =
a x a

* + A  x 

=  j  / (0 dt 
X

булади. Демак,
я+Д x

f  (х +  Дх) — F (x) =  f / (t) dt.
X

д:+Д x
Бу тенгликнинг унг томонидаги j' / (/) dt интегралга урта кий-

х
мат х^кидаги теоремани кулласак,

j  / (0 dt =  f  (?) (* +  А х — х) =  / (I) Д х
X

( ?£(х ,  х +  Ах)) булади ва натижада F (х) функция орттирмаси учун 
ушбу

F ( х - f  А х) — F (х) =  / (?) А х  ( ? £ (х, х +  Ах)) 
тенгликка келамиз. Бу тенгликдан эса

F ( t  +  A » ) - f ( i )  = / ( ? )  (16.8)
Д х

F (х +  А х) — F (х)

А х

унда функция хосил булади. Уни F (х) оркали белгилайлик:

булиши келиб чикади. М аълумки, А х ->  О да
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mu б.тпшнг лимити F' (х) булади (хосила таърифиии эсланг):
. .  F (х +  Д х) — F (х) п/ / \Jim —5-----------------— =  F (х)
д  Х-+0 А д:

А\ - 0 да с Q (х, х +  Ах) булганлиги сабабли £-*-х. Берилишига 
кура f  (х) функция узлуксиз. Демак, 1-+-Х да

/ ( s w  w .

К )|\,оридаги (16.8) тенгликда А х —>-0 да лимитга угиб,
, .  F (х +  Л х) — F (х) , .  -lim  --------!------------- — =  lim / (t)

Д х-*0 & X Д х -*0

ушбу
F' (х) =  f  (х)

тонгликка келамиз. Демак,

F (X) =  j  /  (/) dt
а

функциянинг хосиласи интеграл остидаги функциянинг х нуктадаги 
Хнймати / (х) га тенг булар экан:

Г  (J  f w dt) = f M-
Бу узлуксиз функциялар учун хар доим бошлангич функция мавжуд 
булишини билдиради.

5- §. Аних интегралларни хисоблаш

Г . А н и х  и н т е г р а л н и  т а ъ р и ф г а  к у р а  х и с ° б л а ш .  
Маълумки,

f / (х) d x =  lim  V / ( y  Axk.
a kto

Демак, 0 (A, =  шах {A xk}) да 
k

a = 2 f  ^ k) A Xk
k=0

йигиндишшг лимитини топиш билан берилган / (х) функциянинг аних 
ь

интеграли j  / (х) dx ни хисоблаш мумкин.
а

Ъ
М и с о л .  j  s inxdx интеграл хисоблансин. Бу интеграл учун ин-

а
теграл йигинди а  ни тузамиз. [а\ Ь] сегментни ушбу
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. 6 — a . n b — a . , b — a a, a +  ------- , a +  2 ———, . . a +  k -------- , . . . ,
n n n

a + t i b — a

нукталар ёрдамида n та тенг булакка булиб, хар бир

Гa + k  А — a +  (k +  \) — -
п п

(/е =  0, 1 , 2 , . .  ., п -  1)

булакда £к нуктани
Ь —'аlk =  a +  { k +  1 ) ^ —^ (х =  0, 1, 2, . .  ., п — ])

деб оламиз. Берилган' функциянинг интеграл йигиндисини тузамиз:

2  f  А ** =  
k=0

п — 1 п —  I

■2й=0
sin я +  (& +  1)

b — а b — а b — а ’ sin
*=о

о. +  (к -f-1)
Ь—а

Маълумки,
2 sin a  sin (5 =  cos (а — р) — cos (сс +  Р).

Бу формуладан фойдаланиб топамиз: sin

2 sin
b — а 

2 п

2 sin -— --s in
2 п

а +  (k +  1) b — а

Я +  {к +  1)
b — а

1
b — а

2 s i n ----------
2п

{ « * [ » + ( * + j )  [ a + ( * + f )  V ] } -

У холда
Л — 1

k=0

Ь — а 

п

а  =  Ъ—~-  ^  sin  |а +  (к +  1) =

П—1

Sk=0 2 sin
cos

—  COS a  +  I k +
3 \ b — a b — a

n b ■
2 s in - [

cos a + 1  b~ a  ̂
2 n J

2n
/ , 3 6  — a\ . / . 3 6  — a\ / . 5 6  — a\ .— cos a  4-------------+  cos a  H—  -—— — cos a  4----------------+
V 2 n ) \ 2 n )  V 2 n ]

+  . . +  c o s ( a  +  ( n - i )  ^ _ c o s ( a + ( n +  i )  b-= f =
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b — a
2n Г / , I b — a
b — a

sin

[ c o s ( a + i ‘ _ « ) _ c ° s ( i ,  +  i  i — »)

2 tl

булади. Бу тенгликда X =  - — - - > 0  да лимигга утиб топамиз: 
Ь — а

, .  2 пI im а  =  Jim
?.->о . Ь — а 

sin

, . 1 Ь — а cos а  +  —
2 п

2 п
=  cos а — cos Ь

( бунда lim =  1 ва у  =  cosx функциянинг узлуксизлигидан фой- 
\ а-*0 а
даландик). Демак,

ъ
j  s inx dx =  cosa — cos&.
a

2°. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  / (x) функция [a, fr] 
сегментда берилган ва узлуксиз булсин. Бундай f  (х) функция уш бу 
бошлангич

F (*) =  J  f  (0 dt
а

функцияга эга. Маълумки, f  (х) функциянинг ихтиёрий бошлангич 
Ф  (х) функцияси берилган бошлангич F (х) функциядан узгармас 
цушилувчига фар^ ^илар эди (^аралсин, 15- боб, 1-§)

Ф (х) =  F (х) +  С (С — узгармас сон).
Демак,

X
Ф (х) =  j  / (0 dt +  С.

а
Бу тенгликда, х =  а да

а
Ф (a) =  j  f  (0 dt +  С =  С, (16.9)

а
х =  b да ъ

ф (b) =  j  / (t) dt +  C (16.10)
а

булишини топамиз. Натижада (16.9) ва (16.10) тенгликлардан 
ь
 ̂ f  (х) dx =  Q) (Ь) — Ф (а) (16.11)

а
булиши келиб чикади. Бу Ньютон—Лейбниц формуласи дейилади.
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fr

а
каби ёзилади. Демак, 

ь
( / (х) dx =  Ф (Ь) — Ф (а) =  Ф (х) I*
J I п .

(16.11) тенгликнинг унг томонидан Ф  (Ь) — Ф (а) айирмани Ф  (а) I

Ньютон — Лейбниц формуласи ёрдамида J  / (х) dx ани^ интеграллар
а

куйидагича хисобланади:
Аввало / (а) функциянинг аникмас интеграли

J / (a) dx

топилади. Айтайлик, бу интеграл топилиб, Ф (а) га тенг булсин:
J f  М  d x  =  Ф (а).

Сунг бу функциянинг а ва b ну^талардаги кийматлари хисобланиб,
Ф  (b) — Ф (а) айирма топилади. Бу киймат Ньютон — Лейбниц фор- 

ь
муласига кура J  / (х) dx интегралнинг ^иймати булади.

а
я /2

М и с о л л а р. 1. j" cosa dx интеграл хисоблансин.

з х функциянинг аних

J  cos xdx  =  sinA +  С.

Аввало бу / (a ) = c o s a  функциянинг аникмас интегралини хисоб
лаймиз:

Демак,
Ф (а) =  sinA . 

Ньютон — Лейбниц формуласига кура
я/2

C O SA'dA=sin А
я/2 л=  s in ------- sin 0 =  1.
о 2

е
Г* dx

2. \ у —~ г .  интеграл хисоблансин.

1
Бу / (а) =  ■ — функциянинг аникмас интеграли

т/ 3 4 -  х



(3 +  * Г “Ь С — 2  У  3 х С
\_
2

оулади. Ньютон— Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз:

6 *
=  2 - У З + х

1

a V3

/ з  +  х

=  2 (3 — 2) =  2.

=  2 (К З  +  6 - К З + 1 )

3. \ ———  интеграл хисоблансин.
J а* +  *2
а

Равшанки,

Унда

=  — arctg — +  C.

dx 1 . x =  — arctg
a

_1_
a

булади.

4.

a 2 +  л-2 a  a

( arctg У 3 — arctg 1

=  -  I arctg -  arctg -  =
a \ a a

\ 1 / я я \ п

/  а ( з 4 / 12 а

 ̂ xe x* dx интеграл хисоблансин.
о

Бу интеграл куйидагича хисобланади:
1

Л-е- * 2 d x =  Г <T*‘ . f - l \  d ( - Х - )  =  - ± \ е ~  d  ( - х 2) =
-хг

, е
2 / 2 J

° = _ ! с-*' ' (e- . - e. ) _ _ i ( i - A  = i f i _ l
2 о 2 2 \е ) 2 \ е

6-§ . Аник, интегрални ^исоблаш усуллари

Г . Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  Айтайлик, и =  и (х )  
ва v =  v (х) функциялар [а; Ь] сегментда ани^ланган, узлуксиз и' (х) 
ва v' (х) хосилаларга эга булсин. Равшанки,

[и (х) v (х)]' =  и' (х) v (х) +  и (х) v' (х).

Демак, и (х) v (х) функция и' (х) v (х) +  и (х) и' (х) функциянинг 
бошлангич функцияси. Ньютон — Лейбниц формуласига биноан
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а

булади. Агар
ь ь ь
f [и (х) v (х)+и (х) v' (х)] dx =  j  и (х) и (х) dx +  J и (х) v' (х) dx —

а  а а
Ъ Ъ

=  j  v (х) du (х) -f J  и (х) dv (х)
а а

булишини эътиборга олсак, у  холда 
b ь
j” v (х) du (х) +  f и (х) dv (х) =  [и (х) v (х)]£

а а

булиб, бундан эса
ь ь
j  и (х) dv (х) =  [и (х) v (х)]ьа — | v (х) du (х) (16.12)
а а

булиши келиб чи^ади. Бу тенглик аниц интегрални булаклаб ин
теграллаш формуласи дейилади.

{{и (х) v(x)  + и (х) V' (х)] dx =  (и (х) V (х))ьа

М и с ол .  Ушбу j" х In xdx интеграл хисоблансин.

Бу интегрални ^исоблашда (16.12)  формуладан фойдаланамиз.
1 X2и =  lnx, dv =  xdx деб топамиз: du =  — dx, v =  — . Унда (16.12)
х 2

формулага кура

( xln xdx =  — lnx I — Г — • — dx =  —  In x — — Г xdx —
.) 2 \e J  2 x 2 2 J
е е  e

=  ~  |e4 lne2 —  e2 lne —  ^  J J =  ~  |2e4 —  e2 -----2~ ] =

=  |  (3e2 —  1) e2

булади. Демак,
e2
j* xlnxdx =  ~  (3e2 — 1) e2.

e

2°. У  з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и .  / (х) функция 
[а; Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булсин. Ушбу

ь
j" / (х) dx
а
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интегрални хисоблаш талаб этилсин. Бу интегралда х =  <р (/) деймил. 
i|> (/) функция куйидаги шартларни ^аноатлантирсин:

1) ф (/) функция [а ; Р] сегментда аницланган ва узлуксиз;
2) Ф (а) =  а, ф (Р) =  Ь\
3) ф (t) функция [а; pj сегментда узлуксиз ф' (/) хосилага эга бул- 

пш. У холда
ь р
j  / (х) d x =  / (Ф (0) ф' (0 dt 
а  сс

булади.
М и с о л .  Ушбу интеграл хисоблансин:

я/з
COSX ,------  dx.fJ  sina X

Jt/2

jy интегралда s inx =  / деб оламиз. Натижада cos xdx — dt ни ва
л/з

1  УЛ-
2 ’  2

/ узгарувчи
г со̂ дг

да узгаришини топамиз. Демак, I -7—  dx =
sin3*

Я / 2

Х 3 / 2  м  Г /2  , - 3 + 1  ,  ^ 3 / 2

=  г 3 dt =  1

1/2  1/2
-3 + 1  11/2 2/2

1 .4\ — __ L , ~ 8 4

1/2

2 \ 3 ) 2 3 3

7-§ . Аник интегралларни такрибий ^исоблаш

f  (х) функция мураккаб булса (табиийки, унинг бошлангич функ
циясини топиш хийин булади), унда берилган функциянинг интег- 
ралини такрибий хисоблашга тугри келади.

1°. Т у г р и  т у р т б у р ч а к  л ар ф о р м у л а с и .  / (х) функция [а; Ь] 
сегментда берилган ва узлуксиз булсин. Бу функциянинг ани^ интег
рали

ь
j  / (х) dx
а

ни такрибий ифодаловчи формулани келтирамиз.
[а\ Ь] сегментни

х0 =  а <  х, <  х2 <  . . . <  хп_ х <  хп =  Ь 

нукталар ёрдамида п та тенг булакка буламиз. Равшанки, бу ^олда 

A xk =  xk+l — xft =  =  «  +  k (k =  0, 1 , 2 ,  . . ., и)

булади. Берилган / (х) функциянинг xfe нуктадаги ^иймати / (х;.) ни 
хисоблаб, f  (х) нинг [xk\ xk+l\ сегмент буйича ани^ интегралини 1̂ уйи- 
дагиЧа
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xk+l
\ f  (x) d x w f  (xk) A xk = f  (xk) b- ^
J  ti
xk

такрибий ифодалаймиз. Бундай такрибий формулани хар бир [х^; xft. |

(k =  0, 1 , 2 ,  . . t i — 1) сегментга нисбатан ёзиб, сунг уларни а̂Д« 
лаб кушиб топамиз:

J  f  (х) d x  «  f  (л-0)
а

j / (л) d x  «  f  (.Vi) — а ,
J  п
X i  

ха
Г / (х) d x  ж  / (я2) Ь- ^ ,
J  П
х2

Ь |

J  / (х) dx  «  f  (xn_j) .
•*71—1

1̂ Ь
| / (х) dx +  | / (х) dx  +  j  / (х) d x  +  . . . +  j ‘ f  (x) dx  »
a  Xi  X,  x n _ i

~  ~ I/ (xo) +  / (A'l) +  / (*2) +•■■+/ (xn_i)J-
Демак,
b

f  / (X) d x  =  h~ ^  [ f  (*o) +  / (xx) +  f  (x2) +  . . . +  / (x„ -  1)] -
a

n— 1

/(Xfe)- (1 (Ш )
k=0

Бу (16.13) формула турри туртбурчаклар формуласи дейилади.
2°. Т р а п е ц и я л а р  ф о р м у л а с и .  [а; 6] сегмеитни юкоридаги* 

дек п та тенг булакка булиб, f  (х) функциянинг [хк\ хк+1 ] сегмент 
буйича олинган ашщ интегралини куйидагича

f  / м л »  1 2 t 2 ± L ! 5 ± ! l  д  
J  2 * 2 ,i
Xk
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*«■ |Hifni(i ифодалаймиз. Бундай такрибий форму лани хар бир [хк\ х;,+11 
| 0 , 1, 2 , . . п — 1) сегментга нисбатан ёзиб, сунг уларни хад- 
iitii 1\уншб топамиз:

/ (х) dx +  j1 / (х) +  j ' / (х) dx +  . . . +  J  / (х) dx «
Xl Хг xn_\

* " —  [(/ W  +  / (-V,)) +  (/ (Xi) +  / (%))■+ (/ (*2) +  / W )  +tl

. . +  (/ (•*„_,) +  / (%„))] =  ^  [/ (X0) + 2  / (x,) +  2/ (X2)4 - 

+  • • • +  2/ (x„_,) +  / (x„)].

Hi si,ik,
b

f  / (x) dx «  [/ (x0) +  2/ (xx) +  2/ (x2) +
a

+  . . . + 2  / (x „ _ ,)+ / (x „ ) ] . (16,14)

I.', (Ill II) формула трапециялар формуласи деб аталади.
I" 11 а р а б о л а л а р  ( С и м п с о н )  ф о р м у л а с и .  / (х) функция 

|ii, /(| птмснтда берилган ва узлуксиз булсин. [а; Ь] сегментни
х0 =  а <  х, <  х2 <  . . . <  х2п_2 <  х2п_, <  х2п =  Ь

|iyi\м ир ёрдамида 2п та тенг булакка буламиз. / (х) функциянинг 
! ’ ,»• I сегмент буйича аник интегралини куйидагича

*2к 1-2
| / (х) dx «  [f (x2k) +  4/ (x2fc+1) +  / (x2fc+2)]
*'1к

ИИ'рпГшн ифодалаймиз. Бундай такрибий формулаларни ^ар бир 
| . у ,к , ,  | (It =  0, 1, 2, . . ., п — 1) сегментга нисбатан ёзиб, сунг
у мрпи \адлаб i-̂ ухлиб топамиз:

X, X, х2п
\ I (v) dx -\- I" / (х) dx +  j  / (х) dx +  . . . +  j  f  (x) dx «
• « Хг x \ X2n—2

К/ (vo) +  4 / (xt) +  f  (x2)) +  (/ (x2) +  4/ (x3) +  f  (x4)) +
i hi

I </ (XJ  ‘4  W  +  / (xe)) +  •■• +  (/ (x2n_2) +  4/ (x2n_ j) +

I I ( v ,,))I -̂7 — К/ W  +  / (*2«)) +  4 (/ (xx) +  / (x3) +  / (x5) +()П
+  . . .  +  / (x:n_ ])) +  2 (/ (x2) +  f  (x4) +  / (x6) +

+  . . .  +  / (x2n_2) ) ] .
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Демак,
ь

j  f  (x) dx «  b̂ = ±  [(/ (x0) +  f  (X2n)) +  4 {f (Xl) +  f  (x3) +  . . . +

+  f  (x2„ _ 1)) +  2 (/ (x2) +  f  (x4) +  . . .  +  / (x2„_2))]. (16 .1 (1) 

Бу (16.15) формула параболалар (Симпсон) формуласи дейилади.

М и с о л .  | е~*г dx аищ  интеграл такрибий хисоблансин.
о

[0; 1]сегментни ушбу х0= 0 , х ^ О .2 , %а =  0,4, х3 =  0,6, х4= 0 ,8 , 
х5 =  1,0 иукталар ёрдамида 5 та тенг булакка буламиз. Сунг 
/ (х) =  ё~х функциянинг шу ну^талардаги ^ийматларини хисоблайми.т

/(*о) =  / (0 ) =  е ° =  1,00000,
/ (xi) =  f  (0 ,2 )да 0,96079, 
f ( x 2) =  f (0,4) « 0 ,8 5 2 1 4 , 
f  (x3) =  f  (0,6) «  0,69768, 
f  W  =  / (0 ,8 )^ 0 ,5 2 7 2 9 , 
f ( x 5) =  f  ( 1 ) «  0,36788.

Берилган | e~x dx интегрални тугри туртбурчаклар, трапеция
о

хамда Симпсон формулалари буйича такрибий хисоблаймиз.
а) тугри туртбурчаклар формуласи буйича 
1
f  dx «  [f (0) +  f  (0,2) +  f  (0,4) +  / (0,6) +  f  (0,8)] =
0

=  4  (1,00000 +  0,96079 +  0,85214 +  0,69768 +  0,52729) =
5

=  -  (4,03790) =  0,80758
5

булади. Демак,

f e~x2 dx «  0,80758;
0

б) трапециялар формуласи буйича

j  e~ *dx=  [f (0) +  2/ (0,2) +  2/ (0,4) +  2/ (0,6) +
0

+  2/(0,8) +  / (l)] =  -i- [ i , 00000+  2-0,96079 +  2-0,85214 +

+  2 -0,69768 +  0,52729] =  0,74805 
i

булади. Демак, \ e~x* dx =  0,74805;
6
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к) Симпсон формуласи буйича 
1

J  е~х* dx да 0,74682
о

ЭД.ШДН.

X VII Б О Б . АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ БАЪЗИ ТАТБИЦЛАРИ

1-§. Текис шаклнинг юзи ва унинг аниц интеграл 
оркали ифодаланиши

Тскисликда бирор ёпик чизих билан чегараланган (D) шакл бе- 
|iи. и ап булсин (123-чизма). Бундай шаклнинг юзи тушунчаси билан 
тиииигамиз. Бу тушунча урта мактаб математика курсидан маълум 

лгап фактлар — купбурчакларнинг юзга эга булиши ва уларнинг 
щ шшшг хисобланишига асосланган. Берилган (D) шаклнинг ичига 
I )| купбурчак чизамиз. Бу купбурчакнинг юзи А булсин. Бундай
I \ пС'урчаклар юзларидан иборат туплам {А} булсин.

Худди шунга ухшаш, (D) шаклни уз ичига олган (В) купбурчак-
II м ( Iашки чизилган купбурчакни) чизамиз. Унинг юзи В булсин. 
Ьундай купбурчак юзларидан кборат туплам {В} булсин.

Натижада {Л} ва {В}— мусбат сонлар тупламлари хосил булади. 
( I) |уилам юцоридан, {В} туплам эса куйидан чегараланган була- 
ли Унда {Л} тупламнинг ани^ ю^ори чегараси sup {Л}, {В} туп- 
лимпнпг анш\ ^уйи чегараси inf {В} мавжуд.

17 .1-таъриф.  Агар

sup {Л} =  inf {В}
0()лса, у холда (D) шакл юзга эга деб аталади ва 

D =  sup {Л) =  inf {В}

мшфор {D) шаклнинг юзи дейилади.
I/ f  (х) функция [а; Ь] сегментда аникланган [ва узлуксиз бу- 

,'шб, Y  х£ [а, Ь] да f  (х) >  0 булсин.
{!)) шакл ю^оридан / (х) функция графиги, ён томонлардан х = а , 

| 1> тугри чизиклар, пастдан Ох уки билан чегараланган шакл— 
АНСГ эгри чизикли трапециядан иборат булсин (124-чизма).

Il ly АВСЕ эгри чизикли трапеция юзга эга. [о; Ь] сегментни х0> 
v, , л„, . . ., xk, xk+v . . .', хп : (а =  х0 <  х, <  х2 <  . . . <  хк <  хк+1 <

. . . <  хп =  Ь) нукталир билан я  та булакка буламиз. Берилган 
/ ( \) (функциянинг [хк, xfe+1] даги энг катта киймати Mk, энг кичик 
аним ат эса mk булсин. Равшанки. 1к£[хк\ % L1] учуй

mk < f ( t k) < M k (17.1)

булади.
.V,, х2, . . хк, хк+1, . . ., хп нукталардап Оу у^ига параллел 

чтщулар утказиб, уларни / (х) функция графиги билан кесишгунча
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давом эттирамиз. Натижада ABCD эгри чизикли 'трапеция эгри чг 
зи^ли трапецияларга ажралади (124-чизмага к;аранг)

Дар бир Тзулакчада асоси [хк, хй+1], баландликлари эса т к ва 
булган тугри туртбурчаклар ясаймиз

Баландликлари т к булган тугри туртбурчаклар (D) шакл—ABC,  
эгри чизшуш трапеция ичига чизилган купбурчак булиб, унинг Ю!

П—1
s =  2  А ** (д ** =  **+1 — хк) (17.2)

к=О
булади. Баландликлари М к булган барча тугри туртбурчаклар A B C  И 
эгри чизицли трапецияни уз ичига олган купбурчак булади. Унимг 
юзи эса

л -1

S - V y V T ,  А хк (17.3)
к=О

га тенг. Юьрридаги (17.1), (17.2) ва (17.3) муносабатлардан

k=0
булиши келиб чикади. 1

Агар [а\ Ь] сегментнинг турли усуллар билан п та булакка 6J* 
линишлари олинса, унда юкоридагидек мос s в а  5  йдеиндиларнИ 
тузиш мумкин ва улардан {s} ва {5} тупламларни >рсил ^илиш 
мумкин. Бу тупламлар учун

sup {s}, inf {5}
мавжуд булади.

Курсатиш мумкинки,
inf {5} =  sup {s}

булиб,
b
j f (x )d x =  inf {S} =  sup {s}

a

булади.
Демак, (D) шакл — АВСЕ эгри чизикли трапециянинг юзи

ь
D = \ 'f ( x ) d x  (17.4)

а
булади.

М и с о л .  Юкрридан у  =  х2 парабола, ён томоилардан х — \, х = 3  
вертикал тугри чизиклар ва пастдан Ох уци билан чегараланган 
шаклнинг юзи топилсин (125-чизма).

Юкорида келтирилган (17.4) формуладан фойдаланиб топамиз:
з

1
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Ькпслнкдаги (D) шакл — юкоридан f2(x) функция графиги, ен 
тмин.'мрдаи х =  а , х =  Ь тугри чизи^лар билан, пастдан /х (х) функ-

!\.......рафнги билан чегараланган шакл булсин. Бунда Д (х) ва /2(х)
^нипиилар \а; Ь] сегментда узлуксиз ва V  х £ [а; Ь] учун (х) > 0 , 
, I •) о, /, (х) <  /2(х) (126-чизма). Бундай шаклнинг юзи ушбу 
«||1мула билан топилади:

ь ь ь
I) =  /2 (х) dx — j  Д (х) dx =  j  [f2 (х) — /j (.v)] dx. (17.5)

а а а

Ч и со  л. Пастдан fL(x) =  x3 функция графиги, ён томонлардан
I, х =  1 вертикал тугри чизи^лар, юкоридан f2(x) =  x2 функ- 

llini | цафиги билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин (127- чиз-
М > 1 )

I >v шаклнинг юзи (17.5) формулага кура
1

D =  J  (х2 — х3) dx
-I

Младп. Интегрални хисоблаймиз:

1 1 ь

-1
I) = j' (х2 — х3) dx =  J  x2dx — | x3dx =

.’-tj. Ей узунлиги ва унинг аниц интеграл оркали ифодаланиши

liiipop у  — f  (х) функция [а; Ь] сегментда берилган ва узлуксиз
r>V-п ин. Бу функция графиги 128-чизмада тасвирланган АВ эгри чи- 
1ш\ ёйпи ифодаласин. Эгри чизи^ узунлиги тушунчаси бизга маъ
лум булган фактлар — синик чизикнинг узунликка (периметрга) эга 
ПУлишп хамда уни хисоблай олшшшига асосланади.

I(-/; Ь\ сегментни х0, .г,, х2, . . .  , хп {а =  х0 < х ,  <  х2 <  . . . <
• \(1 Ь) пуцталар билан п та булакка буламиз. Бу ну^талардан

Oil уцпга параллел чизи^лар утказиб, уларни А В эгри чизиги билан 
мпиигуича давом эттирамиз. Кесишиш ну^талари Ak (k = 0, 1, 2, . . .  , 
п 1, /г, А0 =  А, Ап =  В) булсин. Равшанки, бу ну^таларнинг коор-

дипагалари (хк, f{xk)) булади: A k(xk, f(x k)). АВ ёйидаги бу иукта- 
ларпп бир-бири билан тугри чизиь̂  кесмалари ёрдамида бирлашти-
рами I, 11атижада АВ ёйига чизилган сини^ чияик хосил булади. 
АЬчкур курснинг 1-боб, 2 -§  ида келтирилган икки иу^та срасида-
III мас(х|)ани топиш формуласидан фойдаланиб синик чизиц пери- 
McifHiiiii хисоблаймиз:
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L =  W i — XoV' +  t f f a )  — /(*„))* +  K (* 2 - * i ) 2 +  (/(*2) — fix ,))2 +  

+  • • • +  V (x k+l- x kY +  (f(xk+l) - f ( x k) r  +  . . . +

+  / ( \ - V i ) 2 +  ( / W - ( V i ) ) !  =
я-1

=  2  17V i  - ^ 2 +  № +i> - / № •
k—O

Демак, /Ш ёйига чизилган сини^ чизиц периметри
л—I

1  = 2  ̂  ~~ **)2 + ^ (%+i) — f №  (х0 = а, хп =  Ь) 
k=0

булади. Аввалдагидек А, =  шах {Ал;л} деймиз.
k

17 .2 - таъриф.  Л В ёйга чизилган синик чизщ периметри

^ =  2  ^ '^*+1 '  Хк)~ (f (Xfc+l) f  (Xfc))2 
fc=0

Я —>■ О (5a чекли лимитга эга булса, АВ ей узунликка эга дейилади 
ва бу лим ит

п — 1 ____________________________________________________

Й  1  =  Л 1?  2  V К + 1  — x kY +  (f  (x*+i) — f  (xfe))2 =  / (17.7)

ЛВ ёйнинг узунлиги дейилади.
Ю^орида айтилган f(x) функция [а ; Ь] сегментда узлуксиз f ' (х) 

Хосилага эга булсин. Унда хар бир [xk, xk+[] сегментда / (х) функ
ция Лагранж теоремасининг шартларини ^аноатлантиради.

Лагранж теоремасига кура

/ ( % и ) — f  W  =  Г (Ч*) (%+, — хк) (хк < г ) <  хк+{)
булади.

Натижада АВ ёйга чизилган синик чизи^ периметри куйидаги 
куринишга келади:

 ̂= 2  ^ л'̂ " f (''•/г))2 =
*=0

=  2  ^ (Xk+ l —  Xk)2 +  Р  (ТЦ) (.Vft+I -  З д 5 =
*-=0

=  y ( . v l - . g 2 (1 +  P M '  =  v V i  +  г ы  (**+1- * * )  =
Л—о *=0л-1

ft=0
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Каралаётган f(x) функция [а; b] сегментда узлуксиз /' (х) росилоr.-i 
эга булганлиги сабабли ушбу

V T + r W
функция хам узлуксиз булади. Шунинг учун У I  +  /'2 (х) функция
нинг интеграл йигиндиси

У  У Т + Р К )  Дх,
к= О

■О да

\ У \  + / '2 (х) dx

га интилади:

П т У  у  1 +  /'2(%> Д% =  fV T + T W  dx. (17.9)
Х,_*0 *=1 а

Натижада (17.7), (17.8) ва (17.9) муносабатлардан
ь

I =  J  у  I +  /'* (х) dx
а

булиши келиб чикади. Демак, ЛВ ёйнинг узунлиги ани^ интеграл 
ёрдамида куЛидаги формула билан топилади:

ь
1 =  [ У \ + Р ( х )  dx. (17.10)

а

М и с о л .  f(x) =  ex ( 0 < х <  1) функция графиги тасвирланган ёй 
узунлиги топилсин.

Юкоридаги (17.10) формулага кура изланаётган ёй узунлиги
1

I =   ̂е* dx
о

булади. Бу интегрални ^исоблаб топамиз:
I

е* I =  е —I — Г ех dx =  ех ^

XVIII Б О Б . ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР

1-§. Чегаралари чексиз хосмас интеграллар

f(x) функция [а; т  » )  ораликда берилган ва узлуксиз булсин. 
Бу функциянинг [а; +  °°) ораликнинг исталган чекли [а; у ] ( а <
<  у  <  +  оо) ^исмидаги
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J 7 w  dx
a

F{y) =  \ f(x )d x .
а

Шундай килиб, берилган f  (х) функция ёрдамида F (у) функция 
Хосил булади.

18 . 1 - т аъриф.  Агар //-> +  00 да F (у) функциянинг лимити  
мавжуд булса, бу лим ит f  (х) функциянинг [а; +  00) оралщдаги 
хосмас интеграли деб аталади ва

интеграл у  га боглик булади:

г  оо

J'
dx

каби белгиланади:
+оо У
I f(x)d x= \ \ m  /г (г/) =  П т i f(x)dx.
J  [J->-LoO £7—►-I-0O Ja y  ^  a

ГБундай I f(x) dx интеграл чегараси чексиз хосмас интеграл деб
а

хам айтилади.
у

Агар у-*- +  00 да F (у) =  j  / (х) dx функциянинг лимити мавжуд
а

+ 00

ва чекли булса, у холда | / (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи дейи-
а

лади.
Агар у - * - +  оо да F (х) функциянинг лим ита чексиз булса, у  

+ 0 0

%олда j" / (я) dx хосмас интеграл узоцлсииувчи деб аталади.
а

Айтайлик, f(x) функция (— оо; а] ёки (— оо; +  оо) ораликда 
берилган ва узлуксиз булсин. Бу функциянинг (— о о ; а] ва (— о о ; 
+  оо) ораликлар буйича хосмас интеграллари хам юкоридаги каби 
таърифланади:

а  а

Г / (х) dx =  lim  Г / (х) dx (— оо < у <  а);
J  y->—zо J

— оо У

“Ьоо t

(' f(x) dx =  lim Г f(x) dx (— оо <  у  <  t <  +  oo).
- -  £ + «  «

I 00

M и с о л л а р .  1. j  e~2x dx хосмас интеграл хисоблансин. 
и

185



Чегараси чексиз хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб топа
ми.):

+  00 У ,  У
f е~2х dx =  lim ( е~2х ах =  lim —  Г е~2х d (— 2х) —
J у->+°=^ г/->+=° 2 J

= ------ lim  е - 2* |!, =  — — lim (е~2У— е°) = ------ (0— 1) =  —.
2 у->-|-оо |0 2 j/—j-00 2 2

Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва
+ 0 3  ,

Г е~х2 dx =  —.
.) 2о

+<*
С с/л:2. / =  \ —  (а  >  0, а  >  0) интеграл хисоблансин.

а + 00 У

Агар а >  1 булса, v х°лда I ~  =  lim 1 х~а d>
J  * y-*+coJО О

—а-И  \ у  I
--------) =  lim --------(У1-а— а 1_а) == ■а[-

, —  1 / а  У-++х  1 ~  а  1— а

+ 00

булади. Бу эса I ~  хосмас интегралнинг я^инлашувчилигини бил- 
J х
а

диради.
Агар а  <  1 булса, у  холда

+  оо У
( =  lim Г х - а dx =  lim (y l~a —a l~a) —!— =  +  00
J  * y-*+a> J  4M+ 00 1 tt

булади. Хосмас интеграл узоклашувчи. Агар а  =  1 булса, у  холда
+ 00 У
Г — =  lim I —  =  lim (In у  — In а) =  +  оо
J  X г/-*+°°.) а: 
а а

булади. Бу интеграл узоклашувчи.
+00

f dx—- (а >  0, а >  0) хосмас интеграл

а
а > 1  булганда якинлашувчи, 1 булганда узоклашувчи булади.

2-§ . Якинлашувчи хосмас интегралнинг хоссалари

Хосмас интеграллар хам аниц интегралларга ухшаш хоссаларга 
эга. Биз уларни исботсиз келтирамиз.
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О +  2°
1°. Агар f(x) функциянинг f f(x )d x  хссмас интеграли я^мм*

а

лашувчи булса, бу функциянинг j  f  (х) dx (a <  b <  +  оо) хосмас
b

интеграли хам якинлашувчи булади ва аксинча. Бунда
+-« £ +00 
j  f ( x ) d x = ^ f  (х) dx +  | /(х) dx
а a b

булади.
Т  со

2°. Агар j" f(x )d x  якинлашувчи ва k узгармас сон булса, унда
а+ 00

[  kf(x) dx %ам Якинлашувчи булади ва
а

’ г*30 ~‘~.00
j  kf (v) dx =  k j' / (x) dx. 
a a

+” +00 
3°. Агар j  f  (x) dx ва Г g (x) dx интеграллар якинлашувчи бул-

, a a
7 00

ca, у %олда J  [/ (x) + g (x)] dx интеграл хам якинлашувчи булади ва
а

+  оо -I- 4-

j  [/ М  ± g  M l dx --= | f ( x )d x ±  f g(x)dx.
a  a  a
+ 00

4°. Агар J* / (x) dx якинлашувчи булиб, у  x £ [a, +  °°) учун
a

/ (x) >  О булса, у холда

j  / (x) dx >  0
a

булади.

5°. Агар у  x £ [a; +  оо) у Чу Н / (х) <  g (х) булиб,  ̂ f(x )d x  ва

+ 00
j* S (x) dx интеграллар якинлашувчи булса, у холда
а

'4° , +00
J / (х) dx <  I g (х) dx

булади.
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/ (х) ва g (х) функциялар [а; +  °°) ораликда берилган ва узлук- 
ги I булиб, у  х £ [а; +  оо) учун / ( х ) >  0, g ( x ) >  О ва / ( x ) < g ( x )

+00
Оу.и-ин. У холда j  g(x)dx  интегралнинг якинлашувчи булишидан

а

| / (х) dx интегралнинг якинлашувчи булиши келиб чи^ади.
а

+ 00
М н сол .

о
рилсин.

1!хтиёрий х >  1 булганда

е~х' <  —Д.2
булади. Равшанки,

+ 00 „ 
dx

,) л21
интеграл якинлашувчи. Унда юкорида айтилганига кура

е~*г dx
\

хосмас интеграл хам якинлашувчи булади.
Маълумки,

I
J  е~х‘ dx
о

интеграл мавжуд. Унда интегралнинг 1°- хоссасидан фойдаланиб,
+  03 1 + ю

j* е~*г dx =  f е~х1 dx +   ̂ е~х2 dx
о о i

куйидаги

/ =  J  е~хг dx
о

хосмас интегралнинг якинлашувчи булишини топамиз.

3 -§ . Чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари

/ (х) функция [а; Ь) ярим интервалда берилган ва узлуксиз булиб,
{t\ b) да (a<^t<b) чегараланмаган булсин. Бу функциянинг [а; Ь) нинг

t
исталган [а; /] кисмидаги (а <  / <  Ь) j’ f  (х) dx интеграли t га богли^

а
булади:
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Ф (t) =  [  f(x) dx.
a

18 . 2 - т аъриф.  Агар t-> b  — 0 да Ф(/) функциянинг лимити  
мавжуд булса, бу ли м и т чегараланмаган f  (х) функциянинг [а; Ь) 
оралшфаги хосмас интеграли деб аталади ва

f f  (х) dx
а

каби белгиланади:

ь t
f f(x) dx =  lim Ф (/) =  lim Г f(x) dx.

J  t—*b—0 t—>b—о Ja  a

t
Агар t —> b ■— 0 да Ф (t) =  | f  (x) dx нинг лимити мавжуд ва чекли

а
Ь

булса, у  ,\олда J  f(x) dx хосмас интеграл якинлашувчи дейилади.
а

Агар i - ^ b  — О да Ф (̂ ) функциянинг лимити чексиз булса, у  
ь

Холда J" / (х) dx хосмас интеграл узоклашувчи дейилади.
а

Чегараланмаган f(x) функциянинг (а; Ь] (ёки (а; Ь)) орали^ буйи
ча хосмас интеграли хам юкоридагидек таърифланади: 

ъ ь
Г / (л) dx =  lim ( / (х) dx (а <  t <  ft);
•J 0 Ja t

b y.
( j /(*) dx =  Hm  ̂ J' f (x) dx̂ j { a < t <  y < b ) .

a ?->e+0 ‘
1

М и с о л л а р .  1. Ушбу i - л интеграл я^иилашувчиликка
«/ У  ̂ хо

текширилсин.
% =  1 ну^та атрофида / (х) =  — - —  функция чегараланмаган.

У I—х
Демак, берилган интеграл чегараланмаган функциянинг хосмас ин
теграли. Таърифга кура

1 t
dx , .  С dx

J  V  1 —  *

ах=  lim 
(-►l—o J у  1 — x

булади. Агар 
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=  — 2 [(1 — t )2 — (1 — О)2 ] =  2 — 2 У 1 — t 
булишини эътиборга олсак, унда 

t
lim Г - Д =  =  Нт ( 2 — 2 К Ь =Г0  =  2

<_>i_o J  у  1 — х t-*i-о
о

булиб,
1
Г dx — 9
J  / 1 - *о

эканлигини топамиз. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи 
ва у  2 га тенг.

п С dx2 . —  интегрални караилик.
о

х — 0 ну^та / (х) =  — функциянинг махсус ну^таси. Хосмас ин-
X

теграл таърифига кура
1 1
Г —  =  lim Г — d x  =  lim [In 1 — In /] =  +  оо 

J  х <-*+o J  a: <->+o
о t

булади. Демак, берилган хосмас интеграл узоклашувчи.
3. Ушбу

A = j ^ h F ’
а  а

интеграллар я^инлашувчиликка текширилсин.
Бу чегараланмаган функцияларнинг хосмас интегралларидир.
а) а ф  1 булсин. Бу холда

ь ь ь

i — =  Нш Г dx - -  =  lim f  (х — а)-“ d (x  — а)  =
J (х —  а г  i->a—0 J  (Х —  а) t->a+0 J
a  t <

=  lim 
<--«1+0

(х— a)~“+1
• а +  1

=  lim — [{b — а)1-06 — (/ — а)1_“]
. , (—а+0 1—а

булиб, бу лимит а < 1  булганда чекли, а  >  1 булганда эса чексии 
булади.
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и о

б) ос =  1 булсин. Бу холда Г —х =  Пгп Г — ■—=
J х — а о J  х — а
a t

=  lim  Г =  lim  [ in  (t — a) I = 0 0
<-^я+о,1 x — a <-»a+o L J*

булади. Демак,

Г d xJ (x — a)a
(a >  0)

интеграл a  <  1 булганда якинлашувчи, a  >  1 булганда эса узокла
шувчи булади.

Худди шунга ухшаш,
ь

dxВ =-J (Ь -х)а
(а  >  0)

хосмас интеграл а  <  1 булганда якинлашувчи, а  >  1 булганда эса 
узоклашувчи булиши курсатилади.

Чегараланмаган функция хосмас интеграллари хам ушбу бобнинг
1, 2- § да баён этилган чегаралари чексиз хосмас интегралларнинг 
хоссалари каби хоссаларга эга булади.

XIX Б О Б . ИККИ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАР

1-§. Икки аргументли функция тушунчаси

Мазкур курснинг 9 — 19-бобларида У =  f (л) функция, унинг 
дифференциал ва интеграл хисоби урганилди. Бу функция битта х 
аргументгагина боглик эди. Одатда бундай функциялар бир аргу
ментли функциялар дейилади.

Табиатда, фан тармохларида учрайдиган купчилик функциялар 
битта аргументга б орлих булмай, балки куп аргументларга боглих 
булади. Мисол карайлик.

М и с о л .  Томонлари х ва у  (х >  0, у  >  0) га тенг булган тугри 
туртбурчакиинг юзи

S  =  x -y  (19.1)
булади. Равшанки, 5  юз х ва у  узгарувчиларга боглик. Бу х ва у  
нинг турли ^ийматларига кура (19.1) формула ёрдамида уларга мос 
5  нинг хийматлари топилади.

Шунга ухшаш мисолларни куплаб келтириш мумкин. Икки аргу
ментли функцияларни урганишни R2 туплам ва унинг баъзи бир 
кием тупламлари тушунчаларини келтиришдан бошлаймиз.

Барча ха^и^ий сонлар туплами R ни олайлик. Бу тупламдан 
ихтиёрий икки х па у  сонларни олиб, улар ёрдамида (х, у) жуфт- 
ликни тузамиз. Барча шундай жуфтликлар тупламини, яъни
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цпламни R2 оркали белгилаймиз: R2 =  {(x; у): x £ R , у  6 R}.
R2 тупламнинг элем ен т (жуфтликни) шу тупламнинг нуктаси  

дсГ) аталади.
Айтайлик, (ху, //,) 6 R2, (ху у 2) £R2 булсин. Агар х, =  х2, у х =  i/2 

fiuica, у  холда R2 тупламнинг (ху г/j) ва (х2; г/2) нукталари бир-би- 
р т а  тенг деб аталади: (х ,; //,) =  (\'2; */2).

Текисликда тугри бурчакли Оху Декарт координаталар система- 
сини олиб, Ох уки буйича х узгарувчининг кийматларини (х £ R), 
Оу у к, и буйича у узгарувчининг ^ийматларини (у 6 R) жойлаштира- 
миз. Унда (х; у) ((х; у) 6 R2) жуфтлик текисликда битта М — М  (х; у) 
нуктаии ани^лайди (129-чизма). Бунда х — М  нуцтанинг биринчи 
кпординатаси (абсииссаси), у  — М  нуктанинг иккинчи координата- 
си (ординатаси) булади.

Ю^орида айтилганларни хамда ушбу курснинг «Аналитик гео
метрия» деб номланган булимидаги маълумотларни эътиборга олиб, 
R2 туплам геометрик нуктаи назардан текисликни ифодалашини пай- 
каймиз.

R2 тупламнинг ихтиёрий икки (х ,; ух) ва (х2; у г) нукталарини 
олайлик. Маълумки, ушбу

У  (х2 Xj)2 +  (г/2 — У|)2

микдор (х ,; у,) ва (х2; у2) нукталар орасидаги масофа дейилар эди. 
Уни d ((х,; /д), (х2; у 2)) каби белгилаймиз.

d ((Xji У\), (х2, у 2)) =  V (x 2 Xj)" -f- (у2 у-,)2

(каранг, 1-боб, 2-§). Масофа учун куйидаги хоссалар уринлидир.
Г . d ((хх; у г), х2; у г)) >  О ва

d ((xj; г/j), (х2; у 2)) =  0 о  (х,; у ,) =  (х,; у 2),
2°. d ((х,; //0, (х2; гу2)) =  d ((ху, г/2), (хх; г/,)),
3 . d ((x{, у ,), (х3, у3)) ^  а ((х,, (/j), (х2; у2)) -\-d ((х2, у 2), (х3, у3)) 

((х3; Уз) 6 R2)-
Энди R2 тупламнинг баъзи бир ^исм тупламларига мисоллар келти
рамиз.

Текисликнинг, яъни R2 тупламнинг (а; Ь) ну^тасини хамда г >■ 0 
сонни олайлик.

1. Текисликнинг шундай (х; у) нуцталари тупламини ^араймизки, 
уларнинг х ва у'координаталари

(х — а)2 +  (у —- Ь)2 <  г2
тенгсизликни ханоатлантирсин. Бундай нукталар туплами ёпик дойра 
деб аталади ва

{(х, у) 6 R2: (х -  а)2 +  ( у -  Ь)2 <  г2} (19.2)

каби белгиланади (130-чизма). Бунда (а; b) нукта дойра маркази, 
г эса_ радиус деб аталади.

{(x, у): x G R, У € R)
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2. Текисликшшг шундай (х; у) нуцталари тупламини ^арайлик- 
ки, уларнинг х ва у  координаталарн

(х — а)2 +  (у — Ь)г <  г3

тенгсизликни каноатлантирсин. Бундай нукталар туплами очщ дойра 
деб аталади ва

{(х, у) 6 R1: (х -  аУ- +  (у -  ЬУ <  г }  (19.3)
каби белгиланади.

3. Ушбу
{(х; у) 6 R2 : (х — а)2 4- (у — Ь)2 =  г}

туплам маркази (а; Ь) нуктада, радиуси г га тенг булган айлана 
деб аталади (ь^аранг, 4-боб, 1-§). Бу айлана (19.2) ва (19.3) доира- 
ларнинг чегараси булади.

4. Текисликнинг шундай (х; у) иу^талари тупламини ^арайликки, 
уларнинг х ва у  координагалари

а <  х <  Ь, с <  у  <  d, (а, Ь, с, d — ха^и^ий сонлар), тенгсизлик
ларни каноатлантирсин. Бундай нукталар туплами ёпик tnijFpu т у р т -  
бурчак деб аталади ва

{(х; у) 6 R2 : а <  х <  Ь, с <  у  <  d}
каби белгиланади (131-чизма).

5. Текисликнинг шундай (х; у) нукдалари тупламини ^арайликки, 
уларнинг х ва у  координаталарн

а <  х <  b, c < y < d
тенгсизликларни каноатлантирсин. Бундай нукталар туплами очик 
myFpu туртбурчак  деб аталади ва

{(х; у) 6 R- : а <  х <  b, c < y < d }
каби белгиланади.

2 -§ . Текислик нуцталаридан иборат кетма-кетлик 
ва унинг лимити

I Хар бир натурал п сонга текисликда битта (хп, у п) нуктани мос 
Куювчи кои да га эга булайлик. Шу коида [-а биноан:

(Хр !J\)i {%2’ Уц)’ . (Xv  y j ’ • ■ • ' Уп)' ' ' '
тупламга келамиз. Бу туплам текислик нукталаридан иборат кет- 
ма- кетлик  деб аталади ва {(хп; у п)} каби белгиланади. )^ар бир 
(хп; уп) (п =  1 , 2 , 3 , . . . ) нуцта кетма-кетликнинг ^ади деб ата
лади.

М и с о л л а р .  1 . ( 1 ;  1), ( j ;  j ) ,  ( j ;  j ) ,  • • • . (7 ; 7 }  • • ■)

2 . (1; 1), (1; 2), (1; 3), . . . , (1, я),  . . .
3. (1; 1), ( - 1 ;  - 1 ) ,  , (1; 1), . . .
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Ггкпслик нукталаридан иборат бирор ; у  (х,; у j), (*,; у,)
*' . //))> • • • > (ХП' Уп), ■ ■ ■ кетма-кетлик хамда бирор (а; Ь) нукта 
(прилган булсин.

19.1-т а ъ р и ф .  Агар V  е >  О сон 0динганда ^ам шундай нату
р а .! /?0 сони топилсаки, барча я > п 0 у ч у н

d  ((хп\ ;/„), (о; f t))<e (19.4)
I (Mi гсизлик бажарилса, (а; ft) нукта { (у , уп)} кетма-кетликнинг ли
мити  деб аталади ва

Ип!  Уп)=  («; ь)п—> ̂
каби ёзилади.

Бу таърифдаги (19.4) тенгсизликни куйидагича
К(л-г!- а ) ‘- +  (г/п Г Г ь р < е

хам езиш мумкин 
Ми сол.  Ушбу { (1 ; J.)}: ,1; 1), ( 1 ;  ± ), ( I ;  X )...............

, 1 1 \
—; — . . .  кетма-кетликнинг лимити (0; 0) булади. Хакикатан

\п п )  _

Хам Y  е >  0 сонга кура п0 = 

учун

d((-V »Х  <“• -М> (о; о)) —

- 1/ и  - о )‘ + ( ±  - о /  - )/ £  <  t l  =
г \ п ] \ п  ] rfi п? п п0

У ~
<  в

^ - 1 + 1  е J
булади. Бу эса берилган кетма-кетликнинг лимити (0, 0) эканини 
билдиради: lim ; — ] =  (0, 0).

Айтайлик, {(.у, уп)} : (х,; //,), (х2; гу2), (х3; у3), . . . , (х„; у п), . . . 
кетма-кетликнинг лимити (a; ft) булснц;

(х„; у„) =  (а; ft).
П—>Оо

Кетма-кетлик лимити таърифига кура у е > 0  сон олинганда хам 
шундай натурал п0 сони топиладики, барча п >  п0 учун

d((xn, уп), (а, Ь ))< е , яъни у  __ af  +  (уп — b f  <  е

булади. Равшанки, бу тенгсизликдан куйидаги
|х„ — а | < е ,  | y (i — ft К  е



тенгсизликлар келиб чикади. Бу эса 10-боб, 3 -§ да келтирилган 
сонлар кетма- кетлигинииг лимити таърифига биноан

lim хп =  а , lim уп =  b
П  —► СО П —► оо

булишини билдиради.
Шундай килиб, текислик ну^таларидан иборат {(хп; уп)} кетма- 

кетликнинг лимити (а, Ь) булса, у  холда бу кетма-кетлйккинг ко- 
ординаталаридан иборат {хп} ва {уп\ сонлар кетма- кетлиги ^ам ли
митга эга булади. Уларнинг лимити (а; Ь) нуктанинг мос коорди- 
наталарига тенг булади:

lim хп =  а,

Iim ( 'V  Уп) =  (а> nUm у = Ь Т ( 19-5)
/2—► Ос I I  ГП-+ 00

Энди текислик нукталаридан иборат {(хп; уп)} кетма-кетлик берил
ган булиб, унинг координаталаридан тузилган {хп} ва {//п} сонлар 
кетма- кетликлари мос равишда а ва b лимитларга эга булсин: 

lim  хп =  a, lim уп =  Ь.
п ~ *  оо И -+ Х

Сонлар кетма-кетлиги лимити таърифига кура V  е >  О сон олинган
да хам шундай натурал п„ сон топиладики, п >  п„ учун \хп — а ) <

< 4 -  булади. 
у 2
Шунингдек, Y  е >  0 сон олинганда хам шундай натурал п'0 сон

топиладики, п >  n'Q учун \уп — Ь \ <  булади. Агар п„ ва п' на-
1 -

турал сонларнинг каттасини nQ дейилса, унда барча п >  п’ учун 
бир йула

1 Х,г — 0 У<  T f . I Уп ~  Ь I <  - 7 f  у г | i
тенгсизликлар бажарилади. Бу тенгсизликлардан фойдаланиб топа
миз:

е =  е. 
2к ц , - « р + ( * , - » •  <  к  ( т ? ) ’ + (t i )! -  к Ч

Демак,

d((xn, уп), {a, b)) =  V (х п — a f  +  (Уп — Ь)2 <  е.

Бундан, лимит таърифига биноан lim (хп\ уп) =  (а, b) булиши ке-
П—Юо

либ чикади.
Шундай килиб, текислик нукталаридан иборат {(хп; уп)} кетма- 

кетликнинг координаталаридан тузилган {хя} ва {уп} сонлар кетма- 
кетликларининг лимити (а; Ь) нуктанинг мос координаталарига тенг 
булса, у  холда {(хп; уп)} кетма- кетликнинг лимити (а, Ь) булади:
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1 9 . 1 - н а т и ж а .  Юкоридаги (19.5) ва (19.6) муносабатлардап
lim хп =  а,

lim  (хп; уп) =  (а; Ь) о " и^  ь
t l —*  00 ^  ЧП—*00

пулиши келиб чикади.
Бу холат текислик нукталаридаи тузилган {(хп, уп)} кетма-кет- 

лик лимитини урганишни унинг координаталаридан иборат {хп} па 
{уп} сонлар кетма-кетликларининг лимитини урганишга келишини 
курсатади. Биз сонлар кетма-кетликларининг лимитини 10-боб, 3 -§  
да батафсил урганган эдик.

3 -§ . Икки аргументли функция ва унинг лимити
Текисликда бирор М туплам берилган булсин (132-чизма).
19 . 2 - т аъриф.  Агар М тупламдан олинган хар бир (х; у) ну^- 

тага бирор коида ёки конунга кура битта хакиций z сони мос куйил- 
ган булса, у  х(олда М тупламда икки аргументли функция берил
ган деб аталади. Уни

z = /(*; у)
каби ёзилади. Одатда М  туплам функциянинг ашщланиш. ссхаси 
деб аталади. л: ва у  (эркли узгарувчилар) функция аргументлари, 
z эса х ва у  нинг функцияси дейилади.

М и с о л  л а р. 1. Текисликдаги хар бир (х; у) нуктага шу нуцта 
координаталарн х ва у  нинг купайтмасини мос куядиган коида бе
рилган булсин.

Натижада
z =  / (х, у) =  х • у

функцияга эга буламиз.
2. Куйидаги функциялар икки аргументли функцияларга мисол- 

дир:

2 =  х2 +  У2, г =  / 1  — х2 — у2 , z =  ---- L-----  .
у  1 — X- — у2

Текисликдаги М тупламда бирор 2 =  / (х, у) функция берилган 
булсин. М тупламдан (х0; у0) нуцтани оламиз. Функция шу (х„; //„) 
нуктага битта 20 сонни мос куяди . Бу 20 сон г = / ( х ,  у) функция
нинг (х0; г/0) нуктадагп киймати  деб аталади ва 20 =  /(х0, у0) каби 
ёзилади.

Координаталарн х0, у0, z0 булган (х0; у0\ 20) нуцта фазодаги пуц- 
тани ифодалайди (карапг 5 -боб, 1-§).

Барча (х, у, г) нукталардан (бунда (х; у) £ М, z =  f(x , у)) ибо
рат туплам г =  /(х, у) функциянинг графиги деб аталади.



М и с о л л а р .  1. z =  х- +  у2 функция R2 тупламда аницланган 
булиб, унинг графиги 133-чизмада тасвирланган.

2. z \ f 1 — х2 — у 2 функцияни карайлик. Бу функциянинг 
аншушниш сохасини топамиз:

1 — х2 — у2 >  0=>х2 +  у2 <  1 =>■ х2 +  у2 <  I2.
Демак, берилган функция маркази (0, 0) нуктада, радиуси I га тенг 
ёпиц доирада аникланган. Унинг графиги 134-чизмада тасвирланган.

z =  f(x , у) функция М тупламда берилган булиб, х ва у  узга- 
рувчиларнинг хар бири (а , р) интервалда берилган функциялар бул
син:

а- =  ф (/), 
у  =  \р(/) (t£(а , р)).

Бунда t узгарувчи (а , р) ораликда узгарганда мос х ва у лардан 
тузилган (х; у) жуфтликлар М  тупламга тегишли булсин. Натижа
да ушбу

z =  f(x , У) =  /(ф (/), "ф (0)
функцияга эга буламиз. Бу хрлда z узгарувчи / узгарувчининг му- 
раккаб функцияси деб аталади.

19 . 3 - таъриф.  Маркази (х0; уп) нуктада, радиуси е ( у е >  0) га 
тенг булган очик, дойра (х0; у0) нуцтанинг атрофи (доиравий атро- 
фи) деб аталади ва О^((х0; у0)) каби белгиланади:

((х0; у,,)) =  {(х, у) £ R2 : (х — х0)2 4- (у — у„)2 <  ?2}-

Агар (х0; у0) нуктапипг х,ар бир атрофида М тупламнинг (х0; у0) 
нуктадан фаркли камида битта нуктаси булса, у  холда (х0; уп) нук
та М тупламнинг лимит нукргаси деб аталади.

М и с о л л а р .  1. М =  {(х, y)(zR2 ■ х2 +  у 2 <  1} тупламнинг хаР 
бир ну^таси шу тупламнинг лимит нуктаси булади.

2. Р =  {(х; у) f  R -: х2 +  у- <  1} тупламни ^арайлик. Бу туплам- 
нинг барча ну^талари хамда {(х; у) с R2 : х2 +  У2 — 1} тупламнинг 
Хам барча нукталари берилган Р тупламнинг лимит ну^таларй була
ди.

Агар (х0; г/0) нукта М  тупламнинг лимит нуктаси булса, у хрл-
Да

1) (х0; У о) нуктанинг хар бир атрофида М тупламнинг чексиз 
куп нукталари булади,

2) М  тупламнинг нукталаридан (х0, у0) нукта га интилувчи {(хп\ 
У,)} ((*„: У,) £ М кетма-кегликлар п =  1, 2, 3, . . .) ажратиш мум
кин:

1™ (хп; уп) =  (х0; г/0).
Х —+СС

Текисликда бирор М  туплам берилган булиб, (х0; уи) нукта М 
тупламнинг лимит нуктаси булсин. Шу тупламда z =  f(x , у) функ
ция аникланган.
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19.4-т а ъ р и ф .  Агар М тупламнинг нуцталаридш туаилг.ш
;/„) га интилувчи хар к ап дай {(х,,; у п)} кетма-кетлик олинганда .yiM 
мос {f(xn\ у,)} кетма-кетлик .хар доим битта А соига пптилсл, бу Л 
сом / ( а , у) функциянинг (х0; у„) ну^тадаги лимити  деб аталади ни

1 im f(x , у) =  А (19.7)
х->х„
У ~ > У «

каби ёзилади.
Функция лимитини куйидагича таърифласа ^ам булади.
19.5-т аъриф.  Агар у е > 0  сон олинганда хам шундай 6 > ( )  

сон топилсаки, d ((х; у), (х0; у 0)) <  6 тенгсизликни ^аноатлантирув- 
чн барча (х, у) f  М иуцталар учун

|/(х, у ) - А \ < г

булса, у холда А сон f(x, у) функциянинг (х0; //„) ну^гадагп лими
т и  деб аталади ва юкоридаги (19.7) каби белгиланади.

М и с о л .  /(х, у) =  а'2 ~Ь у- функциянинг (0; 0) пу^тадаги лимити 
топилсин.

(0; 0) ну^тага интилувчи {(а п ; уп)} кетма- кетликни оламиз: 
lim  (хп, уп) =  (0; 0). Юцорида айтилганига кура, бу холда
Т 1 - +  оо

lim хп =  0, lim  уп — 0
Л—* оо И  —> оо

булади.
Берилган функциянинг (хп; уп) даги кийматларида» тузилган кет

ма-кетлик

{/(*„- У,)) =  К  +  у1)
булиб, хп-+ 0, у п-+ 0 да f(x n, yri) =  х2п -!- у2п -> 0 булади. Демак, 

lim / ( а-, у) =  lim  (а 2 +  у -) =  0.
х->0 >0
у->0 у  -»0

Лимитга эга булган функциялар кагор хоссаларга эга.
1°. Агар lim / (а, у) лимит мавжуд ва чекли булса, у  хслда

х->х„
У - > У о

f  (х, у) функция (хц; у0) нуктанинг етарлича кичик атрофида чеса 
раланган булади.

2°. Агар lim  / ( а , у) =  A, lim g(x, у) =  В лимитлар мавжуд
х^>х„ х~>х0
У ~ * У  о У ~ > У  а

булса, у  холда / (а , у) ±  g  ( а , у) функциянинг хам лимити мавжуд 
ва

lim  [/ ( а , у) ±  g ( а , у)} =  А ± В
X  —* Х 0

У~> Уо

бу'лади.

|'М|



3°. Агар lim  Д х, у) =  A, lim g(x, у) =  В лимитлар мавжуд
х->х0 х--*х0
У —+Уо У~+Уо

булса, у холда / (х , y) g(x, у) функциянинг хам лимити мавжуд 
ва

lim  f/(x, y) g{x, у)] =  А В
У - > У «

булади.
4°. Агар lim  f(x , у) =  A, lim  g(x, у) — В лимитлар мавжуд

Х^+Х0 Х -+ Х 0
У -> У о  У ~ *У о

булиб, lim  g(x, у) Ф 0 булса, г/ уолда ^ функция \ам ли-
g(x,  у)

У ~ * У о !  / д .

мшпга эга ва lim  " ==— булади.
х->х0 g(x, у) В 
У -> У „

4- §. Икки аргументли функциянинг узлуксизлиги

г =  /(*> У) функция М тупламда берилган булиб, (х0, у0) ((х0, 
г/0) £ М) нукта шу М тупламнинг лимит нуктаси булсин.

19.6- т а ъ р и ф .  Агар
l im f{x, y) =  f(x u, у0) (19.8)

х->х„
У ^ У «

булса, у  хрлда f(x , у) функция (х0; у0) н уктада узлуксиз деб ата
лади.

Функция лимити таърифини эътиборга олиб, функциянинг (х0; уп) 
нуктадаги узлуксизлигини куйидагича таърифлаш мумкин.

1 9 . 7 - т аъриф.  Агар V  е >  0 сон олинганда х;ам шундай 6 > 0  
сон топилсаки, d ((х; у), (х0; </„))< 6 тенгсизликни цаноатлантирув- 
чи барча (х, у) 6 М нукталар учун

If(x , у) — f(x 0, у0) \ < г
булса, у  хрлда f(x , у) функция (хп; у0) нуктада узлуксиз деб ата
лади.

Функция узлуксизлиги унинг орттирмаси ёрдамида х>ам таъриф- 
ланиши мумкин.

М тупламда (х0; у0) нукта билан бирга (х0 +  А х; у 0 +  А у) ну^- 
тани ((х„ + Дх;  у0 +  А у) £ М) олиб, бу цукталардаги функциянинг 
кийматлари f(x 0, уи), f  (х0 +  А х, у0 +  А у) ни топамиз. Ушбу

Д / (х0, Уо) =  / (*р +  д X, у0 +  А у) — / (х0, уп)
айирма / ( X ,  у) функциянинг (х 0; у0) нуктадаги т у л и к  орттирмаси  
деб аталади.

19.8-т а ъ р и ф .  Агар аргумент орттирмалари А х ва А у нолга 
интилганда функциянинг тулик; орттирмаси А /(х„, у0) хам нолга 
интилса, яъни lim (А / (х0, //„) =  О

Дх—О 
A t/ -+ 0
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булса, у холда f  (х, у) функция (хи; //„) нуктада узлуксиз деб лга
ла ди.

Агар fix , у) функция М тупламнинг хар бир нуктасида узлуксиз 
булса, у ^олда функция шу М тупламда узлуксиз деб аталади. 

М и с о л .  f(x , г/) =  х2 +  г/2 функцияни карайлик.
Ихтиёрий (хп, уп) 6 R2 нуктани хамда (х0 +  А х; у0 +  А у) ни олиб, 

функциянинг тулиь; орттирмасини хисоблаймиз:
А / (х0, i/o) =  / (х0 +  А х, у0 +  А у) — f (х0, у0) =  (х0 +  А х)2 +  (у0 +

4- А у)2 — (х20 4- у 1 ) =  х\ 4- 2 х0 А х 4- А х2 4- у\ +  2 у0 А у  4- А у2 —

— х  ̂ — г/‘ц =  (2 х0 4- А х) А х 4- (2 г/0 +  А г/) Л у.
Бундан эса

lim А/х(х,„ у0) =  lim Ц2х0 - f  А х) А х 4- (2 у0 +  А у) А у] =  О
Дх-+0 Дх—>0
Д у-*0  Ду-->0

булишини топамиз. Демак, /(х, у) -= х2 4- У2 функция /?2 тупламда 
узлуксиз.

1 9 .1 -з с л а т м а. Агар юкоридаги (19.8) муносабат бажарилмаса, у  холда 
f (х, ч) функция (хп\ //„) нуктада узилишга эга деб аталади. А1 тупламда берил
ган / (х, у) функция тупламнинг бирор нуцтасида ёки тупламдаги бирор чизи^да 
узилишга эга булиши мумкин.

М и с о л.
f l y  и\ =  [ * 2 +  а г а Р (х > <0 ’ б Ул с а ,

’ ( 1, агар (х, //) =  (0, 0) булса
(функция (0, 0) нуктада узилишга эга булади. ^акикатан хам

lim /(х, у) =  lim  (х2 4- у2) — 0
Д--.0 а—0
у - *  0 i/-->0

булиб, бу лимит берилган функциянинг (0; 0) нуктадаги ^иймати 
f (0, 0) =  1 га тенг эмас:

lim f{x, y)=/=f{0, 0).
У- * 0

Энди икки аргументли узлуксиз функциялариинг баъзи бир хос- 
саларини келтирамиз.

f ix , у) ва g (х, у) функциялар М тупламда берилган булиб, 
(х0; У,,) е М булсин.

Г . Агар fix , у) ва g(x, у) функциялариинг хар бири (х0; //„) 
нуктада узлуксиз булса, у холда fix , y )± g { x , у) функция .\ам 
шу (х0; у,,) нуктада узлуксиз булади.

2°. Агар f(x , у) ва g{x, у) функциялариинг хар бири (х0; у„) 
нуктада узлуксиз булса, у холда f ix , у) ■ g  (х, у) функция \ам шу 
(х0, уп) нуктада узлуксиз булади.

3°. Агар fix , у) ва g (х, у) функциялариинг %ар бири (х„ //„)
нуктада узлуксиз булиб, g (х0, уЛ Ф  0 булса, у холда — функ-

8 (*. !/)
цип (g(x), у Ф 0) хам шу (х0; у0) нуктада узлуксиз булади.



4°. Агар fix , у) функция чегараланган ёпик М тупламда уз
луксиз булса, у холда функция шу тупламда чегараланган була
ди.

z - f  (х, у) функция М тупламда берилган булсин.
19.9-т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  сон олинганда хам шундай 6 > 0  

сон топилсаки, М тупламнинг
d((x'-, у'), (х"; у" ))<  6

тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий (х', у') ва (х'\ у") нукта- 
лари учун

I fix ', у ' ) — fix", у")\ <  8
булса, f{x, у) функция М тупламда текис узлуксиз функция деб 
аталади.

Равшанки, / (х, у) функция М тупламда текис узлуксиз булса, 
у  шу тупламда узлуксиз булади.

19.1 - т е о р е м а ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар f  (х, у) функ
ция чегараланган ёпщ М тупламда берилган ва узлуксиз булса, 
у  \олда функция шу тупламда текис узлуксиз булади.

5-§ . Икки аргументли функциянинг хосиласи ва 
дифференциаллари

1. Функциянинг хусусий х,осилалари
z =  fix , у) функция М (М cz R2) тупламда берилган булсин. Бу 

М  тупламда (х„; у0) ну^та билан бирга (лг0 +  Адг; у0) нуцтани олиб 
бу ну^таларда функциянинг ^ийматлариии хисоблаймиз. Сунг ушбу

/(*„ +  А х, //„) — /(Д'о, у0)
айирмани караймиз. Одатда бу айирма f(x , у) функциянинг (х0; у0) 
нуктадаги х узгарувчи (аргумент) буйича хусусий орттирмаси  дейи
лади ва Ах }{х0, уп) каби белгиланади:

f  (*и. Уо) =  / (*о +  А X, г/0) — / (х0, у0).
Худди шунга ухшаш,

А /  (дг0, У о) =  / {х0, г/о +  А у) — / (х0, у„)
айирма f{x, у) функциянинг (х0\ уп) нуктадаги у аргумент буйича 
хусусий орттирмаси  дейилади.

М и с о л л а р .  1. fix , у) ■--■= ху функциянинг х ва у аргументлари 
буйича хусусий орттирмалари AXf(x , у), A fix , у) ни топилсин. 

Таърифга кура
Ах f {х, у) =  / (х +  А х, у) — f  {х, у),

Ау / (х, у) =  / (х, у  +  А у) — f ix, у) 

булади. Бу муиосабатлардан фойдаланиб топамиз:
At / ix, у) — f  (х +  А х, у) / (х, у) =  (х +  А х) у  —



— ху =  ху +  у А х  — ху =  у Ах,
Ау f  (х, у) =  / (х, У 4 - А у) — /' (х, у) х (у  ■ А у) — ху 

=  ху +  х А у — ху =  х А у.
Демак,

Л* / {х, У) =  У А .V,
Av/(х, у) =  х А у .

2 . f(x, у) =  х2 +  у- функциянинг A J ,  A y f  хусусий орттирмалари

А  ̂/ =  (х +  А х)- +  У2 — (х2 +  У2) =  2 х  А х +  А х2,

Ау / =  х- +  (у +  А у)2 — (х2 +  у2) =  2 г/ А у  +  А у 2

булади
z =  f(x , у) функция /И тупламда берилган булсин. М  тупламда 

(х„; у0) нуцта билан бирга (х0 + Ах;  у0) ва (х0; у0 +  А у) нуь^талар- 
ни ^ам карайлик. Сунг берилган функциянинг (х0; у„) нуцтадаги ху
сусий орттирмаларини топамиз:

\ f ( x  о , У о) =  f i x  о +  Л  х ,  г/0) —  /  ( х 0, г/0) ,

Ayf{xa, у 0) =  f  (х0, Уо +  А г/) / (хо, г/0).

19.10-т а ъ риф.  Агар А х —>- 0 да
Дх f (х0, у„)

Д ^

нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит f(x , у) функциянинг 
(х0, у0) нуКсШадаги х аргументы буйича хусусий хосиласи деб ата-
лади ва ^ (А°’ f/°-- ёки f ’ (x0, у9) (кискача —  ёки Г) каби белгила-

6.V ‘ дх
пади:

ak ? a—y-°l =  f  (х0, Уо) =  lim  А* Уп) = 
дх д*-»о Д х

__ j  j f  (Ao x < /’’о) / (-v'o> Уа)

Ьх-^0 Д -V

Худди шунга ухшаш агар А у - ^ 0  да
Д у  I  (*<>’ У  о)

дТ~
нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит /(х, у) функция
нинг (х0; Уо) нуктадаги у  аргумента буйича хусусий хосиласи деб
аталади ва — ёки /’ (х0, уь) (кискача —  ёки /') каби белги-

сЭг/ * ду J
ланади:

-  /' (х0, Уо) =  lim V f o 0' ?о). =
5;/ J  Ду— Д i/

_  j jm / Up. //»-г -V) — / Uu. t/p)
Д у - +  о Л //
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Келгирилган таърпфдан куринадики, z f  (х, у) функциянинг X 
аргументи буйича хусусий хосиласини хисоблашда бу функциянинг 
у  аргументинн узгармас, у  аргументи буйича хусусий хосиласини хи
соблашда эса х аргументни узгармас деб караш керак экан. Демак, 
z / (х, у) функциянинг хусусий хосилаларини хисоблашда мазкур 
курснинг 13-боб, 7 — 10-§ даги функция хосиласи жадвали хамда 
Хосила хисоблашдаги мазкур коидалардан фойдаланиш мумкин.

М и с о л л а р .  1. f(x, у ) = х г +  У2 функциянинг хусусий х°сила- 
лари куйидагича булади:

f'x (*> У) =  (х2 +  У%  =  2 л*,

fy(x < У )^ (х 2 +  У% =  2 у .

2. / (х, у) =  ху (х >  0) функциянинг хусусий хрсилалари
df у—] df у .

— -  =  y x j  , — -  =  XJ  I n  А 
дх ду

булади.
X3. 2 =  arc tg  — - функциянинг хусусий хосилалари
У

dz _ ! 1 _ z/2 ! у

б у л а д и .

дх
1 - , / л- у  у Х2 +  У2 У Х2 + у *

dz 1 . / X \ X X

9У 1 4 ( - Г  '
У2 ) * 2 +  */2 Л х2 + у *

1 1
[ у / о УЫУ2

6-§- Функциянинг тулик орттирмаси формуласи

г — /(а, у) функция М тупламда берилган булсин. М тупламда-
ги ( а'„ ;  у(1) нуктанинг бирор атрофида —  ва —  хусусий хосилалар

дх ду

мавжуд булиб, улар (а0; уп) нуктада узлуксиз булсин. Берилган 
z =  / (х, У) функциянинг (х0; у0) нуктадаги орттирмаси А / (а 0, у0) ни 
куйидагича ёзиб оламиз:

А / (*и, Уо) =  I/ (*о +  A *. Уо +  A y) — f  (а0, у0 +  А у)] +
+  [/(*0, Уо +  A y) — f(А0, Уо)]. (19.9)

Лагранж теоремасидан фойдаланиб топамиз:
/ (а0 +  А х, г/о +  А у) — / (х0, /у0Ч- А у) =  f'x (л'о +  0 А х, у0 +  А у) А л-,

/ (а0, у  о +  А у) —У ( а0, у0) =  / ' (л-0, у0 +  0 Х А у) А у  

( 0 < 0 ,  0! <С 1)- Натижада (19.9) тенглик ушбу куринишга келади:
А / (*0, Уо) =  f'x (хо +  0 А а , у0 +  А у) А а  +

+  /' (л’о, Уо +  0] А у) А у. (19.10)
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Шчртга кура функциянинг f'x ва f  хусусий хрсилалари (л'0; //„) nyi\- 
гадч узлуксиз. Демак,

lim  f'x (х0 +  0 Д х, у 0 +  Д у) =  f'x (х0, у0),
Ьх-уО

П т / '(х0, у0 +  О, А у) =  /' (х0, Уо).
Лх-*0 J J
\у-,0

Шундай 1\илиб,
f'x (х0 +  О А А', у0 +  д у) =  /' (Л 'о .  г /о )  +  «•

/' (х0, Уо +  б) Д У) -  fy(xо, Уо) +  Р (19.11)
деб ёзиш мумкин. Бунда а  ва р лар Д х ва Д у  га боглмк; хамда 
Лх->-0, Ау-> -0 да сс — 0, р -»-0 . (19.10) ва (19.11) муиосабатлар-
даи

Д / (х0, Уо) •= 1/л (хо, Уо) +  а ] Д х +  [/' (х0, У0) +  Р) Д У =
=  f'x (х0, Уо) Д х +  Гу (х0, Уо) Д у  +  а Д х  +  р Д у

булиши келиб чикади. Демак,
Д /(х0, Уо) =  Гх {х0, .Уо)Дх +  / '(х0, У0) ДУ +  а Д х  +  р Д у .  (19.12)

Бу функция орттирмасининг формуласи деб аталади.
1 9 . 2 - н а т и ж а .  Агар f (х, у) функция (х0; у 0) нуктада узлуксиз 
Ги хусусий хосилаларга эга булса, у  хрлда функция шу (х0, у0) 

нуктада узлуксиз булади. Дакикатан хам (19.12) формуладан фой
даланиб,

lim  A f  (х0, У о )  =  П т [fx (x0, у 0) А х +  /' (х0, у0) А у  +
Д*-»0 Дл:-*0
Аг/—►О Аг/->0

+  а  А х +  Р Д у ] — О
булишини топамиз. Бу эса f(x, у) функциянинг (х0; у0) нуктада у з 
луксиз эканини билдиради.

7-§ . Икки аргументли функциянинг димеренциали
z =  f (х, у) функция М тупламда берилган булсин. Бу /И туп 

ламда (х0; Уо) ва (х0 +  А х; у0 +  Д у) нукталарни олиб, функция орт- 
тирмасини топамиз:

д / (Л'о- У о) =  / (*о +  Д X, Уо +  А у) — / (х0, Уо) •
19.11-т а ъ р и ф .  Агар /(х, у) функциянинг (х0; у 0) нуктадаги 

орттирмаси ушбу
Д /(а'о, у0)==/4Дх +  В А у  +  а А х  +  р Д у

куринишда ифодаланса, у  холда функция (х0; у0) нуктада 
ференциалланувчи деб аталади, бунда Л, В — узгармас, а  ва р эса 
Д х  ва А у га боглик хамда Дх- » - 0 ,  Д у - > 0  да а  ва р лар .\ам 
нодга интилади.



М и с о л .  [(х, у) =- ху функцияни карайлик. Бу функциянинг (х0; 
у0) нуктадаги орттирмасн

Л /(л'о, Уо) =  (л'0 +  А х )(у0 +  А х) — х0у0 
булади. Уни куйидагича ёзиш мумкин:

А / (х0, у о) =  (а'о +  А х) (у о +  А у) — хоу0 =  х0у0 +
+  у0 А А' +  х0 А у  +  А х А у  — х0Уо =  #0 А *  +  *о А У +

+  А х А у  =  Л А х +  В А у  +  а  А х +  р А у,
бу ерда

Л =  у  о, В =  х0, а  =  А г/, р =  0.
Демак, берилган функция (х0, у0) нуктада дифференциалланувчи 
/(х, у) функция (х0; у0) нуктада дифференциалланувчи булсин. 

Таърифга кура
А /(х0, у 0) — А А х  +  В А г/ +  а  Ах - f  р А у  (19.13)

булади. Бу тенгликда Ах=£0,  А у — 0 деб топамиз:
Ал / (х0, у  о) = Л А х +  а  • А х.

Кейинги тенгликнинг ^ар икки томонини Ах га булиб,
Ал / (*о. Уо) =  д  , а  

А х

тенгликка келамиз. Бундан эса

lim /{*u’ V  =  lim (Л +  а) =  Л
Д*-»0 A * Д*->0

булиши келиб чнкади. Демак,

/ * (* о. Уо) =  -4-

Худди шунга ухшаш, (19.13) тенгликда А х =  0, А у ф О  деб 
А' /(х0, г/0) = В А у  +  Р А у,

Ay / (■*<)» Уо) ^  р 

А У

тенгликларни, сунгра

j im  b y  I (*о. Уо) =  ] im  (В  +  jj)  == в  
Ау-,0 А У

/ Д *о . i/o) =  -S

булишини топамиз.
Шундай ^илиб, куйидаги хулосага келамиз. Агар f(x, у) функ

ция (х0; у о) нуктада дифференциалланувчи булса, у  ^олда функция 
шу нуктада f ’x ва f  хусусий хосилаларга эга булади. Функция орт- 
тирмаси эса ушбу куринишга эга булади:

А /4*0. Уо) =  /' (*0. %) А х +  /' (х0, г/0) А у  +  а  А х +  р А у.
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Агар f(x , у) функция (,v0; у0) нуктанинг атрофида f'x (x, //), 
f  (х, у) хусусий хосилаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар 
(д-0, у0) нуктада узлуксиз булса, у холда f  (х, у) функция (хп, у0) 
нуктада дифференциалланувчи булади. Ха^и^атан >;ам юцоридаги 
шартларда / (х, у) функциянинг тулик орттирмаси учун (19.13) фор
мула уринли булади. Ундан эса функциянинг дифференциалланувчи 
булиши келиб чикади.

Фараз килайлнк, z — f(x , у) функция (.х0; у0) нуктада дифферен- 
циалланувчи булсин. У хрлда

А / (л'о, Уо) ;:= А х +  А у  +  а  А х +  (i А у
дх а у

булади. Бу ифодадаги
df к | д f *—  А х Ч— - А  у
дх ду

йигинди /(х, у) функциянинг (д'0; Уо) нуктадаги дифференциали деб 
аталади ва у  df (х0, у0) ёки dz каби белгиланади:

4 1  <*.. а . )  -  *  -  д 4аг <9 г/
Демак, функция дифференциали функция орттирмасининг Ад: ва А у  
га нисбатан чизикли бош р^исми. Агар А х =  dx, A y = d y  булишини 
эътиборга олсак, у  хрлда функция дифференциали ушбу куринишни
олади: dz =  df — —  dx +  —-  dy.

дл- от/
М и с о л: z =  ху функциянинг дифференциали 

dz =-- —  dx +  —  dy =  i/ dx +  xdy
dx dy

булади.
f(x, у) ва g{x, у) функциялар M тупламда берилган булиб, 

(x0; Уо) нуктада дифференциалланувчи булсин. У холда
fix, у) ± g (х, у), 
f(x, y) g{x, У),

^ т Ц -  (fif(x, у)^= 0) 
g(*> г/)

функциялар хам шу (х0; у0) нуктада дифференциалланувчи ва ушбу 
формулалар уринли булади:

d [/ (х, y )± g (x ,  у)] =  df ix, y )± d g (x , у),
cf[/Сх, у)] - g (x , у)] =  /(х, у) • dg (x , y) +  g (x , у ) df (х, у ) ,

f (х, у)
Я {х, у ).

g (х. У) df ix, у) — f ix, у) dg (х, у)
g-ix, у)

d

Шунингдек:
d [cf (х, у)] =  c d f(x , у) {с — const)

булади.
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8 -§ . Икки аргументли функциянинг юкрри тартибли 
хусусий хосилалари ва дифференциаллари

г / (х, у) функция М  тупламда берилган ва у  (х; у)£ М  нуц- 
тада дифференциалланувчи булсин. Равшанки, берилган функция 
(х\ у) нуктада f'x (х, у), /' (х, у) хусусий хосилаларга эга булади. 
Бу хусусий хосилалар уз навбатида х ва у узгарувчиларнинг функ
цияси булиши мумкин. Масалан, / (х, у) =  х2у 2 функциянинг хусу
сий хосилалари

Гх (х, У) =  2 ху2, f ’y (х, у) =  2 х-у
булиб, улар х ва у узгарувчиларнинг функциясидир.

19.12-т а ъ р и ф .  z =  f  \x,y) функция хусусий хосилалари f'x (x, у) 
ва f  (х, у) нинг хусусий хосилалари берилган функциянинг иккинчи 
тар ти бли  хусусий хосилалари дейилади ва

рп с" г" d2f d2f d2f/*»• f x r  fy* еки тт* Т Т  ’у J дх2 дх ду ду2
каби белгиланади. Демак,

& - £ - « < * ■  * » £ ( £ ) •

г>- ~ й г =(/» <*•s)); “  i  Ш -

( ! )
d2j д2/

19.2- э с л а т м  а. Одатда ------ ва ------  хусусий хосилалар аралаш хсосила-
дхду дуох

лар деб аталади. Бу аралаш >;осилалар (х ; у) нуктада узлуксиз булса, бир-бирига 
тенг булади.

Худди юкоридагидек, г =  / (х, у) функциянинг учинчи, туртинчи 
ва хоказо тартибли хусусий хосилалари таърифланади.

М и с о л .  / (х, у) =  х2 +  у2 +  х2у 2 функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий хосилалари топилсин.

Аввало берилган функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

~  — —  (х2 +  у~ +  х2у-) 4г 2х +  2ху2,
их дх

У -  =  - f  (я2 +  f  +  x2if )  =  2у +  2х2у.
ду ду

Функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилалари куйидагича бу
лади:

? Т  =  ( - г )  =  ~Г {2х +  2ху^ ^  2 +  =  2 (> +  У2)-с>л:2 д*  \ д х ) дх

d2f ( 2L) =  —  (2у +  2х2//) =  2 +  2ха =  2 (1 +  х2),
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Фараз к ила й лик, z =- / (х, у) функция М  тупламда берилган бу 
либ, (х; у)£ М  нуктада дифференииалланувчи булсин. Маълумки, 
(|ункциянинг дифференциали

df (х > У) r Т" dx +  dy (19.14)дх ду

булади.
19.13-т а ъ р и ф .  г = /  (х, у) функциянинг (х; у) нуктадаги диф

ференциали df (х, у) нинг дифференциали берилган функциянинг ик
кинчи тар ти бли  дифференциали деб аталади ва d2 / (х, у) каби 
белгиланади.

Демак,
d2f  (х, у) =  d (df (х, у)).

Энди f  (х, у) функция дифференциалининг (19.14) ифодасидан 
фойдаланиб, / (х, у) функциянинг иккинчи тартибли дифференциали 
ифодасини топамиз:

d2f  (х, у) =  d (df (х, у)) =- d dx +  ~  dy) =
\ ох ду J

=  d

Агар
5 ( V \  . . в '  . . * f( Щ  =  A  Ш  dx +  A  ( * L )  d u ^ ^ d x  +  ^ t -  dy,

\dx J дх \ dx J ду \ dx J дхг дхду

dJ~ ) d y = * L d x + * L
д у ) дудх ду2

d
V дх / дх \ дх ) ду \

, fd l\  д I df \ д . [ df \ , d*f , , d2f ,d I — | =  —  I —  I dx +  —  - M  dy =  ——  dx - f  — dyд 4 -  д
\ д у ) дх \ д у ) ду

ва
d*f _  d2f 

дхду дудх

булишини эътиборга олсак, у  >;олда

dr f  (х, у) =  ( —  dx +  -  dy) dx +  ~  dx +  d y ) dy =
\ dx2 dxdy / V дудх ду2 )

=  dx2 +  dxdy +  dxdy +  dy'2 =  
dx2 дхЗг/ ctydx <9//2

— dx2 +  2 dxdy +  —  dy2
dx2 dxdy dy'

булади. Демак,

d2/ (x, г/) =  ££ dx2 +  2 dxdy +  ^  dy2.
1 V dx2 dx<fy %2

Худди юкоридагидек, z =  / (x, t/) функциянинг учинчи, туртинчи на 
хоказо тартибли дифференциаллари таърифланади ва уларнинг ифо- 
далари топилади.
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Икки аргументли функция учун хам Тейлор формуласини ёзиш 
мумкин. Куйида бундай форму лани келтириш билангина кифоялана- 
миз.

г / {х, у) функция (л'0; у0) нуктанинг
и ь ((А'о. У о)) =  {(V, у) 6 R -: d ((А-, у), (,г0, у0)) <  6}

атрофида берилган булиб, унда функция биринчи, иккинчи ва хока- 
зо (п +  1)- тартибли узлуксиз хусусий хосилаларга эга булсин. У
^олда / (х, у) =-- f  (л'0, у0) +  д! {х°' Уо) (х — х0) +  д1 {Хп' "о) (у—у о) +

дх ду
д2! ( v„» i/o) (х -  х0у  +  2 (х __ Хо) {у _  Уо) +

дх2 дхду

d2i (х0, у о)
(У — У о)2] +  ■ ■ . +  4  (.V - х 0Г  +a//2 J п! [  дхп

+  С1, (х  -  Хо)"“ 1 (У -  У«) +  ■ ■ ■ +  d "J  {Х"п Уп) ( У - У о Гдхп 1 ду дуп

+ (л+1)
дп+ г f (х0 +  9 Х (х — х„), у„ - f  02 (у — у (,)) . __.„+ ]

сЬгП+1 " ’ ' °
_}_ 1 / (д'п 1 Од (.»— »о» ^  _  у  yi+1

3(/п+1 
(О <  Oj, 0 .<  1)

булади. Бу формула u/с/сы аргументли функциянинг Тейлор форму
ласи деб аталади.

9-§ . Икки аргументли функциянинг экстремум 
цийматлари

z =  / (х, у) функция /И тупламда берилган булиб, (х0; у0) £ М 
булсин.

19.14-таъриф.  Агар (а0; г/0) нуцтанинг М тупламга тегишли 
шундай

U6 ((а-0, Уо)) =  {х, У) € R2: d  ((a, »), (дг0, //„)) <  6} 

атрофи топилсаки, V  (*. У) £ ((х0, */„)) учун

/ (X, у) <  f  (А-0, у 0)
тенгсизлик уринли булса, у хрлда / (х, у) функция (л'0; у0) нуктада 
максимум кийматга эришади дейилади. (х0; у0) нуцта функцияга 
максимум щ й м ат  берадиган нуцта, f  (х0, у0) эса функциянинг мак
симум киймати дейилади. Уни

шах {/ (а, у)} ((х, y)£ U 6 ((а0, у0)))

каби белгиланади.
Демак,

f  (*0. У о) =  п^ах {/ (х, у)}.
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19.15-т а ъ р и ф .  Агар (х0; у0) ну^танинг М тупламга тегишли 
булган шундай

« хо> Уо)) =  U-v'> y)£ R 2 --d ((.v, у), (х0, г/0)) <  6} 

атрофи топилсаки, Y  (х, y )d U 6 ((х„, у0)) учун

/ (X, у) >  f  (Х0, у о) 
тенгсизлик уринли булса, у  холда / (х, у) функция (х0, у0) н ук та
да минимум цийматга эришади деб аталади. (л'0; у 0) н укта функ- 
цияга минимум циймат берадиган пункта, / (х0, у 0) эса функция
нинг минимум циймати дейилади. У ни

min {/ (х, у)} ((х, у) G U6 ((х0, у0)))

каби белгиланади. Демак,
/ (х0, У0) =  min {/ (х, г/)}.

Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан унинг эк
стрему лш дейилади.

10-§. Функция экстремумининг зарурий 
шарти

z =  / (х, у) функция М тупламда берилган булиб, (х0; у0) нук
тада экстремумга, айтайлик максимумга эришсин. Унда (х0; у0) ну^- 
танинг U6 ((х0, уп)) атрофидаги ихтиёрий (х; у) ну^талар учун / (х, г/)<
<  / (*„, г/0) булади. Жумладан, (х; y 0)£U.((x0, у 0)) учун хам 
/ (х, Уо) <  / (х0, у 0) булади. Бу хол бир аргументли f  (х, у0) функ- 
циянипг (бунда х аргумент) х0 нуктада узининг энг катта кийматига 
эришишини билдиради. Агар / (х, у) функция (х0; у 0) нуктада л; ар
гумента буйича f'x хусусий хосилага эга булса, у  хрлда Ферма тео- 
ремасига кура fx (х0, у 0) = - 0 булади.

Юкоридагидек, (х0; у0) нуктанинг U& ((х0, у0)) атрофидаги ихтиё
рий нуктада, жумладан, (х0, y)£ U 6 ((х0, у0)) учун

/ {х0< y ) < f  (ло> Уо) 
булади. Бу эса бир аргументли / (х0, у) функциями (бунда у аргу
мент) у0 нуктада узининг энг катта кийматига эришишини билди
ради. Агар / (х, у) функция (х0; у0) нуктада у аргумент буйича }' 
хусусий .хосилага эга булса, у  хрлда яна Ферма теоремасига кура 
fy (х0, у  о) =  0 булади.

z — f  (х, у) функция (х0; у0) нуктада минимумга эришганда ^ам 
худди шу эрл юз беради.

1 9 . 3 - э с л а т м а .  / (х, у) =  ху функцияни к;арайлик. Бу функция 
fx (х, у) =  У, Гу (х, у) =  х хусусий хосилаларга эга ва бу хусусий 
хосилалар (0; 0) нуктада нолга тенг:

Гх (0, 0) =  о, /; (0 , 0)  =  0.



Бироц, бу f (х, у) - ху функция (0; 0) нуктада экстремумга эриш- 
майди.

Шундай цилиб, г /' (х, у) функция (х0; у0)£ М  нуктада экстре
мумга эришса ва шу нуктада функция f'x, f  хусусий хосилаларга 
эга булса, у холда

/' (х, у) =  0, f'y (х, у) - 0

булади. Бу функциянинг экстремумга эришиишнинг зарурий шар- 
тини  ифодалайди.

Функция хусусий хосилаларининг нолга айлантирадиган нуцта- 
лар унинг стационар ( т у pryн) нукталари  дейилади.

11-§. Функция экстремумининг етарлилик 
шарти

Энди z - / (х, у) функциянинг стационар нуктада экстремумга 
эришишини таъминлайдиган шартларни топиш билан шугулланамиз.

2 =  / (х, у) функция М  тупламда берилган булсин. (хй; у0)£ М  
нуктанинг Uб ((х0, у0)) атрофи шу М тупламга тегишли булсин. 

Агар (х; у) £ U6 ((х0; у0)) нуктада хар доим

/ (х, у) — f (х0, уа) >  0
булса, унда / (х, у) функция (х0; у0) нуктада минимумга эришади. 

Агар (х; у) £ /У6 ((х0; у0)) нуктада ^ар доим

/ (х, у) / (/ (х0, у0) <  0
булса, унда / (х, у) функция (х0; у„) нуктада максимумга эришади. 
Демак, биз (х0; у0) нуктанинг U6 ((х0, у0)) атрофидаги (х; у) ну^та- 
ларда

f  (X, у) — f  (х0, уп) (19.15)
айирманинг ^ар доим мусбат ёки манфий булишини аииклашимиз 
керак экан. Бу масалани х<ал килишда / (х, у) функцияга маълум 
шартлар ^уйилади. г — / (х, у) функция:

1) (х0\ Уо) нуктанинг U6 ((х0; у0)) атрофида х ва у  аргументлари 
буйича биринчи f'x ва f  хамда иккинчи тартибли f"x2, f" f ’t хусу
сий хосилаларга эга булиб, улар узлуксиз булсин;

2) (х0; у0) нук>та / (х, у) функциянинг стационар нуцтаси бул
син: f'x (х0, Уо) — 0, /' (х0, у0) 0.

Тейлор формуласидан фойдаланиб топамиз:

f  (х, у) — f  (х0, У о) 4— ~  (х — х0)Н— — (у — Уо) +
дх ду

+  ^Г 1 т 7  (х ~  х«)2 +  2 -Щ - {х — х0) (у — Уо) +  (У — Уо?

бунда иккинчи тартибли хусусий хосилалар (х0+ 0 А (х — х0), г/п +  
+  02 (у — г/0)) нуктада ^исобланган (0 <  Э,, 02 < 1 ) .

Агар (х0; у0) нинг стационар ну^та эканини эътиборга олсак, унда
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/ (х, у) — f (-V'o, у о) + j Т 7  ( * ~ * ° ) а +дх2

+  2 ~  (х — х0) (// У о) +  [у — г/0)2]
<9лч)|/ di/2 J

булиши келиб чицади.
Энди. / (х, г/) функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилала- 

ринииг (х0; //0) нуктадаги кнйматларини куйидагича белгилайлик:

(-V *> -  -  о ., ,  / ;, ev», *> -  „

d2 / (Д'о. //„) _ _
---  — ' Cl] О у

дудх

r ,< * .

Шартга кура берилган иккинчи тартибли хусусий хосилалар (х0; у0) 
нуцтада узлуксиз. Шуни эътиборга олиб топамиз:
Гх> (л'о +  01 (х — Х0) ,  у0 +  62 (у — г/,,)) =  fx, (х0, г/„) +  а п =-■ а п + а п ,

/ " у  (Х0 +  6j ( х  —  л'о), г/о +  е 2 (г/ —  г/о)) =  Гху ( * 0. У о) +  « . г  =  a i » + a J2,

/^г ( х 0 ' Ь  0) ( х  л'о), г/о " Ь  (У  г/о)) “  / ;/г (х'о, г/0) - г  а 22 =  fl22“ b a 22-

Бунда х — х0^ - 0, г/ — г/п- >-0 да а п , а 12, а 22 нинг хар бири нолга 
иитилади.

Натижада (19.15) айирма ушбу

/ (х, У)  — f i x  о, г/о) J  [Оц (х —х0)2 +  2а12 (х — хц) (у — г/0) +

+  (1/ —  */о)2] +  у  ( « п  (х' —  х0)2 +  2 а 12 (х — х„) {у — у0) +

+  а 22 (у — г/0)2]
куринишга келади. Демак,

/ (X, У) —/ (х0, у о) 
айирмаимнг ишораси куйидаги

а п (х — х0)2 +  2я12 (х — х0) (г/ — г/0) +  о„2 (г/ — г/0)2
квадратик форманинг ишорасига боглик булади.

Г . Агар а п -аг2 — а2и >  0 ва ап >  0 булса, у хрлда

/ (х, у) / (х0, г/0) >  0
булиб, / (х, у) функция (хь; г/0) нукта да минимумга эришади.

2°. Агар йп °22 — ва аи <  0 булса, у хрлда / (х, у)
— / (х0, г/о) <  0 булиб, / (х, г/) функция (х0; г/0) нуцтада максимум! л 
эришади.

3°. Агар а , ,а 22 — а],2 <  0 булса, у холда 

/ (х, г/)— / (Д'о, г/о)
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айирма шпора сакламайди. Бу ^олда f  (х , у) функция (х0; у0) нук
тада экстремумга эришмайди.

4°. Агар аи а22— а\.2 --- 0 булса, у  холда

айирма мусбат хам, манфий хам булиши мумкин, яъни бу холда 
/' (х, у) функция (х0; у„) нуктада минимумга ёки максимумга эриши- 
ши мумкин. Уни кушимча текшириш ёрдамида ани^ланади.

Шундай килиб, икки аргументли / (х, у) функциянинг экстре
мума куйидаги коида га кура топилади:

1) / (х, у) функциянинг хусусий хосилалари fx (х, у), f  (л, у) 
топилади;

2) Бу хусусий хосилаларни нолга тенглаб, ушбу система хосил 
цилинади:

3) (19.16) системани ечиб, берилган функциянинг стационар ну^- 
талари топилади. Айтайлик, / (х, у) функциянинг стационар нукта- 
ларидан бири (х0; уи) булсин (/' (х„, у0) =  0, /' (х0, у„) -= 0);

4) / (х, у) функциянинг иккинчи тартибли /", (х, у), f" (х, у), 
f"yt (х, у) хусусий хосилалари топилади;

5) /”= (х, у), f"xy (х, у), /". (х, у) нинг стационар нуктадаги кий-

6) а иа22— Qi2 =  fX2 (х„, Уо) Гуг (-*„, у0) — (f'xy (х0, г/0))2 ифоданинг 
киймати топилади;

7) Натижада:
а) а па22— а\2 >  0 ва а и > 0  булганда / (х, у) функция (х0, у0) 

нуктада минимумга эришишини;
б) а па22 — а\2 >  0 ва а и < 0  булганда, / (х, у) функция (х0, у0) 

нуктада максимумга эришишини;
в) — О ],< 0  булса, / (х, у) функция (х0, уи) нуктада экс

тремумга эришмаслигини топилади.
М и с о л .  z =  х2 — 2ху +  2у'2 — 4х +  6у  +  10 функциянинг экстре

мум» топилсин.
Берилган функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

/ (х, у) / (хи, г/0)

(19.16)

матлари а и =  fx, (х0, «/„), а ,2 =  fxy (х0, </„), а22 = /', (х0, у№) х,исобла- 
нади;

—  =  2х — 2у  — 4, —  =  — 2х 4г/ +  6.
dx <3u

Бу хусусий хосилаларни нолга тенглаб, ушбу

j 2х — 2у — 4 О,
1 —2х +  4у +  6 =  О

системани ечамиз.
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| 2л — 2// - 1 0. j x — y — 2 - 0 ,  \ y+  1 0 // I,
I — 2x +  4у  +  6 = 0 ^  I ■ - x  +  2у +  3 0 = 4 *  = 1 x I.
Демак, (1, — Г) нукта берилган функциянинг стационар нуцтаси.

Функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини топиб, 
уларнинг стационар (1, — 1) нуктадаги кийматларини хисоблаймиз:

(2.v — 2у — 4) — 2,

| £ =  - f  (— 2л +  Ау +-6) =  4,

= —  ( 2 л — 2 у — 4) --= — 2.
д х д у  ду

Демак, а и  ̂ 2, а 12 =  — 2, ап  - 4.
Энди оп о22 — й12 ни хисоблаймиз:

fluflss — =  2 -4 — (— 2)2 =  8 -  4 =  4.
Демак, «•,, -«о;. — й]о =  4 >  0 ва й„  =  2 >  0. Юкорида айтилганига 
кура берилган функция (1, — 1) нуктада минимумга эришади. Функ
циянинг минимум киймат и эса

minz =- min (л-2 — 2ху +  2у~ — 4х +  бу +  10) =  5
га тенг.

XX БОБ. ИККИ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯНИНГ 
ИНТЕГРАЛИ

Ушбу бобда икки аргументли функция интеграли тушунчасини 
урганамиз.

Икки аргументли функциянинг интеграли аник интегралга ухшаш 
булади. Шуни эътиборга олиб, куйида икки аргументли функция 
интеграллари тушунчасини киритиб, улар ^акидаги асосий фактларни 
исботсиз келтириш билан кифояланамиз.

1-§ . Икки каррали интеграл

1. Икки каррали интеграл таърифи ва унинг мавжудлиги. Те-
кнсликда бирор чегараланган ёпик (S) соха берилган булиб, унинг 
юзи S  га тенг булсин (135-чизма).

Бу (5) сохада z — f  {х, у)  функция аницлаиган булсин. (5) со- 
хани чизик л ар ёрдамида п та (5 ,), (S„). . . ., (Sn) сохаларга ажра- 
тамиз. Уларнинг юзлари мос равишда 5 , ,  S„, . . ., S n булсин. (Sk) 
(к-— 1, 2, . . ., п) сохада ихтиёрий М к (хк, у к) нукта олиб, бу иук- 
тада берилган функциянинг кийматини хисоблаймиз: / (хк, ук). Сунг 
уни (S,) соханинг юзи S k га купайтириб, цуйидаги

П
Ст =  2  / (хк’ y>) S k (20.1)

к—0
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йипшдиии тузамиз. Бу (20.1) йигинди / (х, у) функциянинг (5) буйн- 
ча интеграл йигиндиси деб аталади.

Одатдагидек, (Sk) (к 1,/г) сохалар диаметрларининг энг катта- 
сини к деб оламиз.

20 . 1 - тдъриф.  Агар ^->-0 да (20.1) интеграл йигинди чекли 
лимитга эга булса, у  холда / (х , у) функция (5) со.\а буйича интег- 
рилланувчи дейилиб, бу лимит эса / (х, у) функциянинг (S) соци 
буйича икки каррали интеграла деб аталади. У ни

I' )’ / (х, У) dS (20.2)
( S )

каби белгиланади.
Демак,

П

i | / (х, у) dS lim V f (xk, yk) Sk.
\ S )  x  ~

Агар z f  (x, у) функция чегараланган спи к (S) сохада берил
ган ва узлуксиз булса, у холда Г Г / (лг, у) dS интеграл мазжуд

(S)
булади.

2. Икки каррали интегралнинг хоссалари. z —- f  (х, у) функция 
(5) сохада берилган ва узлуксиз булсин.

1°. Агар (5) =  (S j) (J (S 2) булса, у холда
f f / (х, у) dS =  Г ( / (х, у) dS + 1 1 / (х, у) dS
(S) (S .) (S2)

булади.
2°. К,уйидаги тенглик уринли булади:

[ j  kf (х, у) dS = k f [ / (х, у) dS (k = const).
(S) (S)

3 J. / (x, г/) функция билан бирга g  (x, у) функцкя х;ам (5) да уз
луксиз булсин. У холда

I' f [/ (X, у) ± g  (х, у)] dS =  f С / (х, у) dS ±  С f g  (х, У) dS.
(S) (S) \s)

4". Агар (S) да / (х, у) >  0 булса, у ^олда 

[ | / {х, у) dS > 0
(S)

булади.
5°. Агар / (х, у) <  g (х, у) булса, у  холда

|' |' / (х, г/) d.S < \ {  g  (х, г/) cfS
(S) (S)

булади.
6°. |/ (х, у) I функция хам (5) да интегралланувчи булиб,

I f f  / (х, «/) dS | ^  \ j  | f  (х, у) \ dS 
is)  <S)

•булади.
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У". (S) сохада шундай (|, г]) нуцта топиладики, 
f f f  (X, у) dS  — f  (g, r,) S .
(S)

(.S’ (S) нинг юзи) булади.
Икки каррали интегралларни хисоблаш. Текисликдаги (S) со.^а

ушбу
(5) =  {(х, у) =  R2: a ^ x ^ b ,  y ^ d }

Iугри туртбурчак сохадан иборат булсин (136-чизма). z =  f ( x , y )  
функция шу (5) сохада берилган ва узлуксиз булсин. У ^олда 
функциянинг (S) соха буйича икки каррали интеграли

d Ь
[   ̂ / (х, у) dS  =  j  | \ f  (x, у) dx J dy,
\S) с a

b d
j  f / ( X ,  y) dS  =  J [ J / (x, y) dy] dx (20.3)
'(S ) a с

булади.
Демак, икки аргументли f (х, у) функциянинг курсатилган (5) 

сох;а буйича икки каррали интеграли, аввал бир аргументи буйи
ча, сунг иккинчи аргументи буйича олинган интегралларни ^исоблаш 
билан хисобланар экан.

М и с о л .  j  | — dS  интеграл ^исоблансин, бунда
( S )  '

(S) =  {(x, y)£ R 2 : 3 < * < 5 ,  1 <  у  <  2}
тугри туртбурчак.

(20.3) формуладан фойдаланамиз:
» 1

dy.
d s ^  f Г -  dx

J J у J У
(S) 1 з

5

Аввал I — dx интегрални хисоблаймиз. Унда у  уни узгармас деб
J  У 
з

цараймиз:

' ^ d S  =  -  [ x d x * = -  4  f  =  ~  ( 53 -  32) ;
ч у J ' У 2 1з 2У у

Н атнжада

=  8 (1п2 — 1п1) =  8!п2

dy — 8 \пу
(S) 1 з

булади. Д ем ак ,



я
- S )

dS  - 81n2.

Энди (S) со^а юкоридан у  =  tp2 (х) функция графиги, пастдан у  =  
ф| W  функция графиги, ён томонларидан х — а, х — Ь вертикал 

чнзиклар билан чегараланган со^а булсин (137-чизма).
г — f  (х, у) функция шу (S) сохада берилган ва узлуксиз булиб, 

ф, (х) ва ф2 (х) функциялар [а; Ь] да узлуксиз булсин. У хрлда 
z — / (х, у) функциянинг (5) соха буйича икки каррали интеграли 
мавжуд булиб,

ь Ф2 (х)
f f / (х, у) dS  =  \ | j' / (х, у) с/г/ ] dx (20.4)
(S) ф] (х)

булади.
Ми с о л. { (' (х 4- у) dS  интеграл хисобланснн, бунда 

( S )

(5) =  {(.v, у) £ R2 : 0 <  х <  1, х <  у  <  2 — х'2}.
Берилган интегрални хисоблаш учун аввало (S) сохани аниклаб 

оламиз. Бу. (5 ) соха юкоридан у  2 — х2 парабола, пастдан у  =  х 
тугри чизик, ён томонларидан эса х =  0, х 1 вертикал чизиклар 
билан чегараланган сохани ифодалайди (138-чизма).

Юкоридаги (20.4) формулага кура
1 2—хг

1 [  (* 4  у) dS  =   ̂П (х 4  у) dy 1
(S) 0 х

dx

булади. Равшанки,
2—
j  (А- 4- у) dy = \ xdy 4- [  ydy =  х ■ [  dy 4  [  ydy

, 2 - х *
хг/ •С.

9 .r) + J  [(2 — х-)2 — х2] =  

1■ X2 4  2 — 2х2 +  -  X4 ------ х2 =
9  9

9  '
х3 — — х2 +  2х ■

У ^олда

Я
(S )

+  У) dS  =  Г - х * - х 32 ------ — х 2 49 2х 4  2
0

1 *5 ] 1 7 *3 1 2 
4  2- —

1
+  2х

2  5 0 4 о 2 3 0 2 0

dx
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1 1 7 , . . „ 101 „---------------------1- 1 +  2 = ----- булади. Демак,
10 4 6 60

(S)
Икки каррали интегралнинг татбик, доираси кенгдир. Улар ёр

дамида текис шаклнинг юзини, массани, статистик моментини топиш 
мумкин.

2 -§ . Эгри чизикли интеграллар

1. Биринчи тур эгри чизикли интеграл. Текисликда бирор эгри
чизик (ёй) берилган булсин. Уни АВ ёки (/) билан белгилаймиз 
(139-чизма). ^

Бу эгри чизшх узунликка эга ва унинг узунлиги I булсин. Шу АВ 
эгри чизикда г —- f  (х, у) функция берилган (бунда (х, у) £(/)). АВ эгри 
чизикни А0 =  А, Л ,, Л,, . . ., An_ v Ап =  В нукталар ёрдамида п та
булакка булиб, хар бир \ А к+1 булакчада ихтиёрий (tk, г|,.) (Цк,
£ Лр1/;+1) нукта оламиз. Бу нуктада / (.х , у) функциянинг к;ийматн 
f  ( lk, ri,) ни хисоблаб, уни мос АкАк , х булакчанинг узунлиги A S k га 
купайтирамиз ва нихоят

а =  2  f  Tlfc) Л S k
к=0

йигандини тузамиз. Бу хам интеграл йигинди дейилади. Унинг ли
мита худди 16 -боб, 2 -§  да келтирилган йигиндиларнинг лимита каби 
таърифланади.

20 . 2 - т аъриф.  Агар к =  шах { A S J - > 0  да о йигинди чекли
к

лимитга эга булса, у  холда / (х, у) функция АВ эгри чизиц буйи
ча интегралланувчи дейилиб, бу лимит эса / (х, у) функциянинг 
АВ эгри чизик буйича биринчи т у р  эгри чизикли интегралы дейи- 
лади.

Уни
у  (х, у) dS
А В

каби белгиланади. Демак,
п—1

| / (х, у) dS — l ima=^ l im 'Y  / (?,„ 1] ,,) A S k.
l~>0 Я.-0 ■

A В fc= °

1°. (АВ) эгри чизик ушбу



система билан берилган булиб, бунда <p (/) ва t|) (I) функциялар 
[a , |i| да узлуксиз хш да узлуксиз <р' (t), ф' (/) (ср (а) =  А, <p ф) !<) 
Хосилаларга эга булсин. / (х, у) функция эса шу эгри чизикда Перил- 
гаи ва узлуксиз булсин. У холда

f / (х, у) dS
АВ

эгри чизикли интеграл мавжуд булиб,
, Р ______________
\ / (X, у) d S =  J / (<Р (t), t|) (I)) V V 2 (0 +  V 2 (t) dt (20.5)

АВ  «

булади.
2°. А В эгри чизик ушбу

у  =  у (х) (а <  х <  Ь)
тенглама билан берилган булиб, у (а) =  А, у (Ь) = В булсин. у —у  (х) 
функция эса [а, Ь\ сегментда узлуксиз хамда узлуксиз у' (х) хоси- 
лага эга.

Агар f  (х, у) функция А В эгри чизикда берилган ва узлуксиз 
булса, у  холда бу функциянинг АВ эгри чизик буйича эгри чизицли 
интеграли мавжуд булиб,

ь
[ / (х, у) dS  ----- f / (х, у (х)) ] Л  +  у"1 (х) dx (20.G)

АВ “

булади.
Юкорида келтирилган фактлар / (х, у) функция эгри чизикли ин- 

тегралининг мавжудлигини ифодалабгина колмай, балки уни хисоб
лаш имконини хам беради.

(20.5) ва (20.6) формулалар курсатадики, эгри чизикли интеграл- 
лар аниц интегралга келгирилади. Аииц интегрални хисоблашни 
эса XVI боб, 6 -§  да батафеил урганган эдик.

М и с о л .  Куйидаги

j  dS
АВ

биринчи тур эгри чизиьуш интеграл ^исоблансин, бунда АВ — марка- 
зи (0, 0) нуцтада, радиуси г =  2 булган айлананинг биринчи ква- 
дрантдаги кисмидан иборат.

Аналитик геометриядан маълумки, маркази (0, 0) нуцтада, ради
уси г =  2 булган айлананинг тенгламаси

X3 +  у 2 =  22 -  4 
булади. Бу айлананинг биринчи квадрантдаги кнеми 

у =  У  4 -  х1 (0 <  х <  2) 
булади. (20.6) формуладан фойдаланиб топамиз.
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Эгри чизикли ^интеграллар хам ашщ интеграл хоссалари каби 
хоссаларга эга. Уларнинг баъзи бирларини келтириш билан кифоя- 
ланамиз.

АВ эгри чизикда z =  f(x, у) функция берилган ва узлуксиз бул
син.

Г . Агар АВ — АС -Ь СВ булса, у холда

j  / (a - , y)dS =  j  f(x, y)dS - r  j  / (x, у) dS
АВ  ЛС CB

булади.
2°. \kf (x, y) dS — k \ f(x, y)dS (k — const).

X b  a b

3°. AS эгри чизивда g (x ,y )  функция хам берилган ва узлуксиз 
булсин. У холда

f lf{x, У) ± g(x, y))dS =  { f  (х, у) dS ± jg (x , у) dS
~АВ АВ АВ

булади.

2. Иккинчи тур эгри чизицли интеграллар. Текисликда АВ эгри 
чизи^ берилган булиб, бу эгри чизиь;да z — / (х, у) функция аниц- 
ланган булсин (140-чизма).

АВ эгри чизицни Л0, A v А,,, . . . , Ап(А0 =  А, Вп =  В) нуцта-

лар ёрдамида п та булакка булиб, хар бир AkAk+l (k =  0, 1 , 2 ,
. . . , п) булакчада ихтиёрий ( lk, r]fe) нуцта оламиз. Бу ну^тадаги

функциянинг киймати / (с/;, г|,,) ни АкАк̂  ёйининг Ох у^ида- 
ги проекцияси Ахк га, сунг О у  укидаги проекцияси А ук га куплй- 
тириб, ушбу йигиндиларни тузамиз:



а 1 Г1*)А^ ’ ст2 = 2 /(^ ’ (20.7)
*=--0 fc=̂0

(20.7) хам интеграл йшиндилар деб аталади.
20. 3- т а ъ р и ф. Агар А, =  max j Ахк j -> 0 да ст, йигинди, Я2 — 

max { Ayk } —>- 0 ^да о., йигинди чекли лимитга эга булса, у  холда 
/ (*, у) узлуксиз АВ эгри чизиц буйича интегралланувчи дейилади, 
бу лимитлар эса f(x, у) функциянинг иккинчи т у р  эгри чизикли 
интеграллари дейилади.

Улар мос равишда куйидагича

^  /(.V, у) dx, f{x, у) dy
А В  'А В

каби белгиланади.
/1—1

Демак, j / (х, y)dx =  lim a t =  lim V  f( l  t\.)\xk,
L  x ,-v0 f -

AB b= 0
/1 —  1

f f(x , y)dy =  lim ct2 =  lim У  f{ lk, тц)Аy k.
J , к  -»o x.-»o + *

A В  hr--0

Ушбу

j  f(x , 'y)dx+  j  g{x, y) dy
АВ AB

йигинди иккинчи т у р  эгри чизикли интегралнинг умумий курини- 
ши дейилади ва

J  / (х, у) dx +  g(x, y)dy
А В

каби белгиланади:

j  f(x, y)dx 4- g(x, y)d y  =  J  f(x, y)dx +  J  g (x, y) dy.
А В АВ A B

Иккинчи тур эгри чизицли интегралларнинг мавжудлиги, уларни 
хисоблаш, бундай эгри чизицли интегралларнинг хоссалари юкорйда 
келтирилган биринчи тур эгри чизицли интеграллар каби булади.

3- §. Параметрларга боялиц интеграллар

1. Параметрга боглик функция тушунчаси ва унинг хоссалари.
z — fix, у) функция текисликдаги тугри туртбурчак сох a (D) —
— {(х, У) 6 R2 '■а ^  х ^  Ь, с <  у  <  d J да анихлаиган ва узлуксиз бул
син. Берилган f ( x ,y ) функциянинг у  аргументи [с, d] ораликда уз- 
гаради.

Энди ш\ оралнкдаги бирор тайин уи кийматни олиб, f(x, у 0) ни 
цараймиз. Равшанки, f ( x ,y 0) фацат х гагина бог лиц. Демак, f(x, у0)

Л - 1  п - 1
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функция [а; b] да узлуксиз функция булади. У |«; Ь\ да iiim*ip,i.i- 
ланувчи, яъни

ь
h  ■■= / (*> У0)йх (20.Н)

а
мавжуд.

Энди f  (а", у) функция у  аргументининг [с; d\ оралицдаги боннца 
бир тайин У] кийматини олиб, /(х, у 1У) ни караймиз. Бу хам х гагнпа 
боглик булиб, а; унинг [а; Ъ] даги узлуксиз функцияси булади. Демак, 
/(.г. yi) хам [о; Ь] ораликда интегралланувчи, яъни

ь
h  =  .17(*, уМ х  (20.9)

а

мавжуд. (20.8) ва (20.9) интегралларнинг кийматлари умуман айт- 
ганда турлича булади.

М и с о л .  Ушбу f  (х , у) ----- ху функцияни (D) — {(х, у) £ R* : 0 <
< 1 ,  0 < г / <  1| да карайлик. Бу функция (D) да узлуксиз. Берил
ган функция г/0 =  —  да f(x, г/0) =  л ■ булиб, унинг интеграли

1 л
1 Л'2 I 1/0 =  \ х -----dx —J 2 2 2 10 4

булади. Каралаётган функция у 1 =  —  £ [0; 1] да f(x, г/,) =  х- —
4 4

булиб, унинг интеграли
I

г  ! 1 х'
1, = J  x - ~ d x =  — о

о
булади.

Ю^орида айтилганлардан хамда келтирилган мисолдан куринадики, 
z =  f(xy у) функциянинг [а , /;] орали^ буйича интеграли

ь
.1 f(x, у) dx
а

у  узгарувчининг [с; d.\ ораликдан олинган кийматига богли^ булади:
ь

r ( y ) = \ f ( x ,y ) d x .  (20.10)
а

(20.10) интеграл икки аргументли f (x ,y )  функцияни лг аргумента 
буйича [а; Ь) ораликдаги аник; интегралидир. Демак, f(x, у) фуик- 
цияиинг (20.10) куринишдаги интегралини ^арашда у  ни узгармас 
деб ^исобланади. Шунинг учун х;ам уни параметр дейилиб, (20.10) 
интегрални эса параметрга 6ofauk интеграл дейилади. Берилган 
z =  f(x, у) функцияга кура (20.10) муносабат ёрдамида янги / (//) 
функция хосил булади.

Параметрга богли^ ингегралларда урганиладиган асосий масала 
f ( x ,y )  функциянинг хоссаларига биноан I (у) функциянинг хоссала-



ршш топишдап иборатдир. 1\уйнда шу хоссаларнинг баъзиларини 
келтирамиз.

1°. /' (л-, у) функция (D) =--■ {(х, у) £ R2 : а <  л: <  Ь, с <  z/ <  d ) Со- 
^ада берилган ва узлуксиз булсин. У ^олда

ь
Чу) =  i f(x, у) dx

а

функция хам [с; d\ ораликда узлуксиз булади.
2°. / (х, у) функция (D) со.\ада берилган ва узлуксиз булиб, у  

шу сохада узлуксиз f'y (x, у) хусусий ^осилага эга булсин. У ^олда
I (у) функция хам [с\ d) да хосилага эга булиб,

ъ
1 '(У) =  J Г» (х, y)dx

а а

булади.
3\ f ( x ,y ) функция (D) сохада берилган ва узлуксиз булсин. У 

^олда I (у) функция [с; d\ ораликда интегралланувчи булиб,
d d b b d 
j 1 (У) dy ==J [ J /  (X, y)dx ] dy =  J  [ J  / (x, y) dy \ dx
с  с  а  а с

булади.

2. Параметрларга боглиц хосмас интеграллар. Эйлер интеграл- 
лари. Биз мазкур курснинг XVIII бобида чегаралари чексиз ^амда 
чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари билан тенишган 
эдик. Параметрга боглик хосмас интегралларни хам цараш мумкин. 
Масалан, /(%, у) функция ушбу

j (х, у) G R" : а <  х <  +  оо, с <  у  <  d }

сохада берилган булиб, у  узгарувчининг [с; d] ораликдан олинган 
хар бир тайин кийматида х аргументи буйича [а\ +  оо) ораликда 
интегралланувчи булсин. Унда

4о°
j / (х, y)dx
а

интеграл параметрга боглиц булган хосмас (чегараси чексиз) ин
теграл булади.

Худди шунга ухшаш параметрга борлиц чегараланмаган функция 
хосмас интеграли тушунчаси киритилади.

Параметрга боглиц хосмас интегралларда хам юцоридагидек, бе- 
хилган f(x, у) функциянинг хоссаларига кура параметрга боглиц 
росмас интегралларнинг мос хоссалари урганилади.

Улар математик анализнипг нозик тушунчаларига асосланади. 
Биз цуйида параметрга боглиц хосмас интегралларнинг махсус
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рини — Эйлер интегралларини караймиз ва уларнинг хоссгыг
■лтирамиз. Ушбу г *ip>inn

В(х, у )=  f fx_1(l  — t)y~ l dt.
6j (20 . J I)

-со
г  (*) =  ■ tx~] е~* dt

o’ (2 0 .1 2 )

пеграллар Эйлер интеграллари дейилади. (20.11) и нтеграт Бе  
ункция, (20.12) интеграл Гамма-функция деб аталади . * m°~ 

Демак, Бета- ва Гамма-функциялар параметрга боглик хосм  
дтеграллардчр. а с

Бета-функция

В(х, у ) = \  f ~ \ \ - t ) y- l dt
о

на у узгарувчиларнинг х >  0, у >  0 булган кийматларида аник 
анган (мавжуд булади). ^

Гамма-функция
+ 0 0

Г(х) =  f  tx~l е~‘ dt
О

са х узгарувчининг х >  0 булган кийматларида амикланган  Смчк 
<уд булади). v

В(х, у) ва Г(х) функциялар бир катор мухим хоссалапга чгя 
1°. Барча (х, у) (х > 0 ,  у  >  0) учун

В (х, у) =  В (у, х)
улади.

2°. В(х, у) функцияни куйидагича хам ёзиш мумкин:
+ 0 0

В (х, у) =  \ --------—г  dt.J  (1+  #)*+»

3°. Барча (х, у) учун (х >  0, у >  1)

в (х> У) =  , В (х, у  — 1)
* +  «/ — 1

Зулади
4". Агар у  — \ — х ( 0 < х <  1) булса, у  ^олда

4-оо
*-1

В (х ,у )  =  В (х,
S i nn*О

булади.

Хусусан, *  =  4 - ,  У =  булганда

15—2678
2 2 5



булади.
5°. Барча х >  0 учун

булади.
63. Барча х >  О, у  >  учун

d / \ Г{х)-Г(у)
B ^ » ) = 7 ^ T V )  <2014>

булади.
20.1-натиж а. (20.13) ва (20.14) муносабатлардан 0 < х < 1  учун 

Г (х )-Г ( 1 - х )  =  71

2 '

Г ( * + 1 )  =  Г (х )

Sin Л-V
булиши келиб чикади.

Хусусан, х — ~y  булганда

1

еки

Н т К  ' - т  -
Sin —  л

. 2 

г '  '
т ) “ ^

XXI Б О Б . КАТОРЛАР 

1 -§ . Сонли цаторлар

булиб 

булади.

t Бирор
1* ^2’ «3- * * • » * ' '

сонлар кетма-кетлиги берилган булиб, унинг ёрдамида ушбу
Й1 +  й2 +  а3 +  . . .  + а п +  . . .  (21.1)

ифодани хосил килинган. Одатда бу (21.1) ифода чексиз цатор (цис- 
цача катор) деб аталади. ал ( « = 1 , 2 ,  3, . . . )  сонлар цаториинг 
хадлари (a t — биринчи ^ади, а2 — иккинчи хади, . . . ап — п-\ади, 
ёки умумий хади, . . .) дейилади. (21.1) цаторни цисцача йигинди

ОО
белгиси орцали ап каби ёзилади:



Iн'рилran цатор цадлари ердамида куиидаги 
.S’, — а , ,
*S'2 =  a , -f- я 2>
S., =  a L 4- a2 4- a3,

S„ = aj +  a2 +  a3 +  . . .  +  an 
.................................... • .................................  (2 1 .2)

fun индиларни тузамиз. Бу йигиндилар (21.1) каторнинг кисмий йи-
I пидилари деб аталади. Бу йигиндилар

s „  s 2, S v  . . .  , S n, . . .
кетма-кетликни .^осил килади. Уни { S n j каби белгилаймиз.

Шундай килиб, (21.1) цатор берилган булса, ^ар доим бу цатор- 
пииг кисмий йигиндиларидан иборат { S n } кетма-кетликни ^осил ки- 
лин! мумкин. \

21.1-т а ъ р и ф .  Агар гс-> оо да (21.1) цаторнинг кисмий йигин- 
диларидан иборат сонлар кетма-кетлиги чек л и лимитга эга

lim  S n =  S
п —>po

булса, у ^олда (21.1) катор яцинлашувчи, S  эса каторнинг йигин
диси дейилади:

ОО
5  =  V  ап =  а х +  а2 +  а3 +  . . .  +  ап +  . . .

/1=1
21.2-т а ъ р и ф .  Агар п -> оо  да (21.1) цаторнинг кисмий йигин- 

диларидан иборат j S n j сонлар кетма-кетлигининг лимити чексиз 
булса ёки бу лимит м авж уд булмаса, у  хрлда (21.1) катор узоц- 
лашувчи дейилади.

М и с о л л а р .  1. —  4—— + -— Ь . . . 4--------------- f- • • • катор ни
1 1-2 2-3 3-4 п (п +  1) ‘ F

караймиз. Бу цаторнинг биринчи хади a t — — , иккинчи .^ади
1 1 1а* — — , учинчи хади а ,  =  —  ва х .к ., п- хади а„ = ------------

2 2-3 3 3-4 " п ( п +  1)
ва х .к . 1\аралаётган каторнинг цисмий йигиндиларини топамиз:

S ,  =  -р2=  1 — А>

5 г=  —  +  —  =  ( l — — ) +  ( - ------- - )  =  1 -  — ,
2 1-2 2-3 \ 2 / \ 2 3 / 3

s.= А + А +А = (i —'-) + (А + А) +1-2 2-3 3-4

— ) = 1 ----- L
4 / 4+
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s = A + A + A + ■ ■ ■ + ' л м ' ' 1 11-2 2-3 3-4 n(n +  !)  \ 2 / \ 2 3

+  ( т ~ т ) +  • • •  +  ( - T - i T i )  =  '

) -

ra +  1
Шундай килиб, берилган каторнинг кисмий йигиндиларидан ибо

рат j J кетма-кетлик куйидагича булади:
. ___ i_ , 1 , 1  , 1
*  ̂ ’.  2 3 4 тг+1

Бу кетма-кетликнинг лимити
l i m S  =  l im [\ --------
Г1->0О «_>00 \ Я +

га тенг. Демак, берилган катор якинлашувчи ва унинг йигиндиси
1 га тенг:

—  +  —  +  — +  • • • Н---------- 1---------- г  . . . =  1.
1-2 2-3 3-4 га (га +  1)

2. l +  -pL=- ------- Ь ■ • • +  ~у=~ +  • • • каторни ^араймиз.
Унинг кисмий йнгиндилари

S ,  =  1,
1I

V 2
S 3 — 1 -|---- ' — -|---- у=г,

3 у  2 У з

5 и = 1  +  - А + - ^ =  +  +  - U" ^2  /3  1 га

булиб, бу кисмий йигиндилардан иборат { S n j кетма-кетлик 1, 1 +
4 — 1 -J---- ----- 1----— 1 _!---- !---- 1---- !---- L 4- J ___

У  2 '  1/2" У  3 ’ У 2 У З  • • •  f n
— , . . . булади. Агар п >  1 булганда

n ^  У  2 у з  У п  V n  ^  га Ч  п ^  У п

=  п ■ ~т= =  У п  булишини эътиборга олсак, у  ^олда iim 5  =  +  оо
У t l  П—ъсо

эканлигини топамиз. Демак, берилган 1<;атор узоклашувчи.
3. 1 — 1 +  1 — 1 +  . . .  + ( — l)n+1 +  . . . к;аторни ^араймиз. 

Бу каторнинг ^исмий йигиндилари
5 . =  1,
■S2 = l  --- 1 = 0 ,
5 3 =  1 — 1 + 1  =  1,
5 4 =  1 — 1 +  1 — 1 =  о,
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с _ 1_ 1 1 1_1 j_ I_1 чп+i =  f 1, агар п — ток булса,
Лм 1 1 ' 1 ^  • • • "1“ \ \ 0 , агар п — жуфт булса

Пулнб, бу цисмий йигиндилардан иборат { S n j кетма- кетлик 1, О,
1, 0, 1, 0, . . . булади.

Равшанки, бу кетма-кечлик лимитга эга эмас. Демак, берилган 
к.пор узоклашувчи.

4. а +  ас/ +  aq2 +  . . .  +  aqn~l +  • • •  каторни цараймиз. Бу 
к.порнинг хадлари геометрик прогрессия ташкил килади. Шунинг 
учун уни геометрик цатор дейилади. Унинг кисмий йигиндилари 
(Ч ¥= 1)

S j -  а  -  aq— a

S j  =  а aq — 

S 3 =  а -Ь aq aq"

q -  i 
aq2— a 

q — 1 ’
aq3—a 
q — 1

S  =  a  -}- aq +  aq2 +  . . . +  aq
q — 1

булиб, улардан тузилган кетма-кетлик

, с  1 A  aqn -  а \
[ * „ } - { -  9 _ i  - ]

булади. Бу кетма-кетликнинг лимити q га боглик булади.
а) ]<7 |< 1 булсин. Равшанки, l im 7" =  0.

У н д а  l i m  S  =  l i m  —------ -- _  i j m  | J ? ---------- — qn j =  l j m  —  
n—, 00 n->oc q — ] n ->00 \ 1— q 1— q > n ~>°o 1— q

a n alim  q =
1 — q n->°о 1 — q

булади. Демак, бу холда геометрик цатор якинлашувчи булиб,
упннг йигиндиси S  =  —-— булади.

1 — q
б) с/ >  1 булсин. Бу холда

l i mS  =  l im ( — ---------- — qn \ =  oo
п-> ос п оо \ 1 — q 1 — q 1

булади. Демак, с/ >  1 булганда геометрик цатор узоклашувчи.
в) <7 = 1  булсин. Бу ^олда 5 п =  а  +  а  +  а +  . . .  +  а  =  п а 

булиб,
] im 5  =  / +  °°> агар а >  0 булса,
„_ос п |_— оо, агар а < 0  булса

булади. Демак, q =  1 булганда катор узоклашувчи.
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г) q <  — 1 булсин. Бу ^олда { Sn ) кетма-кетликнинг лимитн 
мавжуд булмайди.

Шунингдек, q =  — 1 булганда >̂ ам {5П } кетма-кетликниннг лими
та мавжуд эмас. Чунки бу холда { Sn j кетма-кетлик ушбу а, 0, и,
О, . . . куринишга эга булиб, у лимитга эга эмас ( а ф  0). Демак, 
q <  — 1 булганда цатор узоклашувчи булади.

Шундай килиб,
I I 2 . . п— 1 ,а  +  aq +  aq +  . . .  + a q  +  . . .  

гесметрик катор | q |<  1 булганда якинлашувчи | йигиндиси 5  —

=  —— га тенг), 1 q | >  I булганда узоклашувчи булади.
1 —  9  /

2 -§ . Якинлашувчи каторларнинг хоссалари

Виз куйида якинлашувчи каторларнинг баъзи хоссаларини кел
тирамиз.

1°. Агар
ОО

'^d a n'-= a \ + « 2  +  Q3 +  • • ■ ••• (21.1)
t i — \

катор якинлашувчи б$'либ, унинг йигиндиси 5  га тенг булса, у 
з^олда

ос
2  с • ап «= с а х +  са2 +  са3 +  . . .  с а п +  . . . (21.3)
П— 1

^атор хам якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси c - S  га тенг була
ди, бунда с  — узгармас сон.

И сб о т . Шартга кура (21.1) катор якинлашувчи ва унинг йигин- 
диси S  га тенг. Демак,

lim Sn =  lim {а1 +  а2 +  . . .  +  ап) =  S .
И—> с с  2̂—̂  Со

(21.3) каторнинг кисмий йигиндисини S'n билан белгилаймиз:

S'n =  с а г +  ш2 +  са3 +  . . .  +  сап.
Равшанки,

S'n =  caj +  са г +  ca s +  . . .  +  сап =

=  с  (йу +  с2 +  аз +  • • - +  ап) — с $ п-
Натижада

lim S'n =  lim cS n — с  lim  S n =̂  c - S
П —> да t l —*  CC t l —>0C

булишини топамиз. Демак, (21.3) цаторнинг ^исмий йигиндиларидап 
иборат {S'} кетма-кетлик с S  лимитга эга экан. Бу эса (21.3) к;а-
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щриннг яцинлашувчи ва унинг йигиндиси с  S  га тенг эканлипши 
Гшлдиради.

2 ’. Иккита катор берилган булсин:

^  а п — ° i +  +  аз +  • • • +  ап +  . . . , (21 .1)
П = \

2^ bn =  fcj +  b2 -г Ь3 +  . . . +  Ьп +  . . . (21-4)
П = 1

Ушбу
(а,  +  by) +  (а2 +  Ь2) +  (а3 +  Ь3) +  . . .  +  (ап +  bn) -f- . . .

оо

ivi гор берилган цаторлар йигиндиси дейилади ва V  (ап -\-Ьп) каби
П=1

Ск'лгиланади:

(ап +  ^r) =  (a i +  +  (а2 +  Ьг) +  (а3 +  Ь3) +
П= 1

+  . . .  + ( а п +  Ьп) +  . . .
Ушбу

(a i — h )  +  (а2 — Ь2) +  (а3 — Ь3) +  . ■ . +  (ап — Ьп) +  . . .

|\.пор берилган цаторлар айирмаси дейилади ва

к  -  ьп)
/2 = 1

каби белгиланади, яъни

2̂  (а п ~  Ьп) =  ( а г — b j) + (а2 — Ь2) + (а3 — Ь3) +
Л = 1

+  . . .  +  {ап — Ьп) +  . .  .

Дыр (21.1) ва (21.4) каторлар яцинлашувчи булиб, уларнинг йигин- 
диси мос равишда S'  ва S" булса, у хрлда

((,« ^  ^л) =  (а г ^i) +  (а г +  Ьг) +  +  (ап +  Ь„) +  • • • (21.5)
и- I
цшор ^ам яцинлашувчи ва унинг йигиндиси S ’ +  S" га тенг бу- 
лнди.

И сбот. (21.1) ва (21.4) цаторларнинг цисмий йигиндиларини 
мое равишда S ’n ва S n билан белгилайлик:

S ’n =  а,  +  аг +  а3 +  • • • +  ап,
S"n =  Ьг +  Ьг +  Ь3 +  . . .  +  Ъп.
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lim S ’n =  S ' ,  lim S'n -  S "
t l —► QO t l —

булади.
(21.5) каторнинг кисмий йигиндиси Sn булсин:

Sn = (ai +  bj +  (а2 +  bo) +  . . .  +  (atl +  bn).
Равшанки,

*S„ =  (°i +  b\) +  (a2 +  b2) +  . . .  +  (an +  bn) =
— (fli +  a2 +  . . . +  an) +  (bL +  b2 +  . . .  +  bn) =  S ’n +  S '.  

Натижада

lim S n = lim ( S ’n +  S") = lim S,' +  lim S" = S ' +  S"
t l —*  CO T l—► GC t l —* c o  t l —*  00

булади. Демак, (21.5) катор якинлашувчи ва унинг йигиндиси 
S ' +  S" га тенг.

3°. Агар
сс
V  an + а2 +  аз +  • • • +  <*п +  • • ■
л= 1

катор якинлашувчи булса, у холда и->оо да бу каторнинг умумий 
хади ап нолга интилади: lim ап =  0.

t l —> сс

Ис бот .  Берилган цатор якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси 
S  га тенг булсин. Таърифга биноан iim S n =  S , бунда

t l —*  оо

— а 1 +  a 4 +  a s +  • • • +  ап- 

Равшанки, S n_ , =  ах +  а2 +  а3 +  • • • +  а„_, булиб, ап =[Sn — S„_, 
булади. Кейинги тенгликда п  -> - о о  да лимитга утиб топамиз:

ПпГял‘ = lim (Sn — S„_j)J= lim\Sn — Jlim S„_, = S  — S  = 0.
t l —►со t l —*  oo t l —* C C  t l  —> CC

Бу эса 3°-хоссани исботлайди.
21 . 1 - э слатма .  Бирор каторнинг умумий хади п->- оо да нол

га интилишидан каторнинг якинлашувчи булиши хар доим хам ке
либ чикавермайди.

Масалан, ушбу

5 - L -  = i + 4 =  + - ^ + . - -  + - L + . . .
т/ п У 2 1 3 1 п

п =  1

каторнинг умумий хади ап =  1/ ( п  булиб, и —►оо да нолга инти

лади: lim а„ =  lim —L=r — 0.

У холда

t l —* Q о t l —*  сс |  Л

Аммо бу каторнинг узоклашувчи булишини курган эдик.
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Дсм,’ik, юцорида келтирилган 3°-хосса цатор яцинлашмнмишш 
ii|i\'|4iii шартини мфодалайди.

3 -§ .  Каторларнинг якинлашувчилиги
I > и р ор

j ?  an =  aY +  а2+а3+ •• - . +  йл +  ■ (2 1 1 )
П =  1

1Ч.11 <>|> берилган булиб, унинг х̂ ар бир х̂ ади манфий булмасин, яъни
ап > 0  (Y n £ N )  (21.6)

Г.v '11■ и 11 (одатда бундай каторларни мусбат хадли каторлар дейила- 
дм)

21 1-те  о р е м  а. Агар (21.1) цаторнинг кисмий йигиндиларидан 
пбораг {S(l} кетма- кетлик юкоридан чегараланган булса, у хрлда 
( . 41)  катор якинлашувчи булади.

II с б о т. Берилган (21.1) каторнинг кисмий йигиндиларидан ибо- 
I> 11 |5'м} кетма-кетликни оламиз. Бу кетма-кетлик юкоридан чега- 
раланган булсин, яъни

( Y  п € Ю-
Иккинчи томондан, берилган каторнинг хадлари (21.6) шартни 

ц;шоатлантиришини эътиборга олиб топамиз:

,  5 „ + l ! =  а 1  +  а 2  +  а 3  +  • • • +  а п  +  а п + 1 =  S n  +  а п + 1 >  S n • -

Демак, Y n f N  учун S n <  S t булади. Бу { 5 J  кетма-кетлик- 
иииг усувчи эканини билдиради. Шундай килиб, {Sn} кетма-кетлик 
усувчи ва у юкрридан чегараланган. У хрлда бу {£„} кетма-кетлик 
чекли лимитга эга булади: lim Sn =  5 .

Tl—> 00

Демак, берилган ^атор якинлашувчи. Теорема исбот булди.
21 . 2 - э сла тма .  Агар (21.1) ^атор якинлашувчи булса, унинг 

цисмий йигиндиларидан иборат {5П} кетма- кетлкк юкрридан чегара
ланган булади.

Хакикатан хам, (21.1) 1̂ атор якинлашувчи булса, унинг кисмий 
Аипшдиларидан иборат {Sn} кетма-кетлик чекли лимитга эга була
ди Маълумки, чекли лимитга эга булган кетма-кетлик чегаралан- 
гаи, жумладан юкрридан чегараланган булади.

Со

21 . 1 - натижа .  Агар V  ап (ап >  0, п =  1, 2, 3, . . . )  катор-
П =  1

пинг кисмий йигиндиларидан иборат {Sn} кетма-кетлик юкрридан
00

чегараланмаган булса, у хрлда V  ап катор узоклашувчи булади.
/ 7 = 1

Ушбу
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=  % т  й» +  fl3 +  . . .  +  ап -f- . _ • ,

Ьп =  Ь1 -j- Ь2 ~Ь b3 -f- . . . -f- bn -f- . . .
n=  1

î a тор лар берилган булиб, ап >  0, >  0 (/г = 1, 2, . . .) булсин.
21.2-те  о р е м  а. Агар

(Я “  ] > 2, 3, . . .) (21.7)
3: эо

булиб, V  bn 'V'TOP якинлашувчи булса, у холда V  ап катор хам
п= I п=1

якинлашувчи булади.
СС

Агар an <c bn (п — 1, 2, 3, . . .) булиб, V  ап к.атор узоклашув-
п= 1

х>
чи булса, у холда ^  Ьп ^атор хам узоклашувчи булади.

п=  I
ЭО ОС

И с б о т .  V  ап ва ^  Ьп каторлар хадлари орасида (21.7) муно-
п=] л= 1

сабат уринли булсин. У холда бу каторларнинг кисмий йигиндилари 
S n — а\ +  а2 +  а з +  • • • +  ап' S'n = b 1 +  Ь2 +  Ь3 . . .  4- Ьп 

учун
S h < Sn ( п =  1 , 2 , 3 , . . , )  (21.8)

со
булади. Шартга кура V  Ьп катор якинлашувчи. У холда бу катор-

П =  1
нинг кисмий йигиндиларидан иборат {5''} кетма-кетлик юкори дан 
чегараланган булади S" <  М (п — 1, 2, 3, . . .) Унда (21.8) муноса-

со
батдан фойдаланиб топамиз: S'n sS М.  Демак, V  ап каторнинг ^ис-

П= 1
мий йигиндиларидан иборат {ЗД кетма-кетлик юкоридан чегаралан
ган. 21.1-теоремага кура катор якинлашувчи булади.

00
Худди шунга ухшаш, (21.7) муносабат уринли булганда V  ап

л= 1
СО

каторнинг узоклашувчи булишидан ^  Ьп каторнинг хам узоклашув-
П— 1

чи булиши келиб чикиши исботланади. Теорема исбот булди.
21. 3- те  о р е м а  ( Ко ши  а л ом а т и). Ушбу

7!=1

'V а — Gj +  а2 +  а3 +  . . .  +  а +__  п
п=1

234



(ап >  0, п — 1, 2, 3, . . .)

lyirop берилган булсин. 
Агар

п/
>/ а„ <  q

булиб, q <  1 булса, у хрлда V  катор якинлашувчи булади.
п— 1

Агар
п/ 1 
I Q,i >  1

СС

булса, у хрлда V  ап катор узоклашувчи булади.
п=  1

“  п/------
Ис б о т .  Берилган > ап катор учун у  an < q  булсин. Кейин-

п=  1
ги тенгсизликнинг хар икки томонини п-  даражага кутариб топамиз: 

an < q n (п =  1 , 2 , 3 , . . . )  (21.9)
СС

Берилган V  ап катор билан бирга якинлашувчи булган геомет-
/7=1

ОС

рик ь̂ атор ^ ‘7я ни карайдиган булсак, унда (21.9) муносабатни эътн-
п=1

ос

борга олган ^олда 21.2-теоремадан фойдаланиб, V  ап каторнинг
п=  1

якинлашувчи булишини топамиз.
Энди

V  ап >  1
булсин. Бу тенгсизликнинг хар икки томонини n-даражага кутар- 
сак, унда

ап > \ (П =  1 , 2 , 3 , . . . )  (21.10)
ос

булади. Берилган ап катор билан бирга узоклашувчи
П=1

У  1 = 1 +  1 +  14- . . .
п =  1

ка горни карайдиган булсак, унда (21.10) муносабатни эътиборга олган
Со

хрлда, 12.2-теоремадан фойдаланиб, V  ап каторнинг узоклашувчи
П= 1

булишини топамиз. Теорема исбот булди.
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Юцорпда келтирилган теоремами (Коши аломатини) лимит кури- 
миишда .уш ифодалаш мумкин.

Агар
С©

2  = а'2 ° 3 ап^г  ■ ■ ■ (ап >®, П =  1, 2 ,  . . .)
л =  1

каторда
пГlim у  а п =  k

П—>00
СО

булиб, £ < 1  булса, у  холда 'V  ап катор якинлашувчи булади,
П= 1

k >  1 булса, катор узоклашувчи булади. Бундан мисолларни ечиш- 
да кенг фойдаланилади.

Ми с о л .  Ушбу
_L j ___!_  - _ L _  -L + 1 ,
In 2 ^  1 п2 3 _Г In3 4 ln n ( r a + l )  Г ‘ ‘ ‘

каторни караймиз. Бу каторнинг п- ^ади ап =  ̂ п  ̂ 1  ̂ булиб,

п г — " 1______ ____1_
У ° п у  1пп (га +  1) 1 п (л ~j~ 1)

булади. Бундан
1 im ап =  l im ----- -----  = О

П —>со t l —> со I n  ( г а - ! -  1 )

булишини топамиз. Демак, берилган цатор якинлашувчи.
21.4-т е о р е м  а (Да л а м  б рр а ло м  а т и). Ушбу

V  ап — a i +  йо +  а3 +  . . .  +  ап ■
п=  1

(ап >  0, п =  1, 2, . .  .) (21.1)
1̂ атор берилган булсин. 

Агар

(п =  1, 2, 3, . . .)

булиб, q <  1 булса, у холда V  ап катор якинлашувчи булади.
п=  1

Агар
-^ ± L >  j

ап
со

булса, у холда "V ап катор узоклашувчи булади.
П= 1
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Ьу теореманинг исботи юкорида келтирилган теоремашшг исбош 
кабидир. Теореманинг исботини укувчига хавола этамиз.

21 . 4 - теорема  нин г ( Д а л а м б е р  а л ома  т инин  г) цуйида 
||(|юдаланадиган лимит куринишидан купгина мисолларни ечишда 
фоидаланилади.

Агар
00

ап =  a L -г а„ +  а 3 +  . . .  + а п +  . . .  (ап >  0, п =  1, 2, 3, . . .)
П=1

каторда

lim ^ -  = d
П-+ОС Оп

00
булиб, d <  1 булса, у хрлда ап катор якинлашувчи булади,

П= 1
d  >  1 булса, катор узоклашувчи булади.

МИсол.  Ушбу каторни караймиз.

V  п - 1 -4 -  2 !  4 -  3 !  - I -  4 -  п - 4 -
1 + ^ + ^ +  ••• + ^ +  ■ ••

п=1

Бу каторда

(п+  1)!
°п Пп • ап+1 '(„ + 1у»+1 

о„+1 (п+1) !  _ п\ (n+ 1) 1

булиб,

3 «  ( ' i + l ) " + 1  п "  ( п + Ь ^ 1 , , !

Ь2 -3 ' e  j } ____ И -----
(n +  l ) n+1- 1 -2 .3 -  . . .  -и ( n +  l )n+1

пп 1 п У
1

(Л+ 1)" U + 1 )  ■ 1
1 V

1 + п)

буладн Лимитга утиб топамиз:

f l n + i  1 1 1lim ——  = lim ■
n-»oo a  n->oo ( .  1 \n . .  , 1

" 1 +  —  l i m  1 +  —
\ n j  n->x \ n j

РавщапкИ) _ !_<  i Демак, берилган 1̂ атор_ якинлашувчи.
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4 -§ . \адларининг ишоралари алмашиниб келадиган каторлар. 
Лейбниц теоремаси

Ушбу

— а2 -\- а3 — а4 +  . . .  -}- (— 1 )п ■ ап +  . . . (21.11)

цатор бунда ап >  О (п — 1, 2, 3, . . .) хадларининг ишоралари ал- 
машиниб келадиган каторлар дейилади.

Масалан, ушбу

1 — 1  +  - 1  - - L  +  . . .  +  i f - 1 • — + . . .
2 6 4 п

1 — -  +  --------- -- +  . . . + ( — i f -1 • —  +  . . .

2! 3! 4! v ' п\

каторлар хадларининг ишоралари алмашиниб келадиган каторлардир.
21.5-т е о р е м а .  (Лейбниц теоремаси). Ушбу

a i ~  а 2 +  а з —  a i  +  • • • +  (—  1)" * • а п +  • • • (а п >  0)

катор хадларининг ишоралари алмашиниб келадиган катор булсин. 
Агар бу каторнинг .^адлари учун

1) a i > a 2> a 3>  . . . > а п>
ва

2) lim ап =  0
П - *  со

булса, у ^олда (21.11) катор якинлашувчи булади.
Ис бот .  Берилган (21.11) каторнинг куйидаги цисмий йигинди- 

ларини ёзамиз:
S2 =  a L —  а2,

Si  =  а4 — а2 +  а3 — ал =  (а4 — а2) +  (о3 — ал),
*S6 = «1 — аг +  а3 — ал +  а5 — ав — (а, — а2) +  (а3 — а4) 4- (аъ — <з0),

S2к =  a l — a2 +  a3-—ai +  . . . +  a2k_ j — a2k =
= (а, — a2) +  (а3 — а4) +  . . .  +  (a2k_ j — a2fc),

Шартга кура,

fli >  «2 >  a3 >  . . .  >  a„ >  . . .

Демак,

ai — q2 >  0, a3 — a4 >  0, . . .  , a2k_ x — a2A, > 0 , . . .
Унда, равшанки, цаторнинг ^исмий йигиндиларидан иборат S 2, S 4 
5 0, . . . , S2k, . . . кетма-кетлик усувчи булади:
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^ 2fc+ 2  =  (a i  — йа) +  ( a 3 — a \) +  ■ ■ • +  ( % _ 1  — a 2fe) +

~Ь ( a 2t_j_i " a 2fc+o) ' ^ 2k  (a 2ft+ l а 26+ г) •-'> V  

Иккинчи томондан,
2̂̂  =  Й1 — a2 +  й3 — a4 +  . . .  +  a2fc—l — a2fe =  a i — (a2 — a3) —

(Й4 Й5) - . . . ifl-2k—2 ' ^2k— i )  ^ 2*

булиб,

a2 й3 О, Й4 a 5^> 0, • . . , a2k—2 а2к— 1 0 
булганлиги сабабли S2k <  о, булади. Демак, {S2JJ  кеша- кетлик 
юкоридан чегараланган.

Шуи да,"г килиб, {S2(,} кетма-кетлик усувчи ва юкоридан чегара
ланган. Демак, бу {S2k} кетма-кетлик чекли лимитга эга булади:

lim S 2* =  S .
« —►оо

Энди берилган (21.11) каторнинг ушбу
S i = fl],

S3 =  и ,  о., ~Ь cl3 —  { c i\ а 2) fly,

S 5 =  ax — о2 +  a3 — a4 +  a5 =  (a! — a2) +  (a3 — a4) +  a5,

S 2fe+1 =  «j — a,  +  a3 — a4 +  . . .  +  a2/j_ , — a2k +  a2k+l •-=

— (a i ~  fla) +  ( f l3 — Q-i) +  • • • +  (a 2fe-l — a 2k> +  a 2*+l

цисмий йипшдиларидан S lt S 3, S 5, . . . , S 2fe+1, . . . кетма-кетликни 

>рсил киламиз. Равшанки,

— S 2k "Г °2fe-|-r (21 • 12)

Агар теореманинг иккинчи шарти lim a2k+\ — 0 булишини эътиборга
/2—>00

олиб, (21 .12) тенгликда лимитга утсак,
lim S 2k, j =  lim (S2k +  a2k+1) =  lim S2k +  lim a2fe+1 =  S
fe-*oo -r *->00 T *—>00

булиши келиб чикади.
Шундай ^илиб, берилган ^аторнинг ^исмий йигиндиларидан ибо

рат { S J  кетма-кетлик чекли лимитга эга булиши курсатилди. Бу 
эса (21.11) ^аторнинг якинлашувчи эканлигини билдиради. Теорема 
исбот булди.

Мис ол .  Юкорида келтирилган

1 - 4 - + 4 - 4 - +  •• •  + ( - i r i - - - + . . .2 3 4 п
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1) 1 >  >  • • ■ > — >  • • •2 3 п

2) l im —  = 0.
n->co п

Демак, Лейбниц теоремасига кура, бу 1̂ атор якинлашувчи булади.

5- §. Ихтиёрий хадли катор. Каторнинг абсолют 
якинлашувчилиги

Бирор
оо

й„ = Й1 +  й2 + й3 +  ' • ' +  '
/1 =  1

катор берилган булсин. Кисмий йигиндилардан {5„}:

S lt S 2, S 3, . . . , S n, . . . 

кетма-кетлик тузамиз. Маълумки, агар n -vo o  да {5П} кетма-кет-
со

лик чекли лимитга эга булса, у ^олда "V ап катор якинлашувчи
П= 1

дейилар эди. Демак, берилган каторнинг якинлашувчи булиши
ни курсатиш унинг ^исмий йигиндиларидан иборат {5П} кетма- 
кетликнинг чекли лимитга эга булишини курсатишдан иборат.

Оо
'У  ап каторнинг якинлашувчилиги ^ацида ушбу теоремага келамиз:
П= 1

21.6-те  орем а. Агар V  е> 0 сон олинганда .^ам шундай натурал 
гс0 сон топилсаки, барча п  >  п0 ва т  =  1, 2, 3, . . . лар учун

IS n+m ~  =  К + 1  +  а п+2 +  • • • +  а п+т\ <  6 ( 2 1 .1 3 )

00
тенгсизлик бажарилса, у  долда ^  ап катор якинлашувчи булади.

п= 1
оо

21.3-э с л  а т ма .  Агар ^  й„ =  й1 +  й2 +  йз +  ••• +  ап +  . . .
П==-1

^атор якинлашувчи булса, у ^олда V  е >  0 сон олинганда ^ам 
шундай натурал п0 сон топиладики, п  >  л0, т  =  1, 2, 3, . . . учун

\а п+ \  +  а п + 2 +  • • • +  а п + т \ <  е

цатор учун

булади.
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I >прор

V f l  = a 1 +  a2 +  fl3 +  +  . . .  ( 211)-*1 i u 2 i w34ЯЯЛ
n =  1

ly'irop берилган булсин. Бу каторнинг абсолют ^ийматларидап ушбу 
клторни тузамиз:

^  |ал| = К1 +  |а2| - + . . . +  |ctn\ +  . . . (21.14)
П= 1

Юкоридаги муло^азалардан фойдаланиб куйидаги теоремами ис- 
ботлаш кийин эмас.

21 . 7- теорема .  Агар (21.14) катор якинлашувчи булса, у ^олда
(21.1) катор ^ам якинлашувчи булади.

21 . 4 - эслатма .  Ушбу
Ос

22 ап — Qi +  °2 +  «з +  • • • +  ап +  ■ • •
П— 1

каторнинг якинлашувчи булишидан

2  = lflil +  !аг1 +  • • • +  \а„\ +  • • •
п  =  \

каторнинг якинлашувчи булиши хар доим хам келиб чи^авермайди.
21.3-таъриф.  Агар

2  W  = ^  +  la2l +  • ■ • +  \апI +  • •
П— 1

катор якинлашувчи булса, у хрлда
00

2  ап =  ai +  а2 +  ■ ■ ■ + а п +  • • .
Л=1

1̂ атор абсолют якинлашувчи катор деб аталади.
ОС 00

Агар V  ап 1̂ атор якинлашувчи булиб, ^  laJ  ^атор узоклашув-
п =  1 п =  1

00

чи булса, у з^олда V  ап 1̂ атор шартли якинлашувчи катор дейи-
п =  1

лад и.

6-§. Функционал цаторлар
Ушбу

2  /„(*) =  h  (х) +  Ш  +  /з W +  • • - + W  +  . . .  (21.15)
П=1

катор функционал ^атор деб аталади.
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Масалан,

2  х — 1 ~Н х ~Ь х2 +  . . . хп 1 +  . . . ( 2 1 . 1 (1)
П= 1

функционал катор булади.
(21.15) каторнинг хар бир .\ади X да ани^ланган булсин.
X тупламда х0 нуктани олиб, (21.15) функционал катор ^адла- 

рининг шу нуь;тадаги ^ийматларини хисоблаймиз. Натижада (21.15) 
функционал катор ушбу

2  fn (*о) = f 1 (А'о) +  f-i (хо) +  • • • + / „  (*о) _г  • • • 
tl— 1

сонли каторга айланади.
Масалан, юцорида келтирилган (21.16) функционал катор

х0 — —  да куйидаги сонли каторга айланади:

V  1 1 ! 1 ■ 1 ' I 1 1 
2 j  2n~1 -  l +  Y + ^ ' r  ■ ■■ + +  ■ • •
п =  1

ОО оО

Агар ^  f n (xо) сонли катор якинлашувчи булса, у холда ^ f n (х)
Л=1 Л=1

функционал катор х0 нуктада якинлашувчи дейилади.
00 00 

Агар ^  f n (xо) сонли катор узоклашувчи булса, у х о л д а ^  f n (x)
ti— i n=i

функционал цатор х0 нуктада узоклашувчи дейилади.
сс

2  f n W функционал катор X тупламнинг хар бир нуктасида
л= I

якинлашувчи булса, у >̂ олда берилган функционал катор X туплам
да (сохада) якинлашувчи дейилади.

Бирор

2  fn  ̂  = f  ̂  +  /2 (л‘) +  • • • +  f n W  +  • • ■
П= 1

функционал ь;атор берилган булиб, у X тупламда (сохада) я^инла- 
шувчи булсин. 

нда
lim [/1 (*) +  fn (х) +  . . . -h fn(x)l
t l—> 00

лимит олинган х га боглик. Уни 5  (х) билан белгилайлик: 
lim [/, (х) +  /2 (х) +  . . .  4- (х)] =  S  (х).
П -* -  СО

Бу S  (х) берилган функционал цаторнинг йигиндиси дейилади.
Сонли ^аторлардагига ухшаш, ушбу
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S i (x) =  /j (x),

s 2 M  = /1 M  +  /2 M .

(x) =  /, (x) +  /2 (x) (x),

йппшдилар функционал каторнинг кисмий йигиндилари
п — 1

кчшлади. Юкорида келгирилганлардан куринадики, катор йигип- 
диси

S(x)  =  lim Sn (х)
Ч —^ оо

пулар экан.
Ми с о л л а р .  1. Ушбу функционал каторни караймиз:

оо

V  хп~1 =  1 +  х +  х2 +  . . . +  х " -1 +  . . .
П= 1

Бу каторнинг кисмий йигиндиларн ( х ф 1 )
S , (х) =  1,

S 2 (х) =  1 +  х = (1^ * М1~-— = ,1 — X 1 — X
5 3(х )=  1 + х  +  х2 = 0 + х  + х*)(\-х)  = i z z i ! t

S  (х) =  1 +  х +  х2 +  . . . + х п
1 — X

булади.
Равшанки, х =  1 да Sn (х) = 1 +  1 +  . . .  +  1 =  п. 

Демак,

Sn(x) =  f c £ ’ агар х ф  1 булса,
I п, агар х =  1 булса

булади.
Айтайлик, х 6 ( — 1; 1) булсин. Бу хрлда

lim S  (х) =  lim -1,—*" — lim ( - 1 —
Л —>эо Я-->00 1 X  п ~*сс ' ^ 1 — X

, ■ 1 п■ lim --------х  = ■
1 —  X  п -> 0О \ —  X  1 —  X

булади.
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Шундай килиб, берилган функционал катор Х =  (— 1, 1) да 
Якинлашувчи булиб, унинг ЙИгИНДИСИ

S ( x ) =  - ± ~1 — X
га тенг.

2. Ушбу функционал каторни караймиз.

V 1
( и +  х) (п +  х-{- 1) (х +  1) (х +  2) (x +  2 ) (*  +  3)

П= 1

. . .  ( х ф  — п, п =  1 , 2 , . . . )
(х -р  п) (х +  п +  1)

Бу функционал каторнинг ь̂ исмий йигиндисини топамиз:

5 П (х) ------------------- -- + --------1--------- +  . . . +
,:V ( x + l ) ( x + 2 )  (x +  2 ) ( x  +  3)

1 / 1 1 \ , / 1 1+  -----------1------------ =  [ - 1 ------------- !_  ] +  (
( а - 4 - я  И х  4 - га -I - И 1 * 4 - 1  х - А - 2 !  \( х п )  ( х п  +  \) \ х + 1  х + 2 /  \ x - f 2  x-j-3

1
v х  +  п x - f n + l  j  х-\- 1 х  +  га 4 -  1

Унда

lim Sn (x) = lim (—i— -------- г Ц г г )  =
и . и  . \ V  - 1 -  I V  -4— П - 1 -  '

1
х-\- п +  1 ' Х-т- 1 

булади.
Демак, берилган функционал катор Х = /?\{1, 2, 3 , .............. }

тупламда якинлашувчи, унинг йигиндиси эса S (х) = —-—  га тенг.
х + 1

Бирор

V  /„W =  /iW +  / 2 W +  • • • +  /„(*) +  . . .  (21.15)
п— 1

функционал цатор берилган булснн. Бу 1̂ атор X тупламда яцинла- 
шувчи булиб, унинг йигиндиси S(x) булсин. Унда

lim S„0<) =  5  (х)
П—► ос

булади. Лимит таърифига кура, V e > 0  сон олинганда з̂ ам шундай 
натурал п0 сон топиладики, барча п  >  п0 учун

l5„M  — S ( x ) l  < в
тенгсизлик бажарилади.

Равшанки, X тупламдан олинган х нинг ^ийматига 1̂ араб {-Sn(x)} 
кетма-кетлик турлича булади. Бинобарин, юкорида эслатиб утилган 
лимит таърифидаги п 0 натурал сон олинган х га з̂ ам богли^ булади. 
Агар борди- ю таърифдаги п 0 натурал сон фа^ат а га богли^ булиб,
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каралаётган х ну^тага боглиц булмаса, у >рлда {5„ (л)} фупкшю 
нал кетма-кетлик X тупламда S (x) га текис якинлашувчи дсЛила- 
Ди.

21.4-т а ъриф.  Агар V  е > 0  сон олинганда х,ам шундай нату- 
рал п0 сон топилсаки, барча п  >  п0 ва ихгиёрий х нуцталар учум 
бир вактда

I Sn (x)— S(x)  |< е
Оо

тенгсизлик бажарилса, у холда ^  f„W  функционал катор X тун-
П= 1

ламда S  (х) га текис якинлашади дейилади.
Текис я^инлашиш тушунчаси функционал каторлар назариясида 

мухим роль уйнайди. Куйида функционал цаторларнииг текис яцин- 
лашишини аниклашда ишлатиладигаи Вейерштрасс аломатини исбот- 
сиз келтирамиз.

Вейерштрасс аломати. Агар

2  f n  М  =  f \  М  +  /г ( х )  +  • • • +  f n  (х ) ■ • • 
п= 1

функционал каторнинг хар бир f n (x) хади X тупламда ушбу 
|/„(*)1<Сп (л =  1, 2, 3, . . . ) 

тенгснзликни каноатлангирса ва

V  Сп =  С, +  С, +  . . . +  Сп +  . . .
П— 1

х
сонли катор якинлашувчи булса, у хрлда ''У' [п (х) функционал ка-

п =  1
тор X тупламда текис якинлашувчи булади.

Ми с о л. Ушбу

COS ПХ COS X , COS 2х cos Зх , , cos пх

л2 I2 2 2  З2
п = \

< -1л2

функционал к;атор X =  (— оо, +  оо) да текис якинлашувчи булади, 
чунки

, ,  , cos пх
\ ш  1 =  —

булиб,

2  +  ••• •••
п—1

сонли катор якинлашувчи.
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Текис якинлашувчи функционал каторларнинг хоссаларнни исбот- 
сиз келтирамиз. Бнрор

2  f n ( X ) ~ = f l  ( X ) + f 2 ( х ) +•..+/„(*)+•■•
/1=1

функционал катер берилган булсин. Бу цатор X тупламда якинла
шувчи булиб, унинг йигиндиси 5  (х) булсин.

ОС

1°. Агар V  fn (x) функционал каторнинг хар бир f n (х) ^ади
П = 1

(п =  1, 2, 3, . . . ) X тупламда узлуксиз булиб, бу функционал ка
тор X тупламда текис якинлашувчи булса, у холда ^аторнинг 
йигиндиси 5  (х) хам X тупламда узлуксиз булади.

ОС

2°. Агар V  f n (x) функционал каторнинг хар бир f n (x) хади
П = 1

(п =  1, 2, 3, . . . ) [а\ Ь] сегментда узлуксиз булиб, бу функционал 
катор шу сегментда текис якинлашувчи булса, у холда катор хад
ларининг интегралларидан тузилган

f /, {x)dx +  f  f 2 (х) dx +  . . . +  /  f n ( x ) d x +  . . . =  2  /  f n W dx
a a a n=1 a

цатор якинлашувчи булади, унинг йигиндиси эса
ь
| 5  (х) dx
а

га тенг булади:
00

3°. Агар V  fn (x) функционал каторнинг хар бир f n (х) (п — 1, 2, 3,
П= 1

. . . )  хади [а, b | сегментда узлуксиз f'n {x) хосилага эга булиб, бу 
хосилалардан тузилган

2  f nМ ^ f i М + /■> (•*) + ■ • • + 4W+ • • •
п=1

функционал ^атор [о, Ь] да текис якинлашувчи булса, у холда 
функционал катор йигиндиси 5  (х) шу [а, Ь\ сегментда S'  (х) хоси- 
лага эга ва

S 'M  =  2
п = I

7 -§ . Текис якинлаш увчи функционал цаторнинг хоссалари

булади.
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8 -§ . Дараж али цаторлар

Ушбу

(21.16)
п=0

куринишдаги катор даражали катор деб аталади, бунда а0, а,,
. . . , ап, . . . лар узгармас сонлар булиб, улар даражали каторнинг 
коэффициентлари дейилади.

Демак, даражали каторлар функционал каторларнинг хусусий 
холидан иборат.

Ми со л  л ар. Ушбу

каторлар даражали каторлардир.
}̂ ар кандай даражали катор х =  0 нуь^тада якинлашувчи була  ̂

ди, чункй бу ^олда (21.17) катор ушбу
ап +  Q] ■ 0 +  а2 ■ 0 +  ~Ь ап ■ 0 +  . . .  ,

ао +  0 - Ь 0 +  . . .  +  0 +  . . .  
куринишдаги сонли каторга айланади ва

lim S„ (0) =  lim (а0 +  0 +  0 +  . . .  +  0) = lim а0 =  а0

п =  о

даражали катор х нинг х = х() (х0 Ф  0) кийматида якинлашувчи бул
са, х нинг

тенгсизликни каноатлантирувчи барча цийматларида (21.17) даража
ли катор абсолют якинлашувчи булади.

Ис б о т .  Берилган (21.17) даражали катор х — х0 да якиила- 
шувчи булсин. Бу эса ушбу

(0! =  1)

яъни

булади.
21.8-т е о р е м  а ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар

2  апхп — а0 +  +  а2х2 +  . . . - f  апхп +  • • . (21.17)

I х | <  | х0 ! (21.18)



сонли цаторпинг якинлашувчи булишини билдиради. Маълумки, сон- 
ли цатор якинлашувчи булса, унинг умумий хади п - у  оо да нолга 
интилар эди:

lim а х“ =  0 .
п->«

Демак, {ап хg} сонлар кетма- кетлиги якинлашувчи. Унда бу кетма- 
кетлик чегараланган, яъни

|anx»| (n =  0, 1, 2, . . . )  (21.19)
(М — узгармас сон) булади.

Энди берилган каторни куйидагича

+ а '.*‘ ■ t + а 'л ' C fF  + • • • + « ■  ( t ) " + •••
ёзиб, унинг хадларининг абсолют кийматларидан ушбу

I а0 I +  1 а 1 хо I л

^аторни тузамиз. Ушбу 1̂ атор

— +  а2 х-0 1 
*п

л: Г- 
— +  *о I ■К*о I

м  + м  ■ —  i+ м X 1̂
—  1 + . . + м X

х о 1 •Vo 1 Хо

гео.метрик ь̂ атор булиб, —
I *0

шувчидир.

I и п  л 0а„х“ \- I —I хо
М ■

га кура | а0 1 +  | a, xQ I

(21.20)

<  1 булганлиги сабабли, у якинла- 

булганлигидан солиштириш теоремаси-

+  . • катор

якинлашувчи булади. Демак, берилган цатор х нинг | х | <  | хп ] тенг- 
сизликни ^аноатлантирувчи барча кийматларида абсолют якинлашув
чи булади. Теорема исбот булди.

2 1 . 1 - на т ижа .  Ушбу

2  апхп =  а0 +  а {х +  а2х2 + +  хпхп +
п= О

даражали ь̂ атор х =  хл нуктада узоклашувчи булсин. У холда катор 
х нинг | х |>  | Xj | тенгсизликни 'цаноатлантирувчи барча кийматлари
да узоклашувчи булади.

Айтайлик,

^  а пхп =  а0 +  а хх +  а.,х2 +  а х »  +
п=О

даражали катор х =  х0 (х0ф  0) да якинлашувчи, х = хх да эса узок
лашувчи булсин. Равшанки, | хп | <  | хг | булади. Унда юкорида 
айтилганларга кура х нинг | х | <  | х0 | тенгсизликни каноатлантирув-
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ми кийматларида якинлашувчи, |х  ̂>  | Xj I тенгсизликни цаноатлан- 
шрувчи кийматларида узоклашувчи булади (129-чизма).

(21.17) даражали ^аторнинг я^инлашадиган ну^талардан иборат 
туплам {л} булсин (яъни шу {%} тупламнинг >̂ ар бир нуктасида
(21.17) цатор якинлашувчи). Бу {х} туплам юкоридан чегараланган 
булади. У хрлда {л} тупламнинг аник юьрри чегараси мавжуд. Уни 
1\ билан белгилайлик:

R =  sup {х}.
Курсатиш мумкинки, х нинг ушбу | х j <  R тенгсизликни цаноатлан- 
тирувчи кийматларида (21.17) катор якинлашувчи, х нинг [ х | >  /? 
тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида (21.17) катор узо^ла- 
шувчи булади.

Ушбу (— R, R) интервал (21.17) даражали ^аторнинг якинла- 
шиш интервали, R эса якинлашигп радиуси деб аталади.

Агар даражали катор х = 0 нуктада якинлашувчи булиб, боннца 
барча ну^таларда узоклашувчи булса, у хрлда я^иилашиш радиуси 
R =  0 деб олинади. Агар даражали 1̂ атор барча ну^таларда якин
лашувчи булса, R оо деб олинади.

21 . 5 - э с л а т ма .  Даражали ^атор х = —R, x =  R нукталарда 
якинлашувчи булиши хам мумкин, узоклашувчи булиши хам мум- 
кин.

Ушбу

(21.17)
п=О

даражали ь̂ атор берилган булсин. Бу даражали катор хадларининг 
абсолют кийматлари дан тузилган ушбу каторни карайлик:

У  I апхп I =  I а01 +  I f l j X  I +  | а,х2 | +  • • • +1 апхп | +  . . .
п=О

Даламбер аломатини ^уллаб топамиз:

п т
М -i .л+1 !

— 11171
со  | й п  X | п -

ап -\-1 '
v'H-1

| х | ■ lim I ап+1

lim лп + 1

аП
(а . ф  0).

Айтайлик, ушбу

lim
П—► СС

ап+1
=  1 ( а а Ф  0)

лимит мавжуд булсин. Унда (21.17) ь̂ атор |х|- /<1,  яъни|х|<
<  — булганда якиш

I
узоклашувчи булади.

< - у - булганда якинлашувчи, J х | ■ / >  1, яъни | х ) > у  булганда
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Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш интерняли 
-̂--- j ,  -у j ,  радиуси эса R =  у  булади.

Шундай килиб, (21.17) даражали каторнинг якинлашиш радиуог 
ни топиш учун куйидаги формулага эга буламиз:

r ~ 7
lim а„

а п + 1
оо

М и с о л л а р. 1. Ушбу ^  хп =  1 +  х +  х2 +
п =  О

(2 1 .21 )

■хп

даражали каторнинг якинлашиш радиуси ва якинлашиш интервали 
топилсин.

Юкоридаги формулага кура
R lim I -

п-+*> | 1
Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуси /?=1,  
якинлашиш интервали (— 1, Г) булади.

Бу даражали катор R  =  — 1, R =  1 нукталарда узоклашувчи- 
дир (чунки 14- 1  +  1 +  • ■ ■ +  1 +  ва 1 — 1 +  1 — 1 +  . . . +  
(— I)'1-1 +  . . . сонли каторлар узоклашувчи).

2. х
12 — +  — +  . . .22 32 даражали каторнинг

якинлашиш радиуси ва якинлашиш интервали топилсин 
(21.21) формуладан фойдаланиб топамиз:

1

птR lim
n un+ 1 1

( n +  1)2

lim 1_ (n+ l)2 
2 1

=  ] i m  f i  +  -  + 4 )  = ] -
n -* x  \ n Я 2 /

Демак, даражали каторнинг якинлашиш радиуси У? =  1, якинлашиш 
интервали эса (— 1, 1) булади. Берилган даражали катор R =  — 1,
R  =  1 нукталарда якинлашувчи булади (чунки 1 +  — +  4  +  432

1 1 , 1  1 ,ва 1 --------- ----------------b12 22 З2
1( _ ! ) »  - L + . . .

п~
сонли ^аторлар якинлашувчидир).

Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш сохаси [— 1; 1] 
сегментдан иборат экан.

9-§. Даражали каторнинг хоссалари
со

1°. Агар ^  апхп даражали каторнинг якинлашиш радиуси R (/?>
п — О

> 0 ) булса, даражали катор [— а,  ос] сегментда (0 <  а  <  R) текис 
якинлашувчи булади.
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2°. Агар V  ап хп даражали ^аторнинг якинлашши радиуси
п =О

l\‘ (R >  0) булса, даражали каторнинг йигиндиси S  (х):

S  (х) =- V  ап хп
п= О

( /?, R) интервалда узлуксиз булади.
СС

3°. Агар \  ап хп даражали цаториинг якинлашиш радиуси
П—О

l\ (R >  0) булиб, йигиндиси

S (х) = V  ап хп — а0 +  а { х +  а2 х2 +  . . . +  ап хп +  . . .
«=о

булса, у хрлда бу каторни [a, b ] c z ( — R, R) да хадлаб, интеграл- 
лаш мумкин, яъни

b b ос оо b

| S (х) dx =  [  [ V  ап хп ] dx — V  j j ап хп ах j
а  а  п= 0 л= 0  а

булади.
00

4°. Агар V  хп даражали каторнинг якинлашиш радиуси
п—0

Л* (Л? >  0) булиб, йигиндиси

5  (х) = ^ а п хп а0 +  а, х +  а , х2 +  ■ • ■ т й „ х " +  . . .
п=0

булса, у хрлда бу ^аторни (— R, R) да хадлаб дифференциаллаш 
мумкин, яъни

s>  ( Д ' =  ) '  =  2  К  =  а 1 +  2 ° 2 А" +  3 f l 3 А'2 +  • • ■ +
п=0 п=0

+  пап хп~1 +  . . .
булади.

10-§. Функцияларни даражали цаторларга ёйиш 

I. Маклорен цатори
// f  (а) функция (— 6, 6) (6 >  0) ораликда берилган булиб, у 

Iпу ораликда исталган тартибдаги хосилага эга булсин. Ушбу

Д0) +  Ш . х +  +  . . . +  f ^ - L xn +  . . . (21.22)
1! 2!  п\

даражали каторни царайлик. Бу даражали каторнинг коэффициент- 
лари / (а) функция ва унинг хрсилаларининг х = 0 нуктадаги циймат- 
лари оркали ифодаланган.
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[(х)  = / (o ) + L B - x  +  ^ x *  +  . . .  +  х" +  гп (а), (21.23)

бунда г п (х) колди^ ха д. Шуни эътиборга олиш керакки, (21.22) î a* 
торнинг коэффициентлари билан (21.23) формуладаги коэффициент* 
лар бир хил булади.

(21.22) даражали каторнинг кисмий йигиндиси

S „(x )= / (0 ) +  ^ - *  +  ^ - W  . . . + ~ Р - х ^

булса, унда (21.23) формула ушбу
f (x)  =  S n (х) +  г п (х) (21.24)

куринишга келади.
(21.22) даражали катор (— R, R) якинлашувчи булсин. Унда

lim S  (х) = f{x) (Y  х 6 ( - R ,  R))
л->°°

булиб, (21.24) муносабатдан
lim !/(х) — S  (л)] =  l im г  {х) =  О
п->°° п--* »

булиши келиб читали.
Аксинча, Y  х 6 (— R, R) да lim г  (х) =  0 булса, яъни (21.24)

п->=°
муносабатдан

lim Sn (х) == /(х)
Л->°°

булиши, демак, (— R, R) да (21.22) даражали катор якинлашувчи, 
унинг йигиндиси /(х) га тенг булиши келиб чикади:

f (x )  =  f ( 0 ) + ^ ~ x +  f ^ L x *  +  • ■ ■ +  X» +  . . . (21.25)1! I ! п !
Шундай килиб, (21.25) муносабатнинг уринли булиши учун Y- v 6(—
— R , R) да

l im rn (х) = О 
/■?-> 20

булиши зарур ва етарли экан.
Агар /(х) функция учун (21.25) муносабат уринли булса, Дх) 

функция Маклорен каторнга ёйилган деб аталади.
Агар гп (х) етарли даражада кичик булса, у холда юкоридаги 

(21.25) муносабатдан ушбу

/ ( х ) « / (  0) +  > ^ - х  +  ^ х '  +  . . .  (21.26)

такрибий формулага эга буламиз.
Энди

Энди /(х) функциянинг Маклорен формуласини ёзамиз:

Д х) =  е
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функциями Маклорен каторига ёямиз. Маълумки, [ (х) - е* функция 
империй [ — г, г] (г > 0 )  сегментда исталган тартмбдаги ^осилит
II л булиб,

/(») (х) = е* (л =  1 , 2 , 3 , . . . )  
булади. Равшанки,

/с«) (0) = 1 (/г = 1, 2, 3, . . . )
Г>у (функциянинг Маклорен формуласи

=  1 +  JL  +  Х-  +  . , , +  х— +  r n (X)

булади. Колдик хад гп (х) эса Лагранж куринишида куйидагича бу
лади:

Г п ( х ) = £ т ^ , е °х (о < 0 < 1)

Агар Y  х 6 [— г, г ] учун
0* п+1

(п+ 1)!
/г+1

< -------- ег
[п+ 1)!

lim —------ = 0

ва п - * - о о да

/Н-1 
п->°° (п + 1)!

булишини эътиборга олсак, унда
у  у  2  у  ̂е* =  1 +  - £ - + - 1 + .
1! 2! п!

булишини топамиз. Бу f (x) — e x функциянинг Маклорен каторидир. 
Худди шу йул билан f (x) — sin х, f(x)  =  cos х, f  (х) — In (1 +  х), 
f (x)  (1 +  х)“ функцияларнинг Маклорен кагорлари топилади. К^йи- 
да уларни келтириш билан кифояланамиз.

х3 , х5 х7 . , ,  , 1 х2п~ х ,
sin х = х --------- ----------------Ь ■ • • +  (— 1 " --------------Ь • . •3! 5! 7! v (2п— 1)!

у2 у4 yd
cos * =  1 — |р +  ij- - -  |р -Ь . . .  + ( ” 1 ) " ^ +  . . .

in +  . . . + ( _ i ) » - i  i ! _ +  . . .
2 3 4 n\

(1 +  x ) “  =  1 +  —  X  +  a ( q t ~ - 1) X 2 +  . . . +
1! 2!

» ( « — О (« — 2) ■ • • —/i+ 1)
n!

Бу келтирилган функциялар учун (21.26) тацрибий формула ^уйидл- 
гича булади:
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77 27 ■ ■ ■ + V
7 -2n—I

I I * , * 2 , I xn

x  , X D X1 , , , 4„  1 Xsin X ~  X ------- -------------f- . . .  +  ( —  ] ) n~ 1 ---------,
3! 5 !  7! ' V /  ( 2 n — !) !

1 X 2 . X1 X е , I ,  n „  X 2"
c o s  x  «  1 ---------------------------------b  . . .  -4- (—  1)" — ,

2! 4! 6 ! (2л)!
y2 v3 v4

In (1 +  х) «  X — — +  — — — +  . . .  +  (— 1)'!- '  — ,
2 3 4 п

/ I I  \г/ 1 I а  , « ( а — 1) г ,(1 +  х)а ж  1 +  —  X -4------—  X2 +  . . . +

_1_ « ( «  — 1) (а — 2) . . . (« — п -!- 1) хП

XXII Б О Б .  ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1-§. Дифференциал тенглама тушунчаси

Эркли узгарувчи х, номаълум функция у = - у ( х )  ва бу функция
нинг ^осилаларини богловчи тенглама дифференциал тенглама  дейи
лади.

Бундай тенглама умумий холда куйидаги куринишда булади:
F(x, у ,  у ' ,  , уЫ) =  0. (22.1)

(22.1) тенгламада катнашган номаълум функция хосилаларининг 
энг говори тартиби дифференциал тенгламзнинг тарт иби  дейилади. 
Демак, (22.1) тенглама л-тартибли дифференциал тенгламадир.

Агар у  =  ф (х ) функция ва унинг хосилаларини (22.1) тенгламага 
Хуйилганда уни айниятга айлантирса, яъни

Fix,  ф(х), ф' (х), . . . ф<")(лг)] =  0

булса, унда г/= ф (х ) функция (22.1) тенгламанинг ечими дейилади.
Дифференциал тенгламанинг ечими чексиз куп булади. Барча 

ечимларни уз ичига олган ечим дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими дейилади.

Ми с о л .  Ушбу
у "  — х =  0 (22.2)

тенгламани царайлик. Бу 2- тартибли дифференциал тенгламадир.
ф (х ) =  — х3 +  х функция унинг ечими булади. Х,ахихатап хам,

6

ф' (х) =  ^  х3+  xj  =  1  X2 +  1, ф" (х) = ^  X2 +  1 ) =  X

булиб, ф" (х) ни (22.2) тенгламага куйсак, бу тенглама айниятга 
айланади:

Ф" (х) — х =  х — х  =  0.
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/(*) = ~г х3 +  +  С2
О

f.V.мчи. бунда С,, С2 — ихтиёрий узгармас сонлар. (Хусусаи, С, -
I. < О булганда, умумий ечимдан юкоридаги ечим келиб чн-

1\(1ДИ)

2-§. Биринчи тартиЗли дифференциал тенгламалар

Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумий куриниши 
цуппдлгича булади:

F(x, у , у ’) =- 0.
Агар бу тенглама у ’ га нисбатан ечиладиган булса, унда

y ’ = f ( x , y )  (22.3)
1сигл;:мага келамиз. Одатда, (22.3) тенглама хосилага  ни с б атан  
с и и г а н  дифференциал тенглама  дейилади.

Энди (22.3) тенгламанинг хусусий ^олларини ь^араймиз.
Р. (22.3) тенгламанинг унг томони фаь а̂т х узгарувчига богли^

булсин:
y —f(x)-  (22.4)

Бу тенгликни ннтеграллаб топамиз:

у  =  f /(x)ydx +  С (С — узгармас сон).
Демак, (22.4) тенгламанинг умумий ечими

y = $ f ( x ) d x  +  C (22.5)
булади.

Мисол .  у ' =  2л;2 тенгламани ечинг.
Ечиш.  Тенгламанинг ечимини (22.5) фэрмуладан фойдаланиб 

топамиз:

у '~  f 2x2 dx +  C - -=^х3 +  С.^

Г' 2°. (22.3) тенгламанинг унг томони фа^ат у  'узгарувчига боили^ 
булсин:

У’ =  / (У)

Аввало, у '  =  — эканини эътиборга оламиз. Сунгра бу тенгламада
dx

у  ни эркли узгарувчи, х ни эса у  нинг функцияси булсин деймиз. 
Унда

du г , dx 1
— =  f ( y )=*—  =  —dx dy f (x)

булиб, юкоридаги 1°- холга келамиз. Кейинги тенгламанинг ечими

2) тенгламанинг умумий ечими
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X =  Г —— dl) -г СJ ! ( у )
булади.

Мис ол .  у ' - - Т у 2 тенгламани ечинг.
Ечиш.  Бу тенгламани ушбу куринишда ёзиб оламиз:

dx _ 1
dy 7 1/2

Бу тенгликдан эса

dx =  ± - &
7 У2

булиши келиб чик,ади. Уни интеграллаб топамиз:
_1 _j_ г _ * Г ,,—2 г!,, _1_ г  — 1 . *

x =  ) l f  +  C = 7 ) ' ^ d>,  +  C —  - T  +  C =

—  f  + с.
Ту .

Демак,
1 1 

У =  7  ’ г — ■7 С — х

3°. (22.3) тенгламанинг унг томони фа^ат х узгарувчининг хамда 
фа^ат у  узгарувчининг функциялари купайтмасидан иборат булсин:

У' = f{* ) - g ( y ) -
Бу тенгламани у згарувчилари ажраладиган дифференциал тенглама 
дейилади. Яна у '  =  ~  эканлигини эътиборга олсак, у холда

dx

~~ —• f  (x) - g  (У)ах

булади. Бу тенгликнинг иккала томонини dx га купайтириб ва g ( y )  
га булиб, ушбу тенгликка келамиз:

- tT  = f ( x ) d x .
8  (У)

Уни интеграллаб топамиз:

f -TT = S f i x ) d x  +  C. J g ( y )
Бу интеграллар ^исобланиб, сунг у  ни х оркали ифодалаб берилган 
тенгламанинг ечимига келамиз.

Мис ол .  у '  =  ху  +  х +  у  +  1 тенгламани ечинг.
Ечиш.  Бу тенгламанинг унг томони учун

ху -1 х +  у  +  1 =  х (у  +  1) +  (у  +  1) =  (х +  1) ( у  +  1)
булади. Демак,

d y =  (х +  1) {у +  1).
dx

256



I л in n ЛНК1 ГИНГ иккала томонини dx га купайтнрсак ва у  - f  1 гя
»• ч и лк, унда

= (х +  1) dx
у+  1

цщлнкка келамиз. Интеграллаб топамиз:

f  J M -  =  j (х +  l )dx +  In С,
J у + 1

(jr+D*

Jn (У+  1) =  +  In С, =  е  2
(*+!)*

у  =  С - е  2 — 1.
3 -§ . Бир жинсли тенгламалар

Икки узгарувчили /(х, у )  функция учуп ихтиёрий t да
f ( tx,  ty)  — t f  (х, у )

•м'пглик бажарилса, унда f (x, у )  б и р  жинсли  (аницроги, нолинчи 
чартибли бир жинсли) функци я  дейилади.

Агар
y '  =  f(x, У) (22 .6)

дифференциал тенгламанинг унг томонидаги / (х, у )  ифода бир жинс- 
ли функция булса, у  хрлда (22.6) тенглама бир  жин сли  дифферен
циал тенглама дейилади.

f ix ,  у )  бир жинсли функция булса, у  хрлда ихтиёрий t учун
/(/.*, ty)  =  f ( x , y )  

булади. X у су сан, t=--— булганда

/( l ,  f )  =  /(*. У)

булади га бу хрлда (22.6) тенглама куйидаги куринишга келади:

f ) - ’ (f)- <22-7) 
Бу тенгламани ечиш учун — =  и деб оламиз. Унда

X
у  =  их, у '  =  (их)' =  и'х +  их' = и‘х +  и 

булади. Еуларни (22.7) тенгликка куйиб топамиз:

и ’х +  и  =  ф (и).

и'х — ф(и) — и, Х -~  =  ф(ы) — и. 
dx

Натижада узгарувчилари ажраладиган ушбу тенгламага келамиз: 
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dll _  dx 

ф  (и) — U X

Уни интеграллаймиз:

f  — ------=  f  -  +  In С,  Г — ——  =  1п х  +  In С.
J  ф (м) — и J  х J  ф (и) — и

In Сх =
ф  (и) — и

Ми с о л .  Ушбу у '  =  —-— тенгламани ечинг.
х +  у

Ечиш.  Бу тенгламанинг унг томонидаги f (x ,  у) — ——  фуик»
X -\- у

ция бир жинсли функция. Хакикатан хам,
ty  __  ty  _  уf  (tx, ty)  =

tx-\- ty t(x-f-lj) X +  у

Демак, берилган тенглама бир жинсли дифференциал тенглама. Бу 
тенгламани куйидагича

JL У-
у' =  - у-  = = — —  (22.8)

х + у  х +  у  j /

X X
езиб, сунг

деб оламиз. У холда
у  =  и -х, у '  =  и'х +  и 

булиб, буларни (22.8) га цуямиз.

, , и , и и*и х  +  и = ------ , и х =  и =  — —— .
1 +  и 1 +  и 1 +  и

Натижада
du ifi 1 —р и < dxх — = ---------- , яъ н и  аи =  —
dx 1 +  и и- х

тенгламага келамиз. Бундан

----- In и =  In х +  in С, х =  у  In Су
U

булиши келиб чикади. Бу эса берилган тенгламанинг умумий ечи- 
мидир.
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11омаълум функция ва унинг хосилаларига нисбатан чизикли 
Гулган ушбу

у' +  Р (х) ■ У + q (х) = 0 (22.9)
рннишдаги тенглама биринчи тартибли чизшуш дифференциал 

миглама дейилади, бунда р(х) ва q (х) узлуксиз функциялар.
(22.9) тенгламанинг ечимини

у  =  и (x)-v (а) =  и ■ v

куринишда излаймиз: у  — uv  ва у '  = (и ■ v)' =  u'v -f- uv'  ларни тенг
ламага куйиб топамиз:

u'v - f  u v ’ +  р{х) ■uv-\ -q  (х) =  О
u'v  +  u ( v '  -т- p - v )  +  q =  0. (22.10)

Энди v  ни шундай танлаймизки, v' +  p - v  — 0 булсин, яъни

— +  р  ■ v  =  0. — = — р(х)  dx,
dx v

In v  =  — j p  (a) dx. 
v  e~ $ 9 w dx

булсин. Бу топилган v  ни (22.10) тенгламага ^уямиз ва хосил бул
ган тенгламани ечамиз:

и’ . e - i p  ю  dx _j_ q =  0> =  _  qe Ipdx
dx

и =  — J q (x) e- rdx dx +  C.
Натижада ,

у  =  и • v  =  e~ J pdx (С — j  qe$pdx dx).

Демак, берилган (22.9) тенгламанинг умумий ечими бундай булади:

у  =  e - S  P d x  ( С  q e l P d x  d x ) ,  ( 2 2 . 1 1 )

Ми с о л .  Ушбу у ’ ху  — л:3 — 0 тенгламани ечинг.
Ечиш.  Бу биринчи тартибли чизикли дифференциал тенглама

дир. Унинг ечимини (22.11) формуладан фойдаланиб топамиз (бун
да р  (а) =ч х, q (х) =  — а3):

— — Х1 
у  =  е~ •fxdx (С — J  (— Xs ) е $xdx dx)= e  2 (С + J  xse 2 Jx) =

4 -§ .  Биринчи тартибли чизикли дифференциал тен глам алар

=  e 2 (C +  x2 e 2 — 2 e 2 ) =  Ce 2 + x 2 — 2.
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Ушбу

У " +  Р(х)У' + Я (* )У  =  /(*) (22.12)

куринишдаги тенглама иккинчи тартибли чизикли дифференциал  
тенглама  дейилади, бунда р(х),  q(x) ва / (х) — узлуксиз функции 
лар.

Агар (22.12) да f (x)  — 0 булса, унда (22.12) тенглама цуйидат 
куринишга келади:

у "  +  р  (х) у '  +  q (х) у  =  0. (22.13)
Бу тенглама иккинчи тартибли б и р  жин сли  чизикли тенглама  
дейилади.

(22.12) ва (22.13) дифференциал тенгламаларни ечишни урганиш- 
дан аввал чизикли боглик хамда чизикли эркли функциялар тушун
часини келтирамиз.

y L{x) ва у 2(х) функциялар [а; Ь] сегментда берилган булсин. 
Агар шундай узгармас « ,  ва а 2 сонлар топилсаки, улардан хеч 
булмаганда биттаси нолдан фаргуш булганда

“ i У\ М + «2 У2 (х) в  О (22.14)
айният уринли булса, у  холда у, (х) ва ya (v) функциялар чизикли  
борлик функциялар  дейилади. Агар (22.14) айният фа^ат а ,  =  ос2 — 
=  0 булгандагина уринли булса, у холда г/, (х) ва у 2 (х) функция
лар чизикли эркли функциялар  дейилади.

Мис ол .  Ушбу у , (х )  =  1, у.2(,v) =  А' функциялар чизикли эркли 
функциялар булади, чунки

а г - 1 - Ь а 2 -.х; =  0

айният факат а ,  =  « 2 =  0 булгандагина уринли булади.
Агар y v (x) ва г/2 (х) функциялар чизикли эркли функциялар бул

са, улардан хеч бири айнан нолга тенг булмайди.
Энди (22.12) ва (22.13) дифференциал тенгламаларни ечиш билан 

шугулланамиз. Аввало,

У" +  Р ( х ) у '  +  q ( x ) y ^  0 (22.13)

иккинчи тартибли бир жинсли чизикли дифференциал тенгламани 
караймиз.

22 . 1 - т е орема .  Агар у , (х )  ва у 2{х) функциялар (22.13) тенгла
манинг чизикли эркли хусусий ечимлари булса, у з^олда (22.13) 
тенгламанинг умумий ечими

у (х)  =  С1у 1(х) +  с 2у 2[х) (22.14)

булади, бунда Си  С„ — ихтиёрий узгармас сонлар.

5 -§ .  Иккинчи тартибли чизицли дифференциал тен глам алар
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I ll (k it , Модомики, г/j (x) ва y2(x) (22.13) тенгламанши хусусий 
гчнм.i.ipn экан, унда бу функциялар (22.13) тенгламанн ^ат^плии- 
Цфлдн:

у\ (х) + р (х ) -  у\(х) +  q (х) • уу  (х) »  0. (22.1!,)
у'2(х) +  р  (х) • у'.2 (х) +  q (v) у 2(х) =  0.

1\уйндаги
С\Уу ( х )  - г  С3у 2 (х)

Фмихипя ^ам (22.13) тенгламанинг ечими булади. Хакикатан хам, 
Пу (функция хамда унинг хосилалари

[ С, z/j(x) +  С, у 2(х)]' = Cj yj(x) +  с ;  у'2 (х),
| С-! г/j (х) +  С2 у 2 (х) |" =  Cj у"(х) +  С2 г/" (х)

учун
Cj у,'(х) +  С 2 у"2 (х) +  р  (х) [ Cj у\ (х) +  С2 у 2 (x)] +  q (х) [С, у/х) +

+  с2 у2(х) ] =  Cj у'; (х) +  р  (x)Cj у\(х) +  q (х) Cj у , (х) +  С, у" (х) +  
-I-Я (л)’С2 у ; (х) +с/ (х) с 2 у 2 (х) =  Cj [ у'; (х) +  р  (х) yj(x) 4- q (х) У х (х) ] +  

+  с 2 [ у2 (х)-ь р{х) у2(х) +  q (х) у2 (х) ] 

булиб, (22.15) муносабатга кура
I Cj у , ( х )  +  С2у2 (х)]" 4- р  (х) [С,У]  (х) +  С„у2 (х) ]' +  q (х) [С,у, (х) +

+  С2у2(х)] =  0
булади. Бу эса

C iyi(x) -f- С2у2 (х)

нинг (22.13) тенгламанинг ечими эканини билдиради.
Курсатиш мумкинки, у  (х) =  С ,ух (х) +  С2у 2(х) ечим берилган

у" +  р  (х) у ' +  <?(х) у  = 0
тенгламанинг умумий ечими булади.

Иккинчи тартибли
У" +  уФ ) у ' +  <7 (х)У =  / (х) (22.12)

тенгламанинг умумий ечими хакнда ушбу теорема уринли.
22. 2 -т е  о р е м  а. (22.12) тенгламанинг умумий ечими шу тенг

лама хусусий ечими билан (22.13) тенгламанинг умумий ечими йи- 
риндисига тенг булади.

6 -§ . Узгармас коэффициентли иккинчи тартибли бир жинсли 
чизикли тенгламалар

22 .1 -т а ъ р и ф . У з га рм а с  коэффициентли би р  жинсли  диффе
ренциал тенглама  деб

y" +  Py' +  qy = 0 (2 2 . 1 6 )
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куринишдаги тенгламага айтилади, бунда р  ва q — узгармас \нцн« 
1̂ ий сонлар.

Юкоридаги теоремаларга асосан бу тенгламанинг умумий ечимини 
топиш учун унинг иккита чизикли эркли хусусий ечимини ТОПШЦ 
етарлидир.

Тенгламани ечиш учун у  =  е кх деб фараз киламиз, бу ерда к — 
нолга тенг булмаган узгармас соя.

Хосилаларни топамиз:
9 , kx " #2 кху  — ke , у  =  k е  .

Буларни (22.16) тенгламага келтириб куямнз:
k-ekx +  pkekx +  qekx =  0. (22.17)

е кхФ  0 булгани учун (22.17) тенгламадан
k2 +  pk +  q =  0 (22.18)

з^осил булади. Демак, k (22.18) тенгламани куноатлаитирса, екх 
тенгламанинг ечими булади. (22.18) тенглама (22.16) тенгламанинг 
характеристик тенгламаси  дейилади. (22.18) тенглама иккита ил- 
дизга эга булади, уларни kx ва k2 билан .белгилаймиз:

Бу ерда куйидаги доллар булиши мумкин:
1) kx ва ко хакикий ва бир-бирига тенг эмас {кхф  к2У, .
2) кх ва кг ха^иций ва бир-бирига тенг {кх =  62);
3) к г ва к.г комплекс сонлар.
Хар бир холни алохида-алохида куриб чнкамиз.
а) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и ^ а ̂  и- 

ций в а  х а р  х и л  {кхФ к ^ .
Бу холда _ . .

kiX kt x
Ух =  . //-2 -- «

функциялар хусусий ечимлар булиб, тенгламанинг умумий ечими 

у  =  С / 1* 4- С / ' х '■»'■■■ (22.19)

куринишда булади.
^акикатаи хам, у '  ва у"  ни топамиз:

у  =  С, k / lX+  С2 к / ' \  у  =  Сук\ e lX 4- С2 к\ е * ;

буларни (22.16) тенгламага куямиз:

С[ к\ eklX 4- С, к ; е к,х +  р(С1 к / ' х 4- С2 к2ек,х) +

+  q(C1eklX +  С2ек,х) = 0 .

Чап томондаги кавсларни очиб, гурухлаймиз:

(С, к\ eklX 4- рСх k / iX 4- q C / ,x) +  С2 £  е к‘х + РС2к./* +  qC2 е ‘х) =  0
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Икн
с ' х ( к\ +  +  q ) +  С2 е к,х ( k\ +  pk2+  q) =  0 (22.20)

A, i'ii л,ф (22.18) тенгламанинг илдизлари булганлиги учун,  
{j'J ’()) нинг чап томонидаги кавс ичидаги ифодалар нолга тенг ва 

ДОум.ш чап томони хам нолга тенг булади. Демак, у  — С 1ек,х-|-
I j ' 1' (функция берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечи- 

ми Оулади.
Ми с о л. у"  — 8г/' +  15у  =  0 тенгламанинг характеристик тенгла-

11,1. и /г «/г- !-1S = 0 булиб, у £х= 5, k2=3  илдизларга эга. Демак, 
и in ммлпинг умумий ечими куйидагича булади:

у  =  +  С\е3х.

Г.) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  ха ки-
I. mi на т е н г  (/г,=/?2).

I iy .\олда k, =  k2 —-----y  булиб, 2k1 = — p  ёки 2k1 +  р — О

Голяди.
Питта хусусий ечим у  — eklX маълумдпр. Иккинчи хусусий ечим- 

ии //2 = и (х) ек'х куринишда излаймиз. Бу ерда и (х) =  и аниклани- 
IIIH керак булган номаълум функция, и (х) ни аниклаш учун г/' ва 
//., ни топамиз:

у 2 =  и е ' х +  uk, e lX — е к'х ( и +  uk J ,  

tj2 — и е к,х +  u'kxek'x +  и kx ек'х +  ик\ е к'х =

=  е к,х ( и +  2/г, и +  uk] ) -

Буларнн (22.16) тенгламага куямиз: 

е 'х [ ( и -)- 2kyи “Ь и)  "Ь рв 1 ( и k,и) q • ив ' ] =  О

еки

е  [ и +  (2k, +  р)  и +  ( k, +  k]p +  q ) и ] — 0.

k характеристик тенгламанинг каррали илдизи ва 2kx +  р  =  О 
гани учун е 

Уни интеграллаб,
булгани учун е х и — 0 ёки и =- 0 булиши керак.

и (х) = Ах +  В

ни топамиз. Хусусий холда В  =  О, А =  1 деб олсак, и (х) =  х 
булади.
Шундай килиб, иккинчи хусусий ечим каби

у 2 =  х е ' х
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у  =  с / 1Х +  С.гх е ' к =  е 1Х (Сх +  Сгх)
куринишда ёзиш мумкин.

М и с о л. 4у" — \ 2у'  +  9у  =  0 тенгламанинг характеристик тенг* 
ламаси

4k2 — 126 +  9 = 0
3булиб, унинг илдизлари k, =  &2 =  — дир. Демак, тенгламанинг 

умумий ечими:
_з

у  =  (С L +  Сох) е2
в) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  к о м п 

л е к с  с о н л а р  б у л г а н  хо  л.
Илдизлар k, =  ос +  i р, /е2 = а  — i р куринишда булсин.
У холда дифференциал тенгламанинг хусусий ечимларн

г/3 =  е(а+* >х , </2 =  е(а~*)х

куринишда булади. y L ва г/3 лар (22.16) тенгламани ^аноатлантиради.
Биз куйидаги натижадан фойдаланамиз: агар хаци^ий коэффи- 

циентли бир жинсли чизикли тенгламанинг хусусий ечими комплекс 
сонлардан иборат булса, у .\олда унинг хакикий ва мав^ум [\нсмла- 
ри_|хам шу тенгламанинг ечими булади.

Бинобарин, хусусий ечим
e (a+i№ =  е«*с0ф  +  ^ s in px-

булгани учун е >'х cos рх, e“ 'sin рх лар хам (22.16) тенгламанинг 
ечими булади. Шундай килиб, (22.16) дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

\у =  еах(С\ cos рх +  Сг sin рх)
куринишда булади.

М и с о л. у" — 4у '  +  Ту — 0 тенгламанинг характеристик тенгла
маси k2 — 4k +  7 = 0 булиб, унинг илдизлари kx =  2 -1- i Y 3, k2 — 
=  2 — i Y 3 дан иборат. Тенгламанинг умумий ечими цуйидагича 

булади:

у  =  е 1х ( С1 cosl/З х +  C2 sin 1^3 х ) .

4. Узгармас коэффициентли бир жинслимас чизикли тенгламалар
Энди

У" + ру' + qy = / (х) (22.21)
куринишдаги дифференциал тенгламанинг ечимини топиш билан шу- 
гулланамиз, бу ерда р, q хакикий сонлар. f (x) функциянинг бери- 
лишига караб куйидаги холларни куриб чикамиз:

булади. Буларни назарда тутсак, умумий ечимни
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1) (22.21) тенгламанинг унг томони курсаткичли функция билан 
купхад купайтмасидан иборат:

f(x) =  Р т(х)еах, 

бу ерда Р,„ (х) — т-даражали купхад, яъни

Рт(дс)=а0х" + а1х"-1 + . . .  + а т.

(22.21) тенгламанинг умумий ечимини топишда куйидаги фактдан
фойдалакамиз:

у"  Jr p y '  +  q y  =  f(x) 

тенглама берилган булсин. Агар

у"  +  р у ’ +  qy  =  О

бир жинсли ди(|хференциал тенгламанинг умумий ечими у  булиб, и
(22.21) тенгламанинг ихтиёрий хусусий ечими булса, у хрлда (22.21) 
нинг умумий ечими

У — У + «
куринишда булади.

Биз бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими kr+ 
Н- kp 4- q =  О характеристик тенгламанинг илдизлари билан боглаб 
топишни биламиз. Хусусий ечимини эса куйидаги холларга мувофи^
топамиз:

а) а  сони k2 4- pk +  q =  0 х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а -  
н инг  и л д и з и  б у л м а г а н  хол.  Бу холда биз хусусий ечимни

и =  (А0хт +  AlXm- 1 -Г . . .  +  Ат) еах = Qm (х) еах (22.22)

куринишда излаймиз. Бу ерда Qm (x) — т -даражали купхад.
(22.22) дан и', и" ни топамиз:

и' =  (А0 тхт~х 4- Ах(т — 1 ).vm~2 4- . . .  +. Ат_ х) ■ еах 4-

4- (А0х 4- А1хт 4- 4- Ат) а  е .

и =  [ А0т  (,т  — 1) хт~2 4- Ах(т — 1 ) (т  — 2) хт~3 4- . . .  4-

4- Лт_2]еах+  I А0пгхт~1 +  Ах (т -  l).v"1- 2 4- . . .  4-
4- Ат_ х ] а е ах +  [ А0 тхт~1 +  Ах(т  — 1 )/ !~2 +  . . . 4-

, л т а х  . / \ т  . л т —1 , ( < \ <> ах4- Am_i ] с  +{А0х +  А[Х -г  • • • ~Ат) a r e  .

Ьуларни (22.21) тенгламага куямиз ва тенгламани соддалаштн- 
риО, натижада куйидаги тенгламани хосил киламиз:

0,,(х) 4  (2а 4-- р) Qm (х) 4- {а + р а  4- q) Q Jx )  =  P J x ) ,  (22.23)
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бу ерда Qm (х) — (т — 2)-даражали купхад, Q'm(x) — (т — 1 )-дари- 
жали купхад.

(22.23) тенгламанинг чап ва унг томонлари т -даражали купхад* 
лардан иборат. Бир хил даражали х лар олдидаги коэффициенту^* 
ни бир-бирига тенглаб, номаълум А0, Alt . . . , Ат коэффициент* 
ларни топамиз;

б) а  с о н и  k2 pk ~r q =  0 х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а 
н и н г  и л д и з н  б у л г а н  хол .  Бу холда хусусий ечимни (22.22) 
тенглама куринишида олиб булмайди, чунки (22.23) тенгламанинг 
чап томонида ( т — 1)-даражали купхад хосил килииган булиб, унг 
томони т -даражали купхаддир. А0, Аи  . . .  Ат ни топишда т  но 
маълумли ( т — 1) та тенглама системаси хосил цилинган булиб, 
уларни топиш кийиндир. Шунинг учун бу холда хусусий ечим и — 
=  х Qm (х) еах куринишда изланади;

в) а  с о н и  х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г и к к и к а р р а- 
ли и л д и з и  б у л г а н  хол.  Бу холда хусусий ечимни юкорида баён 
килинганидек мул о ха за юритиб, куйидагича излаймиз: u--x~Qm(x)eax.

1- мисол.  у " — 7у ' \ 2 у - - -х тенгламани ечинг.
Ечиш.  Аввал бир жинсли у" — 7у '  Л- \2у 0 тенгламани еча- 

миз. Характеристик тенглама k2—-7k-\- 12 =  0 булиб, унинг илдиз
лари: = 3, k2 =  4. Берилган тенгламанинг унг томонидаги функ
цияни Рп (х) еах =  хеах деб карасак, а  = 0 булиб, кл ф  k2. Шунинг 
учун унинг хусусий ечимини

и =  (А0х +  /4j) е =  AqX +  А, 
куринишда излаймиз. и' ва и" ни топиб, урнига куямиз:

— 7 Ау +  12 А0х +  12 Лх = х

Бу ердан ,40, Ал ни топамиз:

12Л0 = 1; А0=  — , - 7 .4 !  +  12И, =  0; Ау= ~ .
12 144

Демак, хусусий ечим

куринишда, умумий ечими эса

у  =  С,е?‘х +  C.,e4-V -1— - х  +  —
“ 12 144

куринишда булади.
2- м и с о л. у"  — Ъу' +  6у  — 3e2v.
Ечиш.  Бир жинсли тенгламанинг характеристик тенгламаси ил

дизлари /?j =  3, /?2 =  2. Бу ерда а  характеристик тенглама илдизла-
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и — х ■ А0е2х

куринишда излаймиз. и ва и' ни топиб, тенгламага куямиз:

2А0е 2х +  2 А0е2х +  4 А0хе2к' — 5 А0е2х — 10 А0хе2х +
+  6Асхе2х =  3e~v.

■Соддалаштирамиз:
— Аие2х =  Зе2х.

Бу ердан: А0 =--—3. Демак, умумий ечим
у =  {С,е2х +  С, с3*) — Зхе2 *'

ёки
у  =  Сге3' +  (С, — Зх) е2 г

булади.
3 - мисол .  у" — \у' +  4г/ = Зе2х.
Ечиш.  Бир жинсли тенгламанинг характеристик тенгламаси 

kl — k2 = 2 илдизларга эга булиб, а  нинг кийматига тенгдир (а = 
=  2); в) холига кура хусусий ечимни и  =  х2А0е2х куринишда излай
миз. Сунгра:

и' =  2хА0е2х +  А0 2x2e2v, 
и" =-■ 2]А„е2х +  4 А0хе2х +  4 А0х2е2х.

Буларнн тенгламага куямиз:

2 А^е-Х ' ~ 4 AqXC~x { 4 АоХв-х -f- 4А̂ х-е~х — 8 AQxe  ̂■ —
— 8А0х2е2х 4- 4Avx2e2x =  Зе21'.

з
2 А0е2Х =  Зе2х булиб, Л0 =  — га тенгдир. Бу ердан хусусий ечим:

3 -„’л-и =  — д-е .2
3 л оУмумий ечим: у =  (Сх +  С2х)е2х-{- -7 - х2е2г ёки

г/ =  (С, -f- С2 л- +  —  х2 j  е21.

2) Унг томон /(х) = Р (х)еах cos Р х +  Q (.v) еаА sin р х куринишда 
берилган булсин, бу ерда Р(х)  ва Q(x) купхадлар. 

куйидаги икки хол булиши мумкин:
агар а  +  гр сон характеристик тенгламанинг илдизи булмаса, у 

хрлда (22.18) тенгламанинг хусусий ечимини

и  =  Af (х)е“* cos рх +  Дг (х) sin р х

ридан бирига тенг: а  =  2. Шунинг учун, берилган тенгламанинг х у 
сусий ечимини

267



бу ерда Q"m (x) — (m — 2)-даражали купхад, Q'Jx) — (т — 1 С р а 
жали купхад.

(22.23) тенгламанинг чап ва унг томонлари т-  даражали куп.\ад- 
лардан иборат. Бир хил даражали х лар олдидаги коэффициентлар- 
ни бир-бирига тенглаб, номаълум А0, Ах, . . . , Ат коэффициент- 
ларни топамиз;

б) а  с о н и  k2 +  pk - г  q = 0 х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а -  
н и н г  и л д и з и  б у л г а н  хол .  Бу холда хусусий ечимни (22.22) 
тенглама куринишида олиб булмайди, чунки (22.23) тенгламанинг 
чап томонида ( т — 1)-даражали купхад хосил килинган булиб, унг 
томони т -даражали купхаддир. А0, Ах, . . . Ат ни топишда т  но- 
маълумли ( т — 1) та тенглама системаси хосил килинган булиб, 
уларни топиш кийнндир. Шунинг учун бу холда хусусий ечим и =  
=  х Qm (х) еах куринишда изланади;

в) а  с о ни  х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и к к и  к а р р а 
ли и л д и з и  б у л г а н  хол.  Бу холда хусусий ечимни юкорида баён 
килинганидек муло^аза юритиб, куйидагича излаймиз: и - х Qm(x)eax.

1- мисол.  у " — 7y , J r\2y=---x тенгламани ечинг.
Ечиш.  Аввал бир жинсли у"  — 7г/' +  \2у =  0 тенгламани еча- 

миз. Характеристик тенглама k%—~ 7k +  12 =  0 булиб, унинг илдиз
лари: kx =  3, k2 =  4. Берилган тенгламанинг унг томонндаги функ
цияни Рп (х) еах =  хеах деб карасак, а  =  0 булиб, кхф  k2. Шунинг 
учун унинг хусусий ечимини

и =  (А0х +  Ах) е° =  Апх +  А, 

куринишда излаймиз. и ' ва и" ни топиб, урнига ^уямиз:

—- 7 Ах } 12 А0х 12 /1 j =  х

Бу ердан А0, Ах ни топамиз:

12Л0 = 1; Л0=  —7АХ +  12Л, =  0; А = ~ .

Демак, хусусий ечим

куринишда, умумии ечими эса

1 I 7— х -}- ■— 
12 144

у  =  Схе?х +  C2e ix 4- ~——х
12 144

куринишда булади.
2- м и с о л. у" — Ъу' +  6у  =  Зе2 v.
Ечиш.  Бир жинсли тенгламанинг характеристик тенгламаси ил

дизлари /г, = 3 , k2 — 2. Бу ерда а  характеристик тенглама илдизла-
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и — х ■ А0е2х

куринишда излаймиз. и' ва и" ни топиб, тенгламага куямиз:

2 А0е2х +  2Аье2х +  4 А0хе2х — 5 А0е2х — 10 А0хегх 4-
4- б Асхе2х =  3<г

( 'оддялаштирамиз:
— Аие2х =  Зе2х.

Пу ердан: Л0 = — 3. Демак, умумий ечим
у  =  (С,е2х +  С,е:и) — Зхе2к

ёки
у  = Cle i  +  (Со — Зх) е2г

булади.
3- м и с о л. у"  — 4у '  4 -4 у  = Зе2х.
Ечиш.  Бир жинсли тенгламанинг характеристик тенгламаси 

кл = к2 =  2 илдизларга эга булиб, ос нинг кийматига тенгдир (а  =  
= 2); в) холига кура хусусий ечимни и — х2А0е2х куринишда излай
миз. Сунгра:

и\= 2 хА0е2х +  А02х2е21, 
и" =-. 2]Аае2х - f  4 А0хе2х 4- 4 А0х2е2х.

Буларни тенгламага куямиз:
2 А0е2х 4- 4 А0хе2х +  4 А0хе2х +  4А0х2е2х — 8 А0хе2х—

— 8Аах2е2х 4- 4Аих2е2х =  Зе2х.
з

2А0е2х = Зе2х булиб, Л0 = —  га тенгдир. Бу ердан хусусий ечим:

рндан бирига тенг: а  =  2. Шунинг учун, берилган тенгламанинг х у 
сусий ечимини

3  О оУмумий ечим: у  =  (Q 4- С2х)е2х4- — х2е2>~ ёки

у  =  (С, +  С2 х 4—— л:2 j е"1.

2) Унг томон f (x) — Р (х)еах cos fj х -j- Q (х) е хх sin р х куринишда 
берилган булсин, бу ерда Р(х)  ва Q(x) купхадлар. 

куйидаги икки хол булиши мумкин:
агар а. +  ф  сон характеристик тенгламанинг илдизи булмаса, у 

хрлда (22.18) тенгламанинг хусусий ечимини

и М(х)еах cos Рх 4- N (х) еах sin р х
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куринишда излаймиз, бу ерда М(х)  ва N (х) даражаси Р(х) ва (/(л) 
купхадларнинг энг юкори даражасига тенг булган купхадлардир;

б) агар о. *- ifi сон характеристик тенгламанинг илдизи булса, у 
холда хусусий ечимни

и =  х [ М (х)ехх cosfk +  N (л) еах sin (к]
куринишда излаймиз.

Ю^орида айтилган мулохазалар Р(х)~- 0 ёки Q (х) =  0 булган 
доллар учун ^ам тугридир, яъни унг томои Р (х) е ах cos fix ёки 
Q (х) e“xsin p.t лардан биронтаси булганда хам урннлидир.

3) Унг томон f (x)  =  flcosjix +  bsinp.v куринишда берилган бул
син, бу ерда а, b — узгармас сонлар. Юкоридагидек, бу ерда хам 
икки лол булиши мумкин:

а) i р сон характеристик тенгламанинг илдизи булмаган хол. Бу 
>;олда хусусий ечимни и — Л cosx +  В sin х куринишда излаш керак. 
А ва В сонларини юкорнда курсатилган аникмас коэффициентлар 
усулн билан топилади;

б) i f i  сон характеристик тенгламанинг илдизи булган хол, бу 
холда хусусий ечимни и  =  х (Л cos fix 4- В  sin fix) куринишда излаш 
керак.



Ill 1\ИСМ. ЭХТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИ ВА МАТЕМАТИК 
СТАТИСТИКА

XXIII Б О Б . ЭХТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИ

1-§. Эхтимоллар назариясининг асосий тушунчалари

Кундалик х,аётда турли ходисаларга дуч келамиз. Уларга 
масалан, куёшнинг чициш ва ботиш ходисаси, хаво узгариб, ёмгир 
ёки i\op ёпш  ходисаси мисол булади.

Албатта, ходисалар маълум шарт- шароитлар (шартлар мажмуи), 
бажарилиш ёки бирор тажриба (синаш) утказиш натижасида руй бе- 
ради. Масалан, бир дона тулиц магизли чигитни етарли хароратга, 
намликка эга булган тупровда етарли чуцурликка (шартлар мажмуа- 
си) экканда униб чикиш ёки чикмаслик ходисаларидан бири руй 
бериши мумкин.

Тажриба натижасида бирор шартлар мажмуи бажарилганда ал
батта руй берадиган ходиса мукаррар  ходиса дейилади.

Тажриба натижасида шартлар мажмуи бажарилганда мутла^о 
руй бермайдиган ходиса мумкин булмаган  (мукаррар булмаган) хо
диса дейилади. Аммо амалиётда натижасини тула ишонч билан 
башорат килиш мумкин булмаган тажрибалар (синовлар) билан иш 
куришга тугри келади. Масалан, тангани ташлашдан иборат тажри
бада у ёки бу томонини тушишини тула ишонч билан олдиндан 
айтиш мумкин эмас ёки экилган чигит уругини униб чициш ёки 
чикмаслигини айтиш кийиндир. Бунга ухшаш барча холларда таж- 
рибанинг натижасини тасодифга боглик деб хисоблаймиз ва уни 
тасодифий ходиса сифатида караймиз.

Шундай килиб тасодифий ходисага, куйидагича таъриф бериш 
мумкин.

Тажриба натижасида (бирор шартлар мажмуи бажарилганда) руй 
бериши хам, руй бермаслиги хам мумкин булган ходиса тасодифий  
хрдиса даб аталади. Масалан, танга ташлаш тажрибасида ё гербли 
томон тушиши, ёки ракамли томон тушиши ходисаси тасодифий хо
диса булади. Тасодифий ходисалар латин алфавитининг бош харф- 
лари А. В, С, D . . . билан белгиланади.

Мукаррар ходиса ни U харфи билан, мумкин булмаган ходисани 
эса V харфи билан белгилаймиз. Бирор тажриба утказилаётган бул
син. Бу тажрибанинг хар бир натижасини ифодаловчи хрдиса эле
мента п ходиса  деб аталади ва со (омега) билан белгиланади. Эле
ментар хрдисалар туплами Q билан белгиланади, яъни Я =  {ю|. 
Элементар ходисаларга ажратиш мумкин булган >рДиса мураккаб 
ходиса  деб аталади.

Купинча амалиётда бир хил шартлар мажмуи бажарилганда куп 
марта кузатилиши мумкин булган хрдисалар, яъни оммавий бир
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жинсли ходисалар билан иш куришга тугри келади. Эхтимоллар 
назарияси етарлича, куп сондаги бир жинсли тасодифий ^одисаляр 
буйсунадиган конуниятларии аниклаш билан шугулланади.

Демак, эхтимоллар назарияси предмети оммавий бир жинсли 
тасодифий ходисаларнпнг эхтимолий конуниятларини урганувчи фан- 
дир.

М и с о л л а р .  1. Тангани бир марта ташлашдаи иборат тажриба- 
ни карайлик. Бу тажриба натижаси иккита элементар додисадан: 
о»! — танганинг гербли томони тушиши ходисаси (Г) ва со2 — танга- 
нинг ракамли томони тушиши ходисасидаи (Р) иборат булади. Де
мак, бу хрлда элементар ^одисалар туплами Q =  {сох, со2} =  (Г, Р\ 
булади.

2. Тангани икки марта ташлашдан иборат тажрибани карайлик. 
Бу тажриба натижалари куйидагича булади:

Г Г  — икки марта хам танганинг гербли томони тушиши >рди- 
саси;

ГР — биринчи марта гербли, иккинчи марта ракамли томони ту- 
шиш ходисаси;

Р Г  — биринчи марта ракамли, иккинчи марта эса гербли томони 
тушиши ходисаси;

РР  — икки марта хам танганинг ракамли томони тушиши ходи
саси.

Бу хрлда элементар ^одисалар ГГ,  ГР, РГ,  РР  булиб, уларнинг 
туплами Q =  { ГГ,  ГР, РГ, РР  } булади.

2 -§ . Тасодифий ходисалар устида амаллар

Бирор тажриба утказилган булиб, унинг натижасида А ва В  
ходисалар руй берган булсин. Купгина холларда э^тимолни ^исоб- 
лаш жараёнида урганилаётган ходисалар орасидаги богланишни 
аниклаш лозим булади. Шу мацсадда куйида ходисалар тенглиги, 
йигиндиси ва купайтмаси тушунчалари билан танишамиз.

23. 1- таърнф.  Агар тажриба натижасида .4 ходиса руй берган- 
да ^амма ва^т В  ходиса хам руй берса, А ходиса В ни эреашти-  
ра ди  деб аталади ва A с  В  каби ёзилади.

Масалан, тажриба 3 дона янги нав урупш экишдан иборат бул
син. Бу тажриба натижасидан куйидаги ходисаларии тузамиз:

А0 — бирорта хам уруг униб чикмаганлиги ^одисаси,
А у ■— ] дона уругнинг униб чи^иш ходисаси,
А2 — икки дона уругнинг униб чи^иш ^одисаси,
А — униб чиккан уруглар сони иккитадан орти^ булмаганлик 

ходисаси. Равшанки, бу холда A„czAlt .4, cz А, А„ cz А булади.
23. 2- таъриф.  Агар А ходиса В  ходисани зргаштирса ва уз 

навбатида В  ходиса А ходисани эргаштирса, у хрлда А ва В тен г  куч-  
ли %одисалар дейилади ва А — В  каби ёзилади.

23. 3- таъриф.  Тажриба натижасида ё А ходиса, ёки В  хрдиса, 
ёки )̂ ам А, хам В  ходисалар руй беришидан иборат хрдиса А ва В  
хрдисаларнинг йи гинди си  деб аталади ва А +  В  каби белгиланади.

23. 4-таъриф.  Тажриба натижасида хам А хрдиса, ^ам В хо-
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дисанинг (бир вак/i да) биргаликда руй беришидан иборат \оди< .1 ,1 
на В ходисалар купайтмаси  деб аталади ва АВ каби белгшшплдк

23. 5-таъриф.  Агар А ва В  ходисалар бир пайтда руй бериши 
мумкин булмаган ^одисалар, яъни А-В =  V булса, у холда А на В 
биргаликда булмаган ходисалар дейилади. Акс холда биргаликда  
%одисцлар дейилади.

Масалан, тангани ташлаш натижасида бир ва^тда гербли ва ра- 
камли томонлар тушиш ходисалари биргаликда булмаган ходисалар 
булади.

23. 6- таъриф.  Агар А ва В  ходисалар йигиндиси муцаррар Мо
диса, купайтмаси эса мумкин булмаган ходиса, яъни

A +  B =  U, А-В = V
булса, у холда А ва В  ходисалар узаро карама-кариш ходисалар 
дейилади.

Одатда А ходиса га карама-карши ходисага А каби белгиланади. 
Демак,

А +  A, = U, Л-Л =  V.
23. 7- таъриф.  Тажриба натижасида Л ходисанинг руй бериш 

дан, В  ходисанинг эса руй бермаслигидан нборат ходиса А ва В  
ходисалар айирмаси  деб аталади ва Л — В  каби белгиланади.

2 3 Л - э с л а т м а .  A lt А г, . . . , Ап >;одисаларнинг йкриндиси ва купайтма
си ю^оридагидек таърифланади.

Л [, Л2, . . .  , Ап ходисалари и ^арайлик. Агар бу ходисалар йи- 
гиндисн мукаррар ходиса булса, яъни

А\ + Л 2 +  . . .  +  Ап = U
булса, у холда Л,, Л2, . . .  , Ап ходисалар ходисаларнинг  тула  
г р уппа сини  таилкил этади  дейилади. Агар Л,, Л2, . . .  , Ап х;одиса- 
лар учун

1°. Л , + Л 2 +  . . . +  An~U\
2°. AiAj -  V, i ^ j  ( / , / = 1 , 2 , . . . ,  п)

булса, яъни исталган иккита Л,- ва Л.(г^= /)(г\ /=  1, п) ходисалар 
бир ва^тда руй бериши мумкин булмаса, у холда Л,, А2, , 
Ап ^одисглар жуфт-ж уфти билан биргаликда булмаган %одиса- 
ларнинг  тула г р у ппа сини  ташкил этади дейилади.

Агарда бир неча Л,, Л.„ . . .  , Ап хрдисалардан исталган бири. 
ни синаш натижасида руй бериши бснщаларига Караганда каттаро^ 
имкониятга (кулайликка) эга дейишга асос булмаса, бундай ^одиса- 
лар тен г  имкониятли ходисалар дейилади.

3-§ . )^одиса эхтимолининг таърифлари

Эхтимоллар назариясининг асосий тушунчаси булган тасодифий 
ходисанинг эхтимоли тушунчасини келтирамиз.
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^одисанинг эхтимоли маъносини англаш учун битта содда мисол 
келтирамиз.

Битта яшпкда 10 дона бир хил шар булиб, уларнинг иккитаси 
кизил рангли, 8 таси эса кук рангли булсин. Яшикдагн бу шарлар- 
нн яхшилаб аралзштирнб, сунг бу яшикдан карамасдан таваккалига 
шар олиш тажрибасини утказайлик. Равшанки, яшикдан олинган 
шарнинг кук рангли булиш имконияти кизил рангли булиши имко- 
ниятига Караганда купрок булади.

Одатда имкониятларни сонлар билан характерлаб, улар солиш- 
тирилади. Натижада куп имкониятли, кам имкониятли умуман, маъ- 
лум микдордаги имкониятли каби ходисаларнинг сопли улчовлари 
тугрисида гапириш мумкин булади.

Бу ходисанинг эхтимоли тушунчасига олиб келади.
1. ^ о д н с а  э х т н м о л и н и н г  к л а с с и к  т а ърифи.  Бирор 

тажриба натижасида чекли сондаги e v  еп, . . . , еп элементар ходи- 
салардан бирортаси руй бериши мумкин булсин.

Бу е х, е 2, . . .  , еп элементар ходисалар куйидаги шартларни 
каноатлантирсин:

1) ходисалар жуфт-жуфти билан биргаликда эмас, яъни истал- 
ган иккита e i ва (; Ф /) ходиса биргаликда руй бермайди;

2) e v  е2, , еп ходисалардан бирортаси албатта руй беради;
3) е.х, е2, . . ., еп ходисалар тенг имкониятли.
Бирор А ходиса е г , е2, . . еп элементар ходисалар ичидан ек , 

е к2, . . ., ект лар руй берганда руй берсин. Бу хрлда ек , е^, . . ., е к
элементар хрдисалар (яъни А ходисасининг руй беришига олиб ке- 
ладиган ходисалар) А хрдисага цулайлик туг дира ди ган  ходисалар 
дейилади.

Масалан, тангани икки марта ташлаш тажрибасини карайлик. 
Бу тажриба натижасида ГГ, ГР, РГ, РР элементар хрдисалар руй 
беради.

А ^одиса тангани икки марта ташлаганда нккала хрлда хам 
гербли томони тушиши хрдисаси (ГГ ходисаси) булсин. Бу ^олда 
А хрдисага кулайлик тугдирадиган элементар ^одиса факат битта 
булади (ГГ ходиса).

Фараз килайлик, п  та ех, е2, . . ., еп элементар ходисалардан т  
таси А ^одисанинг руй беришига цулайлик тугдирсин.

23.8-т а ъриф.  Ушбу - -  сон А ходисанинг  эхтимоли деб аталади 
п

ва уни Р  (А) каби ёзилади:

Р  (Л) =  —.
п

Демак, А ходисанинг эхтимоли А ходисанинг руй беришига цу
лайлик тугдирувчи ходисалар сонининг тенг имкониятли барча эле
ментар хрдисалар сонига нисбатига тенг.

М и с о л л а р .  1. Яшикда яхшилаб аралаштирилган 25 та бир хил 
шар булиб, улардан 5 таси кук, 11 таси кизил ва 9 таси оц шар
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(•улснн. Яшикдан таваккалига битта шар олинганда унинг кук пшр 
булиши, кизил шар булиши ва ок шар булиши эхтимоллари топил-
(1П1.

Равшанки, жами элементар ходисалар сони п — 25 (5 +  11 -f  9 25) 
булади. Айтайлик, А, В ва С мос равинда кук, кизил ва оь; ншр 
чмкишидан иборат ходисаларни ифодаласин. ш„ т 2 ва т 3 эса мос 
равишда бу ходисаларга кулайлик тугдирувчи элементар ходисалар 
сопи булсин. У холда масала шартига кура т г — 5, т 2 — И, т я = 9 
булади.

Эхтимолнинг классик таърифига кура
Р (А) =  — =  0,2, Р  (В) =  —  = 0,44,

25 25

р  (С) =  —  = 0,36
25

булади. Демак, таваккалига олинган шарнинг кук шар булиш эхти- 
моли 0,2 га, кизил шар булиш эхтимоли эса 0,44 га ва ок шар бу
лиш эхтимоли 0,36 га тенг.

2. Утказилаётган тажриба, симметрии., бир жин сли  тангани уч 
марта ташлашдаи иборат булсин. Тажриба натижасида 2 марта герб- 
ли томони тушиш хрдисасининг эхтимоли топилсин.

Тангани уч марта ташлашда руй бериши мумкин булган барча 
элементар ходисалар тупламини тузамиз:

Q =  {е1 =  (ГГГ), Со =  (ГГР), с3 =  (ГРР), с4 = (РРР),
е5 =  (РГР), е а =  (РРГ), с7 = (ГРГ), с8 = (РГГ)}

булиб, бу туплам элементларининг сони п =  8.
Айтайлик, А ходиса тангани уч марта ташлаганда 2 марта гербли 

томони тушиши ходисаси булсин.
Элементар ходисалар туплами Q дан курамизки, барча элемен

тар нмкониятлар сони п  =  23 =  8, улардан А ходисага кулайлик 
тугдирувчи элементар ходисалар сони т — 3 булади.

Ходиса э^тимолининг таърифига кура ^аралаётган А х.одисанинг 
эхтимоли

Р  (Л) =  — = 0,375 
v 8

булади.
Ходиса э^тимол ининг таърифидан бевосша куйидаги хоссалар 

келиб чн^ади.
Iе. Xfip кандай А ходисанинг  эхтимоли

Р  (Л) > 0 ва Р  (Л) < 1,
я ъ н и  0 <  Р  (Л) <  1 булади .

2°. М укаррар  ходис анин г  эхтимоли 1 га т ен г  булади,  я ъ н и  
Р  (Q) =  1. '

3°. Мумкин  булмаган ходисанинг  эхтимоли нолга тен г  булади :  
Р  (V) =  0.

2. Х о д и с а  э х т и м о л и  нинг  г е о м е т р и к  в а  с т а т и с т и к  
т а ъ р и ф л а р и .  Биз юкррида ургапган эхтимолнинг классик таъри-
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■фидан унда баён этилган барча элементар имконияглар сопи чек ЛИ 
булган холДагина фойдаланиш мумкин, акс хрлда бу таърифдщ 
фойдаланиб булмайди.

Бундай холда хрдиса эхтимолига бошкача таъриф беришга i м • 
ри келади. Куйида хрдиса эхтимолининг геометрик ва статистик гиь 
рифларини келтирамиз.

Д о д и с а  э х т и м о л и н и н г  г е о м е т р и к  т а ъ р ифи .  Фарш 
цилайлик, текисликда бирор Q соха берилган булиб, бу Q сох;а бощ< 
ца бир G сохани уз ичига олеин: GczQ .  Q со ха г а таваккал цилиЛ 
нукта ташланади. Бу нуцтанинг G сохага тушиши эхтимолини ип,« 
рифлаймиз. Бу ерда барча элементар хрдисалар туплами Q сохад.ш 
иборат булади. Равшанки, Q — чексиз туплам. Бинобарин, бу О̂ЛДИ 
эхтимолнинг классик таърифидан фойдаланиб булмайди. Q со.\аш 
ташланган нукта шу соханинг исталган кисмига тушиши мумкин iui 
нуцтанинг Q соханинг бирор G кисмига тушиш эхтимоли G нииг 
улчовига пропорционал  булиб, у G нинг шаклига .\ам, G нинг Q со- 
Ханинг каерига жойлашишига хам боглиц булмасин. Шу шартларда 
ушбу

р _ mes G 

mes Q

микдор каралаётган ходисанинг  г еометрик эхтимоли деб аталади. 
Бунда mes — Q ва G сохаларнинг улчовини билдиради.

Мис ол .  L узунликка эга булган кесмага таваккал цилиб нуц- 
та ташланган булсин. Ташланган нуктанинг кесма уртасидан узоп< 
билан I масофада (21 <  L) ётиши хрдисасининг эхтимоли топилсин.

Ечиш.  Умумийликка зиён келтирмасдан кесманинг уртасини са
нок боши деб карайлик (141-чизма).

Масаланинг шартини каноатлантирадиган нуцталар туплами 
[ —/; /] сегмеитдан иборат булади. Бу сегментнинг узунлиги 21 га тенг. 
Юкоридаги таърифга кура каралаётган хрдисанинг эхтимоли

р  = : 1-  
L

га тенг булади.
Мо д и с а  э х т и м о л и н и н г  с т а т и с т и к  т а ъ р и ф и. Юкорида 

айтиб утганимиздек, хрдиса эхтимолининг классик таърифи тажриба 
натижасида руй берадиган элементар хрдисаларнинг тенг имкониятли 
булишига асослангандир.

Куп хрлларда элементар ходисаларнннг тенг имкониятли були- 
шини курсата олмаймиз. Шу сабабли хам ходиса эхтимолининг амал- 
да цулай булган таърифини келтириш зарурияти ,тугилади. Бундай 
таърифлардан бири ходиса эхтимолининг статистик таърифидир. Бу 
таърифни келтиришдан аввал нисбий частота тушунчаси билан та- 
нишамиз.

Табиатда, техникада куп марта такрорланадиган во^еаларга дуч 
келамиз. Бу тажриба натижасида бирор А ходиса руй бериши хам 
мумкин, руй бермаслиги .\ам мумкин. Дйтайлик, N марта тажриба 
угказнлган булиб, унда А ходиса и марта руй берган булсин.
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Ушбу

N
W (А) =

мисбат ходисанин г  нис бий  частотаси  деб аталади.
Демак, А ходисанинг нисбий частотаси шу ходиса руй бергап 

м/крибалар сонини утказилган жами тажрибалар сонига булган нис- 
f'.mira тенг.

Куп кузатишлар шуни курсатадики, бир хил шарт- шароитда куп 
марта такрорланадиган тажриба утказилганда нисбий частота бирор 
у чгармас сон атрофида тебраниб туради (одатда буни нис бий  часто
та нин г  т ур гу нли ги  дейилади). Масалан, танга ташлаш тажрибасинн 
куп марта такрорлаганда, танганинг гербли юмонининг тушиш часто- 
таси куйидагича булган.i

Тажрибалар сони (W) Гербли томони билан 
тушиш СОНИ (|АГ)

Нисбий частота W r

4040 2048 0 ,508 0
12000 6019 0 ,5016
24000 1 2 0 1 2 0 ,5005

Бундан нисбий частотанинг 0,5 сони атрофида тебраниб тури- 
шини курамиз. Тажрибалар сонини янада орттира борганда нисбий 
частота 0,5 сонига борган сари як,1;и келаверади.

Шундай цилиб, ходисанинг нисбий частотаси тажрибалар сони 
орта борган сари битта узгармас сон атрофида булар экан. Одатда 
шу сон ходисанинг эхтимоли дейилади. Х,°диса эхтимолига берилган 
бу таъриф эхтимолнинг  статист ик  таърифи  дейилади.

М и со л. Экилган 30 туп олма кучатидан келгуси йили 25 тупи 
кукарган булса, экилган олма кучатининг кукариш (N) ходисасининг 
нисбий частотаси топилсин.

Ечиш.  Эхтимолнинг статистик таърифига асосан N =  30, рл =25.

Бундан IF (А) = —  =  — =  0,83.
Л' 30 6

4- §. Эхтимолларни кушиш теоремалари
Биз XXIII боб, 1-§ да биргаликда булган ва биргаликда булма- 

ган х °Д и салар  ХамДа и кки  ходиса йигиндиси тушунчалари билан 
танишдик. К(уйида бундай ходисалар йириндисига дойр теоремаларни 
келтирамиз.

Фараз хилайлик, Л ва В ходисалар биргаликда булмаган ходи
салар булиб, Р  (А) ва Р  (В) мос равишда уларнинг эхтимоллари бул
син.

23 . 1 - т е орема .  Иккшпа биргаликда булмаган А ва В ходиса
лар йигинди синин г  эхтимоли ш у  ходисалар эхтимолларининг  йи- 
гиндиси га  тен г :

Р  (А +  В) = Р  (А) +  Р (В).
275



Ис бот .  Бу теоремани ходиса эхтимолининг классик таърифид.т 
фондалапиб исботлаймиз.

Айтайлик, тажриба натижаси п  та элементар ходисалар булиб, 
булардан т 1 таси Л ходисага, пи  таси эса В  хрдисага кулайлик 
турдирсин.

У хрлда

Р( Л)  = ^ - ,  Р ( В ) = —  (23.1)
п п

булади.
Шартга кура А за В  биргаликда булмаган ходисалар. Шунинг 

учун ё А хрдиса, ёки В  ходиса руй беришига кулайлик тугдирувчи 
хрдисалар сони т 1 — т., га тенг булади. Демак, Л + В  ходисанинг 
эхтимоли

Р (А -г В) = - 'hd r m---
П

булади.
Агар

р  ( д  м  В )  — щ  т -  _= " ?1 ; т -
П П 11

булишини эътиборга олсак, унда (23.1) муносабатдан фойдаланиб, 
Р  (А +  В) — Р  (А)- г  Р  (В) 

га эга буламиз. Теорема исботланди.

23 . 1-натижа .  А ходисага] карама-карши А ходисанинг  эхти
моли

р  (I)  =  1 — Р (А)
га т ен г  булади.

Исбот .  Хакикатан хам, Л ва Л карама-карши булганлигидан 
(2-§ га каранг)

р  (А +  Л) = Р  (U) =  1. (23.2)
Юкорида келтирилган биргаликда булмаган ходисалар учун эхти - 
молларни кушиш теоремасига асосан

р  (А +  А) =  Р  (Л) +  Р (А). (23.3)
(23.2), (23.3) муносабатларда эса

Р  (Л) =  \ — Р  (Л)

булиши келиб чикади.
Мис ол .  Яшикда 30 та шар бор, улардан 10 таси кизил, 5 таси 

кук ва 15 таси ок. Таваккалига олинган шарнннг рангли булиш эх
тимоли топилсин.

Ечиш.  Рангли шар чициши деганда ё кизил шар, ёки кук шар 
чицишини тушунамиз. Олинган шарнинг кизил шар чициши ходиса-
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шип Л, кук шар чициши ходисасини В дейлик. Унда эх/гнмолшшг
I гик таърифига кура

- - Г
fi\Via:ui. Равшанки, А + В  олинган шарнинг рангли шар чнкишидан 
нСтрат булгап ходиса. /1 ва В ходисалари биргаликда эмас. Шунинг 
учуй юкоридаги теоремага кура Р  (А +  В) — Р (А) +  Р  (В) булади. 
)|смак, нзланаётган эхтимол:

Р  (Л +  В) — -  +  -  = - .  
v '  3 6 2

Фараз кнлайлик, Л1( Л2, . . ., Ап ходисалар жуфт-жуфти билан 
(ъргаликда булмаган ходисалар булсин. Юкоридаги каби курсатиш 
мумкинки, бу холда хам Р  (Л, - f  Л2 +  . . . +  Л,,) =  Р  (Л3) +  Р  (А2)+  
-I- . . . +  Р  (Ап) булади.

Хусусан, бу Л, , Л2, . . ., Ап ходисалар .^одисаларнинг тула груп
пасини ташкил этса (Аг +  Л2 +  . . - +  Ап =  V), у  х.олда

Р  (Л,) +  Р  (Л*) +  . . . +  Р (Ап) =  1
булади.

Энди биргаликда булган хрдисалар учун кушиш теоремасини 
келтирамиз.

Маълумки, тажриба натижасида руй берадиган иккита хрдиеа- 
дан бирининг руй бериши иккинчисининг руй беришини инкор эт- 
маса, бу ходисалар биргаликда  булган %сдисалар дейилади.

23 . 2- теоре м а. Иккита биргаликда булган А ва В ходисадан  
хсч булмаганда б и р и н и н г  руй  б е риш  эхтимоли б у  хсдисалар эути-  
моллари йигинди сидан  уларнинг  биргаликда р уй  б е риш хсди са си  э%- 
тимолининг  айирмасига тен г  булади :

Р  (Л + 5 )  = Р (А) +  Р (В) — Р (АВ).
И с б о т .  Шартга кура Л ва В биргаликда булган хрдисалар. 

Равшанки, АВ, АВ ва А В ходисалар узаро биргаликда эмас ва
А + В  — .45 +  АВ +  АВ 

булади. Унда 23 .1-теоремага кура
Р (А +  В) = Р  (АВ) +  Р (АВ) +  Р (АВ) (23.4)

улади.
Л ходиса хамда В  ходисанинг руй бериши учун АВ хамда А В 

ходисалардан биттасн руй бериши керак. Яна 23.1-теоремага кура, 
шунингдек

Р  (.4) =  Р (АВ) +  Р (АВ), (23.5)

Р (В) =  Р (АВ) +  Р (АВ) (23.6)
булади. (23.5), (23.6) муносабатлардан
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JP (АВ) =  Р (В) — Р (АВ)

булиши келиб чикади. Натижада (22.4) тенгликдаги Р (АВ) d;i 
Р (АВ) нинг урнига уларнинг топилган кийматларини цуйсак,

Р (А + В )  =  Р (А) — Р  (АВ) - f  Р (В) — Р (АВ) -f Р (АВ) =
— Р (А) +  Р (В) — Р (АВ)

Хосил булади.
Демак, Р (А 4- В) =  Р  (Л) +  Р (В) — Р (АВ). Теорема исботландн.
Мис ол .  Икки мерган биттадан у к узди. Биринчи мерганнинг 

нишонга теккизиш (Л ходиса) эхтимоли 0,8 га, иккиичисиники (В хо
диса) 0,9 га тенг булса, мерганлардан акалли битгасининг (С ходи
са) нишонга теккизганлиги эхтимоли тонилсин.

Ечиш.  Масала шартига асосан Р  (Л)=0,8, Р (В)= 0,9 , С —А-\-В 
булганлиги учун биргаликда ^булган хрдисалар учун ■ эх^имолларни 
цушиш теоремасига асосан

Р (С) = Р (Л +  В) = Р ( А) + Р {В ) — Р (Л) ■ Р (В) =
= 0.8 4 -0 .9  — 0,8-0.9 = 1,7 — 0,72 = 0 ,98 .

5-§. Эхтимолларни купайтириш теоремалари

Агар иккита Л ва В ходисалардан бирининг руй бериши иккин- 
чисининг руй бериш ёки руй бермаслигига боглик булмаса, у хрлда 
бу ходисалар эркли ходиса.гар дейилади. Юкоридаги мулохазалари- 
миздан равшанки, бу мавзуда фчцатгина биргаликда булган хрдиса
лар хацида фикр юритилади, чунки биргаликда булмаган хоДиса- 
ларнинг биргаликда руй бериш (купайтмасини) эхтимоли нолга тенг.

Л ва В  хрдисалар эркли хрдисалар булиб, Р  (Л) ва Р (В) улар
нинг мос эхтимоллари булсин.

23.3-т е о р е м а .  Иккита эркли А ва В ходисанин г  бирг аликда  
р уй  б е риш эхтимоли ш у  ходисаларнинг  эщ и м о л л а р и  купайтма-  
си га  тенг :

Р  (АВ) ~  Р (А) Р  (В).
Исбот .  Шартга кура Л ва В эркли ходисалар. Тажриба нати

жасида п та элементар хрДисага эга булайлик. Булардан п 1 таси 
Л ходисага цулайлик тугдирсин.

Тажриба натижасида т  та элементар хрдисага эга булайлик. Бу
лардан т 1 таси В  ходисага цулайлик тугдирсин.

Равшанки,

Р  (Л) =  - ^ Р  (В) =  V (23.7)
п т

Тажрибалар натижасида руй берадиган барча элементар х ° Д иса~ 
лар сони пт  та булади. Булардан п хт х таси Л ва В  ходисалар
нинг биргаликда руй беришига кулайлик тугдиради.

Р (.ЛВ) =  Р  (Л) — Р (АВ),
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Л смак,

Р (АВ) =  ————
п т

булади. Бундан эса, юкоридаги (23.7) муносабатни эътиборга олиб, 

Р(А В ) = ^ - - ^  ^ Р  (А)-Р (В)
п !П

булишини топамиз.
22 . 2 - натй'жа.  А1, Л2, . . ., Ап биргаликда 6of.iuk булмаган ходи- 

ч п а р  булсин .  У %олда
Р  (Л]Л2 . . . Ля) = Р  (Лх) Р  (Л*) . . .  Я (Л„)

Оцлади.
Мис ол .  Икки яшикнинг хар бирида 10 тадан деталь бор. Би- 

>инчи ящикда 8 та, иккинчи яшикда 7 та стандарт деталь бор. Хар 
miр яшикдан; таваккалига биттадан деталь олинади. Олинган иккала 
цеталнинг стандарт булиш эхтимоли топилсин.

Ечиш.  Биринчи яшикдан олинган деталь стандарт деталь бу
лиши ходисасини Л, иккинчи яшикдан олингани стандарт деталь

8 7Зулиши ходисасини В  дейлик. Унда Р  (Л) =  — = 0 ,8 , Р (В)——  —
- 0,7 булади. Равшанки, олинган иккала деталнинг стандарт де- 

галь булиши ^одисаси эса А В  ходиса булади.
Л, В  биргаликда булмаган хрдисалардир. Шунинг учун 22.3-тео- 

>емага кура Р (АВ) =  Р  (А ) Р  (В) булади. Демак,
Р (АВ) = Р  (.4) • Р (В) =  0,8 0,7 = 0,56

Зулади.
Боглик ходисалар эх,тимолларини купайтириш теоремасини кел- 

гиришдан аввал ходисанинг шартли эхтимоли тушунчаси билан тани- 
иамиз.

Бирор Л ходиса берилган булсин. Одатда бу ходиса маълум 
иартлар мажмуи 5  бажарилганда руй беради. Агар Л ходисанинг 
>хтимоли Р (А) ни хисоблаганда 5  шартлар мажмуидан бошка хеч 
сандаи шарт талаб килинмаса, бундай эхтимол шартси з  эхдимол 
шйилади. Куп х.олларда Л ходисанинг эхтпмолини бирор В  ходиса 
Р (В) >  0) руй берган деган шартда хисоблашга тугри келадн.

Л ходисанинг бундай эхтимоли шартли эхтимол дейилади ва
3 (А/В) каби белгиланади.

Мис ол .  Тангани 3 марта ташлаш тажрибасини карайлпк. Таж- 
зиба натижасида руй берадиган элементар ходисалар тупламн куйи- 
1агича булади:

Ь =  {ГГГ, ГГР, ГРГ, РГГ, РРР, РРГ, РГР, ГРР}.
зу туплам 8 та элементдан иборатдир.

Танганинг гербли томони фа^ат бир марта тушиш ходисаси Л 
ia камида бир марта гербли томони тушиш хрдисаси В  булса, у хол- 
la эхтимолнинг классик таърифига асосан:
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Р(Л)  =  | ,  Р ( В ) = ~
О  о

булади. Р (Л/В) шартли эхтимол эса

Р (А/В) =  |

га тенг булади.
Энди боглик хрдисалар эхтимолларини купайтириш теоремасипи 

келтирамиз.
23 . 4- теорема .  Иккита боглик ходисанин г  биргаликда  р у й  б е 

риш эхтимоли улардан бирининг  эхтимолини ш у  ходиса р у й  б е рди  
де ган фаразда  хисобланган иккинчи ходисанин г  шартли эщ и м о л и -  
га купайтмасига  тенг :

Р  (АВ) =  Р  (Л) Р (В/А).
Исбот .  Л ва В боглик хрдисалар булсин. Айтайлик, тажриба 

натижасида а  та элементар ходисага эга булайлик. Булардан n L таси 
Л ходисанинг руй беришига кулайлик турдирсин. Равшанки, бу 
Холда

Р  (Л) — — (23.8)П
булади.

Л хОДиса руй берди деган шартда В хрдиса руй беришига ку
лайлик тугдирган элементар ходисалар сони т  та булсин. Бу т  та 
Хол тажриба натижасида АВ хрдиса руй беришига цулайлик тур- 
дирди. Демак,

р  (АВ) =  —. (23.9)
П

А хрдиса руй берди деган шартда В  ходисанинг рун бериш эх- 
тимоли (шартли эхтимоли)

р  (В/А) =  —
«1

га тенг. Энди

Р(ЛВ)  =  ^  i — 2L
t l t l  III

булишини эътиборга олиб, юцоридаги (23.8) ва (23.9) муносабат- 
лардан фойдаланиб гопамиз:

Р (АВ) =  Р  (Л) Р (В/А)
Теорема исботланди.
Мис ол .  Яшикда 5 та ок, 4 га кора шар бор. Яшикдан кайта- 

риб жойига куймасдан, битталаб ujap олиш тажрибаси утказилаётган 
булсин. Биринчи галда ок шар, иккинчи галда цора шар чикиши 
ЭХТИМОЛИ топилсин.

Ечиш.  Биринчи галда ок шар чикиш ходисасини Л, иккинчи 
галда кора шар чикиш ходисасини В деб олайлик. Бу х ° Д исалаР
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боглик х°ДисалаР булади. Ходиса эхтимоли таърифига кура Р  (Л)
= 5/9.

Биринчи галда ок шар чиккан хрлда, иккинчи галда цора шар 
чициши эхтимоли (шартли эхтимоли) Р (В/А) =  4/9 булади.

Равшанки, биринчи галда ок; шар, иккинчи галда нрра шар чи- 
киши ходисаси Л — В булади. Бу ходисанинг эхтимолини юкорпда 
келтирилган теоремадан фойдаланиб топамиз:

Р (АВ) = Р(А)  Р  (В/А) .
V V 9 9 81

23 . 2 - эслатма .  Агар А, В, С боглик ходисалар булса, у хрлда 
Р (ABC) — Р  (А) Р  (В/А) Р  (С/АВ)

муносабатнинг уринли булишини курсатиш мумкин.
Умуман, Л1( Л2, . . Ап боглик ходисалар учун цуйидаги фор

мула уринли булади:
Р  (ЛХЛ, . . . Ап) =■- Р  (Л,) Р (AJA, )  х  

х Р  ( AJ AA)  . . .  Р  (ЛП/ЛХЛ2 ■ • • Ап_ х).

6 -§ , Тула эхтимол формуласи.
Байес формуласи

Бирор .4 хрдиса п  та жуфт- жуфти билан биргаликда булмаган 
Я 1( Я.г, . . ., IIп ходисаларнинг (гипотезаларнинг) биттаси ва факат 
биттаси билангина руй бернши мумкин булсин. Демак, биринчидан 

Л = АН, +АН2 +  . . . +АНп ,

иккинчидан эса
АНi Г| АН j =  V (i Ф  /)

булади.
Э.^тимолларни кушиш теоремасидан фойдаланиб топамиз:

Р (А) =  Р (АН,  +  АН, +  . . . +  АНп) =

=  Р (АН,) +  Р  (ЛЯ2) +  . . . + Р  (АНп) . .
Агар

Р ( АНЛ) = Р ( Н 1) Р ( А/ Н1),
Р  (АН2) =  Р  (Я,) Р  (Л/Я*),

Р (АН,) =  Р (Нп) Р (А/Нп) 

булишини эътиборга олсак, у  холда ушбу тенгликка келамиз: 
Р(А)  =  Р  (Я ,) Р  (Л/Я,) +  Р (На) Р  (Л/Я2) +  . . . +

+  Р (Я„) Р (А/Нп) =  V  Р (Я,.) Р (Л/Я,).
Д - 1
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/>(.4) = V p ( / / j p p j .  (23.10)
к= 1

Одатда (23.10) формула тула эхтимол формуласи  деб аталади 
Тула эхтимол формуласидан мураккаб ходис аларнинг эхтимолларпии 
хисоблашда фойдаланилади.

Ми с о л .  Омборга 360 та махсулот келтирилди. Булардаи:
300 таси бир корхонада тайёрланган булиб, 250 таси ярокли 

махсулот,
40 таси 2-корхонада тайёрланган булиб, 30 таси ярокли м ау  

сулот,
20 таси 3 -корхонада тайёрланган булиб, 10 таси ярокли ма.у 

сулот.
Омбордап таваккалига олинган махсулотнинг ярокли булиш щ -  

тимоли топилеии.
Ечиш.  Таваккалига олинган махсулот учун куйидаги гипотеза* 

лар уринли булади:
Н1— махсулотнинг 1-корхонада тайёрланган булиши,
Я 2 — махсулотиинг 2-корхонада тайёрланган булиши,
Н3 — махсулотнинг 3-корхонада тайёрланган булиши.
Уларнинг эхтимоллари мос равишда куйидагича булади:

р  (Я,) =  —  =  Р  (Я 2) =  —  =  I ;
! ' '  1 360 6 '  2 360 9

Р  (Я3) =  —  = - .  
v 360 18

Агар олинган махсулотнинг ярокли булишини А ходиса деб бел- 
гиласак, у хрлДа бу ходисанинг турли гипотезалар шартлари ости- 
даги эхтимоллари куйидагича булади:

Р  (Л/7/,) =  Р  (А/Но) =  1 ;  Р  (.А/Н) =  1
6 4 2

Юкорида топилганларни тула эхтимол формуласи (23.10) га куямиз: 
Р  (Л) = Р  (/У,) Р (А/Н,) +  Р (Я2) Р  (Л/Я,) +  Р (Н3) Р (А/Н3) =

__5 5__, J _ .  3_ , J ____1 29
~  6 6 Г 9 4 18 2 36 ’

Айтайлик, биргаликда булмаган Нъ  //,, . . . , Нп ходисаларнинг 
тула группаси берилган булиб, тажрибани утказишга кадар улар
нинг хаР бирининг Р  (Hj),  i — \,n эхтимоллари тайин кийматга 
эга булсин.. Тажриба натижасида А ходиса руй берди деган шарт 
остида H i ( i — \,n) ходисаларнинг эхтимоллари тажрибадан сунг 
кандай булишлиги куйидагича топилади: //■ ва А ходисаларнинг 
купайтмаси учун ушбу

Р  (ЛЯ,.) =  Р (А) Р (II,/А) =  Р  (Я,-) Р  (Л/Яг)

Д ем ак,
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Р (НА Р (А/НА
Р (Н:/ А) — ----- -

v 1 Р (А)

муносабатга эга буламиз. Бу муносабатга тула э^тимол формуласими 
цулланиб, куйидагини топамиз:

Р (Н^ Р (А/Н^

Ф< >|>му ладан

Р (Н^А) ==
Р (//t) Р (At Hi) +  . . . + Р  (Нп) Р (А/Нп) 

P (Н̂  Р (A/Hj)

V  Р (Н^ Р (А/Н^
1=1

Бу формула Байес  формуласи  дейилади.
Мис ол .  Юкоридаги мисолда таваккалига олинган ма^сулотнинг 

ярокли эканлиги маълум булса, унинг биринчи корхонада тайёрлан- 
ган булиш эхтимолини топинг.

Ечиш.  Масалада Р (Н/А) шартли эхтимолни топиш тялаб ки- 
линмоцда. Бу эхтимолни Байес формуласидан фойдаланиб топамиз:

Г  (Н !Л) Р {Hl) Р (A,Hl)
1 ’  '  Р (А )

9Q 5 5
Энди Р (А) =  — , Р (Нj) =  — ва Р (AjНу) =  — булганлигидан

36 6 6
талаб цилинаётган эхтимоллик куйидагига тенг:

_5 _5

Р (Нг) Р (A/Н,) 6 ’ 6 _  25Р (Ну/Л) =
Р (А) _29 29

36

7 -§ . Узаро боглик булмаган тажрибалар кетма-кетлиги.
Бернулли формуласи

Амалий масалаларни хал этишда тажрибалар одатда бир неча 
бор такрорланади. Бунинг натижасида тажрибалар кетма-кетлиги 
хосил булади. Масалан, янги пахта нави яратилганлигини маълум 
кафолат билан тасдиклаш учун шу нав билан бир неча йил тажри- 
балар утказилиб, улар асосида янги навнинг уртача хосилдорлиги, 
тола чикишлиги, тез пишарлиги, сифатлилиги каби мухим белги- 
лари авзалги навларга Караганда юкори эканлиги курсатилади.

Маълумки, тажрибалар утказилиши натижасида тасодифий хо
дисалар руй берди. Агар тажриба натижасида бирор тасодифий хр
диса руй бериш эхтимоли бошца тажриба натижасида кандай тасо
дифий хрдиса руй берганига боглик булмаса, бундай тажрибалар 
кетма-кетлиги у заро  бо глик  булмаган тажрибалар  дейилади:.
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Айтайлик, п та тажриба утказилган булиб, улар куйидаги шарт* 
ларни цаноатлантирсин:

1) тажрибалар узаро б орлик булмасин;
2) хаР бир тажриба натижасида ё А ходиса, ёки унга к,арама- 

карши А ходисалардаи бири руй берсин;
3) хар бир тажрибада А ходисанинг руй бериши эхтимоли уз- 

гармас булиб, у Р (А) =  р  га тенг булсин. У холда А ходисанинг 
руй бермаслик эхтимоли, яъни карама- карши ходисанинг руй бериш 
эхтимоли Р  (А) — <7 =  1 — р  булади.

Бундай, яъни хар бир богликмас тажриба натижасида тула груп
па ташкил киладиган иккита А ва А ходисалардаи факат биттаси 
албатта руй беради деб караладиган тажрибалар кетма- кетлиги Бер
нулли схемаси дейилади.

Равшанки,
р  (.4) =  <? =  1 — р. ,

Демак, хаР бир тажриба натижасида А ходисанинг руй бериш 
эхтимоли Р  (А) =  р,  унга карама- карши А ходисанинг руй бериш 
эхтимоли Р  (А) — q булсин. Асосий масала п  та эркли тажрибада А 
ходисасининг роса k марта руй бериши эхтимолини топишдан ибо
рат. Бу эхтимолни Рп (к) билан белгилайлик.

23 . 5 - т е оре ма ,  п  та эркли тажрибада .4 ходисанинг роса k мар
та руй бериш эхтимоли куйидаги формула билан хисобланади:

Рп (k) -  Ckn pk qn~\ (23.11)
бунда

С* = ------ -------- , п\ =  1 2-3 . . . п.
" k\ {n — k)\

Бу теорема куйидагича мулохаза билан исботланади:
Боглик булмаган п  та тажрибанинг хаР бирида кузатилаётган А 

Ходисанинг руй бериш эхтимоли р,  руй бермаслик (Л—ходисанинг 
руй бериши) эхтимоли q (q - - \ — р)  булсин.

Айтайлик, п  та тажрибада А ходиса бирор марта хам руй бер- 
масин. Демак, биринчи тажрибада А х°Д»са, иккинчи тажрибада 
Хам Л ходиса, ва хоказо, п-  тажрибада хам .4 ходиса руй берган. На- 
тижада ушбу

А А . . .  А

мураккаб ходисага эга буламиз. Унинг эхтимоли эркли ходисалар 
учун эхтимолларни купайтириш теоремасига асосан:

Р  (Л Л . . . А) =  Р  (Л) Р (А) . . . Р  (А) =  q q . . . q =  qn.
п  та  п  та  п  та

Бу холда, яъни п  та тажрибада Л ходисанинг бирор марта хам 
руй бермаслик эхтимоли
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рп (0) =  qn
булади.

Айтайлик, п та тажрибада А ходиса фа^ат бир марта руй бор- 
тан булсин. Бунда куйидаги п та мураккаб ходиса га эга буламнз:

А -А -А . . .А  (биринчи тажрибада А руй берди),
п  т а

А А А . . . А (иккинчи тажрибада А руй берди)
П

А А А А . . .  А (учинчи тажрибада Л руй берди),
п  т а

Л Л . . . Л Л («- тажрибада Л руй берди).
Бу мураккаб эркли ходисаларнинг эхтимолларни купайтириш тео- 

ремаснга асосан
Р (ААА . . .  А) — Р (А) Р {А).. . Р(А) — pq-q . . . q =  рц

........................................................ ....................................... ..
Р (ЛЛ . . . ЛЛ) =  Р(Л ,) Р(Л) . . .  Р(А) Р (Л) = pqn l .

л  та тажрибада Л ходисанинг бир марта руй бериш эхтимоли 
биргаликда булмаган ходисалар учун эхтимолларни кушиш теоре- 
масига асосан

Pr (1) =  р (Л А А . . .  А + А А А  . . .  A - f  А ААА . . . А  +

4 - . . . +  А А  . . .  АА) =  Р (АА . . . А)  +  Р (ААА . . .  А) +

+  . . . +  Р (А А . . . АА) — pqn~l +  pqn~l +  . . . -f- pqn~l =
=  tipqn~l ----- CXnpqn~X

булади. Демак,
Рп (1) — Ch pqn~l •

Айтайлик, n та тажрибада Л ходисаси икки марта руй берсин. 
Бу холда куйидаги

ААА . . .  А, АААА . . . А, . . ., АА . . . ААА  
мураккаб ходисалардан бири руй берди. Уларнинг сони

п (п — 1) ~ 2
2 _  п

булиб, хар бирининг эхтимоли р1 qn~2 га тенг булади. Юцорндагн- 
дек. п та тажрибада Л ̂ ходисанинг к марта руй бериш эхтимоли

Р„ (k) =  Cknpkqn' r (23.11)

■га тенг булиши курсатилади.
(23.11) формула Бернулли формуласи деб аталади.
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п та тажрибада А хсдиса руй бермаслиги мумкин, бир марта, 
икки марта ва х.к., п марта руй бериши мумкин. Бундай ходисалар 
йигиндиси албатта мукаррар ходиса булади. Шунинг учун уларнинг 
эхтимоллари йигиндиси 1 га тенг булади. Демак,

П

Рп {0) +  Рп (1) +/>„ (2) +  . . . +  Рп (я) =  1 , я ъ н и 2 ^ я (А)=1.
fc=0

Мне о л. Хар бир деталнинг яроцли булиш (.4 хрдиса) эхтимоли
0,8 га тенг. Тайёрланган 5 деталдан 3 тасининг яроцли булиш эх
тимоли топилсин.

Ечиш.  Масала шартига биноан

п —- 5, k =  3, Р (А) =  р = 0,8, Р (.4) — q =  I — р — 0,2 
булишини аниклаймиз. Унда (23.11) Бернулли формуласига кура

Рь (3) =  Cl • 0,83 • (1 -  0,8)2 =  ■ 0,83 ■ 0,2- =  0,2048.

23 . 3 - э с л а т ма .  Энди эркин тажрибалар кетма-кетлигида х°Д и* 
санинг руй бериш сонини р билан белгилаб, куйидаги хрдисаларни 
киритамиз ва уларнинг эхтимолларинн ёзамиз:

1) хоДисапинг k дан кам марта руй бериш хрдисасини { 0 < р <
< /г— 1} десак, унинг эхтимоли

ft—1
Рп { 0 < К Ы ) ^ у „  (т)

т— 0

булади;
2) х°ДИсанинг k  дан куп марта руй бериш ходисасини {k 4- ! <

<  р <  п) десак, унинг эхтимоли

Pn {k +  1 < U < n} = V  рп (т)
т —к-\-1

булади.
3) хрдисанинг камида k  марта руй бериш ходисаси {к-С л х< п }  нинг 

эхтимоли

Рп {k <  р <  п) =  V  рп (щ)
т.—к

булади.
4) х°Дисаиинг купи билан k  марта руй бериш эхтимоли

Р „{ 0 < \ х < к } = - У  Ря (т)
т = 0

булади;
5) ходисанинг ками билан kx марта, купи билан k2 марта руй 

бериш ходисасини {k, <  р <  k2} десак, унинг эхтимоли
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булади.
М и с о л л а р .  1) чигитнинг унувчанлиги 10% булса, экилган 4 та 

чигитдан: а) учтасининг униб чикиши; б) хеч булмаганда иккитаси- 
нинг униб чикиш эхтимолини топинг.

Е ч и ш. а) шартга кура п =  4, k — 3, р — 0,8, q = 0,2. Бернулли 
формуласига кура

б) А ходиса экилган 4 та чигитдан хеч булмаганда иккитасининг 
униб чикишини, яъни 2 таси, ёки 3 таси, ёки 4 таси униб чики- 
шини билдирсин. Эхтимолларни цушиш теоремасига кура:

Р (А) — Р4 {ёки 2, ёки 3, ёки 4} — Р4 (2) +  Pi (3) +  Р 4 (4).

Р4 (2) = С\ (0,8)2 -(0,2)2 =  0,1536;

Я4(4) = С\ (0,8)4 • (0,2)° -  0,4096.
Демак, Р(А) =  0,9728.
Энди (23.11) Бернулли формуласининг тахлили билан шугулла- 

шмиз.
Ш. Равшанки, берилган тайин п ва р да

нинг киймати k га боглиц, яъни к нинг функцияси булади. Бунда 
k узгарувчининг 6 =  0, k =  I, k — 2, , k — п цийматларида 
P jk )  функциянинг цийматлари ушбу

сонлар кетма-кетлигидан иборат булади. Бу (23.12) даги сонлардан 
тайинланган п учун кайси бири энг катта булади, яъни А ходиса 
п та эркли синашда руй беришлар сонининг кандай цийматларида 
Pn{k) энг катта эхтимолга эга булади, деган саволга жавоб бериш 
масаласини урганамиз.

р  (fa _L П
Шу максадда ушбу —------ -  нисбатни караймиз. Равшанки,

Р4 (3) = С\ (0,8)3 • 0,2 = 0,4096;

Р,'(3) эхтихмол а) бандда хисобланган;

(23.12)

Pn(k)
k, 1 \П—кр { \ — р) .

n—k— 1 __ п\ рк+\ \ — Р)п~к~1
(k -\ -l)(n -k — l)\

У х°лДа
Р п (k +  1) п\ pk+\  1 -  p)n- k~ l -k\(n-k)\



?п(Ь-У j) ,
PnW '

яъни

п — k Р \  ,
A + i ' l  - Р  (23.13)

булса, у холда Pn(k~r 1 )~>Рп(к) булади.
к нинг хандай кийматларнда Pn(£ +  1) >  Рп(&) булишини билиш 

учун (23.13) тенгсизликни £ га нисбатан ечамиз:

П~ ~ > ^ ( п ~ к ) Р>  ( * + 1)(1 - p ) = * n p - k p > k { \ - p )  +
k -г 1 1 —  р

+(1 — р)=^ — кр — £(1 — р) >  (1 — р) — пр=> — &> (1 — р) — пр=*
=>k<^np — (1 — р).

Демак, & < n p — (1— р) булганда Pn(k - f  1) > Pn(k) булади. 
Шундай ^илнб, к узгарувчининг кийматлари пр — ( 1 — р) сон- 

дан кичик булганда Pn{k) эхтимол усиб борди (яъни Pn{k) функция 
усувчи булади).

Худди шунга ухшаш, й >  пр— (1 ■— р) булганда Рп(к +  1) <  
<Р„(&) булишини курсатиш мумкин.

Шундай к или б, к узгарувчининг кийматлари пр — ( 1 — р) сон- 
дан катта булиб борганда Рп{к) эхтимол кичиклашиб боради (яъни 
Pn(k) функция камаювчи булади). к узгарувчининг киймати k—np—
— (1 — р) булганда эса Рп(к +  1) =  Pn(k) булади.

Шундай килиб, k узгарувчи 0, 1 , 2 кийматларни кабул 
^ила бориб, унинг киймати пр — (1 — р) сонга етгунча Рп(к) нинг 
киймати уса боради, к нинг киймати пр — ( 1— р) сондан ошганда 
эса Рп(к) эхтимол камая боради. Бу холни чизма билан тасвирлаш 
мумкин (142-й, чизма).

Энди п та тажрибада А ходиса руй беришининг энг катта эхти- 
молли сонини топамиз. Айтайлик, бу энг катта эхтимол к узгарув
чининг кийматнда булсин. Унда юкорида айтилганларга кура, 
бир томондан,

Рп (k0 +  1) <  (23.13)

иккинчи томондан эса
Pn(k0- l ) < P n(k0) ' (23.14)

булади.
(23.13) муносабат &0 > n p  — ( 1— р), (23.14) муносабат эса к0 —

— 1 < np  — (1 — р) булганда бажарилишини юкоридагидек курсатиш 
мумкин.

Демак, энг катта эхтимолли к0 сон ушбу

Агар
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тнитизликларни цаноатлантирар экан. Бу тенгсизликни цаноатлап- 
•шрадиган бутун сонлар пр — (1 — р) сонга боглик булади:

1) Агар tip — (1 — р) каср сон булса, у  хрлда (23.15) тенгсиз- 
ликпи каноатлантирадиган kn сон битта булади (142-6, чизма).

2) агар пр — (1 — р) бутун сон булса, у холда (23.15) тенгсиз- 
ликларни цаноатлантирадиган сонлар иккита булади. Демак, бу 
Холда энг катта эхтимолли сон иккита булади.

1 -мисол .  Техник назорат булими 24 та деталдан иборат гу- 
ру.\ни текширмоцда. Деталнинг ярокли стандартга мувофик булиш 
эхтимоли 0,6 га тенг. Яроцли деб тан олинадиган деталнинг энг 
катта эхтимолли сони топилсин.

Ечиш.  Шартга кура п — 24, р =  0,6 булади. Унда 
пр — (1 — р) =  2 4 - 0 , 6 -  ( 1 — 0, 6 )= 14,4 — 0 , 4 =  14, 

пр +  р =24-0 , 6  +  0 , 6 =  14,4 +  0 , 6 =  15 
булиб, энг катта эхтимолли k„ сон (23.15) муносабатга кура 14 <
< /г„ <  15 тенгсизликларни цаноатлантириши керак. Демак, бу му- 
иосабатдан куринадики, энг катта эхтимолли сон иккита булади: 
А’о = 14, у̂ +  1 — 15.

8-§ . Пуассон теоремаси
Биз юцорида урганган Бернулли схемасида п та эркли тажрнба- 

да А ходисанинг k марта руй бериши эхтимоли Бернулли формула- 
си билан хисобланишини курдик. Бернулли формуласини келтириб 
чицаришда А ходисанинг хар бир тажрибада руй бериш эхтимоли 
узгармас ва у р га тенг булсин деб олинди (0 <СР<С 1].

Купгина масалаларда ходисанинг руй бериш эхтимоли р тажри
балар сони п га борлик булиб, п нинг ортиб бориши билан р нинг 
камайиб боришига богланган булади. Бундай холДа Бернулли схе- 
маси учун куйидаги теорема уринли булади.

23 . 6 - т е орема .  (Пуассон теоремаси). Агар Бернулли схемасида 
« —►оо да р->  0 ва л/5-^Я(?1> 0) булса, у холда п-+оо  да ушбу 
муносабат уринли булади:

р п(к) ^7 е_Л ёки p n(k) ~  (23.16)
Бу такрибий формулани Пуассон формуласи дейилади.

Исбот .  Маълумки, п та узаро эркли тажрибада А ходисанинг 
k марта руй бериш эхтимоли Pn(k) — С к рк (1— р)п~к булади, бунда

Ск„ — ■— —---- . Кейинги тенгликни куйидагича ёзиб оламиз:
п k\(n —  k)\ u

Qk __ ti\______ 1-2-3 . . .  (ti — k) (n — k +  1) . . .  t l ___
л А!(я —  /е)! k\ 1-2-3 ... (n — k)

n p ~ { l — p X k 0 ^ n p  +  p (23 . 15)
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^ . - о - т К ' - т ь - е - ^ )  (23 ..7 ,
булиши келиб чицади.

Энди 0 < а А< 1 (1 1) сонлар учун уринли булган
ушбу

(1 — a j) ( l  — а2) . . . ( 1 — о„)> 1 — (flj +  a2 +  . . . +  ап) 
содда тенгсизликдан фойдаланиб топамиз.

( 1 -----—] ( 1 -----—] • • • ( l -  — ) > ! - ( —  + — +  + — ).
V п ] \  п 1 V п ] \ п п п I

Равшанки,

— +  — +  ... +  —  =  —  (1 +  2 +  ... + ( * _ ! ) )  =  
п п п п

1 (ft -  l)ft k(k— l)

Бу тенгликдап эса

п 2 2 п

Демак,

< 2 3 - 1 8 >

Натижада (23.17), (23.18) муносабатлардан

i ! .ck >  1 k(k~ 11
пк п 2п

булиши келиб чикади. Агар <  1 эканлигини эътиборга олсак,

у холда

2 п  п к п

булишини, яъни
k(k— 1) \ <--r k < n̂

2п ) ft!^ f l - j 
ft! \

булишини топамиз. Бу тенгсизликни рК (1 — р)п k га купайтирсак, 
унда куйидаги тенгсизликлар ^осил булади:

’1 _ :Ssi>) i рк'(1 ~ ■р)"~" с“р> (11 _ ”г <
р )—*.ft!

Демак,

1 i р  ( 1  ~ р ) П ~ к  <  P n { k )  ^ i p k { x  ~ р ) П ~ к - ( 2 3 Л 9 )
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. >пди шу тенгсизликда катнашувчи — рк (\— р)п ифодани куйи-
k\

дмгича ёзамиз:

k\ k\

!2Й1(1_рГ ‘ (1 _ 5 £ )" „ 5 2 1 1 (1 _ рГ ‘ :k\ \ п 1 k\
[ ( 1 - J V )

Пр — п р

л я  /

Агар п ->■ оо да п р-> 1, 1 — —— 1, (1 — р)
2 п

-k (р~у0) ва

{пр)к
k\ (1 - р )

—к tip
tl

п
прЛ—пр

» е 
k\

булишини эътиборга олсак, унда (23.19) муносабатдан
->k k  / i \П — k l k -ь  — e 

k\p n(k) =  c ;  PR ( i  — p)n
булишини топамиз. Теорема исботланди.

Пуассон формуласи тажрибалар сони етарлича катта булиб, хар 
бир тажрибада ходисанинг руй бериш эхтимоли р етарлича кичик 
булганда Pn(k) эхтимолни тацрибий хисоблашга имкон беради.

Мис ол .  Дарслик 200 000 нусхада босиб чицарилган. Дарслик- 
нпнг яроцсиз (брак) булиш эхтимоли 0,00005 га тенг. Бу тиражда 
роса бешта яроксиз китоб булиш эхтимоли топилсин.

Ечиш.  Шартга кура п = 200 000, р =  0,00005, & =  5. У холда 
пр =  200000 0,00005 = 10 булиб, (23.16) формулага асосан

Р (к) да —  е~х =  —  е~10 да 0,0375 
’  k\ 5!

булади. Демак, изланаётган эхтимол Р2Ш90 (5) да 0,0375 булади.

9- § . М уавр — Лапласнинг локал ва интеграл теоремалари

Бернулли схемасида Pn{k) эхтимолни топиш учун ушбу Рп(к) =
— Скп pk( 1— р)п~к формулага эга булган эдик. Бу формула содда 
булса хам ундан, айницса, тажрибалар сони катта булганда фойда
ланиш анча цийин булади. Натижада бу ифодани узига цараганда 
соддарок ва айни пайтда хисоблаш учун осон булган ифода билан 
такрибий ифодалаш масаласи тугилади. Бу масала баъзи холлар учун 
Муавр — Лапласнинг л о к а л  ва  и н т е г р а л  теоремаси ёрдамида 
Хал этилади. Куйидэ уларни исботсиз келтирамиз.

23.7-те  орем  а. (Муавр — Лапласнинг локал теоремаси). Агар 
Бернулли схемасида п етарлича катта булиб, хаР бир синашда Л 
ходисанинг руй бериш эхтимоли р (0 <  р <  1) узгармас булса, у 
Холда Pn(k) эхтимол учун ушбу
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_  (к—пру

Pn( k ) ~ — 1= е 2ПР(>~Р> (23.20)
Y  2ялр(1—p)

та^рибий формула уринли булади.
Агар

х = k~ np 
Y n p ( i - p )

дейилса, у  холда
(к —  пр)2 х2

2пр(1 - р )  =  Т
булиб, юкоридаги (23.20) формула к;уйидаги куринишга келади.

X* X2
1  ̂ 1 | 2

РПШ »  ■------ -------е = ------  •— — g
|/2ляр(1— р) >^/ip(l—  р) Y -л

Ушбу ф(х)= L- е~л ^ белгилаш киритсак, у холда

р*(к }х  <23'21) 
Бу ерда ср(х) жуфт функция булиб, унинг кийматлари учун жадвал- 
лар тузилган (Иловадаги 1-жадвал).

Мис ол .  )^ар бир экилган чигитни униб чикиш (А  ходиса) эхти
моли узгармас булиб, Р (А )= р  — 0,8 га тенг булса, экилган 100 та 
чигитдан униб чи^канлар сони 85 та булиш эхтимолини топинг.

Ечиш.  Масала шартига кура п =  100, р =■= Р(А) =  0,8, q — 1 —
— р =  0,2, k =  85.

Равшанки, талаб ^илинган Р100 (85) э^тимолни Бернулли форму
ласи билан PlL,0(85) =  ^ ^ - (0 ,8 )85-(0,2)1& аних хисоблаш (п — катта 

85! 85!
булган 5 о̂лда) жуда кийин, бундай холда р — узгармас (0 <Ср<С 1) 
булганда Муавр — Лапласнинг локал теоремасидан фойдаланиш ма^- 
садга мувофихдир. Бизни мисолда бу такрибий формуладан фойда
ланиш учун аввало куйидаги микдорни хисоблаймиз:

г  — к ~ пР 8 5 — 100-0.8  85 — 80 _ _5_ _  ] 9f.

Ynp4  y " !0 0 -0 ,8 -0 ,2  Y 10 — 4 ’

Муавр — Лапласнинг локал теоремасига асосан

Ршп(85) ш —- — - ф(1.25) = — Ф(1.25).
/ 1 0 0 -0 ,8 -0 ,2  4

Иловадаги жадвалдан ф (1,25) « 0 ,1 8 2 6  эканлигидан, талаб ^и-
линган э^тимоллик P i00(85) «  — -0,1826 =  0,0456 булади.

4
Мазкур бобнинг 7-§ да п та эркли тажрибада А ходисанинг 

ками билан kx марта ва купи билан k2 марта руй бериш ^одисаси 
{ kl <  (J- <  k2 } нинг эхтимоли булишини курган эдик.
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Pn { kt <  n <  k2 } =  2  Pn(m)
m=k1

Муавр — Лапласнинг интеграл теоремаси п етарлича катта бул
ганда Рп ( kx <  р. <  k2 j эхтимолни тацрибий ифодаловчи формулами 
беради.

23.8- те  о ре м  а. Бернулли схемасида локал теорема шартлари 
Рп | < II <  k2 j эхтимол учун ушбу

k2— np X2

У пр( 1— р)
е ах (23.22)

kj — пр
У пр ( 1 р)

такрибий формула уринли булади, бу ерда 0 <  р <  1.
Ушбу

.V f*
Ф (х) =  у =   ̂е 2 dt (23.23)

о
Лаплас функцияси ток функция булиб, х нинг турли цийматларига 
интегралнинг мос кийматлари жадвали тузилган (Илова, 2 -жадвал). 

И с бот .  >^акикатан хам, аниц интегралнинг хоссасига кура

Рп { kl <  (.1 <  k2 j да j  е~‘^2 dt +  j’ e~‘2J2 dt +  j* e~l 12 dt =
x '  x '  0

=  j  e - ^ d t - ' ^ e - ^ d t
о о

булади. Бу ерда
, _  к, — пр , _  k2 — пр

У п р ( \ — р) \ п р ( \ — р)

(23.23) ни хисобга олсак,
л

~^= j  е - ‘г/2 dt =  Ф (х") -  Ф (х) (23.24)

эканлиги келиб чикади.
Иловадаги 2-жадвалда Ф(д:) Лаплас функциясининг цийматлари

О < х <  5 учун берилган булса, Ф(х) нинг кийматини такрибан 0,5 
деб олиш мумкин.

Ми со л. Таваккалига олинган пилланинг яроксиз чикиш эхтимо
ли 0,2 га тенг. Тасодифан олинган 400 та пилладан 70 тадан 130 
тагача яроксиз булиш эхтимоли топилсин.

Ечиш. Шартга кура п =  400, kx — 70, k2 =  130, р — 0,2, </
=  1 — р — 0,8 булади. Равшанки,

яоз



ky --- пр 7 0 - 4 0 0  0,2 10
V  пр (1 — р) ТА400 0,2(1—0,2)(1—0,2) 8

= — 1,25; х" =  6,25.
Юкорида келтирилган (23.24) формулага мувофик изланаёгган эх 

тимол тахминан
Pn{k l' ^ ii ^ k 2 } = Р т { 70 <  ц <  130 } «  Ф (6,25)- Ф ( - 1,25)

булади. Жадвалдан хамда Ф (х) нинг то^ функциялигини эъгиборга 
олиб куйидагиларни топамиз:

Ф ( — 1,25)]=— 0,39435, Ф (6,25) = 0,5
(2-иловага каралсин), у  холда

Рш  ( 70 <  <  130 ) «  0,5 — ( — 0,39435) = 0,89435
булади. Демак, изланаётган эхтимоллик

Р4оо { 70 <  130) «  0,89435.

Фараз килайлик, п та эркли тажрибада А ходиса ц марта руй 
берсин. Х,ар бир тажрибада А ходисанинг руй бериш эхтимоли
р(0<Ср< 1) булсин. Маълумки, —  мивдор А ходисанинг нисбий час-П
тотаси булади.

Юкорида келтирилган Муавр—Лапласнинг интеграл теоремасидан
фойдаланиб, нисбий частота —  нинг узгармас эхтимол р дан четла-

п
ниш эхтимолини топиш мумкин:

Y e >  0 олинганда хам ушбу — Р <  е тенгсизлик оркали
ифодаланадиган ходисанинг эхтимоли учун

Jх- ~ рП
такрибий формула уринли булишини курсатамиз. 

Равшанки,

— р ( < е о  — е < ^ -----/?<е<=> — е ]
р(1 — Р)

р(1  — Р)

ц — пр

<=>У~пР V  - п■ <  ,  V  — -
'  п<\ —  п \ ^  '  П(\ -  г ,

: <  6  ~ \ [  ~

У  р(1-р)

] /  «  
У р[ 1 —pii — р)

<

<

I пр( 1 —  р)

Демак,

п - р <  Е = Р 

<  е |

|1 —  пр

Р( 1 —  Р) у ' л р ( 1 — Р)
<

р( 1 — Р))'
(23.25)
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Муавр—Лапласнинг интеграл теоремасидан фойдаланиб топами

Г--------- 1 1 ,

____  - / « г а

X 2 J  е-',/гЛ= 2ф (е /  ДТ=7>)'

Бу холда (23.25) муносабатдан
И—  — р П < Е) - 2 ф ( е - / й Т ^ ) )  <2 3 2 6 >

булиши келиб чикади. Бу формуладан е, п ва эхтимол кийматлари- 
1Ш топиш мумкин.

М ис о л. А—тангани ташлаш тажрибасида танганинг гербли томо
ни билан тушиш ходисаси булсин. Тангани 400 марта ташланганда
А ходиса нисбий часютаси —  нинг 0,5 эхтимолдан абсолют кий-

400
мат буйича четланиши 0,08 дан кичик булиш эхтимол и ни топинг.

Ечиш.  Шартга кура п =  400, р =  0,5, е = 0,08. У ^°дда 
(23.26) формулага асосан:

И -  0 ,5 1 <  0,8 } «  2Ф (0,08■ j/  -  2Ф (3,2).

Жадвалдан Ф (3,2) = 0,49931 ни олсак,
Р

булади.

0,5
400

<  0,08 L да 0,99862

XXIV Б О Б .  ТАСОДИФИЙ МИКДОРЛАР

1-§. Тасодифий микдорлар турлари

Табиатдаги ходисаларнн кузатиш жараёнида (ёки тажриба нати- 
жаларини кузатишда) турли характердаги микдорларга дуч кела- 
миз. Масалан, битта г у за тупидаги кусаклар сопи, мулжалга караб 
отилган уцнинг мулжалланган нуцтадан узоклашиш мицдори ва ц.к. 
Шунга ухшаш мицдорларни жуда куплаб келтириш мумкин.

Масалан, Самарканд ша^фида 1995 йилнинг май ойида тушладн- 
ган угил болалар сонини аввалдан айтиб булмайди, бу сон турли 
тасодифий холатларга боглиц булиб, у аввалдан аниц айтиб булмай- 
диган маълум бир кийматлардан бирини кабул килади.

Демак, шундай микдорлар булар эканки, уларнинг цийматлари 
турли тасодифий холатлар тзъсирида булиб, уларни аввалдан цаидай 
кийматга тенг булишини аник айтиб булмас экан.
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Берилган шарт-шароитларда тасодифий холатга борлщ равишда 
у ёки бу сон кийматлардан бирини ^абул ^иладигап узгарувчи мицдор 
тасодифий мицдор дейилади.

Одатда тасодифий микдорлар с (ёки т]) (ёки X, Y, Z, . . . )  ^арфи 
билан белгиланади.

М и с о л л а р .  1. Уйин ео^касиии ташлаш тажрибасини карайлик. 
Бу тажриба натижасида со^канинг 1, 2, 3, 4, 5, 6 ракам ли (очко- 
ли) томонлари тушиши мумкин. Бунда чицадиган ё^лар (очколар) 
сонини аввалдан айтиб булмайди. Демак, очколар сони тасодифий 
микдорлар булади. Уни £ билан белгилайлик. Бу | тасодифий миу 
дорнинг мумкин булган кийматлари 1, 2, 3, 4, 5 ва 6 сонлари бу
лади.

2. Тупдан отилган снаряднинг учиб утган масофасини ^арайлик. 
Бу масофа бир 1̂ анча холатларга: нишонга олувчи асбобнинг урнати- 
лишига, шунингдек, аввалдан тула-тукис ^исобга олиб булмайдиган 
бир канча бошка сабабларга (шамолнинг кучи ва йуналиши, харорат 
ва бошкаларга) борлнк булади. Шу сабабли хам бу масофани аввал
дан айтиб булмайди, у  тасодифий микдор булади.

Бу £ тасодифий микдорнинг мумкин булган кийматлари чексиз 
булиб, улар бирор (а\ b) ораликда жойлашган булади (143-чизма).

Чекли ёки сано^ли сондаги ^ийматларни кабул ^иладиган тасо
дифий микдор дискрет тасодифий мщдор дейилади.

Масалан, ]щорида келтирилган мисолларнинг биринчисидаги та
содифий микдор дискрет тасодифий микдор булади.

Демак, дискрет тасодифий микдорнинг цабул килиши мумкин 
булган ^ийматлар сони чекли ёки санщли булади. Одатда тасоди
фий микдорнинг кабул ^иладиган кийматлари бундай белгиланади:

l\ xv х2, (ёки X :x v х2, . . . , хп).
Бирор оралицдаги барча кийматлари и ^абул ^илиши мумкин бул

ган микдор узлуксиз тасодифий микдор дейилади. Масалан говори
ла келтирилган мисоллардан иккинчисидаги тасодифий микдор 
узлуксиз тасодифий микдор булади. (Узлуксиз тасодифий миь;дорлар- 
нинг аник таърифини кейинро^ келтирамиз.)

2- §. Тасодифий микдор э^тимолларининг тацсимот цонуни

Юкорида курдикки, тасодифий микдорни урганиш учун аввало 
бу микдорнинг кабул килиши мумкин булган кийматларини билиш 
лозим. Биро^ бу кийматларнигина билиш тасодифий микдорни тула 
тавсифлаб бермайди. 1\уйида тасодифий микдорни тула тавсифлайди- 
ган тушунча билан танишамиз.

1. Дискрет тасодифий микдор эугимолларининг тацсимот цонуни.
| дискрет тасодифий микдор булиб, унинг кабул ^илиши мумкин 

булган iy-шматлари х,, х2, . . .  , хп булсин.
Агар £ тасодифий микдорнинг кабул цилиши мумкин булган 

циПматларининг эхтимоллари маълум булса, S дискрет тасодифий 
микдорнинг 1тщсимоти берилган дейилади.
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Айтайлик, с дискрет тасодифий микдор xv х2, . . .  , хп цмПмпг- 
ларни мос равишда pv р2, . . .  , рп эхтимоллар билан цабул цилсии

Р(Ъ =  *,) =  pv Р{1 =  х2) =  р2, . . .  , Р(Ъ =  х„) = />п.

Бу маълумотлардан фойдаланиб цуйидаги жадвални тузамиз:

1 Х1 А'2 х п

Р {1 =  х к) р  1 Р 2 Рп

Бу жадвалнинг биринчи сзтрида £ тасодифий мицдорнинг цабул 
килиши мумкин булган цийматлари, иккинчи сатрида эса уларга мос 
эхтимоллари ёзилган.
Равшанки:

ходисалар бир-бирига боглик булмаган хрдисалар булиб, тасодифий 
микдор, албатта битта кийматни кабул килиши керак булгани учун

{ё = л-, j U U - x 2}U . . .  U {? =  *„} = U

булади (U — муцаррар хрдиса).
Кушиш теоремасидан фойдаланиб топамиз:

/>{£ = * , }+/>(  s =  a-2 }+  . . .  + P { l  =  xn ) = P { U \ .

П

Натижада рх +  р2 +  . . . +  рп =  1, яъни V  pk =  1 тенгликка ке-
к= 1

ламиз. Бу эса I тасодифий мицдорнинг кабул килиши мумкин бул
ган барча цийматлари эхтимол лари нинг йигиндиси 1 га тенг булиши
ни билдиради.

Дискрет тасодифий мицдор учун киритилган юцоридаги (24.1) 
жадвал тасодифий микдорни тула тавсифлаб беради. Шунинг учун 
Хам (24.1) жадвал £ дискрет тасодифий микдор э^тимолларининг 
таксимот кону ни деб аталади.

Дискрет тасодифий мицдорнинг баъзи мухим таксимот цонунла- 
рини келтирамиз.

п та узаро эркин тажриба утказилган булиб, хар бир тажрибада А 
Ходисанинг руй бериш эхтимоли узгармас р га тенг булсин. Бундай 
тажрибада А ходисанинг /г марта руй бериш эхтимоли Рп (k) =
=  Скп pk( 1 — p)n~k га тенг эди: Бу холда дискрет тасодифий мицдор 
1 нинг кабул цилиши мумкин булган кийматлари £: О, 1 , 2 ,  . . .  , 
л  булади: Равшанки, тасодифий мицдор бу кийматларни мос равишда 
ушбу
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pn(k) =  P„(g =  k) =  C* p*(l - p ) n- ft, k =  О, я
f t

э^тимоллар билан кабул килади хамда ^  Рп (k) =  (р + д )п — 1.
к = 0

Натижада ynj6y

II 0 1 2 k n

pk (*)= 
=--pn(l= k) (1 -p )\ c'np{\-p)n- xc 2np20-p )n~2 ... Cknpk{\-p)n~k Pn

жадвалга эга буламиз. Одатда бу жадвал биномиал таксимот деб 
аталади.

М и с о л .  Экилган хар бир чигитнинг униб чициш эхтимоли 0,8 
га  тенг булса, экилган 3 та чигитдан униб чикдан чигитлар сони- 
нинг 1̂ онуни тузилсин.

Ечиш.  Экилган хар бир чигит униб чик>иши хам, униб чикмас- 
лиги хам мумкин. Экилган 3 та чигитдан униб чицишлар сони та
содифий микдор булиб, у 0, 1, 2, 3 кийматларни кабул килиши 
мумкин. Бу ^ийматларни ^абул ^илиш эхтимоли Бернулли форму
ласи ёрдамида топилади:

Р3 (I =  0) =  С°/?° (1 — р)3 =  (0,8)° - (0,2)3 =  0,008,

рз (|=  1) =  С' р  (1 — /?)2 =  3 (0,8) (0,2)2 = 0,096,

Р3 (1 =  2) =  q  р2 (1 — р) = 3-(0,8)2-(0,2) = 0,384,
Р3 (g =  3) = С33 р3 { \ - р ) о = (0,8)3-(0,2)° = 0,512.

Демак, экилган 3 та чигитдан униб чикишлар сони с тасодифий 
микдорнинг таксимот конуни куйидагича булади:

s 0 1 2 3

p 0 ,008 0 ,096 0 ,384 0 ,512

Равшанки, бу э^тимоллар йигиндиси:
0,008 +  0,096 +  0,384 +  0,512 = 1.

24 .1-эслатма. тасодифий микдор 0, 1, 2, 3, . . . кийматларни 
ушбу

Xk е~%
р  (£ = £) = _ _ _  (fe = 0, 1, 2, . . .)

k\

э^тимоллар билан кабул цилсин.
Натижада цуйидаги таксимот жадвали хрсил булади.
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1 0 1 2 . . .

Р (Е = k) в- х Хе-*- —  е~% 2!
. . .

Бу жадвал Пуассон таксимоти деб аталади. Бу ерда

чунки каторлар назариясидан:

*ш*к 'k=О
эканлиги маълум.

3- §. Узлуксиз тасодифий микдорлар.
Тацсимот функцияси.

Биз юкорида дискрет тасодифий мицдор ва унинг таксимот цо- 
нунини ургандик. Агар тасодифий мицдор узлуксиз булса, бу тасо
дифий миедорнинг цабул цилиши мумкин булган цийматлари бирор 
(о, Ь) оралицни ташкил этади. Бинобарин бу холда тасодифий миц- 
дорнинг тацсимот цонунини юцоридаги ухшаш жадвал шаклида ёзиб 
булмайди.

Фараз килайлик, Е ихтиёрий тасодифий .микдор, х эса бирор ца- 
цикий сон булсин. каралаётган тасодифий микдор учун ушбу {£<*} 
ходисани карайлик. Бу тажриба натижасида руй берган микдорнинг 
х сондан кичик булиш Ходисасини билдиради. Энди шу ходисанинг 
эхтимоли

Р {1<Х}
ни карайлик. Равшанки, бу эхтимол олинган х цациций сонга бог
лик, яъни х нинг функцияси булади. Одатда Р {£<х} эхтимол би
лан аникланган функция | тасодифий микдорнинг таксимот функ
цияси деб аталади ва F (х) каби белгиланади:

F {х) =  Р { 1 <  х]. (24.2)
Ми с ол .  Ушбу жадвал билан берилган | дискрет тасодифий миц- 

дор таксимот цонунининг тацсимог функцияси топилсин:

1 — 1 0 2 2 ,5

Р { !< *} 0,2 0 ,3 0 ,4 0 ,1
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Жадвалдан куринадики, | тасодифий мицдорнинг цабул килиши 
мумкин булган цийматлари — 1, 0, 2, 2,5 булади. Бу сонларни сон 
укдда ясаймиз.

— 1, 0 1 2; 2,5
Айтайлик, х < — 1 булсин. Унда {Н<х) ходисаси мумкин булма
ган хрдиса булади. {1 <  х} =  V. Чуйки бу холда тасодифий миц- 
дорнинг Н <  х тенгсизликни каноатлантирувчп битта хам киймати 
йуц. Демак,

F (х) =  Р {g <  х} =  Р (V) =  О
булади. Энди —1 <  х <  О булсин. Бу хрлда {с <  х} ходисаси {Е<х} =  
=  {£ =  — 1} булади. Бун дан эса

F {х) =  Р { 1 < х }  =  Р {1 = — 1} -  0,2

келиб чикади.
Энди 0 < х < 2  булсин.
Бу хрлда {с <  х) ходисаси

{ 5 < * }  =  {g =  - l } U { £  =  0}

булиб,

F [х) =  Р  ( £<х )  = Р  {Ъ =  — \} +  Р {Е =  0} =
=  0,2 +  0,3 = 0,5

булади.
Фараз килайлик, 2 <  х <  2,5 булсин. Бу холда хрдиса 

{5 <  х} =  {g =  1} U {§ =  0} U {1 — 2}
булиб,

F (х) =  Р {с < х }  =  Р {| =  - 1 } + Р  {?==0} +
+  Р {1 =  2}--= 0,2 +  0,3 +  0,4 =  0,9

булади.
Ва, нихрят, х >  2,5 булганда {с <  х} ходисаси муцаррар хрдиса 

булиб,
F (х) =  Р {ё < х}  = Р {{/{ = 1

булади.
Шундай цилиб, каралаётган тасодифий микдориимг таксимот функ

цияси

F (х)

0, агар х <  — 1 булса,
0,2 агар — 1 < х < 0  булса,
0,5, агар 0 < х < 2  булса,
0.9, агар 2 <  х <  2,5 булса,
1, агар х > 2 , 5  булса

булади. Унинг графиги 144-чизмада тасвирланган. 
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Ушбу параграфда тасодифий миедор таксимот функциясимиш■ х»к - 
саларини келтирамиз.

Фараз килайлик, ~ тасодифий микдор берилган булиб, F (х) н и 
унинг таксимот функцияси булсин.

Г . Таксимот функцияси F (х) учун ушбу муносабат уринли 
булади:

О <  F (х )<  1. (24.3)
Бу хосса таксимот функцияси таърифидан хамда х°Днса э^тм- 

молининг 0 билан 1 орасида булишидан бевосита келиб чи^ади:

о З Ъ Р< 1 } < ]\= > 0 < р  {х)< L
2°. Таксимот функцияси F (х) усувчи функция булади.
И с бот.  Ихтиёрий иккита дгг ьа х2 сонни олайлик. Бу сонлар 

учун х, <  хг булсин:
' Равшанки, {£ <  х2} ходисаси {; <  х,} ва {х1 <  £ <  х2} ходисалар 

йигиндисига тенг:
{ с < Л - 2} -  ! t < X 1}U{.V,  < c < X 2}.

К у шиш теоремасига асосан
Р { К  Х2} -  Р  <  *,} 4- Р {Х1 <  g <  х2) . (24.4)

Маълумки, Р { 1 < х 2} = F (х2), Р <  х2} =  F (хх). Унда (24.4) 
муносабатдан

F (х2) =  F ( x j  -1- Р {xL <  I <  х2} (24.5)
булиши келиб чикади.

Агар Р | хх <  Е <  х2} > 0 эканлигини эътиборга олсак, унда сунг- 
ги тенгликдан F (ха) >  F (х.) булишини топамиз. Демак,

V" xlt х2, х1<\Х 2=^/;’ (xj)(^  F (х2).
Бу эса таксимот функция F (х) нинг усувчи эканини билдиради.

24 . 1 - на т ижа .  Тасодифий микдорнинг [ху, х2) оралища тушиш 
эхтимоли

Р R  <  I <  Х2} =  F (х2) — Г (Xi)
булади.

Бу тенглик юкоридаги (24.5) муносабатдан келиб чикади. Та^- 
симот функциясининг навбатдаги хоссаларини исботсиз келтирамиз. 

3°. Агар F (х) таксимот функцияси булса, у %олда
lim F (х) = 1, lim F (х) = О

X—►4-00 X—>—оо
булади.

4°. Агар х, нуцта Е тасодифий микдорнинг таксимот функ
цияси F (х) нинг узлуксизлик нуцтаси булса, у х1олда

р {g = хх} == О

4 - § .  Тацсимот функциясининг хоссалари

бйлиб,
301



Р  {*1 <  I <  Х2} =  Р {Xj <  1 <  х2},
Р i xi < l < x 2) — F (x2) — F (x j  (24.G)

булади.
Энди узлуксиз тасодифий микдор нинг тацсимот функцияси билан 

боглиц булган эхтимол зичлиги тушунчасини келтирамиз.
Агар | тасодифий микдорнинг тацсимот функцияси F (х) ди(|х|)С- 

ренциалланувчи функция булса, унинг хосиласи тасодифий микдор
нинг эхтимол зичлиги (дифференциал функцияси) деб аталади ва 
р (х) каби белгиланади:

р (х) =  F' (х). (24.7)
Энди р (х) нинг хоссалариии келтирамиз:
Г . у х  учун р (х) >  0 булиб,

р  { х ,< а < х 2} =  J  р (х) dx

булади.
И с б о т .  Таърифга кура

р (х) = F' {х)

булади. F (х) таксимот функцияси усувчи функция булганлиги са- 
бабли

F’ (х) >  О
булади. Демак, р (х) > 0.

Юкоридаги (24.6) хамда Нъютон—Лейбниц формуласидан фойда
ланиб топамиз:

Р {Хх <  I <  Х2) = F (х2) — F (Xj); F (х2) — F (хх) = j  F' (х) dx=>
*1

х2 х2

=>Р {Xj <  I <  х2} =  j  F' (х) dx=^P {хх <  \ <  X,} =  j  р (х) dx.
*i Xi

2°. Лгар (х) тасодифий мицдорнинг эхтимол зичлиги булса, 
у х1олда

+ 00
\ p{x)dx =  1

00

булади.
И с бот .  Хосмас интеграл таърифига кура

+ 0 0  U

Г р (х) dx — lim Г р (х) dx (24.8)
J  W->+00 JЫ-> + '

00

булади.
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U
j  р (%) dx =  F (и) — F (у)
V

Хамда lim F (и) — 1, lim F (и) =  0 булишини эътиборга олсак,
« - > + 0 0  и -* —  о,

унда (24.8) муносабатдан 
+ 0 0  “

f р (х) dx — lim \ р (х) dx =  lim  [F (и) — F (и)] =
J и- >-f-CO  ̂ 00
--00 >—оо® у—»--СО

=  lim Z7 (и) — lim F (v) =  1 — 0 = 1
W->+°° v~r*—00

булиши келиб чикади. Демак,
+00

j  р (х) dx =  1.
— оо

3°. Агар тасодифий микдорнинг пищсимот функцияси F (х), 
эхтимол зичлиги эса р (х) булса, у хсолда

Агар

dt

булади.
И с б о т .  Хосмас интеграл таърифига кура

X X
Г р (0 dt =  lim f р (t) dt 

булади. Юкорида исбот этилган 1°-хоссадан фойдаланиб, 

j  р (0 dt =  F {х) — F (и)
V

булишини топамиз. Демак,
X X
f р (t) dt =  lim Гр (,t) dt — lim [F (x) — F (y)] =
J  V -+—00 "  »-*■—00
-----CO v

=  F (x) — lim F (v).
И--->—oo

Агар lim F (w) = 0 булишини эътиборга олсак, у  холда
V—►—оо

J  р (0 dt — F (х) (24.9) 
-00

га эга буламиз. Бу эса 3° хоссани исботлайди. Бу хосса тасодифий 
микдор та^симог функцияси билан унинг эхтимол зичлиги ораси- 
даги богланишни ифодалайди.
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М исол.  Тасодифий микдорнинг эхтимол зичлиги

Р (*) =  — ‘ ..
Я  (1+ JC 2)

булса, шу тасодифий микдорнинг таксимот функцияси топилсин.
Ечиш. Юкорида келтирилган (24.9) формуладан фойдаланиб то

памиз:
X X

F (*) -  J р (0 dt _  J - J — dt =  1  arctg/ [  =

- f ) = i  arctg i += -  arctgx------ (-----=  — arctex 4-

Демак, F (x) = ~  +  — arctgx.2 я

5 -§ . Текис тацсимот

Бирор t, тасодифий мицдор берилган булсин. Агар бу тасодифий 
мицдорнинг р (х) эхтимол зичлиги бирор ораликда узгармас функ
ция булиб, ораликдан ташцарида эса нолга тенг булса, у ^олда та
содифий мицдор шу оралицда текис таксимланган деб аталади.

Демак, I тасодифий мицдор текис таксимланган булса, унинг 
эхтимол зичлиги

-, агар а < х < й  булса,
р  М  =  6 - а

[ 0, аггр х <  а ва х >  Ъ булса,

булади (145-чизма).
^ацицатан ^ам,

*4" со а  Ь + 0 0  а

j  р  (х) dx — j  р  (х) dx +  j  р  (х) dx  +  J  р  (х) dx =  j  O-dx +
-00 00 а b —00

 ̂ + 00  и

+  f —— dx+ [ 0 - d x = —̂ —-x\ = —— (b — а ) =1  
J  b -  a J b — a \a b — a
a  b

булиб, ундан юкоридаги 2°-хоссанинг уринли булиши келибчицади. 
Агар а <  х <  b булса, у  цолда

х а  х

F (х) — j* р  (х) dx =   ̂ р  (х) dx  +  | р  (х) dx —
—со —со а

а  х

=  Г 0 • dx -f- Г — — dx =  —— (х — а)
J J Ь —  а Ь —  а
—  СО а

булади.
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X и
Агар х > b булса, у холда F (х) = | р (х) dx— j  р (.v) dx |

—оо —оо

b х а b х

+ j р (х) dx + j* р М dx = J  0 • dx + j* dx + j 0 dx =

1 (b — a) =  1
b — a

булади.
Шундай ^илиб, юкоридаги текис тацсимланган [тасодифий мщ- 

дорнинг таксимот функцияси
О, агар х <  а булса,

F (х)
X __CL , агар а <  х <  b булса,
& — а

1, агар х >  b булса
булади. Унинг графиги 146-чизмада тасвирланган.

6-§ . Нормал таксимот
Агар 5 узлуксиз тасодифий микдорнинг эхтимол зичлиги р (х) 

ушбу
(■X-а )»

2-°2 (24.10)
а у 2 я

куринишда булса (бунда а ва ст узгармас сонлар, сг>0) ,  у холда 
тасодифий микдор нормал тацсимланган деб аталади.

Одатда куйидаги X2

Ф  (х) = — “ (24.11)
У  2 я

белгилаш киритилади. Бу белгилаш ёрдамида тасодифий микдорнинг 
ЭХТИМОЛ зичлиги ушбу

куринишда езилади.
(24.11) формулада келтирилган ф (х) функциянинг кийматлари жад- 

валлари тузилган (китоб охиридаги иловага царалсин). Бу функция
нинг графиги 147-чизмада тасвирланган.

Энди юкоридаги нормал конун билан таксимланган тасодифий 
микдорнинг таксимот функциясини топамиз. Бунинг учун куйидаги 
белгилашни киламиз:

X
Ф(х) =  j  Ф(/) dt . (24.12)

и
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Равшанки, Ф  (х) функция ф (х) га боглик; булади. (24.12) муиолч- 
бат би^ан аницланган Ф  (х) функция куйидаги хоссаларга эга 
лади.

1) Ф (х) функция тоц функция булади: Ф (— х) — — Ф (х).
—X

^акицатан хам, таърифга кура Ф (— х) =  J ф (/) d t  булади. 13у
о

интегралда t = — у  алмаштириш киритамиз. Унда

j  'Р (t) dt  =  f ф (— у )  d (— у )  =  — f Ф (— у )  d y  =  — Ф (х)
о о о

булади. Агар ф (— у)  =  ф {у) булишини эътиборга олсак, унда
— х х

f ф (t) d t  =  — J  ф {у) d y
о о

оулишини топамиз. Натижада
X

Ф (— х) =  — j  ф (у) d y  =  — Ф (х).
О

2. Ушбу лимит муносабат уринли булади:

hm Ф (х) =  — .
V *->+<» 2
Аа1Шцатан хам,

X "boo
lim  Ф (х) =  lim  f ф (t) dt  =  Г ф (t) dt  =
* - > 4 - 0 0  * - *  +  00 Q Q

+  03

=  — Г ф (t) d t  =  — • 1 — —.2 J 2 2
00

Юцорида айтилганлардан фойдаланиб, нормал таксимланган та
содифий мицдорнинг тацсимот функциясини топамиз:

X X
F  (х) =  J р  (х) dx  =  J — ф  ̂-— — j  dx =

— 00 —со
а х— а

(J О (J "Г 00

=  J  ф (0 dt  --= J  ф ( О Л + |  Ф (0 dt  =  j  ф (0 ей +

Ф

Шуи дай цилиб, нормал цонун буйича таксимланган тасодифий 
микдорнинг тацсимог функцияси

F(x) =  \ +  Ф (х ~ а '
булади .
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XXV Б О Б .  ТАСОДИФИЙ МИВДОРНИНГ СОШ1И 
ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИ

Тасодифий микдор таксимот конунининг берилиши шу тасодифий 
микдор хацида тулих маълумот беради. Аммо баъзи холларда тасо
дифий микдор тугрисида айрим, йигма маълумотларни билиш лозим 
булади. Бунда тасодифий микдорнинг сон ли характеристикалари — 
тасодифий микдорнинг математик кутилиши ва дисперсияси тушун- 
чалари мухим рол уйнайди. Биз куйида шу тушунчалар билан тани- 
шамиз.

1 -§ . Тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши

Бирор I дискрет тасодифий микдор берилган булиб, у хъ х2, . . .,
хп ^ийматларни мос равишда рг, р2, ..........рп э^тимоллар билан ха*
бул килсин:

2 4 .1 -т а ъ р и ф . Ушбу
П

Pi +  х2р2 +  . . . +  хпрп =  2  xkPk
k—l

йдаинди £ дискрет тасодифий микдорнинг математик кутилиши 
деб аталади ва М I каби белгиланади:

П

М I  = а д  - Г  х&г +  . . . +  Хпрп =  У ^ хк pk. (25.1)
*=1

Демак, дискрет тасодифий микдорнинг математик кутилиши бу 
тасодифий микдорнинг хабул ^илиши мумкин булган барча киймат- 
ларини уларнинг мос э^тимолларига купайтмалари йигиндисидан ибо
рат.

Тасодифий микдор математик кутилишининг маъносини англаш 
учун битта масалани ^араймиз.

Фараз к>илайлик, п та тажриба утказилган булиб, бунда I тасо
дифий микдор х1, х2, . . ., xk кийматларни мос равишда т ъ т 2, . . .  . 
т к мартадан кабул килган булсин. Равшанки, т Л+ т 2-\-. . . + т к=п.

Каралаётган I тасодифий микдор кабул цилган кийматлари нинг 
урта арифметик киймати (уни х билан белгилайлик)

*1т 1 + *2т 2 + • • ■ + Xkmk
П

га тенг булади. Бу микдорни куйидагича ёзиш мумкин:

— х1т 1 + х2т 2 + . . . + x krrik  ̂ т 1 ,  ̂ т 2 , , т и
X  — — A j * Г Л2 ~ Т  • • • 1 A ft

П П П П

ГП:
Агар — (t'=  1, 2, . . ., k) ни {ё =  хА ходисанинг нисбий часто-

п
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таен W; эканини хамда бу нисбий частота {s =  Хц хрдисасининг щ- 
тимоли Pi {Р {s =  A'J =  /;■) дан кам фарц килишини (WL ~ /;•) эъти- 
борга олсак, унда

- ^ х  ^  +  x2 ^ l  +  . . . +  х ^  ^ XlWx +  x2W2 +  . . ,+ х Ж  -  
п п п к R

=  а д  +  х 2/72 +  . . . +  x kp k =  M l

эканини топамиз. Демак, х — М\.
Бу муносабат | тасодифий микдорнинг математик цутилиши шу 

тасодифий мицдор кузатилаётган цийматларининг урта арифметик 
цийматига такрибан тенг эканини курсатади (шунинг учун >̂ ам М% 
ни купинча I тасодифий микдорнинг уртача циймати деб юритилади).

М и с о л л а р .  1. Биномиал цонун билан таксимланган тасодифий 
микдорнинг математик кутилиши топилсин.

Ечиш.  Бу >̂ олда, маълумки, £ дискрет тасодифий мицдор 0, 1, 
2, . . ., к, . . ., п цийматларни мос равишда

С0р0 (1 _ Р)П-ог С'п р (1 -р )* -\  . . . , Скпрк (1 - Ру - к , . . .,
C n - l p n - l { l _ p )t С п р п ( 1 _ р ) о

эхтимоллар билан цабул цилади.
£ дискрет тасодифий микдорнинг математик кутилиши таърифга 

биноан
M i  =  o - c y 0 ( \ - p ) n- ° + \ - c np ( 1 _ р ) » - 1  +  . . . +

+  k e y  (1 - р)п- к +  . . . +  п с у  (1 - р ) п- п -

=  У  К Р к ( !  -  Р)п~к =  У  ЬСкрк (1 - p f -1—к^̂  fJ I I --* II I =  ▼ КА II II --- и I
/~о

булади.
Энди бу тенгликнинг унг томонидаги йигиндини хисоблаймиз.

П ПV kCknpk (1 - P ) n- k =  ^ k - ^ — pk (1 - р ) п~к =
jm A  JmU k\ (n—k)\
fe=l fc=l

= v  — ^ —  Pk ( i  - P)n- k = v  n p { n ~ l)l - p k- \ \ - p ) n- k=^ ( f t - 1 ) !  (я-ft)! jL i{k -\ )\ (n -k )\ H
fe=l k=l

=  n p Y l <k ~ ni / )! ftv (1 ~ р)П~к- (25-2)> ij(ft — 1)! (« — /с)! 
ft=l

(25.2) тенгликда &— 1 ни m билан алмаштирамиз. Унда

у , -----<’п-_!)!—  fe_ i
(ft -  1)! (n —ft)!fc=l

йигипди цуйидаги куринишга келади:
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У — —  pk- 1 ( i __p)"-fe =
(A — 1)! (n — ft)I

=  [n~\)\------  m ( ]  у г -  1-m =
i J w !  (n -  m+1)!
m=0

=  У  C _ , pm (1 - p ) " - 1-"1 =  [p +  (1 -  р ) Г ’ =  1 n- ’=  1 (25.3)
m=0

n
(25.2) ва (25.3) муносабатлардаи V  kCkn pk (1 — p)n k —n-p булиши-

*=i
ни топамиз. Натижада

M I  =  2  kC* pk (1 — p)n *= np 
t=i

келиб чикади.
Демак, биномиал конун билан та^симланган е дискрет тасодифий 

микдорнинг математик кутилиши
М 1  =  пр

га тенг булади.
2. Пуассон конун и буйича таксимланган тасодифий микдорнинг 

математик кутилиши топилсии.
Ечиш.  By холда, маълумки, s тасодифий микдор 0, 1 , 2 ,  . . .,

Я,0 —х X —х к п —}. п, . . .  кииматларни мос равишда —  е , — е е , . . . эх-

тимоллар билан кабул килади. Математик кутилиш таърифига кура 
. ,  «. „ Я0 —х г 1 X —X . „ № —х . . X" — я .

оГ^ ~Г\ 6 ~2!~ ТгГ 6 ’ ’ ’
булади. Уни куйидагича

m = * ' i f e _ l - c_i ' r" AJ -^ =е-‘ V  = «г1-*- V
_ _  ^  ^ ( f t - l ) !  ^ J ( f t - l ) !

Л =1  А = 1

ёзиб оламиз. Каторлар назариясидан, маълумки,

Натижада

V I  ?.
^ ( f t - l ) l '
* = 1

булади.

M l,— "к ё~’К V  = Я e~l  i '  =  I  (25.4)
1)!

/2=1
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Энди узлуксиз тасодифий микдорнинг математик кутилиши ту* 
шунчаси билан таиишамиз.

Фараз ^илайлик, s узлуксиз тасодифий микдорнинг эхтимол зич
лиги р (,v) булсин.

25 .1-таъриф.  Ушбу

+ »
М I =  [  хр (х) dx (25.5)

— 00

микдор £ узлуксиз тасодифий микдорнинг математик кутилиши М £ 
деб аталади

Демак, узлуксиз тасодифий микдорнинг математик кутилиши мав- 
ж уд  булиши учун (25.5) хосмас интеграл абсолют якинлашувчи бу
лиши керак.

М и с о л  л ар. 1. Текис тз^симланган тасодифий микдорнинг ма
тематик кутилиши топилсин.

Е ч и ш. Текис таксимланган Е тасодифий микдорнинг эхтимол 
зичлиги ифодасини (5-§ га каранг) математик кутилиш ифодаси

М 5 =  I xp(x)dx га ь у̂йиб, хисоблаймиз:
_00

"Too Я Ь “Ь 00

M l =  J  хр (х) dx — j хр (х) dx +  j' хр (х) dx +  | хр (х) dx =
—00 — 00 а Ь

= \ х ■ 0 ■ dx +  \ —-— xdx +  f  х ■ 0 • dx =  —!— \ xdx. =
J  J b—a j  b — a J

b — a 2

b

ь ------------- (b- -  a1) =
a  2(6 —  a) 2

Демак, текис таксимланган g тасодифий микдорнинг математик
» ж CL —{ Ъкутилиши: т \  — —— .

2. Нормал ^онун буйича таксимланган тасодифий микдорнинг 
математик кутилиши топилсин.

Ечиш.  Нормал цонун буйича таксимланган с тасодифий мик
дорнинг эхтимол зичлиги ифодасини (6- § га ^аранг) математик ку
тилиш ифодасига ^уйсак,

+ J 3 1 / v_ л\
I dx

булади. Энди бу интегрални хисоблаймиз. t =  - — - алмаштириш ба- 
жарамиз.
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Д емак,
+«

M l =  ст j  (/) ctf +  a j  ф (0 dt.
_00 _СО

Агар
+ ,0 +М _ i !  +00 (
| ф ( / ) Л = 7 = = | е  2 Л = 1 ,  J /ф(/ )Л= -^= J  -/е 2

оо —

о -11
= -т= [  j* /е 2 dt +  j  te~‘1/2dt j  =  

1 _‘я о
(2 (2

“ 7 а [ _ 1 ’ 'е s * + Г л’ п П

О
(2 t*

О
о б

булишини эътиборга олсак, унда M l =  а -0 +  а - 1 =  а булишини 
топамиз.

Шундай килиб, нормал цонун буйича таксимланган I тасодифий 
микдорнинг математик кутилиши M l =  а булади.

Хулоса цилиб бундай айтиш мумкин: тасодифий мицдорнинг ма
тематик кутилиши шундай сонни ифодалайдики, бу сон тасодифий 
мицдор кийматларининг урта арифметиги булиб, унинг атрофида та
содифий микдорнинг кабул килиши мумкин булган кийматлари 
жойлашган булади.

Энди тасодифий микдор математик кутилишининг хоссаларини 
келтирамиз:

1°. Агар С узгармас сон булса, МС =  С булади.
2°. I тасодифий микдор, С — узгармас сон булса, у уолда 

М (Cs) = СМ1 булади.
3°. £ ва г) тасодифий микдорлар берилган булсин.

Унда
М (ё ± 1]) =  M l ± М\]

булади.
4°. Агар а ва b узгармас сонлар булса, у холда 

М (al +  b )=  aM l +  b
булади.

5°. Агар £ ва т) i/заро 6ofauff булмаган тасодифий мщдорлар 
булса, у %олда



М (£-т|) =  M\-Mr\
булади.

Энди келтирилган хоссалардан айримларининг исботини келтира- 
миз:

2°-хоссанинг исботи. I тасодифий микдорнинг кабул цилади- 
ган кийматлари х{< х2, . . . , хп ва уларнинг эхтимоллари мос ра
вишда р{, р2, . . . , рп булсин. У холда С| тасодифий мицдорнипг 
цабул киладиган цийматлари Сх{, Сх2, . . . , Схп ва Сg нинг мум
кин булган цийматларининг эхтимоллари I нинг мумкин булган те- 
гишли кийматларининг эхтимолларига тенглигини цисобга олсак, 
С1 нинг тацсимот конуни цуйидагича булади:

съ С х ! С хг С хп

р P i Рг Рп

Математик кутилишнинг таърифига кура
М (С£) =  Сх{ ■ Р 1 +  Сх2 -Р2 +  . . . +  СхпРп =  

= С (х{Р{ +  х2Р2 +  . . . +  хпРп) =  С M l
булади. Демак, М (С£) = СМс, булиб, 2°-хосса исбот булади.

3 ° - х о с с а н и н г  исботи .  I ва г| тасодифий микдорларнинг тац- 
симот цонунлари берилган булсин (соддалик учун улар иккитадан 
кийматлар кабул цилсин):

1 Хх Х2

Р P i Р2

Л У 1 Уг

<7 <?1 <72

| +  тасодифий мицдорнинг цабул циладиган цийматларини ту- 
замиз. I нинг цабул циладиган цийматларини г) нинг цабул цилади- 
ган кийматларига цушиб, £ +  г| тасодифий микдорнинг цабул цила- 
диган цийматлари

х, +  У и х1 +  у2, х2 +  уъ х2 +  у2
ни хосил киламиз. Уларнинг эхтимолларини мос равишда рп , р12, 
р2и р22 каби белгиласак, математик кутилишнинг таърифига асосан

М (£ +  т|) (хх +  у,) р,, +  (а'| +  у2) р12 +  (х2 +  //j) р2\ +  (ао +  у2) р22
булади. Агар +  р12 р i , р21 +  р22 =  р2, р„  +  р2, =- с/,, р,2 +  
+  р22 =  q2 эканлигини цисобга олсак,

М (I +  т]) =  Xl (рп  +  р12) +  х2 (р21 +  р22) +  у ! (рп  +  р2]) +
+  У 2 (Pii +  Ргг) =-■ (XiPi +  Х2р2) +  (//д..?! +  y2q2).

Бундан эса
М (| +  л) =  M l +  Мц

эканлиги хосил булади.
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M ( g — г)) =  M l — Mr] ни хам худди шу йул билан исботлаш 
мумкин.

4 ° - х о с с а н и н г и с б о т и  Г  — 3°-хосссалардан келиб чи^ади. 
^акикатан хам,

М [al +  b) =  М (al) +  М{Ь) =  аМ1 +  Ь.
53- х о с с а н и н г  и с б о т и н и  келтиришда биз цуйидаги муло^а- 

задан фойдаланамиз: £ ва г| узаро бо?ли^ булмаган тасодифий мшу 
дорларнинг купайтмаси деб, шундай £-г| тасодифий мицдорга айта- 
мизки, унинг мумкин булган кийматлари I пинг мумкин булган ^ар 
бир кийматини 11 нинг мумкин булган хар бир кийматига купайти- 
рилганига тенг, g -г] купайтманинг мумкин булган ^ийматларининг 
эхтимоллари купайтувчиларнинг мумкин булган цийматларининг эхти
моллари купайтмасига тенг. У холда £-г) купайтманинг таксимот 
конун и куйидагича булади:

1 ■ 11 Х1У1 Х2У1 Х1У2 х 2у2

р Р1Ч1 Р2Ч1 Р1Ч2 p * q  2

Математик кутилишнинг таърифига кура
М (I ■ 1]) =  х,г/, • +  х2уу ■ ргцх -f хгу2 ■p1qi +  х2у2 • p2q2 =

=  Уг<7] (xiPi +  +  УгЯг (XiPi +  Х2р2) =
= (a'j/7, +  х2р2) (yiql +  y2q2) =  M l ■ Mx\.

Демак, М (Е-л) =  М^-Мц.

2 -§ . Тасодифий микдорнинг дисперсияси

Тасодифий микдорнинг дисперсияси унинг кабул килиши мум
кин булган ^ийматларининг уртача к,иймат атрофида тар^о^ланиш 
(ечилиш) даражасини характерловчи сон булади.

I тасодифий микдор берилган булсин.
25.3-таъриф.  М(Е — М|)2 микдор I тасодифий микдорнинг 

дисперсияси деб аталади ва Dg каби белгиланади:

Юкорида келтирилган тасодифий микдорнинг математик кутилиши - 
нинг хоссаларидан фойдаланиб, DI учун бош^а ифода топамиз:

Dt =  М Ц — М © ]2 = M [l~  — 21М ft) +  (М (|))2] -  М (I2) -
-  2М (I) М (I) +  (Ml)'2 =  М (I2) -  2 (М т -  +  (М т -  =

=  М(Е2) - ( М © ) 2.
Демак,

Dl =  Mg2 -  (Ml)2. (25.6)

М и с о л  л ар.  1. Биномиал конун буйича та^симланган тасодп- 
фий микдорнинг дисперсияси топилсин.
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Ечиш.  Маълумки, бу тасодифий микдор 0, 1, 2, . . . , п циЛ- 
матларни мос равишда С°п р° ( I — р)п~°, C ln p(  1— р)п~\ ■ . . , 
С"пРп ( 1 — р)п~п эхтимоллар билаи цабул цилади, унинг математик 
кутилиши M l — пр.

Юкоридаги (25.6) формуладан фойдаланиш максадида Ml? ни 
топамиз. Таърифга кура

П ->кМ 1~ =  2  n2c,l pk { \ - p Y - k
k=0

б улади . Бу тенгликнинг унг томонидаги йириндини хисоблаймиз: 

M l2 =  У  k2 Ckn pk (1 — р)п~к =  У  k2- — -------pk -qn- k=
b ^  v k\{n — k ) \ H 4k=0 £=0 v '

p . p k - \ . q n - i - i k - \ )  =
__J (* — 1)! [n — 1 — (ft—1)]!k=\

[(ft— 1 ) +  1] ( n — 1)! ' nk-\ 4 nn-\-(k-\)
(ft — 1)! [(#» — 1) — (ft — !*=i

( k ~ 1 ) ( n -  1 ) ( n ~  2)1 - ^•pfe- 2^ 'i- 2-<fe- 2)+ ^  ( f t -  1)! ■ [ ( п - 2 ) - ( й - 2 ) ] Г  H*=2

(n — 1)!
(ft — 1)! [(л — 1) — (ft — 1)]! 

* = 1

■pk~1 -qn~]— =

= n (n — ])p2(p +  q)n- 2 +  np (p +  q)n~x —
— n 2p 2 — tip 2 +  np =  np  (1 — /?) +  tt2/?2,

(чунки (/j +  ^)n- 2 = 1, (p +  q)n- '  =  1).
Демак,

Mg2 =  np(l — p) +  n2p2.
(25.6) муносабатдан фойдаланиб топамиз:

D l =  M l2 — (Ml)2 =  n p ( l— p) +  n2p2 — (np)2 =  np (1 — p).
Демак, биномиал ^онун билан таксимланган I тасодифий микдор

нинг дисперсияси
DI =  пр(\ — р)

булади.
2. Пуассон конуни буйича таксимланган I тасодифий микдорнинг 

дисперсияси топилсин.
Ечиш.  Маълумки, бундай тасодифий микдорнинг математик ку

тилиши
М 1 =  Ъ

314



щ >  =  ^  ^  =  ‘Г * - *  У ,  —  ■ (А—
ft=0 ft=1 fc=l

— 1 +  1) = [я, V .  +  V .  - ^ - 1  =  }JT*- (Xex +  ) =
L k=\ 4=i

=  * , ( * , +1) = г  +  x.
(25.6) формулага биноан

D| =  M l2 — {Ml)2 =  Я2 +  X — X2 =  I
булади.

Демак, Пуассон цонуни буйича та^симланган I тасодифий ми^- 
дориинг дисперсияси DI — X га тенг.

Айтайлик, | узлуксиз тасодифий микдор, р (х) эса унинг эхти
мол зичлиги булсин.

25.4-таъриф.  Ушбу
+0О

D£-= f ( x - M l ) 2p(x)dx (25.7)
__со

мицдор  ̂ тасодифий микдорнинг дисперсияси деб аталади.
Бу ифодани бош^ача хам ёзиш мумкин:

D l =  j  (х — M l)2 р (х) dx =  J  (х2 — 2хМ1 +  (Ml)2) р (х) dx =
_оо _00

+  оо +оо +  оо

=  | x2p(x)dx  — 2M l J  -xp(x)dx +  (Ml)2 j  p(x)dx =
_00 _00 _oo

=  J°°x2 p ( x ) d x - 2 (Ml)2 +  (Ml)2 =  j°°x2 p(x)dx — (M g)2.
_00 _ CO

Демак,
+ o>

D l =  J  x2p (x) dx — (Ml)2. (25.8)
_oo

Куп холларда l  тасодифий микдорнинг дисперсиясини (25.8) форму
ла ёрдамида топилади.

Мис ол .  Нормал конун буйича таксимланган I тасодифий мик
дорнинг дисперсияси топилсин.

Ечиш. Бу тасодифий микдорнинг дисперсиясини (25.8) формула 
ёрдамида топамиз. Равшанки, бу холда

(х—а)г
1 /х—а\ 1 2о!

р М  = — ф —  =  — е
н  w  а \ а ) а У  2л 

булиб, M l = а га тенг булади.

га тенг. I2 тасодифий микдорнинг математик кугилишини топамиз:
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4- ('-а)г
DI =  Г x2p(x)dx— (Mt)2 = — 1 =  Г 2°г d t — а2.

_ с о

Бу тенгликдаги интегрални хисоблаш учун аввало узгарувчини куйи
дагича алмаштирамиз: t — -— Унда х =  ст/ +  a, dx =  odt булиб,О

+ (*-e)2 +
j  х 2 г  2° 2 d x  =  j  (а/ +  я ) 2 е 2 а  dt =  а j  ( а/ +  а ) 2 е  2 dt =

__ ОО __ ОО __ со

t 2 ' *1 л. — /2

=  о 3 j  /2 е 2 dt +  2а2а j  te 2 dt +  оа2 \ с 2 dt =
—со —=° —30

+ 0С, - -  +0= - -
= а3  ̂ 2 dt +  2аа2 • 0 +  его У  2л  =  о3 j  Г2 е 2 с?/ +  а3 а  2л

_1оо _00

(25.9)

(25.8) формулага кура

булади. Кейинги интегрални булаклаб интеграллаймиз:
—  —  —  —  Л .  _

J ° V e  2 dt =  —  te 2 | " + j  в 2 dt =  / 2 л .  (25.10)
__  00 __ 00 __ со

Шундай к.илиб, (25.9) ва (25.10) муносабатларга кура
_1_ _  (*—а)2 _ *_2_

Dg = —i—=  i x2 e 202 dx — a2 — —=  (a3 f t2e 2 dt+ a2o)/r  2л)— 
a- у  2л J м a, 2.-1

— ci2 — =  —4=г (о3 У  2л  +  V 2л  a 2 о) — a2 =  a2 +  a2 — a2 — a 2 a > 2л
булади.

Демак, нормал конун буйича таксимланган g тасодифий микдор
нинг дисперсияси D| =  а2 га тенг булади.

Энди тасодифий микдор дисперсиясининг хоссаларини келтирамиз. 
1°. Агар С узгармас сон булса, D (С) — 0 булади.
2°. g . тасодифий мщдор, С узгармас сон булса, у холда 

D (С£) = C'-D (|) булади.
3°. Агар g ва г\ узаро борлик булмаган тасодифий мщдорлар 

булса, у %олда
D (I ± т)) =  D\ +  Dq

булади.
4°. Агар а ва b узгармас сонлар булса, у хрлда 

D (al +  b) =  a2Dl
булади.
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Биз эхтимоллар назариясининг асосий тушунчаси — тасодифий 
микдор билан танишдик. Маълумки, тасодифий микдорнинг цабул 
киладиган кийматини аввалдан айтиб булмайди. Чунки бу цийматпи 
1̂ абул 1̂ илиш олдиндан айтиб булмайдиган турли тасодифий холат- 
ларга богли^. Айни пайтда етарлича куп тасодифий микдорлар 
йигиндиси тасодифийлик хусусиятини йукртиб, у  маълум даражада 
узгармас булиш ^олатига ута боради. ^уйида шу ^олатни ургана- 
миз. Бунда тасодифий мицдориинг математик кутилиши ва диспер
сияси мухим роль уйнайди.

Ч е б и ш е в  т е н г с и з л и г и .  Маълумки, тасодифий микдорнинг 
математик кутилиши узгармас сон булади. Тасодифий микдорнинг i^a- 
бул килиши мумкин булган ^ийматларини унинг математик кутили
ши атрофида булиши даражасини к>уйидаги теорема курсатади.

Т е о р е м а .  Чекли дисперсияга эга булган ихтиёрий тасодифий 
микдор ва ихтиёрий мусбат  е сон учун ушбу тенгсизлик уринли 
булади:

е2

И с б о т .  Бу теоремани Ъ, — узлуксиз тасодифий микдор булган 
^ол учун исботлаймиз. Айтайлик, £ узлуксиз тасодифий микдор, 
р(х) эса унинг эхтимол зичлиги булсин.

Равшанки, {|£ — M | | > e } U { | £ — М ||<е} мукаррар ходиса 
булади. Демак,

Р { \ 1 - М 1 \ > г )  +  Р { \ 1 - М 1 \ < г } =  1

булади. Бундан
Р { \ 1 - М 1 \ > г } = = \ - Р { \ Ъ - М 1 \ < г )  (25.11)

булиши келиб чи^ади. Агар
J- оо

1 = j  р (х) dx
___Со

ва
P {U - / Wf c| < e }  = P { - e < £ - v W g < e }  =

Mi+г
=  Р { М 1 - е < 1 < М 1  +  г } =  j' p(x)dx

M r —  Е

булишини эътиборга олсак, у ^олда (25.11) теиглик ушбу куриниш- 
гаЖелади:

“Г со ^ о~Г 8
Р{\1  — Ml  | >е} =  \ p(x)dx— j  p(x)dx.

«° Ml—R

3 -§ . Э^тимоллар назариясининг лимит теоремалари
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Равшанки;
M g -E  Af5+e

P { 11 — M l 1 >  e} =  j" p (x )d x +  j' p (x) dx +  J  p (x) dx —
A l l - s  Л 1 Е + 1

M l+ e  M s—e + 00
— J  p (x) dx — j  p (x) dx - f  j  p (x) dx. (25.12)

M l-E  _ »  jM£+e

M c - s

Энди j" p(x)dx интегрални карайлик. Бунда — оо <  х <  M l —
*оО

— е булгашшги сабабли х — M l <  — е булиб,

(t r a)*>«
булади. Натижада куйидаги тенгсизликка келамиз:

M l — Е M I — S

j  р (х) dx <  J (?— ~^Jp (x )d x . (25.13)

Худди шунга ухшаш,
+  оо Н~со

j  p (x)d x<  j  ( ^ M j p [x)dx (25.14)
M l+ e M l+ e

булади.
(25.12), (25.13) ва (25.14) муносабатлардан хамда

Ml+е
'  I X —  M g\2

М I—е

булишидан фойдаланиб топамиз:

J (£zT^)2pWdx>О

Л*|—е
Р { | | -Л 1 Е | > е} <  J ( ^ - ^ j 2p(x)dx +

___00

+ J  р м < J  (*~~~~ь)2 Р W dA‘ +
M j + e - = °

М5+е

f  j (— J p  (х) dx +  J [X— ^  j  P (x) dx =
Mg—8 M |+e

+ 00 + QO

= | )" ^ J  — p ^  dx •
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Натижада

Р {|£-М Е |>е }<^- | { x - M l f p { x ) d x
_оо

булади. Агар

J  (x — M l f p { x ) d x  =  D l  
_00

эканлигини хисобга олсак, кейинги тенгсизликдан

(25.15)е2
булиши келиб чицади. Теорема исбот килинди.

Тасодифий микдор дискрет булган холда хам (25.15) муносабат- 
нинг тугрилиги юкоридагидек исботланади.

Одатда (25.15) Чебишев гпенгсизлиги деб аталади.
Ч е б и ш е в  т е о р е м а с и .  Энди Чебишев тенгсизлигидан фойда

ланиб, куйидаги теоремани исботлаймиз.
Т е о р е м а  (Чебишев теоремаси). Агар

Ба.............£л, - - - (25.16)
узаро б o f  лик булмаган тасодифий мщдорлар кетма- кетлиги чек
ли дисперсияга эга булиб, улар б и тта  узгармас сон билан чегара- 
ланган, яъни

D £ , < C ,  D l 2 ^ C ,  . . .  , D l n < C ,  . . . 

булса, у холда
Y  е >  0 учун

+ 00

lim Р
k=\ s=i

< е } =  1

булади.
Исбот .  Модомики, (25.16) узаро бог лик; булмаган тасодифий 

микдорлар экан, унда дисперсияшшг хоссаларидан фойдаланиб

т s  *•)-?!:«• k=\ k=\
булишини топамиз. Теореманинг шартига кура Dc,k^ C , ( k =\ ,  2, 
3, . . . ) .

Демак,

d (t S e‘ ) ’s 5 - S c " S - ' ' ,  =  7  <2 5 ,7 >
k=l  I

булади. Равшанки,
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А=1 k=l
< e  = 1 -

k—\ *=i

(25 .18)

Чебишев тенгсизлигига мувофик,

D

n

П

■ Sfe=l
82

k=\ k=\

булади. Юкоридаги (25.17) тенгсизликни эътиборга олсак, унда

и - V, S к
/г=1
Е2

булиб,

±  V e  - I V m
п j U  k я *

* = 1  k=\

ne2

>  е <  —
ne 2

(25.19)

;л ад и.
Натижада (25.18), (25.19) муногабатлардан

< е  > 1  —
пе1

* =  1 /г=1

булиши келиб чи^ади. Бу муносабатдан эса п -> оо да

lim Р —
k=\ /г=1

булишини топамиз. Биро^ ходисанинг эхтимоли хаР доим бирдан 
каттз була олмаслиги сабабли

lim Р
Г2—>оо

< 8  = 1
А = 1  * = 1

булади. Бу эса теоремани исботлайди.
Одатда эхтимоли бирга я^ин булган ^одисани деярли мукаррар 

Ходиса деб каралади. Ю^орида исбот этилган теорема п нинг етар- 
лича катта кийматларида ушбу

V  5, M L
/г=1 к=1
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тенгсизликнинг бажарилиши деярли му^аррар ходисалигипи курс,'п л 
ди. Бу хол куйидаги такрибий формулага олиб келади:

П П
(25.20)

п П АшА*=i fe=i
Демак, Чебишев теоремаси п нинг етарлича катта кийматларида 

(25.20) такрибий формула етарли аникликда тенг булишини тасдш\- 
лайди, яъни урганилган тасодифий микдорларнииг урта арифметиги 
деярли узгармас микдорга тенг булар экан.

М ар  к аз  ий л и м и т  т е о р е м а .  Фараз килайлик,
?2, . г(24.21)

узаро боглик булмаган тасодифий микдорлар кетма-кетлиги булиб, 
хар бир £/,(&= 1, 2, 3, . . . )  тасодифий микдор чекли математик 
кутилиш М%к га ва чекли дисперсия D1k га эга булсин.

Каралаётган тасодифий микдорлар ёрдамида ушбу тасодифий мик- 
дорларни хосил киламиз:

%  =  - 7 = =  У  г ,  - -  У  -
\ D ( V g ft) *=, V  D ( У  Б*) *-1 
'  к =  1 ' ’  k = 1

fc=1
fe=l

Айтайлик, \\k тасодифий микдорларнинг таксимот функцияси

F ,  «  - р  —  У  -  « у  <  •>
V  'я’ к= 1

5/,) * = •
k— 1

булсин. 1\уйида келтириладиган теорема %k тасодифий микдорлар 
маълум шартни каноатлантирганда юкоридаги таксимот функцияси 
нормал конун буйича таксимланган тасодифий микдорнинг таксимот 
функциясига интилишини курсатади. Виз бу теоремани исботсиз кел
тирамиз.

Т е о р е м а .  Агар узаро бор лик булмаган тасодифий микдорлар 
кетма-кетлиги £,, £2, • • • учун

П
lim  - й— !-------V M U ft- M E feP =  0

2  DU)3/‘ Н  
k= 1

булса, у холда
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булади.
Бу теорема Чебишев теоремасини кенгрох талкин этадиган тео- 

ремадир. Одатда уни эхтимоллар назариясининг марказий лимит 
теоремаси деб юритилади.

XXVI б о б .  МАТЕМАТИК СТАТИСТИКА ЭЛЕМЕНТЛАРИ

Биз мазкур китобнинг XXIII — XXV бобларида тасодифий ходиса, 
тасодифий ходисанинг эхтимоли, тасодифий микдорлар ва уларнинг 
сонли характеристикалари, тасодифий микдорнинг таксимот конуни, 
таксимот функцияси хайда эхтимол зичлиги (дифференциал функция
си) каби тушунч?лар билан танишдик. Бу тушунчалар асосида ама- 
лиётда учрайдиган хаётий масалаларни ечишни ургандик. Эхтимоллар 
назариясининг мухим тушунчаларидан бири тасодифий микдор ?а 
унинг таксимот функцияси тушунчаларидир. Бизга маълумки, тасо
дифий микдорлар узларининг таксимот функцияси билан тула аник- 
ланади. Тасодифий микдорнинг таксимот функциясини билган холда 
биз у микдор билан богланган жараённи тула урганиш имкониятига 
эга буламиз. Аммо амалиётда бизни кизи^тираётган тасодифий мик
дорнинг таксимот функцияси номаълум ёки таксимот функциянинг 
куриниши маълум, унинг параметрлари номаълум булади. Бундай 
Холларда тасодифий микдорнинг таксимот функциясини ёки унинг 
айрим сонли характеристикаларини (тацрибан) бахолаш зарурияти ту- 
гилади. Бу каби масалаларни олий математиканинг булимларидан 
бири—математик статистика фани тажриба (кузатиш) ёрдамида тахлил 
килиш йули билан урганади.

Умумий килиб айтганда, математик статистикада статистик маъ- 
лумотлар ва бу маълумбтларни тахлил килиш билан илмий ва ама- 
лий хулосалар чикаришнинг математик усуллари урганилади. Шундай 
килиб, математик статистика куйидаги икки асосий вазифани хал ки- 
лади:

1. Барча статистик маълум от ларни туплаш, лозим булса, гурух* 
лаш.

2. Тупланган маълумотларни максадга мувофик килиб тахлил ци- 
лиш.

1-§. Танланма усул
. * Айтайлик, бирор корхона катта сонда махсулот ишлаб чи^арган 
булиб, бу махсулогни сифат ёки сон белгилари буйича текширилиши 
талаб этилсин. Ишлаб чикарилган махсулотнинг сони жуда куп, би- 
нобарин, уларнинг хаР бириии айтилган белги буйича текшириш 
кийин булади. Бундай х.олда куйидагича иш тутилади: барча махсу- 
лотлардан таваккал хилиб маълум сондагиси олинади, у ларни тек- 
шириб, корхонанинг барча махсулотлари тугрисида хулоса чицари-
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лади. Текширишнинг бундай усули танланма у су л дсииллдп 1\у<1и м 
бу усулни батафсилрок урганамиз.

Урганилиши лозим булган барча объектлар туплами бчш mf/п.ым 
деб аталади.

Бош тупламдан тасодифий равишда танлаб олинган объектлар 
туплами танланма туплам  ёки, ^ис^ача, танланма деб аталади 
Бундай тупламдаги объектлар сони шу тупламнинг \ажми деб лга
ла ди. Бош тупламнинг хажм и N, танланма тупламнинг хажм и п би
лан белгиланади.

Масалан, корхонада ишлаб чикарилган 10000 махсулотдан 100 таен 
текшириш учун олинган булса, у хрлда бош тупламнинг хажми 
N — 10000, танланма тупламнинг хажми эса п =  100 булади.

Бош тупламдан текшириш учун таваккалига битта элемент, кейин 
иккинчи элемент ажратиб олинади за шу жараённи давом эттириб, 
сунг ажратиб олинган элементлардан танланма тузилади.

Агар танланма элементларини бош тупламга ^айтармасдан, унинг 
элементлари бош тупламдан ажратилса, бундай танланма такрормас 
танланма деб аталади.

Агар танланманинг элементлари (бош тупламдан танланган эле- 
ментни яна) бош тупламга ь а̂йтариш йули билан ажратилса, бундай 
танланма такрор танланма деб аталади.

Модомики, масала бош туплам элементларининг сон ёки сифат 
белгиси тугрисида керакли маълумотларни билишдан иборат экан, 
ундан урганиш учун ажратилган танланма (унинг элементлари) вако- 
латли булиши лозим. Яъни танланма туплам бош тупламдан шундай 
ажратилиши лозимки, натижада ажратилган танланма туплам бош 
тупламни тула характерлайдиган, бошкача айтганда бош тупламнинг 
мухим хусусиятларини узида са^лаган булиши керак. Буни одатда 
танланманинг репрезентативлиги дейилади.

2 -§ . Танланманинг статистик таксимоти

Айтайлик, бош туплам сифашда корхонада тайёрланган бир хил 
цилиндрик деталлар олинган булсин. Бу деталлар диаметрларининг 
узунлигини ^исоблаш талаб этилсин. Равшанки, турли инобатга олиб 
булмайдиган ^олатлар таъсирида деталлар диаметрларининг узунлик- 
ларини улчаш натижалари турлича булади. Бу деталлар диаметри- 
нинг узунлигини s тасодифий микдор деб цараш мумкин. Бунда хар 
бир деталнинг диаметри аник сон булиб, у Н тасодифий микдорнинг 
аник киймати булади.

Корхонада тайёрланган барча деталлар тупламини бош туплам 
дейлик. Унинг хажми N булсин. Бош тупламдан хажми п булган 
танланма тупламни ажратамиз. Натижада танланма туплам элемент
лари цилиндрик деталларнинг диаметрларини ифодаловчи хи х2, . . ., 
хп сонлар хосил булади. Масала, шу сонлар ёрдамида юкорида aii- 
тилган | тасодифий микдорни (тахминан булса х*ам) тавсифлаитдан, 
яъни тасодифий микдорнинг таксимот конуни, таксимот функциясини 
бошка сонли характеристикаларини бахолаш ва улар ёрдамида му- 
х;им амалий хулосалар чикаришдан иборат булади.
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Умумий х;олда >;ам иш шунга ухшаш булади.
Фараз ки лай лик, бош тупламни урганиш учун ^ажми п га тенг 

танланма туплам олинган булсин. Бунда хг киймат п} марта, х2 ций- 
мат п2 марта ва ^оказо, xk киймат nk марта кузатилган булсин. Рав
шанки, п1 +  п2 +  . . . +  пк =  п.

Одатда кузатилган х(- кийматлар варианталар, кузатишлар сопи 
nt лар эса частоталар дейилади. Варианталариинг усиб бориш тар- 
тибида ёзилгап кетма- кетлик вариацион катор дейилади. Вариацион 
кагор ва уларнинг мос частоталарини ушбу жадвал оркали ёзиш цу- 
лай булади:

I Xl А'2 Xk

п «1 п2 Пк

Масалан, маълум бир пахта майдонидан тасодифий равишда 100 
туп гуза олиниб, шу олинган гузаларнинг хар бир тупида очилган 
чаноклар сонини ^исоблайлик. Бунда барча гуза туплари сони п-= 100 
танланма хажми булиб, варианта киймати хг — 0 эса очилган чаноц- 
лар сони 0 та булган гузани ва шундай гузалардан 100 туп ичида 
нечта булса, уларнинг сони частота булади, худди шундай, варианта 
киймати х, — 1 очилган чаноги 1 та булган гузани ва уларнинг сони 
п2 частота булади ва хоказо.

п£^шбу — (г =  1 ,2 ,  . . ., k) микдор нисбий частоталар деб ата- п
лади ва WL каби белгиланади:

Wt =  (/ =  1, 2, . . ., k).
п

Натижада xlt х2, . . ., xk Гварианталарга мос WIt W2, . . ., Wk нис
бий частоталарга эга буламиз.

Варианталар ва уларга мос нисбий частоталардан тузилган

ч Xi х 2 Xk
W:1 W1 W2 Wk

жадвал стати сти к  ёки эмпирик таксимот (жадвал) дейилади. 
Бунда нисбий частоталар йигиндиси бирга тенг булади:

W1 + W i +  . . . + W k =  1.
^акикатан хам, нисбий частотанинг таърифидан фойдаланиб то

памиз:



М и с о л .  Танланма частоталар таксимоти куринишида берилган;

ч 5 7 12

ni 9 5 3

Нисбий частоталар таксимоти (статистик таксимот) топилсин. 
Ечиш.  Танланманинг хажми « = = 2 4 - 5  +  3 = 1 0 .  Хар бир час- 

тотани танланманинг хажмига булиб, нисбий частоталарни топамиз:

W,  =  —  = 0,2; W2 =  =  0,5; Wn =  —  = 0,3.
1 Ю Ю ю

Демак, нисбий частоталар статистик таксимоти куйидагича бу
лади:

xi 5 7 12

W'i 0 ,2 0 ,5 0 ,3

Биз ю^оридаги мисолда танланма хажми кичик булганда унинг 
статистик та^симотини тузишни куриб чиедик. Агар урганилаётган 
белги узлуксиз узгарувчи вариантадан иборат булса ёки дискрет бу
либ г^абул киладиган кийматлари сони куп булса, бундай з^олда ста
тистик таксимотнинг интервалли (гуру^ларга ажратилган) вариацион 
каторини тузиш максадга мувофиц булади. Бош тупламнинг объек
тив статистик конуниятини очишда танланма тупламни k та интер- 
валга (гурухга) бу лишни Стерж таклиф килган ушбу формула буйи
ча тахлил цилиш мумкин:

k =  1 +  3,322 Inti, ti — танланма хажми.
Агар бу ерда k нинг киймати каср сон булса, у яхлитлаб оли- 

нади. Фойдаланишга цулай булиши учун Стерж формуласидан тан
ланма хажмига богли^ равишда аникланувчи интерваллар сонининг 
жадвалин и келтирамиз:

Танланма хажми (л) Олинадиган интерваллар 
сони (к)

25—40 5—6
40— 60 6 - 8
60— 100 7 — 10

100—200 8 — 12
200— 10— 15

Интерваллар узунлиги (гурухлар кенглиги) h ни топишда

^  * т а х  х т'т  

к
формуладан фойдаланиш мумкин, бу ерда л'11К,х, вариацион ца-
торшшг мос равишда энг катта ва энг кичик кийматларидир. У -\ол-
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да узунликлари h булган интерваллар (гурухлар). кетма- кетлигинн 
куйидаги таргибда олиш мумкин:

h hх ■ ------у х . "4~* —m m  2  m m  1 2

4 -  Л - —
' ^min *" 2  ’ ^ m i n  ' ^

, 3/z . 5 h
-  + - 2-

■биринчи интервал,

-  иккинчи интервал, 

учинчи интервал ва хоказо.

Албатта, интервалларни ^ар бир варианта факат битта интервалга 
тегишли буладиган килиб олиш лозидМ.

Мис ол .  Пахта майдонидан тасодифий равишда олинган «  =  50 
туп гузанинг >̂ар биридан териб олинган пахта х.осилининг огирлиги 
(грамм хисобида) куйидагича булади:

.38,0 5 1 ,5 4 8 ,3 3 3 ,2 40 ,2 4 9 ,2 3 4 ,6 3 2 ,0 2 7 ,5 3 0 ,0
41 .3 4 3 ,2 4 2 ,0 3 0 ,3 48, ,0 4 3 ,0 3 6 ,6 3 9 ,6 2 8 ,2 5 6 ,0
4 7 ,4 5 3 ,8 4 5 ,6 3 3 ,2 38 2 3 9 ,0 3 5 , 0 4 0 ,5 4 5 ,0 44 ,4
3 0 ,0 3 5 ,7 4 3 ,5 42 ,1 42.|о 3 7 ,7 42 ,8 5 0 ,3 4 4 ,6 4 6 ,3
5 9 ,0 4 6 ,0 3 7 ,8 4 5 ,0 з е : , 1 4 4 ,3 5 1 ,7 4 4 ,5 4 8 ,5 3 6 ,4

Шу танланма тупламнинг статистик таксимот и тузилсин.
Ечиш.  Танланма хажми « = 50. Стерж формуласига асосан 

интерваллар (гурухлар) сонини топамиз:
k =  1 +  3,322 lg50 =  1 +  3,322 IglO + 3,322 Ig5 =  1 +  3,322 +

+  3,322-0,699.= 6,64 (чунки l g l 0 = l ,  lg5 — 0,699).
Демак, интерваллар (гурухлар) сонини ортиги билан яхлитлаб &=7 деб 
оламиз. Танланма туплам кийматлари жадвалидан xmin =  27,5 ва 
Хщах = 59 булганлигидан интерваллар (гурухлар) узунлиги цуйида- 
гича булади:

1 _  Х т а х  xmin 59 — 27,5 31 ,5  .
f l  —r --------------------- ----- r_: 4, / 4 .

k 6 ,64 6,64

Бу мисолда узунлиги h =  4,47 булган интерваллар куйидагича бу
лади:
[26,50 — 31 ,24],  ]31 ,24 — 35,98) , [ 3 5 ,9 8 -4 0 ,7 2 ] ,  [40 ,72—45,46 ] ,  [ 4 5 ,4 6 -5 0 ,2 0 ] ,  

[50,20 — 54 ,94],  [54,94 — 59,68].

Энди хар бир интервалга тушувчи варианталар (сонини) частота- 
ларини топамиз. Масалан, [26,50 — 31,24] биринчи интервалга 3 та 
варианта тегишли, улар 27,5; 30,0; 30,3 булиб, иитервалнинг уртачаз
циймати 28,27 га тенг, нисбий частотаси Ws =-— =0,06. Худди шун-

50

дай, иккинчи интервал [31,24 — 35,98] га тегишли варианталар сони 
(частотаси) 6 та, яъни улар 34,6; 33,2; 32,0; 33,2; 35,0; 35,7. Интер- 
iiiuimim уртача к,иймати 33,6 булиб, интервалга тушувчи варианталар
ннгГшй частотаси W2 0,12 ва .\оказо.



Юкоридаги ^исоблашларга асосан танлгнма тупламиит и  ними 
вариацион цатори куйидагича булади:

Варианта интерваллари (г) Интервалга тегишли вари
анталар сони (частотаси), щ

11нтервал 
уртаси

НисСин чш1 
тотп ( U")

2 6 ,5 0 —31 ,24 3 2 8 ,8 7 0 ,0 6
31 ,24—35 ,98 6 33,61 0 ,1 2
3 5 ,9 8 —4 0 ,7 2 12 3 8 ,35 0 ,2 4
4 0 ,7 2 —45 ,46 15 4 3 ,0 9 0 ,3 0
4 5 ,4 6 —5 0 ,20 8 4 7 ,83 0 ,1 6
5 0 ,2 0 —5 4 ,9 4 4 52 ,57 0 ,0 8
5 4 ,9 4 —59 ,68 2 57,31 0 ,04

Шундай 1̂ илиб, бу жадвал берилган 50 та маълумотнинг статис
тик таксимоти булади.

3-§ .  Эмпирик таксимот функцияси
Бош тупламни урганиш максадида ундан хажми п га тенг тан

ланма ажратилган булиб, унинг частоталар таксимоти куйидагича 
булсин:

ч *1 Л'2 хк

'Ч Их tl* Пк
(26.1)

Ихтиёрий х хакикий сонни олайлик. Равшанки, (26.1) даги ^ар 
бир а,- (г =  1, 2, . . ., k) варианта ё х дан катта булади, ё а' дан ки
чик булади, ёки шу х га тенг булади. Олинган а; дан кичик бул
ган, яъни А'г* <  х тенгсизликни каноатлантирадиган варианталар со- 
нини п (а) билан белгилайлик. Масалан, танланма натижаси куйида
гича булсин: — 2, 1, + 3 , 5, 7, 7. Агар а: =  3,5 олинган булса, унда 
шу х дан кичик булган варианталар 3 та (—-2, 1, + 3 ) булади. Д е
мак, бу холда п (3,5) =  3.

Агар х =  0 олинган булса, унда п (0) =  1,
агар х — 10 олинган булса, унда п (10) --- 6,
агар х --=— 3 олинган булса, унда п (— 3) =  0 булади.
Шундай килиб, юкорида айтилган йул билан п (а) функцияни 

.%осил ^илинади.
Ушбу —  функция танланманинг таксимот функцияси ёки 

tl
эмпирик таксимот функцияси деб аталади ва Fп (х) каби белгила- 
нади:

К  W
п (X)

Демак, танланманинг эмпирик таксимот функцияси {£ <  а-} х;оди- 
сасининг частотасидан иборат.

Мис ол .  Танланманинг ушбу таксимоти буйича, унинг эмпирик 
таксимот функцияси топилсин:
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xi 2 5 7 оо

'Ч 1 3 2 4

Ечиш.  Танланманинг >̂ ажми «  = 1 + 3  +  2 +  4 = 1 0  булади. 
Эпг кичик варианта 2 га тенг. Шунинг учун х <  2 булганда F (х)= 
=  0 булади. х <  5 циймат, яъни х1 =  2 ^иймат п (5) =  1 марта ку
затилган, демак, 2 <  х <  5 булганда Fп (х) =  =  0,1-

х < 7  кийматлар, чунончи хг =  2, х2 =  5 кийматлар п (7) =  1 +  
+  3 = 4  марта кузатилган, демак, 5 <  х <С 7 булганда Fп (х) =

=  -  0,4 булади. х <  8 цийматлар, чунончи х, =  2, х, =  5, х3 =
=  7 кийматлар лг (8) = 1 +  3 +  2 = 6 марта кузатилган, демак, 7 <
<  х <  8 булганда

F (х) = —  =  0,6 " w  10

булади.
х4 = 8 энг катта варианта булганлиги сабабли х >  8 булганда 

Fn (х) =  1 булади.
Демак, изланаётган эмпирик таксимот функцияси куйидагича бу

лади:

О, агар х <  2 булса, 
0 ,1, агар 2 < х <  5 булса, 
0,4, агар 5 <  х < 7 булса,
0,6, агар 7 <  х <  8 булса,

1 агар х > 8  булса.

Унинг графиги 148-чизмада тасвирланган.
I тасодифий микдорнинг таксимот функцияси F (х) ушбу {I < х )  

ходисанинг эхтимоли Р {£ <С *} билан таърифланар эди. Эмпирик 
таксимот функция Fn (х) эса п та боглиь; булмаган тажрибада шу 
ходисанинг нисбий частотасини ифодалайди.

^одисанинг нисбий частотаси шу ходисанинг э^тимолига тацри- 
бан тенглигини эътиборга олсак, унда эмпирик таксимот функция 
F (х) ни такрибан ифодалашини курамиз.

4- §. Полигон ва гистограмма

Сташстик та^симотнинг графигини билиш унинг характерини яц- 
колроц тасаввур этишда кул келади. Виз 1̂ уйидя таксимот графи
гини ясаш усулларидан полигон ва гистограммани ясашни келтира
миз.

Х,ажми п булган танланма статистик таксимот билан берилган 
булсин:
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X Xi Х2

п «1 п2 Пк

W W, w 2 ^к

бу ерда x-t — варианталар, л - — мос частоталар; — мос нисбии час
тоталар, i =  \ ,k .

(xlt rtj), (x2, n2), . . ., (xfc, nk) нукталарни туташтирувчи синиц чи- 
зиц текисликда частоталар полигона деб аталади.

(Xj, №,), (ха, UPa), . . ., (xk, Wk) нукталарни туташтирувчи синиц 
чизик нисбий частоталар полигона деб аталади.

Бу чизщларнинг графикларини ясаш учун варианталар циймат- 
лари абсциссалар укига, частоталар кийматлари ординаталар у кита 
куйилади.

Статистик тацсимотнинг гисгограммасини ясаш учун аввал барча 
кузатилган кийматларни узунлиги h булган кетма-кет кисмий интер- 
валларга (гуру^ларга) булинади ва ^ар бир интервалга тушган вари
анталарнинг частогалари топилади.

niАсослари h узунликдаги интерваллар, баландликлари — нисбатга 

тенг булган тугри туртбурчаклардан иборат погонавий фигура час-
П:

тоталар гистограммаси деб ата лади. Бу ерда — нисбат частота
h

зичлиги дейилади.
wiАсослари h узунликдаги интерваллар, б а ла н д ли к лар и  —  нисбаг-

га тенг булган тугри туртбурчаклардан иборат погонавий фигура нис
бий частоталар гистограммаси деб айтилади.

Частоталар гистограммасининг юзи танланма ^ажми п га, нисбий 
частоталар гистограммасининг юзи эса бирга тенг булгди.

1-мисол.  Танланманинг цуйида берилган таксимоти буйича час
тоталар полигонини ясанг:

xi 2 3 5 6

ni 10 15 5 20

2) xi 12 17 22 16 30 34 38

ni 2 5 9 12 8 8 4

Ечиш.  1) абсциссалар уцида 2, 3, 5, 6 сонларини, ординаталар 
уцида эса уларга мос 10, 15, 5, 20 сонларини белгилаймиз, яъни 
координаталари (2; 10), (3; 15), (5; 5), (6; 20) булган нукталарни ясаб, 
уларни синиц чизицлар билан туташтирамиз (149-чизмага каранг).

2) Юцоридаги мисол каби ечилади.
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2-мисол .  Жухори донидан 100 дона олинди ва уларнинг хар 
бирипи тортиб куриб, куйидаги статистик таксимот олинди:

Жухори огирликлари О т о "с
о 0 , 3 —0 ,5 О on 1 о 0 , 7 —0 ,9

Жухорилар сони 18 52 18 12

Шу та^симотнинг гистограммасини тузинг.
Ечиш.  Интерваллар узунлиги h — 0,2 га тенг булгани учун 

тугри туртбурчак баландликларининг нисбати мос равишда ^уйида- 
гича булади:

^  =  —  =  90; —  =  260; —  =  60.
п 0 ,2  h h

11нтервалларни абсциссалар укида, баландликларини ординаталар уки- 
да куйиб погонавий тугри туртбурчаклар хосил килемиз (150- чизмага 
каран г).

3-мисол .  Танланманинг цуйида берилган таксимоти буйича нис
бий частоталар гистограммасини ясанг. Бу ерда п =  20.

Интерваллар Частоталар
ЙИРИНДИСИ

10— 15 2
15—20 4
20—25 8
25—30 4
30—35 2

Ечиш.  Нисбий частоталарни топамиз:

WА =  —  =  0,1; W, =  —  = 0,2; W3 =  0,4; =  0,2; Г 5 =  0,1.1 20 “ 20
Нисбий частоталар зичлигини топамиз:

—1 =  —  = 0,02; —2 = 0,04; —  = 0,08;
h 5 h h

—4 -  0,04; —5 =  0,02.
h h

Абсциссалар у^ида берилган г^исмий интервалларни белгилаймиз. Нис
бий частоталар зичликларини ординаталар у^ида белгилаймиз ва хар 
бир интервал устида кесмалар утказамиз, масалан, (10, 15) интервал 
устида абсциссалар у^ига параллел вэ ундан 0,02 масофада ётадиган 
кесма утказамиз ва хоказо (151-чшмага карай г).

5 -§ . Таксимот параметрларининг статистик 
бахолари

Юкорида айтиб утганимиздек, математик статистиканинг асосий 
масаласи бош тупламни урганиш, яъни унинг белгиси тацсимог цо- 
нунини топишдир.
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Айтайлик, бирор йул билан бундай тацсимот цокупи mim.'iian 
булсин (масалан, у биномиал конуни ёки Пуассон цонуни ёки нор 
мал конун булсин). У холда унинг номаълум параметрларинппг era 
тистик бахоларини куриш масаласи юзага келади. (Масалан, корма.! 
конун булганда а ва а  ни, Пуассон цонуни булганда % ни аницлаш) 
Ва аксинча, параметрлар маълум булса унинг тацсимот цонупшш 
аниклаш лозим. Умумий ,\олда бу иккала вазифа х;ам номаълум бу
лиши мумкин.

Умуман тацсимот цонунининг номаълум параметрларини ёки эм
пирик таксимот цонунини кузатишлар натижасидан, яъни бопг туп
ламдан ажратилган танланмадан фойдаланиб топиш лозим булади. 
Номаълум параметрларни аниклашда турли хатоликларга (статистик 
хатоларга) дуч келамиз. Аввало шуни айтиш керакки, бош туплам
дан олинган турли танланмалар буйича топилган параметрларнинг 
кийматлари умуман айтганда, турлича булади.

Одатда бош тупламдан танланма туплам элементларини тасоди
фий танлаш усули билан ажратма хосил булган танланма тупламда 
репрезентативлик яхши сакланади.

Маълумки, танланма туплам бош тупламнинг бирор цисми. Би- 
нобарин, танланма туплам тугрисидаги фикрлар бош тупламни тулиц 
характерламаса, бу хол статистик хатога олиб келади.

Равшанки, танланма тупламдаги кузатишлар сони хам бош туп
ламни характерлашга боглик;. Танланма тупламнинг ташкил этган 
элементлар сони цанча куп булса, статистик хато шунча кам булади.

Демак, танланмадан фойдаланиб тацсимот цонунининг параметр
ларини шундай аницлаш лозимки, бунда статистик хатолар имкон 
борича кам булсин.

Бирор тацсимот конунининг параметри 0 ни тажриба асосида то
пилган х,, х2, . . ., хп сонлар, яъни танланма маълумотлар ёрдамида
Хосил цилинган 0 билан бахолансин. Одатда 0 ни 0 учун ба%о дейи
лади.

Равшанки, бунда 0 ба^о хх, х2, . . хп ларга боглиц булади:
0 = 0 (х1; х2, . . ., хп).

Модомики, хх, х2, . . ., хп лар тасодифий мицдор экан, унда 0 
Хам тасодифий мицдор булади.

Агар 0 ба^онинг математик кутилиши 0 га тенг, яъни М 0 = 0 
булса, 0 ни силжимайдиган бацо дейилади.

Агар V « >  0 учун
lim Р {|0 — 0|>о} = 0
П— >оо

булса, у ^олда 0 ба^о 0 нинг асосл и ба^оси дейилади.
Фараз цилайлик, 0 параметр учун 0Х ва 02 ба^олар булсин.
Агар

М (0Х — 0)2 <  М ( 0 ; - 0 ) 3 

булса, 0j бахо 02 бахога цараганда эффективроц. ба,\о дейилади.



Статистик таксимот ^онунларинииг параметрларини бахолашда улар- 
пинг силжимайдиган, асосли хамда эффектов ба^о булиши каби ху- 
сусиятларга эгалиги талаб цилинади.

6 -§ . Танланма уртача киймат ва танланма 
дисперсия

Фараз килайлик, £ текис та^симланган тасодифий микдор булсин. 
Унинг номаълум параметрлари — математик кутилиши М £, диспер
сияси эса D£ булсин.

Берилган £ тасодифий микдорни кузатиш натижасида
хи х2, . . ., хк, . . ., хп (26.2)

^ийматларга эга булайлик. Равшанки, бу кузатилган ^ийматларнинг 
узлари хам тасодифий микдор булиб, у £ тасодифий микдор кап дай 
киймат ларни цабул 1̂ илса. шу кийматлар дан бирини кабул килади. 
Демак,

М xk =  М £, Dxk =  D £ (k =  1, 2, . . . , п) 

булади. Энди (26.2) кузатишлар натижасидан фойдаланиб, ушбу

fc= 1
кийматларни хосил ^иламиз. Уни £ тасодифий микдорнинг матема
тик кутилиши (урта киймати )М £ нимг такрибий ^ифодаси сифгтида 
кабул киламиз:

(26.3)

х ни (26.3) танланма буйича уртача киймати ёки эмпирик ур
тача киймати дейилади.
Куйидаги

П
s'- =  V  (хк — x f

*=1
микдорни £ тасодифий микдорнинг дисперсияси D£ нинг статистик 
силжимаган статистик ба^оси сифатида 1̂ абул ^иламиз:

D£ = s2. (26.4)

Одатда s2 ни (26.4) танланма буйича дисперсия ёки эмпирик дис
персия дейилади.

Бу М £ ^  х, D £ »  s2 муносабатлардаги х ва s2 лар £ тасодифий 
мицдорнинг параметрлари /И£ ва £>£ лар учун нуктавий бахолар 
дейилади.

Тасодифий микдорнинг математик кутилиши ва дисперсияси учун 
кглгирилган бахрлар силжимайдиган, асосли хамда эффектив бахо- 
ллр булади. Шуларни курсатамиз.
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1. (26.3), (26.4) бщоларнинг силжимайдиган ба^олар жаи.нппип 
исботлаш учун

Мх =  M l,  (U(> •)
М s2 -= D I ('_'() (>)

булишини курсатиш керак булади.
Хакикатан хам,

М х =  М Xi х% -4- • ■ . хп

= -  (Мх, +  Мх2 +  . . . +  Мхп) =  -  М1 - п  - =М1  
п п

булиб, бу (26,5) муносабатнинг туррилигини исботлайди.
Энди (26.6) тенгликни исботлаймиз:

П П
Ms* =  М - 4  У  ( х , - ^ ) 2 =  У  м  (xk- J r \

п —  1 п —  1k=\ ft=l
Днсперсияни хисоблаш формуласи D г| = М. i f  — (М г|)2 дан топа
миз:

М г)2 = D г| +  (М г|)2.

Шунга кура

М (хк — х)2 = D (хк—х) +  [ М (хк — х)]2 

булади. Натижада ушбу

Ms2
П

^  S {D {Хк~ 7 ) + [ М (**~*>]2>=
Аг=1

тенгликка келамиз. 
Энди

хк — -f- хк — (хх +  х2 +  . . . +  хк_ х +  xft+, 4- . . . +  хп)

D (хк — х) =  D

— D Г 

=  D

булишини эътиборга олиб, топамиз

хк------(xt х2 +  . . . +  хп)

п\ 1 / 1 ,2

** 1 1' 4 _х 1 ~ ~1 П V п 11=1, iĵ k
Dx, +  А  V DX:

1=1, . к
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Ms- = -  V  [ l  — D xk +  — V Dx •] =
l j mU.  n k n* w  ‘Jk=\

n
L \ ^  ( '-i—  ̂у DI 

k = \

i=l, i f-k

----- D l  =n2 j

D l n— 1
*=1

n — 1 \2 n — 1
Г

L \ n
D t,-n --- — —— (n — 1-f l )=Ct.

n — 1 nl

Демак, Ms2 =  D l. Бу эеа (26.6) тенгликнинг тугрилипши исботлай- 
ди. Шундай килиб, s2 пинг D I учун силжимайдиган ба^о экани кур- 
сатилди.

2. Юкорида келтирилган

п -  1

•+*„)

У  (л - ,-7 )2

1  VП ,«ш4 k
ft=l

ба>;олар мос равишда /И с ва учун асосли бахолар булади.
Бунинг учун Y  й >  0 да ушбу лимит муносабатларнинг уринли 

булишини курсатиш керак.

1 im Р {| М I  — х I >  а\ =  О, I im Р {| D g — s2} >  а} =  О
п—>00 >С0

Улардан бирининг исботини келтирамиз.
Агар Мх =  М% булишинн эътиборга олсак, унда

Р {| М 1 —х I >  а] =  Р {\х — Мх | >  а}
эканини топамиз. Мазкур курснинг 24- бобида келтирилган Чебишев

— — D~x тенгсизлигидан фойдаланиб, цуйидаги Р {\х — -----тенг-
а2

сизликка эга буламиз. Демак,

Р {|М 1 ~ х \ > а ] < Dx

Равшанки,

D х — D I —
п

V  Dx

11атижада

к= 1 / k=\

=  — D \ - n = ^ -
и 2 л

Р { \ М 1 - Х \ < а } <

*=1

а 2 г:
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тенгсизликка келамиз. Бунда эса п -*■ оо да ► 0 Г>у. м .in ни и r.i-
(I- п

бабли lim Р {\МЪ, — х | > а ] = 0  булишн келиб читали. 1 »у <■. <
п~*со

ба^о M l  учун асосли ба^о эканини билдиради.
Тасодифий микдор маълум шартларни ^аноатлантиргаидл \‘J fu y  • 

DE, учун асосли бахо, яъни
J imP \\Dl — s2 ! > а }  = 0
«->•00

булиши курсатилади.

7 -§ .  Ба^онинг аниклиги, ишончлилик э^тимоли, 
ишончлилик интервали

Айтайлик, бош тупламнинг х сон белгиси маълум та^симотга эга 
булсин. Бу таксимотнинг номаълум параметр лари ни танланма хажми 
кичик булганда нукд-авий бахолзр ёрдамида бахолаш купол хатолик- 
ларга олиб келиши мумкин.

Бундай >̂ олда интервйлли бахо дан фойдаланиш ма^садга мувофи^ 
булади. Иккита сон — интервалнинг охирлари билан аницланган бахо 
интервалли бахо деб аталад^

0 — номаълум параметр, 0 эса тьнланма маълумоглари буйича то- 
пилган статистик характеристика, яъни 0 нинг бахоси булсин.

Равшанки, | 0 — 0 1 канча кичик булса, яъни ] 0 — 0 | <  б шартда 
ё канча кичик булса, 0 бахо шунчз аник булади. Бунда 6 сон 0 ба- 
хонинг аниклиги дейилади.

|0 — 0 | < S  тенгсизликнинг амалга ошиш у э^тимоли 0 ба^о- 
нииг 0 буйича ишончлилиги (ишончлилик эхтимсли) деб айгилади, 
яъни

Р {) 0 — в"] <  6} — у.
Номаълум параметрни берилган]^ ишончлилик билан коплайдигаи 

(0 — 6, 0 +  6) интервал ишончлилик интервали деб антилади.
Мисол тарикасида нормал таксимотнинг параметрларидан бири—тац- 

симотнинг дисперсияси а  маълум булган ^олда номаълум математик 
кутилиши учун ишончли интервални топамиз.

Фараз килайлик, £ тасодифий микдор нормал та^симланган, унииг 
дисперсияси D £ -- о- маълум булсин, М д — а номаълум математик 
кутилиши булсин. Каралаётган тасодифий микдорни кузатиш нати- 
жасида

хи х2, . . ., хп (26.7)

га эга булайлик. Бу л'ь  .y 2, . . ., хп лар хам тасодифий микдор бу- 
либ, улар учун хам

Mxi =  a, Dxi = о2, i =  l , 2 ,  . . ., п

I ) E

булади.
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Виз ю^орида (26.7) танланма буйича олинган х =  — (хх +  х2 +
п

+  . ■ • +  хп) нинг математик кутилиши Мх = а, дисперсияси эса D х— 
о~--- — булишини курган эдик. 
п
Равшанки, бу х хам нормал копун буйича таксимланган тасоди

фий микдор булиб, унинг параметрлари

Мх — a, Dx =  —
П

га тенг. Бу тасодкфий микдорнинг таксимот функцияси

F (х) =  1  +  Ф ViT'j (26.8)

булади.
Энди у га кура б (б >  0) ни аницлашда ушбу

Р {\х — a j <  6} = у (26.9)
тенгликдан фойдаланамиз.

Агар
Р \\~х — а\ <  6} = Р  {— 6< х — а <  6} =

= Р {а — б <  х <  а +  6} = F (а +  6) — F (а — 6) (26.10) 
булишини эътиборга олсак, у ^олда

Р {| х — а | <  6} =  у =>• F (а +  б) — F (а — 6) = у
га эга буламиз.

(26.10) муносабатдан фойдаланиб топамиз:

F (а +  б) — F (а — б) =  ~  +  Ф [ ■ ^ JL ) — ~  +  Ф  ̂“ 6 ^

=  2 Ф 1 6

п

о

Демак, 2Ф  | j  — у, яъни Ф ( — j  =  ~  У-

Ф (х) функциянинг хусусияти хамда у учун 0 <  у <  1 булишини 
эътиборга олиб, шундай а  мавжудлигини курсатиш мумкинки, унда

ф  (“ ) =  j  V

булади. Одатда а. квантил деб аталади. (а  ни Ф (х) функция учун 
тузилган жадпалдан топилади.)

Шундай килиб, а  =  6 булиб, ундан 
т

б =  ——  а 
V n
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эканлиги келиб ч и кади. Натижада Р {а — 6 <  х <  а +  6} =  у муно- 

габат ушбу куринишни олади:

Р .1 а ----—  а  <  х <  а Н-- -- «

I Vn Vn
Шундай цилиб, нормал таксимотнинг номаълум а параметри (ма- 

f  тематик кутилиши) куйидаги ишончлилик интервали билан копланади:

; —  ——  а, х 4--- а  V

Vn Vn )

Бунда бахонинг аниклиги б =  — «  га тенг булади.

V п
Танланма аниклигини бахолашда куйидаги уч ^ол булиши мум- 

кин:

1) бахонинг аниклиги б берилади, Р{\х— а | <  6} эхтимолни 
топиш корак булади;

2) Р ||х — а | < б )  э.^тимол берилади, б ни топиш керак булади;

3) бахонинг аниклиги б ва Р {\х— а | <  6} э^тимоли берилган 
булиб, танланма хажми п ни топиш керак булади.

Нормал таксимланган | микдорий белгининг о уртача квадратик 

четланишини, s тузатилган танланма уртача квадратик четла- 
ниш* буйича у ишончлилик билан ба^олаш учун куйидаги ишончлик 
интервалларидан фойдаланилади:

S (1 —  ^ ) < c r < s  (l-f-<7) ( 7 < 1 ) ,

0 < o < s ( l + < 7) ( q > l ) ,

бу ерда q ни иловадаги 4-жадвалда берилган п ва у буйича топи- 
лади.

1-мисол.  Нормал таксимланган g белгининг уртача квадратик 

четлаииши ст =  2, танланма уртача киймати х =  5,4 ва танланма хаж

ми п 10. Унинг номаълум а математик кутилиши учун 7 =  0,95 
( шюнчлилик билан ишончли интервалини тузамиз.

Еч иш .  Аввал 2 Ф  (t) =  0,95 тенгликдан Ф  (t) =  0,475 ни .^оеил 

н силами;!. Китоб охиридаги 2- жадвалдан /0 95 =  1,96 ни топамиз. Энди

бахопипг аниклиги б ни б =  —^  формуладан топамиз:

' Vn

s 1,96-2 ,

= уть ~
Ишончлилик интервали х —  1,24 <  а <  х +  1,24 ёки 5,4— 1,24< 

* <  а <  5,4 -f 1,24, яъни 4,16 <  а <  6,64 булади.

Демак, 95 % ишонч билан (4,16; 6,64) ишончлилик интервали

* Уртача квадратик четланиш деб, дисперсиядап олинган квадрат илдизга 

айтилаци: а  =  D
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номаълум и параметрни тула коплайди деб айтиш мумкин. Бахонинг 
аниклиги 6 =  1,24.

2-мисол.  Экилган канопдан 100 туп танлаб олиниб, поялари- 
нинг узунликларини хисоблаб чикилганда куйидаги маълумотлар 

олииди (см):

Варианталар, x-L 45 55 65 75 85 95 105 115

Частоталар, иг- 1 5 11 26 33 16 7 1

Бош туплам уртача киймати учун ишончлилик интервалини то- 

пинг (у =  0,95).
Еч и ш .  Аввал статистик характеристиками хисоблаймиз. Бунинг 

учун хисоблаш жадвалини куйидагича тузамиз:

1) биринчи устунда варианталарни;
2) иккинчи устунда частотэларни;
3) учинчи устунда частоталар билан варианталар купайтмасини;
4) туртинчи устунда варианталар квадратларини;
5) бешинчи устунда варианталар квадратларининг мос частота- 

ларга купайтмасини жойлаштирамиз;
6) жадвал остига мос устунлардаги ракамлар йириндисини ёзамиз.

Ч ni А7 щ
9

Ч
2

ч ч

45 1 45 2025 2025
55 5 275 3025 15125
65 11 315 4225 46475
75 26 1950 5625 146250
85 33 2805 7225 238425
95 16 1520 9025 144400

105 7 735 11025 77125
115 1 115 13225 13225

V 100 | 8160 683100

7) танланма уртача кийматини

-  1

формула оркали хнсоблаймиз. Жадвалдаги кийматларни урнига куйиб 

хисоблаймиз:

— 8160 д. й — Q IC
х — ----=  81,6 л; =  81,6.

100

8) дисперсияни
П П

i=L i=l

форму ладан фойдаланиб хисоблаймиз. Жадвалдаги кийматларни цуя 

миз:
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D =  6831 (81,60)® =  180,44;

9) урта квадратик четланишни топамиз:

а  =-- V D  =  У Ш М  «  13,4;

10) вариация коэффициентами топамиз:

V — 100% =  ^  • 100% =  16,3%;
X  81,6

11) танланма уртача кийматининг абсолют хатоси куйидагича:

0 =  - т = =  —  =  1,34;
V n  10

12) бош туплам уртача кийматининг ишончлилик интервалини то
памиз. Бунда

Зё =  81,6; V =  0,95; п =  100; а =  13,4.

Ишончлилик интервалини

v ~x ~ ty ~ h < a < ~x + t->T7 (2611>

тенгсизликдан топамиз.

t ни 3-жадвалда берилган п ва у буйича топамиз: (п =  100, 

7 =  0,95) t — 1,984. Бу кийматларни (26.11) тенгсизликка куямиз:

81,6-1,984- 81,6 +  1,984- 78,9 < а <  84,3.
l/10'J У  100

3-мисол.  Танланманинг шундай минимал хажмини топингки, 
нормал таксимланган бош туплам математик кутилишининг танланма 

уртача киймати буйича бахосининг аниклиги 0,925 ишончлилик билан

0,2 га тенг булсин. Бош тупламнинг урта квадратик четланиши маъ- 
лум: а =  1,5.

Е ч иш .  Мисол шартида куйидагилар берилган:

7 =  0,925; а =  1,5; 6 =  0,2; 2Ф (х) =  0,925.

Булардан фойдаланиб Ф(.т) ни топимиз

Ф(х) =  =  0,4625.

Иловадаги 2-жадвалда Ф  (х) — 0,4625 га х пинг х =  1,78 кийма
ти мос келади.

Бош туплам математик кутилишининг танланма уртача киймат

буйича бахосининг аниклигини ифодалайдиган Ь ~ х- —у=- форму-
V п

ладан фойдаланамиз:

,  /— ха .. х2о2
У  п — —  еки п = ---.

6 б2

Еу ерда х, о, 6 нинг кийматларини куямиз:
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4-мисол.  Бош тупламнинг с сон белгиси нормал та^симланган 

п хажмли танланма буйича тузатилган уртача квадратик четланиш а 
тонилган. Агар а) п = 1 0 ,  s =  5,1; б) п =  50, s =  14 булса, о  уртача 

квадратик четланишни 0,999 ишончлилик билан коплайдиган ишонч

лилик интервалини топинг.
Еч и ш .  a) y = 0 ,9 9 9  ва п =  10 буйича иловадаги 4-жадвалдан 

q =  1,80 ни топамиз.

Маълумки, ишончлилик интервалини топиш учун куйидаги форму
ладан фойдаланилади:

s ( l —  q) <  а  <  s(l +  q) (arap q <  1 булса)

ёки

0 <  cr <  s(l +  q) (агар q >  1 булса). 

q =  1,80 >  1 булгани учун иккинчи формуладан фойдаланамиз:

0 <  а  <  5,1 (1 +  1,8) ёки 0 <  а  <  14,28.

б) Иловадаги 4-жадвалдан q =  0,43 ни топамиз. q <  1 булгани 

учун

s(l — g)<cx<s(l +q) 

формуладан фойдаланамиз:

14 (1 — 0,43) <  а <  14(1 +0,43) ёки 7,98 <  о <  20,02.

5-ми с о л. 10 000 гектар майдонда танлаб олиш йули билан 500 
гектар олинган ва ундаги экиннинг хосилдорлиги улчанганда цуйида- 

ги маълумот олинган (такрорланмаган тасодифий танланма):

1 га даги хосилдорлиги, ц 8— 10 10— 12 12— 14 14— 16 16-18 18— 20 Жами

Гектар сони 8 37 79 165 126 35 п=500

Таксимотни нормал деб фараз килиб:
1) бутун майдондаги ^осилдорликнинг танлаб олинган участкаси- 

даги уртача хосилдорликдан 0,2 ц га ортмаслик эхтимолини топинг;
2) уртача хосилдорлик чегараси (интервали) ни 0,95 э^тимол би

лан топинг.

Е ч и ш .  а) Аввал танланма уртача цийматини % =  а +

^  У п
- j ■ п- формула оркали топамиз. Бунинг учун ^и-

соблаш жадвалини тузамиз (танланма урта кийматини юкррида ^ам 

^исоблаган эдик). Формулада 0 =  15; с — 2 деб оламиз.



ч 9 11 13 15 17 19 Жами

ч 8 37 79 165 126 О
О

С
Л 500

xi —  а

с
— 3 —2 — 1 0 1 2

—

f \ - i

2

9 4 1 0 1 4 —

^ xi — b\
n i —27 —74 —79 0 126 170 119

/  x i ~ a ) 

\ с

2
■ч 72 148 79 0 126 340 765

_  2
х =  15+  — -119= 15,676. Танланма дисперсиясини топишда ушбу 

формуладан фойдаланамиз:

• • = ~  ~  (7~ а)3= ш ' 765~ ,|5'676- 15)!“ 5’66'

Энди Р \ \х —  а ) <  6 ) э.хтимолни топишимиз керак, бу ерда б =  

=  0,2 танланма "̂ такрорланмайдиган булгани учун эхтимолни топишда

\х — а\<  61 =  Ф  в/ П N

формуладан фойдаланамиз, бунда а —  бош тупламнинг уртача к.ий- 
мати.

п — 500, N — 10000 ва ст- номаълум булгани учун унинг урнига 

ст2 ни ол&миз:

Р [\х — а | <  0,2 } =  ф (  ° ’2 l /  Г Г л  50Г\ ) = Ф ( 0 , 2 - / а д  =V V
=  Ф(1,92).

Иловадаги 2-жадвалдан Ф (1 ,92) =  0,4726 ни топамиз. Демак, 

Р  ) | х —  а / <  0,2 } =  0,4726 булади;
б) аввал 6 ни топиш учун __________

-j/  l i l iD
формуладан фойдаланамиз. Бунинг учун I ни 2Ф (0  =  0,95 тенглик- 

дан топамиз. 2-жадвалдан i =  1,96 ни аниклаймиз:

Г  5,66 (l- 

а  =  1,96 I /  ---

500 \

« ~ 0 , 2 .  
500
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Демак, ишончлилик интервали х — 6 <  а <  * +  6 формулага кура 

15,676 — 0,2 <  а <  15,676 +  0,2 ёки 

15,476 <  а <  15,876 булади.

8-§. Танланма уртача циймат ва танланма дисперсияни 
^исоблашнинг купайтмалар усули

1. Т ен  г у з о к л а ш г а н  в а р и а н т а л а р .  Варианталарнипг î a- 
бул киладиган ки?1матлари катта сонлар булганда, танламанинг йпр- 

ма характеристикаларини куйидаги купайтмалар усули билан хисоб- 
лаш кулайдир.

/г айирмали арифметик прогрессия ташкил этадиган варианталар 
тенг узокликдаги варианталар деб аталади.

Ушбу

U|.= _ 5 L _ Z i( f=  1J )

тенглик билан аникланадиган варианталар шартли варианталар деб ата
лади, бу ерда с —  сохта ноль (энг катта частотага эга булган вари

анта), h —  икки варианта орасидаги масофа (бирлик).
Танламанинг йигма характеристикаларини хисоблашда эмпирик 

моментлардан фойдаланиш кулгйдир. Эмпирик моментлар кузатиш 
маълумотлари буйича хисобланади:

Mk — —  /гД х{ —  с )к ифода k-тартибли оддий эмпирик мо-

i
мент дейилади, бу ерда с —  сохта ноль, п =  У  ni —  танланма хаж- 

ми, ^  —  частота.

Mk=  — ифода k-тартибли бошлангич эмпирик момент 
tl

ft

дейилади. k =  1 булса, — —  2- ni %i =  x булади.
n i

mk =  — '2tni (xi — x\k ифода k-тартибли марказий эмпирик мо-
п i \ /

мент дейилади.
Хусусий з^олда k — 2 булганда

т 2= — У !  ni (xi ~ x)2 =  D -
п

i

Эмпирик кийматларни хисоблашда осонлик учун шартли эмпирик 

моментлардан фойдаланиш мумкин:

:т



ифода k-тартибли шартли эмпирик момент дейилади. Хусусаи,

k =  1 да А

1 v
п

~  (х — с). 
h

Бу ердан х ни топамиз: х =  М\ ■h + c формула танланма уртача 

кийматни топиш формуласидир, D — [ М2 — (М*2 Y\-h2 танланма дис- 

персиясини хисоблаш формуласи.

х ва D  ни хисоблашда купайтмалар усулидан фойдаланиш учун 

хисоблаш жадвалини тузиш кулай булади.
1) жадвалнинг биринчи устунига варианталарни оргиб бориш тар- 

тибида ёзилади;
2) иккинчи y cry ijra  варианталарнинг мос частогалари ёзилади. 

Устун тагига частоталар йигипдиси ёзилади;
xi —  с

3) учинчи устунга шартли варианталар ui =  —Lj i—  ёзилади;

4) туртинчи устунга частоталарни шартли варианталарга купайт- 

малари ёзилади. Устун тагига уларнипг йигиндиси ёзилади;
5) бешинчи устунга частоталарни шартли варианталар квадратла- 

рига купайтмалари ёзилади, устун тагига уларнинг йигиндиси ёзи

лади;
6) олтинчи устунга частоталарнинг хар кайсисини битта ортти- 

рилган шартли варианталарнинг квадратларига купайтмалари ёзилади 

ва устун тагйга | «г- +  I ) 2 йигиндиси ёзилади.

Бу устун к он  т р о л  у с т у н  дейилади. Агар ^ n i ( ui +  I ) 2 йи-
i

гинди 2 ni и1 +  2 V  п. ц. -f п йигиндига тенг булса, у холда хиссб- 

i i
лашлар тугри бажарилган хисобланади. Жадвал тулдирилгандан 

кейин

м ; = 4 - Д ]  ni ui' M i =  4  2  ni A
i _  i 

шартли моментлар топилади, сунгра х ва D хисобланади.
1-мисол.  Танланманинг берилган та^симоти буйича танланма кий- 

матини ва танланма дисперсиясини купайтмалар усули билан топинг.

xi 18,6 19 19,4 19,8 20,2 20,6 I

ni 4 6 30 40 18 2

xi 65 70 75 80 85

ni 2 5 25 15 3
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Ечиш.  а) Хисоблаш жадвалини тузамиз.

1 2 3 4 5 6

ч ni «£ Ч  «г
2

ч ч ni (“j т 1)2

18,6 4 — 3 — 12 36 16

19 6 — 2 — 12 24 6

19,4 30 —  1 — 30 30 0

19,8 40 0 0 0 40

20,2 18 1 18 18 72

20,6 2 2 4 8 18

V
_ п =  100 V „ № = — 32 u j=  116

2n;(«;+ l)2= 
=  152

^исоблашларни текшириш учун

2  >4 К  +  1 )2 =  2  Щ “1 +  2 2  >h ut- +  п

айниятдан фойдаланамиз:

'У п ^и ; + 1)2 =  116 — 64 +  100 =  152.

Контрол йигиндиларнинг бир хил эканлиги хисоблашлар тугри 

бажарилгандан далолат беради. Энди, биринчи ва иккинчи тартибли 

шартли моментларни хисоблаймиз:

* I X 1  3?
М . =  —  V П: U: —---- —  =  - 0,32,

1 П ^ a j  100

, . *  1 п 116 1 1 с
М0 — -- >  , П; U.J =  --  =  I , 16.

2 П mU  100

Берилган мисолда h =  19 —  18,6 =  0,4; с =1 9 , 8  эканини хисобга 

олсак:

х =  М\ -h +  с =  - 0 ,3 2 - 0 ,4 +  19,8 =  19,672,

D =  [м* —  (/И* f]h- =  [1,16 — (0,32)*]-0,4* =  0,1692.

б) Бу мисолда хам, осонлик учун, хисоблаш жадвалини тузамиз.

1 2 3 4 5 6

xi Ч «г Ч  “t «г “г ni К' +  !)2

65 2 __2 — 4 8 2

70 5 — 1 —5 5 0
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1 2 3 4 5 в

75 25 0 — 9 0 25

80 15 1 15 15 60

85 3 2 6 12 27

21

V 50 12 40 114

Контрол: 2^ ni ( ui +  l)2 =  114,

uj +  22 ” / “ f +  n =  40 +  24 +  50 =  114. 

Демак, хисоблаш тугри. Энди М\ ва М2 ни хисоблаймиз:

М\ =  —  V  п., ы- =  —  =  0,24,
1 /г jLU  1 1 50

yVL
о 40 Л ,1

-  >  П ; U-: =  
п 50

Берилган мисолда Л =70— 65—- 5; С — 70 эканлигини хисобга олсак:

х

d  =  [m ;

уИГ -/i +  С =  0,24 —  5 +  75 — 76,2

,2 {M\)2}h2 =  [0,8 +  ( 0,24 )2 ] -25 =  18,56.

2. Т е н г  у з о к л и к да  бу л м а г а и в а р и а н т а л а р .  Кузатиш 
натижаларида Еарианталар хамма вакт хам тенг узокликда жойлаш- 

ган булавермайди. Уларни тенг узокликдаги варианталарга келтириш 

учун белгининг кузатилаётган хамма ^ийматлари кирган интервални 
бир неча тенг кисмий интервалларга булинади, сунгра кисмий интер- 

валларнинг урталари топилади. Х,ар бир янги интервал частотаси 

учун шу интервалдаги частоталар йигиндиси олинади.
2-мисол.  п =  50 хажмли танланманинг тенг узокликда булмаган 

нарианталари та^симоти буйича танланма уртача ^иймат ва танланма 

дисперсиями купайтмалар усули билан топинг:

Ч 6 8 11 13 15,5 17,5 20 23,5 24,5 26

»» 1 9 6 6 4 6 8 5 4 1

Е ч и ш .  6 —  26 интервални узунлиги h =  4 булган 5 та ^исмий 

интервалга буламиз:
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6 — 10, 10—  14, 14—  18, 18 — 22, 22 —  26.

Кисмпй интервалларнинг урталарини янги yL варианталар снфатида 

олпб, тенг узокликдаги варианталарни хосил киламиз:

Ух =  8, г/о =  12, г/3 =  16, г/4 =  20, у5 =  24.

Хар бир интервалнимг частоталари куйидагича булади: 

tii =  1 +  9 — 10, п2 =  6 4- 6 =  12, /г3 =  4 +  6 = ] 0 ,

Ц\ =  8, /15 =  5 +  4 +  1 =  10.

Демак, тенг узокликдаги варианталар таксимоти:

Ui 8 12 16 20 24

щ 10 12 10 8 10

Купайтмалар усулидан фойдаланамиз, бунинг учун хисоблаш жадва- 
лини тузамиз:

У1 ni я,- Uj Ч  щ ni (ui +  О2

8 10 —  1 —  10 10 0

12 12 0 1 - ю  | 0 12

16 10 1 10 10 40

20 8 2 16 32 72

24 10 3 30 90 160

1 56 |

V 50 46 142 284

Контрол: V « .   ̂н. -f ])3 =  284, 

i

V n .  и] +  2 V  л. и. +  п =  142 +  92 +  50 =  284.

i i

Демак, хисоблашлар тугри бажарилган. Энди .И2* ва М * ни хнсоб- 

лаймиз:

М* =  —  V п. и- =  —  =  0,92;
1 п ж  I  50

i

1 V  О 1 4 2  О  О Л

2 п n i U~i — 50 ~  2 ,8 4 .

I

Берилган мисолда h = 4 ,  с =  12 булгани учун:
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D =  [Ml —  (Af j )2]/i2 =  [2,84 — (0...92)2] • 16 =  32.

Танланма дисперсияни хисоблашда группалаш натижасида вужудга 

келган хатони камайтириш максадида Шеффард тузатмаси киритила- 
ди, у куйидагига тенг:

D ' =  D  — —  /i2.
12

D ва h нинг кийматларини урнига куямиз:

D ' = 3 2 —  —  -42 = 3 2 — 1,3 =  30,7.
12

XXVH  Б О Б .  КОРРЕЛЯЦИЯ НАЗАРИЯСИ.

1-§. Чизикли корреляция

Математикада ва техникада функционал богланиш тушунчасини 
куп учратиш мумкин. Масалан, дойра юзи радиусига богли^ (S =

=  л/?2), газ босими хажм Еа температурасига боглик {p=R- — ,

р —  газ босими, t —  температура, V —  хажм, R —  узгармас коэффи

циент) ва хоказо. Функционал богланиш тасодифий микдорлар ора- 
сида ^ам булиши мумкин.

Статистик богланиш деб шундай богланишга айтиладики, унда 
микдорлар дан бирининг узгариши иккинчиси таксимотининг узгариши- 

га олиб келади. Хусусан-, статистик бо1ликлик микдорлардан бири

нинг узгариши иккинчисининг уртача кийматини узгаришида курина- 

ди; бу холда статистик богланиш корреляцион богланиш деб аталади.
Масалан, майдони бир хил булган ер участкаларига бир хил 

микдорда yFHT солинса хам хар хил хосил олинади. Лекин уртача 
хосилдорлик солииган угит микдорига боглиь; булади. Бу ерда хо- 

силдорликнинг уртача киймати билан угит микдори орасида корреля

цион богланиш мавжуд деб караш мумкин.

X  ва У  белгилар берилган булсин.

Шартли уртача киймат ух деб Y нинг X  =  х кийматга мос 

кийматларипинг уртача арифметик кийматига айтилади.

Y нинг X  га корреляиион богликлиги деб, ух шартли уртача 

кийматнинг х га функционал богликлигига айтилади:

^ = / W -  (27.1)

(27.1) тенглама Y нинг X  га регрессия тенгламаси дейилади;

f (x) функция Y нинг X  га регрессияси, унинг графиги эса Y 
нинг X  га регрессия чизети дейилади.

Ушбу

у = М \ ■ h + с =  0,92-4 +  12 =  15,68,

д-у =  Ф(г/) (27.2)
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тенглама X  нинг Y га регрессия тенгламаси дейилади.

Корреляцион богликлик икки хил булади: чизикли ва эгри чи
зикли.

Корреляцион богликлик чизикли булганда регрессия тенгламаси

~ух =ахА-Ь  (273)

к урин иш да булади.

Бу тенгламадаги а танланманинг регрессия коэффициенти дейилади.
(26.3) даги а ва b ни энг кичик квадратлар усули ёрдамида 

куйидаги нормал тенгламалар системасидан топамиз:

Ь^ Х1 + а '% х\ =  У^ЧУ1 
i= l i—\ i= 1

п

Ь п + а У х i =  У  у;

(27.4)

i=i [=1

Y нинг X  га регрессия тугри чизигининг танланма тенгламаси

~УХ — У — гт ~  (х х) (27.5)
Vjc

куринишда булади, бу ерда ук —  шартли уртачг киймат, х ва у тек- 

ширилаётган X  ва Y белгиларнинг танланма уртача кийматлари; ах, 

оу —  танланма уртача квадратик четланишлари, гт —  танланма корре

ляция коэффициенти куйидаги формула оркали топилади:

— nXY
r T =  ---------  (27.6)
т пах ау v

Чизикли корреляцион богланиш зичлигини бахолаш учун ана шу 

та нланма корреляция коэффициенти гт хизмат цилади; | гт | бирга 

канча якин булса, богланиш шунча кучли булади.
Хисоблашлар ни соддалаштириш учун хисоблаш жадвалини тузиш 

^улай. Агар X ва Y белгилар устида кузатиш маълумотлари тенг 

узокликдаги вариантали корреляцион жадвали куринишида берилган 

булса, у холда куйидаги шартли варианталарни киритамиз:

U. =  XJZL\  v ,=  y.L 7 Jl,
1 hi h2

бу ерда сг, с2 —  мос равишда «сохта» ноллар, /г,, /г,—  мос равишда 
кадамлар.

Шартли варианталар оркали танланма корреляция коэффициента 
куйидагича топилади:

Ъ гиМ - п Ш '' (27 7)
nauav 4

бу ердаги v  nuvu ■ v ни хисоблашни келгусида мисол оркали тушу н- 

тирамиз.

ы = -- — , v =  ^ ~ ,  сгц= | / гг —  ( и ) 2 ,
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ифодалар купайтмалар усули оркали топилади. Уларни топгапдаи 

сунг регрессия тенгламасидаги ифодаларни куйидагича топамиз:

х =  uhx +  Cj, у — vh2 +  с2, ах =  ou-h,

av = V  v2—(v)2

1-мисол.  Берилган майдонда угитнинг хосилдорликка таъсири- 
ни урганиш максадида утказилган 10 та тажриба натижаси ^уйида- 
гича булди:

ч с 11 11 7 8 10 12 6 10 9

У1 27 32 33 30 30 33 34 29 31 32

бу ерда х >;ар бир гектар ерга солинган угит микдори (тонна), у хар 
бир гектар ер дан олинган хосилдорлик. Y нинг X  га тугри чизикли 

регрессия танланма тенгламасини топинг ва уни кузатиш натижала- 
ри билан так.косланг.

Ечиш.  Угит микдорининг оширилиши билан хосилдорлик орти- 
шини курамиз. Бу икки мицдор узаро тугри чизикли богланишга 
эга деб караймиз:

ух =  ах -Ь Ь.

Бу ердаги а ва b параметрларни топиш учун хисоблаш жадва- 
лини тузамиз (1-жадвал).

а  ва & параметрларни топиш учун (27.4) формуладан фойдалана- 
миз:

90 Ь +  852 а =  2831, |

10 5 + 90а ==310 j

1-жадвал

Тажриба
номери У1 xi

9
xi xi ■ У у

1 27 6 36 162

2 32 11 121 352

3 33 11 121 363

4 30 7 49 210

5 30 8 64 240

6 33 10 100 330

7 34 12 144 408

8 28 6 36 168

9 31 10 100 310

10 32 9 81 288

п =  10 310 90 1 852 | 2831

349



Иккинчи тенгламани 9 га купайтириб, бнринчи тенгламадан 

айирамиз:

42 а =  41, а =  —  -
42

, 310 — 90 а 5
О =■ --------- -- 22 — .

10 14

У  холда талаб ^илинган регрессия тенгламаси

41 . ог, 5
ух= Т 2 х + 2 2 Т* (25-8>

куринишда булади.
Энди бир хил микдордаги угит солинганда (25.8) тенглик буйи

ча ук кутиладиган хосилдорлик цшшатларининг г/;- танланма кийма- 

ти микдорларидан огишини 0,01 аникликда топамиз:

2- ж а д в а л

xi 1 У1 Ух Ух~У1

6 37 28,06 1,06
11 32 32,96 0,96
11 33 32,96 — 0,04
7 30 29,04 — 0,96
8 30 30,02 0,02

10 33 31,98 — 1,02
12 34 33,94 —0,06
6 28 28,05 0,06

10 31 31,98 0,98
9 32 31 — 1,00

Ух — lJi кш'ьматларидан куринадики кутиладиган хосилдорлик угит 

микдорига жуда бю!лик экан.

Лузатишлар сони катта булганда х кийматнинг узи пк марта, у 

кийматнинг узи пу марта, сон жуфти (х, у) нинг узи пху марта уч- 

раши мумкин. Шу сабабли кузатиш маълумотлари группаланади, 

яъни пх, пу, пху частоталар хисобланади ва жадвал куринишида ёзи

лади. Бундай холатда куйидаги мисолни ечиш схемасидан фойда- 
ланган маъкул.

2-мисол.  Бирор усимлик огирлигининг (бутун усимлик огир- 
лиги х грамм хисобида) экилган уруг огирлиги (у грамм ^исобида) 
буйича та^симоти жадвал усулида берилган.
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3- ж а д п а л

X /

/  Ч

13 18 23 28 33 38 43 48 53 58 63 68 пх

25 3 2 5

35 6 4 11

45 1 13 5 19

55 1 2 4 8 1 16

65 1 4 4 2 11

75 2 6 6 1 15

85 ‘ 5 6

95 1 4 1 6

105 2 4 1 1 8

115 1 1 2

125 1 1

Пу 3 10 20 9 14 11 9 7 6 6 1 3 100

Еч иш .  Бу ерда усимлик огирлиги ва уруг огирликлари синф- 

ларга ажратилган булиб, бу синфларнинг урталари л — 25, 35 . . . 

у —  13, 18 . . . деб олинган. 3 сони —  умумий огирлиги 25 г ^амда 
уруг огирлиги 13 г дан булган уч усимлик борлигини курсатади ва 

хоказо. Сунгги устунда умумий огирликка мос усимликлар частотаси 
жойлашган. 100 усимликдан 5 тасининг умумий огирлиги 25 грамм,

11 тасининг огирлиги 35 г ва хоказо. Сунгги сатрда урут огирли- 
гига мос усимлик частоталари пу жойлашган. Энди корреляция коэф
фициент!-! Y нинг X  га регрессия тугри чизигининг танланма тенг- 

ламасини тузамиз.

х цийматлари узгармас. айирмаси 10 га, у кийматлари эса узгар- 

мас айирмаси 5 га тенг эканига диккатни жалб этиб, шартли вари-
х— 15

анталарни киритамиз. х урнига и =  — ——  микдорни ва у урнига 

у —  8
v =  ----  микдорни киритамиз.

5

Бу ^олда х нинг 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 95, 105, 115, 125 

кийматлари мос равишда

и =  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 кийматлар билан, у нинг
у: 13, 18, 23, 28, 33, 38, 43, 48, 53, 58, 63, 68 кийматлари эса 

v нинг

w =  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 кийматлари билан ал- 

машади.
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Натижада янги шартли варианталар буйича куйидаги корреляцион 
жадвални хосил киламиз (4-жадвал).

4-жадвал

X/  и
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 пи

1 3 2 5
2 6 4 1 11
3 1 13 5 19
4 2 2 4 8 1 16
5 1 4 4 2 11
6 2 6 6 1 14
7 1 5 6
8 1 4 1 6
9 2 4 1 1 8
10 1 1 2
11 1 1

n-j 3 11 20 9 14 11 9 8 6 - fi 6 1 3 100

и, v ларни хисоблаш учун турт майдон усулидан фойдаланиб
5- жадвални тузамиз.

Хар бир катак унгдаги юкори ва пастки чап бурчакдаги ракам- 
ларни мос равишда v ва и шартли варианталар кийматларининг частота- 

сига купайтириш билан хосил килинади. Бу юкори унг (пастки чап) 

бурчакдаги ра^амларни сатр (устун) буйича йигиб охирги аввалги 
устунга (сатрга) ёзамиз.

Масалан, туртинчи сатр ва бешинчи устундаги бу рацамлар йн- 

гиндиси куйидагича топилади:

7 0 =  1-2+ 2-3+ 4-4+ 8-5 +  1-6 =  2 +  6 +  16 +  40 +  6 

64 = 4 - 8  +  4-5 +  6-2 =  32 +  2 0 +  12.

Пастки чап бурчакдаги сонлар частотани и га купайтиришдан 
хо:ил килинади.

Охирги устун (сатр) катакларига u-v iv-u) кийматлари жойлаш- 
тирилиб, охирида улар йигиндиси ёзилади.

Бу жадвалдан фойдаланиб куйидаги хисоблашларни бажарамиз:
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—  -  пи.и  и 486 . о с
и — ■ - =  — =  —  == 4,86,

п п 100

-  =  1 v_ ^ _543 =

п п 100

Энди куйидаги ёрдамчи жадвалларни тузамиз (5, 6, 7, 8, 9-жадвал- 

лар).

6 - ж ад в ал  7 - ж а д в а л

и 'hi пии пии2

1 5 5 5

2 11 22 44

3 19 57 171

4 16 64 256

5 11 55 275

6 15 90 540

7 6 42 294

8 6 48 384

9 8 72 648

10 2 20 200

11 1 11 121

2 100 486 2938

"V 'hi п V nv V-

1 3 3 3

2 10 20 40

3 20 60 180

4 9 36 144

5 14 70 350

6 11 66 396

7 9 63 441

8 8 64 512

9 6 54 486

10 6 60 500

11 1 11 121
12 3 36 432

2 100 543 3705

С2 =  ? ^ - _ (Ц)2 29-38

100
(4,86)- =5,7604.

(Уц—'У^5,7604 =2 ,400 .

29,4849 =  7,5651;
„ 2  п,, v2 г„ 3705

сН =  — ------(у)2 = ----
“ п 100

av =  У 7,5651 =2 ,750 . 

Энди гт ни хисоблаймиз:

2  nu v U-V— М !  1 Пи7, U-V
Г =

о„ <т„
и -v =

3,257
— 4,86-5,43) =

6,1802
0,936.

2,4-2,75 V 100 J 6,600

Маълумки, гт нинг киймати (± 1) га якин чикса, биз х вэ у мик- 

дорлар орасидаги богланишни чизикли богланиш деб карашимиз мум- 

кин.
х ва у учун куйидагиларни ёзишимиз мумкии:

(х =  и■ Н1 +  с{, у =  и /:2 + с2; ох =  ои-hL\ ay = o o-h2.
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Бундан:

х =  10 и +  5 =  63,50; ох — 10 оц =  24,00;

у =  5у +  8 =  35,15; ау =  5-cTj, =  13,75;

С = 5 0  С =  50 ц.Ц) =  50 -6,1802 =  309,01
ху UV \ п ]

келиб чикади.
Регрессия тенгламасини келтириб чикариш учун регрессия коэф- 

фициентини хисоблаймиз:

=  =  ” 0-536' 

у нинг х га регрессия тенгламаси ух —  у =  р (х —  х) га асосан 

7 = 3 5 ,1 5  +  0,536 (х — 63,50) ёки ух=  0,536х +  1,11 булади.

Энди х урнига унинг турли кийматлариии куйиб, ух кийматла- 

рини топамиз:

^  =  0,536-25 +  1,11 =  14,51 =  14,5 

уг =  0,536 • 35 +  1,11 = 1 9 , 9  ва >^оказо.

К,уйидаги жадвални тузамиз (8-жадвал).

8- ж  а д в а л

X Ух Ух У х - У х X Ух Ух Ух—У'х

25 14,5 15,0 - 0 ,5 75 41,3 40,0 1,3

35 19,9 22,6 — 2,7 85 46,7 47,2 — 0 ,5

45 25,2 24,1 95 52,0 53,0 —  1,0

55 30,6 29,9 0,7 105 57,4 54,6 — 1,2

65 33,0 35,3 0 ,7 115 62,8 63,0 - 0 ,2

125 68,1 68,0 0,1

Жадвалдан куринадики, хусусий уртача хакикий уртача кийматга 
етарлича якин экан.

25.1-эслатма.  Учинчи устундаги ух нинг хусусий уртача ^ий- 

матлари ^уйидагича топилади:

13-3+18-2 
у, =  ----1----  =  15;

1 3+ 2

18-6 +  23-4+ 48-1 с
У у = ----1---------  = 2 2 ,6

6 +  4 + 1

ва хоказо.

3-м и с о  л. Тупрэ:^нинг низбатан намлиги (х) ва ёпиш^о^лиги (у) 
туррисида аншуганган маълумотлар куйидагича:
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х ( % ) :  19,9 20,9 26,1 29,4 30,5 40,3 44,8
47,6 56,6 58,3 64,5 75,6

у  (г/см2) 0 ,0  0 ,6  0,1 1,1 1,7 1,7 2 ,6  3 ,4
4 ,2  5 ,8  6 ,3  7 ,3  
л =  12.

Маълумотларнинг корреляция коэффициентини ва регрессия чи- 

зигининг танланма тенгламасини тузинг.
Е ч и ш. Хисоблаш жадвалини тугридан- тугри тузамиз:

9- ж  ад  в a i

А' (х) У (у) х2 У2 Х'У

1 19,9 0,0 396,01 0,00 0,00

2 20,9 0,6 436,81 0,36 12,54

3 26,1 1,1 681,21 1,21 28,71

4 29,4 1 ,2 864,36 1,44 35,28

5 30,5 I ,7 930,25 2,89 51,85

6 40,3 1,7 1624,09 2,89 68,51

7 44,8 2,6 2007,64 6,76 116,48

8 47,8 3,4 2284,84 11,56 162,52

9 55,6 4 ,2 3091,36 17,64 233,52

10 58,3 5 ,8 3398,89 33,64 338,14

11 64,5 6,3 4160,25 39,69 406,35

12 76,6 7,3 5867,56 53,29 559,18

2 2Х =  514,7 35,9 25742,67 171,37 2013,08

х ва у кийматлари бир мартадан такрорлангани учун тугридан 

тугри формулалардан фойдаланамиз:

2х- 514,7
X =

п 12

2 у __ 3 ^9  _

42,89; х =  42,89 % .

у =  ^  =  2,99; у =  2,99 г/см2.
п 12

-  V  (х- 7)2 =  [v x2- ( 2 % 2]:12 =
n ^  L J

25742,67 — (514,7)2 : 12-3666,33;

: 12 =  ! 171,37 — (35,9)2 : 12=63,97

- У 1 (х — х) (у — у) =  [2013,08 — 514,7-35,9]: 12 =  473,27.

Энди танланма корреляция коэффициентини хисоблаймиз: 

' ^ 1( х ~ х ) { у — у) _  473,27
гт —

3666,33 ■ 63,97
=  0,977.
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Регрессия коэффициента:

Демак, регрессия тенгламаси:

Ух- У  =  Р ^ Х - х )

ёки

Yx =  2,99 +  0,13 (х —  42,89) =  0 ,13х —  2,58, 

Yx =  0,13х — 2,38.

2-§. Эгри чизицли корреляция

Агар регрессия графиги эгри чизи^ли булса, корреляцион богла- 
ниш эгри чизщли корреляция дейилади. Иккинчи тартибли парабо

лик корреляция булган ^олда Y нинг X  га регрессиясининг танлан

ма тенгламаси

куринишда булади (иккинчи тартибли параболик корреляция), а, b 
ва с параметрларни энг кичик квадратлар усулидан фойдаланиб куйи- 

даги нормал тенгламалар системасидан топилади:

а V  х2 +  Ь Y  -v +  сп =  ^  ух.

Бу X  ва Y микдорлар такрорланмай келган холдир.
Агар X  ва Y микдорлар такрорланиб келса, яъни пх ва пу час- 

тоталарга эга булса, маълумотлар корреляцион жадвал оркали бе
рилган булиб, нормал тенглама куриниши куйидагича булади:

Бунда а, b ва с параметрлар топилиб, (27. 9) тенгламага купи

ла ди.
Худди шу йул билан Y нинг X  га регрессиясининг танланма 

тенгламаси

формула ёрдамида топилади.
Y нинг X  га корреляциясининг зичлигини бахолаш учун ушбу

Ух =  ах2 +  Ьх +  с (27.9)

а 2  х* +  b 2  Xs +  с У, х2=  2  х2Ух> 

а '£х3 + ЬУ1х2 + с'%х =  ^хух, (27.9')

(1inxxi)a + { ^ п хх3)Ь +  {Ъпхх*)с = ^ п хухх2, 
('Sinxx3)a + ('^i nxx2)b + ( ^ n x х) с =  ^ п хух,

( Ъ пхх2) а +  ( х) b + пс =  2 пхух.

ху =  а\Уг + Ь\У +  с (27.10)

(27.11)
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х (%) : 19,9 20,9 26,1 29,4 30,5 40,3 44,8
47,6 56,6 58,3 64,5 75,6

у  (г/см2) 0 ,0  0 ,6  0,1 1,1 1,7 1,7 2 ,6  3 ,4
4 ,2  5 ,8  6 ,3  7 ,3  
«=12 .

Маълумотларнинг корреляция коэффициентами ва регрессия чи- 
3HFiiHHHr танланма тенгламасини тузинг.

Еч иш .  Хисоблаш жадвалини турридан- тугри тузамиз:

9- ж  ад  в а л

А' (х) У (у) *2 У2 Х'У

1 19,9 0,0 396,01 0,С0 0,00

2 20,9 0 ,6 436,81 0,36 12,54

3 26,1 1,1 681,21 1,21 28,71

4 29,4 1,2 864,36 1,44 35,28

5 30,5 1 ,7 930,25 2,89 51,85

6 40,3 1,7 1624,09 2,89 68,51

7 44,8 2,6 2007,64 6,76 116,48

8 47,8 3,4 2284,84 11,56 162,52

9 55,6 4 ,2 3091,36 17,64 233,52

10 58,3 5 ,8 3398,89 33,64 338,14

11 64,5 6 ,3 4160,25 39,69 406,35

12 76,6 7 ,3 5867,56 53,29 559,18

S 2^ =  514,7 35,9 25742,67 171,37 2013,08

х ва у кийматлари бир мартадан такрорлангани учун турридан- 

турри формулалардан фойдаланамиз:

-  514,7

п 12

Sy __ 35̂ 9 _ 

~  12

42,89; х =  42,89 % . 

: 2,99; у =  2,99 г/см2.

[25742,67 —  (514,7)2 : 12 — 3666,33;

У\у*-(%у)2 : 12 =  ! 171,37- (3 5 ,9 )2 : 12=63,97^  (у - уУ

I  V  {X— х) (у— у) =- [2013,08 —  514,7-35,9]: 12 =  473,27.
tl Е̂ДЙ̂

Энди танланма корреляция коэффициентини хисоблаймиз:

х)(У — У) _  473,27
гт =

Y ^ i x - x f ^ y - y y *  У  3666,33 -63,97

-  0,977.
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Регрессия коэффициенти:

Демак, регрессия тенгламаси:

Ух- у  =  руЛХ-х)

ёки

Yx =  2,99 +  0,13 (х —  42,89) =  0,13л: — 2,58 

Yx =  0,1 Зх —  2,38.

2-§. Эгри чизикли корреляция

Агар регрессия графиги эгри чизицли булса, корреляцион богла

ниш эгри чизикли корреляция дейилади. Иккинчи тартибли парабо

лик корреляция булган ^олда У нинг X  га регрессиясининг танлан

ма тенгламаси

куринишда булади (иккинчи тартибли параболик корреляция), а, b 
ва с параметрларни энг кичик квадратлар усулидан фойдаланиб куйи

даги нормал тенгламалар системасидан топилади:

а 2  х2 +  b 2  х +  сп =  V  ух.

Бу X  ва У  микдорлар такрорланмай келган холдир.

Агар X  ва Y микдорлар такрорланиб келса, яъни пх ва пу час- 

тоталарга эга булса, маълумотлар корреляцион жадвал оркали бе

рилган булиб, нормал тенглама куриниши к,уйидагича булади:

Бунда а, b ва с параметрлар топилиб, (27. 9) тенгламага купи

ла ди.
Худди шу йул билан У нинг X  га регрессиясининг танланма 

тенгламаси

формула ёрдамида топилади.

У  нинг X  га корреляциясининг зичлигини бахолаш учун ушбу

ух =  ах2 +  Ьх +  с (27.9)

а 2  X* +  b 2  Xs + с 2  *2 =-- 2  Х'УХ. 

а 2  х3 +  b 2  х2 +  с 2  х =  2  хух, (27.9')

( 2  пх х4) а +  ( 2  Пх х3) b +  ( 2  Пх х2) С =  2  Пх ух х2, 

( 2  я* X3) а +  ( 2  *2) 6 +  ( 2  пх х) С =  ^ п ху X, 

( ? 1пхх2)а + ('%пхх)Ь + пс =  '2пхух.

ху =  аху2 + Ьху +  с (27.10)

(27.11)
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танланма корреляцион нисбат топилади, Бу ерда

х— УТ-о-  -  1 /  - I ' 1'.! 1' 1-
ух  V п

а =  л [  ~  {ух . 
у т п

X  нинг Y га корреляцион зичлигини топиш учун эса

П — и
'*у

(27.12)

(27.13)

(27.14)

топилади.

1-мисол.  Тажриба натижасида куй и да г и маълумотлэр олинган:

X 2 4 6 8 10

У 9 6 5,5 6 ,5 11

х ва у лар у =  ах2 +  Ьх +  с куринишдаги тенглама билан боглан- 

ган деб, а, Ь ва с ни энг кичик квадратлар усули билан топинг.
Е чи ш .  Хисоблашларнн соддалаштириш учун куйидаги жадвал- 

ни тузамиз:

X 2 4 6 8 10
М
* II СО о

У 9 6 5,5 6 ,5 11 v ,  = 3 8

ху 18 24 33 52 110 ^37

х- 4 16 36 64 210 =  220

дfly 36 96 198 416 1100 2 * » „  =  1846

X3 8 64 216 512 1000 =  1800

X4 16 256 1296 4096 10000 У *«  =  15664

Топилган кийматларни нормал тенгламага куямиз:

[ 15664 а +  1800 b +  220с =  1846,

1800а +  220 b +  30 с =  237,

I 220 а +  30 Ь + 5с =  38.

Энди бу системани а, Ь, с га нисбатан ечамиз. Учинчи тенгламани 
44 га купайтириб, биринчи тенгламадан айирамиз:

_  15664а +  18006 +  220с =  1846 
9680а + 13206 + 220с =  1672
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Учинчи тенгламани б га купайтириб, иккинчи тенгламадан айирамиз:

_  1800а+  2206 + 30с =  237 

1320 д +  1806 +  30с =  228

480 а +  406 =  9 

Шундай килиб, куйидаги системани ^осил киламиз:

( 5984 а +  480 6 =  174,

| 4 8 0 а + 40 6 =  9.

Бу системани а ва 6 га нисбатан ечсак:

92733 п о. 
а =  —  «  0,3 

112
6 =  — -

290
—  3,3

келиб чикади. Булардан фойдаланиб с ни топамиз: с; 

у орасидаги богланишни курсатувчи (27.9) функция

Ух— 0,3.x2 —  3,3.x +  14,5

14,5. х ва

куринишда булади.
2-мисол.  Куйидаги корреляцион жадвалда берилган мгълумот- 

лар оркали ух — ау2 +  6х +  с танланма регрессия тенгламасини ва 

корреляцион нисбатни топинг:

X

у

2 3 5 П у

25 20 _ 20

45 — 30 1 31

110 — 1 48 49

пх 20 31 49 п =  100

Е чи ш .  Параметрларни топиш учун куйидаги хисоблаш жадва- 

лини тузамиз (жадвалдаги каср сонлар яхлитланган):

X пх Ух П х х пх х2 пх х3 пх х4 ПхУ* ПхУх'Х "хУх-х*

2 20 25 40 80 160 320 500 1000 2000

3 31 47,1 93 279 837 2511 1460 4380 13141

5 49 108,7 245 1225 6125 30625 5325 26624 133121

V 100 378 1584 7122 13456 7285 32004 148262

ух ни топиш усулини ту1иунтирамиз:

20-25 

Уг =  9п “  25,

Уэ =

20

30-45+110

31
=  47,1,
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Жадвалдаги топилган кийматларни (27.9') формулага цуямиз:

( 33456 а +  7122 Ь+  1584 с =  148262,

7122а +  1584 b +  878 с =  32004,

1584 а +  378?;+  100 с =  7285.

Бу системами ечиб ^уйидагиларни топамиз:

а =  2,94; Ь =  7,27; с =  — 1,25.

Шундай килиб, изланаётган регрессия тенгламаси ушбу

Ух — 2,94 л:2 +  7,27х —  1,25

куринишга эга экан.

Бу тенглама буйича ^исобланган шартли уртача ^ийматлар >̂ исоб- 

лаш жадвалидаги шартли уртача кийматлардан сал фарц килиши 

мумкин, масалан х =  2 да жадвал буйича у1 =  25, тенглама буйича 
эса

у2 =  2,94 ■ 4 +  7,27 • 2 — 1,25 =  25,05.

Демак, топилган тенглама кузатиш маълумотлари билан жуда 
мос келади.

Энди корреляцион нисбатни топамиз. Бунинг учун аввал умумий 
уртача кийматни топамиз:

У^пуу  20-25 +  31-45+49-100 7 о  ок 

У ~ — ~п -  100 -  U '6b-

49

Сунгра умумий квадратик четланишни топамиз:

/  \пу(у — у)2 _  
п

| / 20(25—72,35)2+31(45— 72,35)2+49(110— 72,35)2 _  „
_  | ----------------------------------_ о----------------------------------------

Группалараро уртача квадратик четланишни топамиз:

гг- =  1 /  2 ”лг(у —у)2 _
ух V п

- V [25(25 — 72,35)2+45 • (47,9— 72,35)* +110(107— 72,35)*]: 100 =

=  35,9.

Демак, корреляцион нисбат такрибаи цуйидагига тенг:



И Л  О В А

1-жадвал

Ф(х) — е 2 функция цийматларининг жадвали
I  2я

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973

0 1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 •'939 3932 3925 3918

0 2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825

0 3 3814 3602 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697

0 4 3683 3668 3652 3637 3621 ЗС05 3589 3572 3555 3538

0 5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352

0 6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 320Э 3187 3166 3144

0 7 3123 3101 3079 3056 2034 3011 2989 2966 2943 2920

0 8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685

0 9 1661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1 0 0,2420 2396 2371 2343 2323 2299 2275 2251 2227 2203

1 1 2179 2155 2131 2107 О ос СО 2059 2036 2012 1989 1965

1 2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736

1 3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518

1 4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315

1 5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127

1 G 1 10Э 10Э2 1074 1057 1040 1023 1006 0389 0973 0957

1 7 0Э40 0Э25 090Э 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804

I 8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669

1 9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

2 0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449

2 1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363

2 2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290

2 3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229

2 4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180

2 5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139

о 6 0131 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2 7 0104 0101 С0Э9 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2 8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061

2 9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3,0 0,0044 .0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034

3,1 0033 *0032 003) 0030 0029 0028 0027 0026 0025 оо: 5

3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 00.0 0019 0018 0018

3 ,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 (013

3,4 0012 0012 0012 ООП ООП 0010 0010 0010 0009 00Э9

3,5 0003 0003 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006

3 ,6 0006 0006 0006 0005 0(05 0005 0005 0005 0005 ООО!

3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003

3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002

3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001

2- ж  а д в а л

х гг

ф  (г) = — Г е т  dz функция кийматларининг жадвали

V 2 „ j

X Ф  (х) X Ф  (х) X Ф  (х) X Ф  (X)

0,00 0,0000 0,32 0 1255 0 64 0 2389 0 96 0 3315

0,01 0,0040 0,33 0 1293 0 65 0 2422 0 97 0 3340

0,02 0,0080 0,34 0 1331 0 66 0 2454 0 98 0 3365

0,03 0,0120 0,35 0 1368 0 67 0 2486 0 99 0 3389

0,04 0,0160 0,36 0 140S 0 68 0 2517 1 00 0 3413

0,05 0,0199 0,37 0 1443 0 69 0 2549 1 01 0 3438

0,06 0,0239 0,38 0 1480 0 70 0 2580 1 02 0 3461

0,07 0,0279 0,39 0 1517 0 71 0 2611 1 03 0 3485

0,08 0,0319 0,40 0 1554 0 72 0 2642 1 04 0 3508

0,09 0,0359 0,41 0 1591 0 73 0 2673 1 05 0 3531

0,10 0,0398 0,42 0 1628 0 74 0 2703 1 03 0 3354

0,11 0,0438 0,43 0 1664 0 75 0 2734 1 07 0 3577

0,12 0,0478 0,44 0 1700 0 76 0 2764 1 08 0 3599

0,13 0,0517 0,45 0 1736 0 77 0 2794 1 09 0 3621

0,14 0,0557 0,46 0 1772 0 78 0 2823 1 10 0 3643

0,15 0,0596 0,47 0 1808 0 79 0 2852 1 11 0 3665

0,16 0,0636 0,48 0 1844 0 80 0 2881 1 12 0 3686

0,17 0,0675 0,49 0 1879 0 81 0 2910 1 13 0 3708

0,18 0,0714 0,50 0 1915 0 82 0 2939 1 14 0 3729

0,19 0,0753 0,51 0 1950 0 83 0 2967 1 15 0 3749

0,20 0,0793 0,52 0 1985 0 84 0 2995 I 16 0 3770

0,21 0,0832 0,53 0 2019 0 85 0 3023 1 17 0 3790

0,22 0,0871 0,54 0 2054 0 86 0 3051 1 18 0 3810

0,23 0,0910 0,55 0 2088 0 87 0 3078 1 19 0 3830

0,24 0,0948 0,56 0 2123 0 88 0 3106 1 20 0 3849

0,25 0,0987 0,57 0 2157 0 89 0 3133 1 21 0 3869

0,26 0,1026 0,58 0 2190 0 90 0 3159 1 22 0 3883

0,27 0,1064 0,59 0 2224 0 91 0 3186 1 23 0 3907

0,28 0,1103 0,60 0 2257 0 92 0 3212 1 24 0 3925

0,29 0,1141 0,61 0 2291 0 93 0 3238 1 25 0 3944

0,30 0,1179 0,62 0 2324 0 94 0 3264

0,31 0,1217 0,63 0 2357 о 95 0 2389
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2-ж а д в а л н и  н г д а в о м и

X Ф  (х) 1 х Ф  (X) X Ф  (х) X Ф  (*)

! ,26 0,3962 1,59 0,4441 1,92 0,4726 2,50 0,4938

1,27 0,3980 1,60 0,4452 1,93 0,4732 2,52 0,4941

1,28 0,3997 1,61 0,4463 1,94 0,4738 2,54 0,4945

1 ,29 0,4015 1,62 0,4471 1,95 0,4744 2,56 0,4948

1 ,30 0,4032 I ,63 0,4484 1 ,96 0,4750 2,58 0,4951

1 ,3! 0,4049 1 ,64 0,4495 1,97 0,4756 2,60 0,4953

i ,32 0,4066 1 ,65 0,4505 1,98 0,3761 2,62 0,4956

1 ,33 0,4082 1 ,66 0,4515 1 ,99 0,4767 2,64 0,4959

1,34 0,4099 1 ,67 0,4525 2,00 0,4772 2,66 0,4961

1 ,35 0,4115 1,68 0,4535 2,02 0,4783 2,68 0,4963

1,36 0,4131 1,69 0,4545 2,04 0,4793 2,70 0,4965

1,37 0,4147 1 ,70 0,4554 2,06 0,4803 2,72 0,4967

1,38 0,4162 1,71 0,4564 2,08 0,4812 2,74 0,4969

1,39 0,4177 1,72 0,4573 2,10 0,4821 2,76 0,4971

1 ,40 0,4192 1 ,73 0,4582 2,12 0,4830 2,78 0,4973

1 ,41 0,4:07 1,74 0,4591 2,14 0,4838 2,80 0,4974

1 ,42 0,4222 1 ,75 0,4599 2,16 0,4846 2,82 0,4976

1 ,43 0,4236 1 ,76 0,4608 2,18 0,4754 2,84 0,4977

1 ,44 0,4251 1,77 0,4616 2 ,:о 0,4861 2,86 0,4979

! .45 0,4265 1,78 0,4625 2,22 0,4868 2,88 0,4980

1,46 0,4279 1,79 7,4633 2,24 0,4875 2,90 0,4981

1 ,47 0,4292 1 ,80 0,4641 2,26 0,4881 2,92 0,4982

1 ,48 0,4306 1,81 0,4649 2,28 0,4887 2,94 0,4984

1 ,49 0,4319 1 ,82 0,4656 2,30 0,4893 2,96 0,4985

1 ,50 0,4332 1,83 0,4664 2,32 0,4898 2,98 0,4986

1 ,51 0,4345 1 ,84 0,4671 2,34 0,4904 3,00 0,49865

1 ,52 0,4357 1,85 0,4678 2,36 0,4909 3,20 0,49931

1 ,53 0,4370 1,86 0,4686 2,38 0,4913 3,40 0,49966

1 ,54 0,4382 1,87 0,4693 2,40 0,4918 3,60 0,499841

1,55 0,4394 1,88 0,4699 2,42 0,4922 3,80 0,499928

1 ,56 0,4406 1 ,89 0,4706 2,44 0,4927 4,00 0,499968

1 ,57 0,4418 1,90 0,4713 2,46 0,4931 4,50 0,499997

1,58 0,4429 1 ,91 0,4719 2,48 0,4934 5,00 0,499997
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iy =  (7, n) кийматлар жадвали

3- ж а д в а л

V
0,95 0,99 0,999 1

\  Y
0,95 0,99 0,999

п п \

5 2,78 4 ,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883

6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745

7 2,45 3,71 5,96 30 2,045 2,756 3,659

8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,720 3,600

9 2,31 2,36 5,04 40 2 ,023 2,708 3,558

10 2,26 3,25 4,78 45 2,016 2,692 3,527
1 1 2,23 3,17 4,59 50 2,009 2,679 3,502

12 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,662 3,464
13 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,439
14 2,16 3,01 4 22 80 1,001 2,640 3,418
15 2,15 2,98 4,14 90 1 ,987 2,633 3,403
16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,627 3,392
17 2 12 2,92 4,02 120 1 ,980 2,617 3,374
18 2,11 2,90 3,97 1 ,960 2,576 3,291
19 2,10 2,88 3,92 1 ,960

g =  g(y, п) цийматлар жадвали

4- ж ад  в ал

\ 7

П
0,95 0,99 0,999 IX 0,95 0,99 0,999

5 1,37 2,67 5,64 £0 0,37 0,58 0,88

6 1,09 2,01 3,88 25 0,32 0,49 0,73

7 0,92 1 ,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63

8 0,80 1 ,38 2,42 35 0,26 0,38 0,56

9 0,71 1 ,20 2,06 40 0,24 0,35 0,50

10 0,65 1,03 1 ,80 45 0,22 0,32 0,46

11 0,59 0,98 1 ,60 50 0,21 0,30 0,43

12 0,55 0,90 1 ,45 60 0,188 0,269 0,38

13 0,52 0,83 1 ,33 70 0,174 0,245 0,34

14 0,48 0,78 1 ,23 80 0,161 0,226 0,31

15 0,46 0,73 1 ,15 90 0,151 0 ,2 1 1 0,29

16 0,44 0,70 1 ,07 100 0,143 0,198 0,27

17 0,42 0,66 1 ,01 150 0,115 0,160 0,211

18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185

19 0,39 0,60 0,92 250 0,089 0,120 0,162
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