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СУЗ Б О Ш И

Алгебра — математиканинг алгебраик амалларни орга
ну вч и булими. Энг содда алгебраик амаллар — натурал 
сонлар ва мусбат рационал сонлар устидаги амаллардир. 
Уларнинг барча асосий хоссалари кдцим замонларда маъ- 
лум булган. Алгебраик фикр ва белгиларнинг ривожлани- 
шига Диофант "Арифметика"сининг (эрамизнинг III асри) 
таъсири катта булган. Алгебранинг бундан кейинги ри- 
вожланишига Хивада тугилган ва IX асрда яшаган мате
матик ва астроном Мухаммад ибн Мусо ал-Хоразмийнинг 
"Ал-жабр ва ал-мук;обала" асарининг таъсири жуда катга 
булган. "Алгебра" атамаси Хоразмийнинг ана шу асари
нинг нрмидан олинган. Бу, асарда биринчи ва иккинчи 
даражали алгебраик тенгламаларни ечишга келтирилади- 
ган масалаларни ечишнинг умумий усуллари берилган.

XV асрнинг охирига келиб, шу давргача математик асар- 
ларда ишлатилган алгебраик амалларнинг узундан-узун 
с^зли ифодалари Урнига ^озир кабул кдлинган + ва -  
ишоралари, даража, илдиз ва кдвс белгилари пайдо булди. 
Ф. Виет (XVI асрнинг охири) биринчи булиб номаълум- 
лар ва масалаларда берилган катталиклар учун хдрфий бел- 
гиларни ишлата бошлади. XVII асрнинг урталарига келиб 
асосан дозирги замонда ишлатилаётган алгебраик белги- 
лашлар к,абул килинди.

XVII—XVIII асрларда "Алгебра" деб алгебраик тенгла
маларни ечиш ва ^арфий формулаларни айний узгарти- 
риш х;акидаги фан тушунилган. XVIII асрнинг урталарига 
келганда алгебра ^озир "элементар алгебра" деб тушуни- 
ладиган хджмда юксалди.
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XVIII—XIX асрлар алгебраси — бу асосан кущадлар 
алгебрасидир. Бир номаълумли алгебраик тенгламалар 
назарияси билан бирга бир неча номаълумли алгебраик 
тенгламалар тизимларини ечиш назарияси хдм ривожлан- 
ди. Хусусан, чизикди тенгламалар тизимлари назарияси 
яхши ривожланди, матрица ва детерминант тушунчалари 
пайдо бУдци,

XIX асрнинг урталаридан бошлаб, алгебрада ихтиёрий 
алгебраик амалларни урганиш масалалари пайдо булди. 
XX асрнинг бошларида Д. Гильберт, Э. Штейниц, Э. Ар- 
тин ва Э. Нетер каби математиклар асарлари таъсирида 
ихтиёрий алгебраик амалларни урганиш алгебранинг асо- 
сий масаласига айланди ва ^озир х,ам шундай булиб крд- 
мокда.

Алгебранинг ^озирги замон математикасидаги ах,ами- 
яти нщоятда катта. Умуман, хозирги замон математика- 
си куп булимларининг "алгебраиклашиши" кучайиб бор- 
мокда. Математика бошкд булимлари масалаларининг ал
гебра тилига Утказилиши, уларни ечиш учун нщоятда 
унумли булган формал алгебраик дисоблашларни татбик, 
к^шишга имкон беради. Кейинги вак^тларда математикада 
бу йул билан мух,им ихтиролар кдлинган (масалан, топо- 
логияда). Алгебранинг физикада, кибернетикада ва мате
матик ик,тисодда мущм татбикдари бор.

Мазкур китоб университетлар ва пединститутлар ма
тематика булимлари талабаларига мулжалланган булиб, уч 
к^смдан иборат. Бу кдсмлар Тошкент давлат университе- 
тида Ухитил ад иган алгебра курси укув дастурига мос ке- 
лади.

Китобнинг 67- ва 68-параграфларини ёзишда доц. 
Б. Турсунов якдндан ёрдам берди. Муаллифлар унга уз 
миннатдорчиликларини билдирадилар.

Китоб хакдцаги фикр-мулодазаларни муаллифлар мам- 
нунлик билан к;абул к^ладилар ва олдиндан миннатдор- 
лик билдирадилар.



Биринчи боб. 

ТУПЛАМЛАР ВА ФУНКЦИЯЛАР

1-§. ТУПЛАМЛАР

Тунлам \озирги кунда математиканинг энг умумий ва 
шу билан бирга энг бошлангач тушунчаларидан биридир.

Математикада туплам деганда нарсаларнинг, хдциса- 
ларнинг ихтиёрий мажмуи (синфи, бирлашмаси) тушу- 
нилади. Тупламни ташкил этувчи нарсалар, хдцисалар 
унинг элементлари деб аталади. Купинча тупламнинг эле- 
ментлари узларининг бир ёки бир нечта хосса ва белгила- 
ри билан тупламга кирмаган нарсалардан, додисалардан 
ажралиб туради.

Тупламга кирувчи барча элементлар турли хисоблана- 
ди, яъни унда айнан бир хил элементлар булмайди.

Одатда тупламларни катта лотин харфлари билан, улар- 
нинг элементларини эса кичик лотин харфлари билан бел- 
гиланади.

Тупламларга мисоллар:
1) Ер юзидаги барча одамлар туплами;
2) Ер юзидаги барча давлатлар туплами;
3) Ушбу 1, 2, 3, 4 сонлардан иборат туплам; элемент

лари бу усулда бирин-кетин таърифлаб берилган туплам
ларни куйидагича белгилаш к,абул кдлинган: {1, 2, 3, 4};

4) NИ = (1, 2, ..., п} — 1 дан п сонигача булган натурал 
сонлар туплами;

5) N =  {1, 2, 3, ...} — барча натурал сонлар туплами;
6) Z  — барча бутун сонлар туплами;
7) Q — барча рационал сонлар туплами;
8) R — барча хдк.икдй сонлар туплами.
Бундан кейин хам Nn, N, Z, Q, R  белгиларни худди шу 

тУпламлар учун ишлатамиз.
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Кулайлик учун бирорта х,ам элементга эга булмаган 
туплам дам курилади. Уни буш туплам деб аталади ва 0  
билан белгиланади.

Ушбу х  G А ёзув билан х  элемент А тупламнинг эле- 
менти эканлиги белгиланади; бу долда х  элемент А туплам - 
га тегшили (А т^пламда ётади) дейилади. Акс дол яъни х  
элементнинг А тупламга тегишли эмаслиги х  Е А билан 
белгиланади.

Т а ъ р и ф . Агар А тупламнинг х,ар бир элементи В 
тупламга хдм тегишли булса, А туплам В тупламнинг цисм 
туплами (цисми) дейилади ва А С  В ёки В Э  А билан белги
ланади.

Бу долда В  туплам А тупламдан катта ёки тенг, А туплам 
эса В тупламдан кичик ёки тенг дам дейилади. Ушбу " С  
ва "2" белгилар эса тупламлар орасидаги тенгсизлик му- 
носабати дейилади.

Масалан, юкрридаги мисолимизда N  туплам Z  туплам
нинг кдсм туплами, N  Q Z.

Бу таърифдан бевосита куйидаги хоссалар келиб чи- 
кдци:

1) Буш туплам дар к.андай А тупламнинг кдсм тупла- 
мидир, яъни 0  С А;

2) Хар к;андай А туплам учун А С А (тенгсизликнинг 
рефлексивлик хоссаси);

3) Агар А £  В ва В С С булса, у долда А С С (тенгсиз
ликнинг транзитивлик хоссаси).

Агар А £  В булса, кУпинча А нинг элементлари В нинг 
А га кирмаган элементларидан бир ёки бир нечта хосса
лар билан ажралиб туради. Бундай к,исм тупламларни куйи- 
дагича белгилаймиз:

А = {х & В \ х  А ъ м  белгилайдиган хоссалар }.
Масалан,
А = {п G N  | п сони 3 га булинганда к;олдик; 1}, яъни А 

туплам биринчи хади 1 ва айирмаси 3 булган арифметик 
прогрессия дадларидан иборат.

Т а ъ р и ф. Агар A Q  В ъаВ  С А булса, А ва В тупламлар 
тенг дейилади ва А = В билан белгиланади. Акс урл, яъни А 
ва В тупламларнинг тенгмаслиги А & В билан белгиланади.
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Бу таърифдан тенглик муносабатининг куйидаги хос- 
салари бевосита келиб чикдци:

1) Х,ар кдндай А туплам учун А = А (тенгликнинг реф- 
лексивлик хоссаси);

2)Агар А = В  булса, у долда В = А (тенгликнинг сим- 
метриклик хоссаси);

3) Агар А -  В  ва В = С булса, у долда А = С (тенглик
нинг транзитивлик хоссаси).

Агар А ва В тупламлар учун А С В ва А *  В Гринли 
б^лса, буни киск,ача А с . В  билан белгилаймиз. Ушбу "С" 
ва "D" белгилар тупламлар орасидаги цатъий тенгсизлик 
муносабати дейилади. Ушбу А С  В муносабатнинг маъно- 
си шундан иборатки, А нинг дар бир элементи В га те
гишли, аммо В нинг А га тегишли булмаган элементлари 
мавжуд. Масалан, юкррида келтирилган тупламлар учун 
N 'C N  С Z C  Q С R.

Равшанки, агар А С В ва В С С булса, А С С (к;атьий 
тенгсизликнинг транзитивлик хоссаси).

Шуни айтиш керакки, А С В ва В с  А шартлар бир 
вацтда уринли эмас.

Буш булмаган дар кдндай А туплам иккита турли крем 
тупламга эга: 0  , А; бу кием тупламлар хосмас крем туплам
лар дейилади. Боища (яъни 0  С В С А шартни кдноат- 
лантирувчи) крем тупламлар хос крем тупламлар дейила
ди. Буш туплам ва битта элементдан иборат туплам хос 
крем тупламларга эга эмас.

Элементларининг Узи дам туплам булган тупламлар кУп 
учрайди. Улар тупламлар тизими дейилади.

Масалан А туплам текисликдаги барча тугри чизикдар- 
дан иборат туплам булсин. Бу мисолда А тупламнинг эле
менти — тУфи чизикринг узи — тУплам булиб, бу туплам 
шу тугри чизикда ётувчи барча нук,талардан иборат. Бу 
ерда тугри чизикринг узи А тупламга кирадию, аммо ун- 
даги нук^аларнинг бирортаси дам А тупламнинг элемен
ти эмас.

Тупламлар тизими элементларини баъзан катта лотин 
дарфлари билан белгиланади.
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2-§. ТУПЛАМЛАР АЛГЕБРАСИ

Тупламлар устида бир нечта амаллар бажариб, бу амал- 
ларнинг хоссаларини Урганамиз.

А ва В — ихтиёрий тупламлар булсин. Бу иккита туплам
дан иборат {А, В) тупламлар тизимини кдраймиз.

Агар с £  А ва с е  В шартларнинг иккаласи хам Уринли 
булса, бундай с элемент А ва В тупламларнинг ({А, В} 
тизимнинг) умумий элементы дейилади.

Т а ъ р и ф .  Л в а Б  тупламларнинг барча умумий элемент- 
ларидан тузилган туплам А ва В тупламларнинг кесишмаси 
(баъзан купайтмаси, умумий щисми) дейилади ва А П  В би
лан белгиланади.

'  Масалан, А ={0, 1, 2, 3} ва В  ={1, 3, 5, 7} булса, у холда 
А П В = {\, 3}л

Кесишма амали таърифидан куйидаги хоссаларнинг 
Уринлилиги бевосита келиб чик;ади:

а:) Хар к^ндай/4 туплам учун ̂ 4 Г)А = А ,А Г \0  = 0 П А  = 0 . 
а^ Хар к;андай А ва В тупламлар учун А П В =В П А 

(коммутативлик хоссаси).
а3) Хар кандай А, В, С тупламлар учун (А П В) Г) С = 

= А  П (В П Q  (ассоциативлик хоссаси).
а4) Хар к,андай А ва В  тупламлар учун А □ А Г) В ва 

В Э А П В.
а5) Агар А, В, С тупламлар учун А 2  С ва В  □ С булса, 

у долда А П В 2  С.
Агар А ва В  тупламларнинг кесишмаси буш туплам, 

яъни А Г) В  = 0  булса, улар кесишмайдиган тупламлар 
дейилади.

Агар х  элемент учун х  е  А ва х  е  В шартларнинг ками
н а  бири Уринли булса, бундай элемент {А, В) тизимга те

гишли дейилади.
Г Т  а ъ р и ф. '{А, В) тизимга тегишли булган барча элемент- 

лардан тузилган туплам А ва  В тупламларнинг бирлашма- 
си (баъзан, йишндиси) дейилади ва A U В билан белгила
нади.

Масалан, агар А = {0, 1, 2, 3} ва В = {1, 3, 5, 7} булса, у 
холда A U В = {0, 1, 2, 3, 5, 7}.



Бирлашма /амали таърифидан куйидаги хоссаларнинг 
Уринлилиги бевосита келиб чикдци:

bj) ХаР кандай А туплам учун A  U А =А, A U 0  = 0  U 
А = А.

Ь2) Хар кандай А ва В тупламлар учун A U В = В U А 
(коммутативлик хоссаси).

Ь3) Хар кдндай А, В, С тупламлар учун (A\J В )  KJ С = А 
U (В U С) (ассоциативлик хоссаси).

Ь4) Хар кандай А ва В тупламлар учун А С A U В ва 
В С A U В.'

Ь5) Агар А, В, С тупламлар учун A Q С ва В С С булса, 
у долда A U В  £  С,_1

Хар кандай А, В, С тупламлар учун кесишма ва бир
лашма амалларини узаро боглайдиган куйидаги айният- 
лар (дистрибутивлик хоссалари) Уринли:

Cj) A U (В П С) = (A U В)  П (A U С). 
с2) А П (В U С) = (А П В)  U (A U С).

Буларнинг биринчисини исботлаймиз. Бунинг учун 
v4U (ЯП С)С (Л и  В )  П ( Л и  С ) в а Л и С 5 П  C ) D ( A \ J B )  
П (у4 U С)  муносабатларнинг иккаласи х,ам уринлилиги- 
ни кУрсатиш кифоя. Юкрридаги (Ь4) хоссага кУра А С A U 
В ва А £  A U С. Бундан а5) хоссага асосан А  £  {A U В ) П 
(A U С). Юкоридаги а4) ва Ъ4) хоссаларга асосан В П С С 
В £ А и В в а В Г \ С С  С Q A U  С. Бундан а5) муносабатга 
кура В Г \ С £  (А и В ) Г \  (A U С).  Натижада Ь5) хоссага 
асосан A U (В П C ) L  (А и В ) Г \  (A U С).

Энди A U  (В Г\ С) 2  ( AU В )  Г\ (А П С)  муносабатни 
исботлаймиз. Фараз крлайлик, х  G. (A U В)  П (Л U С). У 
долда x g A U  В в а х е А и  С. Бу ерда икки дол булиши 
мумкин: 1) х  G А; 2) х  G А. Биринчи долда х  G А дан х  £  
A U (В П Q  муносабат келиб чикади. Иккинчи долда х  G 
A, x E A U  В, x G A U  С муносабатлардан х  G В ва х е  С 
эканлиги, яъни х  G В  П С келиб чикдци. Бундан х  G A U 
(ВП С). Демак иккала хдпда дамх G A U (В П С ). Бу ерда 
х  элементнинг ихтиёрийлигидан (A U В) П {A U С ) С A U 
{В П С)  муносабатни оламиз. Шу билан с:) хосса исбот- 
ланди.
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Иккинчи айниятнинг исботи биринчининг исботига 
ухшаш; уни исботлашни укувчига ^авола кдламиз.

Т а ъ р и ф. А тупламнинг В тупламга кирмаган элемент- 
ларидан иборат туплам А ва В тупламларнинг айирмаси 
(баъзан В нинг А даги тулдирувчиси) дейилади ва А\В билан 
белгиланади.

Масалан, агар А = {0, 1, 2, 3} ва В = {1, 3, 5, 7} булса, у 
долда А\В = {0, 2} ва В\А = {5,7}.

Бу мисолдан куринадики, тупламларни айириш амали 
учун коммутативлик хоссаси дар к;андай А ва*Я тупламлар 
учун Уринли эмас. Бу амал учун ассоциативлик хоссаси 
дам уринли эмас. Бунга мос мисол топишни укувчига даво- 
ла крламиз.

3-§. АКС ЭТТИРИШЛАР

А ва В  буш булмаган тупламлар булсин.
Т а ъ р и ф. Агар бирор /  %оидага мувофщ А тупламнинг 

удр бир х  элементига В тупламнинг бирор у элементи мос 
цуйилган булса, бу /  цоидага акс эттириш (аксланиш, акс- 
лантириш, функция) дейилади в а / : А ->■ В ёки у  = f(x) билан 
белгиланади.

Х,аётда, техникада ва бопща фанларда одатда / :  А -* В 
акс эттиришлар А туплам элементларининг маълум хос- 
сасини белгиловчи катталик сифатида учрайди. Масалан, 
А бирор шадардаги одамлар туплами булсин. У долда а €  
А учун f(a) деб а одамнинг буйи узунлигини оламиз. На- 
тижада f  : А -* R  акс эттириш досил булади.

Умуман, бирор / :  А -» В акс эттириш каралса, уни А 
туплам элементларининг бирор /  хоссаси деб тушуниш 
мумкин.

А туплам /а к с  эттиришнинг аницланиш содаси, В туплам 
эса щийматлар содаси дейилади. Бу /  аксланишдаги у  эле
мент х  элементнинг /  — тасвири (образи), х  элемент эса у 
элементнинг /  — асл образи дейилади.

Агар у  £  В  берилган булса, у долда унинг барча /  - асл 
образларидан иборат туплам унинг /  - асл образи дейила
ди ва f - 1 (у) оркдли белгиланади.
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Ушбу f  (А) = {у G В / бирор х  G А  учун у = f(x)} туплам, 
яъни х  элемент А тупламда узгарганда f(x) нинг к^бул 
крлган барча крйматларидан иборат туплам А тупламнинг 
/  — образи дейилади. Равшанки f(A) С В.

Масалан, / ;  R -* R  — функция f(x) = х2 крида буйича 
дар бир дакдкрй сонга унинг квадратини мос куйган булса, 
у долда f(R) манфий булмаган дакдаий сонлар туплами- 
дан иборат.

Агар f : А -* В акс эттириш учун шундай bgG В элемент 
мавжуд булсаки, барча х  G А элементлар учун f(x) = bg 
булса, униУзгармас акс эттириш (функция) дейилади. Унинг 
учун f ' l( b j  = А ва бопща дар кдндай b G В  учун f  2(b) = 0 .

Т а ъ р и ф .  Агар f :  А -» В ва g : А ■* В акс эттиришлар 
yip  бир х  G А учун f(x) = g(x) тенгликни цаноатлантирса, 
улар тенг дейилади ва бу муносабат /  = g куринишда ёзи- 
лади.

Берилган А ва В тупламлар учун барча / ;  А -* В  акс 
эттиришлардан иборат тушгамни ВА оркдли белгилаймиз.

Аг туплам А нинг бирор крем туплами булсин. ХаР бир 
х  Е А1 учун f / x )  = f(x) тенглик билан аникданган f 1 :А,~* В 
акс эттириш /  акс эттиришнинг торайиши, /  акс эттириш 
эса акс эттиришнинг кенгайиши (давоми) дейилади.

Масалан, R тупламда аникданган f(x) = ^]х] функция 
[ 0 j +°о) тупламда аникданган f / x )  -  уГх функциянинг 
давомидир.

Т а ъ р и ф .  Агар f  :А -* В акс эттириш учун х,ар бир у  G В 
элемент А тупламда камида бир f  — асл образга эга булса 
бундай акс эттириш сюръекция дейилади.

Т а ъ р и ф .  Агар f :  А -* В акс эттириш учун %ар бир у  G В 
элемент биттадан орт ик/ — асл образга эга булмаса (яъни 
А да ётувчи х р х2 элементлар учун f ( x )  ~ f ( x j  тенгликдан 
х, = х2 тенглик келиб чщеа), бундай акс эттириш инъекция 
дейилади.

Т а ъ р и ф .  Бир вацтда х,ам сюръекция ва хдм инъекция 
булган f  : А -+ В акс эттириш биекция (узаро бир цийматли 
аксланиш) дейилади.

Бошк,ача айтганда,/:^  -* В акслантириш биекция були- 
ши учун куйидаги шартни крноатлантириши керак: х  эле
мент А тупламдаги дар бир крйматни бир мартадан к;абул
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кдгаб узг£РгаВДа бу вакггда у  = f(x) функция В тУпламдаги 
дар бир к,ийматни фак;ат бир марта кабул калган долда 
узгаради.

Юк,орИДа келтирилган / :  R -» R,f(x) = х2 функция сюръ
екция да\* эмас, инъекция дам эмас. Чунки манфий сон- 
ларнинг бирорта дам асл образи мавжуд эмас, мусбат сон- 
ларнинг ХаР бири эса иккитадан асл образга эга. Агар 
R+ = [о,  + 00) белгилаш киритиб, / ; : R  -» R+, f(x) = x2 
функциями карасак, у сюръекция булади. Ушбу/.,: RJ -» R, 
f(x) = х2 функция инъекция в а / , ; Щ -» R+, f / x )  = х2 функ
ция эса биекция булади.

Ихтиёрий иккита / :  А -* В ва g : В ■* С акс эттиришлар 
берилган булсин.

Т а ъ р ^ Ф -  Хар бир x S  А учун ушбу р(х) = g(f(x)) муноса- 
бат билаН аницланган р : А -*• С акс эттиришга f  ва g акс 
эттиришЛарнинг композициям (суперпозицияси, баъзан 
купайтм0си)  дейилади ва р = gf билан белгиланади.

Агар А — В = С булса, у долда gf: А -> А композиция 
билан бирга./?: А ■* А композиция дам кдралиши мумкин. 
Бу долда умуман айтганда,^ Ф gf. Масалан, агар /: R -* R , 
f ( x )  = х 2, -* R, g(x) = х  + 1 булса,  у долда
f(g(x)) = f(x  + l) = (x+  I)2 ва gf(x) = g(x2)  = x2 + l. Демак
fg * g f-

1 - т е 0 Р е м а * XaP кандай учта f : A  -* В, g :B  -* С, 
h: C-* D акс эттиришлар учун h(gf) = (hg)f.

И с б о т. 5(ак;икатан дам дар бир х Е А учун 
h(gf)(x) = h(gf(x)) = h(g(f(x))) ва (hg)f(x) = hg(f(x)) = h(g(f(x))).

Бу теоремадаги айният акс эттиришлар композиция- 
сининг зссоциативлик хоссаси дейилади.

Хдр канДай А тупламнинг барча х  Е А элементлари 
учун е(х) ~ е тенглик билан аник,ланган е = еА :А -* А акс 
эттириш А тупламнинг айний аксланиши (бирлик аксла- 
ниши) дейилади.

Равшзнки, дар к;андай А туплам учун бирлик аксла- 
ниш е :А -* А — биекциядир. Бирлик аксланишларнинг 
асосий хоссаси шуки, дар кандай f : A  -* В акс эттириш 
учун feAi:eBf = f

Т а ъ р и Ф- Агар f : A  -* В акс эттириш учун шундай 
g : В -* А акс эттириш мавжуд булсаки, g f -  еА в a fg=  ев
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уринли булса, бундай /  акс эттириш тескариланувчи, g акс 
эттириш эса /  га тескари дейилади.

Таърифдан куринадики, g акс эттириш %ам тескарила
нувчи ва /  акс эттириш унга тескари булади.

2 - т е о р е м а .  Агар/ акс эттиришнинг тескариси мав
жуд булса, у  ягона.

И с б о т. Фараз крлайлик, g : В -* А ва h : В -» А акс 
эттиришлар/ га тескари булсин, яъни g f = eA, h f  = eA,fg  = ев, 
fh  = ев. У долда h(fg) = heB = h, (hj)g = eAg = g. Булардан акс 
эттиришлар композициясининг ассоциативлик хоссасига 
асосан h = g.

Агар /  акс эттиришнинг тескариси мавжуд булса, унк 
/ • ' билан белгилаймиз.

3 - т е о р е м а .  Акс эттиришнинг тескариланувчи були- 
ши учун унинг биекция булиши зарур ва кифоя.

И с б о т. Зарурлиги. Агар / :А-+ В  акс эттириш тескари
ланувчи ва g : В ■* А — унга тескари акс эттириш булса, у 
долда g f = eA, fg  = ев ва дар бир у  Е В  учун 
Ш у ))  = (fs)(y) = ев(У) = У• Бундан g(y) Е А элемент у  эле
ментнинг / - а с л  образи эканлиги келиб чикдди. Бу ерда 
у  £  В  ихтиёрий б^лганлиги учун /  — сюръекция булади. 
Агар бирор хрс} Е А элементлар учун f ( x )  = f ( x )  булса, у 
долда х, = e / x j  = g f(xj = g f(x j = e / x j  = x 2, я ъ н и /— инъ
екция. Демак /  — биекция.

Кифоялиги. Энди / :  А -* В  — биекция булсин. У долда 
дар бир у  Е В учун ягона /  - асл образ мавжуд. Уни g(y) 
билан белгилаб, g : В -* А акс эттиришни досил крламиз. 
Бу акс эттириш /  акс эггиришга тескари, чунки дар к,ан- 
дай у  £  В учун fg(y) = f(g(y)) = у  ва дар к;андай х  £  А учун 
gf(x) = g(f(x)) = х. Демак, /  нинг тескариси мавжуд.

Мисоллар: 1) Агар а Е R  ва а 0 булса, у долда./: R-* R, 
f(x) = ах функция биекция. Унинг тескариси g : R  -*■ R,

2) Ихтиёрий b Е R учун f : R -* R, f(x) = х  + b функция 
ф!екциядир. Унинг тескариси g: R  -» R, g(y) = у -  b.

3) Агар а, Ъ Е R  ва а *  0 булса, у долда / :  R ■* R, 
f(x) = ах +Ь тескариланувчи, унинг тескариси g : R -* R,у— Ь
g(y) ~ ■ Шунинг учун /  в a g ф ункциялар — биекциялар.
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4 - т е о р е м а .  Агар/ :  А -* В ва g: В  -* С — биекциялар 
булса, у  х,олда уларнинг композицияси gf: А -* С х,ам биекци- 
ядир ва (gf)-1 = f 1g '1.

И с б о т. Берилган /  ва g акс эттиришлар биекция бул- 
гани учун f ' 1: В  -* А ва g~‘ : С -> В  акс эттиришлар мавжуд. 
Демак f ^ g 1: С -* А композиция дам мавжуд. Компози- 
циянинг ассоциативлигига асосан (gOff^g'1)  = g(ff'1)g '1 = 
= (gejg-' = gg-1 = ec ва (f^g'Xgf) = f-1(gg-1) f = f 1(ecf) = f !f  = 
= eA. Бундай gf акс эттиришнинг тескариланувчилиги ва 
(gf)'1 =f 1g'1 келиб чикдци. 3-теоремага асосан gf — биек
ция.

Т а ъ р и ф  .А  тупламнинг узини узига f : А -»■ А биекцияси 
А тупламнинг узгартириши (алмаштириши) дейилади.

А тупламнинг барча узгартиришлар тупламини GA ор- 
к,али белгилаймиз.

Т а ъ р и ф .  Ga тупламнинг Н  к,исм туплами цуйидаги 
шартларни цаноатлантирса, у  узгартиришлар гурущ дейи
лади:

д;) Н  тупламдаги ихтиёрий иккита f  g узгартиришлар - 
нинг fg  ва g f композициялари х,ам Н  га тегишли;

д2) А тупламнинг бирлик еА узгартириш х,ам Н  тупламга 
тегишли;

д3) х,ар бир f  G Н  учун f 1 G Н.
4-теорема, 3-теореманинг натижаси ва бирлик еА акс 

эттиришнинг биекция эканлиги, GA тупламнинг узи цам 
узгартиришлар гурухцни %осил цилишини курсатади.

М и с о л л а р :  1) К  тупламдаги f a(x) = ах(а е  R, а *  0) 
куринишидаги барча функциялар ^узгартиришлар гуру- 
дини досил килади. Хакдоатан:

а) Агар f / x )  = ах, f / x )  = bx булса, у долда (fa -fj(x )  = abx, 
(fb •f j ( x ) = abx, яъни f / b G Д  f / a e  H;

б) e /x )  = f / x )  = x, f j  = eR e  H;
в) f / ( x )  = а гх; демак f~ ! £  H.
2) R тупламдагиg /x ) = x+a (a G R) куринишидаги бар

ча функциялардан иборат Р  туплам дам узгартиришлар 
гурудини досил кдлади:

а) Агар g /x )  = х  + a, g /x )  = х + Ъ булса, у долда
gj> b  ~  gbga ~  ga+ b ^
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б) ек = So e  P;
в) агар g /x )  = x + а булса, у долда ga1(x) = x  -  а; демак

8 a 1 =  g -a  e  °R

4-§. ТУПЛАМЛАРНИНГ К.УВВАТИ

Т а ъ р и ф .  Агар А ва В тупламлар учун / :  А -* В биекция 
мавжуд булса, _улар_тенг цувватли тупламлар дейилади. Бу 
муносабатни А = В билан белгилаймиз.

Ил гари ги параграфда келтирилган биекцияларнинг 
хоссаларидан (яъни бирлик еа акс эттиришнинг биекция 
жпнлигидан, 3-теореманинг натижасидан ва 4-теорема- 
дан) тупламлар тенг кувватлилик муносабатининг куйи- 
даги хоссалари бевосита келиб чикдци:

а) Хар цандай А тУплам учун А = А (рефлексивлик).
б) Агар А = В булса, у долда В = А (симметриклик).
в) Агар А = В ва В = С булса, у долда А = С (транзи

тивлик).
Равшанки, агар т ф п булса, Nm = {1, 2, ..., т} ва Nn = {1,

2, ..., п} тупламлар учун N m * N„ ■
Агар буш булмаган А туплам учун шундай п мавжуд

булсаки, A — N n булса, А чекли тухшам дейилади. Бундай 
тупламни А = {ар ..., ап} куринишида ёзиш мумкин, яъни 
А тупламнинг элементлари сони п га тенг. Аксинча, агар
А ни шундай кУринишда ёзиш мумкин булса, А -  N„ . Бу 
чекли тупламларнинг тенг кувватлилиги улардаги элемент
лар сонининг тенглиги демакдир. Шунга кура, одатда
N„ "> п деб ёзилади.

Бундан буён элементларининг сони п та булган туплам- 
ни ушбу {at,...,an} ёки {аР i = 1,и} кУринишларда ёзамиз.

Т а ъ р и ф .  N =  {1, 2, 3,...} — барча натурал сонлар тупла
ми билан тенг кувватли булган туплам саноцли дейилади. 
Бувдай А тупламни ушбу А = {av а2,..., ап, ...} чексиз кет- 
ма-кетлик куринищида ёзиш мумкин. Аксинча, шундай 
куринишда ёзиш мумкин булган дар к,андай туплам са- 
нокутидир.
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Масалан, А = {1, 3, 5, ..., 2п — 1, ...} — барча ток, нату
рал сонлардан иборат туплам санокушдир: / :  N  ■+ А, 
f(n )  = 2п -  1.

Санокди А туплам элементларини бундан буён А = [av 
..., ая,...} ёки А = {a, i G N) куринишларда ёзамиз. Уму- 
ман, бирор Т  туплам билан тенг кувватли А туплам эле
ментларини ушбу

А = {at, t G 7]

куринишда ёзамиз.
Санок,сиз булган чексиз тупламлар дам мавжуд.
1 - т е о р е м а .  R х,ациций сонлар туплами саноцсиздир.
И с б о т. Маълумки, дар бир г G R дакский сон ягона 

усул билан чексиз унли каср куринишида ёзилиши мум
кин, яъни г = а0, аг, а2... ап..., бу ерда а0 G Z, а, Е {0, 1, ..., 
9}, / > 1 ва дар бир п натурал сон учун шундай j, j  > и, сон 
мавжудки, а. Ф 0.

Фараз крлайлик, R туплам санокди булсин. У долда 
уни

{г0, г,, ..., Гп, ... } (1)

кетма-кетлик куринишида ёзиш мумкин. Хар бир г. ни 
чексиз Унли каср куринишида ёзиб оламиз:

г0 = <>, я<°> ... а<°> ...

Г; = я‘‘>, ... ...
r2 = а<2\  of) a f  ... а<2> ...

rk = a f ,  a f  a f  ... d*  ...

Энди ушбу r=  Z>0, bv b2 ... чексиз унли каср кури- 
нишидаги ифодаси билан берилган г дакдаий сонни куйи- 
дагича тузамиз: Ь0 ф  а0<0), Ь0 *  О, А, * Ъх ф  0, ..., Ьп Ф а(”>, 
Ьп ф  0, ... . Бу сон дакдкрй сон булгани учун (1) кетма- 
кетликда учраши керак. Демак бирор m e  N  учун г = гт. 
Бу долда bm = a jm) булади. Бу эса г  нинг тузилишига зид.

л м
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Олшпан кдрама-кдршилик R нинг санок,сизлигини 
кУрсагадн.

К х.акик.ий сонлар тупламининг кувватини континиум 
кунвати деб аталади.

Аглр тупламлар кувватини чекли тУпламлардаги эле- 
ментлар сонининг чексиз тупламларга умумлашмаси деб 
к,аралса, I-теорема чексиз тупламлар учун турли ку'вват- 
иар маижуд эканини кУрсатади.

5-§. ИХТИЁРИЙ ТУПЛАМЛАР ТИЗИМИ 
УСТИДА АМАЛЛАР

Агар А тупламлар тизими Т  туплам билан тенг кувват- 
ли на А нинг / £  Т  га мос элементи 2?к туплам булса, А ни
ушбу

А — {В., / £  7}

куринишда ёзилади. Хусусан, Т -  {1, к} — чекли булса,
Л -  {В.......  Вк) куринишда ёзилади ва уни чекли тизим
дейилади. Агар Т  = {1, 2, ..., п, ...} — санокяи булса, А ни 
Л - {Нг В2, ..., Вп, ...} куринишда ёзилади ва уни сажщди 
ти1им (тупламлар кетма-кетлиги) дейилади.

'/'тупламнинг ихтиёрий Т0 кием тУиламига мос келув- 
чи Аи = {й, t £  Т0} тупламлар тизими А нинг кием тизими 
дейилади.

Энди 2-§ да иккита тУплам учун киритилган кесишма 
на йигинди амалларини ихтиёрий тупламлар тизими учун 
таьрифлаймиз.

Л -  {/?, t £  7] - ихтиёрий тупламлар тизими булсин.
Агар I) £  В\ шарт барча / £  Т  учун бажарилса, бундай b 

элемент А тизимнинг умумий элементи дейилади.
Т а ъ р и ф. А — {Bt, 1 £  7) тизимнинг барча умумий эле- 

мешпларидан тузилган туплам бу тизимнинг кесишмаси де
йилади еа П В билан белгиланади. - 

«=Г ___  - . . „-- | «Г -—-
4* '•1—Ж.Хржиев HAMAK^A^|VL#kT

Ahb0TCWJf9Surrs



Масалан, агар А = {7V, п Е N} булиб, бунда Nn = {1, 2,
и} булса, у долда

Ic.p N

Агар к^андайдир t Е Т  учун с Е Bt шарт бажарилса, бун
дай с элемент А = {Bt, t £  Т) тизимга тегишли деймиз.

Т а ъ р и ф .  А = {Bt, 1 Е 7) тизимга тегишли булган барча 
элементлардан иборат туплам бу тизимнинг йигиндиси дей
илади ва (J Вг билан белгиланади. 

t e T

М асалан, юк,оридаги А = { N , п Е N) тизим учун
U N n = N.

m N

S  — ихтиёрий туплам булсин.
Т а ъ р и ф .  Агар шундай А = {Bt, t Е Т) тупламлар тизи

ми мавжуд булсаки, бу тизимга кирувчи х,ар к;андай икки 
туплам узаро кесишмаса ва бу тизимнинг йигиндиси S  булса, 
S  туплам синфларга булинган дейилади. Бунда Bt туплам- 
лар S  тупламнинг синфлари, А тизим эса булинма (фак
тор туплам) дейилади.

Масалан, жуфт бутун сонлар синфи ва ток, бутун сон
лар синфи Z  бутун сонлар тупламининг булинмасидир. 
Барча учбурчаклар тупламини учта синфга булиш мум
кин: утмас бурчакли, турри бурчакли ва уткир бурчакли 
учбурчаклар синфлари. Ушбу {[п, п + 1), п Е Z} ярим ин- 
терваллар туплами R дакдкдй сонлар тупламининг булин- 
масини беради.

S  тупламнинг А = {Br, t Е 7) синфларга булинмаси бе
рилган булсин. У долда дар кдндай х Е  S  элемент учун бу 
элементни уз ичига олган ягона синф мавжуд. Уни х 
орк,али белгилаймиз. Бу билан ушбу / :  S-* A, f(x) = х  акс 
эттириш анивутнади. Уни мазкур синфларга булишга мос 
факторизация акс эттириши дейилади.
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6-§. ИХТИЁРИЙ ТУПЛАМЛАР УСТИДА 
ВЕКТОРЛАР

Бирор п > 1 натурал сон учун Nn = {1, 2, п} туплам- 
ни оламиз. А — буш булмаган туплам булсин.

Т а ъ р и ф .  Ихтиёрий f : N n~* А акс эттиришга А усти- 
даги п-улчамли вектор дейилади.

Бу / :  Nn -* А акс эттиришда i Е Nn элементга А туплам
да мос келган f(i) элементни а. билан белгилаймиз ва /  
нинг к.ийматларини кичик кдвс ичига олинган п та дадли 
кетма-кетлик куринишида ёзамиз: (ар а2, ..., ап). Бунда 
/ -Уринда / G Nn элементга мос келган f(i) = о, элементни 
ёзамиз. Аксинча, тартиб билан ёзилган ихтиёрий п та дадли 
(flj, ..., ал) кетма-кетлик ушбу f(i) = av i G TV тенгликлар 
ордали ягона f :  Nn -> А акс эттиришни аникдайди. Шун
дай кдлиб, дадлари А туплам устидаги и-улчамли вектор 
деб, маълум тартибда ёзилган п та дадли элементлари 
А дан олинган ихтиёрий кетма-кетликни айтишимиз мум
кин. Уни бундан буён а = (ар ..., ал) куринишда ёзамиз. 
Бу ердаги av ..., ап элементлар а векторнинг компонента- 
лари (координаталари) дейилади; а. элемент векторнинг 
/ -компонентаси (координатаси) дейилади.

Акс эттиришларнинг тенглиги таърифидан л-Улчамли 
векторлар учун куйидаги таъриф келиб чикдци.

Т а ъ р и ф .  Агар а = (av а )  ваЪ = (bv ..., Ъп) п-улчам
ли векторлар барча i G Nn учун ау = Ъ. тенгликларни цано- 
апыантирса, бу векторлар тенг дейилади ва бу муносабат 
а = b куринишда ёзилади.

Равшанки, векторларнинг тенглиги муносабати реф- 
лексивлик, симметриклик ва транзитивлик хоссаларига 
эга.

Хадлари А тупламдан олинган барча л-улчамли век
торлар тУплами А тупламнинг л-улчамли декарт куби де
йилади ва Ап билан белгиланади. Хусусан, икки улчамли 
декарт куби декарт квадрати дейилади.

М и с о л .  Текисликда бирор декарт координат тизими 
киритилса, текислик нуцталари ва тартиб билан ёзилган 
дакркрй сонлар жуфтлари, яъни К1 орасида биекция урна- 
тилади. Бу долда R устидаги икки улчамли векторларнинг

19



координаталари текисликдаги нук^таларнинг декарт коор- 
динаталаридан иборат.

Энди Av ..., Ап — тупламлар А тупламнинг буш булма
ган ихтиёрий крем тУпламлари булсин.

Барча / 6  Nn учун ушбу a. G At шартларни каноатланти- 
рувчи барча п - улчамли (ар ..., ап) векторлар туплами Av 
..., Ап тупламларнинг декарт кУпайтмаси дейилади ва 
А1̂ А 2х ... *Ап билан белгиланади. Равшанки, А ^ А ^  ... 
у-А С А". "п

Т а ъ р и ф. / :  А” -* В функция А да аницланган п Узгарув
чили функция (акс эттириш, аксланиш) дейилади.

Бу функциянинг х = (хр хп) е  А" вектордаги крйма- 
ти унинг хр ..., хп компоненталарига боглик,. Ушбу 
f(x) = f((xv ..., хп)) белги урнига/fxj = f(xv ..., хп) белги иш- 
латиш кабул кдлинган.

М и с о л л а р :  1)/: В? ■* R,f(x, у) = х2 + у2 функция икки 
узгарувчили функция; 2) / :  R" ■* R, f  ( х р ..., 
хп) — Xj2 + х22 + ... + хп2 эса и узгарувчили функция.

Т а ъ р и ф .  F: А" -* В" функция А ни В га асклантирувчи 
т та п Узгарувчили функциялар (акс эттиришлар) тизими 
дейилади.

Хар бир х е  Ап учун F(x) элемент Вт нинг элементи 
булгани учун у т - Улчамли вектордир. Унинг координа
талари мос равишда f /x ) , ..., f j x )  булсин. Агар ушбу

У = F(x) = F(xv x j ,  у = (yv  ..., y j

функция берилган булса, у х;олда куйидаги т та функция
лар х;ам берилган булади:

Уг = / А .  XJ  
y2= f2(xv x j

ym= fJ xi> -> XJ

Аксинча, бу m та функциялар тизими берилган булса, 
F(x) = (f/x), ..., f j x ) )  белгилаш киритиб, ушбу F: А" -» В™ 
функцияни х,осил кдламиз.
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М и с о л. Ихтиёрий иккита р, q~* N(1 < р < q < п) сон- 
ларни танлаб оламиз, ва Т :А п-*Ап акс эттиришни куйи- 
дагича аникдаймиз: а = (av ар, aq, a j  векторга 
Та = (av aq, ар, a j  векторни мос куямиз, яъни Т  
акс эттириш х;ар кдндай а векторнинг р - ва q- координа- 
таларидан бошк;а барча координаталарини узгартирмай- 
ди, р- ва q- координаталарнинг эса факдт Урнини алмаш- 
тиради. Бу акс эттиришни Tpq орк,али белгилаймиз. Рав- 
шанки, ^ар кандай а Е А" учун Tpq(Tpq)(a) -  а. Бундан 
3.3-теоремага асосан акс эттиришнинг биекция экан- 
лиги ва Т ^ 1 = Трд муносабат келиб чикдци.



Иккинчи боб
БИНАР МУНОСАБАТЛАР ВА 

АЛГЕБРАИК АМАЛЛАР

7-§. БИНАР МУНОСАБАТЛАР. 
ЭКВИВАЛЕНТЛИК МУНОСАБАТИ

Ихтиёрий А туплам берилган булсин.
А2 тупламнинг ихтиёрий Р крем туплами А тупламда 

бинар муносабат дейилади. Агар (х, у) £  Р булса, у ^олда х 
элемент у  элемент билан Р  бинар муносабатда дейилади 
ва хРу каби ёзилади.

Математикадаги мухрм бинар муносабатлар учун ай- 
рим белгилар киритилган.

М и с о л л а р .  1) R х;акркрй сонлар тупламида х  ва у 
сонларнинг тенглик муносабати. Унинг белгиси х  = у. Бу 
муносабат К2 текисликдаги у  = х  тугри чизик, нук^алари 
билан берилади.

2) R  хакркрй сонлар тупламида х ва у  сонларнинг тенг- 
маслик муносабати. Унинг белгиси х * у. Бу муносабат R2 
текисликда у = х  тугри чизик;к;а кирмаган барча нук;талар- 
дан иборат булган туплам билан берилади.

3) R да у  соннинг х сондан катта эканлиги муносабати: 
белгиси у > х  ёки х < у. Бу муносабат R1 да у  = х т^гри 
чизикдан юкррида ётувчи нукталар туплами билан бери
лади;

4) А = В  — тупламларнинг тенглик муносабати;
5) А *  В — тупламларнинг тенгмаслик муносабати;
6) А С В — ёки В □ А — крем туплам муносабати;
1) А с . В  ёки В D А — хос крем туплам муносабати;
8) а Ц/5 — t^fph чизикдарнинг параллеллик муноса

бати;
9) a -L /? — тугри чизикларнинг тиклик муносабати;
10) a => /i — бир тенгламалар тизими иккинчисининг 

натижаси эканлиги;
22



11) a o f i  — иккита тенгламалар тизимининг тенг куч- 
лилик муносабати.

Агар А тупламда берилган бирор Р  муносабат шундай 
булсаки, хар к,андай a Е А учун аРа уринли булса, у реф- 
лексив муносабат дейилади. Агар аРЪ муносабатдан a э* b 
муносабат келиб чик.са, (яъни аРа муносабат деч к,андай 
а Е А элемент учун бажарилмаса), бундай муносабат ан- 
тирефлексив дейилади.

Агар аРЬ муносабатнинг бажарилишидан ЪРа муноса- 
батнинг хам бажарилиши келиб чикра, бундай муносабат 
А да симметриклик муносабати дейилади.

Агар аРЬ ва ЪРс муносабатларнинг бажарилишидан аРс 
бажарилиши келиб чик.са, бундай муносабат транзитив
лик дейилади.

Т а ъ р и ф .  Агар А тупламдаги Р муносабат рефлексив, 
симметрии ва транзитив булса, уни А да эквивалентлик 
муносабати дейилади ва унинг учун аРЬ белги урнига купин- 

р
ча а ~ b (ёки а ~  Ь ) белги ишлатилади.

Эквивалентликка мисоллар: 1) хакр^ий сонларнинг 
тенглик муносабати;

2) тупламларнинг тенглик муносабати;
3) тенгламалар тизимларининг тенг кучлилик муноса

бати;
4) функцияларнинг тенглик муносабати.
5) Мухим мисол. А тупламда Н  узгартиришлар гурухи 

берилган булсин.
Бу Н  узгартиришлар гурухи ёрдамида А да эквивалент- 

лик тушунчасини киритамиз.
Агар А тупламнинг а ва b элементлари учун шундай 

h Е Я  биекция мавжуд булсаки, h(a) = Ъ булса, бу элемент-
TJ - Н  , .. ..лар Н  — эквивалент деиилади ва а ~ Ъ куринишда езила- 

ди.
Агар ихтиёрий а Е А ни олиб, h Е Н  сифатида еА ни 

олсак {еА — бирлик акс эттириш узгартиришлар гурухи- 
нинг таърифидаги д2) шартга кура Я га  тегишли, еА(а) = а,

яъни хар к,андай а Е А учун а ~  а (рефлексивлик).
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Энди а -  b булсин. У долда шундай A G Я  мавжудки, 
h(a) = b. Узгартиришлар гурухининг таърифидаги д,) шарт- 
га кура. / г 1 G Я. У холДа К а) ~ b тенгликка / r J татбик,
кдпсак, h~l{h{a)) = l r l(b). Бундан а = / г 1 (й), яъни b ~ а 
(симметриклик).

Агар ва й ~ с  булса, шундай Aj G Я ва  h2 G Я
биекциялар мавжудки, А,(я) b, h2{b) = с. Булардан й2(Ь) = 
= й2(А,(а) = с, яъни (й2й,)(а) = с. Узгартиришлар гурухи- 
нинг д,) шартига кура /г2/г1 G Я. Бундан ва (А^Хя) = с

тенгликдан а ~ с муносабатни оламиз (транзитивлик).

Демак, (Я  — эквивалентлик) хакркдтан хам эк-
вивалентлик муносабати экан

Келажакда бу эквивалентликни Я  узгартиришлар гу
рухи хосил килган эквивалентлик (Я-эквивалентлик) деб 
атаймиз.

Л туплам бирор усул билан синфларга булинган булсин: 
В = {Лг, i G 7}, А -  \jA t , t G Т. Бу б^линма ёрдамида Л

Г f<=T Г-тупламга эквивалентлик муносабатини киритамиз.
Агар х, у  G А элементлар В булинмадаги бир синфга 

тегишли булса, уларни В булинмага нисбатан эквивалент 
деймиз ва х — у  шаклда ёзамиз.

Бу эквивалентлик рефлексивлик, симметриклик ва 
транзитивлик хоссаларига эга.

Ихтиёрий А тупламда хар кдндай эквивалентлик муно
сабати шундай хосил кдлиниши мумкинлигини курсата- 
миз.

А тупламда бирор эквивалентлик муносабати бе
рилган булсин. Ихтиёрий х  G А учун х оркдли х га экви

валент булган барча у G А элементлар тупламини белги- 
лаймиз ва {х , х  G А} тупламлар тизими А ни синфларга 
булишини курсатамиз.

Рефлексивлик хоссасига асосан хар бир х G А учун 
х  G х , яъни U х  —А. Энди хаР бир х G А элемент ягона 
синфга тегишли эканлигини курсатамиз. Фараз крлай- 
лик, х G х ва х G z булсин, яъни г ~ х. Бундан симмет-
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риклик хоссасига асосан х ~ Z- Ихтиёрий у & z элемент
ни оламиз. У холда z ~  у- Юкрридаги х ~ г ва z ~ у муно- 
сабатлардан транзитивлик хоссасига асосан х ~у ни ола
миз, яъни у  G х . Ушбу у G £ элемент ихтиёрий булгани 
учун i. Q х . Юкрридагига ухшаш мулохазалар билан х  С z 
муносабат хам курсатилади, яъни x  = z .  Бу билан {х , 
х G А} тупламлар тизими А тупламни синфларга булиши 
курсатилди.

Шундай крлиб, А тупламдаги эквивалентлик муноса
бати билан А ни синфларга булиш орасида узаро бир к,ий- 
матли богланиш курсатилди.

А тупламда бирор Р эквивалентлик муносабати берил
ган ва С — бирор туплам булсин.

Агар / :  А -» С акс эттириш, яъни А туплам элементла-
р

рининг бирор / хоссаси учун а ~ b , a, b G А муносабатдан 
/  (а) = /  (Ь) тенглик келиб чик,са, бундай акс эттириш Р- 
инвариант (Р — эквивалентликда сакданувчи, узгармас) 
дейилади.

Хусусан, агар А тупламдаги эквивалентлик муносабати 
А тупламдаги бирор Н  узгаришлар гурухи хосил кдлган 
//-эквивалентлик муносабати булсин. Бу холда Н  — ин
вариант / :  А -* С акс эттириш таърифи к;уйидагича бери- 
лиши мумкин.

Агар хар цандай h G Н ва х  G А учун Дх)= Д/гх) тенглик 
уринли булса, бундай акс эттириш Н — инвариант (Н  узга
ришлар гуру%и таъсирида сацланувчи) дейилади. Н — инва
риант акс эттиришлар математикада ва фаннинг турли 
сохаларида куп учрайди. Масалан, ёпик, физик тизимнинг 
энергияси ёпик, физик тизимнинг барча физик узгариш- 
ларига нисбатан сак,ланадиган катталикдир (энергиянинг 
савутаниш крнуни). Механик тизимнинг массаси механик 
харакатларда сакданади.

Р - - инвариант акс эттиришлар куйидаги хоссалари 
туфайли мухим ахамиятга эга: агар av а2 G А элементлар 
шундай булсаки^о,) * J[a2) булса, бундай ар а2 элемент
лар Р — эквивалент булмайди. Шундай кдлиб, Р — инва- 
риантлар Р — эквивалент синфларни фарк, кдлиш воси- 
таси сифатида ахамиятга эга,
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Т а ъ р и ф .  Р — инвариантлар F  = {£, г Е 7) тизими 
цуйидаги шартни цаноатлантирса, у тула дейилади: х,ар 
цандай иккита Р — эквивалент булмаган а}, а2ЕАэлемент
лар учун шундай Р  — инвариант/€Е F мавжудки, J[ax) * f { аг).

Кейинги бобларда Р  — инвариант функцияларни куп 
учратамиз.

8-§. ТАРТИБ МУНОСАБАТИ. МАТЕМАТИК 
ИНДУКЦИЯ

Энди А тупламда тартиб муносабати киритамиз.
А тупламдаги антирефлексив ва транзитив булган Р 

муносабатга А тупламда тартиб муносабати дейилади ва 
аРЬ Урнига а < Ъ ёки а > b ёзилади.

Мисоллар: 1) R х.ак.икдй сонлар тупламида х  ва у  сон
лар орасидаги х  < у  тенгсизлик муносабати;

2) Бирор М тупламнинг барча крем тупламлари тизими- 
ни 2м оркдли белгилаймиз. У холда 2м да крем тупламлар 
орасидаги “ С ” муносабат тенгсизлик муносабати булади.

3) N  натурал сонлар тупламида булиниш муносабати: 
агар у  сон х  га булинса ва у  *  х  булса, улар х  < у  муноса- 
батда деймиз.

Агар А тупламда бирор тартиб муносабати берилган 
булса, А туплам ирсман тартибланган дейилади.

Агар крсман тартибланган А тупламда ихтиёрий х, у Е 
А элементлар учун х  < у, х  = у, х  > у  муносабатларнинг 
бири Уринли булса, бундай туплам чизик,ли тартибланган 
дейилади.

Юкррида келтирилган мисолларга цайтамиз: 1) R — 
чизи*уш тартибланган; 2) агар М  тупламда фак,ат битта 
элемент булсагина 2м туплам чизшуш тартибланган бу
лади.

Агар крсман тартибланган А тупламнинг ихтиёрий В 
крем туплами элементлари учун А даги тартиб муносаба
ти к;аралса, у муносабат В да хам тартиб муносабати була
ди. Агар А — чизшуш тартибланган булса, В хам чизиьуш 
тартибланган булади (исботланг!).
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А туплам крсман тартибланган булсин. Агар т GA  эле
мент учун х< т ( х>  т) тенгсизликни каноатлантирувчи х 
Е А элемент мавжуд булмаса, бундай т элемент минимал 
(максимал) элемент дейилади.

Юк,орида келтирилган мисолларга яна кдйтамиз:
1) R да минимал элемент хам максимал элемент хам йУк;
2) 2м тупламда буш туплам — минимал элемент, М  

туплам — максимал элемент.
Энди N  натурал сонлар тупламида “<” сифатида нату

рал сонлар орасидаги оддий тенгсизликни оламиз. У холда 
N  да 1 — минимал элемент булади, аммо максимал эле
ментлар мавжуд эмас. Агар Я  туплам N  нинг ихтиёрий 
кием туплами булса, унда минимал элемент мавжуд. Бун
дай элемент Н  нинг элемещлари ичида энг кичиги. Куй- 
ида N  да худди шу тартиб курилади.

Натурал сонлар тупламидаги крем тупламларнинг бу 
хоссасидан математик формулалар ва теоремаларни ис- 
ботлашнинг куйидаги усули келиб чикади.

Т е о р е м а  (математик индукция тамойили). Х,ар бир п 
Е  N  учун Т(п) тасдиц (формула) муло%аза берилган булсин. 
Агар шундай цоида (усул) мавжуд булсаки, бунга асосан:

1) Д 1) тасдщнинг чинлигини (тугрилигини) исботлаш 
мумкин булса ва

2) т < п тенгсизликни цаноатлантирувчи барча т лар 
учун 11т) тасдикри чин деб фараз крлиб, Т{п) нинг чинли
гини курсатиш мумкин булса, у  л;олда Т(п) тасдиц %ар цан- 
дай it Е  N  учун чин булади.

И с б о т .  Фараз крлайлик, бирор п Е  ./Уучун Т(п) чин 
булмасин. Т(п) тасдик чин булмаган барча п Е  N  лар 
тупламни Я  оркали белгилаймиз. Фаразимизга мувофик 
ЯтУплам буш эмас. Я  туплам 7V нинг крем туплами булгани 
учун унинг минимал элементи мавжуд. Уни по оркали бел
гилаймиз. У холда Т(по) чин эмас, аммо хар кандай т < по 
учун Т(т) — чин. Бу эса теореманинг 2) фаразига зид.

М и с о л . Ихтиёрий п Е N  учун ушбу

12 + 2  2...+п2

тенгликни исботлаймиз.
6
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Агар п = 1 булса, бу тенглик равшан. Фараз килайлик, 
бу тенглик п сондан кичик булган барча натурал сонлар 
учун уринли булсин. Хусусан

У +2\..  + (п-1У  = (" .-W -* )

тенглик уринли булсин. Бу тенгликнинг икки томонига 
и2 сонни кушамиз:

I2 + 22 + ... + (п -  I)2 + п2 = ( -~1-)”(2п~1) + п2 =

= ^ (2»2 - 3 »  + l + 6 » ) = w-(n-+1)f " +1).О 6

Бу билан математик индукция тамойилига асосан тенг
лик хар кандай п е  N  учун Уринли эканлиги исбот- 
ланди.

9-§. АЛГЕБРАИК АМАЛЛАР. ЯРИМГУРУХДАР

Т а ъ р и ф . / :  Ап -* А акс эттиришга А даги п — уринли 
(п — ар) алгебраик амал дейилади. Бир уринли амаллар — 
унар, икки уринли амаллар — бинар, уч Уринли амаллар — 
тернар амаллар дейилади.

Мисоллар: 1) R хакикий сонлар тупламидаги куш ит 
амали / :  R2 -» R, /  (х,, х2) = Xj+ х2, 2) R хакдкрй сонлар 
тупламидаги купайтириш амали g : R} -*R, g(x}, х2) = хг • х2;
3) Тупламларнинг кесишма амали: А П В; 4) Тупламлар
нинг йигандиси амали A U В; 5) f x: В -*В  ва f 2: В ■* В  — 
акс эттиришларнинг композицияси амали: (f2 • /)(* ) = 
= f 2(fi(x )), х  G В. 6) п та тупламнинг кесишмаси амали 
А, П А1П...Г)Ап‘, 7) Берилган В тупламнинг барча С кдсм 
тупламлари учун С -* С2 амал, яъни хар бир к;исм туплам
га унинг декарт квадрата мос куйилади.

Бу ердаги 1), 2), 3), 4) ва 5) мисоллардаги амаллар — 
бинар, 6) даги п — Уринли, 7) даги — унар амаллар.
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Алгебраик амаллар ичида энг куп учрайдигани ва энг 
мухими — бинар амаллардир.

Бирор / , :  А2 -* А — бинар амал берилган булсин. Бу 
амалда (a, b) £  А2 элементнинг образи а ва b элементлар- 
нинг купайтмаси дейилади ва а • b оркали белгиланади. 
Бошк,а, масалан, а + b, а * b, а ° b ва х;оказо белгилар хам 
ишлатилади. Бу лолларда “купайтма” сузи урнига мос ра- 
вишда бошк,а сузлар ишлатилади. Хусусан ab урнига а + 
b ишлатилса, “купайтма” сузи Урнига “йигинди” сузи иш
латилади.

Т а ъ р и ф .  Агар хрр цандай учта а, Ь, с G А элементлар 
учун (ab)с = а(Ь • с) тенглик бажарилса, бундай аЪ амал 
ассоциатив дейилади.

Т а ъ р и ф .  Агар буш булмаган А тупламда ассоциатив 
бинар амал берилган булса, бундай туплам яримгурух, дейи
лади.

М и с о л л а р :  1) N  натурал сонлар туплами п + т 
кушиш амалига нисбатан яримгурух хосил кдлади;

2) Л" натурал сонлар туплами п - т кУпайтириш амали
га нисбатан яримгурух хосил к^шади;

3) Бирор В тупламнинг узини узига барча акс этти- 
ришлари туплами акс эттиришларнинг композицияси ама
лига нисбатан 3-§ 1-теоремага асосан яримгурух хосил 
кдлади;

4) Бирор С тупламнинг барча кием тупламлари тизими 
тупламларнинг йигандиси амалига нисбатан яримгурух 
*осил килади.

А — бирор яримгурух булсин. Унда п = 1 учун 
а, • аг...ап -  д, ва ихтиёрий п > 1 учун а1 • а2...ап = (а1 • а2... 
ая-1 О) белгилашларни киритамиз.

I - т е о р е м а .  J(ap цандай т, п натурал сонлар ва А 
яримгурухнинг ихтиёрий av a2, ... а я+т элементлари учун

(о, * аг ..ая){ап+1...ап+т) = • аТ..ап+т (2)

тенглик уринли.
И с б о т .  Математик индукция (т буйича) ёрдамид? 

исботлаймиз. Агар т = 1 булса, бу холда (2) тенглик ушб>
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(а, • ar ..an)an+i

тенгликка келади. Бу тенгликнинг Уринлилиги эса (1) бел- 
гилашдан келиб читали. Фараз кдлайлик, (2) тенглик барча 
к (к < т) сонлар учун Уринли булсин:

У холда яримгурувдаги ассоциативлик хоссасига асо
сан

Математик индукция кридасига кура (2) тенглик ис- 
ботланди.

Исботланган тенглик умумлашган ассоциативлик к;ону-
ни деб аталади. Бу крнун шуни курсатадики, ушбу а, • аг...ап 
купайтманинг к;иймати уни хисоблашдаги п -  1 та купай- 
тириш амалининг цайси тартибда бажарилишига (яъни 
бу тартибни аник^ловчи кдвсларни ^андай к^йилишига) 
бопшк, эмас.

Баъзан а1 • а2...апкупайтма П куринишда хам ёзилади.
Агар а, • аг...ап купайтмада^ = а2 = ... = ап = а булса, 

уни ап куринишда ёзилади. Бу белгилашлардан ва (2) тенг- 
ликдан ихтиёрий п ва т натурал сонлар ва А яримгурух- 
нинг ихтиёрий а элементи учун ушбу

тенгликларнинг Уринлилиги бевосита келиб чикдци.
Агар А яримгурухда бинар амалининг белгиси сифати - 

да а + b кушиш амали белгиси ишлатилса, юк;оридаги (1) 
купайтма Урнига д,+ а2+ ...+ап йигинди пайдо булади. Бу

(а, • а~...а )(а ,...а  ̂ ) = а, • а....а + .х 1 2 л+1 п+к'  1 2  п к

п

а" ■ ат = ап+т, (а")т = а™ ( 3)

П
йигинди баъзан S  ai куринишда ёзилади. Бу х,олда (2) 
тенглик ушбу 1-1
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2  О,+ 2  a„+j = 2  ак
1=1 у=1 к=\

куринишга эга булади. п
Агар д, = а2 — ... = ап = а булса, 2  ai Урнига па ёзила

ди. Бу белгилашларга кура (3) тенгликлар ушбу

па + та = (и + т)а, т{па) = (т ■п)а (4)

куринишларга эга булади (п, т — ихтиёрий натурал сон
лар).

Т а ъ р и ф . А тупламда а ■ Ъ бинар амал берилган булсин. 
Агар е Е А элемент у,ар цандай a G А элемент учун ае -  еа = а 
тенгликни цаноатлантирса, бу е элемент берилган амалга 
нисбатан бирлик элемент дейилади.

Агар А даги бинар амал а + Ъ куш ит амали курини
шида олинса, бирлик элемент сузи урнига ноль элемент 
сузи ишлатилади.

А тупламда берилган х;ар к,андай бинар амал учун бир
лик элемент мавжуд булавермайди. Аммо

2 - т е о р е м а .  Агар А тупламда берилган бинар амал 
учун бирлик элемент мавжуд булса, у ягонадир.

И с б о т .  Фараз кдлайлик ер е2 элементлар ва ихтиё
рий a G А элемент учун е{а = де1 = а ва е2а — ае2 = а 
тенгликлар Уринли булсин. Бу тенгликларнинг биринчи- 
сида д сифатида е2 ни олсак, е,е2 = еге =  е2 тенгликларни 
ва иккинчисида а сифатида е1 ни олсак, е2е[ = е1е2 = е1 
тенгликларни оламиз. Булардан е1 = е2 тенглик келиб чи- 
кдци. Теорема исботланди.

Агар А яримгурух бирлик элементга эга булса, бундай 
яримгурух моноид дейилади. 2-теоремага асосан моноид- 
да бирлик элемент ягона.

А — моноид, е — ундаги бирлик элемент ва a G А — 
бирор элемент булсин. Агар Ъ G А элемент ab = Ьа = е 
тенгликларни к,аноатлантирса, бу элемент а га тескари 
дейилади. Агар бу таърифда А даги бинар амал учун а + Ъ 
кушиш амали белгиси ишлатилса, “тескари” сузи урнига 
“кдрама-к.арши” сузи ишлатилади.
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Хдр к,андай моноидца х;ам унда берилган элементнинг 
тескариси мавжуд булавермайди. Аммо

3 - т е о р е м а .  Агар А моноиднинг берилган а элементы 
учун тескариси мавжуд булса, у ягонадир.

И с б о т , Фараз к.илайлик,, Ьх ва Ъг элементлар а га тес- 
кари булсин. У ,\одда

abl = bxa = е, ab2 Ь2а = е.

Булардан 6, == Ь}е = /;Да/;,) = (Ь1 а)Ь.г = eb2 = Ьг
А,В — яримгурудлар (моноидлар) булсин. Агар f : А -> В 

акс эттириш шундай б^лсаки, дар к,андай х, у Е А учун

Ах -у )  =  Ах) -Ау )

тенгликни кдноатлантирса, у А нинг ва В га гомоморфиз
мы дейилади.

М и с о л . R дакдкдй сонлар туплам и купайтириш ама- 
лига нисбатан моноидни досил кдяади. ПЛунга ухшаш 
манфий б^лмаган барча да^иь^ий сонлардан иборат В 
туплам купайтириш амалига нисбатан моноид хрсил кдла - 
ди. Хар бир a Е R учун а -> \а\ ыослик R нинг В га гомо- 
морфизмини беради, чунки ab -*■ \ab\ = \а\ ■ \Ь\.

10-§. ГУРУ^ЛАР

А яримгуруд куйидаги иккита шартни к^ноатлантирса, 
У гуруд дейилади:

1) шундай е е  А элемент мавжудки, дар каидай a G А 
элемент учун ае — а (унг бирлик элементнинг мавжуд- 
лиги); ,

2) дар кдндай a Е А элемент учун шундай b элемент 
мавжудки, ab = е (унг тескари элементнинг мавжудлиги).

Агар А гурудда дар кдндай а, b элементлар учун ab = Ьа 
тенглик бажарилса, у коммутатив (аиель) гуруд деб атала- 
ди. Коммутатив гурудлар учун купинча бинар амалнинг 
ab белгиси урнига а + b кушиш белгиси ишлатилади.
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М и с о л л а р :  1) Z бутун сонлар туплами кушиш ама
лига нисбатан коммутатив гурух,ни хосил кдлади. Бунда 
гурух таърифининг 1 -шартидаги е элементи ролини 0 сони 
ва 2-шартидаги Ъ элементи ролини (—а) сони уйнайди.

2) Шунга ухшаш Q рационал сонлар ва R хакикий сон
лар тупламлари к^шиш амалига нисбатан коммутатив 
гурухларни хосил кдиади.

3) Q \ {О} ва R \  {О} тупламлари купайтириш амалига 
нисбатан коммутатив гурухларни хосил кдлади. Бунда е 
вазифасини 1 сони ва 2-шартдаги Ь вазифасини 1/а сони 
уйнайди.

4) А тупламнинг уз-узига барча биекцияларидан ибо
рат G{A) туплам биекцияларнинг композицияси амалига 
нисбатан гурух хосил килади. Бу аслида 3-§ даги тасдик,- 
ларда исботланган.

Гурухларнинг умумий хоссаларини урганамиз.
1 - т е о р е м а .  А — гурух; булсин. У%олда:
1) ундаги х;ар цандай a G А учун ае = а шартни цаноат- 

лантирувчи е элемент х;ар цандай a G А учун еа = а тенг- 
ликни %ам цаноатлантиради, яъни у  бирлик элементдир:

2) берилган a G А учун ab = е тенгликни цаноатланти- 
рувчи Ь элемент Ьа = е тенгликни х;ам цаноатлантиради, 
яъни b элемент а га тескаридир.

И с б о т . Берилган a G А элемент учун гурух таърифи- 
даги 2-шартга кура шундай b G А элемент мавжудки, аЪ = е. 
Бу b элемент учун яна 2-шартга кура шундай с G А эле
мент мавжудки, Ьс = е. У холда бир томондан (ba){bc) = 
= (Ьа) • е = Ьа. Иккинчи томондан купайтириш амали
нинг ассоциативлигига асосан (ba)(bc) = ((ba)b)c) - - (b(ab)c)= 
= (be)c = Ьс = е. Демак, Ьа = е. Бу билан b элементнинг 
а га тескари эканлиги исботланди.

Бунга кура еа ={ab)a = а(Ьа) = а ■ е = а, яъни ихтиё
рий a G А учун еа = а, яъни е — бирлик элемент.

Исботланган теоремага кура гурух таърифининг 1-шар
тидаги е элемент бирлик элемент экан. 8-§ 2-теоремага 
асосан бирлик элемент ягона. Бу ягона бирлик элемент 
гурухнинг бирлик элементи (кушиш амали белгиси ишла- 
тилганда — гурухнинг ноль элементи) дейилади. Исбот
ланган теоремага кУра гурух таърифи 2-шартидаги b эле-
Ъ—Ж.%ожиев 33



мент а га тескари экан. 8-§ 3-теоремага асосан а га теска
ри элемент ягона; уни а*' (к^шиш амали белгиси ишла- 
тилганда) ( -а)  оркдли белгиланади.

Тескари элементнинг ягоналигига асосан (а-1)-1 = а 
(к^шиш белгиси ишлатилганда ( - ( - а ) )  = а).

Ихтиёрий a, b £  А элементлар учун (a b y 1 = /г 1 • аг1. 
Хакдоатан, {ab)(b~lcrl) = (а(Ъ -b~l)arl) = (аё)а~1 = е.

А коммутатив гурувда бинар амал к,ушиш амали булсин. 
Бу долда ихтиёрий a,b £  А элементлар учун а + (-Ь ) эле
ментни а ва Ъ элементларнинг айирмаси деб аталади ва 
а -  b каби белгиланади. Хусусан, хар к,андай а £  А учун 
а -  а -  0. Ихтиёрий а, b £  А элементлар учун (а -  b) + b = 
= а ва (а + b) -  b = а тенгликлар уринли (исботланг!).

2 - т е о р е м а .  А — гурух; ва а £  А булсин. Ух;олда f a(x)= 
= ах, h(x) = дг1 ва ga(x) = ха ифодалар билан берилган^ : 
А -*■ A, h : А -* A, ga: А -* А акс эттиришларнинг %ар бири 
биекциядир.

И с б о т . Ихтиёрий а, Ь, х  £  А элементлар учун 

f j x )  = (ab)x = a(bx) = f a(fb(xj) = (faf b)(x).

яъни

f  = f f .J  ab J a J  b

Хусусан

f a f a - X  =  / « - . / ■  =  / .  =  l A

бирлик акс эттиришдир. Бундан f a нинг тескариланувчи- 
лиги ва 3-§ 3-теоремага асосан унинг биекция эканлиги 
келиб чикдди. Ушбу ga акс эттиришнинг биекциялиги 
шунга ухшаш исботланади.

Ихтиёрий х  £  А учун h(h(x)) = (х-!)-1 = * муносабатдан 
h нинг тескариланувчилиги ва 3-§ 3-теоремага асосан би
екциялиги келиб чикдди.

Н а т и ж а . Агар х  элемент А гурщда тула узгарса {яъни 
А даги х,ар бир цийматни фацат бир мартадан цабул цилган 
хрлда А даги барча щйматларни цабул цилса), у  %олда у = ах, 
Z  = ха, t = х"1 узгарувчилар %ам А гурувда тула узгаради.
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И с б о т . Натижанинг исботи f a, h ва ga акс эттириш- 
ларнинг биекция эканлигидан келиб читали.

Яримгурувда а" ифодани дар кдндай натурал сон учун 
аникдаган эдик, энди уни ихтиёрий п бутун сон учун аник,- 
лаймиз. Кулайлик учун а0 = е деб олинади. Агар п — ман- 
фий бутун сон булса, cf = (а-1)Н  деб олинади. Бу белги- 
лашлардан ихтиёрий п ва т бутун сонлар учун ушбу

а” ат = а"+т, (ап)т = а™ (1)

тенгликларнинг уринлилиги бевосита келиб чик;ади.
А гурух, коммутатив булиб, ундаги амал сифатида 

к^шиш амали ишлатилган долда па ифодани ихтиёрий п 
бутун сон учун аник,лаймиз. Кулайлик учун х,ар кдндай 
a G А учун 0 • а = 0 деб олинади (бу ерда 0 — ноль бутун 
сон, б эса гуруднинг ноль элементи). Агар п — манфий 
бутун сон б^лса, па = |л |(-а )деб  олинади. Бу белгилаш- 
ларга асосан дар дандай п ва т бутун сонлар учун (1) 
тенгликлар ушбу

па + та = (п + т)а, т(па) = (т • п)а

кУринишларга эга булади.
А гуруднинг В кием туплами шу гуруддаги амалга нис- 

бптпн гуруд досил кдлса, у А гуруднинг дисм гуруди дейи- 
лпди.

М и с о л л а р :  1) Кушиш амалига нисбатан гуруд булган 
Q рационал сонлар тупламида Z  бутун сонлар туплами 
кдом гурухдир.

2) Купайтириш амалига нисбатан гуруд булган R \ {О} 
тУплпмдп барча мусбат сонлардан иборат R+ туплам дисм
гуруццир.

3) 3-§ да киритилган А т5^пламнинг Н  узгартиришлар 
1 7 РУДИ (>л |уру\нинг кием гурудидир.

3 - т е о р е м а .  Агар А гурудда а элемент а1 = а тенглик- 
ни даноатлантирса, у долда а = е яъни а бирлик элемент 
булади.

И с б о т .  Бу а элементнинг а~1 тескарисини оламиз. У 
*олда
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а =  a~l(a2) =а~]а - е.

Бу теоремадан фойдаланиб, куйидаги теоремани ис- 
ботлаймиз:

4 - т е о р е м а .  А — гурух ва В унингк,исм гурухи булсин. 
У холда:

1) цисм гуруднинг бирлик элементы гуруднинг бирлик 
элементига тенг;

2) a £  В элементнинг шу цисм гуруддаги тескариси бу 
элементнинг А гуруддаги тескарисига тенг.

И с б о т . Ихтиёрий гурухда е бирлик элемент е - е 1 тенг- 
ликни кдноатлантираци. Хусусан, В к;исм гурухнинг ев 
бирлик элементи учун ев = е2в. З-теоремага асосан ев = еА.

Энди a £  В ихтиёрий элемент булиб, b элемент а нинг 
В к,исм гурухдаги тескариси, яъни ab = е б^лса, у холда бу 
тенглик курсатадики, b элемент а га А гурухда хам теска- 
ри. Демак, улар тенг.

Н а т и ж а .  В туплам цисм гуру% булиши учун цуйидаги 
икки шарт бажарилиши зарур ва кифоя:

1) агар b1 £  В, Ъ2 £  В булса, у у,олда Ь1Ь2 £  В;
2) агар Ъ £  В булса, у %олда Ь~] £  В.
И с б о т . Агар В кием гурух булса, унда 1) шарт бажа- 

рилади. 4-теоремага асосан 2) шарт хам бажарилади.
Энди, аксинча, (1) ва (2) шартлар бежарилган булсин. 

У холда В да ассоциативлик хоссасининг бажарилиши бу 
хоссанинг А да бажарилишидан келиб чикдци. (1) ва (2) 
шартлардан Ъ • Zr1 = е £  В эканлиги келиб чикдци. Бун- 
дан 4-теоремага асосан В нинг бирлик элементга эга экан
лиги келиб чикдци. (2) шартдан ва 4-теоремадан В даги 
хар бир элемент тескари элементга эга эканлиги келиб 
чикдди.

5 - т е о р е м а .  К,исм гурух^арнинг кесиишаси цисм гуру\ 
дир.

И с б о т . А гурухца {5, г £  7} кдсм гурухлар тизими 
берилган б^либ, В = f]Bz — уларнинг кесишмаси булсин.

хеТ

Агар Ъх £  В, Ьг £  В булса, у холда хар бир г £  Г учун 
Ь1 £  Вх, Ь2 £  Вх. Бунцан 5.kjicm гурух булгани учун b{- b2G 5 .
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Охирги муносабат хар бир г £  Т  учун уринли булгани 
туфайли ь,Ь2 е  В = ПД. •

те Г

Энди b £  В  булсин. У х;олда х,ар бир г б  Г учун Ь Е Вт. 
Вт к,исм гурух булгани туфайли b~] £  Вг. Охирги муносабат 
\ар бир г £  Т  учун уринли булганидан Ь 1 G В = П В . Бу

те Г
билан 4-теореманинг натижасига асосан В нинг кием гурух 
эканлиги курсатилди.

А гуру\ца ётувчи С тупламни уз ичига олувчи барча 
к,исм гурухдар тизимини {Вх, т е  Г )  оркдли белгилаймиз. 
Г>у тичим буш эмас, чунки А гурухнинг узи бу тизимга 
кириди. Бу кием гурухлар тизимининг  кесиш маси 
Ц а ПД ни С туплам хосил кдпган к,исм гурух деб ата-

vT
лпди.

A, Da А2 — гурухлар булсин. А1 даги гурух амалини * 
оркдли ва Л2 дагини ° орк;али белгилаймиз.

Т а ъ р и ф .  Агар Л, ва Аг гуруурарнинг /  : А 1 -* А  ̂ акс 
яттириши %ар цандай а, Ъ G Ах элементлар учун.

J{a * b) = f  (а)° ДЬ) (2 )

тенмикни цаноатлантирса, бу/  акс эттириш гомоморфизм 
(к(ншн)и. Бу тушунча 8-§ да яримгурухлар учун киритил- 
гйи гомоморфизм тушунчасининг хусусий ХОЛИ.

6 - т е о р е м а . / :  Aj-» А2— гурухларнынг гомоморфизмы 
брлсин. У %олда: 1) А1 гурухнинг е бирлик элементи бу го- 
моморфизмда Aĵ  нинг бирлык элементыга утади:

2) ихтиёрый а £  А1 элемент учун

A a~l) = ( f (a)) - \

И с б о т . Ai гурухда е бирлик элемент булгани учун е = е2. 
Бундан (2) хоссага кура

Ае) = А # )  = ( / W -

Бу тенгликдан 3-теоремага асосанДе) элемент Аггурух- 
НИНГ бирлик элементи эканлиги келиб чик,ади.
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Ле) = Дяйг1) = А а )'А я-1) 

тенглик Уринли, яъни

Д а-1) = т у 1.

Теорема исботланди.
Н а т и ж а . Томоморфизмда гуруднинг образы гурщдыр.
И с б о т . G — гурух;, <р : G-> G  — гомоморфизм булсин. 

<p(G) т^пламнинг G' даги амалга нисбатан гурух; эканли- 
гини курсатамиз. Ихтиёрий a', b' £  <p(G) элементлар учун 
шундай а, £ £  G элементлар мавжудки, а’ =<р(а), Ъ' =(р{Ь). 
У холда а’ -Ь' = <р(а) • <p(b) = <p(ab)G <p(G).

Агар е £  G бирлик элемент булса, у холда 6-теоремага 
асосан ё  = <р(е) элемент G  гурухда бирлик элемент. Де
мак ё  £  <p(G). Агар а’ £  <p(G) булса, у холда шундай а £  G 
элемент мавжудки, а' =<р{а). У холда ушбу Ь' =<р(а'1) эле
мент учун а’Ь' = <р(а) • <р{а~’) = <р(аа~х) = <р(е) = ё .

Шунга ухшаш Ь’а' = ё  муносабатни оламиз. Демак Ъ’ 
элемент а’ элемент учун тескари элемент. 4-теореманинг 
натижасига кУра <p(G) туплам G’ гуруднинг к^исм гурущ- 
дир.

Т а ъ р и ф .Биекция булган /  : А1 -»• А2 — гомоморфызм 
изоморфизм дейилади.

Изоморфизм f : A 1 -*A2 —биекция булгани учун 3-§ 3- 
теоремага кура унга тескари булган /  _|: Л, А  ̂биекция 
мавжуд.

7 - т е о р е м а . / :  Аг -» Аг изоморфизмга тескари булган 
/ _1 биекция х;ам изоморфизмдир.

И с б о т .  Ихтиёрий а’Ь’ £  А2 элементлар ни оламиз. У 
холда/  — биекция булгани учун шундай а,Ь Е.А1 элемент
лар мавжудки, а' = J{a), b' = /(/>)• Булардан a =f~1(a'), b = 
= t \ b ' )  ваf - \ a ’°b ’) =Г(Аа) °АЬ) )  = Г {А * *  Ь)) = а*Ь  = 
= Г К а ’) * Г \Ь ') .

Теорема исботланди.
М и с о л :  R  хак^щий сонлар туплами кушиш амалига 

нисбатан коммутатив гурухни хрсил кдлади. R+ — барча

Бунга асосан ихтиёрий а £  А1 учун
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мусбат ^а^ик.ий сонлар туплами купайтириш амалига нис
батан коммутатив гурухни х,осил кдлади. Ушбу fix) = 2х 
функция R ни R+ га биекцияси булиб,

2Х+У =  2х -2У

хоссага эга, яъни R ни R+ га изоморфизмидир. Бунга тес
кари изоморфизм g : R+ -*■ R ушбу g(y) = log2>> функция- 
дир. Бунинг учун (2) хосса ушбу log,(y, • у2) = log2y1 + log,y2 
куринишга эга.

Ах гурухни А2 гурухга акс эттирувчи изоморфизм мав
жуд булса, бу rypysyiap изоморф дейилади.

Гурухларнинг изоморфлиги рефлексивлик, симметрик
лик ва транзитивлик хоссаларига эга (исботланг!), яъни 
эквивалентлик муносабатидир.

Изоморф гурухларни улардаги бинар амалнинг хосса- 
лари нук^аи назаридан бири-биридан фарк, к,илиб бул- 
майди.

11-§. УРИНЛАШТИРИШЛАР, УРИН 
АЛМАШТИРИШЛАР ВА БИРИКМАЛАР

А туплам п элементли туплам ва к — бирор натурал 
сон булсин.

Т а ъ р и ф .  Компоненталари турли булган А устидаги их
тиёрий к улчамли вектор А устидаги k -улчамли уринлаш- 
тириш (л та элементдан к тадан уринлаштириш) дейила- 
<)ц; п-рлчамли уринлаштириш урин алмаштириш дейилади.

Рпншпнки, мумкин булган барча Л-улчамли Уринлаш- 
тиришлар сони чекли булиб, бу сон факдт п ва к га бог- 
лиц. Уни /4* орк;али белгилаймиз. А”п ни, яъни и элемент
дан мумкин булган барча Урин алмаштиришлар сонини

билан белгилаймиз.
Битта Уринга п элементли туплам элементларини п та 

усул билан жойлаштириш мумкин булгани учун ихтиёрий 
п натурал сон учун А1„ = «-
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Таърифдан куринадики, агар к > я булса, к — улчамли 
Уринлаштиришлар мавжуд эмас, яъни А кп = 0.

1 - т е о р е м а .  Агар к <  п булса, у у,олда Л* = л(л—1)... 
(л — к + 1). Хусусан, Ря = 1'2...п.

И с б о т . Уринлаштиришнинг биринчи компонентаси 
п усул билан берилиши мумкин. Агар к  — улчамли урин
лаштиришнинг биринчи компонентаси танланган булса, 
у ^олда унинг долган (к — 1) — та компонентаси крлган 
(я -  1) та элементдан (к -  1) — улчамли Уринлаштириш- 
ни х;осил к,илади. Шунга асосан А* = я ■ А*~1 ■ Бу тенг
ликни кетма-кет татбик, к,иламиз:

А кп = я • А ^  = n(n -  1 )А*~* = ... = n(n -1 )  ...{п -  к +

+ 2) A[ ^ k + l = я(я -  1) ... (я - k  + 2)(n - к  + 1),

чунки А 1„_к+1 = я -  к +1 •
Ря = 1 -2  ...я купайтмани к;иск,аликучун я! (“эн-факто

риал” деб укдлади) куринишда ёзиш кабул кдлинган.
Т а ъ р и ф .  А тупламнинг ихтиёрий к-элементли %исм 

туплами унинг к-элементли (я та элементдан к  тадан) би- 
рикмаси (бирлаишаси, комбинацияси, гуру^ааши) дейилади.

А тупламнинг мумкин булган барча А:-элементли би- 
рикмалари сони факдт п ва к  сонларга борлик,- Уни С* 
оркали белгилаймиз.

Равшанки, агар к  > я булса, С кп = 0. к  s  я булсин.
2 - т е о р е м а .  Ушбу

п к  _  Ап _  n(n-l ) . . . (n- l k+ 1) _  и! 
п Рк к\ к\ (п-к) \

тенглик уринли.
И с б о т . Мумкин булган барча к-элементли бирикма- 

ларни оламиз. Ихтиёрий бирикма олиб, унинг мумкин 
булган барча Л-элементли Урин алмаштиришларини ба- 
жарсак, бунинг натижасида Рк та /с-элементли урин ал- 
маштиришларни хосил кдпамиз. Энди мумкин булган бар
ча ^-элементли урин алмаштиришларни хосил кдлиш учун 
барча А;-элементли бирикмаларни олиб, уларнинг хар би-
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ридан мумкин булган барча /с-элементли урин алмашти- 
ришларни досил кдлиш керак.

Бунга асосан ва турли бирикмалардан хрсил кдпинган 
/с-элементли урин алмаштиришлар турли булгани учун бар
ча £-элементли уринлаштиришлар сони А кп комбинация- 
лар сони С* нинг Уриналмаштиришлар сони Рк га купайт- 
масига тенг, яъни А к = Ск • Д.п п К

Бундан

тенгликни оламиз.
С* ни к = 0 да бирга тенг деб хдооблаймиз, яъни С" = 1.
С* сонлар икки х,ад йигиндиси (биномни) ихтиёрий 

натурал курсаткичли даражага кутариш масалаларида уч- 
райди.

3 - т е о р е м а .  Фараз цилайлик, х, у  £  R ва п — ихтиё
рий натурал сон булсин. У  х,олда

(х +j0" = х" + С^хГ^у + С ^ ~ 2у 2 + ... + Ckx"'kyk + ...+ 
+ С ^ х у - 1 + у .

Бу айният Ньютон биноми формуласи дейилади.
И с б о т . Фараз цилайлик х, y v уг, ... уп ^  R. Ушбу (х + 

+ jj)  • (х + у2) ... (х + уя) купайтмани курамиз. Бу кУпайт- 
мада к;авс ичидаги дадларни купайтириб ва х нинг бир 
хил даражаларини уз ичига олган хддларни йигиб, куйи- 
даги ифодани оламиз:

(х +  у^)(х +  у2) ... (х +  ул) = у? +  TjX 1-1 +  +  г2Х"2 +  ... +
+  Ttx " _k +  . . .  +  Tn_ jX  +  Т п,

бу ерда

Г1 = У 1 +У2 + -  +  Уп> 
г 2 =  У Г У 2 + У Г У ,  +  -  Уп-У«>

V i  = УГУ1  -  Уп-1 + У Г У 2 -  У„-2Уп +  -  -  Уп> 
*п = У Г У 2-  Уп-
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Шундай к,илиб, тк — ушбу {уг, у2, ..., тупламнинг 
мумкин булган барча /с-элементли бирикмалари элемент- 
лари купайтмасининг йигиндисига тенг. Хусусан, агар у, 
= у2 = ... = уп = у  деб олсак, у холда хк = Скп у к. Бунга 
асосан (х + у)" = х" + С 'х '- 'у  + ... С"~]х у - 1 + у".

12-§. ТЕНГЛАМАЛАР

Агар f  : А -*■ В функция ва a £  А элемент берилган 
булса, у холда булар оркдли

b = f { a )  (1)

элемент топилади. Шундай масалалар учрайдики, уларда 
(1) муносабатдаги / функция ва b элемент берилган, аммо 
а элемент берилмаган булади ва уни топиш талаб к,или- 
нади.

Бундан хам умумийрок, булган куйидаги масала хам 
учрайди:/ :  А В B a g :  А -*■ В  функциялар берилган. Ушбу

f ( x )  = g(x)  (2)

тенгликни к,аноатлантирувчи х G А элементлар топилсин. 
Бу холда (2) тенглик А ва В  тупламлар устида бир номаъ- 
лумли тенглама ва х элемент эса бу тенгламадаги номаъ- 
лум дейилади.

М и с о л : / :  R -* R, /  (х) = X* ва g{x) = 1 булса, х4 = 1. 
Куринишидаги биквадрат тенглама хосил булади. 
М азкур (2) тенгликни  каноатлантирувчи бирор 

х = a G А элемент бу тенгламанинг ечими дейилади. Тенг- 
ламанинг барча ечимларини топиш тенгламани ечиш дей
илади.

С ва В — ихтиёрий тупламлар булсин.
Т а ъ р и ф . Агар f  : С  -*■ В ва g : С” -> В функциялар 

берилган булиб, ушбу

Дх,,...,хв) = g(xi;...,xj (3)
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тенгликни цаноатлантирувчи х = (xj,...,xn) £  С" вектор 
берилмаган булса ва уни топиш керак булса, (3) тенглик С 
ва В тупламлар устида п та номаълумли тенглама в а х -  

(х,,...,хв) вектор эса бу тенгламадаги номаълумлар ти
зими дейилади.

М и с о л л а р :  1) / :  К1 -*•/?, Дх, у) = х1 + у, g(x, у) = 1 
булса, х2 + у  = 1 тенглама досил булади.

2) / :  Я" = xi+ х2 + + хп ^ g { x },...,xn) =
=  1— xj1 булса, Xj+ ... +  xn= 1 — xj тенглама досил бу
лади.

Мазкур (3) тенгламани цаноатлантирувчи бирор 
х = а = (а1,...,ап) Е С" вектор бу тенгламанинг ечими де
йилади.

Агар (3) тенгламада С" = А белгилаш киритсак, у долда
(3) тенглама (2) куринишга эга булган А ва В устидаги бир 
номаълумли тенгламага келади.

Т а ъ р и ф .  Агар 2т т а / :  С" ■* Д, i = Tjn, g, ’■ С Л -*Д, 
i = 1, т функциялар берилган булиб, ушбу

/l(X p -,X „ ) =  й Х V - ’Xn) 
........................................  (4)

f j x  i,...,xn) = g j x v ...,xn)

тенгликларнинг барчасини цаноатлантирувчи х = (х,,..., 
хя) £  А элемент берилмаган булса ва уни топиш керак булса,
(4) тенгликлар туплами С ва Д  устида п та номаълумли 
т та тенгламалар тизими ва х О ^ ,...^ )  эса бу тенглама
лар тизимидаги номаълум вектор (номаълумлар тизими) 
дейилади.

(4) тенгликлардан тузилган тенгламалар тизимини ушбу

, Х „ )  =  g f a , . . >*»)

■; Х п )  — g m ( x ] ,

куринишда белгилаш кдбул кдлинган.
(4) тизимдаги дар бир тенгликни цаноатлантирувчи 

х  «= с = (с,,..., сп) Е С" вектор (яъни (4) даги барча тенгла-
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маларнинг умумий ечими) (5) тенгламалар тизимининг 
ечими дейилади. (5) тизимнинг барча ечимларини топиш 
бу тизимни ечиш дейилади.

Масалан, F: R1 -* В1, Fix, у) = (2х — у, х + Зу), g : В2 -* 
R1, g(x, у) = ( -1 , х2 + 3 — у) булса,

\2х -  у  = —\
\ х  + Зу = х 2 + 3 - у

тенгламалар тизими х,осил булади.
Агар Д х) = С" = А, Д т = В  ва G(x) =

(g1(x),...,gm(x)) белгилашлар киритсак, у х,олда (4) тизимни

F(x) = Gix)

кУринишда ёзиш мумкин, яъни (4) тенгламалар тизими- 
ни А = С" ва В = Д т тупламлар устида бир номаълумли 
битта тенглама деб кдраш мумкин. Аксинча, агар F  : С" -*■ 
~*Дт, Fix) = ( / ;w ,.. . , /m(x)) ва G : О  -+Дт, G(x) = Ц(х),..., 
gm(x)) функциялар берилган булса, у х;олда О1 ва Д т туплам - 
лар устидаги F(x) = G(x) тенгламани С ва Д  тупламлар 
устидаги (5) тизим кУринишда ёзиш мумкин. Бундан буён 
баъзан (5) тизимнинг ушбу F(x) = G{x) к.иск.а куриниши- 
ни х,ам ишлатамиз.

Т а ъ р и ф .  Агар (5) тизимнинг камида бир ечими мав
жуд булса, у  биргаликда дейилади. Агар (5) тизим биргалик- 
да булиб, ечими ягона булса, у аниц дейилади.

Иккита

F(x) = G(x) (а)

J\x) = Q(x) W)

тенгламалар тизимлари берилган булсин. Бунда (а) тизим 
С ва Д тупламлар устидаги п та х = (xv ...,xn) номаълумли 
т та тенгламалар тизими булсин:

F : (У -* Д т, G : С" -* Д т, 
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ф) тизим эса С ва S тупламлар устидаги m a x  = (х,,...,хл) 
номаълумли к та тенгламалар тизими булсин:

Р : Cn- * S \  Q : С" S k

Т а ъ р и ф .  Агар (а) тизимнинг хар бир ечими ф) нинг 
у,ам ечими булса, ф) тизим (а) нинг натижаси дейилади ва 
бу (а) => ф) куринишда ёзилади.

Бу таърифдан бевосита куйидаги хоссалар келиб чи- 
кдци.

1) Хар кдндай (а) тенгламалар тизими учун (а) => (а) 
(рефлексивлик).

2) Агар бир хил номаълумли (а), ф) ва (у) тенгламалар 
тизимлари берилган булиб, (а) => ф)  ва ф)  => (у) булса, у 
долда (а) => (у) (транзитивлик).

Т а ъ р и ф .  Агар (а) => ф) ва ф) =*> (у) булса, ёки (а) ва 
ф) тизимларнинг иккаласи хам биргаликда булмаса, улар 
тенг кучли тизимлар дейилади ва бу (а) о  ф) куринишида 
ёзилади.

Бу таърифдан бир хил номаълумли (а), ф) ва (у) тенг
ламалар тизимлари учун куйидаги хоссаларнинг уринли- 
лиги бевосита келиб чикдци:

1) Хар кандай (а) тизим учун (а) о  (а) (рефлексивлик);
2) Агар (а) о  ф) булса, у холда ф) о  (а) (симметрик

лик).
3) Агар (а) •» ф) ва ф) о  (у) булса, у холда (а) о  (у) 

(транзитивлик).
Масалан, агар F : А => В, b & В  ва Н  \ В => В булса, у 

долда

Fix) = Ъ (6)

тенгламада х  = а ечим булса, бу элемент

HF(x) = Hb (7)

тенглама учун дам ечим булади, яъни (7) тенглама (6) нинг 
натижасидир. Агар Н  — биекция булса, у долда бу тенгла
малар тенг кучли булади.
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Учинчи боб

ЧИЗИ1У1И ТЕНГЛАМАЛАР ТИЗИМЛАРИ

13-§. ЧИЗИКДИ ТЕНГЛАМАЛАР ТИЗИМЛАРИ 
ВА УЛАРНИНГ МАТРИЦАЛАРИ

Ушбу

aixi + а2х2 + ... + апхп = b (1)

тенглик берилган булиб, бу тенгликдаги av av  ..., ап, b 
хакдкдй сонлар маълум, х2, ..., хп хд^и^ий сонлар эса 
номаълум булса, бу тенглик п та номаълумли чизицли тенг
лама дейилади; av а2, ..., ап сонлар бу чизик,ли тенглама- 
нинг коэффициентлари, b сон озод х,ади, хг  х2, ..., хп сон
лар эса номаълумлар дейилади.

Агар 6 = 0 булса, (1) тенглама бир жинсли дейилади. 
Бир хил номаълумли чизикли тенгламалардан иборат бир 
нечта тенгламаларни бирга ечиш, яъни чизиьуш тенгла- 
маларни ечиш масаласи к$Ьп учрайди.

Бирга курилаётган бир хил номаълумли бир нечта чи- 
зик*ли тенгламалар тупламини чизик,ли тенгламалар тизи
ми дейилади.

Умумий куринишда олинган чизик,ли тенгламалар 
тизимида одатда коэффициентлар ва озод хдцлар куп б^лга- 
ни ва шунга кура уларни турли хдрфлар билан белгилаш 
учун алифбодаги харфлар етишмагани сабабли коэффи- 
циентларни ва озод дадларни куйидагича белгилаш усули 
ишлатшгади. Дастлаб чизик^ти тенгламалар тизимига ки- 
рувчи тенгламалар тартиб билан жойлаштирилади, яъни 
улар ракдмланади. Бунга асосан чизшуш тенгламалар 
тизимига кирувчи коэффициентлар куйидаги к>оида буйича 
иккита индексли бир хил харфлар билан белгиланади: ин- 
дексларнинг биринчиси тенгламанинг рак,амини ва ик- 
кинчиси эса бу коэффициент турган жойдаги номаълум-
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нинг рацамини курсатади. Масалан, / -тенгламадаги j -но- 
маълум олдидаги коэффициент а., орцали белгиланади ва 
а-и-жи деб укдлади (хусусан а23 ни а -икки-уч деб укдла-
ди). Чизикли тенгламалар тизимига кирувчи озод хадлар 
бир индексли бошкд бир хил дарфлар билан белгиланади. 
Бунда индекс озод дад тегишли булган тенгламанинг ра- 
цамини курсатади. Масалан, /-тенгламанинг озод хади Ь. 
орцали белгиланади.

Юцорида келтирилган келишувга асосан умумий холда 
берилган п та х2, ..., хп номаълумли s та чизшуш тенг
ламалар тизимини ушбу

ёки к,исцача 2 аьх к ~  ^ 0  = 1>S) к^ринишларда ёзиш мум-
r  к=1 ■ ■кин. Бу ердаги д.. сонлар i = тенгламадаги j - номаълум 

олдидаги коэффициент ва Ь. сон эса / - тенгламанинг озод
щ и  дейилади. Агар барча i=lfn лар учун Ь. = 0 булса, (2) 
тизим бир жинсли дейилади.

Чиэикли тенгламалар тизимини ечиш масаласи бу 
тизимнинг коэффициентларидан тузилган ушбу

тугри бурчакли туртбурчак жадвалнинг хоссаларига 6 o f -  

ЛИЦ. Бундай жадвал S  та сатрли п та устунли матрица 
(З’ХЯ-  матрица) дейилади, (ajf) ёки 11 ац 11 куринишда 
фМ ёзилади. Бу А матрицадаги а.. сонлар матрицанинг 
•лвментлари дейилади. Барча S *  п - матрицалар тупламини 

орцали белгилаймиз.

anx x + al2x2+...alnx n = Ъ, 
auxi +а22х2+...а2пхп = Ъ2 (2)

п

а\\ап  •■■а\п 
А = Д2]а22 • • • а2п

y^s\^s2 ■ • ■ ^sn /
( 3 )

47



А матрицанинг х,ар бир сатрига R устида п - улчамли 
вектор деб к;араш мумкин. Унинг z'-сатрини (ап, аа, 
аш) куринишда ёзамиз. Келажакда А матрицанинг сатрла- 
рини мос равишда Av Av  ..., As оркдти белгилаймиз. А 
матрицанинг устунларига R устида ^-улчамли вектор деб 
к;араш мумкин. Унинг j  -устунини ушбу

'аи \ 
ау  

\ a sj /

белги урнига жойни тежаш мак,садида [а]р д ..., as;) кури- 
нишида ёзамиз. Келажакда А матрицанинг устунларини 
мос равишда А1, А2, ..., А” каби белгилаймиз.

Агар S  х л-матрицада п = S  булса, у п тартибли квадрат 
матрица дейилади. Барча квадрат матрицалар тупламини 
белгилашда Мпп урнига Мп белгини ишлатамиз. Квадрат 
матрицадаги аи , а22, ..., ат элементлар туплами унинг бош 
диагонали дейилади. Агар квадрат матрицада бош диаго- 
налдан тацщаридаги барча элементлар ноль булса, у диа- 
гонал матрица дейилади ва баъзан diag (аи, а12, o j  
куринишида ёзилади. Барча элементлари нолга тенг булган 
матрица ноль матрица дейилади. Агар диагонал матрица
да ап, а22= ... = ат = 1 булса, у бирлик матрица дейилади 
ва Еп (баъзан Е) орк,али белгиланади.

Юкррида (2) тизим буйича киритилган (3) матрица (2) 
тизим номаълумларининг коэффициентлари матрицаси де
йилади. Бу матрицанинг унг томонига тизимнинг озод 
хдцларидан иборат [bv Ъ2, ..., устунни ёзсак, S  та сатр- 
ли п + 1 устунли

аПаП"-а\п̂ 1
А '= аг\агг-"а2п̂ 2

aS\aS2--'aSn̂ 2
(4)

матрица хрсил булади. Уни (2) тизимнинг кенгайтирил- 
ган матрицаси дейилади ва (а./Ь.) куринишида х,ам ёзила
ди. Одатда (2) тизимни ечиш масаласи (3) ва (4) матрица - 
ларнинг хоссаларини урганишга келтирилади.
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14-§. и УЛЧОВЛИ АРИФМЕТИК ФАЗО

Матрицаларнинг сатрлари ва устунлари орасидаги бог- 
ланишларни Урганиш мацсадида R" даги (R — хдцикдй 
туплами) векторлар устида амаллар киритиб, уларнинг хос- 
саларини Урганамиз.

Агар X  = (хр хг, хп) ва У = (yv у2, .... уп) координата- 
лари х^киций сон булган п улчамли векторлар булса, ущбу 
(Xj + y v х2 + у2, ..., хп + уп) вектор уларнинг йигиндиси деб 
аталади ва X  + У  оркали белгиланади. Барча координата- 
ли нольга тенг булган (0, 0, ..., 0) вектор ноль вектор деб 
аталади ва 0 (купинча 0) оркали белгиланади.

Х,акикий сонларни кУшиш амалининг хоссаларидан 
векторларни кУшиш амалининг куйидаги хоссалари бе
восита келиб чикади:

а,) хар кандай учта X, У, Z  Е R" векторлар учун

(X+V)  + Z  = X + ( У +Z)  (ассоциативлик) 

а2) хар кандай X  £  Rn вектор учун 

Х + 0 = 0 + Х = Х  

а3) хар кандай X  = (х,, х2, ..., х )  Е R" вектор учун

Х + У = У + Х = 0

тенгликларни каноатлантирувчи У вектор мавжуд; бу век
тор У = ( -Xj, ..., - х п) булиб, X  га к,арама-к,арши вектор 
дейилади ва - X  оркали белгиланади.

а4) хар кандай X, У  £  К 1 векторлар учун X  + У =У +  X  
(коммутативлик). Бу хоссалар R" туплам кушиш амалига 
нисбатан коммутатив гурух хосил килишини курсатади.

А гарХ = (хр х2, ..., хп) £ R? ва Я £ R  булса, ушбу (Ях,, 
Ях2, ..., Яхп, вектор X векторнинг Я сонга кУпайтмаси дейи
лади ва XX оркали белгиланади.

Ха кики й сонларни купайтириш амалининг хоссалари
дан векторни сонга купайтириш амалининг куйидаги хос
салари бевосита келиб чикади:
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b{) ^ap ^андай X  E K  вектор учун 

\ - Х = Х \

Ь2) х,ар кдндай X, f xER  сонлар ва X  Е  К  вектор учун 

Х(цХ) = (Ifi)X-,

й3) х;ар кдндай X,fi Е Я в а  X E R ” учун 

(X + ц)Х=ХХ+ цХ;

А4) х,ар кдндай X E R  ва X, У Е  К 1 векторлар учун 

Х(Х+ У) =ХХ+ХУ.

_/?" туплам векторларни кУшиш ва векторларни сонга 
купайтириш амаллари билан бирга п - Улчамли арифметик 
фазо дейилади.

Берилган Xv Х1, ..., Х к Е К ‘ векторлар ва с,, с2, скЕ R 
сонлар учун ушбу с}Х1 + с2А̂  + ...+ скХ к вектор Xv Х2, ..., 
Х к векторларнинг с{, с2, ..., ск коэффициентли чизикли 
ифодаси (комбинацияси) дейилади. Агар У вектор Xv Х2, 
..., Х квекторларнинг бирор чизщ ли ифодасига тенг булса, 
у Xv Х2, Х к векторлар оркдли чизикли ифодаланувчи 
дейилади.

Агар Xv Х1, ..., ^векторлар  тизими учун ушбу 

С\Х\ + с2Х 2+...+скХ к = б

тенгликни кдноатлантирувчи камида бири нольдан фарк^и 
булган cv с2, ск сонлар мавжуд булса, бу векторлар 
тизими чизикли богланган дейилади. Масалан, ноль век- 
торни ёки иккита бир хил векторни Уз ичига олувчи R" 
даги ихтиёрий чекли векторлар тизими чизикли боглан
ган.

1 - т е о р е м а .  Xv Х1, Х к векторлар тизими чизикли 
богланган булиши учун бу тизимдаги бирор векторни бош-
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калари оркали чизикли ифодалаш мумкинлиги зарурий ва 
кифоявий шартдир.

И с б о т .  Xv X,, Х к векторлар чизик^и богланган 
булсин. У долда камида бири нольдан фаркди булган ср 
с2, ..., ск сонлар мавжудки, схХ } + с2Х 2+...+скХ к = 0 .  Бу 
сонлар ичида нольдан фарклиси с.булсин. У долда юцори- 
даги тенгликдан ушбу

Y — — ^1 Y — - '̂-1 У _  У _  _  У Л , -  -р- л 1 ... A;.J ~Г~ЛМ ... Yг-лк
'{ I I .

тенглик, яъни векторнинг болщалари оркали чизшущ 
ифодаланганлиги келиб чикади.

Энди, аксинча, Xv Х1, ..., Х к векторларнинг бирортаси, 
масалан Хг бошцалари оркали ифодаланган булсин.

■̂ = ЯД + A^ + ... +Я,._Д._1 +Я,.+Д.+) + ... + ЯД.

У долда

Я Д  + Я Д  +  ... + il_1x,_l - x l + я,.+ 1х +1 + . . .  +  я л  =  0.

Г>у ерда С; = Я,, с2 =Я2, ..., cl_1 = X,_v с.= -1 , ci+1 =Я.+ 1, ..., 
с," Хк деб олсак, с2 = -1  ф 0 булгани учун Xv Х2, ..., 
гизим чизикяи богланган.

Бу теоремадан куйидаги натижа келиб чикади. Агар 
бирор векторлар тизими чизицли богланган кием тизимига 
ага булса, бу тизимнинг ^зи дам чизикли богланган бу- 
лиди,

Чирикни богланмаган векторлар тизими чизицли эркли 
ТИЗИМ *пм деб аталади. Шундай кдлиб, а г а р Х2, . . . ,Хк£ № 
тизим учун хар кандай ушбу

+ с2Х 2 +...+скХ к = 0

кУринищдаги тенгликдан с{ = сг = ... = ск = 0  тенглик ке
либ чицса, бу тизим чизицли эркли булади. Равшанки,
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чизикли эркли тизимнинг ^ар цандай кием тизими ^ам 
чизикли эркли.

i f  фазода чизикли эркли тизимга мух,им мисол келти- 
рамиз. Ei оркали i координатаси 1 га ва бошкд барча ко- 
ординаталари нольга тенг булган векторни белгилаймиз. 
Ушбу

векторлар тизими чизикли эркли. Хакикатан, с[Е1 + с2Е2 + 
+ ... + спЕ п = (с,, с2, ..., сх) булгани учун + с2Е2 + ••• + 
+ спЕп - б тенгликдан с; = с2 = ... = сл = 0 тенглик келиб 
чик,ади. Ev Е2, ..., Еп векторлар ортлар деб аталади.

К1 да А ва В тизимлар берилган булсин. Агар А нинг 
х,ар бир X  вектори учун В нинг шундай чекли кием тизи
ми мавжуд булсаки, X  вектор бу кием тизим оркали чи
зикли ифодаланса, А тизим В тизим оркали чизикли ифо- 
даланувчи дейилади.

2 - т е о р е м а .  Агар А тизим В орцали чизицли ифода
ланса ва В тизим С тизим орцали чизицли ифодаланса, у 
%олда А тизим С орцали чизицли ифодаланади.

И с б о т . А нинг ихтиёрий X  вектори В нинг бирор {Ур 
..., У) чекли к;исм тизими оркали чизикли ифодаланади: 
Х =  aiYi + ... + аУ к.

Хар бир У' вектор С даги бирор (Z.,, ..., Z; } чекли кием 
тизим оркали чизикли ифодаланади:

Е, = ( 1, 0, 0) 
Е2 = (0, 1, ..., 0)

Еп = (0, 0, ..., 1)

д
y t = 2b„Zt , b ' j E R .  

м

Бу тенгликларни X  нинг ифодасига куйсак:

тенгликни оламиз. В
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Rn фазода бирор А тизим олинган булсин. Агар А даги 
*ар к;андай г  + 1 та вектор чизикли богланган ва унда г  та 
чизикли эркли векторлар к,исм тизими мавжуд булса, бун- 
дай г  сони А тизимнинг ранги дейилади. Уни г{А) орк,али 
белгилаймиз. Ноль векторлардан иборат тизимнинг ран- 
гини нольга тенг деб здисоблаймиз.

Агар х;ар к,андай т натурал сон учун А да т та чизикли 
э^кли вектор мавжуд булса, бундай А т^пламнинг ранги 
чексиз дейилади ва г(А) = оо куринишида ёзамиз.

А тизимнинг ранги г  га тенг булсин. А даги ихтиёрий г 
та чизикли эркли вектор А нинг базиси дейилади.

3 - т е о р е м а .  А тизимнинг ранги г  га тенг булсин. У  
%олда А даги ихтиёрий вектор ундаги ихтиёрий базис ор
цали ягона усул билан чизицли ифодаланади.

И с б о т . А да ихтиёрий {Bt, В2, ..., В )  базисни ва ихти
ёрий X  векторни оламиз. У х;олда {Bv  ..., Br, X }  тизим 
чизицди богланган, яъни камида бири нольдан фарвухи 
булган шундай с,, с2, ..., сг, с сонлар мавжудки,

Агар с = О булса, у долда clBl +...+crBr = 0 булиб, ср с2, 
сг, сонларнинг ичида камида бири нольдан фарк^и 

б?лпрди, я ъ н и ^ , В2, ..., 2?̂  тизим чизикли богланган булар-

в г тенгликни оламиз. by билан х;ар к;андай X  век- 
Торнинг базис орк;али чизикли ифодаланиши курсатилди.

Энди X  вектор икки хил усул билан базис оркали ифода- 
ланшн булсин: X  = д Д  + а2В2 + ... + дД , X  = Ь1В1 + Ь2В2 + 
f  ...+ АД, Бу тенгликларнинг биринчисидан иккинчи- 
сини пйириб, ушбу

(я, -  й,)Я, + («2 -  Ь2)В2+...+(аг -  ЪГ)ВГ =  О

тенгликка келамиз. Бундан базиснинг чизикли эрклили- 
ГИГ8 асосан а х -  Ьх =  а 2 -  Ь2 = ... =  ar -  Ьг =  0 ни, яъни 
Л, ■ bv а г -  Ь2, a r = Ьг тенгликларни оламиз.

Cj5j + с2В2+ .. .+crBr + сХ  = 0 .
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4 -т е о р е м а . R" да ётувчи А ва В тупламлар берилган 
булиб, В нинг ранги S  га тенг булсин. Агар А тизим В  ор- 
цали чизицли ифодаланса, у холда А даги х,ар цандай 
(S  + 1) — та вектор чизицли богланган, яъни r(A) s  S.

И с б о т . Теоремани S  буйича математик индукция усу- 
ли билан исботлаймиз. А тупламда ихтиёрий {Ср С2} 
чизицли эркли тизимни ва В тизимда бирор {£),, ..., D) 
базисни оламиз. У долда 2-ва 3-теоремаларга асосан Ср 
С2, ..., Сгвекторларни {Dv  ..., Ds] базис орцади ифодалаш 
мумкин:

С, = alDi + ... + а ,Д ,
С2 = a2Dx + ... + a2sDs, (1)

Сг = ar\ Dr\ + ••• + anDs'

Теоремани исботлаш учун г  < S  тенгсизликни исбот- 
лаш кифоя.

Агар В  тизимнинг ранги S  =  1 булса, у долда С,, С2, ..., 
С векторлар чизикда эркли булгани учун (1) тенгликлар- 
дан г  < 1 тенгсизликни оламиз, яъни теорема S  = 1 учун 
уринли. Энди теоремани ранги S  -  1 булган дар цандай В 
туплам учун уринли булсин деб фараз циламиз. Агар (1) 
тизимда ais = a2S = ... = а п=  О булса, у долда ранги г  га тенг 
булган {Ср ..., С} тизим ранги S -  1 га тенг булган {Dp ..., 
Ds } тизим орцали чизицли ифодаланарди. Бу долда ин
дукция буйича фаразимизга асосан г  5  S  -  1. Бундан г  <  S. 
Энди ai s ..., коэффициентларнинг бирортаси, масалан 
arS, нольдан фарцли булган доли и курамиз. Бу долда (1) 
нинг охирги тенглигидан Ds ни ифодалаб оламиз:

Бу ифодани (1) даги цолган (г -1) та тенгликка цУйиб, 
Ухшаш дадларни йигиб чицамиз. Натижада цуйидаги тенг
ликлар тизимини оламиз.
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r-\,s-\ S ~ \ -

(2)

Бу тенгликлар тизими ушбу

векторлар тизимининг {Dv  ..., Ds _ ,} векторлар тизими ор- 
кдли чизикли ифодаланишини курсатади.

С,1,..., С’ , векторларнинг чизикли эркли эканлигини 
курсатамиз. Хакикдтан, бирор l p X2, ...,Xr_i сонлар учун 
Я,С‘ + Л2С'2+...+Лг_1Схг = 0 тенгликуринли булсин, деб фа
раз килашшк. Бу тенгликка С/ векторларнинг ифодаси-

тенгликни оламиз. Ср ..., С векторлар чизикли эркли 
б^лгани учун охирги тенгликдаги барча коэффициентлар 
нольга тенг. Хусусан Я1 = Я2 = ... = Яг = 0. Бу эса 
C l , . . . ,C h  векторларнинг чизикли эркли эканлигини 
курсатади. Шундай кдлиб, (2) тенгликка асосан ранги г  — 1

булган {Dv  ..., 2) _х} тизим оркали чизикли ифодаланади. 
Бундан индукциянинг фаразига мувофик, г — 1 < S  — 1, 
яъни г  < S  тенгсизлик келиб чикдци.

1 - н а т и жа .  В" фазонингранги п га тенг.
И с б о т .  Хацикдтан, {Ev ..., E J  ортлар тизими чи

зикли эркли булгани учун бу тизимнинг ранги п га тенг.

Бундан ухшаш хддларни йишб

тизим ранги — 1 га тенг
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Иккинчи томондан ортлар тизими орк,али R 1 даги ихти
ёрий (Ср С2, Сл) вектор чизицли ифодалангани учун 
(Ср С2, Сп) = Cj/Sj + С2Е2 + ... + CjE\ Исботланган те
оремага асосан r{Rn)<  п. Бу ортлар тизими R" да ётгани 
учун r{Rn) = п.

2 - н а т и ж а .  Rn даги хар цандай А цисм туплам учун 
r(A)S п.

И с б о т .  А к,исм туплам К 1 да ётгани учун J? оркдли 
чизикди ифодаланади.

1-натижага асосан г{Вп)= п . Бундан ва 4-теоремадан 
г(А) ^  п тенгсизлик келиб чикади.

3 - н а т и ж а .  Яп да ётувчи А ва В тизимлар берилган 
булсин. Агар А тизим В орцали чизицли ифодаланса ва В  
тизим А орцали чизицли ифодаланса, г(А) = г{В).

И с б о т .  2-натижага кура, г(А)<, п ва H B )s п. Бундан 
ва А тизим В  орк,али чизирдга ифодалангани учун 4-тео- 
ремага асосан г(А)< г(В). Шунга Ухшаш г{А)> г(В). Демак 
KA) =  r{B). U

15-§. МАТРИЦАНИНГ ВА ЧИЗИКДИ ТЕНГЛАМАЛАР 
ТИЗИМИНИНГ РАНГИ

А е  Msn матрицанинг А1, А2, ...,А п устунларини S-улчам
ли векторлар деб цараймиз. А матрицанинг устунларидан 
иборат булган векторлар тизимининг рангига А матрица 
устунларининг ранги деб аталади. Уни к,иск,алик учун гу(А) 
орцали белгилаймиз. Равшанки, гу(А)< п.

Ушбу

= b t (/ = 1,j) (а)
к=1 '  '

тенгламалар тизимининг ечими мавжудлиги масаласини 
текширишга Утамиз.

A G Мг п матрица берилган (а) чизикди тенгламалар ти
зими номаълумларининг коэффициентлари матрицаси ва 
А 1 & Msn + 1 эса (а) тизимнинг кенгайтирилган матрицаси
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булсин. Бу матрицалар устунларининг ранглари учун 
ry(A)< ry( A l) s  п + 1.

1 - т е о р е м а  ( К р о  н е к е р  - К а п е  л л и ) . Берилган 
(а) чизицли тенгламалар тизимининг биргаликда булиши 
учун г (А) = г (А  1) тенгликнинг бажарилиши зарур ва ки- 
фоя. У ’

И с б о т . Берилган (а) тизимнинг озод-вддларидан ибо- 
рат булган [bv b2, .., bs] устунни В оркали белгилаб, тизим
ни куйидаги вектор куринишда ёзиб оламиз:

ххАх + х2А2 + ... + хпАп = В. 03)

Берилган (а) тизим биргаликда булсин деб фараз кдлай- 
лик. У холда бундан ва ф ) ифодадан В векторнинг А1, А2, 
..., А" векторлар оркали чизикли ифодаланиши келиб чи- 
Кади. {А \  ..., А ”} тизимнинг ранги г  га тенг булиб, 
{А * \  . . . ,А Кг] унинг ихтиёрий базиси булсин. У холда 2-§ 
даги 3-теоремага кура, хар кандай А  вектор бу базис ор
кали ифодаланади. Демак, В  вектор хам бу базис оркали 
ифодаланади. Бу {А \ А", В} тизимда хар кандай г  +  1 та 
векторнинг чизикли богликлигини курсатади, яъни 
гу{А) = г ( А ’) тенглик уринли.

Энди гу(А) =  г ( А ‘) тенглик уринли булсин деб фараз 
Килайлик. Бундан {А1, А”} тизимнинг ихтиёрий 
{AKl, . . . ,А Кг} базиси {Л1, ..., А”, В} тизим учун хам базис- 
лиги келиб чикади. Бундан эса В  векторнинг {А \ А2, ..., 
Ап} тизим оркали чизикли ифодаланиши келиб чикади. 
Бу (J3) тенгламани ва демак (а) ни хам каноатлантирувчи 
номаълумларнинг кийматлари мавжудлигини курсатади.

Биргаликда булган (а) чизикли тенгламалар тизими учун 
исботланган теоремага асосан гу(А) = гД А 1). Бу сонга (а) 
чизикли тенгламалар тизимининг ранги деймиз ва г(а) ор
кали белгилаймиз. Равшанки 0< r (a )s  п. Хусусан г(а) = О 
булганда ва факат шу холдагина тенгламалар тизимининг 
барча коэффициентлари ва озод хадлари нольга тенг.

2 - т е о р е м а .  Биргаликда брлган (а ) чизицли тенгла
малар тизимининг аниц булиши учун г(а) =п брлиши зарур 
ва кифоя.
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И с б о т .  Биргаликда булган (а) тизимнинг аниклиги- 
дан (fi) муносабатга асосан В векторнинг А1, ..., Ап устун- 
лар орцали ягона усулда ифодаланиши келиб чикдци. Бун
дан А1, ..., Ап векторлар тизимининг чизицли эрклилиги 
келиб чицишини кУрсатамиз. Хацикатан бирор с,/!1 + ... + 
+ СпАп =  0 куринишидаги тенглик уринли булсин деб фа
раз цилайлик. Бу тенгликни (/3) тенгликка кушиб, 
(Xj + С )А 1 + ... + (хп + С п)А” =  В  тенгликни оламиз. Охир
ги тенглик кУрсатадики, агар (х ,,... хп) вектор (а) тизим
нинг ечими булса, (Xj + ср —, х п+ сп) вектор хам ечимдир. 
Ечимнинг ягоналигидан Xj + Cj = хр ..., хп + сп =  хп тенг
ликни оламиз. Бу тенгликлардан с, = 0, ..., сп = 0, яъни 
А1, ..., А" векторлар тизими чизик^ли эркли. Демак 
г(а) = г (А) = п.

Аксинча, На) = п булсин. У холда {А1, ..., А"} векторлар 
тизими чизшуш эркли булиб, {А1, ..., Ап, В} тизим эса чи- 
зикли богланган. Бундан В  векторнинг А1, ..., А" тизим 
орцали ягона усулда ифодаланиши, яъни ф ) тизимнинг 
ягона ечими борлиги келиб чицади.

Н а т и ж а . Агар п та номаълумли S  та бир жинсли чи- 
зщ ли тенгламалар тизими учун S  < п булса, бу тизимнинг 
нольдан фарцли ечими мавжуд.

И с б о т .  Берилган (а) бир жинсли тизимнинг вектор 
куринишидаги ф ) тенгламасида -6 = 0 булиб, у ушбу

х1А1+...+х„А" = 0

куринишга келади. Бу тенгламах; = 0 ,..., хп = 0, яъни ноль 
ечимга эга. Демак, бир жинсли тизим доим биргаликда. 
Тизимда тенгламаларнинг сони S  та булгани учун устун- 
лар S  - Улчовли векторлардир. Бундан ва 14-§ 4-теорема- 
нинг 2-натижасидан (а) тизимнинг ранги учун На) < S  
тенгсизлик келиб чикдци. Бу ва S  < п тенгсизликдан На) < п 
тенгсизлик келиб чикдди. Охирги тенгсизлик 2-теоремага 
асосан (а) тизим ечимлари сонининг биттадан ортикали
ги ни курсатади. Демак (а) тизимнинг нольдан фарк,ли 
ечими мавжуд.

Бу параграфдаги теоремалар матрица устунларининг 
рангини хисоблаш масаласи мухимлигини курсатади.
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A E  Msn матрицанинг сатрларини и-улчовли векторлар 
деб к,араш мумкин. А матрицанинг сатрларидан иборат 
булган векторлар тизимининг рангига А матрица сатрла- 
рининг ранги деб аталади. Уни кискалик учун гс{А) оркали 
белгилаймиз. Равшанки rc (А) < S.

Кейинги параграфда х;ар кандай А  матрица учун 
г  (А) =  гс(А) тенгликни курсатамиз ва матрицаларни эле- 
ментар алмаштириш ёрдамида рангларини хисоблаш усу- 
ли билан танишамиз.

16-§. МАТРИЦАЛАРНИНГ э л е м е н т а р  
АЛМАШТИРИШЛАРИ

Иккита /4,6 Е АГл матрицалар берилган булсин.
Агар А матрицада иккита сатрнинг урни алмаштири- 

лиши натижасида В матрица до с ил килинса, В  матрица А 
дан сатрлар устида (I) тур элементар алмаштириш нати
жасида хосил килинган дейилади. Бу билан бирор 
/ :  -* М  акс этгириш аникланди.

Агар А матрицанинг бирор сатрини бирор сонга купай- 
тириб, бошка бирор сатрига кушиш натижасида В матри
ца хосил килинса, В матрица А дан сатрлар устида (II) — 
тур элементар алмаштириш натижасида хосил килинган 
дейилади. Бу билан хам бирор / :  Msn акс эттириш 
Хосил кдлинди.

Бу таърифларга ухшаш матрица устунларининг (I) ва 
(П)-тур элементар алмаштиришлари таърифланади.

1 - т е о р е м а .  Сатрлар (устунлар) устидаги %ар бир 
/ :  Л/_п -* Msji элементар алмаштириш биекция булиб, унинг 
тескариси f~! : Msji -»• М%я %ам сатрлар (устунлар) устида 
элементар алмаштиришдир.

И с б о т. Фараз килайлик,/ — сатрлар устида (I) тур эле
ментар алмаштириш булиб, ихтиёрий А матрицада, маса- 
лан р -  ва q- сатрларнинг урнини алмаштиришдан иборат 
булсин: f(A) = В. Агар В матрицада яна р -  ва q- сатрлар
нинг урнини алмаштирсак, у холда А матрицага кайта- 
миз, яъни А = f(B) = f(f(A)). Б у / - / — бирлик акслантириш, 
яъни /  нинг тескариси /  нинг узи булиб, у элементар ал-
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маштириш эканлигини курсатади. Бундан хусусан /  нинг 
биекция эканлиги хам келиб чикади.

Энди / — сатрлар устида (II) тур элементар алмашти- 
риш булсин: f(A) = В. У холда /  акслантириш ихтиёрий 
А = (а^) матрицага куйидагича таъсир килади. Шундай р 
ва q (I < р, q < S) хамда h Е R  сонлар мавжудки, А ва В 
ларнинг р-сатрдан бопща барча сатрлари бир хил ва В 
нинг р  -сатри эса А нинг р -  ва g-сатрлари оркали

bpk= a pk+ h a qK (к = \,п)

формула буйича олинади (яъни А нинг g-сатри h сонига 
купайтирилиб, р -сатрига кушилди.

Агар хосил булган В матрицада бу матрицанинг q-сат- 
рини (- h ) сонига купайтириб, ^-сатрига кУшсак, А мат
рицага кайтамиз: g(B) = А. Курамизки g: М  акс эт
тириш / г а  тескари ва у хам сатрлар устида (II) тур ал- 
маштиришдир. Бундан/нинг биекция эканлиги хам келиб 
чикдди.

Устунлар учун теореманинг исботи шунга Ухшаш.
Gc(s х п) орк,али сатрлар устидаги элементар алмашти- 

рилишларнинг мумкин булган барча чекли сондаги ком- 
позицияларидан иборат тупламни белгилаймиз. Хар бир 
/ :  М5 п -*■ Msд элементар алмаштириш биекция булгани ва 
биекцияларнинг композицияси биекция булгани учун 
Gc(s х п) тупламнинг элементлари хам М  п нинг Узини Узига 
биекцияларидан иборат.

2 - т е о р е м а .  Gc(s х п) туплам биекцияларнинг ком
позицияси (яъни элементар алмаштиришларнинг кетма- 
кет бажарилиши) амалига нисбатан гурух;ни %осил цилади.

И с б о т .  Акс эттиришлар, хусусан, биекциялар учун 
ассоциативлик крнуни уринли (3-§, I-теорема). Демак, 
улар учун умумлашган ассоциативлик кон уни хам Уринли 
(9-§, 1-теорема). Бунга кУра элементар алмаштиришлар
нинг иккита /j • / 2 ,../ие  Gc{s х п) ва g1 -g2 ... gt G Gc(s x n) 
чекли композицияларнинг (/j • f 2 . ../m)(g,-g2... gr) кУпайт- 
масини хам/j • / 2 . . .fm-g^g2... gr куринишда, яъни элемен
тар алмаштирилишларнинг чекли сондаги композицияси 
куринишида ёзиш мумкин. Демак
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if, ■ f 2 - в 2 -  GP  x  « ) •

Gc(s x «) да ассоциативлик конунининг бажарилиши 
унинг тупламлар акс эттиришларининг композицияси учун 
бажарилишидан келиб чикади.

Агар Л /лнинг (1) формула билан берилган (П)-тур ал- 
маштиришида h = 0 деб олсак, тУпламнинг бирлик алмаш- 
тиришини оламиз. Бундан М  нинг бирлик алмаштири- 
ши Gc(s х п) га тегишли эканлиги келиб чикади.

Энди ихтиёрий f i ■ f 2 . ../mE Gc(s x n) элементни оламиз. 
Бу ерда хар бир / ( элементар алмаштириш булгани ва хар 
бир элементар алмаштиришга тескари алмаштириш мав
жуд булиб, у хам элементар алмаштириш булгани сабабли 
fm ■ / Л - 1 - / Г 1 £ G c( S x n ) .  Бу элемент/, га теска
ри. Дакикатан ушбу

(/.■‘ • / ; ‘, . . . / г  ’к / .  ■/*•••/,) =

= ( / ;1(/,i-i(-(/r1-/,) ...) /- .K )

купайтма ассоциативлик хоссасига кура бирлик элемент
га тенг.

Бу билан Gc(s х и) нинг гурух эканлиги курсатилди.
Gc(s х «) гурух бу аслида Gc(Ms п) гурухда сатрларнинг 

барча элементар алмаштиришлари хосил килган кием гу- 
рухдир.

Шунга ухшаш устунлар учун G (s  х «) гурух хам кири- 
тилади.

Н а т и ж а .  А, В еЛ / п матрицалар берилган булсин. Агар 
А матрицадан В матрицага сатрларнинг (устунларнинг) чек
ли сондаги элементар алмаштиришлари орцали утиш мум- 
кин булса, у  у,олда В дан А га у;ам чекли сондаги элементар 
алмаштиришлар орцали утиш мумкин.

И с б от  . Фараз килайлик, А дан В  га сатрларнинг f m, 
f m ] , / t элементар алмаштиришлари оркали Утиш мумкин 
булсин. У холда

Ш  ... ifm (А)) = в ,
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яъ н и

сf r A - f J ( A )  =  B.

1-теоремага асосан / т \ ..., /,~1 лар хам элементар ал

маштиришлар булиб, 2 -теоремага асосан

яъни f ~ l • / 2 элементар алмаштиришлар оркдли 
В дан А га утиш мумкин. Устунлар учун мулохдза шунга 
Ухшаш.

3 - т е о р е м а .  Матрица сатрларининг (устунларининг) 
ранги унинг сатрлари (устунлари) устида чекли сон м ар
та элементар алмаштиришлар бажарилганда узгармайди, 
яъни G /s  х п) гурухнинг ( Gy(s х п) гурухнинг) таъсирига нис
батан инвариантдир.

И с б о т .  A £  М} п матрицанинг сатрлари устида ихти
ёрий / р f 2, . . . f k элементар алмаштиришлар бажарилган 
булсин: (fk . . . f x)(A).

Ушбу

r /( fk ...fJ(A)) = r /A )

тенгликни исботлашимиз керак. Дастлаб бу тенгликни 
k  = 1 холда исботлаймиз.

А нинг сатрлари устида ихтиёрий /  элементар алмаш- 
тириш бажарилган булсин. Агар у (I) тур элементар ал- 
маштириш булса, у холда А матрица билан f(A) матрица 
бир хил сатрларга эга булгани учун (улар фацатгина сатр- 
ларнинг уринлари билан фарц цилгани учун) уларнинг 
ранглари тенг г (А) = rc(f(A)). Агар А га (И) тур/элементар 
алмаштириш таъсир цилган булса, у холда А да шундай р  
ва q сатрлар мавжудки, А билан f(A) ларнинг р-сатрлари- 
дан бошк,а барча сатрлари бир хил ва f(A) нинг р-сатри А 
нинг р -  ва ^-сатрларининг чизшдш комбинациясидир. 
Демак, бундан 14-§, 4 -теоремага кура гД (А )) < г/А ). Ик-

62



кинчи томондан 2-теоремага кура / м мавжуд ва у дам (II) 
тур элементар алмаштиришдир. Унинг учун юкрридаги 
мулохазаларга асосан r/f~ l(A)) < г/А ). Агар бу тенгсизликда 
А сифатида f(A) матрица олинса:

г/А ) = rc(f-’(f(A))) < г Д А ) ) .

Бундан ва юкрридаги тенгсизликдан r/A ) = r/f(A)) тенг
лик олинади. Бу билан теорема к =  1 да исботланди.

Энди теоремани к - I  элементар алмаштириш учун 
Уринли деб фараз килайлик. У холда теореманинг к -  1 
ва к -1  учун уринлилигига асосан

J [) (А)) = rc(fK(fK-y  ■ •/. (А)) = г Д ^ - т )  = г/А ).

Устунлар учун теореманинг исботи шунга ухшаш.
Куйидаги иккита хоссага эга булган матрицага сатрла- 

рига (устунларига) нисбатан зинапоя матрица дейилади:
1) Агар /-сатр (устун) ноллардан иборат булса, у холда 

(/ + 1) - сатр (устун) хам ноллардан иборат.
2) Агар матрицанинг / - ва (/' + 1)- сатрларининг (ус- 

тунларининг) хар бирида нольдан фарруги элементлар 
булиб, / - сатрдаги (устундаги) чапдан (юкоридан) бирин- 
чи фаркли элемент т. - ракамли устунда (сатрда) ва (/' + 1) - 
сатрдаги (устундаги) чапдан (юкоридан) биринчи ноль
дан фаркги элемент тм  - (сатрда) учраса, у холда т. < т.+1 
тенгсизлик уринли.

Хусусан, ноль матрица сатрларига нисбатан хам ус
тунларига нисбатан хам зинапоя матрицадир.

Келтирилган таъриф сатрларига (устунларига) нисба
тан зинапоя матрицада нолдан фаркли сатрлардаги (ус- 
тунлардаги) чапдан (юкоридан) биринчи нольдан фаркли 
элементдан чапдаги (юкоридаги) ва пастдаги (унгдаги) эле
ментлар нольга тенг булишини курсатади.

Сатрларга нисбатан зинапоя матрицада нольдан фарк
ли сатрлар г  та булсин. У холда бу сатрларга мос булган 
mv  т2, ..., тг ракамли устунларни сатрларга нисбатан зи
напоя матрицанинг бош устунлари деймиз. Сатрларга
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нисбатан зинапоя матрицанинг таърифига кура 1 < т1 < 
< т2 <...< тг < п

4 - т е о р е м а .  Дар цандай матрицани сатрларнинг (ус- 
тунларнинг) чекли сондаги элементар алмаштиришлари ёр- 
дамида сатрларга (устунларга) нисбатан зинапоя матри- 
цага айлантириш мумкин.

И с б о т .  Ихтиёрий А £  М  матрица берилган булсин. 
Теоремани S  сатрларнинг сони буйича математик индук
ция усули билан исботлаймиз. Агар матрица фацат битта 
сатрдан иборат булса, у сатрларга нисбатан зинапоя мат
рица булади. Демак S  = 1 булса, теорема уринли.

Энди S  > 2 холни курамиз ва теоремани (S  -1) та сатрли 
матрицалар учун уринли деб фараз кдламиз. Агар А мат
рица ноль матрица булса, у зинапоя матрица.

А нольдан фаркди матрица булсин. У холда унда ноль
дан фаркди элемент мавжуд. Демак матрицада нольдан 
фарруш устун мавжуд. Биринчи нольдан фарьуги устун т1 - 
устун бУлиб, ундаги нольдан фарвуга элемент р - сатрда 
ётсин. Биринчи ва р  - сатрларнинг урнини алмаштириб 
((I) тур элементар алмаштириш), биринчи сатрининг т ,-  
устунида ётувчи а[ элементи нольдан фаркда булган ку
йидаги матрицага келамиз:

А' =
O-^ml А п

. 0...а' ... V stnl

Агар хар бир k = 2 ,S  учун биринчи сатрни сон
га купайтириб, к-сатрга кушсак ((II)-тур элементар ал
маштиришлар), куйидаги матрицага келамиз:

/ v
0 . ..0 а\т1 Л п

А" = 0 . .0 0 ...

,0 . ..0 0 ... °sn /
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Энди А" матрицада биринчи сатрни ташлаб, долган 
S - 1 сатрлардан иборат матрицани С оркали белгилай
миз. Бу С матрицанинг биринчи /и, та устуни нольга тенг.

С матрица S—1 та сатрга эга булгани учун унга матема
тик индукциянинг фаразини куллаб, чекли сондаги эле
ментар алмаштиришлар ёрдамида сатрларга нисбатан зи
напоя куринишга эга булган D  матрицага келтириш мум
кин. С устидаги сатрларнинг элементар алмаштиришлари 
А" матрицанинг хам элементар алмаштиришлари булиб, 
бунда биринчи сатр Узгармайди. Хосил булган D матрица
нинг х,ам биринчи тх та устуни ноллардан иборат булади.

D  матрицанинг нольдан фаркли г-1  та сатри булиб, бу 
сатрлардаги нольдан фаркли биринчи элементлар мос ра
вишда т2, ..., тг устунларда ётган булсин. У х,олда 
тг < ... < mT- D  матрицанинг биринчи т1 та устуни нол
лардан иборат булгани учун т1< т 2 < ... < т г. Натижада 
биринчи сатрдан пастга D  матрицанинг сатрлари ёзилса, 
хосил булган S  та сатрли матрица сатрларга нисбатан зи
напоя матрица булиб, у А матрицадан чекли сондаги эле
ментар алмаштиришлар оркали хосил килинган булади.

Устунлар учун теорема шунга ухшаш исботланади.
5 - т е о р е м а .  Сатрларга (устунларига) нисбатан зи

напоя матрица сатрларининг (устунларининг) ранги ноль
дан фарцли сатрларининг (устунларининг) сонига тенг.

И с б о т .  А Е Msn матрица сатрларига нисбатан зина
поя булиб, г  та нольдан фаркли сатрга эга ва mv т2, ...,тг — 
бош устунларининг ракамлари булсин:

А =
(2 )

Бу ерда я ц  *  0,а 2п,2 *  
ли сатрлар оулиб, бирор c v  с2
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с,А, + с2А2+ ...+ сгАг =  0 булсин деб фараз циламиз. Бундан 
теоремани исботлаш учун цолган сатрлар ноль булгани 
туфайли Cj = с2 = ... = с. = 0 келиб чикдшини кУрсатамиз. 
Агар г  = 1 булса, ушбу CjA, = 0 тенгликни, яъни схаы = 
= ... = CjalAi= 0 тенгликларни оламиз. Бундан а1т1 ^  О 
булгани учун с{ = 0 тенгликни оламиз. Энди г -  1 х,олда 
г—1 та нольдан фарк,ли Вр ..., Вг сатрларга эга ва сатрла- 
рига нисбатан зинапоя булган дар кандай В матрица учун 
с1В1+...+сг_1Вг_1 =  б тенгликдан доим ^  = с2 = ... = с._, = 0 
келиб чик,син деб фараз кдламиз. Ушбу с Д  + ... + с Д. = 0 
тенгликдан

cia\m1 = ®

С1а\т, + с2а1т1 =  0

тенгликлар тизимини оламиз. Буларнинг биринчисидан 
а\mj 0 булгани учун Cj = 0 тенгли кни  олам из ва 
с2А, + ... + сД .=  0 тенгликка келамиз. А2, ..., Д  сатрлар
нинг узи г  -  1 сатрли зинапоя матрица хосил кдлгани учун, 
индукция фаразига кура с2 = ... = сг = 0. Бу ва с, = 0 тенг
ликлар Av А2, ..., Аг сатрларнинг чизикди эрклилигини 
курсатади, яъни гс{А) — г.

4- ва 5-теоремалар бирор матрица сатрларининг (ус- 
тунларининг) рангини хисоблаш учун уни элементар ал
маштиришлар орцали зинапоя куринишга келтириш ки- 
фоя эканлигини курсатади.

Агар A £  Мп квадрат матрица булиб, диагонал кУри- 
нишга эга булса, 5-теоремага асосан унинг сатрларининг 
(устунларининг) ранги нолдан фарк^и диагонал элемент
ларининг сонига тенг.

6 - т е о р е м а .  Сатрларига (устунларига) нисбатан зи
напоя матрица устунларининг (сатрларининг) ранги ноль
дан фарцли сатрларининг (устунларининг) сонига тенг.

И с б о т .  Зинапоя Л матрица (2) кУринишга эга булсин. 
Нольдан фаркди сатрлар г  та булгани учун унинг устун - 
ларини г-улчамли векторлар деб цараш мумкин.
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А ”1, А ™2,. . . ,  А тг бош устунларнинг чизикли эркли 
эканлигини курсатамиз. Фараз килайлик бирор с,, с2, 
сг сонлар учун схА щ + с2А т2+...+сгА тг = 0 булсин. У х;олда

+ С2С1\т2 О

Сг@гтг — О

Бу ерда а1т*  0,а 2т*  0, . . . ,  атг *  0 булгани учун 5-тео- 
ремага Ухшаш мул оказал арни ишлатиб с1 =  с2 = ... = сг=  О 
тенгликларни оламиз, яъни А™1 , . . . ,А тг бош устунлар чи
зикли эркли. Бундан ва 14-§ даги 4-теореманинг 2-нати- 
жасига асосан г /А )  = г  эканлиги келиб чикади.

Сатрларнинг ранги учун теореманинг исботи шунга 
Ухшаш. ■

Н а т и ж а .  Сатрларига (устунларига) нисбатан зина
поя булган у,ар цандай матрица сатрларининг ранги устун
ларининг рангига тенг.

И с б о т . Агар сатрларига нисбатан зинапоя матрица
нинг нольдан фаркли сатрлари сони г  га тенг булса, у 
\олдп 5- ва 6-теоремаларга асосан г/А )  =/•= г/А ).

Агар В  = (b..) е  Msjiматрицанинг элементлари А = (ам)  е  
С Mth матрицанинг элементлари билан ушбу bjJ = qji

li  ■ 1,и) тенгликлар билан богланган булса, яъни
В  Н И Н Г Вг  В2, ..., Я сатрлари мос равишда А нинг А1, А2, 
|»«1 А? устунларига тенг булса, В  матрица А га нисбатан 
трмкспонирланган дейилади ва АТ каби белгиланади. Рав- 
швнки, *пр кандай А матрица учун (Ату  = А, гс(А) =
• r M 1)' rM ) esr / A t ) .

7 - т е о р е м а .  Матрица сатрларининг (устунларининг) 
рант матрица транспонирланганда узгармайди, яъни %ар 
цандай Р матрица учун r/H )  = г ( i / r), r/H ) = г (Н1).

И с б о т . Ихтиёрий Н Е  Msn матрица берилган ва №  — 
унинг транспонирлангани булсин. 4-теоремага кУра сатр-
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ларнинг чекли сондаги f v ..., f K алмаштиришлари оркали 
Н  ни сатрларига нисбатан зинапояни А матрицага келти- 
риш мумкин: (/к.../х){Н) = А. Агар Н  нинг сатрлари устида 
бажарилган / р ..., / к элементар алмаштиришларни Н 1 мат
рицанинг устунлари устида бажарсак, устунларига нисба
тан зинапоя А т матрицага келамиз. 3-теоремага асосан 
гс(Н) =  гс(А) ва гс(Ат) = гс(1Г), 6-теореманинг натижасига 
асосан гс{Ат) = гу(Ат). Булардан

гс(Н) = гс{А) = г (Л1) = гу(А т) = гс(Н т).

Шунга ухшаш гу(Н) = гу(1Г) тенглик исботланади. В
Н а т и ж а . Хар цандай матрица сатрларининг ранги ус

тунларининг рангига тенг.
И с б о т .  Ихтиёрий Н  матрица учун 7-теоремага асо

сан гс(Н) ~ гс{1Г) = гу(Н). ■
Бу натижага асосан куйидаги таърифни киритишимиз 

мумкин. Ушбу гс(Н) =  гу(Н) сон матрицанинг ранги дейи
лади.

17-§. ЧИЗИКДИ ТЕНГЛАМАЛАР ТИЗИМЛАРИНИНГ 
АЛМАШТИРИШЛАРИ. ГАУСС УСУЛИ

Иккита

п ---
2 а « х к =  b i 0  =  1 .■ * ) ( а )К* 1

2 с ы х к =  d i 0  =  ■ *) ( 0 )к=1

бир хил х 2> ..., хп номаълумли S  та тенгламалар тизим
лари ва уларнинг кенгайтирилган матрицалари берилган 
булсин.

Агар (а) тизим иккита тенгламасининг уринлари ал- 
маштирилиши натижасида (/?) система хосил цилинса, (/5) 
тизим (а) дан (1)-тур элементар алмаштириш натижасида 
хосил цилинган дейилади.
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Агар (а) тизимнинг бирор тенгламасини бирор сонга 
кУпайтириб, бошкд бирор тенгламасига кУшиш натижа
сида ф ) тизим хосил килинса, (/3) тизим (а) дан (II) тур 
элементар алмаштириш натижасида хосил килинган де
йилади.

Хар бир чизикли тенгламалар тизимига унинг кенгай- 
тирилган матрицасини мос куйсак, у холда чизикли тенг
ламалар тизими устидаги хар бир (I) тур ёки (II) тур эле
ментар алмаштиришга унинг кенгайтирилган матрицаси 
устида мос элементар алмаштириш тугри келади. Аксин- 
чп, кенгайтирилган матрица устидаги хар бир (I) тур ёки 
(II) тур элементар алмаштиришга тизим устидаги мос эле
ментар алмаштириш тугри келади. Тизимлар ва уларнинг 
кенгайтирилган матрицаларининг элементар алмаштириш
лари орасидаги бу мослилик ва 16-§ да матрицалар эле
ментар алмаштиришлари учун олинган хоссалардан бе- 
носита тенгламалар тизимлари элементар алмаштириш- 
ларининг хоссалари олинади.

1 - т е о р е м а .  Агар битта чизицли тизимдан иккинчи- 
сига чекли сондаги элементар алмаштиришлар орцали утиш 
мумкин булса, у  %олда иккинчисидан биринчисига д$ам чек
ли сондаги элементар алмаштиришлар орцали утиш мум
кин.

И с б о т .  Теореманинг исботи тизимлар ва уларнинг 
кенгайтирилган матрицалар элементар алмаштиришлари 
орасидаги мосликдан ва 1б-§ да 2-теореманинг натижа- 
сидан келиб чикади.

Агар чизикли тенгламалар. тизимининг кенгайтирил- 
ГйН Мй'фицаси зинапоя матрица булса, у зинапоя тизим 
дейилади.

2 - Т в о р в м а .  Xfl.p цандай чизицли тенгламалар тизи
ми чекли сондаги элементар алмаштиришлар орцали зина
поя тизимга келтирилиши мумкин.

И с б о т .  Теореманинг исботи тизимлар ва уларнинг 
кенгайтирилган матрицалари элементар алмаштиришла
ри орасидаги мосликдан ва 16-§ 4-теоремадан келиб чи- 
кдди.

3 - т е о р е м а .  Агар бир чизицли тенгламалар тизими- 
дан иккинчи тизимга чекли сондаги элементар алмашти-
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ришлар орцали утиш мумкин булса, у %олда бу тизимлар 
тенг кучлидир.

И с б о т .  Дастлаб теоремани (а) тизимдан ф ) га битга 
(I) тур элементар алмаштириш орцали досил цилинган хол 
учун исботлаймиз. Фараз цилайлик, (а) тизим биргаликда 
булиб, вектор (а) нинг бирор ечими булсин.
У долда бу вектор ф ) нинг хам ечими булади, чунки (а) ва 
(/?)лардаги тенгламалар бир хил булиб, фацат ф ) да (а) га 
нисбатан иккита тенгламанинг урни алмашган. Иккинчи 
томондан (а) тизим хам ф ) дан (I) тур элементар алмаш
тириш орцали хосил цилинади. Бундан юцоридаги муло- 
Хазага кура ф ) нинг хар бир ечими (а) нинг хам ечими 
булади.

Демак, (а) ва ф ) тизимлар тенг кучли.
Энди ф ) тизим (а) дан (II) тур элементар алмаштириш 

орцали хосил цилинган холни курамиз. У холда шундай 
Р> 4 (Р *  Ч> 1 ^  Р> Q ^  s) ва h £  R  сонлар мавжудки, (а) ва 
ф ) тизимларда р  - тенгламалардан бошца барча тенглама
лар бир хил, р  - тенгламаларнинг коэффициентлари ва 
озод хадлари эса цуйидагича богланган:

с =  а + ha (к =  \  п) d = b  + hbnрк рк ЦК \ ' v /  5 р JР Я

Ф араз цилайлик, (а )  тизим  биргаликда булиб, 
х0 = (jci°,^,...,jc“) вектор (а) нинг бирор ечими булсин. У 
холда бу тизимларнинг р-тенгламаларидан бошца барча 
тенгламалари бир хил булгани учун х0 вектор ф ) тизим
нинг р -  тенгламадан бошца барча тенгламаларини цано
атлантиради. Бу х0 вектор (а) тизимни цаноатлантиргани 
учун унинг р-  ва q- тенгламаларини цаноатлантиради:

2 аркх к = Ър, £  aiK x l  = bq.
К=] К=1

Иккинчи тенгликнинг икки томонини h га кУпайти- 
риб, биринчи тенгликка цУшсак,
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£  (apK+ haqK) A  =  bp +  hbq
К=1

тенгликни оламиз. Бу эса (х°,.х£,...,.х°) векторнинг (/?) 
дата р -  тенгламани х;ам каноатлантиришини курсатади. 
Демак (а) нинг хар бир ечими (/3) нинг хам ечими экан. 
Аммо (а) хам (fi) дан (II) тур элементар алмаштириш ор
кали хосил килинади. Бундан юкоридаги мулохазаларни 
ишлатиб, (fi) нинг хар бир ечими (а) нинг хам ечими экан
лиги олинади.

Юкррида келтирилган мулохазалардан курамизки, агар 
тизимларнинг бирортаси иккинчисидан битга элементар 
алмаштириш оркали хосил килинган булса, у холда бу 
тизимларнинг бирортаси биргаликда булса, иккинчиси хам 
биргаликда ва улар бир хил ечимларга эга. Бунга асосан, 
агар уларнинг бирортаси биргаликда булмаса, иккинчиси 
Хам биргаликда булмайди. Бу билан теорема (/?) тизим (а) 
дан битта элементар алмаштириш оркали хосил килин
ган холда исботланди.

Бундан фойдаланиб, умумий хол математик индукция 
усули ёрдамида исботланади.

Н а т и ж а .  Хар кавдай тенгламалар тизими бирор зи
напоя тизимга тенг кучли.

И с б о т .  Натижанинг исботи 2- ва 3- теоремалардан 
келиб чикади.

Бу натижадан фойдаланиб, ихтиёрий чизикли тенгла
малар тизимини унга тенг кучли булган зинапоя тизимга 
келтириб олиб, бевосита ечамиз.

Ихтиёрий п та номаълумли S  та чизикли тенгламали 
(о) тизим берилган булсин. А ва А' мос равишда бу тизим
нинг коэффициентлари матрицаси ва кенгайтирилган мат
рицаси булсин. Бу тизимни чекли сондаги элементар ал
маштиришлар ёрдамида бирор (а) зинапоя куринишга 
келтирамиз. А ва А  мос равишда (а) тизимнинг коэф
фициентлари матрицаси ва кенгайтирилган матрицаси 
булсин. У холда А п та устунли ва S  та сатрли зинапоя 
Матрица булади. А эса А матрица устунларини Уз ичига
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олган (h + 1) та устунли ва S  та сатрли зинапоя матрица
—г

булади. А нинг нольдан фарьуш сатрлари сони г  га тенг 
булсин. Унинг бош устунларининг номерлари мос равишда 
mv т2, ..., тг булсин. У долда 1 < т1 <, т2 < ... < тг < п + 1

Куйидаги икки долни айрим курамиз:
1) mr = п + 1, яъни r -сатрда нольдан фарцли ягона 

элемент булиб, у (и + 1)-устунда ётади;
2) mr < п + 1.
Биринчи дол, яъни ушбу mr = п + 1 тенглик уринли 

булсин деб фараз кдламиз. У долда /--тенглама куйидаги 
куринишда булади:

О • х, + 0 • х2 + ... + 0 • хп =Ьг, Ъг О,

яъни бу тенгламанинг чап томонидаги барча коэффици- 
ентлар нолга тенг, озод дад эса нольдан фарк^ли. Аммо 
бундай тенгламанинг ечими йук,, чунки унинг чап томо- 
ни дар цандай хр х2, хп лар учун нольга тенг, аммо унг 
томони нольдан фаркди. Бундан (а) тизимнинг дам ечи
ми йук«пиги келиб чикдди. 3-теоремага кура (а) тизим дам 
ечимга эга эмаслиги келиб чицади. Шундай цилиб, 
mr = п + 1 долда (а) тизим биргаликда эмас экан.

Энди mr < п + 1 долни курамиз. Бу долда (а) тизим 
куйидаги куринишда ёзилади:

xmj +. . .  + а\пхп = Ъ\, 

а2т2 х„2 +. . .  + а 2пх п =  Ьг,

Qrmr Хт̂ "Ь ... + QmXп = Ьг,

О • X, + ....... + Ох =0,1 П ’
Ох. + .......+ Ох =0,1 П 7

бу ерда я iMl ^  0, агт2 *  0,.. . ,  атг ^  0.
Бош устунларга мос келувчи хтх х т2>- • • >хтг номаълум- 

ларни бош номаълумлар ва крлганларини эса озод но-
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маълумлар дейилади. Бош номаълумларнинг сони г  та ва 
озод номаълумларнинг сони (я -  г) та. Агар п = г  булса, 
озод номаълумлар йук,. Бу холда у куйидаги куринишга 
эга:

О цХ 1 +  Й12Х2 +  . . .  +  й\пХп — Ь\

ап х2+. . . +  й 2пХл =  Ъг

QnnXn — Ьп (&)

Ох. + Ох. + .......+ Ох =01 2  п
Ох. + .......+ Ох =0.1 п

бу ерда а\\ *  0 ,..., ат ^  0 . Агар n = s булса, (а) тизим уч- 
бурчак тизим дейилади. Бу холда тизимда Ох, + ... + 0хя=0 
айнан ноль куринишидаги тенгламалар йук;. Агар s > п 
булса, (а) да (s -  п) та айнан ноль куринишидаги тенгла
малар булади. Айнан ноль куринишидаги тенгламаларни 
\ар кандай вектор кдноатлантиргани учун (а) тизимни 
ечишда айнан ноль булган тенгламаларни ташлаб юбо- 
риш мумкин. Демак (а) тизимни ечиш куйидаги учбур- 
чак тизимни ечишга келтирилади.

flnXj +  аих2 +  . . .  +  а\пХп =  Ь\ 

a z i x 2 + . . . + dznX n =* Ьг

QnnXn — Ьп

Бу ерда охирги тенгламадан хп ни топамиз:

Буни барча бошк,а (л -  1) та тенгламага кУйсак, нати- 
ЖОДах,, х2, . .. ,х п 1  номаълумли учбурчак тизим хосил була-
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ди. Бундан охирги хп_ 1 номаълумни топиб, бошца тенг- 
ламаларга цуямиз. Шу йусинда номаълумларни кетма- 
кет топиб, натижада барча номаълумларни бир цийматли 
топамиз.

Бу билан биз (а) тизимни п = г булган долда ечдик.
Энди г <  п б^лгаи долни курамиз. Бу долда юцоридаги- 

га ухшаб, тизимдан айнан нольга тенг булган тенглама- 
ларни ташлаб, куйидаги тизимни ечишга келамиз:

а ш 1 х т +  а ы 2  х т + . . .  +  а \ п Х п =  b i  

а г т г  х т^ + . . .  +  а г п Х п =  Ь г

а тг х тг + . . .  + а тх п = Ьг

Бу тизимда озод номаълумлар цатнашган барча дад- 
ларни тизимнинг унг томонига утказамиз ва озод номаъ- 
лумларга ихтиёрий цийматларни берамиз. У долда тизим
нинг унг томони сонларга айланиб, тизим бош номаъ- 
лумларга нисбатан учбурчак тизим булади. Бу тизимни 
дам юцоридагига ухшаш ечиб, бош номаълумларнинг ций- 
матини бир цийматли топамиз. Бу билан (а) тизимнинг 
ечими топилди. Бундай ечишда озод номаълумларнинг 
барчасига ихтиёрий цийматларни бериб, бош номаълум
ларнинг буларга мос цийматлари бир цийматли топила- 
ди. Шундай цилиб, бу усул билан (а) тизимнинг барча 
ечимлари топилади. Бу билан (а) тизимлар тенг кучли 
булгани учун (а) ва (а) тизимнинг дам барча ечимлари 
топилди.

Чизицли тенгламалар тизимини элементар алмашти
ришлар орцали зинапоя усулга келтириб, юцорида келти- 
рилган усулда ечишни Гаусс усули (баъзан номаълумлар
ни кетма-кет йУцотиш усули) дейилади.

Юцорида келтирилган мулодазалар жараёнида цуйи- 
даги теоремалар дам оливди:

4 - т е о р е м а .  Чизицли тенгламалар тизими биргалик
да булиши учун у зинапоя куринишга келтирилганда кен-
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гайтирилган матрицасининг охирги бош устунининг тт ра
зами тт < л + 1 тенгсизликни цаноатлантириши зарур ва 
кифоя.

5 - т е о р е м а .  Агар ( а )  чизицли тенгламалар тизими
нинг ранги г(а) < п тенгсизликни цаноатлантирса, у х,олда 
бундай тизимнинг ечимлари чексиз куп булиб, ечимлар 
туплами (п - г(а)) та ихтиёрий узгарувчилар билан пара- 
метрланади.

Шундай масалалар учрайдики, уларда чизикли тенгла
малар тизимларини текширишни ва ечишни зинапоя 
тизимга келтирмасдан туриб, бажариш керак булади. Ке- 
йинги параграфлар шундай усулларга багашланган.



Туртинчи боб 
ДЕТЕРМИНАНТЛАР НАЗАРИЯСИ

18-§. ИККИНЧИ ВА УЧИНЧИ ТАРТИБЛИ 
ДЕТЕРМИНАНТЛАР

Энди бошк,а усул билан иккита номаълумли иккита 
тенгламалар тизимини ечамиз.

1 - т е о р е м а .  Икки номаълумли иккита чизицли тенг
ламалар тизими

|а „ х 1+в12д:2=Л,
(02^+022X2=1^ (1)

ушбу ап • агг — аи • агх *  0 шарт бажарилганда ягона

| h ati~ h an J hfln~hai\ |
\ a l l a22~ a12aZl a \ \ al l ~ a \2a2\ I

ечимга эга.
И с б о т . Ушбу Д = апа22 -  апап , \  = Z»,a22 -  Ъ2ап, Л2= 

= апЬ2 -  а21Ь1 белгилашларни киритамиз. Тизимдаги би
ринчи тенгламани а22 га, иккинчисини эса (~ а п) га купай- 
тириб, уларни к^шсак, Дх1 = Д; тенгликни оламиз. Шунга 
ухшаш, биринчи тенгламани (~ а 21) га, иккинчи тенгла
мани а п га купайтириб, уларни кушсак, Дх2 =Д2тенглик
ни оламиз. Натижада Д ^  0 булгани учун

апх 1 а12х2 II

4 'Ах1 II > 0

,а21Х1 а22Х2 = Ъ2, Дх2 — ^2:

А)X, = -4

^2
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Иккинчи томондан бевосита цисоблашлар номаълум
ларнинг топилган цийматлари берилган тизимни цаноат- 
лантиришни курсатади:

At 
= Т >

Х-i =  —г~

Демак,

[йцХ] + — АI
1а2Л  а22̂ 2 = *̂2>

Д|X, = Д

**=-£■

Бу эса теореманинг исботидир.

А =
ап а 12

аи а22 !

квадрат матрицага апа22 — ап • а12 сонни мос куямиз. Бу 
сон А матрицанинг детерминанта (2-тартибли детерми
нант) дейилади ва det А ёки

а и а \2

а2\а22

тпрзида белгиланади.
Бу белгилаш тилида 1 - т е о р е м а  цуйидагича айтила- 

ди: агар

А =
а 2 \а 22

*  О11и 12
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булса, у  холда (1) тизим ягона

ечимга эга, бу ерда Д, ва Д2 ларни дам юцорида киритил- 
ган белгилашга кура

А1 =
Ь\а12 , А-, =

anbj
5 1

а21̂ г

куринишда езиш мумкин.
Уч номаълумли учта тенгламалар тизимини ечиш ма- 

саласи учун тартибли детерминант тушунчасига олиб ке- 
лади. Агар

А =
а\\ап ап ^ 

а 2 \ а г г а гг  

\ ап аз2а а )

учинчи тартибли квадрат матрица булса, ушбу

а \ \ а п а ъъ а \ъ а г \ а ъг а \ г а гъа ъ1 а \ъ а п а г \ а \ \ а гъа ъг 

~ а п а п а ъъ

сон А матрицанинг детерминанта дейилади ва det А ёки

a 2 i a 2 2 a 2 i

а\\а \2аП

тарзида белгиланади. Юцорида келтирилган детерминант 
цийматини дисоблаш цоидаси эсда цолиши учун цуйида- 
ги Саррюс жадваллари ишлатилади:
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Бу ердаги (+) жадвалда детерминантнинг мусбат ишо- 
рали бирхадлари купайтувчиларининг олиниши кридаси: 
бирхддга купайтувчи сифатида кирувчи матрицаларнинг 
элементлари кесмалар билан бирлаштирилган. Детерми
нантнинг манфий ишорали хдцлари учун бундай крида 
жадвалда берилган.

2 - т е о р е м а .  Агар

брлса, у  х,олда

ап ап а\г
а г\а гга гъ

« 3 1 а 32в 33

« 1 1 * 1  а 1 2 * г  « 1 3 * 3  -  ^1 

«21*1 +  а п х г +  a 23x 3 ~  Ьг 
, « 3 i * i  « 3 2 * 2  « з з ^ з  — ^ з

(2 )

чизицли тенгламалар тизими ягона

(А1 —1. ^-0 
\ д"’ д ’ д )

ечимга эга, бу ерда

ап ап аи ^1а12аП
д = аг\аггап . Ai = Ь'1а22а1Ъ

а ъ\а У1а ъг Ьъа ъга гъ
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а п Ь 1а п а \\а \ г А

^ 2  = a 2 l b 2 a 2 i > А 3  — а 2 1 а 2 2 ^ 2

а ъ Ф ъ а ъ ъ а ъ \ а з г ^ з

И с б о т .  Агар (2) тизимнинг биринчи тенгламасининг 
дар иккала томонини

га, иккинчисини

га, учинчисини

а 2 2 а г ъ

а з г а г г

а 3 2 а 33

а 22а гг

га к^пайтирсак ва уларни к^шсак, Ах, 
оламиз. Агар биринчи тенгламани

= А, тенгликни

га, иккинчисини

а \ \ а \ъ

аъ\а п

га, учинчисини
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га купайтирсак ва уларни к^шсак, Лх, = Д2 тенгликни 
оламиз. Нщоят, биринчи тенгламани

га, иккинчисини

га, учинчисини

а 31а 32

га купайтирсак ва уларни куш сак, Дх3 
оламиз. Олинган тенгликларга асосан

Л3 тенгликни

а 2Ха 21

31 32

тенгламалар тизими (2) тизимнинг натшкасидир. Иккин
чи томондан (3) тизимдаги к^йматларни (2) тизимга олиб 
бориб куйилса, унинг кдноатланиши бевосита текшири- 
лади. Бу (2) ва (3) тизимларнинг эквивалентлигини кУрса- 
Т1ДИ.
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Исботланган 1-ва 2-теоремалар п номаълумли п та тенг
ламанинг ягона ечимга эга булиши дакдцаги Крамер тео- 
ремасининг хусусий долларидир.

19-§. УРНИГА КУЙ И ШЛ АР ГУРУХИ

3-§ ва 10-§ (4-мисол)да А тупламнинг уз-узига барча 
биекцияларидан иборат G{A) туплам киритилиб, унинг 
биекциялар композицияси амалига нисбатан гурух, ^осил 
цилиши курсатилган эди.

Биз шу гурудни биринчи п та натурал сонлардан ибо
рат А = {1, 2, ... , п) туплам учун курамиз. Бу долда G{A) 
туплам Sn орцали белгиланади ва л-даражали симметрии 
гуруд деб аталади. £пнинг элементи, яъни А = {L, 2, ... , «} 
турламнинг уз-узига биекцияси я-даражали урнига к^йиш 
деб аталади. Агар <pl Е Sn ва <р2 Е Sn булса, уларнинг (р (^ )  
композицияси <pt ва <р,урнига куйишларнинг купайтмаси 
дейилади вар, • <рлкуринишида белгиланади. Хар бир Урни
га кУйишни иккита сатрли жадвал куринишида куйида
ги ч а ёзиш мумкин: унинг биринчи сатрида берилган 
тупламнинг элементлари бирин-кетин ёзилади ва улар
нинг остига иккинчи сатрда мос равишда образлари ёзи
лади. Масалан, ушбу

ёзув А = {1, 2, 3, 4} тупламнинг куйидаги <р : А -* А биек- 
циясидир:

яъни <р (1) = 4, <р (2) = 3, (р (3) = 2, <р (4) = 1. Умуман
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'1 2 ... п '

\ mi т2 тп/
( 2 )

ёзув А =  {1, 2, п} тУиламнинг куйидаги биекциясидир:

<\ 2 ... п '
гр : i I I

яъни <р (/) = ОТ , / = 1,л.
Агар Л тупламнинг элементлари 1, 2, ... п усиш тарти- 

бида эмас, балки бопща бирор av а2, ..., ап тартибда ёзил- 
ган булса, урнига куйишни ушбу

ёзуви хдм ишлатилади. Бу ерда

Ч> = 4 ^
А ь2... ь„

яъни <р (а)  = й., / = 1,п. Масалан, (1) урнига куйиш ушбу

'2 4 13'
,3 14 2,Ч> = (4)

куринишда *ам ёзилиши мумкин. (4) ёзув (1) ёзувдан ус- 
тунлпрнинг Урни билан фарк, цилади. Умуман, берилган 
tfi Урнига куйишнинг бирор ёзувида устунларнинг урни 
плмаштирилса, яна \р урнига куйишга мос ёзувни оламиз. 
Урнига кУйишнинг турли ёзувлари бир-биридан факдт ус
тунларнинг урни билан фарк, кдлади. Хар бир гр Урнига

ах а2 . . .  а
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куйиш (2) кУринишдаги ягона ёзувга эга. Бу унинг кано
ник ёзуви дейилади.

Киритилган ёзувлардан фойдаланиб, масалан, ушбу

Ч\ =
/1 2 3 4' '1 2 3 4'
1,4 3 1 2.,

II■э-

42 4 1 Зу

урнига цуйишлар биекцияларнинг композицияси цоида- 
си буйича куйидагича купайтирилади:

_ (1234^1
_ ( \  2 3 4^
_ 1̂2 4 1 3,

гр2 :

\ '1 2 3 4'' хрх\
14 4 4 '1 2 3 4'

,4 3 1 2) 4312 — 3 1 2 4 ,
4 414 
3124

гр$г купайтма х,ам шунга ухшаш топилади:

(\ 2 3 4  ̂
W ’= l 32  4 l j -

Топилган гj}jpl ва гр р̂г урнига куйишларнинг турли экан
лиги S4 гурух, коммутатив эмаслигини курсатади.

А тупламнинг бирлик акс эттириши гурухнинг бир
лик элементидир. Уни Е  орцали белгилаймиз. У ушбу



куринишларда ёзилиши мумкин. (2) куринишда берилган 
гр Урнига куйишнинг гр'1 тескариси ушбу

гр =
1 2 . . . п

щ тг ...т п

куринишга эга, яъни гр~\т ) =  i, i = 1,и. Агар гр Урнига 
куйиш (3) куринишда берилган булса, у холда унинг т/г1 
тескариси ушбу

куринишга эга, яъни гр '1(Ь )  = а р / = 1,л.
1 - т е о р е м а .  .Уп гурух; элементларининг сони п ! га тенг.
И с б о т . Хар бир гр G  S n урнига куйиш ягона (2) кано

ник куринишга эга. Бу куринишдаги иккинчи сатр эле
ментлари гр биекция булгани учун А  =  {1,2, ..., п} туплам
нинг бирор Урин алмаштиришидир. Аксинча, агар А  
тупламнинг бирор урин алмаштиришини (2) куринишда 
иккинчи сатр кдлиб олсак, хосил булган гр : А  -* А  акс 
эттириш биекция булади. Шундай килиб, барча и-дара- 
жали урнига куйишлар билан А  тупламнинг барча урин 
алмаштиришлари орасида узаро бир кийматли мослик 
урнатилди. Демак S n даги элементлар сони А  тупламнинг 
барча урин алмаштиришлар сонига, яъни п ! га тенг (11-§).

А = (1, 2, ..., п} тупламнинг ихтиёрий а = (а)5 а2,...,ал) 
Урин алмаштириши берилган булсин. Агар (ар а.) жуфт 
учун а. < а; булса, бу жуфтнинг инверсияси нольга тенг 
дейилади. Агар (а , ар жуфт учун а. > а  булса, (а , а.) жуфт
нинг инверсияси бирга тенг дейилади. Берилган (а г  
а2,...,ап) урин алмаштиришнинг 1 < i < j  < п тенгсизликни 
кдноатлантирувчи барча (а., а .) жуфтлари буйича инвер- 
сияларни кушиб чик,ишдан хосил булган сон бу урин ал
маштиришнинг инверсиялар сони дейилади ва г(а) оркали
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белгиланади. Масалан, (4 3 12) урин алмаштиришда (4,
3), (4, 1), (4, 2), (3, 1), (3, 2) жуфтлар инверсиялар хрсил 
кдлади, (1,2) жуфт эса хосил цилмайди. Демак, бу Урин 
алмаштиришнинг инверсиялар сони 5 га тенг. Агар урин 
алмаштиришнинг инверсиялар сони жуфт (ток,) булса, у 
жуфт (ток,) урин алмаштириш дейилади. Масалан, (1, 2, 
3, 4) — жуфт урин алмаштириш, (4, 3, 1,2) — тоц урин 
алмаштириш.

Агар каноник куринишда берилган урнига куйишнинг 
иккинчи сатри жуфт (ток,) урин алмаштириш булса, бу 
урнига куйиш жуфт (ток.) дейилади. Масалан, (1) урнига 
куйиш жуфт.

Агар 1р урнига куйишда фацат иккита элементларнинг 
Урни алмашиб, крлганлар уз урнида цолса, бундай урнига 
куйиш транспозиция дейилади. Масалан, ушбу

Урнига куйиш транспозициядир.
2 - т е о р е м а .  Х,ар цандай <р транспозиция учун <р2 = Е, 

яъни <р = <р~1 ва у  тоц урнига цуйишдир.
И с б о т .  Берилган у? транспозиция i ва к  (/' < к) сон

ларнинг уринларини алмаштириб (яъни <р(Г) = к, <р(к) = 
/'), цолган барча (яъни т /', т к) сонларни уз Урнида 
крлдирсин: <р(т) = т. Бу муносабатларга кура <p{tp{i)) =  <р 
(к) =  /, <р(<р(к)) = (p(i) =  к  ва т ^  к, / учун <р{(р{т)) — <р (т) -■ т , 
яъни <р2 =  Е. Бундан </>~J = <р эканлиги келиб чикдди.

Бу <р транспозицияга каноник ёзувда ушбу

(1, 2, ..., i - 1 ,  к , i + 1, ..., к  -1 ,  /', к  + 1, ... п)

урин алмаштириш мос келади. Бу ерда 1, 2, 1 лар-
нинг дар бири Узидан кейингиларнинг деч кайсиси билан 
инверсия бермайди. Аммо А; сони / + 1, ..., к  — 1, / сон
ларнинг дар бири билан инверсия беради. Ушбу /' + 1, ..., 
к  -1  ларнинг дар бири / билан инверсия беради, аммо 
к +  1, ..., п лар билан эса инверсия бермайди. Ушбу i,
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к  + 1, ..., п ларнинг х,ар бири узидан кейингиларнинг хеч 
кдйсиси билан инверсия бермайди. Хосил булган барча 
инверсияларни йигсак: (к  -  i) +  (к  ~ / -  1) = 2(к  -  i) — 1, 
яъни инверсиялар сони ток,.

Агар Я урнига куйиш (ёки Урин алмаштириш) жуфт 
(tojO булса, унинг ишораси 1 га (—1)га тенг дейилади. 
Унинг ишораси sgn Я орцали белгиланади. Бопщача айт- 
ганда sgn Я = ( - l ) 'w , бу ерда /(Я) — инверсиялар сони.

3 - т е о р е м а .  Урнига цуйишлар купайтмасининг ишо
раси урнига цуйишлар ишораларининг купайтмасига тенг, 
яъни х,ар цандай <р, гр G Sn лар учун

sgn((p • гр) =  sgn <р • sgn гр.

И с б о т . Хар бир (р G Sn урнига куйишга R" фазонинг 
куйидаги Ff уз-узига акс эттиришни мос куямиз: агар х = 
(xv х2, ..., хп) G R” булса,

F * = Ff(XV XV -»  \ )  =  (**!>> Х,(2>> -> \ (п )

Агар у  =  (yv у2, ..., уп) = х^2), хт ), яъни у. = 
\ uv i =  \ ,п  деб олсак, у холда F j  = ( у ^  ур{2), ..., у
Бундан у ,, = х  ...... -  х  яъни F y  =  F  (F x) =  F  х. Де-■' ^  -VW (KV’O)) wO) y v v w
мак,

F - F =  F  (5)
r  f  f t

муносабат Уринли.
Хар бир х GR" да аникданган ушбу

W ( x ) = .  U ( X i - X j )
1 S i < j < n  ( 0 >

функцияни кдраймиз (барча i < j  лар учун олинган (х. — х.) 
айирмаларнинг купайтмаси). Бу функция Вандермонд 
купайтмаси дейилади. Ушбу

W (F v x ) =  П ( Х М ) - * * » )
1 < / < j  < tl
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купайтма (6) купайтмадан фацат <p{i) > <p(j) тенгсизлик 
уринли булган (х ^ —х ) айирмаларнинг ишоралари би- 
лангина фарк, цилади. Бунга асосан

W(F(px) - (—1)'W W(x) = sgny> W(x).

Бундан ва (5) муносабатдан

sgn(<рф)Щх) = W{Fn x) =  W (F JF x)) = sgn^ W (Fx) =
= sgm^ • sgnp w(x)

тенгликларни оламиз. Булардан

sgn(p • V») = sgn<p • sgmp.

Иккита элементли {1, —1} тупламда купайтириш ама- 
лини карасак, бу туплам шу амалга нисбатан коммутатив 
гурудни х,осил цилади. Бу гурудни Z2 орцали белгилаймиз.

гурухнинг Z2 га ушбу</> -» sgn<р акс эттиришини царай- 
миз. Исботланган теорема бу акс эттиришнинг шу гуруд- 
ларнинг гомоморфизми эканини курсатади.

1 - н а т и ж а .  1) Жуфт урнига цуйишларнинг купайтма- 
си жуфт урнига цуйишдир ва ток; Урнига цуйишларнинг 
купайтмаси хам жуфт урнига цуйишдир.

2) жуфт (ток,) ва ток; (жуфт) урнига цуйишларнинг 
купайтмаси ток; урнига цуйишдир.

И с б о т .  ХаКиКатан

Cl, агар sgn <р = sgn гр
sgn Ш  =  Sgnp • sgmp =  J агар sgn (р^ ЩП1р

2 - н а т и ж а .  Хар к,андай <р урнига цуйиш учун

sgnp = sgn <p~l.

И с б о т .  Хацицатан, Е  бирлик урнига цуйиш жуфт 
булгани учун 1 = sgn Е  = sgn(p • <p~l) = sgnp • sgn^-1. Де
мак, sgn ip = sgn <p~l.
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4 - т е о р е м а .  Агар п > 1 булса, у  х;олда барча жуфт 
урнига цуйишлар сони барча тоц урнига цуйишлар сонига 
тенг ва демак Ц- га тенг.

И с б о т. Рп оркали барча я-даражали жуфт Урнига 
куйишлар тупламини ва Qn оркали ток, урнига куйишлар 
тупламини белгилаймиз. Sn да бирор г транспозицияни 
оламиз. 2-теоремага ва 3-теореманинг 1-натижасига кура 
хар к,андай а  G Рп учун х а G Qn булгани учун Да) = га , а Е  Рп 
ифода бирор / :  Рп -+ Qn акс эттиришни аник^айди. Хар 
бир /3 G Qn учун g(P) = г/3 ифода билан аникданган 
g • Qn~*Р„ акс эттириш /  га тескари акс эттиришдир. 
Хак,ик,атан, 2-теоремага кура г2 = Е. Хар кандай a  G Рп 
учун

gi/la)) = g ita ) =  г(та) = г га  = Еа = а  

ва хар кандай /} G Qn учун

f W ) )  = М )  = * №  = т*р =  £ ? = ($ .

Демак f  ’. P n-* Q n — биекциядир. Бундан Рп ва Qn даги 
элементларнинг сони тенглиги келиб чикади. Sn нинг эле
ментлари сони п ! булгани учун Рп ва Qn лар хар бири-

711 мнинг элементлари сони — га тенг.и
5 - т е о р е м а .  Рп туплам Sn гуруднинг цисм гурух;идир. 
И с б о т . 1-натижанинг (1) тасдигига кура, агар <р, ip G Рп

булса, у холда <р- гр G Рп. 2-натижага кура, агар <р G Рп 
булса, у холда <p~l G Рп. Булардан ва 10-§ даги 4-теорема- 
нинг натижасидан Рп нинг кием гурух эканлиги келиб
чикади. ■

20-§. ДЕТЕРМИНАНТЛАР НАЗАРИЯСИ

п — натурал сон, А = (аА) — л-тартибли квадрат мат
рица ва



л-тарти б ли  урнига куй иш  булсин. Уш бу

Д А , Л) -  аа х/91 ' аа г/Зг ■■■аа п/9,

белгилаш киритамиз. Бу купайтма X Урнига куйишнинг 
ёзиш усулига ботик, эмас, чунки Я нинг бошца ёзувига 
унинг устунларини алмаштириш орцали утилгани учун бу 
алмаштириш купайтмадаги купайтувчиларнинг Урнини 
алмашишигагина олиб келади.

Ушбу 2  SB11 ^ Р(А, X) йигинди А матрицанинг детер-
д е sn

минанти дейилади ва det А орцали белгиланади. Sn гуруд 
элементлари сони п ! га тенг булгани учун det А нинг 
ифодаси п ! та даднинг йигиндисидир.

Хусусан, агар Я учун

каноник ёзув ишлатилса, детерминант ушбу

detv4= 2  sgn Хаи1-аП2.. .а Ып 
х е

куринишда ёзилади. Агар А матрица ушбу

(2 )

жадвал куринишда берилса, унинг детерминанта учун 
куйидаги белги дам ишлатилади:



Агар (2) ифодада п = 1, 2, 3 деб олсак, мос равищца 
куйидаги ифодаларни оламиз.

det(an ) = flu , ЯцЯ]2
а 21а 22

аПа12аП |
= ап ■ агг • а33 + апа2)аъг +

й 31Я 32°33

+ апа23а3] — а\ъап аъ\ ~~ а\гаг\аъъ ~~ апагъаъг

Бу ифодалар п -тартибли детерминант 2- ва 3- тартиб
ли детерминантларнинг умумлашмаси эканлигини кУрса- 
тади.

Детерминантларнинг асосий хоссаларини курамиз.
1 - т е о р е м а .  Матрица транспонирланганда унинг де

терминанта узгармайди, яъни det А = det АТ
И с б о т .  Агар А = (а*), Ат = (Ь.к) булса, у долда Ь.к = ал

ва Р(АГ, А) = Ьафх.Ъа^ 2...Ь апр п = , ар2а2■ ■ ■ арпап ~

= Р { А ,Г 1) ,  чунки, агар А нинг ифодаси (1) куринишда 

б^лса, у долда

г 1 = р ? Л - А  '
\^1 Л} ... ХП/

Олинган тенгликка ва sgn X -  sgn А-1 тенгликка (19-§ 
даги 3- т еореманинг  2 -н ати ж аси ) асосан
det Ат = 2  sg11 ЛР(АТ, X) =  2  sEn ЛГУР(А, А-1) . Бундан ва

Я <= Sn A €  S n

X = /и~] элемент Sn гурудда тула узгарганда X~1 = ц  дам Sn да 
тула узгаришидан (10-§ даги 2- теореманинг натижаси) 
ушбу
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det А т = X sg11 t*P{AT , V ) =  £  s8n ftP(A, И-) = det A
f x s s n F e  s n

тенгликни оламиз.
1-теореманинг ахамияти шундан иборатки, у детерми- 

нантнинг сатрларига (устунларига) дойр хоссаларни ус
тунларига (сатрларига) алохида исботсиз утказишга им- 
кон беради.

Агар А матрица бош диагоналининг остидаги (устида
ги) барча элементлар нольга тенг булса, у устки учбурчак 
(остки учбурчак) матрица дейилади. Устки ва остки уч
бурчак матрицалар учбурчак матрицалар дейилади.

2 - т е о р е м а .  Учбурчак матрицанинг детерминанти 
диагоналдаги элементларнинг купайтмасига тенг.

И с б о т .  Теоремани остки учбурчак матрицалар учун 
исботлаш кифоя, чунки устки учбурчак матрицалар остки 
учбурчак матрицаларни транспонирлаш натижасида хосил 
килинади.

Агар А = (ajk) — остки учбурчак матрица булса, у холда 
i < к  тенгсизликни кдноатлантирувчи i, к  лар учун ал = 0. 
Шунга асосан, агар бирор i = \ tn учун i < X. булса, у 
холда P (A ,J )  = aUi ■ агЛг . . . а ^  = 0.

Натижада (2) йигиндида бундай хадлар ноль булиб, унда 
барча / = 1, и учун X. ^  i шартни к,аноатлантирувчи хадлар 
к,олади. Аммо бу шартни фак,ат = 1, Х2 =  2,..., Хп = п, 
яъни

га мос хадгина кдноатлантиради. Бунга асосан

det А = £  sgn АДА A) = sgn Е  ■ ап ■ а12 • а„„ = ап ■ а22 ■ ат Я
хе s„

Н а т и ж а . Диагонал матрицанинг детерминанти диаго
налдаги элементларнинг купайтмасига тенг.
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И с б о т .  Хакикатан, диагонал матрица учбурчак мат- 
рицадир. ■

Агар / :  Rn -* R функция куйидаги икки шартни каноат- 
лантирса, у чизикли функция дейилади:

1) Хар кандай х, у  G R” векторлар учун

Л х + У) = А х) + А у)-

2) Хар кандай J f  вектор ва с G R сон учун

Асх) = сДх).

Агар бир неча аргументли сонли функция дар бир ар- 
гументига нисбатан чизикли булса, у куп чизикли функ
ция дейилади.

я-тартибли А квадрат матрицанинг детерминантини бу 
матрицанинг п та сатрларининг (устунларининг) сонли 
функцияси сифатида караш мумкин:

det А = А Л \ ...,А”) = АА> А ’->Л )

бу ерда А \  ...,А" векторлар А матрицанинг устунлари, 
Av ...,An векторлар эса сатрлари булиб, дам сатрлар, дам 
устунлар учун 1-теоремага асосан /  функция бир хил.

3 - т е о р е м а .  А матрицанинг детерминанти сатрла
рининг (устунларининг) кун чизицли функциясидир.

И с б о т .  1-теоремага асосан теоремани сатрлар учун 
исботлаш кифоя.

А матрицанинг /-сатрини х G JT вектор билан алмаш
тириш натижасида досил булган детерминантни Д.(х) ор- 
Кали белгилаймиз. Хусусан Д.(Д) = det А. Д;.(х) нинг х га 
нисбатан чизикли эканлигини курсатамиз.

Ихтиёрий х = (хр ...,хл), у  = (у,, ■■■,}>„) векторларни ва 
с G R  сонларни оламиз. У додда ихтиёрий / = 1,и учун

АДх + у) = 2  sgn Аал . .. (х 1 + уя.)... вИА =

= s  sgn Ха х х . +
i6S„ 1 ‘ '

+ 2  sgn Ха х . . . у х .а„х =  А((х) +  А {(у), 
ш s„ 1 ‘ ‘
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А/(сх) = 2  sgnAa i =
i€ ,? „  1 1  ' "

= с 2  sg n lf l ,  = с ■ Aj(x).
i£Sn 11 ' "

Теорема исботланди. ■
1 - н а т и ж а . Хар кандай / = 1, я А,-(о) = 0 .
И с б о т .  Хацицатан ДДо) = ДДо + о) = 2ДДо). Бундан 

Дг(о) = 0. ■
2 - н а т и ж а .  Агар А матрица ноль сатрга (устунга) эга 

булса, у  холда det А = 0.
И с б о т .  Бу долда бирор i = 1, п учун А. =0. Ушбу det 

А =Д. (А1) тенгликка ва 1-натижага асосан det А  = 0. ■
4 - т е о р е м а .  Агар А матрица сатрларига (устунлари- 

га) у  урнига цуйиш татбиц цилиш {яъни сатрлари ёки ус- 
тунларини урин алмаштириш) натижасида В матрица 
%осил булса, у х;олда det В = sgn у  det4.

И с б о т .  1 -теоремага асосан тасдицни сатрлар учун 
исботлаш кифоя. Ушбу В. = Ау , i  = 1,я муносабатга кура,
ь* = a,.k> ( i ,k  =  Г,я) ва

Р(В,'Х) = Ьщ... ЬЛп =аГП1...а Угйп = Р (А ,ц),

бу ерда

А =
Y v V n ' Y v Y ^

\1 ••• П)\Л\

1 . . . я '
= у-‘Л

Бундан ва X Урнига куйиш Sn да тула узгарганда берил
ган у  учун у_1А ^ам Sn да тула узгаргани учун (10-§ даги
2-теореманинг натижаси)

det 5  = 2 S§п Х Р {В ,Х )=  2  sga X ■ P {A ,y _1X) =
i e S „  ies„

=  2  sgn{yn)P{A, jLl) = 2  sgn у  sgn цР{А, fj) =

=  sgn у 2  sgn pP (A , ц) = sgn у • det A. ■
veSn
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1 - н а т и ж а .  Агар А матрицанинг цандайдир иккита 
сатрини (устунини) транспозиция %илиш натижасида В 
матрица уносил цилинган булса, у  холда det В  = —det А.

И с б о т .  19-§ даги 2-теоремадан ва 4-теоремадан бе- 
восита келиб чикдци. В

2 - н а т и ж а .  Агар А матрица иккита бир хил сатрга 
(устунга) эга булса, у  х,олда det А = 0.

И с б о т .  цатан, А матрицада шу сатрларнинг урни
ни алмаштирсак, 1-натижага асосан det А  = —deL4. Бун
дан det А  = 0. В

Бу натижани 4-теоремани ишлатмасдан бопщача усул 
билан х,ам исботлаш мумкин.

А  даги /-сатр ва у-сатрларнинг уринларини алмашти
риш натижасида хосил булган матрицани В  ва бунга мос (/ 
/)  транспозицияни j  орцали белгилаймиз. У холда 4-теоре
ма исботидаги мулохазага кура хар цандай X £  Sn учун Р(В, 
X) =  Р(А, Ху~1) А матрицанинг /-сатри ва j -сатри бир хил 
булгани учун А = В. Демак, Р(А, 1) = Р(А, Ху~1). Бундан

2  Р(А, X) =  2  Р(А , Ху- 1) = 2  Р(А, ft),
Рп А€Е Рп

чунки X Урнига куйиш Рп жуфт Урнига куйишлар тупла- 
мида тула узгарганда Ау”1 урнига куйиш ток, урнига куйиш- 
лар тупламида тула узгаради. Бу тенгликка асосан

det Л =  2  Щ п Х Р { А , Х ) =  2  Р { А ,  X)  — 2 Р ( Л ,А )  =  0
л хе.л„ х

Олинган натижани куйидагича хам айтиш мумкин.
3 - н а т и ж а .  \а р  к,андай /, j  (i Ф j)  учун А .(Л.) = 0.
И с б о т .  Хацицатан, А (А ) детермин антнинг i — сатри

ва j  - сатри хам At векторга тенг, яъни бир хил. 2-натижа- 
га кура бундай детерминант нольга тенг. ■

5 - т е о р е м а .  Агар А матрицанинг бирор сатрини (ус
тунини) бирор сонга купайтириб, бошца сатрга (устунга) 
кушиш натижасида В  матрица хосил булса, у  х°лда

det В  = det А.
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И с б о т .  Бу долда бирор i, j  (i *  j  1 ^ i, j  ^  n) ва с G R 
сонлар мавжудки, В  матрицанинг сатрлари ушбу

ГАк, агар к  ф i булса, 
к 1 Aj + cAj агар к  = /' булса

куринишга эга.
Илгари киритилган Д.(х) белгилашга кУра

det В = А (А. + сА.).

Бундан, 3-теоремадан ва 4-теореманинг 3-натижаси- 
дан фойдаланиб, ушбу

det В  = Д (А.) + cA (Af) =  det А + с -0 = det А

тенгликни оламиз. В
1 - н а т и ж а. Х,ар цандай ск = ( к  = 1, и, к  *  /') сонлар учун 

д /(4- + = det А.
Jt =1 
к* 1

И с б о т .  3-теоремага ва 4-теореманинг 3-натижасига 
кура

д i(Ai + 2 скАк) = А/(4) + 2 cJtAi(4t) =*=1 Ы1

= det А + 2  • 0 = det А . В
*=i
k*i

2 - н а т и ж а .  Агар А матрицанинг сатрлари (устунлари) 
чизикаи боЕпанган булса, у  %олда det А — 0.

И с б о т .  Натижани сатрлар учун исботлаш кифоя. Бу 
долда А матрицанинг бирор сатри (масалан г-сатр) бошца 
сатрларнинг чизицли комбинацияси куринишида ифода
ланиши мумкин:
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А  — 2  скА - 
к = 1 
k* i

У \олда Д  -  2  скАк = 0  ва 
к=\ 
k*i

Д,.(0) = Д i ( A i - % c kAk) = A M i ) -

~ 2  ck^i(Ak) = &i(A) — 2  ' 0 =*-1 *=1 
t«*i **>'

Бундан 3-теореманинг 1-натижасига асосан det А =
А(у4,) = 0 тенглик келиб чицади. ■

1—5-теоремалар ва уларнинг натижалари л-тартибли 
детерминантларни хисоблашда ишлатилади. Мисол тари
ф е  ида куйидаги детерминантни х,исоблаймиз:

х1ап Оц.. •*1„
*1х2 а2Ъ. ■а1п
Xi *2 Х у . аг п

Xj х2 х3.. ■

Бу ерда я-сатрдан (и -  1)-сатрни айириб, (п -  1)-сатр- 
дан (и -  2)-сатрни ва хрказо иккинчидан биринчи сатрни 
айириб, 5-теоремага асосан куйидаги ифодани оламиз:

*i а п а13 . . .  а 1п

0 х 2 ~ ° 1 2 й 23 — а1Ъ. .. а2п — а1п
0 0 * 3 — а 2з . . .  Лз„ — а 2п

0 0 0 . . .  * „ - а „
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Б ун дан  2 -теорем ага  асосан

Д = х,{х2 -  а12)(х, -  а13) ... (х - а  ).

21-§. МИНОРЛАР ВА АЛГЕБРАИК 
ТУЛДИРУВЧИЛАР

Детерминантларни хисоблашнинг асосий воситаси — 
тартибни пасайтириш хацидаги теоремалар. Уларда л-тар- 
тибли детерминатни хисоблаш бир неча пастки тартибли 
детерминантларни хисоблашга келтирилади. Бунда бош 
ролни минор ва алгебраик тулдирувчи тушунчалари уй
найди.

А — ихтиёрий s х я-матрица булсин. А матрицада цан- 
дайдир к  та сатр ва к  та устунларнинг кесишган жойидаги 
элементлардан ташкил топган ^-тартибли матрицанинг 
детерминанти Л-тартибли минор дейилади.

i2, ..., ik (1 < /j< i2< ... <ik < n) рацамли сатрлар ва j v  
j v  ..., j k (1 < j v< j 2< ... <jk ^  n) рацамли устунлар кесиши-
шидан х;осил булган ^-тартибли минорни орца
ли белгилаймиз. j v  ..., j k} тупламнинг барча Урнига 
цуйишлар тупламини S  j v  ..., j k) орцали белгилаймиз. 
Бунга кУра

iu rhh-ik  —
Ч‘2 - ‘к

а Ь 1 \а Ю 2 ' ' ' a , lJ k

a '4 i\ a , 2 J 2 ' ' a ‘V k =

° ‘кЛ  a , k J l ' ' % J k

2  sgn Р
PSSUU2- ik)

V  1 ,а ;ikPk-

бу ерда

Р  = J\ J i - - -  Jk

\Р\ А  •■■Рк,

урнига куйиш S  (/,, j v  ..., j k) гурувда тула узгаради, sgn Р  
эса Р  Урнига куйишнинг ишораси.
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А — квадрат матрица булсин ( п = 5). Бу х;олда 
М  = М {\£  "ikk минорнинг элементларидан утмайдиган 
сатрлар ва устунларнинг кесишишидан хосил булган М  
минор Л/ га тулдирувчи минор деб аталади. Ушбу

сон эса М  минорнинг алгебраик тулдирувчиси дейилади.
А — квадрат матрицанинг Aq ,...A ik сатрларини мос 

равишда Xv ..., Xkl G R" векторлар билан алмаштиришдан 
Хосил булган матрица детерминантини Дч (Xv ..., Хк)

орцали белгилаймиз.
1 - т е о р е м а . Ушбу

тенглик уринли, бу ерда Еп .....EJk — ортлар.
И с б о т .  Дастлаб М  = М \ \  булган хусусий холни 

курамиз (бундай минор бурчак минор дейилади). У холда

P s S  (1,2 
Pl  = l , . . . , P k = k

чунки ап = а21 =  ... =  а№ =  1 хамда i *  j  ва 1 £  / S k, 1 < 
<У < к  булса, as = 0. Бундан А г 2 k{Ev Е2..., Ек) =

Ahh- Jk  — (_ jyi +'2*--+̂ +Л +-+Л 
У г -* к  h - ' k

^ k + lk + l ' • • &k+ln

n̂k+l • • • “,,n

чунки

Урнига куйишдаги инверсиялар сони
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урнига куйишдаги инверсиялар сонига тенг. Курилаётган 
хусусий долда /, + /2 + ... + ik + j x + ... + j k = 2(1 + 2 + ... 
+ к) жуфт сон булгани учун

А £ ;;:1 = М 1 = А п. Ж , Е 2, . . . ,Е к)

Умумий М  = М .1;;;* дол курилган хусусий долга 
куйидагича келтирилади. Ушбу

...... Eik)

детерминант сатрлари устида кетма-кет транспозициялар 
бажариб, z'j рацамли сатрни биринчи Уринга, /2 рак,амли 
сатрни иккинчи уринга ва доказо ik рацамли сатрни к-  
уринга утказамиз. Буни бажариш учун (/д -  1) + (/'2 -  2) + 
+ ... + (ik — к) та транспозиция ишлатилади. Шуни ай- 
тиш керакки, бу транспозициялар натижасида долган (и -  
-  к) та сатрларнинг бир-бирига нисбатан жойлашиши 
узгармайди.

Хосил булган детерминантда устунлари устида кетма- 
кет транспозициялар бажариб, рацамли устунни бирин
чи уринга, j 2 рак;амли устунни иккинчи уринга ва доказо 
j k рацамли устунни Ar-уринга Утказамиз. Бунда (j\ -  1) + 
+ (/2 -  2) + ... + (Д. -  к) та транспозиция бажарилади. 
Устунлар устидаги бу транспозициялар натижасида кал
ган (п — к) та устунларнинг бир-бирига нисбатан жойла
шиши Узгармайди. Сатрлар ва устунлар устидаги говори
ла бажарилган транспозициялар натижасида шундай А де- 
терминантга келамизки, к  = тартибли бурчак минори ушбу

1 0 . . . 0  
О 1 ...0
О 0 ...1

минор булиб, унга тулдирувчи минор эса М' га тенг, чун- 
ки долган сатр ва устунларнинг бир-бирига нисбатан жой-
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лашиши узгармади. Хусусий холда исботланганга кура 
Д = М ' . Иккинчи томондан 19-§ даги 2-теорема ва 20-§ 
даги 4-теоремаларга асосан

А. . (Е . , . . . ,Е .  ) =  ( - ■
( \ - i t c  Л 7 J  к

Д  =  ^ _ ^ ( 1  + 1 2 + -+!> + Л + -+ Л -2 (1 + 2 + ...+ < :)  .

А = ( - 1/1+" ■+ik+h +- +ik . М ' = j^h-Jk _

2 - т е о р е м а  (Лаплас теоремаси). А квадрат матри
цада i2, ...ik (1 < ij < ... < ik < n) сатрлар (устунлар) 
танланган булсин. Агар сатрлари (устунлари) шу танлан- 
ган сатрларда (устунларда) жойлашган мумкин булган к- 
тартибли минорларни уларнинг алгебраик тулдирувчила- 
рига купай тир иб, бу купайтмалар барчасининг йишндиси 
олинса, А матрицанинг детерминанти хосил булади.

И с б о т .  Теоремани исботлаш учун ушбу

det = 2  . M t l *  K t
\Sh<:.<jkSn ’ * ^  ^

тенгликни исботлашимиз керак.
n

Хар цандай i =  \ п учун А  = 2  ■ ' =̂i

бу ерда Ev ..., Еп — ортлар. Бунга асосан 

det А = А(1 (4. (А^, . . . ,  ) =

“  Л Ч- I k  a h p \ Е р 1 ’ ’ ■'5 ^  Ciik P k E ,P k '>- Я-1 Pk-i

Бундан детерминантнинг куггчизик^шгик хоссасига асо
сан

det Л = 2 рк ailPl. . .a .kPk ■ Aq .Ak{Eh , . . . ,  ЕРк), (1)
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бу ерда йигинди координаталари 1 < Р, < < Рк < п
тенгсизликларни кдноатлантирувчи барча Р  = {P v ...P k) 
векторлар буйича олинади. Агар (Pv ...Pk) векторнинг кдн- 
дайдир икки та координатаси  тенг булса, у холда 
Д;1 ik(Ep Ерк) детерминантда иккита бир хил сатр 
мавжуд булади, ва демак, у нольга тенг булади. Бун га кура 
Р  = (Р 1,...Рк) векторнинг барча координаталарини турли 
деб хисоблаш мумкин. Демак (1) йигинди {1, 2, ..., я} 
тупламнинг барча Л-улчамли Р = (Р 1,...Рк) уринлаштириш- 
лари буйича олинган дейиш мумкин. Бунга асосан (1) 
йишндини куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

det А = 2  2  -Д
l s y , <  - < j k s n  P e S ( n , ~ - J k )  *

20-§ даги 4-теоремага кура Р G S  ( j \ , j2, ...Jk) учун 

Л -ft ,E P2, . . . , £ Pk) = sg a P A ll_Jk (Е п , . . . ,E Jk ).

Бунга ва 1-теоремага асосан

det А =  2  А " ;/к ( 2  sgn Р  ■ а- Р . . .  а- ) =
1 * i \ < ~ < i k s n  p < E S ( n , . . . jk ) к  К К

= У M ihJk ■ AJh JkZ. lrln .1* •
I S J l  < ...< Jk% n

Теорема исботланди. Л
Лаплас теоремасининг к =  1 булган хусусий х,олини 

курамиз. Ушбу j =  j  белгилаш киритамиз. Бу холда 
M j  минор А матрицанинг а., элементига тенг булиб, бу 
минорнинг алгебраик тулдирувчиси а.. элементнинг ал
гебраик тулдирувчиси дейилади ва А орк;али белгилана
ди. Агар А матрицада /-сатр ва у-сатр устунларни учи- 
ришдан хосил булган детерминантни М \ оркдли белгила- 
сак (у M j минорнинг тулдирувчи минори), у холда 
Ау = ( - 1 ) » ’ М \.

Бу белгилашларга асосан Лаплас теоремасидан куйи- 
даги теорема хусусий холда (к  =  1 да) келиб чикдци.
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3 - т е о р е м а ,  (детерминантнинг сатрлар (устунлар) 
буйича ёйиш хакддаги теорема). А квадрат матрицанинг 
бирор сатр (устун) элементларини уларнинг алгебраик 
тулдирувчиларига купайтириб, йигсак, бу матрицанинг 
детерминанти хрсил булади, яъни х;ар цандай / = 1,л учун

t aA  = AetA
/=i

ва %ар цандай j  — 1,п учун

t a ijAij =  det4

тенгликлар уринли.
Н а т и ж а . Агар А матрица бирор сатр (устун) элемент

ларини бошца сатр (устун) элементларининг мос алгебраик 
тулдирувчиларига купайтириб, йигсак ноль урсил булади, яъни 
агар i ^  S  булса, у  урлда

1 “ VASJ =  О 
м

ва агар j  ^  q булса, у  %олда

2 « у А * = 0 .
i=1

И с б о т .  Агар / S  булса, у холда A.J(A) = 0, чунки 
унда иккита бир хил сатрлар бор (/-сатр ва £-сатр). Бу 
детерминантнинг £-сатрига 3-теоремани татбик, цилсак

A j ( 4 ) =  = 0 -У= 1

Устунлар учун исбот шунга Ухшаш. Ш
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3-теоремани куйидаги Вандермонд детерминантини 
хисоблашга татбик; кдмамиз:

A(x1;. . . ,x J

1 1 1. . . 1
х2 х3 .. •

vn-1 Л1 Yn-1л2
Yn-1л3 . у .п -1* Лп

Бу ерда кетма-кет куйидаги амалларни бажарамиз:
(п — 1)-сатрни х, га купайтириб, л-сатрдан айирамиз, 

(я — 2)-сатрни х2 га купайтириб, (л — 1)-сатрдан айира
миз ва доказо. Охирида биринчи сатрни х, га купайтириб, 
иккинчи сатрдан айирамиз. Натижада куйидаги детерми- 
нантга келамиз:

Х 2 - X ,

А(х1У... ,х п) =

X, -X,

О X j  — JtjJf ,  X j

X .  - X ,

х ‘ -х„х.

0 x\ 1 -  x" x"'1 -x"~2xl .. x l - ' - x . x ,

Буни 3-теоремага асосан биринчи устун буйича ёйиб, 
куйидаги ифодани оламиз:

Х 2 — Xj х, -  X,
x2(x2 -xj )  х3(х3- х 1 Хп(Хп ~ Х1)

* 2" - 2 ( x 2 - X j )  х " ~ 2 ( х 3 - Х г )  . . .  X nn- 2 ( X „ - X , )

Бундан детерминантнинг устунларига нисбатан чизикди 
эканлигидан фойдаланиб
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= (х2 -Х ,)(х3-х ,) ...(х „  - х , )
Х 1 X ,

1 1

Х„

1

2  . л - 2  . .л - 2  Л2 . . .  л...

= (х2 -X jKXj -Х 1)..(х„ —Xj) • Д(х2,х3,...,х „ )

тенгликни оламиз. Юцоридаги мулодазани Д(х2,...хя) де- 
терминантга ва хрказо кетма-кет татбик, цилиб, куйидаги 
ифодага келамиз:

Д(х1,...х>) = (х2—х ^ х з—х1)...(хя- х 1) •
• (х3- х 2)...(хп- х 2)...(хп- х п_2)Д(хп_1,хп) =

= U ( x k - x i ) =  W ( x l , . . . , xn)
1Si<k<,n 9

чунки

A(jc„_i , дс„) =
1 1

= X -  х л-1

бу ерда Ж(хр х2, ..., хя) функция 19-§ да киритилган Ван- 
дермонд купайтмасидир. Шундай кдлиб, xiv.., хя Узгарув- 
чиларнинг Вандермонд детерминанти бу узгарувчиларнинг 
Вандермонд купайтмасига тенг. Бундан, хусусан, куйида
ги н а т и ж а  келиб чикдци: x v ..., хпузгарувчиларнинг Ван
дермонд детерминанти нольдан фаркли булиши учун хр х2, 

хя сонларнинг турли булиши зарурий ва кифоявий шарт- 
дир.

22-§. МАТРИЦАЛАР АЛГЕРБАСИ

Чизикли тенгламалар тизимини ечиш ва алгебранинг 
боища масалалари матрицалар устида бир неча амалларга 
олиб келади.

А, В  £  Msjt матрицалар берилган булсин: А = (аш), В = 
= (bik). Элементлари сл = ал + Ъ.к сонлардан иборат С = (с.к)
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матрица А ва В  матрицаларнинг йигандиси дейилади ва 
С =  А  + В  оркдли белгиланади. Бу амалга нисбатан М  абель 
гурурши досил кдлади. Бу гурухнинг ноль элементи ноль 
матрицадир (яъни барча элементлари нольлардан иборат 
матрица). Бу гурувда В  -  - А  булса, у холда Ьл =  - а .к,
i  - l , s ,  к  =  1 ,п.  А  = (а к) G Af п матрицанинг Я £  R сонга 
купайтмаси деб, элементлари Ьк = Ха.л сонлар дан иборат 
В  £  М  матрицага айтилади ва В  =  ХА оркдли белгила
нади.

Матрицаларнинг купайтмаси амали хам киритилади. 
Уни таърифлашдан олдин иккита векторнинг скаляр 
купайтмасини киритамиз. Иккита п — Улчамли X  —(xv  х2, 
... ,хп) ва У  = (у 1, у 2, ... ,уп) векторларнинг скаляр купайтма
си деб, + х2у 2 + ... + хпуп сонга айтилади ва (X, У) 
оркали белгиланади. Агар А £  М  ва В  £  М  булса, у 
холда А  матрицанинг В  матрицага купайтмаси фак;ат А 
матрицанинг устунлари сони В  матрицанинг сатрлари 
сонига тенг булганда, яъни п = т булгандагина таъ- 
рифланади. Шунга кура A G  Msn ва i? £  М п ,матрицалар- 
ни оламиз. Уларнинг купайтмаси деб, элементлари

^ я
c ik ~  (Д  ) = 2 a ipbpk сонлар (А матрица г-сатрининг В  рш\
матрица к  — устунига скаляр купайтмаси) дан иборат С 
матрицага айтилади ва С  =  А  • В  оркдли белгиланади. Бу 
таърифдан куринадики, С £  Msl .

Шуни айтиш керакки, АВ  мавжуд булиши, аммо ВА 
мавжуд булмаслиги мумкин. ВА купайтма фа^ат ( =  S  
булгандагина мавжуд. Бу холда А - В  £  Л/ j ва В -А  £  М пп 
Агар S  ф п булса, бу матрицалар турли, чунки улар турли 
тартибли квадрат матрицалар. Агар S  -  п булса, у холда 
АВ  ва ВА бир хил тартибли квадрат матрицалар. Бу холда,

'56'
3 4 Г ~  78

„ (1922) „ '2334  ̂
булса, у \олда АВ  = ( ^ j ,  ВА .  ^

Демак АВ *  ВА.
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1 - т е о р е м а .  Матрицалар купайтмаси-ассоциативлик 
хоссасига эга, яъни агар А, В, С матрицалар шундай булса - 
ки, (АВ) С, А (ВС) купайтмаларнинг бири мавжуд булса, у  
уолда иккинчиси %ам мавжуд ва (АВ)С — А(ВС) тенглик 
рринли.

И с б о т .  Масалан, (АВ) С  к^пайтма мавжуд булсин.
У х,олда A  G M s n ■ В  G M n t, АВ  G M st, С £ M t u> 

(АВ)С  G Msu. Бунга к^ра В • С  мавжуд, В С  G Мпи ва А(ВС) 
хам мавжуд, А(ВС) G М .

Куйидаги белгилашларни киритамиз:
А = (о*), В  = (bik), С  =  (с,), А - В  =  D  =  (dik), (АВ)С = 

DC =  F  =  (4), В С  =  G =  (Sik), A (B Q  =  A G  = Н  = (hik).
Булардан:

4* =  £  O' =  1, Аг =  1, /), 
i » « l

У* = 2  = 2  '2,aipbMcqk 0 = =9=1 4=lp=l
С __  __

£« = 2 V V  = fc = l,u)?=1

= £  £ ^ v # o  = 1,®,^ = i , 4
p=i p=i«=i

Бу ердан барча / = 1, s ва k  =  l ,u  учун f jk = эканли
ги келиб чицади. Демак F =  Н, яъни (ЛБ)С = ЖЮ-

Агар ДЯС) мавжуд булса, теореманинг исботи шунга 
ухшаш. В

Сатрлари E v  Ev  ..., Еп ортлардан иборат и-тартибли 
ушбу

п 0  . . 0 '

0 1  . . 0

о 0  . • h
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матрица /i-тартибли бирлик матрица дейилади. Баъзан Un 
Урнига U  ёки Е  ёзамиз. Бу матрицанинг асосий хоссаси 
куйидагидан иборат: хар кандай А  е  Ms п матрица учун 
AUn = А  ва U /t = А. Хусусан, хар кандай «-тартибли А 
квадрат матрица учун UnA  = AUn = А. Бундан ва 1-теоре- 
мадан бевосита куйидаги натижа келиб чикади.

Н а т и ж а .  п-т арт ибли барча квадрат  м ат рицалар  
т уш ами матрицаларнинг купайтириш амалига нисбатан м о
ноид хосил цилади. Бу моноидни (Мп, •) оркали белгилай
миз. Хусусан, п = 1 да (М п, •) = (R, •), яъни хакикий 
сонлар тупламида купайтириш амали каралиши натижа
сида хосил булган моноид булади.

2 - т е о р е м а .  Матрицаларни цушиш ва купайтириш 
амаллари Узаро дистрибутивлик цонуни билан богланган, 
яъни агар А, В, С матрицалар шундай булсаки, А(В + С) 
ёки АВ + АС ифодалар мавжуд булса, у  холда иккинчиси 
Хам мавжуд ва А(В + С) = АВ + АС тенглик Уринли.

Бу теореманинг исботи 1 -теореманинг исботига ухшаш 
булгани учун уни бажаришни укувчига колдирамиз.

3 - т е о р е м а  (детерминантларнингкупайтмасихэдида). 
Агар А еа В бир хил тартибли квадрат матрицалар булса, 
у  холда det(.АВ) = det.А • detfi.

Исбот. А, В  G М п ва А  =  (ajk), В  = (b ik) булсин. У холда

С  =  А - В  е  М п. С =  ( c j ,  с* = j i a ipbpk ( i , k =  1 ,п ) ва
Р - 1

det С = 2  sgn kcu ... CjA = 2  sgn-1 (2 ^  b , )...
Л=1 1

n n

( Z ,  a tipnbpnxn) =  2 2 ■ • ■ 2 a m b n h . • ■ a „p„bPnxn =
P n ~ 1 7̂1

n n
2  ■ • • 2  я, ^ • • • a m ( T sgn l b *  ; . . . b „ x  ) =
A-i ту-i A *  4  M  A,n

= 2 ■■•n( B „ , , . . . , B rrt),
r\ />„ = 1 1
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бу ерда А 12.„(В п ,. . . ,В р„) орцали сатрлари мос равишда
B P l__Врп векторлардан иборат детерминант белгилана-
ди (Bv ..., Вп векторлар В матрицанинг сатрлари). Агар Р{,..., 
Рп сонлар ичида цандайдир иккитаси тенг булса, у х,олда 
\ г . . . п(Вл , ,В р„) детерминантда иккита бир хил сатр мав
жуд булади. Демак бу холда бу детерминант нолга тенг. 
Агар P v ..., Р п сонлар турли булса, у холда Р  =  P v ..., Рп 
вектор (1, 2, ..., и) тупламнинг бирор урин алмаштириши 
булади. Бу холда 20-§ даги 4-теоремага асосан

А12 J B n ,.. . ,B p„) =  s g n p A u ...п(в \ , • • ■, ) = sgn det J3.

Бунга асосан (1) формуладан

det С  = det В  £  sgn р а х . . .  а = det А  • det В

Теорема исботланди.
Бу теоремани яна цуйидагича хам айтиш мумкин: ̂ Мп 

да аницланган ва цийматлари R  да булган А  -* det А  акс 
эттириш (М п •) моноиднинг (R , •) моноидга гомомор- 
физмидир.

Агар A  £  М п учун  шундай В  £  М п мавжуд булсаки, 
АВ  = ВА = Un булса (С/ — бирлик матрица), А тескарила- 
нувчи дейилади. Бу холда В  матрица А  га тескари дейи
лади.

Агар А  матрицанинг тескариси мавжуд булса, у холда 
9-§ даги 3-теоремага асосан у ягона. А  га тескари булган 
матрицани А гх орцали белгилаймиз. Тескари матрицанийг 
таърифидан куринадики, А~‘ га тескари матрица А нинг 
Узи, яъни (А-1 )-1 = А.

Агар А  матрица учун det А  *  0 булса, у махсусмас мат
рица дейилади.

4 - т е о р е м а . Л  квадрат  мат рицанинг тескариланувчи  
булиши учун  унинг м ахсусм ас булиши зарур ва кифоя. Бу 
шарт бажарилганда
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A i 4 л  -  4л

Л" Л2г -  Ал,

бу ерда Л., сон а., элементнинг алгебраик тулдирувчиси.
И с б о т  .А  тескариланувчи булсин. У холда шундай В  

матрица мавжудки, АВ = Un. У холда 3-теоремага асосан 
det А • det В = det Un = 1. Бундан det Л ^  0.

Аксинча, det А  ^  0 булсин. Ушбу Д = det А  белгилаш 
киритиб, элементлари

ифода билан аницланувчи В  =  (ЬА) матрицани ва С =  АВ  
купайтмани цараймиз. С  = (cfc) матрицанинг элементла
ри 21-§ даги 3-теоремага кура хисобланади.

Шунга ухшаш ВА -  D  =  (d.k) матрицанинг хам элемент
лари хисобланади:

Демак, АВ - В А = £/„ва А~} = 5.
5 - т е о р е м а .  Агар квадрат матрицанинг сатрлари (ус- 

тунлари) чизицли эркли булса, j  х,олда у  махсусмас.
И с б о т .  и-тартибли А матрицанинг Л,,..., А п сатрлари 

чизицли эркли булсин. 14-§ даги 4-теореманинг 2-нати- 
жасига кура улар Rn да базис хосил цилади. У холда 14-§ 
даги 3-теоремага асосан Rn даги ихтиёрий вектор бу ба
зис орцали ягона усул билан ифодаланади. Хусусан, E v  
Е2, ... Еп ортлар бу базис орцали ифодаланади:

р

агар / = к  булса, 1, 
агар i ^  к  булса, 0.

агар / = к  б^лса, 1, 
агар г *  к  булса, 0.
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Е к =  l b pkA p ( k  =  l ,n ) .  
р=1

Иккинчи томондан

Л  = t a ipE i (p  =  l ,n ) .
i= l

Булардан

П И И И

Ек = 2  я,>Д) =2 (2  %Ьрк\Ег
р е  1 i - 1  1=1 Р=1

7?" да Ер Ev  Еп ортлар базис хосил кдлгани учун 
охирги тенгликдан

« _ (агар/ = к  булса, 1, 
м агар / ^  £ булса, 0.

тенгликларни оламиз. Демак, В = (Afc) шундай матрица 
эканки, АВ = Un. У холда det А - det В = det Un = 1. Бундан 
det Л *  0.

Устунлар учун исбот шунга ухшаш.
Н а т и ж а .  Квадрат  мат рица детерминантининг ноль 

булиши учун унинг сатрлари (устунлари) чизицли богланган  
булиши зарур ва кифоя.

И с б о т . А матрицанинг детерминанти ноль булсин. У 
Холда унинг сатрлари (устунлари) чизикди богланган, чун- 
ки акс холда 5-теоремага асосан det А & 0 булар эди — бу 
эса берилганга зид.

Аксинча, А матрицанинг сатрлари (устунлари) чизик,- 
ли богланган булсин. У холда 20-§ даги 5-теореманинг 2- 
натижасига кура det А =  0. Натижа тула исботланди.

6 - т е о р е м а .  Матрицалар крпайтмасининг ранги  
купайтувчиларнинг рангларидан катта эмас.
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И с б о т .  A  G Msji, В  G MnJ ва А • В  = Сп =  (с/к) булсин.

У х;олда ушбу = 2 a ipbpk 0  = = 1)0 тенгликлардан />■1

= 2 % B p(i =  l ,s )
i =1

тенгликлар келиб чицади.
Бу тенгликлар С =  АВ  матрицанинг сатрлари В  мат

рицанинг сатрлари орцали ифодаланишини курсатади. 
Бундан 14-§ даги 4-теоремага кура г(А -В )  < г  (В).

Юцоридаги тенгликларга ухшаш ушбу

,  S п s п _____

С к =  Ъ с лЕ' =  2 b pk( 2 a ipE ‘) =  2 Ь ркА Ч к  =  1 , t ) .
1=1 р =1 1=1 р =1

Бу тенглик С = А В  матрица устунлари А  матрицанинг 
устунлари орцали ифодаланишини курсатади. Бундан 14-§ 
даги 4-теоремага кура г(АВ) = г  (А). Теорема исботланди.

Н а т и ж а . А гар матрицани чапдан ёки унгдан м ахсус
мас матрицага купайтирилса, унинг ранги узгармайди.

И с б о т .  А — тугрибурчакли матрица ва В  — махсус
мас матрица булсин. У холда 6-теорем ага асосан 
г(АВ) < г(А). Иккинчи томондан А = АВ  • В 1. Бундан яна
6-теоремага асосан г(А) < г(А  • В). Демак г(А) = г(А • В).

Чапдан махсусмас матрицага кУпайтирилган хол шун- 
га Ухшаш исботланади.

23-§. БИРГАЛИКДА БУЛГАН ЧИЗИКЛИ 
ТЕНГЛАМАЛАР ТИЗИМИ ЕЧИМЛАРИ 

ТУПЛАМИНИНГ ТУЗИЛИШИ

Дастлаб тизимнинг коэффициентлари матрицаси мах
сусмас квадрат матрица булган хусусий холни кУрамиз.

1 - т е о р е м а  (Крамер цоидаси). Агар А  = (a iK) G М п м а х 
сусм ас брлса, у  %олда
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аиХ1 ■*" al2x l2~*~---̂ ~a \nXn ~  1̂ 
a2\X\ 2̂2X2 ' ■~̂ê 2nXn ~  2̂
а „ Л  +  an2x2+ ...+ a mx n =  bn

( 1)

чизицли т енгламалар тизими уш бу

( А) А2 А|Л 
\ Д 5 Д д /

ягона ечимга эга , бу ерда А =  det А ва Дк эса А нинг к- 
устунини озод вддлар устуни билан алмаштиришдан хосил 
булган детерминант (к  = 1, п ) .

И с б о т .  Ушбу

V м
Х 2 ьг

.
, В  =

.ь„\ П)

(2)

белгилар киритиб ва матрицаларни купайтириш амали- 
дан фойдаланиб, (1) тизимни матрица куринишида куйи
даги ча ёзиб оламиз:

А Х = В .  (3)

Шундай к;илиб, (1) тизимни ечиш (3) куринишдаги мат- 
рицали битта тенгламани ечишга тенг кучли.

А  — махсусмас булгани учун (3) тенглама

Х = А - ' В  (4)

8 — Ж . Х ^ ж и е в  113
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тенгламага тенг кучли, яъни (3) тенглама (4) куринишда- 
ги ягона ечимга эга. Бундан тескари матрицанинг кури- 
нишидан (22-§, 4-теорема) фойдаланиб, номаълумларни 
тоиамиз:

=  bi = i i b iAi k = f , ( k  =  :Cn). 
i'=l i =1

2 - т е о р е м а .  Матрицанинг ранги нолдан фарцли ми- 
норларининг энг юцори тартибига тенг.

И с б о т  .А  £  М  матрицанинг ранги г  булсин. У холда 
1б-§ даги 7-теореманинг натижасига кура А  да г  та чизиц- 
ли эркли сатрлар мавжуд. Бу сатрлар хосил цилган мат- 
рицани В орцали белгилаймиз. У холда В  £  МТ п ва унинг 
ранги г  га тенг. В нинг ранги г булгани учун 16-§ даги 7- 
теореманинг натижасига асосан В да г та чизицли эркли 
устун мавжуд. Бу устунлар А  матрицанинг г-тартибли 
минорни хосил цилади. Бу минор 22-§ даги 5-теорема- 
нинг натижасига кура нодцан фарцли. Иккинчи томон- 
дан, агар к > г  булса, у холда А  нинг ранги г  булгани учун 
А  даги ихтиёрий к  та сатр чизицли богланган. Бундан 22-§ 
даги 5-теореманинг натижасига асосан А  нинг £-тартиб- 
ли ихтиёрий минори нольга тенг эканлиги келиб чицади.

А матрицанинг ранги г булсин. А нинг нольдан фарцли 
r-тартибли ихтиёрий минори базис минори деб аталади.

Куйидаги теорема матрицанинг рангини хисоблашда 
ва унинг базис минорини топишда фойдали.

3 - т е о р е м а .  Агар А матрицанинг бирор г  тартибли 
минори нольдан фарцли булиб, бу минорни уз ичига олувчи 
х,ар цандай (г  + \ ) -  тартибли минор нольга тенг булса, у  
л;олда у  базис миноридир (ва демак, А нинг ранги г га тенг).

И с б о т .  М -  нольдан фарцли г-тар ти б л и  минор 
булсин. 22-§ даги 5-теореманинг натижасига кура, М  дан 
утувчи А нинг сатрлари чизицли эркли. Уларни Аг  ..., АТ 
орцали белгилаймиз. Теоремани исботлаш учун А нинг 
бошца сатрлари бу сатрлар орцали чизицли ифодалани
шини курсатиш кифоя.
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Alt A^ А к сатрларни уз ичига олувчи А нинг ( r+  1) 
та сатридан иборат матрицани В  оркали белгилаймиз. М  
минорни Уз ичига олувчи А  нинг хар кандай (г  + 1) - тар
тибли минори нольга тенг булгани сабабли, В нинг хар 
фндай устуни М  минордан Утувчи г  та чизицли эркли 
устунлар оркали чизш дт ифодаланади. Бунга кура В  нинг 
ранги г  га тенг. Бундан А к сатрнинг А {, ..., Аг сатрлар ор
кали чизикпи ифодаланиши келиб чикади.

Энди биргаликда булган ихтиёрий чизикли тенглама
лар тизимини курамиз:

Ч л + апх 2+. •+а. л = ьх

а21Х1 + а22.Х2~̂ ' ■+аг«х п

II

л л + as 2Х2+. ■+“А = bs
(4)

Ушбу

А =

ап ап . . .  а1п 

а г\ а гг ■ ■ ■ °гп

\a s\ a s i  ■ • • a snJ

белгилаш ва (2) белгилашлар киритиб, (4) тизимни

А Х = В  (5)

матрица куринишида ёзиб оламиз. Шундай килиб, (4) ти
зимни ечиш (5) матрицали тенгламани ечишга тенг куч
ли. (5) матрицали тенглама билан (3) матрицали тенгла
манинг куриниши бир хил, аммо (5) да А  квадрат матри
ца булмаслиги мумкин ёки мабодо квадрат матрица булса 
хам, унинг детерминанти ноль булиши мумкин. 

п = улчамли 0 вектор ва
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в ек т о р  о л и б , (5 ) т ен гл а м а  б и л а н  б и р г а  у ш б у

А У  = О (6)

тенгламани хам цараймиз. Бу тенглама (5) тенгламага (ёки
(4) тизимга) мос бир жинсли тенглама дейилади.

4 -те о р е м  а .  (а) Агар X v  Хг £  R" векторлар (5) нинг 
енимлари булса, у  холда уларнинг Хх — Хг айирмаси (6) нинг 
ечимидир.

в) Агар Х0 G R n вектор (5) нинг ечими ва У G R" вектор 
(6) нинг ечими булса, у  холда уларнинг Ха + У  йитндиси
(5) нинг ечимидир.

с) Агар X Q £  R" вектор (5) нинг бирор ечими ва X  век
тор (5) нинг ихтиёрий ечими булса, у  холда (6) нинг шун
дай У  G R" ечими мавзкудки, Х =  Х^+ У. , 

ф Бир жинсли тенгламанинг ихтиёрий ечимларининг 
чизицли комбинацияси яна шу тенгламанинг ечимидир.

И с б о т .  а) Бу холда: АХх = В, АХ2 = В. Бу тенглама- 
ларнинг  биринчисидан и к к и н ч и с и н и  айирсак:  
а (х 1 - х 2) =  о,  яъни Х х -  Х2 вектор (6) нинг ечимидир.

в) Бу холда: А Х 0 = В , А У  = 0. Буларни цушсак: 
А(Х0 + У) =  В, яъни Х0 +  У  вектор (6) нинг ечими.

c) Бу холда АХ0 =  В, АХ1 В. Иккинчидан биринчини 
айирсак, А (Х 1 -  Х 2) = б , я ъ н и ^  -  Х0 вектор (6) нинг ечи
ми. Бу векторни У орцали белгиласак, Х г =  Х() +  У.

d) Агар Ур У, £  R" векторлар (6) нинг ечимлари булса, 
у холда А У Х = 0 , А У г = 0. Бундан ихтиёрий X ,/ iG R

сонлар учун А (1 У { + ц У 2) = 0.
Энди ихтиёрий (4) тизимни ечишга утамиз. А  матри

цанинг ранги г  булсин. (4) тизим биргаликда булгани учун



бу тизимнинг кенгайтирилганЛ1 матрицасининг ранги хам 
г га тенг. Бундан А1 матрицанинг шундай г  та чизшдш 
эркли сатри мавжудлиги келиб чикдцики, долган дар кан
дай сатр бу сатрларнинг чизикли комбинациясидан ибо
рат. Бу эса (4) тизимнинг г  та тенгламадан иборат шундай 
цисм тизими борлигини курсатадики, тизимнинг бошка 
Хар кандай тенгламаси бу г  та тенгламанинг чизшдш ком- 
бинациясидир (натижасидир). Шундай килиб, (4) тизим
ни ечиш бу г  та тенгламадан иборат кием тизимни ечиш- 
га келади.

Бу г та тенгламадан иборат кием тизимни (керак булса, 
тенгламаларни ракамини узгартириб) биринчи г  та тенг- 
ламалардан иборат деб хисоблашимиз мумкин.

а п х  1 + а п х г + . ■ +«1Л

а 21Х \ + а 22Х 2 + . ■ + я 2Л

II

а л х х + а г2Х 2 + . . + а тх „ =  К

Шундай килиб, (4) ва (7) тизимлар тенг кучли.
Керак б^лса, номаълумларнинг номерини Узгартириб, 

ушбу
а \ \ а\г~а.\г

т̂1 @г2 — On
*  О (8)

деб хисоблаш мумкин. Бу холда x v  ..., хг ларни бош но
маълумлар ва xr+v хп ларни эса озод номаълумлар деб 
атаймиз ва куйидаги белгилашларни киритамиз:

X s =

* 2

IIоч

(х }л г+1

II

V

А ,
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ап а12. ■а,г ( \а . •Щп
°2\ а22 • ■а2т , с  =

1г+1

, аг\ аг2 •‘•Отт,
 ̂ агг+1 •-  am J

Бу холда (7) тизимни

DX6 + G P = В1 (9)

матрица куринишида ёзиш мумкин. Бунга мос бир жинс
ли тизимни ушбу

D X 6 + С Х °  =  О (Ю)

куринишда ёзиш мумкин. (8) шартга к^ра, detD  ф 0, де
мак ZH — мавжуд.

X  вектор сифатида R"~r фазонинг ихтиёрий Т  вектори- 
ни оламиз. У холда

DX6 = В1-  СТ,
X  =  D~1(B 1 -  СТ).

Натижада

Х =  (D ~ \B ' -  С Т),Т ) G В? (11)

вектор (7) нинг ечимидир. Аксинча, (7) нинг хар кандай 
ечимини шундай куринишда олиш мумкин. Хацицатан, 
агар берилган X  ечимнинг охирги п -  г  та координаталари- 
дан ташкил топган векторни X  =  Т  билан белгилаб (9) 
тенгламага куйсак, (11) ифодани оламиз.

Хусусан, Л? сифатида ноль вектор олсак, (11) ифода 
Х =  (D~lBl, О) куринишга эга булади. Бу вектор (9) нинг 
хусусий ечимидир. Юцоридаги мулохазалардан (10) бир 
жинсли тенгламанинг умумий ечими

У =  ( - D - 'C T ,  Т.) (12)

куринишга эга эканлиги хам келиб чицади.
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5 - т е о р е м а .  (10) бир жинсли тенгламалар тизими
нинг ечимлари тупламининг ранги г  га тенг.

ечимини F 1 оркали белгилаймиз (бу ерда Е \  ..., Е" г лар 
R n l  ф азонинг устун ш аклида олинган ортлари) ва 
F i , . . . ,F n~x e i? "  векторлар тизими чизикли эркли экан- 
лигини курсатамиз. Бу векторларни сатр деб олиб, (и -  г) 
та сатрли ва п та устунли матрица тузсак, бу матрицанинг 
охирги (я — г) та устунидан тузилган матрица (и — г)-тар
тибли бирлик матрицадир. Шунинг учун бунга мос (и -  г) - 
тартибли минор нольдан фаркли. Демак F j,...,F " ~ r век
торлар тизими чизикли эркли.

Эвди Т  сифатида ихтиёрий Т  = (г,, tn_r) векторни 
оламиз. У долда 7" = /, F> + t2&  + ... + tn_tE '-T тенгликдан 
ва (12) ифодадан

тенглик келиб чикади. Бундан ва 4-теоремадан теорема
нинг исботи келиб чикади.

Н а т и ж а .  (4) тизимнинг ихтиёрий ечими Х 0 + txF  + 
+ ... + tn_ P ~ T куринишида ифодаланиши мумкин, бу ерда  
Х0 Е  R n вектор (4) нинг хусусий ечими, Р ,  ...,F'~rG К 1 век 
торлар эса (4) га  м ос бир жинсли тизимнинг чизицли эркли 
ечимлари тизимидир. tv  tv  ..., tn_r E R .

И с б о т .  Натижанинг исботи 5-теореманинг исботи- 
дан ва 4-теоремадан келиб чикади.

(10) тизимнинг ечимлари тупламининг ихтиёрий бази- 
си (10) тизимнинг фундаментал ечимлар тизими дейилади.

И с б о т .  (10) тенгламанинг



Бешинчи боб
ХАЛКДПАР ВА МАЙДОНЛАР. КОМПЛЕКС 

СОНЛАР МАЙДОНИ

24-§. ХАЛКДЛАР ВА МАЙДОНЛАР.
БОШЛАНКИЧ МАЪЛУМОТЛАР

К  тУпламда иккита бинар амал аницланган булсин. 
Уларнинг биттасини цушиш амали деб атаймиз ва a, b Е К  
элементларнинг йигиндисини а +  b орцали белгилаймиз. 
Иккинчисини купайтириш амали деб атаймиз т  a, b G К  
элементларнинг купайтмасини а ■ Ь орцали белгилаймиз.

К  тУпламда аницланган цушиш ва купайтириш амал- 
лари цуйидаги шартларни цаноатлантирса, у халца дейи
лади:

I. АГ туплам цушиш амалига нисбатан коммутатив гурух 
хосил цилади.

И. К  туплам купайтириш амалига нисбатан яримгурух 
хосил цилади.

III. Кушиш ва купайтириш амаллари дистрибутивлик 
цонунлари билан богланган:

а(Ь +  с) =  ab +  ас,
(а + Ь)с = ас + Ъс.

Мисоллар: 1) Z, Q, R  тупламлар сонларни цУшиш ва 
купайтириш амалига нисбатан халца хосил цилади.

2) [а, Ь] оралиццаги барча узлуксиз функциялардан ибо
рат С [а, Ь\ туплам функцияларнинг цушиш ва купайти
риш амалига нисбатан халца хосил цилади.

3) Берилган т(т  > 1) натурал сонга булинувчи барча 
бутун сонлардан иборат m Z  туплам сонларни цушиш ва 
купайтириш амалига нисбатан халца хосил цилади.

4) Элементлари мос равишда Z , Q, R  халцаларда ётув- 
чи барча «-тартибли квадрат матрицалардан иборат M n{Z),
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Mn{Q), Mn(R) тупламлар матрицаларни кушиш ва купай
тириш амалларига нисбатан халца хосил цилади.

Агар К  цалцада купайтириш амали коммутатив булса, у 
коммутатив халца дейилади. Юцорида келтирилган Z ,  Q, 
R, С [a, b\, m Z \ алцалар коммутатив, аммо M n(Z), M n(Q ), 
M n(R) (п > 1 )халцалар эса коммутатив эмас.

Агар К  халцада купайтириш амали учун / е  К бирлик 
элемент мавжуд (яъни хар цандай а £  К  учун a l=  la = а) 
булса, I элемент К  халцанинг бирлик элемента ва К  эса 
бирлик элементли халца дейилади. Баъзан К  халцанинг 
бирлик элемента 1 орцали хам белгиланади.

Юцорида келтирилган Z ,  Q, R, С [a, b], M n(Z), M n(Q ), 
M n{R) халцалар бирлик элементга эга, m Z  халца эса эга 
эмас. Z , Q, R  да бирлик элементи ролини 1 сони уйнай- 
ди. С [а, Ь] да бирлик элемент ролини [а, Ь] да айнан 1 га 
тенг булган функция уйнайди. M n(Z ), Mn(Q ), M n(R) халца- 
ларда бирлик элемент ролини бирлик матрица уйнайди.

Халца кушиш амалига нисбатан гурух булгани сабабли 
унда цушиш амалига нисбатан умумлашган ассоциатив 
цонун Уринли. Халца купайтириш амалига нисбатан ярим 
гурух булгани сабабли унда купайтириш амалига нисба
тан хам умумлашган ассоциатив цонун Уринли.

Кушиш ва купайтириш амалларининг дистрибутивлик 
цонунларидан п буйича математик индукция ёрдамида хар 
цандай a v  bv  bn £  А"элементлар учун бевосита куйида- 
ги тенгликлар олинади:

а(Ь1 +  Ь£ +  ... + bn) = ab} +  аЬг + ... + аЪп,

(£j +  b2 +  ... + Ьп)а  = Ьга  + Ъга  + ... + Ъпа.

Булардан эса хар цандай a v  а2, ..., ап, b v  ..., ЬтЕ К  
элементлар учун бевосита куйидаги тенглик келиб чицади:

Бу шшщцида цушилувчиларнинг цандай тартибда ёзи- 
лишининг ахамияти йуц (яъни йигинди Узгармайди), аммо
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коммутатив булмаган хдлкдца купайтувчиларнинг кандай 
тартибда ёзилиши мухим.

Хар кандай халкада айириш ва купайтириш амаллари 
дистрибутивлик конуни билан богланган, яъни хар кан
дай а, Ь, с G К  элементлар учун

(а —Ь)с = ас — Ьс, а(Ь -  с) =  ab -  ас.

Буларнинг, масалан, биринчисини исботлаймиз. Ушбу

(а  -Ь )с  +  Ьс =  ((а  — Ь) +  Ь)с - ас

тенгликдан

( (а -Ь ) с  +  Ьс) — Ъс =  ас — Ьс,

яъни

(а —Ь)с = ас — Ьс

келиб чикади.
Бу дистрибутивлик конунидан дар кандай a G К  эле

мент учун куйидаги тенглик келиб чикади:

а ■ 0 = 0 • а  = О,

бу ерда 0 — ^алкадаги кУшиш амалининг ноль элементи.
Хакикатан, а • 0 = a(b -  b) =  ab — ab =  0. Шунга ухшаш

0 • а  = (6 -  Ь)а = Ьа -Ь а  =  0.
К  бирлик элементли халка булсин. Агар a  G К  учун 

а ■ Ъ = Ь • а  = / тенгликларни каноатлантирувчи b G АГэле
мент мавжуд булса, а элемент тескариланувчи ва Ь эле
мент эса а  га тескари дейилади.

9-§ даги 3-теоремага асосан, агар а  га тескари элемент 
мавжуд булса, у ягона. Бу холда уни а~х оркали белгилай
миз. Бу а~л элементнинг узи хам тескариланувчи булиб, а 
унга тескари, яъни (я-1)-1 = а.

Z  халкада факат 1 ва -1  сонлар тескариланувчи.
Q  ва R  халкаларда нольдан боцща барча элементлар 

тескариланувчи. С[а,Ь\ халкада тескариланувчи элемент-
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лар [a,b] да нольдан фаркли булган функциялардан ибо
рат. M n(Z) халкдца тескариланувчи элементлар детерми
нанта 1 ва -1  булган матрицалардан иборат. M n{Q ) ва 
МЯ(К) халк,аларда тескариланувчи элементлар махсусмас 
матрицалардан иборат.

Агар К  халка ягона элементдан иборат булса, у факдт 
нольдан иборат булади. Бу халка ноль халк,а дейилади. 
Ноль х,алкдца 1 = 0 .

Бирлик элементли К  халкада битгадан ортик, элемент 
булсин. У холда унда нольдан фаркли элемент мавжуд. Бу 
Халк,ада 1 ^ 0 ,  чунки акс холда 1 = 0 булиб, а =  а ■ 1 = 
= а ■ 0 = 0 тенглик олинарди. Бу кдрама-к,аршилик 1 ^ 0  
эканини кУрсатади. Бундай халкада 0 элемент тескарила
нувчи эмас, чунки хар кандай b G К  элемент учун
0 • Ь =  0 1.

Агар К  халк,ада нольдан фаркли а в& Ь  элементлар учун 
а ■ Ъ = 0 булса, а  ва b элементлар нольнинг булувчилари 
дейилади. Бундай элементларга эга булган халка нольнинг 
булувчисига эга халка дейилади. Z, mZ, Q, R халкалар ноль
нинг булувчиларига эга эмас. С (-°° , + °°) халкада 
т - и + <  ва g (t) = |f| - 1 функциялар нольнинг булув- 
чиларидир. M n(Z), Мп(Q) ва M n(R) халкалар хам нольнинг 
булувчиларига эга. Масалан

/1 IV 1 - 1 '

О

1 0 '

l i  1 Д -1  1

оII

о

Агар камида иккита элементга эга булган бирлик эле
ментли коммутатив халкада хар кандай нольдан фаркли 
элемент тескариланувчи булса, бундай халка майдон де
йилади.

Юкорида келтирилган мисоллар ичида факат Q  ва R  
халкалар майдондир. _

Майдонга яна бир мисол келтирамиз. <э(л/2) оркали 
а +  b j 2 (a ,b  G Q ) куринишдаги хакикий сонлар тугшами- 
ни белгилаймиз. Хакикий сонларни кушиш ва купайти
риш амалларига нисбатан бу туплам нолдан фаркли бир
лик элементли халкадир:
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(о + b-j2. j + + d-J2 j = + c) + (6 + d)yl2 G Q^J2^,

[a +  b j 2 ) - ( c  +  d j 2) = (ac + 2M) + (a d  +  2 b c )J l  G ^(VI), 

1 = 1 + 0V2 G Q(V2).

Агар a  + b j 2 ^  0 булса, у х,олда л/2 иррационал булга
ни учун a2 - 2 b 1 ^  0. Бундан

- 4 r  = V 4 r - - r 4 ^
a + b j 2 a ~ - 2 6  а~ -2 Ь

чунки

— f — -------ll__ G о.
а2-2Ь 2 ’ а2-2Ь 2

Демак, б(л/2 ) — майдон.
Майдонда нольнинг булувчилари йук.. Хак^к,атан, агар 

а  ■ Ъ = 0 ва масалан, а *  0 булса, бу холда а-1 мавжуд болта
ни учун a ~ \a b )  = 0, яъни (a~1a)b =  b = 0.

F — майдон булсин. Агар a, b G .Гва 6^ 0 булса, у холда 
а ■ Ь~1 элемент сурати а ва махражи b булган каср дейила
ди ва баъзан -  куринишида хам белгиланади. Ихтиёрий 
майдондаги касрлар учун сонли касрларга хос булган асо- 
сий к,онунлар уринли

1) хар кдндай с G F  (с *  0) элемент учун

ас _  а 
Ъ с ~ Ь -

2)
а , с _  ad+bc
Т + d ‘ bd

а с __ ас
•>) I ‘ 7  ~' b d '

4) а&  0 булганда

Q { f i \
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Буларни исботлашни Укувчига крлдирамиз.
Бу хоссалар ихтиёрий майдонда кушиш, айириш, купай

тириш ва нольдан фаркли элементларга булиш амаллари 
мавжуд б^либ, улар одатдаги “арифметик” хусусиятларга 
эга булишини курсатади. Бу жих,ат ихтиёрий майдон ус
тида чизикли тенгламаларни куришга ва ечишга имкон 
беради. Илгариги бобларда курилган R  устидаги векгор- 
ларга, матрицаларга, детерминантларга ва чизикли тенг
ламалар тизимларига оид барча теоремалар R майдонни 
ихтиёрий майдон билан алмаштирилса хам уринлилигича 
кол ад и.

Бевосита текшириш бунда 20-§ даги 4-теорема 2-на- 
тижасининг биринчи исботидан бопща барча теоремалар - 
нинг исботида ишлатилган мулодазалар ихтиёрий май- 
донлар учун дам ярок^и эканини курсатади.

20-§ даги 4-теорема 2-натижасининг биринчи исботи- 
даги мулодазалар баъзи бир майдонлар (характеристика- 
си 2 га тенг майдонлар; майдоннинг характеристикаси 
тушунчаси кейинрок киритилади) учун Уринли эмас. Аммо 
бу натижанинг келтирилган иккинчи исботидаги мулоха- 
залар ихтиёрий майдонлар учун хам ярайди.

К  в а К  — халкалар булсин. Агар <р : К  -* К  акс эттириш 
хар кандай х, у  £  К  элементлар учун

<р{х +  у ) =  <р(х) +  <р(у),

<р(х ■ у) =  <р(х) <р(у)

тенгликларни каноатлантирса, у К  халканинг К  халкага 
гомоморф акс эттириши (гомоморфизми) дейилади. Агар <р 
гомоморфизм шу билан бирга биекция хам булса, у изо
морф акс эттириш (изоморфизм) дейилади.

Агар tp — изоморфизм булса, у холда <р~1 акс эттириш 
Хам изоморфизм. Бу тасдикнинг исботи гурухлар учун ил- 
гари келтирилган мос тасдикнинг исботига ухшаш.



Худди гуруутар каби изоморф халкдлар алгебраик ху- 
сусиятлари билан бир-биридан фарк; хилмайци. Масалан, 
коммутативлик, бирлик элементнинг мавжудлиги ёки 
нольнинг булувчилари мавжудлиги иккита изоморф х;ал- 
кдяарда ё бир вак^да бажарилади, ё бир вак^да бажарил- 
майди. Агар К  — майдон булса, у х;олда унга изоморф халха 
Хам майдон.

Изоморф халк,алар ва майдонларнинг алгебраик хос- 
салари бир хил булгани учун келажакда бундай халха ва 
майдонларни бир-биридан фарк; кдпмаймиз.

Мисол кУрамиз. К — бирор халха ва 0 — унинг ноль эле
мента булсин. Ю нинг ушбу кдсмини К  орхали {(х, 0), 
х £  А) белгилаймиз. К  да кушиш ва купайтириш амалла- 
рини куйидагича киритамиз:

(х, 0) + (у, 0) = (х + у , 0),
(х, 0) • (у, 0) = (х • у, 0).

Бу амалларга нисбатан К  халк,а булиб, <р(х) = (х, 0) ифо
да билан берилган акс эттириш К  ва К' халхаларнинг изо- 
морфизми эканлиги бевосита текширилади.

1 - т е о р е м а .  Агар К  — бирлик элементли халца булса, 
у  холда К  даги барча тескариланувчи элементлардан ибо
рат G туплам К  даги купайтириш амалига нисбатан гурух 
Хосил цилади.

И с б о т .  Агар х, у  G G  булса, у холда х у  G G, чунки 
у~!х~’ху = xyy~lx r l = 1, яъни (ху)-1 =  у~1х г 1). (7даги элемент
лар купайтмасининг ассоциативлиги бу купайтманинг К  
да ассоциативлигидан келиб чикдци. Ушбу 1 1  = 1 тенг- 
ликдан  1 G G муносабат,  хар хандай х G G учун 
1 • х = х • 1 =х ва х • х-1 = х-1 • х = 1 муносабатлар келиб 
чикдци, яъни G — гурух,.

Н а т и ж а . Майдоннинг нольдан фарцли элементлари май- 
дондаги купайтириш амалига нисбатан гурух хосил цилади.

Бу гурух майдоннинг мультипликатив гурухи дейилади.
Агар Р, F — майдонлар булиб, F Q  Р  ва Р  даги амаллар 

F  нинг элементлари учун кУрилганда F  даги амаллар би
лан бир хил булса, Р  майдон F  майдоннинг кенгайтмаси 
дейилади. Масалан Q (J 2) ва Я  майдонлар Q нинг кен
гайтмаси, Я  майдон эса 0(л/2 )  нинг кенгайтмаси.
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25-§. КОМПЛЕКС СОНЛАР

Агар С майдон R  хакикий сонлар майдонининг кен- 
гайтмаси булиб, куйидаги иккита шартни к;аноатлантир- 
са, у комплекс сонлар майдони дейилади:

1. Ушбу Р = -1  тенгликни каноатлантирувчи / Е С  эле
мент мавжуд; бундай элемент мавхум бирлик дейилади.

2. Хар к,андай г £  С элемент учун шундай а, Ъ £  R  
Хакикдй сонлар мавжудки, Z = a  +  Ы уринли.

С майдоннинг элементлари комплекс сонлар деб ата
лади.

Бундай кенгайтманинг мавжудлигини курсатамиз.
Бунин г учун R2 да кушиш ва купайтириш амалларини 

киритамиз. Кушиш амали сифатида векторларни кУшиш 
амалини оламиз:

(а, Ь) + (с, d) = (а  + с, Ъ + d). (1)

Купайтириш амалини ушбу

{а, Ь) ■ (с, d) = (ас -  bd, be + ad) (2)

ифода (формула) билан аниклаймиз.
КУшиш амалига нисбатан R 2 нинг коммутатив гурух 

эканлиги илгари курсатилган эди. Бунда (0, 0) элемент бу 
гурухнинг ноль элементидир.

Купайтиришнинг коммутативлиги (2) ва ушбу

(с, d) • (а, b) = (са -  db, da  +  cb)

ифодаларнинг ^нг томонидаги векторларнинг тенглиги- 
дан келиб чикади. Ассоциативлиги эса куйидаги тенглик- 
лардан келиб чикади:

[{а, Ь) ■ (с, d)](p ,q) = (ас -  bd, be + ad)(p, q) =
= (аср -  bdp -  beq — adp, bcp +  adp  + a c q —bdq),

(a, b)[(c, d){p, q)\ = (a, b)(cp -  dq, cq + dp) =

= (acp — adq -  beq — bdp, acq +  adp +  bcp -  bdq)
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Дистрибутивлик хоссалари эса куйидаги тенгликлар- 
дан келиб чикдци:

[(а, Ь) + (с, d)](p,q) =  (а  +  с, b +  d)(p, q) = (ар +  с р -  b q -
-  dq, a q + c q +  bp +  dp), (a, b)(p, q) +  (c, d)(p, q) =

= (a p ---- bq, bp +  aq) + (cp dq, cq + dp) =
= (ap -  bq +  cp -  dq, bp +  aq +  cq +  dp).

Демак R2 туплам бу амалларга нисбатан ^алкд экан. 
Ушбу (1,0) элемент шундай хусусиятга эгаки, х,ар кдндай 
(a, b) G К2 элемент учун

(1,0)(я, Ь) =  (а, Ъ),

яъни (1,0) элемент R2 нинг бирлик элемента. Нольдан 
фаркли ихтиёрий (a, b) е  R2 элементни оламиз: (а , Ь) *  (0, 
0). У х;олда а, b сонларнинг камида бири нольдан фаркуш, 
яьни а1 + ЪV  0.

Ушбу

тенглик курсатадики, Е 2 да нольдан фаркди хдр цандай 

(а, Ь) элемент тескариланувчи ва {а, Ь) 1 =

Демак, R2 туплам киритилган кушиш ва купайтириш 
амалларига нисбатан майдондир. Бу майдонни С  орк,али 
белгилаймиз ва уни комплекс сонлар майдони деб атай
миз. Бу майдон R  майдоннинг кенгайтмаси эканлигини 
ва юкррида келтирилган иккита хоссани к,аноатлантири- 
шини кУрсатамиз.

С = if2 ца (х, 0) куринишидаги барча векторлар тупла- 
мини R' орк,али белгилаймиз. Юкррида киритилган (1) 
кушиш ва (2) купайтириш амалларини R' элементларида 
Караймиз:

(а, 0) + (с, 0) =  (а  +  с, 0),
(а, 0) • (с, 0) = (а  • с, 0).

С 2+*2’
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Бу формулалардан R' нинг майдон эканлиги бевосита 
келиб чикади. Демак, С майдон R! майдоннинг кенгайт- 
маси. 24-§ да К  =  R  нинг К ’ -  R' га изоморф эканлиги 
кУрсатилган эди. Изоморф майдонларни алгебраик нук- 
таи назардан бир хил деб хисоблаганимиз учун С майдон- 
даги R 1 майдонни R  майдон билан айнийлаштирамиз. Ке- 
лажакда (а, 0) Урнига а  ёзамиз.

Ушбу

(0,1)(0,1) = ( -1 , 0) = -1

тенглик курсатадики, агар (0,1) ни / оркали белгиласак, у 
Холда iz =  - 1. Демак, С  майдонда юкорида айтилган би
ринчи шарт Уринли.

Ихтиёрий (а , b) G С учун (а , Ь) = (а, 0) + (0, Ь) = (а ,
0) +  (Ь, 0) • (0,1)= а  + bi

тенгликни ёзишимиз мумкин. Демак, С майдон учун 
юкоридаги иккинчи шарт хам уринли, яъни хаР кандай 
Z =  (а, Ь) G С элемент

Z = a  +  bi (6)

куринишда ёзилиши мумкин. Берилган (а, Ь) вектор уз 
координаталари билан тула аниклангани учун уни (3) кури
нишда ягона усул билан ёзиш мумкин (3) ифодадаги а  
сони z  комплекс соннинг хакикий кисми дейилади ва R ez  
оркали белгиланади. Ундаги Ъ сони эса z  комплекс сон
нинг мавхум кисми дейилади ва Im z  оркали белгиланади. 
Шундай килиб, хакикий сонлар мавхум кисми ноль булган 
комплекс сонлардир. Хакикий кисми ноль булган комп
лекс сонлар, яъни bi(b  G.R) куринишидаги сонлар соф 
мавхум комплекс сонлар дейилади.

Агар R  хакикий сонлар тупламини тугри чизик сифа
тида геометрик талкинини карасак, у холда i f  ни текис- 
лик деб карашимиз мумкин.

(3) формула 7Р текислик нукталари билан комплекс сон
лар майдони орасида биекция урнатади. Бу биекция С
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комплекс сонлар майдонининг геометрик талцини, текис- 
лик эса — комплекс текислик дейилади.

Комплекс сонларни комплекс текисликнинг нукдала- 
ри деб хам гапирилади. Бунда дак;ик,ий сонларга абсцисса 
ук^нинг нукдалари, соф мавхум сонларга зса ордината 
ук^нинг нук^алари мос келади. Шунинг учун баъзан абс
цисса уки —- хак,ик^й 54, ордината укд эса мавхум Ун де
йилади.

Комплекс текисликда кутб координат тизимини кири- 
тамиз. Кутб сифатида О нук;та ва кутб ук,и сифатида 
хак,ик,ий мусбат ярим Ук;ни (абсциссалар укднинг мусбат 
ярим укини) оламиз (1-шакл).

Текисликдаги Р (а, Ь) нуБ?ганинг (z, <р) кутб координа- 
талари куйидагича аниьутнади: Р  нук,тадан координата- 
лар бошигача булган масофа ва Ох кутб ярим уки билан 
ОР  кесма орасидаги <р бурчак билан Р  нуктанинг текис
ликдаги Урни тула аникданади. г  — кутб радиуси ва <р — 
кутб бурчаги дейилади.

г  масофа булгани учун у доим манфий булмаган хакдкий 
сонга ва фак;ат Р  = 0 булгандагина нольга тенгдир. <р бур
чак булгани учун унинг к,ийматлари 0 < <р < 2 л  тенгсиз
ликни к;аноатлантириши керак.

Аммо шундай масалалар учрайдики, уларда ихтиёрий 
Хак,ик,ий кийматли (яъни к^ийматлари [0,2л:) ораликдан 
ташк;арида ётган) бурчаклар билан иш кУришга тугри ке
лади. Келишувга мувофик; мусбат бурчаклар соат мили
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юришига кдрши йуналишда ва манфий бурчаклар соат 
Стрелкаси юриши йуналиши буйича хисобланади. Кутб 
Координаталари (г, <р) ва (г, <р +  2к  л )  булган жуфтлар хар 
цандай к  бутун сон учун текисликда битта нук^ага мос 
келади.

1-шаклдаги ту три бурчакли O PQ  учбурчакдан Р  нук^а- 
нинг (а, Ь) декарт координаталари билан (г, <р), кутб ко- 
ординаталари а  = г cos ip, b = /*sin ip тенгликлар билан 6of- 
ланганлиги олинади. Агар Р (а, Ь) нук^а берилган булса, у 
Холда унинг кутб радиуси г  = ыа2 + Ь2 тенглик орк;али то- 
пилади. г  *  0 холда унинг кутб бурчаги л  га ёки 2я  га

а . Ъкаррали булган сон аникдигида cos <р = - ,  sm <р = -  тенг- 
ликлардан топилади. г  = 0 холда унинг кутб бурчаги их
тиёрий дакдаий сон. z  =  а  +  bi комплекс соннинг кутб 
радиуси унинг модули дейилади ва |z| орк,али белгила-
нади. ______

Ушбу |г| = л!а2 + Ь2 ифодадан ва а  = Rez, b = Im Z  бел- 
гилардан бевосита |R e^ |< |z |, ]Imz| ^  |z| тенгсизликлар 
келиб чикади.

|г| функция z  нинг бир кдйматли функциясидир. 
Z =  а +  b i комплекс соннинг кутб бурчаги унинг аргумен
та дейилади ва Argz орк,али белгиланади. Агар <р сон z  
комплекс соннинг кутб бурчаги булса, хар кандай к бутун 
сон учун <р +  2жк хам z  нинг кутб бурчаги булгани сабабли 
Argz функция z  нинг куп к,ийматли функциясидир. Де
мак, берилган z (z  *  0) учун Argz битта сон эмас, балки 
{<р + 2лк} кУринишдаги барча сонлар тизими (бу ерда к 
ихтиёрий бутун сон).

Ушбу z =  а  + b i ифода одатда z  комплекс соннинг ал
гебраик ифодаси дейилади. Бу ифодадан ва а =  г  cos <р, 
b = г  sin <р тенгликлардан фойдаланиб, z  = Kcos <р +  i sin <р) 
ифодани оламиз. Бу z  комплекс соннинг тригонометрик 
ифодаси дейилади. Комплекс соннинг тригонометрик 
ифодаси куйидаги маънода ягона:

1 - т е о р е м а .  Агар z(z & 0) комплекс соннинг иккита 
z  = г  (cos р>+ i sin р )  ва z  = г1 (cos<p' + i sin <р') тригономет
рик ифодалари берилган булса, у  холда г  = г' ва шундай к 
бутун сон мавжудки, <р = <р' + 2лк.
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И с б о т .  Х,ак.ик,атан, бу холда г  cos tp = г' cos <р', 
г  sin <р =  г1 sin <р'. Булардан

г  = ij(r  cos <pf + (/* sin <p)2 = ^(r' cos tp')1 + (r' sin tp')1 = r ’.

У холда г *  0 булгани учун соц> = cos<p', sinp = sin^1. 
Бу тенгликлардан <р ва <р1 бурчакларнинг бир-биридан 2л к  
(к — бутун сон) га фарк, кдтиши келиб чикади.

Комплекс сонлар устида к^шиш ва айириш амаллари- 
ни бажаришда уларнинг алгебраик ифодаси билан иш 
кУриш кулай. Комплекс сонларнинг тригонометрик ифо
даси эса комплекс сонларни купайтирищда, булишда ва 
даражага кутаришда кул келади.

Агар Z, = r1(coscp1 + /sin^j), Z2 = r2(cos<p2 + /sin<p2) булса, 
у холда Z, • Z, = ^^[(cos^j • cos<pl sin^sin^) + /(sin<px ■ cosip2 -
-  s in^cos^)] = rx ■ r2[(cos^ j + <p2) +  i sin(<p1 + <p2)\.

Бундан 1-теоремага асосан rx ■ r2 = |Zj • Z2| , яъни

\ Z r Z2 \ = |Zj |  • |Z21 (4)

Юцорида олинган тенгликдан

Arg(Z] ■ Z2) = ArgZx +  ArgZ2 (5)

тенглик хам келиб чикдци. Бу тенглик куйидагича тушу- 
нилади AigiZj • Z2) сонлар тизими + -ф, <р £  ArgZx <р Е ArgZ1 
куринишидаги сонлар тизимидан иборат.

(4) тенглик гомоморфизмлар ёрдамида куйидагича тал- 
к^ш кдлинади:

С майдонни купайтиришга нисбатан яримгурух ва R a — 
манфий булмаган хакикий сонлар тупламини купайти

риш га нисбатан яримгурух деб к,арасак, у холда (4) тенг
лик Z -» |Z | мосликнинг С ва R0 яримгурухлар гомомор- 
физми эканлигини курсатади.

(5) тенглик хам гомоморфизм сифатида талкдн кили- 
ниши мумкин. Бу гомоморфизм устида кейинрок, тухта- 
ламиз. М атематик индукция ёрдамида хар кандай
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Zk = rk(cos<pk + i sin^J, к =  l ,n  комплекс сонлар учун ку
йидаги тенгликлар олинади:

Z, • Z, .... Zn= \ z i\ ■ \ Z2\ .... I Zn | (cos((p1 +
+  <p2 + ...+  <pn) + i  s i n ^ j  +  <p2 + .. .+  <pn), (6)

яъни | Zx ■ Z2 .... Z J  = | Zj | • | Z21.... | Z J  ва

Arg(Z{ ■ Ẑ  .... Zn) = ArgZi + ArgZ2 + ... + AtgZn.

2 - т е о р е м а  (Муавр формуласи). XaP цандай n бутун 
сон ва хар цандай р  E R  бурчак учун

(cos <р + I sin <р)я = cosn <р + i sin <р

тенглик уринли.
И с б о т .  (6) формулада ^  = г2 =  . . .  =  rn = 1 ва 

<р1 =  (рг =... = <рп =  <р деб олсак, (7) формуланинг п натурал 
сонлар учун Уринли эканлиги келиб чикдци.

Ушбу

(cos <р + i sin <р) 1 = 1 ~cos<p+ism<p

= cos <р — i sin <p = cos(—<p) +  i sin(—<p) (8)

тенглик (7) нинг я = -1  да уринли эканлигини курсата
ди. Энди ихтиёрий п манфий бутун сонни оламиз. Уни, 
п = —т, т G N , деб олиб, (7) тенгликнинг хар к,андай на
турал сон учун ва и = -1  учун уринлилигидан фойдала
ниб, куйидаги тенгликни оламиз:

(cos<p + i sin ip)n = (cos<p + / sin <p) m =

= (̂ (cos<p +  i  sin <p) 1 j = (cos(—<p) +  i  sin (—<p))m =

= cos(-m <p) + i sin(-m <p) = cos n <p + / sin n <p,

яъни (7) тенглик n манфий бутун сон учун хам уринли.
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Агар z, =  r l(cos<pj + i sin/),), z1 = r2(cosp2 + i sin^2) булса, 
у х;олда (6) ва (8) тенгликлардан

— = — (cos(р, - < p 2) +  i sin(y?! -  <р2)).
Zi h

Демак,

Aj
Z2

=  Argzx -  ArgZj.

Комплекс соннинг модули х.акдк.ий сон абсолют к,ий- 
мати (модули) тушунчасининг умумлашмасидир: агар 
Z  =  х  +  y i  хакикий сон булса, у холдау = 0, |г| = ^ х 2 +  у 2 =  
= yfx2 = |х |. Хар кандай z, =  *, + />,, l 1 =  x2 +  iy2 учун г, -

Z2 =  (х, -  х г) +  /(у, -  у г), |г, -  z21 = ~ x i f  +  (>>i ~ У2 ) 2 ■ 
Демак |г, -  г2| сон комплекс текисликдаги z x ва ^  нук,та- 
лар орасидаги масофадир. (|х, -  х2\ сон т5три чизикдаги 
х, ва х2 нук,талар орасидаги масофа булгани каби). Бунга 
кура, агар г 0 е  С, г  е  R , г > 0  булса,  у холда
{ z  G C :|Z -Z 0| = г), { z EC: \ z - Z o \ < r } ,  {г е  С:\z-  Zq\ ^ г) 
тупламлар мос равишда маркази z0 нукдада радиуси г  
булган айланани, очик, ва ёпик, доираларни ифодалайди.

Берилган z = a  + Ы учун а -  bi сон z  га комплекс кушма 
дейилади ва z  орк,али белгиланади. z  нукда комплекс 
текисликда хакикий укда нисбатан z  га симметрик жой-
лашган. Равшанки, z  =  Z •

|г| = |г|, z +  z  =  2Re^, z - Z  =  2 iJ m z, z - z  =  \ z f .  Ушбу

Z =  Z  тенглик уринли булиши учун z  £  R  шартнинг бажа
рилиши зарур ва кифоя.

3 - т е о р е м а ,  z -* Z формула билан берилган / : С -» С 
акс эттириш С майдоннинг автоморфизмидир.

И с б о т .  z  =  Z  айниятдан/_| нинг мавжудлиги в а /-1 = /  
тенглик келиб чикдди. Хусусан, / — биекция. Агар 
Z, =  а, + b ti, ^  = аг + b2i булса, у холда
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A zx + Zj) = (flj + a2) -  (A, + 62)/=  (e, -  Zy) +

+ {a2 -  V )  = zl + z2 = /(z ,)  + f ( z 2),
Azx z j  “ / ( ( о д  -  &A) + (a A  + a2bx)i) = 

( а ^  -  ijij) -  ( a ^  + a2b^i =

= (о, -  й,/)(а2 -  Z>2/) = zl ■ z2 = / ( z j  • / ( z 2).

4 - т е о р е м а .  Хар^андайг,, tjG  Сучун \zx + z2\ *\ъ\ + \г2\,
Ы - | г 2| ^ к - г 2|.

И с б о т .  Хакрк,атан

k  + z2f  = (z  + z2)(z1 + z2) = (г, + z2)(z, + z2) = \ z f  + |z2|2 + 

+ (zl -72 +~zl z2) = \ztf + \z2\2 + 2 Re(^z2)

Бундан

|zj + z2\2 < |zj|2 + |z2|2 + 2R e(^ z2) <; |zx|2 + |z2|2 +2|^Z2| =

4 * i |2 + |z2|2 + 2 N ' | z2| = (k l + |z2|)2

Бу тенгсизликдан эса |г, + z2| ^  |zj + |z2| келиб чикдци. Бун- 
га кура |zj = |(z, -  Z2) + Z2| ^  |z, -  z2| + |z2|. Бундан

\zi~ z2\ > \ z \ - \ z 2[

26-§. КОМПЛЕКС СОНЛАРНИНГ ИЛДИЗЛАРИ

г е С  ва и — натурал сон булсин (и > 1). Ушбу W" = г 
тенгликни кдноатлантирувчи W  комплекс сон z  нинг п- 
даражали илдизи дейилади.
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1 - т е о р е м а .  Хар к,андай Z *  0 комплекс сон нак п та 
турли я -даражали идцизга эга. Агар z = r(cos <p + i sin <p) 
булса, у холда улар куйидаги куринишда ифодаланади:

к г - (  <р +  2 к л  . . <р +  2 к л \  f  —--------- - \
W k -  y lr lc o s ------------ t- i sm ---------- j, ук — 0, n — 1 j.

И с б о т .  W" = z  булиб, W  = p(cosв + /'sin в) — унинг 
тригонометрик ифодаси булсин. Муавр формуласига асо
сан

W" =  р ”(cos пО +  /' sin в) = /-(cos <р + /' sin <р).

Бундан 2 5 - § даги 1-теоремага асосан р ” ~ г ,
пв = <р +  2т л, т G Z. Бу тенгликлардан эса р  = л/г , 
л  w  +  2/я л : _  ~
0 = -----------, т «= ^  ни оламиз. Демак, г нинг хар бир я-
даражали илдизи ушбу

W  =  Wm =  ^ ( c o s ^ L  + / s i n ^ ^ ) ,  /я G Z

куринишда ёзилиши мумкин. Аксинча, бундай куриниш
га эга булган хаР кандай комплекс сон z  нинг и-даражали 
йдцизидир.

Энди Wm ва We лар качон узаро тенглигини аниклай-
миз. W  =  W  дан 'P'LlmjL  _  <р+21ц  айирманинг 2лк, к  G Z 

т € п  п  т —1
куринишга эга эканлиги келиб чикади. Бундан —— = к,
яъни т ва I сонлари я га булинганда бир хил к;олдикка эга 
эканлиги келиб чикади. Бундан, биринчидан, п нинг кол- 
диклари факат 0,1, ..., п -  1 булиши мумкинлигидан ушбу 
fV0, W}, . . . ,  Wn_j сонларнинг турли эканлиги келиб чика
ди. Иккинчидан, хар кандай т G Zy4yH т ни п га булган- 
да колдикр га тенг булса (0 < ,р <  я -  1), у холда Wm = 
яъни хар кандай Wm сон WQ, W v  ..., Wn l сонларнинг би- 
рортасига тенглиги келиб чикади.
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Мисол курамиз. £  + 1 — 0 тенгламанинг дак^^ий ил- 
дизлари мавжуд эмас, аммо 4 та комплекс илдизга эга — 
улар ( - 1 )  соннинг 4-даражали илдизлари. Ушбу -
1 = со&7г + / sin л  ифодага кура W0, Wv  Wv  W3 илдизлар 
куйидаги куринишга эга:

тг г я  . . .  я  1+УW0 = cosT  + i s mT = - ^ >

r i r 3я  . . . Зя —1+/wx eC0sT  + isinT  = - ^ ,

= cos-^- + / sin ,
1 4 4 2̂

ттг 7?r , • • 1 iW , = cos — + z sm — = .
3 4 4 72

Бопща мисол. Бир сонининг и-даражали илдизлари ус
тида тухталамиз. 1 = cosO + /sinO ифодага кура 1 нинг и- 
даражали илдизлари куйидаги формулалар буйича топи- 
лад и:

W K - c o s ^ -  +  /s in ^  (к  = 0,и -  1)

Бир сонининг барча илдизлари купайтириш амалига 
нисбатан гурух хосил кдлади. Хацикдтан, агара" = 1,/J" = 1 
булса, у холда (а • /?)" = а" • /?" = 1. Бир сонининг Узи бир- 
нинг и-даражали илдизи: Iй = 1. Агар а ” = 1 булса, у холда
(а) ~ 77-г = 1 > яъни хар бир бирнинг и-даражали илдизи- 
нинг тескариси хам бирнинг и-даражали илдизидир.

Муавр формуласига асосан Wk = ^cos ~  + / sin j =

= , яъни бирнинг барча и-даражали илдизлари нинг 
даражалари орцали хосил цилинади.

Бирорта элементининг даражаларидан иборат гурух 
циклик гурух дейилади. Юкрридаги мулохазалар билан ку
йидаги теорема исботланди:
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2 - т е о р е м а .  Х,ар бир п Е  N  учун бирнинг п-даражали 
комплекс илдизлари купайтириш амалига нисбатан циклик 
гурухни хосил цилади.

27-§. к о м п л е к с  Уз г а р у в ч и л и  ф у н к ц и я л а р

Комплекс сонлардан иборат бирор тупламда аник^пан- 
ган ва к,ийматлари х;ам комплекс сон булган функция ком
плекс узгарувчили функция деб аталади. Комплекс сон
ларнинг илгариги параграфларда келтирилган хоссалари 
комплекс сонлар кетма-кетлиги лимити ва комплекс узга
рувчили функция лимити тушунчаларини худди хак^кдй 
уЗгарунчили функцияларнинг лимити каби киритишга им- 
кон беради.

Маркази ^  нук^ада булган D  очик, доирада аникданган 
(Zq нук,тада ангоуганмаган х,ам булиши мумкин) комплекс 
узгарувчили бирор Дг) функция берилган булсин. Агар их
тиёрий хакикдй г  > 0 сон учун шундай хакикий д =  д(е) > О 
мавжуд булсаки, ушбу 0 < \z -  г0| < й тенгсизликни к;ано- 
атлантирувчи барча z нук,талар учун | f { z )  - W \ < e  уринли 
булса, W  комплекс сон Дг) функциянинг z Узгарувчи ^  га 
интилгандаги лимити дейилади ва lim f { z )  =  W  куриниш
да ёзилади. Z~z °

Комплекс текисликда бирор доирадан ташк;арида аник;- 
ланганДг) функция берилган булсин. Агар ихтиёрий е  > О 
учун шундай г = Н е ) >  0 сон мавжуд булсаки, |z| > г  тенг- 
сизликдан |f ( z ) -  w| < е келиб чик,са, Жкомплекс сон f (z )  
функциянинг z  Узгарувчи <» га интилгандаги лимити де
йилади ва цm f { z )  — W  каби ёзилади. Шунга ухшаш ушбу

lim f { z )  = °°, lim /( г )  = оо белгилар ва буларга мос тушун- 
г-*®

чалар киритилади.
Й и г и н д и н и н г , купайтманинг) булинманинг лимитла- 

ри хакдцаги теоремалар ва лимитлар назариясининг бошкд 
теоремалари хеч Узгаришсиз комплекс узгарувчили функ- 
цияларга утказилади.
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Маркази Zg нук,тада булган бирор очиц доирада аниц
ланган f(z) функция учун lim f ( z )  = / ( г 0) Уринли булса,

о
бу функция z0 нук^ада узлуксиз дейилади. Бирор туплам
нинг дар бир нуцтасида узлуксиз булган функция бу 
тУпламда узлуксиз дейилади.

Узлуксиз функциялар йигиндиси, купайтмаси, нисба- 
ти ва узлуксиз функциялар тугрисидаш бошца теорема- 
лар комплекс узгарувчили функциялар учун дам уринли- 
лигича цолади. Бу теоремалар ичида Вейерштрасснинг 
иккита теоремасини келтирамиз. Бу теоремалар кейин- 
роц ишлатилади.

1 - т е о р е м а .  Агар f ( z )  функция | |̂ < г ёпиц доирада 
узлуксиз булса, у бу тупламда чегараланган (яъни шундай 
хациций М>  0 сони мавжудки, бу ёпик, доирадаги барча z 
нуцталар учун \f(z)\ ^  М  ).

2 - т е о р е м а .  Агар f (x )  функция  |г| < г  ёпиц доирада у з 
луксиз брлса ва унда ф ацат  хациций цийматларни цабул 
цилса, у  холда у  бу ёпиц дойра рзининг энг кат т а ва энг 
кичик циймат ларига эришади (яъни шундай г 0 ва  z, нуцт а- 
л а р  м а в ж у д к и , / ( ^ )  = inf(z), f ( z x) -  sup/( г ) ,  Ы  ^  г,

Бу теоремаларнинг исботи дациций узгарувчили функ
циялар учун мос теоремаларнинг исботига ухшаш. Булар- 
ни тула исботлашни китобхонга цолдирамиз.

Маркази Z0 нук^ада булган бирор очиц доирада аниц
ланган f(x) функция учун

=  lim
Z-*Z0 Z - Z c

лимит мавжуд булса, у Z0 нуцгада дифференциалланувчи 
дейилади. Агар f(z) функция М тупламнинг хар бир нук,- 
тасида дифференциалланувчи булса, у М  тупламда диф
ференциалланувчи дейилади. f'(z) ф ун кц и я  Д г)  функция- 
нинг хосиласи дейилади.

Дифференциаллашнинг одатдаги хоссалари, хусусан, 
функциялар йиеиндисининг, кУпайтмасининг, нисбатй- 
нинг хосилалари хакддаги теоремалар осон исботланади.
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28-§. КОМПЛЕКС КОЭФФИЦИЕНТЛИ 
КУПХДЦЛАР

Ушбу

я0 + a xz  +  a2z2 + ... +

куринишдаги функцияга к^пхдд ва а0, a v  ..., ап сонларга 
эса купхаднинг коэффициентлари дейилади. Барча узгар- 
мас сонлар купхадлардир. Кугаддларнинг йигиндиси ва 
купайтмаси яна кУпхаддир. z  узгарувчининг барча кУщад- 
ларидан иборат тупламни С[г] оркали белгилаймиз. 
Кущадларнинг кушиш ва купайтириш амалига нисбатан 
C\z\ туплам бирлик элементли коммутатив х;алка хосил 
Килиши бевосита курсатилади. Бунда 0 сонидан иборат 
узгармас функция (ноль купхад) C[z] халканинг нолидир,
1 сонидан иборат узгармас функция бу халканинг бирлик 
элементидир.

Узгармас функцияларнинг ва f ( z )  = Z функциянинг уз- 
луксизлигидан узлуксиз функцияларнинг йигиндиси ва 
купайтмаси узлуксизлиги хакидаги теоремаларга асосан 
ихтиёрий купхаднинг узлуксизлиги келиб чикади.

1 - т е о р е м а .  Xjap цандай купхаднинг коэффициентла
ри бир цийматли аницланган (яъни агар f(z) ва g(z) купхад- 
лар барча нуцталарда f(z) = g(z) тенгликни цаноатлантир- 
са, у  холда уларнинг мос коэффициентлари тенг).

И с б о т .  Дастлаб, агар барча z  нукгаларда а0 +  axz  + 
+ ... + anzp = 0 булса, у холда а0 = а х =  ... = ап = 0 эканли- 
гини курсатамиз.

Хакикатан, я0 + + ... + ап7? = 0 да z  = 0 деб олсак, 
ай = 0 тенглик хосил булади, яъни барча z  нукталарда 
axz  + a2z2 +  ... + ant  = 0. Бундан барча z  *  0 нукталарда 
а х+  a2z  + ... + = 0 тенглик олинади. Бу тенглик бар
ча z  *  0 лардагина уринлилиги курсатилгани учун уни z  = 0 
да хам Уринли дея олмаймиз. Аммо купхаднинг барча z  
ларда узлуксизлигидан фойдаланиб, а^+ a2z  +  ... +  anz”~' =  0 
тенгликда z  ни нольга интилтирсак, а { = 0 тенгликни ола
миз. Бундан a2z  + ... + anzP~x = 0. Яна z ^  0 да а2 + ... 4
+ ап? ' 2 = 0 тенгликни оламиз. Бунда яна z  ни нольга ин-
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тшггириб а2 =  О тенгликни оламиз ва ^оказо. Натижада 
ай =  а х =  ... = ап = 0 тенгликларни оламиз.

Энди барча z  ларда а 0 + a xz  + ••• + a„Z” =  bQ + b xz  + 
+ ... + bmzr  уринли булсин деб фараз циламиз. Бунда т = п 
деб фараз кдлишимиз мумкин (акс х;олда тенгликнинг би
рор томонга бир цанча ноль коэффициентли ^адларни 
цушамиз). У холда

(а0 -  b0) +  (flj -  h j z  + ... + (ап -  Ьп) ?  = 0.

Бундан юцоридаги мулохазаларимизга асосан а0 — Ь0 = 
= ... = а — b = 0  эканлиги, яъни а, = Ьп, а, = Ь,, .... а — bП ft 7 U U*' 1 1' 7 п п
келиб чицади.

Исботланган теорема кущадларнинг икки хил тенглик 
муносабатлари орасида богланиш урнатади: J{z) ва g(z) 
кущадлар барча z  нуцгаларда тенг булиши учун уларнинг 
мос коэффициентлари тенг булиши зарур ва кифоя.

Нольдан фарцли кущад берилган булсин. Кущадга 
нольдан фарцли коэффициент билан кирган z  нинг энг 
юцори даражасига кУщаднинг даражаси дейилади. Бу ко
эффициент бош коэффициент в а кУщаднинг бунга мос 
хдди бош х,ад дейилади. J{z) кУщаднинг z  цатнашмайди- 
ган хади (яъни нолинчи даражали хади) озод дад дейила
ди. Равшанки, у J[Q) га тенг. Кущадлар купайтирилганда 
уларнинг даражалари цушилади, бош коэффициентлари 
эса купайтирилади. Хусусан, нолдан фарцли кущадлар- 
нинг купайтмаси яна нолдан фарцли кугщад. Демак, C[z\ 
Халцада нолнинг булувчилари мавжуд эмас. Нолинчи да
ражали кушддлар нолдан фарцли узгармас сонлардан 
иборат. Биринчи даражали кущадлар чизицли, иккинчи 
даражали кущадлар квадрат, учинчи даражалилар — куб 
кущадлар дейилади. Агар f ,  g  кущадлар шундай булсаки, 
/  • g  =  1 булса, у х,олда 1 сон нолинчи даражали кущад 
булгани учун /  ва g нинг даражалари хам нолга тенг. Де
мак C[z] халцанинг тескариланувчи элементлари нолин
чи даражали кущадлардан иборат.

Кущадлар комплекс текисликнинг хар цандай нуцта- 
сида дифференциалланувчи. Узгармас соннинг хосиласи
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ноль купхдддир. Агар и > 0 булса, у х,олда и-даражали 
купхаднинг хосиласи (и 1)-даражали купхаддир.

Агар С майдоннинг F  кием туплами С даги кушиш ва 
купайтириш амалларига нисбатан майдон хосил килса, у 
сонли майдон дейилади. Масалан, Q ,Q [J2  ) ,R -сонли май- 
донлардир. Сонли майдонга яна бир мисол келтирамиз.

a, b G  Q  шартни кдноатлантирувчи барча а  + bi ком
плекс сонларни Q(f) оркали белгилаймиз. Q(i) нинг май
дон эканлиги бевосита текширилади.

F — сонли майдон булсин. Коэффициентлари F  га те
гишли кУщад F майдон устидаги кУпхад дейилади. F  май
дон устидаги барча кущадлар тУпламини F[z\ оркали бел
гилаймиз. Кущадларни кУшиш ва купайтириш амалига 
нисбатан туплам бирлик элементли коммутатив халка 
хосил килиши бевосита текширилади. Ундан таищари, F\z\ 
Халкада нолнинг булувчилари мавжуд эмас.

2 - т е о р е м а  (Крлдицли булиш цацидаги теорема). F — 
майдон устида f  ва g кущадлар берилган булиб, g  — ноль
дан фарцли булсин. У  холда куйидаги икки холнинг бири 
уринли:

1) F майдон устида шундай ягона q кущ ад мавжудки,
/=  qg;

2) F майдон устида шундай ягона q кущ ад ва нолдан 
фарцли г кущадлар мавжудки, f  -  qg + г, бу ерда г  нинг 
даражаси g  нинг даражасидан кичик.

И с б о т .  Ушбу

М  =  { /  -  ug\u е  /"[г]}

купхадлар тупламини караймиз. Агар ноль купхад М  
тупламга кирса, у холда бирор м, е  F \z \ учун / -  ы,g = 0. 
Бу холда q = ы, деб олсак: /  = qg.

Агар ноль купхад М  тупламга кирмаса, у холда туплам
га кирувчи купхадлар ичида даражаси энг кичик булгани- 
ни г  оркали белгилаймиз. г  нинг даражаси g  нинг даража
сидан кичиклигини курсатамиз. Тескарисини фараз кдла- 
миз. У холда г  нинг даражаси и, g  нинг даражаси т ва
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п > т булиб, улар r =  a zn +  g — b zm +  ■■■ куринишда 
булсин, а ф О, b ф О. Ушбу г0 =  г  — а  ■ b~lz?~mg  купхад дам 
М  га тегишли булиб, унинг даражаси г  нинг даражасидан 
кичик. Бу эса г  нинг танланишига зид. Бу карама-кдрши- 
лик г  нинг даражаси g  нинг даражасидан кичиклигини 
курсатади. Шундай килиб, г  = / -  qg, q G F[z], чунки г  G М. 
Бундан / =  qg +  г ва бу ерда г  нинг даражаси g  нинг дара
жасидан кичик.

Энди q  ва г  купхадларнинг бир кийматли аникяани- 
шини кУрсатамиз.

Ушбу

/ =  ^ 8  + г, —q^g +  гг 

тенгликлар уринли булсин. У холда

(<h “  92)S =  ri ~ rv

Агар r2 -  r x *  0 булса, у холда r2 -  r1 =  (q x -  q2)g
i купхаднинг даражаси g  никидан кичик булмайди. Бу эса 

гх ва г2 купхадларнинг хоссасига зид. Бу карама-карши- 
лик г2 -  гх =  0 эканини курсатади. Бу холда гх = гТ Бундан 
ва (q x -  q2) g =  r2 -  гх дан (q t -  q2) g = 0  тенгликни оламиз. 
Бу эса F[z] халкада нольнинг бУлувчилари булмагани ва 
g  ф 0 булгани учун q2 — qx =0, яъни q{ = q2 эканини курса
тади.

2-теоремадаги q ва г  купхадлар мос равишда /  ни g  га 
булиш даги туликсиз булинмаси ва холдига дейилади. Агар 
колдик ноль яъни f = q g  булса, у холда /  купхад g  га бУли- 
нувчи ёки g  купхад /  ни булувчи дейилади. Бу холда q 
купхац /  ни g  га булишдаги булинма дейилади.

2-теореманинг мухим бир татбигини курамиз. Агар fix)  
кУпхаи ва a  G С  сон ушбу f i a )  = О шартни каноатлантир- 
са, а  сон f i z )  купхаднинг илдизи дейилади.

3 - т е о р е м а  ( Б е з  у т е о р е м  а с и ) . Агар a  g F c o h  F  
майдон устидаги f(z) купхаднинг илдизи булса, у  холда f(z) 
купхад z — акупхадга булинади (яъни F майдон устида шун
дай q(z) купхац мавжудки, J{z) =  { z~  a)q(z).

И с б о т .  Хакикатан, z — а биринчи даражали купхад 
булгани учун 2-теоремага асосан F  майдон устида шун-
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дай q{z) ва r(z) кущадлар мавжудки, Дг) = (z -  a)q(z) +  r{z), 
бу ерда r{z) нольдан фаркди булган х;олда нольдан фаркли 
узгармас сон булади: r{z) = г, г *  0. Бу тенгликда z = а десак 
ва Да) =0 эканини инобатга олсак, у холда г  = 0. Бу к;ара- 
ма-кдршилик г{т) — ноль купхад эканини курсатади.

Агар J[z) кущад и-даражали булса, у холда (и + 1)-д а 
ражали хеч к;айси купхадга булинмайди. Хусусан, у  ( z ~
-  а )п +1 купхадга булинмайди._Д г) кугщаднинг г - а  га були- 
надиган энг говори даражаси а  илдизининг карраси дейи
лади. Шундай кдлиб, агар Дг) купхад (z -  а)к купхадга 
булиниб, (z  -  а )к +1 га булинмаса, к  сон а  илдизнинг кар
раси булади. Карраси бирга тенг илдизлар содда ва кар
раси бирдан ортик, илдизлар каррали дейилади.

4 - т е о р е м а .  Агар а  сонДг) кугщаднинг к каррали (к > 1) 
илдизи булса, у  холда а  сон f ( z )  крщаднинг к -  1 каррали 
илдизи булади.

И с б о т .  Агар а  сон J{z) кУпхаднинг к  каррали илдизи 
булса, Безу теоремасига асосан Д г) =  ( z -  a )Kg(z), бу ерда 
g(a) *  0. Бу муносабатни дифференциаллаймиз:

f ’(z) = k (z -  a y - 'q ' i z )  + (z  ~  a ) Kq '(z) = (г -  a f - lh(z),

бу ерда h(z) = Kg(z) + (z  -  a )g ’(z). Ушбу h(a) =  Kg(a) *  0 
тенгсизлик а  сон f ( z )  кУпхаднинг к -  1 каррали илдизи 
эканини курсатади.

29-§. КУПХАДЛАРНИНГ БУЛИНИШ  НАЗАРИЯСИ

F — сонлар майдони,/, g  эса .F майдон устидаги купхад- 
лар булсин. /  кУпхаднинг g  га булинишини (ёки g  купхад /  
нинг булувчиси эканлигини) g / / куринишда белгилаймиз. 
Купхадларнинг булиниши таърифидан бевосита куйида
ги хоссалар келиб чикади:

a) f / f  б) агар g / f  ва h /g  булса, у холда /г//; в) агар g /fx ва 
g /f2 булса, у холда g /fx + / 2.

1 - т е о р е м а .  Агар g / f  ва f /g  бужа, у  холда шундай c&F,  
с *  0, мавжудки, f = c  • g.
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И с б о т .  Хакдк.атан, F  устида шундай с ва cY кущад - 
лар мавжудки, f - e g ,  g  = с / .  Булардан / =  сс/. Агар О 
булса, у холда с • сд = 1. Бундан с ва с, нинг нолинчи дара
жали кущад эканлиги келиб чикади. Агар / =  О булса, у 
Холда g  = 0. Бу холда

f = g  =  1 -g.

F  майдон устидаги ихтиёрий иккита купхаднинг уму
мий булувчиси мавжуд. Масалан, нольдан фаркли с Е F  
сонлар. Агар / в а  g  кущадларнинг бирор d  умумий булув- 
чиси бу кущадларнинг бошка хар кандай умумий булув- 
чисига булинса, d  кущад /  ва g  кущадларнинг энг катта 
умумий булувчиси (э.к.у.б.) дейилади.

Равшанки, /  ва g  купхадларнинг иккаласи хам ноль 
купхад булгандагина уларнинг э.к.у.б. си нольдир.

2 - т е о р е м а .  F майдон устидаги ихтиёрий иккита/ ва 
g  кущадлар энг катта умумий булувчига эга. Уни u f +  vg 
куринишда ифодалаш мумкин, бу ерда и, v Е F[z\.

И с б о т .  Агар /  ва g ноль кущадлар булса, уларнинг 
э.к.у.б. — ноль купхад ва равшанки, у м/+ vg куринишда 
ифодаланади.

Энди g  *  0 булган холни курамиз.
Бу холда колдикли булиш хакдцаги теоремани навбат- 

даги булувчи нольга айлангунча давом эттириб, куйидаги 
кетма-кетликни оламиз:

f = Q g  +  r , g =  q /  + r v r =  9/ j  + rv  ... .

Бу ердаги g, r, rv  ... булувчиларнинг (колдикларнинг) 
даражалари колдикли булиш хакдцаги теоремага асосан 
манфий булмаган бутун сонларнинг камаювчи кетма-кет- 
лигини хосил кдлади. Демак, бундай кетма-кетлик чекли. 
Бунга кура, шундай п сон мавжудки, q, г, rv  ... кущад
лар нольдан фаркли, аммо гп + 1 =  0. гл к у щ ад /в а  g  кущад
ларнинг энг катта умумий булувчиси эканлигини курса- 
тамиз. Хакикатан, ушбу ги_ , =  qn + 1 rn, rn_ 2=  qn rn^ + r n, 
гп_ з = q„_i r„_2+ rn_v  ..., / =  qg +  г  муносабатлар туфайли, г
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купхад rn_v  rn_v  гп_ ъ, ..., rv  r, g, / кущадларнинг булувчи- 
сидир. Иккинчи томондан, агар h кущад /  ва g  купхад - 
ларнинг умумий булувчиси булса, у холда r = f — qg, = g  -  
~  9 / ,  r2 =  r -  q2rv  ..., rn_x r„_3 -  9я_, r  _2, = r„_2 -  му- 
носабатларга асосан h кущад г, /-р rv  ..., r i_1, кущадлар- 
нинг булувчисидир. Бу билан нинг э.к.у.б. эканлиги 
исботланди.

Энди

ГП = Г«-2
V i  = Гп-Ъ-- ? я-Л-2»

Г2= Г_ 92Г1»
^  = Я -  в / ,
'■*=/- №

муносабатларни оламиз. Иккинчи тенгликдаги ни би
ринчи тенгликка куйиб, ушбу гп = «/„_3 + Vj • гп 2 тенгликни 
оламиз, бу ерда uv  v: — / ’устидаги кущадлар. Охирги тенг
ликка гп1  нинг rn_j ва гп4орк;али ифодасини куямиз ва хока- 
зо. Бунинг натижасида куйидаги ифодаларни оламиз:

г  = u j- . + vnr  = u s  , +  v„r = ... =м/+ ve,я 2 л - 4  2 л -3  3 и -5  3 л -4  J  0 7

бу ерда и, V —  / ’устидаги кущадлар.
f  ш  g  кущадларнинг энг катта умумий бУлувчисини 

кетма-кет к;олдикди булиш ёрдамида топиш жараёнини 
Евклид алгоритми дейилади.

Энг катта умумий булувчи ягона эмас. Хакдк;атан, агар 
h кущад / в а  g  кущадларнинг энг катта умумий булувчи
си булса, у холда ихтиёрий c G  F, с ф  0 сон учун ch кущад 
хам/ ва уларнинг энг катта умумий булувчисидир.

/  ва g  купхадларнинг камида бири нольдан фарьуш 
булиб, h}, h2 — уларнинг энг катта умумий бУлувчилари 
булсин. У холда h j h 2 ва h2/h y Бундан бирор с £  F, с ф  О 
сон учун h2 = chl тенглик Уринли эканлиги келиб чикади.

Бош коэффициента 1 га тенг кущад унитар дейилади. 
Хар цандай нольдан фаркли /  купхад учун ягона шундай 
унитар /j кущад мавжудки, бирор с G F, с Ф 0 сон учун
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f - c f v Бу унитар кУщад /  ни унинг бош коэффициентига 
булишдан хосил булади. Юкоридаги мулохазалардан ка- 
мида бири нольдан фаркли / в а  g  купхадлар ягона унитар 
э.к.у.б. га эгалиги келиб чикади.

Э.к.у.б. ни топишга мисол курамиз: Q майдон устида 
f lz )  =  2z2 -  Ъг + 1 ва #(г) = z2 +  Z -  2 кущадлар берилган 
булсин. Колдикли булишни бажарсак,

2z2 -  Зг + 1 = 2(z2 + Z -  2) -  5г + 5,
Z2 + Z -  2 = ( l5 z  + 1)(- 5 z  +  5).

Бунга кура - 5 г +  5 = - 5 (z  -  1) кущад / в а  g  купхад
ларнинг э.к.у.б. сидир./ва уларнинг ягона унитар э.к.у.б. 
си г~ 1  купхаддир.

АгарДг) ва g iz) купхадларнинг э.к.у.б.си 1 булса, улар 
Узаро туб дейилади. А гар /ва  g  купхадлар узаро туб булса, 
у холда 2-теоремага асосан бирор и, v £  F  [г] купхадлар 
учун u f  + vg =  1. Аксинча, / в а  g  купхадлар учун шундай и, 
v, £  F\z] купхадлар мавжуд булсинки, u f +  vg -  1. У холда 
агар h / f  ва h /g  булса, /г/1 булади. Демак, 1 сони /  ва g  
купхадларнинг э.к.у.б.си. Бу билан куйидаги теорема ис- 
ботланди.

3 - т е о р е м а .  F майдон устидаги f  ва g  кущадлар узаро 
туб булиши учун ушбу u f  + vg =  1 шартни цаноатланти- 
рувчи и, v £  F  [z] кущадларнинг мавжуд булиши зарур ва 
кифоя.

Н а т и ж а . А га р / к ущ а д  gx gv  gm купхадларнинг хар  
бири билан узаро т уб булса, у  холда у  уларнинг купайтмаси 
билан хам узаро т уб булади.

И с б о т .  3 -  теоремага асосан

V  + VA  = V +  и2& =  -  = “/ +  VA  = L

Булардан ( « /+  v ^ )(w /+  v^2) . . . (« /+  v jg J  = 1.
Бу тенгликнинг чап томонидаги ифодаларни купайти- 

риб ва /катнаш ган хадлардан /  ни кавсдан ташкарига чи- 
карсак, м/+ Vj • v2 ... gv  ..., gm = 1 тенгликни оламиз,
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бу ерда и — кущад. Бу тенгликдан 3-теоремага асосан /  
ва gj g2, ..., gm купайтманинг узаро тублиги келиб чикади.

Агар F  майдон устидаги мусбат даражали /  кущадни /  
майдон устидаги мусбат даражали иккита кУпхаднинг 
купайтмаси шаклида ифодалаш мумкин булмаса, / купхад 
F  майдон устида келтирилмайдиган купхад дейилади. Акс 
х,олда /  келтириладиган купхад дейилади. Масалан, чи
зикли купхадлар хар кандай сонли майдон устида келти
рилмайдиган купхадлардир. Агар а г2 + bz +  с квадрат 
кУпхаднинг Ь2 — 4 ас дискриминанти манфий булса, у R 
майдон устида келтирилмайдиган купхад булади. КУпхад
нинг келтирилмайдиган булиши F  майдонга боглик Ма
салан, х2 -  2 купхад Q майдон устида келтирилмайдиган, 
аммо R  майдон устида келтириладиган:

х 2 -  2 =  ( х -  л/2 + V2 ).

Келтирилмайдиган /  купхаднинг булувчилари фак,ат 
с G F, с Ф О, сонлардан ва с/, с G F, с ф 0, куринишдаги 
купхадлардан иборат. Хусусан, унитар келтирилмайдиган /  
купхад факдт иккита унитар булувчиларга эга: 1 ва /  Бун
дан хар бир кугщад ё берилган келтирилмайдиган купхадга 
булиниши ёки у билан узаро туб булиши келиб чикади.

4 - т е о р е м а .  F майдон устидаги f v  f v  ..., f m кущадлар 
ва келтирилмайдиган р  кущ ад берилган булсин. Агар / , .  
/ г . . . f m купайтма р  га булинса, у х,олда / , ,  / г, . . . f m кущ ад
ларнинг бирортаси р  га булинади.

И с б о т .  Тескарисиникурайлик, яъни/р ^ , ...^купхад- 
ларнинг хеч бири р  га булинмасин. У холда р  уларнинг 
Хар бири билан Узаро туб булади. Бундан 3-теоремага асо
сан р  нинг / г f  . . . f m купайтма билан хам узаро тублиги 
келиб чикади. Бу эса теореманинг шартига зид.

5 - т е о р е м а .  F майдон устидаги мусбат даражали хар 
бир унитар f(z) кущад F майдон устида келтирилмайдиган 
унитар кущадларнинг купайтмаси шаклида ёзилиши мум
кин. Бу купайтувчилар уларнинг купайтмада ёзилиш тар- 
тиби аницлигида /  кущад буйича бир цийматли топилади.

И с б о т .  Исботни/ купхаднинг п даражаси буйича ин
дукция ёрдамида исботланади. Агар п = 1 булса, теорема
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тасдишнинг Уринлилиги равшан, чунки чизикли купхад
лар келтирилмайдиган купхадлардир. Энди п > 1 деб ва 
теореманинг тасдики даражаси п дан кичик булган барча 
купхадлар учун уринли деб фараз киламиз.

Агар /  — келтирилмайдиган булса, унинг учун теоре
манинг Уринлилиги равшан. Шунинг учун / — келтири- 
ладиган купхад булган холни курамиз./нинг унитар булув- 
чилари ичида энг кичик мусбат даражага эга булганини р, 
билан белгилаймиз. У холда /  = р / { булиб, р ] купхад кел
тирилмайдиган. Чунки агар унитар р' купхад/>, нинг булув
чиси булса, р' купхад/нинг хам унитар булувчиси. р' нинг 
даражаси р  нинг даражасидан катта булмагани учун ё унинг 
даражаси нольга тенг (яъни р' = 1) ёки унинг даражаси р  
нинг даражасига тенг (у холда р' = /?,).

/  = р / [ купайтмадаги /  купхаднинг даражаси п дан ки
чик. Шунинг учун индукциянинг фаразига мувофик, уни
тар келтирилмайдиган купхадларнинг купайтмасига тенг. 
Бундан / =  р / х купхаднинг хам худди шу хоссага эга экан
лиги келиб чикади.

Энди /  купхад икки хил унитар келтирилмайдиган 
купайтувчиларнинг ёйилмасига эга будсин. Бу ёйилма- 
ларнинг биринчиси qx купайтувчига эга булсин. У холда
4-теоремага кура, иккинчи ёйилмадаги бирор А, купай- 
тувчи цл га булинади. Их — унитар келтирилмайдиган булга
ни учун Aj = qv Иккала ёйилмани бу <7, купайтувчига кис- 
картирсак (F[z] халкада нольнинг булувчилари булмагани 
учун кискартириш мумкин), у холда ушбу S = ^  купхад
нинг икки хил унитар келтирилмайдиган ёйилмаси хосил 
булади. Бу купхаднинг даражаси п дан кичик булгани учун 
индукция буйича унинг турли ёйилмаларида унитар кел
тирилмайдиган купайтувчилар факат купайтувчиларнинг 
ёзилиш тартиби билан фарк килади. У холда бу хосса /  
купхад учун хам Уринли.

Н а т и ж а .  F майдон устидаги хар кандай f (z )  купхад ушбу 
/  = ар*1.. .  p kss куринишида купайтувчиларнинг ёзилиш т ар
тиби анщ лигида ягона усул билан ифодаланади, бу ерда а 
сони /  купхаднинг бош коэффициенти, p v  ..., p s купхад
лар эса F  майдон устидаги келтирилмайдиган турли уни
тар купхадлар, к г, к2, ..., ks G N .
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30-§. АЛГЕБРАНИНГ АСОСИЙ ТЕОРЕМАСИ 
ВА УНИНГ НАТИЖАЛАРИ

Куйидаги тасдик, анъана буйича алгебранинг асосий 
теоремаси деб юритилади.

1 - т е о р е м а .  Комплекс коэффициентли мусбат дара
жали хар цандай купхад комплекс илдизга эга.

Исбот иккита леммага асосланган.
1 - л е м м а .  С даги хар цандай /  (г) купхад учун [ / (z) |  

функция комплекс текисликда узининг энг кичик цийматига 
эришади.

И с б о т .  Агар f(z) узгармас булса, унинг учун тасдик,- 
нинг Уринлилиги равшан. Шунинг учун уни мусбат дара
жали деб хисоблаймиз, яъни

f ( z )  = a0z ” + axz n~' + ...+ а„  ,п  £  N ,  
a k £  С(А; = 0 ,и).

Ушбу

|/(г)| = к" ай +

тенглик равшан. Бунинг биринчи купайтувчиси z -* 00 да 
оо га интилгани ва иккинчи кУпайтувчи |<з0 j га интилгани 
сабабли z  00 да \ f(z)\  -*■ Шунга кура, шундай г  > О 
дак^ндий сон мавжудки, |z| > г  булганда \ f(z)\  > | / ( ° ) |-  
Иккинчи томондан \f{z)\  функция \z\ ^  г  ёшщ доирада 
узлуксиз булгани сабабли Вейерштрасс теоремасига асо
сан доирада шундай zo нук^а мавжудки, доирадаги барча 
z  нук^алар учун \ f(z)\  ^  \ f ( z 0 )|. Хусусан, |/ ( о ) | ^ | / ( г 0)| 
Уринли. Шундай к;илиб, |г| ^  г  доиранинг ну^талари учун 
| / ( z ) | ^ | / ( z 0)| > доирадан тацщаридаги нук;талар учун 
j/ (г)| ^  |/ (о)| ёг |/ (г0 )| муносабатлар уринли. Бу муноса- 
батлар | / ( г 0)| сон \ f ( z ) \  функциянинг С даги энг кичик 
кдймати эканлигини курсатади. ■
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2 - л е м м а (Даламбер леммаси). Агар f(z) мусбат дара
жали купхад ва f ( z j  ^  0 булса, у  холда шундай h ЕС м а в
жудки, |/ (z0 + h)| < \ f(z0 )|.

И с б о т . f(z) купхаднинг даражаси п булсин. У холда 

g ( h ) =  *° . функция хам h га нисбатан и даражали
J  \ Z о )

кущад булади:

/(/ , о1?)=1+ C M - + C nh \  (1)/  v*o /

бу ерда С = 1, чунки g(o) =  1. Шундай k  =  (1 <, к  ■< п) 
мавжудки, (1) ифодада i < к  учун  С =  0 ва Ск*  0. У холда

s < ^  = i + c khk + c k+1hk+\..+ c nh” =

= (1 + Ckhk) + Ckhk{ ^ h + . . . + ^ h n
\  ск ск

ифодага келамиз. Комплекс сон модулларининг хоссала- 
ридан фойдаланиб, ушбу

A te)
< |l + Ckhk\ + \Ckhk^ -h + .. .+ ^ -h " -k (2)

тенгсизликни оламиз. Энди h ни танлашга Утамиз. Унинг 
модули ва аргументи кийматларини айрим танлаймиз. 
Ушбу

P(h) = ^ - h + . . . +  ^ h n- k
Ct. ск

купхаднинг киймати h =  0 да ноль булгани ва унинг бар
ча А £  С да узлуксиз булгани сабабли h -* 0 да P(h) -* О, 
яъни шундай хакикий <5j > 0 сон мавжудки, |/г| < <5j тенг
сизликни каноатлантирувчи h лар учун
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ck ' ck 2 (3)

тенгсизлик уринли.
Бундан фойдаланиб (2) тенгсизликдан

(4)

тенгсизликни оламиз.
Энди h ни шундай танлаймизки,

\Ckh k \ < \ (5)

тенгсизлик х;ам бажарилсин. Бунинг учун h нинг кдймати

тенгсизликни кдноатлантириши кифоя. Агар б орк;али <5,,<52 
сонларнинг кичигини белгиласак, у холда \ h \ < d  тенг
сизликни каноатлантирувчи барча h лар учун (3) ва (5) 
тенгсизликлар уринли. Энди h нинг аргументами шундай 
танлаймизки, ушбу

|Л| < 4 =  # 7 ,

dLig{Ckhk) =  л (6)

тенглик бажарилсин. Бунинг учун

arg(Ckhk) = arg Ск + к  arg h =  л

тенглик, яъни

(7)
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тенглик Уринли булиши керак. Демак, А нинг аргументи- 
ни шундай танланса, у х;олда (6) тенглик Уринли. (6) тенг- 
ликдан

C kh * = - \ C kh "

келиб чикади. Бунга ва (5) га асосан

|1 + С*А* = l-|C*A*| = l - |C t A

Уринли. Бундан фойдаланиб, (4) тенгсизликни куйидаги- 
ча ёзишимиз мумкин:

f(Zo+h)
Яг,)

< i - | q a *| + I | c*a*| = i - I | q a *

Бунга ва (5) га асосан

/U.+*)
fiZo)

<1

яъни |f ( z 0 +А)| < | / ( г 0 )|- Бу билан 2-лемма исботланди.
Энди 1-теореманинг исботини охирига етказишимиз 

мумкин.
1-леммага асосан шундай zo £  С  мавжудки, хар кан

дай С учун

|Д О | =£ | / ( 4 (В)

Агар f ( z j  *  0 булса, у холда 2-леммага асосан шундай 
А е  С  мавжудки, | / ( ^  + А)| < 1/(01- Бу эса (8) тенгсиз- 
ликка зид. Демак, f ( z j  =  0, яъни zo сон f (z )  купхаднинг 
илдизидир.И
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2 - т е о р е м а .  Дар цандай п > 0 даражали f(z) кущад

Дг) = a (z  -  г,)(г -  г2)...(г -  г„) (9)

куринишда ифодаланиши мумкин, бу ерда а  сон f ( z )  купхад - 
нинг бош коэффициента, z v  z^,..-, Zn сонлар эса унинг ил- 
дизлари (бу ерда дар бир илдиз канча каррали булса, шунча 
марта хисобланган). Бу ифода купайтувчиларнинг ёзилиш 
тартиби аникдигида ягонадир.

И с б о т .  1-теоремага асосан Дг) бирор комплекс ил- 
дизга эга. Безу теоремасига асосан шундай /Дг) купхад 
мавжудки, Дг) = (г -г^/Дг). Равшанки,/Дг) нинг даража
си п — 1 га тенг. Агар п -  1 > 0 булса, у холда /Дг) ни хам 
шунга ухшаш куринишда ёзиш мумкин:/,(г) = (г -  г^/Дг), 
бу ерда f 2(z) нинг даражаси п -  2 га тенг. У холда Дг) = 
= (г -  г,)(г -  г2)/(г). Бу мулохазани п марта ишлатиб,Дг) = 
= (г -  z j i z  -  z )  • (г -  г„)/п(г) ифодани оламиз. Бу ердаги 

f n(z:) купхаднинг даражаси нольга тенг булиб, у Дг) купхад
нинг бош коэффициентига тенг. Натижада (9) ифодани 
оламиз. Бу ифода Дг) купхаднинг z v - - ,z n сонлардан фарк
ли булган илдизлари мавжуд эмаслигини курсатади. Дг) 
купхаднинг (9) куринишда ифодаланиши купайтувчилар
нинг ёзилиши тартиби аниклигида ягоналиги 29-§ даги
5-теоремадан келиб чикади.

(9) ифода Дг) комплекс купхаднинг С  майдон устида 
келтирилмайдиган кУпайтувчиларга ёйилмасини беради. 
АгарДг) купхаднинг zv - - ,znилдизлари ичидаа сон Смар
та учраса, у холда (9) ифодани Дг) = (г -  a ) kgiz) кури- 
нишда ёзиш мумкин. Бу ерда g(a) *  0. Бу мулохазадан 
Куйидаги натижа келиб чикади.

Н а т и ж а .  Агар а {, a 2,...}as сонлар Дг) купхаднинг барча 
турли илдизлари ва kv  kv ...,k s уларнинг карралиги булса, у  
Холда к х +  ... + ks =  п ва Дг) = a (z  -  а,)*1 (г -  a 2)*2 ... (г -
- а ) к*.

s '

3 - т е о р е м а .  (Виет теоремаси). Агар z t , . . . , z n сонлар 
f ( z )  =  a t  + atz""'+ ... +а п, купхаднинг илдизлари булса (бу 
ерда хар бир илдиз цанча каррали булса, шунча марта хисоб- 
ланган), у  холда
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Z l +  Z2+ .. .+ Z n -  - у ,  

Z1 - Z 2 + Z 1 - z 3+ . ■ -+Zn- i Z n =  ,

z, = ( - i r ^ - .

Бу ерда чап томондаги А: — формуланинг х;ар бир хади 
z v  ẑ ,■ ■■,z„ илдизлар ичидаги к  тасининг купайтмасидир. 
Чап томондаги к  формула эса барча бундай купайтмалар- 
нинг йигиндисидан иборат.

И с б о т .  (9) ифодадан

\  f ( z ) = ( z -  zx) ( z  -  z2) . - X z -  z„) =

=  z n - +  a 2z"'2 l ) no n

тенгликни оламиз, бу ерда

Z\ +  Z'l "Ь • •. "I” Zn 5

0 2 Z\Z2 +  Z2 ‘ Z% +■ ■ ■ +  Z„-jZ„,

° n  ~  Z\Z2 • • •  Z n -

Ушбу

f  + 4 ^ -1  + ^ ^ 2+...+ ̂  = z" + a 2zn l + ... + (—1УЧ
a  a a

тенгликдан z нинг бир хил даражалари олдидаги коэффи- 
циентларнинг тенглиги келиб чикади. Бу эса теореманинг 
исботини беради. ■

4 - т е о р е м а .  А гар  Дг)  — хациций коэф ф ициент ли  
к у щ а д  булса, у  холда уни

A z)= a (z  -  ж,) ... (z -  хк)(?  +  p tz  + ?,) ... (z2 + P f  + q )  (Ю)
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куринишда ифодалаш м ум кин, бу ерда а  сон Дг) купхад
нинг бош коэффициента, x v  ... , xk эса унинг хакикий 
илдизлари (хар бирининг карраси канча булса, шунча мар
та ёзилган), p v  qv  ... р р q , шундай хакикий сонлар- 
ки, р 2т —4 q m <  0, т = 1, /.  Бу ифода купайтувчиларнинг ёзи
лиш тартиби аниклигида ягонадир.

И с б о т .  Дастлаб, агар а  сон Дг) купхаднинг илдизи 
булса, а  сон хам илдизи эканлигини ва уларнинг карра- 
лари тенглигини курсатамиз. Хакикатан, агар Дг) = az? + 
+а,г"-1 + ... + ап ва а , a v  а2, ... ап G R  булса, у холда
f ( z )  =  a z n + a~zn~l +  . . .  +  ап =  f { z ) .  Шунга кураДг) = (г -  
- a ) kg{z ) тенгликдан ва g  (а)  ф  0 муносабатдан Дг) =
= f ( z )  =  ( z ~  a ) kg ( z ) = ( z  -  a )g \(z )  келиб чикади, бу ерда
g\ ( z )  =  g ( z ) .  Бундан gi ( а )  = g ( a )  ф 0 муносабат келиб 
чикади. Бу агар а  сон Дг) купхаднинг илдизи булса, у 
Холда а  сон хам шу купхаднинг илдизи булишини ва улар
нинг карралари узаро тенг эканини курсатади. Энди а  ва 
а  (а Ф а )  илдизларга мос купайтувчиларнинг купайтма- 
сини караймиз:

(z — a ) ( z  — а )  =  Z2 — (а +  a ) z  +  а  а  =  Z2 +  PZ +  q.

_ _ - !2
Бу ерда р =  — ( a + a ) , q  =  a -  а  =  \а\ булгани учун

р 2 — 4<? = (а — а  )2 < 0, чунки а  — а  Ф 0 — соф мавхум 
сон.

Энди (9) ифодада хар бир комплекс а  идцизга мос z  — а  
купайтувчини а  илдизга мос z  — а  купайтувчига купай- 
тириб ёзсак, а  ва а  ларнинг карраси бир хиллигига кура 
Дг) купхад (10) куринишда ёзилади. ■

Агар (10) ифодада бир хил купайтувчиларни туплаб 
ёзсак, куйидаги натижани оламиз:

Н а  т и ж а .  Хар цандай х,ахгик,ий коэффициент ли f { z)  
к ущ а д

/ ( г )  = a ( z -  a , ) k. .. ( Z -  a s )*> (г2 + + у,)'1... • 

•(-г2 +PiZ + Yt)k
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куринишда ёзилиши мумкин, бу ерда а  сон f iz )  купхаднинг 
бош коэффициента, а,, a s— унинг турли хакикдй ил
дизлари, k v  ..., ks мос равишда бу илдизларнинг каррала- 
ри, z 2 + p mz  + у т, {т =  l , t )  — купхадлар эса дискриминан
та манфий булган хакдкий коэффициентли турли квад
рат купхадлар, /,, — натурал сонлар (^акдк.ий булмаган 
илдизларнинг карраси).

(10) ифода хак,икий коэффициентли f i z )  купхаднинг R  
майдон устида келтирилмайдиган купайтувчиларга ёйил- 
масини беради.

31-§. РАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАР

f ( z )
Иккита f i z)  ва g{z) купхадларнинг — булинмасига 

рационал функция (рационал каср) дейилади. Рационал 
функция комплекс текисликнинг махраж илдизларидан 
бошк,а барча нук,таларида аник^анган. Агар рационал каср- 
нинг сурати нольга тенг булса ёки суратининг даражаси 
махражининг даражасидан кичик булса, у тугри каср дейи
лади. Рационал касрнинг т^гри ёки нотугри касрлиги унинг 
купхадларнинг булинмаси куринишида ифодаланишига 
боишк эмас (текширинг!). Бундан буён, агар иккита ра
ционал функциялар уларнинг иккаласи хам аницланган 
барча нукталарда тенг булса, уларни тенг деб юритамиз.

Масалан, = Z - 1  деб ёзамиз, вахоланки буларнинг
чапдагиси z  * 1 нукталарда, унгдагиси эса барча z  
нук,таларда аницланган.

1 - т е о р е м а  .Д ар цандай рационал каср кущад ва тугри 
касрнинг йигиндиси куринишида ифодаланиши мумкин.

И с б о т .  f i z )  ва g(z) купхадларга колдицли булишни 
татбик, киламиз: f iz )  = q(z)giz) +  Hz).

Бундан
/<*> -  , r (z)
K z )  ч и )  +  Ж ) '

бу ерда Hz) — ноль купхад ёки унинг даражаси g(z) нинг 
даражасидан кичик. ■
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2 - т е о р е м а .  Агар — — тугри каср, g v g2,..., gn — Уза
ро туб кущадлар ва g  = gt 'g r ..gn булса, у  холда шундай f v

/ 2, /„ кущадлар мавжудки, у  =  ^  + ^  ва хар
бир —  (k =  1, п) тугри касрдир.

Sk
И с б о т .  Теоремани п = 2 холда исботлаймиз. Умумий 

Хол и буйича математик индукция ёрдамида исботланади 
(уни исботлашни китобхонга машк, сифатида колдирамиз). 
gj ва g2 купхадлар узаро туб булгани учун, шундай щ ва и2 
купхадлар мавжудки, ulg i + u g 2 -  1. Бунга кура

/  _ f ( u\S\+u2S2) _  fih h 
S S iS i ft ёг '

1 ^  — л  4 -  ^ * 1  _  n  i ^ 2  ,1-теоремага асосан —-----<7i + — , —------Яг +  ифо-«1 62 «2
даларни ёзиш мумкин, бу ерда qv  q2 — купхадлар, — ва — 
эса тугри касрлар. Натижада , 81 31

— =  Q i + q 2 +  —  +  —  г Si Si

ифодани оламиз. Бунинг иккала томонини g  =  gl ~g2 га 
купайтириб,/ =  (дх + q2)g  + f xg2 + тенгликни оламиз./ 
нинг даражаси нинг даражасидан кичик, / 2 нинг дара
жаси g2 нинг даражасидан кичик, /  нинг даражаси g  нинг 
даражасидан кичик булгани учун qx +  q2 = 0 (чунки акс 
холда /  нинг даражаси g  нинг даражасидан кичик булмас- 
ди — карама-каршилик). Демак

L  = I I  + А
g  «1 &2 ‘

Теорема исботланди.
А гар /ва^  купхадлар ̂ майдон устидаги купхадлар булса,

— функция F  майдон устидагиурационал функция дейи
лади. Агар F  майдон устидаги -pr > т G N , куринишдаги
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т^гри касрнинг махражидаги р  кущад F  майдон устида 
келтирилмайдиган ва /  нинг даражаси р  нинг даражаси
дан кичик булса, рт T^Fpn каср содда дейилади.

3 - т е о р е м а .  F майдон устидаги jfар цандай тугри каср 
содда касрларнинг йигиндисига тенг.

И с б о т .  F  майдон устидаги — тугри каср берилган 
булсин. Умумийликни чегараламасдан g  ни унитар купхад 
деб хисоблаш мумкин, чунки акс холда касрнинг сурат ва, 
махражини g  нинг бош коэффициентига булиб юбориш 
мумкин. Фараз кдлайлик, g =  р*1 • р 22 . . . р кпп — ифода g  
нинг F майдон устида келтирилмайдиган унитар купхад
ларнинг купайтмасига ёйилмаси булсин, бу ерда p v  р2, ..., 
рп — купхадлар /  майдон устида келтирилмайдиган турли 
унитар купхадлардир. Ушбу р \ 1 ■ р 2г . . . р кпп купхадлар уза
ро туб булгани учун 2-теоремага асосан

Z. = + ' llL 
8  р *  " •  р * » ’

буерда 4  (т = \,п) — тугри касрлар. Бундан кУринади-
Рт Г

ки, теоремани исботлаш учун уни куринишдаги тугри 
касрлар учун исботлаш кифоя, бу ерда р  — келтирилмай
диган унитар купхад. Крлдикди булишни кетма-кет тат- 
биц кдлиб, куйидаги ифодаларни оламиз:

r = q tP +  rv  qx = q2p  + rv  q2 = qjp + r3, ... .

Булардан: r = q2p2 + r2p  + ry = q ^  + rj>2 + rj> + r, = ... 
q ^ ~ l + гк_^ ~ 2 + ... +  ry Бу ердаги rv r2 ..., rk_} купхад
ларнинг хар бири ноль купхад ёки даражаси р  нинг дара
жасидан кичик. Ундан тацщари г  нинг даражаси рк ~ нинг 
даражасидан кичик булгани учун qk_x =  гк купхад ноль ёки 
унинг даражаси р  нинг даражасидан кичик. Бунга кура

г  - r k rk _ x
к  •* 2  к  Р  Р  Р  Р

— содда касрларнинг йипшдисидир. I
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1 - Н а т и ж а .  Махражи%(г) =  a (z  - а , / 1 . . . ( г  -  a j k* кури
нишда (бу ерда а р a s — турли комплекс сонлар; kv  ..., 
ks G N) булган С майдон устидаги хар цандай тугри каср 
ушбу

п=Л m»l(̂

куринишида ифодаланиши мумкин, бу ерда dnm £  С.
2-теорема. Махражи g(z) = a(z -  а,)и... (г -  а ) к'(гг + 

+{3^ + у,)'1... (г2 + /3(г + у,)7' куринишда (бу ерда а , , — 
турли хакикий сонлар, z2 + Pmz +  ут, т =  1, t , купхадлар 
дискриминанти манфий булган i? хакикий сонлар майдо- 
ни устидаги турли купхадлар; kv  ..., /р /( е  АО булган 
R майдон устидаги хор цандай тугри каср ушбу

У у  d«" + у  у  аря1+ьря 
(z -a „ r  & £ a z 2+P„z+yp)4

куринишда ифодаланиши мумкин, бу ерда dnm, ар , b^G R.
Аник холларда apq, bpq, dnm сонлар аницмас коэ^фициент- 

лар услуби ёрдамида топилади. Бунда берилган тугри каср 
содда касрлар йигиндиси шаклида ёзилиб, z  га турли сон 
кийматлари берилади (ёки ёйилма умумий махражга кел- 
тирилгандан сунг хосил булган купхадларнинг мос коэф
фициентлари тенглаштирилади). 

z+ \Масалан, —| — -  каср R майдон устида содда, аммо С 
( г  +1)

майдон устида содда эмас. Унинг С майдон устида содда 
касрлар йигиндисига ёйилмаси 1 -натижага кура куйидаги 
куринишга эга:

г+1 _  4  +  d2 + d±_ d4 
( z*+ I)J z+i  (z + i f  г - i  ( г - 0 2 ’

Бундан z +  1 = d t(z2 +  1 )(z—i) + d2(z~ i)2 + d^z1 + l)(z + 
+/) + d4{z + i)2 .
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Энди z га кетма-кет i, —i, О, 1 кдйматларни бериб, 
куйидаги тенгликларни оламиз:

- 4 d4 = 1 + i, - 4 d2 =  1 -  i, -  id, -  d2 +  id3 -  dA =  1, 
2(1 + i)dl + 2 id2 4- 2 (/' -t- 1)£?3 + 2id4 = 2.

Бундан d, = I / ,  tf2 = - d> = - i i ,  rf4 = - ~ -

2+1 i 1—i i 1+г
ва (г2 +1)2 "" 4 ( г + 0  4(г+г)2 4 ( г - / )  4 ( z - / ) z ’

32-§. БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИЛИ КУПВДДЛАР

F — сонли майдон ва п — натурал сон булсин. п та хр 
х2, ..., хл номаълумнинг F майдон устидаги купхад и деб 
akY---kn коэффициентлари F  майдондан олинган ушбу

f { x l, . . . , x n) =  ^ a k y k x \ . . x b '

чекли йиганди куринишидаги f :  F  ̂  F функция га айти- 
лади. Хусусан, п =  1 холда илгари курилган бир узгарув
чили кущадларни оламиз. Хар бир акх---кп Х\ ■■■ х«" ВДДга 
мос келган (кр ..., кп) векторни бу хдцнинг курсаткич век
тори дейилади, ушбу кх + кг +... + кп сон эса бу хаднинг 
даражаси дейилади. /  купхадга нольдан фаркли коэффи
циент билан кирувчи хадлар даражаларининг энг каттаси 
бу купхаднинг даражаси дейилади.

1 - т е о р е м а ,  п узгарувчили f  купхаднинг коэффициент
лари бу купхад билан бир цийматли аницланади.

И с б о т .  Исботлашда п буйича математик индукция- 
ни ишлатамиз. п = 1 холда бу теорема илгари исботлан- 
ган эди. Энди п > 1 деб олиб, бу холда теоремани п -  1 
Узгарувчили купхадлар учун Уринли деб фараз циламиз. 
/купхадца ak]kn  ^  . . . x kn\ ' x knn хадлари учун (Аг,..., £_,) 
вектор бир хил булган хадларини йигиб ёзамиз:
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(*1, *n-l) V

Энди xn =  z £  С  деб олиб, куйидаги (п -  1) узгарувчили 
купхад га келамиз:

Математик индукциянинг фаразига мувофик , (г) 
коэффициентлар кущад билан бир киймат-
ли аникланган. Бу барча z  £  С учун уринли булгандан /  
оркали бир узгарувчили кп_,(*) кущадлар бир кий- 
матли аникланган. Бундан бу кущадларнинг акх...кп коэф
фициентлари хам бир кийматли аникланганлиги келиб 
чикади.

Бир узгарувчили кущадлар алгебрасида кущад хадла- 
рини даражаси буйича тартиблаш мумкинлиги мухим 
ахамиятга эга. Аммо бир неча узгарувчили кущадларнинг 
турли хадлари бир хил даражага эга булиши мумкин. Ма
салан,

кущадда иккитадан иккинчи ва учинчи даражали хадлар 
бор. К^п Узгарувчили кУщадларда купхад хадларини тар
тиблаш учун хаднинг даражаси урнига хаднинг курсаткич 
вектори ишлатилади. Унинг кулайлиги шундаки, турли 
хадларнинг курсаткич вектори турлидир.

Кущад хадларини курсаткич вектор ёрдамида тартиб
лаш максадида Rn да куйидагича чизикли тартиб кирита-

(^i»■»* *n-i)

бу ерда

aki...kn. l {z) =  2 akl...knzkn 
кп

/(xjXjX,) = Ъх1х] -  5*1 + х 2хг + х]
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миз: агар X, У е  К  векторлар учун X -  У айирманинг ноль
дан фарцли булган координаталари ичида энг олдинда тур- 
гани мусбат булса, Хвектор Удан катта дейилади ъ а Х >  У  
ёки У < X  каби белгиланади. Бу холда У вектор X  дан ки
чик деб хам юритилади.

Бу бинар муносабат куйидаги хоссаларга эга:
1) агар Х >  У  булса, у холда X *  У
Хацицатан, Х >  У  булса, у холда X  -  У ф 0;
2) агар Х >  У  ва агар У> Z  булса, у холда Х >  Z
Хакдкдтан, агар X -  У  ва У -  Z  векторларнинг ноль

дан фаркли координаталарининг энг олдингиси мусбат 
булса, бу хосса

( X - y )  +  ( y - Z )  =  X - Z

вектор учун х^м уринли.
3) агар I /  У булса, у холда Х >  У  ёки У> X.
Хацицатан, а гарХ  ф  У  булса, у ходдаЛГ- Увектор ноль

дан фарцли координаталарга эга. Агар бундай координа- 
таларнинг энг олдингиси мусбат булса, у холда X > У, ман
фий булса, У> X  (чунки У -  X  = - ( X  -  У).

Шундай цилиб, В" да киритилган бу бинар муносабат 
чизицли тартиб муносабатидир. Rn даги бу чизикли тар- 
тиб “лексикографик” ёки “лугат” тартиб дейилади. Бу 
чизикли тартиб лугатларда сузларнинг алфавит тартибида 
келишига мос цоидага асослангани учун шундай аталади.

Лукат тартиб R" даги кушиш амали билан куйидагича 
богланган: агарХ >  Ува Z >  Т булса, у холдаX  +  Z > y +  Т. 
Хацицатан, агар Z =  Т  булса, Х >  У  дан Х +  Z >  У  +  Т  =  
= У  + Z  келиб чицади, чунки X -  У =  (Х +  Z) -  (У + Z). 
Агар X  > У, Z  > Т булса, у холда Х +  Z >  У  + Z >  У + Т.

Агар купхаднинг нольдан* фарцли хадларининг курсат
кич векторлари камайиш тартибида жойлашган булса, 
купхаднинг нольдан фарцли хадлари лугат тартибида жой
лашган дейилади.

Масалан, юцорида келтирилган /(х ,, х,, х3) купхад ХЗД- 
ларининг курсаткич векторлари куйидагича: (1, 2, 0), (3,
0, 0), (0, 1, 1), (2, 0, 0). Бу векторлар лугат тартиб буйича 
куйидагича жойлашган: (3, 0, 0) > (2, 0, 0) > (1, 2, 0) > (0, 1, 1).
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Купхад хдпларининг бу тартибга мос ёзилиши эса куйи- 
дагича:

f i x  1х 2х3) =  -5x1  + х\ + 3XjX, + х 2х}.

Бир неча узгарувчили купхад хадлари ичида энг катта 
курсаткич векторга эга булган хади бу купхаднинг юкори 
Хади дейилади. Курилган f{x v х2, х}) купхаднинг юкори 
Хади -  5-х,.

2 - т е о р е м а .  Бир хил рзгарувчиларнинг иккита кущ а- 
ди купайтмасининг юцори ходи купайтувчилар юцори %ад- 
ларининг купайтмасига тенг.

И с б о т .  JlyFaT тартибида ёзилган иккита

f ( x  \ , . . . , х я) = а х р . . .х кпп+ .. . ,  

g(xl , . . . , x n) =  b x b ...x ‘n»+...

купхадлар берилган булсин. У холда a jcf1. . . х*" ва 
b х[1 ...х'пп мос равишда уларнинг юкори хадларидир. Ушбу 
а-Ъ  х ^ +,}. . . х кп+'п хад / ‘ ё купхаднинг юкори хади экан- 
лигини кУрсатамиз. Дастлаб К =  (kv  ..., kn), L =  (I,, ..., /и) 
белгиларни киритамиз. Э н д и /=  ..., in) оркали/кУпхад- 
даги нольдан фаркли бирор хаднинг курсаткич вектори- 
ни, 3  = (/,, •••,./„) оркали#кУпхаддаги нольдан фаркли бирор 
Хаднинг курсаткич векторини белгилаймиз. У холда К  1, 
L >  J. Хадлар кУпайтирилганда уларнинг курсаткич век- 
торлари кушилади: К +  L >  1 +  J. Агар К >  I, L >  J  тенг- 
сизликларнинг камида бирида кдтъий тенгсизлик булса 
(яъни тенглик булмаса), у холда К + L >  I  + J. Шундай 
кдлиб, К  + L  вектор факат /  ва g  купхадларнинг юкори 
хадлари купайтирилгандагина хосил булади. U

Агар хар кандай <р G Sn урин алмаштириш ва j \x v  ..., 
х )  купхад учун

A x v  хг, ..., хп) = А \ (1Г \ {2), •••>* (и))
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тенглик уринли булса, яъни Дх,, хп) купхад Узгарувчи
ларнинг урнини хар цандай алмаштирилганда хам узгар- 
Мйса, у симметрик купхад дейилади.

Масалан, куйидаги купхадлар симметрик купхадлар- 
дир:

= o x(xv хг, хп) = X, + х2 + ... + хв,
о2 =  02{xv  Х2, . . . ,  Х„) = Х,Х2 + Х,Х3 + . . .  + Х,ХЛ + Х2Х3 + Х п^ Х п,

°п =  ° S XV XV = Х1Х2 -  *„■

Бу купхадлар бизга илгари учраганди; улар элементар 
симметрик купхадлар дейилади. Симметрик кУпхадларга 
бошца мисоллар — даражали йигиндилар:

Sk = S k(x1,x 2,.. .,x „ )  =  x f  + х2+...+хл (к =  1, 2, 3, ...).

3 - т е о р е м а .  Агар ахр ■ х22. . .хлл хадД,х1У х2, . . . ,хв) сим
м ет рик крпхаднинг юцори  д;ади булса , у  холда  
К1 > кг > ... > К".

И с б о т .  Ушбу 1 < / < j  < « тенгсизлик уринли булсин. 
/  кУпхад симметрик булгани учун бу купхаднинг курсат
кич векторлари ичида юцори хаднинг К  = {kv  ..., к., ..., к , 
. . . ,к п) курсаткич вектори билан бирга уцдан к , «• к; транс
позиция оркали хосил килинган L =  (kv  ..., кр ..., к  ̂ ..., 
А:л) вектор хам учрайди. Ушбу (kv  ..., кр ..., Аг;, ..., £п) > (/с,,

А:, ..., к., к~) тенгсизлик уринли булгани учун к. > к., 
чунки акс холда К <  L  Уринли булади. Бу ерда i, j ,  i < j  
ихтиёрий булгани учун бундан теореманинг исботи келиб 
чикдци.

/ — сонли майдон ва коэффициентлари /  майдондан 
олинган Дх,, хп), /Дх,, хп), ..., / т(х ,,..., хл) купхадлар 
берилган булсин. Агар /м ай д о н  устида шундай g(yv ..., 
y j  купхад мавжуд булсаки, / =  g(fv  ..., f m) уринли булса, /  
купхад /,, f2, ..., / и купхадларнинг /  майдон устидаги ал
гебраик комбинацияси дейилади.

4 - т е о р е м а  (симметрик купхадлар тугрисидаги асо
сий теорема). /  майдон устидаги хар цандай f {x v  ..., хл)
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симметрии кущад элементар симметрии av  ая) функ
цияларнинг F майдон устидаги алгебраик комбинациясидир.

И с б о т .  Ноль купх;ад учун бу равшан. Энди / — ноль
дан фаркли кущад булиб, ахf1 ■ х*2. . .х к" — унинг юкори 
хади булсин. 3-теоремага кура кх г  кг > ... £  кп. Ушбу

/  -  а о ? о к2-кз... о к£ ? ~ кпа к”

айирмани f x оркали белгилаймиз. Элементар симмет- 
рик f f j ,  а2, . . . ,  а п функцияларнинг юкори хадлари мос 
равишда x v  х1 ■ х2, ..., х, • х2, ... хп булгани учун 2-теоре- 
мага кура ао*1 *2 о*2 *3 ...о * п купхаднинг юкори хади 
ах*1' *2(хгх 2f 2“*3. . . (хгх2...х „ )кп = a x l1. . . x kn булиб, у /н и н г 
юкори хадига тенгдир. Шунга кура f x ё ноль кущад, ёки f x 
нинг юкори хади/ нинг юкори хадидан (лугат тартиб маъ- 
носида) кичик. Биринчи холда исбот шу билан тугайди, 
чунки бу холда /- = aa^~k2a k2~ki. . . o kn. Иккинчи холда 
нинг юкори хадини олиб, бу юкори хадга мос элементар 
симметрик кущадларнинг алгебраик комбинациясини /, 
дан айириб, бирор/2 кущадни хосил киламиз. Б у/2 кущад 
ё ноль кущад ёки унинг юкори хади / х нинг юкори хади
дан кичик. Биринчи х°лда теореманинг исботи тугайди. 
Иккинчи холда мулохаза юкоридаги каби давом этади. 
Пайдо булган /,, / 2, ..., / к, ... кущадларнинг хаР бири /  
билан a v  ..., ап функциялар хосил килган бирор алгебраик 
комбинациясининг айирмасидир. Буf v fv  • • •,/ к, ... купхад
ларнинг ичида нольдан фаркли булганлари турли юкори 
хадларга эга булиб, уларнинг хар бири/ нинг юкори хади
дан кичик. Агар (/j, /2, ..., /в) — бу кущадлардан ихтиёрий- 
сининг юкори хади булса, у холда (/,, /2, ..., ln) < (kv  кг, ..., 
кп) ва /j > /2 > ... > /п > 0 тенгсизликлардан 0s  /в s  ... s  
^  /, < кх тенгсизликлар келиб чикади.

Охирги тенгсизликлар курсатадики, /г /2, ..., 1п сонлар
нинг хар бири (кг + 1) та ушбу О, 1,2,  ..., ^  кийматдан 
факат биттасини кабул килиши мумкин. Бундан келиб 
чикадики, f v  f v  ..., f k, ... кетма-кетликда нольдан фаркли
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купхадлар сони (А;, + 1)" дан ошмайди. Шунинг учун би
рор т е  N  да / т = 0. Бу эса /  купхад o v ..., оп ларнинг ал
гебраик комбинацияси эканлигини курсатади. В

Бу теоремадан ва Виета теоремасидан куйидаги нати
жани оламиз.

Н а т и ж а .  Агар g(z) — 6up узгарувчили п даражали F 
майдон устидаги купхад, zv  z2, гя — унинг комплекс ил
дизлари (карраси билан хисобланган), f(x v  хг, хя) эса F 
майдон устида симметрик купхад булса, у  холда Дг,, z1, 

zn) сон F майдонга тегишлидир.
И с б о т .  Х^кикатан 4-теоремага асосан п узгарувчили 

шундай й(у,, . . . ,у п) кугщад мавжудки,fipcv  х1, ...,х п) = h(ov o2, 
..., а  ) .9 п

Агар g(z) =  az? + а ^ - 1+ ... +  ап, а, аг  ..., ап G /  булса, у 
холда Виета теоремасига асосан

— 1 Zn) ~ >

o2(Zi, ■■■, z„) = f ,

».U i. •••> * . ) * ( “  0 " 'T-

Бунга кура f { z u z 2, . . . ,  z„ )=  ^ ( - 7 , - 7 .....(-1 )"%-)E F.

Мисол курамиз. Берилган z3 + az2 +  bz +  с кУпхад z,, Ц, 
Z3 илдизларини хисобламасдан туриб, уларнинг кублари 
йигиндисини хисоблаймиз. Ушбу z l =  ~ (azl +  bzK + с) 
(к = 1 , 2, 3) тенгликларга асосан z i+ z ^  + z l =  
= - a ( t f  +  z% + 4 )  “  b{z\ +  z2 +  Zi) -  Зс. Виета теоремасига 
асосан ст, = z t + Z2 + Z} = - a ,  a 2 =  z xZ2 + ZtZ} +  Z2Z3 = b. 
Энди z l + z\ + z 3 ни a, ва a 2 оркали ифодалаймиз: 
a\ =  zl +  Z2 + z] *2 a 7 тенгликдан z] +'Z] + z] = o \ - 2а г. 
Демак, Zi +  Zi + zl =  -a ( a 2 -  2b} +  a b - 3 c  =  - a 3 + ЪаЪ -  3 с .
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33-§. БУТУН СОНЛАРНИНГ БУЛИНИШ  
НАЗАРИЯСИ

Бутун сонларнинг булиниш назарияси куп жщатдан 
купхадларнинг булиниш назариясига ухшаш. Купхддлар- 
даги каби бу холда хам назариянинг асосида цолдицли 
булиш мумкинлиги ётади.

1 - т е о р е м а ( Z халкдца цолдицли булиш хацидаги тео
рема). Агар а, Ь — бутун сонлар ва Ь #  0 булса, у  холда 
шундай q ва г  бутун сонлар мавж удки , а =  bq+ г  ва
О < г  < | Ъ | . Бу шартларни цаноатлантирувчи q ва г  сон
лар ягона.

И с б о т .  Исботлашда хациций узгарувчининг [х] 
(х нинг бутун цисми) ва {х} (х нинг каср цисми) функцияла-

а a J а 1
рининг хоссаларидан фойдаланамиз. Ушбу ]5f ~ Щ 1 Щ  

тенгликдан а ~ щ И + |р|[}И = + г  , бу ерда

Q -  [|ff] sgn^5 г =  о -  bq =  ||^ ||й | _  бутун сонлар. Хар кан

дай х  сон учун 0 < {х} < 1 булгани учун О < г <  \Ь \.
Агар ва г, сонлар учун хам a = b q x +  rv qv r  е  Z,

О < г, < | Ь | уринли булса, у холда b(q -  <?,) = г] -  г. Ушбу 
О ^  /• < | А | , 0 < / - j < j 6 j  тенгсизликлардан  \b\q -  qY | =  
= \r} - r \< \b \  тенгсизлик  келиб чицади. Бундан эса 
\q - q \ <  1 тенгсизлик келиб чицади. Бу q, 5, сонларнинг 
бутун сон эканлигидан q -  дл =  О, яъни q =  q{ келиб чица
ди. Бундан ва b(q -  q}) = ( rx -  г) тенгликдан г =  rl келиб 
чицади.

Бу теоремадаги q сон чала булинма, г эса а ни Ь га 
булишдан хосил булган цолдиц дейилади. Агар г  = О, яъни 
a ~ b q  булса, а сон b га булинувчи ёки b сон а нинг булув- 
чиси дейилади.

Камида бири нольдан фарцли булган иккита бутун сон
ларнинг умумий булувчилари ичида энг каттаси уларнинг 
энг катта умумий бУлувчиси (Э.К.У.Б.) дейилади.

а ва b сонларнинг энг катта умумий булувчиси (а, Ь) 
орцали белгиланади.
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2 - т е о р е м а .  1) Xflp цандай a, b Е Z  учун шундай 
у0 Е Z  мавжудки, (в, Ь) = ах9 + Ьуп.

2) Иккита соннинг э.к.у.б. уларнинг ихтиёрий умумий 
булувчисига булинади.

И с б о т .  Куйидаги f : Z - * Z ,  J[x, у) = ах + by функция- 
ни курамиз. Агар а ва b сонлар бир вацтда нольга тенг 
булмаса, бу функция мусбат цийматларни хам, манфий 
цийматларни хам кабул килади. Унинг мусбат кийматла- 
рининг энг кичигини d  оркали белгилаймиз ва d -  (а,Ъ) 
эканлигини курсатамиз.

Ушбу d  = ахп + Ьуп > 0 уринли булгани учун о ва с? га 1- 
теоремани татбик килиб, а -  dq +  z, 0 < г < d ни оламиз. 
Энди г  = a - d q  = а{ 1 -  #х0) + b ( -g y 0) =  ахг +  byv  Е Z, 
тенглик ва 0 < г  < d  тенгсизлик d  нинг таърифланишига 
зид. Демак г  = 0, яъни а сон d  га булинади. Шунга Ухшаш 
Ъ нинг хам d  га булиниши курсатилади. Иккинчи томон
дан а ва Ъ сонларнинг хар кандай булувчиси d  = ах0 + Ьу0 
сонни хам булади ва шунга кура d  дан катта булмайди. Бу 
билан d  = (а, Ь) эканлиги курсатилди. Иккинчи тасдик 
d  = ахй + Ьуй тенгликдан келиб чикади.

1 - н а т и ж а .  Агар (a, b) = d булса, у  холда = *■

И с б о т .  Хакикатан ах0 + b y0 =  d  тенгликдан  
+ ~d ~  * тенглик келиб чикади. Бу ~d х  + ^  у  функ

циянинг мусбат кийматлари ичида энг кичиги 1 га тенг 
эканини курсатади. Исботланган теоремага асосан:

2 - н а т и ж а .  Агар a, b, c E Z , (а,с) =  1 ва ab сон с га 
булинса, у  холда b сон с га булинади.

И с б о т .  {а, с) = 1 булгани учун шундай х0, у0 Е z  мав
жудки, ах{) + су0 =  1. Бундан abx0 +  bcy0 = b келиб чикади. 
Бу тенгликнинг чап томонидаги ab ва Ьс сонлар с га були
нади. Бундан Ь нинг хам с га булиниши келиб чикади. I  

Бутун сонларнинг э.к.у.б. ни хисоблаш учун купхад- 
лардаги каби Евклид алгоритми (кетма-кет колдикли
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булиш ёрдамида э.к.у.б. ни топиш усули) ишлатилади. 
Бунинг тафсилотларини китобхонга кдвдирамиз.

Агар а, Ъ G z  сонлар учун (а,Ь) =1 булса, улар узаро туб 
дейилади. 2-теоремадан куйидаги тасдик, келиб чикади: 
а ва Ъ сонлар узаро туб булиши учун бирор х0, у0 £  г,учун 
ах0 +  byд =  1 тенглик бажарилиши зарур ва кифоя.

Бундан худди купхадлардаги каби куйидаги тасдиц ке
либ чицади: агар а £  Z  сон Ь{, Ь2, ..., bmG Z  сонлар билан 
Узаро туб булса, у холда у bv  Ъг, ..., Ьт купайтма билан хам 
Узаро туб булади (исботланг!).

Ушбу a, b £  Z  сонларнинг иккаласига хам булинади- 
ган энг кичик мусбат сон уларнинг энг кичик умумий 
булинувчиси дейилади ва [а, Ь] оркали белгиланади.

3 -т е о р е м а . [а, А] сон а ва Ь сонларнинг хар цандай 
бошца умумий булинувчисини булади. Нольдан фарцли хар 
цандай a, b G Z  сонлар учун

!«■*]-

И с б о т .  Тасдикни мусбат a, b E .Z  сонлар учун ис-

ботлаш кифоя, чунки [a,b\ = [Ы>Н]. Ушбу al =
к _  b г  аЬ , {а" ' \'Л -  белгиларни киритсак, у холда = abi =  а\ь

сон а ва Ъ сонларнинг умумий булинувчисидир. Агар с £  Z
сон а ва b сонларнинг бопща умумий булинувчиси булса,

аи йл и
у  холда с =  аи = bv, и, v £  Z. Бундан v ~ ~ь =  ~Ь[ ■ Ушбу 
(а,, Ъ.) = 1 муносабат уринли булгани учун и — Ь.и., и. £  Z

_  , _  ab ab _г и}
Бунга кУра с -  аьх ■ щ -  щ . Демак j ^ j  ~  ia ’ "J •

Узидан ва бир сондан бошка булувчилари булмаган бир 
сонидан катта булган бутун сон туб сон дейилади. Маса
лан, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 сонлар туб сонлардир.

4 - т е о р е м а .  Туб сонлар туплами чексиздир.
И с б о т .  Агар а бутун сон, а > 1 ва а нинг бир сонидан 

катта булган булувчилари ичида энг кичиги р  булса, у холда 
р  — туб сон. Хакик.атан, d  £  Z, d  > 0, d/p  ва d  < р  булсин. 
Агар 1 < d< р  булса, у холда бундай d  нинг мавжудлиги р
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нинг таърифланишига зид. Демак, ё d  = 1 ёки d  - р ,  яъни 
р  —- туб сон.

Энди туб сонлар туплами чекли булсин деб фараз цилай- 
лик ва p v рг, ..., рп — барча туб сонлар булсин. Ушбу а = 
Pi ’ Р2 ••• Р„ + 1 сонни оламиз ва бу сон учун юцорида 
таърифланган р  сонни курамиз. р — туб булгани учун у р х, 
р 2, ..., рп сонларнинг бирига тенг булади. Ундан ташцари 
p/а . Демак, а -  р у • р2 ... р п =  1 сон р  га булинади. Бу 
царама-каршилик теоремани исботлайди.

Туб соннинг таърифидан, агар р  туб сон булса, у холда 
х;ар бир бутун сон ё р  га булинади ёки р  билан узаро туб 
эканлиги келиб чицади. Шунга кура, агар бир нечта бутун 
соннинг купайтмаси р  туб сонга булинса, у холда бу сон
ларнинг камида бири р  га булинади (чунки акс холда барча 
купайтувчилар р  билан узаро туб булади; бундан улар 
кУпайтмасининг хам р  билан Узаро тублиги келиб чицади).

5 - т е о р е м а  (арифметиканинг асосий теоремаси). Дер 
цандай а > 1 бутун сон туб сонларнинг купайтмаси шак
лида ифодаланиши мумкин. Бундай ифода купайтувчилар- 
нинг ёзилиш тартиби аницлигида ягона.

И с б о т .  Исботни а г  2 буйича математик индукция 
ёрдамида исботлаймиз. 2 сон туб сон. Энда а > 2 булсин.
4-теореманинг исботида кУрдикки, шундайр х туб сон мав
жудки, p j a .  Демак, а = р }аи ах G г, 1 < ai < а. Агар ах = 1 
булса, у холда а =  р. Агар ах > 1 булса, у холда математик 
индукциянинг фаразига мувофиц а, сон туб сонларнинг 
купайтмаси шаклида ифодаланади. Бунга кура а = р хах 
хам туб сонларнинг купайтмаси шаклида ифодаланади. 
Бутун соннинг туб сонларнинг купайтмаси шаклида яго
на ифодаланиши унитар купхадлар учун исботланган мос 
теореманинг (унитар купхаднинг келтирилмайдиган 
купхадларнинг купайтмасига ёйилиши хацидаги теорема
нинг) исботига ухшаш (тафсилотини китобхонга цолди- 
рамиз).

Н а т и ж а . %ар цандай а > 1 бутун сон р -̂ ■ р^2... р к/  
куринишида ифодаланиши мумкин, бу ерда p v ..., ps — турли 
Упуб сонлар, kp ...,ks — натурал сонлар. Бундай ифода купай- 
тувчиларнинг ёзилиш тартиби аницлигида ягона.
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34-§. Z ХАЛКАДА ТАКДОСЛАМАЛАР 
ВА ЧЕГИРМАЛАР СИНФЛАРИ

т — натурал сон, а ва b — бутун сонлар булсин. Агар 
а - b  айирма т га булинса, а сон b билан т модуль буйича 
такцосланувчи дейилади ва а = b (mod т) куринишида 
ёзилади.

Берилган т учун Z  тупламдаги а = b (mod/я) бинар 
муносабат куйидаги хоссаларга эга:

1. а ш a (mod т) (рефлексивлик хоссаси), чунки а — а 
сон т га булинади.

2. Агар а “  b (mod т) булса, у холда Ъ = a (mod т) 
(симметриклик хоссаси), чунки а — b сон т га булинса, 
b — а = - ( а  Ь) хам т га булинади.

3. Агар а = b (mod т) ва b = с (mod т) булса, у холда 
а =  с (mod т), чунки а -  Ъ сон т га булинса ва Ъ -  с сон 
Хам т га булинса, у холда а -  с = (а -  Ь) + (Ь -  с) сон хам 
т га булинади.

Бу учта хоссанинг уринлилиги а = b (mod т) бинар 
муносабат эквивалентлик муносабати эканлигини курса
тади. Z тупламда бу эквивалентлик муносабати хосил цил- 
ган синфларни т модуль буйича чегирмалар сияфлари 
дейилади, а = b (mod т) муносабат эса тавдослама дейи
лади.

а =  b (mod т) муносабат а ва b сонлар т га булинганда 
бир хил цолдикца эга булишига тенг кучли булгани учун 
(текширинг!), т модуль буйича хар бир чегирмалар син- 
фи т га булинганда бир хил цолдик берадиган барча бу
тун сонлардан иборат. Бутун сон т га булинганда фак,ат
О, 1, ..., т -  1 сонларгина цолдик, сифатида пайдо булади, 
яъни т модуль буйича роппа-роса т та чегирмалар син- 
фи бор.

т сони берилган булсин. Бу холда а сонни Уз ичига 
олувчи ягона т модуль буйича чегирмалар синфини а 
орцали белгилаймиз. Zm оркали т модуль буйича барча 
чегирмалар синфлари системасини белгилаймиз, яъни 
Z m = {0,1,...,/я — 1}. т модуль буйича чегирмалар синф- 
ларининг таърифидан а = Ъ (mod т) муносабат а =  Ъ му- 
носабатга тенг кучли.
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1 - т е о р е м а .  Агар а = b (mod т) ва с = d  (mod т) 
булса, у  холда а + с = b + d  (mod т), а ' с  = bd (mod /и), 
яъни тащосламаларни хадлаб цушиш ва купайтириш мум
кин.

И с б о т .  Агар а — b ва с — d  сонлар т га булинса, у 
х;олда (а +  с) -  (b + d) = (а -  Ь) + (с -  d) ва ас -  bd  = 
= (а — b)c + b(c — d) сонлар т га булинади.■

Бу 1 -теорема Zm тупламда куйидаги усул билан кушиш 
ва купайтириш амалларини киритишга имкон беради: 1) 
а ва Ъ синфларнинг йигиндиси деб, а + b синфга айти
лади ва а + Ъ оркали белгиланади. 2) а ва Ъ синфлар
нинг купайтмаси деб ab синфга айтилади ва а • b орка
ли белгиланади.

Хар бир синф узидаги ихтиёрий элемент билан аник- 
лангани учун а + Ъ й и е и н д и н и н г  ва а ■ b кУпайтманинг 
а ва b элементларнинг а ва b синфларда танланишига 
боигак эмаслигини кУрсатишимиз керак. Бунинг учун 
аг =  а ва bY= b  тенгликлардан al + b l = a  +  b ва 
ах -b \ = а - Ъ тенгликлар келиб чикишини курсатишимиз 
керак. Таккосламалар тилида бунинг маъноси куйидагича: 
ах =  a  (mod т) ва bx =  b (mod т) дан ах + Ъх = а + Ъ 
(mod т) ва • Ъх = а • Z>(mod т) келиб чикишини исбот- 
лаш керак. Аммо бу 1-теоремада кУрсатилган эди.

Шундай кдпиб, Zm тупламда киритршган а + Ъ кушиш 
ва а • Ъ купайтириш амаллари а ва Ъ синфлар билан бир 
Кийматли аникданган амаллардир.

Бу амаллар коммутатив ва ассоциатив булиб, узаро дис
трибутив конун билан богланган. Хакикатан,

а + Ъ = (а + Ь) =  (Ь +  а) = Ъ + а, 

а(Ь ■ с) =  аф с ) =  a(bc) =  (ab)c =  (аЪ)с =

=  (а • Ъ)с\ а(Ъ +  с) =  а(Ь +  с) — а(Ь + с) =

=  ab +  ас = ab +  ас — а -Ъ + а ■ с.

Крлган_ хоссалар шунга Ухшаш исботланади.
Ушбу 0 ноль синф синфларни кушишда ноль ролини 

Уйнайди: хар кандай a G Z m учун а + 0 = а + 0 = а.
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Шунга ухшаш 1 бирлик синф синфларни купайтиришда

бирлик ролини уйнайди: хар цандай a G  Z m учун 
а • 1 = а • 1 = а.

Ушбу ( - а )  синф а синфга карам а-карш и: 
а + ( - а )  =  а + ( - а )  = 0. Zm да цушиш ва купайтириш амал- 
ларининг келтирилган хоссалари Zm нинг бирлик элемент- 
ли коммутатив халца эканлигини курсатади.

Агар а ~ b(mod т) булса, у холда (а, т) = (Ъ, т). 
Хацицатан, бу холда а = b + mt, t G Z. Бундан (b, m)/a. Бу 
муносабатдан ва ах0 + ту0 = (а, т) тенгликдан (Ь,т)/(а, 
т) келиб чицади. Шунга Ухшаш (а,т)/(Ь, т) муносабат 
хам исботланади. Демак, (а,т) — (Ь, т). Хусусан, охирги 
тенгликдан куйидаги хосса келиб чицади: агар бирор синф- 
даги бирор элемент т билан узаро туб булса, у холда бу 
синфдаги барча элементлар хам т билан Узаро туб була
ди. Бундай синфлар содда синфлар дейилади. Ушбу 
1 ,2 ,..., (т — 1), т =  0 барча турли синфлар ичида (к, т) =  1 
шартни цаноатлантирувчи к  синфларгина содда синф-
лардир. Шунинг учун т модуль буйича синфлар ичида 
соддаларининг умумий сони т дан катта булмаган ва т 
билан Узаро туб булган натурал сонларнинг сонига тенг. 
Бу сон <р(т) орцали белгиланади ва Эйлер функцияси деб 
аталади. Масалан, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 сонлари ора- 
сида 10 билан узаро туб булган сонлар 1, 3, 7, 9. Демак 
<р(10) = 4. Агар т = р  — туб булса, у холда 1, 2, ..., р - 1, р  
сонлар орасида р  дан бошца хар бири р  билан узаро туб. 
Демак <р (р) =  р  -1 .

2 - т е о р е м а ,  т модуль буйича содда чегирмалар синф
лари Zm да купайтириш амалига нисбатан тескариланувчи 
ва унда мультипликатив (яъни купайтириш амалига нис
батан) группа хосил цилади. Содда булмаган нольдан фарцли 
синфлар эса Zm да нольнинг булувчилари булади.

И с б о т .  т билан узаро туб булган сонларнинг купайт- 
маси яна т билан узаро туб булгани учун иккита т мо
дуль буйича содда синфнинг купайтмаси яна содда синф 
булади. 1 синф т модуль буйича содда синфдир. Агар 
с — содда синф булса (т модуль буйича), у холда (с, т) =  1.
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Шунга кура шундай а ва b бутун сонлар мавжудки, ас + 
bm = 1. Бундан ас =  1, яъни а синф с_синфга_ тескари. 
Демак, с синф тескариланувчи в ас  = а, а =  с. а синф 
Хам т модуль буйича содда синф, чунки акс холда ас +  
+ Ът = 1 тенгликнинг иккала томони хам (а, т) = d  > 1 
га булинарди. Бу билан теореманинг биринчи тасдиги ис- 
ботланди.

Агар с — нольдан фаркли т модуль буйича содда булма
ган синф булса, у холда (с, т) =  d, 1 < d  < т, с =  cYdv т -

= ddv  1 < d{ < т. Бунга кура d  *  0, dx 0, с • dx = cxd ■ dx =

— сх- d  ■ dx = q ■ ddY =  cx - m = 0. Демак с синф Zm да ноль
нинг булувчисидир. ■

3 - т е о р е м а  (Эйлер теоремаси). Агар (с, т) = 1 булса, 
у  холда с (т) = l(mod т).

И с б о т .  Ушбу п = <р(т) белги киритамиз.
Z* *  {*1 , х 2 } орцали т модуль буйича барча 

содда синфлардан иборат мультипликатив гурухни бел
гилаймиз. Ушбу (с, т) = 1 шартдан с £  Z* келиб чика
ди. Гурухнинг илгари келтирилган хоссаларига асосан 
{с • х х ,с х 2 , . . - ,с х п} = Z* . Бундан

(с х 1)(с х 2 ) ...(с х „ )  =  х х -х 2 ...х„ , 

с" х1 ' Х2 ■ • • Хп = Х Х...Х„.

Бу тенгликнинг иккала томонини х 1 -х г . . .х п га кис- 
Картириб (чунки Z* — гурух), С" = 1 тенгликни оламиз. 
Охирги тенглик С" = l(mod т) тенгликка тенг кучли. ■

Н а т и ж а  (Ферманинг кичик теоремаси). Агар а — бу
тун сон ва р  — туб сон булса, у  холда а? — а сон р  га 
булинади.

И с б о т .  Агар а сон р  га булинса, тасдикнинг Уринли
лиги равшан. Энди а сон р  га булинмаган холни курамиз. 
Бу холда (а, р) = 1. Эйлер теоремасига кура о?-1 -  1 = 
= -  1 сон р  га булинади. Бу холда cf — а = а{сР~1 — 1) 
соннинг хам р  га булиниши келиб чикади. ■

175



Агар р  — туб булса, у холда ноль синфдан бошца р  
модуль буйича барча синфлар содда булиб, 2-теоремага 
кура бу холда Z  майдон булади.

Z  майдон куйидаги мухим хоссага эга: Zp майдоннинг
1 бирлик злементини узини узига р марта кушилса, ноль- 
ни беради:

1 + I+ ...+ I =  0 ,
р

чунки р -  0. Бундай хосса хеч кайси сонли майдонда 
Уринли эмас.

Агар /  майдонда хар кандай т натурал сон учун 1 бир
лик элементни узини узига т марта кушилганда нольдан 
фаркли элемент булса

1 + 1+...+1 *  О,
т

F  майдон ноль характеристикали дейилади. Акс холда, 
яъни агар бирор т учун 1 ни узини узига т марта кушил
ганда ноль хосил булса

1 + 1+...+1 = О,
771

бу шартни каноатлантирувчи энг кичик т сони F  май
доннинг характеристикам дейилади. Масалан, барча сон
ли майдонлар ноль характеристикали.

Агар р  туб сон булса, Z  майдоннинг характеристикаси 
р  га тенг, чунки агар т G N  булса, у холда т < р:

1 + 1+.. .+1 = ш Ф 0.
т

4 - т е о р е м а .  Агар F майдоннинг характеристикаси 
нолдан фарцли булса, у  холда у  туб сон булади.
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И с б о т . / 7 майдоннинг характеристикаси р > 0 булсин, 
р =  а ‘ b, a, b Е. N. У холда

(1 + 1+...+ 1И1 + 1+...+ 1) = 1 + 1+...+ 1 = 0.
а  " b Р

Бундан F  майдон булгани учун ё 1 + !+■••+1 = 0 ёки
а

1 + 1+...+1 = 0 эканлиги келиб чикади. Биринчи х°лда 
ь

майдоннинг характеристикаси таърифига кура а > р. Де
мак, а = р, b =1. Иккинчи холда шунга ухшаш b = р, а  =
1. Бур сон узидан ва бирдан боища булувчиларга эга эмас- 
лигини курсатади. р > 1 булгани учун р  туб сон. ■

Агар / ’майдон р  > 0 характеристикали, а £  / в а  и  сон 
р  га булинса, т = т ^ р ,  у холда та =  (т хр )а  =
w 1fl(] +  l + . . . +  l )  =  0 .

Р
5 - т е о р е м а .  Агар F майдон р  > 0 характеристикали 

булса, у  холда хор цандай а, b £  F  учун (а + b y  =  а? + Ы.
И с б о т .  Хакицатан Ньютон биноми формуласига кУра 

(бу формуланинг хар кандай коммутатив халкада уринли
лиги равшан),

( a + b )p = а р + c 1pa p l b + ...+ c pp^ a b p~l + b p .

Теоремадан олдинги изохга кура, теоремани исботлаш 
учун хар бир c kp (k  = \ , р  - 1 )  биномиал коэффициенти- 
нинг р  га булинишини курсатиш кифоя.

к р (р - \ ) . . . ( р -к + \ )  
р к \

каср бутун сон булгани учун унинг сурати махражига були
нади. р  туб булгани ва 1 s  к  ^  р  — 1 шартда (р, к\) = 1 
булгани туфайли (р —1 ){р —2)...{р — к  + 1) сон к\ га були
нади. Демак
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4  _  o>-i).-Q,-fc+i)
P k\

бутун сон, яъни ckp сон p  га булинади.■
Энди fix) ва g(x) — кдйматлари бутун сон булган ва А 

тупламда аникданган функциялар, т — бирор натурал сон 
булсин.

А тупламдаги fix) = g(x)(mod т) муносабат х номаълум
ли тавдослама дейилади. Равш анки, бу муносабат 
/ (х ) =  g (x )  тенгликка тенг кучли, бу ерда юк,оридаги каби
/ ( х ) ва g (x )  белгилар т модуль буйича синфларга утиш- 
ни белгилайди. Шунга ухшаш бир неча номаълумли так- 
крсламалар ва такдосламалар тизимлари таърифланади.

Ушбу fix) =  g(x)(mod т) такцосламанинг ечими деб, 
шундай хо G А элементга айтамизки, f i x )  = g(xo)(mod т) 
такдослама Уринли булсин. Биз бу ерда биринчи даража
ли бир номаълумли такдосламани текшириш билан чега- 
раланамиз: ах *  Ь(той т), а, b — берилган бутун сонлар, 
х  — номаълум бутун сон.

т модуль буйича чегирмалар синфларига утиб, бу тенг
ламани ах  = Ъ куринишда ёзишимиз мумкин, бу ерда
a ,b  G Z m ва х  номаълум хам Zm нинг элемента.

Агар (а, т) = 1 булса, а — содда синф булади. У холда
2-теоремага кура ах  =  b тенглама х  = а b = х 0 тенгла- 
мага тенг кучли. Демак, бу холда а х  =  b тенглама ягона 
х 0 ечимга эга ва берилган такдосламанинг ечимлари 
туплами куйидаги чегирмалар синфидан иборат:

х 0 = {х0 + m t/tE :Z }

Агар (а, т) = d > 1 булса, у холда а = axd, т mxd, (av  
т )  --= 1 белгиларни киритиб берилган такдосламани ушбу 
axdx = Ытой mxd) куринишда ёзишимиз мумкин. Бундан 
куринадики, бу такдослама ечимга эга булиши учун b 
соннинг d  га булиниши зарур: b = b xd. Бу холда 
ах = b(vaod т) такдослама ушбу

ахх  = ij(mod т ,)
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ТйКЛОСламага тенг кучли. Бу ерда ( a v  тх) = 1 булгани учун 
ОХ ■ /»(mod т) таккосламани курилаётган холда ечиш ма- 
СйЛПСИ илгариги кУрилган холда ечишга келтирилди. Бу 
билан куйидаги теорема исботланди.

7 -т е о р е м а ,  а, Ь — бутун сонлар, т натурал сон булсин. 
Ушбу ах = A(mod т) таццослама ечимга эга булиши учун 
Ь нинг d =(а,  т) га булиниши зарур ва кифоя. Бу шарт 
бажарилганда такдосламанинг умумий ечими ушбу

х  = х  + m .tО I

формула билан берилади, бу ерда хо — таццосламанинг би- 
„ тpop хусусии ечими, т{ = ~  .

Мисол кУрамиз. Ушбу 6х =  10(mod 14) такдослама ечим
га эга, чунки (6, 14) = 2  ва 10 сон 2 га булинади. Бу 
такдосламанинг иккала томонини ва модулини 2 га булиб, 
унга тенг кучли булган ушбу Зх э  5(mod 7) куринишда 
ёки Z7 даги ушбу Зх = 5 тенглама куринишда ёзилади. Бу 
тенглама ягона ечимга эга. Шунинг учун берилган так,- 
косламанинг ечимлари туплами 7 модуль буйича бирор 
чегирмалар синфидан иборат. Агар 0, 1, 2, ... 6 чегирма
лар синфларини кетма-кет тенгламага куйиб текширсак, 
ечим 4 =  {4 + 71 / 1 £  Z }  синф эканлигини топамиз. Шун
га кура 6х — 10(mod 14) такдосламанинг ечимлари тупла- 
ми {4 + 7t / t  G Z }  тупламдир.
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Олтинчи боб
ЧИЗИКДИ ФАЗОЛАР ВА ЧИЗИКЛИ 

АКСЛАНТИРИШЛАР

35-§. ЧИЗИК.ЛИ (ВЕКТОР) ФАЗОЛАР

F  — майдон ва V — адцитив абель гурухи булсин.
Т а ъ р и ф .  %ар бир X G F  в а хар бир х  G V элементларга 

бирор цоида буйича X ва х элементларнинг купайтмаси деб 
аталувчи ва Хх куринишида белгиланувчи у  G Vэлемент мос 
цуйилган булиб, цуйидаги шартлар (аксиомалар) бажарил
ган булсин:

1) агар X, ц  G F, х  G V булса, у  холда

X {/гх) =  /г (X х) = {Хц)х\

2) хор цандай х  G V учун 1 • х = х  (бу ерда 1 орцали 
майдоннинг бирлик элементи белгиланган);

3) агар X, ц G F, х  G V булса, у  холда

(Я + ц) х = X х  + /I х,

4) агар X G F  ва х, у  G V булса, у  холда

X (х +  у) = Хх +  Ху.

Бу шартларни цаноатлантирувчи V  аддитив абель гу- 
рухга F  майдон устида чизикли (ёки вектор) фазо дейи
лади.

Келажакда /  майдон устида V чизицли фазо к^р ил ган
да /м ай дон  элементлари скалярлар деб аталиб, кичик грек 
харфлари билан белгиланади, V чизицли фазо элементла
ри эса векторлар деб аталиб, кичик лотин харфлари би
лан белгиланади. F  майдоннинг ноль элементини, яъни 
ноль скалярни 0 ракам орцали, ноль векторни эса 0 орцали 
белгилаймиз.
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Бу боб давомида цисцалик учун "чизикли фазо" сузла- 
ри Урнига "фазо" сузини х;ам ишлатамиз.

М ис оллар .  1. Берилган а турри чизикда ётувчи ва 
умумий бошлангич О нук,тага эга булган барча йуналган 
кесмаларнинг Д /а )  туиламида кушиш амали куйидагича 
аницланади:

Йуналган ОА ва ОВ кесмалар берилган булсин. ОВ 
кесманинг йуналишини ва узунлигини узгартирмасдан 
бошлангич нуцтасини А нук,тага кучирамиз. Бунда В  нук,- 
та бирор С нуцтага кучади. ОА ва ОВ йуналган кесма- 
ларнинг йигиндиси деб ОС  йуналган кесмага айтамиз.

«*
Йуналган ОА кесманинг Я G R сонга купайтириш ама

ли эса куйидагича аницланади:
1) агар X =  0 булса, X- ОА = 0 0 , яъни узунлиги 0 га 

тенг йуналган кесма Я ■ ОА деб олинади;
2) агар Я > 0 булса, Я • ОА йуналган кесманинг йунали- 

ши СЦ^нинг йуналиши билан бир хил, узунлиги \ХОА\ 
эса Х\ОА\ га, яъни ОА йуналган кесма узунлигини Я га 
купайтирилганига тенг;

3) агар Я < 0 булса, йуналган кесманинг йуналишининг 
йуналишига тескари, узунлиги эса Х\ОА\ га тенг.

Бу амалларга нисбатан Д /а )  туплам R х,ак,ик,ий сонлар 
майдони устида чизикли фазо ^осил цилади.

2. Берилган а  текисликда ётувчи ва умумий бошланг
ич нуцгага эга булган барча йуналган кесмаларнинг Д / а )  
туплам ид а кушиш амали параллелограмм цоидаси билан -> —♦ —> 
аницланадй: ОА ва ОВ кесмаларнинг йигиндиси деб, ОА 

—►
ва ОВ кесмаларига курилган ОАСВ параллелограммнинг 
(2-шакл) диагоналига айтилади.
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Йуналган кесмани А £  Л сонга купайтириш амали ил- 
гариги мисолдаги каби аникданади.

Бу амалларга нисбатан Д 2(а) туплам R майдон устида 
чизикли фазо хосил кдлади.

3. Фазода умумий бошлангич нукгага эга булган барча 
йуналган кесмаларнинг Д  тупламида кушиш ва хакикий 
сонга купайтириш амалларини илгариги мисолдаги каби 
киритилса, у R майдон устида вектор фазо хосил к,илади.

4. F  — ихтиёрий майдон, п — натурал сон булсин. F" 
тупламда кушиш амалини ушбу

(а,, а г  ..., а п) + (ft, f t,  ..., f t)  =

= (aj + f t ,  a 2 + f t,  ..., a n + ft)

Коида орцали, у £  F  скалярга купайтириш амалини эса

у (ар а 2, а п) =  (уа,, уа2, ..., уа п)

коида оркали киритсак, у F  майдон устида вектор фазога 
айланади.

5. Илгариги мисолдаги F" тупламда кУшишни Уша ми
солдаги каби, у скалярга купайтириш амалини эса хар 
кандай у £  Р в а  (a v a n) £  F n учун у (a v ..., a n) = О 
коида оркали киритамиз. Бу амалларга нисбатан F" чи
зикли фазо булмайди, чунки унинг учун иккинчи аксио
ма бажарилмайди.

6. [а, Ь] кесмада аникланган ва узлуксиз барча функция- 
лардан иборат С[а, й] тупламда функцияларнинг йотин- 
дисини ва Я £  R  скалярга к^пайтмасини одатдагича кири
тилса, у R майдон устида чизикли фазо хосил кдлади.

7. F  — сонлар майдони булиб, коэффициентлари бу 
майдондан олинган барча купхадларнинг F\t] тупламида 
Кушиш ва скалярга купайтириш амалларини илгариги 
мисолдаги каби киритилса, у F  устида чизикли фазога 
айланади.

Т а ъ р и ф .  Ушбу х, у, £  V векторларнинг айирмаси деб V 
ни аддитив гурух сифатида царалгандаги айирмасига, яъни 
х  — у  = х  + ( —у) га айтилади.
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Чизикли фазо аксиомаларидан келиб чицадиган нати- 
жаппрга угамиз.

1 - ж у м л а. а) ](ар цандай X £  F, х, у  £  Vэлементлар учун

Л (х -  у) = X х  -  X у.

б) Х,ар цандай X, ц  £  F  ва х £  V элементлар учун 

{X -  fi) х = Хх -  fix.

Хак,икатан, Х(х -  у) +  Ху = Я((х -  у) + у) = Х (х + (-у )  +  
+ у) = Хх.

Бундан Х(х -  у) = Хх + (-Х у) = Хх -  Яу.
Шунга ухшаш (Я -  ,ы)х = Ях -  /гх муносабат исботланади.
2-Ж у м л а. а) Дар цандай X & F учун X • 0 = 0.
б) J(ap цандай х  £  F учун 0 • х = 0 .
Хакдкатан, X 0 = Я(х -  х) = Ях -  Ях = 0 ва 0 • х = (Я -

-  А)х = Ях -  Ях = 0. Бу жумланинг аксинчаси хам уринли.
3-жумл  а. Агар бирор X £  F ва х £  К элементлар учун 

Хх = 0 булса, у  холда ё  X = 0 ёки х  = 0.
Хакицатан, агар Ях = 0 ва Я 0 булса, у х,олда Я'1 £  F  

элемент мавжуд ваЯ_10 = Я_1(Ях) = (Я 'Я)х = 1х = х. Бундан 
х = 0.

Натурал п сони буйича математик индукция ёрдамида 
Хар кандай Я, Яр Я2, ...,Х„ 6  / в а х ,  x v  х 2, . . . , х л £  Гэлемент- 
лар учун (Я1+Я2 +...+Яи)х = Я,х +...+Ялх ва Х(х1 + х2 +...+хл) 
= Ях1 +...+Ххп муносабатларнинг уринли эканлиги курса- 
тилади (мустакил текширинг). Булардан

п т п т

2  х> • 2  ** = 2) 2  ял  («> «  е  ло
1=1 /t=»i <=1 ^ = i

36-§. ЧИЗИКЛИ БОЕДАНИШ

/м ай дон  устидаги К вектор фазода х х, х2, ..., хл вектор
лар тизими берилган булсин.

Т а ъ р  иф.  Агар камида бири нольдан фарцли булган шун
дай Я,, Х2, ..., Хп скалярлар мавжуд булиб, Xtxt + Я 2х, +...+
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+ Xn 'x  = 0 тенглик бажарилса. х р х2, ..., хп векторлар ти
зими чизикли борлик (эрксиз) дейилади. Акс холда бу век
торлар тизими чизицли борланмаган (эркли) дейилади.

Шундай килиб, x v х2, ..., хп векторлар тизимининг чи
зикли богланмаганлигининг маъноси шукиД,х, + ... + Х хп =  
= 0 (Aj, ...,Ап GjF) тенгликдан fl0HM0Aj= А2=...= Ап= 0 экан
лиги келиб чикади.

М и с о л л а р .  1) F 1 фазода ушбу х х -  (1,0), х2 = (0,1), 
х3 = (2,2) векторлар чизикли богланган, чунки

2х, + 2 х 2 -  хъ = 0

2) F 1 фазода ушбу х, = (1,0) ва х2 = (0,1) векторлар 
чизикди богаанмаган, чункиА^ + Х2х2 = АД 1,0) + А2(0,1) = 
= (А̂ Д2) = 0 = (0,0) муносабатдан Aj = 0, А2 = 0 келиб
чикади.

Т а ъ р и ф .  F  майдон устидаги V чизикли фазода x v х2, 
..., хп векторлар тизими берилган булсин. Агар шундай 
ц ц г  ..., ц п1 скалярлар мавжуд булсаки, хп = ц 1х 1 + ц 2х2 
+...+  бажарилса, хп вектор хр х2, ..., хп1 векторлар
орцали чизикли ифодаланган дейилади.

Ж у м л а .  Ушбу Xj, х2, ..., хп векторлар чизикли богланган 
булиши учун уларнинг бирортаси бошцалари орцали чизикли 
ифодаланган булиши зарур ва кифоя.

Ушбу Xj, х2, ..., хп векторлар чизикли богланган булсин. 
У холда камида бири (масалан, Ак) нольдан фаркли булган 
Aj, А2, ..., Хп скалярлар мавжудки, AjX; + А2х2 +...+ Х хп = 0. 
Бундан

х к =  -я*‘2 Ал -  
/=1 
Ы к

Аксинча, Xj, х2, ..., хп векторларнинг бирортаси (маса
лан хк) бошкалари оркали чизикли ифодаланган булсин:

П
х к =  И  . 

i=\j*k

Бундан
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** -  2  - 0 •Ы\,Ык

п
ИЪНИ 2  =  ° >  бУ еРДа  ^  =  1 ,  я ,  =  -  fi.^i * к). 

i=i

Бу жумладан куйидаги натижалар келиб чицади.
1. Ноль векторни Уз ичига олувчи дар цандай вектор

лар тизими чизицли богланган, чунки ноль вектор бошца 
векторлар орцали чизицли ифодаланади (чизицли ифода- 
нинг барча коэффициентлари нольга тенг).

2. Агар векторлар тизими чизицли богланган булса, у 
долда бу тизимни уз ичига олган дар цандай векторлар 
тизими дам чизицли богланган булади.

Бу натижадан куйидаги хулоса келиб чицади.
3. Агар векторлар тизими чизицли эркли булса, у холда 

унинг дар цандай цисм тизими дам чизицли эркли булади.

37-§. УЛЧАМ ВА БАЗИС

/м айдон  устидаги Квектор фазода векторларнинг чек
ли ёки чексиз А тизими берилган булсин.

Т а ъ р и ф. Агар А тизимнинг п та элементдан иборат 
чизикли эркли цисм тизими мавжуд ва (п + 1) вектордан 
иборат хар цандай цисм тизими чизицли богланган булса, п 
сони А тизимнинг ранги дейилади (бу ерда ранг сузи инглиз 
range сузидан олинган булиб, бу ерда даража сузига яцин 
маънони билдиради).

Агар хар цандай п натурал сон учун А тизимда п та 
элементдан иборат чизицли эркли цисм тизим мавжуд булса, 
А тизим чексиз рангга эга дейилади.

Агар А тизимнинг ранги п булса, унинг п та вектордан ибо
рат чизицли эркли цисм тизими А тизимнинг базиси дейилади.

1 - т е о ре м а .  А тизимнинг ранги п булсин. А тизимдан 
олинган хар цандай вектор унинг базиси орцали ягона усул- 
да чизицли ифодаланади.

И с б о т .  Ушбу bv bv  ..., bn — цисм тизим А тизимнинг 
базиси ва х  £  А булсин. У долда (п +  1)да вектордан ибо-
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рат bv  b2, ..., bn, x  цисм тизим чизицли богланган булади, 
яъни камида бири нольдан фарцли Хр Х2, ..., Хп, An+j ска
лярлар мавжудки, + Х2Ьг + ...+  ХЬп + Ал+1 х  = 0. Агар 
An+j = 0 булса эди, Ajftj + X2b2 + ...+X nbi! = 0 бажарилади. 
Бундан Ах = Х2 = ...=  Хп =  0, чунки bv  b2, ..., Ъп чизицли 
эркли. Бу эсаА15 Х2, ...,Х п, Лп+ 1 скалярларнинг камида бири 
нольдан фаркди деган шартга зид. Демак Ал+1 ^  0. Бундан 
х  = -А_1+, (X.b, + ...+А b ) яъни х вектор b,, ..., b базис

i l l ' l l  П  f t '  ^  Z  ft

орцали чизицли ифодаланади.
Агар х  вектор бу базис орцали икки хил х =  а Д  + ...+ 

+ a nbn =  P]bl+ ...+ P nbn чизицли ифодаланган булса, (a j -  
f t ) ^  +... + (ап -  Pn)bn = 0 тенглик уринли булади. Бундан 
эса bv  b2, ..., Ьп векторлар чизицли эркли булгани учун

— /3, = 0, а п - f t  = 0 тенглик, яъни ^  = f t, ..., а п =  f t  
келиб чицади. ■

V чизицли фазонинг ранги унинг улчами деб аталади 
ва dim V куринишда белгиланади. Агар dim V < оо булса, 
V чекли улчамли, акс холда эса чексиз улчамли дейилади.

V чекли улчамли булиб, унинг бирор bv ..., bn базиси 
берилган булсин. У холда 1-теоремага асосан хар цандай 
х  Е V вектор бу базис орцали бир цийматли чизицли ифо
даланади: x  =  a f t l + ...+  а $ п.

Бу ифодадаги a v  ..., а п коэффициентлар х векторнинг 
bv  ..., Ъп базисидаги координаталари деб аталади.

2-теорем а .  А — векторлар тизими ва В  — унинг чекли 
чизицли эркли цисм тизими булсин. Агар А тизимининг хар 
бир вектори. В орцали чизицли ифодаланса, у  холда В ти
зим А тизимнинг базиси булади.

И с б о т .  Китобнинг биринчи цисмидаги. 14-§ 4-теоре- 
мага асосан, агар А тизим R" фазонинг цисми ва В эса А 
нинг цисм тизими булиб, А нинг хар бир вектори В орца
ли чизицли ифодаланса, у холда А нинг ранги В  нинг 
рангидан катта эмас.

Агар А ихтиёрий Vчизицли фазодаги тизим ва В унда- 
ги чекли рангга эга булган цисм тизим булса, бу теорема 
уринлилигича цолади (мустацил исботланг). Шундай 
цилиб, охирги тасдицца ва теоремамизнинг шартига асо
сан, агар А нинг ранги п булса, у холда В  нинг хам ранги 
п булади, яъни В  цисм тизим А нинг базисидир. В
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Бу теорема муайян чизикли фазоларнинг улчамини 
дисоблашда цулай воситадир. Бир нечта мисол курамиз.

1. Агар D^a) чизикли фазода (35-§ даги 1 мисол) е -  
ихтиёрий нольга тенг булмаган вектор булса, у долда 
2)1(а)даги дар цандай х  векторни a ev a  G R  куринишда 
ифодалаш мумкин.

Демак, {е,} тизим Dx{a) нинг базиси ва dim D x{a) = 1.
2. Агар D2(a) фазода (35-§ даги 2-мисол) коллинеар 

булмаган (яъни бир тугри чизикда ётмаган ех ва е2 вектор
лар берилган булса, у долда улар чизицли эркли ва дар 
цандай х  G В 2(а) вектор А,е, + Xjev  куринишида ифодала
ниши мумкин, бу ерда Xv Х2 G R. Бунга асосан {ер е2} ти
зим D2(a) нинг базиси ва dimD2(a) =  2.

3. ArapD3 фазода (35-§ даги 3-мисол) компланар булма
ган (яъни бир текисликда ётмаган) ev  е2, еъ векторлар бе
рилган булса, у долда улар чизицли эркли ва дар цандай х  
G D 3 вектор Х]е1 + Х2е2 +  Х3е3 куринишда ифодаланиши 
мумкин, бу ерда Xv Х2, Х3 G R. Бунга асосан {ev  е2, е3} 
тизим D3 нинг базиси ва dimD3 = 3.

4. Ихтиёрий /м айдон устидаги F" фазодаги е1 = (1, О, О, 
..., 0), е, = (0, 1, 0,..., 0),..., еп =  (0, 0,..., 1) векторлар ортлар 
деб аталади. Хар цандай Xv Х2, ..., Xn G F  элементлар учун 
Уринли булган + Х2е2 +...+ Х еп = (А,, Х2 X ) тенгликдан 
ортларнинг чизицли эркли эканлиги ва дар цандай х  G F 1 
векторнинг улар орк,али чизицли ифодаланиши келиб чи
кдци. Демак, ортлар Р  фазонинг базиси ва dimF" = п.

5. Cn[t\ орцали даражаси < п булган ва коэффициент
лари С комплекс сонлар майдонидан олинган купдадлар 
тупламини белгилаймиз. .Купдадларни ц^шиш ва сонга 
купайтириш амалларини куйидагича киритамиз:

/ 0 )  + g(0  =  (а0 +  a j  + ...+  ant n) + (b0 +  6, + ...+  b r )  =

-  к  + *„) + (°i + ^i) + "- + (an + h ) t n,

X j [ i )  = X (a Q +  a j  +. . .+ a nt n) =  Xa0 +  X a J  +. . .+ X a t n.

Ушбу 1, t, t2, ..., t n — купдадлар чизицли эркли, 
дацицатан, акс долда камида бири нольдан фарцли булган 
шундай А0, Ар ..., Хп сонлар мавжудки, дар цандай t G С
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учун А0 + X{t + ...+  А,Г = 0. Вахоланки, алгебранинг асо- 
сий теоремасининг натижасига асосан бу купхаднинг купи 
билан п та илдизи мавжуд.

Демак, {1, t, ..., /"} тизим Cn[t] нинг базиси ва 
dimCn[t) = п + 1.

6. C[t\ фазо (35-§ даги 7-мисол) чексиз улчамли, чунки 
х;ар кандай п учун (и + 1) та вектордан иборат 1, /, ..., гп 
тизим чизикли эркли.

3-т е о р е м а. Чекли улчамли Vвектор фазодаги х;ар цан
дай чизицли эркли тизим бу фазонинг базиси булгунча тулди- 
рилиши мумкин.

И с б о т .  V нинг улчами п ва {ер ..., e j  ундаги чизикли 
эркли тизим булсин. У холда к  < п. Агар к -  п булса, у 
Холда бу тизим базис булади. Агар к < п булса, у холда 
чизикли фазо Улчамининг ва ундаги базиснинг таърифла- 
рига кура бу тизим базис булмайди. Демак, 2-теоремага 
асосан шундай ея+ 1 вектор мавжудки, у е е2, ..., ек век
торлар оркали чизикли ифодаланмайди. Ушбу (ер ..., ек, 
et+1} тизим чизикли эркли. Хакикатан, агарА^, +... + Хкек + 
+ Хм ек+ 1 = 0 булса, у холда Хк+1 =  0 (чунки акс холда ек+1 
вектор е г  е2, ..., ек векторлар оркали чизикли ифодала- 
нарди). Бундан Х]е1 + ...+Х кек=  0 тенглик келиб чикади. 
Бу тенгликдан эса ер . . . ,е к векторлар чизикли эркли булга
ни учун Aj = А2 = ...=  Хк =  0. Агар к +  1 = п булса, 
{ev . . . ,е к, ем } тизим базис булади. Акс холда, яъни к  + 1 < п 
булса, ev  ..., ек,-ек+1 векторлар оркали чизикли ифодалан- 
майдиган ек+2 G V вектор мавжуд булади.

Юкоридаги мулохазаларни яна ишлатиб {ер ..., ек, ек+1, 
ек+2) тизимнинг чизикди эркли эканлигини оламиз ва хока- 
зо. Бу мулохазаларни (и -  к) марта ишлатиб, {ev ..., ек} 
тизимни уз ичига олувчи V  фазонинг {ер ..., е , ..., e j  
базисини оламиз. ■

38-§. БАЗИС УЗГАРГАНДА КООРДИНАТАЛАРНИНГ 
АЛМАШИНИШИ

/м ай дон  устидаги чизикли фазода иккита {ер ..., e j  ва 
{/J, ..., f n) базислар берилган булсин. Иккинчи базис век- 
торларни биринчи базис векторлар оркали ифодалаймиз:
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п

л  = 2 у л  (1)
1 = 1

Бу ифодадаги С = (ук) £  Р ХЛ матрица {ер e j  базис- 
дан {/J, / п} базисга утиш матрицаси дейилади. Утиш 
матрицаси доим махсусмас ва С 1 тескари матрица {/j, ..., 
f n} базисдан {ег  ..., e j  базисга утиш матрицасидир (булар- 
ни мустацил исботланг).

Кда ихтиёрийх  вектор олинган булиб, ..., £п — унинг 
биринчи базисдаги координаталари, rjv  ..., т]п — иккинчи-

п п
даги, яъни х =  ^ £,et- = ^ V k f k  булсин. У хрлда

i=i ь=1

п п п {  п \

У ike i = £  I S  YikVk к  
к=1 1=1 /=1 \к=1 )

Бундан

(/' = 1,и ). (2)
/с=1

(1) ва (2) формулаларни солиштириш курсатадики, 
иккинчи базисдаги координаталарни биринчи базисдаги 
координаталарга алмаштиришдаги коэффициентлар мат
рицаси транспонирлаш билангина биринчи базисдан ик
кинчи базисга Утиш матрицасидан фарк, цилади.

39-§. КИСМ ФАЗО ЛАР ВА ГИПЕРТЕКИСЛИКЛАР

F  майдон устидаги V чизицли фазода V  цисм туплам 
берилган булсин.

Та ъ р и ф. Агар Vдаги цушиш амалига ва векторларни F  
даги скалярларга купайтириш амалига нисбатан V  туплам 
ёпщ  булса, яъни х,ар цандай х, у  Е V  учун х  + у  Е V  ва х,ар 
цандай х  £  V , X £  F учун Хх £  V  булса, у  V чизицли фазо- 
нинг цисмфазоси дейилади.
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Таърифдаги шарт ушбу хдр цандай x j £  V ва X, ц G F 
учун Хх +  fiy G V шартга тенг кучли. Бундан келиб чица- 
дики, V цисмфазонинг узи хам F  майдон устида чизицли 
фазо хамда dim V' < dim V  (мустацил текширинг).

М и с о л л а р .  1) Хар цандай чизицли фазо ноль век- 
тордан иборат цисм фазога эга. Бу цисм фазонинг Улчами 
ноль деб олинади ва ноль цисм фазо деб аталади.

2. R2 текисликда 2х + у  = 0 шартни цаноатлантирувчи 
барча (хг у) нуцталар цисмфазо хосил цилади. Бу нуцга- 
ларнинг геометрик Урни — координаталар бошидан Утувчи 
тугри чизиц. Умуман, координаталар бошидан утмайди- 
ган тугри чизиццаги нуцталар туплами R2 да цисмфазо 
Хосил цилмайди, чунки унга ноль вектор, яъни (0, 0) нуц- 
та кирмайди.

3.0 — уч улчовли физик фазонинг тайин нуцтаси булиб, 
а — бу нуцгадан утувчи т^гри чизиц, а  эса бу нуцтадан 
утувчи текислик булсин. Бу нуцгани йуналган кесмалар- 
нинг умумий бошлангач нуцтаси деб олсак, Dx{a) ва D2(a) 
лар Д, чизицли фазонинг (35-§ даги 1—3-мисоллар) цисм 
фазолари булади. Ундан ташцари, агар а тугри чизиц а 
текисликда ётса, у холда 0,(я) туплам D2(a) чизицли фа
зонинг цисм фазоси булади.

4. Коэффициентлари F  майдондан олинган ушбу

£ « * $ *  = 0 (/ = I S )
к=\

п та ..., номаълум S та чизицли тенгламалардан ибо
рат бир жинсли тизимни оламиз. Агар г  сони А =  (a ik) 
матрицанинг ранги булса, маълумки, бу тизим {т -  г) та 
чизицли эркли (фундаментал) ечимлар тизимига эга ва 
барча ечимлардан иборат L  туплам фундаментал ечим- 
ларнинг чизицли комбинацияларидан иборат туплам би
лан устма-уст тушади. Шундай цилиб, L  туплам Р  чизиц
ли фазонинг (гг -  г)  улчамли цисмфазоси булади.

5. Агар п < т булса, у холда Лп[/| фазо нинг цисм 
фазоси. фазоларнинг хар бири (п = 1, 2, ...) эса J?[/] 
фазонинг цисм фазоси.
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V фазонинг ихтиёрий М  цисм тупламини оламиз. 
Lu орцали M rан олинган векторлар орцали чизицли ифо- 
даланган барча векторлар тупламини белгилаймиз. Бу 
туплам М тупламнинг чизицли цобиги дейилади. LM туплам
V нинг цисмфазоси булиб, унинг улчами М  тупламнинг 
рангига тенг (текширинг!). Бундан келиб чицадики, агар 
dimV = п булса, у долда дар цандай т < п натурал сон 
учун V фазо т Улчамли цисм фазоларга эга. Агар F чексиз 
Улчамли булса, у долда дар цандай т натурал сон учун V 
фазо т — улчамли цисмфазоларига эга. Хацицатан, агар 
еу  ..., ет& V векторлар чизицли эркли булса, у долда {ер 
..., e j  туплам чизицли цобикининг улчами т га тенг.

Агар V фазода V  — цисмфазо ва dim V  = dim V  булса, 
у долда V  = V. Хацицатан, агар {ev ..., e j  туплам V  нинг 
базиси булса, у долда dim V = dim V  =  п га асосан бу 
туплам V нинг дам базиси булади. Шунинг учун V  дамда
V фазо {ev  ..., e j  тупламнинг чизицли цобиги булади. V 
фазонинг V1 цисмфазоси ва a G. V вектор берилган булсин.

Т а ъ р  и ф. Vфазода ётувчи ушбу а +  V  = {а + х / х  G V} 
туплам V' цисмфазони а векторга сшжитишдан х,осил булган 
гипертекислик деб аталади.

М и с о л л а р .  1) Агар К чизицли фазода Vх цисмфазо 
сифатида ноль цисмфазо олинса, у долда бу цисмфазони 
а векторга силжитищдан досил булган гипертекислик фа- 
кдт а векторнинг узидангина иборат.

2. R2 да ушбу 2х + у  = 0 тугри чизиц билан аницланган 
цисмфазони олиб, уни а =  (3, —4) векторгя силжитсак, 
а + V1 гипертекислик V1 тугри чизицца параллель булган 
ва а нуцтадан Утувчи тугри чизицни беради; унинг тенг- 
ламаси 2(х -  3) + у  + 4 = 0, яъни 2х +  у  -  2 =  0.

3. D2(a) фазода охирги нуцтаси а  текисликдаги берил
ган тугри чизицда ётувчи барча векторлар бу фазода ги
пертекислик досил цилади.

4. Z)3 фазода охирги нуцтаси берилган тугри чизицца 
(текисликда) ётувчи барча векторлар бу фазода гиперте
кислик досил к,илади.

5. Коэффициентлари F  майдондан олинган ва бирга
ликда булган п номаълумли ихтиёрий чизицли тенглама
лар тизимининг ечимлари туплами F n фазода гипертекис
лик досил цилади.
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Бу гипертекислик берилган чизикли тенгламалар тизи- 
мига мос бир жинсли чизикли тенгламалар тизимининг 
ечимларидан иборат V цисм фазони берилган тизимнинг 
бирор хусусий ечимига силжитишдан хосил булади.

1- т е о р е м а .  V чизицли фазонинг бирор V1 цисмфазоси 
берилган булсин. V  цисмфазони силжитишдан х;осил булган 
барча гипертекисликлар V фазонинг ёйилмасини беради.

И с б о т .  Хацицатан, х;ар цандай a G V учун a G а + V ,  
чунки О G V'. Ундан ташцари, агар a G b + V булса, у 
холда а -  b G Р  ва демак а + V  = b + (а  -  b) + V  =
= ь + v ’.m

2-т е о р е м а. Хрр цандай берилган гипертекислик фацат- 
гина ягона цисмфазони силжитиш билан хосил цилинади.

И с б о т .  Хацицатан, V — чизицли фазо, V  ва V” — 
ундаги цисмфазолар, a, b G V— шундай векторлар булсин- 
ки, а + V  = b + V". Бундан хар бир цисм фазо ноль 
векторга эга булгани учун а -  Ъ G V  ва а -  b G V". 
Иккинчи томондан хар цандай х G V  учун а + х  G а + V  =  
= b + V". Демак, а -  Ъ + х  G V". Бундан эса х  G V", 
яъни V  С V" муносабат келиб чицади. Шунга ухшаш 
V” Q V  муносабат олинади. Демак, V  = V". Я

Исботланган теорема куйидаги таърифни айтишга им- 
кон беради.

Т а ъ р и ф .  Гипертекисликнинг улчами деб силжитиш на
тижасида бу гипертекисликни хосил цилган ягони цисмфа
зонинг улчамига айтилади.

V  фазода гипертекисликларнинг улчами 0 булганлари 
нуцталар, улчами 1 булганлари — тугри чизицлар, улчами
2 булганлари — текисликлар деб аталади. Хусусан, агар
V = R% булганда биз фазо аналитик геометриясининг мос 
тушунчаларига келамиз.

40-§. КИСМФАЗОЛАРНИНГ ЙИГИНДИСИ 
ВА КЕСИШМАСИ

V  чизицли фазонинг V] ва V2 цисмфазолари берилган 
булсин. Кисмфазоларнинг кесишмаси доим цисмфазо. 
Хацицатан, агар X, ц  G F  ва х, у  G Vy П V2 булса, у холда 
Хх + fiy G Fj ва Хх + fiy  G V2, демак Хх + ц у  G Vx П Vr
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Кдсмфазоларнинг туплам сифатида йигиндиси V2 U
V умуман айтганда, цисмфазо эмас (мисол келтиринг).

Шунинг учун куйидаги таърифни берамиз.
Т а ъ р и ф. Барча ушбу xi + х2, х, £  Vv х2 £  V2 куринишдаги 

йитндилардан тузилган туплам Vx ва V2 цисмфазоларнинг йи- 
тндиси деб аталади ва V1 + V2 куринишда белгиланади.

V. +  V2 — цисмфазо. Хакицатан, агар А, ц  £  F  ва 
х ,у  £  V1 + V2 булса, у додцах = х, + х2, у  = у} + у2, хр y i £  Vv  
х2, у г £  V2. Бундан

Хх + цу  = A(Xj + х2) + fi{yl + у2) =
= (AXj + ц у )  + (Ах2 + ц у )  £  V1 + V2.

1 -т е о р е м а. Агар V чизицли фазо Vx, Уг — чекли улчам
ли цисмфазолар булса, у  х;олда Vt+V2 хам чекли улчамли ва 
dim (Vj + VJ = dim Vt + dim V2 -  dim (Vt П VJ.

И с б о т .  Vx П V цисм фазонинг улчами k  ва {ep e2, ..., 
e )  — ундаги базис булсин. Бу базис 37-§ даги 3-жумлага 
асосан Vi даги базисгача дамда V2 даги базисгача тулдири- 
лиши мумкин. Бунга асосан шундай f v f v  f n £  V1 век
торлар мавжудки, {ev е2, ..., ек, / р ..., f )  тизим — V1 нинг 
базиси ва шундай gv  gm £  V2 векторлар мавжудки {ер 
..., ек, gv  g j  тизим — V2 нинг базиси булади. Ушбу {ер 
е2, ..., ek, f v  gr  g j  тизимнинг V1 +  V2 фазода базис 
эканлигини курсатамиз. Бу векторлар чизицли эркли. 
Хацицатан, агар Ар А2, ..., Хк, ц г, ..., ц я, v v  ..., vm £  /у ч у н  
К ег +•■■+ V *  +  Ъ А  + -  +  А*/» +  + - +  =  0 бУл с а > У
долда ^1е1 + . . .+  Хкек +  ц / 1 + ... +  ц / л =  Бу
тенгликнинг чап томони V1 нинг вектори, унг томони эса 
V2 нинг вектори булгани учун бу векторларнинг иккаласи 
хдм Vl П V2 га тегишли ва демак ev  ..., еК лар орцали 
ифодаланади. Шундай цилиб, -v,gL- . . . -  v j;m - а,е, +...+ akek, 
a le1 +■•■+ + VA  +••■+ v ^ m = °- Бундан {ev  ek, gv  
g j  тизимнинг чизицли эрклилигига асосан а, = а 2 =... = 
а к = г, = ...=  v m = 0. Охирги муносабатлардан Х1е1 +... 
+ V *  + м /г +•"+ M/„ = - v &  - • • • -  v j b  =  0 тенгликни 
оламиз. Бундан эса {ер ..., ек, / р тизимнинг чизицли 
эрклилигига асосан A j - - А2 =...=  Хк = ц х = ...=  ц п = 0. Демак 
{ер ..., ек, / р ..., / л, gv ..., g j  тизим чизицли эркли.
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Энди ихтиёрий х  G Vx + V2 вектор бу тизим орцали 
чизицли ифодаланишини курсатамиз. Хар бир х  G V1 + 
V2 вектор х  = Xj + х2, Xj G Vv x2 G V2 куринишга эга. Энди 
Xj G F, вектор {ev  ..., ek, f v  ..., f n} тизим орцали ва x2 G V2 
вектор {ev  ..., ek, gv  ..., g j  тизим орцали ифодаланади. 
Демакx = х, + х2 вектор {ер ek, f v  gv  ..., g j  тизим 
орцали чизицли ифодаланади. Шундай кдлиб, {ер ..., ек, 
f v  gr  g j  тизим Vl +  V2 фазонинг базиси эканли
ги курсатилди. Бундан

dim (Vx + V2) = к  + n + т = (к + п) +  (к +  т) -  к =
= dim V{ + dim К, -  dim П Vr  U

Т а ъ р и ф . Агар хар цандай xG. Vx +  V2 вектор х  =  х х +  х2, 
х, G Vv х2 G V2 куринишда ягона усул билан ифодаланса, 
Fj + V2 йитнди myFpu йитнди деб аталади.

2 - т е о р е м а .  F; + V2 йитнди myFpu йитнди булиши 
учун Vj П V2 цисмфазонинг ноль фазо булиши зарур ва ки
фоя.

И с б о т .  Vx + V2 — тугри йигинди вах G Vx П V2, хх G Fp 
х2 G V2 булсин. У долда х, + х £  Fp х2 -  х G V2 ва ушбу 
Xj + х2 =  (Xj + х) + (х2 -  х) тенгликдан + V., тугри 
йигиндилигига асосан Х] =  х х + х. Бундан х = 0, яъни 
V, П V2 — ноль фазо.

Энди Fj П V2 = {0} булсин. У долда хх + х2= у х + у2, хр 
у х G Vv х2, у2 G К, тенгликдан хх ~ Ух -  У2 ~  х2 тенгликни 
оламиз. Бу ердан х} -  у х G Vv у  ̂ -  х2 G V2 эканлигини 
назарга олсак х, -  у х = у2 — х2 =  0. Шунинг учун х, = y v  
х2 = у 2. Бу ерда хр у х G Vx ва х2, у2 G F2 векторлар ихтиё
рий булгани учун F, + V2 тугри йигинди булади. ■

41-§. ЧИЗИВДИ АКСЛАНТИРИШЛАР 
ВА ИЗОМОРФИЗМ

F  майдон устида V  ва W  чизицли фазолар берилган 
булсин.

Т а ъ р и ф .  Агар f : V -* W  акслантириш ушбу:
1) хар цандай х, у, G F учун f(x  +  у) =  f(x) + f(y),
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2) цар кандай Л £  F ea  х  £  Vучун f(Xx) = £  f(x ) шартлар- 
ни цаноатлантирса, у  чизикли дейилади.

Бу ердаги 1) ва 2) шартларни ушбу: 
ф р цандай х, у  & V ваХ ,ц  £  F учун/(Ях + ^  = Я/ЭД + 

шарт билан алмаштириш мумкин (текширинг!). 
Математик индукция ёрдамида 1) ва 2) шартлардан дар 

цандай хр х2, хл £  Гва Яр Я2, Яп £  /у ч у н

муносабатнинг Уринли эканлиги курсатилади.
М и с о л л а р .  1) V — ихтиёрий чизикли фазо ва Я £  F  

берилган скаляр булсин. У долда f(x ) =  Ях — чизикли акс- 
лантириш. Хусусан, f(x) = х, яъни айний акслантириш- 
чизиклидир.

2) R1 текисликдаги дар бир векторни берилган а  бур- 
чакка буриш бу фазода чизикли акслантиришни беради.

3) Ушбу f(x) = 2х, + Зх2, х = (Xj, х2) £  R1, формула 
билан берилган f : R1 -* R  акслантириш — чизикли.

4) Ушбу f(x) =  (2Xj -  5х2), х = (хг х2) £  R2 формула 
билан берилган / :  R1 -* R1 — акслантириш дам чизикли.

5) i?[f] фазода досила олиш — бу фазони узини узига 
чизикли акслантиришдир.

Агар / :  V-> W b& g : W  ̂  U — чизикли акслантиришлар 
булса, у долда уларнинг купайтмаси (суперпозицияси), 
яъни gf: V -* U акслантириш дам чизиклидир. Хакикатан, 
дар кандай х, у  £  V, Я, н  £  /  учун

gf(Xx + цу) =  g(f(Xx +  ну)) = g(Xf(x) + fifty)) =
= Xgf(x) +HSfty)- ■

Чизикли f : V -* W  акслантиришнинг Я £  /  сонга 
купайтмаси деб ушбу (Я/)(х) = ЯДх) тенглик билан аник- 
ланган акслантиришга айтилади. Унинг чизиклилиги бе
восита текширилади.

Чизикли / j ; V -* W  ва f 2 : V  -> W  акслантиришларнинг 
йигиндиси деб, ушбу (/, + / 2)(х) = /Дх) + / 2(х) тенглик
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билан аницгтанган акслантиришга айтилади. Бу акслан- 
тириш чизицтидир:

ifi + / 2)(-Ьс + fiy) = f^Xx + цу) + f 2{Xx + ну) =
= Щ х )  + fifiiy) + Щ х ) +  м/2(у) =  Щ (х )  + f j x ) )  + 

+ n (fx(y) + / 2(у)) =  Щ  + f 2)(x) + fi(fx + f 2)(y).

Агар f:V ^ *  W — чизицли акслантириш узаро бир ций
матли булса, у долда / л : W  -* V  акслантириш дам чизиц
ли. Хацицатан, агар y v  у2 G W, X, н G /  булса, у долда 
У\ = /i(*i). У2 = Л х 2), x v х2 G У в а /-1(Ху1 + цу2) = / ' 1(ДД^1) + 
+ М * 2)) = /■'■А'Ц + (*х2) =  Ххх + цх2 = Х /Ч у )  + ц Г ](у2).

Т а ъ р и ф .  Узаро бир цийматли чизицли акслантириш изо
морфизм деб аталади. Агар V чизицли фазонинг W  чизицли 
фазога бирор изоморфизми мавжуд булса, V фазо W  фазога 
изоморф деб аталади ва V  =  W  куринишда белгиланади.

Чизицли акслантиришларнинг юцорида исботланган 
хоссаларидан дар цандай чизицли фазо уз и га изоморф 
эканлиги келиб чицади (яъни айний акслантириш — изо- 
морфизмдир). Ундан ташцари, агар V *=> W  булса, у долда 
W  ~  V\ (симметриклик хоссаси); агар V •* W, W  =* U 
б^лса, у долда V  «  U  (транзитивлик хоссаси).

Изоморфизм векторлар устидаги амаллар билан Урин- 
алмашиш хусусиятига эга булган узаро бир цийматли чи
зицли акслантириш булгани учун V фазонинг векторлар 
устидаги амалларга боглиц булган барча хусусиятлари их
тиёрий унга изоморф булган фазога утилганда сацланади. 
Хусусан, изоморф чизицли фазолар бир хил улчамга эга. 
Чекли улчамли фазолар учун бу тасдицнинг тескариси дам 
Уринли.

1-т е о р е м  а. Агар F майдон устидаги вектор фазолар 
бир хил чекли Улчамга эга булса, улар изоморф.

Теоремани исботлаш учун изоморфизмнинг симмет
риклик ва транзитивлик хоссаларига асосан /  майдон ус
тидаги дар цандай п улчамли V чизицли фазонинг F 1 га 
изоморф эканлигини кУрсатиш кифоя.

И с б о т .  Ушбу {ер ..., e j  тизим V нинг базиси булсин. 
Барча a v  ..., а п £  /у ч у н  Да,, ..., а п) = а хех + ...+  а е п
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тенглик билан аницланган / :  Р 1 -> V  акслантиришнинг 
изоморфизм эканлигини кУрсатамиз.

Агарх £  Квекторнинг {ev  ..., e j  базисдаги координата
лари ..., £„ булса, у долда Д£,, £п) = х. Координата- 
ларнинг ягоналикхоссасига асосан Д аг  ...,ап) =Д0р 9n) 
тенгликдан (av  ..., a n) =  тенглик келиб чицади.
Бу /  акслантиришнинг узаро бир цийматли эканлигини 
курсатади. Ундан ташцари /  — чизицли: агар и = (ар ..., 
a n), v = (fiv  ..., /3„), X, ц  £  F  булса, у долда

ДАн + fiv) = ДАо  ̂ + ..., Хап + цРп) =
= (Xai + +...+ {Xdl + /ifin)en =  X(ale1 + ...+  а е л) +

+ + ...+  f}nen) = АДы) + fifty). ■

Чизицли f : V - +  W  акслантириш берилган булсин.
Т а ъ р и ф .  Ушбу f(x) = 0 тенгликни цаноатлантирувчи 

барча х  £  V векторлар туплами чизицли f  акслантиришнинг 
негизи (ядроси) деб аталади ва к ф  куринишда белгиланади. 
ЛЮ = (f(x) / xE V} Q W  туплам /  акслантиришнинг акси 
(образы) деб аталади.

2-теор ем а .  Чизицли f : V -* W акслантиришнинг неги
зи V фазонинг цисмфазосидир, образи эса W фазонинг цисм- 
фазосидир. Агар V чекли улчамли булса, у  холда

dim к ф  + dim f(V ) = dim V

И с б о т .  Arap_Xj, х2 £  кф , X, fi £  F  булса, у долда 
Д*,) = 0, Дх2) = 0. БунданД/Ъс, + fix2) =  АДх,) + fif(x2) = 0 
яъни Ххх + цх2 £  к ф . Шунга ухшаш, агар у х, у2 £  f(V), X, 
ц £  F  булса у долда шундай хр х2 £  V  векторлар мавжуд
ки, у 1 = Дх,), у2 = Дх2) ваХух + цу2 = АДх,) + fifix2) =ДАх1 + 
+ fix2) £  Д V).

Энди dim V = п, {ер ..., ек} тизим к ф  негизнинг базиси 
ва V фазонинг к ф  негиздаги бу базиснинг тулдирилиши- 
дан досил булган базиси {ev  ..., ек, ек+1, ..., еп} булсин. У 
долда f ie k+x), ..., Деп) векторлар тизими f(V) нинг базиси 
булади. Хацицатан, агар у  £  f(V) булса, шундай х £  Умав- 
жудки, у  = f(x). Бунга асосан, агар х = а,е, + ...+  а кек + 
+ a k+iek+i + ■•• + а ,- £ / ’ ( / =  1 ,п )  булса, у  =  f(x) =
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= а к+А ек+1) + - + a / ( eJ  чунки f ( e j  = . .=  f(ek)  = 0. Ундан 
ташцари f ( e k+l), ..., f ( e J  векторлар чизикли эркли. 
Хацицатан, агар Xk+J[ek+l) + ...+  X /(eJ  =  0 булса,_у долда
Мыek,i +•■• + W  =  KJ(ekJ  +■■•+ xJ<eJ = о »  я ъ н и  

Xk+iek+i + - + ЯЛ  G kC0-
Демак, бирор n v ..., ц к Е F  учун

К + 1вМ  + - + К еп = '“Л  + --+ Н вк>
+...+ Hkek - i M - . . . - А л  = 0.

Бундан ва {ev  ..., ek, ek+l, ..., e j  тизимнинг чизикли 
эрклилигидан = ц 2 = ...=  ^  = Xk+ x =...= Ял = 0.

Шундай килиб,

dim V = n  =  k + ( n  — k) =  dim k(f) + dim f  (V).

Н а т и ж а .  Чекли улчамли чизикли фазонинг узини узига 
чизикли акслантиришининг узаро бир цийматли булиши учун 
унинг негизи ноль фазо булиши зарурий ва кифоявий шарт- 
дир.

И с б о т .  Бу шартнинг зарурлиги аён. Агар бу шарт ба
жарилган ва dim V =  п булса, 2-теоремага асосан dim f(V ) = 
п. Демак, f(V) = V  Ундан ташцари f(x) = f(y) тенгликдан 
Лх ~ У) = 0 тенглик, бундан эса х - у = 0 в а л '  = у 
тенгликлар келиб чицади. I

Бу натижада фазонинг чекли улчамлилиги мудим. Ма
салан, дар бир х  = x(t) £  7?[7] учун f(x ) = tx тенглик билан 
аницланган f : R[t] ■* J?[/] чизикли акслантиришнинг не
гизи ноль фазо булгани билан у узаро бир цийматли эмас, 
чунки унинг акси озод дади нольга тенг булган куп дад- 
лардангина иборат.



Еттинчи боб
ЧИЗИКЛИ, БИЧИЗИКДИ ВА КВАДРАТИК 

ФОРМАЛАР

42-§. ЧИЗИКЛИ ФОРМАЛАР

F  майдон устида V  чизикли фазо берилган булсин.
Т а ъ р и ф. Агар <р V -> F  функция ушбу:
1) хар цандай х, у, £  V учун <р(х +  у) =  <р(х) + <р(у);
2) х,ар цандай х £  V, X £  F учун <р(Хх) = Х<р{х) шартларни 

цаноатлантирса, у  чизицли форма (чизицли функция, чи
зицли функционал) деб аталади. Бошцача сузлар билан ай- 
тилганда, агар F  майдонни узи устида чизицли фазо деб 
царалса, чизицли форма — бу V чизицли фазони F  майдонга 
чизицли акслантиришидир.

М и с о л л а р .  1) Агар V  — улчами п булган чизицли 
фазо, х £  V  векторнинг бирор базисдаги координаталари 

ва а,, а 2, ..., а л Е F — берилган скалярлар булса, 
у долда <р(х) =  + а п£п функция V даги чизикли
формадир. Кейинрок V  даги дар цандай чизицли форма- 
нинг шу куринишда ифодаланиши мумкинлиги курсати- 
лади.

2) Чексиз улчамли С[а, Ь) чизицли фазонинг x(t) эле- 
ft

ментида ф(х) = |  x(t)d t тенглик билан <р : С [а, Ъ] -*• R
а

берилган функция чизицли формадир.
Энди dim V = п, {ev  ..., еп} тизим Гдаги базис, х  £  V 

векторнинг бу базисдаги координаталари £р ..., £л яъни 
х =Мхех + - . +  булсин. Агар <р : V -> F — чизицли форма 
булса, у долда <р(х) = а,£, + ...+  a j n, бу ерда а , = <р(е), 
(/ = Т,п)- Шундай цилиб, дар цандай чизицли форма ба
зисга кирувчи вектордаги цийматлари билан тула аницла- 
нади. Бу цийматлар чизикли форманинг берилган базис
даги коэффициентлари деб аталади.
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Агар {/j, тизим К даги бошк;а базис ва С = (у.к) — 
биринчи базисдан иккинчи базисга утиш матрицаси булса,

П П
у долда f k = , Рк = <P(fk) = 2  (* = !>")>

/=1 г=1 я __
ЯЪНИ /3* = (/с = 1, и) .

1=1
Бу формулалар базис узгарганда чизицли форманинг 

коэффициентлари цандай узгаришини курсатади.
Кдймати F  майдонда ётувчи V чизицли фазода аниц

ланган иккита чизицли форманинг йигиндиси ва V да 
аницланган чизицли форманинг скалярга купайтмаси яна 
V да аницланган чизицли формадир.

Бу амаляарга нисбатан V да аницланган циймати F 
майдонда булган барча чизицли формалар туплами /  май- 
дон устида чизицли фазо досил цилади (текширинг!). Бу 
чизицли фазо V га цушма деб аталади.

Т е о р е м а .  F майдон устида п-улчамли Vчизицли фазо 
ва <р : V -» F  — чизицли форма берилган булсин. У  холда tp 
чизицли форманинг ядроси R(<p) (л -  / )  улчамли цисмфа- 
зодир.

И с б о т .  41 -§. даги 2-теоремага кура

dim к(<р) + dim <p(V) dim V  = п.

Бу ерда <p(V) =  F  ва /  майдон узи устида бир улчамли 
чизицли фазо булгани учун dim к(<р) =  п — 1. Ж

43-§. БИЧИЗИ]$1И ВА КВАДРАТИК ФОРМАЛАР

Т а ъ р и ф. Агар ыкки вектор аргументли скаляр <р(х, у) 
функция Iр : V2 -> F х,ар бир аргументы буйича чизицлы булса, 
яъни

1) %ар цандай xv  х2 £  V ва A, fi Е /  учун

р(,Ц  + цх2, у) = X ip{xv  у) + f u p ( x 2, у)',

2) дар цандай y r  у2 Е К ва Л, /г е  F  учун

р(х, Ау, + цу2) =  hp{x, у,) + fi<p{x, у2)
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шартлар бажарилса, у  бичизицли форма (функция, функцио
нал) деб аталади.

М и с о л л а р .  1) Dx(a), D2(a) ва Д, фазоларда йуналги- 
рилган кесмаларнинг скаляр купайтмаси бичизиции форма.

2) Р  фазода х = (£р ..., ва у  =  (rjv  ..., т}я) векторлар
П

учун <р(х, у )  = 2  тенглик билан аницланган функция
бичизицли. " 1

3) Элементлари F  майдондан олинган п тартибли (а.к) 
квадрат матрица берилган булсин. Р  фазода х  = (£,, ..., £я)

п
ва у  =  (п., ..., г] ) векторлар учун <Р(х,У) = ^ а иЛ{Пк тенг- 

'* " i,k=1
лик билан аницланган функция бичизицлидир.

4) С[а, Ь\ фазонинг x(t) ва y(t) элементлари учун

ь
ф(х,у) = |  x(t)y (t)d t

а

тенглик билан аницланган функция бичизицли.
Энди dim V = п, {ev  ..., e j  тизим V даги базис, бу ба- 

зисда х  ва у  векторларнинг координаталари мос равишда 
..., £л ва r]v  ..., r)n булсин. У долда

' n п \  п

<р{х,У) = <Р 2 > * е*| =
Ki= 1 к=1 /  i,k=\

бу ерда а к = <р(е., ек).
Бу а 1к скалярлар <р(х, у) бичизицли форманинг {е,, ..., 

еп} базисдаги коэффициентлари, А =  (Ал) = (<р(е., ек)) £  Р * п 
эса — матрицаси деб аталади. Шундай килиб, тайинлан- 
ган базисда <р : V1 ■* F  бичизицли формалар билан эле
ментлари / д а н  олинган и тартибли квадрат матрицалар 
орасида узаро бир цийматли мослик мавжуд.

Энди базис ^згарганда бичизицли форманинг матри
цаси цандай узгаришини текширамиз. Агар V да бошца

И _____

Л  = 2  Улеп (К  =  1, и) базис олинган б^лса, у долда <р (х, у) 
(=1

201



бичизицли форманинг янги базисдаги матрицасини В = 
= (/Зл) орцали белгилаб, унинг элементлари учун куйида
ги ифодани топамиз:

' п п
Pik =  < p ( f » f k )  =  <р  2 y 4ke 4

\Р=1 <?=1
п п

=  2 YpiY*tp(e p>et )  =  2y l a Pqy qk■
p,q=\ рл=i

Бу тенглик В  = С  АС  эканлигини курсатади, бу ерда 
С = (у ft) — биринчи базисдан иккинчи базисга Утиш мат
рицаси. С матрица доим махсусмас булгани учун ва мат
рицанинг ранги махсусмас матрицага купайтирилганда 
узгармаганлиги учун А ва В матрицаларнинг ранги бир 
хил эканлигини топамиз, яъни бичизицли форманинг дар 
хил базислардаги матрицасининг ранги бир хил. Бу сон 
бичизицли форманинг ранги деб аталади.

Агар <р(х, у) — бичизицли форма булса, у долда q(x) = 
ip(x, х) квадратик форма деб аталади. Шундай цилиб, 
юцорида келтирилган дар бир мисол квадратик формага 
мисолни беради.

Т а ъ р и ф. Агар у,ар цандай х, у  е  V векторлар учун 
<р(х, у) =  <р(у, х) тенглик уринли булса, бу бичизщли форма 
симметрик деб аталади.

Симметрик бичизщли форманинг матрицаси у,ар цандай 
базисда симметрик: а л =  <р(е., ек) = <р(ек, е )  = а кГ

Аксинча, агар бичизицли форманинг матрицаси бирор 
базисда симметрик булса, бичизицли форма дам симмет
рик. Хак^цатан, А = (ал) — бирор базисда <р(х, у) бичи
зицли форманинг матрицаси, бу базисда х  ва у  вектор
ларнинг координаталари мос равишда ..., ва ijv ... ,t]n 
булсин. Агар А  — симметрик булса, у долда а й = а к! 
(г, к =  \ j i )  ■ Бунга асосан

РСУ.*) = Ё  ааЛЛк = ~%ОцПЛк =
i,k~l i,K=1

п п
=  Е  a k£kVi = 'Z a .k t.’lk = Ф ,У )-  

*,i=l l,k=1
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Агар F  майдоннинг характеристикаси (белгиси) 2 дан 
фаркли булса, у долда q(x) -  <р(х, х) квадратик форма ушбу

У) = \  (<р(х> У) + <Р(У> х)) симметрик бичизицли фор
ма билан дам досил цилинади. Ъу\р(х, у) симметрик бичи
зицли форма q(x) квадратик форма орцали бир цийматли 
аницланади. Хацицатан, q(x + у) =  1р(х 4- у, х  + у) = q(x) 
+ q(y) + 2 хр(х, у). Бу ердан

У>(х, у) =  \  (q(x + у) -  q(x) -  q(y)).

берилган квадратик формани досил цилувчи ягона сим
метрик бичизицли форма мавжудлигини курамиз.

Т а ъ р и ф .  Квадратик формани хосил цилувчи ягона сим
метрик бичизицли форманинг матрицасига квадратик фор
манинг матрицаси деб аталади.

Шундай цилиб, квадратик форманинг матрицаси май
дон характеристикаси 2 дан фарцли булганда аницланиб, 
у доим симметрик.

44-§. КАНОНИК БАЗИСЛАР

/м ай дон  устида Гчизицли фазо ва £  : V2 F — бичи
зицли форма берилган булсин.

Т а ъ р и ф .  Агар V даги {ер е J  базисда <р(х, у ) бичи
зицли форманинг матрицаси диагонал (яъни i n k  булганда 
tp (е., e j  =  0) булса, бу базис <р(х, у )  бичизицли форма учун 
каноник деб аталади.

Диагональ матрица симметрик булгани сабабли, бичи
зицли форманинг каноник базиси мавжуд булиши учун унинг 
симметрик булиши зарур. Агар F  майдоннинг характерис
тикаси 2 дан фарцли булса, бу шарт кифоя дамдир.

1-теор ем а .  Характеристикаси 2 дан фарцли майдон 
устидаги чекли Улчамли чизицли фазода аницланган хар цан
дай симметрик бичизицли форма каноник базисга эга.

И с б о т .  Исботни чизицли фазонинг улчами буйича 
математик индукция усули ёрдамида исботлаймиз.
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Характеристикаси 2 дан фаркли F  майдон устида п 
Улчамли V чизикли фазо ва tp : V2 -*■ F — бичизицли форма 
берилган булсин.

Агар п = 1 булса, тасдикнинг Уринлилиги аён, чунки 
биринчи тартибли дар цандай матрица диагонал куринишга 
эга. Энди п > 1 булсин ва Улчами < п булган чизицли 
фазолар учун теорема исботланган деб фараз циламиз.

Агар <р(х, у) = 0, яъни айнан нольга тенг булса, у долда 
унинг матрицаси дам ноль матрица булиб, унинг учун дар 
цандай базис каноник булади. Агар <р(х, у) нольдан фарц
ли бичизицли форма булса, у долда шундай ех G V вектор 
мавжудки, <p{ev п  0, чунки акс долда дар цандай х, у  £  V 
векторлар учун

<р(х, У) = \  (<Р(* +  У, х  + у) -  <р(х, х) -  <р(у, у)) = О

Уринли буларди.
Ушбу V1 =  {х G V /  <р(х, ех) = 0} тупламни курамиз. Бу 

туплам Гда Улчами (и -  1) га тенг цисм фазо досил цили- 
шини кУрсатамиз. Агар х, у  G Vv  X, ц  G  F  булса, <р(х, 
ех) =  <р(у, е{) =  0. Бундан <р(Хх + fiy, e j  = Х<р(х, e j  + 
+ fi<p(y, е,) = 0. Демак, Хх + /гу G  Vy Хар бир х G  V вектор 
ушбу х -  Хе] +  у, X G  F, у  G Vv  куринишда ягона усул 
билан ифодаланиши мумкин. Хакицатан, охирги тенглик 
<р(х -X e v  е;) = 0 тенгликка тенг кучли, яъни^>(х, e j  -  Х<р(е1,

q>(x,ej)
et) =  0. Бу эса <p(ev  et) п  0 булгани учун А, = -  ——- тенг
ликка тенг кучли. Шундай цилиб, X охирги тенглик орца
ли ягона усулда танланади, у  -  х  -  е; G Fj ва х = Хе} + у х 
куринишда ягона усулда ифодаланади. Демак, V фазо Fj 
цисмфазо билан бир улчамли {Xet /  X G F} фазоларнинг 
тугри йигиндисидир. Бундан dim V1 =  п -  1.

Индукциянинг фаразига асосан Fj фазода <р(х, у) би
чизицли форманинг каноник базиси мавжуд. Ушбу {е2, ..., 
e j  тизим Kj даги каноник базисларнинг бирортаси булсин. 
Ушбу {ev е2, ..., e j  тизимнинг V да каноник базис экан- 
лигини исботлаймиз.
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Хацицатан, 1 < к  учун <p(ev ек) = 0, чунки ек Е Vy Агар
2 < / < к б^лса, у долда {е2, ..., еп} тизим V] да каноник 
булгани учун <р(е, ек) = 0. Булардан <р{х, у) нинг симмет- 
риклиги туфайли дар цандай i *  к, i, к  =  1 ,п лар учун

<р (е., ек) = 0. ■

Исботланган теорема бичизицли форма учун каноник 
базиснинг мавжудлигинигина курсатиб, муайян бичизиц
ли форма учун уни цандай усул билан топиш кераклиги 
тугрисида курсатма (алгоритм) бермайди.

Куйида келтириладиган теорема баъзи бир симметрик 
бичизицли формалар учун шундай курсатмани (алгоритм- 
ни) беради.

2 - т е о р е м а .  Бирор {eIf ...,  e j  базисда А = (a .J  матри- 
цасининг барча бурчак минорлари нольдан фарцли булган 
(р (х, у) симметрик бичизицли форма берилган булсин. У  
%олда бичизицли форманинг бу базис билан учбурчакли утиш 
матрицаси орцали богланган шундай {fp ..., f j  каноник

Ayt -  1 __  „
базиси мавжудки, <p(fk, f j  = дА > (k = 1,п),  бу ерда

Д0= 1, Ак эса А матрицанинг к  — бурчак минори (k  = 1 ,п ).

Берилган {ег  ..., e j  базис билан учбурчакли утиш мат
рицаси билан богланган ва 1 < j  < к < п тенгсизликни 
цаноатлантирувчи j ,  к  лар учун ушбу

<Р (fk, е) = 0, <р (fk, ек) = 1 (1)

муносабатларни цаноатлантирувчи ягона {/j, ..., f )  базис 
мавжудлигини ва бу базиснинг теореманинг барча шарт- 
ларини цаноатлантиришини курсатамиз.

Янги {f\, ..., / п} базисни ушбу

Л  = (к  = 1 ,п ), уц, £  F,
i=i

куринишда цидирамиз. Хар бир тайинланган к учун (1) 
муносабатлардан ушбу
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2 'P(en e j)Yik = 0 (J  =  -  !). 2  <P(ei ’ ek)Yik =  I  
i=\ i=l

я ъ н и

X  a ijYik = 0 O' = 1, к  -  1), 2  «лУ* = 1

муносабатлар келиб чик,ади.
Тайинланган к  учун бу муносабатлар yu, y2t, уа  лар- 

га нисбатан детерминанти Ак п  0 булган А: та чизикли тенг
ламалар тизимидир. Бу тизим ягона ечимга эга булиб, у 
Крамер цоидаси буйича то пил ад и. Хусусан,

(* = й ) .

Шунинг учун {еИ e j  базисдан {/,, f j  тизимга 
утиш учбурчакли матрицаси махсусмас, чунки унинг де-

1 птерминанти Уп ' У22 ' '  ’ Ут -  ~г~ *  и . Бунга асосан {/., ...,
“ я

f j  тизим х,ам базисдир. Энди (1) дан i < к  тенгсизликни 
кэноатлантирувчи i, к  лар учун ушбу

<P(fk, f )  =  <Р(Л, = $ Y 0 > U , e j )  = О
у=1 ;'=]

муносабатни оламиз. Бундан <р (х, у) нинг симметрикяи- 
гига асосан i  > к  тенгсизликни цаноатлантирувчи i, к  лар 
учун <p(fk, f )  =  0 муносабатларни дам оламиз. Демак {/j, 
.... f } тизим <р (х, у) учун каноник базис. Нщоят, (1) га 
асосан

П „ __
<p(fk’f k )  = 2  Yik'fiifk^i) =  Ykk <Pifk>ek)  = — — (к = 1, «)•■  

i=l Ьк

Каноник базисни бу теоремада келтирилган топиш 
усули Якоби усули деб аталади.
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45-§. ЛАГРАНЖ УСУЛИ

Агар <р (х, _у) — симметрик бичизицли форма, q(x) = 
tp (х, х) унга мос квадратик форма ва {ех, e j  базису (х, у)

П

учун каноник булса, у долда <?(*) = 2  , бу ерда
;=1

а.. = q(e), £. эса х  векторнинг бу базисдаги i — координа- 
таси. Шунинг учун баъзан каноник базис куришни "квад
ратик формани квадратларнинг йигиндисига келтириш" 
деб дам гапирилади (аслини олганда бу ерда квадратлар
нинг йигиндиси тугрисида эмас, уларнинг чизикли ком
бинациям тУгрисида гаи кетаяпти).

Квадратик формани квадратларнинг йигиндисига кел- 
тирувчи ва Лагранж усули деб аталувчи универсал усул 
мавжуд. Унинг асосий ажралиб турадиган хусусияти шуки, 
унда масала базисни эмас, балки координаталарни кет- 
ма-кет алмаштириш йули билан дал цилинади.

Квадратик q(x) форма бирор базисдаги матрицаси 
А = (а..) булсин. Бу матрица симметрик, Бунга асосан

Ф )  = д (^ , = 2 а *££к  = Ё а .&  + 2  2
i, fc=l 1=1 1 £i<k£rt

Бизга q(x) = q (E,v  ..., £л) квадратик формага х  вектор
нинг ..., £л координаталарининг функцияси сифатвда 
к,араш цулайрок,.

А матрицани нольдан фаркли деб фараз циламиз (агар 
А бирор базисда нольга тенг булса, у дар цандай базисда 
дам нольга тенг булиб, унга мос квадратик форма дам 
айнан нольга тенг булади). У долда унинг камида бирор- 
та элемента нольдан фарцли.

Агар д п * 0 булса, у долда ^  ни уз ичига олувчи барча 
дадларни йикиб ва бу йигиндини квадратгача тулдириб, 
куйидаги ифодани оламиз:

<?(£...... , t l ) = а п (£1 + ^ £ 2+ ...+  ^ £ п )2 + q ^ 2, £„),
а п а п
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бу ерда q(g2, ..., £п) ифода п -  1 узгарувчининг квадратик 
формаси. Агар А матрицанинг а п эмас, балки бошкд би
рор диагонал элементи нольдан фарцли булса, юцорида- 
гига ухшаш мулодаза юритамиз (масалан а и ф 0 булса, 
уринга £. билан мулодаза юритамиз).

Энди А матрицанинг барча диагонал элементлари ноль
га тенг булган долни курамиз. У долда бирор а.р i Ф j  
элементи нольдан фарцли. Содцалик учун а и *  О булсин 
дейлик. Узгарувчиларнинг цуйидаги чизицли алмаштири- 
шини бажарамиз:

= г, + &  
*, = *1 -  
£3 = —  fj»

Бу чизицли алмаштиришнинг матрицаси махсусмас 
булиб, досил булган £', ..., £' узгарувчиларга боглиц 
булган янги квадратик форма учун а^  ^  0. Унга яна юцори- 
даги мулодазаларни татбиц цилиш мумкин. Бошца а., ф 
0, i Ф j  булган дол шунга ухшаш курилади.

Бу мулодазалардан куринадики, доим квадратик фор- 
мадан чизицли ифоданинг квадратини ажратиб олиш мум
кин, цолган ифодалар эса узгарувчиларининг сони битта- 
га кам квадратик формани досил цилади. Бу квадратик 
формага дам юцоридаги мулодазаларни татбиц цилиб ва 
математик индукция усулини кулланиб, пировардида бе
рилган квадратик формани чизицли ифодалар квадратла- 
рининг йигиндиси куринишида ифодалаш мумкин. Ш 

Мисол курамиз. V = R3 булиб, унда q(x) = q (£v  £2, £3) 
= £2 -  3£2 -  2£,|2 + 2£ j |3 -  6£2§3 квадратик форма берилган 
булсин. У долда

д(х) = -  2£& + 2£&) -  Щ  -  =
= (^  -  £2 + £3)2 -  % -  4£2 -  4£2£3 =

= а ,  -  ?2 + £3)2 -  (?г +  Щ ъ) -  4^3 =
= (^  -  f 2 + £3)2 -  й 2 + 2£3)2 = Г ) \-  г/\,
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бу ерда = ^  -  £2 + £3 , i?2 = £2 + 2 £3 узгарувчилар х 
векторнинг янги координаталари, яъни

Г N
Л , ' 1  - 1  Г

= с ,  с = 0  1  2

U s ; [ о  0  1

Бундан

V Ч ' ' 1  1 - 3 '

^ 2 =  с~‘ , С 4  = 0  1 - 2

ч Ъ ,

т“ЧОО

Демак, 38-§ га асосан {fv f 2, f 3} каноник базис {ер е3} 
базис билан куйидагича богланган:

f\ = f l  ш 2̂> Л — — ~ ®̂2 ез'

46-§. ХАКИКДЙ КВАДРАТИК ФОРМАЛАР

Коэффициентлари i? дациций сонлар майдонидан олин
ган чизикли, бичизик«ли ва квадратик формалар дациций 
деб аталади. майдоннинг характеристикаси ноль булга
ни учун юцорида исботланган барча теоремалар дациций 
формалар учун уринли.

Т а ъ р и ф .  Агар х,ар цандай нольдан фарцли х  вектор учун 
q(x) > 0  (q(x)<0) тенгсизлик бажарилса, q(x) %ациций квад
ратик форма мусбат (манфий) деб аталади.

М и с о л л а р .  1) К 1 фазода q(x) =  х\ + ...+  х*п квадратик 
форма мусбат. ь

2) С  [а, Ь\ фазода q(x) = f  x 2(t)d t квадратик форма мус
бат (исботланг). а

Агар {ev  е2, ..., e j  базис q(x) квадратик форма учун 
каноник булса, у долда унинг мусбатлиги q{e}), ..., q(en)
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сонлардан дар бирининг мусбатлигига тенг кучли. Бу шарт- 
нинг зарурлиги аён. Етарлилиги эса х вектор £л
координталарининг камида бири нольдан фаркли булганда

П
q(x) = ^  q(ek)^\ >  0 тенгсизликнинг уринлилигидан ке-

к = 1

либ чикдци.
Сильвестр белгиси деб аталувчи куйидаги теоремада 

квадратик форманинг мусбатлилик белгиси унинг матри
цаси тилида берилади.

1-теорема.  А — квадратик q(x) форманинг бирор ба
зисдаги матрицаси булсин. У  %олда q(x) форманинг мус
бат булиши учун А матрицанинг барча бурчак минорлари 
мусбат булиши зарур ва кифоявий шартдир.

И с б о т .  q(x) мусбат булсин. А матрицанинг /с-бурчак 
минорини оламиз:

< р ( с p î) . ■ < P ( e i > e k )

< p ( e k , e t )  . ■ ■ < Р ( е к , е к )

бу ерда <р (х, у) — шундай симметрик бичизицли форма- 
ки, q(x) =  <р (х, х). Бу минорнинг сатрлари чизикли эркли 
эканини курсатамиз, бундан минорнинг нольдан фарцли 
эканлиги келиб чицади. Хацицатан, бу минор сатрларини 
Ар ..., Xk £  R сонларга купайтириб, Rk фазонинг ноль век- 
торига тенглаймиз:

А,^(ер е ) + . . .+ Хк<р(ек, е .) = 0, (/ = 1 ,к )

Бундан у  (Ajgj +... + Хкек, е )  = 0, (/' = 1 , к ).

Бу муносабатлардан эса

к к 
X  ^i(P (^ei+---+Xkek,e i) = q Q , А;е;) = О 
;=i i=i

тенгликни оламиз. Бу ердан q(x) нинг мусбатлигига асосан
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I V / = 6  
1=1

тенгликни оламиз. Бу муносабатдан эса {ер ек\ тизим- 
нинг чизикди эрклилигига асосан А, = Х2 =...= 1к = 0 тенг
ликни оламиз. Бу эса Ак минор сатрларининг чизикди 
эрклилигини к^рсатади. Бундан Ак *  0 эканлиги келиб 
чик,ади. Якоби усулини куллаб, шундай {/j, - каноник 
базисни топамизки,

1 - . . .  Д,, q(f2) =  7 х » •••, q(fn) =  *

Бундан q форманинг мусбатлилигига асосан А, > О, >

О, ..., Ап > 0. _
Аксинча, агар Ак > 0 (к = \,п) б^лса, Якоби усулини 

к^ллаб, шундай {/J, f n} каноник базисни топамизки,

?(Л ) = % 1 > 0 (к = 1,п).
а к

Бундан юкррида исботланганга асосан д(х) форманинг 
мусбатлиги келиб чикдци. В

Шунга ухшаш муло^азалар билан квадратик форманинг 
куйидаги манфийлик белгиси исботланади: квадратик 
форма манфий булиши учун унинг матрицаси жуфт тар- 
тибли бурчак минорлари мусбат ва ток, тартибли бурчак 
минорлари эса манфий булиши зарурий ва кифоявий 
шартдир (исботланг).

Куйидаги теорема квадратик формаларнинг инерция 
к;онуни деб аталади.

2 -теор ем а.  Хрциций квадратик форманинг ихтиёрий 
каноник базиси векторларидаги мусбат цийматлари сони 
ва манфий цийматлари сони базиснинг танланишига бот- 
лиц эмас.

И с б о т. Хак.ик.ий квадратик q(x) форманинг иккита 
{е1, ..., e j  ва {/j, f j  каноник базиси берилган булиб,
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q(ex), ..., q(en) сонларнинг p таси мусбат, q(fx), ..., q(fn) 
сонларнинг г таси мусбат булсин. Керак булса, базислар- 
дага векторларнинг индекслари урнини узгартириб

Я(«к) =
> 0, агар к  = 1 ,р,

{< 0, агар к -  р + \,п.

ва

q(fk) =
> 0, агар к = 1, г,

О, агар к  = г +1, п

шартлар бажарилган деб фараз кдяиш мумкин.
Фараз кдпайлик, р > г булсин. Vx оркдли {ер ..., е } 

тизимнинг чизш^ли кобигини ва V2 оркдли {fr+i, ..., / л} 
тизимнинг чизикуш крбигани белгилаймиз. Бу тизимлар 
чизикди эркли булгани учун dim Vx = р, dim V2 = п -  г.

Бундан

dim (Vs П V2) = dim Vx + dim V2 -  dim ( Vx + V2) >
> p  + ( r t - r ) - n  = p -  r >  0.

Бунга кура нольдан фарк̂ ли х Е Vx П V2 вектор мавжуд, 

яъни х = = Демак, <?(*) = 2 9(е. )£? > 0 ,
, =  1 J= r+ 1  1= 1

чунки дар бир i = \,р учун д(е) > 0 ва £. ларнинг камида 
бири нольдан фарк,ли. Иккинчи томондан <?(*) =п _____

2 QifjWj -  чунки дар бир j  = г + 1,п учун дф  < 0.
j= r + 1

Олинган бу кдрама-кдршилик р < г тенгсизлик урин- 
ли эканлигини курсатади. Худци шунга ухшаш мулодаза- 
лардан г < р тенгсизликни оламиз. Демак р = г.

Энди юк;орида келтирилган мулодазаларни (—q) квад
ратик формага татбик, кдлиб, q квадратик форманинг ка
ноник базисдаги манфий кдйматлари сони базиснинг тан- 
ланишига бошик, эмаслиги курсатилади. ■

212



47-§. ЭРМИТ ФОРМАЛАРИ

Коэффициентлари С комплекс сонлар майдонидан 
олинган чизик^и, бичизикуга ва квадратик формалар 1- 
тур комплекс формалар деб аталади. Куйидагича таъриф- 
ланадиган комплекс коэффициентли 2-тур чизик̂ ли, би- 
чизиьуш ва квадратик формалар х,ам курилади.

Т а ъ р и ф. Агар <р : V -* С функция:
1) щр к,андайх, у G Vвекторлар унун<р(х + у) = <р(х) + <р(у),
2) х,ар к,андай х G V ва Я G С учун. <р(Хх) = Я <р(х) шарт- 

ларни цаноатлантирса, у 2-тур чизик̂ ли форма деб ата
лади.

Бу иккала шарт ушбу:
Хар к;андай х, у G Гва Я, fi G С лар учун <p(lx + цу) = 

= I  <р(х) + ц<р(у) шартга тенг кучли.
Т аъ ри ф . Агар икки вектор аргументли комплекс <р(х, у) 

функция биринчи аргументи буйича 1-тур чизи^ли форма ва
2-аргументи буйича 2-тур чизи/дги форма булса, у 2-тур 
бичизш\ли форма деб аталади.

П __
Масалан, ушбу <р(х,у) = '̂ _,alkh,ir]k функция, бу ерда

х =  (£15 £„), У = (vv *)„) a ik £  С, (i, k  = 1 ,п), О  да 
аникданган 2-тур бичизиьуш формадир.

Агар <р(х, у) функция 2-тур комплекс бичизикда форма 
булса, у х;олда q(x) = <р(х, х) функция 2-тур квадратик 
форма деб аталади. 2-тур бичизикди форманинг 1-тур би- 
чизивуш формалардан фарк;и шуки, улар мос квадратик 
формалари буйича бир цийматли тикланадилар: агар 
q(x) = <р(х, х) булса, у долда бевосита дисоблаш курсата- 
дики

<р(х, у) = ~ (q(x + у) + iq(x + iy) -  q(x - у ) -  iq(x -  iy)) (1) 

(текширинг).
Агар комплекс V фазода 2-тур <р{х, у) бичизик̂ ли фор

ма, бу фазонинг {е,, e j  базиси, х, у  G Vвекторларнинг
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бу базисдаги мос равишда £1} ва rjv ..., rjn координа- 
талари берилган булса, у долда

бу ерда а.к = <р(е., ек), А = (ай) Е СПХп матрица ip форманинг 
{ер ..., e j  базисдаги матрицаси дейилади. Агар базис узгар- 
са, у долда <р форманинг матрицаси 1-тур формаларнинг 
матрицаларига ухшаш ко ид а буйича узгаради.

Агар V фазода бошкд f k = ^  {к = 1,«) — базис,

С = (У*) ~  биринчи базисдан иккинчи базисга утиш мат
рицаси ва <р(х; у) форманинг иккинчи базисдаги В = (fijk) 
матрицаси берилган булса, у долда

Бу тенглик В  = СТАС эканлигини курсатади, бу ердаги 
С = (Уис) матрица С матрица элементларини мос равиш
да комплекс кушмасига алмаштиришдан досил булган.

Т а ъ р и ф. Агар у;ар цандай х, у £  Vучун <р(х, у) = <р(у, х) 
тенглик уринли булса, 2-тур <р(х, у) бичизицли форма (ва 
унга мос q(x) = <р(х, х) квадратик форма) эрмит формаси 
деб аталади. 1-тур бичизицли формалар орасида симмет
рик формалар кандай урин тутса, 2-тур бичизицли форма
лар орасида эрмит формалар шундай урин тутади.

Т а ъ р и ф . Агар элементлари С майдондан олинган 
А = (а.к)  матрица учун АТ = А (яъни а  ас = а к1)  тенглик ба- 
жарилса, у эрмит матрицаси деб аталади.

Хар к;андай базисда эрмит формасининг матрицаси 
доим эрмит матрица, чунки atk = (р(еи ек) = <p{ek ,ej) = a ki. 
Аксинча, агар 2-тур бичизик^ли форманинг матрицаси

П

\ р = 1 q = 1

n  ____  n
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бирор базисда эрмит булса, у долда унинг узи хам эрмит. 
Хакдк,атан, агар А = (а.к) — эрмит матрица булса, у холда

Ф ,У ) =  = '2 a ^iV k =
i,k=l i,k=1

и _ n _
= ^ “иПк^ = 2 a *Vi£k =<р(У,х). 

i,k~ 1 i,k- 1

1-теорема. 2-тур <p(x, у) бичизицли форма эрмит були
ши учун унга мос q(x) = <р(х, х) квадратик форманинг ций- 
мати х,ар цандай х  G V учун %ациций булиши зарур ва ки- 
фоя.

И с б о т. Хак.ик.атан х = у булганда <р(у,х) = <р(х,у) тенг- 
ликдан q(x) = q(x) тенгликни оламиз. Аксинча, агар q(x) 
хар цандай х G V учун хак,ик,ий булса, (1) формулага асо
сан

<р(х,У) = \(д(х + У) -  iq(x + iy) -  q(x -  у) + iq(x -  iy) = 

=  \ W y + x) + iq(y + ix) -  q(y -x )  -  iq(y -  ix)) = <p{y, x). Ш

Эрмит бичизик/ш формалари учун юк;орида симметрик 
бичизикди формалар учун олинган теоремаларга ухшаш 
теоремаларни олиш учун 2-тур бичизщли формаларга мос- 
лаштирилган каноник базис таърифини берамиз.

Т а ъ р и ф. Агар 2-тур бичизицли форманинг матрицаси 
{ер ..., еJ  базисда диагонал ва х,ак,щий булса, у берилган 2- 
тур бичизик а̂и форма учун каноник деб аталади.

Бундай матрица эрмит булгани учун хозир киритилган 
маънодаги базисларга фак,ат эрмит формаларигина эга 
булиши мумкин. Агар q(x) — эрмит квадратик формаси 
булса, унинг каноник базисдаги куриниши куйидагича:

q(x) = ^ а ^ у Л к  = i)a**l£*P , 
k=l

бу ерда а а  = q(ek) G R.
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Куй ид а келтириладиган эрмит формалари дакдцаги 
теоремаларнинг исботлари симметрик формалар дакдца- 
ги мос теоремаларининг исботларига ухшаш булгани учун 
уларни келтирмаймиз ва укувчига муста^ил исботлашга 
крлдирамиз.

2 -теор ем а.  Чекли улчамли комплекс фазода аницлан- 
ган %ар цандай эрмит формасининг каноник базиси мав
жуд.

3-теорема (Сильвестр белгиси). Эрмит формасининг 
мусбат булиши учун унинг бирор базисдаги матрицаси барча 
бурчак минорларининг мусбат булиши зарур ва кифоя.

4-теорема (инерция цонуни). Эрмит форманинг их
тиёрий каноник базиси векторларидаги мусбат циймат- 
лари сони ва манфий цийматлари сони базисни танлашга 
бомиц эмас.



Саккизинчи боб 
ЕВКЛИД ВА УНИТАР ФАЗОЛАР

48-§. ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИ

Т а ъ р и ф. Агар V %ацик;ий чизик^и фазода икки вектор 
аргументли (х, у) скаляр функция учун ушбу

1) у;ар кандай х, у Е V учун (х, у) -  (у, х);
2) %ар кандай х р х2, у Е Vучун (х, + х2, у) = (хр у) + (х2у)\
3) х,ар цандай х, у Е  V, X G R учун (Хх, у) = Х(х, у);
4) х,ар цандай нольдан фар/ушхЕ Vвектор учун (х ,х )> 0  

шартлар бажарилса, у скаляр купайтма деб аталади. Ска
ляр купайтмали V фазо эса евклид фазоси деб аталади.

Равшанки, евклид фазонинг дар кдндай к,исмфазоси 
дам евклид фазо.

Юкрридаги 2) ва 3) шартлар скаляр купайтма биринчи 
аргумента буйича чизик,ли эканлигини, булар ва 1) сим- 
метриклик шарти эса унинг симметрик бичизик,ли форма 
эканлигини курсатади. Охирги 4) шарт бу бичизикди фор
мата мос квадратик форманинг мусбатлигини курсатади.

М и сол л ар . 1) Dj (a), D2(a) ва 2>3 фазоларда йуналти- 
рилан кесмаларнинг скаляр купайтмаси деб уларнинг узун- 
ликларини улар орасидаги бурчакнинг косинусига купайт- 
масини оламиз.

2) R" да х  = (ау, ..., а п) ва у = ..., /?в) векторларнинг 
скаляр купайтмаси деб

(х,у) =
1=1

функцияга айтамиз.
3) С[а, Ь] фазода x (t)  ва y(t) узлуксиз функцияларнинг 

скаляр купайтмаси деб
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b
{x,y) = ]x(t)y(t)dt 

a

функцияга айтамиз. (Бу мисолларда скаляр купайтманинг 
барча хоссалари бажарилишини текширинг.)

V евклид фазосида {хр хк} векторлар тизимининг 
Грам детерминанта деб ушбу

(Xi,Xi) . • {xx,xk)

• (Xk,Xk)

детерминантга, Грам матрицаси деб эса ушбу ((х,,ху)), 
( i ,j  = l,fc) матрицага айтамиз.

1-т е о р е м а. Агар { х , , х А} тизим чизицли эркли булса, 
унинг Грам детерминанти мусбат, ва акс %олда — нольга 
тенг.

И с б о т. Дастлаб {хр ..., x j  тизим чизюуш эркли булган 
Холни курамиз. У холда бу тизим уз чизикди крбит Vl 
нинг базиси, бу тизимнинг Грам матрицаси эса (х, у) сим- 
метрик бичизюуш форманинг V} даги матрицаси булади. 
Квадратик (х, х) форма мусбат булгани учун Сильвестр 
белгисидан Грам детерминантининг мусбатлиги келиб 
чицади.

Энди {Xj, ..., xk} тизим чизщуш богланган булсин. У 
долда Грам детерминантининг сатрлари чизик^ш боглан
ган: Aj Xj + ...+  Xkxk = 0 тенгликдан барча i = 1 ,k  лар учун

Aj(xp х.) + ...+  Xk{xk, х.) = (A2Xj + ...+  Xkxk, x) ~ ( 0 ,  x.) = 0

тенглик келиб чикдди. Бундан эса Грам детерминанти
нинг нольга тенг эканлиги келиб чик,ади. U

Бу теореманинг мухим натижаларидан бири — Коши- 
Буняковский тенгсизлиги (баъзан Шварц тенгсизлиги хам 
дейилади):
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2-т е о р е м а. Агар х  вау евклид фазосининг векторлари 
булса, у холда

(х, у)2 < (х, х) (у, у).

Бу тенгсизликда тенглик булиши учун х в а у  векторлар- 
нинг чизицли ботанган булиши зарур ва кифоя.

И с б о т. Бу тасдикринг исботи Грам теоремасини {х, у} 
тизимга татбик; кдлинганда бу тизимнинг Грам детерми
нанта (х, х) (у, у) -  (х, у)2 эканлигидан келиб чикдди. ■

Коши-Буняковский тенгсизлигида х ва у векторлар 
сифатида if1 евклид фазонинг (сср а п) ва (fiv ..., j3n) 
векторлари олинса, дар кдндай дакдаий a v ..., а п, 
сонлар учун

( а \Р\ +■ ■ -+ а п Р п  У  -  ( а \ + •  • -+ а 1 ) ( P l  + -  •  -+ P l )

тенгсизлик уринли эканлигини оламиз.
Коши-Буняковский тенгсизлигида х ва у векторлар 

сифатида С [а, Ь] евклид фазосининг x(t) ва y(t) элемент- 
ларини олсак, [а, Ь\ да аникданган ва узлуксиз дар кдн- 
дай x(t) ва y(t) функциялар учун

( }  х ( /Ж 0 * )  *  /  x(t?dt • /  y (y fd t
\ а  / а  а

тенгсизлик уринли эканлигини оламиз.
Евклид фазодаги х векторнинг узунлиги деб у/(х,х) 

сонга айтилади ва уни | х | (баъзан || х ||) куринишда белги- 
ланади. Бундан келиб чикддики, ноль векторнинг узун
лиги нольга тенг ва бошкд дар кдндай векторнинг узун
лиги мусбат. Ундан ташкдри дар кдндай х е  V ва А 6  R 
учун

|Ах| = |Я | | х|.

Хакикдтан

|Ах| = J(Xx,Xx) = ^£(х,х)  = |А| • |х|.
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3-тео р ем а. Xjap цандай иккита вектор йитндисининг 
узунлиги улар узунликларининг йитндисидан катта эмас, 
яъни

|х + у\ < |х| + | у |.

Исбот. Хакдцатан, Коши-Буняковский тенгсизлигига 
асосан

\х + у\2 = (х + у, х + у) = |х |2 + \у\2 + 2(х, у) < 

<|х|2 + |у|2 + 2|х|-|.у| = (|х| + |у|)2.

Бундан \х + у\<  |х| + |у|. ■
Вектор узунлигининг бу хоссаси х ва у векторлар айир- 

маси узунлигини уларнинг орасидаги масофа (метрика) 
деб олишга имкон беради.

Таъриф . Евклид фазосида х вау  векторларнинг ораси
даги масофа (купинча метрика дам дейилади) деб р(х, у) = 
= | х -  у | у;ак,иъ;ий функцияга айтилади.

Киритилган | х — у | масофа метриканинг барча хусуси- 
ятларига эга:

1) дар цандай х ва у учун р(х, у) = р(у, х).
2) х;ар цандайх *  у учунр(х, у) > 0; х = у учунр(х, у) = 0 

ва аксинча р(х, у) = 0 булса, х  = у;
3) дар цандай х, у, z учун р(х, у) < р(х, z) + p(z, у).
Биринчи ва иккинчи хоссаларнинг бажарилиши аён.

Учинчи хосса куйидагича исботланади:

\х -  у | = |(х -  z) + (z -  у)I <\х -z\  + \z -у\.

Ушбу р(х, у) = | х -  у | метрика евклид метрикаси деб 
аталади.

49-§. ОРТОГОНАЛ ВА ОРТОНОРМАЛ ТИЗИМЛАР

Коши-Буняковский тенгсизлиги ихтиёрий иккита ноль- 
дан фарк«ли х ва у векторлар орасидаги бурчак таърифини 
киритишга имкон беради:
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(х,зО<р = arc cos | i | i 
lx l • к  I

чунки Коши-Буняковский тенгсизлигига асосан

(х,у) < 1

Йуналтирилган кесмалар фазосида бурчакнинг бу таъ- 
рифи бурчакнинг оддий таърифига айланади.

JZТ а ъ р и ф. Агар х ва у векторлар орасидаги бурчак — га 
тенг булса, бу векторлар ортогонал дейилади.

Агарх вау векторлар ортогонал булса, у долда (х, у) = 0. 
Аксинча, нольдан фаркди х ва у векторлар учун (х, у) = 0 
булса, улар ортогонал.

Демак, юцоридаги таърифни куйидагича айтса х,ам була- 
ди. Агар нольдан фарк«ли х ва у векторлар учун (х, у) = 0 
булса, улар ортогонал дейилади.

Евклид фазосидаги векторлар тизимига кирувчи дар 
цандай иккита вектор ортогонал булса, бу тизим ортого
нал дейилади. Агар ортогонал тизимга кирувчи хар бир 
векторнинг узунлиги бирга тенг булса, бу тизим ортонор- 
мал дейилади. Хар цандай ортогонал тизимни, ундаги х;ар 
бир векторни узунлигига булаб, ортонормал тизимга ай- 
лантириш мумкин.

Мисол курамиз. С [а, Ь] евклид фазосида 2п + 1 век- 
тордан иборат ушбу

1, cos t, sin t, cos It, sin It, ..., cos nt, sin nt

векторлар тизими ортогонал, чунки дар к,андай бутун к ва 
т лар учун

2л
/  cos kt sin mt dt = 0
о
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О, агар к *  т
/  cosk tcosmtdt = ■ я, агар к = тФ О
о аиг, Ь — т -  I2л, агар к = т = 0

2л
/  sin kt ■ sin tdt = 
о

О, агар к *  т 
я, агар к = т .

Хар бир векторни унинг узунлигига булиб, ушбу

ортонормал тизимни оламиз.

Т е о р е м а  Чекли улчамли евклид фазосида ортонор
мал тизимлар мавжуд.

И сб о т . Хак.ик.атан (х, у) симметрик бичизикди фор
манинг {ev ..., e j  каноник базиси мавжуд. Бу базис век
торлари ортогонал, чунки i *  к булганда (е., ек) = 0. Бу 
базис векторларининг дар бирини унинг узунлигига булиб, 
ортонормал базисга келамиз.

V евклид фазосида {ev ..., e j  ортонормал базис ва 
..., сонлар х векторнинг бу базисдаги координаталари 
булсин. У долда

Агар t]v ..., rjn сонлар у векторнинг уша базисдаги ко
ординаталари булса, у долда

1 cos? sin t cos nt sin nt

S t ’ л/  ̂ ’ л/я ’ ’ ' л/я ’ Г л

(x ,ek) = ='Z^i(ei, ek) =
П

Демак
n

x = ^ (х ,е к)ек .
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п п

(х,у) = 'Z(ei,e k) i ir}k = ■

Хусусан, у = х учун

к=1

п

в а  га

V фазо сифатида текисликдаги йуналтирилган кесма- 
лар фазосини олсак, охирги тенглик Пифагорнинг клас
сик теоремасини беради. Шунинг учу# охирги тасдикка 
Пифагор теоремасининг жуда кенг умумлашмаси деб 
цараш мумкин.

V евклид фазосида У1 цисмфазо ва х G V вектор берил- 
ган булсин. Агар х вектор У1 цисмфазонинг дар бир век- 
торига ортогонал булса, х вектор У1 цисмфазога ортого
нал дейилади.

Таъриф . V1 цисмфазога тегишли булмаган х G Vвек
тор учун шундай хг G V вектор топилсаки, х  — х, вектор 
У] цисмфазога ортогонал булса, бундай х1 вектор х вектор- 
нинг У1 цисмфазога ортогонал проекцияси (сояси) деб ата
лади.

Хусусан, агар х вектор У{ цисмфазога ортогонал булса, 
у долда ноль вектор х векторнинг V1 га ортогонал проек
цияси булади.

1-теорема.  Агар хх G Vx вектор х  G V векторнинг ор
тогонал проекцияси булса, у %олда х, векторга тенг булма
ган %ар цандай z G Vx вектор учун \ х -  z | > | х -  x j тенг- 
сизлик уринли (яъни евклид метрикасида х1 вектор У} фа- 
зода х векторга энг яцин вектор).

И сб о т . Хацицатан, z — х1 вектор У1 нинг нольдан 
фарцли вектори ва (х -  xv z -  х:) = 0. Шунинг учун

50-§. ОРТОГОНАЛ ПРОЕКЦИЯЛАР
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1x - $  = ( x - z , x - z )  = ((X -Xj) -  ( z - xj), (x - x x) -  (z -x ,))  =

= |x -  x j2 + \z -  Xjl2 > |x -  Xjl2 

Бундан \x -  $ > \x -  xj. ■

2-т e о p e м а. Агар Vl — евклид Vфазосининг чекли улчам
ли цисмфазоси булса, у холда V1 га тегишли булмаган х,ар 
цандай х вектор ягона х, £  Vt ортогонал проекцияга эга.

И сб о т . Vx нинг бирор {ер ..., ек) ортонормал базисини 
оламиз. У долда

Xi = '2 (x ,ei)e i G V: 
i=l

вектор x векторнинг V1 га ортогонал проекциясидир. 
Хак^^атан, дар бир т = 1? 2, к  учун

к
0 , 0  = 2 (х ,е , ) (е , ,ет ) = (х,ет) .

1 = 1

Демак, (х -  xv ет) = 0. Шунинг учун дар кдндай 
к т к

У -  ^Vmem е  *1 вектор уЧуН ( x - x 15j )  = ^rjmix ~
m=l m-l

-Xi,em) = 0.
Ортогонал проекциянинг ягоналиги 1-теоремадан ке

либ чик;ади. ■
Векторнинг чексиз улчамли к^гсмфазога ортогонал про- 

екцияси мавжуд булмаслиги дам мумкин. Масалан, маъ- 
лумки, С [а, Ь] фазода евклид метрикасида ё  узлуксиз 
функциясига энг як,ин булган купдад мавжуд эмас. Бун
дан ё  функциясининг купдадлар к^исмфазосига ортогонал 
проекцияси мавжуд эмаслиги келиб чикдди.

Мисол курамиз. Ушбу

П
ао +  2  (а к cos kt + Рк sin  kt)

1
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куринишдаги дар цандай функция п даражали тригоно- 
метрик купхад деб аталади. Даражаси < п барча тригоно- 
метрик кущадлар С [а, Ь] фазонинг 2« + 1 улчамли Т 
цисмфазосини хосил цилади. Юцорида курилган ушбу

1 cos t sin t cos nt sin nt

4 b i ’ J n  ’ 4 л  ' 4 n  ’ 4 л

тизим бу цисмфазонинг ортонормал базисини хосил ци- 
лади.

Агар ДО функция [0,2л:] сегментда аницланган ва уз- 
луксиз булса, у ходда 2-теореманинг исботида курсатил- 
ганига кура, унинг Тп цисмфазога ортогонал проекцияси 
(яъни евклид метрикасида бу функцияга энг яцин булган 
тригонометрик купхад)

^  (ак cos № + Рк ^  ^0
к=1

кущаддир, бу ерда

а к = — /  f ( t )  cos ktdt, /Зк = —f  f { t )  sin ktdt
71 о л  0

Бу тенгликлар билан аницланган а к ва/5  ̂коэффициент- 
лар fit) функциянинг Фурье коэффициентлари дейилади.

51-§. УНИТАР ФАЗОЛАР

Унитар фазо — евклид фазосининг комплекс куриниши. 
Т а ъ р и ф. Агар Vкомплекс чизицли фазода икки вектор 

аргументли (х, у) комплекс цийматли функция учун ушбу:
1) %ар К/йндай х, у е  Vучун (х,у) = (у,х ) ;

2) xflp цандайxv х2, у G Уучун (х> + х2, у) = (х,, у) + (х2, у); 
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3) х,ар цандай х, у £  V, X G С учун (Хх, у) = Х(х, у);
4) у;ар кандай нольдан фарцли x G  V вектор учун (х, х) > О 

шартлар бажарилса, у V комплекс чизицли фазодаги скаляр 
купайтма деб аталади. Скаляр купайтма аницланган Vком
плекс чизицли фазо эса унитар деб аталади.

Равшанки, унитар фазонинг дар кдндай цисмфазоси 
дам унитар фазо.

Иккинчи ва учинчи шартлар скаляр купайтма бирин
чи аргумента буйича чизшуш эканлигини курсатади. Бун
дан ва биринчи шартдан иккинчи аргумента буйича 2- 
тур чизшуш эканлиги, яъни

(X, у1 + у2) = (х ,у )  + (х, у2),
(х, Ху) = X (х, у)

шартларнинг дар кдндай х, у, у} , у2 £  V, X & С учун бажа- 
рилиши келиб чикдди (исботланг). Буларга кура, унитар 
фазодаги скаляр купайтма эрмит формаси булиб, унга мос 
квадратик форма мусбат.

Мисол курамиз. Агар С?1фазодах = (av . .. ,а п) вау = (fiv 
..., Рп) скаляр купайтмани

П __
(х,у) =

1

тенглик билан киритсак, С1 унитар фазога айланади (тек- 
ширинг).

Евклид фазосидаги каби унитар фазода дам, Грам де
терминанта тушунчаси киритилади ва векторлар тизими 
чизивуш эркли булса, уларнинг Грам детерминанти мус
бат эканлиги ва акс долда — нольга тенг эканлиги исбот- 
ланади. Бу теоремани иккита вектордан иборат тизимга 
татбик, кдлиб, унитар фазо учун Коши-Буняковский тенг- 
сизлигини оламиз. Унитар фазода бу тенгсизяикнинг кури- 
ниши куйидагича:

\{х, у)? < (х, х) (.у, у).
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Унитар фазода векторнинг узунлиги худци евклид фа- 
зодагидек таърифланади: |*| = -J(x,x) . Х,ар к,андай X G С 
учун

\Хх\ = \X\-\x\

Коши-Буняковский тенгсизлигидан Vунитар фазонинг 
дар цандай х, у векгорлари учун |х + у|<|х| + |_у| тенг- 
сизликнинг уринли эканлиги келиб чицади. Бу евклид 
фазодаги каби унитар фазода ушбу р(х, у) = | х -  у | тенг- 
лик орцали метрика киритишга имкон беради.

Унитар фазода иккита вектор орасидаги бурчак тушун- 
часи киритилмайди, аммо ортогоналлик тушунчаси ки- 
ритилади: агар унитар фазодаги нольдан фарвуш иккита 
векторнинг скаляр купайтмаси нольга тенг булса, улар 
ортогонал деб аталади. Ортогонал ва ортонормал тизим 
тушунчалари худци евклид фазосидагидек киритилади.

Унитар фазода ортонормал базисларнинг мавжудлиги 
зрмит формалар дацидаги теоремалардан бевосита келиб 
чикдци. Агар V унитар фазода {ер ..., еп} ортонормал ти- 

” -А
зим берилган ва х = Т  %кек , У — 2 , Vkek бу фазодаги век- 

" 1  *=1

торлар булса, евклид фазодаги каби, ушбу

_____  п __

£к -  (х,ек), (к  = 1,л), (х ,у ) = ^ kVk,
к=1

о п 2
. N * 2 N

к=\

тенгликларни оламиз.
Бу параграфдаги келтирилган теоремаларнинг исбот- 

ларини мустакрл бажариш тавсия цилинади.



Тущизинчи боб 
ЧИЗИ1У1И ОПЕРАТОРЛАР

52-§. ЧИЗИК^ПИ ОПЕРАТОРЛАР ВА УЛАРНИНГ 
МАТРИЦАЛАРИ

Чизикди фазонинг узини узига чизикди акслантири- 
ши чизицли оператор деб аталади.

Мисоллар. 1) F  майдоннинг тайин бир X элементи бе
рилган булсин. Бу майдон устидаги Vчизикди фазонинг 
х -> X х акслантириши чизикди оператордир.

2) D2(a) ва DJ фазоларда бирор тугри чизик, берилган 
булсин. Йуналтирилган кесмани бу тугри чизикда орто
гонал проекцияланиши чизик^ш оператордир.

3) А Е Р]Уп матрица берилган булсин. F 1 чизиьуш фазо 
элементларини п та элементли бир устун куринишида 
ифодалаб, унинг узини узига ушбу х -> Ах (А матрицани 
чапдан х устунга купайтириш) акслантириши чизикуш опе
ратордир.

4) Л [/] ва Rn[t\ чизик̂ ти фазоларда досила олиш ама- 
ли — чизицли оператор.

5) С [а, Ь] фазода дар бир х{() узлукиз функция учун
t

/(? )  = /  x(u)du, (а < / < Ь) , тенглик билан аницланувчи 
а

акслантириш чизицли оператор.
41-§ да чизицли акслантиришларнинг йигиндиси, 

купайтмаси ва сонга купайтмаси таърифланган эди. Бу 
таърифларни V чизицли фазодаги чизицли операторлар 
тупламига татбиц цилсак, у бу амалларга нисбатан далца- 
га айланади. Бунда чизицли операторлар йигиндиси ва 
купайтмасининг далца аксиомаларини цаноатлантириши 
бевосита текширилади. V чизицли фазонинг дар бир эле- 
ментини 0 элементига утказувчи оператор (у ноль опе
ратор деб аталади) бу далцада ноль ролини уйнайди. V
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чизшуш фазонинг хар бир элементини узини узига утка- 
зувчи айний оператор (у бирлик оператор х,ам деб атала
ди) хдлкдда бирлик ролини уйнайди.

V чизикди фазода /  чизикди оператор ва У] цисмфазо 
шувдай булишсаки, ,\ар бир х Е Vi учун Дх) G У1 шарт 
бажарилса, У1 к,исмфазо /  чизик^и операторга нисбатан 
инвариант деб аталади. Масалан, х,ар бир / чизик«ли опе
ратор учун ker /  ва f{V) цисмфазолар инвариантдир. 
Хацицатан, агар х G к ег  /  булса, у хрлда Дх) =  О G ker f  
Агар х G Д V) булса, у хрлда Дх) G Д У), чунки х G У

F  майдон устидаги чекли улчамли Кчизик^ги фазо
да {<?р ..., еп} базис в а / :  У -* Гчизицли оператор берил-

П
ган булсин. У х,олда хар бир х = е  ^  учун

/( х )  = j?£kf ( e k)'
k=l

Бундан куринадики, чизик̂ ли оператор базис вектор- 
лардаги к,иймати билан тула аницланар экан. Чизик̂ ли опе- 
раторнинг базислардаги цийматларини базис буйича ёйиб, 
куйидаги ифодаларни оламиз:

п __

;=1

А = (alk) Е Fn'n матрица чизик/ш операторнинг {е1; ..., 
e j  базисдаги матрицаси деб аталади. Шундай кдпиб, агар 
чекли улчамли V фазода базис берилса, у хрлда х,ар к,ан- 
дай / :  V -> V чизтуш оператор бу базисдаги матрицаси 
билан бир кдйматли аник^ланади. п — улчамли Vчизицли 
фазода базиснинг берилиши, бу фазодаги чизикди опера- 
торлар билан F  майдон устидаги п тартибли квадрат мат- 
рицалар орасида узаро бир кдйматли муносабат урнатади.

М и сол л ар . 1) Z>3 фазода базис сифатида г, j ,  к орт- 
ларни олиб, абсцисса укдга /  ортогонал проекциялашни 
цараймиз. Бунда /( / )  = /, f ( j )  = f(k') = О булгани учун 
унинг матрицаси
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'1 0 o'
ООО

(о о о,

2) F 1 фазода базислар сифатида е, = (1, 0, 0), е2 = (0,
1, 0), ея = (0, 0, 1) ортларни олиб, А = (a ik) £  Р Хп 
матрица оркдли fix) = Ах чизицли операторни

А ех) = а пех + а21е2 + ...+  а п, еп,

Ае)  = а 1» + «2» е2 +■••+ а шеп

муносабатлар орцали аницлаймиз. Демак, / операторнинг 
олинган базисдаги матрицаси А.

3) фазода {1, t, ..., f }  базис олинса, унда диффе- 
ренциаллаш операторининг матрицаси

0 1 0 . . 0 0
0 0 2 . . 0 0

0 0 0 . . 0 n
0 0 0 . . 0 0

куринишга эга.
4) Ноль операторнинг матрицаси дар кдндай базисда 

дам ноль матрица.
5) Бирлик операторнинг (айний акслантиришнинг) мат

рицаси дар кдндай базисда бирлик матрицадир.
Чекли ^лчамли V фазода базис берилган булса, у долда 

бу фазодаги/ чизицли операторлар билан уларнинг^мат- 
рицалари орасидаги узаро бир цийматли муносабат куйи
даги хоссаларга эга:

Ajsr% = Af  + Ag; Akf = AAr  X G F;
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Охирги хоссани исботлаймиз (цолган хоссаларнинг ис- 
боти шунга ухшаш). Базис {е,, еп} берилган булиб, бу 
базисда f  g ва fg  чизик^и операторларнинг матрицалари 
Af = К ) ,  4  =  (Д.,) ва Af  = <ул) булсин. У *олда

/ ( е*) а Ё а »«/. g(ek) = Х А Л .i=i /=1

0&)(«*) = 2 у«а » ^  = 1’ л)-i=i

Иккинчи томондан

Ж е*) = /(* (**)) = /  2  / V ,  = 2  Ы Ю
\р=1

/>=1 \/= 1 / ;=1 \/>=1
е.

Демак Ул = 2  a ipfipk , яъни ^  = А  "А-
/>=1 /

Таъриф . Лгар f : V -* V акслантриш (чизщли булиши 
шарт эмас) учун шундай g : V -* V акслантириш мавжуд 
булсаки, fg  = g f = е — бирлик (айний) акслантириш булса, g 
акслантириш f  га тескари деб аталади.

Агар /  акслантириш учун тескариси мавжуд булса, у 
ягона. Хащщатан, иккита gv g2 тескари акслантириш мав
жуд булсин:

fSi ~ S / =  е, fg2 = g / =  е. 

у хрлда gjgl = (g/)gt = eg1 = gr

Иккинчи том он д ан ^  = g2(fgj = g2e = g2. Демак, gl = g2. 
Берилган /  акслантиришга тескари g акслантириш g = f l 

куринишда белгиланади. Агар/ — чизшуш оператор булса,
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у долда / '  дам чизшуш. Х,ак<ик.атан, агар х, у Е V ихтиё
рий векторлар булса, /  нинг тескариси мавжуд булгани 
учун шундай ягона а, b 6  Vвекторлар мавжудки, Да) = х, 
ДЬ) = у. Бундан / чизицли булгани учун Да + Ь) = х + у. 
Натижада

/-'(х  + у) = Г Д а  + b) = а + b = f l(x) + f-\y).

Шунга ухшаш / _1(Ах) = Х/Л(х) хосса исботланади.
1-тео р ем а . Чекли улчамли чизицли фазодаги чизицли 

операторнинг тескариси мавжуд булиши учун унинг мат
рицаси махсусмас булиши зарур ва кифоя. Бу шорт бажа- 
рилганда унинг матрицаси %ар цандай базисда махсусмас 
ва A L = А}1.

И сб о т. Чизшуш /  операторнинг тескариси булган g 
чизшуш оператор мавжуд булсин: fg = gf = е. У долда 
ихтиёрий берилган базисда /  ва g ларнинг матрицалари 
куйидаги тенгликни кд но атлантиради:

А -А  = А -А, = А, = А = Е, бу ерда Е  — бирлик
J % & J  JS е

матрица. Бундан Af  матрицанинг махсусмаслиги ва 
Ag = А 1 = Af l тенглик бажарилиши келиб чикдди.

Аксинча, бирор базисда Af  махсусмас булсин. У долда 
бу базисда матрицаси А = Af l шартни кдноатлантирувчи 
чизикди g операторни олсак, унинг учун Afg = Af  • Ag = Ag  = 
= Ag • Af  = E  тенгликлардан fg  = gf = e тенгликларни ола
миз (чунки берилган базисда /  -» Ар Af  -» /  — узаро бир 
цийматли муносабатлар), яьни /  нинг тескариси мавжуд ва 
g = / 1- *

Энди базис узгарганда чизшуш операторнинг матри
цаси кдндай узгаришини кузатамиз. F  майдон устидаги V 
чизивуш фазода иккита {ер ..., e j ,  {fv ..., f n) базислар ва 
и : V -* V — чизшуш оператор берилган булсин. А на В 
матрицалар и чизивуш операторнинг мос равишда бирин
чи ва иккинчи базисдаги матрицалари булиб, С-биринчи 
базисдан иккинчи базисга утиш матрицаси булсин. Агар 
А = (aik), В = ф.к), С = (yik) деб олсак, у долда
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п п

п

Ушбу v{eh) = f k (к = \,п) тенглик билан янги v : V-* V 
чизик«ли операторни аникдаймиз. Бу операторнинг {ер ..., 
e j  базисдаги матрицаси С матрицадир. С матрица бир 
базисдан иккинчи базисга утиш матрицаси булгани учун 
у махсусмас. Бундан келиб чикддики, v чизик̂ гш опера
торнинг тескариси мавжуд.

Энди ушбу

тенгликдан v нинг тескариси мавжудлигидан фойдаланиб.

тенгликни оламиз. Бунинг маъноси шуки, v'uv оператор
нинг {ер ..., e j  базисдаги матрицаси В = (filk) га тенг. 
Иккинчи томондан чизикди операторлар билан уларнинг 
матрицалари орасидаги узаро бир цийматли муносабат- 
нинг хоссаларига асосан v'uv чизикди операторнинг {ер 
..., e j  базисдаги матрицаси С 1АС га тенг. Натижада В = 
= СЛАС. Бу билан куйидаги тасдик, исботланди:

2-т е о р е м а. Агар чекли улчамли V фазода чизицли опе
ратор иккита базисдаги матрицалари мос равишда А ва В  
булиб, С-биринчи базисдан иккинчи базисга утиш матри
цаси булса, у х;олда В  = С 1 АС.

Т а ъ р и ф. п-ни тартибли А ва В квадрат матрицалар 
учун шундай махсусмас п-тартибли С матрица топилсаки, 
В  = О1 АС булса, А ва В матрицалар ухшаш деб аталади.

Барча и-тартибли F  майдон устидаги квадрат матрица
лар тупламидаги бу ухшашлик муносабати рефлексивлик,

П
v^uv(ek) = ^j p ikei
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симметриклик ва транзитивлик хусусиятларига эга, яъни 
бу тупламда эквивалентлик муносабатидир (текширинг).

2-теореманинг маъноси шуки, чизик,ли операторнинг 
турли базисдаги матрицалари ухшашдир.

53-§. ХОС ВЕКТОРЛАР ВА ХОС СОНЛАР

Агар чекли улчамли чизи*уш фазода чизикди оператор 
учун матрицасини диагонал куринишга келтирадиган ба
зис мавжуд булса, бундай чизшуш оператор диагоналла- 
шувчи деб аталади. Операторнинг диагоналлашувчилиги 
масаласи табиий равишда хос векторлар ва хос сонлар 
тушунчаларига олиб келади.

Таъриф . Агар нольдан фаркди х вектор учун шундай 
Л G / ’мавжуд булсаки, fix) = Лх тенглик бажарилса, х век
тор /  чизик,ли операторнинг хос вектори ва Л эса бу хос 
векторга мос хос сон деб аталади.

М и сол л ар . 1) Х>3 фазода берилган тугри чизик^а ор
тогонал проекциялашдан иборат булган чизикуш опера
тор учун бу тугри чизикда ётувчи дар бир нольдан фаркуш 
вектор хос вектор булади. Бу векторлар дар бирининг хос 
сони 1.

2) i?[f] фазода досила олиш операторининг хос вектор
лари фак,ат узгармас сонлардан иборат. Улар дар бири
нинг хос сони 0. Умуман, агар чизик«ли оператор нольдан 
фар!уш негизга эга булса, негизга тегишли дар бир век
тор — хос вектор; унинг хос сони 0.

3) D2(a) фазода берилган <р бурчакка <р & пл , п е  Z, 
буришдан иборат чизшуш операторнинг хос вектори йук,.

1-теор ем а.  Чекли улчамли чизицли фазодаги чизицли 
операторнинг диагоналлашувчи булиши учун унинг хос век- 
торлардан ташкил топган базисининг мавжуд булиши за- 
рур ва кифоя. Бу шарт бажарилганда оператор матрицаси 
диагонал элементлари мос базис векторларининг хос сон- 
лари булади.

И сб о т . Чизшуш /  оператор диагоналлашувчи, яънй 
бирор {ер ..., e j  базисда унинг матрицаси диагонал кури- 
нишда булсин:
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У х;олда f ie k) = Хкек, (к = 1 ,я). Демак еп, еп хос век
торлар, А,, ..., Хп эса мос хос сонлар.

Аксинча, f i e k) = Хкек, (к  = 1,и) тенгликлардан /  опера
торнинг {ер ..., еп} базисдаги матрицаси диагоналлиги ва 
Af  га тенглиги келиб чикдди. ■

2-теор ем а .  Чекли улчамли комплекс фазода %ар цан- 
дай чизицли оператор хос векторга эга.

И с б о т. Хос х вектор ва хос А сон учун fix) = Хх тенг- 
лик ушбу { f  -  Хе) (х) = 0 тенгликка тенг кучли, бу ерда е- 
бирлик оператор. Охирги ( f  -  Хе) (х) = б тенглик эса х 
вектор/  -Х е  операторнинг негизига тегишли эканлигини 
курсатади. Шундай кдлиб, хос векторнинг мавжуд були
ши бирор A G С учун f  — Хе оператор нольдан фаркди 
негизга эга эканлигини курсатади. Чекли улчамли фазода 
охирги шарт эса /  -  Ае Операторнинг тескариси мавжуд 
эмаслигига тенг кучли,?яъни бу оператор матрицаси хар 
цандай базисда махсус. Шундай кдлиб, агар /  оператор
нинг матрицаси А булса, у х,олда бу оператор хос сонлари 
туплами del(A -  ХЕ) = 0 тенгламанинг илдизлари туплами 
билан устма-уст тушади, бу ерда det(A -  ХЕ) ифода А — ХЕ 
матрицанинг детерминанта. Ушбу det (А -  ХЕ) = 0 тенг- 
лама А га нисбатан п = dim Vдаражали тенглама булиб, А" 
олдидаги коэффициент (-1)" га тенг. Алгебранинг асосий 
теоремасига асосан бундай тенглама С майдонда камида 
битта илдизга эга. Шундай кдлиб /  оператор камида бит- 
та хос сонга ва демак, хос векторга эга. ■

Бу теоремада чекли улчамлилик шарти мущм. C[t) чек- 
сиз улчамли фазода Дх) = tx оператор е̂ч цандай хос век
торга эга эмас.

Чизшуш оператор учун чизивуш V фазода хос вектор
нинг мавжуд булиши бу фазода бир улчамли инвариант



к^исмфазонинг мавжуд булишига тенг кучли. Бунга кура
2-теорема айтадики, чекли улчамли комплекс фазода дар 
кдндай чизикди оператор бир улчамли инвариант к,исм 
фазога эга.

3-т е о р е м а. Агар чекли улчамли комплекс фазода икки 
чизицли f  ва g  операторлар урин алмашувчи (яъни fg  = gf) 
булишса, у х;олда улар умумий хос векторга эга.

И сб о т. Чизшуш / оператор учун а-хос вектор ва А,- 
мос хос сон булсин: Да) = Аха. фазо чизикди /  -  А,е 
операторнинг (е-бирлик оператор) негизи булсин. У ноль
дан фаркди, чунки а £  Vy Агар х £  Vx булса, у долда 
Дх) = AjX ва fg{x) = gf(x) = g(AjX) = A,g(x).

Бу g(x) £  V] эканини курсатади. Демак, Vx чизикди / ва 
g операторлар учун инвариант. Чизикди g операторнинг 
аникданиш содасини Vx гача торайтириш натижасида 
досил булган операторни gx билан белгилаймиз. 2-теоре- 
мага асосан gx оператор У] да камида битта хос векторга 
эга. Масалан, b £  Vx шундай хос вектор булсин: g(b) = AJb. 
Бу вектор /учун дам хос вектор Дй) = АХЬ, чунки b £  Vr ■

Коэффициентлари Т^майдондан олинган квадрат Л мат
рица учун тузилган а(А) = aJA) = det(А -  АЕ) купдад А 
матрицанинг характеристик купдад и деб аталади.

Ухшаш матрицаларнинг характеристик купдадлари уза
ро тенг. Хакдкдтан, В = С 1 АС булсин, бу ерда С коэффи- 
циентлари F  майдондан олинган махсусмас матрица. У 
долда матрицалар купайтмасининг детерминанта хак,ида- 
ги теоремага асосан

а в{А) = det(B -  АЕ) = det( C ]AC -  СЧЕС) =
= det С 1 (А —АЕ)С = detOidet(A -  АЕ) detC = aJA).

Бундан аёнки, берилган чизикуга операторнинг турли 
базисдаги матрицалари бир хил характеристик купдадга 
эга. Бу характеристик купдад берилган чизикуш опера
торнинг характеристик купдади деб аталади.

4 -теор ем а .  Агар сонли F  майдон устидаги п улчовли 
чизицли фазода аницланган чизицли операторнинг харак
теристик купдади п та турли илдизга эга булса, бу опера
тор диагоналлашувчидир.
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И с б о т. Дастлаб ихтиёрий чизшуш фазода чизикди 
операторнинг турли хос сонларига мос келувчи хос век- 
торларнинг чизикди эркли эканлигини курсатамиз.

Ушбу {хр хк} — турли хос сонларга мос келувчи хос 
векторлар булсин: fix )  -  Ах, (/ = \,к), бу ерда / ф j  учун 
А. ^ А у

Бу тизимнинг чизик̂ ли эрклилигини к буйича матема
тик индукция ёрдамида исботлаймиз. Тасдик; к = 1 да х] 
^ 0 (х,ар цандай хос вектор учун) булгани учун аён. Тас
дик, (к -  1) та хос векторлар учун уринли булсин деб фа- 
раз циламиз.

Эндихр ..;Х к векторлар учун = б тенглик урин
ли булсин. Бу тенгликдан i=1

/ ( 2 а л )  = = 2  М Л  = 6\/=1 / 1=1 1=1

к  к

тенгликни оламиз. Ушбу а (ос, = ^  a i k̂xi = О тенглик-
i=i i=i

к

дан охирги тенгликни айириб, ^  a i( î ~ ^к)х, = 0 тенг-
i=i

ликни хосил циламиз. Индукциянинг фаразига кура xv 
..., хкл чизиьуш эркли. Бунга кура охирги тенгликдан а .(А. -  
~Ак) = 0, (i = 1, к — 1) тенгликларни оламиз. Хос сонлар 
турли булгани учун А(. -  Ак ^ 0 (t = 1, к -  1). Бундан ва
охирги тенгликлардан а. = О, (/ = 1,Ат — 1) тенгликларни 

к  _ _ 
оламиз. Булардан ва X  apct = 0 тенгликдан а кхк = 0 тенг- 

i=i _
ликни оламиз. Хос вектор хк ф 0 булгани учун а к = 0. 
Демак а. = 0 (г = 1 ,к ) . Бу хр ..., хк векторларнинг чизивуш 
эркли эканлигини курсатади.

Энди А,, ..., Хп сонлар берилган чизиьут операторнинг 
хос сонлари, ер ..., еп эса бу хос сонларга мос хос вектор
лар булсин. У холда исботланганга кура, ер ..., еп вектор
лар тизими чизик̂ ли эркли булиб, Vфазонинг базиси була- 
ди. 1-теоремага асосан /  чизшули операторнинг бу базис
даги матрицаси диагонал куринишга эга. Ш
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D2 фазода берилган <р бурчакка (<р *  яп, п Е Z) буриш 
чизикди оператори мисоли курсатадики, 2-теорема чекли 
улчамли дащидий фазоларда уринли эмас. Бошкдча суз 
билан айтганда чекли улчамли чизшуш фазоларда чизик,- 
ли операторнинг бир улчамли инвариант к,исмфазоси 
булмаслиги мумкин.

Куйидаги теорема курсатадики, чекли улчами х,ак,ик,ий 
фазоларда чизиьуш операторнинг бир улчамли инвариант 
кдсм фазоси доим булмасаям, лекин икки улчамли инва
риант кдсмфазоси доим мавжуд.

5-теорема. Чекли улчамли хациций чизицли Vфазода чи
зицли f  оператор берилган булсин. У  х;олда шундай к, ц Е  R 
сонлар ва бир вацтда нольга тенг булмаган шундай х , у G V 
векторлар мавжудки, Д х) = кх — цу, Ду) = цх + ку (агар 
ц — 0 булса, х  ва у векторларнинг нольдан фарцлиси f  опе
раторнинг хос вектори булади).

И сб о т . Хар кдндай чекли улчамли дациций чизикди 
фазо бирор п учун R? га изоморф булгани учун V = R” деб 
олишимиз мумкин. Бу фазода базис сифатида ушбу 
е, = (1, 0, ..., о), = (0, 1, 0, ..., 0), = (0, 0, ..., 0, 1) 
ортлар тизимини оламиз. Бу базисда чизшуш / оператор
нинг матрицаси А = (aft) булсин. У долда дар кдндай х Е  
R" учун Дх) = Ах, бу ерда х вектор устун куринишида 
ёзилган. Энди О  фазода дар бир Z Е  О  учун чизик,ли g 
операторни g(z) = Az тенглик билан аникдаймиз, бу ерда 
дам z вектор устун куринишда ёзилган. 2-теоремага асо
сан g операторнинг хос вектори мавжуд, уни Zq билан ва 
мос хос сонни оркдли белгилаймиз. У долда z0 = хп + iya 
куринишда ёзишимиз мумкин, бу ерда х0, у0 — баравар 
нольга тенг булмаган R даги векторлар (чунки Z0 *  0). 
Хос | сонни £ = к Я, ц Е  R куринишда ёзиб оламиз. 
Ушбу AZ0 = £Z0 тенгликдан А(х0 + гу0) = (к + щ) (х0 + 
+ %) = (Ц, ~ МУ0) + ' 0*хо + ку0). Бу ердан

Л*0) = А ,  = ~ РУ0>
Ду0) = Ау0 = цх0 + ку0.

Шуни айтиш керакки, улчами бирдан орт и к, булган 
комплекс ч и з и ц л и  фазоларда диагоналлашувчи булмаган 
чизикди операторлар мавжуд.
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Масалан, С2 фазода бирор базисда

матрицага эга булган чизтдш /оператор диагоналлашув- 
чи эмас. Х акдк,атан, акс долда шундай махсусмас

С = 'Уп Уп''
V 2 1  У 22 J

матрица мавжудки, В = С 1 АС диагонал куринишга эга:

(А 0)
В =

Бундан ва АС = СВ тенгликдан

б 0'
1 0

Уп Уп = (Уп Уп) 'А 0'

\У 21 У 22 у \у21 У22 j 1°

муносабатни оламиз. Бу муносабатдан эса Ауи = fiyn  = 0, 
лУц = Уц> W 22 = Уп» Уп = у 12 = 0 тенгликларни оламиз. 
Охирги тенгликлар эса С матрицанинг махсусмас экан- 
лигига зид.



Унинчи боб
МАТРИЦАЛАРНИНГ ЖОРДАН 

НОРМАЛ ФОРМАСИ

54-§. МАТРИЦАЛИ КУПДАДЛАР

Матрицали купдад деб, X комплекс узгарувчили шун
дай А(Х) функцияга айтиладики, унинг к^ийматлари С май
дон устидаги п — тартибли квадрат матрицалар булиб, у

А(Х) = А0 + АхХ + ...+  АтХ т (1)

куринишга эга, бу ерда А0, Av ..., Ат — тартиби п булган 
квадрат матрицалар. Таърифдаги п сони матрицали купдад- 
нинг тартиби дейилади. Агар Ат нольдан фаркди булса, 
т сони матрицали купдаднинг даражаси, Ат эса юцори 
коэффициенти дейилади.

Матрицалар устидаги амалларнинг хоссаларидан фой
даланиб, дар кдндай матрицали купдадни п — тартибли 
шундай квадрат матрица куринишида ёзиш йумкинки, 
унинг элементлари X узгарувчининг комплекс коэффици- 
ентли купдадларидан иборат:

А(Х) =
anW  ••• ат(Х)

•••
(2)

Бундай матрицалар X — матрицалар деб аталади.
Матрицали купдадларни X — матрицалар куринишида 

ёзиб олиб ва сонли коэффициентли купдадларнинг хос
саларидан фойдаланиб, А(Х) — матрицали купдад (1) ифо- 
дасидаги Л0, Аг ...,Ат матрицаларнинг бир к,ийматли аник,- 
ланганини топамиз; улар А(Х) матрицали купдаднинг ко- 
эффициентлари деб аталади.
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Хусусан, х,ар к,андай A G С учун А(Х) ноль матрица 
булиши учун барча А0, Av ..., Ат коэффициентларнинг 
ноль матрица булиши зарур ва кифоя. Агар А(Х) — ноль
дан фарк^и матрицали купвдд булса, у хрлда А(Х) га ноль
дан фарвуш коэффициент билан кирувчи! нинг энг юкрри 
даражаси А(Х) матрицали куп.\аднинг даражаси булади. 
Равшанки, А(Х) нинг даражаси унинг (2) ифодасидаги а.к(Х),
(i,k  = 1 ,п) купхдцлар даражаларининг энг каттасига тенг. 
Барча п — тартибли X матрицаларнинг тупламини С!""[2] 
орк,али белгилаймиз.

Матрицали куп^адларнинг (2) ифодасидан фойдаланиб, 
уларнинг йигиндиси ва купайтмасини матрицаларнинг 
йигиндиси ва купайтмаси орцали киритамиз. Бу амаллар 
C°"N[X] тупламни далк,ага айлантиради (хдлца аксиомалар 
бажарилишини текширинг). Бу ^алкдца бирлик элемент 
ролини п — тартибли бирлик матрица уйнайди. Агар п > 2 
булса, хдлкд коммутатив эмас ва нольнинг булувчиларига 
эга (мос мисоллар келтиринг). Куйидаги теоремага С°'п\Х] 
х,алк,ада крлдикуш булиш х.ак.идаги теорема деб к,араш мум- 
кин.

1-теорема. А(Х), В(Х) — тартиби п га тенг матрицали 
кущадлар, В(Х) — нольдан фарцли ва унинг юцори коэффи- 
циенти махсусмас булсин. У  холда тартиби п булган шун
дай <2,(1), Rt(X), Q2(X), Rz(X) матрицали кущадлар мав
жудки,

А(Х) = Q,(A) В(Х) + Л,(А) = B(X)Q2{X) + R2(X).

Бунда, агар Rt(X) ёки Л2(Я) матрицали кущадлар ноль
дан фарцли булса, у х;олда уларнинг даражаси В{Х) нинг 
даражасидан кичик.

И с б о т. Агар А(Х) — ноль ёки даражаси В(Х) никидан 
кичик матрицали кушдд булса, Qt(X) = Q2(X) = 0, i?j(l) = 
= i (̂A) = А(Х) деб олинса, теорема исботланади.

Энди А(Х), В(Х) ларнинг даражалари мос равишда т, к 
булиб, т > к бажарилсин.

Энди теоремани ноль купхддлар ёки даражаси < т 
кущадлар учун исботланган деб фараз кдламиз. А(Х) ва
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В(Х) кущадларни (Я) нинг даражалари камайиб бориш 
тартибида ёзамиз:

А(Х) = АХт +..., В(Х) = ВХк +... .

Бунга кура

A ft) = А(Х) -  Л ВХ В(Х)Х т-к

купхдд ё ноль ёки даражаси < т булган купдад.
Индукциянинг фаразига мувофик,

А&) = Q0a w )  +

муносабат уринли, бу ерда R̂ X) ё ноль ёки даражаси 
< к  булган кущад. Бундан

а (я ) =  а в  ' в ( щ т к +  л х(х) =  Q , a ) s a )  +  ЛДЯ),

бу ерда Q,(A) = AR1Хт'к + Q0{X).
Q2(X) ва Rl(X) купдадларнинг мавжудлиги шунга ухшаш 

исботланади (муста кдл курсатинг). ■
Энди А{Х) = Ап + АхХ + ...+  АХт — тартиби п булган 

матрицали кущад, X  — тартиби п булган комплекс мат
рица булсин. А(Х) га X нинг урнига X ни куйиб, барча 
амалларни бажариш натижасида х,осил булган А(Х) = А0 
+ + АхХ + ...+АтХп матрица А(Х) кущаднинг Хматрицада- 
ги крймати деб аталади. Равшанки, агар А(Х) = В(Х) + 
С(Х) булса, у долда дар цандай X  G С1*" матрица учун Л(Х) 
= В(Х) + С(Х). Аммо А(Х) = В(Х) • С(Х) тенгликдан доим 
А(Х) = В(Х) С(Х) тенглик келиб чи^авермайди. Бунинг 
сабаби шуки, В(Х) ва С(Х) матрицали кущадлар купайти- 
рилганда комплекс X узгарувчи бу кушдцларнинг матри- 
цалардан иборат коэффициентлари билан урин алмаши- 
нувчи, аммо X матрица эса бу хоссага эга булмаслиги мум- 
кин. Агар X  матрица С(Х) куп.хдднинг матрицалардан 
иборат барча коэффициентлари билан урин алмашинув- 
чи булса, у х,олда А(Х) = В(Х) С(Х) дан А(Х) = В(Х) • С(Х) 
тенглик келиб чикдци. Шу изовдан фойдаланиб, куйида- 
ги теорема исботланади.
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2 -т е о р е м а  (Гамильтон-Кэли). Агар А матрицанинг 
характеристик кущади <р(Х) булса, j  %олда <р(А) = 0 (бу 
ерда <р(А) деб <р(Х)Е матрицали кущаднинг А матрицадаги 
циймати тушунилади).

И сб о т. В(Х) оркдли (Ajk(X))T матрицами белгилаймиз, 
бунда AJX) оркдли А -  IE  матрицадаги мос элементнинг 
алгебраик тулдирувчиси белгиланган. Детерминантлар на- 
зариясидан (21 -§, 3-теорема) маълумки

<р{Х)Е = В(Х) (А -  ХЕ)

А матрица А -  ХЕ матрицали купхдднинг иккала коэф- 
(|)ициенти билан урин алмашинувчи булгани учун юкрри- 
даги тенгликдан <р(А)Е = В(А) (А -  АЕ) = 0 тенгликни 
оламиз. ■

(?*"[!] ^алк;ада тескариси мавжуд булган элементлар 
унимодуляр А-матрицалар деб аталади.

3-т е о р е м а. X-матрица унимодуляр булиши учун унинг 
детерминанта узгармас (яъни X га боглик, эмас) булиши 
зарур ва кифоя.

И сб о т. Таърифга асосан, агар Я-матрица А(Х) унимо
дуляр булса, унинг учун шундай Я-матрица В{Х) мавжуд- 
ки, А(Х) • В(Х) = В(Х) • А(Х) = Е. Ушбу detA(l) ва detB{X) лар 
X га нисбатан кушдцлар ва cletA(l) • detB(X) = 1 булгани 
учун detA(X) — нольдан фарк̂ ли сондир. Аксинча, агар 
detA(X) = А — нольдан фаркди сон ва А(Х) = (ajk(X)) булса,
у долда В(Х) = (fiik(X)), fiik{X) = -^Aki(X) деб оламиз, бу ерда
АЫ{Х) орк,али А(Х) матрицадаги ак. элементнинг алгебраик 
тулдирувчиси белгиланган. У хщдаЛ(А)ДА) = В{Х)А{Х) = Е.Ш

55-§. КАНОНИК А-МАТРИЦАЛАР

Т а ъ р и ф. Куйидаги шартларни цаноатлантирувчи X - 
матрица каноник деб аталади:

1) у диагонал матрица;
2) диагонал буйича дастлаб нольдан фарк̂ ли купхддлар, 

кейин ноллар жойлашган;
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3) нолъдан фарцли %ар цандай кущаднинг юцори коэффи
циенты бирга тенг;

4) нолъдан фарцли %ар бир кейинги купщд олдингисига 
булинади.

F  — сонли майдон булсин. Бундан кейин, агар бошда 
ran алохдда к,айд кдлинган булмаса, F майдонда аник,- 
ланган А-матрицалар курилади, яъни шундай матрицали 
купдадларки, уларнинг барча коэффициентлари F  май
дон устидаги и-тартибли матрицалардир.

А-матрицаларнинг элементар алмаштиришлари деб, 
куйидаги алмаштиришларга айтилади:

1) А-матрицанинг бирор сатрини (устунини) нольдан 
фаркди сонга купайтириш (бундай алмаштиришлар 1-тур 
элементар алмаштиришлар деб аталади);

2) А-матрицанинг бирор сатрини (устунини) ДА] далк̂ а- 
дан олинган кущадга купайтириб, бошк,а сатрига (усту- 
нига) кушиш.

Таъриф . Иккита А-матрицадан бирини иккинчиси- 
дан чекли марта элементар алмаштиришларни куллаб 
х;осил кдлиш мумкин булса, улар эквивалент деб аталади.

Бу эквивалентлик тушунчаси рефлексивлик, симмет- 
риклик ва транзитивлик хоссаларига эга (текширинг).

Мисол курамиз. Иккита A-матрица берилиб, уларнинг 
бири иккинчисидан фак,ат сатрларнинг (устунларнинг) 
транспозицияси билан фарк, килсин. Уларнинг экви- 
валентлигини курсатамиз. А(1) матрицанинг /t-устунини 
ак = ак(Х) оркдли белгилаймиз. А (А ) матрицада элементар 
алмаштиришда к,атнашмаган устунларни ташлаб юбориб, 
куйидаги элементар алмаштиришларни бажарамиз:

А(Л) = (а., а.) ~ (а. + о., а .) ~ (я. + ар -  а) ~ (а., -  а) ~
~ Ц , а),

бу ерда / ^ j. Сатрларнинг х,ам урнини алмаштириш шун- 
га ухшаш бажарилади.

Т е о р е м а .  J(ap цандай 1-матрица бирор каноникХ-мят- 
рицага эквивалент.

И сб о т . Ноль матрица учун теорема равшан, чунки 
унинг узи каноник. Энди А(А) нольдан фарк,ли булсин.
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Теоремани А -матрицанинг тартиби буйича индукция ёр- 
дамида исботлаймиз.

Агар п = 1 булса, у хрлда А(1) матрица битта элемент- 
дан иборат матрица А(Х) = (а(Х)), а(Х) = а0 + а̂ Х + ...+  a J .m, 
ар a v ат £  F, ат ^ 0. А{Х) ни яг1 сонга купайтириб, 
говори коэффициента бирга тенг булган купхддга кела- 
миз. Бу билан А(Х) каноник куринишни олади.

Эцци п > 1 хрлни курамиз. Теорема тартиби (п -  1) 
булган А-матрицалар учун исботланган деб фараз кдла- 
миз.

Тартиби п булган ДА)-матрицани ва унга эквивалент 
булган барча А-матрицаларни оламиз. Бундай А-матрица- 
ларнинг элементлари ичида даражаси энг кичик ва юк;ори 
коэффициента бир булганини е,(А) оркдии белгилаймиз. 
Бу £j(A) элемент кирган А-матрицада бу элементни сатр- 
ларнинг ва устунларнинг транспозицияси орк;али бу мат
рицанинг чап бурчагига утказамиз:

'ei(A) а 12(А) ... а 1л(А)'

А(Х)~ а22̂  ■“ а21^

Р л (*) а м(Х) ••• а т(Л\ ■

Охирги матрицанинг биринчи сатри ва биринчи усту- 
нидаги барча элементларнинг £,(А) га булинишини курса- 
тамиз.

Хак^ик.атан, a ik(X) = q(X)s1(X) + г(Х) булсин. Бу ерда г(Х) 
нинг даражаси еДА) нинг даражасидан кичик. У холда би
ринчи устунни — q{X) га купайтириб £-устунга кушсак, 
ДА) га эквивалент булган шундай А-матрицани оламизки, 
унинг биринчи сатрининг &-устунида г{Х) ни оламиз. Бу 
А-матрицанинг биринчи сатрини г(А) нинг юкрри коэф- 
фициентига буламиз. Натижада А(Х) га эквивалент булган 
шундай А-матрицага келдикки, унда биринчи сатрининг 
/с-устунидаги элементнинг даражаси ех(Х) нинг даражаси
дан кичик ва юк,ори коэффициенти бирга тенг. Бу эса 
еДА) нинг танланишига зид. Демак, г{Х) — ноль купдад.
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Шунга ухшаш мулсщазаларни биринчи сатр ва бирин- 
чи устун элементларининг барчаси устида бажариб, ку
йидаги А-матрицага келамиз:

А(Л)

/е1(Л) 0 ••• О 
О /?22(А) ... /?2„(А)

I о р м(Х) ... /U A )

Индукцияга мувофик, ушбу:

7?22W  ... /?2„(А) 

# л { к ) ... р т{1)
В(Л) =

(,п -  1)-тартибли A-матрица куйидаги каноник А-матри- 
цага эквивалент:

В(Л)
о еп(Л\

А (Л) матрица устида факдг В(Л) матрицанинг сатрлари ва 
устунларинигина узгартирадиган шундай элементлар ал
маштиришларни бажарамизки, бунда В(Л) каноник кури- 
нишга утсин:

Ы Л) О

А(Л)
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Охирги А-матрицанинг каноник эканлигини курсата- 
миз. Бунинг учун £2(А) нинг £,(Я) га булинишини курса- 
тиш кифоя. Охирги матрицанинг биринчи сатрига иккинчи 
сатрини кушиб, куйидаги А-матрицани оламиз:

А(Х)

(е& )  £2(А) 
£2(А)

О

Юцорида а ]к нинг еДл) га булинишини к̂ андай кдлиб 
исботлаган булсак, худди шу мулодазаларни охирги мат- 
рицаниг биринчи сатри ва иккинчи устунида турувчи е2(Х) 
га куллаб, унинг е,(А) га булинишини исботлаймиз. ■

56-§. ДЕТЕРМИНАНТ БУЛУВЧИЛАР 
ВА ИНВАРИАНТ КУПАЙТУВЧИЛАР

А{Х) -тартиби п булган A-матрица ва Аг-натурал сон, 1 < 
к < п булсин.

Т а ъ р и ф. А(Х) матрицанинг к-тартибли детерминант 
булувчиси деб, цуйидагича топиладиган дк(Х) кущадга ай- 
тилади: агар А(X) нинг барча k -тартибли минорлари нолъга 
тенг булса, <5*(А) — ноль куп%ад; агар А(Х) нинг к-тартибли 
минорлари ичида нольдан фарцлилари булса, дк(Х)-нольдан 
фарцли к-тартибли минорларнинг энг катта умумий уни
тар булувчиси.

1-т е о р е м а. Х-матрицаларнинг детерминант булувчи- 
лари элементар алмаштиришларда узгармайди.

И сб о т. Элементар алмаштиришларда А-тартибли ми
норларнинг к,андай узгаришини кузатамиз. Сатрларни эле
ментар алмаштириш билан чекланамиз (устунларники — 
шунга ухшаш).

А(А) матрицанинг бирор сатри нольдан фарк̂ ли сонга 
купайтирилган булсин. У долда бу сатр кдтнашган ми- 
норлар шу сонга купайтирилади, долган минорлар эса
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узгармайди. Бундан куринадики, бу хил элементар ал- 
маштиришда дк(Х) Узгармайди.

Энди А(а) матрицанинг ./'-carpи <р(Х) кугщадга купайти- 
рилиб / сатрига кушилган булсин.
___ Бунинг натижасида до с ил булган янги Я-матрицани 
А (А) ва унинг к тартибли детерминант булувчисини эса 
дк(Х) орк,али белгилаймиз.

Бажарилган элементар алмаштириш натижасида А(Х) 
нинг i минор к,атнашмайдиган дамда i ва j  сатрларнинг 
иккаласи а̂м к,атнашадиган минорлари узгармайди. Агар 
А(Х) нинг берилган ц(Х) минорида / сатр к,атнашиб, j  сатр 
кдтнашмаса, у долда бажарилган элементар алмаштириш 
натижасида унинг к,иймати узгариб, ц(Х) ± <р(Х) /г,(Я) га 
тенг булади, бу ерда /г,(А) купдад А(Х) нинг шундай к тар
тибли минорики, fi,{X) минордан А(Х) нинг i сатри жой- 
лашган к̂ исмини j  сатрнинг мос к,исми билан алмашти- 
ришдан досил булган. Булардан куринадики, А(Х) матри
цанинг барча к  тартибли минорлари дк(Х) га булинади. 
Демак дк(Х) дам дк(Х) га булинади. Иккинчи томондан,
А(Х) матрица дам А(Х) дан элементар алмаштириш орк,а- 
ли олингани учун юк,оридаги мулодазаларга кура <5 ДА) дам
Ък(Х) га булинади. Натижададк(Х) = Ък{Х) , (к = 1 ,п) тенг- 
ликни оламиз. ■

1-теорема ёрдамида куйидаги теоремани исботлаймиз. 
55-§ да дар к;андай А-матрицанинг бирор каноник Я —

матрицага эквивалент эканлиги курсатилган эди. Энди 
бундай каноникЯ-матрицанинг ягоналигини исботлаймиз.

2-тео р ем а. Дар цандай Х-матрица ягона каноник Я- 
матрицага эквивалент.

И с б о т. Берилган А(Х) матрица ушбу

А(Х) =
£ 1 (Я) О

I о £Л(Я>

каноник Я-матрицага эквивалент булсин. У додда 1-тео- 
ремага асосан дар кдндай к = 1,п учун дк(Х) = дк(Х). А(Х)
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каноник матрицанинг еj(Д.), ..., ег(Х) элементлари^нольдан 
фаркди вае^А) = 0, к = г + \,п булсин. У долда А(Х) мат
рицанинг дар кдндай (г + 1) ва ундан юк,ори тартибли 
минорлари нольга тенг. Демак,

дк(Х) = <3,(А) = 0, (к  = г + \,п).

Каноник А-матрицанинг таърифига мувофик, бу мат
рицанинг дар кдндай к  — (1 < к < г) тартибли минори 
ушбу £,(А) -£2(А) ... ек(Х) бурчак минорига булинади. Бунга 
асосан дк(Х) = дк(Х) = £,(А) ... ек(Х), (к = 1,г) ва дк(Х) ^ О, 
(к = V j) .

Энди <50(А) = 1 деб олиб, ушбу

гк{Х) = ^ Щ -  {к = \,г) 
дк_ ДА)

£*W  = (к = г+  1,п)

муносабатларга эга буламиз. Бу билан А(Х) га эквивалент 
булган А(Х) каноник A-матрица А(А) матрица билан бир 
к,ийматли аник«ланади. ■

А(Х) га эквивалент булган ягона каноник А-матрица
нинг диагоналидаги £,(А), ..., еп(Х) элементлари А{X) мат
рицанинг инвариант купайтувчилари деб аталади.

Инвариант купайтувчиларнинг (1) дисоблаш форму- 
лалари купинча А — матрицаларнинг эквивалентлик ма- 
саласини осон ечишга имкон беради.

М и сол. Ушбу

матрицани курамиз. Равшанки, унинг биринчи тартибли 
минорлари узаро туб. Ягона иккинчи тартибли минори 
бор, у А2 -  4А + 3 га тенг. Шунинг учун дДА) = 1, д2(Х) = X2 -
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-4А + 3. А(Х) н и н г  инвариант купайтувчилари куйида- 
гича:

(А)
£](А) = d,(A) = 1, £2(А) = = А2 -  4А + 3.

Демак, А(Х) ушбу

(\ О 
О А2 -  4А + 3

каноник матрицага эквивалент.
£/(А)-тартиби п га тенг унимодуляр матрица булсин. 

Унинг детерминанти нольдан фарьуш сон булгани учун 
еДА)... £л(А) = <5и(А) = 1. Бундан £,(А) = ...=  fn(A) = 1. Шун- 
дай кдшб, х;ар кдндай унимодуляр U{X) матрица бирлик 
матрицадан иборат каноник матрицага эквивалент экан.

Т а ъ р и ф. 1-тур элементар матрица деб, шундай диаго
нал Х-матртцата айтамизки, унинг битта диагонал элементи 
нольдан фарк,ли сон, крлган диагонал элементлари эса 
бирга тенг:

(1

£,(у) =

2-тур элементар матрица деб шундай Х-матрицага ай
тамизки, унинг барча диагонал элементлари бирга тенг, бош 
диагоналдан ташцари ётувчи элементларнинг бири — купдад, 
цолганлари — нолъга тенг:
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(1

Е Л ч т

<р(Х)

Равшанки, барча элементар А-матрицалар унимодуляр- 
дир... А(Х) матрицанинг /' сатрини (устунини) нольдан 
фаркди у сонга купайтириш А{Х) ни чапдан (унгдан) Е.(у) 
элементлар матрицага купайтиришга тенг кучли. А(Х) мат
рицанинг j  сатрини (устунини) ${Х) га купайтириб / сат- 
рига кушиш А(X) ни чапдан (унгдан) i? (р(А))га купайти- 
ишга тенг кучли. Унимодуляр матрицаларнинг купайтма- 
си яна унимодуляр булгани сабабли эквивалент булган 
А(Х) ва В(Х) X — матрицалар учун унимодуляр шундай U(X) 
ва V(X) X — матрицалар мавжудки, В(Х) = U(X)A(X)V(X). 
Бунга асосан, дар кдндай унимодуляр матрица бирлик 
матрицага эквивалент булгани сабабли у элементар мат
рицаларнинг купайтмаси шаклида ёзилиши мумкин. Бу 
мулодазалардан куйидаги теорема келиб чикдци.

3-т е о р е м а. Иккита А(Х) ва В(Х) -матрицаларнинг эк
вивалент булиши учун В(Х) = U(X)A(X) У(Х) тенгликни цано- 
атлантирувчи унимодуляр U(X) ва У(Х) матрицаларнинг 
мавжуд булиши зарур ва кифоя.

57-§. УХШАШЛИК ВА ЭКВИВАЛЕНТЛИК

F  майдон устида А квадрат матрица берилган булсин. 
Таъриф . А — ХЕ матрицага А матрицанинг характе

ристик Х-матрицаси деб аталади.
Т ео р ем а .  F майдон устидаги иккита А ва В матри

цаларнинг ухшаш булиши учун уларнинг мос А — ХЕ ва В  -
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-  ХЕхарактеристикХ-матрицаларининг эквивалент були
ши зарур ва кифоя.

И с б от. А ва В  лар роиаш, яъни В = С 1 АС тенгликни 
цаноатлантирадиган F  майдон устидаги махсусмас С мат
рица мавжуд булсин. У долда В -  ХЕ = Сл {А -  IE) С. С ва 
С4 матрицаларнинг иккаласи дам F  майдон устида уни
модуляр X — матрицалар булгани учун В — ХЕ ~ А -  ХЕ.

Аксинча А -  ХЕ ва В -  ХЕ — матрицалар эквивалент 
булсин. У долда шундай U = U(X) ва V = V(X) унимодуляр 
А-матрицалар мавжудки, В — ХЕ = U{A -  ХЕ) V. U ва V 
ларга матрицали купдад деб кдраб ва уларга крлдик^и 
булиш дак,идаги теоремани татбик, к,илиб, ушбу

U = (В -ХЕ)<21 + Rv V= Q2(B -Х Е) + Я2

тенгликларни оламиз, бу ерда Qi = Q,(A), Q2 = Q2(X) X- 
матрицалардир, Rt ва R2 лар эса F  майдон устидаги мат
рицалар. Бу тенгликлардан фойдаланиб, ушбу

ЩА -XE)R1 = U(A -X E)V -  (В -Х Е) Q,{A -  XE)V-
-  U(A -  ХЕ) Q2(B -  ХЕ) + (В -  ХЕ) Qt(A -  XE)Q2(B -  ХЕ)

тенгликни оламиз. U ва V тескариси мавжуд булган X — 
матрицалар булгани учун UA ва Vх лар дам А-матрицалар- 
дир. Энди ушбу (А ~ ХЕ) V = U~l(B — ХЕ) ва U(A -  ХЕ) -  
= (В -  ХЕ) Vх тенгликлардан фойдаланиб,

R^A - ХЕ,)R1 -  {В -  ХЕ) -  (В -XE)Q1U\B -  ХЕ) -  
-  (В -  ХЕ)У-'а2(В -X Е) + (В -  ХЕ) QX(A -А Д )02(Я -  

-Х Е) = В -Х Е  -  (В -XE){Qxm  + VlQ2 -  
-  QJA -  ХЕ)QJiB -  ХЕ)

тенгликни оламиз. Агар QXUA + V1Q2 -  <2г(А -  XE)Q2 мат
рица нольдан фарьуш булса, охирги ифода А га нисбатан 
даражаси > 2 булган матрицали купдад буларди, вадолан- 
ки -  XE)Rl ифоданинг даражаси эса бирдан катга 
булиши мумкин эмас! Бу зиддият курсатадики, Вг(А -
- ХЕ)R2 = В -ХЕ. Бу ердан В  = AR̂ , Rx • R̂  = Еяънт В  = 
= СМС, С = R1. ■
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Исботланган теоремадан ва 5б-§ даги 2-теоремадан ку
йидаги натижани оламиз.

Натижа. Иккита А ва В матрицалар ухшаш булиши учун 
А — ХЕ ва В — ХЕ матрицаларнинг мос инвариант купай- 
тувчилари (детерминант булувчилари) тенг булиши зарур 
ва кифоя.

58-§. ЭЛЕМЕНТАР БУЛУВЧИЛАР

С комплекс сонлар майдони устида п -  даражали (п > 1) 
бирор ДА) куидад берилган ва a v ..., a s — унинг турли 
илдизлари булсин. У долда 30-§ даги 2-теореманинг на- 
тижасига кура уни

f(X) = a0( X - a ^ . . . ( X - a s)k’

куринищда ифодалаш мумкин, бу ерда k r  ..., ks — нату- 
рал сонлар. Ушбу (А- а х (А- a s)k‘ купдадлар ДА) 
купдаднинг элементар булувчилари дейилади. Бу /  купдад- 
нинг элементар булувчилари тупламини D(J) оркали бел- 
гилаймиз.

Бирор А(Х) матрица берилган ва е,(А), ..., еп(Х) — унинг 
инвариант булувчилари булсин. А(Х) матрицанинг ранги г 
булса, £.(А) *  0, (/ = 1,г ) , вае.(А) = 0, j  = г + 1 ,п. Нольдан 
фарк,ли булган е .(A), (i = 1, г) инвариант купайтувчилар 
ичида бирдан фарьуш булганларининг сони q та булсин.
У долда А,(А) = 1, i = l , r - q  ва f ^ +ДА) -*■ 1, (р = 1, q ) .

Ушбу г ДА) инвариант купайтувчининг турли илдизла- 
рини Ар ..., Xt орк,али белгилаймиз. Бу ег(Х) инвариант 
купайтувчи бирдан фаркди дар бир £г +ДА) га булингани 
учун бу с^+ДА) купдадларнинг илдизлари А,, ..., Xt сон- 
ларнинг ичида ётади. Бунга кура дар бир бирдан фарк;- 
ли £ +ДА) купдаднинг (1) куринишдаги ёйилмаси куйи-

дагича: £r_p+1(A) = ( A - X {ftp(X - Х2)1с1р. . . (X-  Xt)k,p .
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У ш б у

( Л - А -,)*11 (л - Л x) kil . . . ( Л - Л , ) * 1" 

(.Х -Л2)к21 (Я -Я 2)*22 ... ( Я - Я 2) ^

(А- А,)*'1 (Я — Af)fc'2 ... (Я-Я,)*4
(1)

жадвалга А(Л) матрицанинг элементар булувчилари жадва- 
ли деб атаймиз. Бужадвалнинг/г — устуни элементларининг 
кунайтмаси ег_р+1(Л) га тенг. Жадвалдаги баъзи бир (Я -  Л!)кзт 
куидадлар бирга тенг, яъни кш = 0 булиши мумкин. ХаР 
бир с;+1(Я) купдад г.(Я) купдадга булингани учун

кп > кп > . .^ к ц ;

2̂1 > к22 > .■■^k2q,

kt Л1плгЛ1

А(Л) матрицанинг эквивалентлиги масаласини текши- 
ришда Яр ..., Л( илдизларнинг кдндай тартибда олиниши 
адамиятга эга булмаганлиги сабабли сатрларининг урни 
билан фарк, кдлувчи турли (1) жадвалларни тенг (бир хил) 
деб дисоблаймиз.

(1) жадвалдаги бирдан фарьуш булган барча (Я -  Л5)к,т 
купдадлар тупламини D(A) оркдли белгилаймиз. Бунда 
бирор (Я - Я s)km купдад (1) жадвалда неча марта учраса, 
бу купдад D(A) тупламда шунча марта дисобланади.

D(A) туплам А(Л) матрицанинг элементар булувчилари 
туплами деб аталади.

1-т е о р е м а .  А(Л) матрицанинг тартиби, ранги ва D(A) 
элементар булувчилари туплами бу матрицанинг инвари
ант купайтувчиларини тула аницлайди.

И с б о т .  А{Л) матрицанинг тартиби п, ранги г ва D(A) 
туплам берилган булсин. У долда А{Л) матрица п -  г таси 
нольга тенг булган инвариант купайтувчиларга эга.
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Дастлаб D(A) туплам А(А) матрицанинг (1) элементар 
булувчилари жадвалини тула аникдашини курсатамиз.

D(A) тупламда турли А,, Af илдизларга мос келувчи 
(A-Aj)*1, ...,(А -  А,)*' куринишдаги купдадлар ичида энг 
юкрри даражалиларини биттадан оламиз: (A-Aj)^11,
{X - Xt) n . Улар (2) хоссага кура (1) жадвалнинг биринчи 
устунини беради. Бу купдадларни D{A) тупламдан чикд- 
риб юбориб, долган купдадлар ичидан энг юк;ори дара
жалиларини танлаб оламиз. Улар (2) хоссага кура (1) жад- 
вал иккинчи устунининг бирдан фаркди элементларини 
беради. Бу мулодазани D(A) туплам элементлари барчаси- 
ни (1) жадвалга жойлаштиргунча давом эттирамиз. Бу 
мулодаза курсатадики, (1) жадвал D(A) туплам билан тула 
аникданар экан. Хусусан, D(A) туплам (1) жадвалнинг q 
устунлари сонини дам тула аникдайди. Демак, А(Х) мат
рицанинг бирга тенг булган инвариант купайтувчилари 
сони г -  д. Ш

Бу теоремадан ва 56-§ даги 2-теоремадан куйидаги на- 
тижани оламиз.

Натижа.  Агар бир хил тартибли, бир хил рангли икки
та А}(Х) ва А2(Х) матрицалар учун D{A]) = D{A1) булса, буХ- 
матрицалар эквивалент.

59-§. ЖОРДАН НОРМАЛ ФОРМАСИ

Та ъ р иф. Агар F  майдон устидаги квадрат матрица
нинг диагоналидаги барча элементлар узаро тенг, х,ар бир 
сатрда диагоналдаги элементнинг унг томонида турган эле
мент бирга тенг ва долган барча элементлар нольга тенг 
булса, бундай матрица жордан катаги деб аталади:

/ а 1 0 . . 0 0 '
0 а 1 . . 0 0
0 0 а  . . 0 0

0 0 0 . . а 1

'о 0 0 . . 0 a J
255



Бу ердаги а  сон жордан катагининг хос сони деб ата
лади. Хусусан:

Т а ъ р и ф. Агар F  майдон устидаги квадрат матрица
нинг бош диагонали бирин-кетин жойлашган жордан ка- 
таклардан иборат ва бу катаклардан ташцаридаги барча 
элементлар ноль булса, бундай матрица жордан матрицаси 
деб аталади.

Шундай к?шиб, жордан матрицаси мос Jki(aj), Jk2(a2), 
..., Jk(a ) жордан катакларнинг кетма-кетлиги билан тула 
аникданади, бу ерда kv kv ..., ks дамда a v а 2, ..., a s сонлар 
турли булиши шарт эмас. Хусусан, диагонал матрица — 
биринчи тартибли жордан катакларидан досил кдлинган 
жордан матрицасидир. Умумий долда жордан матрицаси 
куйидаги куринишга эга:

а  1' 
О а

J  =

J ki(a  1) О 

О J к2 (а 2 )

О О

О 
О

J k \ a s ) ,

( 1 )

1- т е о р е м а .  Jk(a) -  ХЕ матрица учун еДЯ) = 1, 
(/ = 1 ,к  - 1) , £а(Я) = (Я -  а )к, яъни у цуйидаги каноник X — 
матрицага эквивалент

'1  0 . . 0 о 1
0 1 . . 0 0

0
1 0 (2)

, 0 1 (Я -  а ) \
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И с б о т .  У ш б у

а — Л 1 О
О а — Л 1

О
О

J k( a )-  ЛЕ =
(3 )О

о
1

а — Л

матрицанинг детерминанти (а -  Л)к га тенг. Детерминант 
булувчи дк{Л) унитар булгани учун дк{Л) = (Л -  а)к. Агар (3) 
нинг биринчи устуни ва охирги сатрини учирсак, диаго- 
налида 1 сони, диагоналнинг юкррисида 0 сони булган 
A}(X) матрицани оламиз. Бунга кура дк1(Л) = 1. Бу ЛДЯ) 
матрицада бир хил номерли сатр ва устунларни кетма-кет 
учириб, ушбу бк2(Л) = ...=  <5j(A) = 1 тенгликларни оламиз. 
Булардан 56-§ даги (1) формулага кура е .(А) = 1 (i = l , / c - l ) ,  
ек(Л) = (А -  а)к. Бунга ва 56-§ даги 2-теоремага асосан 
Jk(a) -  ЛЕ матрицанинг каноник куриниши (2) матрица 
билан берилади. ■

(2) ифодадан ва 58-§ даги таърифдан бевосита куйида- 
ги натижани оламиз.

Н а т и ж a. Jk(a) -  ЛЕ матрицанинг ранги унинг тарти- 
бига тенг булиб, D(Jk(a) -  ЛЕ) = {(А -  а ) к}, яъни ягона (А -
-  а)к кущаддан иборат.

2-т е о р е м а. Ихтиёрий J  жордан матрицаси берилган 
булиб, у (1) куринишга эга булсин. У  х,олда J  -  ЛЕ матри
цанинг ранги унинг тартибига тенг булиб, D (J -  ЛЕ) туплам 
D(Jk(a) -  ЛЕ) тупламларнинг йитндисига тенг (бунда 
бирор (А -  а)к купдад D(Jk(a) -  ХЕ) тупламларга неча 
марта кирса, у D (J -  ЛЕ) тупламда шунча марта дисобла- 
нади).

И сб о т. J  -  ЛЕ матрица ушбу

о
О
О

J  -  ЛЕ =
(4)

О ••• J ks(as) ~ 1Es
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куринишга эга, бу ерда Е. орк̂ али тартиби kj га тенг бир- 
лик матрица белгиланди.

1-теоремага кура дар бир J k (a,-) -  XEf матрицанинг 
детерминанти («,■ -  Я)** га тенг. Демак, J  -  ХЕ матрица
нинг детерминанти

1= 1

купайтмага тенг. Бундан J  -  ХЕ матрицанинг ранги унинг 
тартибига тенглиги келиб чикдди.

D(J -  ХЕ) тупламга дойр гасдик.ни исботлаш учун даст- 
лаб куйидаги икки леммани исботлаймиз.

1-л е м м а. Фацат диагоналидаги элементларнинг урни би
лан фарц циладиган иккита диагонал Х-матрицалар эквива- 
лентидир.

И с б о т. Диагонал матрицадаги i- ва j- элементларнинг 
урнини алмаштириш учун дастлаб /- ва j- сатрларнинг 
урнини, кейин /- ва j- устунларнинг урнини алмаштириш 
кифоя. А(Х) ва В(Х) диагонал Я-матрицаларнинг диагонал 
элементларнинг ихтиёрий урин алмаштириши чекли марта 
сатрлар ва устунларни алмаштириш орк;али бажарилиши 
мумкинлиги сабабли улар эквивалент. Лемма исботланди.

2-лем м а. Агар F[X\ цалцада у>,(Я), ..., </>т(я) кущадлар- 
нинг ихтиёрий иккитаси узаро туб булса, у х,олда куйидаги 
диагонал Х-матрицалар эквивалент:

(<PiW 0 
О <р2(Х)

о

о 
о

<рМ ))

!\ о
О 1

о 
о 
о

т

Y\fiW
j=1

И сб о т. Агар т = 2 булса, <52(Я) = у ^,(Я) <р2(Х), бу ерда 
уф 0 узгармас сон. ^(А) ва <р2(Х) узаро туб булгани са-
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бабли ^(Я) = 1. Булардан е^Х) = 1, г2(Я) = yf^X ^^X). 
Демак

Vj(A) 0 W l  О 
ч О <p2U)j (о <рх(Х)<р2(Х)

Бундан фойдаланиб, умумий т >2  дол индукция ёрда- 
мида исботланади. Лемма исботланди.

/матрицанинг.сср ..., a s хос сонлари ичида турлилари- 
ни танлаб олиб, уларниЯр ..., Я, оркдли белгилаймиз. Рав-
шанки, / < S. __

J  матрицада Я,, (/ = 1, t) хос сонга эга булган жордан 
катаклар qs та булсин. Бу катакларнинг тартибларини 
усмайдиган куринишда жойлаштирамиз:

кп > ка > ... > ^  > 1 (5)

Агар (4) матрицанинг ихтиёрий J к (aj) -  ХЕ( катаги ёт- 
ган сатр ва устунлари устида элементар алмаштиришлар 
бажарилиб, унинг каноник куринишига утилса, бопща ка
таклар узгаришсиз к;олади. Бундан фойдаланиб, (4) мат
рицадаги дар бир J k.{ai) - X E i катакни унга эквивалент 
булган (2) куринишдаги катак билан алмаштирсак, (4) мат- 
рицага эквивалент булган куйидагиДЯ) диагонал Я — мат- 
рицани оламиз: А{Х) матрицанинг диагоналида бирлар ва
(4) матрицанинг жордан катакларининг бирдан фарк̂ хи 
инвариант купайтувчиларидан иборат ушбу

(Я -  Х\)̂ п (Я — Я] )kn .. .(X -  Х\)kqi 

(Я -  Я2 )*« (Я -  Я2)*“ ... (Я -  Я2 )kq2

(Я -  Я, )*« (Я -  xt )ка... (Я -  Я, р*

(6 )

купдадлар жойлашган. Бу ерда (5) га кура
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Бирларнинг ва бу купдадларнингДЯ) диагоналида к,ан- 
дай жойлашганлиги 1-леммага кура катта адамиятга эга 
эмас.

Энди qv ..., qt сонларнинг энг каттасини q билан бел
гилаймиз. Хар бир р,(р -  1 ,q) учун (6) жадвалнинг р -  
устунида турган (Я-Я,.)*’’ купдадларнинг купайтмасини 
епр+ j+ (Я) орк,али белгилаймиз. Агар бирор д. учун q. > р 
(яъни р — устуннинг i — сатри буш булса), бу сатрга мос 
купайтувчини бирга тенг деб оламиз. (6) жадвалдаги Яр 
..., Я, сонлар турли булгани учун бу жадвалнинг дар бир 
устунидаги ихтиёрий иккита купдад узаро тубдир. Бунга 
асосан А(Х) диагонал матрицага 2-леммани татбик, кдииб, 
ундан элементар алмаштиришлар ёрдамида диагоналида 
бирлар ва е +1(Я), (р = l,q) купдадлар ётган В(а) диагонал 
Я-матрицага утиши мумкин:

1
( /  -  ХЕ) ~ В(Х) = n̂-q+l

( 8)
«»-iW

(5) шартга кура дар бир еп_р+1(Х) купдад £ч (р+ 1)+1(Я) купдадга 
булингани учун В(Х) матрица каноник куринишдаги Я — 
матрица. Демак, В(Х) матрица J  -  ХЕ матрицанинг кано-



ник куринишидир. Бундан (6) жадвалдаги купдадлар D(J -  
ХЕ) тупламни досил к,илишини оламиз. Аммо (6) жадвал
даги купдадлар тузшшшига кура D(Jk (а ,) -  XEt) туплам - 
ларнинг йигиндисидир. Теорема тула исботланди.

Исботланган теорема курсатадики, дар бир J  -  ХЕ мат
рица учун шундай А,, ..., Xt турли сонлар ва (7) шартни 
^аноатлантирувчи к., натурал сонлар мавжудки, D( J  -  ХЕ) 
туплам (6) жадвал (шлан берилган купдадлардан иборат. 
Аксинча х,ам уринли.

Н атиж а. Агар ихтиёрий Ар ..., Xt турли сонлар ва (7) 
шартни цаноатлантирувчи ихтиёрий к., натурал сонлар бе- 
рилса, у х,олда шундай J  жордан матрицаси мавжудки, унинг 
учун D(J -  ХЕ) туплам ( б) жадвал билан берилади.

И сб о т. Бундай J  жордан матрицаси куйидагича то- 
пилади. Хар бир А; ва (7) шартни кдноатлантирувчи к 
сони учун J к (А, ) жордан катагини олсак, 1-теореманинг 
натижасига кура

D{JkAAl) - X E kij) = {(X -X ip } .

Эвди J  сифатида барча J kj (А,) жордан катакларидан 
иборат жордан матрицаси олинса, 2-теоремага кура D (J ~ 
-ХЕ) туплам (6) жадвалдан иборат булади. ■

3-т е о р е м а. С майдон устидаги %ар цандай А матрица 
бирор жордан матрицасига ухшаш. Бу жордан матрицаси 
А орцали жордан катакларининг урни алмашишигача аниц- 
лик билан топилади (бу жордан матрицаларининг дар бири 
А матрицанинг жордан нормал формаси деб аталади).

И с б о т. А е  С"'" берилган булсин. Унга ухшаш булган 
J  е  С*" жордан матрицасини топамиз. 57-§ га асосан А 
ва J  матрицаларнинг ухшашлиги уларнинг характеристик 
А -Х Е  ва J  -  ХЕ А — матрицаларнинг эквивалентлигига 
тенг кучли.

А матрицанинг характеристик у?(А) = det(A -ХЕ) купда- 
дини курамиз. У п та комплекс илдизга эга (илдизлар кар- 
раси билан дисобланганда). Ушбу А,, ...,Х! сонлар (р (А) нинг 
турли илдизлари, kv ..., /^натурал сонлар — бу илдизлар-
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нинг карраси булсин. У долда кх + .. .+  kt = п ва 
>р(Х) = (—1)"(А -  ...{X -  Х,)к< . Бундан А -  ХЕ матрица
нинг ранги унинг тартибига тенглиги келиб чикдди.

Ушбу е^А), ..., ел(А) купдадлар А -  ХЕ матрицанинг ин
вариант купайтувчилари булсин. У долда

г1(А)...е„(Л) = д„(1) = (Л -А 1)к'...(Л -А 1)к< .

Бунга кура е +1(А), (р = 1 ,q) инвариант купайтувчилар 

куйидаги куринишга эга:

£„_,+a(A) = (А -  X,t>  (А -  Х2)к2р ...(X -  А,)** .

Агар бу ифодада бирор Аг илдиз к;атнашмаса, мос 
(А -  А,.)**’ купайтувчини бирга тенг деб дисоблаймиз. Бун- 
дай купайтувчи учун к. = 0.

Бунга асосан А -  ХЁ матрицанинг элементар булувчи
лари (6) куринишга эга.

2-теореманинг натижасига кура элементар булувчила
ри (6) жадвал куринишига эга булган /жордан матрицаси 
мавжуд. Бувдан, 58-§ даги 1-теоремадан ва 57-§ даги тео- 
ремадан А ва /  матрицаларнинг ухшашлиги келиб чик,а- 
ди. Теорема исботланди.

Исботланган теоремадан куйидаги натижа дам келиб 
чикдди. Чекли улчамли чизик«ли фазода дар к;андай чи- 
зик,ли оператор учун шундай базис мавжудки, бу базисда 
унинг матрицаси жордан матрицасидир (баъзан бу базис 
берилган чизикди операторнинг жордан базиси деб ата
лади).

Исботланган теоремадан чизшуш операторнинг диа- 
гоналлашувчилигининг зарурий ва кифоявий шарти осон 
чик,арилади.

Жордан катаклари билан элементар булувчилар ора- 
сидаги мосликка мувофик, чизик̂ ти операторнинг диаго- 
наллашувчилиги унинг барча элементар булувчиларининг 
биринчи тартибли эканлигига тенг кучли. Охирги шарт
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эса уз навбатида энг кейинги е„(Х) инвариант купай- 
тувчининг каррали илдизлари йук̂ лигига тенг кучли. Шун
дай к,илиб, чизикди операторнинг диагоналлашувчи були
ши учун унинг энг кейинги инвариант купайтувчиси- 
нинг каррали илдизлари булмаслиги зарур ва кифоя.

F  сонли майдон шундай булсаки, унда det(A — ХЕ) ха
рактеристик купдад чизик«ли купайтувчиларга ажралса, те- 
ореманинг бундай F  майдон ва чизик^и А операторлар 
учун уринли булиши исботдан бевосита куринади. Аксин- 
ча, F  майдон устидаги А матрица F  майдон устидаги би
рор J  жордан матрицасига ухшаш булсин. У долда А -  ХЕ 
билан J  -  ХЕ инвариант купайтувчилари бир хил, демак 
det(A -  ХЕ) = (—1)ле1(А) ... еп{Х) купдад дам чизшуш купай
тувчиларга ажралади. Шундай к,илиб, куйидаги теорема 
уринли.

4-т е о р е м a. F майдон устидаги чекли улчамли чизицли 
фазода чизицли операторнинг жордан базиси мавжуд були
ши учун унинг характеристик кущади F  майдон устида 
чизицли купайтувчиларга ажралиши зарур ва кифоя.

Мисол курамиз. Ушбу

А =
(\ —3 4̂
4 - 1 8  
6 - 7  7,

матрицага ухшаш жордан матрицани топамиз. Характе
ристик

А - Х Е
1 - Х  - 3  4 

4 - 7 - Х  8 
6 - 7  1 - Х

(ушбу 

узаро туб),

4 - 1 - Х = б(х + 7-], 4 8
6 - 7 \ У 6 1 - Х

= -4(А +12) минорлар
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<53(Я) = Я3 -  Я -  5Я -  3 = (Я -  3) (Я + I)2.

Бундан еДА) = е2(Я) = 1, £3(Я) = (Я -  3) (Я + I)2.

Элементар булувчилар Л -  3 ва (Я + I)2. Уларга 3 сони- 
дан иборат (3) катаги ва

- 1  1 
О - 1

жордан катаклари мос келади. 
Демак, А матрица ушбу

J
(3 О О N 
О - 1  1 
0 0 - 1

жордан матрицасига ухшаш.



Sh биринчи боб
УНИТАР ВА ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИДА 

ЧИЗИКДИ ОПЕРАТОРЛАР

60-§. УНИТАР ФАЗОЛАРДА ЧИЗИКДИ 
ОПЕРАТОРЛАР

L — унитар фазо ва <р, g : L -* L чизикди операторлар 
булсин.

Та ъ р и ф. Агар %ар цандай х, е £  L учун

(<р(х), У) = (х, g(y)) (1)

тенглик бажарилса, g оператор <р га кушма деб аталади.
Агар (р оператор учун кушма оператор мавжуд булса, у 

ягона. Хак^щатан, агар g  ва h операторлар р га кушма 
булса, у долда (1) билан бирга дар к,андай х, у £  L  учун

(<р(х), у) = (х, h(y))

тенглик дам уринли. Бу тенгликлардан дар к̂ андай х, у Е L 
учун (х, g(y) -  h(y)) = 0 тенгликни оламиз. Хусусан, х = 
giy) ~ Н у) учун (g(y) -  h{y), g(y) -  h(y)) = 0 . Бундан дар 
к̂ андай у Е L учун g(y) -  h(y) = 0 тенгликни, яъни g  = h 
эканлигини оламиз.

Келажакда <р операторга кушма булган оператор мав
жуд булса, у f *  куринишида белгиланади.

Кушма операторнинг асосий хоссаларини келтирамиз:
1. = <р. Дардакдкэт (<р*(х), у = (у,<р* (х)) = (<р(у),х) = 

= (х, <р(у)).
2. (<р + гр)* = <р* + гр*. Дарда^икат, (<р(х) + гр(х), у) = 

(<р(х), у) + (гр(х), у) = (х, <р*(у)) + (х, 1р*(у)) = (х, ср*(у) + 
Ц*{у)).

3. Х,ар к;андай А £  С учун (А 50)* = А<р*. Дардак.ик.ат

265



(Ар(х), у) = А(<р(х), у) = Х(х, <р*(у)) = (х, 1<р*(у)).

4. (<р-1р)* = 1р*<р*. Дардак.ик.ат

(<рУ(х), у) = (гр(х), <р*(у) = (х, 1р*<р*(у)).

5. Агар <р чизикуш операторнинг тескариси мавжуд 
булса, у холда <р* операторнинг дам тескариси мавжуд ва 
{<р*Уу = ( у 1)*- Дардакдцат Ор"1)* '<р* = (<Р ’ <РЛ)* = е* = е, 
чунки (е(х), (у) = (х, е*(у)) = (х, у). Шунга ухшаш

<р*(<р1)* = (р'У)* = е* = е.

Теорема. Чекли улчамли унитар фазода %ар цандай чи- 
зицли f  оператор учун f*  цушмаси мавжуд.

Агар А = (а.к) ва В = (/3№) лар /  ва J*  операторларнинг 
ортонормал базисдаги матрицалари булса, у холда fiik = аи 
(келажакда бундай хоссага эга булган Вматрицани А* би
лан белгиланади).

И сб о т. А-чттдш /операторнинг <?,, ..., еп ортонор
мал базисдаги матрицаси булсин:

к
f ( e k) = 2 aikei . 

i=l

Бу базисда В = А* матрицага эга булган чизшуш опе- 
раторни g  орк;али белгилаймиз:

п п _
g(ek) = 2  /V , = 2  a uei . i=1

Бичизик«ли fix , y) = (fix), у) ва ip(x, y) = (x, g(y)) фор- 
маларни оламиз. бир к = \,п ва I -  1 ,п  учун

п

<p(ek, ei) = (/ОД^) =  ^ a ik(ei ,e l ) = d lk ,
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п _ _
М Ъ .е,) = (ek,g(e,)) = '2P„(ek,ei) = /?и = alk

i=1

тенгликлардан <p(x, у) = лр(х, у), яъни барча х, у е  L учун 
(fix), у) = (х, g(y)) тенгликни оламиз. Демак, g  = /* . I

61-§. НОРМАЛ ОПЕРАТОРЛАР

Чизикди <р : L -* L оператор учун <.р <р* = <р*<р булса, у 
нормал деб аталади. Бу долда <р ва <р* операторлар L да 
умумий хос е векторга эга. Мос хос сонлар узаро комп
лекс кушма сонлар. Хакдоатан, <р(е) = Хе, <р*(е) = fie булса, 
у д о л д а е) = (и = (#>*(е), е) = (е, <р(е)) = (е, Хе) =
Я(е, е), бундан ц = А.

Т ео р ем а. Чекли улчамли унитар L фазода чизицли /  
оператор учун хос векторлардан иборат ортонормал базис 
мавжуд булиши учун унинг нормал булиши зарур ва кифоя.

И с б о т. Чизшуш/ оператор учун ер ея — унинг хос 
векторларидан иборат ортонормал базис ва Xv ..., Хп — 
уларга мос хос сонлар булсин. Бу базисда /  ушбу

/Я, 0\

матрицага, / *  эса ушбу
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матрицага эга. Диагонал А ва А * матрицалар урин алмашиш 
хоссасига эга булгани сабабли /• /*  = /*/, яъни /  нормал.

Тескари тасдик;ни я = dim L буйича индукция ишлатиб 
исботлаймиз. Агар п = 1 булса, тасдик,нинг тугршшги рав- 
шан. Энди п > 1, еп — чизшуги/ва / *  операторларнинг L 
даги умумий хос вектори, | еп | = 1 ва L1 = {х £  L /  (х, е )  = 0} 
булсин. У долда dim L x = п -  1 булиб, D  фазо /  ва / *  га 
нисбатан инвариант (бу <р(х) = (х, e j  ни чизивуш форма 
деб кдраб, 42-§ даги теорема каби исботланади).

Хак.ик.атан, агар (х, еп) = 0 булса, у долда

(Ах), ея) = (x ,f*(en)) = (х, Л еп) = Лп(х, еп) = 0

ва

(/*(*), е„) = (xv A e J )  = (*, А„ея) = Я „(х, e j  =  0.
Индукция фаразига мувофик, I)  да /  операторнинг хос 

векторларидан тузилган ех, ..., еп1 ортонормал базис мав
жуд. У долда ev ..., еп тизим L да /операторнинг хос век
торларидан тузилган ортонормал базисдир. I

62-§. УЗ-УЗИГА КУШМА ОПЕРАТОРЛАР

Чизикди / : £ - * • £  оператор учун f*  -  /  булса, у уз- 
узига кушма деб аталади.

1-т е о р е м а. Чекли улчамли унитар L фазода чизицли/  
операторнинг уз-узига цушма булиши учун унинг нормал ва 
барча хос сонлари х,ацщий булиши зарур ва кифоя.

И сб о т . Чизику и /  оператор уз-узига кушма булсин. У 
долда f f*  = f * f  = f ,  яъни у нормал. Нормаллиги сабабли L 
да унинг хос векторларидан иборат ортонормал базис бор. 
Бу базисда /  ва / *  операторларнинг матрицалари



куринишга эга. Ушбу /  = / *  муносабатдан А = А*, яъни 
Хк = X к, (к = \,п) тенглик келиб чикдци. Демак Хк лар 
дак,ик,ий. Аксинча, / нинг нормаллиги ва барча Хк ларнинг 
дакдкдйлигидан А = А* ва демак /  = / *  келиб чикдци. ■

2-т е о р е м а. Унитар L фазода %ар цандай чизицли f  опе
ратор g  + ih куринишда ифодаланиши мумкин, бу ерда g, h 
уз-узига цушма операторлар.

И с б от. Ушбу g = ^ ( f  + /*), h = ~ :( f  - / * )  белгилаш-
лар киритиб, /  = g  + ih, g*  = g, h* = h муносабатларни 
оламиз. ■

Чизикуш /операторнинг уз-узига кушмалиги бичизик,- 
ли <р(х, у) = (Дх), у) форманинг эрмитлигига тенг кучли: 
агар /  = / *  булса, у долда <р(у, х) = (/(у), х) = (у, Дх)) =
(f(x ),y ) = (<р(х,у), аксинча, (<р(х,у) = <р(у,х) дан (Дх), у) =
(/(> ’),* ) = (x ,f(y ))  яъни / *  = /  келиб чикдци.

Агар чизикди /  оператор учун ..., еп — унинг хос 
векторларидан иборат базис булса, у долда

<р(е., ek) = ( f (e ) , ек) = (Хе, ек) = АД, =

fAfc, агар / = к ,
~ [0, агар / ^ А:.

Шундай щшиб, бу базис <р(л:, >>) учун каноник. Иккин- 
чи томондан чекли улчамли унитар L фазодаги дар к;ан- 
дай бичизик^и tp(x, у) форма (/' (х), у) куринишда ифода
ланиши мумкин, бу ерда чизикди /  операторнинг матри
цаси tp(x, >>) форманинг матрицасига транспортирланган. 
Бу мулодазалар билан куйидаги тасдик, исботланди.

3-т е о р е м а. Чегсли улчамли унитар L фазода х,ар цан
дай эрмит бичизицли форма учун ортонормал каноник ба
зис мавжуд.

На тижа. Агар чекли улчамли комплекс L фазода икки
та эрмит <р(х, у) ва гр(х, у) формалар берилган ва уларнинг 
бири мусбат булса, у х,олда улар L да умумий каноник базис- 
га эга.
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И сб о т. Аникдик учун хр(х, у) мусбат булсин. Бу долда 
L да (х, у) = 1р{х, у) тенглик ёрдамида скаляр купайтма 
киритамиз. 3-теоремага асосан L да <р(х, у) учун ортонор
мал каноник базис мавжуд. Бу базис 1р(х, у) учун дам ка
ноник, чунки

ф(е. е) = <е. е) = J 1’ ^  '  = J
'' 1 ’’ 1 [0, агар i *  j  булса.

63-§. МУСБАТ ОПЕРАТОРЛАР

Агар чекли улчамли унитар L фазодаги чизщли /  опе
ратор учун /  = g -g* тенгликни к,аноатлантирувчи махсус- 
мас чизик̂ ли g оператор мавжуд булса, /  мусбат деб атала
ди. Равшанки, /  дам махсусмас ва дар кдндай х *  б учун
(Ах), х) = (gg*(x), х) = (g*(x), g*(x)) > 0.

Т еор ем а. Чекли улчамли унитар L фазода берилган 
чизицли /  операторнинг мусбат булиши учун унинг нормал 
ва барча хос сонларининг мусбат булиши зарур ва кифоя.

И сб о т. Чизюуш/ оператор мусбат булсин:/  = gg*. У 
долда/*= (gg*) = g* * -g * =  g g *  = f , яъни/уз-узигакушма, 
ва демак, нормал. Агар Де) = Хе булса, у долда (Де), е) = 
(Хе, е) = Х(е, е). Бундан

х =  > о
(е,е)

Аксинча / нормал ва барча хос сонлари мусбат булсин. 
У долда бирор ортонормал базисда унинг матрицаси ку
йидаги куринишга эга:

(X,

А = = В- В* = в2.
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№ Г  о )
в =

о л /Г\ Л/ П У

Шундай к,илиб /  = g 'g *  = g2, бу ерда g-матрицаси В 
булган чизиьуш оператор. ■

Исботлаш давомида дар к,андай мусбат оператор би
рор мусбат операторнинг квадратига тнг эканлигини дам 
курсатдик.

64-§. УНИТАР ОПЕРАТОРЛАР

Унитар чизикди фазодаги / чизик^и операторнинг тес- 
кариси мавжуд ва f 1 -  / *  тенглик уринли булса, у унитар 
деб аталади.

1-теор ем а. Чекли улчамли унитар чизицли L фазода 
аницланган чизицли /  оператор унитар булиши учун унинг 
скаляр купайтмани сацлаши, яъни %ар цандай х, у Е  L учун

( f ( x ) , f ( y ) )  = (х ,у )  (1)

булиши зарур ва кифоя.
И с б от. Агар / '  мавжуд ва / '  = f *  булса, у долда (fix), 

№ )  = (x ,f*f(y)) = (X, е(у)) = (х, у). Аксинча,/учун (1) 
муносабат уринли булсин, 60-§ даги теоремага асосан /  
учун / *  кушма оператор мавжуд. У долда (1) га кура дар 
цандай х, у Е  L учун

( f (x ) , f (y ))  = (x , f * f (y ) )  = (х, у).

Бундан дар цандай х, у Е  L  учун (х, f*f*{y) -  у) = 0. Бу 
тенгликдан / * /  = е бирлик оператор эканлигини оламиз. 
Бу тенгликдан бу операторларнинг матрицаларига утсак, 
Af. • А}  = Ае. Бу тенгликда матрицаларнинг детерминант- 
ларига утсак, detA,. • detAf -  1. Бундан detAf  0 эканлиги
ни оламиз, яъни / учун тескари /-1 оператор мавжуд. Бун-
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га кура (1) дан: (/ч(х), у) = (х, Ду)) = (f*(x), у), яъни/-1 = 
= /* • ■

2-т е о р е м а. Чекли улчамли унитар фазода аницланган 
чизицли f  оператор унитар булиши учун унинг нормал ва 
барча хос сонларининг модули бирга тенг булиши зарур ва 
кифоя.

И сб о т. Чизик«ли/ операторнинг унитар эканлиги/ / *  = 
= f * f  — е тенгликка тенг кучли. Демак у нормал. Шунинг 
учун бирор ортонормал базисда /  ва / *  ларнинг матрица- 
лари мос равишда

% 0' 'Xi о'

А = , А* =

0\ ч

А - А* =

О \К\

= Е

тенгликдан |aJ = 1, (к = \,п) эканлиги келиб чикдди.
Аксинча, агар /• /*  = / *  •/ ва /  нинг барча Хк хос сонла

рининг модули бирга тенг булса, у долда бирор ортонор
мал базис учун А А * = А*А = Е  тенгликни оламиз. Бундан 
/• /*  = /*• /= < ?  яъни />  = /*. ■

Хар кдндай унитар оператор дар кандай ортонормал 
базисни ортонормал базисга акс эттиради:

. . . . . .  . . П, агар i = j  булса,
т . А е р - К е ) .  0_ а и р  6 5 л с а ,

Агар чекли улчамли унитар фазода аникданган чизик,- 
ли /  оператор бирор ортонормал базисни ортонормал ба
зисга акс эттирса, у долда/унитар. Ха^и^атан, агар ер е2,
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еп — берилган ортонормал базис ва х =
п

У = '2/ Vkek булса, у долда

(f(x),f(y)) = 2£,-»7*(/(е,-),/(«*)) =
i,k=1

л _
= 2  «*)'=(*» >0-

i,b=l

Хар кдндай унитар операторнинг ортонормал базис
даги А матрицаси А А* = А А = Е тенгликни к^аноатланти- 
ради. Охирги тенгликни кдноатлантирувчи матрица уни
тар матрица деб аталади. Бу тенглик унитар А матрица
нинг сатр ва устунлари тизимига унитар С1 даги векторлар 
деб к,арасак, улар бу фазода ортонормал тизимни досил 
к,илишини курсатади.

65-§. МАХСУСМАС ОПЕРАТОРНИНГ 
ТРИГОНОМЕТРИК ИФОДАСИ

Т ео р ем а. Чекли улчамли унитар фазодаги х;ар цандай 
махсусмас /  чизицли оператор учун шундай мусбат gv g1 
операторлар ва унитар hv hx операторлар мавжудки
/ =  8А  = hiSv

И сб о т. Махсусмас/ оператор учун t = f - f *  мусбат опе
ратор. У долда 63-§ га асосан шундай мусбат gx оператор 
мавжудки /• /*  = g2. Ушбу hx = gxf  операторнинг унитар 
эканлигини курсатамиз. Хакщэтан, h* = Бунга
асосан hxh*  = g ,1 • / 'f*g-1 = g/1 g*gxA = e, h*hx = f*g ;1 g[lf  =
A !/  = = e.

Шундай к,илиб, /  = gxhv Шунга ухшаш t2 = f * f  = g22 деб 
олиб, /  = h2g2 ифода исботланади. ■

Махсусмас оператор учун олинган ифода нольдан фарк;- 
ли комплекс сонни триганометрик ифодасига яъни мус
бат соннинг ва модули бирга тенг булган сонларнинг 
купайтмаси шаклида ифодалашга ухшаш.
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66-§. ЕВКЛИД ФАЗОСИДАГИ ЧИЗИКЛИ 
ОПЕРАТОРЛАР

Евклид фазосида чизшуш операторлар назарияси уни
тар фазодаги каби курил ад и. Бу назариялар орасидаги асо- 
сий фарк, шуки, евклид фазосида баъзи бир чизшуш опе
раторлар хос векторга эга булмаслиги мумкин.

Евклид V фазосида чизик^и /  ва g операторлар берил
ган булсин. Хар к;андай х, у G V учун (Дх), у) = (х, g(y)) 
тенгликни к,аноатлантирувчи g  оператор /  га кушма деб 
аталади. Худци унитар фазолардаги каби, агар кушма опе
ратор мавжуд булса, унинг ягоналиги исботланади. Чи- 
зикди /  операторга кушма булган операторни / *  оркдли 
белгилаймиз. Кушма операторнинг евклид фазолардаги 
куйида келтириладиган хоссалари худци унитар фазолар
даги каби исботланади:

1 ./* *  = /
2. ( /+  g)* = f  + g\
3. СI f )* = I f *  (A G R).
4. (f'g)* = g*f*.
5. Агар /  нинг тескариси мавжуд булса, f*  нинг дам 

тескариси мавжуд ва (f*yl = ( J 1)*.
1-тео р ем а. Чекли улчамли евклид V фазосида х,ар цан

дай чизицли f  оператор учун цушма f*  оператор мавжуд. 
Агар f  операторнинг бирор ортонормал базисдаги матри
цаси А булса, у %олда f *  операторнинг шу базисдаги матри
цаси АТ.

И сб о т. Чизикди/операторнинг <?,, ..., еп ортонормал 
базисдаги матрицаси А = (aik) булсин. Бу базисда матри
цаси Ат булган операторни g орк,али белгилаймиз. У долда

п п

f ( ek) = 2  a ike i , s(ek ) = '2J akiet , 
i=l i=l

(k = l,n,  n = dim V).

Бичизикди <p(x, y) = (f(x), у) ва гр(х, у) = (x, g(y)) форма- 
ларни олиб, уларнинг берилган базисдаги матрицаларини 
дисоблаймиз:
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Ф к ’ е1) = (/(«*)»е,) = 2  <**(*/»е/) = ,
i=1 
п

V<e*>e/) = (е*»Я(в/)) = 2 ал(е*,е/) = •i=i

Демак, бу формалар берилган базисда бир хил Лг мат
рицага эга. Бундан дар цандай х, у £  Гучун (/"(х), у) = (х, 
g(y)), яъни g = f *  тенгликни оламиз. ■

Агар евклид Кфазосидаги чизик^ш/оператор учун/* = /  
яъни дар цандай х, у G V учун

{ f{x),  у) = {X,f(y))

булса, у уз-узига кушма ёки симметрик деб аталади.
Чекли улчамли евклид фазосида /  операторнинг сим- 

метриклиги ихтиёрий ортонормал базисда бу оператор 
матрицасининг симметриклигига тенг кучли. Х а*чИк,атан, 
агар /  операторнинг ev ..., еп ортонормал базисдаги мат
рицаси А = (а1к) булса, у долда бичизюуш ( f  (х), у) форма
нинг матрицаси Ат, бичизикди (х, /  (у)) форманинг мат
рицаси эса А (текширинг!). Бу бичизюуш формалар узаро 
тенг булгани сабабли Ат = А, яъни А — симметрик.

Аксинча, агар бирор ортонормал базисда чизшуш/опе- 
раторнинг матрицаси симметрик булса, у долда/ дам сим
метрик, чунки берилган базисда бичизик д̂и ( /  (х), у) ва (х, 
/  (у)) формалар бир хил матрицага эга.

2-т е о р е м а. Чекли улчамли евклид фазосида чизицли f  
операторнинг хос векторлардан иборат ортонормал бази- 
сининг мавжуд булиши учун унинг симметрик булиши за
рур ва кифоя.

И с б о т. Агар чизикди /  операторнинг хос векторлари
дан иборат ортонормал базис мавжуд булса, у долда бу 
базисда /  нинг матрицаси диагонал, демак, симметрик. 
Юк;оридаги изодга асосан /  дам симметрик.

Тескари тасдик,ни евклид V фазонинг улчами буйича 
индукция ёрдамида исботлаймиз. Агар п = 1 булса, тас-
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дик,нинг тугрилиги равшан. Энди п > 1 ва тасдик, улчами 
< п тенгсизликни цаноатлантирувчи фазолар учун тугри 
деб фараз кдттамиз. V — дак̂ икдй фазо булгани учун 53-§ 
даги 5-теоремага асосан шундай баравар нольга тенг булма- 
ган х, у £  V векторлар ва Я, ц Е  R сонлар мавжудки, 
f ix )  = к х -  цу, fly) = f ix  + Ху. Бундан (Хх -  цу, у) = (х, f i x  + 
+ Ху). Бунданц((х, х) + (у, у)) = 0. Бу ерда (х, х) + (у, у) > 0 
булгани учун ц = 0. Демак f ix)  = Хх, f (у) = Ху. Бу х, у 
векторларнинг нольдан фаркдисини олиб, уни уз узунли- 
гига буламиз. Хосил булган векторни ei орк,али белги
лаймиз.

Чизик̂ ги V фазода е( га ортогонал булган векторлардан 
иборат кдсмфазони V] орк,али белгилаймиз, dimFj = п -  1 
(текширинг!). Fj фазо/га нисбатан инвариант. Хак,ик,атан, 
агар х Е V1 булса, у долда (х, е )  = 0. Бундан (f(x), е,) = 
(x J ie ,) )  = (х, XeJ) = Х(х, e j  = 0 яъниДх) Е Vr

Индукциянинг фаразига мувофик, Vx да /  нинг хос век
торларидан тузилган е2, ..., еп ортонормал базис мавжуд. 
Бу тизимга ех ни дам кушсак, V да / нинг хос векторлари
дан иборат ev е2, ..., еп ортонормал базисни досил к,и- 
ламиз. ■

1-натиж а. Симметрии операторнинг характеристик 
кущади фак,ат х;ацщий илдизларга эга.

И сб о т . Симметрик/ операторнинг А матрицаси унинг 
хос векторларидан иборат ортонормал базисда

0
А =

о К ,

, Л1. Е R, (/ — 1 ,п)

базисга эга. Демак,

det (А -Х Е) = (Я, -  Я) ... (Хп -  Я). ■

2-натиж а. Чекли улчамли евклид фазосида %ар цандай 
симметрик бичизи^ли форма учун ортонормал каноник ба
зис мавжуд.
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И с б о т. Чекли улчамли евклид V фазосида симметрик 
бичизикуш <р(х, у) форма берилган ва А унинг бирор орто
нормал базисдаги матрицаси булсин. У долда Л-симмет- 
рик ва бу матрица аникдаган /  оператор дам симметрик 
булиб, (J (х), у) =? (x , f ( y )) = <р(х, у) 2-теоремага асосан /  
оператор учун унинг хос векторларидан тузилган орто
нормал базис мавжуд булиб, бу базис <р(х, у) учун кано
ник, чунки дар бир i ф к учун

<р(е,, ек) = ( f(e),  (ек) = (А. е., ек) = Ц е., ек) = 0. ■

Бу натижа ёрдамида куйидаги тасдицни исботлаймиз.
3 -тео р ем а. Чегсли улчамли %ациций фазода иккита 

симметрик бичизицли формалар берилган булиб, уларнинг 
мос квадратик формаларининг бирортаси мусбат булса, у 
.уолда улар умумий каноник базисга эга.

И с б о т. Чекли улчамли дак^ндш V фазода симметрик 
бичизикуш <р(х, у) ва гр(х, у) формалар берилган ва ip(x, х) 
квадратик форма мусбат булсин. У долда Кда (х, у) = тр(х, у) 
тенглик билан скаляр купайтма киритиб, V ни евклид фа- 
зосига айлантирамиз. 2-натижа буйича <р(х, у) форма учун 
олинган ортонормал каноник базис \р(х, у) = (х, у) форма 
учун дам каноник, чунки бу базис ортонормал. I

Агар евклид V фазосидаги чизикуш/операторнинг тес
кариси мавжуд ва / _1 = / *  булса, у ортогонал деб аталади.

Бу таърифдан ортогонал операторнинг скаляр купайт- 
мани узгартирмаслиги ва демак, векторларнинг узунлиги 
дамда улар орасидаги бурчакни сакдаши келиб ч и кади:

( f(x ) ,f (y ))  = (*, f*f(y)) = (х, у).

Хусусан, ортогонал оператор ортонормал тизимни ор
тонормал тизимга акслантиради. Чекли улчамли фазоларда 
тескари тасдик, дам уринли: агар бирор чизикди /  опера
тор бирор ортонормал базисни ортонормал базисга акс- 
лантирса, у ортогоналдир.

Хак,ик,атан, V евклид фазосида ev ..., еп — ортонормал 
базис ва
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п

векторлар учун
булсин. У долда У даги дар к;андай х  = j? » > = 2  *7 А
пм<гтг>г>ттяг> vuvh i=1 fc=1

(.f ( x ) j ( y )) = £,/(еД =
fc=l

n

П П

Бундан (x, f*fly)) = (x, у). Бу ерда ж =f*fiy) ~ У деб ол- 
сак, (х, х) = 0. Демакх = 0, яъни f*f(y) -  у дар кдндай у £  V 
учун, яъни / *  = / л.

Агар квадрат А матрица махсусмас ва Ал = Ат булса, у 
ортогонал деб аталади.

Масалан, агар А = (ап) биринчи тартибли ортогонал 
матрица булса, у долда ад1 = ап, яъни ап = ± 1. Иккинчи 
тартибли

ортогонал матрица учун а2п + а\2 = = «22, + а\2 =
= ап + а̂ 2 = 1, « п«21 + а па 22 = а\\ап + ai\a2i ~ ® тенгликлар 
келиб чикдци. ААГ = АтА = Е тенгликдан detA = ± 1 экан
лиги кедиб чикдди. Ушбу detA = 1 тенгликни к;аноатлан- 
тирувчи дар к;андай А матрица учун шундай <р £  R мав
жудки, ап = cos <р, а12 = -  sin <р, a2l = sin <р, а22 = cos <р, яъни

[ cos <р -  s 1П<р 
А = .

куринишга эга. Агар detA = - 1  булса, у ушбу
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куринишга эга (буларни исботланг).
Агар ортогонал /  операторнинг ортонормал базисдаги 

матрицаси^ булса, у долда/-1 = / * тенгликдан Ал = Лгтейг- 
лик, яъни А нинг ортогоналлиги келиб чикзди. Аксинча, 
чизшдти /  операторнинг А матрицаси бирор ортонормал 
базисда ортогонал, яъни А'1 = Ат булса, у долда / _1 = /*. 
Демак, /  дам ортогонал.

Евклид фазосидаги чизикди/ оператор учун/  = gg*тенг
ликни к,аноатлантирувчи тескариси мавжуд булган g опе
ратор мавжуд булса, / оператор мусбат деб аталади. Чекли 
улчамли фазода чизикди/операторнинг мусбатлиги унинг 
симметриклигига ва барча хос сонларининг мусбатлигига 
тенг кучли (исботланг). Худци унитар фазодаги каби чек
ли улчамли евклид фазосидаги дар кдндай махсусмас чи- 
зикуш оператор мусбат ва ортогонал операторларнинг 
купайтмаси шаклида ифодаланиши курсатилади.



Ун иккинчи боб 
КУШИМЧАЛАР

67-§. ТЕНЗОРЛАР

Чизик^и фазолар урганилганда турли хил объектлар- 
векторлар, чизюуш ва бичизикда формалар, чизюуш опе
раторлар билан учрашдик. Буларнинг турли булишига 
к,арамай, уларнинг бир умумий хислати бор. Уларнинг дар 
бири чизик,ли фазодаги берилган базисда маълум бир сон
лар (скалярлар) тизими билан аникданиб, базис узгарса, 
бу сонлар (скалярлар) тизими маълум бир крнуният буйича 
иккинчи базис билан аник,ланган сонлар (скалярлар) ти- 
зимига утади. Бу ерда биз бундай хислатга эга булган сон
лар тизимини умумийрок, куринишда киритиб урганамиз. 
Биз киритмок;чи булган сонлар тизими тензорлар деб ата
лади.

Дастлаб бу тушунчаларни киритиш учун зарур булган 
белгилашларни киритамиз, улар тензор белгилар деб ата
лади.

Бизга келажакда шундай кетма-кетликлар, катталик- 
лар учрайдики, уларга кирувчи дадлар бир нечта индексга 
боглик; булиб, бу индексларнинг дар бири одатда 1 дан п 
гача узгаради. Кулайлик учун бу даднинг баъзи индексла- 
ри пастда, баъзилари эса юкррида ёзилади.

Кдйси индекснинг к.аерда ёзилиши бир базисдан ик
кинчи базисга утилганда дадларнинг цандай узгаришига 
боглик,. Бу кулайликнинг модияти кейинрок, билинади.

Масалан, п тартибли квадрат А = (а.к) матрицанинг эле- 
ментларини а'к куринишда ёзиш кулай, бунда сатр номе- 
ри юкррида, устун номери эса пастда ёзилади.

Иккинчи мудим белгилаш, келишиш шундан иборат- 
ки, агар пастда дам, юк;орида дам учрайдиган бирор ин-
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деке буйича йигинди олинган булса, йигинди белгиси 
ташлаб к,олдирилади. Одатда бу англашилмовчиликка олиб 
келмайди.

Масалан, агар чизикуш V фазода {<?,, ..., e j  базис ва 
..., сонлар х  векторнинг бу базисдаги координаталари

п

булса, х = ?,<?, урнига х = £‘е. ёзамиз.
;=1

Яна бир нечта мисол курамиз.
1. F фазода иккита {<?р ..., e j  ва {е[, ..., е'  ̂ базис берил

ган, (у') — биринчи базисдан иккинча базисга утиш мат
рицаси (/?[) — унга тескари матрица булсин. У долда 
е'. = у,кек, е. = ftke'k. Агар х  = §'е. = £"е' булса, у долда 
д'е. = £У,кек = £,iky[er Бундан £к = ук ва £'* = /?.*£''. Охирги 
ифода х  векторнинг янги координаталарининг эски ко
ординаталари оркдли ифодаси.

2. F  майдон устидаги чизикуш V фазо, <р — ундаги чи- 
зивуш форма, {ех, ..., еп} ва {е[, ..., е'п} базислар, <р(е.) = а: ва 
'р(е’)  = а\ булсин. У долда а\ = (piyfej = у,к<р(ек) = укак. Бу 
чизшдш <р форма янги коэффициентларининг эскилари 
орк;али ифодаси.

3. F  майдон устидаги чизикуш V фазо, <р — ундаги би- 
чизикди форма, {ev ..., e j  ва {<?', ..., e’J  базислар, <р(е., 
ек) = а1к, <р(е', е’к) = а'к. У долда а!к = <р(у'ег, f ke) = у'у1<р(ег, 
е )  = у[ук ссп- Шундай кдлиб,

= У'У1аik  • i * к rs

тенглик — бичизикуш форма янги матрицасининг эски 
матрицаси орк,али ифодаси.

4. L фазода/ — чизикуш оператор, {ер ..., e j  ва {е', ..., 
e'J базислар, <р(е.) = afek, <р(е!) = а’ке’к булсин. У долда 
afe'k = <р(е’.) = = ук<р(ек) = у* а ;е  = у*a rkfisr е[ = у//?* а ; 
Бундан

а'к = у? вкаг.f * I • Г S

Бу чизикуш оператор янги матрицасининг эски матри
цаси оркдли ифодаси.
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Кетма-кетлик куринишида ёзилган р + q индексли, 
улардан р таси пастда ва q таси юк,орида булган, F  май- 
дондан олинган пр+ я та

скалярлардан иборат тизим ̂ майдон устидаги п — улчамли 
чизикди V фазода (р, q) типдаги координат жадвали деб 
аталади.

Таъриф . F майдон устидаги п-улчамли чизицли Vфа
зода (р, q) типдаги тензор деб, V фазодаги барча базислар 
тупламини бу фазодаги (р, q) типдаги координат жадвал- 
лари тупламига шундай t акс эттиришига айтамизки, агар 
е = {ev ..., e j  ва е’ = {е[, ..., e’J  базислар, е! = y*ek, е. = р.ке'к 
(яъни (у.*) биринчи базисдан иккинчи базисга утиш мат
рицаси, ф.к) унга тескари матрица) ва

булганда ушбу

= у? у? Bh Biqa4 '"Sq

тенглик уринли. Типи (р, q) булган тензор р марта ковари- 
ант ва q марта контравариант деб хам гапирилади (кова- 
риант — худди шундай узгарувчи, контравариант — тес
кари узгарувчи деган маънони билдиради; бу ерда бу сузлар 
шу маънода ишлатилганки, пастки индекслар буйича узга- 
ришни эски базисдан янги базисга утиш матрицаси ба- 
жаради, говори индекслар буйича узгаришни эса унга тес
кари матрица бажаради). Юк;оридаги мисоллар курсата- 
дики, вектор (0,1) типидаги (контравариант) тензор, 
чизикуш форма (1,0) типидаги (ковариант) тензор, бичи- 
зиьуш форма (2,0) типидаги (икки марта ковариант) тен
зор, чизиьуш оператор (1,1) типидаги (бир марта ковари
ант ва бир марта контравариант) тензор. Кейинрок, ихти- 
ёрий (р, q) типдаги тензорга мисол келтирамиз.

282



F  майдон устидаги чизивуш V фазода анюуганган бар
ча чизивуш у : V -* F формалардан иборат чизивуш фазо V 
га кушма фазо деб аталади ва V оркдии белгиланади. Агар 
{ер еп) тизим Кдаги базис булса, у х,олда

fit XI f1’ агаР 1 = к бУдса’f  ^к | п - . 1 ГГ «10, агар i ^ к булса.

(Кронекер белгиси) тенгликлар билан анищганган чи- 
зшуш / ,  ..., f  G  У1 формалар кушма F  фазодаги базис 
булади. Хак.ик;атан, агарА./1 = 0' булса, у холдаA./'’(et) = 0. 
Бундан барча к = 1,и учун А.д'к = Ак = 0.

Хар к̂ андай х G  Ква у G  F  учун (x, у) = у{х) деб белги
лаймиз. Ушбу (х, у) функция Vх V тупламда дар бир ар
гумента буйича чизикуш. Агар барча х  G  V лар учун 
(х, у) = 0 булса, у холда у = 0 . Шунга ухшаш, агар барча 
у G  V лар учун (х, у) = 0 булса, у холда х = 0 (Акс холда V 
да {ер ..., еп) базисни шундай танлаймизки, е, = х. У холда 
f ( e j) = / (х )  = (х, / )  = 1 тенглик бажарилади — зиддият).

Юкррида V даги {ev ..., e j  базис буйича (е., / )  = д к 
тенгликларни ^аноатлантирувчи V нинг {Д . . . , / }  базис
ни курдик. V даги бу базис {ер ..., e j  базисга биортогонал 
(баъзан, кушма) деб аталади. Хар кдндай базис учун унга 
биортогонал булган базис бир к,ийматли аникданган. 
Хакдк.атан, агар {ер ..., e j  базисга биортогонал булган яна 
бир {g1, ..., g"} базис мавжуд булсин: (е., g*) = д к = (е.,/ ) .  У 
долда дар к,андай х = £' е. G Vвектор учун (х, g* - / )  = £\ер 
g* - / )  =i;((e,., f )  -  (е., / ) )  = 0. Бундан барча к = 1,п учун 
g4 - f  = 0 , яъни g* = / .

Т ео р ем а. Иккита биортогонал е, / ва е', /  базислар 
берилган булсин. У  цолда /  дан /  га утиш матрицаси е дан 
е' га утиш матрицасидан транспонирлаш ва тескари мат- 
рицага утиш орцали х,осил цилинади.

И сбо т. Arap/* = Akf  булса, у холда <5* = (e. ' , fk) = (yj ег, 
А //1) = y[Ak(er, f s) = у ;А /<5/ = у.гАг* Бундан (у/) ва (А,*) мат- 
рицаларнинг бир-бирига тескари эканлиги келиб чикдди. 
Ушбу (А*) матрица эса /дан  / '  га утиш матрицасидан транс-
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понирлаш оркдли олинган (бу матрицада сатр ракдмини 
юк,орида, устун ракдмини пастда ёзишга келишилгани- 
дан келиб чикдди). ■

68-§. КУПЧИЗИК^ИИ ФОРМАЛАР

Т аъриф . Агар скаляр функция учун куйидаги шартлар:
1) бу скаляр функция р + qma вектор аргументнинг функ- 

цияси;
2) буларнинг р таси V да аницланган, q таси эса V да 

анщланган;
3) бу функия %ар бир аргументы буйича чизицли булса, у 

(р, q) типидаги купчизицли (поличизицли) функция деб ата
лади.

Ушбу <р(хр у*) = <р(хр хр, у\ ..., у>) (х  Е V, у* Е V) 
ифода (р, q) типидаги купчизюуш функция, {ev ..., e j  
тизим V даги базис, унга биортогонал булган V даги ба
зис {Д ..., / }  булсин. Агар х. = ег, у* = ijskf  деб олсак,
<P(XV - , У )  = <P(Z?en ’ ■■■^perp’ n \ Js\ =
= --nqsq ' , бу ерда

a X : X = ^ , . . . e rpJ \ . . . f ^ )  -

скалярлар, улар купчизикди tp форманинг ..., e j  ба
зисдаги координаталари деб аталади. Шундай кдлиб дар 
бир базисда (р, q) типидаги купчизивуш формага худци 
шу типдаги координат жадвал мос келади. Базис узгар- 
ганда бу жадвалнинг цандай узгаришини кузатамиз. V да 
бошкд {ej, ..., e'J базисни, V да эса бунга биортогонал 
булган [ f  , базисни оламиз. У долда юкррида курса-
тилганга асосан

е ’ =у,«ек, /  = (]>< f .

Купчизшуш (р форманинг {е\, ..., e'J базисдаги коорди
нат жадвали куйидагича:
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< X P =<P(e{,-,elpJ ' \ . . . , f ' J*) = 

^ Z e ri, . . . y ’ erp, ^ f \ . . . , p j« f s<) =

Бундан куринадики, ip, q) типидаги дар кандай купчи- 
зикуш форма р марта новариант ва q марта контравариант 
булган тензорни аникдайди. Иккинчи томондан дар бир 
тензор ягона купчизикуш форма билан аникданади (бу 
форманинг дар бир базисдаги координаталари тензорнинг 
бу базисдаги координат жадвали билан анивушнади). Бу 
билан тензорлар ва купчизшуш формалар орасида узаро 
бир к,ийматли мослик урнатилди.

69-§. КИСМГУРУХ^АР

G гуруднинг Н  кием туплами гуруддаги амалга нисба- 
тан гуруд досил к,илса, у G гуруднинг циемгуруди деб ата
лади. Мультипликатив белгиларда бунинг маъноси бун- 
дай 1) агар a, b Е Н  булса, у долда а-Ъ G Н; 2) шундай 
ех Е  Н  элемент мавжудки, дар к,андай a G Н  элемент учун 
аех ~ а; 3) дар к;андай a Е  Н  элемент учун шундай Ъ Е  Я  
элемент мавжудки, а -b = ех.

Бундан ех Е  Н  элементнинг G гуруднинг бирлик е эле- 
ментига тенг булиши келиб чикдди. Хак^щатан, аех = а 
тенгликдан а~1аех = ала, яъни ех = е келиб чикдди. Шу- 
нинг учуна-Ь = ех — е тенгликни к,аноатлантирувчиb Е  Н  
элемент ал га тенг, чунки алаЪ = але = ал.

Демак, G гуруднинг Н  к,исмгуруди шундай щемтуплам- 
ки, унга G гуруднинг бирлик элементи тегишли, дар к;ан- 
дай иккита элементининг купайтмаси узига тегишли ва 
дар к̂ андай элементнинг тескариси узига тегишли.

1-т е о р е м a. G гурухда Н  шундай циемтупламки, агар 
a, b £  Н  булса, а • Ьл Е  Н, у цолда G гуруцда Н  — цисм- 
гуру^дир.

И с б о т . Бирор а Е Я  элемент оламиз. Унинг учун 
е = а •ал Е  Н  ва аг1 = е - а 1 Е Я .  Агар a, b Е  Н  булса, ис- 
ботланганга асосан Ьл Е  Н. Демак, а-Ь = а(Ьл)л Е Н.Ш
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Шунга ухшаган мулодаза билан, агар G гурудца Н  к,исм 
туплам учун a, b е  Н  дан доим алЪ Е Н  келиб чикра, Н  
нинг к,исм гуруд эканлиги исботланади (текширинг!).

Исботланган теорема гуруднинг берилган кдсмтупла- 
ми к,исм гуруд эканлигини текширишнинг содда усулини 
беради.

М и сол л ар . 1) Симметрик Sn гуруада жуфт урн ига 
куйишлардан иборат Ап туплам к,исм гурудцир.

2) Барча дак.икдй элементли махсусмас п — тартибли 
квадрат матрицалар гурудида детерминанти бирга тенг 
булган матрицалардан иборат кдсм туплам k j ic m  гурудцир.

3) Аддитив Z гурудца берилган бутун манфий булмаган 
т сон учун т га булинувчи барча бутун сонлардан иборат 
mZ туплам крем гурухдир.

2-т е о р е м а. Аддитив Z гуруднинг \ар цанай цисм гу- 
рухи mZ куринишга эга, бу ерда т — манфий булмаган бу
тун сон.

И с б о т. Z  гуруднинг бирор Н  к,исм гуруди берилган 
булсин. Агар Я  факдт ноль элементидан иборат булса, у 
долда Н  = оZ.

Энди Н  *  oZ дол ни курамиз. Бу долда Н  да дам мусбат, 
дам манфий сонлар бор, чунки а Е  Н  билан Н  кдсм гуруд 
булгани учун (-а )  Е  Н. Н даги энг кичик мусбат сонни т 
оркдли белгилаймиз. У долда т га булинувчи дар кдндай 
сон дам Н  га тегишли булгани учун mZ с  Н. Иккинчи 
томондан, агар х Е  Н  ва х ни т га булишдан чик^ан крл- 
дик; г га тенг булса, у долда r ~ x — gm Е  //, q — бутун сон, 
О < г < т. Агар г > О булса, у долда Н  да т дан кичик булган 
мусбат сон буларди — бу эса т нинг танланишига зид. 
Шунинг учун г = 0 ва демак, х = qm Е mZ. Бу ерда х ихти
ёрий булгани учун Н  Q mZ. Натижада Н  — mZ. ■

G гуруднинг ихтиёрий к;исм гурудлари тупламининг 
кесишмаси яна крем гуруд (текширинг!). G гурудца ихти
ёрий М  крем туплам берилган булсин. У долда М  туплам - 
ни уз ичига олувчи барча крем гурудларнинг кесишмаси 
Нм крем гуруд булиб, у G гурудца М  тупламни уз ичига 
олувчи крем гурудларнинг "энг кичкинаси". Нм крем гуруд 
М  туплам досил крлган деб аталади, М  туплам эса Нм 
крем гуруднинг досил крлувчи тизими деб аталади.
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3-т е о р е м а. Нм цисм гуру% барча мумкин булган ушбу 
af1 <2j2 ... а / чекли купйтмалардан иборат, бу ерда ах, ..., 
а е  М, kv ..., ks G  Z.

И с б о т. Р орк,али шундай чекли купайтмалар тупла- 
мини белгилаймиз. Агар a, Ъ £  Р  булса, у долда

Демак, Р туплам Л/тугтламни уз ичига олган цисм гуруд. 
Шунинг учун с  Р. Иккинчи томондан М  ни уз ичига 
олган хдр цандай к,исм гуруд Р га кирувчи барча чекли 
купайтмаларни дам уз ичига олади, яъни Р  С Нм. Нати- 
жида Р =  Нт. U

Агар гурух, узидаги бирор а элементнинг даражалари- 
дан иборат булса, бундай гуруд циклик гуруд деб аталади 
ва (а) орк;али белгиланади: (а) = (ая \ п е  Z}. Бу а элемент 
(а) гуруднинг досил крлувчи элементы деб аталади.

Агар а элемент учун ап = е (бу ерда е — гуруднинг бир- 
лик элемента) тенгликни к,аноатлантирувчи натурал п сони 
мавжуд булса, бундай элемент чекли тартибли деб атала
ди. Бу шартни кдноатлантирувчи сонларнинг энг кичиги 
а элементнинг тартыби деб аталади. Агар а” = е тенгла- 
мани кдноатлантирувчи п сони мавжуд булмаса, а чексиз 
тартибли деб аталади.

Масалан, нольдан фаркди комплекс сонларнинг муль- 
типликатив гурудида бирнинг ихтиёрий даражали илдиз
лари ва фацат улар чекли тартибли элементлардир.

1-тео р ем а. Циклик гуруднинг элементлари сони уни 
х,осил цилувчи элементнинг тартибига тенг.

И сб о т . Циклик (а) гуруд берилган булсин. Дастлаб 
бундаги а элементнинг тартиби чекли, масалан, h булган 
долни курамиз. Бу долда е, а, ahA £  (а) элементлар 
турли ва (а) = {е, а, а*-1}. Хакдкдтан, агар а” = ат, 
0 < n < m < h -  \ булса, у долда а»-" = е ва 0 < т - п  < h -  1. 
Бу эса а элемента тартибининг таърифига зид. Демак, е, 
а, аНА элементлар турли.

а = af1 , b = b[1.. 
а ■ b~l = a f ‘ ...akj  ■ b :1' . ,

as, bv ..., bt e  M, ва

70-§. ЦИКЛИК ГУРУ5У1АР
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Хар бир х G  (а) элемент х =  ак, к £  Z  куринишга эга. 
Агар к ни А га булишдан чикдан крлцик, г га тенг (яъни 
к = qh + г, q — бутун, 0 < г < h -  1) булса, у долда 
х  = ак = (ал)? cf = ат, яъни х  с  {е, а, анл}.

Энди а нинг тартиби чексиз булган дол ни курамиз. Бу 
долда ..., аг1, аг1, е, а, а2, ... элементлар турли, чунки агар 
ап = ат булса, у долда dn~n{' = е. Бундан п = т. Демак (а) — 
чексиз гуруд. ■

Циклик гуруд элементлари сонига унинг тартиби деб 
дам юритилади.

Чексиз циклик гурудга Z  аддитив группаси мисол була- 
ди. Унда амал аддитив булгани учун элементнинг дара- 
жалари сузлари урнига элементнинг бир неча марта оли- 
ниши сузлари ишлатилиши керак. Бу гурудда 1 (ёки -1 )  
досил к,илувчи элемент.

Бирнинг п = даражали илдизлари гуруди п = тартибли 
циклик гурудцир. Ундаги бирнинг дар к,андай досил к,илув- 
чи (дастлабки) илдизи бу гуруднинг досил кдлувчи эле- 
менти булади.

Энди циклик (а) гурудда а элементнинг даражалари 
к,ачон тенг булишида тухтаймиз. Агар а элементнинг тар
тиби чексиз булса, у долда ап = ат дан п = т тенглик ке
либ чищшш равшан. Агар а элементнинг тартиби чекли, 
масалан, h булса, у долда ап = ат тенглик уринли булиши 
учун п -  т соннинг h га булиниши зарур ва етарли. Бу 
шартнинг етарлилиги равшан. Зарурлиги: п - т  ни h га 
булишдан чикдан к̂ олдик, г булса, у долда г = п -  т -  qh, 
q — бутун, 0 < г < h, ва е = ап-т = (ан)9 • аг = аг, бундан г = 0.

2-т е о р е м а. Бир хил (чекли ёки чексиз) тартибли цик
лик гуруулар изоморф.

И сб о т . Циклик (а) ва (Ъ) гурудлар бир хил тартибли 
булсин. Х аР  кандай п G  Z  учун <р(ап) = Ъп тенглик билан 
аникданган <р : (а) -* (b) акслантиришнинг изоморфизм 
эканлигини курсатамиз. Агарх, у G (а) булса, у долдах = а", 
у = ат ва <р{ху) = <р(ап+ т) = Ьп+т - <р(х) • <р(у), яъни (р — го
моморфизм. Ушбу х = ап тенгликда п бир ^ийматли аник,- 
ланмагани учун <р акслантиришнинг бир ^ийматли акс- 
лантириш эканлигини текшириш керак. Юцоридаги изодга 
асосан, агар (а) ва (b) чексиз циклик гурудлар булса, у
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долда ап = ат дан п = т келиб чикдци, демак Ъп = Ът. Агар 
(а) ва (b) лар тартиби h булган чекли тартибли циклик 
гурудлар булса, у долда ап = ат дан п -  т нинг h га були- 
ниши келиб чикдци, демак, If = tr.

Худци шундай мулодазаларга кура, ip(bn) = ап тенглик 
билан аникданган (Ь) гуруднинг (а) гурудга i/>: (Ь) -> (а) 
акслантиришнинг бир кдйматли гомоморфизм эканлиги 
курсатилади. гр акслантириш р га тескари эканлиги рав- 
шан. Бунга асосан <р — изоморфизм. ■

Н атиж а. 1) Xfiip цандай чексиз циклик гурух; бутун сон
ларнинг Z аддитив гурух,ига изоморф.

2) \ар цандай тартиби п булган циклик гуру\ бирнинг п = 
даражали комплекс илдизларидан иборат гурудга изоморф.

71-§. ИЗОМОРФИЗМ ХДКДЦА КЭЛИ ТЕОРЕМАСИ

Куй ида келтириладиган теорема дар цандай гурудни 
элементар алмаштиришлардан иборат гуруд деб тасаввур 
кдп:иш мумкинлигини курсатади.

Т ео р ем а. ХаР цандай G гурух; G туплам алмашти- 
ришлари гурущнинг бирор цисм гурущга изоморфдир.

И сб о т. Ихтиёрий а Е  (гэлементни олиб, барча х  Е  G 
учун f a(x) = ах ифода билан аникданган / а : G -* G акслан- 
тиришни к,араймиз. Хар кдндай a, b Е  G учун f ab= f af b, 
чунки х  Е  G учун

f J x) = abx = fa(bx) = f af b(x).

Бунга кура f aa-1 = f a ' f a-1 = f a-ia = f e . Бундан барча 
xG  G учун f e(x) = x, яъни у G тупламнинг айний акслан- 
тириши булгани учун / о_i = f a 1. Шундай к,илиб, барча [а 
акслантиришлар G тупламнинг алмаштиришлари булиб 
улар F гурудни — G тупламнинг алмаштиришлари гуруди- 
нинг к,исм гурудини досил кил ад и. Хар бир а Е G учун 
ср(а) = f a ифода билан аникданган (р : G -* i7 акслантириш- 
ни кдраб, унинг изоморфизм эканлигини курсатамиз. 
Хак,ик,атан, >p{G) -  F  ва ip(a) = <p(b) тенгликдан f a = f t, 
f je )  = fb(e), яъни a = b тенглик келиб чикдци. Ундан таш- 
к,ари

19—Ж.Хожиев 289



<p(a b) =  f ab =  f a -fb =  p ( a )  р (й ). ■

H а т и ж а. Тартиби n булган x,ap цандай чекли гурух; Sn 
симметрик гуруднинг бирор цисм гурщига изоморфдир.

И з о д. Кэли теоремасини исботлашда fa акслантириш- 
лар урнига юк,оридагига ухшаш мулодазалар ёрдамида 
ha: G -> G, hjx) = ха, х  Е  G, акслантиришларни ишлатиш 
мумкин эди.

72-§. ЁНДОШ СИНФЛАР

G гуруднинг бирор Н  к,исм гуруди ва а Е  G берилган 
булсин.

Ушбу аН = {ах /  х  Е  Н} туплам G гуруднинг В  к,исм 
гуруд буйича а элемент досил кдлган чап ёндош синфи деб 
аталади. Шунга ухшаш, На = {ха /  х Е  Н} туплам G гуруд
нинг Н  к,исм гуруд буйича а элемент досил кдлган унг ён
дош синфи деб аталади. Аддитив гурудларда ёндош синф- 
лар чегирма синфлар деб аталади. Масалан, сонлар назари- 
ясидаги т модуль буйича чегирма синфлари — бу Z  аддитив 
гуруднинг mZ к̂ исм гуруд буйича чегирма синфларидир. 
Чизику и алгебрада V вектор фазодаги V1 к,исм фазони сил- 
житишдан досил булган гипертекисликлар V аддитив гу
руднинг F, к,исм гуруд буйича чегирма синфларидир.

1-т е о р е м a. G гуруднинг Нцисм гурух, буйича %ар бир 
чап (унг) ёндош синфининг цуввати Н  нинг цуввати билан 
бир хил. Ундан ташцари барча чап (унг) ёндош синфлар G 
гурухнинг булинишини хосил цилади.

И сб о т . Чап ёндош аН синф Н к,исм гуруднинг узаро 
бир 1дийматли fa: G ^ G ,  f jx )  = ах, акслантиришдаги ак- 
сидир (образидир). Шунга ухшаш, На унг ёндош синф Н  
к,исм гуруднинг узаро бир кдйматли ha \ G -* G, ha(x) = ха 
акслантиришдаги образидир. Бу билан теореманинг би
ринчи тасдиги исботланди.

Ушбу а = ае = еа, е Е  Н  — бирлик элемент, тенглик
лардан а Е  аН  ва а Е  На муносабат келиб чикдци, яъни G 
гуруднинг дар к,андай элемента узи досил кдиган ёндош 
синфда ётади.
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G гуруднинг дар бир а элемента ягона чап ёндош синфда 
ётади. Хакщатан, бирор Ъ Е G учун а Е ЬН булсин. У 
,\олда шундай h Е Н  мавжудки, а = bh. Бундан дар «.андай 
Л, Е Н  учун ahx -  hhhl Е ЬН, яъни аН с  ЬН. Иккинчи то- 
мондан a -  bh тенгликдан ah1 = b тенгликни оламиз, яъни 
b Е аН. Бундан дар к,андай h{ G Н  учун hh{ = a h 1 /г, Е аН, 
яъни ЬН С аН. Шундай кдлиб, ЬН= аН, яъни дар к,андай 
а Е G элемент ягона ёндош синфга киради. Бундан икки- 
та турли ёндош синфларнинг узаро кесишмаслиги келиб 
чикдди. Бу билан иккинчи тасдик; дам исботланди.

Чекли гуруд элементлари сонига унинг тартиби деб 
аталади.

Исботланган теоремадан куйидаги теорема келиб чи
кдди.

2 - т е о р е м а  (Лангранжнинг чекли гурудлар дакддаги 
теоремаси). Чекли гуруднинг тартиби унинг ихтиёрий цисм 
гурухининг тартибига булинади.

И сб о т . G гуруднинг тартиби п, унинг Н  к,исм гуруди- 
нинг тартиби эса d булсин. У долда 1-теоремага асосан G 
гуруднинг Н  кдсм гуруд буйича ёндош синфлари G гуруд
нинг булинишини досил к,илиб, уларнинг дар бири d та 
элементдан иборат. G нинг Н  буйича ёндош синфлари 
сонини т оркдли белгиласак, п = d - т булади, яъни п сони 
d га булинади.

На т и ж а. Чекли гуруднинг тартиби узидаги %ар бир эле
ментнинг тартибига булинади.

И сб о т. Тартиби d булган элемент тартиби d булган 
циклик гурудни досил к̂ илгани учун натижанинг исботи
2-теоремадан келиб чикдди.

73-§. НОРМАЛ КЛСМГУРУ)У1АР, ФАКТОР- 
ГУРУХЛАР ВА ГОМОМОРФИЗМЛАР

Агар G гуруднинг Н  к,исмгуруди ва дар кдндай а Е G 
элементи учун аН = На булса, Н  нормал цисм гурух, деб 
аталади. Нормал ьдисмгуруд учун дар бир чап ёндош синф 
мос унг ёндош синф билан устма-уст тушгани учун улар 
кдскдгина ёндош синфлар деб аталади.
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Равшанки, абель гурудининг дар цандай к,исмгуруди 
нормал. Ихтиёрий гуруднинг бирлик гуруди ва узи (узи- 
нинг крсмгуруди деб кдралса) нормал цисмгурудтардир, 
улар гуруднинг хосмас нормал цисмгурудларидир. Ноа- 
бель гурудида хос нормал гурудга мисол сифатида п > 2 да 
Sn симметрик гурудидаги жуфт урнига куйишлардан ибо
рат булган Ап кдомгуруди олиниши мумкин. Хак,ик,атан, 
дар к,андай а 6  Sn учун

\Ап, агар а е  А„, 
аА„ = А„а = -I ,

[S„ \ Ап, агар а (£ Ап.

Купинча, Н  к,исм гуруд нормаллигининг куйидаги содда 
белгиси ишлатилади: Н  крем гуруднинг нормал булиши 
учун дар к;андай а Е  G учун аНал с  Н муносабатнинг ба- 
жарилиши зарур ва кифоя. Бу шартнинг зарурлиги аён. 
Кифоялиги эса куйидагича курсатилади: агар дар к,андай 
а Е  G учун аНал £  Н булса, у долда дар цандай а Е  G учун 
алНа С Н  муносабат дам уринли; буларга кура аН С На, 
На С аН, яъни дар цандай а Е  G учун аН = На.

G гуруд ва ундаги Н  нормал циемгуруд тайин булган 
долда дар цандай а Е G учун а оркдли а ни уз ичига олувчи 
G нинг Н  буйича ягона ёндош синфини белгилаймиз: 
а = а Н -  На. G нинг Н  буйича барча ёндош синфларидан 
иборат тупламни О/ Н  оркдли белгилаймиз. G ва Н лар та
йин булган долда G / Н  урнига G белгини дам ишлатамиз.

Хар цандай а, Ъ Е G элементлар учун а-Ъ -  а-Ъ деб 
дисоблаб, G тупламда синфларни купайтириш амалини 
киритамиз. Хар бир ёндош синф узидаги ихтиёрий эле
мента орцали досил цилинганлиги туфайли а ва Ь синф- 
ларнинг купайтмаси бу синфларни досил цилувчи эле- 
ментларни танлашга боипщ эмаслигини курсатиш керак. 
Хацицатан, агар а, £  а ,ЪХЕ Ь (яъни а, — а , bt = b) булса, 
у долда ахЪх = а1 ■ = а -Ь = а • Ъ .

1-т е о р е м а. Агар G гурух; ва Н  унинг нормал циемгу- 
руу,и булса, у %олда киритилган синфларни купайтириш 
амалига нисбатан G/Н  туплам гурудни %осил цилади.

И с б о т\ Ёндош синфларни купайтириш ассоциатив- 
дир: агар a,b,c Е G/ Н  булса, у долда
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a(b с) = a-bc = a{bc) = (ab)c = ab- c = (a- b)c Ушбу e — H 
синф синфларнинг купайтириш амали учун бирлик ва- 
зифасини бажаради, чунки дар кдндай а G G/Н  элемент 
учун ае = ае = а . Ушбу а~1 синф а синфга тескари, чун
ки а- а~1 =  аа~х =  е . Ш

G/Н  гуруд G нинг Л  нормал кдсмгуруд буйича фак
тор гуру\и деб аталади.

Масалан, т модуль буйича чегирма синфлардан досил 
булган Zm аддитив гуруд Z аддитив гуруднинг mZ к,исм 
гуруд буйича фактор гурудидир: Zm = ZjmZ.

Энди нормал к̂ исм гурудлар ва гурудиарнинг гомомор- 
физмлари орасидаги богланишни текширишга утамиз.

Агар G — гуруд ва Н  — унинг нормал «.исмгуруди булса, у 
додда tp\ G -*■ G/Н, <р(а) = а , a G G, акслантириш гомомор- 
физмидир, чунки (р(а ■ b) = ab = а -Ь = <р(а) <p(b). G гуруд
нинг бу куриншццаги гомоморфизмлари табиий деб аталади.

G гуруднинг С, гурудга бирор <р : G -» Gx гомоморфиз- 
мини курамиз. G ва G] гурудларнинг бирлик элементла- 
рини мос равишда е, ех оркдли белгилаймиз. >р аксланти
ришдаги е{ нинг асл образи, яъни <р(х) = tp(e) = е, шартни 
кдноатлантирувчи барча х  G  G элементлар туплами <р го- 
моморфизмнинг ядроси деб аталади. Уни к(<р) оркдли бел
гилаймиз. G гуруднинг <р гомоморфизмдаги <p(G) тасвири 
10-§ га кура G, нинг кдсмгурудидир.

2-т е о р е м a. G гуруднинг <р гомоморфизмдаги к(р) яд
роси G гуруднинг нормал цисмгурухрдир. <р (G) цисмгурух,- 
даги %ар бир элементнинг асл образи G нинг бу нормал 
цисмгурух; буйича ёндош синфидир.

И с б о т . Агар a, b G  к(>р) булса, у долда 
<р(а) = <р(Ь) = <р{е). Бундан <р{а Ь 1) = <р(а) (<р(Ь)) ' = <р(ё). 
Демак а ■ b 1 G  к(<р), яъни к(<р) туплам G нинг кдсмгуру- 
дидир. Агар a G G, х  G  к(<р) булса, у долда <р(х) = <р{ё) ва 
<р(а х а'1) = = <р(а) <р(х) <р(а)А = <р(а) <р(е) (р{а)А = <р{е). Бун
дан а х а 1 G к{<р), яъни к(<р) — нормал кдомгуруд. Ихтиё- 
рий а1 Е <p(G) ни олиб, унинг аслини А оркдли белгилай
миз. Бирор a G А ни оламиз. У долда А = {х G G/ 
<р(х) -  <р(а)}, А = а = ak(tp) эканлигини курсатамиз. Хд- 
к,икдтан:
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х Е А <р{х) = (р(а) о  <р(хал) = <р{ё) о
о  аА G к(<р) « 1 ё  ак(<р) = к(<р)а. I

3-т е о р е м а. Агар <р : G -> G, — гомоморфизм булса, у 
%олда <p(G) цисмгурух G/k(<p) фактор гуру̂ га изоморфдир.

И сб о т. Хар бир a1 E(p(G) элементга унинг G гуруд- 
даги асл образини мос кую ими ip:<p(G) -» G/k(<p) акслан- 
тиришни цараймиз ва унинг изоморфизм эканлигини 
курсатамиз. Илгариги теореманинг исботида курдикки, 
х £  a -k{tp) = амуносабат <р(х) = <р(а) га тенг кучлидир, 
яъни дар бир а Е G/k(<p) ёндош синф <р гомоморфизмда 
а1 = <р(а) Gf{G)  элементнинг асл образидир. Шунга кура 
хр — сюръекция. Агар а\ b1 £<p(G) учупгр{ах) = хр{Ьх) булса, 
у долда шундай a, b Е  G элементлар мавжудки, а1 = <р(а), 
b1 = <р(Ь) ва ak(<p) = bk(y>), яъни а ва b элементлар к(<р) 
ядронинг битта ёндош синфида ётади. 2-теоремага кура 
<р(а) = <р(Ь), яъни ах = Ъх. Демак, 1р — инъекция. Энди их
тиёрий a1, b1 Е  <p(G) лар учун шундай а, Ъ Е  G мавжудки, 
ах = <р{а), b1 = ip(b) ва а1- й1 = р(а b), ip(ax bl) = a - b = а-Ъ = 
хр(а1) гр(Ьх). В

3-теорема гурудларнинг гомоморфизмлари дакддаги 
теорема дейилади. Унинг маъноси шундаки, гуруднинг 
сюръектив гомоморфизмлари билан нормал цисмгуруд- 
лари пайдо цилган табиий гомоморфизмлари орасида уза
ро бир крйматли муносабат бор.

74-§. КИСМХАЛКДШАР ВА ЩСММАЙДОНЛАР

Агар К  далцанинг L кдсмтуплами К  даги кушиш ва 
купайтириш амалларига нисбатан далца досил цилса, у К  
далцанинг цисм^алцаси дейилади. Агар L кием дал к,а май
дон булса, у цисммайдони дейилади. Агар далца 
аддитив гурудининг цисмгуруди купайтириш амалига нис
батан ёпик, булса, у цисмдалкдцир. Бундан ва цисмгуруд- 
нинг илгари курилган хоссаларидан куйидаги теорема ке
либ чицади.

1-тео р ем а. К халцанинг буш булмаган цисмтуплами 
цисм^алца булиши учун у К даги айириш ва купайтириш 
амалларига нисбатан ёпиц булиши зарур ва кифоя.
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F майдоннинг нольдан фаркди элементлари мультии- 
ликатив гурудни досил к,илгани учун илгари курилган 
мулодазалардан куйидаги теорема келиб чикдди.

2-т е о р е м a. F майдоннинг биттадан ортщ элемент- 
га эга булган цисмтуплами цисммайдон булиши учун у F  
даги айириш ва булиш (нольдан фарцли элементларга) амал- 
ларига нисбатан ёпиц булиши зарур ва кифоя.

М и сол л ар. F  сонли майдон F[t] далкднинг к*исм- 
майдони, / (/, | далкд эса F[tv t2] далкднинг кдсмдалкдси- 
дир; Q майдон R майдоннинг к,исммайдонидир.

Агар далкд коммутатив (нольнинг булувчиларига эга 
булмаса), у долда унинг дар кдндай к,исмдалкдси дам ком- 
мутагивдир (нольнинг булувчиларига эга эмас). К,исмдал
кд нинг ноль элементи доим далкднинг ноль элементи би
лан устма-уст тушади, чунки цисмдалкд далкд аддитив 
гурудининг к,исмгурудидир. Бирлик элементга эга булган 
далкднинг к,исмдалк,аси бирлик элементга эга булмаслиги 
мумкин. Масалан, Z  далкд ва ундаги 2Z кдсмдалкд. Агар 
К  далкднинг к,исмдалкдси бирлик элементга эга булса, у 
элемент далкднинг бирлик элементидан фаркди булиши 
мумкин. Масалан, мос компонентлари буйича: ((а, Ь) + 
+ (с, d) = (а + с, b + d), (а, Ь) • (с, d) = (ас, bd)) кушиш ва 
купайтириш амаллари киритилган С1 далкдда (1, 1) эле
мент бирлик элементдир, аммо унинг (а, 0), а Е  С кури- 
нишдаги элементларидан иборат цисмдалкдсида (1,0) эле
мент бирлик элементдир. Иккинчи томондан, агар Р май
дон ва унинг ихтиёрий к,исммайдонининг бирлик 
элементлари доим устма-уст тушади, чунки F  к,исммай- 
доннинг мультипликатив гуруди Р  майдон мультиплика- 
тив гурудининг кдомгурудидир.

Агар майдоннинг хос кдсммайдони мавжуд булмаса, у 
содда дейилади. Хар кдндай содда майдон m-l,  т £  Z, 
куринишдаги элементлардан ва бундай элементларнинг 
нисбатларидан иборат, чунки бундай нисбатлар майдон 
досил к̂ илади.

F  — ноль характеристикали содда майдон булсин. У 
долда m-l,  т е  Z, элементлар турли т & Z  ларда турли 
булиб, т -  0 дагина нольга тенг. Агар а, Ь, с, d — бутун
сонлар булса, у долда — = — тенглик а-^- = тенгликка

b d  Ь ■ 1 d  • 1
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тенг кучли. Ушбу = у-—, a, b Е  Z, Ъ *  0, муносабат

билан аництаган <р : Q -» F  акслантириш бу майдонлар- 
нинг изоморфизмидир (текширинг!). Агар F  — характе- 
ристикаси р > О булган содца майдон булса, у долда р 
ту о сон ва ихтиёрий а, b бутун сонлар учун р модуль буйича 
чегирмалар синфларининг ушбу а = Ъ тенглиги а • 1 = Ъ • 1 
тенгликка тенг кучли. Ушбу t p ( a )  = а - 1, a Е  Z, муноса
бат билан берилган : Z -*■ F  акслантириш изоморфизм- 
дир, чунки

(а + b) = ip(a + b) = (а + b) 1 = ol + М = t/>(a) + гр{Ь) , 

у)(а • Ъ) = ^(а • й) = аЪ ■ 1 = а\ ■ b • 1 = ip{a) ■ tp(b) ■

Бунда агар b G Z  сон р га булинмаса, у долда Ы *  О,
— = с1 , бу ерда С шундай бутун сонки be = a(modp).

Шуларга кура куйидаги теорема уринли.
3-т е о р е м а. Агар F  содда майдоннинг характеристи- 

каси нольга тенг булса, у Q майдонга изоморф. Агар ха
рактеристикам р  > 0 булса, у Z  майдонга изоморф.

Хар цандай майдон бирор содда майдонни уз ичига 
олгани учун (равшанки, берилган майдоннинг барча цисм- 
майдонларининг кесишмаси содца майдондир), 3-теоре- 
мадан куйидаги натижа келиб чикдди.

Н а т и ж а. Агар майдоннинг характеристикаси нольга тенг 
булса, у Q майдонга изоморф булган цисммайдонга эга. Агар 
характеристикаси р > 0 булса, у х,олда у Z  майдонга изо
морф булган цисммайдонга эга.

75-§. ИДЕАЛЛАР ВА ФАКТОР ХАЛКДЛАР

К  — далца булсин. Агар К  далцанинг буш булмаган I  
цисмтуплами куйидаги шартларни цаноатлантирса, у К  
далцанинг идеали дейилади: 1) a, b G /  булса, у долда а -  
- b  Е  I; 2) а Е  I  ва с Е  К  булса, у долда ас Е  I  ва са Е  I.
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Шундай к,илиб, £ далкднинг / идеал и А'далкднинг шун
дай аддитив гурудики, дар кдндай с £  К учун с I С /  ва 
1с с  /муносабаглар бажарилади. Дар кдндай далкдда ноль 
элементдан иборат булган туплам идеалдир. У ноль идеал 
деб аталади. Ундан ташкдри дар кдндай далкдда далкд- 
нинг барча элементлари дам идеал досил кдлади. У бир
лик идеал дейилади. Ноль идеал ва бирлик идеаллар далкд- 
нинг хосмас идеаллари дейилади. Бошкд идеаллар — хос 
идеаллар.

Агар К — коммутатив далкд ва а £  К булса, у долда 
аК = {ах/х £  К\ тупламнинг идеал эканлиги беносита тек- 
ширилади. Бу идеал а элемент досил кил ган ваш идеал 
дейилади. Идеалнинг таърифидан а элементни уз ичига 
олувчи дар кдндай /  идеал аК бош идеал ни дам уз ичига 
олиши келиб чикдди. Ноль элементи досил калган бош 
идеал — ноль идеал. Бирлик элементли далкдда бирлик 
элемент досил кдлган бош идеал — бирлик идеалдир.

1-т е о р е м а. Майдонда хос идеаллар мавжуд эмас. Ак- 
синча, хос идеалларга эга булмаган %ар цандай нольдан фарц- 
ли бирлик элементли коммутатив х,алца майдондир.

И сб о т. К  — майдон ва /  ундаги ноль идеалдан фарк,- 
ли идеал булсин. У долда а Е I, а *  0 элемент мавжуд. 
Хар кдндай х Е  К  элемент учун х = а а' х  £  I. Демак, I  = К. 
Аксинча, К  — хос идеалларга эга булмаган нольдан фарк,- 
ли бирлик элементли коммутатив далкд булсин. У долда 
а Е К, а *  0 элемент мавжуд ва а элементни уз ичига олув
чи аК бош идеал ноль идеалдан фарвуш. Демак, аК = К. 
Хусусан 1 £  аК, яъни шундай b Е К  элемент мавжудки, 
ab = 1. Демак, а — тескариланувчи. Олинган а *  0 эле
мент ихтиёрий булгани учун К  — майдон. I

Идеалларнинг далкдцаги вазифаси нормал к,исм гуруд- 
ларнинг гурудлардаги вазифасига ухшаш. Хар кдндай идеал 
далкд аддитив гурудининг нормал к,исм гурудидир, чунки 
бу гуруд коммутатив. Идеал буйича чегирмалар синфлари 
аддитив гуруднинг бу нормал k j ic m  гуруд буйича фактор 
гурудини досил кдлади. Мудими шуки, чегирмалар син
флари тупламида кушшп амалини киритган усул буйича 
купайтма амалини дам киритиш мумкин. Илгари синф- 
ларни кушиш амалини a + b = а + Ь куринишда аникда-
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ган эдик. Энди синфларни купайтириш амалини a-b = ab 
куринишда киритамиз. Бу ерда а илгаригидек а элементни 
уз ичига олувчи чегирмалар синфини белгилайди.

Идеал буйича досил цилинган чегирмалар синфлари- 
нинг купайтириш амали а в а Ъ синфлардан танлаб олин- 
ган а ва Ъ элементлар орцали таърифланди. Купайтма бу 
элементларнинг мос синфлардан цандай танланишига бог- 
лиц эмаслигини курсатамиз. Фараз цилайлик, а, = а ва 
ЪХ=Ъ булсин. У долда -  a E l ,  Ъх ~ ЪЕ I, а1Ь1 -  
ab -  {а1 -  -  а)Ь1 + а(Ьг -  b) Е 1. Демак, дД = ab .

Купайтириш амалининг ассоциативлиги нормал цисм 
гуруд буйича ёндош синфларнинг купайтмасининг ассо- 
циативлигининг исботи каби исботланади.

^Ундан ташцари а(Ь + с) = а(Ь + с) = а{Ь + с) =_ab + ac = 
= ab + ac = a-b + a-c  Шунга ухшаш (а + Ь)с = ас л- Ь с .

Юцоридаги мулодазалар билан цуйидаги теорема ис- 
ботланди.

2-т е о р е м а. Агар I  туплам К  д:алцанинг идеали булса, 
у х;олда К %алцанинг I  идеал буйича К/ I  чегирмалар синф- 
лари туплами чегирма синфларини цушиш ва купайтириш 
амалига нисбатан %алца %осил цилади.

К/1 далца К  далцанинг /  идеал буйича фактор %алцаси 
дейилади. Мудим мисол: т модуль буйича чегирмалар 
синфларидан иборат Zm далца Z  далцанинг mZ бош идеал 
буйича фактор далцасидир.

76-§. ДАЩАЛАРНИНГ ГОМОМОРФИЗМИ

К  — далца булсин. К1 эса шундай туплам булсинки, 
унда иккита бинар амал аницланган булсин. К  даги амал- 
ларни дам К  даги амаллар каби цушиш ва купайтириш 
деб атаймиз. Агар <р : К  -» К  акслантириш дар цандай а, 
Ъ G К  элементлар учун <р(а + Ь) = <р(а) + <р(Ь) ва 
<р(а Ь) = <р(а) <р(Ь) шартларни цаноатлантирса, у гомомор
физм дейилади.

Масалан, агар К  далцанинг /  идеали олинса, у х,олда <р : 
К  -> К/I, Е (а) = а акслантириш К  далцанинг гомомор-
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физмидир, чунки дар кдндай а, b G К учун <р (а + Ь) = 
= a + b = а + b = tp(a) + tp(b), <р (a b) = ab = ab = tp{a)f(b). 
Бу куринишдаги гомоморфизмлар табиий дейилади.

Биз гурудларнинг гомоморфизмларини к,андай урган- 
ган булсак, далкдиарнинг гомоморфизмларини шу усулда 
урганамиз. К  далканинг гомоморфизми шу билан бирга 
унинг аддитив гурудининг дам гомоморфизми булгани учун 
биз илгари исботланган гурудларнинг гомоморфизмлари 
дакдцаги теоремалардан фойдаланамиз.

1-теорема,  Халцанинг гомоморфизмдаги акси цалца- 
дир.

И сб о т. К  — далкд ва <р : К  -» № — унинг бирор гомо
морфизми булсин. Илгари исботланганга кура,<р(К) туплам 
Ю даги кушиш амалига нисбатан гуруд досил кил ад и. 
Купайтма амалининг <р(К) да ассоциативлиги гурудлар учун 
кандай исботланса, худци шундай исботланади. Худди 
шундай <р (К) нинг купайтма амалига нисбатан ёпикдиги 
курсатилади. Агар а1, Ь\ с1 G (р(К), а1 = <р(а), Ь1 = <р(Ь), 
с1 = <р(с), а, Ь, с G К  булса, у долда al{bl + с1) = tp(a)(<p(b) + 
+ <р(с)) = <р(а) <р(Ь + с) = <р(а(Ь + с)) = <p(ab + ас) = <р(а Ь) + <р(а с) = 
= tp(a)ip(b) + <р(а)<р(с) = albl + alc l. Шунга ухшаш 
(,а1 + bl)cl = = я'с1 + blcl. I

Агар К  дал ка коммутатив ва (р бу далкднинг гомомор
физми булса, у долда <р(К) далкднинг дам коммутативлиги 
осон курсатилади. Агар К  далкд 1 бирлик элементга эга 
булса, у долда <р( 1) элемент <р(К) далкднинг бирлик эле
менти булади. Агар a G К  элемент тескариланувчи булса, у 
долда <р(а) элемент <р{К) далкдда тескариланувчи ва (р(аА) = 
= <р(а)А (текширинг!).

Гурудлар гомоморфизмларининг хоссаларидан<р(о) эле
мент <р(К) далк,анинг ноль элементи ва барча а & К  эле- 
ментлар учун <р(-а) = -  <р(а) эканлиги келиб чикдди 

(р{К) далкд ноль элементанинг^ гомоморфизмдаги тула 
асли (яъни <р(х) = <р(о) тенгликни кдноатлантирувчи бар
ча х G К элементлар туплами) <р гомоморфизмнинг ядроси 
дейилади.

/  туплам К  далкднинг <р гомоморфизмдаги ядроси 
булсин. /  туплам шу билан бирга К  далкд аддитив гуруди
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гомоморфизмидаги ядроси булгани учун /  туплам бу ад
дитив гуруднинг цисм гурудидир. Ундан ташцари, агар а 
G  I, с G К  булса, у долда <р(ас) = <р(а)<р{с) = <р(о)<р(с) = 
= <р{о), яъни ас G  /. Шунга ухшаш са G I. Демак, I туплам 
К  далцада идеалдир. Бу билан куйидаги теорема исбот- 
ланди.

2-т е о р е м а. <р гомоморфизмнинг I  ядроси К далцанинг 
идеалидир. <р(К) х,алца х,ар бир элементининг тула асли эса 
К далцанинг I  идеал буйича чегирмалар синфидан иборат.

Группаларнинг гомоморфизмлари дацида теоремадан 
далцаларнинг гомоморфизмлари дакдцаги куйидаги тео
рема келиб чицади.

3-теор ем  а. К далцанинг <р гомоморфизмы берилган ва
I  бу гомоморфизмнинг ядроси булса, у д{олда <р(К) %алца К/1 
фактор х,алцага изоморфдир.

И с б о т. <р шу билан бирга К  далца аддитив гурудининг 
дам гомоморфизми булгани учун гурудларнинг гомомор
физмлари дакдцаги теоремага асосан гр : <р(К) -*• К/ I  акс
лантириш <р(К) аддитив гуруднинг .ST//фактор гурудга изо- 
морфизмидир. Бунда <р(а) Е р{К) элементнинг акси а эле- 
ментни уз ичига олувчи /  идеал буйича чегирмалар 
синфидир. Ундан ташцари, дар цандай а\ b1 G  <р(К) эле
ментлар учун а1 = <р(а), Ъ1 = <p(b), а, Ъ G  К  albl = 
= <р(а) • <p(b) = <p(ab). Бундан tp(albl) = ab = а • b = <р(а1)*  
х (р(Ь1). Демак хр акслантириш <р(К) далцанинг К/ I  фактор 
далцага изоморфизмидир. ■

3-теорема К  далцанинг гомоморф акслари туплами бу 
далцанинг идеаллари буйича фактор далцаларидан иборат 
эканини курсатади.

Мисол курамиз. К  далца сифатида Z бутун сонлар дал- 
цасини оламиз. Халцанинг дар бир идеали аддитив гуруд
нинг цисм гуруди булгани учун Z  далцанинг барча идеал
лари mZ куринишга эга, бу ерда т — манфий булмаган 
бутун сон. Иккинчи томондан дар бир mZ цисм гуруд Z 
далцада т сони досил цилган бош идеал билан устма-уст 
тушади. Бундан цуйидаги хулосани оламиз. Агар 
(р акслантириш Z далцанинг гомоморфизми булса, у долда 
ip{Z) ё ноль далца, ё Zra изоморф ёки бирор т > 2 учун Zm 
чекли далцага изоморфдир.
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