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РУСЧА ТУРТИНЧИ НАШРИГА СУЗ БОШИ

Китобнинг ушбу нашри олдингисидан аналитик геомет
рия курсининг илгари маш^лар к;аторига киритилган баъзи 
масалаларининг асосий текстга кучирилганлиги билан фар^ 
к;илади.

Китобнинг охирида машцларга дойр курсатмалар берил- 
гай булиб, баъзи холларда эса машкларнинг т^лиц.ечим- 
лари берилган.

РУСЧА ИККИНЧИ НАШРИГА СУЗ БОШИ

Китобнинг ушбу нашрида асосий текстга жузъий узга- 
ришлар киритилган б^либ, биринчи нашридэн машцлар руй* 
хати знча кенгайтирилганлиги билан фар^ р*,лади.

Маълумки,’ аналитик геометрия методларини узлашти- 
ришнинг асосий воситаси масалалар ечишдан иборатдир. 
Шу сабабдан машцларни танлашга ва уларни тартиб билан 
жойлаштирилишига алсЦида эътибор берилди. Асосий текст- 
вднг ^ар бир параграфи цатор машцлар билан якунланади. 
Уларни махсус равишда жойлаштирилиши ечимни излаш 
доирасини торайтиради, шу билан бирга айрим ^ийин мацщ- 
ларни уцувчиларга енгиллаштириб беради.

Автор



МУКАДДИМА

Аналитик геометрия цатъий доирали мазмунга эга бул- 
май, ундаги му^им томон текшариб урганищ эмас, балки 
методдан иборатДир.

Бу методнинг мо^ияти шундаки, геометрик объектлар- 
га бирор стандарт усулда тенгламалар (тенгламалар систе- 
малари) шундай мос цуйилиб, фигураларда юз берадиган 
муносабатлар уларнинг тенгламаларида у3 ифодасини то- 
пади.

Чунончи, декарт координаталарини кузда тутганда те- 
кисликдаги ^ар бир тугри чизикда бир кийматли равишда
ушбу

ax  +  by +  с =  О

чизикли тенглама мос цу'йилади.
Учта тугри чизи^нинг битта ну^тада кесишищи бу TyF- 

ри чизи^ларни ифодаловчи учта тенгламанинг биргаликда 
булиш шартида уз ифодасини топади.

Аналитик геометрия Методи билан турли-туман масала- 
ларни ечишдаги универсал ёндашиш геометрик тадцицот- 
ларнинг асосий методига айланди ва табиатшуносликнинг 
бооща со^алари— механика, физикада кенг татби^ этила- 
д.ц-ан булди.

Аналитик геометрия геометрия ни. алгебра ва анализ би
лан бирлаштирди, бу эса математиканинг шу учта булими- 
нинг ривожлаНишида самарали натижалар курсатди.

Аналитик геометриянинг асосий роялари Декарт билан 
боглш^ булиб,' у 1637 йилда узининг «Геометрия» номли 

. есарида бу фан методининг асосларини баён цилди.
Лекцияларнинг кцтобхонга та^дим ^илинаётган ушбу 

курсида аналитик геометрия методининг асослари энг сод- 
да геометрик объектларга нисбатан татби^ ^илинади. Уш
бу курс университетларнинг физика-математика факультет- 
лари программасига мослаб тузилган.



I б о б

ТЕКИСЛИКДА ТУГРИБУРЧАКЛИ ДЕКАРТ 
КООРДИНАТАЛАРИ

1 -§ . Текисликда координаталарни киритиш

Текисликда $заро перпендикуляр икки т^гри чизик, Ох, 
Оу ни — координаталар у^ларини  утказамиз (1-расм). 
Уларнинг кесишган О ну^таси — координаталар боши з^ар 
бир укни иккита ярим уеда ажратади. Ярим у^лардан би- 
рини мусбат  деб ^исоблаб, уни 
чизмада стрелка билан курсатамиз, 
иккинчисини эса манфий деб з̂ и- 
соблаймиз.

Текисликнинг з̂ ар бир А  ну^- 
тасига ушбу к°ида асосида бир 
жуфт сонни — ну^танинг координа- 
таларини — (х) абсциссани ва (у )  
ординатани мос ^уямиз.

А  ну^та ор^али ординаталар 
уци (Оу) га параллел т^рри чи
зик, утказамиз (2 -раем). У абсцис- 
салар (Ох) ни бирор Ах ну^- 
тада кесади. А ну^танинг абсцис- 
саси деб шундай х  сонни тушуна- 
мизки, унинг абсолют ^иймати О 
дан Ах. гача масофага тенг булиб, у Ах мусбат ярим Уэда 
тегишли булса мусбат, манфий $еда тегишли булса ман
фий ^исобланади. Ах ну^та О билан устма-уст тушеа, х  ни 
нолга тенг деб фараз рилами з.
' А  нуктанинг (у) ординагаси шу сингари аникланади.

Ну^танинг координаталарини унинг ^арфий белгиси ёни- 
га ёзамиз, масалан: А (х, у).

Координаталар у^лари текисликни туртта турри бурчак- 
ка — квадрантларга(1, II , III , IV )  булади (3-расм). Бит- 
та квадрант чегарасида иккала координата хам уз ишора* 
сини са^лайди ва раемда куреатилган ишораларга эга бу
лади .
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1- раем.
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2- раем. 3- раем.

х  рЦи (абсдиссалар ук;и) даги нуцталарнинг (у) орди- 
наталари нблга тенг, у  уки  (ординаталар уки) даги ну^- 
таларнинг абсциссалари нолга тенг. Координаталар боши- 
нинг хам абсцисеаси, хам ординатаси нолга тенг,

х  ва у  координаталар текисликда юкорндаги йусинда 
киритилса, биз уни ху  текислик  деб атаймиз. Бу текис- 
ликнинг координаталари х  ва у  дан иборат ихтиёрий нуц- 
тасини баъзан (ж, у )  билан белгилаймиз.

){акщ ий сонларнинг исталган 
х, у  жуфти .учун■ х ,у  текисликда 
ягона шундай А нуцта топила- 
дики, унинг учун х  — абсцисса, 
у  эса ордината булади.

Хак;ицатан хам, ани^ликни куз- 
да тутиб, х  >  0 ва у  <С 0 булсин 
дейлик. Мусбат ярим у^ л: да О 
нуктадан х  масофада Ах нуктани, 
манфий ярим уц у  да эса О дан 
\у[ масофада булган А  нуктани 
оламиз. Ах ва Л^ну^талардан мос 
равишда у ва х  |к 1ларига параллел 
тугри чизиклар утказамиз (4-раем). 
Бу тугри чизик,лар абсциссаси х  ва 

ординатаси у  дан иборат кандайдир А ну^тада кесишади, 
х  <  0, у  >  0; х  >  0, у  >  0 ва х  <  0, у  <  0 дан иборат, 
долган ^олларда исбот шу тартибда олиб борилади.

Энди тенгсизликлар'ёрдамида аналитик усул билан ху  текисликда 
со?;алар бернлншянинг бир неча. музеям хрлларини таъкидлаб утай- 
лик. ху  текисликнинг х >  а тенгсизликни цаноатлаНтирувчи нуцта- 
лари туплами (а, 0) нуктадан утиб ординаталар ук;ига параллел бул-

></
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4- раем.



ган тугричнзй^ билан чегараланган ярим ткеисликдан иборат (б-а  
раем). а с х < Ь  тенгсизликларни каноатлантирувчи нуцталар тУплЙ- 
ми а < х  ва x e b  тенгсизликлар билан бериладиган ярим текислик- 
ларнинг кесишмаси (умумий киеми)дан иборат. Шундай цилиб, бу трп* 
лам (а, 0) ва (Ь, 0) нуцталардан 5гтиб у  $цига параллел б^лган иккйта 
tJ'fph чизик орасидаги голосадан иборат (5 б- раем) а < х < 6, 
с < у <  d ни цаноатлантирувчи нуцталар т^плам учлари (а, с), (a,d),

. (Ь, с), (b, d) нукталарлагч т^кри т^ртбурчакдир (б в- раем), .

d
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в)

5- раем .

Пировардида ушбу масалани ечайлик. Учлари Ах (х1} у{),  А2(хр у 2) 
Aj (х3, у3) нучталардаги учбурчак юзи топилсин. Айтилган учбурчак 
координаталар системаеи ху га ниебатан 6- раемда курсатилганДек 
жойлашган б^леин. Учбурчак шундай жойлашган та^дирда унинг ЮЗи 
S i А1 Л3 е э трапеция юзи билан В ^ А 2Вг ва В2А2А3Ва трапёШШар 
юзлари йириндиеининг айирмасига тенг:

(А1А2А3В3) =  S  —
А )  +  5(В аДаЛ3В,)].

В1Л143В3 трапециянинг аеоелари 
ffi ва у 3 га, унинг баландлиги эса 
ха~~ xi га тенг. Шунинг учун трапеция 
юзи:

I
5  (В1Л1/43ВЭ) =  -g- (tft +  i/j) (Хз — х^).

К,олган икки трапеция юзларини 
шунинг сингари топамиз:

S (В^А^А^В^) ■ 

S (В2АгА3В3 =

= Y  ('/а +  У\) (xt -  *i), 
1

~2 (Уз У г) (*з xi)-

6 -раем.

At A2A3 учбурчак юзи:

S ( А ^ А з ) * -  у  (у3 f  у г) (хь — ^i) — 4 -  (i/й +  y j  (Xj — X])—



5  (,^iAtAg) ет -^{(Уэ — Ух) (xt — Х±) — (у2 — Ух) (х3 — *i)}.

By формула гарчи учбурчак координаталар системасига нисбатан 
махсуе ЖЗЛлашган деган фаразда чицарилган булса-да, формула уч- 
бурчакирнг исталганча жойлашиши учун ^ам ишоранинг ашщлигига- 
ча rfepa  натижа берадя. Буни биз сал кейинро^ исбот циламиз (II 
боб, 5- 5).

М а ш ^ л а р

1. ху текисликнинг: а) \х\ =  а, б) |х| =  \у\ бажариладиган ну$- 
талари цаерда жойлашади?

2. $у  текисликнинг: а) \x \ C a ,  б) \х\ <  а, \у\ <  b бажарилади
ган нуцталари цандай жойлашади? .

3. х Уци (у укр, координаталар боши) га нисбатан А(х, у) нуц- 
тага симметрик ну^танинг координат алари топилсин.

4. риринчи (иккинчи) координаталар бурчаги биссектрис асига 
симметрик булган А (х, у) нуцтанинг координаталари топилсин.

5. Агар х ук,и сифатида у  у^и, у  у^и сифатида х уци к;абул ци- 
линса, А (х, д) нуцтанинг координаталари 1̂ андай узгаради?

6. Координаталар уци йуналишларини узгартирмасдан координа
талар бошини А0 (х0, 1/0) нудтага крчирсак, А (х, у) ну^танинг коор
динаталари цандай ^згаради?

7- Квадрат диагоналларини координаталар уцлари деб цабул ци- 
либ, квадрат томонлари урталарининг координаталари топилсин.

8. Учта (*!, ух), (х,_, у 2), \х3, у 3) нуцтанинг бир турри чизицда 
ётцшц маълум. Бу нуцталардан ^айси бири долган иккитаси орасида 
ётишйни кандай билиш мумкин?

2-§ . Ну^талар орасидаги масофа

Фараз к и лай ли к, х у  текисликда иккита х ъ  y Y координа- 
тали А х ва х 2, у 2 координатали А 2 нук,та берилган б^лсин. 
Ах, А 3 нуцталар орасидаги масофани ш у нуцталарнинз 
координаталари орцали ифода этайлик.

Фараз этайлик, x t Ф х 2 ва у г Ф у 2 булсин. А х ва А2 
ну^талар оркали координаталар ук,ига параллел тугри чи- 
зи^лар ^тказайлик (7 -раем). А ва А х нуцтэлар орасидаги 
масофа \ух — у 2\ га, А  ва Л2 ну^талар орасидаги масофа 
\x i — х 2 \ га тенг. Турри бурчакли А ХА А 2 учбурчакка Пи
фагор теоремасини татбик; этиб,

(хх — х 2)2 +  (Ух — у =  d* (1)
ни ^осил циламиз, бунда d билан Лх ва А 2 нук>талар ора- 
сидаги масофа белгиланган.

Гарчи нукталар орасидаги масофани берувчи. (1) фор
мула х х Ф х 2, ух Ф У-2 дан иборат фаразда чицарилган бул
са-да, у бош^а ^олларда ^ам уз кучини са^лайди. ^аци-

8
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г

7- раем. 8- раем.

цатан з$ам, х г — х 2, у х ф у 2 булса (8 -раем), d масофа 
\Уг— Уг\ га тенг. (1) формула ^ам ана шу натижани бера- 
ди. л-! Ф х 2, ух =  у 2 булганда ^ам а^вол шундай. х г =  х 2, 
У\ ~  У2 ^°лда Ах ва А 2 нукталар устма-уст тушади ва (1) 
формула d  =  0 ни беради.

Манщ тари^асида учлари (х1г у х), (х 2, у 2), (хэ, у 3) ну^талардан 
иборат учбурчакка ттщи чиэилган айлана марказининг координата- 
ларини топайлик.

( х , у ) — таш^и чизилган айлана маркази булсин, у учбурчак уч- 
ларидан бир хил масофада туради. Бундан айлана марказининг излан- 
ган х, у координаталари учун ушбу

(х — tfj)2 +  (у — у г)2 =  (х — х2?  +  { У ~  У г?,
. (х — +  (У — Уг)2 =  (* — ха)а +  (у — Уз)а 

тенгламалар з^осил ^илинади ёки уз-узидан равшин алмаштиришлардан 
сунг: "

2(Xi — x ,)x  +  2 (уг — у г)у  =  +  у \ - ~ х \  — у\,

2(х3 — хг)х +  2(Уз —у х)у =  х \ А г у \  — х\ — у\.

Шундай цилиб, номаълум х, у  координаталар учун иккита. чи- 
зикли тенглама з^осил цилинди, улардан х, у  ни топамиз.

М а ш ц л а  р
1. х у^ида берилган иккита 4  (xi> .Vi)> В (х2,’у^) нуцтадан баро

бар узо^лашган ну^та координаталари топилсир. А (о, а), В ( Ь , 6 )  
мисол царалсин.

2. Тенг томонли ABC учбурчакнинг иккита А, В учининг коор- 
динаталарй берилган. Учинчи учнинг координаталарини ^андай то- 
пиш мумкин?

Мисол ь;аралсин: А (о ,  а), В (а, о).
3. ABCD квадратнинг иккита ь;ушни А, В >чи берилган. Калган 

учларининг координаталари цандай топилади? А (а, о), В (о, Ь) ми
сол ^аралсин.



4. ABC учбурчак т^рри бурчакли булиб, т^ри бурчагининг С 
учиДан иборат б^лиши учун бу учбурчак учларининг координаталари 
цайси шартни цаноатлантириши керак?

Б. ABC учбурчакнинг А бурчаги В бурчагидан катта б^лишн 
учун учбурчак учларининг координаталари кайси шартни ^аноатлан- 
тириш'и керак?

6. ABCD т^ртбурчак уз учларининг координаталари билан берил- 
'ган, Унинг айланага ички чизилган ёки чизилмаганини цандай билиш 
мумкин?

7. Исталган еди^ий а, а1?а2, b, blt Ьг сонлар учун ушбу

/ ( % - а)*+  ( * ! - * ) *  +  V ( a 2 -  a f  +  (f>2 -  b f  >

> V («1 —02)2 +  (bi — ь2? '
тенгсизликнинг Гринли эканлиги исбот цйлинсин. Бу тенгсизлик ^ан- 
дай геометрик фактга мос келади?

3 -§ . Кесмани берилган нисбатда булиш

Фараз этайлик, х у  текисликда иккита А 1 (xlt z/x), А 2(х2, у 2) 
ну^та берилган булсин. A t Л2 кесмани : К2 нисбатда 
б$лувчи ‘А  нуцтанинг координаталарини топайлик.

Олинган ЛХЛ2 кесма х  з^ига 
параллел эмас деб фараз лай- 
лик. Лх, А, Л2 ну^таларни у  ^ и г а  
проекциялайлик (9- раем), ^уйида- 
гиларга эгамиз:

У
/ J /

X

А \

А \

О
1

А, А 
АА,

А^
y4i4g

9- раем.

А 1г Л2, Л нуцталарнинг ординатала- 
ри мос равишда Л2, Лх, Л нуцталар- 
нинг ординаталарига тенглиги са- 
бабли:

Демак,
А ,  Л »  |t/i —  у\,  Л Л2 =  |у —  у 2\. 

Wi и!
в \ y ~ V i l  К

А  нуцта А х билан Л8 орасида ётганлиги сабабли ух — у  ва 
у  — у 2 айирмаларнинг ишораси бир хил. Шунинг учун:

1 \Ух — у\ __Ух — У =  *:1 '
IУ — Уг I у — У 2 '

Бундан ушбуни топамиз:
^ 1  +  КУг

у - ~ к + к

to



Агар ЛХЛ2 кесма х  у^ига параллел булса, у ^олда:

У1 =  У» =  У
Шу натижани (Г) формула хам беради, шундай цилиб, бу 
формула Лх, А 2 нуцталарнинг хэр ^андай жойланишида 
хам уз кучини саклайди. .

А  нуцтанинг абсциссаси шу сингари топилади. Унинг 
учун ушбу

л >-̂ 1 1 2 
Ях -j~

формула ^осил ^илинади.

X —

к, , — t белгилашни киритайлик. Бу у>лдз -  ^3-__ . _ . ....................................... ..........  _ ______________: 1 «> {. Жй*
Л-2 “f*

мак, учлари А {хг, £/,). В (х2, у2) нуцталарда б^лган кесманинг истал- 
ган С нуцтасининг координаталарини ^уйидагича ифодалаш мумкиш

X =  (1 — t) xt  +  tx2, у =  (I — t) ух +  ty2,

Энди t <  О ва t >  1 лолларда C (x, у ) нуцтанинг каерда б^лиши- 
ни ани^лайлик. Бунинг учун ^ < 0  з^олда формулаларимизни xv  у± га 
нисбатан ечайлик: •

v  _  ! • *  +  ( —  t ) x 2Л» — -----------------------
1 — t

„ _  I-y-t- С— 0 -«ау , ---------- --- --------

Булардан эса А (xlt у г) ну^та СВ кесмага тегишли эканлиги ва 
бу кесмани (— О :1 нисбатда булиб юбориши куриниб турибди Де
мак, < <  О ^олда формулаларимиз АВ кесманинг А ну^та томонидаги 
давомига цар^шли нук;танинг координаталарини беради- < > 1  >;олда 
бу формулалар АВ кесманинг В нук;та томонидаги давомига царашлй 
ну^танинг координаталарини бериши шундай исботланади.

' Мадщ тари^асида элементар геометрияда караладиган Чева тео- 
ремасини исбот ^илайлии. Бу теорема ушбу фактни билдиради: агар 
учбурчак томонларини айланиб чициш тартибида ( 10- раем) унинг 
томоилари а:Ь, с: а, Ь:с нисбатда б&линса, у  %олда учбурчак учлари- 
ни царама-царши томонлардаги 
б$линиш нуцталари билан туташ- 
тирувчи кесмалар битта нуцтада 
кесишади.

А (xi> Уг)> В (хг, у г), С (х3, у_3)_ 
лар ABC учбурчак учлари, А , В, С 
лар эса унинг ^арама-^арши томон
лардаги булиниш нуцталари бул
син (1.0- раем). А ну^танинг коор
динаталари'. - ■

х  —Ьхг +  сх з 
b - f  с '

Ьуь +  суз
у  ь +  Г

и



Энди АА кесмани (6 + с):а нисбатда б^лайлик. Булиниш нуц> 
тасининг координаталари к.^йидагича булади:

Агар ВВ кесмани (а +  с) :Ь нисбатда б^лсак, булиниш нуцтзси учун 
яна шу координаталарни ^осил киламнз.С(Г кесмани (а +  Ь) :с нисбатда 
б^лишда ^ам яна уша координаталар цосил цилинади. Демак, А А, 
ВВ, СС кесмалар умумий ну^тага эга. Шуни исбот цилиш талаб ци- 
линган эди.

Элементар геометриядаги учбурчакнинг медианалари, биссектри- 
салари ва баландликларининг кесишиши >уцида исбот к;илинадиган 
теоремалар Чева теоремасининг хусусий >̂ оли эканлигини таъкидлаб 
утамиз.

1. Параллелограмм учта учининт координаталари берилган 
(# 1> У1)' (xv  */2)* (хз> Уз)- Унинг туртинчи учи ва марказининг коор
динаталари топилсин.

2. Учбурчак учларининг координаталари берилган: (х1г у г), 
(*а> Уа)> (*-з Уз)- Унинг медианалари кесишган нуцтасининг коорди
наталари топилсин.

3. Учбурчак томонлари урталарининг координаталари берилган: 
(ХЬ Уд> (а 2' Уг)> (Х3, Уз)- Учбурчак учларининг координаталари топил
син.

4. Учлари (Xi, f/:), (х2, у2), (х3, у3) дан иборат учбурчак берил
ган. Шу учбурчакка ухшаш ва ухшаш равишда жойлашган учбурчак

Гларининг координаталари топилсин, бунда ухшашлик коэффициента 
га тенг, ухшашлик маркази эса (xQ, у 0) нуцтадан иборат.

5. Агар А нуцтa Av  А2 нуцталардан утувчи тугри чцзивда ётиб, 
АхА$ кесмадан ташцарида ётса ва унинг Av  А2 нукталаргача масофа- 
ларининг нисбати га тенг б^лса, бундай з^олда А нуцта A±Aj 
кесмани тайней равишда вклада деб айтилади. А нуцтанинг коорди
наталари Аг ва А2 нуцталар координаталари {xv  y t), (х2, у2) оркали 
ушбу формулалар буйич,а ифодаланиши исботлансин:

в. Иккита кесма ^з охирлэрининг координаталари билан берил
ган. Чизмага мурожаат ^илмасдан туриб, кесмалэрнинг кесишиш ёки 
кесишмаслигини цандай билиш мумкин?

7. Ai(xlt Ух) ва А 2(х2, у 2) нуцталарда жойлашган иккита р ., (х* 
массанинг орирлик маркази деб А ,А 2 кесмани ju2:(Li нисбатда Оулув- 
чи А нуцтага айтилади. Шундай цнлиб унинг координаталари:

ахг -f- Ьх2 -+ сх3 
а +  Ь +  с

-  аУ\ +  Ьу2 +  су3 
a -j- Ь +• с

М а ш ^ л а р

х =  H i * i  +  И а* а =  И 1У 1 +  Н аУа 

*4 +  ’ Рх +  fi.



Д, нуцталарда жойлашган п та ц, массанинр орирлик маркази 
индукция б$йича топилади. Яъни, агар А'п нуцта олдинги п — 1 та 
масса маркази б^лса, барча > п та массанинр орирлик маркази ушбу 
иккита массанинг орирлик маркази деб царалади: уларнинг бири А п
нуцтада жойлашган \in , иккинчиси эса ну^тада жойлашган 
|1Х . . . +  цп_1  массалардан иборат. At (х { , y t ) нуцталарда жой
лашган |г; массалар орирлик марказининг координаталари учун уш
бу формулалар исбот цилинсин:

_  Н А  + -------1- V n xn „ И1У1 + ------- b V-пУпX ---------- 1 ;--------------- » у  * ------ ;------------г--------------  •
МН-------- +  V-п Hi +  • • • +  H'„

4- §. Эгри чизиц тенгламаси зацида тушунча.

Айлана тенгламаси
Фараз этайлйк, ху  текисликда бирор чизи^ ёки бошка- 

ча ^илиб айтганда эгри чизи^ берилган булсин (1 1 -раем). 
Агар ф(х, у) — О тенгламани эгри чизивдаги рсталган ну^- 
танинг (х , у) координаталари ^аноатлантирса ва шу тенг
ламани ^аноатлантирувчи сон- 
ларнинг исталган (х , у) жуфти 
эгри чизи^ нуцтасининг коор
динаталарини билдирса, (<рх, у) =
=  0 тенглама эгри чизицнинг 
ноошкор тенгламаси деб атала- 
ди. Эгри чизи^ни унинг тенгла
маси ани^лаб бериши равшан, 
шунинг учун эгричизи^ни унинг 
тенгламаси билан берилишй тур
ри си да гапириш мумкин.

Аналитик геометрияда купин- 
ча иккита масала царалади: 1) 
эгри чизи^нинг берилган геомет
рик хоссалари буйича унинг тенг- 
ламасини тузиш; 2) эгри чизи^- 
нинг берилган тенгламаси б^йи- 
ча унинг геометрик хоссаларини 
ашщлаш. Бу масалаларни эгри 
чизи^ларнинг энг соддаси — ай- 
ланага нисбатан ^арабчи^айлик.

Фараз этайлик, х у  текислик- 
даги ихтиёрий ну^та А 0 (х0, у о) 
булсин, R  эса исталган мусбат 
сон булсин. Маркази А 0 ва ради- 
уси R  дан иборат айлана тенг- 
ламасини тузайлик (12- раем). 12- раем.



Айланадаги ихтиёрий ну^та А (х,.у) булсин, униь/г Л0 
гача масофаси R  га тенг. 2- § га асосан А  нуцтадан А 0 
гача масофа квадрата (х  — x 0)2-j* (y — у 0)2 га тенг. Д е 
мак, айлананинг хар бир А  ну^тасининг х , у  коо^дината- 
лари ушбу 

(x —  x (l)2 +  (y —  y 0)2 —  R 2 = 0  ( 1) 

тенгламани ^аноатлантиради. 
Аксинча, х, у  координаталари (1) тенгламани ^аноат- 

лантирган исталган А ну^та айланага тегишлидир, чунки 
унинг А0 гача масофаси R  га тенг. 

Юцорида берилган таърифга мувофиц (1) тенглама 
маркази А 0 ва радиуси R  дан иборат айлана тенглама- 
сидир. 

Энди ушбу 
х 2 +  у 2 +  2ах +  2 by +  с =  0 (а* +  ba — с > 0) 

тенглама билан берилган эгри чизивда нисбатан иккинчи 
масалани куриб чщайлик. 

Эгри чизиц тенгламасини ушбу

- (х  +  а)2 +  (у  +  Ь)2 -  [ У а2 +  Ь2- с ) 2 =  0

эквивалент куринишида ёзиш мумкин. Бу тенгламадан 
куриниб турибдики, эгри чизицнинг хар бир (х, у) нуцта- 
си (—а, —Ь) нуцтадан У 'а2 +  Ь2 — с га тенг бир хйл ма
софада ту ради: демак, эгри чт иц маркази (—а, —Ь) ва 
радиуси V а 2 +  Ь2 — с бдлган айланадан иборат. ~

Аналитик геометрия методининг татбикини намоён этадиган ми
сол тарицасида ушбу масалани цараб чипамиз. Текислик нуЦтамри 
нинг-шундай геометрик С/рни топилсинки, уларнинг берилган иккита 
А ва В нуцталаригача масофаларининг нисбати Qэгармас ва к ф  1 
булсин. (Нуцталарнинг геометрик йрни деб шундай фигурага айти- 
ладики, у берилган хоссага эга булган хамма нуцталардан тузилган 
булади- Яаралаётган >$олда текисликдаги шундай нуцталар кузда ту- 
тилганки, улар учун берилган иккита А ва В нуцталаргача олинган 
масофалар нисбати ^згармасдир).

А ва В нуцталар орасидаги масофа 2а га тенг булсин. АВ t $ f - 
ри чизи^ни х уци ва АВ кесманинг ^ртасини координаталарнинг 
туьри бурчакли декарт системасининг боши деб цабул киламиз. Аниц- 
лик учун А нук;та мусбат ярим уц х га тегишли деб фараз цилай- 
лик. Бу з^олда А ну^танинг координаталари х-^а, у  =■= 0 ва В  нуц- 
танинг координаталари х =  — а, у  =  0. Фараз цилайлик, (х, у) гео
метрик уриннинг ихтиёрий ну^таси булсин. Унинг Л ва В нуцта- 
ларгача масофаларининг квадратлари (х—а)2 +  у г ва (дс +  а)*-\-ф га 
тенг. Геометрик урин тенгламаси: . '

(х —o f  -I- у3 _  ^
(х +  а)2 +  у2



. ёки^

х2 +  ф  +  2(^ 1' ) ' ах  +  0,2 = °  -

Нущаларнинг геометрик урни айланадан иборат (Апполлоний айла• 
наси). \

Айлана тенгламасини тузишга мисол тари цасида ушбу масалани 
з̂ ам куриб чипамиз. Иккита айлананинг

х2+ у 2 +  агх +  Ь1у  +  с1 =  О 
х2+ у 2 4 - а^х +  62(/ +  с2 =  О

тенгламалари ва A(xlt </х) ну^та берилган. Берилган айланаларнинг ке- 
сишиш нуцталаридан ва А нщтадан дтувчи айлана тенгламаси ту- 
эилсин.

Бу масаланинг одатдаги усулда ечилиши берилган айланалар
нинг кесишиш нуцталарини излаш ва с^нгра шу ну^талар билан бе
рилган А нуцта орцали утувчи айлана тенгламасини тузишдан ибо
рат. Масаланинг ихчамро^ ечимини келтирамиз.

Агар к +  ц Ф  0 тпарт бажарилса Я ва |л нинг исталган киймат- 
ларида ушбу

Цх2 +  у2 +  агх +  Ьгу  +  сх) - f  и (-*2 +  У2 +  агх +  h У +  с8) =  О

тенглама айланани беради. Бу айлана берилган икки айлананинг кесиш- 
ган нуцталаридан Утади, чунки бу нуцталарнинг координаталари 
тенгламанинг чап томонидаги иккала к,^шилувчини з̂ ам нолга айлан- 
тиради. Агар к, ц ни А нуцта координаталари шу тенгламани цано- 
атлантирадиган цилиб танлаб олинса, изланган айлана з о̂сил цилина- 
ди. Бунинг учун к, |х ни цуйидагича олиш етарли:

к =  х\  +  у \  +  « 2^ !  +  b2y J +  С2,

—И =  А  +  у \  +  а ,х , +  Ь1 у  ̂ + с г

' Геометрик муло^азалардан равшанки, А нут т̂а берилган айланалар
нинг кесишган нуцталарини туташтирувчи т^ри чизи^да ётса, маса
ланинг ечими мавжуд булмайди. Бу факт аналитик жихатдан х2+ у *  
ц»д з^осил цилинган тенгламага кирмаслигини кУрсатади-

. М а ш ц л а р

1. Агар
1) а =  0; 2) Ь =  0; 3) с =  0; 4) а =  0, Ь =  0; 5) о =  0, с= 0

6) b =  0 , с— 0

б^лса, ушбу
jc* +  у2 +  2 ах +  2 by +  с =  0 (а2+ 62 — с >  0)

айлананинг координаталар системасига нисбатан жойланишида цандай 
махсуслик бор?

2. Агар айлана тенгламасининг чап томонига доирадан ташцарида 
ётувчи исталган нуцтанинг координаталари цуйилса, шу нуцтадан 
айланага утказилган уринманинг квадрати з^осил цилиниши исбот 
цилинсин.



3. А нуцтанинг айланага нисбатан Варажаси деб шу нук/адан 
5'тказилган кесувчининг айланадан ажратган кесмалари к^пайтмасига 
айтиляб, бу к^пайтма таищи нуцталар учун «+» ишора ва ич^и нуц- 
талар учун «—» ишора билан олинади-
Айлана тенгламаси • ‘

** +  {/” +  2ах +  2 by +  с — О

нинг чап томонига ихтиёрий нукта координаталарини ^йганда шу 
ну1\танинг айланага нисбатан даражаси ни з^осил цилиши исбот цилин- 
син.

4. ху  текисликда шундай нуцталар геометрик Урнининг тенглама
си тузилгинки, уларнинг берилган иккита Рг(с, 0) ва F2(—с, 0) нуц- 
тагача масофалари йириндиси ^згармас ва 2а га тенг булсин (эллипс). 
Тенгламани ушбу

куринишга келтириш ыумкинлиги исбот цилинсин, бунда 62 =  а2—с*.
б. ху  текисликда шундай ну^талар геометрик ^рнининг тенгла

маси тузилсинки, уларнинг берилган иккита Fx(c, 0) ва Ft (—с, 0); 
нуцтагача масофалари айирмаси $згармас ва 2а га тенг булсин (ги-

X® ip1
пербола). Тенгламани ушбу —  — — = 1  куринишга келтириш му-м-

ег V*
кинлиги исбот ^илинсин, бунда Ь3 =  с2 — а2.

6 . ху  текисликдаги шундай нуцталар геометрик Урнининг тенгла
маси тузилсинки, улар F(0, р) нуцта ва х увидан баробар узоцлаш- 
ган булсин (парабола).

5- §. Эгри чизицнинг параметрик шаклдаги тенгламаси

А нуцта эгри чизш^ буйлаб ^аракат киляпти деб тасав- 
вур этайлик. t моментда унинг координаталари х  =  cp(tf), 
у  =  г)>(/) булсин. Эгри чизивда тегишли ихтиёрий нуцта 
координаталарини t  параметрнинг функциялари сифатида 
аншуювчи ушбу

*  =  ф(0 . y  =  W )

тенгламалар системаси эгри ч и зщ н и н г параметрик кури- 
нишдаги тенгламалари  деб аталади. 

t  параметр ва^тни билдириши шарт эмас, у ну^танинг 
эгри чизицдаги вазиятини характерлаб берувчи бошца бир 
ихтиёрий катталикни ифодалаши ^ам мумкин. 

Айланинг параметрик куринишдаги тенгламасини ту- 
зайлик. 

Айлананинг маркази координаталар бошида, унинг ради
уси эса R  га тенг булсин. А ну^танинг айланадаги вази
ятини ОА радиуснинг мусбат ярим у^ х  билан ташкил



^илг'ан а  бурчак билан тасвир- 
лаймиз (13- раем). Равшанки, 
А  нуктанинг координаталари 
R  cos а \  R  sin  а  га тенг, демак, 
айлананинг параметрик тенгла- 
малари цуйидагича б^лади:

х =  R  cos а , у  ■= R  sin а.
Эгри чизицнйнг параметрик 

куринишдаги ушбу

*  =  ф(0 . у  =  У (О (О

тенгламалари маълум булса, 
унинг ноошкор куринишдаги

f(x, у) =  О
тенгламасини ^осил ^илиш мумкин. Бунинг учун (1) да
ги тенгламаларнинг биридан t ни топиб, иккинчисига 
ййш йули билан бу параметрни йу^отиш мумкин.

Чунончи, параметрик куринишдаги тенгламалари билан 
берилган айлананинг ноошкор куринишдаги тенгламасини 
^осил р^илиш учун иккала тенгликни квадратга к^тариб 
^адма-^ад цушиш етарли. Натижада таниш тенгламани 
^осил циламиз:

х* +  у* = R1
Эгри чизии,ницг параметрнк куринишдаги тенгламаларидан 'пара- 

мегрни йу^отий натижасида бу эгри чизиц учун ю^орида келтирил- 
ган таъриф маъноси'даги ноошкор тенглама ^амиша ^ам з^осил цили- 
навермайди. Тенгламани эгри чизиеда тегишли б^лмаган нуцталар 
^аноатлантирадиган доллар найдо бул шм мумкин. Шу муносабат 
билан иккита мисолни царайлик.

Фараз цилайлик, 7  чизиц параметрик куринишдаги
’ х =  a cos  t, у  — Ь s in  t, 0 <  ; < 2 я

тенгламалар билан берилган булсин. Агар бу тенгламаларни мос, ра
вишда а ва Ь га булиб, ^адма-х;ад ^ушеак,

х2 и2 -
— - ' - =  1 

- (Г ' i 2

тенглама з^осил цилинади.
Равшанки, у  эгри чизивдаги з̂ амма ну^талар бу тенгламани цаноат* 

лантиради. Аксинча, агар (х, у) ну^та бу тенгламани ^аноатлантирса,
х у

шундай t бурчак топиладики, уни нг учун — =  cos t, 7- =  sin t, де-
a k

мак, текисликка тегишли булиб бу тенгламани цаноатлантирадиган 
з̂ ар цандай иккита у  эгри чтищ а  тегишлидир.

Энди Y эгри чизиц ушбу

Е -  850'

* =  ach t, y  =  b&ht, — 00 <  J  AVV-A I
' U N W tR S IT t»



тенгламалар билан берилган булсин, бунда

cht t =  (el +  е-< ) / 2 . sh t = ( e *  — е ~ 1)!2.

Бу тенгламаларни мос равйшда а ва Ь га булиб, суигра к/гдратга 
кутарсак ва ^адма-х;ад айирсак, ушбу

* 1 _ у1
- Q1 Ь*

тенглама хосил цилинади. у  эгри чизицнинг нукталари бу тенгла- 
мани цаноатлантиради. Аммо тенгламани ^анратлантирадиган хар 
цандай ну^та з̂ ам 7  га тегишли булавермайдй. Масалан , (—а, 0 ) 
нуцта шундай. Бу нуцта тенгламани ^аноатлантиради, лекин эгри 
чизивда ^арашли эмас, чунки у  эгри чизивда a c h t= £  — а.

Аммо эгри чизицнинг ноошкор тенгламаси баъзан кенгроц маъ- 
нода ишлатилиб, уни цаноатлантирадиган ^ар бир ну^танинг 5̂ ам 
вгри чизивда тегишли б^лиши талаб р;илинавермайди.

М а ш ц л а р
1. Параметрик к^ринишдаги ушбу

х =  R cos t +  а, у  »= R sin t-\~b

тенгламалар радиуси R маркази. (а, Ь) нуцтада б^лган айланани 
ифода ^илиши исбот ^илинсин.

2. Узунлиги а б^лган кесманинг учлари координат ^ л ар  буй
лаб сирпанади. Кесмани к '.-ц нисбатда булувчи ну^танинг ^аракат 
натижасида чизган эгри чизигининг тенгламаси тузилсин. Параметр 
сифатида кесманинг х уед билан ташкил ^илган бурчаги цабул ци- 
линсин. Х:[х =  1 булса, эгри чизи^ нимадан иборат? - -

3. Учбурчак икки учи билан координаталар буйлаб сирпа
нади. Бундай з^аракат натижасида учбурчакнинг учинчи учи чизган 
эгри чизири тенгламаси тузилсин (14-раем).

4. х у^и буйлаб рилдираб борувчи R радиусли айлана нуцтаси 
чизган эгри чизиц тенгламаси тузилсин (15 -раем). Параметр сифа
тида айлана нарказининг юоган й^ли s кабул цилинсин. Бошлангич

14- раем. 15- раем.



мом^нтда (s =  0) А ну^та координаталар бои и билан устма-уст ту- 
шадй\деб ^исоблансин.

5) Эгри чизщ  ушбу
ах2 +  Ьху су2 +  dx +  еу — 0

тенглама'билан берилган,
t =  у)х  параметрни киритиш натижасида бу эгри чизщ парамет

рик куринишдаги ушбу тенгламаларни. ^осил цилишини исбот ди
линг:

d  et 
* =  _  а +  Ы +  ct2 ’ 

dt +  et2
_ ^ а +  bt +  ct2 '

6-§. Эгри чизицларнинг кесишиш нуцталари
х у  текисликда иккита эгри чизщ  берилган б^лсин: ^  

эгри ЧИЗЩ ^ЗИНИНГ
f l ix ,  у) « 0  

тенгламаси билан, у 2 эгри чизиц эса

/а(*. У) =» 0 

тенглама билан берилган.
% ва v2 эгри чизицларнинг кесишиш нуцталарини, яъни 

бу нуцталарнинг координаталарини топайлик..
Фараз этайлик, А (х, у) нуцта ух, у 2 эгри чизик;ларининг 

кесишган нуцтаси б\/лсин. А  ну^та чизивда ётгани са- 
бабли унинг координаталари f ^ x ,  у) — 0 тенгламани цано- 
атлантиради. А  ну^та у 2 чизи^да ётганлиги учун унинг 
координаталари f 2(x, у) =  0 тенгламани каноатлантиради. 
Демак, Vj ва у2 чизи^ларнинг исталган кесишиш ну^та- 
сининг координаталари

fi(x , у) =  0, f 2(x, у) =  0

тенгламалар системасини каноатлантиради.
Аксинча, тенгламаларнинг бу системасининг исталган 

^аки^ий ечими чизи^лар кесишган нуцталаридан бирининг 
координаталарини беради.

Шунинг сингари"агар у* чизи^

fi(x , у) =  0
тенглама билан ва у 2 чизи^ параметрик к^рИНишдаги
* =  Ф(0. У — 'КО тенгламалар билан берилса, кесишиш 
нуктасининг координаталари ушбу учта

М.х ,у )  =  0, х  =  ф(/), y  =  y ( t)
тенглама системасини каноатлантиради.



Агар иккала чизщ  ^ам параметрик куринишдаги ушбу

V i : л: =  фх(0 . У = Ъi(0 ;  

v2 : х =  ф2(т), у  =  ф2(т)
тенгламалар билан берилса, кесишиш нуцталарининг х, у  
координаталари ушбу туртта

*  =  %(*)» у  =  4>i(0.
X =  фа(т), у  =

тенглама системасини каноатлантиради. 
М и с о л .  Ушбу айланаларнинг кесишган ну^талари то

пилсин: . 
х 2 +  у 2 =  2ах, х 2 +  у 2 =  2by.

Тенгламаларни хадма-^ад айириб, ах — by ни топамиз. 
у  — а х /b  ни биринчи тенгламага р$йиб,

(1+£)*«-а„-о
ни хосил киламиз. Бундан:

г, 2о*’=  0, х 2 = --------.
1 2 а*+Ь%

Уларга
2Ьа2

Ух =  <Л г/2 =  а3_|_̂ 2

мос келади. Изланган кесишиш нуцталари (0, 0) ва
/  2ой2 2&а2 \
\ а Н  ’ аг+ й 2 / '

Чизицларнинг кесишишига дойр яна бир мисол келтирамиз. у  
ва у2 чизщлар берилган булсин. чязи^ ноошкор куринишдаги

F(x, у) — О
тенглама билан берилган булсин, бунда f(x, у) — даражаси п дан 
ошмаган бирор к^п^ад, Уг чизии; параметрик куринишдаги

* =  ф(0. у =  Ш
тенгламалар билан берилган булиб, бунда ф( )̂ ва i|5(/) даражаси т 
дан ошмаган куп^ад. Биз у г ва у 2 чизиклар сони тп дан ошган ке
сишиш нуцталарига эга булсин деб фараз килайлик. Бундай холда 
Yj чизиц бутунлай Yi чизивда ётишлигини1), яъни Y* нинг ^амма- 
нуцталари

Л*. *0 =  0 .
тенгламани цаноатлантиришини курсатайлик.

11 Yi Е Yi- (Тарж.)



Дар^ацицат, алгебраик f(<p(/)i ’КО) =  0 тенгламанинг даражаси 
тп дан ошмайди ва тп дан ортик; илдизга эга. Алгебрадан маълумки, 
бундай тенглама айниятдан иборат, яъни уни исталган t кано.лтлан- 
тиради. Бу эса у 2 чизи^нинг *ар бир нук;таси f(x, у) =  0 тенгламани 
цаноатлантиради деган суз; шуни исботлаш керак эди.

тенгламасидаги а, Ь, с коэффициентлар айлана:
а) х уки билан кесишмаслиги;
б) х уци билан иккита нуцтада кесишиши;
в) х уцига уриниши учун к.андай шартни цаноатлантириши ке

рак?
2. Айланаларнинг

тенгламаларидаги коэффициентлар бу айланаларнинг кесишиши, ури- 
■иши учун кандай шартни каноатлантириши керак?

3. Ушбу иккита айлананинг кесишиш нуцталари топилсин:

а) х2 +  1/2=  I.
б) х =  cos г. У =  sin t.
4. Параметрик куринишдаги

тенгламалари билан берилган иккита эгри чизи^нинг кесишиш нуц- 
талари топилсин.

•гри чизиклар кесишган нуцталэрининг координаталар у^ига нисба- 
тан симметрик равишда жойланиши исбот к;илинсин.

М а ш к л а р
1. Айлананинг

хг +  у 2 Л  2ах +  2 by +  с =  О

х 2+?/2 +  +  2bty +  с, =  О,
х2 +  t f  +  2агх +  2Ь2у  -|-с2 =  О

5. Ушбу
ах2 -|- by2 =  о, Ахв +  Вув =  С



I I  б о б

TtfFPH ЧИЗИК

1- §. Т^гри чизик тенгламасининг умумий куриниши

Турри чизиц эгри чизи^лар ичида энг содда ва энг 
куп ишлатиладиган чизицдир.

Биз хозир \а р  цандай турри чиз1щ ушбу
ах  +  by +  с =  0 (1)

кЦринишдаги тенглама билан ифодаланишини исбот ци- 
ламиз, бунда а, Ь, с — Цзгармаслар. Аксинча, агар а ва b 
лар бир вацтда нолга тенг булмаса, тенгламаси (1) дан 
иборат mijrpu чизиц мавжуд.

Айтайлик, A t (alt bt), А2 (а 2, Ь2) — берилган турри 
чю щ ца нисбатан симметрик уккита ну^та булсин (16-

расм). Бундай холда т^рри чизиц-. 
нинг исталган А (х , у) ну^таси Аг 
ва А2 ну^талардан баравар узоц- 
лашади ва аксинча, А 1 ва А2 ну^- 
талардан баравар узокликда ётган 
А ну^та т^три чизивда тегишли 
б^лади. Бундан турри чизи^ тенг
ламаси:

(■* — a i)2 +  (У — bt )* =  (д: ~ а 2) 2 +
+ (у — Ь2)г •

■ Тенгламанинг ^амма ^адларини 
16- рисы чап томонга утказиб, квадратларга

кутариб ва уз-узидан равшан сод- 
далаштиришларни амалга ошириб, ушбуни ^осил ^ила- 
миз: ‘ "

2 (а2 - O J X  +  2 (Ь2 - Ь 1) у  +  {а\ +  Ь\ ~  а \ -  Ы) =  0.

Даъвонинг биринчи ^исми исботланди.
Энди унинг иккинчи цисмини исбот цилайлик. В± ва 

Вг текисликнинг координаталари (1) тенгламани ^аноат-

п



лантирувчи иккита нуктаси булсин. Вх В2 тугри чизиц 
тенгламаси

f l i*  +  h y  +  cL =  О

булсин. Ушбу
ах +  Ьу +  с = 0 ,\ 

а^х +  Ьгх  +  сх =  OJ

икки тенглама системаси биргаликда; В г ва В 2 нуцта- 
ларнинг координаталари бу системани цаноатлантириши 
тайин ran.

Олинган Вх ва В2 нуцталар турлича эканлигидан улар
нинг камида битта координаталари бир-бирига тенг эмас, 
масалан у х Ф уг-

(2) даги биринчи тенгламани alt иккинчисини а га ку- 
пайтириб ^адма-^ад аййрсак,

ф ах — аЪ-х) у  +  (сах — ас-,) =  0 •

ни ^осил киламиз. Бу тенглама (2) даги тенгламалар на- 
тижасидир, шунинг учун уни у  =  у х, у  =  у 2 ^ийматлар 
цаноатлантиради, Бу эса, фа^атгина ушбу

bax — abt =  0 , саг — ас, =  О

тенгликлар урцнли булганда юз бера олади. Булардан:
а _ Ъ __ с
oi bL с , •

Бу эса (2) даги тенгламаларнинг , эквивалентлигини 
билдиради. Даъвонинг иккинчи цисми исбот булди.

1- бобдаги 3- § да (xv  Ух) ва (х2, у г) нуцталардан ?тувчи t?f- 
ри чизиц  н у к т а л а р и н и н г  цу й и д аг ич а  т а с в и р л а н и ш и  и с б о т  и;илинган 
ели:

x  =  ( l  — t ) x 1 +  tx2, У =  0  — t ) y i + y + t y 2- 

Демак, %ар щндай mijppu чизщ ушбу

х =  at +  b, y  =  c t - \ -d ,  — оо <  / <  оо

куринишдаги тенгламалар ёрдамида параметрик ифодаланади.
Аксинча, агар а ва.с коэффициентлар бир вацтда нолга тенг 

б^лмаса, тенгламаларнинг исталган шундай системасйни бирор т^гри 
чизицнинг параметрик куринишдаги тенгламалари деб цараш муы- 
кии. Бу т у^ и  чизиц ноошкор формада ушбу

(х — Ь) с — (у — d) а =  О

тенглама билан ифодаланалн.



М а ш ц л а р

I- аъхг +  2abxy +  b̂ tf1 — с2 =  0 тенглама иккита т^ р и  чизи к;нй 
ифодалаши исбот ^илинсин. Бу т?рри чизи^лардан з̂ ар бирининг 
тенгламаси ало^ида-алох;ида топилсин.

2. у  эгри чизи^ ушбу
(о (х, у) =  О

тенглама билан берилган, бунда <в ^арфи х  ва у  га нисбатан я- тар- 
тибли куп>;ад. Агар 7  эгри чизи^ бирор т^три чизик билан п тадан 
ортик, кесишиш нуктасига эга булса, унинг шу ту^ри чизихни 
ичига тулии; олиши исбот килинсин.

3. Агар иккита
ах +  by -f- с =  0, Ах  +  By -|- С =  О

турли т^рри чизицнинг коэффициентлари
АЬ — аВ =» О _

шартни ^аноатлантирса, бу турри чизик,ларнинг параллеллиги исбот 
^илинсин.

4. Икки айлананинг радикал уци деб бу айланаларга нисбатан 
бир хил даражали нуцтаЛарнинг геометрик Урнига айтилади (I боб, 
4- §, 3- маппда к;аранг). Радикал ук;нинг т^три чизиц эканлиги 
курсатилсин. Айланалар кесишса, радикал Ук; кесишиш нуцталаридан 
Утади.

5. Текисликдаги нуцталарнинг берилган икки ну^тагача масофа- 
лари квадратларининг айирмаси Узгармас булган тУплами т^ри чи- 
зи^дан иборатлиги исбот цилинсин.

6. Маркази О, радиуси R дан иборат айлана!а нисбатан и н в е р 
с и я  алмаштириши шундан иборатки, ĵ ap бир А ну^тага ОА нурдаги 
А'  нуцта ОА-ОА' =» R2 тенгликнинг баЖарилиш шарти билан мос 
Нуйилади.

О нуцта координаталар бошида булсин. А'  нуцта координатала- 
ри А ну^та координаталари ор^али ушбу

. R2x , Ягу
У =х 2 -f- у 2 л 2 +  у 2

формулалар бУйича ифодаланиши исбот килинсин.
7. Инверсияда айлананинг айлана ёки турри чи зшда алмашиши 

исбот килинсин (иккинчи хол, яъни ^айси холда турри чизивда ал- 
машиш руй беради?)’.

8. ах +  by +  с =  0 турри чизивда нисбатан А (хв, у в) Ну^тага 
симметрик булган А* нуцтанинг координаталари топилсин.

9. Учта (хъ уг), (х2, у г), (х3, у3) нуцта фацат ушбу 
Ч  Vi 1 
х 2 Уг I 
*з Уз 1 „
гина битта турри чизикда ётиши исбот цилинсин.

=  0 учинчи тартибли детерминант нолга тенг бУлганда-

2-§ . Тугри чизи^нинг координаталар системасига нисбатан 
вазияти

Тенгламаси ах  4- by +  с *= 0 дан иборат турри чизщ - 
нинг координаталар системасига нисбатан тутган вазийТини



|ру  тенгламаларнинг хусусий ^олларига борлаган ^олда 
анщ лайлик.

1. а  =  0. Б у  ^олда турри чизщ  тенглш асини ушбу
С

кУринишда ёзиш мумкин. Шундай ь^илиб, турри чизш^иинг 
з^амма ну^талари бир хил (—с/b) ординатага зга, демак, 
Ц1$ери чизщ  х  ущ га  параллел (17- раем, а). Ж умладан 
С в> 0 %олда mi/fpu чизиц х  увидан иборат.

9).
X

17- раем.

2. Ь=> 0. Бу ^олда юцоридаги сингари ^аралади, Тур
ри ч и зщ  у уцига параллел (17- раем, б) ва с =  0 да шу 
рц билан устма-уст. тушади.

3. с =  0. Т^гри чизи^ координаталар бошидан утади, 
чунки унинг (0, 0) координаталари т^три чизиц тенглама- 
сини ^аноатлантиради (17- раем, в).

4. Энди турри чизик, тенгламасидаги ^амма коэффици- 
ентлар нолдан фарк,ли дейлик (равшанки, т^рри чизик; 
координаталар бошидан ^ам утмайди ва х  ук,ига ^ам у  
ук;ига з^ам параллел эмас). Бундай х^олда тенгламани 1/с
га б^либ в а ------— =  а , ------— =  [3 деб фараз цилиб, уни

а Ь
ушбу куринишга келтирамиз:

i + i  =  1, (1) 
а  0

Турри чизщнинг бу куринишдаги тенгламасидаги коэф- 
фициентларнинг маъноси содда: ишораларидан ^атъи на
зар а  ва р лар т^рри чизш^нинг координаталар у^ларидан



ажраттан кесмалари узунликларига 
тенг (!8-расм). Д а^щ атан ^ам, т$е- 
ри чизик х(у =* 0) у^ини (а, 0) нуц- 
тада у  уь^ини (х  =  0) эса (0,0) 
куклада кесадн.

М а ш ^ л а р

Т. Граней шарт бажарилганда 
ах - f  by +  с =  0

ту! ри Чизик мусбат ярим X ни (манфий 
ярим х ни) кесали?

2. К̂ айси шарт бажарилганда

ах +  by +  с =  О

турри чизиц биринчи координат бурчагини.кесиб утмайди?
3. Ушбу

а х +  Ьу +  с =  0 , ах — by +  с =  0 , Ьф  О

тенгламалар билан берилган турри чизицларнинг х  $цига нисбатан 
симметриклиги исбот цилинсин.

4. Ушбу

ах  +  by +  с =  О, ах +  by — с =  О

тенгламалар билан берилган tJfph чизикларнинг координаталар боши- 
га нисбатан симметриклиги исбот цилингин.

f . Ушбу mwpu чизицлар дастаси берилган:

ах +  by -f- с +  A,(atjc +  Ьгу  +  с,) =  0.

"к параметрнинг кайси цийматида т^рри чизиц дастаси х  рцвга 
(У Укига) параллел, X нинг ^айси цийматида у координаталар бо- 
шидан Утади?

6. К^йси шарт бажарилганда ушбу

ах - f  by +  с =  О

турри чизик координаталар ^цлари билан биргаликда тенг ёнли учбур- 
чакни чегаралаб туради? ‘

7. а х by +  с =•» 0 т^ри чизиц (бунда а, Ь, с ф  о) ва коорди
наталар учлари билан чегараланган учбурчак юзининг

S =  . 1 с*
2 \аЬ\

га тенглиги исбот килинсин.
8. Ушбу айлана берилган:

*а +  у г +  2 а х +  2Ьу =  0,

шу айлананинг координаталар у^ига параллел уринмалари топилсин.
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\
3- §. Тугри чизицнинг у  га нисбатан ечилган тенгламаси. 

Тугри чизицлар орасидаги бурчак

у  ^цига параллел б^лмаган исталган т^рри чизи^ буй
лаб ^аракат цилганда бир йуналишда х  усади, иккинчи 
й^йалишда камаяди, х  5'са борган йуналишни мусбат йу- 
налиш  деб атаймиз.

Фараз цилайлик, х у  текисликда у  у^ига параллел бул- 
маган иккита турри чизи^ g t ва g 2 берилган булсин. g 2 

т ^ р и  чизщ нинг g x т ^ р и  чизиц би
лан таш кил цилган 0 (gu  g 2) бур- 

9> чаги деб, g x нинг мусбат йуналишини 
буриб, g 2 нинг мусбат й^налиши би
лан устма-уст тушириш учун керак 
булган ва абсолют циймати я  дан 
кичик бурчакка айтилади. Агар бунда 

“ 9t S i турри чизихни буриш мусбат ярим 
у^ х  ни мусбат ярим 5^ у  билан уст-
ма-уст келтириш учун — гатен г бур-

19- рл-м чакка буриш билан бир хил булса,
бурчак мусбат ^исобланади (19-раем).

Тдрри чизщ лар  орасидаги бурчак уз-узидан равшан 
ушбу хоссаларга эга:

1 ) 0 ( g i ,  g*) =  —  ® (г * , л ) ;
2) 0 (g lt g 2) =  0 — фа^ат бу т^рри чизицлар параллел 

ёки устма-уст тушган ^олда.
3) 9 (g3, gi) = 0 (ga, g2) +  0 (&2> Si)-
T енгламаси

ax +  by +  с =  0 .

дан иборат турри чизиц у  у^ига параллел эмас деб фараз 
цилайлик (Ь ф  0). Тенгламани Mb га булиб ва — a/b =  k ,
— с/Ь =■ I деб фараз ^илиб, уни ушбу к^ринишга келтира- 
миз:

« y  =  k x + J .  ( 1 )

Т^три чизи^нинг бу куринишли тенгламасидаги коэф- 
фйциентларининг геометрик маъноси содда:

k  — т угри чизицнинг х  щ и  билан таш кил цилган а  
бурчагининг тангенси;

I — ишорасидан цатъи назар, mpFpu цизщ нинг у  у ви 
дан ажратган кесмаси.



Х,а^ик;атан ^ам, А 1 (хх, у г), А г {х2, у 2) —  турри чизиц- 
даги иккита ну^та булсин (20- раем), бу ^олда

_  . (fey2 + 1 ) —  ( k x i  - t- Оtg  а  = =  k.
А1

у  у^ини турри чизи^ (0, I) нуцтада кесиши равшан. 
Энди ху  текисликда икки 

т^рри чизи^ берилган булсин: 
у  ~  k^x  -f- /j, у  =  к 2х  -f- 

Иккинчи турри чизи^нинг 
биринчи турри чизи^ билан таш- 
кил ^илган 0 бурчагини топай- 
лик. Турри. чизицларнинг х  у^и 
билан таш кил ^илган бурчакла- 
рини а х ва а 2 ор^али белгилаб, 
турри чизи^лар орасидаги бур- 

20- раем. чакнинг учинчи хоссасига асосан
0 =  а 2 — а.г ни хосил ^иламиз.

Аммо бурчак коэффициентлар; 
мак,

kг =  tg  a lt k 2 =  tg  a a, де-

t e e
1 "Ь ^2̂ 2 

Бундан 0 бурчак ашщлзнади, чунки [0J <  л .
М а ш ц л а р

1. Ушбу т£рри ’чизи^ларнинг т^рри бурчак остида кесишшпи 
исбот ^илинсин.

ах -f- by +  с '=  0, Ьх — ау +  с' = 0 .
2. Ушбу

у  •= х ctg а  (бунда — _П_ <  а  <  0)

турри чизик; х уки билан цандай бурчак ташкил ^илади?
3. Томони 1 булган тенг томонли учбурчак томонларидан бири 

билан шу томонга туширилган баландликни координаталар уцлари 
сифатида ^абул ь,илиб, томонлар тенгламалари тузилсин.

4. К,уйидаги Tyipn чизицлар билан чегараланган учбурчакнинг 
ички бурчаклари топилсин:

х — 2у =  0 , 2х +  у  -» 0, х - { - у =  1.
5. !\айси шарт бажарилганда ах -|- by ^  0, агх +  Ьху  =«■ 0 турри 

чизицлар орасидаги бурчак учун х уци биссектриса вазифасини бажа- 
ради?

6. T^FpH чизщ х =  at  +  Ь, у  =•= ct -f- d тенгламалар билан берил
ган. Унинг ху^и билан ташкил цилганв бурчаги учун ушбу формула 
исбот ^илинСин:

с 
tg о =  — .



7. Параметрик куринишдаги тенгламалари билан берилган ту*ри 
чизицлар орасидаги бурчак топилсин:

х =  at t +  |  дс =  -(- rflt 1 
• 1/ =  at t +  62;j j/ =  caf +  da.j

8. Ушбу
±  ax ±  by +  с =  0 (a, b, с ф  0)

турри чизик,лар билан чегараланган туртбурчакнияг ромблиги исбот 
Килинсин. Координаталар Уцлари унинг диагоналларидан иборат.

4- §. Тугри чизшугарнинр параллеллик ва перпендикуляр-
лик шарти

х у  текисликда икки тугри чизщ  уз тенгламалари би
лан берилган булсин:

агх  +  Ь, г/ +  сг =  0, а2х  +  Ь2у  +  с2 =  0.
Бу турри чизи^ларнинг, а) параллел, б) перпендикул

яр булишлиги учун уларнинг тенгламаларидаги коэф- 
фидиентлари кандай шартни цаноатлантиришини аницлай- 
лик.

Бу турри чизи^лардан ^еч бири у  у^ига параллел эмас 
деб фараз к,илайлик. Бундай ^олда уларнинг тенгламала- 
рини ушбу куринишда ёзиш мумкин:

у  =  kAx  -j- 1\,
у  =  к2х  12,

бунда

кг ----------К  = ----------- — .
1 h  2 б , ’ -

T^Fpn чизи^лар орасидаги бурчак ифодасини назарга 
олиб, уларнинг параллеллик шартини ^осил ^иламиз:

кг —  k 2 _  0

ёки
а ,62 — =  0 . ( 1)

Перпендикуляр лик шарти:
1 -f- k 1k i =  0

ёки
аха2 +  ЬХЪ2 =  0. (2)

Хосил ^илинган (1) ва (2) шартлар гарчи турри чи- 
зи^лардан бири ^ам у  ^цига параллел б^лмаган фаразда 
чш^арилган булса-да, улар бу фараз бузилганда ^ам уз 
кучини са^лайди.



Масалан, биринчи т$рри чизиц у  $'К,ига параллел б^л- 
син. Бу долда Ь1 =  0. Агар иккинчи турри чизщ  бирин
чи тугри чизш да параллел б^лса, у дам у  у^ига парал- 
лелдир ва, демак, Ъ2 =  0 . (1) шартнинг бажарилиши аён. 
Агар иккинчи турри чизщ  биринчисига перпендикуляр 

•булса, унда у х  ^ и г а  параллел, демак, а 2 =  0. Бундай 
долда (2) шартнинг бажарилиши аён.

Энди (1) шартнинг етарли эканлигини исботлайлик: агар 
mi/Fpu'чизицлар учун (1) шарт бажарилса, улар  ё па
раллел, ёки устма-уст тушади.

Ъг ф  0 булсин дёйлик. Бундай долда (1) шартдан Ьг Ф  О 
деган хулоса чикади, чунки акс дол юз беради деб (Ь2=  
=  0) фараз цилсак, а 2 =  0 булар эди, бу эса мумкин эмас. 
К,илинган фаразда

(Ьг Ф О, Ь2 Ф  0) (1)

даги тенгллкни цуйидагича ёзиш мумкин:

------—  = ------ —  ёки k x =  k 2,
Ьг 1 2’

бу эса турри чизикларнинг х  ^ и  билан ташкил цилган 
бурчакларининг тенглигидан дарак беради. Демак, турри 
чизицлар ё параллел, ёки устма-уст тушади.

Агар Ь, =  О (демак, а г Ф  0) булса, (1) дан Ъ2 =* 0 до- 
сил цилинади. Шундай ^илиб, иккала т^рри чизиц дам у  
^ и г а  параллел: демак, улар ё бир-бирига параллел, ёки 
устма-уст тушади.

Tijppu чизикларнинг перпендикуляр лиги учун (2 ) шарт
нинг етарлилигини  исбот дилайлик.

Аввало Ьг Ф 0, Ь2 ф 0 булсин дейлик. Бу долда (2) 
тенгликни дуйидагича ёзиш мумкин:

ёки
1 +  k 1k i =  0 .

Бу эса турри чизикларнинг т^рри бурчак ташкил дилиши- 
ни, яъни перпендикулярлигини билдиради.

Энди Ьх =  О (демак, a t  Ф  0) б^лса, (2) тенгликдан 
а2 ■= 0 деган хулосани чидарамиз. Шундай дилиб, биринчи 
т ^ р й  чизид у  укига параллел, иккинчиси эса х  удига па
раллел, демак, улар бир-бирига перпендикулярдир.

Ь2 =  0 булган дол шу сингари текширилади.

зо



М-а ш ц л а р.
1. Агар икки турри чизщ координаталар ^ларидан бир хил 

узунликдаги кесмалар ажратса, улар ё бир-бирига параллел, ёки пер
пендикуляр булиши исбот цилинсин.

2. Параметрик куринишдаги тенгламалари билан берилган ушбу 
тррри чизицларнинг параллеллик (перпендикулярлик) шарти топил- 
еин:

д: =  ехх? +  (3ц} х  =  a 2t +  а2Д
У «= (М +  *i!j У =  +  ь2-)

3. Бири ах +  by +  с =  0 тенглама билан, иккинчи параметрик 
х  =  a t  -(- р, у  =  y t  +  6 тенгламалар билан берилган т^рри чиэицлар- 
нинг паралеллик (перпендикулярлик) шарти топилсин*

4. Т^рри чизи^ларнинг
+  Ь д  +  Ci +  У. (агх +  Ь& +  с2) =  О

тенгламалар билан берилган оиласида (К — 'оила параметри) ах - f- 
~\~ by с =  0 турри чизиада параллел (перпендикуляр) булгани то
пилсин.

5- §. Тутри чизиц билан нуцтанинг узаро вазияти.
Тугри чизицнинг нормал куринишдаги тенгламаси

Айтайлик, х у  текисликда А ' (х ' , у ')  ну^та ва g  rf?- 
ри чизщ  берилган булсин:

ах  +  by +  с =  0 .
Агар А ' ну^та g  тугри чизивда ётса, у ^олда:

а х ' -j- by' +  с =  0 .
А ' нуцта тугри чизщ да ётмаган деб фараз цилиб, 

цуйидаги ифоданинг геометрик маъпосини ойдинлаштирай- 
лик:

h(x’, у ')  за а х ' +  by’ - f  с.

Фараз цилайлик, А ' (х ', у ')  ва А" (х", у") нуцталар g  
т^гри чизицда ётмайдиган булсин. А ’А" кесмадаги истал
ган нуцтанинг координаталарини ушбу к^ринишда ифода- 
лаш мумкин:

х  =  tx '  +  (1 — t) xf', у  =  t y ’ +  (I — t) у", 0 <  t  <  1
(I боб, 3- §). Шундай ^илиб, Л 'Л" кесманинг исталган А 
ну^таси учун:

h (х,у) =  th{x’, у ’) +  (I — t) h (х ", f )  = h ( t ) .

Агар Л' ва Л" ну^талар битта ярим текисликка тегиш
ли булса, h(t) функция [0,1] кесмада нолга тенг булмай- 
ди. Демак, h{0) =  h(x", у") билан у{ \) = h ( x ' ,  у ')  нинг 
ишораси бир хил. Лгар А '  ва Л" турли ярим текисликлар-



га тегишли булса, у з^олда h(t) функция [0 ,1] кесмада нол- 
га айланади ва чизи^ли булгани сабабли кесманинг учла- 
рида ^арама-царши ишорали ^ийматларни ^абул цилади, 
яъни h (x " , t/') билан h ( x ' ,  у ')  нинг ишоралари тескари. 

Хуллас, уш бу ифода:
a x ' +  by' +  с

g  турри чизщ  аницланган ярим  
текисликларнинг бири учун мусбат, 
иккинчиси учун эса манфий. Энди 
| а х ' +  by - f  с | нинг геометрик маъ- 
носини очиш ма^садида А' нукдадан 
турри чизикдача булган маеофани то- 
памиз.

А ' нуктадан g  турри чизш да пер
пендикуляр туширамиз (21- раем). 

Г----- А0 (х0, г/„)—перпендикуляр асоси бул
'  син. А 'А 0 турри чизиц тенгламасини

Ь (х — х ')  — а («/ — !/') =  0
21- раем.

к^ринишда езиш мумкин. даци^атан 
хам, бу тенглама билан берилган т^р- 

ри чизик А ' нуктадан утиб, g га перпендикуляр. Бундан:
Ь (х0 —  х ') — а (у 0 —  у ') =  0 . ( 1)

Аммо Ад Нуцта g  турри чизикда ётади, шунинг учун
ах  о +  by о +  с =  0 .

Бундан: .
a x ' +  Ьу’ +  с=> а(х ' — х0) + Ь ( у ' —  у0). (2)

(1), (2) тенгликлардан квадратга кутариш ва к,ушиш 
натижасида ушбуни хосил ^иламиз:

(a x ' +  by +  с)2 =  (а2 +  Ь2) [(х' —  х 0)а +  (у' —  у0)%
Шундай к;илиб,

\а х ' +  by' +  с [ =  У  а2 +  Ь28 ( х \  у '),
бунда б (л ', у ')  билан А '(х ',  у ')  нуцтадан g  турри чизик- 
цача масофа белгиланган.

Хуллас, | a x ' +  by' +  с | га тенг мицдор ( х ',  у ’)н ук с  
тадан

ах  +  by +  с == 0

mijFpu чизищача булган масофага пропорционалдир. Жум- 
ладэн, а 2 +  b2 =  1 булса, айтилган миедор нуктадан т^рри



чизиэдача масофага тенг. Бундай ^олда турри чизи^ нор
мал кдринишдаги тевгяама билан берилган деб айтадилар. 

Равшанки, турри чизи^нинг тенгламаси 
а х  +  b y  +  с  «= О 

ни нормал куринишга келтириш учун уни + ] / а2+ Ь й ёки 
— У й? +  Ь2 га б^лиш керак.

Т^рри чизи^нинг нормал куринишдаги тенгламасининг татбик,и 
сифатида уз уч^арииинг координаталари билан берилган учбурчак 
юзи формуласини келтирцб чикарамиз: A(xv  y L), В(хг, y t), C(xs, уЙ)— 
учбурчак учлари булсин. Учбурчак юзи:

S = ± - h \ B C \ ,

бунда h з а̂рфи ВС томонга туширилган баландликни билдиради:

| ВС|  =  [(*2 - х 3)г +  O / . - l / s ) 2]7 *- 
h ни топайлик. ВС тугри чизиц тенгламаси:

(х — Х 2)  (у2 — ys) — (у — у г) (х2 — *3) =» 0.

Хацицатан з а̂м, бу тенглама чизик,ли ва В, С нукталар уни цаноат- 
лантиради. Бу тугри чизиц тенгламасини нормал куринишга келти- 
райлик; бунинг учун уни [(уг — у 3)2 +  (хг — лг3)2]7* га бз?ламиз. На- 
тижада:

(х — * а) (у г — уз) — {у — у 2) (х2 — х 3) =  0

V  (х2-- х 3)2 +  (у 2 — (/я)2

Агар бу тенгламанинг чап томонига А нуктанинг координаталарини 
ц^йсак, натижада учбурчакнинг Л ну^гадан туширилган б^ландлиги 
ийгаранинг аниклигигача з^осил вдлинади- Демак, учбурчак 'юзи:

S ' =  ~ у  \{хг — х2) (у 2 — t/3) — ((/! — у2) (х2 — *я)|. 

М а ш ц л а р
I. Учбурчак томонларининг тенгламалари ва уз координаталари 

биЦ&н ру^та берилган, Бу нуктанинг учбурчак ичида ётиш-ётмасли- 
гинн цандай билиш мумкин?

S. Параллел булган ах +  by +  с, =  0, ах +  bg +  с% «*= 0 т^гри 
чизицлар орасидаги масофанинг

ci — С2 
у ж + Ts

га тенглиги исбот ^илинсин. •
3. ах +  by +  с =  0 тугри чизавда параллел ва ундан б масофада 

турган т^ри чизиклар тенгламалари тузилСин.
4. Агар кесишувчи икки турри чизиц нормал к^ринитдаги ушбу 

ox -J* by +  с =  0 , atx +  6]j/ +  Ci =  0 тенгламалари билан бёрилган 
буяса, улар орасидаги бурчаклар биссектрисалари

(ах +  bg +  с) ±  (агх +  М  +  сг) =  0
тенглама билан ифодаланиши исбот цалинсин.



-5. Берилган икки ну^тагача олинган масофалари берилган нис
батда булган нуцталарнинг геометрик урни иккита т^ри  чизиадан 
иборатлиги исбот килинсин. Олинган турри чизи^лар нормал к^риниш- 
даги тенгламалари билан берилган деб фараз цилиб ва масофалар 
нисбати га тенг деб кабул килиб, бу тугри чизик,ларнинг тенг
ламалари тузилсин.

6-§ . Турри чизикда оид асосий масалалар

A ( x i> Hi) нуцтадан утусчи ихтиёрий mffFpu чизиц- 
нинг тенгламасини т узайлик.

Изланган турри чизи^ тенгламаси

ах 4- by +  с =  0 ( 1)

булсин. Турри чизи^ А нук,тадан утганлиги учун:
аХх -j- Ьух +  с =  0 .

Бу тенгликдан С 'ни  топиб (1) тенгламага к^йсак,

Ф  — x i) + Н У  — У1) = 0

ни хослл ^иламиз.
Равшанки, а, Ь нинг исталган к;ийматида х;ам бу тенг

лама билан бериладиган турри чизиц А ну^тадан утади. - 
Берилган икки А ^ х ^  y j ,  А2(х 2, у2)  нуцтадан дтувчи 

турри чизищ тенгла'масини тузайлик.
Т ^ р и  чизи^ А г нук,тадан утганлиги учун унинг тенг

ламасини а(х  — хх) +  Ь(у — Ух) =  0 куринпида ёзиш мум
кин. Аммо турри чизи^ А2 ну^тадан хам утади, демак:

а(х2 —  х г) +1-(у2 — у 1) =  0,
бунден

J L  = , _  У г 
Ь " *2 — х, ’

изланган турри чизи^ тенгламаси ^уйидагича булади:
Х — Хх __  у — Ух =  Q 
Х 2  — Х х  У г -  Ух ‘

ах  4- by  - f  с =  0 турри чизищ а параллел ва А (х ,. у г)  
нуцтадан ут увчи турри чизгщ тенгламасини т узайлик.

ах  +  / у  +  X ~  0

тенглама % нинг исталган кийматида х,ам берилган турри 
ч и зи ^ а  параллел т^рри ч т щ т  ифодалайди. Я ни шундай 
танлаймизки, бу тенгламани х  =  х ъ у  =  Ух ^гноатлантир-



Син: ахх +  byx »  0. Бундан X == — ахх ~ Ь у х> изланган 
тенглама

еНх —  х х) +  b(y —  y t ) =  0 Ч
дан нборат.

A(x i> */i) нуцте&ан дтиб, ах  +  - f  с *= Q турри чи- 
зи щ а  перпендикуляр булган mijFpu чизиц тенгламасини  - 
тузайлик. X нинг и-еталган кийматида ^ам

bx — ay  +  X — 0
т ^ р и  чизик; берилган турри чизивда перпендикуляр. К ни 
шундай танлаб оламизки, бу тенгламани х  =  х х, у — у х 
цаноатлантирсин, натижада изланган тенглама хрсил фи
лина ди:

Ь(х  — х х) — а {у — у х) =  0 .

Берилган ‘A (x lt y j  нуцтадан утувчи ва х  Щ и билан  
а бурчак ташкил циладиган турри чизи$ тенгламасини 
тузайлик.

Тугри чизи^ тенгламасини у  =  kx  +  I куринишда ёзиш 
мумкин. k ва I коэффициентлар t g a  =  k ,yx =  kxx +  I шарт- 
лардан топилади. Изланган тенглама:

У — У '1^  (* — *i) tg a .

Пировардида ^уйидагини таъкидлаб утамиз: берилган 
иккита .

ахх  ■+■ bxy  +  сх =  0 , а2х  +  Ь2у  +  с2 »  0 ,
tnpFpu чизищ инг кесишган нуктасидан утувчи исталган 
mffFpu ч и зщ  тенгламасини уш бу куриниш да ёзиш мумкин:

Ц а хх  +  Ьху  +  сх) +  Р(агх  +  Ьгу  +  с2) =  0 . (2)

^аци^атан з^ам, (2) тенглама бир ва^тда нолга тенг 
булмаган х;ар цандай X, ц учун з а̂м берилган икки турри 
чизи^нинг кесишган нуктасидан утадиган т^Рри чизи^ни 
ифодалайди, чунки бу ну^танинг координаталари, равшанки 
(2) ни цаноатлантиради. Gi/нгра берилган турри чизик, лар- 
нинг кесишган нуктасидан фар^ли ^айси бир (л^, ух) нук,- 
тани олмайлик, (2) т ^ р и  чизиц

X =  агх х +  b2y2 +  с2, — р =  avx x +  Ьхух +  сх

цийматларда у х) нуцтадан утади. Демак, берилган 
т^рри чизицларнинр кесишган нуктасидан утувчи барча 
т$рри чизщ лар т^плами (2) тенглама билан ифодаланувчи 
турри чизи^лар билан тула цопланади.



М а ш ц л а р
1. ах +  6(/ +  с =  0 т^ри чизиеда параллел (перпендикуляр) ва 

ai x +  biУ +  ci  *= 0, о2х - f  Ьгу  -)- с2 =  О турри чизикларнинг кесишган 
нуктасидан $тадиган тугри чизик, тенгламаси тузилсин.

2. (Xi, J/i)> (*2> </г) нуцталар кандай шарт бажарилганда ах-\-Ьу-\- 
+ с  =  О тугри чизицка нисбатан симметрик жойлашади?

3. («о. i/о) нуцтадан утиб, (xlt  i/i)> (*2. У%) ну^талардан баравар 
узоцлашган турри чизиц тенгламаси тузиленн.

4. (%, у х), (х2, у г), (х3, у я\  дан иборат учта нук,та фак;ат

У\ 1
*2 У% 1 
*з Уг 1

=  0

шарт бажарилгандагина битта тутри чизикда ётиши исбот цилинсин.

7- §. Координаталарни алмаштириш
Фараз ^илайлик, текясликда координаталарнинг иккита 

системаси берилган булсин: ху  ва х 'у  (22-раем). Коорди
наталарнинг 6jj системаларига нисбатан ихтиёрий нуцта 

координата.три орасидаги богланиш- 
ни ани^лайлик.

Айтайлик,
\ |  /  - . a 1x - { - b 1y - { - c 1 =  0 , a i x - { - k i y +  ci = 0

тенгламалар ху  координаталар систе- 
масида у ' ва х  у^ларнинг нормал 
■яуринишли тенгламалари булсин.

/  \ j  Тугри чизи^нинг нормал кури
------------;— нишли тенгламасидаги барча коэф-

% фициентлар ишорасини тескарига 
алмаштириш мумкин—тенглама аншу 

22- раем. лаб берган геометрик образ (турри 
чизи^) бунинг натижасида узгармай- 

ди. Шу сабабли, х  у  координаталар системасининг би
ринчи квадрантидаги бирор А (х0, у 0) нук;та учун ушбу 
тенгсизликлар уринли булади:

a i x o Уи "Ь ci  о ,
°2Х0 +  “Ь ?2 >  ®

(акс ^олда коэффициентлар ишораларини тескарига алмаш
тириш мумкин).

Б из ихтиёрий нуцтанинг х  у  системага нисбатан 
х ' , у ' координаталари уша нуктанинг ху  системага нис
батан х , у  координаталари орцали ушбу формулалар 
б$йича ифодаланади деб тасдщлаймиз:

х  — ахх  +  Ьху  +  с,, 1 
у  =  а2х  +  +  ся. }
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Масалан, биринчи формулани исбот ^илайлик. Форму- 
ланинг чап ва унг томонларининг абсолют ^иймати брр 
хил, чунки нуцтадан у '  ^ к а ч а  масофани билдиради. у ' fn, 
аницлаб берган ярим текисликларнинг л;ар бирида форму- 
ланинг. чап ва ^нг ^исмлари $з ишорасини са^лайди ва бу 
ярим текисликларнинг биридан иккинчисига утганда ишо- 
рани узгартиради. Аммо Л0 нуцта учун ишоралар бир хил- 
лиги сабабли, улар текисликнинг исталган нуцтаси учун 
з^ам бир хил б^лади.

Иккинчи формула шунинг сингари исбот цилинади. 
Лекин

агх  +  Ьху  +  сг =  О, 
аах  +  Ь2у  +  с2 =  О

иккита перпендикуляр тугри чизи^нинг нормал куринишдаги 
тенгламалари булгани сабабли, (1) формулалардаги аи  Ьг, 
аг, Ь2 коэффициентлар орасида цуйидаги муносабатлар мав- 
жуд:

а\ +  Щ Ь
1, (2) 

ага2 +  bJb2 *= 0 .

(2) даги формулаларнинг дастлабки иккитасини назарга 
олиб, alt blt д2, Ь2 коэффициентларни ^уйидагича тасвирлаш 
мумкин:

=  cos а , ^  =  sin а , 
a 2 =  co sa lt b g ^ s i n a j .

Энди (2) даги учинчи муносабатдан
cos a  c o sa 1 4- s i n a  s i n a l =  cos(a  — а х) = 0

ни з^осил циламиз, бундан эса: =  а  ±  -у  +  2&л. Хул-

лас, координаталарни алмаштириш формулалари (1) ни ушбу 
икки куринишнинг бирида ёзиш мумкин:

х ' — х  cos a  +  у  sin  ц, +  clt } .
у' — — х  sin a  +  у  cos a  +  са )

ёки
х' =  x c o sa  +  у sin  a +  clt 
у — x  sin a  — у  cos a  4- ct:

Бу формулаларнинг биринчиси координаталаряинг х гу  
системасини х у  системадан ^аракат натижасида ^осил ци-

U



линиши мумкин булган з^амма з^олларни уз ичига олади. 
Формулаларнинг иккинчи системаси координаталарнинг х у* 
системасини ху  системадан з^аракатлантириш билан симмет
рий акслантириш натижасида х,осил цилинади.

Координаталарни алмаштириш формулаларига кирган ос, 
clt ct катталикларнинг геометрик маъноси содда: 2я  ни 
такрорлайдиган 2кп дан к;атъи назар, а  харфи х  укнинг х  
билан ташкил килган бурчакни, cv  с2 эса ху  координаталар 
системаси бошининг х 'у  системага нисбатан координатала
рини билдиради.

Координаталарни алмаштириш формулаларини бош^ача изо^лаш 
_̂ ам мумкин: уларни биз текисликни уз-узига акслантириш формула- 
лари сифатида караймиз, бундай акслантиришда х, у коордннатали 
нуцтага координаталарнинг i/ша системасининг уэида х ’ , у'  коордн
натали нуцта мо с к,илиб ^уйилади деб ^исоблаймиз. Бу акслантириш 
масофаларни са^лаш хусусияти билан ажралиб туради, яъни исталган 
иккита Л ва В нукта орасидаги масофа уларнинг образи булган А'  
ва В ' ну^талар орасидаги масофага тенг. Шундай к,илиб бу симме.трик 
акслантириш %аракатнинг узи (асли ^аракат) ёки кйзгудан цайтиш 
ц#шилган %аракатдан иборат. Формулаларнинг биринчн системаси 
асли ^аракатларга, формулалар системасининг иккинчиси эсакузгудан 
г а̂йтиш к^диилган ^аракатларга мос келади.

М а ш ц л а р

1. Координаталарнинг ху системасидан координаталарнинг х' у' 
системасига утиш формулалари тузилсин, бунда х' ва у'  координата
лар У^лари ушбу тенгламалар билан берилган:

• ах +  by +  сх =  0, — bx +  ay -f- с2 =  0.

2. л  +  у»» 0, х — у «я 0 ни ифодаловчи т^гри чизик;ларни янги 
координата ^к,лари сифатида цабул ^илиб, х2 — у*=а"  эгри чизи^нинг 
тенгламаси тузилсин.

3. х 'у '  координаталар системаси ху  координаталар системасидан 
уви бирор (х0, у 0) ну^та атрофида айлантириш натижасида з^осил 
^илинган. Координаталарни алмаштириш формулалари (1) б^йича х0, у0 
топилсин.

4. г =  х +  (у д еб . фараз 
килсак, ху  текисликдаги Ĵ ap 
цандай ^аракат комплекс £з- 
гарувчи г  нинг чизи^ли ал- 
маштирилиши г '= ш г + с  ёр- 
дамида амалга оширилиши 
мумкин, бунда ш ва с комп
лекс сонлар ва | < в | = 1. 
Шуни исбот ^илинсин.

5. 23- расмда тасвирлан- 
ган механизмга царашли С 
нуктанйнг чизган эгри чнзига 
тенгламаси топилсин. ABC

2 3 -раем. учбурчак муста^кам А ну к, та



х у^и буйлаб сирпанади, В нуц- 
та эса радиуси R, маркази ко
ординаталар бошида булган ай- 
лана буйлаб зуракат цилади.

Е ч и л и ш и .  В Hyiyra Вв 
билан устма-уст тушган пайтда 
А , В, С нуцталариинг коорди
наталари (d , 0), (R , 0), (а, Ь) 
дан иборат г0 =  а +  ib деб 
фараз ^илайлик. С нуктанинг 
исталган пайтда комплекс ко- 
ординатаси

2 рас».
г  =  coz0 +  с '

га тенг. Аммо В нуцта з а̂миша хг +  у г =  R 2 айланада, А нукта эса к 
укида цола боради. Демак,

|соЯ +  с | = Я ,  lm((od +  c) =  0.
Бундан

I и>(Я — г0) +  г \  =  R, Im(ffl(d — г0) +  г) =  0
ёки

I R — г01а +  «(Я — z0) 7 +  m(R — г0)г +  \г? =  Я2.

to(d — г0) - - co(d — г„) 4- г — г =  0

(бу ерда 1т—мавз^ум цисм, г, со эса г, (о га кушма сонлар).
Бу тенгламаларни ш ва со га нисбатан ечиб ва сош =  1 эканлигини 

назарга олиб, г  цаноатлантирган тенгламани >;осил цилямиз. Сунгрз 
г урнига х -J- iy  ни ц^йиб изланган эгри чизик тенгламасини з о̂сил 
циламиз.

6- 24-расмда тасвирланган. механизмга царашли С нуцта чйзган 
эгри чизи^нинг тенгламаси топилсин. ABC учбурчак муста^кам, унинг 
А ва В учлари айланалар буйлаб з^аракат цилади.



III б о б

КОНУС КЕСИМЛАРИ

1-§ . Ь^утб координаталар

Текисликнинг истал'аы О ну^тасидан g  турри чизи^ни 
^тказамиз ва О ну^тада бурчакларни хисоблаш йуналишини 
белгилаб оламиз. Текисликнинг хар бир ну^тасига иккита 
р ва в сонни мос келтириш мумкин: р билан А нуцтадан 
О гача масофани ва 0 билан О А  ярим тугри чизик нинг g

ярим т^гри чизи^ билан ташкил цил- 
л ган бурчагини белгилаймиз (25-раем), 

р ва 0 сонлар А ну^танинг 
цутб координаталари дейилади. О 
ну^та кцтб, g  ярим тугри чиз1Щ эса

агар эгри чизивдаги хар бир нуктанинг кутб координата
лари ушбу

тенгламани ^аноатлантирса, бу тенглама эгри чизищшнг 
%утб координаталардаги тенгламаси деб аталади. Аксин-, 
ча, р, 0 сонларнинг бу тенгламани каноатлантирадиган 
исталган жуфти эгри чизик пукталаридан бирининг цутб 
координаталари булади.

Мисол тарикасида цутбдан утган ва маркази ^утб ук,и- 
даги R  радиусли айлананинг кутб координаталардаги тенг- 
ламасини тузайлик. Тугри бурчакли ОАА0 учбурчакдан
О А =  OA0cos 0 ни хосил щмамиз (26-раем). Бу ердан 
айлана тенгламасини хосил киламиз:

р0 текисликда декарт координаталари системаси х у  ни 
киритамиз, бунинг учун ^утб О ни декарт координаталари

Декарт координаталари билан иш 
курганимиз сингари, эгри чизик;нинг

25- раем. ^утб координаталаридаги тенгламаси
Халида гапириш мумкин, чунончи,

ф ( р ,  0 )  =  О

р =■ 2R  cos 0 .



системасининг боши, цутб $цини 
мусбат ярим у к; х  сифатида ва 
мусбат ярим уц у  нинг мусбат ity- 
налишини шундай танлаб оламизки, 
бурчакларнинг ^исоблаш учун тан
лаб олинган йуналиш билан муво-
фиц ^олда к;утб $ци билан +  —
бурчакни хосил цилсин.

Нуцтанинг цутб ва декарт 
координаталари орасида ^уйидагича богланишнинг мавжуд 
лиги равшан:

х  =  р cos 0, у  =  р sin

26- раем.

(О

(27- раем).
. Бу эгри чизи^нинг ^утб коорди

наталар системасидаги тенгламасини 
билган ^олда, унинг декарт коорди- 
наталаридаги тенгламасини ва аксин
ча, зфеил цилиш имконини беради.

Мисол тарицасида ихтиёрий турри 
чизи^нинг к;утб системасидаги тенг
ламасини тузайлик. Турри чизи^нинг 
декарт координаталаридаги тенглама
си

ах  +  by +  с =« 0 с <  0 .

Бу тенгламага р билан 0 ни х  ва у  
^рнига (1) формула б^йича киритсак, 
натижада:

р (a cos 6 4 - b sin  0) +  с 
С^нгра ушбуларни фараз цилсак: 

а _ _ Ъ

67- раем.

У а г+62
cos а,

У а 2+62
=  s in a ,

Уа»+&*
~  Ро

т^гри чизи^нинг ушбу куринишдаги тенгламасини з^осил 
циламиз: t

р cos (a — 0) =  р0.

М а ш к л а р

1. Исталган айлананинг кутб системасидаги 
куринишда ёзиш мумкинлиги исбот цилинсин:

ра 4- 2ap cos (а  +  9) 4- Ь «• 0.

тенгламасини ушбу

о



Айлана марказининг координаталари ро,0о ва радиуси R топилсин.
2. Нукталар орасидаги масофани уларнинг кутб координаталари 

оркали ифодаланг.
3. T^FpH чизи^иинг кутб координаталаридаги тенгламаси

р Cos (а — 6) =  р0 

да а  ва р0 нинг цанлай геометрик маъноси бор?
4. Айланадаги А ну^тадан шу ай

лананинг уринмаларига туширилган 
перпендикуляр асослари геометрик 
^рнининг кутб координаталар- 
даги тенгламаси тузилсин (кардиоида, 
2 8 -раем).' А нуктани кутб деб ва кутб 
УКИ сифатида эса О А радиуснинг даво- 
ми кабул килинсин.

5. Бернулли лемнискатаси деб 
аталувчи эгри чизик тенгламаси ту
зилсин. Берилган икки Fx вч Р2 нук- 
та (фокус) гача масофаларининг ку- 
пайтмаси узгармас.ва ' / 4 l/^rjl* га тенг 
булганнукталарнинг геометрик урни 
шу номни олган. К,утб сифатида фо- 
кусларни туташтирувчи кесма Урта-

23- раем. си, кутб Уки сифатида эса фокус-
ларнинг бири оркали утувчи ярим 
тугри чизик кабул килинсин.

2-§ . "Конус кеси^лари. Кутб координаталардаги
тенгламалар

Доиравий конусни унинг учидан утмайдиган текислик 
билан кесиш натижасида х,осил килинган эгри чизиц конус 
кесими дейилади (29- раем). Конус кесимлари к;атор ажойиб 
хоссаларга эга. Уларнинг бири ^уйидагидан иборат.

Айланадан бошца \а р  щ ндай конус кесими ш ундай' 
нукт аларнинг геометрик i/рнидан иборатки, уларнинг 
берилган F нуцта ва берилган б тугри чизищача масо
фаларининг нисбати узгармасдир. ■

Р  нук,та конус кесимининг фокусы, б турри чизщ эса 
директриеаси дейилади.

Бу хоссани исбот цилайлик. Айтайлик, о текисликнинг 
конус билан кесишган эгри чизиги 7 булсин (30-раем). 
Конус ичига о текисликка уринадиган сфера чизайлик; 
сферанинг текисликка уриниш ну^тасини F оркали белги- 
лайлик. © билан сферанинг конусга уриниш айланасини 
белгилайлик. у  эгри чизицда ихтиёрий Р нук;та оламиз. 
Бу Р  нук;та оркали конуснинг ясовчисини утказиб, унинг 
со текислик билан кесишган нуцтасини В оркали белгилаймиз. 
Ми^оят, Р  ну^тадан а , со текисликларнинг кесишган т^гри 
ч и з и р и  б га перпендикуляр туширамиз.



Ана шу у чизщнинг F ну^та билан б т ^ р и  чизивда 
нисбатан. ю^орида айтилган хоссага эгалигини исбот цилиш 
талаб ^илинади. Хаки^атан хам, FP =  ВР, чунки бу кес- 
малар сферага битта ну^тадан ^тказилган уринмалйрдир. 
Сунгра h(P) билан Р ну^тадан <о текисликкача масофани 
белгиласак, у ^олда: .

АР — h(P)lsin а, BP =  /z(P)/sin р,

бунда а  билан со, б текисликлар орасидаги бурчак ва Р-ко- 
нус ясовчиси билан со текис'лйк орасидаги бурчак белги- 
ланган. -

Булардан ушбу тенгликларни ^осил киламиз:
АР _  АР sin р 
FP "  ВР sin а  ’

г АРяъни -jp -  нисбат Р нуцтага боглиц эмас д£ган хулосага
келамиз. Айтганимиз исбот ^илинди.

Конус кесимидаги нуктанинг фокус ва дир'ектрисагача 
масофаларининг нисбати X нинг ^ийматига цараб эгри чизшч 
эллипс (Х,<1), парабола (X =  1) ва гипербола ( ^ > 1) деб 
аталади. X сон конус кесимининг зкецентриситети дейи- 
лади.

F—конус кесимининг фокуси, б— унинг директрисаси 
булсин (31-раем). Эллкп: билан парабола (К ^  1) холи учун 
эгри чизи^нинг хамма нук,талари директрисадан бир тарафда 
жойлашаДи, чунончи: F  фокус ^аердан жой олса, бу нуц-



31- раем.

талер з̂ ам 5'ша ердан жой олади. Х,аки^атан з^ам, дирек- 
трисанинг иккинчи тарафидаги нуцталар учун:

AF
АА

^ й > \ .
АА

Гипербола билан иш курганда эса (к >  1) директриса- 
нивг иккала тарафида жойлашган -ну^талар мавжуд. Ги
пербола икки тармо^дан иборат булиб, директриса уларни 
бир-биридан ажратиб туради.

р0 координаталар системасининг к;утби сифатида конус 
кесимининг фокусини к,абул цилиб, цутб укини эса шундай 
утказамизки, у директрисага перпендикуляр булсин ва 
унинг билан кесишадиган булсин. Координаталарнинг ана 
шундай цутб системасидан конус кесимининг тенгламасини 
тузамиз. „

Фокусдан директрисагача масофа р булсин. Конус ке- 
симидаги ихтиёрий А ну^тадан фокусгача масофа р га ва 
директрисагача масофа эса А ва F ну^таларнинг директри- 
садаи бир тарафда ёки турли тарафда булишига цараб 
Я —»рсо8 0 ёки р cos0 — Р га тенг. Булардан конус кеси
мининг тенгламасини з^осил ^иламиз: эллипс билан парабола 
учунг

___ р
р — р  c o s  е -Л

ва гипербола учун:

р—р cos 6

( 1)

(2)

(« + *  ишора гиперболанинг бир тармоРига, «—» ишора эс,. 
иккинчи тармогига мос келади).



(1), (2) тенгламаларни р га нисбатан ечиб, ушбунн 
з^осил циламиз:

Хр
р = 1+Х  cos 0’

бу эллипс билан парабола тенгламаси ва 

.. -
^ lrc>. cos Q

гипербола тенгламасидир.
Эксцентриситетнинг i^a- 

бул килган ^ийматларига 
цараб конус кесимининг ку- 
риниши 33- расмда курсатил- 
ган.

М а ш ^ л а р

I. Ушбу

с
Р - '  1 +  о cos 9 -\-b sin 0

е  f i  / з )2

i f

\ \

— /
\  4

33- раем.тенглама билан берилган эгри 
чизик^инг конус кесимидан ибо-
ратлиги исботлансин. К,андай шарт бажарилганда эгри чизи^ эллипс, 
гипербола, парабола б^лади?

2. Учта нуцтаси (рх, 0), (р2, я /2), (р8, я) дан иборат ва фокуси 
координаталар системасининг бошидалиги маълум булган эллипс • 
тенгламаси тузилсин.

3. Конус кесимининг F фокуси оркали утган турри чизиц билан 
кесишган ну^талари А ва В булсин.

- 1 4 -  1 
AF ' W

нинг т^рри чизикца борли^ эмаслиги исбот ^илинсин.
4. Параболани фокусга нисбатан инверсия алмаштиришга дуч 

келтирилганда кардиоида х;осил булиши исбот килинсин (I- §, 4- мати
ца к;аранг).

3- §. Конус кесимларининг декарт координаталардаги 
каноник куринишли тенгламалари

2- § да конус кесимларнинг р0 к,утб координаталаридаги 
тенгламаларини ^осил ^илган эдик. Энди декарт коорди
наталари сист.емасига утамиз, бунинг учун ^утб О ни коор- 
динаталзр боши ва ^утб у^ини Мусбат ярим уц х  сифатида 
цабул к>иламиз.



2-§  даги (1) ва (2) тенгламалардан исталган конус ке
сими учун ушбуни ^осил ^иламиз:

.р2 =  К2 (р —  pcos 0)а.
Бундан эса к,утб ва декарт координаталар орасидаги 

богланишни ани^ловчи 1-§ формулаларини назарга олсак:
х 2 +  у2 =  V ( p - x ) 2

ёки
( 1 - к 2)х2 +  2р12х +  у 2 —  'к2р2 =  0 ( 1)

ни хосил ^иламиз.
Координаталар бошини х  уци буйлаб кераклигича сил- 

житиш натижасида бу тенглама анча соддалашади.
Аввал эллипс билан гиперболага турри келган холни 

куздан кечирайлик. Бу холда (1) тенгламани ^уйидагича 
ёзйш мумкин:

(1 — [х +  +  У‘ ~  i z j r  ~  О-

Энди ушбу формулалар буйича янги х ',  у '  координата- 
ларни киритайлик:

I V
Х +  1= ^? =  * '•  У =  У’’

(  К2Р \бу эса координаталар бошини (— т_ р .О / нук;тага кучи-
ришга мос келади. Эгри чизиц тенгламаси бу холДа уш
бу куринишни олади:

, к2р2 
( 1 — А * ) х ' я  +  ^  * — п х « =  0

ёки цисцалик учун
W  t  VP* . 2

— а г, -т—inn =  Ь2(1—X,2)2 “ > I 1—Я21 
деб фараз цилсак, ушбу тенгламаларни х°сил циламиз; 
эллипс учун:

гипербола учун:

а,Ъ параметрлар эллипс (гипербола)нинг ярим уцлари 
дейилади.

х ' 2 ! / ' 4
и

+
~ W

х ' 2 У " 1

b 2



Параболани ( Я = 1 )  олган ^олда (1) тенглама ушбу 
к^ринишни цабул ^ила-ди: 

2 рх +  у 2 — р2 =  О 
ёки 

у2—  2р ( — х +  у )  =  0; 

• янги

, , р .X =  — х +  Y '  У =  У 

координаталарни киритиш натижасида тенглама 

г/ '2 — 2 р х ' =  0 

куринишга келтирнлади. 
Конус кесимларининг х ' , у '  координаталарга нисбатан 

з^осил цилинган тенгламалари каноник тенгламалар  де- 
йилади,

М а ш к, л а р

1. Фокуси (х0, у9) ва директрисаси а х + Ь у - \ -  с — 0 дан иборат 
конус кесими тенгламасянинг ушбу куринишга эгалиги исбот 1\и- 
линсин:

(х — хд)г +  (у — у0)2 — й2 (ах +  by +  с)2 =  0 . 
k 3 нинг цандай цийматлари учун бу конус кесими эллипс, пара

бола, гиперболадан иборат?
2. Фараз ^илайлик, К — исталган конус кесими ва F унинг фо

куси булсин. Конус кесимидаги исталган А нуцтадан F фокусгача 
масофаси ну^танинг х,у  координаталари ор^али чизи^ли ифодалани- 
шини яъни _

AF =  ах  +  $у  +  Vi

эканлигини исбот дилинг, бунда а,р ,7 , узгармас мицдорлар.
3. ^ар ?;андай турри чизиц конус кесими билан иккитадан ортик, 

булмаган нуцтада кесишиши исбот к,илинсин.
4. Берилган икки ну^тагача масофаларининг йи?индиси узгармас 

булган йу^таларнинг геометрик урни эллипс эканлиги исбот цилин- 
син (I боб, 4- §, 4- маш1д а  ^аранг.)

5. Берилган икки ну^тагача масофаларининг айирмаси узгармас 
булган ну^таларнинг геометрик урни гипербола эканлиги исбот ци- 
линсин? (I боб, 4-§,  5 - машеда ^аранг).

6. Берилган иккита К г ва К 2 айланага уринувчи айланалар мар- 
ка'зларининг геометрик урни нимадан иборат? /Сг ва К% айланаларнинг 
узаро жойланишида юз берадиган ^олларни' ^амда айланалардан би- 
рининг ^рнига турри чизи^ олинган х,олни текширинг.



4 -§ . Конус кесимларининг шаклини текшириш

Э л л и п с  (34-раем)!

Координаталар ^ л а р и  эллипснинг симметрия учлари 
координаталар боши эса симметрия маркази булишини таъ- 
кидлаб утайлик. ^ац щ атан  ^ам, агар (х,г/)ну^та эллипега 
тегишли булса, унга координата у^ларига нисбатан (—х, у),

(х , — у) ну^талар ва шунингдек, координаталар бо- 
шига нисбатан симметрик ( —х, — у) нук,та я;ам эллипега- 
тегишлидир, чунки улар (х,у)  билан бир ва^тда эллипс 
тенгламасини цаноатлантиради. Эллипснинг симметрия у^- 
лари билан кесишган ну^талари эллипснинг учлари  дейи- 
лади.

Эллипс томонлари \х\ <  а, \у\ <  b дан иборат турри 
туртбурчак ичида ётади, бу туртбурчак эллипс учларида 
унга утказилган уринмалардан ташкил топган (35-раем). 
Хаци^атан 5̂ ам, агар (х,у)  нук,та турри туртбурчакдан таш- 
к,арида олинса, иккита |xj >  а, \у\ >  b тенгсизликдан ка-

х а у 2

мида биттаси бажарилмайди, натижада 1. ва де
мак, нук;та эллипега тегишли була олмайди.

Айни^са аёний муло^азалар асосида айланани бир ма- 
ромда циса бориш натижасида эллипс ^осил килинади. 
Текисликда айлана чизайлик:

Энди х у  текислик х  ^ и г а  нисбатан бир маромда шун
дай цисила борсИнкн, натижада (х , у ) ну^та (х,у)  нуцта-

34- раем. 35- раем.



b
га алмашиниб, бунда Х =  х,  У  =» — у  булсин. Бу лда
(1) айлана цандайдир эгри чизивда алмашинади (3 6 -раем). 
Унинг исталган нуцтасининг координаталари

тенгламани ^аноатлантиради. Бу эгри чизиц эллипедир. 
Г и п е р б о л а  (37-расм):

Айнан эллипега дойр мулохазаларни ишлатьб, координат 
^ л ар н и н г  гипербола учун симметрия ^цлари ва^коорди- 
наталар бошининг симметрия маркази булиши тугриенда 
хулоса чи^арамиз.

Гипербола у  укига нисбатан симметрик жойлашган ик- 
кита тармоадан иборат булиб, улар: а) тутри туртбурчак 
\ x \ C a ,  \у\ <  b дан таш^арида ва б) бу туртбурчак диаго- 
наллари (^амда уларнинг давомидан ^осил ^илинган) ик- 
кита бурчак ичида жойлашгандир (38-раем).

^а^ицатан ^ам, тугри туртбурчак ч ч т а  |х |<С я, демак,

х

36- раем. 37- раем.

У

яъни тугри туртбурчак ичида 
гиперболанинг ну^талари йук, 
38- раемда ' текисликнинг 
штрихланган бош^а ^исмида 
з а̂м гиперболанинг нукдалари

Ь \у\
йук;, чунки — < ^ ,  бундан

1*1 _  \у\ 
вса- — <  -г, демак а о 38- раем.



Гиперболанинг яна бир хоссасини к'^рсатиб ^тайлик. 
Агар (х,у)  ну^та гипербола буйлаб координаталар боши- 
дан чегарасиз узоцлаша борса (хг +  г/2->  оо), бу ну^та- 
нинг тугри туртбурчак диагоналларидан биригача масофаси 
нолга интилади: бу диагоналларнинг

х у
О, - - 4  =  0

тенгламалар билан ифодаланиши равшандир. ^щ щ ат ан

>̂ ам, а Ь ва дан иборат ми^дорлар гипербола-
даги (х,у) ну^тадан бу турри чизицларгача масофаларга 
пропорционалдир (II боб, 5-§). Бу мивдорлар купайтмаси:

* , у \ \ х У хг У2
i r  +  т !  \ а ~ У ¥ ь2

Агар т ^ р и  туртбурчак диагоналларидан биригача масо
фа нолга интилади деган даъвомиз нот?три б^лганда эди,

- бу тавдирда шундай Я. ва гиперболанинг истаганча шун
дай узо^лашган нук,талари мавжуд б^лар эдики, улар учун:

Ж > к .

Аммо
учун:

X , У х У
----- 1— ТГ —
а b а о

1 \ х у 
< т >  h r — а <  X*

Бу тенгсизликларни квадратга кутариб ва цушиб;

а* +  Ь* < Х̂  .

ни ^осил ^иламиз, бу эса х2 +  г/2->  оо деган фаразга зид- 
лик килади. Даъвоимиз исбот б^лди.

х у  х и
- + - * - = =  0 , ------ -г- =  0а Ь ’ а Ь

дан иборат турри чизи^лар гиперболанинг асимптоталари 
дейилади. Ушбу

Я



гипербола царалган
у’

гиперболага нисбатан к$шма гипербола дейилади. Бу ги
пербола ^ам 5’ша асимптоталарга эга, лекин асимптоталар- 
дан ^осил цилинган цушимча вертикал бурчаклардан жой 
олади (39-раем). -

Парабола (40-раем): х
г/2 — 2рх =  0 -

39- раем. 40*расм.

учун х  у^и симметрия ^ и д и р , чунки (х,у) нуцта билан 
бир цаторда х  ук,ига симметрик булган {х, —у) нуцта ^ам 
параболага тегишли. Параболанинг симметрия у^и билан 
кесишган ну^таси унинг учи дейилади. Шундай ^илиб, 
царалган ^олда параболанинг учи координаталар бошидан 
иборат.

М а ш ц л а р

1. ХаР Цандай эллипс айлананинг проекциям эканлиги исбот ци; 
линсин. •

2., Гипербола нуцтасидан йсимптоталаргача масофалар купайтма- 
сининг ^згармас эканлиги (нуцтага боглии; эмаслигй) исбот к̂ илин- 
син.

3. Асимптоталари
аЛх +  Ь1у  + ^ = 0 , а2х +  Ь2у  +  сг =  0 

дан иборат х,ар кандай гипербола тенгламасини
(ахх +  Ьгу  +  сх) (а2х +  Ьгу  4- с2) =  const

куриш'шда ёзиш мумкинлиги исбот цилинсин.
4. Эллипсни ясашнинг ушбу усули асослансин. TyFpn туртбур- 

чакнинг CD ва АС томонларнни сони бир хил булган тенг кесмалар- 
га булиб юборилади (41 -раем). Булиниш нуцталарини Л ва В билан



оирлаштирилади. Белгилаб чицилган кесишиш ну^талари катта уци 
АВ дан иборат эллипсда ётади. Кичик ярим уц турри туртбурчак ба- 
ландлигининг ярмига тенг.

5. Параболанинг 4 2 -расмда к^рсатилган ясаш усу ли асослансин.

5 -§ . Конус кесимига уринма
Эгри чизищнинг А ну^тасидаги уринмаси  деб АВ ке- 

сувчининг В нуцта А гача чексиз яцинлаша борганлиги 
лимит вазиятига айтилади (43-раем).

Эгри чизиц у  =  f  (х) тенглама би
лан берилган булсин. Эгри чизиеда 
А (х0,у0) нуцтадаги уринманинг тенг
ламасини тузайлик. Фараз цилайлик, 
/1' (х0 +  Ал:, у 0 +  А у) ну^та А га я^ин 
пу^та булсин. Кесувчи тенгламаси:

Ау t \
У ~  Уо =  дТ (х  —  *о)-

Д у
В-+ А да д --* -Г (* о ) ; натижада

уринма тенгламасини  ^осил кила-
43- р&ч миз:

y  — y o ^ f  (х0) (х  — х0). (I)
Агар эгри чизиц х=ц>(у)  тенглама билан берилса, 

(х0,у0) нуцтадаги уринма тенгламаси
х — х0 = ц '  (у0)(у — у 0) (2)

куринишда булади.



Конус кесимига уринма тенгламасини тузайлик. 
П а р а б о л а .  Унинг тенгламасини ушбу куринишда 

ёзиш мумкин:
у2

* “  2j> '

Уринма тенгламасининг бу ^олда (2) куриниши к;у- 
йидагича:

Уо . .
Л —  Х 0 =  —  (У  —  У 0)-

ёки
'  УУо — У2о +  Рх 0 — рх = 0.

Аммо (х0, у и) ну^та параболада ётганлиги сабабли t/g—
— 2рх0 =  0; шунинг учун уринма тенгламаси охирида 
ушбу куринишни цабул ^илади:

УУо — Р U  +  *о) =  °-

Э л л и п с  ( г и п е р б о л а ) .  Айтайлик, (*„, у 0) — эллипс 
нуцтаси булиб, Уо Ф 0 булсин. Бу ну^та атрофида эл- 
липсни .

У - ь /

тенглама билан бериш мумкин, бунда квадрат илдиз ол- 
дидаги ишора у 0 ишораси билан бир хил. Уринманинг (1) 
к^ринишдаги тенгламаси

х0Ь
У — У 0 = — . Г -------7Г ~  *<>)•

“ ' V  1 ~ 7
еки

хф*
У Уо (х *о)‘

Бу тенгламани у 0/Ьй га к^пайтириб ва ^амма ^адларни 
тенгликнинг чап томонига утказиб, ушбуни з^осил циламиз:

У — Уо =  Г ( х0) ( х — х0) (1)

ёки
ХХ0 , УУо ,  __

"НГ ~г  ~¥ ~  1 -



1 yl  . _ i  + _г =  1 .
а1 Ьг

Эллипснинг ^ар бир (x0, y 0) ну^таси атрофида (x0 Ф  О 
'шарт да) у ни

тенглама билан ифодалаш мумкин. Квадрат илдиз ишора- 
си х0 ишораси билан бир хил цилиб олпнади. Юк,оридаги 
му^окамалар асосида (2) формула ёрдамида уринма тенг- 
ламасига келамиз:

УУо _

Эллипснинг ^ар бир ну^табида х0 ва у 0 ва бир вацт- 
нинг узида нолга тенг була олмаслигидан исталган (х0, у 0) 
нуктада уринмасининг тенгламаси:

ХХо , УУп _

Г и п е р б о л а

_ У1 -  1 
«* ь» “  1

уринмасининг тенгламаси шунинг сингари хосил ^илина- 
ди:

х ч  _  УУо _  .
П2 й2 =  Ь _

К о н у с  к е с и минин г  у ринма си  у ни н г  билан  факат б и т т а  у  мумий  
н уцта г а  ( у ри н ш и  н у^таси г а )  эгалигини исбот ^илайлик.^а^и^атан 
з^ам, мисол учун эллипсни олайлик:

X1 у 2___l L  -  I
а‘ ^  Ьг

(х0, у 0) ну^тадаги- уринма тенгламаси:

4 т  = ,
а2 Ь2

Эллипснинг унинг уринмаси билан кесишган ну^таларини излаймиз. 
Тенгламалардан х ни йу^отиб, у  га нисбатан тенгламани з^осил ци- 
ламиз:



%2 у2
Аммо (*0, у 0) нуцта эллипсда ётади, демак —  +  - Д =  1 ; энди у  гаа* о*
нисбатан уш бу к^ринишни ^абул цилади: 

а2
р у ,  ( у 2 — 2 у у 0 +  уУ) =  0.

Бу тенглама бир- бирига тенг иккита у  =  у 0 илдизга эга. Шунинг 
сингари эллипс ва унинг уринмаларининг тенгламаларидан у  ни 
й^цотиб х =  х0 ни ^осил циламиз. Ш ундай цилиб эллипс уз  уринма- 
си билан битта у мумий (х0, у 0) н у ^ т а га — уриниш ну^тасига эга. 
Гипербола билан парабола учун х,ам исбот шунинг сингари булади- 

Уринманинг конус кесими билан фа^ат битта умумий ну^тага 
»га  б^лиш хоссасига асосланиб, ихтиёрий ну^та ор^али утадиган ик
кита уринма тенгламаларини чиройли усул да келтириб чи^ариш мумкин. 
Чунончи, эллипсни олайлик:

Хг V2
S  +  Та =  L na b2

Эллипсда ётмаган (*„, у а) ну^тадан ^тадиган уринмалар тенгламасини 
тузайлик. (х,у )— ихтиёрий ну^та булсин. (х0, у 0) ва (х, у )  ну^талардан 
Утувчи g  турри чизи^даги исталган (х1 , у ' )  ну^танинг координаталари
ни цуйидагича ифодалаш мумкин:

, +  tx 
Х =  Т  +  Т  ’

,  г/о +  ty 
у 1 + / ’

Бу g т^гри чизи^нинг эллипс билан кесишган ну^таларининг 
координаталарини излаймиз. Ушбуни хосил киламиз:

t га нисбатан бу квадрат тенгламанинг илдизлари каррали, 
яъни унинг дискриминанта нолга тенг б^лгандагина (х,у) ну^та урин- 
мага тегишлидир. Ш ундай цилиб, уринмалар тенгламаларини >;осил 
КиЛиш учун тенглама дискриминантини нолга тенглаштириш кер ак :



Гипербола ва парабола учун ш унга ^хшаш шарт *осцл б^лади. Тенг-
ХХ0 УУо _

ламаси — +  - р -  =  1 дан иборат трр и  чизи^нинг уриниш ну^таси-

дан утишини таъкидлаб утамиз.

М а ш ^ л а р
1. Гипербола уринмаси асимптоталар билан кесишиб юзи ^згар- 

мас учбурчак з^осил ^илиши исбот цилинсин.
2. К.андай шарт бажарилганда у  — у0 =  X (х — * 0) т ^ р и  чизи^

х2 у2 ^
— -f- — = 1  эллипега уринади? Томонлари эллипега уринган т^гри а2 о2 '
бурчакларнинг (л:0, у 0) учлари айлана чизиши исбот ^илинсин?

3. Томонлари параболага уринган т ^ р и  бурчаклар учларининг 
директрисада ётиши ва уриниш нуцталарини туташтирувчи т ^ р и  
чизицнинг фокусдан ^тиши исбот ^илинсин.

4. Конус кесимига уриниб, аХ +  $у  +  v =  0 турри чизивда па
раллел б^лган иккита уринманинг тенгламаси чи^арилсин.

5. Гиперболага ^тказилган уринманинг асимптоталар орасидаги 
кесмаси уриниш ну^тасила тенг иккига булнниши исбот цилинсин.

6- § . Конус кесимларининг фокал хоссалари
Таъриф буйича конус кесими фокус ва директрисага 

эга. Эллипс билан гиперболанинг яна биттадан фокус ва 
биттадан директрисага эгалигини  исбот ^илайлик. Х̂ аци- 
цатан ^ам, конус кесими эллипедан иборат булсин. Унинг 
координаталар ук.лаРига нисбатан каноник ^олатда, яъни 
одатдагича жойланишида унинг бх директрисаси у  уцига 
параллел, Ft фокуси эса х у^ида жойлашади (44- раем). 
Эллипс тенгламаси:

Бундай жойланишида эллипс у  укига симметрик б^лгани 
учун, унинг у  уцига нисбатан Ft фокусга нисбатан Гг фоку
си, 6, директрисага нисбатан б8 директрисаси бор. Шунинг

сингари му^окамалар юрги- 
зиб, гиперболада ^ам икки
та фокус билан иккита ди
ректриса борлиги исботла- 
нади.

Энди эллипснинг  ихти- 
~  ёрий нуцтасидан унинг  

фокусларигача масофалари 
йигиндисининг уз гармас  
эканини, я  ъни бу йигинди- 
нинг ну^тага боглиц эмас-

44- раем, лигини курсатайлик. ^а-



^ицатан >;ам, ихтиёрий X ну^- 
та учун (44- раем):

^  - V  XFl > xxt ”  хх2 “  "
Булардан:
- f  =Я (Х Д 2) =  const

Гиперболанинг  ихтиёрий 
нуцтасидан унинг  фокуслар-  
гача масофалари айирмаси- 
нинг  у з гармас  эканлиги  шу- 
нинг сингари исбот ^илинади 45. расм
(45- расм).

Эллипс ва гипербола каноник ^олэтда жойлащган деб 
фараз ^илиб, уларнинг фокусльрини топайлик.

Эллипс тенгламаси:

Айтайлик, унинг марказидан фокусларигача масофа с  
булсин. (О,Ь) учдан* фокусларгача масофалар йигиндиси 
2 Y № -|-с2 га ва (а 7 0) Учдан  фокусларгача масофалар 
йириндиси эса 2 а  га тенг. Бундан

у  Ь2 -I- с2 =  а ; демак, с  = у а2 — Ьг.
X2 у2 .

Гипербола тенгламаси: ^  — *•
Гиперболадаги с абсциссали11 ну^тадан фокусларгача ма

софалар айирмасини (а,о) ну^тадан фокусларгача масофа
лар айирмаси билан солиштирамиз. Натижада гипербола 
фокусларидан унинг марказигача олинган с масофа учун 
формула ^осил килинади:

с -  V ^ f b 1-
Эллипс нинг ушбу оптик хоссасини таъкидлаб утамиз. 

Эллипснинг бир фокусидан  чищан  ёр углик нурлари элли- 
пебан к у з г у  цайтишдан (аксланишдан)  с у н г  иккинчи фо- 
куедан утади.  Бош^ача айтганда, агар А (х0, у 0) эллипс 
нуцтаси булса, AFX ва AF2 кесмалар А нуцтадаги уринма 
билан бир хил бурчаклар ташкил ^илади.

Бу хоссани исбот килиш учун фокусдан уринмагача 
олинган масофанинг уриниш ну^таси А гача масофага нис-

1) Бунда с — гипербола марказидан фокусларгача масофа.



батининг ёки Fa фокуслардан кайси бирининг олиниши- 

га 6ofлш^ эмаслигини исботлаш етарли.

Fl (е,0) фокусдан уриниш ну^таси А (х0, у 0) гача ма- 
софанинг квадратини ^исоблайлик:

Щ  = {х0- с ) *  +  у1={х0- с У + ( ь > - - ^ - J = a '02( i  - £ ) 

— 2сх0 +  Ь2 +  с2.
Энди а 2 =  Ь2 +  с2 ни эътиборга олсак:

AF] =  j V  - _  ■
1 а2 \ а /

г / с*ософа k1 =  k — — 1

2« о  +  а 2 -  , а

F j (е,0) фокусдан Л (х0,у0) нуктадаги уринмагача ма

га тенг, бунда k — уринма тенглама
сини нормал куринишга келтирадиган к^пайтувчи. 

Булардан:
/ii k

AFX а '

Иккинчи фокус F2 ( — Cj, 0) учун 
худди шундай нисбат ^осил цили- 
нади. Хрсса исбот цилинди.

Гипербола шунга ухшаш оптик 
хоссага эга: бир фокусдан чищан  
ёрурлик нурлари гиперболадан куз -  
г у  цайтиилдан с у н г  иккинчи фокус 
дан чищанд ек  туюлади  (46-раем).

Параболанинг оптик хоссаси: 
парабола фокусидан чищан нурлар  
параболадан к$ з г у  цайтишданс^нг  
унинг  дцига параллел х<олда
тарцалади.

М а ш ц л а  р

1. Эллипс фокусларини ясашнинг уш бу усулини асослаб беринг. 
Кичик у^нинг учидан радиуси катта ярим а тенг айланани чиза- 
миз. Б у айлананинг эллипс катта у^и билан кесишган нуцталари эл
липс фокуслари б^лади.

2. Гиперболанинг оптик хоссаси исбот ^илинсин.
3. Каноник з^олатда жойлаш ган параболанинг фокуси топилсин.
4. Каноник ^олатда жойлаш ган кону,, кесимларининг директрв- 

салари топилсин.
5. Уш бу куринишдаги

Г* ' О»У*
u* + X 'Г Ъх + X



тенглама билан берилган барча kk конус кесимларининг фокусдош, 
яъни умумий фокусларга эга булиши исбот ^илинсин. Бунда X,— 
оила параметрини ва к^ — оиланинг узини билдиради.

6. ху текисликнинг координата Укларга тегишли, б^лмэган ^ар 
бир нуцтасидан ^  оилага Царашли иккита конус кесими — эллипс 
ва гипербола утиши (5- машк;) исбот цилинсин.

7 . к^ оилага тегишли ва (*р> у 0) нук,тадан ^тувчи эллипс билан 
гиперболанинг бу ну^тада т^гри бурчак о сги да кесишишини, яъни 
(Хдг у0) нуцтада у л ар га  ^ткази лган  уринмаларнинг перпендикуляр- 
лиги исбот цилинсин.

7 -§ . Конус кесимларининг диаметрлари

Эллипс (гипербола)нииг  диаметри  деб, унинг маркази- 
дан утувчи исталган турри чизикда айтилади- Параболанинг 
диаметри деб, унинг уцига параллел булган исталган т^р- 
ри чизшда айтилади, жумладан у^нинг узи *;ам диаметр- 
дир.

Ихтиёрий турри чизи^ конус кесимини иккитадан ортиц 
нуцтада кесмайди. Кесишиш нукдаси иккита булса, учла
ри уларнинг кесишиш нуцталаридан иборат кесма еатар  
дейилади. Конус кесимлари ушбу хоссага эга.

Конус  кесими параллел ватарлари- 
нинг  $рталари диаметрда ётади  (47- 
расм).

Ватарлар симметрия ^ и г а  пер
пендикуляр булса, бу хосса уз-узи- 
дан равшан. Бу ^олда ватарларнинг 
урталари шу уцда ётади.

Умумий ^олни царайлик. Коорди-- 
наталар уцларига параллел булмаган 
параллел т^гри чизи^лар оиласини

у == kx -\-b, k Ф О

куринишдаги тенгламалар билан бе- 
риш мумкин, 'бунда k — ^амма турри 
чизицлар учун бир хил.

Эллипс ва гипербола тенгламала- 
рини и;уйидагича ёзиш натижасида 
бирлаштириб юбориш мумкин:

ах2 |3г/2 — 1 =  0.
1

Ватарларнинг учлари ушбу тенг
ламалар системасини цаноатлантиради:

axs +  Ру9 — 1 =  0, y  = kx + b. 47- раем.



Биринчи тенгламада у  урнига kx -f- b ни цуйиб, ватар 
учларининг координаталари xv  х2 ^аноатлантирган тенг
ламани ^осил циламиз:

(а  +  0й2) х2 +  2(5kbx +  Р&2 — 1 =  0.
Квадрат тенглама илдизларининг хоссасига асосан: 

* 1 + * г==_ ^ .
1 г а + р/г2

Демак, ватар уртасининг абсциссаси:
__ ХХ +  х г _  _

° >2 а + р/г2'

хс ни ватар тенгламаси у  — kx -f b га ^уйиб, у с орди- 
натани топамиз:

Вk2b . , ab
Ус  = — +  Ь =

а  + рк1 а + $k2

Бундан:
аи, — — — л,'.
Р*

Шундай ^илиб, у  =  kx -\-b ватарларнинг урталари ко
ординаталар боши — эллипс (гипербола) марказидан утади- 
ган тугри чизикда ётади. Унинг бурчак коэффициенти

k' =  -  - 
Р*

y  = k'x
диаметр ватарларга параллел булган

у  = kx
диаметрга нисбатан цушма  дейилади.

Диаметрларнинг цушма булишлик хоссаси ^заролик 
муносабатидир, чунки у  =  k'x га цушма диаметрнинг бур
чак коэффициенти — ^  га тенг.

Парабола ^олини курайлик. Ватарлар учларининг ко
ординаталари, тенгламаларнинг ушбу системасини кансат- 
лантиради:

у 2 — 2рх =  0, у  =  kx +  b.
х ни йукотиб, ватар учларининг ординатаси учун тенгла
мани топамиз:

^  — = г,
у  к * и'



Юцоридаги сингари бу тенгламадан:
, 2р 

Ух +  Уг =  - •

Д емак,
у  — у ' ih g j — JL const.

2 k
Ватарларнинг урталари дс уци (яъни парабола у к; и) га 

параллел т$три чизиеда ётади.
К>ушма диаметрларнинг яна бир хоссасини таъкидлаб 

j/тайлик. Агар диаметр кону с  кесими билан ке сишса, у р и 
ниш нуцталаридаги уринмалар цушма диаметрга парал
лел булади.

^ацицатан ^ам, (х0, у 0) ну^та у  «= kx диаметрнинг 
эллипс (гипербола) ах2 +  fty2 =  1 билан кесишган нуцтаси 
булсин. (х0, у в) нуцтадаги уринма тенгламаси: а х х 0 +
+  Р УУо— 1 =  0- Унинг бурчак коэффициента k' =  —
Аммо (х0, у 0) нуцта у  — kx диаметрда ётади, шунинг учун 
у  =  kx0. Демак,

из шуни исботламо^чи эдик.

М а ш к л а р

вллипс уринмаларинипг бурчак коэффициентаари k га  тенг. Уриниш 
нуцталари топилсин.

х2 у2 -
+  Ь* =

эллипснинг ватарй (х0, у0) н уц тада тенг иккига

бУлинади. Ватарнинг бурчак коэффициенти топилсин. '
4. Эллипсни ушбу параметрик куринишдаги

х =  a cos t, у  = Ъ  s in  t
тенгламалар билан ифодалаш мумкинлиги исбот ^илинсин. Кушма 
диаметрлар учларига мос келадиган t параметрнинг цийматлари к,ан- 
дай  шартни цаноатлантиради? Эллипснинг ^уш ма диаметрлари ква- 
дратларининг йигцндиси узгармаслиги исбот цилинсин (Аполлоний 
теоремаси). Гипербола учун тегишли теорема айтилсин ва исбот ^и- 
линсин.

4. > а̂р цандай эллипсни дойра проекцияси деб ^араш мумкинли
ги исбот^илинсин. Б унга асосланиб цушма диаметрлар охирида эл
липега утказилган  уринмалардан ташкил топган параллелограмм 
юзининг ^згармас эканлиги исботлансин.

X2 уг
5. Учлари — +  — =  1 эллипснинг цушма диаметрларининг охи-



рнда булган исталгаи параллелограмм юзининр 2а6 г а  тенглиги ив-
бот цилимсин.

6. Айланага ички чизилган барча туртбурчаклар ичида квадрат- 
н и п г  юзи знг к а т т а  б^лнши маълум фактдир. ' Эллипсга ички 
чизилган туртбурчаклардан эса юзи энг каттаси учлари цушма диа- 
метрлар охирларида булган параллелограммлиги исбот килинсин.

7. Ярим уцлари а, Ь дан иборат эллипс юзининг nab га  тенглиГи
исбог 1\ИЛИНСИН.

8. Эллипсга т к и  учбурчакни унинг ^ар бир учидаги уринма ца- 
рама-^арши томонга параллел б^ладиган цилиб чизиш мумкинми? 
Бу ишпи бажариш да кандай эркинлик бор? Эллипснинг ярим учлари 
а ва b булса, учбурчак юзи нимага тент?

8- § . Иккинчи тартибли эгри чизщлар

Иккинчи тартибли э гри ч и зщ  деб текислик нуцтала- 
рининг шундай геометрик урнига айтиладики, уларнинг 
координаталари ушбу

аи х2 +  2 aVixy +  а22у 2 +  2а гл: +  2 а2у  +  а  =  0 ( 1)

куринишдаги тенгламани цаноатлантиради. Бунда ап , а12, 
а22 коэффидиентлардан камида биттаси нолдан фарцли- 
дир.

Бу таърифнинг координаталар системасини танлаигга 
нисбатан инвариантлиги равшан,  чунки нуцтанинг истал- 
ган бошка системадаги координаталари унинг ху  система- 
даги координаталари билан чизикли формулалар билан 
борланганди р: демак тенглама координаталарнинг исталган 
бош^а системасида ^ам (1) даги куринишга эгадир.

Иккинчи тартибли эгри чизицнинг геометрия нуцтаи 
нязаридан нимадан иборатлигини ойдинлаштириб олайлик.

Эгри чизиц учун координаталарнинг ху  система билан 
ушбу

х =  х' cos а  -f- у '  sin а , 
у  =  —■ л;' sin  а  у '  cos а ,

формулалар воситасида богланган координаталарнинг яъни 
х'у '  системасига утайлик.

Эгри чизщнинг (1) куринишини саклаган тенгламасида 
х'у'  купайтма олдидаги коэффициент ^уйидагича булади:

2 а\2 =
*=■ 2 cos a  sin  а  — 2а 22 sin  а  cos а +  2а 12 (cos2 а  — s in *a ) =

=  (au  — а 23) s in 2а +  2a12cos 2а .

а  бурчакни \амиша шундай танлаб олиш мумкинки, бу 
коэффициент нолга тенг булади. Шунга асосан умумий-



ликка зарар келтирмасдан дастлабки ( 1) тенгламада а 12 =  
«  0 деб ^исоблаш мумкин.

Энди икки з^олни ажратайлик.
А з<;ол: ап , а 22 коэффициентларнинг иккаласи з а̂м нол- 

дан фарцли.
В з^ол: ап , а22 коэффициентлардан бири нолга тенг, 

умумийликни чегараламасдан ап  =  0 деб з^исоблаймиз.
А з^олда ушбу алмаштириш воситасида

х' = х + - $ - ,  у> = у + ° г - ,
°1\ °2J

координаталарнинг янги х’ у ’ системасига ^тамиз. Нати- 
ж адя ( 1) тенглама ^уйидаги куринишни олади:

йцзс' +  а 2а У’ +  с =  0. (2)
Энди бу ерда руй берадиган хусусий з^олларни куздан 

кечирамиз:
А.1:с=^0, а п , а22 ларнинг ишоралари бир хил, лекин 

с  ишорасига тескари. Эгри чизицнинг эллипслиги равшан.
А2: с ф  0, а и , а 22 ларнинг ишоралари тескари. Эгри 

чизик — гиперболадир
А3: с  Ф 0, a l l t  а 22, с  ларнинг ишоралари бир хил. Тенг

ламани битта з̂ ам з^аци^ий нуцта цаноатлантирмайди. Эгри 
чизик; мав\ум деб аталади.

Д ,:с .=  0, а п  билан а г2 нинг ишоралари турли. Эгри 
чизик; иккита турри чизивда аж р ал ац , чунки (2) тенгла
мани ушбу куринишда ёзиш мумкин:

•  (^- уЧ *»’) (*'+V - f / ) - * - -

Л5:с =  0, а и билан а 22 ларнинг ишоралари бир хил. 
Тенгламани ушбу куринишда ёзиш мумкин:

(x' ^ i V â l у ' ) { х'+ *  v H * y ' ) = o -

Эгри чизик; хаки^ий^О, 0) ну^тада кесишадиган иккита 
мавз^ум турри чизицка ажралади.

Энди В з^олни карайлик. Бу холда янги х'у'  системага 
ушбу

* ' =  У' = У + — а22
алмаштириш ёрдамида утиб, эгри чизиц тенгламасини ^у- 
йидаги куринишга келтирамиз:

2ахх ’ rf а22у ' 2 +  с =  0. (3)



Энди уз навбатида цуйидаги учта хусусий ^олни ажра- 
■гайлик: В1:а1 ф  0. Эгри чизи1( — параболадир, чунки янги

х" = х' i f - у '2at
координаталар ёрдамида (3) тенгламани цуйидаги к^ри- 
нишга келтирамиз:

2 atx" + а ггу и2 =  0.
В2:а1 =  0, а22 ва с ларнинг ишоралари царама-царши. 

Эгри чизиц иккита параллел турри чизивда ажралади.

В„: а , =  0, а 22 ва с  ларнинг ишоралари бир хил. Эгри 
чнчик кесишмайдиган иккита мав^ум турри чизиада ажра
лади:

= ■

В .̂а-х — 0, с =  0. Эгри чизиц— устма-уст туш ган ик
кита турри чизикдан иборат.

Шундай цилиб, иккинчи тартибли х щ щ и й  эгри чизик 
ё  конус  кесими (эллипс, гипербола, парабола)  дан ёки 
бир жуфт тугри чизицдан иборат ( б у  mtfrpu чи зщлар  
у стма-уст туишши %ам мумкин).

М а  ш ц л а  р
1. Иккинчи тартибли

(ах +  by +  с)2 — (atx +  Ь̂ у +  с^ 2 =  0

эгри чизикнинг (хусусий холда устм а-уст туш адиган ) бир жуф т t J f - 
ри чизикка ажралиши исбот ^илинсин.

2. М аълумки, эллипс ху текисликнинг чегараланган  цисмида 
жойлаш ади. Ш унга асосланиб, (ах +  by ва  ах  +  ру ифодалар эркли 
б)>либ, k >  0 б^лганда) (ах +  by +  с)2 +  (ах  +  $у +  у)2 =  А2 иккинчи 
тартибли эгри чизицнинг эллипсдан иборатлиги исбот цилинсин.

3. Агар ах +  by ва ах  +  fitj ифодалар эркли б улса, иккинчи тар
тибли (ах +  by +  с) (ах  +  Pj/.-f у) =  k Ф 0 эгри чизи^ гиперболадан 
иборатлиги исбот ^илинсин.

4. Агар тенгламада ах +  by ва  оис+ $у ифодалар эркли б^лса, 
(ах +  by 4 - с)2 — (ах +  +  у)2 =  k Ф  0 тенглам а билан ифодалан- 
ган  эгри чизикнинг гиперболадан иборатлиги исбот цилинсин.

5. Агар бирор турри чизиц иккинчи тартибли »гри чизицни учта 
ну^тада кесиб утса , эгри чизиц (хусусий холда устма-уст туш адиган) 
бир жуф т турри чизикка ажралиши исбот килинсин.

6. Х,ар бири иккита r}Fpn чизивда ажралмайдиган иккинчи тар
тибли иккита эгри чизиц бешта умумий нуцтага *га б^лса, уларнинг 
устм а-уст тушиши исбот к;илинсин.



7 . Агар эгри чизик ф» (х, <р)=
- =з 0 тенглама билан берилиб,

бунда <р3 (х , у) ифода х ва  у  га 
нисбатан учинчи даражали к$п-'
^ад-б^лса, у — учинчи т а р ти б 
ли эгри чизщ  дейилади. Агар 
учинчи тартибли у  эгри чизик 
иккинчи тартибли ажралмайди- 
ган Ya ЭГРИ чизик билан еттита 
умумий н уктага  эга б^лса, бу 
Колда 73 чизик у } (эгри) чизик 
ва турри чизивда ажралиши ис
бот килинсин.

8. Айтайлик, V — иккинчи 48- расм. 
тартибли эгри чизик. A j..............Ав .
унга ички чизилган олтибурчак учлари, «,•/(*, i/)=*0 эра А{ в а  A j  учлар- 
ни туташтирувчи томонларнинг тенгламалари булсин (48- расм). Тенгла
маси а 24 а 1в а 35 — ^ а 34а 2в а 15 =  0 дан иборат учинчи тартибли эгри 
чизик 7  эгри чизик билан олтита А { н уктада  кесишиши исбот ки
линсин. к параметрни муносиб равишда танлаб олинса, учинчи тар
тибли эгри чизикнинг v  эгри чизикда ва т^рри чизикк® ажралиши 
исбот килинсин.

9 . Паскаль теоремаси исбот килинсин: а 15 билан а 24, а 34 билан 
а 2в билан а 35 турри чизикларнинг кесишган учта нуцтаси битта

турри чизикда ётади (48- расм).



IV б о б

ВЕКТОРЛАР

1- § . Векторларни цушиш ва айириш

Вектор деганда й^налишли кесмани тушунамиз (49- 
расм). Вектор й?налиши стрелка билан курсатилади. А 
нуцта векторнинг боши, В эса унинг охири дейилади.

Бири иккинчисидан параллел кучириш натижасида ^осил 
килиниши мумкин булган икки вектор тенг векторлар  деб 
аталади (50- расм) Агар а  вектор Ь га тенг б^лса, рав- 

шанки, Ь вектор а  га тенг булади. Агар 
а  вектор Ь га Ь эса с га тенг б^лса, а  
вектор с  га тенг булади.

Агар икки вектор параллел булиб, 
$злари уларга тенг ва боши умумий б^л- 

yj f  ган векторларни нг учлари бошга нисба
тан бир томонда (турли томонда) жой- 

49-расм. лашеа, бундай векторлар бир  хил (ца-
рама-царши) йуналган  деб аталади.

Векторни тасвирлаган кесма узунли- 
ги векторнинг абсолют циймати дейи
лади.

Боши билан охири устма-уст тушган 
ю вектор ноль вектор  дейилади.

расм. Векторлар. учун цушиш  ва айириш
амаллари киритилади: икки а  ва Ъ векторнинг йириндиси 
деб, а  ва Ь ёки уларга тенг векторлардан 51-расмда 
тасвирланган усулда $осил цилинган а  +  Ъ векторга 
айтилади.

Векторларни ц$шиш амйли коммутатив хоссага эга, 
яъни исталган а  ва 6 векторлар учун:

a - f  Ъ = Ь +  а. (52- расм)

Векторларни ц$шиш ассоциатив хос сага  эга, яъни 
исталган а,  Ь, с  векторлар учун

(л -|- 6 ) *1" с == О/ (Ь  4"



Б1- раем. 62- раем.

53- раем. 54- раем.

Бу ва олдинги хосса векторларни ц^шиш амалининг 
таърифидан келиб чщади (53- раем).

Бир ^олни таъкидлаб ^тайлик: агар а  ва 6 векторлар 
параллел б^лса, а  -\-Ь вектор, башарти у  нолга тенг б$л- 
маса, о ва 6 векторларга параллел булади ва улардан 
цайси бирининг абсолют циймати каттаро^ булса, уша век
тор йуналиши билан бир хил йуналгандир. а  -f- 6 вектор- 
нинг абсолют к,иймати эса, а, Ъ векторлар бир хил йунал- 
ган хрлда улйрнинг абсолют ^ийматлари йигиндисига тенг 
ва о , 6 векторлар к,арама-к;арши йуналган ^олда эса абсо
лют цийматлар айирмасига тенг. .

Векторларни айириш амали цушишга тескари амал си
фатида киритилади: а  ва Ъ векторларнинг айирмаси деб 
b га цушганда а  га тенг буладиган а  — Ь векторга айти- 
лади. Геометрик ну^таи назардан Караганда бундай айир- 
ма а  ва 6 векторлардан ёки уларга тенг векторлардан 
54- раемда курсатилган усулда хосил ^илинади.

Исталган икки а ,  Ъ вектор учун у ш б у  тенгсизлик  
уринлидир:

|а +  Ь | ^ | о | + | Ь [



( учбурчак тенгсизлиги);  геометрик жи^атдан олинган век* 
торлар нопараллел ^ол учун бу тенгсизлик учбурчакда 
Йкки томон йириндисининг учинчи томондан катталигини 
йфода цилади. Бу тенгсизлик ихтиёрий сонда олинган 
векторлар учун ^ам уринли экани аён:

| а  -|- 6 4 -  . . .  +  ^ | ^ | а |  +  | Ь | +  +  111 •

Ма  ш к л а р
1 . Умумий боши мунтазам п бурчак марказида булиб, охирлари 

эса унинг учларидан п т а  вектор й и р и н д и с и н и н г  нолга тенглиги 
исбот цилинсин.

2 , Учта векторнинг боши 0 д ан , охирлари sea ABC учбурчак- 
нин1* учларидан иборат. О нуцта учбурчак медианалари кесишган нуц*
тасидан иборат булган з^олдагина

ОА +  б в  +  О С -О
тенгликнинг уринлй булишя исбот ^илинсин.

8. Ушбу айният исбот к;илинсин:

2 | а  |г +  2 | Ъ |а =  | а  +  Ъ |* +  | а  — Ь |2.
Агар а  ва Ь векторлар нолдан фарцли ва нопараллел б^лса, 

бу тенглик ^айси геометрик фактга мос келади?
4. Учбурчак тенгсизлиги даги тенглик ищораси фак,ат иккала 

вектор бир хил йуналган з^ол учун ёки векторлардан бири нолга 
тенг з^ол учун юз бера олиши исбот цилинеин.

Б. Агар умумий 0 бошли г 1г г 2............. гп векторларнинг йишн-
диСи нолга тенг булиб, бу векторлар  битта текисликда ётмаса, 0 нуц- 
та оркали утувчи а  текислик цандай булмасин, шундай векторлар 
тоггиладики, улар а  текисликнинг турли  тарафида жойлашиши исбот 
цил»нсин.

6. вектор ху текисликда ётади ва унинг учи (х0, у0) нуцта- 
Да, охири эса ( т б ,  пЬ) ну^тада жойлаш ган, бунда т  ва п — бутун 
сонлар б\?либ,'абсолют ^иймат жи^атдан мос равишда М ва N дан 
ошМайди. Боши (0,0) ну^тадан ва охири (Х&, у0) нуцтадан иборат в е к 
тор орцали ифодалаб барча гтп векторлар йиг-индиса топилсин.

7. ху текисликдаги чекли F фигура учун координаталар боши 
симметрия маркази б^либ хизмат цилади. Боши умумий ва охирлари 
F фигуранинг бутун сонли нуцталаридан иборат векторлар йигинди- 
си фацат векторлар умумий бошининг координаталар бошидан иборат 
булган з^олда нолга тенг булиши (F фигура камида битта бутун  
содли нуцтага эга, яъни координаталари бутун  сонлардан иборат 
нуцтага эга  деб фараз ^илинади) исбот цилинсин.

8. Параллелепипед диагоналлари орцали тасвирланган вектор- 
ларни унинг цирралари ор^али тасвирланган векторлар орк;али ифо- 
даланг.

2- § . Векторни сонга к^пайтириш

Векторлар учун сонга купайтириш амали цуйидагичэ 
таърифланади: а  вектор билан X соннинг купайтмаси  деб 
шундгй аК =  Ка векторга айтиладикн, унинг абсолют ций-



мати | А, а  | «=■= | X | \а\ га тенг булиб, йуналиши эса X нийг 
мусбат ( X >  0) ёки манфий (А, <  0) б^лишига цараб, о Нинг 
йуналиши билан бир хил ёки унга царама-царши булади. 
X в= 0 ёки а  = 0  а;олда Ха ни ноль-векторга тенг деб ^и- 
соблаймиз.

Векторни сонга кС/пайтириш ассоциативлик ва иккита  
ди стрибутив лик хос сасига эга, яъни  исталган X, ц. сон- 
лар ва а ,  Ъ векторлар учун:

Бу хоссаларни исбот ци лай лик.
К (ц а)  ва (X ц) а  векторлар | X11 ц 11 а  | га тенг Оулган 

бир хил абсолют ^ийматларга эга. Бу векторларнинг йуна- 
лишлари эса бир хил ишорали X, ц учун устма-уст туш а
ди ва X билан |я турли ишорали з^олда — царама-^арши. 
Шундай ^илиб, X (и а)  ва (X ц) а  векторларнинг абсолют 
^ийматлари тенг ва бир хил йуналган, демак улар узаро 
тенгдир. Агар сонларнинг камида биттаси ёки а  вектор 
нолга тенг б$лса, иккэла вектор ^ам нолга тенг. Шунинг 
учун улар бир-бирига тенгдир. Ассоциативлик исбот ци- 
линди.

Энди дистрибутивликнинг биринчи хоссаси:

ни исбот ^илайлик: X, (я сонлардан бири ёки а  вектор 
нолга тенг ^олда бу тенглик уз-узидан равшан. Шунинг 
учун X, ц., а  ни нолдан фар^ли деб ^исоблаш мумкин.

Агар X билан (г нинг ишоралари бир хил б^лса, Я а  
ва ц а  векторлар бир хил йуналгандир. Шунинг учун 
Ха +  ц а  нинг абсолют ь,иймати | Ха | 4- | ц а  | =  | X | а  -1
+  ) ц | а  =  (|Я| +  |м-|) |я| га тенг. (X 4- ц) а  векторнинг 
абсолют к>иймати эса | X 4- ^ | | а  | — ([ X | + [  ̂  [) | а  | га тенг. 
Д емак, (Л, 4- М-) ва к а  4- № векторларнинг. абсолют кий- 
матлари тенг. Уларнинг йуналишлари ^ам бир хил; X >  0, 

^олда уларнинг йуналишлари а  нинг йуналиши би
лан бир хил ва Я < 0, j i < 0  ^олда эса унга царама-кар- 
ши. X билан ц  нинг ишоралари турли булган ^ол шунинг 
сингари текширилади.

Дистрибутивликнинг иккинчи хоссаси

X (ца)  «= (Хц) а  (ассоциативлик),

t Т м  Г  iH t  1 (ДИстрибутивлнк).

(Я 4- Ц) а  =* Ха 4-

X (<зе 4 _ Ъ' ) =а* Ха ■}“ ХЪ

ни исбот ^иламиз.



\ cqh ёки векторлардан бири нолга тенг ^ол учун хос- 
са Уз-^зидан равшан. Агар а  ва Ь векторлар параллел 
булса b — ца  деб фараз цилиш мумкин. Дистрибутивлик- 
нинг иккинчи хоссаси биринчисининг натижаси булиб цо- 
лади. ^.ацицатан хам, .

X (1 +  р) а  =  X (а +  \ш) =  Ха +  X\ia.

Бундан:

55- раем.

X (а  +  6) =  Ха +  ХЬ.
Энди с  ва & нопараллел булсин.

Бунда X > 0  учун АВ вектор (55-расм) 
бир томондан Ха +  ХЪ ни, иккинчи
томондан эса Х(а +  Ь) га тенг X АС 
ни тасвирлайди. А, > 0  ^олда иккала- 
вектор йуналишлари ^ам тескарисига 
алмашинади.

М а ш ц л а р

1. Агар г г, г ..........векторлар берилиб, камида биттаси нолдан

фарцли Л.1р X, . . .  сонлар мавжуд булмаган з^олда ушбу

K f i  +  Хага +  . . .  =  0

тенглик юз берса, бу векторлар чюицли (богланмаган) эркли дейи- 

лади-
Икки вектор нолдан фарцли ва нопараллел булган з^олда ва шу 

^олдагина чизи^ли эркли булиши исбот ь;илинсин.
Уч вектор нолдан фар^ли ва уларга параллел текислик мавжуд 

булмаган з^олда ва фа^ат шу з^олда чизи^ли эркли булиши исбот 
^илинсин.

2. Битта текисликда ётувчи з^ар цандай учта вектор хамиша чи- 
зи^ли борлиц булиши исбот ЦИЛИНСЮ1. ,

3. Текисликдаги иккита г1( г2 вектор чизи^ли эркли б^лса, бу 
текисликдаги исталган г  вектор г и  га векторлар оркали чизи^ли 

ифода цилинади:

Г =  ХхГ! +  Х,2г2,

бунда Xj, Х,а сонлар ягона равишда (бир цийматли) ашщланиши исбот 

килинсин.
4. Учта Гц г2, г 3 вектор чизшуш эркли булса, исталган г  век

тор улар оркали ягона равишда г — Х,г, +  Х2г 2 +  Х,аг8 куринишда 
ифода цилиниши исбот килинсин.

3- §. Векторларнинг скаляр купайтмаси

а  ва Ь векторлар орасидаги бурчак  деб, мос равишда 
шу векторларга тенг ва бошлари умумий булган вектор
лар орасидаги бурчакка айтилади (66- раем).



а  ва 6 векторларнинг скаляр ку - 
пайтмаси  деб, шу векторлар абсолют 
цийматлари к^пайтмаси билан улар ора
сидаги бурчак косинуси купайтмасига 
тенг булган аЬ сонга айтилади.

Скаляр кС/пайтма уз -$зидан равшан 
ва унинг  таърифидан бевосита келиб 
чицадиган у ш б у  хоссаларга эга:

1) аЬ =» 6а ;
2) а 2 =  аа  =  |а|2;
3) (Ха) Ь «= X (аЪ)\
4) \е\ =  1 бул ган  хрлда раСм-

(А, е) (ц е) =  Хц;

5) а  ва Ь векторларнинг скаляр к^пайтмаси вектор
лар перпендикуляр бул ган  хрлда ёки векторларнинг  бири 
нолга тенг  \олдагина нолга тенг  булади.

а  векторнинг турри чизшда проекцияси  деб шундай а 
векторга айтиладики, унинг боши а  вектор бошининг про- 
екциясидан, охири эса а  вектор охирининг проекциясидан 
иборат. Равшанки, т ен г  векторлар тенг  
про ещиялар га  эга, векторлар йигинди-  
сининг проекцияси проекциялар Hu f u h - 

ди си га тенг (57- раем).
а  векторнинг Ъ векторга скаляр ку- 

пайтмаси а  векторнинг Ъ векторни уз 
ичига олган турри чизиеда туширилган 
проекцияси билан Ъ векторнинг скаляр 
купайтмасига тен г. Исботи равшан, бу- 
нинг учун аЪ билан аЪ нинг тенг аб^ 
солют ^ийматларга эгалигини ва бир хил ишорали були- 
шини эътиборга олсак етарли.

Скаляр купайтма ди стрибутив лик хоссасига эга: ис 
талган учта -а, в, с вектор учун  уш б у  ифода уринли:

(а +  6) с  = а с  -f- be .  •
Векторлардан бири нолга тенг ^олда бу тасдщ  рав

шан. Энди учала вектор хам нолдан фарцли булсин. а ,  Ъ, 
а-\-Ъ векторларнинг с  векторни ичига олган турри чи- 
зщ даги проекциялари а, Ь, а  +  Ь булсин дейлик. Натижа- 
да ушбуларга эгамиз:

(a  -J- Ь) с  =  (а  +  6) с  =  (а  +  Ь)с, 
а с  -1- Ъс = ~ас -f  be.



Энди бирлик е  вектор с га параллел деб фараз цилай- 
лик. Бу чогда а, Ь ва с  векторларни цуйидагича ..тасвир- 
лаш мумКин. а  =  Хе, Ъ •= р.е, с  =  ve\ ушбуларга эгамиз:

(а + 6) с =  (ке + це) ve = (К + fi) v, 

а с  +  be  =  Xeve  +  [ i ev e  =  Xv +  fiv.

Булардан (a  +  Ь) с =  a c  +  6с, демак,
(a  +  b) с  =  ac  -f- be .

Пировардида ушбуни исбот цилайлик: агар а, Ъ, с —п од 
дан. фарцли учта вектор булиб ,  улар битта текисликка 
параллел б$лмаса, у  хрлда учта

г а  =  0, гЪ — 0, г с  =  0

тенгликдан г  = 0 де ган хулоса чикади.
^ацщ атан ^ам, г  ф  О ^олда курсатилган учта тенглик

дан а, Ъ, с  векторларнинг г  га перпендикулярлиги Дави
да хулоса чицарамиз, шу сабабдан улар г  га перпендику
ляр булган текисликка параллел деган натижа чикади, бу 
еса фаразимизга зиддир.

М а ш ц л а р

1. Айтайлик, Ait Аг, . . .  , Л„ нуцталар п бурчакнинр учлари 
булсин: •

А\Аг +  А2А3 +  . . .  +  АпАх — 0,
Б уларгв асосланиб ушбу тенгликлар исбот цилинсин:

2п 4п (2/t— 2) я
1 +  cos — 4 - cos — +  • • ■ +  c o s --------------  =  О,

п ' п ' п
. 2п . . 4л  , Г . (2л — 2) я  „ 

s in  — +  s i n ------Ь . . .  +  s i n --------------- =  0.
л ft n

2. Агар а  в а  b нолдан фарцли ва нопараллел исталган иккита 
вектор б^лса, уш бу Я2а 2 +  2 /лл (а  +  Ь) -f- и Ь* >  0 муносабат Гринли 
б^лади ва ундаги тенглик ишораси фацат а  =  0, ц, =  0 учун Уринли 
б^лиши исбот цилинсин.

3. Битта текисликка параллел исталган учта r lt r t , r s вектор учун  
ушбу тенгликнинг Гринли акани исбот цилинсин:

>'lr  1 Г1Г2 Г1Г3

^аг1 Г„г„ г аг8 
г вг г гаг , г  „г,

0. (1)

4. Учта r v  Г|, г 3 вектор учун (1) шарт бажарилган ^олдагин 
улар чизицли бо&лвц булиши исбот цилинсин.



5. Исталган туртча r v  г 2, г3, г 4 вектор учун ушбу муносабат- 
нинг уринли эканлиги исбот килинсин:

Г1Г1 r tr2 ГХГз ГХГ4
г 2г г r 2r 2 r 2r 3 r 2r 4 
Г 3 Г 1  r ar 2 r sr 3 r 3r 4

Г4Г1 ГцГ2 r 4r 3 r 4r 4

6. Фараз килайлик, /х, l2, l3, /4 лар битта ну^талан чиккан т£рт- 
та нур булиб, l l , tj нурлар орасидаги бурчак а.ц булсин. Ушбу ай- 
ниятнинг уринли эканлиги исбот килинсин:

1 cos а 12 cos а 13 cos а 14
cos а 21 1 cos а 23 cos а 24
cos а 31 cos а 32 1 cos а 34 
cos а 41 cos а 42 cos а 43 1

4- § . Векторларнинг вектор купайтмаси
о ва Ь векторларнинг вектор купайтмаси  деб цуйи- 

Дагича таърифланадиган а / b  векторга айтилади: а, Ь век
торларнинг камида биттаси нолга тенг ёки улар параллел 
б^лса: а  X  Ь =  0  булади. Долган ^олларда бу вектор аб
солют ^иймат жихатдан а , Ь вектор- 
лардан ясалган параллелограмм юзига 
тенг ва бу параллелограмм юзига пер
пендикуляр б^ла туриб шундай й$- 
налганки, а  дан Ъ томонга ^араб ай- 
ланиш билан а  X  Ь нинг йуналиши 
«^нг винт» ни >;осил цилади (58-расм).

Вектор к$пайтманинг таъри- & 
уфидан бевосита уш б у  хоссалар келиб 
чицади: 68- расм.

1) а  X  Ь =  — Ъ X а; .
2) I а Х Ь |  =  |а||Ь| sin  0, бунда 0 %арфи а  ва Ъ сек- 

торлар орасидаги бурчакни билдиради;
3) (ка)  х  Ъ =  к (а  х  6).
а  векторнинг текисликдаги про-

екция си  деб, боши а  вектор про- 
екцияси ва охири шу вектор охири 
проекциясидан иборат а ' векторга 
айтилади. Равшанки, тенг вектор
ларнинг проекциялари ^ам тенг ва 
векторлар йигиндисининг проекция- 
си проекциялар йигиндисига тенг
дир (59- расм).

Айтайлик, иккита а,  Ь вектор 59 .  расм.



берилган булсин. а  векторнинг Ъ векторга перпендикуляр 
булган текисликдаги проекциясини а' билан белгилайлик 
(60- раем). Бу ^олда:

а X  6 — а' ХЬ.
Бу тенгликнинг исботи равшан. Х,а^и^атан ^ам, а х Ъ 

ва а'  х  b векторларнинг абсолют кийматлари тенг булиб, 
улар бир хил йуналгандир.

60- раем

Вектор купайтма дистрибутив лик хоссасига эга, яъни  
исталган учта а, Ъ, с  вектор учун:

(о +  6) X с => а X с Ц- Ь х  с. (1)
с  =  0 ^ол учун тенгликнинг Гринли булиши равшан. * 

Сунгра (1) тенгликни |с| =  1 дол учун исботлаб беришницг 
етарли экани ^ам аён, чунки умумий з^олда унинг кучга 
эгалиги юк,оридаги 3-хоссадан келиб чш^ади.

' Шундай р^илиб, |с| =  1 булсин, а  ва 6 векторларнинг 
с векторга перпендикуляр текисликдаги проекцияларини 
а' ва Ь' билан белгилайлик (61-раем). Бундай ^олда 
а' X с, V  X  с ва ( а ' +  Ъ’) X  с векторлар мос равишда 
а', Ъ' ва а ' 4 - 6' векторларни 90° ли бурчакка буриш на
тижасида ^осил цилинади. Демак:

а' X с — а' X с 4- Ъ' X с.
ЛекиН!

s '  X  с =  а  х  с, Ь’ X с  =  Ь х с,
(а1 4- Ъ’) X с  =  Са 4- Ъ) X с

булгани учун

(а  4- Ъ)Хс = а Х  с +  ЬХ с,
шуни исбот цилиш талаб кдлинган эди.

Исталган иккита а  ва Ъ вектор учун. уринли булган 
ушбу

( а Х Ь ) г = a W -(a b )*



содда айниятни таъкидлаб утайлик.
Хацицатан хам, агар а, Ъ векторлар орасидаги бурчак 

О б^лса, у ^олда: ‘
(|о| ]Ь| sin 0)2 =  |а]2 |Ъ\г — (\а\ |6] cos 6)2,

бундан эса талаб цнлинган тенгликнинг т^грилиги бевоси- 
та куриниб турибди.

М а ш ц л а р

1. Агар а, Ъ векторлар с векторга перпендикуляр б^лса,

(а  X 6) X  с *» О
булиши исбот ^илинсин.

2. Агар Ъ вектор с га перпендикуляр, а  вектор эса с га парал
лел булса, '

(а~Х Ъ) X с =  Ъ(ас)
булиши исбот килинсин.

3. Исталган а  ва с  векторга перпендикуляр Ъ вектор учун ушбу

(а X Ь) X с ™ Ъ(ас)
тенгликнинг Гринли эканлиги исбот цилинсин.

4. Исталган учта а, Ъ, с  вектор учун ушбу

(а  X Ъ) X с =  Ь(ас) — а( Ъс)
тенгликнинг Гринли эканлиги исбот килинсин.

5. Ён ^ирралари I га  ва учларидаги бурзаклари а ,  6, у  га тенг 
уч ё^ли пирамида асосииинг юзи топилсин.

5 -§ . Векторларнинг аралаш купайтмаси

а, Ъ, с  векторларнинг аралаш купайтмаси  деб ушбу
(abc )  = (а  X  Ь)с  (1 )

сонга айтиладй.
Агар векторлардан бири нолга тенг  ёки уларнинг  уча- 

ласи %ам битта текисликка параллел брлса, улар ара
лаш к^пайтмасининг нолга тенг  
булиши равшан.

Нолдан фар^ли .ва битта текис
ликка нопараллел а, Ь, с  вектор
ларнинг аралаш купайтмаси улардан 
(а, Ь, с  лардан) ясалган параллеле- 
пипеднинг ^ажмига тенг (62 -раем). с  

Х.ацикатан хам, параллелепипед- 
нинг а, Ь векторлардан ясалган 
асосининг юзи 5  билан ва асосга 
перпендикуляр булган бирлик век- о2- раем.



тор е  билан белгиланса, а  X  Ъ =  Se  муносабат Гринли- 
булади. С^Нгрэ, е с  дан иборат скаляр купайтманинг ишо- 
раси эътиборга олинмаса, бу купайтма параллелепипед- 
нинг к^рсатилган асосига туширилган баландлигига тенг. 
Д ем ак, (аЪс) купайтманинг ишорасини эътиборга олинма
са, бу к^пайтма а, Ь, с ,  векторлардан ясалган параллеле
пипед ^ажмига тенг.

Аралаш купайтма у ш б у  хоссага эга:

(аЪс) = а  (ЬХс)■ (2)

Бу тенгликнинг тугрилигини билиш учун унинг ^нг ва 
чап томонидаги ифодаларнинг абсолют ^ийматлари тенг ва 
ишоралари бир хил эканлигига ишонч ^осил цилиш етарли.

Аралаш купайтманинг таърифи (1) дан ва (2) хоссадан 
ушбу хулоса келиб чикади: купайтмада исталган икки 
купайтувчининг  урн  и алмашинса, унинг  ишораси теска-  
риси га  алмашинади. Иккита купайтувчиси нолга тенг  
бул ган  хус у сий  цолда аралаш купайтма нолга тенг.

М а ш ^ л а р

1). ((а  X  Ъ) X с) d  =  (а  X  6) (с X  d)  тенгликнинг т^ррилигини 

•ътиборга олиб ушбу

(а X  Ь) (с X  d) =  ■

8Й1ИЯТ исбот ЮУШНСИН.
2. Ущбу *

(а  X Ь) (с X  Ь) =  (ас) Ъг — (аЪ) (Ъс) 

айниятдан фойдаланиб, сферик тригонометриянинг 

sin a  sin у  cos В =  cos Р — cos у cos а

формуласи исбот килинсин, бунда а ,  р , у —  бирлик сферадаги учбур

чак томонлари, В —  эса бу учбурчакнинг р томони царшисидаги бур- 

чаги.
3. Ушбу

( а  X  Ъ) X  (с  X  d)  =  Ъ (acd) —  a (bed)
айният нсбо| Килинсин.

4. Исталган т^ртта а, Ь, с, d  вектор учун ушбу

Ь (acd)  —  a (bed)  +  d (cab)  —  с  (dab) = О

тенглик (айният)нинг тугрилиги курсатилсия.
Б, Фараз цилайлик, е 1г е 2, е 3 — исталган учта вектор б^либ, 

аммо уларнинг аралаш купайтмаси нолдан фарцли булсин:



Bjfttiafi 5̂ 0 л да х;ар к;андай г  векторни цуйидагича

r  _  (re2e3)e t _j_ ( re 3ex)e2 _j_ ( r e 1g a)e <
e ie ,e g ( e ie 2e 3) (e 1e 2e 8)

ифодалаш мумкинлиги исбот ^илинсин.
в.У ш бу

(гаЪ) =  у , (гЬс) =  а ,  ( г с а )  =  р

вектор тенгламалардан тузилган  си'стемада а , Ъ, с векторлар (Прил
ган булиб, (аЪ с)Ф  0 шартни каноатлантиради, г  эса изланган век
тор. Шу система ечимини ушбу

—  1 . (а  а  +  Ь Р -Ьс7 ).
(аЪс)

ш аклда ифодаланиши исбот ^илинсин.
7. Агар ег, е 2. е3 ва  г  исталган туртта вектор б£либ, улар  бит- 

тагина (ехе2е3) Ф  0 шартни цаноатлантирса, ушбу

г _  (е 1 Х е 2) ( г е 3) ^  ( е а X е 3) ( r e t ) ^ (е 3 X а х) (rg8)
(eie2e3) (eje2e3) [ехе%е3)

айниятнинг Гринли эканлиги исбот ^илинсин.
8. Учта ,

ах = а, Ья.; =  р ,  сх  =» у

векторли тенгламадан тузилган  системада о ,1 &, с векторлар бе
рилган булиб, а; изланган вектор б^лса, (аЬ с)Ф  0 шартда система 
ечимини ушбу

_  (а X д) у  +  (Ь X с) а+  (с X а) Р 
(аЪс)

ш аклда ифодалаш мумкинлиги исбот килинсин.

в - § .  Векторнинг берилган базисга нисбатан кх-рд.ш аталари

Фараз этайлик, е 1г е я, е а — нолдан фар^ли ва битта  
текисликка нопараллел учта еектор булсин.  Бундай  
цолда исталган векторни я гона ра ишда цуйидагича

г  =* А,! е х +  Я2 е 2 - f  Я3 ( 1)
ифодалаш, мумкин.

^х. Х2, Аз сонлар г  векторнинг  е 1, е2, е 3 базисга  нисба
тан координаталари  дейилади.

Аввало, ( 1) куринишли ифодаланишнлнг ягоналигини 
исбот килайлик. Бонщача тасвирлаш мумкин деб фараз 
килайлик:

г  =  К €1 +  К е г + К е з-
У ^олда:

(Я.д —  А.,) ех +  (К2 —  %2) е 2 -}- (\, —  А3) ея =  0.



Бу тенгликни е 2 X  в8 векторга скаляр к^пайтирайлик. На
тижада

ни хосил цилинади. A m m o  (еге 2е 3) ф  О, демак, Яг — AJ «» 0. 
Шунга ухшаш: Я2 — Я,̂  =  0, Х3 — Xj >= 0. (1) куринишдаги 
тасвирлашнинг ягоналиги исбот цилинди.

лан бирга битта текисликка параллел, лекин е х ва еа га 
нопараллел, г  вектор охирларидан ех, е2 векторларга па
раллел TyFpH чизи^лар утказайлик (63 -раем). Натижада:

Г = ГХ +  г*.

Аммо исботланганга кура: => Xte lt г а =  \2еа. Д емак
Г =  /ц -j- ?.2 в 2.

Нщоят, г  вектор уч жуфт elt е2\ е2, е3; ея, е 1 век
торларнинг биронта хам жуфти билан биргаликда битта те 
кисликка параллел булмасин дейлик. г-векторнинг охирла
ри орцали векторларнинг ^алиги жуфтларига параллел

( ^  — A,;) (ex в , е 3) =  0

Энди ( 1) ифодалаш имкониятининг 
мавжудлигини исбот цилайлик. Аввало г  
вектор е х, е 2, е ъ векторларнинг бирига, 
масалан, е г га параллел деб фараз щ -  
лайлик. У ^олда

63- раем.

бунда г  билан е х бир хил йуналганда 
«+ »  ишора ва царама-цзрши йуналганда 
«—» ишора о'линади.

Энди г  вектор е и  е„ векторлар би-

текисликлар }гтказайлик (64-раем). 
Натижада г  =  r t -f r 8+ r s, аммо ис- 
ботга асосан:

г ,  =  A, Cj, г  2 — Я,2 Г j  =  Я.8 J j .

г  векторни ( 1) куринишда ифо 
далашнингимкони мавжудлиги ^ам- 
ма доллар учун исбот цилин-
ДИ.

Базис векторлар учта бирлик 
вектордан иборат ва улар жуфт- 
жуфти билан ортогонал булган ^ол- 
да векторнинг координаталари сод- 
да маънога эга.



^а^щ атан  ^ам, г  =  Я2 е х +  Яа еа +  Яа е8 тенгликни кет- 
ма-кет е1У е2, еа га скаляр купайтириб, «  е\ *= е\ =  1 
билан е1е ! *= е йе 3 =  =  0 ни эътиборга олсак, ушбулар- 
ни ^осил киламиз:

=  r e lt Я2 = г е 2, Я3 — г е 3.

Айтайлик, г  нинг координаталари Я1( Я2, Яя ва г '  век
тор координаталари 7-[, к'2, Х'3 булсин. г  ±  г '  вектор коор- 
динаталарини топайлик. Ушбуларга эгамиз:

f  — Я̂  *4* Я2 е2 -{- Я3 е3, т' =  Я̂  6̂  -Ь Я2 <?2 -Ь Я̂  в3.

Булардан: г  ± г '  =  (Яг ±  Я() -J- (Я2±Я2) е 2 -|- 
-•- (Яа i  Яд) <?3. Д емак, Ях +  Яр Я2 4г ^2' Я3 Я3 сонлар 
г ± г '  векторнинг координаталаридир.

Я г  векторнинг  ЯЯХ, Ял,, лля дан иборат координаталар~ 
га э галиги  хам шунга ^хшаш исбот цилинади. Бундан эса 
параллел векторлар пропорционал координаталарга эга, 
деган хулоса чи^арамиз.

Фараз к,илайлик, е ь  е2, е 3 базис учта бирлик ва жуфт- 
жуфти билан ортогонал векторлардан иборат булиб, улар
нинг аралаш купайтмаси +  1 га тенг булсин. Координа - 
талари мос равишда  Яц Я2, Ял ва Я{, Я2, /Ц дан иборат 
г  ва г ’ векторларнинг скаляр кС/пайтмасини топайлик, 
Куиидагиларга эгамиз:

г  ==* Я; -|- Я2 е2 -f- А,3е3, г  =  Яj 4- Я2 в2 4- Ядв3.

Бундан: «== e!j =  e j  =  1, e , e t =  е 2е 3 =■ еае , =  0 ни 
эътиборга олиб,

г г '  =  Я1Я', +  Я2 Я' +  Я3Я' .

ни ^осил циламиз.
г  у ,  г '  вектор координаталарини топайлик. г ,  г '  век

торлар учун (2) к^ринишли ифодалэрни ва е г X  е 2 =  е 3, 
«2 X  «з =  e lf е3 X  e i ~ е 2 муносабатларни эътиборга олиб, 
ушбуни ^осил циламиз:

г  X  г '  =  (Х2Я з~  Я3 Я.',) <?х +  (Я3Я', — Л,Я^} е2 +

+  ( Я Л — ^j) е3 .
Д емак, г  X  г '  вектор координаталари:



Ни.хоят, уш б у  учта
г (xlf к  К ) ,  г' (х;.ад, г" (х;, х2, х3>

векторнинг аралаш купайтмасини \исоблаб чщайлик.  
К,уйидагиларга эгамиз:

Х„ Х._ 
X? Я,

( г г ' г " )  =  (г  X  г ' )  г"  =

Я, +
А., А,

А‘1 Х̂  Х3
1̂ 2̂ ^3
х; х; х;

Х0 +
> 1 Ai /Va
х; х2

М а  ш ц л а р

1. г  векторнинг е\, е 2, е3 базисга нисбатан координаталарининг
_______ ^ _  (гвзвх)
(eie2e3) ’ 2 (е^авз) ’
(ге2е3) (ге^е.,;) 

(eieje3)
тенгликлар

орк;али ифодаланиши исбот цилинсин:
2. г  векторнинг (е 2 X е 3), (е3 X B j), (е* X е а) дан иборат базис

га нисбатан координаталари ?*,, =  ——1— , >-2 =  — — , Я,* «= 
.  -  (eie2ea) (е^е,,)
=  — ^£2—  га тенг булиши исбот цилинсин.(eie2e 3)

3. а , Ь, с векторларни ортогонал базис б р и ч а  ёйиб, детерми- 
нантларни купайтириш теоремаси ёрдамида ушбу

(аЪс)*
а а  аЬ ас  
Ъа ЪЬ Ъс
сЪ сс сс

айният исбот цилинсин.
4. Ушбу

(о X Ь, Ъ X с, с X  а )  =  (абе)*
айният исбот цилинсин.

5. Ён цирралари а, Ь, с ва учидаги ясси бурчаклари а , р , у  дан 
иборат уч ё^ли пирамида ^ажмининг цуйидагича

1 cos у  cos р >/2 
cos у 1 cos а  
cos 6 cos а  1

V =  -  ubc 
6

з^исобланиши исбот ^илинсин.
6. Ён ^ирралари а, Ь, с, ва шу ^ирралар ёнидаги икки ёцли 

бурчаклари А, В, С дал иборат уч ёцли пирамида ^ажми учун фор
м ула чикарилсин.



V боб

ФАЗОДА ДЕКАРТ КООРДИНАТАЛАРИ

1 - § .  Умумий декарт координаталари

Фазонинг ихтиёрий О ну^тасидан битта текисликда ёт- 
майдиган учта т̂ /гри чизи^: Ох, Оу, Ог ни утказиб, улар- 
га нолдан фарцли учта е х, е у, е г векторни мос равишда 
цуйиб чицамиз (6 5 -раем). Олдинги боб-
даги 6- § га асосан исталган О А векторни 
ягона равишда к,уйидагича ифодалаш 
мумкин:

О А =  хех +  у е у +  г е г .
х, у, г  сонлар А нуцтанинг умумий д е 
карт координаталари  деб аталади.

Ох, Оу, Ог турри чизицлар координа
талар уцлари  дейилади: Ох ни х у^и, б5 _ расм 
Оу ни у  ;у^и, Oz ни г  уци деб атала
ди. О .  О . Ог, текисликлар координат текисликларх у  - у* XZ
дейилади: О ни ху  текислик, Оуг  ни уг ,  Охг ни хг те, 
кислик деб аталади.

Координаталар уцларининг хар бирини О ну^та (коор
динаталар боши ) иккита ярим у к к а ажратади. е х, е и, е г 
векторлар томон йуналган ярим уклар мусбат  ярим щ л а р  
ва к,олганлари эса манфий ярим уклар  деб аталади. 
Координаталарнинг шу йусинда киритилган системаси 
(е х> е у' е г) >  0 ^0ЛДа Унг  ва (е х< е у . е г) <  0 ^олда эса чап 
система дейилади.

Геометрик ну^таи назардан А н уктанинг, координатала
ри р^уйидагича хосил килинади. А нуцта ор^али у г  текис- 
ликка параллел цилиб текислик утказамиз. Бу текислик х 
у^ини бирор Ах нуктада кесиб утади (66- расм). Бундай 
тацдирда А ну^танинг х координатаси абсолют циймат жи- 
хатдан узунлик бирлиги |ej билан О А кесмани улчаш нати-



жасига тенг булиб, А нуцта/ мусбат 
ярим ук  х га тегишли булган ^олда 
у  мусбат ва манфий ярим УК х га 
тегишли зфлда эса манфийдир. Бунга

ишонч ^осил цилиш учун ОА вектор 
координаталарини нг ех, еу, ег базисга 
нисбатан цандай тари^ада аниклани- 

Я шини эсга олиш етарли.
Ну^танинг долган иккита у , г  ко

ординаталари шу тарифа анш^ланади.
Координат у^лар узаро перпен

дикуляр булиб, векторлар эса бирлик 
56- расм. векторлардан иборат булса, коорди

наталар бу ^олда турри бурчакли 
декарт координаталари  деб аталади.

Текисликда умумий декарт координаталари  шу син- 
гари вдфитилади; О нуцта (координаталар боши) дан икки
та ихтиёрий Ох, Оу тугри чизицлар (координат уцлар) ут- 
казиб, бу укларга мос равишда нолдан фаркли ех, е у век
торларни цуямиз. Бундай ^олда текисликка тегишли ихтиё-

рий А ну^танинг умумий декарт координаталари ОА век
торнинг е х, ву базисга нисбатан координаталари сифатида 
аникланади.

Агар координат У^лар перпендикуляр ва е х, е у лар бир
лик векторлардан иборат булса, хозиргина ани^ланган ко
ординаталар I боб, 1-§  да киритилган координаталардан 
фар^ цилмайди ва тугри  бурчакли декарт координаталари 
деб аталади.

Бундан буён биз одатда тугри бурчакли декарт коор- 
динаталаридан фойдаланамиз. Умумий декарт координата- 
ларидан фойдаланиладиган барча ^олларда ало^ида тухта- 
либ утамиз.

М а ш ц л а р

1 . Агар фазо координаталари учун а) х =» 0;
б) у  =  0; в ) г =  0; г )  х =  О, у =  0; д ) у  =  0, г  *? 0; е) г  =  0, х =  0
шартлар бажарилса, бу нуцталар цандай жойлаш ади?

2. Фазонинг нечта нуцтаси ушбу шартларни к;аноатлантиради?
[дс| =  а, \у\ =  Ь, |г| =  с, бунда abc 4= 0?

3.Фазо нуцталарининр координаталари ушбу шартларни цаноат- 
лантиради :

|дс| < а, | ^| < 6 ,  \г\<в.
Б у нуцталар цаерда жойлаш ади? -



4. А — ттраллелепийеднинг бирор учи ва Alt А2, А,  эса унинг 
А га  цушни учлари, яъни А дан чиедан  кирраларини билдиради деб 
фараз цилайлик. А учни коорди н аталар  боши сифатида, базис в е к -  
торларнинг охирлари сифатида эса Ах, А г, А3 учларни к,абул цилиб, 
параллелепипед барча учларининг координаталари топилсин.

5. х , у ,  г ну^та- А0 (а-, Ь, с) нуктани координаталар боши би

лан туташтирувчи т ^ р и  чизи^ атрофида о  =  ^- бурчакка айлантира-

ди. ^осил цилинган (х ', у ',  г') н уктани н г координаталари топилсин. 
Координаталар системаси т^нри бурчак ли.

6. а  бурчак ихтиёрий булган ^ол учун 5- масала ечилсин.

2-§. Ф а з о д а  а н а л и т и к  г е о м е т р и я н и н г  э н г  
с о д д а  м а с а л а л а р и

Фараз этайлик, фазода умумий декарт координаталари 
киритилган булиб, Ах (%, у х, гх) ва Л2 (д:а, у 2, z2) — фазода- 
ги ихтиёрий иккита нуцта булсин. Ах Аг кесмани Хх : Хг нис~ 
батда брлувчи А нуцта ко орди
наталарини топайлик  (67-раем).

АЛА ва ААг векторлар бир хил 
й^налган б^либ, уларнинг нисбати 
X j: Х2 га тенг. Демак,

—>- —>- 
Я2 АХА — АА2 =  О

еки

(О A —0Ах) -  Хх (ОЛг -  О А) =  О

Бундан:

ОД =
Ai +  %2

67- раем.

Лекин А (х, у, г)  нуктанинг координаталари ОА в ек 
тор координаталари демакдир, шунинг учун:

__ А; г1 - j  ^1 г а•̂2 Х1 +  хгЛ " I lyf --- I № . •
^1 ~Ь ^2 ^1 +  ^2 ^1 '(■ ^2

Координаталар системаси тугри бурчакли булсин, Ах ва 
А% нуцталар орасидаги масофани б у  нуцталар координа
талари орцали ифода цилайлик.

----- V
Ах ва А2 нуцталар орасидаги масофа Ах А2 вектор аб

солют цийматига тенг (68- раем). Куйидагига эгамиз:

АхА2 =  0А2 — 0АХ =  е х (х2 — хх) +  е у ( у2—у х) + e z{z.2— г х) .



Бундан:

O M a)2 =  (*я — * i)2 +  ( у2 — y i f  +  
( г 2~  гх)2.

ху текислигидаги учбурчак юзини 
учларининг координаталари орцали 
ифода цилайлик:

(*i> î> 0)> ^ 2  (Хц Ун 0) А3 (х3, у 3, 0).
68- расм. —— —— -

А2 X Ах А3 векторларнинг абсолют 
{<иймати А1А2А3 учбурчак юзининг икки бараварига тенг:

Ах А2 X Ах А3 — е г

Демак учбурчак юзи-.

х2 — х, 
X. — х\

Уг У\ 
Уъ ~  Ух

S = ~
2

х2 — х,
X» — X,

У2 — У1
У9 — У1

Энди А1А2АЯА4 тетраэдр щжмини  учларининг  коорди
наталари ор^али ифода щлайлик.

— >- — ► — >-
АгА2, AjA3, АХА4 векторлар аралаш купайтмасининг ишо- 

раси аницлигида шу векторлардан ясалган параллелепипед 
^ажмига тенг: демак бу купайтма А ^ А . ^  тетраэдр ^аж- 
мининг олти бараварига тенг. Бундан:

V =  -6
— *1

*) — *1
х* — х.

г/2 — г/i
Уо—Уг 
У4 Уг

г ,  — 7,

М a ill к л а р

1. Икки ну^та орасидаги масофа умумий декарт координаталар- 
да ифода ^илинсин; бу ерда мусбат ярим ^ л а р  жуф т-жуф т б^либ
а ,  Р, V бурчаклар хрсил ^илади, базис векторлар е х, еу, е г эса бир- 
лик векторлар деб фараз ь;илинади.

2 . Учлари (а , 0, 0) (0 , 6, 0) , (0, 0 , с), (0, 0, 0) координаталар- 
дан иборат тетраэдрга тацщи чизилган сфера маркази топилсин.

3. Тетраэдр ^арама-царши ^ирраларининг урталарини тутащти- 
рувчи т ^ р и  чизи^ларнинг битта нуктада кесишиши исбот ^илинсин. 
Б у н у^та координаталари тетраэдр учлари координаталари ор^али 
ифода цилинсин.

4. Тетраэдр учларини улар га  Карама-^арши турган  ё^лар огир- 
лик марказлари билан туташ тирувчи турри чизик;ларнинг битта ну^- 
тада  кетишиши исбот килинсин. Бу нуцта координаталари тетраэдр  
учларининг координаталари ор^али ифода к;илинсин.



Б. Ф араз ц и л а й л и к .  А . (х(, у/, г}) — тетраэдр учлари булсин 
Координаталари

X 1 .Vj 4  ^'1 ^2  ^3  *3  ^4  -̂ 4»

У == Ух +  Я2 У2 Ч~ ^3 Уз +  -̂4 У4у

г = ̂1 г 1 + ̂2 г 2 + ̂3 г 8 + ̂4 г 4

дан иборат нуцталарнинг X j > 0, ^ 2> 0, ^ 3 > 0 , J ^ ^ O , ^  +  Х2 +  
+  >.з4 'Л '4 «= 1 шартлар бажарилган ^олда тетраэдр ичида жойлаши- 
ши исбот килинсин.

6. Умумий хрлатдаги учбурчак юзини унинг учларининг коорди
наталари ор^али ифода дилинг. Координаталар системаси т^рри бур- 
чвкли.

7. Тетраэдр ^ажмининг тетраэдр учлари координаталари ор^али 
цуйидагича ифодаландши исбот килинсин:

*1 У1 «1 1
Уг г2 1

х3 Уз гя 1
X* г/4 г4 1

: 0.

0

8. Т уртта Л(. (Xi, yp zt ) ну^танинг битта текисликда ётишлиги 
учун ушбу

* i  У\ Ч  1 
Х% У2 ?2  ̂
х з Уз гз 1
Xi У 4. г 4 1

шартнинг бажарилиши зарур ва етарли б^/лиши исбот килинсин.

3-§. Фазода сирт ва эгри чизиц тенгламалари

Бизга сирт берилган булсин (69-расм).
Агар .

f (x ,  у ,  z) = 0 ( 1)
тенгламани сиртдаги ^ар бир ну^танинг координаталари 
цаноатлантирса, бу тенглама сиртнинг ноошкор шаклда 
берилган тенгламаси деб аталади. Аксинча, (1) тенглама
ни цаноатлантирувчи х, у ,  z сонларнинг исталган учлик, 
сирт ну^таларидан бирининг координаталари булади.

Сирт нукдалари координаталарини иккита и, у параметр 
сифатида ифодаловчи тенгламалар системаси:

x==fi  (u ,v ) ,  y  = f 2(u , v ) ,  z = f 9{u,v) (2) 
сиртнинг параметрик к^ринишдаги тенгламалари деб 
аталади. •

(2) тенгламалардан и, v параметрларни й^отиб сиртнинг 
ноошкор куринишдаги тенгламасини хосил нилиш мумкин.



Ихтиёрий сферанинг тугри  бурчакли декарт коорди
наталари х, у ,  z орцали ифодаланган тенгламасини т у 
зайлик.

(*о. Уы г о) — сфера маркази ва R — унинг радиуси б^л- 
син. Сферанинг ^ар бир х, у, z ну^таси марказдан R ма
софада туради, демак, ушбу тенгламани к,аноатлантиради'.

(х — х0)2 + ( у  — у 0)2 +  (z — z0)2 R2 =s 0. (3)

Аксинча, (3) тенгламани цаноатлантирувчй ^ар ^андай 
(х,У,г )  ну^та [х0, у 0, г 0) нуцтадан R масофада туради, 
шу сабабли у сферага тегишлидир. Таърифга асосан (3) 
тенглама сфера тенгламасидир.

• Ог ва радиуси R га тенг  доиравий цилиндр т ен г - 
ламасини тузайлик  (7 0 -раем).

Цилиндр устидаги (*, у,  г) нуцта вазиятини аницловчи 
и, v параметрлар сифатида г  (v) координатани ва г  уци 
хамда (х, у ,  г) нуцта орцали утувчи текисликнинг х г  те- 
кислиги бил?н ташкил килган (и) бурчагини олайлйк. Бу 
холда ушбу тенгламаларни ^осил циламиз:

x — R c o s u ,  у  — R sin  и, z = v

—булар цилиндрнинг параметрик куринишдаги тенглама-  
ларидир.

Олдинги иккита тенгламани квадратга к^тариб ва ^ад- 
ма-^ад цушиб, цилиндрнинг  ноошкор тенгламасини  ^осил 
циламиз:



Фазода бирор эгри чизщ берилган булсин. Бу эгри чи- 
вик;даги хар бир ну^танинг координаталари тенгламалар 
системаси

h  (х, у , г) =  0, fa (х, у ,  г) =  О
ни ^аноатлантирса, бу тенгламалар эгри чизи^нинг ноош- 
кор куринишдаги тенгламалари дейилади ва аксинча, сон- 
ларнинг шу иккита тенгламани к;аноатлантирувчи исталган 
учлиги, эгри чизикдаги бирор нуцт'а координаталари була- 
ди.

Эгри чизикдаги ну^талар координаталарини бирор па- 
раметрнинг функциялари сифатида ифодаловчи тенглама
лар системаси:

X  ~  ( P i  ( 0 >  « / = <Р а ( 0 .  г  =  Ф з ( <)  
эгри чизицнинг параметрик  куринишдаги тенгламалари 
дейилади.

Икки сирт одатда эгри чизиц буйлаб кесишади. Рав- 
шанки, агар иккита. сирт fx (л:, у, г) =  0, f 2 (х, у, г) =  О 
тенгламалар билан берилса, улар кесишган эгри чизщ 
тенгламалар системаси билан ифода цилинади:

fi(x, у, z) =  0, f2(x, у, г) =  0.

Фазодаги ихтиёрий айлананинг тенгламасини тузай 
лик. Исталган айланани иккита сферанинг кесишмаси деб 
^араш мумкин. Демак, исталган айлана ушбу тенгламалар 
системаси билан ифодаланиши мумкин:

(х -  a x)2 +  (у -  КГ  +  ( z -  с ,Г  -  Щ =  °, \
(х — a 2f  + ( у  — Ь2)2 +  (г — с 2)2 — R\ == 0.}

Эгри чизш  ̂ ва сирт одатда айрим ну^таларда кесиша- 
ди. Агар сирт f (x,  у , г) •= 0 тенглама ва эгри чизи^ 
fx(x, у ,  z) =  0, f 2(x, у ,  г) =* 0 тенгдамалар билан берил
са, эгрн чизи^ ва сиртнинг кесишган нук,талари учта тенг
лама системасини даноатлантиради.

f i x ,  у,  г) = 0, Ь(х,  у, z), f 2 (х, у, г) =  0.
Бу системани ечиб, кесишиш нукталарининг координа

таларини топамиз.

М а ш к, л а  р

1. Ушбу куринишдаги
*2 +  у* - ) - г2 +  2ах +  2by + 2 c z -\ -d =  0

тенглама билан берилган сиртнинг а2 +  62 -|- с2 — d >  0 шартда сфера 
вкани исбот килинсин. Унинг маркази, координаталари ва радиуси то
пи лсин.



2. Айлана иккита сфера кесишмаси сифатида берилган:
f i  (* . У, г) =  х2 +- у2 +  г2 +  2 ^ *  +  2Ьгу  +  2сгг +  d , =  0 , 1 
/а (* , у , г) =  х2 +  г/2 +  г2 +  2агх +  2Ьгу  - f  2с2г +  rf, =  0. /

Бу айлана орцали ^тувчи исталган сфера ушбу 
Xi /j (* , у, г) +  Х2 /, (х, у, г) =  О

тенглама билан берилиши мумкинлиги исбот килинсин.
3. ф  (х, у )  =  О куринишдаги тенглама билан бериладиган сирт

нинг цилиндрик сирт эканлиги исбот к,илинсин. Бу цилиндрик сирт 
г уцига параллел тугри чизиь;лардан ^осил ^илинган.

4. Уци Ог, учи 0 ва учидаги бурчаги 2 а  дан иборат доиравий 
конуснинг тенгламаги тузилсин.

5. Учлари Yi ва у г эгри чизи^ларга ^арашли кесма уртаси чиз
ган сиртнинг тенгламаси тузилсин, бунда Yj, у 2 чизиь;лар ушбу 
тенгламалар билан берилган:

? = v .z = tyJ.l
Vi- у = 0 f V>x = 0. )

6. Тугри чизщ  доимо у г  текислигига параллел ^олда ^ола ту- 
риб ^аракат цилади ва иккита Yu у г эгри чизиц билан кесиша бора- 
ди:

т.=;г2*’>} <•*»>.
Бу т^ р и  чизи^ чизган сирт тенгламаси тузилсин.
7. Ушбу

г =  Ф W , У =  0, ( * > 0 )

эгри чизи^ни Ог атрофида айлантириш дан

г  =  ф (У х г +  г/2)

к^ринишли тенглама билан ифодаланадиган сиртни чизиши небот 
цилинсин.

8. Ясовчилари г  У^ига параллел булиб, ушбу г= «/ (х ), г — <р(р) 
вгри чизицлардан ^тувчи цилиндрик сиртнинг

/(*) ~  Ф (У) =  о

тенглама билан берилиши исбот килинсин.

4- § . Координаталарни алмаштириш

Фазода иккита умумий декарт коорди
наталари системаси х у  г  ва х' у '  г '  кири- 
тилган булсин (71- расм). Ихтиёрий А нук,- 
танинг х' у '  г' системасидаги координа-  
таларини унинг  xyz системадаги кордина-  

q ех талари орцали ифода цилайлик. 
К,уйидагиларга эгамиз;

0'А = х ' ех, +  у ' е  , + г ' е г ,г 
—> , , ,

71- расм. 0  0 = х0е х, +  у 0е у ' +  г о&гч



. Ш =  х е х +  у е у + г е г>

(УА *= 6 гО+бА=(х'0е х,+у'0е у +г'0е г , )+ (х ех +  у е ц +  г е г). 
е н, е у , е г векторлар е х,, е у ,, е г , векторлари орцали бир 

цийматли ифодаланади.
€х —  " р  CX-jgВ yf -f-

е у — ~f"a 22&i/' “Ь а 23̂ 3'>
&  г ~  а -л \е х ' ~Ь а 32 в  у ' _г  а зз®2 '»

(1)

бунда а г. кооэффициентлар е х, е у, е г векторларнинг ба- 
зисга нисбатан коордииаталаридир.

Бу ифодаларни О'А учун ёзилган формулага ^уйиб, 
ушбу ни ^осил циламиз:

0'А= (х0 + а п х +  ог.21 у  - f  ос31г) е х, +
+ (Уо +  « 12 -̂  + а 22г/ + а зг2 ) е у , +
+ (Zo + aiax + а 2зУ + «ю*) ег, .

Бу форму лада цавслар ичидаги коэффициентлар маъноси: улар

(рА векторнинг е х,, е у ,, е г, базисга нисбатан координата- 
ларидир, яъни А нуктанинг х' у' г ’ системага нисбатан 
координаталарини билдиради. Излагай формулаларимиз ^о-
сил цилинади: -

X =  ЙцЛГ -f- tt2l У "Н ^31  ̂"Ь Xgt
у ’ =  а 12х +  а 22у  + a  32z + у 0,
2  =  t t |g %  -J -  OCj3у - f -  OC33Z -f -  2q.

Бу формуладаги коэффициентларнинг маъноси: а п , а 12, а 19 
сонлар ех нинг еу,, ег, базисга нисбатан координаталари; 
а а1, а и , а 23 эса е у векторнинг координаталари; а 31, а 32, 
а 88 лар е г вектор координаталари х0> у ’0, z'0 лар О нуцта- 
нинг x'y'z'  системадаги координаталари.

Ушбу

(2)

А =
а п  а 21 а 31

1̂2 а22 “ за
“ 13 а 22 а зз

Ф О

детерминантнинг нолдан фарцли эканини эътиборга олай- 
лик.



^а^щ атан  ^ам,
а 11 а 18 К 18

К21 а22 а 2э1
а.и а 3

туррилигини текшириб куриш мумкин. Ammo e xe ye z Ф  0̂  

шунинг учун А ф  0.

Бир-бирига узлуксиз равишда алмаштирилиши мумкин 
булган x'y 'z '  координаталарнинг хамма системаси учун А 
детерминант бир хил ишорага эга. (Координаталар систе
масини узлуксиз равишда узгаради деганда 0 бош ва е х., 
е у ,, е г , базиснинг узлуксиз узгариши тушунилади.) ^аци- 
катан хам, ( ех е у е г) купайтма нолдан фаркли, - шунинг 
учун ^;,м А нолдан фаркли. Бундан таш^ари А нинг уз
луксиз узгариши сабабли у турли ишорали ^ийматларни 
цабул цила олмайди.

(2) даги формулалар системаси АфО шартда цуйидагича 
тал^ин ^илинади: улар координаталарнинг x'y'z'  систе
масидан боши (х0, у ,̂ г0) нуцтада ва базис векторлари 
x ' y ’z' системанинг базис векторлари ор^али ( 1) форму
лалар воситасида ифодаланадиган xyz системага утишни 
билдиради.

Координаталарнинг иккала системаси xyz ва х'у '  г '  
хам турри бурчакли булса, (2) формулалардаги коэффициен- 
лар ортогоналлик шартларини  цаноатлантиради:

® П  + a i2  +  “ 1з —  1» а 11а 21 + a i 2 a 22 + a l3 a 2« — ’0 »  

“ | l +  a 22 +  a 23 =  1 . a 2 l a 31 +  a 2 2 « 3 2  +  a 23K 33 =  0 . 

a 31 +  a 32 +  a 33 =  1 . a 3 i a l l  +  a 3 2 « 1 2  +  a 3Sa l3  =

(3)

бу муносабатларни хосил цилиш учун ( 1) формулалардан 
ва базисларнинг ортогоналлигини ифодаловчи шартлардан 
фойдаланилади:

е 2 = е 2 = е 2 =  1 , е е  —е е  = е  е  = 0,
х х г ’ х у у г г х ’

е 2, = е 2, =  е 2, =  1 , е  , е  , — е  ,Р , — е  , е  , = 0.
х ’ у г * х'  у ' y<Zz г х'

Аксинча, (2) формулалар (3) шартлар бажарилган х;ол- 
да ^амиша шундай талцин цилйниши мумкин: бу форму
лалар координаталарнинг бирор x'y ' z '  системадан боши 
(лг0, у'а, г0) нуцтада жойлашган ва базис векторлари ( 1) 
формулалар билан ифодаланадиган турри бурчакли коорди* 
наталарнинг xyz системасига ^тишни билдиради. (3) шарт- 
ларга асосан е х, е у , е г базис векторлари'бирлик ва жуф т- 
жуфт ортогоналдир.



Таъкидлаб Фтайлик: координаталарнинг ш кала систе
маси ^ам (яъни хуг  ва х ' у ' г '  т рря  бурчакли декарт 
системаси б^лса) А =  ±  1 Дйр ва шунинг билан бирга з̂ а- 
ракат натижасида иккала системани устма-уст келтириш 
мумкин б^лгаи з^олда Д =  U  Агар уларни устма-уст келти
риш учун к^згудан вдйтиш алмашинишини ишлатмаслик 
иложи топилмаганда: Д =  — 1 .

М а ш ц л а р

1 . ху текислик х'у ' текислик билан устма-уст т у т г а н  з^олда 
координаталарни алмаштириш формулалари цайси к^ринишви олади?

2. Координаталар бирор систёмасида сферанинр _
ап х'2 +  a2sy2 - f  а 33г2 +  2а1гху +  2а93уг  4 - 2ап гх =  с тенглама би

лан берилганлиги маълум* К оординаталар Уцлари орасидаги бур- 
чаклар топилсин. •

3. Координаталарнинг боши 0 умумий булган иккита хуг ва 
х 'у 'г ' система берилган булсин. Б у ерда elt e 2l e z биринчи сяс- 
■вема базиси, е t X  e t , е г X  e s, е% X  е г векторлар эса иккинзи система 
базиси деб фараз цилайлик. Снстемаларницг бнридан иккинчисига 
утиш форму лалари тузилсин.

4. К оординаталарнинг. т^рри бурчакли бир декарт системаси 
хуг дан , боши ?ш з система боши билан бир хил булган бошк,а 
х 'у 'г 1 декарт системасига ^тишни уч боск,ичда бажариш мумкин:

Jfj ==i ДС COS ф  —  у  sin ф ,
I  У у =  JCS1B ф  4> у  COS ф ,

*1 =  г; 
x 2 =  xt

II Уг “  Уз. cos 0 — гг s in  0,
Za =  у х sin  0 +  Zj cos 6; 
x‘  =3 Xg cos ф — i/s sin  if ,

III y ’ = * sin ф +  у г cos \ 
г' =  гг. I

ф , в.'ф бурчаклар Эйлер бурчаклари дейилади. Уларяинр геометряк 
маъноси ани^лансин.



V I боб

ТЕКИСЛИК ВА Т$ТРИ ЧИЗИК

1- § . Текислик тенгламаси

Ихтиёрий текислик тенгламасини тугри бурчакли 
декарт координаталари хуг  системасида тузайлик.

Айтайлик, А0 (х0, у 0, z0) текисликнинг бирор нуцтаси, 
п  — нолдан фаркли ва текисликка перпендикуляр вектор 

булсин. Бу холда текисликнинг ^ар 
цандай А (х, у ,  г ) нуктаси учун

АпА ва »  векторлар перпендикуляр 
булади (7 2 -раем). Д емак:

А^А-п = 0.

Айтайлик, а, Ь, с  сонлар п век
торнинг е х, еу, ег базисга нисбатан

—►- —
координаталари булсин. АйА = ОА — 

72- раем.
. ~ОА0, шунинг учун (1) дан

а (х — хй) +  Ь(у — у 0) + с  (г — г 0) =  0. (2)

Бу талаб килинган тенгламадир.
Шундай килиб, исталган текисликнинг  х, у ,  z коор- 

динаталарга нисбатан тенгламаси чизицлидир.
Декарт координаталарининг битта системасидан иккин- 

чисига утиш чизицли формулалар ор^али ифодаланганлиги 
сабабли, текислик декарт координаталарининг ^ар цандай 
системасига нисбатан ^ам чизи^ли тенглама билан ифода- 
ланади (фа^ат т\три бурчакли системада эмас).

Энди исталган

ах +  by  -f  cz +  d  =  0

тенгламанинг бирор текислик тенгламаси б$лишини ис
бот к,илайлик.



Фараз ^илайлик, х0‘, у 0, г 0 — берилган тенгламанинг 
бирор ечими булсин. У ^олда:

ах0 +  Ьу0 +  cza -f- d  = 0,

демак, тенгламани ушбу куринишда ёзиш мумкин:

а(х  — х0) +  Ь{у — у 0) + с ( г ~  г0) =  0. (3)

Фараз ^илайлик, е х, е  , е г базисга нисбатан а , Ь, с  
координатали вектор и булсин, х0, у 0, г 0 координатали 
ну^та А0 ва х, у,  г  координатали ну^та эса 'Л  булсин. Бу 
^олда (3) тенгламани эквивалент шаклда куйидагпча ёзиш 
мумкин:

А0А-п — 0.

Демак А0 нуцтадан утиб п  векторга перпендикуляр 
булган текисликнинг хамма нуцталари (фа^атгина шулар) 
берилган тенгламани каноатлантиради. Демак, тенглама 
ш у текислик тенгламасидир.

Текислик тенгламасидаги х, у, г  олдидаги коээффи- 
циентларнинг текисликка перпендикуляр булган вектор
нинг е х, е у , е г базисга нисбатан координаталари эканлиги- 
ни эътиборга олиб ^уямиз.

М а ш к, л а  р

1. Текисликка нисбатан симметрии жойлашган иккита (xv  y lt Zj) 
ва (х2, i/2, za) нуцта берилган. Текислик тенгламаси тузилсин.

2. Ушбу _

ах +  by +  сг +  dx =  0, 

ш  +  by +  сг -f  d2 =  0, rfj Ф d2.

текисликларнинг параллеллиги (кесишмаслиги) исбот цилинсин.
, 3 . Координаталари ушбу

(ах +  by -f- сг - f  d)2 — ах  +  $у  +  уг +  б)2 =  0

тенгламани ^аноатлантирувчи ну^таларнинг геометрик ^рни нима- 
^ан иборат?
' 4. Ушбу

: f  (х, у , г) +  агх +  Ьгу +  сгг +  dx =  0,
f  (х , у, т) +  а2х +  Ь2у +  с2г +  d2 =  0

иенгламалар билан берилган эгри чизикнинг яссилиги, яъни унинг 
1(амма ну^таларининг бирор текисликка тегишли эканини исбот ^и- 
Линсин.



б. Учта текислик рзларининг тенгламалари билан берилган: 

в* +  by +  сг +  d =  О,
«* -Ь ру 4- Y* ч- в =

\ (ах '+  Sjr +  сг) +  ц(ах +  $у +  уг) +  k =  О.
Буларнинг к Ф  h i  +  цб шарт бажарилган з^олда умумий нуцталар- 

га 9га эмаслиги исбот цилинсин,
6. Ушбу

хг +  уг +  г2 +  ах +  by +  сг +  d =  О,

*2+  г/2 +  г 2 +  ах =  pi/ +  б =  О
иккита сферанинг кесишмаси булган айлана оркали ^тувчи текислик 

тенглямаси ёзилсин. _
7. Инверсия алмаштириши натижасида сфера ё сферага,' ёки те

кисликка утказилиши исбот килинсин.

8. И ккита „
йх +  by +  сг - f  d =■ О,
а х  +  Pj/ +  уг +  6 =  О

текисликнинг кесишган т?рри чизири оркали Утувчи з^ар кандай те

кислик тенгламасини ушбу

Ь (ах +  by +  сг +  d) +  (Ч ах +  ру +  уг +  6) =  О
к^ринишда ёзиш мумкинлнги курсатилсин.

9. Берилган учта (xt , yt , г( ) (i =  1, 2, 3) нуцта оркали ?тув-

чи текисликнинг ушбу

х у г  1 
* i  У1 г1 1 
*а Уг Ч  1 
Ч  Уз гъ 1

тенглама билан ифодаланиши исбот цилинсин.

2- §. Текисликнинг координаталар системасига нисбатан
жойлашиши

Текислик тенгламасининг у  ёки б у  хусусий курини-  
шига эга булишига цараб, текисликнинг  координаталар  
системасига нисбатан жойланишидаги хусусиятларни  
аницлаб олайлик.

1 . а =  О, b =  0. п  (текисликка перпендикуляр) вектор 
z укига параллел. Текисликнинг узи ху текислигига парал
лел ва а  =  0 булган хусусий холда ху  текислик билан 
устма-уст тушади.

2. 6 =  0, с  =  0. Текисликнинг узи у г  текислигига парал
лел, d =  0 з^олда эса у г  текислик билан устма-уст туша
ди.

3. с = 0 ,  а =  0. Текислик хг текислигига параллел ва 
d  — 0 ^олда у билан устма-уст тушади.



4. а  =  0, b ф  0, с  ф  0. n  вектор х 5ги;ига перпенди
куляр: e xti = 0. Текислик х уцига параллел ва d  = 0  бул- 
ган хусусий ^олда х орк^али утади.

5. а Ф  0, Ь=  0, с  ф  0. Текислик у  у^ига параллел ва 
d  *«= 0 ^олда у  у^и оркали утади.

6. а Ф  0, Ъ ф  0, с  =  0. Текислик г  ^цига параллел ва 
d  =  0 ^олдя z у^и орцали утади.

7. d =  0. Текислик координаталар бошидан утади (унинг 
0, 0, 0 координаталари текислик тенгламасини ^аноатлан- 
тиради).

Агар барча коэффициентлар нолдан фар^ли булса, тенг
ламани — d  га булиш мумкин. Бунда

деб фараз ц т и б  текислик тенгламасини ушбу шаклда 30- 
сил ^иламиз:

х у г

_ а  +  Р +  Y =  ^  ( 1 )

Агар ишораларига эътибор бермасак, а,  р, у  сонлар 
текисликнинг координаталар укларидан ажратган кесмала- 
рига тенгдир. ^ а в д а т а н  ^ам, х ^кини ( у  =  0, г  =  0) т е 
кислик (а , 0, 0,) нук,тада, у  уцини (0, р, 0) ну^тада г 
Уцини эса (0, 0, у) ну^тада кесадн. ( 1) тенглама текис
ликнинг учларидан'ажратган кесмаларига нисбатан  (ёзил- 
ган) тенгламаси  дейнладн.

Пировардида, ху (с Ф  0) текисликка перпендикуляр 
булмаган исталган текислик •

z — рх -f- cjy -f-1
куринишдаги тенглама билан ифодаланишини таъкидлаб 
утамиз.

М а ш ц л а  р

1 . ах +  by +  сг -f- d =  0 текислик цайси шарт баж арилганда мус
б ат  ярим уц х ни (у ни, г ни) кесиб утади?

2. Координат текисликлар ва ах +  by +  сг +  d =  0 текислик 
билан чегараланган тетраэдр х,ажми топилсин, бу ерда abed Ф 0 деб 
фараз ^илинадя-

3. Фазо нуцталари учун

.1*1 + \у\ + И < а
шарт бажарилали. Бу ну^таларнинг маркази координаталар бошидан 
иборат ва учлари координат уклари да жойлашган октаэдр жойлаш- 
ганлиги исбот цилинсин.



4. о текислик турри бурчакли декарт координаталарига нисба-
ган

ах-\ -by-\-cz-\-d =  0
тенглама билан берилган, ху текисликка нисбатан а  га  симметрик 
булган  а ' текислик тенгламаси тузилсин (координаталар боши 0).

5. Текисликларнинг X параметрга борлиц оиласи берилган:
ах +  by +  сг +  d. +Х (ах  +  $у  - f  уг  +  6) =  0.

Оилада г  Укига параллел текислик топилсин.
6. Текисликлар оилэси;

(ахх  +  Ьху  +  схг +  dt) +  Ца2х - • Ьгу +  сгг +  +  da) +  [Ф а *  +  dbV 4 
+  с 3г  -j- d 3) =  0

да ху текислигига параллел булган  текислик топилсин.
Оила параметр лари X ва (г дир.

3- §. Текисликнинг нормал шаклдаги тенгламаси

• Агар А (х, у, г ) ну^та
ах +  by  +  с г  +  d — 0 ( 1)

текисликка тегишли булса, унинг координаталари ( 1) тенг 
ламани г^аноа глантиради.

Агар А нуцта текисликка тегишли булмаса
ах +  by  -f- с г  +  d

ифоданинг  цандай г еометрик маъноси б  орлигини анщ -  
лайлик.

А нуцтадан текисликка перпендикуляр( туширайлик. 
Л  (^о* Уо> zo) перпендикуляр асоси булсин. А0 нуцта те
кисликда ётганлиги учун

ах0 +  by0 + cz0 +  d = 0.

Бундан:
ах +  by  +  cz+ d =  а(х — х0) + b { y  — у 0) +  с  (г — г0) =

=  п  • А0А =  ±  \п\ б;

бу ерда п  — текисликка туширилган перпендикуляр унинг 
координаталари а, Ь, с, б эса А нуцтанинг текисликкача 
масофасидир.

Шундай ^илиб,
ах +  by  +  с г  +  d

ифода текисликдан бир тарафда мусбат ва иккинчи та- 
рафда манфий б$либ, абсолют циймат ж щ ат дан  эса А



нуцтанинг текисликкача масофасига пропорционал.  Про- 
порционаллик коэффициенти-.

±\п\ = ± У а 2 + Ь2 + с 2.
Агар текислик тенгламасида

а 2 +  Ь2 + с 2 = 1
б^лса,

ах +  by  4- с г  -(- d
ифода, башарти унинг ишорасига эътибор берилмаса, нук,- 
танинг текисликкача масофасига тенгдир. Бундай х,олда 
текислик нормал шаклдаги тенгламаси билан берилган 
дейилади.

Текисликнинг нормал шаклдаги тенгламасини з^осил ци- 
лищ учун уни

±  У  а 2 4- Ь2+  са

га булиш етарли.
М а ш ^ л а р  '

1. Турри бурчакли декарт системасида берилган
ах +  by 4 - сг +  d =  0 , _

ах +  by +  сг 4 - d' = 0
текисликлар (бунда d=£d' умумий нук,таларга эга эм ас , демак улар 
параллел). Б у текисликлар орасидаги масофа топилсин.

2. ах +  by 4 - d =  0 текислик г у^ига параллел , г  ^ и н и н г  бу 
текисликдан булган  масофаси топилсин.

3. Берилган икки текисликкача олинган масофалари берилган 
нисбатда б^Л1;ан ну^таларнинг геометрик ^рни нимадан иборат? k

4 . ах +  by 4 - сг +  d — 0 текисликка параллел ва ундан 6 масо- 
фада турган  текисликларнинг тенгламалари тузилсин . •

б. Агар фазо нук,талари
lax +  by +  сг 4 . d\ <  6а 

шартни ^оноатлантирса, ул ар  фазода параллел

ах 4 - by 4- сг ±  62 =  0

текисликлар орасида жойлашиши исбот к;илинсин.
6. Тетраэдр ёцларини уз ичига олган текисликлар тенгламалари 

ва у з  координаталари билан М  нук,та берилган. М ну^танинг т ет 
раэдр ичида ётиш-ётмаслигини к,андай билиш мумкин?

7. А гар янги координат текисликлар эски системада ушбу
ахх 4- Ьху 4- с ,г  4 - £^=0 , 
а 2х + Ь 2у  +  с2г 4 - d 2=  0, 
аах 4 - Ьау 4 - с3г 4 - d a =  0

тенгламалар билан берилган б^лса, декар т координаталарининг 
янги системасига ^тиш формулалари тузилсин.



4-§ . Текисликларнинг узаро вазияти
Ушбу иккита текислик берилган булсин: 

агх +  bxy  +  Cj z -f- dj =  0 1 
а2х +  b2y  +  с 2г +  d2 =  0. )

К,айси шартлар бажарилган %олда б у  текисликлар  
Цзаро: а) параллел: б) перпендикуляр  брлишлигини а н щ -  
лаб олайлик.

ах, Ьъ  ct сонлар биринчи текисликка перпендикуляр п г 
векторнинг координаталари ва а2, Ь%, с 2 сонлар эса ик
кинчи текисликка перпендикуляр и2 векторнинг коорди- 
наталаридан иборатлиги сабабли, п 1г п 2 векторлар парал
лел, яъни бу векторларнинг координаталари пропорционал
—  =  -р -  =  булган ^олда текисликлар параллел б^лади. 
а-2 2̂

Шу билан бирга бу шартлар текисликларнинг параллел- 
лиги учун ^ам етарли булади (башарти улар устма-уст 
тушмаса).

( 1) текисликларнинг перпендикуляр булиши учун курса- 
тилган п г , я 2 векторларнинг перпендикулярлиги зарур 
ва етарлидир, бу эса нолга тенг булмаган векторлар учун 
уш бу

П\П2 =  0 ёки ata2 -f- ЬгЬ2 +  с хс 2 =  О
шартга эквивалент.

Энди (1) тенгламалар билан ихтиёрий иккита текислик 
берилган булсин. Б у  текисликлар ташкил щ л ган  бурчак-  
ни топай лик: ■

п г ва п 2 векторлар орасидаги 0 бурчак текисликлар 
ташкил ^илган бурчаклардан бирига тенг. п г ва п г век
торлар орасидаги бурчакни топиш осон:

Пх-П2 =  I «1 I 1»а I COS0.

Бундан:
ft _  ______ а 1а 2 +  +  схс2_______

'  '  V  а\ + ь\ + с\ V  4 + * 1  + 4
Турлича булган учта текислик берилган булсин:

aiх +  bty  +  с хг  +  dx =  0, )
а2х +  Ь2у  -f- с 2г  +  d2 =  О, I (2)
asx +  b3y  +  czz +  d3 =? 0. ]

(2) текисликлар ё битта нуцтада кесишади, ёки бирор 
турри чизиада параллел, жумладан турри чизи^ орцали 
^тади.



Агар (2) текисликлар битта нуцтада кесишса, (2) тенг
ламалар системаси ягона ечимга эгадир. Алгебрадан маъ- 
лумки, бу система детерминанта нолдан фэрк;ли булган 
цолдагина юз беради:

А =
a i с х
U Ь'1 С 2

а3 Ья с3

Буни бошкача усулда ^ам тушунтириш мумкин. Текис- 
ликлар ягона битта ну^тада кесишса, п х (а1, Ьг , с{), 
и 2 (а2, Ь2, с2), п ъ (ал, Ь.л, с3) векторлар битта текисликка 
параллел була олмайди (акс ^олда битта нуцтада кесишган 
текисликлар турри чизик буйлаб кесишган булар эди), де
мак уларнинг А детерминантга тенг булган аралаш купайт
маси нолдан фар^лидир.

(2) текисликлар А =  0 холда бирор тугри чизикка па
раллел булади, бу эса n v  п 2, п 3 векторларнинг бирор те
кисликка параллеллигидан дарак беради. Агар бундай ва- 
лиятда (2) система биргаликда ечимга эга булса, текислик- 
.лар тугри чизицлар буйлаб кесишади.

М а ш к л а р

1 . ах +  by +  сг +  d =  0 текисликнинг координат ^ л а р и  билан 
ташкил ^илган бу'рчаклари топилсин.

2. г =  рх +  qy +  I текисликнинг ху текислиги билан ташкил ци л* 
?тан бурчаги топилсин.
_ 3, г =  рх +  qy - f - 1 текисликдаги фигура юзи билан унинг ху 
текислигига туширилган F проекцияси орасида ушбу

S ( f ) = = / l + P 2 +  <?a S(F) •

борланиш мавжудлиги исбот ^илинсин.
4. К,андай шарт бажарилганда ах by +  сг d щ  0 текислик 

х  ва у  укларини бир хил бурчак остида кесадй? К,андай доарт бажа
рилганда ху  ва г уцларнинг учаласини з а̂м бир хил бурчак остида 
Весиб утади?

5. (х0, у0, г0) нуцтадан ути б , ax +  by - f  сг +  d — 0 текисликка 
параллел булган текислик

а (х — х0) +  Ь (у — у 0) +  с (г  — г„) — 0

тенглама билан ифодаланиши исбот цилинсин.
' 6. (х0, г/5. го) нуцтадан Утиб, уш бу

ахх +  Ьху  +  с ,г  +  di шх 0, 
а2х  +  62(/ +  с2г  +  d j =» 0



текисликларга перпендикуляр булган текисликнинр 

х — х0 у — у о г — г0 
Й! г?! Ci = 0  
а2 Ъг сг

тенглама билан- берилиши исбот ^илинсин.

7 . Уш бу X (ахх +  Ьху +  схг +  d j  +  ц (а2х +  %  +  с2г +  d2) =  0 
дастага царашли текисликлар орасидан ах +  by +  сг +  d =  0 текис
ликка перпендикуляр булган  текислик топилсин.

8. Битта т}три чизивда параллел булмаган учта текислик тенг
ламалари ■

aix “г  У +  с1г +  d i =  0, 
а2х +  bsy-\ -c2z + d 2 =  0, 
asx +  b3y  +  с3г +  d3 =  О

дан иборат дейлик. Бу текисликларнинг кесишган нуктасидан утувчи 
хар ^андай текислик ушбу

К  (оад: +  Ьху  +  схг +  +  Х2 (а2х +  Ь2у  -|- с2г +  d2) +
- 1-  Х3 ( а 3х +  Ь3у +  с3г +  d3) =  О

куринишдаги тенглама билан ифодаланиши исбот цилинсин.

5- §. Т^гри чизиц тенгламалари

^ар ^андай турри чизиц икки текислик нинг кесишмаса 
сифатида берилиши мумкин. Демак, хар цандай тугри  чи- 
зиц

алх i>iу  +  c xz +  d t — О, I 
а2х +  b2y  +  caz +  d2 — 0, | (1)

тенгламалар билан берилиши мумкин,  буларнинг биринчи- 
си битта текисликни, иккинчиси эса иккинчи текисликни 
ифода цилади. Аксинча, бундай иккита эркла тенглама-

ларнинг биргаликда булган систе
маси цандайдир , тугри  чизиц 

_тенгламалари булада.
Ла {х0, у 0, г0) — турри чизик,- 

даги белгиланган бирор нуцта, 
fA (х, у ,  г) — турри чизикдаги их
тиёрий нуцта ва е  (k, I, т) — т^р- 
ри чизшда параллел ва нолдан 
фар^ли вектор булсин (73- расм).
Бундай ^олда АиА ва е  векторлар 
параллел, демак, уларнинг коорди
наталари пропорционал:

73-

У — У о г  — га 
I т

X — X



Т^рри чизи^нинг бу шаклдаги . тенгламалари каноник 
тенгламалар  деб аталиб, у  (1) нинг хусусий ,40 ли дан ибо
рат, чунки (2) ни (1) га мос булган ушбу эквивалент 
шаклда ёзиш мумкин:

I т

Турри чизик, (1) тенгламалар билан берилган булсин. 
Унинг каноник тенгламаларини ёзайлик. Бунинг учун турри 
чизицда бирор А0 ну^тани ва турри чизивда параллел е  
векторни топиш етарли.

Турри чизиеда параллел ^ар цандай е  (k, I, т)  вектор 
(1) текисликларнинг ^ар бирига параллел булади, ва ак- 
синча. Демак, k, I, т  сонлар ушбу

axk -f- b l̂ +  c xm  =  О, 
a 2k 4- b2l +  c 2m =  0 (3)

тенгламаларни ^аноатлантиради.
Шундай цилиб, турри чизи^нинг каноник тенгламалари- 

да иштирок этувчи л:0, у 0, z0 сифатида (1) системанинг 
исталган ечимини ва k, /, т сифатида эса (3) нинг истал
ган ечимини ^абул килиш мумкин. Масалан:

k = Ьг Cj 
b0 с 0 /== Ci а ,

с, а, т =

Т^рри чизикнинг каноник тенгламаларидан унинг пара
метрик тенгламаларини хосил ^илиш мумкйн. Бунинг учун 
каноник тенгламалардаги учта нисбатнинг умумий цийма- 
тини t га тенг деб фараз ^илсак mijrpu' чизицнинг у ш б у  
параметрик тенгламаларини ^осил к,иламиз:

х = kt +  х0, у  =  It +  г/0. 2 =  mt +  г0.

Каноник тенгламаларидаги коэффициентлардан баъзи-  
ларининг нолга тенг  булишига щраб ,  турри чизицнинг  
координаталар системасига нисбатан жойлашишидаги 
хусусиятларни аницлаб олайлик.

е  (k, /, т) векторнинг турри чизикка нисбатан парал- 
■леллиги сабабли, т — 0 да турри чизиц ху  текислигига 
параллел ( е e z = 0), I — О да турри чизщ текислигига 
параллел, k =  0 да эса у г  текислигига параллел булади.

k =  0 ва 1 = 0 ^олда турри чизи^ г  у^ига параллел,
I =  0 ва т  =  0 да турри чизиц х у^ига параллел, k =  0 ва 
m =  0 да у  уцига параллел булади.

k



Ппровардида ^уйидагини таъкидлаб утайлик: (1) ва (2) 
куринишли тенгламалар билан тугри чичи^ умумий декарт 
координатзларида (фацат тугри бурчакли координаталарда- 
гина эмас) берилиши мумкин.

М а ш ^ л а  р

1. К^ндай шарт бажарилганда каноник шаклдаги (2) тенглама
лари билан берилган турри чизиц х (у, г) укини кесиб утади? К,айси 
шартда турри ч н зу .ц  ху(уг, гх) текисли ги га параллел б^лади? ‘

2 . Бир-бирига жуф т-жуф т параллел булмаган учта текисликдан 
баравар узо^лашган нуцталар геометрик Урнининг тугри чизикдан ■ 
иборатлиги исбот ^илинсин.

3. Учбурчакнинг учларидан баравар узоцлашган ну^талар гео
метрик урнининг тугри чизиадан иборатлиги исбот ^илинсин.

4. г =  аху сиртнинг ^ар бир ну^тасидан $тиб, }>зининг ^амма 
нуцталари билан бирга шу сирт устида ётувчи иккита турри чизик 
мавжудлиги  исбот ^илинсин.

3. Агар ушбу

а хх +  Ьху  +  схг +  dx =  О, I а3х Ь3у  +  с3г +  йъ — 0, |
а2х +  b2y  +  i +  d2 =  О J 03 о4х +  с4г -  =» О, J

тенгламалар билан берилган турри чизик^ар кесишса, у  ^олда
л х Ьх с , dx
си b.t сг d„ =  о
«з !)., с3 dg
а 4 bi с4 rf4

эканлиги. исбот цилкнсин.

6- § . Тугри чизиц билан текисликнинг, икки т^три 
чизицнинг узаро вазияти

Ушбу тенгламалар билан берилган текислик ва тугри 
чизщни олайлик:

■ ах +  by  +  с г  +  d =  .0, 
х — Х0 _̂  у — у а _  г — 2„ _ 

k I- т

(а, Ь, с) вектор текисликка перпендикуляр, (k, I, т) 
вектор эса т^гри чизщка параллел, шу сабабли, б у  век
торлар перпендикуляр, яъни

a k - r b l  + cm — 0

брл ган  %олда тугри  чи зщ  билан текислик бир-бирига  
параллел брлади.



Шу билан бирга турри чизикда ётувчи (х0, у 0, г0) ну^- 
та текислик тенгламасини каноатлантирса,

ах о + by0 +  cz0 +  d -  О 
тугри чизш\ текисликда ётади.

Агар (а, Ь, с) ва (k, I, т) е екторлар пйраллел, яъни  
а  Ь с
7  ~ 7  ~ ~ т  ^

б ул са , mfjrpu чизиц билан текислик параллел булади.  
Агар тугри чизиц иккита

ахх +  Ъху  +  с хг  +  dx = О,
а2х +  Ь2у  +  c 2z - f  d2 =  О

текисликнинг кесишмаси сифатида берилса, бу ^олда хам 
тугри чизиц билан текисликнинг параллеллик ва перпенди- 
кyJiяpлик шартларини ^осил цилиш мумкин. Бунинг учун 
координаталари

k =• к , 1 = Cl а,
, т  = <h К

ь.г с.г *̂2 2̂ 2 к
дан иборат векторнинг тугри чизи^а параллеллигини эъти- 
борга олиб ( 1) ва (2) шартлардан фойдаланиш етарли- 

Каноник куринишдаги тенгламалари билан берилган ик
кита

X —■ X’ У г — г '
k' ш'

X — х" _ У — у ” г — г''
k" !' т ’’

(3)

турри чизицни олайлик.
(и', /', т ’) вектор биринчи тугри чизикка, (k", I", т") 

вектор эса иккинчи тугри чизивда параллел булганлиги. 
сабабли ушбу

k ' V _  nS  

k ’ ~ l" ~ m"’
шартлар бажарплгаи холда (3) тугри  чи зщлар  параллел 
булади.

Жумладан, блринчи тугри чизи^даги ну^та, масалан, 
нукта иккинчи турри чизик, тенгламасини каноатлантирса, 
яъни

х '  — х" _у ’ — у"  г ' —• г '
k" Г т"

булса, тугри чизи^лар устма-уст тушади.



(k\ I’ , т ')  ва (k", I", m") 'векторлар перпендикуляр,

яъни
k 't"  +  I't"  +  m'm" =  0

бул.а, тугри чизиклар перпендикуляр булади.
Агар икки турри чизи$ ^зларининг юкорида ^араб чи- 

^члган к^ринишдаги тенгламаларининг бирортаси билан 
берилган булса, улар орасидаги бурчакни топиш ^ийин 
эмас. Бунинг учун т^рри чизи^ларгз параллел булган век
торлар орасидаги бурчакни топиш етарли. Чунончи, т^три 
чизиклар каноник шаклдаги (3) тенгламалари билан берил
ган булса, улар ташкил к;илган бурчаклардан бири учун 
ушбу формулани хосил к.иламиз:

n k'k" +  l'l" +  т'т"
cos0 =  —  ---

Y  ft'2 +  Г2 +  m'2 V k"2 +  l"% -f- т "а

М а ш ^ л а р

1; (3) к^ринишдаги тенгламалар билан берилган т^три чизиклар 
учун ушбу

х ' — х" у ' — у" г '— г" 

k' /' т ' =  О

k" I" щ"

шарт бажарилса, т^гри чизиклар параллел булиши ёки кесишиши 
исбот цилинсин.

2. Каноник шаклдаги тенгламалари билан берилган иккита ай- 
^аш т>три чизиц орасидаги масофа топилсин.

3.
ахх +  Ъху -f. схг +  d1 =  0, |  
а2х 4- Ь2у +  с2г +  d2 =  О J

т^рри чизи^ ва ах 4- by +  сг -|- d =  0 текисликнинг параллелЛик (пер- 
пендикулярлик) шарти топилсин.

4. Ушбу

й̂ х 4- 4~ схг Ц- dx =  0, 1 а3х -}- Ьяу -j- с^г 4* dg =  0, i 

а2х +  Ьгу d  ̂=  Q j  ва аАх + b $  4- с«г -f- =  0. }

турри чизицларнинг параллеллик (перпендикулярлик) шарти топил
син- <

5. Учи (х0, у0, г0) ну^тада булган ва ясовчилари ах +  by -4- сг +  
+  d =;» 0 текисликни а  бурчак остида кесиб утувчи конус сиртнинг 
тенгламаси ёзилсин.

6. (х0, у0, г0) нуцтадан утадиган ва ушбу

atx +  bjy +  Cjj +  dx ~  0, 
a2x +  b2y 4- c2z 4- rfa =  0.

текисликларга параллел булган турри чизиц тенгламалари ёзилсин. 
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7. Учи (О, О, 2R) нуцтада ва $гзи ушбу

х2 +  У2 +  г2 =  2Кг

сферанинг ах - f  by - f  сг +  d =  0 текислик билан кесишиш чизиги 
ор^али $тувчи конус сиртнинг тенгламаси тузилсин.

Бу конус сиртнинг ху текислик билан кесишиш чизири нимадан 
иборатлиги аницлансим.

8. Сферанинг стереографик проекцияси деб, унинг ихтиёрий нуц- 
тасидан шу ну^тага диаметрал к1арама-к,арши булган нуцтадаги урин
ма текисликка туширилган проекциясига айтилади. Стереографик 
проекциялаш натижасида сферадаги айланаларгг проекция текислиги- 
да айланалар ва ту.^и чизи^ларнинг мос келиши исбот цилинсин.

7- §. Тугри чизиц ва текисликка оид асосий масалалар

(х0, у о, 20) нуцтадан утувчи ихтиёрий текислик тенг

ламаси тузилсин. *
Х,ар к^андай текислик уш бу

ах  - by +  cz +  d =  О

куринишдаги тенглама билан берилади. (х0, у0, га) нудта 
текисликка тегишли булгани учун:

аЧ  +  Ьуь +  c z 0 +  d  =  О , 

бундан изланган текислик тенгламаси:

* ах  -|- by +  сг —  (ах0 +  Ьуй +  cz0) =  О

ёки
a(x  —  xQ) +  b(y —  y0) +  c(z — z0) = 0.

Исталган а, Ь, с лар учун дам (х0, у0, г0) нудта бу тенг
ламани ^аноатлантиради. .

(х0, у0, z0) нуцтадан утувчи ихтиёрий турри чизщ  
тенгламалари тузилсин.

Изланган тенглама:

* — х9 У — Уо _  г —  г„

k I т

^ацикатан хам, бу тенгламани (х0, у0, z0) координата
лар i^aноатлантиради, демак, бу тенгламй (х0, у0, г0) ну^- 
тадан утувчи тугри чизи^ни ифодалайди. k, I, т  сонларга 
(учови дам бирдан нолга Тенг булмаган) ихтиёрий циймат- 
лар бера бориб ихтиёрий йуналишдаги турри чизикни до- 
сил ^иламиз.

Берилган икки (х', у ', г'), (х", у", г") нуцтадан $та- 
диган. тугри чизиц тенгламалари тузилсин.



Турри чизик тенгламаларини ушбу шаклда ёзиш мум
кин:

х — х ' _  у — у' _г — г'

k I т

Иккинчи н у ^ а  турри чизи^да ётади, демак,

х" ~~ х' _  у" ~  у'- — г'' — г'
k I т

Натижада k, I, т  ни йукотиш имкони тугилади, биз ушбу 
х — х' у — у’ г — г' 

х " — х' у " — у' г " — г'

тенгламаларни ^осил к,иламиз.
Б и т т а  mijrpu чизицда ётмаган учта А '(х ',  у ', г'), 

А" (х", у", г"), А "'(х"'у '", г’") нуцтадан дтадиган. текис
лик тенгламаси тузилсин.

Изланган текисликнинг ихтиёрий ну^таси А (х, г/, г) 
булсин. Учта .

~А'А, А'А", А~Ат 

вектор битта текисликда ётади. Демак,

(А'А, А^А", А'А'") =  0.

Бундан изланган тенглама ^осил цилинади: 
х  — х' у  — у '  г  — г '  

х" — х ’ y'/j— y ' г" — z' = 0. 
х ’" ~  х ' 'у'" — у ' г"' — г'

Берилган (х0, у0, z0), нуцтадан утадиган ва

ах  +  by +  сг +  d =  0
текисликка параллел булган текислик тенгламаси т у 

зилсин.
Изланган тенглама:

а (х  — дс0) + b(y —  y0) +  c(z —  z0) *= 0.

Дацицатан хам, бу текислик берилган ну^тадан утади ва 
берилган текисликка параллелдир.

Берилган (х0, у0, г0) нуцтадан i/тиб, берилган 

х — х' __ у — у' г — г' 

k I т

mpFpu чизища параллел т$рри чизиц тенгламаси тузил- 
син.



Изланган тенглама:
х — хр _  у — у о _  г — ?0 

к I пг

(*о> Уо> го) нуцтадан {/тиб,

ах +  by +  cz +  d =  О 
текисликка перпендикуляр булган турри чизиц ушбу

*  —  *0 _  у — У 0 _  г — г0 

а Ь с

тенгламалар билан берилади. '

х — х’ 

k
У~ У ' ^  г ~ г'

I т

mijppu чизища перпендикуляр ва (х0, у0, г0) нуцтадан 
утувчи текислик ушбу

k (х — х0) +  I (у — у0) +  т  (г — z0) =  О 

тенглама билан берилади.

(х0, у0, г0) нуцтадан утиб иккита

к '
У — У 

V
г — г'

ва
х — х" у —  у" __ г — г"

т "

тугри чизища параллел б$лган текислик тенгламаси 
тузилсин.

(k 't m') ва (6", Z", т ")  векторлар текисликка па
раллел булгани учун уларнинг вектор купайтмаси текис
ликка перпендикулярдир. Бундан изланган тенглама:

' 1 ~  * 0) 

ёки

V т '

V т " +  (У — Уо)
т '  k' 

т "  k" +  ( z - 20)
k' I ' 
k" I"

= a

x — x0 y — ye z — z0 

k' I 1 m

k" I" m"

=  0 .

Маш ц л a p

1. Тенгламалари каноник шаклда берилган, иккита ай^аш т^гри 
чизиадан баравар узоцлашган текислик тенгламаси тузилсин.

2. Ушбу

aix +  bxy -f- сгг +  dt =  0,1
а2х +  b̂ y rf +  d2 =  0 j



т?рри чязщ орцали утувчи турри чизщнинг цуйидаги
% (ахх +  Ьгу +  сгг +  йГг) +  ц (a2x + Ь2у +  c2z +  d2) =  О 

куринишдаги тенглама билан ифодаланиши исбот цилинсин.
3. .

х — х' _  У — у' _  г — г'

~  Ik т

т^ри чизиц ва унда 
текисликнинг ушбу

ётмайдиган (х0, у0, г0) ну^та орк;али Утувчи

х — х0 

х' — *о 
k

У — У о 

У' — Уо 
I

г' — гь 

т

==0

тенглама билан ифодаланиши исбот цилинсин.
4. Берилган

ахх +  Ьху +  CjZ +  dx =  0, |
а2х +  &зу +  с2г +  d2 =  0. |

а3х + Ь3у + с3г + d3 =  О, I

а±х +  Ьг1/ +  с4г +  dt =  О J

т^рри чизикларни кесиб утадиган исталган турри чизицнинг ушбу 
Я (ахх -(- bjif 4  схг +  d j  +  ц (а2х +  Ъ2у +  с2г +  d2) =  О,

К’ (й3х +  b3y +  c3z -{- d3) (а&х +  ^4У 4  4  ^ i) — О

тенгламалар билан ифодаланиши исбот цилинсин.
5. Координаталар бошидан £тиб, ср(х, у) — 0, z =  l дан иборат 

эгри чизи!  ̂ билаи кесишувчи тугри чизицлардан ^осил булган конус 
сиртини ушбу

те н гл а м а л а р  билан иф одаланиш ини. и сбот дилинг.

г



VII б о б

ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАР

1- §. Координаталарнинг махсус системаси

Иккинчи тартибли сирт деб фазо ну^таларининг шун
дай тупламига айтиладики, уларнинг координаталари ушбу

а пх2 +  а 22у2 +  а мгг +  2 а 12ху +  2 а 23уг +  2 a13xz +
+  2аых  +  2a2iy +  2a23z -f- ati =  О (1)

куринишли тенгламани цаноатлантиради.
Б у таърифнинг координаталар системасини танлаб 

олишга нисбатан инвариантлиги равшан. Хакик,атан х>ам, 
координаталарнинг исталган бошк;а бирор х у г систе
масига нисбатан сирт тенгламаси х, у, г урнига х , у', 
г нинг чизицли ифодаларини цуйиш натижасида хосил ци- 
линади, бинобарин, у тенглама х у г' га нисбатан хам
( 1) куринишга эга булади.

Исталган текислик иккинчи тартибли сиртни иккин

чи тартибли эгри чизиц буйича кесади. ^аки^атан хам, 
сирт таърифи координаталар системасининг танлаб олишга 
нисбатан инвариантлиги сабабли, кесувчи текислик ху (z =  0) 
текисликдан иборат деб ^исоблаш мумкин. Бу текислик
нинг эса сирт иккинчи тартибли •

а ^ х  2а12ху ^22У 2а^ ̂ х ~т 2а2̂ у ~  а^  0
»гри чизи^ буйича кесиши аён.

Ж умладан, у^и г дан иборат

Xz2 *=« х2 -|- у2

доиравий тугри конус иккинчи тартибли сиртдир, биноба
рин у исталган текислик билан иккинчи тартибли эгри чи
зик; буйича кесишади. Агар кесувчи текислик конус учи- 
дан утмаса, кесимда бир жуфт тугри чизи^нинг ^осил 
б\'лиши мумкин эмас. Эллипс, гипербола ёки парабола уно

сил булиши }^оли ^олади, холос.
Иккинчи тартибли сиртнинг геометрик хоссаларини тек- 

шириш учун унинг тенгламасини шундай координаталар



системасида ёзиш табиийки, натижада тенглама иложи бо- 
рича содда булсин. ,

Биз хозир координаталарнинг шундай системасини кур- 
сатамизки, унда сиртнинг тенгламаси анча соддалашади, 

яъни сирт тенгламасида уг, хг ва ху олдидаги коэффи- 
циентлар нолга айланади.

Фазонинг координаталар бошидан фар^ли ^амма нуцта- 
ларида

г , д ,  + а 2аг/а + о33г2 + 2 а1гху +  2 ат уг +  2 а [3хг
г И ) =  --------- ------------------ — — ГГ а--------------------------

хг + у* +

тенглик ёрдамида аникланган F (А) функцияни к^здан ке- 
чирайлик.

Бирлик сферада (хг +  у2 + г2 =  1) бу функция чегара- 
лангандир, бинобарин, у бирор А0 нуктада абсолют мини- 
мумга эришади- Лекин у координаталар бошидан чи^ади- 
ган исталган нур буйлаб ^згармас ^ийматга эга (F 0.x, Ху, 

Xz) =  F (х, у, г)), шу сабабдан F функция А0 нуктада 
к,ийматларининг абсолют минимумига бирлик сферадагина 
эмас, балки бутун фазога нисбатан эришади.

О ну^тани координаталар боши сифатида сацлаб ва ОА0 

нурни z ярим тугри чизи^ сифатида ^абул к,илиб, янги 
декарт к.оординаталари х у z ни киритгмиз. Маълумки, 
х, у, г ва х , у , г координаталар орасидаги богланиш 
ушбу

I I ' I '
х  =  ап х +  а12у +  а13г ,

У ~  @21% ~1_ 0-22У а аз2 •
2 =  а3уХ -Ь &зъУ ‘Г олзг

куринишдаги формулалар билан ифодаланади.
Сиртнинг янги х ,  у ', г' координаталардаги тенгламаси 

х, у, г ни (2) формулалар буйича х ', у ', г ' га алмашти- 
риш натижасида х,осил булади ва бу тенглама ушбу ку- 
ринишга эгадир:

а п х '2 -\-а',п у '2 +  я33г ’2 +  2а\%х у + 2а2Ъу'г  +
+  2а]Ъх'г  +  2анх' -| 2a2iy' +  2а 3{г' +  а44 =  0 .

Янги координаталарга нисбатан F  функция цуйидаги 

Р  t А\ _  “ 11х ' 2 +  а 22 У 2 + а ззг ' г + %a l2x ' l/' +  2 а 23®,' г '  + Ъа’и Х 'г '
' ' ~  лт'2 + у '2 +  г/а •

куринишга -эга булиб, F  нинг эски ифодасидаги х, у, г 

ни х , у , z га (2) формулалар буйича алмаштириш нати
жасида ^осил ^илинади. Махраж шакл жихатдан узгар-



майди, чунки у  А нуцтанинг координаталар бошигача ма- 
еофасининг квадратини билдиради, бу масофа эса иккала 
£истемада ^ам бир кил ифода ^илинади.

х у' г' координаталар системасининг танлаб олиниши- 
га биноан F  функциянинг минимумига х' =  0, у =  0, 
г' =  1 булганда эришилади. Шунинг учун F  нинг ифода- 
сида х  =  0, г' =  1 деб фараз цилсак, битта ^згарувчи- 
нинг функцияси ^осил булади:

а 2у 4 - 2а23у' + азз
1 +  Уп

бу эса у' =  0 ^ийматда минимумга эришади. Демак, у ^  0 
булганда

df(y')

dy'

A m m o :

=  0 .

df(y') 1 
dy'. \yr =  о '"'"23

=  2a ’,.
у'

Шундай цилиб, сирт тенгламасида у г олдидаги коэф
фициент нолга тенг, х г олдидаги коэффициентнинг нол
га тенглиги шунга ухшаш курсатилади.

Демак, координаталарнинг х у г системасида сирт
нинг тенгламаси ушбу куринишни олади:

а пх 2+2а\2х 'у ' + а 22у’2 +  2анх' +  2 аиу +

4- 2a342 -f* ^ззг +  а ц — 0 ’

Энди янги х", у", г" координаталарни

х =» х" cos 0 4- у" sin  0, 
у' =  — х" sin  0 +  у" cos 0,
2 ' =  z"

формулалар буйича киритсэк, иккинчи тартибли эгри чиэиц- 
ларни текширган ^олдаги сингари (LII боб, 8- §), 0 бур- 
чакни хо^лаганча равишда танлаб олиш йули билан х" и" 
олдидаги коэффициентни ^ам нолга айлантириб юборишга 
эришиш мумкин.

Шундай ^илиб, шундай тугри бурчакли декарт коор- 

’Зинаталари системаси мавжудки, сиртнинг унга нисба-■ 
гтан  тенгламаси ушбу куринишга эгадир:

а и х2 +  а г2у2 +  а33г2 +  2ахх +  2а 2у +  2а яг 4 - а  =  0.



2- §. Иккинчи тартибли сиртларни синфларга ажратиш

Олдинги параграфда к^рсатганимиздек, турри бурчакли 
декарт координаталарининг тегишли системасига утиш й^ли 
билан иккинчи тартибли сирт тенгламасини уш бу куриниш
га келтириш мумкин:

ап х2 +  а 22у2 +  а эзг2 +  2агх +  2а 2у +  2а3г + а  =  0. ( 1)

Учта асосий холни ажратамиэ:
А : ( 1) тенгламада координаталар квадратлари олдидаги 

учала коэффициент хам нолдан фар^ли;
В: иккита. коэффициент нолдан фар^ли, учинчиси, ма- 

салан ачз нолга тенг: as:i =  0.
С: битта коэффициент, масалан, aS3 нолдан фарцли, 

долган иккитаси нолга тенг.
А х^олда координаталарнинг янги

/ . йч t , йл / Go
х =  х-\----- s  у =  у- Г — , z =  г +

а11 #22 3̂3

системасига утамиз, бу координаталар бошини кучиришга 
мсс келади. С^нгра формулалар буйича сирт тенгламасини

а х '2 +  рг/'2 +  уг'2 +  6 =  0

куринишга келтирамиз.
А ^ол уз навбатида т5Фтта хусусий з^олга булинади:
Лх:б =  0. Сирт конусдан иборат булиб, а , (3, 7 — бир 

хил ишорали булганда бу конус мавхум ва ос, (3, у сонлар 
ичида турли ишоралилари мавжуд булган холда бу конус 
%ацщий.

А2:6 ф  0, а , р, у — бир хил ишорали. Сирт эллипсоид- 
дан иборат були б,. а , Р, у, 6 — бир хил ишорали булган 
холда у мавхум ва б нинг ишораси а , р, у нинг ишора- 
сига тескари булган х;олда у цан/щий эллипсоиддир.

А3\8ф 0 туртта а , р, у, б коэффициентдан иккитаси 
бир хил ишорали, долган иккитаси эса тескари ишорали 
булса, сирт бир паллали гиперболоид.

Ац: б ф  0, олдинги учта коэффициентдан бирининг ишо
раси ^олганлари ишораларига тескари. Сирт — икки палла
ли гиперболоид.

В  ^олда сирт тенгламасини

I . п * / . а а I
X =  X Ч- - Ц  у  ~  у  + — . z =  Z 

аи агг



формулалар буйича янги координаталарга утиб тенгламани
а х '2 +  pi/ 2 +  2pz' +  g =  О

куринишга келтирамиз.
Бу х;ол уз навбатида учта хусусий ^олга булинади. 
B 1:p =  0, q =  0 . Сирт бир ж у ф т  текисликка ажра- 

лади: ____

х ±  У — |  у ' =  0;

а  ва Р сонлар бир хил булганда текисликлар мавцум 
ва а ,  р турли ишорали булган х;олда — щцщий.

В 2:р =  0, q Ф  0. Сирт цилиндрдан иборат булиб, а , р 
ва q бир хил ишорали булганда бу цилиндр мав%ум ва 
турли ишорали коэффициент лар мавжуд золда ^ацщийдир. 

Жумладан, а  ва р бир хил ишорали булса, эллиптик ци
линдр ва а , Р — турли ишорали булса, гиперболик ци

линдр зосил булади.
В3\ рФ0. Параболоидлар. Янги координаталарга ута- 

миз:
х" =  х ,  у" =  у ,  г" — г' + ~ .

Сирт тенгламаси
ах,/2 +  р у"2 +  2 рг" =  0

куринишини олади, а  ва Р бир хил ишорали булганда эл
липтик параболоид ва а , р — турли ишорали холда — ги

перболик параболоид з^осил ^илинади.
С золда янги х , у г  координаталарга утамиз:

Бунда сирт тенгламаси
y 'z '2 +  px +  qy +  r =  0

куринишини олади ва цуйидаги хусусий ^олларни ажратиш 
мумкин.

Сх:р =  0, q =  0. Сирт узаро параллел бир ж у ф т  па

раллел текисликка ажралиб, у ва г бир хил ишорали 
булганда бу текисликлар мавцум, у, г — турли ишорали 
булган золда эса щ^ищй  ва ни^оят, г — 0 да текислик
лар устма-уст тушади.

С2: р  ёки q коэффициентларнинг камида биттаси нолдан 
фар^ли. г  у^ининг йуналишини сацлаган ^олда рх  +  qy +  
-)-/■ =  0 текисликни у г' текислиги сифатида кабул 1\ила- 
миз. Бунда тенглама

y z 2 +  Ьх' =  0
куринишни цабул цилади. Сирт параболик цилиндрдан 
иборат.



1. ху текислигидаги
аих* +  2а1гху +  а22у2 +  2aLx +  2агу -f- а =  О

эгри чизиц эллипс (гипербола, парабола)дан иборат. Иккинчи тар
тибли; '

г =  ап  х2 +  2а13ху + а22уа +  2 агх +  2 а2у +  а
сирт нимадан иборат?

2. Иккинчи тартибли
Я (агх +  Ьху +  схг +  d j*  +  ц (а^х +  Ь#  +  с2г f  йГ2)2 =  О

сиртнинг бир жуфт текисликка ажралиб кетиши исбот ^илинсин.
3. Ушбу

текислик билан кесишган чизшининг ху текислигидаги проекциясини 
з̂ осил ^илиш учун г =  ах +  Ьу + с ни (1) тенгламага цуйиш керак- 
лиги исбот килинсин.

4. Иккинчи тартибли сиртни параллел текисликлар билан кес- 
ганда ^осил килингаи кесимларнинг ^хшашлиги ва ухшаш жойлаш- 
ганлиги исбот цилинсин.

5. Берилган нуцтадан ?тиб, иккинчи тартибли эгри чизи^ билан 
кесишадигаи тугри чизицлардан ^осил цилинган конус сиртнинг иккин
чи тартибли сирт эканлиги исбот цилинсин.

6. Фараз цилайлик:

тенгламалар иккинчи тартибли иккита сирт тенгламаси булсин. 
хо> Ув' го ну^тадан ва берилган сиртлар кесишган чизири орцали 
утувчи иккинчи тартибли сиртнинг

f(x, У. ?) ф (* 0. (/о, г0) — ф (х, у, z )f(x0, (/о, г0) =  0
тенглама билан ифодаланиши исбот цнлинсин.

7. Ушбу
(ахх +  Ь1У +  с,г +  d{) +  % (агх +  рху -f- ухг +  бх) =  0, j 

(а2х 4- с2г +  d2) +  — (а2х +  Р*|/ +  у2г +  б2) =  О j

тенгламалар билан берилган т^гри чизицнинг ушбу
(o2J£ -f  b ty +  сгг -f dj) (atx - f  Ъгу - f  с2г -f- d2) —

—(atx +  Pjiу +  Yj? +  6X) (a2x +  +  y2z +  62) =  0

сирт устида тула-т^кис ётиши исбот щилинсйн.
8. Берилган учта нопараллел ва кесишмайдиган т^ри  чизи^ни 

кесадиган тугри чизицлардан ^осил булган сиртнинг нимадан иборат* 
лиги -ашщлансин.

9. г yiyi атрофида ушбу

апхг +  а22у2 ■+ а33г5 +  2altxy +  . . .  +  аи =  О (!)
сиртнинг

г =ш ах +  by +  с

f  (х, у, г) =  0, ф (х, у, г) =  0

г =  ах + Ь, 

г =  су -j- d
(о, Ь, с, d =#= 0)



тугри чизщни айлантириш натижасида цосил ^илинган сирт тенгла
маси тузилсин.

. 3- §. Эллипсоид
Эллипсоид (74- расм) тенгламаси

а х 2 +  ру% +  yz2 - f  6 =  О 
ни 6 га булиб ва б /а  = —аг, 6/Р =  — b2, б /у  =  — с2 деб  
фараз цилиб уш бу кури- 
нишга келтирамиз:
у2 1/2 у2
^  +  -  +  -  =  1 = 0 .  0 )а т  Ь'1 т  с2
а, ft, с — эллипсоиднинг 
яриж щлари  дейилади.

Координат текисликлар
нинг эллипсоид учун сим
метрия текисликлари ва ко
ординаталар боши эса сим
метрия маркази булиши (-Ц 
тенгламадан куриниб ту- 
рибди.

Эллипснинг айланадан бир текисда ^исилиши натижа
сида >:осил дилингани сингари, исталган эллипсоид сфера- 
ни узаро перпендикуляр иккита текисликка нисбатан бир 
текисда к;исила бориши натижасида ^осил цилинади. > ^ и -  
катан дам, агар а  — эллипсоид ярим ^цларининг каттаси 
булса, бу эллипсоид ушбу

Х-1 + У-1 +~г =  [л* />* п1
0

сферани — га тенг булган кисилиш коэффициента билан
а •

хи текисликка нисбатан ва xz текисликка — га тенг циси-
а

лйш коэффициента билан бир текисда ^исила бориш нати
жасида ^осил цилиниши мумкин.

Эллипсоиднинг иккита ярим уци тенг, масалан, а  — Ь 

булса, у айланма эллипсоид дейилади:
х* у2 г* , л
—  4 -  ------- и --------- 1 = 0 .

а г ^  а1 ^  с*

Бу эллипсоидни ху текисликка параллел бЛДган хар 
кандай г — h текислик билан'кесиб, маркази г ^ и д а  бол
тан айланани ^оеил ^иламиз:

- - ft* \ о 1_



ни z щ и атрофида 
линади (7Г>-расм).

.Демак, щралаётган %олда эллипсоид xz текЫсликда ёт- 
ган эллипс

Г% -Л
- д . -  — 1 =  0 
па ' с*

айлантириш натижасида хосил ци-

Учала ярим щлари хам тенг 
булган эллипсоид сферадан ибо- 
ратдир.

Эллипсоиднинг ихтиёрий те
кислик билан кесишган чизиги эл
липс б$лади.

Ха^и^атан х;ам, бу чизи^ иккин
чи тартибли эгри чизицдир. Аммо 
бу чизи^ чеклидир (эллипсоиднинг 
чеклилигидан), шунинг учун у  на 
гипербола, на парабола, на бир 
ж уфт т ^ р и  чизиедир. Демак, ке
сишиш чизири — эллипсдир.

М а ш ц л а р

1. а < с  шартда айланма
75-расм.

эллипсоид шундай нуцталарнинг геометрик $’рнидан иборатки, фокус- 
лардан берилган икки нуцтагача булган масофаларнинг й и р и н д и си  

узгармас булади. Эллипсоид фокуслари топилсин.
2. Эллипсоид берилган булсин:

ах2 +  ру2 +  уг2 +  а  =  0.

Агар ушбу

ах2 +  Р.у2 +  уг2 +  б — \ (х2 +  у2 -f-г2 +  ц) =  0

сирт бир жуфт текисликка ажралса, бу текисликлар эллипсоидни ай- 
ланадар буйича кесади. Шу муло^азага суяниб, эллип сларнинг дои- 
равий кесимларини топиш усуди асослансин.

3. Фазонинг ушбу:
х* у2 г“

Т + ГГ + Т - 1< °а3 о2 с2

тенгсизликни ^аноатлантирувчи нуцталари цаерда жойлашади?
4. Эллипсоид



ни параметрик тенгламалар билан цуйидагича ифодаланиши исбот 
цилинсин:

х »■= a cos и cos v, у =  b cos и sin v,

б. Агар

г =  с sin и.

ai ci 
2̂ *2 2̂ 

а3 Ь3 с3
ФО

б?лса, сирт нимадан иборат

(а^к +  bxiy +  q z )2 +  (а2х - f  b2y +  с2г)'1 +  (а3х +  b3y -f- с3г)2 =  1?

4 -§ . Гиперболоидлар
Эллипсоид берилган холда иш курганимиз сингари, ги

перболоидлар тенгламасини ушбу куринишга келтириш 
мумкин: бир паллали гиперболоид учун (7 6 -раем)

о» ^  Ь2 с2

ва икки паллали гиперболоид учун (77- раем):

£ + £_£+ i=o.
а2 Ь2 с2

Иккала гиперболоид учун з̂ ам координат текисликлар 
симметрия текисликлари ва координаталар боши эса сим

метрия маркази булади.



Ярим учлари а ва Ъ тенг булса, гиперболоид айланма 
гиперболоид дейилиб: бир паллали гиперболоидни к^зда 
тутганда

т - т - 1  *0- У ~ °а2 са

дан иборат гиперболани ва икки паллали гиперболоидни
кузда тутганда

г 2 , 2

— — — +  1 =  0. У =  0
а2 с2

дан иборат гиперболани г атрофида айлантириш нати
жасида хосил цилинади.

Умумий гиперболоид (а Ф  Ъ) айланма гиперболоидни
(а =  Ь) хг текислигига нисбатан — нисбатда цисиш (ёки

а
чузиш) йули билан ^осил ^илиниши мумкин.

Гиперболоидларни >$ар ^андай текислик билан кесганда 
хам турли конус кесимлари ^осил булиши мумкин. Маса- 
лан, ху  текислигига параллел г =  h текисликлар бир пал
лали -

X2 II2 
- + ^ - - - - 1  =  0
а2 Ь2 с2

гиперболоидни

— 1 = 0, z =  ft
а2 Ь2 с2

эллипслар буйича, текислигига параллел y = h  (Щ ф Ь )  
текисликлар эса

у2 у'1 1л 2 <
— — -------1 +  — =• 0, у  =  Л

а2 с2 Ь2 *

гиперболалар буйича кесади. у =  b текислик гиперболоид
ни иккита

уШ .3

Cl С
тугри чизи^ буйича кесади.

М а ш к л а р

I. Гиперболоиднинг доиравий кесимлари топилсин: 
х2 у'1 г2



2. Фазонинг координат текисликларга тегишли б^лмаган дар 
("hi нуцтаси ор^али сиртларнинг ушбу

■ + + =  1
аг +  % Ь* +  % с2 +  %

оиласидан учта сирт: эллипсоид, бир паллали гиперболоид ва икки 
паллали гиперболоид (Утиши исбот цилинсин), бу ерда К— оила пара
метра . ^

79- paffM.

5 -§ . Параболоидлар

Параболоидлар тенгламалари эллиптик параболоид учун 
(78- раем) ушбу -

X1 у1
Z — -----—

оа 6*

куринишга ва гиперболик параболоид учун (7 9 -раем)

куринишга келтирилади.
xz ва i/z текисликлар параболоидларнинг симметрия 

текисликларидир. Уларнинг кесишган чиздеи (г уци) пара
болоид щи. ва у^нинг параболоид сирт билан кесишиш 
нуцтаси эса параболоид учи дейилади.

а  =  b ^олда эллиптик параболоид айланма параболоид 

дейилиб у
V*

т * ь у ш  О



параболани г ук;и атрофида айлантириш натижасида з^осил 
цилинади.

Умумий эллиптик параболоидни айланма параболоид:
у* уг 

2 =  — +*- 
а2 а2

ни xz текисликка нисбатан цисиш (чузиш) йули билан 30- 
СИЛ ^ЛИШ мумкин.

Иккала (эллиптик ва гиперболик) параболоидни ^ам xz 
ва уг дан иборат координат текисликлар билан кесганда 
кесимда бир-бирига тенг ва параллел жойлашган парабо- 
лалар хосил булади. X afW aTaH Зам> х — h "текисликлар. 
эллиптик параболоидни ушбу

г  —  ~  —  £
а2 ~  Ь»'

X =  h

параболалар буйича кесади.
Агар бу параболалардан хар бирини г ?к;и йуналишида

h2 л  у 2
— кесмага силжитсак, натижада битта z = —,
аг Ь2
раболанинг узини ^осил ^иламиз.

Бу мулоуазаларга асосланиб, эллиптик параболоид-

h  па-

и
х — 0 дан иборат  парабола учининг г =нинг г =  — , 

ft1 
х*

=  —, у — 0 парабола буйича харакат  цила бориш шарти
О1 ь

билан параллел силжитиш натижасида вужудга келади, 
деган хулоса чицади (8 0 -расм).

Гиперболик параболоид %ам шунга ухшаш хрсил щли- 

нади (8 1 -расм). ху текислигига параллел (ху текислиги- 
нининг узидан бошка) текисликлар эллиптик параболоидни 
эллипслар ва гиперболик параболоидни эса гиперболалар 
буйича кесиб $тади. ху текислик гиперболик параболоидни 
иккита тугри чизи^ буйича кесиб утади.



1. Айланма эллиптик параболоиднинг бирор текислик ва айни 
вацтда ну^та (фокус) дан баравар узо^лашган ну^таларнинг геомет
рик j/рнидан иборат б^лиши исбот килинсин. Эллиптик параболоид

ж* £
* =  а* а*

нинг фокуси ТОПИЛСИН.
2. Х,еч цандай текислик эллиптик параболой дни гиперболалар, 

гиперболик параболоидни эса. эллипслар буйича кесмаслига исбот 
цилинсин.

6- § .  Конус ва цилиндрлар

Иккинчи тартибли конус ва цилиндрларнинг тенглама- 
ларини ушбу шаклда ёзиш мумкин.

х! £ .  Л  ж  о
а» +  6* с’

— .j- — — 1 = 0  
а» 6=

* - _ £ _ 1  =  0 
о* Ьг

а3

(конус, 8 2 -расм), 

(эллиптик цилиндр, 8 3 -расм), 

(гиперболик цилиндр, 8 4 -расм), 

(параболик цилиндр, 8 5 -расм).0



Дар кандай конусни доиравий

— -f- — — — =  О
а2 1 а2 с2

конусни хг текисликка нисбатан цисиш (ч$гзиш) натижаси- 
да ^осил ^илиш мумкин. ’

Эллиптик, гиперболик, параболик цилиндрлар ху текис- 
ликни эллипс, гипербола буйича кесади ва бу цилиндрлар 
г у^ига параллел булиб эгри чизиклар билан кесишадиган 
турри чизи^лардан хрсил булади.

Дар кандай цилиндр доиравий цилиндрни бир текисда 
хг текисликка цисиш (чузиш) натижасида ^осил ^илинади. 

Пировардида бир палалли ва икки паллалк:
х* и2 г2 , .

1  +  м — Г +  =  а2 Ьг с1

гиперболоидларнинг асимптотик конус деб аталадиган

х1 л . £  =  О 
а'1 Ь2 с*

конус билан табиий равишда богланганлигини таъкидлаб 
утайлик.

2 у^и орк;али ^тувчи з̂ ар бир текислик гиперболоидлар- 
ни гиперболалар, конусни эса шу гиперболаларнинг асимп- 
тоталари булган иккита ясовчи буйича кесиб утади. Жум- 
ладан, хг (у — 0} текислик гиперболоидларни



гиперболалар, конусни эса гиперболаларнинг асимптоталари 
булган иккита

ЗС'

т^ ри  чизик буйича кесади.

М а ш ^ л а р.

. х . у г
1. Учи координаталар боши, укр —  =  — =  — ва учидаги бур-

A (i V

чаги 2а  булган доиравий конус тенгламасини ушбу куринишда ёзиш 
мумкинлиги исбот цилинсян:

--------- iXx-± W ± .™ l ---------  =  {cosa)1.
(*а +  + г1 ) _1_ р 2 +  V2) ' ' 

х у г
2. Радиуса R ва уки — = — =  — булган доиравий цилиндр

а ц v
тенгламасини ушбу куринишда ёзиш мумкинлиги к^рсатилсин:

.  , о , ,  r ,  (1х  +  l-iy +  vz)3
x2 +  J/2 +  г8 — Rz =  - г — — Г-— —•Л —f— fj. v

7 -§ . Иккинчи тартибли сиртларнинг т^рри чизщли 
ясовчилари

К онус ва цилиндрлар турри чизик; ли ясовчиларни уз 
ичига олган бирдан-бир сиртлардан эмас. Маълум булиши- 
ча, бир паллали гиперболоид билан гиперболик парабо
лоид ^ам шу хоссага эга экан.

Х,а^ицатан з̂ ам, уш бу .

<«>
тенгламалар билан берилган %ар бир gx турри чизиц ги

перболик параболоидt

(2)
аа Ь2 W

ни устида ётади, чунки ( 1) тенгламаларни цаноатланти- 
рувчи (х, у, г) ну^та (2) тенгламани каноатлантиради, (2 ) 
эса ( 1) дан ^адма-^ад купайтириш натижасида хосил ки- 
линади.

Гиперболик параболоид устида gk оиладан ташкари 

тррри  чизщларнинг я на би т т а  gx оиласи жойлашади:



Шунинг сингари бир паллали гиперболоид:

устида myFpu чизицли ясовчиларнинг иккита оилйси жой
лашади:

Иккала ^олда (гиперболик параболоид ва бир паллали ги
перболоид) г;ам битта  оилага щрашли турри чизщли 
ясоечилар кесишмайди, турли оилага царашли myFpu чи- 

зщ лар эса кесишади
Гиперболик параболоид билан бир паллали гиперболоидда 

турри чизикли ясовчиларнинг мавжудлиги бу сиртларни з̂ о- 
сил цилишнинг янги усулини бериш имкониятини тугдира- 
ди; бир оилага ^арашли учта турри чизикли ясовчини ола- 
миз; g x, g2, g3- Бундай ^олда иккинчи оилага тегишли ^ар 
бир тугри чизикли ясовчи g  ю^оридаги g 1( g 2, g3 ни ке
сади. Демак, сирт берилган учта турри чизикни кесадиган 
турри чизиклар дан ташкил топади (86-расм).

Бир паллали айланма гиперболоид масаласига келганда, 
унинг исталган турри чизикли ясовчисинйнг сирт атро- 
фида айлантириш натижасида з̂ ам ^осил булишини таъкид- 
лаб утамиз (8 7 -расм).

Иккинчи тартибли бошка сиртларда ^ам т^рри чизикли 
ясовчиларнинг мавжуд булишини пировардида айтиб ^тай- 
лик, биро^ бу сиртларда улар — мав^ум. Масалан,

- О



эллипсоид устида мав^ум турри чизиклар нинг

* ^  + '7 - 4 , + fH - '7 - T ( ‘- f)
иккита оиласи жойлашади.

М а ш ц л а р

дса у3 -
1. Гиперболик параболоид — — — -)- г =  0 нинг х0, ув, г0 нуц-

от Ь*
ХХ0 уу0 , 2 +  20 Л 

таси орцали утадиган —-  — —  + —-—  =  0 текисликнинг пара- 
й‘ Ь2 2

болоид билан турли оилага царашли иккита т£рри чизиклн ясовчи 
буйич а кесишганлиги исбот ь;илинсин.

2. Гиперболик параболоид г =  аху нинг т^ р и  чизшуш ясовчи- 
лкри топилсин.

3. ху текисликка параллел ва берилган иккита ай^аш т^гри чи- 
зи^ билан кесишадиган турри чизи^лардан х;осил вдлинган сирг 
тенгламаси тузилсин.

8 -§ . Иккинчи тартибли сиртнинг диаметрлари ва 
диаметрал текисликлари

Одатда турри чизда; иккинчи тартибли сирт билан иккита 
нуцтада кесишади. Кесишиш ну^талари иккита булса, охир
лари кесишиш нуцталаридан иборат кесма ватар  дейилади.

Иккинчи тартибли сирт ватарларнинг урталари^те- 
кислик (диаметрал текислик) да ётади.

Шуни исбот цилайлик. 1-§  да исбот ^илинганидек, ко- 
ординаталарнинг шундай системаси борки, унда сиртнинг 
тенгламаси ушбу куринишни олади:

а и * 2 а 22У2 +  аззг2 "Ь 2ахх +  2a zy +  2a3z +  а  =  1. (1)

Ватарлар — =  — =  — тугри чизиеда параллел булсин
___ __ |Х V

дейлик, х, у, z билан ихтиёрий ватар урталарининг коор
динаталарини белгилайлик. У  холда, ватар охирларининг 
координаталари дан бирига х  =  х +  kt, У =  У +  К  г =  
=  z +  vt ва иккинчисига х — х — kt, у =* у — ц /, z =  z —
— vt мос келади.



Ватар охирлари сиртга тегишлилиги сабабли, уларнинг 
координаталари (1) тенгламани цаноатлантиради. Бундан:

a u P  +  a2J/2 +  fla3z2 +  2 а~у +  2 а 2у +  2 asz +  а  +

+  21 (капх  +  р а 22у +  va33z +  + 1ха2 +  va8) +

"Ь ^  (а 1 1^2 +  а 2аМ2 "Ь a33v*) =  0.

Бу тенглик t нинг цайси ( +  ёки —) ишора билан оли- 
нишига 6орли^ эмаслиги учун t олдидаги коэффициент 
нолга тенг булади:

Я (au  х +  a ,) +  |* (а~у  +  а 2) +  v (а33г +  a.J == 0. (2)

Шундай к,илиб, ватарлар урталарининг координаталари те
кислик тенгламасини цаноатлантиради. Шуни исбот цили- 
шимиз керак эди. .

Агар сирт марказга эга булса, диаметрал текислик

нинг марказдан дтиши равшандир.
Параболоидни олган %олда (а3.,=  0) \амма диаметрал 

текисликлар параболоид укига (г уцига) параллел булади.
Эллиптик (гиперболик) цилиндр чексиз куп марказга эга 

булиб, улар цилиндр укида ётади. Шунинг учун цилиндр- 
нинг ^ар бир диаметрал текислиги унинг у^и орцали $та- 
ди. Бу муло^аза Диаметрал текисликлар тенгламасида 
^ам уз ифодасини топган. Параболик цилиндрнинг хамма 
диаметрал текисликлари узаро параллелдир.

Конуснинг диаметрал текисликлари унинг учидан 5?тади.
Диаметрал текисликларнинг ушбу умумий хоссаси урин

ли: а  текисликка параллел ватарларга мос келган диа

метрал текисликлар ё бирор тугри чизиц буйича кеси- 
шади ёки улар С/заро параллел булади. g турри чизища 
параллел ватарларга мос келган диаметрал текислик а  

текисликка параллел. •
Буни исбот килайлик. Фараз к;илайлик, е  (Я, (х, v) ва 

е ' ( /.', i-i', v ') нолдан фарцли ва а  текисликдаги нопарал- 
лел иккита вектор булсин. Бундай ^олда шу текисликдаги 
исталган векторни е\ (ЦЯ +  ^'Я', +  | v + £ ' v ' )  КУ_ 
ринишида тасвирлаш мумкин. е  векторга параллел булган 
векторларга мос диаметрал текислик ушбу тенглама билан 
ифодаланади:

I  {X {ап х +  a j  +  Ц {а22у +  а2) +  v (азяг +  а ,)} +
+  V  {Я' (ап х +  а х) +  Ц' (а22у +  а?) +  v' (aSBz -j- я.)} =  0; 

демак, £, I' дан иборат исталган сонларни олганда ^ам бу



диаметрал текислик ушбу текисликлар кесишган х;олда 
уларнинг кесишган турри чизиги ор^али утади:

Я (ап х  -Ь ctj) +  ц (аагу +  aa) +  v (аязг +  аэ) =  О, (3 )
Г  (an * +  %) +  ц ' (aaay +  а ,) +  v' (а33г +  а„) =  0

ва (3) текисликлар параллел булган ^олда эса диаметрал 
текислик шу (3) текисликларга параллел булади. Айтай- 
лик, (3) текисликлар кесишадиган булсин ва (X", ц", х") — 
кесишиш турри чизигига параллел вектор булсин. Бундай 
холда (К", р", v") векторнинг (3) текисликларга параллел- 
лик шарти цуйидагича ифодаланади:

+  ^'>«22 +  V"Va33 =  0,
Г К 'а п  +  ц > ' а 22 +  v 'V a ,3 =  0. (4)

(К", [i", v") векторга параллел ватарларга мос келган диа
метрал текисликка ушбу тенглама мос келади:

X" (ап х +  а г) +  ц" (а22у  +  а 2) +  v" (а,я2 +  а3) =  0.
(4) шартлардан бу текисликнинг е (X, ц, v), е ' (У ,  

[* \  v") векторларта параллеллиги келиб чи^ади, демак, 
уларни уз ичига олган а  текисликка ^ам параллел деган  
хулоса чи^ади.



V I I I  б о б

УМУМИЙ ТЕНГЛАМАЛАРИ БИЛАН БЕРИЛГАН 
ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЭГРИ ЧИЗИ^ЛАР ВА 

СИРТЛАРНИ ТЕКШИРИШ

1-§.  Квадратик формани янги узгарувчиларга 
алмаштириш

хи х2, . . . ,  хп узгарувчиларнинг квадратик формаси 

деб шу узгарувчиларга нисбатан бир жинсли булган ик
кинчи даражали

2  а ц -ХГ Х1 («// =  %)
купхадга айтилади.

Форманинг дискриминанти деб  унинг коэффиниентла- 
ридан тузйлган

а 11а 12 • ■■aln

а 21а 22 • ■ @2 п

а 1пйп2-
• Cl

nn

детерминантга айтилади. .
Квадратик формада узгарувчиларни цуйидаги формула

лар буйича алмаштирайлик:

хг =  a n x 'l  +  а и х '2 +  . . .  + а 1пх'п,

Х2 ~  ^>21Х1 +  ОС22Х 2 "Т" ‘ ’ ’ &2пХ 1*

*п =  “ «1 Х\ +  “ *2*2 +  ••• +  ЯппХп-

Натижада, х\ узгарувчиларига нисбатан янги квадратик 
формани ^осил ^иламиз:

2  ailxix, =  2  ач ( 2  CLik*k V S a ^ I ) =■ 
i,i 1.1 [k  Д I j

^  2  (2  au a.ikan \ xkxi — 2  akixkxi> 
ktl \i,j j  k,l

бунда akt =  2  aua lka n.
I.!

Досил ^илинган форма дискриминанти D '  нинг нимага 
тенглигини аницлайлик. Фараз ^илайлик:

2 a iia ik ~  bjk’ ^  
t



Бунда

демак,

аы =  2  bika
/

//•

а 'и  ■• а \п

< i  •• • а ’пп

D ' =

A mmo (1) формулаларга асосан:

Ьи  . . .  а ы

1 , . . .  аг.1 пп

а,

'•ш

Шундай ^илиб:

D ' =  D

а , ,  . . .  а ,

«П/ ■■■ “ лл

h i  • ■ к  

• • •
а 11 • • а ы

г-1
гН 

*
8

С 
• 

iH
 

8 
.

bn l  • • Ьпп а п1 • • а пп а п1 . .
пп

яъни алмашинган форманинг дискриминанты дастлабт  

ферма дискриминанты билан алмаштириш детерминанти 

квадратнинг купайтмасига тенг.

М а ш ^ л а р

1. Ушбу

( а л  +  а2х2 + а3х3 +  а4х4) (bxxх +  b2x2 +  Ь3х3 +  64.v4)
квадратик форма дискриминантининг нолга тенглиги исбот цилин- 
син. .

2. xv х2, x s, х4 узгарувчилар кввдратик формаси

( V  а< ) 2 + ( 2  bi */ ] 2 +  ( 2  *1 у  +  f s  d‘ «  )*

нинг дискриминанти хисоблансин.

2- §. Иккинчи тартибли эгри чизицлар ва сиртлар 
теигламаларининг координаталарини алма итиришга 

нисбатан инвариантлари

Турри бурчакли декарт координаталарининг бирор сис- 

темасида иккинчи тартибли сиртнинг тенгламаси берилган 
булсин;



Бу сиртнинг турри бурчакли исталган боища декарт ко
ординаталари х'  у '  z ’ системасидаги тенгламаси ( 1) Тенг- 
ламада х, у, г  $рнига уларнинг х ' , у ' ,  z'  орцали ифода- 
ларини V бобнинг 4-§ даги формулаларига биноан алмаш
тириш натижасида ^осил цилинади:

х =  а п х ' +  а 12у' +  а  1яг' +  a It 
у =  а 21х ' +  а 22у ' +  а 23г' +  а г, 
г =  а 31х' +  а 32у ' +  а дзг' +  ос8.

Натижада сирт тенгламаси ^уйидагича булади!
а), х 2 +  2 а п  х ’у ’ +  . . .  +  а ’44 ■=» 0 .

Агар константа (узгармас) булмаган ф (an , alit  . . .  а41) 
функция нинг кийматлари сирт тенгламаси ёзилган коордй- 
наталар системасига бо?ли^ булмаса, яъни

Ф (а 11> °12> ••• > a ii)  =  Ф (ацу а12' ••• * ati)

тенглик исталган х \  у ’, г '  учун ^ам бажарилаверса,
Ф(ап , а 12.........а 44) функция сирт тенгламасининг коорди-

наталарни  алмэштиришга нисбатан инвариант деб  ата
лади.

Сирт тенгламасининг асосий инвариантларидан бирини 
хозир топамиз.

Координаталарнинг янги . системаси х у г' га ^тиш 
билан бир цаторда ушбу квадратик:

@их] Q>tX2 г 2ai2XiX2 -j- -I
— +  *3 +  xf),

формани янги x\, х'2, x'3 узгарувчиларга цуйидаги форму
лалар буйича алмаштирамиз:

х г =  а 11х [ +  сс12х 2 +  OisXy
Х2 =  <%21x l "Н OCjjAJj

*з =  +  а 2гх2 +  a s3xy

Бу квадратик форманинг Я (х\ +  х\ + * J )  ^адгача бул
ган биринчи кисми бундай алмаштириш натижасида ушбу

а ПХ22 ' а 22Х2 ~~ a33X3 _Ь  ^а 12Х1х2 “Г" 2й23Х2Х3 ^а31хзХ\<

куринишни олади ва сирт тенгламаси х у ' г '  системага ут- 
гандан кейин ^андай цийматлар ^абул цилса, бу ердаги а г/ 
коэффициентлар ^ам худди уша цийматларга тенг булади. 
Квадратик форманинг иккинчи цисми, яъни % (х\  +  х\  +  я|) 
ифода а у коэффициентлар ортогоНаллик шартини ^аноат-



лантирилгани сабабли Х(х\2 +  х '2 +  х'$) га алмашинади 
(V  боб, 4-§).

(2) алмаштириш детерминанта +  1 га тенг булгани учун, 
квадратик формулаларнинг детерминантлари алмаштириш- 
дан олдин хам ундан. кейин з̂ ам бир-бирига тенгдир. Д е 
мак, ушау '

I  (X)
4 1 а 12

*21

*31

£»22 
«52

— X
«18 
«2» 

«аз —

детерминант исталган X да %ам сирт  тенгламасининг 

инварианты брлади.
I  (X) детерминант X га нисбатан к^гдаддан иборат 

булади:
I  щ  =  - Х 3 +  Х* I t - X  / 2 +  / 8,

бунда:
1Х # п  +  а 22 +  «33»

Н и  «12

Г«21 «2 2
+ |«22 «23

|«32 ■*33
+ «33  «31 

«13  «11

«11  « 1 »  «13 

«21  «22  «23 

«31  «32Г « а ?

Аммо координаталарнинг турли иккита. х у г  ва х у г 

системаси учун х;ам

— X3 + IiX* — I%X -f /3«  — X3 + I\X' — I2X + /3

тенглик X нинг з^амма цийматларида бажарилганлиги сабаб
ли / х =  / 2, /3 =  3̂ Демак> Л. Га —  сиРт  тенг' 

ламасининг инвариантлари булади.
Энди

/4 =

нинг щ м инвариантлигини исбот ^илайлик.
/ 4 детерминант

«1 1 *4  +  2  « 1 2 * 1 * 2  +  • • •  + « 4 4  х 4

«11 «12 «13 «14

«21 «22 «23 «24

а ,  1 «32 « м «34

«41 «42 «43 О и



квадратик форманинг дискриминантидир. Бу формада янги  
х\ узгарувчиларга уш бу формулалар буйича ^тайлик:

Х± =  С С ц Х у  - [ -  K i 2 ^ 2  ® 1 3 ^ 3  ~ Ь  ® 1 4 ^ 4 »  

Х2 —  0 ^21 ^1  +  ^ 2 2 ^ 2  ® 2 8 ^ 3  ” Ь  ^ 2 4 ^ 4 *

я 3 =  o£31JCj -{ - oc32jf2 -f- ot33Akj -f- cc34x 4 

х^ — 0 - х .  0 шх„ -}~ 0  • дг̂  -{- 1 * х,  •

(3)

Натижада

« „ V  20|gX|^2 ”Ь" “Ь «44̂ 4̂

формани хосил ^иламиз, бу ердаги а':! сонлар сиртнинг 
алмашинган тенгламасидаги коэффициентларнинг узи.

Аммо (3) алмаштиришнинг ±  1 га тенг детерминанта 
(2) алмаштириш детерминантига тенг б^лганлиги .учун даст- 
лабки ва алмашинган форма дискриминантлари бир-бирига 
тенг булади, яъни:

«11 • ’ ■ «14 а п . . .  а'н

* * • • •

0,4 •
• 1 •

•• а 'и«41 • • «41

демак, У4 детерминант ^авдатан ^ам, сирт тенгламалари- 
нинг инвариантидир.

Худдц юкоридаги каби муло^азалар юргизиб, иккинчи
тартибли

а п х 2 +  2 а 12ху +  а ъгуг +  2 а13х +  2а23у +  а.м =  0

эгри чизиц тенгламаси учун координаталарни алмашти- 

ришга нисбатан ин ариантларни %осил цилинади:

I  (X) = «11 ~ ^ «15! 
« 2 1  « 2 2  ^ “  «11 '1 «32*

« и «121 «11 «12 «13
«21 «22|> 3̂ ~ «21 «22 СОcq<3

«31 «32 «33

М а ш ц л а р

1. Сирт тенгламасини инвариантлари ^исоблансин!

ах? +  2 Ьху +  су'1 +  2ах +  2f)y +  2 уг + 6  =  0.
2. Сирт тенгламасининг инвариантлари ^исоблансиш

*2 +  Уг +  г2 -  (ах +  Ьу +  сг)* ш* 0.



3 -§ . Иккинчи 1артибли эгри чизи^ни унинг ихтиёрий 
коорд'инатлардаги тенгламасига асосланиб текшириш

Тенгламаси ихтиёрий декарт координаталари х у г  га 
нисбатан ёзилган иккинчи тартибли эгри чизик берилган 
булсин:

«11* +  ^^12 Ху "Ь $22У -j -  2(^23^/ “Г « 3 3  —  0.

III бобнинг8-§ ида курсатдикки, координаталарнинг би
рор янги системасига утганда эгри чизиц тенгламасини

а х 2 -f- Рг/2 -j- ах + by +  с - 0

куринишга келтириш мумкин. Координаталар системасининг 
узини топмай туриб, I  (Я) инвариант ёрдамида а  ва Р ко- 
эффициентларни осонгина топа оламиз. Дакикатан хам,

а  — А, 
0

0
Р — X

«и
«2 1

— X 12
«99 X

I {X).

Бундан а  ва Р нинг I  (X) =  0 тенглама, яъни
X2 /А  +  / 2 =  0

тенглама илдизлари булишлиги куриниб турибди.
Бу тенгламанинг иккала илдизя ^ам нолдан фарк;ли део  

фараз килайлик (бу ^ол / 2 ¥=0 да юз беради): Бун дай ва- 
зиятда III бобнинг 8-§  ида курсатилгандек, координаталар 
системасини силжитиш натижасида эгри чизиц тенгламаси
ни ушбу куринишга келтириш мумкин:

а х 2 +  Р у2 +  7 =  0 

13 инвариантдан фойдаланиб, у коэффициентни топиш 
осон:

оундан:

а 0 0 «11 «12 «13
0 Р 0 =  'з = «21 «22 «23

0 0 V «31 «32 «33

I I
I

Шундай к;илиб, 1г Ф  0 шартда координаталарнинг те

гишли системасида эгри чизик, тенгламаси



куринишни олади, бунда %г ва л2 лар 

Дц X "̂12
$21 2̂̂  А<

=  О

тгнгламанинг илдизларидир.
Энди /  (X) =  О тенглама илдизларидан бири нолга тенг 

дейлик (бу хол / 2 =  О да юз беради). Бундай вазиятда а  
ва Р коэффициентларидаН бири колга тенг. Ани^лик учун 
а  =  0 дейлик. III бобнинг 8-§ ида курсатилганидек, эгри 

чизи^ тегишли координаталарда: ’ .

Рг/2 +  2 ух =  О

ёки
р у* 4 - 6 = 0

тенглама билан, чунончи / 3 Ф  0 да биринчи ва / 3 == О да 
эса иккинчи тенглама билан ифодаланади.

13 Ф  0 булсин. Демак, эгри чизи^
Р у2 4 - 2  y.v =  0

тенглама билан ифодаланади. Энди

4- / 2 =  0
тенгламадан / 2 =  0 да Р =  / ,  ни топамиз: у коэффициент- 
ни / 3 инвариантдан фойдаланиб, топамиз:

0 0 у
0  р  О 

у О О

Бундан:

1 / ~ Ь .  _  Л

=  / 3.

Демак, / 2 =  О, 13Ф  0 холда ■ эгри чизик тегишли коор
динаталарда ушбу тенглама билан ифодаланади:

11У* +  2х ] /  — lf  =  0.

Ни^оят, / г =  1Н =  0 ^олни карайлик. Эгри чизи^ тенгла- 
масидаги коэффициентларни кичик е.; миадорларга узгар- 
тирайлик. Бу е .. кушимчаларни шундай танлаб олиш мум- 
кинки, натижада / 2 инвариант нолдан фар^ли булиб чш\а- 
ди ва эгри чизш\ тенгламаси

а I 1 ,,г | *̂ _ л ( 0М 2 +  -1— г  =  О'а



куринишга келадй. Энди e.(.-v  0 да лимитга утамиз. Бун
да (1) тенглама дастлабки эгри чизикнинг каноник тенг- 
ламасига алмашинади.

М и с о л .  Айтайлик. / 2 =  О, / я =  0, а 22 ¥= О булсин. еи  
=  t ва долган ^амма е эса нолга тенг булсин. Энди (1) 
тенгламада лимитга $тиб,

г у

CL 22
а.у, а.,,| =  О

• « и
ни ^осил киламиз.

Пировардида ушбу холни таъкидлаб утамиз: / 3 инвари- 
антнинг нолга тенг булишлиги иккинчи тартибли эгри 
чизицнинг иккита тугри чизища ажралиб кетиши учун 
зарур ва етарли шартдир. Бу фикрнинг туррилигига иш- 
онч ^осил ^илиш учун эгри чизицларнинг каноник щакл- 
лардаги тенгламалари учун / 3 ни хисоблаб чикиш етарли.

М а ш ц л а р
1. Ушбу

(апх2 +  2 апху +  ... +  а33) +  ЦЬпхг +  2 Ъ1гху +  ... +  Ь33) =  О
тенглама билан берилган эгри чизикнинг иккига тугри чизш^а аж- 
ралиб кетишлигн учун к сон ^андай шартни ^аноатлантириши ке- 
рйк? Бу эгри чизи^ ажраладиган турри чизи^лар апхг + 2ах,ху +  ... 
+  а33 =  0 ва Ьпхг-\- 2 hv x y ... +  Ьзъ =  0 эгри чизик,лдрнинг ке
сишиш ну^таси ор^али утиши исбот килинсин.

2. Т^ртинчи даражали

о0х4 +  а\Х3 +  а2*2 +  «3* +  а\ О
тенглама ушбу .

«о//2 + агху + а2х2 + а3х + я4- = 0 , у — ,х% =  0

системага эквивалент. Туртинчи даражали тенгламани ечиш учин- 
чи даражали ва квадрат тенгламлни ечишга келтирилсин (1-машща 
царанг.) '

3. Гипербола тенгламаси унинг марказига ва асимптоталарининг 
бирига нисбатан ёзилса, тенглама ушбу

О
у =  ах +  —

* :

к^ршшшни ^абул килади. а  ва р ни гиперболанинг ихтиёрий коорди- 
наталарда ёзнлган тенгламасидаги коэффициентлар ор^али ифода
ЧИЛИНСИН.

4. Агар эллипснинг перпендикуляр диаметрлари координат у^лар 
сифатида цабул цилиниб, шу диаметр узунликлари тенг булса, эл
липс тенгламаси



кУринишни цабул 1̂ илади. Эллипс тенгламаси ихтиёрий координата- 
ларда ёзилган деб фараз цилиб, а  ва б топилсин.

4 - § .  Ихтиёрий координаталардаги тенгламаси билан 

берилган иккинчи тартибли сиртни текшириш

Иккинчи тартибли едрт турри бурчакли координаталар
нинг ихтиёрий системасида берилган булсин:

а п х а +  2 а 13 х у +  . . .  +  а 44 =  0 .

VII бобнинг 1-§ ида курсатилгаиидек, координаталар
нинг янги системасига утиш йули билан сиртнинг тенгла
маси ушбу куринишга келтирилади:

а х 2 +  (5г/2 +  yz2 +  ах  +  by +  сг +.d =  0.
I  (к) инвариантдан фойдаланайлик:

а  — к 0 0 
/  (к) «  0 р — к 0 

0 0 у — к
Шундай цилиб, а , р, у сонлар I  (к) 

илдизлари булади.
Барча илдизлар нолдан фарцли булсин (73 ф  0). Бун- 

дай ^олда маълумки (VII боб, 1-§), янги координаталарга 
$тиш усули билан тенглама ушбу

а х 2 +  Руа +  yz2 +  б =  0

курцнишга келтирилади.
б коэффициентни / 4 инвариантдан фойдаланиб топамиз, 

яъни!

=  - Я , »  +  / 1Я ,« - / ,Л  +  / Г  

0 тенгламанинг

а 0
Р

У
13 Оц . • а 14,

0 б аи  ■ • ^14
=  V

Бундан:

б =
сфу

h

Шундай килиб, 13 Ф  0 холда координаталарнинг бирор 

янги системага ijmuuiu билан тенглама ушбу

ХдЛ;2 +  k2y2 - f  ksz2 +  ~т~ =  0

куринишга келтирилади; бунда кг, к2, к., сонлар /  (/,) =  0 
тенглама илдизларидир.

I



Знди /  (к) — 0 тенглама илдизларидан бири нолга тенр 
ва долган иккитаси эса нолдан фарцли булсин. Бу з о̂л 
/ я =  0 да юз беради,лекин / 2 Ф  0. Бунда янги координа* 
таларгэ утиш билан (VII боб, 1-§) сирт тенгламаси ушбу

а х 2 +  Ру2 +  2рг =  0,
ах Р;/а + 8 = 0

шакллардан бирини цабул ^илади.
Б уларнинг биринчиси Ф  0 холга, иккинчиси б 09 / 4 = 0  

з^олга тугри келади.
Биринчи холда р  коэффициентни / й инвариантдан фой- 

даланиб топамиз:
а  0  0  0
о р о о
О О О / ;  
О 0  р  о

а = _ а р р .  =  / 11

натижада сирт тенгламаси з^осил цилинади:

/ '
A.jX2 +  к2у* z =  0.

/ 4 =  0 з^олда сирт тенгламасидаги коэффициентларни е(. 

ми^дорларга !3 ф  0 шарт бажариладиган ^илиб узгартира! 
миз. Бунда координаталарнинг тегишли системасига уТйЩ 
билан тенглама янги к5'риниш кабул килади:

U
K x 2 +  к2у2 +  k3z2 +  у-

1 я
0.

Энди е(;. 0 шартда лимитга утсак, сирт тенгламасининр 
каноник шаклини зосил циламиз:

М и с о л .  / 3 =» / 4 =  0 булсин, лекиш

■*п
h i

Ф  0.

е33 =  t деб, долган е^ лар нолга тенг деб фараз ци*
лайлик. Бу з^олда:

и  (О
т а

Оц “ 12 14
а 21 а аз 14
а п  аа  44

*»»
V

а н



Сирт  тгнгламасининг каноник шакли

Х^х2 +  Хгу2

а 11 12 “ 14

а 21 а22 “ 24 
«41 «49 Ол42 U41

On а11 12
а*

Ни^оят, /  (X) =  0 тенгламанинг иккала илдизи хам нол
га тенг б^лгаи ^олда сирт тенгламаси ушбу куринишлар- 
нинг бирини ^абул ^илади:

а х 2 +  2pz =  0 ёки а х 2 -f  8 = 0 .

р ва б коэффициентлар сирт тенгламасидаги коэффици
ент лар билан ^озиргина ^аралган холда иш курганимиз 
(уларни вариациялаш) й^ли билан топилади.

М а ш к л а р

1. Сирт тенгламаси
(ах +  by +  сг +  d) (агх -f- Ьгу +  сгг +  dT) =  0

иинг каноник шакли топилсин.
2. Агар /4 =  0 б^лса, сиртнинг ё конус ёки цилиндрдан иборат 

булишлиги ёки бир жуфт текисликка ажралиб кегиши исбот цилин- 
син.

3. Агар /4 =  0 ва / 3 =  0 б^лса,- сиртнинг бир жуфт текисликка 
ажралиши исбот цилинсин.

5- §. Эгри чизиц диаметрлари, сиртнинг диаметрал 
текисликлари. Эгри чизиц ва сиртнинг маркази

Иккинчи тартибли сирт координаталарнинг ихтиёрий тур
ри бурчакли декарт системасида берилган булсин:

ап х2 +  2а 12 ху - f 0.

Кейинги хисоблашларда ёзувларни (^ис^артириш ма^са- 
дида к;уйидаги белгилашларни киритайлик:

2F — а1Хх2 +  2а1гху +  ... -f a i4,

Fх =  вцХ -f- а^У  «13  ̂ -)- й14,
Fу ~  а ч\х «22У а 2йг ' а 

Fг =  а31х 4- а32у - f  а.мг +  а.
24’

34"

Маълумки, (VII боб, 8- §), берилган X: (г: v йуналиш- 
даги ватарлар, яъни ушбу

а44



тугри чизи^ка параллел ватарлар, урталари диаметрал те- 
кисликда ётади. Сирт (1) тенглама билан берилган деб фа
раз цктб, бу текислик тенгламасини тузайлик.

(х, у, г ) — ихтиёрий ватар уртаси булсин. Ватар охнр- 
ларининг координаталарини ^уйидагича ёзиш мумкин!

хх =  х + и , y1 =  y + \it, г1 = г  +  vt, 
хг =  х — Xt, г/2 =г у — |.i/, гг =  г —  xt.

Бу координаталарни сиртнинг (1) тенгламасига н^йиб, 
цуйидаги тенгликни х;осил киламиз:
2F (х,у,г) ±  21 (XFx (x,y,z) +  (x,y,z) - f  хРг (x,y,z)) -f- 

-f-12 (cfjjA.* -f- Я10Ц" 4~ fl33v'2 _b 2а12Яц -f- 2a2;iH'v 2fl3]VA) *= 0.
Бу тенгликдан f олдидаги коэффициентнинг нолга тенг- 

лиги келиб чи^ади:

X Fх 11 Ру +  v Fх =  0 (2)
Берилган X : jn : v йуналишдаги ватарларгй мос келув- 

чи диаметрал текислик тенгламаси шудир.
Агар сирт марказга эга булса, дар бир диаметрал те

кислик марказдан утади. Демак, сирт маркази
Fx =  0, Fy =  0, F г =  0 (3)

тенгламалардан топилади.
Иккинчи тартибли эгри чизиклар учун иш юкоридаги- 

-га ухшаш олиб борилади. Узил-кесил натижани келтира- 
миз.

Эгри чизи^
2Ф =^ап хг +  2а12ху 4- а 22у2 +  2ашх +  2а23у +  а33 =* 0 

тенглама билан берилган булсин. Фараз ^илайлик:

Ф х =  ап х ~г О12У j  u13,

ф у  =  @21Х  ^23*

Натиж ада X : и йуналишдаги ватарлар, яъни

£  _  L
% ' (X

тугри чизища параллел ватарларга мос■ диаметр

X Фх ~Ь Фу ^  0
тенглама билан ифода цилинади.

Эгри чизик,нинг маркази (агар эгри чизиц марказга эга 
б^лса)

Фд- =* 0, Фу =  0
тенгламалар системасидан ани^ланади.



М а щ ц л а р

1. Агар координаталар боши иккинчи тартибли

a n * 2 +  2а^ху -j- опу2 +  2а13х +  2агзу +  в33 =  О

®гри чизик;нинг марказига к^чирилса, бу чизи^нинг тенгламаси 
ушбу

ОцХ* +  2апху +  а.22у2 + j  — О '2
куринишни .олиши исбот цилинсин.

2. Агар координаталар боши иккинчи тартибли сирт
аих2 +  2а1гху +  ... +  я41 =  0 марказига кучиршка, бу сиртнинг 
тенгламаси янги

U
йп х2 +  а 22(/2 +й33г2 +  2апху + 2агзуг +  2а31гх +  у  =  О 

куринишни олиши исбот ^илинсин.

\  6 -§ . Эгри чизицникг симметрия уцлари. Сиртнинг 
симметрия текисликлари

Ихтиёрий координаталардаги тенгламаси билан бе

рилган сиртнинг симметрия текисликларини топайлик.
Фараз ^илайлик, X : р : v — симметрия текислигига пер

пендикуляр йуналиш булсин. X : р : v йуналишдаги ватар- 
лар ^рталари симметрия текислигида ётганлиги учун, 
симметрия текислиги

X F x -l-fxFi / -|-'vFz = 0  ( I )

тенглама билан ифода ^илинади. X : р : v йуналишнинг (1) 
текисликка перпендикулярлигидан:

au k -f ol2|x 4- o13v _ an l  — а22\.i +  a ,3v _  аЯ1Х +  д32м +a33v .

Я и v (2)

Тенгламаларнинг бу системасидан X : р : v ни топиб (1) 
тенгламага куйсак, сиртнинг симметрия текислиги тенг
ламаси ^осил булади.

, X : p:v ни (2) системадан топишни соддалаштириш мак,са- 
дида (2) даги учта нисбатнинг умумий цийматини I  билан 
белгилайлик. Натижада эквивалент системани >;осил ^и- 
ламиз:

(«11 ~  Ш  + «121* + °l iV = 0,|
а-цХ +  ( а 22 —  Е)м -f- а.и \ =  0, > /3 \

а31Х +  a32p +  (axt —  | ) v  _■ 0.J



Аммо К, p, v сонларнинг хаммаси хам бирданига 
Нолга тенг эмаслиги учун:

м*
‘il
а. ‘ 32

13
a2i
а .п 5

- / ( £ ) =  о.

1 Бу ердан |  ни ани^лаб ва уни (3) снстемага цуйпб, 
бу системадан v ни топамиз.

Сиртнинг симметрия текисликларини топишни билгач, 
координаталарнинг шундай системасини топиш осонки, 
унга нисбатан сирт тенгламаси каноник шаклни олади.

Мисол келтирайлик.
Айтайлик, сирт инвариантларини текшириш натижасида 

унинг эллипсоид эканлиги аницланган булсин. Бу ^олда 
унинг каноник тенгламаси цуйидагича булади:

М '2 +  К у* +  ч г* +  т  =  °-
‘3

Бундан координат текисликларининг сирт учун сим
метрия текисликлари булиши куриниб турибди.

Агар I  (?) =  0 тенгламанш г | г, £г, 13 илдизларининг 
учаласи хам турли булса, бу текисликлар курсатилган 
усул билан ягона равишда ани^ланади. Лекин илдизлар 
орасида бир хиллари учраса, курсатилган усул ягона ечим- 
ни бермайди (айланма сирт ^оли), бундай такдирда коор
динат текисликларнинг симметрия текисликлари булиш 
талабига перпендикулярлик шартини цушиш керак.

Яна мисол курайлик. Сирт гиперболик парэболоиддан 
иборат дейлик. Бундай ^олда фа^атгина иккита симмет
рия текислиги бор, холос; улар координат текисликлардир. 
Координаталар боши гиперболоид у^ининг (яъни симмет
рия текисликлари узаро кесишган тугри чизигининг) сирт 
билан. кесишган нуцтасида булади.

Иккинчи тартибли эгри чизи^ларга тегишли булган 
мулохазалар ушбу хулосага олиб келади:

Иккинчи тартибли эгри чизик;ларнинг симметрия учлари

к Ф* +  р Ф у =  О 

тенгламадан ани^ланади. Ушбу

(au  — I) А +  а12 р =  0, 
а 21Х +  (а22 — | )  р =  О



системадан эса А,: ц топилади, бу ерда \ сон I  (с) =  О 
тенгламанинг илдизидир.

Координаталарнинг иккинчи тартибли эгри чизиц тенг- 
ламасининг каноник шаклда ифодалаш имкониятини бе- 
радиган системаси юцорида сиртларга нисбатан татби^ 
килинган фикрларга ^хшаш мулохазалар асосида топилади.

М а ш ^ л а р

1. Доиравий конус уци топилсин:

х2 +  I/2 +  г3 — {ох +  by +  сг)а =  0.

2. Параболанинг учи ва уци топилсин:
(ах + Ьу + c f  +  ах +  $у +  у =  0.

7 -§ . Гипербола асимптоталари.
Гиперболоиднинг асимптотик конуси

Гипербола ихтиёрий координаталардаги тегламаси билан 
берилган булсин:

2  Ф =» а п хг 4- 2ахгху +  а22у* 4- 2а1?х +  2а2Яу +  аэз =  0.

Унмнг асимптотлари тенгламасини топайлик.
Координаталарнинг шундай х гу'^системасига $’тамиз- 

ки, унда гипербола тенгламаси каноник шаклга эга:
2 Ф' — а х '2 4-  ?>у'2 +  у =  0.

Координаталарнинг бу системасида иккала асимптота з̂ ам

а х 'г 4- $у '2 ~  0, яъни 2 Ф '  — у — О
тенглама билан ифодаланишини биз биламиз (III боб, 4-§).  
Агар энди ху координаталарга ^айтсак, гипербола учун 
яна (1) тенгламани досил ^кламиз, демак, унинг асимп
тотлари учун 2 Ф — у =  0 вужудга келади.

Тенгламага кирган доимий у нинг у 1 га тенглиги маъ-
• 2

лум (III боб, 3-§). Демак, умумий тенгламаси берилган 

гипербола асимптотларининг тенгламаси

2Ф — !д =  о  
12

дан иборат.
Х удди шунга £хшаш мулох^заларни (бир паллали, ик

ки паллали) гиперболоид
2 F  шт аи  хй +  2а12 ху  4 - . . .  +  а и  =  О



Г* нисбатан татбик, кдлиб, унинг асимптотик конуси тенг- 
лакасини топамиз:

2 F —  у- =  0.
' з

М а ш к л а р

1. Гиперболанинг асимптоталари топилсин:

(ах -\-Ьу +  с) (алх +  Lty -f с{) =  conit._

2. Гиперболанинг асимптоталари топилсин:

К (ах ~f- by -j- c f  +  \л (a±x +  byy -f- Cj)2 =  v, кц < 0.

8 -§ . Эгри чизицнинг уринмаси. Сиртнинг уринма 
текислиги

Иккинчи тартибли эгри чизиц умумий куринишдаги
2 Ф =  а п х* +  2а12ху +  ... +  а33 =* 0

тенгламаси билан берилган булсин.
Унинг ихтиёрий А0 (а'-0, у0) нуктадаги уринмасининг 

тенгламасини тузайлик.
Эгри чизщнинг уринмаси таъриф буйича кесувчи g 

нинг k и у к. та Л0 га чегарасиз як(инлашгандаги лимитидир 
(88-расм).

А (х> У) уринманинг ихтиёрий нуцтаси булсин. К есув- 
чидаги А нуцтага энг яцин ’ булган ну^тани А '(х ', у') 

билан белгилайлик. Равшанки: К-*-А0 

да А' —>■ А.
К  ну^танинг координаталари ни А0 

ва А' нукталар координаталари ор^али 
ушбу куривишда ёзиш мумкин:

X K = x 0 + t (х '— х0), у к =  у0-Ь* (У'— Уо)-

К  ну^та координаталарини эгри чи
зик; тенгламасига ^уйиб, цуйидагини хо
сил киламиз:
2 Ф|/< =  2 Ф|л0 +  2t { (х — хп) Фл j,40 +
+  («/' -  У о) %  к )  +  ** {«11 (* ' Т  Х0)*+  . 88- расм.
+  2а12(х' — х„) {у' — г/о) +  й22 (У — Vo)2} =  
бунда А ёнидаги индекс х Е.а у сифатида л 0 нур;танинг . 
координаталарини олишни билдиради. Ао ну^та эгри чизиц- 
да ётганлиги учун Ф | Ло =  0. Шу сабабли тенгликни t га 
^ис^артириш мумкин.



Натижада:
2 (х х 0) Ф* (х0, уй) +  2 (у ' у0) Ф „ (х 0, у0)

-|- t {ct\i (х Xq) (х х,-) ((/ Уо )~Ь
+  а 22 (у ' — уо)‘ } =  0.

Энди /С ->Л 0 булсин. Бу чогда ^->-0 ва Л ' - > А  (яъни 
х' х, у' ->■ у: ни^оят

(х ,х 0) Ф х (х0, i/0) — (у г/0) (*о> Уо) ( 0

ни ^осил циламиз.
Бу тенглама х, у га нисбатан чизицли, бинобарин у 

цандайдир турри чизиц тенгламасидир. Уринманинг ихтиё
рий А нуктаси у ни цаноатлантиради. Демак, бу уринма 
тенгламасидир.

Сиртнинг Л0 ну^таеидаги уринма текислиги деб шун
дай текисликка айтиладики, сирт устида ётиб А ну^тадан

утувчи эгри чизи^ларга утказилган 
уринмалар унда ётади (89-расм). 
Иккинчи тартибли

2 F ^ a 11+ x2+ 2a12 ху+  . . . +  а и  *=0

сиртнинг А0 (х 0> у0, г0) нуцтаси- 
даги уринма текислиги тенгла
масини тузайлик.

А нук,тадан ихтиёрий а  текис
лик утказамиз.. Иккинчи тартибли 
сиртни бу текислик иккинчи тартиб
ли эгри чизи^ /?о буйича кесади.

ka эгри чизицка А0 нуктада 
уринма Утказиб, ундаги ихтиёрий 
нуктани А (х, у) орцали белгилай- 
лик (90-расм). ka да А0 га яцин К 
ну^тани олиб, А, К ну^талардан 
кесувчи g  ни утказамиз. Айтайлик, 
А' ( х \  у , г )  ну^та кесувчида А 
га энг яцин нуцта булсин. Равшан
ки, К-+А0 да A' - v  А булади.

К ну^та координаталарини А0, А' ну^таларнинг коорди.- 
наталари ор^али хк =? х 0 + t (х — х0), ук =  у0 +  Ку' — Уо)> 

Z K = zo Jr t ( z' — 20) куринишда ифодалаш мумкин.
К нуктанинг координаталарини сирт тенгламасига цу- 

йиб ушбу

2F |^0 -f- 2t { (х — х0) Fx \A<s -f- (у — уд) Fу \Аа -j-



+  (г' — z0) Fz |Ло} +  t* {an  (x ' — x0)2 +
+  2a12 {x — x 0) (г / — y 0) +  ...} =  0 

тенгликни досил киламиз.
Ammo 2 F  |л0 =  0, чунки A0 нуцта сирт устида ётади.-

(2) тенгликни t га булиб ва К-+А0 да лимитга утиб- 
(х —  х0) Fx |Ло +  (у — Fу \До +  (г — z0) Fz \Ао =  О 

ни досил киламиз.
Бу тенглама х, у, z га нисбатан биринчи даражали 

булганлиги учун у бирор текисликни беради. Аммо уни 
А0 нук>тадаги ka уринмада ётувчи исталган А ну^та 
координаталари хохланган а учун ^ам цаноатлантиргани 
сабабли, бу тенглама сиртнинг А0 ну^тадаги уринма те
кислик тенгламаси булади.

М a ui ц л а р
1. Иккинчи тартибли сиртнинг Р нуцтасидаги уринма текислиги1 

Р  нуцтадан утувчи диаметрга параллел булган ватарларга мос кел- 
ган диаметрал текисликка параллел булиши исбот цилинсин.

2. Иккинчи тартибли эгри чизиц 2 Ф =  ап х2 2 а12 хг/
4 - а33 =  0 тенглама билан берилиб, Ай (*0, у0)— унда ётмаган нуцта 
булсин. А0 орцали ихтиёрий т^три чизиц g ни утказамиз. А (х, у) 
шу т}три чизикдаги ихтиёрий нуцта булсин. g т^гри чизицнинг ис-- 
талган В нуцта координаталарини ушбу

xB = x 0 + t (х — х0), yB =  y0+ t  (У — Уа)

куринишда ифодалаш мумкин. 2 Ф — 0 эгри чизицнинг g тугри чц-- 
зил; билан кесишган Вь В г нуцталарига мос келган t параметрнинр
цийматлари квадрат тенглама

2 Ф (x0 + t (х — х0), у0 + t (у — у0)) ■== О (3)

дан топилади. g тугри чизщ уринмага яцинлашгани сари (3) тенгла
ма илдизлари бир-бирига я^инлаша боради. .

Шу муло^азаларга суянган х;олда Л0 нуцтадан чи^иб иккинчи 
тартибли эгри чизивда уринадиган бир жуфт уринма тенгламаси ту- 
вилсин. ,

3. Учи А0 ‘(х0, Уо> го) нуцтада булиб, иккинчи тартибли ^эгри чи* 
зиц 2 F =  0 га уринадиган конус тенгламаси тузилсин.

- х у г „
4. Уци ^  ”  — тугри чизища параллел булиб, иккинчи'.

тартибли эгри чизиц 2 F =  0 га ташци чизилган цилиндр тенглама
си тузилсин.

5. Бир паллали гиперболоид ва гиперболик параболоиднинг урин~ 
ма текислиги сиртни иккита тугри чнз!щ буйича кесиб утиши исбот
1\ИЛИНСИН.

6. (х0, (/о. го) нуцтадан утувчи иккинчи тартибли фокусдош бул-
ган

J l  +  -У—  +  г -  =  1 .
c P + l  &3 +  А с2 +  Я,

сиртларнинг шу нуцтада тугри бурчак остида кесишганлиги исбот 
к,илинсин. х0, у0, г0 нук;та координат текисликларнинг биттасида ^ам1 
ётмайди деб фараз цилинади.



ЧИЗИКЛИ АЛМАШТИРИШЛАР

1-§.  Ортогонал алмаштиришлар

Фараз цилайлик, F  фигура ^аракат ёки кузгу кайтиши 
тсушилган харакат натижасида бирор F ' фигурага алма- 
хпинган булсин. Бу ^олда F ' фигура F дан ортогонал ал- 
маштириш натижасида ^осил ^илинган деб айтилади. Маъ- 
лумки фигурани ортогонал алмаштиришда унинг нуста
ла ри орасидаги масофа узгармайди.

F фигурага к;арашли ихтиёрий А (х, у, г) ну^та коор
динаталари билан берилган F ' фигуранинг мос А' {х , у ' , г') 

■нуктаси координаталари орасидаги богланншни топайлик.
Координаталарнинг s (х, у, г) систе

маси F фигура билан ^аттик богланган 
деб куз олдимизга келтирайлик. Бунда 
ортогонал алмаштириш натижасида бу 
г.истема координаталарнинг ^андайдир s' 
системасига утиб, унга нисбатан А1 

ну^та координаталари х, у, г булади 
(91- раем). Демак, агар А' нуцтанинг s 

системага нисбатан координаталари 
маълум булса, шу А' нуктанинг s сис- 
темадаги координаталарини аник;лаш ма- 
саласини х>ал килиш керак экан.

Маълумки, (V боб, 4-§),  нуктанинг иккита т^гри бур
чакли декарт ’ координаталари орасидаги богланиш ушбу 
формулалар билан ифодаланади:

91- раем.

х  =  ап х  - f  а 12у +  а 13г +  аш  

У f =  « 21* « 22У +  a23z -j-- « 24» 
г  «з2</ Ч- « Заг + ^ 3 1 .г =  а п х

(О

бундаги коэффициентлар ^уйидаги шартларни ^аноатлаИ' 
тиради:



Юцоридаги муло^азаларни эътиборга олиб, бундай ху* 
лоса чщарамиз: хар кандай ортогонал алмаштириш ко- 
эффициептлари (2) шартларни цаноатлантирадиган (1 )  
формулалар билан ифодаланади.

Тескарисини (2) шартларда  (1) формулалар билан 

бериладиган %ар цандай алмаштириш ортогонал алмаш
тириш булишини, яъни алмашинган фигура берилган фи- 
гурадан ^аракат ёки кузгу ^айтиши цушилган з^аракат 
зфсил ^илинишини исбот ^илайлик.

Фараз цилайлик, Аг [хг, ylt z j  ва Аг (л:2, ,ry2, z2) — F  
фигуранинг ихтиёрий иккита ну^таси ва Л /  ( х / ,  х2' , х3')г 
А2 (х2 , у2 , z2') — F ' фигуранинг мос ну к, талари булсин. 
А[ ва А'2 нук,талар орасидаги масофа квадрата

( х ^ — л'2, )2 +  (^1 — У2 )2 +  (zi z2 )а 
га тенг. Агар v6y формулага х / , х2' , у\, у2' , z / ,  г2 
учун ёзилган (1) формуладаги ифодаларни куйсак ва (2)  
шартлардан фойдалансак:

(дс, — х2)2 +  (Ух — у2)2 +  (г\ —  г2)2

ни хосил циламиз.
Шундай килиб, F  фигуранинг исталган икки ну^таси 

орасидаги масофаси F' фигуранинг мос ну^талари орасида
ги масофага текг. Демак, F фигура F' фигурага тенг ва 
F' фигура F  дан х.аракат ёки кузгу цайтиши цушилган 
з^аракат натижасида ,\осил булади.

Ортогонал алмаштнрлшлар геометрик жиз^атдан уз-узи- 
дан равшан хоссаларпа эга булса-да, уларни (I) формула
лар ёрдамида аналитик текшириб куриш з(ам мумкин:

1. Кетма-кет бажарилган иккита ортогонал алмаш
тириш натиусаси яна ортогонал алмаштиришдир, яъни 
агар F ' фигура F  дан ортоганал алмаштириш натижасида 
F" фигура эса F ’ дан ортогонал алмаштириш натижасида 
з^осил цилинган б^лса, F" фигура F дан ортогонал алмаш
тириш натижасида з^осил булади.

2. Ортогонал алмаштиришга тескари алмаштириш  
ортогонал алмаштиришдир, яъни агар F' фигура F  дан 
ортогонал алмаштириш натижасида з^осил цилинса, F  фи
гура F' дан ортогонал алмаштириш натижасида з^осил пи
ликали.

3. Айнан алмаштириш, яъни

х — х, у' =  у, г' =  г

формулалар билан ифодаланеан алмаштириш ортогонал 

алмаштиришдир.



Ортогонал алмаштиришлар текисликда ^ам юк;оридаги 
-сингари таърифланади ва улар ^ам шунга ухшаш хоссалар* 
га эга. Улар

X' — @цХ "Ь <̂12у -f- я13,
У ~  ^21* “Ь ^ггУ “Ь Oja 

формулалар билан ифодаланиб, бундаги коэффициентлар 
уш бу шартларни цаноатлантиради:

й ц а -]-о 212 =  1, ,

Я122 +  fl222 =  Ь aHfl12 "Ь 021а22 ~  0.
Тугри бурчакли декарт координаталарини алмаштириш 

формулалари (II боб, 7-§) ортогонал алмаштириш форму- 
лалари билан бир хил булгани учун, III боб 8- § да иккин
чи тартибли эгри чизщлар тенгламаларини каноник кури
нишга келтиришга тааллу^ли натижалардан хулоса чщара- 
миз: иккинчи тартибли ^ар цандай эгри чизи^ни ортогонал 
алмаштириш й^ли билан ушбу

а х 2 +  p/72 +  v =  0, 
а х 2 +  $у2 =  0, 
а х 2 -Ь 2ру =  0, 

а х 2 +  с/ =  0,
* 2 =  0

типлардаги эгри чизщларнинг бирига алмаштириш мумкин.

М а ш к л а р 
■s

1. Шундай ортогонал алмаштириш формулалари тузилсинки 
у ху (г/г, гх) текисликни уз-узига, ху текисликни хг (уг) текисликка 
^тказсин.

2. Шундай ортогонал алмаштириш формулалари тузилсинки, у 
координаталар бошини уз урнида цолдирснн, х  ук,ини эса

' ’ —  =  У- =  JL
X [г v 

турри чизи^ца алмаштирсин.

2- § . Аффин алмаштиришлар

Ортогонал алмаштиришлар фигураларнинг аффин ал- 
маштиришлари+деб аталадиган умумийро^ алмаштириш- 
ларининг хусусий ^олидир. Аффин алмаштиришлар ушбу 
формулалар билан ифодаланади:

х ’ =  а п х  +  а 12у +  av,z +  а 14>]
У —' О ц Х а ггу + a ^ z a 2i,f (1)
2 =  а.а х +  а32у +  а....г +  а.ы,)



бундаги а а коэффициентлар исталган ха^икий сонлар бу
либ ягона

Ct .. Q-io Cl-i
A =

11 “12 ul':, 
21 a 2, a2j
31 b’ l

Ф 0 (2)

шартни ^аноатлантиради. Маълумки, бу таъриф коорди
наталарни танлашга нисбатан инвариант хусусиятга 

эга, чунки координаталарнинг битта системасига нисбатан 
нукта координаталари унинг исталган бопп^а системадагп 
координаталари орцали чизицли тенгламалар билан ис[ ода- 
ланади.

Аффин алмаштириш осонгина текширилиб курнладиган 
ушбу хоссаларга эга:

1. Кетма-кет бажарилган иккита аффин алмашпш- 

риш натижаси яна аффин алмаштиришдир.
2. Аффин алмаштиришга тескари алмаштириш. %ам 

аффин алмаштириш булади.

3. Айнан алмаштириш аффин алмаштиришдир.

Бу хоссаларнинг хаммасинн (1) формулалар ёрдамида 
осонгина текшириб куриш мумкин. Масалан, иккинчи хос- 
сани текшириб курайлик.

(1) системани х. у, г ларга нисбатан ечиб (система де
терминанта нолдан фар^ли), цуйидагиларга эга буламиз:

х =  а'пх ' +  a'l2y ' +  au z ' + а и,\ . 
у =  a2lx' +  а'22у' +  a23z' +  а24,1 (3)
z =  a3lx ’ + а32у' +  a '3z' +  a3J  

бу ердаги ay коэффициентлар, г, / ^ 3  булганда Д даги ац 

элементларнинг келтирилган алгебраик тулдирувчиларидир. 
Маълумки, а'.; дан тузилган Д' детерминант Д-"1 га тенг. 
Бундан хулоса чицарамиз: (* ', у ’ , г') нукдага (3) форму
лалар буйича (х, у, z) нуцтани мос келтирувчи алмаш
тириш, яъни (1) аффин алмаштиришга тескари алмашти
риш яна аффин алмаштиришдир.

Пировардида аффин алмаштиришнинг ягопа равишда 
аникланиш масаласига тухтаб утамиз: агар би т т а  текис- 
ликда ётмаган mijpmma нуцтанинг образлари берилса, 

аффин алмаштириш ягона равишда анщланади. >^а^ица- 
тан ^ам, (1) даги тепгламаларнннг бириичисига берилган 
туртта нуцта ва улар образларининг координаталарини 
цуйиб ушбу

х  ̂ =  а и хх a l2yx — — at i , 

х2 ОцХ2 ■ а12у2 ;~ a x̂ z2 ~(~ а^^9



Хд — ^11^3 -Г & аУ а  Н @1л%з Ч~ ^14»

Х4 ~  ^11^4 ~t" ^12^4 “Ь 1̂3 4̂ _Ь 1̂4»
тенгламалар системасига эга буламиз.

Бу тенгламаларни ап , а12, а 1а, а 14 ларга нисбатан 
тенгламалар системаси деб караш мумкин. Система детер- 
миианти:

*1 Ух Zi 1 х2 —  х1 У 2 Ух Z* — Zi
*2 Уг z2 1 =  — х3 — хг У з~ Ух 4 ~ zx

*3 Уз *3
1 xt — хг У А Ух z 4 — 2 ,

*4 У* *4 1

абсолют ^иймат жи^атдан учлари берилган туртта ну^- 
тада булган тетраэдр ^ажмининг олти бараварига тенг, 
демак, детерминант нолдан фаркли. Шундай килиб кур- 
сатилган системадан а п , а 12, а^ , а ,4 коэффициентлар 
ягона равишда ани^ланади. (1) формуладаги бошка коэф- 
фиииентларнинг ягона равишда аницланшии ^ам шунга 
ухшаш исбот ^илинади.
- Агар битта mijFpu чизицда ётмаган учта нуктанинг 

образлари берилса, текисликдаги аффин алмаштириш 

ягона равишда анщланади.

М а ш к л а р
/

1. (О, 0, 0), ( 1, 0, 0), (0, 1 , 0), (0, 0. 1) нунталарни (xv ylt гх), 
(х2, i/3, г2), (х3, Уз, г3), (хг, с/4, г±) ну^таларга алмашгирувчи аффин 
клмаипириш формулалари тузилсин.
, 2. Текисликда шундай аффин алмаштириш .формулалари тузил- 
пгн.чи, бу алмаштириш натижасида х ва у координат ук;лар берил
ган ушбу

ах +  by +  с == й, агх +  Ьгу +  е4 ■■ 0 
иккита турри чизивда алмашсин.

3 -§ .  Тугри чизиц ва текисликни аффин алмаштириш

Аффин алмаштириш формулалари:

х ' =  ап х +  а 12у +  aVJz +  а14,
У "  ^ 21'^ ^ 22У ^ 2,‘{̂   ̂* Яол. А - -
г' =  aslx +  а32у +  a33z +  а 34> ‘31

а 12

о гг
а 32

“23
®Я9

Ф  0, (1)

нинг х, у  ва z га нисбатан бир кийматли равишда ечи- 
лувчанлигидан турли нуцталарнинг аффин алмаштириш- 

да яна турли нуцталарга $тиши ва %ар бир, (х ' , у', г ') 

нукта цандайдир (х, у, z) нуцта учун образ вазифа- 
сини бажариши келиб чицади.



Аффин алмаштиришда текисликнинг текисликка, 

mijfpu чиз1щнинг тррри чизища утишини ва параллгллик- 

нинг сацланишини исбот цилайлик.
Фараз ^илайлик, а  — ихтиёрий текислик,

ах  +  by +  cz +  d =  0 (2)

эса унинг тенгламаси булсин. (1) аффин алмаштириш на
тижасида о  текислик ^андайдир о ' фигурага алмашинади. 
Аммо сг га тегишли хар бир нуктанинг 'координаталари
(2) тенгламани цаноатлантиргани еэ о ' фигурада унга 
мос келган нуктанинг координаталари ор^али чизи^ли 
ифодаланганлиги сабабли, а  нукталарининг координаталари 
чизикли

а ' х '  +  Ь'у' +  с'г' + d '  =  0 (2')

тенгламани цаноатлантиради; бу (2') формула эса х, у, z 
ни х ' , у ', г' -орцали олдинги параграфдаги (3) формула- 
ларга биноан чизикли ифодаларига алмаштириш натижа
сида ^осил булади. (2') тенглама айниятдан иборат були
ши мумкин эмас, чунки х ' , у ', г' урнига (1) формула 
буйича х, у, г ни киритсак биз яна (2) ни ^осил ^илиши- 
миз керак.

Шундай ^илиб, о' фигура (2') тенглама билан ифо- 
даланган текисликда ётади. Энди о ' нинг шу текислик 
билан устма-уст тушишини, яъни бир-бирини тула ^опла- 
шини исбот ^илайлик. Хаци^атан х.ам, (х‘ , у ', г ')— тенр* 
ламаси (2') булган текисликнинг исталган ну^таси бул
син. Унинг (1) га тескари булган аффин алмаштиришда- 
ги образи (2) тенгламани цаноатлантиради, девдак о ' га 
тенг тегишли булади.. Бундан о ' нинг (2') текислик. би
лан устма-уст тушиши (тула ^опланиши) тугрисида хулоса 
Чйцарамиз: бош^ача айтганда сг' фигура (2) текисликнинг 
^зидир (унинг бир. кисми эмас). Бу мулохазалар аффин 
алмаш’гиришда текисликнинг текисликка утишини исбот 
этади.

Аффин алмаштиришда текисликнинг текисликка ути
ши ва аффин алмаштиришга тескари алмаштиришнинг яна 
аффин булганлиги сабабли, турли текисликлар яна т у р 

ли текисликларга утади.
Турли нуцталарнинг аффин алмаштиришда турли и у с 

тала рга утганлиги сабабли, параллел текисликлар яна 
параллел текисликларга утади.

Тугри чизш$ орцали иккита турли текислик утказиш 
мумкинлиги ва аффин алмаштиришда турли текисликлар



яна турли текисликларга утганлнга учун т угри чизиц 
аффин алмаштиришда яна т угри чи зи щ а  утади.

П араллел турри чизиклапни иккита параллел текнс- 
ликнинг учинчи текислик билан кесишмасн сифатида i^a- 
раш ёки таърифлаш мумкинлиги ва параллел текислик- 
ларш ш г аффин алмаштиришда яна параллел текисликларга 
утиш лиги сабабли, аффин алмаштиришда параллел  
турри чизьщлар яна  параллел т угри чиыи\ларга 
утади.

П араграфнинг пировардида текисликдаги аффин алмаш- 
тпришлар юкоридагиларга ухшаш хоссаларга эгалпгини 
таъкидлаб утамиз. Чунончи, текисликдаги аффин алм аш 
тиришда mijFpu чизиклар ян л тугри, чизикларга утади  
ва параллеллик  сацланади.

М а ш ц л а р

1. ху , уг, гх  дан иборат координат текисликлар (1) аффин ал
маштиришда кандай текисликларга  утиши топилсин.

2. Координаталар уклар и (1) аффин алмаштириш натижасида 
цандай тугри чизикларга утиши топилсин.

4- §,. Аффин алмаштириш нинг асосий инварианта

О ртогонал алмаштириш да ну^талар орасидаги масофа 
узгармайди. Шу м уносабат билан нукталар орасидаги 
масофа ортогонал алмаштириш инварнанти деб айтиладн. 
О ртогонал алмаштиришнинг бошка куп инвариантларпни, 
чунончи, тугри чизиклар орасидаги бурчакни, учбурчак 
юзини тилга олиш мумкин эди. Н уцталар орасидаги масо
фа энг содда инвариант булиб цолмай, у асоспй инвари
ант ^ам, чунки колган  ^амма ннварпантлар у ор^али 
ифодаланиш и мумкин.

Аффин алмаштиришда нукталар орасидаги масофа 
одатда узгаради, ш унинг учун нукдалар орасидаги масо
фа умумий аффин алмаштириш нинг инвариант» булмаиди.

Аффин алм аш т ириш нинг энг содда ва ш у билан бир  
всщтда асосий инварианты тугри чизикдаги уч ну /упанинг  
содда нисбатидан иборат. Турри чизицдаги учта А, В, С 
нукт а н и н г  содда нисбати деб цуйидагича аницланган

АВ  

ВС

сонга айтилади.
TyFpn чизикдаги учта ну^та содда нисбатининг аффин 

алмаштириш да сацланиши курсатилади, яъни агар А , В , G



ну^талар аффин алмаштириш да А ',  В ' ,  С' нуцталарга ал- 
машинса, у ^олда:

(A B C )  =  ( А 'В 'С ' ) .
У мумпятликни чегараламасдан А, В, С ну^талар х  

укида ётади деб хисоблаш мумкин (АВ  турри чизикни х  
уки сифатида ^абул килнш мумкин.). Бундан таш кари Л ', 
В ' ,  С' нуцталар хам х  у1\ида ётади деб хисоблашимиз 
m v m k i i h , чуики содда нисбатни бузмайдиган ортогонал 
алмаштиришни (чункн у кесмалар узунлнкларннл саклапди) 
цулланиб, А ' , В ' ,  С' ну^таларни х ам и та  х  укига кучи- 
рпш мумкин. Б ун дан  холда

(ABC) =  (А 'В ' С ' ) •
i /l ~ ХС \ \ХВ ‘ J'C'|

Аммо А ',  В ', С '  нуцталарнинг л-' координаталари билан 
А, В, С нут\таларнинг х  координаталари орасидаги богла- 
ниш

х  =  а п х  -J- а ы ,

тенгликдан иборат: энди (ABC), (А' В ' С ')  дан иборат 
содда нисбатларнинг тенглигини текшнриб куриш ж уда 
осон.

М а ш ц л а р

1. Ихтиёрий учбурчакни тенг томонли учбурчакка алмаштиради- 
ган аффин алмаштириш мавжудлиги исбот ^илинсин. Меднаналар- 
нипг кесишган ну^таси яна меднаналар кесишган нуцтасига утиши 
исбот ^илинсин.

2. Аффин алмаштиришни цулланиб, берилган >̂ ар ^андай парал- 
лелограммни квадратга айлантириш мумкинлиги пейот килинсин. 
Ихтиёрий т^ртбурчакни аффин алмаштириш квадратга айлантирадими?

3. Кандай шарт бажарилганда текисликнинг олдинги параграфи- 
даги (1) формулалар билан берилган аффин алмаштириш бирор ну^- 
тани уз урнида к/элдиради?

5-§.  Иккинчи тартибли эгри чизи^лар ва сиртларни 
аффин алмаштириш

Иккинчи тартибли эгри чизи^ координаталари иккинчи 
даражалн тенгламани ^аноатлантирувчи нуцталарнинг гео
метрик урни сифатида таърифланганлиги, нукта коор
динаталари эса узининг аффин алмаштиришдаги образ- 
ларининг координаталари орцалн чизикуш ифодаланганли- 
ги сабабли, иккинчи тартибли эгри чизщ аффин алмаш

тиришда яна иккинчи тартибли эгри чизища утади.



Ш унга ухшаш иккин чи  т арт ибли  сирт аффин алм аш 
тиришда яна иккинчи т арт ибли  сиртга утади.

Аффин алмаштиришда турри чизиклар яна турри чизиц* 
ларга утиб, шу билан бирга уларнинг параллеллиги ^ам 
сацланганлигн, учта нуцта содда нисбатининг са^ланнш и— 
ж умладан, кесма уртасининг мос кесма уртасига утишли- 
ги сабабли аффин алмаш т ириш да иккинчи т арт ибли  
эгри чиз1щ диаметр лари я н а  диаметрларга утади, цуш- 
ма диаметрлар яна  куш м а  диаметрларга еа марказ яна  
марказга  утади.

Иккинчи тартибли сиртлар аффин алмаштиришда т у н 
га ухшаш хоссаларга эга.

Аффин алмаштиришда хакикий иуцталар хак^щий нуц- 
таларга, м авхумлари— яна мав^ум нукталарга утганлиги- 
дан, аффин алмаш т ириш да %ацщий згри чизьщ %ацш$ий 
эгри ч и з и щ а , м авхум лари  эса яна  мав.\ум эгри чизиклар - 
га утади.

Равшанки, чекли фигуранинг аффин алмаштиришдаги 
образи хам чекли фигура булади, фигура чексиз булса, 
унинг образи — яна чексиз фигурадир.

Аффин алмаштиришнинг юцорида курсатилган хосса- 
ларининг натижаси тарицасида ушбу хулосаларга келамиз:

И сталган аффин алмаш т ириш да эллипс яна эллипсга,  
ги п е р б о ла — гиперболага, парабола  — параболага, б и р  
жуфт кесишувчи т угри  ч и з щ  — бир жуфт кесишувчи  
т угри  ч и зи щ а ,  бир  жуфт параллел т угри  чиз!Щ — бир  
жуфт параллел т угр и  ч и з и щ а  утади.

Иккинчи тартибли сиртлар тунрисида ш унинг сингари 
хулосалар чикариш мумкин.

Аффин алмаштириш натижасида бир-бирига алмашина- 
диган икки фигура аффин эквивалент  деб аталади.

Барча эллипс л ар

X2 +  у2 =  1

айланага аффин эквивалентдир.
Барча гиперболалар тенг ёнли

х2— у2 =\

гиперболага аффин эквивалентдир.
Барча параоолалар

У — х2

параболага аффин эквивалентдир.



М исол тарщ асида биринчи даъвони исбот цилайлик. 
И сталган эллипс ортогонал алмаштиркш натижасида

эллапсга алмап-1тирилиши мумкин. Бу эллипс эса координат 
укларга нисбатан бир текисда ушбу

тенгликлар билан ани^ланган ^нсиш (чузнш) натижасида

x '2 +  t/'2 =  1

айланага утказилади.
Фазо билан иш курилган холда иккинчи тартибли сирт- 

лариннг аффин эквивалентлиги хакида юкоридаги даъволар 
урпнлнднр.

Пироьардида ушбу хоссани исбот ^иламиз: т екислик-  
даги хар цандай аффин алм аш т ириш ни учт а алм аш т и
риш ни  кетма-кет бажариш натижасида хосил цилиш  
м ум кин , улар: Цзаро перпендикуляр и кки т а  т у г р и  чизи%- 
ща нисбатан бир  текисда цисиш (чузиш ) билан бирор  
ортогонал алмаитшришдан иборат булади.

И сбош  осон. Аффин алмаштиришда

х 2 +  у* =  1
айлана бирор Ё  эллипега утади (9 2 -раем.) Айтайлик, А' 
ва В ' — унинг бирин-кетин келган иккита учи, 0 ' — маркази> 
А  ва В  — айлананинг эллипедаги А ',  В' ну1\таларга мос 
келган нумдалари булсин. О А  ва ОВ  тугри чизш уир узаро 
перпендикуляр, чунки улар 
доиранинг к^ш ма диаметр- 
ларидир (чунки улар эл- 
липснииг ^ушма диаметр- 
лари: О' Л ', О' В '  га мос 
келади).

Координаталарнинг ик
ки системасинл, яъни мус
бат ярим уцлар х ва у си
фатида О А  га ОВ  ту Fpii чи- 
зик/тарни олиб, х у системясани ва мусоат  ̂я рим уи,- 
лари сифатида О' А ' , О' В'  кабул ^члинган х у '  систе- 
мана кирлгайлак. х у' системаща Е '  эллипс

а х  " +  Pi/ " =  1 
тенглама билан ифодаланади.

02- раем.



Е  эллйпс:

а х  2 + Ру 2 =  1

ни Е ' эллипсга утказадиган ортогонал алмаштириш мав
ж уд . Бунда унинг А, В  учлари Е ’ эллипснинг А ', В' уч- 
ларига утади.

Энди учта алмаштиришдан тузилган аффин алмаштириш- 
ни [^араимиз: 1) у  укига нисбатан бир текисда кисиш (чу- 
зиш), унда А щ\\т& А га утади; 2) х  у^ига нисбатан бир 
текисда цисиш (чузиш) унда В  нуцта В га утади; 3) Е  
эллипсни Е ' га утказилган ортогонал алмаштириш. Шу 
тари^ада тузилган аффин алмаштириш аввалдан берилган 
аффин алмаштириш сингари О, А, В  нукталарни О, А', В' 
ну^таларга утказади, демак, ундан фар^ цнлмайди ( 2-§ ). 
Д аъво исбот i-ушшди.

Фазодаги аффин алмаштириш учун дам юкоридагига 
ухшаш хосса уринли, чунончи: фазодаги исталган аффин 
алмаштириш учта узаро перпендикуляр йуналиш  буйича 
бир т ст сда цисиш (чузиш ) ва ортогонал алмашт ириш
га ёйилиб юборилиши мумкин.

М а ш к, л а р

1. Эллипснинг цушма диаметрлари хоссасини аплана диаметрлари 
хоссасиаан келтириб чицарилсин. Эллипсоид диаметрлар ва диаметрал 
хоссалзринп сфера диаметрлари ва диаметрал текпсликляри хоссала- 
ридан келтириб чицарилсин.

2. Текисликдаги аффин алмаштириш

х' =  atx -f- Ьху -)- cv 
i f  =  а 2х -f- 62(/ +  с2

формулалар ёрдамида берилган. Бу алмаштиришни иккита узаро пер
пендикуляр иуналиши буйича ^исиш (чузиш) билан цандаидир ортого
нал алмаштиришга ёйиб юбориш мумкинлиги юцорида исбот цилин- 
ган эдн. Чузиш (цисиш) коэффициентлари топил'пн.

6- § .  Проектив алмаштиришлар

Фигураларнинг аффин алмаштиришлари проектив ал- 
машт ириш лар номини олган ва ушбу

, ап х  +  а12у а13г 4 -  « ,4

У =

г =

а41х +  a42i/ +  ц43г +  «44 
аа х +  и.,,у -f с 23г -  я 24 ,

a-ilX+  ai2y +  я43г + а44
А 31х  ~ Ь  Д 32У  ~Н й 33г  а 34



формулалар билан берилган умумийроц алмаштиришларнинг 
хусусий ^олидир. ( 1) коэффициентлар фа^ат битта

с1ц  а |2  aL3 аи
Д  =  а 21 а 22 а 23 а 24 ¥■ О

#31 3̂2 3̂3 а34 
^41 ^ 4 2  ^ 43 Д44

шартни каноатлантиради.
Б у  формулалар ог̂  текислик:

аА1х  +  ai2y +  a43z +  а 44 =  О

щ  кесмайдиган исталган F  фигура учун алмаштиришни 
анщ лаб беради.

Навбатдаги му^окамаларимизда алмаштириладиган фи
г УРа а оо текислик билан кесишмайди деб фараз ^иламиз.

Равшанки, проектив алмаштиришга берилган таъриф  
координаталар системасини танлаб олишга нисбатан ин
вариант хоссага эга.

Уш бу хоссанииг уринли эканлигини бевосита текшириб 
к^риш мумкин: кетма- кет баж арилган иккита проектив 
алмаштириш натижаси — проектив алмаштириш булади, 
проектив алм аш т ириш га , тескари алмаштириш яна про
ектив алмаштиришдир, айнан алмашт ириш  —  проектив 
алмашти ришдир.

Проектив алмаштиришга аффин алмаштиришнинг талай 
хоссалари тааллу^ли. Чунончи, тугри чизш^да ётган ну^та- 
лар яна тугри чизи^да ётувчи ну^таларга алмашинади.

Учта ну^танинг содда нисбати проектив алмаштиришда. 
одатда сакланмайди, лекин унинг эвазига тугри чизшфаги  
туртта нуцтанинг мураккаб (ангармоник)  нисбати сац- 
ланади. Бу нисбат цуйидагича т аърифланади.

Фараз килайлик, А, В , С, D  —  тугри чизикдаги туртта 
ну^та ва е  —  шу тугри чизикда перпендикуляр булмаган 
нолдан фар^ли вектор булсин. Бу холда берилган (тартиб- 
да олинган) А, В , С, D  ну^таларнинг мураккаб (ангар
моник) нисбати деб

га тенг сонга айтилади.
Бу  таъриф нинг е  векторини танлаб олинишига нисбатан 

инвариантлиги аён. Шунинг учун е  вектор сифатида х

(ABCD) =
с  > АС . е  -А Р  

е  ■ В С  е  -B D



уки AD турри чизикка перпендикуляр эмас деб фараз ки

либ, е  ни оламиз; натижада:

(.ABCD) хс'
*с — хв  x D— xB

(2)

ни хосил кдгсамиз.

Агар у ва г ук;лар турри чизикка перпендикуляр бул- 

маса, у ва z координаталарга нисбатан шунга ухшаш фор- 
мулаларни хосил циламиз.

Турри т зикдаги туртта А, В , С, D нукта мураккаб 
нисбат нинг проектив алмашт иришда сацланшшш и исбот 
цилайлик .

Умумийликни чегараламасдан А, В, С, D  нукталар х  
'укида ётади деб фараз ^илнш мумкин (.4 D турри чизщ- 

ни х  уки сифатида олиш мумкин). Бундан ташкари, улар

нинг А ', В ’ , С ',  D ' образлари хам х  у^ида ётади дейиш 

мумкин, чунки мураккаб нисбатни буза олмаслиги аён бул

ган ортогонал алмаштиришни ишлатиб, бу нуцталарни ^ам 

х  укига кучирииг мумкин. Натижада А ', В ' , С ' , D ' ну^та- 

ларнинг х  координаталари А, В , С, D  нукталарнинг х  
координаталари орцали ушбу

х
аг1х +  пи
Рл  г х  +  0 4 4

формула буйича ифодаланади. Энди бевосита текшириб 

куриш  нули билан

X r — X, хС' — D' М'
■хв  XD— XB хс ,

га, яъни

(AB CD ) =  (A 'B 'C 'D ')

га ишонч ^осил ^иламиз.

Текисликдаги проектив алмаштириш 

ап х +  п l4i/ +  и13
X =

У =

а31х +  азгу +  а33 ’ 
апх +  а 23г/ - f  а 2Я

a 3i*  +  ИзгУ +  а зз ’

аД1 а12 з

2̂1 2̂2 2̂3 
а 31 а 32 fl33

Ф О (3)

формулалар билан ифодаланади ва юкоридагига ухшаш 
хоссаларга эга.

«Проектив алмаштиришлар» деб аталиши бу алмаштириш
ларнинг к,уйидаги хоссасига боглда;:

Вв ос



Агар а  текисликдаги F '  фигура шу текисликдаги F  
фигурадан аффин алмаштиришга айланмайдиган проек- 
тив алмаштириш натижасида ,\осил цилинган б$лса, у 
хрлда F 1 фигура F  га тенг булган р  фигурами бирор S  
марказдан проекциялаш натижасида хосил цилиниши  
мумкин.

Аксинча, ш у т арищ да проекциялаш билан хрсил цилин- 
ган хар к;андай фигура F  дан проектив алмаштириш  
натижасида хосил килиниши. мумкин.

Бу даъво икки цисмдан иборат, биз унинг иккинчи кис- 

мини исбот ^иламиз. Умумийликни чегараламасдан а  те
кислик 'деб з^исоблаш мумкин.

Фараз_кл,тайлик,_/1 (х , у , 0 ) —  F  фигуранинг ихтиёрий 

ну^таси, Д (х> ~у> г) эса F  нинг мос нуцтаси, S  (х 0, у0, 
г0) проекциялаш маркази ва А’ ( / ,  у '; 0) эса Д нинг S 

дан ху  текисликка тушнрилган проекциясн булсин. S , д  ва 

А ' ну^талар битта тугри чизивда ётганлиги учун:

Лекин х , у ва г _ координаталар х , у орцали чнзицли 

ифодаланади, чунки F  фигура F  дан ортогонал алмашти- 

риш натижасида з^осил ^илинган, шунинг учун х  , у нинг 

х , у орцали ифодалари (3) к$/ринилда булади: бу эса про- 

екцияланадиган F ’ фнгуранинг F  фигурадан проектив ал

маштириш натижасида з^осил килннпши мумкйнлигидан 

дарак беради.

1. Агар текисликда туртта нуцта булиб, уларнинг >;еч цандай 
учтаси бир тугри ч т и ц д а  ётмаса ва бу туртта ну1<та учуй тегишли 
образлар (яъни проектив алмаштириш) берилган булса, бу ^олда 
текисликда проектив алмаштириш ягона равишда аникланнши исбот 
^илинсин *■

2. А, В, С, D  ну^таларнинг исталган тартибда олинган т уртлик- 
лари, масалан А, В, С, D ; В, А, С, D  нинг ангармоник нисбатлари 
(ABCD),  (ABCD ) ва к. ни ангармоник нисбат (A B C D ) орцали ифода- 
лаисин.

1 (3) тенгликлардаги барча коэффициентлар т^ла анищланадя.

*_—х0 =  У_-Уо 
х  ,х0 у —  уй

[  Бундан

х у '  =  —  гр У +гУ о 
г  —  г 0



7- §. Бир жинсли координаталар. Текислик ва фазэни 
чексиз узо^ элементлар билан тулдириш

Текисликдаги нуктанинг бир ж и нсли  координаталари 
деб даммаси нолга тенг булмаган ва шу нуктанинг декарт 

координаталари х, у билан ушбу

*1 *2

тенгликлар билан богланган исталган учта xlt х 2, х 3 сон

га айтилади.
Нуктанинг бир жинсли координаталари ягона равишда 

анш\ланган эмас. Хахнкатан дам х и  х г, х„ —  нуктанинг 

бир жинсли координаталари булса р Ф 0 да р х г, рх„, рх3 
сонлар дам шу нуктанинг бир жинсли координаталари бу- 

лади.

Исталган тугри чизиг<; декарт координаталарида 

агх  а^У +  а? =  0 (of -f а?, Ф 0)

тенглама билан нфодаланганлнги па исталган бундай тенг- 

ламанинг бирор тугри чизик тенгламаси булганлигн учун 

дар кандай тутри чизик, бир жинсли координаталарда

4 - а3х., 4- a ;fx,, =-= 0 {а\ - f  аг, Ф 0)

тенглама билан ифодаланади ва исталган бундай тенглама 

бирор тутри чизик тенгламаси булади.

Текисликнинг хар бир (х ,у ) нуктаси учун шу нуктанинг 

бир жинсли координаталари вазифасшш бажа; увчи сонлар 

учталигини, масалан х, у, 1 нм курсатиш мумкинлиги рав

шан. Бунинг тескариси, умуман айтганда, нотугри. Чунон- 

чи, координатаси (х3 — 0) нолга тенг х 1г х 2, х.,, сонлар 

учталиги учун бу учта сонни бир жинслн координаталари 

сифатида цабул килинган нукта мавжуд эмас.

Буидай вазият куп масалалар, чунончи проектив алмаш- 

тиришларга оид масалалар билан иш курганда катта ноцу- 

лайликларни вужудга келтиради. Шунга боглиц равишда 

текисликни янги элементлар билан тулдирамиз (яъни унга 

янги элементлар кушамиз) ва уларни чексиз узоц нуцталар  
ва чексиз узок тугри чизик деб атаймиз.

Юкоридзги мулодззалар асосида хл , х 2 сонлар учта- 

лигига х :1 =  0 булганда текисликнинг чексиз узо^ нуцтаси 

мос келади деб айтамиз. Чексиз узоц нуцталарнинг геоме

трик ^рнини чексиз узо$ тугри чизгщ  деб атаймиз.

Шу т арзда т екисликда кенгайт ирилган исталган'.



тенглама бирор mffrpu ч и зщ  тенгламаси булади. Агар 
at *=s а2 — 0 булса, тй грк чизиц чексиз узок.

Кенгайтирилган текисликда исталган иккита турри 
чтиц кесишади, чунки чизик ли иккита

а1х 1 +  а2хг +  <% *„ =  (),!
M i  +  Ьгхг +  b3xs =  О j

тенглама системаси хамиша нотривиал (x lt х г, xz, нинг 
^аммаси нолга тенг булмаган) ечимга эга. Ж умладан, па
раллел икки тугри чизиц чексиз узоц нщ т ада кесишади. 
З ф д аатан  .\;ам, агар ( 1) тугри чизиклар параллел булса, 
у ^олда:

а1 а* _  1 
*1 “  Ъ ~  *■

Шунинг учун ( 1) системанинг иккинчи тенгламасини X га 
купсйтириб, биринчисидан айирсак, (а3 —  Xb.J х3 =  0 ни 
Зфсил киламиз, ундан эса х3 =  0 . '

Фигураларнинг киритилган проектив алмаштиришнни 
(6- §) кенгайтирилган текисликка давом эттириш мумкин. 
Чунончи, кенгайтирилган текисликда ушбу

1 a u x i  4  ctl s x s -f- a ls x g,

* 2  —  О гА  +  ам  х 2 4  а2зх з> 

*3  * 4  а32̂ 2 4

а п  а 12 а 13

%2 а23
й ц  й 32 а33

Ф О

формулалар билан бериладиган алмаштиришни караб чицай- 
лик.

Кенгайтирилган текисликда бу алмаштириш илгари кири
тилган проектив алмаштиришдан фар^ ^илмайди. Да^и^а- 
тан ^ам, кенгайтирилмаган текисликда ■

х3 Ф О, х ’3 Ф 0.

Д ем ак, олдинги иккита формулами учинчисига ^адма-^ад 
булиш натижасида

'  ап х  4  а12у  - f  a 1S
X

У

« 3 1 *  4  ^ 32У  ' Г  ^ 3 3

&21Х 4  ^22̂  4  #23 

ая х +  ип у 4  «за

ни ^осил ^иламиз.
Фазо билан иш курган холда ну^танинр бир жинслн 

координаталари декарт координаталари билан



тенгликлар ор^али борлангаи сонлар туртталиги сифатида 
киритилади.

Текислик билан иш курганимизга ухшаш фазо чексиз 
узок; элементлар билан тулдирилади (яъни бу элементлар 
^ушилади), улар: чексиз узок, нуцталар, чексиз узок, mijr- 
ри чизицлар, чексиз узок, текислик. Натижада чексиз узок, 
элементлар билан тдлдирилган фазода исталган

~Ь а2х 2 а3х3 а^х  ̂ — О

тенглама текисликни ифода к,илади(аг =  а 2 =  а 8 =  0 хрл
да чексиз узоц текисликни)  исталган иккита эркли

а^х  ̂ а^х2 —f- а3х3 “f~
^1*1 +  b2x 2 +  bsx 3 +  btxt =  О

(at ,lt °»тенглама тугри чизищ и  =  -  =  -  да балки чексаз

узоц тугри чизицни) анщ лайди.
6~ § да таъриф асосида киритилган проектив алмашти

ришлар кенгайтирилган. фазога давом эттирилади ва бир 
жинсли координаталарда ушбу формулалар билан ифода 
к,илинади:

X  ̂ ~  ] х J £Zj2̂ 2 '" @13̂ 3 ~b ^14^4»

X ^2X^1 ~Ь 2̂2*̂ 2 2̂3* 3̂ ~Т~ #24*̂ 4*
2

х ч- a3^Xi 4 - ~I* "1” tz.jjXj,

X === a^jX  ̂ 'I” '̂42*̂ 2 ^43^3 ~'1 "̂44̂ 4*

а,

А
•̂31 ^32 3̂3 3̂4 

® 4 1  ^ 4 2  ^ 4 3  ^  44

0 .2̂1 22 ^23 ^24

М а ш к л а р

1. Кенгайтирилган текисликда х 1 =  0 , х 2 — 0 , х 3 =  0 тррри чи- 
аи^ларни ушбу

« Л  +  V a  +  Ci*s =
«2*1 +  Ь2Х2 +  с 2х з =  О, 
a 3* i  +  Ь3х 2 +  с 3х 3 — 0

T$Fpn чизи^ларга ^тказувчи проектив алмаштириш формулалари ту*
8ИЛСИН.



Х)а4 — x t a t x2a,i — х^ а„  x * a t — х 4а 3

kx k2 k3
•̂ lPt -* af’l____ -̂ 2̂ 4 ' 4̂̂ 2 _ X3̂ i -̂ 4p3

kx &2
T^Fpn чизиклар кесишган ну^тасининг координаталари топилсин.

8- § . Иккинчи тартибли эгри чизиклар ва сиртларни про
ектив алмаштириш

Бир жинсли координаталарда иккинчи тартибли эгри чи- 
зи^нинг

а1Ух\ +  2а12х гх2 +  . . . +  а.м х\ «  0 ( ] )

тенглама билан берилиши равшан, бу тенглам а эса унинг 
декарт координаталаридаги:

ап х % +  2 а12 ху +  . . . + а м =  0 (2)

тенгламасидан х  урнига ни, у  урнига — ни олиш
Хз х г

натижасида хосил килинади.
Текисликни чексиз узок элем ентлар билан тулдирамиз 

ва (1) тенглама билан берилган эгри чизго^ни кенгайти- 
рилган текисликка давом эттирамиз, лекин унинг (1) т ен г
ламани ^аноатлантирган чексиз узоц ну^талари м авж уд  
булган таздирда уларни ^ам ш у згри  чнзш\ка к$ш иб цу- 
ямиз.

Кенгайтирилган текисликдаги иккинчи тартибли эг
ри чизицнинг ушбу

х2 +  4  +  х\ — 0 , ^

х \  — 4  +  Х1 =  °>
х\ +  х22 =  ° ,  ,  * (3 )

*1 —  *2 = 0 -
х\ =  О

содда эгри чизикларнннг бирига проект;ш  экви вал ен тли п ь 
ни исбот цилайлик, яъни унинг проектив алмаштириш на- 
тижасида (3) даги эгри чизи^ларнинг бирлга утишини кур- 
сатайлик.

Иккинчи тартибли эгри чизш\ тенгламасини каноник 
куринишга келтириш масаласи билан ш урулланиб ( III  боб,
8 - § ) ,  координаталарнинг ш ундай х ’у' системаси борлиги-



ни курсатдикки, унда (2) эгри чиз:щ тенгламаси ушбу 
шаклларидан бирини цабул к;илади:

а  х '2 +  |3г/ '2 4- у =  О,

а х ' г +  р//2 О,

а х " 2 ру' =  О,

_ х ' ъ =  О.

Б у  эса аналитик жихатдан (2) тепгламага л: ва у билан 
ушбу

х =  а и д: -[- ctLiy 4 - ос j j , 
г/ =  ct21x +  а2гг/ +  а,.,

формулалар воситасида богланган янги х ' , у  узгарувчи- 
ларни киритиш мумкин ва (2) тенглама курсатилган шакл- 
лардан бирини ^абул кнладн, деган суздир.

Бундан ^уйидаги хулоса келиб чжади: агар иккинчи 
тартибли эгри чизик; ( 1) ни проектов алмаштириш:

х { — йц-С; 4  ос12 х 2 4- о:1;! х3, 

х2 *= а.л  4- а 4ах 3Ч -ам  хл,

Аз X'J
та дуч келтирсак, ^уйидаги эгри чизик, лардан бирига эга 
<буламиз:

a x j 4- ?>х 1 +  УХ1 =

-г Р*?, == О, 

ах\ 4- $ х гх3 =  О,

х] =  0.

Бу эгри чизи^ларга келганда эса содда проектив ал
маштиришни татбик 1\плиб, уларни (3) эгри чизщларга 
алмаштириб юборкш мумкин. Масалан, биринчи >;олда

Ху жа У  |а| хл , Х2 V l  Р| * 2> X 3 ^  У' tvl ■ хз 
дан иборат, иккинчи х^лда

Xl * *  х 1> х > ~ \  IP! х 2' *3  *3 

дан иборат ва учинчи .\олда

K - v m г * * . * ; - a t V W  < - * г * У 1 Г

дан иборат проектив алмаштнришларни олиш керак.



Чексиз узоц элементлар билан тулдирилган фазода ик

кинчи тартибли сиртлар учун юкоридагпга ухшаш даъвонц 

исбот цилиш мумкин. Чунончи, иккинчи тартибли истал
ган сирт ушбу

Х1 +  х\ +  хз +  Х1 =  О,
■ х\ +  х\ +  х\ — х\ = 0 ,

Х\ +  Х\ —  Х3 ~~ Х4 =  °>
Х\ +  Х2 +  Х\ =  °>
х* +  х$

Х\ +  Х2 ^  °> 
■ 0,
0

сиртларнинг бирига проектив эквивалент булади.
Исбот эгри чизикларга тааллук ли исботларга ухшашдир.

М а ш ц

Ушбу

( а л  +  а 2х 2 +  аАх3)2 ±  ( V i  +  63л:2 +  Ь3х ,)а — 0,

(aLx 1 +  а2х 2 +  a<tx.,)(blx 1 +  b 2x 2 +  b .x .j •= 0

эгри чизицларни (3) каноник шакллардан бирига утказиладк» 
ган проектив алмаштиришлар топилсин.

9- § . Полюс ва поляра

Агар 6- § да ангармоник нисбат учун чик арил ган (2); 
формулага бир жинсли коордннаталарни киритсак:

(.ABCD) =

х ы Х 1С Х \А X 1D

Х 4А Х 4 С Х 4А X 4D

Х 1В Х \С Х 1В X W

Х 4 В Х 4 С Х 4 В X 4D

ни х^осил циламиз; бу ердаги х1 урнига хамма жойда xs 
ёки х3 ни цуйсак, яна иккита мос формулага эга буламиз.

Чексиз узок элементлари билан тулдирилган фазодагк 

тугри чизи^ ну^таларининг ангармоник нисбатини (1) ф ор 

мула билан таърифладик. Бу тарикада таърифланган ан

гармоник нисбатнинг проектив алмаштириш натижасида 

са^ланишига 6- § да келтирилган исботга боглщсиз равиш-



да ^ам ишонч ^осил ^илиш мумкин. Бу  з^исоб-китобларни 
биз келтирмай к,у я ^олдик.

Айтайлик иккинчи тартибли сирт:
4

2 F  =  2  W i  =  °  <2>
«,/=i

ва унда ётмайдиган А(х[, х ’, х'3, x'̂ j ну^та берилган бул- 
син. А пук та оркали ихтиёрий турри чизщ утказиб, унинг 
(2) сирт билан кесишган ну^таларини С ва D  билан бел
гилайлик. А билан бирга С ва D  нукталарни гармоник ра
вишда буладиган В  иуктани, яъни шундай нук;таш1 ясай- 
ликки А, В, С, D  нукталарнинг ангармоник нисбати — 1 га 
тенг булсин: (A B C D ) =  — 1.

Уш бу йусинда ясалган нукталарнинг геометрик урни 
А нуктанинг поляраси дейилади. ' А ну^та полярага нис
батан полюс дейилади.

Поляра тенгламасини тузайлик. x lt х.г, х3, х 4 сонлар 
В  нуктанинг бир жинсли координаталари булсин. АВ тугри 
чизи^да А дан фаркли исталган нуктанинг координатала
рини ушбу

xi =  x i +  ^x 'i V =  2 > 4) (3)

куркнишда ифодалаш мумкин.
Хацщатан ^ам, АВ  тутри чизиц иккита:

тенглама билан ифодаланади. Аммо матрица 

( аг а2 а 3 а4 \
I К  Ьг b3 b j

нинг ранги иккига тенг (тенгламалар эркли), шунинр учун 
бу системанинг исталган ечими иккита эркли ечимнинг чи- 
зшуш комбинациясидан иборат:

х ; =  ц х1 +  vx't ’ =  1, 2 , 3, 4.

Агар ну^та А дан фаркли булса, у ^олда Энди
х . координаталарни [i га булиб юбориш мумкин, натижада 
юцоридаги ифода хосил булади.

Агар А, В , к А +  В, цА +  В  дан иборат туртта ну^та 
олинса (бу ерда +  В  ну^та координаталари %х1-{-х1 
га тенг нукталардир), улар нинг ангармоник нисбати



я
-  га тенглигини бевосита текцщриш йули билан ишонч 

^осил к.илиш мумкин, яъни;

(Л, В, Я А +  В, ц А +  В) =  — .

Бундан АВ тугри чизицнинг иккинчи тартибли сирт билан 
кесишган С  ва D  нукталарини цуйидагича ифодалащ мум- 
кинлигн келиб чикади:

С = К А  +  В, D  =  —  Я Л +  В.
С ва D ну^таларнинг координаталарини сирт тенгламасига 
^уйиб,

йц (dz^xi - f  x i)(± X x j -j- Xj) =

=  Я2 V  ац xiXj ±  2Я ^  ^  х ? )  +  ̂  -  О
f»/ U г,}

ни ^осил ^иламиз. Бундан:

f f aux ix 'i = °-
Поляра тенгламаси шудир. Д ем ак, поляра текисликдан 

иборат.
Поляранинг иккита му^им хоссаснни курсатайлик:
1. Л нуктанинг полярасидаги исталган В нущпанинг 

поляраси А дан утади.
2. Агар Л нуцта тугри чизик, буйлаб харакат щ л са , 

унинг поляраси бирор турри чизик; атрофида айланади. 
Х^щщатт ,^ам, £ (х '') нукда полярасининг тенгламаси

s  =  0 •
1.1

ни Л нуктанинг координаталари цаноатлантиради, чунки:
Б  ну^та Л нуктанинг полярасида ётгани учун

ва
V a ;/x > ;.  =  0 .

А нуцта Л'(х'.) ва Л "(х '')  нукталарини туташтирувчи 
тугри чизик; буйича ^аракат ^иладиган булсин. Бу тугри 
чизивдаги исталган нуктанинг поляраси:

% а  х f i x ' +  Г  * ; )  =  0 
i’i



еки

i,i i.i
тенглама билан ифодаланади. Бундан эса поляранинг уш- 
б У

S a i i ¥ i  =  °- 0
i.i l.l

тенгламалари билан бериладиган тугри чизик; атрофида ай- 
ланиши куриниб турипти. 

А(х[, х 2, хг) нуктанинг иккинчи тартибли эгри чизиеда
нисбатан поляраси шунга $хшаш таърифланади (93- раем). 
Поляра тугри чизикдан иборат бу
либ, эгри чизщ

2 w i
U=l

о

тенглама билан бериЛса, полярэ
з
V  апхрс) =  О

тенглама билан ифодаланади.

М а ш к, л а р 93- раем.

1. Агар С  нуцта А В  тугри чизшушнг чексиз узоц нуцтаси би
лан бирга А ва В  ну^таларнн гармоник булиб юборса, бу С нук,та 
А В  кесманинг уртасидан иборат булиши исбот цилинсин.

2. Тулиц туртбурчак деб учталаб битта т ррч  чизикда ётмаган 
туртта нуцта ва уларни иккптадан туташ тирувчи олти турри чизиц* 
дан тузилган фигурага айтилади ( 9 4 - раем). О, Н  дан  иборат бир 
жуфт н укта Е , F  нуцталардан тузилган жуфтни гармоник равишда 
б^либ юбориши исбот ^илинсин ( 1- машцдан ва ангармонпк нисбат- 
нинг проектив алмаштиришда инвариантлигидан фойдалан^лсин).



3. К онус кесимига ихтиёрий S  нуктадан уринмалар ^тказишнинг 
ушбу усули асослаб берилсин ( 9 5 - расм). 1 ва 2  турри чизивдарни 
ихтиёрпн 1̂ илиб утказамиз; долган т^кри чизикларни эса номерлари 
расмда курсатилган тартибда уткаэамиз.

4. Конус кесимига унинг берилган нук,тасида фа1\ат чизьич ёр- 
дамида кандай цилпб  уринма утказиш мумкин?

5. Конус кесими ва т^'гри чизи^ берилган. Бу т?гри чизиккпнг 
KQHyc кесимига нисбатан полюсини факат чизгич ишлатши йули би- 
лйн цандай ясаш керак?

6. k  —  конус кесими булсин. Ихтисрий f  T^tpit чизикни ва унда 
Л нуцтани олам н з. А нуктанинг k га нисбатан поляраси g  ни ясай- 
миз. g  поляр a f  ни В  ну^тада кесади. В  нуктанинг h поляраси g  ни 
С ну^тада кесади ва А чуцтадан утади. Ш у тар щ ад а томов лари 
карама-царши учларининг поляраларидан иборат ABC  учбурчакни 
ясаймиз, у —  автополяр учбурчак дейилади.

Агар автополяр учбурчак томонларини .v1= 0 ,  х 2 =  0 , х3= 0  тут
ри чизиздар сифатида цабул цилииса, конус кесими k тенгламасининг 
ушбу

а  х\ +  +  ух\ =  О

к^ринишни цабул цилиши исбот цилинсин.
7. Д иам етрлар ва диаметрал текисликлар хоссаларини полюслар 

ва поляралар хоссаларидан келтириб чицарилсин.
8. Конус кесими фокусининг поляраси директрисадан иборатлнги 

исбот 1\И ЛГ! псин*

10- § . Тангенциал координаталар

Кенгайтирилган текисликда хам бир тугри чизик^а уч

та ux, u2, и3 сон нисбати п л\ u 2: и,6 ни мос келтириш мум

кин, бу сонлар унинг бир жинсли координаталардагн тенг

ламаси

и 1х 1 +  и 2х„ +  u.,x:i =  0 (1)

нинг коэффициентларидан иборат. u u и ,, и3 сонларни тур

ри чизицнинг бир жинсли координата лари деб атаймиз. 
Турри чизицнинг бир жинсли координаталари бир цмйматли 

аницланган эмас, яъни ии  н3, « 3 тугри чизицнинг бир жинс 

ли координаталари булса, р ¥= 0 шартда puv  ри2, pus 
^ам шу т^рри чизицнинг бир жинсли координаталари бу- 

ладн.

Энди
Uj.x° +  и2х°2 +  =  0 (2)

тенгламада мх, « 2, и.л ни узгарувчи аа х°, х?„ х° —  тайин

сонлар деб фараз ^илиб, унинг геометрик маъносини аниц- 
лайлик.

(2) тенгламанинг хар бир и°, и°2, и°3 ечимига x°lt х\, 
нуктадан утадиган



TyFpH чнзик. мос келади. Аксинча, бу ну'^тадан утган хар 
^андай турри чизи^ координаталари (2) тенгламани цаноат- 
лантиради. Шундай цилиб, (2) тенгламани маркази х%, 
х°) нуцтадан иборат дастага ^арашли т^гри чизиклар коор
динаталари ва фацат шулар цаноатлантиради. Шунга 6 o f - 

лаб (2) тенгламани даста тенгламаси деб атайдилар.
Фазо билан иш курилганда текисликнинг бир жинсли 

ult и2, us, и4 координаталари унинг бир жинсли (декарт) 
координаталарига нисбатан тенгламасидаги коэффициент- 
лар сифгтида киритилади.
Агар

utx\ 4- и2х2 +  изхз +  и&х<1 — О 

тенгламада х? лар белгили сонларни, и. —  лар эса узгарув- 
чи ^исобланса, бу тенглама текисликларнинг маркази ( ,Л  
нуцтадаги богламини ифода цилади.

Эгри чизщнинг тангенциал тенгламаси деб шундай

(p(Uj, иг, и3) =  О

тенгламага айтиладики, уни фащат эгри чизи^ уринмалари- 
нинг бир жинсли координаталари каноатлантиради, холос. 
Айнимаган иккинчи тартибли эгри чизицнинг тангенциал 
тенгламасини тузайлик.

V III  бобнинг 8- § да иккинчи тартибли эгри чизиц урин
масининг декарт координаталаридаги тенгламаси ^осил ки- 
линган эди. Бир жинсли координаталарга уттанда бу тенг
лама симметрик шаклга келтирилади:

бунда:

xiFx' 4 *2 Fx +  xaF > = О,
х \ 2 3

Fx' = ®11*1 4 1̂2*2 
Fх’ — — а2 4 ̂ 23-v3, 
F х — ая1 Ху 4  @32Х2 "I-  аъьхъ-

Булардан (х\, х'9< х ’3) пуктадаги уринманинг бир жинсли 
координаталари

и, — F  - , и, =  F  ’ , и.. — FL X- 2 X * •> X.-з

дан иборат деган хулоса чикади. Бу учта тенгламани х[ , 
^ 2, хъ га нисбатан ечиб, уларнинг и1г и2, и.л га нисбатан 
чизщ ли ифодаларини хосил киламиз (система детерминан-



ти нолдан фар^ли, чунки айнимайдиган эгри чизик кузда 
тутнлган эдн). Аммо (х'.) ну^та эгри чизик, да ётади, шу 
сабабли унинг координаталари эгри чизиц тенгламасини 
^аноатлантиради. Эгри чизик> тенгламасига ui лар орк,али 
ифодалангги х\ ларни ^уйиб, эгри чизи^нинг ташенциал 
тенгламасини 5;осил циламиз. Равшанки, бу тенглама ик
кинчи даражали цамда ti. координгталарга нисбатан бир 
жинсли булади:

Ана шу муносабат билан иккинчи тартибли эгри чизш  ̂
иккинчи синфли эгри чнзиц булади, деб гапирилади.

Координаталари ихтиёрий куриншили (3) тенгламани 
щноатлантирувчи турри чизщ лар туплами геометрик 
жщатдан нимани ифода килишини аницлаб олайлик. Бу  
геометрик образнинг бирор айнимаган иккинчи тартибли 
эгри чизик, уринмалари тупламидаи иборатлигини ^озирги- 
на курсатган эдик. Бироц бу туплам бор имконпятлар- 
нинг ^аммасини цамраб олмайди. Масалан,

(а1и1 +  а 2н„ - f  a s« a)(p1U1 +  Рм., -(•- р.(ы3) =  О 

тенглама турри чизицларнинг (а.) ва (р.) марказли иккита 
дастасини ифода цилади.

Иккинчи тартибли 5̂ ар ^андай эгри чизщнииг

проектив алмаштириш натижасида ушбу

Н х\ +  s2x l  +  4 *1  =  0
эгри чизшэда алмаштирилиши мумкин эканлиги 8- § да 
к^рсатилган эди, бу ерда г. сонлар 4- 1, — 1 ёки 0 га тенг. 
Б у  эса аналитик жи^атдан квадратик форма ни

куринишда тасвирлэншци мумкин лигидан дарак беради, 
шу билан бирга бу ерда а ц дан тузилган детерминант 
нолдан фаркли.

Агар барча ef Ф 0 булса, у ^олда иккинчи

2 и ,, и,) =  Ь^и] +  2Ь-Угихи2 +  . . . +  Ь^и\ =  0 . (3)

3



тенглама тартибли айнимаган эгри чизик, уринмаларини 

ифода цилади. Лекин ef коэффициентларнинг бири, маса- 
лан, e.j нолга тенг булса, у холда тенглама:

+  а 1 2 П 2 +  « 13Мз )2 +  e 2(a 21Wl +  a 2 2 U 2  +  ^ U g ) 2 = 0

ни и. га нисбатан чизикли булган иккита (ха^икий ёки 
мавхум) купайтувчининг купайтмаси шаклида ифодалаш 

мумкин:

(P ii^ i ~Ь +  Pis^3)(p2iui “Ь ~г Рганз) ~

бу холда эса тенглама тугри чизикларнинг иккита турли 

дастасики ифода 1\илади. г. коэффициентлардан иккитаси, 

масалан, ;-2 ва е3 нолга тенг булса, иккала даста битта 

даста:

(«Ц Н1 "I" ^12^2 ^ 13̂ 3) ~ ^

га айланади, яъни улар бирлашиб кетади.

Юцоридагига ухшаш му^окамаларни фазода иккинчи 
тартибли сиртларга нисбатан хам цулланиш мумкин.

Иккинчи тартибли айнимаган сиртнинг тангенииал тенг- 

ламаси ушбу

4

v  W i  =  o
i,)=i

куршшшга эга.

Бир жинсли координаталари

4

V  an UjUf =  0
|./=1

тенгламани цаноатлантирадиган текисликлар туплами ё ик

кинчи тартибли аиннмаган сиртнинг уриималаридаи, ёки 

бирор конус кесими уринмалари ор^али утувчи текислик

ларнинг хусусий ^олда бирлашиб кетадиган иккита бор- 

ламидан иборат булади.

Ни^оят корреляпшв алмашт ириш  деб номланган ту- 

шунчанинг му^окамасига тухтайлик. Кенгайтирилган те

кисликда бу алмаштириЕи ^уйидагича таърифланади: ал

маштириш ну^талардан тузилган F  фигурани шундай F ' 
фигурага утказадики, F ' фигурага карашли тутри чизи^ 

координаталари F  га царашли мос ну^та координаталари 

билан ушбу формулалар буйича богланган булади:



«I — allx1 +  а12хг + а « и «12 «13
U.J ~ « 21- 1̂ + а а» 1 «22 «23 * 0 .
и., || Г  «З2'^3 + а33х д, а-л «32 а сс со

Б у  алмаштириш а .. — а... .^олда геометрик ж и ^атдан  сод- 
да изо^ланади: бундай алмаштириш (х1} x 2,xs) н уц тага унинг

S W i  =  0 ■

тенглама билан берплган иккинчи тартибли эгри чизицца 
нисбатан поляраспни мос келтиради.

Б улардаи  коррелятив алмаш тириш нинг асосий хоссаси  
келиб чн^ади: тутри чизицда ётувчи  иу^талар ну^та ор- 
кали утувчи  туррн чизицларга алмаш инади. К оррелятив 
алмаш тириш нинг бу хоссаси  умумий ^олда ^ам уринли 
(ац Ф ап).

Ф азода коррелятив алмаштириш юцоридагига ухш аш  таъ- 
рифланади. F  фигураиииг ^ар бир А н у^тасига F  фигура- 
нинг ш ундай текислиги мос келтириладики, унинг коор- 
динаталари А ну^танинг координаталари ор^али чизикли 
иф одаланади. Ф азода коррелятив алмаштиришни иккинчи 
тартибли сиртнинг полюслари билан поляралари орасидаги 
мослик снфатида иф одалаш , яъни тасаввур ^илиш м ум ки н.

М а ш ц л а р
1. Д а ст а га  цараш ли туртта тигра чизицнинг ангармоник нисба- 

ти деб уяарнинг дастэ марказидаи утмагап ихтиёрин тутри чизиц би
лан кесиш ган ту р тта  нуцтасинннг ангармоник нисбатига айтилади. 
Б у  таърифнинг кееувчи тутри чизиь;нинг танлаб олиниш ига нисбатан 
инвариантлиги исбот килннсин ва ангармоник нисбатнинг тутри чизик,- 
ларнинг бир ж и н сли  координаталари ор^али иф одаси  топилсин.

Х у су си й  ^ о л  тарикасида (и; ), (о{ ), (и{ +U >t )• («г ) Дан

иборат туррн чизиклар ангармоник нисбатининг —  га тен гл иги  исбот
ft

К.ИЛИНСИ п.
Коррелятив алмиштиришда F 

фигурага карашли туртта нукта 
ангармоник нисбатининг F' ф игурэ- 
даги мос тугри ч п з1;клар  (текис- 
ликлар) нинг ангармоник нпсбатиг? 
тенглиги и сбот килннсин.

2. П аск ал ь  теоре.масн ёрдамида 
(Ш  боб, 8- §, 9- маш 1\) Бршниюн- 
н ш г уш бу гпеоремаси исбот килин- 

'сш г конус кесимига ташки чизил- 
ган олтибурчакнинг карама-карши 
учдврини жуфт-жуфт туташтирув- 
чи учта т^гри чизиц битта нук,та- 9 6 - раем, 
да кесишади (9 6 -раем).



МАШЦЛАРГА ДОИР ЖАВОБЛАР, КУРСАТМАЛАР 
ВА ЕЧИМЛАР

I Б О  Б

!-§•
1. а ) ху текисликнинг |х| =  а  ни кан оатл ан ти р гзн  иу^талари д 

уки га п ар ал л ел  ва  ундан а  м асоф адаги тутри чизикл ар л а ё т а д и ; б) 
\х\ — \у\ ии кан аатлан ти ради ган  н у ^ тал ар  коор ди н ат бурчакларнинг 
биссекги ри салари да ё т а л н .

2. а ) | х | < а  ни ^аоатланти ради гаи н у ц т а л а р  у  >'кц га п ар аллел  
ва  ундан а  м асоф ада узо^лаш ган  и кк н та тукри чизи^ о р аси д агн  по- 
лосад а  стад и ; б )  |дг| <  а, |</| <  Ь ни кан оатлан ти радм ган  нуцталар 
м а р к а » ! коордннаталар бош идан и б ор аг б ул и б , томонларн эса 2а, 2 Ь 
гя тен г ва  х, у у'кларига параллел булган  г угри тур тбу р чак ичида 
ётади.

3 . х y iy ira  н и сб атан  А (х, у) н у ^ т а га  симметрии н ук та  коор ди - 
наталари л- ва —  у б^лади ; у y i^ ira  н исбатан  А (х, у) н уц тага сим- 
метрик ну^та коор ди н атал ар и — .г, у  га т е н г ; коордннаталар бош ига 
нисбатан А (х, у) н уц тага симметрик н уц та коор ди н аталари  — х , — у 
га т е н г .

•1. Гж ринчн (и к к и н ч и ) коор ди н ат бурча К б я ссе к т р и са с и га  нисба
тан А (х, у) н у к та га  си м м етри к н уктан и н г коор ди н аталари  у ва х га  
(м ое равишла —  у ва  — х  га ) те н г.

5. А гар х  уци деб  у ук;и ни, у уци деб х  у^и оли н са, А (х , у) 
н уктан и н г абсци ссаси  у га  ва коор ди н атаси  х г а  тен г булади.

6. А гар коор дннаталар ^ л а р и н и и г  йуналиш ларини у згар тм аган  
долдя коордннаталар бош ларинн А (х 0, уа) н ук тага  си л ж и т са к , А (х, 
у) нисбатнинг аб сц и ссаси  к  —  х 0, ор л н н атаси  у  —  у0 га  те н г б у л а д и .

7. Агар координат У^лари сифатида томони 2 а  га тенг квад р ат
а

дн агопаллар н  ^абул Филипса, к в а д р а т  том онларининг у р тал ар и  ±

га тен г абсц и сса ва о р д и н атал ар га  эга  булади- И ш ораларни та н л а б  
олиш —  ол и н ган  том онга борлиц. И ш ораларни т а н л а б  олиш да ту р тта  
к о м б и н а ц и я  м авж уд  б ул и б , улар ту р тта  том он га мое к е л а д и .

8 . Н ук тан и н г иккита б о й ц а  нуц та орасида ёти ш н  учун унинр 
абсциссаси (ёки  ординатаси) шу икки н у^ та  абсц и ссаси  (ёк и  орди н а- 
таси ) орасида булиш и керак.

2-§-
1. И зл ан ган  (х, 0 )  нуктан и н г берилган  икки н у ^ тагач а  о л и н ган  

масофаларини тенглаш тнриб х  ни топиш  учун

( * !  — дг)г +  (у1 — 0)г =  (дсг — х )г -I- (у  ̂— 0)г 

тенгламани ^осил ^иламиз ёки

2 (*J — *i) X =  1?2 — у] +  4  — А-



Буадан х  ни топамиэ. Хусусий >;олда эса х  =  (6* —  а?)/2Ь га эта* 
мая;
. 2. А ва В  нук;талар орасидаги d  масофанЯ топамиз. Учбурчак 
нш г учинчи С  учи унинг А, В  учларидан d  масофада туради. Нати- 
жаДа ??осил ^илинган иккита тенгламадан С учияинг х, у координа* 
талари топилади. Масаланинг иккита ечими мавжуд б^либ, улар АВ 
т^ри чизи ^а нисбатан симметрик зкойлашгав иккита учбурчакка мос 
кчлади. " "  '

! 3. Квадратнинг А, В  учлари координаталарини билган з^олда 
унинг томояи а ни Л ва В  ну^талар орасидаги масофа сифатида т о 
памиз. Учинчи учи С эса Вну^тадаи а масофада ва А ну^тадан а У  2 - 
(квадрат диагоналига тенг) масофада узоЦлашади. Туртинч и С  учи 
эса А, С учлардан а масофада узо^лашган, лекин В  дан фарц ки
дали. Масала иккита ечимга эта.

4 . Агар А (хг, ух), В  (хг, уг), С (х3, у9) — турри бурчаги С д а т  
т^три бурчакли учбурчак учлари б^лса, шарт:

(х а —  Xa)s +  ( Уз -  УгТ- +  (*з  —  * 0 *  +  (Уз —  У1)*==(Х2— x x)2 +  (У ц - У ^ 2 

дан иборат. Бу шарт ABC учбурчак учун Пифагор теоремасининг 
координат шаклда ёзилишинн билднради.

5. Агар А (х1, t/j), В  (х3, уt), С (х3 уа) —  учбурчак учлари б£л- 
са , А бурчакнияг В  бурчакдан катта б^лиш шарти

(xs —  Jcs)8 - f  (у3 —  у„?  >  (х а — Xj)s +  (у3 —  у х)2

дан иборат. Бу шарт Sea катта бурчак царшисида катта томон, ва 
аксинча, KafTa томон царшисида катта бурчак ётшцлиги натижасидая 
келиб чикади.

6. ABC учбурчакка ташци чизидган айлана марка зи 0  ни топгач, 
бу айланаиинг R  радиусиня D уч вам ар каз орасидаги масофа билая 
солиштирищ керак. OD =  R  з^олда туртбурчак айланага ичви чизил* 
ган , OD Ф  R  да эса ички чизилган эмас.

7. Бу тенглик — координаталари (a , -b), ( а и £>х), (а г, Ьг) га тенр 
яу^талар учун «учбурчак тенгсизлигй» дир. *

з-§. .

1. Аничлик учун ( * i ,  у -t) ва (х3, у#) — параллелограммнинг ^ара- 
ма- ц а р ш и  учлари булсин. Бунда параллелограмм марказинийг коор- 
дияаталари:

У]_-г *э , yi -f Уа
' .  ° ~ .  2 ’ • Уа~  2 ’

! Т^ртинчи учнинг х , у  координаталари эса

„ ' х* +  х  , Уз +  У 
х0 -  2  . У о -  2

теягламалардан топилади.
2. Агар з^исобни учбурчак учидая олиб борилСа, мёдианаларнянг 

кесишган нуцтаси ^ар бир медианани 2:1 га тенг иисбатда бj)ладя . 
Медианалар кесишган нуцтасининг координаталари:

„  Xi +  Xst+Xj »1 +  Уа +  0«
- ' Т ~ ~ \  9 **' .



3. Учбурчак томонларининг Урталари ва унинг исталган учи бир- 
гадикда параллелограмм учларини ташкил килади.Шунинг учун маса- 
ла 1- масалага келтиридади.

4. х\ =  (1 —  X) х а +  X Xj, y'i =  (1 —  Х)у0 +  i =  1, 2, 3.

5. Масалани ечиш учун кесмани берилган нисбагда булишга доир- 
геометрик муло^азалардан фойдаланилсин (I  боб, 3- §).

6. Фараз цилайлик, ( хг , у j )  ва (х2, у2) —  битта кесма охирлари 
ва (.v3, уз), (хг, у4) —  иккинчи кесма охирлари булсин. Агар кесмалар 
кеспшса, уларнинг кесишган нуцтасининг координаталарини икки 
усулда ифодалаш мумкин:

(1 —  t) х г +  txt =  (1 —  t ')  х3 +  t 'x it 

(L —  t) У1 +  t(/t =  (1 —  t') Уз +  I'Ut-

Агар бу системанинг t, t'  га нисбатан ечимлари 0 < t ,  t ' < \  шарт- 
ларни Каноатлантирса, кесмалар кесишади.

7 . Математик индукция методидан фойдаланилсин.

4 - § .
1. 1) а =  0 да айлаиа маркази ординаталар уцида ётади;

2 ) Ь =  0 да айлана маркази абсциссалар у^ида ётади; 3) с  =  0  да 
айлана координаталар бошидан утади; 4) а =  b — 0 да айлана маркази 
координаталар бошида булади; б) а =  0 , с  =» 0 да айлана абсцисса
лар у^ига координаталар бошида уринади; 6) Ь =  0; с =  0  да айлана 
ординаталар ук;ига координаталар бошида уринади.

2 . (х —  а )2 +  (у —  6)2 нинг (х , у) нуцтадан айлана марказигача 
булган масофага тенглигига эьтибор бергач, бир катети а н л а н а г а  утка- 
зилган уринмага, иккинчи катети эса дойра радиусига тенг булган 
т^гри бурчакли учбурчакка та тб щ  ^илинган Пифагор теоремасидан- 
фойдаланилсин.

3. Ушбу муло^азадан фойдаланилсин; ташци нуцталар учун да- 
ража уринма квадрагига тенг булиб, ички нуцталар у чун даража 
берилган ну^тадан угган ва марказни шу ну^та билан туташтирувчи 
диаметрга перпендикуляр ватар ярмининг минус билан олинган квад- 
ратига тенг.

4. (х, у)  —  геометрик урин нуцтаси булсин. Унинг F v  F t нуц- 
таларгача масофалари

У ( х  —  с) 3 +  у*,  У ( х  +  с )2 +  г/2

га тенг. Ну^талар геометрик урнининг тенгламаси:

У  (х -  c f  +  i f  +  У ( ^  +  с)2 +  г  =  2а.

Бу тенгламани* « о

курипншига келтириш учун биринчи радикални тенгликнинг Унг то- 
монига утказамиз ва тенгликнинг иккала томонини квадратга катара- 
ыиз. Натижада

(х  +  с)2 +  у* =  4а2 - 4  а У  (х  —  с )2 +  у* +  ( *  —  O s +  У%



Ви ^осил ^иламиз. У нг томонда радикални колдириб, долган хад- 
ларни чап томонга Утказамиз. У з- Узидан равшан соддалаштиришлар- 
дан с£н г

сх  —  а 2 =  —  a Y  (x —  с) 2 4- у *

ви з^осил к,иламиз. Тенгликнинг иккала томонини квадратга к^тариб 
ва содда алмаштиришлар натижасида

а 4 —  а 2с 2 =  а 2(/2 +  (а 2 —  с 2) х 2

ни ва бундан эса

х 3 , и3
—  +  — ----- - =  1, а 2 —  с2 =  £>3
а "1 а -  — cz

ни э^осил киламиз.
5, Масала олдинги масала каби хал ^илинади. ДастлаОки тенг

лама:

V ( x  —  с)" +  у " —  У ( х  +  с) 2 +  у2 =  ±  2а.

6. Геометрик урин тенгламаси:

—  Р )г + х 2 =  У- 
Квадратга к^тариш ва соддалаштиришдак сунг тенглама

—  2 ру +  Р2 +  *2 =  О

к^ринишни олади.

Б -§ .

1. Эгри чизицнинг ноошкор шаклдаги тенгламаси:

(х —  а )2 +  (у -  Ь)2 =  R 2.

Бундан а, Ь нинг марказ координаталарилиги ва R  нинг радиуслиги 
куриниб турибди.

2. Эгри чизиь; тенгламалари:

Ха иа '
л: = ----------  cos/, у  =  — ------  sin t.

К |Д А —{— (Д.

Л, =  (х да эгри чизиц —  айлана.
3. Эгри чизиц тенгламалари

х  =  a cost +  h sin t, у =  b sin t -f- h cos t,

бу ердаги a, h, h ва t параметр 14- расмда курсатилган цийматларга 
эга- Бу тенглчмаларни хосил цилиш учун эгри чизикдаги нуктанинг 
абсцисса х  ва ординатаси у  ни синиц чизиц ОАВС  б^гинлари проек- 
цияларининг узунликлари йишндиси си(}>атида ифодаланг.

4. Эгри чизиц тенгламалари:

cos — ) (циклоида).

Масала олдинги масала каби ^ал цилинади. Бу  ерда синиц чизиц O TSA  
дан иборат.

5. ах2 -J- bxy  -f- су2 -f- d x  +  еу  =  0 , t =  —



тенгламаларни х , у га нисбатан ечиб, эгри чизик,нинг параметрик 
тенгламаларини хосил киламиз:

d  +  et dt -f- et2
V =  __ ______________ , U =  ---  ---------------------

o +  +  a +  bt +  ct'1
6-§.
1. Айлананинг x  билан кесишган ну^талари 

х г +  </z +  2ах  +  2by +  с =  0 , у =  О

тенгламалар системасини ечиш натижасида зузсил ^илинади.
х 2 + 2 а х + с  =  0  тенглама илдизлари мавз^ум булганда айлана 

х  Уцини кесмайди. Б у  тенглама ^а^и^ий ва турли илдизларга эга бул
са , айлана х  ук;ни иккита ну^тада кесади. Илдизлар узаро тенг з^олда 
айлана х  у^ига уринади.

2. Радиуслари R it R 2, марказлари орасидаги масофа d  булган 
айланалар R t -J- R 2> d  >;олда иккита нуцтада кесишади. R v  R z, d  ни 
айланалар тенгламаларининг коэффициентлари ор^али ифодалаш мум
кин. Бу шартларни айланалар тенгламаларидан тузилган системани 
ечиб з̂ ам топиш мумкин.

3. АйланаларнинГ кесишган ну^талари:

4. Эгри чизиклар нинг кесишган нуцтаси: (1 , 0).
5. Агар (х , у) нуцта эгри чизиклар тенгламаларини цаноатлан- 

тирса, шу нуцтага координат у^ларга нисбатан симметрик булган 
(— х , у) ва (х, —  у) нуцталар з̂ ам бу тенгламани 1-;аноатлантиради. 
Шунинг учун кесишиш ну^талари координат уцларга нисбатан симмет
рик жойлашган.

11 б о  б
1- § -
1. Тенгламани эквивалент ш аклда ёзиш мумкин:

(iах +  by -f- с) (ах -\-Ьу —  с) — 0.

Бу  тенгламани ах +  by +  с — 0, ах 4 -  b y — с ^  0 турри чизи^лар- 
нинг кесишган ну^талари ва фацат шулар ^аноатлантиради.

2 . I боб, 6- § га ^аранг.
3. Турри чизиклар бирор (х , у) ну^тада кесиш ади, деб фараз iyj- 

лайлик. Бу  з^олда: .

ахг byt - f  с =  0, А х1 +  В у 1 - f  С =  0.

Биринчи тенгликни А га, иккинчисини а га купайтириб, з^адма-з^ад 
айирайлик. А с — Са =  0 га эга буламиз. Бу тенглик АЬ —  В а =  О 
билан пропорцияни беради:

а b с 

~А ~  ~В ~  С ’

бу пропорциядан эса ш кал а тенглама иккита турли турри чизицни 
эмас, битта турри чизицни ифодалайди деган хулоса келиб чи^ади.

4. х ‘  +  у 2 +  агх  +  Ь1у +  с1 =  0 ,  х 2 4  у* +  р 2х - f  b2tj +  с2 =  О 

айламаларнинг радикал уки

(а , —  а„) х  - f  (bi —  Ь„) у +  сх —  с 2 =  О 

тенглгма Силам мфодалана/'и. I £об, 4 - 3 -  маищца царанг.

(!■о ) ( -  -  V
’ \ 2 ’ 2 j



5 . Агар (x v  г/j), (х 2, (/2) берилган ну^талар булса, геометрик 
уриннинг теигламаси:

(х  —  * i )2 +  (у  —  г/з.)2 —  (х  —  * 2) 2 —  (у —  у  2)2 =  а.

Б у  тенглама х , у га нисбатан чизи^лидир.

6. ( * ' ,  у ')  ну^та (х , у ) руцтадан утадиган нурда ётади ва 
У  х ' 2 - f  у ' 2- *2 4  <У2 =  -R2 шарт бажарилади.
7 . л:2 +  У2 +  ох +  by +  с — 0 тенглама берилган айлана тен гла

маси булсин. Буни х 2 4  У2 га булайлик. Натижада,-

ад: 6г/ с1 4 -----------4 ------ -—  + -----------=  0.
х г 4  у2, я 2 4  У2 х “ 4  У2

Энди

х 2 4  у 2 х 2 4  </2 * 2 4  у2

ни эътиборга олсак, алмаштирилган эгри чизшушнг тенгламасига эга 
буламиз:

. а Ь с
1 4 ^  х' +  -  У' +  -  ( * ' 2 4 . 0  =  0.

Умумий холда бу айлана тенгламаси булади. с =  0 да, яъни дастлаб- 
ки айлана координаталар бошидан утгаи ^олда тугри ч и зщ  ^осил 
цилинади.

8. ах +  by 4  с =  0 тенглама ушбу эквивалент шаклга эга:

2 (*0 —  *о) х  +  2 О/о —  Уо) У +  (^о2 +  i/o2 ~  *0 —  9?) =  °>

бунда х0 ва у0 сонлар Л* нуцта координаталари. Тенгламаларнинг 
эквивалентлигидан

2 ( Хо —  Хо) 2 [у0 —  Ур) Хд 4  Уд — х\— у\

пропорциялар хосил булади. Булардан х 0 ва у0 топилади.
9 . Детерминантнинг нолга тенглиги ушбу

а г , 4  by 1 4  с =  О, 
ах 2 + % 2 +  с ~ 
а*3 +  *Уз 4 с  =

=  °, ) 
=  0,
=  0 ]

системанииг а, Ь, с га нисбатан ногривиал ечимининг мавжудлигига 
гарантия беради (а  ва Ь бир ва^тда нолга тенг була олмайди). Б е
рилган ну^талардан Утувчи туьри чиз1щ тенглам аси:

ах  4  by 4  с =  0.

2-§.
с с

1. Тугри чизщ; — < 0  да мусбат зрим у к х  ни ва — > 0  да
а  ' а

манфий ярим уц х  ни кесиб утади.
2 . Агар Ьа, с >  0 ёки а, Ь, с <  0  булса, тугри чизи^ биринчи 

координат бурчакни кесиб утмайди.

х



3. Агар (х , tj) ну^та биринчи тенгламани ^аноатлантпрсз, х  ущ1- 
га нисбатан унга симметрик булган ( х , — у) ну^та иккинчи тепгла- 
маии т^апоатлантпради.

4. Агар (х ,  !/) ну^та биринчи тенгламани ^аноатлантиреа, коор- 
дипаталар бошига нисбатан унга симметрик (— х , — у) нуцта иккинчи 
тенгламани цаноатлантиради.

5. % сон а +  Я,ах =  0 шартни кавоатлантирган холда тугри чизиц 
.г укига параллел. с +  кс1 — 0 да зса тугри чизш\ координаталар 
боишдан утади.

6. |n] =  |Ь\ шарт бажарилганда тугри чизиц координат Уцлар 
била и оиргалнкда тенг ёнли учбурчакни чегаралаб туради.

с I
7. — лар тугри бурчакли учбурчак катетларидир.

я ! .
8. Уринмалар х  —  к  =  0  (мос равишда д —  К =  0) куринишли 

тенгламалар билан ифода цилинади. X сон эса X2 у 2 -f- 2аХ +  
-+■ 2by =  0 (мос равишда х “ -j- X2 +  2ах  +  2ЬХ =  0 ) тенгламадан 
апшутанади (ягона ечим мавжудлик шартида).

3-§.
1. II боб, 3- § даги (1 ) формуладан фойдаланилсик.

я
2 . Т^гри ч т щ  х  у^и билан — —  а  га тенг бурчак ташкил ки

ла ди.
3. Агар учбурчакшшг томони х  у^ида, баландлиги эса мусбат 

ярим у^и у  да б^лса, у холда томонларнинг тенгламалари:

у =  0, y =  ¥ J ? . +  x У ~ ъ ,  у =  1 — 1 -  х V ~ 3

булади.
4 . Учбурчак тенг ёнли булиб, биринчи координат бурчак бис- 

сектрисага нисбатан симметрик жойлаш гандир.
5. Тугри чизицларнинг х  у^и билан ташкил цилган бурчакларини

Cl £lj
солиштиринг. И зланган ш арт: —  =  —  ,— .о Ь1

6. Тугри чизи^нинг (х  —  Ь) с —  (у —  d) я =  0 куринишли тенгла- 
масига утилсин.

7. Турри чизицларнинг ноошкор ш аклдаги тенгламаларига утил
син.

8. Туртбурчак учлари , o j ,  ^0, нуцталардан иборат.

4 - § .

1. TytpH чизиклар ушбу

X и К и
- + - г  =  1. -  +  7 =  1, \а\ =  \Ь\, \c\ =  \d\ 
а о с  а

куринишдаги тенгламалар билан ифода цилинэди. Бу  турри чизиклар 
учун ё ad  —  be — 0 ёки ас 4 - bd =  0.

2. TyFpn чизицларнинг ноошкор ш аклдаги тенгламаларига )?тил- 
син. П араллеллик шарти: а хр2 —  рха 2 =  0. Перпендикулярлик шарти 
ч ,а а -|- =  0.



г.  Tyfpii чизиклгрннпг параллеллик шарти: аа  4  Ь ;  =  0. Пер- 
пепдикулярлик шарти: ау —  Ьа =  0.

4, Параллеллик ^оли г;аралганда X параметр (al -\-a2X ) b —  (6L-h 
4  l u  I с -  0 нтартдаи ани^ланади. Перпенднкулярлик хвлида (а 1 J--
4 <V-) i£ 4 ( * i  +  * 2̂ )  ̂ =  0 шартдаи anniyiafi ади.

5 - g .

1. Берилган нукта ва учларлап псталганипинг координаталарини 
шу пук,;а карт; 'зпдаги томон тенгламасшшнг чап томонига i^ f i ганда 
бир хил ншорали микдорлар хосил ^илиипши керак. Агар учлардан 
атиги биттаси учун хам бу ифода (митухоп) лар турли ишоралп булиб 
чи^са — нукта учбурчак ташкашютда булади.

2 .  Ашшятга эгамиз:

ах -)- by 4  с г ах  4  by 4  с,3\ Iс,  — г,,|

У а 1 - Н " У  а 2 -|- Ь'л | У  а- 4  Ь*

Агар А (х, у)  —  тугри чизик.ларнинг биридаги нуцта б$лса, у 
х;олда айниятнинт чап томони бу нуктанинг иккинчи турри чизиВДача 
масофасига тенгднр, яъни бу тугри чизиклар орасидаги масофадан 
иборатдир.

3. Изланган тугри чизиклар

ах 4  by 4  с '  = 0

куринишли тенгламалар билан ифода ^плннади; бу ердагн с '  сон 
\с —  с '\ =  S ' У  и‘ +  Ьг тенгликдан ани^ланади. Олпинги масалага 
^аранг.

4. (ах  4  by 4  с)  ±  (агх  4  bty 4  с)  =  0 тенглама (х ,  у) нуктанинг 
берилган тугри чнзикларгача масофаларининг тенглигнии ифода ця- 
лади-

5. Агар дастлабки тугри чизиклар нормал шаклдаги тенглама
лари

ахх 4  Ьгу 4  сг =  0 , а.2х  4 - Ь.2у 4  с 2 =  0

билан берилган булса, у ^олда геометрик уриннинг тенгламаси

(а гх 4  Ьху 4  Cj) К ±  (а2х  4  Ь2у 4  с 2) ц =  0

булади. Б у  тенглама чязн^ли, шупгшг учуfi ну^талтрнипг геометрик 
урни тугри- чизивдир.

е-§.
1. II боб, 4 - §  даги 4 - масалага караиг.
2. а х j  -f- b y L 4  с  =  —  ( а х 2 1- by ,  4  с )- а (У2 — Ui) —  * (v2 —  х г)--=0. 

Бу шартларнипг бирннчиси ну^таларшшг тугри чизицдаи турли то- 
мондалигинн ва ундан баравар узо^ лашгаилигини билдиради. Иккин
чи шарт ну^таларппнг берилган тугри чизшда перпендикуляр булгаи 
тугри чнзивда ётишпни ифода 1\иллдн.

3. Тугри чизиц

(х  —  х 0) —  Х (у  —  у0) =  0 

куринишли тенглама билан ифодаланади. К параметр эса

(%  — *о) — ^ (г/i — у0) =  ±  {(х2 -  х0) — у ( у 2 — Уо)}
шартдан ани^ланади. Илоранинг та  л ланиши ну^таларнинг тугри чи- 
зища нисбатан бир томоида ёки турли томонда жойланишига боглл^-



4. Детерминантнинг биринчи сатрини цолган икки сатрдан айириб 
детерминантни очсак,

Ух 1
х г У-z 1 
* з  Уз 1

=  ( Х 2 —  Хг) (у2 —  У ])  —  (у 2 —  У i )  (хя —  Xj)

ни з;осил циламиз. Унг томоннинг нолга тенглиги (х 2, у%) ну^таниш 
(х 1 > f/i)> (х з> Уз) ну^таларни туташтирувчи тугри чизщ : .

(х  —  х г) (Уз —  Vi) —  (У —  Ух) (х3 —  x i) =  0 
да ётганлигини билдиради.

7 - § -
ах  +  by +  Ci — bx +  ay +  c2

U x ~ ±  y H T f P  ' Y aa +  ** '

Ишоралар x \  i/' уцларнинг й^налишига цараб танланади.
„ . . х + у  , х — у
2 . х  =  ib  /—  » У =  zfc  ̂у—— •J/ 1  2

Эгри чизшушнг янги координаталардаги тенгламаси:

2х 'у '  =• а2.

3. (*о> Уо) нуцта янги системада яна уша (x0, у0) координаталар* 
га эга. Еинобарин, х 0, у0 сонлар тенгламалар системаси

х0 =  агхо - f  Ьгу 0 - f  с ! ,  у0 =  a2,v0 +  62у0 -f- са

ни ечиш натижасида 5̂ осил 1\илинади.

I I I  б о б
1-§ .
1. Айлана тенгламасини декарт координаталаридэ ёзиб х  =»

— р cos 0, у — р sin  0 ёрдамида Кутб коордипаталарига утиш керак. 
К,лтб координаталарда берилган айлана марказининг координаталари 
билан радиусини ани^лаш учун декарт коордипаталарига ^тиш ке
рак. Нчтижада

х г +  У% - f  2й (х  cos a  —  у  sin a )  +  b =  О

ни ^осил рилами з. _
М арказ координаталари х  =  —  rt cos а , у  =  a sin а  радиус: R =* 

=  У  а 2 —  Ь. М арказш ш г 1̂ утб координаталарга нисбатан координа
талари: р =  а, в =  я  —  а .

2. A ( p j , 0j )  ва В  (р 2, 0 2) ну1\талар орасидаги масофани ОАВ уч- 
бурчакка косинуслар теоремасини татбик; ^илиб топиш мумкин. Нати
ж ада

\АВ\“ =  Pi +  Рг 2рг р 2 cos (0 2 6i)

ни зфСил циламиз.
3- ро —  цутбнинг тугри чизивдача булган масофаси, а  —  кутбдан 

тугри ч и зи щ а туташтирилган перпендикулярнинг кутб уци билан 
ташкил цилган бурчаги.

4. Кардиоданинг кутб системасидаги тенгламаси:

Р =  R  (1 —  COS 0).



р =  а У  2 cos 2 0 , 

бунда а —  фокуслар орасидаги масофанинг ярми.

2-§-
1. Эгри чизи^ тенгламасини ушбу к^ринншда ёзиш мумкин:

X р

^ 1 +  X cos 6'  ’

бу ерда

% =  У  а2 +  Ь2, р — с / У  с 2 - f  62, 0 ' =  0 -f- а .

К,утб J/цини а  бурчакка бурганда эгри чизи^ тенгламаси шу шаклни 
олади. Бу  тенгламадан эгри чизицнинг конус кесими эканлиги к^ри- 
ниб турибди.

2. К,утб Д илинг вазияти тугрисида >;еч нарса дейилмагани сабаб- 
ли эллипснинг тенгламаси ушбу к^ринишда булади:

Хр

^ 1 +  X cos (0 +  а )

Бу тенгламага эллипснинг берилган учта нучтасннинг координа
таларини цуйиб, номаълум а ,  л , р  учун тенгламалар снстемасини 
^осил киламия.

3 . Бевосита текшириб куриладн.
4 . Парабола тенгламаси:

^ 1 —  cos 0

1̂ утб системасининг цутбига нисбатан имверсияси ушбу

, , л 2 0 '  =  0 , р '  =  —
О .

формулалар билан ифодаланади. Паразолани бундай алмаштириш на
тижасида тенгламаси

р '  =  (R'!/ e )  (1 —  cos 0 ' )  

булган эгри чизик ^осил килимэди. Бу эса кардиода.

3-§.
1. Эгри чпзикнинг конус кес.чми булнши унп.чг таърифидап келиб 

чи^ади, чунки ( г — **)*  -Ь (у  —  у#)* ИФ<> Да э.-ри чичицдчги (х , у) 
нуцташшг у0 фочусгачч масофасипч билд «ради. ах -f- by +  с эср 
(х , у) нуцтанинг дирекгрисагача масо|)асига прзпордионал. Эгри '•

к <
ЗИЧ “7------ГГ  I нинг кийматига караб ё эллипс, ё парабол0 +  £,“ >
гиперболадан иборат. у

2 . Конус кесими нуцтасининг фокусгача масофаси у/ 
трисагача масофасига пропорционал- Нуцтанинг директру 
фаси эса турри чиашдача масофлни билдиргани учун ну/ 
динаталари ор^али чизицли ифода Килинади.



3. К онус кесимининг тугри чи зщ  билан кесишиш масаласи 
квадрат тенгламани ечиш масаласига келтиради, бу тенглама эса 
иккитадан ортиц илдизга эга эмас.

4. I боб, 4- §, 4- м ац вда царанг.
5. 1 боб, 4- § , 5- машвда ^аранг.
6. А (х, у) —  геометрик ^рин нунтаси булсин. Унинг берилган 

айланалар марказларигача булган масофалари (|R ±  .RjJ, [R ±  й 2| 
га тенг; бунда Rv R2 —  берилган айланаларнинг радиуслари, Я  —  
уларга уринувчи айлана радиуси, « + » , «— » ишоралар уринишнинг 
ички ёки танщи б^лишига боелщ- И сталган холда %ам масофаларнинг 
ё йириндиси ёки айирмаси узгармасдир. Ну^тяларнинг геометрик урни 
эллипс, гипербола ёки тугри чизиедан иборат. Айланаларнинг бири 
т^грн чизи^Ча ай л ан са— ну^таларнинг геометрик урни парабола 6f- 
лади.

4-§.
X® У3

1 ,  =  1 эллипс тенгламаси булсин ( а — катта ярим $ц).
а* Ьг

ху  текисликни х  атрофида шундай а  бурчакка бурамиз: c o s a  =

=  — . Бундай з^олда бу текисликдаги х ,г у'2 =  а2 айлана берил- 
а

гаи эллипега ортогонал проекцияланади.
2. Гипербола тенгламасини бу куринишда ёзиш  мумкин:

х У л * У „ ,
—  4 -  —  =  0 ,  —* —  —  =  0 —  гипербола асимптоталарининг тенглама- 
а  ' b а Ь
ларидир. Гиперболадаги (х , у) нуцта учун гипербола тенгламасининг 
чап томонидаги к£паювчилар бу нуктанинг асимптоталаргача булган 
масофаларига пропорционалдир.

3. Олдинги масалага каранг.
4. А С  в a CD  кесмаларни п та тенг циемга буламиз. Ат ка 

Ст —  но мери т  булган пу^талар булсин. х  уци деб АВ  тугри чизик- 
ни, АВ  кесма ^ртасини эса координаталар боши деб Кабул г;илиб: 
А тВ  ва Ст А тугри чизицларнинг кесишган нуцтасининг х , у коорди

наталарини топамиз. —  дан иборат параметрни йуг? нилпб, (х, у)
п

нуцталарнинг «ллипс тенгламасини цаноатлантириши исбот килинсин.
5. Олдинги масалага берилган курсатмалардан фойдаланилсин.

5 - § .

1 . Гипербола асимптоталарининг тенгламаси:

х % и*
-------— =  0.
о* Ьг

Уринма тенгламаси:



Уринманинг асимптоталар билан кесишиш нукталарини топайлик. у 
ни йуц ^илиб, х  учун квадрат тенглама з^осил Циламиз:

' ±  Ь~~ ч \  > 2  Ь2- х0 Ь*

* ' / +

ни эътиборга олиб

1 ^ 6%  *2 
У й У о ай

х ‘1 —  2х„х  +  а2 =  О

ни хосил циламиз.
Бундан куриниб турибдики, уринманинг асимптоталар билан ке 

сишиш нуцталари абсциссаларшшлг купайтмаси оа га теш --- а" 
ва учбурчак юзи:

5  =  —  (- — I ( — ^ ~ )  sin 2а,
2 \ cos а  у \cos a  J1

бунда а  —  асимптотала р ни кг х  yiyi билан ташкил цилгаи бурчаги.
2 . 'Генгламалардан у ни йуцотиб, х  учун квадрат тенглама хосил 

циламиз. Уриниш шарти тенглама каррали илдизга эга деган ran, 
яъни тенглама дискриминанта нолга тенг, демак, тенглама дискрими
нанта % га нисбатан квадрат уч.^аддир. Уринмаларнинг (х0 , уд) нуц- 
тада турри бурчак остида кесишишлиги учун к.2 == —  1 булиши 
керак Шу саЗабли Я учун ёзцлган келтирилган тенгламадаги озод 
^адни —  1 га тенглаштириб, изланган геометрик урин тенгламасини 
^осил циламиз. Бу геометрик урин айланадан иборат булиб чикади.

3. Олдинги масалани ечгандаги муло^азалар цулланилсин.
4. Эллипсга утказилган бир жуфт уринма тенгламаси:

\2
V  _1"*2 / U 2 Ь*} I я2 ь\)

о.

5. Уринмаларнинг асимптоталар билан кесишиш нукталарини ту- 
таштирувчи кесма уртасипинг абсциссаси ха га тенг. )^ачиЦатан .^ам, 
кесишиш нуцталарининг абсцяссалари ушбу

х 3 —  2х0х  +  а2 =  0

тенглама илднзларидап иборат. Бундан ( х г -j~xs) / 2  =* х0 (шу параграф- 
даги 1- масала ечимига царанг).

6-§.
1. Фокус координаталари геомегрик ясашларга мувофи^ топилс/ш. 

Сунгра с — У  а 2 — Ь% б^лишига ишонч хосил цилинсин.
2. Исботи эллипснинг оптик хоссасининг исботига ухшаш.
3. Парабола тенгламасини ушбу куринишда ёзиш мумкин:

(х  —  с)2 +  у 2 =  (ах  4 -  6)2,

бунда с —  фокус координатаси, ах +  b =  0 — директриса тенгламаси. 
Бу тенгламани каноник тенглама у 2 —  2рх  =  0 билан айнаи бир деб 
з^исоблаб, с, а, Ь ни топамиз.



4 . Олдинги масала ечилишига ^аранг.
б. Фокуслар координаталари топилсин ва уларнинг X га боглиц 

вмаслигига ишонч з^осил цилинсин.
6. X га нисбатан тенглама:

а2 +  X Ьг +  X
бир ва^тда нолга тенг б^лмаган >;ар ^андай х 0, у0 учун иккита х,а- 
^и^ий Xlt Х2 илднзга эга : —  a 2< X t <  —  62< Х 2. У ларга (х0, </„) ну^- 
тадан утадиган эллипс ва гипербола мос келади.

7. К,уйидагиларга эгамиз:
2 2 

У о I уо , Уо
а2 +  О-'1 ~Ь 2̂ "

Б у  тенгликларнн х а д м а -д а  айириб

=  1.

г/о
, =  о

(a2 +  X.j) (a'j +  Х2) (&2 +  V )  (&2 +  ^г)

ларни з^осил циламиз. Бу эса уринмалар

хх„ l  уу0  ̂ х х 0 , уу0 ) 
as +  ^  ' 62 +  ^  ’ а2 +  Ь2 ' 62 +  Я2

нинг перпендикулярлик шартидир.

7 - § .

1. Эллипснинг уриниш ну^тасидан ^тган диаметрининг бурчак 
коэффициент»

/ *!_
a2k

2. (х0, у0) нучтадан утказилган диаметр йуналиши ватар йунали- 
шига цушмадир.

3. I боб, 5 -§  га царапг. K jim ia  йуналишлар t нинг бир-биридан 
п  . -—  га фарн к;иладигл1 цииматларига мос келади.

4. П араллел тугри чичщлар дастаси ёрдамида проекцнялашда 
п араллел тугри чизиклар яна параллел турри чизицларга алмашинади 
ва кесма уртаси яна кесма уртасига алмашинади. Доиранинг ^ушма 
диаметрлари ^заро перпендикуляр. Проекциялашда фигуранинг S  юзи 
ва унинг S  проекциям  орасида S  =  S  cos а  дан иборат бог-ланиш 
бор, бу ерда а  — фигурани уз ичига олган текислик билан проекция 
ётган текислик орасидаги бурчак.

5. 4- маш1\да берилган курсатмага ^аранг.
6. 4- машкда берилган курсатм ага царанг.
7 . Эллипсни айлана проекцияси деб к,аралсин.
8. 4- машвда берилган курсатмадан фойдаланилсин. Эллипега 

шундай ич.чи учбурчак чизиш мумкинки, унинг з̂ ар бир учидаги уринма 
^арама- ^арши томонга параллел булади. Бу ерда учларнинг бирини 
ихтиёрий к,илиб олиш мумкин.

*



1. Тепгламанинг чап томонини чизицли н^паювчилар к?пайтма- 
сига ёйилсин.

2 . Эгри чизиц ушбу иккита

|ах +  b y +  c \ < Y  k

| «* +  Рг/ +  У < V k ■
полосанинг кесишмасидан хосил топтан параллелограмм ичида жойла 
шади.

3. ах +  by -)- с *  0 , ах  +  +  у =  0 тугрн чизшупардан ташкил 
топган бурчакларнинг биссектрисалари янги уклар сифатида к,абул 
килинсин.

4. Масала тепгламанинг чап томонини чизпкли иккита купайтув- 
чига ажратиш йули билан олдипги масалага келтириллдн.

5. I боб, 6- § га ^аранг.
6. Иккинчи тартибли

ах2 +  bxy - f  су2 +  dx +  еу =  о

эгри чизи^ни цуйидагича параметрлаштирнш мумкин:

d  4 - ei dt 4- et3
x  =  — --------г ---------7 .  г / = — --------- ------------  (I боб, 5- ¥,

а 4 - Ы - f  ct2 а +  bt +  с <2

5- машк,). Бундан сунг [ боб, 6- § га цараиг.
7. 1 боб, 6- § га царанг.
8. A t ну^талар учуй тенгламапинг чап томопидаги пккала i^yunr- 

лувчм х,ам нолга айланади. у эгри чизиада а 31 а 2в а 15 Ф  О шарт ба- 
жарнладиган ^илиб ихтиёрий А0 ну^танм олнш керак. % щчшдагича 
олинсин:

ot24 a la a :.

9. 8- мацщдап фойдаланилсин.

I V  б о б

1- §■
2я

1. Хамма векторларни -------- бурчакка буришда у ларнинг йшчин-п '
диси хам шу бурчакка буриладн. Аммо олинг'ан векторлар системаси 
натижада уз-узига алмашинадя. Шунинг учун йпишлн нолга тенг* 
дир.

2 . Медианаларнинг кесишган О0 нуцтасц учун:

О0.4 +  О0В  -|- О0С =- О,

исталган бош^а 0 ну^та учун бу йигиндп ЗО00 га тенг.
3. Тенглик элементар геометриянинг маълум теоремасини ифода 

цилади: параллелограмм диагоналларп квадратларш-шнг Йжпндиси 
унинг томонлари квадратларининг йигнндисига тенг.

4. Бевосита текшириб курилсин.



б. а  текислик нуцтасидан чициб, шу текисликка нисбатан жой- 
лашгап битта ярим фазога йуналган векторлар йигиндиси, яна шу 
ярим фазога йуналган вектордир.

6. Умумий боши (0,0)  нуь;гада ва охирлари х  (m b ,  пЬ) нуцтадз 
булган векторларнинг г тп системаси (0 ,0 ) нуцтага нисбатан сим
метрик жойлашади.

7. Координаталар боши учун векторлар ш тш д и си  векторлар 
сястемаснгошг спмметрпясп туфа/)ли нолга тенг. Исталган бошка О'

нуцта учун бу йшииди пО'О га тенг, бунда п —  векторлар сони.

2 -  § •

1. Агар Г] ва г г нолдан фаряли ва попараллел векторлар бул
са, ^-ifi +  ^2г 2 йинмли фака г Хг =  0 , =  0 да нолга тенг булади.

2 . векторлардан биринл долган иккитасишгаг чизицли комбина- 
цняси куринишида ифодалаш керак.

3. Бир томопи г  вектор ёрдамида тасвпрланнб, долган икки то
мов» эса i\, г 2 векторларга параллел булган учбурчак ясалсин.

3- §•

1. Векторли тенглнкпн А хАг векторга ва унга перпендикуляр 
векторга скаляр купантирилсин.

2. Х-а2 +  2Хи ( а  Ь) +  и2Ь3 =  (к а  +  р.6)2.

3. Битта текисликка параллел исталган учта вектор чизицлн 
боглик; булади, яъни бир вацтДа нолга тенг б^лмаган шундай Ях, к.2,

сон л ар мавжудки, бунда
j-j -I- Кг2 4- >v3r3 =  0 

(2 -§ ,  3- машкка каранг)тенглик бажарилади. Бу тенгликни r l , r 2, r 3 ra 
скаляр купайтирнб, ушбуларни хосил циламиз:

К  '’i) +  h  (f i  r 2) +  Ы ' \  r 3) =  0 ,
К  (r 2 г г) +  "Ч (г ,  r 2) -f- к 3( г 3 г3) =  0,

*■1 (г з П) +  К  (г з г») +  Хз (г3 г 3) =  • .

Xi, Х2, Х3, га нисбатан тенгламаларнинг бу системаси нотривиал 
ечимга эга. Шунннг учун система детерминанти нолга тенг.

4. 3- машвда дойр курсатмага ^аранг.
Б. 3- машкка Донр курсатмага царанг.
6. 5- манида царанг.

4- §.
1. а Х Ъ  ва с  векторлар параллел.
2. ( а Х Ъ ) Х с  ва Ъ (а  с) векторларнинг абсолют ^ийматлари тенг 

ва улар параллел.
3. а  векторни бири с  га параллел, иккинчиси унга перпенди

куляр булган икки вектор йириндиси шаклида ифодалансин.
4. Олдинги учта машц натижаларидан фойдалансин.
б. Агар а ,  Ь, с  учта вектор булиб, уларнинг бошланиш нуцтаси 

пирамида учидан, охирлари эса унинг асоси учларидан иборат булса, 
у ^олда:

S  =  —  [(а — Ь) X  (а —  с ) ] ,



б- §.
1. ( a X b ) X с  =  b ( а с ) — a ( b c ) .  4- §, 4- машкда ^аранг.
2 . а ,  6 , с  векторлар сифатида боши сфера марказида, охирлари 

эса сферик учбурчак учларидагн векторлар олинсия.
3. 4- 4- машкдаги формуладан фойдаланилсин.
4. УшГ.у айниятдан фойдалаиилспи:

(я X Ъ ) Х ( с  X d)  X ( с х  d ) X ( a X b )  =  О.

5. /• векторки г  =  X, с ,  +  ?-2 е 2 +  ГА3 е л к^ринишда ифодалаш 
мумкии. Бу тенгликпи е , Х е 2, е 2Х е 3, е 2Хе]. векторларга скаляр ку- 
пайтирпб, Xj,  топилсин.

6. 5- машина каранг.
7. e 1X e 2, <*.>Хе3, t»s X e i  векторлар чизшуш эркли, г  векторни 

ушбу куршшшда тасвирлансик:

г — /•! ( е 2Х е 3) +  >v2 ( е д Х е О  +  Я3 (ехХ бз) .

Бу тенгликни е 1( е 2, е 3 га ск а л яр . к^пайтириб, k v  Я2, Я,8 топилсин
8. Ечиш у;пбу куринишда тасвирланган:

х —■ Л1 ( & Х с )  +  ?ь2 (с X  я )  +  Х3 ( а  X  Ь).

Бу тенгликни а , 6 , с  га скаляр куиайтириб, Xj, Х2, А,3 топилсин.

6 - §.
1. 5- § даги 5- мапвда 1\аранг.
2. 5- § цаги 7- маш^ка гарант.
4. 5- § нинг 3- манщидаги айниятдан фойдаланилсин.
5. 3- машкдаги айниятдан фойдаланилсин.
6. 4- ва 3- машклардаги айниятлардан фойдаланилсин.

V б о б

U §• ..
1. а) нукталар учун х  =  0 булса, улар у ва г уклардан ^тувчя 

координат текисликда ётади. г) ну^талар учун к =  0 ва у =  0 булса, 
улар г  у^ида ётади. .

2. Саккизта ну^та.
3. Ну^талар х =  ± а ,  у  =* ±  Ь, г ^  ±  с текисликлар билан че- 

гараланган параллелепипед ичида жойлашади.
4. ( е х , в 2, s 3) параллелепипед учларининг координаталари, бунда 

e lt е 2, е3 сонлар 1 ёки 0 га тенг ^ийматларни ^абул цилади.
п

5. Агар А '( х ,  у, г) нуцта —  бурчакка буриш натижасида 

А '  ( х ' , у ' , г ' )  ну^тага алмашинса, у холда:

~ ( О А - с ) е +  ОА Х е  =  о Д  е =  O A J [ c T i j.
6. 5- машща каранг. Буриш бурчаги а  ихтиерий булган з^олда:

(ОА - е ) е +  ОА co sa  +  (ОА Х е )  si п а  =  ОА'.

2-  § •

1. А (х, у, г) ва А ’ ( х ' , у ' ,  г ' )  нуцталар орасидаги масофа квад-  
р ати:



(.А А 'У  =  {(л; —  х ' ) е х + ( У  —  у ') е у +  (г —  г ')  е г } 2 =

=  (х  —  x ' Y  +  (у  —  у ' ) 2 +  (г —  г ' ) 2 +  2(х —  х ' )  (у —  у ' cos v +
+  2(i/ —  у ')  (г —  г ' )  cos а  +  2 (г —  г ' ) ( х  —  х ' ) cos р.

2. Танщи чизилган сфера маркази тетраэдр учларидан баравар 
узо^лаш ади.

3. Тетраэдрнинг исталган иккита ^арама-^арши кирраларининг 
Уртасини туташтирувчи кесма урталарининг координаталари:

x i  +  х 2 +  r 3~f~ x i  . .  У 1 + У 2 + У 3 + У 4х =
4 У =  "

^1 +  г 2 +  г 3 +  г 4

4. Турри чизиклар тетраэдрнинг огирлик марказида кесишади.

5. Координаталари х ,  у , г дан иборат нуцта ва исталган A t уч 
билан биргаликда тетраэдрнинг шу учга царама-царши булган ёгига 
нисбатан бир тарафда ётади.

6. Учбурчак учлари A lt Л 2, А3 булса, у з^олда:

1
А ХА 3].

7. Элементар алмаштиришлар натижасида цуйидаги детерминант- 
ларнинг бир-бирига алмашиниши исбот ^илинсин:

Х2 —  *1 у 2 — У г Ч  — Ч x i У1 Ч 1
х 3 —  * i  Уз — Ух « з  — Ч » х 2 У2 *1 1
Xi —  *1  У4, — У1 z4,— Ч х 3 Уг г3 1

Xi г/4 Ч 1

8. 7- мацщча ^зранг.

3- §•
1. Тенгламани эквивалент шаклида ^уйидагича ёзиш мумкин*

(х  +  а ) 2 +  (у +  ЬУ +  (г +  с ) 2 =  а 2 +  i 2 +  с 2 -  d\ 

бунда — а, — Ь, —  с — сонлар марказ координаталари, (я 2 +  Ь2 +

+  с 1 —  d) 2 —  сфера радиуси.
2 . Исталган ну^таиинг координаталари /1 =  0 ва / 2 =  О дан ибо- 

рат теигламаларни ^аноатлантирса, улар

h  +  2̂ /2 =  0 
тенгламани ^ам ^аноатлантиради.
3. Сирт г  ук,ига параллел ва айни ваЦтда ху текисликни эгрй 

чизш\ ф (х, у ,  г) =  0 буйича кесиб утадиган турри чизи^лардан т у 
зил га п.

4. Конус тенгламаси:



бунда а  —  конус ясовчисининг ук билан ташкил цилган бурчаги.
5. у г ва у2 эгри чизицларни пераметрик шаклдаги тенгламалар 

билан ифодалаш мумкин:

у у : х — и , у =  0, г =  аи2,

у 2 : х  =  0, у =  и, г =  fct)2.

Охпрлари Y j, Y2 ЭГРИ чизицларда булган кесма Уртасининг чизган 
сирти цуйидаги тенгламвлар билан ифодаланади:

и v аи2 +

Х = 2 ’ " ‘= 2 ’ г =  2 '
6. Эгри чизикларни параметрик шаклдаги тенгламалар билан 

ифодалаш мумкин:

: х  — и, у — а, г  =  f(u)\ 
у2 : х  =  и, у =  Ь, г  =  ф(«).

Сирт тенгламаси:

х  =  и, у =  (1 —  о) а +  чй, г =  (1 —  у) /(u) -f- vrp(ti).

7. +  1/2 —  сирт устидаги нуцтанинг г  У^игача булган ма- 
софаси.

8. Б у  сирт ясовчилари х  У^ига параллел булган цилиндрик сирт- 
дир. Бу сирт эгри чизиц орцали ^тади, чунки сирт тенгламасини 
эквивалент шаклда ёзиш мумкин:

(/ (х) —  г) —  (ср (у) —  г) =  0.

Бундан г  =  / (х) ва г =  ср (у) тенгламаларни цаноатлантирувчи нуцта 
f ( x )  —  ф (у) =  0 тенгламани з а̂м цаноатлантириши куриниб турибди.

4- § .

1.
х '  =  агх  +  Ьгу  -)- Сц 

у '  =  а2х  4 - Ь2у 4 -  с2 , 

г '  =  г. .
2.

а 23 п а 31 а 12cos а  =  ■ — , cos р =  %■ ■, cos у =  - т .
V О22Й33 У  а ззаи  У а и а гг

2- § даги 1- маш щ а царанг.
3. IV  боб, 5- § даги 5- ва 7- маш^ларга Царанг.

V I б о б

1- §•
1. Текисликнинг ихтиёрий нуцтасидан (x lt y v zt ), ( х 2, у г, г 2) 

«уцталаргача булган масофалар узаро тенг .

2.
ах  +  by +  сг  +  d 1 =  0, 
ах -j- by -j- сг +  d 2 =  0 d x Ф  d 2}

тенгламалар системаси ечимга эга эмас, шунинг учун текисликлар 
'«есишмайди.



3. Ну^таларнинг геометрии урни иккита текисликдан иборат:

ах 4  by -j- сг 4  d ±  (ал $у  4  кг  +  8) =  0.

4.

f  (х, у, г) +  агх  +  bty +  схг  +  d x == 0,1
f  (•*. У, г) +  а^у +  Ь2у +  с2г +  d 2 =  0 /

тенгламалар системасининг ечими цуйидаги

(fli л: +  Ьгу  +  сгг  - f  d t ) —  (а2х  +  b2y  - f  c2z +  d 2) =  0

тепгламанинг ечими булади.
5. k ф  kd  -f- |хб ш артда текисликларни ифодаловчи тенгламалар

системаси биргаликда эмас.
6. 4- машвда 1\£фанг.
7. II боб, 1- § даги 6- ва 7- машкларга царанг.
8. Берилган икки текисликнииг кесишган турри чизи^дан утувчи 

текислик тенгламаси ушбу куринишда ёзилади:

(ах  4  by +  cz +  d) (а х 0 4  $у0 4  уг0 46) —
— (а х  4  $у 4  У г  4 -  6) (axQ 4  Ьу0 +  сг0 4  d) =  0,

бунда (х 0, уа, г0) кесишиш т^нри чизигида ётмаган ихтиёрий ну^та.
9. V  боб, 2- § даги 8- машвда царанг,

2- §.

d
1. Текислик мусбат ярим х  ни — < 0  шарт бажарилганда

л
,  „ d  d

кесиб утади (текислик у, г  уцларини мос равишда ----- <  0, ------  < 0
Ь с

ш артларда кесиб ^тади).

2. Тетраэдр >^ажми: V  =  ~ г
’ 6

3. Фазодаги нуцталарпинг

\М 4  \У\ 4  N  <  а
шартни бажарадиган туплами ушбу:

d o X ^ - y z h z < a

тенгсизликлар билан бериладиган ярим фазоларнинг кесишмаси (уму
мий цисми) дан иборат.

4. а  текисликка ху  текисликка нисбатан симметрик булган текис- 
лик тенгламаси

ах -{-by  —  сг  4  d  =  0

билан ифодаланади. а  текисликка координаталар бошига нисбатан 
симметрик булган текислик тенгламаси

—  ах —  by —  сг  4 d  =  0

билан ифодаланади.
5. г  у^ига параллел текислик тенгламаси таркибида г  иштирок 

эгмайди. Демак, к параметр с  +  уА, =  0  шартидан топилади.
6. к ва (.1 параметрлар ушбу шартлардан аницланади:

а 1 4  Ы г 4  (.ю3 =0, 4  М 2 4  ц63 =  0.

d*
abc



3- §.

1. Текисликлар орасидаги масофа:

.  \di - d t |
1 У  а2 +  Ь2-\-с2

II боб, 5- § даги 2- машвда каранг.
2.

{  «  ,
у  а2 + Ь 2

3 . Агар текисликлар нормал куринишдаги

ахх  +  bxy с хг  -f- d ± — 0 , а2х  +  Ь2у +  сгг  - f  d 2 =  О 

тенглам алар Силан берилган булса, ну^таларнинг геометрик Урни 

ахх +  Ьху +  Cj 2 +  rfj ±  X (а 2х  +  Ъ2у +  с2г +  d 2) =  О

тенглама билан ифода килинади, демак, у иккита текисликдан иборат.
4. 1- машвда каранг.
5. Текисликнинг нормал ш аклдаги тенгламасига утилсин,
6. II боб, 5- § даги 1- машвда каранг.
7 . Агар текисликларнинг тенгламалари нормал шаклга келтирил- 

ган булса, у ^олда:

±  х ' =  агх  +  Ьлу - f  схг  +  d u  
=Ь У' — а 2х  +  Ьцу +  с2г  +  d 2,
±  г '  =  а3х  +  Ь3у - f  csz +  d 3.

4 - § .

1. (a s b, с) вектор текисликка перпендикуляр. Текисликнинг х  
УКИ билан тешкил килган а  бурчаги ушбу

.  Мsm a  =  = •
V a 2+ t2+ c

шартдан аницланади.
2. Текисликнинг ху  текислик билан ташкил килган бурчаги ушбу

1
cos а  <= ■ . - ......... —=гг.

У 1 +  р2+<?2
шартдан ' аникланади.

3. 2- м а ш д а  каранг.
4. Текислик я  ва у укларни \а\ =  |6| булганда тенг бурчаклар 

остпда кесиб утади .
5. а (х  —  х 0) +  Ь (у —  у0) -(- с (г —  г0) =  0 тенглама билан берил

ган текислик (х0, у0, г0) нуктадан Утади. Текисликларнинг параллел
лик шарти бажарилган.



п ь1 cii ici “ii к  ы )
\ | * 2  сгГ к 2 ааГ К  bt\)

векторга перпендикуляр.
7. X ва ц параметрлар

(Каг +  ц а2) а +  (Я6Х +  fx&2) Ь +  (к^  +  цса) с =  О

ш артга буйсунади.
8. Дар Чандай п  (а , Ь, с) векторлар учун текисликлар дастасн- 

дан нормали п  булган текислик топиш мумкин. Бунинг учун кг, 
Х3 параметрларни ушбу

^ lO l Ч~ ^2f l2 ~Ь ^За3 _ ?■ jfe] +  Х,2&2 %3Ь3_____ XiC i ~Ь ^2С2 ~Ь ^3С3

а Ь с

шартларни ^аноатлантирадиган цилиб олиш керак.

5- § .

1. Т yFpH чизиц х  утуши (мос равишда у, г  у^ларини) — - ■ » — ■'
I т

. Xq Zn Xq У л
шарт бажарилганда кесади (мос равишда ----- =  — , — - -  —

k т k I

ш артларла). Тугри чизиц ху  текисликни т =  0 шарт бажарилганда 
кесиб утади (к — О шартда уг текисликни, 1 = 0  шартда гх текис- 
ликни).

2. Текисликлар тенгламаларини нормал шаклда олиб, нуцталар 
геометрик урнининг тенгламаси тузилсин.

3. Учбурчакнинг иккита учидан баравар узоцлашган нуцталяр- 
нинг геометрик урни текисликдир. Изланган геометрик урни икки 
текисликнинг кесишган чизиридан иборат, яъни турри чизиц булади.

4. у =  X, г =  икх тенгламалар билан ифодаланган тугри чизи; 
сирт устида ётади, чунки бу тугри чизиц ну^талари сирт тенгламаси
ни цаноатлантиради. х  — ц , г  =  a\iy тенгламалар билан берилган тур
ри чизик хам сирт устида ётади.

5 . Детерминантнинг нолга тенглиги

а хх +  Ьгу +  с лг  +  d y =  0 , ' 
а 2х -|- ^9У "~f~ CitZ ■-{- d 2 =  О, 
asx - f  b3y - f  с 3г +  d 3 =  0 ,

-j- bty -f- с4г +  d i  =  0

тенгламалар системасининг биргаликда булиш шартидир. Бу  система 
бкрггликда, чунки турри чизиклар кесишади.



6- §.
1. Детерминантнинг нолга айланиши

(х ' — х " , у ’ — у ", г ' — г"), (к ’ , V , т ') ,  (k", I", т")

векторларнинг битта текисликка параллеллигини билдиради. Демак, 
т^три чизиклар ё параллел ёки кесишади.

2 . Агар А ' ,  А" —  TjVpn чизивдаги ну^талар ва е ' , е "  —  тутри 
чизик;ларн!шг йуналтирувчи векторлари б^лса, у з^олда турри чизшу 
лар орасидаги масофа:

„ е ' Х е "  --- —у ( е 'е " А 'А " )
о =  dz ~ * A* A,r == zfc ~ *\е'хе"\ ЛА \е'хе*\

3.
atx  -f- bxy +  с хг  +  rfj =  0,1 
агх  +  b2y +  с 2г - j-  d 2 =  0 /

тенгламалар билан берилган тугри чизщ нинг йуналтирувчи вектори. 
ушбу

г 2 саГ 1̂ 2 1̂ 2

координаталарга эга
4 . 3- маппда ^аранг.
5. Конус сиртининг тенгламаси:

[(■у —  х0) а +  {у —  уд) Ъ +  (г —  г0) с]2  ̂
а2 +  62 + с 2 '

=  [(* — х0)а +  (г/ — г/0)2 +  (г —  г0)2] sin2 а .

6. 3- машвда ^аранг.

7 . Фараз ^илайлик, А (х , у, г) —  конус сиртнинг учидан фаркл*г 
ну^таси булсин. А  нуктадан утувчи ясовчининг ах +  by -f- сг +  d  =  0 
текислик билан кесишиш ну^таларининг координаталарини топамлз. 
Б у  координаталарни сферанинг тенгламаси х 2 +  Уг +  г~ =  2Rz га ку- 
йиб, изланган конус сирт тенгламасини ^осил ^иламнз. Конус сирт. 
нипг ху  текислик билан кесишмаси анланадан иборат.

8. 7- машвда ^аранг.

7- §•
1. Агар тугри чизиклар

х  —  х '  у  —  у ' г  —  г '  х —  х "  у —  у" г —  г"

к' V =  ’ ~~к'г =  Г  =  ~т"

тенгламалар билан берилса, улардан баравар узо^лашган геклслик 
координаталари

х '  +  х" у '  - f  у" г '  +  г"

2 ’ 2 ’ 2



булган ну^тадан Утади ва (&', т ') , (k", Г , т ") векторларга па- 
ралллел булади.

2. У ш б у

flj х-\- Ьху 4  с 1? 4  rfj й,х 4  Ьгу 4  с,г 4  <̂ 2

й ^ о  4  *i*/o 4  сгг0 4  rfi 02^0 4  Ьо!/0 4  с2:0 4

тенглама билан берилган текислик ва турри чизш-;да ётмайднган (х0, 
У о, ’п) ну^та орцали утади.

3. (х' —  х0, у ' —  у0, г' —  г0)X (k, I, т) вектор изланган текисликка 
перпенднкляр булади.

4. Берилган икки тугри чизицни кесиб уталигаи тугри чизикни 
бири биринчи, иккинчиси эса иккинчи тугри чизш-; оркали утадиган 
иккита текисликнинг кесишиш ч из ир и де5 i âpaiu мумкин.

( X у \
5. rp I---, ---1 =  0 куринишдаги тенглама билан берилган сирт

координаталар бошидан утувчи тугри чизицлардан ташкил тоиган 
булади, чунки (х, у, г) билан бир цаторда исталган (Хх, Ху, Xг) 
нур;та хам тенгламани ^аноатлантиради. Сирт г = 1  текислик билан 
Ф (х, у) *=* 0 эгри чизш; буйича кесишади.

V I I  б о б

2 -  § •

1. Сирт г  =  ап х2 4  2а12ху 4  а^У3 4  2 ахх  -|- 2агу 4  а —  эллиптик 
параболоид (гиперболик параболоид, параболик цилиндрдан иборат).

2 . Тепгламанинг чап томонини чизицлииккита купайтувчи купайт
масига ажралиб кетади.

3. Бу ерда ^осил ^илинадиган тенгламани текисликнинг сирт би
лан кесишган эгри чизири ну^таларишшг координаталари р;аноатлан- 
тиради.

4. 3- машеда каранг.
5. Берилган нуктани координаталар боши деб, эгри чизир; ётган 

текисликни эса г  =  cons< текислиги сифатида 1\абул цилиб конус сирт 
тенгламаси тузилсин. VI боб, 7 - §  даги 5- машвда р;араиг.

6. Сиртларнинг умумий ну^таларининг координаталари
f (x ,  у,  г)ф(л-0, у„, г0) —  <р(х, у, г) f  (х0, у0, г0) =  0 тенгламаницаноат- 
лантпради. (х0, у0, г0) ну^та хам уни каноатлантиради.

7. Сирт тенгламаси тугри чизиклар тенгламаларининг натижаси- 
дир. Тенглама улардан X параметрни й^^отиш билан ^осил ^или- 
нади.

8. Иккинчи тартибли сирт. 7- маинда каранг.

3- §.

1. Ф окуслар г  уцида булиб, координаталар бошидан У~с2 — аг 
га тенг масофада жойлашган.

2. Эллипсоиднинг текисликлар билан кесишиш чизиги айни бир 
вак,тда бу текисликларнинг г * -\-\i. =  0 сфера билан кесиш
ган чизиги булади.



3. Ф азо ну^талари

х  у 1 г~
—  - г - 7 ^ +  - — =  1 а- Ь- с2

эллипсоид ичида жойлашади.
4 . и, v иараметрларпп йукотиб, сиртшшг ноошкор шаклдаги 

тенгламасига утиле ин.
5. Сирт-эллипсоиддир. Сиртнинг чегараланганлнгидан фойдаланил-

син.

4- § .

1. 3- § даги 2- машвда гарант.
2. I I I  боб, 6- § даги 5- машкда царапг.

5 - § .  ,
У1. Параболоид фокуси ц г текислигидаги г  = ----- параболанинг

" аг 
фокусн билан устма-уст тушади.

2. Кесимнинг ^(/'текисликка туширилган проекцияси царалсин.
3- § даги 2- мапвда 1\аракг.

6- §.

1. (^, р, v) ва (х , у, г) векторларнинг а  бурчак ташкил ^илиши 
дан фойдаланилсин.

— , х  У г  .
2. Агар А нуцта А (х , у, г) ну^танинг —— = ----- = ------ тугри чи-

X (х v
зивда проекцияси б^лса, у холда (О Л )2 +  R 2 ■» (О А )2. \ОА| ни (X, ц , v), 
(х , у , г) векторларнинг скаляр купайтмаси орцали з;исоблансин.

7 - § .
1. Кесишиш чизигининг ху  текислигига туширилган проекцияси 

царалсин. 2- § даги 3- машеда ^'аранг.
2. Биринчи оила: х  =  X, г =  аХу. ^Иккинчи ои ла: у — |я, г =  ацх.
3. Гиперболик параболоид.

V I I I  б о б

1- §•
1. Агар чизшуш купайтувчилар эркли булса, янги

х[ =  alx 1 +  а„х2 -I- а3х 3 +  «4х4, 

х'2 =  Ь1х 1 +  Ь2х 2 -)- Ь3х 3 ф- fr4x4 ,

—- X g » — Л-4

узгарувчиларни киритиш керак. Алмашинган форма дискриминанти- 
нинг нолга тенглиги равшан.

2. Чизюуш

h al xh 2 l Ci Xf  2 rf<*i 

формалар эркли булган .\олда янги

х1 =  2  а 1 Х1 , х 2 =  2  bi х1 » х2 ~  2  с 1 Xi > *4 “  2  ■*< 
узгарувчиларни киритиш керак.



2- §.
1 .  I i = a - \ - c ,  ] г = а с  —  ft3 , / 3 = 0 ,  / 4  =  а с ^ 2 -

2 . ах -)- Ьу -(- сг  =  0 текисликни координат текислик сифатида ца- 
бул 1\илиб, янги координаталар киритилсин.

3- §.
1. Эгри чизи^нинг иккита т^гри ч и з и д а  ажралиб кетиш шарти: 

|огу +  ХЬц | =  0 . Егри чизшу1ар тш г кесишиш ну^талари учун эгри 
чиз1щ тенгламасининг чап томонидаги иккала цушилувчи ^ам нолга 
тенг.

2 . X параметр™ шундай танлаб олинсинки, ушбу

аау2 +  ахху  +  а2х 2 -|- а 3х  +  а 4 +  X (у —  х") =  О

тенглама чизицли булган иккита купайтувчи купайтмасига ажралиб 
кетсин. •

- -   ̂ 0 =  /з

4.

2V  ~ )2 ’ 2(]/ -  1г )з ' 

а  -  1 /~\ S  л 2/,
V  п

4- §.
Координат текисликлар сифатида ушбу

ах  -f- b у  +  сг +  d  =  0 , а^х +  Ъху +  схг  +  d 1 О

текисликларнинг биссектриал текисликлари ^абул ^илинсин.
2. / 4 ни сиртларнинг каноник тенгламалари учун топилсин.
3. / 4 ва 7 3 ни сиртларнинг каноник тенгламалари учун топил

син.

5- § .

1. Координаталар боши F х ~  F [: — 0 тенгламаларни 1\аноатлан- 

тиради. Шунинг учун а 13 =  а 23 =  0. Тенглчманинг о зод  ^ади 033,
I з = /  з инвариантларни тенглаштириш натижасида топилади: 1 3 =  /,. 

i, j  <  2 шартда a ;j коэффициентлар a (j га тенг булади.
2. 1- маинэдй каранг.

6- § .

1. ах +  by +  сг =  0 текисликни координат текислик сифатида 
кабул 1\илиш керак. Конус уци шу текисликка перпендикуляр.

2. Параболанинг диаметрлари ах  -|- by -|- с =  0 турри чизищ а па
раллел. Парабола уци а : Ь йуналишга 1̂ ушм а

7- §■
1. Асимптоталар: ах +  by -|- с =  0 , ахх  -f- Ьгу 4- сг =  0.
2 . Асимптоталар: X (ах - f  by - f  с)  ±  V  —  Яц (ахх  +  bty -)- c t ) = 0.

8- §.

1. Сирт тенгламасининг каноник шаклига мурожаат ^илинсин.
2 . III боб, 5- § га каранг-



3. 2- машада ^аранг.
4. I I I  боб, 5- § даги 4- машкда каранг.
5. Бу турри чизиклар турри чизи^ли ясовчилардир.

8. И 1, боб, 6- § даги 7- машвда царанг.

1 X б о  б

1- §•
1. ху  текисликни уз-узига утказадигзн ортогонал алмаштириш 

формулалари: .

х ' =  аа л: +  а1гу  +  аи , у '  =  ап х 4  а22у  +  а24, г '  =  г, бунда

]̂] 4  = 1* ^12 +  2̂2 — 1̂1^12 4  2̂1̂ 22 = О*

2. ои , а21, а31 коэффициентлар X., ц, v га пропорционал; аи  —
— Я24 — Я34 ™ 0.

2-  § •

1. Аффин алмаштириш формулалари:

х '  =  *1 +  (дс2 —  %) X +  (х3 —  х г) у +  (х4 — г,

у' =  г/i +  (г/2 — г/i) ■* +  0/з — г/i) г/ +  (</i — г/i)2.
г '  =  г! +  (г2 —  *  4  ( г 3 —  гх) у +  (г4 —  г^г.

2. х '  ва у ’ га нисбатан к х  — a x ' 4  by' +  c,\iy =  а^дс* +  Ьъу' +  с ,  
тенгламалар ечилсин.

3- §.
1. ху  текислик ушбу

х '  =  (ХцЫ 4  1̂2̂  4  а14»
У1 =  £*21и "Ь а22И 4  л24>
г ' =  а31и 4  u32v -|- а34 

текисликка утади, бу ерда и, v —  параметрлар.

2, х  уи; х ' =  an t 4  ац , у '  =  a2it 4  ам , г ' =  a31t 4  a3i турри чи- 
зищ а  алмашинади, бунда t — параметр.

4- § .
1. Битта турри ч и з и е д а  ётмаган х.ар пандан учта чу^тани аффин 

алмаштириш натижасида яна битта турри чизивда ётмайдиган учта 
нуцтага утказиш мумкин.

2. Параллелограмнинг учта учини квадратнинг учта учига утка- 
>иш етарлидир, бу зса ^амнша мумкин. Х,ар ^андай туртбурчакни 
' ам аффин алмаштириш билан квадратга утказиб булавермайди. Турт- 
чурчакнинг ^арама-^арши томонлари параллел булиши керак.

3. Ушбу тенгламаларнинг системаси биргяликда булиши керак:

х =  (1цХ +  я12(/ +  я1аг 4  аи ,
У =  0-21% 4  «2о*/ й%32 -{- «24»
г =  а31х 4  а32г/ 4  а33г 4  азг



5- § .

1. Аффнн алмаштиришда кушмалик хоссаси сакланади.
2. Чузилиш (цпсилиш) коэффициентлар» ушбу (я 3лг - f  bYy +  сг)г-(- 

+  (п ,х  +  Ь2у с 2) эллипснинг ярим уцларига тенг булади.

6- §..

1. Турт нукта ва уларнинг образлярн маълум булса, проектив 
ялмаштиришпи берадиган тенгламалар системаси, а ц  коэффициент- 
ларнинг хаммаси бирор умумий купайтувчига купайтиришгача аницли- 
гида бир кийматли равишда ечилади, бош'\ача айтганда система ечи- 
мида а.ц коэффициентлар урнига ка ц олиш мумкин.

2. Проектив алмаштиришнн куллэннб, А,  В, С нуктэлар х  £ци 
даги — 1 , 0 , 1 нукталарга утказилсин ва хамма ангармоник нисбат- 
ларни туртинчи (D)  нуктанинг коордниатасп | оркали ифодалансин-

7- §•

1. х2, х 3 га нисбатан ушбу система ечилсин:

>-! хх =  a t x i +  b± х2 +  Cj хъ,

Х2 х2 — а 2 X) +  Ь2 х3 +  с2 х3, 
i l l  

Х 3 ~  а 3 4 “ 3̂-̂ 2 с з х з -  .

2 . Тугри чизиклар (k1( k2, k 3, 0) нуктада кесишади. ■

8- §.

I. Биринчи эгри чизик учун:

Xj =  ауХу 4" С12Х% 4" 3̂̂ 3» ~  ^1̂ 1 ^2*2 ^3̂ 3» *3 =  *3 '

Иккинчи эгри ЧИЗИК учун

2хг =  а гхг 4- а2х2 +  а3х3 -f- (Ьгхг 4- Ь2х2 4- Ь3х3),

2х\ =  а ххх 4- агх 2 4- а3х3 — (Ьхх1 4 - Ьгх2 -f- b3x3), 
х3 =  х3.

S- §•
1. Бир жинсйн координаталарга У'тиб, ангармоник нисбат ^исоб- 

лансин.
2 . В Я  турри чизикни проектив алмаштнришни КУлланиб, чекснз 

тугри чизикка утказилсин.
3. Тулик туртбурчак хоссаларидан фойдаланилсин.
4. Уриниш нуктасидан ихтиёрий тугри чизик утказилсин. Бу 

т ^ р и  чизик нукталарининг поляралари изланган уринмада кесишади.
5. Тугри чизивдаги иккита нуктанинг поляралари изланган пол- 

юсда кесишади.
6. Умумий тенгламаси билан берилган эгри чизик, нукталари 

полярасининг тенгламасини автополяр учбурчак учларининг пол
яралари тенгламаси билан солиштирилсин.

7. 1- машкка Каранг.



8. Конус кесимининг тенгламаси каноник шаклда олинсин ва фо
кус полярасининг тенгламаси тузилсин.

Ю- §.
Ушбу

*  , УX = ----------------- - . у -
• ах  +  by +  с ’ ах +  by +  с

проеитив алмаштириш маркази координаталар бошида булган дастани 
сак^лайди, аммо дастани кесувчи тугри чизи^ларни_ алмаштиради.

2. Текисликни коорредятив алмаштиришдан фойдаланилсин.
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