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СУЗ БОШИ

Мазкур. yjsye х^улланма бакалавриатнинг «5460100 — 
математика» йуналиши ва магистратуранинг «5А460102 — 
дифференциал тенгламалар» мутахассисиги гаълим стан — 
дарти асосида яратилган булиб, ундан дифференциал 
тенгламалар соха с и буйича утган асрнинг охирги 30 — 35 
йили ичида олинган илмий натижаларнинх' баъзилари хам 
жой олган. Шунинг учун ундан талабалар ва магистрант — 
лардан таш^ари дифференциал тенгламалар сохаси буйича 
илмий — гад^ик,от олиб бораётган илмий ходимлар ва 
аспирантлар хам фойдаланиши мумкин.

Ушбу у^ув х^улланма 5 бобдан иборат булиб, унда 
гиперболик ва эллиптик типдаги бузиладиган дифференциал 
тенгламалар учун хуйиладиган асосий масалалар ва уларни 
ечиш усуллари ха1$иДа маълумот бериш билан бирга бир 
цатор янги постандарт масалалар ка уларни ечиш усуллари 
Халида X/') м маълумот бериш мак,сад х^илиб ^уйилган. 
(^удланманииг 1 бобида икки узгарувчили иккинчи тартибли 
к пази чизи^ли дифференциал тенгламалар ва бузиладиган 
дифференхх;иал тенгламалар классификацияси ва уларнинг 
каноник куриниши хамда дифференциал тенгламаларга 
к,уйилггш масалалар ечишнинг характеристикалар усули 
келтирилган. II бобда гиперболик типдаги тешламаларга 
Куйиладиган асосий бошлангач, чегаравий ва «силжишли» 
масалалар ва уларни ечиш усуллари курсатилган. III бобда 
эса II бобда урганилган масалалар гиперболик типда1’и 
чегарада бузиладиган турли тенгламалар учун баён ^илинган 
ва ечилган. III боб сунгида гиперболик типдаги тенгламалар 
ечимлари учун экстремум принципи турли тенгламалар 
мисолида баён х^илинган.

Ух^ув х^улланманиххг IV бобида эллиптик типдаги 
тенгламалар ечимлари учун хос булган экстремум, Хопф, 
Заремба —Жиро принциплари исботланиб, эллиптик типдаги 
бузиладиган тенгламаларга х^уйиладихахх асосий чегаравий ва 
«ностандарт» масалалар хамАа уларни ечиш усуллари 
курсатилган. V бобда эс.а эллиптик типдаги бузиладиган



тенглама учун потенциаллар назарияси баён к;илиниб, баъзи 
чегаравий масалаларни ечишга татбик, ^илинган.

Ушбу у^ув ^улланма мазкур мавзуга багишланган узбек 
тилидаги биринчи адабиёт булиб, дифференциал тенгламалар 
сохасида илмий — тат^и^от олиб борувчи миллий кадрлар 
тайёрлашга муносиб хисса ^ушади, деган умиддамиз.

У^ув ^улланманинг ^улёзмасини куриб чи^иб, уз фикр 
ва муло^азаларини билдирган физика — математика фанлари 
доктори А.С.Бердишевга, физика — математика фанлари 
номзоди, доцент О.С.Зикировга, китобнинг илмий мухарри — 
ри физика — математика фанлари доктори М.Мирсабуровга 
Хамда к,улёзмани нашрга тайёрлашда катта ёрдам берган 
И.Т.Тожибоевга самимий миннатдорчилик билдирамиз.

Мазкур yisyB ^улланма тутрисидаги китобхонларнинг 
тан^идий фикр ва мулохазаларини мамнуният билан кдбул 
^иламиз.

Муаллифлар



I БОБ

ТЕНГЛАМАЛАР КЛАССИФИКАЦИЯСИ 
ВА КАНОНИК КУРИНИШИ

Ry бобда икки эркли узгарувчили иккинчи тартибли 
хусусий хосилали ю^ори тартибли ^осилаларга нисбатан 
чизиеди булган дифференциал тенгламалар классифика —
11,11яси берилган ва уларни каноник куринишга келтириш 
усуллари курсатиб утилган. Сунгра соха чегарасида ва ичида 
бузиладиган тенгламалар таърифланган ва турларга ажра — 
тилган. Булардан таш^ари тенгламалар ва уларга ^уйилган 
масалалар ечимини топишнинг характеристикалар усули 
баён килшн'ан,

1~§. Тенгламалар классификацияси

Икки эркли узгарувчили иккинчи тартибли хусусий 
Хосилали дифференциал тенглама деб, и(х,у) номаълум 
функция ва унинг иккинчи тартибгача хусусий х°силалари 
(иккинчи тартибли хосилалардан бири иштирок этиши шарт) 
орасидаги богланишни ифодаловчи муносабатга айтилади ва 
уни умумий х°лда

j-!\...... . ди ди д~и д и д2и
\ ' дх ду дх2 ’ дхду ду2

_ О

куринишда ёзилади, бу ерда F  — уз аргументларининг 
берилган функцияси.

д7и . д2и д2и „ (  ди дил
а,Г ,- + 2  ап ——  + а71 —  + р л х,у,и

дх~ дхду ду" \ дх ду j
-  О (1)

куринишдаги тенглама кщори тартибли цосилаларга 
нисбатан чизик/ш тенглама дейилади. Бунда а, j, С1\2, @22 
коэффициентлар х,у нинг функциялари булиб, камида
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биттаси нолдан фаркли. Агар бу коэффициентлар х,у дан 
ташкдри яна и, их ва uv ларнинг з$ам функцияси булса, (1)
квази чизи^ли тенглама дейилади.

Агар тенгламада ю^ори тартибли з^осилалар иштирок 
этмаган з^адлар з$ам чизшуш булса, яъни (1) ушбу

д2и д2 и д2 и ди ди
а \ 1 ~ 2 ~  +  2 а 12 +  а22 ~ 2  +  а \ 3 ~Z~ +  а 23 ”  +  аЗЪи  +  /  ~  0  (2 )

дх дхду ду дх оу

куринишда булса, (1) чизщли тенглама дейилади. Бунда 

аи , ап ,а22>а\2 ' а2Ъ,азз ва /  лаР х> У нинг функциялари 
з^исобланади; агарда тенгламанинг коэффициентлари х, у га 
боглик, булмаса, тенглама узгармас коэффициентли дейилади. 
Тенгламада f ( x ,y )  = 0 булса, тенглама бир жинсли дейилади.

Агар (2) куринишдаги тенгламада узгарувчиларни 
£ = (x ,v ) ва n -- \\г(х, у ) тенгликларга асосан алмаштирсак, 
олдинги тенгламага эквивалент янги тенглама зрсил. 
булади.

Шуни эслатиб утамизки, тенгламада ю^орида айтилган 
алмаштириш бажарилганда иккинчи тартибли з^осилалар 
иштирок этмаган з^адлардан иккинчи тартибли з^осилалар 
пайдо булмайди; агар бу з^адлар чизщли булса, 
чизи!ушлигича ^олади, яъни алмаштириш бажарилгач,

ди ди ) ди ди 
х, у, и —  —  = а — + а23 —  + а33и + / 

дх ду)  дх ду
¥

ифода яна

—(г  ди ди — ди — ди -  —
П  Ц'и> _~> ■ = ап —  + Q23 —  + и^и + 1

v с% 1 ч > - ъ

куринишга келади, бу ерда a.t я33. /  -  % ва п. 
узгарувчиларнинг функциялари. Ш у сабабли келгусида бу 
з^адларнинг ёйилган ифодасини олмасдан ихчам шакл — 
дагисини ишлатамиз, яъни (1) куринишдаги тенглама билан 
шугулланамиз.

Энди куйидаги саволни к,уйиш мумкин: узгарувчилар 
^андай алмаштирилганда, эквивалент тенглама олдинги 
тенгламага нисбатан содл,арок куринишга келади?
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1>у санолга жавоб топиш учун ю^оридаги муло^азаларни 
иноОапа олиб, ( 1) тенгламада узгарувчиларни алмаштирамиз.
I «уI |д<> и(х,у) функциянинг ^осилалари янги узгарувчилар 
краали

Он ди ди cfr|

i1» dl; дх дг| дх '

ди ди dt, ди дг|

ду dt, ду дц ду

д ’и д и ( + 2 и dt, 5г| д2и ( ЗгЛ2 ди д2̂  ди д2ц 

дх2 dt? I s x j  д^дцдхдх d^dx2 dx\dx2

д' и д2и dt, дЪ, д2и ( д 1 дч\ , д% Г'п )  д2и дг\ дц
+  -

ЧЛу dt,2 дх ду \Ут| { дх ду ду дх ) дц2 дх ду
- Т.. _ _ Т

(>и и~с ди д~ц
-  4-------------L,

dt, дхду <3г| дхду

+

гу

: д^ 2 

, ду ,
+ 2 d2u дсдц д2и (д г\'2 ди d2t, ди д~ц 

dtjd\\ дуду дц2 \ ду dt, ду7 дц ду2

п'штшклар билан аниеданиб, (1) тенглама

д и
а \ \ - +  2(312

dt; д^дц

куринишга келади. Бу!

-5 2 (д и -  д и — ..
+ <3̂2 - -- + F  q,r\,и,

ап — а.
дх

+ 2а, 2

ди ди 

Я ; ’ дц
=  О

dt; dt, 

дх dv
+ Cl'j w 2

dv,

(3)

a 12 = a,11 dA  £?Q
dx ox

+  a 12
д^дц .vi) dt 

dx dy dx dy
+  a

a27 -- a"I + 2 a12
дц dr|

dx dy
+ a22

22

dr\

dy

д^дц 

dy dy 

\2

(4)
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(3) тенглама (1 ) тенгламага нисбатан содда куринишда 
булиши учун узгарувчиларни шундай алмаштириш керакки,
бунда ап, ап ва агг коэффициентлардан бири ёки иккитаси 
(учаласи эмас} нолга айлансин. Бу масалани ечиш учун 
куйидаги иккита леммани куриб чикамиз.

1— лемма. Arap z - (p (x ,y )  функция ушбу

dzY dz dz I dz V
— + 2 an ----  f  —
, dx J '  dx dy '  {dy .

тенгламанинг хусусий ечимларидан бири булса, <р(х.у) = С 
ифода

at, (dy)2 -  2andx dy -f a22(dx) = 0  (61
куринишдаги оддий дифференциал тенгламанинг умумий 
интеграли булади.

2 — лемма. Агар <р{х,у) = С ифода (6 ) оддий дифферен­
циал тенгламанинг умумий интеграли булса, z = (p(x,y) 
функция (5) тенгламанинг хусусий ечими булади.

Биринчи лемманинг исботи. Леммани пг шартига 
асосан z = cp(x,y) функция берилган со^анинг ихтиёрий 
нук^тасида

а\ \ (<PxY + 2и\2 (РХ(РУ + а22 fay f  = 0 !7J
тенглик уринли. Умумийликни чегараламай <pv ^0  деб 

^исоблаб, охирги тенгликни (pv га булсак,

( \2 ( \ ( <р:а,, I -  
“ I <Ру

-2а, <ь

<Pv
! « )

тенгликка эга буламиз.
(р(х,у)=--С ифода (6) нинг умумий интеграли булиши 

учун ундан ошкор шаклда топилган у - f ( x ,  С) функция (6 ) 
ни ^аноатлантириши керак. Бу функциянинг ^осиласи, 
(р {х ,у ) -С  га асосан,

±  = т  
dx (ру{х, у)

тенглик билан ани^ланади. Буни эътиборга олсак, (8 ) 
тенгликдан



(dv V  „  (' dv ) „
I ~  I ~ 2^/19 +• cî 2 ~ 0 
U  be J ~\.dx)

(1 0 )

m i.iin ((>) тенгликнинг тугрилиги келиб чщади. Бу билан 1 — 
л»<ммо исбот булди.

)пди иккинчи леммани исбот ^иламиз. <р(х,у) = С (6 ) 
тенгламанинг умумий интеграли булсин. У холДа, <р (х ,у )-С  
пи in' ашнуишиш со^асидан олинган хар к7андай (х .у) ну^тада
( 10) тонглик бажарилади.

Куни эътиборга олсак, (9) га асосан, бу нуктада (8 ) 
тенглик хам бажарилади. Бундан эса (?) тенгликнинг 
урннлилиги келиб чи^ади. Шу билан 2—лемма хам исбот 
булди.

(6 ) тенглама (1) тенгламанинг характеристик 
тгнгламаси, бу тенгламанинг интеграллари эса (1) 
тенгламанинг характеристикалари дейилади. (6 ) тенглама
оилан ани!у\анувчи \dx,dy\ вектор йуналиши (1) 
тенгламанинг характеристик йуналиши дейилади.

Демак, I — ва 2— леммаларга асосан, <р(х,у) = С (6 ) 
тенгламанинг интегралларидан бири булганда, ^ = (р{х,у)

д2и
део олинса, (j ) тенгламадаги -  олдидаги коэффициент

пелга айланар экан, яъни йп = 0  булади; шунингдек, 
у/(х,у) = С (6 ) тенгламанинг иккинчи интеграли булса,

д2и
// ~i//(x,y) деб олинса, -  — олдидаги коэффициент хам нолга

д г г

айланади, яъни ао2 — 0  булади.
Характеристик тенглама ^уйидаги иккита биринчи 

тартибли оддий дифференциал тенгламаларга ажралади:
I 2 / 9

d\! <3,2 + л,; ̂  12 ~ 1̂1̂ 22 tty _  ®\2 ~ ̂ 11̂ 22 (11)
dx аи dx аи

Ry тенгламалардаги радикал остидаги ифоданинг ишорасига 
к,араб, (Г) тенглама типларга ажратилади.
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Агар М  яу^тада ах2 -  а,, и-,2 > 0 булса, (1) -тенглама М  
ну^тада гиперболик типдаги тенглама дейилади.

Агар М  ну^тада а̂ 2 - а па22<0  булса, (1) тенглама М  
нук,тада эллиптик типдаги тенглама дейилади.

Агар М  ну^тада а?2 - а Х]а22~ О булса, ( I) тенглама М  
ну^тада параболик типдаги тенглама дейилади.

Таърифдан фойдаланиб курсатиш ^ийин эмаски,

д2и Зги д2и ди д2и д2и
—  + , = 0 , — -----= 0, — --------v = 0 (12 )
дх" ду дх_ ду дх ду

тенгламалар, масалан, 0 (0.0)  ну^тада мос равишда эллиптик, 
параболик ва гиперболик типга тегишли тенгламалардир.

Тенглама турли нуугаларда турли типга тегишли булиши 
мумкин, масалан,

я 2 а 2
•_/ It С И _ , „

v— ^ + — — = 0  цЗ)
дх~ ду~

тенглама М, (l,l), М 2(1,0), M 3( l , - l )  ну^таларда мос равишда 
эллиптик, параболик ва гиперболик типга тегишлидир.

Агар тенглама бирор (тенгламанинг коэффициентлари 
ва озод ^ади анщланган) D  со^анинг хар бир нут^тасида бир 
хил типга тегишли булса, у  з^олда уни I )  сохада шу типдаги 
тенглама дейилади. Масалан, (12) тенгламалар текисликнинг 
ихтиёрий нуктасида бир хил типга тегишли булгани учун 
улар бутун текисликда мос равишда эллиптик, параболик ва 
гиперболик типдаги тенглама ^исобланади. (13) тенглама эса 
юкори ярим текисликда эллиптик, куй и ярим текисликда. эса 
гиперболик тенглама булади.

Агар (1) тенглама бирор D  сохада эллиптик типга 
тегишли булиб, ихтиёрий Я, сонлар учун шундай мусбат 
к0, кj сонлар топилсаки, D  со^анинг барча ну^таларида

к0 (Я}” + й] , Я, + 2 (2, От2Яо ^ к\ [А} + Я? )

тенгсизлик уринли булса, (1) тенглама D  сохада текис 
эллиптик тенглама дейилади.
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Масалан, (12) даги биринчи тенглама ихтиёрий сохада 
т и к  эллиптик. (13) тенглама эса говори ярим текисликда 
Н'кис эллиптик эмас.

Агар тенглама D  со^анинг турли ^исмида турлича 
шпларга тегишли булса, уни шу сохада аралаш типдаги 
Г1'нгл<)ма дейилади. Масалан, (13) тенглама D0 - [ ( x ,y )\

\ I vJ • 1[ со^анинг D] = D o n ( y > 0 )  кисмида эллиптик, 

/), /)0 п (у  < 0 ) ^исмида гиперболик, 0  = п (у  = 0 ) *>ис.мида 

и параболик типга тегишли булгани учун, у D0 сохада 
аралаш  типдаги тенглама ^исобланади.

(4) га асосан

« I

Бундам куринадики (1) ва (3) тенгламалар бир хил типга 
нтшпли булиши, яъни узгарувчиларни алмаштиришда 
ичплама типи узi армаслиш учун

дд дг/ eg drj IФ* (РУ\ ^

дх r'v ду дх |(//т >/svj

иулиши керак экан. Бу тенгсизлик эса (/>(х,у), у/(х,у)
(J»у11к I|,инл<1рнинг чизит^ли боРЛйЬу булмаслигини курсатади.

Демак, узгарувчиларни чизи^.\и богли^ булмаган 
(г, г), г| = у(;с,у) формулалар ёрдамида алмаштиргапда 

юпгламанинг типи узгармайди.
Бундан тапщари, юк,оридагилардан келиб чи^адики, (1) 

тенглама бирор ну^тада эллиптик булса, бу ну^тада ^а^и^ий 
характеристик йуналишга эга эмас, гиперболой к (параболик) 
булса эса, иккита (битга) характеристик йуналишга эга булар 
экан.

2-§. Тешлсималарни каноник куринишга 
келтириш

(1) тенглама бирор со^анинг ^амма нухугаларида бир хил 
типга тегишли булсин. (11 ) га асосан бу со^анинг ^ар бир 
нук/гасидан иккита характеристика утади; ггенглама гипер — 
болик типда булса, бу характеристикалар ^а^и^ий, лекин >$ар 
хил, эллиптик типдаги тенглама учун мавхум, лекин к;ушма

1^22 ~ (^12 ! с122 |д^ дт7 

дх ду

с £ drj
ду дх

ч-

1!



ва ни^оят, параоолик типдаги тенглама учун ха^и^ии ва 
устма —уст тушади. Бу холларнинг хаР бирини алохида — 
алохида текширайлик.

2
1. Гиперболик типдаги тенгламада а12- а иа22> О

булиб, ( 1 1 ) тенгламаларнинг умумий интеграллари ср(х,у) = Сх 
ва • ц/(х, у ) = С2 ха^и^ий чизиедарнинг иккита оиласини 
тасвирлайди.

ср(х,у) ва ц/(х,у) функциялар узаро боглщ  булмас — 
лигини исботлайлик. Бунинг учун уларга мос

j <Рх <Ру

V 'x  V y

функционал детерминантнинг нолга тенг булмаслигини 
курсатиш кифоядир.

Фараз ^илайлик, бу функционал детерминант бирор 
нуктада нолга тенг булсин. У  холда, бу нук'гад.а [cpx Upv)~

= \y/x lif/v)  булиб, бунинг бажарилиши эса мумкин эмас.
О

Чунки ап - а иа22 >0 булгани сабабли, (11) га асосан,

<рх _ а12 + У д 12 — aUa22 VX _  й 12 “ л/^12 — й11а 22

<Ру «11 ' ¥ у  а \\

тенгликлар уринли булиб, уларнинг унг томонлари хар хил 
булгани учун чап томонлари хам х аР хил булади. Демак, 
<р{х,у) ва ц/(х,у) функциялар каралаётган холда узаро 
6 ofahj$ эмас.

Демак, (1) тенгламани соддалаштириш учун янги 
узгарувчиларни ^--<р(х,у) ва г] = у/(х,у) деб олиш мумкин. 
Бунда ап =0, а22= 0, а\2 Ф 0 булиб, (3) тенглама 2ап  га 
булиб юбориш натижасида

/
— (J

д̂ дт\ ’ dt,’ дц
ч ди ди ,

куринишга келади. Бу куринишдаги тенглама гиперболик 
типдаги тенгламанинг каноник куриниши дейилади.
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(14) тенгламада £,77 узгарувчилардан янги а , 0  узга — 
руичиларга <!;=а + /3, r j - a - f t  алмаштиришлар ёрдамида 
У'ссак,

Пи диди ди 

П* 2 ^ Э а  д/3) ’ д?]

д 1 иди ди 

да  др  /  дфг/

I ди ди^ а’Р’и'-да’Тр

д а 2 д р 2

оулгани сабабли, тенглама

д2и д2и _ 

д а 2 д р 2 '

куринишга келади. By гиперболик типдаги тенгламанинг 
иккинчи каноник куриниши дейилади.

2
2. Параболик типдаги тенгламада а12- а иа22 = 0 . Бу 

у>лда ( 11 ) тенгламаларнинг унг томонлари бир хил булиб, 
иккаласи ^ам битта тенгламага келади, натижада битга 
Ч>(\\у) ~С  умумий интегралга эга буламиз. <р(х,у) функция 
пила и чизикли борли^. булмаган у/(х,у) функция олайлик ва 
,‘;~<р(х,у), r/=i//(x,y) алмаштириш бажарайлик. У  ^олда,

умумийликни чегараламай аи > 0 , а72 > 0 десак, a22 ~^au ĵa22 
пул мб, (3) тенгламанинг коэффициентлари ^уйидагича 
^ис’обланади:

111 дх )
42

д$ д£ 

дх ду
+

(  Э ^ 2
ду

л!а\

■‘ 12

л!а и

Os дт]

дх дх

-дс

Ц
дх

+ л/а-22 ду
=  0 ,

I- а12
д£ дг/ д£ дт]) д£, дт]
— —  + - - — - + а77 —  —  

кдх ду ду дх J ду ду

а*
•+■ л/0-22

ду
~ дЛ

дх
' а\\ Л/ 22

дг/

ду
=  0 ,

а 22 Ф 0 , чунки у/{х,у) функция (р{х, у) билан чизикли боглик 
булмаганлиги сабабли (5) тенгламани ^аноатлантирмайди.
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ттт .. я д2и д2иШундай т^илиб, (3) тенгламада — - в а -----  ларнинг
д ье ‘  аф т ]

олдидаги коэффициентлар нолга тенг булиб, иккинчи

тартибли ^осилалардан кдлади, бутун тенгламани унинг
drj~

олдидаги а 22 коэффициентга ^иск,артириш натижасида 
тенглама

2 . ( а.. я. Лд~и
-  G 3

„ ди ди 
Г/, и,_ у '“'3 Ь5'/3“ 5 _ у. 5 _

<3?/~ v а г  дт])

л дикуринишга келади. Агар бу тенгламада —  иштирок этмаса,

С ни параметр сифатида ^арасак, тенглама оддий 
дифференциал тенглама булади.

3. Эллиптик типдаги тенгламада а ^ —аиа̂ 2< О-
( 11 ) тенгламаларнинг унг томонлари в;ушма комплекс 
булгани сабабли, иккита мав^ум (р{х,у) = С\ на (р{х,у) = С2 
характеристикаларга эга буламиз. Агар £ = <р(х, у) ва

Т] = (р{х,у) алмаштиришларга асосан янги узгарувчиларга 
утсак, янги тенглама мав^ум узгарувчилар ор^али 
ифодаланади. Шунинг учун, мавхум узгарувчилардан 
кутилиш мп к садила

В + irj -  <р(х, у ), с -  i П -  <Р(х,у)

1 1
деб оламиз. У холда, £ = -(ср + ф), 11 = — {<Р~ф) булиб, ср ва ф

функциялар чизшуш боглгщ булмагани учун, уларнинг 
чизихуш комбинацияси булган £ ва г/ узгарувчилар ^ам 
чизихуш 6 ofahk; булмайди. Бундан таии^ари, (5) га асосан,

т ■ 2 д£ д£ (
а |, <рх + 2я, 2q>x(p + а22<р = а,, | —  + 2а, 2 —  + а22 —

V ах )  дх ду \ ду j

267? У „ дпдл
—  + 2ап ~_ —  + а2 2 

v ох )  дх ду
£'0
ду )  I [ дх дх
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I dt] д£ дп'\ i дс дг/!
I с/| > I — -- г — — j + #2 2--- f' — v.
дЭ.г Эу Эу Эл- ) ~~ ду су j

t.y <• |)д.»11 комплекс сонларнинг хоссаларига асосан ам = а 2 

(). Пуни инобатга олиб, (3) тенгламани тенг коэф- 
фицтчпларга к.ис^аргириш натижасида эллиптик тенг- 
лпмонипг каноник куринишига

д2и д2и , 1_ + — 2=04
„ Эм Эм I 
С.//.и.

с\с Э//;Э£ дт] 
пм С>уламиз.

Мисоллар.

т Э2м „ Э2м т д2и ди ди .
I. х" — т + 2 ху-------1- у" —-  + х — + у—  -  0 тенгламани

дх " дхду " ду~ дх ' ду
(•■тоник куринишга келтирайлик. Бунда

?  ^  2 2  Г
ап  -  о, [ « 22 = (хуУ  -  х"у~ = 0 .

Демак, тенглама параболик типга тегишли. Унинг 
.характеристикалар тенгламаси

x2(i:1у )2 - 2xydxdy + y 2(d x f  = 0

I • К и
/ I  / \ 2 л( хау -  у ах) = и .

у
I.у тенглама битта — --С умумий интегралга эга.

.V
Умумий назарияга асосан, узгарувчиларни куйидагича 

алмаштирамиз: £ -  (у/х), г/ = у (иккинчи узгарувчининг
I I хтиёрийлигидан фойдаланиб, ^улайлик учун rj = у деб 
плдик). Хосилэларни хисобласак,

ди ди у ди ди ] ди 

дх д£ х 2 ’ ду дс х дт] ’

д2и о 'и  у 1 ди 2у д~н д~и 1 ди 1 + д2и 

дх2 д с 2 х ] дс х3 ’ ду2 д£2 х2 dcdi] х drj2 '

15



д/и д2и у д2и у ди 1

дхду дс% х dgdrj х д£, х

Буларни тенгламага ^уйиб, соддалаштириш натижасида

д2и 1 ди
. + --------=  О
дт]~ rj dt]

куринишдаги каноник тенгламага келамиз.

д2и д2и . 2 д2и ди
2. — z--  2cosx--------(З + sm х )— _--4 —  = 0 тенглама

дх2 дхду ду2 ду

учун бутун текисликда ап - а иа72 = 4>0 тенгсизлик уринли. 
Демак, тенглама гиперболик типга тегишли. 
Характеристик тенгламаси

(dy)~ + 2 cos х dy dx — (з + sin 2 х)(й6с) 2 = 0

ёки
\dy + (cos x + 2 )dx][dy + (cos x -  2 )dx] = 0 .

Бундан характеристикаларни топамиз:

у + sin х + 2 х = Cj, у + sin х -  2 х = С2 ■

Агар ^ = У + sin х + 2х, rj -  у + sin х -  2х деб олсак, 

иу = и(  + ип,

uyy=ug +2Mtn+uw

wXT = (cos х + 2 ) '  + 2(cos2 х -  4 )м;>; + (cos х -  2)"

Uxy = (cos x + 2 ) + 2 cos x + (cos x -  2)uJ)rj.

Буларни тенгламага ^уйиб, сунгра соддалаштирсак,

1 1  А
и̂  + 4 ^ + 4 « 7 =0

куринишдаги каноник тенгламага келамиз.
А. . „2

ичп'

3. у и хх + х и  =0, х > 0 , у > 0  тенгламани ^арайлик.

Я]2 —Я] ^ 2 2  = —■х у  <0  булгани учун бу тенглама эллиптик 

типга тегишли. Унинг характеристикалари y2± i x 2 --C
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иуршшшга эга. Бу ерда умумий назарияга асосан
1 2 J , Ч " х деб оламиз.
V у  >лда

ихх = 2и„ + 4х\ п, иуу = 2ий + * y \ i  •

Ьуларпи тенгламага ^уйиб, соддалаштиргандан сунг,
I < ■ 111 ломапинг каноник куринишига эга буламиз:

1 1 - л
+ипч + 2| 4f 2 ?7 W,? “

3-§. Бузиладиган дифференциал 
тенгламалар

К )^ори тартибли ^осилаларга нисбатан чизтпуш булган 
икки узгарувчили иккинчи тартибли

с/, Хихх + 2ап иху + a22Uyy + /ф, у,и,их,иу) = 0 ( 15)

дифференциал тенгламани D  сохада к;арайлик.
Пу ерда ап , а]2, а, 2 коэффициентлар. jc ва у

у и аруичиларнинг D  да аншууанган етарли силлик, 
фумкциялари булиб, D  сохднинг з̂ еч бир нутугасида бир 
никогда нолга тенг булмайди, F  эса у3 аргументларининг 
берилган функцияси.

Куйидаги белгилашларни киритайлик:

A (х ,у )  = аХ2 - а па22,

О ( dx, - d x ) -a u {dy')~ -  2a,2dxdy + а22 (d x f  ■

Маълумки, D  сохада Л (х ,у ) манфий, мусбат, ноль 
булишига ^араб, (15) тенглама D  сохада мос равишда 
эллиптик, гиперболик, параболик типга тегишли булади, 
Q(dx,-dy )~  0 тенглама билан ани*>ланувчи (dx,dy) вектор
йуналиши эса, (15) тенгламанинг характеристик йуналиши 
дейилади. Берилган тенглама узининг эллинтиклик со^асида 
^ак,и1̂ ий характеристик йуналишга эга эмаслиги, гипер — 
боликлик (параболиклик) со^асида эса иккита (битта) з^а^и —

17



к,ий характеристик йуналишга эгалиги ^ам аввалги параг — 
рафлардан маълум.

1. Типи бузиладиган тенгламалар.
а) Чегарада бузиладиган тенгламалар.
Агар D со^ада Zl(x,_y)<0 (>0) булиб, со^а чегарасининг

барча нукталарида ёки унинг бирор ^исмида Л[х, у) = О

булса, у з^олда D  да (19) ни чегарада бузиладиган эллиптик 
(гиперболик) типдаги тенглама дейилади. Со^а чегарасининг 
Л (х ,у )= 0  тенглик бажариладиган ^исми эса параболик 
бузилиш чизиги дейилади.

Фараз к;илайлик, (15) чегарада бузиладиган эллиптик 
(гиперболик) типдаги тенглама, у эса унинг параболик 
бузилиш чизиги булсин.

Агар у чизивда Q (d x , -d y )^  0 (= 0 ) булса, (15) ни
чегарада бузиладиган биринчи (иккинчи) турдаги тенглама 
дейилади.

Таърифдан куринадики, иккинчи тур бузиладиган 
тенгламанинг характеристик йуналиши у чизикда бу 
чизи^нинг уринмаси билан устма —уст тушади, биринчи тур 
бузиладиган тенглама учун эса улар устма уст тушмайди. 

Мисоллар:
1 . Д  - {(х. г ) :х2 + у 2 < 1, у > 0 } со^ада

уихх+и}у = 0 , (16)

и х х + У 1<уу =  0  П 7 )

тешламаларни ^арайлик.
Иккала тенглама учун хам Л[х,у) = - у  булиб, D} со^ада 

Л{х,у )<  0 тенгсизлик ва со^а чегарасининг /\-{{х,у)'-
-  1 < х < 1 ,у = 0 } ^исмида эса Л\х,у) ■ - 0 тенглик уринлидир. 

Иккинчи томондан, /, да (16) тенглама учун

Q(dx,~dy) = y (dy )2 + (dx)" -t 0 , (18)

Q (d x , -d y )  = ( dy)~ + y(dx)~ -  0 (19)

(17) тенглама учун эса
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Демак, Н)к,оридаги таърифларга асосан, D\ да (16) ва 
(I / ) мос равишда чегарада бузиладиган биринчи ва иккинчи 
гур эллиптик типдаги тенгламалардир, У\ кесма эса улар 
учун параболик бузилиш чизигидир.

2. Энди (16) ва (17) тенгламаларни D ,= {(x ,j):
• >< х < +оо, у  < 0 } сохада ^арайлик.

Бу ерда ^ам иккала тенглама учун А{х,у) = - у  булиб, D7 
сохада Л(х. у ) > О тенгсизлик ва соз$а чегараси 
у, - {(.х,у ) : -оо  < х < 4 со,у  = 0} нинг барча нут^таларида 
1(х,у) = 0 тенглик )финли, Бундан ташкари, у2 да (16) 

тенглама учун. (18) тенгсизлик, (17) тенглама учун (19) 
тенглик бажарилади.

Шунинг учун Z>2 да (16) ва (17) мос равишда чегарада 
бузиладиган биринчи ва иккинчи тур гиперболик типдаги 
тенгламалардир, у? -  тугри чизик эса улар учун параболик 
бузилиш чизигидир.

Маълумки, гиперболик типдаги тенгламалар иккита 
ча^и^ий характеристикалар оиласига эга. (16) ва (17) 
тенгламалар мисолидан фойдаланиб хулоса ^илиш 
мумкинки, чегарада бузиладиган биринчи тур гиперболик 
гепгламалар учун у бузилиш чизига характеристикаларнинг 
к,айтиш ну^талари туплами, иккинчи тур тенгламалар учун 
эса у бузилиш чизиги характеристикаларнинг уринити 
ну^талари туплами булиб, унинг узи х,ам характеристика 
булади (1 — ва 2  — чизмалар).

ь 1 ■■

К )
\

к
л  А  А  7 '  '

\ - \ /' \  / X  >  
/ \ /

'  / \  V "  N5?

1 — чизма 2 — чизма
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б) Соца ччида бузиладиган тенгламалар.
Яна (15) тенглама ва D со^ага ^айтайлик.
Агар (15) тенглама учун y (czD )  чизиеда А(х,у ) = 0 

тенглик бажарилиб, D/y нинг барча нутугаларида A (x , j )< 0  

(>0 ) тенгсизлик бажарилса, (15) — D соца ччида бузилади­
ган эллиптик (гиперболик) типдаги тенглама дейилади, бу 
ерда з$ам у — параболик бузилиш чизиги дейилади.

Бундай тенгламалар з$ам чегарада бузиладиган тенгла — 
маларга ухшаш биринчи ва иккинчи турга ажратилади. 
Таърифлар асосида курсатиш кцйин эмаски,

\ у \ Ы х х  +  U y y  =  ° >  « X V  + 1 У  I ■U y y  =  0

тенгламалар D3 -  {(х, у) : х2 + у2 <1} соз^анинг ичида бузилади — 
ган эллиптик типдаги тенгламалар булиб, мос равишда 
биринчи ва иккинчи турга тегишлидир. Худди шу каби

\у\ихх -Uyy=Q, ы̂ - 1  у\иуу = 0

тенгламалар D3 сох;анинг ичида бузилувчи (мос равишда) 
биринчи ва иккинчи тур гиперболик типдаги тенглама — 
лардир. Иккала ^олда з$ам у = { (х ,^ ) : -1 < х < \,у = 0} кесма
параболик бузилиш чизиги булади.

Ю^орида таърифланган ва куриб утилган тенгламаларда. 
«бузилиш» фа^атгина тенглама типига тегишлидир, яъни 
бузилиш чизотида тенглама типи узгаради.

2. Типи ва тартиби бузиладиган тенгламалар.
Фараз гртлайлик, D  со^ада аи = к(х, у ) а |, аи = к (х ,у )а п ,

а22= к ( х , у )а  тенгликлар уринли булиб, а ,а  ,ап лар х 

ва у узгарувчиларнинг D  со^ада аншушнган ва бир ватугда 
нолга тенг булмайдиган етарлича силлщ  функциялари, 
к(х,у )  эса ^андайдир силлиг^ функция булсин.

У ^олда

Ь (х ,у )  = к2 ( х ,у )Ъ (х ,у )  = к2 (х ,у )[а?2 - а и -а22).

Бундан куринадики, агар D  да к(х,у)ф  0 булса, Л(х,у) нинг 
D  соз^ада манфий, мусбат ва ноль булишига боглик. равишда
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11 •’>) тенглама шу сохада эллиптик, гиперболик ва параболик 
типга тегишли булади.

Amp D  сохада к(х,у) -4- 0 , Л{х, у) < 0 (> 0 ) булиб, со^а 
четрасининг барча ну^таларида ёки унинг бирор у ^исмида

к(х\у) 0. Л (х ,у )=0  булса, у .^олда ( 1 5) - типи на тартиби 
чегарада бузиладиган эллиптик (гиперболик) типдаги 
I■ 11тлима дейилади. Бу ерда х;ам у — параболик бузилиш 
'ш тки дейилади.

Таърифдан куринадики, у чигшкда Л(х,у)~ 0  булган — 
ми'и учун бу чизивда тенглама типи узгармозда, к(х,у) = 0 

оулгани учун эса бу чизивда тенгламанинг тартиби узгар — 
мо|<,да, яъни биринчи тартибли тенгламага айланмокда.

Мисол сифатида

у~ихх + у и,л, + а их + р  и v = 0 

гетламани £), сохада т^арайлик.

Бу ерда к(х,у)=--у, Л [х .у )~  -у ,  л {х ,у ) -  - у ' . D, сохада 

к ( v, у ) -  у Ф 0 , А (х ,у )~ - у <  0 булиб, сохд чегараси /, да

Ц\чу) - 0, А (х ,у )~ 0  булгани учун берилган тенглама типи 
к. I тартиби чегарада бузиладиган эллиптик типдаги 
темгламадир. ;/, чизиеда у aux + P u v -  0 биринчи тартибли 
тенгламага айланади.

Худди ю^оридаги каби бундай тенгламаларни хам б и -  
рпнчи ва иккинчи турларга ажратиш мумкин.

Типи ва тартиби со^а ичида бузиладиган тенгламалар га 
т,п,риф бериш ^ийинчилик турдирмайди.

/ и х с - Ш И д у + а м ^  Р  иу = 0

тенглама D3 сохдда типи ва тартиби бузиладиган гиперболик 
типдаги тенгламага мисол була олади.

3. Каноник куринишга келтириш.
Лввалги параграфда куриб утилдики, агар (15) тенглама 

берилган сохада эллиптик, гиперболик ёки параболик типга 
тегишли булса, узгарувчиларни алмаштириш ёрдамида уни 
каноник куринишга келтириш мумкин.
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Худди шу каби бузиладиган ва аралаш типдаги тенг — 
ламаларни хдм маълум алмаштиришлар бажариб, каноник 
куринишга келтириш мумкин. Бу масалани иккинчи тар — 
тибли икки узгарувчили тенгламалар учун итальян матема — 
тиги М .г1ибрарио з$ал ^илган. ^уйида биз бу масала ечими — 
нинг асосий боск,ичларини исботсиз келтирамиз. Унипг тула 
исботи [2 0 ] да келтирилган.

Фараз ^илайлик, (15) тенглама 1) со^ада бузиладиган 
ёки аралаш типга тегишли булсин, у — эса унинг параболик 
бузилиш чизиги булсин.

Бузилиш чизиги у да Л(х, у ) = 0 булгани учун уни

& (х ,у ) = Н п( х , у )М  (х ,у )

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда Н (х ,у )  = 0  — у чизик. 

тенгламаси, у чизи^ ва унинг кичик атрофида М {х,у )ф  0 ва 
Н х, Н  v лар бир вактда нолга тенг булмайди.

Куйидаги икки ^олни ^араймиз:
I. Тенгламанинг характеристик йуналиши бузилиш 

чизиги уринмаси билан устма — уст тушмайди, яъни у да

а1\{Нл~) + 2ап НхН у + а22 (//, ) Ф О 

тенгсизлик бажарилади.
Бу з^олда 7] = Н (х ,у )  деб, £ = £(х,у ) сифатида эса

(а, ,11 х + ап Н у ) ^  + (а ]2Н х + а22Н у ) £у = 0

тенглама ечимини оламиз.
'У'згарувчиларни бундай алмаштириш натижасида (15) 

тенглама

rjnkx (<;, rj) и „  + и,]п + F{ [ 4 . г], и, и{ , и„ ) -  О

куринишга келади, бу ерда кх (g. т]) функция ;/ чизи^нинг 
кичик атрофида нолга айланмайди.

И. Тенгламанинг характеристик йуналиши бузилиш 
чизиги уринмаси билан устма —уст тушади, яъни у да

au (H xf  + 2a]2H xHy +a22(H yf  =0  
тенглик бажарилади.
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Бу з^олда г] -  г]{х,у)  сифатида

п(х,у)т)х -  m (х, у)Г]у = 0 (20)

пчн-ламанинг ечимини оламиз, бу ерда п(х,у) ва т(х,у) лар 
чизи!^ ва унинг атрофида

Clj jУУ1 ~Ь 2с1^)У^УХ Н~ т2" 0  (21)

шартни ^аноатлантирувчи функциялар.
4 -  4\х, у ) сифатида эса

(aurjx + ci\2r/y)lx + (a urjx + a 227jy)4y = 0 (2 2 )

тенгламанинг T ] (x ,y )=Q  ва у  чизик кесишиш нутугасида 
нолга тенг булган ечимини оламиз.

Узгарувчиларни бундай алмаштириш натижасида (15) 
тенглама

Ь (ь ’  7 )  и ^  U I ] IJ  "I" ^ 2  ( % )  —  0

куринишга келади, бу ерда k2{^,v) функция у чизик,нинг 
кичик атрофида нолга айланмайди.

Мисол.

(1 - х2) иа -  2ху иху -  (l + у2) иуу -  2х их -  2у иу = 0 (23)

тенгламани ^арайлик.
Бу ерда

\@22 ~ ^12 ~ X — У ~ ̂

булиб, тенглама у .х2 — у 2 -1 чизикда бузилади. Бу чизиеда 

аи (Н х )2 +2аХ2Н хН у + а22(Ну}  = 4(у2 - х 2) ( х 2 - у 2 - l ) =  О

булгани учун II ^олга мос келади.
(2 0 ) тенгламада, масалан, п = 1 + х, т = - у  деб олиб 

(бунда (2 1 ) шарт бажарилади),

(l +  x ) j ) x  + y i ) y =  0

тенглама ечимини топамиз: т) = у/( 1 + х).
Бу ечимни (22) га ^уйиб,
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v(; • о.., • (i • .v ■ y % .  = о
тенгламага келамиз. Унинг у да нолга айланувчи ечими: 

£ = (х2 -- у 2 — l ) / ( l  + x f .

(23) тенгламада узгарувчиларни
2 2 ,

5 0 + 4 ;  ’  '  1+ л

тенгликлар асосида алмаштирсак, тенглама

+ U nn + 0,5 и с — 0

куринишга келади.

4 “ §. Характеристикалар усули

Бирор D  со^ада иккинчи тартибли хусусий ^осилали 
тенглама берилган булсин. D  со^ада аникланган ва берилган 
тенгламада иштирок эгаётган барча хдсилаларга эга булиб, 
тенгламадаги номаьлум функция урнига ^уйилганда уни 
айииятга айлантирувчи функция, тенгламанинг регуляр 
ечими дейилади. Тенгламанинг шундай ечими мавжуд 
булсаки, долган ечимлар ундан хусусий дотуда келиб чи^са, 
уни тенгламанинг умумий ечими дейилади. Одатда иккинчи 
тартибли хусусий ^осилали тенгламанинг умумий ечими 
узаро богли^ булмаган икки функция ор^али ифодаланади.

Берилган тенгламанинг ^айси типга тегитплилигига 
^араб, унга турлича масалалар т^уйилиши «Математик 
физика тенгламалари» курсидан маълум. Тенгламага ^уйил— 
ган масаланинг ечими деб, тенглама ечимларидан масала 
шартларини ^аноатлантирувчисига айтилади.

Тур ли тенгламаларнинг (уларга ^уйилган масалаларнинг 
з$ам) ечимини топишга турлича усуллар ^улланилади. Баъзи 
усуллар тенглама (унга ^уйилган масала) ечимини аналитик 
ифодасини берса, иккинчиси ечимнинг мавжудлигини кур — 
сатади холос, учинчиси эса шу ечимнинг сон ^ийматини 
беради. Х^атто баъзида битта тенглама учун ^уйилган турли 
масала ечимини топишга турлича усулларни ^уллашга тугри 
келади.
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I « и 1л«1м<1лс»р (унга ^уйилган масалалар) ечимини 
ИМ1НП1ДП ^улланиладиган бир усулни иккинчисидан афзал 
Д|’ГI пулмапди. Чунки бир тенглама (масала) ечимини топиш 
учун к, улан булган усулни бошк.а тенглама (масала)ни ечишга 
с.уллаш но^улай ёки умуман ^уллаш мумкин булмаслиги 
мумкин, Бу нараграфда биз характеристикалар усули ёки 
Дилпмбер усули деб аталувчи бир усулни куриб утамиз. У
и,уиидап| боск.ичларни уз ичига олади:

I Берилган тенглама характеристикалар ёрдамида 
lull и)1111 к куринишга келтирилади;

2. Тенгламанинг каноник куринишидан фойдаланиб, 
унинг умумий ечими топилади;

Т Агар берилган тенгламага бирор масала ^уйилган 
Г>ул» а, тонилган умумий ечимдан масала шартларини 
^■иимтлантирувчиси ажратиб олинади.

Бу усулни мисоллар ёрдамида куриб утайлик.
I мисол.

х гихх -  )П<УУ 2 ум, = О
И ’11ГА<1 М<111ИНГ умумий ечими топилсин.

2  а  2  2  2  2I >у ерда аи -■ х , а12 — 0, а22 -  ~У , ~ а\ \ап  ~ я" У ■
\. 11 •. I к к ‘ристик тенгламаси

л ' ( dy ) 2 -  y2(d x )“ = (xdy -  ydx)(xdy + ydx)  = О

| урпнишга эга булиб, уни интеграллаб (у/х) = С\, ху = С2 
характеристикалар оиласига эга буламиз. с= (у/х), т]-ху 
характеристик узгарувчиларда тенглама

1 „
"tn + 2 t u' i = °

каноник куринишга келади.
Г)у хусусий хосилали дифференциал тенгламада м„ -  и

оелгилаш киритсак, тенглама
du и . do п
... - + -  = 0 еки —  + —  -  О
d< о 2 с

оддий дифференциал тенгламага келади. Унинг умумий 

ш тчрали  и = 2(рх(ц ) булиб, и = и,} белгилатни инобатга 
| )Л( ак,



ди  r -1/2 / Л 
=  #  PiV7)

дТ]

тенгламага келамиз, бу ерда <P\(jl) ихтиёрий функция. 
Охирги тенгламани (с? ни параметр сифатида ка раб) 77 

буйича интеграллаб ва х, у узгарувчиларга 1$айтиб, берилган 
тенглама умумий ечимига эга буламиз:

u (x ,y )^ J ~  <р(ху) + ц / {^ ,

бу ерда (р, (// е С 2 — ихтиёрий функциялар.
2 — м исол.

х 2ихх + 2хуиху + у2ию + хих + vuy = О

тенгламанинг умумий ечими топилсин.
Иккинчи параграфдан маълумки, бу тенглама

и +  1 и =  О
• Т]

каноник куринишга эга, бу ерда £ - у / х ,  т/= у . Лгар ип -~w 
белгилаш киритилса, бу тенглама

*  + * '  = 0 
W - TJ

куринишга келади ва уни интеграллаб, w = (p{t;)vi~X эканини 

топамиз. Бу ердан w -  и]} тенгликка асосан иц ~ ср(g ) t f  X 
тенгламага келамиз. Уни 77 буйича интеграллаб ва х,у 
узгарувчиларга кайтиб, берилган тенглама умумий ечимига 
келамиз:

1— >2бу ерда (р, у/ е С — ихтиёрий функциялар.
3 — мисол.

их х ~ и у у = 0  (2 4 )
тенгламанинг
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ллрии ^/шоатлантирувчи ечими топилсин.
< >Л'Ч'А'| (,У масала тор тебраниш тенгламаси учун Коши 

Miii a vi< и дейилади. Бу ерда характеристик тенглама

(./» ) (i/\); 0 булиб, характеристикалар х + j  = С,, х - у - С 2
* уриииниа :>га. Буларга асосан 4 = х  + у, ?]^=х — у алмаш — 
шришни бажарсак, тенглама и^ = 0 каноник куринишга 
••илкди Уни ю^оридаги мисоллардаги каби интеграллаб,
и. рилгап тенгламанинг умумий ечими

и(х, у) = ср{х -  у ) + у/(х + у) (26)
/̂ 2формула билан ани^анишини топамиз, бу ерда (р,ц/ е с  — 

ичтитрий функциялар.
Берилган масала ечимини топиш учун ср ва ц/ 

фуикцинларни шундай танлаш керакки, (26) ечим (25) 
ш<|| > I л<1|>ни к.аноатлантирсин. (26) дан (25) гаартларнинг 
I триичисига асосан

<р(х) + ;//(х) = г (х ), (27)
и и к и 11 • I и ( 11га асоса н эса

-  <p'(x) + i//'(x) = w(x)
Он II

ср(х) -  Ц/{х) = -J v(t)dt + С (28)
о

и'in ликлар келиб чи^ади, бу ерда С = const.
(27), (28) тенгламалар системасини номаълум (р{х) ва 

i/'(v) функцияларга нисбатан ечсак,

р ( * )  = г Ф ) - : ; М 0 Л  + 7Z Z о Z

v ( x )  = \ T(x )  + iA v { t )d t - ^ r
z z о Z

келиб чик,ади.
Буларни (26) га ^уйиб, (24) — (25) масала ечими учун 

формула топамиз:

и(х> у ) ] [г (х  -  у )+  т ( х + у )  ]+  i  } v(t )d t . (29)
Z Z x _ у

и ( х . О ) - т ( х ) ,  mv( x ,0 )  =  v ( x )  (2 5 )
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Бу формула Даламбер формуласи деб аталади. Бу формула 
билан аншууанувчи и(х,у) функция (24) — (25) масаланинг

ечими булиши учун т (х)еС2, v ( x )e C ] булиши керак.
Ю^оридагилардан куринадики, характеристикалар усу — 

лини фа^атгина каноник куринишини интеграллаш ^улай 
булган тенгламаларга ^уллаганда тегишли натижага тезрок, 
эришиш мумкин. Бундан тапщари, бу усулнинг муваф — 
фа^иятли кулланилиттш куйилган масала гаартлари ёрдамида 
умумий ечимда иштирок этувчи номаълум функцияларга 
нисбатан з^осил булган функционал тенгламалар система сини 
бир ^ийматли ечилишига з̂ ам 6 ofahk>. 3 — мисолда бу [(27),
(28)] система икки номаълумли икки чизи^ли тенгламалар 
системасидан иборат булган булса, ботика з^олларда мураккаб 
система х,осил булиши мумкин. к.олаверса, 3 — мисолда 
масала шартлари у -  О тугри чизивда берилган булиб, боннца 
з^олда мураккаброз^ генгламали чизиеда берилса, з^осил 
буладиган система яна з̂ ам мураккаб булиши мумкин.
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II БОБ

I ИПЕРБОЛИК ТИПДАГИ ТЕНГЛАМАЛАРГА 
^УЙИЛАДИГАН АСОСИЙ МАСАЛАЛАР ВА 

УЛАРИИ ЕЧИШ УСУАЛАРИ

|>у бобда икки эркли узгарувчили иккинчи тартибли 
*у  у  ий v ,<:MAaAH гиперболик типдаги дифференциал тенг — 
л.|лылн| > учун ^уииладиган асосий масалалар бу типдаги 
ii'iii лпмнларнинг энг содда вакили булган тор тебраниш 
м'мглпмаси мисолида баён ^илинган ва уларни ечиш усул — 
лмI>it курсатиб утилган. Сунгра гиперболик типдаги умумий 
■in чI к. м t тенглама учун Риман функцияси таърифланган ва 
пупд.ш тенгламалар учун куйилган бошлангич ва чегаравий
......да ларни ечишнинг Риман усули баён ^илинган. Боб

\ | п ид. I бу усулнинг татбиги сифатида телеграф тенгламаси 
\ ■ I\ и Коши ва Гурса масалалари Риман усули билан ечилган.

I -§. Умумий цуйилган Коши масаласи

1> ор^али х, у узгарувчилар текислигида чегара булак — 
v.ipii ( пллик, S Жордан чизикидан иборат булган со^ани 
Гм'лгилапмиз.

Фараз ^илайлик, и{х,у ) функция D со^ада

д2и д2и

дх2 ду2
п игл.1манинг регуляр ечими булиб, D u S  да биринчи 
ыртиоли узлуксиз ^осилаларга эга булсин.

Ушбу
я (  л Л  я (  я,,

=  0

- о ( 1)

д ' а О д г диЛ

дх| jax, ду1 l 5.v j
пиииятни П соз^а буйича интеграллаб, Гаусс— Остроградский 
формуласини ^уллаймиз:
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А’ dx, ' <Эу,
Фараз к.шшйлик, L — ёпи^ 

j»if булмаган силлрщ Жордан чизиги
булиб, куйидаги икки шартни 
ка н о а тла i it ир с и н:

а) (1) тенгламанинг х + _у = 
- const, х - у -const характе — 
ристикалар оиласига тегишли 
булган ^ар бир тугри чизит  ̂ L 
билан битга ну^тада кесишсин;

С (х,у) б) i  эгри чизщ^а утка —
__ {_________________________ >. зилган уринманинг йуналиши
О I х, хеч бир ну^тада ( 1) тенглама

3 - чизма характеристикаларининг йуна —
лиши билан устма — уст тушмасин.

Ихтиёрий С (х.у) ну^тадан чи^адиган л*, -  х = ух -  у, 
X; -  х = у -  у, характеристикалар L эгри чизик, билан А ва В 
ну^таларда кесишсин (3— чизма).

(2) формулани АВ эгри чизи^, СА ва СВ характерна — 
тикалар билан чегараланган сохдга ^уллаб, ушбу тенгликни 
х,осил туплами з;

г ди , ди , 
j —  dyx + —-  ах, = 0 .

ав+вс г-сл дх\ fy\

СА ва ВС да, мос равишда, с/х, = dy\ ва б/х, -  -dyx 
булгани учун аввалги тенглик куйидаги к^финигада ёзилади:

f —М dv< + ' U dx, -  \du + \du = 0. 
лвдх\ ' Л3'| вс СА

Бундан дарх,ол

и(С) = ~и{А)+ 1 и(в) + ~ f ~dy\ + ~  dx, (3 )
2 2 2 АВдх1 ду1

тенгликка эга буламиз.



(111
" I i. </'• ,, Ii=4 / (4)or

мi<11itл<||>ini Kiiiiu.ri Aiiiiiи|к о, бунда (p ва \jj берилган, мос 
|и|цтиди икни м.I бир марта узлуксиз диффсренциалланувчи
• I ty11М НИ и лп| >, I « о I д. I берилган йуналиш булиб, L пинг

ди ди
ч|<ннм«1< it (>11 л<111 устм а  у с т  туш м аи ди , у ^одл,а — , —  но —

дх, ду,
ми 1лум фуикцииларни

AlVljl (I) 'I't'lll'AMM'llIHIII l t (X,y)  СЧИМИ

ди дх. ди ду, (Up

а^" а Г ч ду, ds ds

ди дх. ди Гг,_j_---------- L := <//
дх, dl д\>, д!

мчи лпклардан .шпклаб оламиз, бу ерда s — L чизи^ ёйининг
V lytlMH и

ди ди
Мт.лум и, , —  мивдорларни (3) тенгликнинг унг

с>,
I• >м<>ии1 < 1 к,уйиб, (1) тенгламанинг (4) шартларни ^аноат — 
><■111111 > у 11 ‘ I и ечимини х;осил ^иламиз. ТОк,орида юритилган 
мулмцнчалардан шу нарса келиб чи^адики, Коши масаласи 
ivt'Ai iipiiMviii ^уйилишда бирдан — бир тургун ечимга эгадир.

( >датда (1), (4) масала тор тебраниш тенгламаси учун 
умумий ^уйилган Коши масаласи дейилади.

2-§. Асгейрссон принципи.
Умумий ^уйилган Гурса масаласи

|1) тенгламанинг тайин А(х0,у(1) ну^тадан чикадиган 

I/I v, v0 v, -у0, /1D : X: -  xG -  iVj -  >’i характеристикалари ва 

| ( V. г) нук,тадан чикадиган СВ'.х- х у -у , ,  C D :x ] - x  = yl - y  
характористикаларидан ташкил топган характеристик 
гуртбурчакни G ор^али белгилаб оламиз (4 —чизма).
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-м

-чизма X--1

G соха, учун (2) формулани 
^уллаб,

. ди , сш
I " ̂  (> т + ~  ~dx\ = 0

а в +в с +сол м ® 1  ч>;1 

тенгликка эга буламиз.
АВ ва CD да dxx = dyx, ВС 

ва DA да dx{ = --с/у, булгани 
учун аввалги тенгликни куйидаги 
куринишда ёзиб оламиз:

j. ди

ав Эх,

, ди . . ди ди , , Эм , ди ,
ЯХ] ч-----ау, -  J — ахх + ——dyx + j — ах, 4 —  dv{

вг Эх, O ’] CD Эх, ну,

| Jx, 4- с/у, = J с/и -  J du + j du -  J du =
АВ ВС CD DADA  Эх, Эу,

Бундан

= 2м(б)-  2и (л ) -  2и(С) + 2« (D ) -  0.

м(С) = m (JS) + м( D) -  и(А) (5)
еки

м ( у |)  +  и ( С )  =  гл (5 )  +  m ( / J )  .

Бу тенглик (1) тенглама учун Асгейрссон принципи ёки 
урта ^иймат тугрисидаги теорема деб аталади.

Бунга асосан (1) тенглама и(х,у )  ечимининг характе — 
ристик туртбурчак к.а рама — ̂ арши учларидаги кийматлари — 
нинг йигиндиси бир —бирига теыгдир.

Асгейрссон принципи (1) тенгламага масала ^уйишда ва 
^уйилган тенгламаларни ечишда му^им роль уйнайди.

(1) тенгламанинг и(х ,у )  ечими

u \ab=<p {x|1 и\Ай=у/{хх), <р(А) = у/(л) (6)

шартларни каноатлантирсин. У ^олда 4 —чизмада В ва D 
нут^таларнинг координаталари мос равишда

' х  +  х0 4- V - у0 Х - Х () +  У + у 0 'j  в а  (  х +  х0- у  +  у() - х  +  х0 +  У + V

2 ’  2
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л«*||д.и1 нОпрптлигиим эътиборга олсак, (5) га асосан, ( 1), (6 ) 
Mil* нлпиннг ечими учун

,7,

||||||1мул,| келиб чик,ади.
Amp (р(х) ва t//(x) функциялар икки марта узлуксиз 

\нф||"'р1'пци<1лланувчи функциялар булса, (7) формула билан
■ шим,шг.ш и(х,у) функция (1), (6 ) масаланинг регуляр 
| чимидаи иборат булади. Бу масала ечимининг ягоналиги 
Ai i t-111 м < ой принципидан ёки (7) формулани .у >си \ к;илит 
yi улидни дар^ол келиб чи^ади.

1 )датда (1), (6 ) масала тор тебраниш тенгламаси учун 
умумий ^уйилган Гурса масаласи дейилади.

3~§. Характеристик учбурчакда
Коши, Гурса ва Дарбу масалалари

к г узгарувчилар текислигида (1) тенгламанинг М К :
1 г in, N 'K :x -y  = n характеристикалари ва M N - { ( x , y ) :  

г О, т ■ х < п) кесма билан чегараланган D сох,ани 
и чр.шлик. Бу соха одатда (1) тенглама учун характеристик 
\чпурч,ич дейилади ва бу со^ада ( 1) тенглама учун ^уйидаги 
Min ,1\||.\,1рни урганиш мумкин.

I. Коши масаласи. (1) тенгламанинг D  со^ада регуляр,
I 1 д.I узлуксиз ва

« !. dx). т < х < п , (8 ) У

г  и
\ш~ v (x )’ >П<Х<П (9) М А В N 5

Гг /  х
D /

/

mi

1.
^аноатла нтир увчи ечими \ С\

Ну ерда г ( х ) е С [ г а . « ] п С 2(яг,я)| 1 К
I, \ , 5 —чизмаI ■( \) < ( ( hi,п) -  берилган функциялар

пулиб, масала ечимидан uv е C{D  и  M N ) шарт бажарилиши

111 л< |б цилинади.
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Бу МаСаЛа 6ЧИМИНИ ИХТИврИИ С (а,. , IV ,) С [У кугуГиДй то 

гшш ма^садида. бу  ну^тадан х -  у ~ х0-  у0, х+ у ~ х 0+у0 харак — 
теристикалар угказайлик. Бу характеристикаларнинг у -  О 
тутри чизик. билан кесишиш нукталари Д х0-+ ĵ 0,0), В(хд - у 0,0) 
булади (5 —чизма).

Биринчи параграфдаги L чизик, сифатида у -  0 чизит^ни 
олайлик ва ^осил булган ABC учбурчакка (3) формулани 
^уллайлик. У  ^олда dy — 0 булиб, масаланинг ечими

| [ хо+Уо
и (-W o ) ~ [ Ф  ’• )  ̂ ‘ >1: J v(t)dt (Ю)

2  X о .Vo

куринишда берилишини топамиз. (10) формула I бобнинг 4-§ 
ида характеристикалар усулида ^ам тоиилган.

2. Гурса масаласи. (1) тенг — 
•;Л даманинг I )  сохада регуляр, D да

узлуксиз ва
М

\

F

N

С D 

К
6 — чизма

ш -f- п
и \Ш = <Р(ХЪ т - х < - , ( 11)

INK
, ч т + п 

у/(х\ -  — < X < п (12)

шартларни ^аноатлантирувчи ечими 
топилсин. ov еола

т + п 
т,------ п С ' 1 т , ^ " ) М ^ С

т+п
“ о -П

т п ') 
п (  ,и

' 1 2 ! 2 V 2 )
f (x )e C

берилган функциялар булиб, <р
Гп Л- П (  т + п •

¥\~ тенглик
2 )  4  2 

бажарилади.
Бу масала ечимини ихтиёрий С(х0. е  D  ну^тада 

топиш ма^садида бу ну^тадан х - у -  Xq -  у0, х + у - х{) - у() 
характеристикалар утказайлик. Бу характеристикаларнинг 
М К  ва NK  характеристикалар билан кесишиш нукталари 
мос равишда

\ /  N

‘ П
? 7 9 ~~

J  т + Х р -У а  тГ  Ъ. ±_У<) )  f\  ;vo + v'o +Ц  хо 1 >о 
Л 2 ’ 2 / \



I'Y <иди (i I чизма). Хосил булган CEKF  характеристик
• у*11iоурчлк ка Асгейрссон принципини ^уллаб, Гурса 
м< а л.и пиши' ечими

«('•„. г » )  М т +хГ Уо 1+Н
У1 + Xq + Vq

- т
т + п 

2
куринишда берилишини топамиз.

;|. Дарбунинг биринчи масаласи. (1) тенгламанинг D
• >• 1Д-1 |><чуляр, D да узлуксиз ва (8 ), (11 ) [(8 ), (12 )] шарт —
\арнп к,.Iиоатлантирувчи ечими топилсин.

I >у ерда берилган функциялар т(т) = <р(т) [т{п)-у/(п)\ 
iiiiipi л̂ |рии цаноатлантириши талаб кили пади.

1>у масала ечимини Асгейрссон принципидан фойдала — 
ипп топамиз. Асгейрссон принципини 7— чизмадаги СЕ1Е2Е3
Ч.Ц1.1К герисгик гуртбурчакка ^улласак,

1/(С) = и(Е, ) + и(Е-х) - и(Е2) (13)

е Mio чн^ади.
Характеристик туртбурчак томонларининг
( :.r + .v = л0 + у0, 

/•;I': :х~  v - .r о + v0,
У 1

/ , h’з :х  + у = m, м  Е, N

/•:,( ': х -  у = х0 -  yQ
ч  '

'X D / х
• 111 д. 1 маларидан /: (v, +/q,Oj, X, ■ (XQ,y>{)

I'm t ty-нуо m -x 0 - y 0 'j 

1 2 ’ 2 ) '
ЙК  /

К
(  m + x0 -  v0 m - Xq + y0 \
Л 2 ' 2 ) 

л.1| >iiii топамиз ва (13) га ^уямиз.

7--чизма

Натижада, (8 ) ва (11) шартларни эътиборга олиб, масала 
ч ими ни топамиз:

/ m + j _  9\ m +

(Н), (12 ) шартларни ^аноатлантирувчи масаланинг ечими 
куйидаги (формула билан аникланиши хам худди шу усул 
мил.in исботланади:

п(х(). V ,,)- т(.х(,+  у0) \- <Р



Ч Ч ( П  +  Xr, +  V,, (  П  +  Хп -  Va 'I
" ( ' • • )  Ф о -У о )+ Ч Л ----- ----- - J - ^ ------ — • -  1

Бу масала ечимининг ягоналиги Асгейрссон принципи — 
дан келиб чи^ади. Баъзида бу масалани тугридан - тугри 
Дарбу масаласи деб аталади.

4. Дарбунинг иккинчи (Коши — Гурса) масаласи.
(1) тенгламанинг D  сохада регуляр, D  да узлуксиз ва

(9), (11), [(9), (12)] шартларни ^аноатлантирувчи ечими 
топилсин (бу ерда з$ам uv(x ,v ) е C (D u  M N) талаб ^илинади).

Масала ечимини (10) куринишда ^идирамиз, бу ерда 
^озирча т(х) — номаълум функция. (10 ) функция (1) тенгла — 
мани ва (9) шартни кдноатлантиради.

Номаълум г(х ) функцияни шундай танлайликки, (10) 
функция (11 ) шартни з$ам ^аноатлантирсин.

(10 ) ни (11) га ^уйсак,

/ \ 1 г /„ \ t w 1 zx°- ”'/ \ 1 т + п~ r 2 .v0 -  т) + r(m )J--  j v(t)di, т < х0 <
Z L т ^

тенглик келиб чи^ади. Бу ерда 2х0 - m - z  (m < z <  п) 
белгилаш киритсак ва т(т) = <р{т) эканини эътиборга олсак,

г(:•) -  2 у>[ — ]  - ф{т) + j 1 {t)dt

тенгликка эга буламиз.
Буни (10) га куйиб, масала ечимини топамиз:

/ ч (т  + х()- у (А  fm  + x() + v())  , \ Х°+Л л , ,  
и(х()>Уо)~ <р\----------? j  +  -------- 2~ ' ’ ' l yW d t-

Худди шу усул билан (9), (12) шартларни ^аноатланти — 
рувчи масаланинг ечими учун

и(х0,;'о) = ̂ ^ - т - . ~ j-< И ~ Xl— H  j - v {n ) -T  j v(t)dt

формула уринли эканлигига ишонч э^осил килиш мумкин.
Бу масала ечимининг ягоналиги Коши масаласи ечими — 

нинг ягоналигидан келиб чик.ади. Баъзида бу масалани 
Коши —Гурса масаласи деб хдм аталади.



4 §• Силжишли масалалар

и

М(т.О) (х,0) N(n.O)
ч

\  , о /  Х 
(  х+л х - г

( т + х т \ .
1 2 ’ 2 J

/V 7/ УП  4- И  п

1, 2 ’ 2~
— п \

2 2 

8 —чизма

Лини мн мараграфларда баён ^илинган масалалардан 
иуриподики, масалаларни баён ^илишда чегаравий шартлар 
I ) м.ц,| 'iiTnpac'ишшг бир к,исмидагина берилиб, долган 

ми »< (I чогараБий шарт —
>■ *I»л,*нI " 'и д  |уолмовда. Ик — 
ишчи тмоидан, Гурса ва 
Artpfi у Mm алаларининг ^уйи — 
мниндпи (Асгейрссон прин — 
нннидпн келиб чи^а —
диии, 1> со^ада ( 1) тенглама  ̂ )
учун Дирихле масаласи, яъни Л™.
I * Ал 111 пчиламанинг '

"  <АМ< '/VA - А х , У )  шартни
и,....in I лап гирувчи ечимини топиш ха1$идаги масала ^аралса,
, iipTiii<,4.i шартли масала булар экан. Булар асосида 1960 
и и \Л| || >га келиб куйидаги савол пайдо булди: гиперболик 
шидпгн тенгламалар учун характеристик учбурчак чегара —
. шипи (ырча ^исмида чегаравий гаартлар берилган коррект 
Min ила м.шжудми? Бу саволга 1960 йилларнинг охирига 

лип Д М  Нахушев томонидан ижобий жавоб берилди [24]. 
куйиди ()пз ана шу масалаларнинг баъзиларини баён 
рилами г

Шундай килиб (1) тенгламани 8  —чизмадаги D=MNK  
»ир<||< горнстик учбурчакда ^араймиз.

I масала. ( 1) тенгламанинг куйидаги шартларни

........ плантирувчи и(х,у) <= ф У с Ц о )  ечими топилсин:

м(д',0 ) = г(.г), т < х < гг, (8 )

. , ( гп + х т — хЛ ч ( х + п х -п \  t \ „
 ̂ j  + /?(x)u\..)  = т < х < п , (\ 4)

ерда г (л), а(х), fi(x), у (х )е  С[т,п\глС2(т,п) — берилган 
функциялар булиб,

а(х ) * Р { х \  т < х < п, а  (п)Р(гп)Ф О,

а (п )[у (т )-а {т У {т )\  = Р(т)\у(п)~ (3(п)т{п)]
■ impгларни к̂а ноатла нтиради.

(15)
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Агар бу ерда ихтиёрий х е [т, п) учун

t гтс, (т  + х т -х Л  — — f x  + и х - г Л  ( х . О )  е  M V ,  (  —  -  —  J  е  М А  , j 2 -  , - - J  е  Л  А

эканлигини эътиборга олсак, (8 ) шарт номаълум функция —

нинг M N  даги кийматини, (14) шарт эса унинг МК  ва NK  
даги ^ийматлари орасидаги муносабатни ифодадаётгани, ва, 
демак, бу масалада D со^а чегарасининг барча щ еми чега ­
равий шарт билан банд эканлиги келиб чикади.

, ч ( т + х т - х Л  ( т + п- т - п  \ ( х + п х - п "■

Г Г '  —  \ \ 2  J* I ~
нукталар характеристик туртбурчакнинг учларидан иборат — 
лигини инобатга олсак, Асгейрссон иринципига асосан

( т + х т -  хЛ ( х + п х - п \  ( ,.л ( \ ,. . .
и\------.-------- 1 + н| —  —  \ -и {К )+  г (х ) (14,)
1 2  2 )  { 2 2 J

келиб чикади, бу ерда и(К)  аник сон булиб, (15) даги 
иккинчи ва учинчи шартларга асосан, (14) дан бир кийматли 
аникланади.

Бу тенглик (14) шарт билан биргаликда икки н о м а ъ - 
лумли икки тенгламалар системасини ташкил этиб, (15) даги

j т + х т~ х )
биринчи шартга асосан, бу  системадан и, - — — j, 

( х +  п Х — П)
м1—- — — j лар бир кииматли топилади, демак, берилган

масала Гурса масаласига келади.
Гурса масаласи коррект куйилганлиги учун 1—масала 

хам коррект куйилган булади.
Изо^. (15) даги биринчи тпарт масала коррект куйилган 

булиши учун мух,им роль уйнайди. ^а^и^атан ^ам, масалан, 
агар а(х) /:•'( v ) 1 булса, масала факат ва факат z (x ) - - r (n )~  
~ у (х ) -у (п )  шарт бажарилгандагина ечимга эга ва бунда 
масала чексиз кун чизикли боглик булмаган ечимларга эга 
булади.

2 —масала. (1) тенгламанинг куйидаги шартларни ка - 

ноатлантирувчи Uх.у) сХ\о)п.с\ГХ,<МА)^С2(о) ечими топилсин:



. ,il I in i x hi v \ \ d (  x + n x - n )  / \
" М ( Л . 2 \ + P ^ ^ u\ 2 '  ^  г  m<  x <  п. (16)

fty • рда / (> )' С\т,п\слС2{т,п), а ( х ) , р ( х ) . у ( х ) е С [т ,п ] г л

< fii'piiAiviH функциялар булиб, а (х ) *  Р (х ) ,  х е \гп,п\
тир iни мп( iii I лантиради.

I v m i i i i i  масаласи коррект ^уйилганлигига асосланиб, 
•Mi a Vi ичимини

//(v,v) v )+ r (.v  + 3')l+*, ]v{t)dt (Ю)
1 2. х - V

иурннпшда ^идирамиз, бу ерда v ( x )s C ] (m,n) — ^озирча 
циМ<1'1.лум функция.

( 10) формула билан аникланувчи и(х,у) функция (1) 
H iirMiMiiiiii и<1 (8) шартни ^аноатлантиради. v(x) функцияни 
Шундии танлаймизки, (10) функция (16) шартни х ам 
Н«Ц| щ I лантирсин.

|10) la асосан

I т + х т — х \ 1 г / ч / у, i г / \ ,
// ------ ,-------= -\т(х) + т(т)\ —  J v(t) dt.

ii( v,0) r(.v), m  < x  < n : (8)

I X  +  17 Х - П  
III -  

{ 2

1>у тенгликлардан x буйича хосила олиб, сунгра (16) га 
КуПио, а(х ) * Р(х), т < х < п эканлигини инобатга олсак, v(x) 
(функция

г(х) { [а {х ) + р(х )] ■ т '(х) -  2у{х))1\а (х )-  р{х)] 

и 41 тли к билан бир к,ийматли топилади. Бундан ва берилган 

|||ункцияларга ^уйилган шартлардан v(x)с С](т,п) келиб 
Ч11К,ади

Бу орда хам масала коррект куйилган булиши учун 
<»(\) / р(х), т < х < п  шарт му^имдир. Акс холда масала

• | >. I is' гг на фа^ат [а (х ) f  /?(х)] • г '(х) = 2у(х) тенглик баж арил-
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ганда ечимга эга булади. Агар бу шарт бажарилган булса,

(10) формула ихтиёрий v(x) е С 1 (т, п) функцияда масаланинг 
ечими булаверади.

3 —масала. (1) тенгламанинг куйидаги шартларни ка — 
ноатлантирувчи и(х,у)е С(О)пС'(DkjMN)глС7(В) ечими топилсин: 

uv(x, О) = v(x), т <х<п\  (9)У

т+х т -х\
7 2

т<х<п,

(17)
/}(т)и(п, 0 )= Д ,

бу ерда v (x )e  С 1 (т,п)-берилган функция х > п ,  х >т да 
бирдан кичик тартибда чексизга интилиши мумкин; р{х), 

у(х) -  берилган функциялар булиб, С[т.п]глС\т,п) синфга 

тегишли ва р ( х ) ф - 1, хе[т,п\-, Д — берилган сон булиб, 
Р(т ) = 0 булганда ноль деб олинади.

Коши —Гурса масаласи коррект ^уйилганлигига асос — 
ланиб, масала ечимини

х + у

и(х,у) = <р(х + у )+ (р (х~ y )- (p { in )+  \v(t)dt (18)
т

куринишда ^идирамиз, бу ерда <р(х) ^ С [т ,п ]г\С 2(пип) -  
номаълум функция.

(18) функция (1) тенгламани ва (9) шартни ^аноатлан — 
тиради. (р{х) функцияни шундай танлайликки, (18) функция 
(17) шартларни ^ям ^аноатлантирсин.

(18) га асосан

т + х т — х\ / ч
у - - 2~ J  = ^ ) .  (19)

, —  - 1  = ср{х) + (р(п)-  (р(т) + ] v (t )d t.
^ J т

Буларни (17) шартларнинг биринчисига ^уйсак,

11 + Р{х)]<р{х) = у(х) -  Р(х)[<р{п) -  (р{т)\ -  р(х )\v(t)dt (20)
т

тенглик келиб чикали
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11 'I HitipTArtp u.i (И)) тенгликдан x = n ва x = m да

и(К) = y(n)~ ft  =(p{n),

u (M ) у(т)~ /3(m)\y(n) - /?,] = cp(m),

......  к<1тталиклар бер1-1лганлар ор^али тула ани*> —
Miiiiiiiin кслио ми 1̂ ади.

I * у и 11 ни //( r W - 1, xe[m ,w ] эканлигини инобатга олсак,

. •( >) функции (20) тенгликдан бир ^ийматли ани!$ланади.
I м I м ми функцияларга ^уйилган шартларга асосан, 

пошлып (/»(*) (функция С[т ,п\пС 2(т,п) синфга тегишли 
Луляди

I.у масплада з̂ ам /3(х)ф-1, хе.[т,п\ шарт муздимдир. Акс
■ | масала фак>ат ва фа^ат у ' (х) -v(x) шарт 

ппнч1|1илг.1пда ечимга эга булади ва бу шарт бажарилган
< |\ %. .I. |Ш| формула ихтиёрий <р(х) функция олинганда х,ам
►.... .ап гчимини ифодалайди.

Л М I 1<1хушев томонидан (1) тенглама учун ^уйилган ва
VI м in in лг<111 масалалар з^озирги кунгача гиперболик типдаги 
«шчн мураккаб тенгламалар учун х,ам урганилди ва математик 
и  v и  »iи • I а . 11 >д<I «силжишли масалалар» деб номланди.

М.п.думки

ихх -  иуу + а(Х’У )их + b(x,y)uy + с(х,у)и = 0 
и in лпмпнинг коэффициентлари ^аралаётган соз а̂ ёпигида

I и|>лп'1<I с’илли^ булса, бу тенглама учун классик масалалар 
Пмнии, Гурса, Дарбу, Коши —Гурса масалалари) худди тор 
(^Прнпиш тенгламасидагидек ^уйилади ва коррект булади, 
щ.ни тенглама кичик з^адларининг коэффициентлари классик 
мт <ш!ллр корректлигига таъсир курсатмайди. Силжишли 
ни ((дадарни урганишда эса тенглама кичик з^аддарининг 

i< м »ффпциентлари масала ^уйилишига ва корректлигига 
■нидл.нй таъсир курсатади, яъни з$ар бир тенглама учун узига 
мт (нгар мавжуд булса) силжишли масала ^уйилади.

Масалан, агар п -  т\Ф 2кл, к -  0 ,1,2 ,... булса,

U хх ~ U yy =  0

w(x,0 ) = 0 , т < х < п ;  (8 [)
П'нглама учун
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п -х  
cos-

( т + х т -х \ х - т  d (I _1_ ЛПС_________ 7 /1 х + п х — пЛ

СЧ

\1 rJ I I VVJo Ч1
) 2 dx \ 2 ’ 2 1

=  0 ( 16 ,
dx

бир жинсли масала факдт тривиал ечимга эга.
Ха^и^атан э̂ ам, (16t) шарт ва Асгейрссон принципини 

ифодаловчи (14]) тенгликдан келиб чикувчи ушбу
d ( т + х т -  х \ d ( х + п  х —п)  , / \

Г (л )■и --------. —  + —  и ------- ,

2 2 J dx {  2

" i

ах
тенгликдан

( т + х т -  х \ . п ( х + п х~  п'
---- ,------ -- = и \, = U. и\------- , —
2 2 )  ж  { 2 2 .

келиб чи^ади. Бу эса (8 1), (1 в j ) масала бир жинсли Гурса
масаласига эквивалешлигини курсатади. Охирги масала эса
факат тривиал ечимга эга.

Аекин (8j }, (16 1) масала uxx- u vv- u  = 0 тенглама учун

тривиал булмаган м (х  v)--sin v ечимга эга. Бу тенглама учун 
эса (8 1 ) ва

п - х  ,1. Г  d ( т + х т -  х '
cos..—  Л';' — и \ ------ ......—

2 [  dx v 2 2

х - т  , ц \  а ( х  + п х п
+ cos ---- А.;'; — и\----- , -----

2 \ dx \ 2 2 ,
= 0

шартлар билан берилган .масала коррект ^уйилган булади 
[31], бу ерда

[/ (* )] = 4  l J o l &  ~ к ) ( х “ 0l dt’к x - k o t
Jq(x ) - биринчи турдати нолинчи тартибли Бессел функцияси.

Изо^. Ю^орида куриб утилган силжишли масалалардан 
илгари урганилган чегаравий масалалар келиб чи^ади. 
Хаки^атан х,ам:

1. 1 — ва 2 — силжишли масалалар Гурса масаласига 
эквивалент. Буни 1 — масала мисолида. курсатдик.

2 . 1 — ва 2 — силжишли масалалардан р{х) = 0 , а(х) *  0 

[а  -ф- 0] да Дарбунинг биринчи масаласи келиб 
чикади.

3. /3{х) = 0 да 3 —силжишли масаладан Коши —Гурса 
масаласи келиб чикади.
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М.илумки, иккинчи тартибли икки узгарувчили хусусий 
и цапли диф(})(:ренциал тенгламанинг коэффициентлари 
| ц<ли умумий шартларни ^аноатлантирганда, уни

<1 и / ч ди , / \ ди / л , ч
| а (х, у) -  + Ь (х ,у )----f с (х,у)и = / (х, у) (21 )

i ’wV Эх ' ду
fcNIMшик куринишга келтириш мумкин. Агар (21) тенглама —
ИНН! •/ ип h коэффициентларини дифференциалланувчи деб
н̂> иПЛтч|к, /. операторга ^ушма булган оператор

■ / д2и д .  . д . ,  ч 
Ми = —  -  (а о ) — \bo) + cv  

дхду дх ду
м У|М1МИ111Д|| бзилади .

I и||1'р<п'орнинг Риман функцияси деб, куйидаги шарт — 
М1|п!и |у1По<г1 лантирувчи о(х ,у )  функция га айтилади:

II Мп 0 , (2 2 ) 
'I v V,. у = V] характеристикаларда

У .х
J«(л-! ,т)с1т ("/>(?, V] )dt

<>(х1.у )=  еУ] , и (х ,у ,) с ' , (23)

■ 11 vt ( V,, у’,) нук,та (21) тенглама берилган D  соз^анинг 
iiHUiii ну^тасидир.

\r.ip ^ушимча ОС- , - -  ва с(х,у) функцияларнинг уз —
дх ду

\у|ч и i л 111 и талаб ^илинса, у з^олда Риман функцияси мавжуд 
оу  АПДИ.

\аки^атан з̂ ам, (2 2 ) тенгламани х, дан д: гача ва дан 
г т ч .1 икки марта интеграллаш натижасида куйидаги тенг — 
мИ'пи цосил циламиз:

у
И \, v) tX.\',ji) - ! ; ( x l,y ) + ;Xx1,_vi) “  \а(х,г)и(х,т)с!т +

У\
X X

| \u(x{,z )v (xx,z)dz -  \b(t,y)u(t,y)dt + \b(t, ух )u(t,y ] )dt +
Л, X,

+ \dt \c(t,z)u{t,z)dz = 0. (24)
>1 V,

5-§. Риман функцияси
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(23) шартларга асосан

, >’>Чх,, >•), = Ь(х, у, М * , >'i)

еки
ду '  ’ 4 1 7 дх

X
о(х,у\) -  J b (/,у,) v(t,\\)dt = 1.

г
и (х ,,у )- } a(x,,r)u(x,,r)rfr = Ь

t > (w , )  = l.

Буларни эътиборга олсак, (24) тенглик о(х,у ) га нисба­
тан Вольтерранинг иккинчи турдаги чизиiyui интеграл тенг 
ламаси куринишида ёзилади:

л >
о(х, ;■) -  { h(t,y)v(t,y)dt -  j а(х,z)i)(x,z)dт +

■Vi V,

х у
1- |с(/,г)и(г,г)й?г -1  

х\ ■'!
(25) тенглама изланаётган функцияни бир ^ийматли

* (*  4 
u ( x ,y )  = w ( x , y ) -  jvv(/, v )6 ( / \  v)expj JZ>(/j,

(25)

X, V/
dt +

с/ г
У, V Г J

алмаштириш натижасида куйидаги интеграл тенгламага ке — 
лади:

X у
w(x,y)+  f dt j K0(x ,y ;t,r ) w ( t , r )d T -1 , (26)

ч У1
бу ерда

(■' ' 
K 0 ( x , y , t , z )  =  c ( t , T ) - b ( t , y ) a ( t , T ) c a q >  \ a { t , T { ) d

V r

'  x л x ft i A
-a (x ,r)6 (/ ,r)exp  +&(f,r)Jc(/,,r)exp \b{t2,z)dt2 Jtx +

\t J t v
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h
\ i i ( l , r )  jc(/,r,)exp \a{t,z2)ch2 dzx.

Г V Г J
|V(i| Нолмч'рронинг иккинчи турдаги интеграл тенг — 

tn4 .il н oVmiO, у ягона ечимга эгадир.
1'импм фуикцияси фа^ат х ,у  узгарувчиларга боклик,

»ц 1 1 , г, узгарувчиларга хам 6 орлик, булгани учун, уни

v = R(x, у: хх,ух)
► s'l'iniiim/yi нелгилаб олиш табиийдир.

|Uil) m «сосан, ушбу

[  R(\x,у,^ У ] )  __ _уЩ Х].угX,. V,) =: о,
су

‘ - b(x,у , )R (x,у|;л:,,y t) = 0, (27)
ах

jZ4Xl ’ У\ ’ A’l 5 >'l }  = ‘

\а{хл)с!т JbU,v)di

R{ Y,y;x,y,) = en , R(x,y;xx,v )  = e*' 

н1 1 1 1> i Aiipi111 эътиборга олиб,

— (X’ ^ ’ — 1- +  a (x, >1 )R (x ,y , X, y,) = 0.
uy,

РУ?(х,у;х,.у) ч „ (28)
—   + b(xx,y )R (x ,y ,xx,y) = 0,

dt,

Я (х,у;х ,у) =1  

||'М1М 1кл.1[)ни ^осил ^иламиз.
1111 м«j 11 функцияси (22) тенгламанинг ечими булгани 

учун, II I.1111

М  R(xl,y] ;x ,y )=Q
ПНИ

p L  _  A  (t7/v>) _  А  (М ) = cR(x . у,; X. у )
СЦОУ] ох, су,

Min лик уринлидир. Бунга асосан, D со^адаги етарли си ллщ  
1(1 \|, |'|) функция учун ушбу



Эх, сН’,
7 [ и ( л:1,У\) R (хиУйх>У) ]-Е(х\,У1 ; У)I -и (■*,, У,) =

д
~

BR J д ( 8R ипЛ
и ------aR + — и ----- hR

<Эх, \дУх ду\ V d x \ J

(29)

аиниятнинг тутрилигига ишонч хосил ^илиш к^ииин эмас.
(29) акниятни х, ва v, узгарувчилар буйича x0 < x j< x ,  

у0 < у } < у  орсь\игу\арда интеграллаб (бу ерда (x0,y0) —D 
со^анинг ихтиёрий нук/гаси), (27) га асосан куйидаги 
тенгликни х,осил киламиз:

и (х ,у )  = и ( х0,у ) R (x 0,у;х,у)  + и (л.у0) R (х,у0;х,у )  -

-u(xQ,y0)R ( x 0,y0-x.y)-

a (xn.yl )R ( x {ry] :x,y)
dR(x{), v,;x, vj

r i t  , ч oR(xx,yQ\x,y)
j  : >’o ) / ' (  V - V, l . ' . i ) ---------->— ---------------

u(x0,yl )dy} + 

;'(  W o ) * l  -

x \ У

-  { dxx j R (X,,у,;X.у) I ,u(  .v,,ул ) <A .
■\) y„

(30)

Бу ердаги Риман функциясининг х,осилалари з^атнашган 
интегралларни булаклаб интеграллаймиз:

I и(х0,У] )
У0

dR(x0,yx:x,y)
t/v, и(  г)А’ ( г . х . )

/ ч / \ г / .di;(Xj„ v,) 
i ( х0. уи) R( х0. у(1 ; x , y ) - J R ( л0,у,;х. у ) .. - - ch

оухУо

dR(x .у„:х.у)

ОХ-
-dx, -  u(x,y0)R (x ,y 0;x,y) -

Ai

-и (х0. у0) R ( х0, 1 .’о; х, у ) -  j  R ( х,, у0; х, у) - " j x.
O x,
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1 ■ 'I ' I I f  ■ II ,111, (30) ТСЧ1ГЛИК

h(.v, v) it(x{l,v0)R ( x 0,y0;x.y) + 

Ou(xi ,y0)
t | A'( v,, i’n;x, v) 

1 j K{ W i  ;*.>’)

- + b(xv y0) u (x l,y0) 
("Л;

- - ^ ^  + fl(jC0>vI)a (x 0,y1) 
c v \

dX] +

<fy\ +

I f /••■ f p  (  .Л J ,, \,7n,' J J '■ \ л : ■ | ■ ' v* ,/ / ; “ •!
-'il Vo 

M УI >Mi i и и 1Дг1 счидади.
Amp //( v,у ) -  /?(а-0,у0;jc,у ) булса, (31) дан (28) га асосан

(31)

I (/л1 |^(-T,,y,;.v,y)Z,7?(x0,у0;л:1;у ,)ф , = О (32)

мИИН'Гг к«'ЛиГ> чи^ади.
( I?.) айниятдан R(x,y,x},y}) Риман функцияси охирги 

*уф| \|, у, узгарувчиларга нисбатан бир жинсли
£/?(л%у;Х],у|) = 0 (33)

fciii л/i м. 11 in I и’ ечими эканлиги келиб чи^ади. (21) тенглама — 
yin' томонидаги / (х ,у ) функция узлуксиз булганда,

УIII<* у
Л' v

- Л _|‘ Л .  Г Т'М ,, . , ,, I /  (  ■ , ;,/,,
и ()у л , } у — j  UA| J 'у Ч ’ - П /Ч П

хо У О
(функция унинг хусусий ечимларидан бири булади. Бунга (28) 
н.1 (33) га асосан, бевосита ^исоблаш билан ишонч ^осил 
м.млиш к,ийин эмас.

6—§. Риман усули

Лииалги параграфда курдикки, агар ах(х,у), bv(x ,y )  ва

■ ( с г) функциялар узлуксиз булса,

Lu  =  uXY +  аих +  buv + си = f  (21)

i"iiiA.iMd учун R{xx,y] :x,y) Риман функцияси мавжуд ва бу 

<|IV 11к11.||я л-,, у, аргументлар буйича L u - О тенгламани, х .у

4 "



аргументлар буйича ^ушма М и ~ О тенгламани ^аноатлан — 
тиради.

Риман функциясининг бу ва бопща хоссаларидан фой — 
даланиб, (21) тенглама учун умумий куйилган Коши ва Гурса 
масалалари ечимини топиш мумкин. Бу усул Риман усули 
деб аталиб, аввал биз уни 1 — ва 2 — § ларда тор тебраниш 
тенгламаси (бу ерда R(xv y{,x,y) = 1) учун куллаган эдик.

Шундай ^илиб, (21) тенгламани ^араймиз. Узлуксиз эг — 
риликка эга булган очик Жордан чизигини 5 билан белги — 
лаймиз. Бу чизик, шундай хоссага эга булсинки, узининг хеч 
бир ну^тасида (2 1 ) тенгламанинг характеристикалари билан 
уринишга эга булмасин. / эса 5 да берилган вектор булиб, S 
нинг уринмаси билан хеч ^андай ну^тада устма —уст 
тушмасин.

1. Коши масаласи. (21) тенгламанинг

бошлангич шартларни ^аноатлантирувчи регуляр ечими 
топилсин, бу ерда ср ва ц/ мос равишда икки марта ва бир 
марта узлуксиз дифферент! алла и у в ч и берилган функция — 
лардир.

ор^а-чи белгилаб оламиз (9 — чизма).
G сохада ихтиёрий икки марта узлуксиз дифферен — 

циалланувчи и(х\,ух) ва и(х},у) ) функциялар учун куйидаги 
айният уринли булади:

(34)

Q\ (*>л)
Бу масала ечимини топиш 

учун 6 чизизда ётмайдиган 
ихтиёрий Р (х ,у ) нут^та олайлик.

чизи^ билан 0 \ ва О ну^таларда

К*,у) PQ, РО; тугри чизшушр ва
о

9-чизма
X) 5 эгри чизи^нинг QQ\ к.исми 

ма билан чегараланган сохани G
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2 ( и 1л 1 - и М и ) :
д ди ди , j

— о - ..... и + 2Ьио  | +
Эх, Эх, )дух

ди до
■ ----и -  —

дх, { дух дух

1.у (1ЙПИЯТГ1И G с ох,а буйича интеграллаб, Гаусс

-и + 2а иv

>' ||к1|'р<1Д( кии формула сини ^уллаш натижасида

(35)

2 \ (vLu - u M v ) d x ,  dyx

,( I ‘II оо
о -  —— и + 2 а и и

Ф;1
cA;i — — ; j ~  и +  2 Ь  и  и  ! с/л,

v Эх, ох, )

и in линии ^осил ^иламиз, бунда S — G сoxai[Инг чегараси, 
и him г о  !■ QOy + (J]P-

Г О  да dy, ~ О, РО, да J.v; 0 булгани учун аввалги 
I • • 111 м 1 к куйидаги куринишда ёзилади:

2 j (о  Lu -  и M o )  dxxdyx —

, ( ди до 
j I — о ------и + 2аии

,.ю, <Ъ) <5у]

[ ди ди

■ди ди
dy, -  '— и ------и + 2Ьио |dx, +

Эх, дхх )

■Гау\ дУ\
- и  -  ——— и + 2ани \dvx -  f ! — о ------и + 2Ьио

J Д & ,  Эл-,

до
dx,. (36)

l.y мфоданинг унг томонидаги иккинчи ва учинчи интеграл-  
\.11>д<I u(xf,y,) функциянинг х,осилалари катнашган хдаларни 
сулаклаб интеграллаб, ушбу

! ди до ! ( мР „  V ОО I 
| — и -~ - -и + 2а и о щу\ =\ии) -2J  м -------а о ау.

Эр

V ' '.v, -.г,

7f Эм со
— и ----- и + 2Ьио

Q,

Эх, дх./АиЧ

О, V3>1 

Эс
йЬс, = (н и )Ь -2 }м  -----/ч.) [с/х, (37)

р v йх.

ими дикларга эга буламиз.
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(36) формулада и(х], у,) функция (21), (34) Коши маса — 
ласининг ечими, о(х1; Vj) эса Риман функцияси, яъни

u(xi .>']) = ^(71) = R(x\ ’ >’i > >') = R(J\-P)
булсин деб ^исоблаймиз.

У  холда, 8  эгри чизиеда Р  ну^тадан }Ьгказилган нор —

мални п ор^али белгилаб, dy: - — ds, dx, = -  —  ds формула — 
dn 1 dn

ларни эътиборга олсак, (36) дан (37) га ва Риман функция- 
сининг (27) хоссаларига асосан

«(/>) = ' - u { Q ) R ( Q , P ) A u (Q , )R (Q „ P ) -

- I
• QQx

Т dU^ - R ( P „ P ) - ^ ) dR (F " r )

- I
■ QQ\

6N  

on

d s

чФon

BN

R (P ] ,P )u (P l )ds + (38)

+ j f ( P l )R (P ] ,P )dx] dy,
a

формулани хосил ^иламиз, бунда

д

BN'

dxx д  ̂d}\ с

dn дух dn дхл
CJU

(34) бошлангич шартларга асосан (38) формуладаги —  ни
6N

Хамма ва^т бир хуайматли анихучаб олишимиз гдумкин. (38) 
формула билан ани^ланган и(х,у) функциянинг (2 1 ) тенг — 
ламани ^аноатлантиришини текшириб куриш *>ийин эмас.

Шундай х^илиб, (38) формула (21), (34) Коши масаласи — 
нинг ечимидан иборатдир. (38) формулани хосил ^илиш 
жараёнидан, бу масала ечимининг ягоналиги ва тургунлиги 
Хам келиб чи^ади.

2. Гурса масаласи. (21) тенгламанинг и (х ,у0) = <р(х), 
и(х0,у ) -  уу(у) шартларни ^аноатлантирувчи ре1уляр ечими 

топилсин, бу ерда ср{х) ва цс{у) — узлуксиз дифференциал —

5»



мщупчи чамда <p(xCl) — (//(.'’о) шартни ^аноатлантирувчи
■ ■ |'Им.hi функциялар.

I • v масала ечимининг ихтиёрий Р (х ,у ) ну^тадаги ^ий — 
Ми1 ини топайлик. Фараз ^илайлик, и (х ,у ) -  Гурса масаласи — 
Миш ечими, R[x{, у\:х,у) эса (21) тенгламанинг Риман 
фуницинс и булсин. У холда, улар учун (30) тенглик уринли. 
| К)) д.I //(\, у0), и(х0,у ) ва Lu(x,y ) ни мос равишда <р(х), уу(у) 
"а /(>,г) га алмаштирсак, Гурса масаласи ечимини
f i l l  И Л <  ) Н Ч И

4-^у ) = R{x,y0-,x,y)<p(x)+R(x0,y;x,y)tf/(y)-

-  R{x0,y0,x,y)<p(x0)+

1 I h(x\ ■, j'o Щ х } , у0; у) -  R (xi > Уо; у)
ОХ1

(3
и(л-0,_у, )R(x0,yy,x,y)~ —  /?(х0 ,^,;х, у) l^(yi KV] -

"  1^1 ' A’ ( v : . г  :.v , г ) / ( л , , у , ) , / г ;

-4 i v 0

формула келиб чикдди. Бу формулани хосил ^илиш жараё — 
айда и ечимнинг ягоналиги ^ам келиб ч и кади. Масала ечи — 
ми и in и’ тургунлигини курсатиш кийинчилик тугдирмайди.

7-§. Телеграф тенгламаси учун 
Коши ва Гурса масалалари

Маьлумки, коэффициентлари узгармас булган гинер — 
(шли к типдаги

Fxx — Fyy + oFx \ b h v + cF  — 0 

нчплама /'’ - e x p ^ a r -  by)/2]u алмаштириш натижасида

[h  и = ихх- и уу + Л 2и = 0 (39)
п-игламага келади.

Утказгичдан утаётган электр о^ими кучи ва кучланиши 
fiy тенгламани ^аноатлантиргани учун уни «телеграф 
м’иглимаси» дейилади.
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(39) тенгламани у < О ярим текисликнинг М К:х+у=т ,  
N K '.x -  у = п (т < п) характеристикалар ва M (m ,0 )N (n ,0 ) 
кесма билан чегараланган со^асида карайлик (5 —чизма).

1. Риман функцияси. (39) тенглама учун Риман 
функциясини тоииш ма^садида с,--х+у, Г } = х -у  алмашти — 
ритини бажарамиз. Унда телеграф тенгламаси

Q',W = Wf„ + - A 2W = 0ъЧ (39 ')

куринишга келади; бу ерда W(4 j/ ) = u

(3 9 ') тенглама учун Риман функцияси

1
V. + ~Л~У -  о.-7 4

тенгламанинг

V: 1- '1о

(40)

(41)

шартларни к.аноатлантирувчи ечимидан иборат.
Уни топайлик. (40) да £, ни t билан, 1) ни эса г билан 

алмаштирамиз ва уни ! буйича [40,4 ], z буйича эса [т]0,Т]] 
оралиеда интеграллаймиз:

V f c r f - V & r j o  ) - j V2(gtj.z)dz + 1  Л2 )dt j  V'(t,z )dz = 0 .
r!o 4 So Vo

Бу ердан (41) ни ^исобга олиб, V[4,rj) га нисбатан куйидаги 
интеграл тенгламани топамиз:

У(с.т})+] Я2 | dt]v (t ,z )dz  = \.
4 /о

(42)

(42) Вольтерра типидаги интеграл тенглама булгани учун 
ягона ечимга эга. Уни кетма — кет я^инлашиш усу ли билан 
ечамиз.

Нолинчи як,инлашиш сифатида V0 ~0  ни олиб, кейинги 
я^инлатпишларни

1 4 ч
Vk -  1 — Л- J dt \v/c_] (t,z)dz, k = 1,2,...

4 -j %
формула буйича топамиз:
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11у 111><щссчпи давом эттириб, ихтиёрий n e N  учун

у . v  (r lt
" ьп {k\f

-1 к
А

( £-  *<;){п~По )

11* 111 лик у | >1111Л11 :ж а н л и г и н и  т о п а м и з .
1»у гр/у») /7 > go л и м и т г а  у т и б  в а

у  Л* '  - л 2 к

а=о \ k V f  V. 

м ин m i  к ми >ътиборга олиб,

V -  lim V„ = ./„Uy'fc ьоХ-7 - ;/о)1/7 — >ЭО
M i l  1 1  »l III м  и  г

,\iM,iK, (34’ ) тенглама учун Риман функцияси

R ^ .r/ ^ r jo ) = -  7о)]
фупмшидан иборат экан.

1.у функция ха^и^атаи хам (40) ва (41) шартларни 
цщкхп лантиришига бевосита тектнириб кур и т  йули билан

1 1 1 1 1 < >нч \( к ’ил к, или ш мумкин. J0[ 4 ^ ) ( / 7 - ^ ) J  Функция

V мнрунчилар буйича хам (39') тенгламани кдноатлантиради.
1, у узгарувчиларга ^айтиб ва с0 =  х(: + у0, Т]() х0 -  v0 

и ми л.пи киритиб, (39) тенглама учун Риман функциясини 
и iiiiiMirt:

R(x. у; х,.у. ) (х - х„ У -  (у >0 Y ] ■
2. Коши масаласи. (39) тенглама учун 5 —чизмадаги D

■ \.I,\.I Коши масаласини, яъни ^уйидаги масалани карайлик:
1341 тенгламанинг D сох а да регуляр ва ^уйидаги 

tiiapi ларпи ханоатлантирувчи ечими топилсин:



и(х,у) с c ( d )  uv(x,y) g C (D  и  /V/A;); 

и(х,0 ) = r(jc), m < x < n\ 

wv(x,0) = v(x), m < x < n,

(43)

бу ерда r(x), v (x ) — берилган функциялар булиб, г (х )е

е С[т, п] п  С 2 ( т , «), v (x) е С 1 (т, п ) .
Куйилган масалани Риман усули билан ечамиз. Маса — 

ланинг ечими и{х,у) мавжуд деб фараз ^илайлик. Унинг 
ихтиёрий C(x0,j'0)e  D ну^тадаги к,ийматини топит учун 4, г/ 
характеристик координаталарга утамиз. Бунда (39) тенглама 
(39') куринишни, (43) шартлар эса

W(4,4) = r (4 ) ,  т < 4 <п;
W£ -  Wn -  v{c\ т < с  <п  (431)

куринишни олади. Бу алмаштиришда хОу текисликдаги АБС 
учбурчак 4 0 'т) текисликдаги А'В'С  учбурчакка аксланади 
(5— ва 10— чизмалар).

А'В 'С  учбурчакда куйидаги айният уринли:
дР дО

R .W ■ IV : ;R

бу ерда R = J(1[/ -/(д

Г/А

У
- b o Nf - ' hn -

- +  '  =  О ,  

д£ drj
(44)

(45).

В' С

р  1 д- (и'л*) и л/'’ .
2 di] drj

o J  d-(WR)- W SR.
~ 2d4 ' 54

(44) айниятни А 'В 'С  уч — 
бурчак буйича интеграллаб ва 
Гаусс — Остроградский фор — 
муласини куллаб, куйидапши 
топамиз:

\[--Q)d4 + Pdi ]  =- О (46)
10 —чизма в'Сл'

чизиеда 1J c o n s t  С'А' чизивда 4 = ^ o ~ const
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.fttMMiHtm it*i (45) тенгликларни эътиборга олиб хисоблай —
ИМ1

(( Q)d% , Р dr] -  ' r(x0 - > ( ] ) - - u(x0,>’o),
//', ■' 1 1

j (  Q)d£ + Pdr i  = l- r ( x 0 + y0) - ] - u ( x 0,y0), 
i ",T ^ ^

I'//' чизиода г/ = £ булгани учун

И о > I f  , p , J „ _  f / p  - {JjUl,  -r j иг/ -  j v'
Л'1Г A 'S '

Пупдап

(47 )

I ’ О W !
/я/? a/?> ./аж  c w '

,[чЭц 5?/
я

3^ <Э//

/„( \) ^|(-0 ва (43') тенгликларни эътиборга олиб топамиз:

(/<■
| ( (/)с/с I- Pdrj = | j г(х)./п|_л/(х -  х0)2 -  уо ]<& +

 ̂JCq-J’o
(4о )

Т ~  М * Р
Яу0 Ло+г’Ч rAil ̂ V (л- -  х0У -  Уо ]

*о-Уо л/(х ~ Х0 )2 -  JУ о
dx.

( 17) иа (48) ларни (46) га куйиб, (39) тенглама учун Коши 
Mm ил,к и ечимининг ихтиёрий C(x0,y0) e D  ну^тадаги 
кними гпи ани^ловчи формулага келамиз:

»('-• ■ ) = ~  [ Ф о  + Уо) + Ф о  -  Уо) ]  +

Л i 1 хо+уо J ,

* 1 Ф Н
Z хо Уо

] *П+Уд

' '■)' >’(}] ,---:----- = = ---dX + (49)

: ~ * о У - у

f-J I v (х ) J0[Ayj (x  -  х0) 2 -  у% ] dx.
л о Ло

Ьсрилган г(х) ва v (x )  функцияларга ^уйилган шарт — 
\.|рл.т ({юйдаланиб, (49) формула билан ани^ланувчи
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и(х0,у0) функция ^аки^атан ^ам Коши масаласи шартларини 
к^аноатлантиришини курсатиш ^ийин эмас.

(49) формула Коши масаласининг ихтиёрий ечими учун 
уринлигини ва (39) тенглама учун Риман функцияси

ягона эканлигини эътиборга олсак, (49) дан ^уйилган масала 
ечимининг ягоналиги келиб чи^ади.

Масала ечимининг туррунлигипи курсатайлик.
Фараз ^илайлик, щ(х ,у )  ва и2(х ,у )  (39) тенглама учун 

Кон1и масаласининг мос равишда

( к -  1,2 ) шартларни ^аноатлантирувчи ечимлари булиб,

\тх(х )  -  т2(х)\ < 8, к, (х) -  v2 (x)j < 8 , т < х < п (50)

тенгсизликлар уринли булсин, бу ерда 8 — етарли кичик 
мусбат сон.

У  ^олда, и,(х,у) ва и2(х ,у )  функциялар учун (49) кури — 
нишдаги формулалар уринли булади. Уларни хадлаб айириб 
топамиз:

\их - и2[< ^|г,(х + _у)-Г2(х+  l')| + — jr,(x- у ) -  г2 (х -  v)j +

бу ерда .7,( г )  - 2J x( z ) / z - Бесс.ел — Клиффорд функцияси.
Бессел функциялари назариясидан маълумки, ихтиёрий 

чекли z учун шундай с = const топиладики,

х- у



имич изликлар уринли булади, бу ерда /0,/, —мав^ум apiy — 
Mt'ii гли Бессел функциялари.

(50) ва (52) ни эътиборх’а олиб, (51) дан ихтиёрий 
( \, у ) е D  учун

|и, ~ и 2 |<<5(1 + |у|с + |Яу2 j с/2) (53)

п'мгсизлик уринли эканлигини топамиз. Бу ердан у, с ва Я 

лар чекли эканлигини ^исобга олиб ва е  = <5(1 + |̂ |с + |/1у 2|с/2)

Д|'П олиб, \щ~и2\<£ тенгсизликка келамиз. Бу эса ^ар бир 
чекли D со^а ва Я учун Коши масаласининг ечими туркун 
жанлигини ифодалайди.

Демак, (39) тенглама учун Коши масаласи коррект 
|<,уйилган.

Изо^. Я е R булса, (53) да с - 1 деб олиш мумкин.
Агар (49) да Я = 0 десак, тор тебраниш тенгламаси учун 

Коши масаласи ечимини аншууовчи Даламбернинг

1 г -I 1 *0+>'°
и(х0,Уо) = -  [т(х() + у0) + т(х0 -  у0)J + -  \ v(x)dx

^ *̂0~У0
||юрмуласига келамиз.

3. Гурса масаласи. (39) тенглама учун 6 —чизмадаги D
> охада Гурса масаласини, яъни куйидаги масалани к,араилик:

(39) тенгламанинг D  сох,ада регуляр, D  да узлуксиз ва

, . т + п , . . т + п , _ ,
и \ш=<Р(х ), т < х < — — ; и \ш  = ...^ - < Х < П  (54)

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин.
Бу ерда <р(х) ва i//(.y )  — берилган функциялар булиб,

иккинчи тартибгача узлуксиз х;осилаларга эга ва (р 

т + п
\ )

шартни к,аноатлантиради.

Бу масалани ^ам Риман усули билан ечамиз.
Фараз к,илайлик, (39), (54) масаланинг ечими мавжуд

1 л а с и н .  Уни и(х ,у ) билан белгилайлик ва ихтиёрий
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С(х0,у0) е £ )  ну^тадаги ^ийматини топайлик. Бунинг учун 
^ = х + у,  г / = х - у  характеристик координаталарга )П'амиз. 
Бунда (39) тенглама (39') куринишга, (54) чегаравий шартлар
эса

1] + т \

2
с f  п

\  2

т < ? 1  <п, (55)

(56)

куринишга келади. Бу алмаштиришда хОу текисликдаги 
СEKF  туртбучак с, О ' г )  текисликдаги C ' E ' K ' F '  туртбур —

К'(туп)

т

/ .М '

C'ii0,7r у '
/

чакка аксланади (6 — вз 11 — 
чизмалар). C ' E ' K ' F '  туртбур- 

-г-'д,, чакда (44) айният уринли. Уни 
C 'E 'K 'F '  туртбурчак буйича 
шгтеграллаб ва Гаусс —Остро­
градский формуласини ^уллаб,

|( Q)d£ Р Ф 7 = 0 (57)
C ' E ' K ' F ■

1 j -  чизм а

тенгликка эга буламиз. Чап 
томондаги интеграл чегараси 
турт ^исмдан иборат булгани 
учун, уни хаР бир ^исмда

алох,ида хисоблаймиз.
a) ( " F '  да £ = £, 0. cU; -  0, t]0j < rj < п. Шунинг учун

. 8R 1
J (  Q)dg  + Pdrj -  j Pdr, J

C 'F ' C 'F ' ;/„
— ~ ( W R ) - W -
2  07] 07]

dt]

-

%) = -(//
x0+ y 0+ n ]  1

u(x0.y0).

Бу ерда (41) ва (56) тенгликлар эътиборга олинди. 
Худди шу каби (41), (55), (56) ёрдамида топамиз: 
б )  F ' К '  да 1] - - п ,  d r j -  0, т < с < с {) булганлиги учун

I { -Q )d5  4 Pdrj = -  J Ode =  -  j
F ' K '  l - ' K  to

] 8 dR
—  (WR) -  W —  
2 8 t  8c 4J = n
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= -  -- W  (m, ri)R(m, n: c0, % ) + -- . n) +

+ | Г (£ ,и ) -z R(£,n-Z0'n0)d£ =
in

1 I m + n
~(P\

№

i < o n . n . ^ j h )^ [■■■ 4  ' ' n
2 v 2

-  + n \ d r,, „v - R{4,n:^,r}0)d4;
*о-лЛ  ̂ /г;£ 

e) A ' E ' да с = от, d<4 = 0, rj0 <r\ < п. Шунинг учун

j (~0 )d4  + PdJ] = j Pdq  - 
A"/?' a. /•;■

OR
— (J V R ) -W  

2 d q  Orj

1

] 1,0 d
-  -  W(m,n)R(m,n:40,Tj0) -  J W { m , i j ) -  -R(m,?j:g0,r/0)d7i =

2 „ Э/7

1 f от + x0 — v0 j 1 fm  + n']
= -  cp\ -  -  " -  -  J -  -  d  -  2 -Ш т , n: & , , r/<.) -

A'° rr° ( от+ 7  ̂ ?
"  J H — —  L  ‘ R(m,n;$0,rj0)dtj;

П V 2 Jdij

г )  E ' C '  да r j - % ,  drj- 0 ,  m <  с <4o булганлиги учун

j t -Q)d4 + Pdq  = -  j ш г  = - }
E'C' E'C'

I ± W R ) - W -  
2 84 04

d4 =
'Г-Ч,

= ~ff'(4o’,lr> ) + \W(m̂l))=\Cp[ ~  X~—— J- ~»(AV:.y„).
Топилганларни (57) га куйиб, телеграф тенгламаси учун 

Гурса масаласи ечимини ихтиёрий C(.v(l.y0) е D  ну^тада 
ани!у\овчи
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« ( w o )  =  + v ' \ 1

( n + xa +

<P\
m + n

A  [^V (w - xo - .Vo X«  “  *0 + Ун) J+

W | ^  ^  Г _____ _______________________  1

+ J (P\—~ -  \ ^ J <) [^r( m - x 0 - -yn) (r }- -x0 + y0)\dTi - (58) 
л-0- v,, V 2 Jdri

- J x0 -  VoX* -  .Vo + v0>]

формулага эга буламиз.
(58) функциянинг (55), (56) шартларни ^аноатлантири— 

шини текшириш ^ийинчилик тутдирмайди. Уни (39) тенгла — 
мани каноатлантиришига эса бевосита урнига ^уйиш усули 
билан ишонч хосил к;илиш мумкин.

(58) формула ва уни келтириб чи^ариш жараёнидан 
телеграф тенглама учун Гурса масаласи ечимининг ягоналиги 
келиб чи^ади. (52) тенгсизликларни эътиборга олиб, (58) 
формула ёрдамида масала ечимининг туррунлигини курса — 
тиш ^ийин эмас.

Демак, телеграф тенгламаси учун Гурса масаласи 
коррект ^уйилган.

(58) формулада Л = 0 десак, тор тебраниш тенгламаси 
учун Гурса масаласи ечимини ани^овчи

и ^ . У о )  = « . ( + " )

формула келиб чи^ади.
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III БОБ

ГИПЕРБОЛИК ТИПДАГИ БУЗИЛАДИГАН 
ТЕНГЛАМАЛАР

1>у бобда икки эркли узгарувчили иккинчи тартибли 
чу< усий ^осилали гиперболик типдаги чегарада бузиладиган 
дифференциал тенгламаларнинг турли вакиллари учун бош — 
Л/1П1ИЧ ва чегаравий масалалар ^аралган ва ечилган. Бундай 
м.и <!лалар ечими мавжудлиги ва ягоналигининг етарли, баъ — 
1ид<) эса зарурий шартлари келтирилган ва мисоллар ёрда — 
мида исботлаб берилган. Тенглама ечимларининг умумлаш — 
ran ва R-_> синфлари киритилган. Боб сунгида гиперболик 
гиидаги (бузиладиган булиши шарт эмас) тенгламалар учун 
жстремум принциплари баён ^илинган ва турли тенгламалар 
м мсолида муста^камланган.

1 — §. Эйлер-Дарбу тенгламаси

I. Таърифи ва хоссалари. Гиперболик типдаги бузила — 
диган тенгламаларни урганишда Эйлер —Дарбу тенгламаси
деб аталувчи

- / ■  ( ' )  дфг ]  Z - r j d : ;  g - 11 drj

г''шлама кенг фойдаланилади, бу ерда а, /? — берилган 
v I '\Ик, Hi сонлар.

u(2' , i j )^{4 P v[c.;. ! ] ) (2)

формула билан янги функция киритсак, (1) тенглама

д2и \ - а  ди  + \ -  /3 ди _  ^ ^

ддд 7] 4 - т )д 4  Z - r j d r i

\<уринитттга келади.
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Агар (1) тенгламанинг ечимини z {a ,0 )  билан белгила — 
сак, у холда (2), (3) дан келиб чи^адики,

z{a,/3) =  ( 4 z ( \ - J 3 , l - a ) .  (4)

Бевосита текшириб куриш мумкинки,

~ z { a , p )  = z ( \ + a , p ) ,  
дд дгj

: ( а , р )  = z(a,\ + Р )

тенгликлар уринли ва бу функциялар мос равитттда 
Е(а  +1,/?) = 0, Е ( а , Р  + 1) = 0 тенгламаларнинг ечими булади. 
(5) ни кетма кет ^уллаб,

: (а  + т -1 ,/3 + п -  \) =  | (6i)
д£т~'дг]п

функция Е(а+т~\,/3+п--l)=0 тенгламанинг ечими эканлигини 
топамиз.

Бу тенгликнинг хаР икки томонига (4) формулани 
^уллаб,

(£ -  j j )3 и ,]~m~nz(2 -/3 -  п ; 2 - а - т )  = 

z (! _  Д ] - д )

д £ п~Хдт]п~{

тенгликка эга буламиз. Бу ерда а ,р ,т-\ ,п -\  ларни мос 
равишда 1 -  /?, 1 - а , п ,  m ларга алмаштирсак,

г ( а , р )

_(# ->7)'
(62)z ( a - m ,  Р =  - T j )m+n+l а р -----

v > 5ьс"о77т

тенгликнинг уринли эканлиги келиб чи^ади.
2. Умумий ечим формуласи.
а) а  - - р  -  0 булсин. У холда тенглама и* = 0 куринишга 

эга булиб, унинг умумий ечими

z(0,0) = ^ (f )-v / (7 ) (7i)

формула билан ани^анади, бу ерда <р( )̂ ва wifl) — ихтиёрий 
функциялар.

б) а  = Р  -- 1 булсин. У х°ДДа, тенглама
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/„ \ д"и ди ди
кс~ л )----------  +  —  =  О

д ф  7} д^ drj
куринишига келиб, уни

а2

дфт]
Ы  -  >/)«]=о

шаклда ёзиш мумкин. Бу тенгламани интеграллаб, умумий 
е ч и м

/ Ч f o ( t ) - V / ( n )  .
-и-и -  ( Ь )

с п
с|)ормула билан ани^ланишини топамиз, бу ерда (р(^) ва 

</'(//) ~  ихтиёрий функциялар.
в) (6;) тенгликда а  -  0  = 1 деб ва (72) ни инобатга олиб, 

/'.’(m,n) = 0 тенгламанинг умумий ечим формуласини топамиз:

( Ь )

^ „ - 2 (p(C)-ij/{rj)

7 d4m~xd r f - ! С п J
г) (62) тенгликда а  =/3 = 0 десак ва (7]) ни инобатга 

олсак, Е ( -  т , -п ) - -  0 тенгламанинг умумий ечим формуласи 
келиб чик,ади:

7)1z ( - т - п ) = ( 4 - Г / ) т+п+ 1
фП1 + П

т ^1М)
Ос. с/ //

д) Фараз килайлик, 0<ог, /? < 1, а  + р ф  1. У ^олда, (1) 
тенгламанинг ечимини м (-//) vC )> (//) куринишда булсин 
деб фараз ^илиб, бу ечимни (1) га к^уйсак,

(£ -  r j )X ' (£ , )Y ' ( r j ) -J3 X ' { c ) Y { r j ) + a  X { c ) Y ' W ) =  О
« ‘ К И

* *(<f) п У (л)С + а -—~  = г] + В —V ■ ■
- X  ' (g )  ) (//)

куринитпдаги тенгламага эга буламиз.
Бу тенгликнинг унг томони £ га, чан томони tj га бок — 

лик, булмаган функциялардир. Демак, унинг иккала томони 
Vi м ь га хам, rj га з̂ ам богли^ булмаган узгармас ми^дордан 
и борат экан. Бу мивдорни а билан белгилаб,
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X (g )  a Yin)В +  a  - /  ~ = a, 77 +  P  — = a 
9 X ' ig )  y Y'(rj)

ёки
Xf_(| ) = ___a Y' jrj )  _ p

X(g ) % -a  Yifl) y - a
оддий дифференциал тенгламаларга эга буламиз. Бу тенг­
ламалар

Xi£) = { t - a Y a, Y(tj) =  (77 -  а\р

куринишдаги хусусий ечимларга эга.
Улар ёрдамида тузилган

f e - - „ Г "
функция эса (1) тенгламанинг хусусий ечими булади.

а  + Р  ?  1 эканлигини инобатга олиб, (4) формулага 
асосан, бу ердан (1) тенгламанинг иккинчи хусусий ечимини 
топамиз:

Бу хусусий ечимлар ёрдамида тузилган

\ ( p { t ) { t - 4 ) ~ a { n - t )  Р dt, ос, Р <\i

{ п - 4 ) ' ~ а~Р \ И О  A {TJ~t)a~' dt, 0 < a , p  
i

ифодалар (бу ерда cp{t), ys(t) -  ихтиёрий функциялар) ^ам (1) 
тенгламанинг ечими булади.

Демак, 0 < а , Р < \ ,  а  + р ф  1 да (1) тенгламанинг умумий 
ечими

“ (4 ,п )  = \ - 4 Г  (я  d t+сS

+ { i j - £ ) 1 “ j y / { t ) { t - ^ Y ~ ' { r/ - t ) a' 'd t
z

куринишга эга. Бу ерда / = + алмаштириш бажар —
сак, умумий ечим
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(?5)

0
формула билан анш^ланишини топамиз.

е) а + р  -1 булганда (1) тенгламанинг умумий ечим

и (& 7 ) = Jc>[/ + (?/ -# )/  ]  (1 -  Г) “ ' dl +

(?б)

+ t y [ z + (я -  £)* ] 0 - 0 “ ' in [/0 -  0 (v  -£ )]< *

куринишга эга булади, бу ерда >̂(/), ^(/) -  ихтиёрий 
функциялар.

(1) тенгламанинг ю^орида келтирилган хоссаларидан 
фойдаланиб, а, Р  параметрларнинг бонща ^ийматларида ^ам 
умумий ечим формуласини топиш мумкин.

3. Риман функцияси. (1) —Эйлер—Дарбу тенгламаси — 
пинг Риман функцияси R^-,iJ',4i,T}\) Ушбу

82r р а
R О,

■I ьни
д ф г) д £ к 4 - tj )  дт]У4 -т] )

d2R , р  d R ___ a  dR a  + f i

д ф ч  г - г ] д £  Z - r j d T i  ( 4 - r j ) 2
(8 )

к,утама дифференциал тенгламани ^аноатлантиради ва 
, с,. т] = /], характеристикаларда

- ] * *  ,  
J Ci - t к i H  

A  ~ r!\
(9)

j  adl

R ( € > 17 i ' A ’ r 7 } )  =  e ' ' 1 h
i z J k  

A  - m

\ a
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(с п)  а{ё ~ ъ Т Р Г  (Ю)

куринишда излаймиз, бу ерда F  хозирча номаълум функция. 
У  холда, (9) ва (10) тенгликларга асосан,

^ийматларни Б^абул ^илади. Риман функциясини

г - \Р 
k z R .
\  - V \ )

F\

Щ ’П'гЬ|,7i) =
• >h |

ы -  V\ I
F щ-=4\

келиб чикдди.
Бу тенгликлардан (9) га асосан куриняптики, F\, -  

=7  ̂ =1 булиши керак. (10) да F функция олдидаги купайт —

мани со ор^али белгилаб, R функцияни ва унинг х°сила — 
ларини (8) ^ушма тенгламага ^уйсак,

/
<‘>F . +

Ро,, -1 -=■ a>\Ff + 
ь - П

а
X ,о  — со /’ +

* г - ч  1

4- (Of.г, + ъч

/3 Юс а  со,j а  + Р

•/ >1 £ -л  //)•
со F =  0

(11)

тенглама хосил булади.
со функциянинг хосилаларини хисоблаймиз:

Г
СУ,-

СС + Р  р \

К
(

%  = i -
a  + р  а 

£,-1] 4,-т)

=

• 7

(or +  / ? ) ( l - ( а  t /?)) а ( «  +  /?) 

(ьс - 7 ) 2 + ^ " '7 ) ( й - 7 )  

Р(а + Р) ар

со.

СУ

сэ функцияни ва унинг ^осилаларини (11) тенгламага 
^уямиз, у холда F  функцияга нисбатан
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-Fc ' Р- П~Лх

( ь - ? ) ( £ - 7 ) ^  ^ [ Z - r i ) { Z - V x Y n 

(• щ)

К  +

+а р F  = О

• И II

(- гШ х  у){£ -  щ)  р  , ( # - £ )(£  ~ 7i) 

ь \- т ет ^ - ?/i
Ff +

( 12)

+ р л)  р  + а р р = о

пчп'ламага эга буламиз. Ушбу

tc-\ g,)(// .7)

fe  -7 )(^ - »7 i) 
f i" д 1 и дашни киритамиз.

Фараз ^.илайлик, F  — а  нинг функцияси булсин, яъни 
/ /' (o'). F  функцияни ва унинг

а

F4 = Fa <T', F4 = Fa <Tn,

Six плаларини з^исоблагандан сунг, (12) тенгламага ^уямиз ва 
| | >дд<) зуисоблашларни бажариб, куйидаги тенгламани з^осил
и,|| ламиз:

470 ~ a )F,m + [] ~ (а  + Р  + 1) гг ]Fa -  а  р  F  = 0. 
Маълумки, бу тенглама Гаусс тенгламаси булиб, унинг 

| " I и м и

F ( a , p , \ ; a )  = F а . р  Л\
(6  - ? ) ( £ - я  )J

| ипергеометрик функциядан иборатдир.
Бундан дар^ол F\^=r — F \n^n эканлиги ке.Аиб чи^ади. 

Д|‘мак, Эйлер— Дарбу тенгламасининг Риман функцияси

13)

^ - л ) а' р & - г 1 У а { 4 - щ ) - р F  

Функциядан иборат экан.
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2-§. Гиперболик типдаги бузиладиган 
биринчи тур тенглама учун Коши масаласи

у  < О ярим текисликда гиперболик типга тегишли ушбу 
тенгламани карайлик:

( -  у )"’11XX -  иуу =  0, w  >  0  ( 14)
(14) тенглама у = 0 тугри ч из и еда параболик бузилади.

1. Коши масаласининг ^уйилиши. Бизнинг асосий 
ма^садимиз (14) тенглама учун бошлангич шартлар 
параболик бузилиш чизигида берилганда Коши масаласини 
урганишдир: (14) тенгламанинг у < 0  да регуляр, у <  0 да 
узлуксиз ва у = О у^нинг бирор кисмида, масалан, 
А(0,0)#(1,0) кесмада

lim и (х ,у )~  г(х), 0 < г < 1, (15)
v->0

Ига ди^ }’1 = v(x) , 0 < х < 1 (16)
v->о ду

шартларни каноатлантирувчи и(х,у) ечими топилсин, бу ерда 
г(х) ва v(x) — берилган функциялар узларининг биринчи ва 
иккинчи тартибли ^осилалари билан узлуксиздир.

(14) тенглама
т +2 т+2

£ = х - - - - ( - у )  2 , 11 = х +  - ^ ~ { - у )  2 (17)
т + 2 т + 2

характеристик координаталарда ушбу

д2и р  ди t р  dii _  0 14,

д£дт] 4 - T i d ^  4 -Цдт!  
куринишда ёзилади, бу ерда и(х,у) функция янги г/ 
узгарувчиларга нисбатан яна билан белтиланди,
Р  = m/(2m + 4).

(14') тенглама Эйлер—Дарбу тенгламасининг хусусий 
^олидир. (13) дан бу тенглама учун Риман функцияси

R{4,Ti;4\,4] )  =

= (7 - £ )2/,[(£- л Ж - Т 1 ) У Р  

куринишга эга эканлиги келиб чи^ади.

я о Л 4 \ - 4 ) {л~У\)

(.8



(17) алмаштириш у < О да махсус булмаган алмашти — 
ришдир, шу билан бирга (17) у <  0 ярим текисликни 7 > £ 
ярим текисликка мос 1$уяди. у -  0 тутри чизи^, яъни 7 - ^  = О 
пу алмаштиришнинг махсус чизигидир. Ушбу

т } 2
4

7 - с  = ' - ( - у )  
т + 2

ои

ду

ои

От/

т + 2 

4

2 Р
( п - 4 ) 2

ди

дё

ди

drj
тенгликларга асосан (15), (16) бошлангич шартлар 

lim и(4,7 ) = г (с ), 0 < с < 1,

lim
п с

т + 2 

А

2 Р

(7 - г )
2/1 ди

~ )  = у ( П  0- с-
drj )

(15')

4 6’ )

куринишда ёзилади.
2. Коши масаласининг ечилиши. Биз ю^орида у^тириб 

утдикки, 7 - ^  = 0 тут-'ри чизик (17) алмаштириш учун махсус
чизиадир, яъни бу чизиада 
(14') тенгламанинг коэффи — 
циентлари чексизликка ин — 
тилади. Ш у билан бирга, 
tj> ^ + €  ярим текисликда (бу 
ерда с  — ихтиёрий кичик 
мусбат сон) (14') тенглама 
учун Коши масаласи, биз 
илгари курганимиздек, одл,ий 
усул билан ечилади, Коши 
масаласи, бошлангич шарт — 

12 —чизма 4 лар у = 0 параболик бузилиш
чизигида берилганда эса махсус текширишни талаб килади.

г) - - ^  + е  тугри чизи^нинг Q(rjx - е , t]x)  4\ + с )  к ес- 
маси ва (14') тенгламанинг OP : r j  = rjl , QXP : 4  = 4] харак-
I еристикалари билан чега — раланган со^ани D  ор^али 
белгилайлик (12 —чизма). (14') тенгламанинг икки марта 
узлуксиз дифференциалланувчи u ( ^ , tj)  ечими учун II бобдаги 
(38) формулага асосан куйидаги айният уринли булади:

69



+

- u ( 4 l,4l + e )R ( 4 {,4] +£;#„/7,) +

+
2a e [ fW 57V

+ 2u(4,Tj)R(4,Tj;4\,r]] )  

Ушбу

P .../?_^7
4 -  rj dn 4 -r/ dn y

ds.
r j - C+ C

d s - d r ], — ds =  - d 4  ва Q 0 X да d ^ - d r j  
dn dn

Хамда

5 d dij  i d d£ ,
—  ds = ------ L ds -i---------ds
dN d£ dn drj dn

д d 

34 dr).
d4

тенгликларни эътиборга олиб, аввалги айниятни 

wfe »7 i) = ̂ w(77i ~ c>77 i)^ (?7i -e.»7i;^i»7i) +

+ "  ’ ь i + s)R{4,, 4, + , 7i) -

- -  I « (£ #  + * )
2 4i

д Щ ,т1\4\̂ \ )  _  dR(4,m4i ,n\) .
di]

4 P

4 - v
R(4,Jl-C:,rj] )

1 71-f4 j
2  f l

"ди <Эи ^
Ur 577J

d 4 -

n=i • e 

R(4,4 + c:4\,nx)d4

7=̂  ̂C
куринишда ёзиб оламиз.

Гипергеометрик функциялар учун

F(o, 6, с; х) = Г̂ Г̂ г(с ̂  F (a ,b ,\ - c  + a + b\\-x) - 

Г (с )Г (а  + Ь -  с )

(18)

Г(я)Г(/>)
-г—- ( l  -  х)е а b F ( c  -  а,с -b,\ + c - a -  b; 1 -  х).
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нчпликлар уринлидир, бу ерда /’(z ) — гамма функция. Бу — 
vi|>rn асосан, содда ^исоблашларни бажаргандан сунг

ы  u r ( c ) r ( c - a - b )

= 2(1 - г р ^ Щ Л  f a - t J - 2'* [fo - # ) (# - J 7 , ) r

г<ч I гликни ^осил к,иламиз.
Ушбу Г(\ -  х ) ~  х Г ( х )  формулага биноан, Г (2ft )

(2 ft - \ ) Г ( 2 р  -1 ). Буни эътиборга олсак, (15') бошлангич 
iiuipi ra асосан

1 ini ~  “  -- -4— -  ^ Л \ )  и(4,4 + с )  =
37  # - » 7  J , _ , +£

= - 2 ^ ( >7 ,-# ,),-2% 1 - ^ ) ( # - # 1) Г 1 K<f)- (19)

(16') бошлангич шартга асосан эса

Rte,Z + E'4\,rь ) -lim
f *—>о

п=е+£

( 20)

(21)

Illy билан бирга
lim Д (б,£ +£-;^„7,) = 0, limtffo — £■, 77,; , 77,) = О
£->0 г—>0

(19), (20), (21) тенгликларга кура, (18) формуладан с  —> 0 
\.i к,уйидаги формулага эга буламиз:

"  (ч, ,7,) = U  -  £, ) ' ^  / г (£) [ ( 7, -  £) (# -  <f, ) ]
1/8-1

1 Г 4 \2/?
-

г(1-2/?) "■

2 \ m  +  2 )  Г 2 ( \ - Р )
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Бу формулада < = + (т)} 

(1-2/;) Г(1 2/') / (2 2/0 
сунгра

?о

9])? алмаштириш бажариб ва 
тенгликни эътиборга олиб,

ц, = .X -
m +. ш + 2

( v)

белгилашларга асосан х,у  узгарувчиларга кайтсак, ушбу
*  т+2

u{x’ v h i T p ) l

1 (2-2/?) '4---^ -----^ у | I/
г - ( \ - Р )  Ь

т + 2

2_ 

/и f  2

m +2

(-у )  ̂ (2/ 1)

t{\ t )  

[/ (!-/ )

dt -

dt (22 )

формулани з^осил ^иламиз.
(22) формула Д арбу  формуласи дейилади.
Бевосита текшириб куриш к,ийин эмаски, берилган г(х) 

ва v(x) функциялар икки марта узлуксиз дифференциалла — 
нувчи булганда (22) формула билан анщланган и(х,у)  
функция х ва у  буйича иккинчи тартибли узлуксиз ^оси — 
лаларга эга булиб, (14) тенгламани ^амда (15), (16) бошлангич 
шартларни ^аноатлаытиради. Бу Коши масаласининг ягона — 
лиги (22) формула, (14) тенгламанинг rj > с, ярим текисликда 
узининг иккинчи тартибли хосилалари билан узлуксиз 
булган ихтиёрий ечими учун уринли булган (18) айниятнинг 
натижаси эканлигидан келиб чи^ади. (22) формуланинг 
куринишидан ечим бошлангич шартларга узлуксиз боглан — 
ганлиги, яъни тургунлиги ^ам дар^ол келиб чи^ади.

3. Умумлашхан ечимларнинг R} синфы. Агар rfx) ва v{x) 
функциялар узлуксиз булса, (22) ифода (14) тенгламанинг 
умумлашган ечими дейилади. Умумлашган ечим бирор тар — 
тибли ^осилага эга булиши учун г {х )  ва v(x)  функциялар 
маълум тартибли ^осилага эга булиши керак. ^уйида биз 
умумлашган ечимларнинг К.И.Бабенко [1, 34J томонидан 
киритилган Л, синфи билан танишамиз. Бунинг учун (14) 
тенгламани АС ■£ = 0 B C : tj = 1 характеристикалар ва 

А (0.0) В{ 1,0) кесма билан чегараланган ABC  характеристик 
учбурчакда ^араймиз.
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Кулайлик учун (22) формуланинг (17) характеристик 
у инрувчилардаги куринишидан фойдаланамиз:

u(4,rj) = Y \ i n - 4T 2P \ т{с){<-4)Р (?7- t Y ~ xd t -
£

~ Y i \ A l ) ( t  -  4 )Ч> {11 - 1) pdt, (22')
с

"V ерда ух = Г {2 р )/Г2{р\ у7=(2-4р)2/1'г (2 ~ 2 р )/Г2{\-р ).
Таъриф. Агар г(/) ва v(/) функциялар 0 < Г < 1 да мос 

равишда а х > ! -  р  ва а 7 > р  курсаткичли Гёлрдер шартини 
|у1поатлантирса, у  холда (14) тенгламанинг (22) [(22')] 
умумлашган ечими Rx синфга тегишли дейилади.

1—лемма. Агар и(х,у )  функция (14) тенгламанинг Rx 
синфга тегишли умумлашган ечими булса, у  ^олда 
н, ■ С(ААВС), и у е С(ЛАВС  и  Л В) ва

lim uv = v(x) (0 < х < l).
у —►О '

Исбот. т(х) е С (0,в1 v (x ) е С (о,“ 2)[0,1), а х> \- Р , а 2 > Р  
оулганлиги учун уларни

r{t) = г(0) + 1(/ - r <p(s)ds,
о

(23)

v(/) = v(0) + } (г -  5)/7‘ 1+л i//(s)d.s
о

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда г  — етарли кичик мусбат 
сон, эса 0<^<1 да узлуксиз функциялар.

(23) ифодаларни (22') га к.уйиб ва интеграллаш 
тартибини узгартириб хам да гипергеометрик функциянинг 
ин теграл куринишидан фойдаланиб топамиз:

ds
1)

,  . . .  . .  I

" k . r i ) =  1̂ 1 <s)(r> -  л ) /.j p. jt  -  /..2/f;-— -
К TJ-S

+ i < P 2 ( s ) ( n - 4 Y 4 n - s Y F
<r

P -У -  ДД + ------ | ds +
v-Z)
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+ J ^ (s) (n -  s ) ' P (c -  s f  f [ P  4 6-, p,  1 + S-~— ^ ]cfc
о ■ v Л - Ч

(24)

+- r(o) + (2 -  4 p )2p '(,>? Л  2/;v(0).
бу ерда

(5) =  ( p { s ) - 2 y 2r ( \  -  2 Р ) Г ( Р  + £-)eos7r/?i//(.v)//'(l P  +  fi),

^2 ( л) = |/ 1г ( Я  /'’( 1 - P  - ) Ф ) ~

- /-/'{;> ■ .•:)/'(! P)yy(s) ] / ^ ( l  + e ) ,

</>.(> j -  2/2 Г(1 -  Р ) Г (  ft + t )  cos л-/?(у (л) / Г(| t /;).

(24) дан бевосита ^исоблаб куриш мумкинки! и t. utJ 

з^осилалар Л5С учбурчакда мавжуд, узлуксиз ва

и4 = о[(п - д) lfi), и, = o({rj - с)“2/’).
(24) даги дастлабки икки ^утилувчининг биринчи тар — 

тибли хосилалари C \ r j - g ) ~р+£ катталик билан чегараланган. 
Буни инобатга олиб,

Г2 -!//) |/у ' (к  и. у  ,-(0)

+ { 2 ~ 4 Р У 2 Р  Р { Р  +  Е )

г  -  .v
// -  .S'

- +  1 F

1 + Е  о

\ -  Р,\ -  Р  + £,2 + £
Л

. Z - S
Т) - S  У

! ds + О h - ;  Г ' ) -

тенгликка эга буламиз. Бу ердан т] -  д —> 0 да лимитга утсак, 

lim (2 1//) :/' (!] ■ _ ) '? (;< - и  ) =
IJ-С ->0

= v(o)+ )  (с -  s Y  u v fc )  ds = v(e), о < < 1
о

келиб ни к, ад и. 1 — лемма исботланди.
Куйидаги леммани исботсиз келтирамиз:
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О Т ]  0 7 ]  I

2 —лемма [34]. (14) тенгламанинг R { синфга тегишли 
ихтиёрий и(^,г] ) умумлашган ечими учун бу тенгламанинг 
иккинчи тартибли узлуксиз хосилалаРга эга булган ечим — 
лпрининг шундай {ип} кетма — кетлигини топиш мумкипки, 
!/)’( '  учбурчакнинг ичида ёгувчи ихтиёрий ёпи^ А'В'С '  

учбурчакда
1йпи„(£г7) = и(£»7)
П ->00

|с'111лик уринли булади ва ихтиёрий е(>  0) сон учун шундай 
V(/;) сон топиладики, n > N { s ) булганда 

дип ди 

дд '
п-игсизликлар бажарилади.

4. Баъзи изо^лар. Гиперболик типдаги бузиладиган 
оиринчи тур чизшууи умумий тенгламани ^уйидагича ёзиш
мумкин:

к { у ) К х-У)ик  - и}У + а( х’У ) и1 + b ( x ,y )uy +c {x ,y )u  = f ( x , y ) , ( 25) 
ну ерда h (x ,y )>  О, &(0)=0 ва >’ <0  да К (у )  > 0 булиб, у О 
иараболик бузилиш чизикидир.

Бу тенх’ламани у = 0 тугри чизи^нинг Л(0,0)В(1,0) 
кссмасига таянувчи D — характеристик учбурчакда ^арай — 

лик. (2.5) тенгламанинг c (Z ))n  C l ( D u  А В ) п С 2(D )  синфга 
гс'гишли (15), (16) шартларни ^аноатлантирувчи ечимини 
топиш ха и; и даги масала (25) тенглама учун Коши масаласи 
дейилади.

Теорема (Проттер [44]). Фараз ^илайлик, куйидаги 
шартлар бажарилган булсин:

1°. h{x ,y )>  0 функция D  да иккинчи тартибгача 
узлуксиз х°силаларга эга;

2°. к(у)  монотон камаювчи узлуксиз функция булиб, 
А (()) = 0;

3(). а(х,у),  b(x,y), с(х,у),  f ( x , y ) ,  функциялар D  да х 
оуйича иккинчи тартибгача узлуксиз хосилаларга эга;

* .  (26, 
у >о ^к{у )
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У э^олда, агар берилган т(х) ва v(x) функциялар 
Липшиц шартини ^аноатлантирувчи учинчи тартибли ^оси -  
лаларга эга булса, Коши масаласи ягона регуляр ечимга эга 
булади.

Одатда (26) ни Проттер шарти дейилади.
Куйидаги мисол курсатадики, бу шарт Коши масала — 

сининг ечими мавжуд булиши учун етарли шарт булиб, 
зарурий эмас.

(~У )тихх ~ иу> + а(' У ) 2 их (27)
бу ерда у < 0, т > 2 , а = const О ва \а\<т/2, тенглама учун 
(26) шарт бажарилмайди, лекин Коши масаласи коррект 
т^уйилган.

Х^и^атан ^ам, (27) да (17) алмаштириш бажарсак, у (1) 
куринишга келади, бу ерда

т -  2а _ т + 2а „ т
а = —....— . Р  — ------, а  ■ Р -------.

2(т + 2) ' 2(т + 2) т + 2
j а |< т/2 булганлиги учун 0 < а  < 1. О < Р  <1 булиб,
О < а  + Р  < 1. Шунинг учун (27) тенглама (76) куринишдаги 
умумий ечимга эга. Бу умумий ечимни (15), (16) шартларга 
^уйсак,

. . Г ( а  + Р )
W ( х ) = ------------ т(х)

Г ( а ) Г ( Р )
2

( m  + 2 )m+2 Г  (2 а - р )
<р (х ) -\------  ----- ------  -  — И х)

• 4 )  Г ( \ - а ) Г { \ -  Р )  '
эканини топамиз. Буларни (75) га т^уйиб, ва q. т]
узгарувчилардан (17) формула буйича х, у  узгарувчиларга
к,айтиб, Коши масаласи ечимини топамиз:

л  , Г ni+ 2
Г (а  + р )  1

и(х,у) Jr! л •• “ ( г) 2 (2/ :)
' ’  Г ( а ) Г \ р )О I т + 2 ’

П 2 - а ~ Р )  ' 

Г(\-а)Г(\-РУ о
?

Бу ечимнинг ягоналигини ва берилган функцияларга 
узлуксиз боглик,лигини курсатиш ^ийин эмас.
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Агар (25) да h{x,y)  =  1, к(у )  = ( - у )т булса, (27) шарт 
М1дд,| куринишга келади:

1-
lim (-v ) 2 а(х ,у )  = 0.
V—>0

(28)

Ьундан куринадики, агар 0 < т < 1 булса, ихтиёрий 
•ич.1|)<1ланган а(х,у ) функция учун Коши масаласи коррект 
цуиилган. Агар т >  2 ва (28) шарт бажарилмаса, Коши 
Mm (|даси коррект ^уйилмаган булиши мумкин. Агар а()( л ) -

I-
liiiK у)  2 а(х, у )  — чегараланган ва a ,b , c , f ,  v,v функциялар
1 >i)

t Г>уйича етарли тартибдаги ( max j а0(х ) j га 6ofahk равишда) 
V » плата эга булса, Коши масаласи коррект ^уйилтан булади. 

Пунга

( -  у У ихх - и + (4/2 + 1 )г/л =0  (у  < 0)

(/I 0 бутун сон) тенгламанинг

г.'(х,0) -  т(х\ О < х < !; uv(x ,y ) ~  0, 0 < х <  1 

шартларни ^аноатлантирувчи ечими

и(х,у)  =
^ г у 22 к

, . ч (  1 \ Pv*
к\ (/7 — к ) ! !  \ п  ■'

V 2 )
а и Iлиги мисол булади.

3—§. Гиперболик типдаги бузиладиган 
иккинчи тур тенглама учун Коши масаласи

1. Асосий тушунчалар ва теоремалар.
Гиперболик типдаги бузиладиган

«XV - (-> ’Г  иуу + о ( х ,у )  их + Ь (х .у )  иу +

+ c ( x , y ) u  = f ( x , y )  ( 0 < m  < 2 )  (29)

h i  и л а  мани у < 0  ярим текисликда ^арайлик.



Унинг характеристикалари
2 - т  2 -т

4 = Х ~ - -----(-.у) 2 = С „  V = x + - — - ( - у )  2 = С2 (30)
2 - т  2 - т

параболаларнинг шохчаларидан иборат булиб, уларнинг
урамаси (29) тенгламанинг бузилиш чизиго у = 0 тугри
чизивдан иборат, яъни у  = 0 тутри чизик, (29) тенглама учун
характеристика ^ам булади. Бу ерда тенглама ечимининг
у 0 бузилиш чизики я^инидаги хулк;и тенгламанинг b{x,y)
к оэф ф и ц и ен ти  ва б у зи ли ш  к ур сатк и чи  т га 6ofamk„ я ъ н и

тенгламанинг ечими ва унинг uv ^осила о и у -  0 да умуман

чегараланмаган булиши мумкин. Шунинг учун (29) тенглама 
учун бошлангич шартлар у -  0 чизиада берилган одатдаги 
К оти  масаласи коррект куйилмаган булиши мумкин.

Бундай з^олда
lim <р(х,у) и (х ,у )=  т(х\ lim у/{х,у) u { x , y )  =  v (x ) ,
v->0 у->0

бу ерда lim (р(х.у) -  0. lim (//(x. v) = 0, куринишдаги узгарти —
v-> 0 0

рилган бошлангич шартли масала к,аралиши табиийдир.
D билан £ = 0, г/ = \ характеристикалар ва у  = 0 тутри 

чизи^ билан чегараланган со^ани белгилайлик. (29) тенглама 
учун уринли булган куйидаги теоремаларни исботсиз 
келтирамиз.

1—теорема. Агар a ,b ,c , f  функциялар D  да х буйича 
биринчи тартибли х,осилалари билан узлуксиз ва 0 < m < 1
булса, у  х,олда (29) тенгламанинг D  да ани^анган, узлуксиз 
ва

и(х,0)= г(х), 0 < х < 1; и„(х,0) = v'(x), 0 <х<1  
шартларни ^аноатлантирувчи ягона регуляр ечими мавжуд, 

бу ерда r (x )e C [0 ,l]n C 3(0,l), v (x )e  C3(0,l).
2— теорема. Фараз ^илайлик,

1°. a ,b , c , f  функциялар D  да х буйича биринчи 
тартибли ^осиласи билан узлуксиз;

2°. l< m < 2 , lim(— y) '~n'b ( x ,y )  = /?(х) ва /3(х)е C3[o,l],
v->0

m - 1 < р {х )  < 1;
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3°. у(х,у) = р(х)  -  Ь(х,у\~ у Т т = о (у£ )  е  >  0.

V \олда, (29) тенгламанинг D  да аниеданган, узлуксиз ва

и(х,0) = г(х), О < х < 1; lim (- y Y ^ u y = ^(х), О < х < 1
у—>0

шартларни ^аноатлантирувчи ягона регуляр ечими мавжуд,

I. у ерда г (х ) е  С [0 ,1 ] п  С 3 (0, l), vx (х ) е  С 3 (0,1).
1 — ва 2 — теоремаларда зикр этилган ечимлар берилган 

функцияларга узлуксиз бокли^ булади.
2. Хусусий ^ол учун умумлашган (бошланрич шартли) 

Коши масаласи.

илл -  ( -  у Т  иуу +  а ( -  у Г '  иу ~ 0 (а  = const) (31)

тенгламанинг D  со^ада регуляр, D  да узлуксиз ва

(-  У) "«V (*> y )<^C [D v j  (у  = 0)]
\<1мда

и(х,0) = г(х), 0 < х < 1; lim (-y )aMv = v',(x), 0 < х< 1  (32)
у->0

шартларни ^аноатлантирувчи ечимини топиш талаб этилсин. 
Г>у масалани одатда умумлашган (бошлангич шартли) Коши 
масаласи дейилади. 2 —теоремага асосан бу масала 
(т -1 < а  < 1, 1 < т < 2 булганда) ягона ечимга эга. т — \< 

а  < т/2 булганда масала ечимини топайлик.
(30) характеристик координаталарда (31) тенглама ва

(32) шартлар

д 2и ди ди
= 0, (33)

d^drj д4\

lim u(4 ,tj)  = t (4\ 0<£<1 ;
<?-£-» о

(34)

о < г < ,
\ 2 J о [ д ^  drj )

куринишни олади, бу ерда р  = (2а  -  т)/(4 -  2т) булиб, 
(1 / 2) < Р  < 0 тенгсизлик уринли.
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(33) тенглама Эйлер —Дарбу тенгламасининг хусусий 
хсмидир. (4), (б^, (7s) формулалардан келиб чи^адики, (33) 
нинг умумий ечими

u{4,rj) - {г/ -  ье)‘~2р z ( -  р , - р )  (35)
д^дт]

куринишга эга, бу ерда

Z( -  р - р )  = {г, -  $ +2р ) ¥ [%+{r1- z ) t y ( \ - t Y d t +
о

+ Jw[£ + (rj -  с )  1 ] t~p~x (1 -  i y p~xdt.
о

Буни (35) га к,уйиб, (33) тенгламанинг умумий ечимини 
топамиз:

и = [т] -  £)~1р \(р[% + (77 - t ) t ]  Г р (l ~t)~fidt -  
о

-  2p(\ + 2 P ) ] ^  + { r t - q ) l ] l p (l - i f  dt -
0

+ //(>; -  4)\И #  + (7 -  <?) '  ] ̂  0 -  ' f O  -  2f)A-
о

(36) ечимни (34) шартларга буйсунднрсак,

v ( i >  (37)

келиб чикади, бу ерда

Г { 2 + 2(3) ( 2 - , п 7 ' 2Р _ Г _ {2 -2 / 3 )_

1 Г 7(\ + Р У  2 I  4 J ( « -  \)Г2(\ - /3)

>/4ь) ва (р(д) функцияларнинг (36) формулага ^уйиб,
(33) — (34) масала ечимини топамиз:

1
и(£, i l ) = k x\ v[4 + ( r j ~ 4 ) t  ] t p (\ -  t )P dt -

0

ы Г Т п \  r ' [ t + ( n ~ { ) t V ( \ - ( Y ( \ - 2 , ) d t +  (38)
2(1 + 2 p )\  о

+ k2(n -  z t 2p 1 v, U  + { r i - c ) t ]  Г р (1 - 1) pdt.
0
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Бу ердан х, у узгарувчиларга к,аитиб, (31) —(32) масала — 
ним г т - \  < а  <т/2  шарт бажарилгандаги ечимига эга
О^ламиз:

' \Р

2 к.

(х, у) = k}\ z ( a ) z l) (1 - г ) аЬ +
о

2 - т  1 ,,
(-> ’)  ̂ jr '(c r )z '6( l - z )  (2z I)dz + (39)

(1 + 2/1) (2 - i n )

+ ̂ j  к (-у)'Ь'| И  ̂0 ~ г)  ̂dz’
('V ерда r (x )e C [0 , l ]r ,C ! [0,l], v ,(x )e C 2(0 j) -  берилган

функциялар, с х -х т [2 / (т  ■+ 2)j y (2_m),2(2r —l).

Изо^. Агар x -x , / ---{2 -w )_"(-y)~ алмаштириш бажар — 
г,iK, (31) тенглама

ихх +1ип +■ ar} ut -  0 (а, -  const < 0)

куринишга келади. Бу тенглама учун гипорболик солода 
чегаравий ва ботнлантич масалалар И.Л. Кароль [1.5] ва 
' ‘ Л.Терсенов [37] томонидан урганилган.

3. Умумлашган ечимларнинг 1L синфи [14]. Агар г(х) 

па v, (х) функциялар 0 < х< 1  да узлуксиз булса, (39) [(38)) 
формула билан анигуишувчи функция одатда (31) тенглама — 
нинг умумлашган ечими дейилади.

Таъриф. Агар v'j(x) функция (0,1) да узлуксиз ва интег — 
|)<1лланувчи, г(х) функция эса (0,1) да узлуксиз ва интеграл-  
\анувчи ^андайдир Т’(х) функциянинг (1 -2 (J) (каср) тар — 
гибли интеграли, яъни

г(х) -  г(0) + j (х -  /)~ “А 7’(/ )dl
о

куринишга эга булса, (39) [(38)] умумлашган ечимни R2
> ннфга тегишли дейилади.

1 >хирги тенгликдан келиб чш^адики, r (x )eC [0 ,l]n (’1(0,l).



У у лл и 2 —§ даги каби бу ерда хам к,уйидаги леммаларни 
исботлаш мумкин.

1—лемма. Агар и(х,у)  функция (31) тенгламанинг R2 
синфга тегишли умумлашган ечими булса, у ^олда бу ечим 

D  да узлуксиз булади.
2—лемма. Агар и(х,у )  функция (31) тенгламанинг R2 

синфга тегишли умумлашган ечими булса, у ^олда их , uv 

^осилалар D  соз^ада узлуксиз ва куйидаги тенглик уринли:

lim ( у)а и = (л), 0 < х < 1.
V—>0

4 —§. Коши — Гурса масаласи

1. Масаланинг 1$уйилиши ва хусусий ^ол учун ечим 
формуласи.

( - у ) тихх- и уу+ Л 2( у) '” и ^ 0, (40)

бу ерда m , A e R , m >  0, тенгламани у -  0 тутри чизщнинг 
Л(0,0)£(1,0) кесмаси в a у  < 0 ярим текисликда ётувчи

2 П' 2
А С  .£ = х ------- - ( - у )  2 -  0,

т + 2
(41)

2 2
ВС  : г/ -  .v н----- — (- ->’)  ' -1

т + 2
характеристикалар билан чегараланган D с ох, ада ^арайлик.

Коши— Гурса масаласи: (40) тенгламанинг D  соз̂ ада.

регуляр, с { р ) г \ С х{ р  и А В )  синфга тегишли ва

l i m b ' d - . -(л), 0 < х < 1; 142]
у > о ду

u(x,y)\j£ = I//, (х), 0 < х < \ / 2  (43)

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда к(.г) 
ва i//|(x) — берилган функциялар.



(41) характеристик координаталарда (40) тенглама ва 
('12), (43) чегаравий шартлар

L{u ,) =
д'и. Р
О to  г/ //

ди, 9м,

dt, дг/)  4
н—  /I w j — 0, (40’ )

n-Z-+o\ 4 )  V dt, дг/
• v(.;). О < 4  < ] ,  (42')

/

(//). 0 < 7 < 1 (43')

куринишни олади, D co^a эса t, -  0, 7 - 1, 7 = чизи^лар 
билан чсгараланган ДЯ,С, учбурчакка алмашади, бу орда

Р  = к? /(2от + 4), м, (£,77) = г/(.г, у ) , (р\ (?7) -  '/Л ('7 /2).

Коши —Гурса масаласини ечишда ^уйидаги хоссаларга 
мга булган Риман — Адамар функцияси деб аталувчи
i)(t,r/;4'j,4v) функция мух,им ролр уйнайди:

1) £{J,г/{. узрагувчиларнинг функцияси сифатида Z.(u) = 0 
тенгламани к.аноатлантиради;

2) с, 7 узгарувчиларнинг функцияси сифатида

iM f j L ].̂7 57 j -  7 JД/ (г ) + р
д ед г/

к;ушма тенгламани з^аноатлаитиради;
3) и(4,770;£,,770) = 1;

| + 1 Л2 и = 0 
4

4) /Д-. -7:) 0;

.5) .= 0 ,
7 с

бу ерда [,/) = lim[u(^,fn , £ : tn.r/0) - v { t , ^ -  s ^ . r / ^ .  £ > 0 .

(40) тенглама учун (Дс.7:-И-?7о) Риман —Адамар функ- 
цияси М.Б. Кагшлевич томонидан тузилган [12];

\i I -• 7;"' • '/,.)• 7 ^ 4 ;  
v { t , r r , £ о - 7 о ) Н  . ,

^гл(и,7;^0,70), 7<с„,



ц (&7;£о
*  V 9 7 ~ £  I =г

7о -  4
(/?,! s2),

Ъ (£  75 #о> 7о) = *1 ‘ 77"' %чй7^
(&  ~ t Y ( Ti o "  v Y

н P ,PW - ,s2
'1 У

И 0 ) (£о -~€){По - 7 )
Г (\ -Р )Г {2РУ , _ f e - ■ 7:,)<7 - )

/г, =

*2 = ~  fe. "  £) (*1о - л\

Н ъ ва £ 2 -  Горн ва Гумбертнинг гипергеометрик 
функциялари булиб,

Е г (а, Ь, с; х, у )  -- X *' У ' - I *  К '1>
' ' • I'-'),. ;

(7J

Н 3(а ,Ь ,с ;х ,у )=  X ( 4  j H  ,

i j =0 (с),-• И - i ’
7Г* Г |х|<1

куринишга эга, ( z )  = z (z  + l ) ( z  +  2 )...(z +  /-  |) =  jT (z  + j ) / I \ z ) .

Бу ерда шуни айтиш керакки, ц (^ ,7 ; ,̂,. 7о) ^ (40) 

тенглама учун Риман функциясидир. о(^,7;^0»7о) Аан ^ ~ ® 
булганда Геллерстедт [42] томонидан

(-  У Т их х - иуу =0 
тенглама учун ^урилган Риман —Адамар функцияси келиб
чи^ади. 77 /

Wj(ц,77) -  (40') тенгламанинг (42’ ),
(43') шартларни кдноатлантирувчи 
ва АуВх(\ учбурчакда иккинчи тар — 
тибгача узлуксиз ^осилаларга эга С "  
булган ечими булсин. У з^олда, С" 
А\ВхСу учбурчакда к,уйидаги айният 
уринли: А '

иЬ{щ ) -U \ M (v )=  Н £ + К  п =  0. Y)

О "  >7о)

,  - 7 -  С

- . В ' !

so
13-чизм а



fly ерда

,, 1/ - \ Р щ и  1 (  \ вил)
я  = 2 К " " 1 ии) + ̂ -  А * _  в, ̂

Бу айниятни r j - ^ - s  чизщнинг А 'В '  кесмаси, tj = 40 ~ £  
чизищшнг В'С  кесмаси, £=0 чизи^нинг А'С'  кесмаси билан 
чегараланган А 'В 'С '  учбурчак ва tj =  40 +  c , 7 = ?/0 чизи^ — 
ларнинг мос равишда С "  В " , D ' D "  кесмалари, £ = 0,

ч ~4о ~ 2s  чизихушрнинг C "D ' ,  B " D "  кесмалари билан чега — 
раланган С " В " D " D '  туртбурчак буйича интеграллаб (13 — 
чизма), сунгра Риман —Адамар функциясининг 1—5 хос —
| аларидан ва (42’), (43') шартлардан фойдаланган з^олда £г-»0 
да лимитга утсак,

и\ (^о’ ^о) = ~ ( 2 -  4у?)2̂  j v (4 )  ( r j - 4 )  2p \ d f +

+ \[<р \ (г/) + Р<Р\(г/)/о(0,т/\40, щ )  d?j
о

п-нгликка эга буламиз.
Бу ердан и(х, у )  функцияга ^айтиб ва

Н 3(а ,Ь ,с ;х ,у )=  £  ^ k ~  xJ j - a- j ( ^ )
7-0 ( C ) j j l

н н гл и к д а н  [12] ф ойдалан иб , б а ъ зи  ам алларн и  баж аргандан
«•унг

“ (* 'г )= Ч  v { ]

+J [P ’i {t )  + P<p( l) lt ]  o(0,t;4,T)) dt (44)
о

формулани оламиз, бу ерда к2 = А, (2 -  4fi )2f>/2, J /*(л) =

/ (I -  р )  { x / l f  J_p (x), J_p (x ) эса ( -  Р )  тартибли биринчи тур 
Гк'ссел функцияси.
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Демак, (40), (42), (43) Коши —Гурса масаласининг D  
сохада анш^ланган ва иккинчи тартибли узлуксиз ^осила — 
ларга эга булган ихтиёрий ечимини (44) куринишда ёзиш 
мумкин экан.

Агар v (x )e C 2(0,l) (л —> 0, х —>1 да 1 -2 р  дан кичик 

тартибда чексизга интилиши мумкин), щ (х )еС 1 [0,1]nC 3(0,l) 

булса, (44) формула билан берилган и(х, у) функция D  да 
анщланган, узлуксиз ва D сохада иккинчи тартибли 
узлуксиз х,осилаларга эга булиб, Коши —Гурса масаласининг 
ечими булади. Ечимнинг ягоналиги (44) формулами олитп 
жараёнидан келиб чи^ади.

(44) формула ёрдамида цуйидаги теоремами исботлаш 
мумкин.

Георема [31]. Агар v (x )6 С ^ ’^[0,1), \  > f t  ва л —> 1 да 
1-2/? дан кичик тартибда махсусликка эга, (//, (х ) е 

e C [0 ,l/ 2 ]n C (u )(0 ,l/2 ) (г> 0 ) ва ),/;(•') зрсила [0,1/2] да 
чегараланган булса, у х;олда г ( х )  -  lim и(х, у )  мавжуд,

V—>0
(О h )г ( 1  г\С 2/[0,l) (h2 > 1 -  Р )  синфга тегишли ва

г(л') - k2\ ( x - t )  J - p [X (x - t ) ' \ v { t )d t  +
о

И <P\{i) + P<P\ (•') 1 {х - i ) ^
о

формула билан апи^лаиади.
Бу ердан келиб чи^адики, теорема шартлари бажарил— 

ганда (44) формула билан ани^лаиувчи ечим R\ синфга 
тегишли булар экан.

Агар Коши—Гурса масаласида (43) чегаравий шарт 
урнига

и(х,у)\-д£= '//2(х). (1/2) < л- < 1 (45)
шарт берилган булса, масаланинг ечими

и( х ’У)  = Ы ..7 7 — — — 7/г ‘'(О  dt ■



формула билан берилади, бу ерда <p2( t ) ~  + /) /'2]. 
2. Умумий 30л  учун изо^лар.

(- У Г  U.yx -  UYV + а(:Х- >’) «д + Ь(х, у )  иу + с(х, у )  И = f { x ,  у )
(от > 0, у < 0)

умумий чизизуш тенглама учун Коши —Гурса масаласини 
V im шу усулда ечиш мумкин. Бунда бу тенгламага мос 
Риман— .Адамар функциясини курипт асосий масала булиб

к,олади. т < 2  ёки а(х,у )~- ( ) {\ )  ( - у ) а, а  > (т/2 ) шартлар 
Оажарилганда [(40) тенглама учун бу шарт бажарилади] (*) 
к'нглама учун Риман —Адамар функцияси мавжуд булишини
I lporrep исботлаган. Г^уйидаги теоремани исботсиз 
келтирамиз.

Теорема [43]. Фараз ^илайлик, куй и да г и шартлар 
оажарилган булсин:

1°. а(х,у ) ва b(x,y )  функциялар D  со^ада учинчи 
таргибгача узлуксиз ва чегараланган ^осилаларга эга булиб, 
hi > 3 булганда D  да

|'ох.ада узлуксиз ва чегараланган.
V >̂ олда, (*) тенглама учун Коши —Гурса масаласи D  со^ада 
ягона ечимга эга.

Агар берилган тенглама учун Протгер шарти 
оажарилмаса, Коши —Гурса масаласи ечимининг ягоналиги 
| >узилиши мумкин.

Фикримизнинг исботи сифатида

к-нглама учун (42), (43) шартли Коши —Гурса масаласини 
к.арайлик.

П ’ ИГЛИК уринли ;

2!). с (х ,у )  ва f ( x , y )  функциялар D  сохада биринчи 
гартибли узлуксиз ва чегараланган ^осилаларга эга;

3°. ц/(х\ ц/ ' (х) ,ц/"{х ) ,у(х)  ва У ' ( х )  функциялар D
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Бу тенглама учун Проттер шарти бажарилмайди. (41) 
характеристик узгарувчиларга утиш ердамида курсатиш 
мумкинки, (46) тенгламанинг (42) шартни ^аноатлантирувчи 
ечими

и(х, у )  -  (р[х-----(-  у ) (т' 2)12 ] -
т + 2

— }v [x + y f n' 2)l2(\ -  2t)}{\ -  t y 1,!dt (47)
т + 2 о т + 2

куринишга эга, бу ерда ф(х) е С2 — ихтиёрий функция. Бу 
ечимни (43) га к,уйибг х ни х/2 билан ва интеграл узгарув — 
чиси t ни z -  х (1 -/ ) формула буйича алмаштирсак,

i^ ) г -  2Pdz
тенгликка келамиз. Буни х буйича дифференциалласак,

(48)X
' \2 . 

келиб чи^ади.
Бундан таш^ари, ишонч хосил ^илиш к,ийин эмаски,

2 т' 2
и(х,у )= (р X ------ --(-V ) 2

т + 2
<р(о), (49)

(бу ерда (р е С"  — ихтиёрий функция) бир жинсли Коши — 
Гурса масаласининг ечими булади.

Демак, (46) тенглама учун бир жинсли булмаган Коши — 
Гурса масаласи фак,ат ва фа^ат (48) шарт бажарилгандагина 
ечимга эга ва у  (47) формула билан аии^анади, бир жинсли 
масала эса чексиз куп чизшуш боглхщ булмаган ечимга эга 
ва у  (49) формула билан ани^анади.

Энди D  сохада (46) тенглама учун (42), (45) шартли 
Коши —Гурса масаласини ^арайлик. (47) умумий ечимни (45) 
шартга куйиб, 2х -Л ни z га алмаштирсак,

/, \ / , л \-2Р/, \2/(т + 2)

s’w=f'!("rHV) 1 f )  *

х j v [1 +t (z  -1)] (] dt
о

келиб чи^ади.
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Буни (47) га ^уйиб, (46), (42), (45) масала ечимини
• inикловчи формулага зга буламиз.

Ю^оридагилардан куринадики, (46) тенглама учун 
Коши —Гурса масаласи номаълум функция ^иймати А С  да 
>мас, балки ВС  да берилганда коррект булар экан, яъни бу
масалани урганишда АС  ва ВС характеристикалар тенг 
\у 1<,ук,ли эмас экан.

5 — §. Дарбу масаласи

Бу параграфда аввалги параграфдаги белгилашлардан 
фойдаланамиз ва (40) тенгламани D  со^ада к;араймиз.

Дарбу масаласи. (40) тенгламанинг D  сохада регуляр,

I > да узлуксиз ва (43) ^амда
и(х,0) = г(х), 0 < х < 1 (50)

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
г(х),у/,(х) — берилган функциялар булиб, r(o) = ̂ j(o).

(41) характеристик координаталарда (40) тенглама, (43) 
на (50) шартлар мос равишда (40), (43') ва

щ {д .г) = т{£), 0 < f  <1 (50')

куринишга келади, I )  соха эса А1В1С1 учбурчакка аксланади.
Дарбу масаласини ечишда ^уйидаги хоссаларга эга 

оулган Риман —Адамар функцияси деб аталувчи ir(i.-7;C(,.770) 
функция асосий ролр уйнайди:

узгарувчиларнинг функцияси сифатида L(w) =  О 
то н гламани 1$ано атлантир ади;

2) с, Tj узгарувчиларнинг функцияси сифатида M (w )  = 0 
куптма тенгламани ^аноатлантиради;

3) n{40,Tj0;40,7]0) =  1;

4) + = 
сд ч -  д

■ >у ерда [w] = lim| п(£\£0 + А^-ьо  -  £\Ы)-Ло)\- - > 0-
r->U

Бунда й хоссаларга эга булган Риман —Адамар функ — 
цигяси М. Б. Капилевич томонидан тузилган [12]:
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w (#.»7;£o >%) =
0’

^ { 4 ^ 0 , rjo), n < £ 0 ’
бу ерда

4 j ( # » 7 ; 5 о > 7 о )  =  * з

,1 2/?
{ п - £ ) ( щ - £о)'

x H 3\ l - f i , \ - f i a ~ 2 f i ; - , s 7 
s\ J

k , = r ( \ ~ p ) i r { p ) r { 2 - 2 p ) .

w ( 4 , T t ; £ 0 ,Tj0 )  функциядан /  =  0  да ( - > ’ ) " , г г Х 1  -  m v v  =  О 
тенглама учун Геллерстедт [42J томонидан курилган Риман — 
Адамар функцияси келиб чи^ади.

м, (<д, 77) — (40') тенгламанинг (43'), (50') шартларни

кдноатлантирувчи ва ВхСу учбурчакда иккинчи тартибли 
узлуксиз ^осилаларга эга булган ечими булсин. У холда, 
^уйидаги айният уринли:

wL(uy) -UyM(w) -  Н?  + К * =  0,
оу ерда

Н
I

w-
ди

дг1

, dw | Bu.w 
1 - и _

OU\

drj j  п 

dw j fiiiyW

A  d £ )  1 1 - 4
Бу айниятни A 'B 'C '  учбурчак на С " B " D " D '  туртбурчак 

буйича (13 —чизма) интеграллаб, сунгра Риман —Адамар 
функциясининг 1—4 хоссаларидан ва (43'), (50') шартлардан 
фойдаланган з^олда с  -> 0 да лимитга утсак,

«1 f e . % )  =  — ' (2 -  4 р)~Р \ т(4)т\{т] ~ 4 )  2Р Ц}1 <
1 о L J

d£ +

^0 г  . п
+ 1 ! V\(n) + P<P\{v) ln\w(S>,m^no)dri,

о
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<>у ерда Т\и\ -  (2-4/?) 2р( г / ~ ип\ тенгликка келамиз.

Бу ердан и ( х , у )  функция га ^айтиб ва текшириллши 
к, 11 пин булмаган

7’[(77-< * Г 2Ч (£ ,7 ;< Г о>'7о)]| =

= - ^ з [ ( 2 - 4 ^ ) ( т70 - ь о ) ] '  2/?[ ( ^ - ^ ) ( 7 о - ^ ) ] /; ' х  

x^>-i ^ ( 4 0 - 4 ) ( t j 0 - 4 )  

тенгликни эътиборга олсак, баъзи алмаштиришлардан сунг

о [fe -0 (*7 -0 ] ^

+ !1<Р\( t ) + Рф\ w(0,t;g,Г]) at (51)

формулага эга буламиз, бу ерда кА= (1 -  20 )кг .
Демак, агар (40), (43), (50) Дарбу масаласи ечимга эга 

булса, бу ечимни (51) куфинишда ёзиш мумкин экан. (51) 
формулани олиш жараёнидан куринадики, агар масала 
ечими мавжуд булса, у  ягонадир.

Агар ф ) е ф ,1 ]п С 2(0,1), ///](x )e C i[0,l/2]nC3(0J/2) булса, 

(51) формула билан берилган и(х,у ) функция D  да 
.ншкланган, узлуксиз ва D  да иккинчи тартибгача узлуксиз 
^осилаларга эга булиб, Дарбу масаласи шартларини 
iyiноатлантиради, яъни масаланинг ечими булади.

(51) формула ёрдамида куйидаги теоремани исботлаш 
мумкин.

Теорема [31]. Агар г (х )е  C[0,l]piC^°’A2̂ [0,l), h7 > 1 -  /?, 

: (О) = Ц'\ (О). (//, (х) е С[0,1 / 2] n  С (1,с)(0,1 / 2) ( е >  0) ва у/’ (х) 
косила [0.1/2] да чегараланган булса, у (х )=  lim uv(x ,y )

тавжуд, С (°’А|)[0,1) {h\ > р )  синфга тегишли ва

, ( х ) = ^ м ± ]
~к2 [dx о yx — tj

v >о

7Г /

з2

j г(/)(х -  t f P J  р+1 [я(х ~t) ]dt
4/?(1+Д)о
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формула билан ани^анади.
Бу ердан келиб чи^адики, теорема шартлари бажа — 

рилганда (51) формула билан анш^анувчи ечим синфга 
тегишли булар экан.

Худди шу усул билан (43) чегаравий шарт урнига (45) 
шарт олинса, Дарбу масаласининг ечими

формула билан берилишини исботлаш мумкин.

6-§. Силжишли масалалар. Асгейрссон притцгаи

1. Силжихпли масалалар.

тенглама учун у ~ О чизи^нинг Л(0,0)й(1,0) кесмаси ва (41) 
характеристикалар билан чегараланган D  сохада «силжишли 
масалалар» деб аталувчи шундай масалалар ни баён т^ила 
мизки, бунда:

1) D  со^а чегарасининг барча к.исми чегаравий шартлар 
билан банд булади;

2) бу масалалардан хусусий ^олда илгари урганилган 
масалалар келиб чи^ади.

Бунда к,уйидаги Риман — Лиувилл маъносидаги каср 
тартибли интеГродифференциал операторлардан фойдала — 
намиз:

и(х,у)  = ~ Ч ) \  ( Л  г.

—р — А ч а* +

(~  у ) " ихх -  Uvv -  0 (у '' т >

9;



D a, uf ( x )  =

— ---- - \ ( t - x ) aX f ( t ) d t ,  a <  0,
1 ( a )  * (53)

dx"
X ] и —1 < a  < л.

Ушбу белгилашларни киритайлик: 

во(хо) =

(

f 2 \
*0 1 т + 2 \т+2

2 ’ Т  4 А°,
,V

ix())

2 \ 
m+2

I 4 J
(54)

.4fo,o) (x0,0) ■ 5(1.0)

Г
/

Текшириб куриш цийин эмаски, f?o(xo) ва ^i(xo) лаР (52) 
тенх'ламанинг (х0, 0 ) е Л В  нуктадан 
Ч ККуВЧИ Х араК Т0р  И СТИ Ка/ш.р И НИ ИГ

мос равишда А С  ва ВС  характе — 
ристикалар билан кесишиш нут̂  — 
тасидан иборатдир. Агар (л'().0) 
нук.та АВ да харакатланиб, уни 
тулдирса, #о(хо) ва @\{хо) ну^талар 
мос равишда А С  ва ВС характе — 
ристикаларда харакатланиб, улар - 

ми Iулдиради (14— чизма).
1—силжишли масала: Куйидаги шартларни каноат — 

лантирувчи и(х,у)  функция топилсин:

1) m(jc, v)e c { p ) n - , C \ D u A B ) r \ C 2(D)\
2} D  сохада (52) тенгламани ^аноатлантиради;
3) D  с.о^а чегарасида

lim uv(x,0)=  v(x), 0 < .г с I ,

14 — чизма

V—> -И

а (х )  D$x х2р 'и [ в0 (л-)1, ! Ь (х )  D p (1 -  x f M  u[_0y (л ) ]  - 

+ c ( x ) u ( x , 0 ) ~ d ( x ) ,  (х,О) ( АВ

(55)

(56)
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шартларни ^аноатлантиради, бу ерда у3=т/(2т+4); г'(х), 

а (х ), b(x ) ,  с ( х ) ,  d (х ) — берилган функциялар булиб,

r ( x ) e C 2(0,l), \v ( t )  [/(1 ~ r )] Р dt<  оо,
о

а(х), Ъ{х), с(х), <i(x)eC[0,l] п  С2 (0,1), 

а2 (х) + Ь2 (х) + с2 (х ) Ф 0, х е [0,l ] ,

/>(х) = [  (1 -  x f P a ( x )  + xvpb (x )  ]  j"
J L 1 \ Р ) .

+ [x ( l - x ) ] '  /?c (x )^0 , xe[0 ,l],
Масала коррект куйилганлигини курсатамиз.
(52) тенглама учун Коши масаласи коррект ^уйилган — 

лигига таяниб, 1— силжишли масала ечимини (22) формула 
куринишида, яъни

« (* .> )  = r j * '
2 m+2

х +--- (__>,) 2 (2,-1)
«2 + 2

+Г2Я '
L
х + ------ ( - у )  2 (2/-1)

т + 2

[/ ( !-/ ) ]  dt +

[ t ( \ - t ) ] ~ P dt (57)

куринишда кидирамиз, бу ерда i/(x) — (55) шартда берилган 

функция, г {х ) эса номаълум функция, у\ -  Г(20)/ Г 2 (f i )  , 
у2 = Г { 2 - 2 р ) 1 Г 2{\ -р )„

Номаълум г(х) функцияни шундай танлаймизки, (57) 
функция (56) шартни х.ам ^аноатлантирсин. Шу максадда 
м[#0(х )],  и [# ,(х )] ларни топамиз.

(57) формуладан (54) га асосан

иШ х)ЬУ \х '~ 2Р] № - t ) Y ~ \ { t ) d t - y ^ \ [ t { x - t ) ] pv(t)dl.
о о

и[_°\ ( * ) ]  = У\ О -  ХТ 2Р /[О - 0  ( '  - x ) Y  1 т (0  dt -

- f t ® - ' )  ( ' “ * ) ]  Р v(t)dt

94



келиб чи^ади, бу ерда у, = (2 -4/?)2̂  Ху2.
(53) белгилашлардан фойдаланиб, бу тенгликларни

и[в0( х ) ] =  п  1 ' {р )х  2р D0P хрх  r { x ) - y , r ( \ ~ P ) D t x  Pv(x\

и[9, (х ) ]  = Л Г ( 0 ) {  1 -  х ) ' - 2р D~f  (1 -  х )М  г (х ) -  (58)

- y 3r { \ - p ) D > i ' ( \ - x )  P v {x )

куринишда ёзиш мумкин.
(58) ни (56) чегаравий шартга куйиб ва ( )< / < ],

1 < г  < 0 учун уринли булган

Азх D (/x f ( x )  = £>', D j  / (x ) -  /(x),

D L  x,+r д ;, / (* )  = D ’7  X 1 f ( x ) ,  (59)

D'x\ (1 -  * V r D rx] f i x )  = (1 -  x f  D';/ (1 -  x )  f i x )  

тенгликларни инобатга олсак,

p (x )  г(х) = [ x (l -  x) ] 1 P d{x )  +

4 y4 (l -  x ) x~p a(x )  )  v{t ) (x -  t)~2p dt + (60)
о

+ у & x x~p b(x)  f v( t )  (t -  x ) ~p dt
X

/  ч -> О > X

тенглик келиб чи^ади, бу ерда у4 = (2 - 4/7)" /2Г(1 -  0) .
Берилган функцияларга куйилга н шартларга асосан 

ох ирги тенгликдан г(х) функцияни бир кийматли тотшш ва

у м и C[0,l]nC2(0,l) синфга тегишлигини курсатиш ^ийин эмас.
Демак, бу масаланинг ечими (57) формула билан 

топ и лар  экан, бу ерда г(х) —(60) тенглик билан аникланувчи 
ф ункция. (57) формула Коши масаласи ечимини ифодалагани 
на Коши масаласи коррект куй и л га н лиги учун 1 — силжишли 
м асала 5$ам корректдир.

2 —силжишли масала. Куйидаги шартларни к>аноат -  
лантирувчи и(х,у)  функция топилсин:
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1) и(х, у)е c ( n ) r \ C l( D K j A B ) n C 2(D),

j г/у(г,0) [ t ( l - ? )  \ pdt < 00; 
и

2) D сохада (52) тенгламани ^аноатлантиради;
3) D  с.о^а чегарасида

m(.v,0) = г(х), 0 < х < 1, (61)

а ( х )  D [0' p м[<?„(х)]  + h(x )  В\лр и[<9,(х)] +

+с (х ) uv (л',0) -  а (х ), (х,0 ) ь А В  (62)

шартларни ^аноатлангиради; бу ерда ft=m/(2m+4)\ т(х), 

с?(х), b (x ) ,  с (х ), d (х ) — берилган функциялар булиб,

г (х )е ф ,1 ]п С 3(0,1), 

а(х), b(x), c (x )eC [0 .l] п  С 2 (0,1), 

а2 (х )+ Ъ2 (х ) + с 2 (х ) ̂  0, л е [0,1 ].

Я{х)  =уъ Г  ( I -  р ) [ (\  -  х ) Р а ( х )  + х !'Ь ( х ) ]  -

— [х (1 - г )| ’ с (х ) *  0, х е [0,1]-

й?(х)е С 2 (0,l) функция х —̂  0 ва х - »  1 да 1 -/3 дан кичик 
тартибда чексизга иитилиши мумкин,

Бу масала ечимини ^ам (57) куфинишда ^идирамиз, бу 
ерда г(х) — (61) да берилган функция, v (x )  эса номаълум 
функция.

Номаълум v (x )  функцияни топиш ма^садида (57) ни (62) 
шартга куямиз. Бу ерда х,ам (58) ва (59) тенгликлардан 
фойдаланиб,

q ( x )  v(jc) = - [  x ( l - x ) ] /?J (x ) +

+Г\Г ( Р )  ( 1  Х У  и ( х ) °о~<2/'  Ф )  1 х * * Ь ( х )  D \ x2 P t ( x )

тенгликка эга буламиз.

(63)
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Берилган функцияларга к,уйилган шартларга асосан v(x )  
функция (63) тенгликдан бир к,ийматли топилади на масала 
шартида талаб этилган хоссаларга эга булади.

Бу масаланинг корректлиги хдм Коши масаласининг 
корректлигидан келиб чи^ади.

1— изо?$. 1—силжишли масалада р(х)ф 0 шарт му^имдир. 
Лкс хрлда, масала ечимга эга булиши учун берилган 
функциялар

[ х ( }~  x $ ~ pd{x)  =  - y $ - x f ' " p а{х)\ v ( t ) ( x - t )  2pd t -
о

-  уАjc' Pb(x)\v(t\t -  x )~ 'Pdl
X

тенгликни ^аноатлантириши зарур буларди. Агар шу шарт 

оажарилган булса, ихтиёрий v (x )e  C 2(0,l) функция олинганда 
х/.м (57) функция масаланинг ечими булади, яъни масала 
ечимининг ягоналиги бузилади.

Худди шу каби 2 —силжишли масалада д(х)ф О шарт 
масала коррект ^уйилган булиши учун мухимдир.

2 —изо^. Иккала масалада хам D  созуа чегарасининг 
оарча ^исми шартлар билан банд к,илинган. Хд^и^атан з̂ ам, 
(55) [(61)] шарт АВ да берилаётган булса, (х,0) с А В да 
оулганда, 0о( х ) е  AC,  0t( x ) e  ВС  булиб, (56) [(62)] шарт 
иомаълум функциянинг АС, ВС ва АВ  даги к,ийматлари 
орасидаги муносабатни ифодаламовда.

3 изо^. Бу масалалардан хусусий з^олда илгари 
урганилган масалалар келиб чик,ади. Х/^и^атан з̂ ам,

силжишли масалани к,арайлик:
а) агар а(х)  = b(x)  =  0 булса, (62) дан uv(x,0) =  d (x )  келиб 

ми^иб, у (61) билан бирга'Коши масаласини ташкил ^илади;
б) агар с(х) = b(x)  = 0 [с(х) = а(х )  = 0] булса, (62) дан

D^xfiu\e0{x)\ = d {x )  {  D';xpu [e x( x j ]  = d ( x )  } 

кедиб чик,ади. Бу тенгликнинг иккала томонига ! ) р.'1 [D px \ 

пператорни ^уллаб, и|#0(х)] = м| [м[^(дс)] = м|яг] ни топиш
мумкин. Буни (61) билан бирга олиб, Дарбу масаласига эга
(>уламиз.



^ iiL L W  n 1 2P , . ( v  n\ _ n 'i- ~ P , , (v  n\~l (fi4\^0)  *[_ o.v “ i/W; ^ai ' >

Хуади шу каби 1— силжишли масаладан с(х) = 6(х) = 0 
[с(х) = а(х)  = 0] да Коши —Гурса масаласи, а(х) = Ь(х) =  0 да 
Коши масаласи келиб чикади.

2. Асгейрссон принципи. Фараз килайлик, и (х ,у )  е

<'(/.>)• С'  ( I ) ,  АВ)  • ( ( D )  — функция (52) тенгламанинг 

ечими булсин, у х;олда (58) тенгликлар уринли. Уларга мос 

равишда D ]0~/ ва D xtP онераторларни татбик кцляб, сунгра 
з^осил булган тенгликларнинг биринчисидан иккинчисини 
айириб ва (59) тенгликлардан фойдаланиб,

х ^ / « [< 9 0(х )]- (1 -  х )"/ ) !Л ,  М (х)

1(2/1)

. Г ( Р )  \
тенгликка эга буламиз.

Бу тенглик (52) тенглама учун Асгейрссон принципи деб 
аталиб, (52) тенгламанинг ихтиёрий регуляр ечими учун 
уринлидир. Шу сабабли (52) тенглама учун D  сох,ада 
^уйилган ихтиёрий чегаравий масала (64) тенгликка зид 
булмагандашна коррект ^уйилган булиши мумкин.

4 изо^. Агар с(х) == 0. а(х )ф  -х^ . &(х)^ (1 ~ х ) р булса,
2 —масаладан Гурса масаласи келиб чщади. Хак-И^атан хам, 
бу шартлар бажарилганда (62) ва (64) икки номаълумли 
алгебраик тенгламалар системасини ташкил к;илиб, ундан
.. j п Г .. / \ О Т . / \Л
и 0х ва и хХ и[в] [х)\ бир ^ийматли тоиилади. Буларга

мос равишда D^~] ва D ^ x операторларни татби^ ^илсак, 

(л)| и ва и{вх(х)]--и\ m. лар бир ^ийматли тоиилиб,

2 —масала Гурса масаласига эквивалент эканлиги келиб 
чикади.

7—§. Типи ва тартиби бузиладиган тенгламалар

Типи ва тартиби бир чизикда бузиладиган тенглама — 
ларнинг содд,а вакили

! у  |т и „  - 1 у \ и w + а  и v = 0 (65)

т е н гл а м а д и р , б у  е р д а  m -c o n s t >  1, а  = const — п а р а м етр .



у  -  0 тутри  ч изи^да б у  тен гла м ан и н г ти пи  ^ам, та р ти би
1 л! узгаради.

У -  0 тугри чизи^нинг 40,0 ) Д(1,0) кесмаси ва (65) 
тенгламанинг у < О ярим текисликда ётувчи

_ пн I

АС (-> ’) 2 =0.

т+1

( У) - =1ВС ; г/ = х + -
т +1

х*Iрактерисгикалари билан чегараланган сохани D  билан 
оелгилайлик.

Характеристик Координаталарда (65) тенглама

и^ +  - и  ) = 0 (65’ )

куринишга келади, бу ерда Р  = (т -1 + 2 а )  ! (2т + 2).
1. а - { \ - т ) / 2  булган цол. Бунда (65’ ) тенглама 

" I/ = 0 куринишга келиб, унинг умумий ечими

и - /|(£) +/ 2(7) (66)

ем!'лик билан аииклднади, бу ерда /],/2 е С 2 —ихтиёрий 
функциялар.

Бундан фойдалациб курсатиш мумкинки,

н(.г.О) = т(х), 0<XS1; uy(x,0) = v,(jc), 0 < х < 1 (67)

Коши масаласига мос бир жинсли масала

(  _  т+1 N\ (  „  т+1 Л

м(х, у) / х + — - (-у ) 2 
т + 1

х - ( - V )
/72 + I

ну ерда / е С  — ихтиёрий функция, куринишдаги чсксиз 
к VII ечимга эга.

Демак, бу холда (65) тенглама учун Коши масаласи 
юррект ^уйилган змцС.

(65) тенгламани D c = D n ( y < - e ) сохада и(х,-е), 
iit(x, - с )  шартларни каноатлантирувчи ечимини тоиайлик, бу 

грда s > 0 етарлича кичик сон.



(66) формуладан фойдалаыиб тоииш мумкинки, бу 
масаланинг ечими

иЕ(х, у)  -  ^ и(х + со, -£■) + — и{х -  со,-гг) -

, с _

о
dt (68)

'/—с
- c o - s  2 } <— и[х + (1 -2/)®,/;] 

о 13?7
формула билан апи^анади, бу ерда

оГ/ \(w+l)/2 (ет+1)/2~1//
СО~ 2 ( ~ У  У  '  - в  /  (/77 Ч-1)

(68) дан куринадики, у =  О тутри чизикдд бошланкич 
шартларни бериш учун (67) даги иккинчи шарт урнига

1 - т

lim ( у)  2 и — v(x) , 0 < х < 1 
у-> о

шартни бериш керак. У з^олда, бу масаланинг ечими

„  Ш +1
и(х,у)  = ^ г х +  -

т +1
( -  > )  2

1
+ - г

9 т +1
( -  V )  2

-  я+1 I
— -г ( - 7 )  2 JV 
m + 1 о

т+1
х + (1 - 2/)----- ] ( - у )  2

т +1
dt

формула билан аникланади, бу ерда г(х ) G C[0,l]nC" (0,l)r 

v (x )e C (0 , l )  — берилган функциялар.
2. | (l -  т)/21 < а  < 1 булган з$ол. (65) тенглама учун D  

сохада
г/(х,0) = г (х ), 0 < х < 1;

(69)

1 im( - у ) " и . ,(х, у) -  v(x) ,  0 < х < 1
у >0

масалани ^арайлик.
Бунда 0 < Р  < 1 /2 булиб, 1 — параграфдан маълумки (65') 

тенгламанинг умумий ечими

и ) [ ' ( 1 - 0 ]  fidt + \ ^ ) [ t ( l - t ) f  'dt (70)
о о
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куринишга эга булади, бу ерда ср, ц/ е С —ихтиёрий 

<|)ункциялар, zx = ^ + {i) -  ■
Бу умумий ечимни (69) бошлангич шартларга буйсии — 

дириб ва х , у  узгарувчиларга ^айтсак, (65), (69) масала 
('чимини топамиз:

и (х .у )  --- ; I
Г \ Р )  о 

Г (2 -2/3)

т+1
v; — г( у )  2 (2/ I)

т +  I

(l - а)Г2 (l - (3)
\ -у )  \

т-\ 1

Х +  -
т + 1

(“  У) 2 (2/-1) [/(l-r)] Pdt,

ну ерда г (х )е  c [0 ,l]n  C 2(0 ,l) ,v (x )e  C 2(0 ,l) — берилган 
(функциялар.

3. -  т < а  < (1 -  т) / 2 булган ^ол. Бунда -  (l / 2) < ft < О 
пулиб, (65') тенгламанииг умумий ечими (36) формулага
асосан

и = (7 -  £ ) ' 2P\ W  -  О] fiV(z\)dt-

- 2 0 Q  + 2 P ) l [ t ( l - t ) f $ i x)d t -

+ Р ( п - 4 ) \ [ к  1 0 ]/?(i ~ Z t ) lf/\z\)dt 
0

2куринишга эга булади, бу ерда <̂>, ц/ e l  —ихтиёрий функ- 
циялар, z, = 4  + { r ? - 4 ) t .

Бу ердан х , у  узгарувчиларга ^айтсак, (65) тенглама - 
н инг умумий ечими

\\~2 р ,4 1 - - -Р
и ( х ,у )  =

/72 -Ь 1

-2/3(\ + 2 p ) ] [ t ( \ - t ) ] P v ( z 2)dt +

4 Р
т +1 ( - у ) 2 ш о - о Г о - 2* ) ^ ^ ) * #

О
О т+1

куринишга келади, бу ерда z2 = х -------- ( - у )  2 (1 - 2 1).
т +1
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Умумий ечимнинг бу куринишидан фойдаланиб курсатиш 
к.ийин эмаски, бу долда дам (65) тенглама учун

и{х,у)  =  т{х), 0<х<1 ;

1 = 0 < х < 1
у->о ду

масала коррект ^уйилган булади.
Бу масаланинг ечими

и(х,у)  =  - А _ ( -  у)'-а | [ / ( 1  -  t ) \ P v(z, )dt  
а  1 о

( “ у )  ’ 1 к О  1) ] /;0  - 2 / ) t ' ( z 2 )  dl
(m+ lXl + 2/?) о

формула билан аникдаиади, бу ерда г (х )  е С[0, l]n C '(0 .1); 

v(x)  е С 2 (0,1) — берилган функциялар,

*, = Г{2 + 2/?)/Г 2(1 + /?), к2 = Г {2 -2 / 3 )/ Г 2{\- (3 ).
4. or = I булган ^ол. Бунда /3 = 1/2 булиб, (65) [(65’ )] 

тенгламанинг умумий ечими, (7g) формулага асосан,
I -L

м(х,у) = Д/(1- 0 ]  2<p{z2)dt +

+ JUO-O] 2 In
о

1
m + 1

(- у )  2 /(1-7) y/{z2)dt (71)

куринишга эга.
Бундан куринадики, бу холда (65) тенглама учун 

и(х,у )
11ТП

V-•■>() /77+1

1п( у) 1

-- т(х) , о- г < 1;

lim (-j;)ln ‘
у  >0 ■

777+1
а

( - У )  2
а > -

и(х,у)~СО\ (х ,у )
/77+1

ln (-v ) -
масала коррект ^уйилган булади, бу ерда

= v{x), 0 < х < 1
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0>, (x .y )=  j [/(! /)] ‘ In 
я  О

Бу масаланинг ечими

и {х .у )  = ■

т + \ Л

т

л (от +1)
j|7(1-/)j 2 v (z 7)dt  +-

+ - ] [Г (1 -0 ]"21п
л ,

т+1 
9

т +1
(- у )  2 /(1-г)

формула билан аник,л а пади, бу ерда г(х) е С'[(), l] п  С2 (0,1J,

r(x) <= С (0,1) — берилган функциялар.
5. а  < -от булган хол. Юкоридаги бандларда биз 

от < а  <1 (-1 / 2 < Р  < 1/ 2) булганда (65) тенглама учун у -  0 
| >узилиш чизигида ^андай бошлаетич шартлар бериш (яъни 
|ушдай коррект масалалар ^уйиш) мумкинлигини ва бу 
масалалар ечимининг куринишини ани^ладик. (65) тенглама 
у ч у н  а  < - т  (яъни (65’) тенглама учун Р < - 1/2) булганда 
куйилиши мумкин булган коррект масалаларни аншушшда 
')йлер —Дарбу тенгламасининг хусусий ^оли булган (6.5') 
геиглама учун уринли булган

z ( p  - п . р  -  /7) -  i n  -  £ f n+X' 2(1 - - <P,P)
in :У : (72)

формуладан фойд аланамиз, бу ерда z (p ,p )  — (65') тенглама — 
пинг ечими, z ( p - n , p ~ n )  эса (65') тенгламада Р  параметр 
урнига Р ~ п  ^уйилган тенгламанинг ечими.

Бу формулани [(1 -о т )/2] < а  < 1 ва а  = 1 да (65) [(65 ')J 
п'нгламанинг умумий ечимини ашиуювчи (70), (71) 
формулаларга ^уллаб, унинг а < - т  (/? < — 1 /2) булгандаги 
умумий ечими учун формулалар топамиз.

I | \
a) - n (m + \ )—m < a < \ - n { n i  + \ ) ----- п < Р <  —  и булган

V 2 2 )

\<>л. Бунда а  параметрни а  = (от + 1)̂ ;/+ ^ - « j  —от куринишда

го:



ёзиш мумкин, бу ерда «  = 0,1,2,....

Умумий ечим куриниши куйидагича булади [3, 41]:

и{х ,у )=  +
к =0 +1) у

(m  + 1 )  о
(73)

бу ерда

-  / ч - ' Uа д ^  = 2 ~ с п-+| / ’O ' +  Jfc +  l )  ГТ'(2/ + 2 / -2 / 7 -1 )
/,-=0

. к = 1,2,....

П ' = 1. агаР к = 0 булса; С*+1 -  [(гс + l ) !]/[(« +1 -  к)  ! к !],

F ( x ) e  С 2п' 4. ф ( х ) е С 2 — ихтиёрий функциялар.
Умумий ечимнинг (73) формуласидан келиб чи^адики, 

бу ^олда (65) тенгламанинг

г;(х,О) = г(х), 0 < х < 1;

3
lim ( -  у)а — [и (х ,у ) - ео2{х,у) ] = v(x), 0 < х < 1

у-»-о ' ду

шартларни ^аноатлантирувчи ечимини топиш ^а^идаги 
масала коррект ^уйилган булади, бу ерда

0 h ix ,y )=  ^ P k( n , y ) Y ) - ^ r \ № - O V yF ( U \ z 2)dt. 
к-о ( т +1) о

б) а  — - т  -  п{т + 1). Бунда умумий ечим куриниши 
куйидагича булади:

H(x,>;) = x0( - v ) (" ‘ 1'<",fl,J [/ ( ! - / )  ]''+1"  Ф { г г ) Л  +

+х' (-у )(л+,)(вм1) j [/(1 -/) Y " 1 In
i w+1

- — (-у ) 2 t {Y4)  
т+ 1

I * ™ \ z 2)dt +

/1+,
^ x k( - y r ^ \ \ t ( \ - t ) r V 2 F W { z 2)dt,

к-0 о
(74)
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бу ерда

ж0 = (да + 1)Г2("+,), л-' = 2^п+'\т + l)_2 "̂+l)[(2n +1)!!] 1,

x t -- ( - 1 )-* ( " - * Ж « - |-1 )“ -2а  1 к _ 0>1 ^

Г{к + 2
23я+У + 1 )  2(f,+') ' » 1 1_

Х"+1_ (2/7 + 1)!! м2/- Г

Умумий ечимнинг (74) формуласидан келиб чик,адики, 
бу холда бошланкич масала коррект куйилгаи булиши учун

и (х,0) = г (л ). 0<х<1;

lim (-v ) (и+1)" ^ [ Ц х . у ) - ^  (*,>>)] = у (х ), 0 < х <1
у- > 0 с у L J

шартлар берилиши зарур, бу ерда
и+1 ____ i_ J +h2

{х- У ) = 1 .  хк {~У )  j[/,(1-/)] f i2k)(z2)dt + 
ы  о О

+ лг, ( - ^ я+,Х"+,))[/(1-/)] In 
о

F (2n+2)(z2)dt.

Агар r ( i )e C [0 , l ]n C 2"+4(0,l), к(х) е C 2(0,l) булса, а) ва б) 
х.олда ^уйилган масалалар ягона ечимга эга, уларнинг 
ечимлари мос равишда (73) ва (74) фомулалар билан 
мниклаиади, бу ерда

а) долда

л Г(2/  + 2) , , (w + l)1 2r+2” r (2 ^ -2 / -f 2) ( ч
П х )  =  -  У  J  П 4  ф ( х )  =  -------------- /  “  л  и  ,  \  '  V е ) :/ (/  +1) (а -1 )у ~ (л  + 1 -/ )

б) х,олда

г г  л ( - 1) " ' 6 / ч . (т  + 1)2"+' (2 « + 2)! , ч
F (x ) = -  - т{х), Ф (х )  = - ---- v - v r ------- - v(x).

«!л - (п + \ )Г2 (п + 3/2)
6. а  > 1 булган з$ол. Юкоридаги бандларда биз а  < 1 

булганда (65) тенгламанинг умумий ечими ва унга к;уйи — 
ладиган коррект масалаларни ани^ладик. Бевосита тек — 
шириб куриш мумкинки, а  Ф 1 булганда (65) тенглама 
(‘чимлари учун
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М ч 1 ’) , i  ,,
' .У) и  (75)

тенглик уринли, бу ерда . ^2_а'
v̂- ,Л /асп ™ 'П*,У) -  (65) тенгламанинг ечими,

и2 -А Х’ У) ЭСА (65) т е НГДаМй -> ' ’
тенгламанинг ечими. (75  ̂ ^  #  урнига 2 -  а  цуйилгандаги
тенгламанинг умумий eiJ. куринадики, а  < 1 даги (65) 
коррект масалалар ёрдами ва бу тенгламага ^уйилган 
формуласи ва коррект Маса^ а >  ̂ булгандаги умумий ечимJ ^ j У Г"П J J * -•

Шунинг учун 5 — д ^арни ани^лат мумкин экан. 
айтишимиз мумкинки, а  > /1дАаги натижаларга асосланиб

\о-1 АдН т (- .у )°  \ (  .
-v^ ( V , * )  = r(x), 0<х<1 ;

lim ( ~ y f ~ a ~ [ ( ~ > ’)агЧй(
%  M ~ ^ ( x , y ) ] - v ' ( x ) ,  0 < х < 1

м асала  к о р р ек т  ^ уй и лган  g '-

ёрдам и да  &>2(х , у )  к аби  а н и * 14,11, ^  ерда а Л х ' У )  ~~ ( 2 ~ а )viâНувчи функция.
8-§. Сингуляр КоэгК^

'H tРИциентли тенгламалар
D  ор^али у <0 ярим То

^Чсликнинг /1(0,0)5(1,0) кесма ва

+ - °  =0 (76)/ 41 —М2 / ̂  Л'тенгламанинг 1- у ) “ У

А С : ^ х .  2 — 2
(- v )  2 = 0,

Ъ + 2 (77)

ВС : П -  х + 2 ^  2
--- ( у ) 2 =1

характеристикалари билан >п + 2
лайлик. '1(?гараланган со^асини белги —

у -  0 тутри чизи^ р  
бузилиш чизиги булишда^ Тенглама учун параболик 

коэффициентлари чексизга ^ ^ 1"^аРи wx> и\ ^осилаларнинг 
булса, (76) тенглама учун (2л\ИданУвчи чизиждир. Лгар а 0 *- 0 
^олаверса, (76) тенглама^ц Троттер шарти бажарилмайди. 
купайтирсак, типи ва тар'Г1)̂ 1,г иккала томонини у га

11 бузиладиган тенглама з^осил
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булади. Ш у сабабли (76) тенглама учун коррект масалалар 
к.уйишда аг0, Д, параметрлар му^им ролр уйнайди. Одатда бу 
тенглама урганилаётганда параметрларга

- 2  <т ,  \а0 < (т  + 2)/2, - ( т /2)< До < 1 (78)

шартлар ^уйилади.
Пундан ташкари, бу тенглама ечими учун

м/?0 (х ,у )  = ( -  у Т Рп и2-л  fo ? ) i79)

тенглик уринли, бу ерда (76) тенгламанинг, и2 .р эса 

(76) да р 0 параметр 2 -  /?() га алмашгандаги тенгламанинг 

'"тм и . Бундан куринадики, агар (76) тенгламанинг />0 < 1 
даги ечими топилган булса, (79) тенглик ор^али унинг 
//„ > 1 д а т  ечимини топиш мумкин.

(76) тенглама учун коррект ^уйилган масалаларни 
ани^лаш ма^садида (77) характеристик координаталарга 
утамиз. Унда (76) тенглама

Р  а
Ur н------ „

t - n  * 4 - П  и
куринишга келади, бу ерда

а  =  т ± г ( Р „ + а а ) '  „  +  2 ( Д - « „ )  ( 8 ] )

2 (т + 2) 2 (т + 2)

(80) — Эйлер —Дарбу тенгламаси булиб, а , р  ларнинг 
турли кийматларида унинг умумий ечим формуласи тур — 
личадир. а  ва р  лар а 0 ва ро ларга боглик равишда узгар —

гани учун, уларни <XqOP0 текислигида таджик, ^илайлик.
О < а,  Р  < 1 булишини талаб ^илайлик. (81) дан фойда — 

\аниб курсатиш мумкинки, бунинг учун аа ва ро параметр —
'ар

>п т „
~ 7 < А ) - « о <-9 +2

Z (82) 
т т _

-  2- < ^ о + « о  < 2  +
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тенгсизликлар системасини кдноатлантириши керак. а 0О р 0 
параметрлар текислигида (82) тенгсизликлар системасининг 
ечимлар туилами

K F  • Д) ~ а о — 2 + , F M  : Д, + а 0 = 2 + ,

Щ ffl
M E : /?0 - а 0 = -  ---, КЕ  : Д, + а 0 = - ~

ту три чизиклар билан чегараланган K E M F  туртбурчакдан 
иборат.

\

\
у

/
/

ft
/

/
\

N
\

к 1

/

— ... ....
/ \ ч\

\ 0 /
/ А К

\
/ ... \

\ //
(е

\ а0

15-чизма

Демак, (а0, р 0)  ну^та KEMF  туртбурчакда ётса, 0 < а ,  
Р  < 1 булади. Бундай тапщари, агар бу нукта:

а) А КЕМ  да булса, Д, <1, а  + Р  < 1;

б) K E kj \Е\ да булса, /?0 с 1. а  = 0, а  + Р <  1;

в) M E  да булса, /?0 < 1. /? ~ 0, а  + Р  < 1;

г) /СМ да булса, /?0 =1, ог + /? = 1;

д) A K F M  да булса, Д> > 1, «  + Д>1;

е) K F ' u { f 1'} да булса, р 0 > 1, р  = 1, cr + Р  > 1; 

ф) M F  да булса, P Q>\, or = 1, а  + Р > \ .
муносабатлар уринли булади.

Ю^оридагилардан ва (80) тенгламанинг умумий ечим 
формулаларидан (1 — § га к,аранг) фойдаланиб, (76) тенг — 
ламанинг умумий ечимини ва унга куйиладиган коррект 
масалаларни топиш мумкин.



1. (or0,/?0) e A K E M u K E 'u M E < u { e } ,  яъни Д,<1 булси н . 
Бунда умумий ечим к,уйидаги куринишга эга:
а) (аг0,Д0)е  Л К Е М , яъни 0<а,/?<1, 0 < а  + /3<\ булса,

u{x,y)=\(p(z)tp '(l-t)a~xdt + 
о

+ (->•)' PnW { z ) r a {\ - t Y fidt; (83,)
о

б ) {а О’ Р(>)е К Е , яъни а  = 0, 0< < Д, <1 булса,

и(х,у) = <р(т]) + ( -  у)'"770 j (l -  t)~Pi//(z)dt: (832)
о

в) (а0, Д0)е  M E , яъни Д -  0,0 < а < 1, - - у  < Д0 <1 булса,

w(*,y) = <?(£) + ( -  y)Wi° j Г ау/{z )d t ; (833)
о

г) (аг0, До ) = Е , яъни а  = Д = 0. Д0 = -  — булса,

и -  + <?(/?) + ( -  у)1 /io J y/{z)dt, (834)
о

бу ерда f ) ( i ) ,y / (i )e C 2 — ихтиёрий функциялар,

г = .т+ - —  ( -  г)('” ‘ 2) 2(2/ -1). 
т + 2

Умумий ечимнинг (83) формулаларидан куринадики, бу 
х„| ).лда (76) тенглама учун бошлангич шартлар 

и(х ,0 )  = г (х ), 0<х<1;

lim{- у )Ро «  (x ,y ) = v(.v), 0 < х <  1
у - »0

куринишда берилган масала коррект ^уйилгап булади.

Агар r (x )eC [0 j]n C 2(0,l), v(x )eC2(0,l) булса, бу масала — 
иинг ечими (83) формулалар билан берилади, бунда

а) ^олда

*х)- Ш ) т т{Л
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б) з̂ олда

(р(х) = т(х), tи ( л ) -  (1 -  /?Х/?0 -  I) ' v(x);
в) ^олда

<р(х) -  т(х), i//(x)= (1 - а\р0 -  l)  1 v(x); 
г) холда

(р{х) = 2 г(х), у/{х) = -[2 /(да + 2)jv’(.t).

2 (а{),/Зп)е К М , я ъ н и  Д. булсин.
Бунда умумий ечим ку й идаги куринишга эга:

((.V , v) — j  y/{z)t 'сЛ +

+ М г ) /-“ ( i - г г 1 in ( -у )
n да + 2

dt. (84)

бу ерда хам г - х  + - - -- ( -  у / " '42 " ( i t  - l ) .
(да + 2)

(84) дан келиб чи^адики, бу ^олда (76) тенгламага 
^уйиладиган бошлангич масала коррект булиши учун

Нт  _  = г(х), О < л- < 1;
v- >0 1п( у / "

lim ( y ) ln 2 [(- y f m+2'>' ”’ ]■
V >0

м (х ,у ) -й>|(х ,у )

ln (-y )(” +2>/2“
= v(x), 0 < x < 1

куринишдаги шартлар берилиши зарур, бу ерда

(О I (х,у):
1 
1

л  о
/( L ~ i) ( _ >.)('"+2)/2
тл - 2

dt.

Агар г ( х )е ф ,1 ]п С 2(0,1), v(x)e C 2(0,l) булса, бу 
масаланинг ечими (84) формула билан ани!у\анади ва 
бунда

/ ч sin ал- , \ 
<р(х) = — г(х), 

л
, ч 2 sin ал  / \ 

у/(х) v(x).
7г(да + 2)

по



3. {a,j,/30) < = A K F M u K F u M F ^ j { F } ,  яъни  Д} >\ булсин. 
Бунда а + Р >  1 булиб, (79) тенгликдан ва 1—банддаги 

м удода залар дан фойдаланиб, (76) тенгламанинг умумий 
гчими ва унга ^уйиладиган коррект масалаларни тониш 
мумкин. Бун и н гучун

_ т  + 2(2  -  р0 + o!q ) _  т  + 2(2  -  Р0 -  а0)

2(т + 2)  ' /<! "2( «  + 2)

| к'лх илашларни киритайлик.
Курсатиш ^ийин эмаски, бу долда 0 <ar  Р, <1 ва 

О - а ,+ р , <1. Буларни ва (79) тенгликни инобатга олиб, 
умумий ечимни топамиз:

а) (а0, Pq) е A K FM , яъни  0<а,,Д<1, 0<а ,+Д  <1 булса,

u(x,v ) = ( i f  ! \<p(z) /д “’ (1 - i ) arA dt +
О

+ \ ijy {z ) ra'( \ - t )  P ldf, (85,)
О

б) (a0r,/30)e  K F , яъни  ax = 0, О сД <1 булса,

и(х. j  ) -  ( у ) ! Л  ^(77) + {(1 -t)~ Px y/{z)dt\ (852)
о

в) (а0, Д0) е M F , яъни  Д, = 0, 0 < <аг, < ] булса,

м(х,.у) = ( -  _у)^А’ </?(£)+ \ Г " ] y/(z)dt; (853)
и

г) (а0,Р 0)~  F ,  яъни - Д ,  — О, Р0 = 2 + — булса,

и{х,у) = ( y f ' Pa[(p{£)+(p(Ti)]+ Ы - М -  (854)
о

"У ерда дам z, 4, Л билан 1 — банддаги ифодалар белгиланган,

•’(л), i//(x) <= С2 — ихтиёрий функциялар.
Умумий ечимнинг (85) формулаларидан келиб 

’мн^адики, бу долда (76) тенгламага ^уйиладиган ботплангич 
масала коррект булиши учун

lim ( у)Рп~] и(х,у) -  т(х), О < х  < 1;

i l l



l im ( -y )2 Po —  ( - y )th l u(x,y)-a>^(x,y)]=v(x), 0 < x < l  
v~>o ay

куринишдаги шартлар берилиши керак, бу ерда

. 7’Ц + А )  [ T(z) t Р> (1 _ {у  л dt, а)
Г { Щ  ) Г ( Р \ )  о

ф ), б> * олда; 

Не), в) х.олда;

’ [г(с) < ф ) 1  г) ^олда.

Агар r(x )e C [0 ,l]n C 2(0,l), v(x)eC2(0,l) булса, бу масаланинг 
ечими (85) формулалар билан берилади, бу ерда

а) ^олда

д М = r (‘* i+ f l )  ГМ  г (2 « г  Д М ?)....■
Г(а,)/’(А) (1 -Д ,)Д 1-а ,)П 1-А )'

б) з̂ олда
<р(х) = г(х), <//(х) = (1 -  Д, )(1 -  До )-1 v (x);

в) ^олда

<2>(х) = г(х), ц/ (х) = (1 -  а, )(1 -  До Г 1 v'(л') ;
г) ^олда

<р(х) = \ Г(х), 1//(х) =  - - v(x).
2 т  + 2

9 -§ . И кки та  б узилиш  ч и зи гш а  эга булган  
тенгламалар

хОу текислигида ^уйидаги тенгламани ^арайлик:

\ \т  I I ”  А  / А
• \У\ ихх -  М  иуу =  т ,п Ф  0 .

х  = 0 ва у =  0 тутри чизик,ларда бу тенглама параболик 
бузилади. Тенгламанинг бузилиш характери т  ва п курсат — 
кичларга боглшууир. Ш унинг учун (т . п) курсаткичлар жуф — 
тининг турли ^ийматларида текисликнинг турли чоракларида 
бу тенгламага коррект ^уйилган масалалар турлича баён 
к,илинади. Биз бу ерда тенгламани хОу текисликнинг
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гуртинчи чорагида караймиз ва куиидаги тур т долга тухга  — 
л«1миз: т  = п>  0; ~~[<т = п < 0 ;  т >  0, п>  0, т ^ п ;  —\ < т < 0 ,

I ■: п < 0, т  г  п .
Демак, бу параграфда {(х ,у ): у  < 0, х  > 0} содада

{ - У ) " 'и.хх -  X" Uvy = 0 (86)

тенгламани урганамиз.
1. т = п >  0 булган дол.
Бунда (86) тенглама

т+2 т+2 т+2 т  1 2

4 - х  2 - ( - . у )  2 , г / ~ х  2 + ( - у )  2 (87)

куринишдаги иккита характеристикалар оиласига эга булиб, 
г 0 турри чизш$ бу характеристикаларнинг ^айтиш ну^та — 
лари тупламидан иборат булади,

(87) характеристик координаталарда (86) тенглама

и* + (и + u s )~ Р  -  (и -  и( ) -  0 (88)
г] + 4 л -  4

куринишга эга булади, бу ерда р = т / ( 2 т  + 4), булиб,

Р < М2. Бу тенглама 
ида Эйлер—Дарбунинг

(>• Р < \ ! 2. Бу тенглама t = д 2, s = r j2 алмаштириш натижа-

и . + —- \v —и  ̂= О ГR9'i1 s i . V / л / V >s -/
Т'-мгламасига келади. 1 — § дан маълумки, (89) тенгламанинг 
умумий ечими ^уйидаги куринишга эга:

\1-2/? г Г , , /  Л - 1 -  /3/1' = (л — /) " j ^ [ / + ( s - / ) z ] z ~ ^ ( l - z )  t/z +
о

+}v/[/ ' (.s - / ) z ] z ^ 1( l - r ) /M^ ,  (90)

ну ерда (р{х\цг{х)&С2 — ихтиёрий функциялар.
Бу ердан л, у  узгарувчиларга дайтиб, (86) тенгламанинг 

умумий ечимини тоиамиз:



и(х,у) = ~4 1 2,1xy\(p{z]) z  P ( l - z )  P dz +
0

+ \y/(zx) z p- 1( l - z  )pAdz,
0

m * 2
z, = хян2 + ( - j )m"2 + 2(-xy) 2 (2z - l ) .

Умумий ечимнинг бу формуласи ёрдамида (86) тенгламанинг

и(х.О) = г(х), иу(х,0)= v(x) (91)

шартларни î a ноатла нтирувчи ечимини топиш ха ̂ ида г и 
масала (Коши масаласи) коррект куйилганлитига ишонч 
^осил ^илиш ^ийин эмас.

Агар г(х) е <' [х,, х2 ] п  С2 (г ,, х2), v(x)eC2(x,,x2), х, < х 2 
булса, бу масаланинг ечими

j ( 1 ^

u (x ,y )= y ]j t _  m+2 zp-\ \ -zY ~ Xd z-
0 \

1 (  1 \

— y2xy\z,  m + 2 V  z , m + 2 z  ^  ( l  —  z) P dz
0

V У

формула билан ани 1у\аниб, у D  = {(х, у ) : х, < £ < ?/ < х2} 
со^анинг ёпигида узлуксиз ва D сох,ада икки марта узлуксиз 
^осилаларга эга булган функцияни аниклайди, бу ерда

7\ = Г (2 р )/ Г 2{р). у2 = Г ( 2 -2 / ? ) / Г 2(1 - Р).
2. — 1 < т  = п < 0 булган ^ол.
Бунда (86) тенглама (87) куринишдаги иккита 

характерис.тикалар оиласига эга булиб, у  — О тугри чизи^ бу 
характеристикаларнинг уриниш мизиги, яъни узи х,ам (86) 
тенглама учун характеристика булади. Бу ерда ^ам 1— 
банддаги алмаштиришлар натижасида (86) тенглама (89) 
куринишга келади. Бу ^олда — (l/2)< /?<0 булиб, тенглама — 
нинг умумий ечими (3—§га царанг)

и =  (5 - / ) '  j<p[t + (л-- t ) z  ] z  ^ ( 1 - z )  Р d z -  
о

! 14



-2/?(l f  2/?)jVj[? + ( s - / ) z ]  z^ ( l- z )^ < &  +
' 0

+ f l( s  '[/ + (s - f ) z ]  z^ (l -  z f  (\ -2 z)d z
0

формула билан ани^анади.
Охиригида х ,у  узгарувчиларга ^айтиб, (86) тенглама 

учун -1 < т  -  п < 0 булгандаги умумий ечимни тонамиз:

и{х,у) xy\(p{z^)z~^{\- z ) ^d t -
0

-  2/?(l + 2 /? )f I//(z, )z/? (l -  z f  dz +
о

m+2 |

+ 4/?(-xy) 2 |^/'(z,) z ^ ( l- z )^ ( l -  2z) (7z,

m+2

fiy ерда ^ам z, = x и+2+ ( - }’) m+2+2(-xy) 2 (2 z - l) .
Бу формуладан келиб чик,адики, (86) тенгламанинг (91) 

шартларни ^.аноатлантирувчи ечими
, (  1 Л

Ф , у ) = Г з \ 7 т+2
С1

,Р (1 -  z f d z  -

J L
1 + 2/3Ч - х у )  2 \ r

+У4ХУ\ т + 2

(
7 т + 2

7т + 2

' ( l - z f ( l - 2 z ) d z  +

( l - z )  dz

куринишга эга, бу ерда уъ -  Г (2  + 2/?)/ / ’2(l + /?), 

ул -  Г ( 2 - 2 / 3 ) / Г 2(\ -/3). Агар г(х )< С[х,.х2 ] п  С 3 (х,,х 7), 

г(х)е С 2(х|,х2), Х[ < х 2 булса, бу ечим £> = {(х ,у): 
у, <^<? 7 < х 2} со^анинг ёпигада узлуксиз ва D  да икки  
марта узлуксиз хосилаларга эга булган функциями 
нфодалайди.
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3. т  > 0 , п > 0 , т  Ф п булган >>ол.
Бунда (86) тенглама

4 = - х ч -  — ( - у ) р, !] 1 v ' • ' ( у )1' . (92) 
Я Р  Ч Р

бу ерда 2р = т  + 2, 2q = n + 2, куринишдаги икки характерна — 
тикалар оиласига эга булиб, у = 0 тутри чизиь; бу харак — 
теристикаларнинг ^айтига ну^талари тупламидан иборат 
булади.

I)  оркали у = 0 тугри чизик во (86) тенгламанинг 
АС : с ■- 0 ВС  : t] = h характеристикалари билан чегараланган 

со^ани белгилайлик, бу ерда h - q l lq.

Коши масаласи: (8 6 ) тенгламанинг C(D)nC\lXjAH)r\ 

r ( ' : (D) синфга тегишли ва

и(х,0) = г  (У), 0 < х < И: иу(.г.0) - v(x). 0 < х < h (93) 
шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 

г  (х)еС[0,А] г\С (О,/;), v(x) е С2(О,h) — берилган функциялар.
Масала коррект ^уиилганлигини исботлаш мак>садида

(92) характеристик координаталарга утамиз. Унда (86) 
тенглама ва (93) шартлар мос равишда

и?п + - а+-(и( +и^)+--Р~{и { -и,)=-- 0, (86')

lim  u ( g , i ] )  = r\\qc, )' iq\. 0 < д < /?,

lim I
п- (T} - £ Y ’i (ue ~ u; )  = v (я4 ) '1ч\  0 <д < h

куринишга келади, D со^а эса D '~  {(4,tj): 0 < д < г] < h}

учбурчакка утади, бу ерда а  = — —— , р  = —— - .
2п + 4 2 т  + 4 

(86 ') тенглама учун Риман функцияси куйидати 
куринишга эга [7, 13]:



_  ( g - # o ) ( ? 7 - 7 o )

(7 + £)07o+£o)’ >2 (»7 -^ )(% -# o ) ’

r f  я  , ei ,  -  ( « Ш / а ’М / п ,  ,F 0 a ,p ,a  ,p  ,y,x\y) = I ------ ^ — — — - * / .
U=1 (/ Л+j  l - J ■

(86') тенглама ва Dc ~ D '  г\(т] -  ̂  > s )  (s > O) co^ara 
Риман усулини куллаб, (93) шартлар ва

л ,  о ,  \  г{\-гр)( ,
, , )  Z  ( Г 7 )  ; О

f  Т Лx f  | p , p - i , 2 P \ -
v '2 У

^ - 1) у  (а), ( 1 - я ) ,

г ! ( / » > 5  (/>), ■ 1•/!

X F  \ - p , \ - p - i , 2 - 2 p \
1

2 У

тенгликдан фойдаланиб, £ - > 0  да лимитга утсак, (86'), (93') 
масала ечимини ашиуювчи формула келиб чи^ади [7, 25]:

и (4,7) = у5.2" { -----f )  х1рТ' } 1\ ^ -е F(a,\-a,P;z0)dt +
Ч * + 4 Т  ( * - ' ) ' М )

+/й j
t \ 0 ) - F ( u , \ - a , \ - P ; z 0)dz,

e {ч  + £)° { ч - t f  { t - t f
бу ерда

ri( f)= *[(? 0 1/,L  vi(0 =  v[(^/)1/v], Z 0  » [ ( )7 -rX < -^ )]N 7  + #)]~\

Гз = Г ( 2 Д ) / Г 2(/?), Гб
Г

2 vpJ
Г ( ] - 2/? )/Г2(1-/?).

Охирги формулада х,_у узгарувчиларга ^айтиб, (86),
(93) масаланинг ечимига эга буламиз:

f , \~а ! 
Чи (£ ’П) = Г5 - x q j z f r  {qzxf 4 [ z ( l - z ) ]

Я

л Р ’

( F ( a , l - a , 0 ; z 2) d z -
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-Гб - *
Ч J

—{-у У 
VP

1 2/i

о L

xF(a ,\  - a , l  -  f3\z-,)dz.

Ф -  --)[

(94)

бу ерда
1

- А" + ( v)p(2z -  I ), .7. .•/( - г) '' z(1 ■ г)  / р 2 г,
9 р

Бу ечимнинг ягоналиги уни келтириб чи^ариш жараё — 
нидан келиб ч и кади.

4. — 1 < т  <  0, — 1 < п. <  0, т  Ф п булган хол.
Бу ^олда з̂ ам (86) тенглама (92) куринишдаги икки 

характеристикалар оиласига зга булиб, у -  0 тугри чизик бу 
характеристнкаларнинг урнниш иу^талари туплами, яъни 
(86) тенгламанинг характеристикаси булади. Коши масаласи 
бу з̂ олда з̂ ам З — бандадги каби баён ^илинади. Унинг 
ечимини топиш ма^садида (92) характеристик координата — 
ларга утсак, (86) тенглама (86 ') куринишни олади, аммо бу 
ерда — (1 / 2) < а, /? < 0. Бу ерда ^ам Риман усули кулланса 
[22], (86’), (93') масаланинг ечими учун ^уйндаги формула 
келиб чи^ади:

-  J H \(b-?l-t) T\{t)d t+ \ H 2(%.Ti,t) г \(l)dt-\

+ f H 3(q .T ] j)  v, (/) dt.

бу ерда 

H y(4 ,T j,t) = r 1S ( ; , r j , t ) 2 + 4/ ? - “ (// '! )

dzn i t j

112 (4, T ] j)  = - Yi {r/ +  4 -  2 t)S (4 ,n j) F (a .\ -a ,P \  z {)) ,

H A h -n d )-~ Y (X  [ч+ 4) “ ,a(n i)  \ t~ 4 )  pF{a .\ -a ,\ -P \ z0). 

/’( i f  2/?) [ 2/ f



х ,у  узгарувчиларга кдйтиб, (86) тенглама учун К о ти  
масаласининг ечимига эга буламиз:

' ( '• у) j  (x,y,z) т\ (tyr,)' 4 J dz +
(95)

’. .с ) : ' (</-,) 91 dz+ \нз(х,у,2) v\(gz])Uq\dz,
o L  J  о L . I

<>У ерда

H ](x ,v . :)  = y7 j V J  z“ [ r ( l  z) f  x

F (a ,  1 ~a,/J,z2) ■>: j | 2 + 4/? + ~-~{-y)P (2z - 1)

n-I
!  ̂ / ч/>

-  l- .v r
P

dz2 r  
dz dz,

/•’( « Л -o r,/7 ;z ,) ;

//2(x. i . . - ) - y - , ( 2  - 4 z )  ‘ - - x "  |
P I -7 J

H ,{x ,y ,z)= -rJ l - x 4
\ О

у а 1
уУ

/
\ У г

. р

-2/?

zf[z( 1-2)] ^ (а Л -а ,!-  # 2 ,)

Агар r(x) с ( [(j. /?] г . С ’ (0, /?). v ( i)e C ' (O i) булса, (95)

функция D  да ани^ланган, узлуксиз ва D сохада икки марта 
узлуксиз ^осилаларга эга булиб, (86) тенгламани ва (93)
11 iap j ларни кдноатлантиради.

10—§. Экстремум принципи

Гиперболик типдаги тенгламалар учун экстремум 
принципи аралаш типдаги тенгламалар учун чегаравий 
масалаларни текширитпда кенг фойдаланилади. Ш унинг учун 
и\ ндай принципларни урганиш му^им а^амиятга эга.

Фараз к.илайлик, D  сохада гиперболик типдаги тенглама 
учун бирор экстремум принципи баён ^илинган булсин. Агар
пунда тенглама ечимининг D  даги ёки D  га ^арашли бирор
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нуктанинг киска атрофидаги экстремуми хаки да фикр 
юритилаётган булса, бу принципни мос равишда мутлак, 
экстремум принципи [40] ёки локал экстремум принципи 
[1,6,26] дейилади.

I. Мутлак, экстремум принципи.
1. Тор тебраниш тенгламаси учун экстремум 

принципи.

ихх -  иуу = 0 (96)
тенгламани у  = (J тугри чизикнинг А (0,0) Щ 1,0) кесмаси ва 
А С :х + у  = О, ВС :х  -  у  ~\ характеристикалар билан чегара — 
ланган Dx соз̂ ада к.арайлпк.

Экстремум принципи. (96) тенгламанинг АС (ВС ) да 

нолга тенг булган и е С| D\ j  регуляр ечими узининг Di даги

эктремал к,ийматларини А В  кесмада ^абул к,илади .
Агар бу функциянинг эктремал к иймати (хо,0)е А В  

ну^тада эришилган булса,

lim uv( x ,y ) -  0 (97)
х-х0 - 
у->0

тенглик уринли булади.
Исбот: Маълумки (96) тенгламанинг умумий ечими

« ( * ,  У) =  /  ( *  + у) +  Л  С* - >’)

куринишга эга, бу ерда f x, f 2 еС 2 —ихтиёрий функциялар.
Бу формуладан фойдаланиб курсатиш к.ийин эмаски,
(96) тенгламанинг АС да нолга тенг булган регуляр ечими

и(х,у) = т(х + у) (98)

куринишга эга, бу ерда г(/)е С[0,1]п С2 (0,l) —ихтиёрий 
функция булиб, г (0) = 0 .

(98) дан куринадики, бу функция х  + у  = const чизикнинг 
барча ну^таларида (жумладан, у  = 0 тугри чизи^ билан 
кесишиш ну^тасида х ам) бир хил ^иймат кабул ^илади. 
Демак, и(х,у) функциянинг Ь\ со^ада ^абул ^иладиган ^ар

бир ^иймати, жумладан, экегремал ^иймати з̂ ам, АВ  кесмада 
1̂ абул ^илинади.
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Фараз ^илайлик, (х0,0) е А В  н ук/гада экстремал ^иймат 
Кабул ^илинган булсин. У  ^олда, (98) га асосан,

lim и (х, у)  = lim г' (х + у) -  т '(хи ) (99)
*=л0 ■ ’ *=*0 
у—►() v—>0

тенглик }финли.
Иккинчи томондан, г(х ) функция АВ  да ани^ланган, 

узлуксиз ва C2(0,l) синфга тегишли функция булиб, х = х0 

пук.тада экстремумга эришади ва шунинг учун г '( х 0) - 0 . 
Ьуни эътиборга олсак, (99) дан (97) келиб чи^ади.

Тенглама ечими ВС  да нолга тенг булганда х;ам 
экстремум принципи шундай исботланади.

2. Тр и ко м и  тенгламаси учун экстремум принц ипи.

УЫхх+ иуу = 0 Cv<0) (100)

тенгламани х узининг А(0,0)В(1,0) кесмаси ва
т ' 3 3

АС : с = х -  “ ( - у ) 2 = 0 , ВС : i j  = х 4 - - ( - у ) 2 -= 1

характеристикалар билан чегараланган D2 со^ада к,арайлик.

Экстремум принципи. (100) тенгламанинг АС (ВС') да

полга тенг булган меС(Ог) регуляр ечими узининг D j  даги
жстремал к,ийматини АВ  да кабул ^илади.

Агар и функциянинг мусбат максимуми (манфий 
минимуми) (х0,0)е А В  пук,тада к,абул ^илинган булса,

П тм ,,(х ,^ ) > 0  (< 0) (101)
х= х0 
у - у  0

т< ‘нгсизлик уринли булади.
Исбот. (100) тенгламанинг АС да нолга тенг булган 

регляр ечими (5 —§ (51) формулада m = 1, Л = 0 , (p(t) = 0 )

u{x,y) = k ) { r i - 4 f n  \ T { l) [ {£ - t ) { r } - t )\  5/bdt (102)
о

куринишга эга, бу ерда г(/) = и(/,0)еС[0Д]пС 2(0,1) — ихтиёрий 

Функция булиб, г(0) = 0; к] = S~]( l /6,2/3),
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2?(l / 6,2 / З) = J z -5/6(l + z)~5l6dz . (103)
о

t(t) функциянинг А В  даги мусбат максимумини M  
билан белгилайлик.

(102) да t -  - z{rj ~!д) алмаштириш бажарсак, у

и(х,у) = к] f  r [ £ - z ( 77-£ )]z~ 5/6(l + z)_5/6<fe (104) 
о

куринишга келади.
(103) ва (104) тенгликлардан фойдаланиб, [X и  АС и  

kjBC vj{C} со^адаги барча н усталар учун

М - и { х , у )  =  Мкх J z~5lh (\ + z) 5,6 dz +

(105)

+*, j {М  -  т[<Ц - z ( j ]  -  £)]}z~5/6 (l + z) 5/6 dz
0

тенгликнинг уринли эканлигига ишонч ^осил ^илиш ^ийин 
эмас.

Агар D2k j AC^J ВС  и  {С} сохада rj > £ эканлигини, барча 
учун М  > г[£  -  z (/7 -  £)] тенгсизлик 

уринлилигини, кх > О, М  > 0 ва (102) хосмас интегралнинг 
ихтиёрий ^олдиш мусбатлигини инобатга олсак, (105) дан 
ихтиёрий [х ,у )е  D2 kj AC^j  B C y j {С} нутуга учун и(х, у )< М  
тенгсизлик уринли эканлиги келиб чик.ади.

Энди (101) тенгсизликни исботлайлик. (102) формулани 
к>уйидагича ёзиб оламиз:

и(х,у) =  lim k{(j] ~ 4 ) 2:3 | T ( t ) [ (4 - t ) ( T j - t ) ]~ 5l6dt.
«->о 0

У х°лда. к2 = (3 / 4У 3 А| белгилаш киритсак,

,v) = lim f i )  - « . ) *y->o y ' ,,- -̂+0^4

-  lim lim k2\(tj ■ 4)[e(q -  4 + s ) ] "5/hr(| -e ) -
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T r ( / X f e - 0 ( 7 - * ) ] - , , “о

Интеграл остидаги ифодага 

г(^ -£ )[(^ -г)(^ -/)] 11/6

j t \ .

И(

= * (£ -е )^ -{ (£  + »7 -2 / ) [ (£ - г )0 7 -0 1  ' h!ot
|юдани ^утпиб ва айириб,

lim иу (х ,у )=  Hm lim кЛ  r ( £ - f )  [(»7 + £ )(£ 7 )
Т} - * - * О  Е  —►()

11/6

lim uv(x ,y )= 2 k :
X = X Q ' 

V’—>0

-2sU6( r , - Z  + s y 5l6}+  J [ r ( £ - f ) - r ( / ) ] [ ( £ - / ) ( 7 - 0 ] '
о

тенгликни оламиз.
Бу ерда аввал ички лимитни, сунгра ташки лимитни 

\и<:облаб, т ] -£  -> 0 да /7 —> х, Е, —>х  эканлигини инобатга
<>лсак, х  = х0 да

Ф о ) . 2 У  Ф о ) - К 0 ^
~17з + ч J / Л5/3 Ш

_*0 0 1*0 О
тонгликка келамиз.

г(х0) > 0 , г(х0) - г ( / ) > 0, к2 > 0 булганлиги учун охирги 
тенгликдан (101) нинг тугрилиги келиб чи^ади.

Экстремум принципи х0 — манфий минимум ну^таси

нулган ^олда ва и функция ВС да нолга тенг булган ^олда 
х,ам шундай исботланади.

3. Ум ум ий тенглама учун экстремум принципи.
Бу ерда гиперболик типдаги к;уйидаги умумий

L(u) = + а(& ч)и4 + /}{%, т])ип + /(Ц, tj) u - 0  (106) 
тенглама учун экстремум принципини баён ^иламиз. Агар 
берилган тенглама бопща куринишда булса, аввал уни (106) 
куринишга келтириб олинади.
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(/)

D билан (106) тенгламанинг Л С : £ - 0 ,  ВС :rj = 1 
характеристикалари ва - г/ чи зщ ни н г АВ кесмаси билан 
чегараланган со^ани белгилайлик.

(106) тенглама коэффициентлари ^уйидаги шартларни 
^аноатлантирувчи функциялар булсин:

1) cc{t,v) функция D y jA C  да £ буйича узлуксиз 
^осилага эга;

2) функциялар D  да узлуксиз;
3) D  сохада

а(ьс,/7)>0, (107)
< + а ■ Р  -  у > 0, (108)

j ( ^ r j ) >  0 (109)
тенгсизликлар уринли.

Агар ^уйидаги шартлар бажарилган булса, (106) 
тенглама коэффициентлари (/ ') шартни бажаради дейилади:

1) D  сохада (I ) шарт бажарилган;
2) (10?) да ^агьий тенгсизлик уринли ёки хар бир 

г/ = const чизи 1ууа (108) ва (109) да тенглик уринли буладиган 
ну^талар гуиламининг улчови нолга тенг.

Куйидаги белгилашларни киритайлик:
Д = expj Р  d%, а, = Д  а, Г ) = р ] Г - ац .

У ^олда, P]L[u] оператор ва (/) шартлар 
P xL {u )=  (Д,м;; )£ + (а ,и )^  + г,и ,

(a}(4,ri)>0, (107')
(108')

куринишга келади.
Лемма. Айтайлик, j Р,()\ — £ у^ига параллел характе­

ристик кесма булиб, D  и  АС и  ВС  тупламга тулнрича 
тегишли булсин ^амда бу кесмада L(u) оператор 
коэффициентлари ( / ’) шартни ^аноатлантирсин ва b(u) < О
тенгсизлик уринли булсин. У ^олда, агар max и -  и(0) > 0

V’.Q\
булса,

(М / ) е * ( Д и Д ,  <110)
тенгсизлик зфинли булади.
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Агар, бундан таш^ари, u{Q) > 0 ва u(q ) > u {P) булса,

(А иД } <\Р\ип)Р (,11)

тенгсизлик уринли булади.
Исбот. | Р , О ] да L(u) < 0 булгани учун бу кесмада

Р\Цц] = [Р\«7), + («1 и\ + У\и -  о

генгсизлик ^ам уринли булади (16 — чизма). 
У  з̂ олда

Я 1Я\>

1>у ерда дастлаоки икки ^ушилувчи учун интегрални
уисоблаб

(Р\ич)0 -(р\ип)Р * -J r iu J 4  + («i«)/> (152)

тенгсизликни оламиз.
(112) нинг унг томонига

“(й) I = и(О) ] Рх yds,- и(д)[а 1 (б) -  « , 0°)]
р р

ифодани куигиб ва айириб, баъзи алмаштиришлардан сунг

( А « ,)  - ( А " , ) , <

-и (е )  / Д  -~[u(Q) -  и( Р)]а }(Р )  (4  3)

шгсизликка эга буламиз.
Бу ердан (107’), (108'), (109) шарт —

____________  ларни ва u(Q )>u{P) ни эътиборга
олсак, (110) тенгсизликнинг уринли

----- -Q / '  эканлиги келиб чик,ади.
D /  Агар u(Q)> 0, u (Q)> и(Р) булиб,
/  (/ ') шартлар бажарилган булса, (113)

нинг ун г томонидаги эодларнинг
л ! 4 камида бири манфий булиб, (111

чн^ади
1 6 - ч и з м й  тенгсизликнинг бажарилиши келиб



1 —теорема, куйидаги шартлар бажарилган булсин:
1) ип{0 ,7 )< 0 ;
2) b(u) оператор коэффициентлари (/') шартни к,ано — 

атлантиради;
3) D  u  АС и  АВ  да Z,(m)<0.
У  ^олда, агар и функциянинг D даги максимуми мусбат 

булса, у АВ  да эришилади.
Исбот. Фараз к.ила.йлик, и функция D  даги максиму — 

мига АВ  да эришмасин. и функция бу ^ийматни АС да хам 
кабул килмайди, чунки м;/(0 ,?/)<() булгани учун и узининг 
АС даги максимумига А нук;гада зришади. Демак, 

max и ~ u\Q). О D и  (' В.

О нут^тадан ?/ -  const чизик. утказайлик ва уни АС билан 
кесишган нуктасини Р билан белгилайлик. и нинг ]P,Q] даги 
максимуми О нут^тада эришилаётганлиги ва u(Q )> 0, 
u(Q) > и(Р) булгани yTiyn ю^орида исботланган леммага 
асосан (111) тенгсизлик зфинли.

(111) ва ип (Р)<  О дан ы.п (Q)< о келиб чик,ади. Бу эса u{Q)
максимум ^иймат деган фаразимизга зид. Демак, фаразимиз
нотурри, и функция D даги максимум щйматига А В  да 
эришади.

2 —теорема (экстремум принципи) [40].
Куйидаги шартлар бажарилган булсин:

1) иц (0, ?/) < 0;

2 ) Ц и )  оператор коэффициентлари (/) шартни ка но — 
атлантиради;

3) D .А С  СВ да L (u ) i 0.

У  ^олДа, агар и функциянинг D даги максимуми мусбат 
булса, у АВ  да эришилади.

Исбот: g(4- Tj) куйидаги шартларни ^аноатлантирувчи 
функция булсин:

М (g) = g;lt i agr. + рgn > 0. (с.п)' D : ( И 4|

gn > 0, (4.1/)г /к gMn)=- 0 (115)



Бундай функция сифатида, масалан, етарли катта к лар учун 
g (q ,rj)=  shkc chkrj функцияни омш мумкин.

и. e~sgu (к > О)

функциялар тупламини к,арайлик, бу ерда с — етарли кичик 
сон, и эса 2 —теорема шартларини к аноатлантирувчи 
функция.

и£ функция учун 1 — теорема шартларини текширамиз.
Бевосита хисоблаб,

1 (ие ) = иссП + а ,Мг4 + Рсищ + Усис < 0 , П
генгсизлик уринли эканлигига ишонч хосил ^илиш мумкин, 
бу ерда

«,.• -̂ cc + cgn. А  = Р л 8g*, ус =Y + s\eg(g4 + M(g)l (116)

(115) га асосан

ит  (0, п) = е"** (- е gnu - ип), _0 < 0.

(107) Ба (115) га асосан

а, - а + sgq > 0, (с,т])с IX
(108) га асосан эса

«  + а с f ir  ~ У,- -  0Cf + аР - у  > 0, (£, ij)e  D

генгсизликлар уринли.
(109) ва (116) дан келиб чи^адики,

УЕ -  Ф  g:£,j + M{g)\, {4, ?/) с D .

By ерда (114) ни эътиборга олиб, s  ни етарли кичик 
танласак, I )  да > 0 тенгсизликка эга буламиз. Демак, ие 
(функция 1 — теореманинг барча шартларини ^аноатлангирар 
экан. У  з̂ олда, 1 — теоремага асосан, и); функция (етарли

кичик с лар учун) мусбат максимумини А В  да ^абул ^илади.
Iimw£ =и  булгани учун и функция хам мусбат максимумига
• ->0
IB  да эришади. Теорема исботланди.
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1 —изо^. 1 — ва 2 — теоремаларнинг исботи ва (ИЗ) 
тенгсизликдан келиб чщадики, агар у = 0 булса, 1— ва 2 — 
теоремалар т а  хм > 0 шартсиз ^ам уринли булади.

D
2 — изо^. Агар (106) тенгламанинг ечими (х,,,0)е А В  

ну^тада максимум (м и н и м у м ) га эришган булиб, 
uv е C(D vj АВ) булса, хосиланинг таърифига асосан,

lim и ,(х ,у )  = lim > 0  (< 0 )
х=л0 • у->О 0 "  V
_v->0

тенгсизлик уринли булади.
3 — изох;. Трикоми ва тор тебраниш тенгламаси учун 

экстремум принциникинг тасдигини 2 -теорема ёрдамида 
хам текшириб куриш мумкин.

4 -  изо^. у  < 0 ярим текисликда

к ( У )  и хх +  11 уу  +  >') и х  +  £ (*>  .У ) U y  +  у )  W =  0  (117)

тенгламани кдрайлик.
Бу  ерда к(у), а(х,у), Ь(х,у), с{х,у) — берилган 

функциялар булиб, к(у) — иккинчи тартибли узлуксиз 
^осилага эга булган монотон усувчи ^амда у  < 0 да к(у) < 0 
ва у  — 0 да к (у) = 0 шартларни ^аноатлантирувчи номанфий 
функция; а(х,у), Ь(х,у), с(х,у) функциялар эса

АС : х  + ] -J - k(t) dt = 0. В С : х  - k(t) dt = 1
о о

чизщ лар ва х  узининг АВ  кесмаси билан чегараланган D  
со^анинг ёпигида узлуксиз функциялар булиб, а(х,у), Ь (х,у ) 
функциялар D u  АС и  ВС да узлуксиз ^осилаларга эга.

(117) тенгламада

4 - х  + \y[^k(t) dt, 7 = х ■-{ y p k (t) dt
о о

характеристик координаталарга утиб, ишонч х;осил килитп 
мумкинки, агар D  сохада



c (x,y )< 0

шартлар бажарилса, (117) тенглама учун 2 —теорема тасдики

уринли булади, бу ерда S  = - — + 4 - к - -~  ■
ду дх

5 —изо^. 2 — теореманинг тасднги (106) тенгламанинг 
синфга тегишли умумлашган ечими учун х.ам уринли [35].

4. Боып$а махсус доллар.
Хдр к,андай тенглама учун хам 2 — теорема шартлари 

бажарилавермайди. Масалан,

vwxt + и п, + А2 уи -  0 (118)

тенглама учун (/) шартлар фак.атгина | Д |< л/5/3 
булгандагина бажарилади. Ш унинг учун А, нинг долган 
|>>ийматларида экстремум принципининг тасдиги бу тенглама 
учун уринли булмаслиги мумкин. Аммо бу тенглама учун 

бандл,аги D2 сохада куйидаги экстремум принципи 

уринли: (118) тенгламанинг АС да нолга тенг булган 
u c -C ip i)  регуляр ечимнинг модули узининг максимум 
кийматини А В  да ^абул к;илади.

Хд^итуггап >>ам, (118) тенгламанинг АС да нолга тенг 
регуляр ечими D 2 да (5 —§ (51) — формулада т  = \, tp(t)-O)

Ф , у ) , к ^ - ( Г  \

куринишга эга, бу ерда kx,4 ,r j, r { t )  — 2 — бандлдги 
белгилашлар билан аникланувчи катталик ва узгарувчилар,

J r (z) = r { \  + p ) ( z / 2 ) pJ p(z).
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Бессель функциясининг ^аторга ёйилмасидан фойда — 
ланиб, курсатиш мумкинки, |./_5, 6

| г(/)| =| w(?,0)j функциянинг АВ кесмадаги максимум 
^ийматини М х билан белгилайлик. У ^олда, (119) да 
t = г{т] -£, ) алмаштириш бажариб ва (103) ни инобатга 
олиб,

со

М ] -и (х ,у )  = М {к,\ \ z _5/6(l + z) 5l6dz +

+кх j  Л/,- r[^ -z (^ -^ ) jy -5 /6 [A (/7 -^ )^ z( l + z)] х
о ' ;

x [ z ( l + z)]^5 l6dz

тенглик уринли эканлигини топамиз.
Бу ерда кх > О, М, > О, М, >|r(f)|, | J_5/6(z)|<l ва (103) 

хосмас инте гралнинг з$ар цандай ^олдиги мусбат эканлигини 
инобатга олсак, ихтиёрий (x .v) е D2 и  АС и  ВС и  {С} нукталар

учун и(х,у)<  М, келиб чик,ади. Принцип исботланди.
Л Ф 0 булганда

иуу- Я 2и = 0
тенглама учун (I ) шартлар бажарилмайди, аммо

ueeSx3, 8>\Л\, ^ - х  + у, tj = x - y  (120)

алмаштириш натижасида хосил булган

8 8  1 / . 2 \ „
4n + 2 Ut + 2 V” А  )

тенглама учун (/) шартлар бажарилади, демак, 2 — теоремани 
куллаш мумкин.

II . Локал экстремум принципи.
1. Телеграф тенгламаси учун локал экстремум

принципи. 1 банддаги /), со^ада

и хх -  и уу  +  Л 1 и  -  0  ( 1 2 1 )

телеграф тенгламасини ^арайлик.
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Х ф 0 булганда (121) тенглама учун ^ам, уни (120) 
млмаштиришдан х,осил булган тенглама учун ^ам (/) шартлар 
Ыжарилмайди. Ш у сабабли бу тенглама учун 2 
кюреманинг тасдиги уринли булмаслиги мумкин. Аммо (121) 
генглама учун куйидаги локал экстремум принципи 
Уринлидир:

и { х , у ) & ф х )  -  (121) тенгламанинг АС да нолга тенг 
булган регуляр ечими булиб, S, XeR,  S  >| X | ва

1>(х,у)=е~ Хи(х,у) булсин.
У  ^олда, агар | о(х, у)| функция у  -  0 тукри чизи^нинг 

АР кесмасидаги энг катта ^ийматини Р(хо,0) (() < х0 < 1)
11 у ктада к,абул ^илса, Р  нук;танинг D, га ^арашли етарли 
кис^а атрофидаги ихтиёрий Q нук,та учун j и(Р) \ > o(Q) 
тенгсизлик уринли булади ва бунда о(х0.0) > 0 (< 0) булса,

lim —  t>(x,0)>0 (<0). (122)
Х Х0 ду
v-*0

Исбот. (121) тенгламанинг АС да нолга тенг булган 
|ичуляр ечими

1 х + у  __ I------------- -----------

i{ x ,y )  = T{x  + y ) + - £ y  J r ( t ) j\  X ^ [ x - t ) - - y 2
0

dt

куринишга эга, бу ерда г(г)е  С[0,1]гл С2 (0,1)— ихтиёрий 
Функция булиб, г (0 ) -0 .

Бу формулада u(x,y) = eSxu{x,y) алмаштириш бажариб, 
функцияни топамиз:

х+у1 ,х+у I------ :--------
i{x,y) = T^x+yje^'’ + - Х 2у  j  eS^  r,(r) J \ XyJ(x-t)2 - у2

2 о
dt, (123)

г»у ерда г,(х ) = и(х,0).
Р(л-о,0) нут^танинг Д  со^ага ^арашли кичик атрофидан 

шундай Q (x,y) нутуга олайликки, 0 < х  + у  < х0 булсин ( v < О 
Оулганлиги учун бундай нукталар мавжуд).

Ушбу айирмани к,арайлик:
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1 v (P )  I -u(e)=| T, (*0)| -r, (x  + y)e v -

AJ x -y~ dt.

Бу ифодани к;уйидагича ёзиб олиш мумкин:

| u(/>)l -u(Q) =) г, (лд) i / (x,y)eSy + [ | г, (х0)|-г, (х + у)\ eSy -
( 124)

v ]  i г,(х0)|+г,(/)./! A-J(x-t)2 - У 2 j  J<*,

оу ерда /(x ,v ) = ^ - v - l + - L A 2 y [ l - e- ^ ]

l( x ,y )  функцияни урганайлик. Агар

, z z~ г 
е‘ = 1 + -  +  —  +... +  — -к 

1! 2 ! п \

ёйилмани эътиборга олсак, 

1 (х ,у ) = (-8 у )\
/ Г 2
s le

-S (x+ y )

( S y )  ( - 5  у f  l ( S y ) "  

(n +1)!3!

тенгликка эга буламиз.
£>>|Л|>0 ва у <  0 булганлиги учун охиргидан / (х, у) > О 

эканлиги келиб чи^ади.
Демак, (124) тенгликнинг унг томонидаги биринчи 

Купшлувчи мусбат. О < х + у  < х0 булганлиги учуН унинг 
иккинчи кушилувчиси з̂ ам мусбатдир.

Маълумки, ихтиёрий z  е R учун | J i( z ) j< l тенгсизлик 
уринли. Буни, 0 < х  + ^ < х о эканлигини ва ге [0 ,х  + у] да

I r,(x0)|>| г , (01 тенгсизликнинг уринлилигини эътиборга

олсак, | г,(х0) | +г,(0-/|Мд/(х t)’ - у 2 >0 тенгсизликка эга
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буламиз. Бундан эса (124) тенглик ун г томонидаги учинчи 
к,ушилувчининг манфий эмаслиги келиб чит^ади.

Ю^оридаги хулосаларни эътиборга олсак, (124) тенг — 
ликдан j и(Р) | > v(Q) тенгсизлик келиб чи^ади,

Энди (122) тенгсизликни исботлайлик. (123) тенгликдан 
v буйича ^осила олиб, сунгра у —> О да лимитга утсак,

1 х

\\ (х) -  S r x (х) + г, (х) + - А \ еб̂ '~х\ х (/).J\[A (х -t)]d t  (125)
2 о

тенгликка келамиз, бу ерда Vj (х) = v v{x,Q), г, (x) = l>(.v,0).

Фараз ^илайлик, r 1(x0)> 0 . У ^олда, (125) ни х -  х0 ну^ — 
тада ^уйидагича ёзиш мумкин:

: ( ! ] ■  ( , - « - - • )  + r ; w +v,(x0) = J r i(x o ) 1 —

21

+ - - Л 7}  '-/’"  " !!,{ г 1(хо ) + Tx(t)j\[A(x0 - I) ]}d l.  (12G)
о

5>\А\ ва 0 < х 0 <1 булгани учун (126) нинг биринчи 
клшилувчиси мусбат, х  = х0 и(х,0) = г, (х) функциянинг 

жстремум нук;таси булгани учун г,(х0) = 0.

Г 1 ( ^ 0  )  ^  I Г ! (  ̂  )  I в а  I J i ^ I x o - / ) ] ^ 1

к нгсизликларни эътиборга олсак, (126) нинг учинчи 
кушилувчиси манфий эмаслиги келиб чи^ади. Ш унинг учун
' I (х0) > 0.
Демак, Г|(х0)> 0  да (122) тенгсизлик тукри

г,(х0)< 0  булган ^олда (126) нинг иккала томонипи ( — 1) 
га купайтириб ва ю^оридаги мулох,азалар11и ( г,(х0)| 
функцияга нисбатан такрорлаб, |—v,(х0)| > 0, яъни г,(х{,)< 0  
тенгсизликка келамиз. Принцип гула исботланди.

2. С ингуляр  коэффициентли тенглама учун локал  
жстремум принципи. у  < 0 ярим текисликда

- ( - у)т  ихх + и ■ fi' и, 0 (127)
Г

гспгламани ^арайлик, бу ерда т >  0, - ( т ! 2 )< ’/?0 <  1.
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у -  0 тугри чизитуш нг /i(0,0)S(l,0) кесмаси ва (127) 
тенгламанинг

А С : £ = х ----- - Л - у ) (т+2)' 2 = О,
т  + 2

В С : Г] = X + —  -  ( -  y f m+2)' 2 = 1 
т  + 2

характеристикалари билан чегараланган сохани D3 op ка ли 
белгилайлик.

Экстремум принципи: и(х,у)еС(Оз)— (127) тенгламанинг 

/4С да нолга тенг булган регуляр ечими булсин. У  з$олда, агар 
и(х, у) функция у = 0 тугри чизнкнинг АР  кесмасидаги энг 
катта мусбат к,ийматига p fx0,0) (0<х> <1) ну^тада эришса, 
у  = О тугри чизивда Р  ну^тадан утказилган ички нормалнинг 
Р  га етарлича як,ин ихтиёрий О нуктаси учун и (Р )> и  (Q) 
тенгсизлик уринли булади.

Исбот. Характеристик координаталарга утиб ва 5 — 
параграфдаги муло^азалардан фойдаланиб курсатиш
мумкинки, (127) тенгламанинг АС да нолга тенг булган 
регуляр ечими

и(х,у) = к2 ( - у ) '^ °  J \ { 4 - t ) { n - t y f  \ {t)d t  (128)
о

куринишга эга, бу ерда /3 = ( т  + 2/30)/(2т + 4), 0 < /? < 1 /2; 

к2 = [  4 / ( т  + 2) ] '-2рГ (1 -  р) / Г ( р )  Г ( \ - 2 Р ) ;  r(t) = u(t,0)e

е С[0,1]пС2(0,1) — ихтиёрий функция булиб, г(0) -  0.
у  = 0 тугри чизик,ка Р(х0,0) нутугадан утказилган 

ички нормалдаги Р  га етарлича як.ин булган 0 (  х0,-е ) (е > 0) 
иукл ани олайлик ва ушбу

и (Р )~ u(Q) = u ( P ) -k 2 е '^ °  j  [(£0 t) (щ -t)]pAT{t) d t, (129)
О

айирмани ^арайлик, бу ерда £0 = х0 - [ 2 / ( т  + 2)] e{m+2̂ f2, 

Ло -  х0 +[2/(ш + 2)] £{-п'+2)12,
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(Г29) тенглик пи куйидагича ёзиб олайлик: 

u(P)-u (Q ) = u{P)\\ -/(<?)] +

ЬО
J
о

- К  с'~Ро !  [fe> - О (щ ~ O f  [ « И -  КО] dt, (130)

бу ерда / (г) = *2 £J_/?0 j  [(£„ - 1) (?/о -  O F  ' <* ■
о

? -  г  алмаштириш бажариб ва гипергеометрик 
функциялар учун автотрансформация формуласидан 
фойдаланиб курсатиш мумкинки,

1(с) = к3 <?
р

F  0,20,1 + 0 ; ь о (131)
V'/o j  v '/о ;

* з  =  Г ( 1  / ? ) / / ’ ( ! + / ? ) г ( 1 - 2 / ? ) .  

Гипергеометрик функциялар учун уринли булган

^ -\za F(a,b,c\z)\ = a z“ '[ F (a  + \,b,c;z).

F{a ,b ,a ;z)~ (]  - z )  4

< j юрмулалардан фойдалансак,

/ ’( * ) -  -2*3 Д х0 [4/ («  + 2)Y2ps - ^  (132)

тенгликка эга буламиз.
(131) ва (132) тенгликлардан келиб чи^адики, lim / (c )= l

£-*0
ва / '( ь )<  0. Демак, 1 — /(гг) > 0.

Бу тенгсизликни 0 < £0 < х0 эканлигини ^амда t 6 [0,£0] 
учун u (P )—v(t)> 0 тенгсизлик уринлилигини инобатга олсак,
! 130) дан и{Р) > и( в )  тенгсизлик келиб чи^ади. Принцип
исботланди.

Юк.орида биз баён ^илган экстремум принципларида 
тенглама ечими характеристикаларнинг бирида полга тенг 
йулиши талаб этилди. Лекин тенглама ечими бунга нисбатан 
мураккабро^ шартларни бажарган баъзи ^олларда ^ам уз ига 
хос эктремум принципи уринли булади.



Э Л Л И П ТИ К  ТИ П Д А ГИ  БУЗИЛАДИГАН Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л
ТЕН ГЛ А М А Л А Р

Ушбу бобда икки эркли узгарувчили иккинчи тартибли 
эллиптик типдаги чизшуш дифференциал тенгламалар 
ечимларининг ^иёсий ва таркибий хоссалари баён к,илиниб, 
со^а чегарасида бузиладиган эллиптик тенгламалар учун 
^уйиладиган асосий чегаравий масалалар ва бу масалаларга 
оид теоремалар исботланган. Бундан таш^ари, бундай 
тенгламаларнинг типик вакиллари учун баъзи чегаравий 
масалалар ечимини аникдовчи формулалар келтириб 
чи^арилган. Боб сунгида четарада бузиладиган бир тенглама 
учун нолокал шартли масалалар ва хос сонлар а̂ к,идаги 
масала з$ам куриб утилган.

1—§. Асосий туш унча ва белгилашлар

1. Бу бобда куйидаги тушунча. ва белгилашлардан 
фойдаланамиз:

р (М ,М 0) — М  ва М 0 нукталар орасидат масофа; 
S {M (),P q) - маркази М 0 нуг^тада ва радиуси р(){> 0) га 

тенг булган айлана;
Г[М 0,р0) -  маркази М 0 ну^тада ва радиуси р0 (> 0) га 

тенг булган дойра.
Агар алоз^ида изо^лар берилмаган булса, D  билан 

текисликдаги бир богламли чекли сохани, 5  билан эса 
унинг чегарасини белгилаймиз;

п — D  соэ̂ а чегарасига утказилган ташки норма\; 
М[х,у) ну^тага боглик булган и функцияни и(м) ски 

и(х, у) каби ёзамиз;

синфга тегишли функция дейилганда, D  
со^ада ани1уишган, к — гартибгача з^осилалари мавжуд ва бу



^осилалари билан 0 < /г < 1 курсаткичли Гёльдер шаргини 
^аноатлантирувчи функцияни тушунамиз;

С{к'0)(О) билан D  сохада к — тартибгача узлуксиз 
.у >силаларга эга функциялар синфини белгилаймиз;

C(A'0)(D) ва С(о °\ d ) синфларни баъзида C *(D ) ва ( '(D )  
каби з̂ ам ёзилади.

2. Эллиптик типдаги тенгламалар ечимларининг 
хоссаларини урганишда тенглама к,аралаётган со^а чегара — 
сига ^уйиладиган Ляпунов шартлари му^им а^амиятга эга.

Таъриф: куйидаги шартларни ^аноатлантирувчи 
S чизик,  Ляпунов ч и з и р и  дейилади:

1) iS1 чизи^нинг х,ар бир ну^тасида уринма мавжуд, 
демак, аник нормал мавжуд;

2) шундай узгармас d > О сон мавжудки, S  чизи^нинг 
ихтиёрий М ну^тасини олиб S0(M, р0) (0 < р() < d) айлана 
чизсак, М  нук'гадан утказилган нормалга параллел гутри 
чизи^лар S  чизи^нинг S 0 айлана ичидаги ^исмини биттадан 
ортиц ну^тада кесмайди;

3) шундай а в а а мусбат сонлар мавжудки, S  
чизи^нинг ихтиёрий М  ва М0 ну^таларидан уттан нор — 
маллар орасидаги бурчак 0  ва г  -  р (М ,М 0) масофа

в  < а  г а (0 < or < 1)

тенгсизликни ^аноатлантиради.
Одатда 1)~3) шартлар Ляпунов шартлари дейилади.
Агар S  —Ляпунов чизш и булса, унинг ихтиёрий 

нуктасининг рс^а а'фофидаги сг0 (с: Л’) ёй тенгламасини 
v x(t), y  = y(t) параметрик куринишда ёзиш мумкин ва 

оунда x(t),y(t)&C^’h\ j )  булади, бу ерда J  — x(l), y(t) функ — 
циялар ани1у\.аниш со^асининг СУд ёйга мос 1уисми, 0 < h < 1.

Одатда бундай хоссага эга булган чизи!ууар туплами 
1(1'^ билан белгиланади.

Агар бу ерда x{t), y(t)& ( j )  булса, у ^олда S

чнзи^ни Â k'ĥ  тупламга тегишли дейилади.
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3. Маълумки, коэффициентлари D  сохада аншу\анган 
ушбу

а,, ихх I 2 а,2 + а22 иуу + у, м, их иу ) -  0 (1)
квази чизик,ли дифференциал тенглама шу соз̂ ада эллиптик 
типга тегишли булса, у з̂ олда D  соз^анинг барча ну^таларида

cl] j 2 0 (2)
тенгсизлик уринли булади.

(1) ва (2) дан келиб чи^адики, (2) тенгсизлик уринли 
булган нутугаларда, умумийликни чегараламай, а,, > 0 деб 
з^исоблашимиз мумкин. Акс з̂ олда, (1) тенгламанинг иккала 
томонини (-1) га купайтириб, бу тенгсизликни 
таъминлашимиз мумкин.

Агар бирор М  нут^тада (2) тенгсизлик бажарилган булса, 
яъни  (1) тенглама эллиптик типга тегишли булса, шу ну^тада

0  (Я|. /Ц) — 2t3|2 Я) + £7̂ 2 2̂ (3)
квадратик форма мусбат аникданган булади.

Ха^шутгдан з$ам, Мо нуктада av >0 эканлигини инобатга 
олиб, бу нуктада (3) ни

=  Я, 4" 6?22 -̂ 2

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгликнинг унг томонига 

[ап / и / 4 аи У  ни ^ушиб ва айириб, баъзи з^исоблашлардан
сунг,

Л2 2ап а22 - а 12 ,
+ ------------------Ло (4)

а \\
1а\\ \  + Г — 2̂

v Ыа\ 1 J
тенгликка эга буламиз. М 0 нуктада (2) тенгсизлик уринли 
эканлигини инобатга олсак, (4) дан Q(A[,/U) квадратик 
форманинг мусбат аник^ланганлиги келиб чи^ади.

Фараз ^илайлик, (1) тенглама D соз̂ ада эллиптик типга 
тегишли булсин. У  холда, (2) тенгсизлик D соз^анипг барча 
иу^таларида бажарилади. Ш унинг учун D соз̂ ада Q(/^, Я ,) 
квадратик форма мусбат аник>ланган булади. Агар шундай к0 
ва /с, мусбат сонлар мавжуд булиб, D  соз^анинг барча 
ну^таларида
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k ^  + ? l ) < Q ( x s.X2) < k S A + i )
тенгсизлик уринли булса, (1) тенгламани D сохада т е  кис 
мл и п т и к  теш лама  дейилади.

Бу таърифга асосан

ихх + «уу = 0 (5)
Лаплас тенгламаси ихтиёрий D сохада текис эллиптик,

у т  Мдд. + U y y -  о ( т  >  0) (6)
тенглама эса у  > 0 ярим текисликнинг >$ар бир ну^тасида 
эллиптик булса з$ам, бу сохада текис эллиптик эмас.

Одатда Q(A],A2) купхад (1) дифференциал тенгламанинг 
характеристик формаси деб аталади ва баъзи адабиётларда 
Перилган тенгламани тинларга ажратиш унинг ёрдамида 
таърифланади. Эркли узгарувчилари иккитадан куп булган 
дифференциал тенгламаларни типларга ажратиш асосан 
» к'рилган тенгламаларга мос характеристик форма ёрдамида 
таърифланади [32].

4. Агар D сохада анга^ланган и(х.у) функция шу сохада 
тад^щ ^илинаёгган дифференциал тенгламада иштирок 
паётган ^осилаларга эга булиб, D  да уни ^аноатлантирса, 
п(х, у) ни мазкур тенгламанинг D сох,адаги регуляр ечими 
дейилади. Эллиптик типдаги дифференциал то н гл а мал а р н и н г 
регуляр ечимидан таш^ари умумлашган ечими деган 
гушунча ^ам мавжуд [3, 23]. Бу  бобда биз фа^ат регуляр 
'■чимлар з^а и̂да фикр юритамиз.

5. Фараз ^илайлик, D  сохада эллиптик типга тегишли 
(I ) дифференциал тенглама берилган булсин. D соха 
диаметрини R , ихтиёрий (х ,у )  ва нук,талари орасидаги

масофани г  билан белгилайлик, яъни r - ^ [ ( x - 4 ) 2 + ( у ~ п У  ■
Агар g(x,y,4,n) функция (х,у) ва (̂ ,?/) ну^таларнинг 

функцияси сифатида (л:.у)Ф (4v/) да ашпуишган ва иккинчи 
тартибли узлуксиз хосилаларга эга булиб,

а) х, у  узгарувчиларга нисбатан D  со^анинг (£,//) 
иуктасидан таш^ари барча ну^таларида (1) тенгламанинг 
регуляр ечими;

б) (£, tj) ну^ганинг ки чи к атрофида
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муносабатларни ^аноатлантирса, у  з̂ олда уни (1) 
дифференциал тенгламанинг фундаментал ёки сингуляр 
ечими дейилади.

Эллиптик типга тегишли ушбу

и .хх + u vy + а и х  + Ь и у + с и  =  О

чизшуш тенгламанинг коэффициентлари С1 (D<j  S )  синфга 
тегишли булса, унинг фундаментал ечими з$еч булмаганда 
кичик D  со^алар учун мавжуд булади [2,32].

Хусусий ^олда, Лаплас тенгламаси учун фундаментал 
ечим мавжуд булиб, у

g0(x ,y ;4 ,r j)  = ~ -  In —
2 71 г

куринишга эга.
Лаплас тенгламаси ва унга ^уйилган масалаларни 

урганишда g0(x,y;^, r j )  функция капдай рол уйнаган булса, 
эллиптик типга тегишли дифференциал тенглама учун унинг 
фундаментал ечими ^ам шундай вазифани бажаради.

6. Фараз ^илайлик, D  с о хада эллиптик типга тегишли (1) 
тенглама берилган булиб, унинг коэффициентлари D u  S  да 
узлуксиз, S  чизи^ эса Ляпунов шартларини бажарсин. У  
Холда, (1) тенгламанинг коэффициентлари ва S  чизивда 
утказилган ташк,и нормал ёрдамида тузилган ушбу

ифода S  чизи^нинг ихтиёрий М 0 ну^тасида аник, чекли 
^ийматга эга булади.

Агар



Гн'лгилашлар киритсак, S  чизи^нинг ихтиёрий М 0 ну^тасида
7 л

Л/1 + N 2 = 1  булади. Ш унинг учун ТУ, ва Л/2 ларни ^андайдир 
N бирлик векторнинг йуналтирувчи косинуслари сифатида 
идиш мумкин, яъни  N {N x,N 2} ~ бирлик вектор булади. Бу 
иектор M 0 e S  ну^тадаи тапщари (1) тенгламанинг 
коэффицентларига хам богли^ булиб, одатда М0 нуцтадан  
S  чизищ а у тка зи лга н  конормал дейилади. Бундан келиб 
чи^адики, D сохада урганилаётган ^ар бир тенглама учун  S  
чизиеда шу тенгламага мос конормал мавжуд булади. 
Хусусий холда, агар О сохада Лаплас тенгламаси ^аралаётган 
булса, унга мос конормал ташки нормал билан устма—уст 
тутаади.

Агар и(х,у) функция берилган тенгламанинг регуляр

ечими булиб, Cl ( D u S )  синфга тегишли булса, у холда унинг 
конормал йуналиши буйича з^осиласи мавжуд булади ва

ди ди . .  ди . .—  = -----N, + —  Л ,
ON дх ду

тенглик билан ани^анади.
7. Маълумки, Лаплас тенгламаси ва унга ^уйилган

масалалар ечимларининг хоссаларини урганишда S{Q 1)

айлана билан чегараланган /{О. ]) дойра энг цулай со^а 
хисобланади.

Фараз ^илайлик, булаклари силли^ булган S  чизи^ 
билан чегараланган D сохада эллиптик типга тегишли (1) 
тенглама берилган булсин. Агар бирор узаро бир ^ийматли 
x = x (£ ,r j) , у  = у(£ ,ц) махсус булмаган алмаштириш ёрдамида
(1) тенгламани б о т кис ми Лаплас оперторидан иборат 
булган тенгламага, D со^ани Г  ( 0 ,1) дойра ёки унинг бирор 
булагига, S  чизик, (ёки унинг бирор и  ^исми) ни эса S (0 ,  I ) 
айлана.ёки унинг бирор булагига келтириш мумкин булса, S  
(ёки <х) чизи^ни (1) тенглама учун “нормал контур"  ва D  
сохдни эса "нормал сох,а" дейилади.

5 — ва 6 — банддаги тушунчаларни муста^камлаш

чаксадида (6) тенгламани <т0 : х~ + ------- ~^ут ~=\ (v > 0 )  ва
(т  + 2)
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у  — 0 чизю^лар билан чегараланган D.. сохада карайлик. Бу 

ерда S  = сг0 и  {(х, у ) : у  -  0, -1  < х < 1}.
Бевосита з^исоблаш билан ишонч з^осил к;илиш к,ийин

2

эмаски, х  -  %,у  = ̂  т +  ̂i j  j w+2 алмаштириш бажарсак, <т0 чизи^

. ■ i f  \ {/] > U) ярим айланага, Д , соз̂ а ^2 +//“ < 1 (г/ > 0) 
ярим доирага, (6) тенглама эса

УУ) 1
Utrc + и„„ н-------------ип = 0
^ 44 т  + 2 Г) '

тенгламага алмашади.
Демак, (7л чи зи к (б) тенглама учун нормал контур, Dq

эса нормал соз̂ а з^исобланади.
(6) тенгламага мос Аг конормалнинг йуналтирувчи

косинуслари

N. = — ут  cos( п, х ), As =• — - cos (и, v)
А'о' " А'о

куринишга эга булди, бу ерда

v 0 =  V [ г "  cos{ п ,  X  )]  "  +  cos2 ( п .  V) .

(6) тенглама ечимининг N  конормал йуналиши буйича 
хосилас.и

ди ] „ ди 1 ди
—  =  —  у  -  c o s ( n , х )  + -------------COS{ П , у )  ( П
cN Л о ' дх N 0 су

формула, билан з^исобланади.
Бу бобда биз (6) тенглама учун масалалар куйишда (7)

ифода урнига
хг ди т  ди ди .
N0—  = у — COS (и,х)4-----COSV«,V) (о)

dN ' дх ду
ифодадан фойдаланамиз. Агар

dv dx
cos(п, х) = — , cos(п, у) = -----

ds ds
(s — су о чизик, ёйининг узунлиги) эканлигини инобатга олсак, 
(8) ни

У  ди mdydu dx ди 
" dN ~ ds дх ds дv
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куринишда ёзиш мумкин. Ох ирги ифода одатда А .[и] билан 
белгиланади ва умумийликни чегараламай, шартли равишда 
и нинг конормал хосиласи деб юритилади.

Демак,
, г , т  dy д dx д

А [ ]  = У -----------------•
ds дх ds ду

2 -§ . Экстремум принципи

D  сохада эллиптик типга тегишли булган утабу 

L(u) = а,,« л.л  + 2 а]2иху + а22и)у + и, 3их + а23иу + а33и = /  (9)

чизшуш тенглама берилган булсин, бу ерда а ва / — х, у  
узгарувчиларнинг D сохада ани^анган функциялари.

Теорема (экстремум принципи). Агар D сохднинг барча 
нут^таларида

« з з  < 0 ,  / < 0  ( / > 0 )  ( 1 0 , )

О К И

« 3 3  < 0 ,  / < 0  ( / > О )  ( 1 0 ? )

булса, (9) тенгламанинг ихтиёрий регуляр ечими D со^анинг 
хеч бир ну^тасида манфий нисбий минимум ва мусбат 
нисбий максимумга эришмайди.

Исбот. Фараз килайлик, и {х,у) функция (9) тенглама — 
нинг регуляр ечими булиб, М 0 е D  нуцтада манфий нисбий 
минимумга эришсин. У хдэлда, бу нутугада

их =0, и у =  0 ,  ( 1 1 )

ихЛ  + 2uxyc\s2 + UyySl > 0  (12)

муиосабатлар уринли булади, бу ерда <3',, ё2 — ихтиёрий 
хвуи^ий сонлар.

И кки нчи  томондан, (9) тенглама D сохада эллиптик 
типга тегишли булганлиги учун  М 0 ну^тада

, /U ) — ■” 2й, 2 +  «22^2 ( 1 3 )

квадратик форма мусбат аникланган. Бу квадратик формани 
кандайдир
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И] ~ c\ у'Л + c2 j  -  1,2 (14)

алмаштириш ёрдамида

( ? (А Л )  = А2 +№2 (15)
куринишда ёзиш мумкин.

(13) ва (15) тенгликлардан, (14) га асосан,

°11  =  СП  + С 21’ а2 2 ~ с\ 2 +с 22’ а\ 2 =  С\\С\ 2 +С 2\С22

келиб чикади.
У  х:олда, М 0 ну^тада

аиихх+2ап иху + а22иуу = + 2u„cJ{cj2 + uvvc j2)
./-i

тенглик уринли.
(12) тенгсизликка асосан, бу тенгликдан М 0 ну^тада

а, + 2ап и „ + а22иуу > 0  (16)

тенгсизликнинг уринли эканлиги келиб чикади.
(11) ва (16) ларни инобатга олсак, М 0 нутугада 

L(u)~  аъъи >  0 тенгсизликка эга буламиз. Иккинчи томондан, 
(10,), (102) шартлар ва и(М0)<  0 деган фаразга асосан, М 0 
н ук/га да аввалгига зид булган L(u) - а33и -  f  -  аъъи < 0 
тенгсизлик келиб чикади. Бу эса фаразимизнинг 
нотуррилигини курсатади.

Демак, и функция D со^анинг хеч бир ну^тасида 
манфий нисбий минимумга эришмайди.

Теореманинг мусбат нисбий максимумга тегишли ^исми 
^ам шундай исботланади.

3~§. Хопф принципи

Эллиптик типга тегишли булган (9) тенгламани D сохада 
к,арайлик.

Хопф принципи. D сохада (9) тенгламанинг коэффи — 
центлари чегараланган, 0{Л1 а )  квадратик форманинг 
дискриминанти мусбат ^уйи чегарага эга ва
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азз -0 ,  /  <0 ( /  > О) (17)

тонгсизликлар уринли булсин.
У ^олда, агар ихтиёрий М 0 е D  нут^танинг 

и {М )> и (М 0) [u {M )<u(M {j)\ 
тонгсизлик бажарилувчи ихтиёрий D0 атрофида и Ф const 
булса, (9) тенгламанинг и (х ,у )  регуляр ечими D  со^анинг э̂ еч 
Пир М 0 ну^тасида манфий нисбий минимумга (мусбат 
писбий максимумга) эришмайди.

Исбот. Тескаридан фараз ^илайлик, яъни  (9) тенглама — 
нинг и[М) регуляр ечими Mq нут^тада манфий нисбий 
минимумга эга булсин. D0 со^анинг и(М ) = и(М 0) тенг —
< излик бажарилувчи ну^талар тупламини I), билан 
Гк!лгилайлик. Агар D ,= D 0 эканлигини курсатсак, D0 да 
a const булиб, теорема шартига зид хулосага келамиз. Бу 
н а фаразимизнинг нотугрилигини курсатади ва игу билан 
Хопф принципи исбот булади.

Фараз ^илайлик, D, булсин. У  ^олда ёпик; D x
тупламда D0 туплам чегарасидан 6  > О масофада турувчи Мх 
мутота мавжуд булади. D0\D] со^ага ^арашли р(М\М- )< { S 12) 

шартни ^аноатлантирувчи М ' нук.гаии олайлик. Ашщки, 
/> <(812) шартни ^аноатлантирувчи ихтиёрий Г  (М \ р ) 
дойра Аз со^ада тулигича ётади.

Г  (М 1, р ) с D0 \D] шартни ^аноатлантирувчи барча 
до и рала р радиусларининг говори чегарасини г ’ билан 
• и'дгилайлик. S { M ', r ')  айланада D, тупламга ^арашли х,еч 
"улмаганда битта М "  нутуга мавжуд булади. [М'Л/"] тугри 

ми:1и1уш кесмада М ' ну^тадан фар гуш М  ну^гани олайлик 

к.) р0 - р ( М ’,М ")  белгилаш киритайлик. У  ^олда, 

M e Г (М \ р 0)\ {М "}  булганда и (м )> и (м 0) тенгсизлик ва 
А/ - М "  булганда и (М )-и (М Г)) тенглик уринли булади.

Мусбат р (< р 0) сонни гаундай танлайликки, Г (М ",р ,)с О 0 

ьулсин. г -  р (М \ М )  белгилаш киритиб, Г ( М ",/?,) дои рада
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v{M )=e~rp° -e~r r2  (18)
функцияни ^арайлик, бу ерда у — ихтиёрий мусбат сон.

М * ва М  ну^таларнинг координаталари мос равишда

(х ,у  ) ва (х ,у ) булин. У  а;олда,

L(v) = e~y''2( - A r 2 + В у  + С) (19)
тенглик уринтш, бу ерда

А = 4^а,, (х -  х * ) + 2а]2(х -  х * ) (у -  у * )+ а22 (у -  У*) .

* *
5  = 2[ап +а22 +а 13( х - х  ) + а23( у - .у  )] ,

C = a33[ e ^ 2-fi§)- 1] •

D  со^ада, демак, Г ( М " . р  ) доирада ^ам, Q(/1\,Л2) 
квадратик форманинг дискриминанта мусбат ^уйи чегарага 
эга булганлиги учун А > С() - const > 0, (9) тенгламанинг 
коэффициентлари чегаралангашшги учун эса В  ва С 
ифодалар хам чегараланган булади.

Ю^оридагиларни эътиборга олиб, у сонни шундай

катга танлайликки, !\М'.рх\ доирада (-А у2+Ву+С )< 0 те н г—

сизлик, демак, (19) га асосан, L(v )<  0 тенгсизлик бажарил— 
син.

У  х,олда, бу доирада ихтиёрий Я > 0 сон учун
L(u + A u)<  О (20)

тенгсизлик ^ам уринли булади.
и {м ) функциянинг тузилишидан келиб чи^адики, бу 

функция S (M '\ p l ) айлананинг г ( м * ,р0) дойра ичидаги

^исмида манфий, s [M * ,p 0) айлана билан кесишиш 
ну^таларида ноль ва долган ну^таларида мусбат булади. 
о\М) функциянинг бу хоссасидан фойдаланиб, А ни шундай 
кичик танлайликки, айланада

и ( м ) +  А и ( М )  > и (М 0) (21)
тенгсизлик уринли булсин.
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(17) шартларнинг биринчиси ва (20) тенгсизликдан 
келиб чикадики, и + Ли функция учун Г ( М " ,р ,) доирада 
(102) шарт бажарилмовда. Ш унинг учун и + Ли функция 
Г ( М " ,р j )  доирада э̂ ам (21) тенгсизликни а̂ ноатла i п и  ради,

Иккинчи томондан, и (М ")+ Л о (М ") = и(М0) тенглик 
уринли булиб, бу (21) га зиддир. Бу ^арама — ^аршилик
I)0 Ф IX  деган фаразимиз нотукрилнгини курсатади. Демак,

i\i -  А  •
Хопф принципининг мусбат нисбий максимумга 

тегишли тасдиги хам шундай исботланади.
Хопф принципидан ^уйидаги натижа келиб чи^ади: 

ч(х ,у )  функция D сохада L(u )=  0 тенгламанинг узгармас 
сондан фарзуш ва C ( D u S )  синфга тегишли регуляр ечими 
булиб, а33 < 0 шарт бажарилса, D сохада

I и I < max! и I

генгсизлик, агар а33 = 0 шарт бажарилса, D сохада
min и < и < max и 

S  S
тенгсизлик уринли булади.

4 -§ . Заремба-Ж иро пр инц ипи

Хопф принципидан фойдаланиб, эллиптик типдаги 
тенгламалар ечимларининг яна бир хоссасини исботлаш 
мумкин.

Зарембо — Ж иро  принципи. D  сохада (9) тенглама 
козффициентлари ва озод х,ади учун Хопф принципи 
ныртлари бажарилган, и(х.у) Ф const функция (9) тенглама — 
пинг D со>;адаги регуляр ечими булиб, c (D u S )  синфга

птиш ли ва 5 чизиь> эса А 2'^ тупламга тегишли булсин.

Агар min и < 0 (maxw>0| булиб, M{)e S  ну^тада и(х,у) 
s \ s ) 

функция узининг минимуми (максимуми)га эришса, у ^олда 
А/0 ну^тадан чикувчи  ва cos(/, п) < 0 шартни к,а ноатла и - 
гпрувчи ^ар бир / йуналиш учун
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*  >0  
dl

^ < 0 |  (22) 
dl

тенгсизлик уринли булади.
Исбот. Фараз ^илайлик, (9) тенгламанинг и(М)ф const 

ечими учун min и = и(М0)<  0, М 0 с S  булсин. У з̂ олда,

S  еЛ  (2’°* булганлиги учун М 0 ну руга га утказилган ички 

нормалда шундай М "  ну^та топиладики, Г  (М  *, р0) (бу ерда 

р0(М *.М 0)) ёиик, дойра S  чизик; билан фа^ат М 0 умумий 
нутугага эга булади. р] (< р0) мусбат сонни олиб, /'(Л'/0, р ,) 

ёпик. дойра утказайлик ва унинг Г  [\1 \р {)  билан кесиш — 
масини G билан белгилайлик

Хопф принцинига асосан G со^анинг ихтиёрий М  
нуту гас и да и (М )~ и(М0) > 0 тенгсизлик уринли.

(18) функция каби

о}(М)=е ГРо —е уг'

функцияни киритайлик, бу ерда /•, = р (м  , М ), у эса 
ихтиёрий мусбат сон.

Бу функция G соха чегарасининг г { м  ,/90) дойра 
ичидаги ^исмида манфий, долган к,исмида ноль булади.
u, (М ) функциянинг бу хоссасидан фойдаланиб, Я сонни 
шундай кичик танлайликки G соз̂ а чегарасида

и(м)-и(мп) > -Av\(M) (23)
тенгсизлик уринли булсин.

3 — параграфдаги каби курсатиш мумкинки, етарли 
катта у учун L(o, )< 0 булади. У ^олда, G со^анинг ихтиёрий 
М  ну^тасида

L [и(М )-и  (А/0)+ Яи, {М )]=/ ( М ) - а33 (М )и (Л/0) + Я ф , ) < 0

тенгсизлик уринли.
Бундан келиб чи^адики, u(M)~u(M0)+ Яи{(М) функция

учун G сохада (IO2) шарт бажарилади. Ш унинг учун, 
экстремум принцинига асосан, (23) тенгсизлик G со^анинг
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барча нукталарида уринли булади. У х.олда, G соланинг / 
йуналиш буйлаб ётувчи ихтиёрий М  ну^тасида

и{М )-и (М 0) Аи} (М )

р (М ,М 0) р (м ,м 0)

генгсизлик з̂ ам бажарилади.
Бу ерда М  нукта / йуналиш буйича М 0 нут^тага иитил — 

ганда (яъни р (М ,М 0)->  0 да) лимитга утиб, ф ункциянинг 
й уналиш буйича з^осиласи таърифини ва

л ( ^ \  =_ л 
V dl 1м-ма

do\ а \ — Lco s( l,n )
dl] М~ Mq

= - 2  Ay р0е~ГРо cos(/./?) > 0

тенгсизликни инобатга олсак, (24) дан (22) тенгсизлик келиб 
■шкдди.

Принциннинг иккинчи ^исми х,ам шундай исботланади.
Б у принцип Лаплас тенгламаси учун Заремба ва (9) 

куринишдаги теш’ламалар учун Жиро томонидан исбот — 
ланган булиб, унинг тасдиги S  — Ляпунов чизиш  булганда 
\ам уз кучида ^олади [23].

5 -§ . Э лли п ти к типдаги бузиладиган  
трнгламалар ечим ларининг баъзи хоссалари

Биринчи бобнинг учинчи параграфида айтиб утилгани — 
док, чегарада бузиладиган эллиптик типдаги чизизуш тенг — 
дамаларни унинг коэффициентлари етарли силлик. булганда 
узгарувчиларнинг махсус булмаган алмаштириши ёрдамида

L j (m )sу т ихх + u vy + aux +buy +си -  f  ( т  > 0), (25)

+ y muvv + aux +buv +си ~ f  ( т  > 0) (26) 
куринишга келтириш мумки][, агар тенгламанинг типидан 
таш^ари тартиби хам бузилса, уни

13(н)= у т  ихх + у "и }Г + аих +Ьиу + си = /  (/и, п > 0) (27)

куринишда ёзиш мумкин. (25), (26) ва (27) тенгламаларда 
г > 0  булиб, а, Ь, с ва /  — х  ва у нинг функцияларидир.
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Бу тешламаларни у  > о ярим текисликнинг учлари 
Л(х],0) ва B (x2,0) (jc, < х 2) ну^таларда булган а  Ляпунов 
чиздаи ва А В = { ( х , у ) : v = 0. хг < х < х 2} кесма билан 
чегараланган D со^ада Бр а йли к, бу ерда "s = auAB.

Фараз ^илайлик, а, }:к с_ у  функциялар D  и  S  да 
узлуксиз ва D  соз̂ ада с(х, у )< 0  булсин. У  з̂ олда, х.ар бир 
Dh -  D  n(v > h) (бу ерда /2 етарли кичик мусбат сон) со^ада 
L j { u ) -  0 (у ■ - 1-2,3) тенгламанинг коэффициентлари учун

4 >,к[’ п р д а и  ш арт^ри бажарилади ва, демак, унинг 
у у  *1 "Рницигги  тасдиги уринли булади. Бу

тасдик h(> 0) сон ихтиёрий кичик олинганда х,ам Dh(a D) 
соз?а учун уринли булгадлигндан купндаги хулоса колиб 
чи^ади. L j(u )=  0 (у = 1,2,3) тенгламанинг ихтиёрий и Фconst 
регуляр ечими D со^анинг xeq дИр Ну^тасИда манфий
минимум ва мусбат максимумга эршпмайди.

Худди шу каби, хп р бир Dh со^ада Хопф принципи 
тпартлари бажарилганлиги ка а  — Ляпунов чизиги 
булганлиги учун, Ь} (и) -= о (у = 1,2,3) тенгламанинг узгармас —

дан фар^ли з̂ ар бир u<= C (D ^ S)  регуляр ечими учун а  
чизи^ нукталарида [д Ва £  ну^талар бундан мустасно) 
ь аРемба — Жиро принципининг та сдит уринли булади.

Ш   ̂ тенглама ^чимлари учун-А В  квсмада куиидаги 
хосса уринли:

1 лемма. 1л (и )=  Q тенгламанинг коэффициентлари 
Аа УЗЛУКСИЗ' ^  соз̂ ада с(х.у) < 0 ва бу тенгламанинг 

узгармас сондан фарк_ли булган m(x,v) е C iD  '-J S )  регуляр 
ечими Р (х0,0)е АВ  пуктада энг катта мусбат (энг кичик 
манфий) к,ийматга эрищган булсин. У  *олда, агар шх.у)  
функциянин! ст даги к,иймати г/(хо,0) дан кичик (катта) ва 
l im « v(x0,y ) лимит мавжуд булса, limwv(x(1,0)<0 (>0)

V—>0 '
тенгсизлик уринли булади

Исбо1 . Фараз ^илайлик, 1л( и )  = 0 тенгламанинг 
и{х,у)ф const ечими />(х(),())е АН пуктада энг катта мусбат



вдйматга эришган булиб, и(х0,0)> и(х,у)|_ булсин. У ^олда, 

.1 никки, lim uY (х0,0) > 0 тенгсизлик бажарилмайди. Фараз
v-»0 '

килайлик,
lim mv(x0,0) = 0 (28)
v--> О

ТО Н ГЛ И К  )ф И Н Л И  булсин.

dim D --d, max |h (x,y\=S, и(х0,0) = м0 >0
i)

оолгилашлар киритайлик. Унда лемма шартига асосан 
max и (х ,у) < и 0 - е ,  бу ерда £ (<и0) етарлича кичик мусбат

сг

СОН.

К у й и д а т функцияни ^арайлик:

гг/  \ £ и (х, у) ..
V ~ 7 d---- ~YV  ’ У ' COmt > Ь 'и0 г  -  £.eyy

Бу функция учун (х, у) е а булганда

Е  ( II,л  — A*) F. г
- - - <  ■- # ... (29)

и0е' - £ е г в' uQey -  s

(х ,у )е Л В  булганда эса

€ Ur С U!л
v(x,o) < ';;г , vi х. ,о)= -  - ^ -  (зо)

и0 е/ “ -  s  и0 е' ” -  £

 ̂I у носабатлар уринли.
Бундан таш^арн, V функция D со^ада

У’"' Vja + Vyy +a1Vx + bj Vy +c1V =  0 (31)

генгламани ^аноатлантиради, бу ерда
2 syeyy £геГ)(у + Ь)

а. = a, h = b ----- —------------, с, = с ----- -— г ---------,
uQeyd -£ e ry u0eyd £суу

ах, £>,, с, е C {D k jS ) , с, (x ,y )< 0 , (х ,у ) е D. (32) 

И ккинчи  томондан, (28) фаразимизга асосан, 

д ¥ { х , , . у )  _ к 2 Г  “о



тенгсизлик уринли. Бундан кслиб чия;адики, V (х, у) функция 
D со^а ичида энг катта ^иймат к,абул к,илади. Бу эса (29) —
(32) га асосан, экстремум принципига зиддир. >у<эсил булган 
г̂ арама — ̂ аршилик (28) фаразимизнинг нотугрилигини 
курсатади. Демак, П т  и>,(д^,0)<0.

у -М

Лемманинг иккинчи к;исми хам шундай исботланади.
Ь2(и ) -  0 тенглама ечимлари эса ^уйидаги хоссага эга:
2 —лемма. Ь 2(и) = 0 тенгламанинг коэффициентлари D  

со^ада узлуксиз ва чегараланган булиб, т >  1, Ь{хАУ)> О, 
с(х,у)<  О тенгсизликлар уринли булсин. У  ^олда, унинг 
D  l. j  S  да узлуксиз ва у —>0 да чегараланган uv хо с ила га эга

булган и{х,у) ре1уляр ечими D u S  сох.адаги мусбат 
максимуми ва манфий минимумига А В  кесмада эришмайди.

6 -§ . Асосий чегаравий масалаларниш  
1$уйилиш и ва улар ечим ининг ягоналиги

,у> 0  ярим текисликда ётувчи ва учлари А{хи0), 

В {х ?, 0 ) (х , < х 2) нук/галардан иборат булган п Ляпунов 
чизоти )$амда у = 0 тугри чизик билан чегараланган D  со^ада 
(2.5) ва (26) тенгламаларни карайлик ва а, Ь, с, f  е

e C '0,“' !( Z )u S ) ,  r(.v, t') < 0, (х,у)<ьГ> деб фараз ^илайлик, бу 
ерда S  = и  и  А В , 0 < а  < 1.

1. Бир инчи  тур тенгламалар учун чегаравий 
масалалар.

Дирихле масаласи (.0 масала). (25) тенгламанинг D  
со^ада регуляр, D ^ j S  да узлуксиз ва

и (х ,у )\ а =<Z>(i), 0 <S<1\  м(х,0) = Г (х), X j < X < X 2

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин. Бу ерда s — a 
чизи^ ёйининг В  нут^тадан бошлаб ^исобланадиган узунлиги, 
/ эса а чизи^нинг узунлиги; (л), г(х ) — берилган узлуксиз 
функциялар булиб, (p(l) = т(хх), <р(0) т (х 2).

1 —теорема. (25) тенглама учун Дирихле масаласининг 
ечими биттадан ортиц эмас.



Теоремани исботлаш учун бу масала ечимини иккита, 
яъни щ ва ип булсин деб фараз ^илайлик. У  х;олда, и - и А -  и2 
функцияга нисбатан бир жинсли Дирихле масаласи га эга 
буламиз. с (х,у)<  0 булганлиги учун, Хопф принципига
асосан, D u S  сс»$ада I w I < max j w | = 0 тенгсизлик уринли.

s
Бундан D<j S  да и = О, яън и  и, = и2 эканлиги келиб чи^ади. 
Демак, Дирихле масаласининг ечими мавжуд булса, у 
ягонадир.

Хольм грен масаласи (г\ масала). (25) тенгламанинг L) 
со^ада регуляр, ('{/) w ,S')n С 1 (D и  А В) синфга тегишли ва

и ( х ,у ) -  = (p(s), О < s < l ;  Jim uv (_v, v) = v(x), x, < x < x 2
y - >  о

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин. Бу ерда ^(s), 
\’(л) — берилган узлуксиз функциялар булиб, v(x) функция 
л х, ва х  -  > х -) да 2 / (т  + 2) дан кичик тартибда чексизга 
интилиши мумкин.

2 —теорема. Агар (2.5) тенглама учун Хольмгрен 
масаласининг ечими мавжуд булса, у ягонадир.

Теоремани исботлаш учун бир жинсли масала ечимини 
D u 5  да айнан нолга тенглигини исботлаш етарли.

и — бир жинсли N  масаланинг ечими булсин. 
!imz/v — 0 булгани учун бу функция 5- - параграфдаги
г -/0 •
I — леммага асосан, АВ  да максимум ва минимумга 
зришмайди. У  з̂ одда, Хопф принципига асосан, D\j S  со^ада 
\и\< щах|м|-0 тенгсизлик уринли. г/|_=0 булгани учун бу

сг
генгсизликдан и = 0, (х .у)е  D vjS  келиб чикдди.

Аралаш масала (К  масала). (25) тенгламанинг D со^ада 

регуляр, С ( D u S ) n  С1 (D u c t) синфга тегишли ва

As [и]\а = cpis), 0 < 5 < /; и(х,0) = г (х). х, < х -  х ,

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бупд<1 их на 
иу хусусий хосилалар А ва В  ну^та атрофида 2/ ( т л  2) дан



кичик тартибда чексизга интилиши мумкин. Бу  ерда 
(р (л'),г (jc) — берилган узлуксиз функциялар.

Бу масала ечимининг ягоналиги Хопф ва Заремба — 
Жиро принцииидан келиб чш^ади.

2. И к к и н ч и  тур тенгламалар учун чегаравий 
масалалар. (26) тенгламага масалалар куйишда тенгламанинг 
бузилиш курсаткичи т  ва Ь [х ,у ) коэффициентининг у ->  О 
даги лимита мургм рол уйнайди. Чунки  (26) тенгламанинг 
у  = 0 чизикда яккаланган махсус нукталарга эга булмаган 
ечимлари у = О чизик, атрофида у  узгарувчининг функцияси 
сифатида, асосан

у"' <р"{}’)+  Ь(х,0) <р' (у) = О

оддий дифференциал тенгламанинг ечимлари каби табиатга 
эга булади [19].

Буни эътиборга олсак, (26) тенгламанинг ечимлари 
> —> 0 да (^уйидагича хоссаларга эга эканлиги келиб чи^ади:

а) 0 < т  < 1 булганда, барчаси чегараланган;
б) т -  1, b (х,0) < 1 булса, барчаси чегараланган;
в) пт = ], b (х,0)> I булса, баъзилари чегараланмаган;
г) 1 < от < 2, b(x,0) < 0 булса, барчаси чегараланган;
д) 1 < m < 2, b (л-,0) > 0 булса, баъзилари чегараланмаган;
е) от > 2 , Ъ  (х,0)< 0 булса, барчаси чегараланган;
f) от > 2, b (jc,0) > 0 булса, баъзилари чегараланмаган.
(26) тенглама ечимларининг бу хоссаларидан келиб 

чи^адики, бу тенглама учун Дирихле масаласи ^ар доим ^ам 
коррект ^уйилтан булмайди. Тенглама ечимларининг барчаси 
чегараланган [а), б), г), е)] доллар да Дирихле масаласини 
урганиш маънога эга булади ва бунда ечимнинг ягоналиги 
Хопф принципидан келиб чикади.

(26) тенгламанинг баъзи ечимлари чегараланмаган [в),
д), f)] холларда бу тенглама учун М.Б.Келдиш томонидан 
тавсия к,или11га к ^уйидаги масалани урганиш мумкин:

Е  масала. (26) тенгламанинг D со^ада регуляр, D uc r 
да узлуксиз ва

и(х, у)\& -  <£>(л), 0 <i.v</; ' lim и(х,у) j < +оо
I >" I
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шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
</?(.у)е С [(),/] — берилган функция.

3 —теорема. Агар D u c t да мусбат, у —» 0 да чексиз — 
ликка текис интилувчи ва D  со^ада Ь2 [<г>] < 0 тенгсизликпи 
^аноатлантирувчи со (х, у) функция мавжуд булса, у  холда 
(26) тенглама учун Е  масала биттадан орти^ ечимга эга эмас.

Исбот: и (х, у) функция бир жинсли Е  масаланинг
ечими булсин. Ихтиёрий етарли кичик £ (> 0) сон учун D

г г 1 Л с-гонада 1.2 [£ o j ± и\< о тенгсизлик бажарилгани учун,
жстремум принципига асосан, £ со ± и функция D со^ада
манфий минимумга эга булмайди. У  х,олда, ст да £ со ±  и > 0
булганлиги учун, D сохада лам £ со ± и >0 тенгсизлик,' яъни
и\< £ со тенгсизлик уринли. Бу ердан, £ етарли ки чи к

ихтиёрий мусбат сон эканлигини эътиборга олсак,
и - 0, (х, у)  е D  келиб чикади. Теорема исбот булди.

Изо^. 3 — теоремада мавжудлиги талаб килингаи со(х,у) 
функция сифатида

со (х, у) = -  In у -  (х -  8 )" + К  

Функцияни олиш мумкин, бу ерда 8 >  0 сон D сохада 
; х — с>| > 1 тенгсизликни кдноатлаитиради; п — натурал, К  эса 
ихтиёрий мусбат сон.

Х.аки^атдаи з̂ ам, D сохада

1,2 {со) = y m~2 - n { n  - 1) (х -  8)п2  -  ап {х -  8)п 1 -у ~ хЬ + с со.
Дастлаб, в) %ол, яъни  т  =1, b (х,0) > 1 з^олни ^арайлик.
D u S  сохада b (х ,у) узлуксиз булганлиги учун, А >  0 

сонни етарли катта танлаш зргсобига 1 - b ( x , y ) <  Ау 
тенгсизликни таъминлаш мумкин, п натурал сонни эса 
//-1 >3  | а}-|х-<5|, п(п- \)>ЗА  тенгсизликларни к,аноатлан — 
тирадиган ^илиб танлаш мумкин. Сунгра К  > О сонни 
шундай танланадики, D y j S  да со(х,у)>  0 булади.

Ана шундай танланган п ва К  учун

/., ( со ) =  у -1 (1 -  Ь )  ■- |  п  ( п  -  1) ( х - 8 ) " '  ‘
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—  пп
5

2 1
+  с с о < А  —  п  ( п - \ ) + С О )  < — п  ( п  — l )  4-с C J < 0 9

3 1 3

яъни со (х, у) функция 3 — теоремада талаб ^илинган 
шартларни бажаради.

д) ва I) лолларда з̂ ам А >  сонни y m - b ( x , y ) < A y  
тенгсизликни бажарадиган к,илиб танлаб ва говори —даги 
мулохдзаларни такрорлаб, со[х,у) функция талаб ^илинган 
хоссаларга эга эканлигига ишонч ^осил цилиш мумкин.

(26) тенгламага нисбатан ю^орида баён 1$илинган 
м у л о х  аз а да р н и i i г якуни сифатида «^уиидаги теорема ни 
исботсиз келтирамиз:

Кельдиш  теоремаси [19]. (26) тенгламага D  сох:ада 
{^уйилган Дирихле ва Е  масалалари учун ^уйидаги тасди^ар 
уринли:

1. Агар 0 < т  < 1 булса, Дирихле масаласининг ечими 
мавжуд, Е  масала эса ноани^;

2. Агар т  ва b (х,у) лар учун
б) т  = 1 ва b (х,0)< 1;
г) 1 < т  < 2 ва b(x,0)< 0;
e) т  > 2 ва £ (х ,0 )< 0

шартлардан бири бажарилса. Дирихле масаласи ечимга зга, Е  
масала эса ноани^;

3. Агар т  ва b(x,y) лар ^уйидаги шартларнинг бирини 
бажарса, Дирихле масаласи х;ар доим х,ам ечимга эга 
булмайди, Е  масалд эса доим ечимга эга булади:

в) т  -  1 ва b (х,О) > 1;
д) 1 < т  < 2 ва Ъ (х.,0) > 0 ;
f) т  > 2 ва b (л\0) > 0.

Изо^. т  в а Ь(х,0) лар а), б), г), е) шартларни кдноат- 
лантиргап ^олларда (26) тенглама учун Хольмгрен масала- 
сини хам урганиш мумкин.

3. Умумлашган (чегаравий шартли) Дирихле ва 
Хольмгрен масалалари. (26) тенгламага ^уйилган Е  масалага 
нисбатан умумий булган куйидаги масалани урганиш х.ам



му^им а^амиятга эга: (26) тенгламанинг D со^ада регуляр, 
D и  а  да узлуксиз ва i//(x,y) u(x, y)eC^D^ ^амда

и(х,у)=<р(х,у), (х,у)ест;
(33)

ИтЧ '{х ,у )и (х ,у )= ф (х ) , ху< х < х ^
у̂ О

шартларни к,аноатлантирувч и ечими топилсип. Бу ерда 
^(л), ф(х) ва ц/ (х,у)  — берилган узлуксиз функциялар булиб, 
у/(х,у) функция у —>0 да нолга интилади.

Фикримизни TacAHiyvam ма^садида
и - w - o  (34)

тенглик ёрдамида и(х, у) функцияни киритайлик, бу ерда и 
(26) тенгламанинг ечими, w эса маълум функция.

У  х;олЛа, и [х. у) функция

U  (» )  + У ” + [а + 2 ^ - j  ох +

Ь + 2у"
\

W

L)(w )

w

тенгламани ^аноатлантиради.
w (х, у ) функцияни шундай танлайликки,

(35)

lim
>/->0

b+ 2ym—  
w

w(x ,v )>  0,

ii

< 1 агар

<0, агар

<0, агар

l 2(w) < 0,

оt да w(x.

m = 1 булса, 

1 < m < 2 булса, 

m > 2 булса,
(36)

ликка текис интилсин.
Унда (35) тенглама учун Кельдиш теоремасининг

б), г), е) шартлари бажарилади ва шунинг учун  D со^ада (35) 
тенгламанинг

и {х ,у ) = <Р\ (х,у), { х , у ) е а ;  и(х,0) = <р2(х), х { < х < х 2
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шартларни ^аноатлантирувчи регуляр ва 1) и  S  да узлуксиз 
и(х, у) ечими мавжуд.

Б у  тасдивдан, (34) га асосан, D сохада (26) тенгламанинг

и(х,у)=<ръ(х ,у ), [х ,у)& ё ;
(37)

lirn  V (х, у ) и (х ,у) = <р2(х). х, < х  < х,
О

шартларни ^аноатлантирувчи регуляр ва D ' J а  да узлуксиз 
ечими мавжудлиги келиб чи^ади, бу ерда

Ь  (х ' У) = У) м' (*> У\ v fa  у ) - 11 w(x - У) ■
4 —теорема. Агар (36) шартларни ь>аноатлантирувчи 

w (х, у) функция мавжуд булса, (26) тенгламанинг (37) 
шартларни ^аноатлантирувчи ечими ягонадир.

Бу теорема ^ам 3 —теорема каби исботланади.
Изо^. (26) тенглама учун (36) шартларни ^аноатлан — 

тирувчи w( x , y )  функциянинг мавжудлиги х;акидаги маълу — 
мотлар [34] да келтирилган.

(26) тенглама ечимларининг баъзилари чегараланмаган
[в), д), f)j холларда Хольмгрен масаласига нисбатан умумий 
булган куйидаги масалани урганиш мумкин: (26) 
тенгламанинг D сохада регуляр, D да узлуксиз ва 
у/{х, у )  и у (х . у )  е С (1) и  А В ) з̂ амда

и(х, v)= (р (х,у), (х ,у)с  а: 
lim V  (х .у) ил (х ,у) = ф (х), х, < х < х?
у - *  О

шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
(р{х,у), у/ (х, у), ф(х) — берилган узлуксиз функциялар булиб, 
у  —> 0 да 1//(х,у) функция нолга интилади.

(26) тенглама учун ю^орида баён килинган масалалар — 
дан таш^ари <т да и (х, у) урнига As [и] берилган масалаларни 
з$ам урганиш мумкин.

(26) тенгламага нисбатан билдирилган мулохазаларнинг 
аксарияти (27) тенгламага нисбатан х;ам уринли булганлиги 
учун, (27) тенглама тутрисида ало^ида тухталмасдан! кейинги 
параграфларда конкрет тенгламалар ёрдамида фикримизни 
тасди^лаймиз.



Бу  параграфда биз эллиптик типдаги бузиладиган 
тенгламаларга чекли D  <:ох,ада ^уйиладиган асосий масалалар 
ва улар ечимларининг ягоналигини куриб угдик. Агар D со^а 
чегараланмаган булса, чегаравий шартлар ^аторига

I lim и(х,у) < +оо ёки Птм (х,д ') = 0
! R —>оо Л->ос

шарг ^ам ^ушилади, бу ерда R=-Jx2+y2.
Кейинги параграфларда бу ерда ^уйилган масалалар 

ечимларининг мавжудлигини конкрет тенгламалар мисолида 
исботлаш билан бирга, эллиптик типдаги тенгламалар учун 
ю^орида баён ^илинган масалалардан фар!уш булган 
нолокал чегаравий шартли масалаларни хам куриб утамиз.

7 -§ . Фундаментал-ечимлар

1. Гельм гольц тенгламасиникг фундаментал ечими хОу
текислигида

F,, (и) -  + иуу -  Л2и -  О (38)

Гельмгольц тенгламасини ^арайлик, буерда А / () — ихтиёрий 
Ч.. ЦП кий сон.

(38) тенгламанинг ечимини и = м>(Лг) куринишда

кидирайлик, бу ерда г 2 = (х ^)2 + (у - Т})2 булиб, (.т, у) ва 
(*,т}) — текисликнинг ихтиёрий ну^талари. w функциянинг 
хосилаларини ^исоблаб, (38) тенгламага гууйсак,

w ' Ч  —  w '-w  = 0 (39)
Лг

тенгламага эга буламиз.
(39) — Бессел тенгламаси булиб, w, = Л:,/0( Дг), w2--k2K{){Ar) 

чизи1уш борлщ булмаган ечимларга эга. Бу орда

и -0  (п\)

K 0(z) = - I 0{z{\ n ~  + с| + 1 + ' +•
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булиб, /0(г) — мав^ум аргументли Бессел функцияси, K 0(z)
— Макдональд функцияси, кх, к2 лар эса узгармас сонлар, 
С = 0,577215664... — Эйлер узгармаси.

функция чегараланган, К 0(л г )  эса логарифмик махсусликка 
эга.

Демак, Гельмгольц тенгламасининг фундаментал ечими 
q0(x ,y ; £,Т};А) = k2K 0(A r) функциядан иборат. Одатда 
к2 ~ И 2 п  деб олинади.

2. Умумлаш ган Гельм гольц  тенгламасининг фунда­
ментал ечими. у > 0 ярим текисликда эллиптик типга 
тегишли

тенгламани ^арайлик, бу ерда А, —ихтиёрий цщиций сон.
у  -  О туф и чизик. бу тенглама учун параболик бузилиш 

чизигидир.
(40) тенгламанинг фундаментал ечимини топиш 

ма^садида

куринишда излаймиз. (41) ф ункциянинг ^осилаларини 
^исоблаб ва (40) тенгламага куйиб, баъзи алмаштиришлардан

Б у  тенгликлардан куриниб турибдики, г  —> 0 да /0(Яг)

Рт  (и) = Ут ихх + иуу -  Я2у т и = 0 ( т >  0) (40)

(400

белгилашлар киритиб, ечимни

(41)

тенгламага эга буламиз, бу ерда
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-< 4 , T 1 v ” K ) Z + k ) 2].

S  = In’ ) , -O'j, »CT|, 'CT;,]. 

c  = (r|! ) 4 (■T;, ) ’ ]■

в=-24!Г''И'-.21-“-.-+('-.2и^
1('i )  [i "' ■ " u , I- ( « I

E  = - 2 4 ,= )  [ / '( r ,2 ), + (r,2 ), <r J ,

/«

1

F  = p ( f i +1) (z-,2) - ^ 2 { y m[(/f ) J 2 +t(r,2 ),,]2} -

2
r, , <T, ва a2 ларнинг ^осилаларини х,исоблаб, (43) 

ифодаларни соддалаштирсак,
т - 2  т + 2

2\ М
А = 4 у  2 J] 2 (r}2J ( l-o -Jc r,,
т - 2  т + 2

2В  = 4у 2 г/ 2 [ r \ Y  '<̂ 10-2 + Я2 (г,2 сг,,

С = - Я 2 у т  (г,2)
т - 2  т + 2

-р-\.

\-р сг2.

D -  4 v 2 11 2 (г,2) [2/?-(1+2/?)<т,1
т- 2  ш+2

£  = 4 j 2 ,  i  fl).
т - 2  т + 2

F  = - 4.V 3
эканлигини топамиз.
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Буларни (42) га куйиб, уни юкори ярим текисликнинг 
(л. у) ^(^,?/) шартни î a ноатлантирувч и ихтиёрий (.v, v), (^,77) 
ну^талар учуй уринли эканлигини инобатга олсак, w(cr1,cr2) 
функция

с " V  + 0-1 СТ2 МСТ[СГгO -^ i)

+ [ ip  -  (1 + 2Р ) а ] ]w + /3 <т, w ~p2w = 0. (44)

axa 2
тенгламалар системасини ^аноатлантиришини топамиз. 

Бу тенгламалар системаси чизигуш боглик; булмаган

= H 3{p,p,2focrx,cr2),

Wr =<7\~2р Н 3( \ - 0 , ] - р ,  2 -2/? ; <7,,<72)

(45)

ечимларга эга [5] ({5] да (44)системани ёзишда хатоликка йул 
цуйилган!, бу ерда

Я 3 (a, y ,S ; х ,у )  = S  £  ^ 4  “Г Г " Г Н  1' 
а-=о «=о (ojjA:! и!

H 3(a ,y ,S ;x ,y )  — Горн функциясидан иборат булиб, уни

H 3(a ,/ ,S -,x ,y )=  Z  7Г~^Т~ ■ - - F ( a - n ,  P ,S\x) (46) 
/7=о (1 ' а) п п\

куринишда ёзиш мумкин.
(45) ни (41) га ^уйиб, (40) тенгламанинг чизшуш 6ofam5S 

булмаган

Ял {х,у; £  г/; а) = к, (г,2) Р Я 3(р. р. 2p.av а2),
(47)

q2(x,y,<*,ir,A) = k2 (г,2 ) Р <т}~2р Н  3 (l -  f i, 1 -  Д  2 -  2/i; сг,,<т2)

ечимларига эга буламиз, бу ерда ки к2 — узгармас сонлар.
Бу ерда (46) тенгликни ва гипергеометрик функциялар 

назариясидан маълум булган
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Г (а  + Ь) , .
F ia .b , a + b;\-z) = — — - г Ч - F(a,b,Y,z)\nz  +

'  '  F ( a ) r ( b )  V 7

^ _ Г ( а  + Ь) «  Г ( а  + к ) Г ( Ь  + к)  (48)

Г  ( а ) Г  (b) (к!)

Г '(1  + к) Г '(а  + к) Г '( Ь  + к)

Г ( \ + к )  Г ( а  + к) Г ( Ь  + к)

формулани инобатга олсак, г  —> 0 да сг, —> 1 булиб, (47) 
счимлар г  —> 0 да логарифмик махсусликка эга эканлиги 
к(>либ чи^ади.

Демак, (47) функциялар (40) тенгламанинг фундаментал 
1'чимларидан иборатдир. Бу  фундаментал ечимлар барча х 
дар учун

|-<7 , (х, у ; s , /7 ; Л) I v , 0 = 0, с]2 (х,0;f , 77; Л) =  О
ду ' •

шартларни ^аноатлантиришини текшириб куриш кийин 
iMac. Ш у билан бирга фундаментал ечимлар (.г,у), (с,?/) 
иу^таларга нисбатан симметрикдир. Бундан кейин

-  J _  { r 2 ( l )  t  -  L  ( . л _ Г 2/? r ?0 - / g)
1 А л ^ т  + 2 )  / (2 /> ) А я у т  + 2 )  Г ( 2  -  2/3)

деб ^исоблаймиз.
(40) ва (47) ларда Л -  0 деб, (46) тенгликни инобатга

| )лсак,
E ( u ) s y mu „ + u № = 0 ( т  > О) (50)

тенгламанинг фундаментал ечимлари

<?i (*, у; £, 77) = A:, (/ f) Р F(p , р,20\ сг, ). (5 ( (

q2(x ,y ;^ ,T j)= k 2 [ r f i * 1 F{\ - /?,1 -  /?,2- 2/?;сг,)

функциялардан иборат эканлиги келиб чик.ади, бу ерда Л, ва 
к дар (49) тенгликлар билан аникланади.

(47) ва (51) функциялар -1  < ш < 0 булганда а̂м мос 
равишда (40) ва (50) тенгламалар учун фундаментал ечим 
будаверади.
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3. И к к и н ч и  тур тенгламанинг фундаментал ечими.
Ушбу

^ а (и) = ихх + У т и \у + а у т  ûv = 0  (0 < /72 < 2) (52)

тенгламани юцори ярим текисликда ^арайлик, бу ерда 
т ~ \ < а  <1, а Ф т ! 2 .

у  = 0 тутри чизш$ (52) тенглама учун параболик 
бузилиш чизики булиб, у  > 0 да (52) — эллиптик типдаги 
иккинчи тур бузиладиган тенгламадир.

Бу тенгламага кушма тенглама

М*а(и) = oXJt+ y mvJCX + ( 2 т - а )у т ] иу + ( т - а )  ( т - 1) у т  2и = 0

куринишга эга булиб,

М а\ут ~аи{х,у)[ - Ут ~аМа[и(х,у^  (53)

тенглик уринли
у  > 0 ярим текисликда

о
х - х ,  z = — ~y^2~m̂ '2, w = z 2~т  о (54)

2 —  т '

алмаштириш бажарсак, М а [и(х, у)] = 0 тенглама

н-лд. + w,_ + — — —-  wz ~ 0 (55)
z

куринишга келади, бу ерда Д  -  (2а -  т)/ (4  -  2 т ) .

r  \ = ( x - t ) 2 + {z + c )2, t = ~ ,  /з0 = \ - а  
r {  J r\

бедгилашлар киритиб, (55) тенгламанинг ечимини

w (x,z;£,C) = (г,2) />u a>(t) (56)

куринишда ^идирамиз.
Натижада, o)(t) га нисбатан Гаусснинг

/(1 -  г)й>"+[| -  (I + 2/?0 ) I]со '-Д 02 (о = О 

тенгламасига эга буламиз. т  -  \ < а < 1, а ф т  !2  булганда 
2Д  ёГ Z  булганлиги учун бу тенглама / = 1 ну^та атрофида
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cox= F { \ - P x, \ - ( i v 2 - 2 f c \ - t y  

© 2= ( 1- 0 2A_1 F ( p v p v 2 P\ ,\ - t )

чизшуш 6ofahk булмаган ечимларга эга.
Бу ечимларни (56) га ^уйиб, (54) формулалар ор^али 

V. v узгарувчиларга ва о  функцияга ^айтиб, 1 •-/-

16 ( y v f - ) n i(2 -  т)~г2 эканлигини инобатга олсак,

М*а (и) = 0 тенгламанинг

у л ^ ) = к\у1~т{г\ У '  х

у Р ( \ - Р у,\ -Р\  2 - 2Д ; 1 б(ут7)(2“"')/2/(2 - m)2r,2)
(57)

qz(x, V....7/) k2va mq "  ' ( г ,2 ) P' x

x F  й  • A,2 A; i6(j-'?7)(2̂ l)/2 /(2 - w)" r,2)
счимларига эга буламиз, бу ерда /f,,A:2 — узгармас сонлар,

// = [(2 - т ) ^ /2
(48) формулага асосан, (57) функциялар г —>■ 0 (j ■ > 0) да 

логарифмик махсусликка эга. Шунинг учун улар х ,у

аргументлар буйича М а {р) = 0 тенгламанинг фундаментал 
ечимлари булади.

(53) тенгликка асосан, v'"~“ q f (x .y :^ ,t j )  ( j  = 1-2) 

функциялар х, у аргументлар буйича М а(и) = 0 тенгла — 
мани ^аноатлантиради. Буни эътиборга олсак,

%(х,у; г]) = к V  "V/1 "(г,2У'  ' х

х /.’(l - Д , 1 - Д , 2 - 2 Д ; 1 6 ( y i ] f ' m)l2 /(2 -  m )V ,2)
(57,)

O4O-.V; - - '? )=  к2у а~т( г { )  >h х 

х F ( A , р ,2 Д ; 16 ( y T j f - m ) n  /(2 -  m )2г,2 )

функциялар t,Jj аргументлар буйича М а(и) = 0 тенгламани 
^аноатлантиради ва, шунинг учун, £ ,7  аргументлар буйича 
(52) тенгламанинг фундаментал ечимлари булади.
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4. Типи ва тартиби бузкладиган тенгламанинг 
фундаментал ечими. у > 0 ярим текисликда эллиптик типга 
тегишли булиб, у  = 0 да типи ва тартиби бузиладиган

Е а  ( и ) =  «Л-Л +  У и уу +  =  0  (5 8 )

тенгламани ^арайлик, бу ерда т >  О, ( -  т / 2)  < а  < 1.

Агар Р 2 ~{т  + 2а)/(2т + 4), <т, = I -  г 2 / г,2,

21 " *
'■ '. = ( х - Й !+- 4

(' т+7- w + ?V  
V 2 +7/ 2

(59)

ri2J (от + 2)\
белгилашлар киритиб, (58) тенгламанинг ечимини 

и -  [ г 2)  w((j\) куринишда ^идирсак,

9, (.г, y;Z,7])=k\ (г,2) Pl f {P2J32 2Д,;сг,)

q2 (х, у;£, //) = &2 (г,2 ) ^  (сг, ) ь2/?2 F  (l -  /?2,1 -  /?2 2 -  2/?2; <г,)

функциялар бу тенгламанинг фундаментал ечимларидан 
иборатлигини топамиз.

5. Иккита бузилиш чизигига эга булган тенглама­
нинг фундаментал ечими. хОу текисликнинг биринчи 
чорагида эллиптик типга тегишли

Утихл + x nUyy = 0 (60)

тенгламани ^арайлик. х = 0 ва у  = 0 тугри чизик,ларда бу 
тенглама параболик бузилади.

(60) тенглама учун фундаментал ечимлар топишда т = п 
ва т Фп доллар алох,ида каралади.

а) т = п >  0 ёки -  \< т = п <0  булсин. У ^олда,

r' \  = lg p * x ’ Y + i n ’ i y ' ) - ,  щ
У

ir\7г )2

Р  = т/(2т + 4), 2р — т + 2, 

кх=А2 М Г 2( р ) 1 п Г ( 2 р ) ,  к2 = 42/; хГ 2{ \ - Р ) ! я Г ( 2 - 2 Р )  
белгилашлар киритиб, (60) тенглама ечимини
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и --- [ r 2r2 j ^ w(<j,) куринишда ^идирсак, 2 — банддаги каби

муло^азалардан сунг, (68) тенгламанинг фундаментал 
ечимлари

Ч\ {х,У1 - * i ( ' f ^ )  Р ^ ( Д  Д 2 Д е г , ) ,

q2(x .y :  C J j) А j 1 o f 2pF(\ -  Д 1 -  Д 2 - 2Д<т,)

функциялардан иборат эканлигини тоххамиз.
Бу функттиялар куйидаги хоссаларга эга:

С Г)
-О, j - q i { x , y £ , r i ) \  -  О,

*/■■ о

q2 I) = 0, q2 (x ,y ,0 ,u ) = 0.
б) m l  п ва т > 0, п > 0 ёки — 1 < т < 0, - ! < « < ( )  

булсин. Бунда

Н У * - *  ,\Ч Ч У г
УР + ~ П Р \

Р J
<7,

г - г :
, гг,

т + 2 _  п + . 

2 ~ Р ' ~ 2

т

d' 2(т + 2) 2 (и + 2 ) °

белгилашлар киритиб, (60) тенгламанинг ечимини

M =(r2)  ̂П’(<7,. (Х2 ) (61)

куринишда ^идирсак, худди 2 — банддаги каби муло^аза — 
лардан сунг, w ( ct, , ct- ,) функцияга нисбатан

^  0 -  0\ К ]0, - o x<j,w^C2 + [2а -  {2а + р  + 1) <т,] н'(Т]

-  а а 2 wa -  а (а  + /3) w = 0.

(72 ( l  -  <71 )\VО  2 <7 2 1fT.OV,w + [2 Д - (а  + 2Д + 1)<г2К 2

I P ° \ -Д (а  + /?)н’ = 0

тенгламалар системасига эга буламиз.



Бу система чизшуш б о клик, булмаган 4 ечимга эга [5]: 

w, (<т,, <т2 ) = F2 (а  + Р , а , Р, 2аг, 2/?; сг,, сг2 ), 

н'т(сг,,(Т2)--сг1ь2а^2(1 - а  + р,\ - а , Р , 2 - 2 а ,  2/?; а [ ,а 1).

w3(a ] ,a2) ^ a 2 2/3F2(\ + a --p ,  а, 1 - Р, 2 а ,2 -2 р ,  ах,стг \ 

vv4(cr,,cr2) = a '_2"cr2 :/3F2( 2 - a - р , \ - а , \ -  р ,2 -2 а ,2 -2 р - ,  а , ,а 2 ),

со (п\. (h\-(h<,y) I
бу ерда F2(a,b,b ',c ,c ' ',x ,y) =  У  . , ‘ . . ~ х ‘у  -  Горннинг

г>*=о (с )Д с ) к i ! к\

гипергеометрик функцияси [5].
(62) функцияларни (61)га куйиб,

(6 2 )

F-> (a,b,b ',c,c ';x,y) =  £  F (a  + k, b.c ;x )yk
к-о (с А: !

тенгликни [5] ва (48) формулани инобатга олсак, (60) 
тенгламанинг фундаментал ечимлари

(х ,у ;С,7 ) = к\ ) F2 ( а  + Р ,а ,р , 2а,2Р;а^,а2) ,

,-а-р .1-2а .
<?2 (^ ,у ;ь ,77 ) =  А:2 ( г 2) 

х f ’2(l -  а  + р,\ - а ,  р,2-2а,2р:<т1,а2),

Ъ  (х, У\4 , л) = h  {г2) “ 11 (У2 2р х 

х F2 (l + а  -  Д  а ,1 -  /?, 2а, 2 -  2/i; сг,, сг,). 

q A(x ,y ,4 ,7 i ) -^k4( r 2) a P <j\ 2acr\ :р х

х F2(2 ~ a  р, 1 -ог,1 -  Р ,2 ~  2а,2 -  2/?;сг,,сг2)

функциялардан иборатлиги келиб чи^ади, бу ерда (/ = 1,4)

— узгармас сонлар.
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Бу фундаментал ечимлар куйидаги хоссаларга эга:

~ 4 i ( x , y , 0 , r j  )  = 0, ~ - q ] {х,у,4, 0 )  = 0 ;
дт]
л

q2(x,y;  0,77) ^ 0, —  q2 (х,у; £ , 0 ) = 0 ;
ОТ]

z~<h (x,y\0,rj) = 0, qj(x,y', ^ .0 ) -  0 ; 
Ч
qA (х,у;0,т]) =  0. <74 (х,у: £,0) = 0.

6. Умумий тенгламанинг фундаментал ечими.
Эллиптик типдаги тенгламалар ечимлари хоссаларини 
урганишда тенгламанинг фундаментал ечими му^им рол 
уйнайди. Шунинг учун берилган тенгламанинг фундаментал 
ечимини зуриш масаласи эллиптик типдаги тенгламалар 
назариясининг энг асосий масалаларидан бири ^исобланади.

Агар (9) куринишдаги текис эллиптик тенгламанинг 
коэффициентлари D  сохада

ajm 6 С (,’0) (D  u  S), alk е С (3-0) (D  и  S). /,к = 1,2; j ,  m = 2,3 
шартларни цаноатлантириб, D  со^а етарли кичик булсй, бу 
тенгламанинг фундаментал ечими мавжуд булиши Леви 
томонидан исботланган [2]. Бу ерда бу тасди^ни исботсиз 
Кабул ^илиб, (25) ва (26) тенгламаларнинг коэффициентлари 
\/1М шу шартларни бажарганда ю^ори ярим текисликнинг 
у = 0 тутри чизш$ билан умумий нуктага эга булмаган етарли 
кичик D  со^асида фундаментал ечимлари мавжуд 
эканлигини таъкидлаб утамиз.

8—§. £ (н ) =  0 тенглама учун Хольмгрен 
масаласи

1. Масаланинг ^уйилиши ва Грин функцияси.

Е (и )= vm ихх+ Uyy = 0 (т > 0) 

тенгламани у  > 0 ярим текисликнинг учлари А ( -а ,  0), 
В(а,0) (а > 0) ну^таларда ётувчи а  Ляпунов чизиги ва 
АВ = {(х, у )\ у  -  0, - а < х < а }  кесма билап чегараланган D  
сохада кдрайлик.
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Хольмгрен масаласи: Е (и ) = 0 тенгламанинг D со^ада 

регуляр, С ( о ) г л С ] ( D u A B )  синфга тегишли ва

и(х,у)г. --(p{s), 0 < .v </; uv (х,O )-v (x ), - а < х < а  (63)

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
(p(s)eC[0,/], v ( x ) e С  ( -а ,а )  —берилган функциялар булиб,

v (x ) функция х —> ±<з да 1 -  2/? дан кичик тартибда чексизга 
интилиши мумкин; s -ст чизик ёйининг В ну^гадан бошлаб 
^исобланадиган узунлиги, l - а  чизи^нинг узунлиги, 
р  -  т/(2т + 4).

Бу масалани ечишда 1̂ уйидаги шартларни 
^аноатлантирувчи G x{£,r]\ х ,у )  Грин функцияси му^им рол 
уйнайди:

1) Gj (£,77; х ,у )  функция t ,7 ]  узгарувчилар буйича D 
соланин г (х ,у ) нуктасидан таш^ари барча ну^таларида 
Е (и ) = 0 тенгламанинг регуляр ечимидан иборат;

2) ушбу

_ п ^'| (с, •'/; х,у )
(с,,1)есг ~ U'G] (ь, m х ,у ) = 0, (х .у ) е D  (64)

7=0а/;

чегаравий шартларни ^аноатлантиради;
3) С|(г.77; х ,у )=  (£ ,77; х. v) f  g,(c,??; х ,у ) (65)

куринишга эга, бунда ^,(^,77; х ,у ) — Е{и) = 0 тенгламанинг 
фундаментал ечими (7 —§ га ^аранг), g x{c,T]', х ,у )  эса барча D  

со^ада E (i i )  = 0 тенгламанинг х ,у  узгарувчилар буйича х.ам, 
<̂ ,77 узгарувчилар буйича з̂ ам регуляр ечимидир.

Бундай хоссаларга эга булган Грин функциясини тузиш, 
(64) ва (65) тенгликлар з^амда ,т]\х, у )  фунламентал 
ечимнинг хоссаларига асосан, Е (и )~  0 тенгламанинг

х,у)\„ = ~Ч\ (£,7; *,у)\- .

х,у )

дт]
= 0, (х ,у )е  D

1/7=0
шартларни к,аноатлантирувчи g|(^,/7;x ,y ) регуляр ечимини 
топишга тенг кучлидир.
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2 . ^  т+2 1

а  '■ : л + Г Т ^ 2--У 1

мормал эгри чизик, билан устма—уст тушганда Грин 
функциясини дархол ёзиб олишимиз мумкин. У ушбу

Gy [<;,Tr,x,y) = qx{ t , r )\ x ,y ) - { R 2) P q ] (g, Jj;x,y ) 
куринишга эга булади, бу ерда

т+ 2  
т + 2  7

п 2 2 , 4  т + 2  -  X 2 Z
Л  =  Х + 7 --------, х = — г ,  У  Z = ---- Т— .

( т  + 2)2 R- R
а  — ихтиёрий Ляпунов чизиги булган з^олда G, (^ ,r j :x ,y )  

Грин функциясининг мавжудлиги V  бобнинг 8 — параграфида 
исботланади.

2. Масаланинг ечими. D  соз^ада ётувчи, <т чизивда 
параллел ва ундан р  масофада жойлашган а р чизик, з^амда 

I - 8  (бу ерда р  ва 8 — етарли кичик мусбат сонлар) тугри 

чизик билан чегараланган соз^ани D p ор^али ва у ~ 8  тутри 

чизик,нинг а р чизик, билан кесишиш нут^таларининг 

абсциссаларини х, ва х2 (х, < х2) оркали белгилайлик. D p 

< >ханинг ( х ,у )  ну^тасини марказ ^илиб етарли кичик е 

(> 0) радиусли ва D p да ётувчи С г айлана чизайлик. о р 

чизи^, [х,,л'2]- ; {(х, у):_у = £,х, < х < х 2) кесма ва С,. айлана 

билан чегараланган D ps сох,ада G,(£, т]\х,у) Грин функцияси 

1C (и) -  0 тенгламанинг регуляр ечимидан иборат булади. 
/ i V. г) функция £(и) = 0 тенгламанинг (63) шартларни 

цаноатлантирувчи регуляр ечими булсин. У з^олда, D ps 

со>;ада
uE(G])  -  G, Е (и) =

д г

а  эгри чизи1$

V
Jb

айният уринли.

дС, 5мл 
и — 1 -  G, —

I d t  ] дf

д ( дС. д и л 
+ —  и— - - о ,

5т]\ dr) dr/
-О
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Бу айниятни D%s со^а буйича интеграллаб, сунгра 

Гаусс — Остроградский формуласини ^уллаймиз:

I
IT ^ х и х 2 ]v jC t

oG, ди
------- ц —

д£
Ы ) -

+ и
dG,

G,
ди

дт] дт]
cosМ )

cos

ds = O'

Бу ерда = cos( ŵ ) ,  Ш  = -cos [п ,г]) тенгликларни ва 
cb <i.v

ей 5 г)
белгилашни инобатга олсак,

J ^ (и A  [G ,]-G , A \ u ] )d s ^ Q

<7,,‘•4*1 >*2 М '’*
тенгликка эга буламиз. Бу ерда G, функциянинг хоссаларини 
ва (63) шартларни эътиборга олсак,

{  <p(s) As[Gx]ds + X\ \’(£ ) G, (c,0;x,_y) dt, +

{ ( uAj [G^-Gj/i, [m] )dt = 0

(66)

+

еки
- J  (u At [G i] - G ]At [u \ )d t  =

= - )  v (| ) G, (^ ,0 ;x ,j) d ^ <p(.v) As [G, ] ds

(67)

тенглик з^осил булади. C s пинг тенгламасини хозирча с = t (t ) , 

ri = 7j(t) десак, бевосита ^осилаларнинг ^исоблаш натижасида 
ушбу

А [Ч \ {^ П  ;х ,у ) ]^ т ]т^ П ' ( ( ) - ~ - ^ ' { 1)  =
L J dq drj
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■uxr f \ m + 2 )  ^ - x ) - ± - r r W { t y  
тл-1

*• ’ (/ >

(от + 2)'

m+2 f  m+2 m+2 ^  

, TJ 1 rj " + у  - (6 8 )

7Я OT + 2
4 ■> -> 

•Ы-,----- г П" У "
от + 2

пфодага эга буламиз, бу ерда

h(x ,y ,t )
2

К~

“ ! = А * Т [  1 '^ 1  )•
(-гГ к г

„/и+1
//(л. y .f) - 2(£ -  х ) — —  г/'(/) + £ '(0  (jc s )2

т + 2

1  ( r i ^ . y " " 2)1 С Д .
(от + 2)~

Энди, С; айлананинг тенгламасини цугб координата 
ларда % - x - s c o  st, Т] -  у  -  £ $,\r\ t каби ёзиб оламиз. У *олд<>.

(у  + s sin/) 

генгликка асосан

т+2

у 2 + -
от

у2 sin / н «г. (у,/,с)

о т ?  4
Г =  £  COS t + -

т 4-2 т + 2

(у  + esin/) 2 у  2
(от + 2)"

- £2 cos2 Г + £2ут sin2 t + « 2(у ,t,£"), Сс2 = 0 \£*),

т]т+2 = (у  + £'sin/)'"+2 = ут+2 + (от + 2) £y m+1 sin / + (у,/,'-),

/г(х, V,/) -  — £? cos2 / (у + £ sin г)" '+1 -  е3 sin I cos' / t 
от + 2

4 г ‘ 4гт
+ ----- v m+1 sin21 + ̂ ( у , / ,f)=

«7 1-2 От + 2
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ffl + 2 . 7 m+\ . 2  / \
- £ — -— Stn/COS t+ y  S in  t + /3(y 9t,£)

lim y3(y,t,e ) = 0.
/г-»0

Юк,оридаги тенгликларни эътиборга олиб, ^уйидаги — 
ларни з^осил ^иламиз:

£->0 f -  

\-(Д+1)

6—>0

lim и-, -
£-+()

4 ym+l
___т + 2 '______
cos2 t + y m sin2/’

-2/1-2 3m+4

У - ,
m + 2 

- 2 / ? - 2  3/П +4

>’ 2 /?*,f08,£1 + 2#1 ) = (69)

= 2Jfc, _  4 _ V V “ 2 Г(2/3) 

m + 2 )  Г 2( р )

3m+4

Энди, (69) га асосан, k{ нинг (49) даги ^ийматини 
эътиборга олсак,

lim /ь У
2л-cos / + y Hsin t

(70)

м(д:,у) ва g,(^ ,7 ;x,>>) функциялар £(ы) = 0  тенгламанинг 
регуляр ечимлари булганлиги сабабли

lim \GxA,\u\dt =0, lim fu A , [g , (£,r j ;x ,y ) ]  dt - 0
£->0 <- С-»0 «_

Q Q
булади. Шунинг учун х;ам, (68) ва (70) га асосан,

Г , 2п
lim \uA\qx\dt = -lim  Jw(x + fcos/, у + ssm t)A \qA d t =
£ —>0 - -

1 2f  y 2

' 2n о cos21 + y m sin21
dt =
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Шундай к,илиб, (67) формулада е > 0 , р  —> О ва S -> О 
д<| лимитга утсак,

Ф , у ) = -  f  A t )  G\(< ? Л х,у)  d$~\<p(s) Ах[G, ]ds (71)
- a  g

формулага эга буламиз. (71) формула билан аннкданган 
и(х,у)  функциянинг з^а^и^атан ^ам N  масаланинг ечими 
жанлиги V  бобнинг 8 — параграфида исботланади.

9—§. Е ( и ) =  О тенглама учун Дирихле 
масаласи

Бу аараграфда ^ам Е (и )~  0 тенгламани у > 0  ярим 
текисликнинг учлари л (  а,0), В{а,0) (а > 0) ну^таларда 
1гувчи а  Ляпунов ч и з и р и  ва А В ~{(х ,у )\  у  = 0, - а < х < а }  
кесма билан чегараланган D  сох;ада цараймиз.

Дирихле масаласи. Е (и ) = 0 тенгламанинг D  со^ада 

регуляр, D  да узлуксиз ва

и(х,у)\а =<p(s\ 0 < s < l ;  w(.v,0)= г(х), - а < х < а [72)

шартларни цаноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
о ф 'Ь  Ф 4  т{х)е С [ -а ,а ] -  берилган фупкциялар булиб, 
</’(0) = т(а\ (р(1)=т(~а).

Бу масаланинг Грин функцияси деб, цуйидаги 
шартларни к, а н о атл а нт и р у в ч и G2(t,/j:x,y)  функция га 
айтилади:

1) бу функция 1)  узгарувчилар буйича Г) со^анинг 
(х, у) ну^тасидан тапщари барча нук,таларпда Е ( и ) - 0  
тенгламанинг регуляр ечимидан иборат;

2 ) (£,?;) нук>та I ) со^анинг чегарасида ётганда бу ункция 
иолга тенг, яъни

•У2

2л  о 1 +  у  tg t

175



( ; . Ц . п: у. у ) ... - 0. ( x , y ) e D ;

3) ушбу G 2 x .у )  -  q2 (с , i)\x, y )  + g 2 (£,rj; r.у )  кури -  
нишга эга, бу ерда q2(<!;,rt ' ,x ,y ) -  E (ii ) ~ 0 тенгламанинг 
фундаментал ечими (7 —§ а каранг), g 2(4,rj;x ,y ) эса Е (и )  = 0 
тенгламанинг D  со^ада регуляр ечими.

Грин функциясининг таърифидан ва q2(^,r/;x,y) 
фундаментал ечимнинг хоссаларидан келиб чик,адики, уни 
^уриш E ( i i )=  0 тенгламанинг

g 2(4 ,т х ,у )  = - q 2(ь\ т},х, у), е о  u  АВ, (х ,у )е  D

шартни каноатлантирувчи регуляр ечимини топишга тенг 
кучлидир.

Е ( и ) -  0 тенгламанинг (72) шартларни ^аноатлан — 
тирувчи регуляр u{§,rj) ечими ва G : (£,Г]\х.у) функция учун 
(66) формулани г^уллаб, Дирихле масаласи ечими учун 
уринли булган

у )  = f G, ( : ,0: .т. у )  d£ -  J <p(s)As [G2 ] ds (73)
ОТ] -

формулага эга буламиз.

Хусусий холда, а  = <т0 :х2 + [4/(т + 2)]* у т+2 = ! булганда 
Грин функцияси ва ^осилалари

G 2{4 ,m x ,y )  = q2(4 , j j ; x , y ) - (R 2) 1 q2{t.T]:x,y), (74i)

dG2(c .0 ;x ,y )

дт]
= Аг2у| | (-Y -  £ Y + 4  т+2V

(w + 2)

/9-1

/i >-\2 , Ч 2̂ m+2 
(1-*£ /  ■+ ------r,-£ v

/м

/ ~\2 ь - (от + 2)

о = ^2i1 /0 0 "  f  2)>;(] ' Л 2) (Г12) /У 2 Х

Г  Л dc
x F \ - Р , 2 - р , 2 2р-\

ds

(742)

(743)
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— 2 — куринишга эга булади, бу ерда К , х, у  -  аввалги
параграфдаги белгилар, к2 эса (49) темтлик билан 
анихушнувчи катталик.

стфа0 булганда G 2(^,r]',x,y) Грин функциясининг 

мавжудлиги ва (73) формула билан аню^ланувчи и(х,у) 
функция х;ак,ик,атан х.ам Дирихле масаласи шартлари 
бажаришини V  бобнинг 8 — параграфида исботланади.

Изо*;. - 1 < т < 0  булганда, яъни Е(и )  = О тенглама 
иккинчи турга тегишли булганда ^ам Хольмгрен ва Дирихле 
масалаларининг ечимлари мос равишда (71) ва (73) 
формулалар билан берилади [14,34].

10 -  §. Е (и )  = 0 тенглама учун ярим текисликда 
Дирихле ва Нейман масалалари

Е (и )  =  0 тенгламани у  > 0 ярим текисликда ^арайлик. 
Куйидаги D = {(* ,> '): у > 0, -оо < х < -к»}, S = {(х ,у ) :у  =  0,
-  оо < х < +оо} белгилашларни киритайлик.

Дирихле масаласи. Е{и) = 0 тенгламанинг D  сохада 
регуляр, D  u  S да узлуксиз ва чегараланган хдмда

м(х,0) = г (.г), -<хз < х < +оо (75)

шартни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда r (x j  — 
берилган функция.

1—теорема. Агар г (.г) функция (—о о ,+ о о )  да узлуксиз ва 
чегараланган булса,

i/i |
и(х ,у ) = к2у \г(д )

(т + 2)
d£ (76)

функция Дирихле масаласи ечимини ангаушйди, бу ерда 
к2 — (49) да берилган сон, /? = т/(2т +  4).

Исбот: (76) интегралнинг абсолют ва текис 
я^инлашишини курсатиш ^ийнчилик тугдирмайди. Агар

Г 1 ^ '
к,у (х - Z Y  +  \ - i y m+2 ;х ,у )

(т + 2)- дг]
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тенгликни ва q7(^,?j:x ,y) функция Е (и )~  0 тенгламанинг 
фундаментал ечими эканлигини инобатга олсак, (76) 
функциянинг Е (и ) -  О тенгламани ^аноатлантириши дар^ол 
келиб чик,ади.

(76) функциянинг D kjS да чегараланганлигини ва 
у  0 да (75) чегаравий шартни ^аноатлантиришини 
курсатайлик.

Е, = х+[2/(ш + 2 )]У "'+2̂/2/ алмаштириш бажарсак, (76)

и (х ,у )~ к 3 fri лч-------  у 2 I
т + 2 '

куринишга келади, бу ерда кг -  к2[2/(т +  2 )]2̂  

Агар max; г (х ) [  = М  белгилаш киритсак ва

+ ° °  / - it  I

к3 \ ( I -/ ’ / dl = 1 (77)

тенгликни инобатга олсак, охирги тенгликдан D u S  да 
[ и (х ,у )  | < М  эканлиги осонгина келиб чи^ади.

(77) га асосан, D  S да
т +2

и (х ,у ) -т (х )  ~ кг } г| х4— — v 2 t\ -  г(л') l(l + Г  У dt (78)
!П  + _

тенглик уринли.
т{х) функция -со<х<+оо да чегараланганлиги учун

(  m+1
T ДГ + ------ V 2 I -  t ( x ) < 2 M

m + 2 'V
тенгсизлик ихтиёрий х, I е ( -  оо, + да) ва у  е | 0 ,+ о о ) учун 
бажарилади.

(77) интеграл я^инлашувчи булган и учун ихтиёрий 
£■(> 0) сон олинганда ^ам шундай /?(> 0 ) сон топиладики,

-R
J (l + / ) dt

6 М  к,̂ К
тенгсизликлар уринли булади.

+ зо / V f*
I (l +  Г  ) dl
■ v 6 M k j
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У х.олда, (78) дан D < J $  со^анинг ихтиёрий ну ху гас иди 

j и (х .у ) -  г (х ) | <

т+7 \

-т (х )
2 п 

< — е + к, f 
3 3Л

(
г х + ------v - Г

т + 2
-

[ \+ t2y  ] dt Г/9)

тенгсизлик келиб чи^ади.
т(х) функция узлуксиз булганлиги сабабли, етарли

кичик у  ва ихтиёрий / е [—i?;/?] учуй

(  „  т+2
2  -  , /  ч

г v  • ----- — V -  1 -  Ф )
т  +  2

V

г, 
< — 

3

тенгсизлик бажарилади. Буни эътиборга олиб, (79) дан

2s s Rl ?Y - 
u(x, v) -  т(х ) I < ~  + — • къ j (1 + 1 J dl < с

J .3 _ я

те н гс и зли к ка эга буламиз. Бу ерда с(>  0) ихтиёрий кичик 
сон эканлигини инобатга олсак,

lim и(х, у )  -  т(х), -  со  < х  < + с с ,
V—>0

яъни (75) тенгликнинг бажарилиши келиб чи^ади. Теорема 
исбот булди.

Нейман масаласи. Е ( и ) -  0 тенгламанинг D со^ада 

регуляр, С (D u 5 )  синфга тегишли ва

lim - - и( х , у ) =  v ( . v ) ,  -  со  < х < + о о  , 
у -» о  ду

iim и (х ,у ) = О, 00 < х < +СО

( В О )

(81)

шартларни каноатлантиРУвчи ечими топилсин, бу ерда 
v(.v) — берилган функция.

2—теорема. Агар v'(x) функция (~со; + оо) да узлуксиз 
булиб, етарли катта х лар учун

! v(.v)\ < М \ х  | 2/М с (82)
тенгсизликни ^аноатлантирса, Нейман масаласининг ечими



u { x , y )  =  kx j v ( z ) ( { - x f
m + 2 d£ (83)

(от + 2 )2

формула билан ани^ланади, бу ерда е (> 0)  -  етарли кичик 
сон, к{ — (49) да берилган сон, М  = const > 0.

Исбот. (83) интегралнинг абсолют ва текис я^инлашиши 
аник- Е ( и ) - 0 тенгламанинг фундаментал ечими qx{^,J]\x,y) 
функция учун

q] (^ 0 ;x ,y )  = kl ( f - x ) '
(от + 2)

У

тенглик уринли эканлигини инобатга олсак, (83) тенглик 
билан ани)у\анувчи и (х ,у ) функциянинг Е(и ) = 0 тенгламани 
^аноатлантириши дар^ол келиб чи^ади. Бу функция учун 
(80) шартнинг бажарилиши 1-теоремадаги каби 
исботланади.

(81) шарт бажарилишини курсатиш ма^садида (83) 

тенгликда R2 = х 2 +[2/(от + 2 ) ] '/  белгилаш киритиб, g = R l  

алмаштириш бажарайлик:

1 -Р
i { x ,y )=  kxR v 2p I v (R t ) 1 — 2 —t + 1“ 

R

Бу ердан, (82) тенгсизликка асосан,

'(■v,v) < к х R • V/ J

dl.

-dt

1-2 t+ r
R

тенгсизлик келиб чит^ади. Бу ердаги интегрални (-°о;0) ва 
( 0 ; + о о )  оралшушр буйича интегралларга ажратиб ва 
интеграллар остидаги каср махражининг энг кичик 
^ийматини олиб,

00
I u(x,y)\ = 2MR J Г /М ,;|1 - t \ 2p dt

о
тенгсизликка эга буламиз. Бундан эса (81) шартнинг тасдиги 
келиб чикади. Теорема исботланди.
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Изо5$. (76) ва (83) формулалар — 1 < m < 0 булганда, яъни 
Е(и ) =  0 тенглама иккинчи турга тегишли булганда з̂ ам мос 
равишда Дирихле ва Нейман масаласининг ечимини 
ифодалайди.

i 1—§. Иккинчи тур тенглама учун 
умумлашган Хольмгрен масаласи

1. Масаланинг ^уйилиши ва ечимнинг ягоналиги.
Ю^ори ярим текисликда ётувчи ва учлари А ( -  1,0). 5(1,0) 

ну^талардан иборат булган <т силли^ чимщ  з^амда у -  0 
тугри чизи^нинг АВ  кесмаси билан чегараланган D  соз^ада

м а ( » ) = 11XX + У т иуу + « у т~ \  = о (т > 0) (84)

тенгламани карайлик.
Бу соз^ада (84) — эллиптик типдаги иккинчи тур 

бузиладиган тенглама булиб, у  =  0 — параболик бузилиш 
чизигидир.

Бу параграфда 1 < т < 2, т -1 < а  < 1 деб хисоблаймиз ва 
а  Ф т / 2 ,. а  = т / 2 з^олларни алозой да ^араймиз.

Умумлашган Хольмгрен масаласи (N n масала). (84) 

тенгламанинг D  соз^ада регуляр, I )  да узлуксиз ва 

у аиу ( x , y ) e C (D 'U  АВ )  х/гмда

и (х ,у ) [_ = ср (х ), - 1< х < 1;
(85)

Sim Уа и (х .у )  =v (x ), -1 < х < 1
у—>0

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
ср (х), v (х) — берилган узлуксиз функциялар.

Теорема. Агар N a масаланинг ечими мавжуд булса, у 
ягонадир.

Исбот. и (х ,у )~  N a масаланинг ^>(х) = 0, v (x )  = 0 
булгандаги ечими, w (x,y )  эса



w (x ,y ) =  ~  - У  “  -  (x -  а)" + с 
а - 1

тенглик билан аникданувчи функция булсин, бу ерда
2 < п£  R, а ва с  лар эса D  да мос равишда х -  а > 1 ва 
w(x,y ) > 0 тенгсизликни ^аноатлантирувчи ихтиёрий 
^а^ик,ий сонлар.

Курсатиш к,ийин эмаски,
1) 0 < w(x,у )  е C (D ) ;

2) D  со^ада М а (w) < 0;

3) lim y awv -  - 1.
v->0

Ихтиёрий кичик £[> 0) сон олайлик ва 

со{х, у )  = s w(x, у )  ± и(х. у )

функцияни тузайлик. w(x,y) ва и(х,у ) функцияларнинг 
хоссаларига асосан D  со^ада М а(со)<  0 тенгсизлик уринли. 
Шунинг учун экстремум иринцииига асосан со(х.у) функция 
D  со^ада минимумга эришмайди.

Фараз цилайлик, а>(х,у) функция (х0,0 )е  А В  ну^тада 
минимумга эришган булсин. Бу ну^тадан D  со^ада ётувчи 
шундай Г  ёпиц чизик утказайликки, у чегаралаган А соха 
D  со^ада тула ётсин ва а>(х,у)\г  -® (х 0,0) > 0 тенгсизлик 

бажарилсин. М а \со{х,у) -<у(хо,0)]< 0 булгани учун Хопф 

принцинига асосан со (х ,у ) -  cd(x0,()) функция А со^ада

минимумга эга булмайди ва А да манфий эмас. Шунинг учун 
(х ,у )—>(х0,0 ) да

Iim [(y (x ,y)-(у(х0,0)] у = lim&>v(x ,y )> 0 .

Бундан lim y acov(x0, y ) ~  О келиб чикади. w(x,y) функциянинг
V-+0

3 —хоссасига асосан эса бунинг булиши мумкин эмас. Демак, 
фаразимиз нотугри, яъни (о (х ,у ) функция АВ кесмада 

минимумга эришмайди. У ^олда, бу функция минимумга <т 
да эришади. w(x,y)|- > 0 булганлиги учун D  да а>(х,у)> О,
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яъни \u(x,y )\<ew  тенгсизлик уринли. By ердан с  ни

ихтиёрий кичик мусбат сон эканлигини эътиборга олсак, D  
да и (х ,у ) = О айниятнинг уринли эканлиги келиб чицади. 
Теорема исбот булди.

2. а Ф т ! 2  да масаланинг Грин функцияси. (84) 
тенгламага к.ушма тенглама

К  И  +У”' + (2т - а ) у т ' оу +

+ [ ( т - а )  ( т - 1) ]  ут 2 и -  О

куринишга эга.
масаланинг Грин функцияси деб ^уйидаги

шартларни каиоатлантирувчи G (4 ,  г/; х , у )  функцияга 
айтилади:

1) ц. q узгарувчилар буйича М а (и) = 0 тенгламани, х, у  

узгарувчилар буйича эса М а{и )~  0 тенгламани (<f,7 )  ф (х ,у )  
нутугаларда каноатланти ради;

2) D  со^анинг ихтиёрий (х ,у ) нутугаси учун ушбу 
генгликлар бажарилади:

G (4 ,  т/; х ,у )  = 0, (# ,7 )ест;

lim [7 т G х , у ) +  ( m - a ) r j m~: G  ( £ 77; -*,>’)] г‘ ° -
?/—»о

3) G(4,T]-,x,y) = q (4 , r , x ,y )  +  g(4,rr ,x,y)  куринишга эга, бу 
ерда g{4,r] ',x,y) — (84) тенгламанинг регуляр ечими;

' А А а д ! 5 ! Й ^q{4,rj; х ,у )= к  Va~mr , - 2P F
\ ( 2 - т )[2 2

'1

эса (84) тенгламанинг фундаментал ечими (7 — § га зуаранг)-,

(  2 -т  2- т \ 2
( у \2 4

к
(2 -  т f

1

7] 2 + У 2

п = 2 а ~ т к -
2(2 -• т) 4л- V 2 т

2Р ГИ Р )
Г (20)
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lim J
s.

r f  ~ -q  + (m - 
drj

Бевосита ^исоблаб ишонч ^осил ^илиш мумкинки, 
q(^,T]-,x,y) функция учун

д 1 
d- . q dij 1 (86)

J

тенглик бажарилади, бу ерда S£ -  маркази у  > 0 ярим 

текисликнинг ихтиёрий (х, у) нуктасида булган етарли кичик
0) радиусли айлана.

Хусусий ^олда, сг чизи^ ст0 :х 2 + [2/(2-/я) ]2 у2"'” =1 
нормал контур билан устма —уст тушганда D  — нормал соха 
булиб, ю^оридаги шартларни кдноатлантирувчи Грин 
функцияси

G0 (слу, х,у) = q (£.77; x , y ) - R ~ 2/) q (^,rj; х .у )  
куринишга эга булади, бу ерда

Я2 - * 2 + Ц ,  Г  ” - ( v f - m)!2 = ^ - - .
( 2 - m ) 2 R- ' ' R-

3. а ^ т !2 да масаланинг ечилиши. Бу банддд <J = cr0 

булган хол учун N a масала ечимини аншуювчи формулани 
келтириб чи^а рамиз.

Фараз ^илайлик, u(£,ij)  -  N a масаланинг ечими, 

G{) (<, 77; х. у) эса Грин функцияси булсин.

а р : х2 + [2 /(2 -  т)] “ у 2~т = (1-уС>)2 ва у -  0 туфи чизи^ билан 

чегараланган со^ани D p (с: D )  билан белгилайлик, бу ерда 

р  — етарли кичик мусбат сон. D p со^анинг ихтиёрий (х, у )  

ну^тасини олиб, <)’(> 0) сонни шундай танлайликки, 

(x ,y )e D f = D p n  (  v > S )  булсин. (х, у) нут^тани марказ 

цилиб, Г)р сохада аула ётувчи ГЕ (s > 0) дойра утказайлик ва 

D. л = Ds ! Г £ белгилаш киритайлик. D ps сохада

8
drj

айният уринли.

G0 М а (и) -  и A/* (G’0) =—  (G0 Иг -  w G ,.) +

4 Т '  [  r,m {Goui, ~ uGon)~  ( т ~ а ) 4 " - l uG0]  = 0
(87)
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(87) айниятни D%s со^а буйича интеграллаб ва Гаусс- 
Остроградский формуласини ^уллаб,

\ и { W n G0„ + (т -  а ) цтЛ G0] dt, -  G0fd^} -

"1 Go ( n "u n d £ - u ( drt) = 0 (88)

тенгликка эга буламиз, бу ерда / = SF, ~ D^s со^анинг

тПг̂ и контури, S£ доирани чегараловчи айлана. Бу

тенгликда, (85), (86) тенгликларни ва G0 (£ . tj; х ,у )  
функциянинг хоссаларини инобатга олиб, £ -> 0 , р  0 ва. 
Л’ —» 0 да лимитга утсак, /Va масаланинг м(х,>’) ечими учун 
уринли булган

и{х,у) = -  j V (с ) [ i f ~ a G0 (с, //; ,v,_y)] | d  <f-
-1 11/=и

формула келиб чикади, бу ерда

A[G0] = Tj”!G(]n -  G4  ■ + (m -  a ) t jm~lG0 ■ 

Бевосита ^исоблаб топиш мумкинк.и.

(89)

(90)

Пта G0 ( I n ;  x,y)\tp0= к-
( 2 - т )

т У

R -2/i
+

4 j/

R1)  ( 2 - т ) 2 R4 

A [G0 (£ri;x,y)]\-o =

(91)

\ m - 2 ) p k } f  1 (l /?2)(г,2)Г^ 1 F

2-т \

Д // + 1, 2p.■ 1^1ч у ) .
(2 - i n ),2 ..2

. (9i
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Грин функцияси таърифига асосан (89) формула билан 
анихушнувчи и (х ,у )  функция (84) тенгламани ^аноат — 
лантиради. Уни (85) шартларни хам ^аноатлатиришини 
курсатайлик. Бунинг учун (89) даги биринчи интегрални 
/,(х, >’), иккинчисини 12(х ,у )  билан белгилайлик ва дасглаб

lim уа —  /,(х ,у )  = г(х), - 1  < х < 1 
у- >о" ду

(93)

тенгликни исботлайлик.

Г - ф . у У

4к (1 а+\-т [■ J ^  ( ,Л1 4 2-/7

2 - т (2 -  т)~

;  Ч , -  v ( -  )
1 - т  _ ]

■R

d t  

, i - е - 1

тенглик уринли.

бажарсак,

У и ^  1\\Х-У)
д\>

о _ #г-

келиб чикади, бу ерда

4 _  (1 + х ) (2 - т )

(2 -т )~ R 2
I d t

2. _  v(2-™) 
- т

>2t алмаштириш

=

- 2 да)/2Л (1
2 \ Р 1 , 

и- 1 J at +

4j________
2 - т

у_
- р -\

d t

>•
(2 -  т)2 R 2

(1- х )  (2  - т )
2v (2-"i)/2 ' ■" ■- 

Охирги тенгликда у —» 0 (х *  ±1) да лимитга утиб,



рл n l \  2/3)
dt -

2 2 М Р Г 2{ Р )

тенгликни эътиборга олсак, (93) келиб чикади.
(92) дан фойдаланиб

lim у а —  U (л. у )  = О, -1  < х < 1
у—>о' ду

эканини курсатиш ^ийин эмас. Демак, (89) функция (85) 
шартнинг иккинчисини ^аноатлантиради.

(89) функциянинг (85) шартларнинг биринчисини 
^аноатлантиришини курсатиш махсус тад^и^ талаб ^илади. 
Бундай масала билан навбатдаги бобда щугулланамиз.

Демак, (89) формула билан аникланувчи функция 
а Ф т /2  да N а масаланинг ечимидан иборат.

, .— — 2 {7-т\/?4. а  — т / z оулган х.ол. Бунда х - х ,  z —------у
2 - т '

алмаштириш бажарсак, а  чизик x ( ) z  текисликдаги сг, 
чизиеда, D  соха /'), сохага, (84) тенглама ихх + и:2 -  0 Лаплас 

генгламасига, (85) чегаравий шартлар эса u\ff =  ср] {х\

и , j. = v(x ) шартларга алмашади. Маълумки, бу масала ягона 

ечимга эта [3].

1—изо^. Агар х = t -  (2 -т )~~у2~т алмаштириш 
бажарсак, (84) тенглама

ихх + 1 и„ + а, и, 0 (84')
куринишга келади.

2 —изох;. (841) тенглама учун И.А.Кароль гомонидан 
а, > 0 булганда D  со^а чегарасининг фадептина су ^исмида 
чегаравий шарт берилган масала урганилган [16].

3 —изо^. а х параметрнинг бирдан кичик булган 
^ийматларида (841) тенглама учун эт^липтик ва аралаш 
со^аларда турлп масалалар [10, 15, 27, 28] ма^олаларда 
урганилган.
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12 — §. Типи ва тартиби бузиладиган 
тенглама учун чегаравий масалалар

Бу параграфда у > 0 ярим текисликда ётувчи ва учлари 
4 - 1,0). 5(1,0) нук/галардан иборат булган а  силлик, чизш$ ва 
АВ -  {(х,у ) :у  = 0, -1 < х <  1} кесма билан чегараланган D  
со^ада

Еа (и) = Ут 'и.хх + У иуу + а и у = о ( т >  0) (94)

тенглама учун -  (т / 2) < а  < 1 булганда *>уйиладиган чегаравий 
масалалар ва уларга мос Грин функтщялари билан танишиб 
чи^амиз.

у  = 0 тугри чизиг^ бу тенглама учун параболик 
бузилиш чизиги булиб, унда тенгламанинг тартиби ^ам 
бузилади.

1. Тенглама ечимларининг хоссалари.
1°. Агар и функция Еа(и) - 0 тенгламанинг регуляр 

ечими булса, v  = ya~'u. функция Е1_а (и ) — 0 тенгламанинг 
регуляр ечими булади.

Ха^и^атап ^ам, и функциянинг ^осилалари учун

ихх = У1~а”хх> иу = 0 - а ) у ~ аи + ух~аоу,

иуу- - а ( \ - а ) у ~ х~ао  + 2 ( \ - а )у  'ao y + vl~auly 
тенгликлар уринли. Буларни (94) га ^уйсак,

Еа(и) = у ^ Е 2_а(и ) =  0 
тенглик келиб чикади.

2°. Агар Еа операторга ^ушма оператор Еа булса, у 
*

^олда Еа(и )  = Е2. а (и )  тенглик уринли.
Таърифга асосан,

К  = (ym+lv 'U  + М у у  -  (а и )у ■

Бу ерда (/ " % ) „  = у т+'охх, (а о )у = а и у .(у и )№ = 2иу + y v „  

тенгликларни инобатга олсак,

Еа (и)  = Ут+'ихх + У иуу + ( 2 - а ) и у, (95)
*

яъни Еа (и )~  Е 2_а (о )  тенглик келиб чикдди.
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3°. Агар и функция Е*а(и)= 0 тенгламанинг регуляр 

ечими булса, u - y v~av функция Ёа (//) = () тенгламанинг 
регуляр ечими булади.

Бу хоссанинг исботи 1° ва 2° хоссалардан дар^ол 
келиб чи^ади.

4°. Агар D  сохдда и функция Еа(и )~  0 тенгламанинг, и

функция эса Еа(и )  = 0 тенгламанинг регуляр ечими булса, 
D  со гада ётувчи ихтиёрий булакли силлиц ёпи^ у контур 
учун

J '( у 1 и [ у а As[u ] )~ у'*и As[y l  au] \ds = 0 (96)
у

,  , г 1 mdy д dx дтенглик оажарилади, бу ерда As[ ] = у ---------------- .
ds дх ds ду

Исбот. (94) ва (95) тенгликларга асосан D  сох ада 

°Е а( и ) -  иЕ*а(и ) ~

= ̂ ( y "" 'VUx ~Ут+'иих) + ]^,(УОиУ -У ииу +(а ~ О UU)

тенглик уринли.
Бу тенгликнинг иккала томонини у контур билан 

чегараланган со^а буйича интеграллаб, Гаусс — 
Остроградский формуласини цулласак,

[ [у  и uv -  учи  v + (1 -с/) и u] dx + Личх - у т+|ы их) dy = О
У

тенгликка эга буламиз. и ва и функциялар иштирок этган 
Хадларни ажратиб, охирги тенгликдан

f | и (y '"+luxd y -y u yd x ) - u [y m+'vxd y -v v yd x - ( \ - а ) и  dx] j  -О
у

тенгликка келамиз. Бу ерда биринчи кавсдан у  ни, 

иккинчисидан уа ни чикарсак ва As[ ] белгидан фойдалан — 
сак, (96) тенгликнинг тугри эканлиги келиб чи^ади.

5°. Агар и ва w функциялар (94) тенгламанинг I )  
сохадаги регуляр ечимлари булса, у з^олда

\ya{wAs[u ] -u A s[w^ds -  0 (97)
V

тенглик уринли.
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(96) тенгликда w =  y  аи белгилаш киритиб, 3° хоссани 
инобатга олсак, дар^ол (97) тенглик келиб чи^ади.

6°. Фараз ^илайлик, и (х ,у )  е С'1 (/ ))п  С 2( 0 )  функция 
Еа (и ) = 0 тенгламанинг D  со^адаги регуляр ечими, 

w (x,y ;x0,y0)  эса шу тенгламанинг фундаментал ечими 

булсин. У  ^олда, D  со^анинг ихтиёрий М 0(х0,у0) ну^тасида

+ J

к и ( х0,у0) = {  уа { wAs [г/] -  uAs [и ]} ds +
а

и(х,0 ) (/ *  h;v| ^  -w (x ,0; i0j 0)(/ !< v ) 11

(98)

dx

тенглик уринли, бу ерда к = -У хт\уа As[w\ds> У\ ~  маркази
Р м\ п

М 0 ну^тада ва радиуси р  (> 0) га тенг айлана.

Исбот. D со^анинг ихтиёрий М 0(х0,у0)  ну^тасини 

олайлик ва р (>  0) сонни пгундай танлайликки Г ( М 0, р ) дойра 

D со^ада тула ётсин. Ор ~ В / Г ( М 0,р )  сохада

и, w z C ' { D p ) n C 2(Dp )  ва бу функциялар (94) тенгламанинг

регуляр ечимларидир. У  холда, 5° хоссага асосан,

_ [ у а { wAs [ и ] - u A s [ w ] }ds -
avjAB

(99)

-  | y a wAs[u  ] ds + j y a uAs[w ]d s  =  0.
/1 Y\

M Q нук,та атрофида w фундаментал ечим логарифмик

махсусликка эга эканлиги ва и функция эса D  сохада 
узлуксиз хосилаларга эга булганлиги учун (99) тенгликдаги 
иккинчи интеграл р  —»0  да нолга интилади. Бу ердаги 
охирги интегралда ^утб координаталарга утиб, сунгра р  —> О 
да лимитга утсак, уни ( -  к) и (х0,у0) га тенглиги келиб чи^ади.
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Юк,оридаги мулохазаларни инобатга олиб ва а и  А В

буйича интегрални сг ва АВ  буйича алоздяда — ало^ида 
з^исоблаб, (99) тенгликда р  —> 0 да лимитга утсак, (98) 
тенглик келиб чи^ади.

7°. Фараз ^илайлик, Еа(и )~  0 тенгламанинг D  соз^адаги 

регуляр ечими и ( х , у )& С (в )  функция (хп,0)е А В ну^тада энг 
катта мусбат (энг кичик манфий) цийматга эришсин. Агар <т 
чизивда и (х ,у )  функциянинг к.иймати u(x(J,0) дан кичик 

(катта) булиб, 1=Цт уаи (хд ,у )  лимит мавжуд булса, у з^олда
у->  О

/ < 0  (/ > 0) булади.
Исбот. Фараз т^илайлик, и (х ,у ) — (94) тенгламанинг D  

соз^ада регуляр ечими булиб, у (хп,0)е А В ну^тада энг катта 
мусбат кийматга эришсин. Бу ну^тада I > 0 булмаслиги ашщ. 
Шунинг учун / = 0 деб фараз ^илайлик.

d билан D  соз^а диаметрини белгилайлик ва 
умумийликни чегараламай м(х0,0)=1 деб олайлик. У зс;олда, 
max и <  1 -  £ тенгсизлик уринли булади, бу ерда 0 < s  < 1.

а
dx (>  d )  сон олайлик ва D  соз^ада

и (х , ) ’) = £ и (х ,у )
Л-а I а

е ' - с е у
-1

функцияни ^арайлик.
Курсатиш ^ийин эмаски, бу функция ихтиёрий 

( х ,y )e D \ (x 0,0) нут^тада

rl а
(100)L>(*,J>)<L>(x0,0)=£- • 

генгсизликни ва D  соз^ада эса

ym+loxx +yVyy +| a - 2 ( \ - а ) е  у'~аеу [eJ' - s e y

- е ( \  -  а ) 2 у }~2аеу'~а [ed' “ - e e ^ ] - }v = 0 (101

тенгламани ^аноатлантиради.
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( 101) тенглама озод з^адининг коэффициента учун 
D  гохада

а33 = - s ( ] - a f y '  2аеу< “ \ed' " - s e y'~a ]"' < 0 (102)

тенгсизлик бажарилади.
Иккинчи томондан, фаразимизга асосан,

lim/ Ч  {х0, у ) = — к г -----+
' е 1 -  £

£2 (1 - « )м (х (,,0) f ( l - a )
+---- 1----- ------ —̂  = ----------- — > 0

г  - г  Г  ч
Охирги тенгсизликдан куринадики, uv(x0, j )  функция 

ихтиёрий етарли кичик (0 ,» , )  интервалда мусбат. Бундан, 

и(х0,у )  функция D соз^анинг ички ну^тасида максимуМга 
эришади, деган хулоса келиб чи^ади. Бу эса, (100) —(102) га 
асосан, экстремум принципига зиддир. Демак, фаразимиз 
нотутри. У з^олда

I =  lim.' ''” (х0,у ) < 0 •
>■->0

Хоссанинг энг кичик манфий кийматга тегишли кцсми 
Х/1М шундай исботланади.

2. Асосий чегаравий масалалар ва уларнинг ечими.
(94) тенглама ечимларининг юкорида санаб утилган 

хоссалари ёрдамида бу тенглама учун кандай масалалар 
{^уйиш мумкинлиги ва уларга мос Грин функциялари ^андай 
таърифланиши з^идаги  саволга жавоб бериш ва ^уйилган 
масалалар ечимининг ягоналиги ни исботлаш мумкин. 
Еа (и) = 0 тенгламанинг регуляр ва фундаментал 
ечимларининг биргаликдаги хоссасини ифодаловчи (98) 
тенгликдан келиб чи^адики, бу тенгламага ^уйидаги уч 
масалани куйитп мумкин.

Бунда сг чизицни ^уйидаги шартларни бажариши талаб 
этилади:

а) х -  x(s ), у -  y (s ) параметрик тенглама билан 
берилган, бу ерда s € м  1- 1т чизи^ узунлиги;
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б ) x(.v), y(.v) функциялар бир вак/гда нолга тенг 
булмаган x '(s ), y ’(s) ва Гёльдер шартини 1$аноатлантирувчи 
x"(s ) ,  у "(у ) ^осилаларга эга;

в) А в а В ну^талар атрофида |x'(.v)| < С  y ",+>(s) 

тенгсизлик уринли, бу ерда С  = const > 0.
Бу шартларни £о шартлар деб атаймиз.
Дирихле масаласи. Еа(и)~ 0 тенгламанинг D  сох^ада 

регуляр, D  да узлуксиз ва

и\̂  ~ cp{s), 0 < s < l ; w(x,0) = г(х), - 1< х <1 (ЮЗ)

шартларни ка н о атлан т и р у в ч и ечими тонилсин, бу ерда s - 
а  чизшу ёйининг В нутр'адан бошлаб зрссобланадиган 
узунлиги, l - с г  чизи^ узунлиги, ф ) е С [ 0,/], г (х )е С [- 1,1 ] -  

берилган функциялар, p (0 ) = r (l), #>(/) = r ( - l )
Бу масала ечимининг ягоналиги Хопф принципидан 

да[)Х,ол келиб чикади.
Куйидаги шартларни ^аноатлантирувчи G2(x,y,x0,y0) 

функция Е а (и )~  0 тенглама учун Дирихле масаласининг 
Грин функцияси дейилади:

1) х, у  аргументлар буйича D  соланинг (xj, 1’п) 

нуктас.идан бош^а барча м у к/галар и да Еа(и) = 0 тенгламанинг 
регуляр ечими;

2 ) ^уйидаги чегаравий шартларни ^аноатлантиради:

О2(х ,у ,х0,у 0){{х<ууа =0, G2(x,0;x0,y0) = 0; (104)

3) G2(x ,y ;x 0.y0)=  q2(x ,y ,x0,y{)) + g 2(x ,y ;x0, v„) куринишда 
ёзиш мумкин, бу ерда

q2(х, у; х0,у0) = k2r{ ~Plа \ '2/?2 F (l -  /?2,1 -  Р2, 2 -  2/?2; гг,)

-  Еа(и) = 0 тенгламанинг фундаментал ечими, g 2{x,y;x0,y 0) 

бу тенгламанинг D  со^адаги регуляр ечими, г,, <7, эса (40j) 
тенгликлар билан ани^анувчи ифодалар,
J32 = (т + 2а)/(2т + 4).
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Таърифдап ва q2(x ,y ;x0,y0)  функциянинг хоссасидан 

келиб чи^адики, Еа( и ) -  0 тенглама учун Дирихле 
масаласининг Грин функциясини то ниш бу тенгламанинг

g 2{x,y ,x0,y0)  = - q 2(x ,y ;x0,y0\ (х ,у )е  а  , g2(x,0;x0,y0)=  О

шартларни ^аноатлантирувчи g 2(x ,y ;x0,y  ) регуляр ечимини 
топишдан иборат экан.

а  чизш*; £ 0 шартларни ^аноатлантирганда Еа(и)~ О

тенгламага мос иотенциаллар ёрдамида g 2 (х, у\ х • У о ) 
функциянинг, демак, <;-(х,у;х0, у .) Грин функциясининг 

мавжудлигини ва (х, у), (х0, у0) аргументларга нисбатан 
симметриклигини курсатиш мумкин. Хусусий ^олда, а  
чизит^

_ 2 , 4 ni-i-2 1 а„ : а- + ------ - v - 1
(т ч 2)

та —уст ■

G2(x.y;x0.y0) = д2(х, у;х0,у0 ) -  R~2pq2(x,y\x0,y0),

нормал контур билан устма —уст тушганда Грин функцияси 
аник, куринишга эга:

бу ерда
Ш-.2

4 С ' - Г г. хо = --0,-, }  (, ' у, • .(105) 
\т + 2) R~ R~

D  со^анинт ихтиёрий М0(х0,у0) ну^тасини олайлик. 
D  со^ада ётувчи, а  чизикка параллел ва ундан s масофада 
жойлашган о . чизик, >;амда у = 8 (бу ерда s ва 8  — етарли 
кичик мусбат сонлар) тутри чизи^ билан чегараланган 
соз^ани DeS билан белгилайлик. е ва 8 сонларни шундай 

танлайликки, М 0(х0,у0) е  DcS булсин. М 0(х0,у0) ну^тани 

марказ к,илиб D ca соз^ада гула ётувчи ва радиуси р  (> 0) га 

тенг булган Г ( М 0,р )  дойра чизайлик ва В !:в \ Г ( М 0, р )  

с.ох,ани D?(i билан белгилайлик.

Фараз к,илайлик, и(х,у) функция Еа(и) тенглама учун 

Дирихле масаласининг ечими, G-, (х, у; х0, у 0) эса унга мос
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Грин функцияси булсин. и (х ,у )  ва С 2(х,у',Хо,Уо) функцияга 

D£s со^ада (97) формулани ^уллаб, 6° хоссадаги 
мулохазаларни юритгандан сунг р  > 0 да лимитга утсак,

* и(х<> -■ У о )  = J У °  { А, [и ] - и А, [ G2 ] ; c/.v +

ПОГ.)

+ Г
Л'1

и (х ,8 ) ( у а G : , ) | ^  -  С 2(х,8\ х0,у0) ( у x ) | v dx

тенгликка эга буламиз, бу ерда хл ва х2 лар у = 8 ва а г 
чизик.лар кесишиш ну^таларининг абсциссалари булиб,
дг, < л-?, к lim I AAG-у]  ds- У\ ~ Г (М 0, р ) доирани чегараловчи

Р -> о;, 1

айлана.
Кутб координаталар системасига утиб, (71) формулани 

келтириб чщаришдаги ^исоблашларни бажариб, р  —> 0 да 
лимитга утсак,

г 1 ‘ 4 Г ( 2 - 2 0 , )
к -  -  lim \ A [G-, ] ds -  4 т г ------ I ------------- - к-у

р  >о j, - 1 ( т  +  2 J Г - ( \ - Р 2)  ~

эканлиги келиб чи^ади.
(106) тенгликда е -> 0 ва 8 -> 0 да лимитга утиб, (103) ва 

(104) тенгликларни инобатга олсак ва

1 ( 4 \ " 2,h Г 2(\-/32)

2 4 л {т  + 2 )  Г  (2 ~2/3?)
деб х,исобл<к:ак, Дирихле масаласининг ечими учун уринли 
булган

1 |

« ( а д ) = ! * { х ) { У а° 2у{х<У,х0,у0)  ) j dx-
-1

у а O') As [G 2 (x ,v -xQ.y0)  ]  ds U°7)
G

формулага эга буламиз.



Умумлашган Хольмгрен масаласи. Еа(и)=О тенглама — 

нинг D  со^ада регуляр, D  да узлуксиз ва y auv(x ,y )e  

€ C (D v j  А В )  з^амда

и(х,у) |- = (p{s), 0 < л < /; limуаиу(х,у ) =  v(x), - 1 < .v < 1
у—>0

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
<p(s)e С[0,/], v (x )e C (- l , l )  — берилган функциялар булиб, 
у(х/ функция х -> ± 1  да \ -1 р 2 дан кичик тартибда 
чексизликка интилиши мумкин.

Бу масала ечимининг ягоналиги Хопф принципи ва 7° 
хоссадан келиб чик,ади.

1\уйидаги шартларни ^аноатлантирувчи Gx(x,y,x0,y0) 

функция Еа(и) —0 тенглама учун умумлашган Хольмгрен 
масаласининг Грин функцияси дейилади:

1) х .у  узгарувчиларга нисбатан D  со^анинг (х,;|,у0)

нуктасидап бошка барча ну^таларида Еа(и)= 0 тенгламанинг 
регуляр ечими;

у- >о ду
чегаравий шартларни каноатлантиради;

3) G, (х, у; х0, у0 ) -  (х, у; х0, у0) + g, (х, у; х0, у0)

куринишга эга, бу ерда

<7i(x,У,х0,уп)  = к] r { 2pl F { P 2,P 2,2P2\<7X)  -

— Еа(и) = 0 тенгламанинг фундаментал ечими, 

gy(x,y;x0, у0)  эса бу тенгламанинг D  со^адаги регуляр ечими.

Бу таърифдан куринадики, Gx(x ,y ;x0,y0) Грин 
функциясини топиш (94) тенгламанинг

•л
g ,(х,у ;х0,у0) - - q \ (х,у ;х0,у0), (х,_у)е сг; lim/" ^  =0

у-» о су

чегаравий шартларни ^аноатлантирувчи регуляр ечимини 
(яъни Грин функциясининг регуляр ^исми — ё\\х У̂' х̂о^Уоя
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функцияни) топишга тенг кучли экан. Бу функциянинг 
мавжудлиги умумий з^олда (94) тенгламага мос потенциаллар 
ёрдамида исботланиб, хусусий з^олда, сг -  <т0 булганда

G, (х, v;x0,y0)  = ql (х .у ;х0.у0) -  К 2 Р : (х,у; х 0,у 0)

куринишга эга, бу ерда R, х0, у0 лар (105) тенгликлар билан 
аникланади ва бу масалани ечишда

k U  4 f  Г ^ р )

1 4 я { т + 2 )  Г (2 0 )
деб олинади.

G ,(x,y;x0,y0) функция ва умумлашган Хольмгрен 

масаласининг м(х,у) ечимига (97) формулани ^уллаб, (107) 
формулани келтириб чи^аришдаги мулохазаларни 
такрорласак, умумлашган Хольмгрен масаласининг ечими 
учун

1
« ( * о • >’о ) = -  J v (-r ) G i ( *  А  *о > у  о ) dx -  

-1

- 1 <p{s) Уа (О Л  [ с , (х ( 4  у (s ), Х0, у0) ] ds
<7

формула уринли эканлиги келиб чик,ади.
Аралаш масала. Еа(и )~ 0 тенгламанинг D  со^ада

регуляр, C ( D ) n C  (D u cr ) синфга тегишли ва

As [ u ] l  = (p(s), 0 < s < /; м(х,0) -  г(х), - 1 < х < 1 

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда (х ,у ) 
ну^та А ва В ну^таларга интилганда их ва иу ^осилалар 

\-2/32 дан кичик тартибда чексизликка интилиши мумкин; 
p (i)eC [0 ,/ ], г (х )бС [-1 ,1 ]-берилган  функциялар.

Бу масала ечимининг ягоналиги Хопф ва Заремба — 
Жиро принциплари ёрдамида исботланади.

Фараз ^илайлик, м(х,у) функция аралаш масалага мос 
бир жинсли масаланинг ечими, яъни £ e (u) 0, 

Д.[м]| = 0, г/(х,0) -0 шартларни ^аноатлантирувчи функ — ция

булиб, D  со^ада и (х .у )ф  const булсин.
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Хопф принципига асосан и{х,у) функция D  сохада 
мусбат максимум ва манфий минимум ^ийматларга 
эришмайди. и(х,0) = 0 булгани учун и (х ,у ) бу ^ийматларни

АВ  да ^ам ^абул ^илмайди. У ^олда, и (х ,у )  функция узининг 
мусбат максимум ва манфий минимум кийматларига а  да 
эришади. Заремба — Жиро принципига асосан а  чизи^нинг 
бу ^ийматлар к,абул к,илинган нукталарида As [и] Ф 0. Бунинг 

эса булиши мумкин эмас, чунки а  чизивда ^ [м ]= 0 . Бу 

к>арама — ̂ аршилик и(х, у )  ф const деган фаразимизнинг 

нотугрилигини курсатади. Демак, и{х ,у )=  const, (x ,j ')e  D. 

Буни ва и (х ,6 ) -0  тенгликни инобатга олсак, D  да и(х ,у ) = О 
эканлиги келиб чи^ади. Бундан эса масала ечимининг 
ягоналиги келиб чи^ади.

Еа(и )~  0 тенглама учун аралаш масаланинг Грин 
функцияси деб, ^уйидаги шартларни к,аноатлантирувчи 
G3(x ,y ;x0,y0)  функцияга айтилади:

1) х ,у  узгарувчиларга нисбатан D  со^анинг (х0,у0) 
ну^тасидан тапщари барча нукталарида (94) тенгламанинг 
регуляр ечими;

2) As[G3(х ,у ;х0, у0)] \{х^  -  О, G3{х,0;х0,у0)  = О 

чегаравий шартларни ^аноатлантиради;
3) G3 (х, у; xQ ,у0)  = q2 (х, у; х0, у0 )  + g 3 (х, у; х0. у0) 

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда q2(x, у ;х0,у 0)  — (94) 

тенгламанинг фундаментал ечими, g 3(x, у ,х0,у0)  эса бу 
тенгламанинг D  со^адаги регуляр ечими.

Теорема. Агар а  чизи^ Zo шартларни ^аноатлантирса, 
G3(x ,y ;x0,y0)  Грин функцияси мавжуд, у (х,у), (х0,у0) 
ну^таларга нисбатан симметрик ва (94) тенглама учун 
аралаш масаланинг ечими

* д-С'з(х.у;х0,у0)и(х0’У0)=  М * )  
-1

/
ду

dx
у=о

+ l<p(s)ya(s)G3(x(s\y(s\x0,y0)ds (108)
о

формула билан аникланади.
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Бу теореманинг G3(x ,y ;x0,y0)  функцияга тегишли цисми 
(94) тенгламага мос потенциаллар ёрдамида исботланади (V 
боб 7 —§ га ^аранг), (108) формула эса (97) тенглик ёрдамида
(107) формула каби келтириб чицарилади.

13—§. Иккита бузилиш чизигига эга булган 
тенглама учун чегаравий масалалар

хОу текислигининг биринчи чорагида ётувчи ва учлари 
Л(а,0), В(0,Ь) нуцталардан иборат а  эгри чизик ва 
ОА = { (х ,у ) :у  =  0, 0 < х < а },  О В = { (х ,у ) : х  =  0, 0 < y < b )  кесма — 
лар билан чегараланган D  со^ада

у тихх + х"иуу = 0 (109)

тенгламани ^арайлик, бу ерда a = qx,q, b - p Vp, 2 q = n  + 2, 
2р = т + 2.

х - 0  ва у - -  0 тугри чизикларда (109) тенглама 
параболик бузилади.

Одатда ушбу ~  (г  + \ (  v -  п ) г  ~ f' 2 тенгламани
q-  р

цаноатлантирувчи (х ,у )  ну^талар туплами (109) тенгламанинг 
маркази (^,//) ну^тада параметри (радиуси) с  га тенг булган 
нормал контури дейилади.

Маълумки, т Ф п  ёки т = п булишига мос равишда (109) 
тенглама туртга ёки иккита чизш^ли боклик; булмаган 
фундаментал ечимларга эга. Шунинг учун чегаравий 
масалалар ^уйишда бу доллар ало ̂  и да к,аралади.

1. т Ф п, т >  п >  0 булган ^ол. Бу ^олда (109) тенглама 
фундаментал ечимларининг хоссаларига гаянган х,олда 
цуйидаги масалаларни ^уйиш мумкин.

1—чегаравий масала. (109) тенгламанинг I )  соэ^ада

регуляр, с ( [ ) ) г \  С ] [D  J О А и  О  В) синфга тегишли ва

и(х, у )  = <р(х, у), (х, у ) е а -  (110)

mv ( x ,0 )=  v ,(x ), 0 < x < a ;  (111)

их{0,у) = v2(y), 0 < у < Ь  (112)
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шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
<р(х,у), V|(.x), v2(y ) — берилган узлуксиз функциялар булиб, 
у, (х ) ва v2 (у )  функциялар х > 0, х —> а ва у  --> 0. у  —» b 

да (l - 2/?)/(] -  2а )  дан кичик тартибда чексизга интилиши 
мумкин, /3-т/(2т + 4), а  = и/(2и + 4).

2-чегаравий масала. (109) тенгламанинг D  сохада 

регуляр, с ( р ) г л с ] (D ^ jO A )  синфга тегишли ва (110), (111)
Хам да

и(0, у )  - г2 (у ) ,  0 < у  < Ъ (113)

шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
г2 (у ) -  берилган узлуксиз функция булиб, <p(0,b) -  r2(b).

3-чегаравий масала. (109) тенгламанинг D сохада 

регуляр, с ( о ) г \ С  (DuOZ?) синфга тегишли ва (110), ( 112) 
Хам да

ы(х,0) = г,(х), 0 < х < а  (114)

шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
г, (х) — берилган узлуксиз функция булиб, <р(а,0) -  г, (а ).

4-чегаравий масала. (109) тенгламанинг D  сохада 
регуляр, D  да узлуксиз ва (110), (113), (114) шартларни 
кдноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда берилган 
функциялар <р(а,0) = г, (a), <p(0,b) =  T2(b\ *i(0) = t 2(0) 
тенгликларни ^аноатлантиради.

4—чегаравий масала ечимининг ягоналиги Хопф 
принципидан дар^ол келиб чи^ади.

Биринчи, иккинчи ва учинчи чегаравий масалалар 
ечимининг ягоналиги “энергия интеграллари усули” билан 
исботланади.

Фараз к.илайлик, и (х ,у )  функция биринчи (иккинчи ёки 
учинчи) чегаравий масалага мос бир жинсли масаланинг 
ечими булсин. У холда, D  сохада

И(У Ч *  + * " « » )  =

= {y muux} + (х "и н Д  - у п,(иху -x"(m_v) =0 (115) 

айният уринли.
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D  билан D  со^ада тула ётувчи ва Г  -  a s и / 0и  
и у 1и у 2и 0 ]А1'и 0 2В] контур билан чегараланган со^ани 
белгилайлик, бу ерда о 0 -  D  с о ха да ётувчи а  чи зи ^а  

параллел ва ундан S масофада жойлашган чизик,; у{},;/, у2 

лар эса маркази ( ).  А, В нут^таларда ва параметри (радиуси) 
мос равишда е0, £,,£2 га тенг булган нормал контурлар; 

0\,АХ ва 0 2,В , лар у -  dx ва х - d2 тутри чизигууарнинг мос 

равишда У0->УХ ва У <,'¥ 2 контУРлаР билан кесишиш 
нуцталари; 5, е0, £ , d ( j  = 1,2) -  етарли кичик мусбат 

сонлар
(115) айниятни D  со^а буйича интеграллаб, Гаусс — 

Ос'гроградский формуласини ^улласак,

ЯЬ;"'(мл) 2 + x ''(" i ) 2l dxdy -  J и As[u  ]ds

, r i mdy д „ dx д 
тенглик келиб чи^ади, бу ерда АЛ \ = у  —  х - —-.

ds ox ds ду

Бу тенгликдан S, £и, г. ■ , d} (/ = 1,2) нолга интилганда 
лимитга утиб, бир жинсли чегаравий шартларни инобатга
олсак,

\\\ут(их) 2+ xn( u \ 2} d x d y = ' t  lim \ u A \ u \ d s  (П 6 )
п  L v ’ J >-о *, ►<>

тенгликка эга буламиз.
Агар и(х, у) функциянинг ^осилалари О, А, В ну^галар 

атрофида мос равишда

mv = О , uv = 0
(  2P~Ks Л

-1-2  а j  = 0,1,2 (117)

каби булса, (116) тенгликдаги лимитлар нолга тенг булади. 
Х,а^икатан хам, масалан, j  — 0 ^олда

' 2,1 + ~ у 2р -  £$ чизикда -'-xq -■ SqCOS0,2р 2
у0 :-— х  ’  + —  У И = £ 0

Я Р  Я
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— у р = £ 0 sin# (0 < 0  < л /2) формулалар ёрдамида 
Р
узгарувчиларни алмаштирсак,

х/2
| и А^[ и ] ds -  £0 J и их [ р е 0 sin# ] ' cosв  dd +
U ' 0

я/2
+£0 J и uv[qs0 cos# ] “ sin# d6 

о
келиб чи^ади.

Бу ерда j и(х,у) I < const ва (117) тенгликларни инобатга 

олсак,
2 ,0-2  а  _

Г 1 1>
| и As [ и \ds < const ■ £0l" 2a , 8 > О

I/O

тенгсизликка эга буламиз. Бундан lim \и As\u\ds = 0 тенглик
£о^° /о

келиб чи^ади.
и{х,у ) функция (яъни бир жинсли масаланинг ечими) 

(117) шартларни ^аноатлантиради деб фараз к,илиб (ечим 
мавжудлигини исботлашда албатта бу шарт инобатга 
олиниши зарур), юкоридаги муло^азаларни ^исобга олсак,
(116) тенглик

Я [y n'(ux) 2 + x n(u v) 2]dxdy  = 0
D

куринишни олади.
Бундан D  со^ада и(х ,у ) = const тенглик келиб чи^ади. У 

5$олда, и (х ,у )  функция D  да узлуксиз ва а  да нолга тенг 
булгани учун, D  да и (х .у )  = 0 тенг,лик уринли булади. Демак, 
агар биринчи (иккинчи ёки учинчи) чегаравий масаланинг 
ечими мавжуд булса, у ягонадир.

(109) тенглама учун юкорида баён ^илинган чегаравий 
масалаларнинг Грин функцияси деб шундай G j(x ,y ;x0,y0f

( j  = 1,4) функцияга айтиладики, у
1) х ,у  узгарувчиларга нисбатан D  со^анинг (х0,>’0) 

ну^тасидан таш^ари барча нутугаларида (109) тенгламанинг 
регуляр ечими;
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2) (x0,y 0) e D  булганда x,y  узгарувчилар буйича j  — 
чегаравий масалага мос бир жинсли чегаравий шартларни 
^аноатлантиради;

3) G j  (х, у; Xq , у0)  = 4j (х, у; х0, у0 )  + g j (х, у, х0, у0)

куринишга эга, бу ерда q<(x,y;x0,y0)  — (109) тенгламанинг

фундаментал ечимлари (7 —§ га гарант), gj{x,y; x0,v0) эса бу

тенгламанинг D  сох,адаги регуляр ечими. 
а  эгри ч н з щ  (109) тенгламанинг ушбу

1 2я , I 2р  ,<т0 х +■—  у р =\
Ч~ Р~

нормал контури билан устма —уст тушганда юк,орида 
таърифланган Грин функцияларини ани^ ёзиш, демак, 
уларга мос чегаравий масалалар ечимини анигуювчи 
формулаларни ани^ ёзиш мумкин.

Масалан, 2 —чегаравий масаланинг Грин функцияси

G2(x ,y ,x 0,y0) = q 2(x ,y ,x0,y0) - { R 2)  "  % 2(х,.у;х0,у0)  

куринишга эга булиб, бу масаланинг ечими
а

и (х0, у0 ) = -  J хп V, (х )  G2 ( х, 0; х0, у0 \фс +
о

л , (dG ,
{ д х

г2(y)dy - j  9?(x(.v), у( .v)) As [G2 (x(.v) , y{ s);x0,.y0) j ds
x=0 0

формула билан аншушнади, бу ерда

R2 -  —  x 2q +-—  v2p х ч = v p =К ~ 7 0 + 2 "О ’ А0 „2 » У0 „2 ' 
q р  R К

s — сг0 ЧИЗИК.НИМГ А ну^тадан бошлаб ^исобланадиган ёй 

узунлиги, /-<т0 чизи^нинг узунлиги; х  = х ( а ) ,  у = y ( v )  — <Tq 

чизи^ни анщловчи параметрик тенгламалар;

Я 2 ( х , у ; Х0 , у 0) =  к2 ( г 2 } а Р а \ ~ 2а X

х F2 (l -  а  + Р,\ -  а, р ,2 -  2а,2_р\ а ,, сг2) ,
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к - 1 (  4 Т 2а( 4 f  р(] а)г{р)Г(\-а+р)
2 4 х { п  + 2 )  {т + 2 )  П2~2а)Г(2, в )

F2 — Горннинг гипергеометрик функцияси.
2 —, 3 —, 4 — чегаравий масалаларни (110) чегаравий 

шарт

Л  M L  =  ^ ( 4  0 < s <1

шарт билан алмаштирилган холДа урганиш х.ам алохида 
а^амиятга эга.

т ф п, -1  < т, п < 0 холда хдм ю^оридаги масалалар 
коррект ^уйилган булади.

2. i v = п > 0 булган ^ол. Бунда (109) тенглама иккита 
чизикли бог-, и к булмаган фундаментал ечимларга эга булиб 
(7 —§ га каранг), уларга мос чегаравий масалалар 1— ва 4 — 
чегаравий масалалар каби баён ^илинади.

а  =<т0 : х 2р + у 2р -  1 булганда бу масалалар учун Грин 
функциялари

Gj  (х ,у; х0, у0) = qj (х .у; х0, у 0 ) - (r 2 ) ~Р q t (х, у :х 0,у 0)

куринишга эга булади, бу ерда j  = 1,4,

Ч\ {х, у ; х0. у 0 )  -  кл (/-,2 г22 У  F (p ,  р ,2 р ; C j),

q4 (х.у; х0,у 0) = кл (rf г22 ) Р а\~2р F (l -  р, 1 -  р, 2 -  2р\ох),

Я2 + у02' ,  r 22 = (x p  +  x p J  + (yp ± y pJ,

л и ! \Р I  2 2 Г 1 ~ Р  х Р  У Р<т, =16 (хух0у0) у \ г 2 \ . х = - - Т , V
К К

кх = 42/м Г 2 (р )/ ж Г (2 р ) ,  к4 = 42/м Г 2 (1 -  Р)1ж Г ( 2 -  2р) .

Бу ^олда Хам (109) тенглама учун 2 — ва 3— чегаравий 
масалаларни урганиш мумкин. Бунда Грин функциялари



G\ (x , у ; x0,y0)^ G \  (л . у; х0, у0 ) + С\ {х ,-у ; х0 ,у0),

G] (х, у; хц. у0 ) -  G\ (х , у; х0, у0 ) + С\ ( -  х, у; х0, у0 )

тенгликлар билан аникданади.
Грин функциялар и маълум булганда тегишли чегаравий 

масала ечимини аникдовчи формулани келтириб чи^ариш 
^ийинчилик тугдирмайди.

-1 < т = п < О булганда ^ам G j  (х, у;х0,у0). / = 1,4 
функциялар (109) тенглама учун 1—4 чегаравий масалалар 
учун Грин функцияси булади.

14—§. Эллиптик типдаги тенгламалар учун 
нолокал масалалар

Утган параграфларда биз эллиптик типдаги тенгламалар 
учун ^уйиладиган классик масалалар билан танишиб чиедик. 
Бундай масалаларда тенглама ^аралаётган соланин г 
чегарасида ё номаълум (функциянинг ^иймати ёки 
хосиласига оид бирор ифоданинг киймати берилди. Аекин 
амалиётда эллиптик типдаги тенгламалар учун классик 
булмаган чегаравий шартли масалалар >>ам учраб туради. 
Математик адабиётларда бундай масалалар "нолокал шартли 
масалалар” деб аталиб, биз бу ерда уларга оид икки 
масалани куриш билан чегараланамиз.

« г\ 2 ^  m+2 j1. у > 0  ярим текисликнинг <т0 :х + - — ■ —у у = 1,
(/;; + 2)

у  = 0 чизи!у\ар билан чегараланган чекли со^асини 1){) билан 
белгилайлик ва бу со^ада

Е(и ) = у тихх + Uyy = 0 (т > 0)

тенгламани ^арайлик.
БС масала: Е(и) = 0 тенгламанинг D0 со^ада регуляр,

Do да узлуксиз ва
и(х,0)  = г(х), -1 < х < 1; 

и (х ,у ) - а { х ,у )  и\г0х,г$ 2ру )= (р (х ,у\  (х ,у )ес г0 (118)
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шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
т(х), сс{х,у), (р(х,у ) — берилган узлуксиз функциялар, 
r0 = const — берилган сон булиб, 0 < r0 < 1, /3 ~ m l(2 m  + 4).

Агар (х, у )  ну^та сг0 чизивда ётиб, у буйлаб 

харакатланса, го '^ у )  нукта А , соха ичида ётиб, ст0 га

О 4 w f 1 ~«
параллел булган о’1: х * + - ----- у = г0 чизи^ буиича

(т + 2 j
даракатланади. Демак, (118} шарт номаълум функциянинг 
чегаравий ва ички ну^талардаги цийматларини богламовда. 
Бундай шартли масалалар "Бицадзе —Самарский типидаги 
масалалар” деб ата\иб, улар асосан 1960 йилларнинг 
охиридан бошлаб жадал урганила бошланди f3j.

Теорема. Агар | аг(х,у) | < 1 булса, БС масала битгадан 
орти^ ечимга эга эмас.

Исбот: и0(х ,у )  функция БС масаланинг г (х ) = 0,

<p(x,v) = 0 булгандаги ечими булсин. и0(х ,у )  Ф const, (x ,y )eD o  

деб фараз к,илайлик. У ^олда, max j и0 j = |и0 (х0, у0) = М  > О
Сг,

белгилаш киритсак, Хопф принципига асосан, D0 соханипг

ихтиёрий (х .у ) нуктасида \и0(х,у )\< М  тенгсизлик уринли
булади.

Буни эътиборга олсак,

М =|м0(х0,у0)] = | а (х 0,у0) i^(rox0.;;'"2/,y , ) ‘ <

<|u0O0 x0, 2руJ \ < M

нотугри тенгсизликка келамиз. Бу к>арама каршилик 
фаразимизнинг нотугрилигини курсатади. Демак, 
и0(х ,у )  = const, (x ,y )eD o- У х.олда, ?',,(л„0) = О га асосан, да 

Uq ( х , у ) = 0 эканлиги келиб чи^ади. Бундан эса агар 
масаланинг ечими мавжуд булса, унинг ягоналиги келиб 
чик,ади. Теорема исботланди.

Масала ечимининг мавжудлигини курсатиш максадида

и {х .у %  -  ф0(х ,у )  белгилаш киритайлик ва <р0(.\\у)£ с(<то)



деб фараз хуилайлик, бу ерда <р0(х ,у ) —номаълум функция. У 
холда , Е (и ) = 0 тенглама учун Дирихле масаласи ечими 
формуласига асосан D0 со^ада

и (х ,у ) = \ г (| ) --- G-,(£,0;x,y)dg -  
от]

-  { <р0(^,т]) As\G2(£,T]:x,y)\ds (119)
сто

тенглик уринли, бу ерда С/р ( i . ij.х, у ) — ( t>} 0 тенглама учун 
Дирихле масаласининг Грин функцияси булиб, (74) 
тенгликлар билан аник>ланади.

(119) ни (118) ш |ууйиб, w ( x , y ) =<pQix .y )  белгилашни

инобатга олсак, д?0(х ,у ) га нисбатан

<Ро (*> У’) + J  <Ро i t ,  л )К  (£, y)ds = q\ {х, у ) (120)
по

интеграл тенгламага эга буламиз, бу ерда

(р\(х ,v ) - (р(х.у)+а(х,у)\т(£)-^ G2(z ,0 ;Г0Х,Г(] 2/?yWs,
-I ОТ]

( 121)

£(£ , >/; X, у ) = а(х, у ) Лд. 10’2(ъе, г/; г0 х, г0' 2/?у)|
(Т0 чизивдаги ихтиёрий (х ,у ) па ?/) ну^талар учун

/ 1_Л /9 \ / \
(г, х.г0 "'"'yj^ (b^Vj тенгсизликиинг уринлилигидаи ва (/4) 
тенгликлардан фойдалансак,

I г(£ 1 Г G : (?, 0;г0 x,r0'“2/y)<i£, /1,[с;2(^,7 ;г0 х,г0ь 2̂ у|
-1 дт]

функцияларнинг х,у узгарувчиларга нисбатан <т0 чизикда 
узлуксизлиги келиб чи^ади. У  з^олда, (121) тенгликлар га 
асосан, (рх (х, у ) е С (су о ), К  (£, т]\х. у )  £ С (а 0 х сг0) .

Буларни ва ( х,у), ./г) нукталар а 0 да ётганда
1 1 ---  Г л

( т  + 2 ' ] 2 (, -Л т+2 ( т  + 2 Г (  2 \ т+2

1 2
•> л  =

т е н г л и к л а р  у р и н л и  э к а н л и г и н и  э ъ т и б о р г а  о л и б ,



<Ро(х ,у )  =  <Ро( х1 Ф\(х,у) =  <Р\{х\ к (4 ,т * > у )= к (4 ,х )

белгилашлар киритсак, ( 120) ни

(рц{х)+ 1 (р0( д )К (4,х)с14 = (рх(х), -1 < х < 1 
-1

куринишда ёзиш мумкин.
Бу тенглама ср0{х) функцияга нисбатан Фредгольм 

типидаги иккинчи тур интеграл тенглама булиб, узлуксиз 
функциялар синфида унинг ягона ечими мавжудлиги БС 
масала ечимининг ягоналигидан келиб чщади.

(Ро\х) = <Ро(х,у) функция топилгапдан сунг, БС 

масаланинг ечими Д, со^ада (119) формула билан 
аникданади. Шундай т^илиб, БС масала тула хал ^илинди.

Фараз ^илайлик, у, ( с  Д ,) тугун нук,таларга эга булмаган 

силлик, чизи^, сг, эса сг0 чизи^нинг бирор к;исми булиб, 

z = ц/х (х, у), I = ц/2 (х, у ) чизикли богли^ булмаган функциялар 
(z , t ) e y , (х,у)<Е<т] нук,талар орасида узаро бир ^ийматли 
мослик урнатсин.

У  х,олда, БС масалани ^уйидагича умумлаштириш 
мумкин:

Е (и )  = 0 тенгламанинг D0 со^ада регуляр, Do да 
узлуксиз ва

и(х ,0 ) ~ т(х), - 1< х < 1; и (х ,у )  = (р (х,у ). (х ,у )е  <т0 \сг,;

и ( х , у ) - а ( х , у ) и [ у х(х ,у ) ,  у/2(х ,у ) ]  = <рх(х ,у ) ,  (х,у)е<тх 

шартларни к,аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
т(х), <р(х,у). а (х ,у ),  ц/х (х,у), цг2 (х, у), (рх (х, у ) -  берилган 
узлуксиз функциялар.

2. О Т  масала. Е (и )  - 0 тенгламанинг Д, сохада регуляр,

с ( Ь ) г \ С ‘ { [ )  и  О В) синфга тегишли ва [х (1 — x)]'~2̂ Hv(x,0)e  
е С [0,1] ^амда

и(х, у )  = <р(х, у), (х, у ) е сто и  А О ; 

и(х,0) -  /|(х t y 2pu v(t,0)dt = ^ ( 4  ( х , 0 ) е Ш  (122)
0 ■

208



4 -1 .0 ), <9(0,0), 5(1,0), у = ~

шартларни к;аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
<р{х,у), у/{х) — берилган узлуксиз функциялар, АО  ва О В -  
у -  0 тутри чизш^ кесмалари,

'  4 у *  т

, т  + 2 )  Г(\ -  0 )Г {2 р )
(122) шарт ноклассик (нолокал) шарт булиб, номаълум 

и (х ,у )  функциянинг и{х,О) ^ийматини и (t,0) ^осиласининг 

[0,д] ораливдаги ^ийматлари билан боьламовда.
Бундай масалаларни урганиш аввалги параграфларда 

куриб утилган масалаларни урганишга нисбатан анча 
мураккаб булиб, биз бу ерда масала ечимининг ягоналигини 
исботлаш билан чекланамиз.

Теорема. Агар D T  масала ечимга эга булса, у 
ягонадир.

Исбот. ий(х ,у )  функция D T  масаланинг ^(х,_у) = 0,

)//(х) = 0 булгандаги ечими булсин ва Do да и0(х,у )ф  const 

деб фараз ^илайлик. У холда, экстремум принципига асосан, 
и0(х ,у )  функция />() со^ада мусбат максимумга (манфий

минимумга) эришмайди. «o(-x:>.v')!rroŵ o = 0 булганлиги учун бу

^ийматга а  о и Л О  да эришмайди. и0(х ,у )е  С\ро)
булганлиги учун бу функция мусбат максимумга (манфий 
минимумга) ОВ кесманинг ^андайдир (хо,0) ну^тасида 
эришади. У ^олда, 5 —§ даги 1 —леммага асосан,

M0v(A’0’0 )<  0 ( > 0). (123)

u0(xQ,0 )~  т(х), u0v(x,0 )-v (.v ) белгилашлар киритиб ва 

i/y(x) = 0 эканлигини инобатга олиб, (122) тенгликни

т(х) = у ) (х  -  l )  7pv(t)dt, 0 < х < 1 
о

куринишда ёзиш мумкин.
Бу — Абель типидаги интеграл тенглама булиб, v(.v) га 

нисбатан ягона ечими
sin 2 рл d j  r ( t )dt 

лу dx 0( x - t y  
формула билан ани1ушнади.

, ч sin Lim а \ ки „ _
VW =  - 3 7 h  0<х<
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Бу ифодани

/ \ sin 2 В я  d х:с r ( t )  ,v(*) =----L  Inn I . dt
я у  0 ах о \x t )

куринишда ёзиб оламиз.
Бу ерда аввал дифференциаллаш амалини бажариб, 

сунгра к —> 0 да лимитга угиб, х -  х0 десак,

(124)
уп

тенгликка эга буламиз.Агар г(х0) > 0  (< 0 ), г (х0)~ г (/ ) > 0  

(<0 ), 1 2/? > 0 эканлигини инобатга олсак, (124)дан v(x ) > О 
(<0) келиб чи^ади. Бу эса (123) га зид булиб, фаразимизнинг 

нотугрилигини курсатади. Демак, и0(х ,у )  = const, ( x ,y )e D o -  

и <.Ах ’ У ) \ аа^ А О  = 0  булганлиги учун м0(х,_у ) = 0, ( x , v ) g D o - 

Теорема исбот булди.
у урнига ихтиёрий мусбат сон, 2,6 урн ига эса ихтиёрий 

/ е (0,1) сон олинганда ^ам бу масала ечимининг ягоналяги 
худди шундай исботланади.

15-§. Р т(и )  = 0 тенглама учун 
сиектрал масала

Аввалги параграфларда берилган тенглама учун 
куйилган барча масалалар ечимининг ягоналигига алоз^ида 
а^амият беридди ва исботланди. Бунда урганилаётган 
масалага мос бир жинсли масаланинг фа^атгина тривиал 
ечимга эга эканлиги исботланди. Лекин эллиптик типдаги 
тенгламалар назар иясида берилган тенгламага куйилган 
масалага мос бир жинсли масаланинг тривиал булмаган 
ечимларини топиш хадидаги масалаларни ургаииш х,ам 
алохида ахамиятга эга. Бундай масалаларнинг бир к^исми 
сиектрал масалалар деб аталиб, к^уйида биз шундай 
масалалардан бирини куриб утамиз.
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n  2 ^  m+2 1у > 0 ярим текисликда етувчи <т0:х +~----- zv =1 чизи^
{m + 2)

ва АВ  = \{х,у):у = О, -1 < х < 1} кесма билан чегараланган D0 
гонада

F J u ) - y mu „ + v „  + Лути = 0 (125)

тенгламани ^арайлик, бу ерда т >0, Л -  сонли параметр,
4 - 1,0), 5(1,0).

С'[ масала Я параметрнинг шундай к.ийматлари 

топилсинки, Fm{u )~  0 тенгламанинг куйидаги тлартларни 
^аноатлантирувчи тривиал булмаган регуляр ечимлари 
мавжуд булсин:

и (х, v) е С :(А ))п С ' ( I \  VJОВ). [х(1 - х ) ] ! ^  и,.(х,0) е С[0,1],

и (х ,у )=  0, (х, v ) е сто и  АО, (126)

u ( x ,0 ) - y ]  uy(t ,0 ){x - t )  2p J  (x,0)e OB, (127)
о

бу ерда у, /3 — 14 — параграфдаги капали клар,

J p {z )=  Г(1 - f i f e / i f  J_p{z ) -  Бессел -  Клиффорд

функцияси, J_n\z) эса ( -  f i ) тартибли биринчи тур Бессел

функцияси, r { z )  — гамма функция, 0 (0,0).
Одатда Я нинг бундай ^ийматларини масаланипг хос 

сонлари ва унга мос ечимлар эса хос ечимлари дейилади.

Агар С° масалада Л - 0  десак, 14 — параграфда 
урганилган D T  масалага мос бир жинсли масала келиб 
чи^ади. Бу масала фа^ат тривиал ечимга эга булганлиги учун

Л — 0 С° масала учун хос сон булмайди.

Л ф 0 деб фараз ^илиб, Do со^ада х = г  cos О,

2
------ у  2 = rs in 6* ( 0  < 0  < 7Т,0 < г  <\) формулалар ор^али янги
т + 2 '

узгарувчиларга утиб, масала ечимини
и (х ,у )=  И ( г )ф (в )  (128)

куринишда к,идиранлик.
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У ^олда, (125) тенгламадан

r 2R " ( A + ( \ + 2 p ) r  R ' ( r ) +  A r 2R ( r )  = Ф " ( в ) +  Ip c tg d  Ф ' ( в )
-  R(r) ф(в)

тенглик келиб чи^ади. Бу тенглик ихтиёрий r e (0 .1), в е (0 , л )  

учун бажарйЛганлиги сабабли, унинг иккала томони хам 
узгармас сондан иборатлиги келиб чи^ади ва бу сонни /л2 
билан белгилаб,

-2Л "(г )+0  + 2/?)гЛ’(г )+ (Я г 2 - уи2)л (г )  = О, 0 < г < 1, (129)Г

<t>"(e)+2pctge Ф ' ( в ) + ц 2ф (о ) = о, о < в < тг ( 1зо)

тенгламаларга эга буламиз.
г ва в  узгарувчиларда (126) ва (127) шартлар

j R(0)\ < +оо, R (\ )  = 0, (131)

ф (я )  =  0 , (132)

V I Г
R (x )  ■ Ф (  0) г 0  -  / ? ) ( «+ 2)

2/9
Ф ( в ) sin

V 2
х 

<9->0

xj ( х - R ( t ) 12 M dt (133)
о

куринишни олади.
Шундай кили б, С 2 масала икки масалага, яъни:

I) (129),(131); Ш (130),(132),(133) масалаларга ажралди.
(129) тенгламанинг умумий ечими

R (r )  = c0r~pJ v У~1г)+ c0r~pYw{ -J lr )

куринишга эга, бу ерда Yw[z )  -  w тартибли иккинчи тур

Бессель функцияси, с0, с0 — ихтиёрий ^а^и^ий сонлар,

w = i p 1 + /л2 ■ Бу умумий ечимдан (131) шартнинг 
биринчисини ̂ аноатлантирувчи ечимни ажратиб,

R(r) = c0r~fiJ w y i  г) (с0 * 0) (134)

функцияга эга буламиз.
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(130) тенгламанинг умумий ечимини топиш ма^садида 

(// = sin2(<?/2) алмаштириш бажарайлик. У ^олда, (130) 
тенглама

у/(1 -ч/)Ф\.+ + р - ( l + 2/?V ф' +/|2Ф = 0

гипергеометрик тенгламага келади. Бу тенгламанинг чизи1$ли 
б о р л и к . булмаган ечимларидан фойдаланиб, (130) 
тенгламанинг умумий ечимини ^уйидагича ёзиш мумкин:

I т 0 Л
Ф {б )  - Су F  а,Ь,с: sin2— +

+ с2 I sin
1-С

/•; 1 + а - с ,  1 + 6 -с ,  2 - с ;  sin (135)

бу ерда ' С;, с2 — ихтиёрий ^а^и^ий сонлар, a ~ P  + w,

b = Р  -w ,  с  -  Р  +1 /2 , w ■ ■ -у///2 i  /Г •
(135) дан ^уйидаги тенгликлар келиб чи^ади:

Ф (О) -  с , , lim Ф (0)  | sin 

(134) ва (136) ни (133) га ^уйиб,

в У Р I
(12/У) с,. (136)

x~pJ w(V L t )  с, = - (1  - 2 р )  с2г Г ( \ - р ) ( ' П  + 2)'
Z у -  J

x ] ( x - t y Ptp- ' j J 4 X  /) j J - Л  ( x - t ) ] c J l  
о

тенгликка эга буламиз.
х - t - z  алмаштириш бажариб, сунгра

}  z р (х  - : ) Р 1J _р (у[л z ) [ у/1 (z  -  z ) j  dz -
о

= г { ~  -  p  j  r ( w  + р ) / Г {  1 + w - p )  j Jw( j A  x )

формуладан [8 ] фойдалансак, о^ирги тенгликдан



с 2 = Cj {т + 2)Г\ -  + Р  | г(] + W - /?)/
V 2

келиб чи^ади. Буни (13ь) га ^уйиб, (130) тенгламанинг (133) 
шартни ^аноатлантирувчи ечимини топамиз:

>&)

L
ф(в) =с,| /*'[ а, 6, с: sir?  ̂J +

l \ U p \  /(!■«• //)
+  -

/?| Лим-Д)

1-С
,  - 2 0'Ssirr — ! Р\ 1+ а -с ,  1+ 0-с , l - c . sin — j

/.

m i )   ̂i О / j

Оу С*рДа С] ^ и .
(137) функциями (132) шартга куйиб, М' га нисбатан

COS W Л + sin (/i + 14’)71 = О 

тригонометрия тенгламага эга буламиз. Бу тенгламанинг
w > О шартни каноатла) гтирувчи ечимлари

wfl — п — -  (1 i 2/?), 1 О булиб, w„ = s jP "  +//,; тенгликка

асосан, ц  параметрнинг уларга мос ^ийматлари 

‘ill
(138)

формула билан аникланади.
Демак, // параметрнинг (138) к;ийматларида II 

масаланинг тривиал булмаган ечимлари мавжуд булади ва 
улар, (137), (138) га асосан,

Ф п{ 0 ) "

f { U p ) r { l  + w -p )

F\ arrb,r с; •sin -  +

( ■ ’ 0 I sin"

/Л/>+/?) '

1 ~C

T7 \+a„ - c ,  l+b„ ~ c ,2 -c ;  sin• 2 ^ 1  ■ Qin — (139)

формулалар билан аникланади, бу орда с„ Ф 0 — ихтиёрий 

хакикий с.онлар, а„ -  Р  + wn, hn -  Р  - it„, с = ~ + /?. п = 1,2 ...
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(134) да w = w„ деб, уни (131) шартнинг иккинчисига 

куйсак, J  0, п = 1.2,.... тенгламала[)га эга буламиз.

w„ > --1 булганлиги учун бу тенгламалар фа^ат ^а^и^ий 

илдизларга эга булиб, уларнинг к —илдизини z* билан

белгиласак, С° масаланинг Яи /с = [zk n ] 2, п,к = 1,2,... хос 
сонларига эга буламиз.

Демак, I масаланииг тривиал булмаган ечимлари

R» A r )  = с 'п,к r ~p j *n 1 [Л„,кг 1 п’к = (140)

функциялардан иборат экан, бу ерда с 'п к Ф 0 — ихтиёрий
у-дтгтдтгтлл' т ц д я п

(139) ва (140) ларни (128) га т^уйиб, С*? масаланинг X,, к 
хос сонларига мос хос ечимларини топамиз:

Г / , я '
1д/ л и,<:1^,л(х ’У ) = с плг  P j ^ J K k г ) Я  Ь„, с: sin-  ̂ | +

// )/’(! + vv„-//)
, • 2 <9

+ .-------------- FI I + a „ - с .  I + h„ -- c ,2 - c: sin -

бу ерда cnk ^ 0  — ихтиёрий ^а^и^ий сонлар, п,к -  1,2,...

Бу функцияларнинг с(Ьо )п С '(/ )0 и О В ) синфга 
тегишли эканлигини исботлаш т^ийиычилик тутдирмайди. Шу

билан С, масала гула з̂ ал булди.

Бу ерда топилган Япк сонлар ва ипк(х ,у )  функциялар

Fm(u )~  0 тенгламада - 1 < т < 0  булга н да ^ам С л масаланиш 
хос сонлари ва хос ечимлари булаверади.



V  БОБ

Е{и) = О ТЕНГЛАМА УЧУН  
ПОТЕНЦИАЛЛАР НАЗАРИЯСИ

Бу бобда у  > 0 ярим текисликда эллиптик типга тегишли

E {u )= y " 'u xx+ u vv=  О (т  > 0 ) ( * )

тенгламани караимиз.
Бу тенгламанинг 5;ар бир фундаментал ечимига мос 

потенциаллар киритилиб, уларнинг хоссалари урганилади ва 
чегаравий масалаларни ечишга татби^ ^илинади.

1-§. Грин формуласи

v > 0 ярим текисликда ётувчи бир богламли чекли D  
сохани олайлик.

D  со^ада иккинчи тартибгача узлуксиз хосилалаРи 
мавжуд ва биринчи тартибли хосилалари D  да узлуксиз 
булгаи к ва и функциялар учун

и Е у и ) - и  Е {и )  =

I

дх

ди ди
У" I и----- и -—

дх дх

до  ди 
и----- и-

ду\ ду ду )

аиният уринли.
Бу айниятни D  соха буйича интеграллаб, сунгра 

Гаусс— Остроградский формуласини 1$улласак,

[j [  u E { v ) - v E ( u ) ] dxdy =

т\ ди ди , ,V I и----V—  cos(«,x) + | и
дх дх ;

до  ди
I --------- v —

\ ду ду
cosф г ,у ) ds

тенглик келиб чи^ади, бу ерда. у -  D  сохднинг контури, п -  у 
контурга утказилган тапщи нормал.
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cos(«,x) = — , cos(n,y) = ——  тенгликларни эътиборга 
ds ds

r i mdy 8 dx d
олио, As[ \ = у ---------------- белгилашни ^улласак, охирги

ds дх ds ду
тенгликни

\\ [и  Е ( и ) -  и Е (и )] dx dy = j (и As[ u ] ~  и А ^ [и ] )  ds ( ])
D ' у

куринишда ёзиш мумкин.
(1) тенглик одатда ( е )  тенглама учун Грин формуласи 

дейилади.
Агар и ва о функциялар (Е )  тенгламанинг ечимлари 

булса, ( 1) формула
\ (uAs[ v } - v A \ u } ) d s  = 0 (2)
У

куринишни олади.
(1) формулада v = \ булиб, и функция (Е )  тенглама — 

нинг ечими булса, и ни и2 билан алмаштириб,

У"
(  ди \2 "5м V

1йх, + , д у )
dxdy = J и As[u  ] ds (3)

формулага эга буламиз.
Ни^оят, (2) тенгликда о  =  1 десак,

\ А \ и  ] ds = 0 (4)
г

булади, яъни (Е )  тенглама ечимининг конормал з^оси — 
ласидан со^а контури буйича олинган интеграл нолга тенг.

2-§. Тенглама фундаментал ечимларининг 
хоссалари

IV бобнинг 7 — параграфидан маълумки (Е )  тенглама

qx{4,T]\x,y)= kxr { 2p F{fi,P,2P\a^), (5)

q 2 ( { л х ,у )  = к2г - 2ра\~1рЕ{\ -  р , 1 -  р ,2 -  2р- а , )  (6 ) 
чизи^ли богли^ булмаган фундаментал ечимларга эга, бу 
ерда у  > 0,77 > 0;
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= (< ? -* )
4

+ —------ —“
(w + 2)

/” то+2 w+2

TJ 2 Т у  2 r
1 — r2 /r,2, p -m / (2 m  + 4) ,

Г М  k -  1 f  4 f 2/? r 2(l-/? )
4^l;w + 2 j  Г(2у9)’ 2 4тг I m + 2 J Г ( 2 - 2 р )

(5) ва (6 ) фундаментал ечимлар (i'.r/) ва (л% v) 
жуфтликларга нисбатан симметрик булиб, (£,77)^  (х ,у ) 
нутугаларда (£ ) тенгламанинг регуляр ечими булади ва, 
бундан тапщари, барча с  лар учун

л

— qx{S,rr,x,y)  |7=0= 0 , (8)

c72(^,77;x,v) ^ 0 =0  (9)

тенгликларни каноатлантиради.
IV бобдаги (48) формулага асосан (5) ва (6 ) функ — 

циялар г  —> 0 , яъни сг? —> 1 да логарифмик махсусликка эга. 
Бевосита ^исоблаб топиш мумкинки,

4~Я\ (^ т ,х ,у )=
ОТ]

, п  , m (  m+2 m+2
4ffk\ _2 -211 2 ’
---~ r n r l r  -rj 2m + 2

Л О 1
/ 2 F(/? + l,/ U / ?  + l;<7,). (10)

w + 2
Хулди шу каби, агар (£.77) ну^та £ -- ^(5), /7 = 77(5) 

параметрик тенгламалар билан берилган / чизикда ётса, 
^уйидаги тенгликлар уринли эканлигига ишонч хос ил к,илиш 
^ийин эмас:

As[q j{^m x,y)] = Rj(s;x ,y)+ Q j(s;x ,y), ( 11)

бу ерда j  = 1,2; s — у чизи^ ёйининг узунлиги,
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RXs\x.y) = - K p r { 2f>F { p , P - \ , 2 P \ 4 )  Ag[\nr2] , (12,)

Ъ (* -,х,у ) = ~ P '~ № ~ 2Ь ) 4 [in r2], (1 b )
ri

m m+2

Q fax ,y ) - r{~2(P+l)Tj2у 2 ^+1 ,Д 2/?+1 ;<71)-# ’( 4  (13,) 
m  +  2

Q2 fa,x, v) = k2 у r W - » F ( \ - P , - f i , l - 2 f i ;  f f . K ' f r ) .  (132)

3 -§. Иккиланган к;атлам потенциаллари

Бу ва кейинги барча параграфларда у > О ярим 
текисликда ётувчи ва учлари 4- а,О), Я(а,О) ну^талардан 
иборат булган а  чизи$ ва АВ = { (х ,у) :  у = О, - а < х < а }  кесма 
билан чегараланган сохани D  билан белгилаймиз. Бундан 
ташкари а эгри чизи^нинг параметрик тенгламаси х  =  x(s),

V = v(s) булиб (бу ерда s -  а  нинг В ну^тадан бошлаб 
з^исобланадиган ёй узунлиги), ^уйидаги шартлар бажарилган 
деб з^исоблаймиз:

1) x(.v) ва y(.s) функциялар [0,/] орали^да бир ва^тда 
нолга тенг булмаган х'(л’ ), у '(л ) ^осилаларга ва Гёльдер 
шартини каноатлантирувчи л'"(.?), у "(л ) ^осилаларга эга, бу 
ерда I - о  чизш$ узунлиги;

2) А в а В нукталар атрофида а  чизицда

—  < C - / " +1(s ) <14>
ds

тенгсизлик бажарилади, бу ерда С -  const > 0 .
Бундан буён и  эгри чизиода ^уйилган бу шартларни 

Хо шартлар деб атаймиз ва а  эгри чизи^нииг узгарувчи 

ну^тасини (£ ,r j) билан белгилаймиз.
1. Биринчи иккиланган ^атлам потенциалы.
м  орали еда узлуксиз булган M\(s) функциями 

олайлик ва

(о(х){х ,у )  = \ H\fa)As[qA%,rr,x,y)]ds (Кг.)
о

интегрални тузайлик, бу ерда
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‘fHx.y) = I 4ki(t,v;x,y) ]<*=■

ds og ds о rj
(15) интеграл биринчи иккиланган ^атлам потенциали 

дейилади, /У| (л) эса унинг зичлиги дейилади.
Табиийки, (о^\х,у) функция у>  0 ярим текисликнинг

о эгри чизи^ ва у  = 0 тугри чизиц билан умумий ^исмга эга 
булмаган ихтиёрий со^асида (Е )  тенгламанинг регуляр 
ечими булади.

1 — лемма.
-1, агар (х, v) е £)и(- а, а) булса, 

агар(х,у)е<т булса, (17)

О, агар(х,у)& D булса.

Исбот: 1) (х, у) е D булсин. (х. у ) ну^тани марказ ^илиб, 
етарли кичик к (> 0) радиус билан дойра чизайлик ва D 
соханинг бу доирадан тагш^ари к,исмини Dr билан, 
доиранинг чегарасини Се билан белгилайлик. De со^ада 
qy (£,т]\х,у) функция (Б ) тенгламанинг регуляр ечими 
булгани учун (4) формулани ^уллаб, (8) ни зрасобга олсак,

« ,(,,(х ,у)=  \ As[qM ,V\x,y)[ds (18)
Q

тенгликка эга буламиз, бу ерда интеграл остидаги ифода (11), 
(12!), (13 [) тенгликлар билан ани^\анади.

СЕ айлана тенгламасини к.утб координаталар 
системасида £, - x + fcos^?, /7 = у  + fs in ^  куринишда ёзиш 
мумкин. У  з̂ олда IV  бобдаги (68) — (70) тенгликларни инобатга 
олиб,

(16)

m + 2 ) Г 2(/?) о cos2 ср + y m sm2 ср 
тенгликка, ёки бу ердаги интеграл 2л га тенглиги ва к} нинг 
кийматини эътиборга олсак, со^\х,у)- - 1 тенгликка эга 
буламиз.
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2) (л;,у )= М 0(£(.v0), t j( s 0 )) е <7, 0 < s0 < / булсин. М 0 
ну^тани марказ ^илиб, етарли кичик е  (> 0) радиусли 
дойра чизайлик. Бу дойра чегарсининг D со^а ичидаги 
^исмини С\ ва а  чизи^нинг бу дойра ичидаги ^исмини а г 
билан белгилайлик. У  э̂ олда

^i(l)(-s0) = \As[q\(4,W,Z(So)Mso))] ds =
° (19)

= lim \As[q ^ ,r i^ {s 0\ri(h))'\ds.
*-*° <т/<г,

Иккинчи томондан, cr\af ,C]. ва ЛЯ л<1р билан 
чегараланган сох. ада q] {^,т]\х,у) функция (/,') тенгламанинг 
регуляр ечими булгани учун, (4) ва (8) генгликларга асосан,

f А  [<?, (г. rj^ (s0), rj(s0)) ] ds - \ А, [</, (д„), н(\ ,)) I ds
а\ас •

С»
ке,\иб чи^ади. Буни ^исобга олгак, (19) дан

/. ►() .

тенгликка эга буламиз. Г>у ерда ^ам i^yr6 координаталарига 

утиб, 1) бацлдаги муло^азаларни такрорласак, ©,(1)(.v0) =

(О<50</) келиб чи^ади.
3) (х ,у )е  (у  > 0)\ D булсин. У *олда Я\(4>П>х>у ) 

функция D со^ада (Е )  тенгламанинг регуляр ечими булиб, 
(4) ва (8) дан o>^(;c,jy) = О келиб чи^ади.

4) (x. v) нук,та х у^ида ётган булсин. у  - £ (£ —
— етарли кичик мусбат сон) т-утр и чизик, угказиб, 
De = D  о  (>• > в ) белгилаш киритайлик. De со^а ва q ^ ,r j;x ,y ) 
функцияга (4) формулани ^уллаб,

<у^(х,0)- \ ~ q }(^,£\x,0) d% +
X, Sri
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1 v '  m + 2 *-*>,, 

куринишда ёзиш мумкин.

(- ^ ' )2Т Т о Г '“ +2(от + 2)

-р-1

Интеграл узгарувчисини £ = х н— — £ 2 / формула
/77 + 2

буйича алмаштирсак, охирги тенглик

+ (20)
0 /-е,

тенгликка эга буламиз, бу ерда х, (/-£ ,) ва х2 {с2) - а  эгри 
чизи^ ва у  - £ тутри чизиндар кесишиш ну^таларининг 
абсдиссалари, / - £х ва е2 эса о  чизи^нинг бу кесишиш 
нук,таларига мос ёй узунликлари.

Аввал иккинчи ва учинчи интегралларни ^арайлик. Агар 
х Ф ±а булса, етарли кичик [- а, х2 ], [х,, а] оралиеда

21 2\ ( t\2 , 4 m+2 , л
г =г\ . = (л ъ ) +7----V’ Ч1 v-О Iу—0 _j_ 2̂

булишини инобатга олсак, (11), (12]) ва (13j ) тенгликлардан 
келиб чш^адики, бу орали!у\арда As\q̂  (g,rj;x,0)] функция 
чегараланган булади. Агар, масалан, х = а булса, табиийки, 
Aslq^rf-^crfi)] функция [- а,х2] орализда чегараланган 
булади. Унинг Гх,.а] оралиода чегараланганлиги эса {(14) 
шарт ва унга тенг кучли булган a -S, — о{ртл~) тенгликка 
асосан] А нук:та атрофида уринли булган

21 2| /')(
У л-а ~  И ис-а — 0 \ Т ]  J,

у=0 у=0

4 [ ^ ] U - 4 h 2l U - o ( ^ m+2)
у=0 у--0

тенгликлар ва (11), (12t), (13t) тенгликлардан келиб чи^ади.
Демак, £ —> 0 да (20) тенгликдаги иккинчи ва учинчи 

интеграллар нолга интилади.
Буни ва (10) тенгликни инобатга олсак, (20) ни
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(21)

куринишга келади, бу ерда
(т  + 2) (х, -х ) ( т  + 2 )(х2-х)

*1 ------ ------ ’ а 2 -а. т+2 

2 £ 2
т+2

2е 2
Табиийки, агар -а  <х < а булса,

( 22 .

агар

lim a, =-оо, lim a2 =+c0'£->0 £->0
> < х < -а (а < х < +оо) булса, 

lima, = limar, =+оо flima, = lima, =-ooj. (223 )
- - Ve->0 e->0 1£—>0 £-+0

(14) шартга асосан А ва В  ну^талар атрофида о  
чизиеда мос равишда a + х = о[ут+~) ва а - х  = о(ут+~) 
тенгликлар уринли. Бундан келиб чи^адики, х = -а булса,

lim a, = 0, lim а , =+оо, (223)
£—VO £~>0

х = а булса,
lim a ,--оо, lim a2=0 .
с->0 с-*0

Маълумки,
+«> ■ V-/M
Т ( l  + / 2 )  ^  1 dt- л  Г ( 2/ ? ) / [ 22 ^ '  ’ / ? г 2 ( / ? ) ]

-00

(22, )- (224) тенгликларни инобатга олиб, 
тенгликда £ —» 0 да лимитга утсак, (23) га асосан,

-1, агар - а < х  <а булса,
1

(224)

(23)

(2 1 )

агар х = ±а булса,

О, агар x e 'f-a .a ] булса,

келиб чи^ади. 1 — лемма тула исботланди.
2 — лемми у >0 ярим текисликнинг ихтиёрий (х,у ) 

ну^тасида
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/ М Л  Я\ (£> ̂  у ) ] I ds < с  (24)
о

тенгсизлик уринли, бу ерда С = со/м/ >0.
Исбот. (11) тенгликка асосан,

/ . г 7 '
\ I Л1<7| ^ 11̂1 (■?;*,>’)! ds + \ 10 , (s;;t,>’)|c& . (25)
о о о

Аввал

\\Qy{s\x,y)ds\ < С, (26)
о

тенгсизликни исботлайлик.
5 e[f,/-£-] да Q}(s;x,y) функция логарифмик 

махсусликка эга булгани учун
1~е
\ \Q\{s\x.y)\ds <С2 (е > 0). (26,)
С

А ва В  ну^та атрофида а  чизивда (14) шарт 
бажарилгани учун s е f0,e]^ jf/-s,l\ да г? - г/Г!+~0{]) булади. 
Буни эътиборга олсак, (13]) дан s нинг бу кийматлари учун

т

Q\ (л: X, у ) — 7J2 ! Ill (l — CTj) 10 (l) эканлиги келиб чи^ади. У  ^олда, 
с !
l\Q]{s',x, y )i ds<C3, j |Q (s;a . v)| ds <C3. (262)
0 /-£

(26j) ва (2 6 2 ) лардан (26) тенгсизлик келиб чикдди.

I

т \ 12
rj -  ̂Л 2 алмаштириш бажариб ва (<f, ff) 

текисликда а  чизик; ёйининг узунлигини 5 билан белгилаб,

1|/г,(5 ;х ,у)|Л < С 4 } !L-\F {P ,P-\ ,2 P\< T X)\*
0 0 г г

д Vбп
' ! COS6? I 

d s< C 5\ - ds
о

тенгсизликка эга буламиз, бу ерда в -  & эгри чизик^а

утказилган та тик, и п нормал ва : 7 (ь - А)2 + {v - v f
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орасидаги бурчак. Догарифмик потенциаллар наза — 
риясидан маълумки,

' Icos^j 
о Г

Демак,

}| Rx(s-x,y)\ds<C7. (27)
о

(26) ва (27) ларга асосан (25) дан (24) тенгсизликнинг 
уринли эканлиги келиб чшади. 2 —лемма исботланди.

(11), (121) ва (13}) тенг.\иклардан бевосита ^уйидаги 
лемма келиб чиз^ади:

3 — лемма. Агар (х, у) нукта а  чизиеда ётса,
т

\As[q^,TT,x,y)]\<C% ẑ
2 (

— 1п ^
г\ J

2 Р (28)

тенгсизлик уринли, бу ерда С8 = const > 0 .
1—леммадан келиб чи^адики, //, (л) = 1 булганда 

а>̂ ’(х,у) функция (х,у) ну^та <т чизи^ни кесиб утганда 
сакрашга эга. //,(л-) — ихтиёрий узлуксиз функция булганда
хам а)']’(х,у) функциянинг бу хоссаси саеданиб ^олади.

Х,ак.ик<1тан хам, а  чизикииш ихтиёрий 
М о(x(s0 ), y(s0)) ну^тасини олайлик ва й?^(х,>’) функциянинг 
(х,у) ну^та М () ну^тага D со^а ичидан ва таин^арисидан 
интилгандаги лимит ^ийматини мос равишда <ы, (л(|) ва 
evP(s0) билан белгилайлик.

1—теорема, Агар (.у) функция [О,/] да узлуксиз булса, 
у х°лда биринчи иккиланган к,атлам потенциали учун 
^уйидаги лимит муносабатлар уринлидир:

®,0)( 5 )= “ m (s) + 0 ) к \ ( 5’0
2 * (29)

)( л ) = {* )+ J м (0  K \(s’t )
- о

бу ерда
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K } (s.!) = A , [ q ^ { t \  r/( t ); x (s ): y ( s ))]. (30)

Одатда co^\s)-\ pix( t )  K x(s , t )  dt функция <<y\x,y)
о

функциянинг M 0(x(5),y(.v))e cr ну^тадаги тутри ^иймати 
дейилади.

Исбот: ft/'Нл, vj функцияни

a ^ \ M ) = [[/ / ,(t ) - /их( л')] А,[д, ( Р\М ) ]с// +
о

+ //, ( л ) j А, [су, (Р; M )]d t  w, (М ) + //, ( 5 ) м\, (М ) (31)
о

куринишда ёзиб олайлик, бу ерда P {^ (t), ?)(г))е а , Мух,у) 
эса у  > 0 ярим текисликнинг ихтиёрий нутугаси.

м\\М) функциянинг М 0 нутугада узлуксиз эканини 
курсатайлик. Ш у ма^садда Л/0 ну^тани марказ ^илиб, старли 
кичик S  (> О) радиусли l '(M 0,S ) дойра чизамиз. а  чизи^нинг 
бу дойра ичидаги ^исмини СТ| билан, таш^аридагисини о ■> 
билан белгилайлик. У  х,олда,

vt’i (Л4)= J  [/Jl(t)- ^ (s )\A ,[q ] (P ;M ) ]d t  +

+ | \iJ \(/ i //|(л' м А, [#, (Р ;М )]  dt — ил, {Л/) + vt-'p (А/).

Бунга асосан
! wx(M ) - w ,(M0) | < j wu(M ) | + J и',, (M0) | 4

+1 vi’ijt А/) — н'[2(Л/о) j ■ (32)
/л} (s) функция узлуксиз булгани учун S ни шундай 

танлайликки, j / - -у | < S булганда,

M O - Z 'ifc b  /̂ 7

б у л с и н , б у  ерд а \ | А, [с/, ( Р ; М )] dt < С .
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Бу холла, у  > 0 ярим текисликнинг ихтиёрий М  
ну^таси учун

|wu (A/)j<  j [fi\{l)-M\(s)\At[q^P\M)}dt < ^. (33)
О]

Хусусий ^олда

К К ) | < § -  (34)

w ] 2 ( M )  функцияда интеграл а 2 буйича бажариляпти, 
М 0 ну^та эса <7, да ётади. Шунинг учун М  е i\ M 0,d ) 
булганда бу функция узлуксиздир. У  холАа. ихтиёрий 
берилган s > О сон учун шундай d > 0 сон топиладики, 
р  (М . Л/0) '■ I булганда

|w12(M )- w l2(M 0)|< ^ (35)

тенгсизлик уринли булади.
(32) — (35) тенгсизликларга асосан, р (М ,М 0)<А

булганда | w ^M )-  w ,(M 0) j < £ булиши, яъни vr, (М<) 
функциянинг М 0 нуктада узлуксизлиги келиб чикади. 
Ш унинг учу!I н-’, (м )  функциянинг М () ну^тадаги лимит 
^иймати билан тугри циймати устма —уст тушади, яъни

wh (М 0)= = w, (М 0). (36)
Иккинчи томондан, 1 — леммага асосан,

hW(M 0)=-1, w0e(M 0) = 0, w0{M 0) — ■ (37)

(31), (36), (37) тенгликлардан а>^(М0) ва со ! °(М 0) лимит 
к;ийматларнинг мавжудлиги ^амда

4 \ М 0) = W i(M 0)-  ft{s\  (o(j \ M 0) = w ,(M 0),

v l'K M o h  (38)

тенгликлар келиб чикади. Бу тенгликлардан эса 1 — 
теореманинг тасдиги келиб чикади.



Натижа: Агар /ц (л) функция [О./] да узлуксиз булса, 
й>о (5) функция хам [О,/] да узлуксиз булади.

Исбот. Агар М е с т  ва М  ^ М 0 булса, (31) га асосан

а $ \ м )=  w ,(M )- i/^ (s ).

Энди М  ну^тани ст чизик буйлаб М () ну^тага 
интилтирамиз. w, (М ) функция узлуксиз булгани учун

lim < $ \М )=  w,(Af0) - ~ /^ ( j ) .  
а/~>а/0 2

Буни (38) тенглик билан такдослаб,

Nm о ^ \м )= со ^ (м о)М > М Q
тенгликка эга буламиз. Демак, й>о (s) Функция [О./] да 
узлуксиз.

Изо^. (29) тенгликлар ^амда & o (s ) ва /j(s) 
функцияларнинг [0,/J да узлуксизлигидан келиб чи^адики,

0)^ (х ,у )е С (В и а ) ,  f f l^ (x , j )e c | ( j  > 0)\ Ь)и<т\
2. Иккинчи иккиланган цатлам потенциали.
(Е )  тенгламанинг q2(g,r];x,y) фундаментал ечими 

ёрдамида аншууанган

<и(2\х ,у ) = j /j2(s)As[q2( ,̂TT,x, y)\ds (39)
о

функция иккинчи иккиланган ^атлам потенциали дейилади, 
бу ерда //2(* )- [0,/] да узлуксиз функция,

1 ds дд ds

Табиийки, о г \ х ,у )  функция у > 0 ярим текисликнинг 
а  чизиц ва х ут̂ и билан умумий к.исмга эга булмаган 
ихтиёрий со^асида (/:') тенгламанинг регуляр ечими булади.
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»'(*>у) = ] -̂ ~q2{%fi\x,y)d£.
а дЛ

(41)

Исбот. Дастлаб M (x ,y )e  D булсин. Маркази М  
нуктада ва радиуси £•(> 0) булган доирани шундай 
чизайликки, у D с ох, ада тулигача ётсин. D со^анинг бу 
доирадан таищари с ми ни De ва бу дойра чегарасини Сг 
билан белгиласак, (4) формулага асосан

тенглик уринли булади. Бу интегрални а , АВ, С£ чизиедар 
буйича ало^ида — ало^ида ёзиб олиб, (40) ва (41) 
белгилашларни эътиборга олсак,

тенг булган айлананинг D со^а ичидаги щ еми булади.
(11), (122), (132) тенгликлардан фойдаланиб ва 1 — 

лемманинг исботидаги мулох.азаларни такрорлаб, курсатиш 
мумкинки,

<у,(2)(х, у ) = i(x, у ) + 1С (х, у), (42)(42)
бу ерда

1Л х у̂ )  = \ ̂ sh2{^T^^y)\ds
сс

тенгликка эга буламиз.
Агар (х ,у) е сг булса хам (42) тенглик уринли булиб, бу 

ерда СЕ — маркази М (х, у ) е а  нуктада ва радиуси гг(>0)га

-1, агар (х,у) € D  булса,
М - ^ у М  1 , \— , агар (х.у )е  а  булса.

(43)
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Агар М  (х ,у ) D ' > сг булса, (4) формулани ту рридан 
гур-ри D со^ага ^уллаб,

а>\2\х, у ) = i(x. у), (л\ y)&D и  сг (44)
генгликка эга буламиз.

(42), (43), (44) тенгликлардан 4 —лемманинг тасдири 
турри эканлиги келиб чикдд,и.

5—лемма. у>  0 ярим текисликнинг ихтиёрий (х ,у) 
ну^тасида

11 -i, [я2 (£> ГГ-Х- у)] | ds < Q  (45)
о

тенгсизлик уринли, бу ерда С9 = const > 0.
6-лемма, сг чизи^нинг ихтиёрий (х ,у) ну^тасида

„2  (
\As [я2 (£->/; у ) ] ;; с,о --jj i 1 - in - ,

и У
(46)

тенгсизлик уринли, бу ерда С10 = const > 0.
Бу леммаларнинг исботи (11), (122), (132) тенглик­

лардан бевосита келиб чикдди.
4— ва 5 — леммалардан фойдаланиб, ^уйидаги теоре — 

мани исботлаш к>ийинчилик турдирмайди:
2— теорема. Агар ju2(s) Функция [О,/] да узлуксиз булса, 

у ^олда иккинчи иккиланган к,атлам потенциали учун 
^уйидаги лимит муносабатлар уринлидир:

a>!2]( s ) - 1 ц2(,s) + } fi 2(t)K2{s.t)dt,
~ о

(47)

(»{P ( s )  = \  fh(s)+ f fh(f)tc2{s,t)dt,
2 о

бу ерда
K 2(s,l)=  A, [q2{4{t), /7О); *(■*)■ ?(■*))]> (48) 

(s ( 0 ,^ (0 ) ва (x  ( -s 1 y ( 5 ) } - а  чизиеда ётувчи ну^талар.
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4~~§. Оддий ^атлам потенциаллари

1. Биринчи оддий ^атлам потенциали.
1) Таърифи ва асосий хоссалари. Фараз ^илайлик,

А  (0  - М  да узлуксиз ва сг чизик, учларида rjm каби 
нолга интилувчи функция булсин.

/
(■*>у ) = I Р\ (О Ч\ (s , п\ * ,y)dt (49)

о
функция биринчи оддий катлам потенциали, px{t) эса унинг 
зичлиги дейилади.

(49) ва q^,T)\x,y) фундаментал ечимнинг хоссаларидан 
келиб ч икадики, Ц (х. у ) функция у > 0 ярим текисликнинг 
барча ну ̂ талари да аникланган ва сг чизивдан угишда 
узлуксизлигини са*^\айди. Табиийки, бу функция у > 0 ярим 
текисликнинг сг чизик, ва х уци билан умумий ну^тага эга 
булмаган ихтиёрий со хасида (Е )  тенгламанинг регуляр 
ечими булади. Бундан таш^ари, (х,у) нукта чексизликка 
интилганда (л, у ) функция нолга интилади. >^а^икатан ^ам, 
агар (х, у ) нукта

4
( т  + 2)"

нормал чизиеда ётса, (5) тенгликка асосан,

М *».у )| ^ Л л ( 0 | • k i fam x*y )\dt *  м о R 2,1 (50)
о

тенгсизлик уринли, бу ерда М 0 - const > 0.
2) Конормал ^осиласи. а  чизи^да ихтиёрий 

N(x(s),y(s)) нукта олайлик ва бу нуктадан а  чизи^к,а ташки 
нормал утказайлик. Бу нормалда сг чизш да ^арашли 
булмаган М (х ,у ) ну^та олайлик ва (49) функциянинг 
конормал хосиласини тузайлик:

A h ( v-У)] А [?,(£,//; V.у ) ]dt, (51)
о

бу ерда

Г ' 2  ̂ т+2 г)*.
(  R . х  +  ------  " ,  V - - К
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А Г 1 =
s ' Эх cfe Эу ’

—  - cosf/?,x), —  - -cos(n, у) - сг чизиада N  ну^тадан 
ds ds

утказилган п нормалнинг йуналтирувчи косинуслари.
(51) ва (11), (12)), (13^ тенгликлардан бевосита келиб 

чш^адики, {х, у ) е СR ну^таларда

| 4 h (x , j ) ] | < M ,  У "Л - 2/М (52)

тенгсизлик уринли, Л/, - const > 0 .
(51) интеграл М  = N  булганда хам мавжуд. Бу 

интегралнинг М  нук,та N  нук,тага D  со^а ичидан ва 
таш^арисидан интилгандаги лимит ^ийматларини мос 
равишда As (х ,у )]( ва As[ol (x,y)\e каби белгилайлик.

3 —теорема. Агар P\fa) функция [О,/] да узлуксиз булса, 
Б^уйидаги тенгликлар уринли:

л, [ц (х, >’)] =!. А  (*) + J А  (! ) кл faл') dt,' 2 о

Л [ц (*>у)] = А  (■*)+1 А  faK l fas) dt,2 о

(53)

бу ерда
к \ fa s) = л  I ч\ (# (4  vfa)\ * ( 4  Я А’) )] • (54)

(53) форму ладан и ,(х ,у) оддий ^атлам потенциалининг 
конормал ^осиласи и  чизщ ни кесиб утишда

A  h  fa Д  - 4  h  fa  У )\ = А  (л) (55)
сакрашга эга эканлиги келиб чи^ади.

3) Грин формуласининг ^улланилиши D сох,ада 
ётувчи, а  чизикка нараллел ва ундан s масофада жойлатнган 
сг, чизиц хам да у  — 8 чизи^ билан чегараланган со^ани De6 
билан белгилайлик, бу ерда с в a S  —етарли кичик мусбат 
сонлар. Бу со^ада vxfa,y) функцияга (3) формулани ^улласак,
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я
д..

2 \2ои}
v Ф  у 

, ч 5

dxdy -
(56)

= J i\ As[и, ]с/у + I и, (л\ S )—- и, (х, д')dx
0V

тенгликка эга буламиз, бу ерда х, ва х2 — <зс ва у  ~5  
чизи^ар  кесишиш нут^таларининг абциссалари.

ц (х ,_у) ва .1, J> ( •.')| функциялар D u o  со^ада узлуксиз 
булга ни учун

lim J iл A, [u, ] ds = j V\ As [l/, ], ds.
£ > 0

(57)

(58)

К,уйидаги тенгликни исботлайлик:
x2 Q

lim j V](л\S ) — u,(x,#) dx = 0.
i- >o ‘ dy

q]v(c,7j;x,0)=0 булгани учун S  —> 0 да

j P\(t)qiy{4,wx,y)dt { A > S > 0)
Д

интеграл нолга теки с интилади. Пуни ва и^{х,у) функциянинг 
узлуксизлигини инобатга олсак, (58) тенгликни исботлага 
учун

х” л д 
I(х 2.8) = j dx j р, (/) g, (£ , г/:х,б) dt

о о qv 
интегрални урганиш етарли.

t узгарувчи урнига £(/) узгарувчи киритиб ва <т чизи^
учларида (14) тенгсизлик ва /?, (?) -- o [ j f  '') тенглик уринли 
эканлигини инобатга олсак,

'2 а _х д
сг

du

тенгсизликка эга буламиз, бу ерда с, = ^(А ), М 2 - const > 0. 
(10) тенгликка асосан

а
<т

/ < •//:'..V)
2 Л

In
Л1 У



+ MASml2r {2p 

Демак,

т+2 т+2

г, 2 - 5  2 г ", М 3, М 4 - const >0.

\1{х2,д }< М ,8 аХ\с1х]{а2- е ) у 
о ft

„2 А
1 — 1п- d£ +

+ М 68т/2 \dx\rj 2
х2 а 

I
о

т+2

ь!

т+2 т+2
П Т  v? ? '/ ^

! У

r~2d<!;,

M e8m,2\\dx)[ ] r f £ + f  dx )[ \l£ + \dx f t  ] r f£  +  f f l k f [  ] f / A

бу ерда / > О, 0 < a <ml2: M 5, M 6 = cows? > О.
8 -> О да биринчи интегралнинг нолга интилиши анщ . 

Иккинчисини ^уйидагича ёзиб олайлик:
Х-у Х-у х->

" ]d£>■ u  J - 7  J -■--- J  L Г - ' Э  ■ J --- J  L Г " Э  J -----J L j n b  | ?

. 0 Й Z\ х2 S  Si х2 (\ f l J

бу ерда х2<5 - а  ва у  = 8 чизиедар кесишиш ну^тасининг 
абсциссаси. Дастлабки уч интеграллар 5 -> 0 да нолга 
интилади. Туртинчи иктегралда янги /) узгарувчига угамиз.
сг чизи^ учида a" - £ 2 - C)(if" 2) булишини эътиборга олсак,

л  //о (  т+2 т >2} ,
;т!2 f  j._ f „m / 2  2 2 j ( ^ r 2 )  ^ ,

«i ;;i I
M 7 S ml2 f  A- j v ” (59)

бу ерда 7 , = 7 ^ ,). Т}2 = ^(л:, ), M 7 = соилГ > 0. 
Аммо сг чизи^нинг учлари атрофида

V
.77 т+2
2

1
2

К
от + 2

? 2 d
/ drj

(  г М -

arctg-

J  4а '

_______
^ т+2 т+ 2 Л

-<У 2"
2

т  + 2 V
\

?___* ?)ш+1
2 9 /

(7 Г "
. - < = ± £ « 0

4 ;
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Бу ердан S  ~> 0 да (59) ифоданинг нолл'а интилиши 
келиб чи^ади. Демак, (58) тенглик турри

(56) тенгликда s —> 0 ва 8 - 0 лимитга утиб, (57) ва (58) 
тенгликларни эъгиборга олсак,

Ут [ + dxdy = \u}As [u^ds  (60)

тенглик келиб чик,ади.
(3) формулани а  чизи^, х у^ининг [- R,-a\ \а, 7?] 

кесмалари ва СR нормал чизи^ билан чегараланган соната 
^уллаб, сунгра R —> со да лимитга утиб ва (50), (52) 
тенгсизликларни инобатга олиб,

дх I +U’J dx dy = -J о, As \ux \e ds (61)

тенгликка эга буламиз, бу ерда D, - D со^ани у  > 0 ярим 
текисликка тулдирувчи сох,а.

2. Иккинчи оддий ^атлам потенциали. (е ) тенглама — 
нинг иккинчи фундаментал ечими ёрдамида ани^ланган

и2 (х,y )= \p 2(t)q2{4,n,x,у )dt (62)
о

функция иккинчи оддий ^атлам потенциали дейилади, р ; {t) 
функция эса унинг зичлиги дейилади. (62) функция у > 0 
ярим текисликда узлуксиз булиб, бу ярим текисликнинг сг 
ва у  = 0 чизи^\ар билан умумий ^исмга эга булмаган 
ихтиёрий со^асида (е ) тенгламанинг регуляр ечимидир. 

и2(х,у) функциянинг конормал з^осиласи

v)j: \p2{!)As[ch(£,V\x,y)\dt, (л:,у) (63)

формула билан ани^анади.
4 —теорема. Агар p2(t) функция [О,/] оралиеда узлуксиз 

булса,

A M - w )] = ~ Р 2(5)+1 2 о

= -\p2{s) +\P2^)K2{^s)dt-

(64)

тенгликлар уринли, оу ерда



к 'At <Л l" A \/>„( L(t) n(A- rl v) vf.<A ) 1. 165)
A i V ' ! " /  " J l ' I / V 3 V / >  - / V / ’ л \ - л у  v-//j- • ’

(64) тенгликлардан иккинчи оддий ^атлам
потенциалининг конормал хосиласи а  чизикни кесиб 
утишда

A  h  (*= у)} - Л  h  (*> У )]е = Рг (s) (66)i е

сакрашга эга зканлиги келиб чикади.
Бундан ташкари, ихтиёрий (x ,)’)e C s пуктада

\v2{x ,y )\< M R-]; 1Л М - У ) ]  < М  Я 2(/М) (67)
тенгсизлик\ар бажарилади, бу ерда М  - const > 0.

1 -банддаги усул билан курсатиш мумкинки, о2(х,у ) 
функция учун хам (60) ва (61) формулалар уринли.

5-§. Зичлик функциялари учун  
интеграл генгламалар

(29) ва (47) хамда (53) ва (64) тенгликларни бир — 
лаштириб,

/ \ « г г г / \ ( \ 1. I- f \ ( * j л i ((" а \| Kj\s,t) p i^ a t  = j  ,\S) yj = [VO!
о

p j { s ) -  Ц  A ,(/.-)/> (t)dt = g j(s ) O' - 1,2) (69)
0

К у р  И НИ HI Д а  е З И ш  М уМ  КИ Н  ( б у  брДО. Л  ~  ± 2  б у л и б г

Я = 2 булганда / . (.у) = -2со) г> (s ), g j{s ) = -2As\y^\e, Л = -2

булганда / }(s ) = 2 co[J \s\ g j(s ) = 2/ ф Д .

(68) ва (69) дар jUj(s) ва p ; (.v) зичлик функцияларига
нисбатан я;ушма интеграл тенгламалар булиб, 3— ва 6 — 
леммаларга асосан, уларга Фредгольм теоремаларини 
к;улдаш мумкин.

K ^ s j )  ядро учун Л -  2 хос сон булмаслигини 
исботлайлик. Бунинг учун эса

p { s ) - 2 } К х (?, .v) p (t) dt - 0 (70)
о

интеграл тенглама тривиал булмаган ечимга эга эмаслигини 
курсатиш етарли. (70) тенгламанинг барча чегараланган
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ечимлари учун \р(/)\<Мт]т  тенгсизлик уринли эканлигига 
ишонч ^осил К.ИЛИШ ^ийин эмас.

Фараз ^илайлик, (70) тенглама узлуксиз р0(л) ечимга эга 
булсин. Зичлик функцияси р0(л') булган оддий к,атлам 
потенциали шундай и0(х,>’) функциядан иборат буладики, у 
D  ва Д  сохаларда (Е )  тенгламанинг регуляр ечими булиб, 
(70) га асосан ДДи0]г =0 булади. и0(х,у) оддий кдтлам
иотенциалига (61) формулани ^уллаб, D, со^ада 
и0 (х, у ) = const экаилигини ва оддий кдтлам потенциали 
Ц и с т  да узлуксизлиги ^амда чексизликда нолга тенглигини 
инобатга олсак, 0 , и с  да о0(х,у)=  0 тенгликка эга буламиз. 
Буни эътиборга олиб, и0(х,у) оддий ^атлам иотенциалига (60) 
формулани ^улласак, и0(х,у) = 0, (x ,y )z D  келиб чи^ади. У  
х о л д й . А,; [<л, ]( - 0 булиб, (55) га асосан po(t) = 0 тенгликка эга 
буламиз. Демак, (70) интеграл тенглама фа^ат тривиал 
ечимга эга ва шунинг учун А - 2 ( s j )  ядро учун хос сон 
булмайди.

Худди шу каби Л ~ 2  ва Л = — 2 лар K 2(s,t) ядро учун 
хос сон булмаслигини курсатиш мумкин.

Аммо, (17) тенгликка асосан,

Ж ) - л \ к ]М Ж ) А  = 0 (71)
о

тенглама Л = -2 да /j.{s ) = const ечимга эга, ят,ни Л - - 2 
К х (,v,/) ядро учун хос сон булади.

6 —§. Дирихле ва Хольмгрен масалаларини 
потенциаллар ёрдамида ечиш

1. Масалаларнинг цуйилипш D сохдда (Е )  тенгламани 
^арайлик.

IV  бобнинг 8 — ва 9 — параграфларида (е ) тенглама учу!! 
D со^ада ^уйидаги масалалар к,уйилган эди.

237



Дирихле масаласи. (Е ) тенгламанинг D сох; ад а регуляр, 
D да узлуксиз ва

и(х,у)\а = q>(s), 0 < s< l; и(х,0) ~ т(х), - а < х < а  (72)

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
<p(s), т(х) — берилган узлуксиз функциялар булиб, 
(р{0) = т(а), т(-а).

Хольмгрен масаласи. (В ) тенгламанинг D со^ада 
регуляр, с (о )г\  С 1 (О  и  А В ) синфга тегишли ва

и(х,у)|_ = (p{s), О < s < I; lim —  ̂- v(x), - а  < х < а (73)
а у—>о ду

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
v(x) берилган функция булиб, (-a ,a ) оралиеда узлуксиз ва 
х —» ±а да 1- 2/? дан кичик тартибда чексизликка интилиши 
мумкин.

IV  бобда бу масалалар о  чизик, <т(| нормал контур билан 
устма—уст тушганда Грин функциялари усулида х,ал 
^илинган булиб, бу параграфда биз сг чизи^ £  0 шартларни 
^аноатлантирувчи ихтиёрий чизик, деб хисоблаймиз ва 
масалалар ечимининг мавжудлигини иккиланган ^атлам 
потенциаллари ёрдамида исботлаймиз.

2. Бузилиш  чизигидаги чегаравий шартларни бир 
жинслига келтириш. Юк,оридаги масалаларни х;ар доим 
г(х) = 0, v(x) = 0 булган ^олга келтириш мумкинлигини 
курсатайлик.

Дастлаб Хольмгрен ма сала сини карайлик. Бевосита 
текшириб куриш мумкинки,

Pi(x-}')=-ki I v(#) df (74)
(m + 2)

функция (е )  тенгламани ^аноатлантиради. Бундан та шкари 
бу функция сг да узлуксиз ва чегараланган.

(- а, а) ораликдаги ихтиёрий х0 нуктада

lim дЛ  ,  ,(* „ )  (75)
х - > х 0 о у  
у - > 0  -

тенглик бажарилишини исботлайлик.
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(74) ни у  буйича дифференциаллайлик:

дР± - 4l * i
ду т  + 2

т+2

1 т+1 г (
М # ) (£--r )2+-

-/?-i

</£.(76)

=  х  +  - у  2 /
т  + 2

тенгликлардан фойдаланиб,

( т  + 2)2

алмаштириш ва (21), (23)

lim i//Al ym+1 J
л->x0 ти + 2 _a 
v—>0

+ -
(m +2)

xV.V
/w+2

/i-i
d£ = 1 (77)

тенгликпинг уринли эканлигига ишонч х,осил к.илиш кикин 
эмас.

(77) тенгликни инобатга олиб, (76) тенгликни куйидагича 
ёзиш мумкин:

,• Ф | / \ 4У?А, „н-1 lim-^- = v(x0)4  lim ---
г--**. г; у л-- ->дгп т  4* z
к >0

x l [ v (b ) “ v (*0)]

*-«о m + .i >о

I с \2 4 m+2 (£ - x ) +7---—  у
(m + 2)

c/e. ( 7 8 )

Ушбу

M i
m + 2/ "+1 }[v(< f)-v(x0)] 2+- ^ / ' +2

(m + 2)

-/0-i

(79)

4/7 ̂  ffl+|

m + 2

Lvq-c? jt0+5 a
| J + J + J > = /,+/2 + /3.
I -О A0-<S A0f<5 j

функцияни V —> 0. X да нолга интилишини
курсатайлик, бу ерда 8 — етарли кичик мусбат сон.

v(x) функция (-а ;а ) оралщда узлуксиз булгани учун 
ихтиёрий берилган s > 0 сон учун шундай 8 > 0 сон
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мавжудки, |£ - х0 j  < S  булганда | v(£ )- v(x0)| < В /3 булади. У
о ""2

холда ( £ = а + j  2 / алмаштиришдан фойдалансак,
т  +  2 '

- ,/?-i

3 w +2 т,,-<v
(- * ) ' .......-  •

3 it 1(2/3) ' '  7

тенгсизлик келиб чи^ади, бу ерда
... . (m + 2 )(x-x0+<?) {m + 2)(x0-x + S)
и пп-2 ' • а 2 й ;:

2v 2 2у  2
£•

(23) тенгликка асосан, охиргидан |̂ 2|< "' тенгсизликка эга 

буламиз.
- a < ^ < x 0 - S  ораливда |с - х0 j > 6. Агар бунда

I к I f-,~ чЗ 4 т+2 д’2х-х 0 <£/2 булса, \£-х\>д!2 ва (Е - х ) +-----~тУт+ >~
(т  + 2) 4

булади. Ш унинг учун тайинланган S(> 0) ва етарли кичик 
д>  0) учун

т I  ̂4/? кх ,„+ ] I 4 Y  А°, й' г / ч / \ ] .„ як I !/, < — - о у ! J lv(<) - г(л ) J 4  <C].v <с /j . 
w + 2 1г>-;

Худди шу каби, |/3 <£г/3 тенгсизлик з̂ ам уринли.
У  холда, с етарли кичик ихтиёрий мусбат сон булгани 

учун, (79) функция у -->0, х —> х0 да нолга интилади.
Буни инобатга олсак, (78) дан (75) келиб чи^ади. 
р:(х,у) функциядан фойдаланиб, Хольмгрен масаласи 

ечимини
и(х. 1 ) = рх (х, у ) + <у, (х, у ) (80)

куринишда ёзипт мумкин, бу ерда 0)} (х, у )  функция (Е ) 
тенгламанинг
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<У, (x. y ) L  = гДл)-/?, (л,у)|- - </?, (5), ^ = 0 (81)
у-0

шартларни ^аноатлантирувчи регуляр ечими.
Демак, Хольмгрен масаласини урганишда v(x) = 0 

булган х,ол билан чегараланиш етарли.
Энди Дирихле масаласига утайлик. а, > 0 сонни шундай 

олайликки, D  схща - а, < х < а, полоса ичига тула 
жойлашсин. г(л') функцияни [ а ,,а ,] оралиеда узлуксиз 
давом эттирайлик. У  ^олда, Хольмгрен масаласидаги каби 
курсатиш мумкинки,

г ~|/М
р 2(х ,у ) = к2у а\ г(£) ( £ - x f  + -  у т+2 

-о, [_ (те+ 2]
функция у  > 0 ярим текисликда (is) тенгламанинг регуляр 
ечими булади ва

lim р2(х, у) = г(*0), - а  <х0 < а.

d£ (82)

V—>0
Бу функции ёрдамида Дирихле масаласи ечимини

и(х,у) = р2(х,у) + а>2(х,у) (83)
куринишида ёзиш мумкин, бу ерда а>2(х,у) - (Е )  
тегггламанинг

ы2 у)\ а- = Ф ) ~ Рг (*> у ) I г = 92 (s)l «2 М )  =0 (84)
шартларни ^аноатлантирувчи регуляр ечими.

Демак, Дирихле масаласини урганишда ^ам г(У)=0 
булган х.ол билан чегараланиш етарли.

3. Масалаларни интеграл тенгламага келтириш.
Хольмгрен ва Дирихле масалаларининг ечимини мос 
равишда

ê ix ,y )= \n l{s)At [qM ^\x,y^ds, (85)
о

<°2 (*> y ) = \th (5К  [я 2 (<И> ГГ  х, y )]d s  (86)
о

куринишда т^идирайлик, бу ерда /v,(s) ва p2\s) — номаълум 
функциялар.
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со, {x .v) ва со2(х,у) функциялар D со^ада (Е )  
тенгламанинг регуляр ечими булиб,

&>lv(.x,0) = 0, -а< х< а ', со2(х,0) = 0, -а  < х < а 
шартларни ^аноатлантиради.

/л (л) ва /̂ 2 (.v) функцияларни шундай танлайликки, 
<у,ух, у ) ва а>2(х,у) функциялар мос равишда (81) ва (84) 
шартларнинг биринчиларини хам кдиоатлантирсин, яъни 
уларнинг сг даги лимит ^ийматлари мос равишда.

= <»2i(x,y) = <P2(s), (v ,y )e  а
тенгликларни ^аноатлантирсин

Булардан ва (29), (47) тенгликлардан келиб чи^адики, 
бунинг учун номаълум /л (s), J  = 1,2 функциялар

Mj(s)~ 2 [ K j(s ,t) /Jj(t) dt = -2<pj (4  j  = 1,2 (87)
0

интеграл тенгламаларни к,аноатлантириши зарур, бу ерда 
К ] (s,t) ва K 2(s,t) ядролао (30) ва (48) формулалар билан 
аникланади.

(28) ва (46) тенгсизликлардан келиб чикадики, К ] (s,l) ва 
K 2(s,t) ядролар суст махсусликка эга. Буни ва <p-(s),j = 1,2
функцияларнинг узлуксизлигини эътиборга олсак, (87) 
тенгламаларнинг ечими (агар мавжуд булса) узлуксиз 
функциядан иборатлиги келиб чи^ади.

j  = \,2 ядролар учун Л = 2 хос сон булмагани 
сабабли (5 —§ га ка ранг), (87) интеграл тенгламалар 
ихтиёрий <p.{s), j  - 1,2 узлуксиз функциялар олинганда хам 
ягона узлуксиз ечимга эга.

Демак, агар су — У 0 шартларни ^аноатлантирувчи 
чизик, ва масала ечимининг <т да берилган ^иймати ^(.у) — 
узлуксиз функциядан иборат булса, (Е ) тенглама учун 
Хольмгрен ва Дирихле масалаларининг з̂ ар бири ягона 
ечимга зга ва бу ечимлар мос равишда (85) ва (86) 
куринишда, яъни иккиланган ^атлам потенциали шаклида 
ифодаланади.
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7—§. Аралаш масалани потенциаллар 
ёрдамида ечиш

1. Масаланинг цуйилиши ва Грин функцияси.
Аралаш масала (К  масала) ( Е )  тенгламанинг D 

со^ада регуляр, С (0 )п С ]( 0 и о )  синфга тегишли ва 

As[u(xry)]\a ^(p{s\ 0< .s </;
(88)

и(х,0) - г(х), - а < х < а

шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда (х, у) 
ну^та А ва В ну^таларга интилганда их ва их ^осилалар 
1- 2р дан кичик тартибда чексизга интилиши мумкин; 
<p{s\ г(х) — берилган узлуксиз функциялар.

Аралаш масаланинг Грин функцияси деб ^уйидаги 
шартларни цаноатлан гирувчи G(t*,t],x,y) функцияга 
айтилади:

1) D со^анинг (г, г) ну^тасидан тапщари барча 
ну^таларида q аргумонтлар буйича (к )  тенгламанинг 
регуляр ечими;

2) As[G {E ^ ,x ,y )\ \^ ny(J=0, G (£,0;x,y) = 0, (x ,y )e D  (89) 
чегаравий шартларни ^аноатлантиради;

3) G (E,T ];x ,y)= q2(4,T];x,y)+u(^,r}-,x,y) (90) 
куринишда ёзиш мумкин, бу ерда q2(£,r/;x,y)- (Е )  
тенгламанинг фундаментал ечими, n(<\//;x.v) эса (Е )  
тенгламанинг D со^адаги регуляр ечими.

5 —теорема. G(E,r/;x ,y) Грин функцияси мавжуд, 
D  сох;ада (с.?]), (х ,у) ну^таларга нисбатан симметрии; ва

G (s ,//;х,у ) - G0 (с;. т]\х. у) + Н(<*,т]:х,у) (91)

куринишга эга, бу ерда П {Е ,т ];х ,у )- {Е ) тенгламанинг 
D со^адаги регул>1р ечими;

G0(4,T}-,x,y) - </,(£, 7; х, .у)- I ~R
\2р
j q2(^,T];x,y\ (92)
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2 m+2 2 /я+2

R = x2 + -r - ~ .тУ т+2, у  2 ^  у  2 (93)
(m + 2) R R~

Исбот: а) М авжудлиги. Таърифдан ва q2(^ j]:x ,y ) 
функциянинг хоссаларидан келиб чи^адики,
G{^,rj;x,y) Грин функциясини топиш, унинг

As[v{^m x,y)]\a ^-AXq2{4 ^ x ,y )]\ a , (94)

и(£,0;х,у) = 0, - а < % < а  (95)

шартларни каноатлантирувчи регуляр u(g,rj:x.y) ечимини 
топишга тенг кучлидир.

u(^,rj;x,y) функцияни тонайлик. Уни

u(^r/-x,y)= I ju(t;x,y) q2(^,ri^.T])dl (96)
о

оддий катлам потенциали куринишида кидирамиз, бу ерда 
ji(t;x ,y) — номаълум функция.

(96) функция D со^ада \Е) тенгламанинг регуляр ечими 
булиб, (95) шартни ^аноатлантиради. ju(t;x,y) функцияни 
шундай таилайликки, у  (94) шартни хам бажарсин. Ш у 
ма^садда (96) ни (94) га ^уйсак, (64) формулаларнинг 
биринчисига асосан, ju(t;x,y) га нисбатан 

/
M{s\х ,у )+2\ К 2 ( i ;х,y)dt = -2A,[q2(g(s),ф } , x,у )] (97)

о
интеграл тенгламага эга буламиз, бу ерда 
K 2(t,s) = As[q2(gx(t),Tix{t), £(s),r/(.s))].

[x ,y )& D  булгани учун (97) тенгламанинг унг томони 5 
нинг узлуксиз функцияси, (46) тенгсизликка асосан эса 
K 2{t,s) ядро суст махсусликка эга. Буларни ва 
Л = -2 K 2(t,s) ядро учун хос сон эмаслигини эътиборга 
олсак, интеграл тенгламалар учун Фредгольм назариясига 
асосан, (97) тенгламанинг ягона узлуксиз ечими мавжудлиги 
келиб чикади. Бу ечимни
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, (98)
+4 j &,(r,s;-2)41#,(£(/), //(/);х,>’)]Л

о
куринишда ёзига мумкин, бу ерда (<f(s), ?/(л)) е a, R2((,s;~ 2) 
функция K 2(t,s) ядронинг резольвентаси.

(98) ни (96) га ^уйиб, v{g,r],x,y) ни топамиз:
/

о(4-т у ) = -21 а , [q2 (£, у )] q2 (£  , /7, rj)dt +
о

(99)
11

+4Я  Л2(м-;-2) q2(^2^2lE,r])dtds\
оо

бу ерда /7, - / нинг, с2, f/2 “  5 нинг функциялари.
Демак, G(^,/7;x, у), функция мавжуд.
б) Симметриклиги. Куйидаги фупкцияни ^арайлик:

Z \ Z , V )  = \ /, ч /, ч п (10° )
I - 92( ^ 7 ;^ ^ ). (£ .7 )6  А-

Бу функция D ва D, со^аларда (£') тенгламанинг 
регуляр ечими булиб, чексизликда нолга интилади. (x ,y )e D  
булгани учун g(<!;,r/) функция D, со^ада ихтиёрий тартибли 
^осилаларига эга ва бу ^осилалар з^амда функция
f l|U ( j  да узлуксиздир. Ш унинг учун унга Ц  со^ада (£ ) 
тенгламанинг

И ь , ?7)!^=-^2(^ 7 ;^ у ), g(#,0)=0 (101)

птартларни ^аноатлантирувчи регуляр ечими сифатида 
papain мумкин. У  ^олда, бу функцияни иккиланган ь>атлам 
потенциали сифатида ёзиш мумкин:

g{h-Tl)^\p it:x ,y )A ,[q2{^ { t \ v M E ^ ) ]d t ,  ( ^ е Ц ,  (102)
о

ju(s;x,y) = -2A\q2(£{s)j]{slx,y)} +

бу ерда p{t\x,y) — номаълум функция.
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(47) формулаларнинг иккинчисини (102) функцияга 
^уллаб, (101) шартларнинг биринчисини эътиборга олсак, 
p(s;x,y) га нисбатан 

/
p(s-x.v)+ 2\K2(s,t)p(t;x,y)dt = -2q2(4(s),Tj(s},x,y) (103)

о
интеграл тенгламага эга буламиз.

(103) тенглама (97) тенгламага ^ушма булиб, унинг унг 
томони узлуксиз функциядан иборат. Ш унинг учун (103) 
тенглама узлуксиз ечимга эга:

p(s: л-, у ) = -2 q2 (c(s). r](s). х, у ) +

/ _ (104)
+4fR2 (sJ\-2) q2 (/),t)x (t)\x,y) dt.

v
(100) функция D ^ jc j  да з^осилалари билан узлуксиз 

булгани учун

л,\я{^п)]\а , у ; х .  у)] - у(,-'-0) • ■ 0. а <с <а
Бундан ва (94), (95) тенгликлардан келиб чи^адики, 

и(^,т];х,у) функция ва g(4,u) иккиланган каглам потенциали 
D  со^а ва унинг чегарасида бир хил шартларни 
^аноатлантиради. У  холда, аралаш масала ечимининг 
ягоналигига асосан (100) тенгликлар билан аникланган 

функцияни D со^ада э$ам (102) куринишда ёзиш 
мумкин, яъни

/
v(^,Tj;x.у ) = J /?(/;х,у)Л,[q2 {t\%,ri)\dt, (£,/;)& D . (105)

о

Иккинчи томондан, (104) тенгликнинг иккала томонини
;).Т]Х (л');£,^)] га куттайтириб, сунгра s буйича [О./] 

оралитууч интеграллаб, (99) тенгликни инобатга олсак,
/

и{х, у; /7) = j p(s; X, y)As[q2 (5), //, («г); rj )]<is (106)
и

келиб чик.ади. (105) ва (106) тенгликларни тащослаб, 
D сохднипг ихтиёрий (■х,у) ну^талари учун
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v(^,rj;x,y)=v(x.y;£,r]) тенгликка эга буламиз. Бундан ва (эо) 
тенгликдан G(£ ,т/; х, у ) функциянинг (х,у) ва 
нукталарга нисбатан симметриклиги келиб чи^ади.

Изоз^. (105) дан куринадики, u(E,tj;x,y) функция 
зичлиги p(t;x,y) булган иккиланган ^атлам потенциалидан 
иборатдир. У  з̂ олда, (47) формулаларнинг биринчисига 
асосан,

] /
u,(c(s):q(sj;x, } j  = - - p (s ;x ,y )+ fK 2(s,t)p{t\x,y) dt.

- о
Буни ва. (103) ни з^ис.обга олсак, (90) тенгликдан

cKZ(s\ }}(s)’x>y) = -p(s;x,v) (107)
келиб чщади.

в) (91) тенгликнинг исботи.

и0 (£  ту х, >■) - -(,а ! R )lp q2 (<f, /7; х.у )

функция (Е )  тенгламанинг D со^адаги регуляр ечимидир. Бу 
функцияни

v0 (4 ,?1 ; .X. у ) ip (t ;4 , i j )A t [u0 (£, (/). //, (/); х, у )J dt (108)
11

куринишда ёзиш мумкинлигини курсатайлик.
D  соз^анинг ихтиёрий (£, г/) нут^тасини олайлик ва

и(с.т1\х, у ) = - j pit; TJ)A, [и, (£  [t\ПХ (/>, X, y)\it
о

функцияни ^арайлик. Бу функция узгарувчиларнинг
функцияси сифатида D  соз$ада (£ ) тенгламани 
^аноатлантиради, чунки (104) га асосан, p(t;^,ij) функция 
шундай хоссага эга.

и(Е,г/;х.у) функцияда p(t\c.rj) урнига (104) даги 
ифодасини куйсак,

и (£ ,х ,у ) = - I !//(.?;х,y)q2 (£, (5), 77, {s)\c.Tj)ds (109)
о

келиб чик,ади, бу ерда
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у/0; х. у ) = -2 As [u0 (gt (s), rj\ (4 x, y )] +

+ 4J R2 (t, s;-2) 4  [u0 (£, (/), 77, (/). x, у )] A ,
о

Я Ъ Н И  l f / {s \ X ,y )  функция

y/{s\x,y) + 2\K7{t,s)y/(t\x,y) dt = -2АХи0{^ \ г ]^ \ х ,у ) ]  (110)
0

интеграл тенгламанинг ечими.
(109) оддий ^атлам потенциалига (64) формулаларнинг 

биринчисини т^уллаб,

^ [«fe(s)i7 i(«)5 JC .y)l = ~ ]:^ {s ',x ,y )-\K 2{$,s)y/{V,x,y) dt
2 о

тенгликка эга буламиз. Бу ерда (110) ни эътиборга олсак,
As[u{t;x{s),rix(s)-,x,y)\ =

(111)

= 4 h > fo (4 v if c ) ;* ,y ) ] ,  (biCv),/7;(л-))е (7
тенглик келиб ч и кади.

Бундан таш^ари,
и(£.0:х.у)= 0, i;„fe .0 :x .vW 0  . (112)■» У '  *  /  J \ )\ ->  '  '  '  s  /  '  г

Демак, u(^,rj;x,y) ва o0(^,rj;x,y) функциялар D сто^ада 
(Б )  тенгламанинг регуляр ечимлари булиб, соха чегарасида
(111), (112) шартларни бажаради. У  ^олда, аралаш масала 
ечимининг ягоналигига асосан D  да u(^,Tj;x,y)sv0{^,ri;x,y) , 
яъни (108) тенглик тугри.

Ни^оят, (90) нинг унг томонига o0(^,rj;x,y) функцияни 
кушиб ва айириб ^амда (106) ва (108) тенгликларни 
эътиборга олиб, (92) ва

//(£, т/;х,п) = j P ing , rj)At [G0 (4i (t), П\ \x ,y )]d t (113)
о

белгилашларни киритсак, (91) тенглик келиб чи^ади.
Табиийки, H (^ ,tj;x ,y) функция (£.?/), (х,у) жуфтликларга 

нисбатан D сохада (Е )  тенгламанинг регуляр ечими булади. 
5 —теорема тула исботланди.
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2. М асала ечимини топиш. D со^ада ихтиёрий (х,_у) 
нук/га олайлик. D  сохада ётувчи, а  га параллел ва ундан 
s (> 0) масофада жойлатпган а Е эгри чизи^ ^амда у = S{> 0) 
тугри чизик, билан чегараланган сохани DrS билан 
белгилайлик. г, ва 8 ни шундай кичик танлайликки, 
(х ,у )е  DeS булсин. Deg сохада тула ётувчи ва маркази (х, у)
нут^тада булг ан р (> 0) радиусли дойра чизайлик. DcS

со^анинг бу доирадан ташкари ^исмини D%s билан 
белгилайлик.

и(х,у) функция (К ) тенгламанинг (88) шартларни 
^аноатлантирувчи D  со^адаги регуляр ечими булсин. 
Аралаш масаланинг Грин функцияси С{£,т],х,у) A f(V сохада 
{Е )  тенгламанинг регуляр ечими булади.

и (& 7 ) ва G(E,ri\x,y) функцияларга D%s сохада (2) 
формулани ^улласак,

J  (GAs[u )-uAs[G ])d s+ \
дт] dt] 

= ( (GAx[u ]- иAS[G ])  ds

dx =
n=S

тенглик келиб чи^ади, бу ерда л, ва х2 — <у е ва у  = S
чизшууар кесишиш ну^таларининг абсциссаси, Ср эса
маркази (х, у ) иук,тада ва радиуси р  га тенг айлана.

Бу ердан аввал р -» 0 да, сунгра эса е -» 0 ва S -> 0 да 
.лимитга утиб ва IV  бобнинг 8— ва 9 — параграфидаги 
мулохдзаларни юритиб,

и(х,у)= \r(4)-^-G(^,0;x,y)dE + \<p(s)p(E,T];x,y)ds (114)
-а дт] о

формулага эга буламиз.
6 —теорема. Агар r(x )e C [- fl,a ] ва cp{s) е С[0,/] булса, 

(114) тенглик билан ашиууанган и (х ,у ) функция аралаш 
масаланинг ечими булади.
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Исбот. (114) формуладаги биринчи интегрални /, (х,у) 
билан белх’илайлик. Табиийки, бу функция D да узлуксиз ва 
D  соз̂ ада (£ ) тенгламани каноатлантиради.

Q(x,y)= ) г (^ )~  c/2(£ ,0 ;x .y )Jc  
б?;

белгилаш киритайлик. У  з̂ олда, (90) ва (99) тенгликлардан 
з^амда и(^,т];х,у) функциянинг симметриклигидан 
фойдалансак, I ( v. у) ни

/■(г.у) -O(x. v)-

- 2jg2(4,f/;x,y) {  At[Q {E,n )]-2j R2(t^v,-2)A, [Q(^,i]:)]d t\d l (115)
о l (J j

куринишда сзиш мумкин.
Бу ердаги иккинчи ^угаилувчи оддий ^атлам 

потенциалидир. (64) форму лаларнинг биринчисини ва 
R2(t,s;-2) резольвента учун уринли булган [33]

I
R2 (/. s;-2) = К 2 (t,s) - 2 f К 2 (У,, s )R2 (f,f, '-2)dlA

о

тенгламани эътиборга олсак, (115) дан ^[/|(д:,у)]| -0 келиб 
чи^ади.

Иккинчи томондан, (105) ва и(^,/];х,у) функциянинг 
симметриклигидан фойдалансак, /, (х, у ) функцияни

ф , у )  = 0 (х ,у) +

+ 1 т( ь ) \  ~~ p(t;s',0)• A,[q2(£,(/),щ(0 ;X,у ) ]dt (116)
0 0 7 ]

куринишда з̂ ам ёзиш мумкин.
q2{^,Tj;x,0) = 0 булгани учун у —> 0 да (116) даги иккинчи 

интеграл нолга интилади. 6 —параграфда курсатилганки, 
lim Q(x, у) = r(x), - а < х < а . Демак,
у—>0

lim /j (л, у ) = т(х), - а < х < а .
у—> 0
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(114) формуладаги иккинчи интеграл!ш /2 (х, у ) билан 
белгилайлик. (107) ва (104) тенгликларни эътиборга олиб, 
/2(х ,у) ни

/ /
12{х,у) = -\<p{s) p(s;x,y)ds - -\Q(t) q2{g,r]\x,y) dt (117)

0 0
куринишда ёзиш мумкин, бу ерда

0(t) = -2cp(t) + 4 J
о

яъни <9(?) функция

6»(0+ 2j К 2 (s,t)0(s)ds = -2<р(/) (118)
о

тенгламанинг ечими.
0(t)— узлуксиз функция булгани учун /2(х,у) оддий 

^атлам потенциали сифагида D да узлуксиз ва D со ха да (it) 
тенгламани ^аноатлантиради. Бундан тапн^ари, унга (64) 
формулаларнинг биринчисини татби^ к,илиб, (118) ни 
эътиборга олсак, [/2(jc,>’) ] | “  <p(s ) келиб чи^ади.

Табиийки,
lim /2(х ,у) = 0.
_v-»0

Юкоридагилардан (114) формула билан аниеданувчи 
и\х,у) функция аралаш масаланинг барча шартларини 
бажариши келиб чикади. 6 —теорема исбот булди.

Изо^. (91) тснгликка асосан (114) формулани

и{х,у)= О'0 ,0;х ,у ) + Н (^,0;х,у) d£ +
1 дг) дг)

+ \(p(s) [G0(c,?7;x,y)+  H (£ ,ij;x .y )]d s
а

куринишда э$ам ёзиш мумкин, бу ерда Я(£,?/;х,у) — 
(113) тенглик билан аникланувчи функция.

Аралаш масала ечимининг бу куриниши (Е ) тенглама 
иштирок этган аралаш тенгламалар учун чегаравий 
масалаларни урганишда анча ^улайдир.
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Маълумки, IV  бобнинг 8 — ва 9 — иараграфларида 
D0 = {(jc,>>): х2 + [2/{т + 2 )]2у '”+2 <1, у > 0} нормал сох,ада (Е ) 
тенглама учун Хольмгрен ва Дирихле масалаларининг Грин 
функциялари мавжудлиги курсатилган ва бу масалалар 
ечимлари учун формулалар тогшлган эди. Аммо бу 
формулалар билан аникланган функциялар тегишли масала 
чегаравий шартларини ^аноатлантириши ва нормал булмаган 
со^алар учун бу масалалар учун Грин функцияларининг 
мавжудлиги исботланмаган эди. Бу параграфда ана шу 
масалаларга ойдинлик киритамиз.

1. Хольмгрен масаласи. D соз^ада (Е )  тенглама учун 
к,уйилган Хольмгрен масаласининг Грин функцияси деб, 
^уйидаги шартларни ^.аноатлантирувчи G {(E,r]',x,y) 
функцияга айтилади:

1) D соханинг (х,у) дан таш^ари барча ну^таларида 
Т] аргументлар буйича (Е )  тенгламанинг ре1уляр ечими;

д° '  -0, (х,у)еЕ>; (119)

3) Gx(4,7r,x,y)= ql (E,T]-,x,y) + ul(E,rj-,x,y) (120)
^>финишда ёзига мумкин, бу ерда qx{g,T]',x,y) ва vx{g,r]',x,y)
— мос равишда (Е ) тенгламанинг D сохддаги фундаментал 
ва регуляр ечимлари.

7 —теорема. D  сох;ада (е ) тенглама учун ^уйилган 
Хольмгрен масаласининг Грин функцияси мавжуд, \§,Т]) ва 
(х,у) ну^галарга нисбатан симметрик ва

Gx(£,rj-,x,y) = Gm(4,Ti-,x,y)+Hl(g,7i;x,y) (121) 
куринишга эга, бу ерда Я ,\£,т]\х,у)—\Е) тенгламанинг D 
сохадаги регуляр ечими,

/ \213
Go\(€>mx,y)=qte,mx,y)-\jA чМ,п\х,у) -

— Д, соха учун Хольмгрен масаласининг Грин функцияси, 
R, х ,у  лар эса (93) тенгликлар билан аникланади.

8~§. Б аъзи  1$ушимчалар
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Исбот. а) М авжудлиги. Таърифдан келиб чи^адики, 
G {{^,T];x,y) Грин функцияси мавжуддигини курсатиш учун, 
Е (и ) - О тенгламанинг

и,(4,ту,х,у)\а = -q l{Z,rj;x,y)\g, (х,у ) 6 D; (122)

- ~ v ](£,Ti;x,y)\^0 =0, (x ,y )e D  (123)

шартларни каноатлаитирувчи и ^ ,т];х ,у ) ре1уляр ечими 
мавжудлигини курсатиш етарли.

ol (4,rj;x,y) функцияни зичлиги jj.\ (.v;x,y) булган 
иккиланган ^атлам потенциали куринишида ^идирамиз:

иj (£, Т)\х, у) = |Mi fax, у ) A, [qx (ье,, /7, ; т])} dt (124)
о

(124) функция D со^ада ( е ) тенгламани ва (123) шартни 
кдноатлантиради. (л;jc, у ) функцияни шундай танлайликки, 
l», (^,rj;x,y) функция (122) шартни х,ам ^аноатлантирсин. Ш у 
ма^садда (124) ни (122)га куйиб, (29) формулаларнинг 
биринчисини эътиборга олсак, /V, (£\х,у) га нисбатан

М\ (-v;х ,у)~2\Кх (s,t)//,(/;х,у) dt = 2q^(s),T]{s),x,y) (125)
0

интеграл тенгламага эга буламиз.
(125) тенгламанинг унг томони узлуксиз функция ва 

Л = 2 ядро учун хос сон эмас. Ш унинг учун бу 
тенглама ягона узлуксиз ечимга эга ва уни

М\ (■*; х, у) = 2<7, (£(s), r/(s), х, у ) +
1 (126) 

+ 4| R\(s,t\2)qx{£x(t),vx(t\x,y)dt
о

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда Rx{s,f,2) функция 
ядронинг резольвентаси.

(126) ни (124) га куйиб, ь>,(̂ ,77;х ,у)ни  топамиз:

oi(^,Ty,x,y)=2lq](^,Tj];x,y) A,[q^t,tl\-^rj)]dt +
(127)

+4 \ J Л k  (4, ; 4-л ) ] к , 0, s;2) q, fe (4 л2 С5) ■*• у ) dt c,s ■
00

Дем а к, G, (^,q;x,y) функция мавжуд.

253



б) Симметриклиги. К, у Аида ги функцияни киритайлик:

g(4,tl)=< /, ч , ,  v п (128),/;(£.//:.у. у). U\//)c Д .

Бу функция D  ва Д  со^аларда (Е )  тенгламанинг 
регуляр ечими булиб, чексизликда нолга интилади. (х ,у )е Д  
булгани учун g i^ J])  функция Д  да ихтиёрий тартибли 
х.осилаларга эга ва бу хосилалар х;амда g{^,T]) функция 
Д  k jo  да узлуксиз. Ш унинг учун g{§,T]) функцияга Д  
сохада (Е )  тенгламанинг

4 [g (b ^ ) ]|  - д-я(^.о)=о*- L J  & 07]
шартларни ^аноатлантирувчи ечими сифатида ^арашимиз 
мумкин. Бу ечимни оддий ^атлам потенциали куринишида 
ёзиш мумкин:

/
g (^ v )=  \p-\f.:■■■-, Д , (129)

о
бу ерда px(s’,x ,y) — номаълум функция.

(129) функцияга (53) формулаларнинг иккинчисини 
^ул\аб, px(s\x,y) функцияга нисбатан

р,(5;х ,у )- 2J K x((,s)pi{t;,x,y)dt = 2,4S[г/,(с(.у),7;(.v);лх>>)] (130)
о

интеграл тенгламага эга буламиз. Буг (125) га мутима тенглама 
булиб, унинг унг томони узлуксиз функциядир. Ш унинг учун
(130) тенглама ягона узлуксиз ечимга эга:

р] (у. х, у ) = 2 As [qx (£(s\J](s): x. у )]+

+4 f /■?, (/,5,2 )A, [ qx (tc,, /7,; x, у j\dt.
0

g(E,?/) оддий катлам потенциали ва и, , т;]; л% у ) 
функция £> со^а чегарасида бир хил шартни 
^аноатлантиради. У ^олда, Хольмгрен масаласи ечимининг 
ягоналигига асосан, (128) тенглик билан ашн^ланган g(< ,̂rj)
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функция учун (129) формула (g ,rj)eD  булганда ^ам уринли, 
яъни

/
Ц (#, 7; ->•% у ) = I р, (/; X, у V, (£, w ,£ ,rj)d t,(4 ,rj)eD . 1132)

о
(131) тенгликнинг иккала томонини q[(^(s),Tj(s);^,ij) га 

куттайтириб ва л буйича [О,/] да интеграллаб, (127) ни 
эътиборга олсак,

/
vt(x,y;£,ij) = jp l (t;x ,y )q i (4l,Ti] ;<!;,Tj)dt, (x ,y )e D  

о
келиб чи^ади. Буни (132) билан тавдослаб, 

ui(g,r];x,y)=ul(x,y,4;,tj) 
тенгликка эга буламиз. Буни эътиборга олсак, (120) дан 
G (£,г]\х.у) функциянинг (с,//) ва (х, у ) ну^таларга нисбатан 
симметриклиги келиб чщади.

в) (121) тенгликнинг исботи.
л2/?

и,01

функцияни

о0, (£, //: л\ у ) = - J р, (,v; с, 7/)и01 (£, (л), 77, (л); л, у ) (133)
о

куринишда ёзиш мумкш ьшгини курсатайлик, бу ерда 
P\(s\Z,ri)- (130) тенгламанинг ечими, яъни (131) тенглик 
билан анизу\анувчи функция.

Ха^и^атан х.ам, D соха пинг ихтиёрий (х ,у )  ну^тасини 
олайлик ва ^уйидаги функцияни ^арайлик:

I
ы (£ т), л, у ) — -{ рх {s\g, rj )и0] (£, (.у), /7, (.у); х, у ) * . (134)

0
Бу функция (Е )  тенгламани ^аноатлантиради. рх (л;х ,у) 

урнига (131) ифодани ^уйсак,

и(4,1Г,х,у ) = -J V/, (s; х,у) А, [</, (ьс, (s ),?7 i(s ),^ )] ds (135)
о

куринишни олади, бу ерда
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у/, {s;x, у ) = 2vm (E(s),Tj(s);x,y)+4\Rl (s;t, 2) u0l (# „7, ;x,y) dt,
0

яъни <//, (,v;.r, >’) функция

y/x{s\x,y)-2\ K x(s,l) ij/y (t;x,v) dt = 2t>01(£(s),7(s);*>.y) (136) 
0

тенгламанинг ечими.
(135) — иккиланган катла м потенциали булгани учун, 

унга (29) формулаларнинг биринчисини к;уллаб,
1 7 ute{s),Tl{s),x,y) = ̂ <//,(s; *,>’) - \K x(s,t) ?//, (г,х,у) dt 
£ о

тенгликка эга буламиз. Бу ердан, (136) тенгликка асосан,
= Ч м  ( £ ( 4 > 7 ( 4 Х =у \  ( ^ Ы 5 ) ) 6  ^

келиб чи^ади.
Иккинчи томондан, и ^ Д х ,у )-О щ (Е ,0 ;х ,у )~  О-

Шундай ^илиб, и(^,т];х,у) ва uin{E,rj;x,y) функциялар D 
со^ада (it) тенгламани ва унинг чегарасида эса бир хил 
шартларни к,аноатлантиради. У  ^олда, Хольмгрен масаласи
ечимининг ягоналигига асосан, улар D да узаро тенг, яъни 
(133) тенглик тугри.

Ни^оят, (120) тенгликнинг унг томонига о01^,цх,у)
функцияни ^ушиб ва айириб, сунгра (132) ва (133) 
тенгликларни инобатга олсак, (121) тенгликнинг уринли 
эканлиги осонгина келиб чи^ади, бу ерда

Я , (д, г] ; л-, у ) = f р: (?;£, t?)G01 (£ , щ ; х, y )d t. (137)
о

7 — теорема исбот булди.
Изоз^: к,уйидаги тенглик уринли:

[с?1 (л), 77 (л- >, лч v)] = p x(s-,x,y). (138)
Ха^ик,атан ^ам, (132) оддий катлам иотенциалига (53) 

формулаларнинг биринчисини кулласак.
/

2Л Ь  у)] = A  (s;*i J>) + 2J К\ {t,s)px (t,;x,y)dt
о

тенгликка эга буламиз. Буни (130) билан тавдосласак, (138) 
келиб чи^ади.
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8—теорема. Агар <p(s)е С[0,/], v(x )e С (-а ,а ) булса, 

и(х,у) = - j v(^) Gx (. .0: -Т.у) dc - Jp (s) As[G,(£ 77;x,у ) ] ds (139)
- а  о

функция D да узлуксиз, D  со^ада (is) тенгламани ва унинг 
чегарасида эса (73) шартларни ^аноатлантиради, яъни 
Хольмгрен масаласи ечимини ифодалайди, бу ерда v(x) 
функция х —> ±а да 1- 2/? дан кичик тартибда чексизга 
интилиши мумкин.

Исбот: Табиийки, (139) формуладаги интеграллар х, у
нинг функцияси сифатида D  да узлуксиз ва D  со^ада (К ) 
тенгламани ^аноатлантиради. Ушбу белгилашни киритайлик:

Qi (х ,у) = |г (с )(? (. .0: v. v ).-/_'. (140)
а

(139) даги биринчи интегрални /,(х,у)билан белгилаб, 
(120), (127) тенгликлардан ва vx(g,rj:x,v) функциянинг 
симметриклигидан фойдалансак, уни ^уйидагича ёзиш 
мумкин:

/; (л.у> G ,(.v.r)
/ Г  / "]

-2/4 [?,(£ ,# * ,у ) ]  Qi {4 j i ) + 2\Rx{ i ,s-,2) у  (c,(s),77,(.s))A dt.
0 L 0

Бу ердаги интеграл иккиланган ^атлам потенциали 
булиб, унга (29) формулаларнинг биринчисини ^улласак ва 
/?j(.v,r;2) резольвента учун уринли булган [33]

Rx(s,f,2) = K x(s,t)+2\Kx{s,tx)Rx(tx,f,2) dtx 
о

тенгламани эътиборга олсак, I x{x,y\s =0 келиб чи^ади.
(132), (133) ва (140) ларга асосан, /,(х .у) ни

/, (х .у ) - -Ох(х ,у )- J v(c ) dc j рх (/;С.0) qx(<?,,;/,;х ,у) dt (141)
-а 0

куринишда з̂ ам ёзивг мумкин. Табиийки, (141) тенгликнинг 
унг томонидаги иккинчи ^ушилувчининг у буйича ^осиласи 
у = 0 да нолга тенг. 6 —параграфда курсатилганки,
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lim (X (x, у ) = -v(.x), - a  <x <a.
y-> 0

Демак,
lim /,(x ,y )-v(x ), - a < x < a .
y~> 0

(139) формуладаги иккинчи интегрални I 2(x,y) билан 
белгиласак, (131) ва (138) ларга асосан,

I 2(x,y) = -\<p{s)p] (s:x,y)ds = [<?,(£,?7;а-,у)] dt (142)
о с

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда
/

0, (?) = 2 q>(t) + 4 J Д, (/, s;2) 97(5) Л ,
о

Я Ъ Н И  6*1 (л ) функция
/

<9,(л) -2J K\{s,t)Ox{t)dt = 2^(5) (143)
о

интеграл тенгламанинг ечими. # ,(4  функция узлуксиз 
булгани учун (142) функция D да узлуксиз ва D со^ада (Е )  
тенгламани ^аноатлантиради. Бундан та m кари, унга 
иккиланган ^атлам потенциали сифатида ь^араб, (29) 
формулаларнинг биринчисини цулласак ва (143) ни 
эътиборга олсак, I 2(x,y)\s = <p(s) келиб чи^ади. Табиийки, 
12у{х,0) = 0, - а < х < а .

Юкоридагилардан (139) функция (73) шартларни 
бажариши келиб чщади. 8 —теорема исбот булди.

Изоз$. (121) ва (139) тенгликларга асосан Хольмгрен 
масаласи ечимини

и(х,у) = - Jv (£ ) [G01(E,0;x ,у)+ H x(i;,0 ;x ,y)]ds-
-а

~\<p{s) { A [G q,(£ „77, ;*,>>)]+ As[H x{gx,Ti{,x,y)]}ds (144)
о

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда
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Gm(g & x ,y ) = kx ( ^ - 4 2 (m + 2)
4 rn+2

ТУ
-p

a- Z x + - 4£2 m+2
-p

a 2(rn + 2)2

H x{g,r]\x,y) эса (137) тенглик билан аникданувчи функция.
Хольмгрен масаласи ечимининг (144) куриниши (Е )  

тенглама иштирок этган аралаш типдаги тенгламалар учун 
чегаравий масалаларни урганишда ^улайдир.

D0 нормал со^а учун Ну(д,0:х,у)=0 булиб, (144) 
формула

1 -Р
4

(£ - х ) +-и{х,у) — -кх J v(£ )
L

а - £ хл 2 4 е

(т  + 2)"

1-РЛ
т+2 d$-

а ) а2 { т  + 2)

-ку[)(т  + 2)(а2- R 2%  'cp{s)ry 2{/3u)F (f l , { ]  +1,2P ;a x)^ '{s ) ds
0

содда куринишни олади.
2. Дирихле масаласи. D  сох.ада (е ) тенгламага 

куйилган Дирихле масаласининг Грин функцияси деб, 
куйидаги шартларни к^аноатлантирувчи G2(^,7j;x,y) 
функцияга айтилади:

1) D соханинг (х,у) дан ташкари барча нукталарида 
77 узгарувчиларга нисбатан (Е ) тенгламанинг регуляр

ечими;
2) G2 (c .,,:x .v ) i: r;)(<.. Тв = 0, (х ,у ) е D;
3) G2(t,Tj;x,y) = q2(^,Tj;x,y)+u2(t,T)-x,y) (145) 

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда q2(< ,̂T);x,v) ва u2{g,Tj\x,y) 
- (E )  мос равишда (is) тенгламанинг D со^адаги 
фундаментал ва регуляр ечимлари.
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9 - теорема. D со^ада (.Е ) тенгламага куйилган Дирихле 
масаласининг Грин функцияси мавжуд, (£,Tl) ва (* ,у ) 
ну^таларга нисбатан симметрик ва

G2(£,Jr,x,y) = G0(£,ij;x,y) + H 2(g,ti;x,y) (146)

куринишга эга, бу ерда Н 2{^,г/;х,у)-(Е) тенгламанинг D 
со^адаги регуляр ечими, G0(E,r/;x,y) эса (92) тенглик билан 
анш^ланувчи функция.

Исбот. а) М авжудлиги. Грин функцияси мавжудлигини 
курсатиш учун, Е(и ) = 0 тенгламнинг

v ? { £ , T i ; x , y ) \ „  = - q 2( g , T j ; x , y ) \ &, ( х : . y ) e D ;

(147)
о2 (£.0: х, у ) = 0, (х, у ) е D 

шартларни ^аноатлантирувчи регу,ляр ечими мавжудлигини 
курсатиш етарли. У ни иккиланган т^атлам потенциали 
шаклида, яъни

и2(д.г/:х.у) = } и2{Пх,у)Л, [q2(с .rj;x, г )] dt
о

куринишда ^идириб ва (124) функцияни ани^лашда ^илинган 
мулохдзаларни такрорлаб, (147) шартлардан фойдалансак,

о2 (4, т  х.у ) = 2 j q2 (с,, ?;,; х ,у) A [q2 (£ , 17,;£, 77) ]  dt +
О

/ /
+ 4||л [?2 л)~]R2 (М ;2) ?2 (ь2 ('0^7? (^ );х ,у )л

00

келиб чи^ади, бу ерда R2(t,s;l) функция K 2{s,t) ядро 
резольвентаси.

б) G2(E,rj:x,y) функциянинг (£,?]) ва (х ,у) ну^таларга 
нисбатан симметриклиги худди Хольмгрен ва аралаш (К) 
масаладаги каби исботланади.

в) (146) тенгликнинг исботи. Аввалги масалалардаги 
каби о-,(Е,Т};х,у) функцияни ^ам

/
и2 (£, 77; х, у ) = } р2 (/; х, у ) q2 (£,, 77,; д, 77) dt (148)

о
оддий ^атлам потенциали шаклида ёзиш мумкин, бу ерда 
р2 (.s': х, у) функция

260



p2(s;x ,y)~  2 jK 2(t,s)p2(t;x,y)dt = 2As[q2{^{s),r]{s\x,y)\ (149)
о

интеграл тенгламанинг ечими.
Энди (145) тенгликнинг унг томонига (108) тенглик 

билан аникланувчи u0(^,rj;x,y) функцияни ^угпиб ва айириб, 
(92) ва (148) ни эътиборга олсак, (146) келиб чи^ади, бу ерда

Н j (4,г)\х. у ) = [ p(t:g.tj) G0(<,,г/, ;дг,y )d i.
о

(150)

9—теорема исботланди
Изоз$. (148) функцияга. (64) формулаларнинг бирин — 

чисини ^уллаб, (149) ни ^исобга олсак,
Л[^2(^(л).7(5>.а-, >•)]= р 20;х,.у) (151)

тенглик келиб ч и кади.
10 — теорема. Агар r(x) е C[~a,a]:f  (.?) е С[0,/], r(-a) = ?>(/), 

т (а ) -(р(0) булса,

и{х,у)= ] г(4:) .5- G2(^,0;х, у) dt, - { (f{s) As[С2(£ i] ;х,>■)] ds (152)
d t ]  '  о

функция (/•.’) тенгликнинг D да узлуксиз, D со^ада регуляр 
ва (72) шартларни ^аноатлантирувчи ечими, яъни Дирихле 
масаласи ечимини аниедайди.

Бу теорема ^ам 6— ва 8 — теоремалар каби исботланади. 
И 3035. (146) тенгликка асосан (152) ечимни

и(х .у) = j г (г ) G0 (£Д  х, у ) + ̂ -  Я , 0; х. у) 
д/j or7

ас

-/9 (5) {A  [G 0 (£  ■Ъх, >’) ]  + As //. (_.//;х, г) J ds

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда Н 2(£,г/;х,у) — (150) 
формула билан аниеданган функция,

6Г)
G,) (£ ,0;х, у) - к2у

(m + 2)

261



Z x )2 + 4 f y m+2
a (m + 2)~a

p-\

нормал соз$а учун ечим формуласи г.одла ёзилади:

и{х,у)=к2у ]  т Ш (E ~ x f
(m + 2)‘-у

m + 2

_ { х ) 2+ 4с2у т ' 2
р -1

-dg -к2 (l - 0 ) { т  + 2)у(а - R2 )>
) £г(/?7 + 2)2

х f(p^ r- 2̂  F {\- p , 2 - p. 2 - 2 p - a ^ '{s )d s .
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