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П Р Е Д И С Л О В И Е

В курсе “Теория колебаний” все большее внимание уделяется коле­
баниям механических систем с распределенными параметрами , так  как ре­
альные элементы машин, приборов и конструкций сделаны не из абсолютно 
жестких материалов. Поэтому вибрации объектов, содержащих, например, 
стержневые упругие элементы, возбуж даю т колебания этих элементов, что 
может существенно повлиять на динамические характеристики  дви ж ущ и х­
ся объектов и на показания приборов.

По сравнению со “Сборником задач по теории колебаний” [3] расширен 
раздел, посвященный колебаниям систем с распределенными параметрами, 
и, что самое главное, приведены более сложные задачи, которые могут  бы ть 
использованы в качестве курсовых и дипломных проектов.

Для облегчения решения этих задач в книгу включены приложения, 
содержащие конспективное изложение основ механики стержней (стати к а  и 
динамика).  Приложения полезны не только для решения представленных 
задач. Они могут  бы ть использованы при решении задач, относящихся к 

)  динамике пространственно-криволинейных стержней, которые могут  быть 
сформулированы преподавателем на практических занятиях.

Д ля инженера-механика, работаю щего в области проектирования но­
вой техники, сам ы м  главны м является умение разр аб а т ы в а т ь  тщ ател ьн о  

\  продуманные математические  модели, которые долж ны  максимально учи- 
I т ы в ат ь  все особенности эксплуатации проектируемы х объектов в реальных 

условиях.
Основное внимание в учебном пособии уделяется методам вывода 

/ уравнений и алгоритм ам  их решений (точных и приближенных), учиты ваю - 
! щих все особенности реального поведения действующ их на упругие стерж- 
1 невые элементы сил.

О тв ет ы  к ряду задач содерж ат только сж ато  изложенные алгоритм ы  
решения, не доведенные до численных результатов. С туденты  самостоя- 
те..ьно долж ны  продолжить эти решения с использованием вы числитель­
ной техники (самостоятельно р азраб отать  програм м ы  численного решения 
уравнений). Э то  способствует более глубокому пониманию теории колеба­
ний и приобретению навыков программирования при решении нестанд арт ­
ных задач без использования готовых программ.

Автор с благодарностью  ознакомится с отзы вами, критическими заме­
чаниями и предложениями читателей ,  которые можно прислать в И здатель­
ство М ГТУ  им. Н.Э. Б аум ан а  по адресу: 107005, Москва, 2-я Бауманская, 5.



ОСНОВНЫЕ УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Л л  жесткость стержня при кручении;
Л22 ~ жесткость стержня при изгибе

относительно оси у (или х 2)\
Л 33 -  жесткость стержня при изгибе

относительно оси х (или £ 3 ); 
с -  коэффициент жесткости;
Е -  модуль упругости первого рода;
F -  площадь поперечного сечения;
F(t) -  возмущающая сила;
G -  модуль упругости второго рода;
Н(е) ~ функция Хевисайда;
Jx , J y, J p, Jk ~ геометрические характеристики 

поперечного сечения стержня;
K jj -  функция Крылова;
к -  коэффициент жесткости упругого

основания;
М \ , М2, М 3 -  крутящий и два изгибающих момента 

соответственно;
Р \ , Р2, Р3 “ компоненты сосредоточенной силы

в связанной системе координат;
Рхj ) Рхг, Рхз ” то же в декартовой системе координат; 
рг -  собственная частота колебаний;
Q ь  Q 2, Q 3 “ осевая и две перерезывающие силы

соответственно;
9ь  <72 > 93 ~ компоненты распределенной нагрузки

в связанной системе координат; 
qx j ,  gZ2, qx3 _ то же в декартовой системе координат; 
Т  -  кинетическая энергия;
а  -  коэффициент вязкого трения;
<5 -  логарифмический декремент затухания;
6(z) -  функция Дирака;
^  -  динамический коэффициент вязкости;
П -  потенциальная энергия;
р плотность материала;
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if -  угловое перемещение;
Q, -  угловая скорость;
lj -  частота свободных колебаний;
ПЛ], 9Л2> 9Лз -  компоненты сосредоточенного момента

в связанной системе координат;
9^ 1, VJlX2, 9Лх3 _ то же в декартовой системе координат.



З А Д А Ч И  
НА К О Л Е Б А Н И Я  М Е Х А Н И Ч Е С К И Х  С И С ТЕМ  

С Р А С П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы М И  П А Р А М Е Т Р А М И

1. К олебания абсолю тно гибких стерж ней

1 . Вывести дифференциальное уравнение малых колеба­
ний струны (рис. 1 ), находящейся под действием распределен­
ной нагрузки (q -  нагрузка на единицу длины). Натяжение 
струны Q ю, масса единицы ее длины то (при выводе уравнения 
считать, что натяжение <5 ю остается постоянным).

2 . Определить частоты свободных колебаний струны 
(рис. 2 ) и скорость распространения поперечных смещений (си­
лой тяжести струны пренебречь). Числовые данные задачи: 
I = 0 ,5м ; Q 10 =  ЗОН, диаметр проволоки струны d =  1мм, 
плотность материала (сталь) р =  7800 к г /м 3.

ч М

У
Р и с .  1

У

Р и с. 2

6



3. Тяжелая однородная нить длиной /, закрепленная в точ­
ке О (рис. 3), находится под действием силы тяжести в верти­
кальном положении равновесия. Масса единицы длины ни­
ти то.

Вывести дифференциальное уравнение малых свободных 
колебаний нити относительно вертикального положения равно­
весия и определить частоты свободных колебаний.

Р и с .  3 Р и с .  4

4. Получить дифференциальное уравнение малых свобод­
ных колебаний и вычислить первую частоту колебаний тяжелой 
нити с грузом на конце (рис. 4). Масса груза т,  масса единицы 
длины нити т о ,  причем т  =  т о / .

5. Тяжелая однородная нить длиной I закреплена плоско­
стями в точке О и находится между двумя вертикальными плос­
костями (рис. 5). Нить и плоскости вращаются вокруг верти­
кальной оси с постоянной угловой скоростью и.

Вывести дифференциальное уравнение малых свободных 
колебаний нити относительно вертикального положения равно­
весия и определить частоты колебаний нити в зависимости от
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угловой скорости и.  Установить наименьшее значение крити­
ческой угловой скорости. Масса единицы длины нити то -

Р и с .  6

Р и с .  5

6 . Определить первые две частоты свободных поперечных 
коллебаний струны (рис. 6), масса которой (масса единицы дли­
ны струны) изменяется по закону

7Г г
тп =  m о +  тп\ sm

Считать, что натяжение струны Q \ q при колебаниях оста­
ется практически неизменным.

7. Определить низшую частоту поперечных колебаний 
струны (рис. 7), масса которой изменяется (по длине струны) 
по закону

7Г Z
тп =  т о  +  тп\ sm  — .

Ч

8 .  Н и ть ,  закрепленная в точке О , находится на вращаю­
щемся диске (рис. 8 ). Вывести дифференциальное уравнение 
малых поперечных колебаний нити относительно равновесного 
положения, при котором нить имеет прямолинейную форму.
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9. Получить дифференциальное уравнение малых попереч­
ных колебаний струны, лежащей на упругом безынерционном 
основании (рис. 9), и определить частоты свободных колебаний. 
Натяжение струны Q ю, масса единицы длины нити ttiq. При 
смещении струны из положения равновесия на нее действует 
восстанавливающая сила, пропорциональная этому смещению, 
коэффициент пропорциональности которой к.

У

/

Р и с .  9

1 0 . Струна (рис. 10) в начальный момент времени имеет
отклонение вида у =  j/o sin — . Скорости в начальный момент
времени равны нулю. Натяжение струны <5ю- Определить от­
клонение струны в последующие моменты времени.

Р и с. 10
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11 . Вывести дифференциальное уравнение малых попереч­
ных колебаний ветви передачи с гибкой связью (рис. 1 1 ). Опре­
делить частоты колебаний, собственные функции и критиче­
скую скорость движения w в общем случае и для случая, когда 
скорость движения гибкой связи w =  16 м /с, длина связи I =  
=  0,6  м, масса единицы длины гибкой связи т о  =  0,3 кг/м , пло­
щадь поперечного сечения гибкой связи F  =  2 с м 2, начальное 
натяжение ветвей передачи Qio =  Fa\o — 800 Н, <^20 — 400 Н.

12. Найти скорости 
распространения волн воз­
мущения по ветвям переда­
чи с гибкой связью (см. за­
дачу 1 1 ) и определить ско­
рость движения этой связи, 
при которой возмущения не 
распространяются против 
движения связи.

13. Исследовать ус­
тойчивость поперечных ко­
лебаний ветвей работаю­
щей передачи с гибкой свя­
зью при установившемся 
режиме колебаний шкивов 
передачи (рис. 12). Масса 
единицы длины гибкой свя­
зи т о  =  0 ,3  кг /м , длина 
связи I =  0 ,6  м, площадь ее 
поперечного сечения 2 см2.

При установившихся колебаниях шкивов полные напряжения в 
ветвях изменяются по следующему закону (см. решение зада­
чи 1 1 ):

£71<тю +  Дсп sinw<; ег2 =  020 +  Л о г sinw f,

где (7ю =  4 МПа; <720 =  2 МПа; /\сг\ =  1,95 МПа; Д <72 =  
= 1, 86 МПа; и  =  88 с- 1 .

Скорость движения гибкой связи w =  16 м/с.

ю



14. На рис. 13, а схематично показан работающий ленточ­
ный транспортер с неравномерно распределенным грузом. На­
тяжение рабочей ветви транспортера <5 ю (ветвь транспортера 
можно рассматривать как ленту с нулевой изгибной жест­
костью). В системе координат, связанных с лентой транс­
портера (в движущейся со скоростью w системе координат 
■yj ,  z \ ), распределение массы груза т  описывается уравнением 
(рис. 13, б)

■ 2"7Г Z \
т  = то +  тп\ sm ——  (m i <С тп о). 

h

Масса единицы длины ленты т 2.

Р и с .  13

Составить дифференциальное уравнение колебаний веду­
щей ветви транспортера и исследовать (приближенно) устой­
чивость малых колебаний. Числовые данные задачи следую­
щие: Q iq =  2кН , то =  20 кг /м , т i =  2 кг /м , т 2 =  1,2 кг/м , 
1 = 2, 025 м, Ij =  0,45 м, w = 2 м /с .

15. По абсолютно гибкому вертикальному шлангу (рис. 14) 
протекает идеальная несжимаемая жидкость. Шланг закреплен 
в точках А, В  и имеет натяжение Qio- Скорость w жидкости по 
высоте шланга и давление р в жидкости на участке А В  мож­
но считать постоянными. Масса единицы длины шланга ггц; 
масса жидкости, приходящаяся на единицу длины шланга то2.



г ш

ш// .  " / *у
А

z

Р и с .  14 Р и с .  15

Площадь внутреннего сечения шланга F.  Определить частоты 
свободных колебаний шланга.

16. По гибкому вертикальному висящему шлангу (рис. 15) 
протекает идеальная несжимаемая жидкость со скоростью w. 
Масса единицы длины шланга т\]  масса жидкости, приходя­
щаяся на единицу длины шланга, т 2- Давлением в жидкости 
пренебречь.

Составить дифференциальное уравнение малых попереч­
ных колебаний шланга относительно вертикального положения 
равновесия.

17. Определить скорости распространения возмущений в 
шланге (см. рис. 14) и скорость течения жидкости, при которой 
возмущения не распространяются против течения жидкости.

18. При поперечных колебаниях струна деформируется 
(рас тягивае тся), что приводит к изменению ее начального натя­
жения. Обычно при выводе уравнения колебаний струны этим 
добавочным натяжением пренебрегают, однако остается неяс­
ным, какова в этом случае погрешность при определении частот 
свободнi)iх колебани й.

Определить низшую частоту свободных колебаний струны 
(см. рис. 10 ) с учетом ее растяжимости и установить погреш­
ность, которая получается при пренебрежении растяжимостью

12



струны. Площадь поперечного сечения струны F,  модуль упру­
гости первого рода Е.  Начальное натяжение струны Qio-

19. Стальная струна находится между полюсами N  и S 
магнита (рис. 16). Натяжение струны <5ю, масса единицы дли­
ны то -  Сила притяжения со стороны магнитов при смещении 
струны из нейтрального положения (сила, действующая на еди­
ницу длины струны)

q =  F2 -  F\ =
к | Ф1*0

(fi - у ?

к] Ф1*0
[I] + у)2

Считая смещение 
струны малым (у <С / 1), 
получить дифференци­
альное уравнение ма­
лых поперечных коле­
баний струны и опре­
делить частоты свобод­
ных колебаний (см. ре­
шение задачи 107 [4]).

J .
,

- -F,
'tkz
¥

I
t S \

p z )
Р и с .  16

20. Получить дифференциальное уравнение малых попе­
речных колебаний струны в магнитном поле и исследовать при­
ближенно их устойчивость (задача 19), если к\Фц =  а\\  +  
+  d l2 sincj< (магнитное поле, переменное по времени). Числовые 
данные задачи следующие: Q \ q =  160 Н, тп о =  6 ■ 10_3 кг/м , 
I =  0,1 м, а = 10 мм, а\\  =  0 ,008Н /м , а \2 =  0,004 Н/м , 
и  =  5000 с - 1.

2 1 . Натянутая струна 1 (рис. 17), по которой протекает по­
стоянный ток /о, подвергается действию переменного магнит­
ного поля, создаваемого другим бесконечно длинным жестким 
проводом 2, по которому идет ток /] =  / losinw i.

Провод из-за большой изгибной жесткости практически 
остается прямолинейным. Сила притяжения струны 1 прово­
дом 2, действующая на единицу длины струны, равна

2 1\ If)k
1 = 7--------V(® -  У)

I:»



где у -  смещение струны при колебаниях. Натяжение струны 
равно ф ю ,  масса единицы длины струны т q.

Вывести дифференциальное уравнение малых колебаний 
струны.

22. На струну в момент времени t =  0 внезапно действует 
постоянная сила P q на расстоянии I q о т  левой опоры (рис. 18). 
Натяжение струны Q\o,  масса единицы длины т о-

Получить выражение для поперечного смещения струны во 
времени в точке приложения силы Ро.

23. По струне, лежащей на линейном безынерционном уп­
ругом основании (рис. 19), движется с постоянной скоростью v 
сосредоточенная нагрузка Ро- Ж есткость основания /с, натяже­
ние струны Q ю, масса единицы длины струны то- В началь­
ный момент времени нагрузка находится над левой опорой.

Определить прогибы струны в зависимости от скорости 
движения нагрузки.

24. На рис. 20 схематично показан движущийся электро­
воз, токосниматель которого прижат с постоянной силой к на­
тянутому проводу и при движении электровоза скользит по про­
воду с постоянной скоростью V . В начальный момент времени 
токосниматель находится в точке закрепления провода О.

I

Р и с .  17

Р и с .  19
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Р и с .  20

Исследовать колебания провода (струны), считая, что при 
колебаниях сила прижатия токоснимателя к проводу остается 
практически постоянной и равной Pq. Сила натяжения провода 
QlO, масса единицы длины то.

25. На рис. 21 схематично показан участок подвесной доро­
ги с движущимся с постоянной скоростью v грузом массой М. 
Натяжение троса Q\o,  масса единицы длины троса т q. В на­
чальный момент груз находится над левой опорой.

Составить дифференциальное уравнение малых попереч­
ных колебаний троса (струны).

26. Определить вертикальное перемещение груза массой 
М  (см. задачу 25) в частном случае, когда силой инерции М у ’о 
можно пренебречь по сравнению с силой тяжести Мд.

27. Струна (рис. 22) имеет два участка. Масса единицы 
длины первого участка т ю ,  второго -  т 2о- Сила натяжения 
струны Q ю- Составить уравнение для определения частот ма 
лых колебаний струны, воспользовавшись методом начальных

S Р и с .  21
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параметров и определить форМы колебаний струны. Решить 
задачу для случая , когда в момент времени t =  0 на струну в 
точке К  (рис. 22) действует импульс силы J  (zK = ly).

28. Получить уравнение для определения частот коле­
баний струны с учетом сосредоточенной точечной массы М  
(рис. 23), воспользовавшись для этого: 1) методом начальных 
параметров; 2 ) приближенным методом, ограничившись одно­
членным приближением (определить первую частоту).

29. Получить уравнение для определения частот колеба­
ний струны с учетом сосредоточенной массы М  (не точечной) 
(рис. 24). Момент инерции массы М  относительно оси, перпен­
дикулярной плоскости чертежа и проходящей через точку К

(центр масс), равен J к  ( J к  — - M r
5

М  пренебречь.
Силой тяжести массы

30. До приложения сосредоточенной осевой “мертвой” си­
лы /'о (рис. 25) сила натяжения струны была Q ю- Определить

16



частоты колебаний струны в зависимости от Pq. Площадь се­
чения струны F  и модуль упругости Е  заданы.

31. Точка осевой линии струны с координатой zK име­
ет принудительное вертикальное смещение ук  =  уk q coscot 
(рис. 26). Определить амплитуды установившихся колебаний 
струны при со =  р \ , где р\ -  первая частота свободных колеба 
ний струны. Сила натяжения струны фю-

У,
mо kho

Г ~

Ук(Ъ)

I
___ rC. z

Р и с .  26

32. На рис. 27 показана движущаяся со скоростью w лента, 
на которой на расстоянии 1\ находится сосредоточенная масса 
М , имеющая возможность при колебаниях ленты перемещаться 
в вертикальном направлении. Определить частоты колебаний

K A M A N G A N  DAVLAT 
I UHiVERSITET!
8 uiihKnwst-rf «urs markazt
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ленты, ограничившись двучленным приближением. Сила натя­
жения ленты равна <5 ю-

33.  Составить алгоритм определения точных значений ча­
стот для условий задачи 32.

34.  Струна имеет два участка (рис. 28). Масса единицы 
длины первого участка moi, второго -  шо2 - Сила натяжения 
струны Q jo- Определить амплитуду установившихся колеба­
ний струны в точке К  под действием силы Р(£) =  Pocosut .  
При приближенном решении воспользоваться методом Галерки- 
на, ограничившись одночленным приближением.

f "Л—  
тю

P(t)
т20

~х—
О-ю

Р и с .  28

35. Определить приближенным методом (ограничиться 
двучленным приближением) амплитуды установившихся коле­
баний струны под действием силы Р(<) =  Ро cos Lot в точках К\  и 
Кч (рис. 29). Масса единицы длины струны то,  сила натяжения 
QlO- В точке К 1 установлена пружина, жесткость которой с.
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36. Получить точное решение уравнения малых колебаний 
струны и определить амплитуды колебаний струны в точках К\  
и К 2 (см. задачу 35) при установившихся колебаниях.

37. Привести алгоритм точного решения уравнения малых 
установившихся колебаний струны и определить амплитуды ко­
лебаний струны в точках К\  и К 2 (см. задачу 35) с учетом

ду
распределенных сил вязкого сопротивления а  — , где а  -  посто­
янный коэффициент.

38. По струне, лежащей на линейном упругом основании, 
движется с постоянной скоростью v точечная масса М. Коэф­
фициент жесткости основания (коэффициент “постели” ) равен к 
(рис. 30). В момент времени t = 0 масса М  находилась в начале 
координат.

Р и с .  30

Определить, ограничившись двучленным приближением, 
прогибы при неустановившихся колебаниях для следующих слу­
чаев: 1) масса М  находится на струне (в том числе прогиб под 
движущейся массой М ), 2) масса М  покинула струну. Связь 
между струной и основанием считать двусторонней.

2 19



39. На, рис. 31 показана движущаяся лента лентопротяж­
ного механизма, натяжение которой Qio ■ Получить решение 
уравнения свободных малых колебаний ленты при установив­
шемся режиме (при w =  const), считая, что колебания вызваны 
импульсом ./, приложенным к элементу ленты, находящемуся 
на расстоянии zK от начала координат в момент времени t =  0 .

2. К р ути л ьн ы е колебания стер ж н ей

40. Вывести дифференциальное уравнение свободных кру­
тильных колебаний сплошного вала круглого сечения (рис. 32) и 
определить частоты свободных колебаний вала для случаев его 
закрепления, показанных на рис. 32. Модуль сдвига материала 
вала G , плотность р.

41. Определить скорость распространения волны круче­
ния (волны сдвига) по валу сплошного сечения, если G = 
=  80 ГПа, р =  7800 к г /м 3.

Р и с. 33

6

Рис. 32
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42. Определить скорость распространения волны круче­
ния по пружине (рис. 33) и частоты свободных крутильных ко­
лебаний пружины, если I =  0,2 м; D = 0, 1 м; d =  5 мм; чи­
сло витков г = 20 ; модуль первого рода материала проволо­
ки, из которой навита пружина, Е = 200 ГПа, а его плотность 
р =  7800 к г /м 3 (пружина имеет малый угол подъема).

У к а з а н и е .  Пружину заменить эквивалентны м стерж нем круглого 
сечения [1].

У

d

г

1

J, ъ

Р и с .  34

43. Вывести дифференциальное уравнение для определе­
ния частот свободных колебаний вала с дисками на концах 
(рис. 34). Моменты инерции дисков J \ и J'i- Плотность ма­
териала вала р, модуль сдвига G. Показать, что при р — 0 
(безынерционный вал) частота колебаний дисков равна часто­
те, полученной в задаче 233 [4].

3. П родольны е колебания стерж ней

44. Вывести дифференциальное уравнение продольных ко­
лебаний прямолинейного стержня и определить частоты коле­
баний для случаев закрепления стержня, показанных на рис. 32. 
Модуль упругости первого рода материала стержня Е,  его плот­
ность р, площадь поперечного сечения F; частицы стержня 
не совершают поперечных движений и перемещаются только 
в продольном направлении.

45. Определить скорость распространения волн сжатия по 
стержню, если Е  =  200 ГПа, р =  7800 к г /м 3.

46.  Вывести дифференциальное уравнение свободных про­
дольных колебаний стержня, нагруженного продольной распре­
деленной нагрузкой q(z, t) (рис. 35).
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Р и с .  35 Р и с .  36

47. Вывести дифференциальное уравнение свободных про­
дольных колебаний стержня в случае переменной площади по­
перечного сечения (рис. 36).

48. Левый торец стержня (рис. 37) связан с пружиной 
жесткостью с =  EF/1 .  Вывести дифференциальное уравне­
ние для определения частот свободных колебаний и графиче­
ским методом определить три первые частоты малых колебаний 
стержня. Масса единицы длины стержня шд.

£.F

L

I '

Р и с .  38

Р и с .  37

49. Для случая закрепления стержня, показанного на 
рис. 38, получить уравнение частот и определить две первые 
частоты свободных колебаний, если с =  EF/1.

50. Оба торца стержня связаны с пружинами (рис. 39). 
Вывести уравнение для определения частот колебаний стерж­
ня и вычислить две первые частоты свободных колебаний, если 
С] =  2с2 =  EF/1.

51. Стержень, движущийся с постоянной скоростью v 
вдоль оси z  (рис. 40), ударяется об абсолютно жесткую прегра­
ду, так что в дальнейшем левое сечение стержня остается жест­
ко связанным с преградой. Определить максимальное значение
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перемещения правого торца и максимальное значение осевого 
усилия в левом сечении стержня.

52. Стержень I I ,  летящий с постоянной скоросью v вдоль 
оси z , в момент времени t =  0 ударяется о стержень I ,  и в  
дальнейшем они колеблются совместно (рис. 41). Определить 
изменение осевого усилия во времени в месте стыка стержней.

Р и с .  41 Р и с .  42

53. Получить дифференциальное уравнение для опреде­
ления частот свободных продольных колебаний ступенчатого 
стержня (рис. 42) из однородного материала (плотностью р ) для 
случая, когда 1\ =  2//5  и = 31/5. Найти четыре первые ча­
стоты свободных колебаний стержня.

54. Получить уравнение для определения частот свобод­
ных продольных колебаний ступенчатого стержня (рис. 43).

55. Определить первую частоту свободных продольных ко­
лебаний стержня (рис. 44), площадь поперечного сечения ко­
торого и масса на единицу длины изменяются по законам

F =  F0(l +  z/ l) \  rn =  7710 (1 +  z/l) .

56. Найти две первые частоты свободных продольных ко 
лебаний стержня (см. задачу 55).
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Р и с .  44

57. Стержень, сжатый силами /V, в момент времени t =  О 
внезапно освобождается от действия сил (разгружается). У ста­
новить закон движения сечений стержня. На рис. 45 дана эпюра 
смещения сечений стержня в начальный момент времени.
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Р и с .  46

Р и с .  47

58. Стержень растянут силой Р  (рис. 46), которая внезап­
но снимается. Установить закон изменения смещения правого 
торца стержня во времени.

59. Определить приближенное значение амплитуд вынуж­
денных продольных колебаний стержня (р и с .-17) при действии 
гармонической продольной силы Р  =  Ро sin приложенной
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к свободному концу стержня. Площадь поперечного сечения 
стержня и масса на единицу длины изменяются по законам

F = F 0( l  + z /l ) -  тп =  m 0( 1 +  г/1).

60. Стержень начинает двигаться под действием внезапно 
приложенной (в момент t = 0 ) силы Pq, сохраняющей в дальней 
шем постоянное значение (рис. 48). Определить осевое усилие 
в сечении г =  1/2 , возникающее при продольных колебаниях 
стержня в момент t\ =  l /а.  Масса единицы длины стержня т ц  
(а =  у / E F / m 0 ).

61. В момент времени t =  0 к правому торцу стержня (см. 
рис. 46) внезапно прикладывают постоянную во времени силу 
Р. Определить максимальное значение перемещения точки при 
ложения силы и установить, как это перемещение отличается 
от случая, когда сила Р  постепенно возрастает (стержень ста 
тически нагружается силой /').

-------------------------------- f ----------------------------------------

2

L

Р и с .  48

<5>
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а
Р и с .  49

62. Снаряд движется с постоянной скоростью v внутри 
ствола (рис. 49, а). Сила трения между стволом и снарядом по­
стоянна и равна Ро. Масса единицы длины ствола ttiq. Соста­
вить выражение для осевых перемещений сечений ствола в за­
висимости от скорости V. При t = 0 снаряд находится в начале
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координат. Схематично ствол.со снарядом можно представить 
как стержень, нагруженный движущейся по оси постоянной на 
грузкой Р() (рис. 49, б).

63. Определить три первые частоты свободных продоль­
ных колебаний стержня с массой М  на конце (рис. 50), если 
М  =  т о / ,  где т о  -  масса единицы длины стержня.

64. Определить три первые частоты свободных колебаний 
стержня с сосредоточенной массой на конце (рис. 50) для слу­
чая, когда верхнее сечение свободно (М =  т о / ,  где т о  -  масса 
единицы длины стержня).
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Р и с .  50 Р и с .  51

65. Верхнее сечение стержня (рис. 51) принудительно сме­
щается в вертикальном направлении по закону z =  /lsinw£. 
На нижнем конце стержня имеется сосредоточенная масса М .  
Определить смещение и произвольного сечения стержня при 
установившемся режиме колебаний и амплитуду продольных 
колебаний массы М .

6 6 . На рис. 52, а схематично представлена пороховая 
шашка I  ракетного двигателя на твердом топливе, помещен­
ная в корпусе двигателя. Так как в большинстве случаев 
от ракетного двигателя требуется постоянство тяги во время 
горения заряда, то шашке твердого топлива придают такую
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Р и с .  52

форму, чтобы ее поверхность при горении оставалась посто­
янной. Наиболее простой формой шашки, обеспечивающей по­
стоянство поверхности горения, является цилиндрическая труб­
ка, у которой уменьшение наружной поверхности компенсиру­
ется равным увеличением поверхности внутреннего отверстия 
(рис. 52, б). При этом торцевое сечение шашки бронируют (что­
бы не было горения с торца).

Вывести дифференци­
альное уравнение малых 
свободных продольных коле­
баний горящей шашки, счи­
тая, что давление в камере 
двигателя при горении 
шашки остается постоян­
ным. Полное время горения 
t \ , модуль упругости перво­
го рода материала заряда Е,  
плотность р, скорость горе­
ния (или выгорание массы 
заряда в единицу времени) 
постоянна. При решении считать, что модуль Е  остается по­
стоянным и не зависит от температуры заряда.

67. Определить скорость распространения волны сжатия 
по цилиндрической пружине, нижний торец которой жестко 
связан с основанием, и ее частоты свободных колебаний (см. 
рис. 33). Числовые данные: длина пружины / =  0,2 м, средний 
диаметр витков пружины D =  0,1 м, диаметр проволоки пру­
жины d =  5 мм, число витков пружины г =  20, модуль упруго­
сти второго рода материала проволоки G =  80 ГПа, плотность 
материала проволоки р =  7800 к г /м 3. Пружина имеет малый 
угол подъема.

У  К а з а н и  е. П р у ж и н у  з а м е н и т ь  э к в и в а л е н т н ы м  с т е р ж н е м  [1].

6 8 . Пружина с малым углом подъема витков, помещенная 
в паз диска (рис. 53), вращается вместе с ним с угловой скоро­
стью О. Вывести дифференциальное уравнение малых продоль­
ных колебаний пружины и определить низшую частоту ее коле­
баний в зависимости от угловой скорости диска (трением между 
пружиной и диском пренебречь).
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Пружина имеет жесткость на растяжение с, средний диа­
метр I), диаметр проволоки d, число витков пружины г; модуль 
упругости второго рода материала проволоки G.

У к а з а н и е .  При выводе уравнения продольных колебаний пружины 
заменить ее эквивалентны м стерж нем  [1].

69. Определить критическую скорость вращения диска 
при которой низшая частота колебаний пружины (см. рис. 53) 
становится равной нулю.

В

Р и с .  53 Р и с .  54

70. Пружина находи тся на диске, который вращается с по­
стоянной угловой скоростью Q (рис. 54). До вращения диска 
пружина растянута силой N  о и закреплена в точках А и В.  
Ж есткость пружины на растяжение с, средний диаметр витков 
пружины D,  диаметр проволоки d, модуль упругости второго 
рода материала проволоки G,  число витков г. Пружина имеет 
малый угол подъема витков.

Вывести дифференциальное уравнение малых продольных 
колебаний пружины с учетом угловой скорости диска П.

71. Растяжимая нить закрепле­
на на вращающемся диске (рис. 55). 
Масса единицы длины нити т о ,  мо­
дуль упругости первого рода матери­
ала нити Е,  площадь поперечного се­
чения F , натяжение нити при = 
=  0 равно Q iq. Вывести дифферен­
циальные уравнения малых свобод­
ных колебаний нити (пренебрегая си­
лой тяжести) с учетом угловой скоро­
сти диска и определить приближенно 
низшие частоты колебаний.

28



4. И зги б н ы е колебания п р я м ол и н ей н ы х
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72. Вывести дифференциальное уравнение малых попереч­
ных колебаний стержня и определить частоты свободных коле­
баний для случаев закрепления, показанных на рис. 56. Масса 
единицы длины стержня т о ,  изгибная жесткость E J X.

I

v h  E , J K
а

в
Р и с .  56 Р и с .  57

73. Определить частоты свободных колебаний стержня 
для случаев, показанных на рис. 57.

74. Показать, что в случае переменного по длине момента 
инерции J x {z) дифференциальное уравнение малых колебаний 
стержня имеет вид

d 2 д 2у \  д 2у
d z 2 EJx{z )  d z 2 )

q =  - m 0
d t 2 '

75. Вывести дифференциальное уравнение малых свобод­
ных колебаний стержня, находящегося в магнитном поле 
(рис. 58), и определить частоты свободных колебаний, если при 
отклонении стержня от положения равновесия на единицу его 
длины действует сила

q = Fi -  F2 = к i$ r к 1 Ф1*0
(а -  у )2 (а + у)2 ' 

Установить кри тическое значение Фо-
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76. Шарнирно закрепленный стержень (рис. 59) имеет пе­
ременные по длине изгибную жесткость

E J X =  E J q ^1 -f sin 

и массу на единицу длины

Л  • 7Г2\  т  = 771 о 1̂ + Sin ~i~ J ■

Определить методом Галеркина основную частоту свобод­
ных колебаний при одночленном приближении.

У

ы
1 ^

-L Z

Р и с .  59

77. У точнить основную частоту, полученную при первом 
приближении (см. задачу 76), рассмотрев второе приближение.

78. Определить первую частоту свободных колебаний 
стержня (рис. 60), изгибная жесткость которого E J X, масса еди­
ницы длины тпц, длина /, расстояние между опорами Ь = 1/2.

79. В момент t = 0 к стержню постоянной жесткости вне­
запно прикладывают силу Ро(рис. 61). Масса единицы длины
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стержня т о .  Исследовать колебания стержня, вызванные при­
ложением силы Ро, и определить изменения во времени макси­
мального нормального напряжения в сечении г =  Iq.

80. Определить прогибы стержня в зависимости от скоро­
сти v перемещения силы Ро по нему (рис. 62). Изгибная жес т­
кость стержня E J X, масса единицы длины то -  В началь­
ный момент времени точка приложения силы Рц находится над 
левой опорой. Числовые данные следующие: Jo =  0 ,1 с м 4, 
Е  = 200 ГПа, т о  =  8 к г /м , I — 15 м.

81. Динамореактивное орудие построено по принципу ди­
намического уравновешивания силы действия выстрела на 
ствол реакцией пороховых газов, вытекающих из заснарядно- 
го пространства (рис. 63). Масса единицы длины ствола то -

Определить угловую скорость снаряда, которую он полу­
чает при вылете из ствола (предположив, что снаряд движется 
с постоянной скоростью v). При решении принять, что снаряд 
действует на ствол с постоянной силой, равной силе тяжести 
снаряда. Силой инерции J y пренебречь.

82. Вывести дифференциальное уравнение малых свобод­
ных колебаний стержня, лежащего на упругом основании

I
v

У
Р и с .  62 Р и с .  63
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(рис. 64, а), если сила реакции, действующая на, единицу дли­
ны стержня со стороны упругого основания, пропорциональна 
его прогибу ку,  где к - коэффициент жесткости основания (ко­
эффициент нос те ли).

I
£ , Ъ

'/ / /  / / /  / / /  >

6

Р и с .  64

Масса единицы длины 
стержня т о ,  изгибная жест­
кость E J X. Считать, что 
при малых колебаниях стер­
жень не отрывае тся от осно­
вания. Массой основания, 
участвующей в колебаниях, 
пренебречь (т.е. принять, 
что упругое основание экви­
валентно равномерно рас­
пределенным безынерцион­
ным пружинам, рис. 64, б).

83. Для стержня, лежащего на упругом безынерционном 
основании, определить первую частоту свободных колебаний 
методом Релея (рис. 65), если коэффициент жесткости основа­
ния к, масса единицы длины стержня т о ,  изгибная жесткость 
Е ■/х •

E,JX 
- I___

I

+
[ ' / / / Ж / / / / / / #

ж ж ж ж ж ж ж ж ж ж

Р и с .  65 Ри с .  66

84. Стержень лежит на упругом безынерционном основа­
нии (рис. 66). Упругая восстанавливающая сила, действующая 
на единицу длины стержня со стороны основания, пропорцио­
нальна, его прогибу и равна ку. Определить частоты свободных 
колебаний стержня для двух случаев его закрепления.
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85. По стержню, лежащему на упругом безынерционном 
основании, движется сила Р$ с постоянной скоростью v 
(рис. 67). Коэффициент жесткости упругого основания к. Опре­
делить прогибы стержня в зависимости от скорости v переме­
щения силы. При t =  0 точка приложения силы находится над 
левой опорой.

8 6 . По шарнирно закрепленному трубопроводу движется 
идеальная несжимаемая жидкость с постоянной скоростью w 
(рис. 68). Вывести дифференциальное уравнение малых по­
перечных колебаний трубопровода с учетом движущейся жид­
кости и определить (приближенным методом) две первые часто­
ты колебаний. Средний диаметр сечения трубопровода Dcp = 
= 0 ,1  м, его толщина 6 = 20 мм, длина / =  1 м, плотность ма­
териала трубопровода рт =  2700 к г /м 3 (дюраль), модуль упру­
гости первого рода Е  = 70 ГПа. Масса жидкости, приходящаяся 
на единицу длины трубопровода, тпж = 7, 86 кг/м.

Частоты колебаний определить для трех значений скорости 
движения жидкости: wj =  0, w 2 =  10 w3 =  20 м/с. Силой 
тяжести трубопровода и жидкости пренебречь.

87. Определить критическую скорость протекания жидко­
сти по шарнирно закрепленному трубопроводу (см. задачу 8 6 ).

8 8 . Вывести дифференциальное уравнение малых попереч­
ных колебаний шарнирно закрепленного трубопровода, если 
струя жидкости вытекает под углом а  к оси трубопровода 
(рис. 69). Числовые данные взять из задачи 8 6 .
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Определить первые две частоты колебаний трубопровода 
при а  =  90° и скоростях течения жидкости w, равных 0, 10 и 
20 м/с. Определить критическую скорость течения жидкости.

У к а :i а н и е. При выходе струи  под углом а  к осевой линии трубопро­
вода на него вдоль оси z действует  сила реакции струи N  — m w 2( 1 — cos а).

У

У  1

ш , г

J
— 3

^  1

Р и с .  69  Р и с .  70

89. Трубопровод, по которому течет идеальная несжимае­
мая жидкость, имеет переменное сечение (рис. 70). Внутренний 
диаметр трубки изменяется по закону d =  do -  z(d$ — d \ ) / l ,  где 
do, d\ -  диаметры входного и выходного сечений трубки. Труб­
ка имеет постоянную толщину стенок <5 (<5 <С d), плотность 
материала трубки рт, плотность жидкости рж.

Вывести уравнение малых колебаний трубки, считая рас­
ход жидкости постоянным.

90. По шарнирно закрепленному трубопроводу, имеющему 
изгибную жесткость E J X и лежащему на упругом основании, 
протекает с постоянной скоростью w идеальная несжимаемая 
жидкость (рис. 71). Масса единицы длины трубопровода т \ , 
масса жидкости, приходящейся на единицу длины трубопрово­
да, то 2, коэффициент жесткости упругого основания к (упругое 
основание считается безынерционным).

У;

Р и с .  71

Определить приближенно две первые частоты малых по­
перечных колебаний трубопровода.

Е,Ъ

э -
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91. Вывести дифференциальное уравнение малых попереч 
ных колебаний балки с учетом действия на нее постоянной 
сжимающей силы N .  Определить частоты колебаний балки 
(рис. 72).

92. Исследовать устойчивость первых четырех форм по­
перечных колебаний балки (см. рис 72), нагруженной продоль­
ной сжимающей силой N , переменной во времени ( N  = N  о +  
+ N 1 s in ujt). Числовые данные задачи следующие: J x = 0,1 см4, 
iVo =  Ю00 Н, N\  =  200 Н, mg =  0 ,8  кг /м , ш =  300 с- 1 , I =  1 м.
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93. Как изменится решение задачи 92, если постоянная 
составляющая N q силы N  изменит направление на обратное? 
Числовые данные взять из задачи 92.

94. При выводе дифференциального уравнения малых по­
перечных колебаний струны считается, что изгибная жесткость 
ее равна нулю. Определить погрешность, которая возника­
ет при определении частот колебаний струны длиной I = 1 м, 
если J x =  7r<i4/64 =  5 ■ 10~ 6 см4, масса единицы длины струны 
то = 6 • 10~ 3 к г /м , натяжение Q ю = 100 Н, модуль упруго­
сти первого рода материала струны Е  =  200 ГПа (струну мож­
но рассматривать как шарнирно закрепленный стержень) (см. 
рис. 2 ).

95. Стержень, лежащий на упругом безынерционном осно­
вании, сжимается постоянной силой N . Масса единицы длины 
стержня т о ,  изгибная жесткость E J X, коэффициент жесткости 
упругого основания к. Вывести дифференциальное уравнение 
свободных поперечных колебаний стержня (рис. 73) и опреде­
лить частоты колебаний.

з* з .г>



5. К олебания прямолинейных и 
криволинейных стер ж н ей  *

96. Стержень нагружен осевой периодической силой 
(рис. 7-1). Получить (приближенно) уравнения для границ глав­
ной области параметрических колебаний. При решении уравне­
ния колебаний стержня воспользоваться принципом возможных 
перемещений, ограничившись одночленным приближением.

0,51 P=P0cosut Л Р ~ + Р100 COSidt
у2

----- * ' iш ~////Ум w //; *1

Рис. 74 Рис. 75

97. На рис. 75 показан стержень, лежащий на упругом 
основании, имеющем линейную характеристику. Стержень на­
гружен осевой периодической силой P(t).  Определить методом 
Релея область главного параметрического резонанса, ограни­
чившись одночленным приближением.

98. К точечной массе т  
(рис. 76) приложена сила Р,  ко­
торая в момент t = 0 внезап­
но исчезает. Определить дина­
мическую реакцию в шарнире. 
Стержень имеет постоянное се­
чение, инерцией вращения и си­
лами вязкого сопротивления 
пренебречь. Рассмотреть слу­
чай, когда стержень имеет пе­
ременное сечение.

* В этом п араграф е сформулированы более сложные задачи. Методы 
их решения, а так ж е  необходимые для этого уравнения изложены в прило­
жениях 1 - 6 .  Из приведенных в них общих уравнений надо при решении 
получить частные уравнения для  каждой конкретной задачи. Уравнения 
даны в безразмерной форме записи, что упрощ ает их численное интегриро­
вание. Основное внимание уделено разработке алгоритмов решения задач, 
которые можно реализовать  с использованием компьютеров.

0,51

Рис. 76
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99. На сосредоточенную массу (рис. 77) подействовал им­
пульс силы J . Определить угол поворота массы тп в плоскости 
чертежа при свободных колебаниях, возникающих после окон­
чания действия импульса.

100. На рис. 78 показан движущийся со скоростью wq в 
вязкой среде стержень, на который действует следящая равно­
мерно распределенная сила q\ =  —910^1 (910 =  Получить 
уравнение малых колебаний и определить два первых собствен­
ных значения, воспользовавшись приближенным методом реше­
ния.

х г
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Рис. 78

1 0 1 . Определить амплитуду установившихся колебаний 
стержня в сечении К  (рис. 79), воспользовавшись приближен­
ным методом решения (см. приложение 5)

0,51
4 =< ]o C 0SU )t

п и
х,

Р и с. 79
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102. В сечении К  стержня (рис. 80) задано принудитель­
ное угловое смещение (кинематическое возбуждение). Опреде­
лить амплитуду момента в заделке (х\  =  0) при установивших­
ся колебаниях.

103. К стержню постоянного сечения (рис. 81, а) приложе­
на периодическая сила P { t ) (рис. 8 1 ,6 ) .  Получить, воспользо­
вавшись методом Дюффинга, приближенное решение для выну­
жденных установившихся колебаний. При решении можно ис­
пользовать принцип возможных перемещений, взяв двучленное 
приближение.
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104.  По стержню, лежащему на упругом основании, со 
скоростью v движется точечная масса т  (рис. 82). Определить 
приближенно угол поворота стержня в сечении К  в момент схо­
да с него массы, ограничившись двучленным приближением.

105. На рис. 83 показан отрезок железнодорожного пути, 
который можно рассматривать как стержень, лежащий на упру­
гом основании, коэффициент жесткости которого равен к. По 
стержню движется состав, длина которого много больше дли­
ны участка пути. Состав можно приближенно рассматривать 
как одномерную среду (так как расстояние между колесами ва­
гонов 1\ много меньше /) с нулевой изгибной жесткостью.

Получить уравнение свободных колебаний стержня, нагру­
женного движущейся распределенной инерционной нагрузкой, и
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определить приближенно две первые частоты, ограничившись 
двучленным приближением.

У к а з а н и  е. Вагоны не являются точечными массами, поэтому 
надо учесть их моменты инерции Jo относительно центра масс вагона, т.е. 
на рельсы при колебаниях со стороны вагона будет действовать сила инер­
ции и момент инерции. В пределе можно счи тать ,  что стержень (рельсы) 
нагружен движущейся распределенной инерционной нагрузкой.

У
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Рис. 83

106. Стержень шарнирно закреплен на диске, вращаю­
щемся с угловой скоростью О (рис. 84). Изгибная жесткость 
стержня E J X, масса единицы длины т о- 

Вывести дифференциаль­
ное уравнение малых изгиб- 
ных колебаний стержня и оп­
ределить приближенно две 
первые частоты колебаний, 
считая стержень нерасгяжи- 
мым. Построить график из­
менения первой частоты р\ от 
П при следующих значениях 
параметров: E J X =  0 ,5 Н -м 2; 
то = 23,4 • 10~ 3 кг/м; I =
= 0 , 2 м. Рис. 84

107. Определить приближенно две первые частоты по­
перечных колебаний стержня, закрепленного на вращающемся 
диске (см. рис. 84), если шарнир и каток (закрепление стержня) 
поменять местами.

Построить график зависимости первой частоты попереч­
ных колебаний от угловой скорости Я диска и сравнить с графи­
ком, полученным в предыдущей задаче. Значение параметров 
взять из задачи 106.
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108. Вывести дифференциальное уравнение изгибных ко­
лебаний стержня, шарнирно закрепленного на вращающемся 
диске, для случая, показанного на рис. 85. Масса единицы дли­
ны стержня т ц ,  изгибная жесткость E J X.

Определить методом Галеркина две первые частоты коле­
баний.

109. На рис. 86 показана схема балансира часового меха­
низма дистанционного взрывателя. Масса гп находится на конце 
абсолютно жесткого рычага, который связан с плоским шарнир­
но закрепленным стержнем. Балансир находится на вращаю­
щемся с угловой скоростью $7 диске. Масса единицы длины 
стержня т о ,  изгибная жесткость E J X.

Вывести дифференциальное уравнение малых колебаний 
балансира относительно положения динамического равновесия с 
учетом массы стержня; указать краевые условия, необходимые 
для решения полученного уравнения. Считать участок стержня 
длиной h абсолютно жестким.

110. Масса тп = 0,02 кг при помощи абсолютно жестко­
го рычага длиной h = 30 мм прикреплена к шарнирно оперто­
му плоскому стержню. Приближенным методом (методом Ре- 
лея) получить зависимость частоты колебаний массы т  (см. 
рис. 86), находящейся на вращающемся диске (балансир часо­
вого механизма дистанционного взрывателя), от угловой скоро­
сти И. При решении ограничиться только первым прибли­
жением, аппроксимировав прогибы стержня выражением вида

7

Р и с .  85 Рис. 86
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У ~  y \ ( z ) sin pt, где y\ -  динамические прогибы стержня относи­
тельно положения равновесия во вращающейся с диском системе 
координат.

Масса единицы длины стержня тп о =  23,4 ■ 10- 3  кг /м , из­
гибная жесткость E J X =  0,5 H-m2; I =  120 мм; b = 30 мм; 
П =  100 р ад /с  (см. рис. 86).

111. Показать, что первая частота колебаний балансира, 
полученная по методу Релея, не зависит от начального де- 
формированого состояния системы, вызванного полем центро­
бежных сил (см. задачу 1 1 0 ).

112. Как изменится точное уравнение колебаний упруго­
го стержня, если изменить его закрепление (поменять местами 
каток с шарниром) в задаче 109 (см. рис. 86).

113. Определить методом Релея первую частоту колеба­
ний системы, изображенной на рис. 84 (см. задачу 106). Число­
вые данные взять из задачи 1 1 0 .

114. Какому условию должны удовлетворять параметры 
балансира в задаче 113, чтобы первая частота не зависела от 
угловой скорости диска.

115.  Определить методом Релея первую частоту колеба­
ний балансира массой ш, находящегося на вращающейся плат­
форме (см. рис. 86). Для решения использовать числовые дан­
ные задачи 1 1 1 .

116. Определить частоты радиальных колебаний тонко­
го кольца (рис. 87). Масса единицы длины кольца т о ,  пло­
щадь поперечного сечения F,  модуль упругости первого рода Е,  
6 < R.

Р ис. 87 Р и с. 88



117. Кольцо находится под воздействием внутреннего дав­
ления р, переменного во времени (р =  р0 +  Р\ s inu t )  (рис. 88). 
Масса единицы длины кольца т о ,  площадь поперечного сече­
ния F,  модуль упругости первого рода Е,  ширина кольца h, 
толщина 6 (6 <  R).  Определить амплитуду установившихся 
радиальных колебаний кольца.

118. Тонкое кольцо вращается относительно оси симмет­
рии с угловой скоростью Q (рис 89). Вывести дифференциаль­
ное уравнение радиальных колебаний кольца, определить часто­
ту свободных радиальных колебаний и критическую скорость 
вращения кольца.

с
R

1 W,
5

Р и с .  89 Р и с .  90

119. Определить частоту малых угловых колебаний коль­
ца относительно осевой линии (см. рис. 89), считая что осевая 
линия кольца остается недеформированной, а его поперечные се­
чения поворачиваются при колебаниях на один и тот же угол ip 
(рис. 90). Масса единицы длины кольца т о ,  модуль упругости 
первого рода Е,  R  6.

120. Кольцо из стержня постоянного сечения (рис. 91) на­
ходится на вращающемся диске. Угловая скорость вращения 
диска и>о постоянна. Получить уравнение малых колебаний 
кольца в плоскости чертежа с учетом инерции вращения эле­
мента стержня.

1 2 1 . На рис. 92 показано кольцо из стержня длиной I по­
стоянного сечения, нагруженное следящей статической нагруз­
кой q. Получить уравнение малых колебаний кольца относи­
тельно плоскости чертежа с учетом инерции вращения элемента 
стержня.
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Р и с. 91 Р и с. 92

1 2 2 . Получить уравнение малых колебаний кольца (см. 
рис. 92), вращающегося с постоянной угловой скоростью ljq 
относительно чертежа с учетом инерции вращения элемента 
стержня.

123. Получить уравнение малых колебаний стержня с со­
средоточенными массами т \  и тпг (рис. 93), если масса тп\ -  то­
чечная, а масса m 2 обладает инерцией вращения. Тензор инер­
ции Jo относительно главных осей массы известен. Главные 
оси массы 7712 совпадают с главными осями сечения стержня 
(при е =  £2). Относительным размером а по сравнению с дли­
ной стержня можно пренебречь (</ «С /)•

124. На рис. 94 показан стержень переменного сечения с 
шарнирной (при е = £1 ) и упругой (при е =  £2) промежуточны­
ми опорами. В упругой опоре при колебаниях возникает сила,
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направленная вдоль оси х 2- Получить уравнения малых колеба­
ний стержня в плоскости чертежа с учетом локальных связей.

125. В приборах времени используют спиральные пружи­
ны (рис. 95). Получить уравнения малых колебаний спираль­
ной пружины постоянного сечения в плоскости чертежа, если 
ее осевая линия есть спираль Архимеда. Определить зависи­
мость кривизны спирали от дуговой координаты е.

127. К круговому стержню постоянного сечения 
(рис. 97, а) в момент времени t =  0 прикладывают сосредото­
ченный постоянный момент Ш  (рис. 97, б). Определить момент 
в заделке, возникающий при колебаниях стержня. Стержень 
имеет сечение, одна из главных осей которого перпендикулярна 
плоскости чертежа, поэтому колебания стержня происходят в

126. В момент времени 
t = 0 сила Р,  приложенная к 
торцу кругового стержня по­
стоянного сечения (рис. 96), 
перестает действовать. Оп­
ределить горизонтальное пе­
ремещение (вдоль оси Х \ )  

точки К  при свободных ко­
лебаниях. Колебания стер­
жня происходят в плоскости 
чертежа, инерцией враще-

Р и с .  96
ния элемента стержня и си­
лами сопротивления прене­
бречь.
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плоскости чертежа. При решении воспользоваться приближен­
ным методом, ограничившись двучленным приближением.

128. На точечную массу ш, находящуюся на стержне по­
стоянного сечения (рис. 98), подействовал импульс силы J , по­
сле чего стержень с массой тп начал совершать свободные коле­
бания в плоскости чертежа. Определить реакцию в шарнире.



О Т В Е Т Ы  И Р Е Ш Е Н И Я

1. Колебания абсолю тно гибких стерж ней

1. На рис. 99 показан элемент струны (в произвольный мо­
мент времени) с действующими на него силами.

При выводе формул предполагаем, что смещение точек 
струны перпендикулярно оси Oz.  При малых колебаниях сме­
щение у и производные у по z являются малыми, поэтому их 
квадратами как величинами второго порядка малости можно 
пренебречь.

Воспользовавшись методом Даламбера, получим диффе­
ренциальное уравнение (в проекциях на ось О у )

д 2у da
+ g i ° d7  +  <? = 0 ' (1)

При малых углах с точностью до величин высшего порядка 
малости а  «  tg a  ^  d y / d z ,  поэтому d a /d z  =  d 2y / d z 2 и уравне­
ние ( 1) принимает вид

д 2У _  Q w  д 2у | g
d t2 т о d z 2 mo
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2 . В рассматриваемом случае д — 0 и дифференциальное 
уравнение колебаний струны (см. решение задачи 1 ) принимаем 
вид

д2у 2 д2У
(1)

Скорость распространения поперечных смещений по стру­
не а =  y / Q \ o / то  , а «  69 м/с.

Решение уравнения (1) ищем в виде у =  y \( z )  s'mpt. 
Функция у \ (г) должна удовлетворять краевым условиям за­

дачи (z =  0,7/1 =  0; z  =  I, J/1 =  0). Из уравнения (1) получаем

d2J/i , ( р \ 2 , ,
2/ 1 = 0 . ( 2 )

d z 2
+

Решение уравнения (2) имеет вид 

2/1
Р . • Р ci cos — г -f С2 sm — z. 
а а

Из краевых условий следует С) =  0 и s'mpl/a  =  0, откуда 
pl/a  =  7тп. Частоты колебаний

рп =  (■Kn/l)y/Qio/mo , рп =  434п (га = 1 , 2 , . . . ) .

3. В рассматриваемом случае натяжение в нити переменно 
по длине

Q 1 =  -  г )-
На рис. 100 показан элемент нити с действующими на него 

силами в произвольный момент времени.

Р и с . 100
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Проектируем силы на ось О у :

или

Гак как а  =  d y / d z , то окончательно имеем

(1)

Решение уравнения ( 1 ) ищем в виде

У =  2/1 (z)  sinpt. (2)

После преобразований получаем 

d2 2/1 1 dt/i р 2
'Т "2 Н 3 I-------2/1 — 0 , (3)dZj z\  dzi gz\

где 2i =  / — z.
Решение уравнения (3) можно выразить через функции Бес­

селя первого и второго родов нулевого порядка

Функция 2/i должна удовлетворять следующим краевым 
условиям:

Смещение нижнего конца нити при малых колебаниях 
должно быть конечным, но так как функция Бесселя второго 
рода нулевого порядка Yq равна бесконечности, когда аргумент 
равен нулю, то в решении (4) надо принять с2 =  0. Тогда у\ 
при г =  / будет конечным.

Для выполнения первого условия необходимо, чтобы

у х =  c1I 0 ( 2 ^ p 2z 1/g  )  +  c2Y0 ( 2 ^ p ' 2z i / g y  (4 )

2 =  0 , 2i =  /, г/i =  0 ; 
2 =  /, 21 =  0 , 2/1 /  оо.

/0(2 py/TJg) =  0.
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Первых три корня функции Iq равны: к\ — 2 , 4 ;  к2 =  5 , 5 2 ;  
кз =  8 , 6 5  [9]. Следовательно, частоты колебаний (первые три 
частоты)

P i = l , 2 V ^ T ;  Р2 =  2 , 7 6 ^ Т 7 ;  р 3 =  4 , 3 2 5 y fijl.

4. В рассматриваемом случае усилие в нити 

Q\ =  тп0д(1 -  z) +  тд. (1)

Дифференциальное уравнение колебания нити имеет вид 
(см. решение задачи 3)

д 2у  

d t2
д_

dz
т  , /1 — 9 +  9{l -  z) —

77i0 Q-Z'
(2)

Решение ищем в виде

y =  yi (z )smpt .  (3)

Полагая zj =  mg + mog(l — z), из уравнений (2) и (3) находим

У1 c i  Iq ( 2 -  .1 — -  I +  с 2Уо I 2
V m 0

*1
m 0

(4)

Функция т/i должна удовлетворять следующему краевому 
условию: при 2 =  0 2/1 (0 ) =  0 .

Для нахождения вто­
рого краевого условия рас­
смотрим динамическое 
равновесие массы т 
(рис. 101).

Сила тяжести и сила 
инерции должны давать 
равнодействующую, кото­
рая уравновешивает силу 
натяжения. Следователь­
но, сила Q ) наклонена под 
утлом а  к вертикали.
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Так как рассматриваются малые колебания, то а — 
Второе условие имеет вид

d у Л  тпр2У1(1) р2
—  I _  ------------  =  — у\{1).
dz J z=l m 9 9

Первое краевое условие позволяет получить уравнение

(5)

Дифференцируя выражение (4) п о г и  используя соотноше­
ния, связывающие между собой производные функции Бесселя, 
из второго краевого условия получаем

с\ p 2U 2 PJ ^ ~  ) - - ^ = h ( 2p
. 9  V V m 09 J у/mo mg \  \  m 0g

+  c 2 p2y0 h p J —  ) - ^ = Y A i p J m

+

1 = 0 . (6 )
.9 V V m 09 J <Jm0mg \  \  m0g

Так как m  = ttiqI , то после преобразований находим (x
=  p v W ) :

C] f 0( V S x )  +  c2Yq{V8 x ) =  0 ;

c j [з:2/о(2а:) -  x l i ( 2 x ) }  +  C2[x 2Yq( 2 x ) -  x Y \ ( 2 x ) \  =  0

Приняв определитель системы (7) равным нулю, получим 
уравнение для частот колебаний. Первая частота колебаний 
соответствует первому корню уравнения

/ о ( \ / 8 а Г ) [ х 2 У о ( 2 х )  -  x Y \ { 2 х ) \ -

—У о ( \ / 8 х " )  \x 2I q( 2 x ) -  x l \ ( 2 x ) }  =  0. ( 8 )

Уравнение (8 ) можно решить графически (для определения 
первых частот). Первый корень уравнения (8) х\  =  1,05.

Следовательно, первая частота

р=  1, 05^ 7/".



5. При отклонении нити от вертикального положения рав­
новесия кроме рассмотренных выше сил (см. решение задачи 3) 
на нее действуют распределенные центробежные силы т о у и 2. 
Дифференциальное уравнение колебаний нити имеет вид

д 2у д 
d t2 dz

п  \ д У 
S{1 ~  2) dz и 2 у .  ( 1 )

Решение уравнения (1) ищем в виде у = y](z) smpt .
После преобразований (см. решение задачи 3) получаем 

уравнение Бесселя

т г ^ - +  - ^ -  +  — — ». =  ». Иdzf z\ dzi gz\

где z\ — I -  z.
Решение уравнения (2) будет следующим:

У1 c \ h { 2 \ J ( p 2 +  w2) 2 i / t f )  +  c2Y2 ( 2 \J ( p 2 + u 2)z \ / g ^ j .

Чтобы значение y\ было ограниченным при z\  =  0 (что 
соответствует г =  / ), необходимо принять с2 — 0 .

Для выполнения второго краевого условия (при 2 =  0, 
т/1 =  0) необходимо, чтобы

h [ ^ \ J { p 2 + >̂2) l / g )  =  о.

Первые три корня функции I q :

к\ =  2,4; к2 =  5,52; /с3 =  8,65.

Первые три частоты колебаний нити:

р\ = \J\,44g/l -  и 2\ р2 =  ф , Ь д Ц  -  w2; рз = \ ]^ д/ 1 и ,2 .

Наименьшее значение критической угловой скорости нити 

со* ~  1 , 2 \J~gJ\.
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6 . Дифференциальное уравнение колебаний струны в рас­
сматриваемом случае имеет вид

( . 7r z \ d 2y „ д 2у
Г „  +  m , S ,n - )  w  =  <г10 ш

Решение уравнения ( 1 ) ищем по методу Галеркина, приняв 

. 7TZ , . ч . 2ixz , . ч
у ~ sin Т ̂  ̂  + sm ~Г *2

Частоты колебаний

» / <2 ю
Pi =  Т 1I V лго[1 -f 8mi/(37rmo)]

2тг /  <5 ю
Р2 =  - Л

I у mo[l +  32mi/(157rmo)]

7. Ч астота  колебаний

р - ! 1  ‘З ю
I У ш 0(1 +  а п ) ’

I ( л ___ 7Г/^ ^  7ГI \  ТП 1

где = 2 ^ ( ‘ - С05Тг)(1  /  \  / 2  _  4 / 2  у  т о

8 . Сила натяжения нити в сечении на расстоянии z от оси 
вращения (рис. 102)

Q

1-\-а

= j  т 0П2£ de =  Ш°2̂  [(I -f a)2 -  z 2}.

При малых отклонениях нити от прямолинейной формы 
усилие Q] практически не изменяется. Дифференциальное 
уравнение малых колебаний нити имеет вид

* 1  = ± 1 < 1 \ ( , + а)г - 22 }дА \ + п 1я .
d t 2 dz  \  2 dz
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Р и с . 103

9. При отклонении струны от положения равновесия на нее 

действуют силы, показанные на рис. 103.

Проектируя силы на ось Оу, после преобразований получа­

ем
д2у „  д2у

’n« W  = Q l', a ^ - k v -
( 1)

Решение уравнения (1) ищем в виде у =  2/i(z) sinpL Для 

функции y\(z) получаем дифференциальное уравнение

Q
d2

ю
У1

dz2
тор г/i -  кух =  0,

откуда

(2)

т ор2 — к т ор2 — к 
2/1 =  с\ cos J  — —--- - z + с2 sm \\-- -----г.

Qio Q ю

Функция 2/1 должна удовлетворять следующим краевым 

условиям:

г  =  0,  уi = 0 ;

У\ =  о,
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откуда

или

ci =  0; sin yj(m 0p2 - к) Q i0 1 = 0, 

m.Qp2 - к ж2п2

Q io I2
Частоты колебаний струны, лежащей на упругом основа­

нии, определяются уравнением

tt2u2Q 10 к , 1 г» \
Рп =  \ ~ 1 2 --------+ —  (п = 1 , 2 , . . . ) .

у  i  т о  тп о

10. Решение уравнения колебаний струны ^уравнение (1) 

в решении задачи 2^ ищем методом Фурье, полагая

У — Y(z) Т(<);

. . . 7TZ 7га<

2/U, Ч ~ 2/0 sm —  cos — .

11. Исследовать малые колебания движущейся ветви пере­

дачи удобнее в переменных Эйлера. Поэтому, переходя от пол­

ных производных по времени к локальным, получаем

^  - дУ. + ®У_д± _  У̂_ , <h
d t ~ d t  dz dt ~ dt dz Щ 

d2_ У _ _ ^ у _ , 0 ^ У _  , 2 д2У 

dt2 dt2 W dzdt + W dz2 '

Уравнение колебаний струны (рис. 104) принимает вид

(1)
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д^У д2у (Q  

dt2 W dzdt

(Qio 2\ д2У n

Решение уравнения (2) ищем в виде 

У = У\(2) е*р(-

(2)

(3)

После подстановки (3) в уравнение (2) имеем уравнение от­

носительно функции J/i(z):

d2У1

dz2

2 wpi dj/i

Q 10 2^ dz
-----w
m0

+
<510 2
-----w
m 0

У\ =  0. (4)

Функция 2/1 должна удовлетворять следующим краевым 

условиям:

Z =  о ,  2/1 =  0 ;  Z  =  / ,  2/1 =  0 .

Характеристическое уравнение для уравнения (4), прини­

мая 2/1 = ЛеЛг, имеет вид

где а\
2 wp

Q\0 2
-----w

А - a\i\ + 02 =  0, 

р2
; а2 -

(5)

ш0
Корни уравнения (5)

QlO 2
-----w
т 0

Ai)2 =  i^ a i ± \Jа\ + 4а2 ) /

Решение уравнения (4) можно представить в виде

2/i =  cieAlZ + с2е (6)

Это решение должно удовлетворять однородным краевым 

условиям, что позволяет записать

1 1 

еЛг/
= 0 ,
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или

е,(A2-Ai)Z _  i  ^

Условие (7) выполняется при (Л2 - Х\) I = 2тгпг, или 

\Jа2 + 4а2 = 27гп, откуда после преобразований получаем зна-

тгп /Q io  ( л m 0w2\ , „

р" T \ j ^ V - ^ )  =

После вычислений находим =  230п с-1.

Критическая скорость, при которой частоты колебаний 
равны нулю,

ги* =
IQ10

т 0

После вычислений получаем и>* =  52 м/с.

Определим теперь собственные функции. Найдем корни
( Tl') ( Т11

характеристического уравнения \\ ’ и ' для каждой часто­

ты рп:

^ 1,2 =  *(7ln -F 72га)>

7lra =  wpn; 7 2ге =  7гп; ^

_  7гп((51о - mow2)

Рп~ 7 Ш  '

Для каждой пары корней Aj7̂  запишем частное решение 

y(n) =  c(n)eX ^ z+ c (n)eXM z

Так как при г’ = 0 2/(п)(0) =  0, то с! ^  = -с("\ Полагая 
(п) .

Cj = 1 ,  получаем собственные функции

y^\z) =  еА1П)г - еА2П)г (n =  1, 2).

После преобразований имеем

(п)
ух (г) =  2 sin 7 i„ z  • sin 72nz — 2г cos 71пг • sin 72n.z, (9)



т.е. собственные функции являются комплексными функциями 

вида

J\\z) =  2/п)(^) + гг/12)(г)>

где = 2sin7i„2-sin72„z; =  -2 cos ̂ \nz • sin j 2nz. Полу­

чаем частные решения

у( ») =  y(")e*Pnt

и общее решение

оо 

71=1

2 /0 ,0  =  XI c"2/i^eipri<,

где Cji — С/il “г гсп2 •
Представим общее решение в виде

где

2/0 ,  0  =  2 / п О ,  0  + *2/120,2/), (10)

ОО

X ]  с 1п(2/п^ cospnt + У12 sin Pnt) +

+ X  c2n ( 2/12̂  cosPnt - 2/j"  ̂sinp„<^ ;

ra=l
OO

X  ci™ (^12 cos Pnt + sin +

OO

2/11 =

71 =  1

OO

£
71 =  1 

OO

У12 =

71=1 

OO

+  X  C2rl ( y l  1  ̂ COS P n t  ~  y 1 2  ̂ s in  P n t

72 =  1

Каждая из функций уц и г/12 удовлетворяет уравнению ко­

лебаний (2). Произвольные постоянные с\п и с2п можно найти 

из начальных условий. При I =  0 в общем случае известны 

прогибы ленты и скорости, т.е.

оо

2/ l l O , 0) =  « 1 ( 2 ) =  ] Г  ( с1пУп^ +  с2п2/]2^) ’ ( и )
71=1

ОО

2/ 1 1 ( 2 , 0 ) =  « 2 ( 2 ) =  ^ ( с х п Р п У х г  + с 2пр п У п ) у  ( 1 2 )

71 =  1
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Умножив уравнение (11) на РпУ^ , а уравнение (12) на j/Jj 

и сложив полученные выражения, имеем

ОО

(*) (*) V '  ( (») (к) , (*) (п)\ , 
а\РпУ2 +  а 2У\ =  2 ^  с 1пРп[у\ У\ + У2 У1 J +

71=1

ОО

+ c2nPn(y2" )J/2A:) - (13)

71 =  1

Проинтегрируем уравнение (13) от 0 до /:

I

j  (очРпУ ^  + а 2у[П̂  dz = clnpn j i 2J  + с2пРпЛп- (14)

0

Здесь

(1 ) s in a i„  sin(27rn — a j n ) sin(27rn + a in ) 

nn 2 a in + 4(2x71-01^) + 4(27rn + a i„ )

(2) cosajn  1 — cos(27rn - a i„ )  1 — cos(27rn + a\n ) 

nn 2 a i„  4(27T7i-aln ) + 4(27rn + a i„ )

2 wQpn
a l n  — n  2 '

Q  10 -  TTIq W

Умножив выражение (12) на рпУ^к\ а, (11) на у^\ найдем 

разность полученных при этом выражений, которую проин­

тегрируем от 0 до I:

1

j  (очРпУ ^ ~ а 2у2П̂  dz = —c\npnJ^n + c2npnj i 2J .  (15)

о

При интегрировании были использованы условия ортого-

- Н  (*)нальности функции т/J и у  ̂ ■

I

О
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Из системы уравнений (14) и (15) определяем c in и с2п 

(тг = 1, 2 , . . . )  и получаем решение 2/ц (г, t) уравнения свобод­

ных колебаний ветви передачи с гибкой связью.

12. Запишем уравнение малых колебаний ветви передачи

д2у о д2У д2у
aU W  + 2а1 2 ^  + а22^ 2  = °>  ( !)

, ( Q 10 2
где ап  =  1; а 12 = w, а 22 =  - ~—" “  w

\ т
Характеристическое уравнение для (1) имеет вид [7]

d i2 - 2 а \ 2  dz d/ + ^22 dz2 =  0. (2)

Уравнение (2) распадается на два: 

dz dz
5T = » |; ¥  = »2. (3)

Здесь

а 12 + J а \ 2  ~  а 11а 22
W1 =  ------------------

а 11

” 2 -

(4)

а 12 - \/ а ]2 а 11а22
W2 =

яц

Интегралами уравнений (3) являются прямые С] = z — w\t, 

с2 =  z — W2 t. Параметры w\ и u>2 представляют собой скорости 

распространения возмущений.

Подставив коэффициенты уравнения (1) в выражения (4), 

получим

, Qio Q ю
wi = w + *  ---; w2 = w - a --- ,

у т7т0 у m 0

где w\ - скорость распространения возмущений по направлению 

движения гибкой связи, a W2 ~ против этого движения.

Скорость w*, при которой возмущения не распространяют­

ся против движения гибкой связи, равна

I q ю
W* =  А --- .

у гп0



Это выражение совпадает с полученным в задаче 11 урав­

нением ДЛЯ W* .

13. Дифференциальное уравнение колебаний движущейся 

гибкой связи (нити) получено в задаче 11.

Отличие рассматриваемой задачи от задачи 11 заключа­

ется в том, что натяжение ветвей гибкой связи изменяется во 

времени и поэтому уравнение колебаний соответственно для ве­

дущей и ведомой ветвей принимает вид

д2У п д2у f F a i0 , . и 2 \д2У п /1N
~̂72" + ~ ---- н------- sin ut - w I = 0; (1)
dt1 dzdt \ m.Q nriQ J  dz1

д2У , 0 d2y ( F <720 , FAcr2 . , 2\ d2y n

М  + + ( )

Уравнения (1) и (2) решаем методом Галеркина, ограничи-
. . . .  тгг

ваясь одночленным приближением у = j\{t) sm

Для функции fi( t)  получаем уравнение Матье. Например, 

для уравнения (1) имеем

.2 г
— j- + (а + 2q cos 2т) fi =  0,

r“ “ = 4u j  — j — ;,  = 4 t J  = у  После
подстановки числовых значений находим а =  33,2; q =  6.

По диаграмме устойчивости (см. приложение 1 [4]) уста­

навливаем, что точка с координатами (33,2; 6) попала в устой­

чивую область. Проведя аналогичные выкладки для ведомой 

ветви, получаем а =  1,48, q =  —5,7, что также соответствует 

устойчивой области.

14. В неподвижной системе координат (z\ =  z — wt) масса 

изменяется по закону

(  2-k z  2'k w I\ 
тп = mo + m i sm I ——---—-—  ).

V Ч l\ J

Дифференциальное уравнение колебаний движущейся лен­

ты в переменных Эйлера получено в задаче 11:

( д2У , 9 д2У , 2 92У\ п д2У m

m4 a ?  + 2' ° e M + w w ) = Q " ‘ a ? -  (1)
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В рассматриваемом случае масса единицы длины ленты 

7Т13 =  7712 +  ГП0 +  т \ s *n

V ч
Г Til 1

2ttz 2тт wt\

т , t t j  =

(7712 + т 0) 1 +
7Г12 +  ТП0

sin
27TZ

1 7

2irwt\ 

~h~  ) .
(2 )

1
Разделив обе части уравнения (1) на тп3 и разложив --  в

7713

ряд по степеням тп\, получим (ограничиваясь линейной частью 

разложения)

д2у 9<92iд2У . о О'У . 2а “У 
№ +2wT F t + w dz2

Qю

(m 0 + т 2)
1

т  1
s m

2irz

I

27Г wt \ 

~ h ~ ) .

д2у 

dz2
= 0 . (3 )

7770 +  Л* 2

Для исследования устойчивости малых колебаний ленты 

воспользуемся методом Галеркина. При этом ограничимся од-
\ ■ 7Г-г

почленной аппроксимациеи, приняв у =  f(t)  s m  у .

Относительно неивестной функции /(<) получим уравнение

Г <510 / Т Г \ 2  „ / т г \ 2

/  +
г а  о  +  777-2 

Q i o r a j  / 7 г \ 2

(га0 + 777-2 )

(т) - -*(т) - 

(т)
27г wt 2т: wt

а 11 cos —-----a i2 sin —-—
11 Ч

Здесь

ал
Г 2ttz 

=  / sm ——  sm
J h

2 * z , M
—  (12 = - 1 — cos

2?r/\
- -

/  = 0. (4)

*1 У V / 2 - / ? У ’

I

a , 2 =  /

27Г2 7Г 2
cos —— sm 

4

/ 27г/

I  ”  47Г S ln  / j  ( / 2 - / 2 ) '

и

Уравнение (4) можно преобразовать к виду 

d2/

d£2

Qioraj

+

(га0 + га2 )2
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Перейдем к новому независимому переменному, приняв

2-KWt „ 7Г
—:-- + 0 = 2Т-

h  2

Уравнение (5) принимает вид уравнения Матье: 

d 2 f
— 2 + (а + 2q cos 2т)/  =  0.

Подсчитаем коэффициенты:

1\ ( ж\2 (  QiO , 1Г
а =  , 0 т  ------- w )> а =  1, 15;

(7ru)2 \ I )  \та + m )

12
2<z= Т -Л о^; 2g = 0,43,

(тга;)^

что соответствует точке на плоскости диаграммы 

Айнса-Стретта (см. рис. 305 [4]) с координатами (1,15; 0,125), 

лежащей в неустойчивой области.

15. Рассмотрим элемент шланга с жидкостью в произволь­

ный момент времени (рис. 105).

Р и с . 105
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Спроектируем силы на ось Оу:

d 2у d2 7/
-m idz - rri2 dz + Qio da - pF da =  0, (1)

где da/dz  =  d2y/dz2.

Переходя к переменным Эйлера, получаем

d2y d2y d2у /  д2у д2у 2 д2у\

m , d ?  =  m i e ? ; m2W  =  m2\ W  + 2wd7ai + w W ) -

Уравнение (1) принимает вид

д2у 2wm2 д2у _ Q , (Яу . ,

d t2 (тп\ + m 2) dzdt  (тп\ + rn2) d z 2

где =  <3ю - pF - m2w2.

Решение уравнения (2) ищем в виде (см. решение зада­

чи 11)

У = y\{z)c'pt-

После преобразований, аналогичных преобразованиям в за­

даче 11, находим частоты колебаний шланга с текущей жидко­

стью:

_  тгп j Qiq - pF f  m2w2 \ _

Pn I y (m i + m2)\ Q\ o-pFJ

16. В рассматриваемом случае в отличие от задачи 15 си­

ла натяжения в шланге переменна по длине Q i =  m ig(l — z).

Дифференциальное уравнение малых колебаний шланга 

имеет вид



17. Скорости распространения волны возмущений (см. ре­

шение задачи 12) равны

ТП) w
w 1 =  --- ----+

771] +  771 2

IQ ю - pF

тгц + тп2
w 2

m 2w 

ТП\ +  7712

pF

ТП! +  7712

Скорость течения жидкости, при которой возмущения не 

распрос траняются по шлангу против течения жидкости,

W+ =
т \ + гп2 Q ю - pF

m 2 V m l + m 2

18. На рис. 106 показана струна в отклоненном положении. 

Найдем изменение длины струны при колебаниях. Из рисунка

следует

Д dz = dz — dz cos a  ss dz - dz (1 — a 2/2). 

Проинтегрируем уравнение (1) от 0 до /:

I

(1 )

Д I =
- U

>2 ЛУ dz,

где у' =  dy/dz а.

Р и с . 106

Принимая, что относительная деформация A dz/dz  посто­

янна по длине струны, получаем дополнительное натяжение в 

струне:
/

■ ¥  /
о

так как Д/ = &Q\l/(EF).

'2лУ dz,
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Уравнение колебания струны с учетом дополнительного на­

тяжения принимает вид

d2v д2у
т о-^2 = (Q\o + ( 2)

Уравнения (2) решаем методом Галеркина, приняв

• n Z  с ,  \
У = Уо sin у  • ДО-

После преобразований получаем нелинейное уравнение от­

носительно f(z):

+ (3)

Частота колебаний с поправкой на нелинейный член урав­

нения (см. решение задачи 165 в [4]) равна

/ « 1 о М 2
р V ттг-о \  / /  4 V I )  4 т 0 0 '

Погрешность, которая получается при определении часто­

ты без учета изменения натяжения,

3 (гт\2 E F  2 

р ~  32 / J  д 10 У о '

19. Дифференциальное уравнение колебаний струны при 

малых смещениях имеет вид

92У п г  &2у I 4Ф0*19 (11
m< 'W  = Q m d s  + 4 - Q ", a ?  + ~ q - ■ ( )

Решение уравнения (1) ищем в виде у =  y\(z) sinpt. После 

подстановки у в уравнение (1) получаем



Частоты колебаний

/  (  7T7l\2 Q lO  4 ф £ & 1

р" = \/ “Г  ---- Ч -  » = 1 ,2 , . . . ) -\ \ I )  т о m 0ZJ

20. Дифференциальное уравнение движения струны имеет

вид

<92т/ $ 2т/ 4A;i

^ ш 2" =  ^ ^ а ^ 2 + 7 f " ^ ai + ai smujt)y- 0 )

ОО

7TZTI
Решение уравнения (1) ищем в виде у = Е  / n ( 0 sin

1
Используя метод Галеркина, для неизвестных функций вре­

мени получаем уравнение

_ /7гп\2 4A:i 
+ QlO y f  J  f n ~ (a i + a2 sinu;/) /„  = 0. (2)

d2/ n 

т01 Г

Уравнения (2) можно привести к виду 

d2f n

d t2
+ (an + 2qn cos 2r) f n = 0,

2
Qio / nn\ Aa\k\ 4  4 a 2 A:i

? —
W* l\mQm 0 V I J  m o / j

Подсчитав значения коэффициентов, получаем (ограничи­

ваясь случаем n =  1) а\ =  3,1; q\ =  0,050, что соответствует 

устойчивому режиму колебаний струны.

21. Так как рассматриваются малые колебания, то можно 

принять

_  21\1()к ^  211 /0/с /  у'' 

a - г/ a \ a j

Уравнение колебаний струны имеет вид

д2у _  д2у 

m°d t2 ~ Q l0d ? + 4’

или
д2у _  Qio д2у 2 /р /ю  sinaj< 2 / 0/ io s in w /  
<9t2 mo d z 2 m oa2 ^ ^  moa



22. В случае действия сосредоточенной силы Ро дифферен­

циальное уравнение колебаний струны можно представить в ви­

де

m o | ^  =  Q i o 0  + fl> * (*- lo ), (1)

где 6(z — Iq) - дельта-функция.

Разложим дельта-функцию в ряд Фурье по функциям, 

удовлетворяющим краевым условиям задачи (но собственным 

функциям):
ОО

7гпг
sin6(z - /о) = с„ si

71 =

Коэффициенты разложения

I
2

СП

I

2 [ nnz  2 .
= У  / <5(z -  /о) sin -у- dz = у SH1

т: Til о  

/
О

С учетом этих коэффициентов уравнение (1) принимает вид 

д2?/ Л д2у , ^  2Р0 . тгп/о ._ vrnz

” 0 ^ 2  = 0 1» Й 2  + Е - Г 5'"  —  “ " “ Г  (2)
71 =  1

Решение уравнения (2) ищем в форме

оо

Е , ч . 7T71Z / о \
Уп\1) sm - . (3)

71=1

Подставив (3) в (2), получим уравнения для определения 

функций уп{1)'

\2
d2Vn о ( \ 2Ро • 7ГП1о / , г, \ / .  \^ + “ ( т j - г  (" = (4)

где а2 =  Q i q / т щ .

Решая уравнение (4) при нулевых начальных условиях 

(Уп = Уп =  0), получаем

2PqI . 7 гп /о  Л  чпп
Уп = п----- 2~2 sln ~Т~ • 1 - cos ~ Г 1 1 •V iom o7r n ‘ V 1



Окончательно решение уравнения (1) принимает вид

2 / у  ^  1 . tttiIq . 7Гnz / апп
У\г-> Ч - т;— Го ~2 sm —7— sm —~~ • I 1 - cos - г-1

n = l
/ / /

Смещение точки приложения силы Pq есть функция време­

ни:
7г/д71

2 ТУ ^  sm —

<ЗЮ7Г2 , " 2
71 =  1

а7гп .
1 — cos —-—t .

23. Дифференциальное уравнение колебаний струны, ле­

жащей на упругом безынерционном основании (см.решение за­

дачи 9), с учетом сосредоточенной силы имеет вид

д2у _  2 д2у P06(z - z0) ку

dt2 dz2 m о m о

где zq = vt.

Разложив S(z — z q ) в  ряд и приняв

7гггг
(п = 1 ,2 ,...) ,

71 =  1

получим для 2/„(0 уравнение (см.решение задачи 22)

Уп +
2 / 71-71 i 

а  I ~т ) +
/ / mg

2Ро . nnvt
Уп =  ---sm — — .

/ т  о /

(1)

(2)

(3)

Так как уп = уп =  0 при t =  0, то после преобразования 

находим

2/(М) =

2 Р01

ттп

. 'nnvt V I 
sm — ---------------------

• ГТ[7ГП\v sm  W a z ^ —  j
7Г7г\2  к

H---1
тп

Шо7Г" £

v^(?)
7Г7г\2 /г

+ --
ш0 7гпг

71=1 гг2
“2(т)

2 к /7Г71 \2
+

т 0

siri

68



24. На рис. 20 к условию задачи показана струна с движу­

щейся нагрузкой Ро (z0 =  Дифференциальное уравнение 

колебаний провода при движущейся нагрузке аналогично урав­

нению (3) в задаче 23 (при к = 0):

д2У 2 д2У , ^  . тгnvt . nnz

w  =  a д ? + ы  X > - r sm- T ' (1)

Решение уравнения (1) ищем в виде

оо

Е
 . 7TTLZ . .
Уп\Ч sin -у-. (2)

71=1

После преобразований получаем

2PqI ^  1 7rnz

У' =  — Г~2---- 2 П  ~ 2  sm ~ Г Хmo(az — ir)7rz n z I
П= 1

irnvt v annt
X I sm — ------ sm —-—

/ a I

25. В рассматриваемом случае при колебаниях поперечная 

сила TV, с которой груз действует на трос, не остается постоян­

ной. Сила взаимодействия между тросом и грузом

N  =  Mg - Му0,

где уо смещение струны к точке, где находится груз, 

2/0 =  y\z=ZQj z0 =  vt.
Дифференциальное уравнение колебаний струны при нали 

чии подвижной силы имеет вид (см. решение задачи 23)

или

д2у 2 д2у У Л * -  vt) 
тгг =  а + iVfl— — . 
a t1 dz* т  о

д2у 2д2У , М 9 г ( ,ч М d2y
=  a —-тг -\---- o(z - и п ------ — - vt). (2)

dt2 dz2 т 0 К ’ то dt2 К ’ v ’
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Приближенное решение уравнения (2) ищем в виде

У =  / " ( 0 sin
irnz

1 ■

Воспользовавшись методом Галеркина, после преобразова­

ний получаем следующую систему уравнений для определения

■■ Л  2М  Л ; . irjvt . -Kkvt\ f  пк\2
л + Е  ^  ( / , » ” —  — )+ « 2  ( - j  л  =

2А/<7 . irkvt

т ^ г 8111 ~ Т “

(fc =  1 ,2 , . . . ,  п).

26. В этом случае решение аналогично решению, приве­

денному для задачи 24, поэтому, заменив Pq на Мд, получаем

2Мд1 ] . 7Гnz (  . irnvt v . a7rnt\

E
j  . 7T7tz / . 7t t iv i v  a n n i  \

_  1 ?  — ( * * - - - sm — )mo7r2(a2 — u2) n2 /
71— 1

Вертикальное смещение груза M g

2/
z—vt

2М gl 1 . 7rnvt (  irnvt v airnt\
--- -------5T /  sin — ;— sin — ;----- sin — ;—
mQ7r2(a2 — v2) '  n2 I \ I a I J

27. Уравнения малых колебаний струны на каждом из 

участков имеют вид

d2Y l 2d2Y ] л d2Y u 2d2Y n 

dt2 dz2 ~ 5 ~dfi <l2~dz2~ ~ ° ' (1)

где a2 =  Qio/mio\ a\ = Qio/^20- 

Полагая

y U y J ^ e ^ ;  У п =  У011(г )е ,>|> (2)
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получаем

Y{] + k jY j =  0, Yq1 + к 2Y0' 1 =  0I i _  n Л /П  i 1,2v '  И _  п  I 2 _  P 171J0 j
<5l0

Дальнейшее решение будет более компактным, если взять 

для каждого из участков свое начало отсчета (см. рис. 22). Тог­

да для уравнений (3) имеем

y j ^ )  =  с| cos к\z + с\ sin k\z,

I i т | |

Y0(z) =  —Cj kj si n A: j г -f c2 k\ cos k\z\

Y"{z)  =  cji'cosA^zi + 4 1 sin k2z\,

Yq1(z) =  -c^k2 sin k2z\ -f cos k2z\.

(4)

(5)

Определив с* и c’1 ( j  = 1,2) из краевых условий, представим 

соотношения (4) и (5) в векторной форме, удобной для дальней­

ших преобразований:

v i  = k 'O ^ O Y q 'o ;  Y ,!1 =  K I!( z i , A;2)Yqo, 

где K*(z, k\), K !I(z, k2) - матрицы вида

sin k\z'

(6)

К \z, ki) = 

К П(гь  k2) --

cos k\z

k\ sin k\z cosk\z _

sin k\Z\
cos k2z\

Yoo = Y q1

_ — k2 sin k2z\ cos k2z\ 

. V й -  V й„> *00 - Y o • 
2 =  0 21=0

Так как на стыке участков

У0̂ ь  * i)  =  У0П(0, h ); У о(/,, * l)  -УоП(0, Ы

или в векторной форме

Y 0V b fc l)  = Y 0n (0, * 2), (7)
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то и з ( 6 ) получаем

Y qo =  К1 (/j , A ^ Y qo, (8)

где К (/j, fci) матрица перехода.

На втором участке для произвольного z\ (0 < z\ < I - 1х) 
имеем

w I tfIY 0H = К а (гь  fc2) K 1Y 010. (9)

При г — 0 и z\ =1 — 1 j должны выполняться краевые усло­

вия

Yq(0, к\) =

L1 00 J
ГН 
!0 J

При z\ = I - 1\ ГYq1 (/ - /1) = Oj из условия (7) следует

=  0, (10)

где к\2  - элемент матрицы К =  К п (/ - 1\, к2) К 1̂ ,  к\).

Из (10) получаем уравнение для определения частот р.-

и =  1,2):

а\ cos
Р_ 

а 2 а 1 

+а2 sin (Z - / l)  cosf— /Л  =  0. (11) 
J \ а 1 /

В частном случае, когда = т 2о, имеем (см. решение зада­

чи 2)

sin [ ч J  = 0.

Уравнение (11) дает возможность численно определить ча­

стоты pj. Для каждой частоты находим частные решения

решения уравнений (3)):

v0j =  с\] cos h jZ  + sin kl j z (k \j = P i/a l ) ;

V0j = c\) cos k2jZi + c\) sin k2jz (k2j = p j a 2).
; i 2 )
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Частные решения должны удовлетворять краевым услоии 

ям и условию (7):

2 = 0, Yqj =  0; z\ =  I - /ь  Yoj 

z =  h , Y0IJ ( l1) =  Y0Ij(0 ).

После преобразований получаем

II
0;

17 =  c27 =  CH s ink jjlr,4 j

c2j

~2j

cos k2j( l  — h) ,11

sin k2j(l — l\) 

Из решений (12) находим

Y0j ( z ) =  sin k\jZ C j j ;

Yoj(z\) =  sin/cjj/] ■ cosk2jZ\ —

cos k2](l - /1) 

sin k2j( l — I i )

(13)

sin k\jl\ • sin k2jZ\

Полагая Cj • =  1 и переходя к г  (zj =  г — l\), получаем соб­

ственные функции краевой задачи(формы колебаний) для стру­

ны в целом:

<Pj(z)

sin kijZ, 0 < z < l\;

cos k2j( l  — l\)
cos fc2j(z - «1) - ■ , ■ n-- TV X

J sm fc2j(( — /])

X sin k2j(z  - li)  sin kyjl\, l \ < z < l .

(14)

Функции ifij(z) удовлетворяют условию ортогональности 

I

(fijipidz = 0 ( j /  г)./
Определив собственные функции, находим решение урав­

нений (1) при свободных колебаниях
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y(z, t) = £ м  j cos pjt + Bj s in p ^ ) (15)

j = 1

После окончания действия импульса J  точки струны получают

скорости v =  --- 6(z - zt.), а перемещения равны нулю. Поэто-
т  ю

му

» (* ,0 )  =  0; g
t= о m 10

Из первого начального условия следует Aj = 0, поэтому

ОО

2/(2 > 0  =  У 2 В3 s'in P jtlP j(z )- ( 16)

7 =  1

При t = 0 для второго условия имеем

оо

6(z - zk) =  ^ B jp j i p j .  (17)

7 =  1

Умножая уравнение (17) слева и справа на <Pk{z) и интегрируя 

от 0 до /, в силу ортогональности функций <fj(z) получаем

J<p\(zir)
Bj = -----^18)

Т̂ОР; J  ipj dz

0

Таким образом, прогибы струны при колебаниях, вызван­

ных импульсом силы, равны

»(*. 0  = Е ---г ----l s\n Pjt ■ <Pj(z). (19)

7 =  1

Р] J  <р) dz • mio
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28. В отличие от задачи 27 в данном случае надо получить 

матрицу перехода от участка I к участку II с учетом точечной 

сосредоточенной массы М . На рис. 107 показаны действующие 

на массу М  в произвольный момент времени t силы ( J H - си­

ла инерции). Из рисунка следует, что при колебаниях должны 

выполняться условия:

Jи +  Q ю
а у н

dz
Q

3Y И

ю
*1=0 dz

Z =  l 1

d2*n\

0 1 Jh - ~M ~dtr ) ] (1)

Y\lu  t) =  У п (0, t).

Полагая (см. решение задачи 27)

Y l = Y ^ lv\ У 11 =  У0П e,pi, 

из условий (1) находим

M p2Y^{h) + Q i0y n (0) - дю Й СО ) =  0;

y0II(o) =  y0I (/i),

или в векторной форме

Y ? (0 ) =  A Y j ^ ) ,

(2 )

(3)

(4)

где y [/(0) =  [У0и (0),У0П(0) 

су М ,

А =

; А - матрица перехода через мас-

(5)

1 0

М р2

Qio
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Матрица перехода от сечения при г = 0 к сечению при z\ =  1\ 
(l\ ~ /i) равна

К] =  А • К 1̂ ! ). (6)

Общая матрица перехода от г =  0 к z = I (z\ — I — l\) 
равна

К  =  K I I ( / - / i ) A K I ( / i ) .  ( 7 )

Поэтому

y JI( /- Z 1) =  K Y 0I0. (8)

Так как должны выполняться условия

г =  0, Уоо =  0 и zi = I - /ь  У0П =  О, 

то из (8) получаем уравнение для определения частот

к\2 =  0.

После преобразований имеем

sin Л - ----- Л sin A f  1 -- sin Л ~ — 0, (9)
rn\Qi \ I J I

где \ = pl ^ 10 . Решая уравнение (9) численно, находим корни
V «Ю

Aj, а затем частоты

. -  ^L / « 10

Рз I У ™10 '

29. В отличие от задачи 28 в данной задаче масса М  не 

является точечной, поэтому при колебаниях кроме силы инер­

ции 7И необходимо учитывать и момент инерции М и (рис. 108).

Воспользовавшись принципом Даламбера получаем следу­

ющие два уравнения:

Л  + д ю У П(0, t)-Q w Y\ o, 0 = 0; (1)

-gyU
+ Q ior

dz

+ Q i o r

- *K  ) +
z\ = 0

f d Y u

V dz
- UK

Z — l\

=  0 . ( 2 )
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Риг. 108

Перемещения точек закрепления струны связаны соотношением

У II

2 1 = 0
= У + 2гдк . (3)

Входящие в уравнения (1) и (2) ,/и и М и соответственно равны

У II

2 ] = 0
+ У

' ■ - « Ф  ( ' ■  .  ,

« .  ■ % f -

Полагая

y I ( z ,0  =  ^ ) e ipl, У И(г, 0  = У0П егрг,

=  ^ к 0е1р<,

после преобразований (исключения из (1) и (2) получаем

два уравнения, связывающие конец первого участка струны с 

началом второго:

М р2

2 < 3 ю

<•11

z\ = 0
+ Уо

II

21=0

М р2

2Qio
У +У

2=/] 2  =  /l
, (4 )

J hP2 - 2r(g10\ v II

2rQ\o J
V o 11 +  гУо11/ 2] =0 2 J= 0

(  JHp2 - 2tQ X0\ , 

2rQ\o )  0
— r\'A

Z  =  l 1 2=/ l

(5)
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или в векторной форме

Здесь

A i

а V 11 
А 1 *0

А 2 =

21= 0

Мр2 

2 <2 ю 

JKp2 -  2 r Q ip  

2г<5 ю 
Мр2 

~2<2io 

JKp2 -  2 r Q

= A 2 Y q1

10

2r<5 io

Из соотношения (6) находим

z=l\

(6)

Y 11Y о A Y
z i= 0 z = l  1

где

A А Г 'А 2 = 

1

Д

тМ Jk

2Qio 2rQio 

Mp2 (  JKp2

P2 ~ 1

AQio \ 2rQio

Д
M r

2Q ,o  2 r Q ,
p2 +  1.

Д

2 r

Qio 

7-М Ук 

2Qio 2rQio
’(7)

При r =  0 из (7) получаем матрицу перехода через сосредо 

точенную массу М  (см. задачу 28). Матрицы перехода К 1
Z =  /|

и К II (гЛ = 1-11 - 2г) для двух участков струны ана- 

логичны матрицам, определенным в задаче 28, поэтому уравне-
V-I vrll 

н ие, связывающее векторы Y 00 =  Y 0
z —0

Л/ 11
и Y ok Y 11Y 0

имеет вид

Yojf =  К(р) Y q0,

z\= zk

(8)
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К(р) = К П(г,) А К 1(/,).

Так как Уд1*. =  У ^  = 0, то из (8) находим уравнение для опре­

деления частот ру.

*12(р) = О,

где к\2 {р) ~ элемент матрицы К.

30. После приложения силы 1\) силы натяжения струны 

Q 11 и Q 12 на участках I и II с учетом начального натяжения 

Q ю соответственно равны

где

Q n  =  <5ю + - у ) ;  Q n  = Qw - f,o-j-

Уравнение малых колебаний для каждого из участков струны 

имеет вид

dt2
- а ,

dz2
0;

d2Y 11 ,  d2Y u

dt2 dz2
0, ( 1)

где af =  Q n / m 0; a2 =  Q 12/т 0- Полагая У 1 =  Уце1?*, 

У 11 =  У0П eipt, после преобразований получим решение в век­

торной форме (см. задачу 27)

Y i(z) = k ! ( z )  Y q 0 ; y 0I ! ( z i )  =  k ! I ( z i ) y S .  

Так как при z = 1\ должны выполняться условия

(2)

j I)
2 , = 0

Уп
Z =  l\

; Y,
и

:У
г\ =0 2 = 1]

то матрица перехода к участку II равна

К*(/, к)
cos к 11

sin /14
1 4

к I

_ —/ci sin k\l\ cos к\1\

(3)

где *i = p/а \. Поэтому

Yo” = к '( /ь  fci)Yoоо-
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На втором участке имеем

&12 =  О,

где к 12 элемент матрицы К = К Г1(/ - l\, fci). После

преобразований находим уравнение для определения частот:

31. В данной задаче имеет место “кинематическое” возбу­

ждение колебаний, что часто вызывает затруднения при реше­

нии. Поэтому ниже изложен общий метод решения аналогичных 

задач, который можно использовать как для точного, так и для 

приближенного решения.

Считаем, что в точке К  к струне приложена неизвестная 

вертикальная сила P(t), которая возбуждает колебания, смещая 

точку К по закону Ук{1)- Это позволяет рассматривать данную 

задачу как задачу на вынужденные колебания. Уравнение вы­

нужденных колебаний струны имеет вид

После преобразований с использованием метода Галеркина по­

лучаем два уравнения

Р
cos

Приближенное решение уравнения (1) ищем в виде

•• о 7Г Z is

/1 + P ff i = P(t) sin ——  (P  = У о cosut)\

(3)

/ 2  + P '2 /2  =  P ^ ) sin

ко



При установившихся колебаниях имеем

/1 =

Pq sin
TTZK

(pf - u>2)
COS Lot] / 2

Pq sin
TTZk

I
(p -u;2)

COS Lot. (4)

В результате находим

У О ,  0  =  До

sin
тгг^

7гг sin
27TZ/C

siri I
27Г2:

sin
( p ? - W2) / (p2-u,2) /

(5)

Гак как при z  =  z K ампли туда смещения точки К  должна быть 

равна у к о, то из соотношения (5) получаем уравнение для опре­

деления неизвестной ампли туды силы Pq:

( .  тг-гкУ (■ 2тггк \2 
г ( « и —  j  |

2/кО =  До
р2 - w2 р2 - w2

Р0а. (6)

Определив P q и з  уравнения ((>), получаем решение сформулиро­

ванной задачи

2/ко sm
-kzk

I TVZ
1 sin -г- +

У ко sm
2ttzk

2 тг z

. а(р2 - со2) I a ( p 2 -  u->2 )

sm cos cot.

32. Уравнение колебаний движущейся струны с учетом ее 

взаимодействия с точечной массой М  имеет вид (см. решение 

задачи 11)

, /  \ д2У 9 д2у
L(y) =  + 2 и>

0222 d t d z

Q 10 2 А <^2/ , М  д2У С,_ \ п / П
-----ш 1П2 + —  ^72 6У2 ~ 2к) =  Uтпо /  о/"1 mg ot

Решение уравнения (1) ищем в виде (двучленное приближение

2 ttz7Г Z

У =  f 1 s in  —  +  / 2  s in  l (2)
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Воспользовавшись методом Галеркина, имеем соотношения 

/ (

Т,( и \ sin -

< I

J  L(y) sin =  0; J  L(y)
2-к z

sm —— d z =  0,

о о

из которых получаем два уравнения относительно f\ и / 2:

о ц / i  + 0 1 2 / 2  _  ^ 1 2 / 2  + С 1 1 / 1  =  0;

0 2 1 / 1  + а 22/ 2  + ^21 / 1  + ^2 2 / 2  =  0,
(3)

- 2)(т)2;

где ац  = 1 + a i;  o i2 =  o2i =  а; 022 = 1 + а 2; &12 = —&21 =

- Ё™ -  ( « 10 \̂ (ж\2 - ( « 10 4 /0 _ч 2

~ 3 I ' СП ~ [ т о  W ) { l )  ' 022 ~ \ т 0
М  . о тг-Zk М  . тггк . 27Г2Д- М  . 2 27rzK

о  1 =  -- sin —-— ; а  =  —  sin — — sin — -— ; а 2 =  -- sin — -— .
тщ / mo I I mo I

Полагая

/ 1  =  / ю е ' р<; / 2  =  / 20e ip i , 

из системы (3) запишем уравнение для определения частот ру.

(- р 2а ц + с ц )  (-612г р - а р 2) 

(Ь22г р - а р 2) (- р 2а22 + С22)
=  0,

или

4 а ц с 2 2 + а 2 2 с 11  + &12 2 с 1 1 с 22
011022 - 

Из (5) находим частоты

Р  + =  0.

(4)

(5)

Р1 \
oj - \Ja\ - 4а,2

Р2 =

oj + \Ja\- 4а2

где o j  =
ацС22 + a22cl 1 + Ь?12.

011 о 22 -  Q 2
02

Cl 1̂ 22

О п а 22 _  а
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33. При решении задачи 11 было выведено уравнение 

малых колебаний движущейся ветви передачи, которая рас­

сматривалась как абсолютно гибкий стержень (струна). Пред­

лагаемая задача отличается тем, что в сечении К движущаяся 

струна взаимодействует с точечной массой М.

Получим матрицу перехода с учетом движущейся струны. 

На рис. 109 показаны силы, действующие на массу М. В от­

личие от задачи 28 здесь появляется еще одна сосредоточенная 

сила J w, вызванная изменением количества движения струны в 

единицу времени:

Уравнение динамического равновесия массы М  с учетом J w 

имеет вид

где ук =  y\l 1, t).

Для вертикальных перемещений конца участка I  струны и 

начала участка //справедливо соотношение (начало отсчета на 

участке //берем от точки К)

У

z ~
X По*

Z
1

Р и с .  109

J w =  —mw (e j+ - e i_). 

В проекции на вертикальную ось

(1 )

(2)

-(<3ю - mQw2) y ( l i ,  t) =  0, (3)

?/П(0, t) = y\li, t). (4)
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Полагая

!tI ( l l , t )  =  J,l( / i l ) e * i ; A 0 , t )  =  A ( * ) e tpt, 

после преобразований получаем следующую матрицу перехода:

М р2

QlO ~ m0w2

О 1

(5)

Запишем теперь матрицы перехода для участков /и  II. При 

решении задачи 11 было установлено:

2/1 (е) =  cieAl£ + с2еА2£ (е =  z / l ), (6)

(ai ± yja\ + 4а2 )

а 1
2 wp rriQ

{QlO - mow2)'

a2 =
m0p

{Q io - mow2)
yr. Дифференцируя уравнение (6), получаем

Vl{e) = ciA ieAl£ + с2Л2еА2£.

Полагая Z =  {уi ,  j/i)T , запишем матрицу, связывающую сече­

ние струны в начале координат с любым сечением на участке I 

{е < Ек):

Z{e) »i(e )

. 2/1 (е) _

AieAj£ А2еА2£ 

0*̂ 1 ̂  ^

ш  

2/1 (0 )
(7)

К 1 =

Матрица К 1 (от е =  0 до е =  ек ) равна

AieAl£*  Л2еА2£к 

eAiск еА2£к

Аналогично составим матрицу перехода от е к  д о  е  =  1

Л1еА1(1-£^ )  Х2ех^ 1~£к) 

eAi(1-£A') еА2(1_£л')

(8)

К П = (9)
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Окончательно имеем

Z ( l)  =  K IIA K 1Z(0) = К О , w)Z(O). (10)

Так как при е = 0 у\(0) = 0, а при £ = 1 t/i( l) =  0, то из 

матрицы К(р, w) получаем

k22(p,w) =  0. (И )

Из условия (11) можно численно определить частоты pj в зави­

симости от w.

34. Введя массу

7710 =  т 10[Я(г) - H(z - / i )] + m 2oH(z - l\), (1)

получим уравнение малых вынужденных колебаний струны с 

учетом сосредоточенной силы P(t)

о2 о2

Ц у ) =  ~ P{t)S(z - li) =  0. (2)

Приближенное решение уравнения (2) ищем в виде (одночленное 

приближение)

У =  / l ( 0 ^ l0 ) >  (3)

где ipi(z) - функция, удовлетворяющая краевым условиям, на­

пример:
7Г Z

4>l(z) = sin у .  (4)

Для струны, имеющей участки массой шщ и т 2о, точная 

собственная функция при j  = 1 (см. решение задачи 27) равна

sin кцг, 0 < z < 1\\

. cos к2\{1 — U) ,„4
V l ( * ) = <  COS * 2 , ( i  -  0  -  8 i n t 2 l ( | _ ( l )  X  (•*)

X sinA:2i (-2Г — /i) s infcn/i, /] < z < I.

В соответствии с методом Галеркина получаем

I

L(y)ip\dz = 0, (6)/
о
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или

/1

'1 IJ  ip\ip\ dz + m 20 J  v\lv\l dzИ. Л / 1 Q i о J  ф\ч>\ dz+

I

+ J  ^ iV l1 dz — / ’ (t)  =  0. (7)

7гг
После преобразований при ^ i( z )  =  sin —  (г* =  /]) имеем

Л  + P i/ l  =  vi^lJ-Pocoswto, (8)

где р 1 - приближенное значение первой частоты. (Если в каче­

стве функции (z) взять собственную функцию (5), то получим 

точное значение первой частоты.)

При установившемся режиме

,  _  v\{h) Pocosut
J 1 — / 2  2\ ' ( )

(pf - UJ2 )

Выражение (9) справедливо при условии и /  ру, поэтому

V l(h )  <Pl(z) Ро
У =

р2 - иJ2
cos cot.

Амплитуда ук вертикального смещения струны в точке К рав­

на

1Ы < 1))2Ро
Ук

р2 - D2
(10)

Найдем теперь точное решение задачи, полагая

»(*> 0  =  5 Z  /Л 1) ^ ( 2)>
7=1

(П )

где tpj(z) - собственные функции (см. решение задачи 27). Под­

ставив (11) в уравнение (2) и воспользовавшись методом Га- 

леркина, имеем

I

I

L{y)V j(z)dz  =  0 ( i  = 1, 2 , . . .  гг). (1 2)
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J j+ P 2j f j  = P { t )$ { h )  (J =  1 ,2 , . . .« ) .

Из (13) определяем f j  при установившихся колебаниях:

Из (12) получаем систему уравнений относительно функций

(13)

ф\;(/j) Р0 cosu)t

Точное решение имеет вид

ОО , .1
*  ¥>}(/.) Р0 , , , 

»(*. 0  =  Е т з Г ^ 2) “ sw* ¥>,(*).
J = 1 ' J

(14)

35. Заменив действие упругой связи на стержень сосредо­

точенной силой N (рис. 110), получаем уравнение малых выну­

жденных колебаний

а д  = т о ^ ~  « 1 0 0  - N й(г - / * , ) -  P6(z  - /* 2) =  0, (1)

где N  =  -cy|2=/K i-

\И 1\Р
J<z

Ум

*
L 2

h i

I

Р и с .  110

Приближенное решение ищем в виде

У =  / lC O ^ lU )  + /2 (0  ^ ( г ) . (2)
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В качестве функций ц>\ и </?2 примем соответственно функции 
. 7гг . 27г z _

sin —  и sin——  ■ Подставив у в уравнение ( 1 ) и воспользовав­

шись алгоритмом метода Галеркина, запишем соотношения

I I

J  L (y )s 'm ™ dz  = 0, j  L(y ) sin ~  dz = 0, (3 )

из которых получаем дифференциальные уравнения относи 

телыга / 1  и / 2:

/ 1  +  « l l / l  +  « 12 /2  =  61;

/ 2  +  «21 / 1  +  «22/2  =  ^2-
(4)

Здесь

<210 /"тг V  2с Л
« 1 1  =  -------  Т  +  7------  sm -------

Шо V I )  IrriQ \ I

2 с . . 2irlK
«12 = «21 = 7--  sm — sm — !-;

/777-0 ‘ I

Q 10 /27г\2 2с /  . 27г/к
a 22 =  -------  T  J +  7------  sm

m \ I J  Im 0

1 D  • ^  2 .b\ = /"o sm — cos cot ]

l r> • ,b2 =  r'o sm — —— cosu/.

Представим систему уравнений (4) в векторной форме

f + Af = b, (5)

где b = bo cosut\ b0 = [&оь ^02]T- При установившемся режиме 

имеем

f = ?о cosut. (6)

Подставив (6) в уравнение (5), находим
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me

A, =

022 — ш « 1 2

д

Q21 а 11 ~

' Д  Д

.2w „ , ,2ч
Д  =  ( а п  -  и  ) («22 - и> ) - а  12а 21 ■

Из (7) определяем компоненты вектора / 0:

(an - w 2) t а ]2
/01 =  ---- д ---- ft01 ~ ‘ д - ”02’

«21 , , («11 - w2) t
/02 =  --Д-001 н------д ---- "02 >

• п . *1к3 , п . 27Г 1к
где 601 =  Р0 sm —j-*-; b02 =  "о sm — -— .

Приближенное решение уравнения ( !)  при установившихся 

колебаниях с учетом локальной упругой (двухсторонней) связи 

имеет вид

7TZ . 2тгг

y(z, t) =  /о i sm —  cosu t + /о2 sin ——  cos w/.

Амплитудные значения смещений стержня в точках Лд и К 2 

соответственно равны

7Г/

Укх =  /oi sin :1у 1 + /о2 sin
27Г/к 1.

I ’

7Г/

2/к, =  /oi sin —“  + /о2 sin
2тг/к  9

I

36. Уравнение вынужденных колебаний струны (см. ре­

шение задачи 35) имеет вид

к  \ д2у г  д2у И \
42/) = m0 - «107^2 + c2/^(2 _  z^ i ) _

-/-*0 coscot 6(z - zK.2) = 0 . ( 1) 

При установившихся колебаниях можно положи ть

У =  2/0(2 ) coswi. (2)
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В результате получаем уравнение 

d ̂  з/о 2
Qio-r-y + m°u; yo(z) = cy06(z-  zK l)~  P06(z-  zK2), (3) 

общее решение которого

J/0

z

= с\ cos kz + с2 sin kz + ^  J  sin k(z - h) ■ b(h) dh, (4)

где к = -,b = cy0 6(h - zK l) - P0 6(h - zKa).
V v io

Ин тегрируя слагаемое в уравнении (4), получаем

Уо =  С] cos kz + С2 sin kz + ^  cj/0(2:K l) sin k(z - zK l) • Я (г  - )-

sinA:(z - z * 2) • H{z - z * 2). (5)

Для определения трех неизвестных c j, с2 и уо{гк\) имеем, 

три условия

1)2 =  0 , уо =  0 , ci =  0 ;

2) z = I, г/о =  0 ;

3) * = •**,, 2/0 =  с2 sin kzKl — 2/о(гК !) =  0 .

В результате получаем систему неоднородных уравнений

с2 s inкгкх - yo(zK l} =  0 ;

c2smkl + ^  sin(/ - zK l) • yo{zK l) =  ^  sinfc(7 - zk2), 

из которой находим c2 и 2/o( j )• Точное решение имеет вид

y{z, t) = c2 sin kz + - 2/o(2k J  sin A;(z - zK l) ■ H (z - zK l)~

sin k(z - zK2) ■ H (z - zK2) cos ut. (7)
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37. С учетом сил вязкого сопротивления уравнение малых 

колебаний имеет вид

д2у ду д 2у

m° W + a m - Q , 0a ?  + cy6{* ~ z,<' y
— Pq cosut6(z — Zj<2) =  0 . (1)

Решение уравнения ( 1) при установившихся колебаниях ищем

в виде

У =  J/01 (*) cos wt + y02(z) sinw*. (2)

Подставив (2) в уравнение (1), запишем два уравнения относи­

тельно г/oi и 2/02:

» , т 0и 2 аи  с
У01 + ~А-- 2/01 - ~а—  2/02 = -рг~ Уо\ <>{z - zK{)~

Vio V io V 10

Q 10
6(z - ZK2); ( 3 )

„ аи  m 0u; 4 с
2/02 +  A —  y ° l +  n ...... 2/02 =  7T ~  3/02 ~  Z k i >-V 10 V io  v io

Полагая y 01 =  y 02 =  1 2, 2/()l =  ^3, 2/02 =  x 4, получаем 

уравнение

X  + A X (4)

в котором X  = [Ль Л 2, Л з, Л 4]1 =  [у01, у02, 2/01, 2/ог]Т ;

0 0
TTlQU2

Q i o

аи

« 1 0

c s p° s ' r  2/0101 n  02
Q 10 У 10

A = 0 0
аи  

Q io

TTlQU2

Q 10
; ь = A 2/02^1

Q 10

- 1 0 0 0
0

0 -1 0 0 L 0 J

<*1 = <§0 - zK l); 62 =  6(z - zK2). 
Решение уравнения (4) имеет вид

Z

X  =  K (z )C  + J  K(z - h )  b (/i) d/г;

о
С — [cj j c2,, C3, C4] ,

(5)
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или

X  = К (* )С  + К (г - zK l) b0i // (г - * a ,)  +

+ К(г — zK2) b02 H{z — zK2), (6 )

где

boi =

Q 10
С

Q 10

2/01 (2 а , ) Г Ро 1

<3ю

г/02 ( 2 а , ) ; ь 02 = 0

0 0

0
0

Компоненты вектора X  должны удовлетворять краевым 

условиям

2 =  0 , жз = ^4 = 0 ; 

г =  /, жз = =  0 .

Из первого условия (2 =  0) находим С3 =  С4 =  0. Из второго 

условия (z =  /) получаем два уравнения, содержащие четыре

неизвестных ( с ь  с2, yo\{zK l), 2/02 (2а , )):

* 3 1  ( 0 c i  +  * з г ( 0 с 2 +  7 7 —  2/ o i ( 2 a , ) * 3 i ( J  -  2 K l ) +  чпо

+ 77— 2/02 (гА, ) *32 (  ̂- 2*-j) - *31 - 2 а  2 ) = 0;
<?ю е ,«  (7)

* 4 l ( / ) c ]  +  * 4 2 ( 0 С2 +  7 : 2/01 ( 2 * 1 ) *41 (* -  2 К , )  +
V I 0

С Р 0

+  * 4 2 ( /  _  2 К , ) т ;  2/02 ( 2 а  , )  -  7 :—  *41 (^ ~  г А 2 ) =  0.
У 10 ЧПО

Еще два уравнения запишем из условий z — zK, =  2/0 i ( 2 a , ) >  

2 : 4  =  2 / 0 2 (2 а ,) :

2/01 (2а , )  = *3 i(2 a ,)c i + *32 (2а ,)с2; 

2/02 (гА, ) =  *4 l(2A ,)c i + *42 (2а ,)с2.
(8 )

Из системы уравнений (7), (8) находим ci, с2, 2/01 (2Ki) и 

2/02(2а 2), а также 3/01(2), 3/02(2):
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yoi(z) =  hl{z)c\  +  k32(z)c2 +  k31(z - zKl ) —— 2/01(2*-] )x
У 10

С
xH(z  - zKj ) + k32(z - zK]) —— y()2(zK l) H(z - zK l)-

У 10

h\(z - zK2) H(z - 2* 2);
li)

2/02(2) =  * 4 1 (2 )  Cl + ki 2(z)c2 + /С4 1(2 -  г * , )  77— 2/01(2*1 )x
V  10

с
Х Я ( 2  -  ZK l ) + k42(z - 2 k ,  ) —  2/0 2 ( 2 * , )  I I  ( 2  -  2 / f j ) -

VIO

10
A4 1 (2 - 2ft-2 ) H(z - 2k 2).

Точное решение уравнения (1) имеет вид

2/(2 , 0  =  2/01(2) coswi + 2/02(2) sincj/.

38. Уравнение колебаний струны, лежащей на линейном 

упругом основании, с учетом движущейся точечной массы М и 

силы тяжести Мд имеет вид

m 0 ^ J r  =  < Э ю | ^ - Ь / +  K z ~zM )-M g 6(z-zM), ( 1 )

где zM =  vt.

Приближенное решение уравнения (1) (ограничившись дву­

членным приближением) ищем в виде

У =  sin Ц--
j=\

Подставим (2) в уравнение (1), получаем

(2)

£
>=1

?2 Л  /  7Г?'\2 . 7Г7 2 - , „ . 7Г7 2 
m 0/j sm —  + Qio ( —  ) sm —  f j  + kfj sm

/ I I

= - M  fj  si n  — M дё. ( 3) 

7=1
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Воспользовавшись методом Галеркина, запишем уравнения от­

носительно неизвестных функций

f l + Q 10
7Г \2 1 к

у  ) — /1  Н--------- h
I )  то  то

2 •• . 7rvt 2nvt
М --- /о  sm —— sin ——

lm 0 г I I

М 2 -  -Kvt
---т / l  sm —---
mo I I

2 Kvt
---Mg sm — ;
Im  о (

/2  + ^10
2тг у  J _  

I J m0

M  2

2 ■■ . 27ru<2 
M  t— /2  sm - y -

/2 + — - /2 = ----7/1  sin
mo mo /

2 . 27ri>2
Mg sm

nvt 2-Kvt
sm

I mo IImo

откуда находим

“ n ( 0 / i  + “ 12(0 /2  + ci 1 /1 = 

“ 2l ( 0 / l  + “22(0 /2  + C22/ 2 =

В векторной форме уравнения (5) имеют вид

?+  A _1C f =  A - 1f ,

2Мд . ■kvI

w “ s m  ~ г ;

2M g . 27rvi 

”mo/~Sm I

(4)

(5)

где А =
ап «12 СП 0

! С —
0“ 21 “ 22 С22

(6)

Неоднородное уравнение решаем численно при нулевых на­

чальных условиях: t =  0 , f (0) =  0 , f (0 ) =  0 на интервале вре­

мени 0 < < < l/v. Определив f j(t) , находим прогибы струны в 

точке z(0 < z < I) в любой момент времени (0 < t < tK), а также 

прогиб под движущейся точечной массой

~ г <• 2irvt
У (2м) = / i ( 0 sin ~~J~ + /2 (0  sm —т— . (7)

В момент tк масса М  сходит со струны, и струна начинает со­

вершать свободные колебания при следующих начальных усло­

виях:
i z  2п z

y{tк, z) =  /i(<K)sin —  -f / 2(/K)sin — ;

7TZ • 27TZ

у(гк, г) = / i ( « K)sin —  + /2(<к) sin — .

(8)
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Воспользовавшись методом Фурье, полагая у =  T(t)Y (z), полу­

чаем два уравнения

Л2 
Т + — Т = 0 ; ( 10)

т п 0

У + f32Y  + 0 = ( П )

Определяем Т и У :

А А
Т — с\ cos * + с2 sin — =  <;

v/mo ч/mo ( 12)

Y =  сз cos /?г -f С4 sin /Зг.

Функция У должна удовлетворять краевым условиям z = 0, 

У =  0 и г =  I, У  =  0, которые выполняются при сз =  0 и 

/31 = 7гп. Это позволяет определить А:

Уравнение свободных колебаний струны

(9)

Лп = (тгтг)2(^|о + А: (п=1,2 , . . . )-

В результате получаем частное решение

y (n) =  ( с ^  cospnt + sin p„<) s in7rn2 , (13)

где pn =  л/(тгn)2^ -  +
V w 0

Общее решение имеет вид

2«Ю  , «

m 0 m 0

СЮ ОО

У =  у (")  = ( cj”  ̂cospnt + sinpnf j sinTrnz. (14)

n = l n = l

При t =  0 (за начало отсчета времени принимаем момент 

схода массы М  со струны) прогибы и скорости струны известны

^см. уравнения (8 )):

У(0, г) =  КО,, г); У(0, г) =  Y ( t„  г).



Поэтому из уравнения (14) находим

ОО

У' (0, z) = 4"^ sin 7 rn z ;

(15)оо

У (0, z) = рпС2 sin 7xnz.

71=  1

Отличны от нуля только произвольные постоянные при п =  1 

и п = 2, которые, с учетом уравнений (8) и (14), равны

4 ^  =  Л(<к), c(j2) =  / 2(<к), 

4 1) = Л (< « ) , 4 ^  =  /(*«)•

В результате получаем решение уравнения (9) свободных коле­

баний струны после схода массы М

2

?/ =  J ^ ( 4 ^  cosPjt + 4 Я  s in p ^ j sin7rjz. 

j  = l

39. Алгоритм решения уравнений свободных колебаний 

ленты при известных начальных условиях был изложен в за­

даче 11. В данном случае при t = 0 прогибы равны нулю, т.е. 

a\(z) = 0 , а вертикальные скорости осевых точек ленты удо­

влетворяют условию

« 2(г) =  —  6(z - zK). (1)
т  о

Из системы уравнений (14), (15) (см. решение задачи 11) имеем 

у[ \ZK ) — С]nPnJnn "Ь C2nPnJnn !

7  » 1 2 (2)
~  2/о ~  ~с\пРп̂ пп "1 с 2nPnJnn-

m 0

Взяв действительную часть решения (10) из задачи 11, по­

лучаем

оо

Уп = 2/1(2 , t) = [с1п (у<"> cospn< + 2/2П) sinp„<J +

/  (п)  (га) . Л
+C2n ( 2/j cos pnt - У2 sm pntJ

П =  1
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2. Крутильные колебания стержней

40. На рис. 111 показан элемент вала длиной dz с действу­

ющими на него моментами М\ и М| + dM j.

Рис. I l l

Дифференциальное уравнение вращения элемента вала 

имеет вид

d2<p 2 ^  V  , 2 ^  \
- a1 -zrZ- (а = G/p). (1)

dt2 дz2

Для определения частот крутильных колебаний вала ищем 

решение уравнения (1) в виде

ip =  ipi(z) sinpi,

где p неизвестная частота колебаний.

Из (1) получаем

pz . pz
ip\ = ci cos---(- C2 sm — .

a a

Функция <p\ должна удовлетворять определенным краевым 

условиям в зависимости от характера закрепления торцев.

В случае, показанном на рис. 32, а (свободные торцы), 

внутренний момент в торцевых сечениях равен нулю:

М,
z—О

dip

!Tz
G JP = sin pt ■ G J =  0 .

dip
Это позволяет получить условия

d<p i 

р dz

- 0. Следовательно,
2=0; I

сгР- = 0, 
а

Р . Р , Р P i n  
с 1 — sm — I — С2 — cos — I = 0 . 

а а а а

(2 )

(3)
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Из соотношения (2) следует с2 = 0, а из уравнения (3) (так
Р

как с\ должно быть отличным от нуля) sin —I — 0 , что возмож-
а

но, если pl/a = ттп (п =  1, 2 , . . . ) .

Частоты крутильных колебаний свободного вала (см. 

рис. 32 ,а)

7Г71 G
?п = ~т\~  71 =  2>--0 -

i V р

Если одно из сечений вала закреплено (см. рис. 32, б), кра­

евые условия имеют вид

г = 0 , ipi =  0 ;

Z ~ ’ dz ~ °-

После аналогичных выкладок получаем частоты крутиль­

ных колебаний вала

2п — 1 [G 

= ( п = 1 ,2 ' - )- 

Краевые условия для случая закрепления двух торцев (см. 

рис. 32, б), имеют вид

г = 0, </>} =  0 ;

z = I, < ^ i= 0 ,

а частоты колебаний

жп G
р” = Т  \/ г («  =  1. 2,...)-

41. Скорость распространения волны сдвига

а =  у/ G  / р .

После подстановки числовых значений получаем а =  3,2 м/с.

42. Заменим пружину эквивалентным стержнем круглого 

поперечного сечения, приравняв их жесткости на кручение:

G JP _  ЕтгЛ4/64

I n D i '



где J p - геометрический момент инерции сечения эквивалент­

ного стержня.

Момент инерции эквивалентного стержня ранен моменту 

инерции массы пружины:

ltd? IО2
p J J  =  р ---7г£Ь — .
и р н 4 4

(Пружина имеет малый угол подъема, поэтому ее можно схема 

тично представить как состоящую из г колец. Момент инерции 

кольца J  =  m D 2 / 4, где т  =  p(ird2/4 )nD  масса кольца; ,/г 

момент инерции всей пружины.)

Скорость распространения волны кручения

Id [Ё

27гiD 2 у р

После подстановки числовых значений находим а «  4, I м/с.

Частоты крутильных колебаний пружины (пружина >кви 

валентна стержню с жестким закреплением одного и * горцев)

2п - 1 dl I Е , 0 \

Рп ~ 21 2-KiD2 (п —

43. Запишем дифференциальное уравнение крутильных 

колебаний вала (см. задачу 40):

£* = .■£? с.
Решение уравнения (1) ищем в виде ip = ip\(z) sin pt, что 

позволяет после подстановки его в (1) получить уравнение для 

функции ip\:

d2v?i p2ip i

dz2 a2 

Решение уравнения (2) имеет вид

Р . ■ Р
<р\ — с\ cos — z + С2 sm — z.

а а

= 0 . (2 )
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К торцам вала приложены моменты инерции дисков, ко­

торые позволяют получить два краевых условия:

(3)

(4)

где J р полярный момент инерции сечения вала.

Выполнение краевых условий (3) и (4) позволяет получить 

систему однородных уравнений относительно с\ и с2:

Приравняв определитель этой системы нулю, получим 

уравнение для определения частот свободных колебаний:

где Р = pl/a\ т  = п = J^/Jo', J о = plJp-

Из уравнения (5) как частный случай следует формула 

для частоты колебаний дисков, полученная в решении зада­

чи 233 [4]. Для этого представим (5) в виде

G JP - С2 + J\p2c\ = 0; 
а

G Jp-  sin — I + J 2P2 cos — Л С] = 0.

tg /3 т  -f п

/3 тп/З2 - 1

и перейдем к пределу при р —> 0.

Выразим т , гг, /3 через параметры системы:

(J 1 + h )
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В пределе (при р —> 0) имеем

3. Продольные колебания стержней

44. На рис. 112 изображен элемент стержня, взятый па 

произвольном расстоянии z. На элемент стержня действуют

d2 и
сила инерции dJ  =  -dz ■ Fp-—rr, а также силы /V и N ( <1 /V.

d

(j
Воспользовавшись принципом Даламбера (полагая

< l / z

д2
—тг), имеем 
dt2

d2 и
dz ■ т 0 -j-p =  dN (то  =  Fp) .  

ди
Подставляя N =  E F  —  в уравнение (1), получаем 

oz

д2и о д2и 
=  а

dt2 dz2

Решение уравнения (2) ищем в виде

и = и\(z) sin pt,

где р - частота колебаний стержня.

(а = EF/mo)-

(О

(2)

(3)
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d2ui р2и I , ч

~ ж  + ^ г  = 0- (4)

Решение уравнения (4) имеет вид

pz pz
и\ =  ci cos---Ь C2 sm — .

a a

Рассмотрим случай свободного стержня (см. рис. 32, а). 

Решение уравнения должно удовлетворять краевым условиям 

(сила 1V на концах стержня при 2 = 0 равна нулю):

М 17 1- dU Г Г  • , d7Xt пN =  Ег  —  = E r  sin pt —— = 0, 
oz dz

После подстановки (3) в уравнение (2) находим

duj

Т 0 ‘ " d 7

ния имеем
dz

= 0. Аналогично для второго торцевого сече- 

du\
 ̂ — 0. Произвольные постоянные cj и с2

не могут одновременно быть равными нулю (тогда и = 0 и 

движения не происходит), поэтому для выполнения граничных
pi pi

условий необходимо, чтобы с2 =  0 и sin — =  0 , т.е. — =  тгп
а а

(п =  1, 2 , . . . ) .

Частота колебаний стержня для случая, показанного на 

рис. 32, а, равна

7г п Е F
Рп = ~Г \ --- = 2 ’ --0 -/ у 7710

Краевые условия для случая, представленного на рис. 32, б, 

имеют вид
2 =  0, и\ — 0; 

du 1
2 =  /, —— =  0 , 

dz

а частоты колебаний определяются выражением

271 — 1 E F
Рп =  „■ \ ---  ( 7 1 = 1 , 2 , . . . ) .

2/ I/ т о
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Для случая, изображенного на рис. 32, в, соответственно

г = 0 , и 1 =  0 ; 

z =  I, U] = 0

7Г П

Рп —
IE F  

т 0
(п =  1, 2 , . . . ) .

45. Скорость распространения возмущения

а =  y/EF/mo = \/ Е/р .

После подстановки числовых значений получаем а =  5- 103 м/с.

46. В рассматриваемом случае к силам, которые действу­

ют на элемент стержня, при свободных колебаниях (см. реше­

ние задачи 4 4 ) добавится сила, равная dz ■ q(z, t), и дифферен­

циальное уравнение колебаний стержня примет вид

д2и д2и___  _  fl2 и ц _9_

dt2 dz2 то

47. В рассматриваемом случае (см. решение задачи 44)

N = EF(z) —  mo = pF{z)J. 

Уравнение продольных колебаний принимает вид

pF{z)
д2и _  8N _  д 

dt2 dz dz
EF(z)

du

dz

48. Граничные условия имеют вид

d г
z =  0, —  E F  = cu; 

dz

z = l , ^ E F  =  0 . 
oz
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Знак упругой силы можно взять из рис. 37, б, на котором 

показан элемент стержня вблизи упругого закрепления с по­

ложительным направлением внутреннего усилия 7V, принятого 

при выводе уравнения, и положительным смещением торца.

После преобразований получаем уравнение для определения 

частоты колебаний стержня

tg к (к =  pl/a)
kE F /l

или для рассматриваемого случая при с =  EF/1

tg к =  1/к. (1)

Корни уравнения (1) следующие: к\ яа 37г/ 8 ; /с2 ~ 97г/ 8 ; 

*з и  ЗЗтг/16 (рис. 113). Отсюда частоты колебаний равны

Р1 Р 3 =
33 7Г

16 7

Р и с .  113

49. Уравнение частот в общем случае (при произвольной 

жесткости с) имеет вид

tg к

Так как с =  EF/1, то

EFk

1с

tg  к  =  - к . (1 )
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Корни уравнения (1) при его графическом решении (см

рис. 113) следующие: к\ ss 27г/3; к2 ~ 37г/2, а частоты

2 7г E F  п 3 7г E F

Рх ~ 3 Р2 2 / V mo ■

50. В рассматриваемом случае имеем следующие краевые 

условия:
ди

2 = 0 , — EF-c\u\ 

ди
z =  l , — E F = - c 2u. 

dz

Уравнение частот имеет вид

kE F (c2 + c i)// f _  pi

Отсюда корни уравнения: * i % 1,25; k2 ~ 3,5, а частоты 

колебаний

1,25 E F  3,5 E F

W “ ' T V ^ "

51. В начальный момент времени w =  0; du/dt — —и, по­

этому после преобразований находим

8г>/ ^  1 . 7ГП2 . я nat .
u = - - T- >  -у s in — - s m —  (гг =  1 , 3 , 5 , . . . ; .

7rza /( 2i
71=  1

Перемещение правого торца (z =  /):

8и/ ^  ( —1)П21 _ unat (  / E F  \

7 1 = 1  1

Перемещение правого горца достигает максимального зна­

чения в момент времени t\ =  //а  (при этом значении времени

7Г7Ш/1 . . ,  п-1 N



1 + - + —  + .
9 25

8vl / 1 1  \ v8 vl /
u max = --- 9 (

7 Г \

Осевое усилие

Ь £ , Г - £ , , т Ё  ~ г (oz тгга п2 \
М= 1

Максимальное значение усилия

Перемещение

а

1 ( 7Гп\ tttiz irnat
—  cos — — sm — — .

, - ч 21 J  21 21
n = l

_  4vEF  у ,  1 + 1  vEF  r— ---
=  - —  =  - V y / E f m „

71 =  1

52. В начальный момент времени

О ири 0 < г < / / 2 ;
и =  0 ; и

v при 1/2 < z < /.

Выражение для перемещения произвольного сечения стержня 

принимает вид

оо

Е
. tttiz  irnat 
C” Sm ~2Г Sin ~ 2 Г  =  1, 3, 5 ,.. .) .

72 =  1

'Гак как при t =  0 й = гго, то коэффициенты ряда равны 

8 vl 7Г п
('■п = -- 9— у cos - (та =  1 ,3 ,5 , . . . ) .

тт ап 4

Осевое усилие при колебаниях стержня 

ди
N = Е Е —  = 

oz
4EFv  чг—г 1 7г71 7rnz irnat

= ------ > - cos —  cos ——- sin ——— (тг = 1 , 3 , 5 , . . . ) .
a-к ^  n 4 21 21 v /

71

Полагая z =  I /2, получаем осевое усилие в месте стыка 

стержней:

4 EFv  v-'' 1 9 7г7i 7гпа<
/V = ------ > -cos —  sm — — (тг = 1 , 3 , 5 , . . . ) .

атт гг 4 2 / v 'Tl
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53. Для каждого участка стержня справедливо уравнение 

д2и 9 д2и . ,

w  =  (1)

Если искать решение уравнения (1) в форме и =  u\{z) sin pt, 

то получим
Vz . • PZ /04

и\ =  c\ cos---h C2 sm — . {2.)
a a

Амплитудное значение продольной силы

<iui
N = E F  —  

d z

Введем следующие обозначения: иц , N\ смещение и про­

дольная сила на первом участке; и\2, N2 то Ж(? 113 втором 

участке.

На первом участке 7V] = 0 и поэтому с2 — 0, т.е. при z — О

Vz ,, 
и\ 1 =  с j cos — ; - с j . 

а

В конце первого участка

Pi 1 Л, Р п  г ■ Pi 1
«1 1 =  ci cos — ; TV 1 = --Eb  ci sm — .

a a a

Для амплитудного значения смещения свободного горца 

можно принять любое значение, например и ц (0 ) =  1 , откуда 

с\ =  1. На втором учас тке

u \2{h) — ^ ц ( / 1) = cos

Р р / 1
7V i(/ l)  =  N2(l\) =  -EF\ - sm — .

Определив ci и c2 в решении (2) для второго участка., где г 

изменяется от 0 до /2, получаем для u i2(-*) и N2{z) следующие 

выражения:



Из условия U]2(h) =  0 следует трансцендентное уравнение 
частот

| , 6 т с15т  ( * = « ) •  <3>

Решая уравнение (3), например графически, можно полу­

чить следующие значения первых четырех корней: к\ =  1,89; 

к2 = 4,53; /сз =  7,85; к4 =  11,2. Таким образом, первые четыре 

частоты колебаний стержня равны

Р1 =  — ; Р2

54. Уравнение имеет вид

(*  =  * ) •

55. Решение уравнения продольных колебаний стержня 

ищем по методу Галеркина, приняв

и = f ( t )u i( z )  = f ( t ) u 0( l - Z2/ l2). (1)

Функция 111(2 ) удовлетворяет краевым условиям задачи:

dizi

2 ’ 1 7  = 0;

z =  I, 1x1 — 0.

Подставив решение (1) в уравнение колебаний стержня, по­

лучим (по методу Галеркина)

С I

т аf  1  ix2iii d z - /  j
d

dz
1x1 dz =  0 . (2 )

После вычислений имеем



нии)

Первая частота колебаний стержня (в первом приближе-

Р1 =
1,826 I Е /  п

/ тп о

56. Для определения первых двух частот колебаний стерж­

ня решение дифференциального уравнения продольных колеба­

ний стержня ищем в виде

и =  ttio ('1 - (-г/02) + и 20 ( l  - (2/0 '1) 

После вычислений имеем

sin pt.

Pi =
1,794 / EFq

I m 0
P2 =

5,033 E F0

I

57. Решение дифференциального уравнения продольных 

колебаний стержня ищем методом Фурье. Полагая и = 

= Z(z)T(t), получаем два уравнения

w  + 1?T = 0; ( , )

0  + £  = ° <2>
где р - частота колебаний.

Решение уравнений (1) и (2) имеет вид

/ pz . pz\ . .
и =  ci cos---1- C2 sin —  (сз cos pt + C4 sm pt)

\ a a J

и должно удовлетворять следующим краевым условиям:

ди
•z =  0 , —  =  0 ; 

ди
z = l, V z = 0 .

Отсюда находим c<i — 0, р //а  =  0, а частоты колебаний 
7г па 

Рп = — .
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Так как возможны различные формы колебаний стержня с 

частотами, равными рп, общее решение уравнения продольных 

колебаний стержня равно сумме частных решений:

ОС /  ч

Е
7Гnz [ 7гnut Tinat \

cos —у— ^c3n cos —у— + c4n sm —у—J ( 3 )

И начальный момент времени

u(0, г) =  и0 ( ^ - у ); (4)

л  = °- <5)

ди 

dt

Из условия (5) получаем с\п — 0, а из выражения (3) нахо­

дим

E ivnz nnat
cos ——  • Сз„ cos—-— . (6 )

1
71=1

При t =  О

Л 2) = uo ( \ - j )  = Y^ СЗп
4 '  71=1

оо
irnz , ч

cos— . (7)

Выражение (7) представляет собой разложение функции 

/(г ) в ряд Фурье.

Как следует из теории рядов Фурье, коэффициенты

I
2 /  irnz

СЗтг =  у /  / ( z ) c o s - y - d z ,

о

или
I

2 u q  [  ( 1  г\ 7тпг

сз” =  Т ~  /  1 2 '  7 j cos ~
О

После вычислений имеем

с3п (
О при четных п;

4 ito/(7r2n2) при нечетных п.
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Выражение (6) принимает вид

4 uq 1 i r n z  n n a t  , „ _ \
и =  —тг > —?г cos ——  cos — -—  (71 =  1, 3, 5 ,.. .) .

7Г ' Tlz / /

58. Из краевых условий задачи следует: ci =  0, cos pi/о  = 

= 0 , а значит, частоты

тгпа (  E F  \
= \a = \ jm ’ » =  I. J .

Так как в начальный момент времени ?t = 0, то (см. ре­

шение задачи 57) перемещение произвольного сечения стержня 

имеет вид

Е . тг 71Z т: 71(11

Сп sm ~2Т COS ~2V  ''
п

В начальный момент времени перемещение задано в виде

z
и = и{)

Коэффициенты

/
2 и0 Г . 7Г Tiz 8u 0 i- i

с„ =  —  J  г —  ^ = - ^ ( - 1 )- ,- .

о

Выражение для перемещения произвольного сечения стер 

жня принимает вид

8u0 ^ ( - l ) rL2J- . ТГ nz -KTiat 
и = —У  > --- 5--  s in — - c o s — — (тг =  1 ,3 ,5 , . . . ) .

тт ^  71 21 21
П

Перемещение правого горца стержня

„  ОО , ,  ч ,

/ I  \ $ ^ 0  ( ~ 1 )  7Г7Ш6 1 о  г \

о  = -̂ 2 Е  ' n 2.....  cos ~2 /~ ( » =  1 .3 ,5 , . . . ) .
п
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59. Запишем дифференциальное уравнение колебаний 

стержня при наличии сосредоточенной силы Р:

гп
d2u

Т 2

д_
dz

EF(z)
ди

Т
+ PS(z), ( 1)

где <5(z) дельта-функция.

Решение уравнения ( 1 ) при установившихся вынужденных 

колебаниях стержня ищем в виде и =  iti(z) sincj/. После его 

подс тановки в уравнение ( 1 ) получаем

d

dz
т и \ и  =  -Po<5(z).

В качестве функции и\ можно взять функцию и\ =
7Г Z

= flj cos — , где а\ - амплитуда установившихся колебаний, со­

ответствующая первой форме собственных колебаний однород­

ного стержня (в качестве функции и\ можно также взять функ­

цию, используемую в решении задачи 35).

Согласно методу Галеркина,

I

J  m0w2a1 ( l  + у )
■kz

cos Т С

EFoaiir d 

21 dz
( l  + f ) sin

7Г Z

Ti
7Г Z

— Pq6(z )  cos —  dz =  0.

После вычислений получаем

16 Р01тт2
ai =

4 т о ^ 2/2(37г2 — 4) — Е Е от г2 (Зтг2 -f 8)

60. Дифференциальное уравнение продольных колебаний 

стержня имеет вид (см. решение задачи 59):

д 2и 

dt2

2 д 2и | P qS(z -  I )

Т 2 ' т ()
(1 )

Решение уравнения (1) ищем в виде

ОО

и =  u n ( t )  COS
7Г HZ

п =  1
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В начальный момент времени и(0, г) = й((), z ) =  0, поэтому 

окончательно (см. решение задачи 51)

2PqI ^  coslirnz/l) ( ттпг1\ ,

” = ^ 2  £  -2 — ) < - ' )  •
71 = 1

Стержень имеет движение и как жесткое тело. Запишем 

уравнение движения стержня как жесткого тела:

т 01и0 = Р0,

откуда

Pot2
и0

2то1

Полное перемещение сечений стержня

Pot2 2PqI COs(7Tnz/l) ( 7Г7Kit'
и =  ---- г + E

 cost 7Г712/П (  Ж 11(11 \
~ — 2---Q i _ coe_ _ j (

2mol E F tt2
71=1

Осевое усилие в стержне

N = E F ^  = ^ y  М * ™ / П  ( 1 _ cos^ ) {
dz  7Г ' п \  I /

га =  1

В сечении z = 1/2 в момент времени <j = //а  усилие равно 

4Ро / 1 1 1  \

61. Дифференциальное уравнение продольных колебаний 

стержня можно представить (с учетом силы Р) в виде

я 2?, З2 и
mo ^  = E F y  + P6(z - i ) t ( 1)

где 6(z - I) - дельта-функция.

Решение уравнения (1) ищем в виде

и = ^ 2  un{t) sin —— (п =  1 ,3 ,5 , . . . ) .  (2 )

71
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Подставим решение (2) в уравнение ( 1 ), умножим это урав- 
. 7rnz

нение на sin —j— и проинтегрируем от 0 до I. В результате 

получим

2 /  7Гп\2 2 Р  п- 1
“ ”  +  йЧ я ] ” "  =  ^ ( - 1 ) Т  ( » =  1 , 3 , 5 , . . . ) .  (3 )

Так как в начальный момент времени uq = и(0) =  0, то 

решение уравнения (3) имеет вид

8Р12 / 7г nats
ип =

IrriQ

Окончательно находим

ь г I (  7Tnat \ г

Л 2̂ 2 С1 _  COS ~2Г J (_1)

, . 8 Р1 ( — 1 ) 2 . кггг / 7гnat\

Максимальное значение и достигает в момент времени 

<1 =  21/а  для точки приложения силы P(z =  /):

16 PI

Umax E F -к2 ^  n
] Г Л  (n =  1, 3, 5 , .. .) .  (4)

Сумма ряда, входящего в выражение (4) ^ ( 1 /п2) = 7Г2 / 8 ,

П
поэтому umax =  2 P I/(Е Е ), т.е. при внезапном приложении на­

грузки перемещение торца стержня вдвое больше, чем при ста­

тическом нагружении.

62. Дифференциальное уравнение продольных колебаний 

стержня при действии сосредоточенной силы имеет вид

д2и 2 д2и P06(z - г0) 

dt2 dz2 m () ’

где 2о =  vt.

Решение уравнения (1) ищем в виде

п
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Для функций un(t) получаем

'  \  22 I 7Гп \  2Д) • Knvt
■< + а „ „  =  _ s m — . (2)

Так как в начальный момент времени й(0) =  и(0) =  0, или 

г(0 ) =  йге(0 ) =  0 , то из уравнения (2 ) находим

8HqI (  . -Krivt . Tcnat\

Un =  ш 0(а 2 - 1,2 )тг2п 2 [sm ~ 8Ш J  '

Решение уравнения (1) принимает вид

nnz
и р  / sin — -

V "  21
и(<, г) -  2, 2 _  „2\ 2 ^ х

mQ7r2(a2 — г>2) п

г nvt

~2Г ~ ЙШ ~2Г У

Tnivt . irnat\ .
х I sin —----sm (n = 1, 3, 5 ,..

63. В этом случае граничные условия следующие:

г =  0, и =  0;

, , , тп?диz =  /, М  -уу =  —L F  ——.
<9/ 2 dz

Решение уравнения продольных колебаний стержня имеет

вид
рг pz \ .

С1 COS---f- С2 Sm —- sin pt.
a a J

Для выполнения первого краевого условия необходимо при­

нять С| =  0. Выполнение второго краевого условия дает урав­

нение
p l M p . p l

mo cos — =  --- sm — , ( 1)
а а а

или
pi mola

t Ba = W  ( )

Уравнение (2) можно решить графически (для получения 

ряда первых частот). На рис. 113 показаны графики функций 

при М = г/гц/:



Корни (точки пересечения графиков у\ и у?) таковы: 

Р\1/а — 37г / 8 ; р21/а = 9 7г/8 ; р31/а =  ЗЗтг/16,

откуда частоты

_ 3 7г E F  9 7г E F  33 тг E F

Pl “  8 / V m 0 ’ Р2 ~ 8 \ ^гщ' Р З ~ Т б 7 у 7 г ^ '

64. Краевые условия имеют вид

ди
« =  0 , ^  = 0 ;

* =  /, M w  =  - E F T i .

Для определения частот получаем уравнение

pl Мр1
tg -  =  -у--  

a mola

На рис. 113 показаны точки пересечения графиков

У1 = tg — и i/i =  — — . Следовательно, частоты 
а а

5 тг E F  3 тг / E F  5 тг E F
Р1 - о т \/ ; Р2 =  ~ т \ — ; рз =  о 7 1 / — • 

8 I у т о  2 I у т о  2 I у т о

65. Краевые условия задачи:

2 =  0 , и = z0(t);

<92 и ди

’ 3*2 =  0 ?

Решение уравнения установившихся продольных колеба­

ний стержня ищем в виде



Произвольные постоянные

М  ш/ u l . u l
cos---f- sin

, . тп/ а а а
С1 =  Л; с2 = ^ — ZA--- М  u l '— йГ

cos------- - —  sm
а ГП()1 а а

Смещение произвольного сечения имеет вид

u (l — z) М  u l и(1 — г)
cos------------ г —  s in ----

. . .  а т 01 а а .
и(г’ ~ А и [ М  u l . u l М '

cos------- г —  sin —
a vго« а а

Амплитуда продольных колебаний массы М

А

ио(1’ 0  = м  u l . и Г  ^
cos------- - —  sin —

a rriQl а а

Из формулы (1) следует, что при обращении знаменателя 

в нуль амплитуда колебаний массы М  станови тся бесконечно 

большой. Значения и, при которых это имеет место, находим 

из уравнения
u l Imna

1̂ = м ы -  (2)

Из сравнения уравнения (2) задачи 65 с уравнением (2) 

задачи 63 следует, что значения и, при которых знаменатель 

выражения (1) в задаче 65 обращается в нуль, совпадают с ча 

слотами собственных колебаний системы.

6 6 . В рассматриваемом случае масса единицы длины 

стержня переменна, поэтому при выводе уравнений движения 

воспользуемся теоремой об изменении количества движения эле­

мента массы стержня (dm = pEdz), откуда

д (  ди\ Р Г д2и

p F t { F m ) = E f  W  (1)

где F  текущая площадь сечения заряда.
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В произвольный момент времени масса заряда М  = M q —

— M t, где М о - начальная масса заряда; М  - секундный посто­

янный расход (масса заряда, выгорающая в единицу времени).

В момент t\ окончания работы двигателя масса М  равна 

нулю, поэтому М — Mo/<i- Так как масса заряда М = plF, 

а в начальный момент времени М\ =  plF,о, то закон изменения 

площади сечения заряда во времени имеет вид

F  — Fo(l -

Уравнение ( 1 ) можно преобразовать к виду

д2и 1 ди Е  д2и

dt2 <i(1 - t/t\) dt р dz2 '

67. Жесткость пружины (с малым углом подъема) на ра­

стяжение равна с =  Gd4/ (8 /Яг). Жесткость эквивалентного 

стержня той же длины EF\/l =  Gd4/ ( 8 />)3 г), где Е\, F\ - мо­

дуль и площадь поперечного сечения эквивалентного стержня.

М асса эквивалентного стержня равна массе пружины:

pF\l — TrDip%d2/4.

Скорость распространения продольной волны в стержне

а =
' E\F\ Id

pF\ n iD 2 у 2p 

Частоты колебаний пружины (см. решение задачи 42) 

тг -  1 Id l~G
Рп ~ ~ 2Г  W 2 V 2^  (п — 1 , 2 , . . . ) .

6 8 . Заменим пружину сплошным эквивалентным стерж­

нем (той же длины /), жесткость которого на растяжение долж­

на быть равна жесткости пружины:

c = E 1F l /l, (1)
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где Е\, F\ - соответственно модуль первого рода и площадь 

поперечного сечения эквивалентного стержня.

М асса единицы длины эквивалентного стержня должна 

быть равна массе единицы длины пружины:

рЕ\ =
тг гipDd2

14
( 2 )

Из соотношения (2) определяем площадь Е\ эквивалентно­

го стержня, а из уравнения (1) - модуль Е\. На рис. 114 показан 

элемент эквивалентного стержня с действующими па него сила­

ми (и - продольное смещение элемента стержня при колебани­

ях). В состоянии равновесия на стержень действуют распреде­

ленные силы ^силы инерции q = (pF\)S}2z j . При колебаниях 

из-за смещения элемента на него действует дополнительная си 

ла Aq = рЕ\£12и.

*1=  (pFi)Q2“

"  I
j /V+d/V

1
u\

=  p F ^ i 

I u+du 

“ f*---

z dz
z

Р и с . 114

Дифференциальное уравнение продольных колебаний име 

ет вид

„ д2и dN  J

d2 ' ,F l s ? =  a 7 d2 + A ,< iz '

После преобразований находим

д2и Ei д2и , 2

dt2 р dz2
( 3 )

Решение уравнения (3) ищем в виде и = u j(z )s in pt. 

Для функции и\ получаем уравнение

d2ui (Q 2 + p2)ui 

dz2 a2
0 (a2 = Ei/p). (4)
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Решение уравнения (4) имеет вид

, • \ I \ /р 2 + П2и] = с\ cos Xz + С2 sin Xz Л =  ■ '
а 2

Функция и\ должна удовлетворять следующим краевым 

условиям:

z = 0, и\ — 0 ;

'  = '■ &  =  "■ 

что выполняется при с\ — 0 и sin XI =  0, или XI = жп (га = 

= 1,2, . ..) . Отсюда получаем частоты колебаний пружины в 

поле центробежных сил:

7гга Е\ (  f t 2 / 2

Рп = Т  У У  У ( /  _  (га =  1 , 2 , . . . ) .

69. Первая частота колебаний (см. решение задачи 6 8 ) 

равна нулю при П 2/ 2 / (7 г 2а 2 ) =  1, откуда получаем критическую 

угловую скорость диска

70. Пружину можно заменить эквивалентным стержнем, 

приняв (см. решение задачи 6 8 )

Gd4 Е { F1 n I тггУ2 
' = 8Й  =  - Г ; p F ^ - ^ l h p — ,

где i?i, F] - соответственно модуль упругости первого рода и 

площадь поперечного сечения эквивалентного стержня.

Масса единицы длины эквивалентного стержня mo = р1'\ . 

При вращении диска на пружину действуют распределен­

ные силы (на единицу длины) q = mo0 2z, что вызывает измене­

ние начального уровня N о- Найдем усилие ./V в  эквивалентном
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стержне при вращении. Дополнительные реакции R\ и R2, воз­

никающие в точках крепления стержня (вызванные силами ц), 

удовлетворяют уравнению равновесия

П , П [ 1 т 0п212 
К\ + R2 = / Я&г = -- --- .

Еще одно уравнение получим, рассмотрев деформации 

стержня. Полное изменение длины стержня равно нулю, поэто­

му, воспользовавшись принципом независимости действия сил, 

получим (отбросив заделку и заменив ее реакцией 1{2)

д2/ [ Hq{z)Az

f\ J EiFi '
о

Продольное усилие Nq(z ) ,вызванное только силами q,

Г > mntt2z2
Nq(z )=  т пП*£<1£ =

2

Поэтому

R 2 — т 0П2/2/6.

Полное усилие в брусе при вращении изменяется по закону

/V = Wo + « 2  - m0n 2z2/ 2.

Дифференциальное уравнение продольных колебаний экви­

валентного бруса аналогично приведенному в задаче 6 8  уравне

НИК)
92и Е\ д2и 2 
„ 9 + fi и- 
dt2 р dz2

71. При вращении натяжение в нити изменяется и с тано­

вится (см. решение задачи 8 ) переменным по длине. Для опре­

деления натяжения при П ф 0 рассмотрим нить, натруженную 

распределенными силами (рис. 115, а).

121



Р и с . 115

Найдем натяжение в нити, вызванное только силами q. 

Сумма реакций в точках закрепления нити

I

R\ + Rr2 = J  mof22zdz = — I2.

0

Так как изменение длины нити равно нулю, то получаем 

соотношение

R Al [ 7Vi(z)dz (  m0fl2z2 \

0

После вычисления находим

R a = mol2Q2/6.

Сила натяжения в произвольном сечении нити (с учетом 

начального Q ю)

N  =  Qio + Ra - N\ - <3ю + 0,5mo/2n ^ -  - -T) ■ (1)

На рис. 115, б показан элемент нити с действующими на не­

го силами. При колебаниях элемент нити смещается как вдоль
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д и д у
оси z, так и вдоль оси у. Па рис. 115,5 -dm  — г- и -dm  — г

dtz dtz
ду

силы инерции; 2dm П —  и 2dm П —  - силы Кориолиса;

dm и drnQ2y - дополнительные центробежные силы, по­

являющиеся при смещении элемента из начального положения. 

Продольное усилие N (при колебаниях)

N 1 = N +
dz

г г дигде ЬЬ  —-- усилие в нити, появляющееся при продольных ко-
dz

лебаниях.

Проектируя силы на оси у и z, после преобразований полу­

чаем два дифференциальных уравнения вида

д2У п^ ди 1 д ( м 'дУ\ г>2 .

« >  <2) 

~  + ^ - Я 2(г + « )  = 0 . (3)
dt1 dt rriо dz

Так как г/, и и их производные малы, то в уравнениях (2) 

и (3) можно принять N 1 ~ N о- В уравнении (3)

0 2 1 dN0
— il z -- -— -— = 0 .

т о dz

Тогда дифференциальные уравнения (2) и (3) принимают

вид

д2У о 2  _ 0 О —  - N О?.}-
dt2 У dt m 0 dz\ 0 d z ) ’

dt m  0 az^
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Приближенное решение системы уравнений (4) ищем по ме­

тоду Галеркина в виде

/ \ • 7rz жг
у =  2/i(<)sin — , и = u\(t) sm — .

После преобразований получаем систему дифференциаль­

ных уравнений относительно yo(t) и u\(t):

У + 

и +

т 0 \ I
-П 2
4

- ( у 'т 0 \ I

у\ - =  0 ;

гц + 2£ly\ =  0.

Для решения системы уравнений (5) примем

(5)

у\ = Д эт р /; ui =  Bs\npt. ( 6 )

Подставив (6 ) в систему (5) получим систему двух алгебра­

ических однородных уравнений относительно А и В. Приравняв 

определитель этой системы нулю:

у + в 10 
т 0

-П 2
4

2 Пр

-2П

^ Г 7 ) - si2
т  о V 1

= о,

находим приближенные значения первых частот колебаний ни-



4. Изгибные колебания
прямолинейных стержней

72. При колебаниях на стержень действуют распределен­

ные силы инерции q (рис. 116, а). Как известно, уравнение про­

гибов стержня можно представить в виде

E Jx dz4 ~ 4'

Распределенные силы инерции, действующи*' на единицу 

длины стержня

д2у
Я = ~ т

Дифференциальное уравнение изгибных колебаний с тер ж 

ня принимает вид

д2У , 2д4У _  п 

dt2 + а dz4
( I )

Решение уравнения (1) ищем в виде у = у\(z) sin pt. Для 

функций у](z) получаем

d4У1
- \ 4У 1 = 0  ( А 4 = ^ ) -

3z4 v 0 2 -

Решение уравнения (2) имеет вид

ух =  c iK i(A z) + c2K 2(Az) + c3 K 3 (Az) + c4 K4 (Az),

( 2 )
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где Kt(Az)- функции Крылова,

При г — О К] =  1, Кг =  Кз =  К4 =  0.

Производные функций Крылова можно выразить через эти 

функции [5, Ч. 2].

В случае шарнирного закрепления (см. рис. 56, а) функция 

?/1 должна удовлетворять следующим краевым условиям:

В местах шарнирного закрепления концов стержня прогиб и из­

гибающий момент равны нулю. Изгибающий момент пропор­

ционален второй производной от прогиба: М — E Jxy" ■

Для удовлетворения граничных условий на левом конце 

стержня необходимо положить С] = с2 = 0 .

Из краевых условий на правом конце стержня получаем

2 =  0; У\ =  У =  0; 

z = l\ 2/1 =  у” =  0 .

с2 К2 (А/) + с4 К4 (А/) =  0; 

с2А2 К4(А/) + с4А2 К2(А/) =  0.
( 3 )

Приравняем определитель системы (3) нулю:

К2(А/) - К4 (А/) =  0 ,

или

sh XI sin XI — 0. (4)

Так как sh XI ф 0, то из уравнения (4) следует XI — 0 или 

XI =  7гп. Частоты колебаний



Краевые условия в случае консольного стержня (см. 

рис. 56, б ) следующие:

2 =  0 ; у\ — у\ =  0 ;
, II III п

2 =  I, У1 =  У\ = 0.

На свободном конце стержня момент и перерезывающая сила 

Q = E J xy равны нулю.

Уравнение частот имеет вид

K f (Л/) - К2(Л/) К,,(А/) = о,

откуда

cos XI =  - 1 / (ch XI). (5)

Уравнение (5) решаем графически, построив графики функ­

ций z\ =  cos XI, Z2 =  — 1 / (ch XI) (рис. 116,6).

Первые два корня уравнения (5)

(А/)! =  1,875; (А/ ) 2 =  4,694.

Остальные корни (как следует из графиков) можно пред­

ставить в виде

(А/)„ и  (2п - 1) тг/2 (п > 2 ) .

Частоты

/ E JX / E JX (2п - 1 )2тг2 /

Р1 = 3 ’ 52\ / ^ ; P2 _ 2 2 V W ^ ; Р п "  4 у тп0/ 4

Наконец, в случае, показанном на рис. 56, в, уравнение час­

тот имеет вид

tg XI =  th XI,

а час тоты

„ [Ё 1 2  ,п [~e J 7  (4п + 1 )27г2 [ J j 7

Р| = ' " ' “ У т , ^ ; Р2 = " У  Р” = 16 V
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73. Уравнение частот для случая, представленного на 

рис. 57, а, имеет вид

ch XI cos Л/ — 1 = 0.

Корпи уравнения

Уравнение частот для случая, показанного на рис. 57, б, та­

ково:

ch XI cos XI -f 1 =  0.

Корни уравнения

(Л/), =  1,875; (Л/ ) 2 = 4,694; (А/)„ =  (2п - 1 ) тг/2 . 

Следовательно, частоты

(А/), = 4 ,73 ; (А/ ) 2 =  7, 85; (А 1)п = 7Г (п > 1).

О тсюда частоты

771 ()/4

E J X

74. Как известно, дифференциальное уравнение упругой 

линии стержня переменного сечения имеет вид [8]



Дифференцируя это уравнение дважды по z, находим 

д2 ( Рт д2у\ д2у

75. Дифференциальное уравнение поперечных колебаний 

стержня при действии распределенной нагрузки имеет вид

, дАу д2у

E J- Ш  + т ° Ш  =

или, так как рассматриваются малые колебания,

EJx Jz *  + m ° ~dt? =  4кфу/ а '- 0 )

Решение уравнения (1) ищем в виде 

У =  y\{z)smpt.

Для функции 2/i (z) получаем дифференциальное уравнение 

d4 2/l

dz4
- A42/i =  0 , (2 )

4 p2m0 + 4/сФ2/ а 3

где А = -----Ш ,----- '
Уравнение (2) аналогично уравнению (2) в задаче 72, где 

для консольного стержня (см. рис. 116, б) получены следующие 

значения двух первых корней: (A/)i =  1,875; (А 1)2 =  4,694. 

Соответствующие им частоты колебаний

/, . E J X 4кЪ2 I ч. E JX 4/сФр
Pi =  л/(1,875)4 — ^ ---з— ^ ; Р2 =  W(4,694 4 — _ о  .

у  г п о / ^  o r m o  у ш о « ч a J m o

Критическое (наименьшее) значение магнитодвижущей си­

лы Ф0* находим по формуле
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76. Дифференциальное уравнение колебаний стержня с 

переменным моментом инерции имеет вид

д 2 ( „  ,  д ^ у \  дРу _  
dz2 { x d z l ) + m dt2 ~ ( )

Решение уравнения (1) ищем в виде

• 7Гг г ,  чу =  уо sin - у Д О -

^  • nzФункция sin —  удовлетворяет краевым условиям задачи:

z =  0 , у =  у"  =  0; 

z — I , у"  =  0.

Используя метод Галеркина, получаем

'  О 1 О

•• [  7гz r f 7r\  г-, /  д (  7г г \  тгг
f  J  m  sin —  dz - /  ̂  у  J  E j  j „ „ T dz =  0 .

о о

После вычисления имеем

/  + i  —  4, 7/ =  0, 
т о

откуда в первом приближении основная частота

тг2 /дУо
Pl =  2,16

I2 V т о

77. Первой частоте соответствует симметричная форма 

колебаний, поэтому решение уравнения колебаний ищем в виде

(  . 7Г2 . 37rz\

У -  ( 2/1 sin у  +  2/2 sm —  I sin pt 

. 37Г2
(функция sin -у- соответствует симметричнои форме колеба­

ний).
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После преобразований получаем систему уравнений 

(о, 356m0lp2 - 1, 62 И  j  у] +

+ (-0 ,085т 01р + 6 , 98 7г4) у2 =  0;

^ —0, 085шо/р2 + 6 , 98 7г4  ̂ т/l +

+ (о, 414т 01р - 98, 92 И )  2/2 =  0,

откуда находим уточненное значение первой частоты

1, 7817г2 I Е Jo
V1

12 m 0

и частоту рз, соответствующую второй форме колебаний балки

7Г2 Г Ё 1 ^

РЗ =  14
12 У т о

78. В рассматриваемом случае стержень состоит из двух 

участков, поэтому для каждого из участков получаем

2/1 =  ciK i (A z) + c2 K 2(Az) + сзКз(Аг) + c4 K 4 (Az)

( 0 < z < 6);

2/2 =  с 1К](A z) + c2 K 2(Az) + с'3 К3 (Аг) + с'4 К4 (Аг)

(Ь < z < /).

( 1 )

На первом участке у\(0) =  2/о(0) =  0> поэтому с\ = с$ = 0. 

В точке сопряжения двух участков y\(b) = j/2(6) и

ду\

dz z=b

ду2

dz z—b

Поперечные силы в конце первого участка и в начале второ­

го отличаются на величину опорной реакции, т.е.

E J
bJx dz3

где R - опорная реакция. 

9*

- F J  ^
z=b ~  Х z=b
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Условия сопряжения участков можно выполнить, если 

представить прогибы на втором участке в виде

VI =  VI + дз-£Jx K4 [A(z - Ь)\, (2)

причем функция К4[А (z —6)] тождественно равна нулю при z < Ь 

и не равна нулю при z > Ь.

Выражение (2) справедливо для всего стержня. Подставив 

в (2 ) выражение для у\, получим при с\ =  сз =  О

у =  c2K2(Xz) + c4K 4 (Az) + ^  К4[А (г - Ь)]. (3)

Уравнение (3) содержит три постоянные с2, с4 и R, которые 

можно определить из условий

г =  6 ; у =  0 ; 

z =  /; /  =  / '  =  0 .

Для нахождения постоянных с2, с4 и Л получаем систему, 

состоящую из трех уравнений:

с2К2(ХЬ) + с4К4 (А6) =  0;

с2К4 (А/) + с4К!(А/) + —  К2[А(/ - 6)] =  0; (4) 

с2Кз(А/) + c4K j(A /) + ^ з | —  К j [ А(/ - 6)] =  0.

Приравняв к нулю определитель системы (4), получаем 

уравнение частот

К2(А/) К4 (А6) 0

К4(А/) К2(А0 К2[А(/-Ь)] 

К3 (А1) Кг(Х1) К![А(/ - 6)]

= 0 ,

или

К 2 (АЬ) К 2(А6 ) Kj[A(/ -  6 )] + Кз(А6) К 4(АЬ) К 2 [А(/ - 6)] =  

= К4 (А6 ) К4 (А6 ) К j [А(/ -  Ь)} + K i(A 6) К2(АЬ) К2[А(/ - Ь)}. (5)

132



Корни уравнения (5) можно определить графически. Для 

рассматриваемого случая (6 = 1/2) первый корень Л/ =  3,011 и 

соответствующая этому корню частота

/ E J X
Р1 =  9,066 W — |-

U ГП()Г

79. Дифференциальное уравнение колебаний стержня име­

ет вид

д2у 2 д*У р 0 А/ I \ 
+ а тгт =   <Чг ~ ‘ 0 •

<9f2 аг 4 т о

Решение уравнения (1) ищем в виде

( 1)

7Г U Z

y = Уп( * ) sin i
71 =  1

Для функций 1/п(0 получаем

2Pq . tvtiIq
Уп + а

2 ( 7ГП̂
2/п

/т о
sm

/
(п = 1 , 2 , . . . ) .  (2 )

В начальный момент времени уп =  уп = 0, поэтому реше­

ния уравнений (2 ) имеют вид

2/п =

2 Р0/ 3 s i n ^

moa27r4n4
1 — cos

a ( 7 r n ) 2 /

/ 2

Решение уравнения (1) можно представить так:

2Р013
sin

7Г7г/о

У ~' 2 4 
СГ7П Е

п=  1

/ 7ГП2:
——  sm —— 1 — COS

Изгибающий момент в произвольном сечении стержня

d z 2 а 2 7г4

Е
71=1

П2/2
sin

I
sin

I

a(Trn)2t^
1 -  COS
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Максимальное нормальное напряжение в сечении, где при­
ложена сила,

I МI O-maxI

. TTTi Iq

г= 10 a 2 TT2 W :

у __ L
x . n 2n=l

a(-nn)2t

80. Запишем дифференциальное уравнение колебаний 
стержня:

д2У , 2 &V Р„
а ё  + а а й  =  ^ 4(2 - 2»)' ( ! )

где zq = vt.

Решение уравнения ( 1 ) ищем в виде

СЮ

Е
, . ч . 7TTIZ

yn (0  s in — . (2)

7 1 =  1

Для функций yn(t) после подстановки решения (2 ) в урав­
нение ( 1 ) получаем

;• , 2 /  2Pq . 7гпг;<
» » + «  ( T J  (3)

Решение уравнения (3) имеет вид

2Pq 7гпг;2

а(ттп)21 . a(irn)2t ^7[  sm ~Т~
Уп =  с j cos '  - +  с2 sin ’  +  0 1.Г) U 7  Э111 ------ ------  — -------- ------------- ------------

I 12 а 2 ( 7г п / / ) 4 — ( 7Г7г г ? //)2

Так как при г =  0 у„(0) =  уп(0) =  0, то

. 7Г nvt nnv/l . a('Kn)2t 

Уп - 2Р° Sln * ~ «(тгта/ / ) 2 5Ш

т 01 а2(-кп/1)4 - (Trn/b)2v2

Решение уравнения ( 1 ) имеет вид

. Tcnvt rn v /l . a(TTn)2t 
r% d 00 sm — -—  — -------— sin —-—

„(!, z) = ^  _____ ' ____ i W y _______ H
mnl ' l а2('кпИ'l4 _  (тгл /M2-.2I a2(irn //)4 - (nn/b)2v
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Как следует из полученного решения, имеются такие зна­

чения скорости v, при которых знаменатель в слагаемых ряда 

равен нулю, однако при этих значениях v их числитель тоже 

равен нулю. Если раскрыть неопределенность, то получается 

конечное число, т.е. никаких критических скоростей для дви­

жущейся силы не существует.

81. Угловая скорость снаряда в момент выхода из ствола

-  д2у 
U dzdt z=i

t — l/ v

Воспользовавшись решением задачи 80, в котором вместо 

Д) надо принять mg, после преобразований получим

2 2 
атг п

0 оо 1 — (— 1 )n cos-----
_  _______ [v

U  m [)l а 2(тгп /1 )2 -  V2
П= 1

82. При колебаниях стержня на упругом основании на его 

элемент действует дополнительная сила dq\ = dz ку, направлен­

ная против смещения у. Поэтому уравнение колебаний имеет 

вид (см. решение задачи 75)

( 1 )
dt1 m 0 az4 m 0

83. По методу Релея Tmax = Щ  + Пг, где П], П2 - макси­

мальные потенциальные энергии изгиба стержня и деформации 

основания, равные

I I

= \ / ЕЗхУ" dz’ U2 = \j ку* dZ'
о о

Максимальная кинетическая энергия

/
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I

Квадрат частоты колебаний

V2

E Jx J  У\2 dz + к J  у\ dz

О _______ 0_______
/

m0 J  у\ dz

Вместо 2/i (г) можно взять функцию sin которая удов­

летворяет всем краевым условиям задачи. После преобразова­

ний получим

т) l^  + t rao'

84. Дифференциальное уравнение колебаний стержня ана­

логично уравнению ( 1 ) (см. задачу 82). Решение ищем в виде 

У = У\{*) sin pt.
Для функции 2/1 {z) имеем

2/JV — Л4 2/i = О ( V  =  \  - - £— \ ( 1 )
\ а* azm о /

Для случая закрепления, показанного на рис. 6 6 , а, корни 

уравнения частот (см. решение задачи 72) равны

(A/)i =  1,875; (А/ ) 2 =  4,694; (А/)„ =  (2п - 1 ) тг/2 (п > 2 ).

Следовательно,

( ! ^ №  + А .
у г то то у /4 то то

Для случая, приведенного на рис. 6 6 , б, уравнение частот 

имеет вид

ch XI ■ cos XI — 1 =  0. (2)

Первые три корня уравнения (2), определенные графиче­

ским методом, равны

(A/)i =  0; (А/ ) 2 = 4, 73; (А/ ) 3 =  7,85.
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_к 

т 0

Частоты колебаний в этом случае таковы:

Р1 Р  2 =

( 4 , 7 3 ) 4 E J X

m 014 m 0

P3 =

' (7,85)4 ^

/4 mo mo

85. Дифференциальное уравнение колебаний стержня при 

наличии упругого основания имеет вид

д2у о к Ро .

otz oz4 mo mo 

После вычислений, аналогичных вычислениям в задаче 80, 

получим

nnvt V^Tl/l)

. 2 Яо ~  .
»('■ 2> =  ^

П= 1

sin

sin
7ГП2 V i рп

sin р„<

/ 2 ( г]
Р п  -

V 1 J J
г =  + m„

8 6 . Дифференциальное уравнение изгиба стержня при дей­

ствии распределенной нагрузки имеет вид

/ ’ / ^  г Л
а ?  = 9l('2’

В рассматриваемом случае распределенная нагрузка q\(z,t) 
это сила инерции жидкости и трубопровода (рис. 117).
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Воспользовавшись переменными Эйлера, запишем 

д2у ( д2у д2у од2у\

где т т - масса единицы длины трубопровода, mT = pr FT 

(Fx =  7ГZ?cp) ; т ж - масса жидкости, приходящаяся на едини­

цу длины трубопровода.

Получаем следующее дифференциальное уравнение попе­

речных колебаний трубопровода:

д4у д2у д2у 2д2у

Ъг4 + (Шт + ГПж^ Т 2 + жЮдгд1 + Ш дг2 =  ^

Ищем решение уравнения (1) в виде

y = y i( z )e ipt. ( 2 )

Для функции т/i (г) получаем следующее дифференциальное 

уравнение:

d4 2/l 2 , ■ l dVl , d2V 1 п /on_  -  „р „, + =  0, (3)

где а = (mT + ш ж)/ ( £ У 1); 6 - 2гитж! (Е  J  х)\ с = w2myK/ (E Jx). 

Ищем решение уравнения (3) методом Галеркина

7TZ 27Г2
2/1 = Л sin —  4- «  sin —j—. (4)

Решение уравнения (3) должно удовлетворять краевым 

условиям задачи:

г =  0 , ?/1 = 0 , у” =  0 ; 

z = I, ух =  I, у" =  0 .

Подставив (4) в уравнение (3), последовательно умножив
7Г z 2ttz

полученное выражение на sin —  и ——  и проинтегрировав его

от 0 до I, получаем систему двух линейных однородных уравне­

ний относительно неизвестных постоянных А и В:
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После вычислений имеем следующие значения первых двух 

частот для ряда значений скорости движения жидкости:

W ,  м / с ................. . . .  0 10 220
Р ь  с - 1 ................. . . . 24,9 24,2 21,7

Р2, С " ’ ................. . . . 98,8 101,7 101

87. При критической скорости протекания жидкости пер­

вая частота колебаний трубопровода становится равной нулю. 

Вычислив определитель системы уравнений (5) в задаче 8 6 , по­

лучим уравнение частот. Это уравнение имеет нулевой корень, 

если его свободный член равен нулю:

7  - с
=  О с =

т жю

E JX
( 1)

Наименьшая скорость (критическая скорость), при которой 

выполняется условие ( 1),

7Г

w* =  7

E J *

т ,

После подстановки числовых значений получаем = 47,8 м/с.

8 8 . На рис. 117 показан элемент трубопровода с действую­

щими на него силами. Уравнение колебаний имеет вид

д4У д2у

E J l i h i  + m r№

+  771*
д2у , 0 д2у | 2 д2У 

8t2 Wd z d t+W dz2

д2у 

N d ?  =  °'
( 1 )

После преобразований с учетом выражения для N (см. усло­

вие задачи) получим



где а =  ( т т + m * ) / (b V z ); Ь =  2wm-^/(EJx)\ с 

= w2myK/ (E Jx).

Характеристическое уравнение имеет вид

2 4 2 а р  - р М 4 г ( Л 2 / 8  6Л21
17а — - 5ас — cos а  + —  

\ и  \ и  V3 и .

+4(т — у cos а 4 ( у  ) — с cos а 0 . (3)

При а  =  90° уравнение (3) нулевых корней не имеет, т.е. 

критической скорости нет; при произвольном угле а  критиче­

ская скорость

7Г E J X

I V гпж cos а  '

а при а  —■> 90° го* —> оо.

После вычислений (при а  = 90°) получим следующие зна­

чения частот:

W ,  м / с ......................... . . .  0 10 20

Р 1 . с - 1 ......................... . . . 24,9 24,5 24,3

Р2, С - ’ ......................... . . . 98,8 99,5 102,5

89. В рассматриваемом случае скорость течения жидкости 

переменна по длине трубки. Так как жидкость несжимаема, то

PtWqFq =  pyKw(z) F (z ) (F(z) = ird2(z)/4).

Отсюда скорость в произвольном сечении трубки

w(z) =  w0F0/F(z).

В результате получим следующее дифференциальное урав­

нение (см. решение задачи 8 6 ):

° 2 ( F j д2у\ (  .г тт<12\д2у
+

п д2у ржШдF 2 д2у

^ waF" d M  + — у -  а ?  = ° '
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90. Дифференциальное уравнение колебаний трубопрово­

да, лежащего на упругом основании, можно получить из уравне­

ния ( 1 ) решения задачи 8 8 , введя в него дополнительную упру­

гую силу ку, действующую на трубопровод со стороны упругого 

основания. Отсюда можно записать

д2у ( E J X дАу 2m2w д2у |

dt2 (m i + тп2) dz4 (m i -f m 2) dzdt

mw 2

(m i + m2) dz2 (m j + m 2)

Решение уравнения (1) ищем методом 1'алеркина, принимая 

последовательно

7Г Z
2/1 =  A sin —  sinpJ; (2)

27Г2
у2 = A sin -у- sin pt. (3)

Решение (2) дает возможность определить в первом при­

ближении первую частоту колебаний, а решение (3) - вторую 

частоту колебаний.

Подставив (2) и (3) в уравнение (1), после преобразований 

получим

‘ E J X ( i г\ 4 к m2w2 /  7г

Pl V (m i + m2) М У  + (m l + m2) (m i + m2) V I

I E JX /27г\4 к m2w2 /27г^2

P2 V (Ш1 + то2) Ы  + (m l + m2) ("Zl + ш2) V  1

91. При малых колебаниях осевое сжимающее усилие в 

стержне можно считать постоянным по длине. Дифференци­

альное уравнение поперечных колебаний стержня с учетом про­

дольной силы является частным случаем уравнения ( 1 ) в реше­

нии задачи 8 8 :

д^у д2у д2у

E Jx d 7  + m°W 2 + N d ?  =  0- (1)
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Е .  . 7Г HZ
f n  \t) S in  - у - .

П

Для функций /п (0  получаем

Решение уравнения (1) ищем в виде

/  7Г71 \ 4 E J X N 7Г71

A t )  rrio mo

Частоты колебаний стержня

92. Дифференциальное уравнение поперечных колебаний 

стержня (см. решение задачи 91) имеет вид

д4у д2у д2у

Хд?  + т ° ^ 2  + (Я ° + Nl Sin^ ) J #  =  °-

Решение уравнения (1) ищем в виде

/ ч  . 7TTIZ
/ „ ( O s i n —  (гг =  1 ,2 ,3 , . . . ) .

(О

После преобразований получаем 

/п +
E JX ( 7Гп\4 Л̂ о /  7Гп\2 TVj /  7 r n N2

mo V I J то V I ТП О \ I

s inu i I n  =  о .

Перейдем к новому независимому переменному (приняв 

ut = 2т - 7г/ 2 ):

где ап
w*

In  + Wn + 2 </„ cos 2т] /„  =  0 ,

?j J x ( 7T7l\4 jVo /  7T7l\2

m0 \ I J  rriQ \ I J
; 2qn — 2

4 N\ (  7Г 71 

w2 mo \ I
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Числовые значения коэффициентов для ряда п следующие:

п ..................... . . .  1 2 3 4

А п ..................... . . . . 0,535 15,2 83 269

9 п ..................... . . . . 0,05 0,22 0,49 0,88

Соответствующие им точки (an , qn ) на диаграмме (см. 

приложение 1 [4]) находятся в устойчивых областях.

93. В этом случае коэффициенты имеют следующие значе­

ния:

п 
я п 

Чп

1
1,66

0,05

2
20

0,22

3

93,95

0,49

4

292,81

0,88

Соответствующие им точки (an,qn ) на диаграмме (см. при­

ложение 1 [4]) находятся в устойчивых областях.

94. Для оценки погрешнос ти определения частот рассмот­

рим дифференциальное уравнение колебаний стержня при по­

стоянной по длине растягивающей силе Q\q ( $ ю  — N) с учетом 

изгибной жесткости (частный случай уравнения, полученного в 

задаче 8 8 ):

д*у д2у д2у
( i)

Решение уравнения (1) ищем в форме

оо

/ " ( 0 sin
7Г TIZ

п= 1

Согласно методу Галеркина,

m^fn + $ 1 0

\ 2  / \4i
7ГП \ ^  7 / 71-71
т )  +e j 4 t

I n  =  о (п = 1,2,...).

Частоты колебаний

1 +
E J T ( 7rn\ 2

$ 1 0  \ I )  .
(п = 1 , 2 , . . . ) .

143



Если значение E J X мало, что обычно бывает в реальных 

струнах, то

Рп —
7Г71 / Q 10

т  о
1 +

1 E J X (  пп

2 Qio \ I

Подставив числовые данные, получим

Рп =  ^  9Ж  . ( 1  + 50 • 1 0 _ 4п2).
I у m о

При малых значениях п (п < 10) погрешность не превыша­

ет 5 %. При больших значениях п определение частот колебаний 

реальной струны по формуле для идеально гибкой струны дает 

весьма большую погрешность.

95. Уравнение поперечных колебаний стержня, лежащего 

на упругом основании, выведено в задаче 82. Добавим в него 

слагаемое, зависящее от продольной силы:

д4у д2у д2у

ej‘ J  + m° W  + k» + NJ  = 0'
Решение уравнения (1) ищем в виде

у  =

7тпг
s in —г— (п = 1 ,2 ,3 , . . . ) .

(О

I

Для функций /„(<) получаем уравнения вида

In  +
7гтг\ E J X к N ( 7Г7г 

I J  ТПо 771q т 0 \ I

2-1

fn = 0 . ( 2 )

Частоты колебаний стержня



5. Колебания прямолинейных
и криволинейных стержней

96. Уравнение параметрических колебаний стержня в без 

размерной форме записи имеет вид (см. приложение 3)

L = ^  ~  + Р0 coswr[.//(e) Н(с 0,5)] ^ = 0 .  (1) 

Решение уравнения (1) ищем в виде

U — 1 \т) sin 7Г£. (2)

Воспользовавшись принципом возможных перемещений, после 

преобразований получаем

]

j  I, sin 7ГЕ dЕ = 0, 

i)

или

/ О  + (тг4 — я^О, 5 cosw r)/(*) = 0. (3)

При решении уравнения (.3) методом Релея полагаем

/ I \ <jJ . i d  / л\
/у I = «| cos — г + b\ sin — т. (4)

Подставив (4) в уравнение (.3), получаем два соотношения

И  , - £ )  6 , = 0; (5)

2 , ,2 '
4 7Г UJ

7Г - т  - —  ) а1 = 0 . (6 )

Приравняв выражения в скобках нулю, находим границы 

главной области неустойчивости.

97. Уравнение изгибных параметрических колебаний 

стержня имеет вид



Приняв и =  f  (т) sin 7Г£, запишем уравнение для /:

/  + а /  + [к + тг4 + тг2(Рю  + Р ]00 cos w0r)] /  = О,

или

/  +  а /  +  ( a i  +  а 2 c o s c j0 t ) /  =  0 ,  ( 2 )

где а) =  /с + тг4 + 7Г2 .Pjо ; а2 =  7г2 / >100- Н° методу Релея полагаем

Г А  Ш° I П ■/  =  А\ cos —  т + В 1 sin —  т.
2 1 2

Подставив (3) в уравнение (2), имеем

(3)

. ^ 0  \ , а 2
« 1 - 1  у )  + Y

aw0
a.

2
02

2
Я, = 0 .

(■1 )

Приравняв определитель системы (4) нулю, получаем уравнение

а\
Wo \ 02

2 У 2 a l
02

2

2 2

+ = О, (5)

из которого определяем границы главной области параметриче­

ского резонанса. При a = 0 находим

о 2 = 2 — а\ + 02 01

На рис. 118 область неустойчивости заштрихована.

Р и с . 118
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98. Для решения уравнения свободных колебаний нужно 

знать статический прогиб и стержня, нагруженного силой Р, 

т.е. необходимо решить уравнение

d4 u(0)
- ^ -  = PS (e-  0,5). (1)

Из выражения ( 1 ) с учетом краевых условий получаем

.  ( s z M l Р Н ( С .  „ ,5) _ г г  + « f »

Рассмотрим два варианта решения данной задачи.

1. Вариант решения с использованием функций Крылова 

(может быть реализован только для стержня постоянного сече­

ния) позволяет получить ответ и аналитической форме.

Рассматривая силу инерции массы как приложенную к 

стержню сосредоточенную силу, получаем следующее уравне­

ние:

дАиХ2 д2их.г д2их / гп \

- * /  + - 5 ^  =  - » * г * - < > - * )  (2)

Полагая их.2 = их.М)сгХт, решение уравнения (2), выражен­

ное через функции Крылова, имеет вид

1x20 = 1 К 1 + С2 К2 + С3 К3 I <”4 К4 

Ка(£~  0,5)

А
, -7г2А0цГ2(0 ,5 )Я (£ - 0,5), (3)

где К ̂  (А о t ) (А0 = л/Л)-

Так как при е = 0 uXw их.20 = 0, то с.\ — c.i = 0, поэтому

«* 2О(0,5) = с3 К ,(0 ,5 ) + с4К4 (0,5). (4)

Исключив иГ2(0, 5) из уравнения (3), запишем

U i2o — [КзОО “  А()ГА2 К4(t - 0, 5)К3 (0,5) Н(е - 0,5)] сз+

+ [К4(£) - А0п2 К4(£ - 0 , 5)К4(0 ,5) Н (е - 0,5)]с4. (5)
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Так как должны выполняться краевые условия, т.е. при 

е = 1 м(1) =  0, то из (5) получаем систему двух однородных 

уравнений:

[ ЬС з ( Л о 1) - Аога2 К4 (А оО ,5)К 3 (А0 0,5)] с 3 +  

+ [К4 (А0 1) - А0п2К2 (А0 О, 5)] с4 =  0 ; 

[К] (А0 1 ) - А0га2К2 (А<) 0 ,5) К3 (А0 0 ,5)] с3 +

+ [К2(А0 1) - Аоп2 К2 (Ао015)К 4(АоО,5)]с4 = 0 .

Из условия D =  0, где D - определитель системы (6 ), на­

ходим Aqj. Безразмерные частоты Xj =  ■ Для каждого А; 
(j) (j) 

определяем c-j , полагая с4 ' =  1 :

с3
О) _  K 4 (Anj 1 ) - X0jn2Kl(\()j 0,5)

Кз(Ао7 1)-  A0^n2 K4 (A0j 0, 5) K:j(A0j 0, 5)

В результате получаем собственные функции

^ J\e) = u Q  = {K 3 (A0j £)-  

-А0>п2К4 [А0>(е - 0, 5)] K 3 (A0j 0, 5)Н (е - 0 ,5 )} 4 >} + 

+ {К4 (А0> £) - Х0]п2 К4 [А0>(е - 0,5)] К4(А,ъ 0,5) Н{е - 0,5)}.

Гак как при решении уравнения (2) считали иХ2 = 

= иХ2оег то общее решение уравнения ( 1) имеет вид

П

cos XjT + BU) sin XjT (7)

>=l

При r = 0 имеем следующие начальные условия:

иХ2(0 , е) =  иХ2о(е) = c ^ V ^ e ) ;

>=0

нХ2(0 , е) = 0 .

Из второго начального условия следует = 0 . Тогда

произвольные постоянные находим из уравнений 

} - }
/ UxzOV d£ = у :  (А: = 1 ,2 , . . . ,  га).

и >=2 п
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Определив и В^\  получаем решение уравнения ( 1 ),

удовлетворяющее начальным и краевым условиям:

( 8)« , 2( г , £ ) =  £ б ' М „ 0 )(£) cos XjT. 

j - 1

Реакция в шарнире

п

R =  Q x2(t, 1) =  - иХ2(т, 1) =  - cos Хт, (9)

>=l

где lpU)( 1 ) =  [А^К 4(Ло7 1 ) - А^-пзК^Ло,-0 ,5)К 3 (А0> 0 ,5)] х

xc[j) + А ^К ^А о j 1 ) - А ^п 2 К,(Ао>0,5) K4(A0j O,5).

В результате имеем решение задачи в аналитической форме 

(кроме AQj, которые были определены численно).

2. Вариант численного решения с использованием ЭВМ  

(может быть реализован для стержня любого сечения). При 

численном решении воспользуемся системой уравнений (част­

ный случай уравнений (113.19), приведенных в приложении ИЗ), 

которая, например для прямолинейного стержня переменного 

сечения с учетом инерции вращения, имеет вид

д2иХ2 , , п ,ч 
6 (е - 0,5);п |(е)

д Ь

де

диХ2

де

д2иХ2 dQ 12

’ дт2 де

V Л з д м г.

:) а ^ " де
1

М х., =: 0
Азз (е)

-П 2
дт2

( 10)

- О,

или в векторной форме

,d2Z
ДО!

<9z
дт2 fie

+ A (2)Z =  ДФ. ;ц )

Здесь

а О  =

0 0
' 0 0 0 0 "

0 -71,

0 0 - J  33 0
; а (2) =

1 0
1

0 0

0 0 0 0 0
Л зз

0 0

_0 0 0 0 . 0 0 - 1 0 .
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z =

Q x2

М хз
; ДФ =

д2иХ2 

~П2 дт2 
0

Ь 0
UI7 - 0

Це  — 0,5);

_  m(s) _  F\Ie) J 3(Ie) M le ) .

m 0 F (0 ) ’ 33 F (0 )/2 ’ 33 J 3 (0) ’

F(0), «/з(О) - соответственно площадь сечения стержня и мо­

мент инерции относительно оси xj при £ =  0 (см. приложе­

ние 3). Полагая Z =  Z oelAr из уравнения (1 1) получаем

Z0 + В(А; £ )Z 0 =  Д Ф 0 (в(А ; е) =  А<2) - А ^ 1)) , ( 1 2 )

где Д Ф 0 =  ДФо[п2А2иГ2й (е - 0 , 5), 0, 0, 0] г

Алгоритм численного определения собственных значений
— (j)

Xj и собственных функций Zq изложен в приложении 4.
—  (у)

Определив А_, и Z q , находим решение уравнения (10) (см. 

приложение 5)

п

Z (т, е) =  J ]  ( C ^ Z ^  cos Aj-т + sin A; r). (13)

> = 1

Из уравнения (12) получаем выражение для ит.2:

П

и Х2 = ^  ( С ^ cos XjT + sin X j t ). (14)

3 = 1

Из начальных условий следует 

= 0 ;

« * 2(0 ,е) =  uSJ = Y ^ C ^ Z ^ .  

j = 1
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Произвольные постоянные СО) определяем численно из си­

стемы уравнений

1

/ иХ2 ‘,Z<? d£ =  Ё  CU)Z04ZM d£ (* = 1 , 2 , . . . ,  n). 

j = 1

Гак как QX2de =  У ]  cos Лj T ,  то реакция в шарнире

z ^ d ^ O J c o s A j r .  (15)

>=1  

Д = Qx2
j=  1

99. Относительно центра масс (точка 0) действуют им­

пульсные сила РХ2 и момент А/*.,, равные

/х 2 =  - J  cosa- i2; Л/.а — - Jh  sin а  ■ i2.

Проекцию J на ось xj не учитываем, так как стержень счи­

тается нерастяжимым. И дальнейшем полагаем, что импульс 

силы | J |, масса тп и момент инерции J q приведены к безраз­

мерной форме. После окончания действия J масса тп получит 

линейную и угловую скорости, соответственно равные

йг2(0 , 1) =  -п2 cos а; т?3 (0 , 1 ) = - n 3 sin а , ( 1 )

,/ J  h
где 7i 2 =  --- т; пз = . —  ■

тпр01 Jopo
Из уравнения (13) (см. решение задачи 98) запишем 

П
г?3(г, е) = ^  cos Л jT + sin Xjt 'J Z $ ;

]=\ 
П (2 )

и Х2(т , e ) = cos XjT + sin XjT^j Z

j=\

В данной задаче начальные условия следующие: 

г = 0 , их2(0 , е ) = 0 ; 

т - 0 , tf3 (0 , е) = -пз sin а  ■ 6 (е - 1), 

йг2(0, е) =  ~ п 2 cos а  ■ 6 ( е -  1).
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Из первого условия получаем С'*' = 0. Второе условие ири- 

ошениям

п

B ^ X j Z ^  =  - n 3 sin а  ■ 6 (е  -  1); (3)

(4)

вопит к соотношениям 

п

j = 1 
п

у  X jZ^J  = - П2 cos а ■ 6 (е - 1 ).

> = 1

Определим В^\  при которых наиболее точно выполняются 

условия (3) и (4). Рассмотрим интеграл от суммы квадратов 

ошибок:

1 =
J  sin а  ■ h 

Jo
6{e -\) + Y b {])Xj Z[$

j = 1

J  cos a
I I

6(e ~ ] ) + Y ,B {3)Xj Z$

>=l

de.

Из условия минимума I  получаем следующую систему 

уравнений:

дI 

дВ(к)
= 0 (к = 1 ,2 ,. .. , п),

или

Ё  « ° Ч  / {гоз4з + 4 ^ т )  *  + »з sin «  • 2 ,W (1)+
> = 1 о

+ n 2 cos О • Z q ^ ( 1 ) =  0 .

Определив произвольные постоянные В^\ из уравнений 

(2 ) находим угол поворота массы т:

П

# з ( Т1 ! )  =  s in7jT .

j = \
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100. Для следящей осевой распределенной нагрузки q\ в 

уравнения поперечных колебаний стержня кроме слагаемого 

d[Q\{e) и\ „ ди
--- -----  войдет слагаемое — <71 15, 4.21. Воспользовавшись

де де
алгоритмом решения задачи 8 6  с учетом осевых сил Q\ и щ,

получим уравнение (в безразмерном виде)

д4и д (  \ди\ ди д2и 2 ^ и и А с-п

d ^ - f c { Ql{c)d l ) +41 аё щ Ш ё  ^  - ° ' (1)

Рассмотрим приближенное решение уравнения (1), взяв 

двучленное приближение (так как по условию задачи требуется 

определить две первые частоты)

u = / ( 1) ( r ) ^ 1) ( 0  f  / ( 2)(т )< /2)(е), (2 )

где <*р̂ \ (рС2') - любые независимые функции, удовлетворяющие 

краевым условиям данной задачи: е =  0 , и = и — 0 ; е = 1 , 

и = и = 0. В качестве таких функций могут быть взяты соб­

ственные функции, удовлетворяющие данным краевым услови­

ям. Если воспользоваться функциями Крылова, то получаем

¥>(»(£) = К4(Л(1> £) - Кз(Д0>£)-

Подставив решение (2) в уравнение (1), имеем

L = / < V > + / (V >  + 2«,„(/<,V 1)+ / (V >)+

+ » S ( / ( , ) v (1) + / (2)? (2)) - / ( , ) ( е ^ (1))  - / (2 ,( е ^ (2))+  

+ /( ') „  ^ (l) + /<2>„ + / О  ( , C ) ) IV+ / И  ( ‘/ 2)) ' V (з)

Воспользовавшись принципом возможных перемещений, 

запишем два уравнения

1 1

j  L ip ^  de = 0 ; J  Lip^  de = 0 ,
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или

h-nf̂   ̂ + hi2/*■  ̂ + buf ^  + 6|2/ ^  + cu f ^  + c i2/ ( 2) =  0; 

^ 2 l / ^   ̂ + ^ 22/^   ̂ + b'2if  ̂  ̂ + ^22/^   ̂ + c2 i / ^  + c22f ( 2} — 0 . 

Здесь

1 1

hxj  — btj  = 2wq
' (j ) (г)if ip\ ' ) de;

j  w & U) + (> W ) ~ (Q i< P ^  + 9 i< £ ^  < ^ d e .

Коэффициенты 6,  ̂ удовлетворяют условию Ьг] = —bjt, по­

этому = 622 = 0- Рассмотрим более подробно коэффициенты 

сг]. Интегрируя каждое слагаемое по частям с учетом однород­

ных краевых условий, которым удовлетворяют функции ip^\e) 
и их первая производная, получим

с„  = с<°> + с '1»,г3 ij 1 I] 5

где ссо _ n ( j )  п ( к )  2 '  0 )  1 ( £ )  ✓-» I ( i j )  * (к)\  1 ( О

— с^  = 91 J  < ^ 'V ^  de; 4V = 4 ^  = 0 .

0
Ищем решение системы уравнений (4) в виде 

/ (1) = / ю е Аг; / (2) = / 2„еАг. (5)

Подставив (5) в (4), получаем после преобразований харак­

теристическое уравнение

del
/ill Л2 + 4 ^  h\2\2 + с j ̂  + 4 ^  + b\2^

h22X2 + cf°^22

= 0 . 

( 6)
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При составлении определителя использовали следующие свой­

ства коэффициентов: h \ 2 = /г21 , =  с21 >̂ ^12 =  — &2Ъ 

= ~^2 \ ■ Из (6 ) получаем характеристическое уравнение

о Л -|-<12Л -(- я3А а.̂  — О, ("О

а3 = 2 с^& 12; 04 =  ci°?cM ~ ( с 12̂ ) + ( с 12 ) • И:5 УРавнения (?)

находим комплексные собственные значения

Л 1,2 =  а \ ±  Ф \ \  ^3 ,4  =  а 2 ± 1)92,

т.е. задача является не консервативной.

101. Уравнение вынужденных колебаний, приведенное к 

безразмерной форме, имеет вид

^ 2  + ^ 7 ? = '/0 <'<>^()г// (£ “  ° , 5)> ( 1 )

где (wo =  lo/po). Полагая и = у/ц co.swqt, получаем

«{/ -wgtto = 70 / / (£ -  0,5). (2)

Рассмотрим более общий случай, когда правая часть урав­

нения (2) - произвольная функция. Для стержня постоянного 

сечения

=  1?3(Ь «о — M xw, uq Qx20,

поэтому уравнение (2 ) можно представить как систему четырех 

уравнений первого порядка:

I 2
Qx-jO t tD()Uo 6 1(e),

+ $ГгО — 0 ,

&30 - Л^1 30 =  0 ;

«о - ^зо = о,

или в векторной форме

Z0 + AZ0 = Ь (b = [61, 0, 0, 0]Т) . (4)
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Общее решение уравнения (4) имеет вид (для уравнений с 

постоянными коэффициентами)

z0 = к
£

(е ) с+  j  К (е - / i )b(/i)d/i .  (5)

Фундаментальная матрица К (е) зависит от ujq. Из урав­

нения (5) получаем выражение для перемещений точек осевой 

линии стержня:

4
и о = k^jCj + / к 4 \(е - h) b\(h) dh. (6)

i = l  о

Лля рассматриваемой задачи

b1( h )= g 0 H (h -  0,5); * 4l =

поэтому

б

J  ku b !d h =  - ^ ( l  - е ш°(£-°’5)) // (e - 0 , 5).

о

Из краевых условий при £ =  0  следует с\ =  с2 =  0 . Произ­
вольные постоянные и с\ вычислим из краевых условий при
£ = 1:

л/г;, о(1) = U0( l )  =  *2з(1) с3 + *24 (1) с4 - - e0,5u'°^;

<9 i 2o (1 ) =  u0( l )  =  A:i3( l )  с3 +  * н ( 1 ) с 4 -  w()<7o(l -  е0'5ш° ) .

Определив сз и с\  из системы ( 7 ), находим амплитуду уста­
новившихся колебаний стержня в точке К

Щ)а( 1) = *4з( 1) с3 + M l ) с4 - —  ( 1 - е0,5и;о) .
V /

I
102. Можно считать, что в сечении К  действует неизвест­

ный момент OTqcoscjt, поэтому уравнение вынужденных коле­
баний в безразмерной форме имеет вид (см. приложение 6)

(7)



их.2 =  uo(e) соя сот.

Тогда из (1) получаем 

л

« 0(£ ) = 5 > К ; ( ^ е)4  • J ’ K a lv M /  - 1)]//(с-- 1). (2 ) 

1= 1

Из краевых условий при е = 0 следует п  = = 0- При 

е =  1 решение £2 ) должно удовлетворять следующим трем усло­

виям: и о = 0 ; Щ) = г?зо; и о =  9Л(), или

с зК з (1 ) + с4 К4 ( 1) =  0 ;

с з ^ К 2 ( 1) + с., У-' Кз( 1) = т?з(); (3)

c3cjK , (1) I r4wK2 ( l)  ОТо = 0.

Из системы (3) определяем Г), с.\ и ОТц и зависимости от

>Ъо:

сз = ац?зо; ('л = « 2^зо; ЗЛо = «з^зо> ( 0

и получаем выражение для ио(е):

u0 (e) =  [a iK 3 ( v ^ f ) I o,2 K,1(v/w с)] 1?зо +

+ ̂ K , [ v ^ ( £ - l ) ] .  (5) 
u

Амплитуда момента в заделке

Mo =  uq(0 ) = ша i т?зо -

103. Уравнение вынужденных колебаний стержня, приве­

денное к безразмерной форме, имеет вид

L(u) =  ^  ^  - ^ 0 ) %  - 0 , 5 ) =  0 . ( 1)

Решение уравнения (1) ищем приближенным методом, ограни­

чившись в соответствии с условием задачи двучленным при­

ближением:

При установившихся колебаниях решение уравнения (1)

ищем в виде

(2)
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В качестве функций ip^(e) можно взять две первые формы сво­

бодных колебаний стержня. Для краевых условий задачи имеем 

следующие собственные функции:

*>0) =  К4(Л0,-е) - Кз(А0>£), (3)

где Kj функции Крылова.

Возможные перемещения представим в виде

ё и ^  — ёЬцр^\

Подставив решение (2) в уравнение (1), после преобразований в 

соответствии с принципом возможных перемещений получаем

/ (1) + Aqj 1) =  ~т~~ </?(1 )(0, 5); (4)
«11

/ (2) + ^о2/ (2) =  </?(2)(0 ,5), (5)

1 1

где h\ \ = J  („< ’ >) de; h22 =  j  de-

о О
Для рассматриваемой задачи уравнения для определения

оказались независимыми (в силу ортогональности функций 

поэтому выберем только одно из них, например уравне­

ние (4). Его решение при произвольной правой части имеет вид

=  С] cos \\т -f \~c.2 sin A jr +

Т

j  sin A i(r — h)+ I s inA ifr - h) Pdh.
h 11 A1

 ̂ =  — A) <"i sin A1 r  + A1C2 cos A] r-f

^ ( 1) "
+ -T

(6)

ш  r
—  / cos A j(r - h ) Pdh. 
И J

0
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I! соответствии с методом Дюффинга находим функции /(*) и

(7)

/ (1)(0 ) = С1; /  (0) =  с2Х\ (Aj = Agj);

Vo)
y(1)(y ) = / ( 0 (o) cos AjT + siri A[7 j

A i

T

+ ~  /  sin Ai(V - /г) / ’ (I/;,;
A l J

0

j ( l) (T) =  -A 1/ ( 1)(0 )sinA 17’ f  / (1)(0) cos A ,7'+

T

+ a\ J  cos A|(7 - h) / ’ <!/(, 

n

где aj =  ^ ( l) (0, 5 )/h\\.
При установившихся колебаниях должны выполняться ус­

ловия / ( ’ )(0) = / (0 (Т ) ; / ^ ( 0 )  = Поэтому из систе- 

мы (7) получаем два неоднородных уравнения для определения

/ (1)(0) и / (1)(0):

(1 — cos А, 7 ') / (1)(0) — -/ (1)(0) =  Ь\ ]

1 (8 )

sinA1/ ( 1)(0) | ( 1 - cos А17,) / (1)(0) =  Ь2.

Здесь

Т/2
, а 1 /’о .
6| = — —  I / sin

1

in A i (7 ’ - /г) d/г - J  sin А](Т - /;) d/i^ ;

о 'Г/ 2
772 7'

b2 = a\ P[)^j cos A i(7’ — /г) d/i — J  cos А] (7’ - /г) d /ij .

0 Т/2

Определив / 0 ( 0 )  и /^ \о), находим решение уравнения 

(■!) на интервале 0 < г < 7":
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0) ,

f ^ \ T ) =  1 ̂ (0) cos A]r +^—T̂—  sin A jr +

+ <

a\ P() 

A?

a 1 Pr

(1 -  cos A ir )  (о  < т <

f { (
T

1 — cos Ai —

1 - cos Aj ( r  - ^ ) ]  } ( ^ < r < T  

Аналогичное выражение получаем для функции / ( 2)(г):

1{2\т) = / ( 2)(0)cos А2г + ^ ^  sinA2r +

а2У°(1 ~ cos A2r) ( о < г < ~ ) ;

+ <

Л22

Л22

1 — cos Ai
Т

< т < Т

Полученные решения справедливы при условии, что опре­

делители системы (8) и аналогичной системы для / ( 2)(0) и

/ ^ ( 0) вида

I)
(1 -  cos А ,Т ) -  sin А^Т/Аг 

s in A ,T  (1-cosAj7’)

не равны нулю.

104. Рассмотрим наиболее общий случай, когда требуется 

учитывать силу тяжести, действующую на массу тп. В резуль­

тате на стержень будут действовать сила тяжести и сила инер-

д2их
ции, равные соответственно гпдё(х\ - vt) и —m-—-*2 6(х\ -vt).

dt1
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Уравнение малых колебаний стержня имеет вид

/  д 2и т\
I Trig -  m  I й(1] -  7;/) =  0 ,  ( 1 )

где Л 33 = /'’./х3 изгибная жесткость стержня; А:] коэффици­

ент жесткости основания. Полагая их.2 = ul, х\ — е/, г = ро<, 
\1 /2

РО
форме:

/ 4 V '
(Л зз/mo/ ) , приведем уравнение1 ( I)  к безразмерной

О2 и д^и О2 и 
L  = I- — ■j  + n j — ~ А(е т;()г )  I А:?/ -  n 2 <5(е -  v0 t )  = 0 , ( 2 )

где п j =  m / ( m 0 / ) ;  /с =  Ь / 1/  1 о :  и 2 = rrig l2 /  Л 33; ?;0 =  v/(lpo).

Решение уравнения (2) при двучленном приближении ищем 

в виде

?i = / 0 ( 7 )  sin 7W )- / ( 2)(r )s in 2 7 T £ . (3 )

Воспользовавшись принципом возможных перемещений, 

запишем

1 1 
J  /, sin лт de 0 ; J  L sin 27ге de = О,

о о

откуда после преобразований имеем

/ ч , 7 (,)  + /Ч 2 / (2) I (пЛ +  * 0 / ^  =  2 n 2 sin7ru0r ;

*21 + h 'n 'f ^  I ( 16тг''+ * 0 =  2n2 sin 27ги0т,
(4)

где /г п  =  l + 2 n i  s i n 2 7тг>от; /г22 =  1 +  2п\ s i n 2 27гг>ог; / ц 2 =  *21 =  

=  271] s in  t t v q t  s in  2i\V()T.
15 результате получили систему уравнений с периодически­

ми коэффициентами. Основная особенность данной задачи за­

ключается в том, что время процесса (время движения массы 

по стержню) ограничено, поэтому колебания стержня являют­

ся неустановившимися. Время движения массы m по стержню
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равно tK = l/v , а безразмерное время тк =. 1 /г?о■ Запишем си­

стему уравнений (4) в виде

f + Н ~ 1 B f = н ^ ь . (5)

Здесь

Н

91 + 2п\ sin t t v q t  2ni sin t t v ^ t  sin 2 t t v q t

. 2nj sin 7гг»оr  sin 2 t t v q t  1 -f 2nj sin2 27ruor

В =
7Г4 -f k 0

О 16тг4 + k 

Определитель матрицы H

b =
2 n 2 sin t t v q t  

_ 2 n 2 sin 2 - k v q t

D =  1 + 2ni sin 7ri;or + 2nj sin 27tuot

всегда больше нуля, т.е. матрица Н не является вырожденной.

Уравнение (5) будем решать численно при нулевых началь­

ных данных. В результате при т = тк получаем и 

/ ^ ( гк)- Так как при принятом приближенном решении угол 

поворота стержня в любом сечении равен

■д
ди

де
7Г COS ■ке ■ / О ( т )  + 27Г COS 27Г£ • / ( 2\ т ) ,

го угол поворота в сечении К в момент схода массы тп (при 

е =  1) равен

тЬк =  -7г/( 1̂ гк) + 2тг/(2)(гк-).

105. При колебаниях на стержень (рельсы) действует 

инерционная нагрузка со стороны вагонов, которую можно рас­

сматривать (в пределе) как распределенную. К каждому вагону 

приложены две контактные силы, которые можно привести к 

равнодействующей силе и моменту (рис. 119, а ):

7 _  _  ^ и2 - 7  —
Ш dt2 ' ~ dt2 ’
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где m , J о - соответственно масса вагона и его момент инерции 

относительно оси, перпендикулярной плоскости чертежа и про­

ходящей через центр масс вагона, и2 перемещения точек осе­

вой линии стержня

Хг

/j„ds

\ w7v, V/
л?///;///У/'жтг?/7

Jds

' У  - j
////// ;/////////// 
ds

х 1

а

Рис. 119

На рис. 119, б показан элемент стержня со всеми приложен­

ными к нему силами. Воспользовавшись принципом Даламбера, 

получаем уравнения движения (поступательного вдоль оси х2 и 

вращательного относительно оси, перпендикулярной плоскости 

чертежа) в безразмерном виде:

•К 0 + 

д Щ

де

dQx 2
; +■ и + Чх-2

де:

+ Q x2 + /хи = О,

0; (2)

(3)

d2 \i<2 ( 
где о =  - т о — 2~; е =  s//; qX2 =  -ки2 ^уравнение (3) не

содержит слагаемое, учитывающее инерцию вращения элемен­

та стержня^.
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Запишем уравнения, связывающие момент Мх.л с кривизной 

стержня (см. приложение 1; для стержня постоянного сечения 

-Тзз = 1), и перемещение и2 точек осевой линии с углом поворо­

та сечения (при малых отклонениях осевой линии стержня от 

прямой):

в Г - м * з = 0 ;  (4)

ди2

<*>

1 ак как вагоны движутся со скоростью v, воспользуемся 

координатами Эйлера. В результате, переходя к безразмерной 

форме записи, получаем

d2U2 d2U2 2 а 2и2
■I и = - " и  -5 —9-  + 2 г>0дт2 дт$£ де'2 ,

(o)fdiU2 д*и2 2 <93и2\ ( а ди2'  ̂ ^
" •  “  0 ( « л  + + ”» а ?  )  (*» = ж

где Пц = m /mo/; =  ^о /mo/3; ио = v/lpu - безразмерные 

коэффициенты.

Исключив из уравнений (2) - (5) i?:i, М 1з и Q r2, получаем 

уравнение свободных колебаний стержня с учетом движущейся 

нагрузки:

4 = ( 1 + Я11) ^ + ( 1 _ 4 », „2) ^ +2„„п 92
<9r2 V ( / 5е4 

,(о) , (0) 54u2 2 <У2и2
w * * 11' # * 1" 1 1  (7)

Полагая возможные перемещения

П

6 и 2 = ^>2 &а1 и2̂  • 

г= 1

(*) кгде и2 функции, удовлетворяющие краевым условиям зада- 

чи (при шарнирном закреплении концов стержня и у  = s in7n,e),
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и ограничившись двучленным приближением, найдем прибли­

женное решение уравнения (7):

.(2)
*2 ' J  2 ■

li соответствии с принципом возможных перемещений имеем 

1

j  ь (41}, 42)) 4 !) (ie ();
0

1  х ( 4 1) , 4 2)) 4 2 )ск о,

или после преобразований

а 117 1 + 0 1 2 / 2  + ^ 1 1 / 1  * ^ 1 2 / 2  I г 11 J 1 • r 12 / 2  0 . 

а2 \1 \ + а2 2 1 2  ̂ 2̂ I / I I ^22/2 Ь r2l i l  I 1 22 i  2 ~ О-

Чцесь

f l U  -
; « 12= 0;

а 21 = 0; «22 2 (1 I

Ьц = 0: Ь12 =  - | ( я м  I ^ 24 0) 

Ь\2 = ^ ("11  + 7г2-Л()°)) ’ Ьп =  0;

1 - /о°^) 7Г'1 ~ " 1 171‘2 + *СИ = о
: с ,2 =  0;

К)ТГ7( 1 - j j \ )S> ) - П1 1 l7Tz + к

(«)

С21 =  0; Г 22 =  -

Полагая /1 = /ю сАт, /2 = / 2<><'Лг, после преобразований полу­

чаем характеристическое уравнение

«О Л* + «2 А2 + «4 — 0, (9)
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где ао — а ц а 22; <*2 =  а ц с 22 + а22Сц + &22; а4 =  сц с22. Корни 

уравнения (9) имеют вид

Л] )2 =  ± iPь  Л3)4 =  ± г/32,

где частота

\
я2 «2 4д4 oq

2 o q

а /32
\

а2 + \ja\~ 4а4ао

2ао

106. На рис.120, а показано положение стержня в 

произвольный момент времени. Проектируя силы на ось у 

(рис. 120, б), получаем

д^у .
-mo dz - (IQ + dг Aqy -f (JV -f d N) sin a  - N sin a  = 0,

dQ
или I так как =  £ J r , , ,

V dz <9z4 У

д4У)
Ч

E JT j j l  + m ° ^ f  - Aqy - ) = 0,A ( N ^dz V dz (1)

где a1 =  a + da.

Р и с . 120

Распределенная нагрузка Aqy, действующая на стержень 

при колебаниях, равна Aqy =- тц$12у. Распределенная нагрузка
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qz при малых колебаниях стержня остается неизменной: qz

— rriQSl2z. Продольное усилие N зависит от qz:

'
N = J  qz dz = (I2 - z2).

Подставим выражения для N и Aqy в уравнение (1): 

к  \ г  1 д *у  . д2у  О 2 1L{y) = L J x~q~z4 + т 0 ~q̂ 2 ~ П т 0У+

2 ду т о  О 2 2 2 д2у _

2 ^  "  2 (* - 2 ) ^ 2  - °- (2)

При колебаниях стержня на него дополнительно действует 

распределенная сила Кориолиса qK =  2mofly, направленная по 

оси 2, поэтому более точное выражение для продольной силы 

имеет вид
I

j ( q z - 2тщПу) dz.

Так как в уравнении (1) сила N умножается на dy/dz , то 
/

/ ду ду
2rri[){l - ' - dz —  можно пренебречь как величинои 

a t  <7 г

второго порядка малости по сравнению с J  qz dz Следова-

Z
тельно, влиянием силы Кориолиса также можно пренебречь.

Для определения приближенного значения частот колеба­

ний ищем решение уравнения (2) в виде

(  ■ кг . 2 7rz\ .
у = у л sin pt + у i2 sin pt = I /li sin —  + Л2 sin —— J sin pi. (3)

Решение должно удовлетворять краевым условиям задачи

г =  0 , у = у” =  0; 

z = I, у = у" = 0.
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По методу Галеркина получаем два соо тношения:

1 i

J  L {у\ 1, уп ) У\ 1 dz = 0; J  L (г/ц, yvl) уи  dz = 0 .

После интегрирования имеем два однородных уравнения 

относительно неизвестных Л[ и  ̂12

А\

20
т о  ft А | + Л 2

25 
12

гч  ( 2ж \̂ 2 1 15
) - т °Р + Т У  т 0^ 0.

Первые две частоты колебаний стержня равны 

P i , 2 =  ± У « 2 -  ■!/> У / 2",

где

Е ,/т /  7Г \
а = 17-- - [ т  +11 ft ;

6 = 1 6

ш 0 \ /

E JX\2 {тт'Н

гп0 у \ /
_ )  + 4 4  | ^  j П 2 + 19 ft4.

т 0 V I

1 рафик изменения частоты колебаний pi в зависимости от 

ft показан на рис. 121 (кривая /).

Р и с . 121
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107. Дифференциальное уравнение колебаний стержня 

(см. решение задачи 106) для рассматриваемого случая закреп­

ления имеет вид

.. . 94У . д2у 2 2 ду , гп0П2 2 'д2у

£ д ?  r" " W 2 ~ ТЩ) у m ° '  dz + 2 dz2 =

Частоты колебаний

Р1’ 2 = ± ^а2 ~4Ь)  / 2

/'j J x /  тг\ ^

где

а = 17 — - - I 11 J! ; 
ш 0 \ / /

‘ = ,6( ^ ) 2( т )" м- ^ ( т ) ,п, + ,8п4-
График изменения />| в зависимости от угловой скорости 

диска Q приведен на рис. 121 (кривая 2).

108. Дифференциальное уравнение изгибных колебаний 

стержня анало! ично уравнению в задаче 106. только в рас­

сматриваемом случае продольное усилие

N = mnl\2(lz -  z2)/2.

Уравнение колебаний стержня принимает вид (см. решение 

задачи 106)

д4у д2у 2 
L Jx J ^  + m ° ^ 2  ~ т ,)Г

n /  / \ dy tt2 .. 2 л d2y

~maU { i - 4 T z - m nт ( ,2 ~ г ) з ?  = 0-

Час тоты колебаний



где

E J x  { к  \ О17-- - - + 15,76 ft2-
т 0 V I

Ь =
E JX

то
- 0 ,426ft2 16

E J X

то
+ 2ft

109. На рис. 122 показано положение системы в произволь­

ный момент времени. Прогиб у и угол ip характеризуют откло­

нения системы от положения динамического равновесия в поле 

центробежных сил инерции. Проектируя силы на ось у, полу­

чим (см. решение задачи 106)

г , д4у д2у 2 д /  ду\

E J * a s + m ° m ? + m °n , , - i h { N r z ] = 0'

где /V = moft2(/2 - z2) / 2.

m Q 2(b*h)

Р и с . 122

Уравнение колебаний массы т  имеет вид

д2у
J Q(p = —mQ (h -f b) d - E JX

dz2 2 =  0

(1)

где Jo момент инерции массы относительно шарнира 0\ 

(,/о = mh2); E Jx(d2y/ dz2)z=o упругий момент, действующий 

на массу со стороны пружины; d - плечо силы m ft2(/i + b) от­

носительно шарнира.
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Так как d = hb<p/(h + b), a ip — dy/dz|2=o, получим краевое 

условие для уравнения ( 1):

Jo
д3у

dt2dz
2 =  0

+ m fl2hb 7*^ 
dz

E JX
z= 0 2 =  0

Остальные краевые условия имеют вид

г =  0 , у =  0; г = /, у = у" = 0 .

0.

110. Методом Релея определим максимальные значения 

кинетической и потенциальной энергий системы в относитель­

ном движении:

г  I ( (2 ?1
шах 2 0 1 д.

L»' Y  + ± f

а* ) ,  о 2 J
т)У\

(1)

п, =  lit + ‘Чу

Здесь П1 - потенциальная энергия изгиба пружины; I Ig2, Н9у 

соответственно изменение потенциала распределенных сил qz

и qy, причем П9г =  -Agt, Н9„ 'Чу (где АQz ? Яу работа

сил д2 и qy на перемещениях, появляющихся при колебаниях); 

1 [2 =  А (А - работа сил инерции, действующих на сосредото­

ченную массу тп).

В развернутом виде выражение для потенциальной энергии 

имеет вид

П, \SEJxV d ^ ) J ^ dz~

J w  Л*+тг т П Ч к (2)
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Последнее слагаемое в уравнении (2) представляет собой 

работу центробежных сил, действующих на массу т  при ее от­

клонении на угол ip.

Ha. рис. 122 показаны силы, действующие на массу т . Ра­

бота. сил инерции

,1 = /  -  J Fy dy-.

где Fz — rriil2 z] Fy = m il2(6 + у). 

После интегрирования имеем

Л = m i l --- пАУ K h - У) + 7z (h ~ У )

Гак как 2 = hs'mip, а у =  h cos <р, то после подстановки и 

преобразования получаем

Л = m il2
/г2 о h? 2
—  sin ip - hb{ 1 - co s< p )---- — (1 -  cos ip)

hbmil2(l — cos <p) к  hbm&2~-.

Приравняв Tmax и l lmax, находим частоту

,2 О

t Z

E Jxy'[ dz + mo j  J(y\)2 dz dz

о 0

Jo{v[)2 + rnt)y2dz
2 = 0 J

m il2y2 dz f  m ill bh(y\)

Ju(yi ) + / ™ 0 .Vj dz2 = 0 _/
0

- (3)
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числений имеем

+  rribh
7Г

(4)

Подставим в уравнение ( I) числовые данные задачи: 

р 2 = 1 , 1 ;Ш 2 + 1,04 ■ 105.

При угловой скорости $2 100 рад/с низшая час тота, коле­

баний системы р = 332 с 1.

111 . На рис. 12,3 сплошной линией показано положение си­

стемы в произвольный момент времени при колебаниях, а ш три­

ховой положение системы в состоянии динамического равно­

весия в поле цен тробежных сил.

Р и с . 123

По методу Релея, максимальное значение кинетиче­

ской энергии равно максимальному приращению потенциальной 

энергии:

Запишем приращение по тенциальной энергии в общем виде 

(см. решение задачи 110):

У

А  Птах =  Т,max •

АПщах =  A II j + ДП 2 + Д П ?1 +A\lqy (1)
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Найдем приращение слагаемых в правой части равен­

ства (1):

I

ЛИ) = II, - П,о =  \ J  Jx{y" + У\)2 dz —

О

I I

J  EJx(y'o)2 dz =  E J X j  ̂y'Jy" + 7j(y " ) 2̂ ) dz;

Л 1Ь; = hbrrii) 2

A1I92 = m ofiu

-(ifio + ч>\) - т2Уо

l z

hbrnfl2

I z

\ J  2 J (Уо + Ух )2 de dz —  ̂J  z J (y'J)2 de d;

о 0 о 0
I z

= m ofl J  2 J  Уоу[ dedz+  ~ J (y'o)2 de dz

о 0

АГ1?у =  - m ^V

I I

\ J (УО + 2/1 ) 2 dz J  Уо dz = 

о 0
/ /

J  2/0 2/1 d2 +  ̂J  Vl dz- m o  0

Рассмотрим слагаемые, зависящие от начального состоя­

ния (входящие н A l l , ,  А П ?2, А119у), которые после интегриро­

вания но частям можно представить в виде

J 1

I

= E JX J  у" у”dz =  EJr
hi

У о 2/1 0 + f 2/oV2/l dz;

о

/ 2 (2)

Jl = j Z j У'оУ'1 dedz = J Z(y'°yi o~ J У'оУ1 d£) d2'
о 0
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Так как ири 2 =  0 у\ = 0, а при z =  I у\ =  0, у2 = 0,

.Vi! 2=о =  <л то

/

J  \ — Е J  х У Q j z = 0 ^  J  У У\ ^ 1
О

I z

= J  2 2/ o O )j/ iO ) -  J  y”(£)y\(t)de
о

I

- J  zy'0(z)yi(z)dz -  J  z J  t/o(e) j/ | (e )d e d 2 .

J 2 = (I2 —

/ г

0 0

Воспользовавшись формулой Дирихле, второе слагаемое в 

выражении для ,/2 можно преобразовать к виду

I Z I I

J  2 J  2/о(е) J/1 (е) de dz = j  7/1(2) J  Ey"(z)dedz.

0 0

Группируем в выражении (1) все члены, зависящие от на­

чального деформ и рованного состояния:

I

/1 = J [ - E Jx y"\z=0 I m il2hbipo\ dz+

о

( I

J  E Jxylo T z i / im o f i 2 - т 0 П 2 J  ey'^z) de-гп{П2y0 У\ dz. (3)

В равновесии упругий момент (в сечении z =  0) уравнове­

шивается моментом силы инерции, действующей на массу:

£Л :У ои =0 =  Vo:

поэтому первое слагаемое в правой части уравнения (3) равно 

нулю.
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Чтобы показать, что второе слагаемое к этом уравне­

нии также равно нулю, рассмотрим уравнение упругой линии 

стержня при изгибе моментом М\ =  rrd}2hbyn :

Z

P J xVq =  М\ R\z + j  qy(z - e)de + R3y0- 

0
Z

- J  Qz[yo(z) - T/0(e)]de. (4)

о

l

Гак как R 3 = J  qz dz , то выражение(4) можно преобразо- 

0
на/гь к виду

z

EJxVn = м \ ~ R\z +• j  m o ^ 22/o(e) (z ~ е) de+

'о
/ /

I j  y0(z )m 0n 2e da + /  m 0J22ej/o(e)de. (5)

о

Дифференцируя уравнение (5) дважды по 2, получаем

I

KJxyIV m ()J i 2j/o(г:) I  y"(z) гп()П2е de + rn{)Q2zy'0(z) = 0.
Z

Таким образом, Л = 0 ^см. выражение (3)), т.е. частота 

колебаний балансира не зависит от начального деформирован­

ного состояния.

112. Уравнение колебаний упругого стержня (пружины) 

будет следующим:



113. В этом случае (в отличие от задачи 110) работа сил qz положительна и равна (см. решение задачи 110)

I I

Aqz = J  то Я2 z J(y[)2dedz.
о п

Частота колебаний

7Г4 - /  Ж1 1\ 7Г2
E J X —о — —  Н—  ) \- mbh - - $12

2 2/3 V 12 2 )  /2
V = ------------ ------- , N, - ( 0

/ 2 * 7Г
то - + пт  I у

или

pz =  0 ,62ftz + 10°.

При угловой скорости диска Q = 100 рад/с получаем 

р 324 с " 1.

114. При решении задачи 113 получено выражение (1) для 

частоты колебаний, из которого следует, что при выполнении 

условия

/  7г2 l\ тпЬНп2 lrri{) f
J  2 2 J  /2

час тота колебаний не зависи т от угловой скорости диска.

115. Выражение для частоты колебаний системы такое же, 

как и в рассмотренной выше задаче 110 .

116. Уравнение радиальных колебаний кольца имеет вид

/•; Vи ( -- ут  и = 0.
Ш ( )  п

Частота колебаний

р = R 1 \[Е Е/тгц) .
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117. Рассмотрим элемент кольца (рис. 124). Проектируя 

все силы на радиус (dm о =  шц da), получаем

и +
Е Е Р о Р1 •

г „ и = --- 1--- sin iot.
molt1 т  о 771]

Постоянное давле­

ние ро создает статиче­

скую составляющую ра­

диального перемещения 

кольца. Амплитуда ус­

тановившихся колебаний 

кольца

=
Pi

ГП\
EF 

ггц) R 2
— UJ

118. При радиальных колебаниях вращающегося кольца 

на него действует дополнительная радиальная сила, равная (на 

единицу длины) т 0П2и.

Дифференциальное уравнение радиальных колебаний коль­

ца имеет вид

EF Qz W  = 0.
. то R2

Частота колебаний кольца

' Е Г  
rrioR2

- f t 2 .

Критическая угловая скорость кольца

ft, = \JЕ F/(m oR2) ■

119. Каждая точка сечения кольца при повороте сечения 

на угол перемещается по дуге, равной pip, где р полярный
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радиус точки (рис. 125). Проекция этого перемещения на ра- 

1иа.1ыюе направление и — /?</?sina = y f, что соответствует 

удлинению но окружности (этого волокна) на Д I = 2ъуф.

Риг . 125

Гак как волокна кольца работаю! на растяжение, то по- 

кчщиальная энергия

F

Кинетическая энергия вращения кольца относительно осе- 

В( )Й линии
2-к К

т I ./||^(1.4 J оф2 г

2 2
2тг /I. (2)

Момент инерции единицы длины кольца относительно осе­

вой линии

Jo = P\Jp I' (>\Jp/Р  = m 0 Jp/F,

I де J p полярный момент инерции поперечного сечения кольца; 

Г площадь поперечного сечения.

Hi соотношений ( 1) и (2) получаем дифференциальное 

уравнение крутильных колебаний кольца

F F  J x
if +

m иИ. Я 2 J ,
(/5 =  0.

Частота колебаний

E F  J T

mg Л 2 Jp
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120 . Колебания стержня происходят относительно состо­

яния равновесия, поэтому предварительно следует определить 

статическое напряженно-деформированное состояние стержня. 

Стержень нерастяжимый, и расположен симметрично относи­

тельно оси вращения, поэтому

В приложении 3 приведены уравнения малых колебаний 

стержня, осевая линия которого есть плоская кривая. Систе­

ма уравнений (113. 24) описывает малые колебания стержня с 

“выходом” осевой линии из плоскости, т.е. наиболее общий воз­

можный случай колебаний “плоского” криволинейного стержня.

Если “плоский” криволинейный стержень совершает сво­

бодные колебания в плоскости чертежа (рис. 126), то для полу­

чения системы уравнений, описывающих эти колебания, надо 

в общей системе (П3.24) положить Q3 =  М\ = М 2 = Даэ] = 

= Д а ?2 = 0. В результате получаем систему уравнений для 

стержня посгояного сечения (.433 =  п\ = 1) с учетом инерции 

вращения элемента стержня:

Л/0 =  0; 9ю  =  <7зо =  0; д20 =  - Ц ) Л 0 . 

Из уравнений равновесия получаем

£20 = 0 ; д 10 =  _ ® 2. =  ш2д 21
Жзо

Р и с . 126
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дЧз дм3
•/зз^ “ ' 5 Г “ д 2 - 0’ (3)

~  - Д ж 3 =  0; (4)

dvL
- Ж30г12 = 0; (5)

- *30^1 - т?з = 0 , (6)

I де Л/з = Даез.

Рассмотрим правые части уравнений (1) (3). Гак как на 

стержень сосредоточенные силы не действуют, то в уравнениях 

(113. 24) следует положить

Pi  = 4 1 ,  Р'1 <12

Найдем выражения для динамических нагрузок ц\ и г/̂ , по 

являющихся при колебаниях стержня.

На рис. 91 штрихпунктирной кривой показано положение 

осевой линии стержня при колебаниях. Из рисунка следует, 

ч то абсолютная скорость точки ()\

v0 , = . (Ч() I й). (7)
<1г

Приращение абсолютной скорости точки О \

(iu ( _  dR 0
v = vo, - vo  v0 -1 dr \ dr

Переходя к локальным производным (см. приложение 2), имеем

д\х
V  =  —  +  ш 0 х П ( | ш 0 | =  const). (8)

от

Следует заметить, что угловая скорость вращения связан­

ных осей

ш' = ша +ш,

где U) - дополнительная угловая скорость элемента стержня, 

возникающая при колебаниях. Но так как при малых колебани­

ях можно считать компоненты векторов и; и и малыми величи­

нами, то произведением ш х и можно пренебречь.
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Приращение абсолютного ускорения точки 0\ (опуская 

знак тильды в обозначение локальной производной)

dv д ( дй _  _\ _  ( ди __ _\

ат = в ; ( в ; + “ о><и; + “ » х ( ^ + ш о Х 7  ( )

или, полагая при “плоских” колебаниях u =  + и2е2> 

dv д2й

dr 5т2
+ 2ш() X и - и>2и\е\ + !x)qU2c2. ( 10)

Из уравнения (10) следует, что дополнительная динамическая 

нагрузка q, действующая на стержень, находящийся на враща­

ющемся диске, равна

q =  —2(шо X П) + - и 2и2ё2

или (так как cJq = с^о^з)

()и j 9
<72 =  -2шо —  - u)qU2.

(11)

Окончательно получаем следующую систему уравнений 

малых колебаний кругового стержня в плоскости чертежа:

- - и)0и\ =  0;
д2их dQ 1 ди2
-^2 -

~дт^ ~ й° Мз “  ^  4 + «2 = 0;

d2tf3 5Мз
j  33-̂ -"2---- 5--- V2 — О,

" £ ( 12) 
дт?3
~di _  Мз =  ° ;

— ------as30u 2 =  0; —  +  аз30«1 -  i?3 =  0;
де ае

М 3 =  Ааэ33; аэ30 =
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или в

Здесь

векторной форме записи (см. приложение 3 )

А( ч ^ г
дг2

+ а (3)
дг

дт

дг
+ а (2)Z =

■0 0 0 0 -1 0 ■

0 0 0 0 0 -1

а (0 =
0 0 0 -•/33 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

.0 0 0 0 0 0 .

а (2) =

О

1

О

о

о

а (3) =

До

о

-1

О

О

^о «о

0 0 - 1
/г«

0 0 0 0 0 - 2из[

0 0 0 0 2tJn 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

шо

О

О

1
~Rq

О

[<2ь <?2, Мз, 1?з, иь  иг]
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121. Кольцо нагружено статической распределенной на­
грузкой, поэтому Q i0 = - q0R 0, Q 20 = = О, M 10 = 

— Л/20 =  Л/30 =  0. Уравнения свободных колебаний стержня, 

осевая линия которого есть плоская кривая, приведены в прило­

жении 3 (см. В рассматриваемом случаеуравнения (ПЗ. 24) 

они распадаются на две независимые системы, описывающие 

колебания стержня в плоскости чертежа и относительно плос­

кости чертежа. Для стержня постоянного сечения из системы 

(113.21) получаем систему уравнений колебаний стержня отно­
сительно плоскости чертежа

д2из dQ i
- q 0R0M 2 = 0 ;

дт2 де 

d 2i?i дМ х
J\\

J  22

дт2 
д2Ь

де

дМ2

+

дт2 
дд\ д2 

де До

де 

М\ 

А 11

м 2
До

M i

До

= 0 ; 

+ <5з

( 1)

д#2 1?!
« Г  + 7 ^  “  " 2 0 ;

де
+ ^ 2 = 0 .

Для круглого сечения безразмерные моменты инерции J\\, 
J 22 и жесткости Лц и Л22 равны

\2 , / ,ч2
«7ц = ! =

1
Тб

(J
М\ = 2 — , Л22

Li
1.

В векторной форме записи имеем

А < 4 ^
дт2

—  + А ' ' Z  =  0. 
де

Здесь

А0) =

•0 0 0 0 0 -1 -

0 0 0 -■h 1 0 0

0 0 0 0 - J  22 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

_0 0 0 0 0 0 .
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,(2)

‘ 0 0 90 До 0 0 0"

0 0
1

До
0 0 0

1
1

“ До
0 0 0 0

0
1

“ ^ 7
0 0

1
0

0 0 -1
1

0 0

.0 0 0 0 1 0.

Юз,  M l м 2, т?1, 1?2, «з]Т

122. Уравнения малых колебаний вращающегося кольца 

можно получить как частный случай уравнений (П3.24) (см. 

приложение 3).

Из соотношения (9) (см. решение задачи 120) следует, что 

при й>о = <х;оёз абсолютное ускорение от смещения из не зависит, 

шачит <?з =  0. Таким образом, получаем следующие уравнения 

(при Qio =  0, <520 -  ^ 2Д2) :

_  dQ3 

дт2 де 

д2$ х
J 11

д т 2

ь>\\'TL M 2 =  0; 
^22

дМ\ аэ30 — —  + —  М 2 = 0 ; 
де А 2 2

J 22
д2д2 дМ2 

дт2

—--- аэ30т?2
де

д^ 2 л- 9
3 7  + ^  а 22

_
де А\\ 

M i

тг,;

М 2

М\ +  Q з = 0;
(1)

=  «; 

= 0 ;

де
+ i?2 =  0 ( M j  =  Л ц Д а э 1, М 2 =  /122 Д  ж 2 )■

Систему уравнений (1) можно представить в виде 

n\d2Z dZ /,ч_

a(V + * + a W i = 0 -
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где

а ( 2) =

■ 0 0 0 0 0 - 1 -

1ооо

0 0
О О О  0 - J  22 0
О О О  0 0 0
О О О  0 0 0

.0 0 0 0 0 0 .

'о 0 u l R l 0 0 0

0 0 Жзо
М2

0 0 0

1
а?зо
Л и

0 0 0 0

0
1

0 0 ж3о 0

0 0
1

ж.зо 0 0

.0 0 0 0 1 0

Z = К Ъ, , М 3, > $2, « 3.Т

123. Н аличие сосредоточенных масс приводит к появле­

нию сосредоточенных сил инерции, возникающих при колеба­

ниях. Поэтому воспользуемся уравнениями (П3.13) малых ко­

лебаний (см. приложение 3), приняв в первых двух из них

Р (1) = J ^ ( e - £l) + J ^ ( e - e 2);

ОТ(1) = m i 2)6 (s-E 2),

где j O ,  и 971^ - соответственно безразмерные силы и

момент инерции,
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(2)

Остальные уравнения системы (113.13) остаются без изменения.

124. Рассмотрим колебания стержня в плоскости х \()х2 

(см. рис. 94) относительно его естественного состояния (т.е. 

при Q io = Q 20 =  М 30 = 0). При этом на стержень в сече­

ниях £\ и £ 2  действуют две сосредоточенные силы R , и R 2, 

соответственно равные

где Цх = —с (u i2), поэтому по аналогии с задачей I 23 имеем 

(см. приложение 3)

1 Де 1?зо угол между векторами ej и ij.

Так как рассматриваются малые колебания, го после пре 

образований получаем (полагая ё, ~ ею)

Первые два уравнения системы (П3.25) (см. приложение 3) 

после преобразования их правых частей принимают вид

R I =  Л 2е2, R 2 = Л х 2 i'2,

Pi =  - с ( u i2) (i2 ё]) S(e - £2 );

P2 =  R28(e — £\) — с ( u i2) (i2 ё2) 6(e c 2 ); 

i2 = sin(i?30 + А 1?з)ё, + cos(^3o I Дт?з)<-2,

( I )

P\ = - c  (щ  sin2 1?30 + U2 cos 1?30 sin т?з0) b(e f 2);
P2 =  R2 f>(£ - £1) - c{u\ cos {}30 sin i?30 +

+ и2 cos" i?3o) £(e - e2).
(2)
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щ -^2---- ~ ж зо<?1 = R 2 <5(е - £1 ) —

- си, с os t?30 sin ^30 %  - е2) - с cos2 i?30u2 S(e - e2).

(3)

Остальные уравнения системы (113.25) остаются без изменения.

125. Свободные малые колебания спирали в плоскости 

чертежа описываются системой уравнений (113.25) (см. прило­

жение 3), но чтобы ими воспользоваться при численном счете, 

необходимо знать зависимость жзо от координаты е. Уравне­

ние' спирали Архимеда в полярной системе координат (рис. 127) 

имеет вид

Р и с . 127

Из условий закрепления спирали (tp = 0, г = 0, ip = атг/2, 

г = г о) получаем интервал изменения угла tp (0 < ip < an/2). 

Дифференциал дуги в полярной системе координат равен

г = aip; х\ = г cos ip; х2 = rsm ip, 

где а - параметр спирали. Спираль имеет длину I.

(1)

188



поэтому

de = a \J\ + рР- d ip (а = a/l). (3)

Интегрируя уравнение (3) от 0 до 1, получаем

а 7г/2

1 = 0 J  \JI 4 ip2 dip. (4)

Из выражения (4) определяем а . Разделив ( 1) на / перейдем 

к безразмерной форме записи:

г = aip] х 1 =  г costp; х т — г sin ip.

Вычислив а ,  находим безразмерное значение г о = 9о 7г/2 . 

В дальнейшем знак тильды над безразмерными величинами 

опускаем. Из уравнения (2) получаем

*  = ~ ^ = = -  №  <Л£
a\J 1 + if1

Интегрируя уравнение (5), находим зависимость (при 

£ =  0 <£> =  0). С учетом соотношения (5) определяем производ­

ные X  ] ( б )  И Х 2 ( е ) '

cos (/? — </? sin <p

J 1 4 /32
• ( 6 ) 

, , . , Sin I/? 4- ip cosip 
X2(£) =  a</5sm ip ■+- aipip cos 1/3 =  ---- = = = = = — .

V 1 + v?2

Формула для кривизны а"зо(е) плоской кривой имеет вид

я 'зо (е ) = \/ х] + х\ ■ (7 )

Продифференцировав (6) по £ и подставив получившиеся 

соотношения в уравнение (7). получаем

, n 1 (2 +  ip2)
Жзо(е) = ~~----9'\Ч/9 •  ̂  ̂

а (Ц -  1р2У '2
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Решив уравнение (5), находим зависимость р> от е, а затем 

из (8) определяем ж.-jo как функцию е. Воспользовавшись урав­

ненном (113.25) (см. приложение 3) и зная зависимость аэзо(е), 

можно найти уравнения малых колебаний спирали Архимеда.

126. Для решения задачи необходимо предварительно 

определить статическое напряженно-деформированное состоя­

ние (см. приложение 1) и вектор перемещения точек осевой ли­

нии стержня, нагруженного мертвой силой Р, считая, что име­

ют место малые перемещения. Решение уравнений равновесия 

стержня подробно рассмотрено в [5].

После прекращения действия силы Р имеем Q 0 = Mq = 0. 

В результате решения уравнения равновесия (111.94) (см. при­

ложение 1) находим компоненты щ j, uq2 вектора перемещений 

и угол г?о3• Воспользуемся уравнениями (П3.25) малых колеба­

ний стержня в плоскости чертежа (см.приложение 3), полагая 

в них Q ю = Q го =  М зо =  0. Кроме того, так как стержень 

круглого постоянного сечения, то аэзо = 7Г/ 2; п\ = 1; /I33 =  1, 

,/зз = (//(16/), где d , / диаметр и длина стержня. В результате 

получаем систему уравнений

д2их dQ 1 7г

Ж  - "дГ + 2 Q l  = 0;

д2и2 dQ 2 7г 
~дт̂  т  2
г д21?з <9 М 3
п 1 > Р Т ~ ~ д Г ~ ® 2 =  ’ ( 1,

ж  * м '-' -
dU] 7Г

я Г  - i  " 2 = 0;

Э и 1) 7Г
~вГ+ 2 щ - ь  = 0-

Полагая и\ = ию (е)егЛг, и2 =  и2о(е)е1̂ т и 'т.д., получаем урав­

нение

Z0 + AZ0 = 0, (2)
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! 41’

А  =

0 — 7Г/2 0 0 A2 0 ' <2 i o '
7Г/2 0 0 0 0 A2 Q 20

0 1 0 J33 A2 0 0 ; z 0 =
M30

0 0 -1 0 0 0 1?30

0 0 0 0 0 — 7Г /2 и 10

0 0 0 - 1 7Г /2 0 - U20 -

Для краевых условий чадами

е =  0 , «ю  = и20 =  1?зо = 0;

£ = 1) Q\ = Q'l = M'S = О

определяем ( j — 1, 2, 3). Для каждого из находим соб­

ственный вектор Z q ( с м . приложение 4).  Для решения дан­

ной задачи надо знать только (к =  1, 2; j  = 1, 2 , 3). 

Начальные условия имеют вид

г = 0 , u = iIo, и =  0.

Запишем выражения для компонент вектора и:

= cos А]г + cos А2т 4 c^u^q  c o s  А3т;

=  COS A i r  +  C ^ u i V  COS \ 2T I C ^ U y )  COS A 37",

40 ^  '4  ' I - 10 

U 2 -“  С  ̂ ^^20 V1' °  ^ l  ; “Г  L u'2() 

или в век торной форме записи

(3)

[ри Т  =  0 ( u ,  =  z [ ] ) )

У "  r (j)u 0 ) cos Aj 

> = 1

По =

]= I

I де Z 0)
х0Гx10

20 J
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Коэффициенты с^ )  определяем из уравнений

Горизонтальное перемещение точки К вдоль оси х\ при усло­

вии, что углы поворота торцевого сечения малы,

их] = ( й * ч )  = (и 1к ё, + и2кё2) Ч = ~и2,

или

Uxf= - 1 ) cos Л] Г + с ( 2 ) « 20^( 1 ) COS Х 2Т  + C^ '^ ? i20^( 1 ) COS A3rj .

127. Воспользуемся уравнениями (113.25) (см. приложе­

ние 3), полагая в них Q ю = Q 20 =  0, п\ — 1, Л33 = 1. Предста­

вим систему (113.25) в векторной форме:



=

,(2)

■0 0 0 0 1 0-

0 0 0 0 0 1

0 0 0 •Лзз 0 0

0 0 0 0 0 0
>

0 0 0 0 0 0

.0 0 0 0 0 0.

- 0 *30 0 о 0 о

- Жзо 0 0 0 0 0

0 -1 0 0 0 0

0 0 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 л>30

0 0 0 - И\-»() 0

'  - [Qь  Q 2, ^з, « ь  u2] ; Д ’1, 0. ЗЭТз, 0, О, 0] 1 й(с — £ 1 ).

Лля приближенного решения уравнения ( 1) требуется пред­

варительно определить собственные функции Z (j^  и Zg2̂  (для 

Iвухчленного приближении) (см.уравнения (1) задачи 126). Да­

лее решение уравнения ( 1) ищем в виде

(2)г = / ( |)(г )4 1)(£) + / (2)(г )г0(2)(£).

Воспользуемся принципом возможных перемещений (см 

приложение 5), полагая

йг0(2) =  <562E 0Z q2),

(•')
*ю

Х(г)20

,о(0
™(i) _  ^30

I де Е() =

< ч (1) = М > \ Е()5Гу(|

-0 0 0 0 1 ()-

0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 о

0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

.0 1 0 0 0 0_

Е0 Z
А/.(030
п(') V ю

L v 20
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Матрица Eq есть частный случай матрицы (115.18) (см. 

приложение 5). соответствии с алгоритмом получения урав­

нений относительно /(>) И /(2) запишем два уравнения
1 1 

J  ( l j  •E „Z 0(1)) de = 0; j(h\ -E(|Z(!2)) de = 0,

или

Здесь

* i i / (1) + * 12/ (2) + ^ i . / (1) + 612/ ( 2) = 6i; 

*21  ̂ + * 22/^  ̂ + 2̂ 1  ̂ + f>22/ ^  = h-

(3)

hu = / (  A ( ') z n(1) -E0Z n(1)) de; h l2= I ( A ^ Z , ^ '  • Е0гУ М  de;■ F .nzi1)

*21 - j  ( a (1)Z0(1) • E0Z 0(2)) de; Л22 = J  ( a W z 0(2) • E„Z(j2)) de;

>11 z i 1} + A ^ Z * 0 ') E0z n(1)de;

612 = J  (z,j2) + a ( 2) z ({2)) E0Z0( I ) de; 

;0(1) + a('2) z (5,)) EqZq2) de;&21 = / z

&22 = J  (Z({2) + a ( 2)z,52)) EoZ(52) de.

0
Коэффициенты Лц и j 1 в более подробной форме записи 

определяются следующими выражениями:

, (1)n2*11 =
ч о de;

о
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*11 =  /  («10 “ 10 + «20 “ 20 
о

+ 4 o Q (2o + *30 «20 “ 10 -  ж з о « 1 о  4 о  “  « г с М о  -  ( M 30})  -

+

Ж30и2(^« 10̂ + ж30и1о̂  ^30  ̂« 20̂ ) 

Правые части уравнений системы (3) равны

de.

ЛФ ■ E0Z()( I )
'Жт-4'V i ) ;

by = ЛФ • Е„7 и df = а я з ^ е О .

Запишем систему (3) в векторной форме

H f I II 1 B f = H “ 'b. (•1)

Полагая f  = F j, Г F^, представим уравнение (4) в виде 

системы уравнений первого порядка

F| | II ' BF2 = Н ~~1Ь;

ИЛИ

F2 F | 0,

!•' I Л F = Ь ( ^, (5)

F =
f

; а

0 II 1 о
; ь ^  =

Н “ ]Ь
; ь =

Ь]

f Е 0 0 > 2 ,

Решение уравнения (5) имеет вил

Г

F = К(т )С I I  G (r , r , ) b (l) dr, (6)

где К(г) фундаментальная матрица решений однородного 

уравнения (5), удовлетворяющая условию К(0) = Е.
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В рассматриваемой задаче начальные условия нулевые 

f(0) = 0,f(0) = О У поэтому

Т

Щ т) = /  G (r ’ n ) b (1)ciri ( g ( t ,  n )  =  K ( r ) K “ 1( r1) ) , (7)

d 1)или, так как вектор b v у от г не зависит,

т

Ц г )  = / G (r, т\) dr, ■ Ь ( О (8)

о

Получим решение уравнения (5) для случая, когда его пра­

вая часть не зависит от т, т.е.

F = K ( r )C  + F 0. (9)

Частное решение Fo неоднородного уравнения (5) ищем в

виде

F0 =  C b  (10)

где компоненты вектора С[ - постоянные величины.

Подставив (10) в уравнение (5), получим АС[ = Ь ^ ,  от­

куда С] =  А~ поэтому

F = К(т)С + АГ1 b ̂ .

Так как при т =  0, F = 0, К(0) = Е, то С = — А_ 1Ь ^ .  Оконча­

тельно имеем

F = (Е - К (г)) А- 1Ъ ^  =  Р Ь ^ ,

ИЛИ

f -Рп Рп H “ 'b '

f -Рп Р22 ■ 0 ( 1 1 )

Из (11) определим вектор f, компоненты которого /(*) и 

/ ( 2) входят в принятое приближенное решение (2),

' / ( О 

, / (2).

Р ц ( т ) Н - 1Ь . (1 2 )
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/ О  =  ( f n ( r ) 6 i  +  d u ( r ) b 2] =  d 2 \ { T ) b y +  d 22( r ) b2 ,

где <1Ч элементы матрицы i (7-) H~1.

В результате получаем решение

Z = {dnbi + d12b2) Z ^  ) (^21^1 + ^ 22^2) Zo ^  (13)

По условию задачи требуется определить момент Л/3 в за­

делке (при е =  0). Согласно (13),

/;,((), т) = Л/3 = (dn b i+ du b2) М ^\ 0) I (d2\bx +d22b2) М $ ( 0).

128. После окончания действия им пульса масса m получит 

скорость и =  ( J / n ) i2, поэтому при т = 0 имеем следующие; 

начальные условия:

й(0, е) = 0; П(0, е ) - - Ъ 2 к 6 (Е  - 0, 5) (п = mlp0). (1)

Рассмотрим колебания стержня относительно естественно­

го состояния в плоскости чертежа (рис. 98). В уравнениях ма­

лых колебаний, например в уравнениях (113.25) (см. приложе­

ние- 3), следуе т положить Q ц\ = Q 20 = 0 , п\ = 1, -1 з3 = 1- 

Наличие сосредоточенной массы приводит к появлению Р\ и 1’2 

в первых двух уравнениях системы (113.25):

Р, = -п2 ^  «(£-0, 5); Р2 = —п2 6{е-0, 5) (п2 = " 'J j . (2)

15 результате получаем систему уравнений

д'2и\ dQ\ d2xi\
1 *30«2 = -п2— ^ 6{е - 0, о);

Ил ( 1 2 ) находим

дт2 д£ - дт2

д2и2 d Q 2 д2и2 f
~—j2---- - аэзод 1 = -п2 ~~о̂2 bv- - 5);

3 21?з <9 М 3 <9т?з

;!:i ^  а Г  “  ” 5 ”5 7  “  :i “  5
<9«1—--- ж30м2 = 0; + *зо «1 - уз = и,
<9е де

(3)

где Ж30 =  I/R  =  7г.
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Определим собственные значения и собственные функции 

(векторы). Полагая

Qj =  Q j oe,Ar; Uj =  и ,0е>Аг; ь  =  Ь о е ' Хт: M 3 = M 30eiXr,

получаем уравнение

Zo + AZo =  Д Ф ,

О -7г О О Л2 О

О Л2

j \ т.

где А =

ДФ Ь(е - 0,5) =  Д Ф 0й(е - 0,5).

7г 0 0 О 

О 1 О J 3 3 A2 О О 

0 0 - 1  0 0 0 

О О О  0 0 —ж 

0 0 0 -1 7Г О 

п2А2ию 

п2\2и2о 

О 

О 

О 

О

В данной задаче краевые условия имеют вид 

е =  0 , «ю  =  « 20 = 1?зо =  0;

£ =  1, « ,о  = М 30 =  <32о =  0. 

Решение уравнения (4)

£

Z0 =  К(е) С + J  G(e, h) ДФ(/г) dh,

(4)

(5)

где К(е) - фундаментальная матрица решений; G(e, h) - матри­

ца Грина.

Из краевых условий при £ =  0 следует с., = С5 = cq = 0. 

При £ = 1 из уравнения (5) получаем

Z0 ( l )  =  К (1 )С  + G( 1, 0, 5) Д Ф 0-
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Из краевых условий при е =  1 следует

*21 (1 )С1 + *22(1)С2 + *23 ( О с3 + ,92l( 0  п2А2«ю (0 ,5 ) +

+ .922( I ) ГС2̂ 2“ 2о(0,5) =  0;

*3 i( l)  С1 + *32(1) С2 + *зз(1) с3 f  ,92l(l) n2A2Uio(0,5) +
9 (bj 

+ 9за (1) n 2 A « 20(0 , 5) = 0;

*51 (1 ) Cl + *52 (1 ) C2 + *53( 1 ) c3 + .951 ( 1 ) ™2A2 «10 (0 ,5 )  +

+ 552( 1) n2A2« 20(0,5) = 0.

В свою очередь, так как интеграл в (5) при е ~ 0,5 равен нулю,

uio(0,.B) = * 5 1 (0,5) ci f  *52(0 , 5) с2 + *53(0,5) с3;

«2о(0,5) = *61 (0,5) С| | *62(0, 5) с2 + *63(0,5) с3.

Подставив выражения для «ю (0 ,5 ) и « 2о(0,5) в систему (6), 

после преобразований получим систему однородных уравнений 

относительно неизвестных С|, с2, с3:

ej l cl + ej2c2 4 = 0  ( j =  1, 2, 3). (8)

Приравняв определитель системы (8) нулю, запишем урав­

нение для определения частот. Определив, например, три ча­

стоты Xj ( j =  1, 2, 3), находим соответствующие им три соб-
— (])

ственных вектора Z(j . Алгоритм определения собственных 

векторов для случая, когда стержень имеет сосредоточенные
а)

массы, изложен в [5]. Полагая с3 = 1, для каждого Xj на-

(1 ) (1) — (?)
ходим из системы (8) с, и с,у'. В результате вектор С v ' для

каждого \j равен

C ( J )=  ( 4 я , 4 Л , 1,0, о, о ) Т .

Собственные векторы равны

z[j) =  К (е , X j ) C U) + с ( £ ,  0 ,5 )Д Ф о / /(е - 0 ,5 ) .



Вектор ДФо, зависящий от и10(0,5) и и2о(0,5), можно предста­

вить в виде

'o 0 0 0 n2 A2 0
0 0 0 0 0 712 A2

Д Ф 0 =
0 0 0 0 0 0

■ Z0W (0,5) = D Z (j)(0 5).
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

— tj) 
'Гак как Zq (0,5) = K(0, 5

_( ?\
, X j ) C y , то выражения для соб

твенных векторов имеют вид

7  (Я 
z o (£) = К (e , A, + G D K  (0, 5, A j) H (e - 0 ,5 )C (j) .

Частные решения системы уравнений (3) равны

^ 0 ) — 7 0 ) гоч \ yU)  _  t'(j) •_ \
(1) (0) <ойЛ^г ) z (2) — (0) SinAjT.

Решение при конечном числе частных решений будет сле­

дующим:

> =1 7=1
(2)

7 = 1

) v 0 )
(0)

cos А,т +

+ B ( » z g Sin A>r ) .  (9)

Из (9) получаем выражение для вектора и:

^ s i n  Ayr , ,

где z j 7)
no
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Определяем произвольные постоянные исполь­

зуя начальные условия. Так как при т = 0, й = 0, то = 0. 

Второе начальное условие дает соотношение

1 п
- ~ 6 ( е -  0,5)с2* = £  (Ю )

П j  I

Умножая уравнение (10) на Z ^  и интегрируя от 0 до 1, 

получаем систему уравнений вида

>=| о

Определив С ^)  и В^\ окончательно имеем

71

Z ^  B ^ Z ^  sinAjT. 

j I

В условии задачи требуется определить реакцию R  в 

шарнире, которая равна,

R  = Q t( 1, г )ё ь

где
п

Ъ\ =  ^ / i(■?)Q (1J0)(l)s 'r>ЛГ •

.;= 1



Приложение 7

О СН О ВН Ы Е  У РА ВН Е Н И Я  СТАТИКИ СТ ЕРЖ Н ЕЙ

При решении задач динамики криволинейных стержней, 

когда колебания стержня происходят относительно нагружен­

ною состояния, необходимо знать статическое напряженно- 

деформированное состояние стержня, от которого зависят урав­

нения малых колебаний (об этом более подробно см. в прило­

жении 3). Поэтому, чтобы исследовать малые колебания стерж­

ня (свободные или вынужденные), надо предварительно решить 

уравнения равновесия стержня, нагруженного статическими си­

лами.

При выводе уравнений равновесия стержня используют две 

ортогональные системы координат: неподвижную, или декарто­

ву, с единичными векторами ij, относительно которой опреде­

ляю! положение стержня; и подвижную с единичными вектора­

ми v.j (рис. И 1.1), жестко связанную с осевой линией стержня. 

Связанные (подвижные) оси могут быть ориентированы произ­

вольно. Для получения более простых уравнений равновесия 

и движения элемента стержня при ориентировании этих осей 

целесообразно учитывать следующее: начало координат долж­

но совпадать с центром тяжести площади поперечного сечения 

стержня; одна из осей, например ось, определяемая единичным
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вектором ё] (см. рис. П1.1), должна быть направлена по каса­

тельной к осевой линии стержня в сторону возрастания коорди­

наты а, а две другие по главным центральным осям сече­

ния. Оси, связанные с главными осями сечения, будем назы­

вать главными. П арис. II1.1 показаны два положения стержня 

в ненагруженном (естественном) и в нагруженном состояни-
—(О

ях. Под действием медленно нарастающих сил P v и моментов 

стержень, деформируясь, переходит из состояния 1 в со­

стояние 2. Из рис. П1.1 видно, ч то упругие перемещения мо­

гут быть настолько большими, что осевая .пиния натруженного 

стержня может сильно отличаться от ее первоначального вида 

(до нагружения). Внешние силы в процессе деформации с терж­

ня могут изменять свое направление. На рис. II 1.1 направления 

векторов Р , и 9Лг в момент их приложения к стержню показаны 

пунктиром.

П 1 .1 . Вы вод векторны х нелинейных 

уравнений равновесия ст ерж н я

При выводе уравнений равновесия стержня используют сле­

дующие основные допущения:

1) поперечные нормальные сечения, плоские до деформа­

ции, остаются плоскими и после деформации;

2) осевая линия стержня нерастяжима;

3) размеры поперечного сечения малы но сравнению с дли­

ной стержня и радиусом кривизны осевой линии стержня;

4) различные, но статически эквивалентные локальные на­

грузки вызывают в стержне (если не учитывать местные на­

пряжения вблизи точки приложения нагрузок) одно и го же на­

пряженное состояние (принцип Сен-Венана).

Рассмотрим элемент стержня длиной ds и нанесем все 

действующие на него силы (рис. 111.2). На. рис.. II 1.2 приня­

ты следующие обозначения: Q вектор внутренних усилий; 

М - внутренний момент; q вектор распределенной нагрузки 

(q = -f q2 C2 + <7303); Д вектор распределенного момента 

(Д = Ц]ё] +/Х‘2«2+/*3«3)- Направления осей связанного триэдра, 

определяемые единичными векторами ё? и 03, совпадают с на­

правлением главных осей сечения стержня. Элемент стержня
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Рис.. П1.2

находится в равновесии, следовательно, суммы всех сил и всех 

моментов равны нулю, что дает два векторных уравнения:

dQ + qd.s =  0; (П1.1)

dM  + (с; 1 X Q ) d.s + J1 d.s = О, ( I I 1.2)

или

dQ

ds

dM
d.s

q 0;

I <'] x Q fi — 0.

(II 1.3)

(H I-0

Для перехода от уравнений (II 1.3), (П1.4) к уравнениям, за­

писанным через компоненты векторов в базисе {iу} или {ёу}, 

векторы необходимо представить is виде разложения по век­

торам базиса. В системе уравнений (П1.3), (П1.4) неизвестны­

ми являются векторы Q, М  и Б|, а известными действующие 

распределенные нагрузки q и JI. сосредоточенные силы и момен­

ты, приложенные к стержню (см. рис. II 1.1), и условия закреп­

ления стержня. Сосредоточенные силы Р ^  и моменты 

можно ввести в уравнения (II 1.3) и ( I I I .4), воспользовавшись 

^-функцией Дирака. В результате получим следующие уравне­

ния равновесия:

t>(s - st ) = (); :n i.5 )

dM
~d7 + е | X Q  |  // f  ^   ̂ <5(s — s „ )  — 0, ( 111.6)
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где st, s„ координаты точек приложения сосредоточенных сил 

и моментов соответственно.

В уравнения ( I I I .5) и ( lll.f i) входит распределенная сила q, 

которая может действовать не по всей длине стержня, а толь­

ко на части его. В этом случае уравнения можно записать с 

помощью функций Хевисайда, т.с.

q =  q (f)  [ //(f) / / ( f  f i )]i

Д = д(е) [ lt(f) //(t £*)],

где Н (е) функция Хевисайда; е безразмерная координата.

Уравнения ( I I I .5), ( lll.( i) справедливы для случая, когда 

в начальном состоянии стержень не нагружен. Система этих 

уравнений не является полной, так как определить Q и М  из 

нее в общем случае нельзя. Дело в том, ч то в уравнение (II 1.6) 

входит единичный вектор ё|, положение которого в простран­

стве неизвестно, так как оно зависит от деформации стержня. 

Поэтому получим соотношения, позволяющие определить поло­

жения базисных век торов в пространстве при деформирова­

нии стержня.

П1.2 . П реобразов ан и е  базисны х векторов

При переходе1 стержня из естественного состояния 7 (см. 

рис. П 1.1) в состояние 2 при нагружении внешними силами век- 

горы ё,о, связанные с осевой линией стержня базиса, перейдут 

в другую точку пространства. Переход базиса в другую точку 

пространства характеризуется вектором перемещения начала 

базиса й (см. рис. 111. 1) и поворотом связанных координатных 

осей (векторов ej).

Получим соотношения, позволяющие переходить от одного 

ортогонального базиса к другому. Пусть {ёг} (г = 1, 2, 3, . . .)

некоторый базис в трехмерном пространстве, определяющий 

направления связанных координатных осей, а {ёщ} базис, свя­

занный с тем же сечением стержня до нагружения его внешни­

ми силами (рис. 111.3). Каждый из векторов базиса {ёг} можно 

разложить по векторам исходного базиса {ёю }:

ё  | =  /[ 11; 1 о + 112^20 + /ьчезо!

су = /'21«10 + /-22«20 + : (14-7)

ёз = / 31 ё  1 о + /т2«20 + *33% )»
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где ltJ проекции базисных векторов ёг на направления, опре­

деляемые векторами ё^д. В системе уравнений ( I I I .7) коэффи­

циенты / образуют матрицу L:

Р и с . П1.3

h i l\2 h i

L =[lij] = h\ 122 123 (П1.8)

_h\ 1-Л2 h z .

которая называется матрицей перехода от базиса {ё; о} к базису 

{еj }. Соотношения (II 1.7) можно записать в более компактной 

форме:

ёг = L ' ijjQ, (II 1.9)

т*
где L транспонированная матрица. При обратном преобра­

зовании базиса {ёг} к базису {ёщ} имеем

ёг0 = Ьё1. (111.10)

Найдем матрицу преобразования при произвольном сме­

щении и повороте тройки базисных векторов (рис. II 1.4). Так 

как при поступательном смещении координа тных осей базисные 

векторы совпадают с исходными, то можно рассмотреть толь­

ко преобразование, связанное с поворотом базисных векторов. 

Произвольный поворот координатных осей можно представить 

кик три независимых поворота, поэтому матрицу L получим 

следующим образом. Рассмотрим поворот исходных коорди­

натных осей относительно оси, совпадающей с направлением



Риг. I I I . 4

вектора сю, на положитип.ный угол i?i (см. рис. II1 А , а). Н 

результате получим

Т1 _
М = « ю ;

i2 =  cos i?| ■ ого +  sin 1̂ 1 • о:)о;

Vj =  — si п 1? I ■ 020 4 COS 7? I • о :!(). 

Соответствующая матрица перехода имееч вид

«'10 «20 е.чо

■ 1 
ч ' 1 0 0

• 1 
*2 0 С( (S [) | si II l)

• / 
13 о si (1 \) | (■( IS iJ

Элементы матрицы L,^. так же как и элементы любой 

матрицы поворота координатных осей, можно рассматривать
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как направляющие косинусы между векторами базисов {ё , }  и 
{ i , } .  Второй поворот на положительный угол т?з осуществим 
относительно оси. совпадающей с направлением век гора i;j (см. 
рис. I I 1.1, о). При этом

i" = cos 1?з ■ i{ + sin i?3 • \ 2 \

\2 = -  sin 1?3 ■ i[ + cos ■ i2 \
vll т I
13 =  13-

М атрица перехода в этом случае будет такой:

ч 12 13

• IIIч COS г?з sin 1?з 0
Т ^///
Ч 3 = 12 — sin г?з COS t?3 0

1̂1113 0 0 1

Наконец, последний поворот координатных осей выполним 
относительно оси, совпадающей по направлению с вектором
12 = ёг, на положительный угол $2 ( см- рис. П1.1, в), после 
чего базисные векторы i j  совпадут с векторами ёг. Соответ­
ствую щ ая матрица перехода имеет вид

г/
ч

т/
12

Т/
13

и
1 COS Т?2 0 sin т?2

//2 0 1 0
и
3 — si ri i?2 0 cos г?2

Общая матрица L  перехода от базиса {ё щ } к базису { ёг} 
(матрица преобразования при повороте координатных осей) 
равна произведению матриц L ,j2, L$3 и L ,^ :

L = [ / i>] = L tf2L „ 3L I, I , (111.11)

ИЛИ
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L = § 2  

ёз

е 1

«10

COS ^ 2  co s  ^ 3

— sin г?з 

sin ??2 cos ^3

e 20 e 30

cos t?2 sin ^3 cos ^ l + <:os ^2 sin ^3 sim?i —

— sin г?2 cos ^ l+ sin 1?2 sin i?i

cos d\ cos 1?з

sin t?2 sin 1?з cos t)i -

— cos i?2 sin i

cos т?з sin t?i 

sin 1?2 sin ^3 sin ~

-  COS ^ 2  COS 1?1

(П1.12)

Возможны и другие последовательности попорота координат­

ных осей.

При малых углах поворота матрица L ^см. выражение 

(П1.13)], которую будем обозначать ДЬ, принимает вид

«10 «20 «30

'•1 1 - Ь '

«2 - ь 1 i? i

ё;{ -г?1 1

или

где

Ltf.,

A L  =  Е  + Д Ь ь

0 t?3 - i?2 
A L, =  -1?3 0 т?1 

1?2 —^1 0

(П 1.13)

(111.14)

Матрица преобразования L базисных векторов позволяет 

установить связь между компонентами вектора а в разных ба­

зисах:

ai =  akoUki

где а. КОМ ПОНС нты век тора а в базисе {е,}; а^О ~ компоненты

вектора а в базисе {ею}-

В векторной форме записи имеем:

а =  L ад. (111.15)
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Если требуется выразить компоненты вектора а в базисе 

{ёго} через его компоненты в базисе {ёг} , то из (П1.15) получаем

т Т -  ао = L а.

Аналогично можно получить матрицу перехода от базиса 

{ij} к базису {ё^о}■ Последний характеризует естественное со­

стояние стержня (до нагружения). Углы поворота обозначим 

flj. Матрица L 0, полученная аналогично матрице L, имеет вид

cos i?2 cos г?з

- sin 1?з

cos t?2 sin г?з cos cos i?® sin ^3 s>n

— sin i?2 cos d j-f sin s*n ^1

cosid\ COS

sin i?2 sin i?3 cos i9j - 

— cos 1?2 й*п

cos т?з sin

sin i?2 sm ^3 s>n 1̂ 1 + 

-f cos i?2 cos 1? j

(111.16)

Определим матрицу перехода от {ij} к базису {ёу} (см. 

рис. Г11.1). Так как

—   I0 • i /О* i / О* .
е>0 — j 1 1 ' ]21'2 “•

ё/t = h  1<Ч0 + ^ 2«20 + /*эё30, 

Т О ,  И С К Л Ю Ч И В  ИЗ (111.17) C j ( ) .  п о л у ч и м

(П1.17)

з

ек - ^2  X ]
j  = 1 v= 1 и — I

где I(1)
ки элементы матрицы

L (1) = L L G

(111.18)

(П1.19)

Напомним, что L °  это матрица с известными элемен­

тами, характеризующими пространственную форму осевой ли­

нии в ненагруженном (естественном) состоянии; a L матрица, 

характеризующая поворот векторов базиса {ёЛ по отношению
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к их естественному состоянию. Если в естественном состоянии 

стержень прямолинейный, то

L° =  Е.

Зная матрицу L^1), можно получить соотношения, связывающие 

вектора базисов {ёу} и {ij}:

L (1)
Т 'Г ,

L 1 1 j (j = 1 ,2 ,3 ).

Матрица ( I I I . 15) позволяет определи гь компоненты век­

тора а в базисе {оу} при известных компонентах аХ] вектора а 

в базисе {ij }. т.е.

а =  l/ ^ах ^az — ^

., J=l (П 1.20)

аг — axj^i? ■

3 = 1

Матрицы преобразования базисных векторов необходимы 

при выводе уравнений равновесия и движения стержней, а так­

же при учете реального поведения векторов сил в процессе на­

гружения стержня.

111.3. Производные базисных  
векторов по дуговой координате ,s

Производная от век тора но скалярному аргументу есть век- 

гор, поэтому его можно представить в виде

—  =  ^ 2  x i]cj • (П 1.21) 

j= l

где аэ„ элементы некоторой матрицы. Умножив выражение 

(111.21) скалярно на ед., получим

5* =  *,•*. (111.22)
d.s
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Т ак  как
если г = к] 
если г ф к,

то  после дифференцирования уравнения (П1.22)  имеем

е г ' е к Г '\ О,
(П1.23)

de. dek _

Отсюда с учетом (П1.23) следует

&гк “  ж /сг j

поэтому м атрица [ж,у] имеет всего три независимых элемента:

0 - ж 3 Ж2

® у] = ж 3 0 -Ж 1

- ж 2 Ж1 0

Введем вектор

ае = aejej = Ж] <4 + ж 2е 2 + ж 3е 3.
>=1

Производные единичных векторов по координате 5 ^см. соотно­

шения (111.17)) можно представить  в виде

de^o
ds

de,
ds

— aeo X e„o — £npiy^pOenO!

= ае х е, — E-kji3Sj ek >

где £npi/ ~~ символы Леви -  Чивита. 
Т о гд а  справедливы соотношения

de]
d.s

de 2

d.s
dej
ds

ж3ё 2 -  ж 2ё 3 ; 

* 1  ё 3 + ж 3ё ] ; 

ж 2 ё) -  Ж]ё2 .

(111 .24)
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Производная произвольного вектора а  в связанной системе 
координат с учетом соотношений (П1.24) равна

d a  d ;a  _ _
—  = —-----h ае X а ,  (111.25)
ds d.s

d'
где — - локальная производная, 

d.s
Установим геометрический смысл компонент эг} вектора ае. 

При выводе соотношений (111.24) никаких ограничений на на­
правления векторов ё 2 и ёз не н аклады вали , поэтому их можно 
счи тать  общими. Для естественных осей, являющихся частным 
случаем  связанных, имеем

- ■--- = - ё 2 , (111.26) 
d.s р

где р - радиус кривизны кривой.
Введем для рассматриваемого случая новое обозначение 

для вектора ае вектор О, который в дифференциальной гео­
метрии назы ваю т вектором Дарбу. Т огда ,  согласно первому 
уравнению ( 1 1 1 .2 1 ), можно записать

= -  ё'2 = Пзё2 + п 2ё 3 = Ж3ё 2 -  а?2ёз- 
d s р

Отсюда следует ,что

= ж 2 = 0 ; Оз = аэ3 = \/р,

т.е . жз есть  кривизна кривой.
Для естественных осей из соотношений (111.24) получаем 

формулы Серре Френе

—— = Пзё2 ; у --  = - « з ё !  + ^ 1ёз; — ■ = -  0 1 ё2 ■ (П1.27) 
as d.s d.s

Вектор ё^ ортогонален вектору ёз. Кроме того, он лежит в плос­
кости а  (рис. 111.5), ортогональной соприкасающейся плоскости, 
поэтому

d e 3 ( Д е 3 \
im ——  «2  = -  lim

ds Дз-*0 \ As )
Д1?1
A s

di?
«2  = -  ~Т~ е 2 1 d.s
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или
de3 _ dl?i _
—  -  - f i , o 2 = -  —  e 2, (111.28)

откуд а
Q\ = di?i/ds.

Компонента П] вектора Дарбу х арактери зует  кручение кривой. 
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При переходе от естественных связанных (ё,- ) осей 
(рис. III .6 ) к любым другим связанным осям (ё^), повернутым 
на известный угол 1? относительно вектора ё, компоненты век ­
тора ае через компоненты вектора И вы раж аю тся  следующим 
образом:

3
ае = ^  aejej = ае\Щ + $2;t sin д\цС2 + ^ 3  cos ^ юёз, (111.29) 

]  =  \

где ге\ = S2 ) +
ds

П1.4. Уравнения, сня нлшющие Xj с углами

Рассмотрим соотношения

3 3
<!t = ^  у e i/0 — ^   ̂ lkvGk,i

i/=l и=\

где lt] элемент матрицы (111.13). Дифференцируя ё г, имеем

de, ^  ( d/,„ , de^o
ds v-\ ds

= ае X ег , (111.30)

так  как

dci/p
d.s

ав() х С|/0 — 36q х ек
к = 1

Исключив из уравнения (111.30) е„о, получаем

Ё { ^ ( Ё ' ‘ Л | н
v = \

ае0 х ( ^  hu^k 
к= 1

э еХ е , .  (111.31)

Из уравнения (111.31) после преобразований находим
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*1  = - ^ 7  3̂1 + 3̂2 Н 3̂3 + (^22^33 -  ^23^32) *10  +

+ (^23^31 -  h ih z )  * 2 0  + (h\h2 -  ^22^3i)*3o;
<1̂ 31 , . d/32 , . d/33 

* 2 _ ~d7  11 ^d7  12 ~d7  13 + ( 32 13 "  /з з /12) ж 10+ ( П 1 3 2 )

+  (^33^11 -  3̂1 ̂ 13) *20 +  (^31^12 -  ^32^1l)*30;

d/H i , df 12 i , d/,3 , , n  , , , n
* 3  =  -T—  ‘21 +  “7—  ‘22 +  -J—  ‘23 +  (‘12‘23 ~  ‘13‘22j * 1 0  +  ds ds ds

+  (^13*21 -   ̂11 ̂ 23) * 2 0  +  (^11*22 -  ^12^21 )*30 •

Выразим в соотношениях (111.32) ltJ через у гл ы  i? j ,  $ 2  и ^ 3 - В
результате  получим

'dtf
* 1  =  ' . -  +  * 1 0  ) c o s  д 2 c o s  1? 3 -  sin т?2 +  

ds / ds

+  ( s i n  i?2 s i n +  c o s  i?2 s i n  ^ 3  c o s  t? i ) * 2 0  +

+  ( c o s  1?2 s in  t?3 s in  i? i  — s i n  i?2 c o s  ^  l ) * 3 0 !

dtf2 (  di?i \
* 2  =  -T--------—------------f- * 1 0  S in  U3 4- c o s  U3 c o s  1>1 ж 20 +

ds V ds )  ' (П1.33)
+ cos i?3 sin 1? 1Ж3о;

di?3 / d i? i \ 
ж3 = —— cos u2 + — -- + а?Ю sin 1>2 cos tf3 + 

ds \ ds )
+ (sin î 2 sin 1?3 cos — cos i?2 s i n i ? j ) *20  +

-f (cos i?2 cos i?i + sin d 2 sin i?3 sin ) ж3о-

При записи выражений (111.33) у гл ы  i? i, т?2 й ^3 отсчитывали от 
осей базиса {ё,о}, положение которых харак  теризует ес тествен­
ное состояние стержня и принято за начальное. Д ля удобства 
преобразований систему соотношений (111.33) можно записать 
в виде одного векторного соотношения:

ж = Ь 1 ™  + Ь ж (̂ 1) ( ж 0(1) = жг0ё г), (П1.34)

где
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COS Т?2 COS 1?3 0 -  sin т?2

д = ь ; U  = — s im ?3 1 0

ь . sin i?2 sin ^3 0 COS 1?2

Ад
d7

- 1

I
Рл

(П 1 .35)

Вектор sEq1̂  не равен вектору аео, который характери зует
I, —(Огеометрию кривои в начальном состоянии, векто р  ае() имеет 

компоненты в базисе {ё,}, равные компонентам вектора жо в ба­
зисе {ё го}- Выражения (111.33) даю т возможность установить  
как изменяются компоненты вектора аё, характеризую щ ие гео­
метрию осевой линии стержня в нагруженном состоянии, если 
геометрия осевой линии и начальном состоянии (аз,-о) известна.

П1.5. Векторное уравнение перемещений 
точек осевой линии стержня

Гак как (см. рис. II1.1)

и = г -  г 0 ,

то, дифференцируя эго  уравнение по s, получим

du
ds

= e i  -  е 10.

(111.36)

(П 1.37)

Воспользовавшись матрицей L вида (111.13), имеем 

«10  = l « i  + h\e2 + /31«3

и, следовательно,

du
d.s

= (1 -  / ц ) е !  -  12\е2 -  h\ez- ;П1.38)
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Переходя к локальной производной (см . соотношение (111.25 
получаем

—  + ае X й  = ( 1  -  /ц )ё1  -  /21^2  + /3 1 ^ 3 , 

или в с к а л я р н о й  ф о р м е  записи 
du ,

+ ж2и3 -  ж3и2 + *11 — 1 = 0;

(П 1.39)

d.s 
d «2
—  +  ж 3 U\ -  Ж] и3 +  /2 1 =  0 ; 
d.s

(Г11.40)

d«3
d.s Ж1 и2 -  * 2 « 1  + 3̂1 = 0 .

П1.6. Уравнение, связывающее векторы М и ж

Расмотрим элемент стержня в деформированном состоя­
нии в связанной системе координат (рис. 111.7). В плоскостях, 
проходящих через главны е оси сечения, проекции осевой ли­
нии имеют кривизну Ж2 и ж 3 и являю тся проекциями кривизны 
пространственной осевой линии. Так как радиус кривизны р 
направлен по бинормали к естественным осям, повернутым на 
угол т?ю по отношению к главны м  осям сечения (см. рис. П1.7),

sin д
ж2

10
=  sin д 1 о; *3

ю = Пз cos д 1 0 - (111.41
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Кроме изгибающих моментов М 2 и М з на элемент стержня 
действует  момент М \, что приводит к кручению осевой линии 
стержня, которое характери зуется  компонентой вектора ж . 
Считая , что моменты М\, М2 и М 3 пропорциональны измене­
ниям кручения и кривизны, получаем три уравнения:

M i  =  Ап ( asi -  ж , о )  ^-г'1

М 2 =  Л 22(*2 -  ® 2о);

М 3 =  Л з з ( ж з  -  аэ30 );

где /1 гг -  жесткости при кручении и изгибе, которые для стер ж ­
ня переменного сечения зависят  от s ( А\\ = /I22 = E J y ; 
/I33 = E J Z)\ ж,о кручение и кривизна в недеформированном 
(естественном) состоян и и.

Систему уравнений (111.12) можно записать в виде одного 
век горного уравнен и я :

М = А (ж  -  ж ^ ) ,  (П1.43)

М \ 0 0

где А = 0 л  22 0

0 0 Л-л
^  —(!) — С ледует подчеркну ть, что вектор ж^ не равен вектору жц,

характеризую щ ему начальное состояние стержня.
Вектор ж 0 известен в базисе {ё,о} :

Жо = агюёю + а?2оё2о + аэзоёзо- (II 1.44)

Чтобы найти приращения векторов кривизны Д ж , ,  входя­
щих в уравнения (П1.42), надо принять, что вектор аёд при де­
формации стержня остается  без изменения в связанной системе 
координат; это имеет место, если его проекции в этой системе 
координат не меняются. В этом случае в базисе {ёг}

ж11] = д а т е ,  + дагоёг 4- дазоёз ■ (П1.45)

I 4
di9 to

de
(П1.42)
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П1.7. Система нелинейных 
уравнений равновесия стержня

Система векторны х уравнений равновесия пространствен­
но-криволинейного стерж ня имеет вид

( 1 Q  -
~  + Р = 0 ;ds
dM  — —
—-  + e a х  Q + 971 = 0; 
ds

T (i) (П1.46)
L] —  -  аэ + Lae0v = 0;

—  -  ( 1  -  l\\) e i  + h\G2 + /31 ёз = 0 ;

M  = A(ae —

Здесь
n

r( 0p  = q +  ^ P ^ s - s , ) ;
1 = 1 

p
ш  =  j i  \ 6(s -  s„ ).

(Г11.47)

v = 1

С истем а (П1.46), состоящая из пяти векторных уравнений, 
содержит пять  неизвестных векторов: Q, М , т9, аё, й.

П1 .8 . Приведение уравнений 
к безразмерной форме записи

Введем новые величины:

* = £(,

Н = м / М Й ,  ц = ц / ^ # ) ,

Q = Q / --Зр  а» = -2 , , ( е) = Лй(£)/Азз(0),

Р  «  =  р(.) j ~  М  =
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где ~ -  надстрочный знак, обозначающий безразмерную вели­
чину; Лзз(0) -  изгибная ж есткость  в начале координат. Т ак  как  
единицей й-функции в уравнениях (111.47) является  сантиметр 
в минус первой степени (см - 1 ), то при переходе к безразмерной 
координате имеем

6 [ l ( e - e i ) } =  ! ? ( £ - £ , ■ ) ,  (П1.49)

где S -  безразмерная функция. Подставив соотношения (111.48) 
в уравнения (П1.46),(П 1.47) , после преобразований получим си­
стему нелинейных уравнений равновесия стержня в безразмер­
ной форме записи (знак ~ в безразмерных величинах опущен):

+ q + У  р^<5(е — ег) — 0; (П1.50)
dQ
de

^  + ё !  х Q + Д +  ^ О Л ^ Ц е  -  е„) = 0; (П1.51)
1V—\

1=1

Р

L i —  4 L 2® ^  -  A - J M  = 0 (L 2 = L - E ) ;  (111.52) 
de

—  + {h I - 1 ) « i  + hl^2 + 3̂1 «з = 0; (П1.53)

M  = A ^ae -  ■ (П1.54)

Рассмотрим более подробно полученную систему нелиней­
ных векторных уравнений равновесия пространственно-криво­
линейного стержня. Уравнения (П1.50), (111.51) справедливы 
для любого базиса, т.е. являю тся инвариан тными по отноше­
нию к координатным системам. Из них, например, можно в ы р а ­
зить векторы как в неподвижной системе координат:

Q = Х ^  Qxj1]' Ч = Х ^  Ях, v ; = ^ 2  l x̂h r -  
]=\ j = 1 j= l

т ак  и в подвижной:

3 3 3

Q = X ! Q j®/> ч ; p (i) = X !  pj l ) •
7 =  1 1 j=l

221



Что касается  уравнений (111.52) и (111.53), то в них векторы М, 
д, аё, Жц и и связаны  только с базисом {ё^}, т.е.

3 3 3

м  = Y, m3vj ; *  = Y. av v ; *о‘} = Y, ’ 
j —1 >=i >=i

3 3
0 = Y ,

j= l  J =1

П1.9. Краевые условия

При решении уравнений равновесия стержня краевые усло­
вия м огут  бы ть  однородные и неоднородные. Для пространст­
венно-криволинейного стерж ня общее число краевы х условий 
составляет  12  ( 6  условий на левом конце стержня при е = О 
и 6  условий на правом конце стержня при е = 1 ). Для консоль­
ного стержня (см. рис. I I1.1) имеем следующие краевые условия: 
е = 0, й  = 0, 1? = 0 и е = 1, Q = О, М  = 0. При шарнирном 
закреплении стержня при е = 1 , если шарнир позволяет торце­
вому сечению стержня поворачиваться относительно трех осей, 
краевые условия б уд ут  такими : и = 0, М  = 0.

Возможны и другие варианты  закрепления концов стержня, 
например запрещающие смещение торцевого сечения стержня в 
каком-то направлении, определяемом единичным вектором ёп ; 
в этом случае должно выполняться условие

(и ■ ё п ) = 0. ( I I 1.55)

Аналогичные краевые условия могу т бы ть  и для углов по­
ворота торцевого сечения (например, i?i /  0 , $ 2  = д;\ = 0 ).

П1.10. Внешняя нагрузка, ее 
поведение при нагружении стержня

Ранее были получены общие векторные уравнения равнове­
сия стержня, нагруженного внешними силами и моментами (см. 
выражения (П1.50) -  (П1.54)). Реш ить уравнения равновесия 
или движения можно только в случае , когда внешняя нагрузка
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т

Р и с .  П 1.8

известна. Поэтому подразумевается, что вся необходимая ин­
формация о внешних силах и моментах известна. Рассмотрим 
более подробно возможные случаи поведения внешней нагрузки 
(распределенных и сосредоточенных сил и моментов), входящих 
в векторные уравнения (111.50), (П1.51). Уравнения (111.50) 
(111.54) справедливы для больших перемещений стержня под 
действием внешних сил, поэтому необходимо знать , во-первых, 
как  веду т себя внешние силы в процессе нагружения стержня 
и, во-вторых, остаю тся ли они при деформировании стержня 
постоянными по направлению и модулю. Если внешние силы и 
моменты сохраняют при деформировании стержня свое напра­
вление по отношению к-неподвижной системе координат (н а­
пример, момент ЗЛ на рис.II 1 .8 ), то их называю т “м ертвы ми” , 
если же они сохраняют свое направление по отношению к с в я ­
занным осям (например, сила Р  на рис. II 1.8), то их н азы ва ­
ют “следящими” . В общих векторных уравнениях равновесия и 
движения “поведение” внешней нагрузки при выводе уравнений 
роли не играет . Оно имеет существенное значение при запи­
си уравнений, связанных с конкретными базисами (например, 
{ё г} или { i , }) и особенно при записи уравнений в скалярной 
форме (при численных методах решения). Рели внешняя на­
грузка, м ертвая и уравнения равновесия стержня записываю т в 
проекциях на неподвижные оси в базисе { ij} , то проекции сил

Pxj , qX], liXj не зависят  от деформированного состояния
стержня. Если н агрузка  следящ ая (сила Р на рис. 111.8), то в 
уравнениях на неподвижные оси проекции внешних сил зависят 
от деформированного состояния стержня.

Рассмотрим следящую силу
3
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где 1\ постоянны в базисе {ег}. Перейдя к неподвижной системе 
координат, получим

3 3

р  = Y , p &i = Y , pXjly  ( П1-56) 
1=1 j=\

Здесь
3

, 7(1)1 г
i=l

(О

F4  = Ё  (3 = 1, 2 . 3 ) ,  (П1.57)

а /■ - элементы матрицы Ф )  см. выражение (П 1 .19 )) .г]
Соотношение (Г11.57) можно представить в векторной фор­

ме записи:

Рх =
т

= P . (II 1.58)

Проекции Рх . з ависят  от поэтому не являю тся по­
стоянными величинами. Аналогичным образом записываю т и 
распределенные нагрузки :

3 / 3 \
Ч = £ < 7 * Л  [Чх} = Y . 4 ' li ] J '

]=\ г—\
3 . 3

IJ
]=\ 4 t=l 

или в векторной форме

q ,  = ( l O ) 1^  Д , = ( l <‘ > ) V  (П1.59)

Для мертвой силы Р имеем

3

г  = Т , р ‘ Л ’
3 = 1

где 1‘х_ постоянны в базисе {iy }.
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Проекции в связанной системе координат для мертвых 
распределенных нагрузок определяются выражениями

з з
Чг : (П1-60)

j = I г =1

где qXJ, fiXj - заданные функции.
В векторной форме записи мертвые силы в базисе {ёу} име­

ют вид

q =  L ( ’ ) q r ; J i =  Р  =  ь ( ! ) Р г ; Ш  =  ( П 1 . 6 1 )

П 1 . 1 1 . Векторные нелинейные уравнения 
равновесия стержня в связанной системе координат

Чтобы получить уравнения равновесия в проекциях на ко­
ординатные оси, необходимо представить векторы в соответ­
ствующем базисе, например в базисе {ог}, связанном с главными 
осями сечения. При этом надо иметь в виду, что от координа­
ты с зависят  не только проекции векторов, но и век торы базиса 
{ё г} • Воспользовавшись формулой (П1.25), перейдем в уравне­
ниях (П1.50) (111.53) к локальным производным:

- rQ + аё х  Q + Р  = 0; (П 1.62)
d е

( 1 М + а ё х М  + ё 1 X Q + 1 = 0 ;  (П1.63)
de

d 0 | т __(i) 
de 
d u 
de

f L2ae() -  A ~ ' M  = 0; (II 1.64) 

ae x  u  + (/) i -  1 ) e j  + /21^2 + /31^3 = 0 ; (П 1.65)

M  =  А  (ae  — a e i ' ^ ) , ( П 1 . 6 6 )

где

Tl
i ( 0P  =  q +  ^ P ( , ) i ( e - e i ) ;  ЯЛ =  Д +  W l (u) <5(e -  e „ ) ;  ( 1 1 1 . 6 7 )

1=1
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, C O S  Slrl ^ 3  C O S  ^ 1  +  C O S  $ 2  Sin  ̂ 3  sin i) ] —  
C O S  if 2 C O S  1?3 — 1 . .

+ s in u 2 Sim>i — sin i?2 cos if\

L2 = -  sin 1?з cos г?1 cos 1?з -  1 cos $ 3  sin i)\

. sin i?2 sin 1?з cos i?i -  sin i?2 sin г?з sin +
sin if 2 cos if з

-  cos v 2 sin $ i + cos if 2 cos -  ]

(II 1.68)

Все векторы , входящие в выражения (П1.67) надо предста­

вить в базисе {ё,} . Если векторы q, Р ^ ,  JI и 9 Я ^  известны в 
связанных осях, то никаких дополнительных преобразований не 
требуется. Если эти векторы или часть из них заданы  (извест­
ны) в декартовы х осях, то надо их записать в связанных осях, 
воспользовавшись матрицей перехода от базиса { i j } к базису 
{ё^}. Определение компонент векторов при переходе от одной 
системы координат к другой дано в П1.2 данного приложения.

П1 .1 2 . Уравнения равновесия стержня 
в проекциях на связанные оси

В прикладных задачах  более удобно использовать уравне­
ния в проекциях на связанные оси. Кроме того, в связанных 
осях компоненты <5,о и Мго векторов Qo и Мо имеют четкий 
физический смысл: Q iq осевая сила; Q2 и Qз перерезыва­
ющие силы; М 1 -  крутящ ий момент; М2 и М з — изгибающие 
моменты.

Для большей наглядности ограничимся случаем, когда к 
стержню приложена одна сосредоточенная сила Ро и один со­
средоточенный момент 9Ло- Уравнения равновесия имеют вид

^ 10 +  $ 3 0 * 2 0  “ $ 2 0 * 3 0  +  9ю  +  Р \ о й р  =  0;de 
d $  20 

de 
d$3Q 

de

+  $ 1 0 * 3 0  -  $ 3 0 * 1 0  +  920 +  P2oSp -  0 ;

+  $ 2 0 * 1 0  -  $ 1 0 * 2 0  +  930 +  P ^ p  =  0 ;

; 111.69)
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— - —  4- М 3 0 * 2 о -  Л ^ 2 0 * 3 0  +  Мю  +  =  О;
d e

d  Л/ 2 о
----------- —  h М 10Ж30 -  Л/3 0ЖК) -  Q 30 +  //20 +

d e

+ ^20<5ш1 = 0 ;
d A /зо
---------- —  f М 20*10 -  -М10Ж20 +  Ц*20 +  А«30 +

d e

+ 9Лзо<$та = 0 ; ,

М\о  =  ^ 1 1  ( * ю  -  * ю о ); 

Л/2() = ^ 2 2 ( * 2 0  -  * 2 0 0 );
Л^зо =  Лз з  ( * з о  -  * 3 0 0 ) ; ,

( d ^ 1(1  ̂ \ Ч 9 d l?3 0  • 9 * 1 0  =  I + * 1 0 0  1 c o s  1?20 COS т ? з о -------—  s i n  $20  +

+ (sin $20  sin $10  + cost?io c o s $ 2o s i n $ 30) * 2 0 0  +
+ (cos i?20 sin $ 30 sin i?io -  sin $ 2o sin $ 10) * 300 ;

f d $ 1 0  x  \ . 9 I - ^ 7 -  +  * 1 0 0  ) S in  $3 0  +
d $ 2 0 

* 2 0  = - 5 -

4- c o s  $ 3 0  c o s  $ 1 0 * 2 0 0  +  c o s  $ 3 o s i n  $ 10* 3 0 0 ;

d $ 3 0  a , ( d $ i o  , A  • q q
* 3 0  =  - ^ 7 -  C O S  I?20 +  ( +  * 1 0 0  ) S in  1/2 0 C O S  tf30 +

+  ( s in  $ 20  s i n  $30  COS $ 1 0  -  COS $ 2 0  s in  $ 1 0 ) * 2 0 0  +

4- ( c o s  $ 2 0  c o s  $ 10 +  s in  $ 1 0  s i n  $ 2 0  s i n $ 3 0 ) * 3 0 0 ;

ciui() , . ,0 i n
—7------- 1" « 3 0 * 2 0  -  « 2 0 * 3 0  +  ‘ 11 -  1 =  0 ,

d e

d «20  , , ,0 n
——  +  U 1 0 * 3 0  -  « 3 0 * 1 0  +  «21 -  °>

d « 3 o . , ,0 n
—------h « 2 0 * 1 0  -  « 1 0 * 2 0  4- «31 -  U.

d e

Входящие в уравнения (П1.71), (П1.72) ж гоо считаютс 
н ыми.

15*

(П1.70)  

(III .71)

(111 .72)

(111.73)

извест-
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Нелинейные уравнения равновесия ст ерж ня, осевая  

линия к от о р о го  до и после нагруж ения есть 

плоская кривая

Уравнения равновесия для рассматриваемого случая имеют 
следующий вид:

-  ж 2 0 $ 2 0  + 9ю + Л  оЯр = 0; (111.74)

+  жзо$ю +  <720 +  р 20^р =  0; (111.75)

П1.13. Ч астны е случаи уравнений равновесия

de 
сШзо 

de

d t f ^  I 30 1

+ $ 2 0  + Л-/30 + 2ГСзо<5от = 0 ; (Г11.76)

de Л 33 

d^io 
de 

d ii20

M 30 = Ж30 0 ; (111.77)

-  u2oЗЗ30 + / 1 1  -  1 = 0; (П1.78)

^  + u\xzo + / 21  = 0; (111.79)

Л/зо= Лзз(я'зо -  а?зоо), (П1.80)

/ g 1 • q d^3ooгде 1ц  = cos u 30; /2l = - s m t f 3o; аз30 = —т ^ ;  ж 30о = —----- .
de de

Т ак  как  угол м еж ду касательны ми  к осевой линии стержня до

и после нагруж ения (м еж ду  векторами ею и ёюо) "̂ 30 = ^ 3 '  ̂ ~ 
~^зоп, то уравнение (111.77) можно представить в виде

di?3o М зо
de Л33

= 0 . (111.81)

С истема уравнений (111.74) -  (П1.79) дает  возможность 
определить статическое напряженно-деформированное состоя­
ние плоского криволинейного стержня при больших перемеще­
ниях точек осевой линии стержня (ию , U2 0 ) и большом угле по­
ворота. г?зо- От Qо], $ 0 2  и Л'/оз зависят уравнения м алы х коле­
баний (см. приложение 3).

228



Уравнения равновесия  при малых перемещениях т очек  
осевой линии ст ерж ня  и малых углах поворот а векторов  

ёу связанных осей

Считаем , что перемещения Ujq и у гл ы  dj малы , а вектор

эё0 = аё00 + Л*£(ь

где аёоо ~~ вектор, характеризую щ ий геометрию осевой линии 
стержня в естественном (ненагруженном) состоянии; Даёо -  м а ­
лое приращение вектора ж о ,

3
Ааё0 = ^  Aaejoejo (e j 0  яз ё Д  

] = 1

Внутренние моменты М\о, М2о и М 3о пропорциональны компо­
нентам вектора Даёо:

Л/уО — ^гг Д * ^ 0 -

Из нелинейных уравнений (П1.62)  - (111 .65)  после преобразова­
ний получаем линейные уравнения равновесия:

d q 0 _  —
—т---- Ь аеоо X Qo + 40 + Дчо +de

+ (Р0 + Д Р0 ) 6 Р =  0; (П1.82)
d M 0 

de
+ р о  + Д Й 0) ^  = 0 ;  (111.83)

аеоо X М() + е10 х  Qo + А*() + ^Мо +

+  (9Ло +  Д 5 ^ о )  =

— ^ + аё00 х $о  -  А ! М 0 = 0; (П1.84)
de

----- 4- аеоо X и0 +  1?30с 20 +  $ 2 0 е 30 = 0, (111.85)
de

где аёоо и ёю -  известные векторы.
Если нагрузки следящие, то в связанной системе координат 

Д q0 = ДДо = Д р 0 = Д2Ло = 0- Если нагрузки мертвые, то 
приращения векторов A q 0 и т .д .  не равны нулю. В этом случае 
они линейно зависят  от djo и Uj0 [5 ,4 .1].
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(111.86 )
ж 00 х  Qo =  A-asQo!  aeoo X M o  =  А ж М о ;

Жоо х  =  А а э ^ о ;  Ж00 X По =  А а?п 0 ,

о ~ * 3 0 0  *200 

где Aas = *300 0 - * 1 0 0  ■ Кроме того,

- * 2 0 0  * 1 0 0  О 

« 10  X  Qo =  A i Q 0 ; т̂зоёго +  ^20^30 =  А]Т?о, 

' О О О

где А ] = 0  0  - 1  

О О О
В р езультате  получаем систему линейных векторных у р а в ­

нений, позволяющих определить статическое напряженно-де­
формированное состояние пространственно-криволинейного 
стержня:

d Q o

Векторные произведения можно пр едставить в виде

de
d M 0

de

ch?o
de

dug
de

+ A^eQo + q 0 + A q 0 + (Pq + ДРо)<5р = 0; (111.87) 

+ AjoMo + A jQ q + Ho + A/U 0 +

+ (ЭД) + Д9Ло)<5от -  0; (П1.88)

+ А ж ^о -  A " 1 M 0 = 0 ( m 0 = А Д ж 0) ;  (111.89)

+ Ажио + A ^ q = 0. (П1.90)

Линейные уравнения равновесия д ля  ч а с т н о г о  
случая, когда до н агруж ен и я  осевая линия с т е р ж н я  

была плоской кривой

Уравнения в проекциях на связанные оси для случая , когда  
осевая линия стержня после нагружения становится простран­
ственной кривой, можно получить из системы (П1.87) -  (П1.90):

^ 10 -  * 3 0 $ 2 0  + Р\0 = 0 ;de
d$ 2 0

de + * з о $ ю  + P20 = 0;
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+  Рзо =  О;de 
d М 1 о

de
diV/20

de
dM3o

-  Ж3 0 М 20 + ЗЛю = 0 ;

+ Ж3 0 М 10 -  $ 3 0  + = 0 ;

+ $ 2 0  + ОТ30 = 0; (П1.91)de
М щ  =  A\\ Д ж ю ,  M 20 =  ^ 2 2  A a s 2о, M 30 =  Л 33 Д аэзо , 
di?io

de
d^20

de
di^30

de
dttio

de
d^2o

de
d«30

-  * 30^20  -  Aasio = 0 ; 

+ аэ3 0 1?ю -  Д * 2 0  = 0 ;

-  ж30 = 0;

-  *30^20 = 0 ;

+ жзо^ю -  ^зо = 0 ;

+ ^20  = 0 .de
Если после нагружения осевая линия стержня остается 

плоской кривой, что возможно, если Р30 = = ®^20 — 0 ,
то в системе уравнений (111.91) следует положить $ 3 0  = 0; 
M l о = м 2 0 = 0 ; Д ж ю  = Д ж 2о = 0 ; t? 10 = ^20  = 0 , изо = 0 . 
В результате  получаем следующую систему уравнений:

d$io
de 

d$20  
de 

d M 3Q 
de

di?30 _  M 30

de Л33 
d« io

-  * 3 0 $ 2 0  + P10 = 0;

+  а ? з о $ ю  +  P 20 =  0;

+ Q20 + OT30 = U; (П1.92)

0 ( M 30 =  ^ з з  Аагз) ;

de
d«20

de

-  * 30^20  = 0;

+ ae30uio  + ^30 = 0 .
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Приложение 2

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ КИНЕМАТИКИ СТЕРЖ НЕЙ

При выводе уравнений движения стержня необходимо знать 
кинематические соотношения, устанавливаю щ ие связь м еж ду 
обобщенными перемещениями и их первыми производными по 
времени.

П2 .1 . Производные по времени векторов базиса {ёг}

На рис. П2.1 показано положение подвижных координатных 
осей в разные моменты времени <о и ^1 - В приложении 1 бы­
ли получены соотношения, устанавливаю щ ие связь между ба­
зисными векторами i j ,  ё ^0 и ej при изменении их положения 
в пространстве. Положение связанных осей может измениться 
из-за перемещения осей во времени при движении стержня (при 
фиксированной координате ,s) (см. рис. 1 1 2 . 1 ) и сдвига осей в 
пространстве в фиксированный момент времени to при смеще­
нии осей по координате .s. Таким образом, базисные векторы ё г 
в общем случае зависят  от двух  независимых переменных I, и s.
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В первом случае изменение положения осей зависит от из­
менения переменной t при фиксированном значении перемен­
ной s, во втором -  от изменения .s при фиксированном значении t. 
При движении стержня непрерывно изменяется положение осе­
вой линии стержня в пространстве. Д ля описания движения 
стержня и определения в каж ды й  момент времени формы его 
осевой линии необходимо знать производные векторов связан­
ного базиса по ар гум ен там  t и s. Соотношения для производных 
векторов ej по s даны  в приложении 1 .

Производная вектора ё  ̂ по t есть  вектор, который можно 
разложить по векторам  базиса {ё,}, т .е . представить  в виде

д е г _  \ '
at ~ (*, j  = 1 , 2 , 3), (П 2 .Г

где и г] -  элементы некоторой матрицы [utj\, аналогичной 
матрице [гег]]. М атри ца [utj] кососимметричная и имеет только 
три независимых элемента:

0 LJ 2

A w  — [k-’j j ]  — CJ3 0 - L J ] ( 1 1 2 . 2 )

. — ш2 и  I 0

В результате  из (П2.1) получаем

0е\
dt

= и з е 2 -  w2 e 3;
де2 _ <9е3
-gj- = “ шЗе 1 + <^!ез; —— = и 2е\ -  и\и2.

Справедливо следующее равенство:

А шё, = йJ X ё г (г = 1 , 2 , 3 ) , (П2 .3)

где lJ  вектор угловой скорости вращения связанной системы 
координат (ш = Ш]ё1 + uj2g2 + и;3ёз) .

Д ля производных по времени векторов подвижного базиса 
получаем выражения



П2 .2 . Абсолютная и локальная 
производные'вектора по времени

Рассмотрим вектор а(<) в связанной (подвижной) системе 
координат (см. рис. 1 1 2 . 1 ):

В подвижной системе координат компоненты а г вектора a ( t )  и 
базисные векторы  e t зави сят  от времени, поэтому производная 
вектора a  (s ,  t )  с учетом соотношений ( 1 1 2 .4) имеет вид

где д /d t  -  локальная частная  производная вектора а, х ар ак ­
теризующая изменение вектора а во времени относительно по­
движной системы координа т; lJ х я - вектор, характеризующий 
изменение век тора а во времени, вызванное вращением коорди­
натных осей.

Получим вы раж ени я, связываю щ ие проекции tjj вектора 
угловой скорости и; с у гл ам и  т?,, т92 и ^ 3 - Воспользуемся соот­
ношениями

где 11р элементы м атри ц ы  [ П1 . 1 2 ] ; е ро - единичные векторы 
базиса при < = <q. Дифференцируя по t ,  имеем

а ( t )  =  +  a 2 ( t ) e  2 + а з ( 0 е 3-

( 112.6 )

dlip _  _  
Ql  е Р0 £k j i UJj e k- (II2.7)

'Гак как

°Р0 k̂pcki 

то после подстановки ( 1 1 2 .8 ) в ( 1 1 2 .7) получим

_  д1гр

( 1 1 2 .8 )

£k j i UJj  — - Lкр ■ (П2.9)
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Найдем, например, выражения для cjj , проделав все опера­
ции суммирования. Полагая j  = 1, к = 3, г = 2 (£312 = 1) и 
суммируя правую часть  (П2.9) по р , имеем

dl2
^ < 3 ,  + ^ ' 3 2  +

<̂ 23
/ЗЗ • ( 1 1 2 . 1 0 )

<9г <9/
Положив /с = 2, г = 3 (е2]з = — 1), можно записать еще одно 

выражение для :

5/з1 , , 5/з2 , , <9/зз ,
'^ 1  =  <21 +  ‘22 +  ‘23,dt 1 dt ' dt (П2.11)

которое можно использовать для проверки правильности соот­
ношения (П2.10) при переходе от углов i)j к явным выражени­
ям 1г].

Окончательные выражения для проекций u j  угловой скоро­
сти, например для самолетных углов [5 ,4 .2 ] ,  б удут  такими:

^ 1  а а .
Ш ] =  - X -  C O S 1 ? 2 C O S 1 ? 3 --------—  s m i ? 2 ;dt dt

dtf2 дт)\ .
~di д Г  S m b '

W3 = -ту - COS 1?2 + "ITT Sln ^2 COS 1?3 .dt at

(П2.12)

Соотношения (П2.12) можно представить в векторной форме:

дд
LO = L]

dt ’

COS 1?2 COS 1?3 0 — sin t92 ’ г?]'
где Li = — sin i?3 1 0 ; d = *2

sin t?2 cos 1?з 0 cos г?2 . * 3 .
При м алы х у гл ах  dj  компоненты вектора и  равны

ш\ = дд\/dt, UJ2 = Зт? 2 /dt, W3 = dflz/dt.

С точностью до величин второго порядка малости можно поло­
ж и ть  _  _

dfl дт!)
L i —  = Е

dt dt ’
где Е - единичная матрица.
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П2.3. Скорость и ускорение 
точки осевой линии стержня

Рассмотрим основные положения кинематики точки приме­
нительно к задачам  динамики стержней. При движении каж дая  
точка осевой линии стержня имеет некоторую скорость v, ко­
торая связана с производной по времени t радиус-вектора г (см. 
рис. 1 1 2 . 1 ) соотношением

Вектор v направлен по касательной к траектории движения 
точки осевой линии, показанной штриховой линией. Отличие 
скорости элемента стержня от скорости материальной точки 
заключается в том, что г и v есть  функции д вух  независимых 
переменных s и t. Например, если координата s точки 0\ осе­
вой линии стержня при его движении остается неизменной (от 
L не зависит), то из выражения (П2.13) имеем

В связанной системе координат (в базисе {еу}), переходя к ло­
кальной производной, получаем

где u(s, t) вектор угловой скорости вращения базиса {е,}. Т ак  
как (см. рис. 1 1 2 . 1 )

где d/dt полная частная производная. 
В декартовой системе координат

3

j - 1

(112.14)

г = го + и
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д й
v =  4 f « . .

Ускорения точек осевой линии стержня

d2r dv <92r 
dt2 d< dt2 

Соответственно в декартовы х и связанных осях

d2r  3 .. т 
012 “  xi 1f

з= 1 (112.15)
dv (?2r 3 v  _
d7 = « *  = ^  + “ * v -

Правую часть  выражения (Г12.15) в базисе {ё^} можно предста­
вить так :

dv / 9  vi \ _ ( d v2 \ _
+ а ;2и3 - w 3v2 I e i + I ~  + w 3v} -  u xv3 I e2 +

V+ I + wj v2 -  ш2 г>] I e3.

При м алы х колебаниях слагаемыми Vj Uj  ̂ можно пренебречь 
как  величинами второго порядка малости , поэтому получаем 
следующие выражения для компонент вектора ускорения точки 
осевой линии стержня:

dt>i d v\ d г;2 d v2 d i;3 d v3 
dt dt ' dt dt dt dt 

При м алы х  колебаниях можно положить lJ  X u = 0, поэтому 
компоненты вектора скорости v равны

du\ d и2 д  и3
Щ = ~ d f ] V2 = ~ d f ’ ^  = ~ d f'

Компоненты вектора ускорения, выраженные через компоненты 
вектора перемещения, имеют вид

~ 2 ~2  ~ 2 
dг» 1 d и\ dv2 d u2 dr>3 d u3
~dT = dt2 ’ ~df = dt2 5 ~dT = dt2 '

то из (П2.14)  находим
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Приложение 3

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ СТЕРЖ НЕЙ

П3.1. Нелинейные векторные уравнения движения 
пространственно-криволинейных стержней

Рассмотрим элемент стержня (рис. ИЗ.1, а) , который име­
ет  поступательную  скорость v и угловую  скорость вращения со. 
Ограничимся случаем , ко гда  осевую линию стержня можно счи­
тать  нерастяжимой. В общем случае на элемент м огут  действо­
вать  распределенные силы и моменты как  постоянные, т а к  и 
переменные во времени.

Рис. П3.1
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С ледует отм ети ть , что такое разделение нагрузок требу­
ет дополнительного разъяснения, т ак  как  нагрузки  зависят  от 
выбранной системы координат. Например, следящ ая н агрузка  
(неизменная по модулю) в связанной системе координат посто­
янна во времени, т а к  к ак  ее проекции не зависят  от I, то гд а  
как в декартовой системе координат, по отношению к которой 
н агрузка  непрерывно меняет свое направление, ее проекции з а ­
висят от t.

При исследовании движения стержня внутренние силовые 
факторы (векторы  Q ^  и М ^ ) ,  а  т ак ж е  векторы Ш, u, v , г?,- и 
сJ  являю тся функциями двух  переменных ,s и t.

Векторы Q ^  и М ^  соответственно равны

где Qo, Мо статические составляющие вектора внутренних 
сил и вектора моментов соответственно; Q, М  динамические 
составляющие тех же векторов.

Если рассматриваю тся колебания ненагруженного стер ж ­
ня, то следует принять Qq = Мо = 0. Статическое напряженно 
деформированное состояние стержня определим из уравнений 
равновесия, вывод которых приведен в приложении 1. Т ам  же 
даны все пояснения к принятым обозначениям.

При выводе уравнений движения стержня воспользуемся 
принципом Д аламбера. Рассмотрим элемент стержня, на ко­
торый действую т сила и момент инерции (рис. ИЗ.1 , 6 ):

где dm = mo(.s)d.s; т ()(.ч) = I p масса единицы длины стер ж ­
ня; F  площадь поперечного сечения стержня; р плотность 
м атериала стержня;

(,/, геометрические моменты инерции сечения относительно 
главных осей).

Q (l) =  Qo +  Q, м (1) =  м „  +  м ,

( J qu) d.s, (113.1)

о о ■

Jo(-s) = о J'2,2 0 ( J n = p J t)
0 0  ,/зз
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_ du
V = d ?

Вектор скорости

(113.2)

где и век тор перемещения точек осевой линии стержня.
Для нерастяжимого стержня дуговая координата s точки 

осевой линии стержня остается  при его движении неизменной,
поэтому

d J„  = - d m — ; — ( J 0u)  d.s. (ПЗ.З)

(Гп
где v di .

Воспользовавшись принципом Д аламбера, получим следу­
ющие векторные уравнения движения стержня (см. рис. 113.1) 
с учетом инерции вращения и сосредоточенных сил и моментов:

+  (i(1) +  i t , р(г)(1) S( s ~ *•); (пз-4 )тп° т  =  d t х—1

д  , , <9М ^  _ _ m  _ / 1\
- М =  — + ч х ч "  +  , 1 )+

Р

+ ^  ф  -  s„ ) .  (П3.5)
и= 1

Переходя в уравнениях (П3.4) и (Г13.5) к локальным произ­
водным (см. приложение 1 ) и опуская при этом знак тильды  в 
их обозначении, имеем

т ° (^7 + ^ Х V) = 4s----Х Р
д .  д М О  — (л
— (Л0^ ) -------я -------® (1) х М  —
a t  cas

Здесь

-  e i  х Q (1) -  ЯЛ(1) = 0. (ИЗ.7)

г~1 (Г13.8)

9Л(1) = Д (1) + Ф  “  s»)
v=l
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Сила и момент Я Л ^ ,  введенные для более компактной 
записи уравнений, состоят из распределенных q и Д и сосредото­
ченных Р ^  и сил и моментов, приложенных к стержню, 
ко торые, в свою очередь, м огут  иметь статические составляю ­
щие, независящие от времени, т.е.

q ^  = qo + q ; Д ^  = Д о + Д; 
p ( 0 ( i)  _  р ( ' )  + р ( о .  ?ш(")0 ) = щ ^

где qg, До, Р (|  ̂ и ЯЛ(̂  статические составляющие; q, /I, Р ^

и ЯЛ ̂  - динамические составляющие.
Статические силы создают начальное статическое напря­

женно- деформированное состояние, относительно которого (это 
наиболее общий случай) возникают колебания.*

К аж д ая  конкретная прикладная задача  требует  очень вни­
мательного изучения сил, возникающих при колебаниях и з а ­
висящих от компонент вектора и и углов тJj. Т ак ,  уравнение,

связывающее вектор с приращением вектора Даё, и у р а в ­
нение для вектора перемещений и (см. приложение 1 ) имеют 
вид

М ^  = А (аё^1) — = ^  Д ®1  (П3.9)

+ X й  = ( 1  -  / ц )ё )  -  /21 ё 2 -  /31 ё з . (113.10)
OS

Запишем еще д ва  уравнения, связывающие компоненты 
векторов ае и uj с у глам и  д j  (см. приложения 1 и 2 ):

ж (1) = L r ~  + Laeo (1); (113.11)os
[fd

^  =  L . ( 1 13 . 12)

* Более подробно о статических и динамических силах (мертвых, сле­
дящих и т.п.)  см. в работе [5 ,4 .2].
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Уравнения (ИЗ.6 ) -  (113.11) можно привести к безразмерно­
му виду:

_  ~ _  ~ — (1 ) — (^)^зз(О)Т = Pot, и  = ujpo, V = v p 0l, = М  ---- ----- ,

(1) _  гг (1) ^ з з ( 0) - ( 1 )  ^ ( 1 ) А 3 3 ( 0 ) (1) _  ~ (1) Л з з ( 0 )
р — t1  ̂ W W 2̂ ’ ^ ^ 3̂ ’

р ( Я = р й ^ 0 )  s , 1) = l i ( l )

? й ( 0 = ^ ,  Л *(0  =  ^ , ® м  =  Я М ^ .

1
/ А з з (0 )  Y

где ро = -------~-̂ -т ; шц(0 ) и Fo -  м асса  единицы длины стерж-
V ^ o ( 0 )/4 /

ня и площ адь сечения в начале координат; знаком здесь 
обозначены безразмерные величины.

В произвольном сечении стержня (переходя к безразмер­
ной координате £ = s/l) массу единицы длины стержня можно 
вы разить  через т о ( 0 ):

ш 0 (е) = т 0 (0) п\(е) = pF0ni(e),
где n i ( e )  -  безразмерная функция.

В безразмерной форме получаем следующую систему диф­
ференциальных нелинейных векторных уравнений движения 
стержня в связанной системе координат (опустив знак ти льды  
в обозначениях локальны х производных и безразмерных вели­
чин):

7 4 (e) + ш х  v j  -  ------ ж ^  x Q ^ -  Р ^  = 0 ;

^  ( J 0w)  -  -  ж (,) х М (1) -  e i х Q (1) -  ОТ(1) = 0;
ОТ 0 £

L i ^ — + L a i i 1  ̂ — ae^1) = 0; (П3.13)
as  u

d\iL
—  + ж ^  X u  + ( ! и  -  1 ) ё 1 + 2̂ 1^2  + ^31ёз = 0 ; oe

д д  __ n 
L l^ T  "  u

M (1) = А ( ж ^  -  bEq1 )̂ = А Даё,

П3.2. Приведение уравнений к безразмерному виду
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где Jo -  м атри ца с безразмерными элементами

L  =

Li

cos г?2 cos т?з

— sin т?з 

sin г?2 cos t?3

cos -г?2 cos т?з 0 — sin i?2 

— sin t?3 1 0  

sin t?2 cos 1?з 0 cos i?2

cos t?2 sin ^3  cos -f 
+ sin ??2 sin $ 1

cos cos $3  

sin $ 2  sin ^3  cos i?i —
— cos i?2 sin

cos г?2 sin 1?з cos —
— sin i?2 cos $ 1

cos 1?з sin i?i

sin i?2 sin 1?з sin $ i  + 
-f COS 1?2 cos

Напомним, что у гл ы  t9j (компоненты вектора г?) -  это у гл ы  
поворота базиса {ё^} относительно базиса {ё^о}- Система у р а в ­

нений (113.13) содержит ш есть неизвестных векторов: Q ^ ,  

М ж  W ,  й, (^ Ь  $2, ^з)- Перемещения Uj можно опре­

делить ^после нахождения вектора ж ^ ^ е ,  г )  и углов “&j(£, г ) )  
из четвертого уравнения системы (П1.13).

ПЗ.З. Уравнения малых колебаний 
стержня (линейные уравнения)

Получим векторные уравнения м алы х  колебаний стержня 
относительно состояния равновесия, считая , что возникающие 
при колебаниях дополнительные внутренние силы и моменты, 
а  т а к ж е  перемещения Uj и у гл ы  i9j м алы . Положим

Q (1) =  Qo + Q; М (1) = М 0 + М;

= qo + q;ае = жо + Д ж ; (П3.14)

д ( 1)=/ 1 0 + М; Р (1) = Р0 Р; Ш(1) 9Ло +  SDT.

При м алы х колебаниях компоненты динамических соста­
вляющих векторов можно счи тать  малы ми величинами, поэто­
му их произведениями (векторными и скалярны ми) при выводе 
уравнений можно пренебречь:

со х v  = 0, Д ж  х Q = 0, Д ж  х М  = 0, и х  Д ж  = 0.
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Уравнения м алы х  колебаний стержня получим, подставив 
(П3.14) в (П3.13) и уч и ты вая  только слагаем ые , линейно за ­
висящие от м алы х  величин. Векторные уравнения м алы х  в ы ­
нужденных колебаний стержня в связанной системе координат 
имеют вид

д 2й dQ _ — — — 
711 (е) 0̂ 2 “ _ X Qo -  ае0 X Q =. Р;

J ° ^ 2  ~ -  ЛаЕ X м 0 -  ае0 х  М  -  е 10 X Q -  ЗЛ = 0;
д 2$ д М

г

д$  _ — _
—— I- aeo X $  — Дае = 0; (113.15)
ОЕ
ди  __  _  _ _
—  + ае0 X и -  и3 е 2 + v 2e3 = 0 ;
ОЕ

М = А Дае,

где

Р  = ч + ] Г р (г)6 ( е -е г);

1=>р _  (П3.16)

Ш = -р+ ^ О Т (1/)<5(е -  £„). 
i/=i

Входящие в правые части выражения (П3.16) величины

q, Д, Р ^  и есть  динамические нагрузки . При ре­
шении уравнений (113.15) их удобнее представить в вектор- 
но-матричной форме, гак к ак  векторы  Qo, Mq, жо  можно  опре­
делить из уравнений равновесия (см. приложение 1). Например, 
для векторных произведений Даё X Qo, Даё х Мо можно запи­
сать

Дае х Qo = Ад Дае, Дае х Mq = А м Дае,

0 <5зо ~Q 20 0 М 30 - М 20

где Ад= -<2 зо 0 Qio ; Ад/— - М 30 0 Мю'

<320 -Qio 0 М 20 - М ю 0
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Аналогичным образом получим выражения и для осталь ­
ных векторных произведений, входящих в систему уравнений 
(П3.15). После преобразований имеем

. . д 2и dQ — —
n l ( e ) ^ 2  ~ А «  Лае “  A * Q = Р;

д 2$ дМ  _ —  — —
J ° ^ 2 ---- ------- ^ м  ~~ А ЖМ  -  A jQ  = DDT;

сЯ
де 
дп

Аэрд ~ Д ж  = 0 ;

+ А ж и + А ц ?  = 0;
де
М  = А Д ж ,

(П3.17)

0 “*3 0 * 2 0 ' 0 0 0  '

где А ж = *3 0 0 - * ю ; А !  = 0 0 - 1

_ — Х 2 0 * 1 0 0 0 1 0
Систему уравнений (П3.17) можно записать в виде одного 

векторного уравнения (исключив Д ж ) :

(л\д2 Ъ дЪ ( о ) -  -
д ^  + а Г  = *■

(П3.18)

где Z =

-Q -Р 0 0 0 — 7llE
м ; Ф = -Ш ; Л(!) = 0 0 - J 0
д 0 0 0 0 0
и . 0 . .0 0 0 0

Л2)

Aae A q  А 1

А\ (Ад/А 1 -)- Ааэ)

0

0

- А ' -1

0 0

0 0

А ж 0

A i ^ае
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Из соотношений (113.17) получаем уравнения в проекциях 
на связанные оси:

П3.4. Уравнения м алы х колебаний
стерж ня в проекциях на связанные оси

7 1]

711

71]

д 2щ _ dQ
д т 2 

д 2и2
д т 2

д 2и3 _____
д т 2 де

де

д 0 2
де

dQz

-  + Q20 Д * з  -  Q30 Д ж 2 +

+ *зо<чЬ -  * 2 о $ з  = P i ;

+ <Ззо Д * 1  -  Q io  Д * з  +

+  *10<3з -  *30<5l =  Р2\

+ Qio Д ж 2 -  Q20 Д * 1  +

+  * 2o Ql -  *10<32 =  Рз\

(113.19)

J 1

'/22

•Лзз

d 2$ i  дМх 
де

дМ 2

1 дт2

д Ч 2
д т 2

d^h 
д т 2

де

-  as2oM3 + Ж30 М2 -

-  А/30 Д ж 2 + Л/2о Д ж 3 = Ш1];

-  Ж30 М] + ж ю М з -

М] о Д ж 3 + М 3о Д ж ]  + Q3 = 9Л2;

д М 3
де

-  жк)Л/2 + ж 2 0 М ]

-  М 2(| Д ач  + М ю  Д ж 2 -  Q2 = Ш3- j

> (113.20)

-т- i  + ж20$ з  -  *3 0 ^ 2  -  Л * 1  = 0;  де

- 7—  + ж30$1 -  ж ю $ з  -  Д ж 2 =  0; 
де

д д 3
де + ж ю $ 2  -  * 2 0 $  1 -  Д * з  = 0 ;

dU{ П—----- 1- ж 2 0 и 3 -  * з о  « 2  =  0 ;
де

(113 .21)



М\ = А\\ Агг\] М 2 = А 2 2  A * 2 i Л^з = ^ 3 3 ^ * 3 - (П3.23)

Полагая в выражениях  (113.19) и (113.20) Pj — — 0 
(] = 1 , 2 , 3 ) ,  получим уравнения свободных колебаний кри­
волинейного стержня относительно состояния равновесия, ко­
гд а  стержень нагруж ен  статическими следящими силами, т.е.
Q jо /  Ои М3о ф 0 .

П 3 .5 .  Уравнения малых колебаний стержня, 
осевая линия которого в ненагруженном 

состоянии есть плоская кривая 
^частный случай системы ( П 3 .1 8 )  — ( П 3 .2 2 ) )

На рис. 95 показана спиральная пруж ина, осевая линия ко­
торой в естественном состоянии есть  плоская кривая. Если 
пружину отклонить в плоскости чертеж а х\Ох2, то она будет 
соверш ать м алы е колебания в плоскости чертежа, если же со 
отклонить относительно этой плоскости, то возникнут малые 
пространственные колебания. Пусть, например, спираль (уп ру­
гий элемент прибора) находится на ускоренно движущ емся объ­
екте  (ускорение объекта  а параллельно плоскости х\Ох2). То­
гд а  на нее в плоскости чертеж а б уд ут  действовать распределен­
ные силы инерции. Если осевая линия стержня в нагруженном 
состоянии остается  плоской кривой, то в уравнениях (113.19) 
(113.23) следует положить

Q 10 /  о, $ 2 0  Ф 0 , $ 3 0  = 0;

Мю = М 20 = 0 , М 30 ф 0 ;

* ю  = * 2 0  = 0 , аэзо Ф 0 .

Из (113.19) (П3.23) получаем уравнения вынужденных ко­
лебаний плоского криволинейного стержня в связанных осях, 
считая , что осевая линия стержня становится пространствен­
ной кривой

д 2их dQ\
п1 5---------—  + $ 2 0  А * з  + * 3 0 $ 2  = Р\;д т г де

д 2и2 dQ2 ^  Л ^  р
« 1 -5 -9 ------я---- $ю  А*з +  * 3 0 $ 1  =  "2>д т 1 де
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д 2из dQ з _ 
n 1 ^ 2 --------+ ^ 10 2 + $ 2 ^ * 1  = ^з; 

, д 2$ х дМ\
11 ~ ^ 2 --------^ Жз° 2 ~ ^ 30 ^ ж 2 = ® ?i ;

, д 2’д2 дМ 2
22~q^2--------~Q~e----- *30-^1 + Л^зо Аа?| + <5 з = 9Л2;

^  -  Q2 = т - ,  (П3.24)

i—  -  *30^2 -  Д * 1  = 0 ; 

д д 2
~ ~  + жзо1>1 -  Л * 2  = 0 ;ОЕ
д-д3
—-  -  Д ж 3 = 0 ; 
де

д щ  п
--------- — * з о ^2 = 0 ;д е
д и 2
—— + ж 3 0 «1  -  = 0 ;

<9из
~  + 1?2 = 0 , д е

где /V/[ = Л 1 1 А ж , ; М 2 = Л22 Дж2; w 3 = Л33 Аж3.
Если при возникающих колебаниях линия не выходит из 

плоскости х \ 0 х 2, то в уравнениях (П3.24) следует положить 
Q j  =  0 ,  М\  =  М 2 =  0 ,  1?! =  т?2 =  0 ,  Д ж 1  =  А ж 2  =  0 ,  Uj  =  0 ,  

IJj  = 0 , ШТ| = Ш2 = 0 . 15 результате  получаем

д 2и\ dQ | п п
п 1 — ^ 4 $ 2 0  А ж 3 + * з о $ 2  = ">;

д 2 ы 2 5 $  2 , ,  д .) „
П| ~ Q ĵ 2----_  $ 1 0  ^ * 3  -  * 3 0 $  1 =  > 2 i

дт1 д е  (113.25)
<^з х п--------- — Д ж 3 = 0 ;
д е

дщ  п
--------- — *зо ̂ 2 = 0 ;д е
д щ
д е +  * 3 0  и 1 -  1?з =  0 .
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Системы уравнений (П3.24), (П3.25) можно по аналогии с 
общим случаем представить в виде одного векторного уравне­
ния _

а ( | ) ^ 4  +  а ( 2 ) ^  + A (3 )Z = b. (П3.26)
o t z д е

При исследовании свободных и вынужденных колебаний в 
плоскости х \ 0 .1 2  ненагруженного статическими силами стер ж ­
ня в уравнениях (113.25) следует принять Qjo = Q20 =
= М 30 = 0 .



Приложение 4

ТОЧНЫЙ ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ЧА СТО Т И ФОРМ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖ Н Я

В приложении 3 получено векторное уравнение свободных 
малых колебаний пространственно-криволинейного стержня без 
уч е та  сил сопротивления. При Ф=0 имеем

a ( 1 ) -™ ! + ^  + a ( 2 ) Z = ° ( Z =  [Q , М , д, ТТ]Т ). (П4.1) 

Решение уравнения (4 .1) ищем в виде

Z (r ,  е) = Z0 ( e ) e lAr, (П4.2)

ИЛИ

Q (r, е) = Qo(e) е''Аг, М (г ,  е) = М 0 (е) егАг;

$ ( т ,  е) = г?0(е) е гАг, й (г ,  е) = й 0(е) егАт.

После подстановки (П .2) в уравнение (II. 1) получаем

^  + B ( £,A )Z 0 = О, (П4.4)

"А ж A q A - 1 0  А2П!Е

В (е ,А )  =
At ( A mA 1 + А ж ) 

- А ” 1

a 2j  0

0

оМС

0 0 А 1 А ж

П4.1. Определение собственных значений (частот)

Задавш ись значением А (1 ), находим (численно) решение 
уравнения (П4.4):

Z0 = К[е, А (1)]С  ( к (0) = е ) ,  (П4.5)

где К[е, А( 1)] -  ф ундаментальная матрица, решений однородно­
го уравнения.
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Для получения фундаментальной м атрицы  К (е )  уравнение 
(114.4) следует решить двенадц ать  раз при следующих началь­
ных условиях:

,0 ) _

-1 - - 0 - 0 -

0 .1 0

7 {2) ~ ) / j 0 -
7 (12) _, . . . ,  lq -

. 0 . . 0 . . 1 .

(114.6)

М атрицу К (с )  можно уточнить, воспользовавшись методом 
Пикара. М атрица К (е )  удовлетворяет уравнению

dK
de

+ В К  = 0.

Из (Г14.7) находим

е

к № ( £) = -  J  B K ^ \ h )  dh + Е,

(П4.7)

(114.8)

где К ^ ) ( е )  ф ундаментальная матрица , полученная в резуль­
та т е  решения уравнения (TI4.7) при начальных условиях (114.6) 
( первое п рибл ижение).

Для однородных краевы х  условий шес ть компонент век тора 
С равны нулю, т а к  как  при е = 0  равны нулю шесть компо­
нент вектора Z0 . Например, при е = 0 (жесткое закрепление) 
$о(0) = 0, По(0) = 0. В этом случае С7 = с8 = . . .  = с 12 = 0. 
Оставшиеся шесть компонент вектора С можно найти из шести 
краевы х  условий при е = 1 :

У !  ^ i j i ' )  cj (114.9)
j - 1

Индексы i и j  в зависимости от конкретных краевы х условий 
принимают шесть различных значений. Например, если пра­
вый конец стержня (е = 1 ) свободен ^ Q ( l)  = М ( 1 ) = 0 ^,
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то индексы I и j  в соответствии с индексами компонент век- 
гора Zo принимают значения г = 1 , 2 , . . . ,  6 ; j  = 1 , 2 , .  . . ,  6 , т.е. 
система (П4.9) имеет вид

к1\с\ + 2 С2 + • • • + 6 с6 = 0 ;
........................................................  (114.10)

^61 Ci + кв2с2 + • • • + &66С6 = °-

Для того чтобы система (114.10) имела отличное от нуля реше­
ние, необходимо равенство нулю ее определителя, т.е.

D ( l )  = 0. (П4.11)

Реш ая уравнение (114.11) для ряда  значений Л, находим (чи­
сленно) такие Аг, при которых определитель D ( l )  с заданной 
степенью точности можно счи тать  равным нулю. Эти значе­
ния Хг являю тся безразмерными частотами колебания стержня. 
Следует отм етить , что для пространственно-криволинейных 
стержней характер  закрепления может быть самым разнообраз­
ным, т.е. определитель D ( l )  может быть получен при самых 
различных сочетаниях элементов матрицы К ( 1 ,  А*.). Однако 
всегда для нахождения определителя D ( l )  достаточно всего ше­
сти столбцов матрицы К (с ,  А*.), что существенно уменьш ает 
время счета при определении частот.

При колебаниях стержня, например в плоскости х\Ох2, по­
лучаем уравнение, аналогичное (П4.4):

Z() + BZo = 0, ( Г14 .12)

где

- 0 — Жзо — (?2о/Л;13 0 п\ А2 о - ’ Q10

Жзо 0 Q \0  /Л з . З 0 0 71] А2 Q 20

0 1 0 J33A2 0 0 М 30
В = IIС

N

0 0 - 1 /Лзз 0 0 0 $ 3 0

0 0 0 0 0 —  Жзо U \ o

. 0 0 0 - 1 аэзо 0  _ - l / з  0 -
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Рис. П4.1

Z0 = К (е )С  (114.13)

должно удовлетворять  шести краевы м  условиям (по три крае­
вых условия на каж дом  конце стерж ня) . Для стержня, закреп­
ленного к ак  показано на рис. П4.1, имеем

е = 0 , ию = «2 0  = 0 , $зо = 0 ;

при £ = 1 , М 30 = 0 , Q\o = <520 = 0 .

Т ак  как  м атрица К (е )  при £ = 0 есть  единичная матрица, 
три компоненты вектора С ( с 4 , с 5 ,сб) равны  нулю. Из краевы х  
условий при £ = 1 получаем три уравнения:

к \ \ С \  +  к и с . 2  +  к \ з с з  =  0;

^2 1 с 1 + к22с2 + &23СЗ = (IT4.14)
кз1С1 + к 32 ('2 + ^33с3 = 0 .

Приравняв определитель системы (П4.14) нулю:

Решение уравнения (П4.12)

к п к 12 к\з
D = &21 ^22 Ь з = о,

h i h 2 Ь з

можно найти уравнение для вычисления частоты  \у
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П4.2. Определение собственных 
функций для  консервативных задач

Зная частоты  А^, с помощью уравнения (114.12) можно опре-
—  ( ? )делить соответствую щ ие им собственные векторы Zq .

0 )
В (е, Л ,) zy1 =  0. (114.15)d Z 0_____L И  I с

de

Из уравнения (П4.15) имеем

ZQW  = K ( e , A j ) C ( j ) , (114.16)

где -  K ( e ,A j )  -  ф ундаментальная м атрица решений для соб­
ственного значения А,.

Метод численного определения фундаментальной матрицы
i j )  (j\

изложен в П4.1. Т ак ,  для консольного стержня c-j. = Cg =
(?) ( j)  (?)  ( 7)=  . . .  =  Cj2 =  0 ,  a  Cj , Cg , . . . , C g  не равны нулю и входят в

качестве  неизвестных в систему однородных уравнений

^6 l(l> A j ) c ^  + /сб2 ( 1 ; A j)c 2̂  + ■ • • + А:бб( 1 , A j)c^  — 0 .

(114.17)

(?) (?) ( 7) ( 7)В системе (114.17) выразим  c-j , с̂ ' , • • •, ( Г) через Cg :

cfc ) =  (А: =  1 , 2 , . . . ,  5).

(?)Произвольный множитель Cg можно принять равным единице.

Определив С ^  из уравнения (П4.16), получаем собственный 
вектор

Z 0(j )  =  K (e ,A j )C 0( j ) ,

где C Q( j )  =  [f3\, /З2 , /З3 , /34 , /З5 , 1]т .'0
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( j)  ( j)  —tj )  
Компоненты Zqj , . .  . ,  ^01 2  BeKTOPa Zq , равные

r ( j )  -  J j )
y07 01 >

Z,U) _  . y{j)
08 02 ’ J09

,0). 
7оз ■

r(j) _  „ ( » .
J010 "01 >

%U) _  „(■?). 
^011  ~  “ 02 ’

yb) — u t i) 
012 —  “03 ’

называю тся формами колебаний стержня. Компоненты
z i J? , . .  . ,  характеризую т изменения по координате е ампли-r(j)У01 у06

п О ) - 0)тудн ы х  значений компонент векторов Q q и M q при колеба­
ниях стержня для каждой из частот \j. Для дальнейших пре­
образований собственные векторы удобно представить в виде

L

U)

U)

где ф {,) =
Q„0 )

м
:Ь)

(Я
0 ) =

д {])v o
vrO)

Вектор V7 х арактери зует  напряженное состояние стер ж ­
ня, а  вектор Тр )̂ -  деформированное состояние стержня. Такое 
представление собственных векторов удобно при приближенных 
решениях задач динамики стержней.



Приложение 5

ЧИСЛЕННОЕ ПРИБЛИЖЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ЧА СТО Т ПРИ М АЛЫ Х  КОЛЕБАНИЯХ СТЕРЖ НЯ

В приложении 4 изложен точный численный метод опреде­
ления частот и соответствую щ их им форм колебаний стержня 
для консервативных задач . В основе одного из наиболее эффек­
тивных приближенных методов лежит основной принцип меха­
ники принцип возможных перемещений.

Рассмотрим однородную систему уравнений свободных ко­
лебаний, аналогичную системе (П3.15)( см. приложение 3):

l 2 = J ( e ) ^ 2  + ~ А “ А~1М  — А ЖМ - A l Q = 0 ;  (II5.2)

Представим систему (115.1) -  (П5.4) в виде одного уравне­
ния (см. приложение 3):

В приложении 4 был изложен метод определения собствен-

(Л5.1)

(115.3)

(115.4)

(115.5)

где Z = ( Q , M , $ , u ) T .

— {])ных векторов Z(j , которые можно записа ть так :

(115.6)

т ( »где вектор гр харак  теризует изменения по координате ампли­
тудны х значений компонент векторов Qq^ и  а вектор ср(з) 

изменения амплитудны х значений компонент векторов $ () и
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_  t j)
u{| (форм колебаний) при колебаниях стержня с частотой \у  

В свою очередь, к аж ды й  из векторов и Тр(J ) можно пред­
стави ть  в виде

U) If  =

тде = Q0(^ ;  ф $ М  ^  ' LD ^  1V10 ’
0 ).

(П5.7)

фи
Для приближенного решения уравнения (П5.5) надо пред­

варительно определить векторные координатые функции 
Zq (е ) ,  удовлетворяющие краевым условиям задачи. В каче­
стве таких  функций можно взять  собственные векторы при сво­
бодных колебаниях ненагруженного стержня постоянного сече­
ния без уч е т а  инерции вращения элемента стержня. Например, 

~(j)
для определения Z(, можно использовать более простую систе- 
м v :

д 2й dQ
д т 2 де
дМ  , —. -  , 
—  + Л а, М  -  A t Q = 0; 
де

дд
де
ди
Те

— /brQ — 0 ;

А х т) -  А - 1М  = 0;

(115.8) 

(П5.9) 

(П5.10) 

(П 5 .11)

(для стержня постоянного сечения п\ = 1 ,/ 1зз = 1 ), решив ко­
торую численным методом, определяют векторные функции

7 {1) -

1 
1

II

Т
э- [ * « •

; ^  =

1

13-
|

- Ф м  .

-------------1

13-|

(115. 12)

Приближенное решение уравнения (115.5) ищем в виде

Z = Е м
г = 1

r ) z o( l ) ( £ ) : (115.13)
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где /г(т) непрерывная функция времени. Ограничимся д в у ­
членным приближением

z = / ,z 0(1) + / 2z0(2). (И5.14)

Подставив (115.14) в уравнение (115.5), получим

L(Z) =  7, (П5.15)

где вектор j  х арактери зует  ошибку, обусловленную приближен­
ным вычислением вектора  Z но формуле (115.14).

Исходная система уравнений (П5.1)  -  (115.4) имеет два  “фи­

зических" уравнения ^(115.1) и (115.2)^ и д ва  “геометрических”

уравнения ^(115.3) и (П5.4)^ . Размерность слагаем ы х , входя­
щих в эти уравнения, различна, поэтому первые шесть компо­
нент вектора Z(Qj, М} ) (j  = 1 ,2 ,3 )  имеют размерность распре­
деленных сил и распределенных моментов, а  остальные шесть 
компонент ( $ , ,  U j )  -  угловых и линейных перемещений. В каче­
стве обобщенного перемещения SZq в векторной форме возьмем

— U)функции, пропорциональные векторным функциям ZQ и удо­
влетворяющие всем краевы м  условиям задачи:

6Z (О <5&lE0Z0(1); <5Z(j2) = Sb2 E0 Z,52).

Т огда  при двучленном приближении

6 Z0 = <3Zq ‘ ) + <5Z0(2) = <56!E0Z0(1) + 6b2 E0 Z0(2), 

где 8bj независимые произвольные величины;

(П5.16)

(П5.17)

Eq

■ 0 0 0 E- Qo' 1 1

M 0W
' 1 0  O'

0 0 E 0
z (!) -> — 0 1 0; E =

0 E 0 0 -5 ( 0
^0 0 0  1

_E 0 0 0  .
-(•') L u 0 J

(П5.18)
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Под обобщенными и возможными перемещениями здесь 
можно использова ть не только вариации линейных 6й и у гло ­
вых перемещений <5$, но и вариации внутренних сил 6Q и мо­
ментов ДМ.

М атрицу Ео вводят  для того, чтобы все скалярные произ­
ведения

имели размерность работы (в соответствии с принципом воз­
можных перемещений). Т ак  как

т.е. все слагаем ы е , входящие в правую часть  (П5.19), имеют 
размерность работы. Подставив в уравнение (П5.15) выражение
(115.14) для вектора Z, получим

где Ej -матрица ( 1 2  X 1 2 ); 7  /  0 .
Потребуем, чтобы интеграл от вектора 7  на возможных 

обобщенных перемещениях, взяты й  по всей длине стержня, был 
равен нулю, т.е.

Z ■ E0 Z (1), Z ■ E0 Z (2)

то

Z • E0Z (i) = Q ■ u 0(i) + M  • $ 0(,) + tf ■ M 0(i) + u • Q ^ ,  (П5.19)

A ( ' ) Z0(I)/ j  + a ( ' ) z 0(2)/ 2 + ( E j Z ^  + A (2 ) Z0(1))/ j  +

+ ( E ! Z 0(2) + A^2 )Zq2)) / 2  =  7 , (115.20)

0

или при двучленном приближении 

] 1

Sb\ / ( 7  •E 0 Z0(1))d e  + 6Ь2 / ( 7 - E0 Z0(2 ) )d£ = 0. (П5.22)

о о
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Так как 6bj независимы,  то из уравнения (115.22) следует

\ l  • EuZg1}) de = 0; (115.23)

о
i

J (Т ' E0 Zq2 )̂ de = 0. (115.24)

о

После преобразований получаем д ва  уравнения относительно / 1

и Л :
® п / 1 +  012/2  +  С1 l/ i  +  с 12/2 =  0 ; ^

« 2 1 / 1  +  022/2 +  с21 /) +  с 2 2 /2 =  0 ;

а п  = j  ( a ^ Z ^  -EoZ0(1)) d e ;  а 12 = [  ( A O z n(2) ■ E0Zn(1) ) de;
о

c n  = / (z0(1) + a ( 2 ) z 0(1) • E0 Z0(1)V) de;
/
0

1

с 12 = у (z0(2) + a (2)z q(2) -E0Z0(1))de ;
0
1

a 2 i =  [ ( а ^ Ы 1] • E0 Zn(2))  de; a 22 = / ( A ^ Z 0W  ■ E0 Z0W  ) de;

0
1

c21 = I (Zn(1) + A ^ Z , ^  -E 0 Zn(2) )de ;

c22 = /  (zQ(2) + a (2)zq(2) • E0 Z0(2))  de;

Полагая /1 = /юегЛг, / 2 = /2о<'гАг, из (115.25) можно найти 
характеристическое уравнение для определения частот А̂ .
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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ 
ВЫ Н УЖ ДЕННЫ Х КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖ Н Я

При вынуж денны х колебаниях стержня без уч ета  сил вяз ­
кого сопротивления ^см. уравнение (Г13.19)^ имеем

Приложение 6

_  (л\д2Ъ дЪ (о\— -  
L = А '  ' — тг +  —  + A ^ Z  -  b

OTz ОЕ
0 . (П 6 .Г

В случае учета  сил вязкого сопротивления уравнение вы н уж ден ­
ных колебаний стержня принимает следующий вид:

_  ( |) <92Z (3)dZ dZ (2 )— 
L = А,  + А^ ' +  —  + A '  'ZL1 От2 дт  де

Ь = 0 . (П 6 .2 )

Здесь

b =

Р(т,е) *0 0 0 я О Г

Щт , е )
; А ^  =

0 0 zf(2) 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

В уравнение (Г16.2) входят силы и момент вязкого сопротивле­
ния, которые можно представить в безразмерной форме записи:

Г, = В<')|Н;
дт f 2

С 21 ^

в V ;дт

Г ь(]) " l l 0 0 Г ь{2) 0 0

где в О  = 0 6(1)°22 0 ; В^2) = 0 6 (2)
22 0

0 0 6 (1) °з з  J 0 0 ^(2) 
°33 J

Приближенное решение уравнений (П 6 . 1 ), (116.2) будем ис­
к а т ь  в виде

Z £ / w (т ) Z,77 U)
о

]=1
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Воспользовавшись принципом возможных перемещений (см.  
приложение 5), получаем при двучленном приближении

o-jifl + aj 2 h  + C ji/ i + су 2/2 = bj (.j  = 1 , 2 ), (116.3)

1 1 1

где bj = j ( b • E()Zq^) de = J ( P • П ) de + j ( Ш ■ d ) de.

0 0 0
Решив численно систему уравнений (116.3), можно найти 

приближенное решение уравнений малых вынужденных коле­
баний вида (П6 . 1 ), (П 6 .2 ).
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