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П Р Е Д И С Л О В И Е

При определении  годерж ания “ Задачника-практикум а” за 
основу бы ли  приняты програм м ы  по высшей математике д л я  
химического ф акультета  и специальности  “ Геофизика” г е о л о ­
гического  ф акультета  С ан к т -П етер бур гск ого  университета  как 
наи более  насыщенные.

П особи е  состоит  из трех  разделов . Р а з д е л  I посвящен тео ­
рии рядов. В первой гла ве  рассм атри ваю тся  решения задач, 
связанные с чи словы м и  рядами, во второй —  с функциональ­
ными. З д есь  же впервые в отечественной ли т е р а т у р е  приведен 
ряд програм м  д л я  Э В М  по решению некоторых классов  задач 
по сум мированию  рядов на языках Бейсик, А л г о л -68 и П аскаль .

В р а зд еле  II, содержащ ем три главы, представлена  теория 
функций ком плексного  переменного. Первая  г л а в а  вклю чает  в 
себя  задачи, связанные с понятием  ком плексного  числа , функ­
ции ком плексного  переменного, ее производной, р е гу ляр н остью  
и конформностью . Р а ссм отр ен ы  элем ентарны е преобразования, 
степенные и показательны е функции, ветви логариф м а и ^/г, 
функция Ж у к о в ск о го  и тригоном етрическая  функция w =  sin г. 
В торая  глава  посвящена и н тегралам  и рядам, тр етья  —  выче­
там и их приложениям.

Р а зд е л  I I I  содерж ит две главы. В первой г ла в е  представлено  
разлож ение в тригоном етрический  ряд периодических и непери­
одических функций, во второй и зучается  ин теграл  Ф у р ь е  и его 
использование  д л я  вы числения некоторых видов несобственных 
интегралов .

В нач але  каждого параграфа помещены основные оп р еделе ­
ния, теоремы, формулы, краткие сведения из теории  и методи­
ческие рекомендации по решению задач. Д а л е е  приводятся по­
дробны е решения тииовых задач с краткими пояснениями. В 

конце каждого параграф а содерж атся  задачи  д л я  с а м остоя т ель ­
ного решения со сквозной нумерацией д л я  каждого раздела . Н у ­
мерация ф орм ул  —  сквозная в каждой главе. О тветы  к задачам  
снабжены краткими указаниями к их решению.

“Задачник-практикум” составлен  на основе опыта проведения 
практических занятий преподавателям и кафедр высшей мате­
матики и м атем атического  анализа  С ан к т -П етер бур гск ого  уни­
верситета. О тл и ч и е  его от подобны х задачников состоит в том.



что он содерж ит обширные м етодические  рекомендации и вари­
анты решения типовых задач. По р а зд елу  III “ Т ео р и я  функций 
комплексного  переменного” этот  задачник не имеет аналогов  в 

учебны х пособиях  такого типа.
Настоящ ий “ Задачник-практикум” предназначен д л я  студен­

тов нематематических ф акультетов университетов, технических 
и педагогических институтов  и явля ется  пособием  д л я  само­
стоятельн ого  овладения  навыками и умениями решения задач 
м атематического  анализа  по указанным в нем темам  в о бъем е  
действую щ их програм м  курсов высшей математики.



Р А З Д Е Л  I. Р Я Д Ы

Глава 1. Числовы е ряды  

§1. Понятие числового ряда

Е сли  { а п }  —  ч и слов ая  послед овательн ость ,  то сим вол

«1 +  <12 +  ■ • ■ +  «п +  • ■ • ( 1 )

ГХ>
или, что то же самое, <г„ называется числовым рядом.

П= 1
Ч и с л а  си, аг, . . . называю тся членами ряда и ап —  общим чле­

ном ряда.
Р я д  (1) считается  заданным, е сли  известен его общий член

О-п ■
С ум м а

П

■bn =  n i +  «2 +  . . . +  ап =  У ' а* ( 2 )
к =  1

первых п ч ленов  ряда называется его частичной суммой.

П о с лед о в а те л ьн о с ть  {.S'„} называется последовательностью  
частичных сумм ряда ( 1 ).

Е сли  п осл ед ов ательн ость  {.S',,} частичных сум м  ряда ( 1 ) име­
ет конечный пр едел  S , lim $ п =  S , то ряд  ( 1 ) назы вается сходя-

п — ► ОО
щимся , а чи сло  S  —  его суммой ; в противном с луч а е ,  т.е. когда 
этот  пр едел  не сущ ествует  или  бесконечен, ряд  ( 1 ) называется 
расходящимся.

Ряд

полученны й из ряда ( 1 ) отбрасыванием  п первых его членов, 
называется остатком ряда ( 1 ).

Н ео бходи м ое  и достаточн ое  условие  сходим ости  чи слового  

ряда (1 ) ( критерий Коши)  ф орм улируется  с л ед у ю щ и м  образом : 
для сходимости числового ряда ( 1 ) необходимо и достаточно ,

n + m
чтобы для произвольного числа е > 0  неравенство  ^  ак <£  вы-

к = п  +  1
полнялосъ, начиная с некоторого значения п , для любого нату­
рального т.



Из критерия Кош и при т  =  1 вытекает необходим ы й признак 
(но не достаточны й ) сходимости  ч и слов ого  ряда ( 1 ): 

если ■числовой ряд сходится, то  lim ап =  0 .
п — ►ОО

Основная задача  теории чи словы х  рядов —  установление  
сходимости  или  расходим ости  ряда  —  иногда мож ет бы ть ре­
шена непосредственным отысканием lim $ п и ли  с помощ ью  не-

Т1 — ► ОО

обходим ого  и достаточн ого  признака сходимости  (критерия К о ­
ши).

П р и м е р  1. И с п о л ь з у я  опр еделение  (вы числением  lim ,S'n),
п — ►ОО

и сслед овать  на сходим ость  ряды:
ОО ОО ОО

U Е  4̂ Т ; 2) Е  l n ( ! +  ;r); 3) Е  Чп cos па ,  где  (v —  заданное

вещественное число ;  4) ^  arctg —Uf,
П = 1

рассм атривая пр еделы  их частичных сумм.

Р е ш е н и е .  1) Д л я  преобразования частичных сумм  и сп о л ь ­

зуем  тож дество  =  Н з Г П  “  21Т т ) :

п . . п

Sn = Е  = 2 Ё
к =■ 1 А: = 1

i - j i  +  

1

к = \ 

1 1 

3 ~  5 

1

1 1

2к  -  1 

+

'2п — 1 2 /i -)- 1

2 k +  1

)+ ■  

1

2 п 4- 1

С лед ов а тельн о ,  lim Sn =  4 lim ( l  — , V , )  =  i .  Р я д  сходится.
n — oo 1 n —►oo v zn-f-l / Z

k = 1
2) s„ = £ l n  ( l  + r )  = E ln

к +  1

k = 1
= !n у + In -  + In -  + ■

. . .  +  ln
n +  1 2 3 4 

=  I  2 3

n +  1
=  l l l (7t +  1 ), lim ln (7l + l ) :

=  +oo , с л едов ательн о ,  ряд расходится .

3) Отм етим , что при |д| >  1 наруш ается  необходим ое  услови е  
сходимости  ряда lim ап =  0 . ибо lim qn cosna  не сущ ествует ,

п —* оо п  —► оо
если  |</| >  1 .

( 'ч и т а я  |<?| <  1 , составим частичную  сум му $п данного ряда: 

Sn =  q cos о: q1 cos 2a -(- q3 cos 3ft +  . . .  +  qn cos im

8



и умнож им ее на 2 cosa. Т о гд а ,  принимая во внимание, что

2 cos ка  cos a  =  cos ( к  +  1 ) а  +  cos(k  — l)rv,

п о луч а ем  уравнение отн оси тельн о

2,Ь’п cosa  =  </(cos2a +  1) +  g2(cos3a  +  cos с») +  </3(c o s 4 a +

+  cos 2 a )  +  . . .  +  qn ( cos(n +  l ) a  +  cos(n — l ) a )  =

=  ( q cos 2a +  q2 cos 3a +  q3 cos 4a  +  . . .  +  qn cos(n +  l ) a )  +

+  {q +  <?2 cos n +  q3 cos 2 a  +  . .. +  qn cos(n  — l ) a )  =

=  - ( q2 cos 2a +  q3 cos 3a +  . . .  4- qn+[  cos(7i +  l ) a )  +

4- <7(1 +  q cosa  4- q2 cos2a 4- . . .  4- qn~ l cos(n — l ) a )  =

=  — q cos a  +  gn+1 cos(n +  l ) a )  +  q ( l  +  Sn — qn cos n a ) ,

из которого  следует ,  что

q {q n+l  cos п п  ~  qn cos(n +  l ) a  — q +  cos a )

1 — 2q cos a  +  q1

Та к  как Hm S„ =  . ■ поскольку  lim qk cos ка  =  0 как
n  —* 00 1 c o s  o t-f -q  тг —* o o

произведение ограниченной функции на бесконечно м а лу ю ,  то 
ряд сходится.

Таким  образом , данный ряд сходится  при <  1 и расходится  
при |9| >  1 .

4) Очевидно, что  .S’i =  arctg i ,  .$'2=  arctg ^ 4- arctg И с п о л ь з у я  

ф орм улу  tg (a + / ? )  =  , l g t" , имеем ,S'2=  arctg П олучен ны е  
два р е зу л ьта та  по зв оля ю т  предполож ить , что  S n =  arctg

Критерием  истинности это го  соотношения яв ля ется  с о б л ю д е ­
ние тож дества  д л я  всех n>2 : Sn — ,S '„_ i=an=  arctg Д ей стви ­
тельно,

»  n — 1 
.S„ -  ,S„_i =  arctg — —  -  a r c tg -------  =

n -I- 1 71

= I Щ  H i = 2hn-f 1 П

в соответствии  с ф орм улой  t g ( a  — в )  =  •



П оскольку  lim $п =  lim a r c t g - r j  =  j ,  то ряд  сходится.
п — >оо п  — * оо n + 1

П р и м е р  2. У ста н ови ть  сходим ость  или  расходим ость  рядов 
с помощ ью  необходим ого  и достаточн ого  критерия Коши или  с

оо п

помощ ью  необходим ого  признака сходимости: 1 ) ( гп + г )  5 

»> £
П =  1

, n + m

Р е ш е н и е .  1) С оставим  сум м у a h '  — Y1 д л я  Данного
к =п-\-1

ряда:
n + m  / , ч к 

^  =  £  
fc — гг +1

Итак, ф орм ула  S n =  arctg верна д л я  всех п.

, 2к +  1
Аг =гг +1

Очевидно, что  |ст)гт )  |=ст,(гт ) . П оск ольк у  2FTT =  l ( ^ _  2 F f l ) < 5> Т0

n +  m  /  1 \  / | \ n + m

к = п  + 1

П п+1  / i / l 4 " * " 1'

1 + 2+ -+ ( 2
И с п о л ь з у я  ф ор м улу  ш членов  сум м ы  геом етрической  п р огрес­
сии

1 +  q +  q *  +  ■ ■ • +  q n
1 - 9  ’ 

п олуча ем

Н а  основании определения  п р е д е л а  чи словой  п о с л е д о в а те л ь ­
ности можно утвер ж дать , что д л я  л ю б о го  ч и сла  е >  0 найдется 
такое н а т у р а льн о е  чи сло  N  (зависящ ее лиш ь от ег!), что  д л я  всех
11 >  N  вы полняется  неравенство  (1/2 )"  <  е. Д л я  этих  значений

I (m) I ^ ^  гл
п п о лу ч а ем  ус л о в и е  |<Тп | <  е при л ю б о м  натур альн о м  т .  С л е ­
довательно , ряд  сходится .

ю



2 ) Д л я  данного ряда у с лов и е  lim ап =  0 не выполнено, ибо
п — *+оо

lim |an| =  lim —̂ -r =  1. Значит, ряд расходится.
П — ►4-00 тг — ► -f-оо п_г 1

П ри  исследовании сходим ости  рядов непосредственное оты с­
кание п р ед ела  частичны х сум м  или  использование  необходим о­
го и достаточн ого  признака сходим ости  (критерия Кош и) часто  
связано с больш и м и  трудностям и . П оэто м у  обычно и с п о л ь зую т  
тот  или  иной признак сходимости, даю щ ий достаточны е  у с л о ­
вия сходим ости  и ли  расходим ости  ряда, которые излож ены  в 
с л ед ую щ ем  параграфе. Отм етим , кроме того, с л ед ую щ и е  свой­
ства рядов, которы е м о гу т  оказаться  полезны м и при и сслед ова ­
нии их на сходимость :

1. Р я д  и л ю б о й  его остаток  с точки зрения сходим ости  ведут  
себя  одинаково.

оо ОО

2 . Р яд ы  Е  ап и Е  ^ап > где  ^ =  const Ф 0, с точки зрения
П = 1 П=1

сходимости  в ед ут  себя  одинаково, и сум м ы  сходящ ихся  рядов
ОО ОО

связаны равенством  Е  Аап =  А Е  ап .
П = 1 П = 1

ОО оо

3. Е сли  сходятся  ряды Е  ап И Е  Ьп , то сходится  и ряд
П = 1 П =  1

оо оо оо оо

Е («п + ьп), причем  Е (ап +  bn) =  Е ап + Е ьп-
п =  1 п =  1 П = 1  П = 1

• И с с л ед о в а т ь  на сходим ость  с л е д ую щ и е  ряды, отыскивая пре­
делы  их частичны х сум м  или  п о л ь зу я сь  необходим ы м  призна­
ком сходимости:

оо оо оо оо

1 - Е  n (n + 2 ) -  2 - Е  n ^ n  +  l ) 2 ' 3 - Е  ;7f,1 + l' )(u +  2)- 4 - Е  7 ^ -
п — 1 п — 1 тг —  1 п =  1
оо оо

r>- Е  п ( п + т ) ’ т  —  н а т у р а л ь н о е  ч и с л о .  6 .  E , l 9 n _ 1 . 9  =  c o n s t .
П =  1 n — 1

o o  o o  o o

7. E  ( - ! ) " ■  8 .  E  ( l + 2 (  — l ) n ) .  9 .  q n s in  n o t ,  q и  a  —  ПОСТОЯН­
Н А  n =  1 n = l

° o  o o  o o

н ы е .  1 0 .  E  ( tS t )  ■ 1 1 -  E  a r c t g  a r f - 1 ) - 1 2 ‘ E  a r c t g
n =  1 тг —  1 ' n =  1

OO o o

13 g , a,csi"  v ^ - . w .  Л Ч , - 14 ' g ,  ( »  +  ( “ - « .  

d, ч —  постоянны е (ариф м етико-геом етрическая  п рогрессия ).
OO

•5. E  «п. «1 =  1. «2 =  5, a „  =  § ( « „ _ ,  +  /*n_ 2) ( «  >  3).

11



§2. Признаки сходимости рядов 
с положительными членами

Т еор ем ы , перечисленны е в этом  параграфе, относятся  к ря­
дам  ( 1 ), все ч лен ы  которых неотрицательны е.

Признак Д ’Аламбера. Е с л и  начиная с некоторого  номера 
п д л я  членов  ряда ( 1 ) вы полняется  неравенство 2^±!- < 9< 1 , где  q
—  постоянная величина, не зависящ ая от п, то ряд  ( 1 ) сходится; 
е сли  >  1 , то  он расходится .

я п.
Предельная формулировка признака Л ’Аламбера : е сли

|- а п +  1
lim -------=  </,

п—по а„

то ряд ( 1 ) с н еотрицательны м и членам и  сходится  при q <  I и 
расходится  при q >  1 ; при q =  1 вопрос о сходимости  ряда 
остается  открытым.

Признак Коши. Е сли  начиная с некоторого  ном ера  м д л я  
членов  ряда  ( 1 ) вы полняется  неравенство <  q <  1 , где  q
не зависит от п, то ряд ( 1 ) сходится ; е сли  >  1 , то ряд
расходится.

Предельная формулировка признака Кош и: е сли

lim =  q ,
Т1—+00

то ряд ( 1 ) с н еотрицательны м и членам и  сходится  при q <  1 и 
расходится  при q >  1 ; при q =  1 вопрос о сходим ости  ряда 
остается  открытым.

Признак Раабе. Е сли  начиная с некоторого  номера п  д л я  
членов  ряда ( 1 ) вы полняется  неравенство — l )  >  q >  1 ,

где q не зависит от  п, то ряд ( 1 ) сходится ; е сли  — 1 ) <  1 ,
то ряд расходится .

Предельная формулировка признака Раабе: е сли

lim п ( ----- 1 ^ =  q,
n-oo  \ a „ + i )

то ряд ( 1 ) с неотриц ательны м и  членам и  сходится  при q >  1 и 
расходится  при q <  1 ; при q =  1 вопрос о сходим ости  ряда 
о стается  открытым.

12



Признак сравнения. Е с л и  д л я  двух  рядов Y2 а„  и Y1 Ьп
П =  1 П =  1

с неотрицательны м и членам и  начиная с некоторого  номера п 
вы полняется  неравенство а „  <  6„ ,  то ряд  с меньшими членам и  

сходится, е с ли  сходится  ряд  с больш и м и  членами; е с ли  ряд с 
меньшими член ам и  расходится , то расходится  и ряд  с больш и­
ми членами.

Предельная формулировка признака сравнения:  е сли  д л я  двух
ОО ОО

рядов ап и ^2 Ьп с  н еотрицательны м и членам и
П=1 П=1

• • а п
l im т ~  q 1

п —  оо 0п

то при q ф О оба  ряда  ведут  себя  одинаково, т.е. ли б о  оба  
сходятся , л и б о  о б а  расходятся ; е с ли  q =  0 , то из сходимости

ОО ОО
ряда Ьп с л е д у е т  сходим ость  ряда Y2 ап , а из расходим ости

П=1 П=1
ОО оо

ряда £3  ап с л е д у е т  р асходим ость  ряда ^  6П.
П=1 П=1

Интегральный признак. Е с л и  ч лены  ряда (1 ) у д о в ле т в о ­
ряю т у с лови я м  ап+1 <  ап и lim ап =  0 , а непрерывная убы-

п —* ОО
нающая неотрицательная  функция f { x )  такова, что  при х  — 
=  1 , 2 , . . .  , гг,. . .  ее  значения равны соотв етствую щ им  членам  ря­
да  ( 1 ) и lim f ( x )  — 0 , то ряд  ( 1 ) и несобственный ин теграл

+  оо

f ( x ) d x  л и б о  оба  сходятся , ли б о  оба  расходятся ./
К огд а  приходится  исслед ова ть  на сходим ость  конкретный 

ряд, то естественно встает  вопрос  о том, каким из пер ечислен ­
ных признаков (а  они не исчерпы ваю т все известные признаки) 
воспользоваться . П о ле зн о  прежде всего проверить выполнение 
необходим ого  у с ло в и я  сходим ости  lim а„ =  0. Е сли  оно на-

п —*оо
рушено, то  ряд  расходится . Е с л и  же оно выполнено, то д л я  
исследования  сходим ости  с л е д у е т  обр а ти ться  к н а и б олее  про­
стым признакам —  Д ’А л а м б е р а  или  Коши (вы бор  одного  из них 
часто л е гко  о п р ед еляется  видом общ его  ч л ен а  ап ) в их н аи более  
простой  ф орме —  предельной , а  затем, е с ли  это  необходим о, в 
их общ ей форме (т .е . о бр ати ться  к установлению  и ли  провер­

ке соотв етствую щ и х  неравенств ).  О тметим , что  когда  признак 
Л ’ А л а м б е р а  в п р едельн ой  форме “не д ей ствует ” (т .е .  при q =  1),
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часто оказывается полезным  обр ати ться  к признаку Р а а бе  (в 
предельной  форме или  нет). Е сли  же признаки Д ’А л а м б е р а ,  
Коши и Р а а б е  не помогаю т, то полезно  о брати ться  к признаку 
сравнения. Э ти м  признаком удобно  п ользоваться , когда и ссле ­
дуем ы й ряд сравнивается с д р у ги м  рядом, поведение которого  

с точки зрения сходимости  известно ли б о  который л е гч е  под­
дается  исследованию . И н тегр альн ы й  признак позволяет  п о л у ­
чить набор стандартных рядов достаточно  простого  вида, у д о б ­
ных д л я  исследовани я  на сходим ость  ряда с помощ ью  признака 
сравнения (см. пример 3).

П р и м е р  3. И сс л ед о в а т ь  на сходим ость  ряд

Р е ш е н и е .  Данны й ряд удобно  и сслед ов ать  на сходим ость  с 
помощ ью  ин тегр альн ого  признака. Д ей ствительно ,  общ ий член

монотонно отн оси тельн о  п. В качестве функции / ( х )  выберем  
функцию f ( x )  =  j x ,  которая уд ов ле т в ор я е т  всем условиям , на­
ложенным на нее в ф ормулировке  ин тегральн ого  признака (она  
определена  при х  >  1 , непрерывна, неотрицательна , монотонно 
убы вает  и стрем ится  к н улю  при х  —* + о о ) .  О стается  выяснить,

Итак, ряд  (3 ) сходится  при Л >  1 и расходится  при А <  1.

При исследовании чи слового  ряда ^  ап на сходим ость  с по­

м ощ ью  признака сравнения вид общ его  члена  ряда  ^  6„  (ря-
П =  1

да, с которым сравнивается данный ряд) иногда подсказывается 
стр ук турой  общ его  ч л ен а  « „  и сслед уем ого  ряда.

(А >  0). (3)
П — 1

ряда стрем ится  к н улю  при п —*■ оо, причем это стрем ление

сходится ли  и н тегралидп i <fin рал

П оск ольк у  первообразная  имеет вид

при А ф 1, 

при А =  1,
то

— —  при А >  1,

при А <  1.

ОО

оо

14



Д р у г о й  прием, позволяю щ ий восп ользоваться  признаком 
сравнения, зак лю ч ается  в отыскании бесконечно м алой  а п до­
статочно п ростого  вида, эквивалентной ап при п —<■ ос. В си­
л у  признака сравнения соотнош ение lim ^  =  1 означает, что

п —► ОО °'п
оо оо

оба  ряда ^2 ап и ^  осп ли бо  сходятся , ли бо  расходятся . Мо-
и  =  1 П = 1

оо
жет оказаться, что ряд а п л е гч е  исслед овать  на сходимость,

п =  1
оо

чем ряд Е  ап . В том частном  случае ,  когда rvn =  с/пх , где
П =  1

с =  const ф 0 , на основании примера 3 можно сразу  заклю чить , 
что и сследуем ы й  ряд сходится , если  Л >  1 , и расходится , если  
А <  1.

Ч т о  касается и н тегральн ого  признака сходимости, то его 
имеет см ы сл  исп ользовать  тогда, когда  вопрос о сходимости  ин-

r  +  OJ

те гр а л а  / f ( x )  dx  реш ается просто  путем  отыскания перво- 
J а

образной, ибо в о стальн ы х  с л уч а я х  установить сходим ость  или  
расходим ость  и н тегр ала  есть задача, равносильная  у стан ов ле ­
нию сходим ости  или  р асходим ости  ряда, связанного с этим ин­
тегралом , поскольку  теоремы, гаран тирую щ ие сходим ость  или  
расходим ость  интегралов , аналогичны  соответствую щ им  тео­
ремам д л я  рядов.

П р и м е р  4. И с с л ед о в а т ь  на сходим ость  с л ед ую щ и е  ряды:
оо

Е  (2п +  1 )!! ’ 2 ) \ +  Г7 +  5^7 +  5^7? +  5^7? +  ■ • • +  5„ j n - i  +  
п  =  1

ОО 2 ОО

+  угт^ +  5„+\ 7„ + .  ■ ■; з )  Е  ( i r + l )  ; 4 ) Е
П—1

(А +  1 ) (А+2 ) . .  ( А + п )

<Л >  5> „5, « )  V  Е , w f e r
оо 3 2 ОО ОО

"> £  -jfe 1,1 5 4 f e + r ; » )  E i A r  ( » > « ) ;
n=l n= 2 n= 2

oo

I I )  E  (A > 0 ) .
n =  1

Р е ш е н и е .  1) По признаку Д ’А л а м б е р а

«п+i _  {п 4- l)!(2?t +  1)!! _  п +  1 ___  ̂ 1
« „  (271. +  3)!!п! 2 п +  3 п-~^  2 ^

Рид сходится
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2) Отм етим , что  а2к_ 1 =  5ic7t - i  и а2к =  рЦг- Р ассм отри м  два 
способа  решения.

П е р в ы й  с п о с о б  основан на применении признака Д ’А л а м ­

бера.
Р ассм отри м  отношение ^ lL:

вп+i Г 1 /7, если п —  нечетное число ( »  =  2к -  1),

« „  1 1/5, е сли  71 —  четное  ч и сло  (п  =  2к).

Итак, при всех значениях п <  | <  1. Р я д  сходится.а „  — 5
В т о р о й  с п о с о б  основан на использовании признака К о ­

ши.
П оскольку

л/ а п —

1
к к-1  

5 2к- 1 7 2к-1
если  п =  2к — I, 

е сли  71 =  ‘2к,
л/35'

то при л ю б о м  71 <  1 /л/35 <  1. Р я д  сходится.

З а м е ч а н и е .  Т ак  как в данном с л у ч а е  пр едел  lim не
тх —+ ОО "

сущ ествует ,  то признак Д ’А л а м б е р а  в пр едельной  форме не при­
меним. Признак Кош и применим и в предельной  форме, так как 
легко  видеть, что lim ай =

3) Ф орм а  общ его  ч л ен а  данного ряда наводит на м ы сль  об 

использовании признака Коши.
Д ей ствительно ,

- ( п  +  2)'

-  Iim - ^ 2  _1  .----- » (  п- о о  — С <  J
п — * оо

Р я д  сходится . Реш ение возможно и с пом ощ ью  Признака 
Д ’А л а м б е р а ,  но в этом  с л у ч а е  его использование  бы ло  бы не­
рациональным.

4) (.’ оставив отношение

(in + i ( 7» +  1)!(А +  1)(А +  2 ) . . .(А  +  71) 7 i+ l
(А +  1 ) (А +  2 ) . . .  (А +  я ) (А  +  7i +  l)?i! А +  71+ 1 
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убеж даемся, что  признак Д ’ А л а м б е р а  в данном с л у ч а е  не при­
меним, ибо lim = 1 .

n — (\j а п
О бр ати м ся  к признаку Раабе :

„ _ Л = ,, f _ Л = -!!*-------д.
\ « n  +  l )  V » + 1  )  П +  1 п — оо

( 'л едовательно ,  при А >  1 ряд сходится, а при А <  1 —  расхо ­
дится. (Е с л и  А =  1, то а„ =  а ряд с таким общим 

членом  расходится  (см. пример 3 ).)

5) П родем онстри руем  два способа  решения.
П е р в ы й  с п о с о б .  Д л я  данного  ряда

fln +  i _  ( 2 и  +  1 ) ! ! ( 2 » ) ! !  _  2 п  +  1 

ап (2» +  2)!!(2» — 1)!! 2 » +  2 п—оо

следовательно , признак Д ’ А л а м б е р а  неэффективен.
О бр ати м ся  к признаку Раабе .  П оскольку  — 1 =  то

П ~  l )  — 9,1+1 ---- * \ <  1 , так что РЯД расходится.

Н т о р о й  с п о с о б .  С оставив  легко  проверяем ы е неравен­
ства

З2 >  2 4. 52 > 4 6 ........ (2н -  I )2 >  (2 л  -  2 )2 » ,

перемножим их почленно:

З2 • 52 • . . .  ■ (2н -  1 )2 >  (2 • 4)(4 • 6 ) . . .  (2н -  2 )2 » .

П олучен н ое  неравенство можно записать иначе:

( ( 2 i. -  I ) ! ! )2 >  ( ( 2 » ) ! ! ) 2 • j - .
4 п

ИЛИ
(2»  — 1 )!! 1

-  -  >
( 2 н ) ! !  2 у/п

Рид с общ им  член ом  О -  ведет себя  так же, как ряд  с общим 

членом  т.е. расходится  (см. пример 3). А  то гд а  по признаку 

| равнения расх'оДиХгя и данный ряд.--, л, .
v fti.HNv.iA'; ,", AV! £Т1Л



6) И з  оценки Зп+ у ~ ~  <  ^  и пРизнака сравнения с л ед ует  
сходимость  данного ряда, ибо 1/Зп есть общ ий ч лен  сходящ ейся 
геом етрической  п р огрессии  со знам енателем  1/3 <  1.

7) П реобразовани е  общ его  ч л ен а  ряда — . = —  =  '- - Л
ПуТ1 "т 1 tl ' %/1 ~i---з"

показывает, что  он эквивалентен при п —+ оо.
ОО

Р я д  ~~Ы сходится  (см. пример 3). А  то гд а  по признаку
П  =  1

сравнения (в п р едельной  форме) сходится  и данный ряд.

8) Т ак  как

, п3 +  гг2 +  1 , ( .  п 2 — ‘2п \ п 2 - 2 п
In — ------------ г =  In 1 +

n3 +  '2п +  1 V я3 +  2и +  1 / ч—оо п3 +  2гг. -+• 1

I  -  1  1_ _______ П____  ^  
п (1 + + з̂) п

то общий ч ле н  данного ряда я„  =  In " 3+ 2n+i ~  ■ И з
ОО

сходимости  ряда £  ~77з ( см - приме]) 3) и признака сравнения
n =  1 П

с л ед у е т  сходим ость  данного  ряда.

9) С п о с о б  1 . Сравним  общ ий ч лен  данного ряда  с общим
ОО

членом  расходящ егося  ряда £  „ ( с м - пример 3). Д л я  этого
П = 1

вначале  рассм отрим  функцию f ( x )  =  х к — In х ( к  >  0 ) и убеди м ­
ся, что она о стается  п олож и тельн ой  д л я  достаточно  больш их 
значений х. Д ей стви тельн о ,  функция непрерывна при х >  0 и 

lim f ( x )  =  lim * fc( l  — 1 ^ )  =  +оо , ибо но правилу  Л о п и т а л я
х —► -f-оо х  —► -f-oo х

lim =  lim ^  =  0 .
X—►-f-OO X—► -f-oo

Итак, при достаточн о  больш и х  значениях х  функция / ( * ) > 0 ,  
т.е. х к >  In ж. П олож ив  в этом  неравенстве k  =  1 /А, получи м  
неравенство х 1/х >  In х\ М ы  вправе считать, что х  >  1. Тогда , 
возведя обе  части  п оследнего  неравенства в степень А, найдем, 
что х  >  1пА х , и ли  -  <  — \— .

’  х  In  .Г

Таким  образом , д л я  достаточн о  больш их значений п (напри­
мер, д л я  ?! >  N ,  где  N  —  некоторое  число , зависящ ее от А)

ОО

справедливо  неравенство ^ ... Р я д  £  яв ля ю -
n =  N + 1
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щийся остатком  данного  ряда, расходится  по признаку сравне­
ния, следовательн о ,  р асходится  и данный ряд.

С п о с о б  2 . Сравним  общ ий ч лен  данного ряда с общим
ОО

членом  ра сходящ егося  ряда  Y1 п ( см - пРим еР 3). Д л я  этого
П =  1

рассм отрим  функции f ( x )  — ( 1пж )А и д ( х )  =  х  и найдем предел  
их отношения при х  —+ +оо :

lim М  = lim ( ! ^ = lim =
х — ^+оо д ( х )  х — ► -f-oo X  х  — ► "{"ОО X

=  lim lim ^(Л — 1) (In ж ) л —2 _  _  Q
Х -* -\-С Ю  X  X —+ + O G  X

(при нахождении п р ед ела  б ы ло  использовано  правило  Лопита- 

ля ).  Значит, д л я  достаточн о  больш и х  х  отношение =^^< 1  или  
1 / Я * )  >  1 /ж, т.е. 1/(1пж)А >  l /х. А  то гд а  д л я  достаточн о  боль-

ОО

ших значений п ( n > N ) и 1 /( In гг)А >  1 /п, т.е. ряд Е  1 / (1п п )А
n =  N + 1

ОО

расходится по признаку сравнения. Р я д  J2 1/(1пп)А —  оста-
n = N  + 1

ток данного ряда, с л едов ательн о ,  расходится  и данный ряд.

10) В этом  с л у ч а е  удобно  применить ин тегральн ы й  признак 
сходимости, полож ив f ( x ) =  — Ц — . У с л о в и я ,  допускаю щ ие его

X In-5 X

применение, выполнены, ибо  функция f ( x )  непрерывна при х >  
> 2 , п о ло ж и тельн а  при этих  значениях х,  монотонно у бы в ает  с 
ростом х  и притом  lim f ( x )  =  0 ; выполнение у с ло в и я  f ( n )  =  ап

X — ► -f-OO
очевидно.

/* +  ОО

И н тегр а л  I  f ( x ) d x  л е гко  исслед овать  на сходим ость  не­

посредственным отысканием первообразной :

-f-oo 4-оо -f оо
ci(lil х )

/ n*)d* = / т т к = / In3 X

1

2 In2 х

2
+  оо j

2 2 In2 2 '

И так, ин теграл ,  а вместе с ним и ряд сходятся.
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11) С п о с о б  1. Е сли  п >  3, то (In п ) / п х >  1 /г»А, что указывает 
на расходим ость  ряда при Л <  1 по признаку сравнения (см. 

также пример 3).
При А>1 к исследованию  ряда можно применить и н теграль ­

ный признак. Р а ссм отри м  функцию / (х )= (1п  х )/хх , уд ов летв о ­
ряю щ ую  ус л о в и ю  f ( i i ) = a n . Ее производная f ' ( x ) = ~ тгг^  ПРИ 

х > с1/,Л отрицательна . С лед о в а те льн о ,  при х > г (при том, что 
А >  1) функция f ( x )  монотонно убы вает , оставаясь  непрерывной 
и полож ительной . Кром е  того, с пом ощ ью  правила  Л о п и т а л я  
нетрудно установить, что lim f ( x )  =  0. И з свойств функции

г —» 4-00

f ( x )  с л едует ,  что члены  ряда монотонно убы ваю т  с возраста­
нием номера п (начиная с п =  3) и что lim =  0. Таким

1 '  х —  +  <хэ п
образом , применение и н тегральн ого  признака допустимо.

Все дальн ейш ее  исследование  связано с изучением  сходимо-
-|-оо

/
111 X
- r - d x .  П ервообразная  д л я  поды нтегральной

з
функции находится  интегрированием  по частям, и она равна

In х 1
(А — 1 ) х х~ 1 (А — 1 ) 2х А~ 1 

О тс ю д а  вытекает, что

+  оо

/
3

In х  ln 3 1

=  (А -  1)3А-> +  (А -  1)2Зл - ‘

1 / I n *  1 \ (А — 1) In 3 +  1
l im - г - т  +  ' -

А — 1 г->+оо \ х х 1 (А — 1 )*А 1 / 3А ' (А  — I )2

так как

г l n j ' г */* г 1 пlim —г—-  =  lim -г-----.....=  11111 71------ =  0 .
х—+оо х. 1 г —+оо (А — 1)а: - I —+с« (А — 1 )а, 1

( 'л едов ательн о ,  ряд сходится.
С п о с о б  2 . Е с л и »  >  3, то ( l n » ) / " A >  l//iA, что указы вает на 

расходим ость  ряда при А <  1 по признаку сравнения (см. также 
пример 3).
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Е сли  А >  1, то вы берем  е >  0 так, чтобы  в ы п олн я лось  нера­
венство А — е >  1. Т о г д а  ^  .Пл IIе ПА е

Л е гк о  убеди ться , что д л я  достаточн о  больш их  значений п 
справедливо  неравенство ~ - <  1 . Д ей ствительно ,

In .г 1 /х 1
lim ----- =  hm — — г — am  —  =  0 .

х —► -f-oo X е х —*-|-ои Е Х е х —<«Ч-oo х е

Значит, д л я  достаточн о  больш и х  х  вы полняется  неравенство
<  1 , а то гд а  и д л я  достаточн о  больш и х  п имеем <  1 . 

Т а к  как
It! П 111 71 1 1

» л
о о

И ряд Е  ""У"» сходится , поскольку  А — е >  1, то сходится  и
П =  1

исходный ряд со гла сн о  признаку сравнения.
Итак, ряд расходится  при А <  1 и сходится  при А >  1.

• П рименить признак Д ’А л а м б е р а  при исследовании  сходимо­
сти рядов:

ОО Оо Оо ОО ОО

и . E f t -  « - Е Й
п =  1 n =  l n = l  n — 1 n =  1

21- £  Т Т Г Т ^ Т г  22. ±  ‘w 2 23, £  S O f t .
n =  1 n =  1 n  =  1

OO 2 rxj

2 4  V  ( n>) 2 5  V '  l
_  j 2T‘ 2 * n ' sin(7r/2) sin(7r/3) sm( 7г/4) sin(7r/n) *

an+i
, v  «5 ” n= 1

2 8 ‘ (1 +  n/1 +  12)(2 +  v/1+22) ■ (n +  v/ l+ r .2 ) '  2 9 ‘ rE  3”  ■ 3 0 « “ Si n 2 „ .

o o  o o  oo

31\ £  —  7 T 7 - , ? .....5 -  -

;/2). 4X1. 

35. 0,4 +  0,4 • 0, 34 +  0, 4 - 0, 34-0, 334 +  0,4-0,  34 • 0, 334 ■ 0, 3334 +  . . .
• Применить признак Коши при исследовании сходим ости  ря­
дов:

ОО ОО оо о̂

3 6 . Е ( ^ ) "  3 7 . E ( t f ^ ) ’1. 3 8 . Е ( Ь ^ ) П 39-х: (ттттг)"- 
1 =  1 >1 =  1 >1=1 ,1=2

4 0 . Ц ( ^ - 1  Г  41. £  ( З т Я г Ш & Г -  « . 1  +  1 + ^  +
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3*
00 „Ю  ° °  „  2

+  4  +  • • • +  3^  +  2 ^  +  • ■ • 4 3 ' £  f S n + I T " -  4 4 - Е ( ^ + т )  •
п =  1

АК  V> ( п 2+ п  +  2 \ п2/4 Af- \ р  /'(n  +  l ) 2+n\/n2 +  5n +  6 \ n-
Vn2- n  +  l /  • 2-J V 3 „ 2 + n  +  9 )  ■

n = l  ti =  1
OO _________________________ _________,_______________________  OO 2

47. £  ( ^ « 2 +  :5» +  1 -  x / , . 2 - „ + ! ) " .  48. £  ( ^ r ) n e"/2.
n =  l
00 n4-l/n

4 9- £  T T T T Y -  5 0 - £
1

n — \
\/An+ n 2

• Применить признак Р а а б е  д л я  исследования сходимости  ря­
дов:

оо оо оо оо
51. £  " .  52. у  — Лтт -  53. V  1 . 54. Г  I t l  I f^ п -f-1 л пу/п +1 \fn _ ч 2-5-8-... (3n 1)

п =  1 п — 1 71 =  1
оо , . \ оо оо

“ • £ (Чй )̂*. д > о- *>• £ (iSSn- и- £ А-
71 — 1 71 =  1 71 =  2

58. ( «  +  1 ) ( «  +  2 ) . . . ( « + » )
' ' -)(13 +  2 ) . . . ( 0 + п )  '

о о  о о  о о  .

Е  -7 ... 7..7 1 , 7 , ■ 59. Е Л ( - Г -  60. Е Й х тп= 1 V^fT уттт. „ = 1n U ' п = 1(/, +1
а > 0 , /?>0 . 61. £  g L « + L L ^ +^ : Ш { М 1 ± М ± 1=11 , r t> 0 , ^ > 0 , 7 > 0 ,

71 —  1
ОО

62. Е  ” г ,  А>0, Хф1.
71 =  1

• И ссл ед ов ать  на сходим ость  ряды с помощ ью  признака срав­
нения:

ОО ОО ОО ОО

63. Е  -^гт- 64. у  , Ь л т - 65. Е  / 1 6 6 . Е  -У-4—  •
п =  1 n ‘ +  1 п =  1 ;Г77̂ Т Т Т  „ =  1 „  =  1 :3̂ ? + Т

ОО ОО ОО ОО

67. Е  З - Ч -  6 8 . Е  2 Л  69. Е  J/ 4 1 , ■ 70. Е  Чтг-' 4 п —  1 ' 712 +  571-f6 Л'п 4 1 n 2 I 1 п 2п
71 =  1 71 =  1 71=1 71 =  1
ОО о о  о о  0 ОО . .—  .

71- Е ^ Ь г -  72. E s in J .  73. Е ( 5 Й )  - « •  Е  * г " Й § г
71=! - - 1 - - 1 v  ^71 =  1

ОО ОО ОО

75. Е  (е1,п -  0- 76. У '  arctg I  77. Е  ( v ^ T ^ T T  -
71 =  1 71 =  1 71 =  1

ОО -------------------  --------------------  ОО

V n 2 + п -  1). 78. Е  ~ i'.i. 79. £  (v^n -  у/п -  1).
71 =  1 7 1 = 1

ОО ------------  ОО ОО ОО
8 0  Е  j Z E B t a  8 1  Е  | n S , 8 2  Е  _ _ j _  8 Х  Е  ( 1 _

71 =  1 71 =  2 71 =  1 71 =  1

г)- 84- Е <п+ 'Г
п W  +  1

• И зучить  поведение рядов, применяя интегральны й  признак 
сходимости:

ОО оо оо оо

85. Е  - г г г -  8 6 . Е  - г г 7. 87. Е  , ^ ■ 8 8 . Е  ~т— -L— '  71 4 "  1 713 4 - 1  L -**  7 l ( 7 l 4 - l ) ( n 4 - 5 )  L— * 71 I n  71
Ti —  1 n  —  1 ti — 1 n  —  9
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l-AJ I.KJ ( XJ

« 9- 90. E  „ m n U n , ■ 91. E ( i - T T ^ )
n =  3

92. £  Т Г~Й ' A > °- 93‘ £  ln(”+ ^ + ^ )  g4 gfl( IП M ) n2 ^  6>n
n =  2 n =  1 n =  1

oo

95. ÊJ  (n2+ i )a rc tgn  '

• И ссл ед ова ть  на сходимость  ряды, и сп ользуя  подходящ ие при- 
шаки сходимости:

" ■ t t i r r & i -  w . g  S ,  *  > 0. .  >  I.
n =  l ’ n =  l n - 1

oo 2 oo oo oo

99. E ^ .  l O O . E f H W -  101- E  ; Л - 102. E w -
n =  l n =  l n = 3  n ln  l 'n ( l n n ) J  n =  l

oo oo oo

Ю З . Е Й П -  104. E  A>0. 105. E
n =  1 n =  1 n =  1

oo oo , , .П oo
l()G У  a^" a>0 107 У ' ____ ^ _____  rns V ' 3i!5!:...(2n-i)i! ^  a , u^u.______ • Z_v 1 !3!5!...(2n — 1)! ‘ iUO‘ 2^ 2M4!!. ,(2n ! '

n =  1 Tl —  1 v n —  1 v
oo oo oo oo

1 0 9 -E ^ T -  1 1 0 - E 1̂ -  1 1 1 - Е з ^ -  112. E  ( » l n g ± l - 2 ) .
n =  1 n =  1 n — 1 n =  2

00  OO 1 . , n . oo

113. £ ( I _ l n s±I ) .  114. E  115. E  « lnn> a > 0-
n =  1 n — 1 n =  1
OO . oo

116. £ ^ ( 1п П ± ! ) Л . U 7 . £  л, я -  постоян-
n =  1 n =  1

OO OO .

"Ые. 118. E  njpnj- HO- £  ( e -  (1 +  £ Г ) А, A>0.
n = 2  n = l

120. Д оказать ,  что из расходим ости  знак ополож ительного  ряда
ПО оо оо

Е  <(„ с л е д у е т  расходим ость  рядов 1 ) — —  и 2 ) У '  ——1 .
П I ^  « " + >  ^  «П

ОО
Ч т о  можно сказать о ряде £  ап , е сли  один из рядов 1) или  2)

п = 1

с х о д и т с я ?

121. Д оказать ,  что  из расходим ости  ряда £  ап ( « п >  0)
П =  1

ОО

с л ед у е т  расход им ость  ряда 1 ) —р- и сходим ость  ряда
п. =  1
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1 2 2 .  Доказать ,  что из сходимости  ряда £  ап ( «> »  >  0) с л ед у е т
71 =  1

ОО

сходимость  ряда £  (A: >  1).
П =  1

§3. Сходимость знакопеременных рядов

1. Абсолю тная и условная сходимость ряда. Р я д  £  ап
П =  1

ОО

называется абсолютно сходящимся,  если  сходится  ряд £  |яп|>
П =  1

составленный из а бсолю тн ы х  величин его членов.
ОО

Р я д  £  ап называется условно сходящимся , е сли  он сходится,
7 1 = 1
оо

а ряд Y1 1ап|, составленны й из а б со лю тн ы х  величин  его членов,
71 =  1

расходится.
оо оо

Из сходим ости  ряда £  |«„| с л е д у е т  сходим ость  и ряда £  ап>
71 =  1 71 =  1

а из его расходим ости , установленной  с помощ ью  признаков
оо

Л  А л а м б е р а  или  Коши, —  расходим ость  ряда ап .

П р и м е р  5. И сс л е д ов а т ь  на сходим ость  ряды: 1) £  я^ г  i
71 =  1

о о  oq  ** (** *4* ̂ )

2) Е  ’Ж ,- п у ^ Т Т : 3) Е ( _ 1 ) « ( ^ ± 1 ) » .  4) Е
п  = 1  71 =  1 71 =  1

Р е ш е н и е .  1) И з неравенства | sin тк*г| <  1 следует ,  что
I sin ti a  I ^  1
---- 5 ^  —у •

I 71 I —  71 *
ОО

По признаку сравнения ряд £  | | сходится, так как схо-
71 =  1

ОО

дится ряд £  4  (см. пример 3). С л ед ов а тельн о ,  данный ряд
7 1 =  1

сходится и притом а бсолю тн о .

2) П оск ольк у



то данный ряд по признаку сравнения сходится  абсолю тн о ,  так
СО

как сходится  ряд £  (см. пример 3).
П =  1

3) Применим признак Кош и к ряду с общ им членом  ап =  

=  ( 2^ 1 ) • О чевидно, что =  §^+7  >  1- Значит, данный ряд 
расходится.

4) Заменим ч лены  ряда их аб со лю тн ы м и  величинам и и д л я  
исследования получ ен ного  ряда применим признак Д ’А л а м б е -

an+i _  (2п +  2)!! 7i! _  2/1 +  2 _

Пп ( п + 1 ) ! ( 2 п ) ! !  71 +  1 ^

(Следовательно, как полученны й  ряд, так и исходны й расходят­
ся.

2. Признак Лейбница сходимости знакочередующихся  
рядов. Е сли  ч лены  знак очередую щ егося  ряда монотонно убы- 
иают по аб со л ю т н о й  величине и стрем ятся  к н у л ю  при п —+ оо,

ОО
то ряд сходится , иначе говоря , е с ли  члены  ряда £  ( — 1 ) п - 1яп

П =  1

уд ов летв ор яю т  условиям : 1 ) ап> 0 , 2 ) ап+ 1 < а п , 3) lim ап= 0 ,
п —►ОО

ТО р я д  СХОДИТСЯ.

П р и м е р  6 . И с с л ед о в а т ь  на сходим ость  ряды: 1) Ё
п = 2

Л X ) .

Р е ш е н и е .  1) Данный ряд уд о в ле т в о р я ет  всем требованиям  
ириш ака  Лейбница , поэтом у  он сходится.

ОО

О тметим, что  ряд  £  расходится  (см. пример 4, 9) ). С ле -
п =  2

донательно , данный ряд сходится  условно . (П о с л е д н е е  у тв ер ­
ждение несет в с ебе  бо льш е  информации, чем простая  констата­
ции сходим ости  ряда.)

2) Проверим, у бы в а ю т  ли  ч лены  ряда по аб со л ю т н о й  вели- 
ч и н г  с возрастанием  п (д р у ги м  требованиям  признака Л е й б ­
ница члены  ряда очевидно уд ов лет в ор я ю т ) .  Введем  функцию 

/ ( f )  =  JT+J5 - Е е  производная f ' ( x )  =  о стается  отри­

ц а т е л ь н о й  при х  >  3. (Следовательно, при таких х  функция f ( x )  
м о н о т о н н о  убы вает .  П оскольку  при целых х  значения функции



совпадаю т с ч ленам и  ряда, взятыми по аб с о л ю т н о й  величине, 
то ясно, что д л я  п >  3 ч лены  ряда по а б со лю т н ой  величине 
монотонно убы ваю т.

Ряд, полученны й отбрасы ванием  первых двух  членов  данного 
ряда, сходится  со гласн о  признаку Лейбниц а. Т о г д а  сходится и 
данный ряд. С х од и м о сть  условная , ибо _ " t { ,  ~  ^ (см. при-

п — ► ОО
мер 3), п оэтом у  ряд из а б с о л ю т н ы х  величин  расходится.

3) П р ео бр а зу ем  общ ий член  ряда, п о л ь зу я сь  тож деством  
sin х =  ( —l ) n s in ( i  — 7m ). Заменив х  на 7Г\/п 2 +  I , получи м

Р я д  с общ им  член ом  ( — 1)" 1 sin у п^ 1+п ф ормально у д о в ле ­

творяет  всем  услови я м  признака Лейбница. Ум нож ение на мно­
ж итель  — 1 переводит этот  ряд в данный. С лед о в ательн о ,  и дан­
ный ряд сходится  (см. § 1 , свойство  2 ). ( 'х о д и м о с т ь  эта  у с л о в ­
ная, так как sin , * ,—  ~  ■£- (см. пример 3).У п 2+ 1  +  п 2п  v г  г  >

4) В ели чи н а  sin не пр евосходит  у , у бы вает  с возрастани­

ем п и стрем ится  к н у л ю  при п —* оо. По монотонности функция 

( s m ^ £ . ) A при А >  0 убы вает  с возрастанием  ii и стремится  к 

н улю  при п —> оо. О тсю д а  сразу  следует ,  что данный ряд схо ­
дится по признаку Л ей бн и ц а  при А >  0.

Выясним поведение ряда, составленного  из абсо лю тн ы х  ве­
личин его членов  гг" ' '  п - * ""'I

Р я д  с таким общ им  ч лен ом  сходится  при А/2 >  1 (т .е. при А >  2) 
и расходится  при А/2 <  1 (т.е. при А <  2) (см. пример 3).

Таким  образом , исслед уем ы й  ряд сходится  а б со лю т н о  при 
А >  2 и сходится  у словн о  при 0 <  А <  2.

3. Замена знакопеременного ряда знакочередующимся

Теорема. П усть  £  я„ —  знакопеременный ряд. Заменив в
П =  1

нем каж дую  груп пу  идущ их подряд  членов  одного знака их сум-

МОЙ, п о лучи м  ряд £  bk. Е с л и  этот  ряд сходится, то сходится  и 
fc=l

данный; е с ли  он расходится , то расходится  и данный.

sin 7г \Jп 2 +  1 = (  — 1)" sin 7г( \/п2 +  1 — » )  =  ( — 1)”  siSill  ■ z-------
V ? i 2 -f- 1 -(- n

7Г

OO

OO
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П р и м е р  7. И сс л ед о в а т ь  на сходим ость  ряд Е
п =  1

Р е ш е н и е .  В б о л е е  подробной  записи данный ряд вы глядит  
так:

, 1 1  1 1 1 1

7 + 8 + 9 + Т0 + -'- +
\ _ _  1 1 1  1

' ' ' + 2 б ^ 2 7 _ 2 8 _ 2 9 _ ' " _ 63 +  ' " ’ 
т.е. в н ачале  и д у т  7 о три ц ательн ы х  членов, затем  19 полож и­
тельных, д а л е е  —  37 отри цательн ы х  членов  и т.д., причем в 
начале  каждой группы  членов  одного  знака стоит ч лен  ряда, 
номер которого  я в ля ется  кубом  ц елого  числа .

Заменив каж дую  группу  ч ленов  одного  знака их суммой, по-
ОО

л учим  ряд £ ( - l ) H j f c ,  где 
к = \

1 1 1  1
— 7 Т  "1" Т т ------Г "1" 7ТГ~— +  • • • +

к3 к3 + 1  к3 +  2 ( к +  I )3 — 1

Проверим, б у д ет  ли  этот  ряд  лейбницевского  типа (т.е. будет  
ли он уд о в ле т в о р я т ь  признаку Л ей бниц а ).  Д л я  это го  в выраже­
нии д л я  b/с из ( к  +  I )3 — к3 =  к2 +  к(к +  1 ) +  ( к  +  1 )2 с ла гаем ы х  
ныделим три  группы  сла гаем ы х ,  состоящ их соответственно из 
к , к (к  +  1) и ( к  -f I )2 ч ленов  ряда. З аклю чи м  каждую из таких 

групп д л я  нагля дн ости  в скобки. Т о г д а

к2 с ла гаем ы х

/ I 1 1 1 1 I
''‘ - ' f  + f T T  + W T 2 + ---+ кЗ + к * - '  | +

* ( * + ! )  с ла га ем ы х

1 1 1  1
+  , ,  ; . т , + т ^ — Го— Г7+ • ■ • + 7 4 — Г7Р>— ;-------Г I +

к3+ к 2 к3+ к 2+ 1 к3+ к 3+ 2 к3+ 2 к 2+ к -  1 

( it+ i)3 с ла гаем ы х

1 1 1t i , •, , +  7 т— 177ч---- Г7~7 +  77Г7 ТГГо —  Г -  ... +  • • ■ +
к3+ 2 к 2+ к  к3+ 2 к 2+ к + [  к3+2к-2+ к + 2  ( к + 1 ) 3 -  1 .

П оскольку  сла га ем ы е  внутри каждой скобки меньше того  сла- 
I пгмого, кото рое  стоит на первом месте, то

<  * 2 Г?  +  ( *  +  1) к Т Г ~ Г ^  +  ^  +  О 2 o ia  , =  Г- к3 к3 +  к~ к3 +  2к2 +  к к
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Вместе  с тем каждое с ла га ем ое  из первой скобки больш е  

, из второй  —  больш е  р г+ тр + Т ’ из т Ретьей  —  больш е  )3. 

С лед ова тельн о ,

Ьк>1'~ k3 +  k 2 + ( k + i ) k  Р  +  2к‘-! +  к +1' 1 с + [ )  ( f c + 1)3 к + 1

Итак, <  bk <  Значит, fe,t + i <  bk (п оск ольку  значения

Ьк и bk+ 1 пр инадлеж ат  непересекающимс.я интервалам  ( jgqrr» * )
' з з 
к к  +  2 ’ к +  1

и ( тггк, соответственно).

Наконец, из того, что lim -НЦ- =  lim 4 =  0, следует ,  что
к —* о о  к —

о о

lim bk =  0. Т о г д а  ряд  £  ( — l ) Aifc сходится  по признаку Л ей б -
к —* о о к  =  1

ница, а потом у  сходится  и данный ряд. В си л у  расходимости
ОО

ряда £  — (см. пример 3) данный ряд сходится  условно.
П—1

4. Признаки Д и ри хле  и Абеля . Признак Дирихле:  если  
п о след ов ательн ость  { а п }  монотонно сходится к нулю , а сум мы

п ОО

£  bk ограничены, то ряд £  ап Ьп сходится.
k  =  1 n  =  1

оо

Признак Абеля:  е с ли  ряд £  а„ сходится, а послед ователь -
П = 1

ОО

ность { 6П}  о граничена  и монотонна, то ряд апЬп сходится.
п  =  1

о о

П р и м е р  М. И сс л е д о в а т ь  на сходим ость  ряды: 1) £  Slnnnn;
П =  1

2 ) £  
п =  1

(—  1)n arctg п

Р е ш е н и е .  1) К  данному ряду  признак Л ей бн и ц а  непосред­
ственно не применим, ибо ряд не является  знакочередую щ имся .

П оведение этого  ряда достаточн о  просто исследовать  с помо­
щ ью  признака Д и р и х ле ,  полож ив яп=1/п  и =  sin 7icv. П о с л е д о ­
ва тельн ость  {1 /тг} сходится  к нулю , монотонно убы вая. Пока-

П
жем, что п осл ед о в а те л ьн о сть  {(Тп } ,  где ап =  £  sin ка,  ограни-

к = 1
чена. Ум нож им  обе  части  этого  равенства на 2 cos л .  Учиты вая,
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что 2 cos о: sin кп =  sin (к +  1 ) «  +  sin(fc — l) f t ,  получи м

2<т„ cosrt =  ^ 2  ( sin(fc +  1 ) л  +  sin(fc — l ) t v )  =  

k -  1

П 11

=  ^ 2  +  1 ) «  +  sin(^ — 1 ) « .  
k = 1 к = 1

П оскольку

fl П

sin(fc +  1 ) « =  sin k n — sin f t +  sin(n +  l )n=<rn — sin « +  sin(n +  l)c
jfc = l 

и

Jt=l

sin (к — 1 )cv =  sin kn — sin nn  =  <rn sin nn,
k =  1 k = 1

2<rn cos о =  2<т„ +  sin(n +  1)<* — sin nn — sin tv. 

Из этого  равенства вытекает, что

_  sin( ?г +  1 )п  — sin nn  — sin ft 
n 2(cos л — 1)

(» ф 27Гm, m —  целое . П р еоб р азуем  чи сли тель :

(V 1
sin(7i+l)o- — sin 7icv — s in a = 2 s in  — cos f ?i+ — ) — 2.sin ^  cos — =

•j ■ rt =  2 sin — cos I n + — I n — cos —
2

2

ft . nn  . 71+1 
=  —4 sin — sin —  sin — -—  ft.

З наменатель  равен — 4sin2(ft/2). (Следовательно,

_ (sin sin 2 ± i  ft)

к  ф 2nm,  rn —  целое .

И з последнего  равенства п о луч а е т с я  оценка |<rn | <  ’

доказываю щ ая ограниченность  послед ова тельн ости  {<тп } при
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а ф 2тгт (при а =  2тгт исходный ряд состоит  из одних нулей
и, конечно, сходится ).  Т о г д а  по признаку Л и р и х л е  ряд  с.ходит-

Выясним, будет  ли  эта  сходим ость  а б со лю тн ой  или  условной . 
Заметим, что

sin2 п а  1 — cos 2па  1 cos ‘2 ?msm па
>

2 п 2 п 2 п

s i n 2 к аР ассм отри м  части чную  сум м у ряда £  smк и пр еобразуем
к  =  1

ее следую щ и м  образом :

sin" к<\ 1 — cas2fca i Д л  cos2ka
~  2.^ ~  2 ^^  к ^  2к ^  2к ^  2к п п '

t  =  l  fc =  1 <fc =  l  к  =  \

Очевидно, что lim S'n =  + о о  (см. пример 3), т.е. $ '  —  частич-
п — ►ОО

ные суммы  р асходящ егося  ряда.
С ум м ы  .S'" —  частичны е сум м ы  сходящ егося  ряда, что не­

трудно доказать  с помощ ью  признака Л и р и х л е ,  пола гая  ап =
=  1/н и bn =  cos27ia. Но то гд а  со гласн о  определению  сходяще-

• 2
гося ряда ряд с общ им членом  не может быть сходящ имся
(пред ел  его частичны х сумм  не сущ ествует ) .  С лед ов ательн о ,  он

ОО

расходится, а потому  расходится  и ряд £  j slnnKCT | (по признаку
П — \

сравнения). Э то  означает, что данный ряд сходится  условно.
2) Рассм отр и м  два сп особа  исследования на сходим ость  дан­

ного ряда.
Г1 е р в ы й с п о с о б. У  читывая, что ряд знакочередую щ ийся , 

естественно проверить, не будет  ли  он лейбницевским. П о л а ­
гая а„ =  -yc ts " , сразу  п о луч а ем  lim « „  =  0. О стается  прове-

11 ' ' n — nj
рить выполнение у слови я  « п+1 <  ап . Л л я  этого  введем функцию 
f ( x )  =  arctg ж. Л е гк о  найти

_  х  -  (1 +  т2) arctg х 

1 (Х >  х 2(1 +  ж2)

Заметим, что ч и с ли т е л ь  д р оби  обращ ается  в н у ль  при х  =  0, 
а его производная, равная — 2х arctg х, о три ц ательн а  при х  >  0 . 
Значит, ч и сли тель ,  а с ледовательно ,  и производная f ' ( x ) отри­
цательны  при х  >  0. Таким  образом , функция f ( x ) ,  при целых
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полож ительны х  х  совпадаю щ ая с ч ленам и  ряда, монотонно у бы ­
вает. О тсю да ,  в частности , следует ,  что при всех п выполняется 
неравенство я „ +1 <  ап.

Итак, по признаку Л ей бниц а  данный ряд сходится, причем 
сходимость  условная , ибо агс̂ 6п ~  ^  (см. пример 3).

В т о р о й  с п о с о б .  Применим признак А б е л я ,  считая ап =
п  ОО . „

=  и bn =  arctg 71. Р я д  сходится  по призна-
п =  1

ку Лейбница; a rc tgп растет  с увеличен ием  номера н, причем 
arct,gr)<^, т.е. послед ова тельн ость  {a r c t g » » }  монотонна и 

ограничена. А  то гд а  по признаку А б е л я  данный ряд сходится.

• И ссл ед ов а т ь  на сходим ость  ряды, выясняя в с л у ч а е  их сходи­
мости, яв ля ется  ли  она а б со лю т н о й  или условной :

0 0  0 0  2 ОО

123. £  sss™ =  const. 124. £  s-} " " .^  +n + l ) , 125. E ( - l ) ” -
n =  1 n - 1  "  "  n =  1

2 00  о o o  ,, _  ,

■(“ » Ш ) ’  126- Е ( - 1 Г ( 1 » ё е й Г -  127. E
n =  1 n =  1

128. g  L z U g b l .  129. g  130- g f - l ) " - 1
n =  1 n =  1 n =  1

o o  o o  o o  , J.

L 3 1 . E ( - 1 ) [ ^ ] § ^ .  132. ^ - l ) " " 1™ . ! *  1 3 3 . E L' lj / £ Я~ ' К
n =  1 n =  1 n =  l

0 0  n  OO . n

• = C“SL 134- .?,<-■>- s  Т̂ пЬтт- 135'
136. g  «  =  const, я >  0. 137. g

n —1 n = 1
o o  , . n — 1 i—  o o  o o

138. E  — 4+1 ■ I 39 - E f - i r - ’ c o s ^ .  140. E ( - l ) n_1!i r -
n=l n=l n=l

141 ‘ E  f 2» -  Г>T!('2!"+ У) • 142- E  ■ 143 ‘ E  %/» sill TTy/n2 +  1.
n =  l n =5  n =  1

1 44 . g  . 145. g  (.- 1)"~ l (/‘ + i00) 146 f  ( r 1.) "^1 Inn
\/n ' П2 -f-1 M+Inn

П =  1 fl =  1 n  =  1
( — 1 ) n ~ 1 a r c s i n  —т - r  ( _  n n ~ 1 (  1 \ n - 1

4 '  > «  £  ■ 149- 

150. E  ’ - ' C " " - 151. £  152. e " ^ '> ,n  П  In n
n = 1 n = l  n =2

153. 1 - 1 - 1 +  > +  * +  _ I  +  . . .  1 5 4 . |

155. g  156. g  157 1 _ I _ i n+ I  +  I  +
Inn ^  n 1 2 3 ' 4 ' 5 ^

n  =  2 n = l

31



+ i - ? - s - i - T 5  + - -  158- E  ^  159. E  I V я sin T -
n=l  n=l

v - -  s in  ~  л v '  ( — 1 ) ”  “ 1 s in  n a  v '  c o s ( 2 n - l ) a

160. E  „+s,n V  • l e i -  E --------„-------- • 162- E  2n-i— ■
n =  l 5 n =  l n =  l

ОС „  OO o o  , n ( n  +  l ) / 2 / r „ 2  , ,  4

163 sm na92sn a 164 sm nQf cosn̂  165 ^  I-1) _  " l5/1 +l )
n =  1 n =  l n n =  1 

OO I U n - l  t g  +  o o  .— --------------
166. у  .— I------ 167. у  V n ' - n+ i  cosnol '

Z—/ n  ̂ n Inn
n = l  n —2

OO . n - 1 2 ° °  " "  П Л  ----------

i 6 8 . e  ~ ■ ncos-nt?. 1 6 9 .  e

n (3 n 2+ 4 )

n = l n = 1

1 70 Vs ln(7n2+n + 1)~ln(4r*2 + 2n + 5) cos ZLH
^  Inn 3



Г ла в а  I I .  Ф ун к ци он альн ы е ряды

§1. Понятие функционального ряда. Признаки  
сходимости функциональных рядов

Е сли  { / » ( * )  } ~ =1 — п ослед ов ательн ость  функций, заданных на 
конечном или  бесконечном  промеж утке  ( « ,  Ь) чи словой  оси, то 
сим вол  f i ( x )  +  /2 ( * )  +  • • • +  f n ( x )  +  . . . или, что то же самое,

ОО

(1)
п — 1

называется фуу1 кционалъным рядом.
О пред еления  членов  ряда, общ его  члена  ряда, частичной 

сум мы  ряда соотв етствую т  аналогичны м  определениям  из §1 в 
главе  I с той лиш ь разницей, что в с л у ч а е  функционального ряда 
все эти объекты  есть  функции, а не числа.

Е сли  рассм атривать  значения членов  ряда (1 ) в какой-либо 
точке го  £ (а,Ь ), то п о луч а ет ся  чи словой  ряд

ОО

/ п ( * о )-  ( 2 )
П =  1

Если  этот  ряд сходится, то его сум м а  обозн ачается  ,S'(x0). и 
в этом  с л у ч а е  говорят, что функциональный ряд (1 ) сходится  в 
точке хо-

Е сли  ряд  (1) сходится  в л ю б о й  точке х  м нож ества Р ,  х £ Р  С 
С { а,Ь }, и расходится  во всех точках х £ Р ,  то тем самым на мно­
жестве Р  оп р еделен а  функция S ( x ) ,  которая яв ля ется  суммой 
ряда (1) д л я  л ю б о го  х £ Р .  Э та  функция S ( x )  называется сум ­
мой ф ункционального ряда (1), а множ ество Р  —  его о б л а с ть ю  
сходимости.

Критерий сходим ости  Кош и и необходим ое  у с ло в и е  сходим о­
сти ф ункционального ряда (1 ) ф ор м ули р ую тся  аналоги чно  со­
ответствую щ им  теорем ам  д л я  числовы х  рядов (см. г л а в у  I, §1).

О сновная зада ча  теории функциональных рядов —  нахож де­
ние о б л а сти  сходим ости  данного  ряда. П оскольку  при лю б о м  
фиксированном х £ ( а.Ь) ряд (1) становится числовы м, д л я  его



исследования можно применять все признаки сходимости  ч и сло ­
вых рядов, излож енные в гла ве  I,

П р и м е р  1. Найти о б л а ст и  сходим ости  функциональных ря-
ОО

дов, п о л ь зу я сь  определением  о б л а ст и  сходимости: 1) ^  г " ;
п = 0

ОО 2 п - 1

2) £
П — 1

о о

Р е ш е н и е .  1) Р я д  £  х п яв ля ется  геом етрической  прогрес-
тг = 0

сией. Е го  частичная сум м а  Sn ( x )  вы числяется  по ф ормуле

1 -  х п
Sn ( x )  =  ---------  при х ф \ .

1 — х

По определению  сум м ы  ряда

1

1 -  х п
lim Sn( x )  =  lim

1 — х

при Ы  <  1,
1 — х
не сущ ествует  при х <  — 1,

оо при х  >  1.

Таким образом , о б л а с т ь ю  сходимости  итого ряда является  
интервал ( — 1, 1).

2) П р ео бр а зу ем  части чную  сум м у  Sn ( х ) данного ряда, ис­
п оль зуя  равенство

ж2" "  1 1

1 — X 2” 1 — X 2"  1 1 — Л’ 2"

(Д ей стви тельн о ,  так как 1—ж2 =1  — (ж2 1 ) 2= (1 — х 2" ' ) ( 1 + х 2П 
то

1 1 1 +  х 2 — 1 х 2

1 — х 2"~ 1 1 — X2" 1 — х 2п 1 — X2"

Т о гд а

s „{x)  -  Е  2k -  Е  ( t _ г 2*-« -  у— ^
к- 1 t = i  4

1 " i t_______
1 — Х 2к~ 1 1 _  х 2к 1 _  1 _  х 2

к= 1 fc=l
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('Здесь исп ользован о  то обстоя тельств о ,  что  все сла гаем ы е  в 
двух сум мах  одинаковы, кроме первого  сла га ем о го  в сум ме

п тг

V  ---- и ?1-го с ла га ем о го  в сум м е  У '  — Ц г - )
* = i  l ~ x  к = 1 1 ~ х  

Таким образом ,

S ( x )  =  lim Sn( x )  =  lim
n—► OO 

1

1

1 — x 
1

1

OO Y  1 —  X

1 при \x\ <  1,

при |ж| >  1.

1 — X2

При x — ±1  ч лен ы  функционального ряда не определены .
Итак, о б л а с т ь ю  сходимости  данного  функционального ряда 

мнляется объединение  интервалов  ( —эо, — 1 )U( — 1, 1 )U( 1, +оо ) .

II р и м е р  2. Найти  о б л а ст и  а б со лю т н о й  сходим ости  функци­
ональных рядов, п о л ь зу я сь  признаками Л ’А л а м б е р а ,  Коши и 
Раабе:

0°  сю о о  , о о

И £  ( » )  ; 2) Е  » )  Е  “ S h  <) Е
П =  1 71= 1 П =  1 П =  1

Р е ш е н и е .  1) В данном с л у ч а е  удобно  применить признак 
Коши: _____

|х|
lim lim

п  —► оо л
О <  1.

< 'л едовательно , ряд ряд  из а б со лю тн ы х  величин сходится  д л я  
лю б о го  вещ ественного  значения х.

2) З д есь  удобн о  применить признак Л ’А л а м б е р а :

lim
п — ► оо

а п + 1
=  lim

71 —► ОО

( п  - f  1) |х|л

In—  1 =  lim |х| • ——— =  |х|.

Значит, ряд из абсо лю тн ы х  величин сходится  при |х| <  1,
оо

расходится при |х| >  1. При |х| =  1 имеем чи словы е  ряды ^  п
п =  1

оо

или Е С - 1) " - 1 » ,  которые расходятся , так как общ ие ч лены  этих
Г» =  1

рядов не стрем ятся  к н улю  при п —> оо.
Таким образом , о б л а с т ь ю  а б со лю т н ой  сходим ости  данного 

ряда является  интервал  ( — 1, 1).
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3) По признаку Д ’А л а м б е р а

lim
« и  +  1 (71+ 1 ) "+1 -7l!|x|n+1 ( 7 ( + 1 ) ' 1 

=  lull ---- :----:— —7—7------------ =  hm ------\Х\
п  —  сю ( 7) +  1 ) !  7гп |а:|п

l i m  1 +

При |ж| <  1/е ряд сходится, так как с |ж| <  1, при |х| >  1/е
—  расходится, так как при этом  е |а?| >  1. При |х| =  1/е при­
знак Д ’А л а м б е р а  не дает  ответа  на вопрос о сходимости  ряда 
(е ■ (1/е) =  1). При |л'| =  1/е п о луч аем  с л ед ую щ и й  числовой

ОО

ряд: • И с п о л ь з у е м  признак Р а а б е  (признак Д ’А л а м б е р а
п =  1

ответа  не дает ):

lim 71
п  —► ОО

lim
п  —► ОО

- 1 lim 71
TI — *  ОО

е( 71 +  1)

ппен+1(п +  1)! 
спп ! (п  +  1)п+ 1

=  0 <  1.

1 =

'Гаким образом , при |з’ | =  1/е ряд расходится, и о б л а с ть ю  
а бсо лю тн о й  сходим ости  ряда яв ля ется  интервал ( — 1/е, 1/е).

1) Признак Д ’А л а м б е р а  не дает  ответа  на вопрос о сходи­
мости ряда. ( lim V + ! , = 1 ) ,  признак Коши не удобен, потому

п —*00 Х *Г П “Г

применим признак Раабе :

lim 11
п —►ОО

=  lim 71

а тг + 1 

7l! (x -f 1)

lim 71
n —► OO ( x + l )  • . . . ■ (x +  7i)(7(+l)!

. ■ ( x + 7 1 + 1 )  — ( : r + l )  • . . . ■ (ж+тг)(71+1)!

( x + l )  ■ . . . ■ (x +  7i)(7i+l)!

1 =

: lim 1 1 -
TI —► OO

( x + l )  • . . . ■ (x +  7l) 71! (jT +  7t+ 1 —  7) —  1 )

(.Г+1) ' . . . ■ (.t- +  7i)(?l +  l )!
=  lim ------

n —oo 71+1

Значит, при x  <  1 ряд расходится , при х >  1 сходится. При
ОО

./■ =  1 имеем гармонический ряд Е  - -  который, как известно,
П = 1

расходится. (Следовательно, ( 1 ,+ о с )  —  о б л а с ть  а б со лю тн ой  
сходимости  данного  ряда.
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П р и м е р  3. Найти об ла сти  аб со лю тн ой  сходимости  функци-
ОО

ональны х рядов, п о л ь зу я сь  признаками сравнения: 1) £  х_£хП
П — 1

ОС о о

(ж>0); 2) J2 s i n f  (ОСхСтг); 3) £  In (1 +  f )  (ж>0).
п =  1 п =  1

Р е ш е н и е .  1) При х <  1 наруш ается  необходим ое  условие  
сходимости  ряда (общ и й  член  ряда не стрем ится  к н улю  по мере 
возрастания его номера).  При х  >  1 имеем с л е д у ю щ у ю  оценку:

1 < ( 1-
1 +  х п

Р я д  £  ( * ) "  сходится  при |ж| >  1 (см. пример 1), сл едователь -
П =  1

но, сходится и данный ряд. О б л а с т ь  его сходимости  (1 ,+ о о ) .
*2) Применим признак сравнения в пр едельной  форме:

sin(r/7() x s in (x/ r i )

1/м х/п п-> сю

(здесь  вы делен  первый зам ечательн ы й  предел ).
ОО

Итак, данный ряд расходится  как и гармонический ряд £  -
П — 1

при л ю б о м  х  >  0.
3) Применим признак сравнения в предельной  форме:

ln( 1 +  х/ п )
--------------------- ----- ► %

1 /п п —сю

(здесь  исп ользован  второй зам ечательны й  пр едел ).
ОО

С лед о в ательн о ,  данный ряд. как и гармонический ряд £  - ,
71 =  1

расходится при л ю б о м  х >  0.

• Найти об л а сти  сходим ости  указанных функциональных рядов, 
по ль зуясь  определением  о б л а с ти  сходимости:

ОО ОО ОО ОО •

171. Е * 2" - 1- 172. У) -L. 173. H e in * )” . 174. Г
п =  1 п =  0 Т п =  0 п =  </3: +  ’' "  +  " +

• Найти об л а сти  сходим ости  указанных функциональных рядов, 
п о ль зу я сь  признаками Д ’А л а м б ер а ,  Коши, Р а а б е  и Лейбница :
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СЮ ОО 0 0  п

175. Е  ?г. 176. Е  пТТ ( 2ĵ +T) ■ 177. Е  тЪ г-
П =  1 п =  1

™- £. т*Й5ия- 17э- EdSEsR- l“ - E.VS«
n + l

n = 0 (2+n) ' ‘ n = l " 3” V/(I + 2>"' ‘ n = l

181. E  182. E  ( № ” ■
n=l n=l

• Найти об л а сти  сходимости  указанных функциональных рядов, 

п о ль зу я сь  признаками сравнения:

183. g ^ s i n ^ .  184. Е  185. Е
П — 1 П =  1 П_1

1 8 6 . £  (х > 0)

§2. Степенные ряды

Степенным рядом  называется ряд  вида

ОО

Y ^ c i n( x  -  х 0) п , (3)
п = 0

где —  послед о вательн ость  вещественных чисел, Хо —
постоянное вещ ественное число .

Р я д  (3) есть частный с л у ч а й  р я д а (1 ) ,  где  /„(ж ) =  ап (х  — х о)п .

1. Интервал и радиус сходимости степенного ряда.

Теорема 1 (Абель ) .  Л л я  любого степенного ряда (3), если 
только он не является всюду расходящимся,  существует веще­
ственное  полож ит ел ьно е  число R, такое, что внутри интер­
вала (жо — R , x о +  R )  ряд (3 ) сходится абсолютно, а вне этого 
интервала расходится.

П ромеж уток  (жо — R , хо +  R )  называется интервалом сходимо­
сти , а чи сло  R  (0 <  R  <  + о о )  —  радиусом сходимости степен­

ного ряда.
О тметим, что  в теорем е  ничего не говорится  о поведении ряда 

на концах и н тер вала  сходимости , т.е. при х =  жо ±  R.  (Сходи­
мость ряда в чтих точках и ссл ед уется  непосредственно подста­

новкой значения х =  жо ±  R  в ряд (3).
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Радиус  сходим ости  степенного ряда может быть найден по 
ф ормуле

Яп
R  =  lim

п  —► ОО n̂-f- 1
ИЛИ

R =
1

(4)

(5)
lim \ / К ]

П —+ О о

если  эти пр еделы  сущ ествую т.

П р и м е р  4. Найти радиус и интервал сходимости  степенных 
рядов и и ссл ед ов а ть  их поведение на границах интер-

п̂ П(т-5) +
П =  1

вала  сходимости:

„ _ 1  (.г-2)2
п 4 П 4) Е

п = 0
тп ■(2п)' '

5) у  L~ U ’l-L-.2) "  •
^  (п + 0 6 "  ’

6) Е
п  =  1

Р е ш е н и е .  1) Д л я  отыскания радиуса  сходимости  в осп оль ­
зуемся ф орм улой  (4):

R  =  lim
rtTl+ 1

11111
п  —*■ ОО

(7i +  ! ) ( ; ;  +  3 )  

7) (71 + 2 )

Таким образом , в промеж утке ( — 1, 1) ряд сходится  абсолю тн о ,  
а вне его расходится .

Выясним поведение ряда на границах интервала  сходимости,
i.e. в точках х  =  1 и х =  — 1. П одставим  значение х =  1 в ряд

,1 = 1 v/r‘ (n+2>
П о лу ч и м  чи словой  ряд Е Д л я  иссле-

n=i v/n( ’l + 2)
дования сходим ости  втого ряда сравним его с гармоническим

рядом Е
М =  1

lim lim
\/п(п +  2 ) п J  n-оо  у п ( п 4. 2 )

=  1.

( ’л едовательно ,  ряд Е ведет себя  так же, как и гар-
v/nfn + 2)

Монический ряд, т.е. расходится . При ж =  —1 имеем ряд

у  Л Ж
I V т1( п+ 2)

, который яв ля ется  рядом Лейбница.
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Таким образом , данный ряд сходится  а б со лю т н о  при —1 <
<  х  <  1, сходится  у слов н о  при х  =  — 1 и расходится  при х >  1 и
X <  — 1.

2) Найдем  радиус сходимости  по ф орм уле  (4):

К =  lim
тг —► оо

( _ l ) " - i ( „  _  i ) ( „  +  1)!

Jl! ( — 1 )п П

( п - 1 ) ( я + 1 )  
пш ---------------------=  оо.

п —* <\J 11

Таким образом , данный ряд сходится  а б со л ю т н о  на всей чи­
словой  оси, т.е. при —оо <  г  <  +OG.

3) П рименить к этом у  ряду  ф орм улу  (4 ) д л я  нахождения ради­
уса  сходимости  невозможно, так как ряд содерж ит только  чет­
ные степени. .П о эт о м у  рассм отрим  дру гой  степенной ряд, по­
лученный из данного  заменой переменной у =  ( х  — 2 ) 2 , т.е. ряд

ОО , _
V  ( . - 1 )п V  

п-4"
п =  1

Обозначим  R\ радиус сходим ости  данного ряда и найдем его 
по ф орм уле  (4):

Я, ИП1
П—► по

( — 1 )п-1 (?г + 1) 4" +1
it 4П( —1)П

=  ]im =  4.

Таким образом , при —4 < у < 4  ряд L J i l —L. сходится
г=1

абсолю тно .
Вернем ся  к старой  переменной. П оскольку  у =  ( х  — 2 )2, то

ОО ti — 1  ̂ 2 л

ряд Ё  ^  1-> п 4п~2'1—  сходится  а б со лю т н о  при (х- — 2)2 <  4, или
П =  1

—2 <  х — 2 <  2, т.е. при 0 <  х <  4.
Теп ерь  и с с л ед уе м  поведение данного ряда на границах интер­

вала  сходимости, г.е. при i  =  0 h i  =  4. При этих значениях х
ОО . п — 1г—' ( — 1 ) ,.

имеем один чи словой  ряд — ---- , который сходится  условно.
п —1

Итак, на и н тервале  (0 ,4 )  данный ряд сходится а б со лю т н о  , на 
его концах сходится  условно , при остальны х значениях х рас­
ходится.

4) Н айдем  радиус сходим ости  данного ряда по ф орм уле  (4):

я = Ш„ = (j^±ife ±a  = 4.
■— > (2п)! ((>1 +  1)1)' -IX) (?) +  I ) 2
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При х  =  —4 и х =  4 (т.е. на границах интервала  сходимости )
получим  два числовы х  ряда

д л я  которых не вы полняется  необходим ое  у с лов и е  сходимости. 
Д е й ств и т е л ьн о ,

т.е. ч лены  обоих рядов монотонно во зр астаю т  по абсолю тн ой  
величине, а, значит, |я„| не стрем ится  к н улю  при п —*■ оо.

Таким  образом , данный ряд сходится  а б со лю т н о  на интерва­
ле  ( —4,4) и расходится  вне его.

5) Н айдем  радиус сходим ости  данного ряда по ф орм уле  (5):

При i  =  8 n i  =  —4 (т.е. на границах ин тервала  сходим ости ) 
получим  два чи словы х  ряда

первый из которы х сходится  у словн о  по признаку Лейбница, а 
второй явля ется  гармоническим  рядом, т.е. расходящ имся.

Таким образом , данный ряд сходится а б со лю т н о  на интерва­
ле  ( —4,8), у слов н о  сходится  при х =  8 и расходится  вне ин тер ­
вала  ( —4, 8].

(5) ( ’ д е л а е м  замену переменной по ф орм уле  у — . П о лу ч и м

|'ЯД Y 1  У п ■ Н айдем  радиус сходимости  ряда по ф орм уле

(2?i -|- 1 )( '2п -{- 2) 2п -j- 1

(n +  1 )2 4 _  2(п  +  1) |

R  =
1

lim \/( н +  1) 6П =  6.

и

1
limП  = =  2.

п  — ► ОО
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На границах интервала  сходимости, т.е. при у— 2 и у— — 2,
имеем два чи словы х  ряда:

оо . оо

и е
тг = 1 n = 1

( - 1) "

которые сходятся  абсолю тно .
ОО

Таким образом , ряд Е  2"п^ У"  сходится  а б со лю т н о  при у 6
П= 1

<Е [—‘2,2] и расходится  вне этого  интервала.
ОО

И сходны й ряд Е  ' (g+гУ" Ряд  сходится  а б со лю т н о  при
П =  1

|g+ 2j <  2, т.е. при ж >  —3/2 и ж <  —5/2 и расходится  при о с т а л ь ­
ных значениях х.

2. Разлож ение функций в ряд  Тейлора или  в ряд М акло- 
рена. Говорят ,  что функция f ( x ) расклады вается  в степенной 

ряд в ^-окрестности точки «о , жо —£ <  ж <  ж0 +  £, е сли  д л я  лю б о й  
точки ж из этой окрестности значение функции /(ж) есть сум ма

ОО

ряда Е  ап (х  — жо)п , где { а п }£°_0 —  некоторая п о с л ед о в а те ль ­
н о

ность вещественных чисел. Э т о т  факт записываю т так:

ОО

/(•E) =  5 Z « n (  Ж - Ж П)П. (5)
п=0

Т е о р е м а  2. Если функция /(ж) раскладывается в степенной 
ряд (3), гао коэффициенты ап при соответствующих степенях 
(ж — ж0)п вычисляются по формуле

«п =  / (г0(^о) (п  =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,  (6)
71!

где / (,1)(жо) — значение п -й  производной функции /(ж) я точку 

*0 <7<(>V o )  =  /(ж0) — значение функции /(ж) в точке ж 
Ряд

V -  / (п )(жо) ,
2 ^ — ^ — ( * - * о )  (7)
п=0

называется рядом Тейлора.

42



О
Х~___ L ж3

2!
ж3__ L

зГ
ж5

3! 5! '
X2 ж4
“ТГ ---
2! 4!

Т е о р е м а  2 мож ет бы ть сф орм улирована  с ледую щ и м  образом : 
если  функция / (х )  расклады вается  в степенной ряд (3), то этот  
ряд есть ряд Тейлора.

В частном  с лу ч а е ,  е сли  хц =  0, ряд Т е й л о р а  имеет вид

~  /•(")(о)
(8)

1' гг!п=О

и называется рядом Маклерена.
Разлож ен ия  в ряд М а к лор ен а  некоторых элементарны х функ­

ций и о б л а сти  их сходим ости  известны и им ею т с л ед ую щ и й  вид:

х п
, - о с < х <  +  оо,

??.!
 ̂ #2п + 1

s i n x = x -  — +  —- - .  . . + ( - 1 ) п —-----Гтт-f . . .  , - о о < х <  -f оо,
(271+1)!

л  j  Х^п
c o s x = l -  — +  . + ( - 1 ) " •  , - о о < х < -f оо,

л} (^ 70-

, а ( а  —1) .. . (cv—7?-Ы) . I ,  
( 1 + х ) а =  1 + а ж + . . . +  — ------------ р----------- -х "  + . . .  , ж <1,

71!

l n ( l + x ) = x - ^ + ^ + . . . + ( - l ) " + 1 — + . . .  , |х|<1.
I О 71

(9)
Э тими пятью  разлож ениями в дальнейш ем  будем  п ользов аться  
д л я  нахождения разлож ений в ряд М а к ло р е н а  и д р у ги х  функ­
ций.

П р и м е р  5. Р а з л о ж и ть  указанные функции в ряд Т е й л о р а  в 
окрестности данной точки: 1) у =  2Т в окрестности точки хо — 1; 
2) у =  sin х  в окрестности  точки x t) =  тг.

Р е ш е н и е .  1) В осп ользуем ся  ф орм улой  (6 ) д л я  нахождения 
коэффициентов ряда Т ей ло р а :

«п — I
71!

и вы числим  значения функции 2х и ее производных в точке хо =

у(а’ ) =  2х , у (1 ) =  2 ,

у ' ( х ) =  2х In 2, j/ ( l )  =  2 1п2,

. yin ) ( x )  =  2r  In" 2, j / " ) ( l )  =  2 1nn 2 
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и т .д .  Таким  образом , ап =  2 2 , и разлож ение (7) примет вид

п  =  0

Найдем о б л а с т ь  сходим ости  этого  ряда. По ф орм уле  (4)

2 1пп 2 ■ (п +  1)! п +  1
R  =  hm -------------—т-j------ =  hm , =  +оо.

П-.ПЗ л I 2 In 2 п-*сю ln 2

С лед ов ательн о ,  ряд  сходится  а б со лю т н о  при — о о < х <  +  ос. 

Итак,

п =  0

Э то  разлож ение верно д л я  всех вещественных значений х.
2) Как и в преды дущ ем  примере, найдем значения коэффици­

ентов по ф орм уле  (6):

■ у ( х )  =  sin х , у ( 7г) =  О,

у ( х )  =  cosх 1 У (ж) =  — 1,

у"(х ) = ~ sin(ff), у"{тг) =  О,

у"'(х) = — COS X , «/"(л-) =  1.

у ( x )  =  s inx, у ( 7г) =  О

и т. д.
Видно, что а2п =  0, « 2п + | =  ( —l ) n + 1- С лед ов ательн о ,  р а зло ­

жение (7 ) примет вид

- ( х  -  ж) -|- ^  ( х  -  тг)3 -  ^  (х  -  тг)5 +  . . .

Найдем  о б л а с т ь  сходим ости  п олучен ного  ряда:

R  =  lim
[2(71 +  1 ) +  1] !

lim
(277 +  3)!

n — cxj (2 77 +  1 )! n — оо ( 2 77 +  1 ) !

=  lim (2?i +  2) (2n +  3) =  + oo .

Таким  образом , э то т  ряд сходится  при — оо <  х <  +оо .
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О кончательно  имеем разложение

sin х =  - ( *  -  ж) +  ^  (а- -  tt)j  -  ^  (х  -  7г)г> +

и оно верно д л я  всех вещественных значений х.

II р и м  е р 6. Р а злож и ть  в ряд М ак ло р ен а  указанные функции:

{
sin х

х ПРИ Т ' ; 3 ) у =  \/8 — х я ;

1 при х =  О
■I) у =  ln (10 -f  х ).

Р е ш е н и е .

1) Понизим степень данной функции, и сп оль зуя  известную  
ф ормулу  cos2 х  =  (1 +  cos 2ж)/2, и разлож им  функцию cos 2я в 
ряд М аклорена , рассм атривая 2х в качестве ее аргумента, д л я  
Чего в осп оль зуем ся  ф ормулами  (9):

( )кончательно  имеем

2 1 1  1 1 /  22х 2 24ж4 
cos" х  =  -  Ч—  cos 2х =  -  —  1 ------- ----- 1-2 2 2 2 \ 2! 4!

, м п 2 2п* 2" А 3 2ж2 23х 4

(2м)! " 7  2 2! 4!
o 2 n — 1 г 2п

и иго разлож ение верно д л я  всех вещественных значений х.
2) В осп ользуем ся  ф ормулами  (9) д л я  разлож ения функции 

«hi г  в ряд М ак лорена ,  а затем  почленно разделим  на х:

у ZZ  —  (  X  — --------- Ь  — • —  . . +  (  —  1) п ------------------------- 1-
X V 3! Г)! ’ (271+ 1)!

X~ х 4 х 2п
=  1 "З!* *5! - - * *+• (  1 ) "  ^ 2 » + Т ) !

45



Э то  разлож ение имеет место д л я  всех значений х, уд о в летв о ­
ряющих неравенству  —оо <  х <  -|-ос.

3) П р ео бр азуем  данную  функцию вынесением за знак корня 
коэффициента 2:

Функцию f ( x )  =  \/l — (ж/2)3 разлож им  в ряд М а к лор ен а  по 
степеням переменной —х/2, воспользовавш ись ф ормулами  (9):

*+ (-!)*=4 (-1)4 (И 4 +̂
+ Ш ~ ‘ ) ( $ _ 2 )  Н Г “ + ' 4 ( 4

1 \ ( ~ х / 2 ) 3п , 1 з 1 2 * б 
п + 1  -------- Г - ------( - . . .  =  1 ---------- г  ------

3 J  п ! 3 • 2 3 3 3 2 6 • 2!

1 2 5 х 9 1 2  3п -  2 х 3п

3 3 3 2 9 3! " '  3 3 3 2 3п ■ п !

Э то т  ряд сходится  а б со лю т н о  при |( ) 31<  1, т .е .  при |х| <  2. 

О кончательно  имеем разлож ение

1 з 1 2 х-6 1 2 5 х 9
V^8 — х3 =  2 — - ——  х

3 ■ 22 3 3 25 • 2! 3 3 3 28 3! "
1 2 З п - 2  х 3п 

"  “  3 ’ 3 3 23n _1  • л !

4) П р ео бр а зу ем  данную  функцию:

1п( 10 +  ж) =  In |l0 ■ ( l  +  =  1» Ю +  In ( l  4- — )

и к функции 1п(1 +  х/10) применим одну из ф ормул  (9), рассм а­
тривая в качестве ар гум ента  х/10:

1п(1 + То) = l^“ T ^  + ToЬ^_ ••• + (“ 1)Г‘+IIF ^  + ■■■
Э тo т  ряд сходится  аб со л ю т н о  при |х/10|<1, т .е .  при |х| <  10.
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1п( 10 +  х )  =  In 10 +  — ------^ -------------------- ( - l ) n+1 — — -  +  . . .  ,
' ; 10 102 ■ 2 103 -3 10" »

который также сходится  а б со лю т н о  при |х| <  10.

• Найти радиус и интервал сходим ости  степенного ряда, и с сл е ­
довать поведение ряда на границе интервала  сходимости:

187 V  (~ г-,3̂ +3) 2п 188 У" ( ~ ‘ ■|" (.Т - 3) ’> 189 V
1 0 '■  2 ^  2n +3  L O ° -  (n  +  l ) 5 *  • „2  2 »  ■

n =  1 n =  1 n =  1
OO . r \ 2 n + l  OO OO . 2n

190. E  ■ 191- E  192. E ( - i ) " i£ i^ -
n =  1 n =  1 n =  1

OO n x i  n OO

i < e . E ( - |r , 5 - ^ B s f e .  194 .E I -1  r g .

« s . g l ^ S n ^ ’ n r - i r  196. E S S ^ -  m - E i r f & i .
n =  1 n =  1 n =2

OO 2 o o  n Oo n

198. E  4 4 ,  I " .  E  Л г г к -  200. E  ( - З т ) " •n ! n n ^  ( n 2+ l ) 7 n ^  ( x  — 1) ' n-f 1 '
n  =  1 n =  1 n =  1

• Разлож и ть  данную  функцию в ряд Т е й л о р а  в окрестности ука­
занной точки и опр еделить  о б л а с т ь  сходимости  п олучен ного  ря­
да:
201. / (х )  =  х 3 -  2х2 -  5х -  2. * „  =  - 4 .  202. f ( x )  =  х {) =  2.

203. / ( * )  =  cr ' - 4r+ l , х 0 =  2. 204. f ( x )  =  1п(г3+ 6 г + 1 2 ) ,  х 0 =  - 3 .  

205. f ( x )  =  In х, xq =  1. 206. /(а:) =  sh х =  1 , а;о =  0.
207. f ( x )  =  2Г , х 0 =  1.

• Разлож и ть  в ряд М ак ло р ен а  указанные функции и указать 
об ла сть  сходим ости  п олучен ного  ряда:
208. Д х ) = ^ .  209. ' f ( x ) = 7 J — . 210. / ( х ) =  1п( 1 + х - 2 х 2). 

211. / (х )  =  s i . r x .  212. / (х )  =  213. / (х )  =  f ^ .

2 l 4 - / ( * )  =  t £ s -

§3. Равномерная сходимость функциональных рядов

ОО

Говорят, что ряд Е  f n ( x ) сходится равномерно  па проме-
П=  1

жутке  [а, 6], если последовательность  { $п ( х )  } n_ j  его частич­
ных сумм сходится равномерно па этом проме жу т ке к функции 
S(x) .

О кончательно  имеем ряд М ак ло р ен а
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Это означает, что  д л я  л ю б о го  ч и с ла  е >  0 сущ ествует  значе­
ние N , зависящ ее только  от е и не зависящ ее от х , такое, что 
д л я  всех н атуральн ы х  п, уд ов летвор яю щ и х  неравенству п >  N , 
вы полняется неравенство |.Ь'п (ж) — .$'(я)| <  £ каково бы ни бы ло
х £ [я, Ь].

Критерий равномерной сходим ости  ряда (критерий Коши):

Д л я  того  чтобы  ряд (1) равномерно сход и лся  на промеж утке 
[а, Ь], необходим о и достаточно, чтобы  д л я  л ю б о го  числа  е >  О 
сущ ествовало  такое не зависящ ее от х значение N , что при лю-

n-fm

Е  f k ( x )бом п >  jV и л ю б о м  н а тур альн ом  т  неравенство
1

<  €

бы ло  бы справедливо  д л я  всех х  £ [а, 6].

Д л я  установления  на практике равномерной сходимости  ря­
дов п оль зова ться  определением  или  критерием Кош и часто  бы­
вает затруднительно . П оэтом у  и сп о л ь зую тс я  б о л е е  простые до- 
статочные признаки.

Признак Вейерштрасеа. Е сли  члены  функционального ряда 
(1) на промеж утке  [</,, 6] у д о в ле т в о р я ю т  неравенствам  |/п(-с)| <  

<  с.п (п  =  1 , 2 , . . . ) ,  где  { с п }^°=1 —  члены  некоторого  сходящ егося
ОО

чи слового  ряда Е  сп, то ряд (1 ) сходится на промеж утке [«,6 ]
П =  1

равномерно.

В тех с л уч а я х ,  когда не удается  применить признак Вей­
ерштрасса, и сп о л ь зу ю тся  б о л е е  тонкие признаки равномерной 
сходимости  рядов, например признаки Д и р и х л е  и А б е л я  (напо­
мним, что аналоги чны е  признаки д л я  числовы х рядов сф орму­
лированы  в г лав е  I, §3, п.4).

Признак Д ирихле. Е сли  частичные сум мы  В п ( х )  ряда
ОО

Е  Ьп ( х )  ограничены  в совокупности, т.е. |В„(ж)| <  М  д л я  лю-
П — 1

бых натуральн ы х  п и х  £ [я, 6], а функции а „ ( х )  (при каждом х )  
о б р а зу ю т  м онотонную  последовательн ость ,  которая сходится к

ОО

нулю  равномерно на промеж утке [а, 6], то и ряд ^2 ап ( х ) Ь п ( х )
n =  i

сходится равномерно на этом  промежутке.
ОО

Признак Абеля . Е сли  ряд Е  Ь„ ( х )  сходится равномерно на
11 =  1

промеж утке [я,Ь], а функции ап ( х )  (при каждом х )  о б р а зу ю т  мо­
нотонную  п ослед ов ательн ость  и в совокупности при лю бы х
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ограничены, т.е. |яГ1 (а*)| <  К ,  то ряд £  а п ( х ) Ь п ( х )  схс
п =  1

дится равномерно на промеж утке  [а, 6].

П р и м е р  7. И с с л ед о в а т ь  ряды на равномерную  сходимость
ОО

по признаку Вейерш трасса : 1) £  г а|п2 , — <  *  <  +оо ;х 2 4-гг 2
п  =  1

оо

2 )  £  ЬЙТТТ?- 0 <  •Г <  + ° ° -
гг =  1

Р е ш е н и е .
ОО

1) (Сравним данный ряд с числовы м  сходящ имся рядом £  -Ц-.
п  =  1 ”

Так  как д л я  всех х , уд ов летв ор яю щ и х  неравенству — о с < х <  +  оо, 
выполняется неравенство р то по признаку В ей ер ­
ш трасса  данный ряд равномерно сходится  при —оо <  х <  +оо.

2) С п о с о б  1 . Известно, что  (1 — п 2х ) 2> 0, откуда  l+7 i4x 2>  
> 2 п~х и

X X 1
Т—--- 4 о -  7) о =  Т Т  ПРИ Х >1 +  н х 2nzx 2п2

ОО

Ч и сло в ой  ряд  £  2^2 сходится  (см. пример 3). Т о г д а  соглас-  
11= 1

но признаку В ей ерш тр асса  исходный ряд сходится  равномерно 
ири х  >  0.

С п о с о б  2 . Найдем max |ап (х)|:
г>1) 1 '

1(1 +  п4х 2) — X • 2 х?14 1 — 714х 2

1 + 7 И х 2У ( 1 + П 4Х2) 2 (1 + 7 1 4Х2) 2 '

Точки, под озрительны е  на экстремум , х =  1/п2 (х  >  0). И меем

I , М (  1 \ 1 1 max а „ ( х )  =  ап | —  =  —г----- ----——— =  — -.
* > о  \ ?,“ / " J ( 1 +  п  / п 4 )  2 п 2

ОО

Так  как ч и слов ой  ряд £  сходится, то по признаку Вейер-
П  =  1

ш трасса  данный ряд сходится  равномерно при х >  (J.

II р и м е р  8. И сс л ед о в а т ь  ряды на равномерную  сходим ость
ОО п — 1

г помощ ью  признаков Д и р и х л е  или  А б е л я :  1) £  —~ ,
11 =  1

°о  п

0 < х < 1 ;  2) £ ( - l ) " - i L ^ £ £ - , o < x < l .
11 =  1
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Р е ш е н и е .

1) И с с л е д у е м  данный ряд на равномерную  сходимость, при-
00 i - п - 1

меняя признак А б е л я .  Р я д  £  -— £----  сходится  по признаку
П— 1

Лей бниц а  (э то  знакочередую щ ийся  ряд  и послед овательн ость  
i  монотонно стрем ится  к н улю  при п  —> о о ) .  Функции х п/(1-+-жп) 
ограничены в совокупности, так как х ” / (1 + х п )< 1 .  Кром е  того, 
д л я  л ю б о г о  н а т ур а льн о го  п имеет м есто  неравенство

j .n +1  х п

<
1 +  Х п +  1 1 +  Х п '

т .е .  эти  функции монотонно убы ва ю т  при каждом х. Т о гд а  

со гласн о  признаку А б е л я  ряд £  — £---- - сходится равно-
Т1= 1

мерно при 0 <  х <  1.
2) П р ео бр а зу ем  общ ий ч лен  данного  ряда

+  X  +  . . . +  X 2n— 1

и, применяя признак Л и р и х л е ,  и ссл ед уем  на равномерную  схо-
оо

димость  ряд £  ( — 1\П — 1
14-x-f.. -\-х2п~ 1 

п =  1
о о

\п — 1Ч асти ч н ы е  сум м ы  ряда £ (  — 1)" 1 ограничены  в совокупно-
П =  1

N
<  1. П ослед о в ательн о сть  функцийсти, гак как 

х п

E(- D
П =  1

п — 1

——  при 0 <  х  <  1 монотонно и равномерно стре-
1 +  X +  . . . +  х 2 
митс.я к н улю  при п —* оо, ибо

х п 1
<  ----------------------------— г <  ----- -- = ---------- ► 0.

1 - f  X . . . +  х 2п 1 1 +  X +  Х п 1 11 Х п п  п — со

о о  1 -  ̂  „

В таком с л у ч а е  по признаку Д и р и х л е  и ряд £  ( — I ) ” -1
П =  1

сходится  равномерно при 0 <  х <  1.

• П о л ь з у я с ь  признаком В ейерш трасса , доказать равномерную  
сходим ость  в указанных промеж утках с ледую щ и х  функциональ­
ных рядов:
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ОО ОО -----------—

215- Е  т т ^ т ,  0 <ж <  +  оо. 216. Е  - ! < * < ! ■
П = 1  П = 1

ОО ОО

217- Е  ^  ( х п -  х - п ), ^ < х < 2 .  218. Е  Х2 е~пх , 0 < х <  +  со.
П =  1 п =  1
00 , л\п ° °

219. £  ^ г ,  - 2 < * <  +  оо. 220. £  - о о < * <  +  оо. 221.
П =  2 72— 1

ОО о о

Е  - о о < х <  +  оо. 222. Е  arct'g ^ тт г?> - о о < ж <  +  оо.
П = 1  П = 1

• И сс л е д ов а т ь  ряды на равномерную  сходимость , п о ль зу я сь  
признаками А б е л я  и Д и р и хле :

ОО „  ОО 1 ' М " - .Ч

223. Е  £, ■ -, 0<а:<2тг. 224. Е  , ■ И < Ю .^  n-f-sin х  5 — — • у п 2-f e T 1 1 —

71 — 1

§4. Функциональные свойства суммы ряда

Во многих задачах  необходим о установить свойства  суммы  
функционального ряда, если  известны соотв етствую щ ие  свой­
ства его членов . О тветом  на эти вопросы  м о гу т  с луж и ть  с л е ­
дую щ ие теоремы.

Теорема 3. Если функции f n( x )  непрерывны на про меж ут ке
ОО

[а, 6] и ряд Е  /«(-е) сходится равномерно на этом п ро меж ут ке
П =  1

к функции f ( x ) ,  то функция f ( x ) т акж е непрерывна на проме­
жутке  [а, 6].

Теорема 4. Если функции /„(а:) непрерывно дифференцируемы
ОО

на промеж ут ке  [а, 6], ряд f n ( x ) сходится к функции f ( x )  во
п =  1

о о

всех точках этого проме ж ут ка и ряд ^  f h ( x ) сходится равно-
м —  1
о о

мерно на пр ом е ж у т к е  [а, Ь\, то ряд ^  f n ( x ) т а к ж е  сходится
п =  1
о о

равномерно на пром ежу тке  [а, Ь] и Е  f n i x ) =  f ' ( x ) для всех
п=1

г  €  [ « ,  6].
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Теорема 5. Если функции f n ( x )  непрерывны на промежутке
ОО

[а, Ь] и ряд Е  f n { x ) сходится равномерно к функции f ( x )  на этом
П= 1

пр ом е ж у т к е , то для любого про меж утк а  [cv,/3] С [(X, 6] выполни­
м о  равенство

0

Л  ля  степенных рядов ап ( х  — ^о )п имеет место с л ед у ю щ а я
п =  0

теорема.
оо

Теорема 6. Степенной ряд Е а п ( х  — х о ) п сходится равномер-
П= 1

но в любом замкнутом промежутке,  целиком ле ж а щ е м  в ин­
тервале сходимости.

У чи ты ва я  теорем у  6 и теорем ы  3— 5, можно сф ормулировать  
сл ед ую щ ее  утверждение.

Теорема 7. Степенной ряд (5) внутри интервала сходимости  
м о ж н о  почленно дифференцировать (м но гок ра тно )  и почленно  
интегрировать. Сумма степенного ряда (5) внутри интерва­
ла сходимости есть непрерывная и бесконечно дифференцируемая 
функция.

П р и м е р  9. В ы чи сли ть  сум м ы  указанных степенных рядов
оо , оо

при — 1 <  х  <  1: 1) Е 4 й Т ) ; 2 ) E , i i ; r l _l -
п  =  1 п  =  1

Р е ш е н и е .
1) П оск ольк у  данный ряд явля ется  степенным, то по теореме 

7 внутри ин тервала  сходим ости  его можно почленно дифферен­
цировать.

Н айдем  радиус  сходим ости  этого  ряда (см. ф орм улу  (4 ) ) :  

Я =  lim ( “ + Ж ' ‘  +  2 ) = 1 .
II — оо 11(11 +  1 )

Значит, при — 1 <  х  <  1 данный ряд сходится.
П р ео б р а зу ем  общ ий член  ряда.:

* » + '  П  1
7l(»l +  1) \ п  11 +  L
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Т о гд а  сум му данного ряда в интервале  сходим ости  можно пред-
00 „ + 1 00 n + i 

ставить разностью  сум м  рядов Е  и Y1 7Г+Т'
п  =  1 п  zz 1

° °  п+1 00
Р ассм отри м  ряд Е  ~  х  52 1Г- О тметим , что х п/п =

П =  1 П =  1

=  / dx. С о г л а с н о  теорем е  7 внутри интервала  сходимо-
Jo

сти вы полняется  равенство

ОО п ОО Хг  т.. У ОО ч

Е т  = Е / * - -ь  = У ( Е - - Ь
п=1  п = 1 а п Ч п =1 '

П оскольку  Е  J'n 1 есть сум м а  бесконечно убы ваю щ ей геоме-
П =  1

тричес.кой п рогрессии  со знам енателем  ж (|х| <  1), то Y1 х п ~ 1 =
П =  1

=  В этом  с л у ч а е

- п = 1

Таким образом

x ) .

J’ "
l l l ( l - x )

П =  1 П =  1

Рассуж дая  аналогично , получаем  

„ч  +  l

= =  /  ( Л хП) dx =
n= I n=l 0 0 4" =t 7

X

=  / -— — dx =  — x — ln ( l  — x).
J 1 -  -r
о

О кончательно  имеем

° °  x * »+ l  «22, j.n  +  1 T.n+1y -  x - ■ _  •r ^  r
"  n ( » i  +  i )  ii | ~
n=l v »=1 n=l

=  - x  ln ( 1 -  x )  +  X +  1 u ( 1 -  x )  =  ( 1 -  x )  ln (  1 -  x )  +  X,
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и это верно для всех значений ж, удовлетворяющих неравенству 

1*1 < 1 •
2) По формуле (4) найдем радиус сходимости данного ряда: 

R  =  lim  —— - =  1.
П —  о о  П -|- 1

Таким образом , внутри интервала ( — 1, 1) данный ряд сходит-

Отметим, что п х п~] =  (хп)‘ для всех натуральных п. Тогда к 

ряду можно применить теорему 7:

ОО /  °°  \ / /  \ / 1

£(*">'= (ХУ) =
п =  1 п =  1

Окончательно имеем

(1 -  х )2 '

71=1 ' '

для всех значений х, удовлетворяющих неравенству — 1<х<1.

П р и м е р  10. Найти разложения в ряд М аклорена указанных 

функций: 1) у =  arctg х; 2) In (х + \/1 + х 2  ).

Р е ш е н и е.

1) Отметим, что arctg х
Г dx

J 1 + х2
Разложим функцию / (х )  =  1/(1 + х 2) в ряд М аклорена, вос­

пользовавшись формулами (9):

1 _1_ _,.2= (1 + х ") ' =  * ~ + ( —1)(“ 2) —  + . . .  + (—1)( — 2)-. . .

. . . . ( - 1  - 7(+ 1 ) ^ - + . . . = 1  - ж 2 + х 4 - . . . +  (-1 )пж2п + . . .
71!

Интервалом сходимости этого ряда является промежуток 

( — 1,1), поэтому для любого значения х, по модулю меньшего

1, т.е. при |ж| <  1, этот ряд можно почленно проинтегрировать 

в интервале (0, а:):

arctg х
Г dx х 3  хъ х 2п + х
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/ dx
, 2=, то, рассуж д ая  анало-

\/1 +

гично разобранном у выше случаю , имеем следующее равенство:
о

, 1 2 l -з X4 , , 1 • 3 • (2/1 — 1) х 2п 

=  ' - 2 X + — 1 V + - ■ + ( - ‘ > ----- £ ----- ^  + - ■

В результате почленного интегрирования окончательно по­

лучаем

1 / А----9 \ 1 х ,! 1 ■ 3 х 5
l n ( x + v/T T ? ) = x - - . y  +

1 - 3 - ( 2 п - 1 ) , 2~Н

' ’ 2П • 7i! (2n + 1)

Это разложение имеет место для всех значений х, удовлетво­

ряющих неравенству |х|< 1.

Г27. И сходя из равенства

1 + х3 + xti + . . . + х3п 4- . . . =  1 (|х| < 1),
1 — X

найти сумму ряда Зх2 4- 6х5 + . . .  -f Зи x3n_1 + . . ..

228. Показать, что ряд х2 + х6 + . . . + х 4 п ~ 2  + . . . равномерно 

сходится на отрезке — q < х <  (/, где q —  любое положительное 

число меньше единицы. Интегрированием данного ряда найти 

гумму ряда

х3 X7 x4n_1
+ ■ • • + ----г + • • •

3 7 4п — I

• Применяя почленное дифференцирование, вычислить суммы 

рядов:



229. ^  + ^1 + ^  + . . . +  ^  + . . .  230. х + £  I V + "  

231. x -  £  + £  -  . . .  232. 1 + £ + £  + •••

•  Применяя почленное интегрирование, вычислить гуммы ря ­

дов:

233. х - 4х~ + 9х3 - 1(>х4 + . . . + (— 1 )г' ^ 1 m2j-" + . . .

234. 1 • 2 х + 2 • 3 х2 + 3-4 ж3 + . . .

•  Разложить указанные функции в ряд М аклорена:

235. / (х )  =  arcsinx3. 236. f(x )  =  ln ( l- 2 x  cosu + x2). 237. f (x )  =
X

=  arcc.os (1 — 2x2). 238. /(x ) =  J  e ^ d t .  239. / (x )= (  1 + x) ln (l + x).

0

240. / (x ) =  i  In i  arct-g x. 241. f (x )  =  x arctg x -  ln V l +

242.

■ x.

2- f(x) = J dt

§5. Некоторы е приложения рядов Тейлора. 

И спользование Э В М  для вычисления суммы ряда

П р и м е р  11. Вычислить У 130 с точностью до 0,0001. 

Р е ш е н и е .  Воспользуем ся биномиальным рядом

т ( т  — 1) ■,
(1 + x )m =  1 + т х  + --- —-- - х2 + . . .

т ( т  — 1)• . . . • (tii — п + 1) п
■ ■ ■ i Х + • • ■ ,

?(!

который СХОДИТСЯ При |х] < 1.

Представим данный корень в виде

УТЗО =  /Г 2 5 Т 5  =  5 ф + ^ г  =  5 ( l  + ^  '

Для функции (1 + х ) 1//3 запишем следующее разложение:

. . .  1 H i - 1 )  „ 1 ( 1 - 1 )  ( 1 - 2 )  з
(1 + х )1/3=1 + - х + ^ -- - x j + — ---^ --- - х 3+ . . . =

1 1-2 1 ■ 2 ■ 5 ..

- 1 + Г ” з ^ т  + - з ^ т " '
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Подставив в это разложение х =  1/25, получим числовой ряд

(
1/3

2 2-5

З2 ■ 2! 54 + З3 ■ 3! ■ 56

который является знакочередующ имся и удовлетворяет при­

знаку Лейбница. Поэтому если взять в качестве приближен­

ного значения суммы ряда сумму п его членов, то абсолю т­

ная погрешность окажется меньше первого отброш енного чле­

на. Поскольку необходимо провести вычисления с точностью 

до 0, 0001, достаточно взять первые три члена ряда, так как уже 

четвертый член, умноженный на 5, будет меньше требуемой ве­

личины:

Окончательно, произведя вычисления, имеем

\/Т30 «  5,00000 + 0,06667 -  0,00089 =  5,06578 «  5,0658. 

П р и м е р  12. Вычислить приближенно значение интеграла
1/4

У  е~х dx , взяв три члена разложения в ряд подынтегральной

функции. Указать допущенную при этом погрешность.

Р е ш е н и е .  Разложив подынтегральную функцию в степенной 

ряд (см. формулы (9)), получим

5 • 2 • 5 2

З3 ■ 3! 56 27 1 2 3 54

е— X2

Значит,

1/4 1/4

О О

3! 7 + J0 4 43 -3 + 45 -2!-5 47 ■ 3! ■ 7 + "'

х 1

3! 7
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Так как этот ряд удовлетворяет признаку Лейбница, то аб со ­

лютная погрешность при отбрасы вании членов ряда, начиная 

с четвертого, будет меньше первого отброш енного члена, т.е. 

меньше

<  0,0001.
47 ■ 3! ■ 7 

Поэтому, произведя вычисления с точностью до 0,00001, имеем 

0,250000 -  0,005208 + 0,000098 =  0,244890.

Таким образом ,

1/4

е~т 0,24489 с точностью до 0,00001.
/

1/9

П р и м е р  13. Вычислить J  л/х ех dx с точностью до 0,001.

о

Р е ш е н и е .  Разложим подынтегральную функцию в ряд М а ­

клорена, используя для функции сх известное разложение (9):

/ J.2 п

у/х ех — у/х ( 1 + х + —  + ■.. Н---г + ■ • ■
\  2! п!

— — х 2 у/х xn J x
=  у/х. + хл/х н---—---h • ■ ■ Н---- :---b • • ■

2! п\

ОО

Сравним этот ряд со сходящ имся рядом Е
п = О

XnJ X 1
-- ;— < ~ ПРИ 0 < х < *

71! п

ОО п
Следовательно, по признаку Вей ерш трасса ряд х , ' 1  схо-

п=0
дится на промежутке [0, 1] равномерно, а, значит, по теореме 5 

его можно почленно интегрировать:

1/9

/ '
'X: ех dx =

2 х 2  у/х 2 хп 1 /х .
+ — тг—  + • • ■+ -ттт:— ^  + ■ ■ •

и
3 5 п\ (2п + 3)

1/9

З -З3 5 ■ З5 2! ■ 7 • З7 п! (2н + 3) З2п+3
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Выясним, сколько членов числового ряда необходимо взять 

для вычисления интеграла с точностью до 0,001. Для этого 

оценим остаточный член:

R n

<

2
+

2

п!(2п + 3 )32"+3 (?» + 1)!(2п + 5 )32п+5 

2

71! (2п + 3) З2п+3 

2

1
п ■ З2 п- ■ З4

1 2

п\ (2я + 3) З2п+3 1 - ^ у  ( п -  1)!(2п + 3 )32"+1(3271- 1)'

Очевидно, что для вычисления интеграла с заданной точностью 

достаточно взять два члена полученного числового ряда. В с а ­

мом деле,

й! < п Ь т  < 6 |0"

Произведя вычисления с точностью до 0,0001, получим

0,0242 + 0,0016 =  0,0258.

Итак,

1 / 9

/ '
\[т €r dx m 0, 026 с точностью до 0,001.

243. Вычислить v/250 с точностью до 0,001.

244. Вычислить число е с точностью до 0,000001.

245. Вычислить In 1,2 с точностью до 0,0001.
1/2

/ dx
—=  , взяв два члена раз-

>/1 + х 4

о
жения в ряд.

х/3/3

247. Вычислить приближенно J  х 3  arctg х dx, взяв два чле­

ни разложения в ряд.
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о
+оо

/ dx
------ с точностью  до 0,001.

1 + х3

248. Вычислить J \/х. cos х dx с точностью до 0,001.

2
4

250. Вычислить J  е1̂ х dx с точностью до 0,001.

2
2

/sin х 
--- dx

X

с точностью до 0,001.

Как показывают приведенные примеры, вычисление сумм чи­

словых рядов даже с небольшой степенью точности требует, как 

правило, трудоемких вычислений. Поэтому при решении задач 

такого типа целесообразно использование Э В М . При нахожде­

нии сумм различных рядов с помощью Э В М  необходимо, во- 

первых, определить, когда закончить суммирование (поскольку 

вычислить бесконечную сумму невозможно), во-вторых, найти 

формулу, задаю щ ую  общий член ряда (если он неизвестен), а 

затем написать програм му, содерж ащ ую  цикл, выполняющий 

необходимое число шагов. Н а  каждом шаге вычисляется зна­

чение очередного члена ряда, и он добавляется к предыдущей 

сумме. При этом самым сложным является решение в оп роса

о том, на каком шаге прекратить процесс, суммирования. В оз ­

можны три похода: а) суммирование прекращ ается после того, 

как найдена сумма первых N членов ряда (N  должно быть зада­

но в начале программы); б) суммирование продолжается, пока 

члены ряда достаточно велики, и прекращ ается после того, как 

очередной член ряда станет по модулю меньше, чем какое-то 

наперед заданное малое положительное число (в програм мах 

оно обычно обозначается  идентификатором epsilon); в) из оцен­

ки остаточного члена ряда по какой-либо формуле определяется 

необходимое число слагаемых.

Р ассм отрим  несколько конкретных примеров, записывая про­

граммы на языках Бейсик, Паскаль и Алгол 68.

П р и м е р  14. Р ассм отрим  числовой ряд (ряд Грегори ), ко­

торый можно использовать для вычисления числа п. Написать
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программу, к оторая  получит и напечатает число тг, просумми­

ровав N членов ряда

7Г . 1 1 1
— — 1 — - + — — Г + -- -
'4 3 5 1

Н а языке Бейсик:

BASIC SUM1

10 REM ввод начальных данных и начальные присваивания 

20 INPUT 1М%

30 S=0: Z% =1%

40 REM вычисление суммы 

Ь0 FOR I% =1%  ТО N%

60 S=S+Z% /  (2% * 1%-1%)

ю  z%=-z%
80 NEXT 1%

90 REM вычисление и печать результата

100 S=4*S

110 PRINT “число пи равно ” ;S

120 END:

На языке Паскаль:

PROGRAM SUM 1;

VAR N,i,z: integer;

S: real;

BEGIN read(N); S:=0; z: =  1;

FOR i:= l TO N DO

BEGIN S: =  S + z/(2*i-l); 

z =-z

END;

writeln(’4H(vio пи =  ,S)

END

Н а языке Алгол 68:

BEGIN INT N.z: =  l: readfNV 

REAL S:=0;

FOR i TO N DO S+:=z/(2*i-l); 

z*:=-l

OD;

print(( "Ч и сл о пи = ",S ))

END
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П р и м е р  15. Вычислить

X X X

С = 1+1!+2^+ ЗТ+ "

для заданного х, прекратив вычисления, когда модуль очеред­

ного члена х к/к\ станет меньше, чем заданное число epsilon.

Здесь член ряда с номером  к может быть выражен через пре­

дыдущий домножением его на х / к , если первый член, равный 

единице, сразу  взять за  начальное значение суммы.

Н а языке Бейсик програм м а может быть написана так:

BASIC SUM2

10 REM ввод начальных данных и начальные присваивания

20 INPUT epsilon,х

30 S=0 : р=1 : i% =0%

40 REM вычисление суммы

50 S=S+ p

60 i% = i% + l%

70 p=p*x/i%

80 IF ABS(p) > epsilon THEN GOTO 50

90 REM печать результатов

100 PRINT "при x= "; x , " epsilon= " ; epsilon

110 PRINT "значение экспоненты равно S

120 END;

Н а  языке Паскаль:

PROGRAM SUM2;

VAR i: integer;

S,x,p,epsilon:real;

BEGIN read(epsilon.x);

writeln('epsilon= ’.epsilon, ' x= ,x);

S:=0; p: =  l; i:=0;

REPEAT S:=S+p; 

i:= i+ l; 

p:=p*x/i 

UNTIL ABS(p) < epsilon:

writeln ( значение экспоненты равно ’ ,S)

END.
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Н а языке Алгол 68:

BEGIN REAL х.epsilon, р : =  1, S:=0; read ((х.epsilon));

print(( “при x= " ,x, " epsilons " .epsilon.newline));

FOR i WHILE p*:=x/i; ABS p>epsilon

DO S+:=p

OD;

print(( “значение экспоненты равно ",S ))

END

Суммирование рядов ш ироко используется в програм м ирова­

нии. Например, чтобы ’’научить” машину ’’понимать” , что та­

кое синус, косинус, арктангенс и т.п.. следует написать подпро­

граммы (процедуры), которые вычисляют значения этих функ­

ций, используя их разложение в ряд. Затем эти подпрограммы 

включаются в состав системы програм мирования. При обращ е­

нии к ним из программы  пользователя происходит сум м ирова­

ние соответствующего ряда, и получается значение требуемой 

функции.

П р и м е р  16. Написать программу, которая  вычисляет и пе­

чатает значение косинуса для заданного х, суммируя N  членов 

ряда

ж2 ж4 х ,; х8
COS X =  1 ----- - Н ----;-------- н----;--- ...

2! 4! 6! 8!

В данном случае следует учесть, что при получении очередно­

го слагаемого (с номером к) предыдущее слагаемое необходимо
г2 •>

домножить на — 2 к('>к-\)' где — величина постоянная, поэтому 

нет необходимости пересчитывать ее в цикле. Д остаточно один 

раз вычислить у = х 2, а  затем использовать это значение.

Н а языке Бейсик получаем программу:

BASIC SUM.3 

10 INPUT N%,X 

20 Y =X *X  ; S=1 P=1 

30 FOR I% =  1% TO N%-1%

-10 p=p*(-Y)/(2%  * 1% * (2% * I%-1%))

ЬО S=S+p 

bO NEXT 1%

10 PRINT "при X =  " ;X, "сумма ” ;N; “ слагаемых ”

HO PRINT “дает: cos X=" ;S 

MO END;



Н а языке Паскаль:

PROGRAM SUM3:

VAR l\l,i:integer;

X,S,P,Y:real;

BEGIN read(N,X);

S: =  l: P := l; Y :=X*X ;

FOR i:= l  TO N-l

DO BEGIN P:=P*(-Y)/(2*i*(2*i-l));

S:=S+P

END;

WRITELN(’npH X =  ',X,' просум м ировав N ,’слагаемых ’); 

WRITELN(,пoлyчим cos X = ',S )

END.

Н а  языке Алгол 68:

BEGIN INT N; REAL X; read((N,X));

REAL S := l. P := l, Y :=X*X ;

FOR i J O  N-l

DO Щ 1  K=2*i; P*:=(-Y)/(K*(K-1));

S+ :=P

OD;

print(( “при X =  " ,X, “ п росум м ировав " ,N, “ слагаемых " , 

newline, “ получим cos X =  " ,S))

END

П р и м е р  17. Вычислить для заданного х

X3  X** х^ 
arctg х -  х -- + ------у  + ' • ‘ >

прекратив вычисления после того, как модуль очередного сла­

гаемого станет меньше, чем заданное число epsilon.

Н а языке Бейсик это можно сделать так:

BASIC SUM4 

10 INPUT X ,epsilon

20 PRINT “ при X =  " ;X ,"  epsilon= ” ;epsilon 

30 Y=-X*X : S=0 : i% =1%  : P=X  : r=X 

40 REM начало цикла 

50 S=S+r
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60 i% = i% + l%

70 P =P*Y  

80 r=P /(2% *i% -l% )

90 IF ABS(r) >  epsilon THEN GOTO 50

100 REM цикл закончен

110 PRINT "ARCTG X =  ” ; S

120 END;

Н а  языке Паскаль:

PROGRAM SUM4;

VAR X,epsilon,S,P,r,Y:real;

i:integer;

BEGIN read(X,epsilon);

writeln(’npH X =  ’,X ,’epsilon= '.epsilon); 

Y:=-X*X; S:=0; i:= l;  P:=X; r:=X; 

REPEAT S:=S+r; i:= i+ l; P: =  P*Y;

r:=P/(2*i- l)

UNTIL ABS(r) < epsilon; 

writeln(' arctg X =  ’ ,S)

END.

Н а  языке Алгол 68:

BEGIN REAL X,epsilon; read((X,epsilon));

print(("npH X =  " ,X, " epsilon= " epsilon)); 

REAL S:=X, Y:=-X*X, P:=X;

FOR i WHILE P*:=Y;

REAL r; =  P /(2*i+ l);

ABS r >  epsilon

DO S+:=r 

O P ;

print((newline, “arctg X =  " , S))

END

П р и м е р  18. Составить програм му для получения корня сте­

пени к из заданного числа t с заданной точностью epsilon. 

Записав  t =  1 + х, воспользуемся формулой разложения

, т ( т  — 1) ■> т ( т  — 1) • • • ( т  — п + 1) _
(1+аг) =1+тж-|-- -г------ ж2 + . . .+ — ^ f--------- - хп+ . ..

2! п!
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Этот ряд сходится, если |х'| < 1. Следовательно, должно вы­

полняться условие 0 <  t <  2.

П олучаем ,что

После несложных преобразований  видно, что для вычисления 

слагаемого с номером  i предыдущее слагаемое следует умно­

жить на (1 /к — i + 1 )(x/i). Поскольку l / k  + 1 величина посто­

янная, то обозначив L =  1 + 1 /к, получим множитель перехода 

r =  ( L / i — l)x. ( 'оставим программы.

Н а языке Бейсик:

BASIC SUM5

10 INPUT K%,T,epsilon

20 PRINT “Корень степени К =  ” ;К%," из числа Т =  " ;Т

30 PRINT "с точностью eps= epsilon

40 L = l+ 1 /K %  : S=0 : Р=1 : X=T-1 : i% =1%

50 REM начало цикла

60 S=S+P

70 i% = i% + l%

80 R=(L /i%  - 1%)*X

90 P=P*R

100 IF ABS(P) > epsilon THEN GOTO 60

110 REM цикл закончен

120 PRINT "равен S=  ";S

130 END:

На языке Паскаль:

PROGRAM SUM5;

VAR i.K integer;

T,epsilon,L,S,P,X:real;

BEGIN read(K,T,epsilon);

writeln(‘KopeHb степени K= ' ,К, из числа T = ’,Т ,','); 

writeln('Bbr4H(VieHHbiii с точностью ',epsilon);

L ■ 1 4 ! к S ...0 Р: 1: Х:=Т-1; i:= l;

--- - хп + . .. =  1 + т х+
к

1 (1 — к) ■ ■ ■ (1 — пк + к) 
---------  ---------  х +
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REPEAT S: =  S+P;

i:= i+ l; R :=(L/i-l)*X;

P: =  P*R 

UNTIL ABS(P) < epsilon; 

w rite ln ('paBeH  S=  ,S)

END.

В этих двух програм м ах мы не учитывали, что возможно не­

корректное задание начальных данных. В частности, что можно 

задать такое t, которое не удовлетворяет условию 0 <  t <  2.

Напишем програм му на языке Алгол 68, в которой устранен 

этот недостаток.

BEGIN INT К; REAL Т .epsilon; 

read(( К ,Т, epsilon));

print(( "Корень степени К= ” ,К,“ из числа Т =  ” ,Т ,",", 

newline, "вычисленный с точностью ", 

epsilon.newline));

IF Т < = 0  OR Т > = 2

THEN print( "найти нельзя: ряд расходится ")

ELSE REAL L: =  l+ 1/K , S: =  l, P: =  l, X:=T-1;

FOR i WHILE REAL R :=(L/i- l)*X;

P*: =  R; ABS P > epsilon 

DO S+; =  P 

OD;

print(( "равен " ,S))

El

END.

П р и м е р  19. ( ’ оставим програм му, с помощью которой для 

заданного натурального N  просуммируем  числовой ряд:

, _  1 1 1 1

^  ~ Уз 23 33 N3 + • • •

и оценим погрешность через остаточный член. Нетрудно ви-
ОО

деть, что для N-ro остатка R.дг =  У  А- имеем оценку
k = N + 1

ОС

<-1Rt _

N

dx 1
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На языке Бейсик:

BASIC SUM6;

10 REM ввод начальных данных и подсчет погрешности

20 INPUT N%

30 R= 0.5/SQR(N%)

40 S=0

50 REM вычисление суммы

60 FOR i% =1%  TO N%

70 S=S+ l/(i% *SQ R (i% ))

80 NEXT i%

90 REM вывод результатов

100 PRINT ‘при N= ";N%

110 PRINT "частичная сум м а=  ";S

120 PRINT "погрешность не превосходит " ;R

130 END,

Н а  языке Паскаль:

PROGRAM SUM6 

VAR N,i:integer;

S.Rreal;

BEGIN read(N); R :=0.5/(N*N); S:=0;

FOR i: =  l TO N 

DO S :=S+ l/(i* i* i);

writeln('ripH N= ’,N,’ сумма ряд а=  ’,S); 

write('norpeuiHocTb не превосходит ,R)

END

Н а языке Алгол 68:

BEGIN INT N; read(N);

REAL R=0.5/(I\I*N); REAL S:=0;

FOR i J O  N DO S+: =  l/ i* *3  OD; 

print(("n|)H N=",N , “сум ма ряда =  ",S,

newline, "погрешность н(' прево<-ходит ,R))

END

П р и м е р  20. Выяснить, сколько членов ряда



необходимо взять, чтобы найти его частичную сумму с задан­

ной точностью е. Найти ату сумму, просум м ировав требуемое 

число членов.

И спользуя приведенную в предыдущем примере оценку R к  < 

реш ая неравенство <  £, получаем, что N  >  Наи­

меньшее значение N , вычисляемое из этого неравенства содер­

жится в програм мах.

На языке Бейсик:

BASIC SUM7

10 REM ввод начальных данных, начальные присваивания

20 REM и вычисление числа членов ряда 

30 INPUT epsilon 

40 N% = l/SQRT(2*epsilon)

50 S=0

60 REM вычисление суммы 

70 FOR i% = l%  TO N%

80 S = S + l/( i% +SQR(i% ))

90 NEXT i%

100 REM вывод результатов

110 PRINT "чтобы получить сумму ряда с точностью ".epsilon 

120 PRINT "необходимо просуммировать ” ;N%; " членов ряда " 

130 PRINT “сумма равна " ;S 

140 END;

Н а  языке Паскаль:

PROGRAM SUM7;

VAR N.i integer;

epsilon, S: real;

BEGIN read(epsilon); N: =  l/SQRT(2*epsilon);

S:=0;

FOR i: =  l TO N DO S :=S+ l/(i* i* i);

w rite ln ('4T o6bi получить сумму ряда с точностью ’ .epsilon); 

\л/гке1п('необходимо просуммировать N.' членов ряда '); 

w rite ('cyM M a равна ' ,S)

1ND

Н а языке Алгол 68:

BEGIN REAL epsilon, read(epsilon);

INT N =  l/SQRT(2*epsilon); REAL S:=0;
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FOR i TO N DO S+: =  l/ i**30D ;

print(( "чтобы получить сумму ряда с точностью" .epsilon, 

newline, "необходимо просум м ировать", N, “членов ряда", 

newline, “сумма равна" S))

END.

П р и м е р  21. Найти общий член и написать програм му для 

суммирования N  членов числового ряда 

• _  1 1 1 1 
' ~ Г~2 ~~ + 3~4 ~ 4~5 + ' ' '

Пусть t —  слагаемое, i —  номер слагаемого. Тогда имеем 

i =  1, t

i =  2, I =  

i — 3, t =

i =  k, t =

1

T~2 '

1

2~3’

1

3~4 ’ 

1

k(k + 1)'

Следовательно, множитель перехода

1 - к

1 + к

В данном случае приемы програм м ирования ничем не от­

личаются от рассмотренны х ранее, поэтому написание соот ­

ветствующих програм м  предоставляем читателю в качестве 

упражнения. Отметим лишь, что при N  =  10 получим сумму 

S  =  3.8217893218 f — 01, при N  =  50 сумму S =  3.8610216429 е -  01, 

а при N  =  100 сумму 5  =  3.8624534872 е — 01.

11 р и м е р  22. Найти сумму, просуммировав N  членов ряда

с, __ 1! 2! 3! N\

Ь ~ 1 + 1 + 5 + 1 + 5 + ^ + " + l + 5 + 3 + -- -+ F +

П р и м е ч а н и е .  Этот ряд не является сходящимся, однако 

просум м ировать некоторое число его членов вполне допустимо.
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Нетрудно заметить, что в знаменателе накапливается сумма 

гармонического ряда, поэтому общий член данного ряда с но­

мером г можно записать так:

«,■ =  -  =  —---.

t i  
к = 1

Для вычисления следующего слагаемого в числителе произво­

дится умножение на очередное г, а  к знаменателю добавляется 

слагаемое 1/г.

Напишем соответствующ ую программ'у, например на языке 

Паскаль:

PROGRAM SUM9;

VAR N,i,f:integer;

S , S1:real;

BEGIN read(N); S:=0; S l:=0 ;

FOR i: =  l  TO N DO 

BEGIN f:=f*i; S l:= S l + l/ i;

S:=f/Sl
END;

writeln(’npH N= ’,N, сумма равна=  ’,S)

END.

В этой задаче необходимо помнить, что при вычислении фак­

ториала., который возрастает  очень быстро, можно получить 

бессмысленный результат из-за переполнения. Так, при N  =  5 

имеем S = 6.9680805132 е + 01. При N  =  15 выводимый резуль­

тат S  =  —2.1879608765 е + 03 не является правильным значением 

суммы.

252. Написать программы  для суммирования N членов для сле­

дующих рядов: 1) ,Sr =  ±  i  ±  + . . . + + . . .  2) .S’ =  - }  +

+ 5~ з1Т+214- -• -+ Ц ^“+ • • ■, где г'.'. =  <
2-4*6- • • 7., если I —  четно; 

1*3*5* • • 7, если I —  нечетно.

п

i = l  i  = 1 i z z  1
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8) S  =  t  9) S =  ±  ■ 10) arctg2= f - I  +
* =  1 t=l

+ зр- — gjr + • •■ 11) arcsin г = г + 2̂  + 2-4 5 г-4-6-7 + • • •

12) arctg г =  [l + |т+тт + ^ ( г р т г )  + •••]■ 13) In 2 =

= 2 [ ( 1 т [ ) + и т ) 3 + н т ) 5+ - ]-
253. Написать программы для сум мирования N  членов следу­

ющих рядов и вычислить значения сумм для заданных п и х:

1] s’ -  V  i2-g-sin(»-x) О  _  У '  У И ± Т2 о\ С' _  У '  l^l t 2!
Ч  -  2^ („+,)! • -  2_> ,'!(,!!) ■ '5 -  L-, (г2)!! '

i =  l i =  l i = l

254. Написать программы для суммирования следующих ря ­

дов до тех пор, пока модуль очередного слагаемого не окажет­

ся меньше, чем заданное е, и вычислить суммы для заданных
0° , _ j

е и х: I) S  =  ^  + ^  + ^  + . . .  + -р^ + • • • 2) S =  ^   ̂ ^  -
г =  1

о о  ч , ,  , ,

•n S' — У ' <-7̂  , г 
■)) *5 -  (2«+1)" •

г =  1

255. Написать программы , с помощью которых для заданного 

п можно просум м ировать следующие ряды и оценить погреш­

ность через остаточный член соответствующего ряда:

П  ,S'= _ i  + I  _  J_  + J_  _  -и I- .1.»' +
11 1 ' 2 3 1 4 2 ' • • ' i!! т ■ • ■

21 S' -  i ____ 1- _ J _____ -L I- 1 ?' 4 .
~  2 4 2 6-4-2 ’ ' ’ (21)!! ' ' ' '

256. Написать программы, с помощью которых выясняют, 

сколько членов необходимо просуммировать, чтобы найти ч а­

стичные суммы следующих рядов с заданной точностью е. Най-
ОО

ти соответствующ ие суммы при заданных х н е :  1) .S’ =  Е

2) arctg2 =  f  -  j + д р г -  5̂ +  - ( N  >  *)•
257. Написать программы, с помощью которых можно найти 

суммы следующих рядов с точностью  е и определить абсолю т­

ную погреш ность, используя точные значения сумм.

У к а з а н и е .  Для вычисления точного значения суммы ис­

пользовать стандартную функцию, стоящ ую в левой части р а ­

венства.

1) arcsin г =  ~ + й + Щ -  + т И т  + •;•

2) arctg 2 = -qfTr[l + з̂ г+рг) + дпКт^тт) +•••]•

3) 1П 2 = 2 [|̂ т + Нттг) + H itt) +■••]•
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Раздел I I .  Т еория  функций комплексного переменного

Глава I. Комплексные числа. Функции 

комплексного переменного. Регулярны е функции.

Конформные отображ ения. Ветви

§1. Основны е понятия о комплексных числал

1. Ф орм ы  зап и си  ком пл ексного чи сл а . Комплексные числа 

можно представить в следующих формах:

1) алгебраическая z =  а + bi, где я, 6 £  R  (R  —  множество ве­

щественных чисел), i —  мнимая единица. Представление ком­

плексного числа г в виде я + bi единственно, т.е. а + bi =  а\ + b\ i 

тогда и только тогда, когда а — я ь  b =  6]. Вещественные числа 

я и 6, однозначно определяемые данным комплексным числом 

г, называются вещественной и мнимой частями числа z соот ­

ветственно (обычные обозначения я =  Re z, b =  1тг ). Если 

Im  г =  0, то г Е R ; если Rez =  0, то г ф 0 называют мнимым 

(или чисто мнимым) числом. Комплексное число я — bi назы­

вается сопряженным числу а + bi и обозначается г =  я — Ы. 

Число г =  л/я2 + Ь2 называется модулем комплексного числа и 

обозначается  \z\, г =  \z\ =  л/я2 + Ь2. Отметим, что z ■ z — |z|2;

2) тригополитрическая z=r(cos ip-\-i sin ip), где г=|г|=\/я2 + 62

—  модуль комплексного числа z, ip —  какое-либо значение 

его аргумента. Величина ip находится из условий sin <p=b/r, 

cosip=a/r. М ножество значений аргумента ip комплексного чи­

сла г есть {(р+2жк: k Е Z}, где Z  —  множество целых чисел. С р е ­

ди всех значений аргумента комплексного числа г выделяется 

то, которое  находится в промежутке (—ж, ж]. Оно называется 

главным значением и обозначается argz, произвольное значе­

ние аргумента обозначается  Argz. Существует целое число к, 

такое, что Arg z =  arg г+ 2 жк. Отметим, что аргумент числа нуль 

не определен;

3) показательная z =  г ег Н апомним, что согласно формуле 

Эйлера ellp =  cos (р + i sin ip. Число, сопряженное комплексному 

числу 2 =  г с г*, записывается следующим образом : z =  re~,ip 

(ри с .!) .

Если на плоскости выбрать прямоугольную декартову си­

стему координат (рис.1), то можно установить взаимно одно­

значное соответствие между комплексными числами z =  я+6г
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и точками (а, 6) плоскости. Плоскость при этом называется ком­

плексной плоскостью, ось абсцисс —  вещественной осью, ось 

ординат —  мнимой осью.

Если на плоскости наряду с декартовой имеется согласован­

ная с ней полярная система координат О Р  (рис.1), то каждая 

точка плоскости, а  значит, и каждое комплексное число, опре­

деляется полярными координатами. П ри  этом полярный радиус 

точки —  это модуль г =  |л| соответствующего числа z, а  </? (а р ­

гумент комплексного числа) —  полярный угол.

П р и м е р  1. Найти модуль, главное значение аргумента и 

множество значений аргумента комплексного числа 2 =  г.

Р е ш е н и е .  Так как z = i= 0 + 1 • г, то г=|~| =  |г| =  у/02 + I 2 =  1. 

Т очка г =  г находится на мнимой оси  на расстоянии, равном  1 от 

начала системы координат (ри с .2). Следовательно, arg/=7r/2, а 

множество значений аргумента есть {7г/2 + '2тгк : к G Z} .

П р и м е р  2. Записать комплексное число г =  —3 — Зг в пока­

зательной форме.

Р е ш е н и е .  Вычислим г =  \z\ =  \J(—З)2 + (— З)2 =  Зл/2- Числ о 

с =  —3 — Зг находится в третьей четверти координатной плос­

кости, и одно из значений его аргумента равно 57г/4 (так как
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sin =  —1/\/2, cos ip =  —1/\/2). М ножество всех значений аргу ­

мента есть {57Г/4 2кк \ к £  Z}. С реди  этих значений выберем 

то, которое  находится в пределах от — тг до 7Г. Очевидно, что 

оно равно — Зтг/4 и отвечает значению & =  — 1.

Теперь, зная г и главное значение аргумента <р, данное число 

запишем в показательной форме: —3 — Зг =  3\/2 е-' 3*/4.

М ож но было не находить главное значение аргумента ip =  

=  —37г/4 и  записать данное комплексное число в виде —3 — 3i =

— 3 ^2  5л-/4, но Пр иведенная ранее запись предпочтительнее.

П р и м е р  3. Числ о z — yjH записать в тригонометрической 

форме.

Р е ш е н и е .  Вычислим

г =  z =
1 + г

1 — i

|1 + .|

ч / Р Т Г
=  1.

Так

ipi= a rg (l + * ) = j  (siny>i =  l/\ /l2 + l 2 =  l/>/2, cos(pi — l/y/2),

'Pi— arg (1 -  i) (sin^2= - 1 /V 2  , C O Stp2= l/V 2),

4> =  arg
( 1  + г) 7Г / 7Г\ 7Г

• 1 - J
=  <Р\ ~ V2 =  J  -

( 4 / =  2 ’

1+2 7Г . 7Г
----; =  COS — + I Sin — .
1 — г 2 2

(П ри  решении использованы следующие свойства комплексных 

чисел: |^| =  ji±j- и Arg ( ^ )  =  a rg r !-  argz2, где Arg ( ^ )  —  неко­

торое значение аргумента, a argzi и argz2 —  главные значения 

аргументов чисел z\ и z->.)

П р и м е р  4. Вычислить z =  (1 + г)8(1 — гт/3)~6- 

Р е ш е н и е .  (Сначала вычислим

г = |-| = |(1 + г)8(1 - Г 6| - |1 + г|8 |1 - iy/3 I"6 =

= (v/I2TT2)8 ^ 1 2 + (-Узу
-6

=  24 ■ 2‘
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и найдем какое-либо значение аргумента данного числа, вос­

пользовавшись тем, что оно есть произведение двух степеней 

комплексных чисел 1 + г и 1 — ?'л/3:

V? =  arg [(1 + г)8( 1 -  гл/3 ) 6] =  8 arg (1 + г) -  6 arg (1 -  z'v^ ) =

Тогда z =  i(c o sАтг + г sin47r), или в алгебраической форме 

z =  1(1 + г • 0) =

(П ри  решении использованы следующие свойства комплекс­

ных чисел: |zn | =  |z|n и Arg zn =  п argz, где A rgz" —  некоторое 

значение аргумента числа zn , a argz —  главное значение аргу ­

мента числа z.)

2. М нож ества точек комплексной плоскости.

1) М ножество Е  =  {z:|z — «| =  /?}, где R  > 0, а —  фик­

сированное число, есть м н о ж е ст в о  точек плоскости, р а с ст о ­

яния о т  которых до фиксированной точки а постоянно и равно 

R. Очевидно, что что окруж ность  с центром в точке а и ради­

усом R. Уравнение окружности можно найти, если представить 

z =  х + iy , а =  b + ic, где х, у, Ь, с —  вещественные числа. 

Тогда |х + iy — Ь — ic\ =  R, отсю да |(ж — 6) + i(y — с)| =  R, или 

\J(x — Ь)2 + (у — с)2 =  R. Возводя в квадрат обе части равен­

ства, получаем (х — Ь) 2 + (у — с)2 =  R 2 —  каноническое уравнение 

окружности с центром в точке а и радиусом  R.

2) М ножество Е  =  {z:|z — а| <  е } , где а —  комплексное чи­

сло, е >  0, —  открытый круг с центром в точке а и радиусом  е, 

который иногда называют е-окрестностью точки а.

3) М ножество Е  — {z: |zj >  /?}, где R  >  0, —  внешность кру­

га с центром в точке 0 и радиусом  Ft. Это множество иногда 

называют окрестностью бесконечности.

Комплексная плоскость, дополненная бесконечностью , назы 

вается расширенной комплексной плоскостью или полной плос­

костью.

В дальнейшем, говоря  о точке z =  а комплексной плоскости, 

будем'иметь в виду конечную точку (о бесконечно удаленной 

точке будет оговорено каждый раз особо).

4) М ножество Е =  {z: 0 < \z\ < t }, где £ > 0, — круг с центром 

в точке 0 и радиусом  £ с выключенной точкой z =  0. Иногда
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это множество называют проколотой окрестностью точки 0, а 

в теории функций комплексного переменного чаще всего его на­

зывают “вырожденным" кольцом.

5) М ножество Е  =  {г : \z — a\ + \z—b\ =  с} —  точки комплексной 

плоскости, такие, что сумма расстояний о т  точки z до точек а 

и Ь равна с. Геометрическое место таких точек есть эллипс с 

фокусами в точках а и Ь (по определению эллипса).

П р и м е р  5. 1) И зобразить  на плоскости множество точек 

z , для которых выполняются неравенства Im  г > 0, Re г <  0;

2) И зобразить  на плоскости множество точек г, для которых 

выполняются неравенства \z\ > 3, 7Г/2 < argz <  ж.

Р е ш е н и е .

1) Если комплексное число z =  х + iy, где х, у —  веществен­

ные числа, то данную систему неравенств можно записать сле­

дующим образом : у >  0, х <  0, т.е. получим множество точек 

плоскости, координаты (х,у) которых удовлетворяют неравен­

ствам х < 0, у > 0. Этим множеством будет вторая  четверть 

координатной плоскости (рис.З).

Рис. 3. Рис. 4.

2) М ножество точек z, удовлетворяющих неравенству \z\ > 3,

- есть внешность круга с центром в точке 0 и радиусом  3. И t 

второго неравенства вытекает, что argz может изменяться толь­

ко от 7г/2 до ж. Следовательно, рассм атривается  та часть внеш­

ности круга |z | > 3, к оторая  располож ена во второй четверти 

координатной плоскости (ри с.4).
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П р и м е р  6. Д оказать, что уравнение a|z|2 + bz + bz + с =  О 

является уравнением окружности, если а, с —  вещественные, а 

b —  комплексная постоянные, причем ас <  |6|2.

Р е ш е н и е .  Если z =  х + гу, 6 =  tv + ip, то данное уравнение 

можно записать так:

а (х 2 + у2) + 2 Re [(« - i(3)(x + iy)] + с =  О

или

а (х 2 + у1) + 2 а х  + 2 /Зх + с =  О,

а это и есть уравнение окружности при сделанных предположе­

ниях о коэффициентах а, 6, с.

• 1. Найти модуль и множество значений аргумента (при этом 

выделить главное значение) следующих комплексных чисел:

1) г =  1 — гл/3; 2) а) z = 6 i, 6) z=5; 3) z =  — 1+2г; 4) г=

=  -1 +  *4/3; 5) г =  —  1 —  г; 6) г =  fi±j£; 7) г =  (± +  г & ) 2°;

8) г=21Г- 9) z= ({+ $* '< 10) 2= - 2 ( s in f  + icos f ) .

В заданиях 1), 3), 6) записать комплексное число в показа­

тельной форме, в заданиях 4), 5) — в тригонометрической ф ор ­

ме.

2. И зобразить  на плоскости множество точек z, удовлетворя­

ющих соотношениям: 1) Re г > 0; 2) Im  г < —2; 3) |Rez| <  3; 

4) | Im  г| < 7т; 5) \z\ < 2; 6) \z + i\ > 2 ;  7) 2 < \z — 1 + г| < 3; 

8) 0 < \z + 1 — 2г| < 2; 9) Re г + Im z  < 1; 10) Re г > 0, 

lm z> 0 ; 11) 0 <  argr < тг/2; 12) 1 < |z| < 2, тг/6< arg z <7t/4;

13) Re (z( 1 — г)) <  л/2 ; 14) \z — а\ — |г — 6|, где а, b —  фиксиро­

ванные точки; 15) R e ( l / z )  =  1/2.

§2. Функция комплексного переменного. 

П рои зводная . Регулярные функции. 

У сл овия К ош и-Римана

Рассм отрим  множество Е  точек в плоскости z (z =  х + iy) 

и множество G  точек в плоскости и> (w =  и + iv). Если ка­

ждому числу z G Е  по некоторому правилу поставлено в соот ­

ветствие единственное число w £  G, то говорят, что на мно­

жестве Е  задана функция комплексного переменного w =  f(z ) .
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Функцию f (z )  можно записать в виде f ( z )  =  и(х,у) + iv (x ,y ),

2 6 Е, где и (х ,у ) =  R e /(z )  (вещественная часть функции f(z )) ,  

a v(x,y) =  Im f{z) ( ее мнимая часть). Функцию комплексного 

переменного можно рассм атривать как отображение множества 

R 2 в множество R 2.

Определение предела и производной функции комплексного 

переменного аналогичны соответствующим определениям для 

функций действительного переменного, но только имеется в ви­

ду, что точка г может стремиться к точке а по любому напра­

влению на плоскости.

О п ред ел ение . Если существует конечный предел 

lim / ( -~> ~ Л а}  =  / '( „ ) ,

то он называется производной функции f ( z ) комплексного пере­

менного 2 в точке а, где а —  внутренняя точка множества G.

Оказы вается, что большой произвол в сп особе  стремления 

точки 2 к точке а приводит к тому, что даже очень простые 

функции комплексного переменного могут не иметь производ­

ной.

О пред ел ение . Функция / ( 2), определенная на множестве Е , 

называется регулярной в точке а 6 Е, если она.имеет производ­

ную в каждой точке некоторой окрестности точки а.

Т еорем а . Для того чтобы функция f ( z )  =  и (х , у) + i v(x, у) бы­

ла регулярной в некоторой точке a. € Е, необходимо и д о ст ат оч ­

но, чтобы в этой точке функции и и v была дифференцируемы как 

функции двух переменных и выполнялись условия Коши-Римана:

, ч dv , . ди . . dv . ч

При этом  производная функции вычисляется по одной из формул:

а ,  . ди dv dv . dv dv . du du du
f  (~) =  + г -тг =  + 1 -г- =  —  - г —  =  ----г — . (2)

dx dx dy dx dy dy dx dy
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Для функций комплексного переменного имеют место теоре­

мы, аналогичные теоремам для функций действительного пере­

менного, а именно теоремы о регулярности суммы, произведе­

ния, частного (если знаменатель отличен от нуля) двух регу­

лярных функций.

Если функция f ( z )  регулярна в области G, то производная 

/^кЦг) любого порядка функции f ( z )  также будет регулярной 

функцией в области G.

О предел ение . Функция и(х,у), заданная в некоторой обла­

сти G  на плоскости, называется гармонической, если она имеет 

непрерывные частные производные до второго порядка включи­

тельно и удовлетворяет уравнению Лапласа:

д ~ и  в 2и  _

+ I h f  ~ '

Вещественная и(х, у) и мнимая v(x, у) части регулярной функ­

ции в области G  являются гармоническими. Это следует из 

условий Коши-Римана.

Не всегда можно получить регулярную  функцию /  =  и + iv в 

области G, вы бирая гармонические в этой области функции и 

и v независимо друг от друга. Например, если и(х,у) =  х + у, 

v(x,y) =  ху, то функция f ( z )  =  (х + у) + г ху не является ре­

гулярной. Действительно, =  1, =  х и не выполняются 

условия Коши -Римана. Чтобы  из двух гармонических функций 

и и v, заданных в области G, можно было построить регуляр­

ную функцию /  =  ii +iv в области G, функции и и v должны быть 

связаны в области G  условиями Коши-Римана. Такие функции 

и и v назы ваются сопряженными. Оказывается, что для любой 

данной гармонической функции и, заданной в односвязной обла­

сти G, можно найти сопряженную  с ней гармоническую  в той же 

области функцию v (таких функций, зависящих от одной произ­

вольной постоянной, может быть целое семейство) и тем самым 

построить регулярную  функцию /  =  и + iv (или семейство ре­

гулярных функций).

П р и м е р  7. Найти вещественную и мнимую части функции 

/(г ) - l / z  (п реобразование инверсии).

Р  е ш е н и е .  Областью  определения данной функции является 

вся плоскость с выброшенной точкой г =  0.
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Если z — х + iy , то /(z ) =  l / (x  + гг/). Умножим числитель и 

знаменатель на £ =  х — iy:

/ ( * )= ;
х — гу х — гу х — гу

(х + iy)( х — iy) \х + iy |2 ж2 + у2 ж2 + у2 ж2 + у2 

Отсю да

У
R e /(z )  =  -у ~— 2 , I m / ( z ) = -

-f у2 + t/2 '

П р и м е р  8. Д оказать, что функция / (^ )  =  г не имеет произ­

водной.

Р е ш е н и е .  Лля доказательства возьмем произвольную точку 

z — а  и рассм отрим

lim  =  пп. L l l .
z-+a Z — a z—*a z — а

Пусть z — а =  h, тогда

lim =  lim  < П 2  =  Um * .
-—a Z — а г-»а Z — а ft —О /I

Р ассм отрим  стремление Л к нулю по вещественной и мнимой 

осям:

1) Если h  =  ж, то lim  - =  lim  - =  1,
Х-.0 1 x-»0 х

2) Если Л =  гу, то lim  =^!L =  — 1.
у—0 гУ

В пределе получили два разных значения. Следовательно, 

lim не существует, и функция / (z )  =  г производной не имеет

ни в одной точке области ее существования.

П р и м е р  9. П оказать регулярность функции / (z )  =  z2.

Р е ш е н и е .  Выделим вещественную и мнимую части данной 

функции:

/ (г )  =  (ж + iy ) 2 =  (ж2 -  у2) + i ‘2 xy,

значит, и(ж, у) =  х 2 — у2 , о(ж, у) =  2жгу.

Вычислим частные производные функции и и г;:



Отсю да видно, что =  =  Следовательно, функ­

ция /(г ) =  г2 регулярна в любой точке плоскости.

В частности, производная функции f ( z )  может быть вычисле­

на с помощью условий Коши-Римана, если использовать одну 

из формул (2):

f ' ( z )  =  + i ^  =  2х 4  i (2у) =  2(х 4  iy) =  22 . 
ах ах

Последний результат легко получить, исходя и из определе­

ния производной.

Г! р и м е р  10. П оказать регулярность функции / ( 2) =  ег.

Р е ш е н и е .  По  определению показательной функции f ( z )  — 

— er (cos у 4- i sin у). Выделим ее вещественную и мнимую части 

и(х,у) =  е* cos у, i>(х,у) =  ех sin у и вычислим частные производ­

ные:
du du .
—  =  с cos у , —  =  — е sin у, 
ах  оу

dv . dv
—  =  с sm у, —  =  е cos у. 
dx dy

Условия Кош и-Римана выполняются. Следовательно, функ­

ция регулярна в любой точке плоскости, причем (ег)' — ег.

П р и м е р  11. Д оказать регулярность функций sin г и cos г.

Р е ш е н и е .  И з определения тригонометрических функций 

sin 2 =  -— -- , cos 2 =  -—i f ---, что и свидетельствует о ре­

гулярности функций sin 2 и cos 2 как суммы двух регулярных 

функций.

П р и м е р  12. П остроить в полуплоскости регулярную функ­

цию /  =  « 4 iv (или семейство функций) по известной веществен­

ной части:

и(х, у) = 1п(ж2 4  у2), z =  х + iy, х > 0.

Р е ш е н и е .  И ском ая  функция должна быть регулярной. П о­

этому для нее должны выполняться условия (1) Коши-Римана

du ‘2 х dv du ‘2 у dv

dx х 2  4  у2  d y ’ dy x 2 4  у2  dx
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В данном случае все равно, какое из условий Коши-Римана 

использовать сначала (ибо не возникает больших трудностей 

при вычислении интегралов), поэтому возьмем первое условие 

щ  =  откуда

[ 2 х у
1'0, у) =  / ? dy =  2  arctg - + д(х)

J  х г + у- X

(добавляется функция, к оторая  может зависеть от х).

Для нахождения неизвестной функции у(х) используем второе 

условие Коши-Римана:

— 1 ____  ( - * - ) +  д'(х) = _____%!—
1 +  у 2 / х 2 V X 2 )  УК ’  X 2 +  У2 ’

откуда д'(х) =  0 и </(ж) =  С  (постоянная).

В результате v(x,y) — 2 arctg (у/х) + С . Тогда f ( z )  =  1п(ж2 + 

+у2) + 2i arctg (у/х) + гС, где z =  х + iy, Re 2 >  0.

З а м е ч а н и е .  Если в предыдущей задаче потребуется по­

строить регулярную  функцию / ,  которая  в заданной точке при­

нимает заданное значение, например чтобы /(1 + г) было равно 

In 2, то это можно сделать при надлежащем выборе постоянной 

С, т. е. достаточно потребовать выполнимость следующего р а ­

венства:

/(1  + г) =  In 2 =  ^1п( \/12 + I 2 )2 + 2г 0  + iC.

В этом случае In 2 =  In 2 + in /2  + iC  и С  =  —п/2.

В итоге в правой полуплоскости построена регулярная функ­

ция /(г ) =  2( 1п(х2 + у2) + 2г arctg (у/х)) — in / 2  по заданной веще­

ственной части и(х,у) =  1п(ж2 + у2) и значению функции / ( ; )  в 

точке 1 + г.

•  3. Выделить вещественную и мнимую части функций:

1 ) f ( z )  =  ^ 2- 2) / ( z) — z2.

4. И спользуя определение, выяснить, существуют ли произ­

водные функций: 1) /(г ) =  г; 2) f (z )  =  52 + 2z.

5. И спользуя условия Коши-Римана, доказать регулярность 

функций: 1) f ( z )  -  az + 6; 2) f ( z )  =  1 /z , z ф 0; 3) f ( z )  =  z3.
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6. П остроить регулярные функции /  =  и + iv по следующим 

условиям: 1) u ( i ,y )  =  х 2 — у2 + 2 х; 2) и(х,у) =  х 2 — у2  + ху, 

/(0 ) =  0; 3) и(х, у) =  '2ех sin у; 4) v(x,y) =  3 + х 2 -  у2 -  2 (J +y2);

5) u(x,y) =  / ( ‘2) =  0.

7. Записать условия Коши Римана в полярной системе к оор ­

динат. Применить их к решению задачи 6,5).

§3. Геометрический смысл аргумента и модуля 

производной функции комплексного переменного.

Понятие о конформных отображ ениях

Пусть функция /(г) регулярна в точке а и / '(я )  ф 0. Тогда 

|/'(я)| равен коэффициенту растяжения (или сжатия) в точке а 

при отображении w =  f ( z )  плоскости 2 в плоскость w. А ргу ­

мент производной в точке а ( arg /'(<«)) равен углу, на который 

следует повернуть касательную в точке а к любой гладкой кри­

вой на плоскости z, проходящей через точку а, чтобы получить 

направление касательной в точке Ь =  / (я )  к об разу  этой кривой 

на плоскости w при данном отображении w =  f(z ) .  При этом 

если tp =  arg / '( я )  >  0, то поворот  происходит в положительном 

направлении, т.е. против часовой стрелки, а  если tp < 0, то в 

отрицательном.

Рис. 5.

Две гладкие кривые /i и 12) пересекающ иеся в точке я под 

углом в (ри с .5) (это значит, что в —  ориентированный угол ме-
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жду касательными к этим кривым в точке а, 9 =  <pi — <̂ 2). имеют 

образам и  тоже гладкие кривые L\ и L->, проходящие через точку

Ь =  /(а ) .

Так как Ф 1 =  + arg / '( а ) , Ф 2 =  ^2 + то Ф 1 — Фг =

=  tpi — И поскольку (f>\ — — 9, ТО Ф; — Ф2 =  9, а что есть угол 

между кривыми L\ и Ь 2. Отображ ение, соверш аем ое регуляр­

ной функцией, сохраняет  как по величине, так и по направлению 

углы во всех точках, где производная отлична от нуля.

О тображ ения, при которых сохраняю тся  углы между кривы­

ми, проходящ ими через данную точку, называются конформны­

ми.

О тображ ение, осущ ествляемое регулярной функцией f(z ) .  

конформно везде, где / '(г )  ф  0.

П р и м е р  13. Найти коэффициент растяжения и угол п оворо­

та при отображении w — z 2  в точке а — 1 + г.

Р е ш е н и е .  Так как u / (z ) =  2z, то w'( 1 + г) =  2 + 2г. Сле­

довательно, |u/(l + t)| =  |2 + 2*| =  л/22 -I- 22 =  2\/2. Отсю да 

коэффициент растяжения равен 2i/2.

Найдем argw /(l+ i) =  arg(2+2i) =  7г/4. Значит, угол поворота 

равен тх/А.

Итак, гладкие кривые, проходящ ие через точку 1 + г при дан­

ном отображении и> =  z2, получат одно и то же растяжение 2\/2, 

и образы  их в точке b — (1 + г)2 =  2г поворачиваю тся на один и 

тот же угол 7г/'1.

П р и м е р  14. Найти точки, в которых у функции w =  z2 — 2z 

наруш ается конформность. Найти коэффициент подобия и угол 

поворота в точках 1) а =  5; 2) а =  1 + г; 3) а =  —г.

Р е ш е н и е .  Найдем производную  данной функции: w '(z ) =  

=  2z — 2=2(z — 1). Так как w'(z) =  0 при z=  1, то в точке z =  1 

наруш ается конформность.

1) Если а =  5, то w '(5) =  8 и |и/(5)| =  8, a rg / '(5 ) =  0. Следо­

вательно, образы  всех гладких кривых, проходящ ие через точку 

Ь =  52 — 2 • 5 =  15, не поворачиваю тся , но растягиваю тся в 8 раз.

2 )  Если а =  1 + г, то w'( 1 + г) =  2г, откуда |и>(1 + г)| =  |2г| =  2, а 

u rg ti/(l +г) =  тт/2 . Следовательно, гладкие кривые, проходящ ие 

через точку 1 + г, при данном отображении поворачиваю тся  на 

угол 7г/2 и  растягиваю тся в два раза .
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3) Если а =  —г, то w '(—i) =  2(— 1 — г), откуда |го(—г)| =  2\/2, 

и arg w'( —i) =  — 37Г/4. Следовательно, гладкие кривые, проходя­

щие через точку —г, при данном отображении поворачиваю тся в 

отрицательном направлении на угол 37г/4 и имеют коэффициент 

растяжения 2 уД.

•  8. Найти угол поворота и коэффициент растяжения (сжатия) 

в указанных точках при следующих отображениях:

1) iv =  2 + 3гг, а= 2  — г; 2) w — zJ : а) я = 2, б) я= 1 —г, в) я=1+г'\/3;

3) w =  23 — 32, я=^-££; 4) w =  j :  a) a =  — i, 6 ) а =  1 + 3г; 5) w =  , 

а=2г; 6) w =  cz , a= i;  7) w =  z 2 — z, a = l  — i.

9. Найти множества всех точек а, в которых коэффици­

ент растяжения при следующих отображениях равен единице:

1) w =  — 23; 2) w  =  z 2 -iz- 3) w =  .

10. Найти множества всех точек я, в которых угол поворота 

при следующих отображениях равен нулю: 1) w = iz 4; 2) w = z 3;

3) w—z 2  — 2г; 4) io = i

§4. Элементарные п реобразования .

Линей ная функция. Д робно-линей ная функция

1. Элементарные п реобразования . К элементарным пре­

образованиям  относятся:

1) параллельный перенос w =  z + с, где 2 —  комплексная пе­

ременная, с —  комплексная постоянная;

2) w =  2 сга —  поворот  вокруг начала координат (о  —  веще­

ственное число) в положительном направлении (против часовой 

стрелки), если о  > 0, и в отрицательном, если «  < 0;

3) w =  Г2 —  подобие, где г > 0; при г < 1 —  сжатие, при г > 1

— растяжение;

4) w = 1 / 2  —  инверсия.

О п ред ел ение . Говорят , что две кривые 1\ и 1о в бесконеч­

ности образую т  угол, равный в, если образы  этих кривых L\ 

и Ln при п реобразовании  инверсии u> =  I /2  образую т  в начале 

координат угол, равный в.
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Условимся в дальнейшем при выяснении поведения функции 

в окрестности бесконечности применять преобразование инвер­

сии XV =  l / z  с тем, чтобы бесконечность переводить в начало 

координат.

П р и м е р  15. Найти об раз  множества Е  (ри с .6,а)

Е  =  {z : |z | < 1, 0< argz<7r/4}

при следующих отображениях: a) w =  z + 2i; б) w =  ze ”'’/4; 

в) w =  2z.

Р е ш е н и е ,  а) Параллельный перенос на 2г, т.е. параллель­

ный перенос на две единицы вверх по оси  О  У (рис. 6,6 ).

б) П оворот  вокруг начала координат в положительном напра­

влении на угол 7Г/4 (ри с .6 ,в).

в) П реобразование  подобия —  растяжение в 2 р а з а  (рис. 6,х).
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П р и м е р  16. Найти об раз  окружности a\z\2 + bz -f- bz + с =  О 

(ас <  |6|2, а, с —  вещественные, Ь —  комплексная постоянные) 

в "широком смысле слова” (т.е. и прямой) при преобразовании 

инверсии w =  1/z.

Р е ш е н и е .  Подставляя z =  l /w  в данное уравнение, имеем

а ■ -—— + 6 --- f  b ■ — + с =  О,
17̂  I ̂  w и>

откуда а + bw -f bw + c|u;|2 =  0, т.е. получили уравнение окруж ­

ности в “ш ироком  смысле сл ова” .

П р и м е р  17. Найти об раз  множества Е  =  {z : Im z  =  0} при 

отображении w — 1/z.

Р е ш е н и е .  Очевидно, что множество Е  совпадает с веще­

ственной осью . Выразим z из соотношения w =  1/z, z — l /w  и 

подставим его в соотношение Im z  =  0, Im ( l/ to )  =  0. Отметим, 

что w ■ w =  |w|2, поэтому

Im (  — =  Im  =  Im  ( ]~т^) =  т-^7 • Im  w.
\w /  \w • IV / \\w \ / iwl2

О тсю д а Im w  =  0 или Im m  =  0, т.е. образом  вещественной оси  

при данном отображении снова является вещественная ось.

2. Линей ная функция. Функция iv =  az + 6, где a ,b ,z  £  С , 

а ф 0, называется линейной функцией комплексного перемен­

ного z . Э т а  функция регулярна во всей конечной плоскости 

(u /(z) =  а ф 0), поэтому ее отображение конформно во всех 

точках конечной плоскости.

Если линейную функцию записать следующим образом :

и> =  |«| с1 лг?а • z + Ь,

то это отображ ение можно разбить на цепочку элементарных 

преобразований :

1) и’[ =  сг аг* а • z —  поворот  на угол arg а;

2) W2 =  wj • |«| —  преобразование подобия с коэффициентом 

подобия, равным |а|;

3) w3 =  и- =  w2 + 6 —  параллельный перенос.
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П р и м е р  18. Найти об раз  множества Е  =  {z:\z- 11 <  1} при 

отображении w =  1 — 2г z.

Р е ш е н и е .  Линейную функцию if =  1 — 2г г разложим на эле­

ментарные:

и>\ =  e~t7r/2 ■ (—г =  с~г1г/2); w2 =  2 wi; w3  =  w 2 + 1

Учитывая, что множество Е  — внутренние точки круга ради­

усом  1 с центром в точке z — I, отображение можно представить 

так, как и зображ ено на рис.7, а результат записать следующим 

образом : w(E) — {w : \w — 1 + 2г| < 2}.

Рис. 7.

П р и м е р  19. Найти об раз  множества Е  =  {z : Re г < 1} при 

отображении w =  (1 + i)z + 1.
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Р е ш е н и е .  Линейную функцию w =  (1 + i )z  + 1 разложим на 

элементарные:

и> 1 =  г " / 4 ■ г; нь =  \/2u’i; 

т  =  ^2  + 1 (1 + г =  V2 егж/л) .

В результате последовательно проведенных преобразований  

(ри с .8) получим множество w(E) =  : Re w + 1тш  < 3}.

3 w3 

/\

ш
0  '̂ /у /У /у /У /У ?^

щ

Рис. 8.

II р и м е р  20. Пусть Е  —  треугольник с вершинами в точках 

z\ =  0, z-2 =  — 1 + г, z:i =  1 -f 2г. Найти об ра з  этого множества 

при отображ ении и> =  (4 + '&i)z + 3 — 2г.
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Р е ш е н и е .  Прежде всего отметим, что данное отображение 

конформно в любой точке плоскости г. Следовательно, углы 

между сторонам и данного треугольника и углы между их о б р а ­

зами одинаковы. Значит, искомый об раз  есть треугольник, а 

так как w =  (4 + 3г)г + 3 — 2г =  5е‘ arcts3/4 г̂ + (3 — 2г), то он получа­

ется из данного поворотом  на угол, равный arctg 3/4, растяж е­

нием его сторон  в пять ра з  и параллельным переносом  на 3 — 2г. 

Координаты вершин этого треугольника вычислить нетрудно: 

w (z i) =  3 — 2г, w(z2) — —4 — г, ш(гз) =  1 + 9г.

3. Д робно-линей ная функция. Под дробно линейной функ­

цией понимается отношение двух линейных функций w =  Ц+1 ' 

причем ad — Ьс ф 0, с ф 0. В случае ad — Ьс =  0 получается функ­

ция, тождественно равная  постоянной, а в случае с =  0, d ф 0 —  

линейная функция, свойства которой рассмотрены  ранее.

Дробно-линейное преобразование взаимно-однозначно (одноли­

стн о )  и конформно о т о б р а ж а е т  полную плоскость на себя. Его 

удобно представлять в следующем виде:

az + 6 a be — ad fi
w — ------ =  — |— ----- — =  o-|------.

c.z + d с c(az + b) 2 + 7

Дробно-линейное преобразование складывается из следую­

щих элементарных преобразований:

1) tiij =  z + 7  —  параллельный перенос;

2) w 2 =  l/u»i —  инверсия;

3) W3  =  \[3\ и>2 —  подобие;

4) W4  — е1 • w3  —  поворот;

5) w =  W4  + а  —  параллельный перенос.

П ри  дробно-линейном преобразовании  ок руж ности  “в широ­

ком смысле” от об р аж аю т ся  на ок руж ности  “в широком смы­

сле” (круговое свойство).

Дробно-линейное отображение преобразует точки, сим м ет ­

ричные относительно данной окружности , в точки, сим м ет ­

ричные относительно преобразованной окруж ности . (Две точ­

ки назы ваются симметричными относительно окружности , если 

пучок окружностей, проходящий через эти две точки, состоит 

из окружностей, ортогональных к данной.)

Существует единственное дробно-линейное отображение, пе­

реводящее три  заданные различные точки а, Ь, с полной плоско-
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emu z в три заданные различные точки А, В, С  полной плоско­

сти га:
w — А С — A z — а с — а

w — В  С  — В  z — Ь с — Ь

З а м е ч а н и е .  Если среди эти точек есть бесконечность (на­

пример, с — оо), то предыдущая форм ула справедлива, но при 

этом отношение принимается равным единице.

П р и м е р  21 .  Записать общий вид дробно-линейного о т о ­

бражения, переводящего верхнюю  полуплоскость на единичный 

круг с центром в начале координат.

Р е ш е н и е .  Запишем дробно-линейное отображение в следу­

ющем виде: w =  k tzJ '  гДе к, я, b —  неизвестные комплексные 

числа.

При отображении некоторая точка верхней полуплоскости 

перейдет в центр круга (пусть это будет точка a, w (a ) =  0). 

Тогда симметричная ей относительно вещественной оси  точка 

а перейдет в бесконечность, и>(а) =  оо. Значит, а =  «, b =  

откуда w — к jEa-

По теоремам о регулярных функциях, удовлетворяющих не­

которым условиям, внутренние точки должны переходить во 

внутренние, граничные —  в граничные. Таким образом , точ­

ки вещественной оси, т. е. точки z =  х , должны отображ аться  

на точки единичной окружности |uj| =  1. Отсю да

X — а

1 = |*| £ - 4 т  = |*|
I | (* - « )|

Отметим, что |х — о;| =  |(ж — «)| (как модули комплексно-сопря­

женных чисел). Следовательно, |*| =  1, или к =  elS, где в - 

вещественное число.

Итак, общий вид дробно-линейного п реобразования, от об ра ­

жаю щ его верхнюю  полуплоскость на единичный круг с центром 

в начале координат, следующий:

IV =  I , в -----. (3)
; — о

где Im «  > 0, 9 —  вещественное число.
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З а м е ч а н и е .  Из  теоремы Римана о существовании конформ­

ного отображ ения при наличии двух начальных условий выте­

кает существование единственного отображения.

П р и м <■ р 22. Отобразить  верхнюю полуплоскость на единич­

ный круг |u>| <  1 так, чтобы w(‘2 i ) =  0 и argw '( 2 i) — 0.

Р е ш е н и е .  Так как w(2i) =  0. то (см. формулу (3)) cv =  2i. 

а  =  —2 i  и у, =  е“  f=|j.

Вычислим производную  функции w в точке 2г:

4г .......  гв 4г ,й -г
w'{z) =  e, e ---- —- ,  w'( 2 i) — е

(z + 2i)2 ’ v ' (4i ) 2 4 '

Запишем комплексное число егв ~  в показательной форме:

H i  — г*(в-1г/2)
4

По условию  задачи arg u’'(2i) =  0. Вместе с тем arg w>( 2 i) =  

=  в — тг/2. (Следовательно, в — тг/2 =  0 и 9 — ж/2.

Итак, отобразить верхнюю полуплоскость Im z  > 0 на еди­

ничный круг |ю| < 1 при условии w(2 i) =  0 , a rg u /(2?) =  0 можно 

с помощью единственной функции

ijr/2 z - 2 i . z -  2i iz + 2
w =  e 1 ----- =  г ----- =  -----.

z + 2 г 2 + 2? z + 2  i

П р и м е р  23. Найти об раз  множества Е  =  { z: \z — 11 < 2 } при 

отображении w: 1) w =  ^ 3 ; 2) w =  7^ ;  3) w =  ттЕгё-

Р е ш е н и е .  М ножество Е  —  внутренность круга с центром в 

точке 2 =  1 радиусом  2 (ри с .9,а).

1) Возьмем три точки на окружности \z — 1| =  2: 2 =  —],

2 =  3 и 2 =  1 + 2г. Поскольку ни одна из точек окружности 

при данном отображении не переходит в бесконечность (так как 

w =  оо при г — —3, а  точка 2 =  —3 не лежит на окружности), то 

образом  данной окружности служит окружность, проходящ ая 

через образы  точек —1, 1 + 2г, 3:

3 4
w(— 1) =  —г, w( 1 + 2г) = — - + - г, w(3) =  г.

5 5

93



Теперь выясним, что является об разом  данного круга. Это 

можно сделать двумя способам и : взять любую внутреннюю 

точку данного круга, например 2 =  0. О б разом  ее должна 

быть внутренняя точка множества и>(0) =  0. Следовательно, 

w (E) =  {ги: |w| < 1} (ри с .9,6 ). Определить об р а з  можно и по об­

ходу границы области. При обходе контура, т.е. окружности 

|г — 1| =  2, в положительном направлении —  от точки 3 через 

точку 1 + 2г к точке —1 —  область остается слева. П ри  обходе 

их образов , т.е. от точки г через точку —3/5 + 4/5 г к точке —г, 

область тоже должна быть слева —  получается внутренность 

круга.

в

у 11

Рис. 9.

2) Так же как и в предыдущем случае, окружность \z — 1| =  2 

отобразится на окружность. Отметим, что при отображении
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w =  вещественная ось отображ ается  на вещественную ось. 

Угол между данной окружностью  и вещественной осью  в точках 

г =  3 и 2 =  —1 равен 7Г/2. Следовательно, в точках w(3) =  4 

и ш(—1) =  0 угол между образам и  данных кривых также 7г/2 

(по конформности). Это означает, что отрезок  [0,4] является 

диаметром окружности. Таким образом , окружность |z — 1| =  2 

отобразится  на окружность |w — 2| =  2, а так как т( 1) =  —2, 

то об разом  заданного круга будет внешность круга |w — 21 > 2 

(рис..9 ,в).

3) Так как точка =  3 переходит в бесконечность, то окруж ­

ность данного круга отобразится на прямую. Поскольку веще­

ственная ось  отображ ается  на вещественную ось  и угол между 

окружностью  \z — 1| =  2 и вещественной осью  в точке —1 равен 

7г/ 2 , т о  и  в  точке ш(— 1) =  1/4 угол между их образам и  (ме­

жду прямой и вещественной осью ) также тг/2. Значит, образом  

окружности \z — 1| =  2 служит прямая Re to =  1/4. О стается вы­

яснить положение полуплоскости. Возьмем внутреннюю точку 

2 = 1  данного множества и найдем ее об раз  и>(1) =  0. Э та  точка 

должна быть внутренней точкой искомого множества. Следова­

тельно, w (E) =  {w: Re to < 1/4} (рис.9 ,,).

П р и м е р  24. Найти об ра з  множества Е  =  (г : 0 < Re 2 <  1} 

при отображении: 1) w =  ; 2) w =

Р е ш е н и е .  М ножество Е  представляет собой вертикальную 

полосу шириной, равной 1 (рис. 10а).

1) Прежде всего вещественная ось при данном отображении 

отобразится  на вещественную ось. П рям ая R e 2 =  0 от об ра ­

зится на прямую , так как точка 0 переходит в оо и w(oo) =  1. 

Тогда по конформности отображ ения в бесконечности найдем, 

что об разом  прямой Re 2 =  0 служит прямая Re w — 1. Д ан­

ная прямая Re 2 =  1 отобразится на окружность, проходящ ую  

через точки 0 и 1. И спользовав конформность в точках 1 и 

оо, получим окружность |it; — 1 /  21 =  1/2 (р и с .10,6). Внутренняя 

точка 1/2 данной области переходит в точку —1, поэтому о б р а ­

зом множества Е  при данном отображении является множество 

w (E) =  {w : Re w <  1, |u> — 11 >  i }.

2) П ри  данном отображении прямые Re 2=0 и R e z = l пере­

ходят в окружности , соприкасаю щ иеся в точке u>= 1, веществен­



ная ось от ображ ается  на вещественную ось , точка г =  0 в точку 

и>= 1 /2.

А Г я " 6

1
I
1 

1 ;

1 4  у /  I
У/Л

Н а основании конформности 

в точках 0 и оо, в точках u i= 1/2 

и w=  1 можно заключить, что 

угол между окружностью  и ве­

щественной осью  составит 7г/2, 

откуда получим окружность 

| w — 3 /41 =  1/4. Аналогично 

определим, что прямая Re г =  

=  1 отображ ается  на окруж ­

ность \w — 1/2| =  1/2. И нако­

нец, так как внутренняя точка

i  данной области переходит в 

точку j, то об разом  множества Е  служит множество ги(Е) — 

=  {w: |u> — 3/4| > 1/4, \w — 1/21 < 1 /2} (рис. 10,в).

.  11. Н айти об ра з  множества Е  при данном отображении и>:

1) Е  =  {г: 1шг =  1}, г/’= ^ 37; ‘2) Е  =  1шг + Re 2 =  1}, и>=

3) Е =  {z:\z~ 1|= 1},

12. Найти об ра з  множества Е  при данном отображении го:

1) Е  =  {г: Im с < 1}, w=( 1 + i)z — г; 2) Е  =  { ~:|г — г| < 1}, 

№=3г + г; 3) £7 —  треугольник с вершинами в точках z\ =  0, 

г 2 =  1, ~з =  i- « ’ =  (— 1 — ?); + 1 + 1.
13. Отобразить  верхнюю полуплоскость на единичный круг 

так, чтобы 1) и>( г)=0, arg » '(? )=  — f ;  2) w( 1-f г)=0, a rg u ) '( l+ i)= ^ .

14. H айти общий вид дробно-линейного п реобразования, ото­

браж аю щ его единичный круг с центром в начале координат на 

себя.
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15. Отобразить единичный круг на себя так, чтобы

1) w (l/2 )= 0 , a rg u /( l/2 )= 0 ; 2) и>(^Цр1)=0, argи/(-Цр-)=7г/2.

16. Найти дробно-линейное п реобразование по заданным 

условиям: 1) точки г, 1 , 1 + г переходят в точки 0 , оо, 1 со ­

ответственно; 2) точки —1, оо, г переходят в точки оо, г, 1 соот ­

ветственно.

17. Н айти об ра з  множества Е при заданном отображении 

w. 1) Е =  {z: |г — 11< 1}, и>=^2 ', 2) Е =  {z:|z|>2},

3) Е =  {г:|г|<1, l m z > 0 } , № = ^ ;  4) Е = {г: \z — 1|>1, \z - 21 < 2}, 

w = £±2; 5 ) Е  =  {г: 1 < |z|<2},

§5. Степенная функция. В етви  \fz

Степенная функция w — zn (п —  натуральное число и п ф  I ) 

регулярна на всей плоскости, конформность наруш ается только 

в точке г =  0 (u /(z) =  и : " " 1 ф 0 при г ф 0).

Если положить г =  rc'v , w =  регв, то рсгв — гпе'пч>, и, при­

равнивая два комплексных числа, получаем р =  г " , в =  nip с 

точностью до слагаемого, равного 2жк. Из последних соотно­

шений видно, что при отображении, осуществляемом степенной 

функцией, лучи, исходящие из начала координат, от ображ аю т ­

ся на лучи, тоже исходящие из начала координат, но угол ме­

жду положительным направлением вещественной оси  и лучом 

изменяется в п раз. О т сю д а взаимно однозначным отображение 

будет только тогда, когда угол не превышает величины 2 ж/п. 

Например, множество Е =  {z : — ж/п <  argz <  ж/п] функция 

w =  zn взаимно однозначно отобразит  на всю  плоскость с р а з ­

резом по отрицательной части вещественной оси . Окружность 

с центром в начале координат степенной функцией w =  zn ото­

бразится тоже на окружность с центром в начале координат, но 

п раз  обходимую , т.е. наруш ается взаимная однозначность.

О пред ел ение . Если для любого z 6 Е существует непрерыв­

ная функция ip(z), удовлетворяющ ая соотношению [<^(z)j =  z, 

то функция <p(z) называется ветвью корня п-й степени и.ч z

(<p(z) =  </7).

Ветви находятся по формуле

У Г  =  $ / Щ  с' _ А: =  0 . 1 , 2 ........ п - 1 ,  ( 4 )

где argz — главное значение аргумента комплексного числа г.
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В любой односвязной области, не содержащей нуля, суще­

ствуют ветви \fz. В частности, если рассм отреть  плоскость с 

разрезом  по отрицательной части вещественной оси, то в этой 

области существует п ветвей -5/2 , каждая из которых является 

регулярной функцией.

Значение tfz, равное \/|7| е!( ЛГ?г^ п (т.е. при к =  0), называ­

ется главным значением и обозначается  ivq'-

W (, $ДГ\ е1 (««**)/". (5)

П р и м е р  25. Найти все значения w и выделить среди них 

главное wo'- 1) w =  \/Т; 2) ги =  \/7; 3) и> =  \/2 — 2г.

Р е ш е н и е .  1) w =  \/Т =  y/]Tf е‘ * »+ =  е1 ^ , А =  0 , 1, 2 , 3,4. 

Главное значение го0 =  1 (при А- =  0).

к =  0 , 1, 2 . Главноезначе-2) ш^г =  =  «■''
п/2 +2 пк

Wo =  е
_  г/6 _ л/3

=  cos — + г sin — =  —  + -. 
о о 2  2

3) w — \/2 — 2г =  ^/|2 — 2г| с
агк (2-2.)+2»

■, к =  0,1. Так как

|2 — 2г| =  \/22 + (— 2)2 =  2\/2, arg (2 — 2г) =  —ж/4, то

w /4-̂-'2кк
к =  0 , 1,

г/’о =  2\/2 г 1 ж! н — 2 V 2  (cos — — г sin —) 
V 8 о /8 8 .

П р и м е р  26. Найти об раз  множества Е  при отображении ре­

гулярной ветвью, выделяемой ее значением в указанной точке:

Е  =  {z\ Im  2 >  0},

Р е ш е н и е .  Найдем все значения \fz в точке 2 =  г:

=  У Н  в*’ ^  =  e W + * k\ к =  0 , 1 .

Отсю да

Г л/2 .у/2

Уг:

,г гг/4 

,г 57г/4 Ж  ,  ,—— f- г —— I при к =  1.
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Следовательно, в данной задаче рассм атривается  ветвь к ор­

ня, полученная при к — 0, т.е. го =  \/\z\e'(агк~^/2. Поскольку 

1ш г > 0, т.е. задана верхняя полуплоскость, то \z\ изменяется от 

О до +оо, a argz —  от 0 до ж. Лля главного значения корня име­

ем | IV i =  v /R ,  откуда 0 < !w | < +оо, a arg го =  ( arg z ) / ‘2, поэтому

О <  arg го < 7г/2. ( 'ледовательно, и>(Е) =  {ш : 0 < arg го <  7г/2}, 

т. е. первая четверть координатной плоскости.

Отметим, что если бы в условии задачи рассм атривал ась  вто­

рая  ветвь корня, то в ответе бы получили не первую, а  третью 

четверть.

П р и м е р  27. Отобразить конформно и однолистно множе­

ство Е  =  {z:zE[i, 7г]} на верхнюю полуплоскость.

Р е ш е н и е .  М ножество Е  предста­

вляет собой плоскость с разрезом  по 

отрезку [г, 7г] (рис. 11, я), ('-начала 

отобразим  множество Е  на плоскость 

с разрезом  по лучу, исходящему из 

начала координат, с помощью какой- 

либо дробно-линейной функции ioi, 

отобразив один конец отрезка [/, 7г] в 

начало координат, другой —  в беско­

нечность: W\=(z — i ) / ( z — 7i). Теперь 

найдем об ра з  множества Е  при этом 

отображении: ii>i(j)=0, w i(7/)=oo и 

возьмем какую-нибудь точку внутри

Рис. 11.

отрезка [г, 7г], например г =  6г. Ее об раз  г/1(6?) =  —5. ( ’ледо­

вательно, об разом  множества Е  при отображении гоi является 

плоскость с разрезом  по отрицательной части вещественной оси

99



(рис. 11,б). Д алее перейдем к плоскости с разрезом  по положи­

тельной части вещественной оси , для чего совершим поворот на 

угол ж в отрицательном направлении: w 2  =  Wif~llr (р и с .11,в). И 

наконец, рассм отрев  главное значение корня и>з =  у/и>2, получим 

верхнюю полуплоскость.

П р и м е р  28. Отобразить конформно и однолистно множе­

ство Е  =  {z : |z| < 1, \z — i| > 1} на верхнюю полуплоскость.

Р е ш е н и е .  М ножество Е  представляет собой луночку (на 

ри с .12,а заш трихована).

1 . л/Л

Рис. 12.

Г оворят , что множество Е  представляет собой луночку, если 

оно заключено между двумя пересекающимися окружностями. 

Э та область довольно неудобная, однако с помощью д робно­

линейного п реобразования  ее можно отобразить на угол так, 

что одна общ ая точка а окружностей отправляется в начало 

координат, другая b —  в бесконечность: w =  (z — a)/(z  — b).
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Найдем точки пересечения окружностей |г| =  1 и \z — i\ — 1:

Г \z\ = 1, Г х/х- + Г = 1,

1|--»|  =  1, \ \/у- + (у ~ I ) 2 =  1,

Г х 2 + у2 =  1,

U 2 + ( j/-  1)2 =  1, Л = - ^  + |, в = # + | .

Угол между окружностями в точке В  (точке А) ранен 7г/3 (по­

скольку Д О  ВС' —  равносторонний, а  угол между окружностями 

равен углу между касательными, а последний —  углу ( 'В О ) .

Запишем какое-либо дробно-линейное преобразование w i, 

отображ аю щ ее данную луночку на угол с вершиной в начале 

координат: и>\ =  (z — A )/(z  — В). Так как u>i(/l) =  0, w\(B) =  оо 

и Ш](0) =  — 1 /2-И'\/3/2, то дуга А О  В  отобразится на луч <р =  2 7т / 3 

(рис. 12,6). Д уга A D B  по той же причине тоже отобразится на 

луч, исходящий из начала координат, причем этот луч об разу ­

ет с первым лучом угол 7Г/3, так как угол между окружностями 

равен тг/З (дробно-линейное преобразование конформно). При 

обходе контура А О В  область остается справа. Следовательно, 

при обходе луча tp — 27г/3 от точки 0 через точку —1/2 + г'л/3/2 

к оо область также должна быть справа. При этом обходе ду­

га А П В  находится сп рава от дуги А О В .  Следовательно, луч, 

на который отобразится дуга A D B , должен быть сп рава от лу­

ча ip =  27г/3. Значит, луночка отобразится на внутренность 

угла, образованного лучами <р =  2-Л-/3 и у? =  7г/3 (рис. 12,в), т.е.

(Е )  =  { w j  : 7 г / 3  <  a r g w i  <  2 тт/ 3 } .

Далее соверш им поворот  так, чтобы одна ст орон а  угла с о ­

впала с положительным направлением вещественной оси: ю2 =  

=  W\ с~7 Ж (рис.12,<!). Наконец, для получения верхней полу­

плоскости увеличим угол от 7г/3 до тг, что можно осуществить с 

помощью степенной функции и>з =  w?.

•  18. Найти все значения w и выделить среди них главное зна­

чение w0: 1) v^T; 2) х/1 + г; 3) \/-'2 + 2г; 4)

5) ^ - 1  - г'; 6) х/^-2 + Зг.

19. Найти о б р а з  множества Е  при отображении регулярной 

ветвыо, определенной значением ее в указанной точке:

1) Е  =  {z: |с| <  9, Im ;  >  0} , w = t/ z , \fz\:= ij2 -  -  ;

2) Е  =  {z: Im  г < О}, w =  f/z, =
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20. О тобразить конформно и однолистно множество Е  на 

верхнюю полуплоскость: 1) E = {z :  — 7г/4< argг<тг/4}; 2) Е  =  

=  {z:\z\<‘2, Im o O } ;  3) £'={г:|г|>1, Im zcO } ; 4) E={z\\z\>\, 

\z — г[< 1}; 5) Z?={z:z£[0, 1 + г]} (z не принадлежит отрезку, 

соединяющему точки 0 и 1 -f г): 6) Е =  { г: гб[—оо, — 2] U [2, +оо] }; 

7) E= {z : Ini ;> 0 , гё[0,3г]}: 8) E={z\ lm :> 0  и г не принадле­

жит дуге окружности \z\=l от точки z=\ до точки 2 =  с1 1Г1 А).

§6. Показательная функция. Ветви Ln г

Показательная функция w =  с' =  ех+гу =  ех(cos у -f i sin у) 

однолистна (взаимно однозначна) в любой полосе, параллель­

ной вещественной оси, шириной 2л- или меньше. Очевидно, что 

| и>| =  сх , Arg i/j =  у + 2пк, к € Z, и в силу периодичности 

=  с-, k-ez.

ш ш ш ш
\а

Рис. 13.

Стандартную  полосу —7г < 1тг < ж (рис. 13,а) показательная 

функция от ображ ает  на плоскость с разрезом  по отрицатель­
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ной части вещественной оси (рис. 13,6), поскольку х 6 (—сю, +оо), 

jw j =  ех £  (0, +00), a Arg w =  у € (—тг, тг).

Если рассм атривать горизонтальную полосу шириной мень­

ше 2тг, а < Im  г < 6, Ь — а < 2тг, то показательная функция 

отображ ает  ее на угол (6 — а) (рис..13,в).

Прямые, параллельные вещественной оси, показательная 

функция отображ ает  на лучи, исходящие из начала координат, 

а прямые, параллельные мнимой оси, —  на окружности с цен­

тром в начале координат. При этом однолистность наруш ается, 

если ш ирина горизонтальной полосы больше 2тг.

О пред ел ение . Если для любого z G Е  существует непрерыв­

ная функция <£>(г), удовлетворяющ ая соотношению = г, то 

она называется ветвью логарифма.

М ножество значений ветвей логарифма ( Ln z )  записывается 

так:

Главное значение ln z  — что та ветвь Lnz ,  к оторая  соответ­

ствует главному значению аргумента г:

В любой односвязной области, не содержащей нуля, сущ е­

ствуют ветви логарифма, например, в плоскости с разрезом  по 

лучу, исходящему из начала координат. При этом главное зна­

чение L n z  отображ ает  плоскость с разрезом  по отрицательной 

части вещественной оси  на горизонтальную полосу (рис. 14).

{ In |z | + iO, где arg z + 2тг&, к £  Z }, (6)

In z =  In |z | -f i arg z, —тг <  arg z <  тг. (7)

Рис. 14.
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Л ю бая  ветвь Ln г отображ ает  плоскость с разрезом  по от­

рицательной части вещественной оси  на горизонтальную поло­

су, полученную сдвигом стандартной полосы — ж < Im г < ж на 

2 жк г, и такое отображение однолистно.

В  плоскости с разрезом  по отрицательной части веществен­

ной оси  определим

г о _  е а  Ь п г  _  +  J f c g Z ,  п  £  С . (8)

В общем случае степенная функция может иметь бесконечно 

много ветвей.

П р и м е р  ‘29. Найти все значения выражений, выделить среди 

них главное: 1) Ln l ;  2) Ln(  — 1): 3) Ln [(l+i)/\/2]; 4) Ln (2-1-5*); 

5) г*; 6 ) 1 ^ ;  7) (1 — г)‘+г.

Р е ш е н и е.

1) Ln 1 =  In 111 + i arg 1 + 2nki. к £  Z, откуда Ln 1 =  0 -)- г • 0 + 

+ 2 irki =  2 жкг. Главное значение In 1 =  0;

2) Ln (—1) =  ln | — 11 + г arg ( — 1) + 2nki =  0 + in  + 2пкг, к € Z.

1 n (— 1) =  in;

3) Ln =  1„
уД

, 1 + г . тг

h , " 7 r  =  ’ 3 ;

4) Ln (2 + 5i) =  In \JA + 25-I- i arctg - + 2жki =  ln \/29 + i arctg - +

_ 5
+2nki, к G Z. ln(2 + 5i) =  ln \/29 + i arctg -;

5) i' =  r l Lni =  r<«»/2+2irti) _  г-ж/2 - 2 тк' k G z  ГлавН0р значе­

ние i’ =  с~ж‘1;

6) l '75 =  с ^  Lnl - * € z  Главное значение l '75 =  1;

7) (1 — г)1+‘ =  (л 1+0 Ll>d->) =  г(1+0(1пх/2-! тг/4+2^Ь)) j, G z  Глав

ное значение (1 — г)1+1 =  ГП+0(1п \/2-« jt/4) _  f ir/4 . f i(in У2-Л-/4)

П р и м е р  30. Пусть точка г движется по окружности \z\ =  2 

в положительном направлении, и для каждого из последующих 

выражений в точке z — 2  выбрано то значение, для которого 

Im  f ( z )  =  0. Считая, что в процессе движения f ( z )  непрерывно 

зависит от z, выяснить каково значение I m/ ( r )  после полного 

обход а окружности , если I) f ( z )= 2  Ln z; 2) f ( z ) =  Ln г— Ln (г+1).

1 + i 1 -(- i . .
— -=̂  + i arg — + 2 n k i =

\/2 6 У2 + 2 nki, к £  Z.
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Р е ш е н и е .

1) По  формуле (6) найдем множество значений 2 Lnz:

2 Ln 2 =  2( In \z \ + i arg z + 2nki) , к £  Z, 

и множество значений Im  2 Ln2:

Im 2 Ln 2 =  2( arg 2 + 2irk) =  4irk.

Так как I m / ( z )  =  Опри к =  0, то выбирается главное значение 

логарифма (см . формулу (7)) / (z )  =  2( In |z| + i arg z ) .

После обхода окружности |z| =  2 в положительном напра­

влении argz получает приращение, равное 2тт. Следовательно, 

Im  f ( z )  после полного обхода окружности изменится на 4тг.

2) ( ’начала выделим ветви логарифма (см. формулу (6)):

Ln z — Ln (z + 1) =  ln |z| + i  argz + 2rrki—

-  ( ln |z + 11 + i arg (z + 1) + i2n l) ; к, I £  Z,

и их мнимые части в точке z =  2:

arg 2 + 27Г к — arg 3 — 2 nl =  2 п (к — I).

Очевидно, что мнимая часть в точке z =  2 равна нулю при 

к =  /, т.е. рассм атривается  следующ ая ветвь:

/ ( z )  =  In \z\ + i arg z + 27Гki — ln |z + i\ — i arg (z + 1) — 2 irki =

\z\
-  In |г + + *( argz -  arg (z + 1)).

Поскольку после обхода окружности в положительном напра­

влении argz получает приращение 2 п (обходится точка г =  0) и 

arg(z + 1) —  такое же приращение 27т (обходится точка г =  — 1), 

то в результате разность a rg z— arg(z + l)  получает приращение, 

равное нулю, и значение Im  / ( z) после полного обход а окруж ­

ности равно нулю.

II р и м е р  31. Найти об ра з  множества Е  при отображении ре­

гулярной ветвью, определяемой ее значением в указанной точ­

ке, если
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1) E = { z :  г€[—oo, 0]}. w~ L n : , Ln z|, = 1 =  0;

2) E = { z :  G[—oo, 0}, u>= Ln z, Ln z\^_{ — 27гг;

3) E = {  z: Re 2 >  0}, w= Ln 2 . L11 г| ,_1+< =  1° \/2 + i гг/4;

4) E =  { 2: Re 2 >  0}, w= Ln 2 , Ln z|,_ =  ln 2 + i ж/4 - 4ni.

P e ш e 11 и e.

1) М ножество E  есть плоскость с разрезом  по отрицательной 

части вещественной оси.

По формуле (6) найдем множество значений логарифма 2 :

L n 2 | =  Ln 1 =  2wki, к £  Z

(см .пример 29,1)). Р ассм атривается  та ветвь логарифма, для 

которой L n 2 ^ _ 1 =  0, т.е. ветвь при к =  0:

w =  In 121 + )' arg 2 =  ln 2 .

Пусть w =  и + iv. Тогда и =  In 12), v =  arg 2 . Так как 

0 < \z\ <  +00 И —7Г < arg 2 <  7Г, ТО —ОО <  и <  +00 И —7Г < V < тг. 

( ’ледовательно. In 2 отобразит плоскость с разрезом  по отри­

цательной части вещественной оси  на горизонтальную полосу

— 7Г < Ini W < IX.

2) По формуле (б) найдем множество значений логарифма: 

^ П2|г_ ! =  27гki, к Е Z (см. пример 29,1)). Вы бирается та его 

ветвь, т.е. то значение к, при котором  2 тгki равно 2 wi (к =  1) и 

видно, что и> =  In \z\ + i arg 2 + 2ni =  ln 2 + 2iri. В данном случае 

функция w представима в виде суммы главного значения лога­

рифма и слагаемого 2тгг, поэтому образом  множества Е  явля­

ется горизонтальная полоса, полученная сдвигом стандартной 

полосы на 2тгг, т.е. ui(E) =  {u> : п < Im  w <  37т} (р и с .15,а).

3) По формуле (6) имеем

Ln 2 =  In 11 + t| + i a rg ( l + г) + 2ттki =

=  ln y/2 + i -- 1- 2irki, к £  Z.
4

Очевидно, что вы бирается главное значение логарифма (при 

к =  0): \г =  In (2 1 + г arg 2 . Так как и =  In 121, а |г| Е (0 ,+ оо), 

то и изменяется от —оо до +оо. Поскольку arg 2 Е (—ж/2, ж/2) 

и v =  a rg2 , то v Е (—ж/2, тг/2), т.е. получается горизонтальная 

полоса w(E) =  {w : — 7г/2 < Imui  < тг/2} (рис. 15,б).
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4) Рассм атривается  ветвь 

логарифма при к = —2, так как 

Ln Z\z- i+i =  1п \/2 4  г 7г/4 — 2- 

-27гг, т.е. w =  I n ; — 47гг. О б р а ­

зом множества Е  при данном 

отображении служит полоса, 

полученная сдвигом полосы 

—7г/2 < Im u; < 7г/2 на —47гг 

(р и с .15,в). Рис. 15.

П р и м е р  32. Отобразить множество Е на верхнюю полуплос­

кость, если 1) Е— {г:2 < 1тг < 5}; 2) E- {z :  1шг > -3, -2 < 

< R er < 4}; 3) E={z:\z - >| >  1, \г - 3i| > 1}.

Р  е ш е н и е.

1) Предварительно отобразим  данную полосу (рис. 16,а) на 

стандартную горизонтальную полосу шириной 7Г, для чего с о ­

вершим следующие преобразования: w\ — z — 2i (параллельный 

перенос) (рис.16,6), w 2  =  ivi ■ тг/3 (подобие) (р и с .16,в).

Р ассм отрим  преобразование w,3 =  си'г. Если w-> =  и + iv , то 

|го3| — eu , argu )3 =  v. Так как и £  (—оо ,+ оо), то си £  (0 ,+ оо). 

Следовательно, |юз| принимает значения от 0 до +00 . Далее, 

поскольку v изменяется от 0 до 7Г, то argw-j также изменяется 

от 0 до тт. В результате последнего п реобразования получается 

верхняя полуплоскость (р и с .16,г).

2) О тобразим  данную полуполосу (р и с .17,а) на горизонталь­

ную полуполосу шириной 7Г, для чего совершим следующие пре­

образования: w 1 =  z + 2 -)- Зг (параллельный перенос) (ри с .17,6),
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ш2 = wi ■ е* (поворот в положительном направлении на угол 
7 г / 2 )  (рис. 17,я ) ,  w 3 = w 2 ■ 7г/ 6  (подобие) (рис. 17,г) и, наконец, 
применение показательной функции w4 = е’"3.

в

%
w2

I » 1Ш1 h
а ж I Ilk

0

*

llllllllllli111!

*3

0

Рис. 16.

Пусть w;i = и +  г и. Так как и £ (—оо, 0), то | г/^41 = еи £ (0, 1), от­
куда argu>4 £ (0 ,7г). Поэтому образом данной полуполосы при 
отображении еи ’ 3 является множество {0 < 1 1 < 1, 0 < arg W4 < n }, 
т.е. верхний полукруг с центром в начале координат и радиу­
сом, равным единице (рис.17,<?). Далее от этой луночки перей­
дем к углу с вершиной в начале координат с помощью дробно­
линейного преобразования w5 = (u>4 +  1) /  ( 1U4  — 1). ( 'начала най­
дем образ отрезка [—1, 1]. Для этого возьмем на нем три точ­
ки — 1, 0 , 1 , которые перейдут в точки 0 . — 1,оо соответственно, 
т.е. образом отрезка [—1, 1] служит отрицательная часть веще­
ственной оси. Отметим, что угол между полуокружностью и 
отрезком [—1,1] в точке с = — 1 равен 7г/2,  а дробно-линейное 
преобразование конформно в любой точке, поэтому угол между 
образами этих кривых (т.е. между лучами) должен быть 7г/2.
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Установим, в какую сторону от отрицательной части веще- 
•гвенной оси следует отложить угол раствора п/2.  Поскольку



при обходе границы полукруга от точки —1 через точку 0 к точке
1 область остается слева, то при отображении и>5 при перехо­
де от точки 0 через точку —1 к точке оо область также должна 
оставаться слева, т.е. третья четверть (рис.17,с). Далее про­
ведем преобразование “поворот” и>в = r 'n w$ и получим первую 
четверть (рис.17,лс). Используя степенную функцию Wj = Wg, 
построим верхнюю полуплоскость (рис.17,з).

3) Множество Е  представляет собой всю плоскость с выбро­
шенными двумя кругами (рис. 18,а). Отметим, что окружности 
|г — г| = 1 и \z — Зг| = 1 соприкасаются в точке г = 2г. Ото­
бразим их на прямые. Это можно сделать с помощью дробно­
линейного преобразования, если общую точку г = 2i окружно­
стей отобразить в бесконечность: w\ = z / ( z  — 2г). Обратим 
внимание, что при этом преобразовании мнимая ось отобра­
зится на вещественную. Так как окружности пересекаются с 
мнимой осью под углом 7г/ 2 ,  следовательно, обе прямые (обра­
зы окружностей) пересекаются с вещественной осью (образом 
мнимой оси) тоже под углом 7г/2 . Так как u>i(0) = 0, то од­
на прямая совпадет с мнимой осью, а поскольку iv\(4i) — 2, то 
вторая прямая проходит через точку w\ =  2 перпендикулярно 
вещественной оси (рис.18,5). Теперь достаточно взять какую- 
либо внутреннюю точку области, например г =  оо. Образом 
ее должна быть тоже внутренняя точка wi(oo) = 1. Поэтому 
и ц (Е )  = {«>) : 0 < Reu'! < 2 }.

а б

Рис. 18.

110



Далее из вертикальной полосы поворотом и преобразованием 
подобия и>2 = wj ■ (тг/2 ) е 17Т/~ построим горизонтальную полосу 
шириной 7г, и , наконец, преобразованием и>л = с' "2 получим верх­
нюю полуплоскость.

• 21. Найти все значения выражений и выделить среди них 
главное: 1) Ln(l +  i); 2) Ln (—10): 3) Ln3; 4) Ln ( — 1 + i\/3 ); 
5) Ln(—1 — 2гУЗ); 6 ) L n ^ ;  7 )(1+ г ') ’; 8)5 ';  9) 1*.

22. Пусть точка г движется по окружности \z\ =  2 в положи­
тельном направлении, и для каждого из последующих выраже­
ний в точке г = 2 выбрано то значение, для которого Im /(z)  = 0 . 
(.'читая, что в процессе движения f ( z )  непрерывно зависит от г, 
выяснить, каково значение Im f ( z )  после полного обхода окруж­
ности, если: 1) f ( z )  =  Ln(l/z); 2) f ( z )  = Ln z +  Ln (z + 1).

23. Найти образ множества E  при отображении регулярной 
ветвью Lnz, определенной ее значением в указанной точке:

1) Е = {  z: z£[—оо , 0]}, Ln z| r_,,;= ln 2 +  i тг/2;
2) E = {  z: z<=[—oo, 0]}. Ln z|._,,.= ln2 — Згж/2;
3) E= {z \  Im z < 0}, Ln •s| . _ _ 1_ !v/3 = In 2 — 2л- г/3;
4) E= {z :  Imz < 0}, L nz |___l t. / j=  ln2 +  47Гг/3;
5) E= {z :  | z | < 1, Im :  > 0}, Ln z| ,_ t̂ ,=  — In 2 +  г тт/2.
24. Найти образ множества Е  при данном отображении 

to = е: : 1) E = { z :  11т г | < 7г}; 2) E={ z:  — 7r < I m z < 0 }; 3) Е ~
- {z:0< I m z < 7r, Re z > 0}; 4) E={z:  — 2 < Im z < l ,  Rez<2};
5) E = {z :  7r / 4 < Im z < 7r /2 }.

25. Отобразить множество E  на верхнюю полуплоскость:
1) Е  = {z: Imz < 5, —1 < Re z < 2}; 2) E  = {z: — 5 < Re z < —2};
3) E= {z :  |z — 1| > 1, |z | <2}; 4) £={z: |z -  1|> 1, | z + l |> l ,  lmz>0}.

§7. Ф у н к ц и я  Ж у к о в с к о го . Т р и г о н о м е т р и ч е с к а я  
ф у н к ц и я  w =  sin z

1. Ф у н к ц и я  Ж у к о в с к о го . Функция Жуковского го = i- (z -f i )
регулярна во всех точках плоскости, кроме z = 0 , конформна 
везде за исключением точек z = ± 1, однолистна в тех обла­
стях, которые не содержат точек, удовлетворяющих соотноше­
нию 2i • Z2 =  1. Такими областями являются как внутренность
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единичного круга, таки его внешность, которые она отображает 
на плоскость с разрезом по отрезку [—1, 1].

Если с = re'* и w = u + iv , то зависимость между координата­
ми при отображении при помощи функции Жуковского выгля­
дит следующим образом:

Из соотношений (9) следует, что функция Жуковского ото­
бражает окружность с центром в начале координат на эллипс

а луч, исходящий из начала координат, — на часть гиперболы

В частности, окружность |г| = 1 отображается на дважды об­
ходимый отрезок [—1, 1], а отрезок [0 , 1] — на луч, идущий из 
точки 1 по положительной части вещественной оси.

П р и м е р  33. Найти образ множества Е = { г  : |z |< l, ImcCO} 
при отображении функцией Жуковского.

Р е ш е н и е .  Множество Е  есть полукруг с центром в точке
2 = 0 и радиусом 1, лежащий в нижней полуплоскости (рис.19,а).

При заданном отображении w = 5(2  + 7 ) отрезок [0, 1] ото­
бразится на луч [1,+оо]. Действительно, из формул перехода 
(9) следует, что и = | ( г  +  £•), v =  0, так как <р = 0, г £ (0,1]. 
Аналогично, отрезок [—1,0] отобразится на луч [—оо, —1]. Ниж­
няя полуокружность ?• = 1, р £ [7г, 2 л"] отобразится взаимноод­
нозначно на отрезок [—1, 1], что следует из формул перехода (9 ): 
и = cos ip, v = 0 , <р £  [тг, 2 тг].

Итак, граница множества Е  отобразится на вещественную 
ось.

Остается выяснить, какая полуплоскость получится в резуль­
тате отображения. Для этого возьмем какую-нибудь внутрен­
нюю точку множества Е , например 2 = —г/2 , и найдем ее образ

(9)



w( — i / 2) = 3t/4. Значит, образом множества Е  является верхняя 
полуплоскость (рис.19,5).

а б

Рис. 19.

П р и м е р  34. Отобразить множество E = { z  : |z |< l, lmz>0, 
на множество G  = {w : |u>| < 1}.

a 6

Рис. 20.

Р е ш е н и е .  Множество E  представляет собой полукруг ра­
диусом 1 с центром в точке :  =  0 и разрезом по отрезку [г/2 , г], 
лежащий в верхней полуплоскости (рис.20,а). Множество G  — 
круг с центром в точке z = 0 и радиусом, равным 1 (рис.2 0 ,6 ).



Преобразованием w\ = z 2  отобразим отрезок [—1,1] на от­
резок [0, 1], отрезок [г/2, г] — на отрезок [—1,—1/4], данную по­
луокружность — на окружность |г| = 1. В результате полу­
чим единичный круг с разрезами по отрезкам [—1,—1/4] и [0,1] 
(рис.20 ,в).

Далее применим функцию Жуковского w 2  = 5 ( ^ 1  +  ^ ) ,  ко­
торая полученное множество отобразит на плоскость с разре­
зом по лучу (рис.20,и), исходящему из точки —17/8 {w2 (—1/4) = 
=  —17/8). Затем совершим параллельный перенос на 17/8: 103 = 
= w 2  +  17/8 — получим плоскость с разрезом по положитель­
ной части вещественной оси. Возьмем главное значение кор­
ня w4 = л/ w i  (получим верхнюю полуплоскость) и применим 
дробно-линейное преобразование w$ = ( 1V4  — i ) / ( u >4 +  г), которое 
и переведет верхнюю полуплоскость на единичный круг.

2. Функция w  = sin 2 . По определению

e'z — е~’г
sin2 = -----—-----. ( 10)

2г

Так как
егг -  e~lz _  1 

2 i 2

то отображение w = sin 2 можно разложить на цепочку отобра­
жений:

W\ = iz = е1 * ! 2  ■ z  — поворот в положительном направлении 
на угол 7г/2;

w 2 = eWl — показательная функция;
ьиз =  е ~ 1 1 ' ! 2  • w 2  — поворот в отрицательном направлении на 

угол 7г/2;
w 4  = | ( » з  +  — функция Жуковского, где w 3  = —i e , z .
Отображение w = sin 2 регулярно, конформно везде, где про­

изводная отлична от нуля, однолистно, если область не содер­
жит точек, удовлетворяющих следующим соотношениям:

{
2] — 22 =  2пк, к ф 0,
2 ] +  22 =  (2к -(- 1)7г, к G Z.

П р и м е р  35. Найти образ множества Е = {2 : — 7Г < Re 2 < 7г,
Iгп 2> 0 } при отображении w = sin 2 .

( - i e " )  +
1

(—г e, z )
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Р е ш е н и е .  Множество Е  представляет собой вертикальную 
полуполосу шириной 27Г, лежащую в верхней полуплоскости 
(рис.21 ,а).

/ 4У  У  У У  /  
— -  —- „

V ,

V  .:

р/>: Л

II
; /
/

Рис. 21.
Проведя указанную выше цепочку преобразований (рис.21,6 ), 

получим плоскость с Т-образным разрезом (рис.21,в).

• 26. Найти образ множества Е  при отображении w = ^ (2  + 7 ) :

1 ) £ = { 2

2) E = { z
3 )  £ ’= { 2

4) E = { z

12 1 <  1 , I m  2 >  0 };

12 1 < 1, -'€[1/ 2 , 1]};
12 1 >  1 , I m  2 >  0 }; 

tt/4 < arg2 < 371-/4}.
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27. Отобразить множество Е  на верхнюю полуплоскость:
1) E = { z : \ z \  < 1, z e [- l ,0 ] ,  гЩ 1/2,1]};
2) E = { z :  \z\ < 1, Im г > 0, zG[i/2,i]};
3) £'={г: |z| < 2, Imz > 0, z€[0,»]}.

28. Найти образ множества Е  при заданном отображении w :
1) E = { z \  — ir/2 < Re z < 7г/2 , Im z >0}, w=  sin z;
2) E={ z:  0 < Rez < тг}, iu=c.osz.

29. Отобразить множество E  на верхнюю полуплоскость:
1) E= {z :  Im z > 0, — 1 < Re z < 1, z£[i,  i oo] };
2) E={ z:  \z — 11 > 1, | z + l | > l ,  l mz > 0 } .



Г л а в а  I I .  И н т е г р а л  о т  ф у н к ц и и  к о м п л ек с н о го
п е р е м е н н о го . Р я д ы

§1. И н т е г р и р о в а н и е  ф у н к ц и й  к о м п л е к с н о го  п е р е м е н н о го . 
И н т е г р а л ь н а я  т е о р е м а  К о ш и

Под контурн ым интегралом от функции комплексного пере­
менного  f ( z )  =  и + iv (z — х + iy, и и v — вещественная и 
м н и м а я  части функции f ( z )  соответственно)  понимается сум­
ма двух криволинейных интегралов от вещественных функций:

и dx — v dy +  i J  v dx + и dy,

I I I

где / — ориентированная гладкая кривая, лежащая в области 
G, в которой функция f ( z ) определена и непрерывна.

Если
z = X(t.) = x ( t)  + iy(t),  t £ [ a , P ] ,

— параметризация кривой /, то контурный интеграл от функции 
комплексного переменного f ( z )  вычисляется по формуле

&j  f ( z ) d z  = j  f { X ( t ) ) X ' ( t ) d t .  (I)

Если функция f ( z )  регулярна в односвязной области G, содер­
жащей точки а и Ь, то справедлива формула Ньютона-Лейб­
ница:

ь

J  f { z ) d z  =  Ф(6) — Ф(а), (2 )
а

где Ф(г) — первообразная функции f ( z ) .

И н т е г р а л ь н а я  т е о р е м а  К о ш и . Если функция f ( z ) регуляр­
на в односвязной области G, то интеграл от этой функции по 
любому за м кн ут ом у  контуру  7 , ле ж а щ е м у  в области G, равен 
пулю:

f ( z ) dz = 0 . (3)/■
7
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Пусть 7 ь  ■ ■ ■ , 7п — кусочно-гладкие замкнутые кривые, обра­
зующие границу области G, ориентированы так, что при их об­
ходе прилегающая часть области остается слева. Такой набор 
будем называть ориентированной границей G  и обозначать dG.

И н т е г р а л ь н а я  т е о р е м а  К о ш и  д л я  м н о г о с в я з н о й  о б л а с т и .
Если функция f ( z )  регулярна в многосвязной области G, то

J
эа

/ (г )  dz  =  0 . (4)

Ориентированная граница (8 G) состоит из п замкнутых ку­
сочно-гладких кривых  71 , 72 ,-•• , 7п> причем -у\ — вне шни й кон­

тур, а 72 , -•• , 7п содержат­
ся в области G  (рис.22) и ка­
ждая кривая  7*, л е ж и т  во 
внешности любой другой 
кривой  7т ( к , т  = 2 , . . . , п; 
т  ф к).

Тогда

Рис. 22. I  f ( z ) d z  = J 2 [  f ( z ) dz.
I  k = 2 ".

(A')

7 l  I k

Другими словами, интеграл по внешнему контуру равен сум­
ме интегралов по внутренним контурам, если контуры 71 , 72 , - - ■ 
. . .  , 7п обходятся в одном и том же направлении.

В дальнейшем, говоря об интеграле по BG, где G  — круг, 
имеем в виду интеграл по окружности \z — а\ =  г в соответствии 
с параметризацией г = а + гегХ, где t £ [0 , 2 п].

П р и м е р  1. Вычислить | dz, где I — прямолинейный от­

резок, соединяющий точки 0 и 3 + 4г.
Р е ш е н и е .  Параметризацию отрезка, соединяющего точки а 

и Ь, удобно задать следующим образом: А(<) = «(1 — t) + bt, где
t е [о, 1].
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В данном примере а = 0, 6 = 3 + 4г. Значит,

А(<) = 0 ( 1  — t) +  (3 +  4 i)t = (3 + 4i)t,  

где t £  [0, 1]. Поэтому по формуле (1) имеем

1 1 

J \ z \ d z  = J  |(3 +  4г')<| • [(S + 4i)t]'dt  = J  л/9 + 16  ■<(3 + 4i)di =
I о о

1
Г t 2= 5(3 +  4*) t d t  = 5(3 +  4t) — = f  +  . o .

П р и м е р  ‘2 . Вычислить J  z dz,  где I — прямолинейный отре-
i

зок, соединяющий точки i и 1 — 2г.
Р е ш е н и е .  Параметризация отрезка /

А(<) = г(1 -  t) + (1 -  2i)t = t + i( 1 -  3<),

где t £ [0 , 1], поэтому по формуле ( 1) имеем

1

J  z d z  = J  [г -  i(l -  3«)](1 -  Зг) dt =

• ч Г 1 +  3z о  
41 -—  t 2  -  it( 1 - 3 0

П р и м е р  3. Вычислить J

— 2 — г.

/
dz

(z -  а)’
где / — окружность

\z — а\ = г, т  — целое число.
Р е ш е н и е. Введем параметризацию окружности с центром в 

точке а и радиусом г: А(<) = а +  re‘‘, t £  [0,2тг]. Тогда по 
формуле ( 1)

Л .
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Рассмотрим два случая:
27Г

а) если тп =  1, то J  = i J  dt = 2ir г;
о

б) если т  ф 1, то

2тг
J  — г г 1 _ т  [  e ^ - ^ ' d t  =  "  е « ' - т *

J i ( l - т )
о

2ж

Л - т
= -------  (е(1- т ) 2*< _  И _  о

1 -  т  V ’

так как e(1- m)2,ri = 1, ибо (1 -  т )  — целое число. 
Итак,

J  =
‘27Г г, если т  =  1,
О, если т  ф 1, т  — целое число.

J  z 4 dz,  где G = { z :  | г | < 2 } ;  2)  J  ^  где G’= {z :  | z |< l } ;

J  ег dz,  где 6'={z:  |z +  i | < l } ;  4) J  —, где G = {z:  1 <  | z |<2} .

П р и м е р  4. Вычислить следующие интегралы по границе 
(dG)  области G:

в с  да

d G  d G

Р е ш е н и е .
1) Функция /(г )  = г4 регулярна в замкнутом круге |z| < 2, 

поэтому она регулярна в более широкой области, содержащей 
этот круг, и по интегральной теореме Коши интеграл по окруж­
ности |z | = 2 от этой функции будет равен нулю.

2) Хотя функция f ( z )  = l / ( z 2 + 4) имеет “плохие” точки — те, 
где знаменатель z~ + 4  равен нулю, т.е. точки ± 2г, но поскольку 
они не принадлежат G, то согласно формуле (3) интеграл равен 
0 .

2
3) Функция f ( z )  = >■' регулярна на всей комплексной плос­

кости, поэтому интеграл по окружности |z + i\ =  1 от данной 
функции равен 0 .
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4) Функция / ( z ) = l / z  регулярна в замкнутом кольце 1<|г|<2. 
Но кольцо не является односвязной областью, поэтому для вы­
числения этого интеграла применим формулы (4) и (4'):

/
за

£  = о.
Z

Следовательно,

n - j
М = 2  М  =  1

dz
>г

где окружности \z\ = 2 и \z\ =  1 обходятся, например, в поло­
жительном направлении. Последний интеграл вычислен ранее 
(см. пример 3), и он равен 2iri. Значит, и данный интеграл также 
равен 2тгг.

• 30. Вычислить:

1) У  |г|с/г,где I — прямолинейный отрезок, соединяющий
I

точки 0 и 1 -(- 2г;

2 ) J  \z\ dz, где / — прямолинейный отрезок, соединяющий
I

точки г и 2 г:

3)/ z d z ,  где / — прямолинейный отрезок, соединяющий 

точки 1 и »;

4) J  z d z ,  где / — прямолинейный отрезок, соединяющий
I

точки i и 2 +  2г;

5) / d m  z)(i2 , где / — ломаная линия с вершинами в
I

точках 0 , 1 +  г, 2 +  г;

6) J  z 2 dz,  где / — ломаная линия с вершинами в точках 
/

О, 1 2 , 2 +  г;
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7) j ----- г, где I — полуокружность \z — i\ =  1, располо-
I

женная в правой полуплоскости ( Re 2 > 0);

8) J  z d z ,  где I — дуга окружности \z\ = 1 , расположенная
I

в первой четверти ( Re2 > 0, Imz > 0);

e: dz,  где I — прямолинейный отрезок, соединяющийч/.
I

точки 0 и 1 +  *;

к , ) /  — dz,  где I — полуокружность |z| =  2 , расположен-
I

ная в нижней полуплоскости ( liri z < 0 ), обходимая от точки 2 к 
точке —2 .

* 31. Вычислить интегралы по границе (д(1) области G:
[ dz 

О J  10» где G =  { z - \ z  +  i\ < 1};
эа

2 ) J  c.os(z2) dz,  где G = {z: \z\ < 3 }; 
да

3) /  где G =
dG

4) j где G  = {z: \z — г| <  l};
dG

/ dz
J ^ T ,  где G =  {z: 1 < |z -  i\ < 2};

dG

/ dz
где G =  {z: 1 < \z -  2 | < 2 };

da

7) J  dz,  где G =  {z: |z +  2*| < l}.
da
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§2. И н т е г р а л ь н а я  ф о р м у л а  К о ш и

Теорема. Если функция f ( z )  регулярна в ограниченной обла­
сти G, непрерывна в зам кнутой области G, то ее значение в 
любой внутр ен ней  точке z этой области выражается через зна­
чение функции на границе области с помощью интеграла Коши:

где граница области G обходится в положительном направлении  
(т.е. при обходе границы область остается слева).

Функция, регулярная в области (7, бесконечно дифференци­
руема, т.е. имеет в этой области производные любого порядка, 
которые находятся по формуле

где К  — замкнутый круг с центром в точке z, К  С G, д К  — 
граница круга. Если /  непрерывна в G , то интегрировать можно 
и по границе области G.

1) G = { z : \ z  + 2\ < 1}; 2 ) G = {z :  \z +  2 | < 3}; 3) G = {z :  \z\ < 1};
4) G= { z: \z\ < 3 }; 5) G =  { z: \z +  2 | < 6 }.

Р е ш е н и е .
1) Подынтегральная функция имеет две “плохие” точки: г = О 

и z = —7 (в этих точках знаменатель обращается в нуль). 
Область G  представляет собой круг с центром в точке —2 и ра­
диусом 1 , причем в этом замкнутом круге функция регулярна, 
поэтому согласно формуле (3) интеграл J  = 0.

2) Здесь области G  принадлежит точка г =  0, в которой по­
дынтегральная функция не регулярна.

Преобразуем подынтегральную функцию следующим обра­
зом:

(6)

ЭК

П р и м е р  5. Вычислить

eV(€  +  7) _  /(чс)
£2 + £ £ — 0 ’
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где данная функция уже будет регулярной в области G. Поэто­
му, применяя формулу Коши (5), получаем

J - /
|€ +  2 |= 3

№
t - 0

d£ =  27гi / ( 0)
1 ‘ 2ni 

2 тп • -  =  — -. 
7 7

3) В этом случае, так же как и в примере 2, точка г 
надлежит области G, поэтому

, ,  _  [  е( Ht -  —

е + ч J е + ч т ■
|{| = 1 |€+2|=з

0 при-

/
4) Заметим, что интеграл не изменяет своего значения, если 

в области G  не попадает новая особая точка. Поэтому здесь, 
как и в примере 3), снова получается то же значение интеграла, 
т.е. J  =

5) В данном случае обе точки z  =  0 и г = —7 лежат вну­
три области G. Построим окружности и 72 с центрами в

точках z = 0  и z = —7 доста­
точно малых радиусов, таких, 
чтобы окружности не пересека­
лись и целиком лежали в обла­
сти G  (рис.23).

В многосвязной области, 
ограниченной окружностями 
\z +  2 | =  6 , 71 и 72 , функция 
регулярна. Поэтому по интег­
ральной теореме Коши для 
многосвязной области (форму­
ла (4')) имеем

/  - ' /У

Рис. 23.

/ dt /?Т 5ё«+/:
А

dt ,
е  + ч  J  е  + ч  J  е  + ч

|£ +  2 |=6  71 72

где все окружности обходятся в положительном направлении.
К каждому интегралу, стоящему в правой части, можно при­

менить интегральную формулу Коши (5):

/
_  2 ni

W T 4  Т "
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(см. пример 1, 2)—4)). Если преобразовать первый интеграл:

/ г а « - / г Й *
71 71

то функция f ( z )  = ег / z будет регулярной внутри области 71 , 
поэтому по формуле (5)

/  S k «= >{- 1] ■2 " = ' - ^ г = ~ ¥
71

В результате получим

г _  2ni 2ni _ 7 27Гг(1 —  е~7)_  _ _  — р  -  _  .

П р и м е р  6 . Вычислить интеграл

2iri J  (£ -  г)3
а а

где G={z: \z\ < 3}.
Р е ш е н и е .  Так как функция f ( z )  — ez регулярна в замкнутой 

области G,  то, применяя формулу (6) при п =  2, имеем

, _  /"(*) _
2 ! 2 '

П р и м е р  7. Вычислить интеграл

Г е2г
J = J (z+\y{z-\)dz'

dG

где G —{ z : \z\ < 2}.
Р е ш е н и е .  Две особые точки подынтегральной функции 

z — — 1 и z =  1 лежат внутри области G,  поэтому построим 
окружности 7 i и 72 с центрами в указанных точках достаточно 
малых радиусов, таких, чтобы окружности не пересекались и
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целиком лежали в области G. Тогда по интегральной теореме 
Коши для многосвязной области (формула (4')) имеем

/ (z  +  1)2(г — 1)
dz  + /

а2 z

где границы 71 и 72 обходятся в положительном направлении. 
Первый интеграл вычислим по формуле (6 ) для функции

f ( z )  = при п = 1:

/
e » / ( z - l )  '2 тп 

( z +  I )2 1! ’

2 ni
2 c~: (z -  1) -  f

( T ^ T r

2z

Z — — 1
=  — — e 7Г2.

Второй интеграл найдем по интегральной формуле Коши (5)
2х

для функции f ( z  ) -  (T+TF:

/
2 2 е е 7гг(с2г/ ( z  +  I)2) -  -  •• -^ М > ’ dz = 2ттг / ( 1) = 2ттi — = 

z — 1 4 2

В результате

5 _2 . е 7П 7Гг . 2 г - 2ч 
2 С ~ 7Г1 --------2 ~ =  ~ 2  )

* Вычислить следующие интегралы по границе (dG)  области G: 

32~ /  ^ ~ 4  d z ' ГДв: >) 1г 1 < !}; 2 ) 6 ’ = {г: | г - 2г| < 2 };

3) G = { z \ \ z  + 2г| < 2}; 4) (7 = {г: |г| < 3}.

33 • J  ^ ^ dz,  где: 1) G = (г: \ z - 2 \ < 1}; 2 ) G = {г: \z\ < 1};
да

3) G — {г: |г 4- 11 < 4}; 4) G — { г: |z 4  2| < 1}.

34. /  , ~f .... где G = {-: |г -  i| < 3}.
У ( г  +  *)3dG

126



• ' /
35- I ~r,------гч dz, где: 1) точка 0 лежит внутри, а точка 1 вне

' 2(1 — г )-1 
ас

контура G; 2) точка 1 лежит внутри, а точка 0 вне контура G:
3) точки 0 и 1 лежат внутри контура G.

6

■ /  _  j ,  dz> Где: *) G =  i z : \z +  М <  0 ; 2) G36

эа
(г2 - 1)(г - 1)

= {z: \z — 1| < 1}; 3) G = {z : \ z  -  г\ < 3}.

/ COS Z
—----—  dz, где G = { г: \z — 1 — г'| < 2 }.
(г -  г)2

[  COS 2  { о »• J 23(22 + 1)^ ’ ГДе +38

ас;

§3. С т е п е н н ы е  р я д ы . Ф о р м у л а  К о ш и  А д а м а р а

ОО

Рассмотрим степенной ряд Y  cn{z — a )n , где а, с„ — комплекс-
п = 0ные числа, г — комплексная переменная.

Областью сходимости этого степенного ряда является круг 
с центром в точке а и радиусом R  (0 < Ft < +оо), который 
определяется по формуле Коши-Адамара:

R  = - = z Y = = .  (7)
lim

п —♦ оо

Если Д = 0, то степенной ряд сходится только в одной точке 
г = а; если R  = +оо, то областью сходимости степенного ряда 
является вся плоскость.

Если функция f ( z )  регулярна в круге \z — а| < R,  то она в 
этом круге единственным образом разлагается в степенной ряд

ОО

f ( z ) =  £  cn( z - a ) n и этот ряд есть ряд Тейлора для функции
п=0

f { z ) ,  т. е.

/ (п>(а) 1 [ f ( z )
с п  =  ------- г—  =  —  /  -----------г—г т  d z ,  л  =  0,  1 , .  . .  . (8)

п\ 2пг J  (z — а)п+1
7
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где 7  — окружность с центром в точке а, лежащая внутри дан­
ного круга.

Основные свойства степенных рядов в вещественном анализе 
справедливы и в комплексном анализе.

П р и м е р  8 . Функцию f ( z )  = 1 / ( z  +  2) разложить в степенной 
ряд в окрестности точки: 1) я =  0 ; 2 ) а =  1 — i.

Р е ш е н и е .
1) Найдем производную rt-го порядка данной функции:

f ( n ) { z ] =  +  2 ) _ 1 ] (” >= ( - 1К - 2 ) -  ■ . ( - " К *  +  2 ) - " - 1

и вычислим значения производных в точке z — 0 : f ^n \ 0 ) = 
=  (—l)"n! 2- " -1 . Тогда сп = = ( —1)” 2- " -1 , и функция
разлагается в окрестности точки я = 0 в следующий ряд Тей­
лора:

/(г )  = ——  = £  *"•
2 +  2 2"+1 п =  0

Найдем радиус сходимости этого ряда (формула (7)):

д =  1 I  =  _ _  1

\ im Ш  ^ | ( - 1)»2 -» -Ч

= ^
2_1 lim т/2-1

п  —♦ СЮ

Следовательно, разложение данной функции в ряд Тейлора в 
окрестности точки я = 0 имеет место в круге |г| < 2 .

Отметим, что разложить функцию в ряд Тейлора можно и 
другим способом, используя известные разложения элементар­
ных функций в степенные ряды. В нашем случае воспользуемся 
формулой для суммы бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии

1
Y Z 7  = если |^| < 1. (9)

^  п =  0

Преобразуем данную функцию следующим образом:

1 1 1 1
7 Т 2  “  2(1 +  | )  ~  2 1 -  ( -  | ) '
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1 _ 1 1 _ i f  f-iv = V  till 2п 
2 + 2 2 1 — ( — | )  2 ^ - Л  2 /  ^  2-+1 ’

V 2 / n  =  0 n  =  0

причем разложение имеет место, если |—z / 2 | < 1,т.е. при |г| < 2 .
2) При решении воспользуемся разложением (9), для чего пре­

образуем данную функцию следующим образом:

И спользуем  разлож ение  (9), п о л а г а я  £ =  —г/2:

2 + 2 (2 — 1 + *) — (f — 3) I -  .3 1 - 2 ^ Ш

п = 0 4 7 n=0 v '

(Здесь положено £ =  г~_!зг.)
Этот ряд сходится при условии \ ч & \ < 1, 12 — 1 + г I < I г — 3| 

или |г — 1 +  г| < у/Ш, т.е. радиус сходимости R  =  л/ТО-
П р и м е р  9. Функцию f ( z )  = ег разложить в степенной ряд в 

окрестности точки а = 1 +  г.
Р е ш е н и е .  Воспользуемся известным разложением элемен­

тарной функции в окрестности точки а =  0 :

00 СП

= £ -  <1С)) '  71!

Напомним, что Я = +оо, т.е. ряд сходится на всей плоскости: 
|£| < +оо. Преобразуем данную функцию следующим образом:

/(•О

Если положить £ = 2 — 1 — г, то по формуле (10) придем к 
следующему разложению данной функции в степенной ряд:

/(2 ) =  e. =  f W . f ;  ' Г
гг =  0

причем R  = +oci, т.е. ряд сходится для всех 2 .
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П р и м е р  10. Функцию /(г )  =  sin 2 разложить в степенной ряд 
в окрестности точки а = г.

Р е ше н и е .  Преобразуем данную функцию следующим обра­
зом:

и воспользуемся известными разложениями элементарных фун­
кций в степенные ряды в окрестности точки а — 0 :

причем радиус сходимости R  =  +оо.
П р и м е р  11. Разложить в степенной ряд в окрестности точки 

я = 0 ветвь корня \J z +  г, определяемую значением в указанной 
точке:

Р е ш е н и е .  Известно, что у корня квадратного могут суще­
ствовать две ветви (см. главу 1, §5, формула (4)). С помощью 
начального условия определим, какая ветвь рассматривается. 
Для этого сначала найдем все значения \ / z -f i при 2 =  0:

f ( z )  = sin 2 = sin [(2 — i) 4- г] =
= cos i ■ sin(2 — i) +  sin i ■ cos(2 — г)

(П)

(12)

Приняв в формулах ( 11) и ( 12) = 2 — г, получим

V z  + i |г_ 0 = \ f i  = х/Щ с' В '2+ =  е
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С ледовательн о ,

р1 т / 4  _  — если к =  О,
V2

р' 57Г/ 4 =  — если Jb =  1,
V 2

и надо рассматривать главное значение корня (см. главу I, §5, 
формула (5)), т. е. ветвь корня при к = 0.

Разложим данную ветвь в степенной ряд, Для этого проще 
всего использовать разложение ветвей \ /1  +  £ в окрестности 
точки £ = 0 :

i / r r i = ( v W i + i ; ” ( ” | ) ( " г ,  —  t + 1 > V .к\к = 1
(13)

где |£| < 1, а УТ = е* к = 0 , 1,. .. , п -  1. При каждом фикси­
рованном к получится разложение определенной ветви корня в
степенной ряд. ____

Проведем следующие преобразования: л/z  +  * = \ Д  ■ \ / 1 +  z /г, 
где \ Д  — (1+г)/\/2- Использовав формулу (13) при£ = z / i , п =  2, 
получим разложение регулярной ветви корня в степенной ряд

V ^ V  • £ ,  »
OO

^ 2  V1 + 2 i + ^  2 ‘ .jfc!(i)‘

fc =  l

! +  * Л  ,  ̂ . ^ ( - l ) * - 4 - 3 - . . . - ( 2 t - 3 )  Л  =

H ' Y n  г I V - ( - l )  ( 2 t - 3 ) ! !
v^2 \  2 i ik (2*)!!

который сходится для всех г, удовлетворяющих неравенству 
|г/г| < 1, или \z\ < |г|, или \z\ < 1.

П р и м е р  12. Разложить в степенной ряд в окрестности точки 
я =  1 ветвь логарифма, определяемую значением в указанной
точке: Lnzl , = —4тгг.12—1

Р е ш е н и е .  Отметим, что множество значений ветвей ( Ln; )  
логарифма г (см. главу I, §6 , формула (6 )) записывается так:

{ In \z\ Н- i arg г +  ‘lirki : к € Z },
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где argz — главное значение аргумента z (см. главу I, §6 , фор­
мула (7)).

Найдем все значения Ln 1: Ln 1 = 2irki, к £ Z (см. главу I, §6 , 
пример 1).

В нашем примере рассматривается та ветвь логарифма, для 
которой значение Lnz|z_ =  — 4тгг, т.е. 2 n k i = —4wi, откуда к= — 2. 
Следовательно, в степенной ряд в окрестности точки а =  1 надо 
разложить функцию /(z) =  Ln |z | -f г arg z — 4жг = In z — 4ni, где 
lnz — главное значение логарифма г.

При решении проще всего использовать разложение в окрест­
ности точки о =  0 главного значения 1п(1 +£) :

00 СП
1п(1 + 0  =  Х ) ( - 1 ) ”_ 1ТГ- К1< ! - (14>1п = 1

Лля этого проведем преобразования

f ( z )  = In z — 4-тгг =  ln [l +  (г — 1)] — 4iri 

и применим формулу (14), полагая £ =  z  — 1:

f { z )  = - 4 n i  + j r ( - l ) n - l { Z ~ i y i ,^ ' п
п =  1

где | z -  11 < 1.
П р и м е р  13. Разложить в степенной ряд в окрестности точ­

ки а =  0 ветвь Ln (z2 — 3z + 2), определяемую значением 
Ln (z2 — 3z +  2)| =  ln 2 — 27гг.

Р е ш е н и е .  Прежде всего найдем все значения Ln2:

Ln (z2 — 3z 4 - 2) | г_ 0 =  Ln 2 = In 2 + i arg 2 + 2irki =
= In 2 4- 2irki, l : £ Z .

По условию задачи последнее выражение должно равняться 
In 2 — 2тгг, т.е. In 2 4  2жki  = In 2 — 27П, где к — целое число. Это 
возможно только при к = — 1. Следовательно, в данном примере 
рассматривается ветвь логарифма /(z)  = ln(z2 — 3z 42) — 2тгг, где 
ln(z2 — 3z 4  2) — главное значение Ln (z2 — 3z 4  2).



Проведем преобразование

/(г) =  1п(г2 —  Зг 4  2) —  27гг =  1п(г —  2 )(г —  1) —  2ivi =
=  1п(г —  2) 4- ln(z —  1) —  2ni,

где под ln(z — 2 ) и ln(z — 1) понимаются главные значения лога­
рифмов (z — 2 ) и  ( z — 1).

К каждому из этих логарифмов, предварительно их преобра­
зовав, применим формулу (14):

In(Z  -  2) =  1м(—2) ( l  -  | )  =  ln(-2) 4  In ( l  -  Z- )  =

ОО -

= ln( - 2 ) + l „[ l  + ( - i ) ] = l „ ( - 2 ) + S ( - i r ' ( - i ) " -  =
n  =  1

°C n OO n

П —1 П — 1
l~l < 2 :

ln(c — 1 ) = ln( — i )(1 — z) — ln( — 1) + ln( 1 — z ) = ln(—1)+

Vl_i ( - z ) n _  l t z

П = 1
4  In [1 4  ( - г ) ]  =  l n( - l )  4  £ ( - l ) " - ’L_?L  = jn(_ i )  _  V

ii nn = 1

\z\ < 1.

Искомое разложение есть сумма полученных разложений. 
( Следовательно,

ОО y i  ОО ^

/ (г)  = 1п(—2 ) -  V  4  ln(— I) — У ] - ---- 2ттг =п . 2п п
п = 1 П— 1

zn/  1 |
= ln(—2 )( — 1) -  2ттi -  +  -

“  V п ■ 2п п
71— 1

=  1 п 2 - 2 т г  i - f ' ( -  + — ) z n ,V п п ■ 2 п JП= 1

где \z\ < 1. (Поскольку оба ряда сходятся в круге \z\ < 1, а 
вне круга один ряд сходится, а другой расходится, то область 
сходимости \z\ < 1.)



n f  ( z - 2 i)n . (--!+>)". о\ V- _Li±iT_. 44 V1 <,3+4.*ll (z _  j)n ■
'  Z-v 5 " + i  > ' L .  3 n( 1 -f-n*) ’ ’ '  ' n  ( 1 + t  )n ’ '  L—* n ( n  +  l )  '  '  ’ 
n = 0 n = 0 ' n = l  v n = 1OO OO OO

5) ^  [3 +  ( - l ) " ] n : n; 6) £  cos in ■ (z -  i)n ; 7) £ s i n i n - z n ;
n = 0 n=0 n=0
oo oo oo

8 ) £ ( „ + a " ) ( z + 2 i ) " ;  9) 10) £  № )
n =  l n =  l n  =  l

oo oo oo
l l ) £ ( - l ) " i " ( n + l ) ( n + 2)(z+ l)";  1 2 ) E f e ;  13) £  e2n,(*-3«)n ;

n = 0  n  =  l n —0
oo oo oo

14) E c o s n ( i ) z " ;  15) jT(5i)n z3n; 16) £  n\ zn!.
n =  l n = 0 n =  l

40. Следующие функции разложить в степенной ряд в окрест­
ности указанных точек и найти радиус сходимости ряда:

I ) 7^ 2 - я= — 3; 2 ) j ,  a = 2 ; 3) , ^ _ 3 z + 2  > a = 0 > 4) г?_4г+13, a—0 ,
5) sin 2z — 2 sin z, a = 0; 6) sin(2z — z2), a=l ;  7) ez, a=2?;
8) y/z,  a = l  + i, если рассматривается ветвь корня, удовлетворя­
ющая условию л/?|г=1+< = Ш ;

9 ) \ f z ,  a = l ,  если рассматривается ветвь корня, удовлетворяю­
щая условию s/T =
10) Lnz, а=г, если рассматривается ветвь логарифма, удовле­
творяющая условию Lnz|  =  i
II) Lnz,  a=2, если рассматривается ветвь логарифма, удовле­
творяющая условию Lnz|  _ 2 = In2 +  2iri\

12) Ln(z2 +  9), a = 4, если рассматривается ветвь логарифма, удо­
влетворяющая условию Ln (z2 +  9) | г_ 4 = In 25 — 2ni.

•  39. О п р ед ел и ть  ради усы  сходимости рядов:

§4. Р я д  Л о р а н а

Ряд вида

- f  ОО — 1 ОО

] Г  cn( z - « ) " =  £  cn( z - a ) n + J 2 c . n ( z - a ) n , (15)
п  — — оо п =  —оо п = 0

где а, сп — комплексные числа, 2 — комплексная переменная, 
называется рядом Лорана.
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Ряд £2 cn(z — а)п называется главной частью ряда Лорана ,
п = —ОС
оо

а ряд У  cn(z — а)" — правильной частью ряда Лорана.
п=О

Областью сходимости ряда Лорана является концентриче­
ское круговое кольцо с центром в точке а: р < \z — а\ < R.

Теорема . Если функция f ( z )  регулярна в кольце р < \z — a\ < R, 
то она раскладывается в этом кольце единств енн ым образом в 
ряд Лорана, коэффициенты с.п которого находятся по формуле

c" = W i J  "  =  ° ' ± 1 ' ± 2 ........  <16>
7

где 7 — произвольная окружность с центром в точке а, л е ж а ­
щая внутри данного кольца.

На практике при нахождении коэффициентов сп стараются из­
бегать применения формулы (16), так как она часто приводит к 
громоздким вычислениям. Обычно, если это возможно, исполь­
зуются разложения элементарных функций в ряд Тейлора.

Если функция /(г )  регулярна в окрестности бесконечности, 
т.е. в области {z : R  < \z\ < оо}, то она единственным образом 
раскладывается в ряд Лорана:

оо 0 оо

/ ( г ) =  £  en ; " =  £  cn z n +  Y , C n z \  ( 1 7 )
п — — оо п —— со П — 1

оо
причем ряд У  cn z n называется главной частью ряда Лорана в

П =  1
О

окрестности бесконечности , а ряд У  cn zn — его правильной
П — — 00

частью.
Лля разложения функции в ряд Лорана в окрестности бес­

конечности обычно рассматривают преобразование инверсии 
£ =  1 / г  (чтобы бесконечность перевести в начало координат), 
раскладывают полученную функцию в окрестности нуля и про­
изводят обратную замену.

П р и м е р  14. Функцию f ( z )  = разложить в ряд Ло­
рана в следующих областях: 1) в кольце l< |z |< 3 ; 2) в окрест­
ности точки а=г; 3) в окрестности точки а= 3; 4) в окрестности 
бесконечности.

-1

135



Р е ш е н и е .
1) Данная функция регулярна в кольце 1 < \z\ < 3 ( “плохие” 

точки г, —г, 3 не принадлежат кольцу), поэтому она единствен­
ным образом раскладывается в ряд Лорана.

Для нахождения разложения данную дробь разложим на про­
стейшие:

2 + 1  А В  С
(г2 + 1)(г -  3) ~  г -  i +  г +  i +  г -  3 ’

при этом А =  2/3, В  = 2/3, С  = -1 /3 .
При разложении в ряд каждой дроби используем разложение 

элементарной функции 1/(1— £) в степенной ряд (см. §3, формулу
О))-

Разложим первое слагаемое, полагая £ =  i /z:

А А I А

п = О
----------- =  - У л - )  = а У 2 — гг-2 1 —-  2 /  2n + 1

Этот ряд сходится там, где |£| =  \i /z\ < 1, т.е. где \z\ > 1. 
Аналогично поступим со вторым слагаемым:

в в 1 _  в  ^  f  i \ n A  (-O ’1
2 + г 2 1 +  -  2 ' V z J  z n+l

Z п = 0  п=О

где \z\ > 1.
При разложении третьей дроби, поскольку \z\ < 3, в знамена­

теле за скобку вынесем не 2 , а 3, т.е. число, большее по модулю:

С  С  1 ОО ОО п

4  Е ( | )  = - < ■ • £  5 И Г .

где \z\ < 3.
В результате приходим к следующему разложению данной 

функции в ряд Лорана в кольце 1 < 12 1 < 3:



2) Отметим, что хотя в данном случае функция регулярна в 
“вырожденном” кольце 0 < \z — i| < 2 (т.е. в некоторой окрестно­
сти точки », исключая точку г), по теореме о разложении функ­
ции в ряд Лорана она раскладывается в этом кольце в ряд Ло­
рана единственным образом.

Аналогично случаю 1) рассмотрим отдельно каждую дробь, 
на которые раскладывается данная функция.

Дробь A / ( z  — i) представляет собой ряд Лорана по степеням 
г — г, но содержит всего одно слагаемое. Очевидно, что это 
разложение имеет место там, где г ф г, т.е. \z — г| ф 0 .

Вторую дробь разложим по степеням z — г, предварительно 
проведя некоторые преобразования:

В  В  В  1
г  +  г ( г  — г) +  2 г 2г 1 +

в  ~  ”  ( _ 1)П
2i 2 - Д  2г /  \  (2г)"+! ( ) '

п = 0  4  '  п = О v ’

где |г -  t| < 2 .
Аналогично поступим с третьей дробью, заметив, что функ­

ция регулярна в окрестности точки а — г:

С  С  С  1
3 (z -  i) +  (j -  3) г -  3 l + f z i

С* °° /  • \ п оо л
=  ( ~  Т Г з )  = - ( - I I  (3 _  ,-)п+1 (г ^ гГ .

п —0 4 7 п  = О v 7

где \z — i | < |3 — *|, или |z — г| < \/Т0.
В результате придем к следующему разложению данной фун­

кции в ряд Лорана в окрестности точки г =  i:

Л °° ( _ П П 00 1
л*> =  г г т + в £ щ ^ < * " Т - с 5 : р ф т (- < г  =

n =0 v ’ n = 0  v ’

г -  i 3 ^  (2*)"+11 '  3 ^  (3

п  — 0

2 ( 1)n +  I
3(2г)п+1 3(3 — г)п+1
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где 0 < \z — i\ < 2 , т. е. областью сходимости ряда является 
пересечение областей сходимости трех рядов.

Отметим, что главная часть ряда Лорана (та часть ряда, ко­
торая содержит только отрицательные степени (г — г)) состоит 
из одного слагаемого. Правильная же часть ряда содержит бес­
конечное число положительных степеней (г — г).

3) Данная функция регулярна в “вырожденном” кольце
О < \z — 3| < v/IO, поскольку особые точки i и —г лежат на окруж­
ности | z — 3| = vTO.

Рассмотрим отдельно каждое слагаемое из разложения дан­
ной функции на простейшие дроби. Дробь A / ( z  — i) регулярна 
в окрестности точки 3, поэтому раскладывается в окрестности 
этой точки в степенной ряд:

А _  А  _  А  1 _  А 1 
z -  г (г -  3 )+  (3 -  г) 3 -  г 1 +  3 -  г 1 -  4 f |

_ Л _  ~  ( г_ - з у  “  J z - 3 T _
_ 3 — г п^о Vг — 3 /  — Q (г — 3)n+1

где | | 5 | |  < 1, или \z — 3| < |» — 3|, или \z — 3| < \/То, т.е. ряд 
сходится в круге с центром в точке 3 и радиусом \/Т0 .

Аналогично поступаем со вторым слагаемым:

В _  В  _  1 _  _ В _  / _ z _ - 3 у  _
z + i (z -  3) +  (3 +  г) 3 +  i 1 +  3 +  V 3 + i )

- o f '  С- 1 )” / _  o\n
^ - ; ( 3  +  »)n+1n = 0

где 1 |  < 1, или \z -  3| < \/Г0.
Последнее слагаемое C / ( z  — 3) представляет собой ряд 

Лорана, состоящий из одного слагаемого, сходящийся в любой 
точке z, кроме z =  3, т.е. он сходится во всех точках z, таких, 
что \z — 3| ф 0.

В результате приходим к разложению данной функции в ряд 
Лорана в окрестности точки z — 3:
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где 0 < \z — 3| < \/ТО
4 ) Для выяснения поведения функции в окрестности беско­

нечности применим преобразование инверсии £ = l /z  для того, 
чтобы бесконечность перевести в начало координат. Для этого 
определим функцию д(£) следующим образом:

Разложим функцию у(*) в ряд в окрестности точки а = 0, за­
тем сделаем обратную замену £ =  l /z  и получим разложение 
функции f ( z )  в окрестности бесконечнос.ти.^Для этого каждое 
слагаемое из разложения функции д(£) на простейшие дроби 
разложим в ряд в окрестности точки а = 0 :

~ 1 - г *  "  1 +  £ * 1 - 3 * ’ 
где А  = В  = 2/3, С  =  —1/3, * # 0 .

A t  B t  a t
- А т  + т—V: +  т—^

где |г*| < 1;

где | — г*| < 1, или |*| < 1;

где |3*| < 1, или |*| < 1/3.
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В результате получим следующее разложение функции д(£) в 
ряд в окрестности точки а =  0 :

и учитывая, что £ ф 0, получаем 0 < |£| < 1/3 — область сходи­
мости трех рядов — вырожденное кольцо с центром в точке 0 и 
радиусом 1/3.

Переходя в последнем разложении к переменной z, £ =  1/z 
(z ф сю), получим разложение функции /(г )  в ряд Лорана в 
окрестности бесконечности:

П р и м е р  15. Функцию /(г )  =  (г2 4  2z  4  3) sin разложить в 
ряд Лорана в кольце 0 < \z — i| < оо.

Р е ш е н и е .  Множитель, стоящий в скобках, есть многочлен 
второй степени, который является регулярной функцией на всей 
плоскости, поэтому он раскладывается в ряд Тейлора в окрест­
ности точки а — i.

Найдем значения многочлена и его производных в точке г:

Далее, используя разложение элементарной функции sin£ в 
ряд Тейлора в окрестности точки а — 0 (см. §3, формулу (11)) и 
полагая £ = l / ( z  — г), имеем

00 Г ‘2 '2 1
*(€) =  £  з (*Г + з (-*)" - 3" -1  С +\

( z 2  +  2 z 4- 3)\z=. _ 2 4  2 i,

(г2 4- 2z 4  3)'|г=; =  (2z 4- 2)|2_i =  2 4  2i, 

( z 2  4  2z 4- 3)"|2=i =  2, 

( z 2  4  2 z  4  3 ) ^ | г_(. =  0 для A: =  3 , 4 , . . . ,
поэтому

22 4  2z 4  3 =  (2 4  21) 4  (z -  i) +  1  (z -  i ) 2  = 

= (2 4  2i) 4  (2 4  2i)(z -  i) 4  (z -  i )2.

0 < \z — i| < oo.



В результате получаем следующее разложение данной функ­
ции в ряд Лорана по степеням (г — г) в кольце 0 < \z — г| < оо:

°° (_л  \гг ]
f { z ) =  [(2 +  2i )+ (2+ 2 i)(z -  г')+(г -  i )2] ^  +Т)] {Г-

= ( 2  + 2г ) ] Г
п=0

( - 1)" 1

' ( - 1)" 1 , fQ , О-ч ( - 1)" 1 ,
(2п +  1)! (г — г)2п+1 ’ {‘I n  +  1)! (г -  г’)2"

+ (2п + 1)! (г — i)2n_1.

П р и м е р  16. Разложить в ряд Лорана в окрестности беско­
нечности главное значение логарифма f ( z )  = In ( 7^7) ■ 

Р е ш е н и е .  Введем в рассмотрение функцию

9К,=/Ш =," Ш ) =1п(1т£)■
и разложим ее в ряд в окрестности точки * = 0 , используя фор­
мулу (14):

°° (_ 1 U* — 1
д(О =  1п(1 -  Щ) -  ln(l + Щ) = J 2  (— 1 ---- (-*'0 " -

л ^П = 1

_  j -  м у  = =
П = 1 ^ П = 1

г'п (1 -4- ( — П п_1,1 00
=  - Е —  „

п = 1 * = 1

0 < |*| < 1.
Возвратившись к старой переменной z, t  = 1 / ,  окончательно 

получим разложение функции /(г )  в окрестности бесконечности:

°°  j2 k  — 1 / i x 2 * - 1

Л*>~’Е £ т т ф 1 < Ы < оо.

• Данную функцию разложить в ряд Лорана в указанной обла­
сти либо в окрестности указанной точки. В последнем случае 
определить область, в которой разложение имеет место:

141



42- тфт}'  1<cl2 +  Ч<2-
43. 1< |г |< ‘2.

44- г(г+1)и _3)> 1<1-1<3-

45‘ гД'+5— 8 ' « = - 4 -
46.7^+51+2- 1) «= -  2 , 2 ) а=ос.

47- ( „ 2̂ - 0 ’ 0  а = 2г, 2 ) а=оо.
48. (г+1)4(г_2), а=  -  1

49. 1) а= ~  Зг, 2) а=оо.

50. г'Т5, а=  — 2.
51. sin а=  — 1.

52. е ^ ,  а = 0.
53. cos Z ^ zi , а=3.

54. (г2 + 5) е 1̂ 7 , «= 1.
55. (г2 — Зг +  2) cos а= — i.

56. Главное значение логарифма f ( z ) =  In

41. 2 < |z |< 3 .



§1. И золированные особые точки функции

Точка а называется изолированной особой точкой функции 
/(г) , если функция f ( z )  регулярна в некоторой окрестности точ­
ки а, но не регулярна в самой точке а, т. е. если функция регу­
лярна в вырожденном кольце 0 < \z — а\ < е.

Изолированная особая точка а называется устранимой особой 
тонкой функции f ( z ) ,  если существует конечный предел функции 
/(г)  при г —> а.

Изолированная особая точка а называется полюсом функции  
/(г) , если lim f ( z )  = оо.

2  —♦ ОО

Изолированная особая точка а называется существенно осо­
бой точкой,  если эта точка и не устранимая, и не полюс.

Теорема 1. Д л я  того чтобы точка а была устранимой осо­
бой точкой функции f ( z ) ,  необходимо и достаточно, чтобы в 
разложении функции в ряд Лорана в окрестности этой точки  
коэффициенты сп равнялись нулю для любого п < 0 , т.е. чтобы 
разложение  функции в ряд Лорана не содержало отрицательных  
степеней (z — а):

ОО

/(*) =  £  «*,(*-<*)". ( 1) 
п=0

Теорема 2. Д л я  того чтобы точка а была полюсом функции  
f ( z ) ,  необходимо и достаточно, чтобы главная часть разложе­
ния функции в ряд Лорана содержала лишь конечное число нену­
левых слагаемых:

-f-oo
Л г) -  Y 2  cn ( z - a ) n , c_k ф 0 , к > 0 . (2 )

п — — к

В этом случае точка а называется полюсом порядка к функ­
ции f ( z ) .

В случае k = 1 полюс называется простым.
Если точка о является для функции f ( z )  полюсом порядка к, 

то функцию /(г )  можно представить в виде

где g(z)  — функция, регулярная в точке а и д(а) ф 0 .

Г л а в а  I I I .  В ы ч е т ы  и  и х  п р и л о ж е н и я

<3>
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Теорема 3. Д л я  того чтобы точка а была существенно осо­
бой для функции f ( z ) ,  необходимо и достаточно, чтобы главная  
часть разложения функции в ряд Лорана в окрестности этой 
точки содержала бесконечное м н о ж е с т в о  членов  с отрицатель­
н ы м и  степенями (z — а):

+ о о

f ( z ) =  сп ( г - а ) п .  (4)
71 —  — ОО

Если бесконечность является изолированной особой точкой 
функции /(г )  и £ =  1 / г  — преобразование инверсии, то бес­
конечность для функции f ( z )  называется устранимой, полюсом 
или существенно особой точкой тогда и только тогда, когда 
точка £ =  0 является соответственно такой же для функции 

=  / ( 1/ 0 -
Теорема 4. Д л я  того чтобы изолированная  особая точка-  

бесконечность была устранима для функции f ( z ) ,  необходимо и 
достаточно, чтобы разложение функции в ряд Лорана в окрест­
ности бесконечности не содержало пол ожительных степеней z:

о
f ( Z) =  Y1 с" г"-

п  =  — ОО

Теорема 5. Д л я  того чтобы изолированная особая точка-  
бесконечность была полюсом функции f ( z ) ,  необходимо и доста­
точно, чтобы разложение  функции в ряд Лорана в окрестности
оо содержало конечное число пол ожительных степеней z:

к

f ( z )  =  с„2п, к > 0, ск ф 0 . (6 )
п  =  — ОО

Теорема 6 . Д л я  того чтобы изолированная  особая точка-  
бесконечнос.ть была существенно особой для функции f { z ) ,  необ­
ходимо и достаточно,  чтобы разложение функции в ряд Лорана  
в окрестности бесконечности содержало бесконечное число по­
л о ж ит ель ны х  степеней z :

+ <х>

f ( z ) = с" гП’
П  =  — ОО

т. е. для любого п > 0 существует такое т  > п, что ст ф О,
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П р и м е р  1. Найти особые точки функции, выяснить их ха­
рактер и исследовать поведение функции в окрестности беско­
нечности: 1) 2) г, 4 4)3 ; 3) 5 ^ ;  4) е‘/ г ; 5) е1/ 2';
6) (2z3 +  3 i)e1/(*+ 0 ; J ^ s i n ^ ;  8) ^  9 ) z 2 + s i n i ;
10) 2 е~~.

Р е ш е н и  е.
1) Особыми точками функции являются точки, в которых зна­

менатель обращается в нуль, а числитель не равен нулю.
Найдем корни знаменателя (см. главу I, §5, формула (4)):

,5 +  1 = 0 , =  zt =

zo=e ’ п / 5 , zx=e ‘ З ж / 5 , г 3 = е " = - 1 , z 3 =ei7"/ 5 , z4  = ei9^ 5. 

Так как lim 2-s — OQi то каждгия из точек z k является по-
z - * z k г + 1

люсом. Порядок полюса определяется кратностью нуля знаме­
нателя. Поскольку каждая из точек является нулем первой 
кратности знаменателя (производная знаменателя в точках г* не 
равна нулю: ( z 5  +  1)'| =  5z i  Ф 0 , то z0, z \ , . . .  , 24 — полюсы' Z—Zk
первого порядка (см. формулу (3)).

Теперь выясним поведение функции в окрестности бесконеч­
ности. Положим 2 =  1/£ и рассмотрим функцию

а(П = 2 Ф 3 +  3 =  (2 + З а ^ 2
( | ) 5 +  1 ! + ^ 5 ' ■

Так как lim^(^) =  0, то £ =  0 — устранимая особая точка

функции Значит, бесконечность — устранимая особая точ­
ка данной функции.

2) Особые точки данной функции 2г, —2г, оо. Поскольку 
lim =  оо, то точки 2г и —2г являются полюсами, а такг-*±2> ^

как они являются нулями третьей кратности знаменателя, то 
это полюсы третьего порядка данной функции.

Выясним поведение функции в окрестности бесконечности. 
Для этого сделаем преобразование инверсии г = 1/£:

1-------------------- £е
* ( 0  =  71----- Тз -  — -------( 1 + 4 ) 3 (1 +  4£2)3 ’
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и точка £ = 0 для функции д(£) является устранимой особой 
точкой. Следовательно, бесконечность для данной функции так 
же является устранимой особой точкой.

3) Особые точки данной функции 0 и оо. Так как lim sl" Зг =  3, 
то г =  0 — устранимая особая точка.

Выясним поведение функции в окрестности бесконечности. 
Пусть г =  1/£, тогда

Разложим функцию </(£) в ряд Лорана в окрестности точки 
£ = 0 (см. главу II, §3, формула (11)):

00 Г— П ” - 1 / Ч \  2 п “ 1 00 ( 1 \ п ~  1 *>2п — 1 1

0 (0 =* ] £  (2 n _  J), ( ^ )  (2п — 1)! | 2̂ 2 - 0< 1̂ 1<о°
П  =  1 х Х П  =  1 '  '

Из разложения видно, что ряд Лорана содержит бесконечное 
число отрицательных степеней £. Следовательно, по теореме 3 
(см. формулу (4)) точка f  =  0 является существенно особой точ­
кой функции <7(£). Значит, бесконечность является существен­
ной особой точкой для данной функции.

4) Особые точки данной функции 0 и оо.
Выясним поведение функции в окрестности точки 2 = 0. Ука­

жем два способа этого исследования:
а) Разложим функцию е1̂  в ряд Лорана в окрестности точки

2 =  0 :
1

°х*г = V  —j— , 0 < |z| < оо. 
^  п !2" 11
П = 0

Р я д  содерж и т бесконечное число отри ц ательн ы х степеней 2 . 
С л ед о вател ьн о  (см. ф орм улу (4)), точка 2 =  0 я в л я е т с я  сущ е­
ственно особой  д л я  данной функции;

б) П окаж ем, что не сущ ествует  п р ед ел а  данной функции при 
г —» 0. Р ассм о тр и м  д в а  случал : 2 =  ж > 0 и г  =  —ат, 
х > 0. В первом  с л у ч ае  е 1/,г =  ——► +оо, а  во втором  —

X —► + ()
e i/z _  e- i / *  — 0. С л едо вател ьн о , найдены  д в а  н ап равлен и я , 

по которы м  ф ункция е 1' 2 стр ем и тся  к разны м  пределам . З н ач и т ,
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не существует предела е1/ 2 при 2 —► 0 , и точка 2 = 0 является 
существенно особой точкой функции е1/ 2.

Теперь выясним поведение функции в окрестности бесконеч­
ности. Пусть £ =  1/г, тогда д(£) = е1̂ 1̂  = еС Разложим эту 
функцию в ряд Лорана в окрестности точки £ =  0 (см. главу II, 
§3, формула (10)):

00 гп

= = ' 0 < KI < °°-—' гг!п = 0

Из разложения видно, что ряд Лорана не содержит отрица­
тельных степеней £ (см. формулу (1)), поэтому точка £ = 0 явля­
ется устранимой особой точкой функции </(£). Следовательно, 
бесконечность является также устранимой особой точкой функ­
ции е1/ 2.

5) Особые точки функции 0 и оо.
Покажем, что не существует предела функции при г —+ 0. Бу­

дем двигаться к началу координат по двум направлениям: z =  х,  
х > 0 и г =  iy, у > 0. Тогда в первом случае е1/ 2 =  е|/,х +оо , во

х —►+0

втором — е1/ 2 = е1̂ *9* = е-1/у —► 0. Следовательно, преде-
у -> + 0

ла не существует, и точка 2 = 0 является существенно особой 
точкой данной функции.

Теперь выясним поведение функции в бесконечности. Пола­
гая 2 =  1/£, функцию </(£) =  с '/О /?)2 =  разложим в ряд Лора­
на в окрестности точки (  — 0 :

2 ° °  <2 п

9(0 = ^ = У 2 ~ - ,  о < ICI < ОО.71!
п =  О

Так как разложение не содержит отрицательных степеней £, то 
точка £ =  0 для функции д(()  является устранимой особой точ­
кой (теорема 1), отсюда, бесконечность является устранимой 
особой точкой для данной функции.

6 ) Особые точки функции — г и оо. (Для функции особыми 
являются все точки, в которых <fi(z) = оо.)

Запишем разложение данной функции в ряд Лорана в окрест­
ности точки 2 =  —г. Для этого многочлен 2z 3  +  Зг разложим по
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степеням (г-И) (с.м. главу II, §3, формула (8)). Найдем значения 
многочлена и его производных в точке —г:

(2г3 +  Зг)|г=_ . = 5г, (2г 3 +  3i)'|i=_. = 6z2|2=_. = - 6 ,

(2 г3 + ЗгГ |г = _, = М г \ г=_. =  - 12г\ (2г3 + Зг)'"|, = _. = 12.

Тогда

2г3 +  Зг =  5г +  -у^ (z +  г) -|----^  (г -f г)2 +  (г +  г)3 =

=  Ы — 6(г +  г) — 6г(г +  г)2 +  2(г +  г)3.

Второй множитель е1/,(̂”+г* разложим в ряд Лорана по форму­
ле (10) (глава II, §3) в окрестности точки г = —г:

°о
е1/ 0 + 0  _  ------ о < \z +  г| < оо.

П'о п < 2  + *)п

В результате перемножения получим разложение данной фун­
кции в ряд Лорана в окрестности точки г =  —г:

(2z3 +  Зг) е1/,(г+<) = [5г — 6 (z +  г) — 6 i(z +  г)2 -)- 2(z +  г)3] ■
ОО .  ОО . оо .

. V ___ -___ = ы У ____ -_____ 6 У " _____ -______
п\ (z  -(- г)” ' гг! (г +  г)п ' п! (г +  г)п_1

п = 0  п = 0  4 п = 0
оо  ̂ оо ^

гг! (г +  г)п~ 2 ?г! (г +  г)п~ 3п=0 v п =0 ' '

Видно, что полученный ряд Лорана содержит бесконечное 
число отрицательных степеней (z +  г), поэтому (теорема 3, фор­
мула (4)) точка z = —г является существенно особой точкой дан­
ной функции.

Исследуем поведение функции в окрестности бесконечности. 
Очевидно, что lim (2z3 +  Зг)е1/,*"+1̂  =  оо. Следовательно, беско-

Z  — ► ОО

нечность — это полюс. Для выяснения его порядка рассмотрим 
функцию д(£), где £ =  1/г:



Точка £ =  0 для функции </(£) является полюсом 3-го порядка 
(порядок определяется по кратности нуля знаменателя). Поэто­
му бесконечность — это полюс 3-го порядка для данной функ­
ции.

7) Особые точки функции — 1 и оо.
Разложим данную функцию в ряд Лорана в окрестности точ­

ки г =  —1:
первый множитель z 2  =  1 — 2 (г +  1) + (г + I)2,
второй множитель

. ( г + 1 ) - 1  . Л  1s m ----- - =  s in --------- ----- = sm 1
2 + 1 z + I \  2 + 1

sin 1 ■ cos----- -—  cos 1 • sin
2 + 1  2 + 1

00 I 1 \n  00 ( 1 UI - 1

= sin 1 У  / - , 4 , /  ------4 9 -  -  COS l V -  ( ’<7 4- П 2"  ^  ')(2 n ) ! (2 +  i )2n ^  (2n -  1)!(2 + l)2" - 1’

0 < \z +  1| < oo. В результате перемножения получится следу­
ющее разложение данной функции в ряд Лорана в окрестности 
точки z = — 1:

( - 1)" ( - 1)"____ . У ' ----- 1---- ----------- 2 У ' ------ —— — ------- Ь
+ 1 1)2п “  (2п) ! ( г+ I )2" - 1

( - 1)11 А . „ J s r  ( - О " '1
+ £  (2п)! (2 + 1)2п_2/  cos 1 (2п - 1)1 (2 + i)2n_i 

А  ( - I ) - 1 . Д  ( - 1 ) " - 1
2 2 ^  (оп  -  IV ( z п 2» - 2 +  sin 1 (‘(2п — 1)! (г +  1)2п- 2 ('2п — 1)! (г +  1)2п'

Разложение содержит бесконечное число отрицательных сте­
пеней (2 +1). Следовательно, точка 2 = — 1 является существен­
но особой для данной функции.

Выясним поведение функции в окрестности бесконечности. 
Для этого рассмотрим функцию </(£), где £ =  1/г:

^  { Л 2 ■ !/<£ 1 . 1
= 7 Sln TTFTT = 77 Slnt j  i/<e + 1 e  £ + 1
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Очевидно, что точка £ =  0 для функции д(£) — полюс ‘2-го поряд­
ка, поэтому бесконечность для данной функции также является 
полюсом 2-го порядка.

8) Особыми точками данной функции являются оо и те, в ко­
торых знаменатель обращается в нуль. Найдем такие точки: 
е2 -  1 =  0, е2 = 1, Zk =  27гki,  где к — целое число. Итак, 
Zk = '2nki , к £  Z, и оо — особые точки функции.

Рассмотрим точку г =  0 и найдем предел

,im [ — —̂т—  —)  = lim 2 — рг 1
♦о уе2 — 1 z )  г—*о z (ez — 1)

= Ит * - ( i  + * + £  + °(*2) ) t l  = lim z i  = _ 1
’-'О г (1 +  г + ^  + о(г2)) -  1 г~-° г2 2

При вычислении предела была использована формула Тейлора

ег = 1 +  ут +  -̂ г +  o(z2), где lim =  0 .
1 ! 2\ z —+o z z

Таким образом, существует конечный предел при г —+ 0, по­
этому точка 2 =  0 — устранимая особая точка функции.

Рассмотрим точки zk = 2-irki, к =  ±1, ±2 , . . .  Отметим, что 
дробь 1 / г  не имеет особенностей в точках Zk, т.е. достаточно 
рассмотреть только первую дробь 1/(е~ — 1). Поскольку каждая 
точка Zk является нулем первой кратности знаменателя (так как 
(е2 — 1) ' |г_г =егкфО), то каждая из них есть полюс первого по­
рядка данной функции.

Осталось выяснить поведение функции в окрестности беско­
нечности. Так как lim zk = оо, то бесконечность является пре-

к —* оо
дельной точкой полюсов функции, а тогда бесконечность — не­
изолированная особая точка данной функции.

9) Особые точки функции 0 и оо.
Запишем разложение функции в ряд Лорана в окрестности 

точки z = 0 :

2 . 1 2 A  ( - I ) " " 1 п , ,
2  +  S i n  -  =  2 “ - f  >  — ---------7 Т Г ~ о----- Г > 0  <  2  <  ОО.

2 ^  (2п -  1)! 22п_1 1 1

Ряд содержит бесконечное число отрицательных степеней 2 , по­
этому точка. 2 =  0 — существенно особая точка данной функции 
(формула(4)).
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Для выяснения поведения функции в окрестности бесконеч­
ности введем преобразование инверсии £ =  1/г  и функцию 
д(£) = 1 /£ 2 + s i n£  разложим в ряд Лорана в окрестности точ­
ки £ =  О (см. главу II, §3, формула (11)):

1 00 / _  1 \ 2п — 1 с 2 п  — 1

= + E  ( L - I ) !  - о < |?| <  ос.

Наибольшая отрицательная степень £, которую содержит ряд
— вторая, следовательно (теорема 2 , формула (2 )), £ = 0 явля­
ется полюсом 2-го порядка для функции д(£), значит, бесконеч­
ность для данной функции есть полюс 2-го порядка.

10) Особая точка с». Введем преобразование инверсии £=1 /г  
и функцию д(£) — разложим в ряд Лорана в окрестности
точки £ = 0 :

n = 0  '  s  '  п  = О

Видно, что ряд содержит бесконечное число отрицательных 
степеней £, поэтому точка £ =  0 является существенной особой 
точкой функции д(£)- Следовательно, бесконечность — суще­
ственная особая точка данной функции.

• Найти особые точки функции, выяснить их характер и иссле­
довать поведение функции в бесконечности:
57‘ Й Т -  5 8 - 59. фЪф. 60. 61.
62. 63. 64. (z2 +  l ) e 1/*. 65. е1̂ 2"*)2.
66. s iny^j. 67. Д±1. 68. (г2 +  г) cos 69. cosz +  e1/ 2.
тп  1 —«* V I  е 1* 1 >70 sin  г i е ‘
' U- Т+7Г' 11• 1 ' P+4 +  I+27-

§2. О пределение вы ч ета. П ри ем ы  вы чи слен и я вы ч етов

Если точка z  — а (отличная от бесконечности) является изо­
лированной особой точкой функции f ( z ) ,  то в окрестности этой 
точки функцию f ( z )  можно разложить в ряд Лорана:

+оо

f ( z ) =  1C  с" (г -< * Г >  0  <  |г — а | <  г.
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Вычетом функции f ( z )  относительно точки а ( resa / ( 2 )) назы­
вается коэффициент при первой отрицательной степени в лора- 
новском разложении функции f ( z ) в окрестности этой точки:

Tesa f { z )  = с—1, (8 )

ИЛИ

resa f ( z ) = J— f f { z ) d z , (8 ')2.TII J
7

где 7 — окружность, обходимая в положительном направлении, 
с центром в точке я радиусом меньше г, не содержащая внутри 
других особых точек функции /(г).

Если бесконечность — изолированная особая точка функции 
/(г) , то в некоторой окрестности бесконечности функция f ( z )  
раскладывается в ряд Лорана

-foo

д~ )  = с-"~п’ р < 1г 1 < 00■
nzz — OQ

Вычетом функции f ( z )  относительно 6ecKone4Hocmu(resnof ( z ) )  
называется коэффициент при первой отрицательной степени г  в 
лорановском разложении функции f ( z )  в окрестности бесконеч­
ности, взятый с противоположным знаком:

res»j f ( z ) = —С- i , (9)

ИЛИ

res«j f ( z ) — / ^ d z ' ^  
г

где Г — окружность, обходимая в положительном направлении. 
<• центром в точке нуль радиусом больше р.

Если z = а (а отлично от бесконечности) — устранимая осо­
бая точка функции / ( ; ) ,  то

res a f ( z )  = 0 . ( 10 )

Если оо — устранимая особая точка функции f ( z ) ,  то

resno f ( z ) = ~  lim г [/(-) ~ с0], ( 11)
'  — ОО

где с0 = lim f ( z ) .
Z  — *■ ОО
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Если точка z = а (а отлична от бесконечности) - 
порядка п  для функции /(г) , то

” * • , и  =  p r ^ T j !  J s i  К2 - « ) "  / « ]  =

Если точка z = а — простой полюс функции /(z), то 

resa f ( z )  = lim(z -  a) /(z).
z —►a

Если функция /(z)  представима в виде отношения двух функ­
ций P(z) ,  Q ( z ) регулярных в окрестности точки a: f ( z )  = 
=  P ( z ) / Q ( z ) ,  причем Q(a ) = 0, Q'(a) ф 0 и Р(а)  ф 0 (случай 
полюса первого порядка для функции /(z)), то

"••'« = £$• <14)
В случае существенно особой точки функции f ( z )  вычет функ­

ции относительно этой точки находится из разложения функции 
в ряд Лорана в окрестности этой точки.

П р и м е р  2. Найти вычет функции f ( z )  =  1/z относительно 
бесконечности.

Р е ш е н и е .  Бесконечность для функции 1/z является устра­
нимой особой точкой, однако res^ f ( z )  ф 0 .

Действительно, так как дробь 1/z уже представляет собой 
разложение функции f ( z )  = 1/z в ряд Лорана в окрестности 
бесконечности, в которой присутствует только одно слагаемое, 
и c_i =  1, то

resoo /(-*) =  - 1-

П р и м е р  3. Найти вычеты функции f ( z )  относительно ука­
занных изолированных особых точек: 1) f ( z )  = 73+4 > a = 2 i, 
a=oo; 2) f ( z )  = a= 1; 3) f ( z )  = a = h , a = 0 0 :
4) f ( z )  = z 2  e 1̂ 2~ 2i\  a=2i; 5) f ( z )  = sin 7^ ,  a= -  1, a = 0 0 ;
6) f ( z ) = тфт + £Z' a = - l , a = o o ;  7) /(z )  =  a=4ni .

(12)

(13)
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Р е ше н и е .
1) Изолированная особая точка а = 2г является для данной 

функции простым полюсом, следовательно, по формуле (13) име­
ем

res2i f ( z )  =  Um (z -  2i) f ( z )  = Hm <1 ^ 1  =

(z — 2i)z 21 1
(г — 2»)(z -I- 2 i) 4i 2

Изолированная особая точка-бесконечность для данной функ­
ции является устранимой особой точкой, поэтому, применяя 
формулу (11), получаем

resoo /(*) =  -  lim z2 +  4
О =  -  lim

z2 +  4 - 1,

так как со = lim . =  0 .
Z — + ОО

2) Изолированная особая точка 1 для данной функции явля­
ется полюсом 3-го порядка. Тогда по формуле (12)

resj f ( z ) = — lim
1 \  г -»1

( z - 1)3
sin 3z

( z - l ) 3J
1 9

=  -  lim [3(—3)sin3z]=— -  s in3
2 2—* l L

3) Изолированная особая точка я =  е, ж ? 4  для данной функции 
является полюсом 1-го порядка. В этом случае удобно приме­
нить формулу (14) res0 / (z )  =  1/(4а3). Для упрощения вычисле­
ний домножим числитель и знаменатель на я и, учитывая, что 
а4 =  — 1 (так как а — е ' 7Г/ 4 является корнем \ / — 1), получим

resa f (z) =
1 • а

4я3 • я 4я4 4 • (— 1)

Вычет функции относительно бесконечности находится по 
формуле (11), так как бесконечность для данной функции — 
устранимая особая точка:

resoo / (z )  =  — lim z
1

1
- О = 0 (c0 =  0 ).

4) Изолированная особая точка я =  2г для данной функции
является существенно особой точкой, поэтому функцию /(г)
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следует разложить в ряд Лорана в окрестности точки а =  2г. 
Сначала разложим функцию г2 по степеням г — 2t (см. главу II, 
§3, формула (8 )):

22 =  —4 +  4 i(z  — 2 j) +  (2 — 2i)2, 

затем — функцию (см. главу II, §3, формула (10)):

е1/(г- 2 0  _
п  =  0

Тогда

= У  —ГГ---- 0 < |г -  2*1 < 00 .
(г -  2*)"

00 1
f ( z )=  [ ~  4 +  4i(z  — 2i) +  (2 — 2t)2] ГГТТГоТг’ 0< 1г “  2г|с°о.

п=0 ' '  '

Записывая коэффициент c_i при первой отрицательной степени 
(2 -  2г):

4г' 1 „ 1 23
с- !  =  — 2Т"*"зТ =  — б =  —1Г +

получаем res2i / ( 2) =  —23/6 +  2».
5) Изолированная особая точка а =  — 1 — существенно особая 

точка данной функции, поэтому разложим ее в ряд Лорана в 
окрестности точки а = — 1:

, ,  ч  ̂ . (2 +  1) -  1 . (
f ( z ) — s in ----- - =  s m --------- -----= sm 1 -

V } Z - 1-1 z +  1 V z +n )
1 -  ■ 1 V '  ^

2 + 1  . . „ 2 + j - S i n  ( 2n ) !  ( 2  +  l ) 2n
■ ,  1  ,  • 1 ■ , V '  ( - 1)" =  sin 1 • cos----- -—  cos 1 • sin ------ 1

n =  0

\ n — 1/ 1\n _

-  cos 1 V '  —------—-— ——— r , 0 < [2 +  11 < 0 0 .
(2»t — 1)! (2 +  I )2" - 1П = 1 7 '

Заметим, что у первого ряда присутствуют только четные сте­
пени 2 + 1, поэтому коэффициент при первой отрицательной 
степени (2 +  1) у него равен нулю. У второго ряда c_i = 
=  — cos 1 • 1/1! =  — cos 1. Следовательно, res, f ( z )  = — cos 1.
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Изолированная особая точка-бесконечность для данной функ­
ции является устранимой особой точкой, поэтому по формуле 
(11) имеем

z
Со =  lim s in ----- - =  sin 1,

z —*oo Z -f  1

f ( z )  -  ~  Hm z s in ----- - — sin 1
Z +  1

. z/(z +  1) -  1 z/(z +  1) +  1
— lim z • 2 s in ----------------- cos-----------------=

z —ю о  2  2

■ - 1  2 2 +  1 —2 hm z • sin —;----- -г cos
2 (z +  1) 2 (z +  1)

- 1  2 z + !=  —2 lim z • —----- — cos —----- — =  cos 1 .
2-00  2(z +  l) 2 ( z + l )

6 ) Изолированная особая точка я= — 1 — полюс 1-го порядка 
данной функции.

Первое слагаемое можно рассматривать как разложение в 
ряд Лорана функции l /(z  +  1) в окрестности точки а =  —1, вто­
рое слагаемое ez — регулярная функция в окрестности точки 
а =  — 1, поэтому она раскладывается в ряд только по положи­
тельным степеням z+1. Тогда в разложении функции l/(z-f 1)+е2 
в ряд e_i =  1. Следовательно, и res_j /(z) =  1.

Изолированная особая точка-бесконечность является для 
функции l / (z  +  1) +  ez существенно особой точкой. Для разло­
жения функции в ряд Лорана рассмотрим преобразование ин­
версии £ =  1/z  и функцию

1 f  00 
»(«) = / ( 1 / 0  = + ' ,/г =  j h  + еШ  = £ Т , ( - ( Г +

п=О
00 - 00 оо .

+ Е ^ т о г  =  Е < - 1)”<“+, +  Е ^ .  о < и < 1-
п =  0 п = 0  п = 0

В результате получим разложение данной функции в ряд Лора­
на в окрестности бесконечности:

п=0
/ м = е ^ + х : £ .  1 <  i2i <
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Коэффициент при первой отрицательной степени z  c_i =  1 (при 
п =  0 ), следовательно, res^ f ( z )  =  —1.

7) Изолированная особая точка a=4ni  — полюс 1-го порядка 
функции 1/(е* — 1). Для вычисления вычета здесь удобнее вос­
пользоваться формулой (14), полагая P( z )  = 1, Q{z)  = ег — 1. 
Тогда

. Р (4 7 г г )  1

П р и м е р  4. Найти вычеты для каждой ветви, регулярной в 
некоторой окрестности точки а: 1) f ( z )  =  2 +у ъ_ г , а = 1;

2) /(*) =  4iri_ Ln(i+«) ’ а = 0 -
Р е ш е н и е .
1) Найдем все значения (см. главу I, §5, формула (4)) \ /Ь — z:

ч /5 ^ Т |  г=1 = ^ = И 4 | е ‘ ^£Ь̂ ,  * =  0 , 1,

откуда

VV lz = l
2 , если * =  О, 

—2 , если к =  1.

Рассмотрим ветвь корня при к =  0. Поскольку \/5 — z  | = 2, 
то знаменатель в нуль не обращается и функция регулярна в 
окрестности точки а = 1. Следовательно, resj f ( z )  =  0.

Для второй ветви (к =  1) знаменатель обращается в нуль в 
точке а =  1, а производная знаменателя в данной точке не рав­
на нулю, поэтому точка а = 1 для данной функции является 
полюсом 1-го порядка. Применяя формулу (14) полагая в ней 
P( z )  = z, Q( z )  =  2 +  л/5 — г, где \ /Ь — z  I = —2, получаем

resj f ( z )  = — т 1
• ( - 1)

12 =  1

1

' — 1 2 ( - 2) ’ (
4.

2) Найдем все значения Ln (1 +  z) (см. главу 1, §6 , формула 
(6 )):

Ln (1 +  г ) | г_ 0 =  Ln 1 = In |1| -f zarg 1 + 2тгki  =
=  0 +  г ■ 0 +  ‘2тгki, к £  Z.

Отметим, что в точке 0 знаменатель обращается в нуль, когда 
выбирается та ветвь логарифма, при которой Ln (1 -f z ) |r_0= 47rг,
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т. е. при к = 2. Отсюда для всех ветвей логарифма, кроме по­
лученной при к = 2 , точка а =  0 является устранимой особой, и 
поэтому при к ф 2 res0 f ( z )  =  0 .

Рассмотрим ветвь логарифма при к — 2:

,, , 3 +  2 3 + 2
/(г )  = 4ти — [1п(1 +  г) +  4я-г] — 1п(1 +  г)

где ln( 1 + 2 ) — главная ветвь логарифма (см. главу 1, §6 , формула 
(7)). Используя формулу (14), получаем

• Найти вычеты функции f ( z )  относительно указанных изоли­
рованных особых точек:

(г2+1)(г+з) ’ а = г - ^4- z3,2+2)2 > а =0. 75. ^ 5+1 , а=оо. 
75. а =  -  i .  77. а=  -  ». 78. 2^ ^ , ,

а =  — 2». 79. 52;(+2f-)4 , 1) a=0, 2) a=2, 3) а=оо. 80. а=0.

81. sin | ,  а=0. 82. s in j^y , 1) а=г, 2) а=оо.
83. '2 +  Зг +  +  e2z, 1) а=  — 2, 2) а=оо. 84. еь  + 1, а=г

85‘ ah >  0  а= 0 ’ 2) (1=47Г- 86' sin Т + ё '  а= ~  2,‘- 87‘ 1^+9Т> 
1) а=0, 2) а=оо. 88. «= 00 . 89. Главное значение
логарифма In j^y, а=оо. 90. Регулярная ветвь -^=±Д-т, опре­
деленная условием л/ z  — 1 |т_ 0=  — », «=0. 91. Регулярная 
ветвь 'Ln^ i 2)+yf, определенная условием Ьп(г — 2) |^_1=  — 7гг, 
а=1. 92. (2г2 +  2 +  3) In f^y, где под логарифмом дроби пони­
мается главное значение логарифма, а=оо.

§3. О сновная теорем а о вы четах .
В ы чи слен и е контурны х и н тегралов

О сновная теор ем а о вы ч етах . Если функция f ( z ) регулярна 
в ограниченной области G и непрерывна в замкнутой области 
G за исключением конечного числа изолированных особых точек
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a i , a2, • ■ ■ , ат , ле ж ащ их  внутри области G, то интеграл от этой 
функции по границе dG области G, обходимой в положительном  
направлении (т.е. оставляющем область слева), равен произве­
дению 27п на су мму вычетов функции f ( z )  относительно всех 
особых точек a i , а2, . . .  , ат :

Г т
/  /(г)  dz = 2тгг resat /(г). (15)

J i— 1ас k  = l

С л е д с т в и е  1. Если функция f ( z )  регулярна в области 
G, содержащей бесконечность внутри, и непрерывна в области  
G за исключением конечного числа изолированных особых точек  
а \ , а 2, ■ ■ ■ , а т , ле ж ащ их  внутри области G, то интеграл от этой  
функции по границе d G  области G, обходимой в положитель ном  
направлении,  равен произведению 2 iri на су м м у  вычетов функ­
ции / (г )  относительно всех особых точек а \ , а 2, ■ ■ ■ , а т , включая  
и вычет функции относительно бесконечности:

/  /(*)<** =  2« (  res<u Л 2) +  res~  Я г ))-
да k=l

(16)

С л е д с т в и е  2. Если функция f ( z )  регулярна на всей ком­
плексной плоскости за исключением конечного числа изолирован­
ных особых точек a i , a 2, . . . , am, то сумма вычетов функции от­
носительно этих особых точек, включая и вычет функции отно­
сительно бесконечности, равна нулю:

У  resat Я 2) +  resoo f ( z ) =  О- (17)
k — 1

Основная теорема о вычетах и ее следствия часто применя­
ются для вычисления интегралов от функции комплексного пе­
ременного, взятого по замкнутому контуру.

П р и м е р  5. Вычислить интегралы, считая, что обход за­
мкнутых контуров происходит в положительном направлении:

”  1 =  /  ( , - ! № * + ! ) ' r"  °  =  |2 : '* ~  ‘  ~  ,1<2);
dG
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-  2z2 +  1

dG
(3 +  Z3) с/г, где G  =  {z: |z|<3};

3) J =  f  e1/z dz, где G =  {z: |z +  i |< 2 };
J  A I Z

dG

4) J =  J (3z2 +  z +  l)(e1/2 +  e1̂ -*-1)) dz, где G  =  {z: \z -  i|<3}.
dG

P е ше н и е .
1) С п о с о б  1.  Подынтегральная функция имеет особые точ­

ки ±t, 1, оо. Внутри области G  лежат точки 1 (полюс второго 
порядка) и г (простой полюс), поэтому по основной теореме о 
вычетах (формула (15)) имеем

J  = 2iri( resi f ( z )  +  resj /(z)).

Вычет функции относительно точки i найдем по формуле (13):

1resi /(z)  = lim(z — i)

= lim 1

(2 _ 1)2(z2 +  1)
1

2 — i (z — l )2(z + 1 )  4 ’

вычет функции относительно точки 1 вычислим по формуле ( 12), 
где п = 2 :

resi f ( z ) =  TF lin?1! 2->l

= lim -2z

( z - 1)2

1

1
(z — l)2(z2 +  !)J

г- i  (z2 4- l )2 2 ' 

В результате получим

,  . / 1 l \  Z 7T

y = 2”  ( i  " .  2 )  = " Г

С п о с о б  2 . Для вычисления интеграла используем след­
ствие 2 основной теоремы о вычетах и формулу (17):

res, f ( z )  +  res! f ( z )  +  res_; f ( z )  -I- res^ f ( z )  =  0 ,
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отсю да

res,-/(г )  + res! /(z)  =  - (  res_; f ( z ) + res^ f ( z ) ) .

Поэтому исходный интеграл можно вычислить, используя не 
только особые точки, лежащие внутри контура, но и особые точ­
ки, лежащие вне контура:

J  = —2тгг( res_; f ( z )  +  resTO /(г))  .

Вычет функции относительно точки —г найдем по формуле 
(13):

res_, f ( z )  = Шп (z +  г) -  _  =

1 1
Л™.'(z -  l )2(z -  I) 4'

Для подынтегральной функции бесконечность является 
устранимой особой точкой, поэтому по формуле ( 11)

r e s oo f ( z )  =  ~  г

И тогда

О[ ( *_  1)2(г 2 +  1) О, (со =  0).

J  = —27Гi = — i — .

2) Подынтегральная функция внутри контура имеет четыре 
особые точки: z = 0 — полюс 4-го порядка и три простых полю­
са, лежащих на окружности |г| = -^3, а вне контура — только 
бесконечность, которая является устранимой особой точкой для 
данной функции.

Конечно, интеграл проще вычислить, используя особые точ­
ки, лежащие вне контура, поэтому

J  = -27n'reSoo f ( z ) .

Найдем этот вычет по формуле (11):

- 6 /  5  _  _2__ , 1

со = lim f ( z )  = lim -  v' . / 4 =  0 ,
-' — (X. z ' {  jy +  1)
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resoo f ( z )

=  — lim

поэтому
J — —'2wi (—5) =  107гг.

3) П о д ы н тегр ал ьн ая  функция имеет  три  особые точки: —1 — 
полю с 1-го порядка, 0 — существенно особая  точка  и бесконеч­
ность — полю с ‘2-го порядка, причем вне кон тура  лежит одна 
бесконечность , поэтому вы числим  и н теграл , и сп ользуя  вы чет  
функции относительно бесконечности:

Д л я  вы чи слен ия  вы чета  функции относительно бесконеч­
ности разлож и м  поды нтегральн ую  функцию в р яд  Л о р а н а  в 
о крестности  бесконечности, д л я  чего проведем  следую щ ие пре­
образования:

где 1 <  |z| <  оо (использован ы  разлож ени я  элем ентарны х  функ­
ция (9) и (10)) из главы  И, §3, где £ =  l /z ) .

П оскольку  п еред  скобками стоит множ итель z2, то в произве­
дении скобок следует  взять  коэффициент при l / z 3. Т о гд а  полу­
чим с_ 1, т.е. коэффициент при г - 1 :

J  =  — 2-7rires00 / ( z ) .

1

Итак,
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re s^  f ( z )  =  - c _ i  =

И
2 тг i

J  =  —‘2ni  r e s ^  f ( z )  = -  —  .

4) П о д ы н тегр ал ьн ая  функция имеет  две особые точки 0 и — I, 
которые я в л я ю т с я  существенно особыми точками функции. В е с -  
конечность д л я  этой функции — полюс 2-го порядка, но р а с к л а ­
д ы вать  в р я д  Л о р а н а  в окрестности  бесконечности в данном 
сл у ч ае  сложнее, чем в окрестности  0 и —1.

П редстави м  поды нтегральн ую  функцию в виде суммы двух 
слагаемы х:

/ ( г )  =  (Зг2 +  2 +  1 )е1/г +  (3 z 2 + z + l ) e 1/(z + "

и найдем  вы чет  функции относительно точки г =  0. В торое сл а ­
гаем ое пр е д с та в л я е т  собой функцию, регулярн ую  в окрестности 
точки г =  0, поэтому она р а с к л а д ы в а е т с я  в степенной р яд  и не 
содерж ит  отрицательны х степеней г. Р азл о ж и м  первое с л а га е ­
мое в р яд  Л о р а н а  в окрестности  точки г =  0:

( З г 2+ г + 1 ) е  * = ( З г 2+ г + 1 )  ( | +  7 + ^Т “ 2 +  ^i  ' ' '  +  ~Т г " +  ' ' '

Н айдем коэффициент с _ i :

C’_1 =  3 ' 3! +  1 ' 2! +  1 =  2 ’

откуда  res0 / ( 2 ) =  2.
Т еперь  найдем вы чет  функции относительно точки г =  — 1. 

З д е с ь  первое сл агаем о е  п р ед став л я ет  собой функцию, р е г у л я р ­
ную в окрестности  точки z = —1 , поэтому при разлож ени и в 
р я д  по степеням (г -I- 1) она отрицательны х степеней не имеет. 
О стается  р азлож и ть  в р яд  Л о р а н а  в окрестности  точки г =  — 1 
только второе  слагаем ое , д л я  чего разлож и м  по степеням ( г -f 1) 
первый множитель:

Зг2 +  z +  1 =  ( 3 — 1 +  1 ) +  (62 +  1 ) |2_ _ ( ( z 4- 1 )+

О тсю да

+  ^  (г +  ! )2 +  0 =  3 — 5(г +  1) +  3(2 +  I )2.
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Т о гда

:i{z2  + z +  1)е1/(‘’ + 1) =  [3 -  5(г +  1) +  3(г +  I )2] ■

1 +  2 +  1 +  2! (г +  I )2 +  3! (2 +  I)3 + " '

О <  | г +  1| <  оо. Н айдем  коэффициент при первой отрицательной 
степени (z +  1):

откуда res_j / ( 2 ) =  1.
Итак, ,/ =  2ти'(2 +  1) =  бттг.

П р и м е р  6. Д л я  каж дой из ветвей  Ь п (г  — 2), регулярн ой  в 
зам кнутой  о б ласти  G  =  {z: \z — 1| <  1/2}, вы чи слить

Р е ш е н и е. О п редели м  все множ ество значений L n (2  —2) (см.
гл аву  I, §6, ф о р м у ла  (6)):

Ln (2 — 2) =  In \z — 2| +  i arg (2 — 2) +  2xk i ,  к G Z.

Н айдем  точку 2 и целое число к,  такие, что

П оскольку  arg (2 — 2) равен числу , кратном у ж, то точка 
2 — 2 д олж н а  леж ать  на  вещ ественной оси и в то же вр ем я  на 
окруж ности  \z — 2| =  1. Это возможно, если 2 =  1, поэтому

эа

In \z — 2| +  i arg (2 — 2) +  2 жк{ =  —жi.

П р и р авн яв  вещ ественную  и мнимую части, получим

или

164



a r g (2 — 2) |2_ x =  a rg (—1) =  ire. Н айдем к, при котором знам ена­
тель в точке г =  1 о б р ащ ается  в нуль: п =  — тг(1 +  2к), к £ Z. 
С ледовательн о ,  к =  — 1.

Итак, д л я  лю бой ветви л огари ф м а  Ь п (г  — 2), кроме к =  — 1, 
и н теграл  равен нулю.

Р а с с м о тр и м  ветвь логариф м а, полученную  при к =  — 1:

In \z — 21 —f— i arg (z — 2) — 2 ni  =  ln(z — 2) — 2 iri

и вы числим  ин теграл

dz
[1п(г — 2) — 2пг\ +  7гг

да  да

Н айдем вы чет  п оды нтегральн ой  функции относительно точки 
z =  1 по ф орм уле  (14), так  как z = 1 — полю с 1-го порядка:

reSl^ Z) (1п(г _ 2) -  7гг)'|г=1 ( 1 / ( г -  2))|г = 1

Т аки м  образом, д л я  одной ветви  (при к= — 1) искомый инте­
гр ал  равен — 2 7Г г".

П р и м е р  7. В ы числить

I' dz

J ( 2  + у/z — 1) sin z  ’
да

где G  =  {z:  | г |< 1 /2 } .  И ссл ед у ется  та  ветвь корня, д л я  которой

v ^ L o  =  »•
Р е ш е н и е .  Н айдем  множ ество  ветвей у/ z — 1 | (см. главу  

I, §5, ф орм ула  (4)):

> ^ \ ю 0  = у & = у А ^ \ < ? * Л1= ^ ,  к = 0 , 1 ,

откуда
.------- , ( ег п / 2  =  г, если к =  О,
- ~  1 1г=0 -  |  р.Зтг/2 _  если  к _  J

С ледовательн о ,  р а с с м ат р и в а е т с я  главное значение корня.

/
d z

1п(г — 2) — 7гг
2ттг resj / ( г )
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Т ак  как точка  z =  0 я в л я е т с я  полю сом 1-го п оряд ка  д ля  по­
ды нтегральной  функции, то

I 7 Г Г 7 = Т Г ~----  =  2*ires0 / ( z ) ../ (2 +  л/ z  — 1 ) sin г
эс;

Н айдем  res0 / ( ; )  по формуле (14), п о л агая

Р (2) = о — 1------ г ' Q (2) =  sin2r:
2  +  V  — 1

res i / ( 2  +  < ) _  1 геь0 Д . )  -  -
Q'(0) 1 2 + г"

В этом сл у ч ае  искомый и н теграл  равен

„ . 1 г(2 — г) 2 , ,
27Гг’ 2 Т 7  =  27Г 2 ^ Г р  =  5 ^ + i ) .

З а м е ч а н и е .  Если бы вы чи сляли  и н теграл  от второй ветви 
корня, то получ и ли  бы, что и н теграл  равен

о  • 1 о  г ( 2  +  0  2

2« — i = 2 ’ W ^ P = b ' i 2 , - ' ) -

•  В ы числить  и н тегралы , считая , что обход зам кнуты х контуров 
происходит в полож ительном  направлении:

9 3 7 ( ? Т П ( г - 3 ) ’ 0 = W * - 2 - 1 < S / 2 } .
эа

94. J ( : 2  +  l)p1/«s+,')rf;, ( ; = { г : | г - | | < 3 } .
dG

э 5 - /  ( /_ *  1 ^ 2  +  4 ) 0 = | - - : | г - 2 . 1 < 5 ) .  
эа

■ J  Y ~ 7 d z ’ ( i = { z : \ z -  1 |<5}.

a t

96

dG
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97. J  z 4 sin  -  d z , G={ z :  \z +  11<2}.

a a

98. f  z4 c o s - ( fz ,  G'={ z: |z |<2  }.
da

99

a a

1 0 0 .

da

' /  (V- m h v  C -(« : |« + l + fl<S).

J  z 2  c o s — dz,  (7={z: |г |< 3} .
)a

101. J ( z 2  + b z + 4 ) ( c 1̂  + e l ^ z + l))dz ,  G=  {z: | z |< 3 }. 
da

[ z4 1
102. I -j— —-  s i n - d z ,  G={ z : \ z \ <2 } .

a a

/ I
< 3/2} и р ас с м ат р и в а е т с я  та

эа
ветвь логариф м а, д л я  которой  L n z \ ^ _ _ e = 1 +  Зтгг.

/
d z

’ ^, =  { 1г — 2 |<  1/2} и р а с см атр и в ается

аа
л ю б ая  ветвь  Ln (г — 3).

Г dz
105. / ——------- G={ z: |z |<2  } и р а с см атр и в ается  та  ветвь

7 2(1 +  VZ -  3)
36-

корня, д л я  которой \ / z — 3 |г__ j =  —2г.

Г ez
106. J  — ——j—-^=ry dz,  G = {z :  \ z — 11< 1 /2 } и р ассм атр и в ается  та

да
ветвь корня, д л я  которой y/z | =  —1.
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27Г

§4. В ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л о в  в и д а  J  R(sin х,  cos х) dx
о

В ы числен ие  и н тегралов  от рациональны х функций R ( s mx ,  
cos ж) своди тся  к вычислению  контурного и н тегр ал а ,  взятого по 
окруж ности  \z\ =  1, с помощью следую щ ей подстановки:

г =  е’х , где  х  G [0,‘27г]. (18)

Т о г д а  поскольку

Z +„гх I „—i x  >у _L 1
sm х  — ------—----- =  ——г- ,  cos х

2 г 2 г
то

2тг

J  == j R ( s m x , c o s x )  dx = J R  J  =
0 |2| = 1

J  f ( z ) d z  =  2тгг resak / ( 2 ). (19)

I'1=1 | |  < 1

П оследн ий  и н теграл  можно вы чи слить  и по особым точкам, 
леж ащ и м  вне к р у га  с единичным радиусом  и центром  в н а ч а л е  
координат:

(20)J  f ( z )  dz = —‘I n i  У  TeSak f ( z )-
|z| = l

П р и м е р  8. В ы числить

2 n

/ cos 2 x ,
-  — j -  dx,
1 — 2 a cos x  +  a-2о

где |a | <  1.
Р е ш е н и е .  По формуле (18) введем новую переменную  z. В 

этом  сл у ч ае

,2  +  j е 2 ix  +  e - 2 i x  , 4  +  j
COS X —  -—-— COS 2х  =  -------- --------  =  — ,

2 z 2 2 z l
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откуда
z 4 +  1 dz

J
I  2 z 2 [ l - 2 a ^ l  + a 2] iz 

l*l = i

-  /2 га J
1-1=1

z 4 + 1
dz.

z 2 [z2  -  (a +  i ) z  +  l]

К орням и квадратн ого  т р е х ч л е н а  в знам енателе  яв л я ю т с я  точки 
а и 1/а, поэтому

=--— [
2га J

2 + 1
■ dz.

\z 1 =  1
z 2(z - a ) ( z  -  i )

О тм етим , что п о д ы н тегр ал ьн ая  функция им еет  особые точки 
О, а , 1 /а,  оо, при этом 2 =  0 — полю с ‘2-го порядка, а и 1 /а  — 
полю сы  1-го порядка, оо — у стр ан и м ая  осо бая  точка.

И н т е гр а л  можно вы чи слять ,  у ч и ты в ая  особые точки, л е ж а ­
щие вн утри  контура, — это точки 0 и а, а  такж е леж ащ ие вне 
к о н ту р а  — точки 1 / а и о о .  О б а  в а р и а н т а  п ри водят  к дли тельн ы м  
вы кладкам . М ожно поступить  проще: р азб и ть  п о д ы н тегр ал ь ­
ную функцию н а  сумму двух функций:

Z4 +  1 Z2 ^  1

z 2(z — a)(z  — 1 /а)  (z  — a)(z — 1 /а) z 2(z  — a)(z  — 1/а) 

и вы чи сли ть  и н тегр ал  J  как сумму двух интегралов:

dz
z 2(z — I

1*1=1 1*1 = 1
^ 2га [ J  (z — a)(z — 1 /а)  J  z 2(z — a)(z  — 1/а) 

1*1=1 1*1 = 1

= ~ Ы 1  f' <Z)dZ+ /  Л ( г > * ] = - 2к < /' +  Л ) -
1*1 = 1 1*1 = 1

Н айдем  и н тегр ал  J\  (внутри  кон тура  леж и т  одна  особая  точ­
ка  г =  а — полю с 1-го порядка):  1

,  27п а 2 2 жг а3
J j  =  2  it г resa f x(z)  =  ------ —  =  —----

а — 1 / а  az — 1
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И н тегр ал  J 2  лучш е вы чи сл ять  по особым точкам, леж ащ им  вне 
контура, поскольку очевидно, что re s^  / 2(2 ) =  0 ( / г ( 2) ~  1 / г4,

г —* оо
т.е. коэффициент c_i =  0):

J 2  = 27Гг( res1/o / 2( 2 ) +  re s^  / 2(2 )).

П оэтому

. 1 2 тгг я3 ‘ 2iria3
(1 /п )2( 1 /а  — а) 1 — а 2 а 2 — 1

В р езу л ь тате  имеем

1 (  2 ni  a3 2тт» а3 \  2тта2

В ы чи сли ть  следую щ и е ин тегралы :
2п 2ж

1 0 7 - [  т т т —  1 0 8 - /J  7 +  3 cos X J
о
2тг

’■ 1 — 2

dx
7 -1- sin х

о
2тг

dx
109. I ---------- — -  |а| >  1.

l a  cos х  + а*
о

„ о .  У dx,  |а | <  1.
J  1 — 2а cos х  -f- а 2
о

i n .  У 1“ '2*------ „ > 1 ,
J  — 2а sin 2; +  1

+00

§5. В ы ч и сл ен и е  и н т егр ал ов  в и да  J  f ( x )  dx
— СЮ

Е сл и  функция / ( 2 ), где 2 — комплексная переменная, р е гу л яр ­
на  в верхней  п олуплоскости  за исклю чением  конечного ч и сл а  
и золи рован ны х особых точек ак (к =  1 , 2, . . .  , ш), неп реры вн а
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на вещ ественной оси и у д о в л е т в о р я е т  условию  lim z f ( z ) =  О,
то

-f сю

f ( z )  dx  =  2 тгг ^  resajt / ( г ) .  
*=i

(21

П р и м е р  9. В ы числить:
-f оо -{-оо

11 / ^ т ^ ' Г д е а > 0 ;  2) I  T M d l -
— оо О

Р е ш е н и е .
1) П ервы й и н тегр ал  хорошо известен. В ы числим  его, приме­

няя  теорию  вычетов.
В ведем  функцию f ( z )  =  l / ( z 2 +  а 2). Э т а  функция в точках  ве­

щественной оси совп адает  с данной поды нтегральн ой  функцией, 
она р е г у л я р н а  в верхней полуплоскости  за  исклю чением  точки 
га, к о то р ая  я в л я е т с я  д л я  нее полю сом 1-го порядка. К ром е того, 
она неп реры вн а  на  вещ ественной оси и вы полняется  условие

z
lim z f ( z )  =  lim —------т- =  О,

Z — *  О О  2  —  0 0  Z  - f~  ( I

поэтому

J  =  2ж1 resa, f ( z )  = 2-iri -—; =  —
2 аг а

(при вы чи слен ии вы чета  и сп о льзо ван а  ф о р м у ла  (14)).
2) Т а к  как  п о д ы н тегр ал ьн ая  функция ч етная , то исходный ин­

те гр а л  равен

и dx.
ж4 +  (Sx2 +  25 

В ведем  функцию комплексного переменного

f(z) =
: 4  + Qz2  +  25 ’

ко то р ая  в точках  вещественной оси совп ад ает  с данной  подын­
тегр ал ьн о й  функцией. Н айдем  ее особые точки, д л я  чего вы чи­
слим корни зн ам ен ател я  z\ ,  Z2 , ^з, 24: z 4  +  6 z 2  +  25 =  0. Если 
z 2  = t, то t 2  + 6 t +  25 =  0, откуда  2  =  — 3 ±  4 i.
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Пусть z~ — —3+4*. Ч тобы  найти корни последнего уравнения, 
проще всего п редстави ть  2 в ал геб р аи ч еско й  форме z — а +  bi 
и из р ав ен ств а  (а +  bi ) 2  = —3 +  4г определить  а и Ь. Д л я  этого 
возведем  в к в а д р а т  левую  ч асть  р ав ен ств а  и п ри равняем  вещ е­
ственную  и мнимую части:

а 2  — 62 =  —3,
'lab =  4.

Р еш ая  систему уравнений, получим корни зн ам ен ателя  Z\ =  
=  1 +  2*, г2 =  —1 — 2г. Р а с с у ж д а я  аналогично  относительно 
<2 =  —3 — 4г и р еш ая  систему уравнени й  а 2  — Ь2  =  —3, 2аЬ = —4, 
получим  еще д в а  корня знам енателя: 23 =  1 — 2г, 24 =  — 1 +  2 г.

С ледовательн о ,  функция / ( 2 ) р е гу л яр н а  в верхней п олуплос­
кости за  исклю чен ием  точек 21 и 24 , н еп реры вн а  н а  вещ ествен­
ной оси и вы полняется  условие

П оэтом у

lim 2 / ( 2 ) =  lim ~ ,  =  0 .
г —оо z —*oo 2 +  0 2 “ +  / 5

J  =  i • 27тг( res., / ( 2 ) +  res,4 / ( 2 ) ) .

Н айдем  вы четы  функции / ( г )  относительно точек  z\ и 24 , ис­
п о л ьзу я  ф орм улу (14):

resZk f ( z )  =
4гз + 1 2 2 *  4 (г |  +  3) ’ 

где к — 1,4.  О т с ю д а  определим

z\ 1 -j- 1 -f*res^  f ( z )  =

res; 4 / ( - )  =

4(22 +  3) 4 ■ 4* 16*

24 — 1 +  2 * 1 — 2 г
4 ( г |  +  3) 4 • (—4г) 16* 

О кон чательн о  получим

. , 1 +  2* 1 — 2г \  7т 
J  =  тп ------— +

16*' 16* /  8
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•  В ы числить  следую щ ие интегралы:
+ 00

, ,  , 2" J  ,  , а > О, Ъ >  О.(ж'1 +  гг
dx

г'2) ( х2 +  62) ’

[ х [ dx 
1 1 3 . /  — ъ а > 0 .  1 1 4 . /  - j —— j - — .

J  ( х 2 +  а 2)3 J  х 4 +  х 2 +  1
О —оо

+ о о  + оо

/  z f  х + 1 
115- J & + 4. + W dt- 116' J ?ТТ

2 _
dx.

§6. Л ем м а Ж о р д а н а . В ы ч и сл ен и е
+ оо

и н тегр ал ов  в и д а  J  f ( x ) e l a x dx
— ОО

Л ем м а  Ж о р д а н а . Е сли  функция Ф(г) н еп реры вн а  в зам кну­
той о б ласти  (!  =  {г : IггI >  До, Im z  > 0, До > 0} и lim Ф(^) =  0,

Z —» ОО
ТО

7Л =  [  еЫгФ( z ) d z  — * 0, (22)
J  И—*сю

^ R

где а > 0  и у н  — полуокруж ность 7 д =  {г: z = R e lip, v?G[0, 7г], 
Д >  Д0}.

С  помощью лем м ы  Ж о р д а н а  в ы чи сляю тся  и н тегр ал ы  вида
+ 00

J  f ( x ) e taTdx.  Е сли  функция комплексного переменного / ( г ) ,

совп ад аю щ ая  в точках вещественной оси с данной функцией 
f ( x ) ,  р е гу л яр н а  в верхней полуплоскости  за  исклю чением  конеч­
ного ч и с л а  изолированны х особых точек а \ , а 2 , - - -  , а т , непре­
ры вна  на  вещественной оси и у д о в летв о р яет  у словию  lim / ( г )  =

Z —► ОО
=  0, то при а >  0

+ оо

J  = /
иь

f ( x ) e iax dx  =  2 Tesak [ f H e iaz]. (23)

*=i
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З а м е ч а н и е  1. И сп ользуя  ф ормулу (23), можно получить  
ф ормулы д л я  вы чи слен ия  следую щ их интегралов:

+  оо

J  f ( x ) c o s a x d x  = Re ^27гг resajt [ / (г ) е‘аг]^ , (24)
— оо к = \

-f-oo ^

J  f ( x ) s i n a x d x  = Im ^ ‘2 iri resak [yr( '̂) ela-2r]^ . (25)
к = 1

З а м е ч а н и е  2. Е сли  т р еб у ется  вы чи слить  ин теграл

+  оо

f ( x ) e ibxdx,  Ь < О,/
то следует  р а с с м ат р и в а т ь  особые точки функции f ( z ), леж ащ ие 
в нижней полуплоскости .

П р и м е р  10. В ы числить  следую щ и е интегралы :
-f-CO -(-оо

n r  [  ( * +  1) Sln J оч г [  cosx  J1)-f=7 J 2 +  4х +  20 i ) J =  J д* +  10хг +  9
— ОО

oo

> w - /

— oo

cos 3x
( z 2 4)2

dx.

Р е ш е н и е .
I) Р а с с м о тр и м  функцию комплексного переменного

л . - )  =  ^ г + 1г 2 4- 4г +  20

Н айдем  ее особы е точки: г 2 +  4г +  20 =  0, г, 2 =  —2 ±  4г. В 
верхней по л у п л о ско сти  леж ит  одна особая  точка  Z\ — — 2 +  4г, 
ко то р ая  я в л я е т с я  полю сом 1-го порядка  д л я  данной функции. 
Кроме того, функция f ( z )  неп реры вн а  на  вещественной оси и 
I™ = поэтому д л я  вы числения  исходного и н те гр а л а

./ можно в о с п о л ь зо в а т ь с я  ф орм улой  (25) при а =  3:

J  = Im (2тггге8;1 ( f ( z ) e 3iz)).
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Н айдем  вы чет  функции f ( z ) e 3tz относительно точки z 1, ис­
п ользуя  ф орм улу (14):

л +  1
е3гг =res. [ / ( г )е 3' “1 =  res 9 , 4,- —------------------

J - 2 + 4 .  ( 2 2 + 4 г  +  2 0 ) '

( - 2  +  4 i  +  l ) e 3 i ( - 2 + 4 « )  +  4 г ) е - 6г - 1 2

~  2(—2 +  4 г) +  4 “  8г ’

откуда

J = Im ^ ~ 1 + 4 *|С 6> 12)  =  J e - 12I m ( ( - l  + 4 г ) е - 6*) =  

1ш [( — 1 +  4z)(cos6 — г sin 6)] =  j  е ~ 12 1ш (— cos 6+■12

+  4г cos б +  г sin б +  4 sin 6) =  — е 12(4 cos 6 +  sin 6).

2) Р а с с м о тр и м  функцию комплексного переменного

1
Я*) = Z4 +  I0z~ +  9

и найдем  ее особые точки, леж ащ ие в верхней полуплоскости: 
z 4  +  10z 2  +  9 =  0, или (г 2 +  9 )(г2 +  1) =  0. Т о гд а  z\  =  Зг, z 2  =  - Зг ,  
г3 =  г, z4  = —г, и в верхней полуплоскости  л еж ат  точки Зг и г.

Т а к  как функция f ( z )  неп реры вн а  на  вещественной оси и 
lim f ( z )  =  lim ^rprfc^+9 ~  то можно применить ф орм улу (24) 

при а =  1:

J  =  Re {2ni  [ res3i ( f ( z ) e ' z ) +  res, ( f ( z ) e l z ) ] } .

В ы четы  функции /(z)e*~ относительно точек  z i= 3 i  и 2з=г, 
которы е я в л я ю т с я  просты м и полю сами, найдем, исп о льзу я  фор­
мулу (14):

res2fc [ЯгК*] =

где к =  1,3. В результате

ressi [ Я Ф ' 2]

4zf +  20z* 4zk (z l  +  5) ’

с - 3
4 ■ Зг(—9 +  5) 48г 
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res, [ / ( ;
0- \ о -  1

поэтому

J — Re < 27гг

4г(— 1 +  5) 16* 1

e 3 e 'Л l -  . - 3
48* +  16* У 2 4 (3e " e ) '

3) П о д ы н тегр ал ьн ая  функция четная , поэтому с и сп ользова­
нием ф ормулы  (24) можно запи сать

- f  ОО

U i cos Зж 1
/ -----ттт dx  =  -  Re(ж2 4  4)2 2

о 3*2
27гг res.,.-

(г2 +  4)2 '

(Функция комплексного переменного f ( z )  = \ / {z~ +  4)2 в верх­
ней п олуплоскости  имеет одну особую точку 2* — полю с 2-го 
порядка. К ром е того, она неп реры вн а  на  вещественной оси и
lim f ( z )  -  0.)

2 —>00

Н айдем вы чет  функции относительно точки 2* по фор­
муле (12) при п  =  2:

*2.' [ / ( * > “

Г p3i.- 

_(с +  2 г)2_ 

О кон чательно  получим

— lim
1! z —*2i

(z -  i f

limz ^ 2 i

[_(г2 +  4)2

Зг'(2 4  2г) — 2 7e~6 
z—'ii (z 4  2*)3 32*

-6 lim

1 (  7 f - 6 
J  =  -  Re 2tt*'------

2 V 32*
77re - 6

32

•  В ы числить  следую щ и е ин тегралы :

117.

-f-oo

/
(х  4  1) cos Зж 
ж2 4  4ж 4  20

dx.

-f-oo

„ 9 .  J  .
ж sm ж 

ж4 -(- 5ж2 4  4
(/ж.

-f-OO 

118. /  :
ж sin 2ж 
ж2 4- 1

dx.

ОО

/  cos Зж
120. /  —------с(ж.

i  i 4 4  1
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121
ОО

■ h
О
оо

■ /

4 4- 7*2 +  12
dx.

ОО

/ х sin х
—л— т  х 4 + 1

</;с.

cos 2ж 
(.г2 +  1)2

dx. 124-/йх  sin 2х
+  4)2

с/ж.

§7. В ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л о в  д р у г и х  т и п о в

В преды дущ их п а р а г р а ф а х  в ы чи сл ял и сь  и н тегр ал ы  с помо­
щ ью функций комплексного переменного, непреры вны х на ве­
щ ественной оси. Р а с с м о тр и м  некоторы е и н тегралы , д л я  вычи­
сления которы х преды дущ ие приемы  не применимы.

+ оо -f-оо

И н т е гр а л ы  типа  J  /(ж) sin" ж dz и J  f ( x )  cos" х dx  вычисля-
— о о  — ОО

ю тся  при помощ и вы раж ен и я  тригоном етрических  функций че­
рез экспоненциальные. П ри этом  следует  помнить, что функции 
sin 2 и cos z не ограничены  ни в какой полуплоскости .

+оо

И н т е гр а л ы  в и д а  J  f ( x ) e ai:d x , r a e a  — некоторое комплексное

— ОО
число, в ы ч и с л яю тс я  с помощ ью  и н тегри рован и я  в полуплоско- 
сти, в которой  \еаг \ <  1.

П р и м е р  11. В ы числить:
оо оо

J  ж(ж2 +  4) J  х 2 ( х 2 +  1)
о о

Р е ш е н и е .
1) В ы числение  и н те г р а л а  разобьем  на  этапы:

«Зх
а) В ведем  вспом огательн ую  функцию f ( x )  =  ■ Н етр у д ­

но зам ети ть ,  что  значение мнимой части  этой  функции совпа­
д а е т  с по д ы н тегр ал ьн о й  функцией. О собы м и точкам и  функции 
f ( z )  (z — ком плексная  переменная) я в л я ю т с я  точки 0, ± 2 i — 
п росты е  полю сы, причем  в точке 2 =  0, леж ащ ей  н а  вещ ествен­
ной оси, н ар у ш ается  неп реры вн ость  функции f ( z ) .

б) В ведем  вспом огательн ы й контур и н тегр и р о ван и я  (ри с .24), 
такой, чтоб ы  он вкл ю ч ал  отрезок вещ ественной оси, со дер ж а­
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щ ий точку 2 =  0, и в р езу л ь тате  предельного  перехода  по­
л у ч и л ся  бы исходны й ин теграл .  О собую  точку 2 =  0 необ­

ходимо обойти, поэтому в верх­
ней п олуплоскости  введем полу­
окруж ность 7г с. центром  в точке
0 д остаточн о  м алого  р ади у са  е и 
п олуокрж уность  7 Я с центром  в 
точке 0 д остаточн о  больш ого р а ­
д и у са  R,  чтобы  все особые точ­
ки функции / ( г )  леж ал и  внутри 
п о л у к р у га  {z:\z\  < R,  1шг >  0}, 
т.е. в данном сл у ч ае  R  >  |2х|.

в) Т аким  образом , будем р а с с м а т р и в а т ь  контурны й ин теграл

J  f ( z ) dz  =  J  f ( z ) d z  + J  f ( z ) d z +  J  f ( z ) d z  + J  f ( z ) d z ,  (*)

Г [*,#] 7 + [—Я, —e] y -

которы й по основной теорем е о вы четах  (ф орм ула  (15)) опреде­
л я е тс я  как

/ f { z )  dz = Ъ гг res2i f ( z )  =  2 ni  lim f ( z ) ( z  — 2г) =
z —+2i

-  2 Н  е~ ‘
2 г • 4 г 4

Т о гд а  равенство  (*) можно зап и сать  следую щ и м  образом:

J  f ( z ) d z +  J  f ( z ) d z +  J  f ( z ) d z +  J  f ( z )  d z — — ^  e~e (**)

[с,я] 7+ [ - я . -f] y-

и в нем п ерейти  к п ред елу  при е —*■ + 0  и R  —> +оо.
г) П реж де чем  осущ ествить  п редельны й переход, сведем  ка­

ждый контурны й и н тегр ал  к и н тегр ал у  по промеж утку, и сп оль­
зуя  ф орм улу (1) из гл ав ы  2, §1.

П ервое  слагаем ое:  введем  п арам етри зац и ю  о тр езка  [е, Я]:
2 =  t, t G [е, Д], поэтому

н

J  f { z ) d z  =  J  f ( t ) d t .

[г, Я]
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Т р е т ь е  слагаем ое: введем  п арам етр и зац и ю  о тр езка  [— R,  — е]: 
г =  —t, t €  [Я, е], поэтому

е е R

J  f ( z ) d z  = J  = - J  f ( - t ) d t  = J  f ( - t ) d t .

[ ~ R - c ]  R  R  «

С у м м и р у я  первы й и тр ети й  и н тегралы , п олучаем
я  R

J  f ( z )  dz  +  J  f ( z )  dz =  J  f ( t ) d t  + J  f ( - t ) d t  =

[£ ,Я] [—Я, — е] с г

R  f t

Л е »Э( c - i 3 t  -I r e i3 t  _  e - i 3 t

t ( t 2  + 4 )  +  -< (< 2 + 4 ) J  d t ~  J t{t 2  + 4 )  dt ~
e e

/  s in 3 1 , r / e i3t -  e-*'3< . n .
=  2г I -т-x-----— dt  — * 2г./, ( —---- —------ =  sin 32)

J  <(<2 +  4) «-• V 2г ’

В торое  сл агаем о е
ni3zJ  f ( z ) d z  = J €

dz  — *• 0
z ( z 2  +  4) R—*oo

согласно лем м е Ж о р д а н а  (см. ф орм улу (22)).
Ч е т в ер т о е  слагаем ое: введем  п арам етр и зац и ю  п олуокруж но­

сти 7 7  : л =  ee ' v , е  [тг, 0], поэтому

J  ге,„ ('л г ,„ +  4 ) * ' » ^  =

7Г

=  - 7 £ 2 e 2i<p _|_ 4  £ _ о  4

д) Д окаж ем , что осущ ествленны й предельны й переход  при 
£ —► 0 под знаком и н те гр а л а  по полуокруж ности  у~  возможен. 
О чевидно, что  д л я  этого д остаточн о  показать , что



П роведем  п р ео б р азо в ан и я  последнего  вы раж ени я , у читы вая ,

что ~ Т  = /  ( “ i  I dtp:
О

- f d v ~  / ( “ з) Н (Т) h ; ] { ф ^ Ц .4 “ з) ^
О О О Х '

I M ei3 e e ^ _ 4 _ £2e2lV I ^  /:|4(е<3£е”'’ _  1 ) - е2е2*> |
У 4 (£2е2»^+ 4 ) ^ 1 ( 7 ) 7  4 |е2е2‘> + 4 |  ^  (2)Т(з)
О о

1 }4\ei3ee‘v -  1 |+ |е2е2,> |  ^  1 /:4(el*3ee*vl — 1)+е2
:Г(з) 4 J 4 - | e 2e2i^| ^  (Ъ 4 J 4—е2

0. 
£-►0

-rfy> =

П ри  п р ео б р азо в ан и я х  было исп ользован о  следую щ ее: (1) — 
сво й ства  ин тегралов ,  (2) — м одуль  ч и с л и т ел я  оценен сверху 
сум м ой модулей , при чем  чи сли тель  р азб и т  на  сумму двух с л а ­
гаемых, каж дое  из которы х стр ем и тся  к нулю при е —► 0, (3) — 
зн ам ен ател ь  оценен снизу: м одуль  разности  не меньше м одуля  
р азн о сти  модулей , (4) — исп ользован о  н еравенство  \еА — 1| <
<  -  1.

е) И так , равенство  (**) можно запи сать  как 
R

3 iz
d z -

' R
z ( z 2 + 4)

7Г

7 giSee"'
dv - - — e

П ер ех о дя  в последнем  равенстве  к пределу  при е —* 0 и R  —► оо 
и у ч и т ы в а я  р езу л ьтаты , полученны е на  этапе г), имеем

, .  „ „ г7Г г7Г _к2г J  +  О---- — =  — — е ,
4 4

откуда  J  =  (1 — с- 6 ).
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2) Т а к  как sin2 х  — *..9°s 2х, то2
сх

J  = l - [  -i f  v S ‘2n  dx  =  ^ А'-2 J  ж2(х 2 +  1)

Реш ение р азо б ьем  н а  этапы.
а) В ведем  вспом огательн ую  функцию f ( z )  = З н ач е ­

ние вещ ественной ч ас т и  данной функции совп адает  с подынте­
г р а л ь н о й  функцией. О собы м и точками функции / ( г ) ,  г — ком­
п л ексн ая  перем енная, я в л я ю т с я  точки 0, ±г — п росты е полюсы, 
при чем  то чк а  г =  0 леж ит  н а  вещ ественной оси, поэтому по­
ступим так  же, как и в п реды дущ ей  за д ач е  (см. рис .24), только 
здесь  R  >  |г|, т. е. R  >  1. Т о гд а

J  f ( z )  d z = J  f ( z ) d z  + J  f ( z ) d z  + J  f ( z )  dz  +  J  f ( z ) dz-

[е.Л] 7+ [--R.-e]
1 _  £-2

2 irires,- f ( z )  = 2тгi - y2 = —тг(1 -  e~ 2).

б) В водя  п ар ам етр и зац и ю  аналогично  за д а ч е  1), п олучаем

/  /w<fa + /  fiz)dz = JwTi)dt + J * e “
[Е,Я] l - R - c ]

R
cos 21

t 2 ( t 2  +  1)
dt

- / J t 2 ( t 2  + 1 )
dt  — *■ 2 К

(так  как  =  cos 22).
в) Р а с с м о тр и м  и н теграл

1 -  e2iz

/ z 2 ( z 2  +  1)

где
2 iz

A  = I - r r - 7  В = I — — -------  flfz.j  z 2 ( z 2  + i y  B - j  
Т-я

z 2 ( z 2  +  1 )
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Д окаж ем , что А —* 0 при R  —► оо. В ведем  п ар ам етр и зац и ю  
полуокруж ности  7 ^ :  z — Re lLp. р  £  [0 ,7г] и по формуле (1) из 
главы  2, §1, имеем

л =  [ _____ =  1  /  Ар
J  Я 2е2̂ ( Я 2е2»  +  1 ) г  r J  R?e* v + l  г
о о

Оценим и н тегр ал  А  по модулю:

I i }  e~,v 1 } \e~iip\
“  I R j  R l e? i v  +  1 d l f  ~  r J  \ R 2 e 2i<fi +  1 | d V -

0

Т ак  как  |e "f)\ =  1, a  \ R 2 e2vf +  1| >  \ R 2 e2vf \ — 1 =  R 2  — 1 (поскольку 
|a  +  b\  >  | |a |  -  |6 ||) ,  t o

1Г

И | -  /г^гт  ̂= R ( R 2  -  1) R-

Второй и н тегр ал  В  стрем и тся  к нулю при R  —► оо по лемме 
Ж о р д а н а .

г) Р а с с м о тр и м  и н теграл  по полуокруж ности  у ~ . В водя п а р а ­
м етри зац и ю  этой окружности: г =  ее14’ , <р £  [тт.О], находим (см. 
ф орм улу (1), г л а в а  2, §1):

0  7Г
c,2ie:e'v г  e 2 i c e ' v  _  1

(£2 e2 iv _|_ J) d ip .

Д окаж ем , что  последний ин теграл  стрем и тся  к —2 п при е —► 0.
7Г

Д л я  этого  представи м  —2тг =  — J  2 dp  и р ассм о тр и м  разность

ин тегр ал о в  по модулю:
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7Г

I*/—J  ее1*

, 2  i t e l4> -  i
d t p  •

7Г

J ( ~ 2 )  dtp
0 0

I j  i (e2i£e'* -  1) +  2ee*> +  2e3 e3i*

0
е е ^ ( е 2 е2^  +  1)

d tp
(i)

0  | J *'(' 

(
7Г

<-!

,2i£e‘v 1 -  2 гее^)  +  2e3e3,>
se1* (e2  e2t* +  I)

<

| j ( e 2*'£ e ‘v -  1 -  2* е с ^ ) |  +  | 2e 3e 3 i^ |  (5)
|ee^ | . | e2e2 ^ + 1 | W  <

(2) f  (e2c — 1 -  2e) +  2e3 _  (e2c -  1 -  2e) +  2e3(2 ) f 4
При п рео б р азо ван и ях  было использовано следую щее: (1) — чи­
слитель  разб и л и  на сумму двух слагаем ы х так, чтобы  каж дое 
сл агаем о е  имело порядок м ал о сти  относительно е, больш ий или 
равный двум, (2) — и сп о льзо вал и  неравенство

_2 iee -  1 -  2 ierllfi\ < е2е -  1 -  2е

и неравенство

|е е +  1| >  |е е

д) Итак, в р езу л ь тате  предельного  перехода  при е —♦ + 0  и 
ft —+ + 0 0  имеем 2А’ — 27г =  —7г(1 — е~2). О тсю д а

г ,  Ж , - 2  . \ J 1 r . 7 r ( f 2 +  1)
Л =  -  О и 1  = 7, К = —— т------ '■2 2 4

оо оо

П р и м е р  12. В ы числить  1) [  ,*ПХ di■; 2) /  —= г-^ -----
J  г * + 4 ’ J  у / х ( х +  I)
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Р е ш е н и е .
1) В поды н тегральн ой  функции ф орм альн о  вместо  х  п о д ста­

вим z  и п олучим  следую щ ее  вы раж ение: О тметим, что  
Ln г — “м ногознач ная  функция” . У  нее сущ ествует  бесчислен­
ное множ ество  регулярн ы х ветвей  (см. гл ав у  1, §6, ф орм ула  
(6)))-

Р а с с м о тр и м  функцию f ( z )  =  j r jjrj , где под  In г =  In \z\ + i Arg г 
пон им ается  т а  ветвь  логариф м а, д л я  которой  A rgz  G [ — §, т р ] . 
О тм етим , что в верхней  полуплоскости  э т а  ветвь  совп адает  с 
главны м  значением  логариф м а. П оскольку  точк а  z = 0 д л я  
функции f ( z ) я в л я е т с я  особой точкой (точкой ветвления),  то при 
вы боре к о н ту р а  и н тегри рован и я  ее следует  обойти, при этом 
вклю чи ть  в контур и н тегр и р о ван и я  отрезок  вещ ественной оси 
и полуокруж ность  с центром  в н а ч а л е  координ ат  д остаточн о  
больш ого р а д и у с а  R,  чтобы  особые точки функции f ( z )  л еж а­
ли вн у тр и  п о л у к р у га  \z\ < R,  Im z > 0 .  т. е. R  >  2 (контур 
и н тегр и р о ван и я  см. на  рис. 24).

Р а с с м о тр и м  контурны й ин теграл ,  который, с одной стороны, 
в ы ч и с л яе тс я  по теорем е о вы четах , а с другой , — р а с к л а д ы в а ­
ется  н а  сумму интегралов:

J  f ( z )  dz  =  J  dz = 2 iri res 2, f ( z )  =

Г г

J  f ( z ) d z  + J  f ( z ) d z +  J  f ( z )  dz + J  f ( z ) d z .

[*,Я] 7Й [-«.-*]

Т о ч к а  г =  2г д л я  функции / ( г )  — простой  полю с, поэтому

res2« f ( z ) =
1п(2г) In 2 -)- г arg 2» _  In 2 +  г f
2 • 2г 4г 4г

J  f ( z ) d z  + J  f ( z ) d z +  J  f ( z ) d z  + J  f ( z )  dz

' 2
4 i

■ 2 iri =  — ln 2 +  i — . (*)

П реж де  чем  в этом  равен стве  перейти к п р ед ел у  при е —► + 0  и 
R  —* +оо, сведем  контурны е интегралы , стоящ ие в левой  части,
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к и н тегр ал ам  по промеж утку. Д л я  первого и н те гр а л а  введем  
п арам етр и зац и ю  о тр езк а  [е , R]: z — t, t Е [е, R], поэтому

[г,я]

Д л я  тр етьего  и н те г р а л а

IX

dz  введем  парам етри зац и ю

[ ~ R , - e ]
о тр езка  [—/£ ,—«:]: 2 =  — t, t €  [Л, е], поэтому 

[ - Н , - £ ]  R  е

In / 4  in 
t 2 + 4

dt.

С у м м и р у я  первый и тр ети й  ин тегралы , имеем 

f  In t f  ln t +  in f  ln t n , . fJ  w n dt + J  -p T rdt = y  WT4]di + ,’ J dt
t 2  + 4

(**)

Т еперь  докажем, что второй  и четверты й  и н тегр ал ы  с тр ем я т ­

ся к нулю  при е —*■ + 0  и R  —> 4оо . Р ассм о тр и м / / М dz,  введем

п арам етр и зац и ю  полуокруж ности  -yR : z =  Re lip, р  G [0,7г]. Т о ­
гда

7Г

1 / л . - ) *  = 1 /
'Y + ’ R

1п(Дег
( Re ' * ) 2  4  4

Rie iipd(p

7Г

I/
ln R  4- i f

R 2 e2i* 4  4

(2) f  | ln Д| +  \i<p|

( i )
<

7Г

/I
(2)  у4 \ R 2 €h<p\ _  4 

U
(4) (In Д  +  n ) R

Ri e llfidip

(3) /• 
|Лгег¥>| dip <

о
ln Д

R 2 e2i<p + 4
Ri e*

( 2 ) 

dip <

(3J  [  ln ft 4  n r, , (4)

f t2 -  4
ft

D, ,  т  ~  —— — * 0. 
f t2 -  4 я^+оо ft r -++r>j (* * *)
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З д есь  при переходе (1) использовано  свойство  интегралов , при 
переходе (2 ) п роведена  оценка ч и сл и тел я  сверху (|о +  6 | <  |а| +  
+  |6 |), а  оценка зн ам ен ателя  — снизу ( |а  +  &| >  | М  -  \Ь\ |), при 
переходе (3)) им еется  в виду, что ч и сли тель  будет  наибольш им 
при <р =  7г, при переходе (4) вы числен  и н теграл  и при п редель­
ном переходе при R  —* + о о  исп ользован  предел  lim =  О

при а  > 0 .

Наконец, рассм о тр и м  J  f ( z )  dz.  П оступ ая  аналогично преды-

7  Г
дущему, имеем г =  ее ' * , ip £  [я\ 0], и

о
(И(  \ [ In ее"*/ л*)* =\J <

т  | м  +  м  т  ? ( | in £ |  +  , ) t
-  J  |£2е2.^1 4 V -  J  4 _ £2 *j \£2 C2ufi\ — 4|

и и

(3) ( 11пе |  +  тг)е Г (_4) (I I ne l  +  тг)е

4 — £2 £ —+ 0
0. (* * * * )

При переходе (1) использовано свойство интегралов , при пере­
ходе (2 ) п р о вед ен а  оценка ч и сл и тел я  сверху (|а +  6 | <  |а| +  |6 |), a 
оценка зн ам ен ател я  — снизу (|« +  6 | >  | |а| — |&| |), при переходе
(3) им еется  в виду, что ч и сл и тел ь  будет наибольш им  при <р =  п, 
при переходе (4) вы чи слен  и н теграл  и при п редельном  переходе
при е —> + 0  и сп ользован  предел  lim еа 1п е  =  0 при tv > 0 .

£ -+0
О кон чательно  при переходе в равенстве  (*) к пределу  при 

£ —!► + 0  и R. —► + о о , у ч и ты в ая  соотношения (**), (* * *), (* * **), 
имеем

ОО ОО

п f  Int  f  dt  7Г ,7Г2

J  W+A + " J  = 2 +‘T'
о о

П р и р ав н и в ая  в последнем  равенстве  вещественные части , п олу­
чаем

ОО

ч In I , 7Г
dt  =  — In 2 ,

t 2 +  4 2
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оо
In t

откуда исходный ин теграл

J
о

< 2 + 4
dt =

7Г In 2

Е сли  п р и р авн ять  мнимые части , то получим известный инте­
грал

' У '

dt 7Гт /
dt 7Г

4 '<2 +  4 4 ’ J  1 2 +  4
о о

2) П окаж ем д в а  способа вы чи слен ия  данного и н теграла .
С п о с о б  1 . Р а с с м а т р и в а я  ветвь у/г,  определенную  в плос­

кости с разрезом  по полож ительн ой  части  вещественной оси, 
которая  в верхней полуплоскости  совпадает  с главны м  знач е­
нием корня. П роин тегрируем  теперь функцию f ( z ) =  по 
зам кнутом у кон туру  Г, определенному следую щ и м  образом: на­
чиная  от точки £>0 на вещественной оси путь идет  по вещ ествен­
ной оси в нап равлени и  в о зр а ­
стания  до точки R > 0; затем  он 
обходит в полож ительн ом  на­
п равлени и  окруж ность 7 Д р а ­
диусом R  с центром  в н а ч а л е  
координат; д ал е е  проходит по 
вещ ественной оси от R  
до е и, наконец, обходит в 
отрицательном  направлени и  
окруж ность 7£ радиусом  е с 
центром в н а ч а л е  координат  
(рис .25).

И н тегр ал

/ f ( z ) d z  — 27гг res_! f ( z )  — 2 ni
1 2 iri

i
2  ж (*)

(с учетом  вы бранной ветви л/—T =  г, см. гл аву  1, §5).
Вместе с тем

/ / < ; ) * =  J  Md!+JfU),U+ J  / ( . - ) *  +  /  f(z)dz. (**)

^  [£ .Я ] 7 Н [Я ,е ] -у~
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При ин тегрирован ии  по отрезку  [£,Д] (п ар ам етр и зац и я  z = t, 
t Е [е, Д]) по л у ч аем  главное  значение корня  \ f z  =  поэтому

i t

I  f{z,d,‘ j7uT
[С Я]

V~t ( t+ 1)
dt.

П ри и н тегрирован ии  по отрезку  [Д,£] (п ар ам етр и зац и я  z = t , 
t в  [Д, е]) \ f z  =  - y f t , так  как точку 2 =  0 мы обош ли в полож и­
тельном  нап равлен и и  один раз, и поэтому аргум ен т  г получил 
приращ ение, равное  '2 тт:

Т о гда
£  IX

[Я,г] Я £

dt

О б ъ е д и н я я  и н тегр ал ы  по отрезкам  [е, Д] и [Д, ег], находим

я

2/
dt

V t ( t  + 1)'
(* * *)

Т еп ерь  докаж ем, что и н тегр ал ы  по кон турам  7 Й и 7 7  стре ­
м ятся  к нулю  при Д —* +оо, е —► +0. Введем п арам етри зац и ю  
окруж ности: 2 =  Re ' v , ip Е [0, 27т]. И меем

2тг

У  / ( 2 ) dz  =  J Ri e lv>

2тг

<-1
О

2 ж

<~J

о

\Rieilp

л / Д е ^ / 2( Д е ^  +  1)
<

2ir

| \ / Д е ^ / 2(Де,>  +  1)|

д  . д

(/<£> /
д

\/Д |Де*> +
cfyj <

2тг
Д  /  , 2тгД

^ _ л / Д ( Д - 1 )  У  ^ ~ \ / Д ( Д -л / Д ( Д - 1 )  \ / Д  (Д  — 1) л / Д ( Д -  1 ) я - + с

(* * **)
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А налогично, р а с с м ат р и в а я  и н теграл  по контуру 7е , по л у ч а­
ем

и

| J  / ( “ ) dz  =  j J
27ГFc

егеip1*

2тг

+  1)

V? ,

dtp <

dip =  - v ~ - 27Г
£ 1 -  £ £ —+0

0. ( * * )\ *** /

П ереходя  в равенстве  (**) к пределу при е —* +0  и R  —* +оо 
и у ч и т ы в а я  соотношения (*), (* * *), (* * **), (**т ), окончательно 
находим

ОО

(it
2тг ■/ V~t{t + 1 )

+  0 +  0,

откуда
ОО

/
dt

V t ( t  + l)

С п о с о б  2 .( 'н а ч а л а  в несобственном и н тегр ал е  сделаем  за ­
мену переменной х

оо + о о
еу dy

4-оо

х/ё» (е» +  1)
/  - i— - dy

J  еУ +  1

и введем  функцию комплексного переменного f ( z )  =  , име­
ю щ ую бесчисленное множ ество  простых полю сов г*, которые 
н ах о д ятся  из уравнени я  е2 +  1 =  О, е2 =  — 1, т.е. г * =  г 7Г +  2тт ki= 
= iir(2k + 1 ) ,  €  Z.

З д е с ь  контур интегрирования , 
введенный в преды дущ их зад ач ах ,  
не подходит, так как с в о зр астан и ­
ем R  вн у тр ь  об ласти  будут попа­
д ать  новые особые точки, поэто­
му введем  новый контур интегри­
рования  (ри с .26): одна особая  точ­
ка  2 =  in леж ит  внутри  контура, а 
точка  2 =  2гзг — на отрезке  [DC'], Рис. 26.
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так что зн ам ен атель  п оды нтегральн ой  функции ez +  1 не изме­
няется, когда  точка  z пробегает  отрезок  \DC!\.

И н тегр ал  от функции f ( z )  по этому контуру

Г е* ’/ 2
/ / ( г )  dz — 2 ni  res)jr f ( z )  = 2 iri ——— =  2 тг. (*)

r

В то же врем я

J f ( z ) d z =  J  f ( z ) d z  + J  f ( z ) d z +

[ЛВ] [BC]

+  J  f ( z ) d z +  J  f ( z )  dz. (**)

[CD]  [CA]

Р ассм о тр и м  каж дый ин теграл  отдельно. Введем п а р а м е т р и ­
зацию о тр езка  [АВ\.  z =  t, t £  [—Я, й]- Имеем

Я Pi / 2J  f{z)dz= J  —dt. ( * * * )
[АВ]  - Я

П ар ам етр и зац и я  отрезка  [CD]: z = t -f  2жi, t G [й, —й], тогда

- R  |  IQ /if, </2
/  f ( z ) d z  =  J  1 dt =  J  (* * * * )

[f'D] Я —Я

П а р а м е тр и за ц и я  отрезка  [ВС]: г =  й + г 7 ,  / 6  [0, 27т]. В этом 
случае

у /■ р ^ /* pR/~ р1*/2
I f ( z ) d z =  /  ------ i dt =  г /  —б—-------dt. ( * * )

J  ’ J  ек+ч  +  1 У +  1

2 тг
e R / 2  p i t / 2

П а р а м е тр и за ц и я  отрезка . [£M]: z = —R  + it, < €  [27Г, 0]. П олу­
чаем

0 _ р  , . 2тг
г г g 2 у* е~Л/2 ег</ 2

/  /(*)</* =  /  — — ------гг// гг -  /  ----  d t ; (***)
7  У с - Я + ч  +  1 J  е - Я е .« +  1 ’

[£М] 2тт 0
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Д окаж ем , что и н тегр ал ы  („** ) и (*«*) стр ем ятся  к нулю при 
R  —► +оо. Д л я  этого оценим их по модулю  и перейдем  к пределу  
при R  —+ +оо:

2 п

[ВС]

2 п

2 тг
Г r p K / 2 e i t / 2  f \ K / 2  i t / 2

/  f ( z ) d z  = t /  ------dt\ <  /  U —- -------
J  I J  eR e%i +  1 I J  | е й е“  +  1

27f
f  ед / 2

J eR - l

рЯ /2  е Я /2
dt — —г.------ 2тг

о

2л-

d< <

— 1 Я —>+oo eR/2 Я —* + c

/  /(* )  
[ОЛ]

2л

s /

2 т

dz
Г е ~ я / 2 г 1*/2 I у  I e -
/  ----5—7----- <  /  —J  e - R  p i t  _|_ i  J  p -

2ir
— Я /2  p i t / 2

R eif +  1
d< <

. - Я / 2  р - Я / 2
-  e 2ТГ ~  27rc-fl/2

1 — e"
dt

1 — e ~R Я — + о Я—►+oo
0.

И наконец, переходя  к пределу  в равенстве  (**) и уч и ты вая  
соотнош ения (*), (***), (****) и стрем ление  к нулю интегралов  
( )  и С " ) ,  находим

+ о о
/■ е‘/ 2 

2тг =  2 /  —------dt,У <■* +1
откуда

+°°/• е</2
/  < =  7Г.

У с +  1

•  В ы числить  следую щ и е интегралы:

/ sin х , /  sin 2х
------ dx. 126. /  — —--

х У х(х +  1)
о о

ОО ОО

/ sin х , /* х
—  **■ 1 2 9 ' J  7

dx.  127

ОО

/ cos 2х —
X2

cos 4х
dx.

2 +  b2 X
dx,  а > 0, Ь > 0.
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133.

130.

135.

оо оо оо
[  In а: Г h r  х [ dx
/  —̂------ - d x , a >  0. 131. /  —-dx.  132.

J  x 2  +  a 2  J  x 2  +  4 J
о о
+ 00 no

/  ~~~—7 d x - 134. /  —^  dx.
J  e* +  1 У (1 +  ж)3

-  oo 0
oo oo

/ dx [ In X
— —------ r ,  0 < p < l .  136. I -------------— dx.
ж ? ( 1 + ж )  J  J f i ( x + l ) 2

\ / x  (ж +  1)



Р а зд е л  III. Р я д ы  и  и н тегр ал  Ф урье

Г л ава I. Р я д ы  Ф урье

§1. Р а зл о ж ен и е  в тр и го н о м ет р и ч еск и й  р я д  Ф урье  
п ер и о д и ч еск о й  ф ункции с п ер и о д о м  '2тт

Рядом Фурье функции f ( x ) ,  определенной на промежутке  
[—7г, ж], н азы вается  тр и гоном етрический  ряд

Если р яд  (1) я в л я е т с я  рядом  Ф урье функции f ( x ) ,  то у п о т р е б л я ­
ется  следу ю щ ая  запись:

что означает , что функции /(ж ) соответствует  р я д  Фурье.

З а м е ч а н и е  1. Не  д л я  всякой функции можно п остроить  
ряд  Фурье( невозможно, например, написать  р яд  Ф урье функ­
ции, д л я  которой  и н тегр ал ы  в ф орм улах  (2) не сущ ествую т).

З а м е ч а н и е  2. Не в ся кая  функция я в л я е т с я  суммой ее ряда  
Фурье, даж е  если он сходится.

ОО

(1)

коэффициенты которого  о п р ед ел яю тся  ф орм улам и

— 7Г 

Ж

—  Ж 

Ж

bk = — [  f ( x )  sin kx  dx  (Jb =  1 , 2 , 3 , . . . ) .  
n J

OO

f ( x )  ~  ^  -f £ ( „ *  cos k r  +  bk sin kx) , ( 3)
k = 1
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О п р е д е л е н и е .  Функция / ( х )  н азы в ается  кусочно-монотонной 
в промеж утке [а, 6], если этот  пром еж уток р азб и в ается  на  ко­
нечное число  промеж утков [а, х{\,  [xj, х 2], [х2, жз], . .. , [хп , b], в ка­
ждом из которых функция / ( х )  монотонна. Кусочно-монотонная 
функция мож ет иметь в пром еж утке  [а, Ь] разры вы  лишь первого 
рода.

Т е о р е м а  Д и р и х л е .  Если функция  / (ж) с периодом 27т кусоч­
но-монотонна в промежутке  [ — тг, 7г] и имеет в нем не более чем 
конечное число точек разрыва,  то ее ряд Фурье сходится к сумме

в каждой точке разрыва.
В ы сказанны е у слови я  н азы в аю тся  условиями Дирихле.
Е сли функция р а с с м а т р и в а е т с я  на  откры том промежутке

( — 7Г, 7Г) ,  ТО

ОО

(4)

(5)2

б'(тг) =  S { —тг) =  ^  [ / ( - 7Г +  0) +  / (  7Г -  0)] . (5')

Е сли  / ( х )  — ч етн ая  функция (т.е. / ( —х) =  / (х ) ) ,  то

= 0  (*=1 , 2 ,3 , . . . ) ,
7Г

(6 )О
7Г

О

и р яд  Ф у р ь е 'д л я  четной функции зап и сы вается  так:

оо

(7)
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Если f ( x )  — н еч етн ая  функция (т. е. f ( —x)  =  —f ( x ) ) ,  то

6*. =  — j  f ( x )  sin к х  dx  ( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,
( 8 )

о

и р яд  Ф урье д л я  нечетной функции имеет вид

ОО

6* sin кх.
к= 1

(9)

В сл у ч ае  разлож ени я  в р я д  Ф урье функции /(ат), у д о в летв о р я ­
ющей тем же условиям , но заданной в произвольном  промеж утке 
[a ,a  +  27r] длиной 2тг, в ф орм улах  (2) пределы  ин тегрирован ия  за ­
м еняю тся  соответственно на  а и я +  2тг. Н апример , если a =  0, 
то пром еж уток [а, я +  2 тг] им еет  вид  [0, 2тг], и коэффициенты р я д а  
Ф урье оп ред ел яю тся  по ф орм улам

Р я д  Ф урье д л я  функции f ( x )  можно зап и сать  в комплексной 
форме. Гак, если в ряде  Ф урье (1) функции f ( x )  заменить cos кх  
и sin кх  их вы раж ени ям и  через  экспоненциальны е функции по 
известным ф орм улам и Э й л е р а

о
2тг ( 10 )

bk =  — j  f ( x )  sin кх  dx (к =  1 , 2 , 3 , . . . ) .

еi k x — е — i k x

2 i

то получим



или, груп п и руя  члены, содерж ащ и е е'кх и е ,кх,

со +  Х ^ ( с‘ е<‘ * +  с- ‘ е" ’‘ в )«
к = 1

где
а о a t  -  ibk

Со =  Т ’ 2
С-к (ik +  ibk 

2
Комплексный ряд  (11) можно зап и сать  в виде

+оо

Е
к = — оо

(П)

( 1 2 )

где 7Г

Ck = h J  К х ) е~*кХЛх (* =  0 , 1 , 2 , . . . ) . (13)

П р и м е р  1. Р азл о ж и ть  в р я д  Фурье функцию с периодом 27г, 
определенную  так:

У *

/
1/2

О Ь

Рис. 27.

/ ( * )

0 при — 7Г < X <  0,
1 при 0 <  х < 6,
0 при 6 < X < 7Г,

1/2 при х =  0, х =  6.

(Г раф ик такой функции сн а ч а л а  строится  на пром еж утке [— 7Г, 7г] 
затем  пери одически  п р о д о л ж ается  на всю ось (рис .27).)
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Р е ш е н и е .  Из оп ределен ия  данной функции следует , что она 
у д о в л етв о р я ет  всем условиям  теорем ы  о разлож и м ости  в ряд  
Фурье, следовательно , ее можно разлож и ть  в р я д  Фурье.

Вы числение коэффициентов Ф урье по ф орм улам  (2) дает  зна­
чение

а 0

7Г О Ь 7Г b

=  — J  f ( x ) d x = ^ - ^ J  Odx+ J  1 d x + J  Odx^ — — J  I d x — — .

А налогично

a k =  —  f f ( x )  cos kx  d x = — [  1 ■ cos k x  dx = — 
К J  n J

sin kx i kb

7Г Ь

bk = — /  f i x )  sin kx  dx =  — /
*  J  *  J

-  Ж

Т огда

1 • sin k x  dx= —

nk

cos k x

7Г к

nk
1 — cos nb 

nk

f { x )  = -
sin kb cos k x  +  (1 — cos nb) sin kx

k=l
n

в точках непрерывности .
В точках р а зр ы в а  по ф орм улам  (5) имеем 

/ ( - 0 )  +  / ( + 0 )  0 + 1  1
5(0) =  

5(b)

2 2 _  2 ’

/ ( 6  -  0) +  / ( 6  +  0) _  1 +  0 _  1
2 '2 2

(Е сли  тр е б у е тс я  найти  значение суммы р я д а  Ф урье, напри­
мер в точке 10, то поступаю т обычно таким  образом: посколь­
ку функция S ( x )  27г-периодическая, то 5(10) =  5(10 +  2пк)  и 
к п од би раю т  таким образом, чтобы  точка  10 +  2 пк  поп ала  в 
основной п ром еж уток  [—7Г, 7г]. В данном случае ,  при к =  —2 
5(10) =  5(10 -  2 ■ 2тг) =  / (1 0  -  4тг) =  0.)

П р и м е р  2. Р азл о ж и ть  в р яд  Ф урье функцию с периодом 2п,  
определенную  равенством  f ( x )  =  еах (а ф 0, а — const,), — тг <
< х < тг.
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Р е ш е н и е .  Г раф ик данной функции изображ ен  на рис.28.
Т ак  как р а с с м ат р и в а е м а я  функция у д о в летв о р я ет  условиям  

теорем ы  о разлож имости , то ее можно р азлож и ть  в р яд  Фурье.

Рис. 28.

По ф орм улам  (2)

7Г ТГ

1 Г 1 г  1 е“
-  /  f ( x ) d x  = -  /  raTdx  = --------
ж J ж J  ж а

а о

=  —  (са7Г -  е~а%) =
2 sh аж

а к

7Г 7Г

1 [  I f
— / /(г:) cos А;а: dx  =  — / eoj: cos kx  dx  
ж J  ж J

1 a cos kx  + к sin kx  
ж a 2 +  A,-2 =  ( - 1  r -

2 a1
sh аж,

к =  1 , 2 , 3 , . . .  В ы числение и н те г р а л а  / cax c.os kx  dx  удобно про 
вести  методом сведения к и н тегр ал у  того же вида  путем приме 
нения и н тегр и р о ван и я  по ч астям  дважды:
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I

и =  с

dv =  cos kx  dx  

1

du  =  a eax dx,

v =  — sin kx.  
к

eax cos k x  dx  =  — eax sin kx
’ - U

eax sin k x  dx.

и = , 
dv =  sin k x  dx

du = a eaxdx,

v =  — — cos k x . 
к

J eax cos kx  dx  =  — eax sin k x  +  —  eax cos kx ~ fk 2 J
eax cos *0- dx.

к к 2  

Из последнего равен ства  и находим искомый интеграл:

к 2  +  а 1  

к2 / cal cos А:х dx =
a cos kx  +  к sin kx  

k 2

/■
a cos +  к sin kx

a 2  +  k 2

А налогично

7Г 7Г

6* =  — /  / (ж) sin dx = —
* J  ж J

—  7Г —  7Г

1 a sin k x  — к cos kx  „ J *

sin fcx dx =

ж a 2 +  к 2  | _ t  v '  тг a 2 +  k 2

k =  1, 2, . . . С л едовательн о ,  при — тг < x < ж имеем

sh аж,

2 sh ( 1 _ ' J ( _
- — I- > —r------ r  (a cos kx  — к sin kx)
2 a a 2  + P  ' ’

k - 1

В точках р азр ы в а

Д -7Г +  0) +  /(тг -  0) е - о * +  £.“*•
6'(±7Г)

2
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В частны х слу ч аях  при а =  1 и а =  — 1 по л у ч аем  соответ­
ственно

2 sh ж
■ж

2 sh ж

1 °° ( — 1)*
-  +  > ------- тг (cos кх  — к sin кх)
2 ^ 1  +  А:2 ’

* =  1

1 .№, (— 1)*
-  +  > ------- (cos кх  +  к sin кх
2 f - '  1 + к-

П р и м е р  3. Р азл о ж и ть  в ряд  Ф урье 27г-периодическую 
функцию / ( х )  =  х +  |х| (рис .29,а), задан ную  на и н тервале  (—ж, ж].

Рис. 29.

Р е ш е н и е .  Д а н н а я  функция уд о влетво р яет  условиям  тео р е­
мы о разлож и м ости  функции в ряд  Фурье. При этом р я д  Фурье 
для  функции f ( x )  сходи тся  при всех х и значения его суммы  .S’(x)
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совп адаю т  со значениям и  функции f ( x )  во всех точках, кроме 
точек ее р а зр ы в а  х  =  ± (2 *  — l)ir (А: =  1 , 2 , 3 , . . .  )•

Зн ачен и я  функции S ( x )  при х — ±тг о п ред еляю тся  форму­
лой (5). В данном сл у ч ае  / ( —тг +  0)=0, /(тг — 0)=2п.  По­
этому ,S’(±7r)=7T. Т ак  как функция ,S'(x) 27г-периодична, то 
5 (  ±  (2* — 1)7г) =  7г ( *  =  1 , 2 , 3 , . . . ) .

Г рафик функции S \ x )  — суммы  р я д а  Ф урье д л я  данной функ­
ции f ( x )  — и зображ ен  на ри с .29,6.

Т еперь  построим  р яд  Ф урье д л я  рассм атр и ваем о й  функ­
ции / (х ) .

В ы числяя  коэффициенты Ф урье д ля  функции / ( х )  по форму­
лам  (2) и приним ая во внимание, что

/(ж) =
О при — ТГ <  X < О, 
2х при 0 < х <  тг,

а о

7Г О 7Г

- ~ J  f(x) ~ J  / ( х )  dx +  J  f ( x )  dx

7Г ^

=  — |  J  0 dx + J  2 x  dx  =  — J  2 x dx  =  — 2 —
- 7 Г  0  0

Д ал ее ,

7Г 7Г 7Г

I f  2 [  2 f
cik =  — /  f ( x )  cos kx  dx  =  — /  x cos kx  dx  =  — /  x d 

n J  тг J  тг J

7Г.

sin kx

sin кх 7Г f  sin кх 2  cos кх
х  — -— / -------- dx —

L к 0 ^ к тг к 2 irk2
[cos ктг — 1]

—  [ ( - 1 ) * - 1 ] ,  * = 1 , 2 , 3 , . . .

(Д л я  вы числения  и н те гр а л а  и сп ользован а  ф орм ула  ин тегриро­
вания по частям .)
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ТГ 7Г 7Г

I f  2 f  2 f
bk — — /  /(ж) sin k x  dx = — /  x  sin А: ж dx = — 

ж J  ж J  ж J

А налогично находим 6*:

x d
cos k x

— 7Г

7Г

c o s  £ ж * f
-  Ж  — - — + /

L * 0 /

о

cos fcx
k d x = - ( - l ) h + 1  (k = 1 , 2 , 3 , . . . ) .

П о д став л я я  найденные значения  nо, а* и 6* (Jb =  1 , 2 , 3 , . . . )  в 
р яд  Ф урье (1), получ аем

ОО (
5'(ж)= — +  < - р -  [ ( - l ) fc -  l] cos k x +j -  (—l ) i+1 sinfcx [>. 

k  =  1 1  7Г

Э то т  р я д  сходи тся  при всех х.  А так  как S( x )  =  /(ж), то д л я  
всех ж из и н те р в а л а  (—7Г, ж\ им еет  место разлож ени е

х  + М  =  ̂ + Х !  { ^ 2  (I- 1 )* “  ^  c o s le x + j  ( - l ) * +1s i n ^  1.
<fc=i '• '

П р и м е р  4. Р азл о ж и ть  в р яд  Ф урье функцию с периодом 2ж, 
определенную  равенством  / (ж )  =  ж2 при — ж <  ж <  ж (рис .30). 
При помощи полученного р азлож ен и я  вы чи слить  суммы рядов

к =  1

= Л

к 2 

( - D

к 2

к -f-1

* = 1 В
1 1 1 ( - i ) fc+1
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Р е ш е н и е .  Д а н н а я  функция у д о в летв о р я ет  условиям  теоре­
мы о разлож и м ости  и, следовательно , р а зл а г ае т с я  в р яд  Фурье. 

Функция /(ж) — х '2  — ч етн ая ,  потому по ф орм улам  (6) имеем

а о

7Г ТГ

2  Г ч 2 Г ,  2  х 3
— I f ( x ) d x  =  — /  x~dx  = ----—
Ж J  Ж J  Ж 3

2 тг3 2 2
- - о -  =  о »  . 7Г J  3

‘2 /  2 /  2 2 /  2 /  s in& x\
=  — I f ( x )  cos кх  d x = — I х cos кх  а х = — I х  а [  — —— 1 

7Т J  7Г J  7Г J  \  к )
О О

7Г 7Г

/ ж sin кх  dx  =  —— /  х .
тг* J

2  ,  sin *ж
=  — ж — ——

4 cos кх
= V k x ~ ~ k ~

жк

4
жк2

[  L й 4 i. 4/  COS *Ж  d x  —  — р г  7Г COS к ж --------р г  ~
J  жкг жкг

sin кх

к 2
( -1 )*  ( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  6* =  0 (* =  1 ,2 ,3 ,  . . . ) •

Поэтому, при —тг <  ж <  тг получаем  разлож ени е

2 00 

* 2 =  т  +  4 £ (- 1}'
к = 1

cos кх  
к 2  '

При ж =  О

(- 1)'

А: =  1
= - Е

Jb = l

(- 1)*

*2

откуда

£
А? = 1

(•- 1 ) к 1 1 1 _  ТГ2

*2 ~  22 +  з 2 42 + " ' _ Т2'

Аналогично при ж =  тг находим

V -  1 , 1 *
Е р  =  1 +  ^  +  ^  +  - - - 7 Г '
к =  1
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{х /2  при — IT <  X <  7Г, 
п
О п р и  X =  7Г

с периодом 2 п (рис .31).
Р е ш е н и е .  Д а н н а я  функция у д о в л е тв о р я е т  условиям  теоре­

мы о разлож и м ости , следовательно , ее можно разлож и ть  в р яд  
Фурье.

П р и м е р  5. Р азл о ж и ть  в р я д  Ф урье функцию

Рис. 31.

Т ак  как дан н ая  функция нечетная, то по ф орм улам  (8) имеем

7Г 7Г 7Г

2 Г 2 [  х  I f
Ьк = — / ( ж ) sin k x  dx = — /  — sin kx  dx — — /

7Г J  Ж J  2 7Г У
cos kx

1 X cos fcx
7Г

1 r
о +  7Г* У

cos fcx rfx =
cos kx  (—1)^+1

тг A:

Зн ачи т ,  в точках  непреры вности

00 ( _ n * + i  
/ ( * )  =   1----- sin kx

и в точках р а зр ы в а  

/ ( ± * )

t= i

/ ( - 7 Г  +  0 ) +  / ( 7Г -  0 ) _  ~ f  +  |  _  q

2 2

П р и м е р  6. Р азл о ж и ть  в р я д  Ф урье функцию / ( х )  =  2х при
0 < х < 2 ж с периодом  2тг (ри с .32).
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Р е ш е н и е .  Функция не я в л я е т с я  ни четной, ни нечетной, так 
как ин тервал  ее задан и я  0 <  х < 2 ж не сим м етричен  относи­
тельно н а ч а л а  системы  координат, а так как она у д овлетворяет  
условиям  теорем ы  о разлож и м ости , то ее можно разлож и ть  в 
р яд  Фурье.

По ф орм улам  (10)
2 7Г

Рис. 32.

2тг

СЧс

у г 1 г 1 I
а о =  — /  f ( x ) c l x = — /  2 а1 dx  =  — 2 —  =  Аж, 

К J ж J  ж 2 0
0 0 

2тг 2 п 2 к

=  — J  f { x )  cos kx  dx  = — J  ' 2x  cos k x  dx  =  — J  x d ^
0 0 0 

2ir 2 ж

— £  J  sin *2: rfxj =  — — J  sin k x  dx  =

sin kx

2 Г sin kx
=  ж Г  ~ т ~

—— cos*z  = 0  ( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  
ж к |0

bk =  — I  f ( x )  sin k x  dx  =  — /  i 
ж J  Ж J

о о
2л-

= l i ‘
2 x  sin k x  dx

. cos *a.-\ 2 Г cos kx  
d , ~ —  =  ?  " *  —

2t 
1 /

+  — / cos rfa-

2 Г 1
—  —2л- cos 27Г* +  -  sin kx  
ж k k

2тгл

0 J
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В итоге п олучаем  р я д  Ф урье

2х =  27г — 4
sin кх

к = 1
при 0 < а: <  2тг, и

S (0 ) =  5 (2») =  П +°)  + т * - 0 )  =  Ц 4 ,  =  2т

С умму р я д а  Ф урье в други х  точках можно найти, используя  
периодичность функции. Н апример , ,S’( 15) =  5(15 — 2 • ‘2тг) =  
=  / (1 5  — 47 г ) =  2(15 — 4 7 г ) .

П р и м е р  7. Р азл о ж и ть  в р яд  Ф урье функцию f ( x )  — х 2,
0 < х < 2ж, с периодом 2ж (рис .33).

Р е ш е н и е .  Д а н н а я  функция не я в л яе т с я  ни четной, ни нечет­
ной, гак как о б ласть  ее зад ан и я  не сим м етрична относительно 
нуля.

Коэффициенты Ф урье определим  по ф орм улам  (10):

а о =
7Г

О 0
27Г 27Г

(ik — — I Д  х ) со.ч кх  (1 х
о о

=  — [  f ( x ) d x =  — [  х 2 dx = — — 
ж J  ж J  ж .'

t =  — /  f ( x )  cos кх  clx=— [  х 2  cos кх d x —— f 
ж J  ж J  ж J

8Ж2
3 ’

sin &x- 
/•
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2тг
cos k x \  2

7Г к
cos 2тг Z7T

/" cos kx  ,
x  — ;— /  dx

к 0 J  k

\'2 ж sin &x 2 Ж-, 4
[ T ~ k 2

0  ■

( k=  1 , 2 , 3 , . . . ) ,

=  — [  f ( x )  sin k x  dx = — [  x 2  sin k x d x — — [  
К  J  ТГ J Ж J

0 0 0

2tt

+  2 /0 J

r 2 d I —

1
7Г

2 *

+  т  I  * d
- § / •0

/I-

sin fcx

L Г 47t~cos fcx 
ж — -— аж

1 Г 47г2 2
=  — I ----- :— h-r^rx sin A:x

к к г

- +

-  2 2/ . 

о ^ 2 i S1
sin kx  dx

4tt2 2
—:-----I -T ^  COS k x

к кл

2тг Аж
=  _ _  ( * =1 , 2 , 3 , . . . ) .

Получим р я д  Фурье

Л 2  0 0  I  О О  .  .47г cos кх , sin fcx
x +4S  —  -" 'E —  =

A: =  l £ = 1
ж2 при 0 <  X' <  27Г,
2тг2 при ж =  0, х  =  27г.

При х  =  0 и х = 2ж сум м а  р я д а  о п ред еляется  по ф орм уле (5): 

5(0) =  5(2тг) =  1  [ / (+ 0 )  +  / ( 2тг -  0)] =  1  [0 +  (2тг)2] =  2тг2.

П р и м е р  8. З а п и с а ть  в комплексной форме р я д  Ф урье д ля  
функции из п р и м ер а  2.

Р  е ш е н и е .  Вы числим коэффициенты р я д а  по ф орм уле (13):

I '* /I

с к =  -  /  / ( х )  e ~ ik rdx  =  —  /  f'ar =  —  f  ea- ik
K J  27Г у 27Г ./
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I e a - i h ) x

2тг a — ik 
1

2 x(a — ik)

\ea% e~ik* — e~a*eikx]
_ ;r 2 n(a — ik)

[ealr(cos kir — i sin&Tr) — e~a*(cos k n  +  i sinfc7r)] =

(eaw -  e~alr) ( - l ) fc.
2тг (a — ik)

Р я д  Ф урье д л я  данной функции запиш ется  так:

еат-
са1Т — е~~а1Г , eikx shaTr ^  , , eikx

у  ( - i ) k - ___ V  ( -1 )*  —
27г ^  y 1 a - i k  7Г ^  K ’ a - i kk = — oo k = — oo

при —7Г < X <  7Г. В точках .E =  ± 7Г

Д - т г  +  0)  +  /(7Г -  0 )  _  е ~ ап +  еа1Г
,S’(-7r) =  5(ir) =

2 2

•  Р азл о ж и ть  в р я д  Фурье функции с периодом 27т: 

-3 при — 7Г < х < 0,
1. f ( x )  =  <

L 2 при 0 < X <  7Г.

Г ах  при 0 < х  <  7г,
2 . } ( х )  =  < где а и о — числа.

[ Ьх при — 7Г < X <  0,
а) П о строи ть  график исходной функции при а >  0, 6 > U, 

|a| >  |ft| и найти  ее разлож ение;
б) Р а с с м о тр е т ь  случаи  а — b — 1 и п =  1, 6 =  — 1. П о стро­

ить графики зтих  функций и, исп ользуя  их разлож ени я в три го ­
ном етрические ряды  Фурье, найти суммы числовы х рядов:

\ k - l  I 1 I / __I \fc — 1(—1) 1 , 1 1 1  (-1)*
£  -  1 “  3  +  5  ~  7  +  ■' +  +  ' ■ • ’к — \

v  1 -  1 1 1 1
C2k  -  1 )2 ~  Р  +  +  5 2 +  ■ "  +  ( 2 к  -  1 )2
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f —ж при — Ж <  Ж < О,
3. / (ж) =  \  ■

i  О при О <  X <  Ж.
С помощью полученного р азл о ж ен и я  найти  сумму числового  
р я д а

8 . / ( х )  =  X3 П р и  — Ж <  X <  7Г.

9. / ( х )  =  cosax  при —тг <  ж <  7г, а ^  к, к =  1, 2, 3 , . . .
10. / (ж) =  |х| при —ж < х  < ж.
11. / ( х )  =  | sin х|.

12. Д х )  =  X cos х при — Ж < X < ж.
13.  / (ж) =  х s in x  при — 7Г <  X  <  ж.

7Г —  X
14. / (ж) =  —-—  при 0 < ж < ‘2ж. П остроить  граф и к  суммы  ря­

д а  S(  ж)
15. / ( х )  =  ех — 1 при 0 <  ж <  2ж.

16. З а п и с а ть  р я д  Ф урье 27г-периодичес.кой функции

4. /(ж) =  х(ж — ж) при — ж < х < ж.
5.  /(ж) =  ж +  ж при — ж < х < ж.

при — ж < х  <  О,

1 при — ж < ж <  О,
— 1 при 0 <  х <  ж.

ж
4

при 0 <  ж < ж
/ ( х )  = ж

4
при — ж < х < О

в комплексной форме.
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§2. Р а з л о ж е н и е  в т р и г о н о м е т р и ч е с к и й  р я д  Ф ур ье  
п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  с п е р и о д о м  2/

Если  функция / ( х )  с периодом  21 кусочно-монотонна в про­
межутке [—/,/] и имеет в нем не более  конечного ч и сл а  точек 
р азры ва , то во всех точках  н еп реры вн ости  справедли во  р а зл о ­
жение

/ ( * )
«о
Т

где

а о

Пк

Ьк =

+ Е
к = 1

J  f ( x ) dx,

кжх к тгх 
а к cos —----- h bk sin

/ /
(14)

А/* 7ГХ
f ( x )  cos —-— dx (к = 1, 2, 3, (15)

/ к 7Г X
f ( x )  s i n —j - d x  (к = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,

-I
а  в точках р а зр ы в а

f ( x  + 0 ) + f ( x - 0 )
2

(16)

Е сли  функция /(ж ) р а с с м а т р и в а е т с я  на откры том  промеж утке 
( - / ,  /), то

S V)  =  5 ' ( - 0  =  / ( ~ / +  0)2+ / ( / - 0 ) . (16')

В сл у ч ае  р азл о ж ен и я  функции f ( x )  в р я д  Ф урье в прои зволь­
ном пром еж утк е  [а, а +  2/] д ли ной  2 1  пределы  и н тегрирован ия  в 
ф орм улах  (15) з ам ен я ю тся  н а  а и а + 21 соответственно.

З а м е ч а н и е .  Р я д  (1) я в л я е т с я  частны м  сл у ч аем  р я д а  в фор­
муле (14). О н п о л у ч а ет с я  из последнего  при / =  тт. Ф ормулы (2) 
вы водятся  соответственно  из формул (15) при I =  тт.

А налогично , если  f ( x )  — ч ет н а я  функция, то ее р яд  имеет  вид

к 7
ак cos (17)

к = 1
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где

а 0 =  у J  f ( x ) d x ,
о

i
2 г къх

(1к =  у  /  / (ж) COS ——  dx (к = 1 , 2 , 3 , . . . ) .

(18)

Е сли  / ( х )  — н ечетн ая  функция, то ее ряд  определяется  вы р аж е­
нием оо ,

( 1 9 )
ifc=l

где
I

*2 Г 1с тех
Ьк -  у  J  / ( « )  s in  ——  dx. (к =  1 , 2 , 3 , . . . ) . (20)

П р и м е р  9. В пром еж утке  (—1,1) р а злож и ть  в р я д  Ф урье 21- 
периодическую  функцию

Г 0 при — I < х < 0.
/ ( * )  = 1  ~  “  х при 0 < х < I.

Р е ш е н и е .  Г раф ик данной функции представлен  на рис.34.

Н айдем  коэффициенты Ф урье по ф орм улам  (15):

I о I ,
‘ \ Is I

а о j  J  f ( x ) d x = l1  J  0 d x + l-  j  . dx  =
1 x
7 У I 2 2
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ак =  j  J  / ( * )  cos ^  d x =  |  J
- I  - i

1 f  кжх 1 f  (
=  у  I x  cos —y— dx — -  I x  a I

0
I

I f  . ктгх
- t i  h  - T d

кжх

кжх

кжх
0 cos —— dx +  т  /  1 cos —| (to =

ктс
I

1 /■. кжх 
— /s in  —— dx-  
■ж J I

0

1 Г l кжх
7 Г ь - sin T

1 /  / кжх\
Ы  \ ~ к ж СО* ~ Г )

I
к 2  ж2  

О

(cos кж — 1)

2 1

( 2 т  — 1)27Г2

= П ь ^ г < * - '■ » * * >  =  - * 4 »  О - < - ' ) * )
при к = 2 т ,

при к —2 т  — 1, (* = 1 ,2 ,  3 , . . . ) ,

, 1 /  , ,  ч . , 1 /  п • к п Х  А л  1 /  • к * Х Л6* =  у  /  / ( х )  Sin - у -  dx =  -  I  0 sin  - у — dx. +  у  X Sin —у -  (IX =  

-г - /

/ кжх
х  -— cos ——

К7Г /

+
/ У кж:J cos Т

1, * , / I I .  к жх
d x  I =  -  — ---  COS К 7 Г +  —  -— sin ——

М  *тг кж кж I

_l_
кж

( -1 )*  ( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) .

П о л а г а я  * =  m  (* =  m  =  1 , 2 , 3 , . . . )  д л я  запи си  р я д а  Фурье, 
окончательно  п о л у ч аем  в точках непреры вности

1

т=1

и в точках  р а зр ы в а

S ( - l )  = S ( l )

2m — 1 (—1) тпжх
c o s ------- жх Ч----------- sin —-—

I 2m /7r(2m — l ) 2

/ ( - /  +  0) +  / ( /  -  0) 0 +  / /
2
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П р и м е р  10. Р азл о ж и ть  в р я д  Фурье функцию

/ ( * )

0 при — 2 <  х < — 1, 
х  + I при — 1 <  х < О,
1 — т при 0 <  X, <  1,

. О при 1 <  х  <  2,

с периодом  21 =  4.

Р е ш е н и е .  П остроим  граф и к функции f ( x )  (рис .35).

. .  / \
-3 -4 ■3 -2 ■1 0 1 2  3 4 5

Рис. 35.

Г раф ик функции си м м етричен  относительно оси O Y . С л е д о ­
вательн о , дан н ая  функция четная , поэтому она р а зл а гае т с я  в 
р я д  Ф урье по косинусам. И сп о л ьзу я  ф ормулы  (18), п олучаем

а 0 -  J  f ( x )  dx = J  (I — х)  dx  + J  0 dx  =  — ^  '- * ) 2 1
2 ’

ajfc =  ^  J  f ( x )  cos dx  =  J (1 -  x)  cos dx  +  J n k n x  A0 c o s ----- ax  =
2

i , i

/ , .  ч к жх  , N 2 • к жх  2 f  . к жх  ,
(1 — x)  cos ——  dx =  (1 — X) -— sin ——  +  i— /  sin ——  dx

2, к  7Г 2, q /с 7Г J  2

2 2 /  кжх 
k i  b r  V c o s ~

о
кж

t v

при к =  2m -  1,

^ 5- при к =  2(2m — 1),

0 при к =  4 т ,  т  =  1 , 2 , 3 , . . .
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1

/ к 7ГХ
(1 —a1) cos ——  dr. использовано ин­

тегри рование  по частям:

и =  1 — х,  du = —d x ,
к -кх , [ kiтх 2 кттх

dv — c o s ----- dx,  v = I cos —— dx  =  -— sin
2  J  '2 к 7Г 2

Вычислим несколько значений а*:

, 4 8 пm  =  1 : «! =  - - ,  а 2 =  — г, а 4 =  0;
7Г 47Г‘г

4 8 т  -  1 \ а3 = я6 =  - ,  а8 =  0;
3 ^ 7 r “ 6 “ 71—

4
5 V ’ '"10 ~  1027г2 ’m  =  3 :  as =  - «ю =  , л , 3 ' «12 =  0;

Т о гд а  ряд  Ф урье д л я  данной функции можно зап и сать  так:

1 4 /  7ГЖ 1 27TZ 1 37ГЖ
/ ( * )  =  4 +  F l C“ T + 2 t 0 e ' 2 "  +  P " S T  +

1 5 т г х  1 67га; \

+  5 2 “ * — +  +

и это р азлож ени е  справедли во  при всех значениях х,  так как 
функция f ( x )  неп реры вн а  на всей числовой оси.

П р и м е р  11. Р азл о ж и ть  в р яд  Фурье функцию f ( x )  =  х А с 
периодом 2/ =  2 в пром еж утке (—1, 1).

Р е ш е н и е .  Д а н н а я  функция яв л яется  нечетной, поэтому р аз ­
ложение (14) содерж и т  только члены с синусами, а* =  0. Коэф 
фициенты 6*. в этом слу чае  можно определить по формуле (20):
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+  -Д- l x 2  cos kirxdx-
кж / к  Ж

(1 cos к 7Г— 0 cos' o s 0 ) + ~  I x 2 
кж J

1
sin кжх 

кж

=  -  2
кж к 2 ж2

12 f  .
к 2гг2 J 1 81sin ^7гг d x -

=  ( - ! ) t + 1 ^ + 1 ^ 2  ( 1 Sin ** -  0 Sin °) +  ^ 2  /  *

' _ Jjl_ /0 2̂7r2 J

cos кж 
кж

=  ( -  1 )k+l J----1- ^  x cos кжх
кж клжл

12 f  cos кжх

= ( ~ 1)i+1 ( 1 ' cos кж ~  0 ■cos0)-

dx

12 sin&7ra:
к 3  ж3  к ж 

6
к 2  ж2

(к — 1 , 2 , 3 , . . . ) .  Вы числение и н тегралов  проведено интегриро­
ванием по частям .

Итак, в точках непреры вности , т.е. при — 1 < х < 1,

=  2 Е  
к = 1

4) 00

-Е7Г * = 1

( _ i ) ^ +i  ( - i ) ^ 1 

Агтг +

( - l ) t+1

к 3  ж3

+  ( - 1 ) к 3 ж2

sin кжх =

sin кжх,

а  в точках  разры ва ,  т.е. при х  =  ±1, имеем

5 ( - i )  =  S(1) =  =  Ы £ ± И 1 !  =
2 2

•  С л еду ю щ и е функции р азлож и ть  в ряд  Ф урье в указанных про­
межутках:

17. f ( x )  =  1 — х 2 , —1<ж<1, /=  1, где 2/ — пери од  функции.
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Г —1 при — 1 <  ж <  О, 
f ( x ) о < х  <  если /(ж) =  f ( x  +  2 ).

19. /(ж) =  х  -  2, - 1 < ж < 1 ,  2 1 —2 , 2 1  — период  функции.

20. f ( x )  =  ег , —1 < х < 1 .

21. /(ж) =  3|ж| -  2х, — 1 /2 < х < 1 /2 ,  если /(ж) =  /(ж  -(- 1).

§3. Р азл о ж ен и е  в тр и го н о м етр и ч еск и й  р я д  Ф урье 
н еп ер и о д и ч еск о й  ф ункции

В преды дущ их п ар агр аф ах  мы исходили из предположения, 
что зад ан н ая  функция определен а  д ля  всех вещественных значе­
ний переменной и притом имеет  период  2ж (или 21). М ежду тем 
чащ е всего при ходи тся  иметь дело  с непериодической функцией, 
заданной только  на промеж утке [—7г, тг].

Ч тобы  иметь право применить к такой функции излож ен­
ное ранее, вместо нее вводится  всп ом огательн ая  функция / * ( ж), 
определенная  следую щим образом. В промеж утке ( — 7Г, ж] функ­
ция / ’ (ж) отож дествляется  с функцией /(ж):

/*(ж) = /(ж ) ( -7Г<Ж<7г) ,  (21)

затем  п ол агается

а на остальн ы е значения ж р а с п р о стр ан яется  функция /*(ж) по 
закону периодичности / ’ (ж +  27г) =  / ’ (ж).

К построенной таким образом  функции /*(ж) с периодом 27г 
можно применить теорему о разложении. В точках непреры в­
ности функция /*(ж) р азл агается  в р яд  (1). .'Значения аргум ента  
о гр ан и ч и ваю тся  интервалом  (—7Г, 7г), и в точках непреры вности  
функция /(ж) раск л ад ы вается  по ф орм улам  (2):

/(ж) =  —  J  f ( x ) d x  + J 2  ( ~ J  f ( x) coskx dx\coskx-\-
— тг *г - 1 - I T

7Г

+  ^  f ( x )  sin k x  di-'j sin &ж|, — ж < x  < ж, (22 )
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в точках  р а зр ы в а  внутри  п ром еж утка  (—7Г, ж) — по формуле

S M  = Л ^ 0 Щ ( £ ± 0 ) . (23)

на концах пром еж утк а  — по формуле

S ( -X )  =  а д  =  +  0) +  Л^г -  0) (24)

З а м е ч а н и е  1. О тметим, что вместо  пром еж утк а  [—тг, 7г] 
можно брать  лю бой промеж уток [а, а +  2ж] длиной 2ж. А н ал о ­
гично вместо п ром еж утка  [—/, /] — пром еж уток [а, а +  2/] длиной
21.

З а м е ч а н и е  2. Е сли  тригоном етрический  р я д  (1) сходится  
в пром еж утке (—7г, 7г) к функции f ( x ) ,  то поскольку его члены 
имею т пери од  2ж, он сходится  всю ду и сум м а его 5 (х )  — такж е 
п ери одическая  функция с периодом  2 тт.

К ак известно, функцию / ( х ) ,  задан ную  в пром еж утке  [—7Г, 7г], 
можно р азл о ж и ть  в тригоном етрический  р яд  Ф урье по косину­
сам, если она четная, и по синусам, если она нечетная.

Е сли  ж е  функция / ( х )  за д а н а  лишь на пром еж утке  [0,7г], то 
д л я  р азлож ен и я  ее в р я д  Ф урье (1) задан и е  этой  функции произ­
вольно д ополняется  в промеж утке [—тг, 0), что д а е т  возмож ность 
в о сп ользоваться  теоремой о разложении.

Можно произвольно зад ать  функцию в пром еж утке  [—ж, 0) так, 
чтобы  получ и ть  д ля  этой функции разлож ени е  только по коси­
нусам или только по синусам. Л л я  этого в пром еж утке [—ж, 7г] 

за д аю т  функцию

/* (* )  =
/ (  —х) при — Ж <  X <  0, 
/ ( х )  при 0 <  X <  7Г,

т. е. осущ ествляю т четное продолж ение данной функции / ( х )  на  
промеж утке [—ж, 0). З а те м  и сп ользую т  ф ормулы  (6) и д л я  точек 
непреры вности  записы ваю т разлож ение  по косинусам:

п ОО т

f ( x ) = - J  f { x ) dx + Y . ( - J  / ( х ) cos d x ' j  cos кх (0<х<ж).
0 * = 1 о

(25)
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А налогично, п о л а га я

Г ( * ) = {
—/ ( —х) при — ж < х  < О, 

/ (х )  при 0 <  X < Ж,

осущ ествляю т нечетное продолжение заданной функции /(ж ) на 
промежутке (—я-, 0). Затем  использую т формулы (8) и для точек 
непрерывности функции записы ваю т разложение по синусам:

f ( x )  = ( — (  / (ж )sin к х  d x \  sin кх  (0 < х  < 1г). (26) 
*=1 о

Аналогично д ля  промеж утка [0,/), I >  0, имеем

/ ( « ) = )  J  * . ) * + £ ( ?  J  f(x)cos^-dx^cos~  (0 <х< /) ,
о k = 1  о

(25')
при разложении по косинусам и

/ И  =  ] С  ( у  /  sin da:) sin “ у~  (о <  * <  0  (26')
*=i 0

при разложении по синусам.
В точках разры ва функции / (х )  суммы рядов (25') и (26') рав­

ны полусуммам односторонних пределов функции.
Вопрос о значении суммы ряд а Фурье для функции /(ж ) в 

точках х =  0 и х =  я- требует специального рассмотрения.
При разложении функции / (х )  по косинусам значение 5(ж) в 

точке х  — 0 зависит от того, является  ли функция /* (х ) непре­
рывной в этой точке. Ввиду четности продолжения функция 
/* (х ) непреры вна в точке х =  0. Следовательно, 5(0) =  /*(0) 
или 5(0) =  /(0 ).

Значение 5 (х ) в точке х  — тг определяется по формулам

/ * ( - » )  + Г  W  
S ( r )  -  — ------2--------- ’

а так как в данном случае /* (—тг) =  /* (» ) =  /(тг), то 5 (т )  =  /(я-).
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Таким образом, при сделанных предположениях разложение 
(25) справедливо во всем интервале [0, тг].

При разложении функции /(х )  по синусам S ( x )  при х =  0 опре­
деляется выражением

,s ( 0 )  =  П - Ц П Щ  =  „

Оно совпадает с /(0 ) только в случае, когда /(0 ) =  0.
Аналогично в точке х =  тг имеем S(iг) =  0. Если же f ( ir)  =  0, 

то S(ir) =  /(я-).
Таким образом, разложение (26) имеет место лишь в интер­

вале (0, тг).
П р и м е р  12. Функцию /(х )  =  |х |, заданную  в промежутке 

[—2,2], разлож ить в ряд Фурье.
Р е ш е н и е .  Введем в рассмотрение новую функцию /* (х ) =  

=  /(* )  =  1*1 при - 2  < X <  2, /* ( - 2 )  =  /*(2) =  2, /* (х ) =  /* (х  +  4) 
(рис.36).

Д ля функции / (х )  ввиду ее четности справедливо разложение 
(17). Вычисляя коэффициенты по формулам (18):

во

2  2 2 

2 /  к 7ГХ /■ ктгх [  , I s in  -
a t  =  2 /  '  *х '  cos “ У  d x  =  х  cos —  «х -  /  х « I — ьГ

о о о 9

&7гд: \
2 _
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2 кжх
= Х 1̂ 81П- Т

2 [  ■ 
о ктг J  Sl

к 2 Ж2
(cos кж — 1) —I

к п х  , 2 2 fctfa:
5Ш" 2 “ ', ' : = Ь Г Й С“  —

при к  =  2 т ,

при  & =  2 т  — 1, т — 1 ,2 ,3 , .
к 2 ж2

(при вы чи слен ии  и н т е г р а л о в  использовано ин тегрирован ие  по 
частям ), п о л у ч аем  и с к о м о е  разлож ени е

■ - з Е
1 c o s ( 2 m - l ) x  ( _ 2 S l S 2 )

П р и м е р  13. Р а з л о ж и т ь  функцию f ( x )  =  х  (0 <  х  <  ж) в р яд  
Фурье по косинусам.

Р е ш е н и е .  Д о о п р е д е л и м  дан ную  функцию f ( x )  н а  пром еж ут­
ке [—7г, 0) четны м  о б р а з о м ,  а  затем  периодически с периодом 2тг 
на всю ось и в о с п о л ь з у е м с я  разлож ени ем  (25):

i  a o = ' - l j n I ) d x  =  i j I d x = l-
Ж

2 ’

2 [ 2 [ 
a t  — — I f ( x )  cos к х  d x  — — I x  

тг J  ж J

ТГ

■ I /0 
7Г

- u

cos к х  d x  =

( sin к х г ^
| =  - |

sin fcx I
\Х --- ;----

V * J ж 1L к  j

sin k x d x =  —г-t- cos k x  
жк

„  COS Аг7Г — 1 . ,

=  < * > 0 >

(при вы чи слен ии  и н т е г р а л а  использовано и н тегрирован ие  по 
частям), т. е. а 2т =  0, а 2 т _ 1 =  ( т  =  1,2, 3 , . . . ) .
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И скомое р азлож ени е  имеет  вид

7Г 4 ^ c o s ( 2 m — 1)х

Г раф и к  суммы  р я д а  изображ ен  на рис.. 37.
П р и м е р  14. Р азл о ж и ть  в р яд  Фурье функцию / ( х ) = х —| х  

задан ную  на п олупери оде  в пром еж утке  [0,2].

Рис. 37.

Рис. 38.

Р  е ш е н и е .  П риведем  д в а  наи более  важных в а р и а н т а  р азл о ­
жения.

1) Д о о п р ед ел и м  функцию / ( х )  на промеж утке [—2,0] четным 
образом  (рис. 38).

Т о гд а  / =  2, Ь/с =  0 и по ф орм улам  (18)



И нтегрируем  по частям:

х 2 , кжх
и — х ----—, dv  =  cos —  dx;

du = ( l — x ) d x ,  v — -— s i n —- —;кж 2

a k =
к  Ж

_2_

кж

( ‘ “ И

2J0  - , * ) s i

ктгх
sin

к жх  ,
sin ——  d x .

Еще р аз  интегрируем  по частям :

и =  1 — х ,  d v  — sin dx ;

, , 2  кжх
da  =  —d x ,  v  =  —-— c o s -----

к  ж 2

a-к 4 к п х  f t  \ 
й ? “ Т  ( 1 - г) +

к 2 ж2 1

кжх
c o s ----- d x  =2

к 2 ж2

4

к 2ж2

cos &7Г
4 4 2 .  к жх  

к 2 ж2 к 2 ж2 кж 2

> кж
к 2 Ж2 к 2 Ж2

при к  =  2 т ,
( 2 т ) 2 ж2

О при к  =  2 т  — 1 ( m =  1, 2, 3 , . . . ) .

О кончательно согласно  ф орм уле (25') получаем

,. . 1 8 cos тжх  1 8 / 1  1
1 ( х )  =  7 , ----- ^ =  --------7 г?  cos жх +  72 cos '27ra:+3 ж2  ( 2 т ) 2  3 ж V 2 2  4 1тп=1 4



2) Д о о п р ед ел и м  функцию /(ж ) н а  сегменте [—2, 0] нечетным 
образом  (рис. 39). Т о г д а  / =  2, а* =  0 и по формуле (20) имеем 

2 2

bk~\ j  sin dx = J (* - \ x2) sin dx'
о 0

1 2 . ktrx
ti =  x — -  x  , dv =  sin — — dx j

A A

d u  =  (1 — x )  d x ,  v  =  ——— cos ;
ktг 2

(  1 2Л k n x  2 [  k n x^х--х )c°s—  o + -J(l-x)c°s — dx =
о

= i s / “ - * > '

&7Г

2
&7ГХ

I cos — dx.

u =  1 — x, d v  =  cos dx ,

. , 2 7̂TX
«« =  —dx ,  v =  -— s i n ----- ;

kw  2

i 2 k i r x  4 у . ктгх
,1=i v  <‘ -  *>s,n — ,+i v  J sm — dr= - 8 /Ьтгх

P v cos~ T
8 i 8 

COS Л7Г +
8

Ртг3
0

16
(2m — l)37r3

*37T3 *Г37Г3 f1  ̂ ^  ~
при к =  2m,

при =  2m — 1 ( m =  1 , 2 , 3 , . . . ) .
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О кон чательно  согласно  ф орм уле  (26') п олучаем

16 ^  Sin 16 /  . 7ГХ 1 . 37ГХ
/ (* )  =  ^  Е  (2m - V  =  + ¥  s i n ^ +

m = 1 4

1 57ГХ \
+  5 3 sin — +  - J  ( 0 < * < 2 ) .

З н ач ен и е  суммы  р я д а  Ф урье д л я  данной функции в лю бой 
д ругой  точке можно найти, и сп о льзу я  св о й ств а  суммы р я д а  — 
периодичность  и нечетное продолжение. Н апример, 5(11) =  
= S ( 1 1 -  3 - 4  ) = 5 ( - 1 )  =  - 5 ( 1 ) =  -  / ( 1 ) =  -  (1 -  \ )  =  - i

 ̂ Н еч етн о е
П ер и о д  п р о д о л ж ен и е

•  22. Р а зл о ж и ть  в р я д  Ф урье по синусам функцию f ( x )  =  cos 2 х , 
заданную  в п ром еж утке  [0,7г].

23. Р а зл о ж и ть  в р я д  Ф урье по синусам  функцию / ( х )  =  х в 
пром еж утке [0,1].

24. Р азл о ж и ть  в р я д  Ф урье по косинусам  функцию

/ ( * )
при 0 <  х <  1, 

при I <  х <  2,

заданную  н а  п ром еж утке  (0,2].

25. Р азл о ж и ть  в р я д  Ф урье по синусам  функцию / ( х )  =  1, 
задан ную  в пром еж утке  (0, 1).

26. Р а зл о ж и ть  в р я д  Ф урье по косинусам  функцию

/ ( * )  =
1 — х при 0 <  х <  1, 
х  — 1 при 1 < х  < 2,

задан ную  в пром еж утке  (0,2).

27. Р а зл о ж и ть  в р я д  Ф урье по синусам и по косинусам  функ­
цию / ( х )  =  х(7г — х), задан ную  в промеж утке [0, тг].

28. Р а зл о ж и ть  в р я д  Ф урье по косинусам функцию / ( х )  =  
=  | cos х | , задан н ую  в пром еж утке  (0, тг).

29. Р а зл о ж и ть  в р яд  Ф урье по косинусам  и по синусам  ф унк­
цию / ( х )  =  еах, задан ную  в промеж утке от 0 до ж.
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Г л ава II. И н т егр а л  Ф урье

§1. П р е д с т ав л е н и е  ф ун кц ий  и н те гр ал о м  Ф урье

Е сли  функция /(ж):
1) з а д ан а  н а  всей оси О Х ;
2) кусочно-монотонна и им еет  конечное число  точек  р а зр ы в а  

на  лю бом  конечном промеж утке;
3) абсолю тн о  и н тегр и р у ем а  на  всей оси О Х , т.е. несобствен-

+оо

ны й и н т е г р а л  /  \ f ( x ) \ d x  СХОДИТСЯ,
— оо

то при всех значениях х  функция / ( х )  п р ед стави м а  ин тегралом  
Фурье

-f ОО +00

— J  d a  J  f ( t )  cos a ( t  — x )  dt ,  (1)
0  — OO

причем  во всех точках  непреры вности  функции значения  инте­
г р а л а  Ф урье равны соответствую щ и м  значениям  функции f ( x ) ,  
т. е.

•f оо + оо

f { x )  =  ^  /  d a  J  f ( t )  cos a ( t  — x )  d t , (2)
0 —oo

а в точках ж0 р а зр ы в а  функции значение и н т е г р а л а  равно полу­
сумме односторонних пределов  функции в этих  точках, т. е.

- f - o o  - f  OO

Д ж о - 0 )  + / ( ж о + 0 )  1 f  , f  , /i4 „  4 „ /ni 
-------------------------------=  — I a a  f ( t )  cos a ( t  — xo )  dt .  (3)

0 — o o

И н тегр ал  Ф урье м ож ет быть записан  в форме, аналогичной 
ряду Фурье:



+  оо
где

1 f
а (а )  =  — / f  ( t )  cos a t  dt ,

я J— OO
+00

6(a) =  ~  /  f ( t )  sin a t  dt .

(5)+ oo ' '

В точках неп реры вн ости  функции / (ж)  левая  ч асть  в этих соот­
ношениях зам ен яется  на  /(ж).

Д л я  четной функции и н тегр ал  Ф урье мож ет быть представлен  
в виде

4-оо 4-оо
/ (ж  -  0) +  /(ж  +  0) 2—  J  cos аж d a  J f ( t )  cos a t  dt ,  (6)

а  д л я  нечетной — в виде

4-00 4-со
/(ж  -  0) + / (ж +  0) 2—  J  sin аж d a  J  / ( t )  sin a t  dt .  (7)

Если  функция /(ж) за д а н а  лишь в ин тервале  [0,+сю), то, про­
д о л ж а я  ее четн ы м  или  нечетны м о бразом  в и н тер вал  (—оо, 0], по­
лучим п ред ставл ен и е  функции /(ж) в лю бой точке непреры вно­
сти и н те р в а л а  (0, + о о ) в виде (6)) или (7) соответственно. П ред­
ставлени е  (6) им еет  место и в точке ж =  О, представлен и е  же (7) 
справедли во  в точке ж =  0 только  в том случае , когда  / (0 )  =  0.

И н тегр ал  Ф урье  м ож ет быть запи сан  в комплексной форме в 
виде

4-оо 4-оо
/ ( ж -  о) +  /(ж  +  0) _  1

=  21~  {  d a  J  m e ^ - ’ U t ,  (8)
— оо —оо

или в виде

4-оо 4-оо

da.  (9)

4-оо 4-оо

/(х) = 2k J [J
-оо  —оо
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Ф ормулу (9) можно п р ед стави ть  как суперпозицию двух фор­
мул:

+ о о

F ( a )  =  - ± = j m e ia ' d t ,  (10)

-f-ОО

/ ( Х) =  J  F { a ) e ~ i x a d a .  (11)
— ОО

Функция F ( a )  в ф орм уле  (10) н азы вается  п р е о б р а з о в а н и е м  Фу­
рье д л я  ф у н к ц и и  / ( х ) .  В свою очередь, функция /(ж) в формуле 
(/1) н азы вается  о б р а т н ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  Фурье дл я  ф у н к ц и и  
F ( a ) .

Если в ф орм уле (10) счи тать  функцию F ( a )  заданной, а  функ­
цию / ( х )  неизвестной, то равенство  (10) п р ед став л я ет  собой ин­
тегральн ое  уравнение, а ф о р м у ла  (11) — его решение.

П р и м е р  1. П редстави ть  ин тегралом  Ф урье функцию

/ ( * )

1 при 0 < х  <  1,

1 /2  при х  =  0, х  =  1, 

0 при х  <  0, х  >  1.

Р е ш е н и е .  Д а н н а я  функция определен а  на всей числовой  
оси, кусочно-монотонна и имеет  конечное число точек р азр ы ­
ва, абсолю тн о  ин тегрируем а, так как и н теграл

-f оо 0 1 + о о

J  | / (ж ) |  d x  =  J  0  d x  +  J  1 d x  +  J  0 d x  =  1

сходится. С л едовательн о ,  ита функция п р ед став и м а  и н тегр а­
лом Ф урье (1).

Вы числим с н а ч а л а  внутренний интеграл:

4-оо О

J  f ( t ) c . o s a ( t  — x ) d t =  J  0 cos a ( t  — х) d t +
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-f-oo

+  J  1 ■ cos a ( t  — x )  dt  +  J  0  ■ cos a ( t  — x )  d t  — 

о 1

1 . j

/ sin a ( t  — ж)
cos a l t  — x )  dt  =  ----------------- =

«  о0

_ sin(l — x )  +  sin a x  _  2 sin ^  cos a ^ ~ 2^_  _ _  _  

и подставим  его значение в ф орм улу (1):

+оо

и
а  <*(1 — 2х)sin §  cos —̂ —1 , 

— —----------------- d a .

П оследний и н тегр ал  равен функции /(ж) в точках  непреры в­
ности.

В точках  ж =  0 и х  =  1, где дан н ая  функция терпит  разрыв, 
полученное п р ед ставл ен и е  сохраняется , так как в этих точках

/(ж  -  0) +  /(ж  +  0) =  1 =

С ледовательн о ,

-f-oo

/ м  =  I  j
a  « ( l  — 2х)  sin Щ COS —̂ --- 1
------------ ----- d a .

П р и м е р  2. П р едстави ть  ин тегр ал о м  Ф урье функцию 

/(ж ) =  -
—ж +  2 при 0 <  ж <  2, 

ж +  2 при  -  2 <  ж <  0, 
0 при |ж| >  2.

Р е ш е н и е .  Д а н н а я  функция определен а  на  всей  числовой 
оси, кусочно-монотонна, им еет  конечное число точек  р азр ы ва
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и абсолю тн о  интегрируем а, так  как ин теграл

+ о о  0 2

У  \ f ( x ) \ d x  =  J ( x  +  2 ) d x  +  J ( ‘2  — x ) d x  =

- 2  О

( х  +  2)2 1° (2 -  х ) 2  I2
= 2 + 2 = 4

сходится. З н ач и т ,  она п р ед став и м а  и н тегралом  Фурье.
Д а н н а я  функция четная , и и н теграл  Ф урье определяется  фор­

мулой (6).
В ы чи сляя  внутренний и н теграл

J  f ( t )  cos a t d t  — j ( - t  +  2) cos a t  d t  +  J  0 • cos a t  dt  =
0 0 2

2 2

//r. , / s i n  a  A  . s i n a i  (2 — i) cos a t d t =  I (2 — t )  d  I -------- I =  (2 — t ) -------

о о
2

/

sin (
-

+

a t  cos a t
d t - --------r—

a z
1 2 sin2 a  

-----r  (cos 2a  -  1) =  ----- ^—ГУZ CM*

и п о д став л яя  полученное вы раж ение в ф ормулу (6), имеем

+  оо
4 f  sin а  

7г J  а 2
cos а х  d a  =  <

—х  +  2  при 0 <  х  <  2, 

х  +  2 при -  2 <  х  <  0, 
0 при х  >  2.

П р и м е р  3. П р едстави ть  и н тегралом  Ф урье функцию

/ ( * )  =  <

график которой  п р ед ставл ен  на  рис. 40.

е ~ х при х  >  0, 

0 при х  =  О, 
—ет при х  <  0,
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Р е ш е н и е .  Д анную  функцию можно п редстави ть  интегралом  
Фурье, так как она оп ределен а  на всей числовой  оси, кусочно­
монотонна, имеет  единственный разры в  первого р о д а  и инте­
гр ал

+ о о  0 + оо

J \ f ( x ) \ d x  =  J  ex d x +  J e ~ x d x  =

'° - e - * £ ~  = ( 1  -  0) -  (0 -  1) =  2
I — OO

СХОДИТСЯ.

Рис. 40.

Зд есь  можно в о сп ользоваться  формулой (7)

+ о о  +оо

Д х )  =  \  /  sin а х  d x  J с * s in a t  dt ,

о о

ибо дан ная  функция нечетная.
Внутренний и н теграл  вычислим, дваж ды  ин тегри руя  по ч а ­

стям:

-f ОО +00

J е ~’ sin a t  dt  = —ег sin a t  +  a  J e ~ x cos a t  d t  =

о о
+  no

=  a  J  c~* cos a t  dt  = —а е ~ г cos a t ^ ™  —

о
+ 00 + OQ

— a 2  J  e ~ f sin a t  dt  =  а  — о 2 J  c~* sin a t  dt .

о
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+  оо
О тсю д а

I е sim
1 +  а 2 '

О

В итоге
+  оо

. 2 [ cvsintva;
/ ( * )  =  -  /  -j—— Г  d a -Ж J  1 + 0 ”

П р и м е р  4. П редстави ть  и н тегралом  Фурье функцию f ( x )  =  
с - » 1  (/? > 0 ,  * >  0).

Р е ш е н и е .  Д л я  п редставлен и я  данной функции и н тегралом  
Ф урье продолж им  ее д л я  значений х  <  0 нечетным образом, т.е.

Г ( х )  =
о - рт

- е~Рх при х  <  0.

Введенная функция f " ( x )  у д о в летв о р яет  всем условиям  пред­
стави м ости  и н тегралом  Фурье, а  именно: 1) она оп ределен а  на 
всей числовой  оси; 2) кусочно-монотонна и имеет  разры в пер­
вого р о д а  в точке х  — 0; 3) абсолю тн о  интегрируем а, так как

J e - ^ d x  =  - e ' P‘  ^  '
о /? ’

и п р ед стави м а  и н тегралом  Ф урье но формуле (7). 
Запи ш ем  и н тегр ал  Фурье д л я  данной функции:

+ оо + о о

—  J  sinrtxrfcv J  е sin a t d t  =  c 0Х при х  >  0. (*)

В ы ч и сл яя  внутренний и н теграл  (ин тегрируя  д в а  р а за  по ч а ­
стям , см. гл ав у  I, §1, пример 2)

+ 0О
4-сю

/
о

_rtt ■ , „ _ ,1t a  cos a t  +  в  s in a t
е ^ sin a t d t  — —с р --------- ------- --------

а 2 +  /?2 а 2 +  (Р
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и п о д став л яя  полученное значение в соотношение (*), получаем

-/Зх
+оо

2 f a  sin а х

ж J а 2  +  0 2
da, х  >  0.

П р и м е р  5. Н айти п р ео б р азо ван и е  Ф урье д л я  функции

/ ( * )

X +  1 при — 1 <  X <  - 1 / 2 ,
1 при |х| <  1/2,
—х  +  1 при 1/2 < х  <  1,

. 0 при |ж| >  1.

Р е ш е н и е .  По формуле п р ео б р азо в ан и я  Ф урье

+оо

f m  = 7tJ  m c ' ° ' dL
— ОО

И сп ользуя  вид функции f ( x ) ,  находим

- 1  - 1 / 2  

V2^F(a)= J  0 eiatdt+ J  (t + l)e,atdt+
— oo — 1

1/2  1 -foo

+  J  1 e,a‘dt+ J  ( - < +  l)eiatdt + J  0 eiatdt.
- 1/2 1/ 2

Первый и последний ин тегралы  очевидно равны нулю. О б о­
значим остальн ы е ин тегралы  соответственно J \ , J 2, J 3 и вы чи­
слим их:

- 1 / 2

■Ji = J  (t + l)eia,dt - ( t  +  i yаг
- 1 / 2

-1
_L . 1  f -'<*/2
rv? 2

+  ”̂2 2 e
1 - o r*/ 2 1

+  - r  t
2 a i  cv
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Тогда

F ( a )
\ / 2 тг \ ‘2 ati

+  e- « / 2 _  e - ai +

2 sin ^  1 
+  2 . -

2 a i
eai/2 +

a*

1 2 cos « sin % 2 cos £
+ +

30. П р едстави ть  и н тегр ал о м  Фурье функцию 

f ( x )  =  <

2 при 0 < х  <  2,
1 при х  =  0, х  =  2, 

О при х  <  0, х  >  2.

31. П редстави ть  ин тегр ал о м  Ф урье функцию

1
О/ ( * )  =

на промеж утке ( — 1,1),  

вне п ром еж утка  (—1,1),  
1/2 при х  =  ±1.

32. П редстави ть  и н тегралом  Фурье функцию

 ̂ Г sin х  на  промеж утке [0, 7г], 

1 0  вне пром еж утка  [0 ,7rj.



33. П р едстави ть  ин тегр ал о м  Ф урье функцию 

f ( x )  =

2 при 0 <  х  <  3, 
1 при х  — 3,

О при  х  >  3.

П родолж ить  функцию в и н тер вал  (—оо,0) четны м  и нечетным 
образом.

34. П р едстави ть  ин тегр ал о м  Ф урье функцию

/ И
Sin X, \х | <  7Г,

О, |аг| >  ж.

35. Н айти  п рео б р азо ван и е  Ф урье д л я  функции

Г c o s f ,  если |z| <  ж,
f ' X ) =  1 п I IL и, если |х'| >  7г.

36. Н ай ти  п рео б р азо ван и е  Ф урье д л я  функции

е ~ г , если  — 1 <  х  <  О, 

~х , если 0 <  х  <  1, 

если |ш| >  1.

§2. И с п о л ь зо в а н и е  и н т е г р а л а  Ф урье д л я  в ы ч и сл ен и я  
н еко то р ы х  в и д о в  н есобствен н ы х  и н тегр ал о в

П родем он стри руем  вы числение  несобственных ин тегралов  
некоторых видов, д л я  которы х п ер во о б р азн ая  не вы р а ж а е тс я  в 
элем ентарны х  функциях.

+ СЮ

/ sin X.
------ dx .

о
Р е ш е н и е .  Е сли  и сп о льзо вать  р езультат ,  полученный в при­

м ере 15 из п реды дущ его  п а р а г р а ф а ,  то
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+ <XI . п 
2 Г sin j  cos
я  ]  а

а ( 1 - 2 т )

---- ------d a

я в л яе тс я  представлени ем  и н те гр а л а  Фурье функции

1 при 0 <  х  <  1, 
f ( x )  =  1/2 при х  =  0, х  =  1,

О при х  <  0, х  >  1.

Э то т  ин теграл  равен  f ( x )  в точках непрерывности. В точках 
х  =  0 и х  =  1, где функция претерпевает  разры в, полученное 
представление  сохраняется , так  как в этих точках

/ ( * - 0 )  +  / ( х  +  0) 1 х, _ ч
2 “  2 “  П  >'

В частности, при х  =  О
4*оо

т  = \ = ' * 1
2 sin % cos ^  
------- -------- - d a

-f-OO
1 f  sin с* 
7Г J  a

da ,

что равносильно равенству
+  oo

/
sin a  ^  7Г 

a  2

Итак,
-f oo 

/
S in  X ^  7Г 

x  2

П р и м е р  7. В ы числить

+ 0O _

/s i n  X
dx .

Р е ш е н и е .  Е сли  и сп о льзо вать  р езу л ь тат  п р и м ер а  2 из пре­
дыдущ его п а р а г р а ф а

+ оо
4 Г sin2 
ж J  а 2

- х  +  2 при 0 <  х  <  2, 

cos а х  d a  =  х  +  2 при — 2 < а? <  О, 
О при |ж| >  2
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и полож ить в нем х  =  0, то

+ °о

/  ---- 5— d a  =  2 ,
Ж J  ОТ
4 f  sin о

откуда

Итак,

+С” ■ 2sin а  ж
—  d a = ~ .  
И 2

+с” о
f  sin

J
о

+ °° 2
sin X 7Г

а х  =1
О

2 2 '

•  37. В ы числить  ин тегралы :
+ оо

ГУ «1 п —
rfcv

ч /* cv sin  %

' Ч т т ^
О 
+ оо

f  sin aar , .
2) / -------- d a  (а;>0);

о
+  оо

[  1 — cos а  , 
j  ^2
О
+ оо

. [  a  sin  а  +  cos or — 1
4) у ----------- ^ ----------- d a



О Т В Е Т Ы  И  У К А З А Н И Я

Р А З Д Е Л  I 

Г л а в а  I  

§1

1 . S  =  3/4. У К а з а н и  е . См. п р и м е р  1,1).
2. 5  =  1. У к а з а н и е .  См. прим ер 1,1).

3. 5 = 1 /4 .  У к а з а н и е .  ^ +1^ +2) =  Н ( г - г Ы  +  ( г Ь - * Т г ) ) -
4. Р асходи тся . У к а з а н и е .  5„ >  п  ■ — у /п .

5- 5 = + 5 + 3 + ••■+ т)-  Ука 3 а ние - ЩТт) = т ( г  -
к+ т  — 1

___ L _ ) = X V-
fc-fт ' т  Vi х +  1 /*

i — k
6 . С ходи тся  при |д| <  1, 5  =  1/ (  1 — </)2; расх о ди тся  при |</| >  1. 

У к а з а н и е .  С о стави ть  вы раж ени е  5„(1 — q).
7. Р асходи тся .
8. Р асходи тся .
9. С ходится  при \q\ <  1, 5  =  со8«+?з ; расходи тся  при 

Ы > 1- У к а з а н и е .  См. пример 1, 3).
1 0 . Расходи тся .  У к а з а н и е .  См. пример 2, 2).
11. 5 = т г / 3 .  У к а з а н и е .  См. пример 1,4) .
12. 5  =  7г/ 2. У к а з а н и е .  С м . пример 1,4.
13. 5  =  7г / 2 . У к а з а н и е .  5n =  arcsin 77̂ —̂  •

14. С х о д и тся  при |g| <  1, 5  =  ; расходи тся  
при |д| >  1. У к а з а н и е .  S n =acrn +  dqu>n_ l , где a n =  l + q + q 2  +  . . . 
. . . +  qn ~ 1, шп =  1 -f 2 q +  3q 1  +  . . . +  n q n ~ x \ о тсю да вы водится  (см. 
з ад ач у  6 ), что  5„ =  \))я +  .

15. Р асх о ди тся .  У к а з а н и е .  Из равен ства  a„ +1 — an_j  =  
_! — а п_ 3) следует , что а 2гг в о зр астает  с увеличением

номера п.

§2

16. Расходи тся .  17. С ходится. 18. С ходится. 19. ( 'хо- 
дитс.я. 20. С ходится. 21. С ходится. 22. С ходится.
23. С ходится . 24. С ходится. 25. С ходится. 26. С хо­
дится. У к а з а н и е .  См. пример 4, 2). 27. С ходится.

=
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28. С ходится. 29. С ходится. 30. С ходится. 31. С х о ­
дится. 32. С ходится. 33. С ходится. 34. С ходится  при 
а < 6, расходи тся  при а > Ь. 35. С ходится. У к а з а н и е .  
ап =  (1 — 0,б)(1 — 0 , 66) . . . ( 1  — 0 ,6 6 6 ^_ 6 ) .  36. С ходится.

п  р а з
37. С ходится. 38. С ходится. 39. С ходится. 40. С хо­
дится. 41 . С ходится. 42. С ходится. С у м м а  двух гео­
м етрических прогрессий . 43. С ходится. 44. С ходится. 
У к а з а н и е .  См. пример 4, 3). 45 . Р асходи тся . 46. С ходится.
47. Р асходи тся . 48. С ходится. 49. Р асходи тся . У к а з а н и е .

=  i + W  =  e(1/ n2) 'nn- |n(1+1/n2) >  e(1/ n2Hlnn- 1) > 1 при 
п  >  3. 50. С ходится. У к а з а н и е .  а „ <  1/2. 51. С ходится.
52. С ходится. 53. Р асходи тся . 54. Р асходи тся  55. С хо­
дится  при Л >  2; расх о ди тся  при Л <  2. 56. С ходится.
57. Р асходи тся . 58. 15асходится . 59. Расходится .
60. С ходи тся  при /3 >  cv +  1; расходи тся  при /? < а  +  1.
61. С ходи тся  при 7 >  а  +  /3; расходи тся  при у  <  л  +  /?. 
У к а з а н и е .  При 7  =  а  +  /i и сп ользовать  непредельную  фор­
му при знака  Раабе .  62. С ходится  при Л > 1; р асходи тся  при
О < А <  1. 63. Р асходи тся . У к а з а н и е .  См. пример 4, 7).
64. С ходится. У к а з а н и е .  См. пример 4, 7). 65. Расходится . 
У к а з а н и е .  См. пример 4, 7). 6 6 . С ходится. 67. Расходи тся .
6 8 . С ходится. 69. С ходится. 70. С ходится. 71. С ходится.
72. Р асходи тся .  73. С ходится. 74. С ходится. У к а з а н и е .  
См. при м еры  4,7) и 4,8). 75. Расходится . У к а з а н и е .  См. 
примеры  4,7) и 4,8). 76. Сходится. У к а з а н и е .  См. при­
меры 4,7) и 4,8). 77. С ходится. У к а з а н и е .  См. приме­
ры 4,7) и 4,8). 78. Расходится . У к а з а н и е .  См. приме­
ры 4,7) и 4,8). 79. Расходится . У к а з а н и е .  См. приме­
ры 4,7) и 4,8). 80. С ходится. У к а з а н и е .  См. примеры  
4,7) и 4,8). 81. С ходится. У к а з а н и е .  См. пример 4,8).
82. Р асходи тся . У к а з а н и е * .  —L  > i  ПрИ п  >  2, см. при­
мер 4,9). 83. С ходится. У к а з а н и е .  ап ~  7г/6»3 при п  —*• сю.
84. Р асходи тся .  У к а з а н и е .  а п ~  с / п  при п  —► со. 85. С хо­
дится. 8 6 . С ходится . 87. Сходится. 8 8 . Р асходи тся . 
У к а з а н и е .  См. пример 4, 10). 89. С ходится. У к а з а н и е .  См. 
пример 4, 10). 90. Р асходи тся .  У к а з а н и е .  См. пример 4, 10).
91. С ходится. 92. С ходится  при А > 1; расходи тся  при А <  1. 
У к а з а н и е .  См. пример 4, 11). 93. С ходится. 94. С ходи т­
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ся. 95. С ходится. 96. С ходится. У к а з а н и е .  Применить 
признак Д ’А лам бера .  97. С ходится. У к а з а н и е .  Применить 
признак Д ’А л а м б е р а  или Коши. 98. С ходится. У к а з а н и е .  
у 5 ^ < е / ( п + 1 ) .  99. С ходится. У к а з а н и е .  Т а к  как п! < п п , то 
•C/W <  — ► 0. 100. С ходится. У к а з  а н и  е. а п < и п / ( 2 п +  1)п .

1  п  — ► ОО

101. Р асходи тся . У к а з а н и е .  а„ >  l / ( n l n n ) .  102. Сходится. 
У к а з а н и е .  П рименить признак Д ’А лам бер а .  103. Сходится. 
У к а з а н и е .  П рименить признак Д ’А лам бера .  104. С ходится  
при А > 1/2; расходи тся  при А < 1 /2. У к а з а н и е .  И спользо­
вать  признак Раабе ;  при А =  1/2 удобна оценка 
(см. пример 4, 5)). 105. С ходи тся  при а <  2; расходи тся  при 
а >  2. У к а з а н и е .  П рименить признак Раабе .  106. С ходи т­
ся при а < 1; расходи тся  при а >  1. У к а з а н и е .  При а <  1 
применить признак Раабе .  107. С ходится. У к а з а н и е .  При­
менить признак Д ’А л ам бер а .  108. С ходится. У к а з а н и е .

< /->1 Р асходи тся . У к а з а н и е ,  п! <  тгп .
1 1 0 . с 'ходится . У к а з а н и е .  In(;i!) <  ( п  — 1) Inn,  см. при­
мер 4, 11). 111. ( ’ходится. У к а з а н и е .  С р авн и ть  с рядом

ОО

или исп ользовать  неравенство  Зп — п3 > 2П при п  > 4.
П= 1
112. ( ’ходится. У к а з а н и е .  о„ ~  2 / (3 га2), см. примеры  4,7)

м  —► ОО

и 4,8). 113. ( 'ход и тся .  У к а з а н и е .  ап ~  1 /(2п2), см. при-
п —►ОО

меры 4,7) и 4,8). 114. Расходи тся . У к а з а н и е .  а„ ~  1 / у / й ,
п — ►ОО

см. примеры  4,7), 4,8) и 3. 115. С ходится  при а <  е- 1 ; рас­
ходится при а > е ~ 1. У к а з а н и е .  a ln" =  га| па. 116. Р а с ­
ходится. У к а з а н и е .  См. пример 4,8). 117. С ходится  при 
а +  А >  1; расх о ди тся  при а +  А < 1. У к а з а н и е .  Пока­
зать , что lim (a In n +  п  In (l — g,1ff n )) =  0. О тку д а  следует, что

(1 -  2 -^р)"  ~  -V; см. такж е пример 3. 118. Расходит-
П —►ОО 1

ся. У к а з а н и е .  ап > п ■ 1 1 9 .  ( -ходи тся  при А >  1

и расходи тся  при А <  1. У к а з а н и е ,  с -  (1 +  ~
-  V п> п —. ос 2п

120. У к а з а н и е .  Д л я  р я д а  1) и сп ользовать  признак сравнения 
в предельной форме, д л я  р я д а  2) условие lim =  0 не выпол-

п—►оо ап
оо

нимо, если р яд  а п расходится; из сходимости рядов 1) или
М = 1
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2) следует  сходимость р я д а  Y1 ап ■ 121. У к а з а н и е .  С равни ть
П — 1

оо
ряд (1) с рядом  Y 1  In —; при исследовании р я д а  (2) полезно

П = 1
неравенство  < -4 -'-ns  =  g—.- — -g - . 122. У к а з а н и е .  И с­
пользовать  признак сравнения  и условие а п — *■ 0.

п  —► ОО

§3
123. С’ходится  абсолю тно . У к а з а н и е .  См. пример 5,1).
124. С ходи тся  абсолю тно. У к а з а н и е .  См. пример 5,1).
125. С х о д и тся  абсолю тно . 126. С ходи тся  абсолю тно.
127. С х о д и тся  абсолю тн о . 128. С ходи тся  абсолю тно.
129. Р асходи тся . У к а з а н и е .  См. пример 5,4). 130. Р а с ­
ходится. У к а з а н и е .  См. пример 5,3). 131. Расходится .
132. Р асходи тся . 133. С х о д и тся  абсолю тно. 134. Расходится .П
У к а з а н и е .  |а„ | >  ^ТГ =  «ПТ> где ° п — общий член данного

ряда. 135. Расходи тся .  136. С ходится  абсолю тно . 137. С хо­
дится  абсолю тно . 138. С х о д и тся  условно. У к а з а н и е .  См. 
пример 6,2). 139. С ходи тся  условно. 140. С ходится  услов­
но. У к а з а н и е .  См. пример 6,2); при п  >  3 условия  признака 
Л ейбни ца  вы полняю тся . 141. С ходится  условно. У к а з а н и е .  
(27i)!! <  2 у / п ( 2 п — 1)!!. 142. С ходится  абсолю тно. 143. С хо­
дится  условно. У к а з а н и е .  См. пример 6,3). 144. С ходит­
ся условно. У к а з а н и е .  См. пример 6,1). 145. С ходится  
условно. У к а з а н и е .  См. пример 6,2). 146. С ходится  услов­
но. 147. С ходи тся  условно. У к а з а н и е .  См. пример 8,2)
148. Расходи тся .  У к а з а н и е .  ■ Д Г.1''". =  (~1) ~ ^  — —Ц-v/n + ( - i ) " -1 п-1 п-1
149. С х о д и тся  условно. У к а з а н и е ,  n ~ ^  £
150. С х о д и тся  условно. У к а з а н и е .  См. пример 7
151. С х о д и тся  условно. У к а з а н и е .  См. пример 7
152. С х о д и тся  условно. У к а з а н и е .  См. пример 7
153. Р асходи тся . У к а з а н и е .  П оследовательность  частичных 
сумм ,Ь’ь  5 3, S'e, .S’io, ■ • ■ , 5 п(п+1)/2, • • • не имеет  предела.

154. Расходится. У к а з а н и е .  1 +  \ f & T  < ак < I + , где 

П̂ =7Т2 +  7РТТ +  - • +  ^7(t +7)2-i'; см ' пРимеР 7- 155- Расходится. 
У к а з а н и е .  a t > j ^ - ,  где ак =  + , . . +  R gj ?5ST; 
см. пример 7. 156. ( ’ходится условно. У к а з а н и е .  В сумме
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a t  =  j i  +  +  ■ • • +  (k + \ ) * - \  вы дели ть  группы no к 3 , к 2(к  +  1), 
к ( к  +  l ) 2, ( к +  I )3 слагаем ы х; см. пример 7. 157. (. 'ходит­
ся условно. У к а з а н и е .  З а п и с а ть  данный р яд  в виде знако-

оо к
ч ередую щ егося  р я д а  где а ь =  при

к=1  *—1 

этом а к £  (* х у , In j£ \ ) ; д л я  оценки а к сверху исп ользовать  нера- 
[ к

венс.тво а к <  /  f ( x ) d x , где f ( x )  — к(к~\) , ~ ; см - при-
J o  2 + Г 

мер 7. 158. С ходи тся  условно. У к а з а н и е .  См. пример 8,1);

cos к а  =  — а ■ 159. С ходи тся  условно. У к а з а н и е .
к = 1 Sm 2
См. пример 8,1). 160. ( 'х о д и т с я  условно. У к а з а н и е .  См.

г» i \ I sin ^  I sin2 ZJL i COS “ 2. гл
пример 8,1); | „ +sin^ | > 161. Сходит-

П
ся условно. У к а з а н и е ,  ( 'м .  пример 8,2); ^  (—I)*-1 sin =

к = \

_sm 2+( 1)---- 162. ( 'х о д и т с я  условно. У к а з а н и е .

См. пример 8,1); Y1 cos {2k  — 1)л =  $2 • 163. Сходит-
i  = l

П
ся условно. У к а з а н и е .  См. пример 8,1); sin к а  cos к 2а  =

к = 1
_  sinn(n+ij<v 164. ( ’ходится  условно. У к а з а н и е .  См. 
пример 8,1). 165. ( ’ходится  условно. У к а з а н и е .  См. при­

мер 8,2), п о л агая  а п =  ------ , 6П =  или пример 8,1),

п о л агая  а п =  n f ^ + 4 ) ’ =  ( - l ) rl(n+1 >/2; см. такж е пример 7. 
166. ( 'х о д и т с я  условно. У к а з а н и е .  См. прим ер 8,1), 8,2) или
7. 167. С х о д и тся  условно. У к а з а н и е .  П рименить признак

А беля, полож ив а п =  с° ^ “ , bn =  v/n2rin- ^ ;  р яд  а п сходится  по
п =  2

гт г- V"' о /  sin п а  c o s(n -f- l)«  _ _ ,п р и зн а к у  Д и р и х л е ,  ибо  с у м м ы  2^ cos 2 к  а  =  ------- о гр а -
к = 1

ничены. 168. С ходи тся  условно. У к а з а н и е .  Д анны й р яд  есть
( - 1 ) п -1  -г-' ( -  1 ) п ~" 1 cos 2nor .

с у м м а  д в у х  СХОДЯЩИХСЯ р я д о в  2^ —^ ---- и ----—2п--------- ’
п =  1 п = 1

£ ( - 1 ) к - 1 с о з 2 к а  =  1,1-1 ':T ^ V },,+r"b n - 169. С ходи тся  
к-л
условно. У к а з а н и е .  П рименить признак А беля ,  п о л агая
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ап =  S № , bn =  sin -гтт7 \ к ряду  У\  а п применить признак
V  П  т  1 \П = 1

Д ирихле; если а  =  ж к ( к  — целое число), то расходим ость

сл еду ет  из оценки его общего ч лен а  ап :

если а =  жк
Sin ■■ sin not

V  n 2 - f  1

nр я д а  Y l
П= I

а ^  >  6 ( a )  sin п а  _  6 ( а }  ^  _  cos 2 п а  ^  ̂ г д е  ----- н е к о т о р о е  П О ЛО -

ж ительное  число , достаточн о  близкое к | s in « | .  170. С ходи т­
ся условно. У к а з а н и е .  П рименить признак А беля , положив 
Ьп =  1п(7п2 +  n +  1) -  1п(4п2 +  2п +  5) =  In $ + £ &  и ап =  ;

ОО

к ряду Y1 ап применить признак Д ирихле .
п = 2

Г л а в а  I I  

§1
171. С х о д и тся  абсолю тн о  при |а*| < 1, р асходи тся  при |ж| > 1. 

У к а з а н и е .  См. пример 1.
172. С ходи тся  абсолю тн о  при | r |  > 1, р асходи тся  при |х| < 1. 

У к а з а н и е .  См. пример 1.
173. С ходится  абсолю тн о  при х  ф ж/ 2  +  ж к, где п  — лю бое 

целое число, расх о ди тся  при х  =  ж/2-\-  ж п.  У к а з а н и е .  См. 
пример 1.

174. С ходи тся  абсолю тн о  при всех вещественных значениях 
х .  У к а з а н и е .  См. пример 1.

175. С х о д и тся  абсолю тн о  при |х| >  1, расх о ди тся  при \х\ <  1. 
У к а з а н и е .  П рименить признак Д ’А л ам б ер а ,  см. пример 2.

176. С х о д и тся  абсолю тн о  при х  >  —1/3 и при х  <  — 1. 
У к а з а н и е .  П рим енить  признак Коши, см. пример 2.

177. С х о д и тся  абсолю тн о  при |х| <  1. У к а з а н и е .  П риме­
нить признак Д ’А л а м б е р а ,  см. прим ер 2.

178. С х о д и тся  абсолю тн о  при х  >  —1. У к а з а н и е .  П риме­
нить признак Р ааб е ,  см. пример 2.

179. С х о д и тся  абсолю тн о  при х  >  —17/9, при х  =  —17/9 схо­
дится  условно. У к а з а н и е .  П ри исследовании на  абсолю тн ую  
сходимость прим енить признак Коши, при х  — —17/9 — признак 
Лейбница, см. прим ер 2.

180. С х о д и тся  абсолю тн о  при всех х  >  0, при х  <  0 расхо­
дится. У к а з а н и е .  П рименить признак Д 'А л а м б е р а ,  см. при­
мер 2.
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181. С ходи тся  абсолю тн о  при —оо < х  <  +оо. У к а з а н и е .  
П рименить признак Л ’А л ам бер а .

182. П ри |х| >  1 сходится  абсолю тн о , при |ж| <  1 расходится . 
У к а з а н и е .  П рименить признак Коши, см. пример 2.

183. С ходи тся  абсолю тн о  при всех вещественных значениях 
х .  У к а з а н и е .  См. пример 3.

184. С ходи тся  абсолю тн о  при всех вещественных значениях 
х .  У к а з а н и е .  См. пример 3.

185. С ходи тся  абсолю тн о  при х  >  1. У к а з а н и е .  См. при­
мер 3.

186. С ходи тся  абсолю тн о  при 0 < а: <  1. У к а з а н и е .  См. 
пример 3.

§2

187. R  =  1, и н тервал  сходимости: —1 <  х  +  3 < 1, т .е .  —4 <
< х  <  —2. П ри х  — —4 и х  =  —2 р яд  расходи тся . У к а з а н и е .  
См. пример 4.

188. R  =  5, ин тервал  сходимости: — 2 <  х  < 8. При х  =  —2 
ряд  расходи тся , при х  =  8 р яд  сходится  условно. У к а з а н и е .  
См. пример 4.

189. С ходи тся  абсолю тн о  при \х — 1| <  2. У к а з а н и е .  См. 
пример 4.

190. R  =  1, и н тервал  сходимости: 4 < а г < 6 .  П ри х =  4 и 
х  — 6 р яд  расходи тся . У к а з а н и е .  См. пример 4.

191. R  =  3, интервал  сходимости: х  >  4 /3  и х  <  2/3. При 
х  =  4 /3  и х  =  2 /3  р яд  расходи тся . У к а з а н и е .  С д е л а т ь  замену 
переменной у  — \ / ( х  — I )2, см. пример 4.

192. (.’ходится  абсолю тн о  при \х +  2\ < 1. У к а з а н и е .  См. 
пример 4.

193. С х о д и тся  абсолю тн о  при \х — 4| <  1/2, в точке х  =  9 /2  
сходится  условно, в точке х  =  7 /2  расходится . У к а з а н и е .  См. 
пример 4.

194. С х о д и тся  абсолю тн о  при |ж| <  1, расх о ди тся  при |х| =  1.
195. ( -ходится абсолю тн о  при |г — 1| <  8, р асх о ди тся  при 

х  =  —7 и при х  =  9. У к а з а н и е .  См. пример 4.
196. С х о д и тся  абсолю тн о  при \х  -  3| <  л/3, при х  =  3 +  л/З 

расходится , при х  =  3 — V*3 сходится  условно. У к а з а н и е .  См. 
пример 5.
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197. С х о д и тся  абсолю тн о  при |х| <  2. У к а з а н и е .  См. при­
мер 4.

198. С х о д и тся  абсолю тн о  при |х| <  1. У к а з а н и е .  См. при­
мер 4.

199. R  =  7. Р я д  сходится  абсолю тн о  при |х +  1| <  7, расхо­
дится  вне этого и н тервала . У к а з а н и е .  См. пример 4,5).

200. Р я д  сходится  абсолю тн о  при \х  — 1| >  1, расходи тся  при 
|х -  1| <  1.

201. f ( x ) =  - 7 8  +  59(х 4- 4) -  14(х 4  4)2 4  ( х  4  4)3. У к а з а н и е .  
См. пример 5.

ОО

202. Y1 ( — 1)п+1(-р—2)” , | х - 2 |< 1 .  У к а з а н и е .  См. пример 5.
п = 0

00 ( г>\2п
203. е ~ 3  х~ J— , —о о < х <  4  оо. У к а з а н и е .  См. пример 5.

п = 0

204. In 4 4- Y l  ( - 1 ) п+‘ I* +  3| <  2. У к а з а н и е .  См.
Т1 — \

пример 5.
00 ( г\п

205. ^ 2  ( —l ) n_1 0 < х  <  2. У к а з а н и е .  См. пример 5.
м — 1

2п +1
206. ^ п + |^|, —оо < х  < +оо. У к а з а н и е .  См. пример 5.

п=0

207. 2 +  5Z 21,Г~ 1Г 1п—~1 < * < 4-00 . У к а з а н и е .  См.
П = 1

пример 5.
2n+1

208. £ ( - 1 ) " %  5ПРТ-, |х| <  2. У  к а з а н и е .  См. прим ер  6.
п = 0

209. 1 ( l  -  f l  +  ^  х4 +  . . .  4  ( - 1 ) "  1 3 raS2r8»i;a" * 2П +  • ■ •) ■ 
|х| <  3. У к а з а н и е .  См. прим ер 6.

° °  +  1 9 п _1
210.  *"> 1Х1 <  1/2; при х  =  1/2 сходится  услов-

П— 1
но. У к а з а н и е .  ( -м. пример 6.

ОО , . 2 П

211-5 ХЗ ( —l ) n+1 ’ х й ( —оо,  +оо).У  к а з а н и е .  См.пример 6.
П. — 1

212. ^  Y2  [п +  У к а з а н и е .  См. пример 6.
п  — 1 L J '
оо

213. £  х" ,  I х| <  1. У к а з а н и е .  См. пример 3.
п =  ю
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214. х  +  Y l  (‘2n„,1-̂ -  x n+1, - 1 / 2  <  x  <  1/2. У к а з а н и е .  См.
П  =  1

пример 6.

§3

215. У к а з а н и е .  С р ав н и ть  со сходящ им ся  числовым рядом
ОО

^т; см. пример 7.
П  =  1

ОО

216. У к а з а н и е .  С р ав н и ть  с геом етри чески м  рядом Y1 2»!
П  =  1

см. пример 7.
со 2

217. У к а з а н и е .  (Сравнить с рядом  Y1 (2” +  ^ г ) , кото-
П =  \

рый сходится  (убедитесь  в этом, применив признак Д ’А л ам бе­
ра); см. пример 7.

ОО

218. У к а з  а н  и е. С р авн и ть  с рядом  ^  (е-:г)п , который явля-
П  — 1

ется  геом етрическим  при 0 <  х  <  +оо; см. пример 7.
ОО

219. У к а з а н и е .  С р авн и ть  с рядом 2" - 2 1 К0Т0Рый схо-
п  =  2

дится  (убедитесь  в этом, применив признак Д ’А лам бера);  см. 
пример 7.

ОО

220. У к а з а н  и е. С р авн и ть  с рядом  ^2 которы й сходится
П =  1

(убедитесь  в этом, применив ин тегральны й признак Коши); см. 
пример 7.

ОО

221. У к а з а н и е .  С р авн и ть  с рядом  с м - пример 7.
П =  1

222. У к а з а н и е .  В о сп ользоваться  тем, что функция у  =
ОО

= a rc tg x  монотонно в о зр астает ,  а  затем  сравн и ть  с рядом  ^ ;
П =  1

см. пример 7.
223. С ходится  равномерно. У к а з а н и е .  П редстави ть  общий 

член р я д а  в виде ■ ;-р ; —х~ и во сп о л ьзо ваться  признаком А бе­
ля; см. пример 8.

224. С ходи тся  равномерно. У к а з а н и е .  П р едстави ть  общий
/ ,\п(п+1)/2

член р я д а  в виде 1 ---- - и во сп о л ьзо ваться  при-
V п 2 y j \  + ex / п 2

знаком Абеля; см. пример 8.
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225. С х о д и тся  равномерно. У к а з а н и е .  В о сп ользоваться
ОО

признаком Д ирихле , представи в  данный р яд  в виде Е  cos •
П = 1

Vn^+x2 ' Можно зам ети ть , что c.os приним ает  значения 1,
— 1/2; см. пример 8.

226. С ходи тся  равномерно. У к а з а н и е .  П р едстави ть  общий 
член ряда  в виде • sin п х  и восп о л ьзо ваться  признаком Д и ­
рихле; см. прим ер 8.

§4
о  2

227. ■ У к а з а н и е .  См. пример 9.

228. i  In — | a r c tg  x .  У к а з а н и е .  См. пример 9.

229. 1 +  1п(1 — х ) ,  |х| <  1. У к а з а н и е .  См. пример 9.
230. i  In , |х| <  1. У к а з а н и е .  См. пример 9.
231. a rc tgx , |х| <  1. У к а з а н и е .  См. пример 9.
232. c h x = ^ j — , — о о < х <  +  оо. У к а з  а н и  е. См. пример 9.

233. , \х\ <  1. У к а з а н и е .  См. пример 9.

234. (уг7 )з- М  <  1 У к а з а н и е .  См. пример 9.

235. х3 +  Е  1*1 <  1- У к а з а н и е .  П рименить
П = 1

почленное дифференцирование; см. пример 10.
ОО

236. —2 Е  coarf*x х п , |х| <  1. У к а з а н и е .  Р азл о ж и в  предва-
П =  1

рительно производную  в ряд, почленно п рои нтегри ровать ;  см. 
пример 10.

237. 2 | x | j l  +  Е  12(2п)‘ ' 1! 2̂ Т т |  п Р и  0 <  х < 1 и - 1 < х < 0 .

У к а з а н и е .  Р а зл о ж и в  п редвари тельн о  производную  в ряд, по­
членно прои нтегри ровать ;  см. пример 10.

2 n  ■+•1

238. Е  M T nfon + iV ~ х < * <  +  оо. У к а з а н и е .  Р азл о ж и ть
п  =  1 1

поды нтегральн ую  функцию в р я д  М аклорена; см. пример 10.
00 *+]

239. х +  Е  (— 1 )n+1 „Тп+1) 1 — 1 <  х  <  1. У к а з а н и е .  См.
п = 1

пример 10.
4 п  -+■ 1

240. Е  W -  — 1 < х  < 1. У к а з а н и е .  См. пример 10.
п=о
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ОО 2 л

241. Y2 ( ~ l ) n+1 гп /гп-П ' У к а з а н и е .  См. при-
П  =  1 ’

мер 10.

242. х  +  2̂(2nV' 1 WTT’ 1*1 <  1- У к а з а н и е .  См. пример 10.
П — 1

§5

243. 3,017. У к а з а н и е .  С’м. пример 11. 244. 2,718282. 
У к а з а н и е .  См. пример 12. 245. 0,1823. У к а з а н и е .  См. 
пример 12. 246 . 0,4971. Д <0 ,0001 . У к а з а н и е .  См. при­
мер 12. 247 . 0,012, А 0,001. У к а з а“н и е. См. пример 12. 
248. 0, 608. У к а з а н и е .  См. пример 13. 249. О, 119. У к а з а н и е .  
См. пример 13. 250. 2,835. У к а з а н и е .  См. пример 13. 
251. 1,605. У к а з а н и е .  См. пример 13.

253.
1) 2)

i п * |  S

3 1 2 .1 4 8 9 1 2 6 4 9 0 e + 0 0

5 1 2 .1 7 3 2 1 9 9 4 6 1  е+О О

10 1 2 .1 7 3 4 0 9 8 6 1 6 е + 0 0

5 12 1 .5 8 4 3 2 6 3 1 2 2 е + 0 1

10 12 1 .5 8 4 3 6 7 8 5 5 6 е + 0 1

5 0.1 1 .6 9 5 9 8 9 5 8 1 5 е + 0 0

5 0 .5 1 .8 2 6 1 7 4 9 1 2 8 е + 0 0

10 0 .5 1 .8 2 6 3 6 2 9 3 1 6 е + 0 0

5 5 6 .8 0 6 5 3 0 4 6 3 7 е + 0 0

11 г
5

2 1 1 .4 2 4 5 1 6 4 1 3 1  е-01

5 1 8 .7 1 8 1 0 6 5 1 15е-04

10 1 8 .3 5 0 8 4 4 7 1 6 2 е -0 9

5 3 -5 .6 6 2 1 4 2 5 8 7 8 е -0 3

10 3 -8 .8 9 0 4 2 2 6 9 8 2 е -0 8

5 0 .5 7 .8 4 4 5 8 9 3 1 7 9е-04

10 0 .5 1 .0 5 6 0 5 7 1 0 9 4 е -0 8

5 0.1 1 .8 5 5 2 9 6 4 9 8 3 е -0 4

10 0.1 2 .7 7 2 6 4 8 9 0 2 1  е -0 9

3)

Л * S 1 п X S

3 1 3 .6 3 2 4 0 7 4 0 7 4 е + 0 0 6 0.1 2 .6 1 8 9 5 5 8 1 1 2 е + 0 0
5 1 3 .6 3 2 4 0 8 2 7 9 3 е - |-0 0 5 0 .5 3 .0 6 9 3 7 9 1 3 0 4 е + 0 0

5 2 4 .7 1 8 4 6 6 5 7 7 3 е + 0 0 8 50 5 .8 8 0 9 2 6 4 8 7 8 е + 0 1

5 5 8 .1 3 6 6 4 2 4 7 1 1 е + 0 0 5 25 3 .0 6 5 7 8 0 7 4 3 0 е + 0 1
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254.

1) 2)

e p s ilo n X S
0.1 0 - 1 .0000000000e + 0 0

0.01 1 -6 .2 5 0 0 0 0 0 0 0 0 e-0 1

0.0001 0 .5 -7 .8 6 9 7 9 1 6 6 6 7 e-0 1

0.0001 0.1 -9 .5 1 6 6 6 6 6 6 6 7 e-0 1

0.0001 2 -4 .3 2 3 1 04 0 5 6 4 e-0 1

e p silo n S

0.1

0.001

0.0001

2 .5 5 5 5 5 5 5 5 5 6 e -0 1  

3 .3 2 0 3 1 25000e-01  

3 .3 3 2 5 1 9 5 3 1 3e-01

3)

e p s ilo n X $

0.001 1 2 .7 5 1 3 2 2 7 5 13e-01

0.001 5 7 .4 4 2 8 9 7 2 7 7 8 e-0 1

0.001 0.1 3 .3 3 3 3 3 3 З З З З е -02

0.0001 0.1 3 .2 6 6 6 6 6 6 6 6 7e- 02

0.0001 10 8 .8 4 2 6 9 8 2 1 59e-01

0.000001 10 8 .8 4 2 9 5 2 3 5 6 1 e -0 1

255.

1)

71 | 8 r

6 -7 .5 4 1 6 6 6 6 6 6 7 e -0 1 9 .5 2 3 8 0 9 5 2 3 8 e -0 3

8 -7 .6 1 0 8 6 3 0 9 5 3 e -0 1 1 .0 5 8 2 0 1 0 5 8 2 e-0 3

10 -7 .6 1 8 8 4 0 9 3 9 2 e -0 1 9 .6 2 0 0 0 9 6 2 0 0 e -0 5

13 - 7 .6 1 9 6 5 9 9 2 6 3 e -0 1 1 ,5 5 0 0 9 9 2 0 6 4 e-0 6

15 -7 .6 1 9 6 4 9 3 5 8 7 e -0 1 9 .6 8 8 1 2 0 0 3 9 7 e -0 8

18 -7 .6 1 9 6 4 8 6 2 6 2 e -0 1 1 .5 2  7 3 4 9 3 0 8 6 e -0 9

20 - 7 .6 1 9 6 4 8 6 3 8 8 e -0 1 7 .2 7 3 0 9 1 9 4 5 6e- 11

21 -7 .6 1 9 6 4 8 6 3 9 5 e-0 1 1 .2 2 3 2 4 7 4 7 9 8 e - l l

248



2)

п s Г

3 3 .9583 .33333 .3e-01 2 .6 0416(56667е-03

5 3 .9 3 4 8 9 5 8 3 3 3 е -0 1 2 .1 7 0 1 3 8 8 8 8 9 е -0 5

7 3 .9 3 4 6 9 4 3 2 0 4 е -0 1 9 .6 8 8 1 2 0 0 3 9 7 е -0 8

10 3 .9 3 4 6 9 3 4 0 2 8 е -0 1 1 .2 2 3 2 4 7 4  798е-11

15 3 .9 3 4 6 9 3 4 0 2 9 е -0 1 7 .2 9 2 9 0 3 6 4 4 4 е -1 9

256.
1)

e p s ilo n X 5 71

0.01 0 2 .7 0 8 3 3 3 3 3 3 3 е 4*00 6

0.001 0 2 .7 1 8 0 5 5 5 5 5 6 е + 0 0 8

0.01 0 .5 3 .5 7 5 6 9 4 4 4 4 4 е + 0 0 7

0.01 1 4 .4 3 4 7 2 2 2 2 2 2 е - |-0 0 7

0.001 1 4 .4 3 6 3 0 9 .5 2 3 8 е + 0 0 8

0.0001 1 4 .4 3 6 5 3 2 7 3 8 1  e-f-00 9

0.0001 3 7 .8 7 3 0 9 0 2 7 7 8 е + 0 0 9

0.0001 5 1 .1 3 0 9 6 4 7 8 1 7 е + 0 1 9

0.0001 10 1 .9 9 0 1 0 4 1 6 6 7 e-f-0 1 9

0.000001 10 1 .9 9 0 1 0 9 9 5 3 7 е + 0 1 11

0.000001 -5 -5 .8 7 3 1 2 7 4 8 0 2 е + 0 0 11

2)

| e p s ilo n X S п

0.001 2 1 .1 0 6 2 1 2 9 9 3 5 е + 0 0 4

0.00001 2 1 .1 0 7 1 5 6 4 4 0 2 е + 0 0 7

0.0000001 2 1 .1 0 7 1 4 8 6 3 5 9 e + 0 0 10

0.0001 4 1 .3 2 5 8 0 9 3 4 7 6 е + 0 0 4

0.000001 4 1,3 2 5 8 1 8 0 6 6 9 е + 0 0 5

0.0001 10 1 .4 7 1 1 2 9 6 6 0 1 е + 0 0 3

0.000001 10 1 .4 7 1 1 2 7 6 6 0 1  е + 0 0 4

0.001 1 7 .8 6 3 9 8 1 5940е-01 251

0.0001 1 7 .8 5 4 9 8 1 6339е-01 2501

0.000001 11 8 .3 2 9 8 2 1 0727е-01 4 7
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Р А З Д Е Л  II

Г л а в а  I 

§1
1. 1) |z| =  2, a rg z  =  —7г/3, {—7г/3 +  2жк : к Е Z}, г =  2 е ~ п/ 3 . 

У к а з а н и е .  См. пример 2; 2) a) \z\ =  6, a rgz  =  ж/2\ б) |z| =  5, 
a rg z  =  0, { 2 i r k : k  G Z}; 3) \z\ =  \ /5 , a rg z  =  n — arctg2, г =  
=  \/5  e‘(’r_arc t8 2); 4) \z \ =  2, a rgz  =  2ж/Ъ, z  =  2 (c o s 2 t t /3 +  
-И sin27r/3); 5) |z |= \ /2 ,  a r g z =  —Зтг/4, z = \ / 2  (cos 37г/4—г sin3Tr/4); 
6) |z| =  1, a rg z  =  тг, z  =  e , T \ 7) |г| =  1, a rgz  =  7r/3; 8) 
\z\ — 5 /2 , a r g z =  —тг/2 — a rc tg 4 /3 . У к а з а н и е .  См. п р и м ер З ;  9) 
\z\ =  213, a rg z  =  —7г/ 2 .  У к а з а н и е .  См. пример 4; 10) |z| =  2, 
arg z =  — Ьтг/S.

2. 1) П олуплоскость , расп олож ен н ая  с п р а в а  от мнимой оси. 
У к а з а н и е .  См. пример 5; 2) П олуплоскость, располож ен ная  
ниже прямой Im г =  —2; 3) П олоса , состоящ ая  из точек, рассто ­
яние от которы х до мнимой оси меньше 3; 4) П олоса , состоящ ая  
из точек, расстояни е  которы х до вещественной оси меньше тг; 5) 
К руг  ради усом  2 с центром  в точке 0; 6) В ся  плоскость, из ко­
торой у д ал ен  зам кн уты й круг  ради усом  2 с центром  в точке —г. 
У к а з а н и е .  См. прим ер 5; 7) К руговое  кольцо р ади усам и  2 и
3 с центром  в точке 1 — г; 8) В ы рож денное кольцо радиусом  2 
с центром  в точке — 1 +  2г; 9) П олуплоскость , располож ен ная  
ниже п рям ой  Im г +  Ее г =  1; 10) П ер вая  четверть .  У к а з а н и е .  
См. пример 5; 11) П ер в ая  ч етвер ть .  У к а з а н и е .  См. пример 5; 
12) Ч а с т ь  кругового  кольц а  р ади усам и  1 и 2 с центром  в точке
0, р асп олож ен н ая  м еж ду д в у м я  лучам и, исходящ ими из н а ч а л а  
координ ат  под у гл а м и  7г/6 и 7г/4 к полож ительном у н ап р авл е ­
нию вещ ественной оси; 13) Ч а с т ь  плоскости, располож ен ная  
ниже прям ой R ez  +  Im z  =  л/2; 14) П рям ая, проходящ ая  ч ерез  
середину отрезка , соединяю щ его точки я и 6, перпендикулярно 
к этому отрезку; 15) О круж ность , п остроенная  на  отрезке  [0,2] 
как на  д и ам етр е .  У к а з а н и е .  См. пример 6.

§2
3. 1) и ( х , у )  =  1 -  v ( x , y )  =  У к а з а н и е .  См. 

пример 7; 2) и ( х ,  у )  =  х 3  — Зжу2, v ( x ,  у )  =  3*2у — у 3 .
4. 1) Д а ;  2) Нет. У к а з а н и е .  См. пример 8.
6. 1) z2+ 2 z + ie ;  2) (1 —i /2 )z 2; 3 ) -2 ie"+ » 'e ;  4 ) ( l / ^ z + i z 2+ 3 t+ e ;

5) — 1/z +  1/2. У к а з а н и е .  См. пример 12.
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7- Ы  =  7 &  %  =  - 7 &  У к а з а н и е .  Функции g( r , tp )  и 
h( r , ( p)  — сложные: д(г,<р) =  u ( r  costp,  г  sin ip)\ h ( r , i p )  =  v(rc.os<p, 
r  sin <p).

§3

8. 1) тг/2, 3; 2) a) 0,4; б) -тг /4 ,  2л/2; в) п / 2 ,  4; 3) Зтг/4, 
Зл/2. У  к а з а н и е .  См. прим ер 8. 4) а) 0, 1; б) a rc tg 3/4; 0,1; 5) 
a r c tg l /2 ,  \/5; 6) 1, 1; 7) - a r c t g  2, л/5.

9. 1) \г\ =  1/>Д; 2) |г -  */2| =  1/2; 3) \z +  i\ =  у / 2 .

10. 1) a rg a  =  - п / 6 ; 2) a rg a  =  0; 3) 1 <  a <  +оо; 4) 
a rg a  =  —тг/4.

§4
11. 1) Im w  =  0. У к а з а н и е .  См. пример 17; 2) |w— 1/2+г'/2| =  

=  1/2; 3) Ren; = 1 / 2 .
12.  l ) Re . z  +  I m z < l .  У к а з а н и е .  См. пример 19; 2) |w — 

—3 — г| <  3. У к а з а н и е .  См. пример 18; 3) Т р еу го ль н и к  с 
верш инам и в точках  w i  =  0, W2  =  2, W3  — 1 +  г. У к а з а н и е .  См. 
пример 20.

13. 1) j=4. У к а з а н и е .  См. прим ер  22; 2) .
14. е,в 1 0 — вещ ественное число, |a |  <  1.
15. 1) 3£=yL; 2)
16. 1) ^ r f ;  2) — . У к а з а н и е .  См. свойство  5 дробно­

линейного преобразован и я .
17. 1) | w  — 1 /2 1 <  1/2. У  к а з а н и е .  См. прим ер 23; 2) R ew  <

<  0; 3) lm№ >  0, Rew; >  0. У к а з а н и е .  См. пример 24; 4) 
3 /2  <  Re w  <  2; 5) |u> — 1 / 3 1 >  1/3, Rew <  3/4. У к а з а н и е .  См. 
пример 24.

§5
18. 1) №0 =  1, —1/2 ±  г-у/3/2. У к а з а н и е .  См. пример 

25; 2) w 0  =  < / 2 е ^ 1 я , ^ е 9" / 8 =  - J / 2 e i w ' 8  =  - w 0 ; 3) 
wo =  1 +  г, \ /2  (—cos 7г/12-)-г sin 7г/12); \ /2  (sin  тг/Г2 — г cos чг/Г2). 
У к а з а н и е .  См. пример 25; 4) w 0  =  л/2 , л/2 л/2 , 
±?л/2; 5) w 0  =  \ /2  (cos Зтт/20 — г sin Зя-/20), \ /2  e*(—37r/ 4-t-27rfc) /5, 
k = 0 , 1 ,2 ,3 ,4 ;  6) w o =  УТЗс‘(ж~ агс1ё 3/ 2)/3j у ^ . ч — агс^з/з+г**)/» , 
jfc =  0, 1, 2.

19. 1) |w | <  3, Imiu < 0, Re w <  0. У к а з а н и е .  См. пример 26; 
2) 7г/3 < arg г <  0.
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20. 1) «>; 2) 3) ( f t } ) ’ ; 4) ( K ^ t ) 3

У к а з а н и е .  См. пример 28; 5) y j Ч~»~-. У к а з а н и е .  См. при­

мер 27; 6 ) У §±§; 7) У ^ Т д .  g) y / ( f ^ i ) 2 -|- 1.

§6

21 .  1) In \/2-|-г(7г/4+27гА;), In v /2+ i7 r /4 .  У к а з а н и е .  См . п р и м е р  
29,3); 2) In 10 +  г(ж +  2жк),  In 10 +  гтг; 3) 1пЗ +  2тгН, 1пЗ; 4) 
In 2 +  27гг/3 +  2irki ,  In 2 +  27гг/ 3 ; 5) In л/ТЗ +  г( — ж +  arc tg  2-^3 +  2 пк ) ,  
In \ /Г З-И ( — 7г 4-a rc tg  2 \/3 ) ;  6) — In \ /5  +  »(?г — arc tg  2  +  2 жк), — In \ Д +  
+ i(w  — a r c t g 2); 7) е~1'^А~2жк, e*l n ' /2 -» /4+ « in \/2  у к а з а н и е . C m .  

п р и м е р  29,5); 8) ln 5 j e*ln 5; 9) e~2wh. У к а з а н и е .  С м . 
п р и м е р  29,6).

2 2 . 1) —2тг; 2) 4я\ У к а з а н и е .  См. пример 30.
23. 1) — ж < 1 п ш  < ж; 2) — Зтг <  1п ш  <  — ж; 3) —тг < lmto <  0. 

У к а з а н и е .  См. пример 31; 4) 7Г <  Im и; <  2 л-; 5) 0 <  Im w  < ж, 
R e w < 0 .

24. 1) u/G[—оо,0]; 2) Im w  <  0; 3) |w| >  1, Imm > 0; 4) 
|u>| <  e2, —2 <  argwi <  1; 5) ж/4 <  arg w  < ж/2.

25. 1) j , где w  =  7t (2* — 5 — i z ) / 3. У к а з а н и е .  См.

пример 32; 2) et,r(~+5)/3; 3 ) е2»«г/(*-2). 4 ) ( *»!} j  , где w  — 

=  17г(г +  2 ) / (2 z) .

§7

26. 1) Imui > 0. См. пример 33; 2) шб[—1,5/4]; 3) Imu; >  0;
4) О б л а с т ь ,  л е ж а щ ая  между ветвям и гиперболы  2и 2  — 2u2 =  1.

27. 1) у / 5/ 2- ^ + Ш .- У к а з а н и е .  См. пример 34;

2) У '17/Ч Н ' Л ’ ; 3) где  »  =  , 7 »  +  2 / А
28. 1) Im w  > 0 .  У к а з а н и е .  См. пример 35; 2) Плоскость 

с р азр езам и  по л у чам  [— 00 , — 1] и [1,-foo], У к а з а н и е ,  cos z  — 
=  ( е “  +  с ~ » ) / 2 .

2 Э - ! ) \ J ■ r ^ e  /( =  -  f ~ ’r / 2 ) / 2 ,  гу =  в т ( т г / 2 ) ;  2)  

s i n ( 7 r / 2 z ) .
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Г лава II 

§1

30. 1) \ f b j 2  +  г'\/5. У к а з а н и е .  Ом. пример 1; 2) Зг/2. 
У к а з а н и е .  См. прим ер 2; 3) г; 4) 7 /2  — 2i; 5) 3 /2  -Н г/2;
6) 2 / 3 +  11 г/3; 7) гж. У к а з а н и е .  См. пример 3; 8) г7Г/2; 9) 
г(е1_‘ — 1); 10)4.

31.  1) 0; 2) 0. У к а з а н и е .  Ом. пример 4,2); 3) 0; 4) 27Гг;
5) 27гг. У к а з а н и е .  См. пример 4,4); 6 ) 0 ;  7 ) 0 .  У к а з а н и е .  
См. пример 4,3);

§2

32. 1) 0. У к а з а н и е .  См. пример 5; 2) жг(е2 -  с~2)/4; 3) 
7Гг(е2 — е~2)/4; 4) 7гг(е2 — с_2)/2.

33. 1) гтге2; 2) —7гг; 3) г7г(е2 — 1); 4) 0.
34. 7r(cos 1+2 sin 1+2? cos 1 —i  sin 1). У к а з а н и е .  См. пример 6.
35. 1) 2ж(\ 2) —гтге; 3) яч(2 — е).
36. 1) —i n /2]  2) г7г/2; 3) 0. У к а з а н и е .  См. пример 7.
37. ж(с — е ~ 1).
38. г7г(е +  е -1 — 6)/2 . У к а з а н и е .  Ом. примеры  5 и 7.

§3
39. 1) 5; 2) 3; 3) \/2; 4) ±; 5) ±; 6) ±; 7) ±; 8) 1, если 

|я| <  1; 1 / |а |,  если |а| >  1; 9 ) 1 ;  10) Л ;  11)1;  12) оо; 13)1;  
14) 1; 15) l /v /5 ;  16) 1.

ОО

40. 1) — Е ( 2 +  3)П' ^  =  1- У к а з а н и е .  См. пример 8;
п=0

2Г3"2) Е  ’ Л =  3; 3) Е О  ~  1/2п+1)гп , Я  =  1. У к а з а н и е .
п=0 п=О

Д анную  функцию разл о ж и ть  на простейш ие дроби;

4) |  (-2- 3l)i ; i 2+3' ) 2,11 Л =  >/13- У к а з а н и е .  Д анную  функ-
п=0

00 п 2 —1 .,2п +  1
п =  1

цию р азлож и ть  на простейш ие дроби; 5) 2 Y1  (—1)" Д Г.1
П=1 " ’

оо п
ft =  оо. У к а з а н и е .  См. пример 10; 6) sin 1 Y1 (^пу  (2

п =  0
 ̂ ч Л _  1 оо . _

- I ) 4" -  cosl £  -  I)4- 2, R  =  оо; 7) с2' £  <£=£1-,
п = 1  п = 0

Д =  оо. У к а з а н и е .  См. пример 9; 8) 1 +  +
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' ( 2 n - 3 ) ! !  / J _  j W , R  =  \/2- У  к а з а н и е .  Ом. при­

мер И ; 9) 1 +  £  1/ 3 (1/ 3- 1М 1/ 3- " ± ^ ( г -  1)"
п =  1

R  =  1;

10) '-f +  *• - j j j r  (- — »)", R  =  1 У к а з а н и е .  Ом. при-
П = 1

мер 12; 11) In 2 +  2тг i -f £  *■ „ у  ~ (г _  2)n , R  =  2; 12)
П =  1

In 2 5 - 2 » i +  £  ( -1 ) " -1 . 14- зо ;Ч(4+з ,Т  ( г _ 4)п| д  _  5 . У к а з а н и е .
П = 1

Ом. пример 13.

§4

41. - I Z-/ з п+1 ' гп+1
п =  0

. У к а з а н и е .  Ом. пример 14.

42. -  £ 1 у  1£±1П 
2" + ' '(Т+ТТ^нп=0 п=0

ОО

4 М Е ^ Г ^  +  | Е ^ Т
п  =  0 тх — О

1 v  I-.1,)!!. z n , 2
3 L-' 2 п + ' ^  3 п=0

0 0  /  \ п  . ----
44 -  l+3i У  ("О _  ib i  V 4 г .ЗОг 10 *п+1 10 3"+2 •п = 1 п = 0

45- ЗП+4Т -  5 Е  4^тг-. о <  |г +  4| <  6. У к а з а н и е .  Ом.
п = 0

(_!)"(! 2")
пример 14.

ОО

46. 1) -  Е ( =  +  2)и , 0 < ф  +  2|<1; 2 ) £ ™ £
п=0 п=1

2 < |г |< о о .  У к а з а н и е .  См. пример 14.
О О  О О  / - \ п  +  1 /  л О  п  \

4 7 - 1) - тГ 27+ Е  (г)п(2 — 2г)п , 0 < |г  — 2г|<  1; 2) £  ^
n=0 n=0

2< |г |< о о .
OO n

+  3(z+ip ~  2 E  °<1г +  1l< 3- У к а з а н и е .48. 9(7+1)
См. пример 14.

4 9 - 1 ) — б777ТзГ) Е  0< |с  +  Зг|<6; 2)

3 < | г | <  оо.

5 0 - г Е  пГ(;+2Г" ’ 0<  I2 +  2|<оо.

п = 0

п = 0

51- sm 1 Е  (2пу'(,+1^
( - ' Г

1 Е  [2n + i®j!(V+l')2" + 1 ’ 0 < 12 +  11<°°-
п =0
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OO n

5 2 - е Е  ш * ’ 0< |г |< о о .
п =0

53. cos 1 £  +  sin 1 Е  Г2п+~1̂ т1~-'з)^+^ ’ 0 < 12 ~  3 1<0°-
n =0  v п =0  '  у 1

5 4 * 6 !£  n 'U - 1 )"  +  2 £  +  Е  пГ^1^)п-5 , 0< |г — 1|<00.
п = О  n =0 v '  п =О V 7

У к а з а н и е .  См. пример 15.

55. (1 +  Зг) (2п)Чг+02п ~  (^ +  20  E q (2п)!^+02" - 1 +
°°

+  Е  (2nWl+04- - 4 ’ 0<12 +  г1<°°- У к а з а  ние .  См. пример 15.
п  =О

°° 1 + (— Г)n ” 12 п56. Е  —  ------, 2 < |г |< о о .  У к а з а н и е .  См. пример 16.
П = 1

Г л а в а  I I I  

§1

57. г =  —1, z  =  (1 ±  г'-\/3)/2, г =  оо — просты е полюсы. 
У к а з а н и е .  См. пример 1, 1).

58. г =  ± \ / 5  г — полю сы  второго порядка, 2 =  0 — полю с тр е ­
тьего порядка, z  =  oo — у стр ан и м ая  особая  точка. У к а з а н и е .  
См. пример 1, 2).

59. г =  ±3г — полю сы  четвертого  порядка, 2 =  оо — у с т р а ­
нимая осо бая  точка. У к а з а н и е .  См. пример 1, 2).

60. z  — 0 — у стр ан и м ая  особая  точка, z =  оо — существенно 
о собая  точка. У к а з а н и е .  См. пример 1,3) .

61. z  — 0 — полю с второго  порядка, г =  оо — существенно 
особая  точка.

62. г =  0 — у стр ан и м ая  особая  точка, z  =  оо — существенно 
о собая  точка.

63. z  — 1 — существенно о собая  точка, г =  оо — у стр ан и м ая  
особая  точка. У к а з а н и е .  См. пример 1,4) .

64. z  =  0 — существенно о собая  точка, z  =  оо — полю с 
второго порядка. У к а з а н и е .  См. пример 1, 6).

65. z =  i — существенно особая  точка, z  =  оо — у стран и м ая  
о собая  точка. У к а з а н и е .  См. пример 1, 5).

66. 2 = 1  — существенно осо бая  точка, z  =  оо — у стран и м ая  
особая  точка.
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67. г =  7гк ( к  6 Z) — п олю сы  первого порядка, z =  оо — 
неи золи рованная  особая  точка, п р ед ел ьн ая  точк а  полюсов.

68. 2 =  2 — существенно о собая  точка, 2 =  оо — полюс 
второго порядка. У к а з а н и е .  См. пример 1,7) .

69. г =  0, 2 =  оо — существенно особые точки. У к а з а н и е .  
См. пример 1, 9).

70. г =  (2к +  1)7п  ( к  G Z) — просты е полю сы, z  — оо — 
неи золи рованная  особая  точка. У к а з а н и е .  См. пример 1, 8).

71. 2 =  0 — существенно о собая  точка, 2 = 1 +  2irk i  (к 6 Z)
— просты е полю сы, г =  оо — н еи золи рованная  особая  точка. 
У к а з а н и е .  См. пример 1,8) .

72. 2 =  ± 2 г — просты е полю сы, z  — оо — существенно особая  
точка.

§2
73. 1 /20  Ч- Зг/20. У к а з а н и е .  См. пример 3,1).
74. 3/16. У к а з а н и е .  См. прим ер 3,2).
75. - 5 .  У к а  з а н и е .  См. пример 3,3).
76. - 1 / 4 .
77. —7г2/2 . У к а з а н и е .  См. пример 3,2).
78. 2г. У к а з а н и е .  См. пример 3,4).
79. 1)0;  2) 5; 3) - 5 .
80. 0.
81. - 9 / 2 .
82. 1) г co s l .  У к а з а н и е .  См. пример 3,5); 2) —г cos l .
83. 1) 4; 2) —4. У к а з а н и е .  См. пример 3,6).
84. —1/2. У к а з а н и е .  См. пример 3,7).
85. 1) 0; 2) 4тт.
86. —4 i cos3. У к а з а н и е .  См. пример 3,5).
8 7 . 1 ) 1 / 9 ;  2) - 1 / 9 - 2 ^ .
88. - с " 3.
89. —3. У к а з а н и е .  См. пример 4,2).
90. —6г. У к а з а н и е .  См. пример 4,1).
91. —1. У к а з а н и е .  См. пример 4,2).
92. —27/2. У к а з а н и е ,  ( 'м . пример 4,2).

§3
93. — (3 +  г)7г/10. У к а з а н и е .  См. пример 5,1).
94. 7г(6 +  г)/3. У к а ч а н и е .  См. пример 5,3).
95. 6тп. У к а з а н и е .  См. пример 5,2).



96. —8тгг.
97. йг/ 60.
98. 0.
99. —7re/2 — 7г(2* +  1)/2е.
100 . —4ж г.
101. 507тг/3. У к а з а н и е .  См. пример 5,4).
102. — 77гг/3. У к а з а н и е .  См. пример 5,3).
103. —'Ini.  У к а з а н и е .  См. пример 6.
104. О, если к  ф  —2; 4ттг, если к  =  —2. У к а з а н и е .  См. 

пример 6.
105. 27т(г — 2)/5. У к а з а н и е .  См. пример 7.
106. —47гге. У к а з а н и е .  См. пример 7.

§4

107. 108. 109. 110.

ш -  г ^ = т т -

§5
112. - У к а з а н и е .  См. пример 9,1). 113.
114. У к а з а н и е .  См. пример 9,2). 115. 116.

§6
117. (7ге_12/4 )(4 sin 6 — cos 6).
118. 7гс~2. У к а з а н и е .  См. пример 10,1).
119. 7г(4е“ 2 — е-1 )/3.
120. f - 3 / ' / 2  ( cos _з_ + sin _3_ j

121. j  — ^  к а з а н и е .  (1м, прим ер 10,2).

122. f  c - ’/ ^ s i n ^ .
123. Зтгс_2/4 . У к а з а н и е .  См. пример 10,3).
124. 7гс~2/4.

§7
125. У к а з а н и е .  (!м. пример 11,1).
126. 7г(2 — 4 /с2)/4.
127. 7г. У к а з а н и е ,  ( ’м. пример 11,2).
128. У к а з а н и е .  См. пример 11,2).
129. тг(с~аЬ — 1/2). У к а з а н и е .  См. пример 11,1).
130. In я. У к а з а н и е ,  ( ’м. пример 12,1).
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131. 7г(7Г2 +  4 In2 2)/16.
132. ‘2тг\/3/3. У к а з а н и е .  См. пример 12,2).
133. тг^/2. У к а з а н и е .  См. прим ер 12,2).
134. - 1 / 2 .
135. 7г/s in рж. У к а з а н и е .  См. пример 12,2).
136. 27г(7г — 3>/3)/9. У к а з а н и е .  См. пример 12.

Р А З Д Е Л  I I I  

Г л а в а  I  

§1

10
£
к = \

sin(2fc — 1)г: 
2 к  -  1

' - 3 п р и -  тг<г<0,
2 п р и О А н А

, - 1 / 2 п р и Х =  0, Х =  ±  7Г

У к а з а н и е .  В вести  функцию д ( х )  — f ( x )  +  1/2, использовать ее 
нечетность, р азл о ж и ть  в р яд  Ф урье и получить  ряд Фурье д ля  
данной функции из соотнош ения f ( x )  =  д ( х )  — 1/2.

Рис. 41.

2. а) (рис. 41):

+ ( о  +  6)

b 2(6 — а)
-  7Г —| --------- -

COS X cos Зх cos Их 
12  ̂ 32  ̂ 52 • +

а х П ]Ж 0<Ж<7Г,
s in  х  s in  2х  

1 “ 2 +  ■ =
Ьх п р и -  7Г<г;<0,

J (а  — b) i r /2 п р и х ~  ±  7г;
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б) я =  b =  1:

■{

sin 2 х  sin Зя
sin х --------------1----------

‘2 3
X при — 7Г< £ <  7Г,

О при х  =  ±7г;

+

к - 1п , 1 1 1 ( - 1)— =  1 ------- 1-------------+  -— -—
4 3 5 7 2к -  1

_  ~  ( - i ) t - i  

к 2 к ~ х '

о =  1, 6 =  — 1:

7Г 4
2 7Г

cos з; cos За: cos 5а:
Н------------ 1" —гт,;-----h12 ' 32 

|ж| при — 7Г<а?<7Г, 

7Г при X =  ±7Г;

х  =  0:

1
( 2 к  -  I )2

ОО J

У к а з а н и е .  В слу чае  а =  b =  1 исп ользовать  нечетность данной 
функции, в сл у ч ае  « =  1, Ь =  — 1 — четность. К ром е того, см. 
пример 4.

- х  при — 7 Г < Х < 0 ,
Ч Г  cos(2 fc+ l) j -  , Vх- / j \к s

4 v (2/Ь +  1)2 +  2 ^  У 1 1I--П I--1
к sin кт

к = О к = 1
О при 0<-Г<7Г, 
f  при X =  ±7Г.

У к а з а н и е .  В о сп о л ьзо ваться  ф орм улам и (1), (2); см. пример 4.

8 sin(2& — 1 ) х  f  х ( л  — х )  при — тг<х<тг,
z  2 ^  т .
' й  С2 к - [У2

У к а з а н и е .  ( 'м . пример 4.

при X =  ±7Г .
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5. ж -+ 2 ( - 1 )
к+ 1

sin  кх
к = 1

7Г +  а: при — 1Г< Х < 1Т, 

ж при х  — ±тг.

У к а з а н и е .  В вести функцию (7(2;) =  f ( x )  — тг. Д а л е е  см. у каза ­
ние к з а д ач е  1.

— 5 ( 1  +  f ) п р и  — 7г<ат<0,
1 sin к х  

6 - —  =  <
к — Х

\  (1 -  | )  при 0<Х<7Г,
О при Х =  0 , X =  ±7Г.

У к а з а н и е .  И сп о л ьзо вать  н ечетн ость  данной функции.

— 1 при — 7Г < -Г < 0,
4 sin(2fc — 1)х
ж ^  ( 2 к — 1)

У к а з а н и е .  И сп о л ьзо в ать  нечетность  данной функции.

1 при 0 <а’< 7г,
О При Х =  0, X =  ±7Г.

8. £ ( - 1 ) *
к = 1

12 2я“ 
fc3 А:

sin к х
Г *з 

I  О

при — ж<х<ж,  

при а- =  ±7Г.

У к а з а н и е .  И сп о л ьзо вать  нечетн ость  данной функции.

sin (пт 2 a s i n a 7 r ^ ^ / cos k x
9. cos a x — ----------1-------------- > ( - 1 )  -5 -----гг ( - i r < x < i r ) .a n  тг ^  a 2  -  k 2  -  -  '

k = 1

У к а з а н и е .  И сп о л ьзо в ать  ч етность  данной функции.

Ж 4 
10 . -  -  -

2 тг

11 о  1cos х  +  -  cos S x  -I- —  cos b x  +  . . .  +
9 25 ( 2 к - l ) " 1

$ E
|x| при — Ж < Х < Ж ,  

7г при а: =  ±7Г.
У к а з а н и е .  И сп о л ь зо в ать  ч етность  данной функции.

2 !г ^  (2*-1)2 fc = l

, . , 2 4
11.  s m гг = ---------

ж ж

cos 2а- cos 4а: cos dx
+  .; у  +  -т - s -  +  • • •3 3 - 5  5 - 7  

У к а з а н и е .  И сп о л ьзо в ать  ч етность  данной функции.

1 к
1 2 . —  sin х  -(- 2 У ^(  — I )4 77;------sinfc.r.

2 ^  к 2  -  1к — 2

У к а з а н и е .  И сп о л ьзо в ать  нечетн ость  данной функции.

1 v -« ч, co sк х
13. — — cos х  — 2 (— 1) •

к =  2
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7Г — X

У к а з а н и е .  И сп о л ьзо в ать  ч етность  данной функции.

14. - - - г -  (0<х<2тг); ,S'(0) =  ,S’(2тг) =  0.
*t = i

У к а з а н и е .  Если  с д ел ать  замену переменной у  =  х  — ж, то 
f ( y ) — ~ у / 2, — 7Г<г/<7Г. Н а этом  промеж утке / (у )  — нечетная  
функция, что упрощ ает  разлож ение. З а м е ч а н и е .  Э тот  при­
мер показы вает , что д в а  аналитических  вы раж ени я  могут совпа­
д ать  на  некотором пром еж утке, не совпадая  при этом всюду.

15. гг -  1
1

к = 1

cos к х  к  sin к х

1 +  к 2  1 +  к 2

(0 < jr < 2 7г); ,S'(0) =  .S'( 2 7г) =
(1 -  1) -  (Г2ж -  1) 

2
1

У к а з а н и е .  И сп о л ьзо вать  ф ормулу (10). 

е 'х —e ~ ix
16. /(х)=

i x  _ е - 3 i x c (2k + l ) i x  _ e ~ (2 k  + l ) i x
+  • • -H--------- т̂ г,—:— ---------Ь • • ■2 i 3 - 2  i (2 /b+ l)2z

У к а з а н и е .  В ы числить  коэффициенты разлож ени я  по форму­
лам  (13) или. исп ользуя  нечетность  функции / ( х ) ,  разлож и ть  ее 
в ряд  Ф урье по синусам  и применить ф ормулу Э й л е р а  s in x =  
=  (е'х -  e~ix)/2i.

§2

17. / ( . )  =  |  +  ±  £ > ! ) * ♦ '  ^
к= 1 к 2

У к а з а н и е .  И сп ользовать  ч етность  функции. См. формулы 
(17)—(18).

18.
ж 2 4 - 1  к = 1

— 1 при — 1 < х < 0 ,
1 при 0 < х < 1 ,

0 при х= 0 ,  х  =  ±1.
У к а з а н и е .  И сп о л ьзо в ать  нечетность функции / ( х ) .  См. фор­
мулы (19)—(20).

19. - 2  +
2

fc=i
)k+l -— sin кжх =  

к  ж

х  — 2 при — 1<х<1 ,

— 2 при х =  ±1.

У к а з а н и е .  В вести  функцию д ( х )  =  / ( х )  +  2 и и сп ользовать  ее 
нечетность.
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I —I 00 /  1 \Jb 1

20. 1 ^ -  +  (<«•'- « - ' )  g  p  ~ t , i ;  со, ~  +  , { c '  -  ■

-V(-0 =  . V ( 0 ^ -
fc = 1

У к а з а н и е .  И сп о л ьзо вать  форм улы  (14)—(15).

3 x°°̂  /  б 2 \
21‘ 4 +  ^  ( й 2 * -  1)2 008 2<2* ~  l ) ™ +  .

У к а з а н и е .  И сп о л ьзо вать  ф ормулы  (14)—(15).

4
22. cos2ar = ----

Ж

§3
7* «1П fl'P

( 0 < Я < 7 г ) .
sin а: 3 sin За; 5 sin 5а;

+  ^ ^ +  ■ • •22 — 1 22 — З2 22 — 52 
У к а з а н и е .  В о сп ользоваться  ф ормулой (26); см. пример 14, 
способ 2.

23. « =  (0 < « < 1 ) .
7Г к = \

У к а з а н и е .  В о сп о л ьзо ваться  ф ормулами, аналогичны м и фор­
мулам  (26) д л я  пром еж утк а  [0,/]; см. пример 14, способ 2.

. Г я при 0 < х-<  1, 1 4 v—л cos(2m +  1)7гя
24. f i x )  =  < = -------- - >

1 9 — г ппм 9 тг2 J2 — х  при 1<а;<2, 2 7Г2 ' ( 2 m + 1 ) 2г  — m =  1 v

У к а з а н и е .  В о сп о л ьзо ваться  формулами, аналогичны м и фор­
мулам  (25) д л я  пром еж утка [0,/]; см. пример 14, способ 1.

, 4 sin(2m -  1)тгя ,
25. 1 =  -  у  ----i - ------- J —  (0<а;< 1).

ж 2 m  — 1
m  =  1

У к а з а н и е .  См. указание к з а д ач е  23.

ЖХ26 f i x )  =  {  1_; К ПРИ {)<-г < 1 ’ 1 | 4 Y "  <~os(2fc +  1)
\  я  — 1 при 1 < х < 2  2 ж2  (26 +  I )2

У к а з а н и е .  См. указан ие  к за д а ч е  24.

8 - A  sin(2fc+ lb-
27. а) х\ж -  х )  =  - V  (0<а-<тг); б я(тг -  я =

ж ' ( 2 к +  1)J*■=0
1 ч \ —> cos 2 к j 1

А- = 1

26*2



2 4 , (— 1
28. cosх  — — |— V '  ——---- - cos 2 k x  (0<x<7r).

7Г 7Г ^  4 F  -  1 
k = 1

У к а з а н и е .  В о сп ользоваться  ф орм улам и (25).

оп еаж — 1 , 2 a ^ ( - l ) V ' - l  ,
29. е = ------------ 1----- у  ------- ------—----  cos к х  (0<х<7г)

атг тг а- +  к 2  ~  ~*■■ = 1
2  ^  1с

=  ~Y11 1  ~  ~2 + к-> s i n b ~  ( 0 < * < * ) .  
к = 1

У к а з а н и е .  В о сп о л ьзо ваться  ф орм улам и  (25), (26).

+  оо
4 Г cos tv s in « ( l  — х )

а

Г л а в а  I I  

§1

2 при 0 < х < 2 ,  

d a  =  0 при х< 0 , х>2,

1 при х= 0 , х=2.
У к а з а н и е .  См. пример 1.

+  OU

, ,  . 2 [  sin ft cos а х  ,
31. / ( * )  =  -  /  -----------------d a .

it J  a
«

У к а з а н и е .  В оспользоваться  четностью  функции. Ом. при­
мер 2.

32

+ 00 . п ,2 г cosnc, cos i j - 2 х)а 

■ / ( * )  =  ~  /  ~1 -  ft2

У к а з а н и е .  Ввести вспом огательную  функцию 

ff(Z/) =
f ( x )  =  f { y  +  i r /2)  =  c o s y  при -  7г/2<2/<7г/2,

О при всех остальны х у.

Т огда  д ( у ) — функция четная. См. пример 2.

+ 00

33. 1  /  ^
тг J  о

cos ft* d a  =  <

2 при 0< х < 3 ,  

] при х=3,

О при х>3;
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4 /  1 — cos 3fv J
/ --------------  sin a x  d a  — \  1 при x=3,

+оо Г 2 при 0 < х < 3 ,

ж
О при x> 3 , x=0 .

У к а з а н и е .  В о сп о л ьзо ваться  ф орм улам и  (6) и (7). См. при­
мер 4.

+  CW

„ „ . 2 Г sin 7ггу
34. f i x )  =  — / ---------  siiKvxrtrt.

7г J  1 — а 1
0

У к а з а н и е .  В о сп о л ьзо ваться  н ечетн остью  данной функции. 
См. пример 3.

1 4
35. F ( a )  =  — =  ■ ----- — г- cos п а .  У к а з а н и е .  См. пример 5.

у / 2 х  1 — 4cv2

__. 2 i а с  — sin с*—nr cos cv , .  „  с
36. F ( a ) = —=  -------------------- --------- У к а з а н и е .  С,м. пример 5.

л/2 7 г е(1 +  а 2)

§2
37. 1) т ^ - .  У к а з а н и е .  И сп о л ьзо вать  р е зу л ь т ат  п ри м ера

3 из §1 главы  II; 2) j .  У к а з а н и е .  И сп ользовать  результат  
при м ера  4 из §1 главы  II; 3) у . У к а з а н и е .  П р ео бр азо вать  
функцию

О при х  <  О, 
f ( x ) = <  п х  при 0 <  х  <  1,

О при х  > 1,

см. пример 2; 4) 0. У к а з а н и е .  И сп о л ьзо вать  р езу л ьтаты  
решения з а д а ч  37, 2),3); см. указан ие  к за д ач е  37,3).
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