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П Р Е Д И С Л О В И Е

Настоя щий сборник соде рж ит з а д ач и  по всем р азд ел ам  э л е 
ментарной математики.  О т ли ч и те л ь н а я  ч ер т а  этого сборника 
з а к л ю ч а е т с я  в том, что он рассчитан  на  уч ащ и х с я  со средним 
уровнем подготовки.

П редст авленн ые в сборнике з а д ач и  по добра ны  таким о б р а 
зом, чтоб ы охватить  многообр азие  методов  решения.  В на ч а ле  
каждого  п а р а г р а ф а  размещены вспомогател ьн ые  теоретические  
сведения  и примеры решения задач .  Э ти  вступле ния  не пре
тендуют на  полноту и з л о ж е н и я — они о т р а ж а ю т  лишь основы 
методик и со де р ж а т  г лавны е расчет ные  формулы.

В сборник входят  как з а д ач и  из известных публикаций [1-21], 
о тв ечаю щ и е  определенным требов ани ям,  так  и собственный ма 
т ериа л  автора.  В конце книги размещен перечень используемых 
обозначений с указанием равносил ьн ых  формулировок.  Отв еты  
к з а д а ч а м  снабжены необходимыми указаниями.

З а д а ч и  не разделены по категори ям  сложности вследстви е  
условности такой дифференциации,  однако з н а к о м ” *” помечены 
те из них, при решении которых мог ут  возникнуть некоторые 
затруднения .

Т а к а я  п одача  м а т е р и а л а  и подбор з а д а ч  продиктованы ж е л а 
нием а в т о р а  инициировать сам осто ят ель нос ть  учащ их ся  в про
цессе подготовки к вступительным экзаменам  в вузы.

Автор  надеется ,  что наст оящий сборник окажетс я  полезным и 
будет  способ ств оват ь  ра зви тию творче ски х способностей у ч а 
щихся  и формировани ю навыков решения задач .
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Г Л А В А  1. А Р И Ф М Е Т И К А  И  П Р О С Т Е Й Ш И Е  
З А Д А Ч И  П О  А Л Г Е Б Р Е

§ 1.1. А р и ф м е т и ч е с к и е  д е й с т в и я  с ч и с л а м и
Основные п р а в и л а  дей стви я  с числами хорошо известны.  

О б р а т и м  внимание  лишь на несколько соотношений:

а +  b а Ь Ь ас
1 .  =  -  +  - .  4. « : -  =  — ,

с с с с и

2 .  -  : -  =  -  5 -  7  =  П  ^  =  Ьс ,  
b d be ’  ̂ d
а а а с be + ad
b be' b d bd

Зд е с ь  b ф 0, d ф 0, с ф 0, и а, Ь, с, d — числа.
Полезно также знать,  что спр аведлив о пр а в и ло  дробей,  со

гласно которому если в ерн а  д робь  f  =  то верно и соотноше-

иие т з а ± т ;1  =  ’Z c i m f d  (знаки согласованы)  при условии,  Ч Т О  

т 3а ±  т лЬ ф 0 ( т . (с ±  rn^d ф 0 ).
Вычислить:

t . (2 : 31 +  (31 : 13) : |  +  ( 2 * - ©  • {§) х1 .

О 0,5 +  0 , 2-') +  0 , 166 . . . +  0 , 125 (.3,75-0,625)0,348 
о7(3) +  0 , 4 +  I f  1- '80 ’-5

3. ( а в |  = в.4) - (!».».= 3») -  *  * -

4.

.3

0, 725 +  0, 6 +  ^  +  0, 42(6) +  0 ,12(3 )  

0, 1 2 8 - 6 1 - ( ( 0 , 0 3 4 5 )  : f )  

\  [((520 • 0,43) : 0,26 -  217 - 22) -
- ( 3 1 , 5 :  1 2 § + 1 1 4 - 2 ±  +  б Ц ) ] .

Решить  уравнения:
G. 2 |  : {(3, 72 -  0, 02х) • Щ +  2, 8} -  ^  =  0, 2. 
7. 0 , 9 + { [ 3 , 2 5 - ( 6 ^ -  0 ,025* ) - 0 ,6 ]  : 0,75} : 6§ =  1,2.

8. [о, 7 2 -  ( l 0 -  -0,625] : 0,225 =  0,7.
О [ q  *7̂ » _  ( в ,г> 6 2 5 - 2 , 5 г )  0 , 5 3 1 . п 2  _  Л_

[ ’ J 0 ,75  J ‘ .3 ~  15 •

10. (1 -  0,021 : 0,06) : 0, 13х- =  (2± -  ( 2 f |  -  2)) : jj.
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Выч ис лит ь  (рационально) :

1 1 . тго +  сГТй +  ТТГоч +  • • • +2 9 1 9 16 1 16 2 3  1 1 6 5 - 7 2 '

12. 10101 ( 1И111 +  222222 ~  ЗТТГкГЗ?)'
1 4  Q9Q (  71 I 5 7 3 _________ 2___\

ООО V 111111  ~  2 2 2 2 2 2  З - 7 - З Т ) '

l +  i  +  I_|_J_ 4 _  1 -L -4----_4_\
1 т  3 Т  9 ' 27  , 1 7 49  3 4 3  \ 8 0 8 0 8 0 S 014. 182 ----- *-----2-----IL  +  -----I-----4 ^ _

\ 2 + t + l + #  l - i  +  Я -

15. 158

_  ____ ______________1_  I  9 1 9 1 9 1 9 1  '
3 т  9 т  27  х 7 т  49  3 4 3  - 

1 о  _  1 2 ____ 12____12 г  I 4 I 6
L ‘c‘ 7 289_____85  . °  ~г  13 т  169 ' 91 \ 5 0 5 5 0 5 5 0 5

л __ 4 ____ 4____ _4_ • g  I 6 I 6 . 6 /  7 1 1 7 1 1 7 1 1  •
^  7  2 8 9  85  0  13 ' 169  ' 91 /

16. (2710 -  5 ■ 814 ■ З 12 +  4 • 98 • З8) : (41 • З24).

17. (1012 +  511 • 29 -  513 ■ 28) : (4 • 55 • 106).
18. (12 • 52" +1 -  8 • 52п +  4 • 52п_1) : (4 • 52п“ 2).

19. (36 ■ 18п -  8 • 2П~4 • 9n -  3n+1 • 6n+1) : 1 8 " " 1.
В этом п а р а г р а ф е  использо ван ы за дач и  из р абот  [7, 18, 20].

§ 1.2. З а д а ч и  на д е л и м о с т ь  ч и с е л
Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  на  д ели мость  исп ол ьз ую т  признаки дели

мости  на  2, 3, 5, 11 и т .д .  Пусть  N  =  N \ N о . . .Nk ,  где к =  2М  
или к =  2М  +  1. Тогда :

1. N  =  Ni No • ■ .Nk  д ел и тс я  на 2, если Nk — четное.
2. N  = N | No .. .Nk  д ел и тс я  на 3, если Ni д ел и тс я  на  3.
3. N  д ел и тс я  на  5, если Nk =  0 либо 5.
4. N  д ел и тс я  на  11, если либо Y^pLi ^ 2p+i =  JZpLi ^ 2p, либо

S p l i  n 2P+i -  Z^pLi Nop =  Ш ;  t £ N .
П р и  м e p. Д ока за ть ,  что (n +  2)(n2 +  n +  6) дел и тс я  на  6 .
Р е ш е н и е .  Поскольку  (п +  2) (п(п + 1) +  6) =  (п +  2)(п +  1)га +  

6(п +  2), то каждое  из с ла гаемых  д ел и тс я  на  6 , что и т ребо в а л о с ь  
доказать.

1. Найт и наибо льшее  трехзначное  число,  при делени и кото
рого на 4 п о луч ает ся  в остатке  3, при делении на 5 в остатке  4, 
а  при делении на  6 в остатке  5.

2. При дел ении ч и с л а  на  225 в остатке п о л у ч а ет с я  150. Р а з 
д ели тся  ли искомое  число на  75?

3. Изм ени тся  ли при делении частно е  и остаток,  если дел и 
мое  и дел и те ль  увеличить  в 3 раза?

4. Д ока за ть ,  что если с ум ма двух  чисел  есть число  нечетное 
то произведение  этих чисел всегда  будет числом четным.
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5. Д о к а з а т ь ,  что если п р ави льн ая  д р об ь  нес ократима,  то 
вновь полученная ,  ко т о р а я  доп олня ет  дан ную  до 1, тоже несо
кратима.

6 . Д ок а за т ь ,  что из любы х 11 разных чисел  всегда можно 
в ы б р ат ь  д в а  таких числа ,  разнос ть  которых к р а т н а  10.

7. Д о к а з а т ь  рационально,  что

8 . Д ока за ть ,  что 72п — 42" дел и тс я  на  33.
9. Д ок а за т ь ,  что выра жение
а) п — п д ел и тс я  на 42;
б) п3 — it д ел и тс я  на 24;
в) иг — п д ел и тс я  на  р ( если р простое)  при л ю б ом  и £ N .
10. Д ок а за т ь ,  что с у м м а  двух нечетных последовате льных  

чисел  д ел и тс я  на 4.
11. Д ока за ть ,  что  разн ость  кв ад рато в  двух  пос ледов ат ель

ных чисел  (нечетных)  дел и тс я  на  8 .
12. Д ок а за ть ,  что сумма четырех по следовате льных  чисел 

(на турал ьн ых)  не може т  быть простым числом.
13. Д ок а за ть ,  что при люб ом  н а т у р а л ь н о м  п дробь  

несократима.

В этом п а р а г р а ф е  ис п ользо ван ы за дач и  из р абот  [1, 7. 18, 20].

§ 1.3. У п р о щ е н и е  а л г е б р а и ч е с к и х  в ы р аж ен и й
Д л я  упрощения ал геб р аи ч еск и х  выра же ни й ис п ол ьз ую тся  сле

ду ющ ие  формулы:
а2 — Ь2 =  (а +  Ь)(а — Ь); (а ±  6)2 =  а 2 ±  2аЬ +  Ь2; 

а3 ± Ь 3 = (а ±  b){cr ab +  62);
(а ±  6)3 =  а3 ±  3а2Ь + 3ab2 ±  63;

ап -  Ьп =  (а -  6) (а" - 1 +  ап~ 2 ■!>+■■■ + abn~ 2 + б’1” 1);

(х + а)(х + Ь) =  х 2 +  (а +  Ь)х + аЬ\

а х 2 + Ьх + с =  а(х — Г] )(х- — хо), где  x'j и х-> — корни уравнения  
а х 1 +  Ьх +  с =  0 .

Полезно знать,  что ч/х2 =  |х| и вообще ~\/а2п =  |п|. 
С п р а в е д л и в а  ф орм ула  сложных ради ка лов

23 2323 232323
99 9999 999999

\ ] а ± \ Л з
А +  \Л12 -  В /1 -  s f A 1 -  В

()



Иног да  при решении примеров  при меняется  метод перехо
д а  к новым переменным.  При этом пример за пи сывае тся  в но
вых символах,  которы ми об озн ача ю тся  определенные в ы ра ж е  
ния или переменные.  После  упрощения про изводится  возвр ат  к 
исходным обозначениям.

П р и м е р. Дока зать :  \Z{J +  \/§0 +  \ / 9 — \ /80 =  3.
Р е ш е н и е .  Пусть  Т =  \/§~+ \ /80 +  \Л) — \ / 8 0 . П осле пр е о б р а 

зований находим Т 3 =  18 +  ЗТ, откуда  Т 3 — 37’— 18 =  0. Ясно,  что 
Т  — 3 — корень этого уравнения .  Следо вательно,  данное  у р а в 
нение можно пр ед ста ви ть  в виде произведения:  Т 3 — 3Т  — 18 =  
(Т — 3) ( Т 2 +  3Т  + 6). Поскольку  второй сомножитель  не имеет 
вещественных корней,  то Т  =  3 — единственный корень и равен
ство доказано.

Упростить :

^  ( Z 1 / P - Z 1 / 4 ) ' - + 4 Z 1 / » ' +

(^2/р_1_2Г2/д)2_42Г2/ р+2/<*
fZ1/ p - Z 1A)2+42’,/p+1/9

• X ! /4 + 1.

г а  + 6  + с  —Ла о с  
а 2 + 6 2+ с 2 — a b  — bc  — a c  '

а 3 +  Ь3 +  с 3 - Я а Ь с

6 . у/(з: +  2 )2 - 8ж / ( У г

О (п +  1 / m ) "  ™

* (n2- l / m - )" ( т -  l/ii)’"-"

9. 2(j-'l + - 1 r 2 - l 2 ) + x 4 + l  l r 2 + 3 0

ЛГ2 + 6

(  4 1

(1 0 .
a +  a + i  b(abc + a +  c)

11 . V^-y/y

-j rf V* VonJlO“V
V4<y^+
У73/П4+153у/128

13. 2 л / 4 0 \ / 1 2 +  3 \ / 5 \ / 4 8  -  24v/7 5 -  4 \ / l 5 \ / 2 7 .



Проверит ь  равенства:
14. (4 +  v/T5)(VT0 -  у/6) ■ \ А  — у/ l b  =  2.

15. v/ 3 ^ ^ ( 3  + v / 5 ) ( \ / l 0 - v ^ )  =  8.
1 л  1 — 3 i______ 4
i b - ТтГуб _  V E - ^ i  +  У7+Уз'
1 Г 7  л / 2 - 1  _  з /  10 — 7 \ /2
1 7 ‘ /2+1 -  V 11 0 + 7 / 2  '

18.* -  1 =  0 7 9 -  ^ /2/9  -+- ^ 4 /9 .

1 9 .’ у / у / Ъ -  у/4 =  1/3 ( у / 2 +  \ /20 -  у / Щ -

20.  v / 9 +  >/80 +  \ / 9  — v/80 =  3.

2 1 . - J - 4^ 3 = 2 - у Д .
V 2 6 - 1 S / 3

2 2 . ^ / 4 5 Т 2 9 ^  -  у Д ь ^ ^ ь Д  =  2у/2.

23. = Ъ - у / 2 .
у  45 —2 9 \ /2  

24 1*3- 1| + к +*1
г3+а;

У простить:
25. | х2 — 1| +  х \х +  11.

26. у/ х  +  2у/х — 1 — у/х — 2 у/х — 1.

27.  \ Д 2 -  12л +  36 — ч/^2.
н ,| - 9 » 3 +  1 2 п г +  9 п - 1 Д  

^  > i « - 1 0 n 3 +  2 2 n s - 1 3 n  '

29.  Р а з л о ж и ть  на  множители:

(6 -  с)(Ь + с)3 +  (с -  а)(а +  с)3 +  (о -  Ь)(а +  6)3.

30. Доказ ать :
а — Ь Ь — с с — а (а — 6)(& — с)(с — а) 
a +  fc~^6 + c ~ ^ c  +  d ^  (а +  6)(6 +  с)(с +  а)

Д о к а з а т ь  тождества:
31.* (а2 +  Ь2)(х2 4- у2) =  (ах- — 6?/)2 +  (Ьх + ау)2.
32.* (а + b+ с + d)2 + (а + b — с — d)2 + (а + с — cl — Ь)2 + (а + d —1> — с 

4 ( а 2 +  62 +  с2 +  d 2).

3 3 . ’ l - i  +  i - i  +  - - - + 5̂ T - ^  =  ^ T + ^ - t.........+ 577'
34.* (р 2 -  q2)4 +  (2pq +  q2)4 +  {2pq + p2)4 = 2(/r -f pq I q") '.
o r  ( x  — b ) ( x  — c )  , ( x - c ) ( x - a )  , ( x - a ) ( x - b )  _  ,

( a  — b ) ( a  — c ) ’ (6 — a ) ( b — c)  ‘ (c — a )(V — b)
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d m ( a - b ) ( b - c ) + b m ( a - d ) ( c - d )  _  b - d  
’ c m [ a  — b ) (a — d)-i~aTn(b — c)(c — d) a  — с '

37. Д ок а за т ь ,  что из равенс тва
( y - z ) 2+ ( z - x ) 2 + ( x - y ) 2 = (y + z - 2 x ) 2 + (z + x-2xy)2 + (x + y - 2 z )2 

с леду ет  x  =  у = z.
38. Д ок аза ть ,  что из равенств

aj  +  а2 +  • • • +  а~п =  1,

6j +  65 +  ■ • • +  6“ =  1

следует
— 1 о 1 b\ +  a 2 +  ■ ' ' +  ап Ьп ^  1.

В этом п а р а г р а ф е  исп ользованы зад ач и из р аб от  [1, 7, 8 , 19].

§ 1.4. Текстовые а л г еб р а и ч еск и е  з а д а ч и
При решении текстовых з а д а ч  особых рекомендаций не т р е 

буется,  однако отметим,  что следу ет  вним ательно относиться  
к ко нтр олю за ра зм ерно стью  величин ис по льз уемых  в задаче ,  
равно как и опр ед елять  эту  размерность  в случае ,  когда вво
дится новые понятия.

1. В сосуде  емкостью 6 л содержитс я  4 л 70%-го рас тв ора  
серной кислоты.  Во втором сосуде  той же  емкости — 3 л 90%-го 
раствора,  серной кислоты.  Сколько литров  р а с т в о р а  следует  
пере лит ь  из второго сосуда в первый,  чтобы в нем полу чилось  
г р а с т в о р а  серной кислоты.  Найти все г, при которых з а д а ч а  
имеет  решение.

2. Из  двух жидкостей,  пло тности которых равны ‘2 г / с м 3 и 
3 г / с м 3 соответственно,  с о ста вл ена  смесь.  Сколь ко  грам мо в ка
ждой жидко сти  взято  и какова  плотность  смеси,  если 4 см3 смеси 
весят  в д еся ть  раз меньше,  чем вся п ер вая  жидкость ,  а  50 см3 
смеси ве сят  столько же, сколько вся  втора я  жидкость,  вхо дящ ая  
в ту же смесь?

3. И м е ю т с я  два  р а с т в о р а  одной и той же  соли в воде.  Д л я  по
лучен ия  смеси,  содерж аще й 10 г соли и 90 г воды,  берут  первого 
р а с тв о р а  вдвое  больше по массе,  чем второго.  Ч е р е з  педелю из 
каждого ки лог ра м м а  первого и второго р а с т в о р а  исп ари лось  
по 200 г воды, и д ля  получения  такой же смеси,  как и раньше, 
т р е бу е т с я  первого р а с т в о р а  уже вчет веро  больш е по массе,  чем 
второго .  Сколько  граммов соли с о д ерж ало сь  первон ача льно и 
100 г каждого  раствора?

4. И м е ю т с я  три смеси,  составленные из грех компонентов 
Л, В и С. В первую смесь входят  только  компоненты Л и В в
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массовом  отношении 3:5. Во второй смеси с о д е р ж а тс я  только 
компоненты В и С в массовом отношении 1:2. Т р е т ь я  смесь 
состоит  только  из компонентов Л и С в массовом отношении 
2:3. В каком отношении следу ет  взять  чти смеси,  чтобы во вновь 
полученной смеси компоненты Л, В и ( '  с о де р ж а ли с ь  в массовом 
отношении 3:5:2?

5. Т р и  одинаковых сосу да  наполнены спиртом.  Из второго  
и трет ье го  сосудов от ли в а ю т  по ч л (строго больше половины)  
спирта  и д о л и в а ю т  водой.  З а т е м  из третьего  сосуда  отли ва ю т  
а л смеси и д о ли в а ю т  его водой.  После  этого о бъе м  спирта 
в первом и втором  сосудах ,  вместе  взятых,  в 6/5 раза  больше,  
чем о бъем  спи рта  в первом и тре тьем  сосудах ,  вместе  взятых.  
Какую час ть  емкости сосуда, соста в л я е т  величина  а?

G. В пустой резе рв уар  по двум тр у ба м  одновременно начин а
ют пос тупать  чистая  во д а  и р аств ор  кислоты постоянной кон
центрации.  После  наполнения  резервуар а  в нем получился5%-Й 
раствор  кислоты.  Если бы в тот момент,  когда  ре зер вуар  был 
наполнен наполовину,  подачу воды прекр ати ли,  то после  напол
нения р езе р в у ар а  по лучили бы 10’Л-й р а ств ор  кислоты.  О п р е 
делить ,  какая  т р у б а  подает  жидкость  бы стрее  и во сколько раз.

7. Из  г ор ода  А в г ород  15 вы ез ж ает  велосипедист ,  а через 
3 ч после  его выезда  из г о р о д а  13 нав стречу  ему в ы езж ает  мо
тоциклист,  скорость  которого в три  ра за  больше, чем скорость  
велосипедиста.  Велосип едис т  и мотоциклист  в с т р е ч а ю т с я  по
середине  между Л и В. Е сли бы мотоциклист  выехал  не через

а через  2 ч после  велосипедиста ,  то вс т р еч а  произошла,  бы на 
15 км ближе к Л. Найти ра сстоя ние  между горо дами Л и В.

8 . П е р в а я  и вт ор ая  бр иг ады  одновременно н а ч а ли  выполнят!,  
некоторую работу .  Б о л е е  чем через  час  после  н а ч а л а  работы 
первую бригаду  сменила  тре тья ,  к от ор ая  вместе  со второй ра
ботала  до завершен ия задания .  На  выполнение  ра бо ты ук аза н
ным способом ушло 5,5 ч. П ервая  бриг ада  за  все время,  пока она 
работ ала ,  с д е л а л а  столько,  сколько т р е т ь я  д ел ает  з а  час.  Нели 
бы перва я  бр и г а да  п р о р а б о т а л а  на  6 ч больше, чем это было на 
самом деле ,  то она с д е л а л а  бы столько же, сколько  было сдел а 
но второй бригадой.  Нели бы три б риг ады  все вре мя  работ али 
вместе,  то задание  было бы выполнено в 1,5 р а з а  быстрое,  чем в 
действительности.  Сколько  времени р а б о т а л а  первая  брш а д а 7

9. Из пункта Л в пункт В выехал  авт омобили ст ,  и одновре
менно из пункта В в пункт А выехал  велосипедист .  После  вс гре
чи они пр о д о л ж ал и  свой путь.  Автомобиль ,  доехав  д о  пупг. та В.
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тотча с  повернул н а за д  и догна л  велосипедиста  через  2 ч после  
момента  первой встречи.  Сколько  времени после первой вс т р е 
чи ехал велосип ед ист  до пункта А, если известно,  что к моменту 
второй вс треч и он про ехал  2 /5 всего пути от В до А?

1 0 . Д в е  трубы,  дей ств уя  вместе  в течение  1 ч, на по лняю т 
полой 3 /4 бассейна . Если с н а ч а л а  перв ая  т р у б а  наполнит 1/4 
часть  бассейна ,  а затем вто р а я  при выключенной первой дове
дем о б ъ е м  воды до 3/4 бассейна,  то на это понадоб ится  2,5 ч. 
Если п ерв ую  т р убу  вы клю чить  на 1 ч. а вторую •— на  полчаса ,  
in они на по лнят  бассейн более чем наполовину.  З а  какое время 
нап олн яет  бассейн к аж дая  труба?

11. Д ва  бегуна с т а р т у ю т  из одного пункта кольцевой д о р о ж 
ки стадиона ,  а тре тий  бегун ст ар туе т  одновременно с ними в 
гом же на пр авлени и из ди а м е тр а л ь н о  противоположного  пунк
та. Пр об еж ав  три  круга ,  тре тий бегун впервые после  с т а р т а  до
гнал второго.  Ч е р е з  2,5 мин после  этого первый бегун впервые 
догнал  третьего .  Сколько кругов в минуту про бегает  второй 
бегун, если первый обгоняет его один раз через  каждые 6 мин?

1 2 . Г о р о д а  Л и В распо ложен ы на берегу реки, причем город 
Л расп ол оже н ниже по течению.  Из этих городов одновременно 
навс тре чу  д р у г  Дру! у выход ят  две лодки, которые в с т р еч а ю т с я  
посередине  между горо да ми А и В. П ро до лж ив свой путь после 
первой вст реч и в прежних направл ени ях  и достигнув  соответ
ственно городов  В и Л. лодки мгновенно п о в орачив аю т  обратно 
и в с т р е ч а ю т с я  вновь на расстоянии 20 км от места  первой вс тре 
чи. Е с л и  бы те же  лодки, выйдя одновременно из городов  А и В, 
поплыли обе против  течения,  то лодка,  вышедная  из А, до гн ала  
бы лодку,  вышедшую из В, в 150 км от [3. Найт и расстояние  
между горо да ми  А и В.

13. Д в а  парохода ,  скорость  которых в стоячей воде  одинако
ва, о т п р а в л я ю т с я  от двух пристаней:  первый па рох од  от при
стани А вниз по течению,  второй — от пристани В вверх по те
чению. К а ж д ы й  пароход,  дойдя  до конечного пункта,  стоит  там 
45 мин и возв ращ ае тся  обратно.  Если пар оходы отп р а в л яю т с я  
от на ча льны х пунктов одновременно,  то на обратном пути они 
в с т р е ч а ю т с я  в точке  К, ко т о р а я  в два  р а з а  ближе к А, чем к В. 
Е сли  первый парох од  отходит  от А на 1 ч позже,  чем второй 
па рох од  отходит  от В, то на обратном пути пар охо ды встре 
ч аю т ся  в 20 км от А. Если первый па рох од  отходит  от А на 
30 мин раньше,  чем второй отходит  от В, то на обратном пути 
они в с т р е ч а ю т с я  в 5 км выше К. Найт и скорость  течения реки
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и время,  за которое  второ й п арохо д  проходит рассто яни е  от Л 
до К.

14. А в тоза во д  и з готов ляет  легковые и грузов ые  автомобили.  
В первый день было изготовлено грузовых автомоб иле й на  100 
машин больше, чем легковых. Во второй день было из готовле
но легковых авто мо бил ей  па  150 больше,  чем в первый день,  а 
грузов ых машин — на 50 больше,  чем в первый день.  Сколько 
легковых и сколько груз ов ых  автомоб иле й было изготовлено в 
первый день,  если во второ й день было изготовлено машин в 1,2 
раза  больше, чем в первый?

15. Т р о е  рабочих до лж ны  с дел ать  80 одинаковых деталей.  
Известно,  что вместе  они д е л а ю т  за  час 20 деталей.  К ра б о 
те приступил с н а ч а ла  первый рабочий.  Он сде лал  20 деталей,  
за т р а т и в  на это более 3 ч. О с т ав ш у ю ся  ч аст ь  ра бо ты  выпол
нили вместе  второй и т ре ти й рабочие .  На  всю ра бо ту  ушло 
8 ч. Сколько  часов  по т р е б о в а л о с ь  бы первому рабо чем у на всю 
работ у ,  если бы с н а ч а л а  и до конца он д е л а л  ее один?

16. К бассейну емкос тью 300 м3 подведены 3 трубы:  через  
первую и вторую вода  поступает ,  через  тр е ть ю  выл ивается .  
Е сли все три тр у бы  включены одновременно,  то объем  воды 
в бассейне у в ел и ч и в аетс я  ежеминутно на 20 м'!. Б ассей н  н ач а 
ли напо лнять  водой,  включив пер вую и т р е ть ю  трубы.  Бо л е е  
чем через  12 мин после н а ч а л а  р а бо ты  в бассейне  оказ алось  
100 м'! воды. В -пот  момент  первую и т р е т ь ю  тр у б ы  закр ыли и 
вкл ю чи ли втор ую  трубу,  за верш и в наполнение бассейна.  Все
го на  наполнение  бассейна  было з а т р а че н о  30 мин. Опр ед елить ,  
за какое  вр емя  нап олнился  бы бассейн,  если бы с на ч а ла  и до 
конца вод а  по ступа ла  только  ч ер ез  вторую трубу.

17. Сов хоз  р а с п о л а г а ет  т р а к т о р а м и  чет ыре х  марок:  Л, Б, 13 
и Г. Б р и г ад а  из четырех тра к т о р о в  (два т р а к т о р а  ма рки  Б,  по 
одному т р а к т о р у  марок  В и Г) производит  вспашку поля  за два 
дня.  Б р и г а д а  из двух т ра кт ор ов  ма рк и А и одного тракт ор а  
марки В т р а т и т  на  эту р або ту  три дня,  а три  т р а к т о р а  марок
А, Б  и В — че ты ре  дня. З а  сколько времени выполнит  работу  
бригада ,  составленная  из чет ырех  т р акт оров  разных марок?

18. Т у рис тски й клуб р а з р а б о т а л  м а р ш р у т ы  нескольких по
ходов: а) двухдневный б ай дар о ч н ы й  поход; б) двухдневный ве
лосипедный поход; в) восьмидневный комбинированный поход 
(чет ыре  дня  на байдарке,  ч ет ы р е  дня  пешком); г) пятидневный 
поход (один день на плоту,  один день на  бай дар ке  и три  дня 
пешком); д) шестидневный поход (три дня  на плоту  и три дня
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пешком). Т р е т и й  м а р ш р у т  длиннее  второго  на  40 км, второй 
длиннее  первого на 80 км, а дл и на  четвертого  м а р ш р у т а  90 км. 
Пред п олагает ся ,  что при каждом данном способе  передвижения 
за  каждый день проходится  одно и то же  расстояние .  Найти 
прот яженность  пятого м аршрут а .

19. Т р и  э к с к а в а то р а  пол учили задание  вы р ы т ь  по ко тл ова 
ну: первый и в т о р о й — емкостью по 800 м3, а т р е т и й — емкостью
100 м3. Первый и второй эк ска ваторы вместе  вы ни маю т за  час  
грунта вт рое  больше,  чем третий.  Первый и т ре ти й экска вато 
ры н ач али  работу  одновременно,  а второй — в тот момент,  когда 
первый вынул уже 300 м3 грунта .  Когда  т р е ти й  эк ска ватор  вы
полнил 2/3 своей работы,  второй вынул 100 м3 грунта .  Первым 
выполнил свое  задание  тр ети й экскаватор .  Сколь ко  кубических 
метров  г р у н т а  вынул первый экскава тор  к моменту,  когда тр е 
тий закончил рыть свой котлован?

20. И м е ю т с я  три куска различных спл авов  з о л о т а  с сере
бром. Известно,  что количество  золота  в 2 г с п л а в а  из третьего  
куска то же,  что во взятых вместе  1 г из первого  куска и 1 г из 
второго.  М а с с а  третьего  куска равна  сум марной  массе  части  
первого куска,  содерж аще й 10 г золота,  и час ти  второго куска, 
содерж аще й 80 г золота.  Т р е т и й  кусок, м а с с а  которого в 4 р а з а  
больше первого,  содерж ит  75 г золота.  Сколь ко  грам мов  зо лота  
содержитс я  в первом куске?

21. Д в е  тр у б ы  подают  в бак 100 л жидко сти  в минуту .  И м е 
ются  два р а с т в о р а  кислоты — сильный и слабый.  Если смешать  
по 10 л каждого  р а с тв о р а  и 20 л воды, то п ол уч ит ся  40 л 20%-го 
раствора .  Известно также,  что если в течение  ч а с а  подавать  в 
пер во н ач ал ьн о  пустой бак по первой т руб е  сл а бы й  раствор,  а 
по второй — сильный раствор ,  то пол уч итс я  30%-й рас твор  ки
слоты.  Какой концентрации пол учится  кислота ,  если подавать  
в пер во н ач ал ьн о  пустой бак по первой т р у б е  сильный раствор ,  
а по второй — слабый?

22. Из  пункта А по одному шоссе в ы е з ж а ю т  одновременно 
два авто мобиля ,  а через  час  вслед  за  ними в ы езж ает  третий.  
Еще через  час  рассто яни е  между третьи м и первым автомоби
лями умень шилось  в д в а  раза .  С ко рость  какого автомобиля ,  
первого или второго,  больше и во сколько раз?  (Известно,  что 
трерий  автомоб иль  не обгонял  первых двух.)

23. Из пункта  А в пункт С в 9 ч у т р а  о т п р а в и л с я  скорый по
езд. В это же  время из пункта В, расположенного  между пунк
тами А и С, вы ходят  два пассаж ир ских поезда,  первый из кото
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рых следу ет  в пункт С, причем скорости пас са жи рск их  поездов 
равны.  С к ор ый поезд  в с т р е ч а е т  первый п ас саж и р ск и й  поезд  не 
позднее чем че ре з  3 ч после  его отправления ,  потом проходит  
пункт В не ранее  14 ч того же  дня  и, наконец,  п р и бы в а е т  в пункт 
С одновременно со вто р ы м  па ссаж и рск им  поездом через  12 ч 
после  вст р еч и  с пе рвым  па ссаж и рск им  поездом.  Н а й т и  вре мя  
п р и бы тия  в пункт Л первого пасс ажи рск ого  поезда .

24.  Из  А в В по течению реки плыв ет  плот.  Одновременно 
с тем, когда  плот  н а ч а л  путь  из А в В, из В в А на вс тр еч у  
ему по плы ла  лодка , к о т о р а я  в с т р еч а е т  плот  не ранее  чем через
2 ч и затем  п р и б ы в ает  в А, з а т р а ти в  на  весь путь менее 3 ч
20 мин. Успеет  ли плот  пре одолеть  пусть из А в В з а  5 ч, если 
расстоя ни е  между Л и В равно 20 км?

25.  К в а р т а л  з а с т р ел  пя тиэ таж н ы ми  и девятиэта .жными до
мами,  причем д евяти э та ж н ы х  домов меньше,  чем пятиэтажных.  
Е сли  число д ев я т и э та ж н ы х  домов ув еличить  вдвое,  то общее 
число до мов станет  более  24, а если у в елич ит ь  вдвое  число  пя
ти этаж ны х  домов,  то общее  число домов станет  менее 27. С ко ль
ко построено пят иэ тажн ых  домов и сколько дев ятиэ та ж н ых?

26. Пункты Л и В ра спо ложе ны  на  одной реке так, что плот, 
пл ывущий из А в В со ско ро стью  течения  реки, проходит  путь 
от А до В з а  24 ч. Весь  путь  от А до В и обрат но  м оторна я  
лодка  пр е о д о л е в ае т  не менее  чем з а  10 ч. Если бы собственная  
скоро ст ь  моторной лодки у в е л и ч и л а с ь  на 40%, то тот  же путь 
(т.е. путь от А до В и обратно)  зан ял  бы у лодки не более 7 ч. 
На йт и время,  за которое  м оторна я  лодка проходит  путь  из А в 
В в случае ,  когда ее собс твенн ая  скорость  не увеличена .

27. В 9 ч у т р а  из пункта  А вы езж ает  велосипедист ,  кото
рый едет в пункт В. Ч е р е з  2 ч после выезда вело сип едис та  из 
А в В вы езж ает  автомоби ли ст ,  который догон яет  велосипеди
ста, не позднее 12 ч дня.  П р о д о л ж а я  движение,  ав томобили ст  
пр и бы вает  в пункт В, мгновенно по во р а ч и в а е т  и едет  из В в А. 
Н а  этом пути авто мо б ил и ст  в с т р еч а е т  ве лос ипе дист а  и потом 
пр и бы вает  в пункт А в 17 ч того же  дня.  Н ай ти  время прибы
тия  ве лоси пе ди ста  в пункт В, если известно,  что между двумя  
в с т р еч а м и  велоси пе ди ст а  и ав том об ил и ст а  прош ло  не более .3 ч.

28.  От  пристани А вниз по реке, скорость  течения  которой 
V км/ч ,  отходит  плот.  Ч е р е з  час  в с л е д  за  ним вы ходит  катер,  
скорость  которого в стояче й воде  10 км/ч .  Д ог на в  плот,  катер 
во зв р ащ ае тся  обратно.  О п р е д е л и т ь  значения  v, при которых к 
моменту возвращени я ка тера  в А плот  проходит более  15км.
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29. Рас стоян ие  между пунктами А и В равно 7 км. i l e a  пеше
хода одновременно вышли на вс т р е ч у  др уг  д р у гу  и встре тил и сь  
раньше, чем через  1 час.  Е сли  бы первый шел вдвое  быстрее,  
чем он шел на самом деле,  а скорость  движения второго  бы ла  
бы на  2 к м /ч  больше его фактической скорости,  то к моменту 
встречи второй прошел бы большу ю ч аст ь  пути. Ск ор ос ть  ка
кого пешехода  больше?

30. Из  пунктов А и В, расстояни е  между которыми 120 км, од
новременно нав стречу  д р у г  д р у гу  вы езж аю т  дв а  в елосип ед ист а  
и в с т р еч а ю т с я  позднее,  чем через  5 ч после  выезда.  Н а  с леду 
ющий день они в ы езж аю т  одновременно в одну и ту же  сторону 
из пунктов С и D.  расстоя ние  между которыми 3G км, причем 
велосипедист,  едущий впереди,  д вижется  со скоростью,  что и 
накануне.  Д остат очн о ли второму велосипе дисту  двух  часов,  
чтобы догн ать  первого?

31. И з  города  А в г ор од  В, на ходя щи йся  от А на  расстоянии
10 j  км, с постоянной скор остью v км /ч  выходит автобус .  Ч е р е з  
30 мин в с л е д  за  ним из А со скорос тью 40 к м /ч  в ы езж ает  авто
мобиль,  который,  догнав  в пути автобус ,  п о ворач и вает  обратно 
и движется с прежней скоростью.  О п ределит ь  все те значения  
г при которых автомобиль  во зв ращ ае тся  в город А позже, чем 
автобус  приходит  в город В.

32. Некто купил 30 птиц за  30 монет.  Из ч ис ла  этих птиц за  
I аждых трех воробьев  зап лач ен а  1 монета,  за  каждых двух гор 
ищ — также 1 монета,  за  каждого  голубя  — 2 монеты.  Сколько

было куплено птиц каждого вида?
33. Покуп ате ль  купил несколько одинаковых тетр ад ей  и оди

наковых книг, причем книг куплено на 1 штуки больше,  чем те
традей. З а  все тетр ади он за п л а т и л  720 руб, а за все книги -  
liliOO руб. Ес ли бы т етр ад ь  стоил а  столько,  сколько стоит  книга, 
а кн иг а— столько,  сколько стоит  тетр ад ь ,  то покупатель  и с т р а 
тил бы на покупку меньше 4440 руб. Сколько  куплено т етра дей?

34. Вася  и Петя  поделили между собой 39 орехов.  Чи сл о 
орехов,  доста вшихс я  люб ом у из них, меньше удвоенного ч и с л а  
орехов,  дост авше гося  другому.  К в а д р а т  тре ти  ч и с л а  орехов,
(оставшихся Пете,  меньше увеличенного на 1 ч и с л а  орехов,  до- 
ч а в ш и х с я  Васе.  Сколько орехов у каждого?

35. Им ею тс я  одинаковые н аб о р ы  почтовых марок,  состоящие 
и ; гашеных и негашеных марок,  причем в каждом наборе  число 
гашеных марок  более чем на 2 превосходит  число негашеных.  
I ',сли в каждом наборе  число гашеных марок  ув еличить  в 4 раза.
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а число  негашеных остави ть  без изменения,  то число  гашеных 
м аро к  н одном н аб ор е  п ревысит  число негашеных в нем не более 
чем на  20, а общее число м а р о к  во всех им ею щи хся  наб о р а х  ста
нет равным 44. О п р е д е л и т ь  число  имеющихся  н аборов  и число 
гашеных и негашеных марок  в каждом наборе.

36. Ч е т ы р е  школ ьни ка  сде лали в магазине  канцтоваров  сле 
дую щ и е  покупки: первы й купил пенал  и резинку,  з апл атив  400 
руб; второй купил резинку и карандаш ,  з апл атив  120 руб; тр е 
тий купил пенал,  ка р а н да ш  и две тетрад и,  запла тив  500 руб: 
ч ет ве р ты й  купил пенал  и тетр ад ь .  Сколько  за п л а т и л  чет ве р 
тый школьник?

37. Около д ом а  посажены липы и березы,  причем общее их 
число более 14. Если уве лич ит ь  вдвое  число лип, а число  берез 
увел ич ит ь  на 18, то берез  станет  больше,  чем лип. Если увели
чить вдвое  число  берез,  не изменяя  ч и с л а  лип, то лип все равно 
будет больше,  чем берез.  Сколько лип и сколько берез  было 
посажено?

38. В киоске были прод аны  одинаковые комплекты из синих 
и красных карандашей,  причем в каждом комплекте число синих 
кар ан да ш ей более чем на 3 превосходило число красных.  Вели 
бы в каждом комплекте  число  синих кар андашей увеличили в 
три  раза ,  а красных — в д ва  раза ,  то число синих карандашей в 
одном комплекте превосход ило  бы число красных в нем не более 
чем на 16, а общее число всех проданных карандашей равнялось 
бы 81. Определить ,  сколько было продано комплектов и сколько 
было в каждом комплекте  синих и красных карандашей.

39. Групп а  студентов из 30 человек  получила  на экзамене 
оценки 2, 3, 4 и 5. С у м м а  полученных оценок равна  93. причем 
’’тро ек” было больше, чем " п яте рок” , и меньше, чем ’’четверок” . 
Кроме  того, число ’’чет вер ок” де ли ло сь  па 10, а число ’’пяте
рок” было четным. Опре де лит ь ,  сколько каких оценок получила 
группа.

40.  Купили несколько одинаковых книг и одинаковых альбо
мов. З а  книги за пл атил и 10560 руб, за  альбомы 560 руб. Книг 
купили на 6 штук больше,  чем альбомов.  Сколько купили книг, 
если цена одной книги большем чем на  1000 руб превосходит 
цену одного альбома?

41.  Между пунктами А и В распол оже н пункт С, причем рас
стояние АС  =  17 км, В С  =  3 км. Из пункта Л в пункт В выехала 
машина,  которая,  не проехав  и двух  километров,  остановилась.  
Ч е р е з  некоторое время она двин улась  дальше в пункт В, и в
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•тот же  момент  из пункта С в пункт В от пр ави лис ь  с постоян
ными ско ростями пешеход и велосипедист ,  каждый из которых,  
достигнув В, сразу  же  повернет назад.  С кем 'раныпе п о ра вн яе т 
ся м а ш и н а — с пешеходом или велосипедистом,  если ее скорость  
в I раза  больше скорости велосипедиста  и в 8 раз больше ско
рости пешехода?

42.  Из пункта Л в пункт В выехал велосипедист ,  который 
с н ач ала  двигался  с ускорением 4 км/ч",  а после того, как его 
скорость воз ро сла  от 0 до v, пр одолжал  д ви гать ся  равномерно 
с о  ско рос тью V. Расстоя ни е  между пунктами Л и 15 равно 32 км. 
На первую половину пути велосипедист  з а т р а т и л  в по лтор а  ра- 
<а больше времени,  чем на  вторую.  О п ре делит ь  скорость  v.

43. С а м о л е т  совершает  посадку и движ ется  по земле  в тече 
ние некоторого времени равномерно со скорос тью v. З а т е м  ле т 
чик вк л ю чает  тормоза ,  и движение с а м о л ет а  становится  равно- 
<амедленным, причем в каждую секунду скорость  уменьшается  
на 2 м/с .  Пут ь от места  приземления до места  полной остановки 
равен 4 км. Отношение времени, за  которое  сам ол ет  проходит 
первые 400 м, к времени,  за которое  сам олет  проходит  весь путь 
по земле , равно 4:65. Опр еделит ь  скорость  v.

44. Ра сстоя ни е  между расположенными по одному шоссе 
пунктами А и В равно 120 км. Одновременно из пункта А и 
пункта В выехали велосипедист  и мотоциклист  соответственно.  
Чере з  2 ч после на ч а ла  движения они по рав н ялис ь  друг  с д р у 
гом. Ре ли бы скорость  велосипедиста была  в 2 раза  Польше, а 
скорость  мотоциклиста  на 10 км/ч-меньше,  чем па самом дело,  
то момент,  когда они по равн ялись  др уг  с другом,  наступил бы 
на 1 ч позднее,  чем в дей ствительности.  Опре делить ,  за какое 
время велосипедист  про езж ает  расстояние  между пунктами А и
В.

45.  Имеют ся  два  картофельных поля.  С н а ч а л а  первое  поле 
было убрано бригадой А, а, затем второе  поле было убран о вме
сте бриг ада ми А и В. После  того как б ы ла  уб р ан а  1/3 всей пло
щади,  оказалось ,  что время,  необходимое на окончание уборки,  
в 21/13 раза меньше времени,  за которое  мо гла  бы у б р ат ь  оба 
поля одна бригада  А. Известно,  кроме того,  что если бы второе  
поле у б и р а л а  только б риг ада  В, то ей д ля  этого пот ребо валос ь  
бы время,  вдвое  большее времени, за  которое  мо гла  бы у б р ат ь  
оба поля  одна бригада  А. Во сколько раз производительность  
бриг ады  А б<|> лыие про из водительности бригады В?

46.  Вода 13 ^  1%ейн а-  г л у / п т о й  ,/| вштека-
• ^ U N I V E R S I T P T !  
j Ahbot g b r e s u ' s  т з и . л л  ;



ет но /шум тр у б а м  разной пропускной способности,  п ервая  из 
которых ра спо ложе н а  на дне  бассейна,  а в т о р а я  — на боковой 
стенке.  Если при наполненном целиком бассейне откры ть  т о ль 
ко вторую  трубу,  то вода  будет  протекать  через  нее в течение 
времени,  которое  в 4 /3  р а з а  меньше времени,  необходимого  д л я  
слива  всей воды из бассейна  только через  одну первую трубу.  
При действии обеих труб  пр од олж ит ельн ость  сли ва  всей воды 
из бассейна,  наполненного целиком, в 4/3 раза  больше, чем на
полненного  на 2/3.  Пр опускная  способность тр у б  не завис и т  от 
уровня  воды н ад  трубой.  На какой высоте  расп олож ен а  вто р а я  
т ру ба ?

47.  По двум взаимно перпендикул ярным  до р о га м  по на п ра 
влению к перекрестку  д виж утся  две  автомашины  со ско рос тя ми 
(>1 и и2- О пр ед ел ит ь  мин има льное  в процессе  движения ра ссто я 
ние между машинами,  если в нач аль ны й момент  времени р ассто 
яния  машин от перек рестка  были равны d i и d> соответственно.

48. Автомобиль  едет от пункта А до пункта В с постоянной 
ско ро стью  42 км/ч.  В пункте В он переходит  на равпозамедлен-  
ное движение,  причем за каждый час  его скор ость  уменьшается  
на а км/ч ,  и едет  так до полной остановки.  З а т е м  он ср азу  же  на
чинает д ви гать ся  равноускоренно с ускорением а к м / ч 2. Каково 
долж но быть значение  а. чтоб ы че ре з  3 ч после возобновления 
движения автомо бил ь  на хо дил ся  ближе всего к пункту В?

49.  Д в а  автомоб иля  едут  по шоссе д р у г  за другом  на рас
стоянии 20 м с одинаковой скор остью 24 м/с .  Шофе ры,  заметив  
впереди препятствие ,  н ачин аю т  тормозить .  В р е зу льт ат е  авто
мобили пе реходят  на ра вно замедлен ное  дв ижение  с ускоре ния
ми а 1 и п-j(а 1 <  0 , о2 <  0 ) и д виж ут ся  так до полной остановки. 
Ш о ф е р  переднего ав томобиля нач ал  торможен ие  на 2 с раньше 
шофе ра  заднего автомобиля .  Ускорени е  переднего автомоби
ля а 1 =  —4 м / с 2. Наименьшее  расстояние ,  на которое  с бл и ж а 
лись автомобили,  равня лось  4 м. Опр ед ел ит ь ,  какой автомо
биль остановился  раньше,  и найти ускорение заднего автомо
биля.

50. Гру зов ой лифт спу ск ает ся  с башни высотой 320 м. С н а 
ч ал а  он движется  со ско рос тью 20 м/с ,  а потом его скорость  
мгновенно пе ре к лю ча ется  и станови тся  равной 50 м/с .  Спуст я  
некоторое  время после  н а ч а л а  движения л и ф та  с вершины баш
ни с б р а с ы в а ю т  камень,  который с о ве рш ает  свободное  падение 
и дост ига ет  земли одновременно с лифтом.  Известно,  что в про
цессе движения камень был все вре мя  выше лифта ,  причем мак
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си мальн ая  разность  высот между ними с о с т а в л я л а  60 м. В мо 
мент перек лючен ия скорости лифта  скорость  камня пр ев ы ш а ла  
25 м/с ,  по была  меньше 45 м/с .  Определить ,  спустя  какое время 
после  н а ч а л а  движения лифта  сброси ли камень.  При решении 
задачи ускорение свободного падения  считать  равным 10 м / с - .

51. Некто нанял пароход д ля  перевозки грузов  на ра с с то я 
ние в 1000 км. Он п р е д л а га е т  пл ату  хозяину па ро хо да  в раз 
мере 1500 золотых монет,  но тр е бу е т  вернуть !) зол отых  монет 
•за каждый чае пре бывания парохода  в пути. Предп олагает ся ,  
что п ароход буде '1 двиг ать ся  с постоянной скоростью. Если эта 
скорость буде'1’ равна  г км/ч.  то в конце пути хозяин обязан  вы
платит!) команде  премию,  равную Юг золотым монетам.  С ка
кой скорос тью хо зяин должен вести пароход,  чтобы з а р а б о т а т ь  
макси мально е  число  золотых монет? Какое это число?

52. Т р е б у е т с я  построить  некоторое  число  одинаковых жи
лых домов с общей пл ощ адью 40 т ы е л г .  З а т р а т ы  на пос трой
ку одного дома,  имеющего Л\м~ жило й площади,  с к л а д ы в а ю т 
ся из стоимости наземной части,  пропорциональной N \/~N, и 
стоимости фундамента ,  пропорциональной \ /Д-. С т р ои тель ст во  
дома п лощ адью  1600 м2 обходится  в 184,8 тыс.  долл. ,  причем в 
э том с луч ае  стоимость  на земной части  сос тав ляет  32% стоимо
сти фундамента .  О пр ед елить ,  сколько нужно пос троить  домов,  
чтобы с ум м а з а т р а т  была наименьшей;  найти эту  сумму.

53. Поезд,  следую щий из пункта Л в пункт В, делает  по пу ти 
некоторое  число  остановок.  Па первой остановке  в поезд  садит 
ся 5 пассажиров,  а па. каждой с л е д у ю щ е й — на 10 па ссаж ир ов 
больше,  чем на предыдущей остановке.  На каждой остановке  
50 пас сажи ро в  вы ходят  из поезда.  Возможен ли случа й когда 
в пункт В приедет  менее 12 пассажиров,  если из пункта А их 
вы езжа ет  462?

54. (Ньютон)  Т р а в а  на лугу  ра сте т  одинаково быстро и гу
сто. Известно,  что 60 коров с ъ е л и  бы т р а в у  за 24 дня, а 30 коров 
за 60 дней. Сколько коров с ъ е л и  бы всю тр а в у  за 100 дней?

В этом п а р а г р а ф е  исп ользо ван ы з адач и  из работ  [1, 21].

У 1.5. А б с о л ю т н а я  в ел и ч и н а  (м одул ь)
О п р ед ел ен и е . А б солю тной величиной (модулем) числа  х на

зывается число,  определяемое,  по формуле

|ж| =  X  • S g n ( j ’), 

где sgn(x) =  1 при х 0 ,sgn(x') =  —1 при х <  0 .
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Из определен ия  с р а з у  сл ед ую т основные свойства :
1. \х\ = | -  х | ;
2. |х| 0 : если |х-j =  0 <=> х =  0 ;
3. \х ■ у\ -  |.г| • \у\, \ х/у\  =  \ х \ / \ у \ (у  ф 0 );
4. |х +  у\ \х\ +  |(/| при Vx, у  £ R. Геом ет ри че ск и | х | — 

ра сстоя ние  на число вой оси от точки х до 0 ;5- N + I.v| - \х + уI .г ■ у ̂  0; 
6 .

Г Q ( * ) > o ,

*  |  - Q ( x )  <  Щ х )  < Q(x) \
|Л(х) |  <  Q(x)

\R(x)\  > Q(x)

8.

\R(x)\  = Q(x)

Q{x)  <  0, R(x)  — любое;

Q(x)  >  0,

а д  > Q ( x ) ,

_R(x) <  - Q ( x ) ;

R(x )  = ± Q ( x ) ,

Q(x)  z  0 .

П р и м е р  1. Найти о б ла с т ь  определения  с леду ю щего равен-
I 19 9 ‘> I 1 9 9 ^ства:  \х — а | = а — х  .

Р е ш е н и е .  Имеем а — ж1992 0 => а ^  0, поскольку  х 1992 0. 
Следо вательн о,  ж1992 <С а, |х| $5 1яя̂ /а.

Ответ.  |х| sj 19^/а при а 0.
П р и м е р 2 . |х 2 — |х 11 <  '2х.
Р е ш е н и е .  Т а к  как х >  0, то |х2 — х| <  2х =>• — 2х < х 2— х < 2х, 

откуда  — 2 <  х  — 1 <  2 =>■ — 1 <  х <  3.
Ответ.  0 <  х <  3.
П р и м е р 3. |х — х 21 >  —х.
Р е ш е н и е. При Vx >  0 нераве нст во  спра ведли во .  Е сли  х <  0, 

то х-2 — х  >  —х,  так как х 2 >  0 => Vx ф 0.
Ответ.  Vx ф 0.
П р и м е р 4. х 2 < |х| +  2.
Р е ш е н и е .  |х |2 <  |х| +  2, |х| =  t, t 2 -  t -  2 <  0, - 1  <  \х\ <  2 => 

—2 < х <  2 .
Ответ.  —2 <  х <  2.
ГГ Г | г - 1 |  ,  111 р и м  е р а. Ij_9l < 1.
Р е ш е н и е .  Если х  >  2, то х  — 1 >  х  — 2 => х  £ 0 . Е сли  х <  2, 

то неравенство  очевидно.
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Ответ, х < 2.
Решить  уравнения  и неравенства :
1. |х -  1| =  3.
2. \ х 4  11 4  | х 4  2 1 =  2.
3. | х — 2 j +  14 — х | =  .3.

4. \2х 4  11 — |3 — х\ =  |х — 4|.
5. \ х +  l | - | x |  +  3 | x -  11 — 2 1х- — 2 1 =  

G. 113 -  2х\ - 1 1 =  2 1х-1.

7. |4 -  5х| > i .

8. \х -  2| <  §.

9. 111 -  3| > 1.

10. | .3 — | х — 2 11 ^  | х — 71.
11 . \х~ + 3 -  2х | =  1.

12 . ( х +  1) ( |х-1 -  1) =  - i .

13. |х~ -  Зх 4  3| =  2.
14. jх~ -  1| +  х +  1 =  0.

15. |х| 4  х'3 =  0.
1G. |х2 4  1 — х[ =  |х2 4  2х — 3|.

17. |х2 +  2х| -  2x4- 1 ^  0.
18. |х2 -  3| +  2х +  1 ^  0.

19. |3 4  5х — 2х2| <

2 0 . |3х 4  2 | -  х 2 -  х ^  0 .
2 1 . | |я 4  1| -  |х| |  <С х .

22. | | х2 — х| — х ->| ^  х.

23. |х 4  11 >  \х -  1|.
24. | | х - 1 | -  1 | =  1 — |ж — 1|.
25. |х2 4  2ах  — За2| < (х — а).

2G. | | |х — а| — 2а| 4  а| =  а.
27. | | | | | ха |  — ах|  4  ах|  — ах|  4- ах|  =  •

28. 11х| -  о | >  - а .

29. | | | | |х|  — ах|  — х\ — х| 4  х| =  —х.

30. L d #  >  1.

х 4  2 1.

ах.
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31. ^  ^ 1.

32. 11 . . .  1111ж +  11 +  21 +  3 1 +  •■• +  ?( | =  n £ N .

33. х \х  +  1 j =  а.

34. Найти  наименьшее  значение  функции
/(.с) =  \х — я| +  \х — Ь\ +  |я — с.'! +  \х — (I| при а < Ь < с <  г/.

35. Найти а, при котором  минимум функции

f i x )  =  3|х -  (7| +  \х~ +  X -  21

меньше двух.

30. jj;" +  2x\ = 2 — ?> x .

37. J-j 1 Л ' я)" — 2 .

38. a: — 11 <  \x —2| <  \ x - 3 | <  ■■•<
39. I k '  ~  2x-1 — |. ■2 -  3*| |  < x  -  4.

40. ||ж — a| — |x* - - b \ \ < 0 <  a <  b

41. k '2 - l | + | l - - r |  =  .rjX- - 11-
42. l k -  1| -  12| =  k  -  11 - 3.

43. l-r-H >  И > Л > 1
|.r —n|

При составлении з а д ач  использ ованы  ра бо ты  [9. Hi],

§ 1.0. П р о ст ей ш и е  н ер авен ства

При решении не равенств  пр им еня ют  след ую щ и е  методы:
I. Метод интервалов.  Р а с с м о тр и м  нера венст во  вида

Ri(x) Qd*) 
r 2{x) C h W

где I t i(x ),  R->ix), Q \ ( x ) , Q',{x) — многочлены некоторых степеней. 
З ап и ш ем  это неравенство  как

R i ( x )  _  Q i M  0 
R 2(x) Q 2(x)

П риведем  его к общему знаменателю:

R i j x )  _  Q i ( x )  _  R i (x )Q2(x ) -  R i j x j Q i j x )  _  R jx )  
R 2(x ) Q 2(x ) R 2{x )Q2(x ) Q(x )
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Зд есь  R(x)  =  R ]( x )Q-2{x ) -  Q i (x )R-2(x ), Q(x ) =  R 2( x ) Q 2(x). Hl)(Vl 
ставим многочлены зн ам ен ател я  и ч и слит ел я  R(x )  и Q(x) в

R(x)  = (х -  x i ) a , (x -  х 2)а ' ■ . . .  ■ (х -  Хк)ак х

х (х 2 +  piX + qi)>h  ■ . . . ■ (xJ +  рт х  +  qm )0m,

Q{x) = { x - x \ ) <  ■ . . . - { х - х ' ^ х

x ( x 1 +  p \ x  +  ^  f ' l  . . . . .  (ж2 +  г/ п.г +  ,

где q,:, a-,:, /3j— целочисленные показатели;  x,-, x -— веШеС1‘ 
венные корни многочленов  /?(ж) и Q(x),  соответственно.

Н а  числовой оси отм етим корни х,-. Xj, обозначив  их y i ^  ~
1, . . . N; N  — поряд ок  многочлена).

Отношение  R ( x ) / Q ( x )  меняет  знак только  в точках  у\. Pt’lLle" 
ние исходного  н ера ве н ст ва  опр ед еляе тся  ин те рва лами ,  на К°то" 
1’ых R.(x)/Q(x)  <  0.

II. Метод сведения в систему.  Р а с с м о т р и м  неравенство  
R ( x ) / Q ( x )  <  0.

Эго  неравенство  равносильно двум системам неравенств1

- Г R(x)  >  0,

R(x)  \  Q(x) < 0,
Q(x)  <  ^  j  R(x)  <  0,

Л Q(x) >0,
которые решаю тся с помогцыо метод а  интервалов .

III. Комплексный м е т о д — сочетание  методов I и II.
П р и м е р  1. Решить  неравенство

(х -  1)1 (А- -  2)2(х -  З)3 ■ . . .  ■ (х -  1995)1995 > 0.

Р е ш е н и е .  Отмет им  на  числовой оси целочисленные точКИ- 
В этих точках  неравенство  не выпо лня ется  (соотношение o6VA~ 
щается  в нуль).  Ра с с м о тр и м  и н те рв алы  между точками 2к * и 
2к + 1, так  как в точках х = 2к знак н ера вен ства  не изменяв '!4 "•

Ясно,  что при х >  1995 неравенство  верно.  Отметим 0 ',()| 
интервал  знаком Т о г д а  в интер вале  1993 <  х < 1995
равенство несправедливо.  От мет им  данный интервал  з н а ^ 0 ' 1 
—' . Э то м у  ин тервалу  соот вет ствует  значение к — 997. д |М1 

произведения  изменится  в ин тер вал е  1991 <  х  <  1993, котор<)М' 
с оответс тв ует  к =  996, и неравенс тво  в нем будет выполи1'11" 
Т ак  же  р а с с м ат р и в а ю тс я  и д р у ги е  интервалы.
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Таким <>Пi>а т м ,  можно установить  сл едую ще е правило:  сели 
интервалу  соо тветств ует  четное число к. то в нем неравенство  
спранедлипо (кроме точки х =  '2к)\ если к нечетное,  то неравен- 
с I но несправедливо.

П р и м е р  2 . При каких а оба корня уравне ния  f ( x ) .  =  (о +  
I ).г~ — 3ru: -f 1« -: 0 больше 1?

Р е ш е н и е .  Ясно,  что данные условия  ре ализ ую тс я ,  если

■ D  =  9сг -  1 () 17(Г! + 1 ) ^ 0 .  

/ (1 )  > 0,

< (я + 1) > 0 ,

+3я  
, 2 (а +  1)
' D >  0,

/ ( 1) <  о,
< (а + 1) <  О,

+3я
, 2(о +  1) > ’

т. е.

я (7 я +  10) 0 , 

2d > — 1, 

а > -  1, 

а > 2

а (7 а +  16) SJ 0 ,

16

а <  —1,

, а < 2

Ответ.  — -У1 я <  — 1. 

Решить  неравенства:

2 . (х '+  1)(3 — х)( х  — 2)2 > 0 .
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Ч 1____________ з \  Г)
З г - 2 - . г 2 7т  —4 —З.г2 ^  и -

4 За:2 —7r-f-2 /  о
х 2 - 1 0 х  +  25 v

5. j;6 -  9х3 +  8 > U.

С- 1 <  <  2 .

7- Й Й  < о.
8 J" ' - : lr+ 2- >  1 

.г-Ч.Тг +  2 ^  *■

,г + 8 U'
1 0  r ' - l r 2 - *  • Q

11. Xs -  Ох7 +  9жб -  х:2 +  6х -  9 < 0.
1 2 . ■r4+ a j3 +.,.lj'~ - s; <  ()

х -
1 — 2 г13. х '^ + Г"  Х'3 — Зх~

14 _1_______ 2__  <
Х+1 J.'-’- X  +  l ^  Х'< +  1 '

15. - 9  < х л -  10х'2 < 5G.
Ю  1£.1± ? 5а~-г —3 .) 1 3  <  о

(х-> +  З х -  1 о ) 111 ^  и '

17. ^  > 0.

18. (х2 + 4х + 10)2 -  7(х-2 +  4х +  11) +  7 <  0.

1 Q :-~~-~Н  + 111 <  Г)
( .r--6.r +  ;i)■’ ^  и -

2 0 . £ l =J£-b .12 ;> 2х.х  — 3

21. При каких а оба корня уравнения  f ( x )  =  (а + 1)х2 — 3ах  +  
1(/ =  0 больше 1?

22. При каких а один из корней уравнен ия  (а2 +  а + 1)х2 +  
(2а — 3)х + а — 5 =  0 больше 1, а др уг ой  меньше 1?

23. При каких а корни ур авне ни я  х 2 + 2х + а = 0 ра зличны и
* 1,2 е  ( - 1 , 1)?

24. При каких к корни ур авне ни я  к х 1 — (к -f 1)х: +  2 =  0 дей
ствител ьн ы и | л-1 2 | <  1?

25. При каких а неравенство  (а — 1)х'2 +  (2а — 3)х +  я — 3 >  О 
выпол няется  хотя бы при одном х <  1?

20. При каких тп из нер аве нс тва  xr — ( 3 m + l ) x  + m  >  0 следует  
неравенство  х >  1?
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27. Найти все а, при которых из неравенства,  ж2 — «(1 +  сг )ж +  
а 4 < 0 следу ет  нер авенство  х~ +  4х  +  Л >  0 .

28. При каких // си ст ем а  неравенств  —9 < <  <5 вы
по лняется  Ух £ Я?

Д о к а з а т ь  нера венст ва  (а, Ь, с, d >  0):
2 9 . ;> У  abed.

30. (l +  f ) ( l  +  ^ ) ( l  +  !)  £ 8 .

31. ;> («±»)4.

32. l +  I  +  TL  +  ^  +  . . . +  T̂ L _ < 3.

33. \ / ( а  +  e)(b + d) \ / я 6 +  \fcd.

34. 1 1 | +  г 1 1 ^  — i---- ----- 1— .

а b с d а +  с b +  </
Р еш ит ь  неравенства :
о г . ( .с2-)-2.г +  *3)1992 — 1.3(г 2 +  ‘J r +  6 )1"° — 1 028-1 „  „  

( r - + 2 r - 3 ) i 3  <  U -

3G. (х +  [)(х + 2)(х  +  3)(ж +  1) < 24.

37. i  < ^  <  . . . <  « > О-

38.  !  <  — !-г-т <
(г-1)- ( .с-3)'

39. ( х 2 -  2 ) 152 -  2(х-2 -  2 )96 -  3 <  0.
40. (х"3 +  ^ )  V (i(x . I ) .

41. (ж2 -  2)1Й- -  2(х- -  2)04 -  3 < 0.
В этом п а р а г р а ф е  использо ван ы задач и из р або т  [1, 7], а так

же- из конкурсных заданий в С П б Г У  и МГУ .

§ 1.7. П р о б л е м а  корней

О п р ед ел ен и е .  Корнем многочлена  Л’(х') на зы ва ется  такое  чи
сло х  =  хо, что R ( x о) - 0 .

Р ассм от ри м  вы ражение

R(x)  = П()Хп +  a i x n 1 -f аох71 ” +  ••• +  я„,

где а,- — коэффициенты;  п — степень многочлена .  Т огда  сп ра
ведлива

Т еор ем а  Гаусса. Л ю б о й  многочлен R(x)  мо же т  быть пред
ставлен в виде

R(x )  = a0( x - x i ) a ' . . . ( х - х г )а’’{х2+ р 1х + ец У*' . . . (x + pm x + qm)! , ] ,
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причем CV] -{- cvo -b • ■ * otp 2/3] H- • • • 2 ftrn — ^  5 а  все кв а д р а ти ч  11ыс 
выраже ния не имеют дей ствительных корней.

С л е д с т в и е .  Многочлен нечетной степени имеет  по крайней 
мере один вещественный корень.

Т еор ем а  о р ац и он ал ь н ы х корнях. Если сущ ествует  раци- 
опальный корень уравнения  R(x)  =  0, то *о =  , т  я в л яе т с я  
дели тел ем  «„, / — дел ителем а 0.

Эта  т еорем а  позволяет  у гад ы вать  корни, при этом вопрос  
проверки легче  дел а т ь  по схем е  Горнера:

а 0 о 1 а2 . . . д„ х 0
bo hi bn .. . b,j

Зд есь  bo =  a n, bi =  &o*o +  ° i ,  =  6<-i*o +  * =  1, 2 , . . .  n.
Гели 6n =  0, то xo — корень и справедлив о разложе ни е

R(x)  =  (х — Xq) (Ь()ХП 1 +  61 x u “ +  ■•■ +  bn— 1).

Т ео р ем а  В иста. Если ад, хп, . . . .  *„ — корни ур авне ни я  7?(л1) =
0 , то

«1
XI +  Хп +  . . . +  Хп — ------,

а о
Пп

X {Хп +  * 1*3 +  *!* „_ !  +  . . .  +  Ж „_1Х„ =  +  — ,
а о

/ 1 \ п ^ п * 1*0 . . . * „  =  ( -- 11 ---  .
ОО

Т ео р ем а  Б езу .  О стат ок  от дел ен ия  мно гочлена  /’ (ж) =  ao*n +  
а 1 * 11 — 1 +■• •  +  «„ на  д ву чл ен (* — а) равен Р(а).

Г1 р и м е р .  6*3 — 7* 2 +  2* — 1 =  0. Р а с с м о тр и м  мно гочлен 
Р(х)  =  6ж3 — 7* 2 +  2* — 1. Найдем корни этого многочлена .  
С огласн о  теореме о рациональных корнях запишем возможные 
значения  корней: * 0 =  ± ( 1 /2 ,  1, 1/3, 1/6). Из  всех данных зн а ч е 
ний корнем многочлена  я в л яе т с я  только *0 =  1. П р о в е р и м  это, 
воспользовавшись  схемой Горнера:

6 - 7 +2 - 1 1

6 - 1 1 0
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Сле до ва тельн о ,  R(x)  можно пре дс та ви ть  в виде  произведения.  
Т ог да  6ж3 — 1 г 1 +  '2х — 1 =  (х — 1 )(6ж2 — ж +  1).

Р а з л о ж и т ь  на  произведение:
1. х 3 -  6х 2 +  15х -  14 =  0.

2 . бх.*3 -)- 5ж" +  ох +  2 =  0 .

3. ж5 -  1 =  0 .

4. бх4 +  7ж3 -  бX2 -  2ж +  1 =  0.

5. ж3 — 6х 2 — 8ж — 1 =  0.
Найти корни уравнений:
G. х 3 — 2 х 2 +  2х — 1 =  0.

7. х4 -  =  14.

8 . 4  +  4  =  ^ +  4 .а, х  ~ а  а  -

9. х 2 +  х' +  х--1 +  ж-2 =  4 ( Z  — х + х - 1 ).

1 0 . 8х4 +  ж3 +  64х +  8 =  0.

11. 4ж2 +  12х  +  i f  +  i  =  47.

12. (х +  З )3 -  (х +  I )3 =  56.

13. (ж2 -  6х )2 -  2(х -  З)2 =  81.

14. (ж +  I)5 +  (ж -  I)5 =  32ж.

15. ж3 — (« +  Ь +  с)х2 +  (ab + Ьс +  ас)ж — abc =  0.

1G. 7 (ж +  ^) — 2 (ж2 +  Лг) =  9 .

17. аж4 — ж3 +  а2х — а =  0.

1 8 - 2 0 ( ^ ) 2 - 5 ( f ± f ) 2 +  4 8 ( ^ ) = 0 .

19. (2х +  я )5 -  (2ж -  я )5 =  242а5.

2 0 . (ж +  З)4 +  (ж +  5)4 =  16.

21. (ж -  б)6 +  (ж -  4)с =  64.

22. ж3 -  х 2 -  - Л ,  =  2 .Х 3 —Х 2

23. 10ж3 -  Зж2 -  2х +  1 =  0.

24.  2 (х2 +  ж +  I )2 -  7(ж -  I )2 =  13(ж3 -  1).

25. 27ж3 +  9х2 -  48х +  20 =  0.

26. 4х4 -  16ж3 +  Зж2 +  4ж -  1 =  0.

2 7 - * 2 +  d w  =  4 0 '
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28. Найти коэффициент р и свободны й член  q уравнен ия  х 4 +  
ж3 —18x 2+px+q  =  0, если известно,  что с р е ди  его корней имею тся  
две пары равных между собой чисел.

29. Показать ,  что пр и условии ab =  с сум м а  двух корней 
уравнения  х 3 + а х 2 + Ьх +  с =  0 р авн а  0 .

30. Решить  уравнение 12ж3 +  4ж2 -  17ж +  6 =  0, если известно,  
что сущест вуют корни х,\ и хч, такие,  что |ж11 =  1 / |ж21 и x \ X i  <  0 .

31. Решить  уравнение 2ж3 — 5ж" +  6ж — 2 =  0 и 6ж3 —Зж2 —2ж =  О, 
если известно,  что уравнения име ю т общий корень.

32. Найти все три корня  а х л + Ьх2 +  сх + d = 0, если ad = be.
33. Дока за ть ,  что корни у ра вн ен и я  ж +  ж-1 =  cos40u я в л я ю т с я  

корнями уравнения х4 +  х ~ А =  2 cos 160°.

Решить  уравнения:
Q/f a  +  b — x  . а+с-г  Ь ± с —х  . 4 х ___ —  1
* " •  с ' Ь ' а ' а + 6 + с

o n  x  — ab  | х —ас i s — ^-S+Г +  1T+F + ь+с -  а +  о +  с.
ЧГ, (д—b^K  ̂+ c-) I /)2 (b-bc)(t+j) I 2 (■- + .т)(с+М _  / , / \2 

( г - б Д г- г )  +  ( b - c ) ( b - r )  +  ' (о-г ) (с-6)  I 1 J •

37. Пусть  р!р2 = 2(<7i +  92). Д ок а за т ь ,  что по крайней ме
ре одно из уравнений х 2 + рх + q = 0 , х 2 + р^х  +  q\ =  0 имеет  
вещественные корни.

38. Каковы должны быть р и г / ,  чтоб ы корнями уравнения  
х 2 +  рх + q — 0 были бы ч ис ла  р и q ?

39. Найти  все я А  чтобы мног очлен  6ж4 -  7х3 +  а х 2 +  Зж +  2 
д ел и лся  на  х 2 +  ах + Ь.

40.  Пайги  остаток от д елен ия  м но гоч ле н а  ж100 - ж 50 +  2ж25 - 4
2 1на. х — 1.

41.  Доказат ь ,  что если а , Ь , с — нечетные числа ,  то корни 
ур авне ния  а х 2 +  Ьх +  с =  0 не мо гут  быть рациональными.

42. Доказ ать ,  что всякий рац и он ал ьн ый корень уравнения

ж" -)- fliжп 1 +  а 2ж’1 " +  •■• +  ап =  О, 

где а,-, i = 1, 2, . . .  г) — целые ч исл а ,  я в л я е т с я  целым числом.

В этом пар аграфе исп ользованы з а д ач и  из работ  [1, 7, 20].

§ 1 .8 .  А р и ф м е т и ч е с к а я  и  г е о м е т р и ч е с к а я  п р о г р е с с и и

О п р е д е л е н и е .  Ариф мет и че ск ая  пр огрес сия  (-^) — последо
вательн ость  чисел {яп}> п G N , У которой каждый член,  начиная 
со второго,  равен предыдущему,  сложенному с одним и тем ж<-
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постоянным чи слом  d, на зы ва ем ы м  ра зно стью  т. е. а„ =  
а л — 1 +  d.

Основ ные  формулы:

ап =  «1 +  (» — 1 )d, Vn G N,

a n - k  +  a n  +  k w  ,
O n  =  -------- --------- , Vn , ft G N,

(аЛ + а п)п 
b n =  --------------- — сумма n членов,

o,n + On — Ok + oi, если к + I = m  + тг.

О п р ед ел ен и е .  Г ео м етр и ч еск ая  п рогрессия  (;— ; ) — последо
вател ьн ос ть  {6„ }, 11 G N ,  у которой ка ж ды й член,  начиная  со 
второго,  равен пре дыдущему,  умноженному на  некоторое  посто
янное число  q(q ф 0 ), наз ываемое  знаме нат елем  прогрессии,  т .е .  
Ьп = Ьп_! ■ q.

Основ ные  формулы:

bn = bl -qn~ 1, V n £ N ,

bn — \ / 4-к ' bn — к , Vti., к G N,

оS n =  --------------  — с у м м а  п.- членов,  q ф 1.
q -  1

При \q\ <  1 и неограниченном возра стан ии  ч и с л а  ?i сумма S n 
стреми тс я  к пределу:

S  ~‘- 'С О  —  л1 -  q
— су мма бесконечно у б ы ва ю щей прогрессии.

П р и м е р .  Известно,  что  а 2п =  —а2т и {ак} — ариф метич е
ская прогрессия .  С у щ ес тв у ет  ли а,- =  0 и чему равно г?

Р е ш е н и е .  Легко  д о га дать ся ,  что ат+п = 0. Д ок а ж е м  это. 
Т а к  как

О к — р  Ок+р 
Ок =  2--------

и к =  т  +  п, р = т  — п , то

^m+n— р “t” ^m+n+p

Т о г д а

— 2

*m+n —

что и тр ебо в а л о с ь  доказать.
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1. Найти ф орм улу  общего чле н а  арифметической прогр ессии  
{(/„}, если известно,  что a i =  5, а 2 =  —5.

2. Пусть {ап } — ар и ф м е ти че с к а я  про гр ессия  с разно ст ью d и 
Sn — сум м а  первых п  ее членов.

Найти:
1) 520, если ап =  2 и — 5, п £ N;
2) о 1 и d, если 02 +  пц =  16, Я1О5 =  28;

3) Hi и d, если а \ а ц  =  44, а-± +  а\о =  24;

4) п., если 02 “Ь (i'2n ~  42. о2 -Ь (1л ' ' '  ~Ь я 2п =  126;
5) о*.., если a m =  n,  ап =  m (n ^  т ) ;

6) S 20, если as +  a 9 +  я 12 +  a i s  =  20;
7) a„,  если а4 =  —4, а ц  =  —17;

8) ап , если S„ =  гг;
9) 5 i 2, если а\ =  —3, 0307 =  24;
10) S ю, если а5 =  9, а 2 +  ад =  20;
11) S&, если «1 +  а 8 =  25, а3 +  а 5 =  19;

12) 5i6,  если 54 =  —28, 5б =  58;
13) о 1 и d, если 5„, =  Зп2 +  п;
14) oi и d, если S n =  2п 2 — Зп;

15) аю,  если S'„ =  Зп2 — 2п;
16) oi и </, если 4Sn =  5 пг;
17) о ] и с/, если as =  18, 45п =  5 2п;

18) от, если а„ =  22, п = a i a 2, а 2 +  ап =  2 0 .

3. Найти сумму:
1) 1 +  2 +  3 +  ■ - • +  ?г;
2) 2 +  4 +  6 +  ■ ■ ■ +  (2?? +  2);
3) 1 +  3 +  5 +  ■ • ■ +  (2н +  1);
4) 3 +  8 +  13 +  • • • +  (on +  3);
5) всех натуральных трехзначных чисел;
6) всех натуральных трехзначных чисел,  д ел ящ их ся  на 3;
7) всех натуральных трехзначных чисел,  не д ел ящ их ся  на 3;
8) всех натуральных двузначных  чисел,  каждое  из которых не 

дел и тс я  ни на 2, ни на 13;
9) первых 100 н атуральн ы х  чисел,  каждое  из которых при де

лении нГа 5 дает в остатке  2;
10) 1002 -  992 +  982 -  972 4- • ■ ■ +  22 -  I2.
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4. М огут  ли данные ч и с л а  быть чл ен ами одной ари фмети че
ской прогрессии:

1) 1 ,  \ /3, 3; 2)%/3, 2, 2\/2; 3) \ /2,  v/З,  \Л>; 4)2, 6 , §?
5. Т р и  ч и с л а  я в л я ю т с я  по следоват ельны ми чл е н ам и  арифме

тической прогрессии.  С у м м а  их равна  33, а произведение  равно 
1287. Н ай ти  эти  числа.

G. Ч е т ы р е  поло жител ьн ых ч ис ла  я в л я ю т с я  по сл ед ов ате ль
ными чле н ам и  ари фм ети че ско й прогрессии,  разность  которой 
ра вн а  2. Произв ед ение  этих  чисел  равно 19305. Найти эти чи
сла.

7. Найти первый член и разнос ть  ар ифм ети чес кой  пр огрес
сии, если сумма, ее первых трех  членов  равна  27, а сумма их 
кв ад рато в  ра вна  275.

8 . Найти трехзначное  число,  цифры которого я в л яю т ся  по
следо ва тель ны ми член ами некоторой ариф метичес кой  пр огрес
сии и которое  д ел и тс я  на  45.

9. А ри ф м е ти ч е с к ая  п р о гр есси я  {а,,} такова ,  что а 2 +  гц +  аб +  
«8 +  «ю =  15, я j +  аз +  а  ц + а -  +  а д  =  12, 5. Н а й т и  первый член и 
ра зность  этой прогрессии.

10. Первы й член а риф мети чес кой  пр огрессии  равен 2. второй 
и тре тий  соответственно равны к в а д р а та м  двух  п о с ледова тель
ных н ат у р ал ь н ы х  чисел.  Н ай ти  разность  этой прогрессии.

11. С у м м а  четырех по сл ед овате льн ых  чисел  ар иф ме ти че 
ской пр ог рессии равна  1, с у м м а  кубов этих же  чисел  равна  0 ,1. 
Найти  эти числа.

12. Найти  числа ,  •являющиеся пос лед ов ат ельн ым и членами 
арифметической '  прогрессии,  зная,  что сум м а  первой четверки 
этих чисел  равна  68, сумма последней четв ерки ра вн а  —36, а 
сум ма всех этих чисел  р авна  68.

13. Найти  формулу общего ч ле н а  по след овате льнос ти  {а,,}, 
если известно,  что при люб ом  значении п сум м а  первых п ее 
членов  равна  \ ( п 2 — 6п).

14. Найти условие ,  при котором три ч и с л а  а,Ь и с я в л яю т ся  
ч лен ами некоторой ариф мети чес кой  прогрессии.

15. М огут  ли цифры
1) трехзначного;  2) четы рехзн ач ног о  простого  ч и с л а  быть по

с ледоват ель ным и член ами некоторой ари фмети чес кой  прогре с
сии с пол ожительной разностью?

16. Решить  уравнение:
1) 52545g .. .52г =  0, 04~28; 2) 1 +  7 + 1 3  +  --- +  а: =  280:
3) (х +  1) +  (х +  4) 4- • • • +  (х 28) =  155.
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17. Л а н ы  две арифметические прогрессии:  5,8,  II,  М, . . .  и 
3 , 7 , 1 1 , 1 5 , . . .  Сколько равных членов будет  среди первых 100 
членов первой последовательности и 98 членов  второй последо
вательности?

18. Реш ить  уравнение

ж' +  ж" =  а,

зная,  что его корни явл яют ся  тремя пос ледовательными ч ле н а 
ми арифметической прогрессии.

19. К ак ая  зависимость должна сущест вовать  между р  и q д л я  
того, чтобы уравнение  ж4 +  рх 1 +  q =  0 имело ч етыре  корня,  
яв л я ю щ и х с я  четырьмя последовательными член ами некоторой 
арифмети чес кой  прогрессии?

20.  М огут  ли стороны прямоугольного т р еуг ольн ик а  я в л я т ь 
ся последовательными членами некоторой арифметич еской  пр о
грессии?

21. Найти отношения сторон треугольника ,  зная,  что один из 
его углов  равен 120° и что длины сторон я в л я ю т с я  п о следов а 
тельн ыми членами некоторой арифметической прогрессии.

2 2 . Д л и н ы  сторон треугольника я в л я ю т с я  по след оват ельн ы 
ми ч ле н ам и некоторой арифметической прогрессии,  разность  
которой равна  2 см. Площадь треугол ьн ика  равна  6см2. О п р е 
дел и ть  длины сторон.

23. О пр ед елить  стороны треугольника ,  если они в ы р а ж а 
ются  целыми числами и являются посл ед овате льным и ч ле н ам и  
некоторой арифметической прогрессии, причем  периметр  т р е 
угольн ик а  равен 15.

24. На йт и все арифметические прогрессии,  у каждой из ко
торых среднее  арифметическое  первых ее п членов равно п.

25. Найти все значения  ж, для каждого  из которых с л е д у ю 
щие числа:

1) у/х,  \/ж, 1/х\
2 ) 1 +  sin х,  sin2 х,  1 +  sin Зж;

3) l g 2 M g ( 2 * - l ) , l g ( 2 *  +  3);
4) cos4 f , \  sin 2x, — sin4

5) х/аГ^+Г, \/5ж -  1, х/Г2ж +  1
я в л я ю т с я  последовательными (в указанном порядке)  ч ле н ам и 
арифм ети чес кой  прогрессии.

26. Пусть  {а,,}, {&„} — арифметические прогрессии.  Я в л я е т 
ся ли арифметической прогрессией последовательность :
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1) {а п “Ь bn } , 2 ) {cin Ьп | , 3 ){ап bn },

4) {чп/1>п}, если Ьп ф 0: о ){|а„ |}?
27. Найти а р и ф м ети че ску ю  прогрессию,  в которой,  сколько 

бы ни было взято членов,  сум м а  их всегда, равна утроенному 
кв ад рату  числа  этих членов.

28. Л а п а  а р иф м ети че ска я  пр огрессия  1, 18. ЗГ>. . . . Ук аза ть  все 
члены этой прогрессии,  которые можно записать  с помощью од
них троек.

29. Найти четы ре  целых числа,  являю щи хся  пос лед ов а 
тельными член ами некоторой арифметической прогрессии,  при 
условии,  что наи большее  из них равно сумме кв ад рато в  трех 
остальных.

30. Найти условие , при ко тором три числа а, 6 и с были бы 
к-м. р-м и </-м член ами некоторой арифметической прогрессии.

31. На йт и че ты ре  четных положительных числа ,  я в л я ю 
щихся посл ед овате льным и член ами арифметической пр ог ре с 
сии, при условии,  что про изведение  суммы трех последних на 
сумму двух  крайних равно кубу полусуммы двух первых.

32. Найти  сумму и членов  арифметической про грессии

х -  1 х -  :2 х  -  3 1 
------- + -----------f  ------- +  ■ • ■+ - .X X X X

33. Найти такую ари фмети че ск ую  прогрессию,  в которой 
между суммой ее первых п членов  и суммой !'п сл еду ю щи х су
щество вало  бы постоянное отношение,  не завися щее  от п.

34. Д ока за ть ,  что в ари фмети чес кой  прогрессии между л ю 
быми дву мя  последов ате льным и чл ен ами можно вставить  по к 
чисел,  таких,  что новая  по следовательнос ть  будет составлят ь  
также ариф метичес кую прогрессию.

35. Д ок аза ть ,  что если пол ож ительны е числа  а.Ь и с(и <Г b
с) я в л яю тся  пос ледовательными членами арифметической про
грессии,  то числа - -4—— - -Д - — _ _ 1—т - также являют ся носле- 1 ’ \A+v^ nA4V" y^+s/i>
доват ельпы ми членами некоторой арифметической прогрессии.

3G. Дока зат ь ,  что если числа  -*4—г, г*-т—г я в л яю т сяс^ +  а~ 1 b - + c -
первым, вторым и третьим член ами арифметической пр огрес
сии соответственно,  то числа  а~, 1г. с~ я в л яю тся  послсдователь-  
ными членами неко торой ариф метичес кой  прогрессии.

37. Даны  две арифмети чес кие  прогрессии {</„} и {Л,, }. Из
вестно,  что ai = и. Оч — 1>. (/;) =  с и !>\ =  1/a ,  b-> =  1 /Л, Л;1 I/г.  
Док аза ть ,  что а = b = г.
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38. Д ока за ть ,  что если положительные числа  а,1> и с, г д е  

я < ' / ; ' <  с, я в л я ю т с я  последовательными член ами ари фмети че 
ской прогрессии,  то

3(<г +  Ь2 — с2) =  6(я -  6)" - ( я  +  6 +  с)- .

39. До ка за  ть, что если 5„ обозначает  сумму первых и членов 
арифмети чес кой  прогрессии {<(„}, то:

1) .У3 „ =  3 ( .Ь ’2„ -  5 „  );

2) ‘S i +з — •j,S>+'2 +  3.S„ + i — 5»! =  0;

3) — ]>) +  7 ^ ( / '  — " ) +  ■у: (н — " 0  =  ос л и числа  77, ?п и 
различны;

,П Sm ~ Sn — ’» -»  ■
'  5 m + n  m - f n  ’

•r>) S„(S3n -  S 2n) =  (5’2n -  5,,)-’ .
40. Д ок а за т ь ,  ч то если второй член арифмети чес кой  пр огрес

сии есть среднее  пропорциональное  между первым и ч етв ерт ым 
членами,  то шестой член будет средним пропорциональным ме
жду ч ет верт ы м  и девятым членами.

41. Д ок а за ть ,  что числа  яв л яю тся  членами 
ариф метичес кой  про грессии тогда и только  тогда,  когда числа  
«■, 6~ и с2 содержа тся в некоторой арифметической прогрессии.

42. Пусть {я,,} - арифмети че ска я  пр огрессия  и сущест вуют 
такие  числа  т и к, что S m = и г р ,  Ь\- =  к 2р, где т, к и р 
некоторые н а т у р а л ь н ы е  числа.  Дока за ть ,  что S], =  ?Л

43. Д ок а за ть ,  что если {я, ,}— ар иф мети че ск ая  прогрессия ,

1 п-1 .
ап — 1 п а)ап ’

_____ 1 д_ . . . _i_ ______ 1 _ п —  1
/ а 2 1 Уа2 + х/аз уа„_1+ у а п ~  У^Т+х/^Г’

если я,- >  0 при i — 1 ,2 , . . . ,  п.
44.  Д ок аза ть ,  что

77+1 1 1 1 77+1 
<  —  +  —  +  . . .  + ------------------<

0 1 Я 2 П + 2  Я 1 (7 о 0 3 ^ 4  « 2 n < l2 n  +  l « 1 0 2 » + !

где {о,,} — в о з р а с т аю щ ая  ари фм ети че ска я  прогрес сия  с поло
жи тел ьны ми членами.

45." Д ок а за ть ,  что для  всякой ариф метичес кой  прогрессии

Я] , я 2 , я 3 , . . . ,  я „ , . . .
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в ы п о л н я ю т с я  р а в е н с т в а

«1 — 2 ( 1 - 2  +  Я3 —  О, 

а 1 — ‘h i -2 +  3«з — а.-) =  О, 

ui  — 4 а -2 +  6а,ч — 4 я 4  +  " 5  =  0.

40. Д ок аза ть ,  что, если я,- — целые нечетные числа,  не де
лящиеся  на .4 и со с та в л я ю щ и е  ар иф м ети че ску ю  про грессию ,  то 
число aj  — я.] +  я3 — я 5 +  ■ ■ ■ +  а-.|2 д ел и тс я  на  384.

47.  Первый член и разность  ар ифм ети чес кой  прогрессии 
яв л яю тся  целыми числами.  Д ок а за т ь ,  что произведение  четы
рех по след овате льных  членов  прогрессии,  уве лич енное  на че
т в е р ту ю  степень ее разности,  я в л яе т с я  к в ад рат ом  целого числа.

48.  Пусть  {6„ } — г е о м етр и че ска я  про гр ессия  со зна менате
лем (/ и S n — сумма первых п ее членов . Найти:

1) 61 з , если 6ц  =  25, b 15 =  400;
2) 63 2 , если bis =  8 , =  128;

3) 67, если 64 =  5, />ig =  45;
4) 614, если 65 =  1/12. />17 =  1/144;
5) .?4, если I/ 1 =  3, (/ =  5;

6 ) S’g, если 62 =  8 , 63 =  4;
7) 61, если (/ =  5, ,5'г, =  781/75;

8 ) п, если Ь\ =  5, (/ =  3, S„ =  200;

9) 5 i 2, если 61 =  \ /2  — 1, 63 =  ( \ /2  — 1) \ / 4 :

10) bi и (/, если 61 +  Ь-2 + b.i =  62, bj +  b\ +  b\ =  2604;
11) Sc,, если b\ =  —2 , be =  —186;

12) 1-j, если b\ =  -y/2, 69 =  16\/2;
13) 6i, если (/ =  —1/ 2 , Sg =  85/64;

14) 67, если (/ =  \/2, SV =  1 5 ^ 2 +  14;

15) 7 ) ,  если 61 =  9, 6„ =  64/81, =  25^-;

16) q, если b\ =  >/3, bn =  4>/3, =  7 v^3 +  3\/6;
17) 7), если 6] =  —2, 7 =  —3/2,  ,S'„ =  8 -^;

18) если b 1 =  уД,  (/ =  УЗ, ■? — n =  4 \ /3 ( l  +  i/3);
19) 6], если (/ = 1/ 2 , 6n =  2 , S n =  254;

20) 71, если (/ =  3/2,  l>„ = 27/8,  S„ =  8 ^ ;
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21) 7, если b\ = 15, S3 =  2 l | ;

22) Ь-Л; если b\ =  \ /2,  S 3 =  4\ /2 +  \ / 6 ;

23) Ь\, если b3 =  18, S3 = 26;
24) 7. если 63 =  135, S 3 =  195;

25) Ъи если q =  3/2,  bg = 2 ^ ;

26) S a , если q — 3, 64 =  54;

27) bt и q, если S n = 3" — 1;

28) 6> и q. если b\ + bn + b3 =  70; 6,6263 =  8000;
29) S„ , если b\ =  a, bn =  b;

30) bx и q, если 61 +  bn + Ьл =  31, b\ +  Ьз -  26;

.31) hi и 7, если b\ + bn +  Ьз = 14, b'j -f- bn -f- 63 — 5

32) bi и q, если 61 +  62 +  63 =  13, 3(6] +  bn) =  bn -

33) b\,q  и ii, если bn +  be =  34, 63 +  67 =  68, S n =

34) I) 2 ,, если bi + bn +  63 =  26, b\ +  bi +  63 =  364.
49.  Найти сумму квад ратов  первых п членов геометрической 

прогрессии,  у которой первый член равен 6 и знам ена тель  равен 
7 (<Г Ф !)•

50. Ч исл о членов геом етрической прогрессии четное,  сумма 
всех ее членов  в три раза  больше суммы членов,  стоящих на 
нечетных местах.  Найти знамен атель  прогрессии.

51. Л а н ы  две  прогр ессии  с поло жител ьн ыми член ами — 
ариф мети че ска я  {«„,} и г еом етри чес кая  {6„}, У которых a i =  
bi, «з =  63, ап ф bn. Какое из двух чисел а2 или bп больше и 
почему?

52. Между ч ис лам и 3 и 19683 вставить  семь чисел,  таких,  
чтобы все д евят ь  чисел  я в л ял и сь  ч лен ами геометри чес кой  про
грессии {6„}. Если b 1 =  3, то найти 65.

53. По преданию индийский шах позволил из обретат елю 
шахматной игры самому себе наз начить  награду .  Изо б ре та тель  
просил,  чтобы ему за  первую клетку  шахматной доски было д а 
но одно пшеничное зерно,  за  втор ую  — два,  за  т р е ть ю  — четы ре  
и т. д. В общем за  каждую сл еду ю щую  клетку  в 2 ра за  больше,  
чем за  пр едыдущую.  Узнать ,  сколькими цифрами изо бража ется  
число зерен,  предназначенное  из об ре тат ел ю  шахмат;  прочитать  
полученное  число.

54. Если {а,,} и {6П} — геом етрические  прогрессии,  то яплн 
ется ли геометрической про грессией последовательность :
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1) {пп + ь п }\ 2 ) {а , , - / ) , , } ;  3) {а,Д,};  
•1) если 6„ ф\ 5) { | a„ |}?
55. Какому условию у д о в л е т в о р я ю т  три числа  п \ , r/-_>, и:1. ко

торые одновременно я в л яю тся  посл едовате льным и член ами как 
геометрической,  так  и ари фмети чес кой  прогрессии' :’

5G. П о к аза ть ,  что лю бы е  три разных числа  не могут  одно
временно быть  по следовате льны ми членами ариф метичес кой  и 
геометр ической  прогрессий.

57. М огут  ли быть чл ен ами одной и той же  геометрической 
прогрессии три числа:

58. М о г у т  ли дли ны сторон прямоугольного  треугольника  
я в л я т ь с я  по следоват ельны ми чл ен ами некоторой гео метр и че 
ской прогрессии?

59. Найти остр ые уг лы  о, /3, у,  если они я в л я ю т с я  последо
ват ельн ыми ч ле н ам и ари фмети чес кой  прогр ессии  с разностью 
7Г/12, а их тангенсы — посл ед овате льным и членам и гео метр и че 
ской прогрессии.

GO. Решить  уравнение:

у4 +  г4, x y z  =  S и числа  logy х,  log. у  и logx с я в л я ю т с я  после
до вательны ми член ами геометр ической  прогрессии.

G2. На йт и все значения  х,  при каждом из которых данные 
три ч и с л а  в указанном порядке  я в л я ю т с я  последов ате льным и 
членами геометри чес кой  прогрессии:

1) 10, 1112;  2) IS, 8, 64/27; 
3) 2, \/б, 4,5; 4) х/2, \/5, х/7?

г, если известно,  что 2х4 =

63. Р еш ит ь  систему уравнений:

X1 _  *2 _  *3 
X 2 X 3 X Л

* 1 — 8*4,

*1 +  *2 +  *3 +  *4 =  15.

G4. Выч ис лит ь  сумму:
1) 2 +  22 +  222 4-•••  +  2 2 2 . . . 2;

п  цифр
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2) 7 +  77 +  777 +  • ■ ■ +  7 71 . . i,.
n  ц и ф р

G5. Вычислим,  при каждом на тур альн ом  п 3

11 " - 1 ■
у 2/1 цифр ( п -f-1) ц иф ра

GG. Доказать ,  что
(Об. . .  (i)2 +  S8_^_8 =

п цифр " цифр -п цифр
G7. iloKarsa.Tb, что число ( 11 . . .  1) • (100 .. .05) -(-1 явл яе т с я  ква-

п циф р (п  +  1) ц и ф р а
др ат о м  нат урального  числа.

G8 . Доказ ат ь ,  что число <)9 97, 00 .  ̂. 02 99 . . .9,  является
( п  — 1) ц и ф р а  ( n  —1) ц и ф р а  п  цифр

кубом нат урального  числа.
G9. Чис ла  .С] и х->- корни ур авне ни я  х 2 — Зж +  а =  0, а числа 

£з и ж4 — корни уравнения х 2 — \'2х +  6 =  0 . Найти а и 1>, если 
ч ис ла  х j . Х’>. x,f. х.\ явл яют ся  чл ен ами в о зр астаю щ ей  геометри
ческой прогрессии.

70. Дока за ть ,  что при каждом на т у р а л ь н о м  п:
1) 1 +  2 +  2 2 +  ■ ■ ■ +  2j n ~ 1 кратно 31;
2) 1 +  3 +  3- +  • • • +  Зг”‘- '  кратно 364.
71. Доказат ь ,  что если сумма 2п первых членов  геометри

ческой прогрессии,  у которой первым членом я в л я е т с я  я и зна
менателем I/, равна сумме п первых членов  геометр ической  про
грессии.  у которой первый член 6 и знам ена тель  q - , то b =  a + aq.

72. Дока за ть ,  что для  г еометрической  про гр ессии  {Ь,,} при 
любом на ту раль н ом  п is 2 с р аведл и во  равенство:

1) bo +  64 +  tg +  ■ ■ • +  1)':П = J^-S-2n',
•)) -1---L J__L . . . J__ L —> bj ^  Ь-, ^  Т  Ь„ ~  М„ '
73. iloKa.3aTb, что в геометрической пр ог рессии сумма ква

д р ат о в  нечетного числа  первых ее членов  д ел и тс я  без остатка 
на сумму тех же членов.

74. Дока за ть ,  что сумма и первых членов  геометрической 
пр огрессии {/>„}. в которой 1>р =  ( — 1)>'а4р при каждом н а т у р а л ь 
ном р. равна  ( ( - я ' 1)” -  1).

75. Дока за ть ,  что если есть сумма л первых членов  гео
метрической прогрессии {Ь„}, то

‘̂>1 (+'}/) 2п ) — ( 27j •$„)“.
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7G. Д о к а з а т ь ,  что если {6,,} — геом етр и че ска я  пр ог рессия ,  то 
п ос ледоват ельн ость  {&„_i — 6П} также я в л яе т с я  геометр ической  
прогрессией.

77. Д о к а з а т ь ,  что если все члены геометри чес кой  пр ог рес сии  
{6П} пол ож ительны,  &P+fc =  а и =  6, то

78. Д о к а з а т ь ,  что если ху, у2, z 2 я в л я ю т с я  п о сл ед о в ат ел ь
ными чл ен ами ари фме тичес кой  прогрессии,  то ч и с л а  у, z, 2у — 
z я в л я ю т с я  п о с л ед ов ат ельн ы м и чл ен ами геометрической  про
грессии.

79. Д ок а за т ь ,  что  если а, Ь, с, cl я в л я ю т с я  по сл ед оват ел ьн ым и 
член ами гео метри чес кой  пр огрессии,  то:

1) (а2 +  b2 +  е2)(1г +  с2 +  d2) =  (ab + be + cd)2;
2 ) (a — c)2 +  (6 — c)2 +  (6 — d)2 =  (a — d)2.
80. Д ок а за т ь ,  что,  если три ч и с л а  х, у, z я в л я ю т с я  последо

ват ельн ыми ч ле н ам и геом етр и че ско й прогрессии,  то

(х + у + z ) (x  -  у + z) = х 2 + у 2 + z 2.

81. Д ок а за ть ,  что во всякой геометр ической  пр огрессии {&„}

(64 +  65 +  bg)' =  (b] +  &2 +  Ьз)(Ь- +  bg +  69).

82. Д ок аз ать ,  что если в г еоме три чес кой  пр ог рессии {6П} 
Ьп = а, Ьр =  Ь, 6* =  с, то ap~ kbk~ncn~p = 1.

В этом п а р а г р а ф е  ис п ользо ван ы з а д ач и  из р а б о т  [9, 12, 13].
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Г Л А В А  2. С И С Т Е М Ы  У Р А В Н Е Н И Й ,  
П О К А З А Т Е Л Ь Н Ы Е  И  Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И Е  

У Р А В Н Е Н И Я .  Н А Ч А Л О  А Н А Л И З А

§ 2.1. С истем ы  у р а в н ен и й  и  неравенств

1. Простейшей являет ся  линейная  система в ид а

а 1* +  V /  =  С1, 
а + b ■) у =  с2,

где а,-, 6,-, c-j — числа,  х, у — неизвестные.
Т ео р ем а  1. Если а \ / а 2 ф Ь\/Ь->, то сущес твует  и единственно 

решение  системы.
Т ео р ем а  2. Если ai /an  =  Ь\/Ь2 = ci/c-i, то сущ ествует  беско

нечное множество решений системы.
Т ео р ем а  3. Если a i / « 2 =  i>i/62 Ф f‘] / c 2, то система решений

не имеет.
f  j; +  w  =  а ,

2. I , <=> г- -  az +  Ь =  О,[ J-y =  I)
если и2 — ЛЬ ^  (I, то /  =  ; | ,  у =  либо * =  ; 2, у =

3.
Гг (г, ±  у, ху,  х -  +  ?/', ж3 ±  ( / ,  х А +  ;/4

Г2(.г ±  у, ху,  X1 +  у2, х л ±  у3, х 4 +  . ( / , . . . )  =  0 . 
С ис тем а  решается  введением переменных

х + у = t, х у  = р.

4.
Г Fif*,  г/) =  С ь

1 F 2(*. у) =  С 2, (*)

где Fi ,  F2 — однородные функции одинаковой степени.
О г ф е д е л е н и е .  Функция Г (х , у) назы вается  однородной сте

пени к, если при х = ix \  и у = ty\  функция F(x ,  у) =  t k F ( x u  у i). 
Т о г д а  система (*) равнос иль на  системе.

Г Fi/Fo  =  С \ / С 2, если Сп Ф 0,

\  Fi — C i , i = 1, 2 .

( (х + у)2 =  3,
П р и м е р  1. < 0 9

[ X,- + у  = а .

Найт и а. Система уравнений имеет  два  решения.
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Р е ш е н и е .  За п и ш ем  систему уравнений с л ед ую щи м  о б р а 
зом: х + у =  ± \ / 3 ,  х 2 + у 2 = а, а ^  0. Первое  уравне ние  описы
вает  пару  прямых,  второе  — окружность  радиусом у/а. Си стема 
имеет  одно решение,  если радиус равен рас сто яни ю от на ч а ла  
коо рдинат  до прямых,  у/й =  л/б/‘2 => а =  3/2.

О т в с ?(!.. (/ =  3/2.

п /  Ж3 +  V  +  /  =  17.
11 р и м е р 2 . <

[ х +  х у  +  у = 5.
Р е ш е н и е. Пусть х +  у =  /, х у  =  />. Тогда  систему запишем в 

виде
f /л + ]>л — Зр/ =  17,

I р + t -  5.

Д а л е е  при

2 , р =  3,

3, р =  2 ,

П р и м е р  3.

Ответ, (х, у) £ {(1, 2), (2, 1)}.
'  ж1' +  2 г  =  17, 

х 2 — 2 х у  =  —3.
Р е ш е п и е. Система, однородна,  поэтому ( х 2 + 2у2) / ( х 2 — ’2ху)  =

— 17/3 => 3у 2 — 17ху  + 10xJ - 0. Введем переменную I =  х / у .  
Т ог да  10<* — 17/ +  3 =  0 => 1\ =  3/2,  <2 — 1/5. Т аки м  образом,  
исходная  система  эк ви вал ен тн а  двум системам, при решении 
которых п олуча ем  искомые ж и у:

/ - = 4  с
",  2 ",  °

 ̂ х~ — 2x 1/ =  —3,  ̂ х~ — 2ху  = —3.

Ответ.  (х, у ) £ < (±3,  ±2), ± 5 # ) } .
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II р и м е р 4.
х  +  у +  z =  4,

2ху  — z 2 =  16.
Р е ш е н и е .  '2ху — z 2 =  х 2 +  у2 +  : 2 + 2хц +  2xz + 2yz  => 

2z2 + 2xz  + 2yz + у 2 +  .r- =  0, (z + y )2 +  ( ;  +  ж)2 = 0. х = у = - z ,  z =  4. 
Ответ,  х =  у =  —4. с =  4.
1. О пр е д е л и ть  а. при которых система уравнений

2х +  у =  Г),

2х — 2у =  4.

«ж +  а у =  6

имеет решение.
2. При каких </ и b система

3.

4.

Г Зж — 4;i/ =  12,

\  9х +  ау =  6

я в ляе тся  совместимой и при каких неопределенной (т. е. имею
щей решение и неимеющей) .

Решить систему уравнений:

| х  -f- 11 +  | — 11 =  5,

| ж +  11 =  4 у/ — 4.

Iх  -  1| +  \у -  5| =  !,

у = +  к  -  М-

3 j х | + 5 у +  9 = О,

2х -  \у\ -  7 =  0.

\х — у\ = 2 ,

М  +  М =  4- 

N  +  |y| =  1.
Iх' +  //I =  1 ■

х -  2y + 4z = 0,

2х + у +  Зг =  0 . 

х -  у + z = 0 ,

9 . -( (а +  1>)х -  (а +  с)у +  (Ь +  с);  =  0 , 

аЬх — псу 4- dcz =  1.

С.

7.

8.
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х — 2 у — 8 ; =  —1-5,

10.  ̂ '>x +  3y — z =  0,

2x~ +  4y~ — z~ +  tiyz — 8xz  +  15x*y +  51a* -j- 18y +  8 =  0.

11.

12.

A'3 +  ?/3 — 1 ,

x 2y +  2*y2 +  ул =  2 .

* '  +  2xy  — 8y~ — ()*' +  18y — 7 =  0, 

2x~ — 5 xy  — 10 i f  — ‘5* +  9,i/ + 7  =  0. 

x +  у +  с =  2 ,

13.  ̂ *?/ +  yx  +  zx  =  - 5 ,

*2 +  у 2 -  c2 =  12. 

x y  + x + у =  7,

14. { ус +  у +  r  =  - 3 ,  
x ~ +  x +  ~ =  — 5. 

x-2 -  у с =  14,

15.  ̂ y2 -  xc =  28.

: 2 -  x y  =  - 1 4 .  

x 2 +  3- // +  y- =  3,

1G-  ̂ + ; 2 =  7,

22 +  xz  +  x 2 =  19. 

x y  +  x ;  =  8 ,

17.  ̂ xy +  yz  =  9,
xr  +  yz  =  - 7 .

5x у 
~ ~  =  1,X' +  у

i о 6x-1 8  .  =  1,
* +  r

7~~" 1.
i  +  y

{ 4xy +  y2 +  2 r 2 =  - 3 ,  

4xr  +  x 2 +  2c2 =  1, 

S y z + , f  + 2z2 = 1.
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у3 = 9*“ — 27 х + 27,
20. z3 = 9у'2 — 21 у + 27, 

х-3 = 9г2 -  27с + 27.

х5 + у 5 31
21. ■( х3 + у3 ~ 7 ’

*2 + ху + г/ = 3.

Г {х + у)(ху + 1) = 18ху,
|  (х2 + у2)(х2у2 + 1) = 208х2у2.
Г *" + 2у + \ / х- -f 2у + 1 = 1,

2* +  у =  2 . 

л/х +  У +  \/,V +  с =  3,

22

23.

28.

29.

30.

31.

25.

2G. < V 2/ V *
(ж2 + 1)|/ + (у2 +  1)-с = 4ху. 
\/и -j- v -j- \/v~-\-~w — 3,
\ / v  +  U> +  <У W  +  11 =  1 ,

<У w + и + \/u + v = 0. 

j  *\fy + y\fx = 30,
\  Vxx + x/yy = 35. 

j  x +  sfy = 56,

{  sTx + у = 56.

j  \f~x~-\- 2у + \fx — 2y -)- 2 = 3, 
|  2x- +  у = 7.

f '/•'' + у + \/2x + у + 2 = 7,
1 3.c +  2y = 23.
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X3 4  у3 =  19,

( ху  4  8)(х 4  у) = 2.

х  4  х у3 -г у ’’ =  1 t , 

х 4 - х у  + у -  Г).

( • с / ? / ) 2 +  ( - с / у ) 3 =  1'-',

(ху)2 4  (ху)3 =  6.

х / у  + (х/у) '2 + ( х / у )3 =  И,  

х  4  у =  3.

8х +  8/ у  =  Зу-\

У 4- 1/х =  Зх2. 

у  4- - =  2 / ( ху : ) ,  

z 4- х =  3 / (ху;) ,  

х 4- у =  4/ (х у ; ) .

х 2 4  у2 — х — у =  102, 

х у  4- х 4- у =  69.

х 4- у 4  ;  =  4,

2ху — ; 2 =  16.

( • г 2 +  У 2 ) ( *  +  2/) =  1 5 - с у ,

(х4 +  у4)(ж2 4  у2) =  85х-'у2.

\ / * 2 +  5 4  \ / у 2 -  5 =  5, 

х 2 4  у2 =  13.

\ [х  +  \ J  у +  1 =  1 ,

\ / х  +  1 +  \ / у  =  1.

\ /х  4'У  4  х — у =  8 ,

'Ух3 +  х 2у — ху2 — у3 =  12.

n / x 2 -  ху +  У Х'У  -  Г  =  3(х -  у),
0  ̂ -«1 х “ — у" =  41.
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32.

33.

34.

35. 

ЗС.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

----- =  \J£ +  У +  V* -  У;X
20 г/ -------- ,--------

и х  __ ' у — 7

| \J'2x +  2 у +  1 — \J ■!' ■ // — 1,

[  Зх +  2у =  4.

(  „ - ‘/ ^ + „ - ‘/ ^ = 3 / 2 ,
1 гп> =  64.

( V̂ (!/ +  1)Л'  — 2 х / х / ( у  +  1) =  1,

1 У ^ Т Т Т Т  +  \ / х  — , ( /+ 1 0  =  5. 

[  \ / х ~  +  ?/- +  х / х 2 -  Г  =  6, 

I х у 2 =  6 / Г о .

х/х +  •) +  х/у +  3 — ;>.

*> о \  2
=  1-6 ,

X- +  у- )  
х у  — 2.

(  № + № = 1 ,

^ У х  — 1 +  \ J  у  +  1 =  1 • 

j  \ / х  Л- у +  \ / х  у  +  21 =  13,

I  v^x +  у +  -Уху +  2 =  5.

[  10(х4 +  у4 ) =  — 17(х'3у +  ху3 ), 

^ х 2 +  у-  =  5.

' х -  у +  г =  6,

< х 2 +  у~ +  с2 =  14,

_ х 3 -  у'3 +  с3 =  36.

Г х 4 +  6х 2у2 +  у4 =  136, 

^  х 3у +  ху3 =  30.

46



57. 2\Дс — 4 — Уу — 4 \ / Т +  4 =  —12, 

ж +  у +  г =  14.

+  4 =  б,

58.

59.

GO.

61.

63.

6 4 . ’

\ / Х — У = V х -  У:

\ / х  4  У =  \ Л '  +  ?/ -  4.

\ / 1 — 4 г 2 — У 1 — 4 у- =  2(ж +  I/), 

ж2 +  у 2 +  Аху  =  —0, 25. 

х + у +  \ / х '2 -  I/2 =  12,

У\/-с2 -  Г  =  12. 

ж2 +  ж \ / ж ;/2 =  32,

У  + х у = 162.

х п +  уп — (а 4- Ь ) / ( х у : ),

62. { уп + Z n  =  ( 6  +  c ) / ( f j / ; ) ,

г" +  х" = (с +  a ) / ( x y z ) ,  11 = 21.

ь3у
y - z -  z -x  
a, b, с >  0 . 

x + у 2a

О *>x-y-

1 +  x y  1 +  tt-
— у 26

1.

\ Ь \ ф \ .
1 -  x y  1 +  b-

65. Найти  все такие  вещественные знач ени я  а, чтобы при лю
бом вещественном Ь нашлось такое  вещественное  с, при которых 
система уравнений

j Ьх — у — ас2,

|  (6 — G)x -f 2by =  с 4  1

имеет  хотя  бы одно решение
п , 9х 4  У" а

6 =  0 ,

66 .

67.

а
Ох~ — у  

а

х~ -  у~ 
а

,  , ,  - 7  =  0 .х-  4- у  b

-  \ / х 2 -  у
=  х,

х  +  х / х 2 -̂ 

х / у  = У (1 +  х) / (1  -  I/).

48



G8 .

GO.

( З.г 4  2/ х у 1 4 9х - у /3 — ух  — у,

\ (6ж 4 у)/у  = (.с 4 5)/3.

У ( .г  -  у)/*'1 + 1/х = 4/(9\/х- -  у),

, (.г 4  у)/(х  -  ?/) -  (•'■ -  у)/(х 4 у) = 4,8. 
f 2z (x  — 1) „

70. <

Ж’ +  ~ — 1
-  1 )(;у +  1 ) 
./• 4  у

11 - (У +  1)

=  3.

3.
у  4  г +  1

71. Д л я  всех а ф 0 решить систему уравнений

г х г + у:  + 2az — 1 =  0 , 
ху  + уи> + 2 aw = О, 

иг  + yz + 2ay  - 1  =  0 , 

xz  4  zw  4  2 ax  =  0 .

72.

73.

x 4  \ / y  — 1,

XIГ  4  1 / ( x 2y) = 1 +  y /x .  

x~ +  4 y~ 4  о =  4z,

ч X -  У ^  с.

74. При каких а система  уравнений

Г г 4 Г  = 2(1 + а),

|  (я +  У)2 =  14

имеет  д в а  решения?
В этом па р а г р а ф е  использованы  за д ач и  из работ  [1— 7], а так

же из конкурсных заданий в С П б Г У  и М Г У .

§ 2.2. И р р ац и он ал ь н ы е у р а в н ен и я  и н еравенства

О п р ед ел ен и е . И р ра ци он альн ы м  уравнен ие м называется  со
отношение  вида

R ( s/Jh ) = 0 ,
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где к 6 А •
О б л а с т ь  определения  D(R):

D{R)  = W / U )  >  0 , к =21} ,
D(R)  = {x \Vf(x ) ,  к =21 + 1}.

М е т о д ы  р е ш е н и я .  Пусть к = 2с. Тогда  
1 Мапод уничтожения корня по обозначению:

г я * )  =  / ( * ) ,
у'(ж), <

1 <гЧх ) #5 О, 

Г Ат (<у-Ч-'-)) = о,
\  f ( x )  = <pk (x),

I Ф - )  > 0.

2. Метод сведения в систему:

R  (  v 7 i ( x')i < / Ь ( Щ  = 0  (?> =  2)л, ш 6 Лг),

V jTw  =  ‘r ’l >  о,
^Дй) =  у-2 >  0 ,

|  Я(<РЬ Ы  =  0.

\  f ’(v=b Ы  =  о.

Второе  уравнение  последней системы полу ч ает ся  исключением 
х из введенных обозначений.

3 Метод решения по параметру.  Уравнение

R  ( УДх, а)) = 0
решается по «, при э том х считается  па раметром.  После  упро
щения пол уч ает ся  значение  х.

4 Метод /рафи ков. Уравн ение  (*) з а п и сыва ется  таким о бра 
зом чтобы оно имело ” пр аву ю” и " л е в у ю ” части ,  которые под
бирают ся ,  исходя из возможности ис следования  их поведения  
как функций с после дующи м построением графиков .  Н аиб о
лее часто в с т р еч а ю щ а я с я  ситуация  — это на лич ие  единствен
ной точки пер есечения  графиков,  ко торая  и д ае т  решение  за да  
чи При этом допускается  и от гад ывание  корней в силу  един 
ственности решения (точки пересечения).
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5. Метод оценки правой и левой частей:

\ / / ( х )  =  ¥>(*)•

Пусть \ J /(.г) Z  и Iр(х)  ^  Z. Т огда  { / f ( x )  — Z  = <р(х).
6. Использование тригонометрии:

В В О Д Я Т  X  =  s i l l  Q ,  —  ~  ^  Q TJ ,

/  ( k//cos~ev) =  О

и т. д.
И р р а ци о 11 а л ы 1 о е н е р ав сн с тв о

\А р 1х ) > /('О

ра вносильно системе

7 ( * К 0 ,

Г / ( х )  >  О,

_ I  9? >  / 2( *̂),
а  неравенство

^ / и )
— системе

I  П х )  > о,

\  ^  / 2(*)- 

П р и м е р  1. х 2 +  х +  \Лг +  1 =  ‘2 +  \/2.
Р е ш е н и е .  ОД З={ ж|ж  ^  — 1}. Очевидно,  что,ж =  1, а так как

ж2 +  х — (2 +  \ / 2) =  — \/ж +  1, 

то это корень единственный.
П р и м е р  2. \ / х  — 2 +  \ /2х  — Т  +  \ J  х +  2 +  3\ /2х =  7 \/2. 
Р е ш е н и е .  Умножим уравнение  на  \[2. Тогда

\ j  2х  — 5 +  2\ /2х  — 5 +  1 +  \ J ‘.2х — 5 +  6>/2ж — 5 +  9 =  14.

Обозначи в \ /2х — 5 =  <р, имеем \ J  (р1 +  2(р +  1 +  \ J <р2 +  64 +  9 = 1 1 ,  
откуда  2\/2ж — 5 +  4 =  14, \/2ж — 5 =  5, ж =  15.

Ответ, х =  15.
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II р и м е р 3. .i-у/у — 1 +  уу /  х — 1 =  ху.  
Р е ш е н и е .  О Д З = { ж ,  у\х  ^  1, у ^  1}. Тогда

Ра с с м о тр и м  (функцию

Введем обозначение  ^ =  /.. Тогда  / ( / )  =  / — /-,  / ' ( / )

О => t =  5 ; /  ( 5 ) =  ^ -  шах/ (ж) .  О т с ю д а  yjJ’ { j )  +

Т О Л Ь К О  при ~  =  TJ, ~  =

Ответ, х =  у  =  2.
Решить  уравнения:
1 . \ /  ж +  2 — .1 .г 4  2 =  0 .

2 . \ /ж 4  8 4- 2 v/x +  7 4  \ /ж +  1 — \ / х  -г 7 =  4.

3. (х -j- 4)(ж 4~ 1) — 3 \/х~ 4  5 ж 2 =  6 .

4. ^Зж-  — 2х 4  15 4- \/Зх-“ — 2.г 4  8 =  7.

5. = ж + V х- -  1(5 -  6 .

G. (ж 4 \ / х'2 — I) (х — \ / ж- — 1) =  1.

8 . (у/х  Т  1 4  у Д )  4  (\/ж 4  1 4  \ /х)~ — 2.

g  \/(Ц-.г)2+-'/(Ч-Г)(Ь-.Г)+Ч/(<<-.|-)2 _  7
0 <1-.г)--УГа-х)(г/~х)+У((--г)- ^

11. у/х  — 1 4  \Д'  +  3 4  2^/(ж — 1)(ж 4  3) =  4 — 2ж.

1 2 . ^2ж +  3 4  у/х +  I =  2 \ /2ж2_Т _5аГ+15 4  Зж — 16.
13. i / lS  +  5ж 4  ^ 64  — 5ж =  4.

1 4 • 7 ^ + 7  +  v/5a' +  4 =  3х' +  2 - 

1^ 1 г> \/2ж 4  1 a =  2ж.

1G. у/х — 2 4  \/1 — ж =  ж" — 6ж 4  11.
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17. х л -j- х  +  / r ^ +  x  — 2 =  12.

18. x s/ ц  -  1 +  y \ / x  -  1 =  X!/.

19. n/2x +  4 -  2 / 2  -  * =

2 0 .  \ f X ’ +  s f x -  -  \ J x  -  sf~>\ =  4 - \ / 7 T y j -

2 1 .

\/./‘ — 2 ~b \ /x — i — \ / * 4' о 4- /./* — 10.
23. x +  \ / x -  -+ Hi = ■40

24. \ / ‘2x -f- \J§x-  -f- 1 — ж -j- 1 •

12 -  Ц  -  x'~ +  , x 2 - 4 = 0r * 1 \/ ;T-
1 _  35 

1 \ — x 2 1 -  ’
x  _ 35

12 •

2G. 1
X

27. x + yX -1

28. s / x  + ^ x ~ ^ )  +  \ Д  -  v/6x -  9 =  v^ .

29. (x, +  1)“ +  \/(% ~~ 1 )2 ~   ̂ n/^“ — 1?  ̂ ^ •

30. / 1  - -  =  ( l - v ^ ) 2.

31. /.Г —1 /.Ч-.г _  .с‘+9 
V 2 G.T

32. V o x 2 — Зх +  5 — / 2  ж- -■ Зх- -f 8 — к  - 11-
33. / 8ж:j 4- 4х-  +  1 — / 8х31 -  А х  2 +  1 =  / 1 3 х 3

Решить  иррациона льные  уравнен ия  с парам етром:

35. / х — Л +  \Д- — 7 =  а.

30. / 1  +  ж +  х- +  v7! — х +  ж- =  а.

37. XJ +  тт  +  \ / х “ -  77

38. ж =  а + \ J и + \ f x  (а >  1).

39. х +  у /х2 — 2ах  =  6 (а ф Ь).

40.  / 1  -  х 2 =  (а -  / ? ) 2 § ^  а ^  f

41." * =  / 6  — х \ / с  — х  +  \ /с — х \Jи — х + sjn — х \Jb — х (а ф 
0 . \ ,ф 0 . с ф 0 ).

42.  \ / а  — \Jd + х =  х.
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43. ( У Г П 7 -  1) ( ч / Г ^ 7 +  !) =  ах а ф  0.

44. (х + / х 2 — а) (х — \Jх 2 — а) =  а а ф 0. 

Реш ить  сл еду ю щи е  неравенства :
45.  \/'2■ > — х~ \ / х “ 4  i x  Г> 3.

4G. х — 4 <

47.

48.

49.

(l + v/1+ r )2 ■

Т^ТГ+7 ^  °-

1 - I  L'VT+7- 1

•2 (х -  \/7 2 -  2-) >

50. \ / |  1 Ох- -  1| 2х +  1.

52. г ' +4~ ± ^ 3)г +  2 \ / х 2 -  ах -  2 <  0, я > 1.

53. (1 ~-r)J + 7 > х.
/ 8 + г  +  З )

54. у/—х 2 +  6я — 5 >  4 — х.
55. у/а 4  х 4  у/а — х  >  а (я >  0).

5G. у/Чах — х 2 я — х.

58. у /Г
59. у /х 2 + 2х  — 15 +  у/£- — 8х- 4- 15 > у/Ах2 — 18х- 4  18.

57. у/а2 — х 2 >  х  4  1 (я >  0).

х- < а — х.

GO. 2 (х + у /х2 4- Ах 4- 3) <  3 (у/гГП  4  / Г Г З  -  2). 

d .  y J \ 2 - %  4  y j x 2 -  i |  <:  a -2 .

G2. \ /2x  +  4 — 2\ /2 — x >
v ^ 9 r 2-|-16 *

В этом п а р а г р а ф е  использ ованы  з адач и  из р а б о т  [1, 6 , 11, 17], 
а также из конкурсных зад аний в СГ16ГУ и М Г У .

§ 2.3. П оказательны е у р а в н ен и я  и  н ер авен ства

О п р ед ел ен и е . Пок аза тельн ым ур авнен ие м (неравенством) 
наз ываетс я  уравнен ие  (неравенство)  вида

й ( ы ^ (г))  =  о (m<p(x)flr)) >  о ) .
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О б л а с т ь  определения

D(R)  = { х \ ф )  >  0}.

При решении уравнен ие  (неравенство)  прив оди тся  к одному 
из следующих видов:

3. =  B b ^ x\  где А, а, В, b — числа.  Р е ш ае т с я  логариф 
мированием.

■годом с установлением точного ч ис ла  корней и исследованием 
правой и левой частей.  Неравенство

' х =  1,

х  =  - 3  +  log5 7.

П р и м е р  2. Решить уравне ни е  13 • 11'г+2 =  5 ■9'г~ 2. 
Р е ш е н и е .  Ло гариф м ир уя ,  имеем

(х +  2)lg 11 -  (ж -  2)lg9 =  lg5/13

* =  lg(5/13- 121 -8 1 ) / l g ( l l / 9 )
2 _  _  I

П р и м е р  3. Решить неравенство  х т х > х~ .

-<р(х) = 1,

г/’(х) = 0 ,

<Р i f»)  =  <Р2(х).

равносильно системе неравенств

или

П р и м е р  1. Решить  уравнен ие  5г ' +2:г 3 =  I х ’ . 
Р  е ш е н и е. (а’’"1"3)



Р е ш (' н и е.

( X > 1 , Г 0 <  X < 1 ,
I  х 2 -  х -  1 > 2 U j  j:2 -  а: -  1 < 2,

' х  > 1,

г 1 +  \ Д з  
< Г > ~ Т ~

1 -  / Г з
L"<—т ~

Ответ.  О < х  <  1 U х  >  (1 +  \ /ТЗ)/2.
П р и м е р 4. Г1 ри каких с неравенство  n2<'T~y 't — С>а~2т — а~ !1 .■> О, 

где X1 +  у1 =  с1, имеет  хотя бы одно решение?
Р о ш е н и е. Если г =  а1г~ у , то ; 1 — z — G > 0, откуда  а~г ~у > 3 

или

О <  а < 1,

 ̂ 2х — у < log,, 3.

_ |  +  гг = ■

Си стема  имеет  простое  геометр ическое  истолкование  как пе
ресечение окружности с мно жеством " н а д ” и " под” кривой 2х  —
У =  loga 3. что Дает  с >  5 1о8« 3.

Ответ, с > I  log" 3.

Решить  уравнения:
х 2 -f- ч/Г 4~г

1. х Д - З т+ ^ : ( ^ ) ' !(1+у7) =  81.

2 . у Я А ^ Т ^ = 4 У 2 .

3. 2г2- 35^2- 3 =  0,01(10г- ' ) 3.

4. 2х' - 1 - З г2 =  З ^ - 1 -  2Г’+2.
5. 3 • 52г- 1 - 2 -5х- 1 = 0 , 2 .

G. 102/ г + 2 5 1/г =  4,25 ■ 50,/j \
7. 8'-/х -  2(3х+3)/ х' +  12 =  0.

< <
ч/Тз
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8. |г -  з | ^ 2-юг+:з _  j

9. 9 х + Gr = 22x+1.

10 . ( У Т Т Т 4 8 ) г +  ( \ Д  -  =  14.

11. 2x_l  +  2X-4 +  2X~- = 6,5 +  3, 25 +  1,625 +  . . .
12. |2X -  1| +  |2X -  2| =  1.

13. Ix -  3\*7~r = { x -  3)2.

1 4 .  / о 2 +  \fii~1 — m  \fab-

1 5 .  ( Ц У  +  ( Щ ) Х~ Г =  К).

1G. V  -  3J- ;  =  3x+ = -  22x_1. 
1 7 .  2X +  2X~ 1 +  2X~ 2 =  7X +  7X_1 +  7X“ 2.

18. 2X =  x +  1.

1 9 .  x ' ^  =  ( </x)T , ?i 6  N ,  n ф 1 •

20. 2 5 l ' - 2j:| =  5I4—6-rl.
21 . 5'г2^ТГ =  50.
2 2 . £ 2- i g ^ - i g r 2 _  x. - i

23. 5loR- x +  2 ■ ..Jo^ 5 =  15.
2 4 .  З х_3 =  5'r ‘ _7j' + 12.

25. x J"' 5x+8 =  a:2.

2G. 3 ■ 4X +  (3-r -  10) ■ 2X +  3 -  x =  0.
27. 6X -  2X =  32.

28. 6X +  5X =  61x/2.
29.  9_ lxl =  2“ (l-r+1l+l'r_1l).
30. x-22r+1 + 2 l x- :,l+2 =  г 22к - 31+4 +  2* - i .

31. 3X ■ 4X = 5X.

32. ( 0 ,4 )log2 X+1 =  (6, 25)2_log2'r3.
00 ________4________________5 J  , УТ5 _  y/23 , J _

2 5 ~ x -f8-f-16-25x 1 + 4  25х 4 — 5 ' 100 *

3 4 .  \ + b { x )  + lr (x )  + - ■ ■ =  ( 4 - 3х" 1 +  I ) " 1, где 6(z) =  2- Зх - 9 х - 1 .

35. 13fi + 1 +  13ft +  1 3 f t " 1 +  • • • =  152x+1 +  152x +  152x_1 +  . . .  
Решить  следую щие системы уравнений:

{
4r+y _  •2У~Т 

Ai ° 9 v -2r  _  у А _  5
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

48.

49.

50.

I  =  125.

[  32* -  2y =  725,

[  3* -  2^ 2 =  25. 

f  2r ■ 3y =  6 ,

L 3r ■ 4’J = 12.

I 2 3 -f 2 6 = 0 ,

[ ж2 -f 5y2 =  6xy.  

f (x +  y)'2y~2x = 6 , 25, 

[ (x +  у ) 2^7  =  5.

^ 5 ^  — 51х-}-10 _ j

x y  =  15.

' ( x 2 +  y)2» - ' a =  1,

. 9(^ 2 +  y) =  б372- 1'.
' г» =  2,

(2ж)!/ =  64.

4-r _  7 . 2r ~'J/ 2 — 2:i~y 

У x — 3.

5 ^  - 2 ^  =  200,

52^  +  2 2v^ =  689.

j V » ' - 1 =  5,

47. r *  = l  + y~X' 
y ? +r = 64.

’ 3lgr =  4>S2/;

(4x) ]̂  = (3 y ) ^ .  
' 21о8* 7 — Г 

21os!/ 10 — ж1об21 

x y =  64,

1°ё2 x  +  У =  5-
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I  |у|и  =  N |y|-
Реш ить  неравенства:
52. ж23'с -  3X+1 <  0.
53. 52r+1 > 5r + 4 .
54. Ax -  г2^ - 1’ +  8 t O “ 2) >  52.

55. 2r+2 -  2X+3 -  2T+A > 5г+1 -  5Ж+2.
56 1 <" 1

3* +  5 ^  3 X + * — 1 '

57. ч/9г -  3r+'- > 3r -  9.
58. (0, 3)1_2 + 4_ i+  " <  y o ;33j;2+5r < 1.

59. 2log“'5'r +  ж'0®0,5 x > 2, 5.

60. \x -  3|2*2- 7* > 1.

61. 25 • 2X -  10r + 5 X > 25.
62. ж1об2* +  16 • ж- 1о82  ̂ >  17.
63. 10 >  5‘°s=T +  ж|о^ -г.
64. 1 <  ,3|:r2-'r| < 9.
65. 8 • З ^ + ^  +  Э ^ 1 9 ^ .

6 6 .  (ж2 +  X  +  1)^+2 ^  (x 2 +  x + l ) 3.
67. |ж|*2+ |* - §  <  1.

6 8 . (x +  4) • З1-!'"” 1! -  x ^  (ж +  1)|3X -  1| +  3r+1 +  1.

69. 4 * -Ь 6 * ^ 9 *.
В этом па р а г р а ф е  исп ользо ван ы задач и из р або т  [1, 11, 17], а 

также из конкурсных зад ан ий  в С П б Г У  и М Г У .

§ 2.4. Л о га р и ф м и ч еск и е  у р а в н ен и я  и  неравен ства

О п р ед ел ен и е .  loga 6 =  с О- ас = Ь.
Л огариф ми ч ес к ое  уравне ни е  (неравенство)  есть уравнение  

(неравенство)  вида

R  ( 1оё ^ )  И х ))  =  0 О  о).

Известно,  что

D( R)  =  {ж|^>(ж) >  0, <р(х) >  0, <р(х) ф 1}.

51 f И 1̂  +  2 ^ 1 ^  =  3,
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Основн ые логари фми че ск ие  соотношения:
!• |оёа V ix ) 4 i x ) =  l°ga Ч>{*) +  loga ф(х), а >  О, а ф 1. 
2 - b g a ip(x)/4>{x) =  loga ^(ж) -  loga V’(i')- 
:5- 1°g¥,'-( t-) 0 р (ж) =  £ log^(x)| V’(-c).
4. log,, 6 =  log. 6/  log. a 6, с >  0, с ^  1.
5. a '°s«b =  b, aioScd = dl°s=“ .

Ло гар и ф м и ч ес к и е  нер авенства :
Неравенс тв о

l og a ^ ( ж ) >  loSa 0 W

равнос иль но  системе

f a >  1, Г 0 <  а <  1,

1 9Ф0 >  Ц х )  > 0  U 1 0 <  <р(х) < ф(х). 

И р и м е р  1. Реш ит ь  систему уравнений

Р е ш е н и е .  Ясно,  что х >  0, у  >  0, х ф 1. Т ог да  либо у =  1, 
либо х =  ктт ( к >  0 ). Л а л е е  logr y =  logx х ~ г у , у =  х ~ ху =>• 
у 1!у =  х ~ т =>- у = -  = (к 7г)- 1 . Гр аф ич еск и очевидно,  что 
решение у =  1/л: — единственное.

Ответ,  х  =  Агтг, у =  1/(&7г), >  0.
П р и м е р  2. Решить  ур авнен ие  logx. 2 +  logr2 2 +  2 log2l, 2 =  1. 
Р е ш е н и е ,  ж >  0, х ф 1, £ ф 1/2,

1/  log2 а: +  1/(2 log2 ж ) +  2/(1 +  log2 ж) =  L

О бозна чим log2 ж =  t. Т о г д а  2i 2 — Ы — 3 =  0 =Ф- t \  =  3, t? =  
—0, 5 => х  =  8 U х  =  1 / л/2- 

Ответ, х  =  8 , ж =  1/\/2- 
Решить  следу ю щи е уравнения:
1 . logi_ j, 3 -  log1_ r 2 -  1/2 =  0 .
2 . ^ (ж  + 1 , 5 ) =  - \ g x .
3. x ig3̂ -5ig^ =  0,0001.
4. logr 9ж2 log; ж = 4.
5. logj/2 4ж +  log2 х 2/8  =  8 .
G- log10(log10 x) +  log10(log10 x 3 -  2 ) =  0 .
7. 2 ■ logr 27 — 3 • logoy ж =  1.
8 . log.,(4 • 3r  -  6) -  log, (9* -  6 ) =  1.
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9. l o g 3 ж lo g 9 x  • l o g 27 x  logs l  x  =  2 / 3 .

10.  l g 2 ( 1 0 0 « )  +  lg “( 1 0 s )  =  14 — lg®.
11 2 log3 *2'i°g3x =  400 .

12. 27  ■ x lo^ x =  ж10/ 3 .

1 3 - l ° g 4:r+1 7 +  lo g 9j 7 =  0.

14.  21gar — ( l g ( —ж ))2 =  4.

15.  З 1̂ " 1 +  ж|обз*- =  162.
16.  l o g 2 (9 — 2x ) / ( 3  — ж) =  1.
17.  x 2 l o g ,  27  ■ lo g 9 ж =  ж +  4.

18.  l o g ,  125ж lo g 25 ж =  1-
19.  l o g y y  ж +  log  4̂ 3 ж +  l o g ^ a  x  +  . . .  +  lo g  1^3 x  =  36.

2 0 - -  1 =  2 lo-  3 ' lo & ( 12 "  X)-
2 1  • I l ° g V 3 ж — 2 | — | l ° g 3 ж — 2 | =  2 .
22.  5 lg:r =  5 0 -  ж'е5 .
23.  l o g 4 l o g 2 ж +  logo lo g 4 x =  2.
24 . logx2 16 4- logoj. =  3.
25.  lo g  jo (a; -  l )2 +  l o g j 0( s  -  l )3 =  25 .
n fX  1 0 r loKio 1 _  r 31° SlD 1 
“ U- x3 ~  10
27.  l o g 2 ж lo g 3 ж =  lo g 3 ж3 +  logo ж2 — 6 .
2 8 .  logo 3 ■ lo g 3 4 • . . .  • l o g „ ( n  +  1) =  10, (n e  N) .
29.  2 ■ logg x  =  l o g 3 x ( l o g 3 \ / 2 x  +  1 — 1).
30.  (1 +  Ioga. ^ £ ) l g . r  =  i g l g l 0 3 -  1.
31.  .3 ■ log,.  4 +  2 lo g 4j  4  +  3 l o g 16j. 4 =  0.
3 2 - 1°S(.r+ i ) ( ж3 — 9ж +  8) l o g (3._ j  Дж +  1) =  3.

- — log, ? 2 _  , _  1ogft( 8 — x)
' logi2 (^ +  2)____________log6(r +  2) '

34.  ^ / logo  2ж2 ■ l o g 4 16ж =  lo g 4 x 3 .

35.  l o g 0 5 ж2 -  14 lo g jsx  ^  +  4 0  lo g 4i. \ Д  =  0.

3G. у  lo g j  \ / 7 x \ o g 7 x  =  — 1 ,

37. ^/\ogx ax \oga x  =  -x /2 .
38.  ( l o g 2 ж +  2) l o g a2j a =  l o g r a ■ l o g a x 2/ a .

39. logo ж +  (ж — 1) logo x  =  6 — 2ж.

40.  \ J 2 ( lo g 2 § f  -  1) (2 +  lo g 4 8ж) =  lo g 2 2x .

4 1 .  lo g 3 ж lo g 4 X l o g 5 X =  lo g 3 ж lo g 4 X +  log4 X- lo g 5 x  +  l o g 5 X lo g3 X.
42.  l o g 3 3 /ж  lo g 2 x -  lo g3 ж3 / \ / 3  =   ̂ +  logo s fx .

43.  lg" cos x  — lg( 1 — sin x ) lg (  1 +  sin ж).
44.  l o g j _ Oj.(6ж2 — 5ж +  1) — l o g j _ 3j. ^ 2 — Ax +  1) =  2.
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45. 2 log4r x3  = 5 log2r x.
46. Xlog3 х- 31о8з 1  = 3 - log24/2 64 + 8^
47. x 2 log3 x 2  -  (2ar + 3) log9(2z + 3) = 3 log3 77̂ .
48. logx 3 log| 3 + logjL. 3 = 0.

49. log jo ( l  + £) + log?0 ( l  -  = 2 logl0 -  l )  .
50. log10(x -  10) log10(x- + 10) = log10(x2 -  100) -  1.
51. lg2(x- + 1) = lg(x + l ) lg(z -  1) + 21g2(.c -  1).
52. log , ( l  + y/x) = log3 x-.
53. log5 x3/\/5 = 1/2 + log5 x/ log3 1/y/x.
54. log 2 ( x 2 — Ax — 2) = log i f a r  — 4x — 3).

\/2-V3 2-̂ /3
55. = j 2{x ■ jT
56. logr 2 ■ log2l. 2 = log4;r 2.
57. xXô  x = a (l° e ^ ) 3, а ф  1.
58. (15)logs 3 ■ ж1о̂ 9'г+1 = 1.
59. log2j; ( f )  log; x + log2 x = 1 .
60. a log“ 2 = a > 0 , а ф 1.

1 _J_ l o g „ ( p - g )  _  2 ~ l og ( p - 4 )  4
logaO  + ?) l° g (p - , ) ( 'r + 9) '

62. log(3r+7)(9 + 12a; + Ax2) + log(2j.+3)(6x-2 + 23ж + 21) = 4.

63 - 3+4т7  = 2 + 1о8у Й -
64- Ц ^ г = ^  + ^ 3 .

65- logtg, =  3 -  Io&g*' 2 -  loS(tg,-i9)
6 6 . log2(5 cos x — 2) -j- log1/?2(l — 6 sin2 x cos2 x) = 3.
67. 2 log3 y/x = 6 -  v/loggz.
6 8 . log2 — cosx| = — 1.
Решить неравенства:
69. i ^ - ^ + 2; < 0.
70. log0 3 (a: + 1)/ log0 3 100/9 < 1.
71. logx^j.0,3 > 0.

x  +  5

72. (log0 2(ai — I) ) 2 > 4-
73. log, (§#-}) > 0 .
74. log(|r _1|) 0, 5 > 0,5.

75 - > 1-
76- [£i i i f p r 1 > 0.
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77. log2, ( a r  — 5x + 6) < 1.
78. log1/2 log2 logj, . !  9 > 0.
79.  2 loglog3 j. 3 < 1.
o r ,  log,(-\/4:i: + 5 - l )  \ 

log2(x/4x + 5 + l Г) 2 '

81 .  (log2 (X -  I))-1 < (log2 \/x + l ) -1 .
82 loo-- X + lo(r £ <iuo5 x -Г iuor 3 ^ loĝ ,
83.  log2( x — 1) — log2(■£ + 1) + logi±i 2 > 0.
84.  log, log2(4r — 12) ^  1.
85. log ,  log3(9j: -  6) ^  1.
8G. y j logj/о( + Ax -  4) < 1, x G Z.

87.  1 -  (9(log1/8 x) - )  > 1 — 4 log1/8 x.

88. log ,2(3 -  2x)  > 1.

89- ' °g ,  ( S 0 )  < 0-
90.  log , (x3 + 1) ■ log,+1 x > 2.
91 .  log , (s  + 1) < log] j x (2 -  x).

92. log1/2^ j ^ 0 .
93.  log|r _4|(2x2 -  9x + 4) > 1.
94 ____ 1 < ____!____

l o g l / 2  \Л + 3 ^  lo g l/2( x + l ) -

95. log, ^  ^  - 2 .
96.  log, 10 -  i l o g a 10 > 0, 0 < a < 1.
97.  log7 x — log3 7 • log.j x > log2 0. 25.
98.  x'log- r+4 < a4x (0 < a < 1).
99.  | log3 x\ < | log3 x/9|.
1QQ - l0g2(j+l )3-log^J+l)5 > q

101 .  log, (x  — a) > 2.
102.  log x > . / - 6.. .

toa V (-log« I_1) |оКд- a
103.  logp_ , +1 (p2 -  2px) ^  2.
104.  2 • (2 log2 x + 9 log!/2 x + 10)— 1 < 3 • (!og2/2 x — 2 log2 x — 8)~ 1.
105.  log3( 9 ' - 2 5 )  + log1/3( 3 ' - 1i )  <: l + 2 g ^ .
106.  x l°g3( 2̂-2^-2) > у

107.  (\o g 4 d ± ^ i y ~ 2 <: 1.

108  x f _log2-r2 > ТЪА Х~1
109.  log2( ^ 2 - 4 s  + 3) > log Vj2_4, +2yj+1+1 + 1.
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110. \/ж2 + 3 — 4ж log5 | + у ( \/8х — 2х2 — 6 + 1 ) ^ 0 .  

Решить уравнения:
111. 2 log, а + logar а + 3 loga2,  а = 0, а > 1.
112. log, 10 + 2 log10x 10 + 3 log100r 10 = 0.
113. logr £±f  < - 1 .
114. log4(x- + 12) • logj, 2 = 1 .
115. lg\/5:/: -  4 + lg\/^TT = 2 + IgO, 18.
116. lgx5v/5 -  | = (log,, v/5)-.

117. x/loga y a l :  + log, j f c r  + ^ loga ^  + log,. ( / J  = «•

1 1 8 .  9 - ( i o g 3 x ^ + I - i o g 3 y ^ T )  _  у ^ Т Г Т у .

119. log, 2 • log2j 2 = log4r 2.
120. у 4 log4 ж -  2 + y j \  + log2 ж = 4.
1 2 1  • logsin 3.r ( COS Ж -  cos 2ж) = 1.
122. log(r_ 1)(2x3 -  10x-- + 13ж -  1) = 3.
123. log2 log3(2x + 3) + log! j 2 log1/3 = 1.
124. log,2(* + l ) 2 = 1.
125. log8cos2 ,  sin x + 1/2 = 0.
120. log3(log2 ж -  9) = 2 + iog3( l  -  4 log, 4).
127. log(1_x)(3 -  ж) = log(3_r ) ( l  -  x).
128. log10(x2 -  8) log10(2 -  ж) = log5(x2 -  8)/log5(2 -  x).
129. log5 ж log3 ж = log5 ж + log3 x .

Решить системы уравнений:

130. .
log3 У • logy ( у  -  2x) = 1.
(ж + y ) x = (ж -  y )y , 
logo Ж -  log, У = 1. 
ж у  = а 2,

lg2x + lg2y = 2 ,5-  lg2a 2 (a < 0).
xiogs y + y log,T _  4)

log4 x -  log4 у  = 1.

ж|оЕз у _). 2ylog3 x =27,

log3 У ~ l°g3 x = 1 •

131 .

132.

133.

13 4 .
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135.

136.

137.

138.

139.

140.

14 1 .

142.

143.

144.

145.

146.

147.

/ , о Ь4 п1од4х у +  3--------  = О,
b g 4 у

X
log4 -  -  log4 X Iog4 у = 0.

У
lgJ -c = lg2!/ + lg2U'!/), 

lg2(® -  У) + Igi'lg2/ = 0.
1 1оВз» = 21 у,

у ' ° ^ т = Six.
log2 у = log4( х у -  2),

logy х2 + log3(х -  у) = 1.
2 ХУ - х~у = 1, 

logo У = у/х.
log, (ж + у) + 2 log3(x -  у) = 5,

2 Т -  а ■ •2£±̂ 1 + 2 У+1 = 0. 
log., х ■ logr (x -  3у )  = 2,

х ■ ylogr у = у  2 . 
lgx ■ lg(x + у) = lgylg(x -  у ), 

lgt/lg(x' + у) = lgxlg(x -  у) .  
log2( 10 — 2У) = 4 -  у,

log, -  + ----- = log, (ж -  1) -  logo(3 -  х).
3 у  -  X

lg '*( lg  1у -  lgr2/+ 1) = 13,

lgxy  = yJ\ogy x|lgy| -  7.

logo/з X  + log,/3 У  -  logo/3(x + y )  = 1 ,
lg3/,s ■ log3/o у  + log3/, (x  + y )  = 0.
X logy '  +  z ' ° g „ *  =  6 ,

j/og. * + a;log, у _  162)

r logi y + ylog* * = 'У48.
1 + log4 1 x = log, ( (x2 + y 2 )/( yz) )  ,

1 + logr1 у  = logy ( (y2 + r ) / ( : x ) )  ,

1 + logg 1 с = log, ( (x2 + z 2 )/(xy) )  .
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148- { (  l W  ■ 2 пх — — I + sin х = 0.

x y +  log, у = 0.

149.

150.

151.

('1т/2 -  I/ + 6)2Г = 20./,

+ log, у  = 2. 
l g i / r =  2 x l g ( 2 i y  -  

у/х -  X = Уу -  у.

1оё|1-г/|(ж -  г/) =  1,
2 l o g s  1*2/11°g|.rJ/! +  У )  =  1-

В этом параграфе использованы задачи из работ [1, 2. 4] и 
конкурсных заданий в СПбГУ и МГУ.

§ 2.5. Производная, пределы, касательная

Определение (предел последовательности),  lim хп = А •»
п  —►СО

Vc > 0 3Л г(с)\/гг > N
|*п ~ А\ <  с .

Предел последовательности геометрически — это стремление 
членов последовательности к точке, называемой пределом (Л). 

Определение (предел функции), lim f ( x )  = Л <=> Vf >

0 3<5(£)Vx-
|ar -  х о j < 6 => | f (x)  — Л | < £:.

Определение (производная функции в точке). f ' ( x и ) = 
lim /u'"+A.J')- /(^ ).

Д . г - 0  А г
Д л я  в ы ч и с л е н и я  п р е д е л о в  справедливы следующие соотноше

ния:
1. f ^  = ±0, ^  = ±00 , const > 0;
2 s iH  --- , l ( l im  Sinx _  Л .

r  — 0 \ x - ^ 0  1  J  '

3. ( l  + x ) i  — ► e ( е й  2 , 7 . . . ) .
r  — 0

Обозначение ±0 означает стремление некой переменной к О 
справа и слева соответственно.

Д л я  п р о и з в о д н о й  выполняются соотношения при 3u ' , v ' :
l . ( u  + v) '  = ii' + v ' . 2. ( t< • v) '  = u ' v  + u v ' . 3 . ( u/ v ) '  = ( u ' v  — 

v ' u ) /v2, v ф 0. 4. (u ( tj( x ) ) ) / = u'v ■ v'x . 5. (const • u(x) ) '  = const • u' (x) ,
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а также табличные производные:

(жп)' = n x n ~1; (sin х)'  = cos х; (cos ж)' = — sin х;

(tg ж)' = 1/cos2 х; ( ах )' = ат In а (а = const); (\Zx)'= 1/(2л/ж): 

(1/ж)' = -1/ж2; (loga i-)' = 1/(ж in a); (ctg ж)' = -1/s in2 ж.

Дл я  к а с а т е л ь н о й  в т о ч к е  ж = жп и фу кн ци и  /(ж)
а) .1/ = ?/о + / ' ( г о )  • (л -  .14,): t/0 = / ( ж 0 )
б) /'(жо) = t g a ,  где а — угол наклона касательной к оси ОХ.  
П р и м е р .  Написать уравнение касательной к кривой у  =

(—х ) я / 2 / \ ^ 2  в  точке графика, ближайшей к точке ( — 5,0).
Р е ш е н и е. d — расстояние от точки М(ж, у )  до точки ( — 5, 0). 

Имеем

Л(х, у )  -  \ (х + 5)2 +
V2

0

Тогда d ' (ж) = 0, ж, = —2, ж2 = 10/3, откуда rain d ( х) = rf(—2).
( —оо,0)

Следовательно, Л-fi (—2, 2). В этом случае касательная опреде
ляется  уравнением

3 , 
У = ~  2 Х ~ 1

У’ { - 2)

О т в е т ,  у  = — |ж — 1. 
Найдите пределы:
1. Ига ■~1 , ■-^2- г -1
2. Ига —■-~̂ ~1—г.а;—+1 Х Х 1
3. limТ_¥_з г3+Зг2+г+3 ‘

4. ИгаX—* 1
( ___1_____ 1 -З г  + г 2Ч\ 1 , о г 4
у х 2—Г-1 1—X3 J  ^  X3 —

-1 — т~ 1
З х -2 х ~  +  1

5 ‘ (5г -1)(^Н2г-1)-

С- ^  ( з ^ 4 -  зЙ з ) -
7. iim 2sinJ «tsi?g-i ,

я- 2 sin^ г  — 3 sin г+1
х  6

8. Ига .jr 2- c t g г - ctg3 х
Х  4

9. lira
х —► ! v x 1
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lim r 2 — 4

a > b, а ф 0.

l im  V' ;+J -v // - r .x_0 -i/l+J-Vl-J

15. lim
r 3 / 4 _ a l / 4 x l / 2 + a l / 2 x l / 4 _ n 3 / 4

16.

17.

18.

19.

20 . 
2 1 .

22 .
23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

->/2log4a}8. 

lim ^± 2 a~l-« .

lim sl,n(j9- " /3). 
r _ T / 3  cos ̂

ljm
г —Л-/3 «*(* + */6) ■

Hm
x- tt/g cos3j'
lim sia^£.
r_0
lim sin Sx ctir Зж.
r  — 0

lim
.r — 0

lim £. y . - 2 ,x _ [  sin(. r — 1 )
1 iI'll cos x  sin r  — tg  r  
x —*0 x2  s *n x
lim 1~ ^ 5r . 
x - o  3 j -
l  • 1 — C O S 7 (  7Г — X )  t »-vlim — — 4 - — n = 1, 2.x _ 0 5 ( i - jt) »  ’

s i n ( a 4 - 2 x )  — 2 s i n f a+ j - ) 4 - s i n  a  
x ~ 0  * 2
l im v/1+1K-r ~\/i+sin j-
.r-U
lim Я ± £ Ь У Е Н .
x - 0  ■c + -r ‘
lim 5Ш-5£.

x — 0 r
J jl^l sin o r  —sin 3 r  
r  — 0 s in j :
lim

Х - Т Г  5111 " X

lim
.r— 0 r '
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f r 2- l V +1 
\^2+l J

34. lim
x - + 0  Sln 1

35. lim COSX-COS3X
X-.0 x

36. lim 1 ~f sin X —COS X  

x _ 0  1 + s i n  par —c o s p x

37. lim tg 2x tg — x ) . 
r -*f

38. lim sinr-sina
Х—Ю. x  a

39. lim “ sx^cosa
r->a x~a

X — 1

40. limx~+oo
41. lim (sin x) tg r .

42.  lim v^l — 2x.

43. lim {n[ote^ | .oo ln (3-fe2 x )
Л Л  Dm ( r - l ) ( r - 2 ) ( x - 3 ) ( x - 4 ) ( : r - 5 )  

J ™ ,  ( 5 x  — 1 )5

Найти производную функций:
4 5 . Р = Т ^ .

46. y = ^ ^ .
*  1+ X

47. у  — x\J\ + x1.
48. y  = x + y/x+</x + t fx.
49. у  = sin (cos2 x) ■ cos (sin2 x ) .

50. у  = \Jx + x/xT" /X.

51. у  = e ~x' + In 2.
5 2  у  _ In 3 sini ar4-cos x

5 3 . y = ( f ) - f i ) e ( f )*
54. у  = a a + ax + xa .
55.  у  = In (ln3(ln3 x-)).
56. У = \ 1 n(1 + x) -  i  ln( 1 + x2) -

57. у  — ex + ee + ce .
58. 2/= 2 ± a E V T ^ 2  + 3/n ( i±4 E Z )-
59. Написать уравнение касательной к графику функции у  = 

х J 1 в точке его пересечения с осью абсцисс.
60. На графике функции у  = х(х — 4)3 найти точки, в которых 

касательные параллельны оси абсцисс.
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G1. /[оказать, что касательные к кривой у  = j — в точках 
пересечения с осями координат параллельны.

62. Определить угол наклона касательной к кривой у  = 
в начале координат.

63. Доказать ,  что не существует  точек на графике у  = j;-3 + 
х-  + х + 1, в которых касательные параллельны оси абсцисс.

G4. В каких точках касательные к кривой у  = ^----х~ — х + 1
параллельны прямой у  = 2 х — 1?

G5. Под каким углом к оси ОХ  наклонена, касательная к кри
вой у  = 2 х3 — х в точке пересечения с осью O Y ?

GG. И ид каким углом к оси О Х  наклонена касательная к кри
вой у  = хл — х 2 — 1 х + б в точке (2, — 1)'?

67. Прямая у  = — 4х — ф  является  касательной к кривой у  = 
%----4. Найти координаты точек касания.

68. Написать уравнения касательных к кривым у  = 2х~ — 5 и 
у  = х 2 — Зх + 5, проведенных через точку пересечения кривых.

69. Написать уравнения касательных к кривой у  = х 1  — 4х + 3, 
проходящих через точку М ( 2 , —о).

70. В каких точках кривой у  = 2 + х — х 2 касательная парал
лельна. биссектрисе первого координатного угла?

71. Доказать ,  что парабола у = а(х — х\)(х — x i) ,  а ф 0, x-i < 
х 2 , пересекает ось OY  под равными углами.

72. Под какими углами пересекаются кривые у  = х 2, х = у2?
73. При каком соотношении между коэффициентами а,Ь,  с  па

рабола у  = ах~ + Ьх + с  касается  оси О Х?
74. При каких р,  q кривая у  = хА + рх  + q касается  оси 0 X 1
75. При каком а кривая у  = а х2 касается кривой у  — 1пх?
76. К графику у  = (х -f 1)/\/х проведена касательная в той 

точке, где угловой коэффициент равен 2, причем касательная 
не проходит через начало координат. Найти точки пересечения 
этой касательной с координатными осями.

77. Найти площадь фигуры, ограниченной осью ОХ,  кривой 
у  = (х — I)5 + 1 и касательной к ней, параллельной прямой 
10х — 2у  = 3 = 0 и пересекающей ОХ  в точке с положительной 
абсциссой.

78. Вычислить площадь фигуры, ограниченной осыо ОХ,  
кривой у  = |( — x)'!/J и касательной к ней, проведенной в точ
ке кривой, ближайшей к точке (—5,0).
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79. Написать уравнение общей касательной к кривым ц = х ‘ I 
8/ + 4 и у = х 2 + \х + 8.

В этом параграфе использованы задачи из работ [2, 17, 19].
Ij 2.С. Исследование функций, построение графикой
Схема исследования функции у  = f ( x )  обычно такова:
1. Устанавливают область определения функции D( f ) .
2. Определяют множество допустимых значений функции

Е(Л-
3. Исследуют функцию на четность или нечетность: если 

D ( f )  симметрична относительно 0 и f ( x )  = f ( —x) Ух G D ( f )
~ —f i J0 Vi1 G D ( f ) ) ,  то функция называется  четной (не

четной). При этом исследование функции, равно как и построе
ние графика, можно ограничить условием х ^  0, так как при чет
ности график симметричен относительно оси OY  (при нечетно
сти— центрально симметричен). В случае отсутствия четности 
и нечетности говорят, что функция является  функцией общего 
вида, и исследуют ее при Vi.' G D( f ) .

4.  Определяют, периодична ли функция: если существует 
такое Т  > 0. что f ( x )  = f ( x  + Т)  при \/х G D ( f ) ,  то функцию 
называют Г-периодической, а исследование ее свойств ограни
чивают промежутком [0,7’].

5. Находят, если возможно, корни функции х, : /(х,) = 0.
G. Исследуют функцию на монотонность, для чего:
а) составляют уравнение ) ' ( х )  = 0;
б) находят точки разрыва функции ] ' ( х )  и корни уравнения 

(критические точки);
в) отмечают эти точки на оси Ох в области D ( f )  и устанавли

вают знак f ' ( x )  в промежутках между ними. Знак производной 
может меняться только в критических точках. При f ' ( x )  > О 
функция монотонно возрастает,  при f ( x )  < 0 — монотонно убы
вает.

7. Исследуют функцию на непрерывность, для чего находят 
точки Xi  разрыва f ( x )  и пределы функции f ( x )  при х - х, ± 0. 
Функция называется непрерывной в точке, если

1пПг_.г1 + 0 }{х) = liinr _*X|_o f ( x )  = f ( X i ) .

8. Исследуют поведение (функции при х — ±оо, если b v  <
D( f ) .

Оформляют график в виде линий, соединяющих характерные 
точки.
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Рис . 1

П р и м е р  1. Построить график функции

г< \ х 2  + 1 f ( x )  = -------- .
X

1. D ( f )  = { x \ x ? 0 } .
■2 . E ( f )  = R \ {  0}.
3. Функция нечетная: /(—ж) = = — f ( x ) .  График строится 

на половине D{f )  (при х > 0).
4. Непериодична.
Г). f ' ( x )  = 1 -  = 0 => х 2  = 1, х 1 > 2  = ±1; f ( x )  < 0 при

— 1 <; х ^  1, f ( x )  > 0 при |ж| > 1. Следовательно,  х = 1 — точка 
mill и mi l l/(г )  = /(1) = 2.

6. f {x)  = s l±L ф 0 .
7. linir_ +0 f ( x )  = +оо.
8. Строим график при х > 0 и, используя свойство централь

ной симметрии, отображаем его в область,  где х < 0 (рис. 1).
Найти участки монотонности следующих функций:
1. у  = Зх — х3.
2 •
О  \ /  X

у  ~ x-f 100 '
4.  у  = х + sin х.
5. у  = х + (sin 2х).
6. у  = cos —.
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7. у =
8. у  = хп е~г .
9. у  =  х 2 — In л2.
10. /(х) = х + sin hi x j  , если х > 0 и ]/(0) = 0.

Найти точки экстремума функций:
11. у =
12. у =
13. у  = х~'с“
14. у =  х3 е~х.
Исследовать на монотонность:
15. у = 3 sin х — 4 cos х.
16. у

1П X
_ In г  + 2

X
..1

х - + х + 1 *
17. и - 2 .)К+з)

J  ( х — 5 )2
18. Доказать ,  что /(х) = sinx + 2х возрастает  при V* £ R.
19. Найти р.  такое, что у  = cos х — рх + q \  Vx 6 R.  
Исследовать и изобразить функции:
20. у  = 1 + х2 —

2 1 - У = ТТ§^-

2 2 - . V = ( ^ ) 4.
23 - У = (Г^ттуг-
24 ’ . у = s/x3 — х'-' — х + 1.
25. у  =^ cos 2Х
26. у = х + i .
27. у = р2'г- т2.
28. у  = х + е~х .
29. у = V 1 — е~х2.
30. у = 2 ^ 2 + 1 - ^ 2-1.
31.  у = 4 х т -^  Х 2 +  1

3 2 . y = ^ f .

33. У = 7Tf2-
34. у
35. у =а Х~ —
36. у = , ^х- —2х+2
В этом параграфе использованы задачи из работ [2, 12, И>,

17, 20].

J-2+8J- ■
9 ’
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§ 2.7. Исследование на существование и единственность

Обычно задача формулируется так:

f ( x ,  a, b) = О,

где х — аргумент;  а, Ь — параметры.  При каких а и b задача име
ет' ровно п решений (по крайней мере п решений и т .д . ) ?

Методы решения состоят в сведении (расщеплении) уравне
ния к функции вида:

I i {x ) ~ (p ( a J->)- Строят график у  = f i ( x ) ,  который с пря
мыми у  = const должен иметь п  пересечений, что и определяет 
решение. Далее задача рассматривается  для параметров а и I/.

Если п. 1 не дает  результата ,  то принимают а)  = <р\(Ь) и
ситуация повторяется с той лишь разницей, что график зависит 
от параметра .

2 . ] F( i p ( x ,  а) )  = 0 . Производя замену t = i f (x,  а) ,  строят функ
ции у  = F( t )  и I = <р(х,а), которые исследуют в отдельности.

П р и м е р .  При каких а уравнение cos (\/а — х - ) = 1 имеет 
ровно восемь решений?

Р е ш е н и е ,  а ^  х 2, а — х 2 = Ак~ж2, к  ^  0, а = А к 2  ж2 + х2. 
Построим кривые а = 4 кж + х 2 при к = 0, 1, 2, 3, 4 . . . (рис. 2).

Из графика видно, что 3G~2 < а < 64л-2.
О т в е т .  Збтг2 < а < 64л-2.
1. В зависимости от р найти а , такие, что + 2р х 2  + р  = а 

имеет три разных корня.
2. При каких <I, а уравнение а х л + 2х +  1 = ц имеет Т))и разных 

корня?
3. Д ля  каких q при Ур > 0 функция f ( x )  = р х 5 — р 2 х4  + p 3 qx:i + 1 

возрастает  при х Е (0 , |)?
4. Д л я  каких b и а ^  0 функция f ( x )  = ах° + Ьх4 — Ь2 хл — 1 

убывает Ух Е [0,оо)?
5. Сколько корней имеет уравнение f ' ( x )  — a f ( x )  = 0, если 

f ( x ) = (х — x j )mi(x — х2)',,2(х — ж3)т з ? Здесь X] < х 2 < х3, 
т\,  то ,  m3 Е N.

6 . При каких а уравнение cos х cos 2х cos Зж + а — cos 2х имеет 
более одного решения при х Е [ f , ^f ]?

7. При каких а уравнение sin х cos 2х sin Зх = а имеет ровно два  
корня х Е [ f , ■§]?

8 . При каких о > 0 уравнение sin ях =  ̂ имеет единственное 
решение на [тт, 2тг]?
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Рис. 2

9. При каких а > 0 уравнение cos ах — 1 имеет единственное 
ррплчше х £ [ ?  ■ "] 9

10. При каких пЗЬ £ (0.1) уравнение х cos х sin b — a sin х cos b = 
х cos ж cos I) имеет но крайней мере два  решения х £ (0, |тг)?

11. При каких и и Ь уравнение х 2 ~'2х In  ̂+ '2 In j  — 1 = 0 имеет 
но крайней мере два  решения х £ (0, 1)?

12. При каких и система уравнений

у  = sin(a + 7гж) + sin(a — тгх),

у 2 + 1

имеет единственное решение при х £ [l ,  |] , у  £ ( —сс,0]?
13. При каких a > i  система

) 7 1 + а х2 ’
[ 5\/3cosa = (cos(a + j/) + cos(a — у )) (1 + г 2)

имеет решения в области х £ [2, V), у  £ R.
14. При каких а уравнение cos у/а —х 2 = 1 имеет восемь ре

шений?
15. При каких а уравнение sin у/a — х 2 = 1 имеет семь реше-
Юнии:
16. При каких а система

Г а х 2  + а — 1  = у  ■ s in i

tg- X + у -  = 1
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имеет единственное решение.
17. Найти все а, при которых система

Г 2 Ьт +{ а  + 1 )Ьу2 = а 2, 

\ (а -  1 ) х 3  + у 3  = 1

имеет хотя бы одно решение д ля  V6 £ R.
18. Найти все а, Ь, при которых система

х у  -  1
х у  + 1
2 , 2  IX + у  =6,

х > О

имеет единственное решение.
19. Найти все а.,Ь, при которых система

' xyz  + Z = а,  

x y z 2 + г = Ь,

_ х 2 + у 2 + z 2 = 4
имеет единственное решение.

20. Найти все значения а,  при которых система

Г (ж2 + 1),1 + (62 + 1)  ̂ = 2 ,

[  а + Ъху + х2у  = 1

имеет хотя бы одно решение V6 > 0.
21. При каких а система

Г 2И + !х | = у  + х 2 + а,

{ х 2 + у 2 + 1

имеет единственное решение?
22. При каких а система

Г ( |i'| + 1 )а = у  + cos ж,
I sin4 х + у 2 = 1

имеет единственное решение:
23. При каких а система.

?

Л 7Гarctg х = — + у,
имеет единственное решение?

х > О
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24. При каких а система 

x:i -  a y 3  = i ( a  + I)2,

х3 + ах2у  + x y 2 = 1 
имеет хотя бы одно решение, и всякое ее решение удовлетво

ряет уравнению х + у  = О?
25. Найти все а, 6, при которых система

Г (1 + х)у + (1 + у)х -  а2,

\ (ъ2 + i r 2+!/2 = (64 + 1)*»
имеет решение.
26. При каких а система

х
— b sin х = a,
У
У— b sin у  = а
х

имеет единственное решение для х £ [0 , 2 ж], у  £ [0,27г]?
27. При каких а уравнение 1 + sin2 ах = cos ж имеет единствен

ное решение?
28. При каких а уравение i  (sin ж + ^-jr) = | cos«| имеет реше-
е?
29. Дана система

sin х sm у  = psm а ,
cos х cos у  = р  cos а.

При каком р  найдется такое а ,  ч го система имеет решение?
30. При каком а уравнение {a — х 2 — cos -Ц^) л/8 — ах = 0 име

ет на, отрезке [—2,3] нечетное число различных корней?
31. Найти все значения а, при каждом из которых число ре

шений уравнения 3(ж2 + а2) = 1 - ( 9 а 2 -2 )ж  не превосходит числа 
решений уравнения ж + (За — 2)23'г = (8а — 4) log3(3a — 1/2) — Зж'3.

32. Найти а  £ (2,5),  что 3 хотя бы одно ж £ [2,3], удовлетво
ряющее уравнению log2(3 — | э т а ж ) )  = cos (тгх — |-) .

В этом параграфе использованы задачи из работ [2, 4].

§ 2.8. Задачи на наибольшее и наименьшее значении. 
Интеграл

I. Зад ач а  на  н а и б о л ь ш е е  ( н а и м е н ь ш е е )  з н а ч е н и е  решается еле 
дующим образом.
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1. Если отрезок замкнут,  х G [а, Ь], находят корни производной 
f ' ( x )  = 0. Пусть п  — точки mill, а;'- точки max. Имеем

/наиб = max {/(я- ) ,/(« ) ,  f ( b ) }  ,
/ н а й м  = mill {/(a-i). Д а ) ,  f ( b ) }  ■

2. Если множество 0 ( f )  "открыто'*, например (ч,  Ь) или [о, сю), 
то под наибольшим понимают самое большое значение, дости
гаемое функцией, т . е .  /на,,г, 5̂  f ( x ) 4 x  Е O( f ) .

II. По н я т и е  н е о п р е д е л е н н о г о  и нте г рала .
Если f ( x )  — непрерывная функция и F' (x)  = f ( x ) .  то

J  f ( x ) d x  = F( x )  + С,

С — константа.
Основные свойства:
Е j C f ( x )  = С  J  f ( x ) c l x .
2- / (/l (•') + f >( * ) ) d x  = / f i ( x ) d x  + J  f , ( .r)< Ix. 
Таблица, простейших интегралов:

./
f ( k x  + b)dx = —F(kx + b) + C,

..n+i
x n d x = - ---- -  + C,  п ф -  E

H + 1

[  —  = In |ж | + C, / axdx  = —-1- C,
. / ж  У In a

J  e xdx — e T + C,  J  sin xdx  = — cos x + C,

f  • f  dx/ cos xdx  = sin x + C,  / ---- -— = tg а: + C,
J  J  cos-a;

/ c/a;
-  Ctg £ + C.

sill" X
III. О п р е д е л е н н ы й  и н те г р а л :

fJ  a
f ( x ) d x  = F(x ) = F(b )  -  F ( a ) ,

где F( x )  — первообразная ( J ( x )  ^  0).
Найти наибольшее и наименьшее значения функции:
1. у  = х3 — Заг 4- За; — 2, х £ [—2, 2].
2. ?/ = За:'1 + 4а:3 + Е х £ [—2, 1].
3. у  = а:5 — хЛ + X + 2, х £ [— Е  !]■
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5 - У = ■ -с €  [О, £].У sin(-J+.r) ’ L > 2J
G. у  = cos2 i  sin ж, x G [0, 7r].

T-'» = 77kr<- > « И . Ц .
8 .  ?/ =  x +  cos j ; ,  i t  [ 0 , j / 2 ] .

9. у  = tgx  + ct,g2x, x G [тг/6, <г/3].

4. i / = i  +  §,  ж € [ - 5 , - 1 ] .

10. У = 1 /2 cos 2,г; + sin я,  ж G [0, тг/2].
11. У = ./•/2 — 1/4 sin 2.г + 1 /3 cos'1 — cos .г G [—я/2, я/2].
12. У = cos" х + sin x. x G [0, яг/4].
13. 2/ = \ j 2r — l > x €[3/4,2] .
14. У = a' + j t , x G [—2, — 1].
15. ?/ = ( ^ ) 2 . X ^ (0 , 7Г) ■
1G. У = -  e [о, i].
17. Пай ти разность между наибольшим и наименьшим значе-

пиями функции (/ = cos j ’ + i  cos 2x —  ̂cos 3x\
18. Найти b, такое, чтобы наибольшее значение функции | — 

2 х~ + х + 1/\ па участке 0 ^  х ^  1 было наименьшим.
19. При каком значении х G (0, гг/2) функция у  =  ̂

принимае т наименьшее значение?
20. При каком х функция

/
/ И  = \J 1 +

принимает наибольшее значение?
21. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

у (х)  = |ж2 + 2х — 3| + - х ,  х G [1 /2, 4].

22. Найти наибольшие значения функции f ( x )  = +
cos ж, х G R.

23. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

у (х)  = 24х — cos Г2ж — 3 sin 8r. х G [—тг/6, тг/6]

Вычислить интегралы:
24. J  cos2 xdx.
25. f 1'/~ sin2 2xdx.

J  —  7Г
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9fi Г27
Jo

9 8  f 37r/2 dx
Jo  cos'-(2r/9)'

29. f g  cos (^-  — Зх) dx.
30. f _7r sin f  dx.J  —ж 2

31- /<,' ̂ ~ sin x cos xrfx.
32- /~54 У 2 ^ | dx.
33  Г1/3 ff-"Jo  ч/л7+т"х -
34. J 01|/" x/Г— xdx.

3 5 .  /о2е o ^ r r  •
36. /00'5 ( 4 x -  с/х.
47 f 1 _
**'■ Jo

38 ‘ /,r,r//64(tg ;c + ctg a;) " lf/-1'-
39. J J cos4 xdx.
40. f ^ 2  s i n 4 xdx.
At f 1 _

Jo  уэ+Тб^-
42 Г15 dr____’ J — ! v/r + 10-УТ+Г'
43- / j ,  (10-/4 — sin тгх) с/х.
Вычислить площадь, ограниченую кривыми:
44. у = т/х, у = 2, х = 9.
45. у = 1/х2, у = 0, х = 1/2, х = 5/2.
46. у = 5/х, у = 6 — х.
47. Доказать :  /3 л/9 — х2с/х =

48. /0̂  VI -  3x2d =
49. Вычислить S  фиг., ограниченной графиками:

У =  \  |(г ' 2 -  +  8 ) |  , У =  2  +  | |(х -  3)| .

50. Найти a: /Qa (2 — 4х + Зх2)с/х ^  а.
51. Найти решения уравнения:

/ (х + 2а2 — а)с/х = — sin 2а,

27. f * ^ 4 ( s i n  2t  — cos 2 t ) 2d t .
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принадлежащие [—3/2, —1/2].
52. Найти .4 и В,  если f ( x )  =  ЛЗГ + В  удов лет п о р тт  /( I I )

2> f i  f ( x )dx ~ 12-

Задачи 1 — 16, 26 -46 взяты из работы [1], 22— из [3], <адачи 
17—21 и 47 -52 — из конкурсных заданий в СПбГУ.



Г Л А В А  3. ТРИГОНОМЕТРИЯ

При решении задач  в данной главе используются следующие 
формулы:

sin(cv ± /?) = sin cv cos f t ± cos a  sin /?; 
cos (cv ± f t) = cos a  cos ft + sin q sin f3;

tg cv ± tg [3
sin 2a  = 2 sin cv cos cv; tg(cv ± /?) =

1 =F tgotg/T

O' Ф — + АГ7Г, /3 ф ^  -I- ктг. a  ± f t ф ^  + ктг:

cos 2a- - cos2 cv — sin2 cv = 2cos2cv —1 = 1  — 2 sin2 a;
//, 9 \ cos 2 о tg irt = 2 tg cv/( 1 — tg" a ) ,  tv ф ±тг/4 + ктг; cos” cv = -------------;

sin2 a  = (1 — cos 2cv)/2; sin 3cv = 3 sin cv — 4 sin3 a ;
„ . -j „ . , . . . cv ± f3 a T  ftcos Jcv = 4 cos' rv — i  cos cv; sin cv ± sin 13 = 2 sin —-— cos —-— ;

,, 0 «  + f t a  -  ft cos cv + cos f t = 2  cos —-— cos —-— ;

a -  ft . a + ft 
cos cv — cos p — — z sin —-—  sm —-— ;

s ina  = sin/? О  a  = ( — l ) k ft + ктг; 
cos cv = cos f t O- a  = ±f t  + 2kn;  
tg cv = tg f t <=> a  = ft + ктг.

2 tg f
sin x sin у  = 0,5 (cos(« — y )  — cos(x + y ) )  ; sin ж = -------- =— ;

i + t g - f
1 — tg“

cos x cos у  = 0, 5 (cos(x + y )  + cos(z — y ) ) ; cos x = -------- -̂7-;
i + t g - f

sin ж cos у  = 0, 5 ((ж + ?/) + sin(i ’ — ?/)) ;

A cos x -f В sin x = \/Л2 + В 2 sin(x' + p ) ,  (p = arcsin
х/Л’2 + В '2 '

Правило  1. / (cv + (2fc + 1)£) = ±co f ( a ) M a ; k  £ Z, где / — 
любая тригонометрическая функция; со/ — сопряженная ей функ
ция (для sin cv это cos cv, для cos cv — это sin о и т.д. ) .
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Правило  2. f ( a  + kn)  = ±/( «)  Vcv; к £ Z.

|a| > 1, x £ 0,  
sin г: = a <=> ,

|a| ^  1, x = ( — 1) arcsin a +

| a | > 1, X' £ 0 ,
cos жr = « <=>

|«| ^  1. x = ± arccos й + /7rfc; 

tg x = я •£> x = arctg я + ктт.
Известны также соотношения

7Г . 7Г
— — arcsin я <J —, 0 ^  arccos я <С 7Г,

7Г 7Г
— — < arctg а < —, 0 < arcctga < 7г,

sin2 х = я О  ж = ± arcsin i/a + ктт, 0 ^  а <С 1,

cos2 х = а <=> ж = ± arccos \Лг + ктт, О а <С 1,

tg2 ж = а <=> х = ± arctg \/я + ктт, а > 0.
Решении sin ж = ±1, cos х = ±1 записывают в общем виде ред

ко, рассматривая их как частные случаи. Кроме того, исполь
зуют следующие свойства тригонометрических функций:

sin(—ж) = — sin ж; cos( — х ) = cos ж; tg (—ж) = — tg ж; 
ctg(—ж) = — ctg х; arcsin(—ж) = — arcsin ж; 
arccos(—х) = тт — arccos(x), \х\ <С 1: 
arct,g( — х) = — arctg ж; arcctg(—ж) = л- —arcctgx; 

тт I , ,arcsin ж + arccos ж = —, |ж| ^ 1;
ТТ

arctg ж + arcctg ж = —.

Тригонометрические неравенства упрощаются сведением к про
стейшим типа

sin ах > 6, cos ах < b, tg ах < Ь,

которые затем решаются с использованием свойств тригономе
трических функций.

Рассмотрим случай c o s a x  < Ь. Обозначим ах — t. Тогда

cos i < b.

1 . 6 ^ 1  — решение V/;
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sin

С\ Г\нJ
Р и с .  3

2. — 1 < b < 1. На рис. .3 изображена дуга,  косинус которой 
удовлетворяет неравенству.  Следовательно, имеем:

■s'! .. Г) a rccos 6 + 2 - 1 ,  „ „ (2А-+1 ) тг — arccos bа) а > U, ------ —----  < л. ч. ------------------ ,
б ) (I <  0 ~7Г~ arccos b + 2k 7г g <■ arccos 6 + 27гА; .

' 5 а а ’
в) а = 0, 6 = 1 ,  .с = 2-А-.:
г) а = 0, I) ф 1, х G 0 ;
3. 6 ^  - 1 ,  х G 0.
П р и м е р 1. Решить уравнение sin .г sin Зл; sin 101л; = 1. 
Р е ш е н и е .  Очевидно, что | sin л* | = 1. Следовательно,  либо 

sin л: = 1, либо sin л- = —1. Тогда проверка дает  л: = ~ + 2тгк.  
О т в е т ,  х = \ + 2 тг к,  к £ z.
П ри  м е р 2. Решить неравенство sin2 30л — 2 sin 30л; — 3 0. 
Р е ш е н и е .  Так как sin 30л: = t, то I 2 — 21 — 3 Js 0 <=> I <

— l U / ^ 3  => sin 30л: = — 1 =>• х = — тг/60 + £тг/15.
О т в е т ,  х = — тг/СО + ктг/l b ,  к £ Z .

arcsin (
П р и м е р  3. Решить неравенство -------, },г~г ~'... > 0.Г-Х-  )

Р е ш е н и  е. Так как arccos ^ ^  0 Ух
arccos^ ) ( г 2 — 2 )

х\ < 3, то

<: 2 \х~ — х\ > 2

откуда 2 ^  х ^  3, 
- 3  £ л; < - 1 , но

0 <
2

х — X-

2 > 0 ,

< 1,

-  1 <
X — х-

2 < 0,

< 0,
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Учитывая \ ^  Х ^  получаем —у/2 < х < —1.- 3  < х < —1,
О т в е т ,  —л/2 < х < — 1.

§ 3.1. Тоя^цеетвенные преобразования
Доказать тождества:

sin4 a+ co s4 (у — 1 _ 2
sin6 a+ co s6 а  — 1 3 '

2. 4 cos ( f  -  о) sin ( i  -  a )  = s- ^ .V 6 / v 3 / sin a
3. sin-1 2л • siu- 1 (60o — 2rv) ■ sin- 1 (60° + 2a) = 4 s in"1 6».
^  cos 6 o  — cos 7r* — cos 8a  -f cos 90  _ 15 a

sin 6a  — sin 7 a  — sin 8a-fs in  9 a  ® 2 ‘
s in2(37r —4a)+ 4  cos2(  —2 a )  —4 4
~  s- ( ^  -  4 a  )  -  4 cos- ( 2«  -  ^  ) =

6 .  s i n  ( ¥  + f ) ( i + t g 2 ( af - f ) )  _  i 

c « - s т ( ‘83( т - 7 ) - ‘ 6г( т - т ) )  8 '
_  tg (-J  -  Ц- ) ( l — cos( ^ - a ) )  cos- 1  a  — 2 co s2a  . .

7 - * ( >  -  f  )'< l + s m( 4; - « ) )  c o s -  a + 2  cos 2 a  =  t g ( " /G +  t t ) “
o 2 cos(7Г/ 6 — 2a )  — \/3 sin( 57Г/2  — 2a ) _ tg 2a

cos( 97г/2—2 a)-f  2 cos( 7r/6-f 2 a  ) ^/3 *
9 i , _  i 1 >/2 sin £■. tg a  + cos a  — 1 = —

sin( T - f )'
10. 1 + ctg о + sin-1 a  = ,  ----Л7Т-0  1 2 sin s in (7r/4- a / 2)
1 1 . sin a  +  sin f t  +  sin 7  — sin(a +  f t )  cos 7 — cos(« +  f t )  sin 7 

4s in2±£sin£±*s in*t£.
12. cos~b a  — tgG a = 2 tg2 о cos-2 0 + 1.
13. sin6 о + cos6 a = (5 + 3 cos 4a)/8.
14. t g ( f  + f )  - t g «  =
15. 16 sin0 a  — 20 sin3 cv + 5 sin ft = sin 5«.

______ 1 —2 cos2 2a_____  _ 1
2 t g ( 2 a - f  ) s i n 2 ( i  + 2 a )  ~

17. (sin o — sin /?)(sin a  + sin f t) = sin(cv + ft) sin(ft — f t).
1 8  ■ ? - 4 c o s 2 a - f c o s 4 a  _  t ( f 4

34-4 cos 2 a - f  cos 4a- — u ‘
19. 8 cos4 ft — 4 cos3 ft — 8 cos2 a  + 3 cos ft + 1 = —2 sin sin
20. sin2 cv + sin2 f t — 2 sin «  sin f t cos(a — ft) = sin2(ft — f t).
9 1  s in Q+s i n/ j +s i n  7 - s i n ( q + ^ + 7 ) _  , a + 0  , 0 + i  , y  + a  
w * cos a - f  cos /0+cos7 +cos(a+/?-f7 ) о  2 b  2 о  2 
o o  _ 2 Л I ЛЛ, 2 о ,  i 1 2 cos(n + l ) a  sin n a  . n22. cos ft + cos 2«  + • ■ • + cos” n a  = — L- /-----------h тт-2 sin a  1 2
2 3 . c o s 7Г

33 COS 2tt
33

4 7ГCOS 3̂ co s

*H|"
CO00И со 

00l«O 6 7Г _ 1
33 — 32 •

2 4 . COS 2тг
31 COS 47Г

31 COS | y  cos 1 6 7Г
31 cos 32тг _  1 

31 ~ 32

2 5 . s i l l 10c1 s in 20 0 sin 30°. . . s in 90° _  3 
~ 256*
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26. cos утг cos j g  cos f f  ■ • ■ cos ~  = — 7̂ 4 .
27. sin 18° sin 54° = 1/4.
28. cos(2 arctg 2) — sin(4 arctg 3) =
29. arccos || — arccos -j-S = f  — arcsin I.
30. cos ( l i l )  -  cos ( ^ )  = i .
31. sin 84° sin 24° sin 48° sin 12° = lb
32. tg 12° tg 24° + tg 24° tg 54° + tg 54° tg 12° = 1.
Вычислить:
33. sin4 §  + cos4 + sin4 + cos4
34. sin 20° cos 50° sin 60° cos 10°.
о с 6 sin a - 7 c o s « + l  „ - т т м Ь -  «  — A 

8 sin a  + 9 cos a  —1 1 g  2
36. cos если sin а  + sin / ? = — — .

a  +  /3 7 5тг я
t g “ ^ =  9 ’ T < Q < 3 7 r ’ “ 2 < / ? < °

37. ctg/?, если = £
38. sin6 a  + cos6 a , если sin a  + cos a  = m.
39. sin 2a,  cos 2a,  если tg a  = £.’ <7
40. tg/?, если l°.8<a +̂ ) = E.

cos  ( a - (3 )  q
41. i  — cos4 (^f  + i  arccos
42. arccos (cos (2 arc.tg( v/2 — 1)) ) .
43.  cos 260° sin 130° cos 160°.
44. tg ^2 arccos — arcsin .
45.  tg ( i  arccos | — 2 arctg(—2)) .
46. ctg §,  если sin x — cos ж = : +2>/2.
47. cos8 a  — sin8 a ,  если cos 2a = m.
48. cos 15°.
49. sin 18°.
50. s in6°.
51. c o s ( d  + if>) и sin(0 + ^), если cos 0 + cos ip = а и sin 0 + sin ip = b.
52. Доказать ,  что

arcsin ж + arcsin у  = ту arcsin (я \/l — у 2  + y \ J  1 — ж2) + £Г7г, 

где = 1, е = 0, если жг/ < 0, ж2 + у 2 ^  1; 

ту = —1, е = —1, если ж2 + у 2 > 1, х < 0, у  < 0;

г] =  —1, е = 1, если ж2 +  у 2  > 1, ж > 0, ?/ > 0.
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53. П усть
sin(0 — a )  a cos(# — а )  с 
sin(# — f3) b ’ cos(# — (3) d

Д о казать ,  что cos(a — (3) = .
54.  Исключить p  из уравнений:

cos(q- — 3<p) = m cos3 tp, s in(o — 3ip) = m s in 3 p.

В этом параграф е использованы задачи  из работ [4, 17]. 

§ 3.2. Тригонометрические уравнения

Решить уравнения:
1 . 1 — sin4 х — | cos4 ж = 0 .
2. cos х — т/ 2  sin f  = 1 .
3. 8 cos4 x — cos Ax = 1.
4. 1 + sin 2s = cos x -f sin x.
5. sin4 | + cos4 | = §.
6 . 4 sin4 x — 5 cos2 r  -f 2 cos 2ж + 2.
7. 2 cos 2ж = \/6(cos x — sin x).
8 . sin3 x + cos3 x =  1 — \ sin 2x.
9 . 1  + sin x + cos x + tg x = 0.
10. 12 sin2 x + 3 sin ’2x — 2 cos2 x =  2.
11. 3 cos2 x — 8 sin 2x =  —4.
12. 2 cos 4 s  — 3 sin 4s = 1.
13. 1 — 3 cos2 x = 2 sin x cos x.
14. cos2 ( §  — x) — cos2 ( f  + s )  = i .
15. 2 sin s  cos 2s + sin 2s cos s  = cos x sin 4s.
16. ctg s  + ctg 3s = tg 2s.
17. sin s  sin 7s = sin 3s sin 5s.
18. s in (7r c o s s )  = cos(7rsins).
19. sin 5s + sin 7s = 5 sin 6s .
20. s in s  — sin 9s = 3 cos 5s.
21. s in (s  — a) = s in s  + sin a.
2 2 . sin5 x +  cos5 s  = 1 .
23. sin 5s + cos 8s  = 2, |s| < 10.
24.  sin 3s cos 5s = 1.
25. s in s  = cos 7s, |s| > 3.
26. 6 sin2 s  + sin s  cos s  — cos2 s  = 2 .
27. sin cos Щ- + sin % cos ~  + sin 2s cos 7s = 0.
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28 . 4 sin x +  cos x = 4.
2 9 .  s in4 x + cos4 x = cos2 2ж + 0, 25.
30 . sin 2z — 4 cos 2z = 4.
31 . t.g x tg  20° + tg20 °  tg40 °  + tg  40° tg x = 1.
32 . sin x + sin — = sin (x — .

7Г V 7Г /  _____________________

33 . s in3 .?:(! + ctg x ) + cos3 x( 1 + tg x) = 2VsirT X COS X.
34 . t g 2 I  + s il l2 f  (tg i )  + cos2 £ (c tg  f ) + c tg2 i  + sin j* = 4.
35 . t.g( 120° + Зж) = t.g(x -  140“) = 2~sin(80° +  2x).
r>~ COS“ x{ 1+CtgT) — 3 оо и. -----—----- -—-— = 6  cos a:.sin X — COS г
о 7  ____ 1______ |_ 1 _ 15 co s4 r

2 ctg 2 2Г+ 1 ' 2 tg 2 x + l ~  8+ sin2 2 x  '
38 . cos ;  cos 2z cos 4 ;  cos 8 ;  = t^.

39 . ^ n.3, b ; os^ )  = s in f .16 sin ^ — 25 cos ^
4 0 . s in -1 t — s in -1  21 = s in -1 41.

1 +sin 2 r  , о i + ts-r _  q _  n
1 —sin 2x ‘ 1 — tg л-

4 2  ctg_2£ Ctg г 9 0
ctg  г T  ctg 2 г -------- u '

4 3 .  I - 51" / - 005/ ’ = 2 COS2 32.1 — sin 4 Z — COS 2
4 4 .  sin 2 ж +  2 ctg x = 3.
45 .  2 cos 1 Зж + 3 cos Зж + 3 cos 5ж — 8 cos ж cos3 4ж = 0.
4 6 .  cos 9ж — 2 cos 6x = 2.
4 7 .  s in2 21 + cos2 21 = 3 (sin4 2t, +  cos4 21) + i ( s i n  t +  cos t).
48 . sin t 2 = sin t.
4 9 .  s in3 с sin 3r  + cos3 z cos 3z = cos3 4z.
50 . 2 s in4 ж + 1, 25 s in2 2x — cos4 ж = cos 2x.
51 . sin 32 — sin t = 8; ostctf 2<.4 - s in “ '! *
52 . t g z t g ( r +  6 0 ° ) t g ( 2 +  120°) = л/3.
53 . cos Зж + cos Щ- = 2.
54 .  tg г  tg  2z = t g c  + tg 2z.
5 5  2(co53 r  + 2 s in 3 j )  _  • „
O J’ 2 sin r +3 cos x — S l l l/Ж.
56 . t g 4 x = 36 cos2 2ж.
57 . 2 sin 2x 4- .3 tg ж = 5.

58 - tR'r f ^ 7  = sill(ij ;- 
+ i f t f  + § = «.

60 . tg(/.2 -  /) ctg 2 = 1.
61 .  tg ж t g ( r  + I ) = 1.
62 . tg (35" + ж) ctg(10° — ж) = 2/3.
63 . 1 + sin с + cos с + sin 2z + cos 2z = 0.
64 . cos- (2ж + f ) + cos2 (p j  — ж) = 0 .
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65.  t g  x — t g  2x  — s in x.
66. 5( 1 — sin 2x )  — 16(s in x — cos x) + 3 = 0.
67. 37 tg3 x = 11 t .gx.
68. sin 3x  = a sin x.
69. tg x + tg a  + 1 = tg x tg a  .
70.  ( cos2 x + cos- " x ) (  1 + t g-  2t/)(3 + sin 3 ; )  = 4.
r--, 1 -  sin * + ... + ( - 1 )" s in ” * + _  1 — cos 'It

1+sin .+ sin r‘ t +  ... 1-f cos ‘21 '__________

72.  cos с \ J l g -  :  — s i n2 z + sin z \ / c \ g 2 z — cos-' с = 2 sin с .

73. \Jk ~ sin x + \J\ + sin x = 1.

74.  sin x + v/2 — s in 2 x + sin x\J2  — s i n 2 x = 3.
75.  v/1 ~ 2 sin Ax + \/G  cos 2 x = 0.
7 6 .  sin тт\Д  + sin-/,  = 0.
77. sm103x + cos‘ »3^ = 4 ^ g ^ .
78.  c t g 2 с = cos2 4c +  1.
79. tg(7T ct.g/) = сt.g(7Г tg /).
80.  s i n8 2x + cos8 2x = 4 1/128.
81.  2( 1 — sin x — cos x) + tg  x +  c tg  x = 0.
82.  t e ‘ о , (sin 3/ -  sin t )  =  - ■ ■} , ..2 —cos 2 t v / c tg 2 t - 3
83.  t g(  7Г COS t ) = Ctg(7T s i n /).
84.  t g  x + c tg  x — cos 4 x  = 3.
85.  (5 + 3 s i n 2 x ) ( 2  — s i n 6 ж) = 7 + cos 2y .
86. t g  2x  t g 2 3x  t g 2 ox = tg  2x  + t.g2 3x  — t g 2 ox.
87.  t.g2 x + tg  x -  3 c t g 2 x -  3 c tg  x — 2 = 0.
8 8 . cos 6x  + sin = 2 .
89.  ( t g  x  — t g 2 x ) -  — cos(x  +  4 t g  x) = — 1.
90.  (4 — cos 2 x ) ( 2  + 3 sin y )  — 1 2 +  13 cos -2  3c.
91.  2 t g  7rt~ — t g  ж I. + t g  n  I t,g2 ж ! 1 — 0.
92.  3 t g 2 x  — 4 t g 3 x  = t g 2 3x  t g  2x.
93.  (3 — sin z)(A — s i n -2  c )  = 12 + cos2 ?/.
94.  4 — 4(cos с — sin с ) — sin 2c = 0.
95.  5 sin 2c — 11 (cos с + sin с ) + 7 = 0.
96.  (s in x + v/3 cos x )2 = 5 +  cos ( ^ + 4 x ) .
97.  t g  x + ctg x + t.g2 x  + c t g 2 x + tg-’ x -\ ctg-* x -  6.
98.  (1 +  t g  x)  = (1 — tg  x ) ( l  + sin 2x ) .
99.  s in4 жх + cos'1 жx  — s in(27rx) .
10 0 . s in x sin 5x = sec 4x .
101. sm 11c + sin I Z +  ̂COS I Z — 0.
10 2 . co s(77t x )  s in(f)7rx )  = cos(.r)7rx)  s i n ( 8; rx).
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_  1

103.  cos2 (|- + x) — cos2 (|- — x) = — i .
104.  (a — 1) sin2 x + a sin x — 2 = 0.
105.  s in2 (p j  + x) + cos2 ( j j  -  x) -  f .
10G. sin6 x -f cos6 x + | sin2 '2x -f cos 2x = 0.

sin 2x  _ sin3 r+ 3  cos3 x
2 sin r - f  3 cos r  '

108.  cos 'ix sin3 (x + |) — sin 3x cos3 (x + f-) =
109.  6 t,gx + = tg2 x ,
110.  8 cos 6x cos'* x — cos 9x — cos 3x = 0, G ( - - 7 , ~ ) . 
H I .  = 2s in 2 2x. x G (0. § )  • "
112. i ± ^  = tg 2 x - 3 ,  x G [0, 2тг].
ИЗ.  3|-'~s-n 3^  = 2 cos 2x -  7. x G (-тг. тг).sin r  —cos 2.c ’ ^  ' >
114.  a sin 3x + sin 2x + sin x = 0, a G R.
115.  sin ( f  + 4f) = 2  sin + § )  , x G [—т.  тг].
116. sin 2x ( 0 , 1 — cos x) = sin 2x + 0, 2 sin3 x.
117. sin |x| = I sin 2x|.
118. 4 (cos 2x + sin 2x) = 7 (cos x + (1 + \/2) sin x ) .
119. J -  + - ± -  = 2.

S i l l  Г  COS X

1 2 0 . v/3 cos3 x — 3 cos2 x — Зл/З cos x + 1 = 0 .
i  1 Г£

121 . sin x +  cos x = * B .

1 2 2 . f  3 cos 2x = sin x.
123. 2 sin 7x  — (sin (ix + 2 tg 4x) cos Ix.
124. cos-'2.r+,.°sj.r-2 _  j 

cos r (3 -f  cos- 2x)

125. cos2 2x + 4 sin1 (2-+ x) =2cos2x .
В этом параграфе использованы задачи из работ [1 -I, 10] и 

конкурсных заданий в СПбГУ,  МГУ.

§ 3.3. Тригонометрические:  неравен ства

Решить неравенства:
1 > 2l+tgr ^ Z-
о [К2*~2 <- I

3. sin2 х — 2 sin х — 1 < 0, 0 ^  х ^  2тг.
4. |sin х — i| < 1, 0 <; х 2тг.
5. |cos2 х — cos х — i  I > ^ , OsJx^TT.

sin x — 26. /sinf~-, > 2 .4 sin*- x  — 1
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7. sin x — \/3 cos x > \/2, 0 ^ х ^  '2т:.
8. tgx  > cos х, 0 ^  х ^ ж/2 .
9. | sin х| > ctg х, 0 ^ х Sj 2тг.
10. | sin х| > | cos х\, 0 ^  х <; 27г.
11. 1 -  , CO?J , 1 , , 0 < X < 7Г.4 COS2 X  — 3 3 - 4  COS'* ;Г ’
12. log]/2 sill X > 1 , 0 < X < 7Г.
13. sin Зх < sin х.
14. sin .г sin Зх > sin5xsin7x.
15. cos'* х sin Зх + cos 3x sin3 x < |.
16. sin 4x + cos 4x  ctg 2x > 1.
17. s in1 x + cos'1 x ^  jj.
18. sin" x lg y-jpjj > sin" x.
19. 2 cos 2x -f sin 2x > tg x.
2 0 . v/1 + 2 cos X + ^/cosx > у  ■V- — cos ж> 0 ^  x < 2ж.
21. log., cos x > log2tgx,  0 ^  x ^  7Г.
22. sin | lgx| + cos | lgx| >
23. cos~ 2x/cos" x 3 tg x.
2 4  U + s in r )  1 —sin £ /  a

1— COST 1 — COS X ^
25. cos x -----— < a, a > 0._ COS X ^  5
26. sin 2x sin 3x — cos 2x cos 3x > sin lOx.
27. 4 sin x sin 2x sin 3x > sin 4x.
28. 3 cos2 x sin x — sin3 x < 1/2.
29.* (32 sin8 x)~2 + 4 sin6 x ^  1 —sin4 x.
30. sin(2Trcosx) > 0.

В этом параграфе использованы задачи из работ [1, 4, 7, 11—
13, 15, 17, 19], а также из конкурсных заданий в СПбГУ и МГУ.

§ 3.4. Обратные тригонометрические функции

Доказать:
1. arctg х = arcctg j .
2. arcsin x + arcsin у  = arccos(x\/l — у -  — y\J  1 — x J ), 0 <C x, у  <; 1.
3. arctg x + arctg у  = arcctg J . x , y  > 0.
4. 2 arcsin x = arccos( 1 — 2x2), x £ [0, 1].
5. i  arcsin x = arccos V.1 +£±уОл£ ; 0 ^  x ^  1.
6. sin(arcsin x) = x, |x| <; 1.
7. sinfarccos x) = v l  — x2.
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8 . s in (a rc tgx) =
9. cos(arcctgx') = y = = .

Вычислить:
1 0 . sin (arccos |) .
1 1 . cos (arcsin | ) .
1 2 . sin (arccos — y ) .
13. cos (arcsin — f ) .
14. sin(arctg 2).
15. cos (a rcctg (—2)).
1 G. Ig (arcsin (— = )) .
17. ctg (arccos ( - § ) )  ■
18. sin (2 arccos .
19. arctg (tg f -).
20. arcsin (sin 5).
Доказать ,  что
2 1 . 2 arctg 2 — arctg | = f .
22. 4 arctg | -  arctg ^  = f -
23. 3 arcsin i  + arccos j i  = £.
24. arctg i  + arctg I  + arctg \ + arctg I  = f .
25. arcsin i  + arcsin т^уу arcs' n = t - 
2G. cos (2 arctg A) = sin (4 arctg i ) .
Решить уравнения:
27. arcs in( l  — x) — 2 arcsin j: = ~ .
28. arctg(x + 1) + arctg(x — 1) + arctg x = 0 .
29. arcsin 4 -  — arcsin \Д — x = ^ .
30. 2 arctg x + 3 arcctg x = 77.
31. sin ( i  arccos x) = P
32. (arctg ж) 2 + (arcctg x ) 2 = ~2.
33. arcsin x = arcctg x.
34. arccos |ж| = arcsin ‘2x.

Решить неравенства:
35. arccos ж > arccos у.
3G. arctg2 x — 4 arctg x + 3 > 0
37. arcsin ж > arccos x
38. arcsin ж < arccos(l — x).
39. arccos ж < arccos x-_.
40.  Ц -г  < — !------- Pa rcsm jг  I arccosx
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В этом параграфе использованы задачи из работ [I. 4, 13].

§ 3.5. Смешанные задачи с использованием тригономе
трии, системы уравнений

Решить системы уравнений: 
\/2 sin х = sin у,

4/2 cos х = \/3 cos у.
1.

2 .

3.

4.

G.

7.

8 .

9.

cos (ж + у)/ COS ( X* -  у) = -  ,

1
Sill X sill I/ = - .

• 3
sill 7ГХ 4- sin 7Гу  = 1,
X -f- !/ = 1 / 3.
sin Х7Г sin Try = 3/4, 
tg 7ГХ tg - y  = 3. 
arcsin x = — arccos y,
COS ( 3 7Г ( X 4- y)) = 1. 
sin x = cos 2y, 
cos ;/ = sin 2x.

2 I 0x + y -
X + У

= 1,

-  +  -  =  1 / ? J .
X у
l°g2 X ,0£y 2 + 1 = 0 ,  
sill X cos у = 1 — cos x sin y.

-  sin( 1 — у + x2) cos 2x = cos(y — 1 — x 2) sin x cos x,

2y+2j?
|оь2* = 2 ~ x ’ ( ? / - ' -  + 2x' > °)-

Г xy = 1,
10. { 7Г

arcsin x + arccos у = —.

1 1 .
arcsin x arcsin у = 7r“/12,

arccos x arccos у  = 7r“/24.
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12.* Найти о, при которых существует хотя бы одно решение

1 2 , /cos —  - 5 12, 1 ПУ 7/ c o s ------- / + 24,  /cos —  +  13
V  2 \/ 2 V 2

7 г ( ж - 2 у -  1)
11 — л / s in-------- --------- ,

2 (ж2 + {у -  а ) 2) — 1 = 2 \ / х '2 + ( у  -  а ) 2  -  4 '

13. Решить уравнение

log., ^сов2ж + cos — j  + log ,^  (sin x + cos

14. Найти значения о £ [О.тг/2], при которых наименьшее 
значение функции

/(ж) = Зж4 + 4ж3(сов n — sin о-) — Зх-2 sin 2а

на отрезке [— s ino,cosa]  принимает наименьшее значение.
15. Найти целые корни уравнения

cos 7̂г (\/9ж2 + 160ж + 800 — Зж  ̂ /8^ = 1.

1G. Найти все значения о, при которых уравнение

0.

(о — ж2 — cos( 1 1ж7г/4)) v S  — ax = 0

имеет нечетное число корней на отрезке [—2,3].
17. II айти все пары (ж, у), такие, что

\J2 — |у| ^5 sin2 ж — 6 sin ж cos ж — 9 cos2 ж + 3 =

= (arccos ж)2 + arcsin2 ж — 5тг2/4.

18. Найти все 6, при которых система неравенств

J  26 cos 2(ж — у )  + 862 соэ(ж — у )  + 628(6 + 1) + 56 < 0,

| ж2 + у 2 + 1 > 2Ьж + 2у  + 6 — 1г

выполняется при Ух, у.
19. Сколько корней имеет уравнение

cos ж ctg ж — sin х = a cos 2ж, ж £ [0, 2тг]?
• в .8

20. Выразить сумму sl”3y + cû 3  ̂ только через а  и 6, если

sin4 ср/а + cos4 ip/b — \/{а + 6), о, 6 > 0.
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21. Расположить в порядке возрастания числа

cl j =  log1/(2(sin 2 х ) ,  « 2 = 1  — logL> sin х ,

а з = log!/2( 1 “  cos 2 х) ,  х  £ ( о ,  j )  .

22. Решить уравнение

log2 | х
1 . •; ~х
— = s n r ----- (- cosJ — .

1 2 2

23. Решить неравенство

lg(tgx + ctg j ; )  -  lg 4
< 2, x £ [0. 27г].

Ig(sin x + cos x)

24. При каких а разрешимо уравнение

(«" + 2) cos4x + 1 = 4a(cos4 x + sin4 x)?

25.  При каких x £ (0: 77) функция

у  = 1 / cos x + 1 / sin4 ж

принимает наименьшее значение?
2G. При каком а уравнение

(2 — sin2 х)/(  1 + sin х) — а

для х £ [0, 2тг] имеет ровно один корень?
Решить системы:

(sin х + cos х)~ + у  2 + sin 2х + 2v/2sin(j: + тг/4) = 6,27.

28.

29.

30.

3 1 .

cos «/(l + 2 cos х — cos у )  = cos x( 1 + cos x).  

s in2( —2x) — 3v^2tg5 i/ = (3\/2 — l)/2,

tg J 5y — (3 — \/2) sin 2x = (3 ^ 2  — 1)/2 . 
sin x — 1/ sin i  = sin 

cos x — 1 / cos X’ = cos j/.

3 ctg г  = tg '! y,

cos x = sin" 2j/.

cos x — cos j/ = s in (x  + y) ,

И  + 12/1 = тг/4-
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„ . , 37Г Л tg х + ctg x — 2  sin у ------
32. 4 J

2 sin (ж + 0  = tg у  -f~ ctg y.
33. Показать,  что не существует  треугольника,  каждый угол 

которого удовлетворяет уравнению

(3 cos х — 2)(14 sin2 х + sin 2 х — 12) = 0.

34. Доказать ,  что существует треугольник, каждый угол ко
торого удовлетворяет уравнению

(65 sin х — 56)(80 — 64 sin х — 65 cos2 х) = 0.

35. Пусть углы треугольника удовлетворяют уравнению

х 2л/3 
t g *  — tg 2 =

Доказать,  что треугольник равносторонний.
36. Доказать ,  что уравнение

ctg 2х + ctg Зх + —------ т-4:— r-т— = 0sm х sm 2 х sin бх
не имеет корней.

В этом параграфе использованы задачи из работ [1, 4, 7, 11,
12, 17], а также из конкурсных заданий в СПбГУ и МГУ.

§ 3.6.  Трансцендентные  у р а вн ен и я

Решить уравнения:
1. 2 cos ^  = х 1  + Ах + 5.
2 . х~ =  — cos х.
3. sin ттх = х — 1.
4. logw х = 1 + sin х logT 2.

/ ----------------\ sin x  / ---------------- \ sin x
5. ( V 5  + 2\/6j + ( y 5 - 2 v / 6 j

f o g s in  X  2  l ° S s i n 2 Г  3  1 ■
7. sin(5 arctg Зж) = 1.
8. sin(7r lg x) + cos(7г lg x) = 1.
9. tg(3 arctg x) = ctg(3 arcctg x).
10. /̂1 + lg tg x + <yi -  lg tg x = 2 .
11. lg (arctg x) + lg(arcctg x) = a.
12. 3.E = ctg (arctg  ̂ -  arctg = 0.

10 
3 •
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13. 4 arctg(®2 — Зх + 3) = тг.
14. arcsin(lg г 2) — arctg(lg x) =
15. arctg(2 cos x) — arctg (2 cos2 f ) = 7t/4.

r —------- _2 sin* x — 3 sin ar-fl
1C. \J[zos  x) = 1.
17. arctg(2 + sin x) — arctg( 1 + sin x) = тг/4.
18. arcsin 2r+2 + arcsin(4v% • 2Г) = тг/2.
19. arctg 3r — arctg 3_:r = тг/6 .
20. sin(ir arctg x) = cos(7T arctg x).
21. sin(7Г arctg x2) — 1/2.
22. arccos x + arccos ((z + i/3 — Зл2)/2) = 7r/3.
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Г Л А В А  4. ГЕОМЕТРИЯ

Определение. Вектором а называется направленный отре
зок. Число, равное его длине, называется модулем вектора |а|.

Вектор определяется координатами x , y , z ,  которые есть про
екции его на оси координат. В прямоугольной системе коорди
нат с  орт-векторами i . j . k  координаты .г. у . :  -коэффициенты в 
разложении

а = ,i'i -f y j + ;k.
Длина вектора определяется выражением

| а | = \/ + у-  + ■
Действия с векторами:

« = (пг , а у , а , ) ,  Ь = (bx , by , b : ), 

а Ь = (а г + Ьт , а у -)- by, (/_- + b: ), 

с а = (car , c d y . c a : ), где с — число,

а ■ Ь = |а| ■ |Ь| cos ^а, b j = nr br  + (lyby + 

a_Ll) О- a • b = 0,
, , ,  a r  tty tt.

» " b «  i 7  = s ;  = r

П р и м е р  P Доказать ,  что если вектор с делит противопо
ложную сторону треугольника в отношении т : п.  то

I) т

§ 4 .1 . Векторная алгебр а

т  + 11 in + л

где а, b — векторы сторон треугольника (рис. 4); j^yj 
Д о к а з а т е л ь с т в о:

а + aj = с. с + b] = 1),
Iа, = bj —, 

п

а + bj — = с, l>i = 1) — с. 
п

та ± (1) — с) — = с, 
п

т  + п т ,
с --------= a -i------b,

а п
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т n

Р и с .  4

п  г n
с = ь + а.

т  + п т  + п
Вычислить скалярное произведение векторов:
1. а  = {2, 4, 1} и I» = {3, 5, 7}.
2. а  = {—2,3,11}, Ь = {5, 7 , -4} .
3. а  = 2i + 3j — 4k. Ь = i — 2j + k.
4. ( 2 «  + 3/3)(4« — 6/3), где « ,  [3 — единичные взаимно перпен

дикулярные векторы.
5. Разложить вектор (1 = {1, 1 , -2} но трем некомпланарным 

векторам а  = {1, 1, — 2}, b = { 1, — 1, 0} и с = {0,2,3}.
G. При каком значении о векторы а  = {2, 3, —4} и Ь = {а , —6, 8} 

параллельны?
7. При каком значении о векторы а  = { 1 , а , — 2} и Ь = 

{а-, 3, —4} взаимно перпендикулярны?
8. Зная, что |а| = 2. |Ь| = 5, (а, Ь) = 2тг/3, найдите, при каком 

значении о векторы р = о а +  17Ь и q = За — Ь перпендикулярны.
9. Мри каком значении п векторы 1 = {6, а , —8} и m  = 

{—3, — 1,4} параллельны?
10. Векторы а  и Ъ образуют угол 120°, |а| = 3, |Ь| = 5. Опре

делите [а — Ь|.
11. Найдите угол между векторами а  = { — 1 , 2 , —2} и Ь =

12. Найдите косинус угла  между векторами а — Ь и а + Ь, если 
а =  {1,2, 1} и Ъ = {2 , - 1 ,  0}.

13. Ланы три силы М  = {3,—4.2}, W  = {2 ,3 ,—5} и Р = 
{—3, —2,4}, приложенные к одной точке. Вычислите, какую ра
боту производит равнодействующая этих сил, когда точка при 
л ожени и равнодействующ е й, двигаясь прямолинейно, п е р е м с  
щается из положения Л/1(5, 3, — 7) в положение М г(4 ,—1 , -4 ) .

14. При каких значениях х векторы а = {.г, 3,4} и Ъ = {5, 6,3) 
перпендикулярны?

15. Даны векторы а, Ь, с. Докажите, что вектор (Ьс.)а (а«')1> 
перпендикулярен в(жт;ору с.

{б, 3 , - 6 } .
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16. Ланы векторы а  = {2 ,3 ,—5}, b = {3,0, 1} и с = {4 ,—3,2}. 
Найдите координаты и длину вектора <1 = За + b — с.

17. Найдите (в градусах )  угол между векторами а  = 2i + 5j —к 
и b = i — j  — Зк.

18. II айдите угол между векторами 2а и Ь/2, если а = 
{—4,2,4},  Ь = {х/2‘ ->/2, 0}.

19. Векторы а  и Ь образуют угол <р — 2тг/3. Зная,  что |а| — 
3, |Ь| = 4, вычислите (За — 2Ь)(а + 2Ь).

20. Ланы точки Л(—2 , —3.8), й(2, 1,7), С'(1,4,5),  D( — 7 , —4,7). 
Будут ли коллинеарны векторы АВ  и CD'?

21. Найдите вектор а, коллинеарный вектору Ь = {3,6,6} и 
удовлетворяющий условию а  Ь = 27.

22. Найдите вектор а, коллинеарный вектору Ь = {2,—1,0}, 
если а  Ь = 10.

23. Найдите координаты вектора х, коллинеарного вектору 
а  = 2 i + j  — к и удовлетворяющего условию х а  — 3.

24. Найдите вектор а, коллинеарный вектору Ь = {1,—3,1} и 
удовлетворяющий условию а  b = 22.

25. Найдите вектор Ъ = {ж,/у, с}, коллинеарный вектору а  = 
{2л/2, —1,4} , если |ь| = ю.

26. Найдите вектор с, зная, что он перпендикулярен векторам 
а  = {2 ,3 ,—1}, Ь = {1,—2,3} и удовлетворяет условию <:(2i — j  + 
k) = —6.

27. Вектор b, коллинеарный вектору а  -- {8 , -10 ,  13}, обра
зует с осью О :  острый угол: зная, что |Ь| = \/37, найдите его 
координаты. В ответе запишите сумму координат вектора b с 
точностью до 0,01.

28. Найдите вектор Ь, зная, что он удовлетворяет условиям: 
скалярное произведение Ь • с = 3, где с = {1 ,—1,2}, век гор Ь 
перпендикулярен а  и d, а  = { — 2, — 1, 1}, d = {3, 5. — 2}.

29. Найдите косинус у гла  между векторами р и q. удовле
творяющими системе уравнений

Г 2р + q = а,
\ p  + 2q = h,

если известно, что в прямоугольной системе координат векторы 
а и Ь имеют вид а= {1 .1 } ,1 > = {1 ,  — 1}.

30. Ланы три вектора а  = {3 ,-1} ,  Ъ = {1, -2} ,  г, = {—1,7}. 
Определите разложение вектора р = а  + b + с по векторам а  и
Ь.
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31. Даны векторы а  = {1, — 1, 3), Ь = {3, —5, 6}. Вычисли то

пр(а+ь ) ( 2 а -  Ь).

32. Вектор х, перпендикулярный векторам а  = 3i + 2j + ‘2k и 
b = 18i — 22 j  — 5k образует с осью О у  тупой угол. Найдите его 
координат!,I, зная, что длина вектора х равна 14.

33. Вектор х удовлетворяет следующим условиям: а) х кол- 
линеарен вектору а  = Gi — 8j — 7,5k: б)х образует острый угол с 
осью Oz;  в)|х| = 50. Найдите координаты вектора х.

34. Ланы два вектора а  = { — 1.1.1} и Ь = {2,0,1}. Найдите 
вектор х, если известно, что он компланарен плоскости векторов 
а  и Ь. перпендикулярен вектору Ь и а  ■ х = 7.

35. Ii пространстве даны два вектора а  = {1,1,2} и Ь = 
{—1,3, 1}. Найдите единичный вектор, лежащий в плоскости век
торов а и Ь и образующий угол о- = тт/4 с  вектором а.

3G. Даны три ненулевых вектора а, Ь,с, каждые два  из ко то
рых неколлинеарны. Найти их сумму,  если а  + Ь коллинеарен
с, а Ь + с  коллинеарен вектору а.

37. Вершины треугольника .4(3,2, —3), 5(5,  1, - 1 ) ,  С(  1, —2, 1). 
Найдите его внутренний угол при вершине А.

38. Докажите, что точки А(—2, — 3), В (  — 3, 1), С(7, 7), D(3, 0) 
служат вершинами трапеции. Найдите длину средней линии 
трапеции.

39. Треугольник задан координатами своих вершин .1(3. 2. —3). 
В ( 5, 1 , - 1 )  и (7(1,—2, 1). Вычислите внешний угол треугольника 
при вершине А и координаты вектора а. «-«направленного с вок- 
тором Л В и имеющего длину вектора АС.

40. Даны три последовательные вершины параллелограмма, 
-4( — 3, — 2,0), В ( 3 , - 3 ,  1) и С'(5,0,2).  Найдите его четвертую вер
шину D и угол между векторами АС и ВО.

41. Треугольник задан координатами своих вершин Л(2, 1, 2), 
#(1,0,0) и С(  1 + Уз, уД,  — Уб). Вычислите углы треугольника, и 
длину медианы ш, проведенной к стороне ВС.

42. В треугольнике А В С  точка А( —1,2,3) — вершина прямого 
угла.  Найдите координаты вершин В и С,  если известно, что В  и 
С' лежат на прямой ( М N ), где Л/ (— 1.3,2), Л'( 1, 1, 3) и А В С  - 30°.

43. В трапеции A B C D  вектор В С  = XAD.  Докажите, что 
вектор р  = АС + В О  коллинеарен АО (а, значит, и ВС) ,  и в 
записи р  =  су Л  О  найдите коэффициент о.
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44. Дан треугольник А ВС .  Длины векторов СВ,  С  А, АВ  рав
ны соответственно а , Ь, с .  Найдите скалярное произведение век
торов С  А и CD,  где C D  — медиана треугольника ABC.

45. Докажите ,  что сумма векторов, соединяющих центр пра
вильного треугольника с его вершинами, равна нулю.

46. Через  вершину С  квадрата  A B C D  проведена прямая,  па
раллельная диагонали BD,  которая пересекает прямую AD в 
точке Е; Q — точка пересечения диагоналей квадрата .  Вырази
те через векторы DC  и C Q  сумму векторов А В  и СЕ.

47. Какой угол образуют единичные векторы а и Ь, если 
известно, что векторы с  = а + 2Ь и <1 = 5а — 4Ь взаимно перпен
дикулярны.

48. Дан параллелограмм AB C D .  Длины векторов АВ,  АП), 
B D  равны а, Ь, с  соответственно. Найдите скалярное произве
дение векторов АС  и AD.

49. Лан параллелограмм A B C D .  Длины векторов АВ,  AD,  
АС равны о, Ь, с  соответственно. Найдите скалярное произве
дение векторов D B  и АВ.

50. .Зная векторы р и q, на которых построен параллело
грамм, выразите через них вектор, совпадающий с высотой па
раллелограмма,  перпендикулярной к стороне р.

51. Дана трапеция ABCD.  Длина основания AD в три ра
за больше длины основания ВС'.  Длины векторов АВ,  ВС ,  АС 
равны а,1>, с  соответственно. Найдите скалярное произведение 
векторов В А и AD.

52. В т Р еугольнике проведены медианы AD, BE,  С Е . Вычи
слите В С  ■ AD + С  А ■ B E  + АВ ■ СЕ.

53. Дан параллелограмм A B C D  (AD\\BC, AB\\CD).  На сто
роне AD выбрана точка К,  а на А С — точка L, так. что |ЛА| = 
|.4L>!/5, \AL\ = |.4С|/6. Докажите,  что векторы К L и BL колли- 
неарпы, и в записи K L  = ABL  найдите коэффициент пропорци
ональности А.

54. Пусть ABC'U параллелограмм, причем AD\\BC, К  -  
середина ВС.  L — середина DC.  Обозначим Ah  — a, AL = Ь. 
Выразите векторы ВП и .4С через а и Ь.

55. Дан правильный шестиугольник .4 В С  DEE,  М  - середина 
DE,  А — середина AM. Р — середина В С.  Разложите вектор 
N Р  по векторам АВ  и АЕ.
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5G. R треугольнике ЛВС'  длины сторон \ЛВ\ = (i, |.-W'| N п 
угол Л = 90°; AM и B N  — биссектрисы углов Л и В.  Найди К1 
косинус угла между векторами AM  и B N .

57. На сторонах ВС,  СЛ и АВ  треугольника Л В С  вне его по
строены квадраты с центрами Ль В 1 и С\ соответственно. Пай 
дите A A j + ВВ\ + CCj .

58. В треугольнике Л В С  через М  обозначена точка пересе
чения медиан. Докажите,  что МЛ + M B  + М С  = 0.

59. Длина гипотенузы Л В прямоугольного треугольника 
Л В С  равна с. Найдите сумму А В  • АС  + В С  ■ В.  1 + С  А ■ СВ .

СО. 13 треугольнике Л В С  точка М — центр вписанной окруж
ности. Найдите вектор a  At А + f tAIB + 7  А1С,  если «  = \ВС'\, ft =
\ с л \ , у  = \лв\.

С1. Точка О — центр окружности, описанной около треуголь
ника Л В С . Докажите, что О A sin 2Л + О В  sin 2 В  + ОС sin 2 С = 0.

G2. Дана прямоугольная система координат с началом в точ
ке О.  Прямая пересекает ось абсцисс в точке С и ось ординат — 
в точке Л так, что ОСА  = а  и а  > ж/4. Точка D — середина АС,  а 
точка Л[ симметрична точке Л относительно прямой OD.  Опре
делите стороны треугольника АСА 1, если известны координаты 
точки С( 1,0).

G3. Дана прямоугольная система координат с началом в -точ
ке О.  Прямая пересекает ось абсцисс в точке ( ’ и ось ординат 
в точке Л так, что ОСА  = о и о > тг/1. Точка /) с е р е д и н а  
АС,  а точка Л] симметрична точке .1 относительно примой ОП.  
Найдите отношение площадей треугольников ( ) ! ) ( '  и OC. l j .

G4. Доказать,  что точки Л(5,0), В (О, 2) и С ’(2, 7) являю тел вер
шинами прямоугольного треугольника. Найдите его площадь 
и укажите все перемещения плоскости, переводящие его в тре
угольник с вершинами ( — 5,0), ( 0 , - 2 )  и ( - 2 . - 7 ) .

G5. Доказать,  что точки Л(3,0), В ( 0, 1). С(2,7) и D(5,6) явля 
ются вершинами прямоугольника ABCD.  Вычислите его пло
щадь и укажите все перемещения плоскости, при которых он 
переходит в себя.

GG. При каких значениях г  и у  точки с координатами Л(2,0), 
5 (0 .2) .  С(0.7) и D(.r, ,y) являются последовательными вершина
ми равнобочной трапеции Л B C D ?  Для  каждой трапеции найди
те площадь и укажите все перемещения плоскости, переводящие 
ее в трапецию с вершинами (2, 0), (7. 0), (0, —7) и (0, —2).
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G7. К вершине куба приложены три силы, равные по величине
1, 2, 3 и направленные но диагоналям граней куба,  пересекаю
щихся в этой вершине. Найдите величину равнодействующей 
этих трех сил.

G8. Дан куб АИСD Л \ В\С\ D\ с нижним основанием ABCD.  
верхним — A\B\C\D\ и боковыми ребрами .4 А \, B B i ,  СС\,  DD\.  
Докажите ,  что на прямой М М ь  где М и М \— центры граней 
A B C D  и A\B\C\D\ соответственно, найдется точка О,  такая,  
что О Л + О В + ОС' + О IJ = —О М  1. Покажите, что М О  = ХОМ i 
и найдите А.

G9. Найдите сумму скалярных произведений векторов, нача
ла которых находятся в центре грани куба, а концы - в верши
нах (таких векторов восемь).  Длина ребра куба равна Ь.

70. В правильной треугольной пирамиде ABC'S  плоский угол 
при вершине прямой. Точки D и Е — середины ребер АС  и S B  
соответственно. Найдите угол между векторами S D  и ЕС.

71. В декартовой прямоугольной системе координат О х у  на 
кривой у  = х 1  — Ах + 5 заданы точка .4(a-i , у\) с абсциссой xj = 1 
и точка В ( х 2 , у ч )  с ординатой у 2 = \. Найдите скалярное произ
ведение векторов О А и С)В.

72. В декартовой прямоугольной системе координат О х у  на 
части кривой у  = х~ — 2г + 3, лежащей в первой четверти, заданы 
точка A( x\ , y i )  с абсциссой xj = 1 и точка В ( х 2 , у о )  с ординатой 
у-> = 11. Найдите скалярное произведение векторов О А и ОВ.

73. В декартовой прямоугольной системе координат Оху  на 
кривой у  = 2х 2 — За:+ 5 заданы точки A ( x i , y i )  с абсциссой х\ = 1 
и точка В  — точка пересечения этой кривой с кривой у  = 2а:2 — 
2х + 3. Найдите скалярное произведение векторов О А и ОВ.

74. В декартовой прямоугольной системе координат Ох у  на 
кривой у  = х 2 заданы две точки А и В,  такие, что О А ■ i = 1 и 
О В  - i  = —2, где i — единичный вектор оси Ох.  Найдите длину 
вектора 2 0 А — 3ОВ.

75. В декартовой прямоугольной системе координат Ох у  на 
кривой у  = 2 Т + 2  заданы две точки А и В,  такие, что О А ■ i = — 1 
и О В ■ i = 2, где i — единичный вектор оси Ох.  Найдите длину 
вектора 2 0 А + 3ОВ.

7G. В декартовой прямоугольной системе координат Оху  на 
кривой у  = 6 /х заданы две точки А и 5 ,  такие, что О А ■ i = —2 
и О В  - i = 3, где i — единичный вектор оси Ох.  Найдите длину

101



вектора 2 0 /1 + ' .ЮВ.
77. В декартовой прямоугольной системе координат О х у  к 

кривой у  — х 1  + х + 10 проведена касательная в точке Л(хо, »/ц), 
где хц = 1, и эта касательная пересекает ось Ох в точке П. 
Найдите скалярное произведение векторов О А и АВ.

78. 13 декартовой прямоугольной системе координат Ох у  к 
кривой у  = 2 у/х проведена касательная в точке Л(ло,уо), где 
хо = 1, и эта касательная пересекает ось Ох в точке В.  Найдите 
скалярное произведение векторов АВ  и О А.

79. 13 декартовой прямоугольной системе координат Ох у  к 
кривой у  = S/x2 проведена касательная в точке А(х0 , у 0). где 
xq = 2, и эта касательная пересекает ось Ох в точке В.  Найдите 
скалярное произведение векторов АВ  и ОВ.

80. Напишите уравнение образа параболы у  = х 2 — 2х + 1 при 
параллельном переносе р = 1 + 3j.

!| 4.2.  П л аним етрия .  З а д а ч и  на доказательство

1. Докажите, что угол С  треугольника A B C  будет прямым в 
том и только в том случае,  если длины сторон этого треуголь
ника связаны равенством |-'1Z?|2 = |ЛС|~ + \ВС\2.

2. У двух выпуклых четырехугольников совпадают середины 
сторон. Докажите, что площади этих четырехугольников рав-

3. Докажите, что в выпуклый четырехугольник можно впи
сать окружность тогда и только тогда, когда суммы длин про
тивоположных сторон этого четырехугольника равны.

4. Вокруг трапеции описана окружность. Докажите, что это 
возможно тогда и только тогда,  когда данная трапеция равно
бочная.

5. Около окружности описана равнобочная трапеция ABC'Г). 
Точки Е и К  — точки касания этой окружности с боковыми сто
ронами АВ  и CD.  Докажите,  что отрезок Е К  параллелен осно
ваниям трапеции.

G. Через концы дуги окружности, содержащей 120°, проведе
ны касательные, и в фигуру, ограниченную этими касательными 
и данной дугой, вписана окружность. Докажите, что длина этой 
окружности равна длине исходной дуги.

7. Докажите, что в прямоугольном треугольнике сумма длин 
катетов равна сумме диамет ров вписанной и описанной окрум> 
ностей.
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8. 13 равнобедренном треугольнике с основанием а и боковой 
стороной Ь угол при вершине 20°. Докажите, что |а|3 + \Ь\3  —
зм|б|2.

9. В треугольнике длины сторон а, 6 и с  связаны равенством 
М ‘ + Н ” = 5|с|2- Докажите,  что медианы к сторонам а и 6 вза
имно перпендикулярны.

10. Две окружности касаются внешне друг  друга  в точке С.  
К ним проведена общая внешняя касательная АВ.  где А и В  — 
точки касания. Докажите,  что АС В  = ж/2.

11. Докажите,  что радиус г  вписанного в многоугольник кру
га равен 2S/p,  где S  и р — соответственно площадь и периметр 
многоугольника.

12. Внутри параллелограмма A B C D  в зята  точка О.  Докажи
те, что сумма площадей А О АВ  и  Д О С D постоянная при любом 
выборе точки О.

13. A B C D  — квадрат .  На стороне C D  взята точка М,  К  — 
точка пересечения стороны В С  с  биссектрисой угла В А М . До
кажите, что \МА\ = |ВЛ’ | + \DM\.

14. В прямоугольном треугольнике A B C  угол В  прямой, 
B D  — высота, опущенная на гипотенузу АС.  Докажите,  что BD  
равна сумме радиусов окружностей, вписанных в треугольники 
A B C , ADB  и C D B .

15. Каждая сторона выпуклого четырехугольника пересека
ется некоторой окружностью в двух точках, причем длины от
резков сторон, лежащих внутри окружности, равны. Докажите, 
что в данный четырехугольник можно вписать окружность.

1G. Величина одного из углов треугольника равна 30°. Дока
жите, что длина стороны, противоположной этому углу ,  равна 
радиусу описанной окружности.

17. Докажите,  что середины сторон выпуклого четырех
угольника являются вершинами параллелограмма.

18. Докажите,  что сумма длин медиан треугольника больше 
его полупериметра, но меньше его периметра.

19. В треугольнике центры вписанной и описанной окружно
стей совпадают. Докажите, что этот треугольник равносторон
ний.

20. Докажите, что если прямая,  соединяющая середины осно
ваний трапеции, перпендикулярна основаниям, то трапеция — 
равнобочная.
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2 1 .  Докажите, что прямая, соединяющая с е р е д и н ы  ih  i ih i i i i  
ний трапеции, и продолжения боковых с торон трапеции П е р е с е  
каются в одной точке.

22. Докажите, что линия, соединяющая центры днух П е р е с е  
кающихся окружностей, делит пополам их общую хорду.

23. Докажите, что общие внешние касательные двух окруж 
ностей пересекаются на линии центров или параллельны ей; об
щие внутренние касательные пересекаются на линии центров.

24. Докажите, что в равнобедренном треугольнике сумма 
расстояний от любой точки основания до боковых сторон по
стоянна.

25 .” Через центр равностороннего треугольника проведена 
прямая.  Докажите, что сумма квадратов расстояний от вершин 
треугольника до этой прямой не зависит от выбора прямой.

20. Докажите, что прямые, соединяющие последовательно 
центры квадратов,  постороенных на сторонах параллелограмма 
и примыкающих к нему извне, образуют квадрат.

27. Дан равнобедренный треугольник ABC,  R  и г — радиусы 
описанной и вписанной окружностей. Докажите,  что расстояние 
между центрами окружностей равно V7 R ( R  — 2г).

28. Докажите, что расстояние от любой точки окружности, 
описанной около правильного треугольника,  до одной из его 
вершин равно сумме расстояний от этой точки до двух других 
вершин.

29. Докажите, что если стороны одной трапеции равны соо т
ветствующим сторонам второй трапеции, то эти трапеции рав-

30. Докажите, что в трапеции, диагонали которой служат 
биссектрисами углов при одном из оснований, длины трех сто
рон равны.

31. Пусть а и Ь(а > Ь) — длины оснований трапеции. Докажи
те, что отрезок, соединяющий середины диагоналей трапеции, 
параллелен основаниям трапеции, а его длина равна (а — 6)/2.

32. Через точку О пересечения диагоналей трапеции прове
дена прямая,  параллельная основаниям трапеции. Докажите, 
что точка О делит пополам отрезок, отсекаемый от прямой бо
ковыми сторонами трапеции.

33. Докажите, что биссектриса внутреннего угла треуголь 
ника делит противоположную сторону на отрезки, пропорции 
нальные прилежащим сторонам. Докажите,  что верно и обрат 
ное утверждение, т.е. если прямая, проходящая через вершину,
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делит противолежащую сторону на отрезки, пропорциональные 
прилежащим сторонам, то эта  прямая-  - биссектриса.

34. Пусть т,  /?, Л —медиана,  биссектриса и высота треуголь
ника соответственно, проведенные к одной и той же стороне 
треугольника. Докажите,  что точка пересечения биссектрисы 
с этой стороной лежит между точками пересечения медианы и 
высоты с этой стороной (или ее продолжением). Докажите,  что 
эти точки совпадают в том и только в том случае ,  если 'тре
угольник равнобедренный.

35. Пусть п, 6. г - стороны треугольника ABC.  лежащие про
тив углов А, В  и ( '  соответственно, р  = (я + b + с)/2— полу пе
риметр, S  площадь, R и г  радиусм,I описанной и вписанной 
окружностей. Докажите,  что еправедлины следующие соотко- 
1П< пин:

a b с
1) ——— = -----— = ------ = 2R  теорема синусов;

sin .4 sin В sin f _
) a ’ = Ir + c~ — 26c cos .4 — теорема косинусов:

.'!) .S' =  ̂be  sin A\
1) S =  \Jp(i> — </)(/> — b) ( p  — г )  формула Герина:

•j) ,S' =  j i r ;

(>)R ='■&-,
t ) если Д , , h n — длины медианы, биссектрисы и высоты, 

проведенных из .1, то

i n ,, = - \ / 2 с -  + 2 Ь- -  а- ;

sin В а с

sin (4/2 )  /; + г

/)„ =  ~ \ f p ( i >  -  а ) ( р  -  1>){р -  с ) ,  
а

30. Ч е р е з  -точку /1. лежащую вне круга., проведены две пря
мые, одна и; которых касается  окружности, служащей границей 
круга,  в точке В,  а другая  пересекает эту  окружность в точках 
С  и D. Докажите, что [Л/^ЦЖ.'! = \АВ\г (теорема о касательной 
и секущей).

37. В треугольнике высота и медиана, проведенные из одной 
вершины, делят  угол при этой вершине на три равные части. 
Докажите, что углы этого -треугольника по величине равны .‘SO0, 
60° и 90°.
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38. В трапеции сумма углов при большем основании ран 
на 90°. Докажите, что длина отрезка, соединяющего середины 
оснований, равна полуразности длин оснований.

39. Докажите, что при пересечении биссектрис внутренних 
углов параллелограмма,  не являющегося ромбом, получает
ся прямоугольник, длины диагоналей которого равны разности 
смежных сторон параллелограмма .

40. Докажите, что если в трапеции хотя бы одна из диаго
налей и точке пересечения с другой делится пополам, то эта 
трапеция — 11 ар а л л е л о гра м м .

41. Докажите, что если отрезок, соединяющий середины двух 
отпротивоположных сторон четырехугольника, равен полусум
ме двух других сторон, то этот четырехугольник— трапеция.

42. Докажите, что если длины двух медиан треугольника 
равны, то треугольник равнобедренный.

43. Докажите, что если длины двух высот треугольник рав
ны, то треугольник равнобедренный.

44 . '  Докажите, что ограниченная фигура не может иметь два  
центра симметрии.

45. Докажите, что если выпуклый четырехугольник имеет 
ось симметрии, то либо около него можно описать окружность, 
либо в него можно вписать окружность.

40. Докажите, что если четырехугольник имеет центр сим
метрии, то этот четырехугольник- параллелограмм.

-17. .Докажите, что в треугольнике биссектриса делит попо
лам угол между высотой и радиусом описанной окружности, 
проведенным в ту же вершину.

48. В круге диаметра </ проведены две взаимно перпендику
лярные хорды АВ и CD.  Докажите,  что \AD\ 2 + \СВ\~ — d 2.

49. На диаметре круга  радиусом 1 как на стороне постро-
< п равносторонний треугольник. Докажите, что площадь части 
треугольника, находящейся вне крута, равна (3\/3 — ?г)/6.

50. Дамы три равных приложенных друг  к другу  квадрата  
А В ( 'D. D( 7 - 7 F B B Q .  Докажи те, ч ю ( 7WJ + B AF  + RAQ = 91)".

51. Докажите, что биссектрисы внутреннего и прилежащего 
к нему внешнего углов треугольника взаимно перпендикулярны. 
Докажите, что верно и обратное утверждение: прямая, проходя
щая через вершину треугольника перпендикулярно биссектри
се внутреннего угла при этой вершине, является  биссектрисой 
внешнего угла.
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52. Лан равнобедренный треугольник. Из произвольной точ
ки Р  основания восставлен перпендикуляр. Докажите,  что сум
ма длин отрезков от точки Р  до точек пересечения перпендику
ляра с боковыми сторонами или их продолжениями не зависит 
от выбора точки Р  на основании.

53. В ромб, не являющийся квадратом,  вписан квадрат.  До
кажите, что его стороны параллельны диагоналям ромба.

54. Докажите,  что в любом треугольнике имеет место нера
венство R ^  2 r ( R  и 1----радиусы описанной и вписанной окруж
ностей), причем равенство R = 2 г имеет место только для пра
вильного треугольника.

55. Докажите,  что для всякого треугольника Л В С  справед
ливо неравенство cos A -f cos Б + cos С  ^  3/2.

5G. Пусть а , Ь , с  и d  — длины последовательных сторон четы
рехугольника, S — его площадь. Докажите,  что

1) (а + c ) ( b  + d)  ^  45;
2) ас + bd ;> 2.S1;
3) ab + c d  ^  2S:
4) a d  + be  ^  '2 S.
57. Через точку M,  взятую внутри круга,  проведена хорда 

(АВ)  (точки А и В  лежат на окружности). Докажите,  что вели
чина |ЛД/| ■ \М В\ постоянна для всех таких хорд.

Следующие задачи на нахождение геометрических мест то
чек (т.е. множества всех точек, удовлетворяющих какому-либо 
требуемому свойству) тесно связаны с задачами на доказатель
ство. При решении этих задач бывает удобно использовать ко
ординатный метод.

Конечно, задачи на отыскание геометрических точек можно 
решать и чисто геометрическими методами, используя те или 
иные геометрические теоремы.

58. На плоскости даны две взаимно перпендикулярные пря
мые. Найдите множество всех точек плоскости, сумма расстоя
ний от которых до данных прямых равна сумме величин, обрат
ных данным расстояниям.

59. На плоскости даны две точки, расстояние между которы
ми равно 1. Найдите множество точек, расстояния которых до 
двух данных точек относятся как т  : ?г.

60. На плоскости даны две взаимно перпендикулярные пря
мые. Найдите множество всех точек плоскости: 1) произведение 
расстояний от которых до данных прямых равно модулю разно
сти этих расстояний; 2) модуль разности расстояний от которых
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до данных прямых равен модулю разности величин, обратных 
к данным расстояниям.

61. На плоскости даны прямая и не лежащая на ней точка . 
Найдите множество точек, равноудаленных от данной прямой и 
данной точки.

62. Найдите множество точек, разность квадратов расстоя
ний которых до двух данных точек А и В  постоянна.

63. Найдите множество точек, сумма  расстояний от которых 
до двух пересекающихся прямых равна постоянной величине.

64. Найдите множество точек, разность расстояний от кото
рых до двух пересекающихся прямых равна постоянной величи-

65. Даны два  непараллельных отрезка АВ  и CD.  Найдите 
множество точек М , для которых площади треугольников AM В 
и C M  D равны.

66. Найдите множество середин хорд, проходящих через дан
ную точку внутри данной окружности.

67. Концы отрезка длиной а скользят по сторонам данного 
прямого угла.  Найдите множество точек, пробегаемых середи
ной данного отрезка.

68. Найдите геометрическое место точек плоскости, таких, 
что касательные,  проведенные из этих точек к данной окружно
сти, образуют между собой угол а .

§ 4.3. Планиметрия. Задачи на вычисление

Приведем основные формулы, часто используемые при реше
нии планиметрических задач.

I. Пусть а, 0, с  — длины сторон треугольника ABC,  лежащих 
против углов А, В,  С  соответственно; р  = (а + Ь + с )/2 — полупе- 
риметр, S  — площадь, R w  г  — радиусы описанной и вписанной в 
этот треугольник окружностей, h a , т а , Д , — высота, медиана и 
биссектриса, проведенные к стороне, противолежащей угл у  А. 
Справедливы следующие утверждения:

Те о р е м а  с и н у с о в :  -----— = ---- — = ---- — = 2R.
sin A sin В  sin С

Т е о р е м а  к о с и н у с о в :  а 2 = О2 + с 2 — 26с cos Л. В частности, если 
А прямой, то получаем теорему Пифагора.



Фор му лы д л я  в ы ч и с л е н и я  п л о щ а д и  т р е у г о л ь н и к а :

S  = —a h a ; 5  = -a&sinG‘;

S’ = \/ р ( р  — а ) ( р  — Ь)(р — с )  —формулаГероиа;
я Ьс

Ъ = Р Г ;  6 = — .

Три м е д и а н ы  т р е у г о л ь н и к а  пересекаются в одной точке, ле
жащей строго внутри треугольника (центр тяжести) .  Точка пе
ресечения делит медианы на отрезки, длины которых относятся 
как 2:1, считая от соответствующей вершины;

а-
 ̂ + с 2 — а с  cos В;  т а = - у/ ' 2 с 2 + 2b2 — а 2.

Три б и с с е к т р и с ы  т р е у г о л ь н и к а  пересекаются в одной точке, 
лежащей строго внутри треугольника.  Точка пересечения бис
сектрис равноудалена от сторон треугольника (центр вписанной 
окружности).

Б и с с е к т р и с а  при  п е р е с е ч е н и и  со стороной делит ее на отрезки, 
пропорциональные прилежащим сторонам треугольника;

sin В а с
Ра =

( а /2 b -f- с

Три в ы с о т ы  т р е у г о л ь н и к а  пересекаются в одной точке (орто
центр):

2S  2 ,------------------------------
h a = 6 sin С;  h a = —  = - \ J p { p  -  а ) ( р  -  b ) ( p  -  с) ,  

а а
Три п е р п е н д и к у л я р а ,  восставленные к серединам сторон тре

угольника, пересекаются в одной точке. Э та  точка равноуда
лена от вершин треугольника и является  центром описанной 
окружности с радиусом It, причем

Д = — ; R =  “ ^ = Ь ^ = С ■
45 2 sin А 2 sin В  2 sin С

г  = -  = \ j j }( p - a ) { p  ~ b) ( p  -  с ) .

II. Пусть а , Ь — смежные стороны параллелограмма  ABCD,  
А — угол между этими сторонами, h a — высота,  опущенная на
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сторону n,d\ и </т — длины диагоналей, S — площадь параллело 
грамма.  Справедливы следующие утверждения:

1) h a = Ь sin А ;
2) S  = a h a = об sin А;
3) d\ = а 2 + Ir — 2 a b c o s A ,  d?, = а 2 + l>2 + 2 a b c o s A ,  d{ — d 2 =

2 ( a 2 + b2)-
1) Точка пересечения диагоналей параллелограмма является  

центром симметрии параллелограмма.  Отсюда, в частности, 
следует,  что диагонали делятся точкой пересечения пополам.

0) Параллелограмм можно вписать в окружность в том и 
только в том случае,  если он является прямоугольником.

6) В параллелограмм можно вписать окружность в том и 
только в том случае,  если он является ромбом.

III. Пусть а и b — длины оснований трапеции, г  и d — длины 
ее боковых сторон, h — высота, 5  — площадь трапеции. Спра
ведливы следующие утверждения:

1) S  = ±{а + b)h\
2) В трапецию можно вписать окружность в том и только в 

том случае,  если а + 6 = с + d\
3) Трапецию можно вписать в окружность в том и только в 

том случае,  если она равнобочная.
IV. Пусть, наконец, I I— радиус некоторого круга,  .S' — его 

площадь, /— длина окружности, являющейся границей данного 
круга.  Тогда / = 2тгД, S  = n i l 2.

1. Один из катетов прямоугольного треугольника больше 
другого на 10 см, но меньше гипотенузы па 10 см. Найдите ги
потенузу этого треугольника.

2. В треугольнике Л В С  медиана B I )  -  АВ ■ ч/З/Т а 1)ВС' — 
тг/2. Найдите угол ABD.

3. В треугольнике основание на 4 см меньше высоты, а пло
щадь этого треугольника равна 96см". Найдите основание и 
высоту треугольника.

4. Длины сторон треугольника равны 11 см, 13 см и 12 см. 
Вычислите длину медианы, проведенной к большей стороне.

5. Длина основания равнобедренного треугольника равна о, 
а угол при вершине—-о.  Найдите длину биссектрисы, прове
денной к боковой стороне.

G. В равнобедренном треугольнике угол при вершине равен 
а ,  а площадь его равна S.  Найдите длину основания треуголь
ника.
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7. В прямоугольном треугольнике медианы острых углов 
раины х/ПЙЗ и v/ST) см. Найдите гипотенузу треугольника.

8. Катеты прямоугольного треугольника равны а и Ь. Най
дите длину биссектрисы прямого угла  этого треугольника.

9. Биссектриса угла N треугольника M N P  делит сторону 
М Р  на отрезки, длины которых равны 28 и 12. Определите пе
риметр треугольника M N P , если \МЛ'| — |Л'Р\ = 18.

10. В треугольнике Л В С  известны отношения длин сторон 
В С  и АС  к радиусу описанной окружности, равные 2 и 1,5 со
ответственно. Найдите отношение длин биссектрис внутренних 
углов В  и С.

11. В треугольнике A B C  сторона АВ  равна 2 см. Из вершины 
В  к стороне АС  проведена медиана B D , длина которой равна 1 
см. Найдите площадь треугольника ЛВС',  если ВО Л  = 30°.

12. Найдите углы треугольника., в котором высота и медиана, 
проведенные из одной вершины, делят угол при этой вершине 
на три равные части.

13. В ромбе ABC'D точки М  и N — середины сторон В С  и 
C D  соответственно. Найдите MAN,  если B A D  = 60°.

14. Пе| >иметр ромба равен 48, а сумма диагоналей равна 26. 
Найдите площадь этого ромба.

15. Найдите угол между диагоналями прямоугольника с пе
риметром 2р  и площадью f-/'2.

1G. В квадрате A B C D  точка М — середина ВС,  а О точка 
пересечения D M  и АС.  Найдите угол МОС .

17. Средняя линия трапеции равна 10 см. Она делит площадь 
трапеции в отношении 3:5. Найдите длины оснований этой тра
пеции.

18. В равнобочной трапеции ЛВС-D длина боковой стороны 
ЛВ  и меньшего основания В С  равны 2 см и BD1 . AB.  Вычислите 
площадь этой трапеции.

19. В параллелограмме Л B C D  угол BAD  равен тг/З, а сторо
на АВ  равна 3 см. Биссектриса угла  Л пересекает сторону В С  
в точке Е. Найдите площадь треугольника ЛВЕ.

20. Параллелограмм с периметром 44 см разделен диагона
лями на четыре' треугольника. Разность между периметрами 
двух смежных треугольников равна 6 см. Определите стороны 
параллелограмма.

21. Дан параллелограмм,  в котором острый угол равен (30 . 
Найдите отношение сторон параллелограмма,  если отношение
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квадратов диагоналей равно 1/3.
22. В трапеции основания равны 5 см и 15 см, а диагонали

12 см и 16 см. Найдите площадь трапеции.
23. Основания трапеции равны а и Ь. Найдите длину отрезка 

прямой, соединяющего середины ее диагоналей.
24. Найдите площадь равнобедренной трапеции, зная дли

ну ее диагонали I и угол а между этой диагональю и большим 
основанием.

25. В равнобедренной трапеции Л В С ! )  (Л D\\BC) расстоя
ние о т  вершины А до прямой C D  равно длине боковой стороны. 
Найдите углы трапеции, если AD : В С  = 5 : 1.

2G.' Непараллельные стороны трапеции продолжены до вза
имного пересечения и через полученную точку проведена пря
мая. параллельная основаниям трапеции. Найдите длину от
резка ->той прямой, ограниченного продолжениями диагоналей, 
если основания трапеции равны а и I).

27. В прямоугольной трапеции отношение оснований равно
4. а отношение диагоналей равно 2. Найдите острый угол тра 
пеции.

28. Лана равнобедренная трапеция ABCD.  Известно, что 
AD = 10см, В С  — 2 см, АВ  = C D  = 5 см. Биссектриса у гла  BAD  
пересекает луч [ВС)  в точке [\ . Найдите длину биссектрисы 
угла А В К  в треугольнике А В К .

29. В прямоугольном треугольнике AB C  биссектриса AD 
о<’тро1 о угла А делится центром О  вписанной окружности в от
ношении АО : OD  = (>/3+ 1) : (\/3 — !)■ Найдите острые углы
I реугольника.

30. В треугольнике A B C  сторона АВ  имеет длину 3 м, высо
та СО,  опущенная на сторону АВ,  — -у/З м. Основание D высоты
< 1D лежит на стороне АВ,  длина отрезка AD равна длине сто
роны ВС.  Найдите длину стороны АС.

31. Ллина диагонали FJD трапеции A B C D  равна т,  а дли
на боковой стороны AD равна п.  Найдите длину основания CD, 
если и шестно, что основание, диагональ и боковая сторона тра
пеции, выходящие из вершины С,  равны между собой.

32. В выпуклом четырехугольнике М N LQ углы при верши
нах .V и L — прямые, а угол при вершине М  равен arctg(2/3). 
Найдите длину диагонали NQ,  если известно, что сторона LQ 
вдвое меньше стороны M N  и на 21 м больше стороны L N .

33. Площадь треугольника A B C  равна 15\/Зм2. Угол ВАС
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равен 120°. Величина у гл а  Л В С  больше величины угла Л С В .  
Расстояние от вершины А до центра окружности, вписанной в 
треугольник Л В С , равно 2 м. Найдите длину медианы треуголь
ника ЛВС',  проведенной из вершины В.

34. Дан квадрат  Л В С ! )  со стороной длиной 1. Точка при
надлежит стороне C D  и C D / K D  = 5. Найдите расстояние от 
вершины С  до прямой А К .

35. В трапеции углы при одном из оснований равны 20° и 70°, 
а длина о трезка, соединяющего середины оснований, равна 2. 
Найдите длины оснований трапеции, если длина средней линии
ч той трапеции равна 4.

3G. Одно из оснований трапеции служит диаметром окружно
сти радиусом 1 1 , а другое отсекает от окружности дугу  а радиан 
(0 < а  < тг). Определите площадь трапеции.

37. Угол при основании равнобедренного треугольника ра
вен ip. Найдите отношение радиуса вписанной в данный тре
угольник окружности к радиусу описанной окружности.

38. В равнобедренном треугольнике длина основания равна 
24 см, а боковой стороны- 15 см. Определите радиусы вписан
ной и описанной окружностей.

39. В круге радиусом 12 см длина хорды АВ  равна G см, а 
хорды В С  — 4 см. Найдите длину хорды, соединяющей концы 
дуги /1C.

40. На сторонах А В  и АС  угла  НАС', равного 2тг/3. как на 
диаметрах построены полуокружности. В общую часть двух 
образованных полукругов вписана, окружность максимального 
радиуса.  Найдите радиус этой окружности, если А В  = 4, АС- = 
2 . '  ' ___________

41. 13 треугольнике ЛВС- заданы .1C = 6, ЛВС- = а .  Опреде
лите радиус окружности, проходящей через центр вписанного в 
треугольник ЛВС- круга и вершины А и С.

42. В окружности радиусом г  проведена хорда длиной г/2. 
Через один конец хорды проходит касательная к этой окруж
ности. а через другой — секущая,  параллельная касательной. 
Найдите расстояние между касательной и секущей.

43. Через концы дуги окружности, содержащей 12 0° .  прове
дены касательные,  и в фигуру, ограниченную касательными и 
данной дугой, вписана окружность. Вычислите длину окружно
сти, если радиус исходной окружности равен Н.

44. Две окружности радиусами R и г  касаются внешне в точ
ке С. К ним проведена общая внешняя касательная АВ,  где Л и
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В — точки касания. Вычислите длины сторон треугольника.
45. Лве окружности радиусами К и r ( R  > г )  касаются внеш

ним образом. Найдите радиусы окружностей, касающихся обе
их данных окружностей и их общей внешней касательной.

4G. Л в е  окружности радиусами И и г  касаю тся внешне в точ
ке А. На окружности радиусом г  взята точка В,  диаметрально 
противоположная точке Л, и в -чой точке построена касатель
ная /. Найдите радиус окружности, касающейся двух данных 
окружностей и прямой /.

47. Точки ()\ и О)  центры окружностей 1\ \ и /\2, касающих
ся внешне. Радиусы -этих окружностей равны соответственно ?•] 
и ?■•_>. На отрезке ( )\()■> как на диаметре построена окружность 
К-л. Вычислите радиус окружности, касающейся внешне окруж
ностей К 1 и К 2 и внутрешк— окружности 1\л .

18. В треугольнике P Q R  величина угла Q R P  равна тг/З. Най
дите расстояние между точками касания со стороной (J 1 \ окруж
ности радиусом 2 . вписанной в треугольник, и окружности ра
диусом 3, касающейся прямых P Q  и PR.

49. Лап треугольник A B C , длины сгороп которого равны: 
А В  = 15. В С  = 12, АС — 18. Центр вписанной окружности делит 
биссектрису угла  С  на две части С О  и OI) .  Во сколько раз 
длина С О  больше длины 0 1 Л

50. В угол величиной о радиан вписана окружность радиу
сом R. Между вершиной угла и центром окружности проведена 
касательная к этой окружности, перпендикулярная биссектрисе 
данного угла.  Определите площадь отсеченного треугольника.

51. Найдите площадь прямоугольного треугольника, если из
вестно, что радиус вписанной в треугольник окружности равен 
г, а описанной — R.

52. Окружность касается  большего катета  треугольника, 
проходит через вершину противолежащего острого угла и име
ет центр на гипотенузе. Найдите ее радиус, если длины катетов 
треугольника равны 3 и 4.

53. В треугольник со сторонами а . Ь . с  вписан полукруг,  диа
метр которого лежит на стороне г. Найдите радиус полукруга.

54. В равнобедренном треугольнике величина у гла при осно
вании равна тг/6. Высота, опущенная на основание, больше ра
диуса вписанного круча на 2. Найдите длину основания тре
угольника .

55. Около круга радиусом г описана прямоугольная трапе
ция, меньшая из сторон которой равна Зг/2. Вычислите пло
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щадь трапеции.
56. Площадь равнобочной трапеции, описанной около круга,, 

равна S.  Найдите длину средней линии трапеции, если величи
на острого угла при ее основании равна п.

57. В окружность радиусом R вписана трапеция, у которой 
боковая сторона конгруэнтна меньшему основанию, а угловая 
мера дуги,  стягиваемой этим основанием, равна о. Найдите 
площадь трапеции.

58. 13 правильный треугольник с длиной стороны 10 см впи
сан круг.  В этот круг вновь вписан правильный треугольник, в 
него — снова круг и т.д. Найдите сумму площадей всех кругов, 
образованных в результате последовательного вписывания.

59. Величины углов треугольника относятся как 2:3:7. Дли
на наименьшей стороны равна а.  Найдите радиус окружности, 
описанной около этого треугольника.

СО. В равнобедренный треугольник вписана окружность ра
диусом г .  Высота, проведенная к основанию, делится окружно
стью в отношении 1:2. Найдите площадь треугольника.

G1. В прямоугольном треугольнике A BC  угол А прямой, ве
личина у гла  В  равна 30°, а радиус описанной окружности равен 
\/3. Найдите расстояние от вершины С  до точки касания впи
санной окружности и катета А В.

G2. В квадрат Л BCD со стороной а вписана окружность, ко
торая касается  стороны CD  в точке Е. Найдите длину хорды, 
соединяющей точки, в которых окружность пересекается с пря
мой АЕ.

G3. В прямоугольный треугольник, периметр которого равен 
36 см, вписана окружность. 'Точка касания с окружностью делит 
гипотенузу в отношении 2:3. Найдите стороны треугольника.

G4. 13 прямоугольный треугольник вписана окружность. Точ
ка касания с окружностью делит один из катетов на отрезки 
длиной 6 см и 10 см, считая от вершины прямого угла .  Найдите 
площадь треугольника.

65. На большем катете как на диаметре описана полуокруж
ность. Определите ее длину, если меньший катет  равен 30 см, а 
хорда, соединяющая вершину прямого у гл а  с точкой пересече
ния гипотенузы с полуокружностью, равна 24 см.

GG. В параллелограмме A BCD  диагональ АС  перпендику
лярна стороне АВ. Некоторая окружность касается стороны 
ВС  параллелограмма A BC D  в точке Р и касается  прямой, про
ходящей через вершины А и В этого же параллелограмма,  is
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точке А. Через точку Р  проведен перпендикуляр P Q  к стороне 
АВ  (точка Q — основание этого перпендикуляра).  Найдите вс 
личину угла ЛВС,  если известно, что площадь параллелограм 
ма A B C D  равна 1/2, а площадь пятиугольника Q P C D A  равна
5.

G7. Вокруг трапеции с высотой Я  описана окружность. Осно
вания трапеции видны из центра окружности под углами о и /1 
Найдите радиус окружности и площадь трапеции.

G8. Круг радиусом 13 см касается двух смежных сторон ква
драта,  длина стороны которого равна 18 см. На какие два  от
резка делит круг каждую из двух других сторон квадрата?

G9. В треугольнике A B C  углы В А С  = а ,  В С  А = /?, \АС\ = 6. 
На стороне С В  взята  точка D так, что B D  = 3DC'. Через точки 
В и D проведена окружность, касающаяся стороны АС  или ее 
продолжения за точку А. Найдите радиус этой окружности.

70. На стороне у гла  с вершиной А взяты точки С и О (С 
между А и D)  так, что АС  = 2CD.  Через точки С  и D про
ведена окружность, касающаяся другой стороны угла  в точ
ке В.  Между точками А и В  взята  точка Е.  Известно, что 
DAE = q, DEA = /3, АЕ = к. Найдите радиус окружности.

71. Длины боковых сторон трапеции равны G и 10. Известно, 
что в трапецию можно вписать окружность. Средняя линия де
лит трапецию на две части, отношение площадей которых равно 
Г»: 11. Найдите длины основания трапеции.

72. Длина средней линии равнобочной трапеции равна 5. Из- 
вестно, что в трапецию можно вписать окружность. Средняя 
линия дели т трапецию на две части, отношение площадей кото
рых равно 7:13. Найдите длину высоты трапеции.

73. Окружность радиусом 3, вписанная в треугольник A B C , 
касается  стороны В С  в точке D.  Окружность радиусом 4 каса 
ется продолжения сторон АВ  и АС,  а также стороны В С  в точке 
/’. Найдите ED,  если угол В С  А равен 2 7г / 3 .

74. Координаты вершин треугольника Л(3, — 2,1), 5 (3 ,  1,5), 
( ' (4,0,3).  Вычислите длину медианы ВВ\ и величину угла В.

75. Определите площадь равнобедренной трапеции, у кото
рой длины оснований равны 10 см и 26 см, а диагонали перпен
дикулярны боковым сторонам.

7G. Вычислите площадь прямоугольной трапеции с основа 
ниями 7 см и 3 см и острым углом 60°.

77. Дана трапеция М N P Q  с  основаниями M Q  и N Р . 11 рима и,
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параллельная основаниям, нсресекает боковую сторону M N  в 
точке А, а сторону P Q — в точке В.  S a n p q  '■ S m a b q  = 2 : 7 .  
Найдите АВ,  если N Р  = 4, Л/Q = 6.

78. В равнобедренном треугольнике с боковой стороной дли
ной 4 см проведена медиана к боковой стороне. Найдите длину 
основания треугольника,  если длина медианы равна, .‘i см.

79. Длины катетов прямоугольного треугольника равны 12 см 
и 5 см. Найдите расстояние между центрами вписанной и опи
санной окружностей.

80. В прямоугольный 'треугольник с катетами а и 1> вписан 
квадрат ,  имеющий с треугольником общий прямой угол. Най
дите периметр квадрата.

81. В треугольнике Л В С  величины углов А, В , С  составля
ют арифметическую прогрессию. Наименьшая сторона в 4 ра
за меньше наибольшей стороны. Найдите тангенс наименьшего 
угла.

82. Длины сторон треугольника пропорциональны числам
5, 12, 13. Наибольшая сторона треугольника, превосходит наи
меньшую на 1,6 м. Определите периметр и площадь треуголь
ника.

83. В равнобедренном треугольнике синус угла при основа
нии в 3 раза больше косинуса у гла  при вершине. Найдите синус 
угла при основании.

84. Найдите длины сторон прямоугольного треугольника., 
если R = 15 см, г  = 6 см, где R и г — радиусы описанной и 
вписанной окружностей соответственно.

85. Даны две стороны б и с  треугольника и его площадь S  = 
2Ьс/Ь. Найдите третью сторону треугольника.

8G. Найдите угол между медианами катетов равнобедренного 
прямоугольного треугольника.

87. В треугольнике Л В С  из точки Е стороны В С  проведена 
прямая,  параллельная высоте BI) ,  которая пересекает сторону 
АС в точке F.  Отрезок EF  делит треугольник Л В С  на две рав
ные по п л о щ ад и  фигуры. Найдите длину EF,  если B D  = 4 см, 
AD : DC  = 2 : 7 .

88. В прямоугольный треугольник вписан полукруг так, что 
его диаметр лежит на гипотенузе и центр его делит гипотенузу 
на отрезки длиной 15 см и 20 см. Найдите длину дуги полу
окружности, заключенной между точками касания ее с катета-

120



89. В треугольнике длины сторон 10 см, 12 см, 18 см. Про
ведена окружность, касающаяся двух меньших сторон, а центр 
находится на большей стороне. Найдите ее радиус.

90. Из одной точки проведены к окружности две касатель
ные длиной 12 см, а расстояние между точками касания 14,4 см. 
Определите радиус окружности.

91. Из точки А к окружности с центром в точке N проведены 
две касательные, которые касаются окружности в точках В  и М . 
Хорда В М  пересекает отрезок N А в точке К.  Длина отрезка 
N К  в 13/4 раза меньше длины отрезка К  А ; АВ  = 4 см. Найдите 
площадь треугольника В А К .

92. Около круга описана равнобедренная трапеция, у кото
рой средняя линия имеет длину 5 см. Определите периметр и 
длину боковой стороны трапеции.

93. В трапеции М P Q F  длины оснований M F  и P Q  равны 
24 см и 4 см соответственно. Высота трапеции имеет длину 5 см. 
Точка N делит боковую сторону на отрезки M N  и N Р .  Дли
на отрезка M N  в 3 раза больше длины отрезка N Р.  Найдите 
площадь треугольника NQF.

94. В ромб, который своей диагоналю делится на два  равно
сторонних треугольника, вписана окружность с радиусом 2 см. 
Найдите сторону ромба.

95. В прямоугольном треугольнике AB C  па высоте С  К  как 
на диаметре построена, окружность, которая пересекает катеты 
( 'А и С В  соответственно в точках М  и N.  Длина отрезков С М  = 
12см, C N  = 18см. Найдите АС  и ВС .

9G. Около круга  радиусом R описан равнобедренный тре
угольник с углом 120°. Определите стороны треугольника.

97. В равнобедренной трапеции A B C D  большее основание 
AD имеет длину 12 см, АВ = б см. Найдите расстояние от точки 
пересечения диагоналей до точки К  пересечения продолжений 
боковых сторон.

98. Найдите диагональ и боковую сторону равнобедренной 
трапеции с основаниями длиной в 20 см и 12 см, если известно, 
что центр описанной окружности лежит на большем основании 
трапеции.

99. Окружность радиусом г касается изнутри двух окружно
стей радиусами R\ и R.n, причем центры всех трех окружностей 
лежат на одной прямой. Найдите радиус окружности, касаю
щейся всех трех данных.

100. На катете АС  равнобедренного прямоугольного тре 
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угольника A B C  выбрана точка Р  гак, что полуокружность, по
строенная на отрезке P C  как на диаме тре, касается  гипотенузы 
А В.  В каком отношении полуокружность делит отрезок PH'.'

101. При каком значении высоты прямоугольная грапеция с 
острым углом <lf»w и параметром 4 см имеет наибольшую пло
щадь?

102. Сум м а  двух сторон треугольника равна а,  а угол, за
ключенный между ними, равен 30°. Каковы должны быть длины 
сторон треугольника,  чтобы его площадь была наибольшей?

103. Сумма диагоналей параллелограмма равна 8 см. Най
дите минимум суммы квадратов всех сторон параллелограмма.

10-1. 13 равнобедренный треугольник с основанием 20 см и 
высотой 8 см вписан прямоугольник, одна из сторон которого 
лежит на основанием 'треугольника. Какова должна быть высо
та прямоугольника, чтобы он имел наибольшую площадь?

105. 13 равнобедренный треугольник с углом 120° при верши
не и основанием 8 см вписан прямоугольник наибольшей площа
ди, две вершины которого лежат на основании. Найдите пло
щадь итого прямоугольника.

10G. В треугольник с основанием а и высотой 1> вписан прямо
угольник наибольшей площади (основание прямоугольника ле
жит па основании треугольника) .  Найдите длины сторон этого 
прямоугольника.

107. Две стороны параллелограмма лежат на сторонах дан
ного треугольника,  а одна из его вершин принадлежит третьей 
стороне. При каких условиях площадь параллелограмма,  будет 
наибольшей?

108. Б оковал сторона равнобочной трапеции конгруэнтна ее 
меньшему основанию, длина которого равна а. Какова должна 
быть длина большего основания трапеции, чтобы ее площадь 
была наибольшей?

109. Па окружности радиусом Н дана точка А. На каком рас
стоянии от точки А следует провести хорду ВС .  параллельную 
касательной к окружности в точке А, чтобы площадь треуголь
ника Л В С  была наибольшей?

110. Б оковые стороны трапеции перпендикулярны. Какое 
наибольшее значение может иметь площадь треугольника,  обра
зованного диагоналями и средней линией трапеции, если из
вестно, что длины оснований трапеции равны а и 6?

111. Из всех прямоугольников, вписанных в окружность ра
диусом /?., найдите прямоугольник наибольшей площади.
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112.  Из всех прямоугольников с площадью 9дм-' найдите гот, 
у которого периметр наименьший.

113.  В прямоугольный треугольник с гипотенузой 24 см и 
углом 60" вписан прямоугольник,  основание которого лежит  на 
гипотенузе.  Каковы должны быть длины сторон прямоугольни-

* к а ,  чтобы его площадь была наибольшей?
114.  Найдите стороны прямоугольника наибольшей площа

ди, вписанного в прямоугольную трапецию с основаниями 24 см 
и 8 см и высотой 12 см.

115.  Найдите стороны прямоугольника наибольшей пло
щади, вписанного в прямоугольный треугольник со сторонами 
18 см, 24 см и 30 см и имеющего с ним общий прямой угол.

11G. В равнобедренный треугольник со сторонами 15 см, 
15 см и 18 см вписан п ар ал лелограм м  наибольшей площади так,  
что угол при основании у них общий. Найдите длины сторон 
параллелограмма .

117.  В какой кру г  можно вписать прямоугольник наибольшей 
площади с периметром,  равным 56 см?

118.  Гипотенуза  прямоугольного тр еугольника  равна  с. Ка 
ковы должны быть катеты  этого треугольника ,  чтобы площадь 
его была, наибольшей?

§ 4.4. Стереометрия. Задачи на доказательство

1. Сколько имеется плоскостей,  равноудаленных от четырех 
данных точек, не лежащих в одной плоскости?

2. Докажите ,  что если три прямые в пространстве  обладаю т 
тем свойством,  ч то любые две из них пересекаются ,  то либо они 
проходят через общую точку,  либо все ле ж а т  в одной плоскости.

3. В пространстве даны точки А, В ,С ,  и D, причем AB1.CD ,  
ACA.BD.  Докажите ,  что A D LB C.

4. В пространстве  р ассм ат ри ваю тс я  д в а  отрезка  ЛВ  и CD,  
не лежащие в одной плоскости.  Пусть MN  — отрезок,  соединя
ющий их середины.  Докажите ,  что А С  + BD  > 2 М N .

5. Наклонная образует  равные у глы  с тр ем я попарно непа
раллельными прямыми,  лежащими в одной плоскости.  Докаж и 
те, что наклонная перпендикулярна,  плоскости.

G. На двух  пар ал лельны х  плоскостях расположены отрезки 
ЛИ и CD.  Концы этих отрезков яв л яю т с я  вершинами некото
рой треугольной пирамиды. Докажите ,  что объем пирамиды
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не будет  меняться ,  если отрезки перемещать  в этих плоскостях  
параллельно самим себе.

7. Докажите ,  что прямая ,  пересекающая дв е  грани д в у г р а н 
ного у гла ,  образует  с ними равные у глы  тогда  и только тогда,  
когда  точки пересечения одинаково удален ы  от ребра.

8 . Докажите ,  что всякий выпуклый четырехгранный угол 
можно пересечь плоскостью так,  что в сечении получится  па
рал лелограм м.

9. Всегда  ли можно трехгранный угол пересечь плоскостью 
так,  чтобы в сечении получился  правильный треугольник?

10. Докажите ,  что если у выпуклого трехгранного у г л а  все 
дв у гран н ые  у глы  острые,  то и все плоские у глы  также  острые.

11.  Сколько плоскостей симметрии может  иметь тр еу гольная  
пирамида?

12. Докажите ,  что дв е  тре уголь ны е пирамиды равны или 
симметричны,  если их соответствующие ребра равны.

13. Докажите ,  что сл едующие четыре усл овия равносильны:
1) боковые ребра пирамиды равны;
2) боковые ребра одинаково наклонены к плоскости основа

ния пирамиды;
3) боковые ребра образую т одинаковые у г л ы  с высотой пи

рамиды;
-1) около основания пирамиды можно описать окружность,  а 

высота  пирамиды проходит через центр этой окружности.
14. Докажите ,  что следующие три условия равносильны:
1) высоты  боковых граней пирамиды равны;
2) высота  пирамиды о бразуе т  одинаковые у глы  с боковыми 

гранями;
3) боковые грани пирамиды наклонены к плоскости основания 

под одним углом  (отметим, что при этом д ву гр ан н ы е  у глы  при 
основании пирамиды м о гут  ока заться  разными! ) .

15. Докажите ,  ч то д в у гр ан н ы е  у г л ы  при основании пирами
ды равны тогда и только тогда ,  когда  в основание пирамиды 
можно вписать  окружность и высота  пирамиды проходит через 
центр этой окружности.

16. Докажите ,  что если все двуг ран н ые у г л ы  некоторой тр е 
угольной пирамиды равны,  то и все ребра  этой пирамиды рав-

17. Докажите ,  что если в треугольной пирамиде с у м м а  длин 
противоположных ребер одна и та же  д л я  любой пары таких



ребер, то вершины этой пирамиды я в л я ю т с я  центрами четырех 
шаров,  попарно касающихся  д р у г  друг а .

18.  Докажите ,  что в треугольной пирамиде высота  прохо
дит через точку пересечения высот  треугольника ,  лежащего в 
основании, в том и только в том случае ,  если противоположные 
ребра пирамиды перпендикулярны.

19. Все ребра одной пирамиды соответственно меньше ребер 
другой.  Можно ли у т ве р ж д а т ь ,  что объем первой из них та кже 
меньше объема второй?

20.  Д а н а  правильная  тр еу гольн ая  пирамида .  Из произволь
ной точки Р  ее основания восставлен перпендикуляр к плоско
сти основания.  Докажите ,  что с у м м а  длин отрезков от точки Р  
до точек пересечения перпендикуляра  с плоскостями граней не 
зависит от вы бора точки Р  на основании.

21.  Какие правильные многоугольники м о гу т  получиться  при 
пересечении ку ба  плоскостью?

22.  Докажите ,  что если все  диагонали параллелепипеда  рав 
ны по длине,  то он прямоугольный.

23.  Докажите ,  что если все грани пар ал л елеп и п еда— равные 
м еж ду  собой парал лел ограм мы,  то они я в л я ю т с я  ромбами.

24. Сущ ествуе т  ли многогранник,  все  грани которого я в л я 
ются п араллелограм м ам и  и попарно параллельны,  но который, 
однако,  не я вл я е т с я  призмой?

25.  Докажите ,  что объем правильной усеченной пирамиды 
равен V = |/i(St + S-> + \/S\S->), где /t—-ее  высота ,  a  .S-, и S-> — 
площади оснований.

2G. Докажите ,  что все ка са тельные к шару,  проведенные из 
одной точки, имеют одинаковую длину.

27.  Докажите ,  что тр еугольную призму можно вписать в шар 
в том и только в том случае ,  если э т а  призма прямая .

28.  Докажите ,  что во вс якую тр еугольную пирамиду можно 
вписать шар и вокруг  этой пирамиды можно описать шар. При 
этом 1 ) все биссекторные плоскости двуг ран ных  углов  пирами
ды пересекаются  в одной точке,  и э т а  точка  и я вл я е т с я  центром 
вписанного шара;  2 ) все плоскости,  проведенные через середины 
ребер данной пирамиды,  перпендикулярны этим ребрам,  пере
секаю тся  в одной точке, и э т а  точка  я в л я е т с я  центром описан
ного шара.

29.  Докажите ,  что если противоположные ребра т е т р а э д р а  
попарно равны, то вписанный в тетраэдр и описанный вокруг  
него шары концентричны.



30. Пусть A B C D  — тр еу гольная  пирамида ;  S i , Л , $а и S 4 — 
площади четырех ее граней,  г —радиус  вписанного в пирамиду 
шара.  Докажите ,  что объем V этой пирамиды можно вычислить 
по формуле V = ^r (S  1 + S-> + S 3 + S 4).

31.  Шар к а с а е т с я  одной из граней треугольной пирамиды 
и плоскостей,  содержащих другие  ее грани.  Докажите ,  что у 
всякой треугольной пирамиды имеется чет ыре таких шара.

32." Пусть г — радиус  вписанного в тр еу гольную  пирамиду 
шара,  /?.1,/?2, Я з  и R.\ — радиусы шаров,  ка сающихся  каждой 
из граней пирамиды соответственно и плоскостей,  содержащих 
д р уги е  е е  грани. Докажит е ,  что

33. Докажит е ,  что д л я  того чтобы вокруг  пирамиды можно 
было описать сферу,  необходимо и достаточно, чтобы вокруг  
основания этой пирамиды можно было описать окружность.

34.  В трехгранный угол  с вершиной S  вписана, сфера с цен
тром в точке О. Докажите ,  что плоскость,  проходящая через 
три точки касания ,  перпендикулярна прямой OS.

35.  Докажите ,  что в прямоугольном п ар а л л е л о г р а м м е  А В С 
П А! В' С" IУ к в а д р а т  площади сечения A' BD  в 8 раз меньше 
сум м ы  кв ад рат ов  площадей граней.

30.  Докажите ,  что если все ребра т е т р а э д р а  ка саю тс я  одного 
шара,  то с у м м ы  длин всех пар противоположных ребер одина
ковы.

37. Какую наибольшую боковую поверхность может  иметь 
прямоугольный параллелепипед,  длина диагонали которого рав
на о? Докажите ,  что наибольшую боковую поверхность будет  
иметь куб.

38. В пирамиде все дв у гран н ые  у глы  при основании раи
ны по величине п. Докажите ,  что площадь боковой поверхно
сти и площадь основании этой пирамиды св я зан ы  соотношением
SocH — .V.GK COS О.

39.  В пространстве  даны  две  пересекающиеся  плоскости о 
и в. На линии их пересечения в зя та  точка А. Докажите ,  что 
из всех прямых,  лежащих в плоскости о и проходящих через 
точку Л. наибольший угол с плоскостью ft о бразуе т  та,  которая 
перпендикулярна линии пересечения плоскостей «  и ft. Чему 
равен этот  угол?

2 _  1 1
г ~ « 7  + Т 2

1
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40.  В треугольной пирамиде SABC  известны плоские у глы  
при вершине S : B S C  = 90° ASC  = AS В = 60°. Вершины A, S  и 
середины ребер SB ,  SC, А В и АС лежат  на поверхности шара.  
Докажите ,  что ребро SA я вл я е т с я  диаметром этого шара.

41.  Сфера ка са ется  трех сторон основания треугольной пи- 
амиды в их серединах и пересекает  боковые ребра  в их сере

динах.  Докажите ,  что пирамида  правильная .
42.  Сфера ка са ет ся  всех боковых граней треугольной пира

миды в центрах описанных около них окружностей.  Плоские 
;■ глы при вершине этой пирамиды равны. Докажите ,  что пира
мида правильная.

43.  Докажите ,  что если в призму (не обязательно прямую) 
вписан шар, то 1) высота  призмы равна ди ам етру  шара;  2) точ
ки касания шара с боковыми гранями леж а т  на сечении приз
мы плоскостью,  проходящей через центр шара перпендикулярно 
боковым ребрам.

44.  Докажите ,  что если в призму можно вписать прямой кру
говой цилиндр, то эта  призма прямая,  длина ее бокового ребра 
равна длине образующей цилиндра и в основание призмы мож
но вписать круг .

45.  Если призма вписана  в прямой круговой цилиндр, то 
она прямая ,  ее высота  равна  образующей цилиндра и основа
ние призмы являетс я  вписанным многоугольником.  Докажите .

4G. Шар вписан в усеченный конус. Докажите ,  что площадь 
поверхности шара меньше площади боковой поверхности кону-

47.  Вокруг  сферы описана четы реху гольн ая  усеченная пира
мида.  Докажите ,  что объемы пирамиды и шара относятся  как 
их полные поверхности.

§ 4.5. Стереометрия. Задачи на вычисление

Приведем формулы, которые могут  потребоваться  при вы
числении площадей поверхностей и объемов пространственных 
фигур:

S 1 = 5  cos а,

I до S  — площадь данной плоской фигуры, a S \ — площадь ее ор
тогональной проекции на д р у г у ю  плоскость,  а  — угол м еж ду  
плоскостями;

S = р/,
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Рис .  5

где  S  — площадь боковой поверхности призмы,  р — периметр ор
тогонального сечения,  /— длина образующей призмы;

где S  и Si  — площади пар ал лельны х сечений пирамиды,  а и ai — 
длины сходственных элементов сечения,  h и /11 — расстояния се
чений от вершины пирамиды или расстояния каких-либо сход
ственных элементов сечений от вершины пирамиды;

где  S — площадь боковой поверхности правильной пирамиды,  
]>— периметр основания,  h — апофема боковой грани;

где S — площадь боковой поверхности прямого цилиндра,  S] — 
площадь его полной поверхности,  Я — радиус  окружности осно
вания,  Л — высо та  цилиндра;

где S  — площадь боковой поверхности прямого конуса,  S i  — 
площадь его полной поверхности,  R — радиус  окружности осно
вания,  / — длина  образующей конуса;

где S — площадь боковой поверхности прямого усеченного ко
нуса,  R и г — радиусы его оснований, / — длина образующей;

где  S — площадь поверхности вращения отрезка  А В  длиной а 
(рис.. 5 ,п) около оси ab, не пересекающей отрезка ,  г — расстояние 
середины отрезка от оси вращения,  h — длина проекции аЬ от
резка А В  на ось вращения,  R — радиус  окружности с центром 
на оси вращения касающейся  отрезка  А В  в его середине;

S  = ;>/( /2

S  = 2 ttRIi , S i  = nR(R + /),

S  = ttRI, S i  = 7tR ( R +  /),

S  = tt( R + ?-)/,

S  - 'Inra = 2ttRh,
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где  ,S'— площадь поверхности вращения ду ги  А В окружности 
радиусом R вокруг  оси ab (рис. 5.о'), на которой лежит центр 
окружности (точка .4 или В или обе м огу т  лежать  на оси в р а 
щении), }) — длина проекции ду ги А В па ось вращения;

S  = 4тгД-,

где .S’ — площадь поверхности шара (площадь сферы),  R — ради
ус шара;

V  =  nbr,

где V -  объем прямоугольного параллелепипеда,  а, Ь, с — длины 
его сторон;

V = Sh,
где V — объем призмы, S — площадь многоугольника,  лежащего 
в основании призмы, h — ее высота;

V = SI,

где V — объем наклонной призмы, S  — площадь перпендикуляр
ного сечения к образующей призмы, I— длина ее бокового ре- 
б р а ;

V = l-S l i ,

где К - - о б ъ е м  пирамиды,  S — площадь многоугольника,  л е ж а 
щего в основании пирамиды,  h высота пирамиды;

V = I  (.s', +$- ,  + s/ ^ ' Щ  /|,

где V — объем усеченной пирамиды,  Si  и So — площади ее осно
ваний, h — высота  усеченной пирамиды;

V = тг R2h,

где V — об'ьем кругового цилиндра,  R — радиус круга ,  л еж ащ е
го в основании цилиндра,  /г — высота  цилиндра;

V =

где V — объем кругового конуса,  R — радиус  круга ,  лежащего в 
основании конуса,  h — высота  конуса;

V = | (Я 2  + Г2 + ЯГ)Л,

S  =  '2~Rh ,
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Рис.  6

где V — объем кругового усеченного конуса.  R и 7- — радиусы 
кругов ,  лежащих в основании конуса,  h — высота  конуса;

2 V = -7г R~h,
О

где V — объем шарового сектора  с центром на оси вращения 
ab, R — радиус  шарового сектора,  /( — высота  шарового пояса 
(рис. 6 , а), сл ужащего  основанием шарового сектора  (точка А 
или В, или обе могут  л е ж ать  на оси вращения ab). На рис. (>,« 
изображено лишь сечение сектора  осевой полуплоскостью;

где V — объем шара,  R — его радиус ;

V = -7 г / 2 /(, 
б

где V — объем кольца с центром на оси вращения ab. (рис. G,t>) 
I — длина хорды АВ  кольца,  h — длина  проекции ab хорды АВ  на 
ось вращения (точка А или В или обе м огу т  л е ж а т ь  на оси вр а 
щения ab). На рис. 6,о изображено лишь сечение кольца осевой 
полуплоскостью;

V = ~ 7г//.3 + ^ (г? + ?-|)тг/л,

где V — объем шарового слоя  с центром на оси вращения ab 
(рис. б,я), г 1 и — расстояния точек А и В от оси враще
ния а6( г ]  и 7'о радиусы кругов ,  ограничивающих слой),  h — 
высота шарового пояса,  сл ужащего основанием шаровому слою 
(точка А или В или обе м огу т  л еж ать  на оси вращения) .  На
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рис. б,в изображено лишь сечение шарового слоя осевой полу
плоскостью;

v  =  1 л ( 5  +  4 5 1 +  5 ) ,

где V — 1) объем любого многогранника,  у которого основа
н и я -  различные неправильные многоугольники,  расположен
ные в параллельных  плоскостях,  а боковая  поверхность обра
зована треугольниками или трапециями,  вершины которых со
впадают с вершинами многоугольников,  лежащих в основании;
2) объем цилиндра;  3) объем конуса;  I) объем шарового слоя;  
S  и S  — площади фигур, расположенных в п а р а л л е л ь н ы х  плос
костях (оснований),  S 1 — площадь сечения т е л а  плоскостью,  па
раллельной основаниям и находящейся от них на равных рас
стояниях,  /) — высо та  (расстояние м ежду  основаниями).

1. Найдите угол меж ду  д в у м я  скрещивающимися прямыми 
L1 и Lо, если расстояние м еж ду  точками А  £ L\ и В £ L2 , р ав 
ноотстоящими от оснований С  £ L i и D £ Ьо общего перпенди
куляр а  к этим прямым,  равно 2/, a  DC  = А С  = BD  = /

2. Д а н ы  две скрещивающиеся  под уг лом  а  прямые L\ и Lо- 
Расстояние м е ж д у  точками А £ Ь\ и В  £ L2, равноотстоящими 
от оснований С  £ L\ и D £ Lo общего перпендикуляра  к этим 
прямым,  равно т .  Найдите расстояние м ежду  прямыми,  если
А С  = BD — I.

3. Высота  прямоугольного треугольника  ABC,  опущенная на 
гипотенузу АВ,  равна 9,6. Из вершины С  прямого у гла  восста
влен к плоскости треу гольника  перпендикуляр С М  = 28. Най
дите расстояние от точки М  до гипотенузы А В.

4. Точки А, В, С, принадлежащие окружности,  д е л ят  длину 
окружности в отношении 1:2:2 (АС  = ВС).  Найдите расст оя
ние от центра окружности О до плоскости у, если известно,  что 
плоскость 7 отстоит от точек А и В на расстояние d, а от точки 
С  — на расстояние Ь.

5 . '  Да ны  ромб ABC'D и плоскость р. Найдите расстояние 
от вершины D до плоскости /3, проходящей через вершину А, 
если расстояния от точек В и С  до плоскости 0  равны Ь и с 
соответственно.

6. Через  ка ждую вершину единичного куба  проведены плос
кости, перпендикулярные одной и той же диагонали куба .  На 
какие  части делится  диагональ этими плоскостями?

7. Центр верхнего основания ку ба  соединен с серединами 
сторон нижнего основания.  Определите  боковую поверхность



полученной пирамиды,  если длина ребра ку ба  равна о.
8. Диагонали боковых граней прямоугольного параллелепи

педа  сост ав ля ют с плоскостью основания у глы  о и р. Найдите 
угол м е ж д у  диагональю па раллелепипеда  и плоскостью осно
вания.

9. Плоскость пересекает  прямоугольный параллелепипед с 
кв ад р атн ы м  основанием по ромбу с острым углом  о. Под каким 
углом  пересекает  эт а  плоскость боковые ребра параллелепипе
да ?

10. В прямоугольном параллелепипеде  А ПС D А \B\C\D\ д и а 
гонали основания Л С  и BD  пересекаются  в точке At, AM В = о. 
Определите  площадь боковой поверхности параллелепипеда ,  
если Hi At = b, ВА1 В\ = /3.

11. Основания параллелепипеда  — кв а д р а т ы  со стороной Ь. 
а все боковые г р а н и — ромбы. Одна из вершин верхнего осно
вания одинаково у д а л е н а  от всех вершин нижнего основания.  
Найдите объем параллелепипеда .

12. В параллелепипеде  A B C D A ]  В\С\П\ грань A B C D  — кв ад 
рат  со стороной 5 см. Длина ребра Л.-11 та кже равна  5 см, и это 
ребро образует  с ребрами А В  и AD  у глы ,  равные 60°. Найдите 
длину диагонали BD\.

13. Диагона ль  прямоугольного параллелепипеда  равна / и 
образует  с плоскостью основания угол о. Найдите площадь бо
ковой поверхности параллелепипеда ,  если площадь его основа
ния равна  S.

14. Найдите площадь боковой поверхности и объем прямо
го параллелепипеда ,  зная,  что его высота  равна //, диагонали 
со став ляют с основанием у глы  а  и jj, а его основанием сл ужит  
ромб.

15. Основанием прямого параллелепипеда  сл уж ит ромб. 
Площади диагональных сечений равны Si и So. Найдите пло
щадь боковой поверхности параллелепипеда .

1G. Основанием прямой призмы сл уж ит ромб с острым углом 
а. Определите объем призмы,  если ее большая диагональ имеет 
длину / и образует  с плоскостью основания угол  /?.

17. Через  сторону нижнего основания правильной тр еу го ль 
ной призмы и противоположную вершину верхнего основания 
проведена плоскость,  наклоненная г; плоскости основания под 
углом п. Площадь сечения призмы этой плоскостью равна .S'. 
Найдите объем отсеченной пирамиды.
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18. В основании прямой призмы лежит равносторонний тр е
угольник.  Плоскость,  проходящая через одну из сторон нижне
го основания и противоположную вершину верхнего,  наклонена 
к плоскости нижнего основания под углом  ip. Площадь этого 
сечения равна Q. Найдите объем призмы.

19. Основанием прямой призмы сл уж ит равнобедренная  т р а 
пеция с острым углом  и. Боковая сторона трапеции и ее мень
шее основание имеют равные длины. Найдите объем призмы, 
если диагональ призмы равна а и образует  с плоскостью осно
вания угол в.

20.  В основании прямой призмы лежит равнобочная трапе
ция, у которой диагональ равна а. а угол меж ду  диагональю и 
большим основанием равен п. Диагона ль  призмы наклонена к 
основанию под углом 13. Найди те объем призмы.

21. Определите объем прямой призмы, у которой основани
ем сл уж ит прямоугольный треугольник с острым углом ft, если 
боковое ребро призмы имеет длину I и сост ав ля ет  с диагональю 
большей боковой грани угол 13.

22.  Основанием прямой призмы сл уж ит прямоугольный тр е 
угольник с гипотенузой длиной с и острым углом  30°. Через  
гипотенузу нижнего основания и вершину прямого у гла  верхне
го основания проведена плоскость,  образующая с плоскостью 
основания угол 45°. Определите  объем треугольной пирамиды,  
отсеченной от призмы плоскостью.

23. Прямая  призма имеет в основании равносторонний т р е 
угольник.  Плоскость,  проходящая через одну из его сторон под 
углом tv к плоскости основания,  отсекает  от призмы т р е у г о л ь 
ную пирамиду объемом V ■ Определите площадь сечения.

24.  Каждое ребро наклонной треугольной призмы равно
2, одно из боковых ребер составляет  со смежными сторона
ми основания углы  6 0 ° . Найдите площадь полной поверхности 
при (МЫ.

25. Основанием прямой призмы сл ужит  прямоугольный т р е 
угольник с периметром 2р и острым углом  а .  Найдите боковую 
поверхность призмы, если известно,  что в нее можно вписать 
шар.

2G. Длина диагонали правильной четырехугольной призмы 
равна /, диагональ образует'  с плоскостью основания угол,  ве
личина которого равна о. Найдите объем призмы.

27.  В правильной четырехугольной призме через середины 
дву х смежных сторон основания проведена плоскость,  пересека



ющая это основание под углом  а  и три боковых ребра призмы. 
Определите  площадь полученного сечения и его острый угол,  
если сторона, основания призмы равна 6.

28.  Определите  объем правильной четырехугольной призмы, 
если ее диагональ образ уе т  с боковой гранью угол о. а сторона 
основания равна  а.

29. Основание п р и з м ы — правильный треугольник ,  сторона 
которого 4 см. Одна из боковых граней,  перпендикулярная  
плоскости основания,  — ромб, длина диагонали которого равна 
(i см. Найдите объем призмы.

30.  Основанием прямой призмы сл уж ит ромб с острым углом 
п. Угол  м е ж д у  меньшей диагональю ромба и меньшей ди агона 
лью призмы равен р. Определите объем призмы, если меньшая 
диагональ ромба равн а  d.

31.  Основанием прямой призмы я в л я е т с я  равнобедренный 
треугольник ,  основание которого имеет длину а и уг ол  при осно
вании а .  Найдите объем призмы,  если площадь ее боковой по
верхности равн а  сумме площадей оснований.

32.  С а м а я  большая диагональ правильной шестиугольной 
призмы,  имеющая длину <1, со ст ав ля ет  с боковым ребром приз
мы угол  а.  Определите  объем призмы.

33. Основание призмы - равнобедренный прямоугольный 
треугольник с катетом длиной а см. Боковое ребро, противо
положное гипотенузе,  с ка те та ми со ставляет  острые у глы  о  и /?. 
Д лина бокового ребра Ь см. Найдите объем призмы.

34. Площадь полной поверхности правильной треугольной 
пирамиды равна S.  Зная ,  что угол  м е ж д у  боковой гранью и 
основанием пирамиды равен а,  найдите сторону основания.

35. В правильной треугольной пирамиде сторона основания 
равна а, а плоский угол при вершине о. Определите объем пи- 
рамид .1 л.

3G. Найдите угол м е ж д у  апофемой боковой грани правиль
ной треугольной пирамиды и плоскостью ее основания,  зная,  
что разность м еж ду  этим уг ло м  и углом,  который составляет  
боковое ребро пирамиды с плоскостью основания,  равна а.

37.  Длина, стороны основания правильной треугольной пи
рамиды равна  10 см, дв угранный  угол при основании равен 30°. 
Найдите объем пирамиды.

38. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды имеет 
длину / и со ста вляет  с плоскостью основания угол о. Найдите 
объем пирамиды.
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39.  Найдите объем правильной треугольной пирамиды,  у ко 
торой плоский угол при вершине равен а,  а  кратчайшее рас 
стояние меж ду  боковым ребром и противоположной стороной 
основания равно d.

40 .  Постройте сечение правильной треугольной пирамиды 
плоскостью,  проходящей через центр основания параллельно 
одной из боковых граней пирамиды.  Найдите площадь сече
ния, если боковая грань пирамиды наклонена к основанию под 
углом  ft, а сторона основания пирамиды равна  а.

41 .  Основание пирамиды — прямоугольный треугольник с ка
тетом а и противолежащим углом  о. Боковые ребра  наклонены 
к плоскости основания под углом  р. Найдите площадь боко
вой грани, проходящей через меньший кате т  основания,  если 
t g a  = 3/2, tgP  = 2/3, а — 8 см.

42.  Основанием пирамиды сл уж ит прямоугольный тр е у го ль 
ник Л В С ,  у которого ка те т  А\С — b и В — р. Боковые грани 
пирамиды,  проходящие через катеты  А С  и ВС,  перпендикуляр
ны к плоскости основания,  а тр етья  боковая  грань образует  с 
основанием угол а .  Найдите объем пирамиды.

43.  Л ан а  пирамида S A C  В с вершиной в S.  Ее основание — 
прямоугольный треугольник А С  В. 13 этом треугольнике  А В — 
гипотенуза,  ее длина 2 УЗ см. Боковое ребро S А перпендику
лярно к плоскости основания.  Двугран ный угол,  составленный 
боковыми гранями .S71C и S A B  равен 30°. Высота  пирамиды 
1 см. Найдите площадь боковой поверхности.

44.  Найдите объем пирамиды,  основанием которой сл ужит  
прямоугольный треугольник с гипотенузой длиной с и острым 
углом  о, если боковые ребра наклонены к плоскости основания 
под углом  р.

45 .  Основание пирамиды — равнобедренный прямоугольный 
треугольник ,  длина гипотенузы которого равна 5 см. Все боко
вые ребра наклонены к плоскости основания под углом  а.  Най
дите площадь полной поверхности пирамиды.

46.  В основании треугольной пирамиды лежит  равнобедрен 
ный треугольник ,  у которого площадь равна  S, а угол при вер
шине равен а.  Найдите объем пирамиды,  если угол между  ка 
ждым боковым ребром и высотой пирамиды равен р.

47.  Основанием пирамиды сл ужит  равнобедренный треуголь 
ник. у которого угол м е ж д у  равными сторонами равен г», а п р о  

тивоположпая ему сторона имеет длину Н. Боковые грани пи 
рамиды  наклонены к основанию под углом  у\ Найдите плоиы и



полной поверхности пирамиды.
48.  Определите  объем пирамиды,  имеющей основанием тр е

угольник,  два у г л а  которого равны о и )J, а радиус  описанного 
около основания кр уг а  Г{. Боковые ребра наклонены к плоско
сти основния под углом  <р.

49.  В правильной треугольной пирамиде длина стороны 
основания равна а, а дв угранный угол меж ду  боковыми гранями 
равен о. Найдите объем пирамиды.

50.  Угол меж ду  высотой правильной треугольной пирамиды 
и апофемой равен rv, длина бокового ребра пирамиды равна /. 
Найдите объем пирамиды.

51.  Плоский угол  при вершине правильной треугольной 
пирамиды равен о, радиус  окружности,  вписанной в боковую 
грань,  равен г. Найдите площадь боковой поверхности пирами-

52.  Сторона основания правильной треугольной пирамиды 
равна а, двугранный уг ол  при основании равен 45° .  Определите  
объем пирамиды.

53. Найдите вы со ту  правильного т ет р а э д р а ,  объем которого 
равен V.

54. Найдите объем правильного т етр аэд р а ,  высота  которого 
равна Н.

55. В правильной треугольной пирамиде,  объем которой ра
вен \\ боковые грани наклонены к плоскости основания под 
углом п. Определите площадь полной поверхности пирамиды.

5G. Найдите объем и площадь боковой поверхнос ти правиль
ной треугольной пирамиды,  зная,  что плоскость,  проходящая 
через сторону основания и середину высоты пирамиды, накло
нена к основанию под у гло м  <£>, а  сторона основания равна  а.

57. Найдите объем правильной треугольной пирамиды,  у 
которой боковое ребро наклонено к плоскости основания под 
углом а  и удалено от середины противоположной стороны на 
расстояние d.

58. Правильная  т р еу го льн ая  пирамида рассечена,  плоско
стью, перпендикулярной основнию и делящей две  стороны осно
вания пополам. Определите  площадь сечения пирамиды этой 
плоскостью,  если известно,  что сторона основания равна а, а 
высота пирамиды равна I I .

59.  В правильной треугольной пирамиде ,  сторона основания 
которой равна а, а  боковое ребро — 2а, через середину бокового
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ребра перпендикулярно к нему проведена плоскость.  Определи
те площадь образовавшегося  сечения.

СО. Через  вершину С  основания правильной треугольной пи- 
рамиды S A B C  проведена плоскос ть перпендикулярно боковому 
ребру S  А . ’-дта плоскость составля ет  с плоскостью основания 
угол,  косинус которого равен 2/3. Определите косинус у г л а  ме
ж д у  боковыми гранями пирамиды.

01. Через вершину правильной треугольной пирамиды и се
редины двух  сторон основания проведено сечение. Найдите 
площадь сечения и объем пирамиды,  зная,  что длина стороны 
основания равна а, а угол между  сечением и основанием равен

02.  Высота правильной треугольной призмы равна П. Через  
одно из ребер нижнего основания и противоположную ему вер
шину верхнего основания проведена плоскость.  Найдите п л о 
щадь сечения,  если угол образовавшегося  треугольника  при за
данной вершине призмы равен п.

G3. Найдите объем правильной треугольной пирамиды,  если 
плоский угол при вершине равен о, а радиус  окружности,  опи
санной около боковой грани, равен R.

04.  Боковое р е б р о  правильной треугольной пирамиды рав
но а. а плоский угол при вершине равен 2а.  Найдите площадь 
поверхности шара,  описанного вокр уг  пирамиды.

05. Боковые ребра и две  стороны основания треугольной пи
рамиды равны между  собой и равны /. Угол между  равными 
сторонами треугольника ,  лежащего в основании, равен о. Най
дите  объем пирамиды.

00.  Основанием пирамиды служит  равнобедренный треуголь
ник, у которого боковая сторона равна а, а угол при вершине 
равен о. Все боковые ребра пирамиды наклонены к плоскости 
основания под углом  fi. Найдите объем пирамиды.

07.  Боковая грань правильной треугольной пирамиды обра
зует с плоскостью основания угол о, сумма высоты пирамиды и 
радиуса  окружности,  вписанной в основание пирамиды,  равна 
а. Найдите объем пирамиды.

08. Боковые ребра треугольной пирамиды взаимно перпен
дикулярны и каждое из них равно Ь. Найдите объем пирамиды.

0!). В те тр аэ др е  A BCI)  найдите угол меж ду  прямыми A D  и 
ВС.  если А В = А С  и ПАВ = D A C .

70. Стороны треугольника ,  лежащего в основании пирамиды,  
равны 13. М и  1Г)см. Д ву гр ан ные  у глы  при основании пирамиды
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равны 45°. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.
71. В треугольной пирамиде боковые ребра равны,  а  в осно

вании ее лежит прямоугольный треугольник ,  высота  которого,  
опущенная из вершины прямого у гла ,  равна h . Дву гранные  
углы ,  образованные гранями пирамиды,  пересекающимися по 
ка тетам  основания,  равны а и р. Найдите объем пирамиды.

72. В основании пирамиды лежит равнобедренный т р еу г о л ь 
ник с углом j  при вершине.  Все боковые ребра пирамиды име
ют длину а. Определите объем пирамиды,  если длина радиуса  
вписанной в основание окружности равна г.

73. В основании пирамиды лежит равнобедренный т р е у г о л ь 
ник с углом  при вершине а- Все дв у гран н ые  углы  при основании 
пирамиды равны J.  Определите объем пирамиды,  (-ели радиус 
окружности,  описанной около основания,  равен Н.

74. Основанием пирамиды сл уж ит равнобедренный т р е у г о л ь 
ник, равные стороны которого имеют длину Ь и составляют1 угол 
о-. Боковые ребра пирамиды образуют с ее высотой угол 3. 
Определите объем пирамиды.

75. В треугольной пирамиде S A B C  дв е  равные боковые г р а 
ни A S  В и B S C  перпендикулярны плоскости основания,  а грань 
A S C  наклонена к ней под углом  13. Найдите радиус  шара,  опи
санного около пирамиды, если радиус  окружности,  описанной 
около основания,  равен г и A B C  = а.

70. Сторона основания правильной треугольной пирамиды 
равна иг, а  двугранный угол  м ежду  боковыми гранями пирами
ды равен 2« .  Через  одну из сторон основания проведена плос
кость , перпендикулярная  боковому ребру.  Найдите объем ча
сти пирамиды,  лежащей ниже плоскости.

77. Площадь боковой поверхности треугольной пирамиды 
равна  S,  каждое из боковых ребер равно /. Найдите плоские 
у глы  при вершине пирамиды, зная,  что они образуют арифме
тическую прогрессию с разностью,  равной 7Г/4 .

78. Г ранями треугольной пирамиды я в л я ю т с я  равные рав
нобедренные треугольники.  Основание и противолежащий ему 
угол каждого такого треу голь ника  равны а и «  соответственно.  
Найдите объем пирамиды.

79 . “ 15 основании пирамиды лежит  правильный треугольник 
со стороной а. Одна из боковых граней перпендикулярна к осно
ванию, а  площади дв ух  дур ги х  равны Р  и Q соответственно.  В 
каком отношении высота  пирамиды делит сторону основания?

80.* В основании пирамиды лежит  равнобедренный прямо



угольный треугольник .  Боковая  грань,  опирающаяся на гипо
тенузу ,  перпендикулярна плоскости основания.  Площади двух  
других граней равны S\ и 54 соответственно.  Найдите гипотену
зу основания,  если известно,  что она де лит ся  высотой пирамиды 
в  отношении 1 : р.

81.  Найдите, радиус  вписанного в треу голь ную пирамиду ша
ра, если все ее yi ли  при вершине прямые,  а длины боковых ре
бер равны </, b и с.

82/  Найдите объем треугольной пирамиды,  если площади ее 
граней равны So ,S\, S-> и S -л, а дв уг ран н ые углы ,  прилежащие к 
грани с площадью So, равны м еж ду  собой.

83." S A B C  - правильный те траэдр  с ребром длиной единица,
0  ■- центр шара радиусом у 2 ,  касающегося  ребер Л/, А( ' и АВ  
(или их продолжений).  Найдите длину отрезка ОК,  где К 
середина ребра SC.

84 . '  В т етр аэдр е  A B C  ребра АС, ВС  и СП  взаимно пер
пендикулярны.  Точка  N лежит в плоскости A B C  и одинаково 
у д ал ен а  от ребер АВ,  В С  и СП.  Точка  N лежит в плоскости 
ВСП  и одинаково уд ал ен а  от тех же  ребер.  Найдите М N , если 
В( ■ = CI)  = х А  А С  = 3.

85.  15 правильной четырехугольной пирамиде высота  равна 
3 см, а боковое ребро — 5 см. Найдите объем пирамиды.

80. Найдите объем правильной четырехугольной пирамиды,  
если с торона ее основания равна а, а  двугранный угол при осно
вании равен а.

87. Плоский угол боковой грани при вершине правильной 
четырехугольной пирамиды равен р. Найдите угол м е ж д у  бо
ковым ребром и плоскостью основания.

88. 15 правильной четырехугольной пирамиде двугранный 
угол при боковом ребре равен о. Найдите плоский угол при 
вершине пирамиды.

89. Основанием пирамиды сл уж ит прямоугольник,  две боко
вые грани ее перпендикулярны основанию, две  друг ие  боковые
1 рани образуют с основанием у глы  ft и /?. Определите объем 
пирамиды,  если длина наибольшего из боковых ребер равна /.

90. Высота  правильной четырехугольной пирамиды равна 
//. двугранный угол при основании равен <р. Найдите радиус  
вписанного в пирамиду шара.

91. Угол между боковыми ребрами и основанием правильной 
че I ырехугольной пирамиды равен 60°, длина бокового ребра
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равна  п. Через  середину одного из боковых ребер перпендику
лярно к нему проведена плоскость.  Найдите площадь сечения.

92.  Высота  правильной четырехугольной пирамиды равна li 
и составля ет  с боковой гранью угол о. Через  сторону основа
ния пирамиды проведена плоскость,  перпендикулярная  проти
волежащей грани. Найдите объем пирамиды, отсекаемой этой 
плоскостью от данной пирамиды.

93. Сторона основания правильной четырехугольной пира
миды равна а. двугранный угол при основании равен а .  Най
дите- площадь сечения пирамиды плоскостью,  делящей пополам 
двугранный угол при основании.

94.  Длина каждого ребра правильной четырехугольной пи
рамиды SAUC'D  равна 1. Точка Л/ лежит в основании A B C D  
пирамиды и одинаково удал ен а  от ребер A S  и I)S. a M S  = М(  
Гичка N лежит на грани HSC  и та кже одинаково удалена  от 

тех же  ребер, причем A'.S' = .VC. Найдите площадь треугольни
ка ИМ

95.  Основанием пирамиды сл уж ит ромб, длины диагоналей 
к о т о р о г о  равны () м и 8 м. Высота пирамиды приходит чер< > 

■точку пересечения диагоналей ромба и имеет длину 1 м. Най
дите площадь боковой поверхности пирамиды.

9G. ( )спованием пирамиды сл уж ит ромб си стирий ч и острым 
углом  а .  Д в е  боковые грани перпендикулярны основанию, а дне 
друг ие  образуют с ним угол /1 Определите  объем пирамиды и 
площадь боковой поверхности.

97.  Основанием пирамид!.] служит- равнобочная трапеция,  у 
которой боковая сторона равна а, а острый угол равен а .  Все 
боковые грани ибразуют с основанием пирамиды угол .*. Най
дите объем пирамиды.

98. Основанием пирамиды служ ит  прямоугольник с углом 
а меж ду  диагонал ями. Боковые ребра образуют с плоское гыо 
основания угол  ti. Найдите объем пирамиды, если радиус опи
санного около нее шара равен П.

99. Найдите объем правильной чет ырех уг олыюй пирами
ды, если угол  при основании боковой грани равен а ,  а радиус  
окружности,  которая вписана в э ту  грань,  равен II.

100.  Высота  правильной четырехугольной усеченной пира
миды равна h, боковое ребро и диагональ боковой грани пи
рамиды наклонены к плоскости основания под у гла ми  а  и 6. 
Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.

101.  В правильной шестиугольной пирамиде угол м еж ду  бо
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ковым ребром и смежным ребром основании ранен о, сумма ра 
диусов окружностей,  вписанной в основание и описанной около 
него, равна т .  Найдите площадь боковой поверхности пирами

102.  Апофема правильной шестиугольной пирамиды равна 
т .  Дв угран ный угол при основании равен п. Найдите площадь 
полной поверхности пирамиды.

103.  Высота правильной усеченной четырехугольной пира
миды равна 3 см. объем ее равен 38см'1, а площади оснований 
относятся как  9:4. Определите  площадь боковой поверхности 
усеченной пирамиды.

104.  Площади оснований усеченной пирамиды равны S\ и 
S Найдите площадь $  сечения пирамид!. !  плоскостью,  которая 
параллельна основаниям и равноудалена  от них.

105.  Площадь полной поверхности правильной четырехуг оль
ной пирамиды равна S,  а плоский угол боковой грани при вер
шит ;  равен о. Найдите высоту  пирамиды.

100.  Ра.яюсть м ежду  длиной апофемы и высотой правильной 
четырехугольной пирамиды равна т .  а  угол м ежду  ними равен
о. Найдите объем пирамиды.

107.  15 правильной четырехугольной пирамиде высота рав
на h. Через диагональ основания пирамиды и середину про
тиволежащего ребра проведено сечение, обра зующее угол о с 
диагональной плоскостью,  проведенной чер< з ту же  диагональ 
основания.  Найдите' площадь сечения.

108.  Найдите плоский угол при вершине1 правильной четы- 
рехугольной пирамиды,  если чтит угол равен у г л у  меж ду  боко
выми ребром и плоскостью основания пирамиды.

109.  Основание' пирамиды — прямоугольник,  площадь кото
рого равна 12 см~\ Дв е  боковые* грани пирамиды перпендику
лярны основанию, а две  дру гие  се>ставляют с оснешание.м у глы  
30" и (>011. Найдите площадь полной поверхности пирамиды.

110. Основанием четырехугольной пирамиды служит  ромб 
со стороной а и острым углом в. Ка ж д а я  боковая грань на
клонена к плоскости основания под углом  у. Найдите площадь 
полной поверхности пирамиды.

111.  Основанием четырехугольной пирамиды сл уж ит ромб, 
меньшая диагональ которого имеет длину е/, а острый угол ра
вен о. Каждая  боковая грань наклонена к плоскости основания 
под углом  л’. Вычисли те площадь полной пове-рхпое'ти пирами-
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112.  Основание пирамиды — п араллелограм м  с тупым углом
а .  Д в е  боковые грани перпендикулярны к плоскости основания,  
а остальные две  составля ют  с ней у глы  в и у. Найдите площадь 
меньшей боковой грани,  если меньшее боковое ребро имеет дли
ну 8 см.

113. Д л и н а  с т о р о н ы  о с н о в а н и я  п р а в и л ь н о й  ч е т ы р е х у г о л ь 
ной п и р а м и д ы  р а в н а  а, б о к о в а я  г р а н ь  с о с т а в л я е т  с п л о с к о с т ь ю  
о с н о в а н и я  у г о л  «-. Найдите р а д и у с  о п и с а н н о го  ш а р а .

114.  Дли н а  стороны основания правильной треугольной пи
рамиды равна а, плоский угол  при вершине пирамиды равен п. 
Найдите радиус  вписанного в пирамиду шара.

115.  Найдите радиус  шара,  вписанного в правильную тре
угольную пирамиду ,  у которой высота  равна II. а угол между  
боковым ребром и плоскостью основния равен о.

11G. В конус вписана правильная  треу гольн ая  пирамида ,  бо
ковое ребро которой наклонено к основанию под углом  п . Опре
делите  объем конуса,  если сторона основания пирамиды имеет 
длину а.

117.  В конус,  образующая которого по длине равна / и накло
нена к основанию под уг ло м  d, вписана пирамида ,  в основании 
которой прямоугольник с острым углом  2о м е ж д у  ди а гон аля 
ми. Найдите расстояние от основания высоты до боковой грани, 
проходящей через меньшую сторону основания.

118.  В усеченный конус вписан шар радиусом R. Образую
щая конуса наклонена к плоскости основания под углом  «■. Най
дите объем усеченного конуса.

119.  Объем конуса равен V . 15 конус вписана пирамида ,  в 
основании которой лежит равнобедренный треугольник  с углом
о м еж ду  боковыми сторонами.  Найдите объем пирамиды.

120.  В конус вписан цилиндр, высота  которого равна ради
усу  основания конуса.  Найти величину у г л а  м ежду  осыо конуса 
и его образующей,  зная,  что площадь полной поверхности ци
линдра относится к площади основания конуса как  3:2.

121.  Найдите объем и площадь полной поверхности конуса,  
если в его основании хорда длиной а с т я ги в а е т  д у г у  о-, а угол 
м еж ду  высотой и образующей конуса равен /?.

122.  Определите  площадь полной поверхности цилиндра,  
осевое сечение которого есть к в а д р а т  и площадь боковой по
верхности равна  6'.

123.  Через  вершину конуса проведена  плоскость под углом
о к основанию конуса.  Эта  плоскость пересекает  основание ко
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нуса по хорде длиной а, стягивающей д у г у  /3. Найдите объем и 
площадь боковой поверхности конуса.

124.  Через  две  образующие конуса проведена плоскость,  от
секающая в основании д у г у  120°. Определите  площадь сечения,  
если радиус  основания конуса равен R и плоскость сечения со
ставляе т  с плоскостью основания угол о,

125.  Треугольник ЛВС  вращается  вокру!  стороны В( ' ,  /1 = 
120°. Найдите площадь той поверхности,  которая  получается  
вращением ломаной, составленной из сторон С Л и ЛВ,  если 
Л В =  2 \ Д  ВС  =  Г).

12G. В шар вписан конус. Площадь осевого сечения кону
са равна S.  Угол меж ду  его высотой и образующей равен а .
11 а иди I е объем шара.

127.  Конус и цилиндр имеют общее основание,  а вершина ко
нуса находится и центре другого основания цилиндра.  Найдите 
величину у гла  между  осыо конуса и его образующей,  если из
вестно, что площадь полной поверхности цилиндра относится к 
площади полной поверхности конуса как 7:1.

128.  Образующая конуса наклонена к плоскости основания 
конуса под углом у. Площадь сечения конуса плоскостью,  про
ходящей через центр вписанного в конус шара параллельно 
основанию, равна S. Найдите объем конуса.

129.  В прямой конус, осевым сечением которого являе т с я  
прямоугольный треугольник ,  вписан цилиндр (нижнее основа
ние цилиндра лежит в плоскости основания конуса).  Отноше
ние площади боковой поверхности конуса  к площади боковой 
поверхности цилиндра равно 4\Jl. Найдите величину у гла  ме
ж д у  плоскостью основания конуса и прямой, проходящей че
рез центр верхнего основания цилиндра и произвольную точку 
окружности основания конуса.

130.  Определите площадь боковой поверхности конуса,  зная 
радиус  R описанного во круг  него шара и угол о, под которым 
из центра шара видна образующая конуса.

131.  В конус вписан цилиндр, высо та  которого равна ди ам е
тру основания конуса.  Площадь полной поверхности цилиндра 
равна  площади основания конуса.  Найдите величину у гла  ме
жд у  образующей конуса и плоскостью основания.

132.  Около шара радиусом R описан прямой круговой ко
нус, в котором угол м еж ду  образующей и плоскостью основа
ния равен о. Определите площадь полной поверхности и объем 
конуса.
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133.  В шар радиусом R вписан конус, в этот конус вписан ци
линдр с кв а д р а т н ы м  осевым сечением. Найдите площадь полной 
поверхности цилиндра,  если угол м еж ду  образующей конуса и 
плоскостью основания равен о.

134.  В конус вписан шар. Радиус  кр уг а  ка сания поверхности 
шара и боковой поверхности конуса равен г. Прямая ,  соединя
ющая центр ш ар а с произвольной точкой окружности основания 
конуса,  составляет '  с высотой конуса угол,  равный и. Найдите 
объем конуса.

135.  Радиус  основания цилиндра равен 26 см, длина, обра
зующей 48 см. На каком расстоянии от оси цилиндра след ует  
провести сечение,  параллельное  оси цилиндра,  чтобы оно имело 
форму квадрата ' : ’

13(3. В цилиндре параллельно его оси на расстоянии а от нее 
проведена плоскость,  которая  отсекает  от окружности основа
нии д у г у  в о радиан.  Площадь сечения равна  S. Определите 
объем цилиндра.

137.  Плоскость,  проведенная параллельно оси цилиндра,  де 
лит- окружность  основания в отношении гп : и. Площадь сечения 
равна .S', Найдите площадь боковой поверхности цилиндра.

138.  Высота конуса,  равная  li, я вл я е т с я  ди аметром  сферы, 
которая  делит  боковую поверхность конуса в отношении т  : п 
(считая  от вершины).  Найдите радиус  основания конуса.

1 3 9 .“ Дна равных конуса с общей вершиной /1 расположены 
по разные стороны от плоскости Р так,  что только одна образу
ющая каждого конуса (А В дл я  одного конуса и А С  дл я  другого) 
принадлежит плоскости Р. Известно,  что В А С  = ft, а угол ме
ж д у  высотой и образующей каждого конуса равен у.  Найдите 
угол м е ж д у  линией пересечения плоскостей оснований конусов 
и плоскостью Р.

1 4 0 . ’ I очка О общая вершина двух  конгруэнтных конусов, 
расположенных по одну сторону от плоскости п так,  что только 
одп а образующ ая каждого конуса (ГМ дл я  одного конуса и О В 
для  другого)  п р и н а д л е ж а i плоскости о. Известно,  что величина 
у г л а  м еж ду  высотами конусов равна ft, а величина у гла  между  
высотой и обра п ющей каждого конуса равна -р, причем ‘2у? < ft. 
Найдите величину у г л а  м ежду  образующей ОА и плоскостью 
основания другого  конуса,  которой принадлежит точка В.

141.  Диагонали осевого сечения усеченного конуса точкой 
пересечения д е л я т с я  в отношении 2:1, считая  от большего осно
вания.  Угол м еж ду  диагоналями,  обращенный к основаниям ко

144



нуса,  равен а .  Длина диагонали равна /. Найдите объем ус е
ченного конуса.

142.  Шар радиусом \/2 см равновелик прямому конусу,  пло
щадь боковой поверхности которого в три раз а  больше площади 
основания.  Найдите высоту  конуса.

143.  I? шаре радиусом г из точки его поверхности проведены 
три равные хорды под углом  о д р у г  к д р у г у .  Определите  их 
длину.

144.* Четыре сферы радиусом г расположены так,  что к а ж д а я  
из них ка са ется  грех других .  Найдите радиус  сферы, которая  
к а сается  каждой из данных сфер.

1 4 5 . “ На плоскости размещены четыре шара:  д ва  шара  ради
усом а и два  одинаковых шара с неизвестным радиусом х так,  
что каждый шар к а сается  трех других и плоскости.  Найдите 
радиус  х.

14G. Сфера,  центр которой находится в вершине конуса,  к а с а 
ется его основания.  Найдите угол при вершине в осевом сечении 
конуса,  если сфера делит конус на части равных объемов.

147.  Сфера с центром в вершине' конуса делит его на две 
равновеликие части.  Найдите радиус этой сферы, если радиус 
основания конуса равен а. а величина у г л а  при вершине его 
осевого сечения равна а.

148." В конус, у которого угол осевого сечения при вершине 
равен а ,  вписан шар радиусом R. Найдите объем части конуса,  
расположенной над шаром.

149.  Расстояние от центра вписанного в конус шара до вер
шины конуса равно </. Угол м ежду  образующей и плоскостью 
основания конуса равен о. Найдите объем конуса.

150.  В конус вписан шар,  площадь большого круга  которого 
равна S. Найдите площадь полной поверхности конуса,  если 
угол при вершине его осевого сечения равен 2а.

151." Сфера вписана в прямой круговой конус с углом о при 
вершине осевого сечения.  В эту  сферу вписан конус с таким же 
углом  при вершине осевого сечения.  Найдите величину у гла  м, 
если отношение объема первого конуса к объему второго конуса 
равно 27.

152.  Центр сферы совпадает  с центром основании конуса,  а 
ее радиус равен рад иусу  этого основании. Высо та конуса Гмин, 
ше радиуса  основания конуса.  Через окружность,  но которой 
сфера пересекается  с боковой поверхностью конуса,  проведе
на плоскость.  Каким должен быть угол при вершине осевого



сечения конуса,  чтобы эта  плоскость делила  конус на две  оди
наковые по объему части?

153.  Шар ка са ется  всех граней куба .  Найдите отношение 
площадей поверхности и отношение объемов этих фигур.

154.  Площадь поверхности шара,  вписанного в конус, равна
S. Определите  площадь полной поверхности конуса,  если наи
больший угол  м е ж д у  его образующими равен а.

155.  Найдите отношение площади полной поверхности пря
мого кругового конуса,  вписанного в ш а р , к  площади поверхно
сти этого шара,  если известно,  что угол  при вершине осевого 
сечения конуса равен а  и а  > ж/'2.

15G. В прямой круговой конус с углом  60° при вершине осе
вого сечения вложено три одинаковых шара радиусом  г так,  что 
каждый из них ка с а е т с я  д в ух  других ,  основания и боковой по
верхности конуса.  Найдите радиус  основания конуса.

157.  В конус вписан шар радиусом г. Найдите объем кону
са, если известно,  что плоскость,  к а саю щ аяся  шара и перпенди
ку ляр н а я  к одной из образующих конуса,  отстоит от вершины 
конуса  на расстояние d.

158.  Найдите отношение объема шара к объему прямого кр у 
гового цилиндра,  вписанного в этот  шар, если известно,  что 
меньший угол меж ду  ди аг онал ям и  осевого сечения цилиндра 
равен а и диам ет р  основания больше высоты  цилиндра.

159.  В цилиндр помещен конус так,  что основание конуса со
впадает  с нижним основанием цилиндра,  а вершина конуса со
впадает  с центром верхнего основания цилиндра.  Образующая 
конуса наклонена к плоскости основания под у гло м  а.  Найдите 
объем цилиндра,  если площадь полной поверхности конуса S.

1G0. В конус, радиус  основания которого равен г, а угол,  
составленный высотой и образующей,  равен а ,  вписан цилиндр 
так,  что его боковая поверхность относится к боковой поверх
ности конуса как т  : п. Найдите объем цилиндра.

1G1. В конус вписан полушар 'так, что большой круг  полуша- 
ра лежит в плоскости основания конуса,  а шаровая  поверхность 
к а сается  поверхности конуса.  Найдите площадь полной поверх
ности полу шара и его объем,  если образ ую щая  конуса,  равная  
/, со ста вля ет  с плоскос тью основания угол в.

1G2. В конус, у которого площадь боковой поверхности рав
на S. а угол  наклона образующей к плоскости основания равен 
Lp, вписана тр еу гольная  пирамида ,  имеющая основанием прямо
угольный треугольник с острым у гло м  а.  Определите объем
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пирамиды.
1СЗ. У гол м еж ду  плоскостью основания и боковой гранью 

правильной четырехугольной пирамиды равен р. Площадь по
верхности сферы, вписанной в пирамиду ,  равна .9. Найдите пло
щадь боковой поверхности пирамиды.

1 0 4 . “ В треугольную пирамиду ,  все ребра которой имеют 
длину а. вписан шар. В один m  трехграпных углов  пирамиды 
вновь вписан шар так,  что он ка са ется  первого.  Найдите объем 
второго шара.

1G5. Высота правильной четы рехуголы юй пирамиды и ради
ус описанной сферы равны со ответственно// и )•(?• < It). Найдите 
площадь основания пирамиды.

100.  В правильную четырехугольную пирамиду вписан шар. 
Расстояние от центра шара до вершины пирамиды равно а. а 
угол наклона боковой грани пирамиды к плоскости основания 
равен о. Найдите площадь боковой поверхности и объем пира
миды.

1G7. Сторона основания правильной четырехугольной пира
миды равна и, двугранный угол при основании равен о-. В пи
рамиду  вписан шар, к шару проведена ка са тельная  плоскость,  
парал лел ьная  основанию пирамиды.  Определите  площадь бо
ковой поверхности полученной усеченной пирамиды.

1G8. 15 конус, образующая которого наклонена к плоскости 
основания под углом о , вписана  п и р ам и д а . Основанием пирами
ды сл ужит  прямоугольный треугольник с катетами а и Ь. Най
дите объем пирамиды.

109.  В правильную шестиугольную пирамиду вписан прямой 
конус и около нее описан прямой конус. Длина высоты пирами
ды равна II, а радиус основания описанного конуса равен /?. 
Найдите разность объемов описанного и вписанного конусов.

170.  Радиус  основания конуса равен г, а образующая накло
нена к плоскости основания под углом  р. Около этого конуса 
описана пирамида ,  имеющая в основании прямоугольный тре 
угольник с острым углом  ‘2р. Определите  объем пирамиды.

171.  Определите площадь боковой поверхности конуса,  впи
санного в правильную треу гольную пирамиду ,  если длина бо
кового ребра пирамиды равна I, а ее боковая  грань образует  с 
плоскостью основания угол а.

172.  В правильную четы рехугольную пирамиду вписан ци
линдр с радиусом основания г. Высота  цилиндра в д в а  раза  
меньше высоты пирамиды.  Плоский угол при вершине пирами
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ды ранен п. Найдите объем пирамиды.
173.  В цилиндр вписан параллелепипед,  диагональ которого 

образует  с плоскостью основания угол о, а с большей боковой 
гранью — угол ft. Найдите объем цилиндра,  если сторона осно
вания большей боковой грани параллелепипеда  равна а.

174.  Основанием прямой призмы сл уж ит ромб с острым 
уг ло м  а  и меньшей диагона лью <1. Плоскость,  проходящая через 
э ту  диагональ и вершину второго основания призмы, наклонена 
к плоскости основания под уг ло м  ft. Найдите объем цилиндра,  
вписанного в призму.

17 5 . ’ 13 основании правильной призмы лежит  треугольник ,  
вершины которого яв л яю т с я  серединами ребер основания пра
вильной пирамиды.  Какая  часть  объема призмы находится вне 
пирамиды, если известно,  что высо та пирамиды в 3 раза меньше 
высоты призмы?

17G.* S A B C -  правильный единичный тет раэ др .  Сфера к а 
сается  ребер Л .S', АС, А В и проходит через середину ребра ВС.  
Найдите радиус  сферы, если ее центр лежит внутри тетр аэд р а .

177." Сфера ка са ется  бокового ребра АЛ'  и непараллельных 
ребер оснований АВ  и A' D' единичного куба  Л В С  D А' В' D' С  и 
проходит через точку М  ребра С С , причем С М  = 1/3. Найдите 
радиус сферы.

178." Внутри цилиндра высотой За помещены три одинако
вых шара радиусом а так,  что каждый шар ка с а е т с я  дв ух  д р у 
гих и боковой поверхности цилиндра,  причем д ва  шара  ка са 
ются нижнего основания,  а т р е т и й — верхнего.  Найдите радиус 
основания цилиндра.

179.  Образующая конуса равна / и составляет  с плоскостью 
основания угол ip. При каком значении р  объем конуса будет  
наименьшим? Чему равен этот  объем?

180.  В полушар радиусом R вписан конус так,  что вершина 
его находится в центре полушара .  Найдите радиус  основания 
конуса,  при котором объем его будет  максимальным.

181. Основание пирамиды — прямоугольный треугольник с 
площадью .S' и острым углом  п. Боковая  грань,  проходящая 
через катет ,  который противолежит данному у глу ,  перпенди
ку лярна к плоскости основания,  две  дру гие  грани образуют с 
основанием углы,  равные ft. Найдите  объем пирамиды. При 
каком значении а  объем будет  наибольшим?

182.  Найдите отношение высоты к рад иусу  основания цилин
дра ,  который при заданном объеме имеет наименьшую полную



поверхность.
183.  В полушар радиусом R вписан цилиндр так,  что плос

кость основании цилиндра совпадает  с плоскостью,  ограничи
вающей полушар.  Найдите высоту  цилиндра наибольшего объ
ема.

184.  Бак  цилиндрической формы должен вмеша ть V литров 
поды. Какими должны быть ого размеры,  чтобы поверхность 
без крышки была наименьшей?

185.  Конус объемом V' описан около шара.  Угол межд> обра
зующей конуса и плоскостью основании равен п. Найдите объ
ем шара.  При каком значении о объем будет  наибольшим7

180.  Около цилиндра с радиусом основании г и высотой h 
опиши те конус наименьшего объема,  если плоскости оснований 
цилиндра и конуса совпадают.  Определите объем этого конуса.

187.  Через ребро АН правильной пирамиды SA HC  с вер 
шиной 5  проведено плоское сечение, имеющеч- наименьший пе
риметр.  Найдите площадь этого сечения,  если известно,  что 
высота пирамиды равна h, АН = а.

188.  Основание пирамиды S A B C  — треугольник А НС , у ко
торого Л В С  — 90°. НАС = р, А С  = I). Боковые ребра пирамиды 
одинаково наклонены к плоскости основания,  а угол между г р а 
нью S В( ' и плоскостью основания равен п . Определите  объем 
пирамиды.  При каком у гле  р  объем пирамиды наибольший?

189.  В прямой круговой конус с радиусом основания Н впи
сан шар радиусом г. Через  вершину конуса проведена плос
кость,  пересекающая шар. Найдите площадь сечении конуса 
плоскостью,  если известно,  что эта  площадь имеет наибольшее 
шачение.

190. В правильную четырехугольн ую пирамиду ,  высота ко
торой равна //, а угол наклона бокового ребра к плоскости 
основания равен .i. вписан конус. Через апофему боковой грани 
шрамиды проведена плоскость,  пересекающая коническую по- 
юрхпость.  Найдите площадь сечения конуса плоскостью,  если 
л ч е с  тно, что эта  площадь имеет наибольшее значение.

191. Найдите отношение площади поверхности,  полученной
и вращении ромба вокруг  большей диагонали,  к площади по-
рхности, полученной при вращении этого ромба вокруг  мень

шей диагонали,  если известно,  что меньший угол между  сторо
нами ромба равен о.

1Э2. Найдите отношение объема тела,  полученного при вра- 
пении прямоугольника во круг  большей стороны, к объему те
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ла,  полученного при вращении этого прямоугольника  вокруг  
меньшей стороны, если известно,  что и прямоугольнике мень
ший угол  м е ж д у  диаг онал ям и  равен а.

193.  Прямоугольный тр еугольник  с катетом длиной а и при
лежащим к этому к а т е т у  острым углом  а  вращае тся  вокруг  пря
мой, проходящей через вершину данного уг ла и перпендикуляр
ной к биссектрисе этого у гла .  Найдите объем тела  вращения.

194.  Длина меньшей стороны п ар ал л ело гр ам м а  а, острый 
угол п ар а л л е л о г р а м м а  о, угол  м ежду  меньшей диагональю и 
большей стороной /?. Найдите  объем тела,  полученного враще
нием п а р а л л е ло гр а м м а  вокруг  его большей стороны.

195.  Дан треугольник  А ВС,  причем В С  = a, A B C  = о, АС  В = 
90° + а. Определите  объем тела ,  полученного вращением этого 
треу голь ника  во круг  его высоты,  опущенной из вершины Л.

196.  Площадь прямоугольной трапеции A BCD  равна  S, вы 
сота. АВ  равна h, острый угол  A DC  равен а.  Найдите объем 
тела,  полученного вращением четырехугольника  A B E D  вокруг  
прямой АВ,  если точка  Е1— середина отрезка  CD.

197.  Основанием пирамиды служ ит  ромб с острым углом о. 
Все  боковые грани со став ляют  с плоскостью основания угол
в. Найдите радиус  шара,  вписанного в пирамиду ,  если объем 
пирамиды W При каких значениях 3  радиус  шара наибольший?

198.  Конус описан около полушара радиусом R так,  что 
центр основания конуса лежит  в центре шара.  Угол при вер
шине в осевом сечении конуса равен а .  Найдите объем конуса.  
При каком значении о объем будет  наименьшим?

В этом параграфе использованы задачи из работ  [16— 19].



Г Л А В А  5. Н Е С Т А Н Д А Р Т Н Ы Е  З А Д А Ч И

1. Найти такой параметр  Ь, чтобы наибольшее значение 
функции

| -  2 х 2 + х + б| 
на промежутке  х G [0, 1] было наименьшим.

2. Решить уравнение

(cos 2х + cos х + 1 )2 = 2(2 cos х + 1 )(с<>s 2r. — cos х).

3. Решить уравнение

(  1 \ . 9  тгх тгх
logv I X + -  ] = sill- —  + cos — .

4. Решить уравнение

~ r 2 — Gj’ + fi  ̂ ^ ХО + =  ------  S i l l  ----- .
125 6

5. Решить систему уравнений

j  1°& 7(‘2У -  х ) = 1о8з(У -  х )>

\ -1'2 + У2 = 1 ■

G. Найти значения п ар ам етр а  а, при которых система нера
венств

Г х~ -f- о -f- Ах -f- .5 ^ О,
| 2а -  х + 2 ^ 0. 

удовлетворяет  лишь одному значению.
7. Решить систему

Г ■>'!) + log* У = 0,

\ , Г Г = 1 .  — + — ^  ‘2.
V 7Г 7Г

8. Решить систему уравнений

Г l g ( / )  = 2xTg(2f/- х),

[  у/х -  X = у/у -  I/.

9. Решить неравенство

\/2(х -  \[с- -  (/-) > . J' Д - ' — (а > 0).
0 \ / Х  -  II
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10. Решить уравнение

cos 3 sin3 ^х + — ̂  — sin 3 j  co s '5 ^x + —̂
8'

11. Д л я  каких значений па рам етра  а наибольшее на проме
ж у т к е  [1,2] значение функции

2
у = ах + -  

х
д о сти гается  в правой его точке': ’

12. Даны  точки . 1(0. 3) .  В( 1,5) на оси ОХ.  Найти точку С,  
такую,  чтобы периметр ЛВС' был наименьшим.

13. При каких а,Ь система

Г 3 2(г - з )  _  g  . 3 - 2J- _  3 - у  >  0)

1 ах + by = 5

имеет решения?
14. Д л я  каких а.Ь графики функций

f ( x )  = 2х ' \ г х 2 + 6 = 1

у(х)  = 2 ахл — 1 

имеют лишь две  общие точки?
15. При каких а разрешимо уравнение

(гг + 2) cos-и- + 1 = 4a(cos'1 х + sin'1 х )?

1G. Решить систему уравнений 

2 ф . - -  1)
.£' + ~ —
Ч *  -  1)0/+ [ )

X + у

1 1 - (/У + 1)

= - 3 .

= 3,

// + + 1 

17. Решить неравенство

х 2 + х — 3
log., ( ------ -------- ] ] $

2
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1 8 .  Р е ш и т ь  н е р а в е н с т в о

г 2 <С (Зх -  2)( —1 + \Лс + I)2.

19.  При каких натураль ных  п справедливо неравенство

имеет три корня.
21.  Найти наибольшее и наименьшее значения функции

у(х) = х + \J (х + ()х + 9)(2л- + х +  1)

на промежутке  [—4 , —5/4].
22.  Найти такую область  (а, 6), что V.r G R справедливо ра

венство

п4 + 7п — п log., 10

20.  При каком о уравнение

«(cos х — 1) + Ь1 = cos (ах + Ь2) — 1.

23.  Решить систему уравнений

( xcos,J = 2х -  |2— 2х\ -  1, 

| :уГ+У~с = х.



С писок  при м ен яем ы х обозн ачен и й

С и м  вол Пон я т и е Пояснение

N М но же ст во
н а т у р а л ь н ы х  ч и с е л

сог-ГII

Z М но же ст во
ц е л ы х  ч и с е л Z =  { -------2 , - 1 , 0 , 1 , 2 ____ }

R М но же ст во
д е й с т в и т е л ь н ы х  ч ис е л

я + По л о ж и  те  л 1. и ые ч и с л а х 0 & V r  6  R+
f i _ О т р и ц а т е л ь н ы е  ч и с л а х ^  о v  х е Я -

Re г В е щ е с т в е н н а я  ч а с т ь
к о м п л е к с н о г о  ч и с л а  ~ — х, с = х -(- ('/

Im г М н и м а я  ч а с т ь  к о м п 
л е кс н ог о  ч и с л а  ~ Ьпг = у . ;  = х + iy

г М н и м а я  е д и н и ц а г  = - 1
7Г Ч и с л о  ” п и” тг = 3, 1 41 59265358Я . ..
е Ч и с л о  ” е” с = 2 , 718281828*151) . . .

0 П у с т о т а .г ь 0  — т а к и х  х не
с у щ е с т в у е т

[0 ] Пустое  м н о ж е с т в о
1 ! А б с о л ю т н а я  в е л и ч и н а

( х, х 0 ,
ч и с л а ( м о д у л ь ) И  = {̂  — х, х  < 0

{ } М н о ж е с т в е н н ы е  скобк и { а. п } —  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь
э л е м е н т о в

( “ .М И н т е р в а л  т о ч е к  о т М н о ж е с т в о  т о ч е к  о т  а д о  b
а д о  b не в к л ю ч а я  а и b

[а > Ч П р о м е ж у т о к ,  о т р е з о к М н о ж е с т в о  т о ч е к  о т  а д о  Ь
в к л ю ч а я  а и 6

Л р и ф м е т ич е с к а я
и ро гре сс ия

-гт- Г е о м е т р и ч е с к а я
п ро гре сс ия

II 11а р а л л е л  ь но ст ь
1 П е р п е н д и к у л я р н о с т ь

(аТЪ) У г о л  м е ж д у  в е к т о р а м и
а  • Ь =  (а  Ь) С к а л я р н о е  п р о и з в е д е 

ние в ек торов И л и  (а,  Ь)
а  х Ь Век то рно е  п р о и з в е д е н и е

векторов И л и  [а, Ь]

пи

В к л ю ч е н и е  д л я Л С В —  м н о ж е с т в о  /1
м ножеств с о д е р ж и т с я  в м н о ж е с т в е

В (А е с т ь  п о д м н о ж е с т в о
м н о ж е с т в а  В);
Л Э В —  м н о ж е с т в о  Л
с о д е р ж и т  м н о ж е с т в о  В

С,  Э О т р и ц а н и е  в к л ю ч е н и я
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С и м  вол Понятие Пояснение

е П р и н а д л е ж н о с т ь d Э А —  э л е м е н т  d п р и 
н а д л е ж и т  м н о ж е с т в у  А

^ и л и  6 О т р и ц а н и е d (£ А — э л е м е н т  а не п р и 
п р и н а д л е ж н о с т и н а д л е ж и т  м н о ж е с т в у  А

э С о д е р ж а н и е А Э (1 —  м н о ж е с т в о  А со
д е р ж и т  э л е м е н т  а

и О б ъ е д и  нение
д в у х  м н о ж е с т в А и  В

П Пересечение
д в у х  м но ж е с т в А п  В

] Л о н у  щеп ие ” П у с т ь ”
V Л  и з ъ ю н  кция " И л и ” ; а  V Ь —  а и л и  b
Л К о н ъ ю н к ц и я ” И” ; а Л 6 —  а и Ь
{ С о в м е с т н о с т ь З на к  с и с т е м ы

[ О б ъ е д и н е н и е ” Л  и б о ”
о Р а в н о с и л ь н о с т ь Н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о
=> С л е д с т в и е С л е д у е т

1 Е д и нствен ность Е д и н с т в е н н ы й
3 К ва н т ор  с у щ е с т в о  Зх : х 2 < 1 — с у щ е с т в у е т

в а в  ИЯ та ко е  х, д л я  
к о то рог о  .г2 < 1

V К ва н т ор  о бщ но с ти Ух £ R sin 1 — д л я  всех  
х £ R с п р а в е д л и в о  н ера
венс тв о  sin 27 ^  1

( 1 , а > 0 ,

sgn X Знак  ч и с л а  а sgn а — < 0 , а = 0 , 
1 - 1 , а < 0

I H З н а че н ие  функции
в т о ч к е  х У = }(т)

0 (1 ) О б л а с т ь  о преле -
11 ия ф ун к ц ии  / D(J)  =  {*|

E(J) М н о ж е с т в о  з н а ч е 
ний ф ун к ц ии  / £’ (/) =  {y|Vj- е D (j)}

г ы П р о и з в о д н а я  в то чк е  г  о l im /<*о + Д*)-/(*о> 
Л.г -0  Л 1

lg Л е с я т и ч н ы й  л о г ар иф м О сн о в а н и е  10
In Н а т у р а л ь н ы й  л о г ар и ф м О сн о в а н и е  е

ma x  /[а, 6] Н а и б о л ь ш е е  ( на имен ьше е) Н а и б о л ь ш е е  ( н а и м е н ь 
(inin/[о, 6]) з н а ч е н ие  / ( г )  на  [а, 6] шее)  з н а ч е н и е  в т о ч к е  xq

•Z’rnin ( rnax ) Т  о ч к а  м и н и  м у м а В т о чк е  д о с т и г а е т с я
( м а к с и м у м а ) м и н и м у м  ( м а к с и м у м )

/min (/max ) З н а ч ен и е  фу нк ции в / т  in =  / ( % m i n )
т оч к е  м и н и м у м а  ( м а к с и  (/  rnax =  /(^max))
м у м а )
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О Т В Е Т Ы  И У К А З А Н И Я

Г Л А В А  1

5 i . i

1 .  1/2. 2.  1. 3 .  10. 4 .  -1. 5 .  1. G. 1. 7.  МГ>|. 8 . 0 , 0 0 1 1 .  9.  1 ^ .  1 0 .  2 ^ .
1 1 .  3 — . 1 2 .  1 3 .  y j . 1 4 .  20.  1 5 .  101.  1 0 .  S.  1 7 .  57.  1 8 .  330 .  1 9 .  3 15 .

5 1-2

1 . 959 .  2 . Д а .  3.  Ч а с т н о е  не и з м е н и т с я ,  а  о с т а т о к  у в е л и ч и т с я  в 3 раза.

§ 1 . 3

г- 2- у »- з - izl/,> -  zU4\-4- '/7 - 5- " + ь + -г е ( ° '2) =*
-у/х:  г  £ (2, х  ) =>• /х .  7 .  \/бх. 8 . (Ш.)”' + ’г | 4- Зх2 . 1 0 .  1/2.  1 1 .  х + у.

1 2 .  3/5.  1 3 .  0. 2 4 .  .г £ ( _ о о , - 1 )  => - 1 , х  £ ( - 1 , 0 )  U ( 0 , 1 )  => , .г €  
[ 1 , о с ) => 1 . 2 5 .  х  6  ( - 00, - 1 ) =}> - ( .!■ +  1 ) . х  £ ( - 1 . 1 ) => х + 1 . X g  ( 1 , х ) => 
■2т2 + х -  1. 2G. .г €  ( 1 - 2 ) ,  2 ^ х  -  1, .г £ (2.  ex.), 2. 2 7 .  г  £ ( - с о , 0 )  => С; х  £ 
[0, 6 ). О -  '2.1". X 6  [<;, ОС.), - б .  2 8 .  («  + 1)/п.  2 9 .  - 2 ( h  -  с)(с - « ) ( ( > -  u)(r; +  6 +  ,•).

5 1 -4

1 . --'т— у-  <  С ^  7 6 § .  2.  1080/11  г. 1 3 5 0/ 11  г. 27/11  г / с м 3 . 3.  5 г и 
20 г. 4 .  2 0: (>: .3. 5.  2/3.  G. Первая  т р у  Г* а п о д а е т  ж и д к о с т ь  б ы с т р е е  в 2 ра-  
за.  7.  ISO км.  8 . 2,5 ч.  9.  8 ч 45 м и н .  1 0 .  2 ч и 4 ч. 1 1 .  0 ,5  к р у г а  в 
м и н у т у .  1 2 . 100  км.  1 3 .  7,5 км/ ч;  в т о р о й  п а р о х о д  д о х о д и т  о т  А д о  К за  
20  м и н .  1 4 .  4 5 0  и 550 .  1 5 .  1G ч. 1 6 .  22 , 5  м и н .  1 7 .  15/7  д н я .  1 8 .  90 км.
1 9 .  G00 м 3 . 2 0 . 12 , 5  г. 2 1 .  0 ,5 .  2 2 . С к о р о с т ь  пе рв ого  а в т о м о б и л я  в 9/8 раза  
б о л ь ш е ,  ч ем  в т ор о г о .  2 3 .  1 0  ч 3 0  м и н .  2 4 .  Не у с п е е т .  2 5 .  9 п я т и э т а ж 
н ых  д о м о в  и 8 д е в я т и э т а ж н ы х  д о м о в .  2G. 4 ч. 2 7 .  18 ч. 2 8 .  5 < v < 10.
2 9 .  С к о р о с т ь  в т о р ог о  п е ш е хо д а  б о л ь ш е .  3 0 .  Не х в а т и т .  3 1 .  30  < и 3 3 , 6 .
3 2 .  9 в ор обье в,  10  г о р л и ц ,  11 г о л у б е й .  3 3 .  2 т е т р а д и .  34 .  14  и 25 ор е 
хов.  3 5 .  2 н а б о р а , с о с т о я щ и е  из 5 г а ш е н ы х  и 2 н е г а ш е н ых  м а р о к  к а ж д ы й .  
3G. 390  р уб .  3 7 .  1 1 л и п  и 5 берез .  38 .  Пр о д а н о  3  к о м п л е к т а .  В к а ж д о м  к о м 
п ле кт е  б ы л о  7 с и н и х  и 3 к р а с н ы х  к а р а н д а ш а .  3 9 .  И ’’д в о е к ” , 7 ’’ т р о е к ” , 
10 ’’ ч е т в е р о к ” , 2 ’’ п я т е р к и ” . 4 0 .  8 к н и г .  4 1 .  М а ш и н а  в с т р е т и т  в е л о с и п е 
д и с т а .  4 2 .  v =  8 км/ ч .  4 3 .  у — 100  м/с.  4 4 .  За 12 часов .  4 5 .  В G раз.  
4G. (l/2)/i.  4 7 .  5  = (( lhd -2 -  U2<h )/(U2 +  U2))1' 2 . 4 8 . „ = 1-1 . 4 9 .  Вт о ро й  
а в т о м о б и л ь  о с т а н о в и л с я  раньше;  <1 = —S м / с 2 . 5 0 .  2 с. 5 1 .  30  км/ч.  900  
мо не т .  5 2 .  2800\/2 д о л л . ,  8 д о м о в .  5 3 .  Не во з м ож ен .  5 4 .  22 коровы.

§ 1 . 5

1 .  -1, -2. 2.  х =  - 5 / 2 ,  .г =  - 1 / 2 .  3.  3/2,  9/2.  4 .  3/2.  5.  .г < - 2 ,  х > 2. 
G. 1/2.  7.  х > 21/25 ,  х < 19/25 .  8 . 1/3 < .г < 1. 9.  |.с| < 2, |.г| > 4. 1 0 .  г  (i.
1 1 .  х £ 0 .  1 2 .  .Г] = 1 /\/2, .1'2 ,з = — 1 ±  1 /\р2. 1 3 .  ;7’ i 2 =  1 /2(3±\/5).  1 4 .  ,r =  - 1 .  
1 5 .  х  = 0, - 1 .  1G. х =  4/3,  г  =  1/ Н - 1  ± \/ l 7) . 1 7 .  V.r £ Я. 1 8 .  х  ^  - 1  -  уД, 
т :> 1 9 .  1 /8(9 —\/Т93) < х  < 1 /8 ( 1 1 — \/2йТ). 2 0 . х  ^  l + \/3Ux ^  - 2 - У 2 .



2 1 .  х  ^  1. 2 2 .  Vj* G Я. 2 3 .  я: > 0.  2 4 .  0  ^  x  ^  2. 2 5 .  Е с л и  a ^  - 1 / 4 ,  t o  
x  G ( — 1 — За, 1 — 3a) ,  е с л и  —1/4 < a < 1/4,  t o  x  G (a,  1 — 3a) ,  е с л и  a ^  1/4, t o
;r G 0 -  2 G. Е с л и  a < 0,  t o  x G 0 ,  е с л и  a ^  0,  t o  x =  3 a ,  —a.  2 7 .  Е с л и  a  ^  0,  
т о  .r ^  0,  е с л и  a  s ;  a ,  t o  x  ^  0.  2 8 .  Е с л и  a > 0,  t o  V r  G ft ,  е с л и  a  ^  0,  TO 
Vx ^  0.  2 9 .  Е с л и  n — — I . т о  .r g  Я.  е с л и  n ± — 1 . ro x  = 0.  3 0 .  x  > 2.  3 1 .  :r < 2.
3 2 .  ,r =  0.  —2 . 3 3 .  ГУ л и 'i > 0.  t o  j ’ — (1 / 2 ) ( — 1 + / 1  + l a ): a = 0,  x = 0 U x  = — 1; 
II I>H —1/1 s j  a < l) и м е е м  . r ,  ,2 =  ( 1 / 2 ) ( — 1 ±  ■/1 +  1 ' ' ) ,  x  , =  ( — 1 /_>)( 1 +  / 1 -  4 a ) ;  
п р и  a < | и м е е м  x  — ( 1 / 2)  ( — 1 — \/l — Iff). 3-1. /rmn — с -(- 'I — '' — 3 5 .  0 < a < 
5/3 U - 8 / 3  < a < -  1. 3C.  =  (J. X = 1 /2.  37 .  .r > 2 + a U x  < a -  2. 3 8 .  x  < 3/2 .
3 9 .  x g  О ■ -40. Е с л и  a < 6 < 3'/, т о  ./■ < a и  (a ) '<) / I < x  < 3 ( a  -f 6) /4 U x  > 6, а 
е с л  и b > 3 a , t o  (a  -)- 6)/4 < ,r < 3 ( a  + l>) /1.  4 1 .  x  = 1. 4 2 .  ,r = 13/2,  x  = — 1 7/2.  
4 3 .  x  < 3/2.

*j l . C

1.  x  <C - 2  U x  > 2 .  2.  -  1 < x  < 2 U 2 < J- < 3. 3.  x < I U 1/3 < x  < 2.
4 .  - 1 ( 5  < x  < 3.  5 .  r  < 1 U x > 2. G. 1 < x  < (5. 7 .  - 1  < x  < ■">. 8 . r  < - 2  U - l  < 
г 0.  9.  - 8  < x <Г 1. 10 .  - 2  < x  < - 1  U - 1  < x  < 2.  11 .  - 1  < г  < 1.
12 .  - 2  < x  < 0 U 0 < x  < 1 .  1 3 .  x  < - 7 U - 1  < x  < 0 U 0  < :r < 1 U 3 < x .  
14 .  x  < - I  U - 1  < x  2.  15 .  - ч / П  < x  < - 3  U - l  < x  < 1 U 3 < .r < v/l4.
10 .  x  < - 5  U - 3  < x  < - 1  U 1 < x  < 2.  17 .  x  <  - 2  U 1 < x  < 2 U x  > 3.
18 .  - 3  < x  < - 1 .  19 .  - 5  < x  < - 2  U 2 < x  < 3 U 3 < x  < 5.  2 0 .  x  < 3.
2 1 . -  10/7 ^  a < - 1 . 2 2 . - 2  -  v T T  < a  < - 2  + \/ГТ. 2 3 .  a g  0 . 2 4 .  к ^  3 + \/8 . 
2 5 .  a > 3/4 .  2 0 .  m  g  0 .  2 7 .  a  > - 1  U a  < - 3 .  2 8 .  - 3  < ;■ < 0.  3 5 .  - 1  < x  < 3.

3 0 .  - 5  < x  < 0.  3 7 .  x  < 0,  x  > 1 99 0a .  3 8 .  x  g  0 .  3 9 .  |x| < V  V 3  + 2.

4 0 .  x  <C - У ^ Ж и О  < x  <C у С Т .  4 1 . |:r| < ^ 2 +

§ 1-7
1 .  ( r  — 2 ) ( r 2 — l.r + 7). 2.  ( 2x  -f 1 ) (3 x2 + 2* -f 2). 3 .  (27 — 1 ) (x4 -f x 3 -f x 2 -j- x + 1).

4 .  ( 2 x + l ) ( 3 x  —l ) ( x -  ^ i ± A ^ ) ( x +  5.  ( x +  1 ) ( x  -  ' i v  ' ) ( x  T- = ^ )  .

G. x  = 1. 7 .  x \ 2 — ±2 ,  273,4 = i ' / 2 4 / 2 .  8.  x i 2 = ±a\/6,  2*3,4 =  ±6^/а.
0.  . t ! = 1, .r3>4 =  ( - 3 ±  s/Z)/2. 1 0 .  xi = 1/8, 3*2 = - 2 .  1 1 .  24 = 2, j ’2 =  1/2,
;r3)4 =  ( - 1  1 ±  \/To5)/4. 1 2 .  0*1 = 1, x 2 = - 5 . 1 3 .  X] =  x 2 = 3,  2:3,4 =  3 ± 2\/5.
1 4 .  a*] = 0,  2*2,3 =  ± 1. 1 5 .  x\ =  a, 2*2 = b, X3 = c. 1G. = 2, X2 — 1/2.
1 7 .  Е с л и a = 0,  t o  J7 =  0 ; е с л и  а ф 0 , то  x\ = 1/a, X2 = — \/a. 1 8 .  x\ = 3,
r 2 = 2 / 3 .  1 9 .  Е с л и  a =  0 , t o  x G ft, е с л и  а ф 0 , т о  =  ±a .  2 0 . .ri =  — 3,
j '2 = —5. 2 1 .  x\ — 1, X2 — 6 . 2 2 .  x\ = — 1, X2 =  2. 2 3 .  Л7] = —1/2.  2 4 .  r i  =  2,
./•_> =  4 , Г3 =  —7, a.’4 =  —1/2 . 2 5 .  2:1 =  072 — 2/3,  Г3 = —5/3.  2 G. x j ^  =  ± 1 /2 ,
.Г3 4 =  2 ± v/3. 2 7 .  x i  |2 =  1 ± \/T9. 2 8 .  p = - 6 0 ,  q = 36.  3 0 .  x i  =  2/3,  x 2 =  - 3 / 2 ,
./•;> = 1/2.  3 1 .  X] = 1/2, X3 4 =  ±\/3/3.  32 .  x'i =  —b/a, 2:2,3 = i уУ —d/b, е с л и
>>'l < 0. 34 .  r  =  a + 6 + с, е с л и  1/a + 1/6 + l / c  — l / (a  +  6 + c) ^ 0 , и н а ч е  Vx G ft-
3 5 .  x  =  ah -f 6c -f ac, е с л и  —W  + —\----- (- 7-7— ф 0, и н а ч е  x  G ft- 3G. x j  =  0,1 1 ’ a- j-6 1 a  + c 6+ c  '  ’ J
г2 = —2(6 -f c). 38 .  p = 0, 7 =  0,  p =  1 , 7  = 2. 3 9 .  a =  —12,  6 =  —2; a = —7, 
'» =  - 1 .  4 0 .  227 -  4.

§ 1 . 8

1 . a n = 5 — 10(n — 1). 2.  1) .S20 =  320 ;  2) a 1 = 14, d = —3 и л и  ai  =  2, с/ =  3; 
<) a j  = 2, d = 2 и л и  aj  =  22,  d — —2; 4) n = 6 ; 5) — m -\- n — k\ 6 ) S20 — 100;  
7) <i7l = — 1 — (n — 1); 8 ) a n =  1 + 2(ii — 1); 9)  S \2 = 129  и л и  S \2 — —69;

159



10)  S 10 = 100;  11 )  Ss = 100;  12)  5 ]B = 1 488 ;  13)  a ,  =  4, d = 6 ; 14)  a,  =  - 1 ,  
rl = 4; 15)  a m = 55;  16)  a,  =  4,  d =  8 ; 1 7) a ,  =  2, d = 4; 18)  a 7 =  13.  3.  1) ,'(-"2+1-) ; 

2) n(n + 1);  3) n2 ; 4) 5-4 2 1" + B . 5 ) 49 45 5 0 ; 6 ) 16.5 150 ;  7) 329  100;  8 ) 1620;  9) 25 
100;  10)  5050 .  4 .  1) Нет;  2) Нет;  3) Нет;  4) Да .  5.  9,  1 1 , 13.  С. 9, 1 1 , 13,  15.
7.  ч, = 5, сI =  I. 8 . 135,  630,  765 .  9 .  щ  = 0, 5, г/ = 0, 5. 1 0 .  г/ =  7. 1 1 .  0 , 1 ,  0,2,  0,3,
0,4 и л и  0, 1 ,  0,3,  0.2,  0,1 .  1 2 .  20,  18, 16,  14,  12, 10,  8 , 6 , 4, 2, 0, -2, -4, -6 , -8 , - 10 ,  
- 12 .  1 3 .  a ,, = — 2, 5 -f (п — 1). 1 4 .  —  р а ц и о н а л ь н о е  ч и с л о .  1 5 .  1) Не м о г у т ,

2) 4567 .  1 0 .  1) г  =  7. 2) г  = 55.  3) иг =  1. 1 7 .  25.  1 8 .  - 1 ,  . 1 9 .  1j>2 = 25 q.
2 0 .  Д а :  За, 4а,  5а.  2 1 .  3:5:7.  2 2 .  2 ( v 6  -  1) см,  2 ^ 6  см,  2(ч/б +  1) см.  23 .  3, 
5, 7, и л и  4, 5, 6 , и л и  5, 5, 5. 2 4 .  а„ =  1 + 2 (н — 1). 2 5 .  1) 0, 1. 161 — 72\/5, 
2 ) f ( 2 f c  + 1).  ( - 1 )A + 1 + тгАг, к б  -. 3) log,  5, 4) тт/2 + г. к, ( - 1  )Атт/6  + тгАг, 
A: G 5) 10, 2. 2G. 1) Л а ,  2) 71а,  3) Не все гд а ,  н а п р и м е р  ап = bn = п, 1) Не 
в с е гд а ,  н а п р и м е р  ап =  — 6 -+-П — 1, 5) Не в с е гд а ,  н а п р и м е р  а„ = п, Ьп =  п +  1.
2 7 .  3,  9,  15.  2 8 .  Ч и с л а ,  с о д е р ж а щ и е  16к -f 1 т р о ек ,  г де  к =  0 , 1 , 2 , . . .  29 .  - 1 ,
0,  1, 2. 3 0 .  (р — q)a -f {'} — k)b +  (к — р)с = 0.  3 1 .  6 , 6 , (>, 6  и л и  10, 14,  18,  22,  
и л и  1 1 ,  70,  126,  182,  и л и  0,1 14, 288 ,  432 .  3 2 .  Sn = . 3 3 .  ап = ал (2 п -  1 ). 
г д е  a- i— п р о и з в о л ь н о е  ч и с л о .  4 8 .  1) 613 =  100,  2)  632 =  32 ,  3)  bj =  5\/з,  
4 ) Ь]4 =  ^ 1 2 / 1 4 4 ,  5 ) =  4 68 ,  6 ) =  3 1 , 5 ,  7 ) b\ — 1 /7 5 , 8 ) п =  4,  9 ) S \2 =  15,  
10)  b1 =  2,  7 =  5 и л и  6j =  50 ,  q =  1/5,  1 1) Sc =  —728.  12) 7 =  \/2, 13)  61 — 2, 
14)  67 =  8\/2,  15)  ?г = 7,  16)  q =  \/2, 17)  n  =  6 , 18)  bn =  9. 19) /)] =  12S,  20)  11 = 5,  
21 )  q =  1/3 и л и  q =  —4/3,  22 )  63 =  3\/2 и л и  63 =  4\/2 + 2\/б, 23)  =  2 и л и  
61 = 32 ,  24 )  7 =  3 и л и  7 =  —3/4,  25 )  = 1/3,  26)  S 4 = 80,  27)  = 2,

9 =  3,  28) bj =  10,  q = 2 и л и  b, =  40,  q =  1/2,  29) .S’„ = Ц! - v Ь— n
30)  6i = 1 , 7  =  5 и л и  6] = 25,  7 =  1/5,  3 1 )  b\ = 2, q = 2 и л и  = 8 , q = 1/2,  

32)  &i =  1, 7 =  3,  33)  6j =  1,  7 =  2, n =  6 , 34)  62 = 6 . 4 9 .  5 „  =

5 0 .  7 =  2 . 5 1 .  У к а з а н и е .  > y^TfaJ.  5 2 .  65 =  243  и л и  65 =  —243.
5 3 .  18 446  744 0 7 3  709  551 6 1 5  зерен,  т . е .  18  к в и н т и л л и о н о в  446  к в а д р и л л и 
онов 744 т р и л л и о н а  73 м и л л и а р д а  ( б и л л и о н а )  709  м и л л и о н о в  551 т ы с я ч а  
615 .  5 4 .  1 ) Не в се гд а ,  н а п р и м е р  { 2 П +  2 ” } и { 2 П + 3 ” }, 2) Не все гд а ,  на 
п р и м е р  { 2 П — 2 П - 1 } и {Зп — 2 ” }, 3) Л а ,  4) Л а ,  5) Л а .  55 .  ai  =  cj2 =  яз ^  0.
5 7 .  1 ) Нет ,  2) М о г у т ,  н а п р и м е р  6] = 18,  7 = 2/3,  t>2 =  8 , 63 =  64/27,  3) М о 

г у т :  7 =  2ri“ 2 , 4) Нет.  S 8 . М о г у т :  7 =  . 59 .  тг/6 , 7г/4, тг/З.

GO. 1) г  = —1, 2) |±>у/( — 1 ) тп + 1 г /6  -f 7rm, m G Ar|. Gl .  x =  у = с = 2. 

G2. 1) {тг/с;7г/ 1 2  -f 7гЛ;; 5 7г/12  -f irk, к G с) ,  2) х =  log2 5. G3. Н е и з в е с т 
ные я в л я ю т с я  ч л е н а м и  г е о м е т р и ч е с к о й  п р о г р е с с и и  с х\ = 8 и q =

. ч  2 ( (  1 0 ,, +  1 - 1 0 ) - 9 т } )  . 7 ( ( 1 0 и +  | — 1 0 )  — 9  п ) Л 
G4. 1) --------- ----- -------L, 2) ----------д------------G5. 6 6 . ^ . 6 7  . G9. a =  2,  6 =  32.

( rt — 1 )циф ра

Г Л А В А  2 
§ 2.1

1 .  a =  9/4,  .т =  7/3, у = 1/31.  2 . a =  - 1 2 ,  Ь = 36;  a =  - 1 2 , b ф 36.  3.  .г = 3, 
у = 2; .г = - 5 ,  у =  2. 4.  J-, = 3/2,  у\ = 1 1/2;  г 2 =  1/2, у2 = 1 1/2.  5.  .7- =  44/7,  
у =  - 3 9 / 7 .  G. п  =  3, у] =  1; .г2 = I, 7/2 =  3; х 3 =  - 3 ,  у3 = - 1 ;  ,r4 = - 1 ,
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У\ =  —3. 7.  х  +  у = 1, х,  у 5̂  0;  х  4- у — — 1, х,  у 0. 8 . x — — 2t, у = t, z = t, 
Vf e  H. 9.  ((a -  с)(Ь -  с) ) - 1  =  x,  у  =  ((a -  f>)(6 -  c)). 1 0 .  { 1 , 2 ,  1 }  U { 1 ,  - 1 ,  2}.

1. ( l / v ^ 2 ,  1 / ^ 2 )  : 1 2 ' { - 3 ,  - 1 }  U { - 1 ,  2} U {3,  1}.  13 .  {3,  - 2 .  1 }U

{ - 2 , 3 ,  1 } U I  3 + -/ ^ , - 1 } U I  3 . 3 + / 1 7 , - l } .  1 4 .  {3,  1 , - 2 } U

{ - 5 ,  - 3 ,  0}.  1 5 .  {3,  5,  - 1 }  U { - 3 ,  - 5 ,  1}. 10 .  {2,  - 1 ,  3} U { - 2 ,  1, - 3 }  U 
{ - 7/ ч/ Тз .  5/\/Тз.  — 11 / \ А з }  U {7/ч/Тз' ,  - Б / У Т З ,  11/\/1з}.  1 7 .  { - 4 .  - 3 ,  1 } U 
{ 4 , 3 ,  - 1 } .  1 8 .  {1/2.  1/3,  1 /4}.  1 9 .  { - 1 ,  1, U} U {1,  - 1 .  U}. 2 0 .  { 3 , 3 , 3 } .
2 1 .  {2,  - 1  ( U { - 1 , 2 }  U { - 2 ,  1 } U { 1 , - 2 } .  2 2 .  {7 + -J ч/З, 2 + У з } и  {2 + 
v/3, 7 + 4 х/5} U (7 -  4 х/3, 2 +  х/5} U 2 + х/3, 7 -  4х/3} U { 7 +  4х/3, 2 -  х / з } U 
( 7  -  4x/3.  2 -  s/ Щ U {2 -  х/3, 7 + 4\/3} U {2 -  х/5, 7 -  4х/3}.  2 3 .  {2,  - 2 } .
2 4 .  {3,  - 2 ,  6 }. 2 5 .  {1C., 1 }, {1.  Hi}.  2G. {1.  1 }. 2 7 .  { - 4 ,  5.  3}.  2 8 .  {4,  9 } и { 9 ,  4 ) .
2 9 .  { 4 9 , 4 9 } .  3 0 .  {2,  3} U {13/3 ,  —5/3}.  3 1 .  {5,  4} U { - 9 ,  25}.  3 2 .  { 5 , 4 } .
3 3 .  {4.  - 4 }  U { —I. 8 }. 3 4 .  { 6 4 , 1 } ,  { 1 , 6 4 } .  3 5 .  { 1 , 7 } .  {49/64 ,  41/8} ,  { 7 , - 8 } .  
3G. { / T o ,  x/6 } U { х А и , - \ / б } .  3 7 .  { 1 , 1 } U {121/64 ,  169/64} .  3 8 .  { 1 , 2 } U 
{ - 1 , - 2 } .  3 9 .  {1,0}.  4 0 .  {6 ,10} .  {10 , 6}.  4 1 .  {2,  - 1 }  U { - 1 ,  2} U { - 2 ,  1} U 
{1,  - 2 } .  4 2 .  {1,  - 2 , 3 }  U {1,  - 3 , 2 }  U {2,  - 1 , 3 }  U { 2 , - 3 ,  1 } и  { 3 , —1 ,2 }  U {3,  - 2 ,  1}.  
4 3 .  { 3 , 1 }  и  {1 ,3}  U { - 1 , - 3 }  U { - 3 , - 1 } .  4 4 .  { - 2 , 3 }  U { 3 , - 2 } .  4 5 .  { 1 , 2 }  U { 2 , 1} .
4 6 .  {2,  1} U { - 2 , - 1 } .  4 7 .  {2 ,1}.  4 8 .  {1,2}.  4 9 .  { 0 } .  5 0 .  { 6 , 9 }  U { 9 , 6 } .
5 1 .  {1.4 . -4}.  5 2 .  { 0 , 0 }  U ( х .  у) 6 { 2 ,4 }  U { 4 . 2 } .  5 3 .  { 2 ,3}  U { — 2, - 3 }  U { 2 , - 3 }  U 
{ - 2 , 3 } .  54 .  {0.0}.  5 5 .  {26,  10} U {<>50, -046}.  5G. {25/3 , 16/3} .  5 7 .  {5 ,4 , 5} .
5 8 .  { 4 ,4}  U { 4 , 5 3 , 5 } .  5 9 .  ( У 2 / 4 , - х / 2 / 4 }  U { - \ Д / Л ,  \/2/4}. 6 0 .  { 5 , 3 }  U { 5 , 4 } .  

0 1 .  {±8х/2б/13.  ± 2 7 х/ 26 /13}.  G2. { ±

03 0 4 .  { (о + Ь)/(оЬ + 1 ) , ( а - Ь ) / ( 1 - а Ь ) } и { ( 1  +

а 6)/(а + 6)> (1 — ab)/(a — 6)} .  G5. — ^  ^  а ^  . GG. Е с л и  b < 1 , т о  р е ше ний нет;

е с л и  Ь ^  1, т о  { ± у ^ ( 1  + х/5) (62 +  1 ) , ± У ^ ; ( 1 + \ / 5 ) ( 6 2 - 1 ) } .  6 7 .  {1/4, 1/5}.  

G8 . {4 ,12} .  G9. { 3 ,2 }  U { 4 5 / 2 , - 1 3 5 / 4 } .  7 0 .  {1/4 , -2/3 . 3/2). 7 1 .  х , , 2 = w , :2 = 
±х / а 2 + 1, у] 2 =  ~i .2 =  — я ;  хз,4 =  = О, = -3,4 = —а ± х/я2 + 1.
7 2 .  { ( - 1  ± У 5 ) / 2 , ( 3 ±  ч/5)/2} U {(3  ± </К)/’>, (1 Т х Л) / 2 } .  7 3 .  {2 , -1/2 , 5/2} .  
7 4 .  я = 5/2.

5 2 . 2

1 .  х  =  2. 2.  х  = 2. 3 .  х — 2, х — —7. 4 .  а? =  1,  а: =  —1/3. 5.  х  = 5. 
G. г  =  1.  1. z — —4/3.  8 . а: = 0. 9.  х  = (46 — а)/3,  у =  (4а — 6)/3, е с л и  
а =  0,  т о  х  G 0 .  1 0 .  х  =  16.  1 1 .  х  =  1. 1 2 .  х  =  3.  1 3 .  х  =  63/5,  х  =  —17/5.
1 4 .  x i  =  0, х 2 =  1. 1 5 .  х  =  5. 1 6 .  х  =  3. 1 7 .  х  =  2. 1 8 .  х  =  у  =  2.
1 9 .  х  =  2/3,  х  =  i # .  2 0 .  Ц-.  2 1 .  1 , ^ Ь ^ .  2 2 .  11.  2 3 .  3.  2 4 .  О; 2.  2 5 .  ±2 .

1 о 1Ь 2.

2 Ci — — *>7 -  -  2 8  V r  Р  Г -  31  2 9  х  -  ( 2 + ^ > ’‘  +  1 • г  -  ( 2 ~ ^ ) "  +  12 0 .  - ,  . .  . 7 .  3 , 4 . 2 8 .  Vx в  L 2 > - - J - г  -  (2+чД ) " - Г  *  “  ( 2 - ^ з ) ’“- Г

3 1 .  3.  3 2 .  х  =  1; х  =

3 4 .  х — 2. 3 5 .  Е с л и  а <С 2 , т о  х  £ 0 ;

1; х  = j -’---. 3 3 .  х  = 0;

rj ^  2. то  х  = «_±2^L_±16 3 g # Е с л и  а > 2, то  х  = ±  f  \/Щ—7 ; ес л и  а  < 2, ’ 4а- V а‘ -1
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т о  х  G 0 ;  е с л и  а — 2, т о  х  — О. 3 7 .  х  = ±  ^/2а2 /(4 — а 2 ), е с л и  2 а 2 < -1, 

sgn а =  sgn х.  3 8 .  х  = - - -  4а-, а ^  3 9 .  РЗсл и 6(6 — 2а)(6  — а) ^  О, го

. 4 1 .  j' = а -  T a h c ( r  + 7  -  - )

+ ~ >  —, -  + — > т . ~ + 7 >  “ • 42. Если а < 1, то г  6  0 ;  если а ^  1,г  п ’ с  a  b ' а  о  с

43.  х  = 0; есл и \f2 — 1 ^  \/2 -f 1 • то х  — 0 U х  — -г

X — 62
2( Ь—а) * 4 0 .  х

е сл  и -г 4- -b с >  7 , ;

т о  X _ \/4«- 
2

4 4 . Е с л и  а <  1 .
47 .

V/1 А о

а = 2. 5 0 .

V/

5 3 . - ■ ^ ' ' .г < 8 .

1 \2

( а  -  + 1 )2

4 4 .  Е с л и  а 1 . т о  г  =  Ц 1 , а > х  £ 0 . 4 5 .  х  G [0,5].  4G. — 1 <J :г < 8 .— '‘ -Г 1— -■ ■• П> 1 , г  6 0 .

. - 3 / 4 < ,г < 1 . 4 9

г ^

V/ 1. 5 1 .  X

л\
5 5 .  Есл и а

< г  < а + 1.
^  4, х  G 0 ;  е с л и  2 < а < 4. то

- а  <  х  < I. 5G. Если а ^  0, го а 1̂ — ^  х ^  2а.; если а < 0, то

t l(2+'/?) ^  .г <С О. 5 7 .  Е с л и  ^  < а < 1 . т о  < ,г < - 1  + \/2,

если а = 1, то —1 < х  < 0; если а > 1, то 

а ^  — 1, то х  G 0 ;  если — 1 < а < 1, то — 1 ^  .г < -— 4̂г——

1 + \/2..а — 1

; есл и а = 1, то

^  г  < ~ 1 т 1 . 5 8 .  Если

1 < а < \/2 . то  — 1 ^  х  < 

а = \/2 , го Vj: ^ - =̂; если а > \/2 , то  •
— 1 ^  х  < 1; если 
есл и

G0

а  — \/ 2 — <1 а+ч/г-а-L) < г  <Г 1;
х  5̂  1. 5 9 .  5 тт < х  <

. - 1  ^  < - 3 / 1 .  G1. |.т| > УТ2. G2. [ - 2 .  |)  и  ( 4 - ^ , 2] .

5 2 . 3

1.  S 1 . 2 .  { — i - , 3}.  3.  {1.  2}.  4 .  {\/3, - v/ 3 } .  5.  О. G. {1/2,  - 1/2} .  7 .  {3.  3-log, ;  2} 
8 . {2.  -I, 1 / 3 } . ’ 9 .  0.  10 .  {2,  - 2} .  11 .  4.  1 2 .  V x  £ [ 0 , 1 ] .  13 .  {-1,  2, 3,  4}

14 .  Е с л и  гп <  2 , то х  G 0 ;  е с л и  m > 2, то х  = lg(a/6)/lg i  n/m2 — 4 И

15 .  l o g i i  ( ( 1  S3 d= 2 У 8 0 2 9 )  / 3 " ) .  1G. 3/2 .  1 7 .  2 +  7 / 5 7 / l g 7/2.  1 8 .  .?■ = 1

1 9 .  1; ( l / u ) ’1/ " - 1 . 2 0 .  0,6 .  2 1 .  2. 2 2 .  { 1 , 1 0 ,  1 0 " 3 }. 2 4 .  3,  1 + log, ,  3 .  2 5 .  {1,2 
3}.  2G. l og2 3;  1. 2 7 .  x  = 2.  2 8 .  x  =  2.  2 9 .  {2 l og 0 2 , - 2  l og0 2}.  3 0 .  ±1/2  

a- J ;  3.  3 1 .  0.  3 2 .  { 2 , 3 2 } .  3 3 .  0 .  3 4 .  - 1 .  3 5 .  { l og  1;yj:?/2;,r) ( 1 G ^ / M “ ) }  

3G. {1/2 ,  —2.}. 3 7 .  {5,  1 } U  { 5 , - 1 } .  3 8 .  { 3 , 2 } .  3 9 .  {1,  I }. 4(1. { 3 , 3 }  U { 5 ,1 }
4 1 .  {9,  Hi}.  4 2 .  { I 0 , 3/ 2} U{  1/5, 75} u {  15, I }. 4 3 .  { n/ з ,  1 } u { -  \/з, 1 }. 4 4 .  {n/2, 2 } U 
{ ^ j / 2 , - 3 } .  4 5 .  {I .  1}. 4 0 .  {8 ,9}  U {27  l og3 2,  l l o ^ 5 } .  4 7 .  {1/2,  I}. 4 8 .  { 1/1, 

1/3}.  4 9 .  1 0 / l o g ' / '  7 ; l o g 2/3 7 / l o g 2/:! l o } .  5 0 .  {4,  3} U {8 . 2}. '  5 1 .  |.r| = 1,

|у | = I. 5 2 .  |j'| < v/3. 5 3 .  r  > 0. 5 4 .  x  > 3. 5 5 .  ,r > 0. 5G. - 1  < x  < 1.
5 7 .  x  > 2. 5 8 .  ( - 2 .  - i )  и  (I), 1 /3). 5 9 .  0 < x  < 1 /2 U 2 < x .  GO. r  < 0 U 2 < 
j- < 3 U 3 < x  < 3, 5 Li .r > 4. Gl .  0 < x  < 2. G2. 1 /4 < x  < 1 U 1 < x  < 1. 
G3. 1/5 < x  < 5. G4. - 1  < x  < 0 U 0 < x  < 1 U I < x  < 2. G5. 0 < x  < 16. 
GG. - 2  < x  ^  - 1  U - 1 / 2  ^  x  ^  0. G7. 1/2 < x  < 1 U —' i  < x  < - 1 .  
G8 . 0 x  1 U r  ^  - 1 .  G9. x  ^  0. a: l og r-,_ , 3/2.
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2 .4

1.  -5/4.  2.  0,5.  3.  { 1 /1 0 0 ,  1/10,  10, 1 0 0} .  4 .  1/9,  3.  5 .  1/128 ,  2. G. 10
7. { 9 , 1/27} .  8 . 1. 9.  {У, 1/9} .  1 0 .  { 10 ,  Ю- 5 /2}. 1 1 .  9. 1 2 .  { 3 , 2 7 3}. 1 3 .  1 /12
1 4 .  - 100.  1 5 .  { 1/9,  9 } .  1G. 0. 1 7 .  2. 1 8 .  {5 ,  1/625} .  1 9 .  \/3. 2 1 .  { 1/9,  9}
2 2 .  100.  23 .  1G. 24 .  {4,  х/4/2}. 25 .  { 1 1 ,  1 , 1} .  2G. {О, 1, 100,  У Т о } . 27 .  { 8 , 9 }

2 8 .  1023.  29 .  { 1 , 4 } .  3 0 .  3. 3 1 .  { 1/2 , 1 /8} .  32 .  3. 3 3 .  7. 3 4 .  | j

3 5 .  х = 0. х2 = 4, т = \Д/2. ЗС. х = 1/49.  3 7 .  х = 1/п2 . 3 8 .  { а } ,  { £ } ,  

{п2}. з а .  { 2 , } } .  4 0 .  32.  4 1 .  { 1 ,00} .  42 .  { 1 , х/1/8} .  4 3 .  2 - п .  4 4 .  1/4.  4 5 .  { 1 }. 
4G. {9,  1/9}.  4 7 .  3, y/3j2. 4 8 .  {9,  1/9} .  4 9 .  {x/б, \Д}. 5 0 .  20.  5 1 .  3, \Д. 52 .  9.

5 3 .  '{/Т/Т). 54 .  { 2 ±  v/14 + 4\/3}. 55 .  3. 5G. { 2 - ' /? , 2 ^ } .  5 7 .  {1 ,  а} .  58 .  {1/3.

Г -У;-1±\/:'ч/3-1 )
1 / 15 } .  59 .  < 2 , 2  J GO. 2. G1.  0 < г, < .г < p. G 2 . -1/4.

G3. { 4 , 1/2 ,\/2} .  G4. { 2 7 , ^ - } .  6 5 .  a r c t g  +  Агтг. GG. ± a r c c o s 2/3 + A:jr.

G7. {81}.  G8 . {тг/2 + к п , 2 к к ) .  G9. ( — оо, 7/3)  U (3,  с о ). 7 0 .  ( - 1 , 9 1 / 9 ) .  7 1 .  (1 ,  ос.). 
7 2 .  (1,  1 , 01 )  и  ( 2 6 , . х  ). 7 3 .  ( 1/3 ,  1) U ( 1 , 2 ) .  7 4 .  (0;  0,  75)  U (1,  25;  2) .  7 5 .  ( л 4 , » - 1 ), 
е с л и  0 < и < 1, и ( а - 1 , а 4 ),  е с л и  а > 1. 7G. ( 0 , 0 , 5 )  U ( 2 , 3 ) .  7 7 .  ( 0 , 0 , 5 )  U 
( 1 . 2 )  U {3, 6 ). 7 8 . ( 4 . 1 0 ) .  7 9 .  ( 1 , 3 )  U ( 39 , о о ) .  8 0 .  (5,  со).  8 1 .  (1,  2)  U (3,  оо) .
8 2 .  (О, ч/5/5) U ( 1 , 3 ) .  8 3 .  ( 3 , с о ) .  8 4 .  ( l og4 1 3 , 2 ] .  8 5 .  ( l og 9 7,  1) U (1,  оо) .  8 6 . { - 5 ,  
l } .  87 .  [0,5, 1). 8 8 . (-3, - 1) .  8 9 .  Е с л и  0 < р < 1, т о  (р, 1) U (1/р,  оо); е с л и  

р > 1, то  ( р - ‘ , 1 ) .  9 0 .  ( 2 . 00). 9 1 .  ( 0 . 1 )  U ( ^ 4 ^ - ,  2 ) .  92 .  ( - с о ,  ] .

9 3 .  ( - о с , 0 )  U (5,  ос ) .  9 4 .  ( -  1, 0 ) ,  (1,  со.). 9 5 .  (0,  1) и  [4/3,  4 ) .  9 6 .  (0,  а 2 ) и  (1,  со) .

9 7 .  ( о , 3 ' ‘'«з ' - I "S7 ^  08 (о,  а )  U ( а - 4 , со) .  9 9 .  (0,  3 ) .  1 0 0 .  0 ^  х < 1.

1 0 1 . Е с л и  а < 0, т о  1 < х  < (1 — л/1 — 4 а ) /2; е с л и  а = 0 , т о  х  £ 0 ;  е с л и
0 < а 1/4,  то  а < х  < (1 -  л/ l  -  4а)/2  U (1 + х/ l  -  4а)/2  < х < 1 ; е с л и  

 ̂ < а < 1 , т о  а < х < 1; е с л и  а ^  1, то  i  £ 0 .  1 0 2 . Е с л и  а > 1 , то  
х > а3 ; е с л и  0  < а < 1, то  0  < х  < а 3 . 1 0 3 .  Е с л и  /> ^  —2 U р =  0,  
то  х  £ 0 ;  е с л и  —2 < р < 0 , т о  1 — \J —2/> ^  х  < р -f 1 ; е с л и  р > 0 , то  
х  < р/2. 1 0 4 .  0  < х  < -4т= U 4 < х  < 4\/2. 1 0 5 .  log3 5 < х  ^  2. 10G.  х  > 3.2 V '2
1 0 7 .  х < ( - 1  -  \/45)/2 U 2 <  г * 3 | = 1 ,  Ю 8 . 0 < ,г ^  1 /8 U 1 ^  г  <  2. 

1 0 9 .  - 1  х < 0. 1 1 0 .  I. 1 1 1 .  а 1 1 2 .  1 0 - * * / ! ? . 1 1 3 .  1/2 < ,г < 1.

1 1 4 .  { 4 } .  1 1 5 .  8 . 1 1 6 .  {5,  х/5}. 1 1 7 .  Е с л и  а > 1, т о  х  =  а а , х  =  а а ; е сл и  

а е ( 0 , 1 ) ,  то .г е 0 -  1 1 8 .  3. 1 1 9 .  { 2 ^ ,  2 - ^ } .  1 2 0 .  { 8 }. 1 2 1 .  f  + 2 ттп
1 2 2 .  { 5 } .  1 2 3 .  х/2. 1 2 4 .  5. 1 2 5 .  ( - 1 ) тг/8  + ттк, ( - 1 ) "  ^  + тгп. 12G.  2 12 

1 2 7 .  {2  -  х/2}. 1 2 8 .  {-3, - 8 }. 1 2 9 .  { 1 5 , 1 } .  1 3 0 .  3, 9. 1 3 1 .  {2/9,  1/9}  
1 3 2 .  ( - а 3 , - 1 / а )  U ( - 1  /а, - а 3 ). 1 3 3 .  { 8 , 2}  и  { 1 /2 ,  1/8}.  1 3 4 .  { 3 , 9 } ,  { 1 /9 , 1 /3}  
1 3 5 .  {1/2.  1/4} ,  { 1 / 8 , 6 4 } .  1 3 6 .  {х/2, 1/\/2}, { 2 , 1 } .  1 3 7 .  {9,  27}  U {1/9,  1/3}

1 3 8 .  {3 ,2} .  1 3 9 .  { 1 . 2 } .  1 4 0 .  {5,5,  2,5}.  1 4 1 .  { 1 6 , 4 } .  1 4 2 .  j  \[Щр~,

1 4 3 .  { 2 . 3 }  U {с, 1} Vc е  ( 1 , 3 ) .  1 4 4 .  { l 0 - 1 , 1 0 - 4 }  U { 1 0  —4 , 1 0  —’ }.  1 4 5 .  {3/2,  
1/2},  {1/2,  3/2} .  14G.  { 9 , 3 ,  х/5} U { 9 , 1 / 3 , 1 /\/3} U {1/9,  1/3, n/5} U {1 /9 ,3 ,  1/х/З}. 
1 4 7 .  { 2/ У 2Т, 2/\/35, 2/х/Гз}. 1 4 8 .  { А-- ,  1 //„-}, к £ /V. 1 4 9 .  { 1 , 2 }.
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1 5 0 .  {0,  1 } U  { 1 , 1 } U  i = ^ } .  1 5 1 .  { (5  +  ч / 5 ) / 2 , ( 5 - У з ) / 2 } .

§ 2 .5

1 .  2/3.  2.  3/2.  3.  -7,  2. 4 .  3.  5.  1,2.  G. 2/9.  7.  -3.  8 . 3/4.  9.  3. 1 0 .  ^ .
1 1 .  i  1 2 .  -— =.  1 3 .  |. 1 4 .  1,2.  1 5 .  о2 . 1G. 8 . 1 7 .  1 8 .  -21 .  1 9 .2 Аау/и-Ь 2 V3 V3
2 0 .  0,4.  2 1 .  |. 2 2 . - 1/2 . 2 3 .  5. 2 4 .  - I .  2 5 .  25/(3. 2G. Е с л и  п = 1,  то  0,  
е с л и  п = 2, т о  4 , 9 .  2 7 .  -  sin а.  2 8 .  1/4.  29 .  1/2. 3 0 .  5. 3 1 .  2. 3 2 .  ( - 1 ) "

3 3 .  3 4 .  i  35 .  4. 3G. - .  3 7 .  i .  3 8 .  cos а . 3 9 .  - s i n u .  4 0 .  1. 4 1 .  1.2 2 p  2

4 2 .  <~2 . 4 3 . f .  4 4 .  5 - b. 4 5 .  2 1 2 ± ^ ,  ф 1 . 4G. r»'~> ■ (1 -  x Y ~ \ V -  (q + 

l ) x  — (pH- 7 — 1 )/ ( 1 +  x)2, x/ne 1. 4 7 .  (1 + 2x2) / \/\ +  x2. 4 8 .  1 +  +  

= . 4 9 .  — sin 2x  cosfcos 2x). 5 0 .  — 44 ^ '  — v— —/• —• 8v/r^
5 2 .  — 3 s il l x. 53 .  у Tin ^ — a ~^  ̂. 5 4 .  axaa In2 а +  а:га —1 ax In a -\-aax a 

5 5 .  —:-----p -т- з—r , x > e. 5G. 0 1 -- . a; > —1. 5 7 .  ( l  -f ее* (1 + e€* ))  .x  In x  I n ( l n J  x )  ’ ( 1 +  x - ) ( 1  +  x J ) ’ \ ' v 1 >)

5 8 . ---------/ -----0 < .r < 1. 5 9 .  j/ =  r  +  l .  GO. (4 ,  0 ) ;  ( 1 , - 2 7 ) .  G2. тг/З. G4. (3,
Х 5 \ / 1 —X2

- 2 ) , ( - l ,  2/3) .  G5. Зтг/4. GG. тг/4. G7. ( 1 / 2 , - 1 5 / 3 2 ) .  G8 . ( - 5 , 4 5 ) ,  у -  - 2 0 x  -  55,  
у =  — 1 3 r  — 20 и у =  8j; — 13,  у = Sx — 13 ,  у =  х + 1. G9. у — 4х  —1 3 , у =  — Лх +  3.  
7 0.  (0, 2). 72 .  £.  7 3 . 62 - 4 а с  _  о. 7 4 .  ( Е ) 3 + ( § ) 2 =  0. 7 5 .  А = 7G. (о, £ ) ,  
( - ^ г , 0 ) .  7 7 .  |. 78 .  7 9 .  у =  8х  + 4.

5 2 .G

1 . х  < —1 , в о з р а с т а е т  (/"); — 1 < х  < 1 , у б ы в а е т  ( \ ) ;  х > 1 , у".

2.  С м .  1.  3.  и < .г < 1 0 0 , / ;  100 < . г , \ .  4 .  / .  5 .  ( ^ f , ^  + f  )  , / ;

( " Г  + 3 '  Т  +  i?)  >Чч>- с ‘ (  2 А + 1 ’ 2*1 )  U ( "  2А-+ 1 ' “  2/7+2 )  ' / :  (  2А- + 2 ’ Jk + T)  U 

( - 7 j7 - - )  ' \ :  k  G  A  . 7 . J- <  0 , \ ;  0  <  x  <  ; j j - j  <

8 . 0 < .r < n ,  n  < x ,  \ .  9 .  х  < - 1  U 0  < r  < 1, \  ; — 1 < r  < 0  U 1 < r ,  /*.
1 0 .  (<- t §  + 2 - 1', t W ^ [ 1r f  + 2!rA' , t i n L+27rA  ̂ , \ ;  A: g 1 1 .  r  =  £ —  

т о ч к а  м и н и м у м а .  1 2 .  x =  1/e —  т о ч к а  м а к с и м у м а .  1 3 .  x = 0 — точка  
м и н и м у м а  (x = 2 — т о ч к а  м а к с и м у м а ) .  1 4 .  г гпах =  3.  1 5 .  У ,  е с л и  
х G (a rc tg (—3/4) -f 2Аг7Г, arctg( — 3/1)  +  (2k +  1 ) 7г). 1G. / ,  е с л и  х  < —1 / 2 ; \ ,  
е с л и  х > - 1 / 2 .  1 7 .  X -  е с л и  х £ — ( т у , 5 ) ; \ ,  е с л и  х < 7/11 U .г > 5. 

1 8 .  р > 1 . 2 0 . Фун к ци я  ч е тн а ,  н у л и  х + ±\/\ -f \/3, ут in(0 ) =  l , i/max(±l )  =  |.

2 1 . Фун к ци я  ч е т н а я , н у л и  х = ±\/2 , ут л х(0) = 2, 2/rn»„ ( ± \ / 2  -f \/б  ̂ =  1 -

2 2 . — 1) = О, г  =  — 4, точка  п е ре ги б а .  2 3 .  Ф у н к ц и я  не че тн а я ,  э к с т р е 
м у м о в  нет.  24 .  //,r,iп (1)  = 0, i/max ( —3 ) — | ' Й ;  х =  —1 — т о ч к а  пе ре ги б а .  
2 5.  П е ри о д  Т = 2 л-. ч е т на я ,  н у л и  х  =  ± у ,  ymin(0) = 1 , уШах(±^)  = - 1 ,  
г  = у  —  т о ч к а  п е региб а .  2G. t/inax( — l)  =  —2, y rnin( l )  — 2, не че тн ая .

2 7.  Ф у н к ци я  ч е тн а я  о т н о с и т е л ь н о  х =  1 , y ma x ( l )  =  е, a?if2 =  1 i  ^  —  т о ч к а  
пе ре ги б а .  2 8 .  y rnin(^) — •• 29 .  Ф у нк ц и я  ч е т н а я ,  t/min(0) — 0 . 3 0 .  Фун к ци я  

ч е т н ая ,  i / m a x ( i 0  — 2' 2̂ . 3 1 .  j.'i,, 1 п — 0- 3 2 .  Tjoin =  2, х 7Пах — —2. 33 .  .х  £ П.
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3 4 .  Xmax =  — 4, е с л и  х  < —8 U —8 < х  < —4, \ ,  —4 < X < O U O < 2 7 .
3 5 .  \  х  < —3 U —3 < х < 3, х > 3.  3G. x max =: 1 •

§ 2 .7

1 . Е с л и  р > 0 , т о  а £ (р,  | у р 3 + р ) ;  е с л и  р < 0 , т о  а  £ ( § у 7-,Э + р » р ) ;  
е с л и  р =  0,  т о  х  £ 0 .  2.  Е с л и  а  ^  0,  т о  х  £ 0 ;  е с л и  а  < О, т о  q £

{ - j \ p - h  + ’ ■ т / - 1 т  + ')■ 3- v* е ['/•'’■4 >■ 4- " < "тт и vb 6 п »ри
О > а > — , Ь ^  О. 5.  <i ф О—G корней,  а — 0 — 5 корней.  G. , 19 — ̂  .

- •  ( ^ . о ] .  8 - [ £ , * ]  и  [ ^ . ^ ]  и  [ * & , * = * ) .  г де  *  = arcsin j .
9.  [w/tt̂ w / tt] U [ 2 ^ ,  2Я±^) и  1^ ) ,  г де  u, =  arccos ±. 1 0 .  а £
( —1 , tg 1 — 1 ). 1 1 . а £ (0 , 17 ). 1 2 . а £ [£ +  2 тгА-, ^  +  2ТГА:], А; £ г. 1 3 .  а £ 

(1 /2,  —Ег1 ) U { f  (2к  + 1 )},  к £ г.  1 4 .  а  £ (Збтт2 , 6 4  тг2 ). 1 5 .  а = ^ - т 2 . 1G. а  =  2.

1 7 .  а =  - 1 .  1 8 .  х  = ч/б, у = 0,  а = 0, 0  < 6 ^  1. 1 9 .  а =  6 = - 2 .  2 0 .  а =  1.
2 1 .  а =  0. 2 2 .  а = 2. 2 3 .  а =  1. 2 4 .  а =  ± 1 .  2 5 .  а ^  y/i. 2G. а = О, 
х = у = —  ; а = 2 , х  =  у =  j . 2 7 .  а —  и р р а ц и о н а л ь н о е .  2 8 .  и = - - -~у , где  

m , n  =  0, ±  1, ± 2 , . . .  2 9 .  —1 ^  р 1. 3 0 .  а —4, а =  1, | ^  а < 4,  а > 4.  
3 1 .  2/3. 3 2 .  f f ;

§ 2.8

1* Унаим =: —2 4 ,  2/наиб — 4 .  2 .  Унаим — 1 1 ? 2/наиб — 0 .  3 .  Унаим — 1? 2/наиб — 3 . 
4 .  Унаим =  ~ 1 0 / 3 ,  у Наиб — _ 2 . 5 .  Унаим — О, Унаиб — 1* 6 * Унаим — 0 ,  2/наиб — 
3 \ / 3 / 8 .  7 .  Унаим — 0 , 8 ,  Унаиб =  1 • 8 . Унаим =  1? 2/наиб =  77/2.  9 .  Унаим =  1, 
Унаиб — 2\/3/3 .  1 0 .  Унаим — 9 , 0 ,  Унаиб 3 / 4 .  1 1 .  Унаим — / 4 ,  Унаиб — 7г/4. 

1 2 .  Унаим — 1, 2/наиб =  1>25. 1 3 .  Унаим — 1> 2/наиб =  ‘ Унаим =  —3 / 2 ,

2/наиб — *• 1 5 .  Унаим — 3 ,  Унаиб =  — 1 6 .  Унаим — 2 , Унаиб — 1 7 .  Д у  — 2 —.

1 8 .  7/16.  1 9 .  arccos ( - ^  ( \ Л  +  22/3 -  l ) ) .  20 .  х  = 0. 2 1 . Унаим ( 1 ) — О,

. '/н а и б  ( j )  =  Т  -  I 1 ' 1 2 ' 2 2 - Т Т З Ь Г  +  Ь  2 3 ' " « Л и м  =  У н л и б  =

4 л - -  1±|VH. 2 4 .  2 5 .  3 7Г/4. 2 G. 3. 27 .  (гг -  2)/4.  28 .  9 ^ 3 / 2 .  20 .  х/з/з. 30 .  2.

3 1 .  1/2. 3 2 .  - 1 0 1 ,  25.  33 .  46/15 .  3 4 .  ( l  -  4/ 2 ) /в. 3 5 .  2 ln(< + I ). 3G. 1/2 Iи (f /2).

3 ( -^9  -  l )  /4. 38 .  1 /8. 39 .  Згг/8. 4 0 .  Згг/1 Г>. 4 1 .  11 /9в. 4 2 .  12. 4 3 .  й  1, 89.3 7

И = 1 2х/12/ hi2 3.

Г Л А В А  3
§ 3 . 1

3 3 .  3/2.  3 4 .  .3/16. 3 5 .  -85/44.  3G. 27/(7ч/ГзО). 37 .  £±2<;tgc». 38 .  (6 m 2 -

3 гг!4 + 1)/4.  39 .  м п 2 и  = ■'v 'i ; . cos2cv = . 4 0 .  2=ii c t g o .  4 1 .  6/25.  4 2 .
>1 p -  + T  >r + p -  l '+ч  ' 4

4 3 .  1/8. 4 4 .  - 1 1 9 / 12 0 .  4 5 .  11/2.  4G. х/2/2 и л и  3 -  2\/2. 4 7 .  m(m2 + l )/2 .
4 8 .  ( У 5 +  v/3)/ 1. 4 9 .  ( - 1  + 4/ 5 )/ 1. 5 0 .  ( v/.30 -  6 ^ 5  -  \/ б+ 2 ^ 5 ) / 8. 5 1 .  ( a2 -
b2 )/(n2 + b2 ). 2fi b/(a2 + (i2 ). 54 .  m 2 + m r o s a  =  2.
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З д е с ь  и д а л е е  п, к €  Z
1 .  ± |  +  тгЛг, f  +  Агг. 2 .  { 2 -А . - ,  + i Згт , , 

f  +  2Л-А-; 27Г*. 5.  ± f  + 2 M .  С. ±  5  ^  7\ .  ‘  3 - ± f  +  ^ .  4 .  -  г: +  к л . 
8 . 2ггА, гг/2 + 2ггА. 9.  - г г / - ,  +  +  ^  ^  * / » + * * * •

1 1 . arctg 1/2 + Ат; arctg 7/2 +  А т .  1 2 .  I  a r c t -  f = 2 ± j J T \  к- Л , с 1» 2 /5 +  A-jr.
+  ~г- 1 3 .  агг

§ 3 . 2

т . 1 4 .  ( —1) rr/S + Arr/2. 1 5 .  А т / з .  1 с . ж /2  +  ̂ .  ±  '  2 , ± ^ )  +

7. А т / 1 .  1 8 .  гг/1 — ( — 1 arcs in f  1 / { 2 л/ТП + /. . .  ^  , 2 аГг, ;лЧ - 1 / 3 )  +  А т .
В. А т / е .  2 0 .  гг/Ю +  А т / 5 .  2 1 .  Е с л и  а  =  2 ггк  ' то  г  с "/? ^ V ( 2 v ^ ) )  +  A,T. 
+ а + 2 гг А. 2 2 .  2 гг А: гг/2 + 2 гг Ат. •>•» ' ’ с с л и  а ^  -'гг/;, т о

А т .  1 4 .  ( —1 ) ' т / 8 + А т / 2 .  1 5 .  А т / 3 . 1 С . т г / 2 4 - А т -  Л  /,, , ,  V ,  ‘ a r c t S ( l  ± \ / з )  +

1 7 .
1 0 .

7Г +  0 +  2 гт А. 2 2 .  2 гг А: гг/2 + 2 гг А. 2 3  " - 7 / ^  С° ЛИ я *  т о  гт +  2 А -  
, = ,  ±5, . . ,  _ й + м , t = _з ,  ±’ : « • . « * > ■ « .  ¥ :
28 .  гг/2 + 2 - А ;  2 arctg § + 2 гг А. 2 9 .  rr/s  + W 4  з п  +  ” -  '«"б-»/-» +  А т .  2 7 .  ггА/О. 

180°  А. 3 2 .  2 гг А; 2 гг А -  ±.  3 3 .  гг/ 4  , ,  , , + ! г т ', *- , +  *тг. 3 1 .  3 0 ° +
3 5 .  — 10° + (>0° A. 3G. —гг/1 +  /07г. , . ' ' / 2 +  2 ~А; ( - 1 ) * 41  arcs in 2  +  /,г
А /  1 5 ,  г г / , 7 +  2 А Т / 1 7 ,  А /  1 7 е  ^  ^  >*■
к ф 7, + 3. 4 1 .  Ат; a r c t g 2 +  Агг. 4 2  ±  гг гг/7 +  2 гк/7,

, _ 3 • х  То 4- -Т-. 44 I  I ,
4 5 .  tt/j/12. 4G. £ +  — . 4 7 .  тг +  2тгк- тг . 0 , *8 3 *_4 +  Агтг.

.  , _  ’ ~  “  +  -  А т . 4  8 .  1 ± У Х 5 Ж 5 Е  ~ 1 ± \ / ы Г 7 ^ р т г т т -
А >  0 .  4 9 .  А . т / 3 .  5 0 .  ± |  +  А т .  S j  , £  , _ £  к  2 ’ — j — b i ± i l >

5 4 .  А т .  5 5 .  — гг/1 +  А т ,  a r c t g ( l  +  ^ / 2 )  5 ( . 1 +  L 2 ' +  b ( j °  А-. 5 3 .  4ггА.

± i a r c c o s ( - l / 3 )  +  A , .  5 7 .  f + А т .  5 8 . , , / 3 ;  ^ , . Д  ^  >2 , +  ^  ± !  +  А т ;

±Iarc tg^5 + AT/2. 00. (1 ± У э+  4 ^ / , , ; * ^  0). ^  7 ̂  ± | ^ < S  ч/2 +А./2;
1 8 0 ° А -  3 5 ° ;  — a r c t g 2 -  3 5 °  +  1 8 0 ° ^ .  с з  _ Е , 4.,_. 2 2 • ° 2 .  a r c t g  A. +

0 5 .  А т .  GG. ( — O ' " ' a r c s i n  л / 2 / 1 0  +  ^  4 J ’ *  ^  +  2 'T t '_ С 4 .  Z |  +

л ю б о м  а ;  гг А- ±  j  a r c c o s  „ р и  _  j  С  а  <  3  С 9  -  , a r C t g ° -  ° 8 - А т  п р и

«  =  г / 4 , х €  0 -  7 0 .  А т ;  А т / 2 ;  2 г гА г/ з  — гг/С. 7 1 .  ^ t / J  " Z ^ ' '  " Р И  °  ^

a r c s i n  +  Ат .  7 3 .  Ат  ±  гг/G. 7 4 .  г / 2  +  2А. _  7{ . ^  ' 2 ‘ +  * / 6 ;

А т .  7 С .  { (1  -  \ Д Т Ш ) / 2  +  2 к ;  , 9 , . .  ’ 2 'u ' ' l g  ■:> +  г г / 2 +

79  C l i l l  al csin —i — + = » / • - • ,  2 ^  ° ‘ 7 7 ‘ ^ /G' 7 8 - f  + ^2 a i c s t n  2А. + ] +  2 , А _  з ^ , ,  _  _  «  +  4 ■

8 ! . - f  + А т ;  f  ±  a r c c o s  ^ л А о + 2  . s „  8 0 - 3 ^ ' / 1  2 ±  , 2 .
4 4 4 ‘■7rt c - 8 2 - +  2 г  к  S T  -  4 . /гт

« .  f , « ,  , - „ * ь Г 4 - + ¥ . + 1 *  ; . т , . : г

" •  * * + ‘ г - ” ■14 ™- 5 + f + ? .  ;  Ш '
к  >  О, А /  / ( 2 / +  I ) ;  ^  -, А у  и - ) )  ,> • 4 •

1 / -  I ) ,  ( > о .  9 2 .  А т ;  ± a r r (  / Т
А т .  9 3 .  - f  +  2 гг А ; f  +  пгг .  9 4 .  2 г /  _  ,  r  V  4 +

2 9 j - Г  ±  a r c c o s  , о ,
ОС. |  +  А т .  9 7 .  т  +  А т .  9 8 .  А т ;  +  9 9  ( V  '•> +  2 ^ ’

1 0 0 .  f  +  2 , h .  1 0 1  ^ (А ■+ £ ) .  1 ( J 2  /;; 1 0 3  ' +  2. Г !  1 ) + f -

- (4 + 2V«i), ,„.г = ( -  1)* arcsin f - a i i m - r T *  + 'V 104, Если
х Р 0  1 0 5  ^  +  ( - 1 ) ' -  1 0 G  -  1 ' О  +  1' ~ ’ и н а ч е

fc 2 ,  , 12 ' л +  2 гг А. 1 0 7 .  21 , , , г  ,
А т , - г г / 2  +  Агг. 1 0 9 .  { j a r . c o s j ,  — I a r c c o s i | |J м  4 ’ j 3  +  J ' "  1 0 8 .  г /G +

н о  — —  • - 2 .  _ J L .  J L .  2 .  i i L 1 г 1  ,  r  Л ' . / 2 '  t C O b ( - ? )  >- г  a r c c o s  ( - i n  
1 2 ’ « ’ 12 ’ 12 ’ 1 ’ 12 ■ 1 1 1 .  { J L ,  ^21} . 1 1 2  Г n  2=r 4 rr 5rr i   ̂ 4 i C

12 1- I 3 ’ 3 ’ 3 ’ ~ r ) .  1 1 3 .  - 26 ’
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577

6 1 1 4 .  Е с л и  а < — 1 и  а > j ,  т о  х  = ; х  =  гг + 2 ~к; х — Лкгг ± 

и н а ч е  х  =  |fc)T, *  =  IT +  2 т к .  1 1 5 .  2 ,  2 ,  * £ .  3 2 . 1 10 ;  fcjr,

2 г/; i  ar rcus ■у/'^— : 27Ar±arccos  ̂— '5 — \/5  ̂ /6 . 1 1 7 .  к г ; ± ( — + 2 ' тг). г ле  с £ :Vl l  

{ 0 } H ± ( 2 f  +  2. - ) .  1 1 8 .  ar<-tfi ( l -\/2) + fcr. 1 1 9 .  ± arccos v/2/4( 1 -  v ^ )  + j  + 2ггк. 
1 2 0 .  ± a r r < T o s ( t g ^ )  + 2 т * .  1 3 1 .  -  f  + ! f  + ( — ))*•'2 . 1 2 3 .  { ( - l ) A' f  + к - } .  
1 3 3 .  к-/'Л. 1 2 4 .  ± f  + 2-/;; ± ' f  - + 2 к-.  1 2 5 .  кг; -тт/1 +  кп.

§ 3 . 3
1.  к -  -  a r r t  g  2 < .г < А-  -  2 .  2 .  (А.-ТГ -  2  д . .  -  f )  U (Ат + f  Д т +  f ) .

3.  |(J, гг -  a r c s i u (  1 -  \/2) )  U ^ 2 г  +  a r c s i n ( l  -  ' / 2 ) , 2 ~ j .  4 .  О Sj  г  < ^  U ^  <

х  2гг. 5.  О < .г < Tj. и  arccos 1 ~У^ < х  <С ,т. G. ('2~к + arcsin |. §  + - -к) U 
{2кк + т г  ■ " + 2fcir -  arcsin £) U ( г  + 2 ггк. ~  + 2-к)  и  (2 ггк -  2 г к). 7 .  < 

х  < ■ 8.  arcsin —-  < х  < - . 9.  ( arccos , - )  и  (п +  arccos . 2 тг).

1 0 . f  < X < 2 S - u 5 f  < X < I f .  1 1 . ( 2 к г -  f + a r c s i n  2кгг + - f - a r c s i n  ;Ъ̂ ) и  
(2кгг-гг,2кгг-  f ) .  1 2 .  ( о . 2 ) и ( ^ , - ) .  1 3 . (2 гк+ j .2 r - k +  :- f ) U (2rk + гг. 2ггк +
? ) u ( 2 * k - f . 2 * k ) .  14 . ’( ^ + f , ^ +  2 ) U ( ^  + 2 112 + ^ ) .  15. (** + 

& W  + T - ) -  1 0 ■ +  1 7 . - | + ^ < x ^ f  +  ^ .  1 8 .  - / ^ <

.7- < 0 U 0  < x  < У 1 = 2 .  1 9 .  ( - 2  +  A.-TT-, -  a r c t g  2 +  jfejr) U ( - f  +  кгг, f  + кгг).

2 0 .  [О < X < a r cco s  i ) u ( 2 , T  -  a r c co s  1 ,  2 - ] .  2 1 .  ( o ,  a r c s i n  ^ r 1 )  ■ 3 3 .  lO2* * - *  <

x  < UI ^' +TT u l O - 2fc,r- ' t f  < x  < i o —2**+'T5(jk =  1 , 2 , 3 . . . ) ;  1 0 “  "if < x  < lOTT . 
3 3 .  [k r  — 7 - / 1 2 ,  к гг — rr/2) U (к гг — гг/2,ктг + 77/12]. 3 4 .  [ a r c c t g

< 3 / 2 .  2 5 .  ^2  тгА-, a r c co s  ,  , ----- г  ~"г' ~ 2

п р и  п > 0.  2G. (277А;/5 -  —/10,  277А:/5 -  гг/30) U ( 277Аг/5 + 7г/10, 2гтк/Ъ + 777/30).

3 7 .  ( Аг 77 -  гг/И.кгт) и  ( 7 / 8  + кгг.Згг/S + к гг) и  ( 7 / 2  +  i rfc,5i r/8 + А: 77). 2 8 .  ( (12А- -

7) fg-  ((1  2 А- 4- 1 ) )  • 3 9 .  х =  f  +  ^ f .  3 0 .  ( 2 + 2 ^ 2  + 2 ^ . )  у  ( _ 2 + 2 ^, 277/ . - -  

f  )  U ^2 А-77 4- т р . 2 А-,т+ г )  и  ^2 7 А- 4- 77, 2 А г  4- i 2  j

§ 3 . 4

1 0 .  11 .  12 .  * 5 1 .  13 .  1 .  1 4 .  2 / Vo .  15 .  — 2 / х/5. 1G. - З х / 7 0 / 20 .

17 .  —1/3. 18 .  44/2 /9 . 1 9 .  г / 3 .  2 0 .  (.5 -  2 - ) .  2 7 .  О. 2 8 .  0.  2 9 .  1. 3 0 .  х  G 0 .  

3 1 .  х  е 0 . 3 2 .  х е 0 . зз. J(\/s- i ) / 2 .  3 4 . i /x/5 .  3 5 . - 1  <: х  < |. 
3G. х  < tg  1 U х  > t g  3.  3 7 .  ~= х  1. 3 8 .  О <С х  :С 1 /2.  3 9 .  - 1  ^  х  < 0.

>! 3 . 5

З д е с ь  п, к £ ~-
1 . x  =  +  к к ,  у  =  ± 7  + 7гЛг. 2.  а? =  ^ (2 (Л: +  п ) г  ± arccos (£ ±

У § )  ± a r cco s  ( -  j  ± y f ) ) ,  у = (п -  к) гг +  I  ( ±  a r c c o s  ( -  ± ^ 2 ) I
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arccos ( i  ±  3.  x = 2 A + 1/6,  у = 1 / 6 -  2k. 4 .  { 1 / 3 +  A', 1 / 3 +  n } .

5. { - 1 / ^ 2 ,  l / v / 2 } u { ( 2  -  У Г 4 ) / 6 , ( 2 + ч Л 4 ) / б } и { ( - 2  -  V l 4 ) / 6 ,  (4/14 -  2 ) / б } и  

{ { 4  ± \/2)/6, (4 qp \/2)/б}.  G. { f  +Агтг, 2 т г А } и { ( - l ) fc/( 12  +  ̂ ) ,  2Trfc±arccos ( - j ) } .

7. IA +  « +  \/ A 2 — 1 1 - , A +  /1 — \/ A2 — n 2 J U  | к +  ?i — \/ A- — n 2, A +  n +  x/A2 — n 2 j, 

|A| > |n|. 8 . Xi,2 = (а г  ± '/ 2 5 - 2 -  16)/4, y 1)2 = (5 — =(= х/25тг2 -  16)/4. 9. { 2 ,1}. 

10. {1,1}. 11. ^ ^ U ^ ^ . 12. a =  6 A — 1 , a =  6A, a  — 6 A +  2 , a =

6 A + 3.  1 3 .  {(тг/6  + 4 - A ) ,  5»r/6 + 2Л-А}. 14 .  { a r c t g  2v ^ ~ ~  , f  -  a r c t g  2VY ~ T }•

1 5 .  { - 3 1 , - 7 } .  1C.  a 4 . - 4  U a = 1 U 8/3  $  a < 1 и  a > 4.  17 .  { - 1 .  2 } U { - 1 .  - 2 } .

1 8 .  b < —1 — U — < /1 < 0.  19 .  Е с л и  |n| =  \/2 U |a| < 1, т о  4 р е ш е 
н и я ;  е с л и  j rj j — 1. ' ro — 5; е с л и  |aj > 1. t o  — 6 р е ш е н и й .  2 0 .  1 / ( a + b)3 .

2 1 .  a 2 , « 1 , 0 3 . 2 2 .  1. 2 3 .  i  a r c s i n  < т  < f  -  7  a r c s i n  2 4 .  a :<

1 U a ^  3.  2 5 .  a r c c o s  ^ 2_ 1 /3 i / l  + 2 2/3 -  l ) .  2G. 2 7 .  .r =  f  + 2Атг, 

y  = 2 ,n .  2 8 .  ( ( - l ^ f - ^ . - i a r c t g f +  ^ ) .  2 9 .  { f  +  f -  , ^  +  I f  }  .

3 0 . { f +  A,r,A2 - } u { ( - l ) * f  +  - A , { - l ) " f  +  31. {± f . x f  }. 32. { f + 2 rA.

j  +  2 7ГVi +  ,T j  .

§ 3.G

1 .  x G 0 .  2. x £ 0 .  3.  x = 1. 4 .  7Г. 5.  /jtt ±  arcsin ^lg 3 / lg(\/2 + \/3)^ . 

G. ( - 1 ) *  arcsin 2 — *°R2 3 + At .  7.  ± i - c t g 7r/1 0 . 8 . 1 0 2fc+ 1 /4 . 9.  Vx ф ±\/3/3.

± 1
1 0 .  Атг + тг/4. 1 1 .  22/<3+21о* з 2 >. 1 2 .  1. 1 3 .  1; 2. 1 4 .  10  2 V 7 . 1 5 .  тг + 2тгА.
1 6 .  2тгА,Ат +  ( - l ) fcf . 1 7 .  2тгА -  f .  1 8 .  1/2.  1 9 .  log[, У5.  20 .  п  =  - t g . 3 / 4 ,

х2 ~  tg 1/4,  з-з =  tg 5/4.  2 1 .  х ,  =  c t g / Г ,  r 2 =  c t g / f ,  х 3 =  ctg  

.г 4 =  ctg  а* =  ctg  , r c =  ctg r 7 =  ctg У ^ ,  r *  =  ctg y f .  x 9 =

ctg y i f , , r10 = Ctg y f . 2 2 .  0 <C .r <C 1.

Г Л А В А  4  
§ 4 . 1

1.  .33. 2 .  - 3.3.  3.  —S. 4 .  - 1 0 .  5.  <1 = 2 a  +  f b  +  f c .  G. - 4 .  7.  - 2 .
8 . 40.  9.  2. 1 0 .  7. 1 1 .  arccos(4/9).  1 2 .  arccos( 1 / 1 1 ) .  1 3 .  13.  1 4 .  - 6 . 
1 G. (1 =  { 5 . 1 2 , - 1 6 } ,  |<1| = r,sA~. 1 7 .  90° .  1 8 .  Зтг/4. 1 9 .  -61 .  2 0 . Д а .
2 1 .  a  =  { 1 , 2 , 2 } .  2 2 .  a  = {4,  - 2 , 0 } .  23 .  ( 1 , 1/2, - 1/2) .  2 4 .  a  =  { 2 , - 6 , 2 } .
2 5 .  1 >j = { 4 x / 2 , - 2 . S } ,  b j  =  { - 4 / 2 . 2 , —X}. 2G. с = { - 3 , 3 . 3 } .  27 .  h  =  
{ 8 / 3 , - 1 0 / 3 ,  13/3},  3 , 6 6 . .  . 28 .  b = { 9 / 1 6 , 3 / 1 6 , 2 1 / 1 6 } .  2 9 .  cos q = - 4 / 5 .
3 0 .  p  =  2 a -  3b .  3 1 .  - 2 2 / / Ш .  32 .  x = { - 4 , - 6 ,  12} .  3 3 .  x  =  { - 2 4 , 3 2 , 3 0 } .

3 4 .  X =  { - 3 / 2 ,  5/2 ,3 } .  35 .  ((I ± У^Оч/з/б; (5 ^  7 / 2 ) 4/3/30;  ( 10  ± / 2 ) x / 3 / 3 o )  . 

В э т о й  з а п и с и  в с ю д у  б е р у т с я  и л и  вер хн и е ,  и л и  н и ж н и е  з н а к и .  Р е ш е н и е .  
П у с т ь  и с к о м ы й  век т ор  с =  (x,y,z).  Т о г д а  |с|2 =  х2 +  у2 +  z1 — 1- Име ем
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cos(ac) = c o s 7r/4 =  l/\/2 => а - с/  (|а| • |c|) =  (x4-y4-  2г)/\/б =  l/\/2 => x4-y4-£ =  
>/3. Т а к  как в ек то р с л е ж и т  в п л о с к о с т и  век то ро в  а  и Ь, т о  век т ор  с м о жн о  
р а з л о ж и т ь  по в ек т о р а м  а  и Ь: с =  ка. -\-1Ъ=>х = к — 1 ,у  = к-\- 3/, 2 =  2 /: + /• 
И с к л ю ч а я  из п о с л е д н и х  с о о тн о ш е ни й  к и /, п о л у ч а е м  5х  -j- Зу — 4z  =  0. 
И т а к ,  с л е д у е т  с ов ме с т н о  р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й

( x 2 +  y 2 + z 2 =  1 ,

< 5 х  +  3 у — = 0,

{ х + у + 2z = УЗ.
Из в то р о го  и т р е т ь е г о  у р а в н е н и й  н а х о д и м

Зх/З 5ч/3 _
х  =  э л ---------- , у = -----------7г.  ( 1 )

2 2 V 7
П о д с т а в л я я  з н а ч е н и я  х  и у в первое у ра в не ни е ,  пос ле  п р е о б р а з о в а н и й  
п о л у ч а е м  1 5 0 г 2 — 100\/3z +  49  =  0,  о т к у д а

1 . 1 (Ю±ч/2)х/3 
3 ч/з 5х/б 30 1 ;

П о д с т а в л я я  э т и  з н а ч е н и я  д л я  г в с о о тн о ш ен и я  (1) ,  и м е е м  по д в а  з н а ч е н и я  
д л я  х  и у:

1 1 (1 ±>/2)у/3 

2\/3 \/б 6
1 7 (5=F"\/2)\/3

= ------ М------ • (3)
О т м е т и м ,  ч т о  в з а п и с и  с о о т н о ш е н и й  (2) и (3) в е р х н ем у  з н а к у  г с о о т в е т 
с т в у е т  в ер хн ий  знак  х  и у, а  н и ж н е м у  —  н и ж ни й .  3 6 .  0. 37 .  arccos(4/9).  
3 8 .  3\/34/2. 39 .  тг -  arccos(4/9) ,  а  =  2~ЛВ =  ( 4 , - 2 , 4 ) .  4 0 .  D ( - 1 , 1 , 1 ) ,

(^ЛС, WBJ = 2тг/3. 4 1 .  cos А  = (\/з + / 2  -  1 )/л/э + 2\/б -  2\/3, cos В  =

(1 -  V2)/V6, т  = 2\Д) +  2 ^ 6  -  2\/3, cos С  =  2 ' А+ у/?- 1= . 4 2 .  В ( ( 2 \ / 3 -Vl8 + 4>/6-4\/3
1)/3,  (7 -  2\/3)/3, ( 7 +  >/з)/3); С (  -  (3 +  2\/3)/9, (21 +  2\/3)/9, (21 -  \/3)/9) и л и  
В ( —(1- f  2\/3)/3, (7+2n/5)/3,  ( 7 —х/3)/3);  С7((2>/5-3)/9,  ( 2 1 - 2 л/ 3 ) / 9 ,  (21+n/5)/9) .

4 3 .  а  =  1 =  А. 4 4 .  ( а 2 +  362 — с2 )/4. Р е ш е н и е .  Из вест но ,  ч то  C D  =  

(СМ +  С В )/2. П о э т о м у  C D - C A =  (СМ +  О Б )  • СМ/2 =  ( Л С 2 +  С В  • СМ)/2 =

ab cos{C В , С А)^ / 2. Д л я  о т ы с к а н и я  c o s ^ C f i , C A ^  и с п о л ь з у е м  т е о 

р е м у  к о с ин у со в  с2 =  а 2 4- 62 — 2ab cos ^ С Л , С В^ , о т к у д а  cos ^ С Л , С В ^  =

(а2 +  62 — с2 )/(2а6).  С л е д о в а т е л ь н о ,  CD  • СМ = (62 4- (a2 -f 62 — с2 )/2) /2 =  
(a2 -f- Зб2 — с2 )/ 4. 4 5 .  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о п у с т и м ,  ч т о  с у м м а  векторов ,  
с о е д и н я ю щ и х  центр п р а в и л ь н о г о  n - у г о л ь н и к а  (в ч а с т н о с т и ,  т р е у г о л ь н и 
ка)  с его в е р ш и н а м и ,  е с т ь  н е ко т ор ый  век т ор  х. Повернем n - у г о л ь н и к  во
к р у г  его  цен т ра  на у г о л  2 7Г/п. При э т о м  ф и г у р а  и все р а с с м а т р и в а е м ы е  
на ней век торы,  в т о м  ч и с л е  и в ек то р х ,  по ве рн у тс я  на у г о л  2к/п. Пусть
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х  з а н я л  п о л о ж е н и е  х* .  По при п оворот е  на у г о л  2тг/п р а с с м а т р и в а е м ы й  
/i- у г о л ь н и к  с о в м е с т и т с я  с п е р в о н а ч а л ь н ы м ,  и, с л е д о в а т е л ь н о ,  все в ек т о 
ры,  и д у щ и е  о т  цен т р а  к в е р ш и н а м ,  в с о в о к у п н о с ти  о с т а н у т с я  п р е ж н и м и ,  
а з н а ч и т ,  и с у м м а  их,  т . е .  в ек то р х,  б у д е т  н е из м е н но й .  Но д в а  в ек т ора  
х  и х* ,  п о в е р н у т ы е  д р у г  по о т н о ш е н и ю  к д р у г у  на у г о л  2 тг/?*., м о г у т  со 
в п а д а т ь  л и ш ь  в с л у ч а е ,  е с л и  х  = х * =  о. 4G. АВ  +  СЕ =  —(С-D -f- 2С Q).
4 7 .  г/3.  Р е ш е н и е .  О б о з н а ч и м  . Т о г д а  О =  с • ci =  (a  -f 2 b ) ( 5 a  — 4Ь) =

5  + 10 cos a  — 1 cos су — 8  =  licoscv — 3. В э т о м  с л у ч а е  cos а  = 1 /'2 . а = тг/3.

В  с

Рис. 7

-18. (,1- + -  е - )/ 2 .  -19. (:}.,• + !,- -  ■■-)/>. 5 0 .  ± -  ^ 1>)- I V  ш е и  и 

Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  п у д см  с ч и т а т ь  в ек тор ,  с о в п а д а ю щ и й  с в ысо т о й,  на
п р а в л е н н ы м  о т  в е р ш и ны  к ст о ро не  р.  Т о г д а  (рис.  7) BE  = В Л + Л Е ( если  

у г о л  BAD  т у п о й ,  то  точка.  Е л е ж и т  вне о т р е з к а  AD). В ек т о р  АЕ  к о л л  и- 
псарен в е к т о р у  р. С л е д о в а т е л ь н о ,  АЕ  =  кр ( знак А: о п р е д е л я е т  п о ло же ни е  
точки Е ). ВА = — q. Т о г д а  с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в е к т о ро в  BE  и AD 
равно  н у л ю .  i .e.  0 =  B l'JA D  = ( — q + A:p)p =  - p q  —/ср2 . О т с ю д а  к =  pq/р2,
и, с л е д о в а т е л ь н о ,  BE  ~ — q-f- р.  Е с л и  бы м ы  р а с с м а т р и в а л и  век т ор  ЕВ, 
з н а к и  б ы л и  бы п р о т и в о п о л о ж н ы е .  5 1 .  3 ( u 2 -f 62 —с2 )/2.  5 2 .  0. 53 .  Л =  —1/5.
5 4 .  АС = 2 (а  + Ь)/3.  55 .  7ГР = | АН -  ^ A F .  5G. cos л  =  - 1 / v T o .  5 7 .  0. 5 9 .  с2 . 
G0. 0.  G2. АС = 1/coscv,  АА] = 2 sin о-, СА\ =  cos 2 су / cos о .  Р е ш е н и е .  Из  
у с л о в и я  з а д а ч и  с л е д у е т  д в е  в о з м о ж н о с т и  р а с п о л о ж е н и я  т о ч к и  .4: на п о л о 
ж и т е л ь н о й  и л и  на о тр и  цате  л ы ю й  п о л у о с и  о р д и н а т .  Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  
о с т а н о в и м с я  на с л у ч а е ,  к о г д а  т о ч к а  .4 р а с п о л о ж е н а  на о т р и ц а т е л ь н о й  по
л у о с и  о р д и н а т  (рис.  8 ).

Другое расположение симметрично относительно оси Ох, и поэтому 
длины сторон треугольника АСА\ в обоих случаях одинаковы. Найдем 
координаты точек А и А\(х)у). Из треугольника АОС , учитывая,  что 
ОС =  1 и ОСА =  су, получаем 0 . 4  = t-gor. Следовательно,  А (— t g o , 0 ) .  
Длина  АС = 1/cos сх. Достраиваем треугольник О АС  до прямоугольника.  
В нем АВ = 1, ABO  = cv. Тогда AI\ = sin о. Длина  АА\ = 2s ina.  Точка Ai 
лежит в четвертом квадранте, так как г* > тг/4. Таким образом,

х = п рох О .-I j =  А А 1 sin a = 2 sin2 л  =  1 — cos 2a ,
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у = и | >, „ 0 . 1 1 = пр, „ , (0  Л + Л Л j ) = tg с» + Л Л 1 cos ft =

— tg a  -f 2 sin а  cos cv =  tgcv cos 2 c*.

И т ак ,  т о ч к а  А ](1 — c o s 2 a , tgcvcos 2 a ). О т с ю д а  \C A \ \ — \/cos22 a  -f tg2a  cos~2c* =  
| cos 2 a  I/cos a .  G3. 1/s in2 a .  G4. 29/2.  G5. 20.  GG. D (2 ,9 ) ,S  = 11 и л и  D( 7 , 0 ) .  
.s’ -  2 2 , 5 .  G7. Г>. G8 . A =  1/1.  G9. \2b2. 7 0 .  arccos(2/5).  7 1 .  A. 7 2 .  26.  7 3 .  30.
7 4 .  2.  7 5 .  1(1. 7 7 .  -  I IS. 7 8 .  - в .  7 9 .  3.  81). у =  r 2 -  4 r  +  7.

§ 4 .3

1 . 50 cm . 2 . 3.  12 CM, 10 CM. 4.  9 . 5  cm. 5.  G. 2 / s ' i f i n/.).

7.  14 c m . 8 . 4- !>). 9.  85.  1 0 . 7(\/7 -  1 P  <: in <; н и <•. Об о з н а -
ч и м  д л и н ы  сторон ЛИ, ВС, С А через  с, a, b. Т о г д а  по у с л о в и ю  а / R = 2, 
Ь/И — 3/2,  т .о.  а = 2R, b = 3/?/2. В м ес т е  с т е м  а =  2/-?sin.4. С л е д о в а 
т е л ь н о .  sin .Л = 1. г.с. у г о л  А п р я м о й .  В п р я м о у г о л ь н о м  т р е у г о л ь н и к е  
ЛВС' н а й д е м  т р е т ь ю  с т о р он у  ЛВ  — с ~ \/ п- — Ь~ = у/Л R2 — 9/V-/ 1 = Ry/l/2. 
Б и с с е к т р и с ы  f1(, — ВI) — у/Л В 1 +  A D - , /ic — К'^1 — \Л4С2 + Л1^2. AD —

"'■ M W 4  = -.Ь- л/-; =  М
'Р I о  _ 3R R\ZT _ 3 R ч/7 4/- _ __ /i* Я* у/Т ___ '< / ? у/7 _ _
1 о г д а  . Ш  -  2 .2(2 /?+д>/7/2) -  2(4+ ч/7) ? ~  2-2C2R + 3R/2) ~ И 1 “

V
ггношен ие+ - 2 - ^ 7  = = \/^F+ Искимир•1 ^  4(4-f \/Т) - V7+1 ’ 1 С V 4 4 У7

_ 2К V!; х/7 _ 1 1 -1 ) _ 7(^-1 J п  _j_ П/4. 12. г/6, тг/З,
v/7+1-ЗЯ'Л (7-1)ЗЯУ2 0^2

г/2.  1 3 .  arccos( 13/11) .  1 4 .  25.  1 5 .  2 a rc t g ( l / 3 ) .  1G. arccos(l/\/To). 1 7 .  1 5 c .m ,
5 cm. 1 8 .  ЗУЗ с м 2 . 1 9 .  (9\/з/-1) с м 2 . 2 0 .  14  с м,  8 см .  2 1 .  1. Р е ш е н и е .
П у с т ь  с то р о н ы п а р а л л е л о г р а м м а  а и Ь, м е н ь ш а я  д и а г о н а л ь  d\, а б о л ь ш а я
</2 . Тогда.  2а~ 2Ь~ — d2 -f (/2 , но по у с л о в и ю  с/2 — Зс/2 , п о э т о м у  а 2 -}-/'2 = 2с/2 .

т е ор ем е  к ос ин у с о в  d2 =  а 2 + 62 — 2а 6 c os (50° =  2(/2 — ab, т.
С л е д о в а т е л ь н о ,  а 2 +  62 -f 2аЬ — 1с/2 и л и  (а 6)2 =  4с/2 , т.е.  а +  6 =  2d\. 

( а +  6 =  2с/,
П о л у ч и м  с и с т е м у  \ „ . Ее решение  а = b = d\, т .е.  а /6 = 1.

I а/) = rfj

2 2 . 9 6 с м 2 . 2 3 .  \а — Ь\/2. 2 4 .  I2 sin cv cos cv. 2 5 .  0,  5 arcsin(4/5),  д- — 0, 5 arcsin(4/5).
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2G. 2ab/\a — 6|. Р е ш е н и е .  П у с т ь  AD  > ВС  (рис.  9) ;  д л я  о п р е д е л е н н о с т и  
б у д е м  с ч и т а т ь  AD = а , ВС =  6.

-  А' С а  — Ь
.4 С -  2±к
А'С -  ь

2 а b N
а  — Ь ’ 1 ,0  Т с

Т п г пя  ^ _ b , L C  _ Ь . А'С _ Ьа /у С
AL ~  a  AL + L C  ~  а + 6  ^  ЛС ~~ а  + 6 ’ A  D ~  =>

/С С _ Ь , А" С  N С 6 j I
CD -  7=6 ^  ~CD -  ~АС -  7 = Ь ’ Перемножая nponopi
К С  _  Ь ..................... N C  _  а  + Ь _  L C + N C  _  2а  L N. — --- г, получаем ~гтт — — , => ----—  — -------г —< ,л Г. а  — 6 ’ •7 L С а  — Ь L С  a  — b L C

о т к у д а  М N = Е с л и  бы б ы л о  а < 6, то  п р и  в ы в о д е  их  р о л и

п о м е н я л и с ь  и м ы  п о л у ч и л и  бы |Л//V| =  2 7 .  a rc tg(2/3) .  2 8 .  \Jbf2 см.

29 .  тг/6 и тг/3. 30 .  х/7 м.  3 1 .  х / т  2 +  п2 /2. 32 .  21 n/Гз с м . 3 3 .  У э Г  м.
3 4 .  1 /\/Гз. 3 5 .  2 и 6. 3G. Я 2 cos(cv/2) (1 -f- sin(cv/2)). 3 7 .  tg(v?/2) sin 2^.
3 8 .  1 с м ;  12,5 с м.  39 .  (\/T5 -f ^ 3 5 )  с м.  4 0 .  (3 -  \/7)2. 4 1 .  Ь/ (2 cos(c>/2)). 
4 2 .  г/8.  4 3 .  2тгЯ/3. 4 4 .  2 ч/Т^7, 2 K N/ r / ( r  + Я),  2 г/л/Я/(г  + Я).  4 5 .  Я г / ( У Я  + 
x/r)2 , Rr/(>/R -  ч/г)2 ( Я > г).  4G. г (г  + Я)//?, г + Я. 4 7 .  r i r 2 /2 ( r !  + 
7*2). 4 8 .  \/3. 4 9 .  В 2 раз а .  5 0 .  2 ~ ( 1 — sin(cv/2))2 / sin а .  5 1 .  2 Я г  г2 .
5 2 .  15/8.  5 3 .  ^£\/(?> -  я) (р -  6)(р -  с)р, г де  р = (а + b + с)/2. 5 4 .  2 (3  +  

2\/3). 5 5 .  9 r 2/2.  5G. ^/.S/ sin о.  5 7 .  2 Я 2 sin3 а .  58 .  1 0 0 г / 9  с м 2 . 5 9 .  а.

GO. 3v/3r2 . Gl .  \J2Л — 6\/3/2. G2. 2а\/Е. G3. 9 с м ,  12 с м,  15 с м.  G4. 2 40  с м 2 . 
G5. 2 0 тг с м .  GG. 0 , 5 a r cc o s ( 3  — 8.S"), ( 1/4 < 5  < 3/S) .  G7. П у с т ь  0  <
0  < а  ^  7г. 1) Н/ (2 sin ((cv — /?)/4) sin ( ( а  +  /?)/4)) и //2 ctg  ( (о — /5)/4), е с л и  
о с н о в а н и я  т р а п е ц и и  р а с п о л о ж е н ы  по о д н у  с т о ро н у  о т  ц е н т р а  о к р у ж 
ности ;  2) /// (2 cos ( (а  — /3)/4) cos ( ( а  +  /?)/4)) и /У2 tg ((су +  f3)/4), е с л и  осно
ва ния  т р а п е ц и и  р а с п о л о ж е н ы  с р а з н ы х  сторон о т  ц е н т р а  о к р у ж н о с т и .
п о  1 1 -  п п  1 I s i n  а ( 5  —4 с о з /3) —^  . s i n  /3(5 — 2 \/б c o s  а )  0  .G8 . 1 см  и 1 ( с м .  G9. 76  ——л ■ .— г-571 . 7 0 .  к с ^ —  ■ . 7 1 .  2 с м,  14 см.Я s i n  / 3 s i n ( a  +  /3) 6  s i n  а  s i n ( a  +  /3) ’

7 2 .  4 см.  Р е ш е н и е .  Т а к  как S\ /S2 =  7/13 ,  то  ( 6 + 5 ) / ( 5 + а )  =  , т.е.  
7а — 136 = 30.  В м е с т е  с т е м  а +  6 =  1 0 . С л е д о в а т е л ь н о ,  а =  8 , 6 = 2. Б ок о ва я

с т о ро н а  I = =  5. П о э то м у  в ы с о т а  Н2 = I2 — ^ ^ ~  =  25 — 9 =  16,

т.е.  // =  4 с м.  73 .  Зл/З. 7 4 .  Я Я ]  = \/53/2, В = arccos( 1 1 \/б/30).
7 5 .  5  =  2 1 6  с м 2 . 7 6 .  20\/3 с м 2 . 7 7 .  .4Я =  2х/46/3.  7 8 .  \/То с м.  7 9 .  \/бЗ/2. 
8 0.  Р  =  4а6/(а  +  6). 8 1 .  tgcv = \/з/7, где  а  —  н а и м е н ь ш и й  у г о л  т р е у г о л ь 
ника.  8 2 .  6 м,  6/5 м 2 . 8 3 .  sin су =  (1 +  \/73)/12,  г де  а  —  у г о л  при о с но ва ни и  
т р е у г о л ь н и к а .  8 4 .  18  с м ,  24 см,  30  с м .  8 5 .  y j с2 +  Ь2 ±  66с/5.  8 6 . arccos(4/5)  
и л и  7г — arccos(4/5).  8 7 .  EF = 9 y j l /7 см.  8 8 . 67т с м .  8 9 .  40\/2/11 см.
9 0 .  9 см.  9 1 .  16\/7/11 с м 2 . 9 2 .  20  с м ,  5 см.  9 3 .  45/2 с м 2 . 9 4 .  8/\/3  см.  
9 5 .  С  Л = 3 9  с м,  СВ = 26 см.  9G. Б ок о в ые  с т о р он ы  2 Я ( 2  +  \/3)/\/3, основа-
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нис 2/?(2 + У з ) .  07 .  ОК  =  5/14  см.  98 .  8\/5 см,  4\/5 см.  99 .  — г, Н2 — г, 
(R, - r ) ( R 2 - r ) r / ( R 1R2 - г 2). 1 0 0 . 1 / [ 1 ( 3 - 2 /̂2 )]. 1 0 1 . 2 (n/2 -  1 ) см.  1 0 2 . а/ 2 , 
а/2.  1 0 3 .  32  с м 2 . 1 0 4 .  4 см .  1 0 5 .  8/\/3 с м 2 . 10G.  а/2,  h/2. 1 0 7 .  h = Н/2, где  h 
и Н —  в ы с о т ы  п а р а л л е л о г р а м м а  и т р е у г о л ь н и к а  с о о т в е т ст в ен н о .  1 0 8 .  2а.
1 0 9 .  3R/2. 1 1 0 . (а — 6)3 /1 6(а  +  Ь), а > 6. 1 1 1 . К в а д р а т  со с то ро но й Я\/2 , 
Smax — 2 Я 2 . 1 1 2 .  К в а д р а т  со с тороной З д м .  1 1 3 .  12 см и З\/Зсм.  1 1 4 .  12  см  
и 9  с м.  1 1 5 .  9 см и 12  см.  1 1 G. 9  см и 7,5 см.  1 1 7 .  В к р у г  р а д и у с о м  7\/2 см.  
1 1 8 .  с/у/ 2 и с/у/2.

§ 4 . 4

1 . 7. У к а з а н и е .  Р а с с м о т р и т е  с л у ч а и ,  к о г д а  по р а з ны е  с т о р о н ы  п л о с 
кости  л е ж а т  и л и  по д в е  в е р ш и н ы ,  и л и  о д н а  и т р и  в е р ш ин ы .  2.  Е с л и  
п р я м ы е  не п р о х о д я т  через  о д н у  т о ч к у ,  т о  п ок а ж ит е ,  что  они л е ж а т  в 
п л о с к о с т и ,  п р о х о д я щ е й  ч ер е з  т р и  т о ч к и  их пе ре се че ний.  3.  Р а с с м о т р и т е  
т е т р а э д р  Л В С !)  и пок а ж и т е ,  ч то  в е р ш и н а  D п р о е к т и р у е т с я  в т о ч к у  пере
с е ч ен и я  в ы с о т  А  Л В С . В о с п о л ь з у й т е с ь  т е о р е м о й  о т р е х  п е р п е н д и к у л я р а х .
4.  Ч е р е з  ЛВ  п р о в е д ит е  п л о с к о с т ь ,  п а р а л л е л ь н у ю  C D .  Ч е р е з  т о ч к у  А в 
э т о й  п л о с к о с т и  п р о в е д и т е  п р я м у ю ,  п а р а л л е л ь н у ю  C D  и о т л о ж и т е  на ней  
о т р е з о к  A D 1, р а в ны й  C D .  Р а с с м о т р и т е  A D ' D B ,  п о к а ж ит е ,  ч то  |Л/Л | р а в 
на д л и н е  м е д и а н ы  A D ' B D ,  и о т с ю д а  п о л у ч и т е  т р е б у е м о е  неравенство .
5.  П у с т ь  I —  н а к л о н н а я ,  h ,  h  и /з — т р и  д а н н ы е  п р я м ы е .  Д о к а ж и т е ,  ч то  
н а к л о н н а я  I п е р п е н д и к у л я р н а  б и с с е к т р и с а м  у г л о в  м е ж д у  п р я м ы м и  и 
/2 и п р я м ы м и  /1 и /3 . О т с ю д а  с л е д у е т ,  что  / п е р п е н д и к у л я р н а  п л о с ко 
с т и,  в кот о р ой  л е ж а т  l\, 12 и /3 . G. Д о с т р о й т е  т р е у г о л ь н у ю  п и р а м и д у  
д о  т р е у г о л ь н о й  п р и з м ы  с о с н о в а н и я м и ,  л е ж а щ и м и  в д а н н ы х  п л о с к о с т я х .  
Д о к а ж и т е ,  что  об'ьем п р и з м ы  не б у д е т  м е н я т ь с я  при п а р а л л е л ь н о м  пере
м е щ е н и и  о т ре зк о в ,  а о б ъ е м  д а н н о й  т р е у г о л ь н о й  п и р а м и д ы  равен т р е т и  
о б ъ е м а  п остроен ной п р и з м ы .  8 . Р а с с м о т р и т е  сече ние  ч е т ы р е х г р а н н о г о  
у г л а  п л о с к о с т я м и ,  п е р п е н д и к у л я р н ы м и  л и н и и  пе ре се че ния  п л о ск о ст ей ,  
п р о х о д я щ и х  через  его п р о т и в о п о л о ж н ы е  ребр а .  9.  Нет.  У к а з а н  и е. Р а с 
с м о т р и т е  т р е х г р а н н ы й  у г о л ,  у  к от о рог о  д в а  п л о с к и х  у г л а  п р я м ы е ,  а т р е 
т и й  не б о л е е  тг/З. 1 0 . Д о к а ж и т е ,  что  е с л и  а  —  п л о с к и й  у г о л  при в ер шине  
д а н н о г о  т р е х г р а н н о г о  у г л а ,  т о  в е л и ч и н а  не п р и л е ж а щ е г о  к не му  д в у г р а н 
ного у г л а  б о л ь ш е  а.  1 1 .  0, 1, 3  и 6 . 1G. Р е ш е н и е  ( основанное  на т е о р е 
м е  о с в я з и  п л о щ а д и  о сн о в ан и я  и б о к ов ых  г ра не й) .  Пу ст ь  в е л и ч и н а  всех  
д в у г р а н н ы х  у г л о в  п и р а м и д ы  р а в н а  с*; S \, £2 , *$4 — п л о щ а д и  г ра не й.  
П о л у ч а е м

S\ = cos a (S 2 +  S 3 +  S 4 ),

5 2 =  coscv(5i  -f S 3 -f S 4 ),

5 3 =  cos a ( S j  +  S 2 +  S 4 ),

. S 4 =  c o s cx(S\ +  S 2 +  S 3 ).

С л е д о в а т е л ь н о ,  S i  =  S 2 =  S 3 =  S 4 и coscv =  1/3.  В э т о м  с л у ч а е  в ы с о т ы п и 
р а м и д ы  п р о е к т и р у ю т с я  в ц ен т р ы  в п ис а н н ы х  в г р а ни  п и р а м и д ы  о к р у ж н о 
ст ей .  О т с ю д а  л е г к о  п о л у ч и т ь ,  ч т о  а пофе мы б ок о вы х  гр а н е й р а в н ы ( е с ли  
о д н а  из  г ра не й п р и н я т а  з а  осн о ва н и е ) .  Но т о г д а  и с т о р он ы  о с но ва н и я  
р а в ны .  По вт оряя  э т и  р а с с у ж д е н и я  д л я  к а ж д о й  г ра н и ,  п о л у ч а е м  ра в ен 
с т в о  всех ребер п и р а м и д ы .  1 7 .  Р е ш е н и е .  О б о з н а ч и м  ци фр а м и  1, 2, 3
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и 1 в е р ш и н ы  п и р а м и д ы ;  a 12 > a 13 , a 14 , а 23 , « 24* « 3 4 — д л и н ы  ребер,  с о е д и 
н я ю щ и х  с о о т в е т с т в у ю щ и е  в е р ш и н ы ;  И], R2 , R3 и /?4 -----р а д и у с ы  ша р ов  с 
ц е н т р а м и  в с о о т в е т с т в у ю щ и х  в е р ш и н а х .  Т о г д а  р е ше ние  з а д а ч и  с в о д и т с я  
к р е ш е н и ю  с и с т е м ы

R 1 R2 — « 12 '

+ R3 — «13 >
И [ + R,  = а н  .

/?2 4- R3 — Я 23 ,

^2 + =  ^24 >

R3 + R\ = «34

при у с л о в и и  <г\2 4- «34 = «13 4- «24 — «14 4* «23 — d, (I - д а н н а я  в е л и ч и н а .  
З а п и с а н н а я  с и с т е м а  р а в н о с и л ь н а  с л е д у ю щ е й :

R 1 + R‘2 = a 12,

^1  +  R3 = а 13 г
/?1 4- ?̂4 =  «14 ,

R\ 4- R-I 4- Яз 4- R\ = с/.

О т с ю д а  н а х о д и м

/?1 =  ( « 1 2  +  « 1 3  4- « 1 4  -  ^ ) / 2  >  О,

R y  = (а 12 + d — а  13 — a j 4 ) / 2 > О 

/<3 =  ( « 1 3  4- (/ -  « 1 2  -  « 14  ) / -  >  О,

/?4 =  (а и  4- d -  Ч 12 -  « 1.0 / -  >

т.е .  м ы  д о к а з а л и ,  ч то  т а к и е  ш а р ы с у щ е с т в у ю т  и у к а з а л и  их р а д и у с ы  (то,  
чт о  i — 1 , 2 , 3.  1, д о к а ж и т е ,  и с п о л ь з у я  с о о т н о ш е н и я  м е ж д у  д л и н а м и  сторон  
т р е у г о л ь н и к а ) .  1 8 .  П р о в е ди т е  п л о с к о с т ь  ч ерез  в ы с о т у  п и р а м и д ы  и боко
вое ребро и р а с с м о т р и т е  л и н и ю  п е ре се че ни я  э т о й  п л о с к о с т и  с о сн о ва н и е м  
п и р а м и д ы .  1 9 .  Пет.  П о ст ро йт е  с о о т в е т с т в у ю щ и й  п р и м е р .  2 0 .  Д о к а ж и т е ,  
ч то  э т а  в е л и ч и н а  равна 3 /гм. г д е  /*„—  в ы с о т а  п и р а м и д ы .  Д л я  э т о г о  из  
т о ч к и  1} о п у с т и т е  п е р п е н д и к у л я р ы  на с т о р о н ы  о с н о в а н и я  и д о к а ж и т е ,  что  
с у м м а  их д л и м  пос тоя нна  и равна  в ысо те  о с н о в а н и я ,  а и с к о м а я  в е л и ч и н а  
равна  //<, tgc>, где  о — вел  и ч и н а  д в у г р а н н о г о  у г л а  при о с но в а н и и  п и р а м и 
д ы .  2 1 . Т р е у г о л ь н и к ,  к в а д р а т ,  ш е с т и у г о л ь н и к .  2 4 .  С у щ е с т в у е т .  Н а п р и
мер.  р а с с м о т р и т е  м н о г о г р а н н и к ,  кото  ры й п о л у ч и т с я ,  « е л и  пост а в ит ь  д р у г  
на д р у г а  д в а  р а в ны х н а к л о н н ы х  п а р а л л е л е п и п е д а  так,  ч т о б ы  с о в м е с т и 
л и с ь  их о с но ва ни я .  2G. П у ст ь  Л/ д а н н а я  точка.  1\ и /2 — к а с а т е л ь н ы е  к 
ша р у .  /\ и Л/ - т о ч к и  ка с ания  1\ и / > с ш а р ом .  П р о в е д и т е  п л о с к о с т ь  через  
т о ч к и  Л/. /\ и Л и в о с п о л ь з у й т е с ь  т е о р е м о й  о каса т е л ьн ы х  к о к р у ж н о с т и .
2 9 .  Пу ст ь  О — центр  о п ис ан н о го  в о к р у г  п и р а м и д ы  ша р а .  Р а с с м о т р и т е  че
т ы р е  п и р а м и д ы ,  в ер ш ин ы  к от ор ых  с о в п а д а ю т  с точкой О, а о с н о в а н и я м и  
я в л я ю т с я  г р а ни  и с хо д но г о  т е т р а э д р а .  Д о к а ж и т е ,  ч т о  они р а в ны м е ж д у  
собой.  О т с ю д а  б у д е т  с л е д о в а т ь ,  ч т о  т о ч к а  О р а в н о у д а л е н а  о т  п л о ск о ст ей  
г ра не й,  т.е. я в л я е т с я  центр ом в п ис ан н о г о  в т е т р а э д р  шар а .  32 .  Пусть

—  в ы с о т а  п и р а м и д ы ,  п р о в е д ен н а я  к г р а н и  с п л о щ а д ь ю  Пусть  шар  
р а д и у с о м  Rк к а с ае тся  в н еш н им  о б р а з о м  э т о й  г р а н и  и п р о д о л ж е н и я  п л о с 
костей д р у г и х  г ра не й.  Д о к а ж и т е ,  чт о  1 /Rk — 1/т — 2//i*.. Д а л е е  восполь -

174



чуйтесь равенством /., s’; — r(5’ i -Ь s' -f- >'3 -j- .s', i v 'A . О п :к )да

1 1 1 1 1 /  25 ,— + —  -f — 4-------= -  1 ----------------------- --------------/м H, H, НА г V .s', -  .s', + s', т- s',

+ ч > -----------—г  V >1 + >2 +  -Ь;< +

(х -■*' 1 1 ' 0  ->s' ^
V -S'l + .S'j + .S'., -r .s', уI r V .s'l + >2 - s, T ,s4 )

3 3 .  Д л я  д о к а з а  т е л ь с т в а  дос та т очно»  !  и пок а ж и т е ,  ч т о  центр в писа н но й  
сферы с о в п а д а е т  с т о ч к о й  п е ресечения  п е рп е нд и к у ля р а ,  к о с н о в а н и ю ,  вос
с т а в л е н н о г о  из ц ентр а  о пи с ан н о г о  в о к ру г  о с но ва н и я  к р у г а ,  и п л о с к о с т и ,  
п е р п е н д и к у л я р н о й  о т р е з к у ,  с о е д и н я ю щ е м у  в ер ши н у  п и р а м и д ы  с л ю б о й  
в е р ши н о й о с но ва ни я ,  про ве ден н о й  через  его с е р е д и н у .  3 4 .  Пусть  Л/, Л 
и /\ точки к а с ан и я  сферы с г р а н я м и  т р е х г р а н н о г о  у г л а .  Р а с с м о т р и 
те п и р а м и д у  S M S K .  Д о к а ж и т е ,  что  SM = S У  ~ SI\. О т с ю д а  с л е д у е т ,  
ч то  в ысо та  п и р а м и д ы  п р о х о д и т  ч ерез  центр  о к р у ж н о с т и ,  оп и с ан н о й о к о л о  
о с но ва н и я .  И с п о л ь з у я  э то ,  по ка ж и т е ,  ч т о  п р о д о л ж е н и е  в ы с о т ы  п р о й д е т  
через  т о ч к у  О, т.е. центр  д а н н о й  сферы. 3G. В о с п о л ь з у й т е с ь  т еоремой о 
р а венстве  д л и н  к а с а т е л ь н ы х ,  пр о в е д а н н ы х  к д а н н о й  сфере из о д н о й  точки  
( см.  з а д а ч у  2 G. ). 30 .  Д о к а ж и т е ,  ч то  у к а з а н н ы й  у г о л  по в е л и ч и н е  равен  
д в у  гран ному  у г л у ,  о б р а з о в а н н о м у  п л о с к о с т я м и  о и />. 40 .  Пу с т ь  точки Л/.
/V, /\ и L ... се р е д и н ы  с торон S B , SC, ЛС  и АВ  с о о тв е т с тв е н н о ,  точка  О
с е р ед  и на SA.  Д о к а ж и т е ,  что  ч е т ы р е х у г о л ь н и к  \!.X1\L п р я м о у г о л ь н и к ,  
a SAC  и S A B — р а в но ст о р о н н и е  т р е у г о л ь н и к и .  Д а л е е  д о к а ж и т е ,  ч то  точ
ка О о д и н а к о в о  у д а л е н а  о т  точек Л/. Л , /\ . /,. .s' и .4. О т с ю д а  п о л у ч и т е ,  что  
О — цент р д а н н о й  сферы.  4 1 .  Р а с с м о т р и т е  с еч ения  д а н н о г о  ш а р а  п л о с к о 
с т ь ю  о сн о ва н и я  И п л о с к о с т ь ю ,  п р о х о д я щ е й  через  с е р е д и н ы  б ок овых ре 
бер п и р а м и д ы .  I ак как к р у г ,  п о л у ч е н н ы й  в с еч е ни и  шара  о сн о ва ни е м  
п и р а м и д ы ,  к а с ае тся  сторон о сн о ва н и я  в их с е р е д и н а х ,  то д о к а ж и т е ,  ч то  в 
о с н ов ан и и  п и р а м и д ы  л е ж и т  р а в но с то р о н н и й  ' тр еу гол ьник .  Р а с с м о т р и т е  
п р я м у ю ,  п р о х о д я щ у ю  через  цент р ы п о л у ч е н н ы х  в с еч е ни я х  к р уг о в ,  и д о 
ка жи т е ,  ч то она  п е р п е н д и к у л я р н а  о с н о в а н и ю .  Д а л е е  п окажит е ,  ч то  д л и н ы  
б ок овых  ребер п и р а м и д ы  р авны м е ж д у  собой.  4G. Пусть  2а  в е л и ч и н а  
у г л а  при о с но ва ни и  осевого  с е ч е ни я  д а н н о г о  конуса ,  / - д л и н а  о б р а з у ю 
щей э т о г о  у с е че нн ого  конуса.  Т о г д а  /̂ i = г ctg о ,  R) = r t g a ,  I = В>, 
где  г — р а д и у с  вписа н но го  шар а ,  В\ и / ^ - —р а д и у с ы  о с но ва ни й  д а н н о г о  
конуса .  В о с п о л ь з о в а в ш и с ь  ф о р м у л о й  д л я  п л о щ а д и  б оковой по вер хн о ст и  
у с е че н но го  конуса ,  п о л у ч а е м

•^бок .усеч  кон — +  / ?2 )^ / 2  =  7Tf2 (c tg CV -f- t g o ) “ .

Ч а л е .  т а к  как tg:-. т  ctg о >  2 (О < о < .т/J),  го .'>'б0к.у<еч Кон ^  •*-<"' =  г д е  
.s’ — п л о щ а д ь  по вер х но ст и в пи с ан но г о  шара.

§ 4 .5

1 . 2 7Г/3. У к а з а н и е .  Че р ез  т о ч к у  С £ п р о в е д и т е  п р я м у ю  
а ч ерез  т о ч к у  В £ — п р я м у ю  Ь'^ЩСО). Пу ст ь  В' —  т о ч к а  пе ре се че 
ния L'2 и  L". Р а с с м о т р и т е  т р е у г о л ь н и к  В'СА.  2 .  у/т-у — 4 /2 siii2 (cv / 2 ) л и б о  
y/ni2 — \l <'os2( a / 2 ) в з а в и с и м о с  ти о т  в з а и м н о г о  р а с п о л о ж е ни я  точек А и



В на п р я м ы х  L\ и L2 • 3.  2 9 , 6 .  У  к а з а н  и е. В о с п о л ь з у й т е с ь  т е о р ем о й  о 
трех п е р п е н д и к у л я р а х .  4.  1) (d +  6 cos  7г/5 ) / ( 1  + c o s 7r/5 ),  е с л и  т о ч к и  А, В 
и С л е ж а т  по о д н у  с то ро ну  о т  п л о с к о с т и  7 ; 2) (d — b c o s 7t /5)/( 1  + c o s 7r/5 ), 
если т о ч к и  А и В л е ж а т  по о д н у  с т о ро н у  о т  7 , а  т о ч к а  С  —  по д р у г у ю  
сторону;  3)  6 c o s 7t /5/(1  + costt/5) ,  е с л и  А и В л е ж а т  по р а з н ы е  с т о р о н ы  о т  
7 . 5. 1 ) |с — с/|, е с л и  В и С л е ж а т  по о д н у  с то ро ну  о т  п л о с к о с т и  /3; 2)  6 +  с, 
если В и С  л е ж а т  по р а з ны е  с т о р о н ы  о т  п л о с к о с т и  (3. 6 . На т р и  р а в 
ные ч а с т и  У З/ З к а ж д а я .  7.  З а 2/2.  8 . a r c t g  >/c t g 2 а  +  c t g 2 (3. 9 .  a r c s i n ( t g  а / 2 ) ,
О < а  < 7г/2. 1 0 .  2\/2&2 s in 2/3sin ( ( 2 а  +  7г )/4 ) .  11 .  63/\/2. 1 2 .  |J3Di | =  5\/3 см.
13.  21 s in а л / 2 5  +  I2 co s2 а .  1 4 .  I7 =  Д3 ( c t g  а  ctg/3)/2 ,  5  =  2/i2 y / c t g 2 а  + c t g 2 /3.

15.  2yJSi  +  S 2 . 1 6 .  /3 sin/3 cos2 (3 t g(a/2)/2 .  1 7 .  5 3/2 s i n а \ Л / з  cos a/3.

18.  Q 3/2 sin y \ / 3 c o s  v?. 1 9 .  a 3 (sin a  sin (3 cos2 [3)/2. 2 0 .  a 3 (sin 2a  tg/3)/2.

2 1 .  /3 (sin 2 a  tg2 (3)/Л. 2 2 .  с3 /32.  2 3 .  х/з(V7 ctg a )2/3 sec a .  2 4 .  4 +  6 ^ 3 .
25.  4p2 s i n 2 a / ( l  + sin a  + cos a ) .  2 6 .  /3 (sin 2 a  cos a ) /4 .  2 7 .  7/>2 /(8 cos a) ,
2 arctg(cos a ) .  2 8 .  a 3 \/cos 2a /  sin a .  2 9 .  6 >/2~Г с м.  3 0 .  с/3 t g /3 c t g /3/2/2.
3 1 .  a 3 tg a  t .g(a/2)/8.  32 .  3c/3 (sin 2a  sin a ) / 1 6 .  3 3 .  a2 6\/sin2 a  — cos2 (3/2. З а д а 

ча и м е е т  ре ше ние ,  е с л и  sin о > sin/3. 3 4 .  у  2S  cos a/\/3/ cos a/2.

5

Р и с .  Il l

3 5 . a 3 ^/3 ct.g2 (cv/2 ) -  1 /2 1 ( а  < 2 ir/.' i). 3 0 .  a r c t g  ^(1 ±  \/l = 8 t g 2 o ) / 2  t g  о )  . З а 

д а ч а  и м е е т  р е ш е н и е  п ри  ( g 2o s i  1 /8 . 3 7 .  1 25\/5/У с м 3 . 3 8 . /3 ( s in 2о cos  » )\/3/8 .
30.  г/3 / (3 sin а  /2(3 — 4 sin2 а /2 ) ) .  4 0 .  а 2\/3/( 27  cos а  ). 4 1 .  Э2\/ТзЗ/27 с м 2 .
42 .  62 cos3 /3 tg а / (6 sin/3). 4 3 .  ( 12  + 13\/3)/2 с м 2 . 4 4 .  с3 sin 2 а  tg/3/3. 4 5 .  25(2  + 
2 t g a  +  \/2 +  4 tg2 а ) 8 . 4 6 .  5  ctg fi\/2S sin a / ( 6  sin a  cos a /2 ) .  4 7 .  a 2 ( l  +  cos/3)/ 
(4 cos/3 tg a /2) .  4 8 .  2 Я 3 sin a  sin /3 sin(a+/3) tg <£>. 4 9 .  a 3 (cos a /2) ( l 2>/ 4  sin2a / 2  — 1). 
50.  У З /3 tg2 a ( l  +  tg2 a 4 ) " 3/2 . 5 1 .  6 r 2 ( l  +  sin a / 2 )2 cosec a .  5 2 .  a 3/24.  5 3 .  2 -  
3 - 1 /6 5 4 .  //\/3/8.  5 5 .  4/ 3(1 + cos a)(3V^ ctg a ) 2 /3 /cos  a .  5 6 .  a 3 tg cp/12,
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a 2 v/3( l  + 4 tg2 v)/A. 5 7 .  4d3/(9\/3 sin a  sin 2 a ). 5 8 .  3a///16.  5 0 .  2 a 2 \/l5/43.  
GO. 1/7.  Gl .  \/3a2 /48 c os a ,  a 3 t g a / 4 8 .  6 2 .  /У2 sin a/(4  cos a  — 2).  
6 3 .  RA sin3 a  y/3 cl  g2 a /2 — 1/3. G4. 3 r a 2 /(l  -f 2cos2cv) .  6 5 .  63 ( s i n a/2)  
( \/l 4 - 2  cos c v / 6 ,  0 < a  < 2 r /3 .  G6 . a 3 (sincv/2)(tg/?/6).  6 7 .  \/3a3 l g a / ( l  4 - t g a ) 3 . 
6 8 . 63 /6 . G9. r/2 .  70 .  8 4 \fl cm2 . 7 1 .  /i3( tg2 a- +  tg2 /3)3/2/(12 t g o  tg ft). 
Р е ш е н и е .  Т а  к как нес р е бр а  раины,  го раин ы и их п ро ек ции на ос но 
вание .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в е р ш и н а  .S' (рис.  10) п р о е к т и р у е т с я  в центр D о п и 
с анной в о к р у г  т р е у г о л ь н и к а  ЛВС' о к р у ж н о с т и .  Т р е у г о л ь н и к  п р я м о у г о л ь 
н ы й,  п о э т о м у  т о чк а  D — с е р е д и н а  г и по т е н у з ы.

П у с т ь  S K L B C  и .SL1.AC, S K D  =  a ,  SLD  =  ft , ПК = АС/2 , DL =  В С /2. 
Т о г д а  // — S D  -  АС • igfi/2 ~ ВС ■ tg/3/2. П о л о ж и м  .4(7 =  k ig i l  и 
ВС — к tgcv, где  /j —  н е к о т о р ы й  коэффициент ,  к о т ор ы й  д а л е е  б уд ет  най-  

д ен .  Т о г д а  // = (A; tg a  tg/3)/2. И с к о м ы й  о б ъ е м  I7 =  -у ——.
П л о щ а д ь  г р е у г о л ь н и к а  S  = (АВ ■ 1ь) 2 — АС ■ ВС'/2. Из э т о г о  с оо тн ош ен и я  
н а й д е м  к. Д е й с т в и т е л ь н о ,  А В — \/АС2 -f- В О 2 =  /су/t g2 a  -f- tg2 /3, п о э т о м у

о + '' — fc-' t g /Ч t g a ,  о т к у д а  fe = / i \ A ?  <» + t p  /">/(.t к -> tg/0-  Т о г д а  
о б ъ е м  п и р а м и д ы

' \Ag~ ■>' +  IB' i' tg~ a tg- /i1 _  h3({ g2 о + lg-
' tg:i tg- в ' 12 “ 12 tga tg/3

r 2 l 2 (  tt — ^ \  / 9 • 2 9 * 9 / 7Г — v-Л «о  2Я3 lg /3sin a  cos3(a/2)
- 3 ‘ W W 2l Ct6 (  — )  V a * Mn * " Г* ctg-  3 . -----  --l T ..,-(- 7 n r X -  =

| Я 3 tg ,/3sin2 a  cos2 (o/2)  tg 7 7 . 7 4 .  63 ( s in(a/2)  tg/?)/6 . 7 5 .  r ^/l + cos4 (a /2) tg2Д 

7G. ?n3 c tg a\/3  — ctg2 a /24 ( r /6  a ) .  7 7 .  О б о з н а ч и м  a  =  arcsin \ 2S(\/2 — 1 )/l j  •
Тогда если г/4 < O' ^  тг/З, то искомые углы а — (г/4) ,  O', а -f ( г/4) ;  если 
7г/3 < а  < г / 2, то искомые углы а — (г/4) ,  а, а + ( г/4)  или (Зг/4)  — а, г  — а:, 
(ог/4)  — а .  7 8 .  и3 cos  а /  (1 2 s i n ( a / 2 )) .  Р е ше н и е .  Пусть Л В  = CD  — а, 

ADB = АС В  — DAC — DBC' = а (рис. 11). Через DC  проведем плос
кость, перпендикулярную стороне АВ.  Она пересечет эту  сторону в точ
ке к,  такой, что А К  = К В .  Тогда объем пирамиды равен j  \А B \ S c d  К-  
Из прямоугольного треугольника ADK  находим Dl\ = АК  • c t . g ( a/ 2 )  = 
а/ (2 t g ( o / 2 ) ) .  Из прямоугольного треугольника D K M  находим К М 2 —
к о 2 _  Л  у  -’ = ___ s i ______ «£ _  "'-’(*/?))

4 4iin-(a/2) 4 iinJ (<j/2)
А Л/ rr (0 < a  < */ 2 ). Т о г д а  S c-P/C =  ^ D C - K M  = ,2  s i n  ( a / 2 )  v • > ^  и  2  4  si  n (  a  / 2 )

и и с к о м ы й  о б ъ е м  п и р а м и д ы  равен a 3 cos а/ (12  sin(a /2 )) (0 < :>■ < тг/2 ). 

7 9 .  [ 3 d 4 -  Щ Р 2 -  Q2 )]/ [З а 4 + 1 в ( Г 2 -  Q2)]. 8 0 .  1) 2 j|£±i -||Si  -  S 2 | при

р ф 1 ; 2 ) при р = 1 д л и н а  г и п о т е н у з ы  м о ж е т  п р и н и м а т ь  л ю б о е  з н а ч е ни е
из и н т е р в а л а  l0 , 2 v/2Sf  (при э т о м  Si  =  S 2 ). 8 1 .  -------------------= ■ ■ ===.

J L V '  a 6 + 6 c + a c + > / ( a 6 ) 2 + ( a c ) 2 + ( 6 c ) 2

8 2 .  -  (*o/S)2 {/S(S -  2 5 ,  )(S -  2 S2 )(S -  2 S 3 ), где  S  = Sj  + S 2 +  S 3 .

8 3 .  0V 3 /6 . 84 .  7. 85 .  32  c m 3 . 8 G. ( a 3 t g a ) / 6 .  8 7 .  arccos И  sin W / 2 ) ) .

8 8 . 2 arccos(l/\/l  -  c o s a )  ( о  > г /2) .  Р е ш е н и е .  Про ве дем  ВМ  и DH1 
(рис.  12) ,  п е р п е н д и к у л я р н о  ре бр у  SC.  Т о г д а  B X 1D — а.
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Рис .  1 1 Рис .  12

И с к о м ы й  у г о л  B S C  = (3. О б о з н а ч и м  ВС = a,  SB  = /; т о г д а  В N = а\/2/2.  
Вычислим s in (/3/2)/sin(0/2)  = Щ  = ~ = М М  Л Ь . = - L  s i n /3 sin §-.

И т а к ,  sin (/V/2) = \/2 sill (/0/2) cos(/5/2) sin(cv/2), о т к у д а  cos( £ )  = 1/ sin( j ) j  =

1 / 1 — cos a  (o' > 7г/2 ) и л и  (3 = 2 arccos( 1 / \/l — cos a )  ( a  > 7r / 2).
8 9 .  /3 (ctgc* ctg/3)/[3(l  ctg2 cv + ctg2 /3)3/2]. 9 0 .  /icos^/(l +cos  =  /i c tg  </? tg(^»/2).
9 1 .  a 2 \/3/6.  9 2 .  — -I/a3 cos2 a  cos 2cv/3 (тг/4 cv < тг/2); при 0  < cv < тт/4 у к а 
з а н н а я  п л о с к о с т ь  не п е р е се к ае т  п и р а м и д у .  9 3 .  a 2 sin2 cv cos(cv/2)/sin2 (3cv/2).
9 4 .  \/2/1 2. У к а з а н и е .  Д о к а ж и т е ,  ч то  т о ч к а  Л/ с о в п а д а е т  с ц ен т р о м осно
вания  п и р а м и д ы ,  а  т о ч к а  /V —  с ц е н т р о м  к р у г а ,  о п и с ан н о го  о к о л о  г ра н и  
BSC.  9 5 .  26  м 2 . 9G. a 3 ( s in2 о  tg/3)/3, a 2 sin cv(1 4-sin /3)/ cos [3. 9 7 .  a 3 (sin2 cv tg/3)/6.
9 8 .  2/?3 (sin cv tg /3sin3 2/5)/3. 9 9 .  4 r 3 c t g 1 ( у ) \/— cos 2 a /(3 cos a ) =  4 r 3 ctg3 ( y )

0 8 * 0  - 1 / 3  (тг/4 < г* < ,т/2). 100 .  2/t2 v ^ ' S 2 /V -  101 .  6(7 -
l\/3)m2 t g n .  10 2 .  l\/3m2 cos a  cos2 (cv/2). 103 .  10\ / u Jcm '- .  1 0 4 .  ( У 3 7  + 
л/5Г)2/4. 103 .  л/(ЗГ C OS  CV ) /[2( 1 4 - s i n  a  — cos  cv)]. 1 0 6 .  ?n3 ( s i n2 cv cos  a )/[6 s i n6 ( a /2 )]. 

107 . 0, 5/i2 tg  a /  coS(>. 108 .  2 arcs in  ( (У Т о  -  ~ / 2 ) / - i Y  1 0 9 .  12(2 + - У 5 )  с м 2 .

1 1 0 .  2 а 2 s i n /3 s i n 2 ( 7 /2 ) / c o s 7 . 1 1 1 .  d ct g ( cv/2)  s i n2 (/3/2)/ cos/3. 1 1 2 .  381\/ l 0/  

169 с м 2 . 1 1 3 .  a (  14-cos2 cy)/[2 sin2cv] .  1 1 4 .  ( a / 6 ) ^ ^ \ / 3  — t g ( a / 2 ) ^  / ^v^3 +  t g ( o / 2 ) ^  .

1 1 5 .  H (\/4 tg2 cv4- 1 — 1  ̂ /4 tgcv. 1 1 6 .  (тга3 tg o)/(9\/3).  1 1 7 . / cos2 cv\/34-cos2 2cv/

2 sin a .  1 1 8 .  2 7гЯ3 (34-cos2 cv)/(3 sin2 cv). 1 1 9 .  2 V7 (cos(cv/2) sin cv)/г .  1 2 0 .  a rcctg2 .  
1 2 1 . 7га3 c t g /З/ (24 sin3 (cv/2)), 7га2(1 -f sin /3)/ ( l  sin (3 s in2 (cv/2)). 1 2 2 . 35/2 .
1 2 3 .  г а 3 (cos(/3/2) tgcv) / (24 sin3 (/3/2)), л-а2 - /̂1 4- cos2 (/3/2) tg2 cv/ (4 sin2 (/3/2)).

1 2 4 .  Я 2 \/3/(4 coso ). 1 2 5 .  1 5тг(54-2\/3)/у'ЗТ +  К ь Ж  1 2 6 .  У ( 2 5 /  sin 2cv)3 /(8 cos3a).  
1 2 7 .  2 arctg 1 /3. Р е ш е н и е .  Пу ст ь  ABCD  —  осевое  с еч е ни е  ц и л и н д р а ,  a 
A S D — осевое  с е ч е н и е  конуса .  В е л и ч и н у  у г л а  м е ж д у  о с ы о  к о ну с а  и его  
о б р а з у ю щ е й  о б о з н а ч и м  cv, 0 < cv < к/2. Д л и н у  р а д и у с а  о б щ е г о  о с но ва н и я  
ко ну са  и ц и л и н д р а  о б о з н а ч и м  г. П л о щ а д ь  п о л н о й  п ов е р х н о ст и  ц и л и н д р а

5 Ц =  2 /т г 2 4- 2 7г г г ctg cv =  2 л т 2 (1 - f e tgev) ,
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а п л о щ а д ь  п о л н о й  по вер х но ст и  конуса

SK = 7гг2 +  7гг2 / sin а  =  тгг2 (1 -f sin а ) /  sin а .

По у с л о в и ю  з а д а ч и  5 Ц : SK =  7 : 4, т . е .

2(1 +  ctg cv) sin а  7
1 -j- sin а  4

Т а к  как 1 +  sin cv ф 0, 0  < а  < 7г/2 , т о  у м н о ж е н и е м  на 1 +  sin cv д а н н о е  
у р а в н е н и е  п р и в о д и т с я  к у р а в н е н и ю  sin cv -f* 8 cos a  =  7. Д а л е е ,  у ч и т ы в а я ,  
ч то  sin o' = 2 s i n(a/2 ) cos (a/2 ), c o s a  =  cos2 (cv/2 ) — sin2 (cv/2 ), 1 =  cos2 ( a / 2 ) -j- 
sin2 ( a / 2), п р е о б р аз у ем  д а н н о е  у р ав н ен и е  в у р а в н е н и е  в и д а

1 5  sin2 (cv/2) — 2 sin(cv/2) cos(cv/2) — cos2 (a/2)  =  0.

Р а з д е л и в  д а н н о е  у р ав н ен и е  п о чл е нн о  на cos2 а /2 ф 0 , п о л у ч и м  у р а в н е н и е

15 tg2 a /2 -  2 tg a /2 - 1 = 0 ,

к отор ое  и м е е т  д в а  корня:  t g a / 2  = 1/3 и t g a / 2  =  —1/5.  Т а к  как по у с л о 
в ию з а д а ч и  a  > 0. то  в торое  решение  на д о  о т б р о с и т ь .  Итак ,  t g a / 2  =  
1/3 => a  =  2 a r c t g ( l / 3 ) .  1 2 8 .  8S  tgc^cos6 f 2 y j S f  т;. 1 2 9 .  arctg(2 ± \/2)/4. 

1 3 0 .  2 77R2 sin a  sin a/2.  1 3 1 .  a rc tg   ̂—-4—̂  ̂. 1 3 2 .  irR2 (ctg2 a / 2 ) ( l  + cos a) /  c os a ,

7r/?3 (ctg3 a / 2 ) ( t g a / 3 ) .  1 3 3 .  247гЯ2 sin4 a /( 2  +  tg a ) 2 . 1 3 4 .  —r 3 7r tg2 a /8  cos6 a .  
1 3 5 .  10 cm. 13G.  тгаS/ sin cv (0 < a  < 7r). 1 3 7 .  т:5/ sin (тгп/(т  -f- n)) (m ^  n).

1 3 8 .  /.(■y/l + n / m - 1 ) i . ’ l 3 9 .  arct  g( (sin /3/2) ctg ■") ■ 14(1. arcsin [ 2 Лл~'^2~coi~ r~] . 
У к а з а н и е .  Че ре з  т о ч к у  В п р о в е д и т е  в п л о с к о с т и  а  п р я м у ю ,  п а р а л 
л е л ь н у ю  п р я м о й  ОА и в ы ч и с л и т е  у г о л  м е ж д у  э т о й  п р я м ой  и п л о с к о 
с т ь ю  о с н о в а н и я  д р у г о г о  конуса .  1 4 1 .  77r/3 (sin a / 2 ) ( s i na / 5 4 ) .  1 4 2 .  4 см.  
1 4 3 .  2 / V I  + 2 cos а/\/з. 1 4 4 .  г(\/«>-2)/2. г(ч/б + 2)/2.  1 4 5 .  а (2 -  У з ) ,  а (2 + х/3). 

14G.  2 arccos ( (1  + УТт)/8 ) .  1 4 7 .  | » ^ c t g o / ^ - 7,,'/l. 1 4 8 .   ̂cos '1 77 cosec у  —

( J -  sill £ ) 2 (2 + sin f ) ) .  1 4 9 .  па3 ((1 +  c o s a )3 c tg2 г*) /3. 1 5 0 .  .S' ( ' t X

У tg2 c .  1 5 1 .  2 arcsin и л и  2 arcsin  ̂3  ̂ . 1 5 2 .  arccos (1 / \/2).
1 5 3 .  О т н о ш е н и е  п л о щ а д и  по вер хн о ст и ша р а  к п л о щ а д и  по вер х но ст и к у б а  

равно <т/(>, о тн о ше ни е  их о б ъ е м о в  равно тг/6. 1 5 4 .  ^-Sctg2 ( ) ^sin'ot/ / 2 =

S ( l + , . , w . / 2 )J 1ГГ • 2 , ,  , a w ,  5г 2 ( V r 2+< <<+2 )-Ч г)•x-------- 7~г^— • 1 5 5 .  sin a (  1 -f cosec тс)/4. 15G.  —?=. 1 5 7 .  7гг —---------------------- —2 cos  a / 2  sin a  v 1 2 ,/ /̂3

X ('/ (v/r’2 + -  r )2 + r ) /3 (rf — r ) 2 . 1 5 8 .  ( 4/3 )  sin a  cos  a / 2 .

1 5 9 .  ( l / y ? ) ( 5 c o s a ) 3/2 t g a / ( l  +  c o s a ) 3/2 . 1 6 0 .  f r 3 ^  ( i  ±  0  

( п а р а м е т р ы  ??г, тг и a  д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  у с л о в и ю  n c o s a  ^  2г а ) .  
1 6 1 .  З г /2 s i n 2 2/3/4, л-/3 s i n3 2/3/12. 1 6 2 .  6’3/2 s i n  2 a  s i n  v?>/cos ipj (Зтг3/2 ). 
1 6 3 .  5 ( c t g 2 a / 2 ) / ( T r c o s a ) .  1G4.  тга3 \/б/1728.  1 6 5 .  2 h ( 2 r  -  h). 1 6 6 .  4 a 2 c o s a ( 1 + 
cos a ) 2 / s i n 2 a  =  4a ,2 cos  a  c t g 2 a / 2 ,  ( 4 / 3 ) a 3 c t g 2 a ( l  -f- cos  a ) 3 . 1 6 7 .  a 2 / cos4 ( a / 2 ) .  
1 6 8 .  a b tg a V a 2 + T 2 /12.  1 6 9 .  ttR2H/12.  1 7 0 .  r 3 ( l  +  tg</>)(1 +  c t g ( ( 7r -  r^>4)/4) /6 . 
1 7 1 .  л-/2 c o s o / ( l  + .3cos2 a ) .  1 7 2 .  3 2 r 3 . 1 7 3 .  ^  . <S"cos3 ff _

3 sm  a  /2 4 ^/COs3( Q + /3) c o s ^ f a - z S )
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с

Рис .  13.

~~т~—-======1======. 174. ы я (cos.2 л/2) («Ч g iv/2) (!«/?/») • 17:>- 29/3l> или 1.
4 >/(cos2 a - s i n -  /З)3

17G.  ( l/2)v/2.  У к а з а н и е .  Д о к а ж и т е ,  что  сфера к а с а е т ся  всех ребер т е 
т р а э д р а  в их с е р е д и н а х ,  а ее ц ен т р  с о в п а д а е т  с ц е н т р о м о п ис а нн о й о ко л о  
тет р а э д р а  сферы.  1 7 7 .  \/5/3. 1 7 8 .  a(3\/2-f  1)/ 1. 1 7 9 .  При v? =  arcctg  v^2 обт>- 
ем кону са  2 тг/3/9\/3. 1 8 0 .  Ну/Щ. 1 8 1 .  5 ( tg a/2) ( tg/?)N/2.b'(;(grv/3, cv =  г/3.

Р е ш е н и е .  П у ст ь  в д а н н о й п и р а м и д е  ЛВС' =  гг/2, 5 В С ’_1_Л ВС, ВАС' = а  
д в у г р а н н ы е  у г л ы  при с то р о н а х  Л В  и Л С  р а в ны /3. с о о т в е т с т в у ю щ и е  л и 
нейные у г л ы  SB C  = S Е D ~ (3 (рис .  13),  п р и ч е м  SD  — в ы с о т а  п и р а м и 
д ы ,  SELAC, DELAC, SB L A B . О т м е т и м ,  ч т о  BD — SI)  • ctg/3 =  DE, 
SB = SD/ sin/?. Л е г к о  п о ка з а т ь ,  ч т о  АВ  =  ЛЕ и BAD  = DAE — а/2. 
Гак как ВС  =  .4В • tgev, то  п л о щ а д ь  т р е у г о л ь н и к а  ЛВС

S = - Л В - В С =  — у/2S  ctg cv,
2 2

о т к у д а
|,1Я| = v/2 .sVtgo.

С л е д о в а т е л ь н о ,  в ы со т а  п и р а м и д ы  SD = BD ■ tg/З =  Л В (tg а/2) tg/3 
( tg cv / 2) tg /3 \/2 5  ctg cv. Т о г д а  о б ъ е м  п и р а м и д ы

V = 5  ( t g о / 2) t g /5 ч/2 5  с t g a  / 3,

где  по с м ы с л у  з а д а ч и  на у г л ы  а и р  н а к л а д ы в а ю т с я  о г р а н и ч е н и я :  0 < а, 
/? < г/2.  Н а й д е м  н а и б о л ь ш е е  з н а ч е н и е  ф ун к ц ии  V' (<г>). Д л я э т о г о  д о с т а т о ч 
но н а й т и  н а и б о л ь ш е е  з н а ч е н ие  фу нк ц ии  / (cv) =  (tg cv/ 2 )х/сt g cv, 0 < a  < к/2. 
Т о г д а

v >/ctgcv t gcv/2  sin cv(2 c o s a  -  1 )
/ (tv) = T2 cos2 a / 2  2y/ctg cv sin2 cv 4 cos2 a /2 sin2 cvx/ctg a

На и н т е р в а л е  (0, г/2)  п р о и з в о д н а я  J '(a)  = 0 т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  к ог да  
cos cv =  1/2,  т.е.  при а  = г/3.  Е с л и  cv £ (0 , г/3) ,  т о  f ' ( a )  0 , е с л и  же а- £
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( ,т/3. тг/2), т о  / (о) < 0. Следовательно,  при cv = тг/З функция /(cv), а сле
довательно, и Г (о)  принимает наибольшее значение. 1 8 2 .  2. 1 8 3 .  /?/\/з. 
1 8 4 .  Высота цилиндра должна равняться радиусу круга основания и рав
няться <УУ/тг. 1 8 5 .  4 V'(tg3 а / 2 )  tgev, а  = t ir ccos l/3 .  18G.  Длина радиу
са основания конуса равна 2г/2,  9тгг2/г./4. 1 8 7 .  1) (3a2/i)/( 4 \/a23/i.2) при 
/г > «/\/6 ; 2) ( а /2 ) у/Д2 + а 2/ 1 2 при 0 < h < а/\/С>. 1 8 8 .  Ь3 tg cv sin 2v? c os2-p/2 1 . 
Наибольшее значение объем пирамиды принимает при <£> = arcctgv^-
189 .  1 ) 2 , R :’ / ( R 2 -  г 2 ) при , < /? ^  (1 + 2) « -  ((/.-'  4- r 2 )/(/V- -  г 2 ) ) 2 /2 
при /■> > (1 + x/J) г . 190 .  1) {Н2 c t f r 0 ) / y f i  при arct  g\/2/2 ^  .V < ,т/2;
2) //2 (1 + s in2 /?)/(•! sin2 ;<) при 0 < 0  < arclg(\/2/2) .  1 9 1 .  t g a / 2 .  192.  ( g o / 2 .  

193 .  1 9 4 ‘ " " Л s in2 rt s in(n + Й) coscc/i.  1 9 5 .  - a 3 sin sec2 2a/( i .
190 .  - (  Ki.S'2 + e.s’ /r Ctg2 :v + /i4 ctg4 rv)/('2 1/i)- 1 9 7 .  v/tiV sin a  ct g :>(l g ;V/2 )/2 , 
,'i = arccus 1/3. 1 9 8 .  r/ ; ;7 ( 3 ( m s 2 о / 2 ) (sin a /2 )), a = 2 arcctg n/2.

Г Л А В А  5

1 . 6  = 7/1G. 2.  ± ~  + 2k~. 3 .x  = 1 . 4 . 3 .  5.  ( — 1, 0) ;  (— —- \fl — -/2, -   ̂\A> + V 2) . 

C. „ =  - 3 ;  a = 1. 7.  /.- = 1. 8 . ( 0 , 1 ) :  ( 1 , 1 ) ;  ( ) .

9. ( ^ ^ 4  10. | f b ,  - f  + far. 11. ^  1. 12. (•(§•")•

1 3 .  b — 0. а -ф. 0;  b ф 0, а ф —26; 0 < a < 10, a = —2b. 14 .  6 > 0, 

•I fc ( - у/Чр-Ь, -  1-1 (\/6. У ^ б ) ;  6 < О tf., t  R. 1 5 .  a sC 1 U a .» 3.

1 0 .  = 1/1.  у =  - 2 / 3 .  v = 3/2. 1 7 .  r  <  ~ 1 U 2 <$ x < = Ц ^ Ж .

1 8 .  ,• -  0 : ,r :> 1 0 .  a = 2. 2 0 . =  { j j  + t f l .  2 1 .  = y ( - 3 )  = - 3 :  
i/шшб = V(--V2) = —3/1. 2 2 .  u < 0. 23 .  =  1,  j, =  2; »  =  1, ;/ =  - 3 ;  
x = 31 # + ' . * r - H 4  + A*)-04 ,, _  |  + д. = i .  ± 2, ±3.
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