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С У З  Б О Ш И

Узбекистон жум^уриятида тил ха1̂иДаги цонун ца- 
бул цилинганидан с^нг, деярли хамма фанлар буйича 
^збек тилидаги адабиётларнинг та^чиллиги сезилиб 
цолди. М атематик анализ буйича Т. Азларов ва X,. Ман
суров томонидан ёзилган икки жилдлик китоб бу ма- 
салага маълум цадар жавоб булди. Шу билан бирга 
бу китобларга мос мисол ва масалалар туплами яра- 
тиш э^тиёжи турилди.

Ушбу китоб Тошкент Д авлат университети матема
тика факультети у^итувчиларининг бир гуру^и томо
нидан тайёрланган булиб, у математика ихтисослиги 
буйича мутахассислар тайёрлаш дастури ва ю^орида 
цайд этилган китоблар асосида ёзилган.

Китобнинг бу цисмига дастлабки тушунчалар, сон- 
ли кетма-кетлик ва унинг лимити, функция ва унинг 
лимити, функция узлуксизлиги ва текис узлуксизлиги, 
функциянинг косила ва дифференциали, дифференциал 
^исобнинг асосий теоремалари ва татби^лари, ашщ- 
мас ва ани^ интеграллар, анш$ интегралларнинг баъзи 
бир татби^лари ва сонли ^аторлар мавзулари кири- 
тилган.

К,улланмани ёзишда муаллифлар хаР бир матема
тик тушунча ва тасдицларни мос мисол ва масалалар- 
ни тули^ ва синчиклаб та^лил ^илиб ечиш оркали 
у^увчиларга етказишга хаРакат хилДилаР- К,улланма- 
да 244 та мисол ва масала батафсил ечиб курсатилган
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булиб, 1502 та мисол ва масала мустацил ечиш учун 
тавсия этилган.

Ушбу китобни ёзишда Тошкент Д авлат университе- 
тида куп йиллар мобайнида математик анализ курси 
буйича олиб борилган дарслар катта ёрдам берди. Шу 
билан бирга китоб цулёзмаси тайёр булгач, у маищ 
дарсларида синовдан утказилди.

Китоб ^улёзмасини ук;иб, унинг яхшиланишига уз 
Хиссаларини цушган профессор А. Аъзамов, доцентлар 
М. Зо^иров, А. Назаров, А. Ж алиловларга муаллифлар 
миннатдорчилик билдирадилар.

^улланм адаги камчиликларни бартараф этиш ва 
унинг сифатини яхшилаш борасидаги фикр-муло^аза- 
лар учун муаллифлар олдиндан уз миннатдорчилик- 
ларини билдирадилар.



I  б о б

ДАСТЛАБКИ ТУШУНЧАЛАР

1- §. ТУП Л А М . Т У П Л А М Л А Р  У С Т И Д А  А М А Л Л А Р

Туплам тушунчаси математиканинг бошланрич, айнипайт- 
да му^им тушунчаларидан биридир. Тупламни ташкил этган 
нарсалар (предметлар) унинг элементлари дейилади. Одатда 
тупламлар бош ^арфлар билан, унинг элементлари эса ки
чик хаРФлаР билан белгиланади. Тупламлар элементлари- 
нинг сони нуктаи назаридан икки хил булади: 1) чекли туп
ламлар, масалан, А  =  {2, 4, 6 , 8} туплам, 2) чексиз туплам
лар, масалан, N  — {1, 2, 4, . . .} туплам.

Иккита А  ва В  туплам берилган булсин. Агар А  туп- 
ламнинг хар бир элемента В  тупламнинг хам элемента бул
са, А  туплам В  тупламнинг цисми ёки цисмий туплами деб 
аталади ва A cl В  каби ёзилади.

1 -т а ъ р и ф . Агар А с: В ва Вег. А брлса, у  у^олда А в а  
В тупламлар бир - бирига тенг тупламлар деб аталади ва 
А =  В каби ёзилади.

2- т а ъ р и ф. А ва В тупламларнинг барча элементлари- 
дан ташкил топган туплам А ва В тупламлар йириндиси 
(бирлашмаси) деб аталади ва А [] В каби ёзилади.

3 -т а ъ р и ф . А ва В  тупламларнинг умумий элемент- 
ларидан ташкил топган туплам А ва В тупламлар ку- 
пайтмаси (кесишмаси) деб аталади ва А  П В каби ёзи
лади.

4 - т а ъ р и ф . А тупламнинг В тупламга тегишли бул
маган элементларидан тузилган туплам А тупламдан В 
тупламнинг айирмаси деб аталади ва А \ В  каби ёзила
ди.

5- т а ъ р и ф. А тупламнинг В тупламга тегишли бул
маган элементларидан ва В тупламнинг А тупламга те
гишли булмаган элементларидан тузилган туплам А ва[В 
т$пламларн ине симметрик айирмаси деб аталади ва А  А В  
каби ёзилади.
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6- т а ъ р и ф . Биринчи элементи А тупламдан, иккинчи 
элементи В тС/пламдан олинган (a, b) (а £ А, Ь £ В) ку
ринишдаги жуфтликлардан тузилган тупламга А ва В  
тупламларнинг Декарт кдпайтмаси ёки турри кдпайт- 
маси деб аталади в а А х  В каби ёзилади.

1 -м и с о л . А =  {1 ,2 ,3} , В =  {2, 4} булсин. У холда 
A  U В  =  {1, 2, 3 ,4}, А П В  =  {2};
А \  В =  {1, 3}, В  \  А =  {4}, А  А В = { 1 , 3, 4}; 
Л X В =  {(1, 2), (1, 4), (2, 2), (2 ,4 ), (3,2), 

(3, 4)}
булади.

J - т а ъ р и ф . Агар А туплам U тупламнинг цисми, 
яъни A cz U булса, ушбу

U \ A  — { x i x £ U ,  х £ А )

туплам А тупламни U тупламга тулдирувчи туплам деб 
аталади ва СА ёки СиА каби белгиланади.

К,уйидаги хоссалар уринлидир:

1°. С (СЛ) =  А.
2°. С (A U В) =  СА П СВ.
3°. С {А П В) =  С A U СВ.
4°. А \  С А =  0  , A  U С А  — U ( 0 -буш туплам).
2 -м и с о л . Ушбу

л \ . в  =  л п с в

тенглик уринли эканини курсатинг.
Икки тупламнинг бир-бирига тенг булиши таърифига асо- 

сан берилган тенгликнинг уринли булишини курса тиш учун
Л \ В с : Л  f| СВ ва Л f| С В с : Л \ В

муносабатларнинг бажарилишини курсатиш етарли.
V а £ А \  В  булсин, у холда:

а £ А ,  а £ В = > а £ А ,  а £ С В ^ - а £ А ( ] С В .
Демак, Л \  В  с= Л П СВ.

Энди V а £ А П СВ булсин:

а £ А  П СВ=>а£А,  а £ СВ =>а £ А ,  а£В=> а £  А \ В .  
Демак, А, П СВ с: А \ В .  Натижада 
Л Ч В с г Л П С В ,  А[\СВ<= А \ В = > А \ В  =  А \ ] СВ  

булишини топамиз.



1. А  П В a  A c z  А[) В.
2. A  f] (A U В) =  Л.
3. Л п (В и С) =  (Л п В) и (Л п С).
4. Л и (В{\С) =  {А а  В) П (Л и С).
5. Л \ ( В П С )  =  ( Л \ В )  и ( Л \ С ) .
6. Л \ ( В и С )  =  ( Л \ Б Х п  ( Л \ С ) .
7. Ли(СЛГ]Я) =  л и в .  \
8 . Л \ ( В \ С )  =  (Л \Я)1М ЛП С)-
9. ( А \ В )  и ( В \ Л )  =  (Л 0 В ) \ ( Л  п В).

10. (Л \  В) и {В \  А) =  (Л и В) П (СА и СВ).

2 - § .  ^ А К И К И И  С О Н Л А Р

Q — барча рационал сонлар дан иборат туплам булсин.
6- т а ъ р и ф .  Рационал сонлар туплами Q нинг щсмла- 

ри А ва А' тупламлар
1) А Ф  0 ,  А' ф  0,
2) Л U А ' =  Q,
3) V а 6 Л, V а ' £ Л ' =>■ а <  а'

шартларни цаноатлантирсин. У  %олда А ва А ' туплам
лар Q тупламда кесим бажаради дейилади ва бу кесим 
(А , А ') каби белгиланади. А тдплам кесимнинг цуйи син- 
фи, А ' туплам кесимнинг юцори синфи дейилади.

Q тупламда бажарилган хар цандай кесим фацат икки 
турли булиши мумкин:

1) цуйи синфида энг катта элемент ёки юцори синфида 
энг кичик элемент мавжуд булган кесим. Бундай кесим ра
ционал кесим деб аталади.

2) цуйи синфида энг катта элемент мавжуд булмаган ва 
юцори синфида энг кичик элемент мавжуд булмаган кесим. 
Бундай кесим иррационал кесим деб аталади.

Биз 1-турдаги кесимга унга мос энг катта ёки энг ки
чик рационал сонни мос цуямиз. Бу келишувга кура 2-тур- 
даги кесим учун бирор рационал сонни мос щуйиб булмайди.

7 - т а ъ р и ф .  Рационал сонлар туплами Q да бажарил
ган иккинчи тур кесим (иррационал кесим) иррационал 
сонни анщ лайди дейилади.

Берилган кесим (Л, Л ') аниклаган сон а  = '(Л , Л') ку
ринишда хам ёзилади. Рационал ва иррационал сонлар битта 
умумий ном билан хадиций сонлар дейилади. Барча хаци- 
ций сонлар туплами R  ^арфи билан белгиланади.

Мисол ва масалалар

К,уйидаги муйосабатлар нинг уринли булишини курсатинп
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Х да^ий сонлар туплами ^уйидаги хоссаларга эга!
1° .  )^ак;щий сонлар туплами тартибланган туплам.
2°. Дацшуш сонлар туплами зич туплам.
3°. Х,ак;ик;ий сонлар туплами тулик, (узлуксиз) туплам. 

гДа^щ^ий сонлар устида арифметик амаллар бажарилади 
(^аранг: [I], 2 -боб, 7-§). /

3 - м и с о л .  Ушбу х3 =  2 тенгламани ^аноатлантирувчи 
црцщкк соннинг мавжудлигини курсатинг.

К,уйидаги рационал сонлар тупламини оламиз:

Бу А, А ' тупламлар Q да (А, А') кесим бажаради, чункш
1) 1 6 Л, 2 € А ' = > А * р ,  А ’ Ф 0 .
2) v а £ А,  у а’ £ А'  => а3 <  2 <  (а') 3 =>• а3 <  (а')3= > а< а '-
3) Л U Л' =  Q.

Энди Л тупламда энг катта, Л' тупламда эса энг кичик 
элемент (сон) мавжуд эмаслигини курсатамиз.

Л ' тупламда гй сонни (г0 >  1) олиб, унинг ёрдамида ушбу

булади. Бу эса А'  тупламнинг элементлари орасида энг ки- 
чиги мавжуд эмаслигини курсатади. Худди шу йул билан Л 
тупламнинг элементлари орасида энг каттаси мавжуд эмас- 
лиги курсатилади. Демак, (Л, Л') иккинчи тур кесим булиб, 
у а  иррационал сонни аннк;лайди.

Х,а^и^ий сонлар устида арифметик амаллар бажариш цои- 
дасидан фойдаланиб а 3 =* 2 эканлигини куриш ^ийин эмас.

Бу кесим бирор а  хщ ищ я  сонни аницлайди: 
а  =  (Л, А').

г0------ рационал сонни цараймиз. (Бунда п  натурал сон
п

4 - 2
+  1 деб олиш мумкин). Агар

ни

топамиз. Шундай ^илиб г0£ Л' сон олинганда, бу сондан 
кичик булган шундай г0 — - сон мавжудки, г0 — — £ Л'



Юцорида курсатилган усул билан мураккаброц хщиций

сонларга, масалан, У 1 +  ] / 2 , ] / " 3  +  ] / 2  сонларга мос 
кесимларни цуриш хам кийин эмас.

3 - § .  Х Д К И К И Я  С О Н Н И Н Г  А Б С О Л Ю Т  К И Й М А Т И

Бирор х  £ R (х ф  0) сонни олайлик. Равшанки, х, — х 
сонларидан бири албатта мусбат булади. Бу мусбат сон х  
соннинг абсолют циймати деб аталади ва уни | х  | куриниш
да белгиланади. Ноль соннинг абсолют киймати деб ноль 
сонининг узи олинади. Демак,

\ х \__(х,  агар х  ;> 0 булса,
(—х, агар х  <  0 булса.

^ациций соннинг абсолют киймати 'куйидаги хоссаларга
эга:

1°. v x £ R  сон учун
| х | > 0, \ х \  =  \ — х\, х < | х [ ,  — х < [ ; е |

муносабатлар уринлидир.
2°. Ушбу

1х[ ^ а > = ^  — а < х < а ,  (а >  0)
| х | <  а -4==$—  а ^  х  <  а 

муносабатлар уринлидир.
3°. Ушбу

\ х  +  у \ < \ х \ +  \у\,
\ х — у\  >  .11x1 — |у | | ,

\ х - у \ * = \ х \ - \ у \ ,
X
У

муносабатлар уринлидир.

4-  § .  С О Н Л И  Т У П Л А М Л А Р Н И Н Г  Ч Е Г А Р А Л А Р И

Элементлари хацикий сонлардан иборат туплам сонли 
туплам деб аталади. Масалан,

{х :х£  R, а <  х  <  ti) =  [a, b], (1)
{x:x££! ,  а < х < 6}==(а, 6), (2)
{ х : х  £ R, а <  х  <  6} =  [а, b), (3)
{ х ; х  G R, а <  х <  Щ — (а, Ь\ (4)

9
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тупламлар сонли тупламлардир. (1) туплам сегмент ёки кес- 
ма, (2) туплам интервал, (3) ва (4) тупламлар ярим интер- 
валлар деб аталади.

Бирор Е  туплам (Е cz R) берилган булсин.
8- т а ъ р и ф .  Агар шундай М сон (т сон) мавжуд бул- 

саки, ¥  х  £ Е учун х  <  М  (х  >  т) тенгсизлик бажарилса, 
Е туплам юцоридан (куйидан) чегараланган дейилади.

9 - т а ъ р и ф .  Агару-М  сон (Ч  т сон) олинганда %ам шун
дай х0£ Е  топилсаки х0 >  М (х0 <  т) тенгсизлик бажа
рилса, Е туплам юцоридан (куйидан) чегараланмаган дейи
лади.

1 0 - т а ъ р и ф .  Агар Е туплам ,\ам куйидан, %ам юкрридан 
чегараланган булса, Е туплам чггараланган дейилади.

1-те  о р е м  а. \а р  цандай юцоридан чегараланган туп
лам учун уни юкрридан чегараловчи сонлар ичида энг |ки- 
чиги мавжуд.

11 - т а ъ р и ф. Юкоридан чегараланган Е туплам учун 
уни юкоридан чегараловчи сонларнинг энг кичиги туплам
нинг анщ  юцори чегараси дейилади ей sup Е каби белги
ланади.

Равшанки,

s u p £ ~ a < = > W  уЧуН ^(2) Y  е >  0 учун а  х0 £ Е , х0 >  а — г.
2- т е о р е м а .  Х,ар цандай цуйи дан чегараланган туплам 

учун уни цуйидан чегараловчи сонлар орасида энг каттаси 
мавжуд.

1 2 - т а ъ р и ф .  куйидан чегараланган Е туплам учун уни 
цуйидан чегараловчи сонларнинг энг каттаси тупламнинг 
анщ  щ}йи чегараси деб аталади ва inf Е каби белгила
нади.

Равшанки,

i n f £ - b W ; )  ' у ч у н х > ь
|2) Y  е >  0 учун а х0£ Е ,  *„<£> + е.

4- м и с о л. Агар Е  туплам (Е cz R) юкоридан чегаралан
ган булиб, Е г cz Е  булса, у хрлда

sup £ х <  sup Е
булишини курсатинг.

Е  туплам юкоридан чегараланган, E 1 cr. Е  булгани са- 
бабли Ё 1 туплам хам юкоридан чегаралангандир.

Демак, 1- теоремага кура, supi^ ва sup£ лар мавжуд. 
Уларни мос равишда а ва & билан белгилайлик:

sup Е 1 =  a, sup Е  =  Ь.
10



Энди а <  b булишини исботлаймиз. Тескарисини фараз 
цилайлик, яъни а >  Ъ булсин. У холда х;ар доим а >  а  >  b 
тенгсизликни цаноатлантирувчи а  рационал сонни топиш 
мумкин. а =  sup Е г булгани учун, шундай а* £ Е г мавжуд- 
ки, а* >  ос, демак, а* >  b булади. Аммо а* £ Е г ва Е х с= Е  
булгани учун а* <  Ь. Шундай килиб, b <  а* <  b тенгсиз- 
ликларга эга булдик. Бу эса а  >  b тенгсизликка зид. Де
мак, а <  Ь, яъни supfj  <  sup£ булади.

Мисол ва масалалар

11. У З  сонни аницловчи кесим тузинг.
12. Ушбу х 2 — 2 тенглама рационал сонлар тупламида 

ечимга эга эмаслигини курсатинг.
13. Кесим ёрдамида У  2 + У 8 =  У 18 эканини курса

тинг.
14. Кесим ёрдамида У2_- У 3 =  У 6 эканини курсатинг.
15. Кесим ёрдамида У 2  +  (— У 2 )  =  0 булишини кур

сатинг.
16х Ушбу х5 =  3 тенгламани цаноатлантирувчи хациций 

соннинг мавжудлигини курсатинг.
Берилган Л ва б  тупламларга кура A U В, А{]В,  А \ В ,  

В \ А  тупламларни топинг.
17. А =  {х £ R: х2 —  5х +  6 <  0},

В =  { х 6 Я : 2 х 2 — 5 х < 0 } .
18. A =  { x £ R : \ x l  +  \ x —  1 | <  3},

B =  { x £ R : x 2 —  5 | х / +  6 <  0}.
19. А  =  {(х, y ) £ R  X R: \ х  J +  | У \ <  1},

В — {(х, у) £ R  X R: х  +  У >  !}•
20. А — {(х, y ) £ R  X R: ху  ^  0},

В — {(х, y ) £ R  X R: у >  х2}.
21. А  =  {x£R:  1 <  х — 3 | ^  2},

5  =  {хеЯ:  2 1х < 3 } .
22. А =  {(х, y ) £ R  X R: х3 >  у 3},

В  =  {(л:, y ) £ R  х  R: х2 >  у2}.
23. Л == {(х, y ) £ R x R :  sin (х — у) =  0},

Я =  {(*. y ) £ R x  R'- cos (х +  г/) =  0}.
24. Л =  {(х, y ) £ R  X R: | cos ху  | >  1},

В =  {(х, y ) £ R  х  R : l  cos ху  | <  1}.
25. Л =  {(х, y ) £ R x R :  х2 +  у 2 =  0},

B =  {(x,i/)£tf Х Я :  х2 — г/2 =  0}.
26. Агар Л с; В  булса, inf Л >  inf В эканини курса

тинг.
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27. А =  {л:} ва В =  {у} хающий сонлар туплари берил
ган булиб, {х +  у} туплам эса {х +  у: х £ А ,  у £ В }  йигин- 
дилардан иборат туплам булсин. Унда

sup {х +  у} =  sup {х} +  sup {у}, 
inf {л: +  у)  =  inf {л:} +  inf {у}

булишини исботланг.
28. А =  {х} ва В =  {у} манфий булмаган хак,ик;ий сон

лар тупламлари берилган булиб, {х ■ у} туплам эса {х-у \х£А , 
у £ Щ  купайтмалардан иборат туплам булсин. Унда

булишини исботланг.
29. А =  {л:} хакикий сонлар туплами берилган булиб, 

{— х} туплам — х  сонлардан (х £ Л) иборат туплам булсин. 
Унда

Фараз цилайлик, /  хар бир натурал сон n £ N  га бирор 
^ациций xn £ R  сонни мос куювчи акслантириш булсин:

sup {х у)  =  sup {x}-sup {у}, 
inf {х у} =  inf {х} • inf {г/}

sup {— х) =  — inf {х}, 
inf { —х} — — sup {х}

булишини курсатинг.
30. Ушбу

=  — : m £ N ,  n £ N ,  т < пт
п

тупламнинг аниц ю^ори чегараси 

гараси inf, — 1 ларни топинг.

I I  б о б

СОНЛАР КЕТМА-КЕТЛИГИ 
ВА УНИНГ ЛИМИТИ

1 - § .  С О Н Л А Р  К Е Т М А -К Е Т Л И Г И  Т У Ш У Н Ч А С И

Бу акслантириш ь^ийматларидан тузилган 
Xj, х^, xs, . . . , Хп, . . . (1).



ифода хаки^ий сонлар кетма- кетлиги (цис^ача сонлар кетма- 
кетлиги) дейилади ({хп} куринишда белгиланади).

хп ( п =  1, 2, 3, . . .) сонлар (1) кетма-кетликнинг хад- 
лари дейилади.

Мисоллар:

1) * = 1  • 1 I  1  1Ч хп п . 1, 2 , з , . ., п , . . .

2) уп =  ( - 1 ) п : - 1 ,  1, - 1, 1, . • ( - 1Г, . . .
з\ ? _  h i i l ! . _  1 1  _ i  b i l l3) z„ п . I, 2 , з -------  п , . . .
4) ип =  1: 1, 1, 1, . . ., 1, . . .

1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас М  сони мавжуд бул- 
саки, учун хп (Хп >  М) булса, у %олда {хп } 
кетма-кетли1' юкоридан (куйидан) чегараланган дейилади.

Бу таърифни кискача
g  М 6 Я, V п £ N  : xn <  М (хп >  М) 

каби ифодалаш мумкин. Масалан,
— 1, — 2, — 3, . . ., — п , . . .  

кетма-кетлик юкоридан, л
1, 4, 9, . . ., п2, . . .

кетма-кетлик эса куйидан чегаралангандир.
Агар {хп} кетма-кетлик хам куйидан, хам юкоридан че

гараланган булса, у чегараланган кетма-кетлик дейилади.
2- т а ъ р и ф. Агар шундай узгармас М ^> 0 сон мавжуд 

брлсаки, V  n £ N  учун '\хп \ <  М булса, у  %олда {хп} кетма- 
кетлик чегараланган дейилади.

Бу таърифни цисцача

Н М  >  О, V  п £ N , | хп | <  М

каби ифодалаш мумкин. Масалан, ушбу

1 1 1  1  
' 2 ’ 3 ......... '

кетма-кетлик чегараланган кетма-кетликдир.
1-м и с о л .  Ушбу

_2_ 4_ _8_ 2^
11’ 2! ’ 31’ ' ‘ я Г  * ’ ’

кетма-кетликнинг юкоридан чегараланганлигини исботланг.



Бу кетма-кетликнинг п-ва (п +  1)-хадлари 
2п 2п+1

х„ —— . х „ . , -----------
п п\ Л+1 (л+1)!

учун
Х п _  2" ( п + 1)! _ /1+1

п\ 2п+ 1
тенглик уринли булади. Дгар ихтиёрий натурал п (п > ' 1) 
сон учун ~ - >  1 эканини эътиборга олсак, унда

- ^ - > 1 * *  л п + 1 
х п + 1

булишини курамиз. Демак,
[ * , >  х2 >  х3 >  хп+1 >  . . .

Бундан эса ихтиёрий ti >  1 учун
хп\ ^  х х — 2

булиши келиб чицади.
Демак, шундай М сони, яъни М  =  2 сон топилдики,

2пn £ N  учун хп =  —  <  2 булди. Бу эса берилган кетма-

кетлик юцоридан чегараланганлигини билдиради. хп >  0 экан
лигини назарга олсак, {хп} кетма-кетликнинг чегараланган
лигини курамиз.

2-м и с о л .  Ушбу

V 2 , V 2 + V 2 , .  V 2 + V 2  +  . . . +  V2 . . . .  (2)
п  та илдиз

кетма- кетликнинг чегараланганлигини исботланг.

Равшанки, xn = = 'V 2 +  V^2 +  . . .  +  ] / 2  булиб, V n£N
п та илдиз

учун хп >  V 2  булади. Бу кетма- кетликнинг цуйидан^че
гараланганлигини билдиради.

Агар

2 =  ] / 2 Т 2 >  V 2 +  У~2 =  хг,

2 =*У 2 +  V 2 + T  >  V  2 +  V  2 +  / 2  =^3,
14



=  V 2 + v2 +  V 2 +  . . . +  Y 2  +  2 >
(n — 1) та илдиз

> V  2 +  V 2 + .  . . +  У2 = х п
п та илдиз

булишини эътиборга олсак, математик индукция усулидан 
фойдаланиб V  t i £ N  учун хп <  2 эканини ашщлаймиз. Шун
дай килиб, (2) кетма-кетликнинг хам куйидан, хам ю^ори- 
дан чегараланганлиги курсатилди. Демак, берилган кетма- 
кетлик чегаралангандир.

3 - м и с о л .  Ушбу {хп} — {У п}\

1, / 2,У  3 / п  , . .  .
кетма- кетликнинг юфридан чегараланмаганлигини курсатинг.

Ихтиёрий мусбат М  сонни олайлик. Бу сонга кура 
л0 =  Ш  4- I]2 олинса, унда

хщ =  У  Щ = \ У  [М +  1]г = [ М + 1 ] > М  (3)

булади. Бу эса { У п } кетма- кетликнинг юцоридан чегара
ланмаганлигини билдиради.

4 -м и с о л .  Ушбу

{ U  =  (1+ “ = + - 7= + - - - +  1У 2 Уз  V а
кетма-кетликнинг одоридан чегараланмаганлигини исботланг. 

Равшанки,

хп =  1 +  +  ~4^  +  • • • +  “4=  >
У  2 У З  У п

>\-7= +  - 4= !+  • • - +  - 4=. = п--~ «  у  п.
У п  V n  У  п У п

Демак,

хп >  У  п 7

Юцоридаги (3) муносабатдан фойдалансак, хаР цандай М  
учун шундай n0 QN мавжудки, бу «0 учун

К > м

булади.



М  >  О, Н п0 £ N : хПа >  п„ >  М.

■ Бу эса берилган кетма-кетликнинг юцоридан чегаралан- 
маганлигини билдиради.

Мисол ва масалалар

К,уйидаги кетма- кетликларнинг чегараланганлигини исбот
ланг:

Демак,

1. хп =  У п +  1 — т/п.
2. хп =  1/ л 2 +  (га — 1) sinn •
3- хп =  log(n+1) 2.

4 . x

■ п.

tl
5. х — —-— .

" 4 +  «2
с6. х„ =  — •

п  2 п

7. х  =  1 4--------- 1---------Ь . . . 4------------- , (л 2).
п 1-2 2-3 (п— 1) П

_ . , , sin2 . . sinn / ^
8 . I n _ s m l + „ + .  ( „ > 2 ) .

9. хп =  1 +  +  . . . +  (а >  2).
1 1 1 (—I)"” 1

Ю. г =  1 — 1 + 1  — - +  . . . + -----•
" 2 3 4 п

11. х п — sin sin . . . sin х.
....... . ..I- ,„i ,i .

л та
К,уйидаги кетма-кетликларнинг чегараланмаганлигини] ис

ботланг:

л 3

13. *„ =  ( - 1 г  П.
[ У л ,  агар л жуфт булса,

14. х„ =  \ 1 j -п I —, агар л ток; булса.
I »

15 х  __ У л , агар ti — k3 булса,
" 0, агар п ф №  булса.
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17. xn =  log2 (/г2 -f- п),

18. Агар {хп}, {уп} чегараланган кетма- кетликлар бул
са, у холда {хп ±  уп), {хп уп} кетма- кетликларнинг чегара
ланган эканЛигини курсатинг.

19. Агар {хп} ва {уп} кетма-кетликлар чегараланмаган 
булса, {хп ±  уп}, {хп ■ уп} кетма- кетликлар хасида нима дейиш 
мумкин?

20. Агар {хп} чегараланган, {уп} эса чегараланмаган кет
ма- кетлик булса, у холда {хп +  уп} кетма- кетликнинг чега
раланмаганлигини курсатинг.

21. Агар {хп} кетма-кетлик учун хп +  хп+1 йигинди че
гараланган булса, {хп} кетма-кетликнинг чегараланган були
ши шартми?

22. Агар {хп} чегараланган кетма-кетлик булса, у холда 

у п =  Xl '.' "by.? кетма- кетлик хам чегараланган экан-
п

лигини курсатинг. Тескариси уринлими?
23. Агар {хп} кетма-кетлик учун {х3п — хп} айирма че

гараланган булса, у холда {хп} кетма-кетликнинг чегара
ланган булишини курсатинг.

24. Агар {хп}^кетма- кетлик учун х 2п +  —  йигинди че-
ХП

гараланган булса, у холДа {хп} ва кетма-кетликлар
нинг чегараланган булишини курсатинг.

25. Агар {хп} кетма- кетлик учун хп >  0 ва хп+1 <
<  хп (1 — хп), n >  1 шартлар [бажарилса, {пхп} кетма-кет
ликнинг чегараланган булишини курсатинг.

Фараз цилайлик,
х х, х21 , хп, . . . 

кетма- кетлик берилган^булсин.
3 - т й ъ р и ф .  Агар V n £ N  учун

Хп*^ Хп+1 К  <  Хп+\)
тенгсизлик уринли булса, {хп} усувчи (цатъий Усувчи) кет
ма-кетлик дейилади.



Х п  ^  Х п + 1  ( Х п  >  Х п + 1)

тенгсизлик уринли булса, {хп} камаювчи (щ т ъий камаюв
чи) кетма-кетлик дейилади.

4- т а ъ р и ф. Усувчи ва камаювчи кетма- кетликлар 
монотон кетма-кетликлар дейилади.

Масалан
1, 2, 2, 3, 3, 3, , усувчи,

2, 22, 23, . . , 2п . . .  , цатъий усувчи,
, 1 1  1 „1, —, цатъии камаювчи,

2 3 п

1, —, 1 , . . . камаювчи
2 2 п п

кетма-кетликлар булади.
Юцоридаги таърифдан бевосита, V t i £ N  учун

1 (хп >  0) ёки хп —  хп+1 <  0
хп+ 1

булганда {хп} кетма-кетликнинг усувчи,

- i s -  > Н х п >  ° )  ё к и  Х п ~ Х п + 1 >  0  
х п + 1

булганда эса кетма-кетликнинг камаювчи булиши келиб чи- 
цади.

5-м и ф  л. Ушбу {хп} =

* JL И
2 ’ 22 ’ ' " ’ 2Л’

кетма-кетликнинг камаювчи эканлигини курсатинг.
Л / 1 + 1

Хп =с2п 83 "+1 2"+* v
лар учун

х п + 1 ( п + 1 ) 2 * _  1 / .  . 1 1 . 1 _  J

— - 1 5 + п ;  2 +  2 ™ 1

булади. Бу тенгсизликдан эса

Агар V n £ N  учун

Хп ^  Л'л+1

I t



булиши келиб чицади. Демак, V n £ N  учун

Х п  >  Х п+ 1

булади. Бу эса берилган кетма-кетликнинг камаювчи экани
ни билдиради.

6- ми с о л. Ушбу

{х  } =  +  +  ------!---- ] (п >  2)
х nf \  1-2 2-3 « (n  — 1)J v ’

кетма-кетликнинг усувчи эканлигини курсатинг.
Берилган кетма-кетликнинг

*"“ | + Т72 +  5!5 + - - - + ; Г > Ь ?

*п-м ~  1 +  г т  + А  +  ■ • • +  . 1 .. +  1" + 1 1-2 2-3 ' ' п { п — \) п { п + \ )
хадларини олиб, уларнинг айирмаси

Х п + 1 ~ Х п
ни цараимиз:

х , ,  — х =  1 ----- |- . . . - f - -----------
" + 1 п  1-2 ( п —  I) п(гг — l)n  n ( n +  1)

1 + А + . . . +  1 л  11*2 (л — 1 )я  /  л( /г  +  1)"

Равшанки, V n £ N  учун

----- ----- > 0.
я ( и + 1 )

Демак, V n £ N  учун

X n + l ~ X n > Q ^ X n + l > X n

булади ва бу берилган кетма-кетликнинг усувчи эканини 
билдиради.

Мисол ва масалалар
. К,уйидаги кетма- кетликларнинг усувчи ёки камаювчи бу

лишини ани^ланг;

26. х = — .
п п\



29. xn+l =  xn (2 — xn), 0 <  xn <  1 (n >  1).

30. n0 ни цандай танланса, n >  n0 лар учун цуйидаги 
кетма-кетликлар монотон булади:

ч Зл п2 s /г!а) б) х =  — ; в) =  - •
п п5 " 2” л пл

К,уйидаги кетма-кетликларнинг монотон ва чегараланган
лигини курсатинг:

31. а) г . - Ц - р ^  +  р ^ Н -  • • . + р = - 2 К «  +  1:

« > » . - 1  +  7 =  +  Р г + - - -  +  ? = - 2 ^

32. х, =  9, jcn+I =  (хп — З)2 кетма- кетликнинг усувчи 
эканини исботланг.

2-  §.  С О Н Л А Р  К Е Т М А -К Е Т Л И Г И Н И Н Г  Л И М И Т И

» ^2 * * * * > > • • • ( )̂
сонлар кетма-кетлиги хамДа бирор а сон (a (R )  берилган 
булсин.

5- т а ъ р и ф. Агар V е >  0 олинганда %ам шундай на- 
турал п0 =  п0 (е) сон топилсаки, барча п >  ttQ натурал 
сонлар учун

\х п — а \ < г

тенгсизлик бажарилса, {хп} кетма-кетлик ящнлашувчи  
дейилади, а сон эса {хп} кетма-кетликнинг лимити деб 
аталади ва
4 • lim х„ — а ёки х„-*~ аП fl

п-+оо

каби белгиланади.
Бу таърифни цисцача

V 8 > 0 ,  з  п0 - п0{е)£Ы,  V п >  п0=>\хп —  о | <  е

каби ифодалаш мумкин.
7-ми со л. Ушбу

п + 1

кетма- кетликнинг лимити а =s 1 булишини кур сатинг. 
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Ихтиёрий мусбат е сонниа оламиз. Бу е >  0 сонга кура
1 дейилса, у холда V я >  n Q учун

I ха — а | 

булади. Демак,

8- м и с о л .  Ушбу

п+  1
1 1 ^  1<  --- - 7 < е

К )
_  f( -  1)”).

Г п  Г

п +  1 п0 -f- 1 

1.

, _ j _ ____ L
’ у г  у г  ' ' '  ’ Уп ’

lim
n —t  оо П  - | “  1

кетма-кетликнинг лимити ноль булишини таърифга асосан 
исбот дилинг.

Ихтиёрий мусбат е сонни олайлик. Унда бу е >  0 сонга 
кура шундай натурал п0 (nQ =  п0 (е) £ N) сон топилишини 
курсатиш керакки, п >  п0 булган барча натурал я сонлар 
учун (демак, топилган я 0 сондан кейин келадиган натурал 
сонлар учун)

\ х п ~  0 |  =  1 * „ 1 < е

тенгсизлик бажарилсин. Юцорида айтилган я 0 сонни топиш, 
одатда \хп \ <  е тенгсизликни ечиш оркали амалга ошири- 
лади:

У п
О" I <̂  е.

Равшанки, 
^ - 1)л

У п
< в »  7 = < в « - < / я  О П > Т  

У п е е2

Демак, п0 натурал сон сифатида 

унда V я  >  п0 учун
+  1 =  л0 олинса,

( - 1)"
У п

О 1

булади. Кетма-кетлик лимити таърифига биноан

: - о '
П-* оо У  П

булади.

l i m < = ^  =  0
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Э с л а т  ма. Шуни таъкцдлаш лозимки, кетма-кетлик лимити 
таърифидаги берилган 8 > 0  га кура топиладигая п0 = п 0(г) натурал 
сонлар (яъни v  п >  п0 учун I хп — а | <  г тенгсизлик бажариладиган) 
жуда куп б^дади. Улардан бирини олиш етарлидир.

6- т а ъ р и ф .  Агар
lim хп =  О

П -+  ОО

бС/лса, у  холда {хп} ни чексиз кичик мщдор деб аталади.
АДо о о  п о и т

l ) W - { i } ;  2> Ы  =  { - Й :
лар чексиз кичик миадорлар булади.

7-т а ъ р и ф .  Агар V Е  >  0 сон олинганда \а м  шундай 
натурал п 0 сон топилсаки, V п  >  п0 учун

К \ > Е
булса, {хп} ни чексиз катта мщдор деб аталади.

Агар V Е  >  0 сон олинганда %ам шундай п0 £ N  то
пилсаки, V п >  п0 учун хп >  Е (хп <  — Е) бдлса, унда 
{*„} кетма- кетликнинг лимити +  с» (— оо) деб олинади 
ва lim хп =  +  оо, (lim хп =  — оо) каби белгиланади.

П-*оо П-* оо
9 - м и со л .  Ушбу

{*„} =  {2Vy .  2, 2V\  2VT, -------2 V\  . .  .

кетма- кетликнинг лимити +  со эканини курсатинг.
Ихтиёрий Е  >  0 сонни олайлик. Унда бу сонга кура 

шундай п0 £ ЛГ(/10 =  п0 (Е )) сон топилишини курсатиш ке- 
ракки, барча п >  п0 учун

xn =  2V" > E
тенгсизлик бажарилсин.

Олдинги мисолни ечиш жараёнида айтганимиздек, п0 сон

2 У" > Е  (4)

тенгсизликни ечиш орцали аницланади.
Раьшанки,

2VK>  Е  о  log2 2V” >  log2 E ^ V n >  log2 Е.

О <  Е  <  1 булганда, nQ — nQ (Е) — 1 дейилса, Е  >  1 бул
ганда, nQ =  [ log| Е] дейилса, унда V п >  п 0 учун хар доим 
(4) тенгсизлик бажарилади:

х„ =  2 УК> Е .
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Бу эса

lim хп — lim 2^" =  +  оо
П —+ о о  Л —> 0 0

эканини билдиради.
{хп} ва {уп} кетма-кетликлар берилган булсин.

К,уйидаги
Х\ Ч- У\1 Х2 ~h У2' ' • ' > Хп Уп' ■ ■ ■
Х1 У\1 Х2 У2' Уп’ ' ‘ '
Х1 ‘ У\> *2 ' ^2’ • ■ * » *п ’ ^п’ ■ ' ■

- а ............ (4ГЯ ^ 0, п = 1, 2, . . . )
Hi Уг Уп

кетма-кетликлар {хп} ва {уп} кетма-кетликларнинг мос"ра- 
вишда йигиндиси, айирмаси, купайтмаси ва нисбати деб ата
лади ва

К  +  Уп)> {ха —  Уп)> К  ■ Уп)’

каби белгиланади.

3- §. Л И М И Т Г А  Э Г А  Б У Л Г А Н  К Е Т М А -К Е Т Л И К Л А Р  
\ А К И Д А  Т Е О Р Е М А Л А Р

Айтайлик, {хп} ва {уп} кетма- кетликлар берилган булиб, 
улар чекли лимитга эга булсин:

lim хп =  a, lim уп =  Ь.
Пт> оо П -+ о о

У хрлда:
1) lim (х ±  у п) =  а ± Ь \

Л -> о о

2) lim (хп • уп) =  а-Ь\
П —>оо

3) lim *-*= -  {ЬФ  0)
Уп ь

булади.
4) агар у- ti £ N  учун <  уп булса, а <  b булади.
Э с л а т м а. Агар V п 6 N  учун <  уп булса, а <  Ь булиши

шарт эмас. Масалан, хп =  —-— , уп — — кетма- кетликлар учун 
п -j- 1 п

хп < У п  ва а =  й = 0 .

23



Лимитларга дойр мисол ва масалалар купинча 1) — 3) 
цоидалар ёрдамида ечилади. _

10-м и с о л .  Ушбу {хп} — ( 5 кетма-кетликнинг ли

митини топинг.
Бу кетма-кетликнинг лимити цуйидагича топилади:

■ 5

lim _  lim b V jljjL  _  lim _V~n _
tl -f- 1 n—WO (jl ~\~ X) j tl П-tQO 11 +

Tl
5

lim
П - t o o  V t l

=  0 .

lim ( l + - ' j
П -+  OO \  f t  /

Бу ерда биз фойдаланган lim =  0, lim (1 +  =
П—>00 У П TI—+OQ \  t l  J

=  1 муносабатлар бевосита лимит таърифига кура исбот 
цилинади.

11-ми с о л. Ушбу {хп} =  { У п } \

1, У 2 ,  У З ,  . . . , У п ,  . . .
кетма- кетликнин-г лимитини топинг.

2  п  *— -

Равиганки, V  л >  2 да у  п > 1  булади. Агар
2 Пу— 2 п /•— у—

«„ =  У л — 1 =*■ у п  =  1 + а Г1= > У п  =  (1 +  ап)п

дейилса, сунг Бернулли тенгсизлигидан фойдаланилса 
(Азларов Т., Мансуров X. «Математик анализ» I жилди, 
66-бетга каранг), унда

V n  =  (1 +  ап)п >  1 +  п ап >  л а„

булишини топамиз. Кейинги тенгсизликдан

а п 
п Уп'

булиши келиб чицади. Натижада ушбу

1 <  V n  <  (

тенгсизликка келамиз. Агар
l < V n < { l +  y t ) '  (5)

lim ( ’ • 1



эканини хисобга олсак, у холда 5) ва ю^оридаги 4) цоида- 
га кура

lim У К  =  1
п - + о о

булишини топамиз.
5) {хп}, {уп} ва {zn} кетма-кетликлар берилган булсин.

Агар Y n £ N  учун хп < У п ^  гп булиб,
lim хп — lim zn =  а
П~*оо п-+ 00

булса, у холДа {уг) кетма-кетликнинг лимити мавжуд бу
либ,

lim уп ~ а
П ~+  оо

булади.
12-мисол.  Ушбу {хп} =  cos п |  кетма-кетликнинг 

лимитини топинг.
Равшанки, бир томондан, х п — — cos, п учун

п

1 1  ^  1
------------ ^  —  C O S  f t  <  —

п п п

тенгсизлик бажарилади, иккинчи томондан, 

lim (— —) =  lim ( —) =  0.
п —ю о  \  t l  j  п~*оо  \  t l  J 

Унда {xn} — кетма- кетлик хам лимитга эга бу

либ,

lim — cos п — О
п—юо tl

булади.
6) Агар {хп} кетма-кетлик усувчи булиб, ю^оридан че

гараланган булса, унинг чекли лимити мавжуд булади.
Агар {хп} кетма-кетлик камаювчи булиб, куйидан чега

раланган булса, унинг чекли лимити мавжуд булади.
13-ми со л. Биринчи хади х0 =  2, кейинги хадлари эса

хп , j — — (хп +  — ̂  цоида ёрдамида ани^ланадиган кетма-
 ̂ V хп/

кетликнинг лимити мавжуд эканлигини курсатинг ва шу ли
митни топинг.
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Аввало xQ =  2 ва хп ,, =  — (*„ +  —) (я > 0) булганлиги2 \ хп/
дан >  0 (л =  1, 2 , 3, . . . )  булиши равшан.

Энди хп+х — хп айирмани ^араймиз:
1 / , 1  1Хп- \-1 Хп ~  о  ( Хп Хп- 1 4 -  ^

=  — X- — X.о  » /г rt— ! ■ у  f -  п
z  \  л /г— 1  хп 1 &

+ Хп-1 — хп) =  ° *

Демак,

* n + l  хп ^  Q ^  хп ^  хп+ 1

тенгсизлик бажарилиб, бу берилган кетма-кетликнинг ка
маювчи булишини билдиради. Шундай к,илиб, берилган кет- 
ма- кетлик камаювчи ва куйидан чегараланган экан. Унда 
кетма- кетлик чекли лимитга эга булади. Бу лимитни с би
лан белгилаб

1 / I 1=  -  х„ -\—Л+1 2 \ х,,
тенгликда лимитга утсак, у холда 

lim хп ,, =  lim — [ хп +  —) = ^ c  =  - f c + - W c 2' = l
"" + 1 2 \  хп) 2

булиши келиб чи^ади. Якинлашувчи кетма-кетликларнинг 
хоссаларига кура хп >  0 булгани учун с — 1, яъни

!im =  1
П «е»0О

муносабатга эга буламиз.
7) {хп} кетма-кетлик якинлашувчи булиши учун, Y e >

>  0 сон олинганда хам шундай п0 £ N  сон мавжуд булиб, 
Y « > / i 0 ва Y  m > л0 ларда ( п ф т )

\х  — я  / <Г е‘ п  т  I N

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли (Коши крите- 
рийси).

14-ми с о л. Ушбу
i > fcos 1! . cos 2! . , cos n\ 1
' Xni =  T T  +  TTT~ +  • • • +1-2 2-3 n ( n + \ ) )

кетма-кетликнинг якинлашувчи эканини исботланг. 
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Берилган кетма- кетлик учун [п >  т)
. cos п\

х „
cos 1!

+
cos 2!

1-2 2-3

хш cos 1!
+

cos 2 !
1-2 2-3

п ( п +  1) 
cos ml

\Хп - Хт\ =

т (т +  1) 
булиб,

' 60s (т-\- 1) i cos (т -f- 2) !  ,
(m - f  1) (m +  2) (m +  2) (m +  1)

, cos n l  I <  - I__________, _ _ _ J _________ ( - • • •  +
п ( я + 1 )  I ^  ( m + l ) ( m  +  2) (m +  2)(m +  3)

_______4  +  ( ~ --------- 4 +  ■■• +n ( n + l )  \ m + l  m +  2 j \ m - \ - 2  m +  3/

+  ^ - 4 т ) - г ^ - г 4 т <  ', n n-f-1/ m + 1 п + 1  /я rf- 1 
булади.

Агар Y e > 0  сонга кура n0> — — 1 дейилса, у з;олда
е

я. >  m >  п0 булганда

I х „ —  Хт I <  -~ Т 1  <  —X I  <  Е" т т +  1 n0 +  I
булади. Демак, Коши критерийсига кура берилган кетма- 
кетлик чекли лимитга эга.

15-м и с о л .  Ушбу

К } = { 1 + ”  +  Т + - - -  +  7 '}
кетма-кетликнинг яцинлашувчи эмаслигини курсатинг.

Коши критерийсига кура бу кетма-кетликнингяцинлашувчи 
эмаслигини исботлаш учун шундай е0 >  0 сон ва ихтиёрий 
натурал п учун шундай т0, ti0£ N  топилиб, п0 >  п ва 
т0 >  п булганда

K f - * m J > E0 
бажарилишини курсатиш керак.
Е0 — — , п0 =  п +  1, т 0 =  2 (п+  1) (равшанки п0 >  п, /и0>

3
> /г )  булганда

1*2гп4.»— *п| =  — +  Т Т Т + - - -  +  . 1 "2 (П +1) т п + 2 П~/ г  +  3  2(/г+1)

п + 1 = 4 - > в 0^  2(п+1) 2
булади. Демак, берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.

27



Сонлар кетма-кетлиги лимити таърифига кура курсатилган 
сонлар берилган кетма-кетликларнинг лимити эканлигини ие- 
ботланг:

33- * » - е т  а - а

= . - а

=  а - 0 .

■5ft ,, _ 1°S2 П „ . п
п~  Т Г ’ а °-

О *7 ^ "4“  ̂ i
37‘ хп ~  ~ — . « =  1- п

38. *  =  1 ± }  а ~  —
п 4/ia — Ьп -f-б ' 2

39. хя = ] / "  2 , а =  1.

Куйидаги сонлар кетма-кетликларининг лимитини топинп

40. lim \ / 4п+ '
Л—»оо ' /1

41. lim ( К «2 +  п +  1 — V  п? —  1 ).
ОО

42. lim п (У^п4 +  п +  1 — У~п*+]).
П - ¥  ОО

43. lim +  2)10
Tl—* oo (n — 1)W +  1

44. lim - ^ ± 2- + - cos.” , 
n-> <» 2n -|- sin n

Мисол ва масалалар

n
45. lim ------- , (q,>  0).

1 +  an K !

4 6 ‘ Л 5 ^ Т ^ - ’ ( « > o , i > Q ) .

47. lim / —— и -L  +  . .  4----- 1— \.
n-» oo \  1-2 2-3 n(n-j-l))

48. l i m +  1
oo \  3 15 4n2—1
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53. lim У  2я +  5я •
ОО

54. lim 2” • 3° +  2п~ { -3 +  . . .  +  2°-Зп

55. lim y'" 1" +  2 " +  . . .  + п п ■
П - »  оо

/ 1  1 1 \
56. lim [ ------ 4- ..---------  -f- ■ • • ~Н ,-------- ]•/ п *+1 У «2 +  2 *Лха +  П }

57. l im/
п-»»1ч|^ „ 8 + 1 v^n» + 2  y V  +  n

Коши критерийсидаи фойдаланиб цуйидаги кетма-кетлик
ларнинг чекли лимитга эга булишини курсатинг:

-о  sin 1 . sin 2 . . sin ti58. X„ =  •------ + -------- b • ■ H-------- ■
n  2 2a 2”

59. x;= -  1 +  .
" 2a na

60. x„ =  1 +  ± -  +  . . . +
" 2 ! n\

61. xn— 1 +  - +  . . . +  - 1 -  учун a  >  1 булса яцинла-

шувчи, a  <  1 булса узоцлашувчи эканлигини курсатинг.
62. { хп\ кетма-кетлик Коши критерийсини цаноатлантир-

са, {x l} ,  \Y \x^ \\ лар з̂ ам Коши критерийсини цаноатлан- 
тиришини курватинг.

63. Агар { хп}, {уп\ кетма-кетликлар Коши критерийси
ни цаноатлантирса, \ х п +  у п\ {п >  1), { хп уп) ^ам Коши 
критерийсини цаноатлантиришини курсатинг.

64. Агар {хл} кетма-кетлик учун |*п+1— хп | <  —  бул- 

са, {хп} Коши критерийсини цаноатлантиришини курсатинг.



4 - § .  К Е Т М А -К Е Т Л И К Н И Н Г  К У И И  В А  Ю Ц О Р И  
Л И М И Т Л А Р И

Фараз цилайлик, ихтиёрий

кетма-кетлик берилган булсин. Бу кетма-кетлик хаДлаРиДан 
тузилган ушбу xai, Хп%, . . . , хПк, . . . (я, <  ■ ■ ■ < п К<  . .

k — 1, 2 , . . . ,) кетма-кетлик берилган [{хп} кетма- 
кетликнинг цисмий кетма-кетлиги деб аталади.

{хп} кетма-кетликнинг якинлашувчи цисмий кетма-кетли- 
гининг лимити берилган кетма-кетликнииг цисмий лимити
деб аталади.

{хп} кетма-кетлик цисмий лимитларининг энг каттаси бе
рилган кетма-кетликнинг юцори лимити деб аталади ва

каби белгиланади.
{хп} кетма-кетлик цисмий лимитларининг энг кичиги бе

рилган кетма-кетликнинг цуйи лимити деб аталади ва
lim хп

каби белгиланади.
Кетма-кетликнинг юцори ва цуйи лимитларини цуйидаги- 

ча ифодалаш мумкиш

'  ^ е > ° >  а«о. V n > n 0=>xn < L  +  е 
lgxn ■<==>\2 ° . Y 8 > 0 ,'-V 'A r, зл > Л ^ = » -^ л > 1 — е, 

_ l  [ 1°- ■ V '8>0,a«o. Y n > n 0= * x n > 1 —>
*я 12° Ye >  О, Y -N, a n > N = * x n < 1  +  г.
16-м и с о л .  Ушбу

кетма-кетликнинг цуйи ва юцори (лимитларини топинг. 
Берилган кетма-кетликнинг

Игл хп

{ Х 9 т - 1} В3 \ Х 2 т )

цисмий кетма-кетликларини цараймиз. 
Равшанки,



{ Х 2 т— 1}> *1» Х3> Х 6> ■ ■ ■ ' Х 2т — !< ' * 1

цисмий кетма-кетлиги лимитга эга ва у 1 га тенг»

l i m *2rn- l = I -т-юо
Энди \х 2т\ цисмий кетма-кетликни цараймиз: 

х2т =  1 +  cos /пл.

Агар
( 1, агар т. — 2k,

cosm л; =  { . л , i[ — 1 агар m =  2k — 1
эканини эътиборга олсак, унда

l* 2m} =  I1 + ( — 1)Щ} = 1°. 2, 0 , 2, . . . }  
булишини курамиз. {х2т) =  {0 , 2, 0, 2, . . .  } цисмий кетма- 
кетлик яцинлашувчи эмас. Бу кетма-кетликда

X 4k ~  A:4(fe_l) =  0

булиб, 2 ва 0 сонлари цисмий лимит эканлигини курамиз. 
Энди

{ x 4k— 2}' Х2' x6’ ХЮ> • • • I X 4k— 2< • • •
кетма-кетликларни царайлик.

{xik} кетма-кетлик учун Y  k £ N  да

Х4п <'* ХЦ к+1 )  В3 X 4 k <^ ‘

булади. Демак, {xik} кетма-кетлик усувчи ва у юцоридан 
чегараланган. Унда бу кетма-кетликнинг лимити мавжуд ва

lim x4k =  lim (1 +  ——  
ft- 00 4fe А-оД * k + l j

Шундай цилиб, берилган кетма-кетликнинг цисмий кет- 
ма-кетликлари лимитлари орасида энг каттаси 2, энг кичиги 
эса 0 га тенг эканлигини куриш цийин эмас. Демак,

lim хп =  lim {1 +  cos — ] =  2,
П-+00 п~*оо \  2  /

lim хп — lim f 1 +  cos — \ =  0 .
n-*WO tl~*W '  ^ *

17-м и с о л .А г а р а л=  su p { x j булса, lim *n==limanj экан-
/ С > П  П - *  OO n -+ O Q

лиги курсатилсин.

булади. Демак, берилган кетма-кетликнинг



Аввало lim a n мавжудлигини курсатамиз:
П—*оо

«1 =  sup {хк}-------- a n+1 =  sup {xk}.
k~->\ k>n-1-1

Бундан куринадики, а г >  а 2>  . . . >  а л+1 . . . , яъни {а„} 
кетма-кетлик монотон камаювчи экан. У холда чекли ёки 
чексиз l im a n мавжуд.

П-+00
1-х о л. lim ап =  а  булиб, а  чекли сон булсин. У холда

м—*со
V s >  0, я0 =  п0 (e)0V топиладики, У п  >  пй учун a —е <
<  a n<  a  +  е булади.

ап — sup xk экани сабабли
k>n

a  — е <  sup "xk <  a  -j- e.
k>n

Равшанки, барча n >  1 лар учун
<  sup x* <  a  +  s =4- У  e > 0 ,  a  n0-=  n0(s)£N,

k>n
Y n > n 0, xn < a  +  & (1)

эканлигини курамиз.
an =  sup хк сабабли, уша берилган Y e >  0 учун шун

дай / о  л й(е) £ TV топиладики, унинг учун

^ e ) > a a - 8
булади. Аммо, барча п  >  1 лар учун а п^>[а, ,ш у  сабабли 

•*»(«) >  «„ — е >  a  — в>> хА(Е) >  a  — е. (2)
(1) ва (2) лардан куринадики,

lim хп =  а  =  lim a n =  lim sup x . .
/ W O O  / W O O  /1 —> 0 0

2- хол. a  = — oo булсин. У холда;

Y E > 0 ,  а  n0 =  n0(£) £ JV, Y  n >  n0, a „ < — £=>

=>-sup'fxj <  — E'=>’xn <  — £ .
ft>n

Шу сабабли:

lim xn =  lim sup =  — oo.
Л1->оо 11-*00  ̂ ^

18- м и с о л .  a) lim(xn +  г/ J  <  lim + T im # n!
ЯчЬО» П-̂ OD Л-SftOO

32



6) lim хп +  lim уп s^lim (хп +  уп)
П —у о о  " - » - 00  « - * « >

■канини курсатинг.
{*„} ва {уп} кетма-кетликларнинг юцори ва цуйи лимит- 

лари чекли сон булган хрли билан чекланамиз.
Юцорида келтирилган мисолларга асосан:
а) lim х п +  lim уп — lim sup {*K} +

П ~ + о о /?—► оо П —* о о  Л > / 1

+  lim sup {yk} =  lim (sup { x j  +  sup {yk}) >
n-> oo k>ti (l̂ »oo k>tl k>ri

>  lim sup {xk +  y £  =  Tim { xn +  yn};
П -+С ©  k ^ n  П - + 0 »

б) \ Ттуп = Ш  [{xn +  y j +  (—*„)] <
ГС ~> OO n —¥  OO

<  lim (xn +  yn)+  iim (— xn) =
ft—►OO П-+ОО

=  lim  [xn +  y n) — lim ( xn).
п-кх.

Бундан: lim xn +  Tim yn <  lim  (xn, +  yn).

19-м и с о л .  Arap limx„ мавжуд булса, у ^олда ихтиё- 

рий {уп} учун

П т (хп +  уп) =  lim хп +  Ш у п
П—+00 П—>00 Пт&оО

эканлигини курсатинг.
Юцорида келтирилган мисолларга асосан:

а) lim (хп +  уп) <  lim"хп +  lim уп =  lim хп +  Н т  г/„;
ГС-г* 00 Пг&ОО П-г*00 Д-5МО П-̂ ОО

б) ЙпГ (хп +  уп) >  lim хп + Ш  у „ =  lim л:„+"Пт уп.
П—ЮО П -Ю О  ГС—* 0 0  ГС-гЮ О Г С -г*00

Булардан

lim (х„ +  уп) =  lim хп +  lim уп экани келиб чикади.
ГС- £ * 0 0  ГС-r+ O O  ГС—*  ОО

Мисол ва масалалар

К,уйидаги кетма-кетликларнинг юцори [ва цуйи лимитла- 
рини топинг:

65. х — —1 - il— И  . 
п 2
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66. х11= > (~ 1,л-
67. x„ =  b i Z l  +  i± ( = d ) ! .  

п п ^  2 

68. г =  1 +  —?— cos2— . 
п п + 1 2

п(п-1)
69. хп =  1 +  2 ( - l ) n+l- f  3(—1) 2
nr. п — 1 2 пп70. х„ = -------  cos ------.

" « + 1  3
71. хп =  — я  [2 +  (— 1)’].

72- *»= (1+ т ) " (~ 1)”+ 5|пт"
73. 1 +  2п(~ 1)П .

пл п 2 пя74. х, =  cos"------- .
п 3

Исботланг:
75. lim Х п ~  а о  Нгп — lim хп=  а.

п-> оо п->оо
76. lim (— хп) — — lim хп.

П~>°° гГ^С
П -  {Xn(k) , k >  1}, {хп} кетма-кетликнинг ихтиёрий пие

мий кетма-кетлиги булса, у ^олда
а) И т х „ <  Ишх„(*)(

П —>оо П —>оо

б) Й т ■*«(*) <Н пГ *п
П—юо п-*со

эканлигини курсатинг.
78. lim хп =  lim inf {хк} эканини курсатинг.

/ 1 —>оо

79. lim =  max((lim x j 2, (lim x j 2)
~̂>0° /2—>00 П-+00

эканини курсатинг. __
80. lim x„ +  Hm <  lim (xn +  г/п) <  lim x„ -Klim yn

n~±oo n—>oo rt->op rc->oo /i-*oo
эканини курсатинг. ___

81. Агар xn >  0, г/„ >  О булса, lim xn lim y n <
______ ______  _______ f l -y o o  v n - >0 0

<  lim {xn-yn) ^  lim X lim
n->oo n->oo П->оо

булишини курсатинг.
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I I I  боб

ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ ЛИМИТИ 

1-§. ф у н к ц и я  Т У Ш У Н Ч А С И

X ва К хацикий сонларнинг бирор тупламлари булсин:
1 - т а ъ р и ф .  Агар X  тупламдаги щ р  бир х  сонга би

рор цоида ёки конунга кура Y  тупламдан битта у  сон 
мос цуйилса, X  тупламда функция берилган (аникланган) 
деб аталади ва f \ х -*-у  ёки у  =  f(x) каби белгиланади.

Бунда X  — функциянинг аникланиш туплами (со^аси), Y  — 
функциянинг узгариш туплами (сохаси) деб аталади. х  — 
эркли узгарувчи (функция аргумента), у  эса эрксиз узга
рувчи (х  узгарувчининг функцияси) деб аталади.

Масалан: 1) f  — ^ар бир хациций х  сонга унинг бутун 
цисми [х] ни мос цуювчи цоида булсин. Демак, f  \х-+[х]  
ёки у  =  [х] функцияга эга буламиз. Бу функциянинг аниц- 
ланиш туплами X  =  R,  узгариш туплами эса Y  — Z  булади.

2) Дар бир рационал сонга 1 ни, х̂ ар бир иррационал 
сонга 0 ни мос цуйиш натижасида функция ^осил булади. 
Уни Дирихле функцияси дейилади ва D(x) каби белгила
нади:

J1, агар x d R  рационал сон булса,
D(x)-~  |о ) агар X £ R  иррационал сон булса.

Дирихле функциясининг аницланиш сохаси X  =  R,  узга
риш сохаси Y  — {0, 1} булади.

1- м и с о л .  Ушбу

—  1 
У ~

функциянинг анщланиш со^асини топинг.
V i  — х* ифода каср махражида эканлигини ^исобга олиб, 

Г — х г >  0 муносабатга эга буламиз, яъни | х  | <  1.
Демак, берилган функциянинг аницланиш сохаси (— 1, 1) 
интервалдан иборат.

2- м и с о л .  Ушбу

У = V  log1890 sin х

функциянинг аницланиш сохаси ва функция цийматлари туп- 
ламини топинг.

K io g 18eosiiw ифода log169o sin О
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муносабатини каноатлантирувгш х ларда маънога эга эканли
гини ^исобга олиб, s i n x >  1 тенгсизликка эга буламиз. 

s inx функциянинг энг катта ^иймати 1 эканидан s inх =
ЗХ=  1, яъни х  =  +  2 k я,  k£Z булади. Демак, функция

нинг аницланиш сохаси j - j -  +  2kn, ftgzj тупламдан иборат.

Энди k нинг хаР бир k£Z  ^ийматида sin 2fcn;j=l

булгани учун, функциянинг аншутаниш сохасидан олинган 
щ> цандай х  да log1990 sin х  =  0 булади. Шундай ^илиб, ца- 
ралаётган функциянинг кийматлари туплами {0} тупламдан 
иборат.

у  =  f(x) функция X  тупламда аницланган булсин.
2 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас М  (узгармас т) 

сон топилсаки, Y x £ X  учун
f ( x ) ^ M  [f{x) >  т)

булса, f  (х) функция X  тупламда юкоридан (куйидан) чега
раланган деб аталади. Агар f (x) функция %ам юкоридан, 
%ам цуйидан чегараланган булса, яъни шундай узгармас 
М  ва т сонлар топилсаки, Y x £ X  учун

т  <  f  (х) <  М
булса, f (x) функция X  тупламда чегараланган деб ата
лади.

3- м и со л .  Ушбу

/(x ) =  200s,JC +  3s in2x
функциянинг чегараланганлигини курсатинг. Равшанки, бу 
функция R  =  (— оо, +  оо) да ашщланган;

12ао5?х +  3 sin 2x1 <  | 2ао&,х | +  31 sin 2х\ <  2 +  3 =  5.

Демак, функция R  да чегараланган.
Функциянинг юкоридан (цуйидан) чегараланмаганлиги 

бундай таърифланади.
3 - т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий М  (ихтиёрий т) сон олин

ганда %ам, шундай х0£Х (х0' € X) сон топилсаки,

f(x0) > M  (J(Xq) <  т

булса, f (x) функция X  тупламда юкоридан (куйидан) че
гараланмаган дейилади.

4 - м и с о л .  Ушбу f {x)- f  х2; х£(0,  +  оо) функциянинг 
юкоридан чегараланмаганлигини курсатинг.



Бу функция юцоридан чегараланган булсин дейлик, яъни 
шундай М  сони топилиб, барча х£(0,  + оо) лар учун х2< М  
муносабат уринли. Бу тенгсизликдан куринадики, М  > '0 . 
Энди х0 =  У  М  + 1  сонни карайлик. Функциянинг бу нуцта- 
даги киймати /  (х0) =  х20 =  ( У М  - f  I)2 =  М  +  2У  М  +  1 га

Фаразимизга кура /  (х) <  М,  f ( x 0) эса М  +  2 У М  +  1 га 
тенг булиб, у хар доим М  дан катта. Бу зиддият царалаёт- 
ган функциянинг юцоридан чегараланмаганлигини курсатади.

К>уйидаги функцияларнинг аникланиш со^аларини топинг:

U f ( x ) = V 2 x + l  ~ У х +  1-
2- /  W  =  l g ( l - x 2).
3. f  (х) =  3 — 2 cosx.

4. /  (х) = У — log6 (х — х1) .
5. /(*) =  5х —  2*+1.

6. /  (х) — tg У 16 — X2.

7. /  (х) — arc sin х  - f  у  _J:— •
У п х  — 1

8. f{x) =  | х | — 2.

17. Аналитик усулда берилган, аницланиш сохаси фа- 
цат битта сондан иборат функцияга мисол келтиринг.

18. Аналитик усулда берилган, аницланиш сохаси [1,2] 
сегментнинг нуцталари булган функцияга мисол келтиринг.

К,уйидаги функцияларнинг аницланиш со^алари ва функ
ция цийматлари тупламларини топинг:

тенг.

Мисол ва масалалар

10. /  (х) — logcos х sin х .
11. /  (х) = У  CO S X .

12. f (x)  =  In cos x.
1 3 . /  (x) =  arc cos (3—x).

15. f ( x ) = y x 2 — | я | — 2
16. /  (x) =  lp g ^ u  (x2 —  3x +  2).



19. f (x) =  log2(— x).

20. f(x) =  V  lg cos x  +  4.

21. /  (^) =
X

22. f{x) =  2los'x.
23. /  (x) =  11* | — 1 | — X.

24. f  (x) =  x +  — .
X

25. /  (x) =  —^— .
x2 +  1

26. f(x)  =  cos Y  x +  100-
27. f  (x) — ctgx-tg x.

28. /  (x) =  sin x +  y"3 cos x.
29. Аналитик усулда берилган, ^ийматлар туплами к,у- 

йидагича булган функцияларга мисоллар келтиринг:
а) фа^ат битта сондан иборат;
б) иккита сондан иборат;
в) натурал сонлардан иборат;
г) барча бутун сонлардан иборат;
д) (0, 1) интервал нукталаридан иборат булсин.
К,уйидаги функцияларнинг чегараланганлигини курсатинг:

30. f ( x ) = - i -  х6[0,5].
х  — 10

31. /(лс)----X1 +  1

32. f ( x) = f f z l  X £R,  Х Ф 1.
I*3— 1|

33. f ( x) =  - 2sin* •
1 — tg* x

34. /  (x) =  —  sin x.
X

35. /  (x) ва g  (x) функциялар X  тупламда аншуинган 
булиб, чегараланган булса, у холда

а) f  (х) +  g  (х);
б) f ( x ) — g (х);
в) f(x)-g{x);



г) l / W l
функциялар ^ам X тупламда чегараланганлигини курсатинг;

f (xlд) кандай шарт бажарилса, функция ^ам X туп-
g' (*)

ламда чегараланган булади?
36. /  (л:) функция X тупламда аникланган ва чегараланган 

булсин, у ^олда ушбу функцияларнинг X да чегараланган
лигини курсатинг:

а) y j { x ) \  Л) arc sin Дх);
б) fl/W; е) arc cos/(х);

в) cos/(x); 6)a r c tg / (* ) ;

г) sin/(x); ж) arcctg /W-

К,уйидаги функцияларнинг уз ани^ланиш со^аларида чега- 
раланмаганлигини курсатинг:

3 7 . / И  =  Г ^  42. Пх) =  ( ± у . х.
38. /  (х) =  j х  +  2 (. \ 3

43. /  (х) =  х sin х.
39. /  (х) =  2 . w  

1 44. /  (х) =  —
40. / (х) — X +  — . cos х

х 1
41. / ( х ) = | х | + | 2 х + 1 | .  45. /  (х) = ars ctg х

46. f  (х) ва g  (х) функциялар X тупламда аникланган ва 
чегараланмаган булсин. /(х) ва g(x) функцияларнинг айирма
си X тупламда чегараланган булиши мумкинми? Мисоллар 
келтиринг.

47. /(х) ва g(x) функциялар X тупламда аникланган бу
либ, /(х) функция X да чегараланган, g(x)  эса чегаралан
маган булсин. /  (х) ва g  (х) функциялар орасида арифметик 
амаллар бажариш натижасида ^осил булган функцияларнинг 
чегараланганлиги ^ак,ида нима дейиш мумкин? Мисоллар 
келтиринг.

48. Ихтиёрий функциянинг квадрата к,уйидан чегаралан
ганлигини исботланг.

4 - т а ъ р и ф .  Агар V xlt х2£ Х  лар учун x j< x 2 бдлиши- 
дам f  (х,) <  f  (х2) (/ (хг) <  f  (х2)) булса, f  (х) функция X  туп
ламда усувчи (щтъий усувчи) деб аталади.

Агар Y  хи х ^ Х  лар учун х1 <  х2 булишидан f{x{)>
>  f  (х2> if (x i) >  f  W ) булса, /  (x) функция X  тупламда 
камаювчи (цатъий камаювчи) деб аталади.
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Усувчи ва камаювчи функция монотон функциялар деб 
аталади.

5 - м и с о л .  Ушбу
f  (х) =  х3 (x£R)

функциянинг к;атъий усувчи эканини исботланг.
Y  xv  х2 £R ну^таларни олиб, х1 <  х2 булсин деб ^арай- 

лик. У холда

/  (*2) — f(*i) =  4  — 4  =  (*2 — ^ 1) (xt  +  x l -x2 +  х\) =

=  (лг2 — лгх) |^х2 +  7  % ) 2+  { * ( ] >  О

булади.
Демак, Y  xv  х2 g R, хх <  х2 => / (х^ <  f  (х2).

Бу эса f (х) =  х3 функциянинг R  да ^атъий усувчи эканини 
билдиради.

6- м и с о л .  Ушбу

/  (х) =  — L _
' w  1 +  х*

функциянинг [0; +  00) =  X да камаювчи эканини курсатинг.
Y xv  х2 £ Х  нукталарни олиб, хх <  х2 булсин деб ха'  

райлик. У холда fx (х) =  х2 учун
h  (х2) — ft (* l )  =  х\ — х* =  (%2 — Xj) (х2 +  Хх) >  О

булади. Демак,

Y  хх, х2£Х, Xj х2 =ф- / j (хх) <  Д (х2).

Бу эса (х) =  х2 [функциянинг, жумладан, / 2 (х) =  х2 +  1 
функциянинг ^аралаётган ораликда усувчи эканини билдиради.

Энди Y  хг, х2£ Х  ну^талар учун хх <  ха булган холда 
/  (ха) — /  (хх) айирмани ^арайлик.

/  (х2) — /■ (Хх) =  — Ц ------- 1—~ =  — - 7- .
1+*2 1+^1 /2 W  M*l)

/j  (*2) >  /2 (*1) булганидан — ------------— <  0 эканини топа-
f2 (*2) fa (*1)

миз. Демак, Y  хх, х2 € X, хх <  х2 = > / (х2) <  /  (х1), яъни /  (х) 
функция X  тупламда камаювчи.

5 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас Т  ( Г ф 0) сони мав- 
Шуд булсаки, ¥  х £ х учун

х +  Т е Х ,  х — Т £ Х ,
f ( x  +  T ) = f ( x )
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булса, f  (х) функция даврий функция дейилади ва бу шарт- 
ларни каноатлантирувчи мусбат Т  ларнинг энг кичиги 
(агар у  мавжуд булса) функциянинг даври деб аталади.

7-ми1:ол. Ушбу
f  (х) =  3 cosx +  cos2x

функциянинг даврий функция эканини курсатинг.
Функциянинг анщланиш сохаси бутун сонлар увидан ибо- 

ратдир. Фараз цилайлик, бирор Т  >  0 учун
3 cos (х +  Т) +  cos (2 (х +  Т)) — 3 cos х  +  cos 2х

муносабат Гринли булсин. х  =  0 да
3 cos Т  +  cos 2Т =  4

тенгламага эга булиб,
cos Г  <  1, cos 2Т <  1

тенгсизликларни эътиборга олсак,
3 cos Т  +  cos 2Т <  4

булади.
Демак, Т  ^уйидаги тенгламалар системасини каноатлан- 

тиради:
fcosT =  1,
(cos2r = l .

Бу тенгламалар системасининг энг кичик мусбат ечими Т ~ 2  п 
экани раЕшандир.

Энди Т  =  2 л  сонни берилган функциянинг даври эка
нини текшириш ^ийин эмас: V  х  £ R  учун

3 cos (х +  2 л) +  cos (2 (х +  2 л)) =  3 cos х +  cos 2 х

тенглик уринлидир. Шундай ^илиб, ^аралаётган функция 
даврий булиб, унинг даври 2 л га тенг экан.

Мисол ва масалалар
^уйидаги функцияларнинг усувчи ёки камаювчи эканини 

анюуланг:
49. /  (х) =  2х3+1.

50. /  (х) =  х2+ ^ - .

51. /  (х) =  —5—, х £ [ — л, я], | х \ Ф
cos л: 2

52. /  (х) =  У х  sin х.
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53. /  (х) =  arccos | x\.

54. /  (x) =  sin —z = r r •
V i - *

55. /  (x) =  arc tg л: — x.

56. f ( x) =  — — .
W U | - i

57. f  (x) — x  — yAx2 — 1 .

58. /  (x) =  , jc€ [0, 2 л].
2 -)- sinx

59. /  (x) =  2 • 31_x — 9~*.
60. f  (x) =  x  — esin x  (0 <  e <  1).
61. Агар f  (x) функция X тупламда аншутанган булиб, 

монотон булса, у хрлда у  =  — f  (х) функциянинг хам мо- 
нотонлигини исботланг.

62. Агар /  (х) >  0 тенгсизлик барча х£Х лар учун уринли
ва /' (х) монотон булса, у холда у =  —  функциянинг хам

/(•О
монотонлигини исботланг.

63. Монотон функциялардан тузилган мураккаб функция
нинг монотонлигини исботланг.

Куйидаги функцияларнинг даврий функция эканини кур
сатинг.

64. /  (х) =  tg (sin х).
65. /  (х) =  i/"sin3x.
66. / (х) =  21 si“ - cos"
67. f  (x) =  lg sin x  — lg cos x.
68. f  (x) =  sin2x.
69. /  (x) — | cosx |.
70. /  (x) =  {2x}. _
71. /  (x) =  cos >/2 x.
72. f  (x) =  [2x +  5] — 2x, бу ерда [а]—каралаётган a сон- 

нинг бутун ^исмини билдиради.
73. /  (х) =  cos (sin х).
74. /  (х) — sin4x +  cos4x.
75. f  (х) функция X  — R  тупламда аншуганган булиб, 

унинг графиги х  =  а, х  =  b {а ф  Ь) чизи^ларга нисбатан сим
метрик булса, у холда унинг даврийлигини исботланг.

76. /  (х) функция X тупламда аник,ланган булиб, шун
дай Т  Ф  0 сони топилсаки, хар цандай х £ X лар учун х +  
+  71 £ X, х  — Т £ Х  булиб, хуйидаги шартлардан биттаси ба
жарилса, унинг даврийлигини исботланг:

42



1) f ( x + T )  =  - f  (x);
2) / ( x  +  T ) =  - f - ;

f (x)
3) /  (X +  T ) =  f

bf  (x) — 1

4) / (x +  Г) = — !— ;
1 - f W

5) f  (x +  T) =  f (x) .
77. /  (x) =  cos x +  sin ax даврий функция булса, у холда 

а рационал сон эканлигини исботланг.
78. Бутун сонлар увидан битта ну^та чик;ариб ташлан- 

ган тупламда ани^ланган функциянинг даврий эмаслигини 
исботланг.

у  =  /  (х) функция Х( Х  cz R) тупламда аникланган буЛиб,
Y х £ Х  учун — х £ Х  булсин.

6- т а ъ р и ф .  Агар Y х £ Х  учун f  (— х) =  f  (х) б$лса, 
/  (х) жуфт функция, f  (— х) =  — / (х) бдлса, f  (х) функ
ция тоц, функция деб аталади.

8- ми с о л. Ушбу

/  (х) =  log2 (х +  V  1 +  х2)

функциянинг жуфт ёки то^ функция эканини ани^ланг.
Y x £ R  ларда х + - /  1 + х 2 >  0 булгани учун функция

нинг аник,ланиш сохаси R  дан иборат. ______
Y X е R  учун /  (— х) =  log2 (— х +  /  1 +  X2) =

-  f  . (-  x + / т а ) = iog2 — + = =
\ x + y i + x *  J X + V l + X *

=  log2 (x +  / 1 +  X2 )_1 =  — log2 (x +  / 1  +  x2) =  — /  (x) 
булади. Бу ,эса к,аралаётган функциянинг ток; эканини бил
диради.

у  =  /  (х) функция X  тупламда аникланган булиб, У эса 
функция цийматларидан иборат туплам булсин: Y  =  {/ (х): 
: х £ Х } .  Шу билан бирга У тупламдан олинган хар бир у  га 
X  тупламдан факат битта х мос келсин, яъни хг Ф  х2 бул
ганда /  (хг) ф  f  (х2) булсин. Бу холда У тупламдан олин
ган хар бир у та X  тупламда битта х мос куйилишини 
ифодалайдиган функцияга келамиз. Бу функция у =  /(х) га 
нисбатан т е ск а р и  ф у н к ц и я  дейилади ва у х  — / -1 (у) 
каби белгиланади.

9 -м и с о л .  Ушбу у  — f  (х) =  2 х + 1 ,  х£[0.  1]функция- 
га нисбатан тескари функцияни топинг.
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Бу функциянинг ^ийматлари туплами [1,3] орали^ни 
ташкил этади. [1,3] ораликда аникланган х =  / _1 (у) =

функция берилган у =  2х +  1 функцияга нисбатан тескари 
функция булади.

У — f  (х) функция X  тупламда аникланган булиб, г — 
=  Ф (У) функция уз навбатида Y  =  {/ (х): х £ X}  { f : X  -y-Y}  
тупламда аникланган булсин:

Л ^ у Д -z.
Натижада X  тупламдан олинган хар бир х  га битта z £ Z  
сон мос ^уйилади. Бундай хрлда /  ва ф функцияларнинг 
мураккаб функцияси берилган дейилади ва z =  <р (/ (х)) каби 
белгиланади.

10-ми с о л. Ушбу
- /(*)  =  х'2, g {х) =  2х

функциялар ёрдамида мураккаб функциялар топинг.
Бу мураккаб функциялар к,уйидагича булади:

/  (ё (*)) =  lg M l2 =  (2х)2 =  2гх\
g (f (.х)) =  2f[x) =  2Х‘;

/  (/ W) =  [/ (*)]2 =  (*2)2 =  *4;

В (g W) =  2fiW =  22*.

К,уйидаги функцияларнинг жуфт ёки то^лигини аник;ланг: 
1

Мисол ва масалалар

ци;

79. /  (х) =  х2 sin
X

80. /  (х) — х  +  —.
х

81. / (х) = ------Ц
1

х  +  -X
82. /  (х) =  Y x *  — I х  | ■ log2x2.
83 f  tx\ _  ( 1, агар х  — рационал сон булса,

[— 1, агар х  — иррационал сон булса.
84. f  (я) =  sin У х  .
85. /  (х) =  arccos |х|.
86. /  (х) =  1 +  sm х

sin X
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87. /  (х) =  !si"* ' .
J __ qo3 X

88. /  (x) =  (x — l)2 sin2x.
89. f  (x) =  arcsin (arccosx).
90. /  (x) = 10* +  1

10* — 1 I
91. Агар f  (x) ва g  (x) функциялар жуфт функциялар 

булса, улардан тузилган мураккаб функцияларнинг хам жуфт 
функция булишини исботланг.

92. Агар /  (х) ва g  (х) функциялар тоц функциялар бул
са, улардан тузилган мураккаб функцияларнинг то^ функция 
булишини исботланг.

93. О ну^тага нисбатан симметрик булган X тупламда 
аникланган хар цандай / (х) функция жуфт ва ток, функция
лар йириндиси куринишида ифодаланишини исботланг.

94. /  (х) =  2 Г функцияни жуфт ва то^ функциялар йи
риндиси куринишида ифодаланг:

95. /  (х) =  I0, агар х ^  2 Й лса- функцияни жуфт ваI x t агар х  и оулса
то^ функциялар йири нди си  куринишида ифодаланг.

96. Жуфт ва то!\ функциялардан тузилган мураккаб 
функцияларнинг жуфт ёки тоцлиги хасида нима дейиш мум
кин?

^уйидаги функцияларга нисбатан тескари булган функ
цияларни топинг:

97. f  (х) =  (х +  I)2. x € t — 1: + « ] . _
98. /  (х) =  sinx, х £

99. f  (х) =■

- 10;
4 J

100. /  (х) =  — е , х£[0 ; +  оо).

101. /  (х) =  In х€(0;  -  оо),
ех — 1

102. /  (х) =  л — arcsinx, х £ [ — 1; 1].
103. /  (х) =  2*’- 2*, х £ ( —  оо; 1].
104. а ва b ларнинг ^андай ^ийматларида f  (x) =  ax+ b  

тескари функцияга эга булиб, у  =  /  (х) билан бир хил бу
лади?

105. a  £ R  нинг цандай цийматида f  (х) =  х“, х >  0 тес
кари функцияга эга булиб, у f  (х) билан бир хил булади?

Куйидаги функциялар буйича шу функцияларнинг мурак
каб функцияларини топинг:
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106. f  (x) == x2, g  (x) =  У X. ____
107. f {x)  =  V  1—*2> S  (*) =  V \ —  x2.

• 108. f  (x) =  x5, g  (x) =  x +  5.
109. /  (x) =  e*; g  (x) =  In x.
110. f  (x) =  sgn x, g  (x) =  1 +  x2.
111. /  (x) =  sgn x, g  (x) =  1 +  x — [x].
112. f  (x) =  lnx2, g  (x) =  sinx.
113 f ( x ) = l x ' araP +  00) булса,

' [0, arap x £ ( — oo; 0) булса.
a (x) =  / 0, arap x £  [0; +  oo) булса,
® \x2, arap x £ ( — oo; 0) булса.

114. f  (x) =  —■■■_- _ * i- -  булса, / ( / ( . . , /  (x))) . . .) (л мар- 
V a*+ x*

та) ни топинг.
Текисликда Декарт координаталар системасини оламиз. 

Текисликнинг (х, /  (х)) каби ани^ланган ну^таларидан ибо
рат ушбу

{(*» /  (*))} =  {(*> /  (*)): X е X, у  =  /  (х) £ Y}
туплам у  =  /  (х) функциянинг гр а ф и ги  деб аталади.

Мураккаб функцияларнинг графиги уларнинг ордината- 
лари устида аналитик (цушиш, айириш, купайтириш, булиш, 
даражага кутариш, илдиз чи^ариш, логарифмлаш ва х. к.) 
амаллар бажариш ёрдамида та^рибан чизилади. Функция
ларни тулш^ текшириш, уларнинг ани^ графикларини ифо
далаш билан биз кейинро^ батафсил шугулланамиз.

I I - ми с о л. Ушбу
у  — х  cos х, х £ R

функциянинг графигини чизинг.
Функция toi^ булгани учун, унинг графигини \х > [0  лар 

учун ясаш етарли. К,аралаётган функциянинг ординаталари 
уг =  х  ва у2 =  cos х функцияларнинг ординаталарини купай
тириш натижасида хосил булади.-

Функция графиги координаталар бошидан утиб, Ох у^ини
х  — ~  +& п (k£Z,  cos х = 0 ) ну^таларда кесади.— 1 <cos х <  1

булгани учун, х > 0  ларда — x < x c o s x < x  булади. Де
мак, у  ~  х  cos х функциянинг графиги у  =  х ва у  =  — х чи- 
зицлар орасида ётади. х — 2k  я  ну^таларда cos х =  1 бул
гани учун, функция графиги у =  х  чизи^ билан х =  2k я  
ну^таларда умумий ^ийматларга эга, х — к  +  2k п  нуцта- 
ларда эса у  =  — х чизик; билан умумий ну^таларга эгадир 
(cos х =  — 1, х =  я  +  2k л, k £  Z), 0 <  х <  1 да 0 < х  cos х <
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1-чизма.

<  cos х, яъни х cos х <  х. Бу эса функция графиги' у = cosх 
ва у  =  х  функцияларнинг графигидан пастда жойлашганли- 
гини билдиради.

х =  1 да у  — х  cos х ва у  =  cos х функцияларнинг гра
фиги кесишади. г/ =  cosl «  0,54. Агар х >  1 булса, cosx i >  
> j c o s x | .  Шу маълумотларга асосланиб берилган функция- 
нинг графигини чизамиз (1- чизма).

Мисол ва масалалар
К,уйидаги функцияларнинг графикларини чизинг:

124. f (х) =  [х2].

125. /  (х) =  |х— 1J +  |х—2|— 
■ 1* —  3 ).

126. /  (х) =  [)х|].

2 — ж2 
1

115. f  (х) =  xsinx.

116. /  (х) =

117. / ( * )  =
\ +  х*

118. f  (х) =  sgn cos х.

119. /  (х) =  In sinx.
120. /  (х) =  arctg —.

121. f (x)  =  arctg -

122. f  (x) =
123. /  (x) =

x],
l

127. f  (x)

128. /  (x) =

129. f  (x) =

130. /  (x) =

131. f  (x) =

I= x sm —.
X

■ ex cos x. 

e~x cos x.

2 ,g x.

: x +  sin x.
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2- §. ФУНКЦИЯНИНГ л и м и т и

X  — {х} ха^и^ий сонлар туплами берилган булиб, а ну^- 
та унинг лимит ну^таси булсин. Бу тупламда у  =  f (х) 
функция ани^ланган.

7 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар X  тупламнинг 
нуцталаридан тузилган а га интилувчи щ р  кандай {xn} 
(хп ф а ,  п ~  1, 2 . .  .) кетма-кетлик олинганда %ам мос 
{/ (хга)} кетма-кетлик %амма вацт ягона Ъ (чекли ёки чексиз) 
лимитга интилса, uiy b га f  (х) функциянинг а нщтада- 
ги (ё к и х -^ а  даги) лимити деб аталади ва у ни lim f  (х) =  b

функциянинг х-*-2  даги лимити 32 га тенг эканини курса
тинг.

2 га интилувчи ихтиёрий {хп} (хп ф 2 ,  п — 1, 2, . . .) кет
ма-кетликни оламиз. Мос {/ (л:„)} кетма-кетлик к<уйидаги 
{/ (*«)} =  {*«} куринишда булади. [Я^инлашувчи кетма- кет
ликлар устидаги арифметик амалларга биноан:

функциянинг л:->-0 да лимитга эга эмаслигини курсатинг. 
Нолга интилувчи иккита турли

ёки х-+  а да f  ( х ) b каби белгиланади.
12-м и с о л .  Ушбу

/  (X) =  X*

хп~* 2
Демак, таърифга Kypai

lim f  ( x j  =5 lim х ъп — 2ъ =  32,

lim /  (x) — 32.

13-мисол.  Ушбу

f  (x) =  cos — (x Ф  0)
X

кетма-кетликларни олайлик. У холда

/  « )  =  cos <4" + '> ". = 0,

булади.
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Бу эса /  (х) =  cos — функциянинг х =  0 нуктада лимити
X

мавжуд эмаслигини курсатади.
8- т а ъ р и ф  (К ош и т а ъ р и ф и ) .  Агар V e > 0  сон учун 

шундай б >  0 сон топилсаки, аргумент х  нинг 0< )х —а |<
<  6 тенгсизликни цаноатлантирувчи барча цийматларида 
| /  (х) — b | <  е тенгсизлик бажарилса, b сон f  (х) функция
нинг а нуктадаги (х->- а даги) лимити деб аталади.

14-мисол.  Ушбу
/  (х) =  sin х

функциянинг * =  у  нуктадаги лимити 1 га тенг экани кур- 

сатилсин.
V е >  О сонга кура б ни б =  е деб олсак, у хрлда

ТС ^х -------1 <  б тенгсизликни ^аноатлантирувчи барча х  лар

учун

| sin х  — 1 1 =

2 sin

sinx-

л
2 •cos

я— sin — 
2

, яx -i-----
2

2 sin

я
x  — —

2
X ------- <fi

муносабат бажарилади. Бундан, таърифга кура, lim sin х =  1

экани келиб чицади.
X  =  {х} хакдоий сонлар туплами берилган булиб, а ну^- 

та унинг унг (чап) лимит нуцтаси булсин. Шу тупламда /  (х) 
функция ашщланган.

9 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар X  тупламнинг 
нуцталаридан тузилган ва щ р  бир щ ди а дан катта (ки
чик) б^либ а га интилувчи %ар цандай {хп} кетма-кетлик 
олинганда щ м  мос {/ (хп)} кетма-кетлик %амма вацт 
ягона Ъ га интилса, шу b ни f  (х) функциянинг а нуцта- 
даги унг (чап) лимити деб аталади.

1 0 - т а ъ р и ф  (К ош и т а ъ р и ф и ) .  Агар У г ^ - О с о н  
учун шундай б =  б (е) сон топилсаки, аргумент х  нинг 
а  <  х <  я +  6 (а — б <  х <  а) тенгсизликларни щноат- 
лантирувчи барча х £ Х  цийматларида \ f  (х) — b J <  е тенг-
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сизлик бажарилса, b conf  (х) функциянинг а нщтадаги 
унг (чап) лимити деб аталади.

Функциянинг унг (чап) лимитлари цуйидагича белгила
нади:

lim f  (х) — Ь ёки f  (а +  0) =  Ь,
х-*а+0

(lim f  (х) ~  b ёки /  (а — 0) — Ь).
х  + а ~ О

1 5-м и с о л .  Ушбу
pin х, arap х  >  0 булса,

/  М  — | —** , агар х  <  0 булса,

функциянинг х  =  0 ну^тадаги унг ва чап лимитларини то
пинг.

lim /  (х) =  lim sin х  =  О,
х —►-{-О

lim f (х) =  lim — —.
* - > — о  x - > — o  2 2

Мисол ва масалалар
Функция лимити таърифларидан фойдаланиб куйидаги му- 

носабатларни исботланг:

132. lim *3~ 9 =  6 . 
х-+з х — 3

133. lim cos х =  cos х0.
X^+Xa

134. lim ¥ -? +  -— L =  o.
*-►0 X

135. lim *2 ~ --6- =  2.
X-+4 дса —  4 jc

136. м * ) = ! г Ь ’ агар* # 0 б ? л с а ’
I 0, arap x  =  0 булса. 

lim /  (x) =  1.
ЛГ-+0

137. lira —— =  oo.
x-+o x — 3

138. lim sin x =  0.
x-*0

139. lim x4 =  81.
x -*3

140. l imxsin — =  0.
x->0  X
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Куйидаги функциялар а нуктада лимитга эга эмаслиги
ни исботланг:

141. f  (^)==-i£i, а — 0.
X

142. f  (х) =  sin —, а — 0.
X

143. /  (х) =  arcctg —, а =  0.
X

144. f (x)  =  l *  +  *  +  x + l ' агаР J булса, а = { '
\  0 , агар х <  1 булса.

145. /  (х) =  х  — [х], а =  2.

14fi м*Л = Л  агаР * <  0 булса, а =  О,
(6 +  х, агар х з* 0 булса, b Ф  1.

147. Дирихле функциясининг бирорта нуцтада хам ли
мити мавжуд эмаслигини исботланг.

148 f  (х) =  I Л’2’ агаР * иррационал сон булса,
\ 1, агар х рационал сон булса, 

функция цандай ну^таларда лимитга эга?
149. /  (х) =  [х] • — функциянинг х-»-0 даги лимити мав-

X
жудми?

Куйидаги функцияларнинг курсатилган ну^тадаги унг ва 
чап лимитларини топинг:

150. /  (х) =  th —, а =  0.
х

151. / И  =  ( ^ ’ аГар;(>0б?ЛСа' а - 0 .
(cosx, агар х <  0 булса,

152. /  (х) =  sg п х2, а =  0.
153. f (х) =  sgn cos х, а =  ~ .

154. /  (х) -  ------f l= s 3 .
3 —  х 

х з

155. /  (х) = ----- J— , а =  — 1.
* —[*]■

156. /  (х) =  х + [ х 2], а =  10.
157. f  (х) функциянинг а нуктада бир томонли лимитлар 

таърифлари инкорини Коши ва Гейне буйича келтиринг.



158. Функциянинг а ну^тада бир томонли лимитлари 
мавжуд булишидан унинг шу ну^тада лимитга эга були
ши келиб чи^адими?

X  (X cz R) туплам берилган булиб, а унинг лимит ну^- 
таси булсин. /  (х) ва g  (х) функциялар а ну^тада чекли ли
митга эга булиб,

lim f  (х) =  b, lim g  (х) =  с
х-*а х~+а

булсин. У холда
1) lim [/ (х) ±  g  (х)] =  b ±  с,

X -+ Q

2) lim [/ (x)-g (х)] =  Ь-с,
х-+а

3) Ига Сф 0
х->а g  (х) С

булади.
1 6- ми с о л. Ушбу

X— 1lim (10 sin2 х  +  3 cos3 х  +
х-э-0 V х  +  2

ни топинг.
lim sin2х  =  lim sinx lim sinx =  0,
*-►0 x-+Q x-*0

lim cos3 x  =  lim cos x -lim cos x -lim cosx =  1,
х-*й g x-t-0 x~*0 x->0

lira (x —  1)
lim f—-----— ----------  = ------.
x-^o x  2 lim  (x -j- 2) 2

x-*o
Демак,

lim f 10 sin2x +  3 cos3 x  +  * ~  - \  =  lim 10 sin2 x  +
» o l  x  +  2 J x-*o

+  lim 3 cos3 x  -f- lim —— ^ =  0 +  3 — тг =  T  =  ^ 4  ■
x~*o x—*o x  +  2 2 2 2

Ф у н к ц и я  л и м и т и н и н г  м а в ж у д л и г и  р ^ и д а  
т е о р е м а л а р

1°. Агар х  нинг а ну^танинг U& (а) атрофидан олинган 
цийматларида

к  (х) <  f (х) <  ft  (х)
булиб, х -+ а  да (х) ва / 2 (х) функциялар лимитга эга 
хамда

lim к  (х) =  lim / ,  (х) =  b
Х'+а  х-**а
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булса, у холда /  (х) функция хам лимитга эга ва
lim /  (х) =  6

булади.
2°. X  сz R  туплам берилган булиб, а шу тупламнинг 

лимит нуктаси ва барча х £ Х  лар учун х < а  булсин. Агар 
f  (х) функция X  тупламда усувчи (камаювчи) булиб, юцо- 
ридан (куйидан) чегараланган булса, /  (х) функция а нуц- 
тада чекли лимитга эга.

11 - т а ъ р и ф. Агар V е ]> О сон учун шундай б =  б (е) 
сон топилсаки, аргумент х нинг

тенгсизликни цаноатлантирувчи ихтиёрий х ' ва х "  (х'£Х,  
х " £ Х )  кийматларида

булса, f  (х) функция учун а нуктада Коши шарти бажа- 
римади дейилади.

f  (х) функция а нуктада чекли лимитга эга булиши 
учун унинг бу нуктада Коши шартини цаноатлантири- 
ши зарур ва етарли (Коши критерийси).

17-ми со л. Ушбу

функция учун а — 0 нуктада 'Коши шартининт бажарили- 
шини курсатинг.

тенгсизликларни цаноатлантирувчи ихтиёрий х , х" циймат- 
лари учун куйидаги га эга буламиз:

О <  | х' — а [ <  б, 0 <  j х" — а I <  б

| / ( х " ) - / ( х ' ) | < в

/  (х) = 'х 2 cos —
*■ " X

I /  (*") — f  СО 1 — х"2 cos —----- х '2 COS -L  <  x"2 COS —  +
x ” X  X

+  x '2 COS — <  | x"2 J +  | x '2 1 <  8.
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Бу эса к^аралаётган функциянинг х =  0 нуктада Коши шар- 
тининг бажарилишини курсатади.

Ф у н к ц и я л а р н и  т а ц ц о с л а ш
X  с  R тупламда f  (х) ва g  (х) функциялар аницланган 

булсин. Бирор а нуцтанинг (a) [Ub (а )аХ )  атрофида / (х) ва 
g  (х) функциялар цуйидагича тавдосланади.

1 2 - т а ъ р и ф .  Агар f (х) ва g  (х) функциялар учун шун
дай узгармас б >  0 ва С >  0 сонлар топилсаки, барча 
x £ U 6 (а) лар учун

I f М I  <  С I g  (х) | 
б^лса, у хрлда х - > а  да f (х) функция g  (х) функцияга 
нисбатан чегараланган дейилади ва / (х) =  О (g  (х)) каби 
белгиланади.

Агар f (х) =  О (g  (х)) ва g  (х) =  О (/ (х)) булса, / (х) ва 
g  (х) функциялар а да бир хил тартибли функциялар 
дейилади.

Агар

lim Ш  =  1
х-*а  g  М

булса, х - > а  да g  (х) ва / (х) лар эквивалент функциялар 
деб аталади ва / (х) ~  g  (х) каби белгиланади.

18-ми с о л .  Ушбу

/ (х) =  V  \ х| +  V\x\ ва g  (х) =  ¥ \ х \  
функцияларнинг х-*- 0 да узаро эквивалентлигини курсатинг.

lim =  lim ' ± У =  Цт / 1  +  У Щ  =  1 .
х-+ 0  §  (X) х--*0 ■у/'| ^ | х—>0

Демак, царалаётган функциялар узаро эквивалент.
1 3 - т а ъ р и ф .  Агар f (х) ва g  (х) функциялар учун

f  (х) =  а (x)-g  (х) 

булиб, бунда l i ma  (х) =  lim g  (х) =  0 булса, у %олда х -> а
х~*а х—+ о

да f  (х) функция g  (х) га нисбатан юцори тартибли чек
сиз кичик функция деб аталади ва f (х) =  о (g (х)) каби 
белгиланади.

19-ми с о  л. Ушбу j х J5/2 — о (х2) муносабат х ->  0 да 
уринли эканини курсатинг. |х|5/2 =  Y\ х  j -х2 тенгликдан ва
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lim У  j x | =  0 эканлигидан \ x f /2 =  о ( х г) эканлиги келиб
х-*0
чикади.

Лимит ^исоблашга оид булган мисолларда купинча ^уйи- 
даги ажойиб лимитлардан фойдаланилади:

1) lim =  1 .
х—>0 X

2) lim 0 —1 =  In а (а >  0).
х->0 х

3) lim (1 +  х) =?= е.
х—*0

4) lim (\ +  — \ — г.
х - ю о  \ х  /

20-ми с о л. Ушбу

lim s'n ^ ' s'n ^
*-><) х 1

лимитни хисобланг
Бу ифода куринишдаги ани^масликдир. 

х -> 0  да л: sin 2х —>- 0 эканини хисобга олиб топамиз: 

lim s'n s'n ^  _lim ^s'n ^  s'n ^ ' s'n __
х~*о х* х->о x - { s \ n 2 x ) - 2 x

=  2 lim ^  =  2.
x-+o x -s in 2 .i: x_*o 2x

2 1-м и с о л .  Ушбу
, .  e*  * — cos x
lim --------------
x-+o sin2 *

лимитни хисобланг.
eX‘ —  COS X
-------------- ифоданинг куринишини ^уиидагича узгартирамиз:

s in 2 *



Бундан эса

. .  «** —  co s х . .  х2 1 
lim ---------------- ---- lim —r~„—  +  lim ------------
x-+Q s in 2 x  x~*o s in  x  x->o 2  cos® —

x2 2
e * ' - \

lim
x_>o x2 1 1 3

“  sin 2*  ™  ~   ̂ 2  2~
lim  — —  2 cos2 —
x->o x  2

2 2 - м и с о л .  Ушбу

JC*
lim (cos x)
x~±Q

лимитни хисобланг.
1 1 lim

lim (cosx) * =  lim (1 +  c o s x — 1) * — e ^  *
x-̂ O x-»0

2 sin» —
x 2

2 s in * —  lim ------------
.. 2 x-+Q ( x \2 
Jim

( f ) ’*-<•0 Jt* \ 2  J  2  .—
=  e =  e =  e =  у e .

2 3 - м и с о л .  Агар * - > 0  да 0 булса, у х;олда
lim [/ (х) -f- f {х2)\ — 0 эканини исботланг. Шартга кура 
■*-►0
х  — 0 да f  (x)->-0. Бу эса Гейне таърифига кура, ^ар цан- 
дай нолга интилувчи {хп} (хп ф  0, п =  1 , 2, . . .) кетма-кет- 
ликни [олганимизда |^ам, мос {[  (хл)} кетма-кетлик х,амма- 
ва^т ягона 0 лимитга интилишини англатади.

У п ~ хп Деб олсак, л - > о о  да уп-*-0 булиб, юцоридаги 
таърифга биноан f  (уп) — / (х2п) 0 муносабатга эга була
миз. Демак, f (х2) функция хам х -> -0  да нолга интилар 
экан. Чекли лимитга эга булган функциялар устидаги ариф
метик амалларга кура / ( * ) + /  (х2) функциянинг х - + 0  да
О га интилишини топамиз.

Энди х - > 0  да / (я) - f  / (х2) 0 булсин. x - v O  да f (х) 
нинг нолга интилиши хасида нима дейиш мумкин?

Мисол сифатида ушбу
(—  1)”, агар х = —— булса,П



функцияни царайлик. У  холда

(— iy*+1 , агар х  *= — булса,
t (**) = г>2"

.0, агар х ф  — булса

булиб, х-*-0 да f  (х) +  / (л:2) 0 булади. Лекин х  — 0 да 
/ (х) функциянинг лимити мавжуд эмас. Шундай цилиб, ис- 
бот килинган муносабатнинг тескариси хар доим уринли 
булиши шарт эмас экан.

Мисол ва масалалар
К,уйидаги лимитларни топинг: 

х — a159. lim
*“*° V x - V a  

( х - 2)«
Xs — 8

У х* — 8

(а >  0).

160. lim (* ~ ? ) 8 .
х - * 2  X s  —  8

161. lim
*-»1б у

162. lim -
Хт  —  1

х — 4 
п _  1

( т ,  га £Л 0.

т,—
163. lim —  —  (га, m £ N ) .

"/ Г - 1

164. lim ( - ^ Ч — m€' J V) .
* - * 1  \ 1 —  X  1 —  Хт )

\ ГЬ — ~х— 1
165. lim

д:-»5

166. lim
х -ю о

167. lim

| /  ■ + 7 ~ У ‘ +

(n, m £ N ) .X п /----------- т/-----------х *̂° у  1 +  ах ■ у 1 +  Ьх — 1

168. lim ( К ‘ +  ** +  ( У '  + .*? - А 1 , „ е лГ.
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169. lim J — * 4 - '  x + V j L ,  
x-*+ °° V x + l

170. 4m * +  ** +  • • • + * * - n
x->l X —  1

Куйидаги лимитларни топинг:

171. lim ^ mx\  
x-*o пхг

172. lim COS X

Я  Л
X

2 2

173. lim Sin*
+o sin6.t —  s in 7 *

174. lim -со~-х* ~  1 , 
x- , 0  s in e2 *

175. lim i iH -~ sina .
x-*a x —  a

176. lim ( — ?------------------L_ '
x-*0 \ sin2 * - s in  x sin2 * ,

177. lim sm x
Х - * Л  Я 2 ---  X2

178. lim j_zi_c-0S x v COi x '
x-*Q t g * 2

179. lim - rcs-in 5* .
x~*0 X

180. lim * .
x—> 1 sin 2  л  x

181.  lim x 2 (cos -  — cos —1

182. 1 in sin2 л ]/ n 2 +  2n .
x-+oo

183 lim 1 ~  cos *• cos22 * -  c o s ^ *

184. lim ( s i n ------ f- sin —  4-
1 n2 n2

1

185. lim sin  *

x-ta \ sm  a
58

, n $ N

- f  sin



186. lim (sin x)te'x.
Я

X  —

187. lim
x^-0 X

J _
2x

188. lim (sinx +  cosx) 
*-*•0

_i_

189. lim x (3* — 1).
Х—ЮО

tlx — e*x190. lim
дг-+0 lg  X ^

191. l im .
x-*o \ ch* /

<.г

192. lim ( a* +  b— ) (a >  0, * > 0 ) .  
*-►0 \ 2

/1 +  s in x —  c o s *  \193. lim 1 -------------------- 1>. iim -------------------
*->-1-00 \ l+ s in 4 x — co s4x  /

194. lim g f f ° s. I b l £ ) -
x_>+ °  К  X

195. f (x) =  s i nx  функция x —>- +  oo да лимитга эга 
эмаслигини курсатинг.

196. / (х) — sgn sin — функция х -» -0  да лимитга эга
X

эмаслигини курсатинг.
197. / (х) ва g  (х) функциялар а нуктада лимитга эга 

булмаса, / (х) ±  g  (х), f {x)-g [х) функцияларнинг бу нуц- 
тада лимити хак,ида нима дейиш мумкин? Мисоллар келти
ринг.

198. lim (/ (х) Н----- -— 'j =  0 булса, lim / (х) ни топинг.
х -*а  \ I/ (х)|/ х~*а

199. Агар / (х) >  0 булиб, lim If (х) Ч--------1 — 2 бул-
х-*а  \ f  (Х)1

са, у холда lim / (х) =  1 эканини исботланг.
х-*а

200. Агар / (х) функция даврий булиб, х ->  оо да / (х)->с 
булса, у холда / (х) =  с эканлигини курсатинг.
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201. Даврий функция х ->  —  оо да чексиз катта булиши 
мумкинми?

202. Даврий функция чегараланмаган булиши мумкинми?

203. lim cos —  cos -w  . . . cos ни топинг.
n-̂ co 22 23 2

204. [0, 4- оо) ораликда ани^ланган, кийматлар туплами 
[0 , +  оо) ораликдан иборат f  (х) функция х =  0 ну^та атро
фида чегараланган булиб, бу функция учун ихтиёрий х  >  0, 
у >  0 ларда f (х +  у) =  /  (х) +  /  (у) муносабат уринли бул

са, Иш лимит мавжудлигини исботланг.

а  ва р ларнинг кандай ^ийматларида /  (х) функция 
чексиз кичик булади?

205. f ( х ) =  х2̂ х ~ ^ - ~ а х  — р, оо.
' v ( х + 1)2

206. /  (х) ~  у/  х2 —  х3 —  а х  —  р, х +  оо.
у рХ

207. f  (х) = ------------- а х  —  6, х - у  +  оо.
в* — 1

20 8 . /  ( * ) — xa sin - j r ,  x - v  +  0 .
*

209. /  (х) =  (1 —  ха)х\ Х-+ +  0.

210 . f (x) = -l-n -{1 +  X<X) , x ->  +  0.

К,уйидаги муносабатларни исботланг:

2 1 1 . о (о (/)) =  о (/).

212 . О (о (/)) =  о (/).
213. О (О (/)) =  О (f).

214 . о (/) +  О (/) =  О (/).
215 . о (/) • О (/) =  о (/).

I V  боб

ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ 
ВА ТЕКИС УЗЛУКСИЗЛИГИ

1-§ . ф у н к ц и я н и н г у з л у к с и з л и г и

X  cz R  тупламда /  (лг) функция аникгланган ] булиб, 
х0 (х0 £ X) тупламнинг лимит ну^таси булсин.

1 - т а ъ р и ф ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  V e > 0  сон учун 
шундай 8 — 8 (е) >  0 сон топилсаки, функция аргументы
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х  £ X  нинг | х — х0 ] <  б тенгсизликни цаноагплантирувчи 
барча щйматларида

| f (х) —  f (х0) | <  в

тенгсизлик бажарилса, f (х) функция х0 нуктада узлук
сиз дейилади.

1-м и с о л .  Ушбу
f(x) — V x +  11

функциянинг х0 =  5 нуктада узлуксиз эканини курсатинг.
Y e > 0  сон олиб, бу в сонга кура б >  0 сонни б =  4е 

булсин деб царалса, у хрлда \х —  5 1 <  6 булганда

[ f { x ) ~ f (  5)f =  | V ^ T T T - 4 |  =
_  1 *  — 5| ^  U  — 51 ^  _6 _  р 
~  V x + T l  + 4  4  4

ч булади.
Бу эса царалаётган функциянинг х0 =  5 нуктада узлук

сиз эканини билдиради.
2 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар X тупламнинг 

элементларидан тузилган ва х0 га интилувчи %ар цандай 
{хл} кетма-кетлик олинганда %ам функция цийматларидан 
тузилган мос {/ (xrt)} кетма-кетлик щмма ващт ягона f  (х0) 
га интилса, /(х) функция х0 нуктада узлуксиз деб ата
лади.

2 - м и с о л .  Ушбу
/(х) — x-D  (х)

функциянинг х0 == 0 нуцтадаги узлуксиз эканини курсатинг. 
Бу ерда D (х) —  Дирихле функцияси.

Ихтиёрий нолга интилувчи {хп} кетма- кетлик оламиз. У 
Холда мос {/ (х„)} кетма-кетлик

/(*„) =  V D (*«)
куринишга эга булади.

Маълумки, Дирихле функцияси чегараланган. {хп} кет
ма-кетлик чексиз кичик булгани учун {/(х„)} кетма-кетлик 
Хам  чексиз кичик булади. Демак, оо да f  {xn)~*- 0  бу
лади. Бу эса царалаётган функциянинг х0 — 0  нуктада 
узлуксиз эканини билдиради.

Агар lim / (х) =  / (х0)

муносабат уринли булса, ушбу
lim \f (х) f  (х0)] =  О



муносабат х,ам уринли булади. Одатда х —  х0 айирма ар гу 
мент орттирмаси, f ix ) — f (х0) эса функциянинг х0 
нщтадаги орттирмаси  дейилади.

Улар мос равишда Ах ва Ау (А/ (х0)) каби белгиланади:
Ах =  х — х0, А у =  А/ (х0) =  / (х) — / (х0).

Демак, х =  х0 +  Ах, Ay =  /(х0 +  Ах) — /(х0).
Натижада, lim /(х) =  /(х0) муносабат

X~*Xi
lim Ay =  lim А/ (x0) =  О

Д х-+ 0  Д х -vO

куринишга эга булади.
Шундай к,илиб, f(x)  функциянинг х0 нуцтада узлуксиз

лиги, бу ну^тада аргументнинг чексиз кичик орттирмасига 
функциянинг х;ам чексиз кичик орттирмаси мос келиши си
фатида хам таърифланиши мумкин.

3 - м и с о л .  Ушбу
/ (х) =  cos х

функциянинг V  х0 £ R нуктада узлуксиз булишини курса
тинг.

V  х0 £ R нуцтани олиб, унга Ах орттирма берайлик. На
тижада / (х) =  cos х  функция а̂.м ушбу

А у — cos (х0 +  Ах) —  cos х0
орттирмага эга булиб, —  л <  Ах <  я  булганда

/ Ay j =  | cos (х0 +  Ах) — cos х01 =

2  sin y  sin   ̂ *о +  " у j  j <  2  • l y i  =  ] Ах |

муносабатга эга буламиз. Бундан эса Ах 0 да Ау -*■ 0 
булиши келиб чи^ади.

Демак, / (х) =  cos х функция х0 £ R нуктада узлуксиз.
3 - т а ъ р и ф .  Агар f{x) функция X тупламнинг .\ар бир 

нуцтасида узлуксиз булса, функция X тупламда узлуксиз 
деб аталади.

4 - м и с о л .  Ушбу
r sin  ic

fix)  =
агар х ф 0 булса,

X
2, агар х =  0 булса,

функцияни х0 — 0 нуктада узлуксизликка текширинг. 
Маълумки,

lim f(x) — lim — —  =  1 .
ж-+0 х~+0 X
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Лекин бу лимит циймат функциянинг О нуцтадаги циймати 
билан устма-уст тушмайди. Демак, бу функция х0 =  0 нуц- 
тада узлуксиз эмас.

1 . f(x)  функция X  сz R тупламда аник,ланган булиб, 
х0 (х0 £ X) тупламнинг (унг ва чап) лимит нуцтаси булсин.

х.-*- х0 да / (х) функция учун и,уйидаги 3 хрлдан битта- 
сигина бажарилади:

1°. Чекли f ( x 0 — 0), /(х0 +  0) чап ва унг лимитлар мав
жуд ва

/(х0 —  О) =  f (x0 +  О) =  f { x0) ( 1)

тенгликлар уринли.
Бу холда / (х) функция х =  х0 да узлуксиз булади.
2°- f (х0 — 0), / (х0 +  0) лар мавжуд, лекин (1) тенглик

лар бажарилмайди. У холда /(х) х =  х0 нуктада 1-тур узи
лишга эга дейилади.

3°. / (х0 — 0), / (х0 +  0) ларнинг бирортаси чексиз ёки 
мавжуд эмас. Бу холда функция х0 нук,тада 2 - тур узилиш
га эга дейилади.')

4°- f (xо —  0) =  / (х0 +  0) Ф f (х0) булса, бундай узилиш, 
бартараф килиш мумкин булган узилиш дейилади.

5 - ми с о  л. Ушбу

/(х) =
х sin —, агар х ф  0 булса,

X
1 , агар х =  0 булса

функция учун х0 =  0 бартараф к,илиш мумкин булган узи
лиш нуцтаси эканини курсатайлик.

Маълумки,

X sin —
X

<  I х  | булиб, х “->■ 0 да

х s in — функция 0 га интилади.
X

Демак, х - * 0  да f{x)  функция чекли лимитга эга, лекин 
бу лимит / (0) =  1 билан тенг эмас, яъни х0 =  0 царалаёт- 
ган функция учун бартараф цилиш мумкин булган узилиш 
нукдасидир. Бунда / (0) =  0 деб олиш билан, функция узи- 
лишидан вдпгулинади.

•) Баъзан f (х) функция х0 нуктада аншутнмаган (х0 g X) булиб, 
f (х0 — 0), f(x о +  О) ларнинг мавжуд ёки мавжудмзслигига караб 
f(x) х0 да биринчи ёки иккинчи тур узилишга эга, деган фикр з̂ ам 
ишлатилади.
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6- м и с о л .  Ушбу

/(*) =  [х]

функциянинг х0 — 2 ну^тада биринчи тур узилишга эга эка
нини курсатинг.

lim [х] =  1 , lim [х] =  2.
х~*2—  0 x-r 2̂i~{-0

Демак, функция х0 — 2 нуктада биринчи тур узилишга 
эга.

Ушбу

f ( x) — ( 1г агаР х —  рационал булса,
\—  1 , агар х  —  иррационал булса.

функциянинг V  х0 £ R ну^тадаги лимити мавжуд эмас, де
мак, бу функция х0 ну^тада иккинчи тур узилишга эга.

/ (х) =  ctg х  функциянинг х0 — л  ну^тадаги унг ва чап 
лимитлари

lim ctg х  =  —  оо, lim ctg х  =  +  оо
*-+п+0 х-̂ п—

булади.
Демак, / (х) =  ctg х  функция х0 =  л  нуцтада иккинчи 

тур узилишга эга.
2. fix)  ва g(x) функциялар X  тупламда ани^ланган бу- 

либ, Хд £ X  нук;та X  тупламнинг лимит ну^таси булсин. 
Агар fix)  ва g{x)  хв ну^тада узлуксиз булса, у холда

f [ i x ) ± g ( x ) ,  flix)-g(x),

^  О- V  х £ Х ) Ц

функциялар ^ам х0 ну^тада узлуксиз булади.
7 - ми с о  л. Ушбу

/ (х) =  Зх3 +  sin2 х

функциянинг X  =  R  да узлуксизлигини курсатинг.
Ф (х) — х, g  (х) =  sin х  функциялар R да узлуксиз. f  (х) 

функцияни

fl(x)\— 3-х- х- х  +  sin x]-[sin х

куринишда ёзамиз. У  холда узлуксиз функциялар устидаги 
арифметик амалларга кура I  (х) функциянинг R да узлук
сизлиги келиб чи^ади.
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Мисол ва масалалар

К,уйидаги функцияларнинг узлуксизлигини курсатинг:

1 . / (х) =  sinx.
2. f (х) — х?. _
3. f(x) =  V x .
4 . /(x) =  |x|.
5. / (x) =  sh*.

6. f  (x) =  xe
7. f (x) функциянинг x0 ну^тада бир томондан (укгдан 

ва чапдан) узлуксиз булиши таърифларини келтиринг."
8. f  (х) функциянинг х0 ну^тада узлуксиз булиши зару

рий ва етарли шартларини ифодаланг.
9. Агар / (х) функция х0 ну^тада узлуксиз булса, у >̂ ол- 

да | / (х) | функциянинг х4ам шу ну^тада узлуксиз булишини 
исботланг.

10 . /(х) функция х0 нуцтада узлуксизлигининг геомет- 
рик талцинини ифодаланг.

1 1 . Агар f{x)  функция а ну^тада узлуксиз булса, ф(х)—
*= / (Ьх +  с) (Ь ф  0) функция а- ~ °  ну^тада узлуксиз були-

ь
шини исботланг.

К,уйидаги функцияларнинг узилиш ну^таларини аниц- 
ланг ва графикларини чизинг:

23. Х,еч бир ну^тада узлуксиз булмаган функцияга ми
сол келтиринг.

24. Фа^ат биргина x0 £jR нук,тада узлуксиз, бошка нук* 
таларда узлуксиз булмаган функцияларга мисол келтиринг.

25. f(x)  +  g (х) функция биринчи тур узилишга эга б^л-
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13. f{x)  =  sgn(e* —  1),

14. f(x) — х  —  [х].

18. f(x)  =  sgnsin x.

19. /(*) =  - £
sin * ’

15. f (x) =
*  — [x]

20. / (x) ------- 1
COS X

x +  1 , arap x >  0 булса, 
x2, arap x <  0 булса.



са, у долда / (х) ва g(x)  фунщияларнинг камида биттаси 
биринчи тур узилишга эга булиши шартми?

26. f (x)-g  (х) функция иккинчи тур узилишга эга булса, 
у долда f(x)  ва g  (х) функцияларнинг жуда булма ганда 
биттаси иккинчи тур узилишга эга булиши шартми?

3. / (х) функция X  тупламда ани^ланган булиб, х0 £ X  
ну^тада узлуксиз булсин. У  долда

1) х0 ну^танинг етарли кичик атрофида функция чегара
ланган булади.

2) Агар / (х0) Ф  0 булса, х0 нук;танинг етарли кичик 
атрофида f(x)  уз ишорасини са^лайди.

(Булар узлуксиз функцияларнинг локал хоссалари.)
у =  f(x)  функция X  тупламда г =  ф (у) функция Y  туп

ламда ани^ланган булиб, улар ёрдамида г ~  ф (/ (х)) мурак- 
каб функция тузилган булсин.

Агар f (х) функция х0 ну^тада, z =  ф (у) функция х0 га 
мос келган / (х0) ну^тада узлуксиз булса, z =  ф (/ (х)) функ
ция х0 ну^тада узлуксиз булади. (Мураккаб функция узлук- 
сизлиги хасидаги теорема).

1 - т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  б и р и н ч и  
т е о р е м а с и ) .  Агар /(ж ) функция [а, Ъ] сегментда аник;- 
ланган узлуксиз булиб, сегментнинг четки нуцталарида дар 
хил ишорали цийматларга эга булса, у долда шундай 
с (а <  с <  6) ну^та топиладики, у нуцтада функция нолга 
айланади: f(c)  =  0.

2 - т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о  —  К о ш и н и н г  и к к и н ч и  
т е о р е м а с и ) .  Агар f  (х )  функция [а, Ъ] сегментда ашщ- 
ланган ва узлуксиз булиб, унинг четки ну^таларида /  (а) =  
=  A, f  (Ь) — В цийматларга эга ва А Ф  В булса, А ва В 
орасида дар цандай С  сон олинганда дам а билан Ъ ора- 
сида шундай с ну^та топиладики,

f(c) =  C
булади.

3 - т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  б и р и н ч и  т е о р е 
мас и) .  Агар f ( x )  функция [а, 6] сегментда аник;ланган 
ва узлуксиз булса, у шу сегментда чегараланган булади.

4 - т е о р е м  а ( В е й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  т е о 
р е м а с и ) .  Агар /(ж) функция [а, Ъ] сегментда аницланган 
ва узлуксиз булса, функция шу сегментда узининг аниц 
юцори дамда аниц цуйи чегараларига эришади.

(Ю^орида келтирилган Больцано — Кошининг ва Вейершт- 
расс теоремалари узлуксиз функцияларнинг глобал хоссала- 
ридир).
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8- м и с о л .  Ушбу

функцияни узлуксизликка текширинг. 
Маълумки,

х, агар х >  О булса, 
—  х, агар х  <  О булса.

Бундан фойдаланиб, топамиз:

х  =  0 нук,тада функция ани^ланмаган булиб,

lim / (х) =  О, lim f(x) =  +  oo
х-± —*0

муносабатлар уринлидир.
Бу эса таърифга кура х — 0 ну^та / (л:) функция учун 

иккинчи тур узилиш ну^таси эканини билдиради.
9 - м и с о л  Бутун сонлар укида аншуинган, х — 1, х =  

=  — 1 нуцталарда узлуксиз, долган барча ну^таларда узи- 
лишга эга булган функцияни тузинг.

Дирихле функцияси ёрдамида хам ёзиш мумкин.
Маълумки, Дирихле функцияси сонлар у^ининг хамма 

ну^таларида узилишга эга. 1 га интилувчи ихтиёрий { * п} 
кетма-кетлик олайлик, у холда МОс функция цийматлари- 
дан иборат булган { f(xn)} кетма-кетлик сю да нолга 
интилади. Бу эса функциянинг х  =  1 нуктада узлуксиз^ эка
нини англатади.

Функциянинг х  =  — 1 нуктада узлуксизлиги худди шун- 
га ухшаш курсатилади.

Энди ихтиёрий а £ R, а ф  ±  1 га интилувчи рационал 
сонлар ва иррационал сонлар кетма-кетлигини ^арасак, мое 
функция цийматларидан иборат кетма- кетликлар а2 —  1 га 
ва 0 га интилади. а ф  ±  1 булгани учун а2 —  1 ¥= 0. Де-

Ушбу

/ М е { х2 — 1 , агар х —  рационал сон булса,
О, агар х — иррационал сон булса

функцияни ^арайлик. 
Бу функцияни

f (x)  =  (x2- l ) D ( x )
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мак, к,аралаётган функция х — 1 , *  
бопща барча ну^таларда узилишга эга.

10-ми с о л. Ушбу

1 ну^талардан

/ (х) =  lim
ti — ri~

П-> оо Т1 И
функцияни  ̂узлуксизликка 3  текширинг ва унинг графигини 
чизинг.

f (х) функциянинг х =  0, х >  0, х  <С 0 нуцталардаги ции- 
матларини^арай лик:

*7 0 — «0 
/ (0) =  lim ------ ^  =  0.

п~* 00 И® tl

х  >  0 лар учун

f (х) =  lim
П-+оо

х <  0 лар 

/ (л:) — lim

1 2х

1 i „—2л; П-+00 1 Л
х <  0 лар учун эса 

1 „—2*

1 .

булади. Демак,

/(*) =

1 +  п' -2* =  —  1

1 , агар х >  О булса, 
О, агар л: =  0 булса,

—  1 , агар х < 0  булса.

Бу функция /(х) — sgnх  булиб, маълумки у х — 0 нуцта- 
да биринчи тур узилишга эга (2- чизма).

У
у=$д-п х

i *

0

-1

X

2- чизма.
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К>уйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг ва 
улар графикларини чизинг:

27. f{x) =  lim-— l—  (х > 0 ). 35. f (х) =  lim
П—ЮО 1“ \~Хп Пг-iOO 1 - р  Х в

Мисол ва м асалалар

28. f{x)  =  l i m i /
П —►ОО У 1 +  х п  +  I 9  ) { х  = 3 *  0 ) .

29. f(x) =  lim х2п : - -  • 36. /(х) =  lim
П-г+ОО Х̂п -j“ 1

30. (л:) =  lim  у г + л :2«" • 37, / (%) =  lim
х2п+ \

31. f(x)=lim yrl-j-e^ + i). 38. / (jc) =  lim (х arctg (n ■ c tg x)).

32. f  (x) =  x2 — [лг2]. 39. f(x)  =  lim cos2" * .

33. /(%) =
2 n

sin  xz 40. f  (x) =  lim Y cos2nx + s i n 2'!x.

34. f(x)  =  sgn (cos — j. 41. f (x) =  [лг] sin nx.

К,уйидаги функцияларни а нинг ^андай ^ийматларида 
узлуксиз булишини аии^ланп

42. f(x) =  \i l + f ~ 1-’ агаР бУлса>
[а , агар х  =  0 булса.

x-dgx,  агар х ¥= 0, J х) <  j  булса, 

а, агар х  =  0 булса. 

с* — 1
---------- , агар х ф О  булса,

(с> 0)
а, агар х — 0 булса.

sh х , „ „ „-----, агар *=5^0 булс;
*
а, агар х => 0 булса.
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46.

f(x) = (1 +  x ) x , агар х ф О  булса, 
а, агар x  =  0 булса.

_i_

* , агар х Ф О булса,
а, агар х  =  О булса.

до f (vs _  ( ех , агар х <  0 булса,
' 1 ' ' [ а  +  х, агар х >  О булса.

49. Монотон функциянинг узлуксизлиги ва узилиши ха- 
цидаги теоремаларни келтиринг.

50. К,уйидаги функциялардан тузилган мураккаб функ
цияларни узлуксизликка текширинг:

а) f (х) =  sgn х, g  (х) =а 1 +  х2;

б) / ( x )  =  sgnx, g  (х) =  —  1 - f  х3;
в) f (х) =  sgn х, g  (х) =  1 +  х — [х].

”1  51. f(g(x))  мураккаб функция х0 ну^тада биринчи тур 
(иккинчи тур) узилишга эга булса, g  (х) нинг х„ нуктада 
албатта биринчи тур (иккинчи тур) узилишга эга булиши 
шартми?

52. Монотон, лекин узлуксиз булмаган функцияларга 
мисол келтиринг.

53. Вейерштрасс теоремаларида [а, Ъ\ сегмент урнига 
[а, Ь] ёки [a, b] U [с, d] ^аралса, тасдиц уринли буладими?

54. [а, Ь\ сегментда чегараланган ихтиёрий f(x)  функ
ция узлуксиз буладими?

55. Узлуксиз булмаган функциялар учун Вейерштрасс 
теоремалари уринлими?

56. хех =  1 тенглама (0,1) ораликда хеч булмаганда 
битта илдизга эга эканини курсатинг.

57. Агар f(x) функция { x j  ва {х 2} тупламларда узлук
сиз булса, у ^олда бу функциянинг { x j  U {х2} тупламда 
узлуксизлиги ^а^ида нима дейиш мумкин?

58. /(х) функция узлуксиз булиб,

lim  ~Щл  =  lim =  1 (k ^ N)ЛГ-»+со X + X—*—ОО дГ

муносабат бажарилса, у ^олда шундай а ну^та топилиб, 
/(а) =  0 булишини курсатинг.

59. Агар f (х) ва g  (х) функциялар [а, Ь] сегментда 
узлуксиз булса, у хрлда
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р (X) =  шах {/ (х), g  (х)}, q (х) =  min {/ (х), g  (х)}
V х £  [a , b j v X £  [а, Ь]

функциялар хам [а, Ь] да узлуксизлигини курсатинг.
60. f (х) функция [а, с] ва [с, Ь] сегментларда узлуксиз 

булсин. f (х) функциянинг [а, b] сегментда узлуксиз були
ши учун етарли шартни келтиринг ва исботланг.

61. Агар /(х) функция V  [a, b] cz X  сегментда узлук
сиз . булса, у холда у X  тупламда узлуксиз булишини 
исботланг (а<Ь ).

62. Тескари функция мавжудлиги ва узлуксизлиги хаци- 
даги теоремани келтиринг.

63. /(х) функция [а, Ь] ораликда аникланган булиб, 
цатъий монотон булса, у холда унга тескари функциянинг 
узлуксизлигини исботланг.

64 . /(х) функция [0,1] ораликда аникланган, монотон 
булиб, /(0) =  0, / ( 1 ) = 1  булсин. Агар V x £ [ 0 , l ]  учун 
шундай п £ N  топилсаки,

/(/(/ • • • /(/(*)) • • . )  =  *
п та

муносабат бажарилса, [0, 1] ораликда / (х) =  х эканини ис
ботланг.

65. /(х) функция R да узлуксиз булиб, V  х £ R учун 
/ (/ (х)) — х  муносабат бажарилса, у ^олда шундай с нук;та 
топилиб, /(с) =  0 булишини исботланг.

66. f  (х) ва g(x)  функциялар узлуксиз ва бир хил давр- 
ли булсин. Агар

lim [/(х) — g(x)] =  0
Л'—►ос

булса,

f(x) =  g(x)
эканлигини исботланг.

2- §. ФУНКЦИЯНИНГ ТЕКИ С УЗЛУКСИ ЗЛИ ГИ

Бирор у — f  (х) функция X  тупламда берилган булсин.
4 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон учуй шундай б ( е ) > 0  

сон топилсаки, X  тупламнинг |х' —  х "  / <  б тенгсизлик
ни цаноатлантирувчи ихтиёрий х' ва х" (х ', х"  £ X) нуц- 
таларида

I / (х” ) — / (х') | <  е
тенгсизлик бажарилса, f (х) функция X  тупламда текис 
узлуксиз деб аталади.
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Бу таърифни цисцача

¥ е > 0 ,  а  S (е) >  О, V  х\ х" £ Х : \ х ' - х ”  | < 6=^

куринишда ифодалаш мумкин.
11-м и с о л .  Ушбу

}(х) =  У х

функциянинг X  =  [1 , 2] тупламда текис узлуксизлигини 
курсатинг.

У  е >  0 сон учун S (е) >  0 сонни б =а 3 е деб олсак, 
унда |л;' —  х "  | <  6 =  З е тенгсизликни цаноатлантирувчи
V  х', х" £ [1 , 2] ларда

3/ х ’ - У 7 '

_|Ж' —ж"1 ^  6<  1------------ < — =  е
3 3

булишини топамиз. Бу эса, таърифга кура, берилган f (x )= я
3 /--- J •

= = у л: функциянинг А” == [1 , 2] да текис узлуксиз эканини 
билдиради.

f(x)  функция X  да текис узлуксиз эмаслигини тубанда- 
гича таърифлаш мумкин.

б - т а ъ р и ф  Шундай мусбат е сот  мавжуд булиб,
V  б >  0 сон олинганда щ м  | х' — х"  | <  б тенгсизликни 
Щноатлантирувчи шундай х', х"  £ X  нукрхалар топилсат

\ f { x ' ) - f { x " ) \ > z
тенгсизлик бажарилса, f(x) функция X  тупламда текис 
узлуксиз эмас дейилади.

Бу таърифни ^исцача
3  е >  О, V  б >  0, g  х' € X, з  х”  £ X : | х' — х"  j <  б=>

куринишда ифодалаш мумкин.
12-ми с о л. Ушбу

f ( x ) - x *
функция X  =  (0, +  °°) тупламда текис узлуксиз эмаслиги
ни курсатинг. Ихтиёрий мусбат б сонни олайлик. Агар е =

* 1 1 6==! 1 ва х' — —, х"  =s — Н—  деб олинса, унда 
6 0 2



Бу эса / (х) =  х1 функциянинг X  — (0, +  °°) тупламда те
кис узлуксиз эмаслигини билдиради.

5 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар f ( x ) 
функция [а, Ъ] сегментда аникланган ва узлуксиз булса, у 
шу сегментда текис узлуксиз булади.

Масалан, ушбу

функция, [0, 1] сегментда текис узлуксиз булади, чунки бу 
функция шу сегментда узлуксиздир.

13-м и с о л .  Ушбу

функция X  =  (0, 1) тупламда текис узлуксиз эмаслигини 
курсатинг.

тенгсизликка эришиш мумкин. Унда

/ f (х') — f (х") | =  1 In — — In — I =  In 2 >  — In 2 =  e 
I n « I  2

булади. Бу эса f ( x ) = In x функциянинг (0, 1) да текис узлук
сиз эмаслигини билдиради.

f(x)  функция X  тупламда берилган булиб, 6 ихтиёрий 
мусбат сон булсин.

6- т а ъ р и ф .  Ушбу
£0(/; б) =  sup { 1 f ( x ' ) — f(x")j : у х ' ,  х"  £ Х : \ х ' - х " 1 ^ 8 )
f  (х) функциянинг X тдпламдаги узлуксизлик модули 
деб аталади.

6- т е  о р е м  a. f ( x )  функция X  тупламда текис узлук
сиз булиши учун

}{х) =  У х

f  (х) =  In X

Ихтиёрий мусбат 6 сонни олиб, е =  — In 2 ва х' — —,
2 п

х” — — дейлик. п^ни етарлича катта ^илиб олиш ^исобига

п 2 п 2 п
— L  = - < б



Иш ю ( / ;  6) =  О
6->-j-0

лимит муносабатнинг бажарилиши зарур ва етарли.
14-м и с о л .  Ушбу

f(x) =  x * +  1

функциянинг X  = [ 0, 1] сегментдаги узлуксизлик модулини то
пинг ва f(x)  нинг X  да текис узлуксизлигини курсатинг.

X  — [0, 1] да ихтиёрий х' нуцта олиб, х" ну^тани эса 
х" =  х’ —  6 деб карайлик ( 0 < 6 < 1 ) .  Равшанки, 2 6 —
— б2 >  0 ва

\ f ( x ' ) - f ( x ' ) \ = : \ ( x ’* +  1) - ( * " 2+ 1)\ =

=  |2 х ' б  — 62 | < 2 6  — б2.

Демак,
(о (/; б) =  sup {\ f {x ' ) — f(x")\ : V  х' , х"  £ X :

: \х' — х " | < 6 } < 2 6  — б2.

Агар х' =  1, х"  =  1 — б нукталар учун \х' —  х"  | <  б ва 
| f (х') — f {x")  1 =  2 6  — б2 булишини эътиборга олсак, унда 
со (/; б) =  26 — б2 эканини топамиз. Бундан эса:

lim со(/; 6) =  lim (26 — 62) =  0.
В6-*+0 6-»+0

Демак, берилган f(x) =  x2 +  1 функция [0, 1] да текис 
узлуксиз.

15-ми с о л. Ушбу

/ (х) =  sin
1

функциянинг X  =  (0, +  оо) тупламдаги узлуксизлик моду
лини топинг ва f(x) функцияни текис узлуксизликка тек
ширинг.

Ихтиёрий мусбат 6 сонни олайлик.
Равшанки,

s i n ------- sin —
х' X

Жумладан \х' —  х"  | <  6 тенгсизликни каноатлантирувчи 
ихтиёрий х' ва х"  лар учун хам

sin ■
1 sin < 2
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б^лади. Демак,

Иккинчи томондан,

co|sin —; < 2 .

Хп =
— - + 2пя

я
— +  2 пп 2 ^

дейилса, унда п ни етарлича катта ^илиб олиш ^исобига 
бу х'п ва х" лар учун

\Хп — Хп \ < 8
тенгсизликка эришиш мумкин. Унда

sin Я I л------ h 2 nn
2

■sin ( — +  2nn =  2

булади.
Демак,

A m m o

lim со ( sin —; 6 
6->+o \ x

булгани сабабли f (x) =  sin -

2 =£ 0

функция (0; +  oo) да текис

узлуксиз эмас.
16-м и с о  л. Агар f(x) ва g(x)  функциялар бирор {х } 

тупламда текис узлуксиз булса, ф^с) =  f(x)-g(x)  функция
ни текис узлуксизликка текширинг.

Аввало { * }  =  [а, Щ булган холни ^арайлик. Шартга ку
ра f(x)  ва g(x)  функциялар [а, Ь] да текис узлуксиз.
V  х ’ £ [a, b], V  х "  6 [а, Ь] нук,таларни олиб ^уйидаги айир- 
мани ^араймиз:

Ф ОО — ф (x") =  f (xr) g  (х') — f (х") g  {х'') =  / {х') g  (х’) —

- f ( x ' ) g ( x " )  +  / (* ') ё  ( П  ~  f ( * " )  g  ( * " )  =

=  / (х') lg (* ')  -  g  (* " ) !  +  g  (x") ■ If (* ')  -  / (*")]  •
Вейерштрасснинг иккинчи теоремасига биноан 

А =  sup I f  (x) j, B =  sup | g (x) |
x £ [a, b] x  £ [a, b]
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ларга эга буламиз. Бундан эса

|ф(*') — Ф (*")|  <  A\g(x')  -  g(x")\ +  В- \f(x') — f(x")\
булади. Равшанки, ср(х) функциянинг [а, Ь] сегментда текис 
узлуксизлиги учун, / (х) ва g  (х) ларнинг бу сегментда текис 
узлуксизлиги кифоя.

Агар царалаётган [а, Ь] сегмент урнига (— оо; +  оо) 
орали^ни олсак, умуман айтганда, ф (х) текис узлуксиз бул- 
масдан крлиши мумкин. Масалан, f(x) =  x, g{x) — x функ
циялар бутун сонлар у^ида текис узлуксиз, лекин f (x ) - g (x )=  
=  х2 функция ^аралаётган ораликда текис узлуксиз эмас.

Мисол ва масалалар
^уйидаги функцияларни текис узлуксизликка текширинг:

67. / (*) =  —  (0 <  х <  я).
X

68. / (х) =  х • sin х  (0 х <  +  оо).
69 . f { x )  =  x2 ( — е < х < , е ) .
70. f(x) =  е* (— оо <  х <  +  оо).

71. f(x)  =  cos х ■ cos — ( 0 < х < 1 ) .
х

72. f (х) =  х sin — (0 <  х <  л).
X

73. / (х) =  sin У х  (1 <  х <  +  оо).
74. f (x) =  е- arcsin * (—  1 <  х <  1).

75. t /х\ ( х +  1, агар х 0 булса,
( е ~ х, агар х > 0  булса.

76. / (л:) =  sin j х |“ , а  >  0.
К,уйидаги функцияларнинг берилган ' ораликдагй узлук- 

сизлик модулларини топинг ва текис узлуксизликка текши
ринг:

77. / (х) =  х2 (—  е <  х <  е).

78. f { x ) = -  ( 0 < а < х <  +  оо).
X

79. f(x) =  sin х +  cos х (0 <  х <  2л).

SO. /(*) =  4 -  ( 0 < * < 1 ) .
X2

81 , f ( x )  =  x3 (— о о < х < + о о ) .
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82. Агар 8j  <  62 булса, © (/; бх) <  со (/; б2) тенгсизликни 
исботланг.

83. Агар f(x) функция X  тупламда чегараланган булса, 
у урлдд V  б >  О учун со (/; 6) <  +  о о  эканини исботланг.

84. Агар f(x) функция чегараланган X  тупламда аник;- 
ланган булиб, чегараланмаган булса, у ^олда V  б >  0 учун 
со (/; 6) =  +  о о  эканлигини исботланг.

85. f(x)  функция а ну^тада текис узлуксиз, деган 
жумла маънога эгами?

86. (а, Ь) ораликда текис узлуксиз функция чегаралан
ган буладими? (97-масалага к>аранг.)

87. Функция текис узлуксизлигининг геометрик тал^и- 
нини ифодаланг.

. 88. Агар f(x) функция X  тупламда узлуксиз булса, у 
берилган тупламда текис узлуксиз буладими?

89. Агар f(x) функция [а, Ь\ ва [Ь, с] сегментларда текис 
узлуксиз булса, у холда у [а, с] сегментда хам текис уз
луксизлигини исботланг.

90. Агар 89-мисолда [b, с] сегмент урнига (Ь, с] орали^ 
олинса, f(x) функциянинг [а, с] сегментда текис узлуксиз
лиги >̂ акида нима дейиш мумкин?

91. Агар f(x) ва g(x)  функциялар X  тупламда текис 
узлуксиз булса, у ^олда V  а , Р £ /? лар учун af(x) +  
+  jig (х) функция ^ам X  тупламда текис узлуксиз эканини 
исботланг.

92. Мураккаб функциянинг текис узлуксиз булиши учун 
бирорта етарли шарт келтиринг ва исботланг.

93. Агар / (х) функция Л ва В  тупламларда текис уз
луксиз булса, у ^олда А [ ] В  тупламда ^ам текис узлуксиз 
булишини исботланг.

94. Узлуксиз даврий функция текис узлуксиз булишини 
исботланг.

95. Интервалда (чекли ёки чексиз) узлуксиз, чегаралан
ган монотон функциянинг текис узлуксизлигини исбот
ланг.

96. Агар f(x) функция [а,Ь\ сегментда текис узлуксиз 
булмаса, у холда унинг хеч булмаганда [а, Ь] ораликдаги 
бирорта ну^тада узилишга эга эканлигини исботланг.

97. Чекли (а, Ь) ораликда f(x) функция текис узлуксиз 
булиши учун, унинг (а, b) ораликда узлуксиз булиб, чекли

Н т / ( х ) ,
х-+а+0 x-+b—0

лимитларнинг мавжудлиги зарур ва етарлилигини исбот
ланг.
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98. f(x) функция [0; ’+  се] оралщда текис узлуксиз 
булса, у з^олда х +  оо да

f{x) =  о (х)
эканлигини исботланг.

99. X  тупламда а  тартибли Гёльдер шартини к,аноатлан- 
тирувчи функциянинг текис узлуксизлигини исботланг.

100. f(x) функция [0, 1] сегментдаги барча рационал сон- 
лар туплами Q0 да аниклаиган булсин. [0, 1] да узлуксиз 
g (x ) функция мавжуд булиб, Y x £ Q 0 ларда fix) =  g(x) тенг
лик бажарилиши учун, f(x ) функциянинг Q0 да текис уз
луксиз булиши зарур ва етарлилигини исботланг.

V  боб

ФУНКЦИЯНИНГ КОСИЛА 
ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

1 . § .  ФУНКЦИЯНИНГ ^ОСИЛАСИ

1°. Ф у н к ц и я  з ^ о с и л а с и н и н г  т а ъ р и ф и .  у =  f{x) 
функция д:0 ну^танинг (x0£R) бирор атрофида берилган бул
син. Бу функциянинг х0 ну^тадаги орттирмаси

Ау =  Д/ (х0) =  f(x0 +  Ах) — f (x 0) (1)
нинг аргумент орттирмаси Ад: га нисбати 

Ау  ^  А / (% )  (Дл. ф  0 )

А х Ах
ни ^араймиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар Адс-̂ -О да —  нисбатнинг лимиты 

lim &L=  Hm +  (2)
A x-,0 A x Ax~*0 Ax

мавжуд ва чекли булса, бу лимит у =  f(x) функциянинг 
х0 нуцтадаги %осиласи деб аталади ва f'(x 0)  ёки у'хш̂х>

ёки—  куринишларда белгиланади. 
dx х=*х0

Демак,
г  (х0) =  lim ^  =  lim S/(*° +  AХ)- Н Х°±. 

длг->о Ах Дх->о Ах

у — f  (х) функциянинг х0 нуцтадаги ^осиласи цуйидагича 
я;ам таърифланиши мумкин:

f'ix0) -  lim . (3)
Х—̂Хф X Xq
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1- ми" сол.  Ушбу и =  f(x) — х2 функциянинг X 8= >( 
тадаги ^осиласини топинг.

Бу функциянинг х0 ну^тадаги орттирмаси (1) га кура

Д/ W  =  (хо +  Ах)2 — х2 =  2х0 ■ Ах -г Ах2 
булади. Унда

lim =  lim 2x»-Ax +  Ax* =  lim (2х0 +  Ах) =  2х0
Ах-+0 Л х Ах-+0 Л х  Ах-+0

булади.
Демак, /' (л:0) =  ( х % ^  =  2х0.

2 - м и с о л .  Ушбу f(x) — ex функциянинг х0 =  1 ну^та- 
даги хосиласини топинг.

Юкрридаги (3) формуладан фойдаланиб топамиз:

f V )  =  С О ;=1 =  lim ~  =  Иш =
х~+1 X —  1 х->1 X —  1

6х 1 — 1
=  e-hm ------------ = е - 1пе  =  е.

х->1 х — 1
Демак,

/ '(!) =  ( ^ ) ;=1 = в .

3- м и с о л .  Ушбу f(x) =  * -sin — , /(0) =  0 функциял:=0
л:

ну^тада хосилага эга эмас. Х,ак;икатан хам бу функция учун

/W- /(0) * ' sinT  . 1 
= 8 Ш Т

булиб, х -> 0  да
f (x)  -  /(0) . 1
— — —  =  sin —

х — 0 *

нисбат лимитга’ эга эмас. Демак, берилган функция х =  0 
ну^тада хосилага эга ’булмайди.

4- м и с о л .  Ушбу

_  f х<1> агаР х — рационал сон булса,
1 — х2, агар х —  иррационал сон булса,

функциянинг х =  0 нуктадаги >,осиласи /'(0) =  0 булишини 
исботланг.

Берилган функция учун:

f (x)  — /(0) f(x) j  х, агар х  — рационал сон булса,
*  — 0 х \ —  х, агар х — иррационал сон булса, 

булиб, унинг лимити х -> 0  да 0 булади.
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lim f{~ ~  /(- ) =  0.
*  —  0

Бу эса

/ '(0) =  0
булишини билдиради.

5 - м и с о л .  Агар ф(х) функция х =  а нук;тада узлуксиз 
булса, ушбу

f(x) =  (х — а)-ф(х)

функциянинг х =  а ну^тадаги хосиласи f'(a) — ф(а) булиши
ни курсатинг.

Берилган функциянинг х =  а нук,тадаги орттирмаси

Д f(a) =  f(a +  Дх) —  /(а) =  (а +  Ах —  а) ■ ф(а +  Дх) —
—  (а —  а)-ф(а) =  Дх-ф(а +  Дх)

булади. Унда
Ад>Ф(а  +  М  = ( р { а  +  А х )

Ах Ах

булиб,

lim =  lim =  ф (а +  Ах)
дх-eo Аде дх-»о

булиши келиб чщади. ф(х) функциянинг х =  а нуцтада уз
луксиз эканини эътиборга олиб, топамиз:

lim ф (а +  Дх) =  ф (а).

Демак,

lim =  ф (а),
Дх->0 Ах

Бу эса }'(а) =  Ф (а) эканини билдиради.
2°. Б и р  т о м о н л и  ^ о с и л а л а р
2- т а ъ р и ф .  Агар Дх -> +  0 (Дх—>-—  0) да ^  нисбат-

нинг лимити

Нш А/(*о) =  П т f(x° +  Ах) ~ f{Xo)
Дх-»+о Ах Дх^.+о А *

lim  ^ — ijm   ̂(*о ^х) Ŵ \

Демак, /

о Ах  Дя**—о Ад;
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мавжуд ва 'чекли булса, бу лимит f(x) функциянинг хв 
нуктадаги t)нг (чап) цосиласи деб аталади ва у ни f'(x0+  0) 
(¥ (х0 —  0)) «аби белгиланади.

Функциянинг унг ва чап арсилалари бир томонли  
^осилалар  деб аталади.

6- м и с о л .  Ушбу

/ (х) =  хг ■ cos — , f (0) =  0

функциянинг х  =  0 нуктадаги унг ва чап хосилаларишГто- 
пинг.

Бу функциянинг х  =  0 нуктадаги орттирмаси 

А/ (0) =  / (0 +  Ах) —  /(0) =  / (Ах) =  Ах2 • cos
Дд:

булиб,

Д ДО) AjcI' c o s ^  , 1
— = ------ *-------- =  А лг -cos т~Ах А х  Ах

булади. Агар

lim Аде cos—  = 0 ,
Ддг-»+0 А х

lim Ах- cos —  =  0
Ах-*—о Ах

эканлигини эътиборга олсак, унда

lim Ш  =  0, 
д * - » + о  Ах

lim ®  =  0
Ах-*—0 Ах

булишини топамиз.
Демак, берилган функциянинг х  =  0 нуктадаги унг хо- 

силаси /' ( + 0) =  0, чап хосиласи /'(— 0) =  0 булади.
7- м и с о л. |Ушбу f  (х) =  У 1 ~  е” * функциянинг Га: =  

=  0 нуктадаги унг ва чап хосилаларини топинг. Бу функ
циянинг х  — 0 нуктадаги орттирмаси

А/ (0) =  / (0;+ | Д *)| - f  (0) =  f  (Ах) -  №  =

=  Y 1 —  е~ (̂ )г - / 1  - е- °  =  е~{&х)г
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lim I Г — 1—  — 1 . jn e i
Длг-*0 [ /  е О(Дх)» У

эканини эътиборга олсак, унда

lim lim i ^ l =  lim * 1  =  1 ,
дх—»4-о А* д*-»+а Аде д *-*-н  А*

lim =  lim lim =  1 .
дл-^~о А* д*->—о А х  Ах̂ *—о А*

булишини топамиз. Демак,

. / '(+  0) = 1 , /' (— 0) =  — 1 .
8- м и с о л .  Ушбу

[ sin х, агар х <  0 булса,

f  W  =  j х cos— -, агар х >  0 булса

функциянинг х  ='0  нуктадаги бир томонли хосилаларини 
топинг.

Бу функция учун
A f(0) sin  Ах

-  А (Ах^ О)
Д * Ах

А /(0) 1 /А л\— ' ■- — cos —  (Дд: >  0)

булиб,
Ах Ах

lim ЛШ = Н г а  ! И Л = 1
Ах-*—0 Ах Ах-*—о Ах

булади. Демак, берилган функциянинг х =  0 нуктадаги чап 
Хосиласи /' ( — 0) =  1 булади. Биро^- Дл:-> +  0 да — =

=  cos —  нисбат лимитга эга эмас. Демак, берилган функ- 
Д х

ция х =  0 ну^тада унг хосилага эга эмас.



9- м и с о л. Ушбу '/ (х) =  х ■ cos —  функциянинг'(/ (0) = 0 )
X

х = 0  нуцтадаги унг ва чап ^осилаларининг мавжуд эмаслигини 
курсатинг.

Бу функциянинг х =  0 нуцтадаги орттирмаси

А/ (0) =  / (0 +  Ах) — f (0) =  Д х-cos —
Д х

булиб,
1

Ax'Cos i
Дд°) Ах 1

А =  ---------- А------------- =  COS ~Ах Ах А х

булади. Д х - * - ± 0  да
д т  1——  =  cos —
А[х Д х

нисбат лимитга эга эмас.
Демак, берилган функция х  =  0 нук,тада унг ва чап хо- 

силаларга эга эмас.
3°. Ч е к с и з  х о с и л а л а р .
у =  f(x) функция х0 нуцтанинг (xe £ R) бирор атрофида 

берилган булиб, у х0 ну^тада узлуксиз булсин.
3 - т а ъ р и ф .  Агар Ах-*-0 да нисбатнинг лимиты

Д у

, lim ^ = l i m
Ax^-0 АХ &Х-+0 АХ

+  оо (ёки —  оо) булса, уни %ам f (х) функциянинг х0 нуц- 
тадаги %осиласи дейилади. Бундай хрсила чексиз цосила 
деб аталади.

Демак,

lim  ̂ ~  1--^  = 4-о о  (ёки —• оо).
Д* -+ 0  Ах

Бир томонли чексиз хосилалар ^ам худди шунга ухшаш 
таърифланади. _

1 0 - м и с о л .  Ушбу /(х) =  у^х функциянинг х == 0 нуц- 
тадаги хосиласини топинг.

Бу функциянинг х =  0 нуцтадаги орттирмаси

д/ (0) = f (о 4- дх) -  f (0) =|/д7



1ш « о 1й  П+ - + 0 0
Ах-+о А х 6.x—>о у  Ах*

булиши келиб чи^ади. Демак, берилган функциянинг х — О 
нуцтадаги хосиласи +  оо булади.

булади. Бундан эса

11- м и с о л. Ушбу f (а;) = у '~cos х  функциянинг ~  

ну^тадаги ^осиласи топилсин. Бу функциянинг х — ~  нук;- 

тадаги орттирмаси
31 \ 1 1 п 1 * \ ,/  л \ з 7

A' ( f ) - 4 f + 4 * h ' ( f ) - i r “ < f  + 4*
■ '| /Л cos =  У  cos —h A x j  =  |^ —  sin Ал: 

=  — Y  sin Да:

булиб.

^  ( 2 ) ____У sin Ах ____-?Гsin Ах ___1.
Ах Ах У Ах У  Ах*

булади. Бундан эса
. я

Д/|Т
lim — =  НтГ—  л /  д*

Х-+Щ _ V  I
=  —  00

д*-*о  Ах Дх-^о L У ~ Ах У А х*\ 
булиши келиб чик>ади.

Демак, берилган функциянинг х — —  нуцтадаги ^осила-

си — оо булар экан. __
1 2 - м и с о л .  Ушбу /(а:) =  У х 2 функциянинг х =  0 нук;- 

тадаги унг ва чап ^осилаларини топинг.
Бу функциянинг х =  0 нук,тадаги орттирмаси

Д/ (0) =  f  (О +  Д х) — ~Ш2
булиб,

д т  _  =  i _
Ах А х У  Ах

булади. Равшанки,

lim -  =  lim —J = =  +  оо 
дх^.+о Ах [Дх->+о V Ах
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lim А Ш . =  lim
&x—>—0 Д х  Ax-*—о У  A x

булади. Демак, берилган функциянинг х  =  0 нук;тадаги унг 
хосиласи /' ( +  0) =  +  оо, чап хосиласи /'(— 0) =  — оо экан.

13- м и с о л .  Ушбу

j 0, агар х ^  1 булса, 
f{x) — j  -j/д. __ j , arap х  ^  j булса

функциянинг х =  1 нук^тадаги унг ва чап хосилаларини то
пинг.

Бу функциянинг х  =  1 нуктадаги орттирмаси

I 0, агар Дл: <  0 булса,
Д / ( 1 )  =  / ( 1  +  Д х ) _ / ( 1 ) =  ’ F 3

'  ( у  Ах, агар Ах <  0 булса
булиб,

Д/( О
0, агар Д х <  0 булса,

д * У  Ах- — , агаР Ах >  0 булсаI- Дх
булади. Демак,

lim == Пш К.Дх =  lim - =  + ° ° .
Дх-^+О Д х  Дх-» + 0  Д х  Дх->-|-0 У  Д х

lim  А-Щ - =  П т 0 =  0.
Д х-*—О А X Ах—> —О

Берилган функциянинг х =  1 нуктадаги унг хосиласи /'(—
—  1) =  + о о ,  чап хосиласи /' (— 1) =  0 дан иборат.

4°. Ф у н к ц и я  х о с и л а с и н и н г  г е о м е т р и к  в а  ме
х а н и к  м а ъ н о л а р и .

/ (х) функция (а, Ь) ораликда ани^ланган ва узлуксиз 
булиб, х0 6 (а, Ь) нуктада /' (х„) хосилага эга булсин. У  хрл
да / (х) функция графигига М 0 (х0, / (х0)) нуктада утказил- 
ган урунма мавжуд. Функциянинг х0 нуцтадаги хосиласи 
f  (х0) эса бу уринманинг бурчак коэффициентини ифодалай- 
ди. Уринманинг тенгламаси

У =  / (*о) +  /' (*о)' (*  — х0) (4)
куринишда булади.

1 4 - м и с о л .  Ушбу /(x) =  cosx функция графигига
M 0^ ~ , f  нуктада утказилган уринма тенгламасини

топинг.
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Берилган функциянинг хосиласи /'(*) =  — si nx га тенг. 
Агар

" Т — т

булишини эътиборга олсак, унда (4) формулага кура 

M Q( ± ,  / ( ^ j j  нуцтадан утувчи уринма тенгламасини

УзГ _L/r___
У * 2 2 \ 6

эканини топамиз.
Агар f'(x0) =  ±  оо булса, f (х) функция графигига (х0, 

/ (х0)) ну^тадан утказилган уринма Ох у ^ а  перпендикуляр 
булади.

Моддий ну^танинг турри чизируш харакати s =  f(t) функ
ция билан ифодаланган булсин, бунда t — вацт, s шу ва^т 
ичида утилган йул (масофа).

s =  / (/) функциянинг /0 ну^тадаги хосиласи /'(̂ 0) хара- 
кат кдлаётган моддий нук;танинг (й пайтдаги оний тезлиги- 
ни билдиради.

5°. Т е с к а р и  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .
Агар у =  f(x)  функция х0 ну^тада /' (х0) Ф 0 хосилага 

эга булса, бу функцияга тескари х =  / х(у) функция хй ну^- 
тага мос булган у0(у0 =  f (х0) ) нуцтада хосилага эга ва

( Г ' ( у)Уу~у. ~ -
f  Х{х0)

булади.
15-м и с о л .  Ушбу у — arcsine функциянинг ^осиласини 

топинг.
Равшанки, у =  arcsin х  функция х =  sin у функцияга 

^— -у- <  г/ <  - - J  тескари функциядир. Унда ю^оридаги 

цоидага к^ра
1у' — (arcsin х)'

(sin y )'

булади. Маълумки, (sin у)' — cos у. Демак,

у’ — (arcsin х) ’ = — -— =  —___ ! . -  =  -уг-}------ (—■ 1 < х <  1).
cos у  у  1 — sin 2(/ Y 1 — х*

6°. Д о с и л а л а р  ж а д в а л и .
К>уйида элементар функцияларнинг хосилаларини топиш 

формулаларини келтирамиз:

вв -:Т{4



1) ( / ) ' =  й ( j *> о).

2) (ах )' =  а* ■ In а, {а >  0, а Ф 1).

3) (log,,*)' =  —  logae ( x > 0 ,  а > 0 ,  а ф  1).
х

4) (sin х)' — cos х.
5) (cos х)’ — — sin х.

6 ) (<g * ) '  =  — ■— » х ф  ~  +  Ал; k — 0 , ±  1, ± 2 ,  . .
cos* х 2

7) (ctg * ) ' = --------— , х Ф kn\ k — 0, ± 1 ,  ±  2, . . .
sin* х

8) (arcsin х)’ — у = = г ,  —1 < х <  1 .

9) (arccos х)' — —  ■ *_= i , — 1 <  х <  1 .

10) (a rc tg *) ' =

11 ) (arcctg х)' —— 1
1 +х*

12) (In х)' =  — , х >  0.
X

13) (shx)' =  chx.
14) (ch х)' — sh х. 

l15) (th x)' =
ch* x

16) (cth x)’ = -------- !— , {x Ф 0).
sh2 X

7°. Х , о с и л а  х и с о б л а ш н и н г  с о д д а  ^ о и д а л а р и .  
f(x) ва g(x) функциялар х £ (а, Ь) ну^тада f'(x) ва g'{x) 

хосилаларга эга булсин. У  холда f { x ) ± g ( x ) ,  f{x)-g{x),
f(x) (ё (х) Ф 0 функциялар з̂ ам хосилага эга ва

g(x)

1) [f{x) ±  g(x)]' =  /' (х )±  g ’{x)\
2) [/ (х) ■ g  ix)]' =  /' ix)■ g(x) +  f(x) ■ g'ix);

3)

булади.

/(fO У _  f  (x)-g(x) — f (x)-g'(x)  (д (х \ ф О )

U W  J sHx) g

V



1 6 - м и с о л .  Ушбу

у =  x + V х + ? 7
функциянинг хосиласини топинг.

Бу функциянинг хосиласини топишда ю^оридаги цоида- 
дан ^амда хосилалар жадвалидан фойдаланамиз:

_i_ j_

y ' = ( x + V r + V ^ Y  =  ( х + х 2 + х  3 )' =
J -  — - 1 - 1  1 _ _  1

=  (ХУ +  {х 2 У +  (х 3)' = 1  +  -^ -х  ~^~^х3 = .

= 1 +  -4 =  +  (х >  0).
2\ Г х  ~  3 / * *

17- м и с о л .  Ушбу

f(x)]='x-\x\
функциянинг хосиласини топинг:

а) х  >  0 булсин. У ^олда f (х) ~  х • | х  | =  х 2 булиб, 
f  (х) — 2х булади.

б) х <  0 булсин. У  ^олда f(x) =  x-\x\ = — х2 булиб, 
f  (х) — —  2х булади. а

в) х =  0 булсин. У холда, хосила таърифига кура:

Г(0) =  Н т ю + м - т = кт =
Ах-,0 А х  Ax-*Q АХ

=  lim | Ал:| =  0.
Ах-+0 '

Демак, берилган функциянинг хосиласи:

— 2х, агар х  <  0 булса,
/' (*) = [2х,  агар х  >  0 булса.

8° М у р а к к ' а б  ф у н к ц и я н и н г  х о с и л а с и  
и =  f(x)  функция (а, Ь) ораликда. у =  F  (и) функция эса 

(с, d) ораливда берилган булиб,

y.=7(f[(x))
мураккаб функцияга эга булайлик.

Агар и =  f(x) функция х0 £ (а, Ь) нуцтада /' (д:0) хосилага 
эга булиб, у =  F  (и) функция эса х0 ну^тага мос и0 (и0 =  
=  f  (х0)) ну^тада F ’ (ид) хосилага эга булса, у холда мурак
каб функция F(f(x) хам х0 ну^тада хосилага эга ва

lF(f(x))Yx=x^ F ' ( u 0) . f ' ( x Q) (5)
булади.
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1 8 - м и с о л .  Ушбу

у =  sin 5 У~х

функциянинг хосиласини топинг.

Равшанкн, бу мураккаб функция булиб, уни 

у =  F  (и) =  sin и, и =  f  (х) =  5 )/"х 

деб ^араш мумкин. (5) формулага кура:

у' =  (sin 5 y ^ ) '= (s in  u)'a==bVT .(5 ]/ Т )' =

,—  И 5 -c o s  5 К *
=  cos5 К х . 5 . - ^  =  — ^ 7= -  ( х > 0)

1 9 - м и с о л .  Ушбу

• у =  \п(10х* +  2х2 +  1)

функциянинг хосиласини топинг.

Равшанки,
у =  F  (и) =  In и, и =  f£x) =  10 х4 +  2х2 +  1 .

(5) формулага кура

у' =  (In (10х4 +  2х2 +  1))' =

=  (1П“)«=10*Ч 8**+1 ,(10Л;4 +  2X2 +  *)' =

■ • (40л:3 +  4х) =  _ А *И.0** +  Ц _1
10х* +  2х* +  1 10х* +  2*2 _|_ 1

20- мисол. Ушбу
• / 1 — *2\ у =  arcsin ( --------

U + W
функциянинг хосиласини топинг. Бу функциянинг хрсиласи 
^уйидагича топилади:

г . / 1 — хз\Г' 1у — arcsin
L \1+*г

— ( 1 + * * ) - 2 х — (!■ — **)  • 2х  ___________  —4х
v ~ ~

V

X
1 — *а\2 
1 + * 2/

( 1  +  Х 2)2 ,  /  4 * 2  ~

(1 +  *2)2 •(1 +-';2)2
—  4 *

\*/-(1 + ^ )
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Демак,
2

а> агар х  >  0  булса,

1 +х*
- — , агар х < 0  булса.

Берилган функция х  — О нуцтада эса хосилага эга эмас.

Мисол ва масалалар

I ^осила таърифидан фойдаланиб цуйидаги функциялар^ 
нинг хосилаларини топинг:

1 . / (х) == Y х.
2. / (х) =  2х • sin х.

3. f(x) =  х-у/~х

4. f (х) =  2x+l-
5. f(x) =  lnx.
6. /(x) =  sin5x.

7. / (*) =  arctg 3x.
8. /(x) =  2s i n3x,  x0 —

9. / (x) =  1 +  In 2x, x0 =  1.

10. /(x) =  x + t g x ,  x0 = ~ - .

1 1 . / (x) =  5 1 x +  1 1, x0 — — 2.
12 . /(x) - -  x 3, x0 =  0, 1 .

13. f (x) xfl =  0.

15. f(x)  =  *
. О, агар x =  0 булса.

У  | x 1® - cos — , агар x ¥= 0 булса,

О, агар х  =  0  булса.
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23, f(x)=*

косила таърифидан фойдаланиб цуйидаги функциялар- 
нинг ^осилалари мавжудлигини текширинг.

17. f{x)  =  |х|, х0 =  0.

18. f(x) =  l ( x — l)(x — 2)l, х0 =  1 , х0 =  2.
19. f(x) =  | х?\, х0. =  0
20. f(x) =  xjx\, х0 — 0.
21. / (х) — | sin х |, х0 =  я .
22. / (х) =  | хг —  х\, х0 =  1. 

х2, агар х >  0 булса,

, х4, агар х <  0 булса,
Хд =  0 .

О, агар х  >  0 булса,
. ха, агар х <  0 булса,

х • cos ——, агар х Ф 0 булса,
X

О, агар дс === 0 булса 
х 3, агар х  <  0 булса,

_  j _

е * агар х  >  0 булса 
х0 =  0.

26. / (* )=

27. / (* )=

28. /(*) =

cos , агар х Ф О бу^са,

О, агар х — 0 булса,

х, агар х  —  рационал сон булса,
О, агар х  —  иррационал сон булса,

*0 =  0.

29 . Ушбу f(x) ■
' х\ агар х  —  рационал сон булса,
2(х —  1), агар х  —  иррационал сон 

булса.
Функциянинг хосилалари мавжуд булган ну^таларини 

аницланг ва бу ну^таларда ^осилаларни топинг.
II. К,уйидаги функцияларнинг унг ва чап хосилалаРи 

мавжудлигини текширинг.

30. f(x)  =* \ 2Х—  2|, х0 = 1 .



31. f { x ) = y s i nx2, x0 =  0, х0 = У я

32. f  (x) — arccos — , x0= l ,  x0 = — 1.
X

( x4 sin — , агар х ^ О  булса,
33. f ( x )  =  \

{ 0, агар x =  0 булса,
0.

34. f ( x )
[ x, агар x >  0 булса,

l У х 4 lnx, агар x > 0  булса, 
x0 =  0.

— , агар x ф 0 булса,

35. /(х) =

36. /(х)

1 t X1 в
О, агар л: =  0 булса,

х0 =  0.
I sin х !

агар х Ф  0 булса,

1 , агар х =  0 булса, 
х0 =  0.

x - s i n — , агар х ф  0 булса,
37. 37. f  (х )  =  | *

. О, агар х =  0 булса,
*0 =  0

38. / (х) =* | х —  1 | • ех, х0 =  1.
| _i_

е х , агар х ф О  булса,

О, агар х =  0 булса,
О,

1 —  cos х

40. /(х)| Г

1, агар х Ф  0 булса,

„ 0, агар х  =  0 булса,
*0 =  0, х0 == 1 .

III. К,уйидаги функцияларнинг берилган нуцтадаги 'тес
кари функциялари ва уларнинг ^осилаларини топинг:

41. у =  2х- cos л:
Уо =  —

1
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2х2 —  xi , х > 1 ,  у0 — 0.

O . l x + e 0’1*, Уа — !•

42. у -

43. у -
44. Агар х =  sh у булса, у' (х) ни топинг.

45. Агар y =  x +  sinx булса, ^андай нуцталарда 
бу функцияга тескари функция +  оо лосилага эга булади?

IV. Х,осалалар жадвали ва кридалари ёрдамида ^уйида- 
ги функцияларнинг хосилаларини хисобланг:

. .  1пЗ , о
46. у = --------- he2.

X
47. =  7 *2Б 4- 2 5 * ~ 7

_/248. у — х
ln ах-\- b , п49. у=  сф  0.

cx-\-d

50. у — Ъх sin х.
51. у — { х +  1) tg дс.

sin х

52 . /( * )
. 1, агар х =  0 булса.

53. у =  (jcs — 7х +  8) е*

54 . у =  еах • (a sin bx —  b cos bx).

55. у =  2* In I x|.
56. у =  logA.2.

57. у =  log  ̂ 2*.

58. у =  sha x — ch2 x

59. у ~У "х2 — a2.

60. у =  х у  хг +  1 .

61- y = V x + V x + V x .
62, у =  sin2 (cos x) +  cos2 (sin x).
63 , у =  sin(sin (sin x)).

64, у =  2cosx+tex ■
65, y = e x -smx.
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66. y = e **cos 2х.1

67. y ^ e ^  +  x '
XО*. у =  X

69. у =  In (In (In x)).

70-
71. у =  In | jc |.

72. у =  In (x + y x* ±  a2).

73. In sin x.
74. у =  sin (In x).

75. у =  arcsin — .
a

76. ^ =  arctg l ± i . .
1  **

77. у =  arccos — .

78. у =  arc sin (sin jc).
79. у =  arctg (tg x).
80. у — sin (arcsin x).

* ' - » - ы г Ж * + т ™ < * Ь  * » > « •

82.  г/= —  У а 2 — х 2 +  arc sin — , a >  0
* 2 ‘ fl

83.  r  — c-°- -  +  _L  in
*  2 1 -f- I — дс»

84. у =  a r c t g — 1 +  -
У x* — l

85.  у = ^ Л -  +  ± \ п 1~ х
V l — x* ^  2  1 + Ж

86. 1 + e 2*).

87. у =  arctg (x - f )/  Г + х а).

88. у — (sin x) cos *•
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89. г/ =  sh (tg x).
90. у =  thfcosx).
91. у =  In (sh x).
92. у — lg (ch x).
93. у — arctg (th x).
94. f (x) =  x(x —  l)(x —  2) . . .  (x —  1000); f ’(0) ни то

пинг.
95. Ушбу

/ ц ( * )  • • ■ f  I n W
t

Ш  • • • / „ M

• / # , * ) )

n

/ i  i W  • • • Ш

fn № ) • Ы * ) Ш  • ■ f n n ( X)

муносабатни исботланг.
96. Бутун сонлар у кида аник;ланган ва иккита нук,тада 

Хосилага эга булмаган функцияга мисол келтиринг.
97. fix) ва g{x) функциялар X  тупламда аник;ланган бу

либ, fix) х0 да хосилага эга, g(x) эса бу ну^тада хосилага 
эга булмасин. У  холда

а) f{x) ±  g(x),
б) f(x)-g(x)

функцияларнинг х0 ну^тадаги хосилалари ха{У*да нима Дей - 
иш мумкин? Мисоллар келтиринг.

98. Агар 97- мисолда f{x) функция хам хо нуцтада хо- 
еилага эга булмаса, у холда f {x)± g{x), f{x) g(x) функция
ларнинг х0 ну^тадаги хосилалари хасида нима дейиш мум- 
|шн? Мисоллар келтиринг.

99. Бутун сонлар ук,ида аникгланган ва фак;ат п та нук,- 
тада xocMara эга булган функцияга мисол келтиринг.

100. Хрсилага эга булган жуфт функциянинг хосиласи 
ток; функция эканини исботланг.

101. Хрсилага эга булган ток, функциянинг хосиласи 
жуфт функция эканини исботланг.

102. Хрсиласи жуфт функция булган, узи тоц булмаган 
функцияга мисол келтиринг.

103. Агар fix) функциянинг х°силаси f ix)  ток, функция 
булса, у холда f(x) функция жуфт эканини исботланг.

4 0 4 .  Агар хосилага эга булган f{x) функция даврий бу
либ, унинг даври Т  га тенг булса, у холда f'(x) х,ам дав-
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рий булиб, унинг з̂ ам даври Т  га тенг булишини исбот
ланг.

105. Агар f{x) функция х0 нуцтада .^осилага эга булса, 
функция х0 нуцтанинг бирор атрофида з^осилага эга бу
ладими?

106. Бутун сонлар уцида аншуюнган булиб, ихтиёрий 
x £ R  ну^тада ^осилага эга булмаган, лекин квадрата Y x £ R  
ну^тада хосилага эга булган функцияга мисол келтиринг.

107. х0 ну^тада ^осилага эга булмаган f(x) ва g(x) функ- 
циялардан тузилган мураккаб функцияларнинг хосилалари 
х;а^ида нима дейиш мумкин? Мисоллар келтиринг.

108. Агар /(*) функция х0 нуцтада з^осилага эга булса,

—  /(xo)j| кетма-кетлик якинлашувчи

эканини исботланг. Тасдицнинг тескариси уринлими?
109. Агар f(x) <  g(x) булса, бу тенгсизликдан хосила 

олиш уринлими?

110 . а) 1 -f- 2х -J- Зхг —{— . . .  —j— tixn * >

б) 1* +  22х  +  3 V  +  . . . +  л2/ -1 ;
в) sin х +  sin 2х +  . . . +  sin пх;
г) cos х  +  cos 2х +  . . . +  cos пх 

йигиндиларни з^исоблаш формулалари топилсин.

1 1 1 . у — j sin®а: { ва у — [х] sin2nx функцияларнинг з̂ оси- 
лалари топилсин.

112 . /(х) функция бутун сонлар уцида ани^ланган ва 
y - x £ R  учун f'(x) мавжуд булсин. Агар \}'(х) |<тИ тенгсизлик 
у *€Я у ч у н  уринли булса, цандай б >  0 лар учун | х | <  б тенг
сизликдан I f(x) — /(0) | <  е тенгсизлик келиб чицади? ( у е > 0).

113. f^x), f2{x), . . . ,  fn(x) функциялар X  тупламда аник;- 
ланган булиб, х £ Х  нуцтада f-(x) хрсилаларга эга булсин,
i — \,п. У  ^олда

Ш У Ш ) . . .  / „ ( * ) ) ' = . .  • fM {x)-rk(x)-fk+l(x) . .../„(*) 
*=1

формулани исботланг.
v I - 2

114,  К>андай ну^таларда у =  ■■ ■ функция графигига
х 2

утказилган уринма Ох у^нинг мусбат йуналиши билан 135е 
ли бурчак ташкил этади?

98

у з^олда |n [ /  —  j



115. г/ — sin л: функция графиги абсциссалар ук;ини цан- 
дай бурчаклар остида кесади?

К,андай ну^таларда куйидаги у ~  /(х) функциялар гра- 
фигига утказилган уринмалар Ох укда параллел булади?

116. г/ =  (3 — хг)е х.
117. г/=  2х3 —  3х2— 1 2 x 4 - 7 .
118.  у  — \х— 5 {- (л: —  З)3.
К,андай нукталарда куйидаги у  =  f (x )  функциялар гра- 

фигига утказилган уринмалар берилган турри чизицларга па
раллел б^дади?

119. /(х) =  х3—  33с2 +  2, у — Зх.
120. f ( x )  — хг —  1х +  3, 5х +  у  — 3 =  0.
121. /(х) =  In (4л:— 1), у — х.

122. ftx) =  ~  sin З х +  К  - _ cos Зх, у  — — х.

Кандай нукталарда куйидаги у — /(х) функциялар графи- 
гига утказилган уринмалар l берилган турри чизикларга пер- 

» пендикуляр булади?
123. f (x )  — х3 4- 2х — 1, х 4 - у  =  0.
124. f (x )  — sin х, х —  10 =  0.

125* /(х) — In х, 2у 4- х  4- 1 =  0.
126. / (х) — tg х, х +  у =  0.

127. у =  —V  2х3 , 4х — Зу +  2 =  0.

у — /(х) функция графигига берилган ну^тада утказилган 
уринма тенгламасини ёзинг:

128. у —У  5 — х2, х — 1 .

129. у — arctg 2х, х — 0.

130. у » '1п  х =  0.
*  ** 4  ■# 4  1

j  n  j  j  j  C O S X  тс
131.  у =  4 ctg х ---------- , х  — — .

и s  sin® х 2
132. (/ =  1X — 1 jp' х  4 - 2, х  — 6.

133. г/ =  е*, х =  1.
К,уйидаги функцияларнинг графиклари цайсп нукталарда 

цандай бурчак остида кесишишларини аникланг:

134. 2 sinx,  ^ = 1 ^  2 cosх.
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135 . уi -----—, t/a ■ У  x .

136. yy =  lnx,  Уи =  ~ -

137. ух =  х?, г/а =  А .

138. г/! =  х2, *  =  У2-
К,уйидаги функцияларнинг графикларига берилган нуц- 

таларда утказилган бир томонли уринмалар орасидаги бур- 
чакни топинг:

139. у =  \х\, М (0,0).
140. y = V x * ,  М (0 ,0 ) .

141.  S' -  arc sin ^  " ( l . ^ r ) -

142. у = V  2ха +  9 х \  М  (0 , 0).

— агар хфО булса,

1 + е Т143. г/ =

О, агар х — 0 булса, 
М  (0 ,0).

144. у = У  \— e~a,xl , М(0, 0).
145. Параметр п нинг цандай цийматида у =  arctg пх 

(п >  0) чизиц Ох уц билан 89° дан катта бурчак остида 
кесишади?

146. у — |х|“ чизиц 0 < а < 1  булганда Оу уц^а,
1 <  a  <  +  оо булганда Ох ук,к;а уринишини исботланг.

2 - § .  ФУНКЦИЯНИНГ ДИ ФФ ЕРЕН Ц И АЛИ

- Iе. Ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  б у 
л и ш и  т у ш у н ч а с и .  у =  Дх) функция х0 нуцтанинг (дc0£R) 
бирор атрофида берилган булсин. Бу функциянинг х0 нук;- 
тадаги орттирмаси

А у =  А/(х0) =  f (х0 +  Ах) —  f  (х0)
ни царайлик. Равшанки, бу орттирма Ах га боглицдир.

4 - т а ъ р и ф .  Агар у =  f(x) функциянинг х0 нуцтадаги 
орттирмаси Ау ни

Ay — Af(xJ  =  А-Ах +  а  (Ах) (6)
(бунда А — Узгармас, а  =  а(Дх) булиб, Ах-*- О да <х(Ах)-*- 
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- * 0)  куринишда, ифодалаш мумкин булса, функция х0 
нуцтада дифференциалланувчи деб аталади.
( 6) муносабатни цуйидагича

А у =  А/ (х0) =  А Ах +  0 (Ах) - (7)
ёзиш хам мумкии.

А Ах га функциянинг дифференциали дейилади. Функция 
дифференциали dy <= df (х0) каби белгиланади: df(x0) — А Ах 
булиб, Ах — dx ни эътиборга олсак, df (х0) =  A dx булади.

21- м и с о л .  Ушбу

/ (х) =  х3 4 - х2 +  1

функциянинг х0( ^  x^R) ну^тада дифференциалланувчи бу
лишини курсатинг.

Бу функциянинг х0 ну^тадаги орттирмасини топамиз:

А/(*о) =  f(xо 4- Ах) —  /(х0) =  (х0'+  Ах)3 +  (х0 +  Ах)2 +
4 - 1  — (х® +  х2 - f  1) =  Зх§-Ах +  Зх0-Ах2 4-

- f  Ах3 4- 2х0 Ах 4- Ах2 =  (Зх2 4* 2х0) Ах 4-

4- (Зх0 Ах 4- Ах 4- Ах2) • Ах.

Агар А =  Зх2 - f  2х0, а  =  а  (Ах) =  (Зх0 4* 1)Ах 4- Ах2 де- 
йилса, у .^олда

Af (х0) =  А Ах 4* а  (Ах)

булиши келиб чицади. Бу эса берилган функциянинг х9 ну^- 
тада дифференциалланувчи эканини билдиради. 
км. 22-  м и с о л .  Ушбу

/(*) — x*arctg — , f  (0) =  0X
функция х  — 0 нуцтада дифференциалланувчи буладими?

| Бу функциянинг х е= 0  ну^тадаги орттирмасини топамиз:

А/(0) —[/ (O.+lAx)— 7 (0 );=  Ax* arctg .
A*

Бу тенгликдан куринадики, берилган ̂ функциянинг х  О 
нуцтадаги орттирмаси А/(0) ни (7) куринишда ифодалаб бул
майди. Демак, функция х  — 0 ну^тада дифференциалланув
чи булмайди.

2 3 - м и с о л. Ушбу

/ (*) =  а*
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функциянинг х0 нуктада (V  х0 £ R) дифференциалланувчи бу
лишини курсатинг.

Бу функциянинг х0 ну^тадаги орттирмасини топамиз:

А/ (х0) =  / (*о +  Ах) — fix о) =  ах,+Ах —  а*0 =  ах"(а&х—  1). 
Агар

iitT1 аЛ* — 1 , ал* — 1 , ,lim — ------  =  in а=>- — т------ =  1п а  +  а=>-
л*->о Ах А х

=>аАх—  1 =  А х-1па +  а-Ах 
(а  =  а  (А х): Ах 0 да а -+■ 0) 

булишини эътиборга олсак, унда

A f (х0) =  а*0 (1п а • Ах +  а  ■ Ах)=я

— ах° - \ п а - А х а -  Ах-ах' 
эканлиги анюутнади. Демак,

А/ (х0) =  А Ах +  ос1(Ах) • Ах.

бунда А =  а*°1п а, а 1(Ах) =  а ■ а*’.

Бу зса берилган функциянинг х0 нуктада (V  х0 £ R) диф
ференциалланувчи эканини билдиради.

1- т е о р е м а ,  /(х) функция х0 нуктада дифференциал
ланувчи булиши учун унинг шу нуктада чекли /'(х 0) ^о- 
силага эга булиши зарур ва етарли.

Функция дифференциалланувчи булса,

df(x0) =  f'(x0)dx (8)

эканлигини куриш цийин эмас.
2 4 - м и со л .  Ушбу

fix) = У  1 — х - arc sinV^x" 

функция х0 =  ~  нуктада дифференциалланувчи булади, чун-

ки бу функция х0 =  —— нуктада чекли хрсилага эга. 

Дак;ик;атан хам,

/'(х ) =  - - - ----- ■ - W 1 - X +
'  w  У \ — х  2 У х  

. г —  1 / , ч  • a r c s in j^ F
+  arcsiny х • ----- --------(— 1) = — — : — ------ - 11 т

2УI —х 2У  х 2 У 1 —ж
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,  m _  - ^ У Ч -  
2- | /  i -  2] /  i _ - ‘

булиб,

2

2

булади.
Ю^орида келтирилган теоремага кура берилган функция 

х0 =  ~  нуктада дифференциалланувчи булади.

2 5- м и с о л. Ушбу

/(х) =  x-cos — , /(0) =  О

функция х  =  0 нуктада дифференциалланувчи булмайди, 
чунки бу функция х =  0 нуктада ^осилага эга эмас.

Буни Ад;-»-0 да
J ____п

Д/(0) в  / ( 0 +  Д*)-/<0) =  A* ' cosa,  ^ cos _J_
Ах Ах Ах Ах

нисбатнинг лимитга эга эуг слигидан топамиз.
2 6 - м и с о л .  Ушбу

л) =  У х
функция х =  0 ну^т„ла дифференциалланувчи булмайди, 
чунки бу функция х  =  0 нуктада чекли ^осилага эга эмас.

27- м и с о л .  Ушбу

У - , n V r . +  sin  х

функциянинг дифференциалини топинг.
Бу функциянинг дифференциалини (8) формуладан фой

даланиб топамиз;

—  sin  X
+  sin  x

■ sin x) —  In (1 - f  sinx)

■dx —

dx —

1 / —  cos x cos x \ , 1 ,
— T  ■;------:---------"Tl— :—  dx ----------------dx.

2 \ 1 —  sin x 1 -(7 sin  x ) cos x
2°. Т а ^ р и б и й  ф о р м у л а л а р .
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у =  f(x) функция {а, Ь) оралщда берилган булиб, х0£(а, Ь) 
нуктада дифференциалланувчи булсин. Бу ^олда

А у =  А/(х0) =  /(*„ +  A x ) — f{x0) =  f\x0)Ax +  <хАх
булади. Равшанки, Ах етарлича кичик булганда ушбу

f  (х0 +  Ах) — f (х0) да Г  (х0) ■ Ах,
яъни

f{x0 +  Ах) да / (х0) +  f  (х0) • Ах (9)
тацрибий формулага келамиз.

2 8- м и с о л .  Ушбу

/т ж  УТЖ, утгш~
мщдорларнинг та^рибий ^ийматларини топинг.

Ушбу

/(*) =  /  1 + х  
функцияни ^арайлик. Бу функциянинг хосиласи

/'(*) = ...■> = (х ф — 1)1 W 2/1 +  * 4
эканлигини эътиборга олиб, сунг (9) формуладан фойдала- 
ниб, топамиз:

/ 1 + ( * „  + А х ) д а /  1 +  х0 +  Ах.
2 У 1 +  *0

Агар х0 =  О, Ах =  0,2 дейилса, унда

/ 1  +  0,2 да 1 + у - ° -2

булиши келиб чицади. Демак, ^  1,2 « 1 , 1 .  
Агар х0 =  0, Ах =  0 ,02 дейилса, унда

У  \ +  0 . 0 2  да 1 +  у -0 ,0 2

булади. Демак,/ 1 .0 2  да 1,01.
Агар хв =  0, Ах =  0,002 дейилса, унда

у 1 +  0,002 да 1 +  у  -0,002

булади. Демак. У 1,002 да 1,001.
2 9 - м и с о л .  Ушбу

cos 60°6'
мивдорнинг та^рибий ^ийматини топинг.
102



(9) формулага кура:
cos (х0 +  Ах) да cos х0 +  (—  sin х0) • Ах.

х0 — Ах =  —  деб олинса, унда:

Демак,
cos 6 0 ° 6 '«  0,4985.

Мисол ва масалалар

1. К,уйидаги функцияларни берилган нуцталарда диффе̂  
ренциалланувчанликка текширинг:

147. f(x) =й 2х2 +  7х — 1, Y x 0 6 R.

148. f(x) =  e2x, V * o £ ^ -

( х- sin — , агар х ф  0 булса,
149. f(x) =  **

[ 0, агар х =  0 булса,
хо — 0.

150. /(*)=  4 — T~ f  > *о =  0, х0 =  1.1 — X +  X2

1
151. }(х) =  2 х , х0 =  — •

Л

152. f(x) =  3 cos 2х —Y  1 —  sin 2х (sin х  +  cos 2х),

153. f(x) — In (1 +  sin2x) —  2 sin л: arctg sin x, x0 =  ~ .

154. / (x) =  arc sin x0 =  1, x0 =  — 1, x0 =  0.
I +  Xя

155. f  (x) — (ch x)sh x, xo =  0.
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Умуман, агар у =  f{x)  функциянинг (п —  1) - тартибли 
/п_1 (х) ^осиласи хд ну^танинг бирор атрофида мавжуд 
булиб, бу f" -1 (х) функция х0 ну^тада ^осилага эга булса, 
уни y =  f(x ) функциянинг х0 нуцтадаги п-тартибли хоси
ласи даб аталади ва

An) f i n ) . ч dn у  
У х = х , ’ I  W >

d ir

белгиларнинг бири ор^али ёзилади.
Шундай ^илиб,

f n)(x) =  ( fn- ' ) (x))\ 
dn y d (  d (n~ l)y

X = X 9

. dxn dx \ dx" - 1 
вклада.

3 0 - м и с о л .  Ушбу у =  In s i nx функциянинг учинчи тар
тибли хосиласини топинг.

Функциянинг учинчи тартибли хосиласини топиш учун 
унинг биринчи ва иккинчи тартибли ^осилаларини топиш 
керак булади:

у' =  (In sin х)' =  ——  • cosx =  ctg x , 
sin х

</" =  (</')' =  (ctg =
sin *  X

у , , ,  __ ^y,,y _ _ l  1 У  —  2 s in х c o s x 2 c o s *

sina x/ sin4 x  sin8 *

Демак,
t"  _  2 CQ5 x 

s in * x

3 1 - м и с о л .  Ушбу
x2

У = l — x

функциянинг саккизинчи тартибли хосиласини топинг. 
Аввало берилган функцияни

X *  —  ( 1  —  Х * ) + 1  . . .  V ,

У =  - ------ = — 4 -------~ L— =  —  0  +  *) +1 — X \— X

• 1 = _ ( !  +  *) +  (! _ * ) - >
1 - х

куринишда ёзиб оламиз. Шундан кейин унинг х°силалаРини 
^исоблаймиз:
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У' -  [ - (1  +  X) +  ( 1 - х ) - 1] ' ------1 +  (— 1) (1 - х Г 2,
У" -  [ - 1  +  ( -  1)-(1 - х Г 2]' =  0 +  ( -  1 ).(— 2)(1 - * Г 3’ 

У"' — [(— 1)(— 2)-(1 —  х ) - 3]' =  (—  1) (—  2) (—  3) (1 —  х)” 4«

— (—  I)3 • 31 (1 — хГ 4.
Шу йул билан

У* =  (— I)8*8! (1 —  х) - 9 =  8! (1 —  * )-9 
булишини топамиз.

2°. С о д д а  ^ о и д а л а р  ва а с о с и й  ф о р м у л а л а р  
/ (х) ва g(x)  функциялар х0 нуцтанинг бирор атрофида 

аницланган булиб, улар шу атрофда f n> (х), g (n)(x) хосила- 
ларга эга булсин. У  холда

1) [c-fx)]{n) — c- f n) (х), с =  const.

2) [ / ( х ) ± * ( х ) ] м  =  / < % ) ± /■>(*),

3) +  f n~ X)( x ) -g ' {x )+

+  C* f{n~2) (x) • g"(x) +  • ■ • +  С" - 1 f  {x)-g(n~ l) (X) +

+  f(x)-g(n)(x)
(Лейбниц формуласи) булади.

Энди асосий формулаларни келтирамиз:

1) у =  а* б^лса, у<п) — а Лппа, а >  0.
2) у =  ех булса, у(п) =  ех.

3) у — sin х булса, у(п) — sin ^х +  п • у  j .

4) у — cosx  булса, у(п) =  cos ^х +  п ■ .

5) у — In х булса, у(п) =  ~ ^  --  .

6) у =  -  булса, у(п) =  .
х ^+1

7) У  =  хт булса, у(п) — т (т — 1) . . . (т —  п +  1) хт~п.
8) У =  0  +  х)а булса, у{п) =  ( а ( а —  1) . . . (а  —  п +

+  1) ( 1 + * ) “- " .
32-м  и с о л .  Ушбу

у =  е2х sin2x 
функциянинг п- тартибли хосиласини топинг.
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Берилган функцияни
2х ■ 2 2х I —  COS 2  X I , 2ху — е sin2 х =  е •---------------- =  —  (е -

2 2
■ е2х • cos 2 х)

куринишда ёзиб оламиз. Шундан кейин унинг хосилаларини 
Хисоблаймиз:

у' =  1-е2х 1 —  2 2 • cos (2 х +  —■

Юкрридаги формулалардан фойдаланиб

(п) п п— 1 2ху — 2 е 1 —  2 2 cos ^2 х +  п ~

булиши топилади.
33- м и с о л. Ушбу у — sin ах функциянинг п- тартибли 

Хосиласини топинг.
Равшанки,

у' =  (sinах)' =  cos ах-а — а -sin (ах +  y - j  . 

Ю^оридаги 3 )-формуладан фойдаланиб

,<л >У
булишини топамиз.

34-м и с о л. Ушбу

п ■ ( , Яa sin \ах +  п-  —

У =
I

х *  —  3  х  +  2

функциянинг п — тартибли хосиласи толилсин.
Берилган функцияни

=  1 =  1 =  _\__ __  _ 1__
У х2 — 3 х +  2 (х — 2 )(х — \) х — 2 х — \

куринишда ёзиб оламиз. Юцорида келтирилган содда ^оида 
ва (8) формуладан фойдаланиб, топамиз:

у(п) =
1 I (Л) I (Л) 1

х — 2 j  \ х —  1

- 1 ,  (Л)

(Л)

=  [(л: -  2) ] w -  [(х -  I ) - 1] =  ( -  1) ( -  1 -  I) • -

. (— 1 —  П +  1) (х —  2)' . 1—л
К - 1 ) ( — 1 — 1) - -

. . ( _  1 _  п +  1) ( х _  I ) - 1- " ]  =  ( -  l f . n l  [(х — 2г п~ 1 -

, л +  1

108



'Г  Л  и - * * '  '  « - г г * ' '
35- м и с о л .  у =  х ■ cos ах функциянинг п- тартибли хоси

ласини топинг.
Бу функциянинг п- тартибли хосиласини топишда Лейбниц 

формуласидан фойдаланамиз. Лейбниц формуласида f(x) — 
=  cos ах, g(x) =  х  деймиз. Агар

f(n) (х) — (cos ax)in> =  a cos [ах +  п ■ — ),

Демак,

2

g ’ (х) =  1 , g" (х) =  g '"  (х)  =  . . .  =  g (n) (х )  =  0. 
булишини эътиборга олсак, у холда

У(п) =  i ] ( x ) - g { x ) ) {n) =  (х  • co s  а х ) (п) =

—ха1 co s  [ах +  п ■ -j- j +  Cln ■ an~ l co s  [ax +  (n —  1) y j  =

=  x a  cos [ a x  - j-  n  • — ) +  n a ~ l co s  [ a x  +  ------ —
\ 2 / V 2 2

П ( i П \ , ri—1 • { , /1Я— xa cos (ax +  n • —  j  +  na sin (ax  +  —

булишини топамиз. Демак,
(п) п I  , Л \ , /1—1 / . я Ау =  ха cos lax -\~п - — \ +  па sin lax +  п • — I .

3 6 - м и с о л .  Агар х =  а ну^танинг атрофида ср(х) функ
ция (п — 1) -тартибли узлуксиз хосилага эга булса, у хол
да

у  =  у { х )  =  ( *  —  а)п • ф (х ) 

функциянинг х =  а  ну^тадаги п- тартибли хосиласини то'
пинг.

Айтайлик,

f(x)  =  (x —  a f ,  g(x) =  ф(х) 
булсин. У  холда

( f ( x ) f ~ ]) =  l ( x - a ) n ] in- ]) =
=  п  ■ {п  —  1) (ft —  2) . . . 2 • ( х  —  а) =  п \ (х  —  а),

[g'W](,,“' 1) =  Ф ^ ' М
булади. Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз:
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У(п~ ]) =  [ f ( x ) - g ( x ) f ' l) =  [ ( х - а ) п • q> (x ) f~ "  =

=  [(x — a f  ] ("~I>• ф (x) +  [ (x — a)n ] (n-2) • ф'(х) + . .  .+  

+  СГп: ]  l(x -  a)nY ■ <p(n~ 2) (x) +  ( x -  d f  cp(n” 1) (x) =

=  n l ( x  — а) ф (x) +  (n — 1) (n — 1) n (n — 2) . . . 2 . .
. . (x — а)г ф' (x) +  +  (n — 1) n (x —

— a)n~ l y (n~ 2) (x) +  (x — a)n ср(п~ п (x).
Энди

— п ц х — а) ф (x) +  a  (x — a).
деб оламиз, бунда

l i ma  =  О
x~*a

булади. Равшанки,
y {n“ l) (а) =  О.

Шуни эътиборга олиб, сунгра хосила таърифидан фойдала
ниб, топамиз:

( f l)  e  ] i m  =  И т  _  
х - т  Х  —  а х -* а  х  —  а

=  lim ~  ^  ф +  -- ^  ~  ^  — lim [п\(х — а) ф (х) +  а] =
х-т>а X —  CL х~*а

— п\ Нтф(л:).
х-*а

Шартга кура ф (х) функция х =  а нуцтада узлуксиз.
Демак,

lim ф (х) =  ф (а).
X -+ Q

Натижада берилган функциянинг х — а ну^тадаги п — 
тартибли х°силаси

у{п) (а) == п!ф(а).
булиши келиб чицади.

3°. Ф у н к ц и я н и н г  ю ^ о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е р е н -  
ц и а л л а р и

у  =  f {х) функция х0 ну^танинг бирор атрофида берилган 
булиб, шу атрофца икки марта дифференциалланувчи бул
син. f(x) функция дифференциали d y ^  df(x) нинг диф
ференциали берилган функциянинг иккинчи тартибли диф
ференциали деб аталади ва

dry ёки d 1! (х)
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каби ёзилади. Демак, d 2y  =  d  (dy) ёки d 2f(x) — d(df(x)).  
Ю^орида келтирилган функциянинг иккинчи тартибли диф- 
ференциали ^уйидагича изохланади;

а) d y  фак;ат х нинг функцияси деб фараз ^илинади, 
яъни / '  (х) dx нинг дифференциали хисобланганда dx  узгар
мас купаювчи деб к;аралади.

б) / '  (х) нинг дифференциали ^исобланганда х нинг орт
тирмаси А х  =  dx ни биринчи тартибли дифференциал dy — 
=  / ' (х) dx  ни хисоблагандаги dx  нинг ^ийматига тенг деб 
царалади.

/  (х) нинг учинчи, туртинчи ва х. к. тартибдаги дифферен- 
циаллари худди шунга ухшаш таърифланади.

Умуман, /(х) функциянинг л-тартибли дифференциали 
dn f(x) ни

( t f  (х) =  ^ ( / “ 7(х))

деб таърифланади.
Функциянинг хосилалари билан унинг дифференциаллари 

орасида

dn у  — y w  dxn ёки dn /  (х) =  f {ri (х) dxn (10)

борланиш мавжуд.
37-мисол .  Ушбу у  =  \пх  функциянинг 100-тартибли 

дифференциалини топинг.
(10) формулага кура

dloey  =  d 100 (In х) =  (In х)100 dx100
булади. Агар

Пп ^(100) _  ( - I ) 100" 1 ( 1 0 0 - 1 ) 1 _____ 991_

х100 х 1в0

булишини хисобга олсак, унда

dl00y  =  - ~ ^ 2 L d x 100 я xwo
экани келиб чщади.

4°. С о д д а  ^ о и д а л а р  ва  а с о с и й  ф о р м у л а л а р  
/(х) ва g(x) функциялар х0 ну^танинг бирор атрофида 

анщланган булиб, улар шу атрофда f n) (х) ва g (n) (х) хоси_ 
лаларга эга булсин. У холда

1) <f (c-f(x)) — c - d 1 f  (x), с — const,
2) dn( f ( x ) ± g ( x )  =  dr2f ( x ) ± d ng(x),
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3) dn(f(x).g(x)) =  d 4 ( x ) -g (x )  +  C[n dn~'f(x)-dg(x)  +
+  C2ndn~2 f (x).d>g(x) +  . .  . +  Cn~ l df (x)dn~ l g(x)  +

+  f ( x )d ng(x)
(Лейбниц формуласи) булади.

Энди асосий формулаларни келтирамиз:

1) у  =  а булса, dny  =  ах Inna d x n.
2) у  =  ех булса, dny  =  ех dx11.

3) у  — sinx булса, dn г/= sin ^х +  п • ~ jd x ” .

4) у  =  cos х булса, <f у =  cos ^х +  п • j dxn .

сч 1 j *  (—  I f - 1  (п  —  1)! ,П5) у  =  In x булса, d у  =  -— -— -̂--------dx .

£2\  ̂ (-- 1)П tl\ * П6) У =  — булса, d у  — — —  dx .

7) у  =  х"г 65/лса, dny  =  m ( m — 1) . . . ( m — n +  1) X  

X  xm~ n dxn,
8) у  — (1 +  x)“ булса, dny  =  a  (a — 1) . . . (<* — n +

+  I)(l  +  x f - ndxn-

38- мисол .  Агар у  =  f (x) функция n -тартибли хосилага 
эга булса,

dn f  (ax +  b) =  an f n) (ax +  b) dxn
булишини курсатинг (a, b — узгармас сонлар).

(10) форму лага кура

dnf (ах +  b) — [/ (ах +  b)\n dxn

булади. Энди /  (ах +  Ь) нинг п — тартибли хосиласини Xй’ 
соблаймиз. Равшанки,

[ f ( a x + b )Y  — f' (ах +  b)-(ax,+ b)' — a-f '(ax +  b),\
If (ах +  b)\" =  [af  (ах +  Ь)}’ =  а [/' (ах +  &)]' =

=  a- f" (ах +  Ь) ■ (ах +  Ь)' =  а 2/" (ах +  Ь),
[/ (ах +  Ь) ] =  [а2 ■ f" (ах +  6)]' =  a2 [f" (ах +  6)]' =

=  а2 • / (ах +  Ь) ■ (ах +  b)' =  a3f"' (ах - f  Ь).
Бу муносабатлардан фойдаланиб ^аралаётган функциянинг 
п — тартибли хосиласи учун ушбу
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[ f ( a x + b ) ] (n) =  an f n)(ax +  b) (11)
формулани ёзамиз. Унинг туррилигини математик индукция 
усули ёрдамида курсатиш кийин эмас. Маълуки, k — 1 да

[f (ах +  &)]' =  а ■ f  (ах +  6).
Энди (11) муносабат k(k >  1) да уринли, яъни

[/ (ах +  Ь)]{к) =  ak-fk (ах +  Ь)
булсин деб, унинг k +  1 да уринли булишини курсатамиз. 

Таърифга кура:
\ f ( a x + b ) f +l) =  {[f (а х +  b)fk)}'.

Шунинг учун
[f (ах +  b ) f +]) =  {[f(ax +  6 ) f  >}' =

=  [ a - f ] (ax +  b)Y =  a [f k) (ax + b ) Y  =
_  a k ' j (k+ l)  (a x  Щ ^a x  _j_ b y  _  a *+1 . ^  t  1) ^a x  щ

булиши келиб чи^ади. Бу эса (11) формула ихтиёрий п 
учун уринли булишини билдиради.

Демак,

d nf (ах +  b) =  [f (ах +  £)](,1) dxn =  а ■ f(n> (ах +  b) dxn.
39- м и с о л. Агар и — узгарувчи х нинг икки марта диф

ференциалланувчи функцияси экани маълум булса, унда ушбу

У =  еи
функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини топинг.

Бу функциянинг дифференциалларини, ю^орида келтирил- 
ган ^оидалардан фойдаланиб, кетма-кет хисоблаймиз:

dy  =  d(en) ^  еи du,

d2y  — d (dy) — d(eudu) s= d (eu) du +  eu d(du) =
=  eududu - f  eud2u =  e (du)2 +  eu d2u =  e“ (du2 +  d2u).

Мисол ва масалалар

1 . К,уйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли ^осила- 
ларини топинг:

191. у  =  х У \ + х г . 194. у  =  ё~х\
1Q9 arcsin х  1 95- У =  t g > .

У 1 — х2 196. у  — [sin (In х) +
193. у  =  х In х. +  cos (In х).
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197. у  — (1 - f  х2) arctg х. 200. у  =  cos2 х.
VT  201 . у  — sh2* +  ch2 x.

198' * ' - e | • 202. у  =  Xе.
199. у — es nx cos (sin x) . 203. y =  x (cos In x +

+  sin In x).

2. К,уйидаги функцияларнинг л-тартибли хосилаларини 
топинг:

**
>^1—2* 
ДАТ

204. у  =  ай +  ахх +  213. у  =
+  • • • +  ап хп ■

205. у  =  sin4* +  cos4 х. У ~  е cos Фх +  с).

206. у  =  sin ах cos bx. 215. у
207. у  =  j —  . 216 у  =  хп - i]n ^

208. у  =  (х—  l)2*- ’1." 217- У =  arctS*-
209. y  =  l n ( x - l f x. 218- ® - « Ш * с о в 2 * ,
т л  1 3 +  * п =  100, х0 =  — .
210. у  =  х \ п - ~ -  . 0 2
a i i  2 * 219. у  — (х — sinx)2,211. у  =  xcos*x. * v '  ’

п = 1 6 ,  х в = т -
2 1 2 .  у  =  . 4

Y 1—5* 220. y =  chaxsin6x.

3. К,уйидаги функцияларнинг х =  0 нуцтада нечанчи 
тартибли хосилаларга эга эканлигини ани^ланг ва бу ^оси- 
лаларни топинг.

221. * ы = Л  * — cosх, агар х < 0  булса,
' '  ' [ ln( l  +  х ) —~х, агар х > 0  булса.

222. _  j^x co sx , агар * < 0  булса,

223.
sin 2 х, агар х >  0 булса.

»/дЛ _  [ х10, агар х  рационал сон булса,
{— х10, агар х  иррационал сон булса.

224- |x 100- s i n - i  , агар х ^  0 булса,

10, агар х  =  0 булса.
225. ( — L.

I **f(x) — \ e  , агар х ф О  булса,
0, агар х — 0 булса.
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226. К,уйидагй формулани исботланг. 

j r / l n « \  (-1 )% . / ! „ , _ _ ! -----1---------- ------ L
dxn V *  /  *"+1 \  2 п
227. К,уйидаги формулани исботланг:

X X■n+l \ X

бу ерда f n) (х) мавжуд деб хисобланади.

228. Агар Рп т(х) =  —  (1 - x mf t n  >  0 булса, Рп.т (1)
dxn

ни топинг.
Агар du, d2u, dv, d2v лар мавжуд булса, цуйидаги 

функциялар учун d2y  ни топинг:

229. у - е - ’  234.
2 u +  v 235. у  =  II .230. у  =

231. у  =  arctg

и
о
и

236. у — — .
v

237. y  =  V t ? + v .
232. у  — In У u2+ v 2.
233. у  =  и (2 +  v). 238* У =  'uWl •

VI боб 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ^ИСОБНИНГ АСОСИЙ 

ТЕОРЕМАЛАРИ
1- §. ТЕОРЕМА Л АР

1°. Ф е р м а  т е о р е м а с и .  y  — f(x)  функция бирор х  
ораликда ани^ланган ва бу орали^нинг ички с ну^тасида 
узининг энг катта (энг кичик) ^ийматига эришсин. Агар 
бу нуктада функция чекли / '  (с) ^осилага эга булса, у холда

Г(с)  =  0
булади.

2° Р о л л ь  т е о р е м а с и .  y  =  f(x)  функция [а, 6] сег
ментда аницланган ва узлуксиз булсин. Агар бу функция 
(а, 6) интервалда чекли / '  (ж) ^оеилага эга булиб, f  (а) =  
= f (b )  булса, у ^олда шундай с (а < с< & ) нуцта топиладики,

Г(с)  =  0
булади.
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3°. Л а г р а н ж  т е о р е м а с и .  y  =  f ( x )  функция [а, Ь] 
сегментда ани^ланган ва узлуксиз булсин. Агар бу функ
ция (а, Ь) интервалда чекли f ' ( x )  хосилага эга булса, 
у холда шундай с (а <  с <  6) нуцта топиладики, бу нуц- 
тада

Г ( с )  =  т ^ т
Ь —  а

булади.
4°. К о ш и  т е о р е м а с и .  f {x)  ва g(x )  функциялар [а, Ь] 

сегментда аницланган ва узлуксиз булсин. Агар бу функ
циялар (а, Ъ) интервалда чекли / '  (ж) ва g' (х) ^осилаларга 
эга булиб, ¥ # € ( « ,  Ь) учун g' (х) Ф 0 булса, у холда шун
дай с (а <  с <  6) нуцта топиладики,

f ( b ) - f ( a )  =  Ч '  (с)

8 ( b )  — g (a) g'(c)
булади. __

1-мисол.  Ушбу / (х) =  У  X1 — 1 функция (— 1, 1) ин- 
тервалнинг ички х =  0 ну^тасида узининг энг кичик к,ий- 
матига эришса хам, бу функция учун Ферма теоремасининг 
хулосаси уринли эмас. Шуни курсатинг.

Берилган функция х =  0 ну^тада узининг энг кичик 
^ийматига эришади. Бироц функция шу х  =  0 нуцтада чек
ли х°силага эга эмас. Бу ушбу

А /  (0) =  f  (А х)_— f  (0) =  Т ^А ^Г =  _ j __
A jc А х  А х

нисбатнинг Д х —*■ 0 да чекли лимитга эга эмаслигидан ке
либ чицади. Демак, Ферма теоремасининг шарти бажарил- 
майди. Бинобарин, теореманинг хулосаси уринли эмас.

2 - м и с о л .  Ушбу f(x) =  s in х функция учун [0, 2 л] сег
ментда Ролль теоремасининг шартлари бажариладими?

Равшанки, f(x) =  s inx функция [0,2л] сегментда узлук
сиз хамда ¥  (х) =  (sin х)' =  cos х хосилага эга. Бу функ
циянинг [0,2 л] сегментнинг четки ну^таларидаги ^ийматла- 
ри /(0) =  0, / ( 2 л) =  0 булиб, улар бир-бирига тенг. Демак, 
берилган функция [0,2 л] сегментда Ролль теоремасининг 
барча шартларини к;аноатлантиради. [0, 2 я] сегментнинг
сх — у  , сг =  у  я  ну^таларида функциянинг хосилалари 

нолга айланади:

/ '  (Cj) =  cos =  0, /' (с2) =  cos у  я =  0.
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3 - ми с о л .  Ушбу f(x) — х sin —  , /(0) =  0 (0 <  х <  1)
X

функция хосиласини нолга айлантирадиган ну^талардан 
тузилган {сп} кетма-кетликнинг лимита ноль булишини кур
сатинг.

Равшанки, берилган функция [0,1] сегментда узлуксиз, 
(0,1) интервалда хрсилага эга ва /(0) = / ( 1 )  =  0. Демак, 
функция [0,1] сегментда Ролль теоремасннинг барча шарт- 
ларини ^аноатлантиради. [0,1] сегментни ^уйидаги

: И
1 _1/ - I 1 '

у . з ’ 2 .
, . • .  у

. л +  1 ’ п
1 сегментча-сегментчаларга ажратамиз. 5^ар бир ------ ,

L п +  1 п
да ( п =  1, 2, . . .) f{x) функция Ролль теоремасннинг барча

1 1шартларини цаноатлантиради. Бинобарин,

ментда ( « = 1 , 2 , . . . )  шундай сп ну^та 

топиладики, / '  (сп) =  0 булади.

п +  1

< с п <
п +  1 "

сег-

I)
Агар

ва

1 ^  ^  1------ < с „ <  —
л + 1  л п

1

( П =  1 , 2 , . .  .)

1
=  0lim — =  lim

n-z> 00 Tl Я—>00 n - \ -  I

булишини эътиборга олсак, у холда
lim сп — О
ГС—»00

экани келиб чи^ади.
4-ми со л. Агар f(x) функция: 1) [а, Ь] сегментда анщ-  

ланган ва узлуксиз, 2) (а, Ь) интервалда п- тартибли хрсила
га эга, 3) ушбу хх, х2, , хл_ , (а <  хг <  х2 <  . . .
<  хп_х <  Ь) нук;таларда

/  (а) =  f ( x j  =  f {x2) =  . . .  = f ( x n_ l) =  f(b) =  О 

булса, у холда (а, Ь) да камида битта с ну^та топиладики,
f n) (с) =  О 

булади. Шуни исботланг.
[а, Ь] сегментни ю^орида айтилган xv  х2, . . . , хп_ х 

нукталар ёрдамида п та
[а, хг], [хи х2]........... [хп_ х, Ь]
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сегментларга ажратамиз. f(x)  функция хаР бир сегментда 
Ролль теоремасининг барча шартларини цаноатлантиради. 
Унда Ролль теоремасига кура шундай съ ct , . . . ,  с нуц-
талар* (а <  сх <  х1( хх <  с2 <  *2, , . . , хп_ х < с п < Ь ) топи
ладики,

/ '& )  =  № )  =  . . .  = / ' ( 0  =  0
булади. Энди

\сх , С2], [с2, с 3], . . . , с п]

сегментларни царайлик. Бу сегментларнинг хаР бирида f'(x) 
функция Ролль теоремасининг барча шартларини цаноатлан- 
тиради. Ролль теоремасига мувофик; шундай с[, с'2, . . .  ,

1 нуцталар (сх <  с{ <  с2, с2 <  с ' <  с3, . . .  , с„_, <  ’ 
< cn - i < cn) топиладики,

Г(с, ' )“ Г ( ^ = . . . - Г ( С  i) =  o
булади. Энди

f̂ l> 2̂> СзЬ ‘ ‘ 2’ ll

сегментларни царайлик. Бу сегментларнинг хаР бирида f"(x) 
функция Ролль теоремасининг барча шартларини ^аноатлан- 
тиради. Ролль теоремасига кура шундай с[, с", . . . , с"^2 
нукталар!; <  с{ < c z , с'2 < с 2< с ’ъ, . . .  , <  с^_2 <  ^  
топиладики,

Г ( с 1 ) - Г ( д  =  . . .  = Г ( С 2) =  0
булади.

Шу жараённи давом эттириб (я — 1) - ^адамдан кейин 
с{2п~ г>] сегментга келамизки, бу сегментда 

функция Ролль теоремасининг барча шартларини ^аноатлан- 
тиради. Унда Ролль теоремасига кура шундай с ну^та

<  с <  4"-1)) топиладики,

Г  (с) =  0 ...1  <
булади.

5 - мис ол .  Агар f{x) функция (а, Ь) интервалда чекли 
/ ' (л:) хосилага эга булса, унинг шу интервалда текис уз
луксиз булишини исботланг.
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Модомики, f' (х) чекли экан, унда шундай Узгармас 
А/ >  0 сон топиладики, V  х £ (а ,  Ь) учун |/' (х)( <  М  була- 
Ди.

(а, Ъ) интервалда ихтиёрий хг ва х2 нуцталарни олайлик: 
*i, € (а, Ь). Унда Лагранж теоремасига кура

I/ (*а) f  (*i)l =  I/ (с)1 ‘ 1*2 *il
булади. Демак,

\f(x2) — f(*i)l <  М -|х2 — хЛ.
Агар V е >  О олинганда хам б =  8 (е) <  дейилса,

у хрлда

булади. Бу эса f(x) функциянинг (а, Ъ) да текис узлуксиз 
булишини билдиради.

6-м и с о л .  Ушбу /  (х) =  х2 +  3 функция [— 1, 2] сег
ментда Лагранж теоремасннинг шартларини цаноатлантира- 
дими?

Равшанки, берилган функция [— 1, 2] сегментда узлук
сиз ва (— 1, 2) интервалда / '  (х) =  2 х х°силага эга. Демак, 
/(х) =  х2 +  3 функция [— 1, 2] сегментда Лагранж теоре- 
масининг шартларини цаноатлантиради. Лагранж теоремасига 
кура шундай с ну^та (— 1 <  с <  2) топиладики,

f Ф - Д - Ч  = f ' ( c) =  2 c  
2 -  ( -  1)

булади. Кейинги тенгликдан с =  -i- эканини топамиз.

7 - м и с о л .  Ушбу 

< 1 п  — ( 0 <  & < а)
а b Ь

тенгсизликни исботланг.
[&, а] сегментда /  (х) =  In х функцияни ^арайлик. Бу 

функция шу сегментда узлуксиз ва (Ь, а) интервалда / '  (х) — j ^  
=  — хрсилага эга. Унда Лагранж теоремасига кура шун-

X
дай с нуцта ф  <  с <  а) топиладики,

In a — In Ь ___1_
а — b с

булади. Равшанки,
, .  .  1 . 1 . 1  Ь < с < а = $ г —  <  — <  — .

а с b
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Демак,
1 In а —  In b ~ _1_ 

a a — b b

Кейинги тенгсизликлардан эса

a b b

булиши келиб чи^ади.
8- м и с о л. Агар х >  О булса, у холда

y j + 1 — V x  = 1
2 \  х  +  0 (х) 

тенгликни исботланг. Бунда

у  <  0(х) <  -£■ . 0W  =  t - lim 0 W  =  V4 2 x —>-|-0 4 x—kx> 2

булишини хам курсатинг.
Ушбу

f(y) =  V y
функцияни [х, х +  1] сегментда (х >  0) ^арайлик. Бу функ
ция щу сегментда узлуксиз, (х, х +  1) да f  (у) =  Х°- 

силага эга. Унда чекли орттирмалар формуласи 
F(t +  Af) — F(Q =  F’ (t +  0 (t)■ At)At

га кура
f ( x + l ) - f ( x )  =  f ' ( x + Q ( x ) ) - l ,

яъни
у г+ т —Y x = r ■

2 Y x  0  (х)

булади. Бу тенгликдан топамиз:

- 1---- =  = -----л L= _ . =» 2 / х  +  6 (х) =;
У х +  I + У х  2 Y * +  0 W
=  У  х-\ -  1 У  х =ф- 4 (х +  0 (х)) =  х  +  1 +  х -f-

+  2 У х ( х +  1) =Ф- 4 0 (х) =  1 +  2 / х ( х  +  1) — 2х=>

=>■ 0 (х) =  ~  +  4-  ( / х ( х  +  1) — х).
4 2

Кейинги тенгликдан эса

lim 0 (х) =  lim — +  -4- ( /  х (х +  1) — х)
дсг*+0 л^+0 [ 4 2
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lim 0 (x)
л:-*-{-оо

= lim

= lim LL
x~+-\-oo [_ 4 

X2 +  X  —  X'

+
■ / x ( x +  1) —

4 ^  2 ( / * ( * + ! )  +  *) .

+
1

+  2

=  lim [— +  
AT—>-~f-00 L 4 

_ J_
2

0 (x) функциянин г

0(x) +
2 / 1 + ± + 2

ифодасидан, унинг (0, +  oo) оралиада усувчи эканини топа
миз. Демак,

булади.
9-ми с о л. Ушбу

f(x) =  ex , g(x)  = л?
l +  **

функциялар [— 3, 3] сегментда Коши теоремасининг шарт
ларини цаноатлантирадими?

Берилган функциялар [—3, 3] сегментда узлуксиз, (—3, 3)
Да

хосилаларга эга. Бирок;, g ’ (0) =  0. Демак, f(x) ва g(x)  
функциялар Коши теоремасининг шартларини цаноатлантир- 
майди.

10-мисол .  Агар f(x)  функция [хи х2] сегментда 
(xlt х2 >  0) дифференциалланувчи булса, у холда ушбу

fip) — cf {c )
/ ( * l )  f { X 2)  |

<  с <  Xj) тенгликнинг уринли булишини исботланг. 
Иккита

а(х)  = f  М 1

функцияларни олайлик. Модом ики, хг ■ х2 >  0 экан, х =  0 g 
[xv  х2] булади. Бу функциялар [xlt х2] сегментда узлук
сиз, (xlt  х2) да
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a ' ( X) =  i l w ^ = l l ± ,  fy (x) =  — L
X* X*

^осилаларга эга ва p (x) ф  О (я £ [х1( x j) . Демак, a  (x), 
P (x) функциялар Коши теоремасннинг барча шартларини 
цаноатлантиради. Унда Коши теоремасига кура шундай с 
нукта (хх <  с <  х2) топиладики,

а  (х2) — a  fo ) _  a '  (g)

*P (*2) — P (* i) P' (c) 

булади. Кейинги тенгликдан топамиз:
f (*2) _ /  (*1) c f  (с) — f (с) 

хг х г с*--------------------  =  ----------------  S9-

ДГ2 ATj С*

=► =  — [с/' (с) — f (с)] =>-
х1 — Ч

—Ч- -----!----  *1 *2
*1 — *2 /  C*l) /  (*2)

; /  (с) — cf’ (с).

Мисол ва масалалар >’г

1. /  (х) =  х (х2— 1) функция учун [— 1, 1]  ва [0, 1] 
оралшутрда Ролль теоремасннинг шартларини текширинг.

2. /  (х) =  (х2 — 1) (х — 2) функция учун (— 1, 1) ва (1, 2) 
интервалларда шундай ну^талар топингки, бу нуцталарда 
функция графигига утказилган уринма абсциссалар ук,ига 
лараллел булсин

3. ХаХи^ий коэффициентли куп^ад фа^ат эодиций ил- 
дизларга эга булса, унинг хосилалари ^ам фацат 
илдизларга эга эканини исботланг.

4. Шундай I d (а, Ъ) мавжуд булиб, / '©  =  0 булиши 
учун, Ролль теоремасннинг шартлари зарур ва етарлими?

5. |  х sin — , агар х Ф 0 булса,

I 0, агар х =  0 булса
функция учун [— 1, 1] ораликда Лагранж теоремаси урин
лими?

Лагранж теоремасидан фойдаланиб ^уйидаги тенгсизлик- 
ларни исботланп

<  In (1 +  х) <  х, х >  0.
1 + х

7. е* >  ех, х  >  1
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12. f (x) =  x \  g  (x) =  x3 функциялар учун [— 1, 1] opa- 
лиеда Коши теоремаси уринлими?

13. Агар f(x)  функция х > 0  ну^таларда дифференциал-
f  (jA

ланувчи булиб, lim f' (л:) =  0 булса, у холда lim -L-L-L *= О
Х -*-)-00 X

эканини исботланг.
14. Агар f(x) функция х >  О ну^таларда дифференциал-

f  (х)ланувчи булиб, lim = 0  булса, у х°лда lim | f  (х)| =
Х -+ -\-0 0  X  Х+4”\-вО

— О эканини исботланг.
15. Агар f(x)  функция чекли (а, Ъ) интервалда дифферен

циалланувчи ва чегараланмаган булса, у холда унинр хоси’ 
ласи хам чегараланмаганлигини исботланг.

16. Агар f(x)  функция [а, Ь] сегментда дифференциал
ланувчи булиб, f(a) — f (b) булса, у холда g  £ £ (а, Ъ) булиб,
f(a) — / ( |)  =  - j  I / ' (£) муносабат уринлилигини исботланг.

2- §. ТЕИЛОР ФОРМУЛАСИ

*1°. Ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ф о р м у л а с и  ( л о к а л ь  
ф о р м у л а ) .

У =  f ( x )  функция х 0 ну^танинг (х 0 £ R) бирор атрофида 
берилган булсин. Агар функция х 0 ну^танинг шу атрофида 
Г  (х )> Г ( х )> • • ■ . f n~ l) (х ) Хосилаларга эга булиб, х 0 нуцтада 
л-тартибли f n](x0) хосилага эга булса, у холда

* f ( x) =  f ( x0) +  I^ ) (x ~ x0> +  fl^ L (х ~ х^ +  ■•■ +

+  — х0)п +  о ((* — х0У ) =  ^  -f-- ^ o) (х — x0)k +
О

+  o ( ( x - x a)n)(f<°>(x) =  f(x)) (1)

булади.^Бу Тейлор формуласидир.
23. М а к л о р е н  ф о р м у л а с и .

* Агар (1) формулада х0 =* 0 деб олсак, унда ушбу
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* / ч w m  , Г (0) . 2 , , f ln)(0) n ,
f ( x) ~ f  (0) +  - f j -  x  +  - Y T  x +  • • • H---- —  x  +

+  o(x") =  ^  ^ j r x  +  °(*n) (2)
A=0

формула хосил булади. Бу Маклорен формуласвдир.
Ушбу /  (х) =  е , /  (х) =  sin л:, /  (х) =  cos х, f  (х)’=  (1 +  

+  х)т, /  (х) == In (1 +  х) функциялар учун (2)'Маклорен фор- 
муласи цуйидагича булади:

1) ех — 1 - f  х +  -gy +  -gj- +  . . . .  +  +  о (xn ),
х3 я5 у2п— 1

2) s inx =  x - -  +  - + . . .  + ( - 1 )  (2̂ r i y ,+

+  О (x2n),

3) cosx -  1 — +  47 — ■ • • +  (— l)n +  o(x2"+I),

4) ( i + ^  =  i +  ^ + ^ | p l l ^ +  . . .

+  Л ( т - 1 ) . . . ( > я - я + 1 ) ^  +  0 ( у , )д 
n!

5) In (I +  x) =  X — -y  +  -y  — • • - +  (— i r ' - ^ -  +

+  0 (x"). m
3°. Т е й л о р  ф о р м у л а с и  ( о р а л н ^  учун) .
У — f (x) функция [а, 6] сегментда берилган булсин. Агар 

функция шу сегментда / '  (х), f" ( х ) . . . /" (х) хосилаларга 'эга
булиб, х0 нуктада (а <  х0 <  b) f n+l) (х) хрсилага эга булса, 
у холда *

/ М  =  / «  +  ^ }( * -* о )  +  - ^ ( х - Х о ) 2 • • • +

+  Ĵ 1 ( x - x a)n +  Rn(x)

булади. Бу Т е й л о р  ф о р м у  л а си дир.  Rn (х) ни Тейлор 
формуласининг цолдиц %ади дейияадн. У к,уйидаги куриниш- 
ларга эга:

I) Rn(х) =  -  -  п| — (х — x0)n+1 (1 — 0)” (Коши куриниши).
(с =  х0+ 0 ( х  — х0), 0 <  0 <  1).
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2) Rn (x) =  (X — x0)n+l (Лагранж куриниши),
(с =  x0 +  9(x — x0), 0 <  0 <  1).

11-мисол.  Ушбу f (x) =  V x  функцияни X— 1 нинг 
манфий булмаган даражалари буйича ёйилмасининг учта 
хадини топинг.

Бу хол учун (1) формула ушбу

/  (*) =  /  (1) - f  (х — 1) +  (х -  I)2 +  0 ((х -  I)2)

куринишда булади. Берилган функциянинг хосилаларини то
памиз:

' ' « - Т Т Г  т е - - 7 ' 7 з -
Равшанки,

/ ( 1 ) = 1 ,  / Ч  1) =  | ,  Г (1 ) =  - ^ .

Демак,

*  1 +  ±  (Х ~  1) -  ± ( х - I)2 +  0((лг— I)2).

12-мисол.  Агар дс-»-0 да

f ( x ) = l  +  - j x  +  0(x)

булса,
_

lim  [/ (а:)] х =  V е
x̂ vO

булишини исботланг.
Ушбу '

y = [ f ( x ) f
функцияни царайлик. Уни к;уйидагича

In [/ (Л)] Т  i l n f  (X)
У =  е =  е

куринишда ёзиш мумкин. Агар

ln /(x )  =  l n [ l  +  y  х + 0 ( х ) ]
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Хамда

In 1 + у х  +  0(л:)|^= у л : + 0 ( х )  

булишини эътиборга олсак, унда

^ < т - + « » = г 4 + °-?

булишини топамиз. Кейинги тенгликдан

1  4- + — ’ , г
lim у =  lim [ /(* )]* =  lim (е^ * ) = " К  е

х-+0 х-*0
эканлиги келиб чицади.

13-м и с о л .  Тейлор формуласидан фойдаланиб ушбу

а  =  sin 36э, р =  (1,2)'*1

мшуюрларни тацрибий хисобланг.
(3) формулага асосланиб

sin х — х — + 0 ( * 8)
3! 5! v '

муносабатга ва ундан ушбу
уЗ д*5

sin х да х --------- )-----
J3! 5!

та^рибий формулага келамиз. Бу тащзибий формуладан фой
даланиб, топамиз:

а  =  sin 36° =  sin -  да -  — ~  • —  +  -  • — да 0,588.
5 5 6 125 5! 5*

Демак,
а  да 0,588.

(3) ф орм улага асосланган х°ДДа

(1 +  Х)т =  1 +  тх  4- т-т-~  V  4- 0 (хъ) 

булишига эга буламиз. Бундан эса

(1 4- х)т да 1 - f  тх  4- *2

тацрибий формулага келамиз.
Энди шу формуладан фойдаланиб Р мивдорни та^рибий 

Хисоблаймиз:
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Р -  (1,2)1,1 =  1,2-(1,2)0Д =  1,2- (1 +  0.2)0’1

Демак,

1,2(1 +  0 , 1 • 0 ,2  +  в- 1- ' Ь -М )  . о , 2 2) «  1,121.

р »  1,121.
14-ми с о л .  (3) формулалардан фойдаланиб ушбу 

а) um
х̂ -0 х*

б) lim jx — х2 • In ^1 +

лимитларни топинг.
а) да курсатилган лимитни топишда (3) формуланинг 

в;уйида

е  « . 1 +  -  +  -  +  0(х2),
II 21 4

sin х — х — ̂  +  0(х®)
31

з^олидан фойдаланамиз.
и т  в* sin х —  х(1 +  х) ___
Хл*0 х*

[1 + Г+ ^ + 0 Н [ х“ з?+0(дс5)] ~ х(1+дс)_
х*»0 X*

*  +  * * +  ( j ~  X* +  о (.*:*) —  X —  х*
*=* lim

х*,9 х ’

—  х* -f- 0  (Xs)  ̂ q  j

я -  iim --------------------- =  — +  lim ——  =  — •
х * 3 ***о x3 3

Демак,
в* sin  х  — х  (1 х) 1

l i m ------------------------- ---  г -*~»0 х3 3
б) да курсатилган лимитни топишда (3) формуланинг

- ( ' Ч К - И т ) ’^ ®
э^олидан фойдаланамиз.
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lim I х — х г In f 1 - f  —
L \  x

1 \1

=  lim
X-*oo

x  —  x 2 1- ------- - +

=  lim
x->oo

x  — л :+  — +  0^ 1

x 2хг 
_1_
2

Демак,

lim
Х~+<х>

Мисол ва масалалар

К,уйидаги функцияларни Маклорен формуласи буйича
0 (л:2) хадгача ёйинг:

17. f(x) — etgx.

18. /(х) =  е^т+2Г.
1 9 . /  (х) =  In cos х.

К,уйидаги функцияларни Маклорен формуласи буйича
0 (л:3) хадгача ёйинг:

20. /(л) =  (1 + х ) х .

21. /(*) =  f  \ -f- 3 sin х ‘
22. f(x) =  In (1 -Ь arc sin x).
23. f(x) =  arctg (sin x).
Куйидаги функцияларни Маклорен формуласи буйича

0 (хп ) хадгача ёйинг:
24. f(x) =  e5x- 1.
25. f(x) =  sin (2х - f  3).

26. /  (х) =  cos ( ±  +  2^.

27. /  (x) =  In (e* +  2).

28. /  (x) =  — ?— .
Cl —  д:)2

29. /(*) =  32~*
30. /  (x) =  (xz — x) e r x.

31. f(x)  =  In L ± 2 .
1 —  X

32. f(x) =  ln (2 +  x — x2).
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X— 1
х2 +  1 
2х — 3'

1 — 2х2

33. f ( * ) = £ + ¥ .

34. f(x) =

35. /(*)■=

36. /(*) =
Z - j -  X  ---- X "

К,уйидаги функцияларни Тейлор формуласи буйича х0 
ну^танинг атрофида 0 ((х — х0)2) хадгача ёйинп

3 7 . / ( х )  =  ~ ,  х0 =  2.
X

38. /  (х) =  sin (2х— 3), х0 =  1.
39. /  (х) =  хе2х, х0 — — 1.
40. /  (х) — х2 е~-2х, х0 =  — 1.

41. /(л:) =  (х2 — l )e2x, х0 =  — 1.

42. f (х) =  sin (х +  1) sin (х +  2), х0 =  —  1.

43. f ( x ) =  ln(2jc+ 1), х0 =  у -

44. /(*) =  In f 7 x  — 2, х0= 1 .

45. f(x) =  ■ In лг, Xq =  1.

46. /(*) =  - Л _  *0 =  2.
1 --

Куйидаги лимитларни хисобланг:

47. lim -1 П-И.± * Ь *  .
*->0 х2

Л О  1 • —  I  —  X48. l im ----------------
х-*0 X*

X2
cos х  —  1 +  —

49. lim --------- --------- •
x-*0 X4

- n tg x —  sin x50. lim —------------.
x-»o x3
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_  arctg * — arcsin *
51. lim — 5— г-----------•

x—> 0 x«

52. lim ! Ц = * .
x ^ o  sm  x-~~x

Л
53. l i m C + ^ - l .

x*mQ *

54. lim (-1 +  * f  ■
**

55. ]im J - ( c o s ^ ,
ДГ^О X s

56. nm « S f b i .
*„0 xs

e s<n *  _  t/ T + x * —  *  COS *
57. lira ---------- ; , . T  -  -----------•

x^o in8 (l — x)

58. Um ( ( f  — * )* * * ) %''
----- 0
2

59. Jim (*» to ( 1 + 7 ) -  <■ +  £ ) •
_1_ ___________

60. lim ^ x 3 — x2 +  ^- +  * y ^x 12 —- x* +  2

■ ,. sin (sin я  x)
61. lim ;

In (1 +  In x)

62. lim
1 _  e™-2*'

n cos x
XrSr ---

2

_1_ 1_
63, lim x [(2e)* +  e*  — 2].

X - + O Q

64. lim ------^— \.
*_*o \ x i  x tg x j

65. lim ^x2 — — (x3 +  x +  1) In ^1 +  —

130



ДИФФЕРЕНЦИАЛ ^ИСОБНИНГ БАЪЗИ 
ТАТБЩ ЛАРИ

1-§. ФУНКЦИЯНИНГ УСУВЧИЛИГИ ХАМДА 
КАМАЮВЧИЛИГИ

Фараз цилайлик, y  =  f(x) функция X  оралшущ (X cz R) 
берилган булсин. Маълумки,

"V > х% £ А , a'-j ^  а  о =ф- [  (Xj) f (.̂ 2)

булса, f  (х) функция X да усувчи,

V  X], х% £ X , л"} ^  f  (х2)

булса, /(л :)  функция X да камаювчи дейилар эди.
Функция хосиласи ёрдамида унинг усувчилигини хамда 

камаювчилигини аниклаш мумкин.
1 - т е о р е м а .  f ( x )  функция (а,  Ъ) интервалда чекли 

f ' { x )  хосилага эга булсин. Бу [функция шу интервалда 
усувчи булиши учун (а, Ь) да

/ '(■ * )>  О
булиши зарур ва етарли.

2- т е о р е м а. /  (дг) функция (а, Ъ) интервалда чекли / '  (дг) 
хосилага эга булсин. Бу функция шу интервалда камаювчи 
булиши учун (а, Ь) да

/ '(■ * )<  О
булиши зарур ва етарли.

1-м и с о л .  Ушбу

f(x) =  - ----- In X
'  w  10

функцияни усувчи ва камаювчи булишра текширинг.
Бу функция (0, +  оо) да аницлангандир. Унинг хосила

си

5 х

булади. Энди

/ '  (х) >  0, яъни — ---- - >  О
5 х

VII  боб
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ёки

/' (х) <  0, яъни -- -------<  О

булишга текширамиз:

£ . _ !  >  о <»  ̂ >  О о х ( х  — У Ъ ) ( х  +  У Ъ )  >  О.
5 х  5х

Бундан эса, ( У  5, +  о о )  да / ' (л:) >  О, (О, У  5) да / '  (х) <  О 
булишини топамиз. Демак, берилган функция (О, У 5) да 
камаювчи, (УЬ,  +  о о )  да усувчи булади.

2 - мисол .  Ушбу

функциянинг усувчи ва камаювчи буладиган оралшутарини 
топинг.

Бу функция Я \{0} =  (— оо, 0) U (0, +  со) да аншуган- 
ган. Унинг ^осиласи

булади. Бундан эса, х >  0 булганда / '  (х) >  0 булади, х <  
< 0  булганда \' (х) <  0 булади. Демак, берилган функция 
(— оо, 0) да камаювчи, (0, +  °°) да усувчи булади.

3-ми со л. Досиласи

болтан /  (х) функциянинг усувчилиги ^амда камаювчилиги 
туррисида нима дейиш мумкин.

Бу масалани з$ал ^илиш учун

/  (х) =  In | х |

/ '(* )  = X

f ' ( x ) >  0 ёки / '  (х) <  О
тенгсизликларни ечиш лозим. 

Энди

1 < 0

тенгсизликни ечамиз:
5 х\ ± ? ± ± 1  > 0  о

О I гч п
3 —  2х  —  хг 
х * + 2 х  +  1 +  1 

^  (* +  3 ) ( * - 1 )
> 0  Ф>

(х  -Ь  3) (я —  1) >  0.
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Демак, (— оо; — 3) U (1, + о о ) да f  (х )< 0  булади. (—3,1)  
ораликда эса / ' (х) >  0 булади. Шундай цилиб, берилган 
функция ( - o o - З )  U (1, +  оо) да камаювчи, (— 3, 1) ора
ли к да эса усувчи булади.

4 - ми с о л. Агар /  (х) ва g(x)  функциялар: 1)Т[а, Ь\ сег
ментда ани^ланган ва шу сегментда чекли / ' (х), g' (х) ^оси- 
лаларга эга; 2) / '  (х) >  g' (х)(х £ \а, Ь})\ 3) /(я) =  g(a)  бул
са, у з;олда (я, Ь\ ярим интервалда /  (х) >  g (х) булишини 
исботланг.

/(х) ва g  (х) функциялар айирмасини ф(х) билан белги- 
лаймиз:

Унда ф' (х) =  / ' ( х ) — g' (х) булиб, 2) шартга кура ф ' ( х ) >
>  0 булади. Демак, ф (х) функция [а, Ь] да усувчи. Агар 
Ф (а) ~  /  (а) ~  g  (а) =  0 булишини эътиборга олсак, унда 
(a, ft] ярим интервалда ф (х) >  0 эканлигини топамиз. Де
мак,

тенгсизликни исботланг.
Бу тенгсизликни исботлашда 4- мисолда келтирилган 

шартлардан фойдаланамиз. /(х) ва g  (х) функциялар сифа
тида

функцияларни олайлик. Бу функциялар учун (0, +  оо) ора
ликда 4-мисолдаги шартлар бажариладш

1) / '  (х) -  , g' (х) =  1 — х;I ~г х
2) (О, +  оо) оралиеда

булади (чунки 1 — ха <  1 =*- (1 — х) (1 +  х) <  1 1 — х <

ФМ  =  /(*) — g(x).

ln(l  +  х ) > х  — ~

f(x) == ]п(1 +  х), g(x) =  x — ~
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еки

/ '  (х) <  0, яъни — — - <  О 
5 х

-  — - > 0  > O o x ( x  — V b ) { x  +  / 5 ) > 0 .
5 х 5х

Бундан эса, ( / 5 ,  +  оо) да / ' (х) >  0, (0, / 5 )  да / '  (х) <  О 
булишини топамиз. Демак, берилган функция (0, ] /5 )  да 
камаювчи, (У~5, +  оо) да усувчи булади.

2 - мисол .  Ушбу
f (x )  =  In j X |

функциянинг усувчи ва камаювчи буладиган оралшутрини 
топинг.

Бу функция R \ { 0 }  — (— оо, О) U (0, +  <я) да ани^лан- 
ган. Унинг ^осиласи

Г(*)  =  -X
булади. Бундан эса, х >  0 булганда / '  (х) >  О булади, х <
<  0 булганда f  (х) <  0 булади. Демак, берилган функция 
(— оо, 0) да камаювчи, (0, +  оо) да усувчи булади.

3-ми с о л. Досиласи

'  v 3 — 2х — х*

булган /  (х) функциянинг усувчилиги з$амда камаювчилиги 
туррисида нима дейиш мумкин.

Бу масалани з^ал к,илиш учун
Г  (х) >  0 ёки / '  (х) <  О

тенгсизликларни ечиш лозим.
Энди

f ' (x) = ------ 5------- — 1 < 0
'  v ’ 3 — 2х — я2

булишга текширамиз:

тенгсизликни ечамиз:
5 — 1 < 0  о  *2 +  2 f+ 2- > 0  о

3 — 2х —  х2 х* +  2х —  3
^ х* +  2 х + 1 + 1  ( ,+  1)^+1

(х +  3) (х —  1) ^  (х +  3) (х —  1)

<=> (x ~h 3)(х — 1) >  0.
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Демак, (—оо; — 3) U (1. + ° ° )  да / '  (* )< 0  булади. (—3, 1) 
ораликда эса [' (л:) >  0 булади. Шундай ^илиб, берилган 
функция (— оо — 3) (J (1, +  оо) да камаювчи, (— 3, 1) ора
ликда эса усувчи булади.

4 - м и с о л .  Агар / (х) ва g (х) функциялар: 1)д[а, Ь] сег
ментда ани^ланган ва шу сегментда чекли / ' (х), g' (х) ^оси- 
лаларга эга; 2) / '  (л:) >  g' (х)(х £ [а, Ь])\ 3) f  \a) =  g(a)  бул
са, у ^олда (а, Ь] ярим интервалда / ( * ) > £  (х) булишини 
исботланг.

f(x) ва g(x)  функциялар айирмасини ф (х) билан белги- 
лаймиз:

Унда ф' (х) =  / ' (х) — g'  (л:) булиб, 2) шартга кура ф' (х) >
>  0 булади. Демак, ф (х) функция [а, Ь] да усувчи. Агар 
Ф (а) =  /  (а) — g (а) =  О булишини эътиборга олсак, унда 
(а, 6] ярим интервалда ф (л) >  0 эканлигини топамиз. Де
мак,

тенгсизликни исботланг.
Бу тенгсизликни исботлашда 4- мисолда келтирилган 

шартлардан фойдаланамиз. f(x) ва g  (х) функциялар сифа
тида

функцияларни олайлик. Бу функциялар учун (0, +  оо) ора̂  
ливда 4-мисолдаги шартлар бажарилади:

2) (0, +  оо) ораликда

булади (чунки 1 — л:3<  1 (1 — х) (1 +  х) <  1 =*- 1 — л; <

Ф(х) =  / ( х ) ~  g(x).

ln( l  +  x ) > x  —  j

f  (x) =  In (1 +  a:), g(x)  =  x — j

1) / '  (*) *  , g' ( x ) = l — x; 
l +  x
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3) /(0) =  In 1 =  0, g(0)  =  о =► / (0) =  g(0).
Унда /  (x) >  g (x), яъни

In (1 + x ) > X — y

булади.

Мисол ва масалалар

К,уйидаги функцияларнинг усувчи ва камаювчи булади
ган ораликларини топинг.

1. f(x) =  Зх — х3.

2.
1 1 + 2 х

3. f (х) =  х +  sin х.
4. /  (л:) =  8х3 — х4.
5. f{x) =  { x — I)3 (2лг Ч- З)3.
6. /  (х) — хе~3х.
7. f ( x ) =  х2 е~х‘.
8. f (х) =  х +  | sin 2х I

9. f (х) =  cos —.
X

10. f (х) =  х2 In х.
11. /  (х) =  e nx cos nx.
12. f(x) =  x22~x.
13. /  (x) =  x2 — In x2.
14. /(x) =  xn e~~x, (n >  0, x >  0).

1 5 . /  (x) =  x^ У  y  +  sin In x j, x >  0, /  (0) =  0.

16. / ( * ) =  / l - f - i

17. /(x) =  x / ( x +  l)3.
18. /  (x) =  arctg x — In x.

l__
(дс-З)19. /  (x) =  3

20. /(x) =  sin * +  c0-?.-*
1 - ( - 1 cos x  [
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21. Агар f(x) функция (а, Ь) интервалда ^сувчи булиб, 
/ ' (х) мавжуд булса, / '  (я) нинг (а, Ь) да усувчилиги ^а^ида 
нима дейиш мумкин?

К,уйидаги тенгсизликларни исботланг:
22. x £ R .  23. е* >  1 +  г, х ф О .

24. In (1 +  л:) >  —~:1 х > 0 .
х + \

25. х  — — <  sin х <  х; х >  0.
6

26. е* >  1 +  In (1 +  х).

27. х > 0 ;  х ф \ .
х —  1 у  х

28. cos х >  1 — j ; х £ R.

29. ch х >  1 +  х € Я-

30. sin л: tg х >  2х, 0 <  л: <

01 /sin  * \ 3 п ~ , , п31. I------ j >  cos х, 0 <  J л: j <  —.

32. V i c — У  у  — у,  х >  г/ >  0.

33. ^  , x > 0 , y > 0 , n £ N .

L  i .
34. (** +  у а ) а > ( х *  +  у * ) \  х > 0 ,  у >  0, 0 <  а  <  р.

35.■ ~  х  <  sin х <  х, 0 <  х <  А

36. £ = J ? < i n * < * ^ ,  х > £ > 0 .
* У У

37. х®— 1 < а ( х  — 1), х > 0 ,  0 < а  <  1.

38. a) ( l  +  i y < e < ( l  +  ^ +1, * > 0 ;

*» ^ \ \ уи1’ я > f a b ± * -

39. ch х J , 1 +



y  =  f(x)  функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, 
х0 £ (а, Ь) булсин.

1 - т а ъ р иф .  Агар х0 нуцтанинг шундай атрофи
U в(*о) =  (XJ€ R'- х0 — 8 < х < х 0 +  б; б >  0} с  (а, Ь)

мавжуд булсаки, V х  € U 6 (х0) учун

f ( x ) < f ( x 0) ( f ( x ) > f ( x 0)) /
тенгсизлик уринли булса, f (х) функция /х0 ну^тада мак
симу мга (минимумга) эришади дейилади. f (х0) циймат 
f ( x )  нинг максимум (минимум) киймати дейилади ва

/ ( * „ ) =  шах { / » }  (/(Хо)= min { f (x0)}) 
х 6 Ue (ЛГо) * € Ua <*•>

каби белгиланади.
Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан 

унинг экстремуми дейилади.
1°. Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ш а р т н  
Агар f(x) функция хп нуктада (х0 £(а,  Ь)) чекли / '  (х0) 

^осилага эга булиб, бу нуктада f(x) функция экстремумга 
эришса, у зрэлда

/ 'W  =  о
булади.

2° Э к с т р е м у м н и н г  е т а р л и  ш а р т л а р и  *
" х0 £ (а, Ь) ну^танинг

U 6 (*0) =  (х £ Я : *0 — б <  х <  х0; б >  0},

U + (*0) =  { * € t f : * o < * < * o  +  6; б > ° }
чап ва унг атрофларини ^араймиз.

Фараз к;илайлик, у  =  f(x) функция х0 нуктада узлуксиз 
булиб, U e (* o )\{ * 0} да чекли / ' (х) ^осилага эга булсин.

а) Агар

¥ * £ 1 ) Г ( * о )  УЧУН П * ) > ° .

Y x e U ^ ( ^ o )  УЧУН П * ) < °
булса, f{x) функция х0 нуктада макси мумга эришади.

б) Агар

V * 6 U <Г (*в). УЧУН f' W <  °> 

v x e u ; T ( * o )  учун / ' ( * ) > °

2-§. ФУНКЦИЯНИНГ ЭКСТРЕМУМЛАРИ
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булса, f(x) функция х0 ну^тада минимумга эришади.
в) Агар

V х £ U 7  (х0) учун / ' (х) >  О,

V  U t  (*о) УЧУ Н Г  (х) >  О
ёки

V  х  £ U Г  (*о) УЧУ Н Г  (х) <  о.

■V- х 6 и в" (х0) учун г ' (х) <  О'
булса, /  (х) функция х0 нуктада экстремумга эришмайди.

/  (х) функция х0 нуктада . . . , / (,!) ,\осилаларга
эга булиб,

/'(*„) =  / " « =  • • • = Г ~ 1)(хо) =  о, Г { х й) ф О  
булсин.

г) Агар л жуфт сон булиб,

f(n)(x о) < 0
булса, /(х) функция х0 нуктада максимумга,

tW(x0) >  О
булса, /  (х) функция х0 нуктада минимумга эришади.

д) Агар п то^ сон булса, /(х) функция х0 нуктада 
экстремумга эришмайди.

6 - м и с о л .  Ушбу f(x) — e~x2 функция х =  О нуктада 
максимумга эришишини курсатинг ва максимум цийматини 
топинг.

х =  0 нуцтанинг Uб(0) =  { л : ^ : — 5 < х < б ;  6 > 0 }  
атрофидаги исталган х нукта учун (V  х 6 (J 6 (0))

f (х) =  е~*! <  е° =  1 =  /  (0)

булади. Демак, берилган функция х =  0 нуктада максимум
га эришади. Унинг максимум ^иймати

max {/ (х)} =  max {е~х’} =  /(0) =  1
булади.

7-м и с о л .  Ушбу /(х) =  3х2— 2х функцияни экстремум
га текширинг.

Берилган функциянинг хрсиласи

/ ' (х) =  6х — 2 =  2 ( 3х— 1) 
ни нолга тенглаймиз.

/ ' (х) =  2 (Зх -  1) =  О
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ва бундан х =  — стационар нуцта эканлигини топамиз. Шу 
3

нуцта атрофида ^осила ишорасининг узгаришини ани^лаймиз. 
Равшанки,

и т ( - )  =  f x € £  : |  — 8 < х < | ;  6 > 06

учун

г  (х) =  2 (Зх — 1) =  6 ( ~  х j <  О, 

Y x e  и ^ ( { )  =  { х е я  : { < х <  j  +  s ; б > о }

учун

Г W  — 2 (Зх — 1) =  — 6 — х ) >  О

булади. Демак, функциянинг хосиласи х =  — ну^тадан утиш- 

да уз ишорасини манфий («—») дан мусбат («+») га узгар- 
тирар экан. Берилган функциянинг узи х =  ^- нуктада уз-

О
луксиз. Демак, f (х) =  Зх2 — 2х функция х =  нуктада ми-

О
нимумга эришади. Унинг минимум ^иймати 

'min f(x) ■■

8- м и с о л. Ушбу
г (х) _  Г х2, агар х =5̂= О булса,

\  1, агар х =  0 б^лса
функцияни экстремумга текширинг.

Бу функциянинг ^осиласи f' (х) =  2х булиб, х =  0 нук- 
танинг атрофида:

V x €  и Г ( ° )  =  ^ б ^ : — б <  х <  0; б > 0 }  учун 
/ '  (х) — 2х <  О,

V х € U g (0) =  {х £ : 0 <  х <  б; б >  0} учун 

/ ' (х) =  2 х >  О

булади, яъни функция ^осиласи х =  0 ну^тани утишда уз 
ишорасини «—» дан «-)-» га узгартиради. Биро^, берилган 
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функция шу ну^тада минимумга эришмайди. Бунга сабаб, 
функциянинг х =  0 ну^тада узлуксиз эмаслигидир.

9-ми с о л. Ушбу

f (х) =  — х3 — -  х2 +  6х 
w  3 2

функцияни экстремумга текширинг.
Бу функциянинг

Г(х) = -  • Зх2 — — *2х -f  6 =  х2 — 5х - f  6
3 2

^осиласини нолга тенклаймиз:

/ ' (х) =  х2:— 5х +  6 — 0.

Бундан х1 =  2, х2 =  3 ларнинг стационар ну^талар эка
нини топамиз.

Аввало хг =  2 нукта атрофида функция ^осиласининг 
ишорасини аниклаймиз.

Y  х 6 U ^  (2) =  {х £ i? : 2 — б <  х <  2; 0 <  б <  1> учун 

Г (х) =  х2 — 5 х + 6  =  (х — 2)(х — 3) >  0,

¥ х £  U^(2)  =  { x 6 ^ : 2 < x < 2  +  6; 0 < 6 <  1> учун 

f' (х) =  х2 — 5х +  6 =  (х — 2) (х — 3) <  0

булади. Берилган функция хх =  2 нуктада узлуксиз. Де
мак, берилган функция хг =  2 нуктада максимумга эрища- 
ди ва унинг максимум ^иймати

max f (х) — —- -23 — -  -22+  6-2 =  4 -  
' w  3 2 3

булади.
1 5Худди шу йул билан /(х) =  —х3 ------ х2 +  6х функ ия-
3 2

нинг х2 =  3 нуктада минимумга эришишини ва унинг мини
мум киймати

min /(х) =  4^-

га тенглиги топилади.
10- м и с о л .  Ушбу



функцияни экстремумга текширинг. Бу функция ^осиласи

эканини топамиз.
Энди функциянинг иккинчи тартибли ^осиласини ^исоб- 

лаймиз:

f (х) функциянинг берилишидан х =  0 нуцта экстремум
га эга эмаслиги келиб чикади.

га тенг.

И з о а) Маълумки, f(x) =  \ x \  функциянинг х  =  0 нуктада jqo- 
силаси мавжуд эмас, лекин бу нуктада минимумга эга булиши равшан- 
Дир. 2_

б) f(x) =  x 3 функция х  =  О нуцтада чексиз ^осилага эга булиб, 
унинг бу  нуктада минимумга эга эканлигини куриш цийин эмас. Д е 
мак, функция ^осиласи мавжуд булмаган ёки чексизга айланадиган 
ну^таларда )̂ ам экстремум мавжуд булиши мумкин экан.

К,уйидаги функцияларнинг экстремум цийматларини то- 
пинп

f ' ( x ) = j ^ ( 3 - 2 x )

ни нолга тенглаймиз:

j "  ^  __ 2х(2х2 — 6х +  3 ).

демак, каралаётган функция х — нуктада максимумга эри

шади ва унинг максимум киймати

шах / (х) — — е~3
4

Мисол ва масалалар

40. /(х) =  2х2 — х4.

41. / ( * ) =  £ — 2x3 +  j X2 — 6x4-3 .
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42. f / x\ — f x2 +  1, агар х ф О  булса,
\  2 агар x =  О булса.

43. f(x) =  xe~x.

44.
X

45. /(х) =
Я*-- *

46. /  (х) =  х +  —.
х

47. /  (х) =  е* sin х.
48. / ( * ) = | * J e - l * - 4 .
49. f ( x ) =  \х 2— 1 1el*i.
50. f  (x) =  | x2 — 4 | e~ '*
5 \ .  f(x) =  e - l * - l i /  ( x + 1).

52. f ( x ) = x +  Y 3 = ~ x .

53. /(x) =  arctg x — - i  In (1 +  x2).

54. f (x) =  In cos x — cos x.
55. f(x) =  Xх  .

j_
56. /(x) =  x * .
57. /  (x) =  | x — 5 1 (x — 3)3.

58. f(x) =  K x 2| 2  — x| .
59. /  (x) =  sin 1 x — 3 1 +  cos x, x € (0, л)

60* /fx) = / 1 + x> агар x <  0 булса,
\  xx' In x, агар x >  0 булса.

3-§. ФУНКЦИЯ ГРАФИГИНИНГ КАВАРИКЛИГИ 
ВА БОТИКЛИГИ. ФУНКЦИЯ АСИМПТОТАЛАРИ

У — f (х) функция (а, Ь) интервалда ашщланган булиб, 
а < х 1< х 2< &  булсин. Л(х1, /  (х^), В (х2, / (х2)) ну^талар- 
ни караймиз. Маълумки, бу нукталардан утувчи тугри чи- 
зи^ тенгламаси

х* — х —y  =  - ^ ^ f ( x 1) +  ^ ^ f ( x 2)
х2 — х1 х2 —  хх
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куринишда булади. Бу тенгламанинг унг томонидаги ифода- 
ни I (х) билан белгиласак, у ^олда тенглама ^исцача у  =  
=  1(х) куринишга эга булиб,

l (x1) =  f ( x1), I (х2) =  / (х2) 
булиши равшандир.

2-т а ъ р и ф .  Агар xflp крндай, х1; х2 (а <  хх <  х2<  Ь) 
ларда V  x£( x lt х2) лар учун f(x) >  / (л:) (/(х) <  / (х)) тенг- 
сизлик уринли булса, f(x) функция графиги (а, Ь) интер- 
валда щ в а р щ  (ботщ) дейилади.

3 - т е о р е м а .  у = / ( ж )  функция («, Ъ) интервалда 
аницланган ва бу интервалда чекли / '  (х) ^осилага эга 
булсин. f  (х) функциянинг (а, 6) да цавариц (ботиц) були
ши учун / '  (ж) нинг (а, Ъ) да камаювчи (усувчи) булиши 
зарур ва етарли.

4-те  о р е м  а. у  =  f  (х)  функция (а, Ъ) интервалда аниц- 
ланган ва бу интервалда иккинчи тартибли f  " (х) ^осила- 
га эга булиб, ¥  (а,  р) а ( а ,  Ь) (а Ф  Р) ларда / "  (х) Ф  О 
булсин. /  (х ) функция (а, Ь) интервалда цавари^ (ботиц) 
булиши учун шу интервалда / "  (ж) <  О ( / "  (х)  >  0) тенг- 
сизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

I I - м и с о л .  Ушбу
/  (х) =  х4 — 6ха — 6х +  1

функциянинг ^авари^ ва боти^лиги оралик,ларини топинг.
Функциянинг иккинчи тартибли ^осиласини ^исоблаймиз:

/ ' (х) =  4х3 — 12х — 6.
Г ( х )  =  12х2 — 1 2 =  12 (х3 — 1),

1 х | >  1 да f” (х) >  0, | х | < 1  да / " ( х ) < 0 .

Демак, (— 1, 1) интервалда функция графиги кавари^, 
(— оо, — 1), (1, +  оо) интервалларда эса функция графиги 
ботик, булади.

f (.х) функция х0 ну^танинг U 6 (х0) атрофида аникланган 
булсин.

3 - т а ъ р и ф .  Агар /  (х) функция U (х0) оралщда щ-  
варщ (ботщ) булиб, Jj ^  (х0) ораликда эса ботик (щеа-  
р щ )  булса, у  хсолда х0 нукта функциянинг (функция гра- 
фигининг) эгилиш нуцтаси деб аталади.

5 - т е о р е м а ,  у  =  f  (х) функция х 0 нуцтанинг Ue (#0) 
атрофида аникланган ва иккинчи тартибли / "  (х) ^осилага 
эга булсин. Агар / " ( х 0) =  0 булиб, U (х0), U ^  (#0) ора-
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лщларда / "  (х) ^осила турли ишорали булса, у з^олда 
(x0, f ( x 0))  функция графиги учун эгилиш нуцтаси булади.

12-ми сол.  Ушбу
/ (х) =  хе~*г

функциянинг эгилиш ну^тасини топинг.
Функциянинг иккинчи тартибли хосиласи

f"(x) =  2хе~х!(2х2 — 3) 

ни нолга тенглаб топамиз.

* =  0, x =  J / r j ,  х =  - ' | / ’| ,

оо, — / } )  -  (о. /  j интервалларда f" (х) <  0,

I— ~у o j ва - j ,  ooj интервалларда f" (х) >  0 

эканини куриш цийин эмас. Демак,
з з

ну^талар функция графигининг эгилиш ну^таларидир.
у  — f (х) функция а ну^танинг бирор атрофида аншутн- 

ган булсин.
4 - т а ъ р и ф .  Агар ушбу

lim f(x), lim f(x)
д:-.а4-0 x-*a—Q

лимитлардан бири ёки иккаласи чексиз булса, у  хрлда 
х — а тугри чизщ /  (х) функция графигининг вертикал 
асимптотаси деб аталади.

Масалан, у  ~  —— функция графиги учун х  =  1 тугри 
х — 1

чизщ вертикал асимптота булади.
5 - т а ъ р и ф .  Шундай k ва b сонлари мавжуд булиб, 

х -*■ +  оо (х •->— оо) да f (x)  фунхция куйидаги

f (х) — kx +  b +  а  (х)

куринишда ифодаланса (бунда  lim а  (х) =  0), у  хрлда 
y  — kx- \ -b  турри чизщ y — f{x) функция графигининг 
орма асимптотаси дейилади.
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13-м и с о л ,  Ушбу
2х2 4 - х  — 2

/(* ) = х — 1
функция графигининг орма асимптотасини топинг.

Берилган функция куринишини куйидагича узгартирамиз:

/ (х) — 2х +  3 +  ------.
х —  1

х->- ±  оо да а ( х ) =  0 булгани учун, f(x) функция -

ни /(х) =  2 х + 3  +  а(х) куринишда ифодалаш мумкин. 
Бундан эса у  =  2х +  3 турри чизик; функция графигининг 
орма асимптотаси экани келиб чш^ади.

6-т е о р е м а ,  у  =  /  (х) функция графиги ж-»- +  оо да 
у  =  k x  +  b OFMa асимптотага эга булиши учун

lim — к, lim [/(х)— kx] — b
+ X х- +̂оо

лимитларнинг уринли булиши зарур ва етарли.
Бу теорема х -*• — оо да хам уринлидир.
14-мисол.  Ушбу

\ у4
f(x) =  — —

( I—*)3
функция графигининг OFMa асимптоталарини топинг.

]im Ш =  ]im
X—>±оо X х-4.^00 X (1 -f- дг)3

X*
Ц1 +  &

_  j j m  X4 —  х(1 +  3х +  3х* +  хя) _____g

х-*±ао (1 +  х)3
Демак, ^аралаётган функция учун 

У =  х — 3 
чизик; орма'асимптота булади.

Мксэл ва масалалар
К,уйидаги функцияларнинг ^авариклик ва ботшумк ора- 

лшугарини топинг:
61. /(х) =  х“ , а > 1 ,  63’ ^ х)== 1п*'

х > 0 .  64. /(х) =  хв — 10х2 +  Зх.
65. / ( х ) =  1

lim [/(х) — kx] =  lim
X-r+±O Q  Х - * ± о о

62. /  (х) =  ех . / w  I —**
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66. /(*) =  _]££.. 69* f ( x) — х  sin In x,
l + x '  x > 0 .  

67. /(x) =«-**. 70. /  (x) =  £arc,g * .
68. f (x) — x +  sinx,

К^уйидаги функциялар графикларининг эгилиш нуктала- 
рини топинг:

71- /(x) =  cosx. 79. /(> :)=  1 Н- л® — — .
72. —  2 

У** — 1 80. f ( x) =  e2x~x .

73. f(x) =  A  81. /(x) =  2 x 2 +  lnx.
74. /  (х) =  (х2 — l)3. 82. / (х) =  r t i n - 2 х.

75. /  (х) =  4 х2 +  —  . 83. f (x)= а ^ О ,
л: +  02

76. /  (х) =  ' ~ ~ ' 1 • fc¥=° ‘
84. /(х) =

77. f(x) =  ecosx. u , ' w  (1 +  x)3

78. /(x) =  4 ^ -  85. / (x) =  У Т —x5 .
V *

4- §. ФУНКЦИЯЛАРНИ ТУЛИЦ ТЕКШИРИШ 
BA ГРАФИКЛАРИНИ ЧИЗИШ

Функцияларни текшириш ва уларнинг графикларини 
чизишни куйидаги ^оида буйича амалга ошириш ма^садга 
мувофицдир:

1°. Функциянинг аншутниш тупламини топиш;
2°. Функцияни узлуксизликка текшириш ва узилиш ну^- 

таларини топиш;
3°. Функциянинг жуфт, то^ хамда даврийлигини аник4- 

лаш;
4°. Функцияни монотонликка текшириш 
5°. Функцияни экстремумга текшириш: ■
6°. Функция графигининг ^аварии; ва ботшушк оралиц - 

ларини аншугаш, эгилиш ну^таларини топиш;
7°. Функция графигининг асимптоталарини топиш;
8°. Агар имконияти булса, функциянинг Ох ва Оу уклар 

билан кесишадиган (агар улар мавжуд булса) нукталарини 
топиш ва аргумент х нинг бир нечта характерли цийматла- 
рида функциянинг к^ийматларини хисоблаш.

10—438 145



15-ми с о л. Ушбу /  (х) — функцияни тулиц тек-
х 2 —  1

ширинг ва графигини чизинг.
Берилган функция {(— оо, — 1) U (— 1, 1) U (1. +  00)} 

тупламда аникланган. Бу функция учун f (— х) ~  f (х) бул- 
ганидан у жус}ядир. Демак, функциянинг графиги Оу 
нисбатан симметрик булади ва уни [0, +  оо) ораликда тек- 
шириш кифоя.

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли ^осилалари:

/ ' (Х) ......." .if- , /"  (х) =  U 1.± 3^ ) . .
(х2 —  I)2 v (х2 — I)3

Биринчи тартибли хосила [0, +  оо) орали^нинг х — 1 
нуктасидан бош^а барча нук,таларида аникланган ва х =  О 
нуцтада нолга айланади. Иккинчи тартибли ^осиланинг х =  О 
нуцтадаги ^иймати /" (0) =  — 4 <  0. Шунинг учун f (х) 
функция х =  0 нуктада максимумга эга ва . бу максимум 
к;иймат /  (0) =  — 1 булади.
|?!1 Энди (0, 1) ва (1, +  оо) да / '  (х) <  0 булганидан бу 
тупламда } {х) нинг камаювчилиги келиб чи^ади. Сунгра

lim х 2 1 =  — оо, lim i i i J  =  +  oo,
0| х2 —  1 дс-й+О JC* — 1

lim *- ~̂~-1 =  — o o , lim *-~Ь- =  +  oo 
л - » ~ 1 + 0  X2 —  1 1—0 X2 —  1

булгани учун x =  ±  1 (функциянинг иккинчи тур узилиш 
ну^талари) турри чизи^лар вертикал асимптоталар эканлигини 
ва

X-+OQ X  X —►оо X s  —  1 X

b =  lim [f (х) — kx] =  lim — — ■ == 1
Х -& 0 0  Х - ¥ 0 0  X* ----  1

лимитларга кура у  =  Г горизонтал турри чизи^ /  (л:) функ
ция графигининг асимптотаси эканлигини ^осил ^иламиз. 
jlpss Энди 1 +  Зх2 =  0 тенглама х^икий сонлар уцида ечимга 
эга булмагани сабабли функциянинг иккинчи тартибли хо- 
силаси нолга тенг булмаслиги, яъни эгилиш нуцтаси йу^- 
лиги келиб чик;ади. Иккинчи тартибли .^осиланинг ^иймат- 
лари: [0, 1) да f" (х) <  0, (1, +  оо) да f" {х) >  0. Демак, 
функция графиги [0, 1) да ^авари^ ва (1, +  оо) да ботиц 
булади (3-чизма).
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Мисол ва масалалар
К,уйидаги функцияларнинг графикларини чизинг:
86. f (х) =  З х — х3.
87. /  (* )= — я* +  4х—3.
88. /  (х) =  X (х — I)3.
89. /  (х)=(х+2)»(*— I)2.

90. /  (х) =  20x2

91. / (*)  =

92. /  (х)

(х — I)3
X8

х — 1 ' 

■(х-h 1)3‘

93. /  (х) =
' <! +  *)•

96. /  (*) = -----^---- •
' v 7 (1 — **)*

98. /  (лг) =  (л: — 3) ] /х .

99. f  {х) =  ■ —  2- .
У  х*+~1

100. f (х) =  х2 ] / *  + 1 .
3̂ 
2

94. / (х)

95. { (х) =

л:— 1 
х5 — 8

101

102. /(*) =

/(х) =  X (х +  !)•
8л:

103. / ( ф

У** —4
4х х

-  .

К * а+ 1
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104.

105.

106.

107.
108.
109.

110. 

111. 

112.

113.
114.

115.

116.
117.

118. 

[119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

148

(x) =  |* l
3

W _ U ± £ i i .
V *

(x) =  ex—x.
(x) - ~ 2x 
(x)

p — X  

1 — X

(x) =  lnx — x + 1.

W  -  JS i.X
(x) =  X2 lnx.
(л:) =  x ln2x.

x ~ \

(x) =  (x2 +  8 * +  12)

■ xe 
xe~

+

■2x,

W  =  In O.,x + l  
(x) =  x - j y ^ Z  

{x) =  x2 — 2 ln x  i 

(x) ~  cos x +  j  sin2x.

(x) =  sinx - f  -i sin2x.

(x) — sinx — sin2*.
cos2x

x + 1

(x) =
[cos*

(x). =  — arctg x.

/  \  3 1(x) =  — x — arccos —. 
2 я

(x)] =  arccos \ — x> 
l + x *'

1
arcctg x

(x) — arcsin 2x
l + x *



127. /  (x) =  ecos*.
128. f (x) =  e~*Ktex.
129. /  (x) =  sin л: — In sinx.

130. / (*)  =  ( ! + * )  .

5-§. АНИКМАСЛИКЛАРНИ ОЧИШ
(Лопиталь ^оидалари)

1Э. ^  к у р и н и ш д а г и  а н и ц м а с  л и к л а р .

7- т е о р е м a. f (х) ва g  (х) функциялар учун куйидаги 
шартлар уринли булсин:

1) / (х) ва g  (х) функциялар а ну^танинг бирор атро
фида аникланган ва чекли ^осилага эга;

2) lim /  (х) =  lim g  (х) =  0;

3) а ну^танинг шу атрофида g  (х) ф  0;
4) lim

j(-г±а
У холда

/ У (х)4) lim -——  чекли ёки чексиз. 
*н.а g' (х)

lim т  =  l i m _ L H
х~*а g  (х) х~*а g  (а)

тенглик уринли булади.
И з о А г а р  бу теореманинг шартлари а ну^танинг чап (ёки унг) 

ярим атрофида бажарилса, у  ^олда теорема ~ нинг а нуктадаги
g  М

чап (ёки унг) лимитига нисбатан Гринли булади.
16- ми с о л .  Ушбу

. .  еа х  — cos а  хи т  ------------------ лимитни хисобланг.
x-iQ e(jjc — COsPx

Бу холда /  (х) =  еа х — cos а  х, g  (х) =  ее>х — cosPx бу
либ, улар учун теорема шартлари бажарилади:

a) lim /  (х) =  0 =  lim g  (х),

б) ¥  (х) — а  (еах +  sin а  х), g' (х) =  Р ( / *  +  sin р х),

в) пт  i l W  « i L ,  lim * l ± ± . ™ J L  =  <Lt
x->0 g'  (x) P д_*о e ^ + s i n M  P
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у ^олда теоремага кура:

Ига Их)
х **0  g  {х)  Р

8-те  о р е ма ,  f (х) ва g  (л:) функциялар учун цуйидаги 
шартлар уринли булсин:

1) /  (х) ва g  (х) функциялар (а, +  оо) да аницланган 
ва чекли ^осилага эга;

2) lim /  (х) =  lim g  (х) =  0;
Х —* -\-о о  х ~ > -\-с о

3) §'  М  ^  о, Y  х£{ а ,  +  оо);
f f (х)4) lim —— - — чекли ёки чексиз.

Х-++СО g  (х)

У ^олда

Нш H * L - l i m  i ^ L
X-*-+oo g  (х) х —► —|— 00 g  (X)

тенглик уринли булади.
1 7-ми со л. Ушбу

, .  я — 2arctg х  *urn -----------—  лимитни хисобланг.
—  „ ( , + i )

Бу ерда

f (х) =  я — 2 arctg х, g  (х) =  In  ̂1 +  —

функциялар теореманинг 1) — 3) шартларини ^аноатланти- 
ряшини текшириш к;ийин эмас.]

Равшанки,

, - 2 —  —  
H m i l a - l i m  -------- ■+«■ - Н ш  ■■+«•  -

X -Je | оо §  (■£) ДГ—*-f-oo X  /  1 \  х  _■> [-оо 1

1 +  X \ Хг J (1+*) X

=  lim ТГ~Ш 0  +  *) * в  2.
Х ~ - + - { - о о  1 - j -  X 2

Демак, 4) шарт хам бажарилади. Шунинг учун теоре
мага кура:

lim - Ш  = i im Л и .2, У ctS х — 2.
•*•■*+» 8 (*) *-»+» ^  -f- — j
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2° — к у р и н и ш д а г и  а н  и ^ м а с л и к л а р .
ОС

9 - т е о р е м а ,  f [х) ва g  (х) функциялари учун цуйидаги 
шартлар уринли булсин!

1) бу функциялар а нуцтанинг бирор атрофида аниц- 
ланган ва чекли >;осилага эга

2) Иш f (х) =  <х>, lim g  (х) =  оо;
х-*а х-+а f

3) а ну^танинг шу атрофида g  (х) ¥= 0;
f  (х)4) Иш -—— — чекли ёки чексиз.

х —>а g '  (X)

У ^олда

П т Ш  =  Иш L M
х-*а g (*) л-+а & (х)

тенглик уринли булади.
18-м и с о л .  Ушбу

ln {х~ 1 )Иш — -------- - лимит хисоблансин.
я  tg x

Х —>  —
2

Бу ерда

/  (х) — In (х — j ) ,  g  (х) — tg х

булиб, улар теореманинг 1) — 3) шартларини ^аноатланти- 
ради ва

1
Л

цш Г « - _ н ш  ! 1 Х „ п т  s a t ; .
п g (х) я 1 v п я

Х - + —  49 X—V—  ------------ * -> —  X ---- *—
2 2 cos2 х 2 2

Кейинги лимит куринишдаги ани^маслик булиб,

fi (*) =  cos2 х, g x (х) =  х — |

функциялар 7-теореманинг 'барча шартларини каноатланти- 
ради. Шу теоремага асосан:

cos2 *  «. 2 c o s x  (— si nx)  л



Нш —̂---- ±1  =  о.
х^ *  t g x

2

3°. Б о ш ^ а  к у р и н и ш д а г и  а н и ^ м а с л и к л а р  
Маълумки,

Пгп /  (х) =  0, lim g  (х) — оо булса, f (x)-g (л;)
х-+а х-+а ,

купайтма 0-оо куринишдаги аникмаслик булиб, уни

f  W  __ 8  W

Демак, 9-теоремага кура,

/  (x)-g W  = l l
W  f (X)

куринишда ифодалаш оркали — ёки — куринишдаги аниц-
о °°

масликка келтириш мумкин.
Шунингдек, lim /(л:) =  +  оо, lim g  (х) =  +  оо булса,

х-+а х-*а
f (х) — g  (х) айирма оо — оо куринишдаги аникмаслик бу
либ, уни ^ам

1 _  1 

К 4 ~ е  м ~ , м -1 1
/ М g М

куринишда ифодалаб, куринишдаги ашщмасликка келти

риш мумкин.
Шундай ь^илиб, функция хосилалари ёрдамида 0 -о о  ва

0оо — -» куринишдаги ани^масликларни очишда, уларни — 

ёки куринишдаги ани^масликка келтириб, сунгра юко-
ОО

ридаги теоремалар цулланилади.
Маълумки, х - +  а  да /  (х) функция 1, 0 ва оо га, g  (х) 

функция эса мос равишда оо, 0 ва 0 га интилганда
[ / Wl sW даражали — курсаткичли ифодада 100, 0°, оо° ку

ринишдаги ани^масликлар келиши мумкин. Бу куринишдаги 
ани^масликларни очиш учун аввало

у  =  I/ W 1
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ифода логарифмланади;
lny  =  g { x )  l n f ( x ) .

х - + а  да g  (х) In f {х) ифода 0-оо куринишдаги аникмас- 
ликни ифодалаши равшан.

И з  о jq- Агар /  (х) ва g (х) функциянинг / '  (х) ва g '  (х) ^осила- 
лари ^ам f  (х) ва g  (х) лардек юцорида келтирилган теоремаларнинг 
барча шартларини ^аноатлантирса, у  ^олда

f <*> г  w  r  f” wlim  — — =  lim  -7 —  =  l i m ---------
g  (X) g '  (X) g "  (x)

лади,
W-

1 9 - мис ол .  Ушбу

тенгликлар уринли булади, яъни бу з^олда Логшгаль ^оидасини такрор 
1$ллаш  мумкин булади.

lim (tg x)ts2x
Я  X—> —
4

лимитни хисобланг.
Бу лимит 1”  куринишдаги ани^маслик булиб, ю^орида 

айтилганларга асосан:

ифодани логарифмлащ натижасида

l im  In у  =  lira  ll1—f  ■
XJ L  ^ 2х) 1

4 4

^  куринишдаги аник,масликка келади.

Энди Лопиталь ^оидасини ^улласак:

_1____1_
lim -(lntg*)l_ — ijm tgx cosaA:_ _  — iim s i n 2 x = : _ L

я [(tg2x) -1]' я _ 2 ----  х^ я
4 4 COS2 2x 4

Демак,
(tg 2*)2

lim (tg x ) e x =  —
я ex -->—
4

экан.
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131. lim

132. lim
*-»о 3sin4 x — 12sin x

133. lira j £ & £ n i t
_ л  2sin 2̂ — 1
X  —

4

134. lim £  j ‘* + » - 2  (e*— 1)
■*-»o x3

135. lim —  cosx-.
лг-+о x2sinA:a 

nx __„situ;
136. lim ------2-----

Jt->o xs
( a > 0 ) .

137. lim nrcs,n2x — ^arcsiru
x-nO X%

138. lim ^  ( e > 0 ) .
X —>00 X

Мисол ва масалалар

139. lim 1
x -* i x P —  1

Ф *  0).
Xх  —  1140. lim

*-»l lnx

141. lim -c°sJ ? m +  0 * ,
x - * ~  C0S ’



147. lim (Xх — 1) lnx.

148. lim  ̂ 1 1
x-*o \  sin  x x

,49- й ( г г ? — d
os, p Ф  0. 

i
x  —  1

150. lim x
*-*■1 /2  Vе

151. lim -  arctg л: .
x-+-(-oo \  П J

152. lim (1 +  x)u'x.
X'*> J 0

153. lim (л — 2x)C0SX
—0

2

154. lim | l nx | te.
x-*-{-0

155. limx**""1.
x-*Q

156. lim (л^* — 1).

1 5 7 . Ш
'x-*Q x2

158. lim (thx)*.
» -b *

159. lim № s f  .
X->0 \  x  j 

„ltw
160. lim - — — .

X ^+oo (In at)

1

161. lim < ' + « > * - ; 1.
JĈ» 0  x

i
lnsh*

162. lim x
AT-̂ -fO

/ 1  \ s i n  X
163. lim -

•*-»+o V x ,
164. lim (arcsinx)tg*.

jc-sh+O

( f l >  0).
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165. lim  {— arccosx\
*_>0 \ /

166. lim f - ----------—
V x  arcsin x

167. lim (jc8 — x ? In2 x )
X —+ ~ ^-Q Q

168. lim xln  l — arc tgлА.
X —* - j - c o  \  7 1  j

169. lim
x-+o I n 3

170. lim xa a ,  c c > 0 ,
X-> + °o
а-Ф1.

V I I I  б о б  

АНЩМАС ИНТЕГРАЛЛАР
l-§ . АНИКМАС ИНТЕГРАЛ ТУШУНЧАСИ

f(x) функция бирор (a, b) (чекли ёки чексиз) интервалда 
аникланган б\'лсин.

1 - т а ъ р и ’ф. Агар (а, Ь) интервалда f  (х) функция 
(f (х) dx ифода) ш у интервалда дифференциалланувчи F (х) 
функциянинг урсиласига (дифференциалига) тенг булса, 
яъни ушбу

f ' ( x )  =  /  (х) (dF (х)  =  f(x) dx),  х £  (а, Ь) 
тенглик рринли булса, у  %олда F(x) функция (а, Ь) интер
валда f (х) функциянинг бошлатич функцияси дейилади.

1-м и с о л .  Ушбу

/  (Х) =  J ± -
1 W  l +x*

функциянинг (— с»; +  оо) интервалда бошлангич функцияси 

F (х) =  In (1 +  Xs)

б^лади, чунки

F' (х) =  [In (1 +  х2)]' =  — -2х =  f (х).
1 +  X2
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F (x) ва Ф (x) функцияларнинг хар бири (а, Ь) интервалда 
битта /  (х) функция учун бошланрич функция булсин:

р'  W  =  f (А  Ф ' (х) =  /  (х), х  6 (а, b).
Демак,

F' (х) =  Ф ' (х).
Бундан эса

F (х) =  Ф (х) +  С (С — const)
тенглик келиб чи^ади.

Демак, (а, Ь) интервалда берилган /  (х) функциянинг бош
ланрич функциялари бир- биридан узгармас сонга фарц цилар 
экан, яъни бу функциянинг (а, Ъ) интервалда бирор бошлан
рич функцияси F (х) булса, унинг исталганбошланрич функ
цияси ушбу

F (х) +  С '(С — const)
куринишда ифодаланади.

2-т а ъ р и ф .  (а, Ь) интервалда берилган функция бош
ланрич фунщияларининг умумий ифодаси F (х) +  С 
(С  — const), f (х) функциянинг ани^мас интеграла деб ата- 
лади ва

j  f  (х) dx

каби белгиланади.
Демак,

|  f (х) dx =  F (х) +  С (С — const).

2 - мис ол .  Ушбу
J Зх2 dx

интегрални хисобланг.
Равшанки, f (х) ~  Зх2 функциянинг бошланрич функцияси 

F (х) =  Xs булади.
Ани^мас интеграл таърифидан

J Зх2 dx — х3 +  С

булишини топамиз.
1. А н и ц м а с  и н т е г р а л н и н г  с о д д а  х о с с а л а р и :  
1°. d  [ | /  (х) dx] =  f  (х) dx.
2°. j d F  (х) =  F (х) +  С (С — const).
3°. Агар /  (х) ва g  (х) функциялар бошланрич функция- 

ларга эга булса, у холда /  (х) ±  g  (х) функциялар] хам бош
ланрич функцияга эга ва
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J [/ (x) ±  g  (x)) dx*= j f  (x) d x ± ) g  (x) dx

муносабат ^ринлидир.
4°. Arap f (x) функция бошлангич функцияга эга булса, 

у хрлда k /  (х) (к — const) функция ^ам бошлангич функ
цияга эга ва

муносабат уринлидир.
2. Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р н и н г  а н и ^ м а с  ин- 

т е г р а л л а р и .
Элементар функцияларнинг хосилалари жадвалидан хамда 

бошлангич функция таърифидан фойдаланиб, элементар функ
циялар учун аницмас интеграллар жадвалини келтирамиз.

1, J 0 dx =  С, С — const.

2. j  1 dx =  х +  С.

j  k f (x) dx =  k f f  (x) dx (k Ф  0)

3. \ x a dx  =  +  С ( а ф  — 1).

4. J —  = 'ln  \x \  +  C ( х ф  0).

5. f a dx — —— f- С (a >  0, а ф \ ) .
J In a

6. |  exdx =  ex +  C.

7. J sin x\dx = '— cos x - f  C.

8. J cos x dx =  sin x  +  C%

=  tgx 4- С, х ф £  +  n я, n £ Z .  
cos2 x  2

l + * 2 I— arcctg x-b 
dx _  j  arcsin

—  =  — ctgx С,  х ф п п ,  n £ Z .— ctgx 4- С, х ф п п ,  n £ Z .

J У  l +•**
13. j  sh x dx =  ch x  4- C.

14. § c h x d x  — s h x +  C.

f arcsin x +  C, 
{— arccos x 4- C,

arcsin x 4- C, 
— arccos x 4- C,
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I -

3- миеол .  Ушбу

* * ± 4 ± I  dx  
У х

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги функцияни

1  L

i ± i ± i .  -  , •  +  j  +  - L -  
V 7  V *

куринишда ёзиб оламиз. Натижада

^ < , - д / + / + £

тенгликка келамиз.
Ани^мас интегралнинг содда хоссалари ва юцорида кел- 

тирилган жадвалдан фойдаланиб, топамиз:
з_  1_

J  -  1 dx — j* х dx  +  j* x dx  +  2 • J - =

-  + i i  +  i -  —2 2 „ 2 ' „ 2_ AC

dx

+  £------- +  2 У *  +  C =- +  - Щ ±  +

- + 1  4  +  1 2 2

+  2 V x + C  =  2x* ^ x - +  + 2  У х  +  С =s
5 3

- 2 1 ^ ( f  +  f + l )  +  C.

2-§. ИНТЕГРАЛЛАШ УСУЛЛАРИ

|T  1°. У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и
Агар q>(0 функция (с, d) интервалда бошланрич функция 

Ф(/) га эга булиб, g{x)  функция (а, Ь) интервалда диффе
ренциалланувчи з^амда х £ (а, Ь) к,ийматларда g(x) £ (с, d) бул
са, у^о л д а

|ф  (g(x)) g' (х) dx  =  <P(g (х)) +  С 

формула уринлидир.
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Демак, ^ ( g i x ^ g ' ( x ) d x  интегрални ^исоблаш t ~ g ( x )  

алмаш'шриш ёрдамида |  ф(t)dt интегрални хисоблашга кел-
тирилган экан. Бундай у с у л  у з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и -  
р и ш у с у л и  д е б  аталади.

4- м исол .  Ушбу
Г dx
J хУ х* -J- 1

интегрални хисобланг.

dx С dx_  d x ___________ р _________ d

J х/ х* -г  1 ~ J x2y
1+  хЗ

<*1 —X
2

x% J  r " \ x ,

Охирги интегралдан куринадики, узгарувчини —  =  t деб
.. X

алмаштириш ма^садга мувофи^дир. Янги узгарувчи t орка-
, С dtли интеграл ^уиидаги куринишга келади: /  =  — J - т у г - .

ch2/ — sh2/ =  1 айниятни хособга олиб, / =  sh z  алмашти- 
ришни бажарамиз. У холда

dt =  c h z d z ,  7 /1  +  ̂  =  1 +  sh2z =  chz

булиб,

/  =  _  J |L £  =  _  JW== — г + С

натижани оламиз. Берилган интегралнинг х узгарувчи ор^а- 
ли ифодаси

/  =  —In — +  ] / —  X V X* + 1 +  с

булиши равшандир.
5 - м и с о л .  Ущбу

a r c  t g  х  d x

1
е

интегрални хисобланг.
1 +  *2
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Бу ннтегралда arctgx =  £ алмаштиришни бажарамиз.
Натижада - х =  dt булиб,

1 -j- х'г

J e arc t g * =  jV  d/ =  е* +  С =  еагс,ЙЖ +  С

булади.
6- м ис ол .  Ушбу

dx
(л:2—(-1)3/2

интеграл хисоблансин. Бу ннтегралда x =  tg t,-----~  < / <  ~

алмаштиришни бажарамиз. Натижада
, dtdx = -------

cos21
булиб,

t — ^ —  _  Г Л J  dt — [cos t dt =  sin t + C  — sin (arctgx) + C  
J (**+!>*/* J cos*/ J v ё / - r
булади.

7 - ми с о л .  Ушбу
In (In х)

X  In X
dx

нитегрални хисобланг.
Бу ннтегралда In (In х) =  t  алмаштиришни бажариш на-

d хтижасида — ;— =  dt булиб, 
х In X

Mnflnx).  dx== Сш  =  J*_ +  c  =  linOnx)^ c  

J x lnx  J  2 2
булади.

Мисол ва масалалар
Узгарувчини алмаштириш усулидан фойдаланиб ^уйидаги 

интегралларни хисобланг:

Г - ~ = r d x .  5. Г-
J V i - x *  J ( j

dx
(л*—1)*/а

2. U V \ ^ > d x .  6.

С аг c tsx  , 7  Г___

] - ^ r dx- J / ' V -

S- $V\
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9. |cos6x]/sin x dx. 
p dx
J ( 1 + х ) У 7 '

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16. 

17.

p dx
J Vx(l +х)
\ xe~x’dx.
(* ln100x
r

I
1

I
1

dx.
X

siruc- ■COSX

У  sinx — cos* 
dx

sin2*  +  2cosa x 
dx

-dx.

sin x 
dx 

x*~+l'

18.

19.

20.
21.

22.
23.

24.

25.

I
P 2 * 3  

J  9 * -

x* — 1
*4 +  1

dx.

4X
dx.

xdx

J V  i+*4-/u-м*)®
p dx 

J  ch л:

j l / T ^ d x .  

J / I ± I  dx.i — * 
cos3*

COS2*

arctg^F

p sin x- 
J _ l + c

I
dx.

V ?

dx 
l +  x

2°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и  
Фараз кдлайлик, и(х) ва v(x) функциялар (а, Ь) интервал- 

да|дифференциалланувчи булиб, v(x)-u’(x) функция бу ин
тервалда бошланрич функцияга эга булсин. У ^олда u(x)v'(x) 
функция хам бошланрич функцияга эга ва

|и(х) v'(x)dx — и(х) t  (x)'— j v{x) и'{х) dx

тенглик уринлидир. Бу тенглик б у л а к л а б  и н т е г р а л 
л а ш  ф о р м у л а с и  дейилади. Булаклаб интеграллаш фор- 
муласини

ju(x) dv{x) =  и(х) v(x)— jv(x) du (х)

куринишда езиш хам мумкин.
8- мис о л .  Ушбу

j  arctg х dx.

интегрални хисобланг. _
Интеграл остидаги ифодани и =  arctg)/"х , dv = 

купайтмаси деб оламиз. У  холда du =
1 +  х 2 У~~х* 

булади. Булаклаб интеграллаш формуласига кура;

dx лар 
V — х
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/ =  I arctg Y x  dx =  x arctg К  x — Г — ~  
J J  2y x i

=  л:- arctg У  x — —  Г V xdx
2 J  i +  *

f  V I  
J  W

dx
Ь + х )

^  ннтегралда У  x =  t деб оламиз. Натижада x  =  

=  f2, dx == 2/ dt булиб,

J l + x  J l +/ *  J I +  /*

—2 J j  dt — =2/—2 a rctg / + C = 2 / x --2  arctg }/ T + C .

Шундай цилиб, берилган интеграл ^уйидагига тенг булади: 

/ =  х • arctg У х — У х +  атс t g y  х +  С =

=  (х +  1) arctg У х — У х  +  С*

9 - мисол.  Ушбу

I =  fsin (In х) dx

интегрални хисобланг.
и =  sin (In х), dv =  dx деб оламиз. У  холда d u =  - s *ln*̂  dx,

х
v =  х  булади.

Булаклаб интеграллаш формуласидан топамиз:

I =  x -sin (ln x)— J x  c°s 1̂п^ dx =

=  х- sin (In x) — J  cos (In x) dx.

/j =  | cos (In x) dx ннтегралда худди ю^оридаги каби бу
лаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланамиз:

/х =  х cos (In х) 4 - j  sin (In x) dx.

Демак, ^аралаётган интеграл ^уйидагича куринишга зга 
булади:

I =  xsin (In х) — х cos In х— J" sin (In x) dx—

— x  sin (In x) — x cos (In x) — I.

Шундай к;илиб, I га нисбатан чизицли тенглама хосил 
' булди, бундан
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эканини топамиз.
10- мис о л. Ушбу

/ =  Г— АЛ —  ( п *  1 , 2, 3 , . . .  )

интегрални хисобланг.
Аввало бу интегралда п — 1 булган холни царайлик. 

Бу холда

муносабатга эга буламиз.

интегралда

деб олсак,

I =  —
п J(x* +  a T

и — ------!—  du — dx
(хг _|_ а 2)л

, ' 2 п х dx аи = -------------- - г г .  v =  x(X* +  fl2)n+ 1
булиб, булаклаб интеграллаш формуласига кура 

/ =  — £--------j_ 2 п Г------ ^-тгг dx
п (х* +  а2)п J  (х* -f-Д 2 ) " + 1

булади.
*2

(х* +  Cpf+ 1
ифоданинг куриниши

•а2
(х* +  aV‘+I (х2 +  а2)4 (*2 +  а*)п+1

каби узгартирилиши натижасида

1 — — -------- Ь 2л/ — 2па% / ,,

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликдан эса
г Г1 х , 2 п — 1 1 /



реккурент формула келиб чщади. Бу реккурент формула- 
дан ва п =  1 булган хрлдаги интеграл хисобга олиниб, 
п >  2 лар учун интеграллар топилади. Масалан:

I (х2 +  а2)2 
1 х

2а2

+

х2+а2 2а2

arctg —  +  С.
2а2 *2+ а2 2а3

М исол ва м асал ал ар

Булаклаб интеграллаш усулидан фойдаланиб куйидаги 
интегралларни хисобланг:

26. j  л:-sin xdx. 36. | eax-cos bxdx.

27. j  х • e~xdx. 37. J  e x • sin bx dx.

28. j  x^I nxdx^ Ф — 1). 38. | V~x In2xdx.

29. j  arcsin xdx. 39. J  e2*sin2xdx.

30. J  x3 e~x*dx. 40. |x (arctg x)2 dx.

31. (* arcsin л: ^

J x2
41. fxln J _ i £  dx. 

J  l - x

32. jarctgxdx. 42. j x 2 sh xdx.

(Y l n x  Y  .
33. | ]п (х + 1/ 1 + х 2)^ - 43. J U  ) d x -

34. j s i n x l n  (tgx)dx.
44. f  *  dx.

J  COS2 X

35. Jcos (In x) dx. 45. r arctg(*X) dx. 
J  ex

3 -§ .  РАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ
Вх +  С -, т — 1 , 2, 3, . . .

(х — а)т ' (xt -{ .p x  +  q)m ’ ( О

куринишдаги касрлар с о д д а  к а с р л а р  деб аталади, бунда 
А, В, С, а, р, q лар узгармас сонлар, х2 +  рх +  q квадрат 
учхад эса ^ацик;ий илдизга эга эмас.

Ушбу
р(х) __  д0 +  а\Х +  а2х* +  . . . +  ап хп ,п\
Q (х) Ьо Ь j.v -j- b<±x- 4* .  . . -j- bjxi
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куринишдаги каср рационал функция дейилади, бунда а0, . . .  ,ап 
Ъ ва Ь0, Ь±, . . . , bj узгармае сонлар, n £ N , jd N . Агар л</ 
булса, бу каср турри каср деб аталади.

Хар цандай турри каср содда касрлар орцали ифодалана- 
ди (к,. Т. Азларов, X. Мансуров. «Математик] анализе, 1-жилд, 
262-бет). Демак, (2) куринишдаги рационал касрларни ин
теграллаш масаласи ( 1) куринишдаги содда касрларни ин
теграллаш ор^али хал ^илинади.

1 Л1  .   с о д д а  к а с р н и н г  а н и ^ м а с  и н т е г р а л  и:
х—а

Г _ 1 ^  =  a  =  Aln]x_ aj +  с.
,)х  — a  J  х — а

2 . Г — —-----dx (т >  1) интеграл хам осон хисобла-
J  (х — а)т

и;

I dx~ A 4 J “
С.

нади;

1 _ т  ( х - а ) т~ 1

3 . — Вх +  С _ содда касрнинг интегралини ^исоблаш 
х* +  Рх +  Я 

учун хг +  рх +  q квадрат учхадни

х2 +  рх +  q =  +  y j 2 +  q ~ Y  

куринишда ифодалаймиз (х2 +  рх +  q квадрат учхад хаци-
п2

ций илдизга эга булмаганидан q ------— >  0). У ^олда

Г. +  f  в* +  с  dx-, а ' = Я- £ -
J * .  +  p , + ,  J ^ + A j *  +  a, *

булади. Бу интегралда х  - f  —  =  t алмаштиришни бажара-

миз:
dt

Л —  + ( С - „J  Р +  а* ^  V 2 J J P  +  а*

=  в  Г rf(^ +  Q2) , ( С - * * )  • Г ~
2 J  +  2 / а J  i +  —̂ j 2
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=  4 -  In (/2 +  a2) +  f С -  %  U  arctg * -  +  Cx =

p
B-ln (x2 +  px +  q) +  arc tg ___ ^  2 +  Cv

- T

Д е м а к , /  =  j"
Bx -f- С ,dx =

X» +  px +  q

=  In (AC2 +  p* +  +  -(2C -By  a r c t g + 2Ci.
2 4q — p2 -.A p*

К

4 — Bx +  c— 1) содда касрни интеграллаш учун 
(хг+ р х  + q )m

худди 3- холдаги каби узгарувчини алмаштиришдан фойда- 
ланиб топамиз:

/  -  Г В х + С d x -  В Г d(‘2 +  а*} I 
т J  (x* +  p x + q ) m 2 J  (t* +  a*)m ^

, ( с ________________- ____ в и _______ 1 ,
“ V 2 / J  (/2 +  а2)"» 2 1 — пг {t* — a*)m- x ~г

+ f c _ ^ f -------f*L __
\ 2 / J  (^ +  а«Г

Бу муносабатдаги J  ^а^ д2̂ т ИНТегРал Ю-мисолда кел-

тирилган булиб, у реккурент формула орцали ^исобланади.
11- ми с о л .  Ушбу

__f* xdx
J  (* + 1 )  (2jc — 1) (x2 +  1)

/

интегрални дисобланг.
-------------------------------касрни содда касрларга ёйиш нати-
( * + 1 ) ( 2 х - 1 ) ( х 2 + 1 )  

жасида у ^уйидаги куринишга эга булади:

____________ х____________  _  А В C x-f-D
( х + 1 ) ( 2 х — 1)(х2+ 1) -  х + 1 ^ 2 х - 1  +  х» +  1

Бу тенгликнинг унг томонидаги касрларни умумий махраж- 
га келтириб, суратдаги купхадларнинг тенглигидан фойда- 
лансак, ушбу
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— А +  B — D  =  О,
2A +  B — C +  D = l ,  

' — A + B  +  C + 2 D = 0 , 
2A +  B +  2C =  О 

системага келамиз. Бу системани ечиб,

эканини топамиз. Шундай ^илиб,

+  —  In I 2х — 1|-----— ln(x2 +  1 ) +  —  arctgх + С .
30  1 1 20  v - 10

Бу мисолда рационал касрларни интеграллаш учун уму
мий булган, содда касрларга ёйиш усули етарлича мурак- 
каб булган тенгламалар системасига олиб келишини курдик. 
Шунинг учун интеграл остидаги функция куринишига цараб 
иложи борича соддароц усуллар билан интеграллаш маъцул- 
дир.

12-мисол.  Ушбу

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги ифода куринишини узгартириш нати- 

жасида топамиз:

*4 + 1  х* +

2 dx
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г'1 функцияни содда касрларга ёямиз:

Натика да 
Г dz
J г* - :

1
2/  2 \ г—/ 2

2 У" 2 
1

dz

' z + V ~ 2 j ’

1 С dz
■ / 2  2 / 2  J  z + Y 2

Демак,
2 /2

2 / 2

__1_
2 / 2

arclg
/ 2-

г— V  2 
z + / 2

+
4 / 2

In

+  С булади.

+ / 2

: arclg

* +  —/ 2 *

+  1 _  \п \ х2 +  хУ ^ + 1
х / 2 4 / 2 I X* —  x / 2  +  1

Мисол ва м асалалар

К,уйидаги интегралларни хисобланг:

+  с.

46.

4 7 - I
xdx

( х +  1)(х +  2) (х +  3) 

xdx

48- Л
49. J

50. J

х2 —  Зх +  2
X \2

х 2 —  З х ,+  2 

dx
U + 1 ) (х2+ 1 ) ' 

dx

dx.

53.

54.

55.

Г dx 
J х* — \ 
C^ + i
J  х * +  1

dx.

dx
J(l+x)(l+x*)(l+x>)  

56. f  ■ **
J  I

- dx.
(x—  1)1°»

57. f  - - - - - d x .
J  . -  ■ ~

51. Г - ^ - d J c .
J x3- l

58

x ( l + x ’ ) 
xn

52. xdx
(at-}- 1 ])

• b
59. f -

J  * « + 1
Г dx
J Xе-  1

'+3x*+2  
dx

dx.
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L  —  arctg— +  С ( а  ф  0).J  а2+ * а а а
2 Г _dx_ =  J _  In +  С (а =* 0).

J  а2— л:2 2 а а — х

3. Г — —̂ dx =  ±  —  In I я2 ±  х2| - f  С.
J  а2± х 2 2 1 

4. Г /- t̂ — =arcsin —  +  С (а >  0).
J  / д2- * 2 а

5 - J - p ^ - i n U  +  V ^ ^ I  +  C ( а > 0).

6. Г у  ^ 5 ,= - =  ±  у Т 2̂ Т 2 +  С ( а >  0).
J  |Лг2 ±  х 2

7. J  У а 2 — x2dx — У ^ 2 — *2 +

+  —  arcsin —  +  С (а >  0).
2 а

8. J  ) / х 2 ±  fl2 dx =  ~ У Гх2 ±  а2 ±  In

4-1/ хг ± а 2.| +  С ( а > 0 ) .

^уйидаги формулаларни исботланг:

х +

4- §. БАЪЗИ ИРРАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ 
ИНТЕГРАЛЛАШ

Г . j ^ ( x ,  куринишдаги интегрални царай-

лик бунда R(x, ср(х)) х  ва ф(х) ларнинг рацио

нал функциясидир.
Бу интегралда

t =  exJ ±
. w СХ “j~ d

алмаштиришни бажариб, рационал функцияни интеграллаш- 
га келамиз.

13-мис о л .  Ушбу

I , -  Г— .  Z  - - = г  { п тJ  У  ( x - a f + ' i x - b ) * - 1

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги функция куринишини ^уйидагича уз- 

гартирамиз;
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у  'x~z_ £  =  t алмаштиришни бажарсак, у хрлда х =  
а — Ып , ntn~ l (а - Ь ) w (а—6)2 f 1

' dx =  "' ( , 7п \2 (*  — а){х — Ь) —1 — гя (1~<п)2 * '  7 4 '  ( l - / " ) 2

булади.
Натижада берилган интеграл учун

/ =  Г ”/fl~'1(a — 1П f  г ,.
л J  ( I—О 2 1 (a—b f  tn ‘

_  n f  л 1 , n  n * f x  — b. t
a — b j  fl b — a' t +  b — a V  x — a i +

эканини топамиз.
2°. К,уйидаги

[ а  Ъ \интегрални ^араилик / —  —  I; гх, г2, . . .  , гп — рацио-

нал сонлар. Бу ги га, . . . , гп рационал сонларнинг умумий 
махражини топамиз, у m га тенг булсин. Агар ^аралаётган

ннтегралда t =  ' j/  алмаштириш бажарилса, интеграл
ни хисоблаш рационал функцияни интеграллашга келади.

14-ми с о л .  Ушбу
Г dx

J  V'x +  V'x
интегрални хисобланг.

Бу ннтегралда t —У х  алмаштиришни бажарамиз. Нати
жада

' = 6& “ 6 Я ' ! - г + 1 - т т т ) л -  

= 6 ( т ~ т + / ~ 1п|/+1|) +  с==

=  ^ { ^ j - ~ ^ - + V x ~ \ n \ V x + \ \  ) +  С =

=  2У~х — Зу^* +  — 6 In | Y~x -j- 1 | +  С 
эканлигшш топамиз.

1 =



Мисол ва м асалалар

К,уйидаги интсгралларни ^исобланг:

65. Г -у— т 
J  (1+v

61. Г dX- = : 
J  1 +  У Т

/ 1 +  х dx  
1 — х 1 — х

X — 1 X "t- 1

dx

3°. К,уйидаги
J R{x, У ax2jr b x + c ) dx

интегрални ^арайлик, бунда a, b, с — узгармас сонлар, ахг-\- 
+  bx-\- с квадрат уч^ад тенг илдизларга эга эмас (а Ф О, 
b2 —  4ас Ф 0).

а) Агар ах2 +  Ьх +  с квадрат уч^ад ха^иций илдизларга 
эга булмаса, у >;олда унинг ишораси билан а нинг ишораси 
бир хил булиши маълумдир. Шунинг учун а >  0 деб фараз 
киламиз. Бу холда каралаётган интегралда

алмаштириш натижасида интеграл рационал функцияларни 
интеграллашга келтирилади.

б) Агар ах2 +  Ьх +  с квадрат учхад хар хил хх ва х2 
ха^и^ий илдизларга эга булса, у холда

алмаштириш натижасида интеграл остидаги функция t  уз- 
гарувчининг рационал функциясига келтирилади.

Одатда (1) ва (2) алмаштиришлар Э й л е р  а л м а ш т и 
риш л а р и  деб аталади.

15-м и с о л .  Ушбу

t = У а  х  +  У а х 2+ Ь х + с ( 1)
(ёки t  =  — У ах  +  У ах^+Ьх+с.)

У  ax2Jrbx-rC =  У  а(х—хх)(х—х 2) булиб,
У a(x—xi) (х—х2) =  i (x—xi) (2)

интегрални хисобланг.



Эйлер алмаштиришларидан фойдаланиб,

Y 1 +  х +  х2 =  tx +  1
десак, натижада

булади.
Топилган муносабатлардан фойдалансак,

x V l + x  +  x*

1 — V 1 +  X 4- *2

=  In I 1 — Г- 1 +  С =  In 1 —

хрсил булади.
Куп холларда Эйлер алмаштиришларн мураккаб хисоб- 

лашларга олиб келади. ^уйида J R (х, У  ах2 -f- bx -f- с) dx 
интегрални хисоблашнинг яна бир усулини келтирамиз.

R (х, У  ах2 +  Ьх +  с ) функцияни алгебраик алмаштириш - 
лар ёрдамида хар доим ^уйидаги куринишда ифодалаш мум- 
кин-

бу ерда ■ (лг) ва R2 (х) рационал касрлардир. Рационал 
касрларни интеграллаш масаласи юкорида курилганини эъти- 
борга олсак, у холда

интегрални хисоблашга келамиз. Маълумки, Rl (х) рационал 
каср Рп (х) купхад ва элементар (содда) касрлар йириндиси 
куринишида ифодаланади. Шундай кдлиб,

(3)

(4)
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dx 2

(x* +  px -)- q)m У ax2 +  bx -f- с
p 2 - 4 q <  0  (5 )

интегралларга келтирамиз.
(3) интегрални щсо5лаш учун

p« l *  dl —  =  Q (Х) у  ах2 +  Ьх +  с +  
У а х 2 -f- Ьх +  с

dx

У  ах2 +  Ьх\+ с

формуладан фойдаланиш ма^садга мувофи^дир. .Бу ерда Я 
бирор сон, Q (х) тартиби (п — 1) дан катта булмаган купхад. 
Охирги формулада тенгликнинг хар иккала томонидан ^осила 
олиш ёрдамида хосил булган тенгликдан X ва Q (х) купхад- 
нинг коэффициентлари топилади.

dx интеграл эса узгарувчини алмаштириш
У  ахг +  bx f- с 

усули билан дисобланади.
(4) формула билан ифодаланган интегрални i — ——

алмаштириш ёрдамида (3) куринишга келтириш мумкин- 
лигини куриш ^ийин эмас.

(5) куринишдаги интегрални х,исоблаш учун ах2 +  Ьх+ с,
х2 +  px +  q квадрат учхадларда р =  — булса, ^аралаётган

ннтегралларни
(2х +  р) dx f* dx

2m -f 1 I  2m— 1

(x1 +  px +  q) 2 J  (x* +  px +  q)

интеграллар йигиндиси оркали ифодалаб, биринчи интегралда 
и =  jc2 +  px +  q, иккинчи интегралда эса

t =  ( У х 2 +  p x+ q)' = ----- - -х +  р--------
2 У  х* + р х  +  ч

алмаштириш бажарилади (Абель алмаштириши).
Агар р Ф — булса,

а

х ^ ^ Ш -
/ + 1
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алмаштириш ёрдамида (5) интеграл
Р (() dtJ (t*+k)m Vst* +  r

куринишга келтирилади, бу ерда Р (/), (2т— 1) — тартибли 
купхад ва X мусбат сондир. Юкоридаги алмаштиришда а  ва 
Р лар шундай танланадики, x2 +  px +  q ва ах2 +  Ьх +  с 
квадрат учхадларда i нииг биринчи даражаси катнашган 
>̂ адлар йу^олади.

Р (!) -  тугри касрни содда касрларга еииш натижасида

юкоридаги интеграл цуйидаги интегралларга келтирилади: 
tdt г  dt

(t* +  X)k V  St2 +  Г 

Бу интегралларнинг биринчиси ыа =  st2 +  г, иккинчиси эса

v =  (|А/а+ г ) ' =  —  ■ Абель алмаштиришлари ёрдамида 
V  st% +г

хисобланади.
16-мисол.  Ушбу

dxJ;( * 2 + 2 )  V x *  +  

идан фойда

у =  ( V ^ + i y  =

интегрални хисобланг.
Абель алмаштиришидан фойдаланамиз. Натижада

V x * +  I

v2 (х2 +  1) =  х2, х2 +  2 =  2 ~ v ,
1 —  V*

v V хй I =  х, dv ~\f x2 +  1 + v 2dx =  dx, 
dx dv

\Vx2-\- 1
муносабатлар хрсил булади.

dx _  С dv _  4  j n  V 2 - f  v | £

{x* +  2 )V x 2+\  J  2 v* 2 V 2 V 2 

V 2  +
In --------- i ^ ± l  +  c =  - L  ,n .1(^ L +2 + i + c .

2 V 2  V i  — ------- -------- 2 У 2 У~2х* +  2
V x * +  1
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1 7 - м и с о л .  Ушбу
[  I dx

(2х +  1Р  V 4 х 2 + 4 х + 5

интегрални хисобланг.
Бу интегрални >;исоблаш учун 2х  +  1 =  2 sh t алмашти

ришни бажарамиз. Натижада

1 =  1  f  c th t с  =
8 J  sh2 / 8

____ 1 ~V 1 +  sh2t , £, _ I V 4x'2 +  4x +  5 , £
8 sh t 8 (2x +  1) *Г

булади.
1 8- м и с о л. Ушбу

/  =  j x Y x 2 ■— 2х-\-2 dx 
интегрални хисобланг.

Бу интеграл ^уйидагича ^исобланади:

/  =  j  х У х 2 — 2х+  2 dx =  J  x Y (x  — 1)--Ь 1 dx =

=  j  (x — 1) Y ( x ~  1 y+ \ dx  +  j V ix ^ ^ W + ld x  =
I

=  j j  l ( x - l ) 2+ l } 2 d [ { x ~ \ ) 2+ \ ]  +

+  J y i ^ W + u  {x -  i) =  1  • +

2

+  ^ y 1  уГ(~х ~ 1)2+1 +  {  in / ( - v - O  +  K C ^ W i  i +

+  с  =  4  (x2 — 2x  +  2)3/2 +  Z ^ l  y ^ 2 ^ + 2  +
3

+  j  In j(,r — . 1 )+  K x 2 —  2 x + 2  I +  C.

4°. Б и и о м и а л д и ф ф е р е н ц и а л л а р н и и н т е г р а л 
л а ш

Ушбу
хт (ахп +  Ь)р Лх. 

ифода биномиал дифференциал деб аталади.
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Бу ерда а, сонлар, т, п, р лар эса рацио
нал сонлар булиб, а ф О, b Ф 0, т Ф  О, п ф  0, р Ф 0. Ушбу

хт (ахп -j- b)p dx

интеграллар цуйидаги уч х;олда рационал функцияларни ин- 
теграллашга келтирилади:

1) Агар р —  бутун сон булса, x =  t' алмаштириш баж а
рилади, бу ерда N, т ва п касрларнинг умумий махражи- 
дир.

2) Агар бутун сон булса, axn +  b — ts алмашти-
п

риш бажарилади, бу ерда s р касрнинг махражидир.

3) Агар т ~̂~ 1 +  р бутун сон булса, а +  bx~n =  ts an
ti

маштириш бажарилади, бу ерда хам s р касрнинг махражи
дир

1 9 - ми с о  л. Ушбу

Г dx
J  У  1 +  X1

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги ифода учун

а =  b =  1, т =  0, п =  4, Р — ~  булиб,

т  +  1 I 1 1 С\ А"----------- г  Р — ------- - — =  U булади.
п 4 4

Демак, 1 +  А'”"4 =  t4, алмаштирищнн бажариш лозим. Нати- 
жада:



2 0 - ми с о л. Ушбу

J  х3 (х4 — 27)9 dx
интегрални хисобланг.

1 1

х3 (х4 — 27)9 dx =  -  И х 1 — 27)9 d (х4 — 27) =
ю

=  9 (х4 — 27) 9 с  
40

Мисол ва м асалалар
Куйидаги интегралларни хисобланг:

71- Г------ ......  dx. 82. Г йх

79

80

V \ + X + X *  J  (1 - h  X») V "  1 —  Jt*

Г --------- ^----------. 83. Г
J ( х + 1 ) У х * + х + 1 J (1 — X4) ] Л  +  х2

(1 - Х )2 ]Л  +  X2 84> J  *2 +  1 dX■

•1

(х * + х + 1 )У Л х2+ х + 1

J  (х2+ Х + 1 )]Л с 2+ Х —1

75. Г-------— = .■  86. Г _Ыг'М*____
J  ( 1 + Х ) К  1 - х - х 2 J (

76. Г — j 87.  Г ----------- Л ....... .
х К х 2 + 1  J  (х2+ 2) V 2х2—2х+ 5

_ _  Р x3dx

' J  К Г ^ г '  88- J ;  *

78. Г — i*— . . .  г ' *
+  V х2+  X +  1

---- • 89. Г ------- - dx
х2 К х > — 1 J 1 +  ]Л — 2 *  — х*

Г  * 8—6ха+ 1 1 х —6 , ___________

J У х* + 4х+ 3 *' 90. \ - ~-^ 2 + 3̂ +-У
х +  1/"х2 +  Зх +  2р  d *  «у *  " Г  г  л " ~r о *  - f  ^

J (х+1)*’}/'х*+2ж 91 • j х|Л:2 — 2х+2 dx.

81. Г -------- - d x  92. Г d x

J ((х2- 1  )Vх * - х - \  J  (1 + y x(1+x))2
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93. Г — dx. 
J  V x * + l  ,

■' J ' 7
94. ( ----- dx * > 0 -

\x V  5*2 — 2x +  1
f* дс4̂ лг95.

96.

97.

J  У >  +  4х +  5 

Г x*dx 
J  У х * - I

S ;  ‘
98. J

99. f -------- -
J  (*\ + *

3 У  \ +  2x +  2x2

dx
(x* +  4x  -J- 7) 

dx

3/2 '

+  1),5/2 '

1°° . f - (*  +  1}3 rfx.
J (л-2+Х+1)3/2

101. xdx

(2x2 +  1) ]/"3x2+5

102. Г - (x +  3) dx
J  (Хг+ \)Ухг+ х + \

1 3 .  Г ----------- * ________.
J  (*2— X-f-1) У *2+X+l

104. P £ ± X +  L dx,
J  x Y x  2—ДГ+1 
x  >  0.

105. Г ~x± ^ 1 +  *+ * !_  d x . 
J  1+X+ У  l-f-X+X*

У Т + 7 + 7 2 _ ,у х106.

X -
dx

У  l + x + x *

__t_ J_

107. J.je 3 (1— х 6)~Ых.

108. j V  ( l + x 3) - 2 dx.

JL —

109. J  x 3 ( l + x 3 ) - 3 dx.
I -  -

110 . j  л: 2(1 + x i )~10dx.

1 1 1 . x ' V ( x +  l )2 dx.

1 12 . \ V  1 + V x ,dx.

113. Г /  1 + V x dx.
J  У 7

114. С Vx dx.
J  V 1 + V 7

115.
J  x V  x6 +  1

116. p xdx

J  V 1 + V *

117.

118.

dx

X2 У (2 +  Xs) '■

dx

Xя V 2 — X*

119. l Y x  — x2 dx.

xn dx120. I =
У  axa+ 6 x + c ,

а Ф 0, n £  N, n > l ,  
интеграл учун
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/_ =  —  (xn 1 ]/rах2 -j- bx +  с —■ 
па \

j  (2n 1) — c ( n — 1)

реккурент форму лани исботланг.

5- §. ТРИ ГОН О М ЕТРИ К  ФУНКЦИЯЛАРНИ и н т е г р а л л а ш

R (sin х, cos х) оркали sin х ва cos х ларнинг рац ионал 
функцияси белгиланган булсин.

j  R (sin х, cos х) dx интегрални ^арайлик. Бу интегралда

/==tg f  (— J t < x <  л)

алмаштириш бажарилса, у холда интеграл остидаги ифода t 
узгарувчининг рационал функциясига айланади:

Г [ 2t 1 —/2\ 2 dt 
R (sin х, cos х) dx =  R\ +  P 1 +/*/ 1 +/2

t — tg у  алмаштириш тригонометрик функцияларни ин-

теграллашда умумий алмаштириш булиб, ундан фойдаланиш 
куп холларда мураккаб ^исоблашларга олиб келади. Шунинг 
учун интеграл остидаги функция куринишига ^араб (маса- 
лан, / =  sinx, t =  cosx ва х. к.) алмаштириш танлангани 
маъцулдир.

2 1-мисол.  Ушбу
dx

' J r +  е cosx

а) 0 < е <  I ; б) е >  1 интеграл хисоблансин. 

tg — — t алмаштириш натижасида

2 dt
1 +/» j* 2 dt

1 —t% J  1 + e  +  (l—e)
14-e-------
^  1 +  /*

хисил булади.
1 — e ифоданинг ишораси e га богли^ булиб, а) хол, 

яъни 0 < е <  1 да мусбат б) хол, яъни е >  1 да эса ман- 
фий булади. Демак, 0 < е <  1 да
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dt

i ± f 4
1 —  e

2

u/2 V l - e 2 

arctg ( | / 1

] /  bp! / +  С

V  l ~г*
булади, e >  1 булганда эса

/ = dt
1 —  e

/* —
1 +  e 

8 — 1

In
У  e2—1 1 -re 

8 — 1

+  c

]/ ea — 1
In

1 +  e +  /a ( s - -  l ) - 2 / K e 2 —  1 

1 +  e — /2 (е —  1)

In
K e 2 — 1 

булади.
2 2 - ми со л. Ушбу

интегрални хисобланг.

е +  cos х —  |/"е2 —  1 sir 

I +  е cos к

j  cos5xdx

+  С =

+  с.

Агар бу интеграл остидаги ифода учун tg — =  t алмаш

тириш бажарсак натижада
1 - / 2 5  2 dt

1 +/2
интеграл хосил булади. Интеграл остидаги функция t нинг 
рационал функцияси булса-да, уни интеграллаш мураккаб 
хисоблашлардан иборат эканини куриш 1ушин эмас. Агар 
интеграл остидаги функция куринишини ^уйидагича узгартир- 
сак:

cos5*  =  cos‘*x • cosx =  (1 — sin2x)2 cosx.
У холда берилган интеграл осон хисобланади:

j cosъ xdx =  J (1 — sinx2x)2 d (sinx) =

=  j  (1 — 2sin2x -j- sin4x) d (sinx) =
„ sin3*  . sin5x . „=  Sinx — 2 --------- 1-----------h C.
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2 3-м и с о л. Ушбу

/ - Г —  dj:
J  3sir3 s in x + 4 c o s x -f  5 

интегрални хисобланг.
tg ~  =  t алмаштириш натижасида:

2/ 1 — /а ■ 2dt г; *sinx = ------- , cosx = -------- , dx = -------- . Бу муносабат-
1 +  /* 1 +  /* 1 - М 2 '

лардан фойдаланиб топамиз:
dt ' f  dt/ =  2

/2 +  6/ +  9

— 2- f  (( +  3)-= d t - -  J -  +  C=------------ ------ +  С.

J  '  +  3 3 +
2 4- м и с о л. Ушбу

с
t sinx-sin3x dx.

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги функция куринишини ^уйидагича уз- 

гартирамиз:
sinx s in 3 x =  — (cos2x — cos4x).

Натижада
j* sinx • sin 3x dx — J  cos2x dx — ^ J  cos4x dx —

__ sin 2x  sin 4x  . q

~  ~ 4 8
булади.

2 5- м и с о л. Ушбу
Г ^х

J  asinx +  bcosx
интегрални хисобланг.

Интеграл остидаги функциянинг куринишини узгартира- 
миз:

1 1 1
sinx +  bcosx L а  . , Ь

у а* ~т о — -  ■— sin x-f-—  ■ co s*
V а2 + 6а Vat+b1

=  1__________ 1
У & + р  sin (х +  У)
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Бунда v =  arcsin — — сг +  b2 Ф 0.
V  а2 +ьг

Демак, ^аралаётган интеграл цуйидаги куринишга келади:

dx ' r d* = < / - *  +  v) =f -
J  asiasinx +  bcosx J sin ( * + Y )

r* ■ 1 П 1S i n -  ( COS'
1

V  а'1 + ь*
d t +  \

J  2cos!
) t
I 2sin —v  2

V a2 +2>2
In sin — 

2

V  a2 +b*
In tg -  

S 2
+  c  =

V =  arcsin

— In 

l

V  a2 ~+62 
b

tcos — 
2

In

dt

+  C =

tg - +  C,

V" a2 + 62
2 6 - мис о л .  Ушбу 

/ == f  ------- *  —  интегрални дисобланг.
У  sin5* - c o s *

t — sinx алмаштириш натижасида интеграл ^уйидаги ку- 
ринишни олади:

/ t 3 ( 1 - 0  3 dt.

Интеграл остидаги ифода биномиал дифференциал булиб, 

— “ +  1
унда - ± i  +  p =  — L _ _ l = _ i .  Б у ^ о л д а - 1 + Г 2=  

п 2 о

=  и3 алмаштиришни бажариш лозимдир. Лекин ^аралаётгаи
интегрални I

dx
cos2*

куринишда ифодалаб.
\ 1 f sin5jt 

t j  у  cos4*

соддарсщ tgx =  t алмаштиришни бажарсак, у долда

- }  (tgx) 3 + c
булади.
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Мисол ва м асалалар

К,уйидаги интегралларни хисобланг:

12 1 . fsinex-dx.

122 . [ sin2*  • cos4*  dx.

123. J  sin6x-cos6A' dx.

124.

125.

126.

127. f

128.

129.

130.

131.

132.

133.

s in 3 *  

cos4*  

dx 
со 3s X 

dx 
sin3*  

dx 
о cos4*  

dx

dx.

sin4*  
dx

sin4*  cos4*  

dx
sin3*  cos3*  

dx
sin *-co s4*  

dx

V  sin3*-co s3*

' dx

V  tg*
134. Jc o s * •cos4xdx.

135. [ sin2x- cos4x dx.

■ 136. jsin2x-cos (2>x-\-\)dx.

137. | cos22x-cos23a: dx.

138. |shx-ch7;c dx. 
cos3*139.

140 Г
' J  si

sin 5*

cos2*

sin 4 *

dx.

dx.

141. J  cos3*  dx.

142. j  cos3x ■ cos2x dx.

143. |cos62x-sin72x dx.

144. J  sh3x-ch2x dx.

145. Г-----— ----- dx.
J C

146

147

148 

149.

150

151

(3 c o s *  —  l ) 3 

s in *  +  s in 3*

cos2x
dx

• F  
. f -

J  s in *  (1 +  cos*) 

j *  s in 2 *

dx.

3 +  4sin2*

Г [cos* —  co s3 * 

J  1 —  sin4*

‘8*.  л v
tg *— 3 

co s* -

•J 

• I

152. Г ------—
J  co s2 * —  si

co s*  - j-  s in *

dx.

dx.

sin 2 *

153. dx
x|<-

1 5 4 1  

«55. J

156.

157. f -
J  si

dx
2 +  3sin 2* ■ 

dx
4 +  3sh2*  ‘ 

Г dx 
J  tg2* + 4 t g * '  

dx

• 4cos2*

158 •J

sin 4*  cos4*  

dx
a sh * +  fcch*

,b >  0.
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159.

160.

161 I
,62. J

IN. j

,64. j  

,65. j  

166.

dx
2sinx — cosx +  5 

sin2x

1 7 0
I

dx
(1—C0sx+sinx)2

dx.
J  sinx +  2cosx 

dx
a2s in2x +  Ьг cos2x 

dx
(asinx +  a cosx)2 

dx
7cosx — 4sinx +  8 

cosx +  2sinr

171. J  sin5x • f/'cosx dx.

172. I -
J  (si

173.

174.

dx
nx4-2cosx)3 

sinx

I
COSX V 1 - j-  s in 2x  

dx

-—-dx.

4cosx-|-3sinx—2 

1 — cos (x — a) 

1 — cos ( x +  a) 
sinx

dx.

dx.
175.

1 6 7 .  1 d x _

168.

sinx 4- cosx4- ~V2 
f* 2cos.

J  2cosx

h
2cosx--sinx—3 

4 - sinx

169.
sin2x 4- 2sinx 

С 'dx

dx.

(14-e  cosx)2 

0  < e  <  1.

Г 2si nx —  co s*

J  3sin2x 4 -  4cos2*

176. | з т я xdx.

dx. 177. J  cosn xdx.

178. f — .
J  s in "x

179. f — .
J  co s”x

180. J  sin";c • cosmx dx, 
m, n £ N .

dx.

J sin2x4-4sinx—4sin2x 

6 -§ .  ТУРЛИ  ХИ Л ДА ГИ  ИН ТЕГРА ЛЛА РН И  ХИСОБЛАШ

2 7 - м и с о л .  Ушбу
j =  f  ex+‘x dx 

интегрални хисобланг. ^
Интеграл остидаги функцияни е*+еХ =  ёх ■ ее х куриниш

да ифодалаб ех =  t алмаштиришни бажарамиз. Натижада

/ =  J  е?  -ех dx =  j  е* • d t= et +  с =  ее х +  С

булади.
28-ми с о л. Ушбу

/, =  j  еах ■ cos bx dx,

L

интегралларни хисобланг.
J

ea c -sin bxdx
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Бу интегралларни ^исоблаш учун / 2 ни i =  V  — 1 га
купайтириб /, га цушамиз. Натижада /, +  г'/2 =  J  еах ■ elbx dx
булади. Энди =  соэф +  t вшф формуладан фойдаланиб 
топамиз:

eaX'gibx eax/cos6x +  i s in ix )
~~ h С =  2 . , 2 (fl /b)-f-C =a -j- ib a2 +  i>2

ea*
=  д2_|_ fc2(a cos bx +  b sin b x +  i(a sin bx — b cosbx)) +  C.

Комплекс сонларнинг тенглиги ^акидаги тасдивда кура 
топамиз:

т _„ах a cos bx +  b sin bx , n
I 1 —“  6  * ' " Г  С t 4

1 as +  62
.  a* . и ьш ил — v cos t/л , ^ 

e ---------— .........+  c -
nax . ct sin b x — b cos bx 

а* +  1
29-ми с о л .  Ушбу

/ = | xx(\ +  lnx) dx

интегрални ^исобланг.
Интеграл остидаги функция учун F(x) =  х бошланрич 

функция эканини куриш цийин эмас. Xх =  t алмаштиришни 
бажарамиз. У ^олда хх(1 +  In х) dx =  dt булиб,

I= $ d t  =  t + С
булади.
Демак.

I — \ хх(\ +  In x)dx =  хх +  С.

30-ми с о л. Ушбу

/ =  jx ( l  +  xs)~2 earctgx dx

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги ифодани цуйидаги куринишда ёзамиз:

Х 0 + Л  > ' * ' & -  ( 1 + * Кг + з  /
arctg х =  t алмаштириш натижасида 
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x =  tg t, } / Т + х г =  — =  dt
COS t 1 +  X 2

/ =  f ist-e* — ——  =  f  e‘ sin t dt булади.
J ё (cos/)-1 J

E y j  Jsxn td t  интеграл 28-мисолда ^исоб ланган. Демак,

С t ■ . j .  t sin / — cos / , n  I =  I e sin tdt =  e ■ ------ ---------- f- С —

=  earcts *  . ~  1 4- г
2 У  x *+ l

31-мисол.  Ушбу

/ — J  x3 arcsin x dx

интегрални ^исобланг.
Булаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланамиз:

j  dxи =  arcsin х, du

булиб,

v ~

x3dx =  dv, v — — x*.
4

dxС x̂  С x^I =  \ x3arcsinxdx—— arcsinд: — I -----„
J  4 J  4 V I — x*

x1 I f  x4dx— —  arcsin x --------\ —7= = ,
4 4 J / 1  - x 2

/j =  Г ** dx интегралда x =  sin t алмаштиришни ба- 
J  у  1 —  x2

жариб хисоблаймиз:

/ 1 =  J  sin4/ dt =  | (sin2 tfdt =  j  dt =

=  _L  J _ 2cos 21 +  dt =  -!■(< — sin 2f +

H— L  ̂ _ j _  с
2 8 /

i  =  arcsin x эканини ^исобга олган ^олда

I =  ( — -----— ) arcsin x H— — (2х3 +  Зх)]/1—х2 +  С
V 4 32 / 32

эканини топамиз.
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3 2-ми со л. Ушбу]

I -  Л
/ =

( х — \)гУх* +  Зх +  1 

интегрални хисобланг.
Аввало бу интегралда t =  —!— алмаштиришни бажара-

х — 1
миз. Натижада dx =  — -ĵ -dt булиб, интеграл ^уйидаги ку- 
ринишга эга булади:

t 4 t1 У  ыг +  ы +  1
Бу интегрални хисоблаш учун (6) формуладан фойдаланамиз:

Г -> t4t — ={At + В )- /Ы г + Ы + \  + ’k [ - r 
J  У  ьп +  ы +  1 ) у  ЬР +  5t +  1 .
Бутенгликни дифферендиаллаб, хосил булган касрларни уму
мий махражга келтириш натижасида t нинг бир хил дара- 
жалари олдидаги козффициентларни тенглаб топамиз:

Л = — . в = — — , Я =  — .
10 20 40

У >̂ олда

/ =  - ( ^ - ^ ) / 5 Я + 5 / + 1  - i i f  dt
10 20 J 40 J  У 5/2 +  5/ +

d ( t + ^ r
=  -/ 5/2+ 5 / + l -------X~  ' 2 '-----

V 10 20 / 40f  5 I /  / 1 \2 1

+  1 - 1 ? Г 5 ' 1П|( + Т  +
+  т /  t*+t+  —  + c  =  3* 5 V x*+ 3x+ l  —

К r , T  5 2 0 ( * — l)3
\(x +  1 )УЪ  +  2 / * 2 + 3 * + 1

-----------z-ln
40 / 5  I X— 1

33-мисол.  Ушбу
dx

+  С.

J ; (* — 2)2 (* +  3)2

интегрални хисобланг.
Аввал ^уйидаги умумийро  ̂ интегралларни ^араймиз:

Im' п ~  j  (х +  а)т(х +  b)n' m ’ n ^ N -
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Бу интегралда t =  — — алмаштиришни бажарсак, у ^олда 
* +  ь

j  Ь —  а , ,  , /(& —  а) . , и —  "  dx = ------- аг, х +  а = --------- -, х +  о
(1 -/)» 1 — / 1 — t 

булади.
/ =  Г (1 — (1 — 0" (ft — а) .. =  

т ’ге ]  (6—  a )m+n *m(l —  о2

л .
J tm

Ю^орида царалаётган интеграл учун
т — 2, п — 3, а =  — 2, b =  3.

Демак,

/ ==- L n i ^ ^  =  _ L f _ - L  +  3 / - i i - 3 i n u n  +
5 1 J /3 625 \ / 2 1 1J

+  С =  ~  —
625 V *  — 2 *  +  3 2 W + З /

—31n

34-мисол.  Ушбу

х  — 2

х +  3
+  С.

I =  Г —

J 1 + *4+ * 8
интегрални хисобланг.

1 -+- х4 +  х8=  (я4 -f- I)2 — х 4 тенгликдан фойдаланиб, инте
грал остидаги функция куринишини ^уйидагича узгартира- 
миз:

1 =  1 = _________ 1_________ =
l + ^ + X 8 ( * 4 + 1 ) 2 - * *  (JC*+ 1 +■**) (**+1 — **)

_  1 / х» +  1 . 1 — ха \
2 \ 1 х4—х2+1 /

У ^олда
/ — ^ .i - * ± L . d x + ± [ rl = * - d x ,- Ч —2 J  x4+x2+ l 2 J  x*—x

“ ( * - - 7 ) _  1 f  { ^ t }

, X2 —  1 , J l  , 1arctg — j=- H----- r= • sgn x +



+  2 1П 4 - J L Sg n x ] + C .x*+xV  3 +  1 
*2—xYH + 1

35-мисол.  Ушбу
- / =  J  | x  | dx

интегрални хисобланг.
а) x  >  0 булсин. У холда

/ =  J  | x | dx =  J  xdx =  Ci!

б) x <  0 да J  | x | dx =  — j" xdx = ----- ^  +  Ca;

л: =  0 да Ca =  C i= C  булгани учун 

I =  I | x | dx =  —  sgn x  - f  С булади. 

36 - мис о л .  Ушбу

/ ^ J V ' ^ ' d x
интегрални хисобланг.

х  >  0, х  <  О 
Холларни худди 35-мисолга ухшаш ^араймиз:

х >  0 да J  е~ 1 * 1 dx =  J  е- * dx =  — е~х +  Сг.

х <  0 да

j  е~ 'х 1 dx — j  ех dx =  ех + С2. 

х == 0 да — е° +  Сг =  е° +  Са
булгани учун Cj =  2 +  С2 булади.

Демак,

С e~ix\dx =  l 2 — в- * 4- С, агар х >  0 булса, 
J  1 е * 4 - С ,  агар х < 0  булса.

Мисол ва масалалар
К,уйидаги интегралларни хисобланг.

181. j ea*sin3 bxdx. j 84 С dx
Г !  г 2 . - ' J ex +  e~ x—2

182. J x e  cos xdx. 185. Jln"xdx.

183- « •  f (f ^ -  
190



187. j  xarctg x- ln(1 +  x2)dx. 205. j

206.188.
I "

arccos— dx.

1 8 9 .  P ^ + ^ -g l  dx.
J  (1 + * 2) 3/2

190. J  x In (4 +  x4)dx.

s-191.
arcsin л 1 +  x2 ■dx.

X 2 У  \ —  X 2

192. J x K x 2+ l  ln l/ V — 1 dx.

X-,93 . f “* ± ! . i n
J  x2 — I

p x3■arccos;
J

и

X + 1

dx.

dx.

x4arctg x

194.

195- i , .J 1 +x2
196. ly t h 2x +  1 dx.

197. I’ x lx l dx.
U

198. J ( x +  \x\fdx.

199. Jm ax (1, x2)dx.

200. J { | 1 + * |  —
— 11 — x|}dx.

201. j  

202. 

203. j

204- J

dx
(X+1)5/ x*+2x' 

f  dx 
J  V * * + 4 / i  '

______dx_____
(1—х4)]/ Т+ **

dx
( i - V  i —

dx.

I dx

207. (7

(1+x4) Y  \+2x  
sin x\2 dx.

208. \ xlnlx± ^ dx.

209.

210.

211.

212.

213.

J  V e*

I  * n -

x2)V  x2—l

a2n 
a >  0.

dx
(x2—a2) Vb2—x2

a, b Ф 0.
_____ dx_____
1 + 2a cos x -(- a3 

dx
I
J xVxn+a ’

а Ф 0, n £ N

I dx
aex +be~

а-Ь ф  0.

214.  Г *1 -= , а-ЬфО. 
J  Ya+bex

215. J In |x2 +  a | dx.

216. f  lH =-dx.
J  Y x  +  a

217. ^ " U + Z ^ ldx.

218. Jxa-/lnb-/x (a lnx+

dx.

-f- dx.

2 1 9 .  j  ln*-cosjn*

220. J  cos arctg sin xdx.
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IX  боб 

АНЩ  ИНТЕГРАЛ
1-§. АНИК И Н ТЕГРАЛ ТАЪРИФ ЛАРИ

- 1. [а, &1 с е г м е н т н и н г  б у л и н и ш  и
Бирор [a, b ] a  R  сегмент берилган булсин. [а, Ь\ сегмент

нинг

муносабатда булган ихтиёрий чекли сондаги х0, хг, . . , 
xn~v хп ну^талар системаси [а, b] сегментнинг булиниши 
деб аталади ва у Р =  {,t0, хр  . . . , хп_ р хп) каби белги- 
ланади.

Хар бир x k(k = 1 , 2 ,  3 , . . .  /г) ну^та Р булинишнинг 
булувчи ну^таси, [хк, xk+l] сегмент эса булиниш оралиги 
дейилади.

Р  ' булиниш орали^ларшшнг узунлиги Axk =  xk+! —  xk 
(6 =  0, 1, . . .  , п —  1) нинг энг каттаси, яъни

Хр =  max | Axk j. =  max j  Ах0, &х}, . . . Axn_ t |

микдор Р булинишнинг диаметри деб аталади. Масалан, 
[а, 3] — [0, 1] булсин. Ну^таларнинг

булинишлари булиб, уларнинг диаметрлари мос равишда 

XPi =  — , Хр  ̂ =  —  булади. [а, Ъ] сегмент берилган холда

унинг турли усуллар билан исталган сондаги булинишларини 
тузищ мумкин. Бу булинишлардан иборат туплам S1 булсин: 
Г  =  { Р } .

2. И н т е г р а л  й и р и н д и

192
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}(х) функция [а, b] сегментда аницланган ва чегаралан
ган булсин. [а, b] сегментнинг Р  булинишини царайлик 
( а < &) ,  бу булинишга мос келувчи хар бир [xk, xk+1] (k =
=  0, п — 1) ораликда ихтиёрий i k(tk£ [x k, xk+x\) нук,та олиб, 
цуйидаги йириндини тузамиз:

О(/) =  ^  /(-*) ^Xk' (Xk+\ Xk ~  ^Xk)- 
k=0

Одатда бу йигинди f(x) функциянинг интеграл йшиндиси 
ёки Риман йшиндиси деб аталади.

3. Ани^ и н т е г р а л н и н г  т а ъ р и фи
1-таъриф.  Агар V e > 0  берилганда х̂ ам шундай 8 =

— 6(e) >  0 мавжуд булсаки, диаметри Кр <  6 булган [а, Ъ] 
оралигининг хар щндай Р булинишда (Р£еР) цамда \xk, 

оралщдан олинган ихтиёрий lk (lk £ [xk, xk+ \̂) нуцта-
ларда

Л - 1

< е
*=0

тенгсизлик бажарилса, у х(олда I сонини f(x) функциянинг 
\а, Ь] оралщдаги анщ  интеграли деб аталади ва уни

ь
1 =  | f(x) dx

а

каби белгиланади.
1-м и со л. Ушбу

f(x) =  х
функциянинг [а, Ь\ сегментдаги интегралини хисобланг.

Маълумки, f(x) функция учун [а, Ь\ сегментда интеграл 
йигинди

ь =о
куринишда булиб, бунда

Axk =  xk+l xk,

xk^=^k^ xk+\ ■
Бу тенгсизликдан, Axk >  0 булгани учун топамиз: 1

xk^xk ^  k̂ x̂k ^  xk+\^xk'
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2  * * * * *  <  ^ <  4
fe=Q fe=0

/i>—1 rc— 1
Энди ^  */Д*й ва V  xk+lkxk йириндиларни к;уйидагича уз- 

k—й fe=o
гартириб ёзиб оламиз:

п— 1 п—\

V  хА хк = 2  — *а) =
*!=0 fc=0

~  У, (xl-{-1 •’Ф г  ^  (x*+i х*)“ ~
к=0 к=О

k—й к=0 

Агар хк+1 =  хА?-Ь Ах4 эканини эътиборга олоак, у холда 
Я — 5 , л , п—1

л— \ /1—1

к- 0 к=0
булади.

Демак,
л—I , л л , л—!№—аа 1 * о _ - 62-

[2 2 2 2 1 ft=0 /6=0
Бу муносабатдан

я —1бг_аа 
а ------------- 2  м

6=0
1 " - 1тенгсизлик келиб чш а̂ди. Сунгра —  V  д*| учун
2 ft=0

7 2 a^ V “ 2 a ^ = ^ ' tft=0 А=0
(?Up =  max { Axk }) булишидан Яр->- 0 да

л - 1
Ч1 2I T ^ ,  Дл:а -*• 0 булади. 
к- о

Демак,
62—а« с Ь2_а2

l i ma =  —к— , яъни 1 хах — —=— . 
хв-*о г J  ^

И а

194



2- мис о л .  Ушбу
, . _  Г 1 , агар х  рационал сон булса,

Х\х) 1 0, агар х  иррационал сон булса.
Дирихле функцияси учун [0,1] сегментда интеграл мавжуд- 
ликка текширинг.

Бу функция учун к;аралаётган оралиеда интеграл йигин- 
ди куйидагича булади:

_  I 1 , агар барча l k рационал сон булса, 
а to ,  arap барча l k иррационал сон булса

Равшанки, 0 да а йигинди лимитга эга эмас.
Демак, Дирихле функцияси [0, 1] сегментда интеграл- 

ланувчи эмас.
4. Д арб у й и г и н д и л а р и .  Аник;  и н т е г р а л н и н г  

б о ш ^ а ч а  таърифи.
f(x) функция [а, Ь] ораликда аник;ланган булиб, чегара

ланган булсин. [а, Ь] орали^нинг бирор

р  =  { х 0, х,, . . . , хп} £ Г

булинишини олайлик. Тупламнинг т щ  чегаралари .\ак;идаги 
теоремага кура

=  inf {/(*)}, х £ {х »  * fe+1],

Mk =  sup { х е [Xk , xk+x) (k =  0, n —  1) 

лар мавжуд ва ихтиёрий |ft б [xk, xk+x] учун 

mk <  f(Zk) <  Mk

тенгсизликлар уринлидир.
2- т а ъ р иф.  <Ушбу

Ф  =  2  S p®  =  2  MkAx* 
k=0 *=0

йигиндилар мос равишда Дарбунинг цуйи х;амда юк;ори йи- 
гиндилари деб аталади.

Дарбу йигиндилари учун ^уйидаги муносабатлар урин
лидир: (v{, [1], 279-бет).

1) <  ° p(f)  <  S p(f).
2) m (b — a) <  sp(J) <  Sp(f) <  M(b — а).

М  =  sup{f(x)}, т =  inf {/(*)}, х £ [а , b\.



Демак, 2) муносабат Дарбу йдаиндилари тупламларининг 
чегараланганлигини билдиради.

3-таъриф.  {$<])} тупламнинг анщ  юкрри чегараси 
f(x) функциянинг [а, Ъ\ оралщдаги цуйи интеграли деб 
аталади ва

ъ
I  =  С f(x)dx

а

каби белгиланади.
{Sp(f)} тупламнинг анщ  цуйи чегараси f(x ) функция

нинг [а, Ь] оралщдаги юцори интеграли деб аталади ва
ь

1 — J  f(x)dx
а

каби белгиланади.
4-таъриф.  Агар f(x) функциянинг [а,Ъ] оралифаги 

цуйи ва щ ори интеграллари бир-бирига тенг булса, у 
уолда f(x ) функция [а, Ь] оралщда интегралланувчи де- 
йилади ва уларнинг умумий циймати

1 =  1 =  1

f(x) функциянинг [а, Ь] оралщдаги анщ  интеграли (Риман 
интеграли) дейилади ва у

J 1 Ш Х
а

каби белгиланади.
Демак,

ь £ ь
j" f(x)dx =  J  f(x)dx— j  f{x)dx.
-  a a

Arap
ь °
j  f(x)dx Ф j* f(x)dx
a *

булса, у холда f(x) функция [a, b] оралщда интегралланув
чи эмас дейилади.

3 - мисол.  Ушбу
f(x) =  х

функция 4-таъриф ёрдамида [а, Ь] орали^да интегралланув
чи эканини курсатинг.
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[а, b\ орали^нинг ихтиёрий Р булинишинн оламиз ва 
f(x) — х учун Дарбу йигиндиларини тузамиз. Х,ар бир

[хк, ^ + i] (k =  0, п — 1) 

ораликда mk — xk> Mk =  xk+x эканини дисобга олсак,

*=в *=о
ифодаларни топамиз.

Бу муносабатлардан

sup { sp(/)} =  b* ~ a\

inf { s m = bi- ai
2

эканини куриш к;ийин эмас.
Демак,

ь »
Ь2 — а2

J' xdx =  b? -~ - ,  j xdx =
П а

2
а

булиб, f(x) =  х функция [а, b] ораликда интегралланувчи ва
ь
Г , Ьг— а 2 j  X d x ^ - ^ - .

а
4 - ми со л. Ушбу

, , f 1 , arap л: рационал сон булса,
XW — | о, агар х иррационал сон булса.

Дирихле функциясини [0, 1] ораликда 4-таъриф ёрдамида 
интегралланувчиликка текширинг.

[0, 1] орали^нинг ихтиёрий р булинишини ^араймиз ва 
унга нисбатан Дарбу йигиндиларини тузамиз:

sp(f) =  ^  =  °> 
к=0 

л - 1

А=0
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sup {sp(/)} =  О, 

inf {S p(f)} =  1

экани келиб чи^ади. Демак, Дирихле функциясининг [О, 1] 
оралиеда 1$уйи ва ю^ори интеграллари мавжуд. Ленин

1 I
\ %(х) dx --̂  J  %(x)dx

о о

булгани сабабли у [0 , 1 ] оралиеда интегралланувчи эмас.
Аниц интегралнинг 1- ва 4-таърифлари узаро эквива- 

лентдир.

2- §. АНИК И Н ТЕГРА ЛН И Н Г М А ВЖ УД Л И ГИ . 
ИНТЕГРАЛЛАНУВЧИ ФУНКЦИЯЛАР СИНФИ

1- те  оре м a. f(x ) функция [а ,Ь ] орали^да ани^ланган 
ва чегараланган булсин. Бу функция [а, Ь] оралицда ин
тегралланувчи булиши учун V e  >  0 олинганда з а̂м шун
дай 8 =  6 ( e )  >  0 сон топилиб, [а, 6] оралицнинг диаметри 
Кр <  6  булган j âp ^андай р булинишга нисбатан

S p( f ) - s p( f ) < z  (1)

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. ________
Агар аввалгидек [(х) функциянинг [xk, xk+x] {k =  0, п— \) 

орали^даги тебранишини соА орцали белгиласак, у ^олда ( 1) 
тенгсизлик

л - 1

2  акАхк <  6 (2) 
fe=0

куринишга эга булади.
2- т е о р е м а ,  /(ж) функция [а, b] оралицда узлуксиз 

булса, у шу оралицда интегралланувчи булади.
3 - т е о р е м а .  f(x )  функция [а,Ъ] оралицда чегаралан

ган ва монотон булса, функция шу оралицда интеграл
ланувчи булади.

4- т е  о р е м  a. f(x )  функция [а, Ъ] орали^да чегаралан
ган ва бу оралицнинг чекли сондаги нуцталарида узилиш- 
га эга булиб, долган барча нуцталарида узлуксиз булса, 
функция шу оралицда интегралланувчи булади.

Бундан
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5- мисол.  Ушбу
ь

I — J  x2dx
а

интегрални хисобланг.
f(x) =  х2 функция \а, Ь) ораликда узлуксиз булгани учун

2-теоремага кура у царалаётган ораликда интегралланувчи 
булади.

Демак, бу функциянинг [а, b] орали  ̂ буйича интеграли- 
ни таърифга кура хисоблашда [а, Ъ\ оралик.нинг булиниши- 
ни ^амда ,\ар бир [хк, хк+х] булакда \k нук,таларини интег
рал йигинди ва унинг лимитини .^исоблашга ^улай кдлпб 
олиш имкониятига эга буламиз.

Шуни эътиборга олган холда [а, Ь] орали^ни п та тенг 
булакка булиб, lk (k =  0, п — 1) ну^талар сифатида [хк, 
хп+]] сегментларнинг чап четки ну^таларини оламиз.

Натижада
п - 1

=  -— - \па2+ ^ — — (1 +  2 +  . . .  + ( п —  .1))+  
п |_ п

=  Ь ~ а  Г n a i  - +  2 a (b ~  а ) . п ( п - г  1)

п п 2
• (Ь — о)2 (п — 1)л(2/г — 1)" 

п2 6
0 (/г-> оо) да лимитга у т и б ,  топамиз:

Демак,
ъ

а

6- м и с о л .  Ушбу

j* ах dx (а >  0)
о

интегрални хисобланг.
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Хувди юкрридагя 5-мисолга ухшаш [0, 1] сегментни тенг 
п та булаккка буламиз ва ну^талар сифатида [xk, хк+х]
(k — 0, п — 1) сегментларнинг чап четки ну^таларини ола- 
миз. Натижада

л- 1  п—Л ^

ap(f) =  =  т  2 а” =  Т  • ̂ z [
k=0 А=0

булади.
а >  0 эканини хисобга олган холда п оо да лимитга 

утиб, топамиз:
1
Гa*dx =  lim “ =  2j= -i. 
J  » -«  а1/в — 1 ln a

a  —  1 a —  1
n __

ITn 
1

Хусусан a =  e булса, je* dx интеграл e — 1 га тенг булади.

7 - мисол.  Ушбу
ь

J lif ( 0 < а < Ь )

интегрални хисобланг.
Фараз килайлик, Р [а,Ь] сегментнинг ихтиёрий булиниши 

булсин. ну^талар сифатида ^уйидагиларни оламиз:

~  V xk xk+\ № п

Натижада
П — 1 fl—1

°р(/) —
f t= 0  fc=Q

"_1 1 1 \ 1 1 1 1
_____ Xk  * f t + l  )  x o x n a b
fe—о

хосил булади. 
Демак,



8- м и с о л .  Ушбу
ь
Г xdx

интегрални [а, b] сегментнинг иккита турлича булинишла- 
рида ьа lk ну^таларнинг х;ар хил танланишларида хисобланг.

а) [а,Ь\ сегментни п+ 1  та тенг буланка булиб, нук,- 
талар сифатида [xk, xk+{] (k= 0, п) ораликларнинг чап чет
ки нукталарини оламиз. Натижада

П
Ь-

а»ф==^ + 1 ^ [ а +  к '

k=о

(п +  1 )а +  *-=^(1 +  2 +  . . . +  Я)] -  
Я +  1 J

^ \ {п +  1)а +  Ь- ^ Л . ^ + Л \  
л + П  п+ 1  2 ]

хосил булади.
л —>- оо  да лимитга утиб [топамиз:

ъ bl — cfl
j* xdx — 2 ‘

а

б) [а, b] сегментни п та тенг булакка булиб, lk ну^та- 
лар сифатида дар бир [лгА, xA+I] (6 =  0, п — 1) орали^лар-

о  . . .  “Ь *64-1нинг уртасида етувчи — -—2— — ну^таларни оламиз. На
тижада

„  m  _  ъ — а V I  хк + xk+l _ Ь — а I хп +  * ,  . x i + х 2 (
ркп п ^  2  п [ -------2--------- 2 ^

+ 4 = ^ a(£v + ( " - , ) o + ^ ^
булади.

/г-* оо да лимитга утиб, топамиз:

р * fc3 —  а 2 
.Yd* =  — о •
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1. Агар /(х) функция [а, Ь\ сегментда интегралланувчи 
булса, унинг шу сегментда чегараланган эканлигини ис
ботланг.

2. f(x) функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи булиши 
учун Y  е >  0  олинганда хам шундай б =  б (е) >  О топилиб, 
диаметрлари б дан кичик булган [а, b] сегментнинг ихти
ёрий Рх ва Р а булинишларида

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканини исбот- 
ланг.

3. Интеграл йириндининг лимита таърифини Гейне буйи- 
ча келтиринг.

4. Ушбу
П/2 b b __

а) | sin x d x ,  б) j x3dx, в) j У х  dx,
О а а
Ь , Ь

г)  ̂ —  (0 <  а <  Ь), д) j  х dx, n^Z, п ф — \
а Х а

интегралларни таъриф ёрдамида хисобланг.

3 -§ .  АНИК, ИН ТЕГРАЛН И Н Г ХОССАЛАРИ

Г .  Агар f(x )  функция [а, b] орали^да интегралланувчи 
булса, у исталган [а, р] с :  [а, Ь] оралик,да ^ам интеграл
ланувчи булади.

2°. Агар f(x) функция [а, с] ва [с, Ь] орали^ларда ин
тегралланувчи булса, у холда функция [а, Ь] орали^да ^ам 
интегралланувчи булади ва ушбу

Ь с Ь

 ̂ / (х) dx — j  / (л-) dx +  J  / (х) dx
а а с

формула уринли булади.
3°. Агар /  (х) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи 

булса, у холда C -f(x) (С — const) ^ам шу ораливда интег
ралланувчи булади ва ушбу

ь ь
j  Cf (х) dx — С j  f (х) dx
а  а

формула уринли булади.

Мисол ва масалалар
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4°. Arap f(x) ва g(x) функциялар [а, Ь] ораликда интег- 
ралланувчи булса, у ^олда f ( x ) ± g  (х) функция .хам шу 
ораликда интегралланувчи булади ва ушбу

ь ь ь
f lf(x) ± g(x)} dx — J f{x)dx ±  J g(x)dx
a a a

формула уринли булади.
1- н а т и ж а .  Агар f1(x), /2 (х), . . . , fn(x) функциялар 

[а, Ь] ораликда интегралланувчи булса, у ^олда ушбу

C J i  (*) +  Са/а (х) +  . , . + C nfn (х ) (Ci =  const, i =  \Tn)

функция ^ам шу ораликда интегралланувчи ва

J  [Cx/i (х) +  С ( х )  +  . . . +  Сп fn (х)} dx =

ь ь
— Ci J  Д W  ^  • ~Ь £ п

а

формула Гринли булади.
5°. Агар f(x) ва g(x) функциялар [а, Ь\ ораливда интег

ралланувчи булса, у холла f{x) g  (х) функция х,ам шу ора- 
лшущ интегралланувчи булади.

2 - н а т и ж а .  Агар /  (х) функция [а, Ь] оралицда инте
гралланувчи булса, V  n£N  учун [/ (х)]ге функция ^ам шу 
ораликда интегралланувчи Сулади.

6°. Агар f(x) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи 
булиб, V x '£  [а, Ь] лар учун /  (х) >  О булса, у .^олда

ь
j / ( x ) r f x >  0  (а >  Ь).
а

булади.
3 - н а т и ж а .  Агар /(ж ) ва g (x )  функциялар [а, Ь] ора- 

ли^да интегралланувчи булиб, Уж  С [о, 6] лар учун / ( ж ) <
<  g  (х) тенгсизлик уринли булса, у ^олда ушбу

b  ь

§ f ( x ) d x < ,  ^ g (x ) d x
а а

тенгсизлик ^ам уринли булади.
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7°. Агар f(x) функция [а, b] оралиеда интегралланувчи 
булса, у холда \f(x)\ функция хам шу ораликда интеграл- 
лануЕчи булади ва

<  j ,[/ (x)l dx
а а

тенгсизлик уринли булади.
f (х) функция [а, Ь) ораликда анщланган ва чегараланган 

булсин. У ,\олда [а, Ь] ораликда т =  inf {/ (х)}, М =  
=  sup {f(x)} мавжуд ва Y x d  [а, Ь] лар учун

f{x) <  М

тенгсизлик уринли булади.
8°. Агар f(x) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи

булса, у холда шундай узгармас [х {т ^  ц <  М) сон мав-
ь

жудки, ушбу j  f(x )d x  — ц(Ь — а) тенглик уринли булади.
а

(Бу урта ^иймат ^а^идаги теорема.)
4 - н а т и ж а .  Агар }(х) функция [а, Ь] оралщ да узлук

сиз булса, у ^олда бу ораликда шундай с {с £ [а, 6]) ну^та 
топиладики,

ь
j  / (х) dx =  f  (с) (6 — а)
а

тенглик уринли булади.
9°. Агар f{x) ва g(x)  функциялар [а, Ь] ораликда интег

ралланувчи булиб, g(x) функция шу ораликда уз ишорасини 
узгартирмаса, у холда шундай узгармас ц (т <  ц <  М) сон 
мавжудки

ь ь
§ f (x )g ( x )d x =  ц j g(x)dx
а а

тенглик уринли булади.
5 - н а т и ж а .  Агар f (х) функция [а, Ь] ораликда узлук

сиз булса, у з^олда [а, Ъ\ ораликда шундай с (с £ [а, 6 ]) 
ну^та топиладики,

Ь ь
j  / (я) g (я) dx  =  f  (с) j g  (х ) dx
а а

тенглик уринли булади.
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f(x) функция [a, b] ораликда интегралланувчи булсин. 
У хрлда аник; интегралланг Г-хоссасига кура }(х) функция 
исталган [а, х] с  [а, b] {а <  х  <  Ь) ораликда хам интеграл
ланувчи булади. Равшанки,

j  f(t)dt 
а

интеграл х  га богли^ булади. Уни F  (х) деб белгилаймиз:

F  М  =  | f(t)dt.
а

10°. Агар f(x) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи 
булса, F (х) функция шу ораликда узлуксиз булади.

11°. Агар f(x) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи 
булиб, х0£(а, Ь) ну^тада узлуксиз булса, у ^олда F(x) 
функция х0 нуцтада дифференциалланувчи булади ва

F'(xo)^=f(x0)
тенглик уринлидир.

6- н а т и ж а .  Агар f ( x )  функция [а, 6] ораликда узлук
сиз булса, у з^олда V х £ [а , Ь] лар учун

Г  (х) =  f(x )
булади. ,

Энди ю^орида келтирилган аниц интегралнинг хоссалари- 
дан баъзиларини тахлил ^иламиз.

4°-хоссага кура f(x) ва g(x) функциялар [а, Ь] сег
ментда интегралланувчи булса, у хрлда f { x ) ± g { x )  функ
ция >:ам шу ораликда интегралланувчи булади.

Фараз ^илайлик, f ( x ) ± g ( x )  функция [а, Ь] сегментда 
интегралланувчи булсин, у ^олда f(x) ва g  (x) функциялар- 
нинг хар доим [a, b] сегментда интегралланувчи экани келиб 
чикадими?

Мисол сифатида ушбу
г гх\ _  1 1 , агар х  рационал сон булса,

[О, агар х  иррационал сон булса,

o(x) =  f — 1* агаР х рационал сон булса,
| 0, агар х  иррационал сон булса

функцияларни царайлик. Маълумки, бу функциялар [а , Ь] 
сегментда интегралланувчи эмас, лекин / (х) +  g  (/) функция 
[а, b] сегментда интегралланувчидир. Агар f(x) функция 
куринишини узгартирмасдан g(x) функция сифатида ушбу
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g (*) =  {
О, агар х  рационал сон булса,

— 1 , агар х иррационал сон булса

функцияни ^арасак f { x ) + g  (х) функция [а, b] сегментда 
интегралланувчи булмайди.

5°- хоссага кура / (х) ва g  (х) функциялар [а, Ь] сегмент
да интегралланувчи булса, у холда f(x)-g(x) функция ^ам 
[а, Ъ] сегментда интегралланувчи булади.

f(x )-g (x ) функциянинг [а, Ь] сегментда интегралланувчи 
булишидан f(x) ва g(x) функцияларнинг [а, Ь] сегментда 
^ар доим интегралланувчи булиши келиб чи^адими, деган 
савол турилади.

Мисол сифатида ушбу

функцияларни к.арасак, f (х) ■ g  (х) функциянинг [а, Ь] сег
ментда интегралланувчи эканини куриш и̂йин эмас, лекин 
f(x) ва g(x) функциялар [а, Ь] сегментда интегралланувчи 
булмайди.

Худдн шу f(x) функция ёрдамида 7°-хоссани ^ам тах- 
лил к(илиш мумкин. Равшанки, J/(x)| =  1 функция хар доим 
[а, Ь\ сегментда интегралланувчи, лекин /' (х) функция бу 
ораликда интегралланувчи эмас.

4 - § .  АНИК И Н ТЕГРА ЛЛ А РН И  ^ИСОБЛАШ

1. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .
5- т е о р е м а ,  fix) функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз 

булса, у ^олда бу функциянинг ихтиёрий бошлангич функ
цияси Fix) учун

формула уринлидир.
Одатда бу формула Ньютон- Лейбниц формуласи дейи- 

лади.
' 9- м и с о л. Ушбу

/(*) =  £ (* )  =  [.
1 , агар х рационал сон булса,

— 1 , агар х  иррационал сон булса

ь ъ
j  f ( x ) d x  =  F ( x ) ' =  F  (b)—F  (a)
a a

интегрални хисобланг. 
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sh2 sh2
dx =  ln(*  +  -\f 1 + * 2)

-  / 1  +
shl shl

=  l n sh2 +  / l + s h » 2  

sh l +  / 1 +  sh M

=  In sh2- t ^ 2- =  ln- - + e  2+- e3~ e a - l n g - l .  
s h l + c h l  e +  e ~ l e — e ~ l

2 . Ани^ и н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш  у с у л л а р и
Г .  У з г а р у в ч и н и  а л м а щ т и р и ш  у с у л и  

ь
Фараз ^илайлик j  f(x)dx  интегралда узгарувчи х ушбу

а
х =  ф (0 формула билан алмаштирилган булиб, цуйидаги 
шартлар бажарилсин:

а) ф (t) функция [а, |3] ораликда ашщланган ва узлуксиз, 
t узгарувчи [a, f3] сегментда узгарганда функция кийматлари 
[а, 6] ораликдан чи^майди;

б)ф(а)  =  а, срф) =  6,
в) ф(/) функция [а, Р] ораликда узлуксиз хосилага эга. 
У холда

jf(x)dx =  |/(ф(0)ф'(0Л
а а

тенглик уринли булади.
Одатда бу формула узгарувчини алмаштириб интеграл- 

лаш формуласи дейилади.
10-мисол.  Ушбу

j  х2Уа°-—х2 dx 
о

интегрални хисобланг.
х =  a sin t алмаштириш натижасида

а _________  я/2
f хг У  а2— хг dx =  a4 J  sin21 • cos2 tdt =  

о о
Я/2 Я/2

я4 Г • s o /л а1 Г 1 — cos4/ ,,=  —  \ sin2 2tdt =  —  \ ----------- dt =
4 J 4 J 2

о о
Я/2

__ a £ _ ( f__ sin 4 t \ ___я а4
~ T\ 4 /  ЙГ

о
булади.
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2°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и
и(х) ва v(x) функцияларнинг >;ар бири [а, Ь] ораликда 

узлуксиз и' (х), v' (х) хрсилаларга эга булсин. У хрлда 
ь ь ь

j  и (х) dv (х) =  (и (х) v (х)) J — J  v (х) du (х)
а а а

формула уринлидир.
Одатда бу формула аник, интегрални булаклаб интеграл

лаш формуласи деб аталади.
11 - м и с о л. Ушбу

П/2

1п — f sin" xdx, п — 0, 1 , 2, . . .П
О

интегрални хисобланг.
Бу интеграл п =  0, п =  1 да хусусий хрлларда содда 

зугсобланади:
Я/2 я/2

Ie =  j d x = f ,  =  J sin xdx - 1 . 
о о

п > 2  булганда берилган интегрални
я/2 я/2

1п —  ̂ sin" xdx =  j  sin"- 1  xd ( — cos x) 
о о

куринишда ёзиб, булаклаб интеграллаш формуласини кул- 
лаймиз. Натижада

я/2 я/2

/„ =  (— sinn - iх cosх ) J +  (п — 1) 1” sin"- 2*-cos2x d x  =  
о о

я/2 я/2

=  (п — 1) J  sin'I_2x(l — sin2 х) dx =  (п — 1) j" sin"- 2 xdx —
о 0

Я /2

— (n — 1) | sin" xdx
0

булиб, ундан

I =  /
n n~2

реккурент формула келиб чикади.
Бу формула ёрдамида п =  2, 3, . . .  да берилган интег

ралнинг ^ийматларини кетма-кет хисоблаш мумкин.
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п — 2т  жуфт сон булсин, у холда

2 т —  1 2 т —  3

2 т 2 т —  1

(2 m— 1)!!

" (2  т ) ! !  2

булади.
п =  2 т  +  1 ток, сон булсин, у хрлда

.  __ 2 т 2т  —  2

2т +1 ~  2 т  +  1 2 т  — 1
_6_ _4_ А  . / =  (2 ffi) !!
7 ’ 5 ’ 3 ’ 1 ( 2 т + 1 ) ! !

булади.
12- мис о л .  Агар /(х) функция [0,1] сегментда узлуксиз 

булса, у хрлда
П/2 Я/2

j  / (sin x)dx =  j' / (cos x) dx 
о о

муносабатни исботланг.
яx£ 0, лар учун sin (—-----х I =  cos x

эканини хисобга олиб топамиз:

П/2 Я/2

j  /(cosx)dx =  j  / sin ^ 2

Я/2

dx
Я/2

- - i ' K f -

*) =  j  /(sin о л  (* =  “ - * ) •

Демак,
я/2
j  / (sin x)dx — j  / (cos a )  dx.
о о

П/2

Хусусан J  sin" xdx =  j  cos”x dx эканлигини топамиз.
Я/2

о о
13-мис о л .  [— I, I] сегментда узлуксиз /(х) функция 

учун
а) агар /(х) жуфт функция булса,

г

- г
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| f (х) dx =  О
—I

муносабатларни исботланг.

J  f(x )d x  интегрални аник; интегралнинг Г , 2°-хоссаларидан

фойдаланиб ^уйидагича ёзамиз:
i о I
С f{x)dx  — f f(x)dx-)~  f / (x) dx.

- i  - t  о
о

| / (x) dx интегралда x =  — t алмаштириш натижасида топа- 
—i 
миз:

0 i 1
J* f (x) dx — j  / (— i)dt — j  f  (— x) dx.

—г о  о
Шундай 1\илиб,

i i i i
[ / (x)dx =  J /(x)dx +  J7 (— x ) d x =  j [ / W  +  /(— *)] dx.

- I  0 0 0
Агар f {x) жуфт булса, у холда f(x) =  f (— х) булиб,

| f ( x ) d x = 2  ■ j  / (х) dx муносабатга эга буламиз.
—I о

Агар f(x) ток булса, у ^олда /(— х) = — /(х) булиб,

б) агар f(x)  ток, функция булса,

i
j* f (х) dx =  0 муносабатга эга буламиз.

14-мисол.  Агар f(x) функция (— оо, оо) ораликда 
аницланган, узлуксиз, даврий булиб, унинг даври Т  га тенг 
булса,

а + Т  Т
j  f ( x ) d x = ^ f  (х) dx, V  а £ R,

а  О

муносабатни исботланг.
Аник; интегралнинг 1°, 2° - хоссаларидан фойдаланиб,

а + Т
J  f(x)dx интегрални цуйидагича ёзамиз:
а
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а + Т  Г Т+а
j  / (х) dx =  j  / (х) dx +  j" f (x) dx.

r

f (x) функция учун / (x +  T) =  f (x — T) =  f(x) эканлиги- 
ни хисобга олиб, топамиз:

а+ Т  а+ Т  а+Т
j  f ( x )d x =   ̂ /(х— T )d x — | f(x  — T )d (x  — T). 

т f  т
Энди »a+ r

j  f(x  —  T)d{x  — T)
r

интегралда x — T — z алмаштиришни бажарамиз. Натижада
а+ Т  а
[ / (х) dx =  [ f (г) dz булади. 
т о

Демак,
а+ Т  т а а
j* / (х) dx =  j  / (х) dx +  J  f (x) dx =  j  / (x) dx +

a a  0 0

T T

a 0

15-мисол.  Ушбу
l / 1 \ t

dx, n £ N ,/ _ j  l ( c o s ln i - ) '
0—2 Itn

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги ифода куринишини ^уйидагича узгар- 

тирамиз;
1 W |

cos In —  dx =  l(cos (In x))' I dx =  — sin (In x) • —
X j  X

— In x — t алмаштириш натижасида

2 ЯП Л

I =  j  jsint\dt =  2 n  ^sintdt =  4 n
о 0

булади.

dx.
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интегрални хисобланг.
- 1  —1 

/ =  Г — ^ _ =  г .  
J  xVx* — l J

dx

— 2.

" ‘ I

—2
/ - ( т

_ я , я __
_  2 Т  _

~ =  —  arc sin —
2 X

Я

3
1 7- ми' с о л.  Ушбу

в

I =  j  (л: In ху dx 
1

интегрални хисобланг.
Ани^ интегралда булаклаб интеграллаш формуласидан 

фойдаланиб, топамиз:

и — In2 х, du =  2 In х\- dx
V =

-----— Г хъ In х dx =  -------- — ( x 2 In xdx
3 J  3 3 J

Ix =  f x2 In x dx интегралга яна булаклаб интеграллаш
i

формуласини цуллаш натижасида

It =  — \пх — — Г fx2dx =  ------—•[ =
1 3 3 J  - 3 9 1

1 1 I
__ е3 еа . 1 __2 е3 . 1

_  3 9 ~9 ’1 Г  Т
булади.



Демак,

/ е3 4 е3
27 27

5е3 —  2
27

18-ми С О  Л . Ушбу 

/ dx

интегрални ^исобланг.
х =  sin / алмаштириш натижасида

П/2 П/2

/ ™ "ll£ °i< d f =  f  s in ^
п J  COSt J

л

булади. I l -мисолга кура:

л /2

(2 6)!!In ~  \ sin" ^  =

(2k +  1))!1

19-м и с о л .  Ушбу

— — —  • — , агар п =  2 k булса, 
(2 *)!! 2

, агар л =  2 & +  1 булса.

1000

/ =  j  [х] dx
о

интегрални ^исобланг.
Интегралланувчи функциялар синфига оид теоремага кура 

[х] функция [0, 1000] сегментда интегралланувчидир, чунки 
у [0,1000] сегментда чекли сондаги (999 та) нуцталардан 
бошка барча ну^таларда узлуксиз. Аниц интеграл хоссала- 
ридан фойдаланиб, топамиз:

1000 1 2 1000 

/ =  j" [х] dx =  j  [х] dx +  j  [х] dx +  . . . +  j* [x] dx =
0 0 1 999

=  1 -f- 2 +  . . . +  999 =  - -3-— -  =  49950.
2

20- м и с о л. Ушбу
6

I =  j  М  sin \ x j dx 

интегрални ^исобланг.
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Интеграл остидаги функция лг= 1, 2, 3, 4, 5, 6 ну^та- 
ларда узилишга эга. Демак, ^аралаётган интеграл мавжуд.

1 2 3
/  =  J  [х] s i n dx +  j* [х] sin^ dx +  f [x ]s in ^ d x  +

О 1 2

4 5 6

+  J  [х] sin ^  dx +  J  [х] sin ~  dx +  J  [х] sin ^  dx =
3 4 5

=  £  [(cos f  cos f )  +  2 (cos 7  ~ cos Т ) +  3 (cos f  ■
2 n \  , . ( 2 я  5 я  \ . r I 5 я— cos 1 +  4 I cos —----- cos J +  5 1 cos —------

M 6 /  я Я |Г> Я , о я—  cos я == — - co s-------- c o s -------Ь 2 c o s ------Н 3 co s---------
Л я V 6 3 3 3

л я . .  я ~ я . * . \  30
—  4 co s------ Ь 4 c o s -------- 5 c o s ------- k 5 =  —  .

3 6 6 / я

2 1 - м и с о л .  Ушбу
Л

/  =  j  х sgn (cos х) dx 
о

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги функция [0, я] ораликда cos х  =  0 бу-

ладиган |х =  ^ - )  нуцтадан боцща барча ну^таларда узлук

сиз. Демак каралаётган интеграл мавжуд.
я/2 п  я/2

/  =  J х sgn (cos х) dx +  j x  sgn (cosx) dx =  j" xdx —
О П/2 0

n
f xdx — —  4 - n2 __n2 __  na

_  } X x ~  T  8 ~~~2 Г  ■
Я/2

Я /2  Л/2

22- м и с о л .  / x =  J  sin10xdx, / 2 =  J  sin2x d x  интеграл-
0 0 

лардан р̂ айси бири катта эканини ани^ланг.:
Маълумки,

тенгсизлик уринли.

х £ (0 , j лар учун sin2 х >  sin10 х
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х  =  О, х =  — нуцталарда sin2x =  sin10x  

тенглик бажарилиб, х £ | 0, ларда f(x) =  sin2x  — sin10x >
Я/2

>  0 булади. Ани  ̂ интегралнинг 6° хоссасига кура y {x )d x >
о

>  0, яъни / 2 >  /j тенгсизлик уринлидир.
23 - ми с о л. У рта киймат хакидаги теоремадан фойдала-

ниб
ь

1
^ r d x ,  ( 0 < а < Ь )  
У  X

интегрални бахрланг.
Анш̂  интегралнинг 9° хоссасига кура

ь ь 
— -  sin xdx — — Г sin xdx =  —  (cosa — cos b)„ v r J  vr

булади. 0 <  a <  b да ва |cos a — cos b\ ^  2
V I  V  a

булишини хисобга олсак, у хрлда берилган интеграл учун
ъ

Г dx

бахога эга буламиз.
24- м и с о л. Ушбу

sin*

J  Y \gt dt
lim °--------------

* _ +o *ex ___
у  sin t dt

b
лимитни хисобланг.

/ t g l  ва >/sin x  функциялар царалаётган ораликларда 
узлуксиз булгани учун анщ  интегралнинг 11° хоссасига

s i n *  _____ t g  х  _____

кура j  У tg t dt ва j  Y sin t dt интегралларни юкрри чега- 
o о

ранинг функцияси сифатида дифференциаллаш мумкин. К,ара- 
лаётган ифода куринишдаги ани^маслик булиб, унга
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Лопиталь к;оидасини ^уллаш мумкинлигини куриш к;ийин 
эмас.

Демак,
sin* ___

J  / tg  t dt  
lim ------  = lim  - .S°_s*-/tg(sin*)___ =

~ +0j- у Г Ш П т  ^ +°  —  -/sin(tg*)

lim cos3 л: "* 1 1ё (sinx)
X-> + 0 \  sin (tg x)

tg*о Г  tg (sin x) sin x= lim  cos3* Л — ---—
л-*+о V sin* tg*

= 1.
sin (tg *)

2 5-мисол. Ушбу

Д . - ‘,+ 2 Ч -; Г -+ ^  »>«■>n т
йигинди лимитини аник интеграл ёрдамида ^исобланг.

S n йириндининг куринишини ^уйидагича узгартирамиз:
1
п

п

Sп Л т  \ п *=1

k \р

Бу йиринди f  (х) =  хр функция учун [0,1] сегментда (бу сег
ментни тенг п та булакка булшц натижасида з̂ осил булган) 
интеграл (Риман) йиринди эканини куриш осон.

Демак,
> ,. 1 *р+'lim ( V d *  =ПтЮо J  Р  + [1о о

26-мисол. Ушбу
п 1

р+ 1

/ = lim sin — k п
п-¥оо . п 2 -j- cos

k=\ п

лимитни аниц интеграл ёрдамида хисобланг.
ТС ЯЕтарлича катта п лар учун sin — ~  — эканини эъти*
п п

борга олсак, у хрлда 
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lim sin —
ГС—>00 ft ft=l 2 + cos

k n
lim -
rz—>00 tl

1

*=1 2 +  cos —  n
булади.

Энди лимит остида турган ифода f(x) функ-
2 + cosa:

ция учун [0, я] ораликда (бу оралик; тенг п та булакка бу- 
линган холда тузилган) интеграл йдаинди экани равшандир. 
Демак,

dx

ч dx ■И)
2 +  cosx 34-tg210 2

=  W arclgf e -

.  3+tg^ 0 2
Я
_ я

0_  К з '

Мисол ва масалалар

5. Нук;тада узлуксиз ва бу ну^тани уз ичига олувчи хар 
^андай сегментда интегралланувчи булмаган функцияга ми
сол келтиринг.

6. Бирор [а, Ь\ сегментда чегараланган / (х) функция бу 
сегментда интегралланувчи булиши учун ихтиёрий е >  О 
олинганда хам функциянинг барча узилиш ну^таларини уз 
ичига олувчи чекли ёки санок,ли сондаги интерваллар систе- 
маси мавжуд булиб, уларнинг узунликлари йдаиндиси е дан 
кичик булиши зарур ва етарли эканини исботланг.

7. Ушбу
г 0, агар х — иррационал сон булса,

Ф (х) — I J-) агар х — — булса 
In  п

I  fYl \|т , n£N , — ф  0 — ̂ ис̂ армайдиган Kacpj.
Риман функцияси ихтиёрий [а, Ь] сегментда интегралла

нувчи эканини исботланг.
8. / (х) = sgn ^sin — j функциянинг [0, 1] сегментда ин

тегралланувчи эканини исботланг.
217



агар * ’ - °в д « ‘.

9. Ушбу

О, агар х —  О булса
функциянинг [О , 1] сегментда интегралланувчи эканини ис
ботланг.

10. Агар / (х) функция [а, b] сегментда интегралланувчи,
V  х £ [а, Ь\ лар учун с < f (х) sg d булиб, g (х) функция 
[с, d] сегментда узлуксиз булса, у ^олда g [f (х)] функция
нинг [а, Ь] сегментда интегралланувчи эканини исботланг.

11. Агар / (х) ва g (х) функциялар интегралланувчи бул- 
са, f (g (*)) функция хам интегралланувчи булиши шартми? 
Мисоллар келтиринг.

12 Агар / (а')  функция [А, В] сегментда интегралланувчи 
булса, у холда 

ь
lim Г | / (х + К) — f (х) | dx = 0, [а, b] сг [А, Б]h~+ О Jа

муносабатни исботланг.
13. Агар f (х) функция [а, Ь\ сегментда интегралланувчи 

булса, у ^олда
ь

J  /3 (х) dx  =  О
а

тенглик бажарилиши учун / (х) функциянинг [а, Ь] сегмент- 
даги барча узлуксиз булган нуцталарида нолга тенг булиши 
зарур ва етарли эканини исботланг.

14. / (х) функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи буд
е т .   функция [а, b] сегментда интегралланувчи булиши

f (■*)
учун бирорта етарли шарт келтиринг ва исботланг.

15. / (*) ва g (х) функциялар [а, Ь\ сегментда интеграл
ланувчи булса, у х.олда

ь J  ь
f I / (*) ё (х) I dx < у  Г р (х) dx • g2 (х) dx

Коши- Буняковский тенгсизлигини исботланг. 
К,уйидаги интегралларни хисобланг:

1/2

,6. Г __4£_. 17. Г
1 |,уг-1 /2
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18. j |  1 — x\ dx.

19
■ J.

dx_______
xs +  2xcos a +  I—l

(0 <  a <  л).
0

20 .
dx

cos2*
—Я/4

21. \YX~ 1 ̂
2 Я

22 . 1 -f- e cos*

(0 < Б <  1) 
JT/2

B . J dx
aa sinJ x + b* cos2 x

(a-b ¥= 0).

24
1

■1 1 +  xe
dx.

25. I dx
x\nx

26 j  cos* xdx.
—П
2

27. f" sh3xdx.

28 dx
J  x* — 2x

29
z

■ I
3/4

2jc —8

dx
,4У 2  +  3 * - 2 х*

30 Xs

31

32

•I 1

■ It

4

i•J

■dx.

dx
(1 +  In**)

dx
e* +  e~

33. Г tg4xdx.
я/6

34. f 1 
J  *a (*-—2

I

I)

35. j _____dx_____

о W + 2 *  + 2
4I0
e

■ f

dx
i + K *

cos (lnx) dx.

38. j ]/ 4  — x2 dx.
0
Я/4

39. j
0
я/з

40. J

1 +  2sin3x

dx.
s in *  X

Я/4
2

41. j  xlnxdx.
\
e

42.  ̂sin (lnx) dx.
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1/2 g
43. f arcsinxdx. 55. f * |/ 1 _  x dx,

0 f
П/2

44. j* e2* соблюл;.
0
я  о

56. j  x15 ]/"l -f- 3x8 dx.

57. j* sinx-sin2x-sin3xdx.
45. j* y/~sinx dx.

—Я
Л

46. J  ex’ sin xdx.
—Я я
j, 58. fex cos2 xdx.

47. I cosxthxdx. 0 
-i
1 n

48. j  (<r* + O t g « ib  S e - j S l n v b .

1 ______  ,
49. j *3 ]Л  -  x2 dx. во. (  * (2 -  x2)ls dx.

0 J0 
2

50. je**>xdx.
0
2Л

51. j* л:2 cos xdx.

W .  __ 62. Г ~ ~ т — > |b|<^.
52. |  arctg ]/x  dx. 0 a C° S;K

61. j" I lnx I dx.
i/«

я

53. f --- -----  63. (Y l+ x - il*  *dx.
J  v i/ г г г ^ : &  * 'r * 1 +  lnx i/2

Kyl f /2 ^  l°°я , 
54‘ J  3+c<*7' 64 I  / 1 cos2x dx.

Я/3 0

Я/2

65. а) Г -----------^ , ас — b2> 0.
J  a cos** +  2b cosxsinx -f- e sin** n
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1 Я/4
б) /„*» f (1 — хг)пйх. В) /„ = j  tg^ xdx.

О о
1

г) 1т п =  j  хт  (1 пх)п dx, т , n£N.
О

Я/4
д ) / Г ( s in *- c_os^ . + l  dx_

J  \ smx + со sat / о
In п

66. In = J  ch" xdx.
—Inn

К,уйидаги муносабатларни исботланг:
Jt/ 2

67. j  sinmx • cos" xdx — 
о

(m— 1) II (n — j_)M Я_ a n Жуфт булса,
(m + n)M 2 ’

(m— i)!l (я — j_)H m ш  n T0[̂  булса.
(m +  n)H

68. Г’ n iN '
0

0
Г 12 1 V !  2*70. I cosnx-sirmxdx= ~7̂ +T ' 7 j ~T’
о

Я/2

71. J  cos” x-cosnxdx — n^N.

72. J  cosmjccos (/n -f 2) xdx = 0, N. 
о

Я/2 j

73. Г cosmx sin (m +  2)
J  m+ 1

221



ял  • т  яЛ / 2  s i n  •

74. Г sinmx■ cos ( т  +  2) xdx = ------— , m£N.
J  m+10
Я/2

75. Г sinmx-sin (m + 2) xdx = — —  cos — , m £N.
J  m + 1 2
0
Я/2

76. j* e~'“  cos2/5+1 xd* =
—Л/2

= 2ch — ___________ (fl+1)!_________
2 (a*+ l) (a*-f3*). . .(a»+(2n+l)»)'

Я/2 _ 1
77 Г £пп£ d x = n _  2cos .я л  Г ^ Л=г0 j j 

J  sin* 2 2 J  1 +  X* v ’ ’ ’
о 0
Я/2 П/2

78. J  f (sin2x) cosxdx = j  / (cos2x) cosxdx, f (x)£C[0, 1]. 
о о

^уйидаги интегралларни хисобланг:
з

79. J  sgn (x — x3) dx .
о
2

80. J  [e*] dx.
о
1

81. J  sgn (sin (lnx)) dx.
0
n+l

82. j  In [x] dx.
1

83. f (x) функция [a, b] сегментда интегралланувчи бул- 
син. Агар Y  х £ [a, Ь] лар учун / (х) >  0 булса, у холда 
шундай [a, f5] с : [а, Ь] топилиб, inf / (х) >  0 булишини ис-

[о,р]
ботланг.

84. / (х) функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи бу
либ, V  х£ [а, Ь] лар учун / (х) > 0 булсин.

j  f (х) dx >  0
а
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булиши учун шундай [а, р] с= [а, Ь] сегмент топилиб,
V  х £ [а, р] ларда f (х) Ф  0 муносабатнинг бажарилиши зарур 
ва етарлилигини исботланг.

85. / (х) функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи булиб,
ъ
j  \f(x)\ dx = 0 булса, у холда ихтиёрий [а, р] с= [а, Ь] учун
а

Р
j  / (х) dx = О
а

булишини исботланг.
Аниц интеграл ёрдамида цуйидаги лимитларни топинг:
™  1- / 1 , 2 ,  , п +186. lim [ ---1----

п-+ оо \ Л 2 п 2 Гр

87. llm( 4 + ^  +  . . .  +  i ^
П —►оо V П 4 П 4 Г Г

88. lim ( — Ц- + —f-r + ■ • • Н--- 1—П-~>оо \ /2 — 1 П 2 tl -р VI

89. lim { — + . . . 4-
' Л-оо U 2+  I2 л2+  2“ п- +  п"

1 / . я  . . 2 я  , . ( я — 1) я\90. lim — sin---f- s in ---- + sin -----------  ,
П-+00 tx \ tx tx ft

91. lim ( — ----H----1 ■ - +  • • • + *
\У4пг — \г У 4/г2—22 У  4л2—л2

92. lim — (" л /  1 + — -\г\/ 1 Н---- V ■ • •+ \ /  1 “I--
П -ю о  я \ г п V п V п

93. lim — .

94. lim

n - >  00 TX
n

b — a
П—*00

(f (x) функция [a, b] сегментда интегралланувчи).
*=1

' n - f }

95. lim V  (1 +  —) sin
n-»*  \ n j пг k=i

П
96. lim — V  У(пх +  k) (nx +  k +  1), * >  0. 

n-t.00 л2 АшАA=1
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97. lim
П 2k/n

n-taa -- .
A= 1 ГС-f-— k

X

J  cos*2 d*
98. lim -------- .

-r~>0 *
X

I" (arctg/)2 dt
99. lim о

у  x» +  l

' j V  dt
100. lim ------ .

*->-4-oo * ,
f e dt
0

К,уйидаги интегралларнинг кайси бири катта эканини 
аницланг:

1 1
101. J* е~х dx ёки Г е~х‘ dx.

о о
Я 2я

102. J" ех2 cos2xdx ёки J" е~х‘ cos2 xdx.
0 я 
Л/2 _ Я

103. Г dx ёки Г —  dx.
J  AS J  *0 0

104. Г ёки Г
J т/7 J у :1/2 "  *  1/2 V х
1 1

105. J  e~xsinxdx ёки ^e~x'sinxdx.
о о

106. Г .. ёки Г — .
J  Y l+ x *  у х

К,уйидаги функдияларнинг берилган ораликда ги урта к;ий- 
матларини топинг.

107. / (х) = х2,_  х£ [0,1].
108. / (х)=*Ух, х 6 [0, 100].
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109. / (х) = 10 + 2 sinx +  3 cosx, x € [0, 2 я].
110. / (x) = sinx-sin (x + cp), x £ [0, 2 л].
У  рта циймат хацидаги теоремалардан фойдаланиб, у̂йи- 

даги интегралларни бахоланг:
2 я

in .  Г — - — .
J  1+0,5 cosx о

112. Г -  dx.
0J  V l + x  

100

113. f  — dx.
J  *+ Ю 0
0

2oa я

114. f  dx.
ioo л 
ь ^

115. J  ----  sinxdx (0 <  a <  b, a > 0).
a

b
116. J  sinx2dx (o <  a < b).

a

1,7. Г ——— .J  lru + 2 
1

2
118. J  2** dx.

l

119. j  dx.
12
n ____-

120. Jx *  ]/sinx dx.
о
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X  боб
АНЩ  ИНТЕГРАЛНИНГ БАЪЗИ 

ТАТБИЦЛАРИ
1-§. ЕЙ УЗУНЛИГИНИ \ИСОБЛАШ

Маълумки, эгри чизик; ёйининг узунлиги шу эгри чи- 
зи^а чизилган синик, чизик; периметрининг лимити сифатида 
таърифланади. Синик, чизи  ̂ периметри йириндига (интеграл 
йдаиндига) келади ва унинг лимити аник; интегрални ифода- 
лайди.

Г . Фараз ^илайлик, АВ ёй
У — f (х) { а ^ х ^ Ь )

тенглама билан аниклансин. Бунда f (х) функция [а, b] сег
ментда аницланган узлуксиз ва узлуксиз (х) хосилага эга 
булсин.

АВ  ёйнинг узунлиги

1 = f V  1 + /'* (х) dx W
а

булади.
1-мисол. Ушбу

f М  = j, (е “ + е  “ )  (а >  0)

тенглама билан аник;ланган чизик,нинг (занжир чизи^нинг) 
[— а, а] оралицдаги узунлигини топинг.

Бу эгри чизицнинг узунлигини (1) форму ладан фойдала
ниб топамиз. Равшанки,



булади. (1) форму лага кура:

= а 1е— -l ~ f i ( e‘ + e  “ ) ( е“ — е—а —а
Демак, берилган эгри чизицнинг узунлиги 

i - a ( £- i )

га тенг.
2-ми с о л. Ушбу

/ (*) — ~2р
параболанинг [0, а] орали^даги к;исмининг узунлигини то
пинг (а >  0).

Аввал / (л:) функциянинг ^осиласини ^исоблаб

V l+ f '\ x )
ни топамиз:

r  (х)==§  " 7 ’ 

i + r a (x )= i  +  ^ = ^ ± £ !,

/ Г Т О - V ^ -  ; V ^ + 7 .

(1) форму лага кура к;аралаётган эгри чизик;нинг узунлиги
a

/ = i . JV ^ T 7 *  Ле
Р о

булади.
Энди ушбу

jV ^ + T "2 dx 
аницмас интегрални ^исоблаймиз. Агар

ы = У"х2 +  р2, du = dx
дейилса, унДа

,  Jfrf дсаы = — , и — х
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Г ]/х2 4- р2 dx = х У"х2 + р2 — Г —х*~х -
J  Vx*+p*

булади. Бу тенгламанинг унг томонидаги интеграл цуйида- 
гича ^исобланади:

С = Г Х1 ± Е ^  dx = С *±£-V d x -
J  V x*+ p * J  У *»+ р * J  К * ч - р 2

—  P2 f  — - =  Г У x2 +  P* dx — p2 Г — -*—  =
J  V *2+p2 J  J  V x *+ P*

= j V *2 +  P2 dx — p2 In (х +  К Р Т р '!-  
Демак,

J  j^x2 +  p2 dx — x V x2 +  p2 — j" Y x2 +  p2 dx 4-

4-p2 In \x + Y x 2 + p2\.
Бу тенгликдан:

2 J ] / x 2 + p2 dx = x V x 2 +  p2 + p2 ln |x +- V x 2 + p%  

булиб,

\ V x 2 +  p2 dx — — x V x 2 +  рг +  — p2 In |x -f- ]/"x2 + рг|
J 2 2

булиши келиб чи^ади.
Натижада а

/ = l j V ? q r ^  dx =
О

а

=  J  [ у  X V x 2 + p2 +  у  Р2 In \ х 4- V x 2 + р2 |J | =

= — aVa2+  p24- In | a -f J/a2 4- p21 — £ lnp 
2p 2 2

ни топамиз.
2°. Фараз ^илайлик, ЛБ ёй

1«/ = у (О
тенгламалар системаси билан ани^лансин. (Бу ^олда эгри 
чизи  ̂ параметрик хрлда берилган дейилади.) Бунда х=х (t),

булиб,

228



У — У (0 Функциялар [a, fi] да аницланган, узлуксиз ва уз
луксиз х (/), у' (/) хосилаларга эга.

АВ  ёйнинг узунлиги

/ = / ]/ * '2(/)+*/'2(/) dt W
а

булади.
3-мисол. Ушбу

Гх — а (/ sin/) (о ^  ^  л)
\y = a ( l — cost)

тенгламалар системаси билан аницланган эгри чизи^нинг (цик- 
лоиданинг) узунлигини топинг.

Аввал х = а (/— sin/), у — а (1— cos/) функцияларнинг 
^осилаларини хисоблаймиз:

х' (/) = а (1 — cos/), у ' (0 = asin/.
Унда

х'2 (0 +  i/’2 (0 = а2 (1 — cost)2 a2sin2/ = а2- 2 (1 — cos/) 
булиб,

К x'2(t) +  у '2 (/) = a j/ 2  (1 — cos/)

булади.
(2) формулага кура изланаётган эгри чизи^нинг узунлиги

2 я  _______________
I =  f a V 2 ( 1—cos/) dt 

о
булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални и̂соб- 
лаймиз:

2 Я 2 Я ___________

j* а У 2  (1 — cos/) dt — a j  " ^ 4  • sin2 ̂  d/= 
о о

2 Я 2 я

= 2a j  s in jd /  = 4 o J sin-jd^-)==
о
2 Я

= — 4a • cos — = 8a.2 Iо
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3°. Фараз к;илайлик, 'АВ эгри чизи  ̂ цутб координата сис- 
темасида

р = р (0) (а < 0 < Р)
функция билан берилган булсин. Бунда р — р (0) функция 
[а, Р] сегментда узлуксиз ва узлуксиз р' (0) хосилага эга. 
Бу хрлда Х в  эгри чизик;нинг узунлиги 

Р _______________
 ̂— J  у Г р'2 (9) +  р2 (0)^0 (3)

а

булади.
5-ми с о л. Ушбу

р = а • 0 (а = const, 0 ^  0 а)
эгри чизик, ёйининг узунлигини топинг.

Равшанки,

Демак,
/ = 8а.

V Р'2 (9) +  Ра (9) =  V (а-0)'2+(а-0)2 = а / 1  + 0* •
(3) формулага кура изланаётган эгри чизи^нинг узунлиги

“ _____  » ______ г0 ______
/ = j a K l  +  e2 de = a j K l  +  02 d0 = a j V l  +  W +

0
а

булади. Демак,

/ = -
2

6-мисол. Ушбу

/ = !L [а У 1 + а2 + In (а +  V 1 + а2)] •

р == а • sin3 (а >  0)

тенглама билан берилган ёпи  ̂ эгри чизи^нинг узунлигини 
топинг.

Модомики, р > 0 булиши керак экан, унда sin — > 03
булади. Бундан эса 0 < — <; л, яъни 0 < ф <; 3 л булишини3
топамиз.
230



гача узгарганда р уса бориб О 
дан! а гача узгаради, ф уз
гарувчи 3 • дан 3 я гача
узгарганда р камая бориб а 
дан 0 гача узгаради (4-чиз- 
ма).

Берилган функциянинг 
хосиласи

Ф узгарувчи 0 дан 3- —

Р

булиб,

. ,  ф ф = asirr — cos —3 3

У  p '2-f-p2 = ~\fa2- sin4 — -cos2 — + a2sin6 — = asin2 — 
f 3 3 3 3

булади. (3) формуладан фойдаланиб топамиз:
3 я  Ъ я

/ = j* asin2 ^  d ф = a j* ( l — cos2 - Ĵdq> =

“ f  [J ( i - « *2 •*)<**]- f -  sin 2—
2 3

За л

Демак, ^аралаётган эгри чизи^нинг узунлиги
За л1 =

га тенг булади.

2-§. ТЕКИС ШАКЛНИНГ ЮЗИ

1. Фараз ^илайлик, у = / (х) функция [а, Ъ] сегментда 
аницланган ва узлуксиз булиб, V  х 6 [а, b] да / (х) > 0 бул
син.

Ю^оридан / (х) функция графиги, ён томонлардан х = а, 
х — Ь вертикал чизи^лар, пастдан Ох абсциссалар у^и билан 
чегараланган шаклнинг (одатда бундай шаклни эгри чизицли
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5- чизма. 6* чизма.

трапеция дейилади) юзи
ь

S  = j* f (х) dx
а

(4)

булади (5- чизма).
7-ми со л. Ушбу

4у~ 8 х  — х2 ва 4у = х + 6
чизщлар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.

Бу чизи^лардан бири парабола, иккинчиси турри чизи^

ларда кесишади (6-чизма).
Изланаётган шаклнинг юзи 5, А 'АВВ ' эгри чизицли тра

пеция юзи дан А 'А ВВ ’ трапециянинг юзи S2 нинг айир- 
масига тенг:

А 'АВВ ' эгри чизщли трапециянинг юзи (4) формулага кура

булиб, улар бир-бири билан

6 6
205
12

1
булади.

A 'ABB ' трапециянинг юзи эса
7

булади. Демак, ^аралаётган шаклнинг юзи: 
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У — h (х), Уг = ft М . 
х]= а, х — Ь

чизик,лар билан чегараланган 
шаклни карай лик. Бунда fy (х) 
ва f2(x) функциялар [а, Ь] 
да аникланган узлуксиз ва
V  хв 1а, Ь] учунД(х) > f2(x)> 
> 0 (7- чизма). Бундай шакл- 
нинг юзи

Энди текисликда

t/x (x)~ft(x)] dx (5)
булади.

8- м и с о л. Ушбу
(у — х)2 ~  х3, х — 1

чизиклар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг. 
Берилган чизик; тенгламаси (у — х)2 — х3 ни

у — х = ± У х 3 =  ± x Y х 
куринишда ёзиб оламиз. Бундан

у1 (х) = х +  л- У х  , уа(х) = х — х У х
булиши келиб чи^ади.

Равшанки, х > О да
Уг (х) > yt (х)

булади.
Ю^орида келтирилган (5) форму лага кура к̂ аралаётган 

шаклнинг юзи

S  = [ [ух (х) — у2 (*)] dx

булади. Бу интегрални ^исоблаб, топамиз:
I _  1

5 = |  [х +  х У х  — (х— хУ~х)] dx=  J  2х У~х dx =

s _  1
2X

~£
2 О
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Демак, 5 = — кв. бирлик.
5

Э сл а тм а .  Агар f (х) функция [а, Ь\ дэ узлуксиз булиб, унда 
ишора са^ламаса, Ох у^нлнг ю^орисидаги шаклнинг юзи мусоат ишора 
билан, Ох уцниш' пастидаги шжднинг юзи мантий ишора билан оли- 
нади.

2. Айтайлик, текисликдаги шаклни у раб турувчи эгри 
ЧИЗИ!̂

параметрик тенгламалар билан берилган булсин.
а) х = х (О, У — У (0 функциялар [а, 0] да узлуксиз,

Y  / 4 [а, Р] да x (t) > О, у (t)>  0 ца х (t) функция узлуксиз, 
манфий булмаган х' (t) хрсилага эга булса, у холда шакл
нинг юзи

б) х = х (0, у — У (0 функциялар \а, Р] да узлуксиз,
V  t £ [а, Р] да х (0 >0, у (t)> 0  ва у (() функция узлуксиз 
манфий булмаган у' (t) хрсилага эга булса, у холда шакл
нинг юзи

(х -  X (0. (а < / < (3) 
[У = У (О

(6)
а

булади.

(7)
а

булади.
9-мисол. Ушбу

'х = asin3/,
= Ь cos31

чизи  ̂ билан чегараланган 
шаклнинг юзини топинг.

Бу чизик; билан чегара
ланган шакл 8-чизмада тас- 
вирланган. К^ралаётган ёпик; 
чизиц Ох ва О у координата 
у^ларига нисбатан симмет
рик. У чегаралаб турган 
шаклнинг юзи 5 туртта 
АОВ эгри чизи^ли учбур- 
чак юзи S A0B га тенг бу
лади:

8- чизма.
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Энди эгри чизикли учбурчак юзи S A0B ни (6) формула- 
дан фойдаланиб топамиз:

Я/2 Я/2 Я/2
5A0Be J  У it) x '(t) dt =  ̂ у (t)-dx (t) = y{t)-x (t) | —

0 0 0
Я/2 Я/2 я/2

— [ A- (/)•!/' (0 dt — b cos3/ • asin3/ j — X (0 • y' (t) dt —
6 o o .

n/2
= — \ x (t) y (t) dt.

0
Шундай цилиб,

я/2

^ О В =  j  У (0 ’* ' (0
О

Я/2

.̂ДОВ ~  J  * ( 0 ' ( 0  Л
о

булишини топамиз. Бу тенгликларни хадлаб кушиб,
п/2

............... .... dt
о

тенгликка келамиз.
Энди интегрални хисоблаймиз:

Я/2

[у (0-х ( f ) - * ( 0 V ( 0 1

5 ЛСВ — “  J [bcos3/ а ■ 3sin2/ • cos/—asin^ • b • 3cos2/ (—sin/)]d/=

n/2

j" sin2/ • cos4 (cosH 4- sin2/) dt =

о
я/2

32 
2 o

П/2 Я/2

= f sin2/ • cos4dt = — - Г 4sin2 tcosHdt — 
2 J  2-4 J

о 0
n/2 n/2

= ^  sin22tdt = Г ( dt =
8 J  8 J  2



К>аралаётган шаклнинг юзи
„  . 0 . ЪаЬ п 3ab пS  = 4-5.пя = 4---- ------лов 3 2  8

булади.
3. К,утб координаталар системасида 

р = р(0) ( а < 6 ^ Р )
функция тасвирланган АВ  ёй хамда О А ва ОВ радиус- век- 
торлар билан чегараланган шакл — эгри чизи^ли секторни 
царайлик (9-чизма).
Бунда р = р (0) функция [а, Р] да узлуксиз ва ихтиёрий 0 
(0 € [а. Р1) да р (9) 3= 0 булсин.

К*аралаётган секторнинг юзи
е

S = -j J  р2 (0) d 0 (8)
а

булади.
I 0- м и с о л. Ушбу

3acos cp-sin <р ^ п \р = ---- ^ 0 < ф <  —sin3 ф + соз3ф I 2 /
чизик, билан чегараланган шаклнинг юзини топинг. Одатда 
бу чиз!щ декарт япрори дейилади. Декарт япроки ва у би
лан чегараланган шакл 10-чизмада тасвирланган.

К,аралаётган шаклнинг юзини (8) формуладан фойдала- 
ниб топамиз:

Я/2 Я/2
^ Г  3gcos ф-sin ф Y d  — Г cos2 ф-sin2 ф ^

2 J  [sin3 ф+cos3 ф I 2 J  [sin3 ф + со53ф]4о о
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Энди бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални хисоб- 
лаймиз:

Я/2 Л/2
cos3 ф-sin2 ф , __ f  tg2 ф cf ф __Г С°?2Ф-МП2Ф г

J  (sin3ф +  С053фР J  (l + tg3ffi) cos2фо о
Л/2 Л/2
j  _ J S ^ _ d tgT_ i j  ( 1 + ( § Ч Г ! Л ( , + ,6з ф)_
О О

л/2
=  _ 1  ( l + tg3<p)-i| = 1

о
Демак,

9а2 1 _ За2
2 '  3 _  2

Мисол ва масалалар
К,уйидаги чизи^ларнинг берилган оралирушрдаги ёйи 

узунлигини хисобланг:

1. у — a- In — —  , (0 < х < Ь, а <  Ь).Q2—*а
2. у = In cosx, ||(0 < х с  а <  -у

3. х=-^-у2~  ~ 1 п у , (1 < у < е).
4 2

4. х=а\п - У а 2—г/а, (0<&<г/<а).
5. £/ = In (х2 — 1), (2 < х < 5).

6. у = 2 ^  1+е2 , (In 9 < х < In 64).
7. у — arcsin е*, (—In 7 < х < — In 2).
8,. у = У х 2—32 + 8 In (х + У х 2—32), (6 < х  < 9).

9. у == У 1—х2 -f arcsinx, (О < х< -̂ -j-

10. у— |/ ” -у(1 — х), (0 <х0 <х =5 1).
L  И.

11. у = - |- (х3---i-x3 ], ( 1 < х < 8 ) .

12. у = sh2x, (|х| < а).
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13. у — In (0 <  a < x < b).

14. x = (0< x < 2/3 ).j
15. x = a(cos / -f t sin /), у = a(sin/ — t cos /), (0</<2л).
16. x = a(sh t — t), у = a(ch / — 1), (0 < / < T).
17. x = ch3/, y == sh3/, (0 < / < T).
18. x = -p7̂ ===^cos(aIn/),y=  1~sin(aIn/),(/a< /< y.

19. x — t --- -̂sh 2/, у = 2 ch /, (0 < / < /„).

20. x = a(cost +  Intg У ~  a sin /,(0 <  /0 </< - j ) '
21. x = (/2 — 2) sin / +  2 / cos t, у — (/2 — 2)cos / — 2t sin /, 

(0 t < л).
22. x = cos4/, у = sin4/, 0̂ < /< -yj.

23. x = sin4/, у — cos2/, ^0</<-2-j.

24. x = a cos6 /, у = a sin5/, (0 < / < 2л).
< г

25. x = j  соэф^ф, У = \ sin ф2̂ ф.
°  o

(0 < / < /0) (клотоида).

26. х = ( ' ^ Ф ,  у = j^ d c p , (1 </</„)■
1 1

27. г = а-ет<р, (т  >0), (а >  г >  0).

25-г - 7 Т ^ ф' ( |ф |< т ):
29. r=ath-~-, (0<ф<2л).

30. ф= у  (V + -LJ, (1 < г < 3).

31. Ф=]/г/’ , (0 < г < 5).
г
Г ь'Ьр32. ф=^ у ф , (0 < г < R).
о

33. г = 1 + cos /, ф = / — tg — ■, (0"|<’/ < Т <  л).
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34. г = 2 (1 +  соэф), (г <  1).
35. г = а(1 — sin ф )  J---^  < ф  < — y J .

36. г = аф2, (0 < ф < 4).
37. г — а ф4, (0 < ф < 3).
38. ф = arccosr% (а < г < 6).

(а +  6)г
Куйидаги чизгоугарнинг ёй узунликларини хисобланг:
39. х2 = 5у3, х2 + у2 = 6.
W .y 2= ~ ( x ---{- J ,  у2 = х.

41. (у — arcsinх)2=1—х2.
42. У х + У у  — V a .
43. —  + -̂ - = 1.О3 №
44. x ^ t 2, y = t { ^  -**)•

45. х = 2/3(1—t2), y = V Г5/4.
46. x = a ( f i - 1), </ = ^ 3- - ^ j .

47. x = cosl t, y = sini t.
48. г/ = acos3

49. r = a sin4 ( — \
\ 4 /

50. r=ai ccs5̂ _|-j .

51. r = a sin" j,
1°. n=2k. 2a.n = 2k+ \.

К,уйидаги чизи^лар билан чегараланган шаклларнинг юз- 
ларини хисобланг.

52. ах = у2, ау = х2.
53. у = 2х — х2, х + у = 0.
54. у=2х , у = 2, х = 0. !
55. у = (х +  I)2, х = sinjnV, У — 0 (0 < у < 1). !
56. у = х, г/ = х +  sin2 х, (0 < х < л).
57. у = е-*-1 sin х |, t/ = 0, (х > 0).
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58. у — х ---у = cosх, х = 0.
Jt59. у — s in х, у cosx, 0<х < —  .
4

60. у = 1п(1 + х ), у = — хё~х, х = 1.
61. у = х, у = sinx, х > 0.

62. у=  У = М . х > — 2.
X -р 5

63. у — |х |3е~х\ (х| = а, а >  0.
64. х2 +  у2 = 2, у2 — 2х 1, х > у  .

65. у = 2*_3+ 1, у=23_* +  1, у = 1,5.
66. у — х, у = — , у = 4гх 3
67. у =4~х, у = — log4x, у = 0, х = 0.
68. 2у = х2, х2 +  у2 = 4у, 2у > х2.

69. у = х“ , у — ха , х S* 0, а >  1.
70. у = х“ , у = х_ “ , у = 0, х = 6. а> 0, а=И=1, 6>1.
71. х = а(/— sin/), у = а(1— cos/), (0 < / < 2л), у=0.
72. х = 2/ — /2, у = 2/2 — /3.
__ , asinV73. x = acost, у==-------.

2 -f- sin /
74. x = acos/, y = 6sin/.
75. x = a (l—cos/)cos/, y‘= a ( l— cos/)sin/.
76. x=a^— /—sin/j, y = a ( l  — cos/), a > 0 .

77. x = a sin 2/, y = a sin /, a > 0 .
78. r2 = a2cos 2(p (лемниската).
79. r = — ^—  (парабола), <p = — , cp

1—cos ф 4
80. r — 3 +  2 cos <p.
81. r = — , r = / 0 < ф < у ) .

<p sincp \ 2 ;
82. /-2 +  ф2=1.
83. ф = sin(nr), (0 < r < 1).
84. ф = r — sin г ф — л.
85. r = 2 — cosф, r — cosф.

71

240



86. г = а [ tgф [, г = 61 cosф |, О < 6 < а .
87. г = 6+а cos ф, а > Ь >  0.
88. г = 2а cos ф, г = а -S1— , ф = fl-

CCS2 ф

Sin ф Sin ф
90. г2 = а2cos 4 ф.

3-§. АЙЛАНМА СИРТНИНГ ЮЗИ

у = f(x) функция [а,Ь] да аник,ланган ва узлуксиз хам да 
узлуксиз f\x) хосилага эга булиб, Vx  £ [а,Ь] учун /(х) > 0 
булсин. Бу функция графигининг (а, /(а)) ва (6, f(b)) нук,та-
лар орасидаги АВ  ёйни Ох у к, атрофида айлантиришдан хо- 
сил булган сиртнинг юзи

занжир чизи^ни Ох ук, атрофида айлантиришдан хосил бул
ган айланиш сиртининг юзини топинг.

Равшанки, берилган f(x) функциянинг досиласи

булади. (9) формуладан фойдаланиб, изланаётган айланиш 
сиртининг юзини топамиз:

S = 2 я  [ f(x)V  1 + Г7 М  dx
ь

(9 )
о

булади.
11-ми со л. Ушбу

/ (х)= - f ( еа + е “)  , 0 < х < а, (а> 0)
X X

/'(х) = ~ ( е 7 ~ е  а )

а
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Демак,
S = 5 £ y _ e-* + 4),

АВ эгри чизик̂  юкрри яримтекисликда (у > 0) жойлашган 
булиб, у

f X = x(t), „
I у = y(t) < Р)

параметрик тенгламалар билан берилган булсин. Бунда х = 
= х (/) ва у — у (0 функциялар [a, [3] да узлуксиз ва узлук
сиз х'{{), у'(0 .̂ осилаларга эга булсин. Бу эгри чизикни Ох 
УН атрофида айлантиришдан хрсил булган айланиш сирти- 
нинг юзи

5 = 2л]'у(01/ x '\ i) + y '\ t)d t  (10)
а '

булади.
11-ми со л. Ушбу

х2 + (у — 2)2 = 1
айланани Ох у^ атрофида айлантиришдан ^осил булган айла
ниш сиртининг (тор) юзини топинг.

Берилган айлананинг тенгламасини
' х = cos (, .. _ , . .
у = 2 + sin t  ̂< 2л)

параметрик формада ёзиб оламиз. Изланаётган айланиш сир
тининг юзини (10) формуладан фойдаланиб топамиз:

2Л ______________________ _ _ _ _ _
S = 2л (' (2 + sin 0 ■ у  (cos ty2 + (2 + sin t)'z dt = - 

0
2 л  ______________________

= 2 я  j ]/"(— sin/)2 +  cos2/*(2 +  sin f)dt = 
о
2л  2я

= 2л [ (2 + sin t)dt — 2n{2t — cos 0 j = 8л2. 
о 0

Демак,
5 = 8 л2.

4- §. АЙЛАНМА ЖИСМНИНГ *АЖМИ
1. Фараз ^илайлик, у — f(x) функция [а, Ь) да аниклан- 

ган ва узлуксиз булиб, Y  х £ [а, b] да / (х) > 0  булсин.
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Юцоридан f (х) функция графиги, ён томонлардан х — а, 
х — Ь вертикал чизи^лар, пастдан Ох у^даги [а, Ь] сегмент 
билан чегараланган шаклни Ох у к, атрофида айлантиришдан’ 
хосил булган жисмнинг .̂ ажми

ь
V = л j  p(x)dx (11)

а
булади.

12-мисол. Асосларининг радиуси г ва R, баландлиги 
h булган кесик конуснинг хажмини топинг.

Масалада айтилган 
кесик конус ю^оридан

f(x) = г h
(О s^x < /г)

функция графиги, ён то" 
монлардан х = 0, х = h 
вертикал турри чизик- 
лар, пастдан [о, h] сег
мент бялан чегараланган 
ОАВС трапециянинг Ох 
у к; атрофида айлантириш- 11-чизма.
дан доеил булган жисм 
булади (11-чизма).

(11) формуладан фойдаланиб кесик конуснинг хажмини 
топамиз:



Демак,
У

V = у  (R 2 + Rr +  г2).
А

2 у = х2, 2л: + 2г/ = 3
чизицлар билан чегара- 

У] х ланган шаклни Ох
атрофида айлантиришдан 
хосил булган айланиш 
жисмининг хажмини то- 
пинг.

13-мисол. Ушбу

12- чизма.

Аввзло 2у = х2 парабола билан 2х + 2у — 3 = 0 тугри 
чизик,нинг кесишиш ну^таларини топамиз:

х2 = 3 — 2х.
Бундан х1 = 1, х2 = — 3 булиши келиб чищади. Демак,

либ, улар >;осил к,илган шакл 12-чизмада тасвирланган. 
Изланаётган айланиш жисмининг ^ажми

булади, бунда Vt — А1 АВВ1 трапециянинг Ох у к, атрофида 
айлантиришдан хосил булган жисмнинг ^ажми, V2 эса 
А1АОВВ1 эгри чизшущ трапециянинг Ох у и, атрофида айлан
тиришдан хосил булган жисмнинг ^ажми. Бу жисмларнинг 
^ажмини (11) формуладан фойдаланиб топамиз:

чизицларнинг кесишиш ну^талари

v = vx- v t

г
dx — л

—з —з

—з

= -(1  +243) = - я. 20 5
—з

Демак,
61я ,0 2-- = 1о — я
5 1515

Фараз цилайлик, эгри чизи^



(x - x (t ),
\y = y(t)
параметрик тенгламалар 
билан берилган булсин. 
Бунда х = х (() функция 
узлуксиз а̂мда узлуксиз 
манфий булмаган х {t) 
^осилага эга, у(() функ
ция [а, Р] да узлуксиз 
а̂мда V  t £ [a, Pi Да 

У (t) > 0.
Бундай чизиь; билан 

чегараланган шаклни Ох 
щ  атрофида айлантириш
дан х;осил булган жисм- 
нинг ^ажми

13- чизма.

У = л j  у2 (0 х' (t) dt
а

(12)

булади
15-мисол. Ушбу

параметрик тенгламалар билан ани^ланган чизик, (астроида) 
^осил цилган шаклнинг Ох ук, атрофида айлантиришдан юза- 
га келган жисмнинг ^ажмини топинг (13-чизма).

13-чизмада курсатилган ОАВ шаклни Ох у к, атрофида 
айлантиришдан ^осил булган жисмнинг хажми (12) формула- 
га кура топилади:

П_
0 2 

У ° = л j* у2 (0 ■ х' {t)dt — — л  ̂a2 sin6 t-a- 3 cos21 •

я
2

•(— sin t)dt—— Зла3 j*(1 — cos2/)3 cos21 d (cos t)

=  — Зла3f — cos31 — -cos61 +  —cos71-- - cos91
[ 3 5 7 9

I бла3 
105 ‘
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Демак, изланаётган жисмнинг ^ажми:

Мисол ва масалалар
Куйидаги чизикларни айлантиришдан ^осил булган айла

ниш сиртларининг юзаларини ^исобланг:
' т(,х91. у = a cos— , (|х] < &), Ох атрофида.

92. у = tg х, 0̂ < л: < Ох ук; атрофида.

93. у = е~х, (0 < х < а), Ох у^ атрофида.
94. 2ау = а1 + х2, (0 ^  i' < а), Ох уц атрофида.

95. х = In (г/ — V у г — 1), °У  атР °' 
фида.

96. х = а • arcsin ] /  ̂  +  У у  (а — у), ^  < у < Оу 

у^ атрофида.
97. 4х +  21п у — у2, (е~{ < у < ё), Оу у^ атрофида.
98. у2 = 2(х — 1), (0 < у < 1), Оу у^ атрофида.
99. у = (arcsin х — х V 1—х2) /2, (0 < х < 1). Оу у^ ат

рофида.

100. у = a ch (—), (а < х < Ь), Оу та атрофида.
\а]

101. х — a(t — sin /), у = а (  1 — cos /), (0 < / < 2л),
1) Ox yî , 2) Ог/ y% 3) у — 2a чизиц атрофида.

102. х = а(2 cost— cos 2/), у = а (2 sin/ — sin 2/),
Ох y^ атрофида.

103. х = 2|^3 cos t, у = sin 2/, Ox ук; атрофида.

104. x = —, z/ = 4 — —, (//1 < 2 ]/ 2 ), Oxyi^ атрофида.
3 2

{\уйидаги чизицлар билан чегараланган шаклларни Ох у и, 
атрофида айлантиришдан хосил булган айланиш жисмляп'-'- 
нинг ^ажмларини топинг:
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105. у2 — 2 рх, у — 0, х = а.
106. ху = а2, у — 0, х = а, х = 2а.

2

107. -£-=Л-\3, у = О, х = а, (х>0).
Ь \ a j

108. у = sin 2х, ^0<x<-~j, у = 0.

109. у = У х  ё~х, у — 0, х = а.
110. у = (In х) /х, (1 < х < е), у = 0, х = е.
111. г/= sin У х , (0 < х < л2), у = 0.
112. у = еах sin лх, (п ~  1 < х < п), у = 0, п £ N.

-yi <i2
113. -  +^- = 1.а2 Ь2

Л4. £! - £ = - 1 ,  |х|=А.
а2 62

115. у2 = 2х, у — 2, х = 0.
116. г/ = sin2 х, у = х sin х, (0 < х < л).
117. 2ру — х2, 2qx = у2, р >  0, ? >  0.
118. у — e_Jf]/sinx, ( 0 < х <  + оо).
119. у = е* + 6, у = е2к, х = 0.
120. у — х, у = х +  sin2x, (0 < х < л).
121. х = а(/— sin/), у = а(1 — cos/), г/ =0, (0 < / < 2 л).
122. x = 2t — /2, у = М — /3.
123. х = — —  , у = а----- .

г» +  i *  /2 +  1

124. x = ach3/, i/ = a-sh3/, x =  2 f2  a.
1or 2 а/2 2 at3125. x = ---- , г/ = -----, x == a.

1 +  /2 V 1 +  /2

126. X = a (1 +  cos t), у = a (tg t +  sin /), x = ~  .

5- §. АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ МЕХАНИК МАСАЛАЛАРГА 
ТАТБИ^И

1. С тати к  момент. О гирлик маркази. 
Маълумки, эгри чизи^нинг Ох ва Оу у^ларига нисбатан 

статик моментлари ^уйидаги формулалар билан ифодаланади:

К х = j  yd s, К  у = [ xd s, 
о о
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бу ерда ds = У  (dx)2 +  (dy)2 эгри чизщ ёйининг дифферен- 
циали булиб, s эса берилган эгри чизик, узунлиги.

Берилган эгри чизицнинг огирлик марказлари эса у̂йида- 
ги формулалар билан з̂ исобланади:

х = Ки

Амалий жи^атдан бу формулаларда s ни эгри чизи^нинг 
аналитик тасвирида эркли узгарувчи ролини уйнаган t, х ёки 
0 узгарувчилар ор а̂ли ифодаланади.

= 1 булган TyFpH чи-16- м и с о л. Тенгламаси — + -
а Ь

зицнинг координата у^лари орасига жойлашган ^исми учун, 
унинг Ох ва Оу у^ларига нисбатан статик моментларини то- 
пинг.

о
ds.

ds = У  1 +  у '2 dx = | ' 1 — j dx — dx.

bVcfl + b* j ' ^ i ___-)dx  = ЬУ ° 2 + Ь*

b У  а2 Ьг
а2

х*
~т = Ь У  а2 +  Ь2 

_ bVa2 + b* .

ЬУа* + Ь2

К
ч

Уа*-\-Ьъ dx ■■ Уа? + Ь* xdx аУа* + Ь*

_2 _2_ _2_
17- м и с о л. Тенгламаси х 3 +  у 3 = а 3 билан берилган ас- 

троиданинг биринчи чоракда ётган жисмининг Ох ва Оу у^ларига 
нисбатан статик моментларини а̂мда унинг огирлик маркази- 
ни топинг.

Равшанки, бу астроиданинг параметрик тенгламаси х = 
= a cos3 ф, у = а sin3 ф булади. У ^олда
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У  (— 3 a cos2 ф sin tp)2 +  (3 a sin2 q> cos ф)2 = 
= 3 a cos ф • sin ф d ф;

Я
2J

K x= § a sin3 ф • 3 a • cos ф • sin ф d ф =

ds = У  {dx)2 +  (dyf =

3 a*= 3a2 Г sin4фd(sinф) = 3a3--— sin^p =
■' 5 ' 5

О о

Худди шунга ухшаш

О

К К
Орирлик маркази х = -j-, У ~  ~ f булиб, бу ерда

Я  Я
2 2

s — J  ds = j* 3 a cos ф • sin cp d Ф ==
о 6

я я
2 „ 2

о Г j  / \ о „  cos Ф  I 3 а  •= — 3 a j cos ф d (cos ф) = — 3 a — —  | =  ,
о о

- З а *  За 2а - За* За 2 а
х = —  : ~2 — 5> У = “ 5“  : т  = т *

---/2 а 2 а\
Демак, (х, у ) = -̂g-; -g-J.
2. Геом етрик ф игураларнинг с та ти к  момент- 

лари. Орирлик маркази.
Агар геометрик фигура юцоридан у = у (х), пастдан Ох 

ук;и, ён томонидан х = а ва х = Ь вертикал чизицлар билан 
чегараланган булса, бундай фигуранинг Ох ва Оу у^ларига 
нисбатан статик моментлари ва орирлик маркази ^уйидаги 
формулалар билан ^исобланади:

K  =  j - j y ‘dx, < * . ? ) - ( % ,  n f )-
а а
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b
Бу ерда 5 = J  у (х) dx геометрик фигуранинг юзи.

а
18-мисол. у — а — х, у — 0, х = 0 чизи^лар билан че

гараланган фигуранинг Ох, Оу у^ларига нисбатан статик 
моментлари ва орирлик марказининг координаталарини топинг.

Юцорида келтирилган формулаларга асосан:
а а а

Mx = -L^y2d x = ~  ^(a — xfdx = — ~ { a — xf
0 0 о

а а а
Му — f (а — х) xdx = f ах dx — [ x2dx —

0________________ о о  
__ а2 а3 __ а3 а3 __ а 3
~ а 2 3 “  Т  2 6~ '

5 = f (а — х)dx = f a dx — \xdx = а2 — — = —  ;
о о о  2 2

7Г) _  l^£ = ( — —
Х’ J > \ S ’ S ) I 3 ’ 3,

19-ми со л. х = а(( — sin/), у = а(\ — cos/) циклоида- 
нинг бир тармори ва Ох у к; билан чегараланган фигуранинг 
орирлик марказини топинг.

1 2я  2л

^ х = ~2~̂  y2dx = ~ ^ a 2( l — cost)2dx =
о о

2л 2л

— ~  (1 — cos/)3dt — J  (1—3cos/+3cos2/— 3cos3t)dt=
о о

__ Q3 О I 3 n Q . ft 1 О 5 п fl3= —  • 2 я Ч----• 2 л = л а3 + 3 • —  я а 3 = ----- .
2 ч 4 2 2

2 Я 2я

М у = Г xydx — Г а (/ — sin /) а2 (1 — cos /)2 dt =
*/ к/о о2 П

•= а3 (/ — sin /) (1 — cos t)2 dt = 3 я2 a3.
о2Я 2я 2я

S  = С у dx — \ у (t)x'tdt = а? \ (1 — cos t)2dt ~  З л а 2,
0 0 о

- (Му Мх \ (  5 а 
(X, У) = [-тг - ~с~ ) = I л а, —
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3. К у ч н и н г  баж арган  иши.
Агар узгарувчи F (х) куч Ох ук; буйлаб таъсир этаётган 

булса, у ^олда бу кучнинг [а, Ь] сегментда бажарган иши
ь

А = [ F  (х) dx формула орцали ифодаланади.
а

20-ми с о л. Агар 5 кГ куч пружинани 25 см га чузса, 
у 5̂олда пружинани 60 см га чузиш учун цандай иш бажа- 
риш керак?

Гук цонунига биноан:
F  (х) = к-х, 5кГ = /г-0,25 M-=>k = 20=>F = 20 л:.

21-мисол. Цилиндрда диаметри 20 см ва узунлиги 80 см 
булган поршень ^аракат ^илади. Бу цилиндр Р0 = 10 кг/см2 
боскм остида бур билан тулдирилган булса, температурани 
узгартмай а̂ндай иш бажарилганда, бурнинг хажми икки 
баробар камаяди?

Жараён изотермиклиги сабабли, Бойль- Марриот цонуннга 
биноан: Р- V = Р0- V0 булиб, -

Бундан: и0 = 102 я ■ 80 = 8000 я смг ва Р0 — 10 кг/с.м2 
сабабли,

А = 80000 л -In 2 кг-см = 800 я  In 2 кг-м
булади.

0,6 0.6

А = Г 20xdx = ^ ^ -  2
о

= 10 0,36 — 3,6 кг-м.
о

X I  боб 
СОНЛИ ^АТОРЛАР

1- §. АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАР. СОДДА ТЕОРЕМАЛАР

Бирор

хакщ т  сонлар кетма-кетлиги берилган булсин.
1-таъриф. ^уйидаги



ифода цатор (сонли цатор)  деб аталади. Уни ^искача
ао

^  ап каби белгиланади:
П=1

ОО
2  ап =  а 1 +  а2 +  аз +  • • ■ +  ап+ • • • • (О
п=-1

аг, а2, а3, . . . лар (1) цаторнинг цадлари, ап эса цаторнинг 
у мумий %ади дейилади.

Ушбу
Аг = аи 

Az = ах -f- а2,
Аз = ai 4- й2 4- а3,

Ап =  a i +  а2 +  аз +  • • • +  ап

йияиндилар (1) цаторнинг цисмий [ йигиндилари дейилади. 
Бу ^исмий йириндилардан иборат

/ lj, A j ,  А^, . • ., А п, . . .

кетма- кетликни ^араймиз.
2- т а ъ р и ф. Агар п ->• оо да {Ап} кетма- кетлик чекли 

лимитга эга, яъни

lim Ап = А
п—*ао

бдлса, у цолда (1) цатор яцинлашувчи дейилади, А сон 
шу цаторнинг йигиндиси дейилади.

Бу ^олда
ОО

Л = ai 4- я2 + аз + . . . 4- 4- • • • ~ 2  ап
Л = 1

каби ёзилади.
Агар я -> оо да \{Ап} кетма-кетликнинг лимита чексиз 

булса, ёки бу лимит мавжуд булмаса, у ^олда (1) ^атор 
узоцлашувчи дейилади.
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Шундай ^илиб, таърифга кура ^  ап ^аторнинг я^инла -
П= 1

шувчи ёки узок;лашувчи булишини ани^лаш учун унинг пие
мий йириндилар кетма-кетлигини {Ап} нинг лимитини к,араш 
керак экан. К,исмий йигинди Ап нинг лимитини топишда 
унинг ифодасини ^улайроц шаклда ёзиб олиш лозим. Куп* 
гина холларда к,уйида келтириладиган формулалардан фой- 
даланиш ма^садга мувофиц булади:

вп (х) *= х +. . .  + хп = -ТГ7 агар х ф 1 бУлса>
( п , агар х = 1 булса,

Сп (х) = 1 + 2х + Зх2 пхп- 1 =
( п  —  1 )  л: —  п х  a r a p  х  J  б ^ Л С З (

(1 - х )*  (1-х*)* (2)
п ,п ±_!>| агар х = 1 булса.

2

х2 п-1
, агар х Ф  ± 1 булса,= 1 1 — JC2 1 _  X*

± п , агар х — ± 1 б^лса.

Е п (х) = \ +  Зх2 + 5xi + . . . +  (2п — 1) х2"-2 ==

( Л + JL  +  (2” + D х2п+2-  (2п -  l f n а г а р х ф ± и

I ± п2 , агар х =  ± 1.

Бу формулаларни келтириб чи^ариш щшин эмас. Биз улар- 
дан бирини, масалан, учинчисининг тугрилигини курсатамиз. 

Равшанки, х = ± 1 булганда
Dn (1) = 1 +  1 +  1 +  • • • + 1 = п, Dn (- 1 ) =

= — 1 — 1 — 1 — . . . — 1 —  п
булади.

Энди х ф  ± 1 булсин. Бу холда тенгликкинг а̂р икки 
томонини х га купайтириб, топамиз:

x-Dn (х) = х (х +  х3 -f х6 +  . . . +  х2"-1) =

= x2-f х4 + . . .+ Х 2".
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X2 + х4 + Xе +  . . . +х2" = X2 +  (х2)2 + . . . +  (х2)"
Агар

1 Л п

1 — X2 1 — X2
булишини эътиборга олсак, унда ушбу

х ■ Dn (х) = х2 1 „2 п
1 — ЛГ2

тенгликка эга буламиз. Бундан эса
у_ х2п~̂~ ̂ XD (х) = -* - * -, = — ----" 1 — X2 1 — л:2

булиши келиб чицади.
1-ми с о л. Ушбу

1 — 4 +  ---- - + I)'1-12 4 8 < \ /

^аторни я^инлашувчиликка текширинг. 
Берилган цаторнинг цисмий йигиндиси

,2л+1
-X*

Ы1 — 1

А = 1

булади. Бу Ап ни ю о̂рида келтирилган (2) формуладан'фой- 
даланиб бундай ёзиб оламиз:
л „  =  1 +  И )  +  Н Г  +  И ) Ч . =

1

- ( - т )

Н )

К )1 \П—1

И )
1

1+-

п- 1

1 + — 2

1 \П—1
2

п->~ оо да лимитга утиб, топамиз:
2lim Ап = lim

ГС-+ 00  п —>00 - к - г н -
А -- 
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1  +  1 4 -1 + . , .  +  ■2? ~  1 + .  .  .

2 22 23 2п
к,аторни я^инлашувчиликка текширинг. Бу к;аторнинг ^исмий 
йигиндиси

2-мисол. Ушбу

1  + 1  + . . . + 2И—
2 22 2п

:1  ( 1+ 3. I  +
2 V 2

+ 5.-^7 + . ..  +  (2 п - 1 ) .^ Ъ
булади. У ни (2) форму ладан фойдаланиб, бундай ёзиб ола
миз:

А = -  
п 2

1 + 3 - ( - М  + 5-
V 2 J

1

V2 ;

+ (2 п — !)■

(2 п+ 1)

2 л-2

+ 2П+ 2

У ч .

-(2л + D- 2П

Натижада

+

2"  +  3
о»—1

lim А 1 ♦ 1 //г. 2п 3lim — 6 ---- ггггГС О l Q rt-— I
rt-+oo 45 \ ^

булишини топамиз. Демак, к;атор я^инлашувчи, унинг 
риндиси

Л =  3.

ии-

3-м и со л. Ушбу
1_!___L _!___ |_ + -----------

1 -4 4-7 ' ' ' (Зя — 2) (Зя+1)
к,аторни яцинлашишга текширинг. Бу ^аторнинг цисмий 
риндисини ^исоблаб, унинг лимитини топамиз:

ии-

1

= i < ‘

& —  _ J ____ I____ !____ L  _|_____
п 1-4 4-7 (Зя—2) (Зп+1)

1 1_1\ +  1 / 1 _ 1 \ +  + 1
4 j 3 \ 4 7 / 3 \3л — 2 Зл +
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= — (1 — I  + - I _ I  + ±_ + ...H--1---- L_\ =
3 \ 4 4 7 7 Зя-2 Зл+l/
= -̂  (1 — — — ), lim A„ = lim — [ \ ---- -— ) = —.

3 \ 3/i —)— 1 / n_»8 n-»(x> 3 \ 3/i —|— 1 / 3
Демак, берилган к,атор якинлашувчи ва унинг йдаиндиси

А = -
3

4-мисол. Ушбу

^  (Кл+2 — 2)//i-f-l + ]/7z)
ft=I

цаторни я^инлашувчиликка текширинг. Бу ^аторнинг к,исмий 
йигиндиси

А, = ( V 3 - 2  ]/2  + К Т ) + ( У  4 -21/3  +  У 2) +

+  ■ . . +  { У п + 2 ~  2 У п + \ + У п )
булади. Уни цуйидагича ёзиб оламиз:

А  = [ ( У з  -  ]/ 2) +  ( У Т  - у  2 )] +  к У Т -  У З )  +
4- (1 /2  —  У З ) ]  + 1 ( У 5 -  У Т )  +  ( У З - 1 / 4 )]+  

+  . . . + [(У Г+ 2  - 1 / Я + П +  (1 /п  - 1 / ^ + 1 ) ]  = 
=  [ ( К З  -  К 2 ) +  (1 -  К 2 )] +  1 (К 4  -  К З ) -

( К З - К 2 ) ]  +  [ ( К б  - К 4 )  - ( К 4  -  К З ) ]  +  . . . +

+ [ (К « + 2 * —  К л + Т ) - Ч К л + Г —  Уп)\ = 1-1/2  + 
+  (1 /7 + 2 * — К л + Г )  =  1 - 1 / 2  +  1—  . 

Кл + 2+Кя+ 1
Натижада

lim Ал = lim / l — К 2 Н ------- -— ---  ̂ = 1 — у 2.
п-*°° \ Kn+2 + Kn+l/

булишини топамиз. Демак, ^атор якинлашувчи, унинг йирин- 
диси А = 1 — У  2.

5-мисол. Ушбу
1 — 2 +  3 — 4 + . . .  +  (— I)"-1 - я +  . . .

^аторни ярилашувчиликка текширинг. Бу цаторнинг ^исмий 
йигиндиси

А„ = 1 - 2 + 3 - 4 + .  . . +  (_ 1 ),,- , .га
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булади. Юкорида келтирилган (2) формуладан фойдаланиб 
(бу формулада х =  — 1 деб) Ап ни ^исоблаймиз:

А  =  1 +  (л- l )  ( -  l)n -  п ( - 1)”- 1 =  
п 11—(— i)P  [1 -  ( -  I))2

1 1 п ■
4 4 4

+  2П (— 1)"Ч-(— 1)"+11-
Агар п — 2k булса,

Л24 = |  (1 +  4̂  1) = к, 

агар n = 2k — 1 булса,

А1к_ , = \  (1 - 2  (2k~~ 1) +  1) = I  (4-4ft) = 1 - k

булади.
Бундан эса

lim A2k = +оо, lim A2k_ t — — ook-* да k-̂oo
булиши келиб чи^ади. Демак, к,атор узок;лашувчи.

Содда теоремалар
Бирор

оо
2  а п =  а 1 +  а 2 +  а Ъ +  • • • +  а п +  • • • (О
п=I

^атор берилган булсин. Бу ^аторнинг дастлабки т  та а̂дини 
ташлаш натижасида юзага келган

2  ал =  ат +1 +  ат +2 +  • • • . (6)
п=т+1

цатор (1) цаторнинг цолдири дейилади.
1-теорема. Агар (1) цатор я^инлашувчи булса, унинг 

исталган (6) ^олдиги ^ам я^инлашувчи булади ва, аксинча, 
(6) цолди^нинг я^инлашувчи булишидан берилган (1) ца- 
торнинг я^инлашувчи булиши келиб чи^ади.

2-те орем а. Агар (1) цатор я^инлашувчи булиб, унинг 
йигиндиси А га тенг булса, у ^олда

оо
2  с-ап = са{ +  са2 +  са3 +  . . . +  сап +  . . .
п-1
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цатор хам я^инлашувчи ва унинг йириндиси с-Л га тенг 
булади (с ф 0 узгармас сон).

3-теорема. Агар
со

2  ап = а\ +  а2 + й3 +  • • • + ап + • - •
П=1

' Vbn=b l +b2+b3 + . . .  + bn+ . . .
п= 1

цаторлар яцинлашувчи булиб, уларнинг йигиндиси мое ра- 
вишда Л ва В  га тенг булса, у ^олда

2 (ап +  К ) = (ai +  ь\) + («2 +  h) +  • • • +  К  + ьп) +  •..
П=1
цатор ^ам я^инлашувчи ва унинг йигиндиси А +  В  га тенг 
булади.

4-теорема Агар (1) ^атор яцинлашувчи булса, п->со 
да ^аторнинг умумий ^ади ап нолга интилади. (Бу теорема 
катор я^инлашувчи булишининг зарурий шартини ифодалай- 
ДИ.)

6-ми с о л. Ушбу

0,001 +  V^O.OOl +  ^ 0-001 + • • ■ +  V 0,001 + . . . 

цаторни янинлашувчиликка текширинг. _____
Берилган цаторнйнг умумий хади ап =  ^ 0,001 булади. 

Агар

lim ап = lim 0,001 — 1 Ф  0
tl~+QO ft—* оо

булишини эътиборга олсак, унда берилган цатор учун ^атор 
якинлашишшганг зарурий шартининг бажарилмаслигини кура- 
миз. Демак, берилган ^атор узо^лашувчи.

7-мисол. Ушбу
со

¥lnnп = 2
цатор я^инлашувчи буладими?
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Бу ^аторнинг умумий а̂ди учун
1 1 1 1а

пг\---  Л „й\1/П 1 , , Ininnу  In П (ln/0 — lnlnrt  
п пе е

булганлиги сабабли к,атор узоцлашувчи булади.

2-§. МУСБАТ ХДЦЛИ КАТОРЛАР. СОЛИШТИРИШ 
ТЕОРЕМАЛАРИ

Бирор
со

^  = f l I + а 2 +  Я3 +  ’ ' ' + а п +  • • ' 0 )
л=1

цатор берилган булсин.
Агар (1) каторда ап > О (п = 1, 2, 3, . . .) булса, у о̂л- 

да (1) 1̂атор мусбат %адли цатор ёки к,иск,ача мусбат щ- 
тор деб аталади.

оо
5- т е о ре м а. Мусбат цатор 2  ап нинг яцинлашувчи

П=1
булиши учун унинг цисмий Й№индилари кетма-кетлиги 
{ Ап} нинг ю^оридан чегараланган булиши зарур ва етар- 
ли.

8-мисол. Ушбу

V ГГ  '2Г *- п
/2 = 1

к,аторни я^инлашувчиликка текширинг.
Бу каторнинг цисмий й и р и н д и с и

А = 1 4 -— + —  +  . . .  +  -J- 
п ^  2“  ^  3“  па

булади. Равшанки, {Ап} — усувчи кетма-кетликдир. 
Иккинчи томондан,

2 П + 1 " Г  2 а  I З а  ^  ( 2 « + 1 ) “

= ! + ( ^ + ^ ) +  ••• + ( ^  +  , ^ г ) <(2л+1)'
+ . . .  +  _2 

2“  4* (2/г)1.а
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= i + ^ - i ( i  +  ~  +  ^ +  . . .  + ^ ) =1+ ^ i A .
булиб, ундан

A n <  1 +  ^ 5 ГТ  A n

булиши келиб чи^ади. Кейинги тенгсизликдан топамиз:

Ап <-~ ~ (п=  1,2,3, . . . , в > 1 ) ,
2 — 1

Демак, { Ап} кетма-кетлик юкоридан чегараланган. Юк;ори- 
дан келтирилган теоремага кура берилган кдтор якинлашув- 
чи булади.

ОО

Одатда ^аторни умумлашган гармоник цатор
/г=1

деб юритилади.
Шундай ^илиб умумлашган гармоник к;атор а  >  1 бул- 

ганда я^инлашувчи булади. Бу î axop a sc 1 булганда узо^- 
лашувчи булади.

9-мисол. Ушбу

2  а1пп п= 1
цаторни я^инлашувчиликка текширинг.

Бу ^аторнинг умумий а̂ди
па — а“ п “

ни куйидагича ёзиб оламиз:
In Т1In n  In в In n-In а ( Лп л\1п аа = е = е  = [е ) =
== п1п а = __!—

П гГ1па
Натижада берилган цатор ушбу

оо

У 1  1
П=1

я -1па

куринишга келади.
Агар — In а >  1 булса, к;атор я^инлащувчи булади.

— In а >  1 =>- In —  >  In е => а
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=> —  >  е <  — .а £
Демак, берилган к,атор д <  —  булганда яцинлашувчив

(а > —  булганда ^атор узоклашувчи булади. ]
булади.

е
Энди мусбат ^аторларни солиштириш теоремаларини î a- 

раймиз.
Иккита

( ПП —  а \ +  а % +  а ъ +  • • • +  а п +
П=1

2  ̂= 6, + 62 + 63+ ... +ЬП+ ...
л=!

мусбат ^аторлар берилган булсин.
б-теорема. Агар и нинг бирор ге0(и „> 1 ) ^иймати- 

дан бошлаб барча п > п0 лар учун
а п

ОО
тенгсизлик уринли булса, у ^олдаХ^ Ьп ^аторнинг яцин-

л=1
ОО

лашувчи булишидан V  яп ^аторнинг ^ам яцинлашувчи
п=1

ОО ОО

булиши ёки 2  ^аторнинг узоклашувчи булишидан N;
П=1 п=1

цаторнинг :\ам узоклашувчи булиши келиб чи^ади.
7- т е о р е м а. Агар п оо да —  нисбат ушбу

Ьп
l i m = к (0 < Л- < +оо) 

лимитга эга булса,
09

а) к <  оо булганда бп ^аторнинг я^инлашувни бу-
Я=1оо

лишидан ^  «я цаторнинг я^инлашувчи булиши;
/г=1 оо

б) к >  0 булганда 2  цаторнинг узоклашувчи були-
М=»а I
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шидан 2  ап каторнинг ^ам узов;лашувчи булиши келиб
П=\

чицади.
Н атиж а . Агар

lim —  = ft
П~* ОО Ь/1

ОО
лимит уринли булиб, 0 <  к <  оо булса, у ^олда 2  ап ва

п= 1
оо

2  Ъп цаторлар бир ва^тда ёки яцинлашувчи, ёки узоцла-
л=«1
шувчи булади.

8-те орем а. Агар п нинг бирор га0 ^ийматидан бош- 
лаб барча п > п0 лар учун

а п+ 1 <  Ьп+\

тенгсизлик уринли булса, у ^олда 2  цаторнинг яцин-
п=1

ОО

лашувчи ‘булишидан ^  ап ^аторнинг ^ам яцинлашувчи
оо

булиши ёки 2  ап ^аторнинг узо^лашувчи булишидан
я=1

ОО

2  Ьп ^аторнинг хам узо^лашувчи булиши келиб чицади.
п«= 1

10-ми с о л. Ушбу
J-+ -L + -L .+. . . +-L.+ .. .
11 2! .3! л!

цаторнинг яцинлашувчилигини курсатинг.
Математик индукция усули билан курсатиш мумкинки,

( П>Х)
булади. Маълумки,

(
V I  1 =

. 2 л ^ ~ 1 2 и

°°  1 п—<1

п=1 n=si

геометрик к̂ атор (q = я^инлашувчи. Демак, 6-тео-
ремага кура берилган к,атор хам як;инлашувчи булади.
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11-мисол. Ушбу
1 _ !___ _____________ !_____ j_

100! 2001 1000-fi-j-l
цаторнинг узо^лашувчи эканлигини курсатинг. 

Равшанки,
1000 -п+1 <  1000 п +  1000=1000(я+1).

Бундан эса
1 /_1_ <  1000

1000(п+1) 1000 п +1 \я +  1 1000 /1+1
булиши келиб чикади.

Агар
оо

1
n = l

^аторнинг узо^лашувчи эканини эътиборга олсак, унда 6- 
теоремага кура берилган каторнинг узо^лашувчи булшшни 
ани^лаймиз.

12-мисол. Ушбу
' 1 '

/ ь з  /3-5 У~ (2п — 1) (2п -f- 1)

^аторнинг уз оцлашувчи булишини курсатинг.
Энг олдин ^уйидаги тенгсизликни хосил к;иламиз:

(2п — 1)(2 п +  1) <  (2л +  1) (2п +  1) <  (2 п +  2)(2« + 2) =
= 4(n + I)2,

' > ; '2(п+1) У (2 п — 1)(2 п-Ь 1)'
Маълумки,

соЕ Ж
катор узо^лашувчи. Демак, 6-теоремага кура, берилган ка- 
тор узо^лашувчи булади.

13-мисол. Агар
со

2 а« К > ° ;  » = 5,2,з, . . . )
Л = 1
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цатор я^инлашувчи булса, у холда
ОО

2 <
п=  1

^аторнинг як;инлашувчи булишини курсатинг.
К,атор я^ннлашишининг зарурий шаргидан

Jim ап — О
п-юо

булади. Демак, шундай n0£N  сонни топиш мумкинки, 
барча п >  п0 лар учун

О < <  1 
булади. Унда п >  п0 учун

а1< %
булади. 6-теоремадан фойдаланиб берилган ^аторнинг я̂ ин- 
лашувчи булишини топамиз.

14-мисол. Агар ап > 0, Ьп > 0 (л =* 1, 2, . . .) булиб

ОО С О

2 ап = + °°-  2 6- "  +  о°
Л=1 гс= 1

булса, у холда
оо с о

2 m in (a „, bn), ^ т а х (а п, Ьп)
п=1 п= 1

к,аторлар хасида нима дейиш мумкин?
Равшанки,

гтх(ап, Ьп)]>ап, 
шах(а„, &„)>&„.

ОО

Ш у сабабли 2  гаах (an. |цатор ^аммава^т узо^лашувчи
П=1

булади.
Аммо

со
2 m in (a „, bn)
л = 1

цатор яцинлашувчи булиши мумкин.



Масалан,
1

Qnt=
, агар п жуфт сон булса,

— , агар п то^ сон булса,

| агар п жуфт сон булса,
Ь" ~  М1 агар п то!̂  сон булса

булганда

булади.
Равшанки,

т т ( а п, Ьп) = ±

_1_
__  /I*
Л=1

к;атор якинлашувчи.
15-мисол. Ушбу

/1=1 п
{\атор я^инлашувчиликка текширилсин.

оо
Бу к;аторни гармоник ^атор ^  ~  билан солиштирамиз.

П=1
Равшанки, бу икки ^атор умумий хадлари нисбатининг ли
мита

__1_
1+ 1-

lim — — = lim ~ ^ -  = lim ------ = 1
П'*со -- П-* со I+— п~*СО J~ П

п п
булади. Ю^орида келтирилган натижага кура берилган к,а- 
тор узоцлашувчи булади.

Мисол ва масалалар
К,уйидаги цаторларнинг я^инлашувчилигини курсатинг 

ва йигиндиларини топинг:



П=1
ОО

’• S

4- У ,  ‘

п(п + 1)(п + 2) 
п=1
оо

___  п(п-\-1)(п-\-2)(п-\-3)
п— 1
ОО

5- ^  (2n+l)(2n+3)(2/l+b) 
л=1
со

е. ^*■ п(п +  2) (п Ч - ¥

2—п
7.

П=1
оо

п(п +  1) (п +  3)
л=1
оо

8. ^ ln  (1__  л {п + 1)л=2
ОО

9. y i n S " 1
л = 2

Л3+ 1

оо

10 *  ’ 1п3 — 1
л==2

За

" • 2 sin^ iT'sin^+l
rt*=l
СО

12" л! (л +  2)
п=0
С О

V I  . 1 313. y s m - - c o s - -2
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___  2 rfi
л = 1

со
_114. ^ a r c t g

со
п

(2п— I )a»(2rl —J- l)2
/г=1

Куйидаги цаторлар учун цатор ’ я^инлашувчилигининг 
зарурий шарти бажарилмаслигини курсатинг:

СО

16.
п—lj 

со

17.
_  л+1п= I

18.
п=1

19,

со
3п3 — 2 \«г

П ~  I

СО

^ \ 3 л 3+  4

у  Уп
’ 1п*(я +  1)

/1—1
ОО

20. \ V  + 2 )ln ^ ±

21. \ \ n + l ) a r c t gZ j v 1 и+ 2
п=1

V  ln(n+l) 
СО /1+1

23. "  "

"-1 l'T+ 1 )
СО

24. ^)Tj (/г2 -f 9) arcsin
л2 +  5

п=1
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Солиштириш (та^кослаш) аломатларидан фойдаланиб
ОО

Vцуйидаги к̂ аторларни яцинлашишга текширинг: ^  а
/1=1

sin23rc
2 5 - а п = п\ п
26. а  =  ЕЁ£".

п Ф  +1
я

cos —
о-?27. а

28. а
п 2пъ— 1 '

In п -f- sin п
п п2 +  21п п~

п — 1 
arcs in---- -

29. а — п +
n Y  ln (n+ l)
arctg(rc2 +  2/i)30. а„п Ъп +  п*

л231. а = ~ .п е п

32. ап = (3п + ns)eVn • In п.
п п\ „

3 — 2cos2 ) • е
33. а„ — 4 п2 •2П
34. an — In (1 — э3 /~пу п

35. а =  \е — 1 -sin Vn + I
36. й„ > булиб, {п ап} кетма-кетлик чегараланган булса,

00
2  а2 цатор якинлашувчилигини исботланг.
П— 1

3-§. МУСБАТ ЦАТОРЛАР УЧУН ЯКИНЛАШУВЧИЛИК 
АЛОМАТЛАРИ

Бирор

2  ап = а1 + а2 +  а3 +  • • • + ап +  • • • ( !)п— 1

мусбат ^атор берилган булсин.
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1°. К о ш и  аломати. Агар (1) ^аторда n£N  нинг 
бирор п0(п0 > 1) к,ийматидан бошлаб барча п > п0 и̂ймат- 
лари учун

y rVn^ q <  1 [у~ ап > 1)

тенгсизлик уринли булса, (1) к;атор я^инлашувчи (узок̂ ла- 
шувчи) булади.

Агар (1) ^атор учун
к

П- t  со г

лимит мавжуд булиб, k <  1 булса, у холда (1) ^атор я̂ ин- 
лашувчи, fe> 1 булса, (1) цатор узоклашувчи булади.

2°. Д аламбер  аломати. Агар (1) цаторда n£N  
нинг бирор п0(пп > 1) к̂ ийматларидан бошлаб барча п > п0 
^ийматлари учун

^ < q < \ 
ап \ ап )

тенгсизлик уринли булса, (1) к,атор я^инлашувчи (узоцла- 
шувчи) булади.

Агар (1) ^атор учун

lira ^ ± i = d

лимит мавжуд булиб, d <  1 булса, у холда (1) цатор я̂ ин- 
лашувчи, с/> 1 булса, (1) к;атор узоклашувчи булади.

3°. Раабе  аломати. Агар (1) ^аторда n£N  нинг би
рор n0(nQ > 1) ^ийматларидан бошлаб барча п > п0 ^иймат- 
лари учун

тенгсизлик уринли булса, (1) цатор я^инлашувчи (узо^ла- 
шувчи) булади.

Агар (1) ^атор учун

linn п (  1 — Л И  'j = р (р = const)
«-+ со V ап 1

лимит мавжуд булиб, р>  1 булса, у ^олда (1) цатор яцин- 
лашувчи, р <  1 булса, (1) к,атор узоклашувчи булади.

4°. Кош ининг  интеграл  аломати . Агар f(x) 
функция [1, +оо] да ани^ланган, узлуксиз ва усмайдиган
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булиб, F(x) =  j  f(t)dt шу функция учун бошлангич функ-
1

ция ва

булса, у з̂ олда

ап =  v / w
П=1 П=1

lim  F(x) =  lim  f f(t)dt
X —+cn X —̂  rr-, 4

лимит мавжуд ва чекли булганда (1) цатор я^инлашувчи, 
бу лимит мавжуд булмаганда ёки чексиз булганда (1) а̂тор 
узо^лашувчи булади.

5°. Гаусс аломати. Агар (1) а̂тор учун 

а” —  + - ~  (|в„|<с, е > 0 )
1 п п‘+8.

булса у холда:
а) X >  1 булганда (1) а̂тор я^инлашувчи,
б) Я <  1 булганда (1) катор узо^лашувчи,
в) Я, =  1 булиб, (л >  1 булганда (1) цатор я^инлашувчи,
г) К =  1 булиб, <  1 булганда (1) а̂тор узо^лашувчи 

булади.
16-мисол. Ушбу
j i _  4^7 , 4-7-10 , , 4-7-10 . . .  (Згс +  1) ,

2 2-6 2-6-10 2-6-10 . . .  (4п —  2)

цаторни як;инлашувчиликка текширинг.
Бу ^аторни текширишда Даламбер аломатидан фойдала- 

намиз.
Равшанки,

4-7-10 • . . .  • (За +  О а„ —  

а.

2-6-10 • • (4п — 2)

4-7-10 ■ . . .  - (Зя +  1)(Зя +  4) 

" + 1 ~  2-6-10 . . . .  ■ (4л — 2)(4п +  2 )’ 
ап+{  3« +  4

ап 4 п +  2‘

Кейинги тенгликда п —у со да лимитга утиб, топамиз: 

Н т - ^  =  Н ш ^ ± -4 =  - < 1 .
п-*+<Х>4/t "f- 2 4

Демак, берилган к*атор яцинлашувчи.
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17-мисол. Ушбу

2Л +  3Я
я=1

каторни яцинлашувчиликка текширинг. 
Берилган цатор учун:

пь (ге + 1)6а.

ап+1_ (п+1)5 
~а^~ 2n+ i  -(-3n+l

2п +  3"

2п + 3 Ч

л+1 2rt'̂ -)-3,!'^ 

1 \5
1 + -

зп ■+Ш 1
дП-fl / 2 \я-И

,+ы  .

1 \« 1 + ( з )
, 2 у»-Н ’

1+

lim -< 1

булганлиги сабабли, Даламбер аломатига кура, берилган ца- 
тор яцинлашувчи

18-м и с о л. Ушбу
СО

n(Y2 У

цаторни яцинлашувчиликка текширинг. 
Агар

1

У К
У  2

lira  =  lim < 1

булишини зътиборга олсак, унда Коши аломатига кура, бе
рилган цаторнинг яцинлашувчи булишини топамиз.
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у  з+ (-1 )п
2 и  2n+i
|n=l

цаторни яцинлашувчиликка текширинг. 
Равшанки,

3 + ( - 1 ) "  3 + ( - 1 )п+1

19-ми сол. Ушбу

2П+1 2П+ 2
ап+1 з+ (_1)"+1 _  1 3+(— 1)я+]
ап 2п+ 2 3 + ( - l f  2 3 + ( — 1)"

Агар п — 2k булса,
a2k+\  _  J _  _ 3  ~~ 1 _ _  J _

a2k 2 3 + 1  4 

агар п — 2k — 1 булса,
G2k 1 3 + 1

=  1a2k—\ 2 3—1
CL„ I i

булади. Демак, п~+- оо да — — нинг лимита мавжуд эмас.
ап

Бинобарин, Даламбер аломатига кура берилган цаторнинг 
яцинлащувчи ёки узоцлашувчи булиши тугрисида бирор ца- 
рорга келиб булмайди.

Аммо
Пг—  / / з + ( - 1Г  1 / 3+(— 1)п 1l i m / a - h m ] / - f a -  „  - 1 , *  | /  - j —  -  т < 1 .

Демак, Коши аломатига кура берилган цатор яцинлашувчи 
булади.

20-ми сол. Ушбу 2  аП’
П=1

«л =  (2—К а )  (2—^ )  . . . (2- У  а), а > 0
цаторни яцинлашишга текширинг.

а ап 1
-------  нисбатни карайлик. Бунда —■—  = ------ экани-

°га+1 а„ + 1 2— у  а
ни куриш цийин эмас.

“У а -  ■*+• -  1 +  ( l  - 4 ) ■ +  '£ £  +  о ( ^ )  =  

= i  +  V  +  :fe’ W < c
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ап _  1 -1 I lna I t s
an+l У». +  "  п2’

п гР
бу ерда | У*п | <  М.

Гаусс аломатига кура ln a >  1, яъни а >  е булганда ка- 
тор я^инлашувчи, lna <  1, яъни а ^ е  булганда эса узок,- 
лашувчи булади.

Агар царалаётган мисолда Даламбер аломатидан фойда- 
ланадиган булсак, у холда ка тор яг̂ инлащувчилири ёки узоц~ 
лашувчилиги хасида бирор карорга келиб булмайди, чунки:

д->оо CLfi
оо

Бундан таш̂ ари я^инлашувчи " V i .  ва узо^лашувчи
JemЦ п2П =  1

ОО

— к,аторларга нисбатан lim  i -  =  ] эканини курит 
Jmud п п--юо ап J r
п= 1

цийин эмас.
Мисол ва масалалар

Коши ва Даламбер аломатларидан фойдаланиб куйидаги 
^аторларни як,инлашишга текширинг:

муносабатдан фойдаланиб топамиз:



4 2  ^  1 i ' n ~  1 \n‘ + 4n+ 5
___. n +  1n=2

43. n,/i+i

^ (3 n 2 + 2 n + l)(n+3,/2 ‘n=I

4 4 . * . , r » + 2 ' " S,!2 \ V  n  +  3 /1= 1

45. ^  (n + U n '
n = l

46- S ( cosf ) ' ‘ “ > a
n=i

47' й ^ ’ a > °n= 1

____ (nl)»n=l

4 9  V  (2" + ])!
' ^ * j ( 3 n + 4 ) 3 n ‘ 

k.n=l
au

50. V
(2n +  1)!!

3 n-n\ 
n—l

CO

e i v  3 '6  ■••'(3/i) . i
51. v . ---------- —  arcsin — .

^  (л+1)Ч 2"/1=1

52. у  arctg ± .
n! S  3n

n=l

Раабе ва Гаусс аломатларидан фойдаланиб цуйидаги а̂- 
торларни яцинлашишга текширинг:
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5 3 2 j

n=1

(2n — 1)!1

1-3-5-- (2л — 1) P 1
2-4-6 ••(2 n) .

55. V
____  (2 л)! I
n= 1

OO

56, V ______ -----------------------------------, a > 0 .
In  (2+a) In  (3 + a )---- in  ( n + l+ a )

n — \

oo _

57. " V ----------- =---------^ a > 0 .
JuJ  (a+V2) (a + V3)----(a+Vn+l )

n =  1

58 V  p (p+ 1)----(P +  » ~ 1) 1 
*mA nl n.4
n=l

59.
i»= 1

P ( P +  !)•• ■•(р +  л — 1) '

Q (?+!)•• ■■(9 +  n - l )
(p >  0, q >  0).

К,уйидаги цаторларни яцинлашишга текширинг ( 2 fln):

оо

п\пр
Я=2 
оо

« • S -

fi=l
oo

60 ^
n = 2

____n (lrm)^ (In Inn)9
/1=3

62. ж Км +  2 - К п - 2

63.
n==2

/1 = 2

1

£
/1 = 2
oo

tn (n!)n=2
oo

S64. V - 4 -
n=l
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6 8 . у * * - г ,/г
n=I

_1__

67 i y ,+1 _ i > '*=i

6 8 .2  («п“ - * ) •  
П=1

в9' “" " 1 7 Г 1п *

70. С =  г Ь  ln  ( 1 +
n |/« V v v n

УпЦпг+') ,
71. f l= e  ~  *•rt

73. 0-

74. a,

(n!)2 
(2» +  2)l 

"  nn (nl)a

I
75. 0-n n

у  In (n +  1)

In (rtl)
76. an =* - 4 —n n

(П+1) "  .
f* Sln*JC

7 7 - an =  J ~ T  d
nn
1/rt

78 a e f  %£ L  d x .
'»•  “ n J  l  +  x*

0
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Г  *  s in 5*  ,81. an =  \ ------- ax.
n J l + *•

82. a
(2n)l

OO

83. Агар lim  nan — а булиб, а Ф  О булса, ^ a n катор
n-*°° n = l

узоклашувчи булишини исботланг.

84. Агар ап >  О, V  ларда оп+1 <  ап булиб, V а„ 

к;атор я^инлашувчи булса, limna/J==0 эканини исботланг.
П-*оо

оо
8 5. Агар ап >  0 булиб, V  ап к,атор хусусий йигинди-

/1 = 1

лари кетма- кетлигининг бирорта к̂ исмий кетма- кетлиги юкр-
ОО

ридан чекланган булса, ^  ап ^аторнинг я^иилашувчилигини
п= 1

исботланг.
оо оо

86. Агар ^  ап’ 2  ^  ^аторлар [я^инлашувчи булса,
Я=1 Л=1 |

у холда

£  К  U  £ « . »  + №
л=1 п=1 л=1

каторлар хам я^инлашувчи булишини исботланг.
оо

87. ^  ап ЦатоР («„ >  °) берилган булиб, п >  п0 ларда
П=1

(1 — р - >  р >  1 булса, берилган к̂ атор я^инлашувчи,



/*Ч Пг ---\ п
п >  «„ ларда I I  — у ап \ —  ^  1 булса узоцлашувчи эка- 

нини исботланг.
ОО

88. ^  ап а̂тоР (ап >  0) берилган булсин. Шундай а > 0
Л =1

1
In —

мавжуд булиб, п >  п0 ларда — — >  1 +  а булса, цатор
Inn

In i rякинлашувчи, п S* п0 ларда ----- — <  1 булса, цатор узок-
lnn

лашувчи эканини исботланг. (Логарифмик 'аломат.)
4- §. И Х ТИ ЁР И И  ХАДЛИ КАТОРЛАР,

КОШИ ТЕО РЕМ АСИ.
АБСОЛЮТ ВА ШАРТЛИ ЯКИНЛАШУВЧИ ЦАТОРЛАР

ОО

Бирор V  ап =  ах +  а2 +  а3 +  . . . +  ап +  .|Л цатор бе-
П=1

рилган булсин.
Оо

8-теорема (Коши теоремаси). Ихтиёрнй ап цатор-
п= 1

нинг яцинлашувчи булиши учун V  е >  0 сон олинганда 
з$ам шундай n0dN  сон мавжуд булиб, барча п >  п0 ва 
т =  1, 2, 3.........лар учун

I Ап+т —  Ап\ =  \ ап+1 +  ап+2 +  . . . +  ап+т | <  е 

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
оо

Ихтиёрий ^  ап цатор билан бирга бу цатор хадларининг
П—\

оо
абсолют цийматларидан тузилган ^  1ап\ цаторни царайлик.

п =  1
00

9 -теорема. Агар ^  I anj цатор яцинлашувчи булса, у
Л=1

00

^олда ап цатор ^ам яцинлашувчи булади.
П=1

оо

3- т  а ъ р и ф. Агар ^  (ап | цатор якинлашувчи булса, у
п—1
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цолда 'S ' ап цатор абсолют яцинлашувчи цатор деб ата-
Л—-1

лади.
ОО оо

4- т  а ъ р и ф. Агар ^  ап цатор яцинлашувчи булиб, 2 lf lJ
П*= 1 1

00
цатор узоцлашувчи булса, у хрлда ^  ап Kfltwp шартли

п—1
яцинлашувчи цатор дейилади.

2 1- ми со л. Ушбу
до

У ,
sin пх

А п ( п + 1)
П =1

цаторнинг яцинлашувчилигини Коши критерийси ёрдамида 
курсатинг.

| Ап+т — Ап[ ифодани к,арайлик.
n-f-m

I К + т  —  А п I —
smkx

___  k ф+1)
fc=m+lS . с

т + п

■ V  ' . ■____  6 (6 + 1) п + 1  п +  т  п + 1
k=n-\-[

Демак, Y  n £ N  ва Y  m £ N  ларда

I ап+х +  . . . +  ап+т / <  - 4
п +  1

тенгсизлик уринли.
Энди lim  — !—  =  0 эканини хисобга олган холда, Y e > 0

П~> оо П +  1
га кура, шундай n0£ N  мавжуд булиб, барча п >  п0 ва 
Y  m £ N  лар учун | Ап+т — АпI <  е тенгсизлик уринли эка-

оо
~  ' V I  s in /гдс нини курамиз. Бундан эса у  --------- цаторнинг як;инла-

п=1
шувчи эканлиги келиб чи^ади.

2 2-ми со л. Ушбу

п
п- 1
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гармоник цатор узоцлашувчилигини Коши теоремаси ёрда- 
мида курсатинг.

1 А п + т  —  К I муносабатда Y  k £ N  учун п =  k, т  =  k 
деб олсак,

м "+ -  “  =  т т т  +  т + i  +  • "  +  T T I  >

> k - —  =  - .
2'k 2

Бундан куринадики, | Ап, т  — Ап | <  е тенгсизлик е <  — 
ЯЬм 2

учун бажарилмайди. Демак, царалаётган цатор узоцлашувчи.
2 3-мисол. Ушбу

цаторнинг абсолют яцинлашувчилиги курсатилсин.
Маълумки, х >  0 ларда 0 <  In (1 +  х) <  х тенгсизлик, 

х £ R  ларда | arctgx | <  | х | тенгсизлик уринли. У  х;олда

к / <
cos ап 1

<  — . 
п‘1/3V n

GO

булиб, бу 2  ап цаторнинг абсолют яцинлашувчилигини бил-
П=1

диради.
Куйидаги

п=1

цатор уадларининг шиоралари нав5ат билан узгариб кела- 
диган цатор деб аталади.

Л е йбниц аломати. Агар

lim  ап =  0
П-^сс

булиб, Ч  n £ N  ларда 0 < ал+1 < jan тенгсизлик уринли бул
са, у холда
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00 п 1
X ( - D  ап цатор я^инлашувчи булади.
п=1

СО ft 1 |
Ушбу \  (— I) — з  а̂тор Лейбниц аломатларининг

^  V  п
1

барча шартларини к;аноатлантиради, яъни ап =  -у -п  монотон
V  п

камайиб нолга интилади. Демак, цатор я^инлашувчидир.

^атор узо^лашувчи, чункиАйни вак;тда V  \ап

_оо
у  — — к̂ атор узо^лашувчи.

Шундай к>илиб, к;аралаётган ^атор шартли яцинлашувчи- 
дир.

Мисол ва масалалар

К,уйидаги ^аторларнииг яцинлашувчилигиии Коши теоре- 
маси ёрдамида исботланг:

89. - ’ cos™
Я ,
П= I 
00

90 -  , cos*" 
_ _  «а П=*1

9 J  CQSflJC —  COS ( r t +  1) X

rjel

« * . ! < « » ■

93.

П=1

sin3n*
(n +  1) (n+3)n—l

К,уйидаги ^аторларнинг узок;лашувчилигини Коши теоре- 
маси ёрдамида исботланг:
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95. %  - i — . 
^ J 2 n + ln=1

96.  
V n  ( n +  1)

97. V t l +  1

___  n* +  4
n=i'

OO

98- S ta(1 + ^/1=1

99. l +  i _ I + !  +  ± _  !  + ____
2 3 4 5 6

К̂ уйидаги цаторларнинг абсолют яцинлашувчилигини ис
ботланг:

sin I 2п +  — )
100. V  - д L _  U

1У  п +  2

«• «• S t
arctg (— п)п

102 .

y^2ne-h 3 n + l

V I  ( -  l)n+l 1п«я
^  2" n=l

ЮЗ. arcsin —  •
- Й  4"

со

104. %  ; cos3n ■ arctg 1.
n=i n + 2

105. ^  n3-sin«e~ V/l .

106.

Л=1

V I  (~n)n 
2 л  (2л)!n= 1
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S '107 ж Н ~  1Г  ln« (n +  1)

n=  1 n V n +  1

j :
(П+1)«

108. У  H » 11
n=l

109 V (  |\n(n+i)/2 2n4-n«
' '  3 " +  n3 'n=I

110. / ------5-j----- cos—\cosnn.
n = i ^ n s in — у

[Дуйидаги а̂торларни я^инлашищга текширинг:

00

s -
со

,,в-53

Й 1 Г .Т 1

(— l)n+l Inn 

л - 1  Т ^ Л

m . ( - „ " ( ! -c o s
n=l

>a
У »

Л=»1 7 / ^ + Т

• У .  ( -  1)п arctg -2 L
у п*+ 4 1/,

_  оо_ / Я  N

^  cos (п +  1 ,
______In* (п +  1)

л =  1

117. V c - » ’ 22^у  п
п= 1
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s in2 { - )
u s .  7 j ( _ i т — Ж  

- е т -  / n + l

n=l
n (W-I)

120. > ' ( - 1 )  * — f l + 2 ' "S ' У  n+ln=l

\ y n  -4-sin nn=]

V I  I  Sim
Ш. 2  -  ( y ;

n =  1

123. -J] sin ( я У п 2+1).
n=l

sin ( '»+“ )
124. \  ----- i-----

In In (n +  1)
n=l

125. 2  sinn2.
/1=1

ж Ч  ' ( - i [lml
' * ■ 2 4 —

/i=i

sinn2

n

К,уйидаги цаторларни абсолют [ва шартли яцинлашшцга 
текширинг:
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128.
n = i

l( -  1)"-» 
пР

129. ( - 1) п ~  1

p H—  
»-1 „ »

l30 - 2 i ln
п= 2

131 п—1 2Л sin^^x

132.

п п

„ . . пЯпр +  sin ——
Л=1

П=\

П п — 1 1

2п=1

134. > , ( - 1 )

я + 1 г у -

п (га—1)
~  п!°°

" 2я

135.

136.

( -1 )” 

' К  'Л=1

I f * 1 Г ЬЗ-5--- (2п— 1) 1
2 U  2-4-6 ••••(2л) J

п я

V s in  
___ !£_

Innn—2



Ж ABO БЛ АР ВА КУРСАТМАЛАР

I  б о б

1, 2 , 3, 4 - мисолларда тенгликнинг чап томонидаги т^пламнинг ихтиё- 
рий элемента унг томондаги тупламга тегишли ва аксинчасини курса- 

тиш керак. 5. А \ ( В  П С) =  A f| (В  Л С) ва (А П С) =  (В  U С) муноса- 

батлардан фойдаланинг. 6. 4 \ ( S  U С) =  A f| (В  |J С) ва ( В Ц  С )=  

=  (В П С) муносабатлардан фойдаланинг. 7. 4-мисолдан ва A {JA =  U  
ва U  П X  =  X  муносабатлардан фойдаланинг. 8. Л \ ( В \ С )  =  А f|

П (В \ С )  —  А П ( В П С )  = A [ ) ( B \ J C ) = ( A C \ B )  (J (А П С) =  ( А \ В )  U 
U (А П Q- 27.J sup {х  +  у) =  sup (х) +  sup (г/} эканини курса- 
тайлик.; Фар аз] ^илайлик,* sup {* }  =  a sup {у}  =  Ь булсин. У  з̂ олда
V JC € {jc} . V У € {у}  учун х ^ . а  ва у Ь булади. Бундан х +  г / ^  

^  а +  Ъ га эга буламиз. Иккинчидан, V 8 > 0 ,  з * 'б  {*}> \у\ € { у }

топилиб, * ’ >  я  —  у ’е > Ь  —  ~  булади. Бундан х ’ +  у'я >  а +  Ь —
 ̂ А

—  е га эга буламиз. Ammo xs +  уе б {•* +  у } Демак, supfx  -J- у) = а  -1 -6 =  

=  sup { * }  - f  sup {у) экан. 28, 29- мапщлар з̂ ам ю^оридагига ух-

шаш исботланади. 30. т  <  п ва т ,  п £ N  булгани еабабли 0 <  ~  <
п

<  1. Энди sup | 1, in f | =  0 эканини курсатиш цийин эмас.

II  б о б

1- §. 19. хп =  п, уп — — п хп +  уп чегараланган. хп = у  п +  1, уп =

< = Y n ,  хп —  уп чегараланган. Аммо {хп • уп } чегараланмаган булади.

Да^икатан, V  Е >  0) j  n^ N  | х \ >  У~Е ва nZ 6 N  | у  f >  ]/£ •
Е  Е

Агар л Е  =  шах {я Е , } деб олсак, у хрлд,а(У Е >  0) j n E 6 N  топи

либ | хп • уп | >  Е  булади. 21. Шарт змас. хп — (—  1)” У  п. 22. Фа- 
£ Е
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раз цидайлик, барча п в N  лар учун | хп | <  М  булсин. У  *олда| уп |=  

x i  Ч - • • • Ч~ *п  |̂ J  * 1  [ ~Ь f *2 j -f~ • ■ • Ч~ I хп I . . . - j - M _
n I n tl

n ■ M
М .  Тескариси ^ap доим уринли эмас. Масалан, хп

з
У п ,  п k3 g^J!Caj у ^олда (\f k ) £ N  k3 п ^  ( k I )3 лар учун

I 0, п^= k3
1 J -2  +  . . . + k  t 1

и„ = ------------------------; п ~ > №  булгани сабабли —  < ; — . У  хрлда
п п n k 3

1 4“ 2 fe k (k X)
и < ;  — !------------------- =  —---------< :  1. Аммо биз биламизки, хп чега-
У п - -  кз 2k3 ^  п

раланган эмас. 40. 2. 41. — ; 42. — ; 43. 1; 44. 1; 45. 1

1 „ 1
б^/лса, 0; а >  1 булса, 1; а =  1 булса, —  46. Агар а — Ь булса, — ;

2, о

з ' 1 „ .
а > Ь  булса, 1/ь; а < Ь  булса, 47. I .  48. — . К у р с а т м а ,

1 I / 1 1 149. — ., . К у р с а т м а . 1 » 2 4 - 2 .* 3  +  
4п2— 1 2 \2п —  1 2 п + 1 /  3
+  . . . +  п (п +  1) =  I 2 +  22 +  . . . +  па +  (1 -f- 2 -f- 3 -f- . . . +  п) =

п { п +  1) (2п +  1) п ( г а + 1) s in  л: „_  _ s — ‘ ; _i_ — i— -— , 50. ------ .  К у р с а т м а .  2 .
6 2 x

X X X I
Sjn - у Г  s n =  sin X, S „  =  cos - c o s  -  . . . cos —  . 51. -д (д _  J} ! 

52. 1. К у р с а т м а .  1 •< y^n3 +  n +  1 <  У  3 n3 =  У з  • ( У  n)3.

53. 5. К у р с а т м а . 5 < F  2'4 +  5 fi <  5 F  2. 54. 3. К  у P  с а т м a. 3 <

т f t  2 \n /2 \д—1 / 2
< /  2” 3 ° + .  . .+ 2 °  3n < 3  У  I j j "  +  ( ^ j  +  • ■ • +  ( ^ ] + 1<:

<  3 y fn .  55. 1. К у р с а т м а .  1 <  V  1я +  . . +  nn < V  nn + п я  +  
fl r  ■— — — "i . П /- — Я 4-1 | 1
У  +  . . . n n ^ ( i / n )  . 56. 1. 57. 1. 59. \xn+m —  xn | < ' -------- 1

’ r t ( n + l )  

f l , e > l

11+1,.0<8<1 
8J

деб олсак, у ^олда V е > 0  j  N  =  N (&) (V  п) ( п >  N  (е)) ва (V  m)€'V, 
1х п + т ~ хп 1< Е> е1- Агар а  >  1 булса, барча натурал п >  1 учун

< ---- ------булади. Фараз ^илайлик, а ^ 1  булсин. У  з^олда
п п2 п (п — 1)
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I  «о =  ~  >  0, ихтиёрий натурал N  учун g nN => N  +  1 >  N  ва Э mN ~  

~ N + 1 топиладики, улар учун | хп^ +  т ^ —  хп^ \ булади. ^авдатан,

I „ ___________1_  , 1 _ , 1  ̂ 1 , 1 ,
х п + т  хп I - (/J+ , )0 + (п +  2)0  +  • • • +  (n+m)<x >  „  +  j +  п + 2 +

, 1 т  „ , , N +  1+  • • • +  —;— >  ■“ —  • Хусусан, \х„ , _  х„ >  ------------------------  =
п + т  п + т  nN +  N пы (nN +  I) 4- OV+1)

2  '  ̂ x n 1 I x n-\-m x n I I  xnJr m x n I ^  I x n-\-m

—  xn\(\ xn+m I +  I * „  I ) <  2c | Xn+m —  xn J, чунки V n £ N  учун

■ x„
V l < « У Т ^ Г -  у ц п

V\xn+ml+  V\xn\^ V lx n+ml+V IXnl

65. 1; 0. 66. +  oo; 0. 67. 1; 0; 70. 1; —  — . 71. —  oo. 72. e + 1 ;  —
’ 2

\e + w \  73‘ 211- 74‘ 1; °'
III б О 6

’■ ( ~ i ’ + 0 0 ) ’ 2> 1)- 3- R ' 4- (a!)- 5 R - 6- 41, 

х ф  ±  | / \ б  —  — I- 7- « €  { — 1. o, 1} булганда x =  0 ; п > 1  бул

ганда X  =  j — ; 1 
n

10
я  я

2я"  — F ; 2я" • n£Z}

4 .

; и <  —  1 булса, A  =

. | х 6 ^ 2 я я ;  —  +  2 n n j  n £ Z  j 11. j x £

12. | х б ( 2 я я — j .  / j £ z } .  1 3 . [2 ,4 ] .  14. * \ { — 1; 1}- 15-

( _  oo, _ 2 ]  U [2, +  » ) .  16. (— l ; p ) U ( 0 ; l ) U ( 2 ; + o o ) .  17. / ( * )= -

=  Y  —  xa, x =  {0 } ёки g (x) — e^x~ 4 . y^4— x, x =  {4}» 20. x =  
=  (2я£, A € -Z}, /  =  {4} .  21. X =  (— oo, 0) U (0; +oo); Y =  .(—  ® , —
-  1) U (1, +  » ) .  22. X  =  (0, +  oo), K =  (0, + « > ) .  23. X  =  |/?, 7  =  
=  [ - 1 ,  +  00). 24. A’ =  ( - oo, 0) U (0, +  oo), F = ( - o o . - 2 ]  U [ 2 , +  
+  » ) .  25. X = | i? ,  У  =  [0; 1). 26. X =  [—  100, +  oo), Y =  [ —  1; 1]. 27.

f t 6 z j u { n * .  A 6 Z } J ,  У =  {1}  28. Х = | Я ,  ( / = [ -

—  2; 2]. 49, |R да усувчи. 50. (— oo, —  1) (0, 1) тупламда камаюв- 

чи, [ —  1; 0) (J [ 1; +  а>) тупламда усувчи. 5 1. я ; —  U ( —  ~  I о)
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да камаюпчи, |о, ~  j  (J я| да усувчи. 55. R  да камаювчи. 57.

Г я"] Г Зл
(—  оо; —  1] да усувчи; [1, +  оо) да камаювчи. 58. 0; ^~> 2я

да камаювчи; да усувчи. 59. (—  оо; —  1] да усувчи; (—
я  Зя  
2 ’  2

—  1; +  оо) да камаювчи. 60. К  да усувчи. 79. То^. 80. Тоц. 81. Ток;. 
82. Жуфт. 83. Жуфт. 84. Жуфт хам, тоц хам эмас. 85. Жуфт. 86. 
Жуфт з̂ ам, тон, х,ам эмас. 87. Жуфт. 88. Жуфт зрм, ток; з(,ам эмас. 

89. Жуфт з̂ ам, ток; з;ам эмас. 90. Жуфт. 100. у  =  У 1 — 2 In (— х),
ех -4- 1

X € [—  0). 101. у ~  In ж > х € (0 ; +  » ) .  102. t/ =  sin  х, 

я З я
— ; — . 103. у = 1  —  l / l o g 2 2x, Vs- 104. a — 1, b =  0 ва

a =  —  1, b =  0. 105. a  =  ±  1. 106. f  (x) ° g (x) — x, x ^ O  g °  {  (x) =  

=  1x1, x £ R .  107. } o g ( x) =  g o f ( x )  =  \x\, * 6 1 - 1 ;  1]. 108. 
/ ° g M = ( *  +  5)5, j: € \R g ° f  (x) =  xb +  5, x £ R .  109. f ° g ( x )  =  x, 

g ° f  (X) =  X. l \ 0 . f ° g ( x ) = \ , g o f ( X) = l - { - ( s g n x ) 2. I l l  . f o g ( X) =  
=  1, g ° f  (x) =  1. 112. f  о g (x) =  In sin2 x, x  ±  я n, r t £ Z ,  g  о f  (x) =

=  sin In x2, х ф О .  113. / ° g W = { 2 2 i ^ l(0̂ t o , O0)’, ^ ^ W = 0 ;c € i? - 

114. Агар a2 Ф  1 булса, / (/ ( . . . / (*)) . . . )  =  ■

x€

l /  a2n—1
V  a +1----7 X

агар a2 =  1 булса, / ( f ( . . .  f  ( * ) ) . . . )  =
/ 1  + nx‘

a2 — 1 
149. Мавжуд

эмас. 150. 1; —  1. 151. 1; 1. 152. 0; 0. 153. —  1; 1. 154. 0. 155.
О

- f  со; 1. 156. 110; 109. ]59. 2 V a .  J60. 0. 161. 3 . 162. — . 163. — .1 m m

168. 2n. 169. 1. 170.
n —  m . 7 mn 

164. --------. 165. 3 . 166. — . 167. ------------ .
2 12 am 4- bn

1. 174.
n

_9_

128'
175. cos a. 176.

1 I 7 1 
— . 1 7 7 .— . 179. 5. 180. — — . 181. 4. 182. 1. 183. 18. 184. — .
2 2я  2 2

1
185. e2ai&a, a ф  J  +  ^k. 186. y = . 187. 1. 188. V e .  189. In 3 .

1

« . — /—  /— S in  X 
]90 , 5. 191. e l K  192. Vab.  193. 0. 194. ]Л>. 203. ------ . 205. a  =
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=  1, р =  —  3. 206. а =  —  1, р =  4 -  207. а =  1, Р =  0. 208. а > 0 ,
О

Р —  ихтиёрий; а  ^  0, Р ■< О, а >  Р . 209. а  -j- Р >■ 0. 210. а >  р.

I V  б о б

12. х =  —  2. 13. * = 0 .  14. * 6 2  15. х б 2 . 1 6 . * = — ,
п

17. *  =  0, х — 1. 18. х — п я .  п 62 . 19. *  =  п я , л  6 2 .  20. * = — -)-

+  n я , п 6 2 . 21. *  =  0. 22. х =  0. 42. а =  гг. 43. а =  1. 44. а =  In с. 

45. а =  1. 46. а — е. 47. д = 0 .  48. а =  1. 67. Текис узлуксиз. 68 . Те- 

кис узлуксиз эмас. 69. Текис узлуксиз. 70. Текис узлуксиз эмас. 

71. Текис узлуксиз. 72. Текис узлуксиз. 73. Текис узлуксиз. 74 . Те 

кис узлуксиз. 75. Текис узлуксиз. 77. Агар б ^ е  булса, w (б) =  е2;
ф

агар 0 <  б <  е булса, да (6) =  б (2 б —  б). 78. w (б) =  ------------ .
а (а +  6)

80. V  б >  0 учун w (а, /) =  +  оо. 81. V  б >  0 учун w (б, /) =  +  со.

V б о б

1. р  (*) =  ~ ^ г = г ,  (х >  0). 2. р  (*) =  2* (In 2 sin *  -j-cos *). 3. / ' (х) =

— ) . 4. p  (*) =  2x + l  In 2. 5. p  ( * ) = — , (* >  0). 6. P  (x) =
3 / %

_ 5 e o s 5 *  7. f W . (T- i - . 8. r ( f ) - . 0 . e . r ( l ) - l .

10. f ' ( j i / 4 ) = 3 .  I I .  p  (—  2 ) =  —  5. 12. /' (0,1) =  0,03 (унг з^осила).

13. P  (0) •■=+ со, 14./' (0) =  0 . 15. P  (*) =  [  (5/2) |*|3/2cos —  sg n *  +
i. *

+  |*l1/2 sin — , агар *  Ф  0 булса. 0. агар *  = 0  булса. 16. Мавжуд. эмас.
*

17. Мавжуд эмас. 18. Мавжуд эмас. 19. Р  (0) =  0. 20. р  (0) =  0. 21. Мав

жуд эмас. 22. Мавжуд эмас. 23. р  (0) =  0. 24. /' (0) =  0. 25. Мавжуд 

эмас. 26. Мавжуд эмас. 27. /' (0) =  0. 28. р  (0) =  0. 29. Мавжуд эмас. 

30. 4 ( 1 ) =  In 4, f l ( l ) = - l n 4 .  3 1 - 4 ( 0 )  =  I:  =  — U f L ( f n ) =  

=  —  oo f'+  (у^л)  —  мавжуд эмас. 32. Р ' _  (—  1) =  f+  (1) =  4- со, 

f ’+  (—  1) ва f _  (1) мавжуд эмас. 33. / '(0 )  =  0. 34. / _  (0) =  1; 

(0) =  0. 35. Р  (0) =  —  со, 4  (0) =  0. 36. Мавжуд эмас. 37. Мав-
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жуд эмас. 38. f l  (1) =■= —  е| f'+  (1) =  е. 39. f _  (0) =  —  0; f ’+  (0) =

4* со. 40. / ' ( 0) =  ГО) = s i n l + c o s l  —  1. 41. х '^ —

/ 2" 1
42. * '  { 0 ) =  -  43. х ' (1) -  5. 44. у' (х) =  у ~ =  ■ 45. yk =

1лЗ
=  (2 k +  1) п ; k 6 2 . 46. у ' = ------ — . 47, у '  =  175 (х2* _  * - 8» 4&

х4

у '  =  / Г ( х /2  -  1 +  Х“  /2  “  ')• 49. у ' =  . 50. у ' = 5  (sin ж +

I j I x c o sx  —  sin x
4 - x cos x ) . 51. y ’ =  tg x 4 - ---- :—  • 52. y ’ =  \ xz '  araP

cos* x  ЛI 0 , агар

x ^ O  булса, gg , _  — 5x-j-\)ex . 54. y ' =  (a2 4 - 62}e ^ s in  6* . 55. 
x =  0 булса.

у ' =  f in 2 - ln  jx) 4- — ) 2 *  , дг?ь 0. 56. у ' =  —  — — ^------- , ж > 0 ;
\ x j  x l n x l o g 2 x

l n x — 1
Х Ф 1 . 5 7 . у ---------- ■;--------, x  >  0; х ф  1. 58. у '  =  0.

In  x  log2 x

59. у '  =  - т = = =  .  60. у ’ =  • 2 **
/ м ’  ̂ _  к ^

61 H - y r

8 / 7  K x  4 - к ? - V x  4- y ' ^ p j T ^

6 2. y ' = —  2 (sin (cos x) • cos (cos*) sin x 4- 
4-  cos (sin x) s in  (sin  x) cos x). 63. y '  =  cos x cos (sin x) cos (sin (sin x)}.

64. y '  =  In 2 I  — —  sin  x ]  2C0S x + 1%X 6 5 .1/ =  ex (sin x4-cos x). 66.
. cos2 x

y ’ =  2 ex‘  (x cos 2 x —  sin 2 x). 67. y '  =  e* (e ** 4 - *  (^ ~  4 -  In  x 

6*. » ' +  H .  e.. 9' =  ■ (»> «). 70. ✓ ,

” • ,3- 

{ 2 k n < x <  (2 k  +  1)я, k £ Z ) .  74. y ' =  - °- -П * .  75. y ' = —  ^ ;
x У a2 +  *2

<W <  « •  ™- >■ =  V + i - v  ■ ,7' » ' -  Й Т т Ь г  • (W >  '>■
/ 2 k_1

78. y '  =  sgn (cos x), ( j # — ----- я ,  k £ Z ) .  79. y ' =  1. 80. y ' =  1,

„_____
( W < 4 ' el- > ' ю ->'  —
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arc cos х „ . x l n x
(0 <  |*| <  1). 84. y ’ =  — ---- - 5j 2 (x >  1). 85. y'

(x2 —  1)'
x arc s in *  eX , 1

(]x| <  1). 86. y '  =  - p.--— -  . 87. y'
-  (1 _  *2)3/2 '  ^  Ч -  —  »  -  “  2 ( 1 + * )  •

88. (/' =  (sin x)1+cos * (etg2*  —  In (sin *)). (2 k n  <  *  <  (2 k +  1) n, к £ Z)
ch (tg x) , sin *

89. » ' =  . go, y ' — _ _ ------------ . 91. ( / '= c th x .  Q 2 .y '  =
cos2 *  ch2 (cos x)

__ . 9з_ =  — !—  . 94. f '( 0 ) = I0 0 0 !  109. Хар доим уринли эмас. 
In 10 ch 2 *

110 a} nxn+ 1~ ( n + l ) x n + 1  .
( I - * ) 2

1 +  *  —  (n +  1)2 xn +  (2 n2 +  2 n —  1) xn + l  — n2 x^ 2
«>------------------------------ ^  ;

nx n +  I nx cos n + l  
sin —  s in ------ x  sin —  ------  x

в) -----?____ r)  L _ .* *
s in —  sin —

2 2

111. 1) y'  =  2/3 sin 2 *  |sin *|; 2) у =  л  [* ] sin 2 я  x. 112. 6 =  е/м. 
114. Л =  (0, — 1); В  (4. 3). 115. х — 2 k к  да ср= 45°, *  € 2 ; *  =  

=  ( 2 k +  1 )я  да <р =  135°. k e Z .  116. (1, 2е); (— 3, —  6 е_ 3 ). 117. 

(— 1, 14); (2, —  13). 118. (3,0); (9/2, 27/16). 119. ( 1 + ^ 2 ,  — V 2 ) ;  

( 1 — / F ,  У Т ) .  120. ( 1 , - 3 ) .  121 .(5/4 , In 4). 122. (1/3 (я/3 —
—  2 £ я ) , 1/J/3 ), (1/3 (—  2 я/3  —  2 m я), —  1/]АЗ ), k, m £ Z .  123. IS .  
124. <fi/2 +  k n ,  1), ( k £ Z ) .  125. (1/2, —  In 2). 126. (k n, 0), (k £ Z ) .  
127. (1/8, —  1/16). 128. * + 2 i /  — 5 =  0. 129. 2 *  —  у =  0. 130. y +

+  3 x  =  0. 131. З х  +  i/ —  =  0. 132. 29 x —  12 y —  54 =  0. 133.

e x— 2/ =  0. 134. (я/4 +  А я , (— 1 )*), (* 6 Z ) , Ф =  у  • 135. (1 ,1 );

9  =  arc tg 3. 136. ( У Г ,  1/2), ( p = 0 ,  137. (1, 1); 9 = - ^ - .  138.(0,0);

9 =  я/2 . (1, 1) ; 9 = a r c t g 3/4 . 139. ф — я/2 . 140. 9  =  2 я/3. 141.

9 =  arctg3/4. 142. 9  =  —̂ - .  144. 9  =  2 arc tg (l/|a|). 145. « > 5 7 ,3 .

147. Дифференциалланувчи. 148. Дифференциалланувчи, 149. Диффсрен- 
циалланувчи эмас. 150. Дифференциалланувчи. 151. Дифференциалланув
чи. 152. Дифференциалланувчи. 153. Дифференциалланувчи. 154. * 0=  1, 
* ! = — 1 да дифференциалланувчи; * 0 =  0 да дифференциалланувчи эмас. 
155. Дифференциалланувчи. 156. Дифференциалланувчи. 157. Дифферен
циалланувчи. !58.Дифференциалланувчи эмас. 159, Дифференциалланувчи. 
160. Дифференциалланувчи. 161. Дифференциалланувчи 162. Дифферен-

dx
циалланувчи. 163. Дифференциалланувчи. 164. — -— —— , х > 2 .

X 1Г1 \ Х! «)
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sin ( l/ lo g 2 X) (In X — 1) ]n 10 , 1
165. — L -— - -  dx. 16 6 .-Ц ----- H -------• lO10̂ *  dx. 167,-

(x log2 x) In 2 * l n x l 0g3 x ( l j r x ) y r \—xi

sin x  1 ex! 2-
e m - x m  +  *) fa ,  168. 2 У  6 -----:----------  dx. 169. —  ------------ dx.

(3 —  2 cos2 x) 2 ex _j_ i

170. * 1 + , ’ (1 - f  2 \ n x )d x .  171. ex Xе* (l/x  - f  in x) dx. 172. (in 5) 

5х* Xх (l-j-lru')dJK. 173.|4nx|cos *  (c o sxc tg x—  sin x !n jsin x\) dx. 174. 

х1л* ~ 2> (1 —  ln x )  dx. 175. [xa~~l xx“ (1 +  a In x) - f  ax ха* ( l/x  - f  In a
x 1

In x) +  Xхa* In с (1 -j- In x)] dx. 176. —  —  (log e)2 dx.
ex

177.
2 1+~\У* in  2 s in (2^ x ) in  (sec 2 ^ *  > dx 

3 j / x *  cos* 2

s in  2  x i  cos2 a; \
1 7 8 .— --------------- -------------- ------------\dx.

cos2 *  4~ )-^l +  cos4*  \ |^1 + c o s 4 * /
2 dx 2 e 2 dx .

179. — r = ------  • 180. ---------- ; 0. 181. — (1/2)dx.
У  sin *  cos *  e2 -f- 1

182. (2 +  I n 4 )dx; 0. 183. Мавжуд эмас. 184. 4 ,0208; 5,00177.
185. 0,485; — 0,017. 188. 0,9942. 187. 0,079; 188. 0,925; 189. — 0,8747;

*  (3 - j- 2 x2) 3 *  (1 +  2 x2) arc sin *
190. 1,043. 191. ■ - - ... . 192. ------------ +  — ----

(l +  *2)3/2 ( l — * 2)2 (1 —  * 2)5/2

(1*1 <  1). 193 . l/x  (x >  0). 194. 2 e~x* (2 x2 —  1). 195. —  -  * -  ( х ф
cos3 X \

2 k-4- 1 2 2 x
ф — „ — Л, k £ Z ) .  198. —  —  cos (In x), ( x > 0 ) .  197. —------ +

2 *2  v v '  1 4 -  *2

4 - 2 a rc tg * . 200. — 2 c o s2 * . 201. 4ch 2 x .  202. (x (I 4- in x)2 4~ 

4~ 1) **  *. 203. — (2 sin  (In *))/*. 204. ann\ 205. 4fl"'"'cos ^4 x 4- ~ — j.

" ! (a+b)n(a —  b)'1
206. -------- —  sin

2
n  Я

(a —  b) x 4 - — sin (a 4 - 6) x 4 -

207. nt ((1 —  x )~ n~ l 4- ( —  l f ( l  +  x )~ n~ [). 208,
n n

(inn~ 12) 2x~ l (In 2) ( x ~ l ) + n ) .  209. (— l) n 2 (n —  2)! (x —  n ) ( x —  l ) ~ n, 
(n >  1). 210. (n —  2)! ((3 n -  x) (3 —  x ) ~ n 4 - (—  \)n (3 n 4 - x) (3 + x )_ '!) , 
n >  1. 211. f  (x) =  cos2 x —  x sin 2 * . 1) n ~  4 k — 3, k =  2, 3, 4, . . . 

/"> (*) =  — 2n - 1* s in 2 x  +  2 n~ 2 ncos2x\  2) n =  4 k ~ 2  k =  1, 2, 3, 

. . .  f (n> ( x ) = —  2n~ l x c o s2 x  —  2'1~ 2 n s in 2  x; 3) n =  4 6 —  1, * = 1 ,  

2, 3, . . .  , /<n) (*) =  2rt—1 *  sin 2 *  —  2n~ 2 n cos 2 x; 4) n =  4 k, k =  I ̂  

2, 3, . . .  f (r,) (x) =  2n~ ‘ x cos 2 x 4 - 2n~ 2 n sin 2 x. 212. 3H !’

(2/i —  5 jc) (1 —  5 x ) ~ (2n+I>/2 , ( n >  1). 213. (2 n —  5)!! (3 * 2 —  2 nx 4*
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+  яа —  л)(1 —  2 д;)— (2«-*-l>/2 (n > 2). 214. еах(а* +  б2)"/2 c o s(ix  +  с +  

+  лф), cos ф =  а/[r a? +  b2 [; s in  ф =  Ь / / а *  +  Ь2 . 215. (— 1)" 

х ~ п~ [ е1/х. 216. ( л —  !) !/ * . 217. (—  l ) " -1  (п —  1)! (1 +  x2) ~ n/2sin

(n a rc tg x ). 218. ( 1 + 3 100). 219. ^1 6 — 220.  (а*+Ь2)п/2

/ п п \  I  п п \  , / я п \
(спад: cos In  ф — s*n ( I +  s"  аА: sm ( п Ф —  I cos &* +

cos ф =  a / y w + w ; sin <p= y = =  • 221. f  (0) =  0; /" (0) -

—  мавжуд эмас. 222. { '  (0) = 2; f "  (0) =  0; f "  (0) — мавжуд эмас. 223. 

f  (0) =  0; f "  (0) —  мавжуд эмас. 224. ft'1) (0) =  0, n ^  50, мавжуд

эмас. 225. /(л>(0) =  0, n g .V . 228. (— 1 ) " т ”1я! 229. u » ^ d u a+

+  In  ud2y + ^2 - 1-|- —  у  In  и +  dudy +  (uv y +  v —  1) — d u2+

-4- (u  ̂+  1) In 2 и dv2. 230. —’'  (u2 d2 v —  и yd2 и —  2 u d ud v  —J- 2 и d«2) . 
u3

(и2 -f~ у2) {ud2v — y i2u) -)- 2 uv du2 2 (о2 —  a2) da dv —  2 цу dy2 
23 ‘ (u2 +  u2)2 +  (u2 +  y2)2

232. ------------  ((и2 -f- у2) (u d2u -4- a d*o) 4- (v2 —  a2) da2 —  4 uv dudv
(u2 -f- У2)2

+  («2 —  у2) dv2. 233. (v -(- 2) d2u +  2 du dy -(- ud2v. 234. In yd2 u +

+  —  du dv +  —■ d2y —  — ■ dv2. 235. u® ( — d2u +  In ud2v -j- -- ----- ~ du-\-
[v v v2 \u  « 2
2 ( y ln a - j - l )  , , v d 2u — u d 2v 2 d v (v d u  —

4 - ------------------- dudy 4- In2 udv2). 236. --------------------— ------- ---------
^  и ^  v2 v3
—  и dv) 1

----------  . 237. ------------ r t f -  {{u2 —  v2) (u d 2u +  vdu) -f- (v da — udv)2).
v3 (и2 у2) ' v

238. a98 u98 {[9900 v 4 u 2 +  20200 uv dudv +  10100 u2dv2] +  «y (100 vd2u
+  101 ud2v) }

VI б о б

2 ± V T  л n
2. xl 2 =  ------------ 4. Ролль теоремасининг шартлари етарли, лекин за-

* 3
РУР эмас. Масалан, (а, 6) =  (0,2), f (x )  =  х3 —  З х функция учун f ' ( l ) = 0 ,  
лекин Ролль теоремасининг шартлари бажарилмайди. 5 . Йуц, чунки 
Р  (0) мавжуд эмас. 12. Йуц,  чунки g'  (0) = 0 . 13. Функция лимитинин

f  (х) 1
Гейне таъри{ж ва Лагранж теоремасидан фойдаланинг. 14. ------  ва —

X X
функцияларга Коши теоремасини ^улланг. 15, Лагранж теоремасидан 
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фойдаланинг. Тескари тасди^ тугри эмас, яъни функция ^осиласининг 
чегараланмаганлигидан >;яр до им х,ам функциянинг чегараланмаганлиги 
келф чи^авермайди. Масалан, / (х) =  у^х, 0 < х < а .  17. 1 +  х4~

+  у ,*2 +  0 (**). 18. е +  ex + .0  (х*). 1 9 . +  0 (.х*). 20. е — у  х +

+  —  ех2 _ —  хз ^ о  {Xs). 21. 1 + х  — х2 +  — х3 +  0 ( х 3). 22. х —  г  24 ш  > 2j

п

~  Т  +  Т  +  0 (*2)‘ 23' * - 7  * 8 +  ° (*3>-24- Д 7  * 4  0 <*")•
А =0

Я
J 1 _ cos [ 2+ й —

25. ^   ̂ ^ ’
V I  2* sin ( 3 +  * 2 ) V ^ ” " r ' ' v2 i  л
2 i --------l i -------- - + 0 ^ -  26- Z l #7 h  ** +  ° «>•
ft=0 *=0 

п

27. 1п2 +  1 ( f ) *  **  +  0 (*">• 28‘ +  1) **  +  0 (*л).

29. (_  1)ft 2 J ! 2 p i  ** +  о (х»). +
*=0 *=1

+  0 (хп). 31. ** +  О (Xя). 32. In 2 +  

А=1п п
+  \ ~ 2 к * ft +  0(xn). 33. 3 +  ^  13 +  4 ( Л - 1 )  2*->]

ft= l Х=1

(— 0 *  * х ч  * 1 2L - ^ x *  +  0 (x"). 34. _  ^  х* +  0 (х"). 35. - - - - х -
й=3

13 V 4 / 2 V *  ь 1 V l ( — 1)*+1— 7- 2— „ 
~ Т 2 ^ ( з )  ‘ х +  ® (*")• 36. — +  з---------- **+

fc=2 k = [  
n

\b
+  0 (X ") .  37 . { x _ 2 ) k  +  о ((x _  2 ) " ) .

V . 2‘ s1" ( jt - ’)
k = 0

V I  e-2 2ft—1 (̂  — 2)
+  2 j -------- ^ -------  (x +  1) й +  0 ( ( x + 1) »).

fe=0

2ft sin
38. >  , ------------------------*■ (x -  \ f  +  0 ((x -  1)"). 39. -  e-? +

k = 0 

0—1 ok-

fe=l
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(— П* р 2 2k~2 . /
40‘ ---- k\--------  {к* +  3& +  +  !)* +  0 ((* +  I"))- /

4=0  I
П i„—2 ok—2 .

4>- ь ::-5) (x + + ° ((x +  i)n)' . 42- 
fe=0

[ i ]  m
у  ( - i ) * - ,1 cos 1 ■ 22fe—1 2 t у  , ( x  +
^  (2ft)| ^  (2А+1)!

+  l) 2* + ‘ + 0 ( ( * +  1 ) %  43. I n 2 + ^ - ^ ( -  I )*” 1 ( x~  +

( M l -  т + 2
k=i

- I f  . 45. 3 + ^ (~ T ( I  +  i7 2)(JC~ 1)* +  0((x~  1),l)- 46- 2

fc=l

+ 0 ( ( * - ^ )  j . 44. 4 “ +  > ;  + ° ( ( * -

n
k . . —  ,

4 ‘ ' ftMT
—  l )fe+1 ( 1 +  1/3*+ 1)(л: —  2)ft +  0 ( ( *  —  2 ) " ) .  47. —  1/2. 48. 1/2.
49. 1/24. 50. 1/2. 51. 0. 52. — 2. 53. — e/2. 54. 1. 55. 1/2. 56. 
1/2. 57. —  1/2. 58. 1. 59. 1/3. 60. 17/21. 61. —  я . 62. —  я . 63.

2 +  1п2. 64. 1/3. 65. —  4/3.

VII  б о б

1. Функция — 00 <  х < — 1 да камаювчи, — 1 < * < 1  да усувчи, 
1 < х < о о  да камаювчи. 2. Функция — со < ; х < ; —  1 да камаювчи,
—  1 <  л: <  1 да усувчи; 1 <  х <  оо да камаювчи. 3. Функция усувчи, 
4. (— оо, 6)да / ,  (6 , + о о )д а \ . 5. (— оо , — 3/2) — 1/2 ,+  оо)да/>', 
( _  3/2, —  1/2)д а \ . 6 . ( - о о ,  1/3)да/, (1 /3 ,4-оо )да\.7. ( - °о , —  1) U

tk n  kя  я  \ /&я , я  kn
(0,1) д а /-. (-1,0)и(1 +  оо)д а\8 . —  J Да А  ( ^ +  3 . J +

+  -?) д . \ < * - 0 ; ± 1. ± 2 . . .>.9.

да л  ( г г т т ;-  да \  (*=*26 +  2/ /  ' \2k +  2' 2k-\-\j  v 2fe’ 2/ e + lJ

=  0, 1, 2, . . .). 10. (О, 1 / / ё )  да \ ,  (I  I У  a, + 00) дя / .  I I .  (2k —

-  3/4, 2k +  ^  j  да / ,  (2k +  1/4, 2 6 - f-5/4) да \ ( k  £ Z).  12. ( - 00, 

0) ^  (2/ln2, + 00) да \ ,  (0, 2/ln2) да / .  13. (— oo, — 1 ) ^ ( 0 ,  1) 
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+2*я — +2*я ^|+2*я ^ + 2 * я )  да \ ,  (keZ).
15.(е 12 12 да/'е 12 . 1 2  ; 4 '  ’
16. (— 00, —  1) w  (0, +  оо ) № / .  17. (—  1, —  2/3) да \ ,
(— 2/5, + о о )  да Z 1'. 18. (О, + о о )  да \ .  19. (— со ,3) ^  (3, + о о )

/ я  я  \ / я  З я
да \ .  20. —  —  +  2k я , —  +  26 я  да — +  2k я ,  —  +  2k я

да (— 1, 0) w (1, +  оо) да / .  14. (О, п) да / ,  (п , +оо) да \ .

2 2 1 х \2 1 2 
да \ ,  (Л 6 2 ). 21. Г  (х) функция (а, 6) да усувчи булиши шарт эмас. 
Мгсалан, f  ( x ) = x  +  sinx функция x £ R  да усувчи, лекин /' (x)=cosx 
усувчи эмас. 40. х =  0 да min у  =  0; х =  ±  1 да max у =  1 .41 . х = 2  
да max i/ =  1; х =  1 ва х =  3 a mini/ =  3/4. 42. х  =  0 да maxi/ =  2.
43. х = 1  да maxi/=  е-1  я ; 0,368. 44. х = 1  да mini/ =  0; л: =  е2 «  

4
яа 7,389 да maxi/ =  —  0,541. 45. х =  1/2 да maxi/ =  —  4. 46. х =  

е2
я

=  —  1 да max у =  —  2; х =  1 да min i/=  2. 47. х =  +  —  +  2k я да

—  У 2 -п / 4 + 2 к л  3 я
min у — ----------  е . х =  —  +  2k я  да maxi/ =

2 4

у7 т +2*я
=  ---- -—  е k £ Z .  48. х =  —  1 да maxi/ =  е 2 да 0,135,

х  =  0 да m ini/ =  0; х =  1 да maxi/ = 1 .  49. х =  ±  (1 —  у/-2) да т а х у =

=  2 ( У 2 —  1) / 2 ',  х =  ±  1 да mini/ =  0. 50. х =  ±  (1 +  ]^5) да 
1 У 5

т а ху =  2 (|/5 +  1) е , х =  0 да maxi/ =  4, х = ± 2  да min у = 0 .

51. х =  1 да max у =  1/2; х =  0 да min у =  1/е. 52. х =  ~^~да тах

13 я
=  — ; х =  3 да бир томонли min и =  3. 53. х =  1 да maxi/ ---------

4 4
—  1/2 1п2 0,439. 54. x =  2 k n  да max у = —  1 (k 6 Z ) .  55. х =  е да

_1_ _1_
е , 27

min у =  е . 56. х =  е да max у — е . 57. х =  9/2 да max у =  —  ;
16

2 у Т
х  =  5 да min i/ =  0. 58. х =  4/3 да max i/ = ------ ; х =  0 ва х  =  2 да

3
6 — я я  +  6

min у — 0. 59. х =  -------- да max у =  2sin -------- ; х =  3 да mini/ =
4 4

_1_
1

=  cos3. 60. х =  — да у =  е ; х =  1 да min у =  1. 61. Ботиц, 62. Бо-
е

тик,. 63. Боти^. 64. (— оо, 1) да ^аварщ; (1,+ о о )  да боти^ 6 5 .(— со,
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/ 2 +  / 3 \
—  1) ва (1, +  оо) да цавари^; (—  1, 1) да боти^. 66. О, ----- —

V У З /
/ 2 + / 3  \ I  1 \ 

да цавари^; ------ —  . + 00 Да боти^. 67. — оо, ------- — ва
V / 3  ) \ / 2 /

+  2°.)1да боти^; | —  — г - , — —  | да ^авари^. 68. (26 я ,
\ У 2  1^2 /

{ 2 6 + 1 )  я) да к;авариц; ( ( 2 6 + 1 )  я , (26 +  2) я) да ботиц, 6 g Z ,  
/ п (8fe—3) я  (84+1  ̂ / я  (84+1) я(84+5)\
\ 4 4 , ,  ,

69. \е , е / да ботиц, \е , е / д а  кавариц
71

70. (— оо, 1/2) да боти^; (1/2, + о о )  да ^авари^. 71. х =  — + 6 я

(6 6 Z ). 72. х =  0 , л : = ± 3 .  73. л Г =  — 1/2. 74. х = ± 1 ,  х =

. — У  2 1 / 5 — 1
=  ± 1 / у  5, 75. л: = ----------  76. я  =  3. 77. x —2k я ± а гс  c os---- ----- ,

2 2
— _ 2 dr 1/ 2

6 6 2 .  78. х =  e8 / s . 79. *  =  1 / / 3 ;  х =  —  1 / / 3 .  80. *  =  ---- ^ —  .

, (6 6 + ( —  l) ft) я
81. х =  1/2. 82. х  =  - -----^ — ~ L —  k £ Z .  83. *  =  0, х  =  ± б /  3

84. Эгилиш нукталари йуц. 85. х =  0; л: =  1. £86.* Координата бошига 

нисоатан сямчетрик. Функцитам? ноллари: х = 0  ва л: =  ± ' У З «  
я» 1,73, х = —  1 да т т у  — —  2; |л: =  1 да maxi/ =  2 * = 0 ,  у =  О 
эгилиш ну^таси. 87. Координата ]у^лари билан [кесишиш нукталари:

1 ±  У^З \ /п 2 У з
(1. 0), ^ ----------------, 0 J , (0, —  3), х =  — — -—  да т т у  =  —

16 У з  2 У з  16 У з
-- — 3; х = --------  да m a x i/ = — --------- 3; (0, — 3) эгилиш

9 3 9
ну^таси. 88. Координата уцлари билан ке сишиш нукталари: (0; 0), (1; 0);

* = - "  да miny  =  ~ "J^T- Эгилиш ну^ талари: (1, 0).

89. Координата [у^ларн £билэн кесишиш нукталари. (— 2; 0), (1 ,0 ) ,
1 81

(О, 4); ' х  =  — 2 ва х =  1 да mini/ =  0; х =  —  “  да таку  =

Эгилиш нукталари: (0, 4), (— 1, 4). 90. Аншуганиш со^аси: х ф  1. Ко 
ордината у^лари билан кесишиш нукталари: (0, 0). Асимптоталари: у— 0

80 ^ва х =  1. х =  0 да т а ху =  0; х =  —  2 да [miny =  —  — .Эгилиш нуцZl *
талари: х] = — 2 ±  У з ~ .  91. Ани^ланиш со^аси: х ф  1. Координата 
у^лари билан кесишиш нукталари: (0 ,0 ) . Асимптота: х =  1\ х =  3^2 
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д а т а ху = — . Эгилиш нукталари: (0 ,0). 92. Ани^ланиш со^аси:
4

х ф —  1. Координата у^лари билан кесишиш нукталари: (1; 0), (0; 1).
Асимптоталари: у — 0 ва х — —  1. х =  1 да mint/ =  0; х — 5 да

2 —  
шаху =  ——. Эгилиш нукталари: х =  5 ±  2 ■/3 . 93. Ани^лэниш со^аси

х=?ь—  1. Координата уцлари^билан кесишиш нуцтаси (0; 0). Асимпто
талари: у =  х —  3 ва t  =  —  I.  х =  0 да mini/ =  0; x = —  4 дат а х у =  

256
=  —  ~27" ’ ^ ниКланиш со^аси: х Ф  1. Координата у^лари билан

кесишиш нукталари: (— 1; 0), (0; 1). Асимптоталари: у =  1 ва х — 1.
(  81 \

х —  —  1 да tniny =  0. Эгилиш ну^таси: I —  4; )■ 95. Аницланиш

соз^аси: х ф  0. Координата у^лари билан кесишиш нуцталари: (у^8 ; 
0) яа (1,52; 0). Асимптотаси у — х. х  =  — 2 да mim/ =  — 2,5. 96. Ко 
ордината бошига нисбатан симметрик. Экстремум йу^. Эгилиш ну^таси: 
(0, 0). Асимптоталари: х =  —  1, je == 1 ва у — 0. 97. Аникланиш со- 
з^аси: х ф  2. Координата у^лари билан кесишиш нукталари: (1; 0);
/ 1 \ . 5 5
10 ; —  —  I. Асимптоталари: у =  х-\- 3, х =  2. х =  6 да mini/ =  —  .

Эгилиш ну^таси (1; 0). 98. Аникланиш со.^аси: * ; > 0 .  Ноллари: а: =  0 
ва л: =  3. х =  1 да maxi/ =  — 2 ; л: =  0 да чегаравий maxi/ =  0 . К,ава' 

ри^. 99. Функциянинг ноли х — 2. х =  —  0,5 да m in y = — у ' 5 ж  —

3 ±  1̂ 41 ,
—  2,24. Эгилиш нукталари: х = — ------------. Асимптоталари: х-*-— оо

8
да I/ =  —  1 ва х->- оо да 1/ =  1. 100. Аникланиш ссцаси: х ^  —  1. 
Координата у^лари билан кесишиш нукталари: (—  1; 0) ва (0; 0), х =

4 16
=  —  1; х =  0 да mini/ =  0. х — — — да maxi/ =  --------— « 0 ,2 9 . Эги-

5 2 5 ] Л

1 / 5 — 5 6 — 2 V b ~
лиш ну^таси: х =  ------------ »  —  0,55, у = = ------ ^  0,21 101,

5 5 У  5

Аникланиш со^аси: х ^  —  1. х = 2 / 5  да m in i/« ----- «  — 0,19.
1 jLo

Эгилиш ну^таси: (— 4/5; —  4/25 5 ). 102. Аникланиш со^аси: |х|>2. 
Координата бошига нисбатан симметрик. Асимптоталари: у =  8, х = ± 2 ,  
(—  оо , —  2) ва (2 , +  оо) орали^ларда функция ^атъий камаювчи. 
103. Аникланиш содаси: R ( 0; 0) —  симметрия маркази. Асимптоталари:

х +  8 х —  8
х —  оо да у =  —  — -—  ва х-*- +  оо да у — —  — -— . Координа

та уь;лари билан кесишиш нукталари: (0 , 0) ;  (0 , ±  3 ] / 7  ). х— ~ У 3

27
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— з]Л з , з К з  ^
да т т у  =  -----------  ; х =  у  3 да max;/ =  — -—  . Эгилиш ну^таси:

(О, 0). 104. Ани^ланиш оцаси R .  х =  — 4 тугри чизи?; симметрия у^и. 
Координата у^лари билан кесишиш ну^талари: (— 6 ; 0); (— 2 ; 0); (0 ;

2 -1 ^ 1 8 ) . х — —6 ва х = — 2 да min// =  0 ; х  = — 4 да т а х у  =  

=  2 2 « 2 , 5 .  Эгилиш нуцталари: х 12 =  —  4 ± 2 ] / " 3 ,  у (х1) = у ( х 2) =  

=  4. Функция (хх; — 6); (— 6 ; — 2); (— 2; х2) ораликда ^аварии;. 
105. Ани^ланиш со^аси: | х  | ^  1. Ординаталар у^ига нисбатан симмет- 
рик. Координата у^лари билан кесишиш нуцталари: (— 1; 0), (0; 0),

V T
(1; 0); х =  0 да mim/ =  0 ; х =  ± — —  да таху =  1/2 . 106. Аниц-

3  
ланиш со^аси: х > 0 ,  х =  1/2 да miny =  —  у г 3 « 2 ,6 0 .  Кавяри^

3
Асимптоталари: у  =  х-\- — ва х =  0. 107. Аеимлтотаси: х - * - — оо да

у  =  —  х; х =  0 mini/ =  1. Боти^. 108. Координата у^лари билан ке
сишиш ну^таси: (0 ; 0). Асимптотаси: х->- +  ао дэ у  =  0; х = 0 , 5  да

та ху  =  — « 0 , 2 .  Эгилиш ну^таеи: (J, е ~ 2). 109. Ани^ланиш со.^аси: 
2е

R .  Асимптотаси: х->- +  оо да у  =  0. Координата у^лари билан кеси
шиш ну^таси: (0; 0). х  =  0 да miny =  0; х =  2 да т а х у  =  4 -е ~2« 0 ,5 4  . 

Эгилиш ну ̂ талари: хх =  } ^ 3 —  1, у  (хх) =  0,3; х2 =  У з  +  1. г/(х2) «  
« 0 ,4 7 .  (хх. х2) оралиада ^авари^. 110. Ани^ланиш ео^аси: х ф  1. 

Асимптоталари: х  =  1 ва x-f-  +  оо да у  =  0. х =  0 да max// =  1, х > 1  
да ^авариц; х <  1 да боти^ 111. Аншумниш со^аси: х > 0 . Асимпто
таси: х - >  +  0 да х — 0. х =  1 да т а х г / = 0 . К^вариц. 112. Ани^ланиш 
согласи: х >  0. Координата у^лари билан кесишиш ну^таси (1; 0). 
Асимптоталари: х-»- +  оо да у  =  0 ва х-»- +  0 да х = 0 ;  х — е да

т а х у  =  — . Эгилиш ну^таси: (е3/2; 1.5 ё~а̂ } .  113. Аншушниш со- 
е

>;аси: х > 0 ; у  ( + 0) =  0 , у '  ( +  0) =  0 , координата уь;лари билан ке

сишиш ну^таси ( 1. 0) х —  У е  да т т у  =  —  е 1п2 . Эгилиш ну^таси

(е~ 3 2̂, — 114. Ани^ланиш со^аси: х >  0. у  ( +  0) — 0. / / '( + 0 ) =  
\ 2е3 j

1 4
=  + о о .  х — —  да тах// = — , ва х =  1 да miru/ =  0. Эгилиш нуц- е2 е2
таси: ( — . — ) .  115. Аникланиш сохаси: х ф ±  1. Асимптоталари: 

\е е }
х==  —  1, х — 1. у =  0. Координата у^лари билан кесишиш ну1\талари: 
( «  0,9; 0); ( «  1.2; 0); (0; 6), х =  2 да т а х у  =  2 —  1пЗ. Эгилиш ну^- 
талари: (0.5; 4 —  1пЗ). (3; 1,5 —  1п2). 116. Аникланиш сохаси: х ^  0
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ва х >  2. Координата у(\лари билан кесишиш ну^таси: (0, 0). Асимпто
талари: л:-*- +  оо да г/ =  1 вал:-»- —  оо да у =  2х —  1, х ^  0 да функ
ция /  ва х ^  2 да Боти^. 117. Аншушниш со^аси: х > 0 .  Асимп- 
тотаси: л: =  0; (у -*■-}- =о) х =  1 да minу =  1. Боти^. 118. Функция- 
нинг даври 2 я  га тенг ва координата у^лари билан кесишиш ну^та-

/ я  \ / 3 л \ я  3 К з
лари: (0; 1), , 0 , ~  , 0 . х =  — да та  ху —

2 / V 2 )  6 *  4

5 я  — 3 V ' i  I  я  \ .
----- да m int/= ------------ . Эгилиш нук,талари'. — . 0 ; (и +
6 4 \ 2 /

3 17 15 ^ / 3  , 3 "J/ ЙГ  \— 3 ] / \ 5 \ ( 3  \ (
4- arcsin 1/4, ------------  ; — я, 0 2 я  —  arcsin 1/4,

16 / \ 2  ) \ 16 J
119. Функциянинг даври 2 я  га тенг, графиги координата бошига нис-

я  3 У з  я
батан симметрик. к =  — да т а  ху =  — -—  ва х =  —  — да т\пу =

— 3 У з  ^ (  1 — 31 1̂5̂
-. Эгилиш нукталари: (— я ; 0), — я  +  arc cos -4 ’ ^ ^  у

п п , 3 V 15 \(0, 0), л — arc cos 1 / 4 ,------------- |, (я, 0), 120. Функциянинг даври
\ 16 /

/ л\ л  5
2 л  га тенг; у  (0) =  у  i — =  у  (л) =  0 х  =  — ва х =  — я  да т а х у =  

\ 2 j 6 6
1 я  3

=  — х =  — да min у  =  0. х  =  — я  да у — —  2. Эгилиш ну^талари :

1 + I / 3 3  I / 3 3 - 1  1 + ]/ 3 3
л: =  arc s in ------------ , х  =  я  4 -  arc s in-------------- , х = я — arcsin -----------’

8  ’ 8 8

У " з з  — 1 я
х — 2 п  —  arcsin -------------. 121. Ашщланиш со^аси: х ф ------- +

8 2
я

+  £ я ,  k ^ Z  Даври 2 я  га тенг. Асимптоталари: г / = — +  я & , 

I п 3 \
k £ Z  , I — — ; — я ]  ораливда х =  0 нур;тадэ m a x j/ = l,  х  — л

да miny =  —  1. ^0 , y j  ва д а \ ; ^— -у , o j ва у  n j

да 122. Координата бошига нисбатан симметрик. Асимптоталари:
<£ __ Л £  ̂ Д

у  =  — -— , агар х-)—>-+оо булса ва у = ~ ------ агар *-► —  оо бул-
2 2

2 — я  я  — 2
са, х =  — -—  да та  ху  = 1  ва х =  --------  да min у — —  1, Эгилиш

4 4
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ну^таси: (0 ; 0). 123, Аншуханиш со^аси: \ х \ ^ \ ;  ^0 , — —  сим-

Зх—  я  —  2 У "  3
метрия маркази. Асимптотаси: х-+- оо да у = --------  х = -------------2 3

да таху  =  — i L L -^----- —  »  — 4,4 *  =  - "  да minу =
— 61 / 3 — 5 я , , 2 V T  

б]/з"— я
_ 1,2; (—  оо, — 1) оралиада ^аварюу 124. Ани^ланиш

6
со^аси R ;  графиги ординаталар уцига нисбатан снмметрик. Асимптотаси: 
у =  я. * > 0  да / .  у  ( + 0 )  =  2 . 125. Ани^ланиш со^аси: R .  Асимп-

1
тоталари: — оо да t/ =  — ва д : о о  да у =  х. Координата yi$-

Я
лари билан кесишиш ну^таси (0 ; — • Боти^. 126. Ани^ланиш со>;аси

\
|Я; координаталар бошига нисбатан симметрик. Асимптотаси: у =  0,

я  я  ,
х  =  1 да таху  =  — ; д: =  —  1 да mini/ =  —  ~  у  (1 —  0) =  1

у '  (1 —f- 0) =  —  1. Эгилиш ну^таси: (0; 0). 127. Дарри 2 я ; ордината
лар у^ига нисбатан симметрик. х =  0 да т а х у =  е ва х — я  да mini/=

1 ~  1/ Г - 1=  — . Эгилиш ну ̂ талари: х ~  a rccos----- ------ ва х =  2 п  —
е 2

—  arccos -----  128. Асимптоталари: х - * - —  оо да у =  еп'/2 *  ва

х  -*■ +  оо да у = ё ~ ^ г . Функция \ .  Эгилиш ну^таси: ^ earctSI /2j .

129. Ани^ланиш со^аси: 2k я <  х <  (2k +  1) я, k 6 Л. Да вря 2 л.  Аеямп- 
я

тоталари: x = k n .  x = ~ - \ - 2 k  л  да m in t / = l ,  130. Аншуга-

ниш со^аси: х > —  1; * ¥ = 0 ; у (— Щ =  у ( + 0) =  е. Асимптоталари:

* =  — 1 , г / = 1  Ботшу 1 3 1 .— - .  132. — 2. 133. 1/3. 134. 1/6.

135. 1/2. 136. 1/6-Ina. 137. 1. 138. 0. 139. а/р. 140. 1.
(__ 1 \т—п 10т  -I- 1>

141. ------ ------------------ 142. 1/2. 143. 1. 144. a. P v -  V > °  булса,
2п  +  1

0 ; ( а < 0 . Р у ,  а = 0 . Р < 0) булиб, у =  0 б^лса, 0 ; +  оо, агар 
■у< 0  (а. Р — V)  ёки v =  0 ( а > 0 , Р — V ;  а  =  0 , Р > 0) булса. 
- f  00; агар а =  р =  y =  0 булса. 1. 145. Агар a >  1 ёки a  =  1, Р >  
> — 1 булса. 0 ; агар а =  1. Р =  —  1 булса, 1; а га р а <  1 ё к и а =  1,

а  —  Р
Р < _  1 булса. +  оо. 146. 0. 147. 0. 148. 0. 149. — — . 150. е, 
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151. -2/л. 152. 1. 153. 1. 154. 1. 155. 1. 156. — 1. 157. 1 la. 158. 1

159. eU i . 160. 0 . 161. —  — . 162. e, 163.1. 164.1. 165. в " 2/я. 166.0 .

__2
167. +  00. 168. -----. 169. 1/3. 170. 0 . Агар 0 '<  a <  1 ( а —  У)б^л-

л
са, 0 ; агар a >  1 (a —• V ) булса. +  oo.

VIII б о б
_____ (i _  r f / 2 i

1. —  К 1 —  * 2. 2. —  ------------ . 3. — (arctg*)2. 4. In | In (ln *)| .
3 2

5.
1

6 . • arcsin —~ 7 . 
I x |

-2e~x/2 +  2 !n (1 + e * /2).

8 . Агар x  >  1 ^булса, Y  x2 —  1 —  21n (]/"x  —  1 —  +  1 ) агар * <

<  —  1 булса, —  Y x l  —  1 +  21n ( Y — x +  1 +  / —  x —  1). 9 . ^  —

4 2 \ ____  _
—  J  Sin2x +  —  s in 4x j  |/sin3x . 10. 2 arctg Y x  11. 2 sgnxX

X  In ( V \ A + V \  1 + J t| ) , (x ( x +  1) >  0). 12. —  j  e~x‘ 13. •

3 -------------  1
14. —  У I — sin2*. 15. ------

2 У Т
arctg

17.
1 ** +  * 1 / 2 + 1  _

In  -------------—----- +
4 1/2 x2 — *1/2 +  1 2 V~2

* 2 — x У "2 +  1

x* +  * V 2 +1

tg ~  '■ 16. In
y 2 1

x V 2
— arctg 18.

In 19.

l ~ *  2 V 2
3 X —  2 X

2 (ln3 — In2)
In

3X + 2 X

20. 2 V l + Y l i - x K  21. 2arctg ex.
1

23. — У  1 +  x2 _|_ arcsin*. 

25. (arctg У  x  )2. 26.
vn+l

22. — Y 1 — x 2 +  — arcsin*.

1 1 
24. —  — cos2*  +  — Lln  (1 +  cos2 *).

Z,

• XCOS* +  sin*. 27. ■ (x +  1) e~

28. -----— / in *  —  ——  — 1). 29. xarcsinx +  Y 1 +  xa. 30.

In

1

1 +  V 1 — x2
. 32. xarctgx —

—  -  l n ( l + x 2). 33. x In  (x +  Y~ 1 +  x2) —  У~ 1 +  *2. 34. In tg

—  cosx-ln (tgx). 35. [s in  (lnx) +  cos (lnx)]. 36. - -  nb-- x
2 a2 +  b2
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a sin b x —  bcosbx n r  2 3/2 ,  4 1 1
X  eax. 37. ---------- — — -------  eax. 38. -  хл/г ln2x - -  \nx +
~  a2 +  b2 3 \ 3

8 \ eiX  1 4- x2
4- — ]. 39. ----- -(2 —  sin2x —  cos2x). 40. — —— (arctg*)2 —
^  9 j 8 2

1 1 —  x2 1 +  *
—  xarctgx +  —  In  (1 +  x-). At. x —  ^ ' In  1 _  x '

42. (x2 +  2)ch x —  2x sh x. 43. —  - ^ ( I n 3 x +  3/2 In2 x + 3 / 2  In x+ 3/4 ). 

44. x tg x  + I n  | cosx |. 45. —  x +  ln ( l  +  e *x )— e~ x arcctg ex . 46.

( x + 2)4

(x + 1 ) (x+3)=

1 2
. 47. — --------+  —  In

3(x— 1) 9

'x — 1
x +  2

5 x + 6
.4 8 .-

x2— 3 x + 2
x —  1 I _  1 , , 1 , ( x + 1)2 _  1 , ( x + 1)2 

49. — a rc c tg x + — I n ----- -  — . 5 0 . - —  In - -

7

+  41tl x —  2 Г 2 4 " x2 + l  6 ” ‘ i’x2- x + l
1 2x — 1 1 ( x — l )2 1 2x + 1

- 7 = - arctg — r = - .  51. —  In  --------- -- + - 7^  arctg - 7^ - .  52.
V 3  / 3  6 * 2+ x + l  ^ / 3  s  / 3
1 ( x + 1 ) 2 X —  1

—  arcctg x — 1/4 In--------- —. 53. 1/4 In
2 e x2 +  1 x + 1

■j- arctg x 54.

1 x2 —  1 1 1 , (1 + * ) 2 1
■' , —a rc tg — t = " .  55. — ---------- — In --------------  + — arctg x ■
У 2 x Y 2  6( l + x ) ^  6 1- x + x 2 ^  2

1 2x —  1 1 3 3
—  w ^ arctg ■ 56. —3 / 3  К З  ‘ 96(x— l ) 96 97(x— I )97 98(x— l) 98

1 1 , |x7 | x4 1 , x4 + l
57. —  In J ---- -  .5 8 .  —  +  —  In ■ 7  . 59.

2

99(x— I)99' ' 7 (1 + x 7)2 ' 4 4 (x4 +  2)4 
1 1 + х / З  +  х2 1 1 , ,  1

m ln i - « v ‘3 + «' + T “c,“ +T  “ct8* ' 5
1 2 x +  1 1 ( x + 1 ) 2 1 , 2x— 1

+ - + D -  / г ‘,гс'8 т г - ? 1п5 = ^ :
3 6 6

61. 2 / 7 — 2 In ( l +  V x ) .  64. 6/ —  3/2 — 2 Я  +  — - t * +  —  t s —  - Л  +
а o /

2
+  3 In  (1 +  t2) —  6 arctg t, бунда t  =  ( / *  +  1 65. , ,-тт = ч2 '

U+V x)
4 x2 x V x * —  1 1 , , r ------ , 3 ,

_  ------ ^ - . 66. — —  — --------- + —  n x + / x 2—  1 . 67. - t l -
1 + \ f x  2 2 2 1 4

3  15 2 7  2/ i j
—  — ■- / 2 —  3/4 In  1  ̂—  1 | +  —  ln(/2 +  / +  2) —  -~7= r  arctg2  . ------g  11Ц 1- Т 1 Т 4; g y j  y j  >

3 /” —
бунда / = | / 2 + x .  68. — 1 /  — 69.

3 '  x— 1

-,3 / х + 1  at» a , 1+ / / 2 + / 2
x— Г 69' l + / 4 +  4 / 2  " l —  / / 2 + / 2 +

+  i F T rctg W ’ бунда 70- f  +  r * ~
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—  ~^-lA (x(l +  х)) —  - 7  In ( У х  + У 1 +  х). 71.
3— 2х

2 
_1

8
2 — х

-  In I ~  -j- х + У 1 + х  +  X2 I. 72. -In
2— х+ 2  Y  х2+ х  +  1 

*+1
73.

— У  1— jc2 . 74. R  +  ln(x +  1 +  R)  -  У 2 In  j *  ± J L + бун- 
3(1— x)2 I x

r -------------  1 +  2x
да R  =  У x2+ 2 x + 2 .  75. arcsin— +  In

У 5
i + У ^ + л

| x |
2x2+ 1

З +  х +  2 У  l ~ x  — x2
1 +  X

76. ■ 2x2 V х* +  1 +  2 ]n 
1

77.

х У  l + 2x — x2— 4arcsin
У  2

. 78.
3x3

•У х2

1 9 + 5 x + 2 x 2 
6

/ x2 14x 
1. 79. —  — ---- +

V 3 3

+  37 J - K x 2+ 4 x + 3  -  66 In | x +  2 + У x2+ 4 x + 3  |. 80. •

---------  3 1 1
• у x2+ 2x —  — arcsin -— —  , бунда x <  — 2 еки x >  0 . 81. —  arcsin

1
■ y  5

In
l * + l  I 

3x +  1 — 2 У x2—x —  1

83.
2 У  1 + x 2 4 / 2

In

1 х У  2
. 82. — -arctg -r2 s / 1 _  **

У  1+ х 2— х У 2

У ^ + 2  1 , \ ( 2 х + 1 ) У 2 + У з ^ Ч ^ Т ) 1  _  2 (x- l )
—  arctg----------. 8 5 . — — In ------------ r -----  ~ . 86. ---------- .

x У 6 \(2х-\-\)У2— У З ( х 2-\-х— 1)! З У  х2+ х + 1

1 , У  2(2х2—2х + 5 ) — (х +  1) 1 , У 2х2— 2 х + 5  
87. ---- -- In -  — ------ - — —  arctg --------------— .

84. l n ( x + / x 2 +  2)

88.

6 У  2
3

У  2 (2х2—2 х + 5  +  (х +  1) х + 1

2(2г + 1)
1 2

■ — In ----
2 | 2г+1 |3

1+ У I —2х—х2 
—  2 arctg z, бунда г  = --------------------- . 90.

, б>нда г = х + / х 2+ х  +  1. 89. In  

5
+х 18(2+ 1) 6( г +  I )2

+ — In  |г —  1 | —  - —In  I г  —  2| —  —  In [ г+ 1  I, бунда г =  У . х^ + ^ х+ 2 
4 1 27 1 108 1 J х + 1

91
1

{ - J [{Z~  +  (г ~  I)-3 ] +  [(г — I)2 — (г — 1)~21+[(г—1) +

( г — 1)—! ] }  + - j - I n  | г — 1 |, бунда z =  х +  / х 2— 2 х + 2 . 92 .

2(3— 4г)

5(1— г — г2) 1 5 / 5  

xs 5* 3 Бх

In
у  5 +  1 +  2г 

У Ъ — 1 — 2 г

5

, бунда 2= — х + У х(1 + х ) .  93.

м- ln i r

20— 438

•2х + 1
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( х3 7х2 95* 145 \ , -------------  5 _______
95. J — j y * i + 4 x + 5 _  —  1 п ( * + / х * + 1 ) .  96.

1 I  , 7*5 З5х3 , 35 \ , , ------- 35 , ,
>—  x7 +  —  +  -----+  — x V * * — 1 +  —  l n l x  +  / x 2— 1 . 97.
8 V 6 24 16 / 128 1 r

3x— 1 , ------------- 1 х + 1 + У  2*2+ 2x + 1  x +  2
• / 2 x 2 + 2 x + l  —  —  In — ----- T — -  ■■ 9 ^

2x2 2 * 3]/>+4*+7
8(2x +  1) 2 / 2x + l  \ 3 1 У  2x2+1 

9 9 .----v '  —  — ■ —  . 100. ---- —In —7— — - = —
Q V X2+ X  + 1  27 \ у x 2 + x  +  1 j  У 14 У  6x2+ 1 0 + } / 7

2(x — 1)101. ~ ~ v- -  -/ 102. 2 / 2 arctg T̂ 2(*a+*+l). +  —L .  jn 
3 / x 2 + x + l  1 — x У  2

+  / 2 ( x 2 + x + l)  

- / 2 ( x 2 + x + l)
103. — —  Iny&

У 3(x3+ x + l ) —У 2 ( x + 1 )

/х2—X +  1

14~X+

1+ x -  

+

+  — ~  arctg V x^j~x +  1 . 104. У x*— x +  1 +  — -  In  (  x——  +
у  2 У  2 (1 — x) 2 \ 2

Л-----------  \ , 2—x+2/xa—X +  1 ,-----------
+  У х  a—x + 1  I — In --------— ----------- 1— . 105. У  l+ x  +  x> +

. 1 . l + 2x +  2/ l + x  +  x2 „ 1_ / 1+ X +  X2 _
-f- --- In ------------- 1---- — . luo. 2» ------------------ +

2 ( 2 + x + 2 \ ^ \ + x  +  х * Г  *

+  In  \2у  1 + Х + Х 2 + 1 + 2 Х  |. 107. 6x1/6+ 3 x 1/3+ 2 x 1/2+ 6  In | х 1/б—  1 |.

108. 6/5 x5/6 —  4x1/2+  18 х 1/6 +  Зх//6 (1 +  x173) - 1 —  2 | arctg (x 1/6).

109. — —  (1 + х 1/3Г 2 . 110. у  (1 + x 1/4) ~ 9. H I .  ( x +  1)II/3 —

- 3 / 4 - ( x + l ) ^ 3 +  4 "  (JC+ 1)5/3‘ I 12- 7 7  ( l + ^ //4) I3/3 -5 lo

_  - %  +  *1/4)10/3 +  - ^  (1 +  x*/4)7/3 —  3 (1 +  Х1/4)4 3̂. 113. - ^ ( 1  +
5 7 7

+ х 1/4)7/3 —  3(1 + х 1/4)4/3. 114. 4 - ( l + , V 3)7/2 _ J i ( I + ; c 1/3)5/2 +
7 0

wo 1 /01 /9 1 t  —  1 1 №— £-{-1 1 2f  +  1 .
+ 6x 115. v ln ^ + T In ^ + T + ^ 1  arctgT T +
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лашувчи. 132. р >  1 да абсолют якинлашувчи, —  <  р 1 да шартли

якинлашувчи. 133. Шартли як>инлашувчи. 134. Абсолют якинлашувчи. 
135. Узоцлашувчи. 136. р ’> 2  да абсолют якинлашувчи, 0 <  р ^  2 
да шартли якинлашувчи. 137. Шартли якинлашувчи.
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