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П РЕ Д И С Л О В И Е

Вашему вниманию предлагается учебник, который выходит в 
серии “Учебники Московского университета”. Данная серия, вклю
чающая “ Курс экономической теории” , учебное пособие по микро
экономике, а также учебники по макроэкономике и математичес
ким методам в экономике дает целостное освещение всех основных 
разделов современной экономической теории.

Современная экономическая наука характеризуется широким 
использованием математики. Математические методы стали состав
ной частью методов любой экономической науки, включая эконо
мическую теорию. Ее использование в единстве с обстоятельным 
экономическим анализом открывает новые возможности для эко
номической науки и практики. Однако, к сожалению, учебники и 
учебные пособия, в которых анализируются математические методы 
в связи с содержательным анализом экономики, практически от
сутствуют. Данный учебник восполняет пробел в этой области.

Особенности учебника. Учебник содержит не только инструмен
тарий экономического анализа, знание которого необходимо любо
му грамотному экономисту, но и многочисленные примеры его при
менения. Последние способствуют лучшему использованию эконо
мических знаний при выборе математического инструментария и 
построении экономико-математических моделей. Вопросы, приве
денные в конце каждой главы, помогают читателю лучше разо
браться в пройденном материале и проверить его усвоение.

Другая особенность состоит в том, что в книге читатель найдет 
как общую методологию использования математического инстру
ментария и математических моделей в экономике, так и конкретное 
изложение основных математических понятий и методов: функций 
и графиков функциональных зависимостей, производных и элас
тичности, предельного анализа и направлений его применения в 
экономике (построение и анализ функциональных зависимостей и 
решение оптимизационных задач различной сложности), понятий и 
методов теории игр, понятий и методов теории вероятностей, мате
матической статистики и эконометрики с многочисленными при
мерами их применения.

Рекомендации по использованию. Данный учебник особенно по
лезен тем, кто изучает микроэкономику на продвинутом уровне, по 
учебникам, насыщенным математическими моделями, а также стал
кивается со статистическими и эконометрическими моделями в эко
номике. Он приучает читателя к работе с моделями, продвигая его 
от понимания того, как устроены простейшие модели в экономике, 
к пониманию более сложных и совершенных экономико-математи
ческих моделей.
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Этот учебник может удовлетворить потребности как студентов, 
так и преподавателей экономики в дефицитных сейчас учебниках 
такого рода. Его отличает широкий охват материала, изложенного 
на достаточно простом, часто прикладном уровне, призванном вос
полнить пробелы экономистов в математическом образовании. Пред
лагаемый учебник может быть также использован для повторения 
давно пройденного и поэтому забытого материала и для первона
чального знакомства тех, кто только начинает изучать экономику, с 
математическими методами, используемыми в экономике.

Авторы. Авторы учебника - профессор Ю.Н. Черемных, доценты
О.О. Замков и А.В. Толстопятенко. Они работают в Московском 
университете на кафедре экономической теории И П П К МГУ и на 
экономическом факультете МГУ, а также преподают в Совместном 
центре переподготовки Московского университета и Института эко
номического развития Всемирного Банка. Глава 13 написана О.Ю. 
Шибалкиным.

Выражаем благодарность А.О. Вереникину за подготовку данно
го пособия к печати.

Мы будем благодарны читателям за отзывы об учебнике, кото
рые просим направлять по адресу: 119899, Москва, Воробьевы горы, 
МГУ, 2-й корпус гуманитарных факультетов, ИППК, кафедра эко
номической теории.

А.В. Сидорович, доктор экономических 
наук, профессор, заведующий кафедрой эко
номической теории ИППК МГУ, редактор 
серии учебников Московского университета 
по экономике.



ВВЕДЕН И Е

Эта книга написана сотрудниками МГУ им.М.В.Ломоносова и 
Института экономического развития Всемирного Банка. Использо
ванные в ней материалы подготовлены в ходе реализации пятилет
ней программы переподготовки преподавателей и государственных 
служащих России и других стран СНГ в области теории рыночной 
экономики, организованной ИЭР Всемирного Банка.

Необходимость курса “ Математические методы для экономис
тов” в данной программе была обусловлена тем, что современная 
экономическая теория предполагает существенно более высокий 
уровень формализации, чем это было принято в отечественной вы
сшей школе. В то же время литература на русском языке, которая 
могла бы быть эффективно использована для программ данного 
типа, практически отсутствует.

Главы 1-12 написаны О.О.Замковым, А.В.Толстопятенко и 
Ю .Н.Черемных по материалам лекций, прочитанных ими в про
граммах ИЭР Всемирного Банка. Глава 13 “ Введение в математи
ческую теорию игр” написана О.Ю .Ш ибалкиным. Главы 14-19 на
писаны О.О.Замковым и А.В.Толстопятенко.

В книге содержатся основы знаний по математике, необходимые 
для экономистов. Это методы построения графиков, исследования 
функций одной и нескольких переменных, нахождения безуслов
ных и условных экстремумов. Все изложение материала в соответ
ствующих главах ориентировано на задачи экономической теории, 
прежде всего - микроэкономики.

В других главах непосредственно излагаются отдельные разделы 
микроэкономики, но акцент при этом делается на математическом 
обосновании соответствующих утверждений. При этом предполага
ется, что связанные с этим вопросы содержательного характера об
суждаются в основном в курсе микроэкономики, полностью скоор
динированном и читаемом параллельно с курсом математических 
методов. Здесь имеются в виду главы и разделы по теории потреби
тельского выбора, производственным функциям, задачам оптими
зации производства, моделированию экономической динамики, ста
тистическому оцениванию макроэкономических зависимостей.

Наконец, некоторые главы посвящены частным математическим 
методам, особенно широко и непосредственно применяемым в раз
личных разделах экономической теории. Это методы анализа элас
тичности, связи суммарных, средних и предельных величин, игро
вые методы, оценивание и анализ уравнений линейной рефессии. В 
этих главах рассказывается об основных приложениях соответству
ющих методов в экономике, даются различные примеры.

Авторы выражают благодарность А.О.Вереникину за подготовку 
данной работы к печати.



ГЛАВА 1
ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМ АТИЧЕСКИЕ М ЕТОДЫ

1.1. Моделирование в экономике и его использование 
в развитии и формализации экономической теории

Современная экономическая теория, как на микро-, так и на 
макроуровне, включает как естественный, необходимый элемент 
математические модели и методы. Использование математики в эко
номике позволяет, во-первых, выделить и формально описать на
иболее важные, существенные связи экономических переменных и 
объектов: изучение столь сложного объекта предполагает высокую 
степень абстракции. Во-вторых, из четко сформулированных ис
ходных данных и соотношений методами дедукции можно получать 
выводы, адекватные изучаемому объекту в той же мере, что и сде
ланные предпосылки. В-третьих, методы математики и статистики 
позволяют индуктивным путем получать новые знания об объекте: 
оценивать форму и параметры зависимостей его переменных, в наи
большей степени соответствующие имеющимся наблюдениям. На
конец, в-четвертых, использование языка математики позволяет точно 
и компактно излагать положения экономической теории, формули
ровать ее понятия и выводы.

Математические модели использовались с иллюстративными и 
исследовательскими целями еще Ф.Кенэ (1758 г., “Экономическая 
таблица”), А.Смитом (классическая макроэкономическая модель), 
Д.Рикардо (модель международной торговли). В XIX веке большой 
вклад в моделирование рыночной экономики внесла математичес
кая школа (JI.Вальрас, О.Курно, В.Парето, Ф.Эджворт и др.). В XX 
веке математические методы моделирования применялись очень 
широко, с их использованием связаны практически все работы, удос
тоенные Нобелевской премии по экономике (Д.Хикс, Р.Солоу, B.JIe- 
онтьев, П.Самуэльсон и др.). Развитие микроэкономики, макроэ
кономики, прикладных дисциплин связано со все более высоким 
уровнем их формализации. Основу для этого заложил прогресс в 
области прикладной математики - теории игр, математического про
граммирования, математической статистики. В России в начале XX 
века большой вклад в математическое моделирование экономики 
внесли В.К.Дмитриев и Е.Е.Слуцкий. В 1930-е - 50-е годы в этой 
области не наблюдалось прогресса вследствие идеологических огра
ничений тоталитарного режима. В 1960-е - 80-е годы экономико
математическое направление возродилось (B.C.Немчинов, В.В.Но
вожилов, JI. В. Канторович), но было связано в основном с попытка
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ми формально описать “систему оптимального функционирования 
социалистической экономики” (СОФЭ, Н. П.Федоренко, С.С.Ш а
талин и др.). Строились многоуровневые системы моделей народно
хозяйственного планирования, оптимизационные модели отраслей 
и предприятий. Сейчас важной задачей является моделирование про
цессов переходного периода.

Любое экономическое исследование всегда предполагает объеди
нение теории (экономической модели) и практики (статистических 
данных). Мы используем теоретические модели для описания и объ
яснения наблюдаемых процессов и собираем статистические данные 
с целью эмпирического построения и обоснования моделей.

Экономические модели. Понятие экономической модели.
Для изучения различных экономических явлений экономисты 

используют их упрощенные формальные описания, называемые 
экономическими моделями. Примерами экономических моделей 
являются модели потребительского выбора, модели фирмы, модели 
экономического роста, модели равновесия на товарных, факторных 
и финансовых рынках и многие другие. Строя модели, экономисты 
выявляют существенные факторы, определяющие исследуемое яв
ление и отбрасывают детали, несущественные для решения постав
ленной проблемы. Формализация основных особенностей функцио
нирования экономических объектов позволяет оценить возможные 
последствия воздействия на них и использовать такие оценки в 
управлении.

Как обычно строится экономическая модель?
1 . Формулируются предмет и цели исследования.
2. В рассматриваемой экономической системе выделяются струк

турные или функциональные элементы, соответствующие дан
ной цели, выявляются наиболее важные качественные характе
ристики этих элементов.

3. Словесно, качественно описываются взаимосвязи между элемен
тами модели.

4. Вводятся символические обозначения для учитываемых характе
ристик экономического объекта и формализуются, насколько 
возможно, взаимосвязи между ними. Тем самым, формулируется 
математическая модель.

5. Проводятся расчеты по математической модели и анализ полу
ченного решения.

Математическая структура модели и ее содержательная интерпре
тация

Следует различать математическую структуру модели и ее содер
жательную интерпретацию. Рассмотрим следующие два простых 
примера.
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Пример 1. Пусть требуется определить, какую сумму следует пол
ожить в банк при заданной ставке процента (2 0 % годовых), чтобы 
через год получить $ 1 2 0 0 0 ?

Вводя формальные обозначения для величин, фигурирующих в
задаче:

начальная сумма денег - А/0, 
конечная сумма денег - Л/,, 
ставка процента - R 
и записывая соотношение между ними

RM,=AV 1 + -

100
найдем требуемую величину из решения основного уравнения 

модели

М‘ . = $ 1 2000  =$1 0 0 0 0 ,
R 1,21 + -

100

Пример 2. Пусть требуется определить, каков был объем выпус
ка продукции завода, если в результате технического перевооруже
ния средняя производительность труда увеличилась на 2 0 %, и завод 
стал выпускать 1 2 0 0 0  единиц продукции.

Вводя формальные обозначения для величин, фигурирующих в 
задаче:

начальный выпуск - Qu, 
конечный выпуск - Qr 
процент прироста производительности - R, 
и записывая соотношение между ними (следующее из определе

ния средней производительности труда Q)

Q rQ 0-^=Q0 1 +
(L, Ly)

^°(1 + 1 0 0 ’̂

найдем искомую величину из решения основного уравнения мо
дели

<2о=
<2 , _ $ 1 2 0 0 0  

1,2° !♦ _ * . 
100

= $ 10000.

Сравнивая полученные модели и результаты, мы можем заме
тить, что математическая форма модели

R
1+ -

1 0 0
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и даже числовые значения входящих в нее величин в обоих 
случаях одинаковы, однако экономическая ситуация, описываемая 
моделью, экономическая интерпретация модели и результатов рас
чета совершенно различны. Таким образом, одни и те же математи
ческие модели и методы могут быть использованы для решения 
совершенно различных экономических задач.

Роль моделей в экономической теории и принятии решений
Экономические модели позволяют выявить особенности функ

ционирования экономического объекта и на основе этого предска
зывать будущее поведение объекта при изменении каких-либо па
раметров. Предсказание будущих изменений, например, повышение 
обменного курса, ухудшение экономической конъюнктуры, паде
ние прибыли может опираться лишь на интуицию. Однако при 
этом могут быть упущены, неправильно определены или неверно 
оценены важные взаимосвязи экономических показателей, влияю
щие на рассматриваемую ситуацию. В модели все взаимосвязи пе
ременных могут быть оценены количественно, что позволяет полу
чить более качественный и надежный прогноз.

Для любого экономического субъекта возможность прогнозиро
вания ситуации означает, прежде всего, получение лучших резуль
татов или избежание потерь, в том числе и в государственной поли
тике.

Неполнота экономической модели
По своему определению любая экономическая модель абстракт

на и, следовательно, неполна, поскольку выделяя наиболее сущест
венные факторы, определяющие закономерности функционирова
ния рассматриваемого экономического объекта, она абстрагируется 
от других факторов, которые, несмотря на свою относительную ма
лость, все же в совокупности могут определять не только отклоне
ния в поведении объекта, но и само его поведение. Так, в простей
шей модели спроса считается, что величина спроса на какой-либо 
товар определяется его ценой и доходом потребителя. На самом же 
деле на величину спроса оказывает также влияние ряд других фак
торов: вкусы и ожидания потребителей, цены на другие товары, 
воздействие рекламы, моды и так далее. Обычно предполагают, что 
все факторы, не учтенные явно в экономической модели, оказыва
ют на объект относительно малое результирующее воздействие в 
интересующем нас аспекте. Состав учтенных в модели факторов и 
ее структура могут быть уточнены в ходе совершенствования модели.
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1.2. Математическая модель и ее основные элементы. 
Экзогенные и эндогенные переменные, параметры. Виды 
зависимостей экономических переменных и их описа
ние. Уравнения, тождества, неравенства и их системы

Математическая модель экономического объекта - это его гомо
морфное отображение в виде совокупности уравнений, неравенств, 
логических отношений, графиков. Гомоморфное отображение объ
единяет группы отношений элементов изучаемого объекта в анало
гичные отношения элементов модели. Иными словами/ модель - 
это условный образ объекта, построенный для упрощения его ис
следования. Предполагается, что изучение модели дает новые зна
ния об объекте, либо позволяет определить наилучшие решения в 
той или иной ситуации.

Для описания основных видов элементов экономической моде
ли рассмотрим конкретную ситуацию и построим соответствующую 
ей модель.

Пусть имеется фирма, выпускающая несколько видов продук
ции. В процессе производства используются три вида ресурсов: обо
рудование, рабочая сила и сырье; эти ресурсы однородны, количес
тва их известны и в данном производственном цикле увеличены 
быть не могут. Задан расход каждого из ресурсов на производство 
единицы продукции каждого вида. Заданы цены продуктов. Нужно 
определить объемы производства с целью максимизации стоимости 
произведенной продукции (или, в предположении, что вся она на
йдет сбыт на рынке - общей выручки от реализации).

Для решения поставленной задачи нужно построить математи
ческую модель, наполнить ее информацией, а затем провести по 
ней необходимые расчеты. Вначале при построении модели нужно 
определить индексы, экзогенные и эндогенные переменные и пара
метры. В нашей задаче свой индекс должен иметь каждый вид про
дукции (пусть это индекс /, меняющийся от 1 до «), а также вид 
ресурсов (если мы обозначаем их одной переменной; пусть в нашей 
задаче ресурсы обозначены разными переменными). Далее опишем 
экзогенные переменные - те, которые задаются вне модели, т.е. 
известны заранее, и параметры - это коэффициенты уравнений мо
дели. Часто экзогенные переменные и параметры в моделях не раз
деляют. В рассматриваемой задаче заданы экзогенные переменные - 
имеющиеся количества оборудования К, рабочей силы L и сырья R: 
заданы параметры - коэффициенты их расхода на единицу й продук
ции к . , / и г. соответственно. Цены продуктов р. также известны.

Далее вводятся обозначения для эндогенных переменных - тех, 
которые определяются в ходе расчетов по модели и не задаются в
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ней извне. В нашем случае - это неизвестные объемы производства 
продукции каждого /-го вида; обозначим их х . .

Закончив описание переменных и параметров, переходят к фор
мализации условий задачи, к описанию ее допустимого множества 
и целевой функции (если таковая имеется). В нашей задаче допус
тимое множество - это совокупность всех вариантов производства, 
обеспеченных имеющимися ресурсами. Оно описывается с помощью 
системы неравенств:

k lx i +k2x2+..-+krixn< K , t

+ ИЛИ z 2 llXi - L '

¥ | +гЛ +- гЛ ^ Л >
I

К этим офаничениям по ресурсам добавляются фебования не- 
офицательности переменных х. >0. Если бы какой-то ресурс нужно 
было израсходовать полностью (например, полностью занять всю 
рабочую силу), соответствующее неравенство превратилось бы в урав
нение. Это сузило бы допустимое множество и, возможно, исклю
чило бы из него первоначально наилучшее решение.

Если модель является оптимизационной (а данная модель тако
ва), то наряду с офаничениями должна быть выписана целевая фун
кция, т.е. максимизируемая или минимизируемая величина, о ф а- 
жающая интересы принимающего решение субъекта. Для данной 
задачи максимизируется величина

/>,х, + РуХ2 + ...+  рх„, или Y ,P fxr max.
I

Поставленная задача далеко не всегда хорошо описывает ситуа
цию и соответствует задачам лица, принимающего решение (ЛПР). 
В действительности, по крайней мере:

1) ресурсы до некоторой степени взаимозаменяемы;
2 ) затраты ресурсов не строго пропорциональны выпуску (есть 

постоянные затраты, не связанные с объемом выпуска; предельные 
зафаты меняются);

3) объемы ресурсов не строго фиксированы, они могут поку
паться и продаваться, браться или сдаваться в аренду;

4) внутри каждого вида ресурсов можно выделить составляю
щие, функционально или качественно различные, в той или иной 
мере заменяющие или дополняющие друг друга и по-разному влия
ющие на объем выпуска;



Глава 1. Введение в математические методы 17

5) цена продукта может зависеть от объема его реализации, то же 
касается цены ресурса;

6 ) фирма может использовать одну из конечного набора техно
логий (или сочетание нескольких таких технологий), характеризу
ющихся определенными сочетаниями используемых ресурсов;

7) различные единицы получаемой прибыли могут иметь разную 
ценность для лица, принимающего решение (что обусловлено, на
пример, особенностями налоговой системы);

8 ) интересы и предпочтения субъекта не ограничиваются макси
мизацией объема прибыли, поэтому целевая функция должна учи
тывать и другие количественные и качественные показатели;

9 ) для субъекта реально решаемая задача не ограничивается од
ним моментом или периодом времени, важны динамические взаи
мосвязи;

1 0 ) на ситуацию могут воздействовать случайные факторы, ко
торые необходимо принять во внимание.

Многие разделы экономической теории посвящены изучению, 
описанию и моделированию перечисленных аспектов на различных 
уровнях хозяйственной деятельности, с той или иной степенью де
тализации и в различных сочетаниях.

1.3. Основные типы моделей

Математические модели, используемые в экономике, можно под
разделять на классы по ряду признаков, относящихся к особеннос
тям моделируемого объекта, цели моделирования и используемого 
инструментария: модели макро- и микроэкономические, теорети
ческие и прикладные, оптимизационные и равновесные, статичес
кие и динамические.

Макроэкономические модели описывают экономику как единое 
целое, связывая между собой укрупненные материальные и финан
совые показатели: ВНП, потребление, инвестиции, занятость, про
центную ставку, количество денег и другие. Микроэкономические 
модели описывают взаимодействие структурных и функциональ
ных составляющих экономики, либо поведение отдельной такой 
составляющей в рыночной среде. Вследствие разнообразия типов 
экономических элементов и форм их взаимодействия на рынке, 
микроэкономическое моделирование занимает основную часть эко- 
номико-математической теории. Наиболее серьезные теоретические 
результаты в микроэкономическом моделировании в последние годы 
получены в исследовании стратегического поведения фирм в усло
виях олигополии с использованием аппарата теории игр.

Теоретические модели позволяют изучать общие свойства эко
номики и ее характерных элементов дедукцией выводов из ф ор^
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мальных предпосылок. Прикладные модели дают возможность оце
нить параметры функционирования конкретного экономического 
объекта и сформулировать рекомендации для принятия практичес
ких решений. К прикладным относятся прежде всего эконометри
ческие модели, оперирующие числовыми значениями экономичес
ких переменных и позволяющие статистически значимо оценивать 
их на основе имеющихся наблюдений.

В моделировании рыночной экономики особое место занимают 
равновесные модели. Они описывают такие состояния экономики, 
когда результирующая всех сил, стремящихся вывести ее изданно
го состояния, равна нулю. В нерыночной экономике неравновесие 
по одним параметрам (например, дефицит) компенсируется други
ми факторами (черный рынок, очереди и т.п.). Равновесные модели 
дескриптивны, описательны. В нашей стране долгое время преобла
дал нормативный подход в моделировании, основанный на опти
мизации. Оптимизация в теории рыночной экономики присутству
ет в основном на микроуровне (максимизация полезности потреби
телем или прибыли фирмой); на макроуровне результатом рацио
нального выбора поведения экономическими субъектами оказыва
ется некоторое состояние равновесия.

В моделях статических описывается состояние экономического 
объекта в конкретный момент или период времени; динамические 
модели включают взаимосвязи переменных во времени. В статичес
ких моделях обычно зафиксированы значения ряда величин, явля
ющихся переменными в динамике, - например, капитальных ресур
сов, цен и т.п. Динамическая модель не сводится к простой сумме 
ряда статических, а описывает силы и взаимодействия в экономике, 
определяющие ход процессов в ней. Динамические модели обычно 
используют аппарат дифференциальных и разностных уравнений, 
вариационного исчисления.

Детерминированные модели предполагают жесткие функциональ
ные связи между переменными модели. Стохастические модели 
допускают наличие случайных воздействий на исследуемые показа
тели и используют инструментарий теории вероятностей и матема
тической статистики для их описания.

1.4. Математическая экономика и эконометрика

Математическая экономика - раздел экономической науки, за
нимающийся анализом свойств и решений математических моделей 
экономических процессов. В некоторых случаях эти модели могут 
рассматриваться как часть математической теории на стыке с эко
номической наукой. Математическая экономика отделяется обычно 
от эконометрики, занимающейся статистической оценкой и анали
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зом экономических зависимостей и моделей на основе изучения 
эмпирических данных. В математической экономике исследуются 
теоретические модели, основанные на определенных формальных 
предпосылках (линейность, выпуклость, монотонность и т.п. зави
симости, конкретные формулы взаимосвязи величин). Математи
ческая экономика, вообще говоря, не занимается изучением степе
ни обоснованности того, что данная зависимость имеет тот или иной 
вид (например, что величина потребления является линейной воз
растающей функцией дохода), - это оставляется для эконометрики. 
Задачей математической экономики является изучение вопроса о 
существовании решения модели, условиях его неотрицательности, 
стационарности, наличия других свойств. Это обычно осуществля
ется, как й в математике, путем дедуктивного получения следствий 
(теорем) из априорно сделанных предпосылок (аксиом).

Разумеется, предметная область, методология и инструментарий 
экономической науки не исчерпываются подходами математичес
кой экономики и эконометрики - обычно в экономических иссле
дованиях используются также методы качественного анализа, ин
дуктивные, эвристические подходы, перемежающиеся с элементами 
математической экономики и эконометрики. Таким образом, мате
матическая экономика выступает и как самостоятельный раздел 
экономической науки, и как один из ее инструментов. При этом 
разделы математической экономики, исследовавшиеся ранее в чис
то теоретическом плане, все больше становятся теоретической базой 
и элементами прикладных исследований.

Среди моделей математической экономики можно выделить два 
крупных класса - модели равновесия в экономических системах и 
модели экономического роста. Модели равновесия (например, мо
дель Эрроу-Дебре, модель “затраты - выпуск” В.Леонтьева) помо
гают исследовать состояния экономических систем, в которых рав
нодействующая всех внешних сил равна нулю. Это, вообще говоря, 
статические модели, в то время как экономическая динамика опи
сывается с помощью моделей роста (модель Харрода-Домара, мо
дель Солоу, модели магистрального типа и др.). Ключевым момен
том исследования моделей роста является анализ и отыскание тра
екторий стационарного роста (роста с постоянными, в том или ином 
смысле, структурными характеристиками), к выходу на которые 
обычно стремится описываемая моделью экономическая система. 
Исследование траекторий стационарного роста является одновре
менно базой для анализа более сложных типов роста и связующим 
звеном с моделями экономического равновесия (поскольку отыска
ние такой траектории равнозначно отысканию меняющегося впол
не определенным образом равновесного состояния). Значительный 
вклад в теорию роста внесли работы фон Неймана, Солоу, Гейла, 
Моришимы и др.
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Эконометрика - наука, исследующая количественные закономер
ности и взаимозависимости в экономике при помощи методов ма
тематической статистики. Основа этих методов - корреляционно
регрессионный анализ. Использование современных методов мате
матической статистики началось в биологии. В последней четверти 
XIX века английский биолог К.Пирсон положил начало современ
ной математической статистике изучением кривых распределения 
числовых характеристик человеческого организма. Затем он и его 
школа перешли к изучению корреляций в биологии и построению 
линейных функций регрессии.

Первые работы по эконометрике появились в конце XIX - нача
ле XX века. В 1897 г. появилась работа одного из основателей мате
матической школы в экономической теории В.Парето, посвящен
ная статистическому изучению доходов населения в разных стра
нах. Была предложена кривая Парето у  = А(х-а)~а, где х  -величина 
дохода; у  - численность лиц, имеющих доход, больший х\ а - мини
мальный доход; А и а - параметры зависимости, получаемые статис
тическими методами.

В самом начале XX века вышло несколько работ английского 
статистика Гукера, в которых он применил корреляционно-регрес
сионные методы, разработанные Пирсоном и его школой, для изу
чения взаимосвязей экономических показателей, в частности - вли
яния числа банкротств на товарной бирже на цену зерна. В работах 
Гукера содержалась идея временного лага между экономическими 
переменными, а также идея корреляционного анализа не самих ве
личин, а их приращений. В дальнейшем появилось огромное число 
работ как по развитию теории математической статистики и ее при
кладных элементов, так и по практическому приложению этих ме
тодов в экономическом анализе. К первой группе могут быть, на
пример, отнесены работы Р.Фишера по дисперсионному анализу, 
ко второй - работы по оценке и исследованию производственных 
функций, в частности - классическая работа Кобба и Дугласа 1928 г.

Эконометрические модели и методы сейчас - это не только мощ
ный инструментарий для получения новых знаний в экономике, но 
и широко применяемый аппарат для принятия практических реше
ний в прогнозировании, банковском деле, бизнесе.
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Вопросы к главе 1

1. Почему необходимо использование математики в экономике?
2. Что такое математическая модель?
3. Как строится математическая модель экономического явления 

или объекта? Приведите пример построения и уточнения модели.
4. Какова связь между математической структурой модели и ее со

держательной интерпретацией?
5. Какие переменные модели называются экзогенными, а какие - 

эндогенными?
6 . Пусть в модели, приведенной в лекции, всё сырьё должно быть 

израсходовано полностью. Как при этом изменится ограничение 
на сырьё?

7. Если в модели, описанной в главе, предположить, что количест
во рабочей силы может меняться, то придется изменить ограни
чения или целевую функцию?

8 . В модели, описанной в главе, являются ли ресурсы взаимозаме
няемыми?

9. Чем отличаются равновесные модели от оптимизационных?
10. В чём отличие статических моделей от динамических? К какому 

типу относится приведенная в главе модель?
11. В чём отличие математической экономики от эконометрики?
12. Предположим перед вами стоит задача обоснования линейной 

зависимости объёма потребления от дохода на основе эмпири
ческих данных. Относится ли решение подобной задачи к мате
матической экономике или к эконометрике?

13. Пусть фирма выпускает один вид продукции, причём объём 
выпуска зависит от затрат только двух факторов: труда и капи
тала. Заданы цена единицы труда (ставка заработной платы), цена 
единицы капитала (ставка процента) и издержки фирмы. Задача 
состоит в определении объёмов затрат труда и капитала, макси
мизирующих объём выпуска. Постройте соответствующую эко- 
номико-математическую модель.

14. В модели, сформулированной в вопросе 13, укажите, какие пе
ременные являются экзогенными, а какие - эндогенными. К 
какому типу относится эта модель: макроэкономических или 
микроэкономических?



ГЛАВА 2
Ф УНКЦИИ И  ГРАФИКИ В ЭКОНОМ ИЧЕСКОМ  

М О Д Е Л И РО В А Н И И

2.1. Понятие функциональной зависимости. Способы 
задания и исследования функций

Многочисленные наблюдения и исследования показывают, что в 
окружающем нас мире величины (например, цена какого-либо то
вара и величина спроса на этот товар, прибыль фирмы и объем 
производства этой фирмы, инфляция и безработица й т.п.) сущест
вуют не изолированно друг от друга, а напротив, они связаны меж
ду собой определенным образом. Понятие функции или функцио
нальной зависимости - одно из основных математических понятий 
при помощи которых моделируются взаимосвязи между различны
ми величинами, количественные и качественные отношения между 
различными экономическими характеристиками и показателями.

Понятие функции, как и понятие множества, относится к числу 
начальных понятий, поэтому оно не определяется, а поясняется. 
Говорят, что задана функция/  если дан закон, согласно которому 
каждому значению х  из некоторого числового множества А ставится 
в соответствие одно вполне определённое значение у  из некоторо
го числового множества В.

Функциональная зависимость между величинами х и у  символи
чески обозначается так: у  = Дх); говорят, что х  - аргумент (незави
симая переменная), а у  - функция (зависимая переменная).

Совокупность всех значений аргумента, каждому из которых со
ответствует вполне определенное значение функции, называется 
областью определения функции.

Множество значений, принимаемых у, называется областью из
менения функции.

Функцию можно задавать различными способами. Наиболее рас
пространенные и важные среди них - задание функции формулой, 
таблицей и графиком. При задании функции в ЭВМ часто исполь
зуется также алгоритмический способ.

В качестве примера рассмотрим взаимосвязь между ценой про
дукта, которую мы обозначим через р и величиной спроса на этот 
продукт, которую мы обозначим через q. Эта связь может быть, к 
примеру, представлена следующей таблицей:
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Р, руб. 100 150 200 250 300

q, тыс.шт. 18 15 12 9 6

отражающей отрицательную взаимосвязь величин (убывание ве
личины спроса с возрастанием цены).

2.2.1. Построение и анализ графиков функций

Эта же взаимосвязь величин может быть представлена в виде 
графика на рис. 2 . 1 .

Р

300 

250 

200 

150 

100

0  6

Рис. 2.1

Определение. Графиком ф ункции/назы вается геометрическое 
место (множество) точек на координатной плоскости, имеющих ко
ординаты (x'flx)), у которых абсциссами служат рассматриваемые 
значения независимой переменной х, а ординатами - соответствую
щие значения функции у=Ах)

Для того, чтобы построить график функции, имея ее табличное 
представление, например график функции спроса, достаточно отло
жить значения величин, приведенных в таблице на соответствую
щих координатных осях, восстановить перпендикуляры к осям из 
точек, соответствующих определенному значению цены или спроса, 
и нанести точки пересечения перпендикуляров.

Функциональная зависимость между величинами х  и у  может 
быть задана также в виде формулы у  = А х), в которой в качестве 
Дх) фигурирует конкретная функция. В данном случае зависимость 
между ценой и величиной спроса выражается формулой: р  =  500 -

50у  (или <7 =  30 - 0,06р). Подставляя в последнюю формулу зна
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чения цены, представленные в верхней строке таблицы, мы легко 
убедимся в том, что в результате получаются соответствующие це
нам величины спроса, представленные в нижней строке таблицы. 
Таким образом, зная формулу функции, несложно получить таб
личное и графическое представление этой функции.

Свойства функций

Функции характеризуются рядом свойств, к важнейшим из ко
торых (для построения и исследования графиков) относятся: чет
ность, нули, периодичность, монотонность, ограниченность функ
ции, наличие у функций асимптот и обратной функции. Рассмот
рим вкратце эти свойства функций.

1. Четные и нечетные функции. Функция у=Дх) называется чет
ной, если для любых двух различных значений аргумента из облас
ти ее определения выполняется равенство/(-х) =  Д х). Например, 
у=х2", (п - натуральное); у=\х\ - четные функции. Сумма, разность, 
произведение и частное четных функций есть функция четная.

Функция называется нечетной, если для любого значения аргу
мента из области определения функции выполняется равенствоД-х) 
=  -Дх). К нечетным функциям относятся, например, >>=хг"+|, где п -
любое натуральное число, у = —- - —  и т.д.

х 2 + 4
Не всякая функция является либо четной, либо нечетной. На

пример, функции у  =  х2+3х; у  =  (х + I) 2 и т.д. называются амор
фными.

Заметим, что если функция у=Дх) четная или нечетная, то об
ласть ее определения симметрична относительно центра О. Поэто
му функции y=Vx; y=\gx\ у=ах и т.д. не могут быть ни четными, ни 
нечетными. Сумма и разность нечетных функций есть функция 
нечетная, а произведение и частное нечетных функций - функция 
четная.

График четной функции симметричен относительно оси 0Y, а 
нечетной - относительно центра О.

2. Нули функции. Нулями функции Дх) называют те значения 
аргумента, при которых функция обращается в нуль:/(х) =  0. Гра
фически нулями функции являются точки пересечения фафика 
функции с осью абсцисс. Например, нулями функции у  — (х-1)(х+2) 
будут корни уравнения у  =  0 , т.е. х =  1 и х =  2 .

3. Периодические функции. Функция у=Дх) называется периоди
ческой, если существует число Т такое, что для каждого значения 
аргумента х из области ее задания имеет место равенство Дх+ Т) = 
Дх). Число Т называют периодом этой функции. Примеры перио
дических функций : y=sin(x); y=cos(x); (для них наименьший пол
ожительный период равен 2р) у= tg(x); _^=ctg(x) (для них Т=  р).
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4. Монотонные функции. Функция у=Дх) называется возрастаю
щей на некотором промежутке, если для любых значений х  из этого 
промежутка, большему значению аргумента соответствует большее 
значение функции, т.е. если х, < х2, тоД х^ < Дх2).

Функция называется убывающей на некотором промежутке, если 
для любых значений х  из этого промежутка, большему значению 
аргумента соответствует меньшее значение функции, т.е. если х, < х2, 
тоДх,) >Д х2).

Как возрастающие, так и убывающие функции называются мо
нотонными функциями.

5. Асимптоты. Асимптотой графика функции называется прямая, 
к которой сколь угодно близко приближается график данной фун
кции при стремлении аргумента к бесконечности или к некоторому 
числу а или случай вертикальной асимптоты. Асимптоты могут быть 
вертикальными, горизонтальными и наклонными.

Вертикальная асимптота - это прямая х =  а, если НтДх) = оо.
х-*а

Горизонтальная асимптота - это прямая у  = Ь, если = *■
Н акл о н н ая  асим птота  - это прям ая у  =  кх  + Ь, если 

Нт(Д;с) -  кх) - Ь. Коэффициент наклона к находится путем вычис-
Х—ОО

ления предела l i m ^ .
Х-*оо X

6. Ограниченные функции. Функция Дх) называется ограничен
ной сверху (снизу), если существует такое число М, что для всех х 
из области определенияДх) < М (fix) > М) (см. рис.2.2в,б).

Функция называется ограниченной, если существует такое число 
М> 0 , что для всех х из области определения 1Дх)| < М (см. рис.2 .2 а).

7. Обратная функция и ее график. Дана функция у=/[х), Выра
зим х как некоторую функцию от у: х=ф(у), т.е. представим у  как 
аргумент; х - как функцию. Тогда функция х=фО>) называется об
ратной по отношению к функции у  =  Дх), если при подстановке её 
вместо аргумента/ получаем тождественное равенство: у  =ДфСн))-

Рис. 2.2а Рис. 2.26 Рис. 2.2в
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Равенство функций называется тождественным, если оно спра
ведливо при всех значениях аргумента из области определения.

Примеры:
1. Дана функция у  =  ^  + 1. Разрешим ее относительно х: х  = 

3у  - у. Функция х  = Зу - у  будет обратной по отношению к функ
ции у  =  j  + 1 , ибо у = ЗУ->’ +1 .

2. Дана функция у  = х2 (при х < 0). Определим х как функцию у: 
х  = - \[у.

Функция х =  — '/у - обратная функции у  =  х2 (х < 0).
Отметим, что область определения и область изменения функ

ции у=Дх) и функции, обратной к ней, меняются ролями. Всегда ли 
существует обратная функция? В этом случае имеет место следую
щая важная теорема.

Обратная функция существует при а х  Ь, если функция Дх) 
монотонно возрастает или монотонно убывает в интервале [а,Ь\.

8. Сложная функция. Функция, заданная в виде у  = Д#(х)), назы
вается сложной функцией х или суперпозицией функций g  и /  
Сложную функцию часто записывают в виде у  =Дм), где и = g(x). 
при этом аргумент х называют независимой переменной, а и - про
межуточным аргументом.

9. Неявная функция. Функция, заданная в виде уравнения F{x,y) =  0, 
не разрешенном относительно у, называется неявной функцией х.

Схема исследования функции для построения графика

Перед построением графика функции необходимо провести ис
следования ее по следующим пунктам:

1. Область определения функции (ООФ),
2. Область изменения функции (ОИФ),
3. Периодичность функции,
4. Четность или нечетность функции,
5. Монотонность функции,
6 . Точки пересечения с осями координат:

а) с осью О У (х=0); б) с осью ОХ (у=0);
7. Интервалы знакопостоянства,
8 . Асимптоты.
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2.2.2. Основные элементарные функции и их графики 
(линейная, степенная, показательная, логарифмическая 
функции)

1. Линейная функция у  =  kx+b . ООФ (-оо,+оо), ОИФ (-оо, +оо). 
График - прямая линия (см. рис.2.3) Угловой коэффициент к равен 
tg<p, где ф - угол между положительным направлением оси Ох и 
прямой. С увеличением к по абсолютной величине наклон прямой 
увеличивается. При к = 0 имеем: у = Ь -  прямая, параллельная оси 
абсцисс (Ох). Функция у  = кх+b при к * 0 - монотонная: возрастает 
при к > 0 и убывает при к < 0. Возрастающая функция (при к > 0) 
описывает положительную зависимость величин х  и у  (пример - 
функция предложения), убывающая функция (при к < 0 ) описыва
ет отрицательную зависимость величин х  и у  (пример - функция 
спроса).

Коэффициент к не только характеризует наклон прямой, но и 
показывает знак и скорость изменения (возрастания/убывания) фун
кции. Чем больше к , тем быстрее возрастает/убывает функция (т.е. 
тем больше изменение у  при фиксированном изменении х  и тем 
чувствительнее величина у  к изменению х). Если к =  0, то у  =  Ь = 
const, т.е. величина у  постоянна и не зависит от величины х.

Коэффициент b показывает значение функции в точке пересе
чения графика с осыо Оу. Прямая пересекает ось ординат в точке 
(0;Ь). Если b = 0, то у  = кх - это прямая пропорциональная 
зависимость. Прямая у  = кх проходит через начало координат. 

к
2а. Функция у = -  определена при всех значениях х за исключе- 

х
нием точки х  = О. ОИФ - интервалы (-со, 0), (0, со). График - 
гипербола (см. рис.2.4а).
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Функция в каждом из интервалов (-оо, 0) и (0, оо) монотонная: 
возрастает при к < 0 и убывает при к  > 0. Она выражает обратную 
пропорциональную зависимость между х и у. Функция нечетная, 
следовательно, гипербола симметрична относительно начала коор
динат. Она расположена в первой и третьей четвертях, если к > 0 и  
во второй и четвертой при к < 0. Оси координат являются асимпто
тами гиперболы.

26. Функция у = j -  - Эта функция также определена при х -
любом, кроме точки х = О, ОИФ - интервалы (-оо, 0),(0, со). Гра
фик - гипербола (см. рис. 2.46). Функция в интервале (-оо, 0) при к >
0 возрастает, при к < 0 убывает; в интервале (0, оо) при к > 0 
убывает, при к < 0 возрастает. Функция четная. Функция располо
жена в первой и второй четвертях при к > 0  и в третьей и четвертой 
четвертях при к < 0. Оси координат являются асимптотами ги
перболы.

3. Показательная функ
ция у = а х (а>  0 ) определена 
на всей числовой оси область 
изменения функции (0,+оо), 
т.е. ее график находится в вер
хней полуплоскости. При а >
1 функция монотонно возрас
тающая, при а < 1 функция 
монотонно убывающая. Гра
фик проходит через точку 
(0; 1), так как <т° =  1. Ось Ох 
является асимптотой (см. рис.
2.5). В качестве основания 
степенной функции часто ис
пользуется число е х  2,71828...
В этом случае функция называется экспонентой.

у\\
\\

\ У“в1 /
\
\ \

а< 1 sv s '  а> 1

0

Рис. 2.5
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4. Логарифмическая фун
кция у  = logax (при а > 0 и а У
* 1). Функция определена 
при х > 0. ОИФ (-оо, +оо), 
монотонна (возрастает при 
а > 1 , убывает при а < 1). 
График проходит всегда че
рез точку ( 1 ;0 ), так как logol 
= 0. Ось ординат является 
асимптотой для графика (см. 
рис.2.6 ). Логарифмическая 
функция у  =  log;x является об
ратной по отношению к по- Рис. 2.6

х

казательной функции х =  ау,
так как loga(fl->) = у(&'°*^ = х). В качестве основания логарифмичес
кой функции а часто используется число е * 2,71828.... В этом 
случае логарифмическая функция называется натуральным лога
рифмом и обозначается у  = 1пх.

5. Степенная функция с любым рациональным показателем у  = ха.
Рассмотренные выше функции: х, х2, 1 , Д. являются частными

х X2
случаями этой функции. В зависимости от б выделяют следующие 
функции:

5.1. у  =  х2"', где т натуральное число.
Область определения этих функций (-со, +со), область значений 

[О, +оо). Функции четные. Графики этих функций параболы (см. 
рис.2 .7а).

5.2. у  = х2'"'1, где т натуральное число.
Область определения (-оо, +оо), область изменения (-оо, +со). 

Функции нечетные. Графики функций также параболы. Во всей 
области определения функции такого вида - возрастающие (см. 
рис.2.76).

Рис. 2. 7а Рис. 2.76
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5.3. у 1
г  2т

, где т натуральное число.

Областью определения функций является объединение интерва
лов (-со, 0) и (0, +оо), а областью значений - множество (0,+сю). 
Функции четные. Ветви функций расположены в первой и четвер
той четвертях (см. рис.8 а) Оси координат являются вертикальной и 
горизонтальной асимптотами.

1
У = -TZ7T » гДе т натуральное число.5.4. у = х-‘

Областью определения и областью существования функций яв
ляются интервалы (-оо, 0) и (0, +оо). Функции нечетные. Графики 
их расположены в первой и третьей четвертях, оси координат также 
служат асимптотами, на всей области определения функции убыва
ющие. Графики функций называют гиперболами (см. рис.2.8 6 ).

5.5. у  = х° (а > 0) (см. рис.2.9а,б)).
Область определения [0, +оо), область изменения функций [0, 

+оо ). функция возрастает на всей области определения. Графиками 
функций являются параболы, ветви которых направлены по оси Оу 
при а  > 1 и по оси Ох при а  < 1 (см.рис.2.9а)

Рис. 2.9а Рис. 2.96
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а < 0. Область определения бесконечный интервал (0, +оо), об
ласть изменения (0 , +со). Функция имеет асимптоты х  = 0 , у  = 0 , 
убывает на всей области определения. Графиком этих функций яв
ляется одна ветвь гиперболы, расположенная в первой четверти 
(см. рис. 2.96).

2.3. Построение графиков сложных функций методом 
преобразования графиков

Для построения графиков функция имеется несколько способов, 
одним из которых является преобразование графика подходящей 
элементарной функции до его совпадения с графиком данной фун
кции. Этот способ особенно удобен, если данная функция может 
быть выражена через одну из элементарных функций в видеДх) = 
к /  {к2(х-о)} + Ь. Тогда график этой функции будет представлять 
комбинацию сдвигов (горизонтальных и вертикальных), а также 
сжатий-растяжений фафика соответствующей элементарной функ
ции. Рассмотрим более подробно приемы посфоения фафиков фун
кций через их преобразования.

Основные преобразования графика функции

1. Вертикальный сдвиг Дх) ->Дх) + Ь.
2. Горизонтальный сдвигДх) ->Дх+л).
3. Комбинированный сдвигДх) ->Дх+д) + Ь.
4. Отражение:
а) функции (Дх) -> -Дх)), б) аргумента (Дх) ->Д-х)).
5. Растяжение (к > 1) /  Сжатие (0 < к < 1):
а) функции (Дх) -► АДх)), б) аргумента (Дх) ->ДАх)).
6 . Взятие модуля:
а) функции (Дх) -> |Дх)|), б) аргумента (Дх) ->Д|х|)).

1) П осф оить ф аф ик y  = f{x) + b, 
если дан график у =  Ах). Если b > 0, 
то каждая ордината увеличится на 
величину b и график “сдвинется 
вверх” вдоль Оу. Если b < 0, то гра
фик “сдвинется вниз” на величину b 
вдоль Оу (см. рис.2.10).

Рис. 10
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У
1 Р"*2 11 j УНх-2)1

-2 -1 0 1 2 х

Рис. 2.11

2) Построить график 
у = Д х+я), если задан 
график у  = Дх). Имеем 

ДхР)=/{х,+а)=У\ откуда 
следует, что х°=х'+а и 
следовательно х'=х°-я.
Если д>0, то точка х° 
переходит в точку х' пу
тём сдвига влево на а 
единиц. Если а<0, то 
точка х° переходит в точ
ку х1 путём сдвига впра
во на |д| единиц (см. рис.
2 . 11).

3) Дан график фун
кции у  = fix )  (на рис.
2 .1 2  он обозначен пун
ктиром). Построить гра
ф ик у =  /(х + а )  + b.
Строим новую систему 
координат х'О 'у  с нача
лом в точке О' с коор
динатами (-а;Ь) и осями 
О'х || Ох, О'у || Оу.
Относительно этих осей 
строим график у  =  Дх).
Полученный график бу
дет искомый в системе 
координат хОу (см. рис.
2 . 12).

4а) Построить график у  = -Дх), если дан график у  = Дх). Каж
дому значению независимой переменной х будет соответствовать 
противоположное по знаку значение ординаты у. Следовательно, 
график новой функции будет зеркальным отражением прежней 
функции относительно оси Ох (см. рис. 2.13а).

46) Построить график у  =  Д-х), если задан график у = Дх). 
Каждому значению ординаты убудет соответствовать противопо
ложное по знаку значение независимой переменной х. Следователь
но, график новой функции будет зеркальным отражением прежней 
функции относительно оси Оу (см. рис. 2.136).

5а) Построить график у  = АДх), если дан график у  =  Дх). Если 
k > 1 , то каждая ордината увеличится в к раз и график “растянется” 
вдоль Оу. Если к < 1, то график “сожмется” в к раз вдоль Оу (см. 
рис. 2.14а).
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Рис. 2.13а Рис. 2.136

уш-Лх)

Рис. 2.14а Рис. 2.146

56) Построить график у  =ДЪс), если задан график y= J[x). Если 
k > 1, график “сожмется” в к раз вдоль оси Ох. Если к < 1, то

график “растянется” в раз вдоль оси Ох (см. рис. 2.146).
б а) Пусть дан график функции у  = Дх) (пунктирный). Надо 

построить график у  =  |Дх)|. Если Дх) > 0, то |Дх)| = Дх), следователь
но, часть графика функции у  =  Дх), расположенную в верхней 
полуплоскости, надо оставить без изменения. Если Дх) < 0, то J/(x)| 
= -Дх), значит часть графика, расположенную в нижней полуплос
кости, надо отобразить в верхнюю полуплоскость симметрично от
носительно Ох (см. рис. 2.15а).

б б ) Пусть дан график функции у  = Дх) (пунктирный). Постро
ить у  = Д|х|). Эта функция четная, поэтому график ее симметричен 
относительно Оу. Но при х > О Д|х|) =  Дх), т.е. при х > О графики 
Д|х|) иДх) совпадают. Итак, для построения графика нужно часть 
фафика, расположенную в правой полуплоскости, отобразить в ле
вую полуплоскость симмефично относительно оси Оу (см. рис.2.156).
2 Замков
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2.4. Примеры построения и анализа графиков функ
ций одной переменной: квадратный трехчлен, многочлен, 
дробно-линейные и дробно-рациональные функции

Пример I. Квадратичная функция у  = ах2 + Ьх + с (а ф 0). 
Функция определена на всей оси Ох. Графиком является парабола,

b Ь1 -  4ас
вершина которой имеет координаты 2а' 4 а . Это легко

доказать, выделяя в функции полный квадрат с помощью тождес
твенного преобразования:

у = ахг * Ьх + с = а х 2 + 2 Ъ х + Ъ 2

2 а 2 а 4 а
+ с =

Ь_ 
2 а 4 а

+ с.

Вспоминая преобразования графиков, мы видим, что квадратич
ная функция представляет собой параболу, смещенную вдоль оси х

b Ь2 Ь1 - 4асна величину - —  и вдоль оси у на величину с -  —  s  -  ---- ------ .2 а 4 а 4 а
При а > 0 ветви параболы направлены вверх, при а < 0 - вниз (см.

Ьг -  4ас
рис.16). Если а > 0, то ОИФ 

b2 -  4ас

4 а , при а < 0 ОИФ

4 а . При Ь ф 0 функция ни четная, ни нечетная.

Если дискриминант D = Ь2-4ас больше нуля, то функция имеет два



Глава 2. Функции и графики в экономическом моделировании 35

н у л я  X И X
Ъ_
2а

и х , = - А  +
2  а 2 а , причем,если

а > 0 , то функция положительна при х < х, и х  > х2 и отрицательна 
в интервале х, < х  < х2. Если D — О, то функция имеет единствен

ный нуль в точке - При всех других значениях х она положи
тельна, если а > 0 и отрицательна, если а < 0. Если D < 0, то 
функция не имеет нулей и все ее значения имеют знак коэффици
ента а.

При а > 0 функция монотонно убывает при х < -  и монотон-
2 а

но возрастает при х > - ; при а < 0  функция возрастает при х <

- и монотонно убывает при х > - (см. рис. 2.16).

Рис. 2.16

Пример 2. Многочлен у  = (х+2)(х+1)х(х-1)(х-2) х5 - 5х3 + 4х. 
Этот многочлен представляет собой полином пятой степени и, в 
соответствии с теорией, имеет не более 5 действительных корней. В 
данном примере многочлен имеет ровно пять корней: х ,= -2 , х2= - 1, 
х3= 0 , х = + 1, х 5= + 2 ,  т.е. пять точек пересечения графиком оси аб
сцисс. данны й многочлен представляет собой нечетную функцию 
аргумента х, определенную на всей числовой оси, график которой 
показан на рис. 2.16.
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Рис. 2.17

Пример 3. Дробно-линейная функция у = ^  ■ Функция
с

определена при - ОИФ (-со, +оо). Преобразуем выражение,
задающее ее, выделением целой части

а . а ,  „ ad , и ad be - ad
-сх + b —(сх * d) - —  + b b - —  --- r—

_ с с с = а + ____ с_ = а + с‘
^  ” сх + d сх + d с сх + d с х + d

с

Введем обозначения у. = —; х„ = -  -  ; к = —— . В этих 
и с с с 2

обозначениях можно записать дробно-линейную функцию в виде 
ку  = у  + --------------

Д С  -  х 0

Из такой формы записи сразу видно, что графиком дробно
линейной функции является гипербола, центр которой смещен в

d а

с ' с . Если у гиперболы у  =  ^  асим-точку (х0, уи), т.е. в точку 

птотами были оси координат, то у дробно-линейной функции асим

птотами будут прямые х = - у  =  Знак числа /: указывает, в
какой четверти относительно асимптот будет лежать гипербола и во 
сколько раз график надо сжать или растянуть.

В качестве примера построим график функции у = ^  +-у .
1. Выделим целую часть. Разделив двучлены столбиком, полу-

о 2 чим у = 2 - ------
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2. На вспомогательной координатной плоскости х’Оу’ строим гра-
2

фик функции у' = — (см. рис. 2.18). Он расположен во второй и
четвертой четвертях.

3. Построим нужную систему координат хОу, сместив вспомога
тельную систему х 'О /  на 3 единицы вправо и на 2  единицы вниз, 
осуществив параллельный перенос. В системе хОу, построенной ра

нее, график будет графиком заданной функции у = причем
действительно прямые х  = -3 и у  = 2  являются асимптотами.

В качестве экономического примера дробно-линейной зависи

мости рассмотрим одну из функций Торнквиста = Т7~р' Эта
функция описывает зависимость величины спроса на предметы пер
вой необходимости от величины дохода. Добавляя р к величине 
дохода в числителе и вычитая р, преобразуем эту функцию к виду:

al _ a(I + Р - 0 ) ар
у— 2 - -----j -  ^—  - ос -  — . Таким образом, задача построе
ния графика этой функции сводится к преобразованию графика

гиперболы у  путем ее растяжения в ар раз, инвертирования отра
жения относительно горизонтальной оси и сдвига на величину а  
вдоль оси х и на величину -р вдоль оси I.
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V \ J
У я >i\

У-х2-\х\Ч J  

j
У

s'

' ч
\
\

\

0 " X  \  у \о  А ~ х  -1 
-2

1 2 5 

(
Рис. 2.19а Рис. 2.196 Рис. 2.19в

Пример 4. Построить у  = -р^у. Строим у  = (пунктирно) и

нижнюю ветвь отражаем симметрично Ох вверх (изображено на 
рис. 19а сплошной линией).

Пример 5. Построить у  = х- - |х|. Строим у  =  х2 - х  (пунктирно) и 
правую часть отражаем симметрично Оу влево (см. рис. 196)

2 х  -  1Пример 6. Строим график у = ■ — Выделяя целую часть, по-
7

лучаем у = 2 - ^ . Строим вспомогательные оси х  =  -3, у  = 2.
7

Относительно вспомогательных осей строим график - -  (см. рис. 
2.19в).

2.5. Графики в экономическом моделировании

а) Функция потребления и линия бюджетного ограничения;
В теории потребительского спроса на два блага хм  у  {к. примеру, 

исследуемое х  и все остальные у) предпочтения потребителя описы
ваются кривой безразличия U(x,y) =  Uk, а бюджетное ограничение 
(расходы потребителя < его дохода) в случае, когда потребитель тра
тит весь свой доход на рассматриваемые блага: хрх + ур =  /, где / -  
доход потребителя, а рх н р - цены благ х н у  соответственно. Для 
того, чтобы построить графики этих неявно заданных функций у(х) 
в системе координат, где по оси абсцисс отложена величина блага х, 
а по оси ординат - у , нужно выразить в явном виде величину у  как 
функцию х  для обеих зависимостей. Сделаем это для простейшей 
функции полезности U(x,y)=xy. Для уровня полезности (благосос
т о я н и я )  U0 и дохода /  получаем  след ую щ и е ф ун кц и и :

у = — , у = — -  —х. Графиком первой из этих функций (кривой
* Ру Ру

безразличия) является гипербола, а графиком второй (бюджетного
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ограничения) - прямая линия, 
имеющая отрицательный на
клон, равный по абсолютной 
величине относительной цене 
блага х и точку пересечения с

осью ординат соответ

ствующую количеству блага у, 
которое можно приобрести по 
цене /?,, если потратить на него 
весь доход /  (см. рис. 2 .2 0 ). Рис- 2-20

б) Кривые спроса и предложения.
Другим примером функций в экономике служат функции спро

са и предложения p(q), выражающие связь цены блага и величины 
спроса или предложения блага при постоянных вкусах потребите
лей, ценах на другие блага и других параметрах. Пример графика 
линейной функции спроса приводился в самом начале главы. Ана
логично строится и график функции предложения, но в отличие от 
функции спроса он отражает положительную связь переменных р и 
q (см. рис. 2 .2 1 ).

в) Зависимости величины спроса от дохода.
В модели потребительского спроса используются также функ

ции Торнквиста, моделирующие связь между величиной дохода (/) 
и величиной спроса потребителей (х) на: а) малоценные товары

а I
; б) товары первой необходимости

х = «/(/ + /3)
I2 У в) то

вары второй необходимости (относительной роскоши)

/ + Р
г = а(/ - 7 ) 

1 - 0
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г) предметы роскоши
х = « / ( /  - у)

Соответствующие им графи-/ - 0
ки приведены на рис. 2 .2 2 .

г) Графики зависимости издержек и дохода от объема производ
ства.

В качестве последнего примера рассмотрим функции издержек 
C(q) и дохода фирмы R(q) = qp(q) в зависимости от объема произ
водства q. Поведение функции дохода определяется функцией спроса 
p(q), рассмотренной выше. Поэтому рассмотрим более подробно по
ведение функции издержек. В типичном случае издержки фирмы 
велики при небольшом объеме производства q и вначале растут 
быстрее, чем доход. С увеличением объема производства скорость 
роста издержек уменьшается и в какой-то момент они сравнивают
ся с доходом и фирма начинает получать прибыль. При увеличении 
объема производства прибыль увеличивается, достигая максимума 
при оптимальном значении q. При дальнейшем увеличении объема 
производства издержки снова начинают расти быстрее дохода (ис- 
черпанны эффективные ресурсы, нужны дополнительные помеще
ния, сырье, квалифициро
ванная рабочая сила) и 
прибыль фирмы умень
шается, достигая отрица
тельных значений при до
статочно больших объемах 
производства. Типичные 
графики дохода издержек 
и прибыли приведены на 
рис. 2.23. Им, например, 
могут соответствовать 
функции R(q) =  aq - bq2,
C(q) = cq - dq1 + eq\
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Вопросы к главе 2

1. Приведите определение функции.
2. Что такое область определения и область допустимых значений 

функции?
3. Какие существуют способы задания функций? Приведите кон

кретные примеры каждого способа.
4. Дайте определения возрастания и убывания функции. Приведи

те примеры возрастающей и убывающей функций.
5. Какие функции называются четными (нечетными)?
6 . Дайте определение асимптоты. Приведите пример функции, име

ющей горизонтальную асимптоту. Приведите пример функции, 
имеющей вертикальную асимптоту.

7. Приведите пример линейных функций, описывающих зависи
мости спроса и предложения от цены товара. Постройте их гра
фики.

8 . Приведите пример степенной функции и постройте ее график.
9. Приведите пример показательных функций, описывающих за

висимости спроса и предложения от цены товара. Постройте их 
графики.

10. Приведите пример логарифмической функции и постройте ее 
график.

11. Постройте графики функций:

у= 2х; у= 0,5х; у=х+ 2; у=х-2; у=  2(х-2); у = 2(г :

у= 2 (х+2 )+ 2 ; у = 2(х _ !2 ) -г -2

методом преобразования графиков.
12. Постройте кривые безразличия функции полезности y=xt х, 

при уровнях полезности, равных 2 и 3. Найдите их асимптоты.
13. Приведите пример функции, описывающей бюджетное ограни

чение. Найдите ее точки пересечения с осями координат.
14. Приведите пример функции, описывающей зависимость вели

чины спроса от дохода.
15. Приведите пример функции, описывающей зависимость пред

ложения от цены. Постройте ее график.



ГЛАВА 3
О С Н О ВЫ  ДИ Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л Ь Н О ГО  

И С Ч И С Л Е Н И Я . Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л Ь Н О Е  
ИСЧИСЛЕНИЕ В ЭКОНОМИЧЕСКОМ АНАЛИЗЕ

ЗЛ. Экономические задачи, решаемые методами диф
ференциального исчисления

Дифференциальное исчисление - широко применяемый для эко
номического анализа математический аппарат. Базовой задачей эко
номического анализа является изучение связей экономических ве
личин, записываемых в виде функций. В каком направлении изме
нится доход государства при увеличении налогов или при введении 
импортных пошлин? Увеличится или уменьшится выручка фирмы 
при повышении цены на ее продукцию? В какой пропорции допол
нительное оборудование может заменить выбывающих работников? 
Для решения подобных задач должны быть построены функции 
связи входящих в них переменных, которые затем изучаются с по
мощью методов дифференциального исчисления.

В экономике очень часто требуется найти наилучшее, или опти
мальное значение того или иного показателя: наивысшую произво
дительность труда, максимальную прибыль, максимальный выпуск, 
минимальные издержки и т.д. Каждый показатель представляет со
бой функцию одного или нескольких аргументов. Например, вы
пуск можно рассматривать как функцию затрат труда и капитала 
(как это делается в производственных функциях). Таким образом, 
нахождение оптимального значения показателя сводится к нахож
дению экстремума (максимума или минимума) функции одной или 
нескольких переменных. Подобные задачи порождают класс эк
стремальных задач в экономике, решение которых требует исполь
зования методов дифференциального исчисления. Если экономи
ческий показатель у  нужно максимизировать или минимизировать 
как функцию другого показателя х (например, задача на максимум 
прибыли как функции объема выпуска), то в оптимальной точке 
(т.е. в точке максимума) приращение функции у  на приращение 
аргумента х должно стремиться к нулю, когда приращение аргумен
та стремится к нулю. Иначе, если такое приращение стремится к 
некоторой положительной или отрицательной величине, рас
сматриваемая точка не является оптимальной, поскольку увеличив 
или уменьшив аргумент х, можно изменить величину у  в нужном
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направлении. В терминах дифференциального исчисления это озна
чает, что необходимым условием экстремума функции у=/[х) явля
ется равенство нулю ее производной.

В экономике часто приходится решать задачи на экстремум фун
кций нескольких переменных, поскольку экономические показате
ли обычно зависят от многих факторов. Такие задачи хорошо изу
чены теорией функций нескольких переменных, использующей 
методы дифференциального исчисления. Многие задачи включают 
не только максимизируемую (минимизируемую) функцию, но и 
ограничения (скажем, бюджетное ограничение в задаче потреби
тельского выбора). Это - задачи математического программирова
ния, для решения которых разработаны специальные методы, также 
опирающиеся на дифференциальное исчисление. Все эти виды за
дач и их приложения будут рассмотрены в последующих главах; мы 
не будем здесь забегать вперед.

Важный раздел методов дифференциального исчисления, исполь
зуемых в экономике, называется методами предельного анализа. 
Предельный анализ в экономике - совокупность приемов исследо
вания изменяющихся величин затрат или результатов при измене
ниях объемов производства, потребления и т.п. на основе анализа 
их предельных значений. Предельный показатель (показатели) фун
кции у=Дх) - это ее производная (в случае функции одной пере
менной) или частные производные (в случае функции нескольких 
переменных).

В экономике широко используются средние величины: средняя 
производительность труда, средние издержки, средний доход, сред
няя прибыль и т.д. Но часто требуется узнать, на какую величину 
вырастет результат, если будут увеличены затраты или, наоборот, 
насколько уменьшится результат, если затраты сократятся. С по
мощью средних величин ответ на этот вопрос получить невозмож
но. В подобных задачах требуется определить предел отношения 
приростов результата и затрат, т.е. найти предельный эффект. Сле
довательно, для их решения необходимо применение методов диф
ференциального исчисления - нахождение производной в случае 
функции одной переменной и частных производных, если функция 
зависит от нескольких аргументов.

Так, например, если задана производственная функция:

у=Л*г хр ..., х ) ,

где х. - объём затрачиваемого /-го ресурса (/' =  1 ,...,«), у  - макси
мальный объем выпуска, который можно получить, затрачивая ре
сурсы соответственно в объёмах х г ...,х.,...,хп, то предельный эффект 
от использования /'-го ресурса (/;) определяется следующим образом:
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Я* 1.....Х(+Дх,,... ,х„) -Дх,.... ,х()... д„)
л " д*.

Здесь величина р. равна дополнительному объему выпуска, кото
рый получается в результате затраты дополнительной единицы Дх 
/'-го ресурса при неизменных объёмах остальных ресурсов.

Показатель предельного эффекта в оптимизационных моделях 
применяется для нахождения оптимального объема производства при 
заданных ресурсах, а также для определения оптимального распре
деления ограниченных ресурсов по различным направлениям их 
использования. Если максимизируемый показатель (например, при
быль) есть разность результата и издержек (в данном случае резуль
тат представлен выручкой), то в оптимальной точке предельная вы
ручка должна равняться предельным издержкам. Такое равенство 
должно выполняться по каждому из факторов, определяющих вы
ручку и издержки, что вытекает из необходимости равенства нулю 
частных производных прибыли по всем этим факторам. Необходи
мые и достаточные условия оптимума во многих экономических 
задачах записываются с помощью частных производных и диф
ференциалов. Так, если решается задача на максимум выпуска, опи
сываемого с помощью приведенной выше производственной функ
ции, при наличии ограничения по общему расходу денежных средств 
на используемые в производстве ресурсы, то в оптимальной точке 
должны быть равны между собой отношения предельных произво
дительностей ресурсов р . и их цен. Иными словами, для всех ресур
сов должен быть одинаков предельный эффект в расчете на едини
цу дополнительно расходуемых на эти ресурсы денежных средств. В 
задаче потребительского выбора отношение предельных полезнос
тей благ должно быть равно отношению их цен. Иначе говоря, 
предельная полезность в расчете на одну денежную единицу должна 
быть в оптимальной точке одинакова по всем благам; в противном 
случае бюджет потребителя мог бы быть перераспределен с увеличе
нием его благосостояния. Таким образом, методы дифференциального 
исчисления позволяют не только решить различные экономические 
задачи, но и записать необходимые или достаточные условия опти
мума в этих задачах, которые позволяют дать ответ на те или иные 
конкретные вопросы.

Ш ироко используется в экономическом анализе понятие диф
ференциала, или главной линейной части приращения функции. 
Так, если некоторая величина у  есть функция двух аргументов х, и 
х2, то с использованием дифференциала легко рассчитать предель
ную норму замены между этими аргументами, т.е. величину, пока
зывающую, сколько нужно фактора 2  для замены одной единицы 
фактора 1 с сохранением значения функции у. Предельная норма
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замены важна в задачах потребительского выбора (взаимозаменяемость 
благ), в задачах оптимизации производства (взаимозаменяемость труда 
и капитала) и в ряде других задач. Пусть y=J[xrx2). Если мы хотим 
сохранить значение функции у  неизменным, то это означает, что 
приращение у, а значит и его главная линейная часть должны быть 
равны нулю. Иными словами, 0 =  dy = y'xldx, + y'x2dx2. Отсюда

dx. до
предельная норма замены -----, то есть равняется отношению

^ 2  y'xt
частных производных функции у  по первому и второму факторам.

Методы дифференциального исчисления широко применяются 
не только для анализа взаимодействия отдельных экономических 
факторов, определения их взаимозаменяемости или оптимального 
сочетания, но и в сложных моделях экономики, в частности - в 
моделях экономической динамики. Дифференциальное исчисление
- это не только аппарат, позволяющий находить решения таких 
моделей, но и необходимый составной элемент для их построения. 
Динамические модели применяются для решения таких задач, как 
определение оптимальной или равновесной траектории развития 
экономической системы, ее состояний в заданные моменты време
ни, анализ системы на устойчивость, анализ структурных сдвигов и 
т.п. Некоторые модели этого типа будут рассмотрены в главе 12.

Из рассмотренных направлений применения дифференциально
го исчисления в экономике важнейшим является вопрос нахожде
ния и анализа взаимосвязей экономических переменных, определя
ющих функционирование экономического объекта или протекание 
экономического явления, который мы сейчас рассмотрим более под
робно.

3.1.1. Анализ взаимосвязей экономических показателей

Анализируя взаимосвязи экономических показателей, мы дол
жны последовательно ответить на четыре вопроса: Какие факторы 
определяют интересующий нас экономический показатель? Каков 
знак этой зависимости?

Какова степень этой зависимости? Каково числовое (функцио
нальное) выражение соответствующей зависимости? Рассмотрим 
возможные ответы на эти вопросы на примере простейшей эконо
мической зависимости - функции спроса.

- От чего зависит (от каких факторов)?
В ответ на этот вопрос надо перечислить все факторы, определя

ющие исследуемый экономический показатель. В частности, вели
чина спроса qD на какой-либо товар определяется ценой этого това
ра р, доходом потребителей I, ценами на другие товары (дополняю
щие (Q  или заменяющие (S) данный товар), ожидаемыми ценами и 
ожидаемым доходом. Сокращенно это можно записать так:
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qD =ЛР,1, Т,рс,р?,рГ,Р,...).

- Как зависит (положительно или отрицательно)?
В ответ на этот вопрос надо определить характер взаимосвязи. 

Исследуемый показатель связан с каким-либо фактором положи
тельно, если его значение возрастает при увеличении фактора и 
отрицательно, если его значение уменьшается при увеличении фак
тора. В частности, величина спроса qD на какой-либо товар умень
шается при увеличении его цены р, увеличивается (для нормальных 
товаров) или уменьшается (для некачественных товаров) при увели
чении дохода потребителей /, уменьшается при увеличении цен на 
дополняющие товары и увеличивается при увеличении цен на заме
няющие данный товар товары, увеличивается при ожидании повы
шения цен или доходов. Сокращенно это можно записать так:

q°=A р, I, Т, р ' ,  р*. р ‘, / \  ...).

- Какова степень зависимости?
Для ответа на этот вопрос надо определить насколько чувствите

лен исследуемый экономический показатель к изменению опреде
ляющих его факторов? Другими словами, какова степень его изме
нения при заданном абсолютном или относительном изменении 
факторов.

Ар = е , AqD =  ? или Д/ = е , Aq° =  ?

Имеются два подхода к анализу чувствительности зависимости 
У = А х).

- Приростной подход (Дх => Ду).
прирост фактора => прирост исследуемого показателя
(изменение х) => (изменение у)
Мера “абсолютной” чувствительности - скорость изменения функ

ции (средняя (отношение изменений) или предельная (производная)):

4 У - Н т А У . 4 : - / (* ) .
Дх ax-о Дх dx

- Темповый подход (%Дх => %Ау).
темп прироста фактора => темп прироста исследуемого показателя
(процентное изменение х) => (процентное изменение у)
Напомним, что процентное изменение какой-либо переменной - 

это отношение изменения этой переменной к первоначальному ее 
значению:
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%Ах=-

Например, если цена буханки хлеба увеличилась с 200 до 300 
рублей, то процентное изменение цены

300-200%Ар=
200

:=5о%.

Мера “относительной” чувствительности - эластичность функции 
(средняя (отношение процентных изменений) или предельная 

(~ производной)):

%Ау _  }.т % Ду _  ,;m Ау/у f(x)-х
%Ах %а,~о%Ах дг-ч) Ах/х dx у у

- Каково функциональное выражение зависимости?
Для ответа на этот вопрос надо указать конкретное функцио

нальное выражение исследуемой зависимости (в виде формулы, ф а 
фика или таблицы). Эту зависимость можно получить либо из тео
ретической модели или из экономефического (эмпирического) ис
следования. Например, функция спроса на какой-либо товар может 
определяться следующим выражением:

4° =  <7„ а р  - р рс + ут?5

или изображаться прямой линией на фафике.
Другим не менее важным направлением дифференциального ис

числения является его применение к принятию оптимальных реше
ний, которое мы также рассмотрим более подробно, чем во введении.

3.1.2. Принятие оптимальных решений

Пусть, например, мо
нополист, зная (из мар
кетинговых исследова
ний) функцию спроса на 
свой то в ар , реш ает, 
сколько ему произво
дить и по какой цене 
продавать свой товар.

Если он установит 
д остаточ н о  вы сокую  
цену, то потребители за 
определенный период 
купят у него не слиш-

р

Р] 1

Р:
1-----,--
1
1
1
1

| \
1 \
1
1

<?1 ь Q
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ком много товара. Если он 
будет производить боль
ше, то ему придется по
низить цену, чтобы рас
продать все выпускаемое 
им количество за опреде
ленный период времени.
При этом выручка увели
чится за счет увеличения 
объема продаж (выигрыш) 
и одновременно умень
шится за счет уменьшения 
цены (потери). Результат 
будет зависеть оттого, что окажется большим: выигрыш или поте
ри. Как же все-таки монополист может определить оптимальный 
объем выпуска? Для этого он должен определить зависимость вы
ручки (или прибыли, если учитывать издержки выпуска) от объема 
выпуска р(<7) =  R(q)-C(q) = p(q) q - C(q) и определить, при каком 
объеме выпуска прибыль будет максимальна.

Из теории известно, что задача определения максимума функ
ции решается с помощью понятия производной. Для этого надо 
знать ответы на два вопроса.

1. Как находить производные произвольных функций?
2. Как применять производные к исследованию функций?

Для ответа на первый вопрос мы рассмотрим определение и гео
метрический смысл производной, формулы для нахождения произ
водных нескольких простейших (элементарных) функций и прави
ла дифференцирования, позволяющие находить производные от 
любых комбинаций элементарных функций.

Для ответа на второй вопрос мы рассмотрим связь знака и вели
чины производной с возрастанием, убыванием функций и опреде
лим необходимые и достаточные условия экстремума (максимума 
или минимума) функций.

3.2. Приращение величины, аргумента, функции. Ско
рость изменения функции

Приращение величины, аргумента, функции. Пусть величина г ме
няется от значения z, (начальное значение) до значения ц  (конеч
ное значение). Тогда величина A z = ^  - г, =  ^ OH - называется 
приращением величины z■ Приращение возрастающей величины (^он 
> г ^ )  будет положительно Az > 0, а приращение убывающей вели
чины (гнач > ^ oh) будет отрицательно Az < 0. Если величина z не 
изменилась (zHii4 =  ̂ он), то ее приращение будет равно нулю Az =  0.
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Пусть дана функция у  = fix )  и два значения аргумента х ( и х,. 
Им соответствуют два значения функции у, = Д х() и у2 =  Дх2). 
Разность Ал: =  х, - х  называется приращением аргумента, а Ду =  у 2
- у, = Л/ =  Д х .,)' - Дх,) - приращением функции. Геометрическая 
интерпретация этих величин показана на рис. 3.1а.

Рассмотрим функциюДх), х \a\b\. Возьмем произвольную точку 
х() \а,Ь\. Для любого х  [а,Ь\ разность х  - хц называется приращением 
аргумента х  в точке х0 и обозначается Дх. Таким образом, Дх = х  - 
х0, х =  х0 + Дх. Разность Дх) - Дх0) называется приращением функ
ции Дх) в точке х0 и обозначается ДДх0) (или Л/, или Ду) (см. рис. 
3.16). Следовательно,

АА*,,) = Лх) - Дх„) =  Дх0 + Дх) - Дх,,).

В этих терминах можно сказать, что функция Дх) непрерывна в 
точке хи тогда и только тогда, когда приращение функции в точке х0 
стремится к нулю, если приращение аргумента стремится к нулю. 

Скорость изменения функции на интервале (средняя скорость).
Рассмотрим две функции, показанные на рис. 3.2. Значения каж

дой из них меняются при изменении аргумента на величину Дх = х
- х0. Из рисунка видно, что вторая функция меняется (возрастает) 
сильнее, чем первая на интервале (х0;х).

Для сравнения величин изменения различных функций при оди
наковом изменении аргумента вводится понятие скорости (быстро
ты) изменения функции на интервале (х ;х) (средней скорости), оп
ределяемой, как отношение изменения функции, вызванного изме
нением ее аргумента, к соответствующему изменению аргумента.



50 Математические методы для экономистов

скорость изменения функции _ изменение функции 
на интервале (хц,х) изменение аргумента.

Обозначая скорость буквой v, запишем это соотношение в виде.

ДДх()) J[x+Ax)~f[xu) Л х)~ Л ^
г  -— s — =—

Из этого соотношения вытекает, что если при равных изменени
ях аргумента (Ax<ll=Ax,2>) одна из функций меняется сильнее 
(АУ2|>АУ'), то и скорость изменения второй функции на рассмат
риваемом интервале будет больше, чем первой (v(,(2 )>v ( 1)).

Геометрический смысл скорости изменения функцйи на интер
вале (х0;х) (средней скорости) в том, что она численно равна танген
су угла наклона отрезка, соединяющего две точки графика функ
ции, соответствующих значениям аргумента х0 и х, т.е. тангенсу 
угла а  в треугольнике MUMN  (см. рис. 3.16).

Недостаток такого определения скорости состоит в том, что эта 
скорость зависит не только от точки хц, относительно которой рас
сматривается изменение аргумента, но и от самой величины изме
нения аргумента, т.е. от величины интервала Ах, на котором опре
деляется скорость. Для устранения этого недостатка вводится поня
тие скорости изменения функции в точке (мгновенной скорости).

Рис. 3.2
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Скорость изменения функции в точке (мгновенная скорость).
Для определения скорости изменения функции в точке х0 сбли

жают точки х и х0, устремляя интервал Ах к нулю. Изменение не
прерывной функции при этом будет также стремиться к нулю. При 
этом отношение, стремящегося к нулю изменения функции к стре
мящемуся к нулю изменению аргумента дает скорость изменения 
функции в точке х0 (мгновенной скорости), точнее на бесконечно 
малом интервале, относительно точки х0.

АДх0) fix *  Ах)-fix ,) fix )-fix ,)
vff i x 11)= lim ------ -- =lim --------------------=lim---------------

4 ,-0  Д х  Дл-Ч) Ax д-х„ x-x0

Именно эту скорость изменения функции Дх) в точке х0 и назы
вают производной функции Дх) в точке xQ.

Геометрический смысл скорости изменения функции в точке х0 
(мгновенной скорости) в том, что она численно равна тангенсу угла 
наклона касательной к графику функции в точке х0. Это непосред
ственно следует из ее определения, поскольку при сближении точек 
х0 и х, точки пересечения графика функции прямой линией М0 и М  
также сближаются и сливаются в одной точке Л/0, в которой линия 
и касается графика функции.

3.3. Определение производной и ее геометрический 
смысл. Правила дифференцирования. Дифференцирова
ние основных элементарных функций: линейной, сте
пенной, показательной и логарифмической функций

Производная функции. Пусть функция Дх) определена в некото
рой окрестности точки х0.

Определение. Производной функции Дх) в точке х0 называется 
предел отношения приращения функции ДДх0) к приращению аргу
мента Дх при Дх 0, если этот предел существует, и обозначается 
/ ( х 0). Итак,

Ах х -х и

Производную функции у  = Дх), х е (а\Ь), в точке х обозначают

/ (х )  (“эф  штрих от икс”), у ’ (“игрек штрих по икс”), (“де эф
А ах

dyпо де икс”), (“де игрек по де икс”), причем все эти обозначения 
равноправны.



52 Математические методы для экономистов

Экономисты используют также символ Mfix) (т.е. M fix)= f(x))  и 
термин маржинальное значение функции/ в точке х.

Из определения производной вытекает следующая схема ее на
хождения, которую изложим на конкретном примере.

Пример 1. Найти производную функции у  = fix ) = х2 - 2х + 3 в 
произвольной (но фиксированной) точке х.

1) Даем аргументу х приращение Д х* 0 и находим “приращен
ное” значение функции: у  + Лу = fix+Ax) = (х+Дх)2 - 2 (х+Дх) + 3 
=  х2+2хДх + (Дх)2 - 2х-2Дх+3.

2) Находим приращение функции: Ду  — АДх) = Дх+Дх) - fix )  =  
х2 + 2хДх + (Дх)2 - 2х - 2Дх + 3 - х 2 - 2 х + 3  =  2хДх + (Дх)2 - 2Дх.

3) Находим отношение приращения функции к приращению ар
гумента:

Ду _ Afix) _ 2хАх+(Ах)г-2Ах 7г7у̂ Лг_9
Да: Дх Дх

4) Находим предел этого отношения при Дх -» 0, т.е.искомую 
производную:

У =fi*) = lim—  =lim ̂ * 1  =liin(2x +Дх-2) =2x -2 =2(x-1).
Дс-Ч) AX Дх-»0 AX A x-*0

Определение. Операция нахождения производной называется диф
ференцированием функции.

Определение. Функция, имеющая производную в точке х0, назы
вается дифференцируемой в этой точке.

Функция, имеющая производную в каждой точке интервала (а;Ь), 
называется дифференцируемой на этом интервале; при этом произ
в о д н у ю /^ )  можно рассматривать как функцию на {а\Ь). Необхо
димое условие существования производной вытекает из следующе
го утверждения.

Если функция Дх) дифференцируема в точке х0, то она непре
рывна в этой точке.

Геометрический смысл производной. Пусть у  = fix )  - дифферен
цируемая в точке х0 функция, график которой изображен на рис.З.За.

МйТ  - касательная к графику функции у  = fix )  в точке М0 с 
абсциссой х0 и ординатой у0. Являясь по сути скоростью изменения 
функции в точке х0 (точнее в бесконечно малом интервале вблизи 
точки х0), производная функции у  = fix )  в точке х0 численно равна 
тангенсу угла наклона касательной, проведенной к графику этой 
функции в точке (х0;Дх0)). Можно показать, что этот вывод не за
висит от расположения графика функции и касательной на коорди
натной плоскости (см. рис. 3.36). Этот вывод следует непосред
ственно из определения производной функции.
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Правила дифференцирования. Определение производной редко 
используется для практического вычисления производных функ
ций. Если функция, производную которой нужно найти, представ
ляет из себя комбинацию элементарных функций, то для вычисле
ния производных применяются таблицы производных элементар
ных функций и правила дифференцирования, важнейшие из кото
рых приведены ниже.

1. Производная суммы (разности) функций равна сумме (разнос
ти) производных этих функций: (и(х) ± v(x))' = и'(х) ± v'(x).

2. Постоянный множитель выносится за знак производной: (си(х))' 
= си'(х).

3. Правило дифференцирования произведения функций: (и(х) 
v(x))’ =  u'(x)v(x) + u(x)v'(x).

4. Правило дифференцирования частного функций:
и(х) ' _ u\x)v(x) - u(x)v'(x)

_ vW_ [vU)]2

5. Правило дифференцирования сложной функции (J[u(x))): 
f x(u(x)) = f„(u) и\(х)

(у; =  к о -
1

6 . Правило дифференцирования обратной функции (х(у)):.у'=-7 '
* ХУ

7. Правило дифференцирования неявной функции 0 =  F(х,у):

К
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Дифференцирование основных элементарных функций: линейной, 
степенной, показательной и логарифмической функций.

1 . с'=  0  (производная константы равна нулю).
2 . (a+bx)'= b (производная линейной функции равна константе).
3. (х“) ' =  оа“ 1 (х > 0 ) (дифференцирование степенной функции 

уменьшает ее степень на единицу).
4. (а ') '=  0*1 па (0 < а * 1). В частности (е*)'= е\

5. (logox ) '=  ^  lo g /  (0 < а * 1, х>0). В частности (1пх)'=

3.4 . Дифференциал функции одной переменной. 
Приближенные вычисления

Понятие дифференциала функции. Пусть функция у  = Дх), х  (а,Ь) 
дифференцируема в некоторой точке х0 (а,Ь), т.е. в точке х0 сущес

твует предел lim = / (х0) . Отсюда следует, что где а - 
Ах Ах

величина бесконечно малая при Ах -> 0, т.е. lima =  0. Из этого
равенства находим ДДх0) = / ( х 0)Ах + аДх.

Е сл и /(х 0) * 0, то слагаем ое/(х0)Ах, линейное относительно Ах 
является бесконечно малым при Ах -» 0, так как lim fixJAx = 0.

Д*-0
Второе слагаемое аДх в выражении для приращения функции так

же является бесконечно малым при Дх -» 0, потому что limaAx = 0.
Дж-0

Однако lim = 1>гп-^т-т =  0. Следовательно, слагаемое аДх
™ . f ( X  и)АХ  х-д./(Хд) 

есть бесконечно малое более высокого порядка, чем слагаемое/(х0)Дх 
Поэтому говорят, что вели чи н а/(х0)Дх составляет главную часть 
приращения функции Дх) в точке х0.

Определение. Дифференциалом функции у = Л х) в точке х0 на
зывается линейная относительно Дх величина/(х0)Дх, составляю
щая главную часть приращения функции Дх) в точке х0. Дифферен
циал функции обозначается d/[x0) (“де эф от икс нулевое11) или dy 
(“де игрек”). Таким образом, dj[x0) = / ( х 0)Ах.

Заметим, что е с л и /(х 0) = 0, т о / ( х 0)Ах = 0, и слагаем ое/(х  )Дх 
не является главной частью приращения ДДх0), так как аДх, вообще 
говоря, отлично от нуля. Однако в этом случае по определению 
полагаем dj[x0) = / ( х 0)Дх = 0.

Если данная функция дифференцируема в каждой точке интер
вала (а,Ь), то пишут d/[x) = /(х )Д х  или dy = /Д х .

Пример 2. Найти дифференциал функции у  = х. По определению 
дифференциала имеем d y = d x  = (х’)Ах = Ах. Итак, дифференциал
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dx независимой переменной совпадает с её приращением Ах, т.е. dx 
= Ах. Поэтому его определение можно записать в виде dflx) = 
f (x )d x  или dy = y'dx, т.е. дифференциал функции у  = Дх) равен 
произведению производной этой функции на дифференциал ее ар- 
]умента.

Найдем дифференциал сложной функции у  = Дм), где и = g(x) 
По определению дифференциала находим dy = у' dx = y \u ’xdx. Но 
и' dx =  du, поэтому dy = y ’udu. Таким образом, форма дифференци
ала не зависит от того, является аргумент данной функции незави
симой переменной или функцией другого аргумента. Это свойство 
дифференциала сложной функции называется инвариантностью 
формы дифференциала. Следует, однако, заметить, что в последней 
формуле нельзя заменить du на Дм, так как du Аи для любой функ
ции и, кроме линейной.

Геометрический смысл дифференциала. Пусть у = Дх) - диффе
ренцируемая в точке х0 функция, график которой изображен на 
рис. 3.4а, М0Т - касательная к графику функции у  =Д х) в точке М0 
с абсциссой х0. Рассмотрим ординату этой касательной, соответству
ющую абсциссе х0 + Дх. Из прямоугольного треугольника AM J^T  
находим N T  = M0M ga, но M0N  = Ах и tga = / ( х  ). Поэтому /VT = 
/ ( х 0)Дх =  йД х 0) . Таким образом, дифференциал функции у  = Дх) в 
точке х0 равен приращению ординаты касательной, проведенной к 
графику этой функции в точке (х0;Дх0)), соответствующему прира
щению ее абсциссы х0 на Дх. Можно показать, что этот вывод не 
зависит от расположения графика функции и касательной на коор
динатной плоскости (см. рис. 3.46).

Дифференциал может быть как меньше приращения функции 
(см. рис. 3.4а), так и больше (см. рис. 3.46). Однако при достаточно 
малых приращениях Дх можно принять ДДх0) dj{x0). Этот вывод 
следует непосредственно из определения дифференциала функции.

Рис. 3.4а Рис. 3.46
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Приложение дифференциала к приближенным вычислениям. Рас
смотрим функцию у  = 7 0 ), ее приращение ДДх0) = Д х 0+Лх) -Д х0) и 
дифференциал dj[xa) = / ( х 0)Дх° в точке хц. Выше было установлено, 
что при достаточно малых Дх° имеем

4 /Ц )  ~ dj[x0).

Как правило, вычислять dflx0) значительно проще, чем ЛДх0) и 
поэтому на практике последнюю формулу применяют в прибли
женных вычислениях. К сожалению при этом мы не имеем оценки 
погрешности.

Пример 3. Найти приближенное значение приращения функции 
J{x) =  3jc2 -7 при xQ = 2 и Ax°=0,001.

Реш ение: Л/(х0) * 6 х0Лх 0,012. Тогда /(х°+Дх°) » (3(х0)2-
7)+6х°Лх°=5+0,012=5,012.

3.5. Первообразная и неопределенный интеграл

Напомним, что основная задача дифференциального исчисления 
заключается в следующем: дана функция F(x), требуется найти ее 
производную (например, найти предельные издержки, зная сум
марные издержки). При этом, если производная существует в каж
дой точке х  некоторого промежутка X , то это также некоторая фун
кция Дх) на X , такая, что Дх) = F'(x). Однако часто приходится 
решать и обратную задачу: дана функция Дх), требуется найти фун
кцию F(x) такую, что F\x) =  Дх) (например, найти суммарные из
держки, зная предельные издержки). Для решения обратной задачи 
служит операция интегрирования, обратная операции дифференци
рования.

Определение. Дифференцируемая функция Дх), определенная на 
некотором промежутке X, называется первообразной для функции 
Дх), определенной на том же промежутке, если для всех х из этого 
промежутка Г (х)  =Д х), или, что то же самое dF(x) =J[x)dx.

Пример 4. Найти какую-либо первообразную для функции Дх) = 
Зх2. Функция F(x) = х3 является первообразной дляД х) =  Зх2, так 
как F (x) =  (х3) '=  Зх2 =Дх). Нетрудно заметить, что первообразная 
х3 не является единственной для функции Зх2. В самом деле, в 
качестве первообразной можно было взять и функции: х3+5, х3-2 и 
вообще х3 + С, где С - произвольная постоянная, потому что (х3 + 
Q '=  Зх2. Приводим формулировку теоремы, выражающей основ
ное свойство первообразных.

Определение. Совокупность всех первообразных для функции 
Дх), определенных на некотором промежутке X, называется неопре
деленным интегралом от функции Дх) на этом промежутке и обоз
начается символом / f[x)dx  (читается: “интеграл от эф от икс де
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икс”). Если F(x) является первообразной для функции Дх) на про
межутке X, то согласно этому определению имеем J J[x)dx = Rx)+  С.

Определение. Функция Дх) называется подынтегральной фун
кцией, J[x)dx - подынтегральным выражением, х  - переменной ин
тегрирования, символ /  - знаком неопределенного интеграла, С - 
постоянной интегрирования.

Основные свойства неопределенного интеграла. Пусть функция 
F(x) является первообразной для функцииДх) на некотором проме
жутке X, т.е. F (x ) =  Дх). Тогда по определению J _f[x)dx = Дх) + С. 
Непосредственно из равенств (1) и (5) следуют свойства:

1) Производная неопределенного и нте фал а равна подынгефаль- 
ной функции. Имеем: (|Дх)с/х)’ =  (F(x)+ Q ' = F(x) =Д х).

2) Дифференциал неопределенного интеграла равен подынтег
ральному выражению. Имеем: d{\ J[x)dx) = (/ J[x)dx)’dx = J{x)dx.

3) Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой фун
кции равен этой функции плюс произвольная постоянная. Имеем: 
\ dF(x) = J F (x)dx = J{x)dx= F(x)+C. Свойства 1) и 2) используют 
обычно для проверки результатов интегрирования.

4) Постоянный множитель можно выносить за знак интефала, 
т.е. если а =  const * 0, то J aj[x)dx =  a J J[x)dx.

5) Неопределенный интефал от алгебраической суммы двух не
прерывных функций равен алгебраической сумме интефалов от этих 
функций в отдельности, т.е. j (Дх)±#(х))^х = / J[x)dx ± / g(x)dx.
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ПРИЛОЖЕНИЕ  

Вспомогательные сведения

1. Определение предела функции

Пусть функция у  =  Дх) определена в некоторой окрестности 
точки х0, быть может, за исключением самой точки х0.

Определение. Число А называется пределом функцииДх) при х, 
стремящемся к х0 (или в точке х0), если для любого е > 0  существует 
такое 5 > 0, что для всех х , удовлетворяющих условиям \х - х0| < б, 
х  * х0, имеет место неравенство |Дх) - А\< г.

Если А есть предел функции Дх) при х, стремящемся к х0, то 
пишут МтД-г) =  А или Дх) -> А при х -> х0.

х-*х„

Приведем основные свойства пределов:
1) Постоянный множитель может быть вынесен из-под знака 

предела.
2) Предел суммы (разности, произведения) равен сумме (разнос

ти, произведению) пределов.

2. Определение непрерывности функции

Определение. Функция Дх) называется непрерывной вточкех=х0, 
если она определена в некоторой окрестности точки х0 (следователь
но, и в самой точке х0), существует предел функции при х -» х0 и он 
равен значению функции в этой точке:

lim/W = J(xJ.
х - х 0

Другими словами, функция Дх) непрерывна в точке х = х0, если 
для любого s > 0  существует такое 5 > 0 , что для всех х, удовлетворя
ющих условиям |х - х0| < 5, имеет место неравенство ]Дх) - Дх0)| < г.

Определение. Функция называется непрерывной на некотором 
промежутке, если она непрерывна в каждой точке этого промежутка.
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Вопросы к главе 3

1. Какие экономические задачи решаются с применением методов 
дифференциального исчисления?

2. Что представляет собой предельный анализ в экономике?
3. Для решения каких экономических задач недостаточно приме

нения средних величин, а необходимо применение предельных?
4. Каков алгоритм нахождения производной произвольной функции?
5. Что такое дифференциал функции и в каких экономических 

задачах он используется?
6 . Что такое определенный интеграл функции и в каких экономи

ческих задачах он используется?



ГЛАВА 4
П РИ М ЕН ЕН И Е Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л Ь Н О ГО  

ИСЧИСЛЕНИЯ К  ИССЛЕДОВАНИЮ ФУНКЦИЙ

4.1. Возрастание и убывание функций. Признаки воз
растания и убывания функции

Рассмотрим вначале самый простой случай - постоянную (на 
некотором интервале) функцию. Из постоянства функции вытекает 
равенство нулю ее производной. В этом случае говорят, что равен
ство нулю производной на некотором интервале есть необходимое 
условие постоянства функции на этом интервале. Можно легко до
казать, что и, наоборот, из равенства нулю производной функции 
на некотором интервале следует ее постоянство на этом интервале. 
В этом случае говорят, что постоянство функции на некотором ин
тервале есть достаточное условие равенства нулю производной этой 
функции на том же интервале.

Перейдем теперь к рассмотрению возрастающих и убывающих 
функций. Их определения были даны в главе 3. Поэтому мы лишь 
сформулируем необходимые и достаточные условия возрастания и 
убывания функций на некотором интервале.

Необходимое условие возрастания функции. Если дифференциру
емая функция у=/{х), х  е (а;Ь), возрастает на интервале (а\Ь), то 
f ( x Q) > 0  для любого х0 е (а,Ь).

Из определения возрастающей функции имеем: для любых х0 е 
(а:Ь), х  е (а\Ь) из х > х0 следует, чтоДх) > Дх0), а из х < х0 следует, 
что Дх) <Д х0).

_ R т - п х 0) т - т
В обоих случаях-----------> 0, а следовательно, 1нп------------  ^  и.

X  - Х ц  х~*лщ X  X q

т.е. Д х 0) > 0 .
Необходимое условие убывания функции. Если дифференцируе

мая функция y=j[x), х е (а\Ь), убывает на интервале (а,Ь), то /(х 0)< 0  
для любого х0 е (а,Ь).

Доказательство этого утверждения аналогично предыдущему. 
Достаточные признаки монотонности функции вытекают из следу
ющих двух утверждений, которые мы приводим без доказательства.

Достаточное условие возрастания функции. Если функция, у=-Дх), 
х е (а;Ь), имеет положительную производную в каждой точке ин
тервала (а,Ь), то эта функция возрастает на интервале (а\Ь).
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Достаточное условие убывания функции. Если функция у=Дх), 
х е (а\Ь), имеет отрицательную производную в каждой точке интер
вала (а\Ь), то эта функция убывает на интервале (а\Ь).

Проиллюстрируем эти условия на рис. 4.1а, на котором приведе
на функция, возрастающая в интервалах -со < х < х2 и х4 < х  < +со 
и убывающая в интервале х2 < х < х4.

4.2. Экстремумы функции. Необходимые и достаточ
ные условия экстремума. Вторая производная и ее гео
метрическая интерпретация

4 .2 .1 . Понятие экстремума функции

Определение. Точка х0 из области определения функции Дх) на
зывается точкой минимума этой функции, если найдется такая 8 - 
окрестность (х0 - 5; х0 +  5) точки х0, что для всех х ф х 0 и з  э т о й  
окрестности выполняется неравенство Дх) >Дх0).

Определение. Точка х0 из области определения функции Дх) на
зывается точкой максимума этой функции, если найдется такая 8 - 
окрестность (х0 - 8 ; х0 + 8 ) точки х0, что для всех х ф х 0 и з  этой 
окрестности выполняется неравенство Дх) <Дх0).

Определение. Точки минимума и максимума называются точка
ми экстремума, а значения функции в этих точках называются 
экстремумами функции. Рассмотрим график функции у=Дх), х е 
| а\Ь\, (см. рис. 4.16). Точки х, и х3 являются точками максимума, а 
х2 и х4 точками минимума. Из рис. 4.16 видно, что минимум в точке 
х4 больше максимума данной функции в точке хг Это объясняется 
тем, что экстремум функции связан с определенной 8 - окрестностью
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Рис. 4.16

точки экстремума, а не со всей областью определения функции. По 
этой причине употребляется термин “локальный экстремум”, т.е.эк- 
стремум, связанный с данным местом. Этим же объясняется и тот 
факт,что точки а и b не относятся к точкам экстремума. Для них не 
существует 5 - окрестности, принадлежащей области определения 
функции.

4.2.2. Необходимые условия существования экстремума

Необходимые условия существования экстремума дает теорема 
Ферма, которая известна по школьному курсу, поэтому мы приво
дим лишь ее формулировку.

Теорема Ферма. Если точка х0 является точкой экстремума фун
кции y=f[x) и в этой точке существует производная/(х0), т о /(х 0)= 0 .

Эта теорема имеет простой геометрический смысл: касательная к 
графику функции у=/{х) в точке, удовлетворяющей условиям тео
ремы Ферма, параллельна оси абсцисс (см. рис. 4.2)

Рис. 4.2
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Рис. 4.3а Рис. 4.36

Определение. Точки, в которых производная функции обращает
ся в нуль или не существует, называются критическими точками 
(первого рода).

Пример 1. Производная функции Дх) = х2 в точке х0=0 обращает
ся в нуль и, как видно из рис. 4.3а, в этой точке данная функция 
имеет экстремум (минимум). Теорема Ферма дает лишь необходи
мое условие существования экстремума, но не достаточное.

Пример 2. Производная функции Дх) = х3 в точке х0 = 0 обраща
ется в нуль, а экстремума в этой точке функция не имеет (см. рис. 
4.36) Как показывают следующие примеры, и в тех критических 
точках, в которых производная не существует, функция также мо
жет иметь или не иметь экстремум.

Пример 3. Функция Дх) =  pcj в точке х0 =  0 не имеет производной 
(см. рис. 4.3в). Однако, как видно из рис. 4.3в, в точке х0 = 0 она 
имеет экстремум (минимум).

Пример 4. Рассмотрим функцию Дх) = ^  (см. рис. 4.3г). По 
графику видно, что в точке х0 =  0 данная функция экстремума не

1
имеет. Производная Дх) =  C f c ) ' =  (х*)' = (х '*) =  33о ~  в рас

сматриваемой точке не существует.
Таким образом, экстремум функции, если он существует, может 

быть только в критических точках. Однако не во всякой критичес
кой точке функция имеет экстремум. Чтобы выяснить, в каких 
критических точках функция имеет экстремум, рассмотрим доста
точные условия существования экстремума.

4.2.3. Достаточные условия существования экстремума

Первое достаточное условие экстремума. Пусть функция у  =  Дх) 
непрерывна в точке х0 и в некоторой ее 8-окрестности имеет произ
водную, кроме, быть может, самой точки х0. Тогда:
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1) если производная /  (х) при переходе через точку х0 меняет 
знак с плюса на минус, то х0 является точкой максимума.

2) если производная f  (х) при переходе через точку х0 меняет 
знак с минуса на плюс, то jc0 является точкой минимума.

3) если производная/ (х) при переходе через точку х0 не меняет 
знак, то в точке х0 функция Дх) не имеет экстремума.

Пример 5. Исследовать на экстремум функцию y=J[x)=(2x+ 1)(х-2)%.
1) Находим производную данной функции/ '( х ) = |0 /з (х -1 ) (х -2 )-*.
2) Находим критические точки:

а) решая уравнение получим х = 1.
б) Дх) не существует при х =  2 .

Следовательно, критические точки: х, =  1 и х2 = 2.
3) Методом пробных точек определяем знак производной в каж

дом из интервалов: (-оо; 1), (1; 2), (2; +со) (рис. 4.4) Имеем таким 
образом х ( =  1 - точка максимума, а х2 =  2 - точка минимума.

4) Вычисляем значения данной функции в точках экстремума
у  = Д 1 ) =  3, у  = Д 2 ) =  0.J  max J  4 '  J  mm J  v '

Второе достаточное условие экстремума. Если функция у  =  Дх) 
определена и дважды дифференцируема в некоторой окрестности 
точки х0, причем / ( х 0) =  0, a f '  (xo)j*0, то в точке х функция Дх) 
имеет максимум, если f ( x 0) < 0, и минимум, е с л и /" (х 0) > 0.
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Пример 6. Исследовать на экстремум функцию у= (х3)-2х2+Зх-4.
1) Находим производную /(х)=((х3)-2х2+Зх-4)’=х2-4х+3.
2) Решая уравнение х2 - 4х + 3 = О, находим критические точки: 

х, = 1 и х2 =  3.
3) Находим вторую производную :/’(х) = (Д х))’ = 2х - 4.
4) Определяем знак второй производной в критических точках, 

для чего вы числяем /’(1) =  -2 < О и / ’(3) = 2 > 0. Следовательно, х, 
= 1 - точка максимума, а х2 =  3 - точка минимума.

5) Вычисляем максимальное и минимальное значения функции 
_утол=_Д1)=-8/з, ут.=ДЗ)=-4.  Заметим, что в случае, когда вторая про
изводная в критической точке обращается в нуль или не существу
ет, второе правило нахождения экстремума с помощью второй про
изводной неприменимо. В этом случае исследование функции на 
экстремум можно проводить по первому правилу.

Пример 7. Исследовать на экстремум функциюДх) = х4 - 2.
1) Н аходим /(х) =  4х3.
2) Решая уравнение 4х3 =  0, получаем критическую точку х =  0.
3) Н ах о д и м /’(х) = 12х2.
4) В ы чи сляем /’(0) = 0. В критической точке вторая производ

ная обращается в нуль, поэтому исследование проводим по первому 
правилу. Так к а к /(х )  < 0 при х < 0, а / ( х )  > 0 при х > 0, то в точке 
х = 0 данная функция имеет минимум, п ри чем /гон = 7(0 ) = -2 .

4.3. Выпуклость графика функции. Точки перегиба

4.3.1. Выпуклость графика функции
При исследовании поведения функции и формы ее графика пол

езно установить, на каких интервалах график функции обращен 
выпуклостью вверх, а на каких - выпуклостью вниз. Прежде всего 
выясним понятие выпуклости графика функции, имеющей на не
котором интервале непрерывную производную.

Определение. График функции у  =  Дх), х  е (а,Ь) называется 
выпуклым вверх (вогнутым вниз) на интервале (а,Ь), если график 
расположен ниже (точнее не выше) любой своей касательной 
(см.рис.5). Сама функция Дх)  также называется выпуклой вверх 
(вогнутой вниз).

Определение. График функции у  = Дх), х  е  (а,Ь) называется 
выпуклым вниз (вогнутым вверх) на интервале {а\Ь), если он рас
положен выше (точнее не ниже) любой своей касательной (см.рис.4.6). 
Сама ф ункция/х) также называется выпуклой вниз (вогнутой вверх).

На интервале выпуклости вверх (вогнутости вниз) производная 
функции убывает. В самом деле, из рис. 4.5 видно, что с возраста
нием аргумента х величина угла а , образованного касательной с 
положительным направлением оси Ох, убывает, принимая значения

3 Замков
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7Г 7Г
между -j  и --j. При этом tga = / ( х )  также убывает, принимая 
значения между +<ю и -оо.

Из рис. 4.6 аналогичным образом заключаем, что на интервале 
выпуклости вниз (вогнутости вверх) производная Д х) возрастает. 
Можно показать, что имеют место и обратные утверждения.

Достаточное условие выпуклости графика функции. Если на ин
тервале (а,Ь) дважды дифференцируемая функция у  = Дх), х е (а\Ь) 
имеет отрицательную (положительную) вторую производную, то 
график функции является выпуклым вверх (вниз).

Допустим для определенности, что f  \x) < 0 для всех х е (а;Ь). 
Рассмотрим производную Д х) как функцию от х, а / ’(х) - как ее 
первую производную. Тогда функция Д х) убывает на интервале 
(а\Ь), а следовательно, по отмеченному выше график функции у  = 
Дх) на этом интервале является выпуклым вверх. Аналогично, если 
f \ x )  > 0 для всех х е (а\Ь), то график функции у  =Д х) на интервале 
(<а\Ь) является выпуклым вниз.

Исследовать на выпуклость график функции у  =  Дх) означает 
найти те интервалы из области ее определения, в которых вторая 
производная f \ x )  сохраняет свой знак. Заметим, что f \ x )  может 
менять свой знак лишь в точках, где / ’(х)= 0  или не существует. 
Такие точки принято называть критическими точками второго рода.

Пример 8. Исследовать на выпуклость график функции Дх)= х3 - 
Зх2 + 2х+ 1. Данная функция определена на всей числовой прямой. 
Находим критические точки второго рода/(х) = Зх2 - 6х + 2, f \ x )  =  
6х - 6 , 6х - 6 =  0, т.е. х = 1. Итак, х = 1 - критическая точка второго 
рода. Методом пообных точек определяем з н а к / ’ОО в каждом из
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интервалов (~°о,1) и (1 ,+ о о ). Так, при х =  О е  ( - 00, 1) имеем,/ ’(0) = 
-6  < 0 , а при х =  2 е (1 ,-Ьоо) имеем f \ 2) = 6 > 0 , итак, в точке х =  
1 производная f \ x )  меняет знак с минуса на плюс. Следовательно, 
на интервале (-а>,1) график данной функции обращен выпуклостью 
вверх, а на интервале (1,+°о) - выпуклостью вниз. (см. рис. 4.7).

4.3.2. Точки перегиба

Определение. Точка графика непрерывной функцииДх), в кото
рой существует касательная и при переходе через которую график 
функции меняет направление выпуклости, называется точкой пере
гиба. Согласно определению в точке перегиба касательная к графи
ку функции с одной стороны расположена выше графика, а с дру
гой - ниже, т.е. в точке перегиба касательная пересекает кривую 
(см. рис. 4.8).

з*
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Необходимое условие существования точки перегиба. Если функ
ция y = J { x )  имеет непрерывные производные до второго порядка 
включительно на интервале ( а\Ь) и точка (х0, Дх0)), где х0 е  (а\Ь), 
является точкой перегиба ф аф ика ф ун кц и и /* ), то/"(х0) = О-

Так как точка (х01Д х )) является точкой перегиба, то слева и 
справа от х0 функция /  (х) имеет разные знаки. Но тогда в силу 
непрерывности второй производной имеем/"(х0) =  0 .

Достаточное условие существования точки перегиба. Если функ
ция у  =  Дх), х € (а\Ь) дважды дифференцируема на интервале (а,Ь) 
и при переходе через х0 е (а\Ь) вторая производная/ ’(*) меняет 
знак, то точка кривой с абсциссой х =  х0 является точкой перегиба.

4.4. Асимптоты кривой

Определение. Прямая, имеющая уравнение у =  к х +  Ь, называ
ется наклонной асимптотой ф аф ика функции у  =  Дх) при х -> оо,

если Нш(Дх) - кх - Ь) = 0. Отсюда к =  Н ш -^, b =  Пт(Дх) - кх).
х—ао х-+оо X  х-+ао

Имеет место и обратное: из последних соотношений следует, что 
прямая у = к х + Ь  является наклонной асимптотой ф аф ика функ
ции y = f [ x ) .  По выведенным формулам вычисляются угловой ко
эффициент к и начальная ордината b двух асимптот у  =  кх + b 
отдельно при х -> +оо и при х -> -о о . Очевидно, что если к = 0, то 
уравнение асимптоты примет вид у =  Ь.

Определение. Асимптота, определяемая уравнением у  = Ь, назы
вается горизонтальной асимптотой.

Определение. Прямая, имеющая уравнение х =  а, называется вер
тикальной асимптотой, если lim/(x) =  оз.

Для определения вертикальных асимптот следует отыскать те 
значения х, вблизи которых функция Дх) неофаниченно возрастает 
по модулю. Обычно это точки разрыва второго рода данной функ
ции.

х г + 1
Пример 9. Найти асимптоты графика функции Дх) =  х _ 2 ' 

х 2 + I
Так как lim------ — = ±оо, то прямая х = 2 является вертикаль-

х—2 X  ~  L
ной асимптотой. Находим
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Итак, прямая, имеющая уравнение у  =  х + 2, является наклон
ной асимптотой графика данной функции при х  -> ±°о. Таким 
образом, график данной функции имеет вертикальную асимптоту, 
имеющую уравнение х = 2 , и наклонную асимптоту, имеющую 
уравнение у  =  х +  2 (см. рис. 4.9).

Общая схема исследования функций и построения графиков

С учетом изложенного выше можно рекомендовать следующую 
схему исследования функции и построения ее графика:

1) найти область определения функции;
2) исследовать функцию на четность и нечетность;
3) исследовать функцию на периодичность
4) исследовать функцию на непрерывность, найти точки разрыва;
5) найти критические точки первого рода;
6 ) найти интервалы монотонности и экстремумы функции;
7) найти критические точки второго рода;
8) найти интервалы выпуклости и точки перегиба;
9) найти асимптоты графика функции;
10) найти точки пересечения графика функции с осями коорди

нат (если это возможно);
11) построить график функции.



70 Математические методы для экономистов

4.5. Исследование функций в экономике. Нахожде
ние максимума прибыли

В качестве примера рассмотрим задачу выбора оптимального объ
ема производства фирмой, функция прибыли которой может быть 
смоделирована зависимостью

л(<7) = R(q) - C(q) =  q2 - 8? + 10

1. Находим производную этой функции

л’(<7) = R'(q) - C (q)  =  2</ - 8

2. Приравниваем производную нулю

n’(q) =  2q - 8 = 0 -> qexlr =  4

Является ли объем выпуска, равный четырем оптимальным для 
фирмы? Чтобы ответить на этот вопрос, надо проанализировать 
характер изменение знака производной при переходе через точку 
экстремума.

3. Анализируем характер изменения знака производной
При q < qejar = 4 -> n (q)  < 0 и прибыль убывает.
При q > qexir =  4 ->• n'(q) > 0 и прибыль возрастает.

Следовательно, в точке экстремума qexlr =  4 прибыль принимает 
минимальное значение, и таким образом этот объем производства 
не является оптимальным для фирмы.

4. Принятие решения.
Каким же будет оптимальный объем выпуска для фирмы? Ответ 

на этот вопрос зависит от дополнительного исследования производ
ственных мощностей фирмы. Если фирма не может производить за 
рассматриваемый период больше 8 единиц продукции (р(ст=8) = 
р(<7= 0 )= 10), то оптимальным решением для фирмы будет вообще 
ничего не производить, а получать доход от сдачи в аренду помеще
ний и/или оборудования. Если же фирма способна производить за 
рассматриваемый период больше 8 единиц продукции, то оптималь
ным решением для фирмы будет выпуск на пределе своих произ
водственных мощностей.

Из этого простого примера видно, насколько важно исследова
ние функций для принятия оптимальных решений, а также для 
других экономических задач.
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Вопросы к главе 4

1. Дайте определение производной.
2. Опишите геометрический смысл производной.
3. Сформулируйте правило вычисления производной суммы двух 

функций. Пользуясь этим правилом и определением производ
ной, найдите Д х), если/(х)=х2+х.

4. Сформулируйте правило вычисления производной разности двух 
функций. Пользуясь этим правилом и определением производ
ной, найдите Д х), еслиУ(х)=5х2-2х.

5. Сформулируйте правило вычисления производной произведения 
двух функций. Пользуясь этим правилом и определением про
изводной, найдите Д х), если/{х)=(х-2)(х+3).

6 . Сформулируйте правило вычисления производной частного двух 
функций. Пользуясь этим правилом и определением произвол-

X ““ 1ной, найдите Д х), еслиДх) = --------
х + 4

7. Пользуясь формулами производных элементарных функций и 
правилами дифференцирования, вычислите производные следу
ющих функций:

 ̂ i
_у=х*+5х3; у = х 4 -х 6; у=1п(х); у=  3А; у= ех.

8 . Что означает дифференциал функции у  от переменной х?
9. Как можно использовать понятие дифференциала для прибли

женных вычислений? Приведите пример такого использования в 
экономике.

10. Вычислите, на сколько примерно увеличилась сторона квадрата, 
если его площадь увеличилась с 4 см2 до 4,04 см2.

11. Сформулируйте достаточное условие возрастания (убывания) 
функции на отрезке.

12. Определите промежутки строгого возрастания (убывания) сле
дующих функций:

у= 2+х-х2; у=3х-х3; у= ех: у= 1п(х).
13. Дайте определение экстремума функции. Приведите пример ис

пользования понятия экстремума в экономике.
14. Сформулируйте достаточное условие экстремума.
15. Сформулируйте необходимые условия экстремума.
16. Исследуйте на экстремум следующие функции:

1 2л
у=  2+х+х2; у= (х -З)3; у=х+~; y = Y T p -

17. Что такое вторая производная?
18. Сформулируйте достаточные условия выпуклости (вогнутости) 

функции на отрезке. Приведите примеры экономических зави
симостей, описываемых выпуклыми (вогнутыми) функциями.
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19. Сформулируйте достаточное условие точки перегиба. Приведите 
пример экономической зависимости, описываемой функцией, 
имеющей точку перегиба.

20. Найдите промежутки выпуклости (вогнутости) и точки переги
ба графиков следующих функций:

5

у=3х2-лс3; у=х  3 y=ln( 1 +х2).
21. Постройте графики зависимости издержек и дохода от объема 

производства. Укажите на них значения объемов производства, 
при которых:
а) прибыль максимальна,
б) убытки максимальны.



ГЛАВА 5
ЭЛАСТИЧНОСТЬ И  ЕЕ П РИ М ЕН ЕН И Е В 

ЭК О Н О М И Ч ЕС К О М  А Н А Л И ЗЕ

Важнейшим направлением применения дифференциального ис
числения в экономике является введение с его помощью понятия 
эластичности. Коэффициент эластичности показывает относитель
ное изменение исследуемого экономического показателя под дей
ствием единичного относительного изменения экономического фак
тора, от которого он зависит при неизменных остальных влияющих 
на него факторах.

5.1. Эластичность функции и ее геометрический смысл

Пусть величина у  зависит от х, и эта зависимость описывается 
функцией y=J{x). Изменение независимой переменной х(Дх) при
водит в силу функциональной зависимости к изменению перемен
ной у  (Ду). Встает вопрос, как измерить чувствительность зависи
мой переменной у  к изменению х. Одним из показателей реагиро
вания одной переменной на изменение другой служит производная

характеризующая скорость изменения функции с изменением 
аргумента х. Однако в экономике этот показатель неудобен тем, что 
он зависит от выбора единиц измерения.

Например, если мы рассмотрим функцию спроса на сахар (Q) от 
его цены (Р), то увидим, что значение производной при каждой 
цене /’ (измеряемой в рублях)

q  =  lim  ̂
р дй-о АР

зависит от того, измеряется ли спрос на сахар в килограммах или 
в центнерах. В первом случае производная измеряется в кг/руб., во 
втором - в ц/руб., соответственно ее значение при одном и том же 
значении цены будет различным в зависимости от единиц измере
ния величины спроса. Поэтому для измерения чувствительности 
изменения функции к изменению аргумента в экономике изучают 
связь не абсолютных изменений переменных х  и у  (Дх и Ду), а их 
относительных или процентных изменений.

Эластичностью функции y=J[x) называется предел отношения 
относительных изменений переменных у  их.
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Если эластичность изменения переменной у  при изменении пе
ременной х обозначить £ (у ), то, используя определение производ
ной, получаем

Е (у) lim Ду / Дг = lim Ду х
A l-Ч) У / X Аг-Ч) Ах у

= lim Ду

Д.-0  Ах

ЕХ(У) -  О. -  = fix') -  -  w
-  dx у ~ J K )  у ~ у №  Af '

X X
где M f-  маржинальное значение функции/ в точке х (см. ниже 

гл. 6 ), A f-  среднее значение функции в точке х. Эту эластичность 
называют также предельной или точечной эластичностью.

Т.е. эластичность может быть выражена в виде отношения пре
дельной ( Mf) и средней (Af) величин.

Так как <гУ1пу =  — , а ^Лпх = — , 
У х

то эластичность можно предста

вить в форме “логарифмической производной” Ех(у) = ■

Геометрическая интерпретация эластичности.
Подобно производной, эластичность имеет простую геометри

ческую интерпретацию.
Рассмотрим убывающую вогнутую функцию у  = f(x) (рис. 5.1)

Рис. 5.1
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Найдем эластичность этой функции в произвольной точке С с 
координатами (х,у). Для этого проведем касательную АВ к функции 
у =  Дх) в точке С.

Из ЛАСХ А Х = ^ ~tg a
Т.к. производная функции у  

то tga = -f(x).
fix)

fix)  в точке С равна tg( 180 - a),

fix) 
f ix )  ■Следовательно, AX =

Из подобия треугольников CBY и САХ следует, что 
СВ = СУ = ОХ 
СА АХ АХ

СВ 
СА

fix)x  _  р , л
Ж  -  - Е-{уУ

Таким образом, Exiy)
т.е. геометрически эластичность убывающей функции равна от

ношению расстояний по касательной отточки С с координатами (х, 
fix)) до ее пересечения с осями Y и X, взятому, соответственно, со 
знаком .

В случае выпуклой и вогнутой возрастающих функций (рис. 5.2 
и рис. 5.3) эластичность по абсолютной величине также будет равна 

СВ , а знак эластичности будет определяться направле-отношению СА
нием отрезков СВ и СА. Если точки А и В лежат по одну сторону от 
точки С на касательной, как на рисунках 5.2, 5.3, то в формуле 
надо выбрать знак Если А и В лежат по разные стороны, от
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т. С, как на первом рисунке, то в формуле надо выбрать знак 
(доказательство для двух последних рисунков вы можете провести 
самостоятельно).

Отметим также, что эластичность функции, изображенной на 
рис. 5.2, больше единицы (так как СВ > СА), а на рис. 5.3 - меньше 
единицы (так как СВ < СА).

Дискретный случай.
В дискретном случае, а также при приближенном определении 

эластичности по дискретному набору данных, определение эластич
ности уже не столь однозначно, как в непрерывном случае, пос-

Дх *2 - *1кольку в относительном изменении 5х = —  = -— —  не ясно, что
х х

брать в качестве х: первоначальное значение (х =  х,), конечное зна-
Х\ + Х2чение (х = х,) или среднее значение х = — -—  .

В зависимости от этого выбора различают: 
конечную (процентную) эластичность

а д  =

среднюю (дуговую) эластичность

У 2 - У| / х2 -  х ,

У\ /

2(У2 - У,) / 2(хг -  *,)

чг + / х, + х2а д  =

а также логарифмическую эластичность

ЕХ(У)

Все эти выражения мало отличаются друг от друга при неболь
ших относительных (процентных) изменениях величин хи  у.

Отметим, что для всех эластичностей используется один и тот же 
символ Ех(у), ибо из контекста бывает ясно, о какой эластичности 
идёт речь.

Д1пу 1пу2 - Iny,
= In Уг / .п

■
f 1

А\пх 1ах2 - lot. У\ /
Х'.

5.2. Свойства эластичности и эластичность элемен
тарных функций

Свойства эластичности:
I. Эластичность - безразмерная величина, значение которой не 

зависит от того, в каких единицах измерены величины у и  х: Е (by)
= Ех(у).
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F </)Лл =  "  = ^ у ) . а х  _ d y .x  т Е( )
<i(ax) by a(dx) by dx у

2. Эластичности взаимно обратных функций - взаимно обратные 
величины:

Е(у)
1

Е,М
dy х

<= V
1 1

<±с у '
dy х

Например, эластичность величины спроса по цене обратна элас-

1
тичности цены по величине спроса

в м
3. Эластичность произведения двух функций и(х) и v(x), завися

щих от одного и того же аргумента х, равна сумме эластичностей: 
£ > v )  = Ех(и) + Ex(v).

E i u v )
d(uv) х

du dvV
~dx

+ и
dx _  du x + dv x 

dx и dx vdx uv uv
Ex(u)+Ex(v).

4. Эластичность частного двух функций и(х) и v(x), зависящих 
от одного и того же аргумента х, равна разности эластичностей

jU
v х 

dx и 
v

vdu - udv xv _ du х _ dv x
v2 и dx и dx v ~  - £*(v)-

5. Эластичность суммы двух функций и(х) и v(x) может быть 
найдена по формуле:

d(u + v) д:
£ > + v )  =  — £ — -7 Т Т

du
dx

dv
dx

x uE (u) + v£(v)
^  =  - T 7 7 -

Эластичности элементарных функций:
1. Эластичность степенной функции у  = Xй постоянна и равна 

показателю степени а: Е (х“) = а.

№ )  =
dxc ах = а  .
dx х а х “

2. Эластичность показательной функции у  =  cf пропорциональ
на х: Ех(с?) =  х 1п(а).

da1 х
Е(х“) = dx а х

1па
а* ■ х  —  = х ■ 1па. 

а х
3. Эластичность линейной функции у  =  ах+b Ех(ах+Ь) =

ах
ах + b
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Е (ах+b) =

Рис. 5.4 

d(ax + b) х ах
dx ах + b ах + b 

Если график линейной функции имеет отрицательный наклон 
(я<0 ), то эластичность функции меняется от нуля в точке у  пересе
чения графиком оси у до минус бесконечности (-оо) в точке пересе
чения оси х, проходя через значение (-1) в средней точке. Таким 
образом, хотя прямая имеет постоянный наклон, ее эластичность 
зависит не только от наклона, но и от того, в какой точке х  мы ее 
находим (рис. 5.4). Функция с бесконечной эластичностью во всех 
точках называется совершенно эластичной, с нулевой эластичностью 
во всех точках - совершенно неэластичной.

5.3 . Применение эластичности в экономическом  
анализе

5.3.1. Виды эластичностей в экономике
- Эластичность спроса по цене (прямая)

*«>-[?]/[?)
показывающая относительное изменение (выраженное в процен

тах) величины спроса на какое-либо благо при изменении цены 
этого блага на один процент и характеризующая чувствительность 
потребителей к изменению цен на продукцию. Если ценовая элас-
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Ep(q) Эластичный Неэластичный
спрос _j спрос о

точность спроса по абсолютной величине больше единицы, то спрос 
называют эластичным (совершенно эластичным при бесконечно боль
шой величине эластичности спроса). Если ценовая эластичность спро
са по абсолютной величине меньше единицы, то спрос называют 
неэластичным (совершенно неэластичным при нулевой эластичнос
ти спроса).

И, наконец, если ценовая эластичность спроса по абсолютной 
величине равна единице, то говорят о спросе с единичной эластич
ностью.

- Эластичность спроса по доходу

характеризующая относительное изменение (в процентах) вели
чины спроса на какое-либо благо при изменении дохода потребите
лей этого блага на один процент. Положительная эластичность спроса 
по доходу характеризует нормальные (качественные) товары, а от
рицательная величина - малоценные (некачественные) товары.

Так, высокий положительный коэффициент спроса по доходу в 
отрасли указывает, что ее вклад в экономический рост больше, чем 
доля в структуре экономики, и она имеет шансы на расширение и 
процветание в будущем. Наоборот, если коэффициент эластичности 
спроса на продукцию отрасли по доходу имеет небольшое положи
тельное или отрицательное значение, то ее может ожидать застой и 
перспектива сокращения производства.

- Перекрестная эластичность спроса по цене

характеризующая относительное изменение (в процентах) вели
чины спроса на одно благо при изменении цены на другое благо 
(замещающее или дополняющее его в потреблении) на один про
цент. Положительный знак перекрестной эластичности спроса по 
цене свидетельствует о замещаемости благ, а отрицательный - о 
дополняемости.

— \ -  l l - L
I dl q '
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- Ценовая эластичность ресурсов

\ dR] / \  Ф, _ щ  р,

характеризующая относительное изменение (в процентах) вели
чины спроса на какой-либо ресурс (например, труд) при изменении 
цены этого ресурса (соответственно, заработной платы) на один про
цент.

- Эластичность замещения одного ресурса другим

характеризующая необходимое изменение (в процентах) величи
ны одного ресурса (например, капитала) при изменении количества 
другого ресурса (например, труда) на один процент с тем, чтобы 
выпуск при этом не изменился.

5.3.2. Факторы, определяющие эластичность спроса

1. Замещаемость блага в потреблении
Эластичность спроса по цене тем выше, чем выше замещаемость 

блага.
Замещаемость блага обычно характеризуется наличием и коли

чеством заместителей, а также степенью агрегированное™ блага. 
Чем больше у потребителей возможностей заместить потребление 
данного блага потреблением других благ, тем выше эластичность 
спроса на это благо. Степень агрегированное™ блага определяется 
широтой определения данного блага, тем какое количество разно
родных благ входит в понятие данного блага. Например, благо “мо
лочные продукты” включает в себя молоко, кефир, ряженку, про
стоквашу и другие продукты. Чем выше степень агрегированное™ 
блага, тем меньше у него субститутов (и тем меньше у потребителей 
возможностей заместить потребление данного блага потреблением 
других благ), и тем ниже эластичность спроса на это благо. Напри
мер, эластичность спроса на моющие средства ниже, чем на сти
ральный порошок, а эластичность спроса на мыло вообще ниже, 
чем эластичность спроса на мыло конкретной марки.

Правильное определение степени агрегированное™ блага (с целью 
определения его эластичности) особенно важно при определении 
ценовой и налоговой политики. Так, например, эластичность водки 
относительно низкая и казалось бы, что увеличение акцизов на нее
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должно привести к увеличению поступлений в бюджет (поскольку 
при неэластичном спросе выручка растет с увеличением цены). Од
нако происшедшее в декабре 1993 года повышение ставки акцизов 
до 90 процентов привело к существенному снижению спроса на 
отечественные ликеро-водочные изделия, потере конкурентоспособ
ности отрасли по цене и резкому сокращению доходов в бюджет. 
Причина - неправильное определение степени агрегированное™ во
дки, которая должна включать в себя не только отечественную во
дку, но и импортную (в том числе и из стран ближнего зарубежья). 
Именно продажа импортной водки и заняла в это время преиму
щественное место в торговой сети. Спустя несколько месяцев пред
седателем правительства РФ Виктором Черномырдиным было под
писано новое постановление, которым снижалась ставка акцизов на 
отечественную водку до 85% и, одновременно, повышалась ставка 
акцизов до 250% на импортную водку.

Подобные пров&чы правительственной политики происходили 
не только в России, но и в странах с развитой рыночной экономи
кой (и экономической теорией). Так, например, введение в 80-е 
годы 6 % налога на бензин в Вашингтоне (округ Колумбия), элас
тичность спроса на который по оценкам экономистов составляла
0.2, привело к 33% падению спроса (что соответствует эластичности 
5.5) и через 2 месяца налог был отменен. Причина этого - "узкое" 
определение бензина в штате Washington D.C., не включившее в 
себя бензин из соседних штатов Meriland и Virginia, которым потре
бители и стали заменять подорожавший в Вашингтоне бензин.

2. Удельный вес в доходе
Эластичность спроса по цене тем выше, чем выше удельный вес 

расходов на данное благо в доходе потребителя. Например, спрос 
потребителя на спички, практически не изменится, даже если их 
цена возрастет в несколько раз, что свидетельствует о его низкой 
эластичности.

3. Субъективная необходимость
Эластичность спроса по цене тем выше, чем ниже субъективная 

необходимость в данном благе. Обычно считают, что спрос на пред
меты роскоши более эластичен, чем спрос на предметы первой не
обходимости. Это не совсем правильно, поскольку решающим фак
тором здесь является именно субъективная необходимость в данном 
благе, которая на отдельные предметы роскоши может в силу моды, 
традиций или других причин может быть достаточно высокой и 
приводить к низкой эластичности спроса на него. Примером этому 
служит спрос на цветы 8 марта или 1 сентября.
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4. Фактор времени
Эластичность спроса по цене обычно выше, чем больше промежу

ток времени. Другими словами, долгосрочная эластичность спроса 
предполагается выше, чем краткосрочная эластичность. Это обычно 
обосновывается тем, что за долгосрочный промежуток времени пот
ребители могут изменить привычки и найти больше заменителей 
данному благу.

Однако, при этом не учитывается формирование запаса и время 
износа блага, оказывающие существенное влияние на решения пот
ребителей и действующие иногда в сторону понижения эластичнос
ти с течением времени, особенно для товаров длительного пользо
вания, а также товаров первой необходимости в периоды резкого 
повышения цен. Например, запасы круп, макаронных изделий, кон
сервов и других товаров, сделанные домашними хозяйствами в Рос
сии в декабре 1991 года до резкого повышения цен, привели к 
резкому сокращению спроса на эти товары в начале следующего 
года и, следовательно, большой краткосрочной эластичности спро
са. С течением времени запасы стали истощаться и эластичность 
спроса на эти товары уменьшилась.

5 .3 .3 . Связь эластичности с выручкой продавцов (р асхода
ми покупателей)

Эластичность выручки от продаж какого-либо блага тесно связа
на с эластичностью спроса на это благо. Используя формулу для 
выручки R=pq  и формулу для эластичности произведения функ
ций, получаем

Ep(R) = Ep(q) + Ер(р) = Ep(q) + 1  = 1 - \Ep(q)\,

так как эластичность спроса по цене всегда отрицательна (пос
кольку p'(q)< 0 ).

Из полученной формулы видно, что эластичность выручки по 
цене отрицательна (Ep(R)<0) для товаров, спрос на которые эласти
чен (|£(<7)|> 1), и положительна (Ep(R)>0) для товаров, спрос на ко
торые неэластичен (|£(</)|<1). Это означает, что если спрос неэлас
тичен, то изменение цены вызывает изменение выручки в том же 
направлении и продавцам выгодно повышать цену (что приводит к 
увеличению их выручки). Для эластичного спроса изменение вы
ручки происходит в направлении, противоположном изменению цены 
и для повышения выручки продавцам выгодно понижать цену. Ана
логично, повышение налога на товар с эластичным спросом повле
чет за собой сокращение дохода от налогообложения.

При эластичном спросе выручка растет с увеличением количест
ва или уменьшением цены, а при неэластичном - падает. Например,
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доходы фермеров сократятся при хорошем урожае, поскольку элас
тичность спроса на сельскохозяйственную продукцию достаточно 
низка. Аналогично, повышение цен на государственных предпри
ятиях с целью увеличения поступлений в бюджет, например, повы
шение цен на железнодорожные билеты, может привести к сокра
щению поступлений в бюджет, если спрос на соответствующий то
вар или услугу окажется эластичным. ’

5.3.4. Связь цены и предельных издержек монополиста

Мы знаем, что совершенно конкурентная фирма (т.е. фирма, 
функционирующая в условиях совершенной (чистой) конкуренции, 
устанавливает цену на свою продукцию, равную предельным1 из
держкам: рс =  МС. Монополист же назначает цену на свою продук
цию выше предельных издержек: рт =  МС(\ + s), где s - надбавка к 
издержкам, которая может составлять 10%, 20%, 30%,.... Возникает 
вопрос, как выбрать величину этой надбавки. При более детальном 
рассмотрении этого вопроса оказывается, что величина надбавки 
тесно связана с эластичностью.

Действительно, записывая условие максимизации прибыли, как 
разницы между выручкой и издержками (я =  R - С):

7i' =  R' - С' =  MR - МС =  0

вычислим предельную выручку 
MR = R'(q) = Ш Я У -

=  Р
д-р'(Ф = р- 1 + —

р(я) + qpXq) 
1

рЕ°
1

IE L
и приравняем ее к предельным издержкам (MR =  МС). Получим 

соотношение
МС

Р
1 - 1

\Е°\
из которого следует, что надбавка к предельным издержкам в 

цене должна быть тем меньше, чем выше эластичность спроса.
Эта же формула позволяет объяснить, как происходит сегмента

ция рынка монопольным производителем с целью дискриминации 
потребителей и получения от этого дополнительной прибыли. Обычно 
мы рассматриваем однородный рынок какой-либо продукции на 
котором все покупатели платят за единицу товара одну и ту же 
цену. Однако, если монополист может устойчиво разделить поку

1 Определение предельной величины см. ниже в главе 6, п.6.2.
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пателей по какому-либо признаку на две или большее число групп, 
например, выделяя в отдельную группу студентов при покупке же
лезнодорожных или авиабилетов, то ему выгоднее установить для 
различных групп различные цены и, таким образом, сегментиро
вать рынок. При этом суммарная выручка от продаж на двух рын
ках одного товара (или услуги) будет максимальна при равенстве 
предельных доходов от каждого из рынков (в противном случае 
было бы выгодно перераспределить объем продаж в пользу рынка с 
большим предельным доходом). Таким образом,

MR, =  Рх 1 1
\ Е , ° \

= Рг 1 - 1
I Е ° \

= MR,.

Отсюда

1 -
РЛ
Рг 1

\ Е ° \

Следовательно, те покупатели, спрос которых на товар менее 
эластичен будут платить за него большую цену.

5.3.5. Эластичность и налоговая политика

Когда правительство вводит те или иные налоги на какие-либо 
товары оно должно иметь ответы на следующие вопросы: На какие 
товары вводить налог?

С кого взимать налог - с производителей или потребителей? 
Какова будет величина дополнительных поступлений в бюджет? На 
кого ляжет основное налоговое бремя? Если налог уже взимается, 
то стоит ли увеличивать налоговую ставку для покрытия дефицита 
бюджета?

Интуитивно казалось бы, что основное налоговое бремя ляжет 
на тех, с кого будут взимать налог и что чем больше будет налого
вая ставка, тем больше будут поступления от налогов в бюджет. 
Более детальный экономический анализ показывает, что величина 
налогового бремени определяется не формальными плательщиками 
налога, а величинами эластичности спроса и предложения. Анало
гично, увеличение налоговой ставки, эквивалентное увеличению 
цены, облагаемого налогом товара может привести как к увеличе
нию налоговых поступлений в бюджет, так и к их уменьшению, 
опять же в зависимости от эластичности.

Для того чтобы разобраться в этих вопросах, рассмотрим более 
детальную модель взимания налога, основанную на концепции спро
са и предложения. Предположим, вначале что налог взимается с
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производителей, и для простоты будем считать, что налог с едини
цы продукции i постоянен и не зависит от величины выпуска (это 
не так, если налог определяется в процентах с выпуска или объема 
продаж). В этом случае введение налога приводит к параллельному

сдвигу кривой предложения на величину налоговой ставки t.
Из этого рисунка видно, что при введении налога рыночная 

цена товара повышается от ре до р°, которая теперь отличается от 
цены производителей р>’ на величину налога t, а объем продаж умень
шается от cf до cf. Суммарная величина налоговых поступлений в 
бюджет Т  определяется как произведение налоговой ставки t на 
объем продаж cf\

Одновременно это же выражение определяет и величину налого
вого бремени, часть которого

Р

Я1 Я‘ Я

Т =  t cf.

Тр = q, {pc - р ’)

- на производителей.
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Нетрудно показать, что сумма этих частей равна налоговым пос
туплениям в бюджет:

Т  +  тр =  Т =  q, ( j f  - р ) ,

а соотношение этих частей обратно пропорционально соотноше
нию эластичностей спроса и предложения.

Это соотношение следует из определений эластичностей спроса и 
предложения, отношение которых и дает искомое выражение

тс _ р с- р ‘ = _ E S
Z  " Т7̂  " ~Е°

Я,~Яе / РГРе я ,-я . / Рр-Ре/ ; E s = /
Я' Р, Яг / Рс

Анализируя его, мы видим что бульшее налоговое бремя падает 
на экономического агента с меньшей эластичностью, у которого 
меньше возможностей для ухода от налогового бремени. В частнос
ти, если эластичность спроса равна нулю, то все налоговое бремя 
ляжет на плечи потребителей, так как независимо от величины на
лога (а следовательно, и от величины цены) потребители не изменят 
объема покупок. Если же спрос на какой-либо товар характеризует
ся совершенной эластичностью, то в проигрыше оказываются про
изводители, так как потребители уходят от налога, снижая величи
ну спроса и переходя к потреблению товаров-субститутов. В этом 
случае все налоговое бремя падает на плечи производителей:
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Аналогично происходит и перераспределение налогового бреме
ни в случае, когда налог формально взимается с потребителей. На
пример, оплачивая какую-либо покупку, покупатель платит по до
полнительному чеку определенную сумму или процент от суммы 
покупки государству. В этом случае введение налога приводит к 
сдвигу кривой спроса влево:

Сравнивая этот рисунок с рисунком, описывающим ситуацию 
взимания налога с производителей, можно заметить, что распреде
ление налогового бремени между потребителями и производителя
ми происходит также, как и в предыдущем случае, и опять обратно 
пропорционально их эластичностям. Таким образом, формальные и 
фактические плательщики налога не совпадают. Независимо оттого, 
кто является формальным плательщиком налога, фактическим пла
тельщиком оказывается экономический агент с меньшей эластич
ностью, особенно если эластичности спроса и предложения сильно 
различаются.

Рассматривая вопрос о влиянии величины налоговой ставки на 
величину налоговой выручки, нетрудно заметить, что эти величины 
связаны между собой примерно так же, как связаны выручка от 
продаж и цена товара. Рассуждая аналогично выводу связи выручки 
и эластичности, можно получить формулу
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Из этой формулы видно, что налоговая выручка возрастает с 
увеличением налоговой ставки только до тех пор, пока доля ставки 
налога в цене товара меньше суммы обратных эластичностей спроса 
и предложения. Это дает возможность устанавливать высокие став
ки налогообложения (существенно превышающие цену товара) на 
товары, спрос на которые неэластичен (или предложение которых 
неэластично). Примером этому служат акцизы на винно-водочные 
и табачные изделия.

Таким образом, эластичность спроса важна при принятии цено
вых решений производителями, бизнесменами, владельцами стади
онов, кинотеатров и других заведений, разработчиками государствен
ной политики и другими экономическими субъектами.

Вопросы к главе 5

1. Что показывает в экономике коэффициент эластичности?
2. Что такое эластичность функции?
3. Объясните геометрический смысл эластичности убывающей во

гнутой функции.
4. Что такое точечная эластичность, дуговая эластичность? В каких 

случаях используется каждое из этих понятий?
5. Перечислите свойства эластичности.
6 . Как по коэффициенту перекрестной эластичности спроса на два 

товара определить, являются ли эти товары взаимозаменяемыми 
или взаимодополняющими?

7. Как с помощью коэффициента эластичности спроса на товар по 
доходу определить, ожидает ли выпускающую его отрасль про
цветание или застой?

8 . Перечислите экономические приложения понятия эластичности.



ГЛАВА6
С О О ТН О Ш ЕН И Я  М Е Ж Д У  СУМ М АРНЫ М И, 

СРЕДНИМ И И ПРЕДЕЛЬНЫ МИ ВЕЛИЧИНАМ И  
В Э К О Н О М И К Е  

6Л. Абсолютные и относительные величины в эконо
мическом анализе

Все экономические показатели можно, с известной долей услов
ности, разделить на абсолютные и относительные. Первые выража
ются в каких-либо объемных или денежных единицах и могут быть 
либо потоковыми (то есть величина за определенный период), либо 
запасовыми (то есть величина на определенную дату). Вторые, от
носительные, показатели представляют собой отношения абсолют
ных (или других относительных) показателей, то есть количество 
единиц одного показателя на одну единицу другого. Относитель
ными показателями являются не только соотношения разных пока
зателей в один и тот же момент времени, но и одного и того же - в 
разные моменты; это - темпы роста данного показателя. В эконо
мическом анализе и принятии решений в одних случаях важны 
абсолютные показатели (например, общий объем прибыли), в дру
гих - относительные (например, доход надушу населения).

Как правило, для комплексного анализа экономической ситуа
ции, для выбора наилучшего решения важны как абсолютные, так 
и относительные показатели. Пусть, например, фирма решает во
прос о необходимом масштабе расширения (или сокращения) объ
ема производства. Ее, естественно, интересует (абсолютный) пока
затель прибыли, являющийся разностью двух других таких показа
телей - выручки и издержек. Но при решении поставленной задачи 
максимизации прибыли фирма широко использует два типа отно
сительных показателей: это средние и предельные величины (прибы
ли, выручки, издержек). Средняя величина в данном случае пока
зывает величину соответствующего показателя в расчете на единицу 
выпуска, предельная - прирост соответствующего показателя в рас
чете на единицу прироста выпуска. Так, если средняя выручка пре
вышает средние издержки, то фирма получает прибыль и произво
дить продукцию выгодно. Если при этом предельная выручка пре
вышает предельные издержки, то фирме выгодно расширять произ
водство, увеличивая объем прибыли. Соответственно, если средние 
издержки превышают среднюю выручку, то фирма терпит убытки,
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а если предельные издержки превышают предельную выручку, то 
объем производства нужно сократить. Далее мы рассмотрим фор
мально роль абсолютных (суммарных) и относительных (средних и 
предельных величин) в экономическом анализе, а также свойства и 
соотношения этих величин.

6.2. Определение и геометрическая интерпретация сум
марных, средних и предельных величин

Суммарная величина (Дх)). Под суммарной величиной мы будем 
понимать любую функцию независимой переменной F(x). Как пра
вило, в экономике под суммарными понимаются абсолютные вели
чины, но, вообще говоря, формальное понятие суммарной величи
ны является относительным (то есть любая величина может рас
сматриваться как суммарная по отношению к другим, своим пред
ельным и средним величинам). В экономике в роли суммарных 
величин выступают: доход (выручка) или издержки как функции 
объема выпуска (R(Q) или C(Q)), объем выпуска как функция от 
количества переменного ресурса, например труда, - Q(L), полез
ность как функция количества потребляемого блага U(x) и другие 
экономические показатели. Любая из перечисленных функций мо
жет быть задана в виде формулы, например, F(x)=ax2 - Ьх; фафика, 
например, показанного на рис. 6 .1, и т.д.

Рис. 6.1
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Средняя величина (ЛДх)) определяется как отношение суммар-
F(x)ной величины к независимой переменной AF{x) =  ——. Буква А - 

сокращение от Average (средняя). Средняя величина может обозна
чаться также F = AF(x). Примеры средних величин в экономике: 
среднедушевой объем потребления, средняя фондоотдача, средняя

Ч A D  R { Q )  А Г  С < б >выручка (доход) AR = ~ q ~, средние издержки АС = —Q -,  среднии

,  „  Q ( L )  продукт труда AQ/ =  и т.д.
Средняя величина, как функция независимой переменной, так

же может задаваться в формульном или графическом виде.
Маржинальная (предельная) величина (MF(x)) определяется как 

производная суммарной величины F(x) по независимой переменной

х: MF(x) =  F\x) = lim в случае, когда независимая переменная 
д,-Ч) Дх

меняется непрерывно. Если суммарная величина меняется дискрет
но, то под маржинальной (предельной) величиной понимают отно
шение изменения AF(x) суммарной величины F(x) к вызвавшему 
это изменение изменению (приращению) Дх независимой перемен- 

AFной х: MF(x) =  — . В этом случае маржинальную (предельную)
величину можно интерпретировать как изменение суммарной вели
чины, вызванное увеличением независимой переменной на единицу 
(в соответствующем масштабе). Примеры предельных величин в эко-

AR
номике: предельная выручка (доход) MR = R'(Q) или д q , предель

ные издержки М С =  С ( Q) или предельный продукт труда MQL

= Q'(L) или предельная полезность MUx = W(x) или и т.д.
Предельная величина, как и все предыдущие, может задаваться фор
мулой или в графическом виде.

Встречаясь с этими величинами в экономике, часто приходится 
использовать соотношения между ними (например, между суммар
ными, средними и предельными издержками) и решать задачи на 
нахождение по одной из этих величин двух других (например, сред
него и предельного дохода по суммарному доходу).
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6.3. Соотношения между суммарными, средними и мар
жинальными (предельными) величинами. Задачи нахож
дения по одной из этих величин двух других. Формаль
ный и графический анализ

Нахождение средней величины по суммарной. Формальный и гра
фический анализ. Формально, эта задача решается с помощью опре-

Р(х )
деления средней величины: AF(x) = — ; например, если F(x) =  а х -  

их _ Ьх ̂Ьх3, то AF(x) = -----------=  а - Ьх2. Для графического решения этой
задачи (когда суммарная величина задана в виде графика) необхо
димо провести вектор, соединяющий начало координат с точкой 
графика функции, имеющей координаты (x,F(x)).

Тангенс угла наклона этого вектора, равный отношению проти
волежащего (углу р) катета прямоугольного треугольника F(x) к 

Fix)прилежащему х. tgp = ——, будет (по определению) численно равен
средней величине AF(x) =  tgP(x) при любом значении независимой 
переменной х, отличном от нуля.

Рис. 6.2
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Геометрическая интер
претация изменения средней 
величины. При изменении 
независимой переменной х 
угол наклона вектора в 
также изменяется. Увели
чение этого угла с увели
чением х  свидетельствует 
о возрастании средней ве
личины, а уменьшение - 
об убывании. В частнос
ти, для приведённого на 
рис. 6.2 фафика средняя 
величина убывает, и её ф а- 
фик изображен на рис. 6.3.

Нахождение суммарной 
величины по средней (об
ратная задача). Формаль
но обратная задача реша
ется так же, как и прямая, 
с помощью определения, 
из которого находим F(x)
=  xAF(x) (см.рис.3).

Если средняя величина 
задана в виде графика, 
представленного на рис. 6.4, 
то суммарную величину 
при данном значении не
зависимой переменной х  
можно определить как пло
щадь прямоугольника с 
вершинами в начале коор
динат и точке графика 
средней величины, имею
щей координаты (х, AF{x)), 
и сторонами х и AF(x). Оп
ределяя характер измене
ния площади, мы можем 
посфоить ф аф ик суммар
ной величины. Однако, на практике, при качественном посфоении 
фафиков, удобнее применить “метод подбора”, т.е. подобрать та
кую функцию F(x), чтобы наклон прямой, соединяющей точки ее 
ф аф ика с началом координат, изменялся в соответствии с задан
ным характером изменения средней величины AF(x).

Рис. 6.3
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Нахождение маржи
нальной (предельной) ве
личины по суммарной 
(для непрерывного слу
чая). Формальный и гра
фический анализ. Ф ор
мально эта задача реша
ется с помощью опреде
ления предельной вели
чины MF(x) =  F(x); на
пример, если F(x) =  ах - 
Ьх\  то MF(x) =  (ах - 
Ьх3У= а - 3Ьх2. Для гра
фического решения этой 
задачи (когда суммарная 
величина задана в виде 
графика) необходимо 
через точку граф ика 
суммарной величины, 
имеющую координаты 
(x,F(x)), провести касательную к графику. Тангенс угла наклона 
касательной к графику суммарной величины в произвольной точке 
х согласно геометрической интерпретации производной будет чис
ленно равен производной суммарной величины, а следовательно, 
являться предельной величиной MF(x) -  F(x) = tgaKic.iTcjibHOji(x) (см. 
рис. 6.5).

Геометрическая интерпретация изменения маржинальной (предель
ной) величины. При изменении независимой переменной х  угол на
клона касательной б также изменяется. Увеличение этого угла с 
увеличением хсвидетельствует о возрастании предельной величи
ны, а уменьшение - об убывании. В частности, для приведённого 
ниже графика суммарной величины предельная величина убывает, 
и её график имеет вид:

Рис. 6.6
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Нахождение суммарной величины по маржинальной (предельной) 
(обратная задача). Формально обратная задача означает нахождение 
функции F(x), производная которой F(x) & MF{x) известна. Для 
решения этой задачи служит операция интегрирования, обратная 
операции дифференцирования. Функция F(x) называется первооб
разной для функции MF{x) и находится с помощью неопределенно-

to2го интеграла F(x) = J MF{x)dx. Например, если МХ(х) = а - — , то

F(x) = |  MF(x)dx = |  ——у — ^х = ax - bx} + С, где С - произвольная 

постоянная. Здесь мы воспользовались известной формулой интег-
г х " ''рирования степенной функции I x adx = — _  + С ( а * -1). В боль

шинстве практических задач применение операции интегрирования 
часто можно заменить применением “метода подбора” - т.е. подо
брать такую функцию F(x), что ее производная будет равна данной 
в задаче функции MF(x). Этот прием особенно удобно применять 
для степенных функций и многочленов, когда операция дифферен
цирования вызывает понижение степени на единицу, а операция 
интегрирования - повышение степени на единицу.

Если предельная величина задана в виде ф аф ика, то, согласно 
геометрической интерпретации неопределенного интефала, площадь 
под графиком функции предельной величины в диапазоне измене
ния независимой переменной от нуля до х будет равна суммарной 
величине минус некоторая постоянная С или F(x) =  5(х) + С.

Рис. 6.7
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Если при х -> О площадь S(x) -> 0, то константу можно найти 
как значение суммарной величины при х  = 0. Например, при на
хождении суммарного дохода R(Q) = pQ, чаще всего R(0) =  0 и С = 
0; при нахождении суммарных издержек C(Q) постоянная С = С(0) 
имеет смысл фиксированных (постоянных) издержек.

Соотношения между средними (AF) и маржинальными (предельны
ми) (MF) величинами. Задача нахождения по одной из этих величин 
другой может быть сведена к одной из предыдущих задач, если, 
предварительно, мы найдём суммарную величину. Например, если 
дана средняя величина AF(x), то суммарная величина F(x) =  xAF(x), 
а предельная MF(x) =  F(x) =  (х AF(x))' = AF(x) + х AF'(x). Анало
гично, можно выразить среднюю величину через суммарную AF(x)

= 1 1 MF(x)dx. Первое из этих соотношений, а именно соотношение
MF(x) =  AF(x) + х  AF'(x), имеет простую интерпретацию. В точке 
экстремума функции AF(x) ее производная AF'(x) =  0, и, следова
тельно, предельная величина совпадает со средней в точке экстре
мума последней. Предположим, что независимая переменная может 
принимать только положительные значения (х > 0 ), тогда:

а) в области возрастания функции AF[x) её производная AF'(x) > 0, 
и MF(x) > AF(x) (предельная величина больше средней); б) в облас
ти убывания функции AF(x) её производная AF'(x) < 0 и MF(x) < 
AF(x) (предельная величина меньше средней). Таким образом, гра
фик предельной величины лежит выше графика средней величины 
в области возрастания последнего, ниже - в области убывания, и 
проходит через точку экстремума графика средней величины.

Примеры соотношения между графиками средних и предельных 
издержек (АС и М С), а также между графиками среднего и пред
ельного продуктов труда (APL и МPt ) , приведены ниже.

Рис. 6.8 Рис. 6.9
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Дискретный случай. Если независимая переменная смож ет при
нимать только дискретные значения (например, объём выпуска ав
томобилей фирмой, количество нанимаемых ею рабочих и т .д . ) ,  то 
все полученные выше соотношения сохраняют свой вид при следу
ющих условиях: а) производная функция F'(x) заменяется на отно- 

AFшение — ; б) интеграл \MF{x)dx заменяется на конечную сумму 

Y^MF(x); в) касательная к графику функции F(x) заменяется нах
прямую линию, проходящую через две точки с координатами (х , 
F(x)) и (х+Лх, /г(х+дх)).

Соотношение между средними и предельными величинами в дис
кретном случае имеет простую интерпретацию. Представим себе уче- 
ника-”хорошиста”, который получает одни четвёрки. Каждую пос
ледующую оценку можно интерпретировать как предельную оцен
ку, а средний балл - как среднюю оценку. Если этот ученик решит 
стать “отличником” и будет получать в дальнейшем одни пятёрки 
(предельная оценка выше средней), то его средняя оценка будет 
постепенно повышаться. Если ученик, наоборот, разленится и пре
вратится в “троечника”, начав получать одни тройки (предельная 
оценка станет меньше средней), то его средняя оценка будет пони
жаться.

6.4. Функции суммарного, среднего и предельного до
хода и издержек

В качестве примера применения соотношений между предельны
ми, средними и суммарными величинами рассмотрим экономичес
кие показатели, характеризующие работу фирмы: Q - объем выпус
ка, р  - цена, R — p(Q) Q - доход (выручка), С - издержки, П =  R - С
- прибыль - для двух типов рыночной структуры: совершенной 
конкуренции и монополии.

Совершенная конкуренция. В этом случае цена на продукцию 
фирмы не зависит от объёма производства данной фирмы, а опреде
ляется рынком и постоянна. Ценаp(Q) =  р  и, следовательно, R{q) = 
pQ.  Доход является линейной функцией объёма выпуска. Для ти
пичной функции издержек (растущих быстрее чем доход при малых 
объёмах выпуска) графики дохода, издержек и прибыли показаны 
на рис. 10.

По ним можно построить графики средних и предельных вели

чин. Так как MR =  (pQ)' =  р  =  ^  =AR, то графики среднего и

предельного дохода имеют вид прямой, параллельной оси Q. Гра
фик средних издержек совпадает с графиком среднего дохода при
4  Замков
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объёмах выпуска Q2 и QA (так как в этих точках значения функций 
C(Q) и R(Q) совпадают), лежит выше него при Q < Q2 и Q > 0 4 (из

C(Q) > R(Q) => AC(Q) = ^  =  MC(Q)) и ниже - при Q2 < Q

< Q4. В точке, лежащей чуть ниже Qv  средние издержки минималь
ны. Эту точку можно найти, проводя из начала координат прямую, 
касающуюся графика C(Q). График предельных издержек можно 
построить, анализируя изменение наклона касательной к графику 
C(Q). В точках Q и Q} касательная к графику C(Q) параллельна 
графику дохода R(Q). Следовательно, в этих точках предельные 
издержки совпадают с предельным доходом и имеет место минимум 
прибыли (максимум убытков) в точке Qx и максимум прибыли в 
точке Q} (ГГ =  R’ - С =  MR - М С =  0, ибо, как видно из рис. 6.10, 
прибыль положительна при объёме выпуска Q2 < Q < Q4 и отрица
тельна при Q < Q, и Q > 0 4). Величину прибыли при оптимальном 
объёме выпуска ( Q}) можно найти как площадь заштрихованного 
прямоугольника по графикам средних издержек и среднего дохода. 
(Вершины прямоугольника находятся в точках с координатами: (((?,, 
p ) , ( Q 3,A C (Q 3)) ,(0 ,A C (Q 3)) ,(0 ,p ) . )

Монополия. В случае монополии фирма сама выбирает цену, ис
ходя из кривой спроса p(Q) на её продукцию. Поскольку p(Q) - 
убывающая функция, р (Q)<0. При той же функции издержек, что 
и в предыдущем случае, графики суммарных, средних и предель
ных показателей показаны на рис. 6.12, 6.13. При этом графики 
суммарных, средних и предельных издержек имеют тот же вид, что 
и предыдущем случае.

p(Q)-Q
График среднего дохода AR =  — q—  = p{Q) совпадает с графи

ком функции спроса и пересекает график средних издержек в точ
ках Q и (?4 (где R(Q) =  C(Q)). График предельного дохода лежит
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ниже графика среднего дохода при любых объёмах выпуска, так 
как MR = R \Q )  =  (p(Q) QY =  P(Q) + Qp '(Q) =  A R +  Qp'(Q) < AR , 
(поскольку p'{Q) < 0), и пересекает график предельных издержек в 
точках Q, и Qv  в которых касательные к графикам дохода и издер
жек имеют одинаковый наклон. При этих объёмах выпуска при
быль, как и в предыдущем случае, принимает минимальное и мак
симальное значения соответственно. Это обусловлено тем, что необ
ходимое условие максимума прибыли по-прежнему записывается 
как П’ = R’ - С =  MR - М С =  0, и в оптимальной точке предель
ный доход обязательно равен предельным издержкам. Аналогично 
предыдущему случаю, прибыль на графиках средних и предельных 
величин также можно определить как площадь заштрихованного 
прямоугольника, построенного между графиками среднего дохода и 
средних издержек (вершины прямоугольника находятся в точках:
(QyARiQJ),  ( QVAC(Q ,)), « М С Щ )), (0 ,Л/?(£3))).

Итак, при определении оптимального объема производства фир
мы, если известны ее функции суммарного дохода и издержек R(Q) 
и C(Q) (предполагается, что эти функции дифференцируемы), средние 
и предельные показатели могут быть использованы следующим об
разом.

Вначале находятся точки, в которых величина предельного дохо
да равна величине предельных издержек: MR(Q)=MC(Q). Если та
ких точек нет, то фирме либо невыгодно производить вообще (при 
R( Q)< С( Q)), либо выгодно сколь угодно наращивать объем произ
водства (при R(Q)>C(Q)).

В найденных точках может достигаться максимум прибыли, мак
симум убытка, минимум прибыли, минимум убытка, либо ничего 
из перечисленного. Поэтому далее среди этих точек находятся те, в 
которых функция прибыли П((?)= R{Q)-C(Q) достигает максимума 
(ее производная меняет знак с плюса на минус). Это точки макси
мума прибыли или минимума убытка. Наконец, нужно выбрать
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точки (точку), где величина прибыли положительна. Признаком 
этого может быть превышение среднего дохода над средними из
держками: AR(Q)>MR(Q). Если такая точка найдена, то она являет
ся точкой (локального) максимума прибыли фирмы.

Вопросы к главе 6

1. Что такое абсолютные и относительные величины в экономике? 
Приведите примеры.

2. Что такое суммарная величина? Приведите примеры суммарных 
величин в экономике.

3. Приведите примеры графического представления суммарных ве
личин в экономике.

4. Дайте определение средней величины. Приведите примеры сред
них величин в экономике.

5. Приведите примеры графического представления средних вели
чин в экономике.

6 . Что такое предельная величина? Приведите примеры предель
ных величин в экономике. Каково различие в определениях сред
ней величины в дискретном и в непрерывном случаях? Приве
дите практические примеры.

7. Приведите примеры графического представления предельных ве
личин в экономике.

8 . Суммарные издержки имеют вид C(Q) =  2 Q -  3Q2 + Q \  Найдите 
средние и предельные издержки.

9. Пусть график суммарного дохода представляет из себя возраста
ющую функцию. Что Вы можете сказать о графиках предельно
го и среднего дохода? Какая дополнительная информация Вам 
потребуется?

10. Пусть график среднего дохода представляет из себя убывающую 
функцию. Что Вы можете сказать о графиках суммарного и пред
ельного дохода? Какая дополнительная информация Вам потре
буется?

11. Каково соотношение между средними и предельными издер
жками, если и те и другие возрастают? Достаточно ли этой ин
формации для ответа на вопрос?

12. Что можно сказать о зависимости дохода предприятия от объема 
производства, если известно, что при любом объеме производст
ва предельный доход совпадает со средним?

13. Что можно сказать о зависимости прибыли предприятия от объ
ема производства, если известно, что при любом объеме произ
водства, большем некоторого значения Q0, предельный доход 
меньше предельных издержек?

14. Какими двумя способами Вы могли бы определить прибыль 
фирмы по известным графикам предельных и средних издержек 
и дохода?

15. Как использовать суммарные, средние и предельные величины 
для определения оптимального объема производства фирмы?



ГЛАВА 7
Ф У Н К Ц И И  Н ЕС К О Л Ь К И Х  П ЕРЕМ ЕН Н Ы Х И  

И Х  ЭКСТРЕМУМЫ

7.1. Функции двух переменных и их множества (ли
нии) уровня

В функции двух переменных независимых переменных две, а не 
одна как в случае функции одной переменной:

у  =  Дх) - функция одной переменной х;

у —Д х г  х2) - функция двух переменных х, и х,.
Переменные х, и х, меняются независимо друг от друга.
Если независимых’ переменных х,,...,хд п (штук), имеем функ

цию п переменных у=Дх ......хя).
В экономических приложениях математики широко использу

ются линейные и нелинейные функции двух переменных и п пере
менных.

Пример 1.1. Функции y= aa+ a {x + a 2xv  у= а 0+ а хх.+ .. .+аихп - линей
ные функции двух и п переменных. Функции у=х -+х ,\ д^х^+.-.+х;, 
у=х,2-х,2, y = a axl"‘x2°-', y= a gxla'x2a- ... Г - ,  у = тт (х Д ,х ,'/7 > ,) , y=m in(x,/ 
bvx j b 2, . . . ,x jb t) являются нелинейными.

Гра'фик"Гфункции двух переменных определяется аналогично 
графику Г функции одной переменной.

Графиком ф ункции/двух переменных х, и х, называется мно
жество точек (х,, х,, у) трехмерного пространства таких, ч то у = Д х 1, 
х,), т.е. множество’ точек (хр х „ Д х г  х,)). Обычно в экономических 
приложениях х, > 0, х, > 0. График Т функции двух переменных 
можно наглядно представить в виде двумерной поверхности в трех
мерном пространстве. Для функции трех и более переменных понятие 
графика Г определяется аналогично как множество точек (п + 1)-
мерного пространства (х,........хд, Д х г  ... , хд)). Однако при п > 2
график Г уже не имеет наглядного геометрического представления 
(как это имеет место при п =  1 и п =  2 ) (компьютерная графика 
позволяет смотреть проекции).

Пример 1.2. Построим график /'функции _у=х| 'лх,'л при х,>0, х,>0 
(эта функция представляет собой конкретный пример производ
ственной функции Кобба-Дугласа (ПФ КД) , когда а = а 2='/г, а =  1) 
(см. рис. 7.1).
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Очевидно, при х,>0, х2>0 график /'есть коническая поверхность, 
образующие которой - лучи, выходящие из точки О, а направляю
щая есть линия / /  (см. рис. 7.1). В вертикальной плоскости „х+jc2=1 
линия Я  имеет уравнение у = х * (  1-х,)’*.

Пример 1.3. Построить график Г функции у = х * х *  при х,>0, х,>0 
(здесь a = a 2=V4,a0= l )  (см. рис. 7.2).

Рис. 7.2
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Промер 1.4. Построить самостоятельно график / ’функции у = х {х2 
при х >0 , х2>0 (здесь a ,= a2= l ,a 0= l) .

В экономических приложениях широко используются понятия 
выпуклого множества и выпуклой функции двух и нескольких пе
ременных. Сначала приведём определение для случая, когда п=2.

Определение 1.1.
Множество называется выпуклым, если оно вместе с двумя лю

быми своими точками содержит отрезок, их соединяющий (см. рис. 
7.3а).

Множество, которое не является выпуклым, называется невы
пуклым (см. рис. 7.36). Приведённое определение выглядит одина
ково для случая двух переменных и для случая п (нескольких) пе
ременных.

Наглядно понятие выпуклого множества можно пояснить так: 
выпуклое множество - это множество, которое не имеет вмятин и 
дыр. На рис. 7.3а изображено выпуклое множество, на рис. 7.36 
представлено невыпуклое множество М, которое имеет одну вмяти
ну и одну дыру.

Определение 1.2.
Функция Дх), определённая на выпуклом множестве М, называ

ется выпуклой вниз (вогнутой вверх), если для любых двух точек 
и х1 из множества М  и для любого числа t 0<?<1 справедливо нера
венство Д(1-/)х°+/х') (ЬОДх'О+аДх1). Например, функции / [х )~  
а {хх+а2х2+ av f [ x ) = x 2+x2 выпуклы вниз на всём пространстве Ег
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График Г выпуклой вниз функции Дх) расположен ниже (точ
нее не выше) любой своей хорды (см. рис. 7.4).

Определение 1.3.
Функция g(x), определённая на выпуклом множестве Л/, называ

ется выпуклой вверх (вогнутой вниз), если функция #(х)=-Дх), где 
функция Дх) выпукла вниз. Например, функции y = a [x + a 1x:t+ a i, 
у=сгх/а'х2а! (0 < а ,+ а ,< 1) выпуклы вверх.

Термины “ выпуклый вниз” (“вогнутый вверх”), “выпуклый 
вверх” (“вогнутый вниз”) применяются также к графикам соответ
ствующих функций.

Для случая п>2 приведённые определения функции выпуклой 
вниз и выпуклой вверх переписываются с незначительными кор
ректировками.

Множеством (чаще говорят - линией) уровня q (q - число, в 
экономических приложениях q>0) функции у  = Д х |, х,) называется 
множество (совокупность) всех пар (хр х2) такое, чтоДх,, х2) =  q, 
т.е. во всех точках (хр х2), принадлежащих множеству уровня q, 
частное значение функции у  =  Д хр х2) одно и то же и равно q. 
Множество уровня q функции у  = Д х |, х~) обозначается символом /. 
На рис. 7.5 наглядно иллюстрируется это важное математическое 
понятие. Горизонтальная плоскость Р пересекается с графиком Г по 
плоской горизонтальной линии L , которая вся “зависает” над плос
костью Ох(х2 на высоте q. Проектируя L на плоскость Ох,х,, полу-
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чаем линию / ,  которая и есть множество уровня <7функции y ~ A x v 
х2). Специально отметим, что все точки линии Lq принадлежат гра
фику Г.

Множество всех множеств (линий) уровня функции у  =  Дх,, х2) 
называется картой линий уровня функции у  =  Дх,, х2). По карте 
можно получить довольно точное представление о характере графи
ка Г функции Дх„ х2). Фрагмент карты линий уровня функции у  = 
Дх,, х,), график / которой представлен на рис. 7.5, изображен на 
рис. Т.4.

График Г имеет вид “ горки” (см. рис. 7.3), поэтому линия соот
ветствует уровню qv  который больше уровня q, т.е. Яг > q. Анало
гично, < q. Таким образом, если график Г имеет вид “горки”, то 
линии уровня расположенной северо-восточнее линии уровня / (или 
/,), соответствует и больший уровень q2, т.е. q2>q (q2>qt). Верно и 
обратное (см. рис. 7.5).

Если линия (или линия / или линия / ) выглядит так, как на 
рис. 6 , то говорят, что эта линия выпукла к точке О.

7.2. Частные производные, градиент и дифференциал

Определение 2.1.
Пусть у  = Д х,, х2) - функция двух переменных. (Первая) произ

водная функции Дх,, х2) по переменной х, при фиксированной вто
рой переменной х2 называется (первой) частной производной функ- 
цииД х , х2) по переменной х,, что символически записывается так: 

df(xv x2) dy(xt,x2) ду
дх, ’ или — д Т Г '  или просто аГ-
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Аналогично определяется (первая) частная производная функ- 
ции Д х г  х,) по переменной х,:

dfixr x2) ду(х,,х2) ду

~~дхГ~' или ~ ^ ^ ’ и л и п р о с т о э ^
Обратим внимание, что в символике частных производных ис

пользуются круглые д , а не прямые d. В случае (первой) частной
„ д А Х у - 'Х ,...хп)

производной--------- ^ --------- по переменной х  функции Дх,, ... ,х,

... , x j  п переменных роль постоянных играют все переменные х , 
х |( х.+|, ... , хя, кроме переменной х.
Первая частная производная по переменной х, представляет со

бой, вообще говоря, новую функцию двух (нескольких) перемен
ных. Если нет специальной оговорки, везде в данном учебном по
собии предполагается, что частные производные принимают только 
конечные значения, т.е. речь идёт только о конечных частных про
изводных.

Если в точке (хД х,°) значение (первой) частной производной 
функции Лх,,х2) по переменной х, (х2) положительно, т.е. если
Q / V  0 (КЭДх, ,х2) ^ 

дх{ ’
2) > 0

дх2 , то при малом росте переменной х (х,)

относительно х ,0 (х,°) при фиксированной переменной х2° (х,°) зна
чение у  функции J[xv х2) растет, т.е. из того, что (первая) частная 
производная по переменной х, (х2) положительная, следует свойство 
(локальной) монотонности функции Лх,,х2) по переменной х, (х,) 
(см. раздел 1).

ду ду
Пример 2.1. Имеем у  =  а0 +  a,x, + а2х2, тогда =  а,, = а2. 

_  ду
При нахождении частной производной слагаемое а2х2 фиксиро

вано, т.е. играет роль постоянной, как и слагаемое а0, поэтому про
изводная по х, суммы (“хвоста”) (а0+ а 2х2) равна нулю. Аналогично 

ду
поясняется ответ = а2. Также по аналогии, в случае у  =  а0 + ахх, 

+ ... + ах. + ... + а х п имеем п штук (первых) частных производных
!*у_=  ,
д х  а . ,  I 1 ,  . . . ,  п .

Пример 2.2. Производная степенной функции у=Ь0х “ одной 
dy

переменной х равна — = b j i p  “г1. (Первая) частная производная
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ду
функции ajcf'xf*  по переменной х, равна =  aja p c^ 'x p

ду
Здесь роль Ь0 играет произведение а0х “! . Аналогично =

а ,у  cij-l
W /  ■ -Также по аналогии в случае y= a gxl‘,i...xia‘...xaa- имеем п штук (пер-

ду
вых) частных производных = a ja x f1... х ^ ' ... х “\  i =  1, п.

Определение 2.2.
У п о р яд о ч ен н ая  пара  (п ервы х) частны х  п р о и зв о д н ы х

адх,, хг) дЛх1,х2) ду(хг х2) ду(хг х2)
дхх дх2 или дх{ дх2 функции у  = Дх,, х2)

двух переменных х, и х2 обозначается символом grad Дх,, х2) (или 
/(х ,,  х,) или grad у(х,, х2)) и называется градиентом функции у  =  
Д х,, х2) двух переменных. Градиент функции двух переменных есть 
двумерный вектор, функции Дх,,...,хп) п переменных - л-мерный

вектор grad / (х , ..., х )
ЗД.1, Э Д х , ......хп)

дх. дх.

Градиент gradДX|0, х2°) функции Д хр х2) в точке (х °, х2°) показы
вает направление самого быстрого роста функции Дх,, х2) в точке 
(х,°, х,°).

Задача 2.1. Для функции у = х * х *  двух переменных х, и х2 
а) построить линию уровня проходящую через точку (х,°, х2°) = 

(4, 1);

б) найти градиент
ду(х",х") ду(х“,х2и)

дх. в этой точке (4, 1);

в) построить этот градиент.
Решение задачи 2.1
а) Сначала найдем уровень tf, который равен частному значению 

функции у= х 1'Лх2‘/' в точке (4,1). Имеем: д0=(х|0)''4(х2°)'А=4'АГА=2. Пос
троим на плоскости Ох,х2 линию уравнение которой имеет вид:

4
q = x ^ x 2A, или 2=х|'Ах,'* или 4=х|х,, или, наконецх2 =  — (см. рис. 7.7).

б) Имеем:
ду(х{ ,х2) 

дх, =  Уг Х, 'А Х2’Л ,
ду(хг х2)

дх, Уг Х * Х ,'* ,
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dyixlx?) __ а>-( 1, 4 )
дх, Зх,

ду{х°,х°) ду( 1,4)

дх.

= 1/2 4-'А V

=  Уг 4 й Г

1/ 2 1/2  =  1/4 ,

2/2 = 1.

Л / 0 Очду(хи хг) ду(х1\х")
4дх, дх2Следовательно, grad у{х ,0, х,°) =

в) Строим градиент grad у(х"х?)={Ул,1) на плоскости Ох,*,, сна
чала выходящим из точки (0,0), а затем из точки (4,1) (см. рис. 7). 
Следует обратить внимание, что на рис. 7.7 grady(4,l) перпендику
лярен (ортогонален) касательной К к линии (гиперболе) /2 = / в 
точке (4,1), т.е. ортогонален линии /2, проходящей через точку (4,1). 
Этот частный факт есть иллюстрация общего случая: градиент grad 
у(х°,х2°) в точке (хДх,0) всегда ортогонален линии /^уровня q0, про
ходящей через точку (хДх^).

Задача 2.2. Для функции у = х * х *  двух переменных х, и х2: 
а) построить (дополнив рис.7) линию уровня / проходящую че

рез точку (х 'х  ')=(4,2);

б) найти градиент
dy(xl,x±) ду(х',х2)

дх, в точке (4,2);

в) построить этот градиент (дополнив рис. 7.7);
г) убедиться, что qt> q = 2  и что линия / расположена “северо- 

восточнее” линии / .;
д) убедиться, что действительно, grad у(4 ,1) показывает направ

ление, в котором функция у=х,'/гх1'А растет.
Эту задачу предлагается решить самостоятельно.
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Говорят, что уравнение q =.Дхр х2) задает неявную функцию х, = 
h(x{) как функцию переменной хр ибо в уравнении q = Д х р х2) еще 
не выделена переменная х2, как это имеет место в случае уравнения 
х, = Л(х,). Аналогично можно говорить о неявной функции х, =  
g(x2) как функции переменной х,.

"Отметим, что если (первые) частные производные ф ункции/(хр 
х2) непрерывны в точке (х,0, х2°) и в близких к ней точках и если

дДх?,х2°)
для определенности — ^ —  * 0 , то неявная функция х2 =  Л(х,)

существует при всех х | близких к х,0. Однако далеко не всегда на 
основании аналитического выраженияДхр х2) можно выписать ана
литическое выражение для функции х2 = А(х,).

Если линии уровня функции у=Дхрх2) являются нисходящими, 
т.е. линиями типа тех, что изображены на рис. 7.6 или на рис. 7.7, 
то для уравнения q=J[xr x2) неявная функция х2=й(х,) (или x,=g(x2)) 
существует. Таким образом одна и та же нисходящая линия / (см. 
рис. 7.8) описывается уравнением q = A xt, х2), еще не разрешенным 
относительно переменной х2 (или переменной х,), и уравнением х2 = 
/г(х,) (или уравнением х, = g(x2)), уже разрешенным относительно 
переменной х2 (переменной х,).

Рис. 7.8
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Пример 2.3. Уравнение 2=х|'лх,'л можно переписать, выделив явно 
переменную х2 (переменную х,): ’

х, =

df(xr x2) df[xv x2) 
ьсли (первые) частные производные — —  и -—г—  непре-

рывны в точке (х,°, х,°) (см. рис. 7.8) и в близких к ней точках, то 
производную ЛЧх,0) можно выписать, не используя явной формулы 
х, =  Л(х,), следующим образом:

dh(x,°) / дЛхп x2°)

dX\ dxt / dx2А'(*,°) =

Таким образом, tga (и, следовательно, наклон касательной К -  
см. рис. 7.8), равный И'{х°), может быть найден как отношение 
(первых) частных производных функции Дх,, х2) в точке (х,°, х2°), 
взятое со знаком минус, т.е. без использования явного выражения 
/?(х,). Выписанная формула называется производной неявной функции 
х2 =  Л(х,). Эта формула иф ает важную роль в микроэкономическом 
анализе (в теории потребительского поведения и в теории фирмы). 
Производная неявной функции х, = g(x2) выписывается аналогично 
(числитель и знаменатель меняются местами).

Пример 2.4. Пусть х^х ,’- ^  и (х1н,х2°)=(4,1). Имеем

dfix.,x,)
<3л,

, * VI 2
дЛхг х2)

дх. =  1/2 х ; а х 2 ' \  ИХ4 )
0,5(х,и) Л‘(х?У 

0,5(x10);U20) ';

Определение 2.3.
По аналогии с (первым) дифференциалом d/[x)=f(x)dx  (или 

dy(x)=y' (x)dx или dy=y'dx) функции у=Дх) одной переменной х вы
ражение

df(xv x2) ду(хг х2) ду
d.J(xvx2) =  — ^ — dxt (или dtyixrx2) =  — dx,, или dty  = jj^dx,)

называется (первым) частным дифференциалом функции у  =Дх,, х2), 
соответствующим переменной хг

(Первый) частный дифференциал функции у  = Д х г  х2), соответ
ствующий переменной х2, имеет вид

д/{хг  х2) ду(хг х2) ду
d j [x {,х,) = — ^ — dx2 (или d2y{xvx2)=  — ^ — dxy  или d2y  =  ^ d x 2)



Глава 7. Функции нескольких переменных и их экстремумы 111

Определение 2.4.
Сумма двух (первых) частных дифференциалов называется (пер

вым) полным дифференциалом (символика: df[xr  х2), dy(xr х2), dy) 
функции у  = Дх,, х2) двух переменных х , и х2: 

dfet'.xj df( xr x2)
d M ^ )  =  — d I T dx, + •
По аналогии для функции у  = Д х,, ... , хп) л переменных имеем 

следующее выражение для (первого) полного дифференциала:
Э Д . дДхг ...,хп)

</Дх„...,х) = ----- ;̂ -----Л , + ... ♦ ----- --- ---- Л ..

Пример 2.5. Для функции j>=x,'Ax,''4 имеем
Эу(л-,д2) ду(х^х2) ,

dy(xr x2) =  — —  1 * дх2' 2' или 4 Кх,,х2)= 1/2(Х|-*х2,А)<&, +

1/г (x 'Ax2"'A)rfx,.
В точке (х,°, х,°) = (4, I) (первый) полный дифференциал имеет

ау(х,°Д2°) j ду(х?,х2°) 
вид dy(x",x2 ) =  — ^ + — ^ ---- <*2 или dy{4 ,\)= 'A dx+dxr

7.3. Однородные функции

Определение 3.1.
Функция у  = Д х,, х2), определенная при х, >0, х2 >0, называется 

однородной функцией степени р, если для любого числа t > 0 и 
любых х, > 0  и х, > 0  выполняется равенство

Д/х,, rx2) =  /*Дх,, х2).

Для функции у = Д х |, ... , x j  п переменных определение анало
гично

Дос,, ... , /х ) =  АДх,, ... , х ).

Для однородных функций степени /; (двух переменных) справед
лива формула

дЦхг х2) дДхг х2)
— э 7 Г х' + - ^ - ^ = М х „ х 2).

Аналогичная формула имеет место и для однородной функции 
степени р п переменных

дДх,,...,дд dj\xr ...,xn)
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Приведенные для однородных функций степени р  двух и п пере
менных формулы имеют место, если (первые) частные производные 
существуют и непрерывны (эти условия для многих производствен
ных функций и функции полезности выполняются). Эти формулы 
называются формулами Эшера, и утверждение об их справедливости
- теоремой Эйлера. Формулы Эйлера существенно используются в 
микроэкономическом анализе.

Пример 3.1. Линейная функция вида у  =  а ]х 1 + аjc2 (она называ
ется линейной формой) однородна первой степени' ибо оД/х,) + 
a2(tx2) =  t(a[x l +  а2х2).

Пример 3.2. Квадратичная форма, т.е. функция вида у  =  аих.2 +
2я |2х ,х 2 + а22х ,2, однородна второй степени, ибо ям(йс,)2 + 2a l2(txt)(tx2) 
+ a22(tx2)2 = Н а их 2 + 2 я 12х,х, + я22х„2).

7.4. Элементы теории экстремума

Определение 4.1.
Двумерной 8-окрестностью точки (х,°,х20) (символика: U2(5,xt°,x20)) 

называется множество точек (хДх,0), принадлежащих открытому кругу 
радиуса 5>0 с центром в точке (х,°,х20), т.е.

Ц  (б.х,0,*") (d0  {(х, д 2) | (х, -л“)2+(х2-х")2 <  <52}
(см. рис. 7.9). Аналогично,

Ц  (6д “ . . .д„и) {(х,д2, . . .д„)|(х,-х,°)2+. .. +(х„ - х У  < б2}.
Если при фиксированном числе 5>0 точка (х х2) е U2(8 ,x1°,x2°), 

то говорят, что точка (х,,х2) близка к точке (хД х2°). Если точка 
(хрх2) g U2(5,x|°,x2°), то говорят, что точка (х,,х2) далека от точки 
(хДх,0). Если точка (хДх,0) принадлежит множеству М вместе со 
своей некоторой 5-окрестоостью и 2(5,х,°,х'), т.е. со всеми своими 
близкими точками (хрх,), она (точка" (хДх,0) называется внутренней 
для множества М.

В случае, когда множество М есть неотрицательный ортант плос
кости, т.е. М={(х| ,х2)|х| > 0 , х, > 0 }, то точки (х,,х2) с координатами 
х^О, х2>0 - это внутренние точки неотрицательного ортанта. Точки 
(хрх2) неотрицательного ортанта, у которых хотя бы одна координа
та равна нулю, являются граничными точками неотрицательного 
ортанта.

Определение 4.2.
Точка (хД х2°) называется точкой локального максимума (мини

мума) функцииУ(хр х2) двух переменных х и х2, если для всех точек 
(х,, х2) из области определения функции/, близких к точке (х,°, х2°), 
справедливо неравенствоДхДх,0) >Дх,,х2) (ДхДХ;0) < Дх,,х2)).
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Само частное значениеДх °, х2°) называется локальным максиму
мом (локальным минимумом) функции у  =  f [x v х,).

*2

и § ~

0 *1

Рис. 7.9

Если (х°, х°)  - точка локального максимума (минимума) функ
ции у  =  д х г  х2), то около точки (х,0, х,0, f{x®, ^2°)) трехмерного 
пространства график /  функции у = Д х  х2) имеет вид “шапочки” 
(перевернутой “шапочки”) (см. рис. 7.10а и рис. 7.106).

Отметим, что вместо двух терминов (максимума и минимума) 
используют один термин экстремум.

Рис. 7.10а Рис. 7.10а
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Определение 4.3.
Точка (хДх,") называется точкой глобального максимума (глобаль

ного минимума) функции y=f[x l,x1) двух переменных х, и х,, если 
для всех точек (хгх,), для которых функция Дх х,) определена", спра
ведливо неравенство flx '\x") >Д х х2) (ДхДх,0) < / х рх2)).

Само частное значениеДхД х,“) называется глобальным максиму
мом (глобальным минимумом) функции у  =  Д х1, х,).

Если функция ДХрХ,) выпукла вниз и имеет локальный мини
мум, то он является глобальным минимумом. Если функцияДх^х,) 
выпукла вверх и имеет локальный максимум, то он является гло’- 
бальным максимумом.

В экономической теории функция Дх,, х2) обычно определена 
при х, > 0 , х2 > 0 и она либо выпукла вверх', либо выпукла вниз, 
поэтому её локальный максимум (локальный минимум) является 
также и глобальным.

Необходимое ус/Ювие локального экстремума формулируется сле
дующим образом.

Пусть функция у  = Дх,, х,) в точке (хД х2°) имеет локальный 
экстремум (точка (х,°, х2°) - внутренняя для области определения 
функции y=f {xx,х2)), тогда

№ 1 $ )  _  п № l x ° )  _  п 
дх, ’ дхг

(существование (первых) частных производных в точке (хД х,°) 
предполагается).

Определение 4.4.
Точка (хД х2°) называется критической для функции у  = Л х |5 х,), 

если координаты х ,0 и х2° этой точки удовлетворяют системе уравне-
„ дЛхг х2) df(xr x2)

нии s i r  = ’ =
Поэтому точки локального экстремума функции у  =  Д х |; х2), 

лежащие внутри её области определения, следует искать только сре
ди критических точек этой функции.

Критическая точка не обязана быть точкой (локального) экстре
мума, как показывает следующий пример.

ду ду
Пример 4.1. Для функции у= хД х22 имеем =  2х, =  0, =-2х,

= 0, откуда получаем критическую точку (0,0) (у(0,0)=0). Однако 
точка (0 , 0 ) не есть ни точка максимума, ни минимума, ибо при 
(х,,0) у  = х,- > 0, при (0, х,) у  =  -х,2 < 0, а при (0, 0) у  = 0. График 
функции у  =  х Г  х,2 называется седловой поверхностью (см. рис. 
7.11, на котором хорошо видно, что около трехмерной точки (0, 0, 
0 ) поверхность сильно отличается по своему виду от "шапочки" и 
перевернутой "шапочки").
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Определение 4.5.
Второй частной производной функции у  = A XV х2) двух перемен

ных называется (первая) частная производная от (первой) частной 
производной.

Таким образом имеем четыре вторых частных производных 
d2J[xr x2) d2J{xr x2) d2f{xv x2) д2Лхг хг) 

дх2 дх1дх1 dx2dxt дх* ■

д2/ (хг хг) d2f{xr x2) 
Если смешанные вторые частные производные ...и дх дх

непрерывны, то они обязательно равны. В отличие от смешанных
d2f(xr x2) d2J[xr x2)

вторые частные производные------ ;— * ------ -2—  принято называть
Эх, Эх2

чистыми.
В случае функции j { x v ... , х )  п переменных имеем п2 штук

Э2Д х , , . . . ,  хп) d2f(xv .. . ,xn)
вторых частных производных: —1  • г 1  ,иХ |
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д2/ Ц ......*„)
Если смешанные вторые частные производные ---- fodx

д2Д*........ . . .
---------------- (I * у; i j —l,  непрерывны, то они равны.

Пример 4.2. Пусть ф у н к ц и я /х д ,)  есть квадратичная форма у=х;
ду

4х,х,+х22. Здесь -оо <х<+со (/=1,2). Тогда =  2х, - 4х2, - ^ г  = -4х, + 

2х,.

д̂ у _ а 
Эх,2 Эх,

Эу
Эх.

Э(2х, -  4х ,)

Э2>> _  э
Эх,Эх2 Эх, 

Э2.у _ Э

Эх,

Эх, Эх, Эх2 

Э2у _ Э

Эу
Эх,

_Эу
Эх,

Эх, -  2 ,

_ 3 ( -  4х, * 2х 2)

Эх1

_ Э(2х, - 4х2)

Эх2

Э (- 4х, + 2х2)

= -4,

Эх, =  2 .

_Эу
Эх,

Достаточное условие локального экстремума формулируется сле
дующим образом.

Пусть функция y=J{x,,х2) имеет критическую точку (х,°,х20) (т.е.
а/(Х|°,х2°) Э/(х,°,х20) 

пусть - 5----- = —-г------= 0).
Эх,

1) Пусть

Эх2

Э2Л х ,°,х2°)

Эх,

Э2Л х ,°,х20)
> 0 (и л и -------j—  > 0),

Эх,

л!л 0 U
Э2Л х  i .Xj а2л х ,с,х 2) О Д  ,Х2

Эх,2 Эх2 Эх,Эх2 > 0 , тогда (х °,х °) - точка

локального минимума функции y=J[xvx2).
Э2Л х ,°,х20) Э2Л х,° ,х2и)

2) П усть-------2—  < 0 (и л и -------j—  < 0),
Эх, Эх,
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д2Лх,0,л'“ дгЯх1х°2) дгАх1х"
2

дх; дх1 дх\дхг > 0 , тогда (х,°, х,°)

локального максимума функции у  =Д х,, х  ),

дУСЕ,0,*®! d2f{x\U °) d2j\xlx°2
3) Пусть dxt дх2 dx.dx2 < 0 , тогда в точке

(х,°,х2°) у функции у=Дх,,х2) локального и, следовательно, глобаль
ного экстремума нет.

В приведённом достаточном условии предполагается, что точка 
(х,°, х,°) - внутренняя для области определения функции Дх,,х2) и 
что вторые частные производные функции Дх,,х2) определены в точке 
(х,°, х2°) и во всех близких к ней точках (х,,х2) и непрерывны в 
точке (х,0, х2°).

ду
Пример 4.3. Продолжим пример 4.2. Имеем -fa =  2х, - 4х2 = О,

ду
-fa =  -4х, + 2х3 = 0, откуда получаем единственную критическую 

точку (0,0). Для этой точки (и любой другой точки (х х )) имеем

д2У d2y d2y
dx2 dx2 dxtdx2 -12  < 0 , т.е. в точке (0 ,0 ) локального и

глобального экстремума нет.

Задача 4.1. Исследовать на экстремум следующую квадратич
ную функцию двух переменных: j = x |2- 2 x |x 2+ 2 x 22- x | - 2 x 2. Эту задачу 
предлагается решить самостоятельно.

Определения локального и глобального экстремума и необходи
мое условие локального экстремума функции у  = Дх,, ... , xJ п 
переменных х,, ... , хя повторяются почти дословно. В частности, 
н еобходим ое условие л о к ал ьн о го  экстрем ум а им еет вид
ЭЯ* 1,

дх.
0 ,

df(xr ...,xn)
дх. =  0. Однако обобщение достаточного

условия локального экстремума для случая функции п переменных 
является сложным и поэтому здесь не приводится, а рекомендуется 
лишь для дополнительного чтения (см. Интрилигатор. М., с. 71- 
74).

В заключение этого раздела отметим, что более точными явля
ются термины: безусловный локальный максимум (минимум), точка 
безусловного локального максимума (минимума), безусловный гло-
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бальный максимум (минимум), точка безусловного глобального мак
симума (минимума). Вместо термина безусловный используется ме
нее удачный (но достаточно выразительный) термин абсолютный.

Пример 4.4. Прибыль PR(xr x2) вычисляется по следующей фор
муле PR(xrx2)=p(f lx rx2)-plx [-p2xv  гдеJ{X[,х2) - производственная фун
кция фирмы, ра - рыночная цена продукции, выпускаемой фирмой, 

и р2 - соответственно рыночные цены первого и второго ресурсов 
(факторов производства). Выражение p j [x r x2) называется выручкой 
фирмы, р 1х 1+р2х2 - издержками производства фирмы, если для вы
пуска продукции фирма затрачивает первый и второй ресурсы в 
количествах x t и х2 единиц. Задача ставится так. Определить комби
нацию (х,0,*,0) ресурсов, при которой фирма получит наибольшую 
прибыль. Для решения этой задачи следует найти критические точ
ки функции PR(xr .х2), т.е. следует решить систему уравнений

dPR(xr x2) д Д х х )  dPR(x х ) dfix ,х )
-------  = Ро— г — -  -  Р, = 0 . -------------= Ри— з— -  -  Рг = 0-дх{ tk , дхг дхг

Поскольку производственная функция y=J[xx,х2) обладает рядом 
специфических условий (в частности, если ее график напоминает 
горку - см. раздел 1), постольку часто критическая точка (лсД х,°) 
является единственной и обязательно точкой (глобального) макси
мума прибыли у  =  PR(jc х2).
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Вопросы к главе 7

1. Что называется графиком функции двух переменных? Приведи
те примеры (не менее двух) графиков.

2. Сформулируйте определение множества (линии) уровня функ
ции двух переменных. Может ли множество уровня функции 
двух переменных не быть линией? Если может, приведите при
меры. Могут ли множества (линии) двух различных уровней иметь 
общие точки? Дайте обоснование ответа.

3. Как в терминах линий уровня описать подъем туриста на гору 
(холм)?

4. В чем отличие (первой) частной производной от (первой) произ
водной?

5. Опишите взаимосвязь между градиентом функции двух пере
менных и ее линией уровня.

6 . Приведите формулу производной неявной функции.
7. Сформулируйте определение (первого) полного дифференциала.
8 . Сформулируйте определение однородной функции степени р.
9. В чем суть теоремы Эйлера?
10. Сформулируйте определение локального и глобального экстре

мума функции двух и п переменных. Может ли глобальный эк
стремум не быть локальным?



ГЛАВА 8
О П Т И М И ЗА Ц И О Н Н Ы Е  ЗА Д А Ч И  

С О ГРА Н И Ч ЕН И Я М И  

8.1. Задачи на условный экстремум

В теории безусловного локального экстремума сравнивают част
ное значение ДхДх,н) функции у  = Д хрх2) в точке (хДх.,0) с частны
ми значениями д х Р*2) этой функции во всех точках (хрх,), близких к 
точке (х,0̂ 0) (см. главу 7, раздел 7.4). Другими словами, в теории 
локального безусловного экстремума на независимые переменные 
х, и х2 не накладываются никакие дополнительные условия, т.е. не 
требуется, чтобы переменные х, и х2 удовлетворяли некоторым до
полнительным ограничениям.

Рассмотрим теперь другую задачу.
Найти локальный максимум (или локальный минимум) функ

ции у  =  Л хрх2) при условии, что независимые переменные х, и х, 
удовлетворяют ограничению g(xr x2) =  0 в виде равенства, т.е.

Л хрх,) -> шах (Дх,,х2) -> min) ( 1)

при условии

g(x,,x,) = 0 . (2)

Задача (1), (2) называется задачей на условный локальный макси
мум (минимум). Термин условный здесь появляется в связи с тем, 
что независимые переменные х, и х2 удовлетворяют условию (огра
ничению) (2). Вместо двух терминов (максимум и минимум) ис
пользуется обобщенный термин экстремум. В задаче (1), (2) на ус
ловный экстремум функциюДхрх2) принято называть целевой, ибо 
ее максимизация (или минимизация) часто есть формальное выра
жение какой-то цели (например, максимизации объема производст
ва при фиксированных затратах). Функцию g называют функцией, 
задающей ограничение, или функцией связи.

Уравнение (2) есть уравнение нулевой линии (точнее множества) 
уровня функции g(xpx,), ибо g(xpx2)= i, где т=0. Поэтому задачу на 
условный локальный максимум (минимум) можно еще сформули
ровать так: среди точек нулевой линии уровня функции y=g(xpx2) 
найти точку (хДх,0), в которой частное значениеДхДх,0) функции 
y=J{xvx,) больше (или меньше) ее частных значений д х рх2) в ос-
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тальных точках (х х,) этой линии, близких к точке (хДх^) (см. рис. 
8.1). Точка (хДхД) называется точкой условного локального макси
мума (минимума) функции Дх,,х2), само частное значение Д х {°,х°) - 
условным локальным максимумом (минимумом) функции _Дхрх2) при 
наличии ограничения ^(х|;х2)=0 .

Проиллюстрируем задачу на условный максимум в трехмерном 
пространстве (см. рис. 8 .2 ).

У

/  /  X х

/ ' < г

3
0  > - ^ / ^ ( х , Л ) = 0 ___

* г

Рис. 8.2

Точка (х Д х ') - точка абсолютного локального максимума функ
ции J[xr x2), ибо точка (х ',х  'J[xt',х2')) - локальная (т.е. местная) 
“макушка” графика /^этой функцийДхрх2). Точка (х,°, х2°) - точка 
условного локального максимума функции Лх,,х2), ибо точка (х,°,
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х2°,/[х°,х°)) - самая высокая точка “тропинки” L, которая проходит 
через “перевал” графика Гг  На рис. 8.2 четко видно, что точка 
(хДх^Дх,0̂ 0)) "макушкой" не является, т.е. точка (х,°,х20) условного 
локального максимума может не быть точкой безусловного локаль
ного максимума. Линия g(xpx2)=0 есть проекция “тропинки” L на 
координатную плоскость Ох(х2.

Отметим, что если известен график /^функции Д хрх2) двух пе
ременных х, и х2, то, глядя на него, можно сразу понять, есть ли 
точки абсолютного и условного локального экстремума или какие- 
то из них (а, возможно, все) отсутствуют.

В случае, если графика Г. нет, точки абсолютного локального 
экстремума отыскиваются с помощью формального анализа функ
ции у  =_Дх|,х2), который был описан в главе 7.

Существует формальный метод отыскания точек условного ло
кального экстремума, для использования которого также не требу
ется знания графика /j функции у  = / ( х | ,х2) и графика уравнения 
g(xpx2)=0. Этот метод (он называется методом Лагранжа) подробно 
описан в следующем разделе 2 .

Если значениеЛхДх.,0) ф ункции/(хрх2) больше (меньше) значе- 
нийД хрх2) этой функции во всех точках (хрх2) линии g(xpx2)= 0 , то 
значение ДхДх,0) называется условным глобальным максимумом (ми
нимумом) функции J[xr x2) при наличии ограничения g(xpx2)= 0 , а 
точка (хДх,0) - точкой условного глобального максимума (миниму
ма) функции.Дхрх2).

Точка условного глобального максимума (минимума) функции 
j {x  х,) является точкой условного локального максимума (миниму
ма) этой функции. Обратное, вообще говоря, неверно. На рис. 8.2 
точка (хДх,0) является точкой не только локального, но и глобаль
ного условного максимума функции/(хрх2) при наличии ограниче
ния g(xpx2) =  0 .

В случае функции/(хр ...,хи) п независимых переменных хр ..., хн 
задача на условный максимум (минимум) формулируется так:

Дх,, ..., х ) шах (Дхр ..., х ) -» min) (3)
при условиях

g,(xp ..., х )  = 0
.....................  (4)
g (хр ..., х ) =  0 

(обычно т<п).
Если частное значениеДх,0, ..., хи°) сравниваются со значениями 

Д хр ..., хн) в точках (хр ..., хн), удовлетворяющих уравнениям (4) и 
близких к точке (хД ..., х “), то имеем задачу на условный локальный 
экстремум (максимум или минимум) функцииДх,, ..., х ).

Если значение/(х,11, ..., x(j°) сравнивается с значениями во всех 
точках (Xj......х (), удовлетворяющих уравнениям (4), то имеем зада
чу на условный глобальный экстремум (максимум или минимум) 
функции Д хр ..., х ) .



Теория условного экстремума активно используется в микро- и 
макроэкономической теории. В задачах этой теории обычно ло
кальный условный экстремум является также и глобальным услов
ным экстремумом. Разберем конкретный пример.

Пример 1.1. Найти экстремум функции
у  =  х ,2 + х22 (5)

при условии,что
X, + х2 - 1 =  0 , (6 )

т.е. решить задачу на условный экстремум.
Реш ение примера 1.1. Отметим прежде всего, что экстремум 

(экстремумы) функции (5) отыскиваются не на всей плоскости Ох{х2 
(как это было в главе 7), а только на прямой (6 ).

Естественным является следующий способ решения задачи (5),(6 ) 
на условный экстремум. Выразить из уравнения (6 ) переменную х2 
через переменную х, и подставить полученное выражение х2 =  1 - х, 
в функцию (5). Тогда задача (5),(6 ) на условный экстремум функ
ции (5) двух переменных сведется к задаче на безусловный экстре
мум функции v = 2х ,2 - 2х, + 1 одной переменной х,.

Для решения задачи на безусловный экстремум найдем первую 
производную у’=4х|-2 функции >^=2х|2-2х|+1 и приравняем первую 
производную к нулю: 4х1-2=0, откуда получим, что х,°=1/2. При 
переходе (слева направо) переменной х, через точку х ,0 первая про
изводная у' меняет знак с минуса на плюс, поэтому критическая 
точка х ,0 есть точка локального минимума функции у=2х|2-2х | + 1. 
Очевидно, этот локальный минимум У)=2(х °)2-2х|°+ 1 = 1/2 является 
также глобальным (см. на рис. 8.3 линию Н, которая есть график 
функции у= 2 х 12-2х1 + \). Других локальных и глобальных экстрему
мов функция у =  2х 2-2х, + 1 не имеет, ибо не существует точек, от
личных от точки хД в которых бы производная у = 4х,-2 обращалась 
в нуль.
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Рис. 8.3 Рис. 8.4
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Из полученного следует, что (х|°,х2°)=(1/2,1/2) - точка условного 
глобального минимума функции (5), сам условный минимум равен 
)P = (x y + {x ff= 'A .

На рис. 8.4 дана геометрическая иллюстрация решения задачи 
(5),(6). На линии L, по которой пересекаются вертикальная плос
кость Q и график Г{ функции (5), самой низкой точкой является 
точка /50=(х °,л:20,У))=(1/2,1/2,1/2). На поверхности самой низкой явля
ется точка 0 = (0,0,0). Таким образом, на рис. 4 видно, что услов
ный глобальный минимум функции (5), который равен 1/г не совпа
дает с ее абсолютным (безусловным) минимумом, равным нулю. На 
рис. 4 также хорошо видно, что ни на линии L, ни на графике Г  нет 
самых высоких точек, т.е. функция (5) не имеет условного глобаль
ного максимума и абсолютного глобального максимума.

Решение примера 1.1 подсказывает следующий естественный на 
первый взгляд способ решения задачи (1),(2). С помощью уравне
ния (2) сначала выразить переменную х, через переменную х, (или 
переменную х, через переменную х2). Затем полученное выражение 
х2 = /г(х,) подставить в функцию (1), которая после этого станет 
функциейДх| ,/г(х1)) одной переменной х,, и эту функцию исследо
вать на (безусловный) экстремум. Из отсутствия точки (точек) эк
стремума у функцииДх|,Л(х1)) следует отсутствие точки (точек) ус
ловного экстремума у функции (1). Если х,0 - точка экстремума 
функции у  — Л х г  ^(*|))> то точка (х,0, х2°) =  (х,0, /|(х,0)) - точка 
условного экстремума функции (1) при наличии ограничения (2).

Однако, к сожалению, выразить аналитически переменную х2 
через переменную х, (или переменную х, через переменную х2) часто 
бывает сложно, а то и невозможно. По этой причине только что 
описанная простая идея сведения задачи на условный экстремум 
для функции (1) двух переменных к задаче на безусловный экстре
мум для функции Д хр h(xt)) одной переменной не может быть ис
пользована в качестве основы универсального метода решения зада
чи (1),(2) на условный экстремум.

В конце XVIII века Лагранж предложил остроумный метод ре
шения задачи (1), (2) на условный экстремум, в котором не следует 
прибегать к разрешению уравнения (2) относительно одной пере
менной при фиксированной другой переменной. В этом методе число 
независимых переменных не сокращается, а, наоборот, растет.

Метод Лагранжа позволяет решать не только задачи вида (1),(2), 
но более общие задачи вида (3),(4).

Метод Лагранжа описан в следующем разделе.
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8.2. Метод Лагранжа решения задачи на условный 
экстремум

Суть метода Лагранжа состоит в построении функции

трех переменных х,,х2Д (называемой функцией Лагранжа) и, гру
бо говоря, в сведении задачи (1),(2) на условный экстремум в случае 
двух независимых переменных к задаче на абсолютный экстремум 
функции L(xr xv \ )  трех независимых переменных х,, х2, X. Ниже эта 
идея о сведении уточняется.

Функция Лагранжа L(xr x2,X) представляет собой сумму целевой 
функции (1) и функции ограничения (2), умноженной на новую неза
висимую переменную X (называемую множителем Лагранжа), вхо
дящую обязательно в первой степени.

Необходимое условие локального условного экстремума функ
ции (1) при наличии ограничения (2) в аналитической форме имеет 
вид.

Пусть функции _Дхрх,), g(xpx,) непрерывны и имеют непрерыв
ные частные производные первого порядка по переменным х, и х,; 
пусть (х,0,х20) - точка условного локального экстремума функции 
(1) при наличии ограничения (2) и пусть grad ^(x,0̂ 0) ф 0.

Тогда существует единственное число А.0 такое, что (трехмерная) 
точка (xt0,x20,X0) удовлетворяет следующей системе трех уравнений

Другими словами, если (двумерная) точка (х°,х2°) есть точка ло
кального условного экстремума функции (1) при наличии ограни
чения (2), то (трехмерная) точка (хДхДА.0) - критическая точка фун
кции Лагранжа. Отсюда следует, что для нахождения точек (услов
ного) локального экстремума функции (1) при наличии ограниче
ния (2) следует прежде всего найти критические точки функции 
Лагранжа, т.е. найти все решения системы уравнений (8). Далее 
критические точки функции Лагранжа следует “укоротить” , удалив 
из них последние координаты X. Затем каждую “укороченную” кри
тическую точку необходимо проанализировать на предмет, является 
ли она в действительности точкой (условного) локального экстре
мума функции (1) при наличии ограничения (2) или не является.

Д х рх2Д ) = Д х ,,х 2) +  A.g(xpx2) (7)

с тремя неизвестными х {, л,, л ^огмегим, чти все 1да

(8)
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Достаточное условие локального условного экстремума функции 
(1) при наличии ограничения (2) здесь не приводится. При анализе 
“укороченной” критической точки обычно используют наглядные 
геометрические или содержательные (экономические) соображения.

Отметим, что в некоторых задачах на условный экстремум, ко
торые появляются в экономической теории, обычно “укороченная” 
критическая точка функции Лагранжа является на самом деле точ
кой условного локального (в действительности и глобального) эк 
стремума функции (1) при наличии ограничения (2).

Пример 1.1. (продолжение). Решим задачу (5),(6) на условный 
экстремум методом Лагранжа. Имеем

L{xvxv X) = х,2 + х,2 + Х(х, + х2 - 1),

Из первых двух уравнений вытекает, что -2Х, =  X =  - 2х2, т.е. x t 
= х ,̂ откуда, используя третье уравнение, получаем, что х |°=х20= 1/г.

Таким образом, система уравнений (9) имеет единственное реше
ние, т.е. дает единственную критическую точку функции Лагранжа 
(1/2,1/г,-1) (Х°=-2х|°=-2 1/2=-1). “Укороченная” критическая точка 
(хДх2°)=(1/2,1/2) есть точка условного локального (также глобально
го) минимума функции (5) при наличии ограничения (6), ибо непо
средственно проверяется, что при (х,,х2) (хДх,0) и удовлетворяющей 
уравнению (6) справедливо неравенство/(х],х2)>у(х10,х20)= 1/2.

В случае общей задачи (3),(4) на условный экстремум функция 
Лагранжа имеет вид Д х,, ..., х ,  Хг  ..., X )  = Л *Р * ) + ^ ( х , ,
x j  + ... + А.„д„(х........ х п), а система (8) переписывается в виде
системы п + т уравнений с п + т неизвестными х,, ..., хя, А.., ..., Хт.

Критическая (п + /?;)-мерная точка (х,°, ..., хи°, Л.,0, ..., Я. °) функ
ции Лагранжа после операции “укорачивания” приобретает вид (х,0, 
..., хп°) «-мерной точки.

Возвращаемся к случаю двух переменных х, и х2. Необходимое 
условие (в виде системы уравнений (8)) локального условного эк
стремума перепишем в развернутом виде:

откуда

dL(xvх2,Х) _ df(xvx2) ^  dg(xvx2) 
дх. дх. дх.

(11.1)

dL(xr x2,X) df(xvx2) dg(xvx2)
-------------=---------- +A------------U

дх7 дх7 дх1
( 1 1 . 2 )
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д Ц х г  х2,Х) 
д \

=£(*,,л2)=0. ( ИЗ)

П оскольку grad / (х рх2) = 

dg(xvx 2) dg(xr x 2)

дДх1Ух2) dfi.xr x2)

дх, , grad g(x,,x2) =

дх. дх, , уравнения (11.1) и (11.2) можно представить в

компактной векторной форме

grad Дх, ,х2) + A.grad g(x, ,х2) = 0. (12)

Для критической точки (х°,х2°,Х°) функции Лагранжа имеем

grad^x1°,x2°) + /,',grad(x|0,x2°) = 0, (13)

т.е. в “укороченной” критической точке (хДх.,0) функции Лаг
ранжа

g r a d /x ^ x /)  = - ^°grad(x|°,x20), (14)

что эквивалентно тому, что в точке (хДх,0) линии уровней ДхДх^) 
и 0 функций Дх ,х2) и g(xpx2) соответственно касаются (напомним, 
4Tograd(x1°,x2°)^0).

Теперь приведем необходимое условие локального условного 
экстремума функции (1) при наличии ограничения (2) в геометри
ческой форме.

Пусть функции Дх^х,), ^(х1;х2) непрерывны и имеют непрерыв
ные частные производные первого порядка по переменным х, и х2; 
пусть (хДх.,0) - точка условного локального экстремума функции 
(1) при наличии ограничения (2) и пусть

gradДx|0,x20) ф 0, grad g(x°,x2°) * 0.

Тогда градиенты gradДx10,x20) и grad gixx°,x20), выходящие из точ
ки (хД х/), обязательно расположены на одной прямой, что эквива
лентно тому, что линии уровней функций Д хрх2) и #(х1;х2), содержа
щие точку (хДх^), касаются в этой точке (см. рис.8.5).

Точка (хДх,0) на рис. 8.5 - точка условного локального максиму
ма, что очевидно на основании наглядных геометрических сообра
жений, ибо (gradДхДх.,0) указывает направление наибыс
трейш его возрастания ф ункции в точке (х Д х Д ) , поэтому
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Рис. 8.5

У(х|0,х20)=т>т|=Дх|,х2), если точка (х|;х2) принадлежит нулевому мно
жеству уровня функции g(xpx2) и не совпадает с точкой (хДх^). В 
случае, представленном на рис.5, имеем А.°«2. Рис. 8.5 близок к 
ситуации, типичной для экономической теории: градиент grad ДхДх.,0) 
целевой функцииУ£х,,х2) “смотрит” на северо-восток, градиент grad 
^(хДх^) ограничения £(х,,х2) “смотрит” либо на юго-запад, либо на 
северо-восток; фрагмент карты линий уровня целевой функции/х, ,х2) 
похож на фрагмент типичной карты линий уровня, который встре
чается в экономической теории.

Необходимое условие (в том числе и геометрическое) локального 
экстремума функции (1) при наличии ограничения (2), вообще го
воря, не является достаточным, т.е. в случае касания в точке (х,0,х2°) 
линий уровня ф у н к ц и й Д х ^ ) и g(xt,x2) (что эквивалентно располо
жению на одной прямой градиентов’grad ДхДх,0) и grad ^(х,0,х2°), 
исходящих из точки (хДх^)), точка (x,0,x20) может и не быть точкой 
условного локального экстремума функции (1) при наличии огра
ничения (2) (см. рис. 8.6).

Точка (х,0,х2°) на рис. 8.6 -’’укороченная” критическая точка фун
кции Лагранжа, которая не является точкой локального условного 
экстремума функции (1) при наличии ограничения (2), что очевид
но на основании наглядных геометрических соображений, ибо в 
точках (х х2), расположенных на линии g(x| ,x,)=0 строго выше точ
ки (х°,х2°), справедливо неравенство Дх х2)<дхДх2°) (т,<т0), а в точ
ках (х,,х2), расположенных на линии g(x|;x- )=0 строго ниже точки 
(х.°,хА  справедливо неравенство Д х |,х2)>дх1°,х20) (т2>т0). Для рис. 
8.6 А® * -Уг.
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Отметим, что фрагмент карты линий уровня целевой функции 
/(х рх2), представленный на рис. 8.6, не типичен для экономической 
теории.

Пример 1.1 (продолжение). Приведем аналог рис. 8.5 для задачи 
(5),(6) на условный экстремум (см. рис. 8.7).

Рис. 8.7
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В случае рис. 8.7:
gvad(xl°))2+(x°)2)=(2xl0,2x2°)=(2 V2,2 V2)=( 1,1), gradO ^+x/-1 )=( 1,1), 

A.°=-l.

8.3. Понятие о задаче математического программиро
вания

Если в задаче (1),(2) на условный экстремум ограничение (2) в 
виде равенства заменяется на ограничение g(x,,x2) < 0 в виде нера
венства, то мы получаем частный случай задачи математического 
программирования:

Л * ,,* ,)-> max (Лх г х2) -» min) (1)
при условии

g(xr x2) < 0 .  (15)
В случае функции двух переменных задача математического про

граммирования (для определенности - задача на максимум) имеет 
вид ((1),(16.1)-(16.т),(17))

Л х ,,х2) max (1)
при условиях

g,(x,,x2) < 0  (16.1)

g j x ,x 1) < 0  (16 т )
* ,> 0 , х2 >0 (17)

Ф у н к ц и ю /^ ,* ,)  принято называть целевой, неравенства (16.1)- 
(16 .т) - специальными ограничениями задачи математического про
граммирования, неравенства х, >0, х2 >0  - общими ограничениями 
задачи математического программирования.

Точка (x,,x2), удовлетворяющая специальным и общим ограниче
ниям, называется допустимым решением задачи математического 
программирования.

Множество всех допустимых решений задачи математического 
программирования (далее, для краткости, ЗМ П) называется допус
тимым множеством этой задачи.

Если ЗМП имеет хотя бы одно допустимое решение (т.е. ее до
пустимое множество не пусто), она называется допустимой, если 
ЗМП не имеет ни одного допустимого решения (т.е. ее допустимое 
множество пусто), она называется недопустимой.

Точка (х°,х2°) называется оптимальным решением ЗМ П, если, во- 
первых, она есть допустимое решение этой ЗМП и если, во-вторых, 
на этой точке целевая функция достигает глобального максимума (в 
случае задачи максимизации) или глобального минимума (в случае 
задачи минимизации) среди всех точек, удовлетворяющих ограни
чениям, т.е. для всех (х,,х2), удовлетворяющих неравенствам (16.1)- 
(16.т), (17), справедливо неравенство
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J{x°,х2°) >J[xl,x2) (в случае задачи максимизации), 
f[x®,x2 ) <f{xr x j  (в случае задачи минимизации).

На первый взгляд, ЗМП может рассматриваться как задача более 
общая по сравнению с задачами на абсолютный (если убрать все 
специальные и общие ограничения) и условный (если убрать все 
общие ограничения, а из специальных оставить одно в виде равен
ства) экстремумы. Однако в действительности полное обобщение 
места не имеет, ибо в случае ЗМП речь идет только о глобальном 
экстремуме, в то время как в случае задачи на абсолютный и услов
ный экстремум речь идет как о глобальном, так и о локальном 
экстремуме.

В экономической теории часто ЗМП сводится к задаче на услов
ный экстремум. В качестве иллюстрации приведем пример задачи 
потребительского выбора (задачи рационального поведения потре
бителя на рынке) в виде ЗМП (задача потребительского выбора 
подробно описана в следующей главе)

«(х|5х2) -> max (18)
при условиях

/>,х , + р2х 2<1 (19)
х, > 0, х2 > 0. (20)

Здесь (х,,х2) - потребительский набор (х, - число единиц первого 
продукта, х2 - число единиц второго), p t - рыночная цена одной 
единицы первого продукта, р2 - рыночная цена одной единицы вто
рого продукта, /  - доход индивидуума, который он готов потратить 
для приобретения продуктов, м(х|;х2) - функция полезности инди
видуума. Отметим, что первые частные производные функции пол
езности м(х,,х2) по переменным х, и х2, т.е. и , называются предель
ными полезностями первого и второго продукта соответственно.

Дадим геометрическую интерпретацию задачи потребительского 
выбора (см. рис. 8.8).

Заштрихованный треугольник на рис. 8.8 показывает множество 
потребительских наборов (хрх2), которые доступны индивидууму, 
однако только на единственном потребительском наборе (х°,х2°) пот
ребитель максимизирует свою функцию полезности и(хг х2). В точ
ке (хДх,0) бюджетная прямая p x t+p2x = I  и линия безразличия каса
ются. В связи с тем, что p tx °  + р2х2° =  I, оптимальное решение
(х,и,х2°) ЗМ П совпадает с решением (х,0,х2°) следующей (более про
стой) задачи на условный (глобальный) экстремум

м(хрх2) -> max (18)
при условии

/>|Х,+/г2х 2- / = 0 .  ( 21 )
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Рис. 8.8

Таким образом, задача потребительского выбора может быть опи
сана как в виде ЗМП (18)-(20), так и в виде задачи на условный 
экстремум ( 18),(21). С математической точки зрения это разные за
дачи, однако они имеют одно и то же решение (хДх,0) - потреби
тельский набор, который максимизирует (глобально) функцию пол
езности и(х,,х2) и удовлетворяет бюджетному ограничению р х ^ р ^  
I как равенству: p tx °+ p 2x20= /. На рис. 8.8 также показаны градиен
ты функции полезности м(х,,х2) и функции ограничения p tx + p 2x2-I  
в точке (хДх,0): grad(x|°,x2°) и (рг р2). Эти градиенты расположены на 
одной прямой, проходящей через точку (хДх,0), что, как уже отме
чалось, эквивалентно касанию линии безразличия и бюджетной пря
мой в точке (хДх,0).

Из сказанного следует, что конкретные задачи рационального 
поведения потребителя на рынке можно решать (к сожалению, не 
всегда) как задачи на условный экстремум вида (18), (21).

Если в ЗМП все функции f[x vx2), g(x,,x,), ..., gm(x,,x2) линейны, 
имеем задачу линейного программирования (ЗЛП), если хотя бы одна 
из функций J[xr x2), £,(*,,х,), ..., g ( х х ,)  нелинейная, имеем задачу 
нелинейного программирования (3HJ1П)"

ЗЛП на максимум в случае двух переменных х, и х2 имеет вид

с|х1+с2х ,=  v -> max (22)
при условиях

я , , х | + а |2х2 < ^  (23.1)
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а ,х,+а ,х < Ь  , (23.т )
т \ I „ m 2  2 л ш ’ Л
х, > 0, х, > О (24)

(ЗЛ П в стандартной форме)

или такой вид

c1x,+c:!xj=v -> max (22)
при условиях

а х + а 17х=Ь, (25)
х, >0, х2 >0 

(ЗЛП в канонической форме).

В ЗЛ П числа cv cv br b2,...,bm,au,a атГат2 заданы.
В случае п переменных х,,...,хд ЗЛП на максимум имеет вид

при условиях
с ,х .+ ...+ с х  = v  -> max (26)I I // /I

a..x.+ ...+a. x < b (27.1)I I I  I I I  I I  I

(ЗЛП в стандартной форме на максимум) 

или такой вид 

при условиях

а .х.+...+fl х <Ь (27.т )/и I „  т п п  л  т  '
х, >0, хк >0 (28)

c .x + ...+с х = v -> max (26)I I II п v
a„x, + .-+a,x=Z>, (29.i)

a ,x ,+ .. .+ a  x = £  (29.m)
///I I „  /л// и  л  m  '  / л п (
x , > 0 , . . . , x > 0  (28)

(ЗЛП в канонической форме на максимум, здесь /л<л).

ЗЛП на минимум имеет вид

при условиях
с.х.+...+с х =>v -> minI I  п п

а..х.+...+fl. х > />.I l l  III ll I

a ,x ,+ ...+a  x >bin I I mil n  m
x, >0, ..., x >0 

(ЗЛП в стандартной форме на минимум)

или такой вид
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при условиях
а..х .+ ...+а. х =Ь,III I ПИ I

а ,х .+ ...+а х =Ь
m l 1 т п  п  т
дг, > 0, х.. > О

(ЗЛП в канонической форме на минимум, здесь т<п). 
Следующая ЗЛП (в стандартной форме на минимум)

Ь\Р\ + ■■■ + b,nP,n =  w min (30)
при условиях

а пР, +  ••• +  a,„A ,S c i (31.1)

аиРх +  -  +  aj>m * с„> (31 -п)
pi >0, . . . ,p v > 0  (32)

называется сопряженной (или двойственной) к ЗЛП (26), (27.1) - 
(27.ш), (28), которая называется исходной. Обе ЗЛП (исходная (26), 
(27.1) - (27.т ) ,  (28) и сопряженная (30), (31.1) - (31.п), (32)) обра
зуют двойственную пару ЗЛП. Сопряженная ЗЛП к сопряженной 
ЗЛП (30), (31.1) - (31.п), (32) совпадаете исходной ЗЛП (26), (27.1)
- (27.т ) ,  (28). ЗЛП, сопряженная к ЗЛП (26), (29.1) - (29.т ) ,  (28) в 
канонической форме, имеет вид (30), (31.1) - (З1.п). Здесь общие 
ограничения (32) не используются. Сопряженная к ЗЛП (30), (31.1)
- (З1.п) совпадает с исходной ЗЛП (26), (29.1) - (29.ш), (28).

Вопросы к главе 8

1. Что такое задача на условный экстремум?
2. Сопоставьте задачи на условный и абсолютный экстремум.
3. Напишите функцию Лагранжа.
4. Сформулируйте необходимое условие локального условного эк

стремума (аналитическая форма).
5. Сформулируйте необходимое условие локального условного эк

стремума (геометрическая форма).
6. Приведите формулировку задачи математического программиро

вания.
7. Приведите формулировку задачи линейного программирования.



ГЛАВА 9
М А К С И М И ЗА Ц И Я  П О Л ЕЗН О С ТИ . И С С Л ЕДО 

ВА Н И Е М О ДЕЛИ  ПОТРЕБИТЕЛЬСКОГО  
СП РО СА. К О М П ЕН С А Ц И О Н Н Ы Е ЭФ Ф ЕКТЫ  

9.1. Функция полезности. Задача потребительского вы
бора

В данной главе будут рассмотрены некоторые модели потреби
тельского выбора. Будем считать, что потребитель располагает до
ходом /, который он полностью тратит на приобретение благ (про
дуктов). Точнее говоря, величина / -  это не доход, а расход данного 
потребителя. Потребитель решает статическую задачу, то есть в мо
дели не учитываются его межвременные предпочтения и возмож
ности делать или расходовать сбережения. Цены благ считаются 
заданными. Учитывая структуру цен, доход и собственные предпоч
тения, потребитель приобретает определенные количества благ, и 
математическая модель такого его поведения называется моделью 
потребительского выбора. Вначале мы рассмотрим модель с двумя 
видами благ. Такая модель удобна прежде всего возможностью гра
фической интерпретации, сохраняя при этом все принципиальные 
свойства общей модели.

Рассмотрим потребительские наборы из двух благ. Потребитель
ский набор (для краткости набор) - это вектор (х,,х2), координатах, 
которого равна количеству единиц первого блага, а координата х2 
равна количеству единиц второго блага.

Выбор потребителя (индивидуума) характеризуется отношением 
предпочтения, суть которого состоит в следующем. Считается, что 
потребитель про каждые 2 набора может сказать, что либо один из 
них более желателен, чем другой, либо потребитель не видит между 
ними разницы. Отношение предпочтения транзитивно, т.е. если на
бор А =(аг а3) предпочтительнее набора B=(br b2), а набор В предпоч
тительнее набора С=(срс2), то набор А предпочтительнее набора С.

На множестве потребительских наборов (хрх2) определена функ
ция м(хрх ) (называемая функцией полезности потребителя), значе
ние м(хрх2) которой на потребительском наборе (хрх )̂ равно потре
бительской оценке индивидуума для этого набора. Потребительс
кую оценку и(хрх2) набора (хрх2) принято называть уровнем (или 
степенью) удовлетворения потребностей индивидуума, если он 
приобретает или потребляет данный набор (хрх2). Каждый потреби
тель имеет, вообще говоря, свою функцию полезности. Если набор 
А предпочтительнее набора В, то и(А)>и(В).
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Функция полезности удовлетворяет следующим свойствам:
1) Возрастание потребления одного продукта при постоянном 

потреблении другого продукта ведет к росту потребительской оцен
ки, т.е.

Из свойства Г) следует свойство 1).
Первые частные производные называются предельными полезнос

тями продуктов: называется предельной полезностью первого 
продукта, м,' - предельная полезность второго продукта. Для пред
ельных полезностей первого и второго продуктов используется так
же символика Mlu(xl,x2), M2u(xvx2).

2) Предельная полезность каждого продукта уменьшается, если 
объем его потребления растет (это свойство предельной полезности 
называется законом убывания предельной полезности).

Из свойства 2') следует свойство 2).
3) Предельная полезность каждого продукта увеличивается, если 

растет количество другого продукта. В этом случае продукт, коли
чество которого фиксировано, оказывается относительно дефицит
ным. Поэтому дополнительная его единица приобретает большую 
ценность и может быть потреблена более эффективно. Данное свой
ство не столь очевидно, как 1)-2), и справедливо не для всех благ: 
если блага могут полностью замещать друг друга в потреблении, 
свойство 3) не выполняется. Предположение 3) вводится не всегда, 
но оно гарантирует выпуклость вниз линий безразличия.

Из свойства 3') следует свойство 3).
В учебной и монографической литературе понятие предельной 

полезности толкуется неоднозначно. Помимо приведенного выше 
определения предельной полезности первого (второго) продукта в 
виде частной производной (/,' (и2) первого порядка, под предельной 
полезностью первого (второго) продукта понимают отношение при
ращения функции полезности к приращению вызвавшего его коли
чества этого продукта:

если х 2 > х ,1, то w(x,2,x,) > и(х^,х2): 
если х22 > х2‘, то и(хг  х22) > и(хг х~'). 

du(xv x2) ди(хг х2)

д2и дги
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Наконец, предельной полезностью первого (второго) продукта 
называют разность

Из контекста обычно бывает ясно, о каком конкретно толкова
нии предельной полезности Л/,«(х,,х2) (М2и(хг х2)) идет речь.

Линия, соединяющая потребительские наборы (х,,х2), имеющие 
один и тот же уровень удовлетворения потребностей индивидуума, 
называется линией безразличия. Линия безразличия есть не что иное, 
как линия уровня функции полезности. Множество линий безраз
личия называется картой линий безразличия. На рис. 9.1 показан 
фрагмент карты линий безразличия. Линии безразличия, соответ
ствующие разным уровням удовлетворения потребностей, не каса
ются и не пересекаются. Если линия безразличия /г3 расположена 
выше и правее (“северо-восточнее”) линии безразличия то г3>г2. 
Верно и обратное. Иными словами чем “северо-восточнее” располо
жена линия безразличия, тем большему уровню удовлетворения по
гребное™ она соответствует.

Условия 1 )-3) означают, что линия безразличия убывает (являет
ся нисходящей) и строго выпукла к началу координат (к точке 0). 
Чтобы пояснить это, рассмотрим дифференциал (главную линей
ную часть приращения) функции и(хг х  ). Если двигаться вдоль ли
нии уровня, то приращение функции и(хг х2) равно нулю, и, следо
вательно, можно считать равной нулю и его главную линейную 
часть. Дифференциал функции полезности записывается следую
щим образом:

Итак, функция х^х,), то есть зависимость х2 от х : вдоль кривой 
безразличия, является убывающей, поскольку производная ее отри
цательна. Вторая производная функции хДх,) выглядит следующим 
образом:

или

(2)

Ее положительность вытекает из свойств 1)-3); следовательно, 
кривые безразличия выпуклы вниз.
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Рис. 9.1

Рассмотрим фиксированную линию безразличия /г. Пусть потре
бительский набор (х|5х2) £ Л При выполнении ряда"естественных 
предположений (непрерывность первых частных производных и ,, 
и2' и и2' * 0) справедлива, как уже было показано, следующая фор
мула:

dx2 и '

щ  -  •  V -  ( 3 )

Имеем приближенное равенство

± с, Дх,
-7^ = - tg0 = - tga=—  (4)
<£с, Дх,

(см. рис. 9.2).
Из (3) и (4) следует важное приближенное равенство

Дх2
Отношение - д^- показывает, на сколько должен индивидуум

увеличить (уменьшить) потребление второго продукта, если он умень
шил (увеличил) потребление первого продукта на одну единицу без 
изменения уровня удовлетворения своих потребностей (Это обстоя-
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тельство геометрически интерпретируется так: точки (х,,*,), (х,+Дх,, 
х2+Дх,) принадлежат одной и той же линии безразличия /г(см. рис.

Дх2
9.2).) Поэтому дробь - д^- принято называть нормой замены перво

го продукта вторым на потребительском наборе (х х,), а производ-
dx2 Дх,

ную - (которая равна предельному значению дроби - —  приДх,
Дх, -> 0) - предельной нормой замены первого продукта вторым. 

Примером функции полезности может служить функция

w(x,,x2)=a,Iog(x,-x,)+o2log(x2-x2), (6)

где о,>0, а2>0, х,>х,>0, х2>х2>0.
дги ai

Действительно, имеем и ,' =  ы ,'=  х -  > 0, т-!дх; (х,-х,)2
д2и

<0, Т~2= 7 w<0, т.е. выполнены свойства Г) и 2') функции по-
ОХ2 \*2 2'

лезности. Свойство 3’) не выполнено, так как смешанные вторые 
частные производные функции и(х,,х2) равны нулю.

Задача потребительского выбора (задача рационального поведе
ния потребителя на рынке) заключается в выборе такого потреби
тельского набора (х,0,х2°), который максимизирует его функцию пол
езности при заданном бюджетном ограничении.
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Бюджетное ограничение означает, что денежные расходы на про
дукты не могут превышать денежного дохода, т.е. р,хх + р2х2 < /, где 
р х и р2 - рыночные цены одной единицы первого и второго продук
тов соответственно, а /  - доход индивидуума, который он готов 
потратить на приобретение первого и второго продуктов. Величины 
р г р, и /  заданы.

Формально задача потребительского выбора имеет вид:

м(х,,х2) (шах)
при условиях (7) (7)

р,х, + р2х2 < /, 
х, > 0, х2 > 0.

Допустимое множество (то есть множество наборов благ, доступ
ных для потребителя) представляет собой треугольник, ограничен
ный осями координат и бюджетной прямой (см. рис. 9.3). На этом 
множестве требуется найти точку, принадлежащую кривой безраз
личия с максимальным уровнем полезности. Поиск этой точки можно 
интерпретировать графически как последовательный переход на 
линии все более высокого уровня полезности (вправо-вверх) до тех 
пор, пока эти линии еще имеют общие точки с допустимым мно
жеством.

9.2. Решение задачи потребительского выбора и его 
свойства

Набор (хДх,0), который является решением задачи потребитель
ского выбора, принято называть оптимальным для потребителя, или 
локальным рыночным равновесием потребителя.

Вначале остановимся на некоторых важных свойствах задачи пот
ребительского выбора. Во-первых, решение задачи (хДх^) сохраня
ется при любом монотонном (то есть сохраняющем порядок значе
ний) преобразовании функции полезности г/(хгх2). Поскольку зна
чение u(xt°,x2°) было максимальным на всем допустимом множестве, 
оно остается таковым и после монотонного преобразования функ
ции полезности (допустимое множество, определяемое бюджетным 
ограничением, остается неизменным). Таким монотонным преобра
зованием может быть умножение функции полезности на некото
рое положительное число, возведение ее в положительную степень, 
логарифмирование по основанию, большему единицы. Отметим, что 
свойство I) должно присутствовать у любой функции полезности; 
свойства 2) и 3) могут при ее монотонных преобразованиях терять
ся или приобретаться (рассмотрите это самостоятельно на примере 
функции и(х| ,х2)=х|'ах2'/4. Последнее важно для иллюстрации того
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факта, что если функция полезности в задаче потребительского вы
бора не обладает свойствами 2) или 3), это вовсе не означает, что 
данная задача не может описывать реальное поведение потребителя.

Во-вторых, решение задачи потребительского выбора не изме
нится, если все цены и доход увеличиваются (уменьшаются) в одно 
и то же число раз X.

Это равнозначно умножению на положительное число X обеих 
частей бюджетного ограничения p tx t + р2х2 < I, что дает неравенство, 
эквивалентное исходному. Поскольку ни цены, ни доход /  не вхо
дят в функцию полезности, задача остается той же, что и первона
чально.

В приведенной постановке задача потребительского выбора яв
ляется задачей нелинейного программирования - см. главу 8, раздел
3. Однако если на каком-то потребительском наборе (х,,х2) бюджет
ное ограничение р ]х^+р2х2 < I будет выполняться в виде строгого 
неравенства, то мы можем увеличить потребление какого-либо из 
продуктов и тем самым увеличить функцию полезности. Следова
тельно, набор (хДа:^), максимизирующий функцию полезности, до
лжен обращать бюджетное ограничение в равенство, т.е. р 1х1°+р7к°=[. 
Графически это означает, что решение (х,0,^ 0) задачи потребитель
ского выбора должно лежать на бюджетной прямой (см. рис. 9.3), 
которую удобнее всего провести через точки пересечения с осями

координат, где весь доход тратится на один продукт: О;-7 —  ;0
Рг

Мы также будем считать, что в оптимальной точке (хДх^) усло
вия {х, >0, х2 >0} выполняются автоматически, вытекая из свойств 
функции м(х,,х2). Как правило, это действительно так. В то же 
время, если условия неотрицательности переменных не включать в 
явном виде в условие задачи, то она становится существенно проще 
с математической точки зрения.

Итак, задачу потребительского выбора можно заменить задачей 
на условный экстремум (ибо решение (хДх^) этих двух задач одно 
и то же)

и(х,,х2) (max)
при условии (8)

Л Х , +  />2*2 =  1

Для решения этой задачи на условный экстремум применим ме
тод Лагранжа.

Выписываем функцию Лагранжа

L(xt,xv X) =  t/(x,,x2) + X ip ^  + р2х2 - Г), (9)
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находим ее первые частные производные по переменным хр х2 и
dL

и X приравниваем эти частные производные к нулю: ^ jr= W| '-Х р=0 ,

d L -  ' 1  - П  3 L ~  4- / п- ^ - и 2 - \ р - 0, — - Plx + P 2x2-I=0.

Исключив из полученной системы трех уравнений с тремя неиз
вестными неизвестную X, получим систему двух уравнений с двумя 
неизвестными х, и х2

<_ = Pi 
<  P i’

Р [ Х + Р7ХГ 1.

Решение (хДх,0) этой системы есть “укороченная” критическая 
точка функции Лафанжа. Можно строго доказать, что “укорочен
ная” критическая точка (хДх,0) функции Лафанжа обязательно есть 
решение задачи потребительского выбора (за исключением так на
зываемых угловых решений, которые здесь не рассматриваются). 
Подставив решение (хДх,0) в левую часть равенства

«,'(*,, jc3) = />, 
и2'(хг х2) р2'

получим, что в точке (хДх,0) локального рыночного равновесия
'(х,°,х2°)

индивидуума отношение u u предельных полезностей «/(хДх,0)
U2 № Л )

и и2\х " ,х 2 ) продуктов равно отношению рыночных цен и р2 на 
эти продукты:

( Ю )
иЛх1х"2) Рг

И,'(* Г,Х2°)
В связи с тем, что отношение — ц 0 равно предельной норме

и2 (<*i уХ2)
замены первого продукта вторым в точке локального рыночного рае- 
новесия (х,0,х2°), из (10) следует, что эта предельная норма равна

р1отношению рыночных цен — на продукты. Приведенный результат
Р 2

играет важную роль в экономической теории.
Геометрически решение (хДх,0) можно интерпретировать как точ

ку касания линии безразличия функции полезности и(х ,х7) с бюд-
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Рис. 9.3

жетной прямой p txt +р7х2- /(см . рис. 9.3). Это определяется тем, что 
dx2 и,'

отношение-^- = ~ показывает тангенс угла наклона линии уров

ня функции полезности, а отношение ” — представляет тангенс
Р 2

угла наклона бюджетной прямой. Поскольку в точке потребитель
ского выбора (или локального рыночного равновесия) они равны, в 
этой точке происходит касание данных двух линий.

Из (5) и (10) следует, что
Дд:2° р.

- — У -  d oРг

т. е. отношение (со знаком минус) конечных (относительно не
больших) изменений Дх,0 и Дх,0 объемов продуктов в локальном 
рыночном равновесии (х,0,х2°) приближенно равно отношению ры
ночных цен р и р2 на продукты.

Равенство (11) позволяет давать приближенные оценки отноше
нию рыночных цен, если известны конечные изменения объемов 
продуктов относительно потребительского набора, приобретенного 
потребителем, т. е. набора, который естественно следует толковать в 
качестве оптимального для потребителя.

Координаты х,° и х2° решения (х,0,^ 0) задачи потребительского 
выбора есть функции параметров p vp2 и /:
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х °  =  х 1°(рг  р 2, Г},
Х2° =  Х2°(рг  Р 2, Г).

Полученные функции называются функциями спроса на первый 
и второй продукты. Важным свойством функций спроса является 
их однородность нулевой степени относительно цен и дохода, т.е. 
значения функций спроса инвариантны по отношению к пропор
циональным изменениям цен и дохода.

х Д аp v ар2, а /)  =  х,0̂ , ,  Р2, Л 
х2°(арг  ар2, а /)  =  x*(pv р2, Г)

для любого числа а  > 0. Это означает, что если все цены и доход 
изменятся в одно и то же число раз, величина спроса на продукт 
(первый или второй - безразлично) останется неизменной.

Пример задачи потребительского выбора
Решим одну простую задачу потребительского выбора с двумя 

благами. Пусть неизвестные количества этих благ равны х, и х2, а 
их рыночные цены p t и р2:

U(x х ) =  х х (max),
р  х  +  p jc  < / , (12)
х, > 0, х2 > 0.

Как мы выяснили, бюджетное ограничение в оптимальной точке 
должно выполняться как равенство, и, поскольку оба блага жиз
ненно необходимы (полезность равна нулю, если одно из них от
сутствует), требования неотрицательности переменных будут вы
полнены автоматически. Следовательно, решаемая задача математи
ческого программирования превращается в классическую задачу на 
условный экстремум. Записав необходимые условия экстремума (со
гласно которым, отношения предельных полезностей благ должны 
равняться отношениям их рыночных цен, а бюджетное ограничение 
выполняется как равенство), получаем систему уравнений:

7 ~ К  P S I +  Р Л  =  1

Первое условие означает, что в рассматриваемой задаче количес
тва денег, затрачиваемые на оба блага, должны быть одинаковыми, 
то есть x2p = x x-pv Это вытекает из равенства “весов”, или показате
лей степени у переменных х, и х ,в  функции полезности. Итак, х2р2

+ х 1р ] = ^  и функции спроса приобретают вид
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1
2-/V 2 2‘/V

1
(13)

Итак, расход на каждое благо составляет половину общего дохо
да потребителя, и чтобы найти необходимое количество каждого 
блага, следует разделить расходуемую на него сумму на его цену.

Для этой простой модели мы могли бы найти решение без ис
пользования метода множителей Лагранжа, выражая х2 через х, из 
бюджетного ограничения, подставляя это выражение в функцию 
полезности (которая становится полиномом второй степени от од
ной переменной) и находя максимум полученной квадратичной фун
кции. Проделайте это как самостоятельное упражнение, получив те 
же самые функции спроса. Для более сложных случаев, некоторые 
из которых будут рассмотрены в следующей главе, решить задачу 
элементарными методами сложно, и требуются методы дифферен
циального исчисления (например, тот же метод множителей Лаг
ранжа) или математического программирования.

Случай потребительских наборов (хр ..., x j  из п продуктов при
нципиально не отличается от случая двух продуктов, но технически 
несколько сложнее. Этот случай здесь отдельно не рассматривается.

9.3. Общая модель потребительского выбора

В предыдущем разделе рассмотрена типовая модель потребитель
ского выбора с двумя товарами и ее решение с помощью метода 
множителей Лафанжа. Сейчас мы рассмофим свойства задачи пот
ребительского выбора с произвольным числом товаров и целевой 
функцией общего вида, а затем перейдем к некоторым конкретным 
задачам, включая анализ компенсированного изменения цен.

Пусть задана целевая функция предпочтения потребителя и(хг  
х,, ... , хи), где х. - количество /'-го блага, вектор цен {р,} = (рг  р2, ..., 
р )  и доход /. Записав бюджетное ограничение и офаничения на 
неофицательность, получаем задачу

Будем, как и ранее, считать, что неотрицательность переменных 
обеспечивается свойствами целевой функции и бюджетного огра
ничения. В этом случае можно записать функцию Л афанжа и ис
следовать ее на безусловный экстремум.

Функция Л афанж а L(x,X) =  и(х) +  X(рх - Г).

и(х) -> шах (14)
при условиях

рх < /, х > 0 (здесь х=(х,,...,х ), p = {p t,...,рп) , px=ptx t+.. .■+ р х н).
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Необходимые условия экстремума - равенство нулю частных про
изводных:

L ' =  и ' + Хр. =  0 для всех i от единицы до п и Lx' —рх  - /=0.

Отсюда вытекает, что для всех i , j  в точке л" локального рыноч
ного равновесия выполняется равенство

(15)
" ,  Р,

которое получается после перенесения вторых слагаемых необхо
димых условий в правую часть и делением /-го равенства на у'-ое. 
Итак, в точке оптимума отношение предельных полезностей любых 
двух благ равно отношению их рыночных цен. Равенство (15) мож
но переписать и в другой форме:

(16)
Р, Pi

Последнее означает, что дополнительная полезность, приходя
щаяся на дополнительную единицу денежных затрат, в точке опти
мума одинакова по всем видам благ. Если бы это было не так, то по 
крайней мере одну денежную единицу можно было бы перераспре
делить так, чтобы выросло благосостояние (значение функции пол-

и' и'
езности) потребителя. Если для некоторых /у —  > —  то некото-

Р/ Pj
рое количество денег можно было бы перераспределить от /-го блага 
к у-му, увеличив уровень благосостояния.

9.3.1. Модель Р.Стоуна

Выведем теперь функцию спроса для конкретной функции пот
ребительского предпочтения, называемой функцией Р.Стоуна. Эта 
функция имеет вид:

п

и(х) =  П  (х-а)°' -> шах. (17)

Здесь а. - минимально необходимое количество /-го блага, кото
рое приобретается в любом случае и не является предметом выбора. 
Для того чтобы набор {а .} мог быть полностью приобретен, необхо
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димо, чтобы доход /бы л  больше £ р.а - количества денег, необ-I 1 1
ходимого для покупки этого набора. Коэффициенты степени а > 0  
характеризуют относительную “ценность” благ для потребителя. 

Добавив к целевой функции (17) бюджетные ограничения

Е  р а [ < I, x t > 0,..., хп > 0, получим задачу, называемую моделью 
Р.Стоуна. Приравняв нулю частные производные функции Лагран-

а,и(х)
жа по переменным х., получаем для всех / от 1 до п: х ЛР,-=0, 

откуда
а,и(х)

х  — а - г— . (18)
Pi '

К этим условиям добавляется равенство Е  р х -1 =  0, выполнениеi 1 '
которого эквивалентно равенству нулю частной производной фун
кции Лагранжа по переменной X. Умножив каждое /-е условие на 
Хр. и просуммировав их по /, имеем

Y , а.и(х).+ х Л  рх. - xYl р.а. =  0. (19)
I 1 ' i ' 1 i

Поскольку в точке оптимума бюджетное ограничение выполня-

V ' г л  “М  _ _  ̂ Y ^ P P i
ется как равенство, заменим рх. на /. Получим -у —  “ — — '

Отсюда имеем функцию спроса:

х =  0 + - ± * ----- I (20)
' '

У
Эту функцию легко проинтерпретировать и запомнить следую

щим образом. Вначале приобретается минимально необходимое ко
личество каждого блага а.. Затем рассчитывается сумма денег, ос
тающаяся после этого, которая распределяется пропорционально 
“весам” важности а . Разделив количество денег на цену />., получа
ем дополнительно приобретаемое, сверх минимума, количество /-го 
блага и добавляем его к а..

Модель Стоуна имеет различные частные случаи: например, ког-
/

да все а. =  0, а все а  равны между собой, получаем х. =  —  (то есть

доход делится на п равных частей и спрос на /-й товар рассчитыва
ется как частное отделения полученной суммы денег на его цену).
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В данном случае мы видим, что спрос растет при росте дохода с 
эластичностью, равной единице, и уменьшается с ростом цены с 
эластичностью, равной минус единице. Тем самым каждый товар в 
этой модели является нормальным и ценным. Кроме того, спрос 
растет до бесконечности при бесконечном росте дохода - в этом 
смысле каждый товар является “предметом роскоши”.

Для того чтобы описать более разнообразные формы поведения 
спроса на различные товары, модель должна включать другие, более 
сложные виды целевой функции предпочтения. Например, при фун
кции предпочтения

u(xl,x2)= x iax2b a(xl + b - а) ь 

(где а, b - параметры) функция спроса имеет вид

= / "+ "bp  (™пичная функция спроса для предметов первой 

1(1 ♦ Р)(Ь - а))
необходимости) и х2 = ----- Т ~+~Ьр------ (типичная функция спроса

для предметов роскоши).

9.3.2. Взаимозаменяемость благ. Эффекты компенсации

1
Если функция спроса имеет вид х. =  —  (или, при не равных 

/а,
между собой а  , х. =  ^  то спрос на /-й товар не зависит от

J
цены на любой у'-й товар. Вообще говоря, перекрестные функции 
спроса от цен характеризуют такие свойства товаров, как взаимоза
меняемость и взаимодополняемость. Если при росте цены на товар 
/', при снижении спроса на /-й товар, растет спрос на товар у - эти 
товары взаимозаменяемы. Наоборот, если спрос на у'-й товар также 
падает, - они взаимодополняемы. Заметим, что реальная взаимоза
меняемость может искажаться общим снижением благосостояния 
при росте цены /-го блага: у'-е благо может заменять /-е в потребле
нии, но спрос на него может не расти, поскольку снизилось общее 
благосостояние потребителя. Для снятия этого искажения исполь
зуют понятие компенсированного изменения цены, то есть такого, 
которое сопровождается увеличением дохода потребителя, позволя
ющим ему поддерживать прежний уровень благосостояния. Прак
тически компенсированное изменение цены изображается следую
щим образом (рис. 9.4).
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ЛС-Влияние замены 
С£=Влияние дохода 
ЛВ-Общий эффект 

^Старая бюджетная 
, линия

Новая бюджетная 
гаия

Компенсированная 
бюджетная линия 

Кривые 
' безразличия

■К

Рис. 9.4

Пусть цена первого блага повысилась с до р 2, тогда бюджет
ная прямая из положения 1 перейдет в положение 2. Точка А на 
линии безразличия /г|, касающейся первоначального бюджетного 
ограничения, будет заменена новой точкой оптимума В, где новая 
линия безразличия 1Л касается новой бюджетной прямой. Если мы 
хотим компенсировать потребителю потерю благосостояния, то уве
личим его доход так, чтобы новая бюджетная прямая 3 (параллель
ная линии 2) коснулась в некоторой точке С прежней линии без
различия /г1. Направленный отрезок НС показывает “эффект заме
ны” при росте цены, то есть изменение структуры спроса при усло
вии поддержания прежнего уровня благосостояния. Направленный 
отрезок СВ отражает “эффект дохода”, то есть изменение потреби
тельского спроса при сохранении соотношения цен благ и измене
нии уровня дохода. Общий результат роста цены (при отсутствии 
компенсации) выражается направленным отрезком АВ.

Для формального анализа компенсационных эффектов рассмот
рим вначале две задачи.

Пусть целевая функция потребителя (ЦФП) зависит от двух благ, 
х, и xv  следующим образом: и(хг х2) = х, х2 -> шах. Пусть цены благ 
равны, соответственно, 10 и 2, а доход потребителя - 60. Тогда,

„ , , 60 ,  60 
согласно полученной формуле функции спроса, ==12Tl0 = X2=2"2=
15; и =45. Пусть теперь р , меняется с 2 до 7. Каков необходимый 
размер компенсации? Чтобы приобрести прежний оптимальный на
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бор, потребителю необходимо дополнительно (7-2)-15 = 75 денеж
ных единиц. Однако прежняя структура потребления не будет оп
тимальной при новых ценах, и минимальная необходимая компен
сация будет меньше, чем 75. Пусть потребитель получает дополни
тельно количество денег М. Тогда при новых ценах его спрос на

к с 60 + М 60 + м  , ,первое и второе блага будет равен: х, =  — ; х, =  —— — . Целе-10-2 7-2

вая функция х)х2 будет равна (60 + М)2 и это выражение должно 
52,25, что существенно

10-7-4
равняться начальному м'=45. Отсюда М ■■ 
меньше, чем 75.

Теперь решим задачу в более общем виде. Пусть по-прежнему 
м(х,,х2) =  х, х,, цены благ равны p t и р2, а доход I. Очевидно,

j l  j l  dxi - j _  
х ~ 2Р;  д р ~ ~ 2р?  т Г г Р;  дР - °

Пусть теперь цена р х выросла в г раз (z > 1), и при этом потреби
тель получает необходимую компенсацию. Новый размер дохода

обозначим через / ,  спрос - х и xv Очевидно, *, =
2 гр,

I L _ — _ /—
~4pji2' о т к у д а  / = У Г -/  : =x̂ z -

* 2 = 2р2 И

условие компенсации 4zp<p2
Итак, спрос на первый товар в случае с компенсацией сократит

ся в \fz раз (а не в г раз, как без нее), а спрос на второй товар в \fz 
раз вырастет. В случае роста цены второго товара ситуация будет

полностью симметричной. Таким образом,
дх,
dPj > 0 при / =  1,

у =  2 или у -  1, / =  2. Индекс comp означает, что перекрестная 
частная производная спроса рассчитывается при необходимой для 
поддержания прежнего уровня благосостояния компенсации дохо
да. Условие компенсации снимает “эффект дохода” , оставляя 
лиш ь”эффект замены”, что позволяет более точно определить по
нятие взаимозаменяемости и взаимодополняемости благ и оцени
вать эти характеристики. Блага / иу называются взаимозаменяемы

ми, если
аto, 
dPj > 0 и

а
др, > 0 (эти два условия равносиль

ны), и взаимодополняемыми, если
дх,
dPj < 0 и дЛ  

дР, < о.
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Рассчитаем теперь эти частные производные для рассматривае
мой задачи, когда р х растет в z  раз. В этом случае приращение

X. I—
Дх,=— Ax2=vzх . - х 2, A p = zp l-pl. Отсюда

Г

дхх , „ „ / . о = -  \  = - 1
др, «щ, р Д - ( 1~ 1) г~‘ р Д {  1 + \fz) 2 1 И 21 4р|

дх2 
др,

г= lim-------------  = lim-
г~1 p j z  (г-1) z~' p,Jz (УГ + 1) 4РЛ

Последняя величина положительна, что свидетельствует о взаи
мозаменяемости благ в рассматриваемой задаче.

9.3.3. Уравнение Слуцкого

Одним из основных в теории потребительского выбора является 
уравнение Слуцкого, опубликованное российским математиком 
Е.Е.Слуцким в 1915 году. Это уравнение позволяет увязать дейст
вие эффекта замены и эффекта дохода с результирующим измене
нием спроса. Мы не будем выводить уравнение Слуцкого, лишь 
приведем его в используемых здесь обозначениях, сделав некото
рые комментарии:

дх,

dPj

дх:. дх,

др.
comp

д!
(21)

Первое слагаемое в правой части описывает действие эффекта 
замены, второе - действие эффекта дохода, выраженное в тех же 
единицах измерения (множитель х. приводит их к одной размернос
ти). Слева записано результирующее воздействие на спрос, склады
вающееся из изменения структуры спроса и общего его изменения 
при изменении уровня реального дохода. Для ценных товаров вели-

дх „  „чина —- > 0, т.е. спрос растет при росте дохода. В этом случае, 
дI

дх;
согласно уравнению Слуцкого,

дх,
dPj : если спрос растет,

то он растет больше при наличии компенсации, если падает - то в
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дх. дх,

дР/
>0,меньшей степени. Может оказаться и так, что < 0, но

то есть товары / и j  взаимозаменяемы, но представляются взаимодо
полняемыми без учета компенсации. Уравнение Слуцкого может 
рассматриваться как при разных, так и при совпадающих / и j  (за
пишите его для последнего случая самостоятельно). Из обычно пос
тулируемых свойств функции полезности потребителя Г)-2') выте

кает, что
дх, 

дР,
< 0 (на графике это обусловлено выпуклостью

линий уровня функции полезности). Если, в таком случае, вдруг 
Эх(

оказывается, что > 0 (спрос на товар растет при росте цены -

такие товары называются товарами Гиффина), то отсюда вытекает, 
дх

что —  < 0 - то есть это обязательно малоценный (худший) товар, 
ш

Обычно приводимый в качестве примера товара Гиффина карто
фель удовлетворяет этому условию, в то же время золото, напри
мер, не может ему удовлетворять. Таким образом, рост спроса на 
золото при росте его цены, наблюдавшийся одно время в СССР, 
нужно объяснить другими причинами, - главным образом, скрытой 
инфляцией и узостью сферы вложения свободных средств населения 
в тот период.

Выпишем и проверим уравнение Слуцкого для рассмотренной 
выше задачи потребительского выбора с функцией полезности 
м(х,,х2)=х,х2. Как было получено,

d*i=_ 1 
^  2pt 

Отсюда

А*2=0. 
U  2р,' др, ’

Эх,
Jp,

1 г
■ v ,;

дх2
Ж

/  _ /  _ 1 1 1

2p i р \ 2Р\ 2р'. ’ V ?
и 0=-

4Р Л
1 I

2Рг 2Pi
=0.

Итак, в обоих случаях уравнения Слуцкого (при /' =  у и при / J) 
здесь выполнены. Уравнение Слуцкого может быть использовано

для нахождения
дх, 

дрj то есть для расчета эффекта замены и

оценки взаимозаменяемости или взаимодополняемости благ, пос-
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кольку частные производные без компенсации рассчитываются зна
чительно легче (как это было показано выше).

Рассмотрим теперь более подробно эластичности функции спро-
дх, х,

са. Эластичность спроса по цене равна е,. = , эластичность

дх
спроса по доходу е — —- : —. Для функции х =  а . = -----

dl I ^  ар,
эластич

ность еи =  -1; е.. =  0 (/ j); еп =  1 (как это было показано выше).
Как уже говорилось, если в функции спроса х=х.(рг р2,..., р„,Г) 

все цены и доход увеличить в одно и то же количество раз X, то 
спрос х. не изменится. Таким образом, х.(Хр,\Г) = \°х.(р,[) =  Х/{р,1), 
то есть, функция спроса является однородной нулевой степени. От
сюда, согласно уравнению Эйлера должно выполняться равенство

дх, дх,
др. Pi* dl

I =  О

разделив которое на х , получим равенство etj + е:1

(22) 

О, то есть

нулю должна равняться сумма всех эластичностей спроса по ценам 
и доходу.

В качестве иллюстрации покажем, что если в задаче потреби
тельского выбора всего два товара, то они обязательно являются

взаимозаменяемыми. Для этого воспользуемся тем, что
дх,
dPi <0,

и положительностью частных производных функции полезности. 
Предположим, что выросла цена 1-го товара p v Поскольку

дх,
~дрх < 0, спрос на этот товар при условии компенсации падает.

Если бы при этом упал спрос и на второй товар, то мы получили бы 
точку, в которой обоих товаров меньше, чем в начальной. Следова
тельно, в этой точке значение функции полезности м(хрх2) должно 
быть также меньше (а мы знаем, что в условиях компенсации оно 
равно начальному). Следовательно, спрос на второй товар при усло

вии компенсации должен вырасти (т.е. 

взаимозаменяемым с первым товаром.

дх2
> 0), и он является
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Вопросы и задачи к главе 9

1. Что означает отношение предпочтения?
2. Каким свойствам должна удовлетворять функция полезности?
3. Каков экономический смысл свойств функции полезности?
4. Приведите пример функции полезности.
5. Сформулируйте задачу потребительского выбора.
6. Выпишите необходимые условия решения задачи потребитель

ского выбора.
7. Приведите геометрическую интерпретацию решения задачи пот

ребительского выбора.
8. Что такое функции спроса? В чем состоит условие их однород

ности нулевой степени, его экономический смысл?
9. Почему в точке оптимума задачи потребительского выбора бюд

жетное ограничение выполняется как равенство?
10. Изобразите графически линии уровня ЦФП и бюджетное огра

ничение так, чтобы ограничения х >0 стали существенными для 
решения задачи потребительского выбора.

11. В точке оптимума полезности приращения благ, приходящиеся 
на одну затрачиваемую денежную единицу, равны между собой. 
Поясните.

12. Какие параметры потребительских предпочтений задаются эк
зогенно в модели Стоуна?

13. Запишите формулу для суммы денег, затрачиваемой для приоб
ретения /-го товара в решении модели Стоуна.

14. Зависит ли сумма денег, расходуемая на товар i в решении моде
ли Стоуна, от цены товара j  (/ * у):
а) при а =  0?
б) при а. > 0?

15. Ведут ли себя товары в модели Стоуна как предметы первой 
необходимости или предметы роскоши с точки зрения зависи
мости спроса на них от дохода?

16. В чем состоит воздействие на спрос эффекта замены и эффекта 
дохода при изменении цены одного из благ? Изобразите графи
чески семейства линий уровня ЦФП и бюджетное ограничение, 
когда эффекты замены и дохода воздействуют на спрос на неко
торый товар:
а) в одном направлении;
б) в разных направлениях.

17. Равнозначно ли воздействие на потребительский спрос увеличе
ние дохода в к раз и сокращение в к раз всех цен? Сделайте 
выводы для рассматриваемой модели и для реальности и сопос
тавьте их.
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18. Предположим, что функция спроса на товар х, зависит от его

цены /?, и дохода потребителя /  следующим образом: v J L .  Ис-
р\

дх,
др,пользуя уравнение Слуцкого, рассчитайте
Г1 шпр

19. Могут ли все эластичности спроса на товар / по доходу и по 
ценам быть неотрицательными?

20. Запишите какую-нибудь функцию спроса, для которой спрос 
на /-й товар эластичен как по цене, так и по доходу, то есть е.. < 
- 1, а е„ >  1.

21. Решите задачу потребительского выбора, найдя функции спро
са, при ценах благ p t =  10, р2 =  2 и доходе /  = 60, со следующи
ми функциями предпочтения:
1) и =  x t х2 -> max;
2) и =  х,1/г х2% -> max;
3) и =  (х,-1)'Л (x2-3)v* -> max;
4) и =  5(4 - х,)2 + (20 - х2)2 -» min.
Для каждой задачи изобразите допустимое множество и кривые 
безразличия.



ГЛАВА 10
П РО И ЗВО Д С Т ВЕН Н Ы Е Ф У Н К Ц И И

10.1. Понятие производственной функции одной пе
ременной

Производственная функция - это функция, независимая пере
менная которой принимает значения объемов затрачиваемого или 
используемого ресурса (фактора производства), а зависимая перемен
ная - значения объемов выпускаемой продукции

У = А х )  (1)

В формуле (1) х (х > 0) и у  (у  > 0) - числовые величины, т.е. у  =  
Дх) есть функция одной переменной х. В связи с этим производ
ственная функция (П Ф )/назы вается одноресурсной или однофак
торной ПФ, ее область определения - множество неотрицательных 
действительных чисел (т.е. х >0). Запись у  =Д х) означает, что если 
ресурс затрачивается или используется в количестве х единиц, то 
продукция выпускается в количестве у  =  Дх) единиц. Символ /  - 
знак функции - является характеристикой производственной систе
мы, преобразующей ресурс в выпуск. Символ /  связывает между 
собой независимую переменную х с зависимой переменной у. В 
микроэкономической теории принято считать, что у  - это макси
мально возможный объем выпуска продукции, если ресурс затрачи
вается или используется в количестве х единиц. В макроэкономике 
такое понимание не совсем корректно: возможно, при другом рас
пределении ресурсов между структурными единицами экономики 
выпуск мог бы быть и большим. В этом случае ПФ - это статисти
чески устойчивая связь между затратами ресурса и выпуском. Более 
правильной является символика у  =  Дх, а), где а - вектор парамет
ров ПФ.

Пример 1.1. Возьмем ПФ /  в виде Дх) =  ах*, где х - величина 
затрачиваемого ресурса (например, рабочего времени), Дх) - объем 
выпускаемой продукции (например, число готовых к отправке хо
лодильников). Величины а и b - параметры ПФ /  Здесь а и b - 
положительные числа и число b < 1, вектор параметров есть двумер
ный вектор (а, Ь).

График / ’производственной функции у  = ах* изображен на рис. 
10.1. На графике видно, что с ростом величины затрачиваемого 
ресурса х объем выпуска у  растет, однако при этом каждая дополни-
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тельная единица ресурса дает все меньший прирост объема у  выпус
каемой продукции. Отмеченное обстоятельство (рост объема у  и 
уменьшение прироста объема у  с ростом величины х) отражает фун
даментальное положение экономической теории (хорошо подтвер
ждаемое практикой), называемое законом убывающей эффективнос
ти. ПФ у  =  ах* является типичным представителем широкого клас
са однофакторных ПФ.

ПФ могут иметь разные области использования. Принцип “за
траты - выпуск” может быть реализован как на микро-, так и на 
макроэкономическом уровне. Сначала остановимся на микроэконо
мическом уровне. ПФ у  =  ахь, рассмотренная выше, может быть 
использована для описания взаимосвязи между величиной затрачи
ваемого или используемого ресурса х  в течение года на отдельном 
предприятии (фирме) и годовым выпуском продукции у этого пред
приятия (фирмы). В роли производственной системы здесь высту
пает отдельное предприятие (фирма) - имеем микроэкономическую 
ПФ (М И ПФ ). На микроэкономическом уровне в роли производ
ственной системы может выступать также отрасль, межотраслевой 
производственный комплекс. М ИПФ строятся и используются в ос
новном для решения задач анализа и планирования, а также задач 
прогнозирования.

ПФ может быть использована для описания взаимосвязи между 
годовыми затратами труда в масштабе региона или страны в целом 
и годовым конечным выпуском продукции (или доходом) этого
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региона или страны в целом. Здесь в роли производственной систе
мы выступает регион или страна в целом (точнее хозяйственная 
система региона или страны) - имеем макроэкономический уровень 
и макроэкономическую ПФ (МАПФ). МАПФ строятся и активно 
используются для решения всех трех типов задач (анализа, плани
рования и прогнозирования).

Точное толкование понятий затрачиваемого (или используемого) 
ресурса и выпускаемой продукции, а также выбор единиц их изме
рения зависят от характера и масштаба производственной системы, 
особенностей решаемых (с помощью ПФ) задач (аналитических, 
плановых, прогнозных), наличия исходных данных. На микроэконо
мическом уровне затраты и выпуск могут измеряться как в нату
ральных, так и в стоимостных единицах (показателях). Годовые 
затраты труда могут быть измерены в человеко-часах (объем чело- 
веко-часов - натуральный показатель) или в рублях выплаченной 
заработной платы (ее величина - стоимостный показатель); выпуск 
продукции может быть представлен в штуках или в других нату
ральных единицах (тоннах, метрах и т.п.) или в виде своей стои
мости.

На макроэкономическом уровне затраты и выпуск измеряются, 
как правило, в стоимостных показателях и представляют собой сто
имостные (ценностные) агрегаты , т.е. суммарные величины произ
ведений объемов затрачиваемых (или используемых) ресурсов и 
выпускаемых продуктов на их цены.

Производственная функция нескольких переменных - это функ
ция, независимые переменные хр ..., хп которой принимают значе
ния объемов затрачиваемых или используемых ресурсов (число пе
ременных п равно числу ресурсов), а значение функции имеет смысл 
величин объемов выпуска:

У = А * )  = Л * ,. , *,,)• (2)

В формуле (2) у  (у>0) - скалярная, а х - векторная величина, x v 
..., хп - координаты вектора х, т .е . /Ц ,  ... , хп) есть числовая функ
ция нескольких (многих) переменных х р ... , хп. В связи с этим ПФ 

/ [х г  ... , хп) называют многоресурсной или многофакторной ПФ. 
Более правильной является такая символика J{xv ... , хп, а), где а - 
вектор параметров ПФ.

По экономическому смыслу х, > 0, ... , хп > 0, следовательно, 
областью определения многофакторной П Ф Д х,, ... , хя) является 
множество л-мерных векторов х, все координаты хр ... , хп которых 
неотрицательные числа.

Для отдельного предприятия (фирмы), выпускающего однород
ный продукт, П Ф Д х,, ... , х () может связывать объем выпуска (в
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натуральном или стоимостном выражении) с затратами рабочего вре
мени по различным видам трудовой деятельности, различных видов 
сырья, комплектующих изделий, энергии, основного капитала (из
меренных обычно в натуральных единицах). ПФ такого типа харак
теризуют действующую технологию предприятия (фирмы).

При построении ПФ для региона или страны в целом в качестве 
величины годового выпуска Y (будем обозначать объем выпуска, 
или дохода, на макроуровне большой буквой) чаще берут совокуп
ный продукт (доход) региона или страны, исчисляемый обычно в 
неизменных, а не в текущих ценах, в качестве ресурсов рассматрива
ют основной капитал (х, (=К ) - объем используемого в течение года 
основного капитала), живой труд(х2 (= /,) - количество единиц за
трачиваемого в течение года живого труда), исчисляемые обычно в 
стоимостном выражении. Таким образом строят двухфакторную ПФ 
Д хр х,), или Y -  A K,L). От двухфакторных ПФ переходят к трех
факторным. В качестве третьего фактора иногда вводят объемы ис
пользуемых природных ресурсов. Кроме того, если ПФ строится по 
данным временных рядов, то в качестве особого фактора роста про
изводства может быть включен технический прогресс.

ПФ у  =  Дх,, х2) называется статической, если ее параметры и ее 
характеристика/ н е  зависят от времени t, хотя объемы ресурсов и 
объем выпуска могут зависеть от времени г, т.е. могут иметь пред
ставление в виде временных рядов: х^(0), х,(1), ... , хДГ); х2(0), х2(1), 
... , х,(Т); у(0), .у(1), -  ,  У (Т )\  y(t) = Л х,(0 , х2(0). Здесь t -  номер года, 
t =  0, 1, ... , Т\ t =  0 - базовый год временного промежутка, 
охватывающего годы 1 ,2 , ... Т.

Пример 1.2. Для моделирования отдельного региона или страны 
в целом (т.е. для решения задач на макроэкономическом, а также и 
на микроэкономическом уровне) часто используется ПФ вида у  = 
Ядх/'х/’, где а0, аг  а2 - параметры ПФ. Это положительные постоян
ные (часто а { и а2 таковы, что а, + а2 =  1). ПФ только что приве
денного вида называется ПФ Кобба-Дугласа (ПФКД) по имени 
двух американских экономистов, предложивших ее использовать в 
1929 г. ПФКД активно применяется для решения разнообразных 
теоретических и прикладных задач благодаря своей структурной 
простоте. ПФКД принадлежит к классу так называемых мультип
ликативных ПФ (МПФ). В приложениях ПФКД х, =  А"равно объ
ему используемого основного капитала (объему используемых ос
новных фондов - в отечественной терминологии), х2 =  L - затра
там живого труда, тогда ПФКД приобретает вид, часто используе
мый в литературе:
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Графиком ПФ у  =  ciqXf'Xfi (я, + я2 =  1) в трехмерном простран
стве является двумерная поверхность Г, эскиз которой представлен 
на рис. 10.2. График Г  в рассматриваемом случае есть коническая 
поверхность, направляющей которой является, например, линия L, 
а образующими - лучи, выходящие из точки О. Пусть х, =  х2° > 0, 
тогда у  =  (а0(х °)а')х°' и мы получаем вариант ПФ, аналогичный 
рассмотренному выше (см. рис. 10.1 и рис. 10.3). Линия С есть 
пересечение поверхности Г вертикальной плоскостью х2 =  х2°. На 
рис. 10.3 представлен фрагмент рис. 10.2, относящийся к линии G. 
Поведение линии С отражает то обстоятельство, что с ростом затрат 
первого ресурса объем выпуска у  растет, но каждая дополнительная 
единица первого ресурса обеспечивает все меньший прирост выпус
ка у. Это обстоятельство можно прокомментировать следующим 
образом. Если число работников и их квалификация остаются не
изменными, а число обслуживаемых ими станков (которое уже до
статочно велико) увеличивается, например, в два раза, то это естес
твенно не приведет к двойному росту объема выпуска. Отметим, 
что если я, + я2 < 1, то графиком /П Ф К Д  является поверхность, 
которая напоминает выпуклую вверх “горку”, крутизна которой 
падает, если точка (хр х2) перемещается на “северо-восток” по плос
кости Oxtxr

Пример 1.3. Линейная ПФ (ЛПФ) имеет вид: у  =  а0 + я ^ , + clx2 
(двухфакторная) и у =  а0 + а,х{ + ... + я х  (многофакторная). ЛПФ 
принадлежит к классу так называемых аЗЬитивных ПФ (АПФ). Пе
реход от мультипликативной ПФ  к аддитивной осуществляется с 
помощью операции логарифмирования. Для двухфакторной муль
типликативной ПФ

у  =  ajcf 'x*

этот переход имеет вид: In у=1п я0+я,1п х,+я21п х2.
Полагая In y=w. In x ^ v , и In x,=v2, получаем аддитивную ПФ 

w=ln aQ+ a ] vl+ a 2v2.
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Выполняя обратный переход, из аддитивной ПФ  получим муль
типликативную ПФ.

Если сумма показателей степени в ПФ Кобба-Дугласа у  =  a0Ka'La> 
равна единице (а, + а2 =  1), то ее можно записать в несколько 
другой форме:

7  7------------0
К } ° ‘ Y 
L ' Т В 1 =а«

У кДроби — =  г и — = к называются соответственно производитель
ностью труда и капиталовооруженностью труда. Используя новые 
символы, получим

г =  ajc-',

т.е. из двухфакторной ПФКД получим формально однофактор
ную ПФКД. В связи с тем, что 0 < о, < 1, из последней формулы 
следует, что производительность труда г растет медленнее его капи
таловооруженности. Однако этот вывод справедлив для случая ста
тической ПФКД в рамках существующих технологии и ресурсов.

у
Отметим здесь, что дробь — называется производительностью

К
К  Lкапитала или капиталоотдачей, обратные дроби у  и — называются

соответственно капиталоемкостью и трудоемкостью выпуска.
ПФ называется динамической, если:
1) время t фигурирует в качестве самостоятельной переменной 

величины (как бы самостоятельного фактора производства), влия
ющего на объем выпускаемой продукции;

2) параметры Г1Ф и ее характеристика/ зависят от времени t. 
Отметим, что если параметры ПФ оценивались по данным вре

менных рядов (объемов ресурсов и выпуска) продолжительностью Т0 
лет (т.е. базовый промежуток для оценки параметров имеет продол
жительность Т0 лет), то экстраполяционные расчеты по такой ПФ

Т
следует проводить не более чем на ~  лет вперед (т.е. промежуток

Т
экстраполяции должен иметь продолжительность не более чем — 

лет).
При построении ПФ научно-технический прогресс (НТП) может 

быть учтен с помощью введения множителя НТП ер\  где параметр
6  Замков
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(число) р (р > 0) характеризует темп прироста выпуска под влияни
ем НТП:

y{t) =  <*%>ф ) ,  X2(t)) ( / = 0 ,  1, ... , Т).

Эта ГТФ - простейший пример динамической ПФ; она включает 
нейтральный, то есть не материализованный в одном из факторов, 
технический прогресс. В более сложных случаях технический про
гресс может воздействовать непосредственно на производительность 
труда или капиталоотдачу: Y(t) =  fiA(t)-L(t), K{t)) или Y(t) =  f[A(t) 
K(t), L(t)). Он называется, соответственно, трудосберегающим или 
капиталосберегающим НТП.

Пример 1.4. Приведем вариант ПФКД с учетом НТП y(t)  =
«0 ^ 1  (0"'*2(0"!-

Выделение существенных видов ресурсов (факторов производст
ва) и выбор аналитической формы функции Дх,, х,) называется спе
цификацией ПФ у  = Д х {, х2).

Преобразование реальных и экспертных данных в модельную 
информацию, т.е. расчет численных значений параметров ПФ у  = 

f[x v х,) на базе статистических данных с помощью регрессионного и 
корреляционного анализа, называется параметризацией ПФ у  =  

A xv x2).
Проверка истинности (адекватности) ПФ называется ее верифи

кацией.
Выбор аналитической формы ПФ y = A x v х2) (т е - специфика

ция) диктуется прежде всего теоретическими соображениями, кото
рые должны явно (или даже неявно) учитывать особенности взаи
мосвязей между конкретными ресурсами (в случае микроэкономи
ческого уровня) или экономических закономерностей (в случае мак
роэкономического уровня), особенности реальных или экспертных 
данных, преобразуемых в параметры ПФ (т.е. особенности парамет
ризации). На спецификацию и параметризацию в процессе совер
шенствования ПФ оказывают влияние результаты верификации ПФ. 
Отметим здесь, что оценка параметров ПФ обычно проводится с 
помощью метода наименьших квадратов.

Пример 1.5. Приведем в качестве иллюстрации значения пара
метров и я, макроэкономической ПФ Кобба-Дугласа Y =  aaKa'L“' 
для экономики США, рассчитанные разными авторами для разных 
базовых временных промежутков (априори не предполагалось, что 
обязательно я, + о, =  1) (см.: Терехов JI.J1. Производственные фун
кции. М.: Статистика, 1974, с. 113):
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Базовые 
временные 

промежутки 
(или годы)

Параметры Авторы,
проводившие
исследованияа 1 а2 а! + а2

1899-1922 гг. 0,25 0,75 1,00 Дуглас

1904 г. 0,31 0,65 0.96 Дуглас

1914 г. 0,36 0,61 0,97 Дуглас

1919 г. 0,25 0,76 1,01 Дуглас

1869-1948 гг. 0,70 0,25 0,95 Валаванис

1900-1953 гг. 0,16 0,84 1,00 Клейн

1909-1949 гг. 0,35 0,65 1,00 Солоу

1921-1941 гг. 0,34 2,13 2,47 Тинтнер

1934-1959 гг. 0,41 0,91 1,32 Михалевский

1934-1956 гг. 0,26 0,74 1,00 Михалевский

Параметры разными авторами рассчитывались по разным мето
дикам, поэтому пестрота картины не является неожиданной. Обра
щает на себя внимание, что у всех авторов наблюдается значитель
ное превышение параметра а2 относительно параметра аг  Также 
почти у всех авторов сумма а { + а2 оказалась близкой к единице.

На основании данных по экономике СССР (динамика нацио
нального дохода, численности занятых в материальном производст
ве и объемов основных фондов), опубликованных за 1960-1985 гг., 
были рассчитаны параметры МАПФКД без учета НТП и с учетом 
НТП. Без учета НТП ПФКД имеет вид Y =  1,022 A"»82L0'4618 (коэф
фициент детерминации R2 = 0,9969, статистика Дарбина-Уотсона 
D W =  0,81; упомянутые здесь термины математической статистики 
будут проанализированы в главах 15, 16). При подстановке факти
ческих значений К  и L за 1986 г. ошибка прогноза с помощью 
выписанной ПФКД составила 3%, что свидетельствует о том, что 
точность прогноза на основе рассматриваемой ПФКД относительно 
невелика. С учетом НТП ПФКД имеет вид Y =  1,038 ^ 02941̂ , 9749̂ 0,2399 
(коэффициент детерминации R2 =  0,9982, статистика Дарбина-Уот
сона DW =  1,63) (см.: Гранберг А.Г. Моделирование социалистичес
кой экономики. М.: Экономика, 1988).
6*
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10.2. Формальные свойства производственных функций

Производственная функция Дх,, х,) как формальная конструк
ция определена в неотрицательном ортанте двумерной плоскости, 
т.е. определена при х, > 0, х2 > 0. ПФ должна удовлетворять ряду 
(для каждой конкретной П ф  - своему) свойств:

1. Л0,0)=0;
1 ".Д0,х2)=Ахр0)=0;
2. х(1)>х(0) (х(1)*х(0)) =>/{х(1))>Дх(0)) (х(А:)=(х,(А:),х2(к), *=0,1));

дДх)
2 " х  > 0 ^  > 0 (/=1’2)> х= (х 1,х2);

д2Ах)
3 х > 0 =:>~дхг ~ 0 *=(*.>*2);

32/{х)
г*2>;

4 . Л / х | ,/Х2) = ^ Л х | ,х 2).
Свойство 1 означает, что без ресурсов нет выпуска. Свойство 1" 

означает, что при отсутствии хотя бы одного из ресурсов нет выпуска.
Свойство 2 означает, что с ростом затрат хотя бы одного ресурса 

объем выпуска растет. Свойство 2” (первая частная производная

ПФ
т
дх. положительна) означает, что с ростом затрат одного ре

сурса при неизменном количестве другого ресурса объем выпуска 
растет. Упорядоченная пара (x,,x2) чисел х, и х2 для краткости здесь 
и далее обозначается символом х, т.е. х=(х,,х2).

Свойство 3 (вторая частная производная ПФ
д2Лх) 
дх,2 неположи

тельна) означает, что с ростом затрат одного (/-го) ресурса при неиз
менном количестве другого ресурса величина прироста выпуска на 
каждую дополнительную единицу /-го ресурса не растет {закон убы
вающей эффективности). Свойство 3" означает, что при росте одно
го ресурса предельная эффективность другого ресурса возрастает. 
Если выполнены условия 3-3", то график Г И Ф  есть поверхность, 
расположенная в неотрицательном ортанте х, > 0, х2 > 0, у  > 0 трех
мерного пространства О х ^ у  и выпуклая вверх. Вообще геометри
ческий образ ПФ должен прежде всего ассоциироваться с выпуклой 
горкой, крутизна которой убывает, если точка (х,, х2) уходит в плос
кости Ох,х2 на “северо-восток”.

Свойство 4  означает, что ПФ является однородной функцией (ОФ) 
степени р  > 0. При р > 1 с  ростом масштаба производства в t раз



Глава 10. Производственные функции 165

(число t > 1), т.е. с переходом от вектора х к вектору tx, объем 
выпуска возрастает в С (> /) раз, т.е. имеем рост эффективности 
производства от роста масштаба производства. При р < 1 имеем 
падение эффективности производства от роста масштаба произ
водства. При р  = 1 имеем постоянную эффективность производства 
при росте его масштаба (или имеем независимость удельного вы
пуска от масштаба производства - в английской терминологии con
stant returns to scale).

Для ПФКД у  =  а^с“х “’ (а, + а \=  1) свойства 1-4 выполняются.
Для ЛПФ  у= а0+ а хх+ 'а2х2 (а0>О, а^О , а2>0) свойства 1 и Г (при 

а0=0) и свойство 4 не выполняются.
Множество (линия) / уровня q = /(x | , х2) (0 < q - действительное 

число) ПФ >'=Да:1, х 2)  называется изоквантой ПФ. Иными словами, 
линия уровня <7 - это множество точек, в котором ПФ постоянна и 
равна q.

Различные наборы (v,, v2) и (w,, w2) затрачиваемых (используе
мых) ресурсов, принадлежащие одной и той же изокванте / (т.е. q 
= 7(V|, v2) =  f[w r w2)), дают один и тот же объем выпуска q. Изо
кванта есть линия, расположенная в неотрицательном ортанте {(*,, 
х,)| х, > 0, х2 > 0} двумерной плоскости Ох1х2.

Пример 2 . 1. На рис. 10.4 даны эскизы изоквант / и /?2 ПФКД. 
Отметим, что изокванта / „  расположенная “северо-восточнее” изо
кванты / j, соответствует большему объему выпуска (т.е. q2 > q{).Ес
ли объем используемого основного капитала неограниченно растет 
(т.е. х, =  А"-» +°о), то, как видно на рис. 10.4, затраты труда неогра
ниченно убывают (т.е. х2 = L -»+0). Аналогично, как видно на рис. 
10.4, если х2 = L +со,’то х  = К  -» +0. На рис. 10.5 даны эскизы 
изоквант / ‘и / 2 (q2 > qx) ЛПФ.

Рис. 10.4 Рис. 10.5
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При п=2 для любой ПФ, для которой справедливы все (или 
часть) свойств 1-4, изокванта (если она не является прямой) есть 
линия (не обязательно гладкая), которая выпукла к точке О, т.е. 
линия, которая похожа на изокванту / рис. 4. Если график Г П Ф  
похож на выпуклую горку, то естественно, что ее изокванты есть 
линии, выпуклые к точке О.

10.3. Предельные (маржинальные) и средние значе
ния производственной функции

Пусть у  =  Дх) =  Дх,, х2) - ПФ. Дробь

Ах)
х, ( / =  1,2)

называется средней производительностью /'-го ресурса (фактора 
производства) (СПФ) или средним выпуском по /-му ресурсу (фак

тору производства). Символика: А. =1 х i
Напомним, что в случае двухфакторной ПФКД Y =  a0K“'La’ для

„ Y Yсредних производительностей -  и -  основного капитала и трудаК L
были использованы соответственно термины капиталоотдача и про
изводительность труда. Эти термины используют и применительно 
к любым двухфакторным ПФ, у которых х = К  и x = L .

Пусть у = А х) = А Х|> х2) " ПФ. Ее первая частная производная

называется предельной (маржинальной) производительностью /-го 
ресурса (фактора производства) (ППФ) или предельным выпуском

по /-му ресурсу (фактору производства). Символика: М. =

Обозначим символами Дх, и Д;(Дх)) (Д1Дх,,х2)=Дх|+Дх1,х2)-Дх|,х2); 
Д2Дх1,х2)=Дх1,х2+Дх2)-Дх1,х2)) соответственно, приращение пере

менной х и соответствующее ей частное приращение ПФДх). При 
малых Дх имеем приближенное равенство
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Следовательно, ППФ (приближенно) показывает, на сколько еди
ниц увеличится объем выпуска у , если объем затрат х, /-го ресурса 
вырастает на одну (достаточно малую) единицу при неизменных 
объемах другого затрачиваемого ресурса. Здесь предельную величину

(т.е. ППФ) целесообразно интерпретировать, используя близ

кое к ней отношение малых конечных величин, т.е. ДДх) и Ах.. 
Отмеченное обстоятельство является ключевым для понимания эко

номического смысла ППФ С другими предельными величина

ми следует поступать аналогичным образом.

Задача 3.1. Для ПФКД у  =  найти в явном виде Ап Аг
Л/, и Мг

Реш ение задачи. Имеем:
у Пх) у _ fix)

А —  —  =  —  =  c l j c  а' ^х а * " А =  —  ~  —  == f l j  °'Х  *Л\  ^  ^  и 0х 1 л 2 ,  Л 2 ^  ^  и а\ 1 Л 2 ,

т  , i „  злх)
М\ =  ~ д ^  =  а АГ М2 =  =  а2А2’
м х м г
-J- =  а, < 1 => Mt < А,; =  а2 S 1 => М2 й Аг

Для ПФ у  =J[x) (не только для ПФКД) неравенства 

Л/, <А, ( /=  1, 2)

(т.е. предельная производительность /-го ресурса не больше сред
ней производительности этого ресурса) обычно выполняются.

Задача 3.2. Для ЛПФ  у= а0+ а 1х ]+ а 2х2 (а0>0, а,>0, а2>0) найти в 
явном виде Аг А2, Л/, и Л/2.

Реш ение задачи. Имеем:

,  =  1  = & L =  fs  ♦ а, + а Д  л = 2  = М  = fo + fl f .  + а
1 •*, Л , JC,’ ^ 2  * 2 Х2 Х2 ‘ Х2

А,  _  ®  _  Д 4  -  Ш -
dxt а 1’ 2 Э л 2 а 2 ’

М. м г
-J- < 1 => Л/, < /1,; < 1 => М2 < А2.

Пусть у  =J{x) - ПФ, х =  (хрх2). Отношение предельной произво
дительности М. /-го ресурса к его средней производительности А.
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называется (частной) эластичностью выпуска по /-му ресурсу (по 
фактору производства) (ЭВФ). Символика:

М.
Е =  -т1 =

dfix)
( /=  1,2).А . f ix )  дх:.

Сумма Et + Е2 =  Ех называется эластичностью производства. 
Поскольку при малом приращении Ах. имеем приближенное ра

венство

Е =
dfix) / fix ) M ix) / Дх,.

дх,. / xi fix) / х,

этой предельной величины, является ключевым в понимании

(крайнее правое выражение есть отношение двух относительных 
Л/(х) Ах.

величин и — ), постольку Е (приближенно) показывает, на 
f ix )  Л,-

сколько процентов увеличится выпуск у, если затраты /-го ресурса 
увеличатся на один процент при неизменных объемах другого ре
сурса. Пояснение выражения Е., содержащего предельную величину 
dfix)

с помощью выражения, содержащего конечное приближение

Afix)

fix)
экономической сути частной эластичности выпуска по /-му ресурсу.

Задача 3.3. Выписать в явном виде для ПФКД выражения для 
Е., £ , и Е .I ’ 2 А

Реш ение задачи. Имеем:
£, =  а
Е> = ^  + Е2 = о, + а2.

Задача 3.4. Для J1 ПФ у = а {х х+а2х2 (яо=0) выписать в явном виде 
выражения для Ег  Е2 и Ех.

Реш ение задачи. Имеем:
*» dfix) = a,x t =  x^d J W  я <ЧЬ

1 f ix )  dxt a.Jc, * а ^ г' 2 f ix )  дхг а,х, + а ^
Е = Ei +  Е2 =  \.
Пусть у  = f ix )  - ПФ, х = (х,,х2). Предельной нормой замены (заме

щения) /-го ресурса (фактора производства) j -м (аббревиатура: ПНЗФ 
и символика: R ) называется выражение

Ии = . ^ ( и = 1,2) (3)

при постоянной у.
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Обратим внимание на то, что / - номер заменяемого ресурса, у - 
номер замещающего ресурса. Используется также термин: предель
ная технологическая норма замены (замещения) /-ого ресурса (фак
тора производства) j - м ресурсом (фактором производства). Приве
дем более краткий (но менее точный) термин: (предельная) норма 
замены (замещения) ресурсов.

Пусть выпуск у  является постоянным (т.е. все наборы затрачива
емых ресурсов расположены на одной изокванте), тогда первый пол
ный дифференциал dy ПФ у  =J{x) тождественно равен нулю:

п л дЛх)с1х ♦ dJlx)dx0 = dy  = -цгЛ' * - ■

(здесь dxv dx2 - дифференциалы переменных х {, х2), откуда, вы
ражая первый дифференциал dx, получим ( / j): ,

дДх)

dx  =  - -Q j^ dxi О, У = 1.2), (4)

откуда, поделив на dx., получим
ЭДх)

-  дх‘ г  _  , 04 (Ъ
dx, " dfix) *l,J  ’ ^ 

dxi
На основании (3), (4) и (5) имеем:

дЦх)

•ч
Отметим, что строгий вывод формулы (6) опирается в действи

тельности на теорему о неявной функции, формулировка которой в 
настоящем пособии не приводится.

Непосредственно проверяется, что для двухфакторной ПФ спра
ведливо равенство

Е\ х2
^'2 Е х ’2 Al

т.е. (предельная) норма замены первого ресурса вторым равна 
отношению эластичностей выпуска по первому и второму ресурсам, 
умноженному на отношение объема второго ресурса к объему пер-



_ К
вого ресурса. Если х, =  К, х2 =  L, то отношение у  ~ j  называется

капиталовооруженностью труда. В этом случае (предельная) норма 
замены основного капитала трудом равна отношению эластичнос
тей выпуска по основному капиталу и труду, поделенному на капи
таловооруженность труда.

Пусть ПФ - двухфакторная. При постоянном выпуске у  и малых 
приращениях Дх, и Дх2 имеем приближенное равенство

cbс, Дх,

=  (7> 

На основании (7) (предельная) норма замены ресурсов Rn (при
ближенно) показывает, на сколько единиц увеличатся затраты второ
го ресурса (при неизменном выпуске у  =  а), если затраты первого 
ресурса уменьшатся на одну (малую) единицу. См. рис. 10.6, на 
котором видно, что чем круче касательная к изокванте l(q) в точке

dx2
(хр х2), тем больше выражение - и, следовательно, норма замены 

R первого ресурса вторым.
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Рис. 10.6
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Задача 3.5. Для ПФКД у  =  ajcf'Xf' выписать в явном виде 
выражения Л|2 и Л21.

Решение задачи. Имеем:

Л,2 =
ду / ду
dxt / дх2

1 t
оГГ’ R7\ ~

ду / ду
дх2 / дх{

Задача 3.6. Для ПФ у= а 0+ а ]х 1+ а 2х2 выписать в явном виде вы
ражения Rn и R2r

Реш ение задачи. Имеем:

Я,2 =
ду / ду
дхх / дх2 = -г ; R,. =

ду / ду
дх2 / дх,

10.4. Производственные функции в темповой записи

Наряду со связями объемных показателей выпуска и затрат ре
сурсов могут быть рассмотрены связи между темпами прироста этих 
показателей. Будем здесь говорить о макроэкономических произ
водственных функциях, связывающих величину совокупного про
дукта (дохода) У с затратами капитала К  и труда L, но все это легко 
обобщается на любые другие производственные функции. Обозна
чим темпы прироста величин Y, К  и L малыми буквами у, к и / 
соответственно. Это могут быть дискретные темпы прироста y t =

У.-К-г , , LrL.4—г}— , к =  —р— , / =  —j ---- или непрерывные темпы прироста у
V i  ' Л,-1 L ,-\

У,’ К ' L '
=  - у ,  к =  — , 1 =  Итак, ПФ в темповой записи имеет вид: у  = 

л, Lt
А кЛ

Теперь рассмотрим связь ПФ Кобба-Дугласа в объемной и тем
повой записи. Пусть величины К и L являются непрерывными диф
ференцируемыми функциями времени (Kt и L). В таком случае они 
представляют не объемы использованных ресурсов за определенный 
период времени, а “интенсивности” их использования в каждый 
момент времени. От функции Y=AK*Lfev можно после ее логариф
мирования взять полный дифференциал:

d {x \y= a d \\\K + $ d {n L + id t или 
dY. dK. dL
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Y'dt K 'dt L'dt

~ х '  “ ~ к  * + г<"'
и после деления обеих частей на dt получаем

Y' к ;  п L'
—  = а ■—  + 0 -— + у
У, к , L, Y’ 

у; к;  _ l ;
Здесь У, = - у  • ~ - jr  ■ 1, ~ - j-  - непрерывные темпы прироста

выпуска, капитала и труда. Таким образом, ПФ Кобба-Дугласа в 
объемных показателях соответствует линейная зависимость темпов 
прироста:

у,  =  а  к, +  (3 /, +  у.

Эта зависимость называется ПФ Кобба-Дугласа в темповой за
писи.

Если заменить дифференциалы dYr dKr dL: (главные линейные 
части приращений) на сами приращения Д Yt, ДК:, ALt, то получим 
приближенную формулу у1 = a  kt + р /; + у, где yr kr /( - дискретные 
темпы прироста. Таким образом, и в дискретном случае функции 
Кобба-Дугласа в объемных показателях соответствует линейная фор
мула связи темпов прироста yr kt и /(. Однако при ее анализе и 
оценивании надо иметь в виду следующее. Формулы Y=AK*Lfe' и 
y t = a k t + р7( + у эквивалентны при непрерывном рассмотрении 
времени. В то же время статистические данные, по которым оцени
ваются ПФ, всегда дискретны; обычно это погодовые данные. В 
этих условиях приведенные формулы зависимостей для объемов и 
темпов прироста - это разные ПФ. Иногда оценки параметров а, р 
и у, полученные для объемной ПФ Кобба-Дугласа, переносят на 
темповую формулу, и наоборот. Так делать некорректно; каждая из 
этих формул должна быть оценена в отдельности. Даже если они 
оценены по одним и тем же статистическим данным (то есть по 
объемам и темпам, соответствующим друг другу), результаты такой 
оценки могут быть совершенно различными. Одна из формул, на
пример, может не дать статистически значимой оценки, в то время 
как по другой получается вполне приемлемый результат.

Из приведенных соображений вытекает, что показатель у - сво
бодный член ПФ Кобба-Дугласа в темповой записи - это темп 
нейтрального технического прогресса. Это та часть темпа прироста 
выпуска, которая не связана с приростом затрат капитала и труда, а 
отражает интенсификацию производства на макроуровне.

Пусть, например, оценена следующая формула ПФ в темповой 
записи:
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у, =  0 ,3 к, + 0 ,6 /,+  1,5.

Пусть при этом средний темп прироста затрат труда /( составил
I %, средний темп прироста используемого капитала к: - 6%, а сред
ний темп прироста выпуска у: - 3,9%. Вклад в эту цифру экстен
сивных факторов - прироста затрат капитала и труда - составил 
соответственно 0,3 6 = 1,8 (%) и 0,6 1 = 0,6 (%). Вклад интенсив
ных факторов (технического прогресса) составляет 1,5 процентных

пункта, или 100% а 38,5%.

10.5. Эластичность замещения факторов. Производ
ственная функция CES

Обобщение ПФ Кобба-Дугласа может вестись в различных на
правлениях. Наиболее известным обобщением является функция 
CES, или ПЭЗ, - функция с постоянной эластичностью замещения 
(constant elasticity of substitution). Эластичность замещения о - это 
мера “кривизны” изоквант (линий уровня) ПФ. Точнее, “кривиз

ну” измеряет величина - .  Эластичность замещения труда капиталомО

aLK ~ d\n К /<Лп V
L /

г*
показывает, на сколько процентов изменит

ся капиталовооруженность при изменении предельной нормы

замены труда капиталом
dK
dL

I I
У/

на 1%. Если изобра

зить одну из изоквант (линий уровня, т.е. Y — const) ПФ на плос
кости KL (см. рис. 10.7), обозначив ее цифрой 1, то предельная 
норма замены в точке А - это тангенс угла наклона этой изокванты 
(то есть tga).i

При перемещении из точки А в точку В по изокванте наклон
К)

касательной меняется, меняется и соотношение у  . Это соотноше

ние постоянно вдоль каждой прямой, проходящей через начало ко

ординат (например, прямых 2 и 3). Величина -  показывает относи
тельное изменение тангенса угла наклона линии уровня в расчете на
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Рис. 10. 7

единицу изменения отношения . Очевидно, чем сильнее меняет

ся наклон линии уровня при переходе, скажем из точки А в точку В 
(с прямой 2 на прямую 3), тем больше “кривизна” линии уровня. 
На рисунках (10.8а) - (10.8г) изображены линии уровня, соответ
ственно, ПФ Y =  аК  + bL + с (линейной), ПФ Кобба-Дугласа (б), 
ПФ с бесконечной эластичностью замещения Y =  min (аК , bL) 
(функция Леонтьева) и производственной функции CES (функции 
с постоянной эластичностью замещения, вопросы оценки и анализа 
которой мы рассмотрим ниже).

Линейная ПФ имеет нулевую “кривизну” и, соответственно, бес
конечную эластичность замещения у. Функция Кобба-Дугласа имеет 
эластичность замещения, равную единице. Функция Леонтьева имеет 
нулевую эластичность замещения: ресурсы в ней должны использо
ваться в заданной пропорции и не могут замещать друг друга. В 
реальной экономике степень взаимозаменяемости ресурсов может 
быть различной, соответственно различной (а не только нулевой, 
бесконечной или единичной) может быть и эластичность замеще
ния. Это ставит задачу оценки более общих формул ПФ, в частнос
ти П Ф с постоянной, но произвольной эластичностью замещения. 
Такая функция (функция CES) описывается формулой

Y — A (u K » + (\-u )t> ')" lp.
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Рисунок 10.8. Семейства линий  уровня для различных ПФ

Y= aK+bL+c  (линейная) У= A K"D' (Кобба-Дугласа)

Рисунок 10.8в. Ф ункция Рисунок 10.8г. Ф ункция CES
Y= m\n(aK,bL)  (Леонтьева)

Здесь р > -1; «>0 - степень однородности; А>0; 0<«< 1. Эластич

ность замещения для такой функции равна — -— . Если р=-1, то
получаем функцию с линейными изоквантами (в частности, линей
ную), при р ->0 в пределе получаем ПФ Кобба-Дугласа с ст=1, при 
р ->  оо - ПФ Леонтьева.

В качестве примера оценки ПФ CES приведем полученные раз
личными авторами результаты для экономики СССР. Такие оцен
ки делались за различные периоды времени в промежутке 1950- 
1985 гг. Э.Б.Ершовым, Ю.В.Яременко и А.С.Смышляевым, М.Вей- 
тцманом, А.Г.Гранбергом, Н.Б.Баркаловым и другими. Исходные 
спецификации различаются предпосылками о степени однороднос
ти и (в большинстве случаев изначально считалось, что п =  1, но 
были и оценки с произвольным п) и наличием множителя ё<\ ха
рактеризующего нейтральный технический прогресс (такой множи
тель может добавляться не только к ПФ Кобба-Дугласа, но и к CES 
или какой-либо другой функции). Например, А.Г.Гранберг приво
дит следующие оценки за 1960-1985 гг.:
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Y =  1,002 (0,6412 Л'~0'8|+0,3588 / / <ш) '|/0'81 ;
R- = 0,9984; DW  = 1,58

(линейно-однородная функция CES без учета технического про
гресса);

У =  0,966 (0,4074 К-3-т+ 0 ,5926-/,-з.°з)-|/з.°з ^0.0252,.
R2 =  0,9982; D W  =  1,76

(линейно-однородная функция CES с учетом технического про
гресса).

С точки зрения статистик R2 и /W , обе зависимости получились 
значимыми. В то же время оценки показателя эластичности заме

щения а =  в них различны: в первом случае это 0,55, во
втором - 0,25. Другими авторами оценки эластичности замещения у 
для экономики СССР также получены меньшими единицы: 0,2 
(Ю.В.Яременко и др.), 0,4 (М.Вейтцман), 0,37-0,43 за разные пери
оды (Н.Б.Баркалов). В целом можно сказать, что оценка эластич
ности замещения очень зависела от конкретной спецификации, но 
в большинстве случаев составляла около 0,4. Во всяком случае, она 
заведомо была для экономики СССР меньше единицы, что говорит 
о невысокой степени взаимозаменяемости труда и капитала. Эта 
взаимозаменяемость была гораздо ниже, чем это предполагается в 
функции Кобба-Дугласа, в которой эластичность замещения у ап
риори считается равной единице. Ошибочность исходной гипотезы 
о степени взаимозаменяемости факторов может служить причиной 
недостаточной статистической значимости оценок ПФ Кобба-Дуг
ласа.
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Вопросы к главе 10

1. В чем суть закона убывающей эффективности?
2. Что в статической производственной функции не зависит от вре

мени /, а что может зависеть от времени /?
3. Как определяется (средняя) производительность труда и капита

ловооруженность (фондовооруженность) труда? Какие возмож
ны варианты взаимосвязи между ними в случае производствен
ной функции Кобба-Дугласа?

4. Назовите основные свойства, которыми должна обладать произ
водственная функция. Приведите примеры производственных 
функций, которые отдельными свойствами не обладают. Приве
дите примеры производственных функций, которые обладают 
всеми основными свойствами.

5. Что такое изокванта? В чем ее экономический смысл?
6. Как определяется (средняя) производительность капитала (капи

тал оотдача)?
7. Как определяется (предельная) производительность капитала и 

(предельная) производительность труда?
8. Какая существует связь между средней и предельной производи

тельностью капитала (труда) в общем случае и в случае произ
водственной функции Кобба-Дугласа?

9. Сформулируйте определение (частной) эластичности выпуска по 
/'-му ресурсу (/-му фактору производства) (/' =  1, 2) и определе
ние эластичности производства.

10. Дайте содержательную интерпретацию (частной) эластичности 
выпуска по /'-му ресурсу.

11. Сформулируйте определение (предельной) нормы замены одно
го ресурса другим. Дайте содержательную интерпретацию этому 
понятию.

12. Как меняется (предельная) норма замены одного ресурса другим 
при движении по изокванте? Дайте содержательную интерпрета
цию характеру изменения предельной нормы замены.

13. Дайте определение и поясните смысл ПФ в темповой записи.
14. Как связаны ПФ Кобба-Дугласа в объемной и темповой записи?
15. Как описывается технический прогресс в ПФ в объемной и 

темповой записи? Как оценить долю вклада интенсивных фак
торов в темпы экономического роста?

16. Дайте определение и графическую интерпретацию эластичности 
замещения факторов.

17. Поясните смысл ПФ CES. Каковы ее свойства и основные ха
рактеристики?



ГЛАВА 11
ЗА Д А Ч И  О П Т И М И ЗА Ц И И  П РО И ЗВО ДСТВА

11.1. Основные понятия

Доходом (выручкой) R фирмы в определенном временном перио
де (например, в определённом году) называется произведение /у» 
общего объема у  выпускаемой фирмой продукции на (рыночную) 
цену ра этой продукции.

Издержками Сфирмы называют общие выплаты фирмы в опре
делённом временном периоде за все виды затрат С = + p2xv  где 
х, и х2 - объемы затрачиваемых (используемых) фирмой ресурсов 
(факторов производства), и р2 - рыночные цены на эти ресурсы 
(факторы производства).

Прибылью PR фирмы в определённом временном периоде назы
вается разность между полученным фирмой доходом R и ее издер
жками производства:

PR =  R - С,

или

PR(xv х2) =  р(Д х г  х2) - (Р'Х, + р2х2).

Последнее равенство есть выражение прибыли фирмы в терми
нах затрачиваемых (используемых) ресурсов. Напомним, что у  =  

Я х г х2) - производственная функция фирмы, которая выражает об
щий объем у  выпускаемой фирмой продукции через объемы x t и х2 
затрачиваемых (используемых) ресурсов.

В теории фирмы принято считать, что если фирма функциони
рует в условиях чистой (совершенной) конкуренции, на рыночные 
цены р0, р х и р2 она влиять не может. Фирма “соглашается ”с ценами 
р0, Pi и р2. Случаи функционирования фирмы в условиях чистой 
монополии, монополистической конкуренции и олигополии специ
ально рассматриваются в рамках курса по микроэкономике.

Основная цель фирмы заключается в максимизации прибыли пу
тем рационального распределения затрачиваемых (используемых) ре
сурсов. Формально задача максимизации прибыли в определённом 
временном периоде имеет вид: PR -> max. Такая постановка задачи 
максимизации зависит от того, какой конкретно временной проме
жуток (долговременный или краткосрочный) предшествует перио
ду, в котором фирма максимизирует свою прибыль.
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В случае долговременного промежутка фирма может свободно 
выбирать любой вектор х =  (х,, х2) затрат из пространства затрат 
(формально из неотрицательного ортанта х, >0, х2 > 0  плоскости 
СЦх,), поэтому задача максимизации прибыли в случае долговре
менного промежутка имеет следующий вид:

Р,ДХ\, х,) - (/>,х, + р2х2) =  РЯ(х], х2) -> шах

при условии, что

х( > 0, х2 > 0

(постановка задачи в терминах затрачиваемых (используемых) 
ресурсов).

В случае краткосрочного промежутка фирма должна учитывать 
неизбежные лимиты на объемы затрачиваемых (используемых) ею 
ресурсов, которые формально могут быть записаны в виде нелиней
ного, вообще говоря, неравенства

g(x,, х2) <Ь

(ограничений вида ^(х|5 х2) < b может быть несколько). Следова
тельно, задача максимизации прибыли для краткосрочного проме
жутка имеет вид задачи математического программирования:

ЛДх,, х,) - {ptx t + р2х2) =  PR(x{, х2) max

при условии, что

g(xr  x ,)< b ,
х, > 0, х, > 0

(постановка задачи в терминах затрачиваемых (используемых) 
ресурсов).

Линия уровня функции z =  /^х, + р2х2 издержек производства 
называется изокостой (см. рис. 11.1).

В связи с тем, что по экономическому смыслу x f > 0, х2 > 0 (ибо х, 
и х, - это объемы затрачиваемых (используемых) ресурсов), строго 
говоря, изокоста есть отрезок прямой, попадающий в неотрица
тельный ортант плоскости Ох^х2. Таким образом изокосты - это 
отрезки Д Д , А^ВГ А2В„... (см. рис. 11.1). Отрезки А0В{), AfBr А,В, 
параллельны. Отрезок Л Д , расположенный “северо-восточнее” от
резка А()В0, соответствует большим издержкам производства. Сле-
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Рис. 11.1

довательно, если для отрезка А2В2 издержки производства С равны 
величине С,, т.е. С =  С2, для отрезка AtBt издержки производства 
С = С,, для отрезка ЛпВн издержки производства С =  С0, то С0 < С,
< С,. Верно и обратное, т.е. если С0 < С, < С2, то отрезок А Д , 
соответствующий издержкам производства С,, расположен “северо'- 
восточнее” параллельного ему отрезка соответствующего из
держкам производства Су Аналогично, отрезок Л Д  расположен “се
веро-восточнее” параллельного ему отрезка А0В0, соответствующего 
издержкам производства С(). Для отрезка АпВа имеем следующее ана
литическое представление:

с » =  Pix i + Ру*2' x i О,

для отрезка А{Ву

С, = + р2ху  л, > 0, х, > О,

для отрезка Л2В

С 2 =  Л Х 1 +  Р уХ 2 ’ -  0 ’ Х 2 ~  0 -
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11.2. Функции спроса на факторы (ресурсы) в случае 
долговременного промежутка

В связи с тем, что, как правило,У(х| ,0)=Д0,х2)=0 (т.е. если хотя 
бы один ресурс не затрачивается (не используется), то объем выпус
каемой продукции равен нулю), экономически осмысленными яв
ляются векторы (хрх2) затрат ресурсов, для которых х,>0, х2>0. Поэ
тому в случае долговременного промежутка задача максимизации при
были представляет собой обычную задачу на глобальный абсолют
ный максимум при х,>0 и х2>0. Из математического анализа извес
тно, что точки локального абсолютного максимума следует искать 
только среди точек (хрх2), которые удовлетворяют системе уравнений

dPR(xl ,х2) _п dPR(xl ,х2) _п 
дх, ’ дх2

или, в развернутом виде (ибо прибыль PR(xr  х2) -  p j [x v х2) - 
(1\ х  + р2х2)),

<3/(х,д2) d flx x )
p°~dF T~=p'' Ро~ Щ ~ =Рг' ( 1)

Если вторые частные производные производственной функции 
Дхрх,) при всех х,>0, х,>0 таковы, что

Э2Дх,,х2) а2(х,,х2) Э2Дх,,х2)

дх
■<0,

дх дх;

а2Лх,д2)
дх]дх2 > О

(эти неравенства несколько сильнее условий 2” и 3 раздела 11.2 
главы 10, посвященной производственным функциям), то график 
производственной функции y=J[xr x2) в трехмерном пространстве 
Ох^х2у  есть поверхность, выпуклая вверх. Следовательно, график 
прибыли PR(xr  х2), получаемый путем вычитания из ф аф ика фун
кции p j[x vx2) плоскости у  = /?|х1 + р2х2, являющейся графиком из
держек производства, имеет вид “шапочки”, у которой есть “ма
кушка”. "Макушка" соответствует глобальному максимуму прибыли:

PR(xr х2) =  p j (x v х2) - (/>,х, + р2х2).

Из этого геометрического факта следует, что система (1) имеет 
единственное решение (х,°, х2°), которое является тонкой не только
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У У

О z О zo fbAz)-pz z

Рис. П. 2а Рис. 11.26

локального, но и глобального (искомого нами) максимума прибыли 
PR(xr  х,). Вектор (х,0, х2°) затрат ресурсов, который является реше
нием задачи максимизации прибыли PR(xr  х,) =  p j[x v х,) - (р х : + 
р2х2), называется локальным (частичным) рыночным равновесием фир
мы (в случае долговременного промежутка).

Рисунок графика прибыли PR(xr x2) в трехмерном пространстве, 
вообще говоря, достаточно сложен. Поэтому график прибыли пред
ставим схематически на плоскости Ozy, где координатная ось Oz 
изображает плоскость Oxtxr  На рис. 11.2а даны графики производ
ственной функции J{z), дохода фирмы /?(Дг) и издержек производ
ства pz. На рис. 11.26 изображен график прибыли PR(z) =  p(/{z) - pz, 
который получен вычитанием из графика дохода фирмы p(/{z )  гра
фика издержек производства pz. Точка (^ , PR(z0)) есть “макушка” 
“шапочки” - графика функции PR(z) = p j iz )  - pz-

Подставив вектор (х,0, х,°) в уравнение (1), получим тождества

откуда путем почленного деления первого тождества на второе 
получаем

( 2 )
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т.е. в точке (х,11,*,1’) локального рыночного равновесия фирмы 
отношение предельной производительности первого ресурса к пре
дельной производительности второго ресурса равно отношению ры
ночных цен на эти ресурсы.

Проведем через точку (х,°, х,°) изокванту и изокосту, которые 
эту точку содержат. Уравнение изокванты имеет видДх,, х2) =  у0, 
где уи = /(х 1", х2"). Уравнение изокосты имеет вид p tx  + р2х2 =  С0, где 
С0 = /^х," + р2х2 . Перепишем уравнение Дх,, х2) = у0, выразив явно 
переменную х, через переменную х,, т.е. в виде х2 =  Л(х,) (обратим 
внимание, что уравненияДх,,х2) =  у0 и х2 =  /г(х,) формально разные, 
но они аналитически описывают одну и ту же изокванту - см. рис.
11.3).

dh(x,°) а/(.г,°Д2°) / ЬЯх1 х а2)
dx{ дх, / дх2

Из математического анализа известно, что для изокосты />,х,+ 
Рх

р2х2=С {) отношение — = tg у/. Из (3), (4) и (5) следует, что tg <р =  tgy/,

что означает, что касательная К к изокванте в точке (х,°, х,11) совпа
дает с изокостой, т.е. в точке (хД х2°) изокванта обязательно касает
ся изокосты К  (см. рис. 11.3). Получена важная (подчеркиваем это 
особо!) геометрическая характеристика локального рыночного рав
новесия (х,°, х,°) фирмы - касание в этом равновесии изокванты и 
изокосты.

Отметим, что, приступая к решению задачи максимизации при
были, мы не имели конкретных изокванты и изокосты, которые
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касаются друг друга в точке (х,0, х,°), ибо не имели самой этой 
точки. Касающиеся друг друга изокванта и изокоста появляются 
после того, как аналитически найдено локальное рыночное равно
весие (х,0, х,°) путем решения системы уравнений (1).

Левая (“четырехэтажная”) дробь в (3) есть не что иное, как 
R]2(xt°,x2°) - предельная норма замены первого ресурса вторым в 
точке (хДх,0).

Равенство (3) выражает следующий фундаментальный факт тео
рии фирмы:

в точке локального рыночного равновесия (хДх,0) предельная 
рорма замены Rn(x°,x2 ) первого ресурса вторым равна отношению
— рыночных цен на эти ресурсы.

2 Поскольку х,° и х,° получаются в виде решения системы уравне
ний (1), постольку х(0 и х,0 есть функции цен (р0, р г  р2), т.е.

xi =d^P^PrP,)- (5)

Выражения (5) называются функциями спроса на ресурсы (затра
ты). Их зн,ачения х,0 и х2° выражают оптимальные выборы затрат 
(использойания) ресурсов как функции цены выпускаемой продук
ции и цен на ресурсы.

Подставив функции (5) в производственную функцию у  = Л х |, 
х2), получим выражение

У '= /Ц (Р0,Р,,р2), (Цри,р1 ,p2))=s(pirp l,р2),

которое называется функцией предложения выпуска.
Функции спроса на ресурсы и функция предложения выпуска 

являются однородными нулевой степени по всем своим аргументам 
р0, р х и р2, т.е. d{(tp0, tpv tp2) =  d^(p0, p v p 2), d2(tp0, tpv tp2) =  d2(p0, p v 
p2), s(tpQ, tpv tp2) =  s(p0, p r  p2) для любого числа / > 0. Свойство 
однородности означает, что одновременное изменение всех цен р0, 
p v p2 в одно и то же число раз г (т. е. при изменении масштаба, но 
не структуры цен) не меняет х,0, х2° и У1, что важно с содержатель
ной точки зрения. С математической точки зрения однородность 
нулевой степени функции спроса и функции предложения является 
простым фактом, ибо максимизация прибыли PR(xvx2) =  tp j[x r x2) - 
(f/^x, + tp2x2) сводится к системе уравнений (2), поскольку на мно
житель t > 0 можно сократить.
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11.3. Функции спроса на факторы (ресурсы) в случае 
краткосрочного промежутка

В случае краткосрочного промежутка рассмотрим конкретный 
пример, когда второй ресурс фирма может использовать только в 
объеме, равном х,# > 0. Тогда задача максимизации прибыли пре
вращается в задачу максимизации функции одной переменной:

PR(xt ,x2e)= p j{x [ ,x2“)-(plx l +р7х2в), 

и вместо системы уравнений (1) появляется только одно уравнение

д Р К (хх г')  Э/(х,д2')
----- ^ ----- = 0, или ри— JL------=  Р |.

дх, дх,
(6)

Как и в разделе 11.2, считаем (исходя из содержательных эконо
мических соображений), что уравнение (6) имеет единственное ре
шение .V, = лг," (.г,” зависит от хД  т.е. х* =  хДх,*)), следовательно, в 
случае краткосрочного промежутка локальное рыночное равновесие 
есть вектор (хД х,”). С помощью рис. 11.4 дадим ему наглядную 
геометрическую интерпретацию. Если бы объем х,“ второго ресурса 
не был лимитирован, то, как видно из рис. 11.4, локальным рыноч
ным равновесием была бы точка касания (хДх,0), в которой тот же 
объем  вы п ускаем ой  
продукции (для точек 
(хДх,*) и (хДх,") изо
кванта одна и та же) по
лучился бы при мень
ших издержках произ
водства (изокоста, со
держащая точку (хДх,*), 
расположена “северо- 
восточнее” изокосты, со
держащей точку (хДх,11)).
В точке (хДх,*) локаль
ного рыночного равно
весия содержащие ее 
изокванта и изокоста 
пересекаются, но не ка
саются. В рассматрива
емом случае на самом 
деле х,*= х ‘(х2*,р0,рг р2),
это и есть функция спро- рис j / 4
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сп на первый ресурс при фиксированном объёме х * второго ресурса. 
Функция предложения выпуска имеет вид У=Ах *(хг ,Р0,PVP-),**)■ Мо
жет случиться так. что точки (х,*,х2*) и (хД х,0) сольются в одну, и 
тогда получится та ситуация, которая уже была проанализирована в 
разделе 11.2.

11.4. Комбинация ресурсов (факторов производства), 
максимизирующая объём выпуска при ограничении на 
затраты

Для случая долговременного промежутка рассмотрим задачу мак
симизации объема выпускаемой продукции при ограничении затрат 
на приобретение ресурсов (факторов), т.е. рассмотрим задачу 1:

Дх,, х , ) -> max (7)

при условии,что

р {х , + /у с ,  < к  (8 )
х, > 0, х />  0. (9)

Величина V не обязательно равна величине Сц (см. раздел 11.2). 
Решение этой задачи математического программирования допускает 
наглядную геометрическую интерпретацию (см. рис. 11.5). Ограни-

Рис. 11.5
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чениям (8) и (9) соответствует треугольник ОВхВ2 плоскости 0х,х2. 
Максимизация функции (7) геометрически соответствует тому, что 
мы переходим на все более “северо-восточные” изокванты, пока 
они имеют еще общие точки с треугольником ОВхВ2 (прямая ВХВ2 
имеет уравнение р хх х + р2х2 =  У). Изокванты - гладкие линии, вы
пуклые к точке О (а это так, ибоДх,, х2) не произвольная функция 
двух переменных, а производственная функция, т.е. функция, удов
летворяющая определенным требованиям гладкости и выпуклости), 
поэтому решению задачи (7), (8), (9) соответствует изокванта, кото
рая касается гипотенузы (изокосты) ВХВ2 в точке В0. Любая изо
кванта, расположенная “северо-восточнее” этой изокванты, содер
жащей точку Ви, не подходит, ибо не имеет общих точек с треуголь
ником ОВхВ,. Координаты хД  У) и х2°( V) точки В0 и дают решение 
задачи (8), (9), (10).

В связи с тем, что это решение (хД У), х2°( У)) обращает ограниче
ние (8) в равенство р хх ,° + /?2х2° =  V, вместо задачи (7), (8), (9) 
можно рассмотреть более простую задачу на условный экстремум

Дх,, х,) -> max (7)

при наличии ограничения

р Х[ + р 2х2 =  V (10)
(х, >0, х2 >0),

заданного в виде равенства.
Задачи (7), (8), (9) и (7), (10) разные, но решение (х,°( У), х2°( У)) у 

них одно и то же (в случае отсутствия так называемых угловых 
решений, которые здесь не рассматриваются). Поскольку сумма 
р хх + р 2х2 равна издержкам производства, постольку целесообразно 
заменить Уна С и  формально перейти к задаче максимизации объ
ема выпускаемой продукции для случая долговременного промежут
ка при фиксированных издержках производства С (величина С игра
ет роль параметра и не обязательно равна величине С0 (см. раздел
2)):

J[x х ) -> max (7)

при условии,что

Р\ХХ+ Р 2Х2 = С  (11)
(х, > 0, х2 > 0). V '

Геометрическое решение задачи (7), (11) также наглядно очевид
но (см. рис. I 1.6): следует переходить на все более “северо-восточ-
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Рис. 11.6

ные” изокванты до тех пор, пока они продолжают иметь общие 
точки с изокостой, соответствующей фиксированным издержкам 
производства С. Ясно, что решением задачи максимизации выпуска 
будет точка (хДС), x ,°(Q ) касания последней из допустимых изо
квант и фиксированной изокосты p ^ t + р^х2 =  С. Эта точка касания 
зависит от величины издержек производства С (поэтому и написа
но (х ,°(0 , х,°(С)). Е сл и  издержки производства С изменятся, то 
изменится, вообще говоря, и точка (хДС), x,°(Q). Множество точек 
(* / '(0 , х,0(О ), соответствующих различным'значениям С, образуют 
линию L (см. рис. 11.6), которая называется долговременной линией 
развития фирмы. Точка (х °,х,°) локального рыночного равновесия 
фирмы (см. раздел 11.2) обязательно принадлежит линии L.

Решим задачу (7), (11) формально с помощью функции Лагранжа

L(xvxv \ )  = Дх,,х2) + - /ус,).

Для функции Лафанжа выписываем систему уравнений

aL(x,,x2,\)=o dL(xvx2,\)^

Эх, ’ дх2

д Ц х г х 2, \ )

ЭХ

или в развернутом виде

(12)
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Критическая точка (х °(C),x,u( Q,X°(Q) функции Лагранжа, удов
летворяющая системе (12) и взятая без последней координаты (мно
жителя Лагранжа) АД С), т.е. точка (х,и(С),х2"(С)), и есть решение 
задачи (7), (11) максимизации выпуска при данных фиксированных 
издержках производства С. Подставив точку (x,u( Q ,(x2°( Q  Д°(Q )  в 
первые два уравнения системы (12), получим два тождества. Под
елив почленно первое тождество на второе, получим, очевидно, вы
ражение (3) (множитель Лагранжа ^°(Q сократится). Получили ана
литическое обоснование того, что в точке (х 0(О,х,°(С)) изокванта и 
изокоста касаются (см. рис. 11.6). Вообще говоря, критическая точка 
функции Лагранжа, взятая без последней координаты, не обязана 
быть решением задачи (7), (11) на условный максимум. В случае же 
производственной функции/(хрх2), удовлетворяющей определенным 
требованиям гладкости и выпуклости, критическая точка функции 
Лагранжа (без последней координаты) есть решение задачи (7), (11) 
на условный экстремум. Отметим также, что в случае производ
ственной функции Д х ,^ )  х |°(С)>0, х2°(С)>0, X°(Q >0 .

В разделе 11.2 в точке локального рыночного равновесия (х|",х2°) 
были определены издержки производства С0 = />|х |" + р2х2°. Если в 
ограничении (12) положить С =  С0, то несложно показать, что х |°(С(|)

1
= х,и, х2°(С0) = х2°, а также = р0, т.е. величина, обратная

множителю Лагранжа А.°(СЦ), равна рыночной цене ри единицы вы
пускаемой фирмой продукции. Таким образом, предложена естес
твенная экономическая интерпретация множителя Лагранжа ^"(С0)-

Подставив х,°(С), х2°(С) в выражение у  = J[x t, х2), получим, что

У = Л х 1°(С), x,°(Q ) =  F(C), (13)

т. е. получим y = F (C )  как функцию издержек производства С, а 
не как функцию у  =J[xr x2) объемов х, и х2 затрачиваемых (исполь
зуемых) ресурсов. Выражение (13) называется значением задачи (7), 
( 1 1 ).

Так построенная функция у  =  F( С) соответствует случаю долгов
ременного промежутка.

Имея функцию у =  F (Q , можно выписать выражение для при
были в терминах издержек производства PR(C) =  p0F(C) - С (срав
ните с выражением для прибыли фирмы в терминах затрачиваемых 
(используемых) ресурсов - см. раздел 11.1).

Задача максимизации объема выпускаемой продукции при фик
сированных издержках производства С для случая краткосрочного 
промежутка, когда лимитирован объем х2“ второго ресурса, имеет 
вид

Дх,, х3*) -» max (14)
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при условии, что
Р^ + Р2Х2 = С  (15)

(х ,>0).

Ограничимся наглядным геометрическим решением задачи (7), 
(14) (см. рис. 1 1.7).

Перемещаемся по изоквантам на “северо-восток” до того момен
та, пока изокванта не пройдет через точку (д:|‘'(С),х,в), которая и 
есть решение задачи (14), (15). От этой изокванты далее на “северо- 
восток” идти нельзя, ибо в точках у  =  (у 1,у2) пересечения новых 
изоквант и фиксированной изокосты p tx t +  р2х2 =  С имеет место 
неравенство у2 # х,” (см. рис. 11.7).

Если бы условия х, =  х2 не было, то решением задачи максими
зации объема выпускаемой продукции была бы точка (х,°(С),х20(С)) 
(см. рис. 7), которая соответствует случаю долговременного проме
жутка. Очевидно,/(хД С),х2°( С)) >Д х|#(С), х,”), ибо изокванта, про
ходящая через точку (хД О 'хД С )), расположена “северо-восточнее” 
изокванты, проходящей через точку (х,*(С),х2*).

Получен важный результат теории фирмы: 
при одних и тех же издержках производства Собьем выпускае

мой продукции для долговременного промежутка больше (точнее не 
меньше) объема выпускаемой продукции для краткосрочного про
межутка.

Эти объемы сравняются, если издержки производства С  будут 
такими, что х Д С ) = х,* (см. рис. 11.8). Горизонтальная прямая х2 = 
х °  называется краткосрочной линией развития производства фирмы.
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11.5. Комбинация ресурсов (факторов производства), 
минимизирующая издержки при фиксированном (общем) 
объёме выпуска

Для случая долговременного промежутка рассмотрим задачу ми
нимизации издержек производства при фиксированном объеме у  вы
пускаемой продукции (т.е. рассмотрим задачу 2):

Р\х \ +Ртх2~  С(х [>*2) -» min (16)

при условии,что
У=Лхгх,)

(х, >0, х, >0). (17)

Геометрически решение задачи (16), (17) аналогично решению 
задачи (7), (10) (см. рис. 11.9): в случае задачи (16), (17) следует 
перемещаться по изокостам на “юго-запад” (ибо имеем задачу ми
нимизации) до тех пор, пока они продолжают иметь общие точки с 
изоквантой, соответствующей фиксированному объему у. Ясно, что 
решением задачи минимизации издержек будет общая точка 
(х|0(у),х,0(.у)) изокосты и фиксированной изокванты. Эта точка ка
сания зависит от объема у  (поэтому и написано (х°(у),х°(у))). Если 
объем у  изменится, то изменится и точка (х,°(.у),х20(у)). Множество
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Рис. 11.9

точек (хДдО.-хДк)), соответствующих различным объемам у  выпус
каемой продукции, образуют линию L (см. рис. 11.9), которая, оче
видно, совпадает с линией L рис. 11.6.

Решим задачу (16), (17) формально с помощью функции Лаг
ранжа

L(xvxv \ )  = /?гх, + р2х2 + Х(у -J[xr x2)).

Для функции Лагранжа выписываем систему уравнений

д Ц х ,,х,,Х) дЦ х^ х  X) дЦ х х X)
1 __=0, ____1_i__=0, ____ !_-__=0

dxt дх2 дХ

или в развернутом виде

д/(х.,х7,\)  d f l x x k )
Р г X . Р2=Ь -Z-  - - =0 (18)дх. дхг

Критическая точка (х "(.у), хДу), Л.и(у)) функции Лафанжа, удов
летворяющая системе (18) и взятая без последней координаты л"(у), 
т.е. точка ( х ^ ) ,  х,°(у)), и есть решение задачи (16), (17) минимиза
ции издержек при данном фиксированном объеме производства у. 
Подставив точку (х1°(у),х,00'),А.°(у)) в первые два уравнения системы
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( 1К), получим два тождества. Поделив почленно первое тождество 
на второе, получим, очевидно, выражение (3) (множитель А.и(у) со
кратится, как и в случае раздела 4 множитель Х°(>')>0). Получили 
аналитическое обоснование того, что изокоста и изокванта касают
ся в точке (х’/ ’ОО^Д.У)) (см. рис. 9). Характер взаимосвязи между 
критической точкой функции Лагранжа без последней координаты 
и решением задачи (16), (17) минимизации может быть прокоммен
тирован здесь подобно тому, как это было сделано в разделе 4 для 
задачи максимизации.

В разделе 2 в точке локального рыночного равновесия (х1°,х!и) 
был определён объём производства у0=/[Х]°,х2а). Если в ограничении 
(17) положить у= у0, то несложно показать, что х |0(у(1)=х|°, х,°(у0)=х2°, 
а также Х°(у0)=р0, т.е. множитель Лагранжа 1(|(у0) равен рыночной 
цене рн единицы выпускаемой продукции. Таким образом, предло
жена естественная экономическая интерпретация множителя Лаг
ранжа Х"(уп).

Подставив х /’Ы  и х2 (у) в выражение C(xv х2) =  p tx t + p2xv  полу
чим выражение для издержек

p tx»(y)  + р Х Ь )  =  С(У)

как функцию объема выпускаемой продукции, а не как функ
цию С(хг  х2) =  р [Х] +  /ус, объемов затрачиваемых (используемых) 
ресурсов. Выражение С(у) =  р хх"(у) + р2х2 (у) называется значением 
задачи (16), (17). Так построенная функция издержек С(у) соответ
ствует случаю долговременного промежутка. Имея выражение С(у), 
выпишем в явном виде представление прибыли в виде функции 
объемов у  выпускаемой продукции:

PR(y) =  РоУ - С(у)

(сравните с выражением для прибыли фирмы в терминах затра
чиваемых (используемых) ресурсов - см. раздел 11.1). Выражение PR(y) 
= рл/ - С(у) играет важную роль в микроэкономике.

Пусть (х Д О , х2'’( 0 )  и у  =  h(C) есть решение и значение задачи 
максимизации (7),~(11) (см. раздел 11.4).

Пусть (хДу), *2°(_у)) и С — С(у) есть решение и значение задачи 
минимизации (16), (17) (см. начало этого раздела 11.5).

Пусть значение С в (12) равно значению С(у) задачи минимиза
ции (16), (17). Тогда значение задачи максимизации (7), (11) (см. 
раздел 11.4) будет равно у.

Наоборот, пусть значение у  в (17) равно значению у  =  h(C) 
задачи максимизации (7), (11). Тогда значение задачи минимизации 
(16), (17) равно С.
7 Замков
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Таким образом, наблюдается взаимная зависимость задач (7), (11) 
и (16), (17) (см. рис. 11.10).

Задача минимизации издержек производства при фиксированном 
объеме у  выпускаемой продукции для случая краткосрочного проме
жутка, когда фиксирован объем х2 второго ресурса, имеет вид (у  
играет роль параметра)

Р\х  I +  Р Л *

при условии, что

С(х,, х,#) (min)

y = J [ x ,, х,) 
(х ,> 0 ) . '

(19)

(20)

Офаничимся наглядным геомефическим решением задачи (19), 
(20) (см. рис. 11.11).

Имеет место важный результат теории фирмы: 
при одном том же объеме у  выпускаемой продукции издержки 

производства для случая долговременного промежутка меньше (точ
нее не больше) издержек производства для случая краткосрочного 
промежутка. Эти издержки производства равны друг другу, если 
объем у  производства будет таким, что х Д / )  = х2" (см. рис. 11.12).

Рис. 11.11
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Вопросы к главе 11

1. Сформулируйте определения исходных понятий теории оптими
зации производства.

2. Сформулируйте основную цель функционирования фирмы.
3. В чем состоит принципиальное отличие (в содержательных и в 

формальных терминах) в постановке задачи максимизации при
были фирмы для случаев долговременного и краткосрочного вре
менных промежутков?

4. Сформулируйте определение изокосты. Дайте экономическую 
интерпретацию следующему геометрическому факту: фиксиро
ванная точка (vp v2) (v, > 0, v2 > 0) принадлежит прямой, имею
щей уравнение /^х, + p tx2 =  Си.

5. Пусть два набора (vp v,) и (wp tv,) затрачиваемых (используе
мых) ресурсов таковы, что для набора (vp v2) издержки произ
водства меньше, чем для набора (ivp w2). Как расположены отно
сительно друг друга изокосты, соответствующие наборам (vp v,), 
(vvp w2)? Является ли обязательным одновременное выполнение 
двух неравенств w, > vp w, > v,?

6. Опишите взаимное расположение изокосты и изокванты, прохо
дящих через точку (хД х,°) локального рыночного равновесия 
фирмы (случай долговременного промежутка). Дайте обоснова
ние их взаимному расположению.

7. Опишите взаимное расположение изокосты и изокванты, прохо
дящих через точку локального рыночного равновесия фирмы 
(случай краткосрочного промежутка).

8. Чему равна (предельная технологическая) норма замены одного 
ресурса (для определенности, первого) другим (для определен
ности, вторым) в точке локального рыночного равновесия в слу
чае долговременного промежутка?

9. Что такое функция спроса на ресурсы (затраты)?
10. Что такое функция предложения выпуска?

7 *
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11. Сформулируйте задачу максимизации объема выпускаемой про
дукции при ограничении затрат на приобретение ресурсов (фак
торов) на аналитическом языке и на геометрическом языке (в 
случаях долговременного и краткосрочного промежутков).

12. Опишите аналитическое (для случая долговременного проме
жутка) и геометрическое (для случаев долговременного и крат
косрочного промежутков) решение задачи вопроса 11.

13. Сформулируйте задачу минимизации издержек производства при 
фиксированном объеме выпускаемой продукции на аналитичес
ком языке и на геометрическом языке (для случаев долговре
менного и краткосрочного промежутков).

14. Опишите аналитическое (для случая долговременного проме
жутка) и геометрическое (для случаев долговременного и крат
косрочного промежутков) решение задачи вопроса 13.

15. Опишите взаимосвязь между задачами вопросов 11 и 13 (в слу
чае долговременного промежутка).

16. Как определяется долговременная линия расширения производ
ства фирмы?

17. Как определяется краткосрочная линия расширения производ
ства фирмы?



ГЛАВА 12
Э К О Н О М И Ч Е С К А Я  Д И Н А М И К А  И  ЕЕ 

М О Д ЕЛ И РО ВА Н И Е

Задачи, решаемые экономической наукой и практикой, делятся, 
в зависимости от учета фактора времени, на статические и динами
ческие. Статика изучает состояния экономических объектов, отно
сящиеся к определенному моменту или периоду времени, без учета 
изменения их параметров во времени. В динамических задачах от
ражается не только зависимость переменных от времени, но и их 
взаимосвязи во времени. Например, динамика инвестиций опреде
ляет динамику величин основного капитала, что в свою очередь 
является важнейшим фактором изменения объема выпуска.

Время в экономической динамике может рассматриваться как 
непрерывное или дискретное. Непрерывное время удобно для моде
лирования, так как позволяет использовать аппарат дифференци
ального исчисления и дифференциальных уравнений. Дискретное 
время удобно для приложений, поскольку статистические данные 
всегда дискретны и относятся к конкретным единицам времени. 
Для дискретного времени может использоваться аппарат разност
ных уравнений. Заметим, что большинство известных моделей эко
номической динамики существуют как в непрерывном, так и в 
дискретном вариантах. В обоих вариантах для них могут быть полу
чены, как правило, аналогичные результаты, и уровень сложности 
самих моделей примерно одинаков.

12.1. Показатели экономической динамики

Показатели, характеризующие динамику экономического объек
та, - это абсолютные приросты, темпы роста и прироста.

Если рассматривается зависящая от времени величина A(t), то 
абсолютный прирост от момента 0 до момента 1 равен ДЛ(1) =  А( 1)-

А( 1)
/1(0), дискретный темп роста г|, =  -^щ, дискретный темп прироста 

, А(1) -  /1(0)
а, =  П, * > = ---------------■ Отметим, что в англоязычной литературе
термином “growth rate” (“темп роста”) называют обычно показатель 
а  =  г| - 1, то есть темп прироста в нашей терминологии.

Если темп прироста а  неизменен во времени, то динамика пока
зателя A(t) может быть описана как A(t) =  А(0) (1+а)'.

Если величина A{t) есть непрерывная функция времени, то рост 
ее с постоянным темпом записывается как A(t) =  А(0) е*, где е « 2,72
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- основание натуральных логарифмов, а X - непрерывный темп при- 

роста, который в общем случае рассчитывается как X(t) =  . . или

а ;  а
X(t) -  -  -j. Величина dA(t)=At' dt = A(t) dt - дифференциал

(главная линейная часть приращения) A(t), где A '= A (t) - производ
ная функции A(t) по времени. При росте величины A(t) с непрерыв

на + 1)ным темпом прироста X дискретныи темп роста — jj-t— равен еЛ,

что при малых X близко к (1+А.), то есть к темпу роста при дискрет
ном темпе прироста X.

Рассмотрим величины темпов прироста для сумм и произведе
ний показателей.

Пусть показатель S(t) есть сумма A(t) и B{t), растущих соответ
ственно, с постоянными непрерывными темпами а и р ,  причем 
а>р. Тогда

S{t) =  А(1) + B(t) =  АфУе* + В( 0)-е"' =

= ж 0) ^  [ i  - — Ц 1 (1)

Поскольку (р-а)<0, величина в квадратных скобках стремится к 
единице, и темп прироста суммы приближается к темпу быстрее 
растущего составляющего, то есть к а.

Пусть величина F\t) есть произведение A(t) и B(t) с непрерывны
ми темпами прироста а  и р. В этом случае:

P(t) =  A(t)B(t) =  А(0) ^ ' В(0) е̂ ' =  Р(0) е<“+е>', (2)

то есть темп прироста произведения равен сумме темпов приро
ста сомножителей. Если а и р -  дискретные темпы прироста A(t) и 
B(t), то

P(t)=A(t)B(t)=A (0)i 1 + а)' й(0) (1+ р )'= Д 0)( 1 + а+р+ ар)', (3)

При малых а и р  величина ар пренебрежимо мала, и темп при
роста произведения приближенно равен сумме темпов прироста со
множителей. Если же произведение а  р значительно, то темп при
роста произведения не может приближенно считаться равным сум
ме темпов прироста сомножителей, поскольку существенно ее пре
вышает.

Связь объемных и темповых величин легко продемонстрировать 
на примере производственной функции (это уже сделано в главе 10 
для частного случая ПФ Кобба-Дугласа). Пусть Y(t), K(t), L(t) - 
объемные показатели выпуска, капитала и труда (непрерывные фун
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кции времени), a y(t), k(t), l(t) - непрерывные темпы их прироста. 
Объемная ПФ с нейтральным техническим прогрессом (при посто
янном темпе последнего, равном у) имеет вид

т = л т , т ] * '  (4)

Логарифмируя эту зависимость, получаем:

In Y(t) =  \nJ[K{t), L(t)} + yt. (5)

Далее дифференцируем по времени:

, ,  _  dm  _  dm  Kit).dm л d m .т . т о  
( > Y(t) d m  m  ко) dL(t) m  ш  Y  ’

то есть,
y(t) =  a(t) k (t)+ p(/) i(t)+y, (6)

где a(t) и p(0 - эластичности выпуска по капиталу и труду соот
ветственно.

Эта линейная формула характеризует вклад темпов прироста фак
торов производства в общие темпы прироста дохода, а показатель у 
характеризует вклад технического прогресса.

12.2. Понятие динамического равновесия в экономи
ке. Простейшая модель равновесия

В экономической теории важным является понятие равновесия, 
то есть такого состояния объекта, которое он сохраняет при отсутст
вии внешних воздействий. Задачи экономической динамики вклю
чают как описание процессов выхода к состоянию равновесия, так 
и процессов трансформации самого этого состояния под воздей
ствием внешних сил. Рассмотрим простую экономическую систему 
в состоянии равновесия и опишем движение такой системы в не
прерывном и дискретном случаях. В первом случае динамика систе
мы описывается с помощью дифференциального уравнения, во втором
- разностного уравнения.

Дифференциальное уравнение связывает изменения показателя 
(пусть наша система описывается одним показателем x(t), или про
сто х) со скоростью его движения х\, или х. Будем считать, что 
скорость изменения показателя х  пропорциональна величине его 
отклонения от равновесного значения х . Иными словами, чем дальше 
показатель отклонился от равновесного значения, тем быстрее он 
стремится вернуться к нему. Если в уравнении присутствует только 
первая производная х по времени, а сама связь линейна, то это
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линейное дифференциальное уравнение. Пусть оно имеет, напри
мер, следующий вид:

х =  к(х - х ) ,

где ^-коэффициент. В этом уравнении кхе - свободный член; без 
него уравнение х=кх  называется однородным и его общее решение х 
= с е*'. Исходное неоднородное уравнение имеет частное решение х 
= х, (если величина х находится в состоянии равновесия), а общее 
его решение есть сумма любого частного решения и общего реше
ния однородного уравнения, то есть х =  х + с  ек'. Учитывая, что при 
t = 0 величина х равна х(0), получаем с =  х(0)-хе, и x(t) =  хг+(х(0)- 
х )е*'. Проверьте в качестве упражнения, что это решение удовлет
воряет исходному уравнению. Если к < 0, то е*' -> 0 и равновесие 
устойчиво, то есть при отклонении величины х(Г) от значения хе она 
вновь стремится принять это значение. При к > 0 величина е*' -> то 
и, соответственно, х(/) стремятся к бесконечности (если начальное 
состояние не совпадаете состоянием равновесия).

Система выходит к состоянию хе, как это показано на рисунке 
12.1а. Ее поведение при к > 0 показано на рис. 12.16. Поведение 
динамических систем может также описываться, например, графи
ками рис. 12.1 в - 12.1г. Поведение в дискретном времени может 
быть описано с помощью разностного уравнения, связывающего 
величины х в соседние моменты времени, то естьх; и х( г Например,

Рис. 12.1в Рис. 12.1г
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и дискретной ситуации, аналогичной уже описанной, может ис
пользоваться разностное уравнение х( = х + к(х - хе), решением 
которого (проверьте!) является х =  хс + (х(0) - х,) (1 +к)'. Это реше
ние может быть найдено (аналогично непрерывному случаю) как 
сумма общего решения х( =  с (1 +к)‘ для однородного уравнения х( = 
(1 +к) хм , и частного решения х( =  х для исходного разностного 
уравнения; с учетом х, =  х(0) при t =  6. При к < 0 система в случае 
отклонения от хс будет двигаться в направлении хе, при к > 0 - 
уходить еще дальше от него. Равновесие устойчиво при -2<к<0  и 
неустойчиво при к>0 или к -2 (при к< -1 показатель х каждый раз 
“перескакивает” равновесное значение хе, причем при к< -2  - слиш
ком далеко, чтобы приблизиться в конце концов к хе).

12.3. Примеры моделей экономической динамики

Рассмотрим теперь два примера моделей макроэкономической 
динамики, реализующих дискретный и непрерывный подходы. В 
обоих случаях модели носят весьма общий, абстрактный характер. В 
то же время их решение может быть найдено в явном виде, причем 
из него вытекают важные особенности для различных частных слу
чаев соотношения их параметров. На этих моделях удобно проде
монстрировать простейший аппарат дискретного и непрерывного 
динамического моделирования, проиллюстрировать важнейшие ка
тегории и проблемы макроэкономической динамики.

Паутинообразная модель
Эта модель позволяет исследовать устойчивость цен и объемов 

товаров на рынке, описываемом традиционными кривыми спроса и 
предложения (они показаны на рис. 12.2) при наличии запаздыва
ния во времени (лага).

Пусть производители (например, зерновая ферма) определяют 
предложение товара в текущем периоде на основе цен, установив-

Рис. 12.2
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шихся в предшествующем периоде, то есть Q'(t) =  Sl(pi ,). Таким 
образом, в функцию предложения вклинивается временной лаг про
должительностью в одну единицу времени. Действительно, реше
ние об объеме производства принимается с учетом текущих цен, но 
производственный цикл имеет определенную продолжительность, и 
соответствующее этому решению предложение появится на рынке 
по окончании данного цикла.

Кривая спроса характеризует зависимость объема спроса на то
вар от цены товара в данном периоде, то есть QD(t) = Dt(p). Таким 
образом, динамику цены можно описать системой уравнений

Из этого уравнения можно найти значение цены pt в текущий 
момент времени по известному значению р в предшествующий 
момент времени. Схема решения очень проста:

(где />' - обратная функция спроса).
В качестве частного случая рассмотрим паутинообразную модель, 

в которой функции спроса и предложения линейны:

Здесь В>О, так как функция предложения возрастающая; Е>О, 
так как функция спроса убывающая; 0 /1 > 0 , то есть Д0)>С(0)>0 
(считаем, что при нулевой цене спрос превышает предложение). 
Уравнение, описывающее динамику такой системы, имеет вид

Найдем сначала равновесную цену р' и равновесный объем про
изводства (7. Они должны удовлетворять уравнениям

или одним уравнением

(7)

0„ Ро ~~ ^ '( 0 „ )  Q\ W  -» р { — 1 У \0 Х) —> Q2 — S(p{) —>...

S(p) =  A + Bpl V D{p) =  С - Ep„ S(p) =  D{p). (8)

D ip) = S ip ,J , или С - E p: =  A + В pi V

Q  = С - Ep' = A + Bp’,
откуда

ВС + AE 
В + E '
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Далее необходимо исследовать поведение цен и объемов произ
водства в том случае, если начальная точка не совпадает с равновес
ной. Вначале эту задачу можно решить графически, получив рису
нок типа “паутины”, подтверждающий ее название. Задав некото
рое первоначальное количество товара и цену, не совпадающие с 
точкой равновесия, будем последовательно наносить точки в соот
ветствии с процедурой расчета по модели, соединяя их горизонталь
ными или вертикальными прямыми линиями. Из графического ана
лиза можно получить следующие результаты. Если кривая предло
жения наклонена круче, чем кривая спроса, то равновесие на таком 
рынке будет устойчивым (см. рис. 12.3а). Если кривая спроса на
клонена круче, чем кривая предложения, то равновесие на рынке 
будет неустойчивым (см. рис. 12.36). Наконец, при равном наклоне 
кривых спроса и предложения цены на рынке будут испытывать 
регулярные колебания с постоянной амплитудой (см. рис. 12.Зв).

Теперь перейдем к формальному анализу модели. Выражая pt 
через р , имеем следующее рекуррентное соотнош ение pt =
С Последовательно применяя это соотношение, находим

Е

л  =
С - А В

Е'Р°> pi
С -  А В

Е
С - А

Ро

Или в общем виде

Р,
С 1 - В

Ё 2 + ...+  (- 1)м
в /-1

+ (- 1)' В
~Ё Е ■Ро

Выражение в скобках есть сумма геометрической прогрессии:

SH =  я,(1 +  <7 + q2 +  ... + <7" ')  =  а Я
а,

| 1 -  q

Если |# 1 ,  то limSn =.
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Для паутинообразной модели q =  - а =  А. Отсюда полу-£  £
чаем выражение для цены р: в произвольный момент времени г.

В

Л =
С -  А

1 - (- 1)'
(- 1)' ■Ро ■ (Ю)

ВОчевидно при — < 1 
Е

0 и р, С -  А = р  , то есть при
В * Е

более крутом наклоне кривой предложения, чем кривой спроса,

равновесие является устойчивым. Если ^  >1, то есть более крутой
Е

является кривая спроса, то со и процесс расходится(равно-

Ввесие неустойчиво). При — =1, то есть при В =  Е, значения р
Е '

чередуются вокруг равновесного значения.
Итак, определяющим моментом для устойчивости системы явля

ется менее сильная, сглаживающая реакция на изменения цены той 
функции, которая имеет временной лаг (здесь - функция предло
жения).

В реальности при — > 1 бесконечно возрастающих колебаний, ь
конечно, не будет, так как при больших отклонениях от равновесия 
линейное приближение становится нереалистичным. В более реа
листической нелинейной модели устанавливаются нелинейные ко
лебания большой, но конечной амплитуды, которые являются про
образом экономических циклов подъема и спада производства.

Самостоятельно предлагается рассмотреть следующую задачу: 
предположим, что временной лаг, равный 1, присутствует не в фун
кции предложения, а функции спроса: St =  А + Bpr Dt =  С - Ер; ; 
S  = Dr Каким станет условие сходимости к равновесной точке? 
Изобразить этот процесс графически.

12.4. Модели макроэкономической динамики

Модель Харрода-Домара
В качестве примера модели с непрерывным временем рассмот

рим модель макроэкономической динамики (простейший ее вари
ант - модель Харрода-Домара). Модель описывает динамику дохода 
Y(t), который рассматривается как сумма потребления С(г) и инвес-
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тиций I(t). Экономика считается закрытой, поэтому чистый эк
спорт равен нулю, а государственные расходы в модели не выделя
ются. Основная предпосылка модели роста - формула взаимосвязи 
между инвестициями и скоростью роста дохода. Предполагается, 
что скорость роста дохода пропорциональна инвестициям: /(/) =

В ~ ,  где В - коэффициент капиталоемкости прироста дохода, или 
at

приростной капиталоемкости (соответственно, обратная ему вели

чина 4  называется приростной капиталоотдачей). Тем самым в мо- 
В

дель фактически включаются следующие предпосылки:
• инвестиционный лаг равен нулю: инвестиции мгновенно пере

ходят в прирост капитала. Формально это означает, что AK(t) = 
/({), где AK(t) - непрерывная функция прироста капитала во 
времени;

• выбытие капитала отсутствует;
• производственная функция в модели линейна; это вытекает из 

пропорциональности прироста дохода приросту капитала:

dY(t) = ±d(K (t))d t.
Линейная производственная функция Y(t) =  a L(t) + b K(t) + с,

где 6 = 4 , обладает этим свойством в том случае, если либо а = О, 
В

либо L(0= const. Тем самым следующая предпосылка такова:
• затраты труда постоянны во времени либо выпуск не зависит от 

затрат труда, поскольку труд не является дефицитным ресурсом;
• модель не учитывает технического прогресса.

Перечисленные предпосылки, конечно, существенно огрубляют
описание динамики реальных макроэкономических процессов, де
лают затруднительным применение данной модели, например, для 
непосредственного расчета или прогноза величины совокупного 
выпуска или дохода. Однако данная модель и не предназначена для 
этого; в то же время ее относительная простота позволяет более 
глубоко изучить взаимосвязь динамики инвестиций и роста выпус
ка, получить точные формулы траекторий рассматриваемых пара
метров при сделанных предпосылках.

Зависимость, связывающая между собой во времени показатели 
инвестиций, определяемый ими объем основного капитала и уро
вень выпуска (дохода), является базовой во всех моделях макроэко
номической динамики. Кроме того, в этих моделях необходимо 
определить принципы формирования структуры выпуска (дохода), 
распределения его между составляющими, прежде всего - между 
потреблением и накоплением. Эти принципы могут основываться 
па оптимизационном подходе (обычно это максимизация совокуп
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ных объемов потребления в той или иной форме), экстраполяцион
ном, равновесном и других. В рассматриваемой модели предполага
ется, что динамика объема потребления C(t) задается экзогенно. 
Этот показатель может считаться постоянным во времени, расти с 
заданным постоянным темпом или иметь какую-либо другую дина
мику (в первых двух случаях более просто получить решение модели).

Простейший вариант модели получается, если считать C(t) =  0. 
Этот случай совершенно нереалистичен с практической точки зре
ния, однако в нем все ресурсы направляются на инвестиции, в 
результате чего могут быть определены максимальные технически 
возможные темпы роста. В этом случае получаем:

Y(t) =  C(t) + 1(1) =  0 + В ^Ш  = BY(t). (11)
at

Это - линейное однородное дифференциальное уравнение, и его

решение имеет вид Y(t) =  У(0)-е^ (что легко проверить дифферен

цированием). Непрерывный темп прироста здесь равен Это мак-
В

симально возможный (технологический) темп прироста.
Пусть теперь C(t) =  С постоянно во времени. Получаем неодно

родное линейное дифференциальное уравнение Y(t)=BY(t)+C. Его 
частным решением является У(1) =  С, и складывая его с общим

решением однородного уравнения Y(t) =  А -е ^  , получаем его общее

решение Y(t) =  А -е ^  +  С, откуда, подставив t=  0, имеем А = К(0)-

С = /(0) и Y(t) =  (К(0) - С)-е№  + С. Непрерывный темп прироста

СY(t) 1
дохода у (1) =  - щ  в этом решении равен y(t) =  -g Он

1
составляет В

! С(0) 
ПО)

Y(t)_

в начальный момент времени (при / =  0) и,

возрастая, стремится к ^  при г->оо (что понятно, поскольку доход
В

растет, а постоянный объем потребления составляет все меньшую
С

его долю). Величина в скобках а(г) = 1 - 
Y(t) есть норма накоп

ления в момент времени t, и темп прироста дохода оказывается 
пропорциональным этой величине, как и показателю приростной 

1капиталоотдачи —.
В
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Итак, при прочих равных рост нормы накопления пропорцио
нально увеличивает темпы прироста дохода. В то же время это сни
жает уровень текущего потребления, и для разрешения проблемы 
согласования конкурентных целей увеличения темпов роста и уров
ня текущего благосостояния в модель обычно включают элементы 
оптимизации. В этом случае решается оптимизационная задача на 
максимум общего объема потребления за конечный или бесконеч
ный период времени. Для отражения предпочтительности более ран
него получения результата в модель включается временное дискон
тирование, при котором более ранний результат учитывается в кри
терии с большим “весом”.

Наконец, рассмотрим вариант модели с показателем потребления 
C(t), растущим с постоянным темпом г. С(г) = С(0) е". Дифферен
циальное уравнение этой модели имеет вид Y(t)=BY(t)+C(0) е". Ре
шение этого уравнения (проверьте дифференцированием!) таково:

Y(t) = Y(0) - С(0)
1 - Вг

т
1 - Вг

■е
(12)

Из общих соображений ясно, что темп прироста потребления г 
не должен быть больше максимально возможного общего темпа

прироста 4 , так как иначе потребление будет занимать все большую
и в конце концов - подавляющую часть дохода, что сведет к нулю 
сначала инвестиции, а затем и доход. Ясно это и из формулы реше

ния модели, поскольку в случае г  > ^  коэффициент 1 ^  отрица-

телен, а е" растет быстрее, чем е ' ° ' , - следовательно, второе слагае
мое при этом отрицательно и через некоторое время “перевесит” 
первое.

^ 1В решении рассматриваемой модели роста при г  < многое

«о ,зависит от соотношения между г и р 0 = -г-(в числителе стоит а 0 =

1 -

С(0)
К(0)

В

- норма накопления в начальный момент времени 7=0).
Если г  =  р0, то темп прироста дохода равен темпу прироста потреб-

(4ления, и решением является Y(t) = У(0Уе'в’ . Норма накопления а (/) 
в этом случае постоянна во времени и равна а 0, а темп прироста 
дохода пропорционален норме накопления и обратно пропорциона
лен приростной капиталоемкости. Именно эта модификация моде
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ли экономического роста, в которой постоянна норма накопления, 
называется моделью Харрода-Домара.1

Если в рассматриваемой модели роста ^  > г  > р0, то требуемый 
темп прироста потребления оказывается слишком высоким для эко

номики. В этом случае коэффициент - ]'~Z~£ r отрицателен 

1 .и, поскольку — > г, первое, отрицательное слагаемое в решении В
“перевешивает” в конце концов второе. Поэтому темп прироста 
дохода падает и становится с некоторого момента отрицательным. 
Через некоторое время сам доход становится равным нулю, после 
чего модель теряет экономический смысл. Это аналогично случаю

г > 4 , хотя здесь уже дело не в том, что нужный темп прироста В
потребления в принципе недостижим за длительный период. В дан
ном случае слишком низкой оказывается начальная норма накопле
ния а0.

Если г<  р(), то норма накопления, а вместе с ней и темп прироста

дохода растут, причем последний в пределе приближается к Од-
В

нако в этом случае происходит “накопление ради накопления”, ибо 
потребление растет заданным темпом г, а темп прироста дохода уда
ется увеличить за счет более быстрого роста инвестиций. Норма 
накопления а 0 здесь превышает В г, и если исходить из задачи мак

1 Кстати, в хорошо известной нашим экономистам модели роста - схемах рас
ширенного воспроизводства К. Маркса - получается аналогичный результат. Темп

л,г
прироста дохода в схемах К.Маркса равен j + ^ , где л, - норма накопления в

М '' „ , Ciпервом подразделении, г =  — - норма прибавочной стоимости, Л, = —  - орга-
V  к,

ническое строение капитала в первом подразделении (С  - постоянный капитал,
V - переменный капитал, М - прибавочная стоимость).

В терминах рассматриваемой модели роста:
Д(С + V) = А ^1 ♦ А,) _ 1 ♦ Л,
Д (К  -  М ) ДИ(1 ♦ г) ’  1 ♦ z ’ 3

„ _  ДК + ДС ДК + ДС г

а0 л,г(1 ♦ г) Л,г
Отсюда —  -  (j + г)([ + / ,)  ~ j + . что показывает совпадение результатов

в этих двух моделях роста с постоянными значениями структурных параметров.
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симизации объема потребления, то эта норма слишком высока. Бо
лее высокий ее уровень требует увеличения инвестиций /(0) за счет 
сокращения потребления С(0) в начальный момент, что при фикси
рованном темпе прироста потребления /-обусловливает более ни
зкий его уровень на всей траектории. В то же время нужный темп

прироста потребления г < -4 можно поддерживать, как показано
выше, при а 0 = В г. Таким образом, если требуется поддерживать 
постоянный темп прироста потребления г, не превышающий техно
логического темпа, то для максимизации объема потребления за 
любой период нужно установить начальную норму накопления а 0 = 
В г. Более сложен вопрос о том, какой уровень темпа г более пред
почтителен. Большая его величина позволяет обеспечить больший 
объем потребления за длительный период, но это происходит за 
счет сокращения потребления на начальном этапе. Таким образом, 
для выбора значения г (если оно предполагается постоянным) нуж
на информация о межвременных предпочтениях лица, принимаю
щего решение.

Модель Солоу
Другой тип модели экономического роста представляет модель, 

предложенная лауреатом Нобелевской премии Р.Солоу. По сравне
нию с уже рассмотренной моделью роста модель Солоу позволяет 
более точно описать некоторые особенности макроэкономических 
процессов. Во-первых, производственная функция в этой модели 
нелинейна и обладает свойством убывания предельной производи
тельности. Во-вторых, модель учитывает выбытие основного капи
тала. В-третьих, в модель Солоу включается описание динамики 
трудовых ресурсов и технического прогресса и их влияние на эко
номический рост. В-четвертых, здесь ставится и решается задача 
максимизации уровня потребления на некотором множестве устой
чивых траекторий. Все это, конечно, усложняет структуру модели, 
и получение точных формул для траекторий изменения основных 
ее показателей становится существенно более сложной задачей. По
этому некоторые другие аспекты описываются в базовой модели 
Солоу упрощенно: например, считаются постоянными норма сбере
жений и норма выбытия капитала, инвестиционные лаги отсутству
ют, а производственная функция имеет постоянную отдачу от мас
штаба. Кроме того, на начальном уровне анализа модели ищутся не 
траектории изменения всех ее показателей (как в модели Харрода- 
Домара), а характеристики состояний устойчивого равновесия, к 
которым система выходит в долгосрочном периоде. С формальной 
точки зрения это представляет собой существенно более простую 
задачу.
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Мы не ставим здесь задачу подробно излагать модель Солоу, 
сформулируем лишь основные ее предпосылки, обозначения и вы
воды.

Предпосылки и обозначения модели Солоу:

• производственная функция имеет вид Y =  F(K,L) (Y  - выпуск 
или доход, К - капитал, L - труд). Отдача от масштаба постоянна: 
F(zK, zL) =  zF{K,L). Предельная производительность факторов пол
ожительна, но убывает:

Г Л>0; Г ,> 0 ;  Г ' „ < 0; Г ’ и < 0;

• величина выбытия капитала ^пропорциональна его величине К:

W — ЪК,
где 5 - норма выбытия;

• норма сбережений (инвестиций) а  постоянна, и инвестиции I 
равны а  К;
• доход Краспределяется на потребление и инвестиции: Y = С + /;
• численность занятых L растет с постоянным темпом п\
• трудосберегающий технический прогресс имеет темп g, то есть 
число единиц труда с постоянной эффективностью в расчете на 
одного работающего растет с темпом g.

При сделанных предпосылках производственную функцию можно
Yрассматривать как зависимость производительности труда у  — — от

его капиталовооруженности к =  —: y=J[k) (здесь L - число единиц
труда с постоянной эффективностью (то есть численность занятых 
при отсутствии трудосберегающего технического прогресса, либо чис
ленность условных работников с одинаковой эффективностью -

I  К ,
при его наличии). Это вытекает из того, что Y -  F(K,L) =  L F - р 1

= L F{k). Инвестиции приводят к росту капиталовооруженности, а 
выбытие капитала, рост численности работающих и числа единиц 
труда с постоянной эффективностью - к ее снижению. Прирост

капиталовооруженности к в результате инвестиций равен . Темп
снижения капиталовооруженности за счет остальных факторов ра
вен (5+fl+g) (в точности равен, если Y,K,L - непрерывные функции 
времени, и приближенно равен в дискретном случае при малых
8,я,#). Величина снижения капиталовооруженности за счет этих фак
торов равна (Ь+n+g) к.
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Величина к находится в состоянии устойчивого равновесия, если 
ее прирост за счет инвестиций равен ее уменьшению за счет других 
факторов. Поскольку У=С+1, после деления этого тождества на L 
имеем y= c+ i, где у  - доход, с - потребление, а / - инвестиции на 
одну единицу труда с постоянной эффективностью. Следовательно, 
величина / равна аД к). Условие стабильности показателя к , таким 
образом, записывается как

(8 + n + g )к' = аЛк"), (13)

и величина к' называется устойчивым уровнем капиталовоору
женности. На рис. 4 показана устойчивость равновесия при к=к'. 
Это - точка равновесия для показателя к, поскольку в этой точке 
величина удельного прироста капиталовооруженности равна вели
чине ее удельного сокращения, и показатель к остается неизмен
ным. Это равновесие устойчиво, поскольку при к<к" удельные ин
вестиции превышают уменьшение капиталовооруженности, и ее ве
личина растет. В случае к < к \  наоборот, удельные инвестиции ниже, 
чем уменьшение капиталовооруженности, и ее величина падает, пока 
не достигнет к'.

Из рис. 4 можно видеть, что в случае увеличения нормы сбере
жения а график функции инвестиций пойдет выше и, следователь
но пересечет прямую (5+/?+g) к правее. Итак, рост нормы сбереже
ния приводит к увеличению устойчивого уровня капиталовоору
женности к \  а следовательно, и устойчивого уровня дохода на еди
ницу труда y-J[k").

Рис. 4
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Если численность работающих не растет (или растет медленнее), 
то есть показатель п равен нулю (или меньше по величине), то 
прямая (5+n+g) к имеет меньший наклон и точка к’ сдвигается 
вправо. То же самое происходит при более низком (или нулевом) 
темпе трудосберегающего технического прогресса g.

В устойчивом состоянии темп прироста показателей k,y,c,i равен 
нулю. Поскольку все это - удельные показатели в расчете на еди
ницу труда с постоянной эффективностью, а эффективность труда 
одного занятого растет с темпом g, показатели капитала, дохода, 
потребления и инвестиций в расчете на одного занятого растут с 
темпом g. При росте численности занятых с темпом п общий объем 
капитала, дохода, потребления и инвестиций растет в устойчивом 
состоянии с темпом (n+g). Следовательно, модель Солоу показыва
ет, что единственным источником длительного, устойчивого роста 
дохода на одного работника, а следовательно, и душевого потребле
ния, является технический прогресс.

Как уже показано, каждому уровню нормы сбережения а соот
ветствует определенное устойчивое состояние и свой уровень устой
чивого потребления на единицу труда с постоянной эффективностью 
с .  Можно поставить задачу отыскания устойчивого состояния, в 
котором величина с максимальна среди всех таких состояний. Пос
кольку в любом устойчивом состоянии выполняется равенство

Г =  (8 +n+g) к \
и

с =  у  - Г =  J[k") - (S+n+g) к',

требуется максимизировать по к' функцию [/(£')-(5+tf+g) £’|. 
Необходимым условием максимума дифференцируемой функции 
является равенство нулю ее производной; в данном случае это озна
чает равенство

f ( k ’) =  5 +  п + g. (14)

Это правило выбора оптимального объема капитала для макси
мизации удельного объема потребления называется Золотым прави
лом. Соответствующая ему величина капиталовооруженности к" 
называется капиталовооруженностью по Золотому правилу, а норма 
сбережения а - нормой сбережения по Золотому правилу. Она мо
жет быть найдена из уравнения (5+n+g) k" =  a 'f{k” ), являющегося 
необходимым условием устойчивого состояния. Удельная величина 
потребления по Золотому правилу находится как разница между 
доходом и инвестициями:

с" = Л к " ) - (5+n+g) k"
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Рис. 12.5 иллюстрирует Золотое правило:

В точке к" касательная к графику производственной функции 
параллельна прямой (5+n+g) к. Если темп роста численности заня
тых более низок, либо более низок темп трудосберегающего техни
ческого прогресса, то прямая (5+n+g) к становится более пологой, и 
точка к" сдвигается вправо, а удельная величина потребления с" 
растет. Статистика в целом подтверждает, что в странах с более 
быстрым ростом потребления уровень душевого потребления более 
низок, хотя, конечно, в каждой конкретной стране своя производ
ственная функция, норма выбытия и исходное состояние развития 
(вовсе не обязательно устойчивое).

Если первоначальная величина капиталовооруженности к' мень
ше, чем к” , то имеет смысл увеличить норму сбережения до величи
ны, соответствующей Золотому правилу, и постепенно экономика 
выйдет на максимальный уровень удельного потребления с". Отме
тим, однако, что вначале удельный уровень потребления снизится и 
лишь затем начнет постепенно расти, наряду с ростом удельных 
инвестиций и выпуска. Если же первоначальная величина капита
ловооруженности к’ больше, чем к” , то нужно снизить норму сбере
жения до уровня, соответствующего Золотому правилу. Тогда эко
номика также постепенно выйдет на уровень удельного потребле
ния с". В этом случае вначале удельный уровень потребления вы
растет, превысив с", и затем начнет постепенно снижаться к с", 
наряду со снижением удельных инвестиций (выросших в началь-



214 М атематические методы для экономистов

ный момент) и выпуска. Динамика показателей у ,с ,/для двух опи
санных случаев представлена на рис. 12.6а и 12.66.

Таким образом, если нас интересует прежде всего рост потребле
ния в ближайшей перспективе, а не максимальный его равновес
ный уровень в долгосрочном периоде, то и задача оптимизации 
должна быть сформулирована по-другому. Задачи максимизации 
потребления на ограниченном периоде времени также хорошо изу
чены, но мы не будем здесь на них останавливаться.
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Вопросы и задачи к главе 12

1. В чем основное различие задач экономической статики и дина
мики? Как соотносится рассматриваемый период времени для 
статических и динамических задач?

2. В чем различие содержания решаемых задач, математического 
аппарата и получаемых результатов для экономических моделей 
с дискретным и непрерывным временем?

3. Как может быть записана динамика показателя, растущего:
а) с постоянным дискретным темпом?
б) с постоянным непрерывным темпом?

4. Стоимость ценной бумаги каждый следующий год повышается 
на 50% или понижается на 40%. Что произойдет с этой стои
мостью в длительной перспективе?

5. Доход У равен сумме потребления С и инвестиций /. Дискрет
ный темп прироста потребления равен 10%, инвестиций - 25%. 
В начальном году (t =  0) 0=500, /=150. Чему равен темп роста 
дохода У в году 2?

6. Пусть в течение п лет, в конце каждого года, производится вы
плата кредитору суммы денег, равной 1. Процентная ставка рав
на /, все деньги кладутся кредитором в банк под этот процент. 
Какова будет у него сумма денег к концу года л? Какова должна 
быть ежегодная выплата в случае /=15%, я = 5, чтобы накоплен
ная сумма денег равнялась 100?

7. Как пересчитать непрерывные темпы прироста в дискретные и 
наоборот?

8. Пусть оценена производная функция Кобба-Дугласа в темповой 
записи у  = 0,4 к + 0,77 + 0,5, где у, к, I - годовые темпы приро
ста дохода, капитала и труда (в %):
а) можно ли по этой формуле оценить величину вклада техни
ческого прогресса в темп прироста дохода?
б) можно ли оценить долю вклада технического прогресса в тем
пы прироста дохода?
в) как изменится формула, если темпы прироста измерять не в 
процентах, а в абсолютном выражении?

9. Сформулируйте понятие экономического равновесия. Чем ус
тойчивое равновесие отличается от неустойчивого?

10. Для дифференциального уравнения х= к(х -х ) приведите пример 
частного решения, сформулировав это понятие.

11. Запишите решение разностного уравнения xt = xt X + k(xt , - хе) и 
поясните его поведение при разных значениях коэффициента к. 
Может ли решение этого уравнения, и если да, то в каком слу
чае, “перескакивать” состояние равновесия х ?

12. Имеется паутинообразная модель S: =  20 + 30/>м ; Z) = 100 - 50/?,; 
St =  Dr Пусть р =  0,5, чему равно /?,?
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13. Пусть в паутинообразной модели функция спроса равна Z) =  —;
' Pi

функция предложения St =  5pi V р =  1. Изобразите графически 
динамику цен и объемов выпуска. Каковы равновесные цена и 
выпуск? Является ли равновесие устойчивым?

14. Пусть в макроэкономической модели роста темп прироста по
требления задается экзогенно. Что произойдет, если он больше

1 отехнологического темпа прироста — ?
15. Как связан темп прироста выпуска с нормой накопления?
16. Как соотносятся темпы прироста выпуска в модели Харрода- 

Домара и схемах расширенного воспроизводства К.Маркса?
17. Как выбрать норму накопления при заданном темпе прироста 

потребления в макромодели роста?
18. В чем состоит проблема выбора наилучшего темпа роста потреб

ления в модели Харрода-Домара? Какие Вы можете предложить 
подходы к ее решению?

19. Чем предпосылки модели Солоу отличаются от предпосылок 
модели Харрода-Домара? Какие общие принципы заложены в 
этих моделях?

20. Рассмотрите частный случай модели Солоу с постоянной чис
ленностью занятых и без технического прогресса. Запишите фор
мулу для устойчивого состояния. Сформулируйте Золотое пра
вило сбережения.

21. Рассмотрите частный случай модели Солоу с постоянной чис
ленностью занятых и с трудосберегающим техническим прогрес
сом с темпом g. Запишите формулу для устойчивого состояния. 
Сформулируйте Золотое правило сбережения.

22. Пусть производственная функция имеет вид Y = 5 КЛ L% е0'03'. 
Норма выбытия капитала 0,08. Численность занятых растет на 
2% в год. Норма сбережения 25%. Каков устойчивый уровень 
капиталовооруженности единицы труда с постоянной эффектив
ностью? Каков устойчивый уровень удельного дохода, инвести
ций, потребления? Соответствует ли данная норма сбережения 
Золотому правилу? Если нет, то какой она должна стать для 
этого? Каков устойчивый уровень удельного дохода, инвести
ций, потребления по Золотому правилу?



ГЛАВА 13
ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКУЮ  

ТЕО РИ Ю  ИГР

13.1. Основные понятия теории игр

В лекциях по теории оптимизации рассматривались такие задачи 
принятия решений, когда выбор решения осуществлялся одним ли
цом. В подобных задачах рационального ведения хозяйства реше
ние выбирается при предположении о том, что известны целевая 
функция,различные способы действия и ограничения. В данной главе 
рассматриваются задачи принятия решений в ситуациях с несколь
кими участниками, когда значение целевой функции для каждого 
из субъектов зависит и от решений, принимаемых всеми остальны
ми участниками. Предметом теории игр являются такие ситуации, в 
которых важную роль играют конфликты и совместные действия.?

Одна из характерных черт всякого общественного, социально - 
экономического явления состоит в множественности, многосторон
ности интересов и в наличии сторон, выражающих эти интересы. 
Классическими примерами здесь являются ситуации, где, с одной 
стороны, имеется один покупатель, с другой - продавец (ситуация 
монополия-монопсония), когда на рынок выходят несколько про
изводителей, обладающих достаточной силой для воздействия на 
цену товара (ситуация олигополии, в том числе дуополии, если чис
ло таких участников равно двум). Более сложные ситуации подо
бного рода возникают, если имеются объединения или коалиции 
лиц, участвующих в столкновении интересов, например, в том слу
чае, когда ставки заработной платы определяются союзами или объ
единениями рабочих и предпринимателей, при анализе результатов 
голосования в парламенте и т.п.

Конфликт может возникнуть также из различия целей, которые 
отражают не только несовпадающие интересы различных сторон, но 
и многосторонние интересы одного и того же лица. Например, раз
работчик экономической политики обычно преследует разнообраз
ные цели, согласуя противоречивые требования, предъявляемые к 
ситуации (рост объемов производства, повышение доходов, сниже
ние экологической нагрузки и т.п.). Конфликт может проявляться 
не только в результате сознательных действий различных участни
ков, но и как результат действия тех или иных “стихийных сил” 
(случай так называемых “игр с природой”). Множество подобных 
примеров можно встретить в биологии, социологии, психологии, 
политологии, военном деле и т.д.
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И наконец, примерами игр являются обычные игры: салонные, 
спортивные, карточные и др. Именно с анализа подобных игр на
чиналась математическая теория игр; они и по сей день служат 
прекрасным материалом для иллюстрации положений и выводов 
этой теории.

В итоге, всякая претендующая на адекватность математическая 
модель социально-экономического явления должна отражать при
сущие ему черты конфликта, т.е. описывать:

а) множество заинтересованных сторон (мы будем называть их 
игроками', в литературе по теории игр они именуются также субъек
тами, лицами, сторонами, участниками). В случае, если число игро
ков конечно, они различаются по своим номерам (1-й игрок и 2-й 
игрок в игре в орлянку или в случае дуополии) или по присваивае
мым им именам (например, Продавец и Покупатель в ситуации 
монополия-монопсония);

б) возможные действия каждой из сторон, именуемые также стра
тегиями или ходами',

в) интересы сторон, представленные функциями выигрыша (пла
тежа) для каждого из игроков.

В теории и ф  предполагается, что функции выифыша и множес
тво сфатегий, доступных каждому из иф оков, общеизвестны, т.е. 
каждый и ф ок  знает свою функцию выифыша и набор имеющихся 
в его распоряжении стратегий, а также функции выифыш а и стра- 
тегии всех остальных игроков, и в соответствии с этой информа
цией организует свое поведение.

Формализация содержательного описания конфликта представ
ляет собой его математическую модель, которую называют игрой.

Теория и ф  впервые была систематически изложена Дж.фон Не
йманом и О.Монгерштерном в 1944 г., хотя отдельные результаты 
были опубликованы еще в 20-х годах. Нейман и Моргенштерн на
писали оригинальную книгу, которая содержала главным образом 
экономические примеры, поскольку экономическому конфликту 
легче всего придать численную форму. Во время второй мировой 
войны и сразу после нее теорией игр серьезно заинтересовались 
военные, которые увидели в ней аппарат для исследования сф ате- 
гических решений.Затем главное внимание снова стало уделяться 
экономическим проблемам. Сейчас ведется большая работа, направ
ленная на расширение сферы применения теории иф .

13.2. Классификация игр

Различные виды игр можно классифицировать, основываясь на 
том или ином принципе: по числу игроков, по числу стратегий, по 
свойствам функций выигрыша, по возможности предварительных 
переговоров и взаимодействия между ифоками в ходе игры.
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В зависимости от числа игроков различают игры с двумя, тремя и 
более участниками. Весь материал, представленный в теории опти
мизации, можно рассматривать как теорию игр с одним игроком. В 
принципе возможны также игры с бесконечным числом игроков.

Согласно другому принципу классификации - по количеству стра
тегий - различают конечные и бесконечные игры. В конечных играх 
игроки располагают конечным числом возможных стратегий (на
пример, в игре в орлянку игроки имеют по два возможных хода - 
они могут выбрать “орел” или “решку”). Сами стратегии в конеч
ных играх нередко называются чистыми стратегиями (смысл этого 
названия будет ясен далее). Соответственно, в бесконечных играх 
игроки имеют бесконечное число возможных стратегий - так, в 
ситуации Продавец-Покупатель каждый из игроков может назвать 
любую устраивающую его цену и количество продаваемого (поку
паемого) товара.

Третий способ классификации игр - по свойствам функций вы
игрыша (платежных функций). Важным случаем в теории игр явля
ется ситуация, когда выигрыш одного из игроков равен проигрышу 
другого, т.е. налицо прямой конфликт между игроками. Подобные 
игры называются играми с нулевой суммой, или антагонистическими 
играми. Игры в орлянку или в очко - типичные примеры антаго
нистических игр. [Прямой противоположностью играм такого типа 
являются игры с постоянной разностью, в которых игроки и выиг
рывают, и проигрывают одновременно, так что им выгодно дей
ствовать сообща: Между этими крайними случаями имеется мно
жество игр с ненулевой суммой, где имеются и конфликты, и согла
сованные действия ифоков.

В зависимости от возможности предварительных переговоров между 
ифоками различают кооперативные и некооперативные игры. И ф а 
называется кооперативной, если до начала игры игроки образуют 
коалиции и принимают взаимообязывающие соглашения о своих 
стратегиях. Игра, в которой игроки не могут координировать свои 
сфатегии подобным образом, называется некооперативной. Очевид
но, что все антагонистические игры могут служить примером неко
оперативных игр. Примером кооперативной игры может служить 
ситуация образования коалиций в парламенте для принятия путем 
голосования решения, так или иначе зафагивающего интересы учас
тников голосования.

13.3. Формальное представление игр

Дадим формальное описание перечисленных элементов конфлик
та. Множество всех игроков, обозначаемое I, в случае конечного их 
числа может задаваться простым перечислением игроков. Напри
мер, /={1, 2} при игре в орлянку, /={Продавец, Покупатель} в си
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туации монополия-монопсония, /={1, 2, ..., п) в случае анализа 
результатов голосования в парламенте.

Множество стратегий игрока / обозначим через X.. При игре в 
орлянку каждый игрок располагает двумя стратегиями: А^={Орел, 
Решка}; каждый участник голосования имеет выбор на множестве 
стратегий {За, Против}. В случае взаимодействия на рынке как Про
давец, так и Покупатель могут назначать некоторую неотрицатель
ную цену на продаваемый (покупаемый) товар, т.е. множество стра
тегий каждого из них X: Р. > 0.

В каждой партии игрок выбирает некоторую свою стратегию х  
X., в результате чего складывается набор стратегий х =  {х,, х2,... x j ,  
называемый ситуацией. Так, ситуацию в Парламенте описывает спи
сок {За, За, Против, За ...}, полученный в итоге проведенного голо
сования.

Заинтересованность игроков в ситуациях проявляется в том, что 
каждому ифоку / в каждой ситуации х приписывается число, выра
жающее степень удовлетворения его интересов в данной ситуации. 
Это число называется выигрышем ифока / и обозначается через А.(х), 
а соответствие между набором ситуаций и выифышем ифока / назы
вается функцией выигрыша (платежной функцией) этого ифока Н.

В случае конечной игры двух лиц функции выигрыша каждого 
из игроков удобно представлять в виде матрицы выигрышей, где 
строки представляют стратегии одного иф ока, столбцы - сфатегии 
другого игрока, а в клетках матрицы указываются выифыш и каж
дого из ифоков в каждой из образующихся ситуаций. (Данная форма 
представления конечных игр двух лиц объясняет общее для них 
название - матричные игры.)

Например, в случае игры в орлянку каждый из игроков имеет по 
две стратегии, именуемые Орел и Решка. Если игроки выбирают 
одинаковые стратегии, т.е. в случаях, если оба говорят “Орел” или 
оба говорят “ Решка” , 1-й игрок выигрывает 1 рубль, а второй иг
рок проигрывает 1 рубль. В ситуациях, когда оба игрока выбирают 
различные стратегии, 1-й игрок проигрывает 1 рубль, а 2-й игрок 
соответственно этот 1 рубль выигрывает.

В итоге матрица выигрышей 1-го игрока Н] выглядит следую
щим образом:

Стратегии 2-го иф ока 
Орел Решка 

Стратегии 1-го игрока Орел / 1 -1\
Решка \-1 1/
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Соответственно матрица выигрышей 2-го игрока Н2 имеет вид:

Стратегии 2-го игрока 
Орел Решка 

Стратегии 1-го игрока Орел /-1 1\
Решка \ 1 -1/

Для антагонистических игр, в которых выигрыш одного игрока 
равен проигрышу другого (игр с нулевой суммой), выполняется 
соотношение Н = -Н г  Игра в орлянку, очевидно, является приме
ром такой игры.

Часто для наглядности матрицы выигрышей для обоих игроков 
совмещают в одну, которая дает полное представление о всей игре:

Стратегии 2-го игрока 
Орел Решка

Стратегии 1-го игрока Орел /(1,-1) (-1,1)\
Решка \( -1 ,1) (1,-1)/

В каждой клетке этой матрицы слева указаны значения выигры
ша 1-го игрока, справа - значения выигрыша 2-го игрока.

Рассмотрим пример задания матрицы выигрышей для игры с 
ненулевой суммой, называемой в литературе по теории игр Дилемма 
Заключенного. Содержание игры следующее: два преступника ожи
дают приговора суда за совершенное злодеяние. Адвокат конфиден
циально предлагает каждому из преступников облегчить его участь 
(и даже освободить!), если он сознается и даст показания против 
сообщника, которому грозит угодить в тюрьму за совершенное пре
ступление на 10 лет. Если никто не сознается, то обоим угрожает 
заключение на определенный срок (скажем, 1 год) по обвинению в 
незначительном преступлении. Если сознаются оба преступника, то, 
с учетом чистосердечного признания, им обоим грозит попасть в 
тюрьму на 5 лет. Каждый заключенный имеет на выбор 2 страте
гии: не сознаваться или сознаваться, выдав при этом сообщника. В 
итоге можно получить следующую матрицу “выигрышей” для обо
их игроков:

Стратегии 2-го игрока 
Сознаться Не сознаться 

Стратегии 1-го игрока Сознаться /(5,5) (0,10)\
Не сознаться 1(10,0) (1.1)/

Приведем, наконец, пример записи функции выигрыша для бес
конечной игры. В случае дуополии каждый из игроков может объ
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явить цену р., по которой он хотел бы продать некоторое количест
во товара. При этом предполагается, что потребители приобретут 
товар у фирмы, объявившей меньшую цену, или распределят свой 
спрос поровну между фирмами в случае, если они назначили одина
ковую цену. Если функцию спроса в зависимости от цены на товар 
обозначить как d{p), то функция выигрыша 1-й фирмы П ,(/>,, р2) 
будет иметь вид

П, (Pi'Pi)

P\d(Pt), если p t < рг, 
dip,) ли Pl = pv

О, если p t > р2.

Аналогично выглядит функция выигрыша 2-й фирмы Y\2{j)rp2).

13.4. Принципы решения матричных антагонистичес
ких игр

В качестве основного допущения в теории игр предполагается, 
что каждый игрок стремится обеспечить себе максимально возмож
ный выигрыш при любых действиях партнера. Предположим, что 
имеется конечная антагонистическая игра с матрицей выигрышей 
1-го игрока Н и, соответственно, матрицей выигрыша 2-го игрока -
Н. Пусть Игрок 1 считает, что какую бы стратегию он ни выбрал, 
Игрок 2 выберет стратегию, максимизирующую его выигрыш, и 
тем самым минимизирующую выигрыш Игрока 1. Оптимальная 
стратегия Игрока 1, которая обеспечит ему наибольший из возмож
ных выигрышей вне зависимости от стратегии противника, будет 
состоять в выборе стратегии с самым высоким из таких платежей. 
Таким образом, Игрок 1 выбирает i-ю стратегию, которая является 
решением задачи

max minЛ .
< i

Игрок 2 точно так же стремится обеспечить себе наивысшую 
величину выигрыша (или, что эквивалентно, наименьшую величи
ну проигрыша) вне зависимости от стратегии, избранной партне
ром. Его оптимальной стратегией будет столбец матрицы Н е  на
именьшим значением максимального платежа. Таким образом, Иг
рок 2 выберет j -ю  стратегию, которая является решением задачи

min max/г̂  
j '

В итоге, если Игрок 1 придерживается избранной стратегии (на
зываемой максиминной стратегией), его выигрыш в любом случае
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будет не меньше максиминного значения (называемого также ниж
ней ценой игры), т.е.

Л(. ^  max min htj
< i

Соответственно, если Игрок 2 придерживается своей минимакс
ной стратегии, его проигрыш будет не больше минимаксного значе
ния (называемого верхней ценой игры), т.е.

Л(. < min max /г
)

В случае, если верхняя цена игры равна нижней, г.е.
max min Л. = min max Л = h ’

i j j i
оба игрока получают свои гарантированные платежи, а значение 

И' называется ценой игры. Элемент И. матрицы выигрышей, соот
ветствующий максиминной и минимаксной стратегиям, называется 
седловой точкой матрицы Н (это объясняется формой графика фун
кции выигрыша в точке И.: она напоминает седло, убывая при из
менении одной из переменных и возрастая при изменении другой 
переменной). В случае, если цена антагонистической игры равна О, 
игра называется справедливой.

Рассмотрим игру, в которой Игрок 1 располагает двумя страте
гиями, а Игрок 2 - тремя. Пусть матрица выигрышей Игрока 1 
имеет следующий вид:

(Поскольку мы рассматриваем пример антагонистической игры, 
матрица выигрышей Игрока 2 будет равна //,, взятой с обратным 
знаком, т.е. Н2 =  - Я .)

Игрок 1 рассчитывает, что если он выберет первую стратегию 
(т.е. первую строку матрицы Я,), то противник может выбрать свою 
вторую стратегию (второй столбец), так что выигрыш будет равен 1. 
Если же он выберет вторую стратегию, то противник может избрать 
первую стратегию, так что выигрыш будет равен -1. Проанализировав 
полученные значения, Игрок 1 останавливается на своей первой 
стратегии, которая обеспечивает ему максимальный гарантирован
ный выигрыш, равный 1.

Точно так же Игрок 2 рассматривает свои наихудшие варианты, 
когда противник выбирает свою первую стратегию, если Игрок 2 
выбирает первую или вторую стратегии, или когда противник вы
бирает вторую стратегию, когда Игроком 2 выбран третий столбец. 
Эти варианты соответствуют максимальным значениям столбцов 2,
1 и 6. Взяв минимальное значение этих максимумов, Игрок 2 оста
навливается на своей второй стратегии, при которой его проигрыш 
минимален и равен 1:



224 Математические методы для экономистов

minЛ(/

2 1 4
- 1 0  6

тахЛу ( 2 7 6 )  
t

minmax/i(>
> j

Следовательно, в этой иф е существуют совместимые выборы, т.е.
h * =  max min htj = min max Л(> = i 

i j j ‘
В итоге будет разумно ожидать, что в описанной выше игре 

противники будут придерживаться избранных стратегий. Матрич
ная антагонистическая игра, для которой max min hit = min max hjy

1 J J •
называется вполне определенной, или иф ой, имеющей решение в чис
тых стратегиях.

Однако далеко не все матричные антагонистические игры явля
ются вполне определенными, и в общем случае

И ф ы , в которых выполняется строгое неравенство, называются 
не полностью определенными иф ам и (или не имеющими решения в 
чистых стратегиях ифами). Следующая мафица представляет при
мер подобной игры:

6 - 2  3 
-4 5 4 '

Для этой игры max min h =  -2 < 4 =  min max В результате, 
) i ‘ 

если ифоки будут следовать предложенным выше правилам, то И фок
1 выберет стратегию 1 и будет ожидать, что И ф о к  2 выберет стра
тегию 2, при которой проигрыш равен -2, в то время как Игрок 2 
изберет стратегию 3 и будет ожидать, что Игрок 1 выберет страте
гию 2 с выифышем, равным 4. Однако если Игрок 2 выберет свою 
третью стратегию, то Игрок 1 поступит правильнее, выбирая вто
рую, а не первую стратегию. Аналогично, если Игрок 1 выберет 
первую стратегию, то И фоку 2 выгоднее выбрать вторую страте
гию, а не третью. По всей видимости, в ифах такого типа принцип 
решения в чистых сфатегиях оказывается непригодным.

В описанной ситуации игрокам становится важно, чтобы про
тивник не угадал, какую стратегию он будет использовать. Для 
осуществления этого плана ифокам следует пользоваться так назы
ваемой смешанной стратегией. По существу, смешанная стратегия

1
-1

maxmin/r
i j
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игрока представляет собой схему случайного выбора чистой страте-
I ии. Математически ее можно представить как вероятностное рас
пределение на множестве чистых стратегий данного игрока. В итоге 
вектор .V = (x r х2,... x J ,  где х  0 соответствует вероятности примене
ния Игроком 1 /-Й стратегии и * = 1, задает смешанную страте-

j
гию этого игрока. Аналогично определяется смешанная стратегия 
Игрока 2 у  =  (уг  у 2,... y j .  Мы будем предполагать использование 
игроками их смешанных стратегий независимым, так что вероят
ность, с которой Игрок 1 выбирает /-тую стратегию, а Игрок 2 - у- ю, 
равна ху.. В этом случае платеж равен h . Суммируя по всем /' и у, 
найдем математическое ожидание выигрыша Игрока 1:

или в матричных обозначениях v, = х Н у'.
На множестве своих смешанных стратегий Игрок 1, стремящий

ся достичь наибольшего из гарантированных выигрышей, выбирает 
вектор вероятностей х так, чтобы получить максимум минимальных 
значений ожидаемых выигрышей, т.е. решает задачу

v = max min х Н у'.
‘  У

Аналогично целью Игрока 2 является достижение минимума мак- 
симатьных значений своих проигрышей, т.е. он решает задачу

у = min max х Н у'
' г

Фундаментальным результатом теории игр является так называ
емая Теорема о минимаксе, которая утверждает, что сформулиро
ванные задачи для Игрока 1 и Игрока 2 всегда имеют решение для 
любой матрицы выигрышей / /и ,  кроме того,

V, =  V, =  V.

Существующие доказательства этой теоремы основаны на теоре
ме о неподвижной точке, или свойстве отделимости выпуклых мно
жеств (см., например, Г.Н.Дюбин, В.Г.Суздаль. Введение в п ри ход
ную теорию игр).

Как и для вполне определенных игр, стратегия х" Игрока 1 на
зывается максиминной стратегией, стратегия Игрока 2 у  - мини
максной стратегией, значение v - ценой игры; в случае, когда v= О, 
игра называется справедливой.

Очевидным следствием из Теоремы о минимаксе является соот
ношение

х Н у  < V  < х’ Н у,

X Замков
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которое означает, что никакая стратегия Игрока 1 не позволит 
выиграть ему сумму большую, чем цена игры, если Игрок 2 приме
няет свою минимаксную стратегию, и никакая стратегия Игрока 2 
не даст возможности проиграть ему сумму меньшую, чем цена игры, 
если Игрок 1 применяет свою максиминную стратегию. Это верно 
также и для чистых стратегий как для частного случая смешанных 
стратегий (т.е. чистая стратегия - это стратегия, используемая с 
вероятностью 1): использование любой чистой стратегии в случае, 
если противник использует свою оптимальную стратегию, не поз
воляет выиграть больше (проиграть меньше) цены игры. Этот факт 
нередко используется для разработки конкретных алгоритмов ре
шения антагонистических матричных игр.

13.5. Решение матричных антагонистических игр

Вообще говоря, оптимальные стратегии легко находятся для не
больших игр, но вычисления становятся достаточно сложными с 
ростом числа стратегий. Для поиска оптимальных стратегий реко
мендуется несколько подходов.

Для уменьшения размерности игры используется доминирование 
строк и столбцов. Обычно говорят, что к-я строка матрицы Н  до
минирует /'-тую строку (т.е. одна чистая стратегия доминирует дру
гую), если

А. < hkj для всех у,

А < А. хотя бы для одного /'.U N

Аналогично /-й столбец доминируету'-й столбец, если 

А.; < h. для всех /,

А;/ < А. хотя бы для одного

Смысл этого определения состоит в том, что доминирующая стра
тегия никогда не хуже, а в некоторых случаях даже лучше, чем 
доминируемая стратегия. Отсюда следует, что игроку нет необходи
мости использовать доминируемую стратегию. В самом деле, будут 
существовать оптимальные смешанные стратегии, при которых ве
роятность использования доминируемых строк и столбцов равна 
нулю, и при решении игры все доминируемые строки и столбцы 
могут быть отброшены, что позволяет уменьшить размеры матри
цы. (Этот подход может использоваться также при поиске решения 
игры в чистых стратегиях.)
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Рассмотрим, например, игру со следующей матрицей:

5 2  1

2 1 3
3 6 4

Третья строка этой матрицы доминирует вторую. Исключение 
второй строки приводит к матрице

5 2 1

3 6 4
Третий столбец в этой урезанной матрице доминирует второй, и 

исключение второго столбца дает

5 1

3 4 '
В итоге, если можно найти решение для полученной игры, то его 

легко использовать для решения исходной игры, просто приписав 
исключенным строкам и столбцам нулевые вероятности.

Другой метод упрощения матрицы выигрышей основывается на 
доказанном в теории игр свойстве, согласно которому аффинное 
преобразование матрицы платежей (т.е. преобразование всех эле
ментов матрицы Я  по правилу И'.. =  а И. +Ь, где а * 0) не изменяет 
решения игры; кроме того, цена4 преобразованной игры v’ может 
быть получена из цены первоначальной игры по такому же прави
лу: v’ =  av +  b. Это означает, что для задания игры в принципе 
безразлично, в каких единицах измеряются выигрыши (например, 
в рублях или долларах); прибавление (вычитание) некоторой фик
сированной суммы b изменит на такую же сумму выигрыш (проиг
рыш) каждого из игроков, не меняя решения игры.

Это свойство может быть использовано для упрощения и прида
ния наглядности матрице выигрышей: так, если в клетках этой 
матрицы имеются дроби с общим знаменателем, всю матрицу мож
но умножить на некоторую константу для получения целых чисел; 
если большинство клеток матрицы заполнено одинаковыми эле
ментами, их можно вычесть из всей матрицы для получения нулей 
в этих клетках. Кроме того, это свойство позволяет любую матрич
ную антагонистическую игру сделать справедливой - для этого не
обходимо вычесть цену игры из всех элементов матрицы выигры
шей.

Для решения игры 2x2 (и вообще игр 2x/j или /их2) может быть 
использован, например, графический метод. Проиллюстрируем его 
на примере решения описанной игры в орлянку. Матрица выигры
ша для этой игры, как было показано, имеет вид
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1 -1 
-1 1 '

Пусть Игрок 1 избирает свою первую стратегию с вероятностью 
х и вторую стратегию с вероятностью (1 -х). Если Игрок 2 выбирает 
свою первую стратегию, то (из первого столбца матрицы) математи
ческое ожидание выигрыша для Игрока 1 будет равно 

v, = х - (1 -х) = 2х - 1.
Если И ф ок 2 выбирает свою вторую стратегию, то, в соответст

вии со вторым столбцом матрицы,
v, =  -х + (1 -х) =  1 - 2х.

Каждое из этих уравнений может быть изображено графически 
отрезком прямой линии в области [0,1] на фафике с координатами 
х и  vr Они представлены на левой части рис.1 соответственно как 
оф езки АХА \  и Л2Л’2, которые пересекаются в точке Р. При данном 
х на рис.1 показаны две величины vp которые Игрок 1 может полу
чить, если Игрок 2 применяет свои чистые стратегии. Промежуточ
ные значения v,, соответствующие точкам между этими графиками, 
получаются, если И ф ок 2 применяет смешанные сфатегии. Мень
шая из этих величин, соответствующая каждому значению х, пока
зывает тот минимум, который может получить И ф ок 1, выбирая 
сфатегию (х,(1-х)). Следовательно, линия A tP A \ показывает пла
теж, который Игрок 1 может гарантированно получить при любой 
стратегии Игрока 2. Игрок 1 выбирает такое значение х, чтобы 
достичь наивысшей точки. Для графика на рис. 13.1 этой точкой 
является точка Р, для которой х=0,5 и v,=0.

Рисунок 13.1. Пример графического решения матричной игры 2x2
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Аналогично может быть проанализирована игра для Игрока 2, 
который использует свою первую стратегию с вероятностью у, а 
вторую - с вероятностью (1-^). В правой части рис. 13.1 ломанная 
линия B2QB, представляет наибольший проигрыш Игрока 2 при 
различных выборах .у. Игрок 2 выбирает у  так, чтобы достичь ни
зшей точки на этой линии, т.е. точки Q, для которой у  =  0,5 и v2 =
0. Следовательно, игроки в орлянку должны применять свои стра
тегии с одинаковой вероятностью 0,5, и цена игры при этом будет 
равна нулю, т.е. описанная игра справедлива.

Другой метод решения матричных игр базируется на указанном 
выше свойстве, гарантирующем, что применение чистых стратегий 
Игроком 2 (Игроком 1) против оптимальной смешанной стратегии 
Игрока 1 не позволяет ему проиграть меньше (выиграть больше), 
чем значение цены игры v. Это позволяет сформулировать следую
щую задачу для Игрока 1:

max v

А„х, + h2lx2 + . .. + И х  <  vт Г  in

V . + V  2 + ■

>VIч
!+

+ v 2 + •

VIк;Е
-s:+

*1 + *2 + Х,„ = 1, х > 0 .

Выписанная задача - типичная задача линейного программиро
вания и легко поддается решению его методами. Задача для Игрока
2 выглядит аналогично и является двойственной задачей линейного 
программирования к задаче Игрока 1.

Таким образом, в общем случае для решения матричной антаго
нистической игры размерностью тхп необходимо решить пару двой
ственных задач линейного программирования, в результате чего на
ходится набор оптимальных стратегий х \  у  и цена игры v.

13.6. Игры с ненулевой суммой и кооперативные игры

В игре с ненулевой суммой уже становится необязательно, чтобы 
один из участников выигрывал, а другой проигрывал; напротив, 
они могут и выигрывать, и проигрывать одновременно. Поскольку 
интересы игроков теперь не являются полностью противополож
ными, их поведение становится более разнообразным. Так, напри
мер, если в игре с нулевой суммой каждому игроку невыгодно было 
сообщать другому свою стратегию (это могло уменьшить его выиг
рыш), то в игре с ненулевой суммой становится желательным как- 
то координировать свои действия с партнером или каким-либо спосо
бом влиять на его действия.



230 Математические методы для экономистов

Игры с ненулевой суммой могут быть кооперативными и некоо
перативными. В некооперативных играх игроки принимают реше
ния независимо друг от друга либо потому, что осуществление со
глашения невозможно, либо потому, что оно запрещено правилами 
игры. Описанная выше игра Дилемма Заключенного представляет 
пример игры двух лиц с ненулевой суммой, в которой взаимодейст
вие игроков невозможно по условиям игры.

Один из подходов к решению некооперативных игр состоит в 
определении точек равновесия игры. Понятие равновесия в теории 
игр шире понятия оптимальности в теории оптимизации и включа
ет последнее в качестве частного случая. В общем случае пара стра
тегий X, Кдля Игрока 1 и Игрока 2 называется точкой равновесия 
по Нэшу, если ни одному из игроков невыгодно отклоняться от 
своей стратегии в одиночку, т.е. если

Н (X, У) < И (X , Г) для любых X  и 
Н2(Х , Y) < М2(Х ,  Г) для любых У.

(Это определение равновесия сохраняется и для игры л лиц.)
Рассмотрим пример, когда матрица выигрышей игры имеет сле

дующий вид:

(4,1) (0,0)
(0,0) (1,4)

Легко видеть, что в данной игре пары стратегий х =  (1, 0), у  =  
(1, 0) и х =  (0, 1), у  =  (0, 1) являются равновесными, т.е. Игроку 2 
(1) не выгодно отклоняться от 1-й (2-й) стратегии, если Игрок 1 (2) 
придерживается 1-й (2-й) стратегии. Отметим также, что выигры
ши в равновесных точках различны.

Доказано, что для любой конечной некооперативной игры с не
нулевой суммой (называемой также биматричной игрой) всегда су
ществует по крайней мере одна равновесная пара смешанных стра
тегий. В общем случае равновесное решение может быть неедин
ственным, и каждому из них могут соответствовать различные зна
чения выигрыша каждого из игроков.

Кооперативной игрой называется игра с ненулевой суммой, в ко
торой игрокам разрешается обсуждать перед игрой свои стратегии и 
договариваться о совместных действиях, т.е. игроки могут образо
вывать коалиции. Основная задача в кооперативной игре состоит в 
дележе общего выигрыша между членами коалиции.

В случае игры двух лиц предполагается, что два игрока не могут 
воздействовать друг на друга, пока не придут к некоторому согла
шению. Таким образом, игра определяется как множество 5 в про
странстве переменных и й2, представляющее общие выигрыши;
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Рисунок 13.2. М н ож ество  возм ож ны х в ы и гр ы ш ей , П ар ето -о п ти м ал ь- 
ное м н ож ество , точк а  угрозы , п ереговорное м н ож ество  и реш ен и е  Н эш а 
в к о о п ер ати вн о й  игре 2-х л и ц

кроме того, заданы два числа 7j, Т2, определяющие величины выиг
рыша, которые каждый из игроков может получить, не вступая в 
коалицию со своим партнером. Обычно предполагают, что множес
тво ^является замкнутым, выпуклым и ограниченным сверху. Точ
ка Гс координатами ( Тр Т2) называется точкой угрозы (см. рис. 13.2).

На множестве возможных выигрышей выделяется множество 
Парето-оптимальныхрешений, т.е. множество точек, принадлежа
щих S, для которых увеличение выигрыша одного из игроков воз
можно только за счет уменьшения выигрыша его партнера. Очевид
но, множество таких точек образует северо-восточная граница мно
жества S.

Все точки Парето-оптимального множества, находящиеся одно
временно выше и правее точки угрозы Т, образуют так называемое 
переговорное множество. Очевидно, что игрокам нет смысла дого
вариваться относительно решений, не принадлежащих переговорно
му множеству, либо потому, что положение одного из игроков мо
жет быть улучшено при сохранении положения его партнера и мож
но договариваться о более выгодных решениях, либо потому, что по 
крайней мере для одного из игроков теряет смысл вступать в коа
лицию со своим партнером - не худших результатов он может до
стичь и в одиночку.

Наконец, на переговорном множестве выделяется точка решения 
Нэша N, в которой достигается максимум произведения превыше
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ния выигрышей каждого из игроков над платежами, которые могут 
быть получены без вступления в коалицию:

max (А, - T,)(h2 - Г,).

В теории игр показано, что если множество возможных плате
жей S  выпукло, замкнуто и ограничено сверху, то точка Нэша /V 
существует и единственна. Точка Нэша представляет одно из воз
можных решений кооперативной игры, от которого нет оснований 
отказываться пи одному из игроков.

Проиллюстрируем введенные понятия на примере игры, извест
ной под названием Семейный спор. Согласно условиям этой игры, 
семейная пара - Муж и Жена каждый вечер решают проблему: как 
им провести свой досуг. В городке, где они живут, имеется два вида 
развлечений: Балет и Футбол. У каждого из супругов есть свое 
любимое зрелище: Жена предпочитает Балет, Муж - Футбол. Одна
ко супруги так привязаны друг к другу, что посещение любимого 
развлечения в одиночку доставляет им совсем не такое удовольст
вие, как присутствие на них вдвоем, т.е. если Жена идет вечером на 
Балет с Мужем, она получает максимум удовольствия (скажем, 4 
единицы); Муж недолюбливает Балет, но присутствие на нем с Ж е
ной скрашивает тягостное времяпровождение (Муж получает 1 ед. 
удовольствия). История повторяется с точностью до наоборот, ког
да Жена идет с Мужем на обожаемый им Футбол: Муж получает 4 
ед. удовольствия от игры любимой команды и присутствия люби
мой Жены; Жена получает 1 ед. удовольствия, проведя вечер с Му
жем на Футболе. В принципе Муж может сходить на Футбол, а 
Жена - на Балет в одиночку, но отсутствие супруга снижает удо
вольствие от любимых зрелищ - каждый из них получает по 2 ед. 
удовольствия. И наконец, вечер будет проведен совсем уж без пользы 
(т.е. супруги получат по 0 ед. удовольствия), если Муж отправится 
на Балет в то время как Жена будет на стадионе смотреть Футбол.

В итоге матрица выигрышей описанной игры выглядит следую
щим образом:

Ж ена 
Балет Футбол 

Муж Балет /(4,1) (0,0)\
Футбол \(2,2 (1,4)/-

Можно показать, что если супруги будут придерживаться раз
личных несогласованных смешанных стратегий, множество возмож
ных выигрышей образует в системе координат значений выигры
шей супругов hr  /;, треугольник ABC  с вершинами в точках (0, 0), 
(1, 4), (4, I) (рис. 13.3). Линия ВС является множеством Парето-
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Рисунок 13.3. Р еш ен и е  к о оп ерати вн ой  игры  “ С ем ей н ы й  сп о р " .

оптимальных решений: вдоль этой линии рост удовольствия, полу
чаемого Женой, возможен только за счет снижения удовольствия 
Мужа. Точка Т с координатами (2, 2) является точкой угрозы в 
этой игре, а “угроза” , например, со стороны Жены может звучать 
буквально следующим образом: “ Вместо того, чтобы более 2/3 сво
его свободного времени проводить на этом Футболе, я буду ходить 
на Балет (с Мужем или без него - не важно) - ничего не потеряю.” 
Аналогично может звучать “угроза” Мужа.

В итоге переговорное множество, образуемое точкой угрозы Т, 
представлено линией DE на Парего-оптимальном множестве реше
ний ВС (рис. 13.3). Налинии DE Муж и Жена могут договаривать
ся, как часто они будут бывать вместе на одном из зрелищ; но при 
этом, во избежание взаимных угроз, ни одному из развлечений они 
не должны уделять более своих свободных вечеров.

Решение Нэша, когда максимально произведение приростов удо
вольствия Мужа и Жены по сравнению с удовольствием от незави
симого посещения Футбола и Балета, представлено точкой /V на рис. 
13.3 - супруги договариваются половину своего свободного време
ни проводить вместе на Балете, вторую половину - на Футболе.

13.7. Применение аппарата теории игр для анализа 
проблем микроэкономики

Введенные понятия математической теории игр имеют прямое 
приложение для анализа проблем микроэкономики, в т.ч. для ана
лиза рыночного равновесия как кооперативной игры многих лиц.

Представим себе экономику, в которой имеется два субъекта: 
Игрок 1 и И ф ок 2, и два товара (блага): х, и х2. (Естественно, число
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игроков и товаров может быть большим, но в случае 2x2 все вве
денные понятия имеют наглядную интерпретацию.)

Каждый из ифоков имеет свою функцию полезности, заданную 
на наборе товаров: hl(xl,x2), h2(xvx2)\ предполагается, что эти функ
ции непрерывны и монотонны по"каждой из переменных и выпук
лы. В начале игры в экономике имеется общее количество Л" перво
го товара и Х2 - второго товара. Предположим, что это начальное 
количество благ как-то распределено между игроками: 1-й Игрок 
обладает количеством X1, первого товара и X1 - второго, 2-й Игрок
- количествами X  и X ,  1-го и 2-го товаров соответственно, так что 
Х + Х 2 =Х 1 и Х':+ Х 2=Х2.

Встают вопросы': могут ли игроки путем обмена имеющимися у 
них товарами улучшить свое положение, т.е. увеличить значение 
функций полезности /г, и /г, по сравнению с начальными уровнями 
ht(X]r X'2) и h2(X2],X22); каковы свойства такого решения?

Для наглядного представления экономики с двумя игроками и 
двумя товарами традиционно используется так называемый ящик 
Эджворта (рис. 13.4). В ящике Эджворта длина горизонтальной 
оси, соответствующей первому товару, равна общему количеству 
этого товара , длина вертикальной оси - общему количеству това
ра Х2. Выделенное пространство является множеством всех возмож
ных распределений имеющихся товаров между двумя игроками. 
Нижний левый угол считается началом координат для 1-го Игрока, 
верхний правый угол - началом координат для 2-го И ф ока. На 
выделенном пространстве представлены также два множества кри
вых безразличия (линий уровня функций выигрыша), принадлежа
щих каждому из игроков. При этом точка начального распределе
ния товаров имеет координаты (А1,,Л1,) в системе отсчета 1-го Игро
ка (и, соответственно, (Х1ГХ1,) в системе отсчета 2-го Ифока).

Рисунок 13.4. Я щ и к  Э дж ворта (здесь и далее  сп л о ш н ы м и  л и н и я м и  
обозначены  кривы е безразличия 1-го И грока, п ун к ти рн ы м и  - кривы е б ез
разл и чи я  2-го  И грока)
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Рассмотрим для начала проблему эффективного распределения 
товаров между игроками. Единственным требованием к распределе
нию. которое мы можем предъявить на начальном этапе анализа, 
является требование Парето-оптимальности. Напомним, что распре
деление называется Парето-оптимальным. если положение ни одно
го 413 игроков нельзя улучшить, не ухудшая при этом положение 
его партнера.

Множество Парето-оптимальных распределений может быть на
глядно представлено с помощью ящика Эджворта. В случае 2-х 
игроков Парето-оптимальное решение может быть найдено с по
мощью фиксации уровня полезности одного из игроков (скажем. 
Игрока 2) и поиска максимума функции полезности другого игрока.

В терминах ящика Эджворта это означает, что необходимо найти 
такую точку на фиксированной кривой безразличия Игрока 2, в 
которой Игрок 1 получает максимум своей функции полезности 
(рис.5). Очевидно, что такой точкой является точка, где кривые 
безразличия касаются друг друга, так как в противном случае Иг
рок 1 может, продвигаясь вдоль фиксированной линии уровня Иг
рока 2 внутрь, увеличить значение своей функции полезности (рис. 
13.5). Это свойство можно доказать и математически: максимум 
функции полезности Игрока 1 при фиксированном уровне полез
ности Игрока 2 достигается в точке, в которой дифференциалы 
этих функций равны, т.е. в точке, где кривые безразличия имеют 
общую касательную.

Опираясь на этот факт, можно показать, что множество Парето- 
оптимальных распределений в ящике Эджворта будет множеством 
всех точек, в которых кривые безразличия Игрока 1 и Игрока 2 
касаются друг друга (рис. 13.6). Множество Парето-оптимальных

И гр о к  2

Р и су н о к  13.5. П арето-опти м альн ое расп ределен ие в ящ и ке  Э дж ворта
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Игрок 2

Рисунок 13.6. М н ож ество  П ар ето -о п ти м ал ьн ы х  расп редел ен и й  (к о н 
трактн ое м н ож ество ) дли я щ и к а  Э дж ворта

распределений в пространстве товаров называется контрактным мно
жеством, поскольку игрокам в общем случае имеет смысл договари
ваться между собой именно на этом наборе эффективных распреде
лений (ср. с множеством Парето-оптимальных стратегий в коопера
тивных играх).

Рассмотрим теперь ситуацию, когда каждый игрок обладает не
которым начальным количеством каждого из товаров. Встает во
прос: может ли это начальное распределение быть улучшено путем 
обмена товарами между игроками? Исследуем эту проблему с по
мощью ящика Эджворта. Пусть (Л1,, А1,) - точка начального распре
деления товаров; проведем через эту точку кривые безразличия для 
Игрока I и Игрока 2 (рис. 13.7).

Рисунок 13.7. Л и н и и  угрозы , переговорное м н ож ество  и реш ен и е Н эш а 
для я щ и к а  Э дж ворта
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Если эти дне кривые не касаются друг друга (т.е. если начальное 
распределение не является Парето-оитимальным). то в своем пере
сечении они образуют область, двигаясь внутрь которой каждый из 
игроков может увеличивать значение обеих функций полезности. 
При этом, как легко показать, часть контрактного множества ока
зывается внутри области, образованной проведенными кривыми без
различия.

Как мы уже убедились, игрокам имеет смысл вести переговоры 
относительно распределений, находящихся на контрактном множестве, 
а с учетом начального распределения - относительно участка кон
трактного множества, заключенного между двумя кривыми безраз
личия. Эти кривые, фиксируя начальные уровни полезности для 
каждого из игроков, аналогичны точке угрозы в теории коопера
тивных игр (поэтому назовем их линиями угрозы), а выделяемый 
ими участок на контрактном множестве - переговорному множеству 
(в микроэкономике оно также называется переговорным множест
вом). Для того чтобы переместиться на переговорное множество, в 
случае рис. 13.7 Игрок 1 должен передать (продать) некоторое ко
личество имеющегося у него товара 1 Игроку 2 в обмен на опреде
ленное количество товара 2, имеющегося у Игрока 2.

Линии угрозы в данном случае означают, что за их пределами 
(т.е. ниже и левее исходной кривой безразличия для Игрока 1 и 
выше и правее кривой безразличия для Игрока 2) какому-либо из 
игроков становится незачем вести переговоры - ему лучше (или, по 
крайней мере, не хуже) оставаться в ситуации начального распреде
ления. Точка Нэша, соответствующая максимуму произведения при
ращений полезностей игроков но сравнению с начальной ситуа
цией, будет находиться внутри переговорного множества.

В результате проведенного анализа можно сделать вывод, что 
игроки могут улучшить свое первоначальное положение, обменива
ясь товарами, и Игроку I выгодно уступить Игроку 2 некоторое 
количество товара 1 в обмен на товар 2.

Рассмотрим в заключение решение сформулированной в разделе
3 задачи о дуополии. В этой задаче, как было сказано, две фирмы 
сталкиваются с проблемой удовлетворения спроса на некоторый то
вар. Объем спроса зависит от уровня назначаемых цен и описывается 
функцией с!(р) (ей соответствует нисходящая линия на рис. 13.8). 
Объем предложения товара каждой из фирм также зависит от уров
ня цен и в микроэкономике описывается функциями предложения 
■'■,(/>). ■'’,(/>); эти функции определяются уровнем предельных издер
жек каждой из фирм. Предположим для простоты, что Фирма 1 и 
Фирма 2 имеют одинаковые функции предложения sl(p)=s1(p) (рис. 
13.8).
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Рисунок 13.8. Решение задачи о дуополии

Поиск решения в задаче о дуополии (т.е. определение уровня 
цен и объемов предложения каждой из фирм) базируется на при
нципах, общих для решения задач теории игр: каждая из сторон 
располагает информацией о себе и своем партнере (в данном случае
- о функциях предложения каждой из фирм), об условиях игры (в 
данном случае - о функции спроса) и действует, исходя из предпол
ожения, что ее партнер располагает такой же информацией и дей
ствует рационально (т.е. стремится максимизировать свой доход).

Если Фирма 1 назначит цену на предлагаемый ею товар р г  а 
Фирма 2 примет эту цену, то Фирма 1 сможет продать объем товара, 
равный

'"lO,) =  d(p ,) - £,(/>,)•

Функция гх(р) называется остаточной функцией спроса, с кото
рой сталкивается Фирма 1 (рис. 13.8). Поскольку величина г, опи
сывает объем спроса, приходящийся только на продукцию Фирмы
1, то она получит максимум дохода, полностью удовлетворив этот 
спрос, т.е. при условии, что

В итоге Фирма 1, опираясь на имеющуюся у нее информацию, 
решает задачу поиска равновесного уровня цен р  , при которых

5,(/?*) = d ip ’) - s2(p').

Аналогичную задачу поиска равновесных цен решает Фирма 2:

s2(p") =  d{p)  - st{p').
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Учитывая, что sl{p)=s2{p), мы получим, что в ситуации равновесия

st(p') =  s2(p’) =
а доход каждой из фирм будет равен

П,{р’) = П2(р') =  р ' ^ 1 .
Таким образом, в задаче о дуополии фирмы должны найти такой 

уровень цен р \  при котором они смогут полностью удовлетворить 
спрос на продукцию d(p'), распределив между собой производство 
этой продукции поровну и получив при этом одинаковый доход. 
Уровень равновесных цен и объем предложения каждой из фирм 
определяют в данной задаче ситуацию равновесия по Нэшу (рис. 13.8).

В итоге, как мы видим, проблемы рыночного взаимодействия 
близки к проблемам теории игр и могут быть эффективно описаны 
и исследованы в ее терминах.

13.8. Позиционные игры

Рассмотрим в заключение еще один пример анализа рыноч
ного поведения с помощью аппарата теории игр, когда задача по 
своей структуре несколько отличается от задач, обсуждавшихся ранее.

Предположим следующую ситуацию. На рынке некоторого про
дукта доминирует производитель-монополист (Фирма 1), и моно
польное положение приносит ему 12 млрд.руб. прибыли. Высокая 
прибыль в данном секторе привлекает других производителей, и, в 
частности, Фирма 2 решает вопрос: построить ли ей свой завод и 
начать на нем производство такого же товара? Однако ей известно, 
что Фирма 1 может предпринять некоторые действия в ответ на 
вторжение. С одной стороны, Фирма 1 может снизить объем своего 
производства, уступая часть рынка Фирме 2 и деля с ней получае
мую прибыль - так, как это происходило в примере поведения 
фирм-олигополистов. В этом случае каждая из фирм получит по 6 
млрд.руб. прибыли. С другой стороны, Фирма I может сохранить 
объем своего производства. В этом случае рост совокупного предло
жения товара Фирмами 1 и 2 снизит цену на этот товар, и, как 
следствие, прибыль Фирмы 1 упадет до 5 млрд.руб. Одновременно 
снижение цен приведет к тому, что Фирма 2, сделавшая предвари
тельные затраты для выхода на новый для нее рынок, понесет чис
тые убытки: она потеряет на этом деле 2 млрд.руб. В случае, если 
Фирма 2 воздерживается от вступления на рынок, она ничего не 
выигрывает и не проигрывает (ее прибыль равна 0 млрд.руб.), а 
Фирма 1 продолжает получать монопольную прибыль в 12 млрд.руб. 
Если же Фирма 1 вдруг решит в этой ситуации снизить объем 
своего производства, ее прибыль упадет до 8 млрд.руб.
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В принципе сформулированная конечная неантагонистическая 
игра двух лиц может быть описана следующей матрицей выигры
шей (первыми указаны выигрыши Фирмы I в млрд.руб.):

Однако заметим, что описанная игра по своим условиям отлича
ется от уже рассмотренных игр. Если ранее мы предполагали, что 
игроки принимают свои решения одновременно, не зная о решении 
партнера (что было весьма существенно!), то в данной игре Фирма I 
принимает решение, уже зная о решении, избранном Фирмой 2, в 
ответ она действия Фирмы 2, и это в корне меняет ситуацию.

Игры подобного типа, где задается последовательность принятия 
решений игроками, называются позиционными играми; число игро
ков и шагов в них может равняться 2 (как в нашем примере), 3 и 
т.д. К позиционным многошаговым играм двух лиц, где игроки 
принимают решения, зная о всех предыдущих решениях партнера, 
можно отнести, например, шахматы и шашки.

В силу отмеченных особенностей структуры позиционной игры 
ее более наглядно представляет не матрица выигрышей, а дерево 
решений (или, в общем случае, граф решений), приводящее игроков 
из исходной позиции в конечные. Так, описанную игру Вступление 
на рынок можно представить следующим деревом (рис. 13.9), ветви 
которого соответствуют решениям партнеров, а у каждой из вися
чих вершин указаны выигрыши игроков (как и ранее, первыми 
указаны выигрыши Фирмы I, в млрд.руб.).

Стратегия Фирмы 1 
Сохранить объем Снизить объем 

производства производства

Рисунок 13.9. Д ерево  р еш ен и й  дли игры  Вступление на рынок
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Вершимы дерева игры называются позициями; позиции, непо
средственно следующие за некоторой позицией, называются аль
тернативами: позиции, не имеющие альтернатив, называются окон
чательными, а ведущие в них пути - партиями (так, описанная игра 
имеет четыре партии). Часть дерева решений, описывающая игру из 
некоторой позиции после нескольких начальных шагов партнеров, 
называется подыграй, и се решение может представлять самостоя
тельную задачу. (Хорошим примером подыгр являются шахматные 
л  юды типа “За сколько шагов из данной позиции белые смогут 
поставить мат черному королю?”)

Описанная игра Вступление на рынок имеет две пары стратегий 
(две партии), удовлетворяющих условию равновесия по Нэшу: парт
ия, когда Фирма 2 решает воздержаться ог вступления на рынок, а 
Фирма 1 сохраняет объем своего производства, и партия, когда Фирма
2 решает вступить на рынок, а Фирма I, в свою очередь, снижает 
объем производства. Легко убедиться, что в каждой из этих двух 
партий отступление каждого из игроков от своей стратегии приво
дит к уменьшению его выигрыша.

Возникает вопрос: реализация какой из этих двух равновесных 
партий наиболее вероятна? В непозиционной игре, в которой игро
ки принимают решение одновременно и независимо друг от друга, 
реализация обеих партий была бы равновероятна, т.е. у исследова
теля нет никаких причин ожидать, что один из исходов будет встре
чаться чаше при многократной реализации этой игры.

Однако в позиционной игре необходимо учитывать, что Фирма 
I принимает решение, уже зная о решении, принятом Фирмой 2. 
При этом менеджеры Фирмы 2, которая должна сделать первый 
шаг, при выборе своей стратегии могут рассуждать следующим об
разом: “ Если мы не вступим на рынок со своей продукцией, то в 
любом случае мы ничего не потеряем. С другой стороны, если мы 
решим внедриться на рынок, не исключено, что Фирма I сохранит 
объем своего производства, и для нас это обернется потерями в 2 
млрд.руб.!” Затем, следуя принципу максимизации своего мини
мального выигрыша, Фирма 2 должна была бы избрать стратегию 
“ Воздержаться от вступления на рынок” - ее прибыль в этом случае 
максимальна (0 млрд.руб. больше, чем -2 млрд.руб.).

Эти, казалось бы, логичные рассуждения не учитывают одной из 
главных предпосылок теории игр - предположения о рациональном 
поведении игроков, стремящихся к максимизации своих выигры
шей. В данном случае эго заставляет менеджеров Фирмы 2 задать 
себе вопрос: “А насколько вероятна реализация Фирмой I стратегии 
“Сохранить объем производства” , если мы вторгнемся на рынок?
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Ведь в этом случае Фирма 1 получит меньшую прибыль (5 млрд.руб.), 
чем в случае, если она снизит объем своего производства и поделит
ся частью рынка с нами, получив при этом 6 млрд.руб." В итоге, 
учитывая, что Фирма 1 будет вести себя рационально, ее ответом на 
вступление Фирмы 2 на рынок должно стать снижение объема сво
его производства, а не реализация угрозы сохранить прежний объем 
производства и подавить Фирму 2.

В данном случае в теории игр речь идет о правдоподобности 
угроз. В обсуждаемой игре угроза Фирмы 1 сохранить объем произ
водства в ответ на вторжение Фирмы 2 на рынок я&1яется неправдо
подобной. поскольку ее реализация приводит к меньшему выигры
шу по сравнению с другими исходами. Учитывая этот факт, можно 
утверждать, что наиболее вероятной будет реализация партии, когда 
Фирма 2 вступает на рынок, а Фирма 1 в ответ на это вторжение 
снижает объем своего производства: эта партия равновесна по Нэшу
и, кроме того, учитывает степень правдоподобности угрозы Фирмы 
1 сохранить объем своего производства и подавить таким образом 
Фирму 2.

Рассмотрим пример игры Вступление на рынок с несколько из
мененными исходными данными. Дерево решении этой игры и вы
игрыши фирм в млрд.руб. представлены на рис. 13.10.

Анализ игры, представленной на рис. 13.10, показывает, что уг
роза Фирмы 1 сохранить объем своего производства является впол
не правдоподобной: прибыль Фирмы 1 в этом случае (4 млрд.руб) 
не меньше, чем в случае, если она снизит объем своего произ
водства и уступит часть рынка Фирме 2 (3 млрд.руб.). И вообще, 
стратегия Фирмы 1 "Сохранить объем производства" является до-

Рисунок 13.10. П ри м ер  дерева реш ен и й  для игры  Вступление на рынок
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минирующем, т.е.. следуя этом стратегии. Фирма 1 получает боль
шую прибыль, чем в случае реализации другой своей стратегии 
"Снизить объем производства". - независимо от решении Фирмы 2. 
Учитывая этот факт. Фирма 2. во избежание лишних потерь, долж
на избрать стратегию "Воздержаться от вступления на рынок". Как 
следствие, в данном случае наиболее вероятной является реализация 
равновесной партии, когда Фирма 2 воздерживается от вступления 
на рынок, а Фирма 1 сохраняет объем своего производства, продол
жая пользоваться монопольным положением.

Рассмотренный пример описывает случай так называемом ус- 
пюйчивон монополии, когда фирма-монополист в состоянии эф 
фективно ревизовать угрозу подавления своих потенциальных парт
неров. Это может объясняться естественными условиями производ
ства. его технологическими особенностями, факторами, позволяю
щими фпрме-монополисту гибко реагировать на действия против
ников (большой запас мощностей, реклама, вложения в перспек
тивные исследования и т.п.). Поэтому вполне естественным выгля
дит желание государственных органов контролировать, а по воз
можности и ограничивать деятельность подобных фирм - устойчи
вых монополистов.

В итоге, как мы видим, проблемы рыночного взаимодействия 
близки к проблемам теории игр и могут быть эффективно описаны 
и исследованы в ее терминах.
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Вопросы к главе 13

1. Чем отличаются проблемы теории игр от проблем теории опти
мизации?

2. Какие встречаются типы игр?
3. Как определяется матричная антагонистическая игра двух лиц?
4. Как находится верхняя и нижняя цена игры для вполне опре

деленной матричной антагонистической игры двух лиц?
5. Всегда ли матричные игры имеют решение в чистых стратегиях? 

Каковы принципы решения не вполне определенных матричных 
игр?

6. Сформулируйте Теорему о минимаксе.
7. Какие есть методы упрощения и решения матричных антаго

нистических игр?
8. В чем отличие игр с ненулевой суммой от антагонистических 

игр? Чем отличаются кооперативные игры от некооперативных?
9. Дайте определение Парето-оптимального множества, переговор

ного множества и решения Нэша для кооперативных игр.
10. Какова связь между проблемами теории игр и микроэкономики?
11. В чем особенность позиционных игр? Как степень правдопо

добности угроз одного из партнеров влияет на исход позицион
ной игры?



ГЛАВА 14
Э К О Н О М И Ч Е С К И Е М О ДЕЛИ  И  

СТАТИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ . О С Н О ВЫ  
М АТЕМ АТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

Целью этой и последующих глав является ознакомление читате
ля с методами исследования (проверки, обоснования, оценивания) 
количественных закономерностей и качественных утверждений (ги
потез) в экономике на основе анализа статистических данных. Эти 
методы являются составной частью эконометрики - науки, изучаю
щей экономические явления с количественной точки зрения. Эко
нометрика устанавливает и исследует количественные закономер
ности в экономике на основе методов теории вероятности и матема
тической статистики, адаптированных к обработке экономических 
данных.

Закономерности в экономике выражаются в виде связей и за
висимостей экономических показателей, математических моделей 
их поведения. Такие зависимости и модели могут быть получены 
только путем обработки реальных статистических данных, с учетом 
внутренних механизмов связи и случайных факторов. Модель мо
жет быть получена и апробирована на основе анализа статистичес
ких данных, и изменения в поведении последних говорят о необхо
димости уточнения и развития модели. Особенно важен экономет
рический анализ в макроэкономике, где взаимосвязи величин за
частую неочевидны и изменчивы. Нередко встречается ситуация, 
когда модель перестает “работать” в связи с появлением или акти
визацией какого-то фактора, и такие ситуации обусловливают раз
витие макроэкономической теории. Поэтому предлагаемый матери
ал “привязан” к макроэкономическим проблемам и моделям. Эко
нометрический анализ дает возможность обосновать и уточнить 
форму зависимостей в рассматриваемых макроэкономических мо
делях, лучше понять механизмы взаимосвязи макроэкономических 
показателей.

Основным элементом экономического исследования является 
анализ и построение взаимосвязей экономических переменных. Изу
чение таких взаимосвязей осложнено тем, что они, особенно - в 
макроэкономике, не являются строгими, функциональными зави
симостями. Во-первых, всегда очень трудно выявить все основные 
факторы, влияющие на данную переменную. Во-вторых, многие 
такие воздействия являются случайными, то есть содержат случай
ную составляющую. В-третьих, экономисты, как правило, распола
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гают ограниченным набором данных статистических наблюдений, 
которые к тому же содержат различного рода ошибки. Математи
ческая статистика (то есть теория обработки и анализа данных) и 
ее применение в экономике - эконометрика - позволяют строить 
экономические модели и оценивать их параметры, проверять гипо
тезы о свойствах экономических показателей и формах их связи, 
что в конечном счете служит основой для экономического анализа 
и прогнозирования, создавая возможность для принятия обосно
ванных экономических решений.

Любое эконометрическое исследование всегда предполагает объ
единение теории (экономической модели) и практики (статистичес
ких данных). Мы используем теоретические модели для описания и 
объяснения наблюдаемых процессов и собираем статистические дан
ные с целью эмпирического построения и обоснования моделей.

14.1. Введение случайного компонента в экономичес
кую модель

Обычно предполагают, что все факторы, не учтенные явно в 
экономической модели, оказывают на объект некоторое результи
рующее воздействие, величина которого неизвестна заранее и мо
жет быть описана как случайная функция. Для ее описания в мо
дель добавляют (обычно аддитивным образом) случайный параметр 
е, интегрирующий в себе влияние всех неучтенных явно факторов. 
Например, в модели спроса

Ч = Л Р ,  /) + е (1)

(q - количество блага, р - цена, /  -доход потребителя) перемен
ная е  учитывает влияние всех прочих факторов (цен на другие 
товары, изменений моды, погоды и т. д.), не учтенных явно в фун
кции спроса.

14.2. Статистические данные и стохастическая мо
дель. Эконометрическая модель

Введение случайного компонента в экономическую модель при
водит к тому, что взаимосвязь остальных ее переменных перестает 
быть строго детерминированной и становится стохастической, что и 
наблюдается в реальной действительности. Это отчасти делает мо
дель доступной для эмпирической проверки на основе статистичес
ких данных о конкретном экономическом объекте. Если проверка 
показала адекватность модели, то иногда удается оценить парамет
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ры функционирования конкретного экономического объекта и сфор
мулировать рекомендации для принятия практических решений. 
Работа с эконометрическими моделями требует использования ин
струментария оценивания и статистической проверки модели (“на
ука” моделирования), а также решения проблем выбора типа моде
ли, набора объясняющих переменных и вида связей между ними 
(“искусство” моделирования).

14.3. Экономические данные: перекрестные данные 
(cross-section data) и временные ряды (time series)

Статистические данные в эконометрике являются основой для 
выявления и обоснования эмпирических закономерностей. Без кон
кретных количественных данных, характеризующих функциониро
вание исследуемого экономического объекта, не всегда возможно 
определить практическую значимость применяемой экономической 
модели, даже если целью является выявление преимущественно ка
честве нных закономерностей.

Экономические данные обычно делят на два вида: перекрестные 
данные (cross-section data) и временные ряды (time series). Пере
крестные данные - это данные по какому-либо экономическому 
показателю, полученные для разных однотипных объектов (фирм, 
регионов). При этом либо все данные относятся к одному и тому же 
моменту времени, либо их времени я принадлежность несуществен
на. Временные ряды - это данные, характеризующие один и тот же 
объект, но в различные моменты времени. К первому типу, напри
мер, относятся данные бюджетных обследований населения в опре
деленный момент времени; ко второму - данные о динамике уровня 
инфляции за определенный период. Данные временных рядов ха
рактеризуются определенными зависимостями и закономерностями 
их последовательных значений, например, могут быть связаны между 
собой последовательные отклонения от общей тенденции развития; 
в этих связях экономических показателей могут присутствовать за
держки (времени е лаги) и т. д. Это обусловливает необходимость 
специальных методов их обработки и анализа по сравнению с дан
ными перекрестных выборок.

14.4. Цели и методы сбора статистических данных

Целью сбора экономических данных является получение инфор
мационной базы для принятия решений. Естественно, что анализ 
данных и принятие решений проводится на основе какой-либо ин
туитивной (неявной) или количественной (явной) экономической 
модели. Поэтому собирают именно те данные, которые необходимы 
для соответствующей модели.
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Существуют различные методы сбора экономических данных: 
путем опроса, анкетирования и интервьюирования, получения офи
циальной статистической отчетности и т.д. В большинстве стран 
существуют статистические органы, занимающиеся сбором, обра
боткой, распространением и публикацией важнейших данных. Этой 
деятельностью занимаются также многие специализированные го
сударственные и частные агентства.

14.5. Подготовка статистических данных и использо
вание их в модели

При подготовке статистических данных для работы с экономи
ческой моделью возникают две проблемы. Во-первых, могут отсут
ствовать необходимые для модели данные. Во-вторых (если все дан
ные есть), нужно правильно отобрать их для конкретной модели - 
так, чтобы они были согласованы и имели общую методическую 
базу оценки. При отсутствии нужных данных они нередко могут 
быть рассчитаны по имеющимися. Например, если отсутствуют дан
ные о темпе инфляции (INF), но имеются данные о дефляторе ва
лового внутреннего продукта ( DEF), то инфляция (по ВВП) может 
быть рассчитана (в %):

INF =
DEF  j

D E F t ■100 (2)

(индекс -1 означает предшествующий год).
Если все нужные данные есть, то для модели необходимо их 

преобразовать в некоторый взаимно согласованный набор. Если это 
данные в денежном выражении, то это должны быть всюду одни и 
те же текущие, либо фиксированные (одного и того же года), де
нежные единицы. Реальным объемным показателям (то есть в фик
сированных ценах) должны соответствовать реальные относитель
ные показатели (например, процентные ставки нужно скорректиро
вать на темп инфляции). В соответствии с решаемой задачей опре
деляют и обобщающие показатели: валовой национальный продукт 
(ВНП, или GN P), валовой внутренний продукт (ВВП, или GDP), 
валовые внутренние или национальные сбережения, дефлятор ВНП 
или ВВП и т. д.). Например, если речь идет о внутреннем производ
стве и о влиянии на него внутренних инвестиций, то в качестве 
обобщающего показателя, на который влияют эти инвестиции, до
лжен выступать ВВП, а не ВНП.
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14.6. Различные способы представления экономичес
ких данных: таблицы, диаграммы, графики

Собранные данные могут быть представлены в различной фор
ме: в виде таблиц, диаграмм, графиков. Сформулировав в явном 
виде экономическую модель, например, предположив, что совокуп
ное потребление линейно растет с ростом совокупного дохода, мы 
должны собрать данные по тем экономическим показателям, кото
рые входят в исследуемую модель, то есть данные по совокупному 
потреблению и совокупному доходу. Это можно сделать, например, 
взяв годовые данные из национальных счетов какой-либо страны 
за некоторый промежуток времени. Эти данные могут быть пред
ставлены в виде таблицы: так, в таблице приведены данные по ВВП 
(“доход”) и объему личных потребительских расходов (“потребле
ние”) в США, в млрд. долларов в ценах 1987 г.

Год 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992

Доход 3860 4114 4243 4362 4497 4674 4801 4840 4784 4907

Потреб
ление 2533 2657 2772 2878 2961 3075 3141 3178 3161 3243

Эти данные могут быть представлены также в виде точек на 
координатной плоскости (диаграммы рассеивания):
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Подготовленные данные могут быть подставлены в теоретичес
кую модель, представленную аналитически (в виде некоторой мате
матической модели, например уравнения CONS — а + b GDP +е) 
или в графическом виде (например, прямой линии на плоскости 
CONS GDP). Здесь CONS  - потребление, GDP - ВВП (доход). При 
этом возникает ряд проблем, важнейшими из которых являются 
проверка согласованности теоретической модели с данными, оценка 
параметров модели и проверка предположений (гипотез), лежащих 
в основе модели.

14.7. Проверка экономических моделей: оценивание 
коэффициентов, проверка гипотез

Проверить экономическую модель - это значит, в первую оче
редь, определить, насколько она согласуется с реальными данными 
об изучаемом объекте. Для этого по эмпирическим данным вычис
ляются различные статистические характеристики, позволяющие 
оценить количественно параметры мрдели, проанализировать над
ежность этих оценок, проверить различные гипотезы, лежащие в 
основе исследуемой модели.

14.8. Построение теоретических моделей на основе 
экономических данных

Располагая экономическими данными, можно не только оце
нить параметры в уже имеющейся модели, но и выявить эмпири
чески неизвестные ранее закономерности. А затем уже, на основе 
выявленных закономерностей построить соответствующую теорети
ческую модель.

14.9. Статистические методы

Задачей экономического исследования является уяснение приро
ды экономического объекта, раскрытие механизма взаимосвязи между 
важнейшими его переменными. Такое понимание позволяет разра
ботать и осуществить необходимые меры по управлению данным 
объектом, или экономическую политику. Для этого нужны адек
ватные задаче методы, учитывающие природу и специфику эконо
мических данных, служащих основой для качественных и количес
твенных утверждений об изучаемом экономическом объекте или 
явлении.
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14.10. Стохастическая природа экономических данных

Любые экономические данные представляют собой количествен
ные характеристики каких-либо экономических объектов. Они фор
мируются под действием множества факторов, не все из которых 
доступны внешнему контролю. Неконтролируемые факторы могут 
принимать случайные значения из некоторого множества значений 
и тем самым обусловливать случайность данных, которые они опре
деляют. Стохастическая природа экономических данных обуслов
ливает необходимость применения специальных адекватных им ста
тистических методов для их анализа и обработки.

14.11. Понятие случайной переменной

Фундаментальными понятиями статистического анализа являются 
понятия вероятности и случайной величины (переменной). Случай
ной переменной мы называем переменную, которая под воздей
ствием случайных факторов может с определенными вероятностями 
принимать те или иные значения из некоторого множества чисел. 
Это переменная, которой (даже при фиксированных обстоятельст
вах) мы не можем приписать определенное значение, но можем 
приписать несколько значений, которые она принимает с опреде
ленными вероятностями. Под вероятностью некоторого события 
(например, события, состоящего в том, что случайная переменная 
приняла определенное значение) обычно понимается доля числа ис
ходов, благоприятствующих данному событию, в общем числе воз
можных равновероятных исходов. Категория “равновероятные ис
ходы” не определяется, а принимается интуитивно. Например, при 
бросании монеты выпадение орла и решки считается равновероят
ным (вероятность каждого равна Уг), а случайная величина числа 
"орлов" при одном бросании монеты может быть равна 0 или 1 с 
вероятностями Уг.

Совокупность значений {xj случайной величины Хи  вероятнос
тей {Рк}, с которыми она их принимает, называют законом распреде
ления случайной величины. Функция Р(х), как и любая функцио
нальная зависимость, может быть представлена в форме таблицы, 
формулы или графика. Например, закон распределения числа очков 
при бросании игрального кубика может быть представлен в виде 
таблицы:

X 1 2 3 4 5 6
р 'А 'А 'А 'А 'А 'А
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Очевидно, что сумма всех этих вероятностей должна равняться 
единице, поскольку считаем, что с вероятностью "единица" пере
менная принимает хоть какое-нибудь из этих значений. Обычная 
(неслучайная, или детерминированная) переменная является пред
ельным случаем случайной переменной, принимая единственное (при 
фиксированных обстоятельствах) значение с вероятностью "единица”.

Различают дискретные и непрерывные случайные величины. 
Случайная величина дискретна, если результаты наблюдений пред
ставляют собой конечный или счетный набор возможных чисел. 
Случайная величина непрерывна, если ее значения могут лежать в 
некотором континууме возможных значений. (Это предполагает, что 
их нельзя пересчитать, ставя в соответствие им натуральные числа
1, 2, ... .) Значения непрерывной случайной величины могут лежать 
на отрезке, интервале, луче и т. д.

14.12. Понятия генеральной совокупности и выборки 
(выборочной совокупности)

В основе математической статистики лежат понятия генеральной 
совокупности и выборки (выборочной совокупности).

Под генеральной совокупностью мы подразумеваем все возмож
ные наблюдения интересующего нас показателя, все исходы слу
чайного испытания или всю совокупность реализаций случайной 
величины X. Пример генеральной совокупности - данные о доходах 
всех жителей какой-либо страны, о результатах голосования населе
ния по какому-либо вопросу и т.д. Однако в большинстве случаев 
мы имеем дело только с частью возможных наблюдений, взятых из 
генеральной совокупности, и называем это множество (точнее под
множество) значений выборкой. Таким образом, выборка - это 
множество наблюдений, составляющих лишь часть генеральной со
вокупности. Выборка объема п - это результат наблюдения случай
ной величины в вероятностном эксперименте, который повторяется 
п раз в одних и тех же условиях (которые могут контролироваться), 
а следовательно, и при неизменном распределении случайной вели
чины X. Процесс, который приводит к получению выборочных дан
ных, называют выборочным исследованием.

Мы обычно говорим о генеральной совокупности, когда исполь
зуем определенные теоретические модели, но на практике в нашем 
распоряжении имеются лишь выборочные данные, и поэтому мы 
можем строить оценки теоретических характеристик, основываясь 
лишь на данных выборочных наблюдений. Мы обсудим соотноше
ние между теоретическими характеристиками и их выборочными 
оценками позднее. Подчеркнем лишь, что целью математической 
статистики является получение выводов о параметрах, виде распре
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деления и других свойствах случайных величин (генеральной сово
купности) по конечной совокупности наблюдений - выборке.

Выборку называют репрезентативной (представительной), если 
она достаточно полно представляет изучаемые признаки и парамет
ры генеральной совокупности. Для репрезентативности выборки 
важно обеспечить случайность отбора, с тем чтобы все объекты ге
неральной совокупности имели равные вероятности попасть в вы
борку. Для обеспечения репрезентативности выборки применяют 
следующие способы отбора: простой отбор (последовательно отби
рается первый случайно попавшийся объект), типический отбор (объ
екты отбираются пропорционально представительству различных 
типов объектов в генеральной совокупности), случайный отбор - 
например, с помощью таблицы случайных чисел и т.п.

14.13. Обработка экономических данных

Целью статистического исследования является обнаружение и 
исследование соотношений между статистическими (экономически
ми) данными и их использование для прогнозирования и принятия 
лучших решений. Под термином “статистические данные” мы бу
дем подразумевать набор наблюдаемых значений одной или несколь
ких переменных, характеризующих изучаемое явление или рассмат
риваемый экономический объект.

Экономические данные, записанные в порядке их регистрации, 
обычно труднообозримы и неудобны для дальнейшего анализа. За
дачей статистического описания данных является получение такого 
их представления, которое позволяет наглядно выявить их вероят
ностные характеристики. Для этого применяются различные фор
мы упорядочивания данных - по возрастанию, по совпадающим 
значениям, по интервалам и т.п.

14.14. Дискретные случайные величины

Процедуру обработки дискретных выборочных данных рассмот
рим на примере объема продаж холодильников в супермаркете за 10 
рабочих дней. Пусть объемы продаж указаны в первой строчке ни
жеприведенной таблицы.

Данные наблюдений представляют собой выборку, состоящую 
из п — 10 наблюдений. Простейшим способом организации данных 
в выборке является их группировка по возрастанию - данные при 
этом упорядочиваются по величине, т.е. записываются в виде пос
ледовательности л0*,^21,..., л*"’, в которой л01 <л<21 <... <х{"). Последо
вательность упорядоченных по величине данных приведена во вто
рой строчке таблицы. Разность между максимальным и минималь
ным элементами выборки называется размахом выборки.
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д„ 1,5,5,6,2,5,6,2,6,5 |  п = 10
х(1) < Л(2) й  < Л(») 1,2,2,5,5,5,5,6,6.6 S=5

Z1 Z.2 ■ ■ ■ »*■ z4 1 2 5 6 Ек

абсолютные частоты 1 2 4 3 10 S  Я

относительные частоты 0,1 0,2 0,4 0,3 1
накопленные частоты 0* 0,1 0,3 0,7 1 -

функция распределения Fk(z) 0 0,1 0,3 0,7 -

Следующим этапом организации выборки является подсчет час
тот, с которыми встречаются различные элементы выборки г,,
Zk, где к < п - число различных чисел, содержащихся в выборке. 
Данная выборка содержит 4 различных числа: z. =  1, Z-, -  2, z, =5, 
ч  =  6 - - '

Пусть число Zj встречается в выборке п раз, тогда число п назы
вается частотой или абсолютной частотой элемента выборки Z- Эти 
частоты приведены в четвертой строчке таблицы. Очевидно, что 
сумма абсолютных частот равна числу наблюдений:

У*1
От абсолютных частот удобнее перейти к относительным, опре

деляемым по отношению к объему выборки п:

J п
Очевидно, что сумма относительных частот равна единице, т.е.

1 > ,  = 1-

Последовательность пар Ц , со) называют статистическим распре
делением выборки. Обычно статистическое распределение записы
вается в виде таблицы, первая строка которой содержит различные 
элементы выборки zp а вторая - их относительные частоты со.

При неограниченном росте числа наблюдений относительные час
тоты значений устремятся к вероятностям Р  = ProbfAHt}, а статис
тическое распределение выборки переходит в закон распределения 
дискретной случайной величины X.

Получение статистического распределения объема продаж важно 
для определения наиболее вероятных объемов продаж и, следова
тельно, соответствующих запасов товара.
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Наряду с частотами подсчитываю тся также накопленны е частоты:

/II
Е п, =  N  ,

которые показывают, сколько раз в выборке встречаются значе
ния, меньшие или равные данной величине, и накопленные (куму
лятивные) относительные частоты:

т

Е  ш> = ^ ,К
приведенные в пятой строчке таблицы.
Вместо кум улятивны х частот часто подсчи ты ваю т вы борочную  

ф ункцию  распределения Fn(x), определяем ую  по значен и ям  н ак о п 
ленных частот:

F„(x) =  Е  = ^ Е л„ (3)
z ,< x  z ,<  х

где суммируются частоты только тех элементов выборки, для 
которых выполняется неравенство z.< х. Значения выборочной фун
кции распределения приведены в последней строчке таблицы. Ее 
отличие от кумулятивной частоты состоит в том, что она показыва
ет, какое относительное число раз в выборке встречаются значения, 
меньшие данной величины (а не меньшие или равные). Выборочная 
функция распределения представляет собой кусочно-постоянную 
неубывающую функцию, обращающуюся в нуль при и при
нимающую значение "единица" при * > х(").

14.15. Сравнение относительных частот в выборке и в 
генеральной совокупности. Репрезентативность выборки

Проводя какой-либо вероятностный эксперимент, например под
брасывая монету N  раз и подсчитывая число определенных исходов 
этого эксперимента, скажем, число выпадений орла No мы мо
жем определить частоту появления данного исхода (“орла1’) в серии 
испытаний как отношения числа испытаний, в которых выпал “орел”,

к общ ему числу исп ы тани й  В общ ем  случае мы мож ем дать

следующее определение.
Относительной частотой появления события v(Ak) называется от

ношение числа опытов Nk, в которых произошло событие Ак, к 
полному числу испытаний /V:

V{AJ  =  - V "  (4)
Проводя достаточно большое число опытов, мы можем заметить, 

что вначале, при малом числе опытов, частота появления какого-
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либо события, казалось бы, ведет себя случайным образом, но с 
увеличением числа испытаний ее значение стабилизируется, стре
мясь к определенному пределу, который и называется вероятностью 
этого события. Формально, такое, вообще говоря, нестрогое опреде
ление вероятности Р(Ак) события Ак записывается так:

Р(А.) = (5)
N-* оо N

если указанный предел существует.
Такое определение вероятности имеет смысл только при устой

чивости частоты. Так, английский статистик Пирсон, подбросив 
монету 12000 раз, нашел, что частота появления “решки” составила 
при этом приблизительно 0,5069, а для 24000 бросаний - 0,5005, что 
приближается к классическому результату 0,5.

Рассмотрим следующий простой пример - бросание игрального 
кубика. В этом случае вероятности (Р) выпадения любого числа 
очков (.V) от 1 до 6 одинаковы и равны '/б. Пусть генеральной 
совокупности соответствует распределение в верхней таблице, а неко
торая выборка из нее представлена эмпирическим распределениями
- в нижней:

X 1 2 3 4 5 6
p 'A 'A 'A 'A 'A 'A

Xk 1 2 3 4 5 6

Wk 0,16 0,17 0,17 0,16 0,17 0,17

Из таблиц видно, что относительные частоты в выборке близки 
к относительным частотам-вероятностям генеральной совокупнос
ти. Требование близости соответствующих частот соответствует по
нятию репрезентативности выборки.

Аналогично можно рассуждать в рассмотренном выше примере с 
дневными объемами продаж холодильников. Если рассматривать zk—k 
(дневное число продаж) в качестве значений случайной переменной 
Z, то при достаточно большом числе наблюдений относительные 
частоты появления значений zk будут стремиться к вероятности

„  . , .  Nt{Z = zk}Prob{Z =  zk} -  •— *lim-
/V-*oo N

( 6 )

а относительные накопленные частоты

Prob{Z < z) =  E Prob ẑ  = =  FJz) = lim

к вероятности 
N{Z < zk)

N
(7)
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которая является функцией конкретного значения г и называет
ся функцией распределения дискретной случайной величины Z  

Здесь и далее индекс Z  (большая буква латинского алфавита) 
поясняет, какую случайную величину описывает соответствующая 
функция (мы будем использовать его в основном в определениях и 
далее опускать, если это не вызывает недоразумений), a z (малая 
буква латинского алфавита) - аргумент функции, принимающий 
значения из множества всевозможных реализаций случайной вели
чины Z

14.16. Непрерывные случайные величины. Группиров
ка выборочных данных по интервалам значений. Пос
троение гистограммы

При больших объемах выборки, содержащей значения некото
рой непрерывной случайной величины, ее элементы группируют по 
интервалам значений. Для этого интервал выборки, содержащий 
все ее значения, разбивают на к непёресекающихся интервалов, длина 
которых для удобства расчетов чаще всего выбирается одинаковой и 
равной размаху выборки, деленному на желаемое число интервалов:

После того, как частичные интервалы выбраны, так же, как и в 
“точечном" случае, определяют частоты - количество элементов 
выборки /), попавших ву'-й интервал, причем элемент, совпадаю
щий с верхней границей интервала относят к последующему интер
валу.

Наряду с частотами подсчитываются относительные частоты, на
копленные частоты и накопленные относительные частоты. Полу
ченные результаты также записывают в виде таблицы, первая стро
ка которой содержит границы последовательных интервалов, а вто
рая - соответствующие им частоты (абсолютные, относительные, 
накопленные и накопленные относительные частоты). Как и для 
“точечной” выборки, для выборки, сгруппированной по интерва
лам по значениям накопленных частот, может быть построена вы
борочная функция распределения. Для наглядного представления 
выборки часто используют ее графическое отображение - гистог
рамму частот и гистограмму относительных частот. Любая из этих 
гистограмм представляет собой кусочно-постоянную функцию, при- 

п ш
нимающую значения —  или —-  на /'-м интервале упорядоченной по 

Дх Ах
возрастанию выборки. Эту функцию представляют в виде ступен
чатой фигуры, состоящей из прямоугольников шириной Ах и высо-

9 Замков



2 5 с ? Математические методы для экономистов

той Лл' , построенных на соответствующих интервалах. Пло

щадь у-го прямоугольника равна A.v j
Ах (или со.), а площадь всей

ступенчатой фигуры под графиком гистограммы равна объему вы
борки (для гистограммы частот) или единице (для гистограммы от
носительных частот).

В качестве примера рассмотрим гистограмму распределения по 
росту людей в какой-либо выборке, например студентов одного из 
институтов:

Рост h 155-16 160-16 165-17 170-17 175-18 180-18 185-19

n jn 0,07 0,15 0,20 0,25 0,18 0,10 0,05

Высота каждого столбика в изображенной на рисунке гистограм
ме пропорциональна количеству людей, рост которых попадает в 
соответствующий интервал. Допустим, что у 250 из 1000 выбран
ных для обследования студентов рост находится в пределах от 170 
до 175 см (170 < /г < 175 ). Тогда на гистограмме высота столбика,

Относительная
частота

Ss=0,07+0,15+0,20+0,25+0,18+0,10+0,05=1
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/1(170 <  h <  175)п --------------------- —
соответствующего этому интервалу, равна = яn A h  _

250 п,= ■ = 0,05, а площадь под этим столбиком - — =  0,25.
1LHJU ■ 3 Л

Аналогично в рассмотренном выше примере, если рассматривать 
рост студентов И в качестве значений случайной переменной Я, то 
при достаточно большом числе наблюдений относительные частоты 
появления значений hk в интервале И < Н < h+Ah будут стремиться 
к вероятности попадания значений роста в вышеуказанный интер
вал Prob{/i < Я  < h+Ah), а относительные накопленные частоты к 
вероятности РгоЬ{Я< И), которая является функцией конкретного 
значения h и называется функцией распределения FH(h) непрерыв
ной случайной величины Я.

Если длину интервала Ah устремить к нулю, то вероятность по
падания в каждый конкретный интервал также будет стремиться к 
нулю. Однако отношение этой вероятности к длине интервала стре
мится при этом к постоянной величине, называемой плотностью 
вероятности. Плотность вероятности можно интерпретировать как 
вероятность попадания реализации случайной величины Я  в беско
нечно малый интервал, содержащий точку h, в расчете на единицу 
его длины:

A h ) =  lim Probih *  н  < h + .М . (9)
дл-*о АЛ

График функции J[h) будет гладким (для гладких F), в отличие 
от графика относительной частоты попадания в единичный интервал.

Более строго, если случайная величина является непрерывной, 
т.е. принимает любые значения из некоторого интервала, то для нее 
уже нельзя определить вероятность того, что она принимает неко
торое конкретное значение (точечную вероятность). Поскольку в 
любом конечном интервале содержится бесконечное число значе
ний, то вероятность выпадения одного из них всегда равна нулю. 
Однако функция распределения случайной величины Fj(x), опреде
ляемая как вероятность того, что случайная величина принимает 
значение меньше данного числа х:

F/x)  =  Prob{*< jc}, (Ю)

сохраняет смысл и для непрерывной случайной величины. В дан
ном случае это некоторая непрерывная неубывающая функция дей
ствительного аргумента х.

9*
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14.17. Основные характеристики случайных величин 
(“статистики”)

Для любой случайной величины важную роль, помимо функции 
распределения, играют числовые характеристики ее распределения, 
важнейшими из которых являются среднее значение (математичес
кое ожидание случайной величины) и дисперсия. Среднее значение 
является характеристикой положения частотного распределения, а 
дисперсия - мерой ширины или разброса распределения. Во многих 
практических случаях информация о случайных переменных, со
держащаяся в частотном распределении является избыточной. На
пример, для принятия решения о покупке акций важно, в первую 
очередь, знать средний доход на них и риск инвестирования в них 
денег, характеризуемый степенью разброса среднего дохода (дис
персией), что эквивалентно знанию положения и ширины частот
ного распределения возможных доходов на акции.

14.17.1. Среднее значение. Математическое ожидание

Пусть имеется, например, выборка объемов продаж холодильни
ков за 10 дней: {xj = {1,5,5,6 ,2,5,6 ,2,6 ,5}. Среднее значение объема 
продаж за один день для этой выборки мы получим, если сложим 
все выборочные данные и разделим сумму на их число:

1 Л  _ 1 +5+5+6 +2+5+6 +2+6 +5 
Х N  ГО '

Если мы посмотрим на сумму в правой части равенства, то заме
тим, что многие числа в ней повторяются. При этом число повторе
ний, деленное на общее число данных в выборке, является ни чем 
иным, как частотой появления соответствующих значений в выбор
ке. Следовательно, среднее значение можно определить и так:

х =  E V 'n  = Ю, 1 + 2 0,2 + 5 0,4 + 60,3 =  4,3, (11)
где суммирование ведется по всем различным значениям случай

ной величины X, встречающимся в выборке (в данном примере {xt} 
=  {1,2 ,5,6 }), а в роли весов выступают частоты этих значений (при
чем сумма весов равна единице).

В пределе достаточно большого числа наблюдений /Участоты w; 
значений хк переходят в соответствующие вероятности Р = 
Prob{^=xJ, и дискретная случайная величина X может быть пред
ставлена в виде таблицы значений {xj, которые может принимать 
случайная величина, и соответствующих им вероятностей Р = 
РгоЬ'Л^х,}:
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X х\ Х2 Xи
р Р РII

Математическое ожидание или среднее (по генеральной сово
купности) значение такой случайной величины определяется как 
взвешенная сумма всех возможных реализаций случайной величи
ны X, в роли весов в которой выступают вероятности этих реализа
ций, причем сумма весов равна единице:

М\Х\ = x i Pi + х2 Р7 + ... + хпРц = £  (12)
Это - числовая характеристика (а не функция, на что указывают 

квадратные скобки) случайной величины X, что означает, что она 
соответствует всей величине X, а не различным конкретным ее значе
ниям. Другие обозначения среднего значения: М\Х\ = <Х> = т х = ц.

Математическое ожидание непрерывной случайной величины 
определяется следующим образом:

♦ ОО *00

М\Х\ = J xdFx(x) = J xfx{x)dx (13)
- о о  - о о

Свойства математического ожидания:

М\с\ =  с\

М\Х+Ь\ = М\Х\ + Ь\

М\аХ\ =  аМ\Х\\

M\aX+b\ =  аМ\Х\ + b,

- для любых чисел (констант) а, b и с.

Эти свойства вытекают из определения математического ожида
ния. Если X i\ У- случайные величины, то можно определить новые

X
случайные величины (Х+ У), (X- У), (X У), , рассчитав вероятности 

принятия ими конкретных значений (х+у), (х-у), (х у ) и 

Для любых случайных величин X и У

М\Х+У\ = М\Х\ + М\ У\. (1 4 )
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Математическое ожидание (ожидаемое, или среднее, значение) 
часто рассчитывается при сравнении затрат и выгод действия со 
случайным исходом, например ожидаемого выигрыша в лотерее или 
ожидаемого дохода на акции или другие рисковые ценные бумаги.

Выборка может рассматриваться как дискретная случайная вели
чина, принимающая значения x ltxv ...,xnc вероятностями '/п (если 
некоторые значения х. совпадают, то д ля расчета выборочного среднего 
и других характеристик они могут условно рассматриваться как 
разные, что не меняет результата), то есть рк—'/п Для всех 1 < к <  п. 
Обозначая выборочное среднее как тп, имеем

т \ х \ = *  = (1 5 )

Нижний индекс п показывает объем выборки, для которой вы
числяются выборочные характеристики.

Для разных конкретных выборок, соответствующих одной и той 
же генеральной совокупности, выборочные средние будут, вообще 
говоря, различны.

14.17.2. Дисперсия

Когда мы имеем дело со случайной величиной, то, как правило, 
недостаточно определить только ее среднее значение, но и следует 
ввести меру ее разброса вокруг среднего значения, характеризую
щую вариативность значений случайной величины. Так, например, 
для выборки объемов продаж холодильников важно знать не толь
ко средний объем продаж, но и то, в каких пределах он может 
изменяться ото дня ко дню.

Одной из мер вариативности является дисперсия, определяемая 
как средний квадрат отклонения случайной величины от среднего 
значения. Для ее определения мы находим отклонения объемов про
даж в каждый из дней от среднего значения, возводим их в квадрат 
и усредняем (складывая и деля на число наблюдений, уменьшенное 
на единицу):

п  I I 1 / — \2 _  Ю 7

~ * ” " "зоГ35 ,5
Используя определение частот появления различных значений в 

выборке, мы, так же как и в случае среднего значения, можем 
переписать формулу для расчета дисперсии в виде

=  Н , 3 , 5 7 .
В пределе достаточно большого числа наблюдений п частоты юА 

значений хк переходят в соответствующие вероятности Р =  
РгоЬ{Л=хА}, и для анализа отклонений случайной величины от сред
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него значения полезно ввести в рассмотрение новую случайную 
величину Z  = (X - ц)2, значения которой представляют квадраты 
отклонений случайной величины Хот среднего значения ц= М[Х]. 
Распределение этой случайной величины также можно представить 
в виде таблицы:

Z (*, - ц)2 (-V-, - М)2 - м)-’
р Л Р, рп

Математическое ожидание такой случайной величины

M\Z\ = Z(P , + Z: P2 +  ... + z,;P„= (16)

= Е гЛ  s  £ Ц г**)2Л = м\(х-м\х\у\. k *

характеризует среднее отклонение (точнее, средний квадрат от
клонения) исходной случайной величины X от среднего значения 
М\Х| = ц и называется дисперсией случайной величины X, обознача
емой D(X) или ст.

Итак, общее определение дисперсии как для дискретной, так и 
лля непрерывной случайной величины имеет вид

D\X\ = М [(Х -  М[Х])2} (17)

Свойства дисперсии:

D\c\ = 0;

D\X+b\  = D\X\:

D\ aX\ = a:D\ X\:

D\aX+b\  = a-D\X\

- для любых чисел (констант) а, b и с.
Эти свойства могут быть доказаны из определения дисперсии и 

свойств математического ожидания.

14.17.3. Связь дисперсии с математическим ожиданием

Для практического расчета дисперсии случайных величин часто 
бывает удобно использовать следующую формулу:

D\X\ = М\Х1} - ( М \ Х \ ) :. (18)
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Эта формула легко выводится из определения и свойств диспер
сии. Раскрывая квадрат разности в (18) и пользуясь свойствами 
математического ожидания, имеем:

D\X\ = М \ (Х -  Л/|Л|) | = М \(Х  - 2 М \ Х \ Х  +  (Л/|А'|): | =
= М\Х-\ - 2 М\Х\ \1\X\ +  ( Л/|Х\ )- = М \Х\  - (Л/|.V])-

Стандартное отклонение случайной величины а - мера разброса 
случайной величины вокруг среднего значения, имеющая размер
ность данной случайной величины. Если случайная величина .г из
меряется в $, то величина а  измеряет ее разброс вокруг среднего 
также в $. Стандартное отклонение - это среднее квадратическое 
разброса случайной величины, или квадратный корень из ее дис
персии:

о|Л'| = JD[X) <19)

Коэффициент вариации случайной величины V - мера относитель
ного разброса случайной величины (безразмерная величина).

ИЛ'| = D̂[XL (20)
1 1  | М[Х) | '

Коэффициент вариации показывает, какую долю среднего зна
чения случайной величины составляет ее средний разброс.

Дисперсия и другие меры разброса часто применяются при ана
лизе риска различных активов в портфеле и портфеля активов в 
целом в финансовом анализе, а также при анализе риска других 
действий со случайным исходом.

Пример расчета числовых характеристик дискретной случайной 
величины: случайная величина X -  количество "решек", выпавших

при бросании монеты, распределена по закону Для нее М\Х\
О 1

‘/2 ‘/2
= 0 1/2+1 У2=У2; D\X\ = М\Х-\-М\ХУ~ =  (О-1 У2+ Р  у2)-(у2)2=у4; о = 
JD[X\ = / чГ =  1/2; У[Х\ =  1/2:’/2=1.

14.18. Общие свойства случайных величин

Независимо от конкретного распределения случайной величины 
имеют место общие свойства вероятностных распределений. К ним 
относятся различного рода неравенства, определяющие границы ве
роятности попадания случайной величины в заданный интервал, а 
также утверждения, касающиеся свойств достаточно большого чис
ла случайных величин, - так называемые законы больших чисел.
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14.18.1. Неравенство Чебышева

Неравенство Чебышева дает оценку вероятности попадания про
извольной случайной величины с известными средним значением 
М\Х\ и дисперсией а 2 в заданный интервал вокруг среднего значе
ния. Согласно этому неравенству

Р(|Х - М|Х]| > ао) V а  > 0 или
(21)

Р(|Х - М |Х|| < аа ) > 1 - Л  V а  > 0.а

То есть вероятность попадания случайной величины вне интер
вала вокруг ее среднего значения, пропорционального среднеквад
ратичному (стандартному) отклонению а, быстро убывает с увели
чением коэффициента пропорциональности (а) и, соответственно, 
длины этого интервала 2ао.

Таким образом, неравенство Чебышева наглядно демонстрирует 
значение стандартного отклонения у как характеристики разброса 
случайной величины вокруг среднего значения.

Например, при а=2 Р(\Х - М\Х\\ > 2а) < 1Л, а Р(\Х - М[Х\\ < 2ст) > 
3/4 для любого распределения.

Для нормального распределения:

< а) =  0,68 > 0 ;
< 2а) =  0,95 > 3/4;
< За) =  0,997 > 8/9.

Пользуясь неравенством Чебышева, можно оценить вероятность 
тех или иных отклонений от среднего значения, независимо от при
роды случайной величины.

14.18.2. Законы больших чисел. Теоремы Бернулли, Ля
пунова, Чебышева

Основная особенность случайной величины состоит в том, что 
нельзя предвидеть, какое значение она примет в результате испыта
ния. Однако при достаточно большом числе испытаний обобщаю
щие характеристики выборок случайных величин практически ут
рачивают случайный характер. То же верно и в отношении суммы 
достаточно большого числа случайных величин. При увеличении 
числа слагаемых в сумме противоположные случайные колебания 
отдельных величин сглаживаются, и закон распределения суммы 
приближается при определенных условиях к нормальному распре
делению. Различные утверждения, относящиеся к этим предельным

Р( X -  м \х \ >и)  = 0,32 < 1; Pi X - Щ Х \
Pi X -  м \х \ > 2а) =  0,05 < 1А; Pi X -  м\х\
Pi X -  м \х \ > За) = 0,003 < '/9; Pi X -  М\Х]
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случаям, носят название законов больших чисел. Первым утвержде
нием такого рода была теорема Бернулли, доказанная им еще в 1713 
году.

При достаточно большом числе независимых испытаний п веро
ятность того, что сколь угодно малым будет отклонение частоты 
т/п некоторого события А от вероятности наступления этого собы
тия ^(при  условии, что она постоянна в каждом испытании), стре
мится к единице, т.е. является почти достоверным событием:

Эта теорема имеет важное значение для статистики и экономет
рики, обосновывая выбор частоты осуществления некоторого собы
тия в качестве оценки вероятности этого события.

Теорема Ляпунова (центральная предельная теорема)

Распределение суммы п произвольно распределенных и взаимно 
независимых случайных величин при п -* оо стремится к нормаль
ному распределению, если вклад отдельных слагаемых в сумму рав
номерно мал.

Именно эта теорема обосновывает ту огромную роль, которую 
играет в статистике, эконометрике и во многих других областях 
знания нормальное распределение. Множество факторов, определя
ющих тот или иной экономический показатель, как правило, до
статочно велико, и при выполнении условий теоремы случайное 
отклонение этого показателя от среднего значения может быть при
ближенно описано нормапьным распределением.

При достаточно большом числе п попарно независимых случай
ных величин с ограниченными дисперсиями (o2t < С, k =  1 
вероятность того, что сколь угодно мало отклонение среднего ариф
метического этих величин от среднего арифметического их матема
тических ожиданий, стремится к единице:

Теорема Бернулли

V е > 0. (22)

Теорема Чебышева

X, ♦ ... ♦ X.:п щхх] + ... ♦ м р у
-  -  ------------------------------------------------ —  <  ЕlimProb (23)п п
V Е  >  0 .
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Согласно этой теореме, среднее арифметическое достаточно боль
шого числа случайных величин утрачивает характер случайной ве
личины и ведет себя почти как постоянная величина. Последняя 
теорема имеет особенно важное значение для статистики и эконо
метрики, обосновывая выбор среднего арифметического выбороч
ных величин в качестве оценки математического ожидания (средне
го значения) всей совокупности величин.

Вопросы к главе 14

1. Приведите примеры случайных событий в экономике. Можно 
ли дать им вероятностное описание? Какой вид вероятности Вы 
при этом используете?

2. Перечислите различные подходы к определению вероятности. Что 
общего во всех этих подходах? Чем они различаются?

3. Дайте определение случайной величины. Какова связь между 
случайными величинами и случайными событиями?

4. В чем отличие случайной переменной от неслучайной (детерми
нированной)? Какие виды случайных переменных Вы знаете? 
Приведите примеры.

5. Перечислите основные вероятностные характеристики дискрет
ных случайных величин и дайте их определения. Какова фор
мальная (аналитическая) и геометрическая связь между этими 
характеристиками?

6 . Перечислите основные вероятностные характеристики непрерыв
ных случайных величин и дайте их определения. Какова фор
мальная (аналитическая) и геометрическая связь между этими 
характеристиками?

7. Какая из величин больше: РгоЬ(я < X < Ь) или РгоЬ(а <Х<Ь)?
8 . Как рассчитать вероятность попадания дискретных и непрерыв

ных случайных величин в интервал: РгоЬ(я < Х <  Ь):
а) с помощью функции распределения;
б) с помощью плотности вероятности для непрерывной случай
ной величины и с помощью функции вероятности для дискрет
ной случайной величины?

9. Как можно охарактеризовать среднее значение случайной вели
чины? Дайте определение математического ожидания.

10. Перечислите основные характеристики разброса случайных ве
личин и дайте их определения. Какова их связь между собой?

11. Каково различие между вычислением математического ожида
ния для дискретных и непрерывных случайных величин? Что 
общего в этих определениях?

12. Докажите основные свойства математического ожидания, исхо
дя из его определения.
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13. Дайте подробное определение дисперсии для дискретных и не
прерывных случайных величин.

14. Докажите основные свойства дисперсии исходя из ее определе
ния.

15. Выведите формулу связи дисперсии с математическими ожида
ниями случайной величины и ее квадрата.

16. В чем состоит основная идея законов больших чисел?
17. В каких случаях применимо неравенство Чебышева?
18. Сформулируйте теоремы Бернулли, Ляпунова и Чебышева.



ГЛАВА 15
РА С П РЕДЕЛ ЕН И Я И ВЗА И М О С ВЯ ЗИ  

С Л У Ч А Й Н Ы Х  ВЕЛ И Ч И Н  В Э К О Н О М И К Е

15.1. Теоретический и эмпирический подходы к ана
лизу экономических данных: генеральная совокупность 
и выборка

Выбрав проблему для изучения и сформулировав экономичес
кую модель, которая может помочь в решении этой проблемы, Вы 
приходите к необходимости проверки совместимости модели с ре
альными экономическими данными. При этом следует различать 
два уровня анализа: теоретический и эмпирический. На теоретичес
ком уровне мы предполагаем, что нам известны все возможные 
реализации интересующих нас экономических показателей - вся 
генеральная совокупность. Зная или предполагая статистические 
свойства генеральной совокупности, мы можем теоретически опре
делить значения параметров в модели, и, соответственно, рассчитать 
по ней нужные экономические показатели. На практике мы не 
знаем множества возможных исходов, а наблюдаем только случайно 
выбранные значения интересующих нас показателей. Располагая лишь 
выборочными значениями, можно оценить, а не определить точно 
значения параметров модели; эти оценки будут случайными и ме
няться от выборки к выборке. Поэтому важно не только знать 
средние оценки параметров, определенные на основе выборочных 
данных, но и понимать меры их надежности и случайного разброса, 
обусловленного случайностью процесса формирования выборки.

Если, например, имеются сведения о доходах и расходах всех 
жителей некоторой страны, составляющих генеральную совокуп
ность, то можно рассчитать различные статистические характерис
тики для генеральной совокупности: средние доходы и расходы, 
показатели вариации (дисперсию, стандартное отклонение, коэф
фициент вариации) доходов и расходов.

Если же собрать сведения о доходах и расходах части жителей, 
составляющих выборочную совокупность, то найти истинные ста
тистические характеристики или распределения доходов и расходов, 
вообще говоря, невозможно. Мы сможем лишь оценить эти вели
чины, а также оценить неточность наших оценок, обусловленных 
случайной природой процесса получения выборочных данных.
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Существуют различные способы сбора статистических данных: 
перепись, статистическая отчетность предприятий и организаций, 
опросы, анкетирование, таможенный и налоговый контроль и т.д. В 
каждом методе сбора данных существуют свои недостатки, обуслов
ливающие погрешность в значениях эмпирических показателей. Эти 
погрешности можно условно разбить на три группы: систематичес
кие ошибки, например занижение полученных доходов, случайные 
ошибки, обусловленные как выборочной природой собираемых дан
ных, так и неточной (по различным причинам) реакцией субъектов 
на вопросы, а также ошибки округления. Все эти ошибки надо 
оценивать и учитывать при статистической обработке данных.

Цель любого оценивания - получить как можно более точное 
значение неизвестной характеристики генеральной совокупности. 
Информацией, которой мы при этом располагаем, являются данные 
выборочного наблюдения. В этих условиях единственным способом 
построения искомой оценки может быть нахождение такой функ
ции выборочных данных, которая с наибольшей точностью аппрок
симирует оцениваемую характеристику генеральной совокупности. 
В зависимости от способа выражения оценки делятся на точечные 
оценки, выражаемые одним числом, и интервальные оценки, опре
деляющие числовой интервал, внутри которого может находиться 
оцениваемый параметр генеральной совокупности.

Пытаясь восстановить характеристики генеральной совокупнос
ти, мы сталкиваемся с двумя проблемами: неизвестен как вид рас
пределения генеральной совокупности, так и его параметры. В со
ответствии с этим существуют два класса оценок: оценки вида рас
пределения и оценки его параметров. В качестве оценки вида рас
пределения (учитывая закон больших чисел) можно взять выбороч
ное распределение, подсчитывая частоту попадания выборочных дан
ных в заданные интервалы, а в качестве оценок параметров распре
деления генеральной совокупности - соответствующие им выбороч
ные значения. Так, в качестве оценки математического ожидания 
генеральной совокупности можно взять выборочное среднее, а в 
качестве оценки дисперсии - выборочную дисперсию.

С момента своего возникновения статистика служила интересам 
власти. Такие данные, например, как численность населения, при
годного к военной службе, являлись основой для принятия воен
ных решений и решений о количестве оружия, которое следует про
извести. Данные национальных счетов экономики служат основой 
для выработки экономической политики правительством. Статис
тический анализ очень важен и для принятия решений экономичес
кими субъектами. Так, данные по объемам продаж и другим фи
нансовым показателям деятельности фирмы служат основой для 
принятия стратегических и тактических решений руководством фирм.
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15.2. Основные статистические распределения

При обработке выборочных данных, в силу случайной природы 
процесса получения выборки, важно знать, каким вероятностным 
законам подчиняются выборочные значения исследуемого эконо
мического показателя. Существует целый ряд распределений веро
ятности, которые играют роль эталона в статистических выводах. 
Это прежде всего равномерное распределение, нормальное распре
деление (распределение Гаусса) и распределение Стьюдента (/-рас
пределение).

15.2.1. Равномерное распределение

Если значения случайной величины из некоторого интервала 
можно считать равновероятными, то мы приходим к равномерному 
распределению случайной величины. Равномерное распределение - 
это такое распределение вероятности, плотность которого постоян
на в заданном интервале изменения случайной величины X: а<Х<Ь .  
Равномерно распределенная случайная величина обозначается R(a,b). 
Там, где встречается R без указания параметров, подразумевается 
стандартное равномерное распределение на интервале 0 < X  < 1:
т о .

Плотность вероятности равномерного распределения на интерва
ле [а, b] постоянна на этом интервале:

J — , а <>х <, b
■ а  Л*О, х < а, х > b 

а функция распределения:

0, х < а
L l £ ,  а < х <1 Ь 
b -  а

1, х > b

Для равномерного распределения М\Х\ =  —у —> Щ Х \ = ^
Соответствующие этим функциям графики приведены на ри

сунке 15.1.
На примере равномерного распределения проще всего показать 

как графически и аналитически рассчитывать вероятность попада
ния в заданный интервал, т.е. РгоЬЦ < Х <  х2}, используя соотноше
ние между плотностью распределения и функцией распределения. 
Подобно тому, как масса физического тела, равномерно распреде-

W  =
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Рисунок 15.1. Плотность вероятности и функция распределения рав
номерного распределения.

ленная по объему, находится как произведение плотности (массы в 
единице объема) на объем, так и вероятность попадания равномерно 
распределенной случайной величины в заданный интервал равна 
произведению плотности вероятности на длину интервала, и, таким 
образом, величина вероятности линейно растет с увеличением дли
ны интервала (внутри области определения \а,Ь\).

В общем случае, разбивая интервал значений непрерывной вели
чины (-да, х,) на два интервала (-да, х,) и [х,, х,) (одновременные 
попадания случайной величины в которые являются взаимоисклю
чающими событиями), мы имеем

Prob{-oo < X  < х,} + РгоЬ{х( < X < х2) =  Prob{-oo < X < х,}.

Отсюда находим, что искомая вероятность попадания непрерыв
ной случайной величины в интервал х, < X < х, равна разности 
функций распределения этой случайной величины:

Prob{x, < X  < х,} = РгоЬ{-да < Х  < x,}-Prob{-co < X  < х.} = F ix ,)  -
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Проводя такие же рассуждения, мы можем найти вероятность 
попадания непрерывной случайной величины в бесконечно малый 
интервал х  < X  < х  + dx :

Prob{x < X < х  + dx) =  Prob{-oo < X  < x+dx} - Prob{-oo < X < x} =
= f-\(x + dx) - Fx(x) = dF /x )  = F X(x)dx.

В последних двух равенствах мы использовали определение бес
конечно малого изменения функции распределения (или диффе
ренциала этой функции). Из найденного соотношения видно, что 
вероятность попадания непрерывной случайной величины в беско
нечно малый интервал х < Х <  х  +  dx бесконечна мала и пропорци
ональна величине этого интервала dx. Отношение этой бесконечно 
малой вероятности к бесконечно малой величине интервала имеет 
конечное значение и характеризует плотность вероятности в точке х.

Итак, плотность распределения вероятности
= dFx(x) _ Fx(x + dx) -  F/x)

Jx ~dx~ dx '
И, наоборот,

x

Fx(x) =  J fx(z)dz.
-oo

На рис. 15.2a приведен характерный график плотности вероят
ности, а на рис. 15.26 - график соответствующей функции распре
деления.

Используя выведенную нами взаимосвязь плотности вероятнос
ти и функции распределения, несложно показать, что наклон гра
фика функции распределения характеризует плотность вероятности 
(чем больше плотность вероятности, тем быстрее меняется функция 
распределения) (точнееДх) =  tg(a)), а площадь под графиком фун-

ь

кции плотности вероятности на интервале х, < X  < х,
а

характеризует вероятность попадания непрерывной случайной ве
личины в соответствующий интервал.

При этом суммарная площадь под графиком функции плотности 
вероятности на всем интервале -со < Х <  +оо равна по определению 
единице:
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15.2.2. Нормальное распределение

Если случайная величина формируется под действием большого 
количества независимых факторов, вклад каждого из которых в 
значение случайной величины мал, то в силу центральной предель
ной теоремы эта случайная величина будет иметь нормальное рас
пределение. В роли таких величин могут выступать: объем продаж в 
конкурентной отрасли или в промышленности в целом, суммарные 
инвестиции, суммарное потребление домашних хозяйств и тому по
добные величины, имеющие аддитивную природу, то есть склады
вающиеся из многих малых взаимно независимых величин.

Основная особенность случайной величины состоит в том, что 
нельзя предвидеть, какое значение она примет в результате испыта
ния. Однако при достаточно большом числе испытаний поведение 
суммы независимых случайных величин почти утрачивает случай
ный характер и становится почти закономерным. При увеличении 
числа слагаемых в сумме противоположные случайные колебания 
отдельных величин сглаживаются и распределение вероятностей сум
мы становится весьма простым, приближаясь при определенных ус
ловиях к нормальному распределению.

Рассмотрим основные свойства нормального распределения. Глав
ное из них - если ряд случайных величин (А'1, Х2, ... , XJ  имеет 
нормальное распределение, то их сумма (Х{ + X  + ...+  XJ  или любая 
линейная комбинация (a, Xf + а 7 Х2 + ... + а пЛп) также будет иметь 
нормальное распределение.

Нормальное распределение одной случайной величины Охарак
теризуется лишь двумя параметрами: средним значением, обычно 
обозначаемым ц, и стандартным отклонением, обычно обозначае
мым о. Это обычно обозначают так: X -  УУ(ц,ст).

п

Распределение величиныX = J£ / ck-Xk, представляющей собой взве-
t.i

шенную сумму п независимых нормально распределенных случай-
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иых величин Хк = N{\.\.k,ak)  с параметрами и а г  также будет иметь

\нормальное распределение с параметрами ц = Е с*'М*иа = Е 2 2С*-а*.
*•1

1В частности, если все ск = - ,  все ^  и а А одинаковы и равны ц, и ст,

Г̂* “" 1  J’ л
соответственно, то ц=и., а а  = “р .  Обозначая *  = имеем,

1 V" 1
о т

таким образом, Л/|Х| = Л/[Х], а |Х | = <— . Отсюда видно, что разб
ух

рос среднего арифметического независимых нормально распреде
ленных случайных величин стремится к нулю при неограниченном 
увеличении числа этих величин. Если, например, взята достаточно 
большая репрезентативная выборка населения, то средний доход в 
выборке почти наверняка окажется близким к действительному сред
нему доходу населения.

График плотности вероятности нормального распределения име
ет типичный колоколообразный вид и показан на рис. 15.3. Макси
мум этой функции находится в точке х  =  ц, а “растянутость” вдоль 
оси ^определяется параметром а. Чем меньше значение этого пара
метра, тем более острый и высокий максимум имеет плотность нор
мального распределения. Аналитически плотность вероятности нор
мального распределения на интервале (-со, +со)

и - ь)2

т  = (1)
а функция распределения

* , (г - >)'
W  = - = J « ' B’>  (2)o\J2тг -оо

М\х\  = и, D\X\ = о2, ЦХ] = -Щ.

Плотность вероятности нормального распределения (1) пропор

циональна величине ехр ' 2 , где z - безразмерная величина, оп

ределяемая выражением z =  ——— • Поэтому плотность нормально-О
го распределения достаточно быстро (экспоненциально) убывает при 
удалении х от среднего значения ц. Случайная величина z имеет 
нулевое математическое ожидание и единичную дисперсию; это вы-
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Рисунок 15.3. Функция плотности вероятности нормального распре
деления

текает из их определений и свойств, учитывая, что z =  —— —• Она,о
как и исходная случайная величинах, нормально распределена, но 
уже не зависит от каких-либо параметров. Поэтому ее распределе
ние может быть протабулировано, то есть значения её плотности 
вероятности могут быть представлены в виде таблиц. Эта функция 
называется плотностью стандартного нормального распределения. 
Стандартное нормальное распределение - это нормальное распреде
ление с параметрами ц = 0 и а  =  1 (Z *  7V(0,1)).

Ha практике чаще используют таблицы значений не плотности, 
а функции распределения стандартной нормальной величины F(z). 
Интересуясь, например, вероятностью того, что нормально распре
деленная случайная величина X попадает в интервал х, < Х<  х2, мы 
вначале находим соответствующий интервал для нормально распре-

х. -  ц
деленной стандартной случайной величины Z(z. < Z <  г,): z, —--------

1 <7

Х2 ~ М
и г, = -------- . Затем по таблице находим значения функции распре-а
деления F(zt) и F(z,) и определяем вероятность попадания случай
ной величины Z b  заданный интервал РгоЬ{г, < Z ^ }  = F(z2) - F(zt), 
совпадающую с искомой вероятностью попадания случайной вели
чины X  в заданный интервал РгоЦх, < X  < х7}. Геометрически эта 
вероятность изображается площадью под графиком функции плот
ности вероятности в интервале от х, до х2.
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Аналогично можно решать и обратную задачу - нахождения ин
тервала, в который нормально распределенная случайная величина 
попадает с заданной вероятностью. Эта процедура часто использу
ется в задачах теории оценивания и проверки гипотез. Так, напри
мер, пусть мы хотим проверить гипотезу о равенстве среднего зна
чения нормально распределенной случайной величины м (для гене
ральной совокупности) нулю, допуская вероятность ошибки 0,05 в 
случае, если эта гипотеза верна. В этом случае выборочное значение 
стандартной нормально распределенной случайной величины Z jxо- 
лжно попадать в такой интервал, что вероятность Prob{y < Z <  z2} =
0,95. Из этого условия и соображений симметрии можно найти 
границы интервала - критические значения ^  = Z2 -  -Zr  такие, что

вероятность РгоЬ{г2 < Z} =  Prob{Z< г,} = — 0,025. Сравнивая 

выборочное значение величины z =  ——— , называемое г-статисти-О
кой с критическим значением гкр, мы принимаем (если z x ^ Z ^  Z,) 
или отвергаем (если г < г, или z2 < z) проверяемую гипотезу с точ
ностью (уровнем значимости) е = 0,05 (5%).

Естественно, что вышеописанную процедуру можно применять, 
только если известно стандартное отклонение а  или дисперсия о 2 
исследуемой случайной величины, что редко имеет место на прак
тике. Поэтому при оценивании параметров и проверке гипотез чаще 
применяют другое распределение, являющееся по сути выборочным 
аналогом нормального распределения и переходящее в него при бес
конечно большом числе наблюдений. Это распределение называют 
распределением Стьюдента или ^-распределением.

15.2.3. Распределение Стьюдента

Рассмотрим основные свойства распределения Стьюдента. Во- 
первых, аналогом безразмерной величины г-статистики, определяе

мой выражением z ~  ——— , служит также безразмерная величинаа
х  "  А4 г>/-статистика, определяемая выражением t =  —-— . В этом выраже

нии вместо стандартного отклонения для генеральной совокупности 
у стоит выборочное стандартное отклонение s, являющееся, по сути, 
случайной величиной (меняющейся от выборки к выборке) и опре
деляемое поданным наблюдений хк с помощью выражения:
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1 "Здесь выборочное среднее обозначено х = а через п обоз-
л *-1

начено число наблюдений.
Во-вторых, в отличие от стандартного нормального распределе

ния, являющегося функцией лишь одной переменной z, /-распреде
ление является не только функцией переменной Л но также зависит 
от еще одного параметра - числа степеней свободы v. Число степе
ней свободы равно общему числу наблюдений, уменьшенному на 
число линейных связей между ними. Если п выборочных наблюде
ний связаны '.линейными уравнениями, то их распределение имеет 
v = n-s степеней свободы. Линейной связью является, например,

1 лформула расчета выборочного среднего х = и если выбороч-
пк-\

ное среднее входит в формулу какой-либо статистики, то это умень
шает число степеней свободы на единицу.

Распределение Стьюдента имеет случайная величина, равная от
ношению двух независимых случайных величин: стандартной нор
мально распределенной величины Z (с нулевым средним значением

и единичной дисперсией) и величины X.\п) выражающейся через

случайную величину, имеющую распределение х с п степенями 
свободы. Распределение х 2 (хи - квадрат, или распределение Пирсо
на), имеет сумма квадратов п независимых стандартных нормально 
распределенных случайных величин (с нулевыми средними значе
ниями и единичными дисперсиями).

Вводя новую случайную величину

Z\fn

\

XV)

X (л)

мы получим для нее /-распределение Стьюдента с п степенями

свободы с плотностью вероятности/(х,п) = В 1 + х 2 т . График

функции плотности вероятности распределения Стьюдента (рис. 
15.4), как и стандартного нормального распределения, имеет сим
метричный колоколообразный вид, но является более “сплюсну
тым” по вертикали.

Из симметричности распределения Стьюдента вытекает важное 
соотношение между критическими точками этого распределения: 
t in )  =  t .Jn ) .
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Рисунок 15.4. Плотность вероятности распределения Стьюдента 
(М\Х\ = О, D\X\ = 7 4 у ) .

На практике обычно используют не таблицы функции распреде
ления Стьюдента F(z), а таблицы критических точек функции рас
пределения Стьюдента, то есть точек с заданной вероятностью по
падания в начинающиеся от них “хвосты” распределения.

Распределение Стьюдента используется, например, при проверке 
гипотез:
• о среднем значении нормальной генеральной совокупности при 

неизвестной дисперсии;
• о линейной независимости двух случайных величин (равенстве 

нулю коэффициента корреляции) - см. ниже в этой главе;
• о статистической значимости коэффициента линейной рефессии.

15.3. Таблицы распределений и их использование. 
Примеры расчетов вероятности попадания в заданный 
интервал с помощью таблиц

15.3.1. Работа с таблицами стандартного нормального рас
пределения

Для практического применения приведенных выше распределе
ний к проведению статистических расчетов служат таблицы распре
делений. Рассмотрим использование таблиц распределений на при
мере нормального распределения.
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Таблица функции распределения стандартного нормального рас-
1 '

пределения на интервале (-да, +да) FJz)  =  "7=  |  е имеет вид
у 27Г -О0

Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,500 0,503 0,507 0,5! 1 0,515 0,519 0,523 0,527 0,531 0,535

0,1 0,539 0,543 0,547 0,551 0,555 0,559 0,563 0,567 0,571 0,575

4,0 0,999 0,999 0,999 0,999 - - - - - -

В приведенном фрагменте таблицы значения функции распреде
ления приведены с точностью до пятого десятичного знака, а значе
ния аргумента z  - до второго десятичного знака. В самом левом 
столбце таблицы приведены значения z  от 0,0 до 4,0 с точностью до 
десятых долей, а в верхней строке таблицы приведены сотые доли z- 
Значение функции распределения, соответствующее определенному 
значению аргумента г (например, 0,14), находится на пересечении 
строки с десятыми долями z  (в данном примере - 0 , 1) и столбца с 
сотыми долями z (в данном примере - 4). В рассматриваемом при
мере оно равно 0,55567 и означает вероятность попадания случай
ной величины г в полубесконечный интервал (-да, 0,14). Эта веро
ятность равна 0,5 при z — 0, так как это значение делит область 
изменения случайной величины г на две равновероятные части, и 
стремится к единице при увеличении z■ Для того, чтобы рассчитать 
вероятность попадания величины г в конечный интервал a  < z <  Р, 
следует воспользоваться формулой: Prob{a < Z  < (3} =  F((3) - F(а). 
Пусть, к примеру, а  = 0,1, а р = 0,14. Тогда по таблице находим 
F(0,1) =  0,53983, a F(0,14) =  0,55567. Следовательно, искомая веро
ятность попадания величины г в интервал [0,1, 0,14) равна F(0,14) - 
F(0,1) =  0,55567 - 0,53983 = 0,01584.

Вспоминая, что стандартная нормальная величина z связана с
(х - ц)исходной случайной величинои х соотношением z  — — , мы

можем определить вероятность попадания произвольной нормально 
распределенной величины х в интервал а < х  < b как вероятность

а - (л ^попадания стандартной нормальной величины z  в интервал ——!- <О
I _

Z <  ------- Определяя последний интервал, мы можем рассчитать
а

искомую вероятность с помощью таблиц так же, как в рассмотрен
ном выше примере.
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Рисунок 15.5. Функции J[z), F(z), Ф{') стандартного нормального рас
пределения

Отметим, что иногда в таблицах стандартного нормального рас
пределения приведена не функция распределения, а величина 1 -

Fn(z) = ------f е 2dt, определяющая вероятность попадания случай-

ной величины Z в правый “хвост” распределения (интервал |г, +'»)) 
и изменяющаяся от 0,5 до 0 при изменении г  от 0 до + о о  или

1 гвеличина = FN(z) - 1/г = ------[ е 7dt, определяющая вероят-
1

ность попадания случайной величины Z в среднюю часть функции 
распределения (интервал [0, г)) и изменяющаяся от 0 до 0,5 при 
изменении г от 0 до +со.

Связь между собой трех вышеупомянутых функций показана на 
рисунке 15.5.

Для всех этих функций вероятность попадания случайной вели
чины Z в заданный интервал рассчитывается как разность значений 
соответствующих функций на концах этого интервала.

15.3.2. Работа с таблицами f-распределения Стьюдента

В таблице функции распределения Стьюдента приводятся обыч
но, для различных чисел степеней свободы v, критические точки,
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соответствующие приведенным в верхней строке таблицы вероят
ностям а  попадания в правый “хвост” распределения. Иными сло
вами, в приведенной ниже таблицы число а  - это вероятность пре
вышения /-статистикой приведенного в таблице критического зна
чения при соответствующем числе степеней свободы v.

Таблица функции распределения Стьюдента имеет вид:

у \ а 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1

1 63,657 31,821 12,706 6,314 3,078

10 3,169 2,764 2,228 1,812 1,372

30 2,750 2,457 2,042 1,697 1,310

00 2,576 2,326 1,960 1,645 1,282

Рисунок 15.6. О дносторонняя критическая область распределения  
Стьюдента

Критическая точка / ,ц (например, /|00р5) находится на пересече
нии строки с числом степеней свободы (в данном случае v = 10) и 
столбца с заданной вероятностью (в данном случае а  = 0,05). Из 
приведенной таблицы находим, что fluou5 =  1,812. Напомним, что 
критическая точка в данном случае имеет следующий смысл:

Prob{/ > tvJ  = а.
Отметим, что иногда таблицы распределения Стьюдента приво

дятся для двусторонних критических точек f va, определяемых из 
условия Prob{|r| > t\ и} = ос.
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Рисунок 15.7.  Двусторонняя критическая область распределения 
Стьюдента

В силу симметричности распределения Стьюдента эти точки свя
заны с односторонними критическими точками соотношением f va 
=  г ,, так как при заданной вероятности а  попадания в оба “хвос
та” распределения вероятность попадания в один из “хвостов” рас
пределения будет в два раза меньше и равна а / 2 .

Кроме того, в некоторых таблицах распределения Стьюдента 
вместо малых чисел а  (вероятностей попадания в “хвост” распреде
ления) приводятся числа 1-а  (вероятности попадания в интервал 
(-°°, tvJ  для односторонних критических точек и в интервал 
t \ J  для двусторонних критических точек).

15.4. Соотношения между экономическими перемен
ными. Линейная связь. Корреляция

Различные экономические показатели как на микро-, так и на 
макроуровне не являются независимыми, а связаны между собой; 
например, цена какого-либо товара и величина спроса на этот то
вар, объем производства и прибыль фирмы, располагаемый доход и 
объем личного потребления, инфляция и безработица.

Если не принимать во внимание стохастическую природу эконо
мических данных, то для описания взаимосвязей различных эконо
мических и финансовых показателей между собой применяется фун
кциональный подход. Связь одного из показателей с другими по
казателями описывается с помощью функций одной у=Хх ) или не
скольких переменных y=/[xrx2,...,xi).  Такой подход применяется там, 
где вероятностный характер экономических процессов малосущес
твенен для принятия решений.
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На самом деле взаимосвязи показателей в экономике редко име
ют простой функциональный вид, поскольку на интересующий нас 
показатель кроме явно учитываемых объясняющих переменных влия
ет еще множество других факторов, существующих в действитель
ности, но не учитываемых явно в модели; часть из этих факторов - 
случайные. Это обусловливает стохастическую природу как некото
рых экономических переменных, так и взаимосвязей между ними. 
Стохастические взаимосвязи переменных можно описать с помощью 
частотных (вероятностных) или корреляционных характеристик.

15.4.1. Вероятностные соотношения: совместная частота 
(вероятность), условная частота (вероятность), статистичес
кая независимость случайных переменных

Под совместной частотой v(.v,y) двух случайных величин X и У 
мы понимаем относительную частоту события, состоящего в том, 
что величины Х и У принимают одновременно значения v и ^соот- 
ветственно. В пределе, когда число наблюдений стремится к беско
нечности, совместная частота переходит в совместную вероятность 
Р(х,у). Однако совместная частота или вероятность не являются ха
рактеристиками именно взаимосвязи случайных переменных, пос
кольку их значения определяются не только синхронностью изме
нения исследуемых случайных величин, но и частотой, с которой 
переменные принимают фиксированные значения. Поэтому для ха
рактеристики взаимосвязи случайных переменных чаще использу
ют другую характеристику - условную частоту или вероятность.

Под условной частотой у(_фс) двух случайных величин У\\ X  мы 
понимаем относительную частоту события, состоящего в том, что 
величина ^принимает значение у  при условии, что величина Л"уже 
приняла значение х. В пределе, когда величины X  и ^принимают 
все возможные значения из генеральной совокупности, условная 
частота переходит в условную вероятность РСфг).

Если величины X и Ксвязаны функциональной зависимостью, 
например, У=Х1, то условная частота (вероятность) Д>’=.г2|.х) равна 
единице, так как в 100% случаях (с вероятностью единица) значе
нию X будет соответствовать значение У=Х2.

В противоположном случае, когда величины X  и ^совершенно 
не связаны между собой, условная частота v(>|v) никак не будет 
зависеть от значения .* и будет совпадать с частотой появления 
значения у, v(y). При этом совместная частота будет пропорцио
нальна частотам появления значений .v и у: v(x,y)=v(x) v(y). То же 
относится и к совместной вероятности независимых случайных ве
личин Р(х,у)=Р(х)Р(у).  Данное равенство является формальным оп
ределением независимости случайных величин ,х и у. они называют
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ся независимыми, если равенство Р(х,у) = Р(х) Р(у) выполняется для 
любых значений х и у.

Если Хи  Г независимы, то M\XY\ = М\Х\М\ Y\, a D\X+ Y\ =  D[X\ 
+ D\Y\.

15.4.2. Анализ линейной статистической связи экономичес
ких данных. Корреляция

В экономических исследованиях одной из основных задач явля
ется анализ зависимостей между переменными. Зависимость может 
быть строгой (функциональной) либо статистической. Алгебра и 
математический анализ занимаются изучением функциональных 
зависимостей, то есть зависимостей, заданных в зиде точных фор
мул. Но любая такая зависимость в определенной степени является 
абстракцией, поскольку в окружающем мире, частью которого яв
ляется экономика, значение конкретной величины не определяется 
неизменной формулой ее зависимости от некоторого набора других 
величин. Всегда есть несколько величин, которые определяют глав
ные тенденции изменения рассматриваемой величины, и в эконо
мической теории и практике ограничиваются тем или иным кругом 
таких величин (объясняющих переменных). Однако всегда сущес
твует и воздействие большого числа других, менее важных или трудно 
идентифицируемых факторов, приводящее к отклонению значений 
объясняемой (зависимой) переменной от конкретной формулы ее 
связи с объясняющими переменными, сколь бы точной эта форму
ла ни была. Нахождение, оценка и анализ таких связей, идентифи
кация объясняющих переменных, построение формул зависимости 
и оценка их параметров являются не только одним из важнейших 
разделов математической статистики. Это своего рода искусство, 
учитывающее в каждой конкретной области знаний (в частности, в 
экономике, о которой идет речь), ее внутренние законы и потреб
ности. Но это также и наука, поскольку выбираемый и оценивае
мый вид формулы должен быть объяснен в терминах данной облас
ти знаний.

Пусть требуется оценить связь между переменными X  и У (на
пример, связь показателей безработицы и инфляции в данной стра
не за определенный период времени). В частности, может стоять 
вопрос, связаны ли между собой эти показатели, и при положи
тельном ответе на него, естественно, встает задача нахождения фор
мулы этой связи. Основой для ответа на этот вопрос являются 
статистические данные о динамике этих показателей (годовые, квар
тальные, месячные и т.п.). Эти данные представляют собой некото
рую, предположительно - случайную, выборку из генеральной со
вокупности, то есть из совокупности всех возможных сочетаний 
показателей инфляции и безработицы в сложившихся условиях.
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Таким образом, вывод о наличии связи для всей генеральной сово
купности нужно делать по выборочным данным, что само по себе 
уже делает ответ на поставленный вопрос небезусловным. Более 
того, по данным выборки ответить на вопрос в приведенной поста
новке, то есть о наличии связи “вообще”, невозможно. Действи
тельно, через любые А'точек на плоскости всегда можно провести 
полином степени N-\  и объявить, что найдена точная формула свя
зи. Однако опыт подсказывает, что если бы мы получили еще одну 
точку-наблюдение, то она наверняка не удовлетворяла бы найден
ной формуле. Поэтому вопрос о наличии связи между переменны
ми (в частности - экономическими) следует ставить как вопрос о 
наличии конкретной формулы (спецификации) такой связи, устой
чивой к изменению числа наблюдений. При этом нужно понимать, 
что ответ на этот вопрос по данным выборки не может быть одноз
начным и категоричным.

Простейшей формой зависимости между переменными является 
линейная зависимость, и проверка наличия такой зависимости, оце
нивание ее индикаторов и параметров является одним из важней
ших направлений приложения математической статистики.

Рассмотрим вначале вопрос о линейной связи двух переменных
1) Связаны ли между собой линейно переменные Х и  Y!
2) Какова формула связи переменных Х и  У?
В первом случае переменные X  и V выступают как равноправ

ные, здесь нет независимой и зависимой переменных. Во втором 
случае речь может идти о нахождении зависимости одной перемен
ной от другой, например об оценивании формулы Y =a+bX (где а и 
b - неизвестные коэффициенты такой зависимости). В этом случае 
переменная ^является независимой (объясняющей), а переменная Y
- зависимой (объясняемой). Вопрос о нахождении формулы зависи
мости можно ставить после положительного ответа на вопрос о су
ществовании такой зависимости, но эти два вопроса можно решать 
и одновременно.

Для ответа на поставленные вопросы существуют специальные 
статистические методы и, соответственно, показатели, значения ко
торых определенным образом (и с определенной вероятностью) сви
детельствуют о наличии или отсутствии линейной связи между пе
ременными. В первом случае это коэффициент корреляции вели
чин X  и К, во втором случае - коэффициенты линейной регрессии а 
и b, их стандартные ошибки и r-статистики, по значениям которых 
проверяется гипотеза об отсутствии связи величин Х и  Y

Вначале объясним логику появления такого показателя, как ко
эффициент корреляции. Предположим, что между переменными X  
и ^существует линейная связь. Наличие такой связи можно интер
претировать следующим образом. Если переменная X  принимает 
значения большие, чем ее среднее значение, и связь положительна
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(на языке формул это означает, что коэффициент b положителен), 
то значение переменной Ктакже должно быть больше ее среднего 
значения и соотношение отклонений Хи  Кот их средних значений 
должно быть постоянным. Если в этом случае переменная X прини
мает значение меньше, чем ее среднее значение, то и значение К 
должно быть меньше ее среднего с тем же коэффициентом пропор
циональности этих отклонений. Если связь переменных X и Котри- 
цательна, то положительное отклонение X от среднего значения до
лжно сочетаться с отрицательным отклонением У от ее средней, а 
отрицательное отклонение Хот среднего значения - с положитель
ным отклонением Кот ее средней - при постоянном соотношении 
этих отклонений. Если линейной связи между переменными Х и  У 
нет, то положительные отклонения переменной А'от ее среднего 
значения могут (хотя и не обязательно будут) сочетаться как с пол
ожительными, так и с отрицательными отклонениями Кот ее сред
него, то же можно сказать и про отрицательные отклонения X  от 
среднего.

15.4.3. Коэффициент корреляции для выборки и генераль
ной совокупности

В качестве меры для степени линейной связи двух переменных 
используется коэффициент их корреляции. Приведем вначале фор
мулу выборочного коэффициента корреляции переменных Х и  У:

~ 1 > *  - *)(у* -  У)
г ; ы

- i  ц  - х)2
Ч--1

z t  (У- - Й2
(3)

Рисунок 15.8. Типы зависимостей и коэффициент корреляции
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По формуле коэффициента корреляции видно, что он будет пол
ожителен, если отклонения переменных X  и Y от своих средних 
значений имеют, как правило, одинаковый знак, и отрицательным
- если разные знаки.

Коэффициент корреляции является безразмерной величиной (гак 
как размерности числителя и знаменателя есть размерности произ
ведения X  }0 ; его величина не зависит от выбора единиц измерения 
обеих переменных. Величина коэффициента корреляции меняется 
от -1 в случае строгой линейной отрицательной связи до +1 в слу
чае строгой линейной положительной связи. Случаи положитель
ной и отрицательной корреляции переменных (с близкими по мо
дулю к единице коэффициентами корреляции) показаны на рис. 
15.8. Близкая к нулю величина коэффициента корреляции говорит 
об отсутствии линейной связи переменных, но не об отсутствии 
связи между ними вообще. Это ясно из правой части рис. 15.8, где 
X  и К, очевидно, связаны друг с другом (лежат на одной окружнос
ти), но их коэффициент корреляции близок к нулю. Последнее 
вытекает их того, что каждой паре одинаковых отклонений пере
менной X  от ее среднего значения соответствуют равные по абсо
лютной величине положительное и отрицательное отклонения пе
ременной Кот ее среднего. Соответственно, произведения этих от
клонений “гасят” друг друга в числителе формулы коэффициента 
корреляции, и он оказывается близким к нулю. Заметим, что в 
числителе формулы для выборочного коэффициента корреляции 
величин Х и  У стоит их показатель ковариации'.

cov '[*,>>] = - Y  (xk - x)(yk -  у). (4)
П * = !

Этот показатель, как и коэффициент корреляции, характеризует 
степень линейной связи величин X и К, и он также равен нулю, 
если эти величины независимы. Однако, в отличие от коэффици
ента корреляции, показатель ковариации не нормирован - он имеет 
размерность, и его величина зависит от единиц измерения величин 
А" и К В статистическом анализе показатель ковариации сам по себе 
используется редко; он фигурирует обычно как промежуточный 
элемент расчета коэффициента корреляции.

Мы вели до сих пор речь о выборочном коэффициенте корреля
ции величин X  и Y, который рассчитывается для оценки степени 
линейной связи этих величин по данным выборки. При этом ис
тинным показателем степени линейной связи величин X  и Кдля 
закона распределения, имеющегося на генеральной совокупности, 
является теоретический коэффициент корреляции рЛГ оценкой ко
торого является выборочный коэффициент корреляции. Коэффи
циент корреляции для генеральной совокупности определяется сле
дующим образом:
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_  соv(X,J0
рлт а(Х)а{У)' { ’

Стоящий в числителе этой формулы показатель ковариации ве
личин X и ^определяется следующим образом:

cow[X, У\ = М\(Х-М\Х\) ( Y-Щ У])]. (6)

Используя показатель ковариации, удобно записать формулу для 
дисперсии суммы случайных величин Хи У:

D\X+ У] =  D\X\ + D\ У] + 2 cov[X У\. (7)

Исходя из определения коэффициента корреляции, покажем, что 
он равен 1 или -1 при строгой линейной зависимости величин Хи У 
и равен нулю в случае их независимости.

Пусть У=а+ЬХ. Тогда

М \(Х -  М \ Х \ ) \У -  М\У\)\ =  М \ ( Х -  М\Х\) \а  + ЬХ - М\а + ЬХ\)\ =
=  М [(Х -  М[Х\) (а + ЬХ - М\а] - М[ЬХ\)\ =
= М\(Х - М\Х\) \а  + ЬХ - М\а] - М[ЬХ\)\ =

= М\(Х - М\Х]) Ь(Х - М\Х])\ =  bD\X\.

с о у [Х ,У ]
Очевидно также, что D[Y\=D\a+bX\=b-D[X\,  и рхг = ащ . а[у] ~

b
- щ ,  то есть коэффициент корреляции равен 1 при положительном

коэффициенте Ь и равен -1 при отрицательном Ь. Если Х и  У неза
висимы, то

covl^K) = М\{Х - М\Х\){У - М\У\)\ =  М \ Х - М \Х \ \ М \У - М [ У \ ]  =
0 0  = 0 ,

но необязательно наоборот.
Итак, равный нулю коэффициент корреляции для генеральной 

совокупности говорит об отсутствии линейной связи рассматривае
мых величин. Однако он не свидетельствует об отсутствии их связи 
вообще. В случае равенства нулю показателя корреляции, напри
мер, величин уровней инфляции и безработицы (а это действитель
но практически гак для периода 1970-х - 1980-х годов для эконо
мики США) нужно не говорить сразу о независимости этих показа
телей в данный период, а попытаться построить более сложную 
модель их связи, учитывающую, возможно, как нелинейность са
мой зависимости, так и наличие в ней запаздываний во времени 
(лагов), а также инерционность динамики соответствующих величин.
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15.4.4. Оценивание параметров и проверка гипотез о кор
реляции случайных переменных

Далее, в анализе коэффициента корреляции возникает следую
щий вопрос. Если он равен нулю для генеральной совокупности, 
это вовсе не значит, что он в точности будет равен нулю для выбор
ки. Наоборот, он обязательно будет отклоняться от истинного зна
чения, но чем больше такое отклонение, тем менее оно вероятно 
при данном объеме выборки. Таким образом, при каждом конкрет
ном значении коэффициента корреляции величин X и Удля гене
ральной совокупности выборочный коэффициент корреляции яв
ляется случайной величиной. Следовательно, случайной величиной 
является также любая его функция, и требуется указать такую фун
кцию, которая имела бы одно из известных распределений, удобное 
для табличного анализа. Для выборочного коэффициента корреля
ции /-такой функцией является r-статистика, рассчитываемая по

формуле t =  г- )1п. 2 и имеющая распределение Стьюдента с (/г-2)

степенями свободы. Число степеней свободы меньше числа наблю
дений на 2 , поскольку в формулу выборочного коэффициента кор
реляции входят средние выборочные значения X  и Y, для расчета 
которых используются две линейные формулы их зависимости от 
наблюдений случайных величин. Сразу уточним, что для коэффи
циента корреляции будет проверяться нулевая гипотеза, то есть ги
потеза о равенстве его нулю в генеральной совокупности. Эта гипо
теза отвергается, если выборочный коэффициент корреляции слиш
ком далеко отклонился от нулевого значения, то есть произошло 
событие, которое было бы маловероятным в случае рху= 0 .

Здесь, конечно, очень важно понять, что конкретно значат слова 
“слишком далеко” и “маловероятное событие”. В последнем случае 
нужно задать вероятность такого события, которая называется в 
статистике “уровень значимости” . Чаще всего задается уровень зна
чимости 1% или 5%. Если для некоторого показателя проверяется 
гипотеза о том, что его истинное значение равно нулю, то данная 
гипотеза отвергается в том случае, если оценка показателя по дан
ным выборки такова, что вероятность получения такого или боль
шего (по модулю) ее значения меньше, чем 1% или 5% соответ
ственно.

На рис. 15.9 дана иллюстрация проверки нулевой гипотезы для 
коэффициента корреляции, которая может быть использована для 
рассмотрения общей схемы проверки статистических гипотез. Здесь 
Я0 - гипотеза о том, что истинное значение коэффициента корреля
ции равно нулю, альтернативная ей гипотеза Я, - что оно не равно
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Рисунок 15.9. Проверка нулевой гипотезы для коэф ф ициента корре
ляции

нулю. Функция/^.- функция плотности вероятности распределения 
Стьюдента в случае, если нулевая гипотеза верна (она максимальна 
при Z— 0, где Z -  случайная величина выборочного коэффициента 
корреляции). Заштрихованная область - это область больших по 
абсолютной величине (маловероятных при выполнении гипотезы 
Н0) значений выборочного коэффициента корреляции. Если пос
леднее все-таки попало в эту область, то Я() отвергается. Площадь 
заштрихованной области, равная а, - уровень значимости, или ве
роятность того, что туда попадет величина Z при выполнении Я0.

Рассмотрим процедуру и примеры проверки нулевой гипотезы 
для коэффициента корреляции на конкретном примере. Этот при
мер поможет показать логику и процедуру проверки статистичес
ких гипотез вообще. Взяты 10 наблюдений показателей инфляции 
и безработицы в США за 1931-1940 годы, для них рассчитан выбо
рочный коэффициент корреляции, составивший -0,227. Связь от
рицательная, что соответствует теории (кривая Филлипса), но зна
чима ли она? Проверим гипотезу Я(): р=0 о равенстве нулю истин
ного значения коэффициента корреляции. Для проверки гипотезы 
//(|, как уже говорилось, следует использовать f-статистику с п-2  
степенями свободы.

Сравнивая определенное по выборочным данным значение ста
тистики t с критическими точками, определяемыми по таблицам 
распределения Стьюдента, мы можем принять или отвергнуть нуле
вую гипотезу. В нашем примере /-статистика составляет -0,66. Зада
дим уровень значимости а=0,05, то есть 5%. Критическая (заштри
хованная) область состоит из двух одинаковых “хвостов” , площадь

10*
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каждого из которых составляет 0,025. Рассмотрим таблицы вероят
ности того, что величина /-статистики превысит уровень z , то есть 
попадет в правый “хвост” распределения. Вероятность попасть только 
в правый “хвост” , то есть в одностороннюю критическую область, 
равна а /2 , в нашем случае 0,025. Из таблицы найдем, что критичес
кое значение z составляет 2,306. Это означает, что мы отвергли бы 
нулевую гипотезу только если |/|>2,306, а в нашем случае |/]=0,66. 
Итак, в нашем случае не исключается, что истинное значение ко
эффициента корреляции равно нулю, то есть на основе данной вы
борки не удалось сделать вывод о наличии статистически значимой 
линейной связи показателей инфляции и безработицы в США. Не
льзя, впрочем, здесь сделать вывода и об отсутствии такой связи.

Вопросы к главе 15

1. Какой вид (аналитический и графический) имеют плотность рас
пределения вероятности и функция распределения стандартного 
равномерного распределения, определенного на интервале 0 <х< 1?

2. Какой вид (аналитический и графический) имеют плотность рас
пределения вероятности и функция распределения стандартного 
нормального распределения?

3. В чем важность нормального распределения для экономического 
анализа?

4. Что такое распределение Стьюдента? Где и как оно применяется?
5. Что такое совместная, предельная и условная вероятности двух 

событий А и В? Каковы их определения и связь между ними?
6 . Как определяется независимость событий?
7. Укажите основные вероятностные характеристики двух случай

ных величин и соотношения между ними.
8 . Что такое ковариация и коэффициент корреляции двух случай

ных величин? Какое свойство случайных величин они характе
ризуют?

9. В каких случаях понятия некоррелированности и независимости 
двух случайных величин эквивалентны, а в каких различны?

10. Приведите пример совместной плотности распределения вероят
ности двух случайных величин и нарисуйте их линии уровня для 
различных значений коэффициента корреляции этих величин.

11. Как проверяется гипотеза о некоррелированности двух случай
ных величин?



ГЛАВА 16
М ОДЕЛЬ Л И Н Е Й Н О Й  РЕГРЕССИИ

16.1. Проблема оценивания линейной связи экономи
ческих переменных

Проблема изучения взаимосвязей экономических показателей 
является одной из важнейших проблем экономического анализа. 
Любая экономическая политика заключается в регулировании эко
номических переменных, и она должна основываться на знании 
того, как эти переменные влияют на другие переменные, являющи
еся ключевыми для принимающего решения политика. Так, в ры
ночной экономике нельзя непосредственно регулировать темп ин
фляции, но на него можно воздействовать средствами бюджетно
налоговой и кредитно-денежной политики. Поэтому, в частности, 
должна быть изучена зависимость между предложением денег и 
уровнем цен. Невозможно строить, проверять или улучшать эконо
мические модели без статистического анализа их переменных с ис
пользованием реальных статистических данных. Вся сфера эконо
мических исследований может быть в определенном смысле охарак
теризована как изучение взаимосвязей экономических переменных, 
и инструментарием их базового анализа являются методы статисти
ки и эконометрики.

Изучение зависимостей экономических переменных начнем со 
случая двух переменных (обозначим их х и у). Этот случай наиболее 
прост и может быть рассмотрен графически. Предположим, что име
ются ряды значений переменных, соответствующие им точки нане
сены на график и соединены линией. Если это реальные статисти
ческие данные, то мы никогда не получим простую линию - линей
ную, квадратичную, экспоненциальную и т.д. Всегда будут присут
ствовать отклонения зависимой переменной, вызванные ошибками 
измерения, влиянием неучтенных величин или случайных факто
ров. Но если мы не получили, например, точную прямую линию, 
это еще не значит, что в основе рассматриваемой зависимости ле
жит нелинейная функция. Возможно, зависимость переменных ли
нейна, и лишь случайные факторы приводят к некоторым отклоне
ниям от нее. То же самое можно сказать и про любой другой вид 
функции. Связь переменных, на которую накладываются воздейст
вия случайных факторов, называется статистической связью. Нали
чие такой связи заключается в том, что изменение одной перемен
ной приводят к изменению математического ожидания другой пе-
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ременной. Можно указать два типа взаимосвязей между перемен
ными х и у. В одном случае может быть неизвестно, какая из двух 
переменных является независимой, и какая - зависимой. В этом 
случае переменные равноправны, и имеет смысл говорить о статис
тической взаимосвязи корреляционного типа. Оценка и анализ парной 
корреляции уже рассматривались в предыдущей главе. Другая ситу
ация возникает, если две исследуемые переменные не равноправны, 
но одна из них рассматривается как объясняющая (или независи
мая), а другая как объясняемая (или зависящая от первой). Если это 
так, то изменение одной из переменных служит причиной для из
менения другой. Например, рост дохода ведет к увеличению по
требления; снижение процентной ставки увеличивает инвестиции; 
увеличение валютного курса сокращает чистый экспорт. Это - тот 
случай, когда должно быть оценено уравнение регрессии у=/{х).  
Уравнение регрессии - это формула статистической связи между 
переменными. Если эта формула линейна, то речь идет о линейной 
регрессии. Формула статистической связи двух переменных называ
ется парной регрессией, зависимость от нескольких переменных - 
множественной регрессией. Например, Кейнсом была предложена 
линейная формула зависимости частного потребления Сот распола
гаемого дохода Yj. C=C0+b Yd, где Со>0 - величина автономного 
потребления, 1>й>0 - предельная склонность к потреблению.

Выбор формулы связи переменных называется спецификацией 
уравнения регрессии; в данном случае выбрана линейная формула. 
Однако до тех пор, пока не оценены количественные значения па
раметров Сн и Ь, не проверена надежность сделанных оценок, эта 
формула остается лишь гипотезой. Оценка значений параметров 
выбранной формулы статистической связи переменных называется 
параметризацией уравнения регрессии. Как же оценить значения 
параметров и проверить надежность оценок? Рассмотрим вначале 
рис. 16.1.

Рис. 16.1
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На рисунке 16.1 изображены три ситуации:
• на графике (а) взаимосвязь л: и у  близка к линейной; прямая 

линия ( 1) здесь близка к точкам наблюдений, и последние от
клоняются от нее лишь в результате сравнительно небольших 
случайных воздействий;

• на графике (Ь) реальная взаимосвязь величин х и дописывается 
нелинейной функцией (2 ), и какую бы мы ни провели прямую 
линию (например, 1), отклонения точек наблюдений от нее бу
дут существенными и неслучайными;

• на графике (с) явная взаимосвязь между переменными х и у  
отсутствует; какую бы мы ни выбрали формулу связи, результа
ты ее параметризации будут здесь неудачными. В частности, пря
мые линии 1 и 2 , проведенные через “центр" “облака" точек 
наблюдений и имеющие противоположный наклон, одинаково 
плохи для того, чтобы делать выводы об ожидаемых значениях 
переменной у  по значениям переменной х.

16.2. Парная линейная регрессия. Метод наименьших 
квадратов

Начальным пунктом эконометрического анализа зависимостей 
обычно является оценка линейной зависимости переменных. Если 
имеется некоторое “облако” точек наблюдений, через него всегда 
можно попытаться провести такую прямую линию, которая являет
ся наилучшей в определенном смысле среди всех прямых линий, то 
есть “ближайшей” к точкам наблюдений по их совокупности. Для 
этого мы вначале должны определить понятие близости прямой к 
некоторому множеству точек на плоскости; меры такой близости 
могут быть различными. Однако любая разумная мера должна быть, 
очевидно, связана с расстояниями от точек наблюдений до рассмат
риваемой прямой линии (задаваемой уравнением у  = а + Ьх).

Обычно в качестве критерия близости используется минимум 
суммы квадратов разностей наблюдений зависимой переменной у. и 
теоретических, рассчитанных по уравнению регрессии значений (а 
+ Ьх.):

Q = £ е- = Е О ', - + Ьх) У  min- (1)
I I

Здесь считается, что у. и х - известные данные наблюдений, а и Ь
- неизвестные параметры линии регрессии. Поскольку функция Q 
непрерывна, выпукла и ограничена снизу нулем, она имеет мини
мум. Для соответствующих точке этого минимума значений а и Ь 
могут быть найдены простые и удобные формулы (они будут при
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ведены ниже). Метод оценивания параметров линейной регрессии, 
минимизирующий сумму квадратов отклонений наблюдений зави
симой переменной от искомой линейной функции, называется Ме
тодом наименьших квадратов (МНК),  или Least Squares Method (LS).

“Наилучшая” по МНК прямая линия всегда существует, но даже 
наилучшая не всегда является достаточно хорошей. Если в действи
тельности зависимость y=f{x) является, например, квадратичной (как 
на рисунке 16.1(b)), то ее не сможет адекватно описать никакая 
линейная функция, хотя среди всех таких функций обязательно 
найдется “наилучшая” . Если величины х и у  вообще не связаны 
(рис. 16.1(c)), мы также всегда сможем найти “наилучшую” линей
ную функцию у =  а+bx  для данной совокупности наблюдений, но 
в этом случае конкретные значения а и b определяются только 
случайными отклонениями переменных и сами будут очень сильно 
меняться для различных выборок из одной и той же генеральной 
совокупности. Возможно, на рис. 16.1(c) прямая 1 является наилуч
шей среди всех прямых линий (в смысле минимального значения 
функции Q), но любая другая прямая, проходящая через централь
ную точку “облака” (например, линия 2 ), ненамного в этом смысле 
хуже, чем прямая 1, и может стать наилучшей в результате неболь
шого изменения выборки.

Рассмотрим теперь задачу оценки коэффициентов парной ли
нейной регрессии более формально. Предположим, что связь между 
х и у  линейна: у  =  а+рх. Здесь имеется в виду связь между всеми 
возможными значениями величин х и у, то есть для генеральной 
совокупности. Наличие случайных отклонений, вызванных воздей
ствием на переменную у  множества других, неучтенных в нашем 
уравнении факторов и ошибок измерения, приведет к тому, что 
связь наблюдаемых величин х и у. приобретет вид yi. =  а  + рх + е.. 
Здесь е. - случайные ошибки (отклонения, возмущения). Задача 
состоит в следующем: по имеющимся данным наблюдений {х}, {у } 
оценить значения параметров а й в ,  обеспечивающие минимум ве
личины Q. Если бы были известны точные значения отклонений е , 
то можно было бы (в случае правильности предполагаемой линей
ной формулы) рассчитать значения параметров а  и р. Однако зна
чения случайных отклонений в выборке неизвестны, и по наблюде
ниям X и у. можно получить оценки параметров а и р ,  которые сами 
являются случайными величинами, поскольку соответствуют слу
чайной выборке. Пусть а - оценка параметра а , b - оценка парамет
ра р. Тогда оцененное уравнение регрессии будет иметь вид: 
у=а+Ьх.+е. ,  где е. - наблюдаемые значения ошибок е..

Для оценки параметров а й в  воспользуемся МНК, который 
минимизирует сумму квадратов отклонений фактических значений 
у( от расчетных (см. (16.1)). Минимум ищется по переменным а и Ь.
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При использовании М НК к ошибкам 8  ̂ предъявляются сле
дующие требования, называемые условиями Гаусса—Маркова:

1) величина е .  является случайной переменной;
2) математическое ожидание е .  равно нулю: А/(е .) =  0;
3) дисперсия е . постоянна: D(&) =  D ( e ) =  и2 для всех /, у;
4) значения е . независимы между собой. Откуда вытекает, в 

частности, что

5) величины g. статистически независимы со значениями х .
Известно, что, если условия 1)-5) выполняются, то оценки, 

сделанные с помощью МНК, обладают следующими свойствами:
1) Оценки являются несмещенными, т.е. математическое ожи

дание оценки каждого параметра равно его истинному значе
нию: М(а) =  сх; М(Ь) =  р. Это вытекает из того, что Л /(е .) =  0, 
и говорит об отсутствии систематической ошибки в определе
нии положения линии регрессии.

2) Оценки состоятельны, так как дисперсия оценок парамет
ров при возрастании числа наблюдений стремится к нулю: limD(a)

= 0; HrnD(b) =  о. Иначе говоря, если п достаточно велико, то
практически наверняка а близко к а , а b близко к (3: надежность 
оценки при увеличении выборки растет.

3) О ценки эффективны, они имеют наименьшую диспер
сию по сравнению с любыми другими оценками данного пара
метра, линейными относительно величин у.. В англоязычной ли
тературе такие оценки называются BLUE (Best Linear Unbiased 
Estimators - наилучшис линейные несмещенные оценки).

Перечисленные свойства не зависят от конкретного вида рас
пределения величин е ., тем не менее обычно предполагается, 
что они распределены нормально N(0; а 2). Эта предпосылка необ
ходима для проверки статистической значимости сделанных оце
нок и определения для них доверительных интервалов. При ее 
выполнении оценки М Н К имеют наименьшую дисперсию не 
только среди линейных, но среди всех несмещенных оценок.

Если предположения 3) и 4) нарушены, то есть дисперсия 
возмущений непостоянна и/или значения е. связаны друг с дру
гом, то свойства несмещенности и состоятельности сохраняют
ся, но свойство эффективности - нет.

При невыполнении предположения 5) может нарушаться и 
свойство несмещенности оценок, являющееся наиболее важным 
в эконометрическом анализе. Значительная часть современной 
эконометрической теории посвящена анализу выполнения дан
ного свойства (в совокупности с остальными) в различных кон
кретных ситуациях, а также выяснению и корректировке по
следствий его невыполнения.

(2)
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Рассмотрим теперь процедуру оценивания параметров пар
ной линейной регрессии а и Ь. Для того, чтобы функция Q —

X) е' = E)(v - (а + Ьх) ) 2 достигала минимума, необходимо равен-I I
ство нулю ее частных производных:

Qa = ~ 2 £  (у, -  а - Ьх) = О

Q'* = ~ 2Е O', - а ~ = 0
Т у .  -  па ~ ЙЕ Х/ = 0 (3) 

Е  у л  -  «Е * , - ^Е*<2 = о <4)

Если уравнение (16.3) разделить на п, то получим у —а+Ьх

Е у< _ Е * -
(здесь у = -- - -- ■; х = ---- средние значения х  и у). Таким обра

зом, линия регрессии проходит через точку со средними значе
ниями х и у. Подставив величину а из (16.3) в (16.4), получаем

Е > Л  = £*<(У ~ ЬТ> + ЬЕ *'2 = га(у -  Ьх) + Ь Е Х'2-
I I I I

Откуда

ь =
-  rvc1 Е К  -  X?  (6)

I I
а =  у  - Ьх.

Иначе можно записать, что b =  cov(*’̂  = (где г  - ко-
~jD(x)

эффициент корреляции х и у). Таким образом, коэффициент 
регрессии пропорционален показателю ковариации и коэф фи
циенту корреляции х и у, а коэффициенты этой пропорцио
нальности служат для соизмерения перечисленных разноразмер
ных величин. Оценки а и Ь, очевидно, являются линейными от
носительно у. (если х. считать коэффициентами) - выше об этом 
упоминалось.

Итак, если коэффициент г  уже рассчитан, то легко рассчи
тать коэффициент парной регрессии, не решая системы уравне
ний. Ясно также, что если рассчитаны линейные регрессии х(у) 
и у(х), то произведение коэффициентов Ьх и bv равно гг:

ЬЬ =  =  *
i Ш  i Ш

( 7)
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16.3. Анализ статистической значимости коэффици
ентов линейной регрессии

Величины у., соответствующие данным х при некоторых теоре
тических значениях а и р ,  являются случайными. Следовательно, 
случайными являются и рассчитанные по ним значения коэффици
ентов а и Ь. Их математические ожидания при выполнении предпо
сылок об отклонениях е. равны, соответственно, а и р .  При этом 
оценки тем надежнее, чем меньше их разброс вокруг а  и р, то есть 
дисперсия. По определению дисперсии D(b) =  M(b-Р)2; D(a) =  М(а- 
а У~. Надежность получаемых оценок а и b зависит, очевидно, от 
дисперсии случайных отклонений е., но поскольку поданным вы
борки эти отклонения (и, соответственно, их дисперсия) оценены 
быть не могут, они заменяются при анализе надежности оценок 
коэффициентов регрессии на отклонения переменной у  от оценен
ной линии регрессии е=у-а-Ьх..

Можно доказать (доказательство опускаем), что D(b) = S 2 =

зависимой переменной вокруг линии регрессии (необъясненная дис
персия). Sa и 5 4- стандартные отклонения случайных величин а и Ь. 
Полученный результат можно проинтерпретировать следующим об
разом.

Коэффициент b есть мера наклона линии регрессии. Очевидно, 
чем больше разброс значений у  вокруг линии регрессии, тем больше 
(в среднем) ошибка в определении наклона линии регрессии. Если 
такого разброса нет совсем (е( = 0 и, следовательно, о 2= 0 ), то пря
мая определяется однозначно и ошибки в расчете коэффициентов а 
и b отсутствуют (а отсюда и значение “замещающее” а 2, равно 
нулю).

На рис. 16.2а отклонения в значениях переменной у  от линии 
регрессии отсутствуют, и через три точки проводится та же прямая, 
что и через любые две из них. На рис. 16.2Ь через три точки прово
дится такая же линия регрессии, но колебания значений перемен
ной у вокруг этой линии значительны. Поэтому через пары точек 
(1,2) и (1,3) проходят совершенно разные прямые, отличные от об
щей прямой. Следовательно, стандартные ошибки коэффициентов 
регрессии в этом случае будут значительными.

В знаменателе величины D(b) стоит сумма квадратов отклонений 
х от среднего значения х. Эта сумма велика в том случае, если 
регрессия оценена на достаточно широком диапазоне значений пе
ременной х, и в этом случае, при данном уровне разброса у., очевид-

£(* ,. -  х)г ’ П(С1) =  S 2
п -  2

- мера разброса
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Рис. 16.2а Рис. 16.2Ь

но, ошибка в оценке величины наклона прямой будет меньше, чем 
при малом диапазоне изменения переменной х. Попробуйте провес
ти прямую по двум точкам: если х, и х: лежат рядом, то даже 
небольшое изменение одного из у. существенно меняет наклон пря
мой (если х, и х, далеки друг от друга - ситуация обратная).

Так, на рисунке 16.3 через пары точек (1,2) и (1а,2) проходят 
одни и те же прямые, в то же время разброс переменной х для 
первой из пар больше. Если у второй точки из каждой пары изме
нить значение переменной у  (перевести ее в точку 2а или 2Ь), то 
наклон прямой для пары ( 1,2) изменится значительно меньше, чем 
для пары ( 1а,2 ).

Кроме того, чем больше (при прочих равных) число наблюдений 

я, тем больше 51 ~ х) и, тем самым, меньше стандартная ошибка 
оценки. Дисперсия свободного члена уравнения регрессии равна

5 > 2
D(a) =  D(b) ■ - она пропорциональна D(b) и, тем самым, также

соответствует уже сделанным пояснениям о влиянии разброса у  во
круг регрессионной прямой и разброса х на стандартную ошибку. 
Чем сильнее меняется наклон прямой, проведенной через данную 
точку (х,у), тем больше разброс значений свободного члена, харак
теризующего точку пересечения этой прямой с осью у. Кроме того, 
дисперсия и стандартная ошибка свободного члена тем больше, чем 
больше средняя величина хЛ При больших по модулю значениях х 
даже небольшое изменение наклона регрессионной прямой может 
вызвать большое изменение оценки свободного члена, поскольку в 
этом случае в среднем велико расстояние отточек наблюдений до 
оси у.
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Рис. 16.3

На рис. 16.4 через пары точек (1,2) и (3,4) проходит одна и та же 
прямая линия. Ее свободный член равен а. Для второй из этих пар 
значения переменной х больше по абсолютной величине (при оди
наковом разбросе значений х  и у). Если в первой из этих пар от 
точки 1 перейти к точке 1а, а во второй - от точки 3 к За, что 
вызвано одинаковыми изменениями одного из значений перемен
ной у, то обе линии становятся горизонтальными. Изменения ко
эффициента наклона прямой одинаковы, но свободный член в пер
вом случае становится равным а г  а во втором - - таким образом, 
он меняется значительно больше там, где больше абсолютные зна
чения переменнойх

Формально значимость оцененного коэффициента регрессии Ь 
может быть проверена с помощью анализа его отношения к своему
стандартному отклонению Sh =  <JD(b). Эта величина в случае вы
полнения исходных предпосылок модели имеет t-распределение 
Стыодента с (/7-2 ) степенями свободы (/; - число наблюдений). Она 
называется t-статистикой:

/ = . (8 )
jD(b) S,ь

Для /-статистики проверяется нулевая гипотеза, то есть гипотеза
о равенстве ее нулю. Очевидно, / = 0 равнозначно Ь — О, поскольку 
/ пропорциональна Ь.
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Y

Рис. 16.4

Рассмотрим конкретный пример, уже затрагивавшийся в пред
ыдущей главе. Пусть INF-  темп инфляции, U - уровень безработи
цы в США в 1931 - 1940 годы (10 наблюдений). Точки наблюдений 
показаны на рис. 16.5.

Из рис. 16.5 можно видеть, что, возможно, есть некоторая отри
цательная связь показателей INF и U, но вряд ли этот рисунок 
подтверждает наличие статистически значимой линейной связи. Для 
проверки этого вывода оценена парная регрессия INF=  5,07 - 0,32 U. 
Оценена величина

s’ V е'
^  = 5 > ,2 - Г  “ (п - 2)jJ> 2 - х2 

Sh * 0,486.

0,32
Отсюда t =  - Q-^gg ~ -0,658. Зададим уровень значимости 0,1 при

двусторонней альтернативной гипотезе (то есть если величина Ьф0, 
то она может быть как положительной, так и отрицательной). Таб
лицы для /-статистик обычно публикуются для односторонней аль
тернативной гипотезы (/>0 ), поэтому найдем критическое значение 
для уровня значимости 0,05 (доверительная вероятность 0,95) с 
(п-2)=8  степенями свободы /s.()95= 1,860 и сравним с ним |/|=0,658.

£  (У, - а - Ьху

* 0,236 =>
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Рисунок 16.5. Уровень инфляции (INF) и безработицы (60 в США в 
1931-1940 гг.

Поскольку |/|< 1,860, нулевая гипотеза {/ =  0} не может быть отвер
гнута при заданном уровне значимости. Иными словами, нельзя 
считать (грубо говоря), что уровень инфляции в рассматриваемый 
период значимо зависел от показателя безработицы. Если уровень 
значимости задать равным 0,3, то /8085 = 1 ,108 > 0,658, - даже при 
такой слабой значимости нулевая гипотеза не может быть отвергнута.

Проверка значимости коэффициента парной линейной регрес
сии эквивалентна проверке значимости коэффициента корреляции 
переменных х и у. В этом можно убедиться, сравнив значения t- 
статистик для коэффициента корреляции в предыдущей главе и 
коэффициента регрессии b (пример рассматривается один и тот же). 
Эти значения одинаковы и равны -0,658. Соответственно, и уро
вень значимости у них одинаков.

При оценке значимости коэффициента линейной регрессии можно 
использовать следующее грубое правило. Если стандартная ошибка 
коэффициента больше его модуля (t < 1), то он не может быть 
признан хорошим (значимым), поскольку доверительная вероят
ность здесь при двусторонней альтернативной гипотезе составляет 
лишь менее, чем приблизительно 0,7. Если стандартная ошибка мень
ше модуля коэффициента, но больше его половины (1 < t < 2 ), то 
сделанная оценка может рассматриваться как более или менее зна
чимая. Доверительная вероятность здесь примерно от 0,7 до 0,95. 
Значение / от 2 до 3 свидетельствует о весьма значимой связи (дове-
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Рисунок 16.6. Объем частного потребления (CONS, Q  и располагае
мого дохода (DINC, К,) в США в 1971-1990 гг. (млрд.долл., 1982 г.)

рительная вероятность от 0,95 до 0,99), и I > 3 есть практически 
стопроцентное свидетельство ее наличия. Конечно, в каждом случае 
играет роль число наблюдений; чем их больше, тем надежнее при 
прочих равных выводы о наличии связи и тем меньше верхняя 
граница доверительного интервала для данных числа степеней сво
боды и уровня значимости. Однако эти различия существенны лишь 
для малых /7, а при п порядка 10 и более сформулированные прави
ла приблизительно верны.

Для иллюстрации действительно значимой линейной связи по
казателей рассмотрим величины частного потребления и располага
емого дохода в США за 1971-1990 годы. Динамика этих показате
лей показана на рис. 16.6.

На рисунке 16.6 явно просматривается четкая линейная зависи
мость объема частного потребления от величины располагаемого 
дохода. Уравнение парной линейной регрессии, оцененное по этим 
данным, имеет вид: С =  -217,6 + 1,007т,. Стандартные ошибки для 
свободного члена и коэффициента парной регрессии равны, соот
ветственно, 28,4 и 0,012, а /-статистики - -7,7 и 81,9. Обе они по 
модулю существенно превышают 3, следовательно, их статистичес
кая значимость весьма высока. Впрочем, несмотря на то, что здесь 
удалось оценить статистически значимую линейную функцию по
требления, в ней нарушены сразу две предпосылки Кейнса - уро
вень автономного потребления Сп оказался отрицательным, а предель-
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пая склонность к потреблению превысила единицу. Очевидно, в 
рассматриваемый период наблюдался процесс “вытеснения” потреб
лением некоторых других составляющих ВНП (в частности - чисто
го экспорта).

16.4. Сравнение истинных и оцененных зависимостей

Соотношение между истинной зависимостью между переменны
ми (в генеральной совокупности) и зависимостью, оцененной по 
выборочным данным проще всего показать на примере соотноше
ния между доходами и расходами. Пусть, к примеру, в небольшом 
городке проживают сто семей (генеральная совокупность), доходы 
которых (Хк)  можно отнести к одной из пяти групп (к =  1,...,5). 
Предположим также для простоты, что распределение людей по до
ходам - равномерное, то есть в каждую группу входят 20 семей. 
Собрав данные по расходам на члена семьи, нанесем их в виде 
точек на график, по вертикальной оси которого отложим расходы, а 
по горизонтальной - доходы.

На рис. 16.7 видно, что, во-первых, даже внутри группы с одним 
доходом расходы людей различны, что объясняется различием вку
сов, потребностей, количеством членов в семье и другими фактора
ми, которые не входят в число переменных, объясняющих расходы, 
и представляемыми в виде случайного (по отношению к доходам) 
компонента расходов. Во-вторых, можно заметить, что, в среднем, 
расходы растут с увеличением доходов.

Обозначая средние по к-й группе дохода (в генеральной сово
купности) расходы М\ fyYJ, можно представить тенденцию увеличе
ния расходов с доходами в виде положительной линейной зависи
мости

Рис. 16.7
I 1 Замков
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М[ У\Х\ =  а  + р X, (9)

которая предполагается истинной зависимостью между средни
ми расходами и доходами. Для неусредненных расходов в эту зави
симость следует добавить случайный член е, описывающий разброс 
расходов внутри группы с одним доходом, обусловленный действи
ем всех остальных факторов, кроме доходов.

У =  а  +  р-А' +  е . (1 0 )

Эта зависимость предполагается истинной зависимостью между 
индинидуальными расходами и доходами (в генеральной совокуп
ности).

Теперь обратимся к выборочным данным о расходах, собранным 
путем выборочного опроса части жителей городка. Считая выборку 
репрезентативной, предположим, для простоты, она включает по 
одному человеку из каждой группы дохода. Отображая выборочные 
точки на графике, мы можем провести через них линию регрессии, 
соответствующую уравнению У =  а + ЬХ, коэффициенты а н b в 
котором рассчитываются по обычным формулам линейной регрес
сии. Если учесть, что наблюдаемые значения К не лежат на линии 
регрессии (а+ЬХк), то в это уравнение надо добавить выборочные 
случайные возмущения е (ek =  Yk-a-bXk), являющиеся аналогами 
случайных возмущений е в генеральной совокупности:

Yk =  а + ЬХк + ек. ( 11)

Таким образом, мы 
имеем две линейных 
регрессии: одну для ге
неральной совокупнос
ти, коэффициенты в 
которой обычно обоз
начаются греческими 
буквами, и другую для 
выборки, коэффициен
ты в которой обычно 
обозначаются латин
скими буквами. Коэф
фициенты линейной 
зависимости для гене
ральной совокупности 
нам неизвестны, и мы 
должны их оценить, пользуясь выборочными данными. Коэффи
циенты выборочной линейной регрессии а и b являются выбороч
ными оценками коэффициентов а  и р в генеральной совокупности.

Рис. 16.8
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Из рис. 16.8 видно, что выборочные линии регрессии имеют 
разный наклон и разные точки пересечения с осью Кдля различных 
выборок. Более того, при положительном наклоне генеральной рег
рессии наклон выборочной линии регрессии может оказаться для 
некоторых выборок отрицательным, что, однако, не будет свиде
тельствовать об истинной отрицательной связи исследуемых вели
чин. Для того чтобы убедиться в этом, следует помимо коэффици
ентов регрессии находить их стандартные отклонения и /-статисти
ки, по которым можно судить о статистической значимости полу
ченных выборочных коэффициентов регрессии.

16.5. Множественная линейная регрессия

Значения экономических переменных определяются обычно вли
янием не одного, а нескольких объясняющих факторов. В таком 
случае зависимость у  =/{х )  означает, что .г - вектор, содержащий т 
компонентов: х =  (хг  х2, ... , хш). Задача оценки статистической 
взаимосвязи переменных у  и х  =  (хг  х2, ... , x j  формулируется 
аналогично случаю парной регрессии. Записывается функция у  =  
f la ,x)+e,  где а  - вектор параметров, е - случайная ошибка. Пред
полагается, что эта функция связывает переменную у  с вектором 
независимых переменных хдля данных генеральной совокупности. 
Как и в случае парной регрессии, предполагается, что ошибки е; 
являются случайными величинами с нулевым математическим 
ожиданием и постоянной дисперсией; е( и е статистически незави
симы при ij. Кроме того, для проверки статистической значимости 
оценок а  обычно предполагается, что ошибки е( нормально распре
делены. Поданным наблюдений выборки размерности «требуется 
оценить значения параметров а , то есть провести параметризацию 
выбранной формулы (спецификации) зависимости.

Мы будем говорить о линейной зависимости у  от х, то есть о 
множественной линейной регрессии. Теоретическое уравнение рег
рессии имеет вид:

у =  а,, + а . х .  + а , х ,  +  ... + а х  +  е.  (12)
С) I I  2 2 т  т

Здесь а  - вектор неизвестных параметров размерности (т +  1). 
Пусть имеется п наблюдений вектора х и зависимой переменной у. 
Для того, чтобы формально можно было решить задачу, то есть 
найти некоторый наилучший вектор параметров, должно быть п > 
/71+1. Если это условие не выполняется, то можно найти бесконечно 
много разных векторов коэффициентов, при которых линейная 
формула связывает между собой х и у  для имеющихся наблюдений 
абсолютно точно. Если, в частном случае, п =  т+ 1 (например, при 
двух объясняющих переменных в уравнении у  =  а ц + а ^ + с у ^  и трех

п*
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наблюдениях), то оценки коэффициентов а  рассчитываются един
ственным образом - путем решения системы линейных уравнений 
{^= а 0+ а  ,дс|;.+оцх,у+ ... + o.mxmJ; у— 1,2,...,/7 - индекс наблюдения}. Так, 
через три точки-наблюдения в трехмерном пространстве можно про
вести единственную плоскость определяемую параметрами а 0,а |(а г 
Если число наблюдений больше минимально необходимого, то есть 
п > т + 1, то уже нельзя подобрать линейную формулу, в точности 
удовлетворяющую всем наблюдениям, и возникает необходимость 
оптимизации, то есть выбора наилучшей формулы-приближения для 
имеющихся наблюдений. Положительная разность (п-т-1) в этом 
случае называется числом степеней свободы. Если число степеней 
свободы мало, то статистическая надежность оцениваемой формулы 
невысока. Так, если проведена плоскость “в точности” через имею
щиеся три точки наблюдений, любая четвертая точка-наблюдение 
из той же генеральной совокупности будет практически наверняка 
лежать вне этой плоскости, возможно - достаточно далеко от нее. 
Обычно при оценке множественной регрессии для обеспечения ста
тистической надежности требуется, чтобы число наблюдений по край
ней мере в 3 раза превосходило число оцениваемых параметров.

Задача построения множественной линейной регрессии состоит в 
нахождении (т+ 1 )-мерного вектора а, элементы которого есть оценки 
соответствующих элементов вектора а. Критерии оценивания, как 
и в случае парной регрессии, могут быть различными; мы будем 
вновь использовать метод наименьших квадратов (МНК).

Уравнение регрессии с оцененными параметрами имеет вид

У =  а„ +  Я,х, + а2х2 + ... + а х т + е, (13)

и критерием для нахождения вектора (а) является т ‘п5Г ^2.i
Оцененное уравнение должно описать как общий тренд (тенден
цию) изменения зависимой переменной у, так и отклонения от это
го тренда. Проблема здесь состоит не только в том, чтобы объяс
нить возможно большую долю колебаний переменной у , но и отде
лить влияние каждого из факторов, рассматриваемых как объясня
ющие переменные.

При выполнении предпосылок 1)-4) относительно ошибок е( оцен
ки параметров множественной линейной регрессии являются не
смещенными, состоятельными и эффективными. Отклонение зави
симой переменной у  в j - м наблюдении от линии регрессии, е, запи
сывается следующим образом: е, — у. - а, - а,х, - а х̂  ̂ - ... ' - а х . .

r  J  J  0 1 уI 2 j l  т  jm
Обозначим сумму квадратов этих величин, которую нужно миними
зировать в соответствии с методом наименьших квадратов, через Q.

Q = 'YLei 5Г (У/ К  + arK, , ^ 2 _> min
i j i

(14)
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Минимизируемая функция Q является квадратичной относительно 
неизвестных величин а.. Необходимым условием ее минимума яв
ляется равенство нулю всех ее частных производных по а.. Частные 
производные квадратичной функции являются линейными фун
кциями, и, приравнивая их всех к нулю, мы получим систему из 
(ш + 1) линейных уравнений с (т + 1) неизвестными. Такая система 
имеет обычно единственное решение (за исключением особого слу
чая, когда столбцы ее линейно зависимы и решения нет или их 
бесконечно много; однако данные реальных статистических наблю
дений к такому особому случаю, вообще говоря, никогда не приво
дят). Данная система называется системой нормальных уравнений. 
Ее решение в явном виде удобнее всего выписать в векторно-мат
ричной форме, иначе оно становится слишком громоздким. Вектор
но-матричная запись и вывод решения системы нормальных урав
нений приведены в Приложении; при начальном ознакомлении с 
проблемой оно может быть опущено.

Для анализа статистической значимости полученных коэффици
ентов множественной линейной регрессии необходимо, как и в слу
чае парной регрессии, оценить дисперсию и стандартные отклоне
ния коэффициентов а.

i
В случае парной регрессии D(b) = Sb2 = _ 2)^р (х -  х)2' в °®~

щем случае Д д )  = — ‘т _ (где Z  - диагональный элемент

матрицы ( ^ Х ) - см. Приложение). Соответственно, стандартное 
отклонение Saj =  ^D(a), и для проверки нулевой гипотезы для каж
дого из коэффициентов а рассчитываются, как и в случае парной

регрессии, /-статистики: t ~ T ~ ,  имеющие распределение Стьюдента
“i

с (п-т-\ ) степенями свободы.
Если (п-т-\),  то есть число степеней свободы, достаточно велико 

(не менее 8 - 10), то при 5%-ном уровне значимости и двусторон
ней альтернативной гипотезе критическое значение /-статистики при
близительно равно двум. Здесь, как и в случае парной регрессии, 
можно приближенно считать оценку незначимой, если /-статистика 
по модулю меньше единицы, и весьма надежной, если модуль /- 
статистики больше трех. Другие критерии качества полученного 
уравнения регрессии будут рассмотрены в следующей главе. Там же 
будут приведены и примеры статистического анализа значимости 
коэффициентов множественной линейной регрессии.
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ПРИЛОЖ ЕНИЕ

Расчет вектора коэффициентов множественной линейной регрессии

Пусть е. = у. - а0 - а,х, - а2хп ... - а х . ,/п ип где / - индекс наблюде
ния. Сумма квадратов отклонений е. может быть записана как про
изведение вектор-строки

{е.} =  еТт  вектор-столбец {е) = в (ет - вектор-столбец, транспо
нированный в строку). Вектор-столбец е, в свою очередь, может 
быть записан как е = у - Ха, где у - вектор-столбец наблюдений 
зависимой переменной, А"- матрица п (/я+1), в которой каждая из л 
строк представляет наблюдение вектора значений независимых пе
ременных х:

1 х12 ... хы

х =
1 дс2| *22 ... хЪп

1 Х п ,  Х „ 2

а - вектор-столбец (о0, a,,..., a j .

Отсюда Q = ете = (у-Ха) Т{у-Ха) =  уту - атХгу - утХа + а'Х'Ха = 
у1'у - 2атХ'у + атХгХа. Мы воспользовались здесь тем, что {у - Ха) 7 =  
ут - (Ха)т\ (Ха)т =  я7* 7; а ^ у  =  yrXa.

Все эти свойства легко проверить, расписав поэлементно все мат
рицы и выполнив с ними нужные действия.

Теперь нужно записать необходимые условия экстремума выра
жения Q. Оно состоит в равенстве нулю всех частных производных

Вектор Щ  можно записать компактно как ̂  =  -2Хгу + 2(ХгХ)а.

Это можно показать следующим образом: пусть (ХГХ) = X  - матри
ца (т+ 1) (т+1);

G ,  =  атХ'а (а0,а,,...,а„,)•

Х12

Х 22 . . .  X.

+1,1 Xm*l,2

2 jn ♦ 1

= (Е af i <+ Е + + Efl//«*i)r(fl) = Е аЕ а/л  = Ewr
\ У У У / '  У 'У
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dQ\ - d(?i
Отсюда легко видно, что -5— = аД  , то есть —— = 2(ХгХ)а.

оа! , да

Ясно также, что если обозначить вектор ХГу = у\ то ату '=  5^ a?i и
J

д(а гу') , _  w

- Ъ Г =У - * у- 

Поскольку Q = yTy-2ary'+Qr и - ^- = 0 (так какугу- константа),

4 ^  = 0 => -IFy  + 20та)д = 0 => Хгу = ХгХа, откуда 
да

а =  (Л7*)-1

Здесь {ХГХ)■' - матрица, обратная к (Л7̂ ,  то есть такая, которая 
при умножении на матрицу (ХТХ) дает единичную матрицу. Таким 
образом, мы получили формулу расчета вектора коэффициентов 
регрессии в векторно-матричной записи.

Вопросы к главе 16

1. Что такое линейная регрессия?
2. Что такое спецификация и параметризация уравнения регрес

сии? Как они осуществляются?
3. Какими могут быть критерии качества оценки линейной регрессии?
4. В чем сущность метода наименьших квадратов (МНК)?
5. Сформулируйте общую задачу статистической оценки парамет

ров на примере оценки параметров линейной регрессии.
6 . Каковы предпосылки о свойствах отклонений зависимой пере

менной от теоретической линии регрессии?
7. Сформулируйте свойства несмещенности, состоятельности и эф 

фективности оценок параметров. Обладают ли этими свойства
ми оценки.параметров линейной регрессии, полученные с по
мощью МНК?

8 . В чем различие, смысловое и количественное, теоретических зна
чений коэффициентов регрессии а и р и их оценок а и Ы

9. Какие факторы влияют на величину стандартных ошибок коэф
фициентов а и Ы

10. Как связан коэффициент регрессии b с коэффициентом корре
ляции величин х и у?

11. Имеют ли коэффициенты а и b размерность?
12. Какой показатель характеризует долю объясненной с помощью 

регрессии дисперсии в общей дисперсии зависимой переменной?
13. Каким образом проверяется нулевая гипотеза для коэффициен

та регрессии W.
14. Стандартная ошибка коэффициента b равна Ь/2. Можно ли в 

этом случае говорить о наличии зависимости y o ix l  Если мож
но, то что именно?



ГЛАВА 17
Л И Н Е Й Н А Я  РЕГРЕССИ Я: СТА ТИСТИЧЕСК ИЙ  

А Н А Л И З М ОД ЕЛИ . П РО Г Н О ЗИ РО В А Н И Е

В главе 16 рассмотрена постановка задачи оценивания уравнения 
линейной регрессии, показан способ ее решения. Однако оценка 
параметров конкретного уравнения является лишь отдельным эта
пом длительного и сложного процесса построения эконометричес
кой модели. Первое же оцененное уравнение очень редко является 
удовлетворительным во всех отношениях. Обычно приходится пос
тепенно подбирать формулу связи и состав объясняющих перемен
ных, анализируя на каждом этапе качество оцененной зависимости. 
Этот анализ качества включает статистическую и содержательную 
составляющую. Проверка статистического качества оцененного урав
нения состоит из следующих элементов:
• проверка статистической значимости каждого коэффициента урав

нения регрессии;
• проверка общего качества уравнения регрессии;
• проверка свойств данных, выполнение которых предполагалось 

при оценивании уравнения.
Под содержательной составляющей анализа качества понимается 

рассмотрение экономического смысла оцененного уравнения рег
рессии: действительно ли значимыми оказались объясняющие фак
торы, важные с точки зрения теории; положительны или отрица
тельны коэффициенты, показывающие направление воздействия 
этих факторов; попали ли оценки коэффициентов регрессии в пред
полагаемые из теоретических соображений интервалы.

Методика проверки статистической значимости каждого отдель
ного коэффициента уравнения линейной регрессии была рассмот
рена в предыдущей главе. Перейдем теперь к другим этапам про
верки качества уравнения.

17.1. Проверка общего качества уравнения регрессии. 

Коэффициент детерминации R1

Для анализа общего качества оцененной линейной регрессии ис
пользуют обычно коэффициент детерминации R2, называемый так
же квадратом коэффициента множественной корреляции. Для слу
чая парной регрессии это квадрат коэффициента корреляции пере
менных х и у. Коэффициент детерминации рассчитывается по фор
муле
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Е е'
R2 = 1 -

Е (у, - у)2 (1)

Он характеризует долю вариации (разброса) зависимой перемен
ной, объясненной с помощью данного уравнения. В качестве меры 
разброса зависимой переменной обычно используется ее дисперсия, 
а остаточная вариация может быть измерена как дисперсия откло
нений вокруг линии регрессии. Если числитель и знаменатель вы
читаемой из единицы дроби разделить на число наблюдений п, то 
получим, соответственно, выборочные оценки остаточной диспер
сии и дисперсии зависимой переменной у. Отношение остаточной и 
общей дисперсий представляет собой долю необъясненной диспер
сии. Если же эту долю вычесть из единицы, то получим долю 
дисперсии зависимой переменной, объясненной с помощью регрес
сии. Иногда при расчете коэффициента детерминации для получе
ния несмещенных оценок дисперсии в числителе и знаменателе вы
читаемой из единицы дроби делается поправка на число степеней 
свободы; тогда

R2 = 1 -
Ее*
i

Е (у,- - у)2 
1 ; (2)

п -  т -  1 п - 1

или, для парной регрессии, где число независимых переменных 
т  равно 1,

R2 = 1 -
Е*,2
1

Е(у. - Ъ г 
* (3)

п -  2 п -  1

В числителе дроби, которая вычитается из единицы, стоит сумма 
квадратов отклонений наблюдений у. от линии регрессии, в знаме
нателе - от среднего значения переменной у. Таким образом, дробь 
эта мала (а коэффициент R2, очевидно, близок к единице), если 
разброс точек вокруг линии регрессии значительно меньше, чем 
вокруг среднего значения. МНК позволяет найти прямую, для ко

торой сумма ef минимальна, а у = у представляет собой одну из 

возможных линий, для которых выполняется условие у = а + Ьх

(Ь = 0, а =  у). Поэтому величина в числителе вычитаемой из еди
ницы дроби меньше, чем величина в ее знаменателе, - иначе выби

раемой по МНК линией регрессии была бы прямая у = у . Таким 

образом, коэффициент детерминации R2 является мерой, позволяю
щей определить, в какой степени найденная регрессионная прямая
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дает лучший результат для объяснения поведения зависимой пере

менной у, чем просто горизонтальная прямая у = у.
Смысл коэффициента детерминации может быть пояснен и не

много иначе. Можно показать, что Е  О, ~ У)2 - Е*<* + Е  , где к
I / I 1

- отклонение /-й точки на линии рефессии от у. В данной формуле 

величина в левой части может интерпретироваться как мера общего 
разброса (вариации) переменной у, первое слагаемое в правой части

Е*< - как мера разброса, объясненного с помощью регрессии, и
i

второе слагаемое Е  е< - как мера остаточного, необъясненного раз

броса (разброса точек вокруг линии регрессии). Если разделить эту 
формулу на ее левую часть и перегруппировать члены, то R2 =

Е *,2
I

(у _ уу, то есть коэффициент детерминации R1 есть доля объяс-

ненной части разброса зависимой переменной (или доля объяснен
ной дисперсии, если разделить числитель и знаменатель на п или п-1). 

Часто коэффициент детерминации R2 иллюстрируют рис. 17.1.

Здесь TSS (Total Sum of Squares) - общий разброс переменной у, 
ESS (Explained Sum of Squares) - разброс, объясненный с помощью 
регрессии, USS (Unexplained Sum of Squares) -разброс, необъяснен- 
ный с помощью регрессии. Из рисунка видно, что с увеличением 
объясненной доли разброса коэффициент R- приближается к еди
нице. Кроме того, из рисунка видно, что с добавлением еще одной 
переменной R2 обычно увеличивается, однако если объясняющие 
переменные х] и х2 сильно коррелируют между собой, то они объяс
няют одну и ту же часть разброса переменной у, и в этом случае 
трудно идентифицировать вклад каждой из переменных в объясне
ние поведения у.
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Если существует статистически значимая линейная связь вели
чин х и у, то коэффициент К' близок к единице. Однако он может 
быть близким к единице просто в силу того, что обе эти величины 
имеют выраженный временной тренд, не связанный с их причин
но-следственной взаимозависимостью. В экономике обычно объем
ные показатели (доход, потребление, инвестиции) имеют такой тренд, 
а темповые и относительные (производительности, темпы роста, доли, 
отношения) - не всегда. Поэтому при оценивании линейных рег
рессий по временным рядам объемных показателей (например, за
висимости выпуска от затрат ресурсов или объема потребления от 
величины дохода) величина R2 обычно очень близка к единице. Это 
говорит о том, что зависимую переменную нельзя описать просто 
как равную своему среднему значению, но это и заранее очевидно, 
раз она имеет временной тренд.

Если имеются не временные ряды, а перекрестная выборка, то 
есть данные об однотипных объектах в один и тот же момент вре
мени, то для оцененного по ним уравнения линейной регрессии 
величина R2 не превышает обычно уровня 0,6-0,7. То же самое 
обычно имеет место и для регрессии по временным рядам, если они 
не имеют выраженного тренда. В макроэкономике примерами та
ких зависимостей являются связи относительных, удельных, тем
повых показателей: зависимость темпа инфляции от уровня безра
ботицы, нормы накопления от величины процентной ставки, темпа 
прироста выпуска от темпов прироста затрат ресурсов. Таким обра
зом, при построении макроэкономических моделей, особенно - по 
временным рядам данных, нужно учитывать, являются входящие в 
них переменные объемными или относительными, имеют ли они 
временной тренд.1

' В теории иногда встречаются модели, связывающие объемные и относитель
ные показатели между собой. Например, это зависимость реальных инвестиций 
/ от реальной ставки процента R: / = а - bR. Отметим, что эта зависимость 
может использоваться только в статической, краткосрочной модели. Если эту 
зависимость оценить по временным рядам, ничего хорошего обычно не получа
ется. Показатель / в ней - объемный, и, следовательно, зависит от масштаба 
экономики в целом. Показатель R - относительный, и с масштабом экономики 
прямо не связан. Следовательно, если этого не учесть, то показатели инвести
ций будут устойчиво отклоняться от линии регрессии на различных стадиях 
расчетного периода (направления отклонения зависят от динамики рассматрива
емых переменных). Таким образом, в качестве объясняющего фактора нужно 
включить некоторый показатель, отражающий масштаб экономики (например. 
ВНП), либо просто добавить зависимость инвестиций от времени. Кроме мас
штаба экономики, важной для инвестирования является и предельная произво
дительность капитала, которая меняется во времени. Таким образом, связь эко
номических переменных, которая адекватна для статической модели, далеко не 
всегда может быть оценена по рядам данных динамики.
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Точную границу приемлемости показателя R2 указать сразу для 
всех случаев невозможно. Нужно принимать во внимание и число 
степеней свободы уравнения, и наличие трендов переменных, и со 
держательную интерпретацию уравнения. Показатель R2 может ока
заться даже отрицательным. Как правило, это случается в уравне

нии без свободного члена у — z la .хг Оценивание такого уравнения
I

производится, как и в общем случае, по методу наименьших квад
ратов. Однако множество выбора при этом существенно сужается: 
рассматриваются не все возможные прямые или гиперплоскости, а 
только проходящие через начало координат. Величина R2 получится 
отрицательной в том случае, если разброс значений зависимой пере

менной вокруг прямой (гиперплоскости) у = у меньше, чем вокруг 

даже наилучшей прямой (гиперплоскости) из проходящих через на

чало координат. Отрицательная величина R2 в уравнении у = х
I

говорит о целесообразности введения в него свободного члена. Эта 
ситуация проиллюстрирована на рис. 17.2.

Линия 1 на нем - график уравнения регрессии без свободного 
члена (он проходит через начало координат), линия 2 - со свобод

ным членом (он равен а0), линия 3 - у = у. Горизонтальная линия 3 

дает гораздо меньшую сумму квадратов отклонений е , чем линия 1, 
и поэтому для последней коэффициент детерминации R2 будет от
рицательным.

Рис. 17.2. Линии уравнений линейной регрессии y=J[х) без свободно
го члена (I) и со свободным членом (2)
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Поправка на число степеней свободы всегда уменьшает значение 
R2, поскольку (п-\)>(п-т-\). В результате величина R2 также может 
стать отрицательной. Но это означает, что она была близкой к нулю 
до такой поправки, и объясненная с помощью уравнения рефессии 
доля дисперсии зависимой переменной очень мала.

17.2. / ’-статистика. Распределение Фишера в регрес

сионном анализе

Для определения статистической значимости коэффициента де
терминации R2 проверяется нулевая гипотеза для ^-статистики, рас
считываемой по формуле:

/* = --- -г---------. W
1 - R1 т

Соответственно, для парной регрессии F=  ^  Смысл про-
1 “ А

веряемой гипотезы заключается в том, что все коэффициенты ли
нейной регрессии, за исключением свободного члена, равны нулю. 
Если они действительно равны нулю для генеральной совокупнос

ти, то уравнение регрессии должно иметь вид у = у, а коэффициент 

детерминации R2 и ^-статистика Фишера также равны нулю. При 
этом их оценки для случайной выборки, конечно, отличаются от 
нуля, но чем больше такое отличие, тем менее оно вероятно. Логика 
проверки нулевой гипотезы заключается в том, что если произошло 
событие, которое было бы слишком маловероятным в том случае, 
если данная гипотеза действительно была бы верна, то эта гипотеза 
отвергается.

Величина F, если предположить, что выполнены предпосылки 
относительно отклонений е., имеет распределение Фишера с (т; п- 
т-1) степенями свободы, где т  - число объясняющих переменных, 
п - число наблюдений. Распределение Фишера - двухпарамефичес- 
кое распределение неотрицательной случайной величины, являю
щейся в частном случае, при т=  1, квадратом случайной величины, 
распределенной по Стьюденту. Для распределения Фишера имеют
ся таблицы критических значений, зависящих от чисел степеней 
свободы т  и п-т-1, при различных уровнях значимости. В Прило
жении дана некоторая вспомогательная информация о распределе
нии Фишера и показано, как пользоваться таблицами этого распре

деления.
Итак, показатели F и R? равны или не равны нулю одновремен

но, поэтому F = 0 равнозначно тому, что линия регрессии у =у
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является наилучшей по МНК и, следовательно, величина у статис
тически независима от х. Поэтому проверяется нулевая гипотеза 
для показателя F, который имеет хорошо известное, табулированное 
распределение - распределение Фишера. Для проверки этой гипоте
зы при заданном уровне значимости по таблицам находится крити
ческое значение F , и нулевая гипотеза отвергается, если F> F

крипу J г  •> крит

Пусть, например, при оценке парной регрессии по 15 наблюдениям
13

R2 = 0,7. В этом случае F = 0,7 о^З ~ 30,3. По таблицам для

распределения Фишера с (1; 13) степенями свободы найдем, что при 
5%-ном уровне значимости (доверительная вероятность 95%) кри
тическое значение /•'равно 4,67, при 1%-ном - 9,07. Поскольку 
Я=30,3>/г , нулевая гипотеза в обоих случаях отвергается. Если в

7 крит 7 n i  л  г  г
той же ситуации R- = 0,5, то г =  13, и предположение о незначи- 
мости связи отвергается и здесь. Таким образом, для того, чтобы 
отвергнуть гипотезу о равенстве нулю одновременно всех коэффи
циентов линейной регрессии, коэффициент детерминации не до
лжен быть очень близким к единице; его критическое значение для 
данного числа степеней свободы уменьшается при росте числа на
блюдений и может стать сколь угодно малым. В то же время вели
чина коэффициента R2 (точнее, рассчитанной по нему F-статисти- 
ки, поскольку последняя учитывает число наблюдений и число объ
ясняющих переменных) может служить отражением общего качест
ва регрессионной модели.

Отметим, что в случае парной регрессии проверка нулевой гипо
тезы для t - статистики коэффициента регрессии равносильна про
верке нулевой гипотезы для /'-статистики (и, соответственно, пока
зателя R2). В этом случае /•’-статистика равна квадрату /-статистики. 
В случае парной регрессии статистическая значимость величин R2 и 
/-статистики коэффициента регрессии определяется коррелирован- 
ностыо переменных х и у. Самостоятельную важность показатель R2 

приобретает в случае множественной линейной регрессии.
Распределение Фишера может быть использовано не только для 

проверки гипотезы об одновременном равенстве нулю всех коэф
фициентов линейной регрессии, но и гипотезы о равенстве нулю 
части этих коэффициентов. Это особенно важно при развитии ли
нейной регрессионной модели, так как позволяет оценить обосно
ванность исключения отдельных переменных или их групп из чис
ла объясняющих переменных, или же, наоборот, включения их в 
это число.

Пусть, например, вначале была оценена множественная линей
ная регрессия у = яц + а{х{ + а2х2 + ... + атхт по п наблюдениям с т  
объясняющими переменными, и коэффициент детерминации равен 
R 2. Затем последние к переменных исключены из числа объясняю
щих, и по тем же данным оценено уравнение y = b H + bfxt + b2x2 +
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... + bm kxm k, для которого коэффициент детерминации равен R 2 (он 
обязательно уменьшился, поскольку каждая дополнительная пере
менная объясняет часть, пусть небольшую, вариации зависимой пе
ременной). Для того чтобы проверить гипотезу об одновременном 
равенстве нулю всех коэффициентов регрессии при исключенных

ющая распределение Фишера с (к, п-т-\) степенями свободы. По 
таблицам, при заданном уровне значимости, находится критическое 
значение /■'-статистики, и если ее рассчитанное значение превосхо
дит критическое, то нулевая гипотеза отвергается. В таком случае 
исключать сразу из числа объясняющих все к переменных некор
ректно. F-статистика оказывается относительно большой, если ве
лика разность (R 2-R22). В этом случае исключение данного набора к 
объясняющих переменных приводит к слишком большому сокра
щению доли объясненной дисперсии зависимой переменной, и по
этому недопустимо. Если, наоборот, эта доля сокращается незначи
тельно, то /■’-статистика невелика, нулевая гипотеза не отвергается, 
и указанные к переменных могут быть исключены из уравнения 
регрессии. Аналогичные рассуждения могут быть проведены и по 
поводу обоснованности включения в уравнение рефессии одной 
или нескольких (к) новых объясняющих переменных. В этом слу

шая распределение F(k,n-m-k-\), и если она превышает критичес
кий уровень, то включение новых переменных объясняет сущес
твенную часть необъясненной ранее дисперсии зависимой перемен
ной у. Отметим лишь, что добавлять новые переменные целесооб
разно, как правило, по одной.

В вопросе о добавлении объясняющих переменных в уравнение 
регрессии полезным может оказаться рассмофение R2 с поправкой

Обычный R1 (без поправки) всегда растет при добавлении новой 
переменной; в f f c  поправкой растет величина т , уменьшающая 
его. Если увеличение доли объясненной дисперсии при добавлении 
новой переменной мало, то R2 с поправкой может уменьшиться. 
Если это так, то добавлять переменную нецелесообразно.

/■"-статистика Фишера используется также для проверки гипоте
зы о совпадении уравнений рефессии для отдельных фупп наблю-

переменных, рассчитывается величина F=
R? ~ Кг п - т - 1

чае рассчитывается /•’-статистика F=
1 - к-

т - к - 1 
— т----- , имею-

на число степеней свободы: R2 = 1 -
Е е‘ Е O', * У)1
I . I

п - т - 1 /г-1
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дений. Пусть имеются две выборки, содержащие, соответственно, л, 
и п2 наблюдений. Для каждой из этих выборок оценено уравнение 
регрессии вида у =  а0 + + а2х2 + ... + атхт. Пусть суммы 
квадратов отклонений у. от линий регрессии равны для них, соот
ветственно, St и Sr Проверяется нулевая гипотеза, заключающаяся 
в том, что все соответствующие коэффициенты этих уравнений 
равны друг другу, то есть что уравнение регрессии для этих выбо
рок одно и то же. Пусть оценено уравнение регрессии того же вида 
сразу для всех (п+п2) наблюдений, и сумма квадратов отклонений 
у. от линии регрессии равна для него S0. Тогда рассчитывается F-

(5и - 5, - S2) (л, + п2 - 2т - 2) 
статистика по формуле F = — ^  —̂ '---- '(пГ+ ’i ) ' ——' ^ на

имеет распределение Фишера с (т+1, п̂ +п2-2т-2) степенями свобо
ды. /"-статистика будет близкой к нулю, если уравнение регрессии 
для обеих выборок одинаково, поскольку в этом случае 5'ц=5’|+5'2. 
Если же ее расчетное значение велико (то есть больше критического 
значения при данном уровне значимости), то нулевая гипотеза от
вергается. Описанная процедура важна для ответа на вопрос, можно 
ли за весь рассматриваемый в модели период времени построить 
единое уравнение регрессии, или же нужно разбить его на части и 
на каждой из частей строить свое уравнение регрессии.

17.3. Проверка условий, выполнение которых пред

полагалось при оценивании уравнения регрессии. Авто

корреляция остатков. Статистика Дарбина-Уотсона

Близкое к единице значение коэффициента детерминации R2 

еще не свидетельство высокого качества уравнения регрессии. Рас
смотрим рис. 17.3. На нем показана зависимость реального объема 
потребления (CONS, млрд.долл., 1982 г.) от численности населения 
(POP, млн.) в СШ А за 1931-1990 гг., а также линия оцененного по 
этим данным уравнения парной линейной регрессии. Формула это
го уравнения следующая:

CONS= -1817,3 + 16,7 POP. (5)

Стандартные ошибки свободного члена и коэффициента регрес
сии равны, соответственно, 84,7 и 0,46; их /-статистики - (-21,4 и 
36,8). По абсолютной величине /-статистики намного превышают 3, 
и это свидетельствует о высокой надежности оцененных коэффи
циентов. Коэффициент детерминации R2 уравнения равен 0,96, то 
есть объяснено 96% дисперсии объема потребления. И в то же вре
мя уже по рисунку видно, что оцененная регрессия не очень хоро-



Глава 17. Линейная регрессия: статистический анализ модели, 321

Рисунок 17.3. График зависимости реального объема потребления 
(CONS, млрд. долл., 1982 г.) от численности населения (POP, млн.) в 
СШ А в 1931-1990 гг.

ша: зависимость величин POP и CO/VS явно нелинейна. Если ис
пользовать проведенную прямую, скажем, для прогнозирования даль
нейшей динамики потребления, результат будет неудовлетворитель
ным. Существо вопроса здесь понятно - в течение рассматриваемого 
периода значительно вырос объем потребления в расчете на душу 
населения. Численность населения СШ А  росла во времени почти 
линейно (то есть с постоянными годовыми приростами), а объем 
потребления - по экспоненте (то есть с примерно постоянным тем
пом). Это ясно и без уравнения линейной регрессии, но мы специ
ально оценили его для иллюстрации.

Как же можно выразить формально неудовлетворительность по
лученного уравнения регрессии? Можно видеть, что не выполнены 
необходимые предпосылки об отклонениях от линии регрессии е.. 
Эти величины явно не являются взаимно независимыми, и диспер
сия их не постоянна. Нарушения исходных предпосылок не только 
свидетельствуют о неточной спецификации уравнения регрессии, 
но и делают неточными полученные оценки коэффициентов рег
рессии и их стандартных ошибок. Поэтому следующий этап про
верки качества уравнения регрессии - проверка некоторых важных 
свойств, выполнение которых предполагалось при оценивании урав
нения рефессии.

Приступая к оценке линейного уравнения регрессии, мы пред
полагали, что реальная взаимосвязь переменных линейна, а откло
нения от регрессионной прямой случайны, независимы между со 
бой и имеют нулевое среднее и постоянную дисперсию. Так ли это 
на самом деле? Если нет, то наш анализ статистической значимости
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коэффициентов регрессии неточен и оценки этих коэффициентов 
не обладают такими желательными свойствами, как несмещенность, 
состоятельность и эффективность.

Попытаемся ответить на вопрос, в каких случаях отклонения не 
обладают предполагавшимися свойствами. Во-первых, если в дей
ствительности исследуемая взаимосвязь нелинейна. Мы видим, на
пример, на рис. 17.3, что в этом случае отклонения от линии рег
рессии не случайно распределены вокруг нее, а обладают опреде
ленной закономерностью. Эта закономерность, в частности, выра
жается в одинаковом, как правило, знаке каждых двух соседних 
отклонений. Это может являться следствием нелинейного характера 
связи переменных, либо воздействием какого-то фактора, не вклю
ченного в уравнение регрессии. Величина такого неучтенного фак
тора может менять свою динамику в рассматриваемый период, от
клоняясь в достаточно длительные промежутки времени в ту или 
иную сторону от своего среднего значения. Это, очевидно, может 
служить причиной длительных устойчивых отклонений зависимой 
переменной от линии регрессии. Обе указанные причины свиде
тельствуют о том, что существует возможность улучшить уравнение 
регрессии путем оценивания какой-то новой нелинейной формулы 
или включения некоторой новой объясняющей переменной.

Зависимость, показанная на рис. 17.3, очевидно, нелинейна. Но 
это - крайний случай. Далеко не всегда бывает столь же очевидно, 
что отклонения от регрессионной прямой имеют неслучайный, за
кономерный характер. Для оценки степени такой неслучайности 
необходимо ввести количественную меру.

Итак, одним из основных предполагаемых свойств отклонений 
е. значений у. от регрессионной формулы у = а + р х  является их ста
тистическая независимость между собой. Поскольку значения е. ос
таются неизвестными ввиду неизвестности истинных значений б и
в, то проверяется статистическая независимость их аналогов - от
клонений е.. При этом проверяется обычно их некоррелированность 
(являющаяся необходимым, но недостаточным атрибутом независи
мости), причем некоррелированность не любых, а соседних величин 
ег Соседними можно считать соседние во времени (в случае времен
ных рядов) или по возрастанию переменной х (в случае перекрест
ных выборок) значения е.. Для этих величин можно рассчитать, 
например, коэффициент корреляции (называемый коэффициентом 
автокорреляции первого порядка):

£  e,e,-i

E j p  2 (считаем, что М\е] = 0). Практически, одна- 
e i 2 L e>-i
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ко, используют тесно связанную с г (| статистику Дарбина-Уотсона 
DW, рассчитываемую по формуле:

Е <«, -е,-.)2
----- . (6)

Ее>
I

Е е- - 2Е «а-i + Е «м
/ I i

Очевидно, DW=  Е^ ’ И’ посколькУ ПРИ ®°ль"
I

ших « Е е' ~ Е  < 4  получаем ОН''» 2(1-г .). Если е в точности
/ / '' 1

равно е  то DW = 0; если е. = -е.л, то DW  =  4, во всех других 
случаях 0 < DW < 4.

В случае, когда каждое отклонение е. примерно совпадает с пред
ыдущим отклонением е. г каждое слагаемое в числителе величины 
DW близко к нулю. Сумма квадратов разностей отклонений в чис
лителе будет намного меньше суммы квадратов отклонений в зна
менателе, и поэтому статистика Дарби на-Уотсона окажется близкой 
к нулю. Рис. 17.3 представляет такой случай - это случай положи
тельной автокорреляции остатков первого порядка. Значение ста
тистики Дарбина-Уотсона здесь равно 0,045, что очень мало и под
тверждает статистическую зависимость отклонений е. без всяких 
таблиц. Другой крайний случай возникает, когда точки наблюде
ний поочередно отклоняются в разные стороны от линии регрессии, 
и каждое следующее отклонение е. имеет, как правило, противопо
ложный знак, чем предыдущее отклонение е. у В этом случае (е-е ,)

Е  (2е,)1 Е */2

~2ер и DW  ~

/
автокорреляции остатков первого порядка. Последняя достаточно 
редко встречается в экономическом анализе. Если рассматриваются 
временные ряды с годовыми данными, то подобную закономер
ность поведения последовательных отклонений довольно трудно про
интерпретировать. Однако она может встретиться при работе, на
пример, с полугодовыми данными показателей с сезонным характе
ром изменения. Наконец, если характер поведения отклонений слу
чаен, можно предположить, что в половине случаев знак последова
тельных отклонений совпадает, а в половине - различен. Поскольку 
абсолютная величина их в среднем предполагается одинаковой, можно 
считать, что здесь в половине случаев е равно е , а в оставшейся 

половине е равно -е. г

е} — 4. Это - случай отрицательной
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£0,5-(2е,.)2

' - П S-4- '
Итак, при этом DW * = ^ ^ Т°  пока"

/ / 

зывает, что близость статистики Дарбина-Уотсона к двум является 
необходимым условием случайного характера отклонений от линии 
регрессии. Нужно, однако, иметь в виду, что в показателе DW срав
ниваются только соседние отклонения от регрессии, в то же время 
циклы изменения экономических переменных могут быть более 
или менее длительными, чем одна единица времени. Например, если 
рассматриваются поквартальные данные сельскохозяйственного про

изводства (имеющего годовой цикл) и оценивается их линейная 

регрессия от времени, статистика Дарбина-Уотсона может быть близ
кой к двум при выраженной регулярности отклонений зависимой 
переменной от линии регрессии.

Если статистика Дарбина-Уотсона близка к двум, мы считаем 
отклонения от регрессии случайными (хотя в действительности они 

могут и не быть таковыми). Это означает, что линейная функция, 
вероятно, отражает реальную взаимосвязь; скорее всего, не осталось 

существенных неучтенных факторов, влияющих на зависимую пе
ременную, и какая-либо другая, нелинейная формула не превосхо

дит по статистическим характеристикам данную линейную. Даже 
если доля дисперсии зависимой переменной, объясненной с помощью 
регрессии, при этом мала, можно ожидать, что другая часть этой 

дисперсии, оставшаяся необъясненной, порождена действием мно

жества различных малых факторов и может быть описана как слу
чайная нормальная ошибка. Но как определить, достаточно ли близка 
величина статистики D W к двум? Для этого имеются специальные 

таблицы, позволяющие приданном числе наблюдений и объясняю

щих переменных, для заданного уровня значимости, найти крити
ческие значения статистики Дарбина-Уотсона.

Итак, статистика Дарбина-Уотсона применяется для проверки 
гипотезы об отсутствии автокорреляции остатков е. первого поряд
ка (нулевой гипотезы). Для этого по таблицам находятся (при дан

ном уровне значимости, числе наблюдений и независимых пере
менных) доверительные интервалы, в пределах которых нулевая 
гипотеза принимается, отвергается или не может быть принята или 
отвергнута. Важно, что для статистики Дарбина-Уотсона существу

ют два критических значения, меньшие двух: нижнее dt как грани
ца для признания положительной автокорреляции остатков и верх
нее du как граница признания ее отсутствия. Для проверки гипоте

зы об отрицательной автокорреляции остатков эти критические зна

чения отражаются симметрично относительно числа 2:
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0 d L К 2 4-d 4-d, 4 DW
и L

Например, пусть оценена парная линейная регрессия по 15 на
блюдениям, и DW =  1,1. Зададим уровень значимости 5% и найдем 
по таблицам dt — 0,95;

d = 1,23. Нулевая гипотеза была бы принята при = 1,23 < DW  
< 2,^7 = 4-du и отвергнута при D W < 0,95 = dt или /)Й/ > 3,05 — 4 - 
dr Поскольку в данном случае DW  лежит между d и dr нулевая 
гипотеза не может быть ни принята, ни отвергнута. Йели альтерна
тивной гипотезой является гипотеза о положительной автокорреля
ции остатков (отрицательная из содержательных соображений от
брасывается), то критические значения du = 1,23 и d = 0,95 соответ
ствуют 2,5%-ному уровню значимости.

Как в общем случае выглядят примерно критические величины 
статистики DW* Очень грубо, в первом приближении можно ска
зать, что при достаточном числе наблюдений (не меньше 12-15), 
при 1-3 объясняющих переменных DW должна быть не менее 1 (и 
не больше 3). В противном случае мы признаем существование ав
токорреляции остатков и попытаемся улучшить формулу. Если ста
тистика D W находится приблизительно между 1,2-1,3 и 2,7-2,8, мы 
можем считать, что статистически значимая автокорреляция остат
ков отсутствует. В промежуточном случае достаточно надежный вывод 
сделан быть не может. Если число наблюдений растет, то критичес
кие значения статистики Дарбина-Уотсона и du приближаются к 
двум: для 60-70 наблюдений ее нижнее критическое значение d: 
составляет примерно 1,4-1,5. Это верно для прежнего относительно 
малого числа объясняющих переменных; если это число растет, то 
критическое значение D (Остановится меньше.

Итак, обобщая, если статистика Дарбина-Уотсона составляет 1,5- 
2,0-2 ,5, мы хотя и не можем быть абсолютно уверены, что отклоне
ния от линии регрессии взаимно независимы, но обычно удовлет
воряемся этим в проверке их независимости.

В случае наличия автокорреляции остатков полученная формула 
регрессии считается обычно неудовлетворительной. Взглянув на гра
фик поведения отклонений е., можно поискать другую (нелиней
ную) формулу, включить неучтенные до этого факторы, уточнить 
период проведения расчетов или разбить его на части, либо приме
нить к данным уменьшающее автокорреляцию остатков преобразо
вание (например, автокорреляционное преобразование или метод
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скользящих средних). Так, в рассмотренной уже зависимости объ
ема реального потребления от численности населения объясняющая 
переменная POP должна быть заменена другой; обычно это объем 
располагаемого дохода Yd. Если добавить переменную К, к оценен
ному уравнению, переменная /^/Остановится незначимой (ее /-ста
тистика равна 0,16). Высокий уровень R2 в первоначальном уравне
нии был обусловлен не тем, что динамика численности населения 
определяла динамику объема реального потребления, а тем, что обе 
эти переменные имели выраженную тенденцию возрастания в рас

сматриваемый период.
Статистика D W позволяет проверить некоррелированность от

клонений от линии регрессии. Некоторые другие свойства этих от
клонений (например, постоянство их дисперсии) могут быть также 
проверены с помощью специальных статистик. Мы не будем оста
навливаться на этом подробно, упомянув лишь о существовании 
самой проблемы. Рассуждения при этом могут быть подобными 
прежним: если значения тестовых статистик “плохие” , то можно 
попытаться уточнить формулу связи, набор объясняющих перемен
ных или процедуру оценивания.

17.4. Прогнозирование

Рассмотрим зависимость объема реального частного потребления 
в СШ А  (CONS) от располагаемого дохода (DINQ  за 1971-1990 гг., 
приведенную в предыдущей главе (см. рис. 16.6). Эта зависимость 
имеет вид

CONS =  -217,6 + 1,007 D/NC (7)
(-7,7) (81,9)

(в скобках приведены /-статистики)
R2=0,997; DW= 1,58.

Свободный член и коэффициент регрессии здесь статистически 
значимы, а коэффициент детерминации R2 очень высок; для анали
за качества этих показателей нет нужды прибегать к таблицам. По 
таблицам статистики /Х^найдем, что при 20 наблюдениях, одной 
объясняющей переменной и 5%-ном уровне значимости </=1,08; 
г/= 1,28. Поскольку 2>/)И/=1,58>1,28, гипотеза об отсутствии авто
корреляции остатков первого порядка не отвергается. Таким обра
зом, со статистической точки зрения данная зависимость приемлема 
по всем показателям. На рис. 17.4 приведены для нее графики фак
тических значений зависимой переменной (сплошная линия в верх
ней части рисунка), оцененных по уравнению регрессии ее значе
ний (пунктирная линия) и отклонений е. (нижняя часть рисунка).
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Рисунок 17.4. Объем реального частного потребления в США (CONS, 
млрд.долл., 1982 г.) в 1971-1990 гг; фактический и оцененный по уравне
нию регрессии. Отклонения от линии регрессии

На рис. 17.4 можно видеть, что рассчитанные по уравнению рег
рессии значения переменной CONS довольно близки к фактичес-

/  у I
ким ее значениям. Стандартная ошибка регрессии S = _f___ при-

\| п - 2

мерно равна 20 при среднем значении зависимой переменной около 
2000, то есть составляет около 1%. Отклонения от линии регрессии 
носят случайный характер, и их среднее значение остается прибли
зительно постоянным.

Отношение стандартной ошибки рефессии к среднему значению

S
зависимой переменной V= ■= может служить критерием прогноз

ных качеств оцененной регрессионной модели. Если величина V 
мала и отсутствует автокорреляция остатков (то есть систематич
ность отклонений зависимой переменной от линии рефессии), про
веряемая с помощью статистики DW, то прогнозные качества моде
ли высоки. Если уравнение регрессии используется в прогнозиро
вании, то величина Vчасто рассчитывается не для того периода, на 
котором было оценено уравнение, а для некоторого следующего за 
ним, “постпрогнозного”, периода, для которого имеются наблюде
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ния зависимой и объясняющих переменных. Тем самым прогноз
ные качества модели проверяются на практике. И уже для последу
ющего периода, если для него известны прогнозы значений объяс
няющих переменных, может быть построен прогноз зависимой пе
ременной. Считается, что период прогнозирования должен быть по 
крайней мере в 3 раза короче, чем тот период, для которого было 
оценено уравнение регрессии.

Для примера оценим функцию зависимости CONS от DINC за 
период не 1971-1990, а 1971-1986 гг., а затем построим постпрогноз 
(то есть прогноз, делаемый “задним числом”) на период 1987-1990 
гг. Уравнение регрессии получается следующее, приемлемое по всем 
параметрам:

CONS=  -208,8 + 1ДЮЗТ, (8)
(-5,6) (58.8) '

(в скобках приведены /-статистики)
/?2=0,996; ZW=1,72.

График “постпрогнозных” значений объема потребления CONSF 
показан, наряду с графиком его фактических значений CONS, на 

рис. 17.5.
В целом прогноз оказался довольно удачным; лишь в 1987 году 

его ошибка довольно велика и составляет примерно 5%.

Рисунок 17.5. Постпрогноз реального частного потребления в СШ А 
в 1987-1990 гг. (CONSF) и его фактическая динамика (CONS)
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Оценим прогнозные качества модели более точно, рассчитав сред
нюю относительную ошибку прогноза V. Поскольку для постпрог- 
нозного периода число степеней свободы равно числу точек к=4, 
стандартная ошибка прогноза на 1987-1990 гг. рассчитывается как

\
И е: S 25,2

25,2. Относительная ошибка прогноза V—~=  3
4 У

= 0,96%. Если относительную ошибку прогноза оценить по расчет-

S
ному периоду 1971-1986 гг., то она оказывается равной V = •= =

Е
16-2

= 17,5. Таким образом, оценка

прогнозных качеств уравнения рефессии дает хороший, примерно 
одинаковый результат (менее 1% ошибки) как на расчетном, так и 
на контрольном (постпрогнозном) периоде. Для построения про
гноза объема потребления на период после 1990 года нужно оценить 
уравнение регрессии за 1971-1990 гг. (что уже сделано выше) и 
подставить в него прогнозируемые значения величины располагае
мого дохода.

17.5. Модель инфляции. Эконометрическая оценка 

NAIRU

В заключение главы рассмотрим еще один пример использова
ния модели множественной линейной регрессии в макроэкономи
ческом анализе. Предположим, что у нас есть ряды статистических 
данных уровней инфляции и безработицы в экономике СШ А за 
1977-1990 гг., и что мы хотим оценить взаимосвязь между этими 
показателями. Из теоретических соображений мы можем предпол
агать, что темп инфляции отрицательно связан с уровнем безрабо
тицы и, кроме того, обладает определенной инерцией. Мы также 
предполагаем, что существует некоторый “естественный” уровень 
безработицы, не воздействующий на темп инфляции. Этот уровень 
называется NAIRU - Not Accelerating Inflation Rate of Unemployment 
( “уровень безработицы, не ускоряющий инфляцию"). Предположим в 
соответствии со сказанным, что формула зависимости этих показа
телей имеет вид

IN F=  а (и' - и) + b INF{-1), (9)
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где IN F-темп инфляции, INF(-\) - темп инфляции предыдуще
го года (инерционная составляющая, описывающая ожидаемую ин
фляцию), и - уровень безработицы, и - NAIRU, а и Ь- неизвестные 
коэффициенты. Для указанных временных рядов было оценено сле
дующее уравнение множественной линейной регрессии:

IN F=  5,414 - 0,920и + 1,148 INF(-\) (10)
(0,930) (0,154) (0,086)

R2 = 0,942; D W =  2,07.

В скобках указаны стандартные ошибки соответствующих коэф
фициентов. Можно отметить, что статистическое качество получен
ного уравнения регрессии практически идеально. Все /-статистики 
превышают 5 по абсолютной величине (а, грубо говоря, границей 
для очень хорошей оценки является 3). Очень высока доля диспер
сии зависимой переменной, объясненная с помощью уравнения рег
рессии, - 94,2% - особенно с учетом того, что уравнение регрессии 
связывает относительные величины, не имеющие выраженного вре
менного тренда. Статистика Дарбина-Уотсона DW очень близка к 2, 
и, даже не прибегая к таблицам, здесь ясно, что гипотеза об отсут
ствии автокорреляции остатков первого порядка будет принята при 
любом разумно малом уровне значимости. Итак, мы имеем хоро
ший пример линейной регрессии, когда можно оценить ее статисти
ческую значимость, не прибегая к таблицам распределений Стьюден- 
та, Фишера или Дарбина-Уотсона, а лишь по общему порядку полу
ченных статистик.

Теперь рассмотрим содержательный смысл и теоретическую ин
терпретацию полученного уравнения. Оно показывает, что инфля
ция является очень инерционным процессом, и то, что коэффици
ент Ь= 1,148 превышает единицу, говорит о том, что это процесс 
самоускоряющийся. Последнее существенно усложняет задачу кон
тролирования и сдерживания инфляции. Учитывая,что в соответст
вии с нашей моделью, 5,414 - 0,920 м = а{и - и), получаем а = 0,920 
и и = 5,414/0,920 = 5,885 (%). Итак, если мы принимаем исходную 
общую формулу модели инфляции, то мы тем самым получаем из 
нее оценку естественного уровня безработицы (NAIRU) для эконо
мики СШ А в 1977 - 1990 гг. Она оказалась несколько меньшей, 
чем 6%, что согласуется с другими оценками, полученными различ
ными методами.
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ПРИЛОЖ ЕНИЕ 

/"-распределение Фишера

Это распределение (называемое иногда распределением диспер
сионного отношения) имеет случайная величина, равная отноше-

хЖ )
нию двух независимых случайных величин: величины —г— , выра-

к \

жающейся через случайную величину, имеющую распределение х1 с 

. R х2(Л2)
к степенями свободы и величины —г— , выражающейся через слу-

К1

чайную величину, имеющую распределение х2 с к2 степенями сво
боды.

и ,  Х2(*|) Л
Вводя новую случайную величину F(k ,к,) = —г—  : —г— , мы

1 2
получим для нее распределение Фишера с kt и к, степенями свободы 
с плотностью вероятности:

f f( x , k r k 2) =  Сх 

к.

кг ' к.
1 + -1х 

к,

2

М|*| = D(X)=h(kr k2).

При больших к{ и к2 это распределение приближается к нор
мальному.
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'

с  ’ 2 Ч ’ 2

) = 2 2
01 о2

Критические точки распределения Фишера обладают следующим 
свойством:

Fi J kiA )  = ОД ,* ,) ■

Квадрат случайной величины, имеющей распределение Стьюдента 
с к2 степенями свободы имеет распределение Фишера с (1,&2) степе
нями свободы.

Подставляя в определение случайной величины / “выборочное

„  2 V  ,ч _
представление случайной величины х ■ Х\п - •) — ---- -=---->

<г
можно получить “выборочное представление” случайной величины F:

F(kr  1, к2- 1) =

п 1 » _ 
где S " 2 = ---- = ------- гУГ (** ~ X)2 - исправленная выбороч-

/ 1 - 1  п -  1А -1

ная дисперсия для выборки объема п.
Распределение Фишера используется, например, при:

• сравнении двух дисперсий;
• проверке гипотезы об одновременном равенстве нулю всех или 

части коэффициентов линейной регрессии;
• проверке гипотезы о совпадении всех коэффициентов двух урав

нений линейной регрессии.

Работа с таблицами / ’-распределения Фишера

Таблицы функции /"-распределения Фишера на интервале [0,+оо) 
обычно приводятся отдельно для различных значений вероятности 
а  попадания в “хвост” функции распределения. Например, для а  =
0,05 такая таблица имеет вид

к2 \ к 1 1 10 100 оо

1 161 242 253 254

10 4,96 2,97 2,59 2,54

100 3,94 1,92 1,39 1,28

X 3,84 1,83 1,24 1,00
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В этой таблице для различных 
сочетаний чисел степеней свободы 
^  и к2 приведены критические точ
ки функции распределения Фише
ра, соответствующие вероятности 
а = 0,05 попадания в “хвост” фун
кции распределения.

Критическая точка Fa(krk2), на
пример, 05( 10, 100), находится в 
таблице, соответствующей значе
нию а = 0,05, на пересечении стро
ки к2 (в данном случае к2 =  100) и 
столбца к, (в данном случае к, =
10). Из приведенной таблицы на
ходим, что Foos(10, 100) = 1,92.
Напомним, что критическая точка в данном случае имеет следую
щий смысл: Prob{/r> Fa(kvk2)} = а.

Отметим, что иногда таблицы /'-распределения приводятся для 
двусторонних критических точек Fa'(krk2), определяемых из условия

РгоИ^-а/з'^Л) F<  = 1 - «•

Появление здесь величины а/2 объясняется тем, что при задан
ной вероятности а  попадания в оба “хвоста” функции распределе
ния вероятность попадания в каждый из “хвостов” функции рас
пределения обычно считается одинаковой. Следовательно, она в два 
раза меньше а  и равна а /2.
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Вопросы к главе 17

1. Из каких этапов состоит проверка качества оцененного уравне
ния регрессии?

2. Как рассчитывается и что показывает коэффициент детермина
ции /?-?

3. Коэффициент детерминации R2 = 0,5. Что можно сказать о ка
честве оцененной формулы в целом? Какая нужна дополнитель
ная информация?

4. Что такое распределение Фишера? В каких задачах эконометри
ки оно используется?

5. Если нулевая гипотеза для статистики Фишера отвергается, то 
что можно сказать про оцененную парную линейную регрессию?

6 . Таблицы каких распределений используются при оценке качест
ва линейной регрессии?

7. Какие показатели характеризуют независимость отклонений за
висимой переменной от линии регрессии? Как осуществляется 
проверка этой независимости?

8. В каких случаях наблюдается положительная автокорреляция от
клонений e l Приведите примеры из экономики.

9. Статистика Дарбина-Уотсона оказалась близкой к четырем. Что 
это означает?

10. Если у зависит от* как квадратичная функция у = х2, но оцене
на связывающая их линейная регрессия, то какой окажется ве
личина DfV?

11. Как осуществляется прогнозирование экономических показате
лей с использованием моделей линейной регрессии?

12. Как можно оценить “естественный” уровень безработицы с ис
пользованием модели линейной регрессии?



ГЛАВА 18
П О С Т РО Е Н И Е  И  РАЗВИТИЕ М ОД ЕЛИ  

Л И Н Е Й Н О Й  РЕГРЕССИИ . Э К О Н О М Е Т РИ Ч Е С 

К И Й  А Н А Л И З М А К Р О Э К О Н О М И Ч Е С К И Х  

М ОД ЕЛЕЙ  

18.1. Направления совершенствования линейной рег

рессионной модели

Модель чистого экспорта

Как уже отмечалось в предыдущих главах, построение и разви
тие эконометрической модели - это длительный и сложный про
цесс. Очень редко оценка исходной спецификации зависимости дает 
хорошие по всем параметрам результаты. Предположим, что оце
ненная множественная линейная регрессия по ряду статистических 
характеристик (DW , /-статистики, /-статистика) оказалась непри
емлемой и требует уточнения. Направления такого уточнения могут 
быть следующими:
• выведение из рассмотрения незначимых объясняющих перемен

ных и добавление новых переменных;
• разбиение временного интервала на части и оценка исходной 

или новой формулы регрессии на каждой из них;
• преобразование исходных данных с целью устранить их нежела

тельные свойства;
• построение нелинейных спецификаций уравнения регрессии с 

последующей их линеаризацией (или оценкой нелинейной рег
рессии);

• устранение сильно коррелированных между собой объясняющих 
переменных (борьба с мультиколлинеарностью).
Мы рассмотрим эти направления совершенствования регресси

онной модели на примере конкретного эконометрического иссле
дования, делая по мере необходимости пояснения и отступления. В 
качестве базового примера рассмотрим процесс построения функ
ции чистого экспорта для экономики СШ А. Для этого будем ис
пользовать массив макроэкономических данных за 1931 - 1990 гг. 
В качестве первоначальной спецификации функции чистого эк
спорта для этого периода в целом рассмотрим выражение

RNX = с + b^GNP + b2RSR. (1)
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Здесь переменная RNXобозначает реальный чистый экспорт (Real 
Net Exports), или чистый экспорт в постоянных ценах 1982 г., млрд. 
долларов; GNP - реальный валовой национальный продукт в тех же 
единицах; RSR - реальная краткосрочная процентная ставка, в про
центах. В различные макромодели открытой экономики, в частнос
ти в модель IS-LM, обычно включаются зависимости чистого эк
спорта такого или подобного вида. Коэффициенты bt и Ь2, называ
емые чувствительностями величины чистого экспорта к показателю 
объема ВНП и величине ставки процента, считаются в теории отри
цательными. В соответствии с результатами оценивания на каждом 
очередном шаге мы будем корректировать совокупность объясняю
щих переменных, период оценивания и другие особенности уравне
ния (временные лаги, наличие свободного члена и т.д.).

Оценка первоначальной формулы дает результат

RNX=  21,1 - 0,017 G7V/>- 0,411 RSR (2)
(8,43) (0,004) (0,947)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
R2 = 0,29; D W =  0,43.

Отрицательные знаки коэффициентов регрессии соответствуют 
здесь теоретическим представлениям. Коэффициент при перемен
ной G/V/* значительно меньше по абсолютной величине, чем коэф
фициент при RSR, но это не значит, что данная величина воздей
ствует на зависимую переменную слабее. Здесь все определяется 
единицами измерения, и если ВНП измерять не в миллиардах, а в 
триллионах долларов, то соответствующий коэффициент рефессии 
будет равен не 0,017, а 17, при стандартной ошибке 4.

Соотношение коэффициента и его стандартной ошибки, или t- 
статистика (в последнем случае 0,017:0,004 = 4,25), важна для опре
деления статистической значимости зависимости функции от соот
ветствующей объясняющей переменной. Вообще говоря, нулевая 
гипотеза для r-статистики и, соответственно, коэффициента рефес
сии проверяется с помощью таблиц распределения Стьюдента. В 
данном случае ясно без таблиц, по общему порядку цифр, что ко
эффициент при GNP, равный 0,017, статистически значим (так как 
tCNP = 4,25), а коэффициент при RSR, равный (-0,411), статистичес
ки незначим. Его /-статистика /Д5Д=-0,411/0,947 а -0,434 слишком 
мала по абсолютной величине. Если уточнить по таблицам, уровень 
значимости здесь составляет примерно . Следовательно, если в дей
ствительности (для генеральной совокупности) этот коэффициент 
равен нулю, то вполне вероятно (с вероятностью 2/3) для данного 
размера выборки (60 наблюдений) при двух объясняющих перемен
ных получить такую (-0,434) или большую по модулю г-статистику 
данного коэффициента рефессии. Для оценки значимости коэф
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фициента регрессии можно воспользоваться следующим грубым 
правилом: если абсолютная величина коэффициента меньше, чем 
его стандартная ошибка, то он статистически незначим (если нет 
мультиколлинеарности, или коррелированное™ объясняющих пе
ременных, о которой речь пойдет позже). В данном случае это 
правило срабатывает, и на следующем шаге мы заменим перемен

ную RSR.
Теперь рассчитаем /-статистику оцененного уравнения:

R2 (Л - 1И- 1) 0,29 57

F ~ T ~ r v ----т---- = <Ш  Т  ’ (3)

По таблице распределения Фишера с (2; 57) степенями свободы 
находим, что критическое значение /равно 3,16 при 5 %-ном уров
не значимости и 5,0 при 1 %-ном. Таким образом, гипотеза о равен
стве нулю одновременно всех коэффициентов регрессии заведомо 
отвергается (что, впрочем, ясно и из того, что коэффициент при 
GNP уже до этого получился значимым). Итак, даже небольшая 
величина R2 = 0,29 при довольно большом числе наблюдений дала 
значимую величину /-статистики. В то же время если величина R2 

рассматривается как самостоятельный критерий качества регрессии 
(а не только как средство проверки нулевой гипотезы для всех 
коэффициентов одновременно), позволяющий оценить его в срав
нении с качеством линии у = у, то значение R2 = 0,29 вряд ли 
можно считать хорошим. Это говорит о необходимости дальнейше
го поиска объясняющих переменных для показателя RNX.

Для оценки качества множественной линейной регрессии и про
верки наличия предполагавшихся свойств отклонений е. нужна так
же статистика Дарбина-Уотсона DW. В рассматриваемом примере 
она равна 0,43. Невооруженным взглядом видна положительная ав
токорреляция е:. D W близка к нулю. Проверим статистику D W по 
таблице для п = 60; т  = 2 при уровне значимости 5%. Критические 
значения d, =  1,44; du = 1,57. Поскольку DW  = 0,43 < 1,44 = dr 
принимается гипотеза о наличии положительной автокорреляции 
остатков первого порядка. Таким образом, значение статистики Дар
бина-Уотсона говорит о том, что оцениваемая зависимость имеет 
другой вид: действовали какие-то неучтенные факторы либо сама 
формула связи была нелинейной. Заметим, что если оцениваются 
регрессионные связи макроэкономических показателей по времен
ным рядам наблюдений за столь длительный период времени, то 
статистика DW  чаще всего оказывается близкой к нулю. Практи
чески всегда какие-то факторы действуют на протяжении некото
рых периодов времени, “уводя” зависимую переменную вверх или 
вниз от линии (или поверхности) регрессии. Идентификация таких

12 Замков
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Рисунок 18.1. Действительные (Actual) и рассчитанные по уравнению 
регрессии (Fitted) величины RNX\ отклонения от линии регрессии (Resi
dual) (СШ А, 1931-1990 гг., уравнение: RNX= 21,1 -0,017 GNP-0,411 RSR)

факторов и определение периодов их действия является важной 

задачей эконометрики.
Указанные недостатки оцененного уравнения регрессии прояв

ляются и на графике. На рис. 18.1, где показаны зависимости от 
времени действительных и рассчитанных по уравнению регрессии 
значений RNX, а также отклонений первых от вторых, можно ви
деть, что оцененное уравнение не описывает колебаний переменной 
RNX, а объясняет лишь ее общий тренд. Здесь же видно, что откло
нения зависимой переменной от линии регрессии не являются неза
висимыми и, кроме того, дисперсия их для разных периодов не 

постоянна.
Воздействие процентной ставки на величину чистого экспорта 

происходит с определенным временным запаздыванием (лагом). За
ключаемые контракты ориентируются на текущий валютный курс 
(который, в свою очередь, с некоторой задержкой реагирует на из
менения процентной ставки), а их исполнение обычно происходит 
лишь через несколько месяцев. Поэтому естественно в качестве пер
вого шага в развитии модели чистого экспорта не исключать объяс
няющую переменную RSR, а ввести ее с лагом в один год, то есть 
заменить RSR на RSR(-1). В результате расчетный период сокраща
ется на одну точку, то есть охватывает 1932-1990 гг. Получается 

следующее уравнение регрессии:
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RESIDUAL ---- ACTUAL ----- FITTED

Рисунок 18.2. Действительные (Actual) и рассчитанные по уравнению 
регрессии (Fitted) величины RNX\ отклонения от линии регрессии (Residu
al) (СШ А, 1932-1990 гг., уравнение: RNX= 18,9-0,015 GNP-2,086 RSR(-\))

RNX=  18,9 - 0,015 GNP- 2 ,Ш  RSR(-\) (4)
(8,31) (0,004) (0,911)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
R2 = 0,35; D W =  0,46.

Здесь обе объясняющие переменные статистически значимы; их 
f-статистики превышают по модулю 2. Однако обобщающие пока
затели качества модели R2 и D\V по сравнению с уравнением (2) 
существенно не улучшились. На графике (рис. 18.2) можно видеть, 
что в некоторые периоды, особенно во второй половине 1940-х - 
первой половине 1950-х годов, эта модель описывает уже не только 
общий тренд величины RNX, но и отклонения от этого тренда. В то 
же время она, безусловно, не подходит для всего периода 1931-1990 
гг. Мы отметим это для дальнейшего, когда будем строить отдель
ные модели для различных частей рассматриваемого периода, но 
пока продолжим поиск единой модели для всего периода.

12*
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18.2. Уточнение состава объясняющих переменных в 

регрессионной модели

В качестве очередного шага в развитии модели мы заменим пе
ременную RSR в уравнении регрессии (2) на переменную ER (Real 
Exchange Rate) - реальный курс доллара СШ А  по отношению к 
“корзине” основных иностранных валют. Причиной такой замены 
является то, что процентные ставки влияют на реальный экспорт и 
импорт косвенно, через валютный курс: чтобы принести больший 
процент в какой-то стране, деньги должны быть обменяны на ва
люту этой страны. Для обеспечения такого обмена увеличивается 
экспорт в эту страну и сокращается импорт. Кроме того, существует 
непосредственное влияние обменного курса на экспорт и импорт, 
не связанное прямо с процентной ставкой. Чем выше курс отечес
твенной валюты, тем труднее экспортировать и легче импортиро
вать, безотносительно к тому, где и под какой процент занимаются 
деньги для внешнеторговых операций и в банк какой страны они 
кладутся. Таким образом, для движения денег в международной 
торговле процентные ставки не так важны, как обменные курсы 
валют. Поэтому можно ожидать, что обменный курс окажется более 
значимой переменной в функции чистого экспорта, чем та или иная 
процентная ставка (кратко-, средне- или долгосрочная, номиналь
ная или реальная). Итак, было оценено следующее уравнение:

RNX=  94,2 - 0,018 GNP-0,631ER (5)
(36,4) (0,004) (0,309)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
R2 = 0,33; D W =  0,41.

Коэффициент при переменной ER в уравнении (5) примерно 
того же порядка, что и у RSR в (2), но его стандартная ошибка здесь 
в три раза меньше. Абсолютная величина /-статистики t =  0,631/
0,309 2,04 довольно значимо подтверждает (доверительная вероят
ность 95,4%), что коэффициент регрессии не равен нулю и что 
существует статистическая зависимость между обменным курсом и 
чистым экспортом. На графике (рис. 18.3) можно видеть, что рас
считанная по уравнению регрессии величина RNXотражает не толь
ко общий тренд действительного показателя, но также и (в некото
рой степени) отклонения от этого тренда. Однако в целом поведе
ние показателя RNXописано здесь ненамного лучше, чем в (2): доля 
объясненной дисперсии RNXосталась примерно такой же, как в (2) 
или в (4): {R2 =0,33 = 33%). Статистика Дарбина-Уотсона DW так
же осталась практически на прежнем, слишком близком к нулю (то 
есть свидетельствующем о положительной автокорреляции остат-
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Рисунок 18.3. Действительные (Actual) и рассчитанные по уравнению 

регрессии (Fitted) величины RNX\ отклонения от линии регрессии (Resi
dual) (СШ А , 1931-1990 гг., уравнение: RNX = 94,2 - 0,018 GNP- 0,631 ER)

ков) уровне. Для улучшения качества зависимости целесообразно 
поискать дополнительный объясняющий фактор.

Введем в уравнение регрессии как дополнительную объясняю
щую переменную валютный курс предыдущего года ER(-1). При
чиной для этого служит то, что экспортно-импортные контракты в 
среднем подписываются примерно за полгода до их фактического 
осуществления. Значит, и в рассматриваемой нами функции зави
симости чистого экспорта должен быть примерно полугодовой вре
менной лаг между экспортно-импортными потоками и влияющими 
на них показателями, в частности валютным курсом. В этом случае, 
при дискретной годовой единице времени, в качестве объясняющих 
переменных должны присутствовать ER и ER(-1).

Итак, следующим за период 1932-1990 гг. оценено следующее 
уравнение:

RNX = 143,0 - 0,018 GNP- 1,92 ER(-1) + 0,84 ER (6 )
(34,4) (0,003) (0,47) (0,46)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
R- = 0,50; DW =  0,54.
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( .,tiOK 18.4. Действительные (Actual) и рассчитанные по уравнению 
f\ , ИсцИ (Fitted) величины RNX\ отклонения от линии регрессии (Resi- 

1932-1990, уравнение: RNX= 143,0 - 0,018 GNP- 1,92 ER(-\) +

равнении (6) все коэффициенты статистически значимы (/>2), 
^ объясненной дисперсии переменной RNXвыросла до 50%. 

', ""еТ здесь пояснений положительный знак коэффициента при 

V  ,енн°й ER, поскольку рост валютного курса должен приводить 
к . ^раилеиию, а не к увеличению чистого экспорта. Для этого 

||Ц̂ем УРавнение регрессии в следующей форме:

143,0 - 0,018 GNP - 1,08 ER + 1,92 ДER (7)
1 (34,4) (0,003) (0,29) (0,47) 
кобках приведены стандартные ошибки)
ЛER =  ER - ER(-1).

равнении (7) у переменной ER уже отрицательный знак, а 
цельный знак у переменной ER означает, что чем больше эта 
(iiia, тем (при данной ER) меньше £7?(-1), с которой величина 
„экспорта связана отрицательной зависимостью. Можно оце- 
лийую из этих зависимостей (включая также зависимость 8), 

и жвивалентные результаты с теми же значениями стандарт- 
ц|бок коэффициентов, и трансформировать ее затем в лю
тую зависимость.

= 143,0 - 0,018 GNP- 1,08 Щ - 1 ) + 0,84Д£7? (8)
(34,4) (0,003) (0,29) (0,46)

рбках приведены стандартные ошибки).
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Обратите также внимание на соотношения коэффициентов и стан
дартных ошибок в уравнениях (6)-(8). Значения коэффициентов 

меняются в зависимости от спецификации, а значения стандартных 

ошибок сохраняются. Таким образом, /-статистики различны, и мож

но подобрать такую спецификацию из нескольких эквивалентных 

друг другу, которая дает наибольшие по модулю величины /-статис

тик. С  этой точки зрения уравнение (7) лучше, чем (6) или (8), так 
как у него все /-статистики превышают по модулю 3. Выбор урав

нения (7) можно сделать и на основе требования наиболее нагляд

ной содержательной интерпретации.

Добавим теперь вновь к нашей модели объясняющую переменную 

RSR(-\), уже показавшую свою существенность для одного из про

межутков рассматриваемого периода времени. Получаем уравнение

RNX =  117,9 - 0,014 GNP - 0,90 ER + 2,09д£7? - 2,18 RSR(-\) (9)

(33,8) (0,003) (0,29) (0,45) (0,81)

(в скобках приведены стандартные ошибки).

R2 = 0,56; DW =  0,68.

В уравнении (9) все переменные статистически значимы, что 

связано с тем, что вновь введенная переменная RSR(-1) объясняет 

поведение зависимой переменной RNXna временном диапазоне 1946- 

1955 гг., где не прослеживается влияния других переменных. В то 

же время, доля объясненной дисперсии зависимой переменной не 

возросла существенно по сравнению с (6 ), а статистика Дарбина- 

Уотсона остается близкой к нулю, что говорит о положительной 

автокорреляции остатков е. и требует уточнения вида зависимости 

или состава объясняющих переменных. Те же выводы могут быть 

сделаны и на основании графика (рис. 5).
Из графика видно, что колебания рассчитанных по уравнению 

регрессии величин RNXчастично соответствуют колебаниям факти

ческих величин RNX в периоды примерно с середины 1940-х до 
начала 1950-х и с начала 1970-х годов. До середины 1940-х годов и 

в 1950-е - 1960-е годы модель позволяет описать лишь общий тренд 
показателя RNX, что в данном случае совершенно недостаточно. Разное 

поведение отклонений е. на различных промежутках рассматривае

мого периода и разный состав объясняющих факторов говорят о 

том, что спецификация модели для этих промежутков должна быть 

различной.
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Рисунок 18.5. Действительные (Actual) и рассчитанные по уравнению 
регрессии (Fitted) величины RNX\ отклонения от линии регрессии (Resi
dual) (США, 1932-1990 гг., уравнение: RNX= 117,9 - 0,014 GNP - 0,90 ER + 
2,09 £7?- 2,18 Л5Л(-1))

18.3. Корректировка интервала оценивания линейной 

регрессионной модели

Из анализа оцененных уравнений регрессии для модели чистого 
экспорта можно сделать вывод, что изменения валютного курса 
стали определять величину реального чистого экспорта СШ А лишь 
на рубеже 1960-х-1970-х годов. Для столь резкого изменения взаи

модействия макроэкономических показателей должна быть какая- 
то объективная причина, выражающаяся в изменении экономичес
кой политики или внешнем “шоке”. В данном случае объяснением 
может служить тот факт, что с 1971 года был введен плавающий 

курс доллара по отношению к валютам других развитых стран. До 
этого номинальный курс фиксировался, что искажало реальный курс 

и его воздействие на экспортно-импортные потоки. Лишь во вто
рой половине 1940-х годов роль валютного курса в объяснении 
поведения показателя RNXиграла процентная ставка RSR(-\).

В целом, говоря о разделении временного интервала на части, 
отметим, что оно необходимо в тех случаях, когда значения пара
метров {а} менялись во времени (что нарушало предпосылку моде
ли линейной регрессии об их неизменности). Если изменялись они 
более или менее скачкообразно, то, разделяя временной интервал 
моментами таких “скачков”, можно разбить его на несколько ин
тервалов, на каждом из которых предпосылки модели выполня
лись. Для проверки статистической значимости различия коэффи
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циентов на отдельных отрезках рассматриваемого временного ин
тервала можно использовать /-статистику, о чем говорилось в пред
ыдущей главе.

Итак, на следующем шаге мы меняем стратегию: вместо введе
ния новых объясняющих переменных разобьем рассматриваемый 
временной интервал 1931-1990 гг. на части и будем дальше совер
шенствовать каждое уравнение регрессии для того временного про
межутка, на котором оно работает лучше.

Вначале выберем период 1946-1962 годов и оценим для него 
уравнение типа (4):

RNX = 49,9 - 0,032 GNP- 1,538 /Ш?(-1) (10)
(14,1) (0,010) (0,485)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
R- = 0,83; D W =  2,10.

Уравнение (10) дает пример хорошей по всем параметрам эконо
метрической модели. Коэффициенты регрессии значимы; их /-ста
тистики по модулю превышают 3. Доля объясненной дисперсии 
зависимой переменной (/?-) составляет 83%, а статистика Дарбина- 
Уотсона очень близка к 2, что позволяет с высокой степенью уве
ренности принять гипотезу об отсутствии автокорреляции остатков 
первого порядка. В то же время график (рис. 18.6) показывает, что 
данная модель действительно хороша лишь для первой половины 
расчетного периода; во второй его половине модель описывает лишь 
общий тренд показателя RNX и не отражает отклонений от этого 
тренда.

Рисунок 18.6. Действительные (Actual) и рассчитанные по уравнению 
регрессии (Fitted) величины RNX\ отклонения от линии регрессии (Residu
al) (СШ А, 1946-1962 гг., уравнение: RNX= 49,9 - 0,032 GNP- 1,538 RSR(-\))
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Рисунок 18.7. Действительные (Actual) и рассчитанные по уравнению 
регрессии (Fitted) величины RNX; отклонения от линии регрессии (Residu
al) (СШ А, 1965-1990 гг., уравнение: RNX= 393,7 - 0,046 GNP- 2,58 £Л(-1))

Теперь выберем период 1965-1990 гг. (чтобы иметь несколько 

дополнительных наблюдений перед 1971 годом) и начнем оценива
ние с уравнения типа (5), включив в него временной лаг в 1 год. 
Получаем

RNX =  393,7 - 0,04bGNP- 2,5SER(-\) (11)
(41,0) (0,007) (0,28)

(в скобках приведены стандартные ошибки)

R2 = 0,82; D W =  0,89.

Это уравнение намного лучше, чем (5). Все коэффициенты ста

тистически значимы, их коэффициенты по абсолютной величине в 

7-10 раз превышают свои стандартные ошибки. Уравнение соответ

ствует макроэкономической теории, говорящей об отрицательной 

зависимости величины реального чистого экспорта от реального ВНП 

и валютного курса. Взглянув на рис. 18.7, можно отметить, что 

рассчитанные по уравнению регрессии величины ВНП за 1965-1990 

гг. очень близки к фактическим. Единственной проблемой являет

ся то, что статистика Дарбина-Уотсона существенно меньше двух, - 

таким образом, можно попытаться улучшить это уравнение. При 

этом мы надеемся избавиться от автокорреляции остатков (то есть, 

получить более близкую к двум DW) и, возможно, увеличить долю 
объясненной дисперсии RNX, то есть R2.
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18.4. Мультиколлинеарность

Теперь мы предпримем для иллюстрации шаг, который впослед
ствии окажется ошибочным, но поможет при этом показать очень 
важное явление в оценивании множественной регрессии - мульти
коллинеарность. Мультиколлинеарность - это коррелированносгь 
двух или нескольких объясняющих переменных в уравнении рег
рессии. Проблема мультиколлинеарности возникает только для слу
чая множественной регрессии, поскольку в парной регрессии лишь 
одна объясняющая переменная. Оценка коэффициента регрессии 
может оказаться незначимой не только из-за несущественности дан
ного фактора, но и из-за того, что трудно разграничить воздействие 
на зависимую переменную двух или нескольких факторов. Это бы
вает в том случае, когда какие-то факторы линейно связаны между 
собой (коррелированы) и меняются синхронно. Связь зависимой 
переменной с изменениями каждого из них можно определить, только 
если в число объясняющих переменных включается лишь один из 
этих факторов.

Природа мул ьти коллинеарности нагляднее всего может быть про
демонстрирована на примере совершенной мультиколлинеарности, 
то есть строгой линейной связи между объясняющими переменны
ми. Например, если в уравнении

у = р0 + р, х, + Р2х2 + е (12)

объясняющие переменные х: и х2 связаны линейным соотноше
нием х, = X х , то исходное уравнение сводится к уравнению про
стой линейной рефессии

у = р0 + р, х, + Р, X х, + е = р0 + р ; х, + е, (13)

в котором могут быть получены оценки коэффициентов Р0 и р,' 
= Р, + X Рг Последнее уравнение представляет собой одно уравнение 
с двумя неизвестными р, и р2, которые найдены по отдельности, 
естественно быть не могут. Таким образом, совершенная мульти
коллинеарность не позволяет определить коэффициенты регрессии 
(в данном примере р, и р2) и разделить вклады переменных х, их ,в  
объяснение поведения переменной у.

Несовершенная мул ьти коллинеарность, то есть стохастическая 
связь переменных х, и х2, характеризуется величиной коэффициен
та корреляции с между ними. Чем ближе по абсолютной величине 
значение коэффициента корреляции к единице, тем ближе мульги- 
коллинеарность к совершенной и тем труднее разделить влияния 
объясняющих переменных х, и х, на поведение переменной у и тем
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менее надежными будут оценки коэффициентов регрессии при этих 
переменных.

Предположим, что чистый экспорт зависит от потребления: пос
кольку существенная часть импортируемой продукции потребляет
ся, для этого есть основания. Для этого введем в последнее уравне
ние дополнительную объясняющую переменную: величину реаль
ных потребительских расходов CONS (Rea! Consumption Expenditu
res). Получаем уравнение

RNX=  406,6 - 0,07 GNP - 2,61 -ER(-\) + 0,035 COMS (14)
(70,1) (0,110) (0,31) (0,152)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
R2 = 0,82; D W =  0,87.

Мы видим здесь, что R2 и DW  не стали лучше - переменная 
CONS не дает дополнительной информации для объяснения пове
дения RNX. Однако здесь сразу два коэффициента регрессии оказа
лись статистически незначимыми - коэффициент при переменной 
потребления CONS (что понятно) и коэффициент при переменной 
GNP {что требует объяснения). Проблема здесь состоит в том, что 
переменные GNP и CONS сильно коррелированы между собой - за 
период 1965-1990 гг. их коэффициент корреляции равен 0,9978. 
Итак, даже если существует сильное влияние на RNXобеих перемен
ных GNP и CONS, мы не можем разделить это влияние при оцени
вании регрессии поданным нашей выборки. Поэтому мы исключа
ем из числа объясняющих только что введенную переменную CONS.

В общем случае, если при оценке уравнения рефессии несколь
ко факторов оказались незначимыми, то нужно выяснить, нет ли 
среди них сильно коррелированных между собой. Для этого распе
чатывается корреляционная матрица (это предусмотрено стандар
тными статистическими программными пакетами), и проверяется 
статистическая значимость коэффициентов парной корреляции. При 
наличии корреляции один из пары связанных между собой факто
ров исключается, либо в качестве объясняющего фактора берется 
какая-то их функция. Если же незначимым оказался только один 
фактор, то можно его исключить или заменить другим (хотя, воз
можно, на каком-то более коротком промежутке времени данный 
фактор оказался бы значимым).

18.5. Корректировка модели чистого экспорта

Следующий шаг в развитии модели функции чистого экспорта 
достаточно очевиден - мы добавляем объясняющую переменную 
AER, которая уже показала свою значимость в функции чистого 
экспорта за весь период 1931 - 1990 гг. Получаем уравнение
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RNX=  370,5 - 0,044-GNP - 2,42-£7?(-1) + 0,67 ЛER (15)
(42.3) (0,007) (0,29) (0,42)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
R2 = 0,84; DW =  1,32.

Здесь коэффициент при AER не слишком значим, но если пере
писать то же уравнение по-другому, он оказывается вполне статис
тически значимым:

RNX=  370,5 - 0,044-GNP - 2,42 ER + 3,10 AER (16)
(42.3) (0,007) (0,29) (0,42)

(в скобках приведены стандартные ошибки).

Статистика Дарбина-Уотсона здесь намного лучше, чем у пред
ыдущих уравнений, но еще остаются возможности улучшения как 
ее, так и доли объясненной дисперсии RNX. Введение объясняющей 
переменной прироста ВНП AGNP = GNP - GNP{-\) помогает увели
чить значение R2:

RNX = 339,0 - 0,038 GNP- 0,\llAGNP- 2,15ER + 2,80 Д£Я (17)
(34,9) (0,005) (0,048) (0,24) (0,35)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
Л2=0,90; DW± 1,12.

Здесь коэффициент при переменной AGNPотрицателен, как и 
коэффициент при GNP. Для последнего причина ясна: рост дохода 
в первую очередь вызывает рост импорта. Отрицательный знак ко
эффициента при AGNP может быть объяснен следующим образом. 
При данном значении текущего СУУРбольшая величина озна

чает больший его прирост, что учитывается потребителем при про
гнозировании прироста дохода в будущем году. Если он ожидает, 
что в следующем году его доход существенно возрастет, то он может 
увеличить потребление импортных товаров уже в текущем году. В 
результате сокращается чистый экспорт. Здесь можно видеть разни
цу в воздействии на чистый экспорт приростов валютного курса и 
объема ВНП: важными оказались валютный курс предыдущего года 
и ожидаемый доход следующего года. Поэтому, хотя знаки коэф
фициентов переменных ER и GNP оба отрицательны, знаки при 
величинах прироста этих показателей в уравнении регрессии раз

личны.
Полученное уравнение приемлемо по всем параметрам, лишь ста

тистика Дарбина-Уотсона говорит о возможном наличии некоторой 
автокорреляции остатков. Возможность добавления новых объясня
ющих переменных здесь уже практически исчерпанна, и можно 
считать, что остающаяся автокорреляция остатков обусловлена
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внутренними свойствами рядов е.. В этом случае, например, можно 
использовать авторегрессионное преобразование первого порядка 
Л/?(1), смысл которого в учете линейной регрессионной связи со 
седних отклонений ег Это будет сделано в главе 19.

18.6. Простейшие методы линеаризации

В процессе построения и развития модели функции чистого эк
спорта мы рассмотрели ряд основных подходов к улучшению ста
тистического качества модели. До сих пор мы говорили лишь о 
линейной регрессионной модели, однако нередко связь между эко
номическими переменными существенно нелинейна. В заключение 
этой главы рассмотрим некоторые методы сведения нелинейной мо
дели к линейной, или ее линеаризации. Сделаем это на примере 
построения макроэкономических производственных функций.

Предположим, что для некоторой модели линейная специфика
ция не дала приемлемых результатов, и из анализа различных ста
тистик и графиков мы установили, что связь переменных нелиней
на. Это означает, что нужно оценить уравнение нелинейной рефес
сии. Для оценки нелинейной рефессии существуют различные пути. 
Во-первых, существуют методы и алгоритмы оценивания нелиней
ных зависимостей: предложенная из априорных соображений ф ор
мула оценивается, например, методом наименьших квадратов. Здесь, 
так как речь идет о линейной регрессии, мы эти методы рассматри
вать не будем.

Если нелинейная зависимость может быть записана в виде сум
мы функций от неизвестных х. (например, у = а + Ьх{ + сх {2 + 
hx2), то можно построить новые ряды данных (для примера в скоб
ках - ряд данных х,2) и оценить с ними линейную регрессию. На
иболее распространенные виды функций и преобразований данных, 
необходимые для построения нужного набора новых переменных, 
обычно заложены в прикладные регрессионные пакеты. Пусть, на
пример, требуется оценить параметры производственной функции 
Кобба-Дугласа Y = AKULP. Для линеаризации прологарифмируем 
обе части:

In Y=  In А + alnA" + pin/,. (18)

Полученная формула линейна относительно логарифмов выпус
ка Y, капитала К и труда L, и она может быть оценена как множес
твенная линейная регрессия. Более сложные формулы (например, 
функцию CES

Y= А (их{ь+(\-и)х2ьУп/ь) (19)



Глава 18. Построение и развитие модели линейной регрессии. 351

можно оценить путем разложения в ряд. Как известно, любая 
дифференцируемая функция может быть разложена в ряд по степе

ням независимой переменной х в окрестности любой точки. Затем 

оставляются несколько наиболее важных членов ряда (остальные 

отбрасываются), и по ним оценивается линейная регрессия.

Если нужно оценить П Ф  Кобба-Дугласа с а+р=1, то делается 

следующее преобразование:

У К У К
У =AKUL“ ' => i =  А L “ => In L = In А + In Т

Далее оценивается парная линейная регрессия логарифма произ-

У К
водительности труда 1 от л о гар и фм а ка п итал о вооруже н н ости L

Нужно иметь в виду, что если с формулой связи делаются ка

кие-то преобразования, то меняются свойства ошибок е..Если для 
них предполагалось нормальное распределение с нулевым матема

тическим ожиданием, то после, например, логарифмирования пра

вой части оно уже таким не будет. Это серьезная проблема, изучае

мая эконометрикой. Мы на ней останавливаться не будем, просто 

отметив ее наличие. Для простоты будем считать, что (там, где это 

возможно) отклонения е. обладают нужными свойствами именно у 

итоговой, линеаризованной зависимости.

Если зависимость оценивается по данным временных рядов, то 

часть тренда зависимой переменной может объясниться действовав

шими во времени факторами, которые в совокупности могут учи

тываться просто включением в уравнение некоторой зависимости 

от времени. Такая зависимость может быть, например, линейной 
или экспоненциальной (изменение с постоянным темпом). В част

ности, ПФ  Кобба-Дугласа может учитывать нейтральный техничес

кий прогресс с помощью множителя е":

Y=AK<’L"e". (21)

После линеаризации эта формула становится следующей: In Y— 
In A -t-alnAT +pinZ. +yt и может быть оценена с помощью модели 

линейной регрессии.
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Вопросы к главе 18

1. В каких случаях необходимо уточнение линейной регрессионной 
модели и как оно осуществляется? Для пунктов 2-5 приведите 
соответствующие примеры с моделью чистого экспорта.

2. Когда необходимо выведение из рассмотрения незначимых объ
ясняющих переменных и добавление новых переменных?

3. В каких случаях осуществляется разбиение временного интерва
ла на части и оценка исходной или новой формулы рефессии на 
каждой из них?

4. Когда необходимо преобразование исходных данных с целью 
усфанить их нежелательные свойства?

5. В каких случаях осуществляется посфоение нелинейных специ
фикаций уравнения регрессии с последующей их линеаризацией 
(или оценкой нелинейной регрессии)?

6 . Какие объясняющие переменные включаются в модель чистого 
экспорта? Какие из них оказались значимыми и почему?

7. Объясните явление мультиколлинеарности. Что такое совершен
ная мультиколлинеарность?

8 . Как усфанить мультиколлинеарность? Поясните на примере мо
дели чистого экспорта.

9. Как линеаризовать производственную функцию Кобба-Дугласа? 
Для чего это необходимо?

10. Какие проблемы спецификации ошибок возникают при линеа
ризации уравнения рефессии?



ГЛАВА 19
Н ЕК О Т О РЫ Е  СП Е Ц И А Л ЬН Ы Е  П РИ К Л А Д Н Ы Е 

М ЕТОДЫ  ЭК О Н О М ЕТ РИ К И

В предыдущих главах были рассмотрены модели парной и мно
жественной линейной рефессии, а также задачи экономического 
анализа, решаемые с помощью этих моделей. Однако далеко не все 
задачи исследования взаимосвязей экономических переменных опи
сываются обычной линейной рефессионной моделью. Во-пер- 
вых, исходные данные могут не соответствовать тем или иным пред
посылкам линейной рефессионной модели и фебовать либо допол
нительной обработки, либо иного модельного инсфументария. Во- 
вторых, исследуемый процесс во многих случаях описывается не 
одним уравнением, а системой, где одни и те же переменные могут 
быть в одних случаях объясняющими, а в других - зависимыми. В- 
фетьих, исследуемые взаимосвязи могут быть (и обычно являются) 
нелинейными, а процедура линеаризации не всегда легко осущес
твима и может приводить к искажениям. В-четвертых, сфуктура 
описываемого процесса может обусловливать наличие различного 
рода связей между оцениваемыми коэффициентами рефессии, что 
также предполагает необходимость использования специальных ме
тодов. Настоящая глава посвящена обзору ситуаций, требующих вы
хода за рамки стандартной модели линейной рефессии, и подходов 
к их исследованию.

Наиболее распросфаненным в практике статистического оцени
вания парамефов уравнений рефессии является метод наименьших 
квадратов. Этот метод основан на ряде предпосылок относительно 
природы данных и результатов посфоения модели. Основные из 
них - это четкое разделение исходных переменных на зависимые и 
независимые, некоррелированность факторов, входящих в уравне
ния, линейность связи, отсутствие автокорреляции остатков, равен
ство их математических ожиданий нулю и постоянная дисперсия. 
Эмпирические данные не всегда обладают такими характеристика
ми, т.е. предпосылки МНК нарушаются. Применение этого метода 
в чистом виде может привести к таким нежелательным результатам, 
как смещение оцениваемых парамефов, снижение их состоятель
ности, устойчивости, а в некоторых случаях может и вовсе не дать 
решения. Для смягчения нежелательных эффектов при посфоении 
рефессионных уравнений, повышения адекватности моделей сущес
твует ряд усовершенствований МНК, которые применяются для дан
ных нестандартной природы.
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19.1. Взвешенный метод наименьших квадратов ( We
ighted Least Squares, WLS)

Одной из основных гипотез М НК является предположение о 
равенстве дисперсий отклонений е., т.е. их разброс вокруг среднего 
(нулевого) значения ряда должен быть величиной стабильной. Это 
свойство называется гомоскедастичностью. На практике дисперсии 
отклонений достаточно часто неодинаковы, то есть наблюдается ге- 
тероскедастичность. Это может быть следствием разных причин. 
Например, возможны ошибки в исходных данных. Случайные не
точности в исходной информации, такие как ошибки в порядке 
чисел, могут оказать ощутимое влияние на результаты. Часто боль
ший разброс отклонений е. наблюдается при больших значениях 
зависимой переменной (переменных). Если в данных содержится 
значительная ошибка, то, естественно, большим будет и отклонение 
модельного значения, рассчитанного по ошибочным данным. Для 
того, чтобы избавиться от этой ошибки нам нужно уменьшить вклад 
этих данных в результаты расчетов, задать для них меньший вес, 
чем для всех остальных. Эта идея реализована во взвешенном МНК.

Пусть на первом этапе оценена линейная регрессионная модель с 
помощью обычного МНК. Предположим, что остатки е. независи
мы между собой, но имеют разные дисперсии (поскольку теорети
ческие отклонения е. нельзя рассчитать, их обычно заменяют на 
фактические отклонения зависимой переменной от линии регрес
сии е, для которых формулируются те же исходные требования, что 
и для е). В этом случае квадратную матрицу ковариаций со\(е.,е) 
можно представить в виде:

2
0 0 . 0

0 0 . . 0

v = 0 0 h . 0

0 0 0
2

• Sn

где cov(e,e)=() при /'#у; cov(e,e )=s2; п - длина рассматриваемого 
временного ряда.

Если величины s2 известны, то далее можно применить взве-

1
шенный МНК, используя в качестве весов величины j j  и миними

зируя сумму
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<?, = £ ■(у: - а - Ьх)2 
s~

Формула Qt записана для парной регрессии; аналогичный вид 
она имеет и для множественной линейной регрессии. При исполь
зовании ('К/.^оценки параметров не только получаются несмещен
ными (они будут таковыми и для обычного МНК), но и более 
точными (имеют меньшую дисперсию), чем невзвешенные оценки.

Проблема заключается в том, чтобы оценить величины s2, пос
кольку заранее они обычно неизвестны. Поэтому, используя на 
первом этапе обычный МНК, нужно попробовать выяснить причи
ну и характер различий дисперсий е.. Для экономических данных, 
например, величина средней ошибки может быть пропорциональна 
абсолютному значению независимой переменной. Это можно про-

1
верить статистически и включить в расчет МНК веса, равные

Существуют специальные критерии и процедуры проверки равен
ства дисперсий отклонений. Например, можно рассмотреть частное 
от деления сумм самых больших и самых маленьких квадратов от
клонений, которое должно иметь распределение Фишера в случае 
гомоскедастичности.

Использование взвешенного метода в статистических пакетах, 
где предоставлена возможность задавать веса вручную, позволяет 
регулировать вклад тех или иных данных в результаты построения 
моделей. Это необходимо в тех случаях, когда мы априорно знаем о 
нетипичное™ какой-то части информации, т.е. на зависимую пере
менную оказывали влияние факторы, заведомо не включаемые в 
модель. В качестве примера такой ситуации можно привести случаи 
стихийных бедствий, засух. При анализе макроэкономических по
казателей (ВНП и др.) данные за эти годы будут не совсем типич
ными. В такой ситуации нужно попытаться исключить влияние 
этой части информации заданием весов. В разных статистических 
пакетах приводится возможный набор весов. Обычно это числа от О 
до 100. По умолчанию все данные учитываются с единичными ве
сами. При указании веса меньше 1 мы снижаем вклад этих данных, 
а если задать вес больше единицы, то вклад этой части информации 
увеличится. Путем задания весового вектора мы можем не только 
уменьшить влияние каких - либо лет из набора данных, но и вовсе 
исключить его из анализа. Итак, ключевым моментом при приме
нении этого метода является выбор весов. В первом приближении 
веса могут устанавливаться пропорционально ошибкам невзвешен
ной регрессии.
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19.2. Системы одновременных уравнений

При статистическом моделировании экономических ситуаций часто 
необходимо построение систем уравнений, когда одни и те же пере
менные в различных регрессионных уравнениях могут одновремен
но выступать, с одной стороны, в роли результирующих, объясняе
мых переменных, а с другой стороны - в роли объясняющих пере
менных. Такие системы уравнений принято называть системами 
одновременных уравнений. При этом в соотношения могут входить 
переменные, относящиеся не только к текущему периоду /, но и к 
предшествующим периодам. Такие переменные называются лаго- 
выми. Переменные за предшествующие годы обычно выступают в 
качестве объясняющих переменных.

В качестве иллюстрации приведем пример из экономики. Рас
смотрим модель спроса и предложения. Как известно, спрос D на 
некоторый продукт зависит от его цены р. От этого же параметра, 
но с противоположным по знаку коэффициентом, зависит и пред
ложение этого продукта. Силы рыночного механизма формируют 
цену таким образом, что спрос и предложение уравниваются. Нам 
нужно построить модель описанной ситуации. Для этого имеются 
данные об уровне равновесных цен и спросе (который равен пред
ложению). Представленную ситуацию можно формализовать в виде 
следующей линейной модели:

спрос пропорционален цене с коэффициентом пропорциональ
ности йг,<0 , т.е. связь отрицательная;

предложение пропорционально цене с коэффициентом пропор
циональности а2>0 , т.е. связь положительная;

Здесь ег е\, (/=1,...,«) - ошибки модели, имеющие нулевое мате
матическое ожидание.

Первые два из представленных уравнений, если их рассматри
вать отдельно, могут показаться вполне обычными. Мы можем оп
ределить коэффициенты регрессии для каждого из этих уравнений. 
Но в этом случае остается открытым вопрос о равенстве спроса и 
предложения, т.е. может не выполняться третье равенство, в кото
ром спрос выступает в качестве зависимой переменной. Поэтому

1) О, =aip+bl+el - (1)

2) 5, =а2р+Ь2+е\ - (2)

3) J, = D,. (3)
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расчет параметров отдельных уравнений в такой ситуации теряет 
смысл.

Экономическая модель как система одновременных уравнений 
может быть представлена в структурной или в приведенной форме. 
В структурной форме ее уравнения имеют исходный вид, отражая 
непосредственные связи между переменными. Приведенная форма 
получается после решения модели относительно эндогенных (внут
ренних) переменных, то есть выражения этих переменных только 
через экзогенные (задаваемые извне) переменные и параметры мо
дели. Например, в модели спроса и предложения эндогенными яв
ляются переменные pr St, /), ее параметры - ar av bv bv а экзоген
ных переменных в ней нет. Таким образом, в приведенной форме 
переменные pt, Sr D должны выражаться только через параметры

Здесь v|(, v2(, v3( - преобразованные отклонения. Мы можем оце

нить как среднее значение р1 (т.е. р), а также atp + b=D ,
«1 u2

а2р+ b=S, но из этих трех соотношений невозможно рассчитать 
параметры первоначальной модели аг ау Ь{ и Ь2 (поскольку их 
четыре). Тем самым мы подошли к проблеме идентификации - оценке 
параметров структурной формы модели (в чем, собственно, и состо
ит наша задача) по параметрам приведенной формы. Параметры 
приведенной формы могут быть оценены обычным МНК, но по 
ним далеко не всегда может быть идентифицирована исходная мо
дель (как, например, в описанном случае модели спроса и предло
жения). Для того чтобы структурная форма модели могла быть иден
тифицирована, вводят дополнительные предпосылки (например, о 
равенстве некоторых коэффициентов нулю или об их взаимосвязи 
между собой). Часто уже на этапе построения модели стараются 
выбрать такую ее форму, которая была бы идентифицируема. Та
кой, например, является треугольная форма модели:

модели. Подставив и Sf из (1) и (2) в (3), получаем

а\Р, + bt + е, =

| а. - а.

Ь2 - Ь

2

ъг - ъ

УгЛхУ, У2=АУпхУ’ - ’ y r A y r y v - , y k.r x), (4)

где х - вектор объясняющих переменных, у. - i-я зависимая пере
менная. Нежелательна и сверхидентифицируемость модели, когда 
для параметров структурной формы получается слишком много со 
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отношений из приведенной формы модели. В этом случае модель 
также нуждается в уточнении.

Для оценивания систем одновременных уравнений имеется ряд 
методов. В целом их можно разбить на две группы. К первой груп
пе относятся методы, применяемые к каждому уравнению в отдель
ности. Вторая группа содержит методы, предназначенные для оце
нивания всей системы в целом. В пакете TSP, в частности, пред
ставлено по одному методу из каждой группы. Для оценивания 
отдельных уравнений можно применять двухшаговый метод наимень
ших квадратов (Two-Stage Least Squares). Из второй группы мето
дов в этом пакете реализован трехшаговый метод наименьших квад
ратов (Three-Stage Least Squares).

Остановимся вначале на двухшаговом методе. Он применяется 
при наличии в оцениваемой модели лаговых переменных. Содержа
тельный смысл двухшагового метода состоит в следующем. Как 
известно, МНК-оценки параметров уравнения равны b= (XX ) 1 X  К, 
но лаговые значения у, используемые как объясняющие перемен
ные (в этой формуле они являются частью матрицы X), заранее 
неизвестны. Поэтому для того, чтобы воспользоваться этой форму
лой, сначала, на первом шаге, определяются недостающие значения 
объясняемых переменных. Это в данном случае делается путем рас
чета МНК-оценок, т.е. строится регрессия, в которой в роли объяс
няемых переменных выступают только имеющиеся в исходной ин
формации. После этого, когда исходные эмпирические данные до
полнены рассчитанными значениями и сформирован полный набор 
данных, можно приступать к оценке искомых параметров.

Двухшаговый МНК применяется и при сверхидентифицируе
мости модели. В этом случае на первом шаге оцениваются парамет
ры приведенной формы модели. С помощью уравнений приведен
ной формы, при заданных значениях объясняющих переменных, 
рассчитываются оценки зависимых переменных. Далее эти оценки 
подставляются в правые части уравнений модели в структурной 
форме, и вновь используется обычный МНК для оценки ее пара

метров.
Для оценки параметров всей системы уравнений в целом ис

пользуется трехшаговый МНК. К его применению прибегают в тех 
случаях, когда переменные, объясняемые в одном уравнении, в дру
гом выступают в роли объясняющих. Так было в нашем примере с 
моделью спроса и предложения, где спрос и предложение, с одной 
стороны, определяются рыночной ценой, а с другой стороны, пред
ложение должно быть равно спросу. При расчете параметров таких 
моделей необходимо учитывать всю систему соотношений. В трех
шаговом методе это реализуется в три этапа. Первые два из них 
похожи на двухшаговый метод, т.е. производится оценка парамет
ров в уравнениях с лаговыми переменными. В нашем примере лаго-
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вые переменные в уравнения не включены, и на этом этапе будут 
рассчитываться обычные коэффициенты регрессии. После этого нам 
нужно увязать все уравнения системы между собой. В качестве меры 
связи здесь выступает матрица ковариаций ошибок моделей, т.е. 
чтобы оценить, насколько несвязанными получатся уравнения спроса 
и предложения при расчете их отдельно, нужно рассчитать ковари- 
ацию ошибок г и г ’. Для увеличения этой связи на следующем 
этапе, при очередном расчете коэффициентов регрессии учитывает
ся матрица ковариаций ошибок. Таким приемом достигается взаи- 
мосязанность всей системы уравнений.

19.3. Нелинейная регрессия

На практике часто встречается ситуация, когда априорно извес
тен нелинейный характер зависимости между объясняемыми и объ
ясняющими переменными. В этом случае функция/в уравнении 
y=f{a,x) нелинейна (а - вектор параметров функции, которые нам 
нужно оценить). Например, вид зависимости между ценой и коли
чеством товара в той же модели спроса и предложения: она не всег
да предполагается линейной, как в нашем примере. Нелинейную 
функцию можно преобразовать в линейную, как это было сделано, 
например, логарифмированием с функцией Кобба-Дугласа. Однако 
не все функции поддаются такой непосредственной линеаризации. 
Любую дифференцируемую нужное число раз функцию можно раз
ложить в функциональный ряд и затем оценить регрессию объяс
няемой переменной с членами этого ряда. Тем не менее такое раз
ложение всегда осуществляется в окрестности определенной точки, 
и лишь в этой окрестности достаточно точно аппроксимирует оце
ниваемую функцию. В то же время оценить зависимость требуется 
обычно на более или менее значительном интервале, а не только в 
окрестности некоторой точки. При линеаризации функции или раз
ложении её в ряд с целью оценки регрессии возникают и другие 
проблемы: искажение отклонений е и нарушение их первоначаль
ных свойств, статистическая зависимость членов ряда между собой. 
Например, если оценивается формула

у =  ах + Ьх2 + е

полученная путем линеаризации или разложения в ряд, то неза
висимые переменные х и х2 связаны между собой даже не статисти
чески, но функционально. Если исходная ошибка е здесь связана с 
переменной х, то добавление х2 приводит к появлению (с соответ
ствующими коэффициентами) квадрата этой переменной и её удво
енного произведения с х, что искажает исходные предпосылки мо
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дели. Поэтому во многих случаях актуальна непосредственная оценка 
нелинейной формулы рефессии. Для этого можно воспользоваться 
нелинейным МНК. Идея МНК основана на том, чтобы минимизи
ровать сумму квадратов отклонений расчетных значений от эмпи
рических, т.е. нужно оценить параметры а функции J{a,x) таким 
образом, чтобы ошибки е= у-/[а,х), точнее - их квадраты, по сово
купности были минимальными. Для этого нужно решить задачу 
минимизации

F =  £  0'• - Д а ,*,))2 -» min. (5)
I

Для решения этой задачи существует два пути. Во-первых, мо
жет быть осуществлена непосредственная минимизация функции F 
с помощью методов нелинейной оптимизации, позволяющих нахо
дить экстремумы выпуклых линий. Это, например, метод наиско
рейшего спуска, при использовании которого в некоторой исход
ной точке определяется антиградиент (направление наиболее быс
трого убывания) функции F. Далее находится минимум /п ри  дви
жении в данном направлении, и в точке этого минимума снова 
определяется градиент. Процедура повторяется до тех пор, пока раз
ница значений /н а  двух последовательных шагах не окажется меньше 
заданной малой величины. Другой путь состоит в решении системы 
нелинейных уравнений, которая получается из необходимых усло
вий эксфемума функции /. Эти условия - равенство нулю частных 
производных функции F по каждому из параметров а , т.е.

j  — 1 Получается система уравнений

-2£ (у, - Аа,х)) ■ faj'(a,x:.) = 0, j  = 1,..., m, (6)

нелинейность которой обусловлена нелинейностью функции/  
относительно параметров а.. Эта система уравнений может быть ре
шена итерационными методами (когда последовательно находятся 
векторы парамефов, все в меньшей степени нарушающие уравне
ния системы). Однако в общем случае решение такой системы не 
является более простым способом нахождения вектора а, чем непос
редственная оптимизация методом наискорейшего спуска.

Существуют методы оценивания нелинейной рефессии, сочета
ющие непосредственную оптимизацию, использующую нахожде
ние фадиента, с разложением в функциональный ряд (ряд Тейлора) 
для последующей оценки линейной регрессии. Наиболее известен
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из них метод Марквардта, сочетающий в себе достоинства каждого 
из двух используемых методов.

При построении нелинейных уравнений более остро, чем в ли
нейном случае, стоит проблема правильной оценки формы зависи
мости между переменными. Неточности при выборе формы оцени
ваемой функции существенно сказываются на качестве отдельных 
параметров уравнений регрессии и, соответственно, на адекватности 
всей модели в целом.

19.4. Авторегрессионное преобразование

Важной проблемой при оценивании регрессии является автокор
реляция остатков ег которая говорит об отсутствии первоначально 
предполагавшейся их взаимной независимости. Автокорреляция ос
татков первого порядка, выявляемая с помощью статистики Дарби
на-Уотсона, говорит о неверной спецификации уравнения либо о 
наличии неучтенных факторов. Естественно, для её устранения нужно 
попытаться выбрать более адекватную формулу зависимости, отыс
кать и включить важные неучтенные факторы или уточнить период 
оценивания регрессии. В некоторых случаях, однако, это не даст 
результата, а отклонения е. просто связаны авторегрессионной зави
симостью. Если это авторегрессия первого порядка, то её формула 
имеет вид е~ре. t + и. (р - коэффициент авторегрессии, |р|<1), и мы 
предполагаем, что остатки и. в этой формуле обладают нужными 
свойствами, в частности - взаимно независимы. Оценив р, введем 
новые переменные y\=yf - ру,_,; х’ =х. - рх (это преобразование 
называется авторегрессионным (Alt), или преобразованием Бокса- 
Дженкинса). Пусть мы оцениваем первоначально формулу линей
ной регрессии у = а + Ьх. + е.. Тогда

У) = У, - РУ., =  а + Ьх. + е. - р(а + к ,  + е._,) =
= 0(1 - р) + Ь(х. - рх,,) + е. - ре., = а(\ - р)+Ьх’ +иг

Если величины // действительно обладают нужными свойствами, 
то в линейной регрессионной зависимости у’ . = я, + Ьх'. + и. авто
корреляции остатков и. уже не будет, и статистика DW  окажется 
близкой к двум. Коэффициент Ь этой формулы принимается для 
исходной формулы у = а+Ьх+е непосредственно, а коэффициент а

рассчитывается по формуле а = 1 .

Оценки коэффициентов а и Ь нужно сравнить с первоначальны
ми оценками, полученными для расчета отклонений е.. Если эти 
оценки совпадают, то процесс заканчивается; если нет - то при 
новых значениях а и Ь вновь рассчитываются отклонения е. до тех
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пор, пока оценки а и b на двух соседних итерациях не совпадут с 
требуемой точностью.

В случае, когда остатки « также автокоррелированы, авторегрес
сионное преобразование может быть применено ещё раз. Это озна
чает использование авторегрессионного преобразования более высо
кого порядка, которое заключается в оценке коэффициентов авто
регрессии соответствующего порядка для отклонений е. и использо
вании их для построения новых переменных. Такое преобразование 
вместо AR( 1) называется AR{s) - если используется авторегрессия 
порядка s.

О целесообразности применения авторегрессионного преобразо
вания говорит некоррелированность полученных отклонений и. 
Однако даже в этом случае истинной причиной первоначальной 
автокорреляции остатков может быть нелинейность формулы или 
неучтенный фактор. Мы же, вместо поиска этой причины, ликви
дируем её бросающееся в глаза следствие. В этом - основной недо
статок метода AR и содержательное ограничение для его применения.

Кроме авторегрессионного преобразования, для устранения авто
корреляции остатков и уточнения формулы регрессионной зависи
мости может использоваться метод скользящих средних (Moving Ave
rages, или МА). В этом случае считается, что отклонения от линии 
регрессии е. описываются как скользящие средние случайных нор
мально распределенных ошибок е .: предполагается, что

Это формула для преобразования МА q-го порядка, или MA(q); 
МА( 1), например, имеет вид е. = е( + 0|е( . Параметры 0., как и в 
случае авторегрессионного преобразования, могут оцениваться ите
рационными методами.

Во многих случаях сочетание методов AR и МА позволяет решить 
проблему автокорреляции остатков даже при небольших sw q. Еще 
раз повторим, что адекватным такое решение проблемы является 
лишь в том случае, если автокорреляция остатков имеет собствен
ные внутренние причины, а не вызвана наличием неучтенных (од
ного или нескольких) факторов.

Методы AR и МА могут использоваться в сочетании с переходом 
от объемных величин в модели к приростным, для которых статис
тическая взаимосвязь может быть более точной и явной. Модель, 
сочетающая все эти подходы, называется моделью ARIMA (Autoreg
ressive Integrated Moving Averages). В общем виде ее формулу можно 
записать гак:

У,  =  Р ,/м  + Р/,-2 + Р,/,-„ + е, + 0 ,ем + -+  (8)
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где {р.} и {в.} - неизвестные параметры, и е - независимые, оди
наково нормально распределенные СВ с нулевым средним. Величи
ны у представляют собой конечные разности порядка d величин у, 
а модель обозначается как ARIMA(p,d,q).

Эффективность преобразований AR и МА для устранения авто
корреляции остатков продемонстрируем на примере. Нами была 
оценена зависимость величины реального чистого экспорта RNX 
для экономики СШ А за 1965 - 1990 гг. от показателей реального 
ВНП (GNP), его прироста GNP, реального валютного курса ER и 
его прироста ER. Формула получилась следующей (RNX, GNP - в 
млрд. долларов; ER- в % к базовому значению):

RNX = 339,0 - 0,038- GNP - 0,177 Д GNP- 2,15ER + 2,S0AER (9)
(34,9) (0,005) (0,048) (0,24) (0,35)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
Л2=0,90; DW=\,\2.

Значение DW=\,\2 говорит о наличии некоторой положитель
ной автокорреляции остатков. Использование преобразования AR(l) 
позволяет существенно улучшить положение; получаем уравнение

RNX = 323,3 - 0,035 GNP - 0, \55 AGNP-2,\5 AER+ 2,05 AER (10)
(67,2) (0,014) (0,035) (0,40) (0,31)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
R2 = 0,94; DW = 1,71.

Это уравнение приемлемо по всем параметрам и статистическим 
характеристикам. Единственное, что имеет смысл сделать в нем, это 
замена переменных ER и ER на одну переменную ER(-\). Это мож
но сделать, поскольку абсолютные величины коэффициентов при 
ER и ER почти одинаковы. В таком случае можно сделать преобра
зование (-aER+a AER) = {-aER + a (ER - ER(-]))=-a ER(-1), и мы 
можем использовать это равенство для сокращения числа объясня
ющих переменных.1 Включив снова преобразование /Щ 1) (для ко
торого коэффициент авторегрессии соседних отклонений е. полу
чился равен р=0,71, со стандартной ошибкой 0,16), получаем урав

нение регрессии:

1 Объединение двух или нескольких переменных осуществляется в уравнении 
множественной линейной регрессии в том случае, если коэффициенты их близ
ки по абсолютной величине, а новая переменная имеет ясный содержательный 
смысл. Например, если оценка производственной функции в темповой записи 
дала результату = 1,2 + 0,52 А: - 0,49/(у, А, / - темпы прироста выпуска, капитала 
и труда), то можно оценить у как функцию от (к - /). Величина (к - !)  - темп 
прироста капиталовооруженности труда (приближенная оценка).
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RNX = 318,6 - 0,035 GNP- 0,155 AGNP - 2,09 ER(-\) (11)
(54,9) (0,013) (0,033) (0,28)

(в скобках приведены стандартные ошибки)
R2 = 0,94; D W =  1,79.

Данное уравнение регрессии приемлемо по всем параметрам и 
может рассматриваться как конечный результат нашего исследова
ния. Все коэффициенты в нем статистически значимы: даже на
именьшая из /-статистик (у коэффициента при переменной GNP) 
близка к трем. Уравнение рефессии объясняет 94% дисперсии зави
симой переменной, а близкая к двум статистика Дарбина-Уотсона 
не позволяет отвергнуть гипотезу об отсутствии автокорреляции 
остатков первого порядка. Добавление какой-либо новой объясня
ющей переменной уже практически не сможет улучшить качества 
уравнения рефессии.

Качество уравнения показано на рис. 19.1, где фактические и 
рассчитанные по уравнению рефессии величины очень близки друг 
к другу, а отклонения от уравнения регрессии выглядят случайны
ми и независимыми друг от друга.

Рисунок 19.1. Действительные (Actual) и рассчитанные по уравнению 

регрессии (Fitted) величины RNX\ отклонения от линии регрессии (Resi
dual). (СШ А, 1965-1990 гг., уравнение: RNX =  318,6 - 0,035 GNP- 0,155 GNP 
- 2,09 £7?(-1), с использованием ЛЯ(1))

RESIDUAL ---- ACTUAL ----- FITTED

Добавление преобразования МА{ 1) позволяет повысить величину 
DW до 1,95, но не дает значимой оценки коэффициента сглажива
ния и (его /-статистика равна 0,31), поэтому в данном случае вклю
чать зто преобразование нецелесообразно.
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Преобразования AR, МА и модель AR/MA полезно использовать 
в тех случаях, когда уже ясен круг объясняющих переменных и 
общий вид оцениваемой формулы, но в то же время остается сущес
твенная автокорреляция остатков. В качестве примера укажем оце
нивание производственных функций, где объясняющими перемен
ными служат используемые объемы или темпы прироста труда и 
капитала, а требуемой формулой является, например, производствен
ная функция Кобба-Дугласа или CES.

Вопросы к главе 19

1. В каких случаях возникают трудности использования множес
твенной линейной регрессии в моделировании? В чем реальная 
ситуация может не соответствовать предпосылкам модели?

2. Что такое гомоскедастичность и гетероскедастичность? Каковы 
результаты использования линейной регрессионной модели в ус
ловиях каждой из них? Что можно сказать при этом о несме
щенности, состоятельности и эффективности оценок?

3. В чем сущность взвешенного МНК? Какие показатели взвеши
ваются при его использовании и как могут выбираться весовые 
коэффициенты?

4. Что такое системы одновременных уравнений в экономическом 
моделировании? Приведите примеры таких систем.

5. В чем различие структурной и приведенной форм экономичес
ких моделей? В чем смысл перехода от структурной к приведен
ной форме в эконометрике?

6 . Как оценить параметры приведенной формы экономической мо
дели? В каких случаях по ним можно рассчитать параметры струк
турной формы? В чем состоит проблема идентификации в эко
нометрике и в каких случаях она разрешима?

7. В чем заключается двухшаговый МНК? В каких случаях он при
меняется?

8 . В чем заключается трехшаговый МНК? В каких случаях он при
меняется?

9. В чем заключается проблема автокорреляции остатков и как она 
проявляется?

10. Что такое авторегрессионное преобразование и в каких случаях 
оно применяется?

11. В чем сущность преобразования остатков методом скользящих 
средних? В каких случаях оно применяется?

12. В чем смысл модели ARIMA1 Какими могут быть результаты ее 
применения?
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В учебном пособии рассмотрены методы управления финансами пред
приятия: платежеспособностью, финансовой устойчивостью, кредитос
пособностью. Показаны способы управления финансовым состояни
ем в условиях изменений в спросе  на продукцию предприятия. Изложе
ны подходы к финансовому планированию и движению финансовых и 
денежных потоков с учетом рыночной ситуации и взаимоотношений 
предприятия с партнерами. Рассмотрены проблемы инвестиционной 
деятельности с учетом степени рисков. Даны рекомендации выбора фи
нансовых решений в условиях действующей системы налогообложения.

10. Голубнов Е.П. "Основы маркетинга", 656 стр., переплет.
В основу учебника положен многолетний опыт автора по преподаванию 
маркетинга студентам экономических учебных заведений, а также слу
шателям системы повышения квалификации. В книге рассматриваются 
основные понятия маркетинга и его использование на разных уровнях уп
равления, роль маркетинга в стратегическом планировании. Подробно 
излагается последовательность функций управления: предплановый ана
лиз, разработка плана, его реализация и контроль выполнения.

Справки о приобретении книг по почте и покупке за наличный расчет 
в г. Москве -  по тел.: (095) 148-81-34,148-95-62.

Заявки на приобретение направлять по адресу: 107061,
г. Москва, а/я 800, ИКЦ «ДИС». Возможна курьерская доставка.
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