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с У з  БОШ И

Математик мантиц математиканинг тез ривожланиб 
бораётган булимларидан биридир. Буни математик ман- 
тикнинг жуда кул амалий масалаларни, чунончи *исоб- 
лаш машиналари ва автоматик системаларни лойиз^а- 
лаш,  программалаштириш ва кибернетика масалалари- 
ни х;ал этишда катта роль уйнаши билан тушунтириш 
мумкин.  Педагогика институтлари математика факуль- 
тетларининг укув режасига 1978 йили кайтадан киритил- 
ган математик мйнтик курси булажак укитувчиларни 
математик мантик; фани асослари билан таништиради.

Электрон з^исоблаш машиналарининг халк хужали-  
гида,  инсонлар з^аётида роли юксак даражада ошган- 
лиги туфайли аз^олининг „компьютерли билимдонлиги* 
ни кутариш з^озирги даврнинг энг асосий масалалари- 
дан бирига айланди. Бу масалани ечиш йулларидан 
бири була жак  (ва мавжуд) укитувчиларни з?исоблаш 
техникаси (з^исоблаш математикаси),  электрон з^исоб- 
лаш машиналари, программалаштириш асослари билан 
таништириш з^амда Укитувчилар оркали мазкур билим- 
ларни келажак авлодга узатишдир.

Шу максадда кейинги йилларда педагогика 'инсти­
тутлари уцув-режасига жиддий узгартиришлар киритил- 
ди: укув режасида информатика ва дисоблаш  техникаси 
асослари, з^исоблаш техникаси ва алгоритмизация каби 
курслар пайдо булди. Бундан ташкари, мазкур фан- 
ларни урганишда математик мантик ало^ида урин тут- 
ганлиги учун унга *жратилган укув соатлари оширил-  
ди. Бу ^згаришлар математик мантикни математика фа* 
культетларида урганиш алоз^ида а^амият касб этаётган- 
лигидан дарак беради.

Укувчилар диккатига завола этилаётган ушбу Укув 
К^лланмаси муаллифларидан бирининг (Т. Ёкубов) Ма­
тематик логика элементлари, „$Читувчи“, Тошкент,  
1983 й. китоби Узбек укувчилари учун ёзилган даст- 
лабки укув кулланмаси эди.
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Ю кори да айтил 'ан узгаришлар педагогика институт- 
лари талабалари учун янада мазмунлирок янги укув 
кулланмасини ёзишни такозо килди. Мудгарам у^увчи 
дик;катига давола этилаёгган ушбу укув кулланмаси 
юцоридаги талабларга жавоб беради, деб уйлаймиз.

Х'кув цулланмаси 5 та бобдан иборатдир. I бобда 
жумлалар  алгебраси баён этилган булиб, у уз мазму- 
нига кура юцорида айтилган унув кулланмасида баён 
этилган мулодазалар алгебрасидан фарк цилади. Бу 
бобда жумлалар алгебрасининг функциялари,  уларнинг 
баъзи хоссалари, функцияларни формулалар ёрдамида 
ифодалаш.  функция ва формулаларнинг нормал форма- 
лари ва бо'шца масалалар урганиладн

Жу мл алар  алгебрасини формал аксиоматик асосда 
Куриш жумлалар дисоби булиб, у И бобнинг мазмуни- 
ни 1ашкил цила,г:и. Бунда жумлалар дисобииинг аксио- 
малари системаси сифатида С. Клини томонндан таклиф 
этилган акеиомалар системаси олинди (юкорида айтилган 
укув кулланмасида Г1. С. Новиков томонидан киритил- 
ган акеиомалар системаси олинган эди). Жумлалар  ди- 
собининг дар бир келтириб чицарилувчи формуласи 
жумлалар алгебрасининг умумцийматли формуласи 
эканлигини ва аксинча, жумлалар алгебрасининг дар 
бир умумкийматли формуласи жумлалар дисобида кел­
тириб чикарилувчи формула эканлигини курсагиш II 
бобнинг асосини ташкилэгади.

Кейинги боб жумлалар алгебрасини уз ичига олув- 
чи предикатлар алгебрасига багишланган. Кванторлар 
ва улар орасидаги богланиш, кванторли формулалар 
ва уларни шакл алмаштириш,  умумкийматли формула-’ 
лар досил цилиш коидалари ва бошцалар III бобда 
етарлича  батафеил караб чикилган.

„Математик назариялар" деб номланган IV бобла 
дастлаб дар ^андай математик назариянинг асосида 
ётувчи формал т и л — биринчи тартибли предикатлар 
дисоби баён этилган. С v игра эса математик иазария- 
лардан памуналар келтирилиб,IV бобнинг с^нгида фор- 
мал арифметика куриб чикиладн.

Укув ку-лланмасининг охирги бобида алгоритмлар 
назарияси элементлари баён этилган.

Тарихан алгоритм тушунчаси бир неча йуналишла 
ривожланган ва апи^ланган: булар Т ьюринг—Пост ма- 
шиналари, ^исмий-рекурсив фушециялар ва Марковнинг 
нормал алгорифмлар назариясидир. Узаро эквивалент
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булган ) шбу тушунчалар орасида Тьюринг—Пост ма­
шиналари назарияси узининг кургазмалилиги билан аж- 
ралиб туради,  Шу нуктаи назарлан алгоритм тушунча- 
сини аниклашда биз мазкур назариядан кенг фойда- 
ландик.  Аммо бу масалага фак;ат бир томонлама ён- 
дашмаслик учун кулланмада кисмий-рекурсив функция- 
лар назариясининг дасглабки тушунчаларини келтириб, 
з?ар канда.й цисмий-рекурсив функция мос Тьюринг ма- 
шинасида \исобланади,  деган теорема исботланди.

Ундан ташцари, V бобда алгоритмик ечилувчи ва 
алгоритмик ечилмайдиган масалалар ^акида умумий 
тарзда маълумот берилгаи.

У шбу укув кулланмасида ишлатилган атамалар юцо- 
рида эслатилган китобдаги атамалардан бирмунча фарк, 
цилади. Масалан, биринчи китобда ишлатилган „муло- 
. \аза“ атамаси „ж умла“, „айнан рост“ атамаси „умум* 
цийматли", „айнан ёлгон" атамаси „радланувчи*атама­
си билан алмаштирил! ан. Бу атамалар, фикримизча,  
з(акикатга монандрокдир.

Мазкур укув кулланмасидан мактаб укитувчилари 
ва з^атго юкори синф укувчилаРн ^ ам фойдаланишлари 
мумкин. Шу боисдан биз киритилаётган *ар бир ту-  
шунчанинг мазмунини мисол ёрдамида очишга чаракат 
Килдик. ^ к у в  кулланмасини укиш учун махсус билим 
талаб этилмайди.

Укув кулланмаси ^акидаги *ар кандай тапкидий 
фикр ва мулох,азаларни китоб муаллифлари мамнуният 
билан кабул киладилар.

М у а л л и ф л а р
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ЖУМЛАЛАР АЛГЕБРАСИ

1-§. Жумлалар устида мантилий амаллар 
(логик операциялар)

Одйтда узбек тилида жумлалардан янги мураккаб 
жумлалар  досил килиш учуй бир неча мантиций (ло­
гик) богловчилардан фойдалвнилади. Буляр жумласига 
»ва“, „ёки“, „эмас“, „агар. . ,  булса, у ^олда.  . .  була- 

д и “ ва бошка мантиний богловчилар киради. Бу ман* 
тикий богловчилар жумлалар устида бажариладиган 
мантщий амаллардир.

Узбек тилидаги барча жумлалар тупламини V .би­
лан, жумлаларни зса лотин алфавитинннг бош ^арфла-
ри ёки индексланган бош ^арфлар А , В, С ............ А и
А 2, . . .  билан белгилаймиз $амда уларни у з г а р у в -  
ч и  ж у м л а л а р  ёки п р о п о з и ц и о н а л у з г а р у в -  
ч и л а р  деб атаймиз. 5^ар бир узгарувчи жумла факат 
иккита: „рост" ёки „ёлгон“ цийматга эга булиши мум­
кин. Кулайлнк учун „рост“ ни 1, „ёлгон“ ни эса 0 би­
лан f елгиляймиз *амда уларни узгармас (константа) 
жумлалар деб атаймиз. N  тупламда куйидаги манти­
лий амалларни куриб чицайлнк.

1. Конъюнкция (мантщий ку-  
пайтириш).

1- т а ъ р и ф .  А  ва В  жумлалар- 
нинг конъюнкцияси  деб, бу ж у м ­
лалар бир пайтда рост булгандаги- 
на рост булувчи А Д  В  ж ум л а га 
айтилади.

Жумлалар конъюнкииясини А В  
каби белгилаш ^ам мумкин, А / \ В  

жумла ЩА ва В “ деб укилади. Конъюнкция амалининг 
таърифини жадвал куринишда бериш хам мумкин.

2. Дизъюнкция (мантиций цушиш).
2 - т а ъ р и ф .  А  ва В  жумлалариинг дизъюнкциям  

деб, бу жумлаларнинг камида бягтаси рост б^лгаида 
рост булувчи Л V В  жумлага айтилади.

I Б О Б

А В А л  В

1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0 '
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А В л  У в

1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

лувчи
л -

„А дан В  келиб 
булиши зарур* деб

А \ /  В жумла пА ёки В л деб 
уцилади

Жумлалар дизъюнкцияси таъ -  
рифининг жадвал шакли куйилаги- 
чадир:

3. Импликация (мантиций ху- 
лоса).

3 - т а ъ р и ф .  А  ва В жумлалар- 
нинг им пликацияси  деб А  рост, 
В  эса ёлгон булгандагина e;iFOH бу- 

Л - + 5  жумлага айтилади.
В  жумла „агар А  булса, у *олда В  булади*, 

чнкади® ёки „А булиши учун В  нинг 
укилади.

А -* -В  импликацияда А  — имп- 
ликациянинг шарти, В эса хуло* 
саси дейилади.

3 -т аъриф ушбу жадвал ёрдами­
да ^ам берилиши мумкин:

И з о ^ .  Математик мантщ да ка- 
раладиган жумлалар импликацияси 
жонли тилда ишлатиладиган имп­
ликацияда и бирмунчафарк нилади. 
Ж онли  тилда А-> В  ни ташкил 

этувчи А ва В  жумлалар орасида маълум даражада 
маъновий Согликлик (якинлиь) булиши талаб этилса, 
математик мангикда эса бундай талаб куйилма'йди — 
бу ерда А  ва В жумляларнинг мазмуни эмас, балки 
уларнинг киймати эыиборга  олинади. Масалан, А : „Куш 
турт  оё^лилар туркумига киради",  В: „13 — туб сон“ 
жу млалардан  тузилган А - * В  импликация, яъни „Агар 
ь,уш турт оёклилвр туркумига кирса, у *олда 13 — туб 
сон“ мураккаб жумла рост цийматли деб з^исобланади, 
ва^оланки,  жонли тилда бу каби жумлалар ишлатил- 

майди.
4. Эккивалеиция (мантикий 

техгкучлилик).
4- т а ъ р и ф. А ва В  жумлалар- 

нинг экливаленцияси  деб,  бу ж у м ­
лалар бир хил цийматли булганда­
гина рост булувчи А  — В  жумлага 
айтилади.

Л -  />' жумла „А булиши учун 
В  булиши зарур ва етарли*, „А

А в А-гВ

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

а ; В А ~ fc|

г
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 I
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В  га эквивалент" каби укилади. Эквиваленция таърифи 
юцори жадвал ёрдамида ^ам берилиши мумкин:

5. Инкор.
5 - т а ъ р и ф .  А жумланинг инкори  

деб А жумла рост булганда ёлгон, А  
ёлгон булганда эса рост булувчи ~| А  
жумлага айтилади. Л „А эмас“ каби 
укилади. Инкор амали ушбу жадвал ёр ­
дамида дам аникланиши мумкин: 

Шундай цилиб, V тупламда 4 та бинар (икки аргу-  
мектли) ( Д ,  V ,  — ) дамда битта унар (бир аргу-  
ментли) ( ]) мантилий амални аникладик. Булар асо- 
сий мантиций амаллардир.

Албатта, жумлалар тупламида аницланиши мумкин 
булган бинар мантилий амаллар ушбу амаллар билан 
чегараланмайди. Бинар мантикий амалларни / ) ( А ,  В) 
билан белгиласак, А А В, А \ /  В, А —> В, А  — В  лар 

(А.  В),  / 2 (Л, В),  /з {А. В), / 4 ( А , В)  куринишни ола- 
ди. N  да аниклапиши мумкин булган барча бинар ман­
тикий амаллар куйидаги жадвалда келтирилган.

А В А h f'i f t f  6 /в / 7 f a h /.0 /<! / .» f t? f n f i l l /is!

1 1 I 1 I 1 0 (i 0 0 I 0 1 0 0 1 1 0
1 0 0 I 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 ] 1 0
0 1 0 1 1 0 1 0 0 I 0 1 1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 1 1 чО 0 0 1 0 ] 0 1 1 0  !

Бу амаллардан ва .f6 лар: / 5==Л \ В,  / 6* = » Л | £  
куринишда белгиланади ва мос равишда „Шеф | ер 
штрихи" ва „Пирс е i релкасиа деб аталади, Бинар ман­
тилий амаллардан яна куйидагилаони :-;;н,д зтамиз: 
f t  (А, В ) ~ А < У )В ,  / 1ЬХЛ, В ) г \ ,  / ,в(Л, В ) - ^ 0 .  Бу- 
лардан биринчиси „катъий дизъюнкция“ ёки „2 моду­
ли буйича кушиш* дейилса, кейинги иккитаси эса „к он­
станта амал“ (доимий амал) деб аталади.

2- §. Жумлалар алгебрасининг формулалари.
Формулаларнинг ростлик ^кйматлари

1 - т а ъ р и ф .  (V, Д,  у .  —. 1 )  универсал ал ­
гебра ж у м л а л а р  алгебраси дейилади.

Жумлалар алгебрасининг алфавити цуйидаги белги-  
лардан иборат:

A "1 A

1 0
0 1
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1. А,  В,  С, . .  ., А и  Л 2, . . . — узгарувчи жумлалар.
2. Л ,  V,  ' 7 ~ ' мантикий амаллар.
3. ( , )  — чап ва унг кавслар.
Жумлалар алгебрасининг асосий тушунчаларидан 

бири—формула тушунчасини киритамиз.
2- т а ъ р и ф .  1 ) Хар бир узгарувчи жумла ва ман- 

тиций константа формуладир.
2) Агар А ва В лар формула булса,  (А Д В), (А V

V В), (А - > В ) ,  (А — В), ( ПА)  лар *ам формуладир.
3) Бошца формулалар йук.
1 - м и с о л . (((А а  (~}В))  -> С) V ({А V С)  Д ( 1 5 ) ) )  

ифодя Формуладир: А,  В , С лар 1) га асосан, ( \ В), 
(A  v  П  В)),  (А V С), ((А А П  В ) -*  С), ((Л V С) ^  
А ( ~\В) ( ( ( Л  Д ( “ | в ) )  -> С) V ( (Л V С) А  ( ~\В)))  ифо- 
далар эса 2 ) га асосан _формуладир.

2 - м и  с о  л. ( П Л - > (  | В ) ) / \ С )  ифода формула эмас, 
чунки Л, В, С лар формула булсалар-да,  аммо ~]А ва 
бутун ифоданинг узи формула эмас. Биринчи з^олда ~]А 
ни уровчи кавслар, иккинчи з^олда эса бутун ифодани 
уровчи чап 1<авс етишмайди.

И з о  з̂ . Формула тушунчасини киритишда биз куюк 
кора лотин дарфлардан (j ойдаландик. Бу з^арфлар ж у м ­
лалар алгебрасининг алфавитида булмаса-да,  биз улар- 
дан формула хасида ахборот берувчи белгилар сифа- 
тида фойдаланамиз.

Юцоридаги мисоллардан куринадики, формулалар 
таркибини кавслар мураккаблаштириб юборади. Бу му- 
раккабликни юмшатиш максадида мантикий амаллар- 
нинг „кучи" (бажарилиш тартиби) тушунчасини кири­
тамиз. Йнкор энг „кучли“ мантиций амал деб кабул 
киламиз, формулаларни боглаш „кучига“ цараб бош- 
КЭ' мантикий амалларни куйидаги тартибда жойлашти- 
рамиз („кучи" нинг пасайиши тартибида):

А ,  V»
Буидан ташкари, з^ожат булмаганда,  формулани 

ураб турувчи ташки цавсларни хам ёзмасликка кели- 
шамиз. Бу келншувдан кейин 1-мисолд-а келтирилган 
формулани куйидагича ёзиш мумкин:

(А  Д П В  -  С) V (Л V С)  А ~\В.
3 - т а ъ р и ф .  Г .  А формула узгарувчи жумла бул­

са, унинг Формула остиси узидан иборатдир.
2°. А формула В-Х-С курииишда булиб, б у н д а *
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белги ,А . V ,  — амалларнимг бироргаси булса, унинг
формула-остилари узидан ^амда В ва С ларнииг бар- 
ча формулаостиларидан иборатдир.

3°. А формула ~|В куринишда булса, уиинг фор- 
мулаостилари узидан ва В формуланинг бурча фо р­
мулаостиларидан иборат.

3 - м и с о л ,  1-мисолда келгирилган формуланинг 
барча формулаостилари куйидагилардир (кавслар ка- 
майтирилгач):

( i 4 A  ~ l f l - » C )  V И  V C )  А 
А  А П 5 - > С ,  (А у  С) а  ~1В,

А  А - \В ,  А  V  С, ~]В, А, В, С.
Агар А формуланинг таркибида А и  Л 2, . .  „  А п уз* 

гарувчилар катнац]ган булса, бу формулани АСЛ^ Л 2, 
. .  А п) каби ^ам ёзиш мумкин.

М 3 0 3 . Бундан буен белги „. . . дан иборат" 
ёки . . ни билдиради* деган магмунда ишлатилади. 
Масалан, А(Л, В, С) ~Z_ А  Д ~\В~*С  ифода „А (Л, В, 
С) формула Л А ;В -* С дан иборат“ ёки „к(А, В , С) 
Л Д  ~ \ В - * С  (формула) ни билдиради* деб укилади.

А (Л,,  Л 2, . . Л , )  формуладаги А и  Л 2, . . А п у з ­
гарувчи жумлаларнинг хар бири 1- §  да айтилганидек 
фа^ат 1 ёки 0  киймат кабул киладн. Хар бир узгарув-  
чига муайян киймат берилса, натижада узгарувчилар 
Кийматларидан тузилган тартибланган п лик (тнзма) 
( 71( -'д. . . <*„) >рсил булади: бунда аг =  1 ёки 0 , (г =  
«= 1, п), (а,, а2, . . ял) тизманинг /• коорданатаса, п 
натурал сон эса (а,, «2, . . ая) тизманинг уъунлиги
дейилади. Баъзан (а,, .......... а„) тизма узунлиги п га
тент булган кортеж  ёки вектор деб хам аталади. (а,,
а2...........а„) Ba <?i. h> • • •> Рп) тизмалар хар бир i «=
=  1, 2 , , п учун ai = ‘i l булгандагииа тенг хисобла- 
нади. Демак,  бир хил узуиликка эга булган нккита 
тизма бир-биридан фарк.  цилиши учун улар камила 
битта координатаси билан фарк килиши кнфоядир. У зу н­
лиги п га тенг булган тизмалар сони 2Л та экачлигини 
курсатиш цийин эмас.

(я,, а,, . . , «„) — тизма, А (Л, ,  Л2, . . ., Лл) — ж у м ­
лалар алгеЗрасининг ихгиёрий формуласи б ул с и н . А(а , , 
а2, . . а„) ифода берилган формуланинг берилган тиз-
мадаги циймаги дейилади. Табиийкч, А (а,, я2...........ая.)
дам 1 ёки 0 га тенгдир. Буни туликрок тушунгириш 
учун формуланинг берилган тизмадаги киймагини ф о р ­
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мула таърифига есосланган долда унда ^атнашгав ман­
тилий амаллар сони буйича индуктив аницлаймиз.

4 - т а  ъ р и ф .  А ( А .......... . А„) формуланинг ранга  деб
унда катнашган барча мантилий амаллар сонига айти- 
лади.  Алодида олинган узгарувчи жумла ёки манти­
лий константанинг ранги таърифга кура 0  деб олина- 
ди.  Формула ранги rang (А) каби белгиланади.

4- ч и с о  л. А(Л,  5 ,  С) ~}{А V  ~\В /\ С) \/ ( 1 Л -» 
-*■ В  Д  С) формуланинг рянги 8 га тенг.

5 - т а ъ р и ф .  1°. Агар А(Л,,  . . . ,  А ч) ^  Л;, («'“=!,«),  
б^лса (яъни rang (А) «= О б у л с а }, у  долда А (<хи <хъ . . 
<гп) -= at булади.

2°. Ранги т > 1  дан кичик булган барча формула- 
ларнинг берилган тизмадаги циймати аницланган бу­
либ, А ( Д ,  . . ., А„) эса ранги т га тенг булган фор* 
мула булсин. У долда A( Aj ,  . . А„) формула С (Л,,  
. .  A n) ^ D ( A it . . А п) куринишда булиб,

а) Д ,  \ / ,  ~  ларнинг бири,
б) С (я,, . .  ап) ва D (at, . . ап) лар аникланган- 

дир.
Бу долда А формуланинг (а,, . . ап) тизмадаги 

киймати А (а,, . . ал) =  с (at, . . ., « „ ) * D  (a,, . . а„)
булади.

3°. А (Л „  . . ., А п)~_ 1 В ( Л , ,  . . . .  А п), rang (А) <  т 
ва В (а,, . . ая) аницлашан булсин. У долда А (а () 
----- а „ ) ~  1 В ( а „  . . а„) булади.

Демак,  А (Л,,  . . А п) формула дакида тулик маъ- 
лумотга эга булиш учун 2" та тизманинг дар бирида 
унинг цийматини дисоблаб чициш зарур.  Буни ростлик 
жадвали деб аталувчи жадвал ёрдамида бериш мум­
кин. Шу ма^садда формуланинг барча формулаостила- 
ри тоиилади дамда у згаРУвчи жумлалардан бошлаб 
барча формулаостилар к е ш а - к е т  жадвал устунларига 
ёзиб чикилади (бун«а берилган формула жадвалнинг 
охирги унг устунини эгаллайди). Узгарувчи жумлалар 
остига тизмалар ёзиб чицилгач, бу тизмаларда бошца 
формулаостиларнинг (жумладан,  формуланинг узининг 
дам) кийматлари дисобланади.

5 - ми  с о  л.  (Л V 1 5 )  А ~}С -+ А / \  С формуланинг 
Кийматларини ростлик жадвали ёрдамида дисоблайдик.

Бу  формуланинг барча формулаостилари куйидаги- 
лардно:

А, В,  С, 1 5 , 1 C, Л \/ 1  В, (А  V 1 5 ) А  1 C, 
Л Д С’, (Л V 1 5 ) д  1 C л  А  С.
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А в с "1 в ПС' (л v ~]В)л 1C А л с (Лу п £ ) л  I
Л П С - Л л С 1

1 1 1 0 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0 0

Ушбу жадвалдан берилган формула (ва унинг фор- 
мулаостилари) узгарувчиларнинг цандай кийматлари 
тизмаларида рост, кандай тизмаларида ёлгон киймат 
кабул килиши яццол куриниб турибди. Ростлик ж а д ­
вали формула ^ацида ет&рли маълумот берса-да,  у 
амалий жи^атдан жуда нокулайдир, чунки п етарли 
даражада  катта булганда 2я та тизмада формула ва 
унинг формулаостиларининг кийматларини дисоблаб чи- 
киш цийиндир.

)■
3-§.  Ж умлалар  алгебраси фор мулаларининг  

тенг кучлилиги

Т а  ъ р и ф А(Л, ,  . . А п) ва В(А,,  . . А п) форму- 
л.алар узгарувчи жумлалар кийматларининг барча тиз­
маларида бир хил киймат кабул килса, улар тгнг куч.- 
л и  формулалар  дейилади.

А ва В формулалар тенг кучли булса,  бу А =  В 
каби ёзилади.

1-м и с о  л. А  -* В ва ~] А \/ В  лар тенг кучли фо р­
мулалар эканлигини курсагамиз:

А В 1 А А - * В п л  v  в

1 1 0 1 1
1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1

Л -* 5  =2 А \/  В  эканлиги жадвалдан куриниб ту- 
рибди.

V тупламда аникланган муносабат эквивалент- 
лик муносабати эканини куриш цийин эмас:
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'1. Хар кандай А формула уз-узига тенг кучлндир,  
я ъ н и 'А  н= А.

2. Агар А 2= В булса, у з^олда В =  А дир,
3. Аг$р А == В ва В == С булса, у з^олда A s C  дир.
Шундай цилиб, барча жумлалар туплами V узаро

кесишмайдиган эквивалентлик синфларига а ж р а й д и — 
^ар бир синфда узаро тенг кучли булган формулалар 
жойлашган булади.

А формула, В унинг формулаостиси булса,  буни 
А(В) куринишда ёзамиз. Масалан. А( Л,  В, С) П Л Д  
А  (Л -> В) V В  Д ПС1 формуланинг В 21 Л -*■ В  форму- 
лаостисини ало^ида ажратиб курсатиш керак булса» 
буни А ( Л - ^ # )  куринишда ёзиш мумкин. А (В) да В 
ни цандайдир С формула билан алмаштириш иатижа- 
сида А (С) формула з^осил булади. Масалан. юкорида 
келтирилган формулада В 1 Л - > £  ни С 1°. ~|Л v В  би­
лан алмаштирсак, А (С) X  ~]А Д ( ~] А  V  В) \/ В Д ~\С 
формула з^осил булади.

1- т е о  р е  м а. А ( В ) — формула,  В унинг формула-  
остиси булсин. Агар  В э С  булса,  у  jfолда  А(В) е= 
S  А (С) булади.

И с б о т и  В С булгани учун В ва С формулалар 
уларда катнашган узгарувчи жумлалар кийматларининг 
барча тизмаларида бир хил кийматларга эришади.  В 
ва С ларнинг цийматлари 1 ёки 0 булгани учун ё 
А (1) =  А (1), ё А (0) =  А (0) булади. Бу эса A ( B ) = s  
е з А ( С )  эканини курсатади.

2 - т е  о р е м  a. A ( / „  . . . .  А п) В ( Л , , -----А п), А и
. . ., А„ лар  А ва В формулаларнинг %ар бирида цат-
нашган барча узгарувчи ж умлалар ,  С , ..........Сп л а р
эса ихтиёрий формулалар булса , у л;олда А(С,, . . 
Сп)  s= В(С,,  . . Crt) 6улаои\  бунда %ар бир A, ( i =  1 ,п) 
узгарувчи ж у м л а  берилган тенг кучлиликда  неяа 
жойда цатнашган булса, шунча жойда мос Сг фор­
м у л а  билан алмаштирилаои.

И с б о т и .  В и . . ., B h лар Сг ( г == 1 , л )  формула 
таркибида цатнашган барча узгарувчи жумлалар.  («,,
. . ак) бу узгарувчилар цийматляри тизмаси, ...........
р„) эса С,,  . . С„ формулаларнинг (а,, . . ak) тизма- 
даги цийматлари тизмаси булсин. (Р,, . . ?я) узунли- 
ги п булган тизма булиб, А (Л , ,  . . ., Л Й) ^ В ( Л И . . 
А п) булгани учун А (р,, . .  РЙ) =  В(Р, ,  . . Зя ) ва де- 
мак, A( Ci ,  • - с л : — Б ( С 1? . . С„) булади.
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Юцорида исботланган теоремалардан бевосита/  ку- 
йидаги натижалар келиб чикади.

Агар A , s s B 1 ва Аа ==В3 булса, у *олда
1) А, V А3 s  Bj у  В2, 3) Aj -*■ А2 =  -*• Bj,
2) А, А А3 е  В, Д В 3, 4) А, — А2 э^В,  — В„
5) ПА, ен ПВ,  (ёки 1 А2= = П В а) 
булади.

Энди куйида жумлалар алгебрасининг асосий тенг- 
кучлиликлари билан танишамиз:

1°. Ц А а А ;  2°. А Д В он Б й'. А;
Зэ. А V B = s B  V А) 4°. (АА В) Д С  s= А Д ( В д С ) ;  
5°. (А V В) V CsesA V  (В С ) ;
6°. А Д  A s  
7°. А V A s s  А;
8 °, А Д  (В V С) s  А А В V А Д  С;
9°. А V В А С i s  (А V В) V  (А V  С);
10°. 1 ( А Л В ) = - | А  V I  В;
11°. "КА  V  В ) ®  П А  Д П  В;
12°. А V ГПА — 1;
13°. А Д 71А ^  0;
14°. А - * В - =  В -+ ПА;
15°. А В S3 П  А V В;
26°. А - В  Н (А  Л ПВ);
17°. А V В = = П А - В ;
18°. А V В =  Н { П А  Л ПВ );
19°. А Л  8  == П (А  -* ПВ- ;
20°. А А В ез П ( П А  V П В ) ;
2 Г .  А ~ В з ( А - + В ) Д ( В - +  А):

22°. А ~ В  =  ( - |А  v В) Д  (А V  ПВ);
23°. А Д  (А V В) А; 24°. А V А Д В  == А;
25°. А Д  1 = А |  А Л  0 == 0, А V  1 = 1 ,  А V 0 =  А.
А, В, С формулаларнинг ^ар бири 1 ёки 0 киймат 

кабул ки^гани учун бу ерда келтирилган барча тенг- 
кучлиликларнинг уринли эканлигини у^увчи ростлик 
жадвал и  ёрдамида осон текшириб кура олади.

Юкорида келтирилган тенгкучлиликларнинг баъзи- 
лари \ 1° — 7°) мантикий амаллар ( П ,  А,  Х/ )иинг хос- 
саларини (коммутативлик,  ассоциативлик, идемпотент- 
лик ва бошка) курсатса, баъзилари ( Г  — 11°) улар 
14



о рааЦ аги  богланишларни намойиш зтади. Колган тенг» 
кучлиЛиклар (14° — 22°) эса бир амални бошка амал- 
лар орцали ифодалаш мумкин эканлигини курсатади.  
10° ва 11 \л а р  „де Морган тенгкучлиликлари" дей и­
лади. х

4 -§ .  Умущнйматли ва бажарилувчи 
формулалар

1 - т а ъ р и ф .  А ( Л 1\  . . ., А п) формула узгарувчи 
жумлалар 1<ийматларийинг барча тизмаларида рост бул ­
са, бундай формула умумцийматли  (умумрост) фор- 
м у л а  дейилади.

Умумкийматли формулалар баъзан „айнан рост фор­
мула",  „тавтология" ёки „мантиций ^онун" дам дейи- 
лади.

1-м и с о  л. А -> (В -> Л) 
умумкийматли эканлигини 
унинг ростлик жадвалини ку- 
риш ёрдамида курсатанлик:

2 - т а ъ р и ф .  А (Л ,,
Л я) формула узгарувчи ж у м ­
лалар кийматларининг барча 
тизмаларида ёлгоц булса, бун­
дай ф о р м у л а радланувчи  ф ор­
мула дейилади.

Радланувчи формула баъзан „айнан ёлгон фо рму­
ла" еки „зиддият" дам дейилади.

2 - ми с о  л. Л Д Т\(В -» Л) радланувчи формула экан­
лигини курсатамиз:

А В В-*А Л Д  ~\(В -v А)

1 1 1 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0

3 - т а ъ  р и ф, А (Л), . . А п) формула узгарувчи ж у м ­
лалар кийматларининг камида битта тизмасида рост 
булса, бундай формула бажарилувчи формула  дейи­
лади.

Бажарилувчи формуланинг намунаси сифатида 2- § 
даги 4- мисолда келтирилган формулани олиш мумкин.

А в В  А А (В  —> А)

1 1 1 1
1 G 1 i
0 1 0 1
0 0 1 1
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1 , 2 ва З-теоремалардан
а)  дар бир у му м  к;  ий m i  тли формула бажар^лувчи 

формула эканлиги;
б) дар кандай умумк.ийматли формулам н /  инкори 

радлапувчи формула ва аксинча, дар кандай радланув- 
чи формуланинг инкори умумцийматли формула экан­
лиги курииади.

Бундан ташкари,  умумкийматли формулалар тупла- 
ми V(Ij билан барча радлапувчи формулалар туплами 
V(0. орасида узаро ёир кийматлц/мослик мавжуд э кан ­
лигини куриш кийин эмас.

Даркакицат,  бунинг учун дар Оир умумк.ийматли А 
формулага унинг инкори (радлапувчи) ~~|А формулани 
мое нуйиш кифоядир.

Бундан буён „А умумцийматли формула" деган ибо* 
рани кискача |«=А куринишда ёзамиз.

1- т е о р е м а  А=з=В булиши. учун | = А ~ В  були~ 
ши зарур ва етарлидир.

Теореманинг уринли эканлиги муносабатнинг
ва „ —- “ амалнинг таърифларидап келиб чикади.

4 - т а ъ р и ф .  Аг( А, .......... А„) ( i — \, k) формулалар-
нинг дар бири рост булган дар кайеи тизмада B f A ^  
. . Ал) формула дам рост булса, В формула А, ,  . . 
А к формулаларнинг мантилий  натижаси  дейилади.

А,...........А* | = В  ёзув В ф рмула А„ . , А ь ф о р ­
мула ларнинг мантикий натижаси эканлигини, А,, . . ., 
А,-. \ /-Н эса унинг инкорини билдиради. Бу ёзувааги 
!У белгинннг чал томонидаги формулалар руйхатини 
Г билан белгиласак; Г =  |А,, . . . .  A k), у долда юко- 
рмдаги ёзувни Г | = В  куринишда дам ёзиш мумкин. 
Равшанки, Г =  0  булса, Г [ = В  тушунча I -  В тушун- 
чага айланади.

Ушбу хоссаларни укувчи кийинчиликсизтекширпб ку- 
риши мумкин.

Г .  |= В  ва Г =  {А,, . . Ак) булса, у долда Г |— В 
булади.

2°. Г | = В  ва А =■ {С,, . . ., С/д,1 формулаларпннг их- 
тиадий руйхати булса, у долда А, Г|«= В булади (бу 
ер  л а „Д, Г “ ни Д и г *  деб тушунилади).

3°. Г |  =  В ва Г С .4 булса. у долда Д j = £ f  булади.
4 \  Г 1-т А  ва Г |=» А -> В булса, у долда Г | =  В бу­

лади.
Г 1= А (Л),  В — ихтиёрий формула булса, у долда 

Г j =  А (В) булади (бу ерда А (В), формула А (А) фор*
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мулад а4^  узгарувчи жу мла неча жойда катнашган 
булса,  ш^нча жойда А  ни В билан алмаштириш нати- 
экасида з о Ц ы  цилинади.

6°- I1 =  ГА,, . .  A k} булса, у з о л д а  Г !«= А, Ц — 
>=1,&) буладй

2 - т е о р е м а .  (I). А,,  . .  . , Afe| =  В булиши учун  
!=А ,  Д .. .  Д А к -*■ В булиши за рур ва етарлидир ; 
(И). А,, . . Ай, А ! = В  булиши учун  А,,  . .  ., А/г| =  
| = А  В булиши зарур ва етарлидир.

И ^ с б о т и .  (I) ни исботлаймиз. At ( A u . . А п) (i =  
=  !, /г) формулалар а =  (а,, . , ,, ап) тизмада рост бул- 

си». У золда A t Д  . . .  А A k формула зам а тизмада 
рост булади.  А,, . . ., A k 1= В булгани учун В зам а 
тизмада ростдир, ва демак,  а тизмада А, Д . . .  А А к -> 
-> В дам рост булади. Цандайдир {*=»($,, . . Рй) тиз­
мада А,, . . А^  ларнинг бирортаси ёлгон булса, у 
з о л д а  бу тизмада А, Л . . .  Л  А к формула зам ёлгон 
булади. У зол да Р тизмада В формуланинг киймати 
кандай булишидан цатъи назар А, Д . . .  Д AS - »B 
формула 3 тизмада рост булади. Бундам' куринэдики 
I =  А, Л  . . . А А к -» В дир.

Аксиича

| =  А, Л  . . .  Д А* -* В ' (*>

булсин. Фа раз килайлик, р н д а й д и р  я =» (я,, . . ая)
тизмада зар бир А ^ Л , ,  . Л„'  ( i = \ , k )  формула 
рост булиб, В (а,, . . аа) — 0, яъни А,, . . ., А 6 |== В 
булсин. У золда А, Д . . .  A Ak формула а тизмада 
рост, ва демак, А, А . . .  Д A k -> В формула шу т и з ­
мада ёлгон булади. Бу эса (*) га зиддир. Хосил бул­
ган зиддият А,, . . А/;!=  В эканлигини курсатади.

(И) нинг исботига утамиз.
А,, . . A/j, А |* = В  булсин. Агар кандайдир а =  («,,

. . ., ая) тизмада A t ( i = ] , k )  ва А формулалар рост 
булса, у золда шу тизмада В зам рост булади, ва д е ­
мак', А -> В зам ростдир. Агар й =  (3,, . , , $а) тизма­
да А; (I •= 1, к) ва А формулалар ёлгон булса,  В фо р­
мула 3 тизмада кандай цийматга эга булишидан «атъмй 
назар япа А В формула рост булади. Демак,  А,,
. . А & =  A -*-В булади. - - •

Аксинча - " г "  . . - :



булсин. Фараз килайлик, кандайдир а =  (а,}/ . . ,  ап) 
тизмада Аг (/ =* 1, л>) ва А формулалар рскт. /В эса ёл-  foh булсин. У ^олда а тизмада А -+ В ёлгои'' булади — 
бу эса (**) га зиддир.  Демак,  А,, . . А̂ ;  А ! =  В дир. 

Н а т и ж а. А,,  . . А к | =  В булиши учун
| = А 1 -*■ (А2 Ац~\ —» (Ай —> В)) . .

булиши зарур ва етарлидир.
У шбу натижанинг исботини у’цувчи цийинчиликсиз 

Я ал эта олади.
Ж ум лала р  алгебрасида умумкийматли (умумрост,  

тавтология,  мантикий конун) формулалар ало.^ида а^а- 
миятга эга. Куйида биз ана шундай формулалардан 
(энг асогийларидан) намуналар келтирамиз.

1°. | = А - >  1  "]А — инкорни киритиш конуни;
2 °. |== П ~]А  -* А — кУш инкорни йукотиш конуни;
3°. |=—= ~] А — А — куш инкор конуни;
4°. | = А Д В - > - А — Д ни йукотиш конуни;
5°. | = А Д В - > В -  А ни йукотиш конуни}
6 °. | - А  -» (В А Д В ) — Л  ни киритиш конуни;
7°. |«=В -> (А -» А А В) — А ни киритиш 'конуни;
8 °. | = А —> A V B — V ни киритиш конуни;
9°. j = B  А V  В — V  ни киритиш конуни}
10°. | = ( А - * С ) - * ( ( В - > С ) - » - ( А  V B ~ > C ) — V  ни ки­

ритиш конуни;
11°. =- (А V  В) Л  П В  -» А — V ни йукотиш цонуни; 
12°. 1= (А -*• В) Л  (В -> А) (А — В) ~~ — ни киритиш 

Конуни;
13°. | =  (А -> В) -» ((В -+• А) -* (А — В)) — ~  ни киритиш 

конуни;
14°. 1= (А — В) - » (А В) — ~  ни йукотиш конуни;
15°. |— (А ~  В) -* (В А) — — ни йукотиш конуни;
16°. | =  (А В) -* ( ПВ -» П А) — контрапозиция конуни; 
17°. | =  (А ->■ В) -» ( ПВ -> ПА) — контрапозиция кону­

ни;
18°. (А -* В) А (А ПВ) -* П А  — карама - каршиси- 

дан исботлаш конуни;
19°. | =  (А -> В) -> ((A -v П В) П А)  — карама-карши- 

сидан исботлаш цонуни;
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‘20°. |=* (А -*■ В) -+• ((В ->• С) -> ( А-»- С)) — силлггизм ко -  
нуни;

21 * 1*®* (А В)< —> ([В — С) —> (А С)) — силлогизм к о • 
ну ни;

22°. !•= (А —> В) — ((А —> (В —> С))  ->■ (А->-С) — силлогизм 
конуни;

23°. |=» (А -* С) А- (В -* С) -* (А \/ В -► С) — шартларни 
кушиш конуни:  .

24°. | =  (А -> G) -*■ ((В -* С) -* (А V В -> С)) — шартларни 
Кушиш к°нуни,

25°. |— А -> (В -> С) — В —> (А -> С) — шартларнинг ур- 
нини алмаштириш конуни;

26°. |=* А -> (В -> С ) — А д В ч С  -  шартларни бирлаш- 
тириш конуни ёки шартларни ажратиш конуни;

27°. |— "1А -*■ (А -» В) — шартларни инкор этиш конуни;
28°. j=» А -*■ (В А ) — шартларни инкор этиш конуни;
29°. 1= (А -> В) Д (А -» С) -> (А -> В Д С) — хулосалар- 

ни бирлаштириш конуни;
30°. |— A V ~ ] A — учинчи холни инкор этиш конуни;
З Г .  («« 'НА Л 1 А )  — зиддиятни инкор этиш конуни;
32°. 1= 1 ( А  А В) — ~]А V 1 В  — де Морганнинг бирин* 

чи конуни; л  ■ • '■
33°. | =  ^  (А у  В) ~  ~|А Д  ~!В — де Морганнинг иккни- 

чи конуни:
34°. |= ~ 1 ( А - > .В )  — А Д  ~]В — импликациями инкор 

этиш конуни;
35°. | = = А Д В ~ В Д А — Д  нинг. коммутативлиги ко­

нуни;
36 \  | — А V В — В V А — V  нинг коммутативлиги ко­

нуни;
37°. (=— (А Д В) Д С ~  А Д (В д  С) — Д  нинг ассоциа- 

тивлиги конуни;
38°. | =  (А V В) V  С ~  А V (В V С) — V нинг ассоциа- 

тивлиги конуни;
39°. |=— А А А — А — Д нинг идемпогенглиги конуни;
40°, ) =  А V  А —- А — V нинг идемпотентлиги конуни;
41°. | = А ~ А —  — нинг рефлексивлиги конуни;
42°. | =  (А — А)-— ( В — А ) — — нинг коммутативлиги 

конуни;
43°. 1= ( А ~ В )  Д (В ~ С )  - » (А ~  С) — — нинг транзи- 

тивлиги конуни;
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44°. | =  А Д  (В V С) — А Д В V А Л С — Д  нинг V га 
нисбатан дистрибутивлиги конуни;

45°. | =  A.V В Д  С — (А V В) A  (А V В) — V - нинг Д га 
нисбатан дистрибутивлиги конуни;

46°. | =  А -> В ~  П А  V В — -► ни 1  ва V оркали ифо- 
далаш конуни;

47°. (== А - » В ~  ~|(А А П В ; ------ > ни 1  ва Д  оркали
ифодалаш цонуни;

48°. |== А V В ~  П А В — V  ни П ва -» оркали ифо- 
далаш конУни.

49°. | =  А V В —' 1 ( —]А A I B )  — V ни 1  ва А орка- 
ли ифодалаш цонуни;

50°. | =  А А В ~  Л ( А - >  П В ) — А  ни "1 -» оркали 
ифодалаш конуня;

51°. | =  А А В ~  П ( Л А  V 1 В )  -  А ни 1  ва V  брка- 
ли ифодалаш цонуни;

52°. [== ( А ~ В ) ~  (А В) Д  (В -► А ) --------ни -* ва Д
оркали ифодалаш конуни;

53°. | = ( A ~ B ) ~ ( 1 A V B ) A ( A  V ~1 В ) -------- ни П»
V ва А оркали иф.)далаш конуни;

54°. | =  А Д  (А V В|  ~  А — ютилиш конуни;
55°. | =  А \/  А А В - ~ А  — ютилиш конуни.

Юкорида келтирилган 1° — 55°-конунлар уринли 
эканлигига укувчи уларнинг ростлик жадвалларини 
ишлаб чикиш ёрдамида тшонч ^осил килиши мумкин.

5- §. Умумкийматли формулалар ^осил 
цилиш цоидалари

Ж у м л алар  алгебрасининг асосий масалаларидан би­
ри берилган умумкийматли формулалардан янги умум- 
кийматли формулалар яосил килиш масаласидир. „)==“ 
муносабат бу масалани осой ечиш имконини беради. 
Берилган формулалардан янги умумкийматли фо рму­
лалар ^осил килиш маълум схемалар ёрдамида б а ж а ­
рилади. Бундай схемалар умумкийматли ф о р м ул а л а р  
^осил цилши цоидалари  дейилади.

Куйида биз ана шундай коидалардан нзмуналар 
келтирамиз:

1. Х у л о с а  ч и к а р и ш  (Modus ponens) к о и д а ­
си .  |== А ва |*= А -* В б\!лса, у долда ( =  В булади. Бу 
коида „!==“ муносабатнинг 4°- хоссасидан келиб чика-
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ди (Г =  0  булганда).  Мазкур коиданн ушбу схема 
( вкаср “) ёрдамида ифодалаш зам мумкин:

А, А -» В 

В

2 . У р н и г а  к у й и ш  к о и д а с и .
В — ихтиёрий формула ва |— А( Л )  булса,  у ^ олдй 

|== А( В)  булади.
■ Мазкур коида „ | = “ нинг 5- хоссасидан келиб чика­

ди (Г =  0  булганда).
Келтирилган коидани ушбу куринишда ёзиш мумкин-

А (А)
А  (В).

3. Д  н и  к и р и т и ш  к о и д а с и .
| =  А ва |== В булса, у долда | =  А Д В булади:

А, В 

А Л В -

4. Д ни й у к о т и ш  ц о и д а с и .
| = А Д В  булса, у ^олда 1= А  ^амда | = В  буладиг 

А А В А Д В 
А ’ В '

5. V  ни  к и р и т и ш  к о и д а с и .
(I). | =  А булса,  у х,олда |— А \/  В булади.
(II). |== В булса, у долда | «  А V В булади:

А .. В—-----  еки ------- ,
А V  В А V В

6 . V  н и  й у к о т и ш к о и д а с и .
| = А  V  В ва | =  Л  В булса, у ^олда | =  А булади:.

А V В, 1 В  

А

7. ~]П н и  к и р и т и ш  ц о и д а с и .
А

| =  А булса,  у ?>олда | =  1  ~]А булади: — ------- ,
! 1А

8 . ~ 1 ~ |  н и й у к о т и ш к о и д  а с и. 
j =  ~ 1 iА булса, у долда | = А  булади:

9. К о н т р а п о з и ц и я  ц о н д а с и.
) =  А -е В булса,  у зол да |== '  В -■>- ' А булади:

А В



10. ~  ни к и р и т и ш  к о и д а с и .
|=»А-*-В ва |>=В->-А булса, у долда | = А .  ~  В бу ­

лади:
А В, В -*  А 

А ~  В

11. ~  ни й у ь ; о т и ш  к о и д а с и .
—* А ~ В  булса, у долда | = А - > - В  ва | — В -»■ А б^ла* 
ди:

А ~  В А ~  В—----- в а -------.
А - » В  В -* А

12. С и л л о г и з м  к о и д а с и ,
| = А - > В  ва (— В —> С б^лса, у долда [=»А- >С б у ­

лади:
А -* В, В -*■ С

А С

13. а р а  м a -к а р ш и си  д а н и с б о т л а ш  к о и д а -
с  и.

| =  А -> В ва | ** А -► ~1 В булса, у долда | =» П А б у ­
лади:

А ч- В, А -  ~1В 

П А

Н ^ о л л а р н и  т а  д л и л  к и л и ш  к о и д а с и .
| =  А -> С ва | =  В С булса,  у долда | = А  V В ->■ С 

•булади:
А С, В -  С 

А V В С '

15. Ш а р т л а р н и б и р л а ш т и р и ш  к о и д а с и .  
| = А  -* (В -► С) булса, у долда [ =  А Д  В -> С була­

ди:

А -*■ (В -* С)

А Д В -+ С *

16. Щ а р т л а р н и  а ж р а т и ш  к о и Д а с
| =  А А В ->- С булса, у долда |«— А -+• (В -» С) була­

ди:

А А В -» С 

А -+ (В -  С)*
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17, Ш а р т л а р н и н г  У р н и н и  а л м а ш т и р и ш  
к о и д а с и .

| —А -> (В -*■ С) булса, у  холда | = В  -> (А -> С) б у ­
лади:

А (В -*■ С)

В ( А  -  С)*

Укувчи 1° — 55° ларда келтирилган умумкийматли 
формулалардан яна бир катор хосилавий коидаларни 
мустакил хосил килиши мумкин. Масалан, 4° ва 5°- 
конунлардан юкорида Д ни й^когиш коидалари хосил 
цилинган.

Шуни хам кайд этамизки, „умумкийматли формула­
лар хосил килиш коидаси" тушунчасини умумлашти-  
риб, „мантикий натижалар хосил килиш коидаси" т у ­
шунчасига утиш мумкин. Масалан, г"1П ни киритиш 

/  А \ Г | ~ А
коидаси  ̂ ~ J ни умумлаштирсак,  — ~~ _ywA ■ кои да­

та утиш мумкин: „Агар Г | = А  булса, у  холда Г |  =  
| =  П[7]А була ди1*.

6- §. Жумлалар алгебрасининг функциялари

д:,, х 2, . . х п лар £== {0, 1} тупламдан киймат ка­
бул килувчи узгарувчилар,  f ( x u х 2, . .  х п) эса ш у  
тупламдан киймат кабул килувчи л - а р  (я — узгарув- 
чили) функция булсин. Бундай функцияни ушбу ж а д­
вал ёрдамида бериш мумкин:

*1 Jfj . . . Xn f  (x 1 , лг3, . . . , x n

1 1 l 1 / 0 .  1. • • , 1. 1)
1 i l 0 / 0 .  1, . . 1, 0)
1 1 0 1 /(1.  1. •• , 0, 1)

'o' 'i* T ' i ' /(0, 1, . . . , 1 . 1 )

0 ‘o ' ' 0 0 /(0,  0, . . , o, 6)

Каралаётган функциялар жумлалар  алгебрасининг 
(баъзан, мантик алгебрасининг) функциялари ёки Буль 
функциялари дейилади.

Узгарувчилар кийматларидан тузилган,  узунлиги п 
га тенг  булган тизмалар 2Л та эканлиги маълум. ХаР
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бир п - а р  Буль фуькцияси (*) куринишдаги ягона 
жадвал  ёрдамида берилгани учун иккига бир хил ар- 

г ум енгли  Буль функцияси (иккита жадвал) бир-бири- 
д ан }'.чг томондаги устуннинг цийматларн билан фарк 
цилиши мумкин. Бу устунда фацат иккита элемент (О 
ёки  1) катнашгани учун (*) жадвал ёрдамида берила- 
диган барча я - а р  Буль функцияларининг соня 22Я та 
эканлигини куриш кийин эмас.

Буль функциялари билану жумлалар  алгебраеининг 
■формулалари орасида узвий богланиш мавжуддир.

Барча Буль функциялари тупламини В билан бел- 
гилайлик. Умуман олганда,  В билан барча жумлалар 
туплами V орасида узаро бир кийматли мослик мавжуд 
эмас.

Масалан, ушбу жадвал ёрдамида берилган Буль 
функциясига бир неча формулаларни мос куйиш мум­
кин: А В, ~~\А\/ В,  1 ( Л  Л П®) ва бошкалар, яъни

бу жадвал курсатилган форму­
лаларнинг дар бири учун рост­
лик жадвали була олади. А к­
синча, хар бир формулага унинг 
ростлик жадвали билан устма- 
уст тушувчи ягона Буль функ- 
циясн тугрн келади. Кейинги 
масала, яъни берилган ф орм ула­
ни Буль функцияси оркали ифо- 
да этиш, табиий, равшандир 

(ф ормуланинг ростлик жадвалини куриш кифоя». Ку- 
йида биз биринчи масала, яъни дар кандай Буль функ- 
циясини жум лалар  алгебраеининг бирор формуласи ёр­
дамида ифодалаш мумкинлиги дакида фикр юритамиз. 
Бунинг учун х;ар бир узгарувчи ^ ( « = 1 ,  п) га At (i — 
=  1, п)  узгарувчи жумлани мос к$'ямиз.

Ёзувни соддалаштгриш мгксадида А Д В формула--, 
ни АВ  куринишда ёзишга келишамиз.

/ ( л , ,  jr2, . . ., х п) ихтиёрий Буль функцияси бул­
син. (яг), ап, . . ., а1п) (/ =  ! , « ) — О ёки 1 лардан ту- 
зилган, узунлиги п га тенг булган тизма булса, / («/ , ,  
а*2> • • •. ain) — берилган функцияиинг шу гизмадаги 
киймати булиб, у ^ам 0 ёки 1 га тенгдир. IJ J у м и н г 
учун / ( я п , -. . аш) А  ёзувни Ца1и . . ., а.„) билли А 
нинг конъюнкцияси деб караш мумкин, Ушбу форму­
ла ни карайлик:

X У f { x ,  у)

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 о  - 1
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/  ( 1,  1, . . 1, 1 м и ,  . . .  Л  V  ! (1 . .  ., 1. 0) Л,  А,  . . .  
. . .  А , - ,  п л „  v  /  (1, 1, . о, 1 ) л , л 2 . . .  *71 ^л 1 а п v  

V  • ■ • v  / (О,  О, . . ., О, 0)  л л ,  ~ ] Л 2 . . .  Г М , ;  (1)
ундаги дар бир цушилувчи (дизъюнкция дади) цуйи- 
дагича досил цилинган: агар х,  ( i « - l , / i )  узгарувчига 
1 киймат берилган булса,  унга мос келувчи А,  узга­
рувчи жумланинг узи олинади, x t га 0 киймат берил­
ган булса,  A t нинг инкори ( 1 Л ;) олинади.

(1) ни янада соддароц ёзиш мацсадида куйидаги 
белгилашни киритамиз:

i А  агар а«-1 булса,  ^
~]А,  агар а«=0 булса.

(2) дай а цандай циймат цабул цилишидан цатъи назар 
(О ёки 1) •» 1 ^ а м д а .а 1а«=0 эканлигини куриш ци­
йин эмас (Л дам 0 ёки 1 циймат кабул цилишини эс- 
латиб утамиз).  Кабул цилинган белгилашдан сунг (1) 
цуйидаги куринишга келади:

V  /  («», а», • • -  Чп) А °п • • • Л “/л. (3)
(®il> • • •> аш)

( / = П Т « )

бунда \ /  белги дизъюнкция барча (а;], ui7, . . аш) 
(“а «/„1

тизмалар буйича олинади, деб тушунилади.  Агар би­
рор (a ' it a'i2.......... «;я) тизмада / (а',, а '2, . . а'я) =  О

i t  /
булса, у  долда / (а 'р . . а'я) Л°п Л / 2... Л булади 
ва табиий, бундай цушилувчини (3) дан ташлаб юбо- 
риш мумкин.  Иолга тенг булган цушилувчилар таш­
лаб юборилгач,  (3) ни цуйидагкча ёзиш мумкин:

V f (а,,, а/2, . . ain) А ^  A*J> Л “">, (4)
....... “/я1

t {ah....... “in1” 1
бунда V  белги дизъюнкция фацат /  («л, . . . ,  «/„) =  1

ion........с/«>
' < “/>.........*/л>“  1

булган (ап , . . ., о?д) тизмалар буйича олинади, деб т у ­
шунилади.

(1.) ёки (4) формула / ( * , ,  х г, . . х я) функиияни 
аницлашини курсатамиз.  х , ,  х г...........х я узгарувчилар-
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га (ва демак,  уларга мос куйилган Л, ,  Л 2, . . Ап у з ­
гарувчи жумлаларга зам) мос равишда а,, а2, . . ал

киймат берайлик ^ ( зар  бир аг =  | ^ ’ г =» 1, f ( x u х 2)

. . . ,  х л) функция /(<*1, аа, • • •» ап) кийматга эга була­
д и .  / ( а , ...........ап) Л*1 Л “» . . .  Л ’п кушилувчидаги Л „
Л 2, . .  А п ларни мос равишда а,,  <*2, . .  ал лар би­
лан алмаштирсак,  a*i, a’aj a a« зосил б^либ, бу ерда 
з ар  бир а * ' = 1 ,  г ' = 1 , я  (Лх нинг таърифига каранг)»
ва демак, сЛ, а* ............а ’« ==» 1 дир. Демак,  / ( а , ,  . . „
<х„) Л*1 Л*» . . . А'п нинг (я,, от2, . . ап) тизмадаги кий- 
мати /  (ab а2, а4) га тенг экан.

(4) ифодада f ( a u  . . «„) =  1 булгани учун (4) ни

V л"1 а? . . .  л;» (5)
1........V  - 1

каби ёзиш мумкин.
/ (х 1( . . г„) функцияни (5) куринишда ифодалов- 

чи формула ягона эканлигини куриш кийин эмас.
Шундай килиб, биз юкорида ушбу теоремани ис- 

ботладик:
1 - т е о р е м  а. Ж у м л а л а р  алгебраеининг . \ар цан- 

дай айнан 0 г а  тенг булмаган функциясини ж у м л а ­
л а р  алгебраеининг  (1) (ёки (5)) куранишга эга  б у л - 
га н  формуласи сифатида ифодалаш мумкин.

1-м и с о  л. Куйидаги жадвал ёрдамида берилган 
функцияни жумлалар алгебраси- 
нинг формуласи куринишида 
ёзинг.

Берилган функция (1, 1, 1), 
( 1 , 0 ,  1) ва ( 1 , 0 , 0 )  тизмаларда 
1 кнймат! а эга булиши жадвал- 
да берилган. ■ Д

(3) га асосан бундай фун 
НИ /(1, 1, 1 )Л ,ЛИзУ/(1 ,0 . 1)Л ,Л
□  Л , Л , У / (1. о, 0) Л . П ^ г П Л з  ёки 
A tA ,A t V  Л , Л  А 2А3 V Л . П Л . Л Л з  

формула билан ифодалаш мумкин.
t  ( х и . . . ,  х а) ни куйидагича аниклайлик:
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X 1 х 2 *3 f ( X  1 , х 2, х ?)

1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0



Т(х,, . .  *я) 1 (^i, • • •»

! 0
0 1

f ( x u . . X„) функция f ( x u x n) функцияга 
царама-карши функция дейилади.

f ( x u . .  х п) функцияни V  Л “‘ А а» . . .  А л«
<*1....... “«> "

........e»> - J
формула аницлагаи булсин. У холда f { x u . .  •*•„) =  
*= / ( * „  . . х„) функцияни П  ( V Л"1 • • • Л “* )

й .......
'<aj....... V ” 1

формула акиклайди.
Охирги формула, тегишли шакл алмаштиришлар 

бажарилгандан сунг куйидаги куринишга келади:

А П Л ‘1 V 1 A I * V  . . .  V 1 А а*), (6)
....... “л'

/ ( а ^  . . . ,  в д ) — О

бунда А  белги факат /  (а,, . . ав) =  0 булган (а„ 
Л ’ • ■ -  я«>
/<0,. . . . .  а ) =  О' ' Is * п

, . вл) тизмалар буйича олинади,  д е б  тушунилади.  
~}Аа =  Л ,а булгани учун (6) ни

A  ( V  V А?"а V • • • V А 2 а«} (7) 
<а,....... °п)

куринишда ёзиш Шумкин.
Агар « = 1  булганда Л “ =  ,НЛ, а =  0 б^лганда Л“ =  

=  А деб белгиласак, (7) ни

А  (Л“1 V V . . .  V  А ап) (8)
<«1....... %>

. rt“x........a«) -  0

куринишда хам ёзиш мумкин.
f {хи х 2, . х п) ф  1 булган хар кандай фун кц ия­

ми ягона (8) курииишдаги формула аниклашини укув- 
чи осой кура олади.

Шундай кил и б, биз юцоркда ушбу теоремани ис- 
ботладнк:



2 - т е о р е м а .  Х а р  цандай аанан I га тенг булма-  
ган функцияни ж у м л а л а р  алгебраеининг  (8) к$ри-  
нишга эга  булган формуласи  билан а н щ л а ш  м а м ­
кин .

1 - т а ъ р и ф .  (5)  / ( * , ,  . . . .  ха) фуикциянинг м у к а м -  
м ал  дизьюнктав нормал формаси  (МДНФ),  (8) эса 
мукам я  1 Л конъюнктив нормал ф о р м а т  (МКНФ) д е ­
йилади.

2 - м и  с о л .  1 - мисолда каралган фуикциянинг МКНФ 
сини топинг.

Берилган функция (1, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 0),  (0,
О, 1) ва (0, 0, 0) тизмаларда 0 кийматга эга булгани 
учун у куйидаги формула билан аницланади:

П А  V ПА V  А) д (А V ПА V ПА) А 
A (А V ПА V А) А (А V А, V ПА) А 

д (А V А V А).
2 - т а ъ р и ф .  Ж умлала р алгебраеининг А (Л, ,  . . ., 

А„) формуласида -> ва — амаллар цатнашмаса,  1  эса 
фацат узгарувчи жумлага тегишли булса, бундай ф о р ­
мула келт ирил ган формул а  дейилади.

>^ар бир узгарувчи жумла ёки унинг инкори з^ам- 
да  з^ар бир мантиций константа таърифга кура келти- 
рилган формула з^исобланади.

3 - т е о р е м а .  Ж у м л а л а р  алгебраеининг %ар бир 
А (Л, ,  . . Л„) формуласининг ё уза  ке лтирилган  
ф орм ул а ,  ёки у  цандайдир ке лт ирилга н  ф орм ул ага  
тенг кучлидир.

И с б о т и .  Агар А (Л, ,  . . . .  Ап) формуланингтарки-  
бида В -»■ С ёки В — С куринишдаги формулаостилари 
булса,  бу формулаостиларии уларга мос равишда тенг 
кучли булган I B  V С ва (~]В V С) А (В V П  С) фор­
мулалар билан алмаштириш мумкин.

Агар А формула таркибида П В  куринишдаги фор­
мула булиб, В келтирилган формула б^лса,  у з^олда 
□ В  формулага 3 -§  да келтирилган 1°, 10°, 1 Г - т е н г -  
кучлиликларни куллаш натижасида келтирилган фо р­
мулага утиш мумкин.

7 -§ .  Нормал формалар

Олдинги параграфда мукам мал дизъюнктив (конъ­
юнктив) нормал форма з^акида гапирилган эди. Ушбу 
параграфда жумлалар алгебраеининг з^ар кандай фор-



муласини турли нормал формаларда ифода цилиш мум- 
кинлиги ва берилган формуладан унинг нормал фор- 
маларига утиш алгоритми курсатилади. Формуладан 
унин'г МДНФ  ёки МКНФ сига утиш мухим бир маса­
ла билан боглик. Ихтиёрий А формула берилганда 
унинг умумкийматли формулами ёки умумкийматли 
ф ор мула эмасми эканини курсатиб берадиган алгоритм 
(йул, усул)  мавжудми? Бу савол жумлалар алгебраси 
учун ечилиш проблемасини ташкил килади. Унинг 
ижобий ечилиши 2 - §  да курсатилган эди, яъни хар 
кандай формуланинг ростлик жадвалини курчш ёрда­
мида унинг умумкийматлилиги хацида тулик маълу- 
мот олиш мумкин. Шу параграфнинг узида бундай 
алгоритм амалий жихатдан жуда нокульй эканлиги 
курсатилган эди. Формуланинг МДНФ си ёки МКНФ 
сини топиш ечилиш проблемасини осон хал цилишга 
ёр дам  беради.

1-т  а ъ р и ф. Чекли сондаги узгарувчи жумлалар ёки 
уларнинг инкорларини конъюнкция (дизъюнкция) амэли 
билан бирлаштириш натижасида хосил буладиган ф ор­
мула элементар ку пайтма (йигинди)  дейилади.

Хар бир узгарувчи жумла ёки унинг инкори таъ- 
рифга кура элементар купайтма (йигинли) хисоблана- 
ди. Элементар купайтма (йигинди) баъзан элементар 
конъюнкция (дизъюнкция) хам дейилади.

1-м и с о  л. Л, ~] В, А А  В, Л Д  Л А  П  А А  П В, 
А А  А  А В, А А  В А С, 1 Л Д ~\В Д 1 С формулалар 
элементар купайтмадир: А, ~]В, А у  В, Л V ~\А, ~\А V
V I  В, А \ /  А \ /  В, А  у  В \ /  С, П Л  V ~\В V 1 C  лар 
эса элементар йигиндилардир.

1 - т е о р е м а .  Элементар йигинди умумкийматли  
булиши учун  унда бири иккинчисининг инкори б у л ­
ган %еч булмаг анд а  иккита цушилувчи булиши з а ­
р у р  ва етарлидир.

И с б о т и. А V . 1 Л ' '  В  V C \ J  . . .  \ /  D  каралаёт- 
ган элементар йигинди булсин. Л V  1 А  умумкиймат­
ли формула булгани учун дизгюнкциянинг чаърифига 
кура элементар йигинди хам умумкийматли булади. 
Аксинча,  элементвр йигиндида бири иккинчисининг ин- 
кори булган кушилувчилар булмасин. Бундай форму­
ла инкор остида 1урмаган узгарувчи жумлаларга 1, 
инкор остида турган узгарувчи жумлаларга  О киймат 
берилганда ёлгон жумлага айланади, яъни умумкий­
матли будмайди — бу эса теорема шартига зиддир.



2 - т е о р е м  а. Э лемент ар купайтма радлану вчи 
(айнан cafoh) ф о рм ула  булиши учун унда бара ик- 
кинчисиштг инкори булган  %ея булмаганда икки та  
купайтувчи. булиши за р ур  ва етарлидир.

Бу теореманинг исботи олдинги теореманинг исбо- 
тига жуда  ^хшаш б}глиб, уни укувчи цийинчиликсиз 
бажара олади.

2 - т а ъ р и ф .  Элементар купайтма (йигинди) Л,,
А 2.........Ап узгарувчи жумлалар (ёки уларнинг инкор-
лари) дан тузилган булсин. Элементар купайтма (йи- 
ринди) да дар бир узгарувчи жумла (инкор амали о >  
тида катнашганларини дам эътиборга олсак) бир мар- 
тадан ортиц цатнашмаган булса,  бундай элементар 
купайтма (йигинди) тугри  элементар купайтма  (йи* 
ринди) дейилади.

2 - м и с о л .  А, - ] А ,  Л Д П в .  | Л Д  д С ,  I А х[ \ А 2/ \ А а 
лар турри элементар купайтма лар, А,  1 Л, Л у  \Ь, 
~ \ A \ j B \ j C t Л^. /ЛаУЛ. ,  лар т у р р и  элементар й и р и н д и -  

лар булиб, Л Д Л, Л Д Л Д " В, А / \ ^ В А ~ \ В  лар эса 
тугри элементар купайтма эмасдир.

3 - т а ъ р и ф .  Тутри элементар купайтма (йигинди) 
A t, Л 2, . . . ,  Л„ узгарувчи жумлалардан тузилган булиб, 
унда бу узгарувчиларнинг дар бири (ё узи, ё унинг 
инкори) катнашган булса, бундай элементар купайтма 
(йигинди) т у лиц элементар купайтма  ( и й р и и д и )  д е ­
йилади.

3 - м и с о л .  Элементар купайтма (йигинди) лар А, В,  
С  узгарувчи жумлалардан тузилган булсин. А / \ В / \ С ,  
Л Д Д Д П С .  Н Л Д Н в д С ,  } А л В / \ С ,  _ ] Л Д ~| В А  П С  
лар тулик элементар купайтмалар, A \ J B \ / C ,  A \ f В \ /
V  С, л  V ~ В \ / С ,  ~ } А у В \ С ,  }A\J В у ~ \ С  л ар эса 
тулик элементар йириндилардир.

Тулик элементар купайтма (йигинди) лар А и Л 2, ... 
. . . ,  А п узгарувчи жумлалардан тузилган булса, барча 
тулик элементар купайтма (йигивди)лар билан узунлиги 
п  га тенг булган барча тизмалар орасида узаро бир 
кийматли мослик мавжуд  эканлигини сезиш кийин змас. 
Дакикатан, 6-§ даги (2) белгилашга асосан дар бир 
тулик элементар купайтма (йигинди,) ни

ЛГ Д Л ? Д  . . .  Д Ллл( Ах' /  Л “' . . .  \ /  Al'i)

куринишда ёзиш мумкин (бунда а,, а4......... ап ихтиёрий
тизма).  п = 3  булган дол учун бундай мосликни ало- 
дида курсагайлвк;
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( 1, 1, 1) — ►Л1Л В ‘ Л С , =  Л Л Д Л С ,
(1,  1, 0 ) ------> А ' / , В ' Л С ° = Л / , В ^ ] С ,
(1, 0, 1) — > А ' Л В йЛ С 1= А Л ~ \ В А С ,

( 1 , 0, 0) —  ̂А ' Л В 0/ \ С 0 =  А Л ~ } В А  1  с ,
(0,  1, 1 ) ----- ►Д° ЛЯ1Л С 1 = _ | Л Л Я л С ,

(0, 1, 0 ) -----> Л 9Л А ‘д С 0 =  П Л д 5 Д  1 C ,
(0, 0, 1 ) -----> А ° Л 3 0 Д С 1= 1 Л Л 1 6 Л С ,

(0, О, 0 )— >- Л °Д Л0 ДС° =  1 Л Д 1 5 Д  1C.

4 - т а ъ р и ф .  Чекли сондаги тугри элементар купайт­
ма (йигинди) ларнинг дизъюнкция (конъюнкция) си 
дизъюнктив (конъюнктив) нормал форма  дейилади. 
Чекли  сондаги такрорланмайдиган тулик элементар 
купайтма (йигинди) ларнинг дизъюнкция (конъюнкция) 
си мукаммал  дизъюнктив (конъюнктив) нормал фор­
ма  дейилади.

Таърифга кура, ало^ида олинган тугри (тулик) эле­
ментар купайтма (йигинди) *ам ДНФ (МДНФ) (мос 
равишда КНФ (МКНФ))  дисобланади,

4 - м и с о л .  Тугри (т^лик) элементар купайтма (йи­
гинди) лар Л, В, С  узгарувчи жумлалардан тузилган 
булса,  А, ~]В, А  \/ | 5 Д С ,  А / \ В \ / А / \ С ,  ~]А \/ ~"\В\1 
у  1 C  лар ДНФ, Л, 1  В, А у в у с ,  ( A v l f i ) A ( l A V  
V n C ) ,  (AV Ш \ / 1 С ) А ( П Л У 5 )  лар К Н Ф , Л Д £ л С \ /
V  ~ \ А / \ В А ~ 1 С У  1 А Д I S A  IС, А А  \ B / \ C , A A B / \  
Д С V 1 'А  Д ~]В Д С, Н А Д  1 В /\ 1 C  лар МДНФ, 
( А у Я У С ) / \ ( 1 Л \ / 1 £ \ / 1 С ) л  (А V I t f V C ) ,  n A V  
V 1 S V 1 C ,  1 A V 1 . S V 1 C ,  (А V 5  V l C )  Л ( 1  А V
V  | В \ / С )  лар эса МКНФ га мисол була олади. Юко- 
рида келтирилган таърифлардан лар цандай ДНФ, 
КНФ, МДНФ ва МКНФ келтирилган формула экан­
лигини куриш цийин эмас.

6- § да  *ар кандай Буль функциясини ягона усулда 
ж ум ла ла р  алгебрасининг формуласи оркали ифода ки- 
лиш мумкинлиги х,амда бу формулалар функциянинг 
М ДН Ф  (МКНФ) си деб аталиши курсатилган эди. Куйи- 
да эса биз мазкур тушунчалар жумлалар алгебрасининг 
барча формулалари учун хам уринли эканлигини к у р ­
сатамиз.

3- т е  о р е м  а. Ж у м л а л а р  алгебрасининг бажари-  
л у $ ш  ихтиёрий  А ( А ] , . .  . ,А„) формуласи ягона  МДНФ 
га тенг кучлидир.
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И с б о т и .  А{ Л , , Л к) формула бажарилувчи бул­
гани учун у 2" та тизманинг камида бипасида .  рост 
булади. Формулани рост жумлага айлантирувчи тиз- 
малар туплами

Мр — | (яи , . . , ,  я,л) , . . . ,  (вД{, . . . ,  <**„)),

(1 <  А <  2я) булсин.
Ушбу формулани царайлик:

В (Л„.  . ,Л л) ^ Л “ ’Л а/ ’ . . .  Л > у  А?' А р . . .  Л > У  . . .
... V A kx' A t \ . . A knn (1)

(ёзувни соддалаштириш максадида Д  ни ёзмасликка 
келишамиз:  Л^'Л"*2. . .  Л а«« ифода Д Аа̂ / \ . . . А  А а™1 2 П ^ 1 ' ' 2 ' ' ' ’ я
ни билдиради).  ’(1) нинг унг томони МДНФ эканлиги 
аён. А ( Л , , . . . ,  А п) e s  В(ЛЬ . . . ,  Л„) эканлигини курсата- 
миз. («л1, а а , . . . ,  o r j  £ М р булса, А( ®S'2* • * * * Л̂/г) 1
булади; В ( а ^ , asn} -= 1 эканлигини курсатиш учун 
Л , , . . . , Л „  узгарувчиларни мос равишда лар
билан алмаштирамиз:

в к „ . . . ,  в,в) X  «;;• . .  G t^ v  * * . .  v » v . . .  V  

v • • • “> V • • • V 2. • • «>. (2)
Шр дан олинган s- тизма (ая , as2, . . . , a sn) Мр даги дол­
ган барча тизмалардан фарклидир, ва де-лак, s- тизма 
*ар бир тизмадан кандайдир координагаси билан фар к 
килади (2-§ га караиг).

я кандай киймат кабул килишидан кагъи иазар СО 
ёки 1) а“ =  1 ва а !“ ==0 э к а н л и г и  6 - §  да к а й д ' э т и л г а г  
эди: ((2) белгилашга каранг).  Шу са б а б л н  (2) ифода- 
даги биринчи кУшилувчи aj'22- . . .  а^п да бирор I -  
координата учун nsi*fcau э к а н и ,  д а м д а  «“^ = 0
эканидан a“’j a”-?... я“»я «= 0 экани келиб чикади. Худд? 
шундай, 2-, — s  +  1*, . . . ,  п- цушилувчила'
дам 0 га тенг эканини курсатиш мумкин. Аммо 5 
К у ш и л у в ч и  a“« =  1 булгани учун (2) ифод ь
нинг, ва демак,  В(ал1, . . . ,  asn) нинг циймати 1 га тенг 
эканлиги келиб чикади.

( S,, 32, тизма Шр га тегишли булмаган ихтиё­
рий тизма булса,  табиий, A(?lt % , . . . ,  “  0 булади.  
У >чод



в ( Р „ . . . Л ) ^ • • ь°,л У f t " • ■ • f ; nv  . . .  v  
v  ??/»...!»“*" “ О (3)

д и р .  Х а н и - а т а н ,  ( й , , --------В„)  т и з м а  М р  г а  к и р г а н  * а р .
б и р  т н з м а д а п  ф а р о й  б у л г а н и  у ч у й  ( 3 )  ш ш г  ^ а р  б и р  

ц у ш и л у в ч и с и  0  г а  т е н г д и р .
А (  A j ,  . . .  А п )  ф о р м у л а  у ч у н  М /; т у п л а м  я г о н а  о у л -  

г а н л и г и ,  В ( Л „ . . ,  <•(„) э с а  ш у  т у и л а м г а  а с с с а н  к у р и л -  
г а  и л и  г  и  у ч у н  А ( Л , , . . . ,  А „  i ф о р м у л  а  г а  м о с  к е л у в ч и  
М Д Н Ф  я г о н а  э к а н л и г и  к е л и б  ч и к а д и .  Т е о р е м а  т у л и к  

и с б о т  э т и л д н
N  а  т  и  ж  а .  Ж у м л а л а р  а л г е б р а с и н и н г  А ( Л , ,  . . . ,  Л я ) 

ф о р м у л а с и  у  м у  м н и й м а т л и  б у л и ш и  у ч у н  у н и н г  . М Д Н Ф  
с ш ) а  2 я т а  т у л и н  э л е м е н т а р  к у п а й т м а  к а л п н а ш и ш и  

' з а р у р  в а  е т а р л и д и р .
Б о ш к а ч а  к и л и б  а й т г а н д а ,  б е р и л г а н  А ( Л , , . . А п)  

ф о р м у л а  у м у м к и й м а т л и м и  ё к и  у м у м к и й м а т л и  а м а с м и  
з к а п л к п ш и  б и л и ш  у ч у н  у н и н г  М Д Н Ф  с и г а  у т и ' ) ,  М Д Н Ф  
д а  к а т н а ш г а н  т у л и к  э л е м е н т а р  н у п а й т м а л а р  с о н и н и  

< а н и к л а ш  к и ф о я д и р :  а г а р  т у .  и  к  э л е м е н т а р  к у п а й т м а  т а р  

с о н и  k = 2 n  т а  б у л с а ,  у  \ о л д а  A ( / i „  . . ,  А п ) у м у м к и й ­
м а т л и ,  1 • < k  - < 2 Л б у л г а н д а  э с а  б а ж а р и л у в ч и  ф о р м у л а  
б у л а д и .

У ш б у  т е о р е м а м и  у н у в ' ш  м у с т а ц и л  р а ч и ш д а  к и п и н -  
ч и л и  к с и з  н с б о г л а й  о л а д н :

4 -  т  е  о  р е м а .  Ж у м л а  л  >р а л г е б р а с и н и н г  и х т и е р и й  
у м у м н и й м а т  л и .  б у л м а г а н  А ( Л , , . . .  , А п ) ф о р м у л а с и .  
я г о н л  М К Н Ф  г а  т е н г  к у ч л и д и р .

К  у  р  с  а  т  м  а .  Ю к о р и д а г и  т е о р е м а н и н г  и с б о т и  о л д к н -  
г и  т е о р е м а н и н г  и с б о т и г а  у х ш а ш  б у л и б  „ к о н ъ ю н к ц и я 1* 

.  . с  у з и  „ д и з ъ ю н к ц и я *  с у з и  б и л а н ,  „ . ч и з ъ ю и к ц и я *  с у з и  э с а  
„ к о н ъ ю н к ц и я *  с у з и  п и л а п ,  „ р о с т 1* с у з и  „ ё л г о н “ с у з и  

б и л а н ,  „ ё л г о н 1* с у з и  э с а  „ р о с т *  с у ? и  б и л а н  а л м а ш г и р и -  
л и ш и  к е р а к .  Б у н д а н  т а ш к а р и

л . _ Ц А . * ~ и
} \ Л, а =  О

б е л !  н л а ш д а н  ф о й д а л а н и ш  к е р а к .
А Л , , . . . , Л л) бажарилувчи фо рм ул а  булса ,  унинг  

М Д Н Ф  сини топиш уч у н  куйидаги ншлар б аж ар плш ии  
к е р д с :

СО. А *Л ь . . . , А п) келтирилган ф ормула  булмаса ,  маъ-  
лум к л ал-лаштпршплардан фой далани б  ( б -§  3 - т е о р е -



мага каранг),  унга тенг Кучли булган келтирилган 
формулага утиш керак.

(И). Хосил булган формулага 3 - § д а  келтирилган 
1°, 6° — 9°, 16° — 23°- тенгкучлиликларни етарли марта 
куллаб, унга тенг кучли формулага утиш керак.

Хосил булган формула А(А,, . . . ,  А п) га тенг кучли 
булган ДНФ булади.

(III). Агар х;осил булган Д Н Ф  да туликмас элемен­
тар купайтувчилар мавжуд булса, у холда улар куйи- 
дагича „тулдирилади":

а) Л“’АА . .  Л ^ ' Л / ^ 1. . .  А у  бирор туликмас элемен­
тар купайтма булса {А 1 узгарувчи .катнашмаган),  у 
А*'-А*\ . .  Л ^ ^ ' Л г У  П формула билан
тенгкучли алмаштирилади.

б) Хосил булган формулага я на 6°—9°-тенгкучли- 
ликлар кулланилади.

5 - м и с о л .  ( А \ / ~ ] В )  / \ ( С \ /  ~ } В ) - у ( ~ ] А \ / В ) / \ С  ф ор­
муланинг МДНФ сини ёзинг.

Берилган формула келтирилган формула булмаган- 
лнги учун уни А - > В г = ~ ] А \ / В  тенгкучлиликка асосан 
шакл алмаштирамиз:

( А \ / ~ ] В ) Л ( С \ / ~ 1 В ) - + П А \ у В ) Л С = =
=s А (С V IЯ ) )  V П А У £ )Л С .

Тенгкучлиликнинг унг томони келтирилган формула 
эмас, чунки биринчи кушилувчида ~| амали мураккаб 
формула олдида турибди Шунинг учун унга 3 - §  да 
келтирилган 10°-тенгкучлиликни куллаб куйидагини 
Хосил киламиз:

~](М\/ -|f i )A (Cv" lf i ] )7nAV£)AC== 
n i f ) V ( " I ^ V 5 ) A C .

Тенгкучлиликнинг унг томонидаги биринчи ва ик- 
кинчи к^шилувчиларга 3 -§  даги 11°-, учинчи куши- 
лувч-ига эса В"- тенгкучлиликларни к^лласак,  цуйидаги 
тенгкучлиликка эришамиз:

П(А VHS>V“ !(CvH£) • ( 1 A V B ) / \ C - ^  
s  | Л д  | iВ \ /  ' |СД ] iВ \J \ A / \ C y B / \ C .
~|B=S:B булганлиги учун юкоридаги тенгкучли­

ликни куйидагичя ёзиш мумкин:
~\А Л  1 ” ! А Л С\Н< > С -

£ - Л Л Д б у  1С Л  #  у' П А А С V В / \С .
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Шундай килиб,
( A \ f ^ B ) / \ { C V ~ \ B ) - y { l A \ / B ) A C . . =
= П А  B V ^ C / \ B \ f  ] А Д С у £ д С .

Тенгкучлиликнинг унг томони берилган формула- 
нинг ДНФ сидир Бу ДНФ нинг хар бир цушилувчиси 
тулицмас элементар купайтмадир.

- } А \ В =  Н Л Д 5 Д ( С У П С ) ,  
- ] C A B = z ( A V ~ \ A ) / \ B Д ПС,
~] А / \С  =* l A A C f l V l f i j A . C ,  

Л А С ^ ( Л У П Л ) Д 5 А С

булгаилиги учун
П А л £  V П С д £  V "1Л Д С у  В Д С == 

в = П Л Л £  (С V "1C)V(A V П A) A S  л. i c v  
• V' “ l A A ( f i v n S ) A C V ( A V  ~ 1 А ) д В Д ( . .

Ушбу тенгкучлиликнинг унг томонидаги хар бир 
цушилувчига 3 - §  даги 8°- теигкучлилнкни 1$ллаомиэ :
1  Л A i S A ( C v i C ) V ( A V  П Л ) А В / \ С \ /  ^ А / \ ( В у  ^ B ) A  

А С  у  [А  V 1  А) Д Я Д  С заН  АД В А С  \ /  П Л А Я д  “1 ^  V 
\J А А В  А  ~1CV~|  А Д  # А  ~1CV “]Л Д Ь’Д С \ /

V " А Д  T l f i A C V A A f i A C V H A A f i A C .

Бу  тенгкучлиликнинг унг то мои ига А \] A s a  А тенг- 
кучлиликни кУлласак> У Куйидаги формулага тенг чуч­
ли булади:

1 А А Я Д С V I Л Д В А П С У Л Д Я Д “ C V
V " М А П Я Л С У Л Л Я Д С

бу эса берилган формуланинг М Д Н Ф  сидир. Шундай 
Килиб,

( A V l B ) A ( C \ / l B ) - > (  A \ J B ) A C в  
Э 5 Л Л ^ Д С У А  Д Я Д П С У П Л  A B A C V  

\ Z n A A B A ~ l C V ~ ] A ^ - \ B A C .

3 - теореманинг натижасига асосан берилган форму­
ла умумкийматли эмас экан, чунки униНг МДНФ си да 
фацат 5 та тулик элементар купайтма катнашган («я» 
—3 булгани учун барча тулиц элементар купайтмалар 
2я«=8 тадир).
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Берилган формулани МКНФ сифаг. да *чм ёзиш 
мумкин (умумчийматли булмагани учун):

(А V н  5)  д  (С V Л  В) -> (■п  Л V В) Д С , 
^ Г \ Л \ 1 В у С ) / \ ^ л у В у С ) А { А \ 1  В у С ) .

8 §. Иккилик принципа ва иккилик конунн

Т а  ъ р и ф .  А* ( Л , , . . . ,  А п) формула А { Л , , . . . , Л Й) 
келтирилган формуладан Д ни v  билан, V ни /\ би­
лан ал^аштириш натижасида ^осил килинган булса, А* 

. фор.мула А формулага иккиламчи формула  дейилади.
И з о * .  Берилган формуладан унга иккиламчи бул­

ган формула! а утишда цуйидагйга эътибор бериш 
керак:

А да В формулаости булиб. юкорида келтирилган 
алмашгиришлар натижасида В формула В* формулага 
айланса, у *олда В* *ам А* формулада формулаости 
б у л и б к а г н а ш и ш и _к е р а к .

Масалан, А(В) 7 1 А Д Т~\В v А  Д В \] С да В 21 А д  ~]#  
десак,  шакл алмашшриш наги-касида В* 21Л Г] V B  хо ­
сил булади. А* иккиламчи формулада В* формулаости 
булиб катнашиши керак, яъни А*(В*) 2Г (А V ~1 # )Д  
/  , {А\! В) Д С  (агар аптилган шартларга амал килинма- 
са, у Х"лда таърнфда келтирилган алмаштиришлар:на­
тижасида ушбу ногугри натижага келамиз:

Л у  ~ ] B A A V B  С).

Юкоридаги таърифдаи келтирилган формулага икки­
ламчи булган формула *ам келтирилган формула бу­
лиш ини сезпш .кийин эмас.

1-м и с о  л А (Л, В , С) j l  I  ( ~] Л Д £  у/ Л / \  П С) Д 
А (Л Д ~~\В\/ ”1 В А С )  формулага иккиламчи булган ф ор­
мула

А*(Л, В, С ) Х П ( ( П Л У Я ) Д ( Л У П С ) ) \ / ( Л У П 5 ) Л
А г л в у с )

булади.
1 т е о р е м а  А ( А , , . . . , А л) ж у м л а л а р  алгебраси-

нинг uxniwipuii келтирилган формуласи,  А *(Л, , . . . ,А„) 
унг 1 иккиламчи форм ула булса,  у л'олда ушбу м у ­
носабат уринлидир :

А Л , , Д . !„),  (1)
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Иккилик при щ и  пи деб аталувчи бу муноеаТатнинг 
уринли эканлигини исбоглашда математик индукция 
усулидап фойдаланамиз Индукция- берилган формула­
ми и г ранги буйича олиб борилади.

А( А, , . . . .  Л„) ихтиёрий келтирилган формула булиб, 
унинг ранги 0 га тенг булсин. У холда А формула уз­
гарувчи жумла (масалан, Лг) А (Л 1, . . . , Л /1) л Л 1 (i =  
=  1,п )  булсин. У холда

И A M , ......A J i  -\  At (2)
хамда

. , A n ) l L A i (3)

булади. (3) да хар бир ЛА (& =  !,«) на _~]ЛЙ билан ал- 
машгирсак,

А*\ 1  Л , , . . . ,  Л я) -j  At (4)

булади. (2) ва (4) дан (1) келиб чин-ади. Фараз к;илай- 
лик, ранги т >  1 дан кичик булган барча формулалар 
учун теорема уринли хамда rang(A)«=m булсин. А кел­
тирилган формула булгани учун у  ё В Д С  ёки B V C  
куринишда булиши мумкин (бу ерда В ва С лар кел- 
тирн iraii формулалардир),  У холда габиий, rang В ) <  
< т  ва ran * ( € ) < «  дир, ва демак,  В ва С  формулалар 
учун  куйидаги муносабатлар уринлидир:

“1 В(Л, .........Л л) - в * ( п А „ . . . , - ,  Л„), (5)
п С ( Л , ......... Лл) =  С * ( п Л , .......... л А я). (6)

А ( А , , ,Ап) X  В(А„ ... ,Л л) д С ( Л 1, ... ,Л„) булса, у холда 
Л , , . . . ,  Лч) Ж п  B( At, . . . ,  Л J  V ПС(  Л, ,  . . , Л „ )  (7)

булади. А ( л , ......... А„) форыулага иккиламчи формула-
га утсак,

А*( Л , .........Ап) 8 * (Л „  . . . ,  Лп) V С ( ( А „  . . . ,  А п) (8)

булади.  (8) да хар бир А-л ни унинг инкори ~]Ак (А— 
=  1,л) билан алмаштирсак,

А * П Л « .........П ^ ) 2 В * ( " Л ............. Л ^ п ) У
V C  .........Л Л „ )  (9)

хосил булади.
(7). (5), (б) ва (9) дан ( И  келиб чикади.
А(Л, ----- - А„) ”  В(А„ . ,  Aa) V С ((Л 1, . . . , А Я) булса,

у холда
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Л  А ( А , , Л л)— . iB(A« • • •.  А п) А С(ЛЬ . . . ,  Л„) (10)
булади.  А ( Л ] , . . . , Л Ч) га иккиламчи формулага  5’тсак.

А * ( А .........Ая) И В * ( Л „  . . . ,  A „ ) / \C * (A , ...........А а) ( И )

булади.  (11) да хаР бир А ъ (£ — 1, п) ни ~~[Ак билан 
алмаштирсак,

A * ( - i i 4 „ . . . ,  ПА») 1 В * ( - 1 Л ), . . , , п Л ) А
А с * ( п Л .........п 4 )  (12)

хосил булади.
(10), (о), (6) ва (12) дан (1) келиб чикади,
А ( Л , , . . . ,  А„) формула ~)В куринишга эга булганда 

дам теорема уринлидир (бунда В келтирилган фо рму­
ла булса-да,  л  В келтирилган формула булмаслиги 
мумкин).

A { A u . . . , A n)3L  - | В ( Л , ......... А„) булса, у холда
П А ( Д , . . . , Л е) Х В  А „ . . . ,  Ап) (13)

булади.  А га иккиламчи формулага утсак,
А* ( Л , , . . . ,  Лл) X  ~] В*( А) , . . . ,  Л„) (14)

досил булади. (14) да хар бир А к (k — \ , n ) ни унинг 
инкори -] Ak билан алмаштирсак,

А * ( П А , . . . . , - ] А И) 2  Л  В* ( Л  А. . . . ,  П Л Л) (15) 
га зришамиз

(5) дай (иккала кнсмидан инкор олиб)

В ( А ......... Лл) - В * ( л  Л , , . . . ,  ~ А )  ( 16)
НИ ХОСИЛ КИЛИШ мумкин.

(13), (11) ва (15) дан (1) келиб чикади. Теорема 
тулик исбогланди.

2 - м й с о л .  А (А, В, С) ЗЕ (А V  П С )  А( Л Д  - j  В \ / В , \  
Л ~ ] С )  формула учун иккилик принципа уринли эка- 
нини текширинг.
_  А(Л,  В,  С) га иккиламчи формула А*(А,  В,  С ) Х  

Л д  "\С \у (А  v  л  А ( В \ / П С )  булади.  А  ни Л  А  В  
ни ва С ни л  С билан алмаштирсак,

, А * ( п Л ,  ~}В, Л С ) 2 1 1 А Д 1 Л С У (  ~ \ A V r \  H # ) A  
Д (  л BW л л О

ёки
А*( л  А* п В , ~ ] С ) ^ - П А А С ' Л п А У В ) А

A  ( ~]B V C )  (а)
хосил булади.
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Берилган формуланинг инкорини топиб, уни тенг 
кучли шакл алмаштирамиз:

-] А( А  В, С) X  —j(( Л V П С ) Д ( Л Д  -] С) ==
■ = П (Л V п С) у -V А Д л  5 V в  л л  С) з=

=  Г М А  Л П С Х /  Л (Л А П # ) А  Л  (S A “ l C ) s  
35 л Л д С \ / 1  n ^ v  Л Л В) А ( П В \ / Л  л  С1) »

=  ~ M a C V (  л  Л \ / £ ) Л ( Г ] £ \ / С ) .  яъни
А л  (Л, Б, С ) З Л А А С У ( П ^ Я ) А ( Л  S V Q -  (М
(а) ва (Р) дан лА (Л , ZJ, С )г гА * (л Л , ~]£, л О  

эканлиги келиб чикади,
Иккилик конуни деб аталувчи ушбу теоремами ис-

ботланмнз
2- т е о р е м а. А ( Л , , . .  . ,  A J  ва В( Л,, . . ,  Л„) келпш-  

рилган ф орм ул ал ар  булиб,  А з е  В булса,  у  ^олОа 
А*==В* булади,  яъни битта эквивалешплик синфи-  
Оан олинган иккита й о р м у л а г а  иккиламчи ф ор му­
л а л а р  $ а м  битта эквивалентлик сицфига теги шли  
булади  (3- § га каранг).

И с б о т и .  А( А ...........Ля) ва В ( Л , , . . ,  Ап) лар келги-
рилган формула тар булгани учун олдинги тёоремага 
асосан

П А ( Л Ь . . . ,  Д,)=*А*< Л Л и - . . ,  Л А,),  (17)
ва

Л В (Л „ . . . ,  Л , ) з В * (л  n Ап) (18)
булади.

(17) ва (18) ларнинг хар иккача кисмидан инкор 
олсак,

А(Л„ . . , , А г:) ~  Л А * (Л 4......... л  Аа)>
ва

В (Л ,, . . .  А„)~  л  В Ц А и . . . , - ] А п) 
досил булади. Шартга кура, А В булгани учун Охир- 
ги иккита генгкучлилнклардап

Л  А*( л л<> ■ • •, Л А п) = ~ \ Ъ * (  л А и  • • >. л 4 )  (19) 
тенгкучлиликни ^осил килиш мумкин.

(19) нинг иккала томонидан инкор олиб, з^ооил б$л-  
ган тенгкучлиликда хар бир At ( г »  1,я) ни ~ |А( би­
лан алмаштирсак,  А* -  В* келиб чикади.

Теорема исботланди.
3- м и с о л .  А( А , В, С) X  {А V л  С) А( А д  л  В ■■■' В Д 

Д л  С), В М ,  В, С) Ж  А Д ~]B\J В А Л С б f  л ̂  и н. A M,  В,  
С)^нВ(Л, В, С) эканлиги куйидаги жадвалдан куринади:
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л Й с 1 (. л - сА у i С в д -,С’ АдПВЧ'Вдче (л v тс)л МАМВУВЛ-С)

1 1 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 и 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1 1 0 1 1
« 1 1 0 Q 0 0 0 0 0
0 1 0 0 I 1 б 1 1 1
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0 0

Берилган формулага иккиламчи булган формулалар 
Куйидагилардир:

А*(А. В, C ) S . A A ~ C \ / ( A \ / - B ) A ( B \ / - C ) ,  
В*(Л, В, С ) Т ( А У ~ В ) Л ( В \ / ^ С ) .

Куиидагн жадвал эса А*- В* эканини курсатади

А в
с

1 В п cj А Д 1 cj А V 1 В В VI с (Л v 1 В)л(В\/чЛл 1 С\'{Ач -]В)А 
Л (В V С)

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 J
1 I 0 0 1 1 1 1 1 1 !
I 0 ■ 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 i 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1 I 1

.......1
9 -§ .  Функцияларнкнг т^лщ  системалари

Ушбу жадвалда келтирилган Буль функциялари 
алодида а^амиятга эгадир.

X У / , (х ,  У) />(Х, y)j./V-r, У' f , (x ,  У)| /»<■*. У)|А ( х ,  у ) | л ( * .  у) п х )

1 1 1 1 1 1 0 V 0 0
1 0 0 1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 \ 1 0 1 1

Уларни шартли равишда „конъюнкция",  „дизъюнк­
ция",  «импликация*, „эквпваленция*, „2 модули буси- 
ча ц у ш и ш “> ( яцаг ы 1й дизъюнкция*,  „Жегалкш: функ-
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цияси“), „Шеффер штрихи",  .Пирс сгрелкаси” ва яин- 
кор“ деб атзб,

х / \ у ,  хУУ,  х-+у,  х ~ у ,  х  +  у,  х ± у ,  х J у, х!

каби белгиланмиз.
В барча Буль функциялари туплами булсин.
1 - т а ъ р и ф .  (В; Д ,  V ,  ') система Буль алгебраси  

дейилади.
Алгебрадан маълумкн, (А; / А) —бирор алгеб­

ра1, а , ,  а 2, . . . , а п лар А тупламнинг элементлари б$г- 
либ, А нинг ихтиёрий b элементини а и . .  . , а„  элемент-
лар ва / , ......... fk амаллардан тузилган чекли ифода
(суз) куринишида ёзиш мумкин булса,  у холда о , , . . .  
. . . , а п элементлар А алгебранинг ташкил этувчила-  
ра  (хосил килувчилари) дейилади. Куйида биз х  Д  У, 
х \ / у  ва х' функциялар Буль алгебрасининг ташкил 
этувчилари эканлигини курсатамиз.

1 - т е о - р е м  a. f (х,и . , .  , х п) Буль алгебрасининг и х - 
т и ё т й  функцияси булсин.

Агар
(I) /  узгарувчилар цийматла р и н и т  х;еч булма-  

ганда битта тизмасида  1 га тенг булса,  у х о л д а  
уни ягона усулда

f { x u . . . , x „ ) ° =  V  .<| Л ^ Д . „ л / «
<*1....V

'<*.....(А)
куринишда,

(II) / узгарувчилар цийматларининг х еч бУлма-  
ганда битта та <млсида О га тенг б ул са , у х о л д а  
уни ягона усулда

f { x u . . . , x n) =  л  (х*1 V xPV. . -  V
....*«) " (В)
.....% )= °

куринишда ифодалаш мумкин.
Бу теорема (тугрироги, унинг (I) ь;исми) куйида 

Караладнган 1-теоремадан хосил булади.
2 - т а ъ р и ф .  ) { хх, . . . , х п) Буль функцияси учун'

1 А —ца рал аЭиа н алгебранинг асосий туплами депилиб.  / ,  ,... , l k 
лар шу тупламка аникланган амаллар,  < Л , . . .  , / * >  алгебранинг  
сигнатурасидир.
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ш у н д а й  и к к и т а  ( а р . .  . , a j_ 1, 1 , « ' + 1 , . . . ,  ва ( а , , . . . ,
аг_р О» а/+1. • ■ • * тизмалар топилсаки, . улар учун

булса, f ( x u . . . ,  х п) ф у н к ц и я х ,  узгарувчига жиддий  
боглиц,

булганда эса x t узгарувчига жиддий борлщ м ас  дейи­
лади.

1 - м и с о л .  f (x,  у ) =  х \ /  ( х А у )  Буль функцияси х  
Узгарувчига жиддий боглик;, аммо у  узгарувчига эса 
жиддий боглик эмас.

Дацикатан,

яъни Д1,  у) Ф ДО, у) (параграф бошидаги жадвалга 
каранг)

яъни / ( г ,  1) =  f(x,  0).
3 - т а ъ р и ф .  Бири иккинчисидан жиддий боглик 

булмаган узгарувчини ташлаб юбориш ё<и киритиш 
оркали *осил килиниши мумкин булган иккита Буль 
функцияси тенг деб ^исоблвнади.

2 - м и с о л .  f (x,  у )  — х \ /  ( х  /\ у)  ва g( x,  у)  ~  х  Буль 
функциялари тенгдир, чунки улар у  узгарувчига жид­
дий боглик эмас.

!\уйидаги белгилашни киритайшпе

х  узгарувчи ^ам 1 ёки 0 циймат кабул кмлинганлиги

a j ,  (/== 1,л)

/ ( 1, у) =  1 V O  A y )  =  1 V y  == 1, 
/(О, у) ■= ОV(ОД у) =  0 V 0  — О,

f i x,  1) =  х \ / ( х  Д 1) =  x V x  =  х,  
f (x,  0) = х \ / ( л Л 0 )  == х \ / 0  =  X,

х,  агар а— 1 булса, 
х', агар а==0 булса.

учун
I 1 =  1, О1 =  0, 1° «= 1' =  О, 0° =  0' =  I 

булиб, бундап эса
я 1 1 л  /ча = 1 ,  а — О

экани келио чицади. ,
(С)



2 - т е о р е м  а. Айнан  0 га гленг булнагин х;ар цан- 
даа  / ( л , х п) Б ул ь  фушщиясини

f { x u . .  . , х „ ) ~  у  ' . . . Л / / Д
<*>....аг>

Л / К ......... . «г-. *г+1, • • . . * / , )  (1)

(1 <  * <  п) куринишда ёзиш мумкин.  Хусусан, r=> 1 
булганда
f ( x ........... *„) =» x , A/ ( l ,  x 2, . . . , x n)\<'x'Af{0,  х 2.......... *„)

г  =  я  булганда эса

/ ( * „ . . . , * „ )  — V  . . .  л  Ха* (2)
<*,....«„>

««1....•«>->

булади,  бунда  (2) нинг унг  томонидаги цушилувчи-  
л а р  f  функция  1 циймат ц абу л  циладиган барча 
(“i . - . - i O  тизмалар буйича олинади.

И с б о т и .  x i ^=al ( i = \ fn) булганда Д . . . . Д л : “л= 1  
булиши равшандир (юкоридаги (С) белгилашга ка­
ранг).  (Pi , . . . » Рг) узунлиги г га тенг булган ихтиёрий 
тизма х;амда x t ==% =  1, /*) булса, (1) нинг чап то- 
мони / ( 3 , , . . . ,  Зг, хлМ, . . . ,  х п) булади. (1) нинг унг 
томонига ( P i , , $г ) тизмани куйсак,

V  3"1Л . . . Д Р / Л / ( Р 1, - - . ,Р Г ,  (3)
(*■....... V
хосил булали. ( а , , . . . , а г) тизмаларнинг бирортаси учун 
а1 =  В/ (г =  1, г ) булиб, уша тизма учун Р^г= 1 ,
цолган тизмалар учун эса р*1Д . . . Л  Р*г = 0  булади (чун- 
ки бирор ( я , , . . . ,  «Г1 тизма учун ( а , , . . . ,  яг)ф ( $ и Рг) 
булса, шундай /  топиладики, 1 <  у <  г, а, Ф  Р/, яъни
а,. =  3/ ёки а, =  —1 булади, ва демак, (С) га биноан
8’/ =  О хамда р’1 Д . . . Д  Р!>Д.. .Д Р“л — О булади.1 j 1 / г

Демак,  (3) даги кушилувчиларнинг факат биттасида 
/ 13t , . . ,  рг, х г+1, . . . ,  х п) олдидаги „коэффициент" 1 
булиб, колганлари 0 га тенг булар экан. Шу сабабли
(2) нинг унг томони л;ам f{ 3 , , . . . ,  рг, х г+1, . . . ,  х п) бу­
лади. Теорема исботланди.

Исботланган теоремадаги (2) ифода 1 - теореманинг 
(А) ^олини ташкил килади.
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(1) f ( x u . . . , . x n) функциями г  та \ з !арувчиси буйи­
ча ёйиш, (2) эса функциянинг мукам мал дизъюнктив
нормал ц'ормаси (барча узгарувчилар» буйича с й г ш) 
дейилади.

У кувчи цийинчиликсиз куйидаги теоремани исбот- 
лай олади деб уйлаймиз.

3 - т е  о р е м  а. Айнин \ га тенг булмаган %ар кан­
дай f ( x u . .  . ,  х„) Бул ь  функциясини

/ ( * „ . .  • . *„> =  А ( х “>V . . .V  V ) V / ( ai .........аг>

*Г+ ......... х п)>

П О < я )  куринишда ёзиш, мумкин.  Хусусан,  г  —А 
булса,

/ ( * . ......... J f j  =  [ j r ,V/ (0 ,  jc2...........x n)\ f \
A | * i V / ( l ,  X v . . . , x n)\,

r  as п булганда эса

t x n) — A  { . x ^ \ l x y v . . . V  x a') (4)

% )  =  0

булади бунда  (4) нинг унг томонидаги купайтувчи-  
л а р  /  функция  0 цмймлт цабул щ л а д и г а н  барча
f a , .......... я;г' тизмалар буйича олинади.

Из о ? ; .  3 - теоремани исботлашда ушбу белгилашдан 
фойдаланиш керак:

a f х' ,  агар a =  1 булса ,

Л '{л, агар а =  0 булса.

Бу ерда Ьт еореманинг  (В) цисми (4) дан иборат эка- 
ни раншан

3- м и с о л.
Ушбу жадвал билан берилган 

Буль фуикциясининг мукам.мал 
дизыонктив ва конъюнктив нормал 
формаларнни тузинг.

Берилган функция (1, 1,0), (1, 
0, 1), ( 0 ,  1, 1), ( 0 ,  0 ,  ]) т и ? м а л а р -  
да 1 кийматга (1, 1, 1 j, (1, п, и;, 
( 0 ,  1, 0 ) ,  ( 0 ,  0 ,  0 )  т н з м а  а р л а  э с а
О кийматга эга булгани учун унинг 
МДНФ си
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1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 I 1
1 0 0 0 .
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 и



f(x,  у, z) =  x / \ У a z ' У x A y ' / \ z \ J x ' A y / \ z \ J x ' J\ у ' f \ z \  

МКНФ си зса
f . x,  у,  z)  =  (x '  y' \Jz') А  ( х ' У у У г ) / \

A ( x \  y ’ \J г) л  ( x y y  у  г')

дан иборат булади .. __
4 - т а ъ р и  ф. 1(х, ----- , х п), g ( x u -------х т), ( / — Пл)

Буль функциялари булса, у холла h ( x u . . ,  х т< —
=  / , ( £ ( * „  . . . , * m) .........g j x , .......... хт)) функция берилган
функциялардан суперпозиция оператори ёрдамлит 
хосил цилингач  дейилади.

4 - м и с о л .  А л, у) =  х  A y ,  4ri (A‘. У г) — д: ^  (у \ / г ) ,  
g y * .  у, г ) — х 4 - г  булса, у холда h(x.  у, г) =  (.<:-► 
- + ( УУ г ) ) А ( х  +  г) берилган функция.тардян суперпози­
ция опера гори ёрдамида досил цилинган Буль функ- 
циясидир.

о - т а ъ р и ф .  2 =  {А, А , -  •) Буль функцияларинниг

бирор туплами булсин. Х<Ф бир Буль функциясини ^  
га кирган функциялариинг суперпозицияси сифатида 
ёзиш мумкин булса, у ^олда ^  Буль функцияларн- 
нинг ту гик счетумаси дейилади.

5 - м н е  о л. а) Барча Буль функциялари туплами, 
табиий, функцияларнинг тулик системасини ташкил 
цилали.

б) ^ - . v  у.  л у  у, х’\ система тулик система бу- 
лишини 2- ва 3- теооемалардан куриш мумкин

4 - т е о р е м а .  =  { х \ / >v л:'), ^ ^ { х г д у ,  х  | ва

•=•• {х *у,  х'\ л а о  о' ункцаял i рнанг т у л щ  сие те- 
малпрпдир,

И с б о г и .  Куйидаги муносабатларнинг уринли эка­
нини б е в о с т а  текшириб куриш цийин эмас:

1 л: Д у =  у Д  х; 2°. (х  / \  V ) А 2 =  х А  ( У Л  ■);
3°. х  Д х  — л; 4°. дс V У =  У V л
5°. ( х у  у ) У г  =  л \ / ( у \ / г ) ;  6°. лЛ / -*==-*;
7°. х А ( у У г )  =  ( х А у ) У ( х А г ) \
8°. . х У  ( у Л г )  — (х \ / y ) A i x  \/  г):
9°. (л: Д у)'  — л-' V у' ; 10°. ( * \ / у ) '  =  *'Лу'*,
11°. лгД 1 =  л, х Д О  =  0, х  /  1 =  1, x V 0  =  .’c;
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12°. х -+ у  =  x ' V y ; 13°. x - + y * = ( x A y ' ) ' i
14J. x ~ y  — ( x - + y ) / \ ( y - * x ) i  15°. х Д у =  U ' V v ' ) ' ;

^ацинатан, х Л у ,  л:\/у» л:-*у, х ~ у ,  х ' функциялар- 
нинг таърифидан куринади-ки,  бу функцияларни мос 
равишда Л Д 5,  А \ / В ,  А - > В ,  А ^ В ,  формулалар 
ёрдамида аниклаш мумкин. 3 - §  да  келтирилган асо- 
сий тенгкучлиликлар ва у лардан ^осил килнниши мум­
кин булган тенгкучлиликлардан 1 ° —2 3°-тенгликлар 
Уринли эканлигини куриш осон.

Юкорида 2 о =  ( * V y .  У А У, х'\  тулик система эхан-

лиги курсатилган эди. ^  нинг тулик система экан­
лигини курсатиш учун х / \ у  ни х \ / у  ва х'  оркали ифо­
далаш мумкинлигини курсатиш кифоядир — бу эса 15° 
да курсатилган.

2 т  нинг тулик система э к а н л и г и ^  ва 16° лардан

^осил килинади, нинг т Ул ик система эканлиги 2 0’ 
17° ва 18° лардан досил килинади.

я и ц  системалардир.
И с б о т и .  х ' ~  х  \ х  эканлигини бевосита текширнб 

куриш мумкин
х  | у = { х / \ у ) '  ёки х А  у = ( х  | у)' эканлиги параграф 

бошидаги жадвалдан куринади.
Демак, х / \ у  ■=- (х  | у)'  =  ( х  | у)  ! (х  | у) дир. х \ / у  

ни х Д у  ва х ’ оркали ифода килиш мумкинлигилан 
-tv у ни л- | у оркали ифода килиш мумкинлиги келиб 
чикади.
7 , — \ х \ у \  нинг тулик система ташкил э 1и ;:иии укув- 
чи машк сифатида бажариши мумкин.

V~> <П
6 - т е о р е м а ,  £ 6— { х + у ,  х А у,  1} ва — j х +  у, 

х \ / у ,  1| л а р  ту лиц системалардир ; бу ерба  1 билля  
узгарувчилар цийматларининг %ар цанПай тизиаси - 
да  1 цийиат цабул цилувчи Буль функция/  ина б е л ­
гиланган.

16° .  x v y - ( x ' / \ y ' Y i

18°. х У у  ■= x'-f-y,
20°. X V х '  =» 1;
2 2 ° .  х ' у  ( х А у ) =  xi

17°. х А У  =  (х- >у  
19°. ( х ' ) ' ^ х ;
21°. х А х '  — 0;
23°. x A ( ' c V y )  “  х.



^  =  l-’CVУ. Л'Ь  “  \Х/\У> х '\ т^лик системалар

эканлигидан ^  ва 2 ^  *ам тулик системалар эканлиги 
келиб чицади.

6 - т а ъ р и ф .  Q— Буль функцияларини-нг бирор туп­
лами булсин. Й га кирган функцияларнинг барча су- 
перпозицияларидан иборат булган функциялар туплами 
й тупламининг ёпилмаси  дейилади ва [й] каби белги- 
лакади.

7 - т а ъ р и ф .  | 2 | —2 булса, 2  суперпозиция опера- 
торига нисбатан ёпиц туплам  дейилади.

Масалан, <2 сифатиди барча Буль функциялари туп­
лами В ни олсак. | 9  j =  |В| =  В булади.

8 -т  а ъ  р и ф .  t ( x t, . . . , x n) Буль функцияси учун 
/ { 0  0) — U булса, у холдч f {X„ . . . ,  х п) 0 ни сац ­
ловчи функция  дейилади.

6 -  М и С О Л. f\X у) ■= <f \ y ,  f(x , y ) = x K V y ,  f(X, у) =
— x  -f- у лар 0  ни с а к л о в ч и  ф у н к ц и я л а р д и р .

7- т е  о р е м а  0 ни сацловчи функцияларнинг су-  
пгрпозицияси яна  0 ни сацловчи фуикциядир, яъни
0 ни сацлояяи барча ф у н кц ия л а р  туплами ёпиьдир.

И с б о т и .  f ( x „ . . . , x n\, (i =  1, я)  0 ни
сакловчи функциялар,  яъни /!(),. . .  ,0)=О,  ^ г( 0 , . . . , 0 ) = 0 .  
(г =  1,«) булсин. У колла h{ х и t ( g Ax u ■■ ■
■ ■ . , х т\.........g  ( х ............ х т)) хам 0 ни сакловчи функ­
ция эканлиги равшандир.

9 - т а ъ р и ф .  f ( x , , . . . , x „ )  Буль функцияси учун 
/ ( 1 , . . . ,  1) =  1 булса, у холда Ц х „ .  1 ни сац­
ловчи ф ун кц ия  дейилади.

7 - мп с о л. f ( x , у ) ~ х Д у ,  /■',*, y) =  A'Vy, f(x,  у) =  
• =x —̂ y, f (x,  у ) = л : ~ у  лар 1 ни сакловчи функциялардир.

8 - т е  о р е м а .  1 ни сацловчи функцияларнинг су-  
перпозицияси яна 1 ни сацловчи фуикциядир, яъни I 
ни сацловчи барча функциялар  туплами ёпикоир.

Исботни укувчининг диккатига хавола этамиз.
1 0 - т а ъ р и ф  (fix. ь ___ х'„)У — / / ( . л : , , . .  х п ) фун к*

ц ! я  ! ( х и . . ,  х„) функцияга ик иламчи функция  д е ­
йилади. Агар f ( x u . . .  , х п) =  ( f ( x{ , . . . ,  х ‘„)У булса, v 
х,олда f ( xu  . . . ,  х п) у з -у зи га  иккиламчи функция  д е ­
йилади.

8 м и с о л .  ) (х,  у , ==х ' - / у  функция /{х,  у) =  х / \ у  
функцияга иккиламчидир, чунки (х '  Д у') '  =  x  V У;

И с б о т и .  х'  — х-\-  1 эканлигини куриш цийин эмас.
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f {x,  у,  г)  =  ( лАУ)  V (л  Д г) V (УД?)  уз*узпга икки­
ламчи ф у н кц ия ди р,  чунки ( (х ' А  У ') V ( * '  А г ')  V (У'А 
А г ' ) ) ’ — ( х Д у )  V ( л Д г )  V ( y A « )  дир.

9- т е о р е м а. Уз-узига иккиламчи булган функ-  
цчяларнинг суперпозицияси яна уз-узига и кки лам ш  
б\>лган функциядир, яъни уз-узига иккиламчи булган  
барча фун кциялар  туплами ёпицдир.

И с б о т и .  (<*,, а2, . . .  тизманинг дар бир коор- 
динатасини унинг карама-каршиси билан алмаштириш 
натижасида досил булган (<*1, .........а'„) тизма берил­
ган тизмага царама-карши тизма деб аталади. Масалан, 
(1, 0, 1, 1 , 0 )  тизмага карама-карши тизма (0, 1, 0,
О, 1) дир.

Бу келишувдан кейин уз-узига иккиламчи булган 
функцияни к у й и д а г и ч а  таърифлаш мумкин: дар кандай 
иккита узаро царама-царши тизмада турли киймат ка­
бул килувчи f ( x u . . . ,  х„) функция уз-узига иккилам- 
чи функция дейилади:

...а,,)-Д= Я а ь ёки 

А =  (Al*;......... < ) ) ' .  (5)

/(■* ........... •*„), g)(x  ............х т\  — l,rt) лар уз-узига ик­
киламчи функциялар булсин, яъни (5) ва

£Г((а 1! • • • I ат) =  ( g i ( a it • . • . ®ш))

уринли булсин.
У долда //(а ' , х т) — Х \ , . х т),..; , g n{ x u . . . , xm)) 

функция учун (h(a.\, . . , ч т ) ) ' =  { f { g i{r>i, 4 ) ,  ... ,

g„(ai). • • , a«)i ' =  ( f ( (gi (xu ■ ■ . . . .  (g'nib. • • •.
am' ) ) )  ~~ f { g  l{3’ ! > • • • >  a /ra b • • • > k nr a i ’ • ■ • ’ ® m ) •' ==

=  /г(я„ . .  . ,  »,„)

булади Теорема исботланди.
l l - т а ъ р и ф ,  / ( * , , . . .  1дг„)=^0+ р 1л х 14 - . . .  -f(*ffA * n  

куринишдаги Буль функцияси чизицли функция  дейи­
лади (бунда „Жегалкин амали* ёки „2 модули 
буйича к у ш и ш Р г =  0 ёки I, г =  0,

9- м и с о л .  f (x ,  у) — А' -■!- у, f(x,  у, г) =  х  -j- у +  г, 
t (x,  у,  г ) = * 0 Д л : + 1 Д У +  0 Д 2  =  у лар чизикли функ- 
циялардир.

10- т е о р е м а. Чизицли функциялар суперпозиция­
си яна чизицли функциядир, яъни барча чизицли
функциялар туплами ёпицдир.



Ёзувни нискартириш мацсадида х / \ у  ни х у  каби 
белгилаймиз.

И с б о т и .  Жегалкин амали х  +  у  цуйидаги хосса- 
ларга эга эканлигини курсатиш кийин эмас (буни укув- 
чи мустацил равишда бажара олиши мумкин к

1. х  +  у =  у +  Х\
1. (х +  у) - f  г  -  л  +  (у +  г);
3. x ( y - f  г ) - = ( л : у ) -b (x z ) .

f ( X u  • • • « Х „ )  =  -f- P j X j  -f -  . .  . ~ Ь  Ря^77->

g,(x„  . . . , х п) — j i0 4 - j /tx,  - f  . . .  - f  j lin xm (i =  Tji) 

чизицли функциялар берилган булсин. У *олда 
h( xu . . . , x m) =  / ( g t ( x u . . . , x „ ) .........g „(x t.......... x j )  -

=  Po +  Pi(Tjo +  Ти +  • • • +  71mxm) -f  . . .  +  fi„( 7rt0 +
+  Tni-^i +  • • • +  T„mx m).

Юкорида келтирилган x  -f-y фуикциянинг хоссаларига 
асосан

h(xu . . . ,  x m) =  (p0 +  3 j 10 -i- . . .  4 - 8n*fn0) -f- 
+  (PiTu 4- • • • 4  4  • • • 4  (3(Tim 4- • • • 4" Ря7яш)ут-

f5,= 0_^Kii 1 , 7f/ =  0  ёки 1 булгани учун ёки
1, i =  1,«, / =  ],/я. Демак,  хар бир 1<авс 0 ёки 1 га 
тенг. Шундай килиб, h{ xt , . . . ,  х т) = Ь й+ Ь 1х х-\-...-\г Ьтх т 
булиб ,бундаг0 = ^ 04  8)Т,0 4- . . .  -j- 8, =  ^ 7„  4 . . . +
+  iWnt* • • • • Sm =  \JU\m +  • • • +  КТпт-

12- т а ъ р и ф .  а =» , ал) ва 3 =  (3 ,____,'fn) тиз ­
малар учун о*-<  3,- ( i = \ , r i )  булса, „а тизма  [з тизма-  
дан кат та эм ас“ дейилади ва х - каби ёзилади.

Масалан, « = (1, 0, 0, 1) ва J3■= (1, 1, О, 1, 1) ти зм а­
лар а <  |5 муносабатни цаноаглантиради.

1 3 - т а ъ р и ф .  я - ^ 3  муносабатни каноатлантирувчи 
j^ap цандай а =  ( а , , . . . ,  а„! ва fi == (s3,, . . . ,  Зп) тизмалар 
учун / ( а , ,  8„) булса, / ( х ь  . . . ,  х„) 
Буль функцияси монотон функция  дейилади.

10-м к со  л. / ‘(х, у) =  х  у  у, / ( х ) = = х  лар монотон 
функциялардир.

11- т е о р е м а .  Монотон функцияларнинг супер-  
пвзицияси яка монотон фуикциядир, яъни барча м о ­
нотон функциялар туплами ёпикоир.  ___

И С б О Т И. /(X,...........Х п),  (g/X,, , х т) (i — 1, п)
лар монотон функциялар,  а=*(я„ . . .  . ,ят), Р =  (Р„ . .  .,$т)



лар  эга а < р  муносабатни к а н о атл ант ир увчн т и з м а л а р  
б'улсин. У ,%олда h {x u . . , , х т ) «  J ( g x(x u . .  . ,хт ), . . . ,  
g n(xu . , хт )) функция учун-
А(ам . . . / ( g » ( « ! , . . .  ,ят )............ g n(a„ . . . ,от )) (6)

ва

Ш и  . . . .  pm) - / ( g t ( § i .  • • • .P«), • • • . .  • .Pm)) (7)

булади.  g , ( a „  . . . , om) *= Tt> «i(Pi. • • . J j U ) — Т я )
каби б елги ласак ,  £*(•*!, . . . ,xm) (г =  1 , я )  лар  монотон 
ф у н к ц и я л а р  бу лг ан ли ги у ч ун  тг< д г дир.  f (x u . . . , .*■„) 
*ам монотон ф у н к ц и я  булга нли ги уч ун /<7,, . . . , 7Л} <  
< / ( • ' ! .  • ■ • 1 V .  ва д ем ак ,  (6) ва (7) дан А(а,, . .  . ,» , „ )<  
< /г{Ри . . . , fsm) келиб чицади.

Функционал тулицлилик ^ацидаги теорема деб 
аталувчи ушбу теоремани исботсиз келтирамиз.

12- т е о р е м а. Б ул ь  функцияларининг У\ системаси 
(ф ункционал ) т у  лиц булиши учун бу сш те м ага  х;еч 
булмаганда б и т т а  0 ни сацламайдиган функция, %еч- 
булмаганда б и т т а  1 ни сацламайдиган функция, 
хеч булмаганда б и т т а  уз-узага иккиламчи булмаган 
функция, хеч булмаганда б и т т а  чизицли булмаган, 
функция ва х,еч булмаганда б и т т а  монотон булм а­
ган функция кириши зарур ва етарлидип.

10-§. Жумлалар алгебрасининг цул лани лиши

XX асрни «атом аери“ дейишади.  Аммо бу аерни 
тула Л’УКУК билан „электрон эцисоблаш машиналари 
асри“ деб аташ ^ам мумкин. Асримизнипг бу икки 
юксак хусусиягининг юзага келиши фанда илмий т е х ­
ника революциясининг юз берганлигидир. Хозирги пайт­
да халц хужалигини,  инсон фаолиятининг чар цандай 
со^асини ЭХМ сиз фараз цилиб б^лмайди. Илмий-тех- 
ника революциясининг юз беришида математик мантиц- 
нинг катта хиссяси бор. XX асрнинг бощларндан бош- 
лаб жуда тез ривожлана бошлаган математик мантик- 
дан янги мустацил со^алар ажралиб чицди: автомат- 
лар назарияси, реле-контакт ва электрон схемалар 
синтези, алгоритмлар назарияси шулар жумласидандир.  
Агримизнинг уттизинчи йилларига келиб ЭДМ нинг 
математик таъминоти ишлаб чицилди, циркинчи нил- 
ларнинг бошларида эса биринчи ЭХ,М лар ишга ту- 
ширилди. Автоматик бошцариш цурилмалари ва элек­
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трон ^-исоблаш машиналарнда юзлаб ва ми!(г.лаб г?ле-  
контакт,  электрон-лампа,  яр и м у т к аз г ^ ч ва магнит эле- 
ментларнни ;уз ичига олган реле-кон>акт ва электрон- 
лампа схемалар учрайди. Бу с х е м ал ар  автоматик'бош- 
цариш курилмалари ва электрон * и с о § лаш машиналари 
таркибида бени^оя катта тезликда жуда Мурагсквб 
от-раци ял ар бажариш да бевосита и ШТирок этади ва 
автоматларнинг барча иш фаолиятини б 01щ арИ§ туради 
Реле-контакт ва электрон схемаларни анализ ва синтез 
кялишда жумлалар  алгебраси асосий вазифани бажа- 
ради. Хар кандай схемага бирор Б у ^ ь функциясини 
(ёки жумлалар алгебрасининг бирор ф О рМу Ласиви) мос 
Куйиш мумкин. Бу функцияни ургапиб,  берилган схе- 
манннг имкониятларини аниклаш,  уни ^хчамлаш мум­
кин. Куйида реле-контакт схемаларини ДЗунль функция­
лари ёрдамида реализация килигл ма еаласини куриб 
чикамлз

Тузилиши билан кизицмаган >;олда то к  утказадиган 
ёки ток утказмзйдиган хар кандай курНлмани контакт 
деб аташ мумкин. Одатда контактнинг и*цЛашиДа элек. 
тромапшт реле иштирок этади — шунинг учун зам бу 
бирикма реле-контакт деб ^ам атала^и,  Конгактни

шартли равишда ___ --------- куринишда белгилаймиз.

Контактнинг узига хос хусусияти шунд^н иборат-ки 
у ё ёпик (ток утказадиган) ёки очик (ток £Тказмай* 
диган) холатда булиши мумкин. Шунинг учун кон- 
тактнннг биринчи ^олатини 1, иккинчи ^олатини эса О 
билан белгилаш мумкин.

Барча контактлар орасида доимо ток утказадиган 
(доимо ёшщ) хамда бутунлай ток угказмайдиган / д 0 . 
имо очш<) контактлар мавж уддир—у л а р ^  ^ ам мос 
равишда 1 за 0 билан белгилаймиз ва мос равишда

куринишда ифодалаймиз. Аксарият биз узгаруВЧИ к о н . 
так тлар  билан иш курганимиз учун уларни у, 2, » .

дарфларбилач бялгнлаймиз. Бизга — ф  р —

контактлар берилган булса, уларни кетм^.кет у,1иш
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натиж-зснда *осил булган схема л: в а у

контактлар бир пайтда ёпик булгандагина ток уткази- 
ши агндир. х ва у  контактларни параллель улаш на-

контактларнинг камида биттаси ёпик булганда ток ут- 
казади.  х  контакт ёпик булганда очик, х  очик булган­
да эса ёпик буладиган контактнн х'  билан белгил'ай- 
миз ва х  коктактгя каi ама-карши контакт деб атаймиз.

мумкин.
Барча контактлар тупламини е^Гбилан, контактлар­

ни к е т м а к е г  улаш амалини билан, параллел улаш- 
ни эса „ +  “ билан белгиласак,  у  >;олда контактлар ал­
гебраси деб аталувчи (оЯГ;-; +  ) алгебра ^осил булади. 
Бу алгебрада нуйядаги шартлар бажарилишини тек- 
шириб куриш кийин эмас;

тижасида хосил буладиган — ■ ___схема х  ва у

Уни схематик равишда каби ифодалаш

*£'■

2°. х - у  =  у - х ,

3 . х  у =  у  -f~ x f

52



. . . . . .5°. (x -f у) -f  г -- л' -j- 

+  (У +  2),

6° .  X • X  —  x\

7°. jc +  x  =  x,

8°. x - ( y  4- г) =  (Х' у '
+  (x- z) ,

:i V-i :::

f l i f c
ш т ^ш т т ^

9°. x + ( y - z ) ~ ( x - { - y ) ; 
X  {X +  2),

10°. (х-уУ  =  х' +  у' ,

■ -X

13°. х  4- =  1.

~Ч I-— —f I—уЖ. _ j
У  7-

\ ЭС у
\ *  J

Т _ Sa.___/4*
У  Z.
- 5 ^

V !

12°. д:-1 =  х,

jc • 0 == О, 

х  4  1 =  U 

х  4- 0 ^  х ,

X'  У'
У /

■4_ — Л
.

X  0 о

1
1 , i

__
\ Т — yi
i--- -• »--- а?

о
-у /.

.. А ..... 1
X'

БЗ



14". х  • х'  =  О /
л

35°. х  +  х - у  =  х ,

Л 'Ж
16°. х - ( х  +  у) =  Х\ ../А .

:г . !
У

Буни икки усулда текшириш мумкин.
1 - у с у  л.  Схемада катнашган узгарувчи контактлар- 

ra 1 ёки 0 киймат бериб, схемадан ток утиш ёки ут- 
маслигини >;исобл£б чикиш мумкин. Масалан, 9° да 
л —0 (очик),  У — 1 (ёпик),  2  =  1 (ёпик) булса, тенглик- 
пинг хар иккала кисмидаги схемадан ток утади х,  у 
ва г  контактларга мумкин булган барча кийматларни 
бериб, схеманинГ кийматлари ^исоблаб чицилади.

2 - у с у  л,  Буль узгарувчилари .х, у, г , . . .  ларнинг 
хар бирининг киймати 1 ёки 0 булганлиги учун,  Буль 
узгарувчилари ички табиати буйича контакт билан бир 
хилдир. Бундан ташкари контактлар устида бажарила- 
диган амаллар билан баъзи Буль амаллари (функция­
лари) орасила узвий ухшашлнк мавжуддир Аакикат- 
дан, контзктларни кетма-кет улаш амали х - у  билан 
х / \ у  функция,  нонтактларни параллел улаш амали 
х + у  билан X V у  функция,  карама-карши контактга 
утиш амали х'  билан инкор функцияси х'  табиатан 
бир хилдир. Юкорида келтирилган тенгликларнинг 
уринли эканлиги 9 -§  даги 1°-~ 11°, 19°—23° лардан 
куринади.

Контактлар алгебраеининг бирор мураккаб реле- 
контакт схемаси берилган булса, унга Буль адгебра- 
сининг бирор функцияси (одагда ДИФ ёки КНФ) ни 
мос куйиш мумкин.

1 - м и с о л .  1 - шаклда келтирилган реле-контакт 
схемасига
f (x,  у,  z, t, а) =  (х f \ y \ f у ) / \1х' у  у Ли '  f \ z \  t / \ г )  / \  

M i \ / l ’h ( x ' \ / y ' A t )

функция мос куйилади.
Реле-контактлар схемаси назарннсида куйиладиган
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X

-/i--,-- - |V - ■
у  w  z  
___ A—.— ..

£ z

и

У  Z

J/'  t
1- шакл.

асосий масалаларидан бири реле контакт схемасин» 
соддалаштиришдир (минимизациялаил.  Бу масалан» 
ь{уйидагича тушуниш керак.

Реле-контакт схемасининг узунлиги деб уида ь;зг- 
нашган контактлар сонига айшлади ва / (я) билац 
белгиланади, бунда тс—берилган реле контакт схемаси 
(и-схема> дир. Масалан, 1 - мисолда келтирилган ъ- 
схеманинг узунлиги 14 га тенгдир.

Юцорида айтилганидек тс-схемадан функцияга утиш- 
да дар бир контакгга битта Буль узгарувчиси мос 
куйилади. Шу сабабли / (я) сонини фуикциянинг хам 
„узунлиги" (функцияда цатиаопан узшрувчилар сони) 
дейиш мумкин

Шундай ц-илиб, к схемани минимизациялаш—шу 
схемани унга (функционал) тенг булган, аммо узунлиги 
кичик бплган бошка к-схема билан алмаштиришдир.  
Мураккаб гс-схемаларни бевосита и л ма штири ш жуда 
Кийин булиб, бу масалани « -сх ем ам  мос куйилган 
функцияни содда лаштириш ёрдамида осон )^ал этиш 
мумкин. Буни 1-мисолда келтирилган л-схема мисолида- 
караб чикайлик.

( {х,  у, г , t , и)  =  { ху  \ j  y z ' ) - { x ' \ / y u ’z\J t z )u  \ /
V t ’( x ' \ / y ' t )  — x y x ’u\J xyyu'zu \f x y t z u \ ]

V  у г'x ' « V  у  г' у и га  \) у г' t m V  I' х' \ / 1' у't —
=  x y z ! a \ j  х' у г  и\]  х ' t' =  ( xzt  \j к' г '  iyti\J \ 't',

Бу ерда кис^алик учун к д у  ни ху  билан белги- 
лядик.

Мазкур формулани шакл алмаштирншда биз 9- § 
даги 1°—5°, 7°, 11°, . 1°-тенгликлардан-фойдаландик.

Хосил булган функция куйидаги тс-схемани реали­
зация цилади:
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2- шаклда келтирилган тс-схеманинг узунлиги 9 га 
тенгдир.

Шундай килиб, 1- мисолда келтирилган - -схема 
билан >*осил килинган r -схема бир хил ишлайди.

Энди куйида реле-контакт схемалари тузишга олиб 
борадиган муайян масалаларни карао чикамиз.

м а с а л а .  „Оеоз бериш счетчиги* деб аталувчи 
курилманинг элёктр схемасини тузинг

Комитет 4 кишидан иборат булиб, улар бирор ма­
сала буйича карор кабул килишаётган булсин. Масала­
нинг бирор ечими учун комитет аъзолари уз олди- 
ла; идаги кнопками босиш билан овоз берадилар. 4 
кишидан купчилиги каралаёгган ечим учун овоз берса 
(кнопками босса), лампочка ёнади ва шу ечим кабул ки- 
линади, акс >;олларда лампочка ёнмайди ва ечим кабул 
килинмайди.

И ч н ш .  Комитет аъзолари кнопка (контакт) ларини 
■'■1, А'г. А'з. ^ 4  лаР билан белгилайлик. Комитет аъзо-

ларининг, масалан, биринчиси 
уз кнопкасини босса, х,  ко н ­
такт уланади, яъни у 1 кий­
мат кабул килади (ток утка- 
зади). Лампочканинг ёниш-ён» 
маслигини х и х 2, х 3, л4 кон- 
тактларга боглик булган кан­
дай тир f ( x u x.i, х 3, х 4) функ­
циянинг 1 ёки О киймат кабул 
К'плиши деб тушуниш мумкин.

Демак,  „о&оз бериш счет- 
чигининг" электр схемасини 
тузиш учун фзкат купчилнк 
аргументлари 1 киймат кабул 
килганда киймати 1 га тецг 

_ буладиган f ( x u x t, * 8, х 4)

X, 1 X х, X, /(ДГ„ X,, Хз, х,)

1 : 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1
1 i 1 0 1 1
! ! 1 0 0 0
1 : о i 1 1
1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 : 0 0 0 0
0 1 ! 1 1
0 ; 1 1 0 0
0 1 0 1 0
0 1 о 0 0
и О 1 1 0
0 : О 1 0 0
о ; о 0 1 0
0 1 0 0 0 ■ 0



ф уи кц ия ни нг  юнорилаги ж ад вал f-ни тузиш ва унга ка~ 
р а б  бу ф у н к ц и я н и н г  МДНФсннм ёзнш к е ; а к  экан- 

Ма зк ур  функц ия (1, 1, i. Ь  (1, 1. 1. 0), (1, 1, 0, 1), 
(1,  О, 1 1), (0, 1, 1, 1) ти: мглардаг ила 1 никматга эга 

булгани учун унинг МДНФси
Л-, л:2л 3 Л 4 V X, X, А'з x'4V X1 *■ 3 Х-/л\ УХуК^КъХ4 V ХхЛ 2Х,Х4

б у л а  дм, бу  е р д а  б и з  к' -ск.алик у ч у н  х/\у  ни ху  каби 
ёздпк .

i\: ралаёггаи Буль функцияси ушбу р е л е - к о н т а к т
с х е м а си н и  р е а л и з а ц и я  цнлад и  (3- ш ак л ) .

iy. ри лг ан  с х е ы а д а  20 та к о н та к т  ^а т н а ш г ан и н и  к у р  л- 
},;из. М а з к у р  е х е м а н а  с о д д а л а ш т и р и ш  у ч у н  досил  ни* 
л и н г ан  М Д Н Ф н и  айний  ш ак л  а л м а ш т и р и ш л а р  ё р д а м и д а  
у ;ii б у к у р и н н ш г а  к е л т i; р а ми з :

X,X,X: V4 V Х,Х3ХЛХ/ V JC, *2 ДГ4 VXiXt 'X^  V х^хгхгхк ==
— *3*3 'л 1 V ■*♦) у x ix i(x -ix s V *2 Xt)>

ва  т е ч г к у ч л и л и к н и п г  унг  то м он и  р е а л и з а ц и я  ?-;иляли- 
ган  сх е м а м и ту зам из  (4- ш акл ) .

3 ва  4-  ш а к л л а р д а  к у р с а т и л г а н  с х е м а л а р н и н г  тенг 
к у ч л и д н г и  у л а р н и  ре а л и за ц и я  к и л у в ч и  ф у н к ц и я л а р н и н г  
те н г  к у ч л и л и г и д а н  кел и б  чикади .

2 - м а с а л а .  Т у р т б у р ч а к л и  зал  нинг  уч т а  э ш и г и  бу-  
л и •> (у чт а  т о м о и и д а  б и т т а д а н )  д а р  к анд ай  э ш н к д а н  кир-  
г ан  {ёки ч и к к а н )  одам зал  ч и р о к л а р и н и  ёь,иб (ёки  учн-  
риГ»? к и р и ш и  ( ё к и  ч и к и ш к )  м у м к и н  б у л г а н  э л е к т р  с.хе- 
м а а ш и  т у з и н г .



х2 х3 4- шакл .

Бу масалани яна куйи.;агича тушуниш мумкин: )(ар 
бир эшик ёнида улагич «включатель) булиб, шу ула- 
гичларнинг камида биттаси уланганда зал чироклари 
ёниши керак (зал чироклари барча улагичлар узил- 
гандагина учади).

Ушбу жадвал изланаёгган схемани реализация ки­
лувчи функциянинг кийматлари жадвалидир:

X У Z

1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

/(л:, у, г) =■ х у г У  Х \ г ' У  х у г  V
V ху' г '  V х'  у г у  х ' уг '  У  х'у' г .

Л 4 А.....ге У *
Л.
X У z

А.
зс $ Z

/& А /
X У г

./1
Xil У Z

1 / л /11 за1 У 1
1 Аа У

5- шакл.

Бу функцияга мос келувчи 
схема 5 - шаклда келтирил­
ган.

f i x ,  У, г ) —л у г  у  х у  г ' у  
У  х  у ' г \ /  х у ' г ' У  

У х' уг  У  х ' уг '  у  х ' у ' г —
— х у у х у ’у х ’у ух' \<'г  =  

= х У  х' (у  Уу' г )**
— х у х ' { у  у  г).

Бу тенглйкдан куринади-ки,  
хосил килйнган схема 6- 
шаклдл келтирипган схема- 
га тенг кучли экан.



М а ш к л а р

1. Куйидаги жумлалардан мантилий амаллар ёрда­
мида мураккаб жумлалар тузинг ва уларнинг ростли- 
ги ёки ёлгонлигини аницланг.

а) А: „Киев -Украинанинг пойтахти“,
В: „Тошкент Европада ж ойлаш ган“,

б) А: „Сон 2 га булиниши учун унинг охирги ра­
зами 2 га булиниши к ер ак“.

В: иррационал сон“.
в) Л: „Натурал сонларни ^ушиш коммутатив амал“, 

В: „1 сони л 2-—Зх  +  2 = 0  тенгламанинг илдизи
эмас".

2. Куйидаги формулаларнинг ростлик жадвалияи 
тузиб, уларнинг цайсилари умумкийматли эканини 
аиикланг:

ai A f \ B - * ~ \ A \ / B \  б) ( -j  А -*В)-*(  -j В-> -] Л);
в) { А У В ) / \  п  С~>А А В; г) А-+ (В-+А)-,
д) А / \ ( В  -*C)\f (А/\~^ 3 - * В / \ С ) .
3. Фацет куйидаги тизмаларда 1 кийматга эга бул­

ган Буль функцияларининг МДНФ ва МКНФ ини т у ­
зинг:

а) (1, 1, 1). (1, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 0);
б) (0, 1), (I ,  0);
в) 1 1, 0, 0), (0, '0,  1) (1, 0, 1);
г) (1, 1, О, О), (0, 0, 1. 1), (1, 1, 0, 1), (0, 1, 0,1),  

(О, 1, 1, 1) .

4. Тенгкучлмликларни исботланг.
а) ( -[  A / \ H ) ^ A A B s s - [ A  УВ\

У

....../*.- ..
-5-

z

6- шакл.
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6) A \ B \ J  ~ ] A \ C v B A ,  С ; ~[A B ) f \ A f \ B / \ C \
bs (A-*B> A -]  С s b А f \ B / \  - ]  С \ /  1  Л Д  ~ 7 # \ /  ~l C;
г )  ( A  -  - ]  В ) ^ { B +  ~i . \ i ;1.

5. Комитет 4 кишидан иборат булиб, уларнинг бири 
раисдир. Бирор масалани дал этиш учун комитетнинг 
дар бир аъзоси (шу жумладан раис дам) уз олдидаги 
кнопкани босиб овоз беради. Масала ечими лампочка 
■ёнганда кабул килинди деб дисобланади. Лампочка ку- 
иидаги лолларда ёнади:

1) купчидик кнопкани босганда;
2) кнопкани босганлар сони кнопкани босмаганлар 

сонига тенг булса, у долда раиснинг карорига ка- 
ралади: раис кнопкани босган булса,  лампочка ёнади, 
босмаган булса,  лампочка ёнмайди.

Курсатилган жараён учун электр схема тузинг.
6. „Жуфтлик  счетчиги" учун эдектр схема тузинг.
Счегчикнинг п та [п — 2, 3, 4, . . ) контактларндан

жуфт  сондаги контактлар улангаидагина лампочка 
ё-аади (п -- 3 ва п = 4  булган доллар куриб чнцилсин).



I I  Б О Б

ЖУМЛАЛАР ^ИСОБИ

1-§. Аксиоматик усул з^акида

Математикада аксиоматик усул кадим ги юно я ма* 
теиатикларининг ишларида пайдо булди. Бу борада 
Евклиднинг „Негизлар11 деб аталувчи геометрик сис- 
темаси алодида эътиборга лойицдир. Евклиднинг бу 
асари XIX асргача аксиоматик усулнинг юксак нзмуна* 
си сифатида хизмат килди. Эрамиздан 300 йил олдин 
ёзилган бу асарда Евклид биринчи марта аксиомалар 
деб аталувчи ва росглиги шуб^а тугдирмайдиган бир 
цанча жумла (даъво, тасдиц) лардан соф дедуктив йул 
билан, яъни соф мантикий муло^азалар ёрдамида гео­
метрик назариянинг бутун мазмунини (теоремаларини) 
келтириб чицариш мумкинлигини курсатди,

XIX асрда буюк рус матемагиги Н. И. Лобачевский 
ва венгер математиги Я. Больян томонидан ноевклид 
геометриянинг кашф этилиши аксиоматик усулнинг 
ривожланишида янги погона булди. Улар Евклид гео- 
метрияси аксиомалари системасига кирувчи (параллел 
т^гри чизицлар >;акидаги) V постулатни унинг инкори 
билам алмаштирдилар ва натижада *осил булган аксио- 
маларнинг янги сисгемаси кенг мазмунга эга булган 
янги геометрия ташкил этишини курсатдилар.

Шундай цилиб, аксиоматик усул математик наза- 
рияларни куриш ва урганишда кучли аппарат эканлиги 
XIX асрга келиб матемагиклар томонидан т$гла-тукис 
эътироф этилди ва бу усул математикада кенг кулам- 
да к^ллаиила бошланди.

Аксиоматик усулнинг мазмуни нимадан иборат?
Одагда,  цаидайдир предмеглар (оЗъектлар) сисгемд- 

сини урганишда бу, предметларнинг хоесалари ва улар 
орасидаги муносабатларни билдирувчи терминлардан 
фойдаланамиз.  Р, ,  Р->, . . . , Рп лар шундай хосса ёки 
муносабатлар булсин. Таркнбида шу хо:са ёки муно- 
сабатлар катнашган бир неча А,, А2, . . . , \ k (& =
— 1, 2 , . . . )  жумлаларни оламиз ^амда уларни акси­
омалар деб атаймиз, Р , ,  Р 2, . .  . ,  Р п лар .\ар хил туп-
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ламларда хар хил аникланнши мумкин. Бпгор е.Л туп ­
ламда юкоридаги хосса ёки муносабатлар аникланган 
булиб, Ai, . . . .  A k аксиомалар е/М туплам элементлари 
учун рост булса,  у а;олда о / /  туплам А „  . . . , А,, акси­
ома л* р системасини каноатлантиради дейилади.

Табиий, берилган аксиомалар системасини каноат- 
лантирувчи (буш булмаган) туплам булм^стшп х:=м 
мумкни.  Бу >;олда аксиомалар системаси зиддиягга зга 
денилади

Юкорида айтилгаи фикрларии куйидаги содда мпсол 
билли т у ш унтир а й лик.

Р( х,  у ) : ,,.t у дан кейин келади “ деган муносабат 
булсин. Ушбу муносабатни турли тупламда турлича 
аницман! мумкин.  Масалан, натурал сонлар туплами 
/V да бу муносабатни „а* >  у“ ка 'ж,  ёки „ х < у “ каби, 
бутун cosnap т '  пламн Z  да „ х ! у “(„ж у га булинади") ,  
„х 2 у “ ва ^оказо,  каби аииклаш мумкин.

Таркибнда Р( х ,  у) катнашган куйияаги жумлаларни 
аксиомалар сифатида кабул килайлик:

1°. „Хеч канси д  уз-узидап кейин келмайди11,
2°. „Агар х у дни кейин келса,  у эса г  дан кейин 

келся,  у холда х  z  дан кейин келади"
Кабул килинган аксиомалар системасини каноатлан- 

тирувчи буш бу'лмаган тупламлар мавжуд эканлигини 
сезиш кийин эмас. .Масалан, натурал со (лар туплами 
N  да Р-х,  у)  пи „ х > у “ каби аникласак, барча натурал 
сонлар учун 1 ва 2 аксиомалар рост жумлалар була ли, 
яъни натурал сонлар туплами юцоридаги аксиомалар 
системасини каноатлантиради.

А,. А2, . , . , А#- аксиомалар системасини каноатлан- 
тирувчи q£  (буш булмаган) туплам шу аксиомалар 
системасининг инт-ерпрегацияси дейилади.

Бирор математик назарияни аксиоматик цуриш бу 
назарияда урганиладиган асосий объектлар ва улар 
орасидаги асосий муносабатларни келтиришдан бош- 
ланади. Бу объектлар ва муносабатлар аксиоматик 
назариянинг асосий тушунчалари дисобланади. Аксио­
матик назариянинг колган тушунчалари эса асосий 
гушунчалар оркали таърифланади.  Кейинги кздамда 
аксиоматик назариянинг формулалари туплами хосил 
Килинадн.

Баъзи формулалар аксиомалар деб эълон цилинади 
^амда аксиомапж на. арии формулалари орасидаги
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маълум муносабатлар, яъни келтириб чицариш коида- 
лари олинади. Келтириб чицариш коидаларини аксиома­
лар га куллаш натижасида аксиомалардан маълум фор­
мулалар келтириб чицарилади. Бундай формулалар 
аксиомалар системасидан келтириб чикарилувчи фо р­
мулалар ёки теоремалар деб аталади./  Аксиоматик на­
зария тушунчаси билан биз III ва IV бобларда батаф- 
силрок танишамиз, бу бобда эса математик мантикни 
урганишда учрайдиган энг дастлабки аксиоматик нзза- 
р и я —-жумлалар дисоби билан танишамиз Жумлалар  
дисоби жумлалар алгебрасининг аксиоматик назарияси 
булиб,  у жумлалар алгебрасиии бутунлай бошка нук­
та 1 назардан ёритади.

„Исбот назарияси“ деб аталувчи бу усул жумлалар 
алгебрасиии формал нуктаи-назардан урганиб, ушбу  
асосий саволни камраб олади: „аксиомалар" деб ата­
лувчи баъзи бир формулалардан баъзи бир (келтириб 
чикариш) цоидалар ёрдамида жумлалар алгебрасининг 
барча умумкийматли формулаларини досил килиш мум­
кин'  и?

Бошкача айтганда, аксиомалардан келтириб чика­
рилувчи дар бир формула жумлалар алгебрасида умум­
кийматли булиши, ва аксинча, жумлалар алгебрасининг 
*ар бир умумкийматли формуласи танланган аксиома­
лар системасидан келтириб чикарилувчи булиши ю к о ­
ридаги саволнинг ижобий ечими булади.

Шуни дам кайд этамизки, аксиоматик назариялар уз 
вазифасига ку’ра мазмунли ва формал аксиоматик на- 
зарияларга булинади. Мазмунли аксиоматик назарияда 
асосий тушунча „ростлик" тушунчаси булса,  яъни баъзи 
берилган рост формулалардан маълум коидаларга 
асосан янги рост формулалар келтириб чикарилса, фо р­
мал аксиоматик назарияда дар бир формула формал 
суз (дарфларнинг чекли кетма.кетлиги) деб каралади.  
Формал сузни ташкил этувчи дарфларга,  сузнинг узига 
деч кандай мазмун ва киймат берилмайгш. Баъзи ф о р ­
мулалар аксиомалар деб кабул цилннади даыда кел­
тириб чикариш коидалари бернлиб, улар ёрдамида 
формал аксиоматик назариянинг теоремалари келтириб 
чикарилади.

Шундай килнб, куйида царалиши лозим булган 
„исбот назарияси" нинг J-рганадиган оЗъектлпри жум- 
лалэр хкгоп 1НПГГ теоремаларидир.  Бошцача ай!ганда,  
кандандпр глл (аникроги, унинг бир цисми) формал
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нуктаи назарлан урганилиб, унинг баъзи жумлалери 
(бизнинг таъбиримиз буйича: формулалари) теоремалар 
деб аталади. Бу тил предмет-тил (урганилаётган тил) 
деб дисобланадн.

Аммо предмет-тил теоремалари устида муло.хаза 
юритишда биз яна бир жонли тилдан (Ьойдаланамиз. 
Бу тил эса тадцицогчи тили ёки метатил дейилади. 
Предмет-ппнинг теоремалари оддий килиб теоремалар,  
мегатилнинг теоремалари эса метатеоремалар деб а;а- 
лади. Хозир киритилган тушунчаларии жумлалчр а л ­
г еб р ам  мисолида дам курса булади. Масалан, I боб 
ла келтирилган | =  А->~]~1 А жумла („А-»-Т1 А формула 
жумлалар алгебраеининг умумкийматли формула (тео­
рема) сидир* деб укилишики эслатиб утамиз) метачнл- 
нинг теоремаси, А-» А эса жумлалар алгебраеншшг 
теоремасидир.

2- §. Жумлала р хиеобини цуриш

Хар бир аксиоматик назария унинг алфавнгини кел-  
тиришдан богалаиади. Жумлалар  дисобининг алфавити 
куйидагн белгилар системасидан иборатдир.

я) А, В, С, . . .  , Л., Л2> . . . —узгарувчи жумлалар»
б) / \ ,  V ,  И  — мантик.кй а у а л л а р ,
в) (, ) —ка вс лар.

Алфа пнтнпнг а) бандида келтирилган белгилар з-
i арувчи жумлалар"  деб аталган булса-да, уларга >,г:ч 
кандай климат ва мазмун берилмайди, балки уларга 
бир-биридаи фарк килиниши мумкин булган дарфлор 
сифатида царалзди; б) ва в) бандида келтирилган (лл-  
гилар хам худди шу каби та^лил к.илинадм.

1 - т а ъ р и ф .  1°. Хар бир узгарувчи жумла жумла­
лар дисобида формула дисобланади.

2°. Агар А ва В жумлалар дисобининг формулалари 
булса, у долда ( А / \ В ) , (Ау'В) ,  (А--?В), ( А ~ В )  ва ( “ А) 
лар дам формула дисобланади.

3. Бошца формулалар йук,  яъни жумлалар  дисоби­
нинг дар кандай формулаеини фацат 1Ь—20-банлл?р 
ёрдамида досил килиш мумкин.

Формуладаги кавслар соншш камайтирнш худди 
жумлалар алгебрасидагидеч- бпжарилади.  Ж умлалар  
дисобининг аксиомалари сифагида куйидаги формулг.,- 
ларни оламиз:
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(1 п ): А- *( В + AU
О ")  : (А -> В) -  ((,4 (В (,)) -  М  -  С)),
( 2 и , : ,4 Д В -> А ,
2 л ) : А / \ В  -~> /ч

(2,а : Л -* (В -> А / \ В ) ,
<3 ) : А -> Л V Ь,
(36) : И -* л V /?,
( З с ) : (Л -» С) —> ({В -* С) -* ( А \ / -> С)),
( 4 а ) : ( А —' В )  (Л ■- В),
(4Ь ) : (А — В) -* (В -  А),
(4 с ) : (А -> В) -* ((В Л ) —*■ (А - В ) ) ,
( 5 а ) : 1 1 Л ..> /1,
(5Ь) : (Л ((Л -  И 5 )  -> '1 Л).

Шу ни  хам кайд 1<иламиз-ки, ^ар хил жумлалар 
^исоби системалари мавжуд булиб, улар бнр-биридан, 
одатда,  аксиомалар системасининг, аксиомаларда цат- 
нашувчи мантиций амалларнииг, келтириб чнцарнш 
коидаларииинг танланиши билан фарн цнлади.

Масалан, маш^ур немис математиги ва ыантицчиси 
Д.  Гильберт таклиф этган жумлалар дм со б и 4 та акси- 
омадаи иборат булган системага асосланган булиб, бу 
аксиомаларда фацат импликация (-»-) ва конъюнкция 
\ Д )  кзтнашади.  Гильберт аксиомалар:; куГппагилардир:

1. А А А -* .4,
2. Л - > Л д Л .
3. А А В ' В Д А.
4 .  (.4 -v В) —> (С / \  А С/ \ В) .
Бупдаи ташнари, П. С. Новиков, Ж .  Россер, 

Ц. Мередит,  Г. Фреге, Я. Лукасевич, Ж .  Нико , ва 
бошкалар таклиф этган снстемалар *ам кенг таркал- 
гандир. Булардан Ж .  Россер аксиомалари системасини 
курсатиш билан чегараланамиз:

1. А -* А Д/1,
2. А А -> А,
3. | Д - * Я ) - . П ( Я Л С ) - *  ( Л Д О ) .
Биз танлаган аксиомалар системаси учун асосий 

келтириб чицариш цоидалари цуйидагилардир:
Г .  У р н  и г а к у й и ш  (с у я е р п о з и ц и я )  ц о- 

и д а с и,
Л —узгарувчи жумла,  В—ихтиёрий формула булсин. 

У ,\олда А (А)  формуладан укга кирган А  узгарувчи 
ж ум л а и и В формула билан алмаштириш ёрдамидя А(В)
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формула келтириб чщарилад и .  Хусусан, А(Л) формула 
аксиомаларнинг натижаси булса, А(В) хам аксиомалар­
н и н г  натижаси булади.

И зох, .  А(Л) формуладаги А узгарувчини В формула 
билан алмаштиришда А узгарувчи А(Л) формулада 
неча марта катнашган булса, шунча жойда А узгарув ­
чи урнига В формула куйилади.

Мазкур коида шартли равишда (схематик) ушбу 
куринишларда ифода килинади:

5^(А(Л))ХА(В) ёки
v А(В)

ва баъзан „^-коида“ деб аталади. Баъзи холларда 
умумлашган урнига куйиш (умумлашган суперпозиция') 
коиласидан хам фойдаланишга тугри келади;

А,,  Л 2...........Ап узгарувчи жумлалар,  В ............,ВИ эса
ихтиёрий формулалар булса, у холда А(Л,,  . . . , А п) 
формуладан хар бир A t( i =  \,п)  ни В* билан алмашти- 
риш ёрдамида А ( В , , . . . , Вп) формулани келтириб чи- 
^ариш мумкин.

Умумлашган урнига куйиш коидасини куйидагича 
ифодалаш мумкин.

s “; : ; ; : : ba” (a (a ...........л ^ р ^ в , .............. в . )

A(At) . . .  , Ап)
А ( А „  . . . , В „ ) '

1 - м и с о л .  а) А(Л)2ГЛ~*(.5- * А/ \ В)  х а м д а В 5 Г 1 ( Л \ /  
V 0  формулалардан S -коида ёрдамида

А ( в р : - ] ( Л у С ) - * ( £ - * “ ! (A V Q A * )
формулани хосил килиш мумкин.

б) А (А,  В)  яиа__Л -> (В -у А / \В )  формуланинг узи,
В ," . ..( Л V С ) , В л. 1В.-+ А булса, у холда бу фор­
мулалардан 6®‘‘аВ1А(( Д  В ) ) ~ А(В, , Ва) 1 1 ( Л \ / С )  -  
->(( Н В ~+ ~1 А)-у  ~ (Л V'С) А (. ~\В -* ^А ))  формула хосил 
килинади.

2. Х у л  о с а  к и л и ш  ( M o d u s  p o n e n s )  к о и ­
д а  си.  А ва А ->В формулалардан В формулани келтириб 
чикариш мумкин. Хусусан, А ва А-*В лар аксиомалар­
нинг натижаси булса, В хам аксиомаларнинг натижаси 
булади.



Хулоса килиш (Modus ponens) цоидаси шартлн 
равишда куйидагича ёзилади:

МР(А, A->B)SB ёки

ва баъзан у „МР-коида* деб аталади.
Баъзан умумлашган хулоса килиш цоидясидан 

фойдаланишга хам тугри келади:

А,, А „  . . .  , Ая ва А,~» (Аа В ) ) .

формулалардан В формулани келтириб чицариш мумкин. 
Буни схематик куринишда куйидагича ёзилгди;

МР( A j , . . , ,  Ая, A, ->(Aj—> (Ая_1 -»■ (Ая -у В ) ) . , . ) —В)

ёки
Аь • ■ ■ . Ая, А]-»-(Аа-> . . . ->(АЯ-i-» - (A n-»B)) ■ ■ . )

В
2- м и с о л.

А ^ В И ( А - + А \ В ) ~ + ( В - * ( А - + А \ / В ) ) ,
А ! [ А ~ + А у В

булса, М Р ( Л - ^ Л \ / В ,  (Л - >  А \ / В ) ^ ( В - + ( А - *  А\> В) ) ) И
з- В -* { А - + А \ /В )  булади.

Энди жумлалар хисобининг асосий тушунчаларидан 
бири—келтириб чикарилувчи (исботланувчи) формула 
тушунчасини киритамиз.

2- т а ъ р и ф. 1°. Хар бир аксиома аксиомалар сис­
темасидан келтириб чикарилувчи формула дисобланади.

2°. А формула аксиомаларга урнига ц$?йиш цоидаси- 
ни чекли марта цуллаш натижасида хосил цилинган 
б^лса,  А аксиомалар системасидан келтириб чикарилув­
чи формула дисобланади.

3°. А формула аксиомаларга (ёки улардан хосил 
булган формулаларга) хулоса килиш коидасини чекли 
марта цуллаш натижасида хосил цилинган булса, А 
аксиомалар системасидан келтириб чицарилувчи фор­
мула дисобланади.

4. Бошца келтириб чикарилувчи формулалар йуц. 
Формал исбот тушунчаси жумлалар хисобининг 

(бошца аксиоматик назарияларнинг %ам) фундаментал 
■тушунчаларидан биридир.

т а ъ р и ф .  Формулаларнинг чекли кетмак еглиги  
А,,  А2, . . . ,  А„ да дар бир АДг =  1,я) формула
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а) ё аксиома,
б) ё узидан олдин келувчи формулалардан урнига 

куйиш коидаси ёрдамида хосил килинган,
в) ё узидан олдин келувчи формулалардан хулоса 

килиш коидаси ёрдамида хосил килинган булса, у хол ­
да А,, Аг...........Ая кетма-кетлик узининг охирги фор-
муласининг исботи , п сони эса формула исботининг  
узунлиг и  дейилади.

Ушбу таърифдан куринадики, агар А,, . . . , А„ кечма- 
кетлик А„ нинг исботи булса, у холда А, аксиомадир 
(кетма-кетликда ундан олдин келувчи формула flv'K- 
лиги сабабли), А, эса ё аксиома, ёки А, дан урнига 
куйиш коидаси ёрдамида- хосил килинган формуладир.

4 - т а ъ р и ф .  Ж у м л а л а р  хисобининг исботга эга бул ­
ган хар канаай формуласи жумлалар хисобида исбот- 
л а н у в ш  (келтириб  чикарилувчи, формула  дейилади.

Шундай килиб, жумлалар хисобида дастлабки ис- 
богланувчи формулалар аксиомалар булиб, бошка ис- 
ботланувчи формулалар улардан келтириб чицариш 
коилалари ёрдамида хосил килинади.

Жумлалар хисобининг аксиомалардан бошка хар 
кап лай исботланувчи формуласи теорема  дейилади. 
Аксиомами, баъзан, исбот узунлиги 1 га тенг булган 
теогема сифатида караш мумкин.

Метатилнинг „А—аксиомалар системасидан келтириб 
чикарилувчи формула“ деган жумласини \—А каби бел- 
гилаймяз. Бу ифодани яна А —жумлалар хисобининг 
теоремаси" ёки „А—келтириб чикарилувчи формула” 
ёки „А —исботланувчи формула" деб хам укиш мумкин. 
|—А белги [—А нинг инкорини билдиради.

1 - т е о р е м а .  Л Л .
(Бу ифода ЯЛ->Л формула—аксиомалардан келти­

риб чикарилувчи формула" деб укилиб, унинг метатил 
теоремаси эканлим) аёндир.)

Куйидаги формулалар кетма-кетлиги А-+А  фор- 
мулаиинг исботидир:
Л -> (В -> Л), Л -* (Л Л), ( Л - > £ ) - > ( ( Л - *  (В -* С))->
— ( Л -С ) ) ,  ( Л - . ( Л - » - Л ) Н ( ( Л - » ( ( Л - Л ) - » Л ) ) - » М - * Л ) ) ,
А —> ((Л Л) Л)) —* (А —>А), Л->((Л-*-Л)~>Л), А —>Л,

Ушбу исботни яна куйидагича ёзиш мумкин (мета­
тилнинг жумлалари (теоремалари) сифатида):
1°. | Л - (В-+А)  (1 а) аксиома,
2 \  j— Л->(Л->Л) Sg ( I ’),
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3°. t—(Д в ) ->( (А—?( Z J С ))-► (А-~>С)) 
4°. [—(Л —̂ (Л —> Л)) —* ((Д —► ((-^ “*■ -^)

5°. к(Л->(( А->А)~+А))-+(А-»А)  
6°. |_Д-+(( Л-+Л )-*А )
7°. ' \ -А-*А

2 - т е о р е м а .  A \ J В~*В\/А .  
И с б о т и .  Г .  h ( A  С) -  ((В

— (1й) аксиома
-  Л))- .-(Л-»А)) 
- s t A’ $ (3°),

—МР(2°, 4°), 
- 5 Г '4 ( I е) ,  

—МР(5°, 6°).

3°.

4°.
5°.
6° .

7°.

1° .
2°.

3°.
4°.
5°.
6°.

R

h ( A  -> В V  А)  -*■ ((В -+ В V  А)

\ -В  +  АМВ
|—• Д  —В \J А
h { B ^ B \ j A ) - > ( A  \ / B - ^ B v A )
'г-А->-А\! В
\ - В - + В \ / А
'ь-А\/В->В у  А  -

3 - т е о р е м а .  Ь- А \ /  В -~ В \ '  А.

\ - ( А- +В) - > ( { В- >А) - > ( А~ В) )
| - (Л  В- >В\ / А)  - » ( ( 5 у л ~ > л  В)-

С)  -> ( A V B - > C ) )  
—(Зс ) аксиома. 

-+ ( A V B  -> B V A ) )  
— ScwA ( 1° ) ,  

— {ЪЪ) аксиома, 
- S % %  (3°), 

- М Р ( 2 Э, 4°), 
— (За) аксиома,

' - S f ,  лв (6°),

\ - A v B - > B  , А  
h ( B \ / A ~ A V B )
! - B \ / A - > A \ i ' 8  
\ - A V B ~ B V A

^ A V B ~ B V A )

—МР(5°, 7°).

—(4с) аксиома, 
у (Л \ / B ~ B V A ) )
- 5 л ^ ’ ЙУД ( Г) ,  
- 2 -  т е о р е м а ,  

— МР(2°,  3°), 
~ S BA, В (3°)

—МР(4°, 5°)

билан жумлалар з^исобида келтириб чикарилувчи 
формулэни белгилаймиз, F  билан эса шундай фор- 
мулани белгилаймизки,  F жумлалар ^исобида к е л ­
тириб чикарилувчи формула булсин.

4- т е о р е м а. А ихтиёрий ф орм ула  булса,  у холда  
|—Л -* R

- ( 1 а )  аксиома,
t /?, Я / , О S— В ( I ), 

-берилган метатеорема, 
—МР(2°,  3°).

И с о  о т и. 1 • |— Л —̂( В —*■ А ) 
2 . '  Rj— -*■ (а~+ R)
3°. !- R
4°. - R
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3- §. Гипотеза,  ардан келтириб чи^ариш.
Дедукция  теоремаси

1 - т а ъ р и ф .  Г =  j С ,, С2, . . С„) ( о т > 0 )  гипоте- 
залар деб аталувчи'формулалар руйхати булсин Фор­
мулаларнинг чекли кетма-кетлиги А, ,  А2, . .  А„ нинг 

/ з$ар бир Аг (i — 1, п) формуласи
1) ё аксиома,
2) ё Г руйхатнинг бирор формуласи,
3) ё узидан олдин келган теоремалардан (аксиома­

лар ёки улардан ^осил килинган формулалардан) ур ­
нига куйиш коидаси ёрдамида ^осил килинган,

4) ё узидан олдин келган формулалардан хулоса 
Килиш (Modus ропепч) коидаси ёрдамида ^осил килин­
ган булса,  у ^олда А,,  Аг, . . ., А„ кетма-ьетлик узи­
нинг охирги формуласи Ап нинг Г руйхатдан келиб 
чикадиган исботи', я ,  сопи эса бу исботнинг узунлиги 
дейилади.

„А формула Г руйхатдан келтириб чикарилади" ибо- 
раси мегатилнинг жумласи булиб, у

Г h  А

каби белгиланади. Бу ёзувни Сь С2, . . С ,„ьА  ёзув 
билан алмаштириш ?$ам мумкин. Г =  0  булса, I V А  
тушунча ь А  тушунчага  айланади.

„Гипотезалардан келтириб чикариш" нинг ушбу хос- 
салари диккатга сазовордир.

(а) Агар ! - А, Г — ихтиёрий р у й х а т  булса, у хц>лт
I V  А булади , яъни аксиомалардан келтириб чикл ри­
лу  еш формула ихтиёрий руйхатдан %ам келтигиб  
чикарилувчи булади.

И с б о т и .  А,,  А2, . . А„ кетма-кетлик A j £ A n фор­
муланинг исботи, Г {С,............Cmj ихтиёрий рхйхат
булса:  D,, D2, . . D* (бунда D , АПУ k =  т  +  я ,  
D£ -+ {Cj. . . ., Ст , А, ,  . . Ал_ , }, i =  I, k — 1) кетма- 
кетлик А„ формуланинг Г руйхатдаги исботидир.

(Р>. Агар I V Ап %амда Г с  \ булса , у %олда А|- 
Ь-А„ булади.

И с б о т и .  A t, А2, . . ., Ап кетма-кетлик А„ форму­
ланинг Г руйхатдаги исботи, Д \ Г  — {Dlt D2, . . DA}

1 „Формула нинг  Г  руйх ат ид ан  келиб чинадигаи исботи* иб ора -  
си Урнига бундам буби „Формуланинг  Г р ^ й х а т и д а ш  исботи* д е б  
к ети ла в ер а ди .
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булсин.  У холла В,, В2............В/ (бунда В, л .А„,  Вг £
£ (D,, . . Dj., А,, Аи, . . Ал_,|, Lш* 1, I — 1, / =
■= к п ) кетма-кеглик Ап формуланинг Д руйхатдаги 
исботидир.

(-[>. Г ( - А я вг 1 ихтиёрий р у й х а т  булса, у %олда ~ 
l ' f -A„ булади (бунда „ Г “ ни А и г  деб тушуни- 

лади).
Исботни мустакил иш сифатида укувчига колдира- 

миз
(8). Г ь А „  вг Г ь А я ->-В булса, у %олда Г ь В  бу­

лади.
И с б о т и .  А, . . А„ кетма-кетлик А„ нинг Г руй­

хатдаги исботи, В,, . . , В„_м А„->В кетма-кетлик эса 
Ав В нинг Г руйхатдаги исботи булсин. Ушбу ис- 
ботлардан куйидаги кетма-кетликни тузиб оламиз:

А|, Aj, . . I, Ая, В|, В2............Bn_j,  А„ -*■ В. (1)

(1) га МР-коидани цулласак,  у  зрлда куйидаги 
кетма-кетлик ^осил булади:

А„  А2............А„, В„ В2, . . Вп. и Ап -  В, В. (2)
(2) В формуланинг Г руйхатдаги исботи эканлиги 

равшандир. - ____
(;а). С , £ Г  булса, Т'г-С, ( / =  3, т )  булади.
(г ). Г — (Aj, А2, . . .. А,}, А =  {В,, В3, . . Вт |,

Г(-  В(, Г Ь- В2............Г b  Вт , A j — С булса , v -Колда Г|-С
булади.

Исботни укувчига ^авола этамиз.
5 - т е о р е м а  ( д е д у к ц и я  т е о р е м а с  и). Агар

А„ А2............Ап\- Б (3)
булса, у ,\олда

А,, А2> . . А„_, [— Ад —> В (4)

булади.
И с б о т и .  Теореманинг исботи бир неча з^олларни 

куриб чикишдан иборатдир.
* 1- х ; о л  В формула А,, . . А„ формулаларнинг 

бири булиши мумкин. Агар В А„ булса,  теорема шар- 
ти (3) А„ . . Ая ЬА„ куринишда булади.  1- Л - + Л  
эканлиги 1- теоремада курсатилган эди. А ни А„ билйн 
алмаштирсак,

! - Ая —»■ Ап (5)
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келиб чицади. Гипстезалардан келтириб чнкчришнинг 
(а) хо сасига кура А„ -*■ А„ формула ихтиёрий руйхат-  
дан, жумладан,  Г »  {А,, А„  . . . .  А, ,- , )  дан келтириб 
чикарилувчи булади,  яъни

Ai, А , ........... An_, г  А„ -* А„. ( 6)

Агар B Z A ;  (I <  п) булса,  (3)  шарт
/ А,, Аг, . . Ая_,, А „ ь А г (7)

куринишда булади.
\ - А - + В ( В - * А )  (8 )

эканлиги маълум ( А - * - ( $ - >  А )  аксиома булганлиги 
учун) .  (8) га S Ay  ни кулласак,

h-Aj -* (Ал Аг)

булади.  (а) га асосан эса
А,, А2, . .  A/(_, ь-Аг (Ая -»■ А;) (9)

з{Осил булади.  Аг £ (А,, А2, . . ., А„_, j булгани учун 
гипотезалардан келтириб чикаришнинг (ji) хоссасига 
асосан

А,,  А2, . . ., A„^1h A I- (10)

булади. (?>) хоссага асосан (9) ва (10 лардаи
А), А2, . . Ал_, h  А„ -> Аг

келиб чицади.
2- % о л. В булсин. У долда (а) га асосан

А,. А2, . . А„_, |— В (11)
булади. (81 га •.*>”>*, ни кулласак ,  н В - > ( А я ->В) бу- 
либ, (а) га асосан эса

А,, А , ...........Ай_, |- В -> (Ап -•> В) (12)

хосил булади.  ( И )  ва (12) га (£) ни кулласак ,  (4) к е ­
либ чикади

3 - я; о л. В иккита А,- ГГ IV ва A j - X B ' - ^ B "  фор му- 
лага  МР-цоидани цуллаш натижасида >;оснл цилинган 
ва

А„  А 2.......... А, , . , h  А„ -- В', (13)
А,, А,, . ., АЯ- , Н  Ал -V(B' -> В7) (14 >

бу'лсин ( В л В " ) .
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f— (Л -*■ В) -> ( (А -*■ (В —> С)) -*■ (Л —» С)) 

га  ни кулла?ак ,

К  (Ад -> В') -> (I А„ ->• (В' -> В")) -> (А, -н- ВО), 

унга эса (а) ни кулласак ,
А м . . А,  _ , ь ( А я -» В') -> ((А„ -»

-* (В7 ->- В")) ->■ (Ая -* В'')) (15)

зрсил булади.
Дастлаб (13) ва (15) га, сунгра эса з{осил булган 

ифода ва (14) га (4) ни кулласак ,
А , , А3, . . Ая_ , Ап —► В

келиб  чикади.■ ___
4-х  о л. В формула Аг ~ А ( Д )  (г =  1, п) формула­

дан S- цоида ёрдамида >;осил килинган (масалан, В о_ 
i r A ( C ) )  хамда Ь А(С)  булсин. (а) хоссага асосан

А .............Ая_, [ -  А (С) (16)
булади.

(8 ) га S a^h а " ни кулласак.  I- А (С) - » (Ап А (С)) ,  
унга  эса (а) хоссани кулласак

А„ . . . ,  Ал_, h  А (С) (А„ -» А (С)) (17)

з^осил булади. (16 ва (17) дан
А,, . . ., А„_, b  Ап * А (С)

келиб чикади. Теорема тулик исботланди.
К'уйида биз дедукция теоремаси исботининг иккин- 

чи вариантини келтирамиз (С. Клини).
С|, С2, . . Ст кетма-кетлик В формуланинг А,, 

. Ад формулалардан ^о:ил буладиган исботи бул­
син Бу кетма-кетликда Ст ~д~ В эканлиги маълум. 

Ушбу формулалар кетма-кетлигини олайлик:
А.7 -*■ С , . Ад —> С2, . . Ап -> Ст . (18)

Дедукция теоремасининг хулосаси булган Art Ст  
(ёки Ая -> В) формуланиьг А,, . . . .  Ая_, формулалар- 
даи келиб чикадиган исботини куриш учун шундай 
формулалар кетма-кетлигини топишимиз керакки, у  пинг 
охпрги *ади Ал -  Ст  (яъни Ай ->- В> булиши керак.

Изланяёi ган kci ма-кегликни (18) кетма-кетликни 
.кенг 'йтнриш" ёрдамида тузамиз.  Бунииг учун з а̂р бир
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А„ -> Сг (/ =  1, т )  формула олдига (А „ -> С в а  А„ -*■ 
-* С j лар орасига) шундай формулаларни киритиб ёзиш 
мумкинки, досил булган . кетма-кетлик А„ -> Ст  нинг 
исботи булади.

С,,  С2, . . Ст  кетма-кетликда дар бир Ct форму­
ла:

1) ё аксиома, 2) ё А, ,  А2............А„ формулаларнинг
бири, 3) ё узидан олдин келган формулалардаги МР-
Коида ёрдамида' досил цилингандир. ____

(18) кетма-кетликларда дам Сг ( / = 1 ,  т ) юкорида 
курсатилган учта долнинг бирини цаноаглантиради.

Муайян С, цайси долни каноатлантиришига цараб,  
Ал ->Сг олдига муайян формулалар ёзилади. Агар С, 
аксиома булса,  Ап С, оллига А -» (В -> A),  С ^  (Ап-+ 

Сг), Сг формулалар ёзиб куйилади Агар С, А, ,  . . 
Ая формулаларнинг бири булса,  у  холда СгЗ Г А ,  ёки 
С 1~о~Л_, ( / < « )  булиши мумкин.  СгЗ Г А д булса,  А„-> Сг 
формула олдига
А  —> (В -> А),  А ( А  —» А), ( Д —v В) -*■ ( (А  —> (В —> С) )  —> 

-»■ (А -» С)), (А -> (А -» A) j  -*•
_  ( ( А ( ( А -> А) -» А)) (А -  А)),

(А -» ((А -» А) -*■ А))  -*■ IА —> А),
А — ((Д —> А) —> А), А —> А

формулалар, Сг 21  А/ булганда зса А „ -* Сг формула 
олдига А -> (В -* А),  С2 -> (Ая -» Сг), С, формулалар 
ёзилади.

Нидоят, С, узидан олдин келган иккита формула­
дан МР-цоида ёрдамида досил цилинган булсин. У 
долда бу формулалардан биринчиси СP( p < i ) ,  иккин- 
чиси эса Ср —> Ci куринишда булищи керак (С, ,  С2,
. . ., Ст  кетма-кетлик С,,  . . Ср, . .  Ср С, .  С , . . 
Ст  куринишга эга булади) .  Демак ,  (18) кетма-кеглик

Ал -> С,, . . ., А„ -* Ср, . . ., А„ -* (Ср -» С,),
А „ > СI, Ап Ст

куринишга эгадир. Бундай долда А„ -> С, формула ол­
дига цуйидаги формулаларни ёзиб цуямиз:

(Л->В)-~ ((A - UB  -  С)) (А -  С)),
(Ап -> С ) -*■ ((А„ -> (Ср -> С/)) -*■ (Ая -»■ С,)),

(Ал -» (Ср - »С г)) ->• (Ая -  С, ) .
Шундай цилиб, (18) кетма-кетлнкдан биз янги

D lt D2, D9 (19)
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кетма-кетликни х;осил цилдик. (19;  нинг таркибида (18) 
нинг барча хадлари катнашишини, (19) нинг узи эса 
А п -> Ст  (яъни Ад -»-В) формула эканини куриш кийин 
эмас. ____

И з о х .  1. Агар С, (i — 2 , m ) бирор аксиомадан ур ­
нига куйиш коидаси ( 6’- коида) ёрдамида хосил килин­
ган формула булса,  унинг олдига (аксиоманинг 
олдига куйилганидек) А ■+( В -*■ А), С, -* (А„ -> Сг), С, 
формулалар ёзилади

2. Агар С, (i =  2, т )  формуланинг олдига ёзилади- 
ган формулалардан бирортаси С; дан олдин келган 
формулалар олдига ёзилган формулалар орасида учра- 
са,  бу формулани ёзмаслик мумкин (такрорланмаслиги 
учун к

Н а т и ж  а.
А „ А2, . . А „!- В

булса,

Н А( -»■ (А, (A^-!  -+■ (-»-Ал -> В ) ) , . .) (20)

булади.
И с б о т и .  Иатижа шартидан дедукция теоремасига 

асосан (4) келиб чикади.
(4) яна дедукция теоремасининг шартини каноаг- 

лантиргани учун унга яна шу теоремани куллаш м ум ­
кин:

А,, Аг, . . Ая_а|-Ая_, -> (Ал -» В).
Ушбу мулохазани яна п — 2 марта такрорласак,  (20) 

келиб чикади.
3- м и с о л .  (— (А —*■ В) —> ({В —> С) -*■ (А -+ С)) эканли- 

гини курсатамиз .
Бунинг учун А -» В, В^+С, А\-С ни курсагиш ки- 

фоядир. Хакикатан, А -*■ В, А, В, В  -> С, С кетма-кет­
лик С формуланинг Г =  \А-+ В, В -> С ,  А\ руйхатда­
ги исботидир. А-+ В, В -> С, А J— С га дедукция тео- 
ремасини кетма-кет уч марта кулласак ,

}— (Д -*■ В) —» ( ( S  —► С) -*■ (Л —> С))

хосил булади.
4- м и с о л.

н  (А А £  С) -> (Л ( 5  -+ С ))  (21)
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метагеоремани исботлаймиз. Бунинг учуй •
Л Д  5 - »  С, А, В \ - С  (22)

эканлигини курсатиш кифоядир. <\акицатан
Г - т \ А / \ В - * С ,  А, В) булса,  у ,\олда

1. Г \— А -* (В -» А Д В) — (2t) аксиома
2. Г j— Л — (и)-хосса (3 §),
3. Г |— В + А / В — (о) - хосса (3- §),
4- Г |— В — (р.)- „ „
5. Х Н Л Д Б  - ( 8) .  „
6 . Г [ Л Д В С — (м.)- „ я
7. Г |— С - ( 8)- „
мет,^теоремалар (метатилнинг рост жумлалари)  (22) 
уринли эканлигини курсатади. Унга дедукция теоре- 

' масини кетма-кет  уч марта кулласак ,  ( 21) келиб чи­
кади.

Энди шу мисолни дедукция теоремаси исботининг 
иккинчи вариантини куллагаи }?олда ^ал этамиз. ( 2 2 1 
ва унинг исботи иккинчи хил исботда ушбу формула­
лардан ташкил топгандир:

А, Л Д В -> С, А2 — Л, А 3 _2_ В, (п =  3),
С, j i .  A -*■ (В -> А Д В), С 2 l  Л, С j —> Л Д /?, 

С АИ В ,  C b 2L А А В ,  С й Ж А Д В  -  С, С. ГГС. (те -  7).

В -+С формуланинг Л / В -» С, Л формулалардан 
келиб чицадиган исботини куриш учун дастлаб

8 -+ ( i 4 |В->Л Д £)) ,  f i -^Л ,  В - + { В - ^ А А В ) ,  
В-+В, В-*  А/\ В, В -у (А а  в  -*С), В - »  С

кетма-кегликни ёзиб оламиз ва Q  (г =  1, 7) кандай 
формула булишига караб, й -4 Q  формула олдига 
баъзи формулаларни ёзиб, ушбу кегма-кетликни „у?ай- 
тирам из“

С, аксиома булгани учун В -> С, олдига A-*-iB-±A), 
А - * ( В - + А  Д /У), (Л -» ( Я - »  Л д £ ) ) н -  lB-> (А -> (S  -  
-*■ Л Д 5 ) ) )  формулаларни ёзамиз. С2 гипотеза булками 
учун (охиргиси эмас), унинг олдига (С, ва С2 лаг,нинг 
орасига) ушбу формулаларни ёзиш керак:

А ->■ (В -> А), А -> (В -*■ А), Л,
аммо уларнииг дасглабки иккшдни (бир хил) оллин 
ёзилгани учун (В-> С, пинг олдида ), уларни ёзмаслик 
мумкин. Шундай цилиб, В -» С2 формула олдига фанат
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А ни ёзилади. С3 узидан олдинги формулалардан МР- 
коида ёрдамида ^осил цилингани учун В -* С3 форму­
ла олдига ушбу формулалар ёзилади:

< Л - > Я ) - Ч ( Л - » ( Я - * С ) ) - > ( Л - » . С ) ) ,
[В -> А) -* ((В -у (А -+ (В -> А Д 5|))  ->

-+(В->(В + А/\В))),
(В -у (А -> (В -> Л А f l) ) )  -*■ (В -> (В -* А /\ В)).

1 С4 — охирги гипотеза булгани учун В - »  С4 формула 
олдига

Л - * ( Л - * Л ) ,  Л - » ( Л - » И ) ) -  
—>■ ((Л —>• ((Л -► Л) Л)) —> (Л —> Л)),

(Л - > ( ( Л  -  Л) -> Л)) —> (Л Л),
Л ((Л -> Л) -> Л),  л  -* л

формулалар ёзилади.  С5 — МР-коида ёрдамида *осил 
килинган формуладир. Шунннг учун В -* С5 олдига 
ушбу формулалар ёзилади:

(В -у В) ->((£-> (В-> Л А В))-+(В-*А А  В)),
{В (В -* Л А В)) -> (В -  Л А В).

Св — гипотеза, шунинг учун В -у Св олдига куйидаги 
формулаларни езиш керак:

(Л А В -у С) -f (В -у {Л А В -» С ) ) , Л А В -у С.

Ни.^ояг, С, — М Р-кои да  ёрдамида хосил к илинган 
формула булгани учун h -*■ Ст-формула олдига

(В -* А А  В) +ЦВ-+ (Л А В-> С))-*(В-*С)),
(В -> (Л А В С ) ) —> (В С) формулаларни ёзамиз. Н а ­
ти жада  формулаларнинг ушбу кетма-кетлигини ^о:ил 
киламиз:
1°. А-~[В-+А),
2°. А -у ( В - у  А А в),
3°. (Д -> ( в  Л А В)) -у (В -у {А -у (В -* А А В)) ) ,
4°. В->(А-+ [Н -у А А В)) ,
5°. Л,
6°. В -у А,
7°. (А -* В) ((Л -> ( 5 -у С))-у (Д -> С)) ,
8°. {В А) -у ((В -> [А (В -> Л А В] ))->(/?-> В ->
-*■ А /\ В ) ) ),
9°. ( В - г (А -+ (В - *А  Д В))) ^  (В-у [В-у А А  В)),
10°. В -у [В -у А А  В),
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11°. A ^ f A ^ A ) ,
12°. ( А - м А - *  A))-+((A-+((A~>A)->A))  -+ (A -► A)), 
13°. (A ( (A -»• A) ->■ A)) -> (A -  A),
14°. /1 -> ( (A A) A),
15°. A -> A,
16“. 5 ,
17". (Д -* Я ) -* ( (5  -v (5  -  А Д  5 ))  -* (5  ■> А Д 5 )),
18°. (B -+(B-+ A /\8))->(U-* А /\ B),
19°. В -* А Д 5 ,
20°. (A A fi ->C)- *  ( S ( Л Д  Й-+ C)),
2) . А Д £ - > C ,
22 В -+ (A f\ В -> С),
1:3 . ( Й ^ Л Л Й ) ^ ( ( Й - > ( А Л Й - > С ) )  ^ ( S - v C ) ) ,
24°. j fi ^  (А Д  # -> C) ) ->(£->- C) ,
25°. Ь -  С.

Бу кетма-кетлик В -* С формуланинг А /\ В -+ С, А 
формулалардан келиб чик;адиган исботи эканлиги рав- 
шаидир.

Демак,  А / \ В —>С, А \ - В - > С  Дедукция теорема- 
сига тескари булган метатеорема ^ам уринли эканини 
курса гам из.

6- т е о р е м  а. Агар
А,, А2, . . Ад- j  f— Ап -* В (23)

булса, у холда
А,, А2, . • Ал А„ |— В (24)

булади.
И с б о т и .  (23) га асосан С,, С2, . . ., Сот кетма-кет­

лик А„ -► В формуланинг Г =  (А,, Аг, . . ., А„_, [ руй­
хатдаги исботи булсин (бунда Ст  Ал -* В). У холда 
с „  С , ........... Ст _„ Ая> Ап -  В, В кетма-кетлик В фор­
муланинг Г '==(АЬ Аа, . . ., Ая_, ,  Ал) руйхатдаги ис- 
ботидир, яъни (24) уринлидир.

Н а т и ж а .  Агар
Ь  А, ->■ (A.j (Ая_, -* (Ая -> В ) ) . .  .) (25)

булса, у холда
At, Аг, . . ., А„ |— В ( 16)

булади.
И с б о т и .  (25) га 6 -теоремани кетма-кег  п марта 

кулласак ,  (26) *осил булади.
5 - м и с о л .  А-*-С, В-+С, А \ / В \ - С ,  чунки Ь  (А-> 

-*• С) -> ({Ь С) -> (А у  В -*■ С ) )  дир (|— белгиси ости- 
даги формула (Зс) аксиомадир).
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4 -§ .  ^осилавий келтириб чицариш цоидалари

Жумлалар хисоби аксиоматик назариясида иккита 
асосий келтириб чицариш цоидаси олинганлиги юкори- 
да  цайд этилган эди. Аммо, аксиомалар системасидан 
янги-янги келтириб чикарилувчи формулалар (теоре- 
малар) хосил цилишда асосий цоидалардан ташцари 
яна хосилавий келтириб чикариш коидалари хам иш* 
латилади.  Бу коидалар формуланинг исботини цуриш- 
да  катта нулайликлар тугдиради.

I. С и л л о г и з м  к о и д а с и .  3 - мисолда
Ь  (А В) -> ЦВ С) -  ( Л -* С)) 

эканлиги курсатилган эди. Унга 5 ^  £ ни кулласак» 

I -  (А -> В) ((В С) -> (А -> С)) 

хосил булади.  6- теореманинг натижасига кура 
А - > В ,  В - ^ С | - А - > С

булади.  Бу муносабатдан куринадики, А -*• В ва В -> С 
формулалар аксиомалардан келтириб чикарилувчи бул­
са, у  холда. А С дам аксиомалардан келтириб чика- 
рилувчк формула булади. Бу фактни куйидагича сх е ­
матик куринишда ёзиш мумкин:

А -> В. В -* С 
А -> С

II. Ш а р т л а р н и н г  у р н и н и  а л м а ш т и р и ш  
К о и д  а с  и. Дастлаб А -* (В -> С), В, А } - С эканлигй- 
ни курсатамиз.

Хакикатан,  Л (В С), Л, В - »  С, В. С кетма-кет-  
лик С формуланинг Г “  (Л (В -> С),  В, А\ руйхат-  
даги исботидир. Л (В С), В, A h C  га дедукция 
теоремасини икки марта кулласак ,  хамда хосил була- 
диган муносабатга вв- сс ни к5тлласак .

А-> 1 В - * С ) 1 - В - ( А - > С )
га эришамиз. Бу муносабатдан ушбу коида келиб чи­
кади:

А -> (В С)
В -> ^А -  С ) ’

яъни аксиомалардан А -> (В С) куринишдаги форму- 
лани келтириб чикариш мумкин булса,  у  холла В -* 
-> (А -> С) куринишдаги формулани хам келтириб чи- 
цариш мумкин.
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III. А н и к и р и т и ш  к о и д а с и .  Бу коида
J А Л В

куринишга эгадир.  Унинг уринли эканлигини курсатиш 
учун A, Bi-A/\ В лигини курсатамиз.

г Л - » ( й ~ > - Л / \ й )  дан ( j -  сстида (2с) аксиома ту-  
рибди) б-теоремага кура (натижа)

А, И А Д В

досил булади.  Бу муносабагга | ни кулласак А, 
В ! - А  А В досил булади ва демак ,  Д ни киритиш кои­
даси уринли эканлигини курсатади.

п ■ я л А Л В А д ВIV. Д  ни  й у к о т и ш  к о и д а с и .  — —  ва -------

келтириб чицариш коидалари (2а )  ва ( 2Ь) аксиомалар­
дан келиб чикади — буни укувчи кийинчнликсиз бажа-  
ра олади.

V. Ш а р т л а р н и  б и р л а ш т и р и ш  к о и д а с и .
А-+(В->  С),  Л А В \ - С  ( 1)

эк’сШл я гини курсатамиз.
Г =  {А -* (В -*■ С), А. Д  В\ десак,  у  долда

1°. I ’ [ - ( А -+£)-► ( ( А -*(#-*<?))-► ( А -> С ) ) - ( 1*) а к ­
сиома,
2\  Г (А д  В -+ В) -+ ( (А Д В (В ■* С)) ->

— (А А В -* С)) 11 ( Г ) ,
3°. Г |~ А А  В В  — (2Ь) аксиома,
4°. Г ( -  (А А В - ( В - ~  С)) -> (А В -+ С) — МР (2°, 3°), 
5\ Г h- А -* (В -*■ С) — ( а ) - х о с с а  ( 3 - § ) ,
6°. Г i- (А А В -  А)  -  ((А А Я - Ч А - *  ( f i - *  С))) -

-> (А А В (Я -> С))) -  (1°),
7°. Г А /\ В А — (2а) аксиома,
8°. Г |- (А А S  -  ( А -  (В -> С)) )  -

-  (А А В -> (В С)) — МР (6°, 7°),
9°. Г г- А -> (В А) — (1а)  аксиома,
10°. Г ;-  (А _>(#_> С)) -* (A f\ В -+

-V ( Л (Й - > С)) ) -  (9°),
I I 1. 1- -  А А  Ь' -  (Л -* (В -* С)) -  МР (5°, 10°),
12°. Г I- А /\ В (В -г С) - М Р  ( 8°, 11°),
13". Г А а  в - С  -  МР (4 , 12°),



14 '. Г f А /\ В — (р. - хосса (3- §)
15°. 1’ Ь  С - М Р  (13°, 14°),
яъни ( 1) Гринли экан,

( 1) га дедукция теоремасини куллаб,
А -+ {В С ) А  Д В -> С (2)

ни ^осил киламиз.
(2) да А ни А, В ни В ва С ни G билан алмаш- 

тирсагс,
А -  (В * С) А ,\ В -  С

келиб чицади.
Досил булган муносабатдан

А ->■ (В -  С)
А л  В С

коида келиб чикади, яъни А->(В~>С) аксиомалардан 
келтириб чикарилувчи формула булса,  у долда А Д  В-» 

С дам аксиомалардан келтириб чикарилувчи форму­
ла булади.

VI. Ш а р т л а р н и а ж р а т и ш к о и д  а с и.
А Л В -> С 

А -  (В -  С)

коидани асослаш учун Г — \А /\ В-+С, А, В) руйхат- 
даи С ни келтириб чикариш мумкинлнгини курсата ­
миз.
I й. 1' |—Л — (а ) -хоссага  асосан (3 -§) ,
2". Г |— В -
3°. Г [— А А В — Д ни киритиш коидаси
4°. Гь-Д В •> С — ( j i )- хоссага асосан (3 -§ ) ,
5“. Г }- С -  МР (3°, 4°).

Шундай килиб А Д В С, А, В\-С экан.
Дедукция  теоремасига асосан Л А В -*■ С\- А -*■ (В-* 

-*■ С) досил булади. Унга 5*- £ ни кулласак ,

А А В - С г А - ( В - > С )

келиб чикади. Бу м унсса ' ат  юкоридаги ко ид ага тенг
куч л и ли р.

I бобнинг 5 - §  да умумкийматли формулалар хосил 
цилиш коидалари келтирилган эди. Шу коидаларнинг 
барчаси жумлалар дисобида келтириб чикариш коида­
лари вазифасини бажаради.  Укувчига машк сифатида
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мустацил равишда ана шу цоидаларни асослашни тав- 
сия циламиз.

Бундан ташкари, бу ерда шуни хам цайа этамизки, 
хар бир А'" А-~ ' '  (яъни, „агар j— А„ J— А2,

h A ft булса,  у  холда Ь  В булади”) куринишдаги кои- 
дада хар бир формула олдига „Tf—“ ни ёзиб чикилса 

и { Г н А , ,  Г А |—*, Г Af.v хам натижада уринли коида яъни, ------------- ----------------- -}
Г Ь- В /

^осил булади.  Масалан, шартларни ажратиш ^оидаеи
— (яъни „|— А Д В -*• С булса,  у  холда (- А-* 

А (В О)
-*■ ( В - » С) б^дади”) да сурат ва махраж олднга „ Г “ 
ни ёзнб чицилса,

Г ь  А Д В -»  С 
Г[—А (В  ~*С)

цоида хосил б^лади (бу ерда Г — формулалар руйха* 
ти).

5- §. Эквивалент алмаштириш ^ацидаги теорема

1 - т е о р е м а. Агар А (А) ж у м л а л а р  %исобининг 
фдрму ласа булса (А узгарувчи жумла А формулага 
кирмаслиги х а м мумкин),  у $ олдл

(— (Bj — В2) -> (А (В, ) А (В2)) И)

булади.
И с б о т и .  Илгаригидек (I боб, 2 - § )  формуланинг 

ранги деб, унда кятнашган амаллар сонига айгилади.
Теореманинг исбогини формула ранги буйича ин­

дукция  юритиш билан олиб борамиз. rangf 1 4 ) ) » = 0  
булса, у  холда A ( .4 )ZI ,4  ёки А ( Л ) 1 А  (/, т . - l j  бу- 
лади. А (А) л  А булса,

(В] — Г>2) -> (В, ~  В2),

А (Л) IE В булганда эса,

I- (В, — В2) -> (А ~  А) 

булади,  бунда биринчи холда

6 « . ( А ( Л ) ) Х ^ ( Л ) ~ . В „
5 » . ( A H ) ) Z 5 “* M ) ^ B a,
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иккинчи ^олда эса
S “- (А (А ))  1° S J  ( Й ) Х Й 1  А, 
5 ® > ( А ( Д ) ) 1 5 “' ( Й ) 1 Й 1 А .

Энди rang (А (Л))  =  п >• 1 б^либ, ранги <  п булган,  
барча формулалар учун теорема уринли булсин. А ( Л )  
формулада энг охирида бажариладиган амал /\, V, -*■ 
~  ёки ларнинг бири булиши мумкин, яъни А (А) 
Куйидаги куринишда булиши мумкин:
1. А, (/4) Д А 2 (Л ); II. А, (Л) V А2 (Л);  И!. А,(Л )-*As( Л);
IV. А , < Л ) ~ А 2 (Л);  V. П А Л  Л).

rang (А, (А)) <  п, rang (As ( Л )) <  п булгани учун 
индукция цадамига ку'ра А, (Л) ва А2 (Л) формулалар 
учун  теорема уринлидир, яъни

Ь(В ,  — В3) —> (А, (В,) ~  А, 1В2)), (2)
(— (В, — В,) — (А2 (В, ) ~  А2 < В2)). (3)

Теорема тулик исбот булиши учун биз куйидагилар 
уринли эканлигини курсатишимиз керак :

h  (В, -  Ва) -  (А, (В,) Д  А, (В,) ~  А, (В2) А Аг (В2)), < 4)
}— (В, ~ В 2) -> (А, (В,) V Aa ( B . ) ~ A , ( B , )  v  AS (BS)), (5)
f— (В, — В2) -> (А, (В,) ->• Аа (В , ) ~  A, ( B J -  А2 (В , ) ) ,  (6 )
h  (В , ~ В 2) -»((А, ( В , ) ~ А 2 ( В , ) ) -  (А, (В2) ~ А 2 (В, ) ) ,  (7)

1~ (В) ~ В 2) -> (П  А, ( В , ) —■ □  А, !В2)).  _ (8)

Биз куйида факаг (4) ва (5) ларнинг исботини кел- 
тириш билан чегараланамиз.

(4) уринли эканлигини курсатамиз. 
f— Л /\В-*А  га ни цулласак,

1— А, ( В ,  ̂ /\ А-> I В , } -f Aj (В,) (9)
з^осил булади.
Г =  {Л — В) булса,
1°. Г [— ( л ~ 5 )  -* ( Л -* В) — (4а)  аксиома,
2. Г р  (Л ~  В) -г (В -* А) — (4&) аксиома,
3. .  Г (- Л ~  Z? — (ja)- хосса (3-§) ,

— МР (1°, Зэ),
5. 1 > Й - > Л  - М Р  (2°, 3°),
6. Г j— {Л -+ В) А  [В -* А) — А ни киритиш коида-

си булади.
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Шундай цилиб А — В >— (Л -=► В) Д (В А) ~кан, 
Унга дедукция теоремасини кулласак,

[— (А ~  В ) -> ( А-> В ) Д  [ В -> Л ). (10)
(10) га ЬАдВ)„ ни цуЛЛасаК)

h  (А, (В,)  ~  А, (В, ) )  -* ((А, (В,) -  А, (В2)) Д
Д (А, (Ва) — А» (В,)) (И)

булади. (2) ва ( 11) дан
|— (В, — В2) ■> ((А, ( В , ) -> А, (В2)) Д

Д (Aj (В2) -v А, (В ()) (12)

келиб чикади.
\— А /\ В -* А га SA .в)*а,(в,), а̂ <в,)—а,(в,) ни цулласак,

h  (А, (В, ) -  А, (В2)) Д (А, (Ва) -  (А, (В,)) -*
(А, (В, ) -> А, (В2)) (13)

келиб чицади.
(12) ва (13) дан

1— (Bj В2) (А, (В, ) -> А, (В2) (14)

з^осил булади.
(14) дан шартларнинг урнини алмаштириш цоидаси- 

га асосан
Ь~ At (В, ) -> ( (В, ~ В 2) А, (В2)) (15)

ни ){осил цилиш мумкин.
(9) ва (15) дан силлогизм к°идасига  асосан

Н А ,  ( В, )  А А .2 (В,) -> ((В, — Ва) -> А, (В2)) (S6)

ни келтириб чицарамиз. Шартларнинг урнини алмаш­
тириш цоидасини (16) га ц^лласак,

 ̂ i— ( В, — В.2) -* (А, (В,) А А, ( В , ) - А ,  (В, ))  (17)

га эришамиз. Худди шу тахлигда
(В, ~  В,) -  (А, (В,) /\ А2 (В, ) -> А, (В,)) (18)

ни келтириб чиь;ариц1 мумкин
(17) ва (18) га Д  ни киритиш цоидасини кулласак ,

(В, В 2) -* (А, (В,) , \ А2 ( В , ) ->■ А, (В2) Д
л (At (B t) Д А2 (В , ) -* А2 (В ,) )  (19)

га эришамиз.
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Г | ( Л -> В) (Л -* С), А) булса,  Г |- В Д С э«&п~ 
лишим курсатиш к^йиц эмас:
Г .  Г | ■ (Л В) Д (Л -* С) — (|х)- хоссага асосан ( 3 - § ) ,
2". \'\-Л-+В — Д ни йукотиш коидаси,
3°. V \- А-+С  -
4". Г 1— А — >)- хоссага асосан ( 3 - § ) ,
Г)°. Г (— В - М Р  (2°, 4°)
fi°. Г 1 - С  , — МР (3°. 4°),
7". Г |—Б А С  — Д н и  киритиш ноидаси.

Шундай нилиб
(Л -> В) Д (А -> С), А 'г -В  /\ С, 

дедукция теоремасига кура эса
j— (Л -г В) Д (Л -> С) -+ (Л 5  Д 6 ) (20)'

була-:и. (20) га 5 а .|».)ла,(в,-, а^в,», а,<в,) ни ^улласак,

Ь  (А, (В,) Д  А2 (В ,)  -» А, ( В , ) )  А  (А, (В, ) Д  А, (В, )
А, (В,) i -  (А, (В,) А  А,  (В, ) -* А, (В, ) Д А 2 (В, ))  (21 >

келиб чикали.
(19) ва (21) га силлогизм  цоидасини цуллаб,

|- (В, ~  В2) -  (А, (В,) А  А 2 (В,) -> А, (В2) А  Аа (В, ))  (22)

ни ^осил киламиз.
(4а) ,  (4Я  аксиомалар ва (22) дан

|- (В, ~ В 2) -> (А, (В : ) А  А2 (В2) -> А, (В,) Д А, (В,) )  (23)*

ни ^ам ^осил к;илиш мумкин.
I '=={А~>В, В -* А\ булса,  Г |— А ~ В  эканлигини 

куйидагкча курсатиш мумкин:

Г .  Г |— (Л В) -* ((В ->■ Л) -г (А ~  В ) ) — (4с) аксиома,
2°. Г Л -» В — (и,)- хосса (3- §),,
3°. Г I— В -* А — — „—„ — ,
4°. Г } - ( Й - > Л ) - > ( Л ~ / 3 )  — МР (1°, 2°),
5 Г h  Л ~  В — МР (3 °, 4°).

Шундай цилиб,

А-* В, В-* А \ - А  ~  В,
унга ^адвола^в,), а,(в4ьла.(в,) Ни цуллагандаи кейин эса

А, (В,) Д А2 (В3)-> А , ( В 2) А А 2 (В2),



А|(В2) А  А2 (Вг) -> А, (В, ) Д  А., (В,) }—
Ь  А, (В, ) Л А,  (В, ) -  А, (В3) Д А2 (В,) (24)

булади.
(22) ва (23) дан (24) га асосан 

Ь  (В, ~ В а) -  (А, . В,) Д А3 (В, ) — А, (В,)  Л  А2 (В , ) ) ,

яъни (4) келиб чицади.
(5) ни исботлаймиз.

| _ ( Л ~ £ ) - - ( Л - * 5 ) ,  (25)
f— А А у  В ёки S*' <:ц ии цуллагач

в  -+ В V С (26)
лар табиийдир (чунки белгиси остидаги формула* 
лар аксиомалардир).

г-  (Л -*■ В, -т ({В -> С) (А С)) эканлиги- 3- мисолда 
курсатилган эди. Унга 5 В ,̂С ни куллаб, \-~ (А-*В}->  

( ( В В  V С) -* (Л -*■ В V С)) ни, шартларнинг урнини 
алмаштириш цоидасини нуллаб эса

|- (5~> В V С)-+{(А-*В)-+{А-+В V С))  (27)

ни яосил киламиз.
(26) ва (27) га хулоса цилиш (Modus ponens) кои* 

даснни нуллаб,

Н ( Л  -+В) -+(А-+В V  С) (28)

ни келтириб чицарамиз. (25) ва (28) га силлогизм цои- 
дасини к^лласак,

ь  ( Л ~ 5 ) - > ( Л - > 5  V C )  (29)
•келиб чикади. (29) га S A,(® А, в̂>)> А»<8»> ни цуллаб

h  (А, (В,) ~ А ,  (В,) )  -  (А, (В,) А, (В,) V  А2 (Ва))

ни ^осил киламиз. Хосил булган муносабаг ва ( 2) дан 
силлогизм цоидасига кура

(В, В 2) -> (А, (В, ) -* А) (В,) V Аг (В*)) (30)

г а  эришамиз
Худди шунга ухшаш,

f— (В, -~ В 2) (А3 (В, ) ->■ А, (В4) V  А2 (Ва)) (31)

ни келтириб шщариш мумкин.
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(.’50) на (31) га Д  нн киригиш коидасини цуллаб,
[ -  (В, -  В2) -> (Аг (В,) -> Ai (В2) V  А 2 (В2)) Д

А (А 2 (В,) -*• А, (В2) V А2 (В2)) (32).
ни ^осил циламиз.  Бундан  ташцари,

| - (Л - * С ) ->  ( (£ ->С)-*  (Л V £ - * С ) )  [(Зс) аксиома],
|- (Л -> С) А  (В -> С) -*■ ( А V В-> С) [шартларни бирлаш- 
тириш коидасига к у р а ! .

Охирги мег ат ео рем аг а  А,(в,), A,(BoyAa(B,j ни к у л "
ласак ,
I- (А,(В,) ->А,(Ва) V A S(B2) ) A (  A 2(B,)-»’A i(B2) V A j ( B a))-> 

- ( А ,  (В,) V А а (В,)-> А, (В2 ) А  А 2 (В2)) (33)

булади.  (32) ва (33) га силлогизм коидасини ку лл аб ,
|— (В, -— В2) -> (А, ( Bi) V  А 3 (В,) -> А, (В2) V А 2 (В2)) (34)

ни х,осил киламиз .  Х у д д и  шу каби
ь  (в, ~  В2) -> (А, (В,) V  А 2 (В2) А, ( В ,) v  А 2 (В,)) (35)

ни ^осил КИЛИШ мумкин.
(34) ва (35) ларни
В) — В2 i— А, (В,) V А 2 (В,) -*■ А, (В2) V  А 2 (В2), (36)
В, — В2 (— А, (В2) V А , ( В 2) - > А , ( В 1) V A 2 (B,)) (37).

каби ёзиш мумкин.
В, ~  В2 h  (А -* В) ((В -* А) (А — В))

аёндир.  Бунга
CA.IB.JvAs-B,), A,(Bs)VАа(Ва)
J  А, В

ни ку ллаб ,  сунгра  ^осил булган муносабат  ^ а м д а  (36) 
ва (37) ларга  хул оса  килиш коидасини ке т м а -к е т  икки 
марта куллаеак ,

M B . - B J - M A ,  (В,) V А 2 (В,) ~  A, ( B J  V  А 2 (B J) ,  

яъни (5) келиб чикади.

6 - §  Нормат  ф о р м ата  келтир ищ  ^ац и даги  т е о р ем а

1 бобмипг 7 - §  ида ж у м л а л а р  алгебрасининг  ф о р м у -  
лалармни махсус  куринишдаги — дизъюнктив ёки конъ ­
юнктив нормал формаларда ( х у с у с а н ,  МДНФ ёки МКНФ 
л ар д а )  ёзиш мумкинлиги ^акид а  гаиирилган эди.



Ж у м л а л а р  дисобияинг  формулалари уч ун  ^ам шун-  
дай формалар м а в ж у д  эканлигини у ш б у  параграфда 
курсатам из .

Даст лаб  нуйидаги муносабатлар уринли эканлигини. 
курсатам из :

}- ( А V В) V  С 
h  (А д  В) А с  

h A V B
h  А Д В-

! - ( A v B ) a c ~

- A V ( B V C ) ,
— А А (В А  С),
-  В А, 
- В Д Л ,
• А Д С V В А С.

( 1)
(2 )
(3)
(4)
(5)

1

(1) уринли эканини курсагайлик :

ь л -* л v в
2. h  А -  Л V {В у  С) 

л л у  (В v  С) 
в  - а у с

BV-B у с  
В А \/ В 

■ В V С Л у (ВуС) 
8°. В V С b  А \/ (В V С) 
9\ В\- Л V (В у  С)
■10°.

.11

3*
4*
5°
6°
7°

— (За)  аксиома,
'• ( 1°).

— 6 - теорема (2°),

—
- 6- теорема (4°),
— (3 Ь) аксиома,
- 5 *vc- (6°})

— б- теорема (7°),
— силлогизм цоидаси (5°, 8°),

(Л—'С) —*■ ((В->■ С) -*■
(А у  В -у С ) )
( А -* Л V [ B y  С)) —

-  ((В -г А\/(В\/С)) -*■
-*( Л \! В -у А \/(В\/ С ))

12% А\ЦВуС))-*
->{A\JB-+ A V ( B V C ) ) - № >  \2J, 11е).

13". -  А V В-+Ау(В\/С)  - М Р  (9'\ 12°),
14°. V - С - г  В  \ / С  - $ * • £ <  6й),
15°. C \ ~ B \ j C  — 6- теорема (14°),
16°. О ]— Л V ( 5  V С) —силлогизм коидаси ( 8°, 15°), 
17\ А у  В \— А у  (В \/ С) — 6- теорема (13°),

■С- сЛ \/ (В у  С) — дедукция теоремаси (16°), 
(Л y ^ A V C S v C ' ) ) - *
((C-?A\/(B\J С) )->
( ( Л у В)\/С-*A\l ( B y С)) — %' Avl?vC> ( [0°)

(3с) аксиома,

5 ДУ(bvc,

18:
19'

ла



2<f. : {C-+ Л V (В V С))-*
• ( И  V  В) S/C-+A  v  (Я V  С)) -  МР (17", ! ь " ), 

21°. | (A V C )  У В ^ Л  V ( S V C )  -  МР (18°, 20е), 
22°. |- (А V  В) V  С -> А V  (В V С) -  \ с ( 2 Г ) .  

Хулли шундай усулда
23°. |- А V (В V С) -* (А V В) У С эканлигини курсан­

та ш мумкин.
24°. [ -  (А -> В) -» ((В А ) -> (А В)) — (4с) аксиома.

24 да А  ни (А V В) V С билан, В ни А у  (В V C )  
билан алмаштириб, хосил булган метатеоремага 22“ ва 
23° лардан фойдаланган долда МР-коидани иккк марта 
цулласак,  ( 1) келиб чикади.

Энди (4 )  нинг исботини келтирамиз.
25°. А д  В j— А  — А  ни йу^отиш коидаси,

28°. )— А Д В -* В А А — дедукция теоремаси (27°). 
Худди шундай усулда

29°. \-В Л  А -+А А  В
ни келтириб чицариш мумкин.

30°. Ь  (А А В -> В А А) КВ А А -* 
-> А А В) -> (А А В ~  В А  А) _  S ^ f >  (24°), .  

31°. - (/>' А Л -  А А 5 )  -
- ( Л  А л Л) -  МР (28°, 30е),

32°. Ь  Л А  В ~ В  А А -  МР (29°, 31е),
33°. А А В — В Д А -  в. с (32°).

Энди (5) нинг исботига \тамиз.
Дастлаб

эканлигини курсатамнз.  Купила биз (6i метатеоремани 
келтириб чицарамиз, (7) ни эса уцувчи цийинчиликсиз 
мустанил келтириб чикарнти мумкин.

Г — \А -► /?, А С, А) б^лса, Г ~  В Д С эканлиги-- 
ни курсятайлик.

Л — И, А, В. Л (Г, С, i? А  С кетыа-кег.чик £ Д €' 
формуланивг i ’ руйхатдаги исботидир, ва лемак,

26°. Л А В h  В 
27°. А А В Ь  В А А — А ни киритиш цоидаск,

h  А а  С у  Л А С -* (Л V fi) A Я. 
( -  (.4 \/ В) ,\С А Д С \ '  В А С

т
!7)



'Бу муиосабатга дедукция теоремасини кетма-кет уч 
марта кулласак,

.34°. I- (А -> В) -> ( (А -* С) ■* ( А ■* В Д С)) 
келиб чикади.
35°. Ь ( Л Л С у б Д С - » Л у В ) - ' ( ( - 4  \ С V В А С -* С ) -  

-* (Д Д С V  в Д  С  -  (А V В) Д С)) -  S a *cv «ac ,  а'£в 
(34°),

36°. I— (А-г-С) -*■ ((В ->■ С) -+ (А \/ В ^  С ) ) — (Зс) аксиома 
37°. j - U  A B V  Л V В)-у ((В /\С-* А\/ В)-*

. ->(А А с V  В А С -> А V В ) ) -  s aa !:- а '1ь (36°) , 
38°. А а В ' г - А  -  а  ни йукотнш цоидаси,
39°. А  Д В j— А -» A V  В — (За) аксиома,
40°. А А В г  А V В -  МР (38°, 39°),
41°. \- А /\ В -* А\/ В — дедукция теоремаси (40°), 
42°. h  (В A C-+A\J В)-*

-* ( А А С В А С - *  А у  В ) -  МР (37°, 41°),
43°. В А С ' г - В  — А ни йукотнш коидаси,
44°. В А С (— А V В — V ни киритиш коидаси,
45°, |— В [\С~* А\/ В — дедукция  теорема, и (44°), 
46°. Ь  А А С V В А С -  А V В -  МР (42А 45°),
47°. t _ ( A  [\С у  В А С ■* С) -*

( А Д  С V В А С -* «.4 V В ) А  С) -  МР (35°, 46°), 
48°. j -  (А А  С -+ С) ■* {(В А С -у С) -*

-  (А А С V В А  С С) -  в^  (36°),
49°. \— А А  В -* В — (2Ь) аксиома,
•50°. 'г- А /\ С -+С - S %  (49°),
5 Г .  |— (В А  С -+С) -+

-> (А А В \/ В д  С ->С) — МР (48°, 50°),
52°. ‘г~ В j\ С С — 5 * ( 5 0 0),
53°. t- А А С V В А С -* С — МР ( 5 Г ,  52°),
54°. h  А А С V В А С -> (Л V В) А  С -  МР (47°, 53°}.

Шундай килиб, (6) уринли экан.
24° даги А ни А А С у  В А  С билан, В ни эса 

(А V В) А  С билан алмаштириб, ( 6) ва (7) лардан фой- 
даланган ,\олда МР-цоидани кетма-кет  кулласак ,
55°. Ь- А а  С у  В А С ~  (А V В.) А С келиб чицади. 55' 
га с  ни кулласак (о) *;осил булади,
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(1) ва (2) лар ( . .  .(А, V Аа) V А3) . . .) V Ая ва 
(. . .(А, Д  А2) Д  А3), . .) Д А„ формулаларни шартли ра­
ни шла (кавссиз) А, \/ Аа V • • • V Ая ва А, Д  А2 Д 
Д  . . . ДА„ куринишда ёзиш имконини беради.

Дизъюнктив нормал форма хусусан МДНФ ва конъ­
юнктив нормал форма (хусусан МКНФ) тушунчалари 
жумлалар алгебрасидагидек киритилади, яъни ДНФ
А\и А Л“п Д . . .  Д V  . . .  V  А\т  л  Д . . . Д Л > И,

(«,7 = 1 еки 0 , A j j  — Aj  ёки ZlAjt

КНФ эса

куринишда булади.
1- т е о р е м а .  Ж у м л а л а р  д исоб'и'нинг .у ар бир А  

формуласи учун шундай ДНФ В ва шундай КНФ С ' 
мавжудки, улар учун

И с б о т и .  Т е о р е м а н и  б е р и л г а н  формуланинг ранги  
буйича и н д у к ц и я  о л и б  б орищ  билан  исботлаймиз.

rang (А) = 0  булса,  А И Л  узгарувчи жумладир,  ва- 
демак ,  т е о р е м а  уринли б у л а д и

Ранги п >  1 да н  кичик б у л г а н  барча  ф о р м у л а л а р  
учун теорема уринли булсин. А г а р  rant; ( А ) «■ п булса,  
у  куйидаги к у р и н и ш л а р д а н  бирнга эга б\'лади:
(I), d a n , (IV) d - n
(II). D '/ N , (V). ; ; D.
(III). D - N ,

rang ( D ! < п ва rang ( N ) <  п булгани сабабли D ва 
N формулалар учун шундай ДНФлар D,  ва N,  ^амда 

шундай КНФ лар D 2 вя N, мавжудки

ь  А ~  В (8)
ва

h  А -  С. (9)

-  D ~  D j, 
h  N -  Nt,
f~ D '  D2l 
i - N -  Na

( 10)
( 11)
(12)
(13)

булади.



Ушбу метатеорема уринли эканини курсатамиз:
Агар (— А — В ва j— С ~  D булса, у %одда

! -  Л Д  С ~  5  /\ D  (*)
•булади.

И с б о т и
1°. — ( А ~~ В) -* (В -*• В) — (4а)  аксиома,
2°. '|—Л ~ / ?  — берилган метатеорема,
3 ’ . -Г-Л-+-В  - М Р  (1°, 2°),
4°, [— (А — В) (В -г А) — (АЬ) аксиома,
5Э. 'г- В -+А -  М Р (2°, 4°),

Худди шундай j— С — D дан 
6°. С-* D,
7°. D — С ларни ^осил килиш'мумкин 
8°. A i- В — 6- теорема (2-§1,
9Д В ~ А  -
10е. C'r- D  -
1 Г. D[-C  -
1£°. Л /\ С \— А — Д .  ни пукотнш копласк,
13°. А [ \ С \ - В  — гипотезалардан келтириб чицариш* 

нинг (т) хоссаси (Ь°, 12"),
14°, А Д С [— С — /\ ни нуцотнш коидаси,
\5\ А /\ С ! -  D — (")- хосса 114 , 10°) (3- §).
\Ь\ Л /\ С |— В Д D— Д ни киритиш коидчсн ( IЗД 15 ), 
17 :. j— Л Д С - Я д О — дедукция  теоремаси (16°).

Худди шундай усулда 
18°. •- В Д /-) -*• Л Д С ни .\оснл кнламиз.
Г?‘\ ~ (А->В)-> ({£-*■ А ) {Л — В)) — (4с) аксиома

19’ даги Л ни Л  Д С билан, /? пи эса В Д D  билак 
алмашгириб, 17° ва 18* лардан фойдалангаи холда МР- 
коиданн кетма-кет икки мар]а кулласак,
2 Л  Л Д С -  В Д Г) $осид булади.

Теорема исботига кайтамиз.
А 3  D Д N булса, {! 0 > па ( I !  лардан {*} мегатео­

рем ага асосан
I -  О д  N Dj Д N,

б у иди,
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D1 -а. Л*11 Д А р  . . . 'Д Л°пш \/ . . .  V A]mi Д 
Л А’ тз Д . . . Д A*mn,

Nj _2_ AJn /\ А^а Д  . . . /\ А ^я V'

V . • • V л^м Л а \п  Д . . .  л  Лдгп
булса,
О, Д  N , T  (/IV, Д  . . .  Д л ; » » у  • • - V А\тх Д .. . Д л > я) д  

Л (A'Jn А . . . Д Л^1.п У . . .  У А\п А • • • Д Л^гя) (14)

булади.  (14) нинг унг томонига (3s, (4) ва (5) *амда 
осон келтириб чикарнлиши мумкин булган

[— А А Л ~ А, г  А V Л ~  Л
метатеоремаларии кулласак ,

|— А ~  Л'» Д . . .  д  А ’̂ п у  . . .  V A\k 1 Д . . .  Д А̂ /гя (15)
з^осил булади:  (15), теоремани цаноатлантирувчи мета- 
теоремадир.

DaS(A *u  V . . . V Л*!я) А . . .  A  (A«a V . . .  V Л*/«), 
n 2ie (Л[и \' . . .  у  л^я) Д . . .  А (Л-/» v  • • • V А̂ рп)

булса,  - -
D4A N.,~ (/4*м V • • • V  Л*1Л) Д . . . А (Л*„ V  . . .  V Л я- ) А  

A (А\и V • • • V Л^я) А . . .  А (Л>! V . . .  V  А »
на ! - A ~ D S Д N2 булиб, охнрги метатеорема теоре­
мами каноатлантиради

А . .. D v N булган >;оли юцорида ^аралган >;олга 
ухшаш булиб, бунда д  ни V билап, V ии эса А би­
лан алмаштириш керак.

A Z 1 D булсин. Индукция шартига кура
О ~  D. (А)

ва
- - D  - D , .  (В)

Куйила;л м е i атеоремаларпи ки^инчиликсиз келти­
риб чикариш мумкин:

I..- (А — В) ( “ ; А "  В}, (16)
h- а  (А А В) ~ А V "! в ,  (17)
г -  I (А V В ) ~  А А Д ”■ 8,  ■ (13».

! -  А~- В -  А А V В. (19)
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(А ) ва (16) дан ^амда (В) ва (16) дан
Ь  □  D ~  1 D ,  (20)

ва
( - □ D - 1 D ,  ( 21)

з^осил булади,
Шундай килиб

1— А — -771 (А\« А  . . .  Д  Л >  V
V • • • V A”ml А  • * • Л А^па), (22)

h  А ~  п  ( (Л ?11 V  . . .  V  Л*и.) А  . . .  А
A М'»,  V • • • V Л » .  (23)

(22) ва (23) га (17) ва (18) ларни кулласак ,  тесре- 
мани каноатлантирувчи метатеоремалар келиб чикади. 

A Z D - +  N булсин.
|— D — D , ла |— N ■ N | *амда }— D ^  D 2 ва i~ N ~ N 2 

булганлиги учун
h  ( D - N ) — ( D N,),  (24)
[-< D-> N ) ~ ( D a -> Nj) (25)

булади. (24) ва (25) ларни куйидагича асослаш мум­
кин:

Агар j- А - ^ - В  ва j— C ~ D  булса,  у ^олда |— А-*- 
->• С ~  В -> D булади,

Хакикатан, (— А ~ 5  булганлиги учун j- А - > В  ва
(— В -* /1 ёки A j— В ва В \— А, f— С ~  D булганлиги 
учун С -> D ва (— D С ёки С [— D ва D  j— С була­
ди.

1°. В f— А — юкорида беркл!ан,
2°. А-+С, В \ - А  - ( • ; ) - хосса (3- §),
3°. А-+С, B'r-A-*C — (j i )-xocca (3-S) ,
4°. А->С. В\-С — МР(2°, 3°),
5°. C\-D юкорида берилган,
6°. Л->С, В\—D  —транзигив (4°, 5°),
7°. I— ( Л - »С ) - * ( 5 - ^  D) —дедукция теоремаси (6°).

Худди шундай усулда  
8°. I—(Z? —>D) —> (А С) ни хосил килиш мумкин.
9°. h  ( А->В-у((В--*-А)-±(А—В)) —(4с) аксиома.

9° да Л ни А-*С, В ни B->D билан алмаштириб, 7° 
ва 8° дан фойдаланган долда МР-коидани кетма-кет  
икки марта кулласак ,

J - ( A - + C ) ~ (B-+D) (26)
келиб чикади.
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(26) да А ни D, С ни N, В ни D, ва D ни N , билан 
алмаштирсак, (24) келиб чикади. Худди шундаи усул-  
да  (25) ни ^осил киламиз.

D N . X A ^ a  . . . A A t ,nV • ■ • V A I ^ A  • • • NA\m*-+ 
-*А?" a  . .  . A A ^ n /  . . .  V A ^ ‘ a  . . .  A A®™.

ra  (19),  (18),  (17),  (5) —(1) ларни кулласак ,  теоремани 
каноатлантирувчи метатеорема ^осил булади.

N ^ ( A l ' W  . . .  \/А«->") A • • • A ( ^ 5,‘V  • • • VA*»'»)->
- ( A ^ V .  • • V  An>n) A  • • -A № V • • • V A »

га *ам (1 )—(5),  (17),  (18) ларни кулласак ,  керакли 
метатеорема келиб чикади.

A1ED— N булган х;олни у'кузчя мустакил иш сифа­
тида бажариши мумкин.

7- §.  Жумлалар ^исобининг зидсизлиги 
ва  тулицлиги

Хар кандай аксиоматик назария сингари жумлалар 
Хисоби учун з^ам аксиоматик назарияларга куйиладиган 
асосий проблемалар: зидсизлик, туликлик,  эркинлик ва 
ечилиш проблемалари ^ал килиниши керак .

1 - т а ъ р и ф .  Жумлалар ^исоби аксиомалари система- 
сида *еч кандай А формула узининг инкори ПА билан 
бир пайтда теорема (келтириб чикарилувчи) булмаса,  
ж у м л а л а р  %исоби аксиомалари системаси зидсиз 
дейилади.

Таърифдан бевосита куринадики,  агар жумлалар 
^исобида ^еч булмаганда битта А формула топилиб, у 
узининг инкори ~1А билан бир пайтда аксиомалардан 
келтириб чикарилувчи булса,  у *олда жумлалар ^исобн 
зилдиятга эга булган аксиоматик назария булади.

1- т е о р е м а .  Агар \-А булса , у %олда  |=А булади , 
яъни ж у м л а л а р  х;исобининг ихтиерий исботланувчи 
формуласи умумцийматл и  формуладир.

И с б о т и .  Маълумки жумлалар .хисобида дастлабки 
келтириб чикарилувчи формулалар аксиомалардир. 
liouiKa келтириб чикарилувчи формулалар улардан ур- 
мига куйиш ва хулоса килиш (Modus ponens) коида- 
лари ёрдамида ^осил килинадй. Д емак  юкоридаги 
мегатеоремаии исботлаш учун дастлаб аксиомалар 
умумкийматли формулалар эканлигини, сунгра эса
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аксиомалардан келтириб чикяриш коидалари ёрдамида 
 ̂ос и л цилинадиган ,\ар бир формула умумцийматл» 

эканлигини курсатиш керак.
4 - §  да *ар бир аксиома умумцийматли формула 

эканлиги курсатилган (бунга укувчи хар бир аксиома- 
нииг ростлик жадвалини туэиб ишонч хосил кч-'Ц'-ши 
мумкин).  Келтириб чикарилувчи ва умумкийматли 
булган А ва  А->В формулаларга хулоса килиш коида- 
сини куллаганда яиа умумцийматли формула хосил 
булиши, келтириб чицарилувчи ва умумцийматли фор­
мула,  В эса ихтиёрий формула булганда,  улардаи ур- 
нига куйиш цоидаси ёрдамида хосил цилииган А; В) 
формула хам умумкийматли булиши 4-§ да курсагил- 
ган.

2- т е  о р е м а. /К у м л а л а р  исоби аксиомалари. 
системаси зидсиздир.

И с б о т и .  Фа раз килайлик, жумлалар х исоби акси­
омалари' системаси зиддиятли булсин. У холда шундай 
А формула топиладики, , |-А ва |— А булади.  1-тео- 
ремага А асосан j= A  ва {■■■■ А булади.  Аммо бу зид- 
диягдир,  чунки умумциймагли формуланинг иыкори 
радланувчи формуладир. Досил булган зиддият кн.• кн- 
ган фараз уринсиз эканлигини курсатади.

И з о х -  Юкорида исбот этилган теоремалар кабул 
килинган аксиомалар системаси учун уринлидир. 1\'8н- 
дан жумлалар хисоби хосил булиши аксиомаларпннг 
келтирио чикариш коидалзрининг танланишш а боглнк 
эканлиги 1-§ да айтидган эди. Шу сабабли хар бир 
жумлалар хисоби (аксиомалар системаси) учуй знд.нз-  
лик проблемаси (ва бошка проблемалар) алохида 
ранили керак .

2- г а ъ риф.  Дар бир умумкийматли формула ж у м ­
лалар хисоби аксиомаларидан келтириб чицарилувчи 
булса,  у холда бундай аксиомалар системаси кенг 
м1 Ънооа т у л и к  дейилади.

3 - т е о р е м  а.

И с б о т и .  Г «■ j Л В, ' \В\ (п'лса, Г<- ]А акан-  
лнгинн курсатамнз.
Г .  Г А -* (В А )
2Г. П~1В-*(А-+1#)

— f 1 а) аксиома,

8°. Г Ь - !Я — ц-хосса (3- §),--  Sit
—МР (2°, 3°),4е . Г j~ Л



Г\-(А-*В)- ’ ((А-* ~\В)-* Л А) — (5* )  аксиома,.
V.". Г|- А - * В  — ((a)- хосса (Ij Ч,),
7и. !'■ (А - А — МР (5°, 6,!),
Ни. I V  Н А  — МР (4°, 7°).

Шундай к ил и б, А-*В,  И-бг-ПЛ зкан. Унга кетмя- 
, кот икки марта дедукция теоремасици н$'лласак, О  
*осил булади.

j Биз • куйида яна ушбу метатеоремадан фойдзла- 
намиз—у н и н г  исботи олдинги параграфда келтирилган 
( | - А д С У  В/\С - ( Л  \> В) Д С метатеоремаиинг исботига 
каранг).

4 - т е о р е м а .  (.4 В) - М ( А  -*■ С) — (А —• В/\С)). 
Куйидаги теорема жумлалар  .^исоби аксиомалари

- системасининг кенг маънода тулик эканини исботлзшда 
муким ахамиятга  эгадир.  Маълумки ,  Л V формула 
„учиичи долни инкор этиш конуни“ дейилиб, у  ж у м ­
лалар алгебрасида асосий мантилий конунлар цагорига 
киради.

5- т е о р е м а.
M V “ |A.

Ушбу теореманинг исботини келтиригидан олдин 
R ихтиёрий келтириб чикарилувчи формула (|- R », 
F эса j—' “] F булган формула эканлигини эслатиб у ra­
ni из (2-§) .  Бундан ташкари HF ни R, R ни эса F 
билан алмаштириш мумкинлиги равшандир.

И с б о т и.
1°. \ -А -> А уВ  —(3 а) аксиома,
2°. \-Аг̂ А  у П А  ( 1°).
3°. j— В - ^ А у В  —(3 в) аксиома,
4°. I— “1 Л-; -.4V П A —S u A ' 3 е),
5°. j—( А-* /^)-^( П Л )  3 - теорема,
6°. Н А ^ Л \ / П Л Ь П ( Л У П А Ь П Л )  - 5 Л)ГМ (5°), 

■7°. Ь-‘ 1 ( Л У Н Л ) - > 1 Л  МР 12°, 6°),
8 0. )-  ( - ] Л • А у  /\ 5-.( ~\ {Л V  7J Л ) -*■

- > Т И )  ~ S l A' AV ' А (5°),
9". [— П (Л V ~1 А ) “ j А -АДР (4°, 8°),
10°. ь- < А -  В ) - »- ((А~>С)-*(А~(А -*

- >В/\С)) —(4-теорема),
11°. И  П<Л \/ ПЛ)-> ’"j ~]А)-*

-{ ( ' . | ( . л1 \ / 1 Л ) ^ - 1 Л ) - Ц '1 { Л У Н У 5 )
_ v - | л л “1 л\\ £>(/t-V '1А>, Т 1Л."1А . 1 рс, *! l -*/ \  и»,1} ^ А, Ь, u
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кггЛ to о \—{ i (А у' Н А) -+■ 1 А ) -> ( i (А ,/ Л) “1Л Д "1 Л)/ - М Р  (9°, 11 А,
13°. I— |(Д \! \А>-+- | | Л Д  ~]А — МР(7°, 1:2°),
14°. T ~ M A “H i - _l “ M — А ни й у ко тиш,
15°. 1 1А Д  | А :— 71Л
16°. 1  1 ДД Н А Ь ~1 ~\А-+А —(5а)  аксиома»
j -тО 1 i . 1 ! Л Д ~7 Л 1— Л —МР (14°, 1(3°),
18°. ~]~\А А "1Л Г -  Л Д  П Л — А ни киритиш

(15°, 17"),
19°. !~ ~И Л V ~!Л) — Л А 77!Л —силлогизм

<13°, 18°),
20°. i-A-+(B-~A) —(1а)  аясиома,
21°. 1— А ' - 1 R Л ) —5* (20°),
22°. . - (  R -  •.•.ЬН АЛ~,-  -R ) - 6 д! н (5°),
23°. ЬЛ-* (- ;Л- ->П R ) —силлогизм

(21°, 22°),
24". Ь Л А  ПЛ — - R —[Оаргларни бир- 

лашгиршц (231),
25°. ЬЛДпЛ-~>Р,
26°. Ь- 1( (Л S/ ’ 1Л )—»-F) -<►( iP—► I“ U A V l A ) )

- 5 1(ЛГ А> *я (5°),
27 й. t— “1  ( Л \/ 1 Л ) —> F —силлогизм (19”,

25°),
28°. • ' F ^"'i (Л\/ Л) -МР(2б°,  27°),
29°. г - Т А  А-—Л —(5Ь) аксиома»

СО о с ••” : “ , ( Л - / А Л ) ~ .Л у 'П Л - б ; л у лА (29°).
з г 7. Ь- ПР-+Л V -П Л - силлогизм (28°, 30°),
32. 1 - 1 F —берилган мета­

теорема,
33. Ь- Л \/ 1  л - М Р  (31°, 32°).

6- т е о р е м а .  Кар бар асосий м а н тщ и й  ам ал  
уч.ун цуйиОагилар уринлидир:

Д учун:

в Л a e  1 л , В\- Л а В. (1)
1 1 1 ! А, ~}В — ~j (А /\ В), ill)
1 0 0 Н А , В -  ! (Л д в ) , (!!!)
0
9

1
0 о ! 

0 I
i л, /ib  _1(ЛА В). (IV ;
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V  у ч у н :

А в \ЛуВ А, В \- А \/В, (V)
1
)

1 S А, -}В\-А\1В, <V'iy

0 1 ~~\А, В\-А\/В, ■ <VH)
0
0

1
0

1
0

~\А, “ |£н 1 ( Л V B ) . (УШ>

-> учун:

А в А ->- В А , Я: - в. (IX)
1 1 1 А, ~)В— ~\(А->В), (X)
1 0 0 г)А, В )- А ■■'В, (XI)
0
0

1
0

i
1

71 А, 7  В Ь-А-*В, (ХП)

— учун:

В л ~  в А, Е В, (>’ ! ;1>
1 1 1 А, _1B I - - }(А^В), (X; V)
1 0 0 Z\A, В н ~ М А - В ) , 1 л  V)
0 1 0 1 А , и В\- Н, {XVh
0 0 1

П учун

А Л

.1 0
0 1

(XV]i  >
I, | А \— ! A , {X v i ! i |

Биз куйида Д учун уринли булган (I )—(IV) /<ар~ 
нинг исботини келтириш билан чегараланамиз.
(1). 3°. А, В\~А — ( l i ) -xocca (3-§) ,

2°. А,В\-В -  '
3°. А, В\-А/\В — Д ни киритиш н^идаси

(И) Iе. А, ~}В\-(А^В\-*
->(~] В->... .4) — 3 - теорема

2°. а , п е и л л £ - £ Н
- > П Я - * 1 М л Я ) )  - S AbhA ( 1°),

3°. A, \Bh А /\В-+ В — {2 b) пкскома,
4". Л. ~}Bh ~\В-+~\(А,\В) — МР(2", 3 ).

А, |В\ |В — (i i j -xocca (3*§),
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6°. А, |В !- |( Л д А )
<Ш) 1°. ~)А, - ( 3 - т е о р е м а ) ,

(IV). 1°. А Л ,  Г\В\-(А--*В)-*СПВ->~'\А)
— (3- теорема),  

2А |А, ~\В{-(А;\8-+В)^( -\В-»~\(А/\В))

Жумлалар дисоби ва жумлалар алгебраеининг фор­
мулалари бир хил булгани учун жумлалар  х,иеобининг 
формулаларини жумлалар алгебраеининг формулалари 
сифатида карнш мумкин.

Исбогсиз келтириладиган ушбу теоремада Ах белгн 
одатдагидек :  а = 1  булганда А ни, * = 0  булганда эса 
~1 -л- ни билдиради.

7- т е о р е м а. А( Л , , , . . , Ап) — ж у м л а л а р  л^исоби- 
иинг формуласи, (зи . . . , а п) эса 1 ёки 0  лардан  
т у з и л г  .н ихтиёрий т а з м а  булсин .

Агар А(а, ,  г. ,  . . . , ав) =  1 булса, у л;олда

формула мисолила курсатамиз. Берилган формулани 
жумлалар алгебраеининг формуласи сифатида карасак, 
укинг росглик жадвзли куйидагичадир:

А*. АЛ, В ( В  -► Л 1 -*■ ( А А -+ A S )  - S BA\a {1°),
3°. А Л ,  6 ( - ( А а 5 - Л } - ' П Л .- А ( Л Д ^ ) )

~ ^ А ЛЗ ( Г ) ,
3 ' .  АЛ,  А. В ь- Л л  В — В
4'\ П-4, ~\Bv А В-* ~|(ЛД 5 )
5А АЛ,  ~В -, -~ В
6°. ~!Д, ~ЛВ\~ 1 (Л Д 5 )

— (fA)-xocca (3- §),

— (2b)- аксиома, 
—МР (2°, 3°),

- М Р  (4°, 5“).

булади.
I- м и с о л. 7- теоремани

А(Л, В, C)2LA Д ~B\f  А Л  Д(В '/С^



л II : л 1 3 А Л Т В
■

B v c  j Ы Д ( й у С ) А ;\ 1 В у  1 А л (BY С)

1 1 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 { ! 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1
0 I 1 1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 в ! 1 1
0 0 1) ! I 0 0  ) 0 0

1\аралаётган формула,  масалан,  (1, 1, 1) тизмада О
цийматга эга.  Тео рем аг а  асосан

А, Я, С|- Л  (Л А Л 5  V Л А ( Я V С ) ).

Щундай цилиб, куйидаги 8 та метатеорема уринли:

(I)' .  А, В, С : -  Л  < Л А - В  у' Г И  Д (В V С)) ,
(II)' . А. В , ЛС г-  Л  (А А Л ^ У  Л А д < й у С ) | ,
(III)'. Л, -\В, C j - A  д  ~\В V' Л /1 А ( в  \ С),
(IV) ' .  А, ~\В, л О - А А  л  Я V  ЛА  Д ( б у С ) ,
(V) ' .  ЛА .  6*. Cf- А Д  -]В\/-]А • <в\/С),
(V! )' .  А,  В. H C f - A A  - f i v  Л Л  Д(«- ./С) ,
(VII)' .  Л Л, л 5 ,  С[—АД ~Й\/ ~--А/\\В':„ С).
(VIII/. “И ,  Л Я ,  Л С К  л (A A Л ^ У  Л А л ( £ у С ) ) .

(I)' —(VIII)' метатеоремалардан (III)'  нинг исбогинн 
келтирайлик: Г —[д .  В, С\ Оулса, у ^олда

1°. Г| — А  — (’}!-'< |СС;1 (3-§),
2°. Г | - Л й  -
Зи. ! ' [ -  А /\ ~\В — Д ни киритиш коидаси,
4“. Г !— А А Л В у  Л А А ( 5  у  С)  — V пи киритиш коидаси.

8- т е о р е м  а. Агар А(А,  . . . . , Л , )  умумцийматли
формула булса,  v %олда

А , У  Л А „  Л A jV 'A j ............А я \/ Л Л П; - А ( Д , -------- -- А , )  (1)
булади.

И с б о т и .  п =  I б^лса, у х;олда ушбу жадвалга  эга 
буламиз:

I Л I А{,4) I
|_---------; --------- -- [
I 1 I 1 |
I о i 1 |
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Жадвалдан
(I). Ль -А(Л ) ,  

(И). “И ь -А (Л ) .
екн

(Г).  М - А ( Л ) ,
(II)'. ЬПЛ~>А(Л)

з^осил булади.
r . j — {A~rC)-+((B-+C)~t(A\/В~*С)} — (Зс)  аксиома, 
2\  н(Л->А(Л)) ->((ПЛ->А(Л) )-^ (Л V ~]Л-А<Л>)

3". ь-( Л -лА (Л ) ) -> (Л V ~ И -»  А( <4))
4°. К 4 \ / :7 1 Л - А (Л )

1 >4, A\A) /i©\-♦Ь а , с (1 ),
-МР(<1)' ,  2°),  
-МР(П!)\ 3°)

лардан эса
А 1Л ь- А(Л)

келиб чикади.
п —2 булса,  уш буга  эга буламиз:

А В А ( Л  В)

1 1 i
1 0 1
0 1 1
0 0 1

Жадвалдан
(1)". Л,  B'r-А ёки Л ь  В-*К,
(I!)". Л, " • В ■- А ёки />• h - А,
(Ш|". ' \А.В)—А ёки • П^к/^-^А ,
(iVj". Н А  " f i j - A  ёки

>50сил булади.
1°. /. -  (Л С) ((В-+С)- [Л , В -*( )}

2°. А}-[В-+А)-*(С-}В~*А)^(В ; - } В - * к ) )

3е. Л • -( ./>'-<■ А) {В\/-;В -А)
4- - / : i— 1> \/ ] / '  '*■ А

лардан

1.ч !:-:б чицадк.
Л, В у ~|£ Г- А

~|Я->А

-(Зс)  аксиома,

t ' f i .  I B ,  А / 1 оч С И )„
- MPf 2е', ( ! ;") ,  

M P i 3 ° ,  (II)")

( 2)

ID*



Худди шундай (Ш)" ва (IV)" дан 
~\А, В\/ "1 В н  А (3 )

ян зосил киламиз.
Юкоридаги муло^азани ( 2) за (3) га цулласак,

Л У'"] А, В ч! -\В<-А (А, В)
та эришамиз.

я > 2  булг.ш цод хам худди шундай та^лилда ис- 
ботланади.

9- т е о  р е  м а. Аша  А у мумциилшгп.ш формула 
б$лса, у ж у м ла л а р  %iuобиОа келтириб чикарилувчи 
булади, яъни ( — А булса, у ,\олда Г- А  булади.

И с б о т и .  А умумцийматли формула булса,  у *олда
8 -теоремага  асосан

(4) ва (5) ларга МР-цоидасини я  марта кетма-кет к ул ­
ласак,

келиб чикади.
Исбот этилгак теорема жумлалар з^исоби аксиомэ- 

лари сисгемаси кеиг маьнода тулик эканлигини кур­
сатади.

3- т а  ъ р и ф. Жумлалар хисоби аксиомалари сис­
темасига шу системадан келтириб чицарилмайляган 
янги аксиома сифатида киритилгаида зиддияг  >, > ил 
булса,  у долда жумлалар .\исоби аксиомалари сис­
т е м а м  т ор  маънода тулиъ- дейилади.

Л е м м а .  Агар А = В  ва г - А булса, v л;олда —В бу­
лади.

И с б о т и .  Фараз цилайлик :7-В булсин. У ^олда 
IФВ булади,  яъни В умумкиймагли булмай, узгарув-  
чилзр кийматларииииг камида битта тизмасида 0 кий-
мат кабул цилади: (а, ,  л2............шундай тизмалардан
бири, яъни В(*ь а.г, . . . , а.,) = 0 булсин. [—А булгани 
учун = А  булади, хусусан А(а, ,  а.,, . . . , ап) =  1 дир. 
Бу эса лемма шартига зиддир, ва демак , |-В дир.

9 - т е о р е м  а. /Куялалар  Jfисоби аксиомалари сис- 
т е  часа т о  о маънода тулицдир.

И с б и т и. Фараз килайлкк, жумлалар - исоби а к ­
сиомалари системаси тор маънода тулик булмасин, А

(4 )

(5 )

Н А



эса аксиомалардан келтириб чщарилувчи формула  
булмасин.  Уни янги аксиома сифатида ж у м л а л а р  \и- 
соби аксиомалари системасига киритайдик .  Дастлабки 
аксиомалар системасини (I) билан, кейин ^осил б\лган 
(А ни аксиома сифатида киритилгандан кейин) аксис-ма-
лар системасини (II) билан белгилайлик. b B  ёки - В

(!) i l l)
ёзувлар мос равишда:

„В формула (I) аксиомалар системасидан келтириб 
чикарилувчидир“, „В формула (II) аксиомалар система- 
сидаи келтириб чикарилувчидир" деб у^илади. А фор­
мула  танланишига кура А, аммо А дир. У дол да

'. I»
\=f- А булиб.  шундай тизма (а,,  . . . , ап) топиладики, 
А(а, ,  . . . , ап) =  0 булади.  А формулами МКИФ га 
ёяйлик.

А (Л , ............Аа) = (ЛГ‘ У Л"1 V.  . . V  АТ) Л (С, )  Д . . .  А( 'СЙ)

б>'либ, бунда С;(£=1,&1 тулик элементар йигинди, Л“
эса а =  1 булганда  ~;Л, а =  0 булганда А ни бил-
диради. j—А булгани учун исботланган леммага асосан 

(in
b  (At' V  А а/\/. . .  V  А а„п) Д ( С , ) А .  • • А (С*) булади.  Унга 
(in ' ___
Л  ни йу коти т  коидасини ^улласак ,  |—Сг(/= 1, к) ва

( Н )

h  л ] ' v . . .  v  л Т  (*)
;П)

>;г л  булади.  Л? /. . . \/ Л°/! формула Л ; =  а,- <7 
булганда 0 <ч;:йм;:т кабул килади, яъни у  умумкий- 
матли формула эмас, ва демак ,

1+.А\' V  . • • V А ап” (**)
Ш)

булади.  (*) ва (**)  лардан куринадики,  (!) дан к ел ­
тириб чицарилмайдиган А формулани аксиома сифатида 
(1) га киритсак, ^осил булган (II) аксиомалар системаси 
зиддиятли система булар экаи. Демак ,  жумлалар хи- 
соби тор маънода тулиц экан.

4 - т а  ъ риф.  Жумлалар дисобининг формулалари 
учуй н!ундай алгоритм1 (йул, усул ,  метод, коида) мав- 
ж у д  булсаки,  мазкур алгоритм ёрдамида *ар бир фор­
мула жумлалар  ,хисобида исботланувчн (теорема)  ёки

1 t А л горитм* тушунчаси V ЬоЬдн бзчафси/, царалади.
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исботланувчи эмас эканлигини курсатиш мумкин булса,  
у  :уолда жумлалар  хисоби учун исботлаш масаласи 
алгорипишк ечилувш дейилади

10 - т е о р е м а. Ж у м л а л а р  .щсоби формулалари  
у кун исботланиш масаласи алгорипмик ечилувчиаир.

И с б о т и .  А жумлалар  ^исобиминг ихтиёрий фор- 
муласн бу'лсин. Жумлалар зисоби кенг маънода тулиь; 
булиши учун,  маълумки,  жумлалар алгебрасининг хар 
бир умумкийматли формуласи исботланувчи (келтириб 

> чикарилувчи) булиши керак. Шундай килиб, А фор­
мула жумлалар 5? исоби да исботланувчи ёки исбот­
ланувчи эмас эканини курсатиш учун у  умумцийматли 
ёки умухщийматли эмас эканлигини курсатиш кифоя- 
дир.  Х,ар кандай А формула умумцийматли ёки умум- 
к и й м 1тли эмасли гинн курсатадиган алгоритм мавжуд -  
лиги маълум—бу формулаиинг ростлик жадвалини 
т у з и т  ёки унинг МДНФ сини куришдпр:  *ар иккала 
мазкур алгоритм чекли цаламдан сунг  кзралаётган са- 
волга жааоб беради.

М а ш ц л а р

1. Куйидаги формулалар жумлалар  з^исобида тео­
рема эканлигини курсатинг:
а) A v й —( Л Д (Л v  В } — А )•
б) “] ( Я ;  Л ) ->“1Л;
в )  АЛС\'В/\С-*С;
г) Л -* (# -* А ) Л. ~j Л;
д)  Л - Л  ПА.

2. Куйидаги формудаларпи дедукция теопемасига
асосан  и с б о т л а н г :
а) (В-?С) — (Л/’С\/В - С ) ;
б )  н  (A  V # ) - *  -| Л;
в) Л /'■ В-* (А *(* \/ А):
г ) ( 5 — “ 1 п  А } — I Л У В -* - ] - ]  Л );
д)  ( ( Л - Я » -  ; / Ш ) - у ( Л ^ Я , ^ П Л ) .

3. 7- § даги 6- теоремада келтирилган ( V) — (XVIII)  
метатеоремаларни исботланг.

4. I бобнинг ,>§ идя келтирилган умумкийматли фор­
мулалар )фсил цилиni коидаларига асосланган *олда 
ж ум лалар  хисобияинг зрсилавий ке;пириб чицариш 
^оидаларини асосланг.

105



III Б О Б

ПРЕДИКАТЛАР АЛГЕБРАСИ

1- §. Предикатлар

Биз юкорида танишгаи жумлалар алгебраеи фикр- 
лашдаги купгина конунларни уз  ичига олган булса-да,  
аммо туплам элементларининг хоссалари ва элементлари 
орасидаги муносабатларни ифода цилишга, англатишга 
яроксиздир. Жумлалар алгебрасида хар бир содда 
жумла ички тузилишига кура эмас, балки абсолют рост 
ёки ёлгои кийматга эга булиш хоссасига кура ургани- 
лади. Купгина математик муло^азаларда туплам эле­
ментларининг берилган хоссаларидан ёки улар ораси­
даги муносабатлардан боцща хосса ёки муносабаллар 
келиб чицишини курамиз.  А\асалан, „(Л): ^ар кандай 
дифференциалланувчи функция узлуксиз функция бу ­

лади, ( В ) : у = \ — функцияси дифференциалламувчидир,
L t

ва демак ,  (С):  берилган функция узлуксиздир* деган 
мураккаб мулодазани,  гарчи унинг куриниши (Л) ,  
(Z?)| =  (C) каби булса-да,  жумлалар алгебрасида б у к дай 
мантилий натижа (келтириб чицариш) рост булавер- 
майди. Бу муло^азада функциянинг дифференциал­
ланувчи булиш хоссаси билан узлуксиз булиш хоссаси 
орасидаги богланиш кулланилаётир.

$гзбек тилипинг барча дарак r anлари тупламида 
бир турдаги дарах  гаплар учрайди. Буни бир неча 
мисолларда ёритайлнк.

( 1) :  „1— туб сон",
, 2—туб сон“,
, 3 —туб сон“,

Куриниб турибдики, бу да рак гапларнинг у,ар бири
рост ёки ёлгон жумлалар булиб, улар тузилиши буйича 
бир хилдир. Бундам та ища р и бу жумлалар таркибида 
чандайднр (бу ерда натурал сонлар) туплам элемент­
лари к;атнашаётир.
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1 дан кичик*.

«

( 3 ) :  ,1 -f- 1 =  1‘  
.1 +  1 - 2 ‘ , 

..1 - 1 - 1 - 3 -

,1 +2 = Г ,  
,1 -1- 2 - 2*,
„ 1 + 2  =  3*.

( 4 ) :  „Л^мад Саиднинг акаси* 
„Эркин Карнмнинг акаси*,
„Махмуд Раънонинг акаси*,

(бунда  А^мад,  Саид, Эркин, Карим, Махмуд,  Раъно 
ва ^оказолар муайян одамлар).

(5) : „ Ма ьл у.мотнома “ I „Справка">—к у пчнликка 
маълум 5?ужжатдир.  Масалан, талабаларга бериладигаи 
одатдаги маьлумотнома нусхаешш олайлик.

Юкоридаги ишцогоз (форма) да бешга „буш жой 
булиб, улар муайян номлар (маълум бир тупламлар 
элементлари) билан тулдирилмагунча,  бу ишн’огоз рост 
ёки ёлгон булган жумлага  (хакикий ёки калбаки маъ- 
лумотиомага)  айланмайди.

МАЪЛУМОТНО.МЛ 

Берилди ушбу маълумотнома шу хакдаки,

института __________

___ куреида укийди.
Факультет декан и

факульте-
пинг ф. «ч и. 
ТИН И Г? Г __
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Уз-узидан равшанки, ( 1) да келтирилган бир т у р ­
даги жумлаларни битта форма орцали ёзиш мумкин
— бу форма „х — туб сон“ дир. Мазкур формада цат- 
нашган х  натурал сонлар туплами дан киймат кабул 
килувчи предмет узгарувчидир.

(2),  (3) на (4) да  келтирилган бир турдаги ж у м л а ­
ларни эса мос равишда у" („х у дан к и ч и к " „х-4- 
-\-у==гн ва „х  у  нинг акаси* формаларга мужассам-  
лаштириш мумкин.  (5) мисолда келтирилган ишкогоз 
(форма) даги биринчи «буш жойни“ нккинчисини 
у, учинчисини г ,  туртинчисиии t ва них,опт, бешинчи- 
синн и билан белгиласак,  у  холда бу ишногоз дам уз-  
гарувчиларга боглик булган формата (дарак гапга) ай- 
ланади. Бунд а й дарак  гаплар математик мантиеда жум-  
лавий форма еки предикат деб аталади.  „х — туб с к “ 
жумлавий форма бир узгарувчили,  _,v <  v* ва чх  у 
нинг акаси“ жумлавий формалар икки узгарувчили,  
„л- - f  у — г “ форма эса уч узгарувчи эканлигини сезиш 
кийин эмас. Бундам ташцари, {1) — (3) ларнинг ^ар би- 
рида чексиз к\и бир турдаги жумлалар натнашган 
булса,  (4) ва (5) даги бир турдаги жумлалар сопи чек ­
ли дир.

Юкорида келтирилган формаларга бош^а нуктаи 
назардаи караш — уларнинг ^ар бирини махсус функ­
циялар деб караш хам мумкин.

V — илгаригидек барча жумлалар туплами булсин. 
/ V- функция натурал сонларни жумлалар тупла-
мига куйидагича акслантирсин:
( Г ) :  1 ------„1 — туб сон" {ёлгон),

 2  >-,2 — туб сон* (рост),
 3  *• „3 — туб сон“ (рост),
 4  »■-, 4  — туб сон“ (ёлгон),

/ :  А/г -* V функция натурал сонлар туплами декврт 
квадратини V тупламга куйидагича акслантиради:
(2 ' ) :  ( 1, 1) — ■—> ,1 1 дан кичик* (ёлгон),

|2 , I ) ------ -
(2 , 2 ) ------------ > о

U

м
(ёлгон).

u— (елгон)
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j :Л/®—> V функция натурал сонлар туплами декарт 
кубкни V тупламга куйидагича акслангирсин:
(3' ) :  ( 1, 1, 1) — —* „1 + 1  -  1“ (ёлгон),

( 1, 1, 2 ) — „1 + 1 = 2 ‘  (рост),
( 1, 1, 3) -  —  „ 1 + 1 = 3 “ (слгон),

Бундай функциялар иропозиционал функциялар ёки 
мантикий функциялар деб аталади.

Шундай ^илиб, М  — предмет coxa, V — ж умлалар  
туплами булса,  п- ар (аргументли) ёки п уринли про- 
позиционал функция деб

/ : Ма —> V

акслантиришга айтилади; бунда М п — предмет соха-  
нинг декарт п- даражаси,  / нинг к'ийматлари бир т у р ­
даги жумлалардир,  и- ар иропозиционал фушшияшшг
М п га тегишли булган (л*,, х 2, ■ . .. х п) а ~ ликдаги кик- 
мати сифатида шу п- ликка мое келувчи муайян ж ум -  
лани (бир турдаги жумлаларнинг бирини) эмас, балки
унинг кнймати (рост ёки ёлгон) ни одиш мумкин.  Бу 
холда нропозиционал функцияни f  : М п -> \ 1, 0} ( - ун-  
да 1 „рост* ни, 0 эса „ёлгон“ ни билдиради) акслан- 
тириш сифатида кабул килиш .мумкин. я - а р  / пропо- 
зиционал функция узи аникланган М п тупламнинг х а ­
рактеристик функцияси деб ^ам аталади.

Т а ъ р и ф. М тупламда аникланган а уринли пре­
д и к а т  деб ихтиёрий « - а р  / : Ж" - - {1, 0 } пропозиди- 
онал функцияга айтилади.

п = 0 булганда 0 уринли предикат жумладан  ибо-
ратдир. п уринли предикатларни R n\ Q:n\ S{ '*................. .
/?Г\ R{2 ], - • . лар каби белгилаймиз (баъзан юцори 
индексларни ёзмасдан).  R {n>— п. уринли предикат,  л,*
x.j............ д'я ~ у н д а  катнашган. предмет узгзрувчилар
булса.  у  холда у  Rtn) (х ,, х 2............х п) каби ёзилади.

Буш булмаган М  тупламда берилган п уринли пре­
дикат шу тупламда аникланган п- ар муносабат би­
лан чамбарчас богликдир: з а̂р бир предикат битта му-  
нослбятни, хар бир муносабат хам битта предикатни 
белпглайди.
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бат R(tt> пведикатнинг М п тупламдаги ростлик содаси 
билан ус ;  ма-уст тушади,  яъни а уринли предикат а-  
ар муносабатни аницлайди. Аксинча, S C  М" муно- 
сабат п уринли предикатни аниклайди: бунда (а , ,

булса, S (a>(a lt . . а п) — рост, (as. . . а „) £ S  
булса,  S {!t> (аи . а„) «• ёлгон деб олиш кнфоядир. 
Равшанки, .предикат — муносабат — предикат* ёки „му- 
носабат — предикат— муносабат" узаро утишлар бир 
киймаглидир.

М чекли туплам булса,  унда аиикланадиган барча 
п уринли предикатлар туплами .\ам чекли булиб, ул ар ­
нинг дар биринн чекли жадвал  ёрдамида нфоаалаш
мум КИЯ.

Агар М саиокли ва дискрет туплам булса,  у  ^ол- 
до унда аникланган бир, икки ва к. уринли преди- 
кзтларнп чексиз жадвал ёрдамида бериш мумкин. Ам- 
мо М  санокли булмаган чексиз туплам ёки узлуксиз 
■гуплчм булса,  у холда унда аиикланадиган предикат- 
ларня жадвал ёрдамида бериш *акида ran були­
ши Vivмкин эмас. Шундай бу/шшига 1<арамасдан, баъ­
зи бир икки уринли предикатлар ростлик со.^асинннг 
геометрик тасвирини келтириш мумкин. Масалан. ха-  
щщпЛ сонлар тупламида аникланган „у — х 1* преди- 
катнинг ростлик сохаси 7 -ш аклда  курсатилган пара* 
болана ташкил этувчи барча нукталар тупламидан ибо- 
ратдир. „у <; 2л: -[-1 “ предикатнинг ростлик со\аси эса 
у  — 2х  + 1  тугри чизикнинг остида ётган ярим текис­
лик дир (8- шакл).

Бир тупламда берилган иккита предикатнинг конь»  
юикцияси бу предикатларнинг иккал аси хам рост бул-

г
i У

7-иикд. 8- таил .



. ганда рост,  цолган лолларда ёлгон булувчи янги  пре­
дикат булади. Худди шунга у х ш а ш  иредикатларкииг 
дизъюнкцияси, нмпликацияси, эквиваленцияси ва ин- 
кори ^ам янги  предикатларни *осил ^илади. ^осил 
б у л г а н  янги  предикатларнииг ростлик  с о^ал ар и  берил- 
Г8н предикатлар ростлик  со^аларининг кесишмаси, бир- 
лашмаси ва шу кабилар булиш и аникдир .

Масалан, Р ( л ): „л- — туб сон*, А* (л): , х — жуфт 
сон“ предикатларининг конъюничшяси ~f(x) — P{x)  Д 
Д  R {х) прединатиинг ростлик со^аси |2 ) тупламдир.

2 -§ .  Кванторлар

Математик муло^азаларда «таърмф, теорема ва х. 
к . )  „исталган", „барча*, ,д ар  бир“, „тоиилади*, „мав- 
ж у д *  каби сузлар учрайди. Масалан, функциянмнг н у ц- 
тадаги узлуксизлиги таърифини олайлик:

„Исталган в >  0 сон учун шундай о >• 0 сони типил- 
саки, \х — л:0 | < 8  тенгсизликни цаноатлантирувчи бар ­
ча л' лар учун \ f ( x ) ~ f  ( x e) J <  е тенгсизлик уринли 
булса,  у  з{олда f ( x )  функция х * ^ х 0 нуктада у з л у к ­
сиз дейилади”. Бу таърифда учраган „исталган",  „пгр- 
ча* сузлари бир хил мазмунга эга булиб, улар мате­
матик мантикда „умумийлик к ван тори* деб,  „тог.ила- 
ди" (унга мазмундош булган „м ав ж уд “, „бор“ >.-я 3 - 
к .)  сузи эса „мавжудлик  квавтори* деб аталади.  Бу 
кванторлар мое. равишда V  ва 3  белгилари ор!-;а,/ш 
ифодаланади.

Юцоридаги таъриф куйидягича ёзилади:
/ (х )  — узлуксиз ~  v * з Ч е > 0  А о >  0 А  У ж  (I х  —

— х ь \ <  В -> | / (х) — / U 0| <  е)|.

Алгебра да куп учрайдиган ассоииативлик, коммута-  
тивлик, дистрибутивлик нонунларида >;зм кванторлар 
учрайди:
( I). v  а V  Ь V с [(а  +  Ь ) + с  — а  +  (Ь с ) ],
(И), v o  \‘‘Ь [а +  b =• b - г  а{,
(III), у а  v b  v c  \а (/> +  с) =  ab ас).

Туб сонлар туиламннииг чсксизлиги ^ацидаги Евк­
лид теоремаси ^уйидагича ёзилади:

V *  ЗУ \Р(У) А (•* <  У)]»
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бунда  х,  у  f  Л', Pit',:  , t  — туб сон“ булиб, теорема 
таркибида умумийлик ва мавжудлик  кванторлари кат- 
нашганлигини кхфамиз.

Алгебранинг асосий теоремаси
у  а 0 V-a, . . . v a „  [ а 0 О Д  «  >  1 ->■

— з х  ( а 0х я +  a tx n~l -f- . . . +  tf„_.ix +  а я = 0 )(
да  хам катор кванторлар тенглама параметрлари (ко- 
эффициентлари) ва узгарувчи х  ни бо»ланганлигини
к у рам из.

Кванторлар предикат таркибидаги предмет уз гарув -  
. чнларига цулланилади— бундай узгарувчилар боглан- 
тап (квантор билан богланган) узгарувчилар дейилади. 
И'П! (а’ц . . х п) преднкатда х 1( . . х„ лар квантор­
лар билан борланмаган булса,  улар эркин предмет у з ­
гарувчилар дейилади. Ушбу преднкатда факат х, ни 
квантор билан богласак,  колган узгарувчилар эркнн- 
лигича цолаверадилар ва натижада п — 1 уринли

Q("“ n ( x , , .  . x n)~(Xi)R{n> (х , ,  х 2, х„)
предикат досил булади;  бунда ( х , )  билан \/х, ёки з х ,  
белгиланган.

Р''п’ (х и . . х п) предикатдаги хар бир эркин узга-  
рузчини квантор билан богласак,  натижада жумла  хо­
сил булади:

(XiHXi) . . .  <х„) R(n) ( х , ,  х а, х я).

Масалан:  Р ( х ,  у):  „у ;  х “ преднкатда х  узгарувчи-  
га  V  кванторни кулласак ,  Р л (у Z  v x  Р ( х ,  у): „у хар 
кандай х  натурал сонга булинади“ деган,  Р (х ,  у)  да 
у  ни з  квантор билан богласак,  Р 2 (х)Щ з у Р ( х ,  у) ;  
„х сонига булинадиган у натурал сон м а в ж у д 11— д е ­
ган бир уринли предикатлар хоснл булса,  х  ва у  лар- 
нинг хар иккаласини кванторлар билан богласак,  ж у м ­
лалар х,осил булади. Масалан, V x g у Р ( х ,  у): „хар 
бир х  натурал сонга булинадиган у  натурал сон мав- 
ж у д “ — деган жумладир.  Ундан ташкари

V x V y P l x ,  у),  3 х- уР(х ,  у) ,  д х з у  Р (х ,  у ) ,
ЗУ  \/хР  (л~, >*}, у з л - />< х ,  у)

-тар хам жумлалардир. Бу жумлалар рост ёки ёлгон 
Кийматга эгадир. Масалан., з х у уР  (х,  у } жумла :  „шун­
дай х  натурал сон мавжудки,  хар бир у  натурал сон 
ун га булинади* — ростдир.



3- §. Предикатлар алгебраеининг формулалари 
ва  уларнинг цийматлари

Дастлаб предикатлар алгебраеининг формулалари- 
яи,  сунгра эса предикатлар аникланган туплам берил­
ган да формулаларнинг цийматини аниклаймиз.

Предикатлар алгебраеининг алфавити нуйидаги бел- 
гкларлан иборат:

1. х а, x t, . . х я, . . .  — предмет узгарувчилар,
2 . Ща'\ ■ . Ri"1', . . .  — предикат белгилар,
3. Д ,  V ,  Н — мантилий белгилар,
4. V , Н — кванторлар.
5. (,) — ь(авслар (техник белгилар)*.

Предикат белгилар туплами одатда сигнатура де-  
йилади ва о билан белгиланади. я„, п,, . . ., п{, 
сонлар кетма-кетлиги предикатлар алгебраеининг Tvpn 
дейилади. Равшанки,  барча жумлалар 0  уринли преди­
катлар сифатида предикатлар алгебрасига киради.

1- т а ъ р н ф .  1°. a) RTl) предикат белги, п., — 0 б ул ­
са, у холда /^Лг> формула хисоблаиади;

6 } Я)"1' предикат белги, п, > 0  хам л а х , .............  х,н
лар предмет узгарувчилар булса,  у  дол да R'."*’ (х ,, , 
х п.) формула булади (бу формулада барча узгарувчи-  
лар эркиндир).

Т  А ва В лар формула булса,  у холда (А /' В), 
(А У 8 ), ( А- - -В) ,  ( А ~ В )  ва ( “; А) лар дам формула- 
лардир (бу формулаларда А ва В формулаларнинг эр­
кин узгарувчилари эркин булади).

3 ’ . Агар А ( х , ,  . . ., х„) формула булиб,  унинг бар­
ча эркин узгарувчилари x t, л >. . . ., х л узгарувчилар 
туплам ига тегишли булса,  у  холда v x ,  А (л-,, . . х п) 
ва з*. .  A(.v, ,  . . ., х п) лар хам формула булади (бу 
формулаларда x t боглик предмет узгарувчи булиб, V 
ёки 3  кванторлар А формулада д- нинг эркин булиб 
кагнашганларигагина таъсир килади. А формуладаги xi 
дан бошка эркин узгарувчилар досил булган форму­
лаларда эркин булиб колаверади.

4J . Бошка формулалар йук;.

* Предикат  белшлар т укламшшвг  к у в о а т и  сапоклидлн кдг та  
булм;|:  аи дол к ар ал а ет ир .
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Iй- бандда кнритилгав формулалар атомлар, эркин 
Узгарувчи катнашмаган формулалар эса ёпик формула­
лар деб аталали. Баъзан ёпик формулалар тасдицлар 
(ёки даъиолар» деб дам аталади (тасдицлар синфига
барча ж у м л ал ар  дам киради).

1-м и с о л .  ' a t  <  /?,, R2 ’, R 'f  >  си гиатурада  к у -  
й к д г г к  формулами олайлик:

3 4  (Rl* (х3, х ъ jt4) \ R, -  V'Xj /?32’ (х2, JC»)). О )

Бу формулада  кайси квантор кайси узгарувчини 6 o f -  

лагаилпгини чизицлар ёр дамида  о сон курсатиш м у м ­
кин:

3 (*а. х 2, Л'4) Д R, V X j Rl2> (х3, х*)). (* )
r _ _____ 1______________________________ t

(*)  дан куриналики, (1) формулада  х 2 ва х 4 у з г а ­
рувчилар биттадан жонда эркин долда, х 2 бир ж о й а а  
богланган долла, л'я эса дамма жойда богланган дол- 
да  катнашган ..ир, Шундай килиб, предмет  у з г а р у в чи  
формулада дам эркин, д : м  богланган дол да катна ши­
ши мумкин экаи

(&). < / :)(l1, Qu\ Ru\ . . . >  сигнатурадаги 

v x  (Я '"  (х) Д 3 _vQ<2’ (х, г) -> g у R'"] (х, у)) V

V Q !2’ (2, X) (2>

формуланинг  3 .vQl2i (xf z) формулаостисида х  боглик ,
2 эса эркин уз г ар ув чи  g y Ru , (x , v )  формулаостида эса 
v богланган х  эркин уз г ар ув чи  булсада,  аммо шу х  
берилган формуланинг узида У .г квантор» билан бог- 
лангандир.  V i  квантор яна формула таркибида кат-  
нашган РП) (х) формулаостилаги х нинг дам боглзн-  
гап.шги р а в ш ж .  Q1*' - г, х)  формулаостиси деч кй!' си 
квангорнннг таъсирида булмаганлиги уч ун  ундаги л 
на .v лар эркин у зг арув  чила уди р. Шундай килиб, #чи~ 
зицлар ёрдамида юцорида айтилганларни к;уйидагича 
курса  j иш мумкин:

 ̂ * 
у х  (Pih(x) 3  A kQ{2) (х, z) -> 3 yRm (х, у}) V  Qm (г, х),

t _____ t______ _____________________ t

114



( 1) ва (2 ) формулаларда эркин предмет узгарувчилар 
Катна'шгаялиги уч у » ,  табиий, улар ёпик формула эмас. 
Шуми ^ам кайд килиб утамизки,  (1) формулани х 2 ва
х 4 эркин узгарувчиларга боглик; булган икки уринли 
предикат деб цараш мумкин:

1 (x.j, х 4) X  э х ;, { R (Xj, х а, х') Д  R, ->
. v  х 2 R-’f 1 (х>, х 3)),

. ^
( 2) формулами эса х  ва г  эркин узгарувчили

S  (х ,  г )  _э_ у х  ( Р <1) ( х )  Д 3 xQ(2’ (х ,  г)  -*
-* Зу/? "* (х ,  у) )  V  <ЛЧг,  х )

предикат деб караш мумкин.
(с).  <  R' - /?,, . . . >  сигнатурадагн

V Xj ( з х 3 (x s, JCJf x , )  A /?, ->• У х *  R f  ( x „  x 4))

формулада эркин предмет узгарувчилар булмагани 
учуг* бу формула ёпик (тасдик) дир.

Кулайлик учун предмет узгарувчиларни х ,  у ,  г ,  t, 
. . предикат белгиларии эса Р, Q, R, . . .  каби ёза- 
миз.
<1/. v x ( F ( x ,  х )  А  3 )> /? (х ,  у, ~) з  -V у. г У) V
V /•'(г, у).

<П)- V *(/; (Л t ) A 3 * R ( t ,  X, 2 ) -г 3 uQ (t, у .  I D )  у  /’ (г .  у) ,  
<Ш). V  v ( F ( v ,  v) А Эх/? (у ,  х ,  2 ! - 3 ? Q ( y ,  х ,  г ) )  V 

V /’ ( г ,  у) .

(1) ва ( Щ формулаларни бирини иккинчисндан бог- 
лаиган узгарувчиларни кайта белгилаш ёрдамида <\о- 
сил килиш мумкинлиги шуб.%асиздир. Бундай форму­
лалар у :;аро ухшши ёки конгруэшп формулалар дейи­
лади.

(Ш) формула (I) ва ( 1!) формулаларнинг деч бири- 
гз  конгруэнт эмаслиги аёндир.

Предикатлар алгебрасида А формула А (х) курини- 
шида ёзилган булса, унда х  эркин узгарувчи сифати­
да катплшади деб дисобланадн.

Юкорида битта формуланинг узига узгарувчи хам 
боглангаи, >;ам эркин холатда катнашишн мумкинлиги 
*а:<ида айтилган эди. Яна куйидаги формулаларга эь-  
тибор берайлнк.

Р ( х )  Д {A ->3 x Q ( x ,  у) )  у  Q (х ,  г )  д  Р  (г)
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формулада х  икки жойда эркин, бир жойда боглиц 
^олда  к а т а ш г а н  булса,

У х  (Р  (X) Д  (А -* 3 XQ (х, у )) У Q{ х,  г)) Д Р (х)
формулада эса л  бир жойда эркин, цолгая жойларда 
богдицдир.

А (х) формулада д- ка ми да бит га жойда эркин кат-  
нашган булсин. Баъзан уни бошка предмет уз гарувчи 
билан алмаштириш'зарураги тугилади.  ^аидай шарт- 
лар бажарилганда А(.хг) формуладан A (t) формулами 
*осил цнлиш мумкин эканлигини курсатиш учун фор­
му лад аги предмет узгарувчини канта номлаш коидаси 
тушунчаси ва унга  боглик булган бир предмет у з г а ­
рувчи иккинчи узгарувчи учун эркин булиши тушун­
часи билан танишамиз.

(а).  Агар х  А формулада боглангаи, t А (х)  да кат- 
■нашмагап узгарувчи ёки х  А (.г) да t ни бог ловчи 
кванторнинг таъсир со^аснда катнашмаган булса,  у  
холда А (л:) формуладаги х  боглик узгарувчини t би­
лан алмаштириш натижа< ида k ( t )  формулани досил 
Килиш мумкин.  Бу холда А (О формула А (х)  форму- 
ладан боглангаи узгарувчи (х )  ни кайта номлаш кои­
даси ёрдамида косил килинган дейилади. Ушбу коида 
баъзан, ,,S'y - “ ёки коида* деб >;ам юритилади
(^атто, кискалик учун „S - коида“ деб >;ам атаймиз).

2- м и с о л. А (х)  3 l -у х  ( э х -/5 х,  у) -* Q (х,  у, г)) бул ­
са,  мазкур формулага S  у  коидани куллаш натижасида

А(/ )2Г  -У  \ З у Р ( ‘ , У, г ) )
хосил булади.

(би Агар х  А да эркин узгарувчи сифатида кат-  
нашган булса (камида битга жзйда» ,  у  ^олда х  кинг 
эркин катнашган барча жоиларида уни i билан алмаш- 
тириб A (t) формулани д-осил килиш мумкин.

3-  м и с о л . А ( х ) ~  - .‘ к 3 у_Р (х ,  у ) у  Q ( х ,  у, г) -* 
у  у Р(х,  у) булса ,  А (^) я- у х э у  Р ( х ,  у) V Q(t,  У,

г) -> . y P ( t ,  у) булади.
Формула а аги эркин предмет  узг ар ув чи ни  кайта ном-  

л аш да  ку й и д а ги  >;олларга эъшбор бериш л озим:
(б, ) ,  х  эркин узгарувчи булсада,  аммо Гошка би­

рор узгарувчи,  масалан у ни боглагаи бирор квантор­
нинг таъсир сохасида булиши мумкин;

( б 2). х  эркин узгарувчи блУп-У, хеч кандай кв а н т о р ­
нинг (бошка Узгарувчиларни богловчи) таъсир со*аси- 
да  жойлашмаган булиши мумкин .
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(б, )  дол «на иккита  долга ажралади:
(б,) ' ,  х  ни у билан алмаштириш (яъни t =  А нати­

жасида А (у )  формула досил булади.
Бу долда  у у з г а р у в ч и  х  уч ун  эркин эмас деб ди- 

собланади.
(б, )" ,  х  ни t (Ф v) билан алмаштириш натижасида 

А (О формула хосил бул ад и.  Б у  д олда  t узг ар ув чи  х  
учун эркин деб дисобланади.

4 - ы и с о л .  Р ( х ,  у) -?■ / yQ (х, v, z) У  у  .t 3 Ẑ ( X- г ) 
формулада х  нинг эркмн катнашган жойларига (6v фор­
мулада х икки жойда эркин катнашган) у ни куйсак,

Р ( у ,  у)-* у  у О (у, у, г) v  \ / x ^ z P ( x ,  Z)

формула досил б у л а д и  Табиий, бу холла  у  узг ар ув чи  
х  учун  эркин эмас,  чунки л* ни у билан ялмашгнрнл- 
гач,  у уз г а р у в чи  фа кат бир жойда эркин булиб кола- 
ди (берилган формуланинг  урта кисмнда эркин эди,  
аммо досил булган формулада уша жойда у  боглик-  
дир).  _

п- м и с о л А (х) s .  V х З у Р  (х, у) У  Q (х, у. г) — * 
У у  Р ( х ,  >) булса ,  у  долда

А (t) 7L v x  З у Р ( х ,  у )  V  Q (t, у ,  z) -v уР  i t, у)
булиб,  бунда  / х  уч ун  эркиндир, чункн берилган фор­
м ул а д а  икки жой да  эркин булган х  у р н ига / к^нили-  
ши нат ижасида  досил булган А (О формуланинг  уша 
жойлармда t дам эркиндир (икки ж Угла) .

Шундай килиб, А ( х )  формулада !  и л' уз г ар ув чи  
у ч у н  кандай шартлар баж ар илганда  / у з г ар ув чи  л* учун  
эркин деб дисобланади? Фараз килай, ;ик,  A(.v) форму­
лада х  уз г а р у в чи  т  ( т  >  1) жо йда  эркин катнашган 
булсин (бир неча бошка жойларда х  богланган б у л и ­
ши дам мумкин)

А ( х )  формулада х  нинг эркин катнашган жойларп- 
да  уни t билан алмаштирсак,  A\t) формула  досил б у ­
лади. Агар А (х) да д' ка ерда  эркин катнашган булса,  
A ( f  I дч t дам  уша  ж ойларда  эркин катнашса ( т  та 
жойда) ,  у  долда  / у з г а р у в чи  А ( х )  формулада учун 
эркин дейилади ва А (л )  дан А (?) га утиш предмет 
у з г а р у в чи  учун  эркин урипга  к\;Пиш цоидасшишг иа- 
тижасн дисобланади ёки A{t)  формула  А ис) дан -эр­
кин предмет  Узгарувчи (х) пн кайта помлаш коидаси 
ёр дам ида  досия килингян дейилади.

Ушбу коидани баъзан „.V,- коида" деб дам a'i зн миЗа
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'Окорила келгирилган (I) формулада г  узгарувчи 
-эркин катнашади, аммо г  узгарувчи х  учун дам.  v 
учун хам эркин эмас. Дар бир узгарувчи узи учун эр- 
кин булиши, формулада катнашмагаи узгарувчи дар 
бир- узгарувчи учун эркин булиши равшандир.

Предикатлар алгебраси формуласининг кийматини 
аниклаш учун сигнатурадагн дар бир предикатга буш 
булмаган тупламда аникланган предикатам мос куйиш 
керак (бу предикатларни дам сигнатурадагн предикат 
белгилари билан белгилаш мумкин).

Лгар М тупламда сигнатурадагн дар бир предикат 
аникланган булса,  у  долда уни сигнатурадагн модель 
деб аталади ва

М =  <  М; R0, (*)

оркали белгиланади.
Предикатлар алгебраси сигнатурасида бирор (* мо­

дель берилган булсин. Бу моделда формулаларнинг 
К и й мати и и аникла и м из.

Формуладаги эркин узгарувчилар М тунламдан кий- 
мат кабул кнлади, 0 уринли предикатлар (яъни ж ум л а ­
лар} эса 1 ёки 0 кий мат кабул цилади. LLIv пдай цилкб, 
Формула таърифининг 1°- баидида киритилган формула­
лар мод ел нинг берилиши билан тулик аникланади. Таъ- 
рифаинг 2 ' -бандида киритилган формулалар кийматлари 
жумлалар злгебрасидагидек аникланади. 3° -бапд  бу ­
йича хосил цилингаи V x tA (х , ,  . . xh . . х„) фор­
муласи х и . . x f_v x i , v . . x tt узгарувчилар мос 
разишяа а , ,  . . a t_v а ыл, . .  ., ап кий мат кабул кил- 
га н да А (аи . . . ,  a t_v x t, a l+l, . .  ап) формула x t уз- 
гарузчя Ж тупламнинг дар бир элементини киймат си» 
фатида кабул килганда рост булса рост, колган лол­
ларда эса слгон киймат кабул килади, деб дисоблана- 
ди.  з  х {А (хи ..., Xj.......х„) формула x t узгарувчи М туп ­
лам дан баъзи бир киГшатлар кабул килганда рост булса 
рост, колган долларла ёлгон булади, деб дисобланади.

Бир сигнатурадагн икки модель бир- биридан тан- 
ланган тупламлар билан ёки сигнатурадагн предикат- 
ларнинг аникланиши билан фаркланади.

,\ар бир ёпик формула берилган моделда рост ёки 
ёлго(Е кийматга эга булади. Берилган ёпик формула М 
моделда рост булиши

М [— А
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каби белгиланади. Берилган М моделда рост булган 
ёпик формулалар туплами М моделнинг элементам на­
зарияси дейилади хам да Th ( М I билан белгиланади 

Баъзан берилган сигнатурадаги моделларнинг бирор 
синфи — К ни цараш мумкин.  К  синфдагн .\ар бир мо­
делда рост булган ёпик формулалар туплами шу сииф- 
нинг элемент ар наларияси дейилади ва Th { к ) кабв 
белгиланади. Бун дан

эканлиги равшакдир.
Масалан, барча груипаларда рост булган ёпик фор­

мулалар (жумлалар)  туплами группалар назарияси,  
барча чекли группада рост булган ёиик формулалар 
туплами чекли группалар назарияси булади.

Биз юкорида предикат ва кванторлар билан таниш- 
ганимизда карзлган муайян предикатлар кайси туплам­
да цандай аннклангаилиги уз-узидан куриннб турган 
эди. Буш булмаган тупламда чекли ёки чексиз сон- 
даги предикатлар аникланган системани модель деб 
атадик. Куйида моделларнинг баъзи бир намуналари- 
га тухтаб утамиз.

Натурал сонлар* туплами N да

ёки, индексларни ташлаб ёзсак,  < .V; .V, Я > модель 
досил булади. Бу моделда баъзи формулаларнкнг ма?- 
мунини куриб утайлик.

Кис кал и к учун \/.>cvy . . .  V* Урии га v x  у . . .  t  
деб ёзишга келишамиз.

•w)-*-S(x, w,  z>)j;

* N ----- [О, I, 2, 3, . п , . .  j натурал сонлар туплами деб ди- 
собланали.

Th (К) = ц Т Ь ( М )
М^КЧ

S i3) (х у, г) -  f l ' агар х +  V = г  булса,

! 0. а г ар  ху Ф z булса 

предикатларни аиикласак, улар ёрдамида <Л'; S ' 3’, f-'3.

(I). ъ х у г  [S( .v,  V, г) -  i ’ (v, х, г}|;
(И).  д'ч’г j / (л\ у ,  г ) - * Р ( у, х, z) j;
(Ш). \yxyzuzm< J6 (л 4 у .  и)/\ S  [и. г ,  v) /\ S (у,  г,.
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(IV'). y  xyzuvw [P(x,  у, и) A P(u,  г, v) /\ P{y,  г, 
w) P ( x ,  w, j

формулаларнинг биринчиси кушишнинг, иккинчиси к у -  
пайтиришнинг урин алмаштириш (комм у т а т и в л и к ), 
учинчиси ^ушишйинг, туртинчиси эса купайтиришнинг 
ассоциативлик хоссаларини билдиради.

(V) .  v y S ( x ,  у, у ) ;  (VI). У у Р ( х ,  у, у)

формулаларнинг ^ар бири битта эркин уз гарувчигаэга-  
дир, шунинг учун х,ам уларни мос равнина  О (х) ва 
Е(х)  деб белгилаш мумкин.  (V) формула х  =  О, (VI) 
формула эса х = 1  булгандагина рост булади.  Бошка- 
ча айтганда, О (х) в а 'Е(х)  предикатлар натурал сон- 
лардан 0 ва 1 ни ажратади.

(VII). 3 t S ( x ,  t, у ) ;  (VIII). 3 tP (х, t, у)
иккита эркин узгарувчига эга булган формулалардир. 
Улчрнинг биринчиси „ х <  у “ ни билдирса, иккинчиси 
эса „у : ни билдиради.

(IX).  3 / |S(x ,  /, у) д  ПО (/) j формула эса „л <  у “ 
муносабатни билдиради.

(1) — (IX) ларга асослаш ан ,\олда „туб сон* тушун- 
часини ёзиш мумкин:

i X j. |0 (-V) Д  ~'{Е(х) Д у  и, v [ P ( u ,  v, х ) - / ! (« ]  V
V & * ^ ) S •

1XI). з tS ( t ,  t , х  ; (ХП). 3 : - t , х)

формулалар мос равишда „х — жуфт сон* ва „ х — ту ­
лик квадрат" деган бир уринли предикатларни билдир­
са, бу формулаларнинг ннкорлари ~]э* S ( t ,  t, х)  ва 
П З t Р (t. , t, х )  лар эса мос равишда „х — ток соц“ ва 
.„л — тулик квадрат эмас" деган предикатлардир.

Энди берилган а, b натурал сонларнинг энг катта 
у  му мин булувчиси ва энг кичик ум у  ми й каррасини 
англагадиган формулаларни топайлик:

i XII;>. 3  и Р ( т , и, а) Д Р ( т ,  v, b) Д y w  |з  t t P ( w ,  
a } , \ - ^ t . , P  u \  t, b ) - ^ ^ t P ( w ,  t ,  m ) j ;
; XIV). 3  u P ( a ,  a, n) [ \ 3 v p l b ,  v, n) f \ ~/ w \ P  (a,

l t, t2-) Д З г 2/Дй, A , W )  ~ ^ J t P ( n ,  t, w )\

лар изланган формулалардир. Ушбу формулаларнинг 
мос равишда з а Р  ( т ,  и, а) А ^ т Р  (т ,  v, Ь) зам да 3  иР(а,
и, п j Д 3  оР ф, V, щ  формулаостиларк беэилган икки-
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та о ва Ь натурал сонларнинг умумий бул\-вчиси ва 
умумий кзрралисининг мавжуллигини билдирса, кейин- 
ги формулаостлари мос равишда энг катта умумий бу- 
лувчи in у сонларнинг >>ар бир умумий бУлувчисига бу- 
линишини хамда ихтиёрий умумий катта знг кичик 
умумий карралига булинишини билдиради. .Моделнинг 
яна бир мисоли сифатида текисликдаги нукта ва тугри 
чизицлар геометрияснни олиш мумкин. М  — текислик­
даги нук'1алар ва тугри чизиклар туплами, Т(х): гх  — 
нукта*. Е ( х ,  у): „ * ( - у “ предикатлар булсин. Бунда 
„ x f  у" предикатнинг мазмуни куйидагича тушунила- 
ди: агар х  ва у лар нуцталар ёки тУгри чизицлар бул­
са (сир пай • да), -*£у уларнинг устма-уст тушишини, 
уларнинг бири нукта, икиинчиси эса т.трн чизик бул­
са, у холда -*(: _у нукта -гурри чизик устида ётишини 
ёки тугри чизик нуктадан утишини билдиради Т (л) 
предикат — нукта эмас“ Г; и „х — тугри чизик* де­
ган мазмунга эгадир.
(а), \ f x y \ l  ( х ) Д Г  (у) А ~'\Е {х, у) ->зг j П Т (г) Д Е ( х г

г ) Д з  (у, 2 i Д V /  \Е (х ,  г) Л Е (у, t) Е (z, /}! j j;
( б ) .  v x v  [ | 7 (x) Д  1  T (у) Д 3t  I T (t) A  E{t ,  x)  д  E it, 

v)! A  13* \E({,  x)  A  E\t,  v)]];
(в). V xv [ 7 (л) A  1 ? (У) A \E{x, y) -* 32  f j T (г) Д 

f \ E ( x ,  z) Д 13 (/) [£(<, v) A E (t, z)j j | .
Бунда (а) формула турли икки нуктадян фа ка г бит­

та тукри чизик утишини, (б) формула хаР кандай ик­
ки тугри чизиц кесишишини (х усу сан усгма-угт т\ши- 
шини) ёки кесишмаслигиии, (в) формула эса тугри чи­
зик ва унда ётмайдиган нукта берилганда, шу нукта­
дан утиб, берилган тугри чизик билан кесишмайдиган 
тугри чизиц мавжуд эканлигини билдиради.

Алгебраик система (математик структура) тушунча­
си модель ту шу нчасининг уму мла ш м аси дир.

Б у тушунчани киритиш учун сигнагурага функци­
онал белгиларни киритиб сигнатурани кенгайтирамиз.

— m-j- ар (аргументли) функционал белги, 
яъни : M mj -+ М  функциянинг Гелгиси булсин.
Агар ntj — О булса, / ] () — М  тупламнинг ажратилгаи 
(тайин) элементи булиб, 1 - ар функционал белгилар­
ни с0. с и e'i, . . .  лар билан бел!илаймиз ва уларни 
константалар деб атаймиз. Шундай цилиб, сигнатура 
янги белгилар — константалар ва функционал белги- 
лар /о '̂Д ) 'Г  f ”' i \  . • • Л"'°5ига бойишлди.
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Янги сигнатурадаги формула тушунчасини киритиш 
учун герм (рфода! тушунчасини киритиш зарурдир.

2- т а ъ р и ф .  1°. Х^Р бир предмет узгарувчи ёки 
константа термдир.

2°. /("'/) — функционал белги, t u (г, . . ., t лар j - ■ j
.терилар б>’лса, t2, . „ t m ) ж,ш термдир.

3°. Бош ка термлар йук.
6 - м я с о  л. / <J! функционал белги оркали ' ’ (с,,

х , У ), •*«. А), с»), ftM (X,
у, г) ,  (cQ, си сг) ва *оказо термлар ни т у з и т  мум­
кин,

7 - м и с о я .  />2; функционал белги ни, f f ) эса 
ни билдирса, у холда натурал соилар ва узгарув­

чилар ёрдамида х  -j- у, х  ■ у. х  4- 1, 2 • х, (х  -j- Зу) ■ t,
5-  3 « 4 - 4 ) -f-2 • у ва .укс.-.ло термларки т у з я т  мум­
кин.

Алгебраик система (математик структура) форму-  
лаларини анкк'лашда юкорида модель формулаларига 
берилган таърифга бир оз кушимча киритиш '-ерак.
Мазкур таърифнинг б)банди куйидагича булади: — 
предикат белги, г., . . tnj лар терм булса, у дол­
да (£,, t2.......... taj) формула булади. Таърифиинг
1°-бандини яка ушбу в) банд билан тулдирамиз:

з) Агар /, ва лар терм булса, у холла t { tt 
форм уладир.

Киритилган узгаришларда г,, t %, . . t„, термларда- 
ги предмет узгарувчилар эркин деб хисоблаиади.

Хосил булган формулалар туплами (янги сигнату­
радаги)  биринчи босцичли формал тил д е б  аталади

! 1.1 ун дай килиб, кеигайтирилгая сигнатурадаги мо­
дель буш булмаган М туплам, унинг константалар деб 
аталувчи ажратилган с0, <?,, . . .  (чекли ёки чексиз) эле­
ментлари (0- ар функционал белгилар сифатида), 
ар (I =  0, 1 , 2,  . . .) ' функционал белгилар (чек­
ли ёки чексиз сондаги) хамда п{ уринли {г= О, 1 , 2 
. . .) R?P  предикат белгилар (чекли ёки чексиз сонда­
ги) тупламидак иборат булиб, улар М = < М :  с„, с,, 
. . R {b""\ R[ai\  . . .  >  алгебраик систе-
маниаг асосини ташкил этади. Масалан,  М =  < Z ;  0, 1; 
+ |Л, -v>, < >  буту к сонлар системаси (арифметика-



P.:
;

си) ни ran: к ил эгади! бунда Z — бутун сонлар ту яла­
ми (>,1 .пар коистанталар (ажратилган элементлар), 
вв -Л) («кУшиш* ва ,купайтириш") оинар функционал 
белгилар, < эса (.кичик* муносабати) икки уРкили

- предикат белгидир. М =  <  С; 0, 1; /; -}-и\  • !'2’ >• — 
комплекс сонлар алгебраик системаси, М * = < ( ? ;  е\ 
• <2> >  алгебраик система — группадир.

Бизга М, =  < М г\ /<;*•', к’," ’, . . .  >  ва М2 =  <  М 2\ 
Р о Л(.я,)» • • *->  моделлар х,амда ?: М, ->• М2 аксланти- 
риш берилган булсин. М, моделнинг jjap бир к ,">* 
предикат белгиси ва Л-1, тупламнинг х,ар ^андай а и 
. . ап элементлари учун .......... йя ) нинг

ростлшидап (<р (а,), <р (аг), . . . , ф(йя )) нинг рост- / i 
лиги келиб чикса, у долда да М, моделнинг Ма модел- 

' га булган гомоморфизми дейилади. Агар if гомомор­
физм инъектив (а Ф b ->■ <р (а) Ф v{b))  акслантириш бул­
са, у ?;олда ф — мономорфизм дейилади. $'заро бир цип- 
матли (биектив) мономорфизм эса изоморфизм дейилиб, 
М, ва Ма мо дел лар узаро изоморф моделлар де й и­
лади *амла М, ~  М.; каби ёзилади. © изоморфизм бул­
са. у холла <р-1 мавжуд булиб, у хам изоморфизм бу­
лиши рявшандир. Шунинг учун. узаро изоморф мо- 

\ деллар бир-биридан фанат иредикатларнинг номлари 
t билан фарк килади дейиш мумкин.

^’кувчи кийинчиликсиз гомоморфизм, мономорфизм 
ва изоморфизм тушунчаларини алгебраик системалар 
учун умумлаштириши мумкии.

8- м н е  о л. М, •» < /?; О, +  > ^ациций сонлар ад- 
дитив группаси билан 1 , • ) мусбат *аци-
ций сонлар мультипликатив группаси учун ф: R -*■ 
ёки ’\/ 'х (у(х) =  ех ) акслантириш изоморфизм экан-

• лиги алгебра курсидан маълумдир.

4 -§ .  Предикатлар алгебраси ф ормулаларннннг 
тенгкучлилиги

М — < Af; R\”'\ . . . >  модель, A ( x u . . х„)
ва B ( x u . . ., jre) шу моделдаги икки формула бул­
син. Юцоркда айтилганидек', бу формулалардаги дг,, л а, 
. • х а лар эркин узгарувчилардир.
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1 - т а ъ  р и ф .  At тупламнинг исталган а ,,  а 2, . . ., а% 
элементлари учун А (а, , . . ., а„) — В (а , ,  . . ., а„) бул­
са, бунда!! формулалар М  моделда тенг кучли дейи­
лади. Агар А ва В формулалар мазкур сигнатурадаги 
барча моделларда тенг кучли булса, у ^олда улар 
тенг кучли формулалар  дейилади .\амда А== В каби 
белгиланади.

Куйнда келтирилган тенгкучлиликлар предикатлар 
алгебрасида жуда куп ишлатиладиган бир ь;атор тенг- 
кучлиликлардан намуналардир:

1 . У х у у А  (Х,  у) 5НН у  у v л А (х, у);
2 . 3 * 3 y A ( . t ,  у) ЗУЗ-^А (х, у);
3 ' ;' А л- - jx  ! А ( jc);
4. ~ |3 xA ( vj л -  А (х);
5. V * А (х ) ;■•= у- у А (у );
6. зх А  (х) =  ЗуА (у).

(5- ва б-тенгкучлиларда х  за v ’/згарувчиларнинг ,\ар 
бири иккинчиси учун эркин булиши керак):

7. x ( A ! x i  А В(х)) - у х А ( х )  Д V x B (x ) ;
8. 3 * (А(х) V B(.c))=3  3 x A ( i )  V З с В(х);
9. у  х  (А(х) V А) у 'х  А (х) V А

(бунда ва цуйида х  узгарувчи А формулада эркин 
катнашмайди);

10. з х  (А(х) Д А ) з х А ( х )  Д А;
П.  у х ( А ( х )  -* А) 3 * А(х) -» Л;
12. 3 х А ( х ) А ) : у- х  А ( ») - А;
13. \ / х ( А  -* А х))  А -* '•-/ х  А(х);
14 з х  (А ->■ А(х)) ; А — з х  А(х);
15. у х  А(х) У V х  В(х) г-; ч / х у  у (А(х) V  В(у))

(бунда у узгарувчи А за В формулаларда кагнашмай- 
диган предмет узгарувчи булиши керак);

16. 3 *  А(х) Д 3 X-BIX) =  3 x 3 у (А(х) В(у))

(бунда у узгарувчи А на В формулаларда кагнашмай- 
диган предмет узгарувчи булиши керак!.

Юцорида келтирилган тенгкучлиларни укувчи мус­
та кил равишда исботлай олади деб ишонамиз. Мазкур 
тенгкучлилардаи фойдаланган .чолда формулаларда 
баъзи тенг куч»™ алмаштиришлар бажарилиши, жум-
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ладан, инкор белгисини формуланинг „ичига“ кири­
тиш. кван юрларни кавслардан ташкарнга чи^ариш 
мумкин.

I- м и с о  л.
У х  \Р (х)-> Q (a ) I  -> 3  v/? (х, у)

ES V X  [Р Ix) -> Q ( a') j V ЗУ Я  (х, У) =  
i= З Х - ,  [Р (х) -* Q (л'){ V зу /?  (х, у! ==
=  ЗУ Л  — Q (У)] V 3  y R (x ,  у) =  
* 3 y | - l ( ^ < y ) - Q ( y ) » V / ? ( J c .  у ) | - ~

=  ЗУ [ { Р { у ) ^  Q (У)) -* R lx ,  у)| .
Баъзи формулаларда барча кванторлар (агар улар 

бор булса) атом формулалардан мантикий амаллар ор- 
цалн тузилган булагининг олдида келади, яъни улар- 
нинг кури ниши куйидагича булади: A,Jf ,  A 2x 2 . . .
. . .  A „ x „ A U t, . . ., х п; у, .......... У,„); бунда / \ Z£ { V ,
3 (, (i =*= 1, п) ,х1 , . . х„ — барча богланган узгарув- 
чилар, уи  . .  ., ут — барча эркин узгарувчилар, А ( х и
- • •> х п; у,, . . ут) кванторсиз формулаостидир.

A i ^ i Аг^а Лл*пА ( л , , -----л-„; у,, . ., ут) ку-
ринишга эга булган формулалар пренексли нормал фор- 
маяаги формула дейилиб, / \ ,х ,  / \ 2х,  . . . Д„а„  унинг 
кванторли кушимчаси (приставкаси;, А {хи . . ., х а\ у и
• • Ут) эса матрицаси дейилади.

Юкорида келтирилган тенгкучлилар ёрдамида пре­
дикатлар алгебраеининг исталган формуласини пренекс- 
ли нормал формата келтириш мумкин. Ьунинг учун 
жумлалар алгебрасидаги тенгкучлнлардан фойдаланиб,

-*■ амаллар Д,  \/ ва “j лар оркали ифодаланади.
Инкор амалини формуланинг „ичига". яъни атом 

формулалар олдига киригилади, сунгра эса 1 — 16- 
тенгкучлилар ёрдамида кванторлярни формула „таш- 
карисига“ чицарнлади.

5-§.  Предикатлар алгебраеининг умумцийматли 
ва бажарилувчи формулалари

Биз берилган сигнатурадагн предикатлар алгебраси 
формулаларининг кийматини шу сигнатурадагн модел­
да аниклаганимизда формуланинг киймати фацат эркин 
предмет узгарувчиларга боглик эканлигини, формула* 
да эркин узгарувчи б\лмаса, у .холда уша моделда бу 
формула рост ёки ёлгон булишини куриб утган эдик.
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1 - т а ъ  р иф .  А (х , , . .  х п) формула М моделда эр­
кин узгарувчиларнинг баъзи кийматларида рост булса, 
у *олда у М моделда бажарилувчи,  акс холда эса 
сажарилмайоаган ёки >1 моделда радланувчи форму­
ла дейилади. А формула берилган сигнатуранинг баъ­
зи бир моделларида рост булса, у холда бажарилув­
чи. акс холда эса радланувчи формула дейилади.

1-м и с о  л. (а) ЗуА(х,  у) формула N  =  < М  0,1; 
+ .  • > моделда бажарилувчидир: А(х, у) ни х < у  деб 
аникласак, х  Ф 1 булганда зуА(лг, у) формула рост 
булади.

(б) V х(А 'х )  Д ПА(л))  формула радланувчидир, 
чунки исталган моделда A(jc) д  ЛА(х)  формула ёлгон 
кийматга эгадир,

2- т а ъ р и ф .  А (х и . . . ,  х г)  формула М моделда эр­
кин узгарувчиларнинг исталган ки^матларида рост бул.-* 
са, у холда у М моделда умумцийматли формула  
дейилади. А(х , ,  . . ., л п) формула берилган сигнатура­
даги барча моделларда умум^ийматли булса, бундай 
формула ум 'мкиймитли. формула  дейилади.

Умумцийматли формулалар берилган сигнатура чаги 
мангиций конунлар дисобланади. Масалан, у  jc(A(jci \ /  
ч/\ ,А(.г)) ёки 3  с(А(х» V "1А(а')) формулалар умум- 
кийматли формулалардир. А формула М моделда умумг 
Ниймагли булса, бу фактни М | =  А каби белгилаймиз. 
А формуланинг умумцийматли эканлигини эса j А ка­
бибелгилаймиз.

Юкорипаги таърифлзрдаи х , э р к и н  узгарув- 
чиларга э а  булган А(х х, . . .  . х„) формуланинг бажа­
рилувчи булиши унинг эркин узгарувчиларини мав- 
жудлик кванторлари билан боглаш натижасида хосил 
буладиган 3 x i3-v2 ••• 3 x rA(x i’ ••-> х п) ёпик формуланинг 
рост булиши билан тенг кучли эканлиги, А(х,, . . . ,  лг„) 
формуланинг умум^ийматли булиши эса \ / x t y  хг ..  .V  
\ / х пА(х2. . . . .  х п) ёпик; формула булиши билан тенг 
кучли эканлиги келиб чи^ади. Бундан эса формула- 
лариинг бажарилувчи ёки умумцийматли булиши ма- 
саласини ёпик формулаларнинг рост булиши масала- 
сига олиб келиш мумкинлиги келиб чикади.

3 - т а ъ р и ф .  Берилган сигнатурадаги моделларнинг 
хар бири k элементли М и М и . . .  тупламларда аник­
ланган бу'лсин. Шу моделларнинг дар бирида рост бул­
га;! (формула k- умумкийматли формула дейилади.

Шуни хам кайд этиш керакки, умумциймагли
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<5улган формула (к +  1)- умумцийматли булиши шарт 
эмас.

Масалан, K/xgyPfx,  y)-+3yyJ x P (x ,  у) формула I- 
умум^ийматлидио, чунки у бир элеменгли \а\ истал! ан 
моделда Р(а, а) -* Р{а, а>яя^Р(а.  а ) у  Р(а, а\ курк- 
нишга эга булиб, табиий, рост кийматга эга булади. 
Аммо берилган формула 2- умумкийматли эмас — буни 
курсатиш учун икки йлемеитли \аьЬ\ тупламда Р(х, у ) 
предикатни Р(а ,а) =» Р(Ь, Ь) = рост, Р(а, b) — P(t>, 
= ёлгон  каби аниклаш кифоядир.Х,акицатан,:/ х з у Р ( х , у )  
формулаости х =  а  булгацла у*~Ь, хамда х=Ь  булганда 

деб олянганда рост булиб, иккинчиси томондан, 
^у \ /х 'Е (х ,  у) формулаости ёлгон булиши учун у — а 
булганда х  — а, у => ь булганда х  =  b деб олиш ки- 
фоядир.

Энди куйида чексиз моделда бажарилувчи аммо 
бирорта дам чекли моделда бажарилмайдиган формула 
намунасини нелтирамиз:

\ / х ( - \Р { х ,  Д ) А З уР((х,  у ) Д v 2V t(P(x, г ) А  
д Р ( г ,  t)-+P(x,  О))-

Хацицатан, чексиз N моделда Р{х,  у) предикатни 
„х <  у “ каби аникласак, юкоридаги формула натурал 
сонлар системасининг „кичик“ муносабати буйича гар- 
тибланганлиги хоссасини билдиради (рост 6v ади). 
Мазкур формула ^еч бир чекли моделда бажарилувчи 
булмаслигини куриш кийин эмас.

Куйидаги мисолда чекли моделда берилган форму­
ланинг нийматлари жадвал ёрдамида кандай ^исобла- 
нишини курсатиб утамиз.

2-м и с о л. ;И={а,  Ь\ — туплам, (А-+Р(у) Д , /х(Р(у )-+ 
-► Л i берилган формула, ундаги А  — ёпик формула, 
P ( t \— бир уринли предикат булсин.

Дастлаб P(t) предикатнииг мантикий кийматларини 
берадиган пропозиционал фуикцияларни курамиз. P(t) 
бир уринли предикат, М — икки элементли туплам 
булгани учун бундай функциялар 4 та булади.

i
1

j tM> ! /лО j  AW i
1 а i  1 ) ! 0 0 j

ь 1 1 !i < 0 I i 0 1
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Энди А->Р(у), Р(х)-*А,  %'х(Р(х)-*-А)) 4 ормулаос- 
тилар ва формуланинг узи учун жадвал ^уриш имко- 
ниятига эгамиз.

.№ л t Pit) \.А->Р{у'\р{х}-*А 
I >

\  x ( Pi x) ^A) (A ~*P( у) A 
A V X\P{ t  >■ /  )

1 1 а / , ( 0 1 1 1 1
2 1 ь 1 1 1 1
3 0 а •п 1 0 0 0
4 0 b 1 0 0 0
5 1 а Ш ) 1 1 i 1
С, 1 b 0 1 1 1
7 0 а 1 0 0 0
8 0 b 1 1 0 0
9 1 а / з ( 0 0 1 1 1

10 1 b 1 1 I 1
11 0 а 1 1 0 0
12 0 Ь 1 0 0 0  iJ3 1 а ш 0 i i 1
14 1 Ь 0 1 1 i
15 0 а 1 1 1 1
Hi 0 Ь 1 1 1 1

Энди предикатлар алгебрасининг баъзи зарур умум- 
цийматли формулалари билан танишамиз

1 - т е о р е м а ,  х —узгарувчи, A(jcj — ихтиерий фор­
мула,  у х  учун эркин булган узгар вяи, А (у) эса А(х)  
форму ладан х  ни у билан алмаштирши натижаси- 
Оа 4'осил цилинган формула булсин. У .уолЬа

(I). )=--\ ' хА (х )  -> А(у),
(И), j—А(,у) 3 <К{х)

булади,.
Биз куйида (1) нинг иебогини келтириб, (II) пинг 

исботини эса укувчи дицнатига ^авола килами:*.
(I). М  — ихтиёрий буш булмаган туплам, А(х) эса 

асосий туплами М булган ихтиёрий моделнинг формv- 
ласи булсин. Агар М  нинг >;ар бир ьлемснти учун 
А(л') рост булса, у золда V <\(х)  формула умумций- 
матли булади. у узгарувчи *ам М  тупламнинг барча 
элементларини киймаг сифатида кабул килгани учун 
А(у) зам  рост формуладир. „->* нинг таърифига кура 
| — \/хА{х)-*А(у)  булади.

Фа раз нилайлик, М  тупламда шундай t0 элемент 
тонилиб А(*0) =  0 булсин. У ^олда Л1 тупламни \заро 
кесишмайдиган ва М г туплам остиларга ажратиш



мумкинки, булганда А(0  — 1 , t £ vW5 бул-
ганда э га А(/) => 0 булади. А(/0) =  О булгани учун 
\/-хА(х)-:- О дир. у А!, ёки М 2 ларнинг кайси бирига 
тегишлн б.улишига карамай, яъни Л (у) кандай киймат- 

:га эга булишига карамай, импликациянинг таърифи- 
:га асосан xAix)  Л(у) булади. Агар М  т^плам- 
нинг >{ар бир элементи t учун А ( 0 = 0  б¥лса, (1) уринли; 
булиши равшандир.

2 -т е  о р е м  а. х  — ихтиёрий узгарувчи, А (х ) -~их~  
тиёрий формула , В эса таркибида х  эркин х,олда 
цатигшмаган ихтиёрий формула булсин. У х^олда

(III), агар |—В-^А(х) булса,  |=В-»  v x A ( x ) ,
(IV). агар |=*А(х)->В булса, |= зхА {х) -^ В

булади.
Теореманинг (IV) ^исмини исботлаб, (III) ни исбот- 

лашни мустакил иш сифатида унувчига колдирамиз.
М  ихтиёрий буш булмаган туплам булсин. Фараз 

Килайлик, j ^ 3 xA(Xf-+B булсин. Бундай булиши учун 
М  дан шундай х 0 элемент мавжуд булиши керакки, 
А(г0) - 1  ва демак, зхА (х )  = 1  булиши, В эса 0 кий- 
матга эга булиши керик. Аммо А(х0) =  1, В =  0 були­
ши !=A(xt->B га зиддир (х — х п булганда). Демак, ки- 
линган фараз ногугри экан,

Куйидаги теорема осонликча исботланиши мумкин 
булганлиги учун унинг факат ифодаланишини келти- 
риш билан чегараланамиз.

3 - т е  о р е м  a. ta). А(/) формула А(х) форму ладан  
(бунда х богланган узгаругтюир)  s ,-цоида ёрдами- 
оа jfосил цилинган булса, у х,олда А(х) булса, 
j= A ( t) булчди.

(б) A(t) формула А(х) формуладан (бунда А(х)  
да х  нинг эркин цатнашут %ам мавжуд) S j -цоида 
ёрдамида %осил цилинган булса, у х,олда | = Л ( х )  
булса,  I —A(t) булади.

3 - м и с о л .  (а) Р(х) — бир уринли предикат, t эса х  
учун эркин узгарувчи булсин.

1 ) | =  д х(Р(х)\/~~}Р(х)) булгани учун 
| ~ 3 ( ( P ( t ) \ '  ~\P{ t ))  булади;

‘2 ) I \ / х { Р (х ) V" \Р{х)) булгани учун 
P{t ) )  булади.



(6) Q[x)  бир уринли Предикат, х  унда эркин узга- 
рузчи дам да А(д-) Q(-x) у  ~;Q(x) булсин. \ = Q{x)\f
V ~Q( x )  булгани учун, теоремага асосан, | = Q ( O V  
\ /~ Q { t )  булади.

Юкоридаги теоремами бир неча предмет узгарувчи­
лар учун дам, шуб^асиз, умумлаштириш мумкии.

4 - т е о р с м а .  х п) — ихтиёрий формула ,
л:,, .  . . ,  х„ лар  А таркибц^аги барча тур ли, предмет 
узгарувчилар, tu . . .  , t n и^щаёрий узгарувчилар ( улар 
тур лика булиши ва л , , . .  . , хп лардан 'фарцли були­
ши- шарт эмас), А *я) эса А(хи . . .  , х п) форму- 
лага х и . . . , % п ларнинг эркин цатнашган уринла-  
рига мос ларни цуйиш натижасида л-осил 
'булган формула булсин. у  холда,  агар | =  A(jc„ . .
. . .  , х а) булса, | =  А(?,, . .  . ,  /п) булади.

4 - теорема олдинги те0ре ма' (б) цисмииинг умум- 
лашмасидир. Теореманинг (а ) кисмини укувчи мусга- 
цил умумлаштира олади Деб уйлаймиз.

5- т е о р е м а.
I— ПЗ-^А(х) _  у/х~~\ А(х).

И с б о т и .  Теорема урИнли булиши учуй куйидаги 
метатеорема л ар уринли булищи кифоядир.

(ii- | =  . \3^^[х)->Нх~")А(х),
(II).  | =  \/ -V \А{х )^ , ~^хА{ х) ,

М — ихтиёрий буш^ булмаган предмет со^а, А(дс) эса 
асосий туплами М булган д( — ( М ; . . .  > моделдаги 
ихтиёрий формула булсин,

(I). Фараз кила йл и к, |.у̂  - \ j x k ( x ) - *  \ /*Г1А(х) бул­
син. Бу уз навбатида

(a) V x ^ a ( x ) = » 0.
(b) ~ i 3 * A U ) - l

лар бир пайтда бажарилгандагина уринлидир. ЛЗ-*А.г= 
-= ! булса, зхА(.х) =  0 б^ЛИб, охирги тенглик М тун- 
ламда А(х)  формулани роСтга айлантирадиган элемент 
мавжуд эмас демакдир.

Бошкяча айтганда М т£пламнинг _̂ар бир элемент» 
учун ~ A ( x )  =  1, яъни \ / -^ЛА(х)  «=» 1 демакдир. Охир­
ги натижа (а) га зид булиб, цилинган фараз нотугри 
эканини курсатади.

(II). Фараз килайлик \т < \ /х ~ А (х )  -»■ ”13-<AU )  бул- 
сна Бу уз навбатида

(c), v  a ^ A ( x )  =  1
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ва
(d).“ l зхА (х)  =  0) 

булгандагина уринли булади.
Н З л'^(А' ) ~ 0  булса, у холда gxAfj t)  =  1 булади, 

яъни <11 тупламда шундай х 0 элемент топиладики, 
A(jf0)—1 булади. Бундан Г;А(д-0) — 0 ва У * 7 ;А(л) =  0 
эканлиги келиб чикади.

Охирги тенглик (с) га знддир.
Биз жумлалар алгебрасида формуладаги узгарувчи 

жумла уриига ихтиёриП формулани куйиб янги форму­
ла ?;осил килиш мумкинлнгини курган эдик. Преди­
катлар алгебрасида хам худди шунга ухшаш и к кита' 
Коида — узгарувчи жумлани формула билан алмашти- 
риш ва узгарувчи предикатни «формула билан алмаш- 
тириш коидаларини куриб чшуамиз. Хар кандай узга­
рувчи жумла 0 уринли узгарувчи предикат булгани 
учун куйида узгарувчи предикат урнига формула КУ" 
йиш коидасини караш кифоядир.

А формула таркибида Р  узгарувчи (я уринли, д>-  
> 0) предикат хамда х и х-г, <„ предмет узгарувчи­
лар катнашган булсин. Бу предмет узгарувчилар А 
формулада эокин ёки богланган холда катнашган бу- 
ли hi и мумкин (уларнинг барчаси турли предмет узга- 
рувчилзр булиши шарт эмас) — уларни шартли равиш­
да „белгиланган узгарувчилар" деб атаймиз. Р  преди­
кат А формулада ((?,у,), . . . ,  (<7*У*) кванторларнинг 
таъсир со хасида булсин, бунда ё v  у,-, ёки з у г
(i =  1 ,к) булиб, хар бир у,, у2, хар бир х и х 2,.„
х„ дан фарклидир. (<?iV,)........ (<7 *•>’*) кванторларни
хам „белгиланган кванторлар” деб атаймиз. Нихоят, 
В—бирор формула, и , у н д а г и  пред­
мет узгарувчилар булиб, х.ар бир t u . . . , t n (^аммаси 
бир хил булиши шарт эмас) В да эркин катнашади 

ларнинг баъзилари В да богланган булиб кат- 
нзшиши хам мумкин), хар бир и и и2, . . . , и т эса В да 
эркин булиб хам, боглик булиб хам цатнашиши мум­
кин. н2, . . .  , и т предмет узгарувчиларни „белгилан- 
маган узгарувчилар* деб атаймиз. В (формуладаги кван- 
торлярни (агар бор булса) t qiz i ) , . . . ,  (qtz,) билан бел- 
гилаймиз, ва уларни „белгиланмаган кванторлар" деб 
атаймиз ((qsz s), ё \*zt, ёки эканлигини эслатиб ута- 
миз, v . • 1, 2 , . . . , / ) .

Р предикат А формулада печта жойда катиamгаи 
булса, хзр бир жойда Р  ни В формула билан алыаш-



■шранлиа. Бундай алмашгирнш жараёнида В формула­
даги хар бир t, ( i = l л )  мос равишда x t узгарувчи 
билан алмаштирилади А(В)  формула А формуладаги Р  
предикат урнига В формулани куйиш натижасида хо­
сил булади Ушбу шакл аладаштириш узгарувчи пре­
дикат урнига цуйиш коидаси дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  1°. Хеч бир %г}) ( /  =  1,/) квантор зеч 
бир x u . . . , x a узгарувчини богламаса, яъни зеч бир 
белгиланмаган квантор зеч бир белгилапган предмет 
узгарувчини богламаса;

2°. Хеч бир { q j J  (<* *= 1 ,£) квантор хеч бир и,, и2, 
узгарувчини богламаса, яъни ^еч бир белгидан- 

ган квантор зеч бир белгиланмаган узгарувчини 6of- 
ламаса. у золда А формуладаги Р узгарувчи нреди- 
катнк В формула билан алмаштириш эркин дейилади.

4 - ми с о  л. А И  хР(х)~* Р(у) А Л  булсин I бунда А 
ёпик формуладир). Бу формулада: х —богланган, у эса 
эркин узгарувчи булиб, уларнинг иккаласи зам белги* 
ланган узгарувчилардир; V x  —белгилаш ан квантор.

В l£^uQ(t ,  и, у) формула А формуладаги Р  пре­
дикат урнига куйиладиган формула булсин. Бу фор­
мулада з « —белгилинмаган квантор, /, ?/—белгиланма­
ган $*згарувчилардир Урнига куйиш жарагнида t ни 
х  билан, v ни эса у билан алмаштириш керак булсин. 
В ни А даги Р  нинг урнига куйиш натижасида

А(В) Ц  x~^uQ(x, и, ж) - * 3  uQ(\>, и, у )ДЛ

формула зосил булади. Бу формула учун юкоридаги 
таъриф ни и г 1°- ва 2°- бандлари бажарилиши равшан- 
дир.

5- м и со  д.

А X  V л Р{х)-тР{у) Д А,
В ^иР(и)—Т(«) булсин.

В формулага и узгарувчи зам боглик. зам эркин 
золда киради. Бу белгиланмаган узгарувчи булиб. 
ундан ташка pi! В формулада битта белгиланмаган з «  
квантор бор.

А формулада битта белгиланган квантор у-х замда 
иккита белгиланган х  ва у узгарувчилар (бири богдиц, 
иккинчиси эса эркик золд а)  катнашади.



Урнига куйиш коидасини цуллаш натижасида 
VJCOиР{и  -*Т| х)) -> (ЗуР{у) -  Т ( у ) j А Д 

формулами ,\осил килам из.
Дар иккала мисолда келгирилган урнига куйигп цо- 

идаси эркиндир.
Энди юцорида келтирилтан мулочазалардан келиб 

чикадиган ушбу хулосаларни келтирамиз:
1°. Берилган формула ;аги узгарувчи предикат у р. 

нига бирор формулами ь;\'йиш натижасида эркин пред­
мет Узгарувчилйр иайдо булиши мумкин.

Т .  Г -бандда  айтилган алмаштириш натижасида 
боглик предмет Узгарувчилар пайдо булиши mv мкин.

3°. Агар берилган формулада эркнн узгарувчи бу^ .  
са, урнига куйиш натижасида бу узгарувчи эркин 
да саклан'-б колиши керак.

Эркин урнига куйиш коидасини таркибида бир и^.  
ча узгарувчи предикат катнашган А(Ри . . . ,  Рк) фор­
мула учун цийинчиликсиз умумлашгириш мумкин.

6- т е о р е м  а. Л — таркибида Р  узгарувчи преди~ 
кат ь-am наш га н ф о р м у л а , В — бирор формула,  А< 8 ) 
аса эркин урнига %уйиш цоаоаси ёрдам-ида jfoсил  
щ л а н г а н  фор мул а булсин. У лба, агар  j = A  б у л ­
са,  ]=А(В) булади.

I бобда (4- В формула берилган А , . . . . ,  А„, фоо- 
мулаларнинг мантикий натижаси булиши тушунчаси 
билан танишган эдик. Худди шундай тушукчани пре­
дикатлар алгебрасида хам киритиш мумкин

А..........Ат , Б формулаларда катнашган барча эркин
уз. арувчилар х и . . . , х п булиб, бу формулалар кандай- 
дир I ихтиёрий! М предмет со.^ада наралаётган булсин. 
Эркин предмет узгарувчи х , , . . . , х п лар урнига М туп- 
ламнинг элементлари»и куйиб (бунда М туплам эле- 
ментларидан тузилган (аи . . . ,а „ )  /t-ликлар хосил бу­
лади) А,, . . .  , Л.„, В формулаларнинг циймаглари з̂ и- 
собланади. А,, . . . ,  Ада формулалар оно найтда рост 
булган барча тизмаларда В формула *ам рост булса, 
В формула А , , . . . .  Ада формулаларнинг мантикий на­
тижаси деб *ис:>бланали ва

А , , А->. . . . ,  А,„ j== В
каби ёзилади,

6- м и с о л. v  х{ Р ^ Q { x ) )  j— Р-> \ / x Q ( x )  экзнлнгипи  
курса там из.

лиз куйида »М{а. «} икки элементли тупламда ;■ > ц- * - 
ридагк муносабат уринли. эканлигини курсатамн». М

1 1;



туплам ихтиёрий кувватга эга булганда дам мазкур 
муносабат уринли булишини куриш цийин эмас. \/х(Р-+ 
-*Q(x)) ва Р-> \ /xQ(x )  формулаларда Р  ёпик формула, 
Q(x) эса бир уринли предикатдир. Дастлаб Q(x) пре­
дикатнинг мантилий кийматларини берадиган лропози- 
ционал функцияларни оламиз:

X Ш )  j J.U) /»!■*) /.(* )

a 1 1 0 0
Ь 1 0 1 0

Экди берилган формуладарни куйидаги жздвалга 
жойлаштириб,  уларнинг кийматларини ^исоблаймиз:

Н <?(■>) VxQ(x) р J  P+Q(x) VX{P-*Q\x)) P ^ 4 x Q { x )

1 п Л (* ) 1 1 1 1 1 1
2 ь 1 1 1 1 1
3 a 1 о 1 1 I
4 Ь 1 0 1 1 1 1

5 а U x ) 0 1 1 1 e 0
Г. b 0 1 0 0 0
/ a 0 0 1 0 J

8 b « 0 0 i 1 <s

9 a • /  < V ) 0 1 1 0 0 ! о
10 b I * 0 1 i 1 0 ft
i l a i * 0 0 1 0 1
12 Ь 1 . 0 0 1 1 0 1 1

13 a 0 i 1 1 о 0 0
14 b 0 1 0 0 t>
15 a 0 0 1 0 1
к; Ь - 0 0 1 1 0 1

Бу жадвалдан куринадики, у x(P->Q(jc)) рост бул­
ган сатрларда P-*\rxQ(x)  дам рост булар экан, ва де­
мак, P-+vxQ(x)  формула У д (Р-* Q(x) нинг маитицкй 
натижаси экан. Яна шу жадвалдан куринадики, /-' - 
-- Q (х) | = / ’ - vQ( ' )  ноуриндир: P~*Q(x) формулада 
х  эркин предмет узгарувчи булиб, P~>',/xQ(x) да эса 
богланган холла катнашади. Бу долатни тушунтириш 
учун предикатлар алгебрасида учрайдиган „мантикий 
натижа“ тушунчасининг бошца формасини обзор си- 
фагида келтирамиз.



А,, А*........ А*, формулалар таркибидз ка;ши::г.ш
барча эркин предмет узгарувчилар л;,...., х п, у , .......у*
булсин Кисцалик учун У х , у х , . . .  */а'лАд х ,.........л п,
у , , . . .  , Vft* (i =* 1 ,те) формулани V'A; куринишда бел- 
гилаймяз.

5 - т а ъ р  и ф, V 'А, .........У 'А*,! =  8  булса, у х.олда В
формула jc,, .. . ,  х п лар тан бошка барча узгарувчилар 
узгарншсиз олишннда А , , . . . ,  Ат  формулаларнинг нл- 
тижаси дейилади ва

А........, а „ ;= '« ..... ""В

каби белгиланади.
Юцорида келгирилгак мисолда В 2ZР  -» \-/х Q(x), 

\  Р - <к,( .*) десак, таърифга асосан

А. • •

яъни У"А! —В бСтгади, бунда v- 'A2l Vx(P-*Q(x))  дир 
(ж а д з а л г а к а ранг1.

Умуман ол! анда „А , , . . . ,  Ат ^ ■■■ ■1пВ“- тушунчаси 
„А, , ... . , А,„ I =  й “ тушунчасига нисбаган кенгрокд^р, 
яъни агар А , ........ Лт\ =  В булса, у долда А,....... \ т j—

....Г"В булади, аммо тескариси даима зацт уринли
будавермайди.

Энди цискача обзор сифатида предикатлар алгебра­
си учун ечилиш проблемасини куриб чикамиз.

Предикатлар алгебраеининг исталган формуласи 
умумцийматлими (бажарилувчими) ёки умумцийматли 
(бажарилувчи) эмасми эканлигини аниклаб бераднган 
самарали жараён (процедура, алгоритм) нинг мавжуд 
ёки мавжуд булмаслиги предикатлар алгебраси учун 
ечилиш проблемасини ташкил этади.

Аввало исталган формула чекли моделда умумций- 
матли (бажарилувчи) булиши масаласи ечилувчи эка- 
нини эслатнб утамиз. Хакикатан, чекли туплам эле- 
ментларини киймат сифатида кабул циладнган предмет 
узгарувчилар буйича умумийлик квантори кулланил- 
ган формула ( у х А ( х ) )  чекли конъюнкцияга, мазжуд- 
лию квантори кулланилган формула \ эл:А(х)) эса чек­
ли дизъюнкиияга тенг кучлидир. Масалан, М |а, ,  а 3, 
. . . , а п\ тупламда каралаётган х к ( х )  формуланинг 
рост булиши А(«,)ДА(Я-,)А . . .  ДА(в„)  формуланинг, 
ЗхА(-г) нинг рост булиши э м \ ( а х ; v A ( a 5) ■ ... V А( гу) 
формуланинг рост булишига тецг кучлидир. Шундай



килиб,  чекли моделларда  ечилиши масаласини квантор-  
сиз ф о рм ул а л а р  учун  караш етарли бу лади.  Квантор-  
си з формулаларпинг бажарилувчи б у лиш и у ш а ф о р м у ­
лада! и хар турли а том формулаларни *ар  турли v ага­
ру  вч и жумла билан белгилаш (алмаштириш)дан .хосил 
бу лад иг ан  ж ум лал ар  алгебраси  формуласннинг б а ж а ­
рилувчи булишига  олиб келинади.

I б о бд а  куриб утилганидек  б у  масалэ ечилувчидир.
Умуман олганда берилган сигнатурадаги  з х А ( д : )  

куринишдаги формуланинг  бажарилувчи булиши маса­
ласи баъзи бир сигнатурадаги кванторсиз формуланинг  
баж арилувчи булишига  олиб келишн кванторларни  
йукотиш (кванторлар элеминацияси)  усули ёрда ми да  
дал э ш л а ди .  Бу у с у л  ёрда ми да  баъзи бир назариялар-  
нинг ечилувчи экани исботланади (6а >a J сил танишиш  
учун  11 1, 14 1 китобларни тавсия киламиз) .

Агар  берилган сигнатура фа^ат бир уринли преди-  
катлардан иборат  булса ,  у х олд а  бу сигнатурадаги  
предикатлар алгебраси формулаларинииг умумь;иймат-  
ли ёки бажа ри лув чи  бул-  ши масаласи ечилувчидир.  
Вуни тасдицловчи куйидаги теорема уринлидир.

7 - т е о р е м а .  Тпркибига п та бир уринли преди­
кат• кирган формула бирор М моаелда баж!рилув-  
чи булса. v .\олда бу формула элементлари сони 
2п дан катта булмаган М' мооелоа х ам бажари­
лувчи булади.

Мазк ур  теоремадан у ш б у  натижани досил цилиш 
мум>. ии.

Н а т и ж а .  Таркабига п та фа цат бир уринли  
предикат кирган формула элементлари сони 2" дан 
катта булмаган исталган моделда умумцийматли  
булса, у холда бу формула ихтиерий моаелда х,ам 
ун\>мцийматли булаои.

Юцорида  келтирилган даъволарнинг исботини | 4 | ,  
[27] китоблардан топиш мумкин.

1936 йили америкалик мантицчи А. Чёрч ечилиш  
проблемаси предикатлар алгебраси учун у м ум ан  о л ­
ганда ижоби й ечилмаслигини курсатди.

Биз у ш б у  бобни Левенгеймнинг  иккита теоремасини  
(.елтирич! билан тугачамиз.  Бу теоремаларда  предикат­
лар алгебрасининг катта синфини ташкил н'илувчи фор-  
мулалари учун  ечилиш проблем ас и и жо би й ^ал цили-  
ниши келтирилади.



8 - т е о р е м  а. Ага р  предикатлар алгебраеининг  
формуласи  бирор чексиз тупламда  бажарилувчи  
булса.  у . \олда бу формула санокли тупламда . \ан  
бажарилувчи булади.

9- т е о р е м а. Эркин предмет узгарувчилар цат-  
т ш м а г а н  (а м м о . балки константалар цатнаинан)  
ф о рм ула  бирор тупламда  бажарилувчи булса,  у 
jfOAda у чекли, ёки саноцли тупламда %ам баж ари­
лувчи булади.

М а ш ц л а р

1. Куйидаги ж\'млавий форма ёрдамида берилгаЕ! 
пре дикатларнинг рос' со^алариии тоиинг:

а) „х* — 5x'i -f 4 =  i r ;
б)  „ г — куёш системасининг планетаси*;
в) „ х - т у б  сон ва 10 < дг< 3<>“;
г) „(-«—у ) ;3 “ — булнниш муносабати);
д) „ х < 1 0  аа у < 8, ва х [ у \
2. Куйидаги формулалар умумцийматли формула­

лар эканлигини курсатинг:
а) v х^у{Р(х)  V ?Р{у })1

б) V v3 x(Q(x, у) -> Q(x, х ))5

В) F ( y ) ~ > 3 x F ( x ) ;
г ) v  х F (х ) - > 3  xF(  х ).
3. Ушбу формулалар бажарилувчи формулалар эка- 

нини курсатинг:
а) v x 3 y Q ( x ,  y)--.3 y y x Q ( x ,  у);
б ) “ ; {3 х h ( X ) -  У  x F ( х ) );
в) -ух(R-*F.{х )) У ~\F,\y) Д R , бу ерда R —ётщ фор­

мула.
4 Куйидаги муносабатлар уринли эканлигини кур­

сатинг:
а) y x 3 ;/Q(x, у) :р 3 y \ - x Q (x ,  у);
б) / x 3 yQ(x, у) /■■■ у  v3 -r0 (x, у);
В) - з Н 'Ч/4-V -  Q(-'))>
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IV Б О Б

МАТЕМАТИК НАЗАРИЯЛАР

1 - §. Предикатлар ^исоОи

Турли-туман „математик назариялар" „математика* 
деб умумий ном билан аталувчи фапнинг ташкил этув- 
чилари булиб, мисолларни математиканинг со^алари 
деб аталувчи алгебра, математик анализ, геометрия, 
топология (ва (юшка со^алар) лап келтириш мумкин. 
Бир «данинг узи турли-туман математик назариялар- 
дан иборат булиши мумкин. Натурал (бутун, рационал, 
з^акикий. комплекс) сонлар арифметикаси, группалар 
назарияси ^алкалар назарияси, вектор фазолар наза­
рияси, гиперкомплекс системалар ва бошка турли на- 
зариялар математиканинг улкан бир булагп —алгебра­
ни ташкил этади. Математик анализдан дацикин ар- 
гументли функциялар назарияси, дифференциал х,исоб, 
интеграл хи о- . комплекс аргумектли функциялар на- 
зарняси ва куигина бошка назарияларни мисол сшра- 
тида олишимиз мумкин. Евклид геометрияси. носвклид 
геометрия, проектив геометрия, дифференциал гео­
метрия ва бошка назариялар „геометрия" деб аталув- 
чи улкан бир «д ани  ташкил этади. Баъзи математик 
назариялар яма бошка ташкил этувчи назарнялардан 
иборат булиши мумкин Масалан, халцалар назарияси 
ассоциатив ёки ноассониатив халцалар, коммутаткн ёки 
нокоммутатив .^алкалар, майдонлар, идеаллар наза­
рияси ва бошка мустакил назариялардап нборатднр.

Хар цацдай математик назария цандапдир (формал 
ёки неформал) тил асосида курила.'н, на шунга цараб» 
унинг узи формал ёки ноформал математик назария 
булиши мумкин Асосан, математик казария ассскда 
олинадиган тил бирннчи тартибли предикатлар алгеб­
раси (иормал математик назарияни курганда) ёки би» 
ринчи тартибли предикатлар >;исоби (формал матема­
тик назарияни курганда) дир. 11] у нинг учун хар кандай 
математик назариянинг асл табиатинп ур:аниш учун 
унинг асоси — унинг мантщий асосини урганиш зарур- 
дир. Биз 111 бозда предикатлар алгебраскли ноформал
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система сифатида урганган эдик. Ушбу бобда эса биз 
дастэввал янги аксиоматик назария—предикатлар хисо- 
бини урганамиз.

Предикатлзр хисоби формал аксиоматик назария бу­
либ, хар кандай аксиоматик назария каби узининг ти­
ли, аксиомалар системаси ва келтириб чицариш коида- 
ларига эгадир. Предикатлар хисобининг тили (алфави­
та, формулалари) предикатлар алгебрасиникидек узга­
рувчи жумлалар (0 уринли предикат белгилар), пред­
мет узгарувчилар, консганта белгилар (индивидуал 
белгилар ёки индивидлар), узгарувчан предикат белги­
лар, мантилий амаллар, кванторлар, ^авслар (техник 
белгилар) ва улардан тузилган фармулалардан иборат- 
дир (формула тушунчаси III бо >да киригилган).

Предикатлар хисобининг аксиомалари сифатида ж ум ­
лалар хисобинннг барча аксиомалари (улар ( 1а), ( Ш ,  
(2а)] (2Ь), (2с), (За), (ЗА), (Зс), (4а), (4Ь), {4с), (5а), 
(5h) каби тартибланган) ва яна ушбу формулаларни ка­
бул киламиз:

(6а) \ / -хР(х)-*Р(  у),
(6Ь) Р(у) -  э хР(х).

Бу ерда Р{л-) — ихтиёрий узгарувчи предикат, у эса х  
учун эркин узгарувчидир.

Предикатлар ^исобининг келтириб  чикарищ конда-  
лари сифатида у ш б у  коидаларни кабул киламиз:

А \  - - ВI. МР- к о н д а: —-------- (хулоса цилиш коидаси),

(Укилиши: Агар А ва А В формулалар предикат- 
лар хнсобида келтириб чикарилувчи формулалар бул­
са, у холда В хам келтириб чикарилувчи формула бу­
лади.)

П. к о  и д а :  А(В) ф ор м ул а  таркибида  у з г а р у в ч и  
Р  предикат катнашган А(Р) формуладан эркин урнига  
Куйиш коидаси  (Ш боб ни нг  5 - §  идаги 4 - таъриф)  ё р д а ­
мида хосил килипган хам да  А (Я) келтириб ч ик ари лу в­
чи формула  булса ,  А(В) х ам келтириб  чикарилувчи  
фо рм ул а  б у л а д и  ( Р — 0  уринли пре дик ат  булга ,  S,,- 
Коила жу м ла л а р  хисо би да  олинган б'-цондага айланали).

Ill S. - к о и д а :  А(*) ф ор м у ла  А(х)  формула :а;( 
богланган узгарувчи (jc) ни цайта номлаш цоидмси (III 
б о б д а г а  3- ■§) ё р д а м и д а  хоси л килинган ха мл а A( v) 
келтириб чикарилувчи формула пуле:;, v у м  м Д(/) 
хам келтириб Ч1царллувчи формула б у л а д и .
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IV. Si- к о и д а :  A (/) формула h(x)  формуладан 
предмет узгарувчи (х) ни эркин урнига куйиш (цайта 
номлаш) коидаси (III бобдаги 3-§) ёрдамида досил ки- 
линган дамда А(х)  келтириб чикарилувчи формула 
булса, у холда А(/) .хам келтириб чикарилувчи фор­
мула булади.

, ,  В -* А(*) цV. v - к о и д а :  ----------- — ; бунда х  узгарувчи В
В—> V х \ ( х )

формулага эркин долда кирмайди:
(Уцилиши: B~vA(x)  предикатлар дисобида келтириб 

чикарилувчи формула булса, у холда В ^  v ,vAU)  дам 
келтириб чикарилувчи формули булади).

VI. з - к о и д а :  — ; бу ерда х  узгарувчи В
3 * А х )  В 

формулага эркин долда кнрмайди;
(Укилиши: V -коиданинг укилиши каби).
И з о д :  Sp-, Sv 3 - ва S ' -коидалзр бир пайтда бир 

неча узгарувчилар ва бир неча эркин предмет узга­
рувчилар учун осонликча умумлаштирилиб, бир пайтда 
барча узгарувчилар буйича кУлланилишлари мумкин.

1-та ъ р и ф .  1°. Предикатлар дисобининг дар бир 
аксиомаси предикатлар дисобида келгириб чикарилувчи 
формула дисоблана.тн.

2е. Аксиомяларга келгириб чм^ариш коидаларини 
чекли марта цуллаш натижасида досил килииадиган 
дар бир формула предикатлар дисобида келшрнб чи­
карилувчи формула диеоблаиади.

3е. Бошка келтириб чикарилувчи формулалар йук-
2 - т а ъ р и ф .  Предикатлар дисобндаги (аксиомалар 

системасидаги) исбот деб, формулаларнинг шундай 
чекли кетма-кетлиги С,, С ? , . . . , С п га айтиладики, бу 
кетма-кегликнинг дар бир С, дали

1°. ё аксиомага,
2°. ё узидан (шу кегма-кетликда) олдин келувчи 

формула(лар) га МР-коида, S ^ - коида, *> - цоида, S' -  
коида, .‘ -коида ёки 3 - цоидзни ку-^аш натижасида 
досил килингандир. С,, С2, - . ,  кегма-кетлик узи- 
нннг охирги дади (С„) нинг исботи ленилади.

3 - т а ъ р и ф .  Предикатлар дисобининг исботга эга 
булган дар бир формуласи предикатлар дисобида ис- 
ботланувчи (келтириб чикарилувчи) формула дейилади,

Юкоридаги таърифдан куринадики, бирор А _фор- 
муланинг исботи С), С».........С„ булса, у долда A j_ Сп,
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С ] — аксиома, :^ар бир С.. , ( i — 1, 2, — 1) эса ё 
аксиома, ё узидан олдин келувчи формулалардан кел­
тириб чш;ариш коидаси ёрдамида хосил цилинар экан.

„А —аксиомалар системасидан келтириб чикардлув- 
чи формула", „А—исботланувчи формула” <ва шу) ка­
би иборалар одатдагидек J—А куринишда белгиланади. 
Предикатлар хисобининг хар бир исбогта эга булган 
формуласи шу з^исобнинг теоремаси дейилади (аксио- 
маларни исботи узунлиги 1 га тенг булган теоремалар 
деб карат мумкин*.

Предикатлар хисоби формал аксиоматик назарияси- 
ни (биринчи тартибли формал аксиоматик тил сифати­
да) jL, билан белгилаймиз. Агар А келтириб чикари­
лувчи формула булса, у холла А ёзув баъзан , А 
каби лам ёзилади.

И з о  34. |—А (ёки |— £ А) булса, у холда А предмет 
тилнинг (урганилаётган тилнинг, яъни „предикатлар. 
Хисоби" деб аталувчи формал аксиоматик тилнинг) те- 
оремаси, А“ (ёки j—Z.A> жумла эса метатилнинг 
(яъни, тадкицотчи ёки формал тилни урганаётган шахе 
тилининг) теоремаси эканлигинин эслатиб утамиз.

Предикатлар ^исобига жумлалар хисобининг барча 
аксиомалари ва келтириб чикариш коидалари кирганлиги. 
учун жумлалар з^исоби туликлигича предикатлар хисо- 
бига киришини сезиш кийин эмас. Жумлалар хисобида 
„исбот“ (яъни „аксиомалардан келтириб чикариш") 
тушунчаси „гипогезалардаи (берилган формулалардан) 
келтириб чикариш" тушунчасигача кенгайтирилган эди. 
Предикатлар хисоби учун хам худди шундай тушун- 
чани киритамиз-

Г =  j В,, В2.........В,„| <т:>0) гипотезалар леб аталув­
чи формулалар руйхаги булсин.

4 - т а ъ р и ф .  Г руйхатдан хосил килииадигчн исбот 
(Н'искача, Г руйхатдаги нсбот/ деб, формулаларнниг 
шундай кетма-кетлиги С,, С5, га айтиладики,.
бу кетма-кетликдаги хар бир С,- (i — \,п) формул&

а) ё аксиома,
б) ё  Г руйхатнинг бирор формул геи,

* Л а р  бир аксиома* ёки „акснок;<лгр системаси“ лег я и да биз 
Кабул килмнан экггочалар си-лемаси | ( l e )  — ьа уига кирган 
аксиомаллрии наа.фда гутамиз.
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в) ё узидан (шу кетма-кетликда) олдии келувчи 
формула(лар)дан МР-коида,  S p - коида, 8 уз - коида, S 1- 
коида, - /-коида ёки 3 - коидаларнинг бири ёрдамида 
досил килингандир; бу ерда Sp- коида фа кат мазкур 
кетма-кетликдаги аксиома ва уларнинг натижаларига 
кулланилади (аксиомаларнинг натижаси деганда аксио­
малар дан келтириб чицариш коидалари ёрдамида до- 
сил килинадиган формулалар тушунилади).

С,, Ci t . . . , C n кетма-кетлик Г руйхатдаги исбот бул­
са, у узининг охирги дади (С„) нинг исботи дейилади. 
Агар А формула Г =  {6 ,, В2, . . . , В т } руйхатдан келти­
риб чикарилувчи булса, у долда бу далил l ' j - А (ёки
П ~ /  А) ёки В Bmi—А (ёки В , ......... B„,(—, А) каби
белгиланади. Агар Г =  0 булса, у долда I ’f—А тушуи- 
ча А тушунчага айланади.

Юкорида эслатилганидек жумлалар дисобида досил 
Килинган келтириб чикариш муносабатлари (метатеоре- 
малар) туликлигича предикатлар дисобида сакланиб 
коладн. Шунинг учун биз улардан предикатлар дисо- 
■бида дам керакли максадларда фойдаланишимиз мум­
кин. Масалан, „j—А-»Я ва [-В *А булса, у долда г- А —

В булади* деган метатеорема предикатлар дисобида 
дам уринлидир.

Энди куйидаги мисолларни куриб чикайлик (улар- 
:!п метатеорема сифатида ёзамиз).

1 - т е о р е м а. v  v:х к { х )— ■ ,/хА( у ) .
И с б о т и. 1°. \ -  . хР(х)  ■* Р(у) — (6а) аксиома,

2' \  f - \rxP(x)-+ v y ^ ( y )  - V -коида (1°), 
3°. [-- V у Р (у) — Р  (х )—S *, S у-коидалар (1°), 
4°. [—V y P ( y ) - \ гхР (х )  — V-коида (3°), 
5°. ! -  V х А (х) -» ч* У А (у ) —Sp- коида (2°), 

6°. {- v уА(у)-* v х А (х ) —Spm коида (4°),
7°. f -  v x A ( x )  -  v 'уА(у) — (5° ва 6° дан

юкорида келти- 
рилган метатео- 
ремага асосан) .

Ушбу исботии ян ада соддароц куринишда ёзиш 
мумкин—3° ни ташлаб юбориб, 4° ни 2° дан S - коида 
•ёрдамида досил килиш мумкин.

2- т е о р е м а .  [-~3*A(xi—ЗуА(у) .



Бу теореманинг исботи олдинги теореманинг исбо- 
гига ухшаш булиб, уни укувчи кийинчиликсиз бажа- 
риши мумкин.

3 - т е  о р е м а ,  г  у (R->P(y)) )— R VxP(x) ,  бу ерда 
R —etiuiy формула.

Формулаларнннг куйидаги кетма-кетлиги R-* \  xP lx )  
формуланинг Г =  I v y ( R  -  Р(у))\ руйхатдаги исботидир:
1°. / х Р { х ) - Р { у ) — (6a) аксиома,
2°. у/Р( / ) -*Р(у) — Sy-цоида (Г)»
3°. • iRu)  Р(х) — Sy. коида (2°),
4°. у/-'( у ) Р{ х ) — S v- цоида (3°)»
5°. v y P( y )  ■ хР(х) — V- коида (4°),.
6°. \ryP(y)~>P(v) - S i - коида (4°)»
7°. v y ( R * P ( y j ) ~ ( R- +P ( y ) ) - S p- коида (6°J,
8°. vy(R-*P{y) ) — гипотеза ( £ Г)*
9°. R - P ( у) — МР (7°, 8°),
10°. R- +v y P( y ) — V- коида (9°).
1Г.  R~»VxP(x) - S „  - коида (10°).

Шундай цилиб, Vy(R~*P(y))  \-R~* V xP (x )  экан. 
Хосил булган муносабат i-(  v  y (R~P(v) ) )^ (R  ~ \-:х  (.*)> 
деб ёзишга асос була оладими? Бу саволга жавоб бе­
риш учун предикатлар хисобида .дедукция теоремаеи*’ 
уринли эканини курсатиш керак.

Дедукция теоремасининг ифодаланнши 11 бобникг
3-§  ида келтирилган — бу ифода предикатлар *исоби 
учун >;ам яроклидир. Унинг бевосита исботига утиш- 
дан олдин баъзи тушунчаларни ва маълумотларни ки- 
ритамиз >;амда эслатиб утамиз.

И бобнинг 4-§ ида ^осилавий келтириб чикарщл: 
коидалари келтирилиб, улар орасида „шартларни бнр- 
лаштириш", «шартларни ажратиш" ва , шартларнинг 
урнини алмаштириш* коидалари курсатилган эди. Мез- 
кур коидалар ва дедукция теоремасига асосан ушбу 
формулалар келтириб чикарилувчи булади:

1. (А-* (В-*- С)) -»■ ( А / \ В  -*■ С),
2. ( Л Д В - С ) - ( Л  -  ( В- С) ) ,
3. (А _> (В ~  С)) -  (В -  (А -  С)) ски 

{В ^  (Л -  С)) -  (Л • (В -  С)).
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Шартли равишда бу формулаларнинг биринчисини 
<ШБ), иккинчисини (ША), учинчисини эса (ШУА) ка­
би белгилаймиз.

С,, С2. . . . ,  Ст  формулалар кетма-кетлиги В форму­
ланинг А,, А,, формулалардан келиб чицадиган 
исботи (предикатлар дисобида), х и х 2, . . . , х г ( г ^ О )  
лар эса гипотезаларда катнашган барча эркин предмет 
узгарувчилар булсин. А,, . . . ,  А п формулаларнинг С,,..., 
Ст исботда катнашган энг биринчиси A;(Ji ICft) 
булсин, (I — 1,п к — 1 ,т). Бу шуни англатадики, ис- 
ботнинг С , , . . . , С А_, кисмида А,, А п формулалар­
нинг бирортаси дам катнашмайди. Агар ушбу шартлар 
■бажарилса, Си . . . , С т исботда х и . . . ,  х г узгарувчилар 
узгаришсиз сакланади деймиз:

а) v -  ва 3 -коидалар х х, . . . , х г узгарувчилар буйи­
ча А , , . . . , А Я формулаларга кулланилмайди;

8) Исбот давомида V- ва 3 - коидалар х и . . . , х г 
узгарувчиларга нисбатан исботнинг факат С! ,С2, С А-2 
гремидаги формулаларга кулланилиши мумкин.

Дедукция теоремасииинг исботи.
С,, С.г, . . . , С „ г формулалар В формуланинг А,, А3, 

. . . , А „ формулалардан келиб чикадиган исботи бул­
син. Агар А„ бу исботда катнашмаган булса, берилган 
исботга ушбу формулаларни киритиб, уни „узайтира- 
миз'1.

А~^(В-*А), Cm-*(An--Cm), А„-С,л,

яъни формулаларнинг куйидаги кетма-кетлигини досил 
Киламиз:

С„  С2, . . . , С „ ,  А~(В~А) ,  Cm- ( A n- C m), A„-*Cm.

Бу кетма-кетлик А п -*С т формулаларнинг А,. А.г, __ _
An_j формулалардан досил Оуладиган исботидир. 
( с даз : в  дамда досил булган исботда Ап катиашмасли- 
■гини эслатиб утамиз), ва демак,

А,, А-.,. . . ,  An_j |-- А п - В

уринлидир.
Фараз нилаилик, Ап берилган исботда катнашган 

булиб, уиинг исботдаги биринчи цатнашиши А,, ~ С й 
булсин. С* дан бошлаб исботдаги дар бир Сь, Ск , г . . ,  
Са  формуланинг оллига „ А белгини „улаб* ушбу 
хетма-кетликни досил киламиз:
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c „  Cj, С4_„ An-*Ck, , An^ L m (I)

( 1) даги дар бир формула олдига баъзи формулаларни 
ёзгаи холда бу кетма-кетликни „узайтириб*, А„ * Ст 
формуланинг исботини курамиз. Бунда хар бир i учун 
С, кандай формула эканлигига караб, унинг олдига 
маълум бир формулаларни ёзиш керак. Хар бир С{:

1 ) ё аксиома,
2) ё А,, Аг, . . . ,  А п формуланинг бири,
3) ё узидан олдин келувчи кандайдир иккита фор­

мулада н МР- коида ёрдамида хосил килинган,
4) ё узидан олдин келган бирор формуладан Sp- 

коида ёрдамида хосил килинган,
5) ё узидан олдин келган бирор формуладан V - 

цоика ёрдамида хосил килинган,
6 ) ё узидан олдин келган бирор формуладан з-кои-  

да ёрдамида хосил килинган,
7) ё узидан олдин келган бирор формуладан S*- 

цоида ёрдамида хосил килинган,
8 ) ё 5' зиДан олдин келган бирор формуладан S - 

Коида ёрдамида хосил килингандир.
С/ 1—2- бандда айтилганидек формула булса, у хол­

да теореманинг исботи II боб (2- §) да келтирилган 
исботдек булади.

С; П у к . )  3 - бандда айтнлгандек формула булсин, 
яъни С, узидан олдин келган кандайдир Ср ва Cq [р, 
q < п) формулалардан МР- коида ёрдамида хосил ки­
линган булсин. Равшанки, Сч И  С„ — С/ булиб, В нинг 
исботи ушбу куринишда булади:

^ 1» • • •» «■ • * Ĉ f Cj, • . . ,  Cji,,. . .  | , . ,  С/и* (2 ) 

У з^олда (1) кетма-кетлик
С , , . . . ,  Ср, . . . ,  С ,  ^Cj,. . . ,  Сй_i,

Ал Ск, . . .  , А п * С ,, . . . ,  А„ -*■ Ст (Г )
куринишда булади эканлигини эслатиб утамиз).
(Г )  кетма-кетликни „узайгириш“ учун А п -*С1 форму­
ла олдига ушбу формулаларни ёзамиз: Д - (В ~~ .1), 

“*■ (А„ -  Ср), А,; Ср. (С,, -> С;) -*■ (А/;- ( С /;->Сг)|, 
АЯ-(С„->С4), ( A ~ B ^ U A - ( B - C ) ) ~ t A - C ) ) ,  (А) Г Ср) -  
“*((А,-г- ( Ср "С,))-( 'А,; -С,)),  ((А„->(С0-*Сг)) -  (А,, ~ Сг>.

С, (i >  k) 4- баня да яйтнлганлек формула булсин. 
Маьлумки, S.,* коида факат аксиомалар ва уларнинг
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натижаларига ку^лзниладн. Шунинг учун Ал-<-С, фор­
мула олдига ушбу формулаларки ёзиш ккфоядир:

Л - ( Я - М ) ,  Cj -^A^-C ,) .
С,- формула (г >• //) узидан олдин келган бирор Ср 

( p d )  формулалардан v -коида ёрдамида хосил ки- 
лмнган булсин (5 -банд). Бундай долда С,, ~~ I) - A'.v), 
С, .. D лА(л-) эканлиги равшандир, бу ерда D—тар- 
кибида х  узгарувчи эркии катнашмаган формуладир. 
(I ' ) кетма-кетлик А п ~* С, формула олдига ушбу фор- 
мулаларли ёзиш билан „узайтирнлади*:
Г .  Л - ( Я - Л ) ,
2°* ( D - A ( * ) ) - ( A n -  ( D -  А(дс))),
3е. Ан - (D -* А(х)),
4°. { А - ( В - » С ) ) ~ ( А / \ В ~ С )  ~ [ ( Ш Б ) ] ,
5°. (A ^(D -> A (x ) ) ) - (A „ A D ^ A (x ) ) ,
6°. АвД О - А ( л ) ,
7°. A/;AD • . -vA(.v) — f V -коидага асосан],
8°. ( Л Д ^ С ) - Ч Л - ( ^ С ) )  — ((Ш A )i,
9J- (A,jAD-> у  хА(х ))~(А„ - (D . V x A ( x ) )),
10°. Ая ^  ( D -  V*A(*)).

С, (1 > л )  формула узидан олдин келган бирор Ср 
(p<Li) формуладан З-^оида ёрдамида ^осил килинган 
буленн (6 - банд). Бундай ^олда С,, IT A(x) -  О. C,jL
— 3 -^A(xj-*D эканлиги равшандир, бу ерда D—тарки- 
бида х  узгарувчи эркин катнашмаган формуладир. (Г)  
кетма-кетликни А„ -■>- С,- формула олдига ушбу форму- 
лаларни ёзиш ^исобига „узайтирамиз“.
1°. А А В - - А ) ,
2°. (А(л) -s.D) -* (А„ -» (А{А') - D ) ) ,
3°. Ая — (А(х) -+ D),
4°. (А/Г,(А(х)-П))->(А(л)  . (A„~D)) -  | (Ш У А ! ],
5°. А(х)  ~ (Ая -  D),
6°. зл'А(а-)->(Ап.*0 ! — [з -  цоидага асосан],
7°. ( 3 * A ( . t M A , ^ D ) ) - ( A ^ ( 3 * A ( * b D ) >  - [ ( Ш У А ) ] ,  
8°. А „ -> (зх А (л г ) -* 0 ) .

Олдимги иккита бандда i > n  булганлигидан V -  ва
З-Коидалар А п нинг исботидаги дастлабки учрашидан 
кейнн куллаиилган. Шу сабабли х  узгарувчи узгариш-
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сиз саь;ланади, ва демак, Ал формулага эркин ,\олда 
кирмайди. D формулада шартга кура х  эркин ,\олда 
катнашмаганлиги учун А„ДО формулага эркин долда
кирмайди.

Нихоят, С; узидан олдин келгак бирор формуладан 
S^-ёки S - коидалар ёрдамида ^осил цилинган булсин 
(7 ва 8-бандлар). Бу доллар учун дедукция теорема- 
сини исботлаш жуда осон булганлиги учун уни укувчи- 
нинг днц^атига з^авола этамиз.

1 -м  и со  л. Ушбу мисолда биз дастлаб
V л ( Р ( л )  -» Q{x)), у  л Р ( л ) ; -  xQ(x)

эканлигини курсатиб, су игра эса келтирилган исботга 
таяннб

V x(P (x )  Q(x)) h  v 'xP(x )  -> , xQ(x)
эканлигини курсатамиз.

Куйкдагя формулалар кетма-кетлиги v.vQ(x) фор» 
муланинг x{P(x)-*Q(x))  ва \-*хР(х) формулалардан 
келиб чикадиган исботидир; бу ерда А, !•* ' /х (Р (х)  -* 
~*Q(x), A-il'Z \ / хР(х) ,  п=г2, В - -  ^rxQ(x)]
1. у  х{Р\ х)  — Q(x)) — гипотеза.
2. \ /хР{х)  .> Р(у)  — (б.г) аксиома,
3. V-tlPiJC) — Q(x)) -  (Р(у) Q(y)C— S„- ь.ппда (2°),
4. \/-x(P(x)-'Q(x))-+(P(x) ~*Q(x) — C S ' -  коида (3°),
5. P{x)  -  Q(x) — Mi’- коида (1°, 4°),
6 . V'xP(x') — гипотеза,
7. V xP(x)  -> P(x)  — Sy- коида (2’),
8. P{x) — MP- коида (6°, 7°),
9. Q(x) — Mi’- коида <8 \  5°),
10. A->{B~A) — (la )  аксиома.
11. Q(x)->({A/\B-*A) ^Q{x))  ~  S. , -цоида (10°),
12. ( A / \B ^ A )Q (x )  - Л \ Р - к о и д а  (9n, l l 3),
13. (A / \  B-*-A)-> v  aQ(x)  — ■/ - коида (12"’;,
14. A a B -^А — (Ju) аксиома,
15. \ / xQ(x )  — MP~ коида (13°, 14'5).

Ушбу исботда А, олтинчи уряада (&=6 ) учрайди, 
яъни CiJiA-jlZ V A’P(.r), ;п у:; и in- учун олтинчи фор­
муладан бошлаб кейиш и формулаларнинг олдига
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„ V хР(х)~>* ифодани „улаб* яиги кетма-кетлик *осил 
Киламиз:
Г .  -Q-.x)),
2°. \т хР(х ) -> Р(у),
3°. v * ( P ( х) -> Q(x)) -> (P(y)  -» Q(y)},
4° ' f x(P \  x)  -> Q(x  1 > (P(x)  -> (> x ) ),
5°. P( v) -  Q(x),
6 ° .  . J X P ( X ) ~ -  \ ' X P ( X ) ,
T.  -7 Xp( x)  -r{\; xP[x)~>P{x)),
8°. v xP(.v) -  P(X) ,
У°. - fxP(x)  Q(x), 
i 0 \  V xP(x )  (A \ B — .4)),
11°. V a- P ( a- ) ~ 4 Q ( . < ) - ( ( . 4  \ ^ > . 4 ) - v Q ( x ) ) ) ,
12°. . v / V )  -((Л Л)- <Дх)),
13°. VjcP(x) - ( ( Л Д б -  +A)~*^xQ(x) ) ,  
14°. vxP (x ) -> lA A B -*A ) ,
15°. V xP{x)  -> v x Q ( x ) ,

Энди >;ap бир С; (i >  6) нинг (кщоридаги 1 — 15- 
формул алар кетма-кэтлигида) кандай формула эканли- 
гига караб А„-»Су- (7° — 15°) формулалар олдига керак- 
ли формулаларни ёзиб, мазкур 1 °— ]5; - кетма-кетликни 
„узайтирамиз“ ва натижада хР(х)  - /xQ(x i  форму- 
дан чнг ■ х(Р(х)  Q(\ ))  формуладан келиб чи^адиган 
исботига эга буламиз.

1'. VxP ((x )  Q(.v)),
2'. vjcP(jc) -  Я(у>,
3'. ',-'x { P { a ) ->Q х)У~>(Р(у)-»01у)),
4'. V a' ( P ^ v ) - > Q ( jc)) - * ( Р ( . х ) - * ( ^ л ) ) ,  
o'. P(x)-+Q(x),
6 . v xP(x)~* ■: xP( x),
T. xP(x)~r-P(x),
8\  A->(B-+A)
9'. ( . /xP( x ) ^ P ( x ) )  -*f \>xP(x)-+ ( -  x P ( x ) ^  P(x))) ,
10'. ;-xP(x)-> t -  xPyX) ->P{x)), 
11'. (P(x )-+Q(a ))-H ■i-xP(x)-+(P(x)-*Q{x))).
12'. - x P ( x ) - ‘( 1 (x)--Q(x)),
13'. {A-+B)^{(A H B^C))~ >(A^C) ,
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14'. ( У лР( x  )~*Pix)) -> ({ v  x P{ x ) -> (P(x ){->Q(x)))~* 
~r(vxP(x)-»Q(x))) ,

15'. (VxP(x)->(P(x)-+Q(x) )j  —> ( v xf- ( л)-* Q (x ) ) ,
16'. у  л:P(x)~*Q(x),
1V.  ( Q ( * ) - ) (  Л Д В - A )  -  Q(x)))-+ V x P { x ) ^

-^(Q(a') -> ((A A B —:~A) -»Q\ x ) ))},
18'. Qlx)-*({A ; \B ~ ,A )^ Q (x ) ) ,
19'. v x P ( x )  - r ( Q ( x ) - * ( ( A / \ B ~ A ( Q(x))),
20'. (VxP{X)—>Q(x\)-*UvxP(x<-~(Q(x)->((A 

Q(x ) ) ) )"" (". x P ( x ) - ( \ A f \ B - A ) - Q[x}))),
21'. ( v x P ( . r ) - ( Q ( x ) - ( ( / \ \ B -Л)-С>(л))г)-  

- ( У х Р ( х ) - ( ( Л д £ - ~ Л ’- ( ^ ) ) ) ,
22'. V x P (x ) -H (A f \  В ~A)->Q(x),
23'. (Л » (£~С ) ) -> < Л Д £^ С ) ,
24'. ( v x P (x ) -* ((А Д £-> Л ) -  Q(x)))-  (V лР(д-) Д

25'. V  xP( x ) A
26'. VjcЯ(x iA ( A a S ’ A ) ’  A -vQ(<•),
27'. | Л Д Й - С ) - ( / Ь { / ^ С ) ) ,
28х. ( v x P ( x ) A ( A A  B - A )-> V xQ( x ) ) ^ ( v x P ( x ) -  

-*•((А  Д Б —*A )-* А л ' 0 ( л ) ) ) ,
29'. V * P ( x )~М(Л А В-+А) -  A  xQ{x)),
30'. (А[\В  - Л) - (  -V л'Р( *) -  (Л А /:А> Л )) ,
ЗГ.  .4Д В~>А,
32'. АА-Я(л')~*(Л ' В -А ) ,
33'. ((Л /-.В->А)~ А A. t.vh •( л- хР{х ) - ( ( Л А. В - А 

у  a Q ( х } ) ) ,

34'. У л'РiA-)->i (Л Л £ —.4 А'У(л-)),
35'. ( г хР(х)- (А / \В  - А ) Г Н{ v.vP(v} - ( (Л А #  ^ Л )

V  A Q ( X ) )  ) - •  (  V  А г Р ( Л ' )  -  k Q ( x  i ) ) ,

36'. ( \/ хР(х)~>; I А д- В~> А )-  г  xQ( • )))-*
-■(^ x P(x ) ~ :c-aQ<x )),

37'. V x P f.x)-~\/xQ(x)

И з о д .  1 'э7' - к етм а - кет. i ик ни хосил цнлиш жара* 
ёпида бкз баьзи такрорланувчи формулаларни ташлаб 
юбордик.
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Н а т н ж а .  Агар А , , . . . ,  А„,!-В  булса, у %олда
1-  А,->( А2~* ... -*(АЛ_1-*(АЛ-»В))...)

булади,.
4 - т е о р е м а .  Агар А , , . . . ,  Ад- 1 1—А „ В  булса, у  

л^олда
А (, . . . » Ал—1, Ад | В

булади.
Ушбу теореманинг исботи жумлалар ^исобида урин- 

ли булган худди шу теореманинг исботи билан бир 
хилдир.

Н а т и ж а .  Агар h А,-*(А, -  . . .  -  (A „ _ 0 - ( А я- В ) ) . . . )  
бу леи,  у xo.i'ia

А (, Аг, . . . ,  А „ !— В
булади.

2-§.  Хосилавий келтириб чицариш цоидалари. 
Баъзи тавтологияларнинг исботи

Предикаглар дисоби (алгебраси) ннн.г жумлалар ди- 
соби (алгебраси) дан принципиал фарки унда квантор- 
лар деб аталадиган иккита махсус амалнинг мавжуд- 
лигидир. Бу фаркда иккала сисгемада ишлатиладиган 
келтириб чицариш (досил цилиш) колдалари ^ам на- 
моён булади. Жумлалар дисобининг (алгебрасининг) 
барча келтириб чицариш (хосил нилиш) цоидалари прр- 
дикач'лар ^исобида (алгебрасида) саклаииб колиши би­
лан бир 1<аторда, предикатлар *исоби (алгебраси) да 
кваиторлар билан богли^ булган янги цоидалар мав- 
жуддир.

1 - т е о р е м а. А ( х ) — ихпшёрий формула, А (/) эса 
бу фоомуладан х  ни эркин цатнашган жоаларада t 
билан. алмаштирши натпжасида х,осил цалинган 
формула,  Г эса гипотезалар тУпла'М булсин (Г— 0  
б у" лиши ,^ам мумкнн).

У х;олда
I. / ни mipiimuuv. i'r- A(x) булса,  Г[—Уа-А(л') булади ; 
И. v  пи йх'чотши.: v ;xA(jc)|--A{0 ;
Ш. 3  ни кчритши : А(0 ;—3 JfA(A:);
IV’; ни йуноташ,\ Г, А(х) — В булса , Г, зхА (х )  j-  В 
булади ; бу ерши, бундан ташцари. цуаидаги ипрт-  
лар бажарилтии керак:

1) у ни и укатит в a g  на кираташда А(х) фир- 
мулаоага х  учун t эркиниир;
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2) V ни. кариташ ва 3  ми iiyi'oninunki х  у<г:рув- 
ча !' руйхатдаги формулаларга эркин *олоа кар- 
майдп\

3) 3  на йуцопшшда х  узгарувяи В формулага эркин 
%олда кирма&ои.

И с б о т и .  (1) В бирорта аксиома ёки келтириб чи- 
Карилувчи формула булсин:
1°. I А ( v) — теорема шарти,

4°. Tj—В-* VjcA(x) . — V -  коида (3е) га асосан,
5°. Г, В!— +?хА(х) — 2-теоремага асосан (2- §).
6°. Г|-Ч-*.хА(л)

Куйида биз 3° дан 4° га, ва 5° дан 6° га утиш жа- 
раёнини курсатамиз.

Г|-В-»А(.х) булиб, С,, С2, кетма-кетлик В ~
■*А{х) формуланннг Г руйхатдаги исботи булсин. Маъ- 
лумки, шартга куря ушбу исбот жараёинда х  узгарув- 
чи узгаришеиз сакланади ^амда Ст ЗГВ * А(х)  дир.

С,, С2). . . ,  С„, кетма-кетликни В ~ xA(jr) формула 
Хисобига ,узайтнрсак“,

кетма-кетлик $осил булиб, у B - ;r. tAi.v) нинг Г руй­
хатдаги исботи булади (бу кетма-кетлик да охнрги фор­
мула узидан олдинги формуладан у  - конда ердамида 
досил килинган). Зь дан 4° га утиш урилли эканлиги 
курсатилди.

Г, В!- : а’А ( а') булсин. Шартга к\;ра f-B булганли- 
ги учун I V В  булади (II боб, 3-^, (а) хосса). С , , . . ,  
Ст кетма-кетлик vxA(.x)  нинг J' ;В) руйхатдаги,
D , , . . . ,  D эса В нинг Г руйхатдаги исботи булсин. 
Буларда С,т ~  • ■ хА(х)  зам да D,,IZB жанлнш шгьлум. 
D „ . . . , D  /,-1, В, v .гА(л-) кетма-кетлик
\зииинг охирги формулаеннииг Г руйхатдаги исботи
б у л 11 и I и равшандир.

(JI). А (/) формула шар гг а кура A(.v) формуладан х  
нинг эркин цатпашган уринларида х  учун эркин бул- 
ган t узгарувчига алмаштириш ердамида х;осил килнн- 
гандир. Шунинг учун xb(x)-1-Р(у)  аксиомага S;,- кон- 
дани кулласак, v x A ( x )  А(/) келтириб чикарилувчи 
формула ^осил булади, яъни

2°. Г, В — А(д) 
3°. J’f--B-A(jr)

— (И боб, 3-§,  ( 7) хосса),
— дедукция теоремасига асосан,

С,, C2, . . . , C m_ p В — А ( v), В-> va-A(x)

| - v x A (x )  -  А (О ( 1)
151



-булади. (I) дан 2-теоремага асосан ( 4 - боб) 
улгА(.г) |—A(f)

келиб чикади.
(ill). Исботни укувчининг диккатига хавола этамиз*
IV, 1°. Г, А (х ) | -В  — теорема шарги;

2°. I V  А ( х ) - В  — дедукция теоремасига
асосан;

3°. Г|— за 'А(л-) ^В — з-коидага  асосан;
4°. Г, з х А ( л ) ; В — (4-боб) 2-теоремага

асосан

<2° дан 3° га утиш жараёиини уцувчи кийинчиликсиЗ 
з а̂л эта олади).

Исбот этилган теорема бизга унинг шарт ва хуло- 
■саларнни ушбу келтириб чикарнш коидалари сифатида 
ёзишга никои беради:

. Г ь- А(х)  , ,I. — ----------  — У ни киритиш коидаси;
Г ! -  V x A ( x )  1

II- -— :—:— — V  ни йуиотиш цоидасщ
А(0

m А*£>Ш . ---- д71~ — ни киригиш коидаси;

. Г. А( *) -- В
IV.  ---------------- ------ 3  ни иукотиш коидзся.

Г, ЭГД(Л') В

Бу ерда, табиий, ! -теореманинг барча шартдари ба- 
жарилади деб фараз этиладк.

2- т е о р е м а ,
(а). Лгар Г |- А(л)-В ,  х) булса, у ^олда  Г ь  VjcA(jc)-» 

-г У В(л) булаба.
(б). Агар Г- - А| х) - В ( а ) булса,  у %олда  Г [- зхА(х)-*  

- 'З л В (х )  булади.
(в> Агар П-А(л-) —B( v) булса, у ,\олда Г | -  VxA (jc )~  

v  а В { а- ) б у л  ад и
(г). Агар П А(х)  -  В х )  булса, у .уолда Г, з а  А (л) -- 

—-ЗаВ{а) булади.
И с б о т и .  (а). С,, С2, . .  . ,  А(х) *В(л) кетма-

кетлик А(х)  — В(д:) формуланинг Г руйхатдаги исботи 
булсин. Ушбу кетма-кетликни нуйидаги формулалзр 
^исо&ига „узайтирсак“, v  xB(.v) формулаларнинг i ’U 
U! v лА(х) \  руйхатдаги исботи .\осид булади:
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3°. VJCA(JC). 7U. A-(B- -A ) ,
T .  \ f xP (x \ -P (y ) ,  8°. В(*)~Ц.4 - Л У Л ) -/*(*)),
3°. V x A (  <)~Aty), 9U. (A-+A\/B)--B(x),
4°. vxA(x)-*A(x) ,  10° .  (A -> A \ /B )~ \ -xB {x),
5°. A(x), 11°. A ...A \ /B ,
6°. Щх),  12У v x B (x ) .
( C , , . . . ,  Cm- и  A(x) -* В(л), 3°......... 12° кетма-кетлик на-
зарда тутилаяпти).

Демак, Г. -\/хА(х)\~- yxB(Jc) экак. Дедукция теоре- 
масига асосан эса Г д'А(д У* . .vBf.v) булади. Худди 
ш у т а  ухшаш:

(а'}- , Агар 1' г В ( х ) Л А ( х )  булса, у ^олда Г ’г- V  
х:;лВ (л-) -> у  хА (х) булади* деган метатеоремаии ис- 
ботлаш му м кин.

Маълумки „Г f— А — В ва Г г- В  ~ Л булса, у долда 
Г у Л ~ в  булади“ деган метатеорема уринлндир. Ушбу 
метатеоремаии (а) ва (а') ларга цулласак, у холда (в) 
келиб чяк;ади. (6 } ва ( п  ларни мустакил исботлаш 
учун укувчига цолаирямиз.

3- т е о р е м а .  А(х),  В(.х), А(х,  у) лар ихтпиёрий 
формула.tat.-, у  у —турли унгарувшлар,  С ва D лар  
,эса х  эркин цатнашмаган ихпшёрий формуламр-  
булса, у ,\олаа:
Г!\  \- \ / х \ г у А (х ,  у)~ууудгА (л- ,  у);
2". | -Э*ЗУА(*,  У) " З У З ’-Л( v, у);
ЗУ | -зд:у\ 'А(л- ,  у)-- узлЛ(л \  у);
4+ . У У  з л  А(.х)~■ V х~ j А(х);
5+. (-П\/.»А(ДГ)~ЭДГ~|А(Д:);
6 !\  г - у  л*А(а-) Л.В(л))--y.vA(x) ;  \ ' х В  х);
T h. у  з  vs А (х) V В(дс >)—■ ЗЛ'А< х)  \/ з^В^л);
8 ь. у  у л ( С Л А ( л ) ) —СУ VjtA(jc);

| -Зл-(СДА(х))  -  С Д зхА (х ) ;
10f . I - i D 1 лВ(л)) '  .y(D 'B(jc));
1)+. S—(D-*3JcB(jc))-~3Jr.(D - B|.v));
12 У У ( У xA  (jc) -> D) -  3  л- (А (л) -> D);
13+ у  (3  xA  (л) D) — У .V (A (x) D).

И с б о г и .  (!+)•
Г .  V  •* V yA (х, у) h  V  уА (t, у) — У ни йукотиш кои-

даси;



2°. v  у A (t, у) !— А (/, v) — у  ни йуцотиш цондасн; 
3°. V х  у  уА{х ,  у)  К  A (t, v)  — транзитивлик ( Г ,  2°);
4У y x v y A ( x ,  у) V ' / a  ( t , v )  — У  ни киритиш кои­

даси;
5°. v  х  у  у А(х, у) ь  у  v  v : *А<<, ©) — У ни киритиш

КОидаси;
6°. У  t? У  fA (i, v)  j~ У  г A (t, у) — у  ни йуногиш кои­

даси;
7°- V  tA ( t ,  у) 1— А (х,  у) ни йукотищ коидаси;
8°. у  г ' у У А ( / ,  v)  [— А(дт, у) — транзитивлшс (6°, 7°); 
9°. V  У У  /А (ь  v) у  хА (х, у) — у  ни киритиш кои­

даси;
Ю. Уг<Ч/УА(1, v) }— у  у у  хА (х, у) — у  ни киригиш

коидаси;
11°. У х у  уА(х ,  у) У  У у У  х A ( х, у) — транзитнвлик

(■"’ , Ю°);
12°. г- у  х у  у А (х , у) — у  у У  хА (х, у) — дедукция теоре-

масига асосан,

Худди шундай усулда (1-3° — 25° кетма-кет.шкни .^о-
сил кнлиб)
25". :- У у \/:хА(х,  у)-У-/:хУуА(х,  У) 
га эга буламиз.

12’ за 25° дан эса
г- '■/' *  У: уА (х, у) ~  V  У V  хА  (х, у)

ни *осил киламиз.
И з о Юкоридяги исботда 3°, 8° ва ! 1 да * 

мунссабатиинг транзитивлик хоссасидаи фойдаландик: 
„агар А у В  ва В |— С булса, у холда А |—С булади*.

Хацикатан, А,. . . ., Ая (АД31В) В нинг исботи (А 
формуладая келиб чикздиган), В,, . . ., Bm (Bm_i.C) 
эса С нлнг исботи булсин. У *олда А;, . . А„_,, В, 

С кетма-кетлик С нинг А формулаяан 
келиб чикадиган исботи булади.
ЗУ  1°. у  у А (х,  у) j— А (х, v) — у  ни йукотиш цоида-

сига асосан,
2°. А (х, v) \~ 3  ?А (г, г») — з  ни киритиш коидаси-

га асосан,
3°. у-уА(х,  у) г - З г А ( г ,  v) — транзитивлик (1°, 2°|,
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4°. 3  х  V  >'А (л‘, у) i - 3  гА (г, ••) — 3  ни йук;огииг
цоидаси (3‘ ).

5°. 3  V  уА (х, у) 1-  V  v з  гА (г, v) — Ч' ни кирк-
тиш (4°),

6°. з  х у  у А (х, у) h  V  у 3  гА (г, у) — S v- >;окда
(5°),

7°. з  х  V у А (х, у) h  V  У 3  гА (х, у)  — S3- цоида
(6°),

8\  h  3  х V  уА(х,  у) -* \ / у з г А ( х ,  у ) — дедукция
теоремасига асосан. 

4+. Дастлаб }— ~j 3  х.А (х)  -> V х  ; jA (х) ни курсатамиз. 
1°. А ( у ) з  хА (х) — з  ни киритиш коидасигг ку­

ра,
2°. □  3  хА (х) 1— □  А (у) — контрапозиция , —, —
3”. з  хА (х) t~ V У 71 А (у) — V ни киритиш (2°),. 
4°. ~j хА (х) (— V х □  А (х) — S v - кои да (3°).

Энди -|— V  х  7  А (х) П  3  (х) эканлигини кур­
сатамиз.

5°. V х  ~| А (х) )— О А (у) — V ни йунотиш коида-
сига кура,

6°. Г) П А (у ) }- V х  7 ; А (х) — конгранозиция , —
77 А (у)  |— j V  х  7] А (х)  — Н 7  ни йукотиш * —
8е. 3  уА (у) i- 7  V х  7: А (-*) — 3  ни йукотиш „ — 
97 “ | 7  V х Н А (х) h  3  уА (у) — коптрапозииия 
10°. V х  J  А ( х ) I— 7J 3  У А( у) — □ 7  ни йукотиш, .  
11°. v  х  71 А (х) j -  ~] 3  хА (х) — Sa- коидаскга кура.

4° дан | -  3  хА (х) -* V х  7  А (х), 11° дан аса
}— V х  □  A ( х) *- С  3  хА (х) келиб чикяди, на нщоят 
h  ~) 3  х  А (х) -  VJC7] А(х)  га зга буламиз.

Бу исботда ушбу мегагеоре малардан фойдаландик:
(I). «Агар А г- В булса, у холла j В •— 1  А булади*

еки „Агар }- А -» В булса, у ^олда h  ! В 1 А 
булади*;

(II). «Агар | ! А |— В булса. у ?{слда А (— В булади* 
с* к и „Агар [— 7  7  А — В булса, у дол да Ь  А -* В
булади".

Мазиур метатеоремьла, пинг иссотинн келтирайлик.
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(I). A,, . . . .  A„_t, A -> В кетма-кетлик A — В фор- 
муланинг исботи булсин. I- (А — В) < П В ->■ ^ А )  
эканлиги бизга маълумаир (контрапозиция). У х;олаа 
ушбу кетма-кетлик ' ] В —> “] А нинг исботи булади: 
А» . - ., Ап_4> А - В, (А -*• В) -> ( В * (А), (А >u i ->• 
-+ 1 В -> ПА), В ПА.

Демак, ' А -- В булса. П В — ПА булар экан, 
яъни А !— В булса, ИВ!— ПА булади.

(II) нинг исботини укувчи муста кил бажарса, мак- 
садга мувофик булади.

6+. 1°. V x(A (x)A B (x) ) ' -A  у),* В(у) — V ни йукотиш
коидасига кура,

2°. А (у) Д В (у) А (у) — ' ни йукотиш
коидасига кура,

3е. А (у) Д В (у) !- В (у) — Д ни йукотиш
коичаоига кура.

4*. V х  (А (х) Д В (х) f- А (у) — транзитивлик (1°,
2°),

5°. V -V (А (х) Д В ( х ) В  (у) — транзитивлик ( 1°,
3°),

6°. У х (А (х ) А В (х) \ /  уА (у) — V- ни киритиш
(4' :,

7°. V  х (А (х) А В ( х .. V vB (у) — v  ни киритиш
(5°),

8°. Vx(A(x)  А В(х))}-vyA(y)  Д VyB (y)  — Д ни ки­
ритиш ( 6°, 7°).

9°. VxA(x)  ДВ(х))(— VxA(x)  А V хВ(х) — -коида
(8°}/

10е. [- Vx(Aiх)  Д B(x))-»V'*A(xi  Д v  хВ(х)—дедук­
ция теоремасига асосан, 

1Г. V'xA(x)A VxB(x), '— V хА(х) — Av ни йукотищ
к;оидасига кура, 

12°. У xA(x) A V хВ (х ) ; -  VхВ(х)  — V ни йукотиш
коидасига кура, 

13°. хА [ х ) ' - А (у) — ни йукотиш коидасига
кура,

14°. v x B ( x ) [ — B(y) — v  ни йукотиш коидасига
кура,
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15°. \ f  x A(x) Д V J t B W ' - A ( y )  — транзнтинлик
( H J, 1 - i,

16°. V хА (x) Д V  xB (x) В (у) — транзитивлик
(12°, 147,

\7a. ■, x A (x  j ' •.• x В (. v} A (у ) Д И (у ) - ~ / >. ни кири­
тиш (15°, 16°),

18°. у х А ( х )  Д \ / . tB(x)r— Ау(А(у) ДВ(у)) — V ни ки­
ритиш (17“),

19°. V а-А(х ) A VxB(x)j— v x ( А ( х ) Д В | х s)—S v-коида
(18У,

20°. j -  VxA(x)  Д VxB(x) -^  Vx( A(x) Д B(x))—дедук­
ция теоремасига асосан.

10° ва 20° дан
| -  V  хА((х)  / \  В (х) )  — \ /  х А  (х) Д v  хВ (х)

келкб чицади.
И з о х 6+ ни исботлашда биз ушбу метатеорема- 

лардан фойдаландик: „Агар Аь-В ва А С булса, у 
холда А г- В Д С булади*.
8+. Г .  V  а (С V А (х)) r C  V ^  (У) — V ни йукотиш

коидасига кУра,
2°. С V А (у) |— ~| С — А (у ) — и лова (I» га царанг,
3°. у  х (С V А(х)) У  1  С -> А (у) — траизитив ( Г ,

2°).
4°. V  х ( С  у  А(х)), 1 C  t— А(у) — 6- теорема (il-боб,

3- §) га асосан,
5°. V  х ( С  уА (х ) ) ,  ~] Сг- V уА(у) — У ни киритиш

(4°) цоидасига к?ра,
6°. V  х ( С ' / А  'х)) _|С — V уА (у) — дедукция тео-

ремасиги кура,
7°. 1  С -> у  >'А( у) h- С 'V' V  У А (у) — илова (II) га

ка ран г,
8°. V х ( С  V Aiх) )[— € V v уA(v) — транзитив (6°,

'Т О  V 

i /1
9°. V х (С \ / A(.v|) |— С у V .дгА(х) - 5 w- коида (H'J)

га асосан,
10°. | ~ Y 'x ( C y A ( x ) ) ^ C  у у хА(х) — дедукция тео­

ремасига асосан,
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] 1°. V xA  (x)  У А (у) — V  ни йукотиш коидасига
кура,

12°. А (у) f-  С V А (у) - V  ни киритиш коидасига
кура,

13°. \ / . х А (х )  (- С V А (у) — транзитив (11°, 12°), 
14°. С j— С V А (у) — V — ни киритиш коидасига

кура,
15°. С V V  х А (х )  >- €  V А (у) — (илова (III) га ка*

ранг),
1G°. С V V хА  (л) | - V у (С V А (у)) — V ни кири­

тиш (15") га кура. 
17°. С V V х А  ( х )  j— У  а' (С V А (х)) — S v- коида

( 16°),
18°. У С V V x A  (х) -> V х  (С \/ А (*)) — дедукция

теоремасига кура.
10° ва 18° лардан 8+ келиб чи^ади.

И з о  jj. 8+ нинг исботида биз ушбу метатеорема- 
ларлан фойдаландик:

(I). „А V В (- "1 А-> В*:
(II). „ 1  А - * В у  А у В “.
(ЯП. „Агар А ь  В булса, у ^олда А \/ С У В була­

ди”. Бу метатеоремаларни мустакил иш сифатида укув- 
чига хавола этамнз.
10+. D -» у  аВ (х) ~  1  D \/ V  л'В (х) ~

- У  х  ( 1  D V В(х)) -  у  х  (I) - В (а)).
12+. v  а А (а ) — D Н v  дА (а ) V О

— 3 jc А (а )  у  D ~  з  х  ( У А ( а )  V  D) ~
~ З х ( А  (х) —> D).

( 10+ ва 12+ нинг исботида у лардан олдинги 1 + — 9+, 
11+ ва изо^ларда келшрилган баъзи метатеоремалар 
ишлатилди (кераклилари).

2+, 5’ь, 7 Г, 9+, 11+ ва 13+ ларни исботлаш муста - 
Кил иш сифатида укувчига колдирилди.

III бобнинг 4- § и да предикатлар алгебрасининг баъ-  
зи формулалари ма^сус нренексли форма куринишига 
эга эканлиги ва х.ар кандай формулами тенг кучли 
шакл алмаштиришлар ердам ид а  пренексли формата 
келтириш мумкинлиги айтилган эди. Предикатлар ал-
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гебраси билан предикатлар хисобмнинг формулаларн 
бир хил булгани учун предикатлар хиесбида .\ам нро- 
нексли формата эга булган формулаларии ажрагиш
мумк'ин.

4- т е о р е м а .  А предикатлар ^исобининг ихпт~- 
рай фор.чу ласа. булса . шундай пренексли фор чага, 
эга булган. В формула топаладика,  ; А  ̂ В у ран ли
бу л а -J и.

М и с о л .
f -  “1 3 х  V  z P  (х , у, 2 ) Д  V х  з  yS  (х, у, г } ~
— V JC ~] - / г Р (х, у, г) Д v  л  3  yS (х, у, г) —
~  V х  з  г 1  / 5(х, у, г)  Д у  х  3  yS  {х, у, г) ~
— V  х (3  г “ 1 Р(х ,  у, z) Д з  yS (х, у, г); ~
— V -’С ( з  11  Р ( Х ,  у, /) Д 3  uS  (х, и, г)) ~  
'  ■ 3  3  t' ( ~\Р\х.  У, / )  A  S  (х, и, г)).

3 -§ .  Предикатлар ^исобининг зидсизлиги за  
тулицлиги

Хар ка1!дай аксиоматик назария учун куйиладига- 
нидек предикатлар дисоби учун хам энг асосий проб- 
лемалар —зидснзлик проблемастшнг ифодаланиши жум­
лалар хисобида келгирилган — бу ифодалаш предикат­
лар хисоби учун ^ам сацланиб колади.

I- т е о р е м а .  Предикатлар исобидл келтириб  
яйца рилу вчи. jfар цандай формула уму мкийматлидир.

И с б о т и .  Мазкур теорема жумлалар хисоби учун 
Хам исбот этилган эди. Жумлалар ^исобининг барча 
аксиомалари ва келтириб чнкариш цоидалари преди­
катлар хнсобига киргани учун эслатилган исбот бу ер- 
да дам сакланади. 1- теорема тулик исботланиши учун 
предикатлар хисобининг (6а), (вь) аксиомалари умум- 
цийматли формулалар эканлигини хамда v  - коида, - з  
Коида, S 4- ва 5  - ноидалар умумкийматли фор мул а- 
ларга кулланилганда я на умумкийматли формулаларга 
олиб келишини курсатиш кифоядир.

(6а) на 1,6Ь) аксномаларнинг умумкийматли форму­
лалар эканлиги 11! бо’З, 5-§ даги 1- юоремада, V -  ва
3 - «оидаларнинг хоссаларн эса Ш боб, 5 -§  даги 2 - тео­
рема ;ха курсатил! ан.

Умумкийматли формулаларга ~ за 6‘ - коидаларни 
куллаганда я на умумкийматли формулалар хосил бу- 
лиши ра в шанди р.



Теорема нсбогланди;
2 - т е о р е м а .  Предикатлар  jfисоби заде и зд up.
Ушбу теореманинг исботи жумлалар хисоби учун 

исботланган худди тунд ай  теореманинг исботи билан 
бир хилдир.

Жумлалар ^исоби урганилганда унинг аксиомалари 
системаси учун тор ва кенг маънолардаги тулицлилик 
проблемалари ечилган эди. Бу проблемалзрдан иккин- 
чиси асосий проблема булиб, уни цуРшда предикатлар 
хисоби учун келтирамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Предикатлар алгебрасининг хаР бир 
умумкийматли формулзеи предикатлар хисобида кел­
тириб чикарилувчи булса, у холла предикатлар хисо­
би аксиомалари системаси кенг маънода ту лик; дейи- 
лади.

Бундан буен предикатлар ^исо&ининг туликлиги ха- 
цида гапирилганда биз унинг кенг маънодаги тулик* 
лигини тушунамиз.

Предикатлар хисобининг туликлигини 1930 йилпа 
К. Гёдель нсботлади. Гёдель теоремаси математик ман- 
тицнинг марказий теоремаларидан бири булиб, у пре­
дикатлар маитиги даражаенда рост жумлалар исботга 
эга эканини, бу эса уз навбатида предикатлар хисоби 
асосида математиканинг у ёки бу булимларини фор- 
маллаштириш ’мумкин эканлигини курсатади.

Ихтиёрий кванторсиз ёки эркин узгарувчига эга 
булмаган формула ёпик формула ёки тасдик деб атв- 
лишини эслатиб утамиз. Хусусаи, хар кандай жумла 
тасдиц эканлиги равшандир.

S - - тасдикларнинг бирор туплами булсин.
2 - т а ъ р и ф .  (!). Агар S  А ва 5 ~]А булган хеч 

кандан А  тасдик мавжуд булмаса, S  тасдикларнинг 
зиддиятсиз туплами  дейилади.

(II). S  туиламга кирувчи хар бир тасдик рост була- 
диган модель мавжуд булса, 5 тасдикларнинг бажа- 
р ил ут и  туплами  дейилади.

(III). Дар бир А таедш? учун S А ёки S НА 
уринли булса, V (дедуктив) тулиц туп лам  дейилади>

Тасдицларнинг (дедуктив) тулик туплами сифатидаР 
барча тасдинлар тупламини олиш мумкин, аммо бу 
туплам зиддиятлидир. Зиддиятли туплам тасдиклйр- 
нинг бажарилувчи туплами булиши мумкин эмае.пмги 
табчийдир. UJy сабабли биз бундан буён тасдиклар*- 
нинг зиддиятсиз тупламларини цараймиз.
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] - л е м м а .  Агар  •УцС^,  С . . .  С 5 „ С , . ,  шартни 
цаноатлантирувчи %ар бир S } (i — О, 1, 2 , . . .) mac-
оиц.шр туплами. зиддиятсиз булса, у -\олда та.- 
диц.трнинг S  =  и St туплами зиддиятсиз бхкгади.

«>о
И с б о т и .  Фараз килайлик, хар бир S t зиддиятсиз 

б\ /п анда 5  зиддиятли булсин. У холда шундай А тас­
дик топиладики, 5  (— А ва S  [— “ j А булади. Бундан 
эса л  ни киритиш коидасига кура Sf —А Д  А к е ­
либ читали А Д формуланинг исботида 5  туп­
ламнинг чекли сондаги формулалари кулланилади. 6 '_С 
"■ s\ S'  =  формулаларнинг чекли туплами ва S'  h  А А 
А | А  булсин. У холда кандайдир Sh учун S'  n S ft 
булади, ва демак, S k |— А Д  П А  булади. Х°еил булган 
муносабат тасдиклариииг S k туплами зидаиятли экан- 
лигини курсатади — бу эса лемма шартига зиддир. 
■ Мемма исбогланди.

2 - л е м м  а. Тасдицларнинг S туплами зиддиятсиз 
булиши учун унинг .щр бар чекли тупламостиси 
зиддиятсиз булиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и .  Зарурий шартнинг бажарилиши (яъни S  
зиддиятсиз булиши | равшан. Етарлиликни карама- 
каршисини фараз эгган холда исботлаймиз: S туплам- 
1П1НГ дар бир чекли тупламостиси зиддиятсиз булган 
холла, S' тупламнинг узи зиддиятли булсин. У холда
6 да шундай А формула топиладики, S  (— А Д  1  А бу- 
либ, А Д А нинг исботида чекли S ’ тупламнинг фср- 
ыулалари цатнашади. S' S ва 5'}— А л  I А булгани 
учун S'  зиддиятли туплам хамда цилинган фараз но- 
тугри эканлиги келиб чицади.

Л - т е о р е м а  (Линденбаум). Агар S  тасдикларнинг 
зиедиятсиз туплами булса, у %олда S ни уз ичига 
олган тасдицларнинг Т тулиц системаси мавжуд- 
дир.

И с б о т и .  Теоремани керакли Т  тупламни тузиш 
йулн билан исботлаймиз. Даставвал царалаётган алфа­
вит санокли (алфавитиинг куввати — туплам куввати 
•'ифатида) эканини, унинг таркибига кирган сигнатура, 
барча формулалар туплами ва унинг таркибига кирган 
барча тасдиклар туплами санокли тупламлар эканини 
эслатиб утамиз. Шунинг билан бирга сигнагурадаги 
дар бир ифода формула булиши, формуланинг эса тас- 
дик булитини биз аниклай оламиз.

Пу бизга хэр бир тасдикни кандайдир усул ёрда­
мида н.тгурал соклар билан номерлаш имконини бера-
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дя Тлсдицларци шундай номерлаш мумкинки, тясдик- 
нинг узи берилганда упинг натурал померкни тониш, 
ноиернга цар&б эса тасдицнинг узи ни тиклаш мумкин. 
Саноклн туплам элементларини (гасдицлар тупламиии) 
буядай номерлат Гёдель номерацияси дейилади.

А0, At, , . Ая, . . . бундай номерациялардан бири 
булсин*.

Керакли Т тупламни 2-леммада келтирилган „кен- 
гайиб борадиган* тасдицлар тунламлари кетма-кетли-  
; ннинг бирлашмаси сифатида тузам из. ХаР бир S f т$н- 
лам i  ^адамда лузилмб, уиинг зидсизлиги индукция  
буйича исботланади.

Нолинчи к ада м да S 0 туилални куйидагича тузайлик:
£  _ f 5 ,  агар S (- А„, ёки S ! -  1  Аа булса,

° ( 5 U {А,)}, акс дОдда.
Агар S tl—S  булса,  у -^олда S,, табиий, зиддиятсиз* 

дир (3 туплам шартга кура зиддиятсиз булгаии учун). 
$» =  S U  [А„| булсин. Шартга кура Я I - А„ ва S i— ~]А0. 
S ,j зилдиягли туплам деб  фараз килсак, у холда каи- 
дайдир В формула учун S, А„ j -  В Д  ~] В, бошцача 
айтганда -S г— А„ -> В Д В булади.
S  i- (А -> В) -> ( П В -> 1  А) — (контрасюзиция),
S |- (А0 -» В Д  1  В) -  ( "j (В Д ~[ В-) -> 1  А9),
S h  I (В Д  1  В) -  j А„,
3', 1  (В А ~] В) h  1  А„.
!- 1  (В A ~j В ) ~  В V 1  В.
S  В V ~! В, ( I- В V "~1 К булгани учун),
S, B V  1 B I -  1  А0

,  Г, A i- С.  Г I— А „  .м у н о сабатлар дан ------- --— - -------- ноидага асосан Ь |—

г- "1 А, келиб чикали, бу эса юкоридаги шартга зид- 
дир. Демак,  S a зиддиятсиз туплам экан. S n п- кадамда 
тузилган ва зиддиятсизлиги исботланган туплам бул- 
сип. (я  4 - 1) • кадамда ушбу тупламни тузамиз: 
s  =  jS„, агар S „ h A n M, ёки Sab  1  A«+i булса,

" }5Я U акс холда,

1 Пундчн номерация яг она булмай, биз уз мацсадимяз у  чуя 
у.~'!piisinr im u ep u ii окп аси ни  одишимиз мумким. Номерация усу-  

фонда лаииб К. Г Оде ль 1ДО1 йнли арифметиканинг ту лиц 
■аизелш и .\акиаагл маш^ур теорем асини исбоглади.
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Л',,,., ИНН г ЗМДДИНТСИЗЛИГИ S„  НИИГ ЗИЛДН5ПЧ
ии 1 ] с б о т л а нга и s1 де к исботлака д и.

Энди Г снфатида цурилгаи St {1 =  0, 1 , 2, . .  .) г. и-
ламдзрнинг бирлашмасини оламиз: Г » US, .  1- лемм;!-

i
га асосан Т тасдикларнинг зиддиятсиз тупламидир. Г 
нинг тулик эканлигини курсатайлик. С мазкур  туплам- 
дан олингаи ихгиёрий тасдик бУлснн.  У холла  т у н - . а й  
п натурал номер топиладики, C Z A ,  булади._ S u г\ н- 
ламнкнг тузилиши буйича S„ |~А„ ёки 6’й ,L-  j Ап 6v- 
лади. С  Т  булганлиги учун 7 !■—А„ ёки 7’ г- ;АЯ 
булади. яъни Т — тасдикларнинг тулик тупламидир.

Теорема тулик исботланди.
4 - т е о р е м а  (мавжудлик теоремаси). Агар S тас­

дикларнинг зиддиятсиз туплами булса, у -Толда бу 
тупламоаги х,ар бир mac ей ц рост буладиган .модель 
мавжуддир, яъни S зиддиятсиз туплам булса, у хол-  
да S  баж'.арилувчи туплам булади.

И с б о т и .  Дастлаб сигнатурага доимий (узгармас) 
предметлар сифагида санокли (туплам куввати маьно- 
сида | Со, c tK с 3. ,  . с„, . . .  белгиларяи киритамн:*, 
зцамяа кенгайтирилган сигнатурадаги тасдикларни на­
турал сонлар ёрдамиаа иомерлаб чикам-из (Гёдель но- 
мерзнияси).

В0, В „ Ва, . . Вл> . . .  (П

шундай номерациянинг бири булсин. Табиий, бу 
кет.ма-кетлик таркибида сигнатурздаги барча тасдик- 
лар ва улар орасида эса S тупламнипг барча форму- 
лалари кагнашади. Эили Линденбаум теоремасини ис- 
ботлангандагидек тасдикларнинг тупламларини гу?а- 
миз. Нолинчи цадамда ушбу S0 тупламни оламиз:

| S IJ j "] 5 0} агар 5  j— • /><, булса,
LviJ \Вй\, агар S | /  ~| ва э  квантор би-

\  — j лан бошланмаса,
5U \Вй, Д  (с,-)}, агар S у- ~"\ Ви ва В0Ж  3  х  L)(,\x) 

у булса,
(бу ерда с#о доимий предмет В0 да катнашмайдигак
\с,п си Ci, . . . |  тупламдаги биринчи белгидир).

Sо нинг зиддиятсизлигими карама-каршисини фараз 
этган холда курсатамиз. Фар-*з этайлик S 0 зиддиятли, 
ва демак, бирор С формула учун Л'г, •— С Д  П С бул­
син. 5 0 нинг аникланишига мувофии; учта долни ка­
рл ими?..
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(aI.  S0«-S U ; “1 B0l б\лса,  v холдз S, Л В,, н  С д  
Д 1  С булади. _

Контрапозиция цоидасини цуллаб, 5 ,_“1 (С Д |€ ) i— 
h  ПИВ, ,  ни досия цили'и мумкин. | ~j В„ ~  В0 ва 
Ь  П (С А С) булганлигидан 5  i— В„ келиб чикадн. 
Аммо бу 5 0 нинг аницланишидаги шартга iS  i- ; В,,) 
зидянр. Досил булган зиддият (а) хол учун зид- 
диятсиз туплам эканлигини курсатади.

(б). i ‘0 =  6’U |В0}. Бу хол (а) ^олга ухшаш *ал 
этилади.

(в). 5„ = 5 U [ B 0, 1) . , Ц Т , В „ : г . з л О 0 (х).
S0 туплам зидднятли деб фа раз килсак, у *олда 

цандайдир С формула учун Л’, В,„ D0(^,0)|— С Д  (С
булади. Контрапозиция цоидасига биноан

.S, В,,, ~j (С Д | С) К  I D0 (ci j i
ь К С Д П С )  булганлиги учун эса

S, B0i -

булади. Шартга кура ct доимий предмет S  туплам
формулалари ва В0 формулада кагмашмаганлиги учун 
с, урнига t эркин узгарувчини куйнб, ушбуга эга бу-
ламиз:

5, В„. ~\Т)ЛП.
Бундан эса

S, В0 j— v  t ~| D0 (t) — у  ни киритиш Н'оидасига кура, 
S, В0 \— з  Ш 0 ( 0  — 5 f га асосан,
5, В0 1— ~| з  xD0 (х) — S3- коидага кура,
S, Ва ~] В0 — j В0 jE з  xD0 (х) булгани учун),
S, В0 [— В0 — (Вв [— В0 булгани учун)

ва нихоят S t — “] В„ келиб чщади.
-Хосил булган охирги муносабат 5  у- ~i В,, шартига 

зиддир. Демак: (в) холи учун хам S0 зиддиятсиз туп- 
ламдип. Шундай килиб. хам да S0 j— В0 ёки
5 0 )— Н В,, экан. я-цадамгача Л.,, 6’,, . . S„_, туплам- 
лар тузилган булиб, улар зиддиятсиз булсик. 

п- кадамда ушбу S„ тупламни тузамиз:
-V,-, и  { 1  Пд[, агар 1 В„. булса,

5  =  V и  (BJ ,  агар 5,_,  У В„ ва В„ з  дан
бошланмаса, 

S,,-! U {Вд, Da{C{ I, агар Ва Х з х £ ? я(л-) булса,
ч Л
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бунда ct В0, В,, . . В„ формулаларда катнашмайдиган
биринчи доимий предмет белгисидир. Ушбу ^ол учун 
Sn тупламнинг зиддиятсиз эканлигини укувчи осонлик- 
ча хал эта олади (6'0 нинг зидднятсизлигини исботлаш- 
га царанг). Шундай ^илиб, биз дар бири зиддиятсиз, 
кенгайиб борувчи ва ушбу шартни каноаглантирувчи

S G S *  a S ,  С . . .  С 5 Я С . . .  

тупламларга эга буламиз. У холла
Г — US,

/>о

зиддиятсиз ва тулик тунламдир. Назбатдаги вазифамиз
асосий туплам и: М — с.„ с,, с-3...........  сп, . . .} булган
кенгайгирилган сигнатурадаги моделни куришдир. [\у- 
рилаётган  Ж моделдаги нредикатларнинг ^ийматини 
аниклаймиз. R'f;’ {С — 0, 1 , 2, . . .) Я/ уринли пре ди ­
кат белги, с . ,  с , . . с. лар М  нинг элементлари 

1 ’ ■ ’ 1 пебулса,
АУ-' к , .......... с ) =

ni
( ! ,  агар r \ —R)nt' (с. ,  . . с,  ) булса,

=  ‘ ni ( 2 ) 
j 0, агар Т !- ~| /?<"<> (с; , . . с. ) булса

деб оламиз. 7 тасдш<ларнинг тулик туплами булгани
учун унда ( с , с .  ) тасдикнинг узи ёки унинг

1 *11,I
инкори келтириб чицарилувчи, Т  зид ди я т си з  булган- 
лигидан эса у,ар бир (cf , . . с, ) тизма учун /?<";> ёки

/?'V ларникг факат биттаси келтириб чицарилузчи
булади,

iиундай килиб,
Ш =  с м -  /?;Ч /?<"">..........с0, cv сп, . . . >

моделни туздик.
Эн д и  хар бир В тасдик учун;
М !=  В булиши учун Г В булиши зарур ва етар- 

ли эканини, яыш
М [ =  В <=?- Т \ -  В (3)

эканини куреатамиз. (Бу ерда метатилнипг бел-
гиси булиб, . . булиши учун . . . нинг булиши зарур
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ва етарлидир* деб уцилаяи). Буи и исботлашяа В фор­
мула таркибида цатлашган мантицнй амаллар па кван- 
тор.чарнинг сони буйича индукция усулидан фойдала- 
намиз; (бунда инкор амали фа кат атом формулаларга 
теги шли деб .хисоблаймиз (тенг кучли шакл алмашти- 
ришлар ёрдамида бунга эришиш кнйип змас).

rang (В) О булса, яъни В атом (элементар) фор­
мула булса, (3) нинг уринли эканлиги (2 ) дан келиб 
чикади. В формула атом формуланинг иикоридак-ибо- 
рат булса ,\ам (3. нинг уринли эканлиги яна уша (2 ) 
таърифдан келиб чикади (иккинчи гатр).

(8) муносабат ранги г ( > 0) дан катта булмаган 
барча формулалар учун уринли булсин. В формула­
нинг ранги эса г-4- 1 га тенг булсин. У холла В ^уйи- 
даги куринишларга эга булади:

1) B Z C  V D, 3) В о_з j fC(f ) ,
2) B Z C A  D,  4)  B j Z;v .vC ( x ).

Бу ерда индукция шартига асосан С, D ва С (х)  
формулалар учун (3) уринлидир.

1 ) B H C V  D ва У j— В булсин, rang (С) < г ,  
rang | D ) <  г булгани учун Т I— С ёки Т\~  D булзди.

Т С булса, индукция шартига асосан Д1 | -=С с к и
V ни киритиш цоидасига всосан М ! =  С у/ D булади.
7 s- D булганда хам >;озиргилай муло>;а.чя юритиб 
М i— С V D эканини >;осил ниламиз, яъни М | =  В бу­
лади.

Аксинча, М | = В  булса, у ^олда MJ — С ёки M j = D  
булади. Индукция шартига асосан Г г-С ёки 1 j- D 
булиб, булардан Т\— С V D келиб читали.

2 ) В 21С л  D хамда Т | - В, яъни 7“ j -  С Д D бул­
син.

У холда Д ни йуцотиш коидасига асосан Г [— С 
ва Т f -  D булади. И н д у к ц и я  шартига кура М !— С в а  
М | =  D булиб, улардан эса М | =  С Д  D ( Д ни киритиш 
коидасига асосаи) келиб чикади.

Аксинча, М | =  С A D булганда 7’ j -  С д  D, яъни 
Z'I— В булишини укувчи кийиичиликсиз хал эта ола/;и.

3) В Ш Э  .<€.(.*> х;амда 7' j— В булсин. У холда би- 
рор п учун ВИПВД ^амда D„ 7 булади. Д е ­
мак, 'Г \- D„ (cnt), индукция шартига асосан М. | =  
j - p. xD„ ;.v). ва ннхоят М |== з х С  (л) булади.

Аксинча М ! — з  хС  iх ) булса, у холда кандайдир 
ск £ М  учун М J“  С (ск)  булади. Индукция шартига
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биаоаи охирги мукосабатдан Т'~  С {ck) хосил булади. 
Маълумки, г— Р(у)  3  х Р( х )  белги ост и да 
аксиома турибди) га Ър- к;оиданн кулласак

!■ - С (V) -> 3  хС 
буига 5^* — цсидани куллагаядан сунг эса 

h C f c )  -* 3  ЛС (х)
ёки

Т С (ск) -  з  хС (х)
Хосил булади.  МР- 1,'оядасига асосан никоих

7  з  хС  (х )

га эга буламиз.
4) В Л  V  хС  (х) ва 7 |— В будешь Фараз этайлик 

М / ф  В муносабаг бажарилсин. У холда кандайдир 
cm £  М  элемент учун М | ~ С  (с„) булади.

Индукция шаргнга кура Т j С(сш) булиб, 3) 
бандга асосан 7 | -  э  .v ~j С (х),  f - дл*"]C f x ) " T V хС(х)  
хамда 1  хС  t-v) 7L ~\ а  булганлигидан Т  ] В хо­
сил булади. О «ирги муносабаг ва Т\— В Т  тупламнинг 
зиддиятли э маелиг и г а зил дир.

Аксинча, М j — В, яъии Ж /  лС (х) булса,  исгал- 
ган с М элемент учун М ’ =  С (С) булади. Индукция 
шартига кура 7 €  (с), яъии Г | - С  (х), V ни кири- 
ти:и коидаспга асосан эса 7 !•- •/ .vC (х) булади. Бош-  
щ  мантилий амаллар ,Л , V ва 1  лао оркали ифода- 
лапгзнн учун B Z C - »  D ва B Z C  -  D холларни ца- 
раш шарт эмас.

И а т и ж а : Скулем теоремаси).
Агар  пргёикат.шр .%исобанинг барор  А фо рм ул а-  

са (micdtiFU) он жари л  чвч-и булса,  у %олда у Я'-пла­
вки сано/\Ли туп лампа хлм бажарилувчи булаои.

5 - т е  о р е м  а (К. Гёдель, тулицлнк теоремаси).  Их-  
тиёрий А тисдиц пргОикатлар х,исобиба келтириб 
шцарилувчи  (исботланунчи) булиши учун у умумций- 
магпли булиши зарур ва старлидир, яъни

! - А ^ = И = А .
И с б о т и. Заруоий шарт 1-теоремагшнг мазмунини

ташкил килади.
Е т а р л и л ; { к .  Иебот лазом идя биз мавжудлик тео- 

ремаси (4- теорема) га тенг кучли булган ушбу жум-
ладан фойдаланамиз:
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„Агар тасдикларнинг S туплам и бажарилувчи бул- 
маса, у ^олда 6' зиддиятли туплам булади".

А умумцийматли формула (тасдик) булсин. У х,ол- 
да унинг инкори бажарилмайдиган i 1 А } туплам таш- 
Кил цилади, яъни кандайдир В  тасдик учун

н  A h  в  Д 1  В
булади. Контрапозиция коидасига биноан

п (В А П В) п Н А,

j— И (В А П К )  ва )— 1  А —-А ларга кура эса \— А 
келиб чикади.

6- т е  о р е м  а (А. И. Мальцев, комнактлик теорема- 
си'. 'ГасОикларнинг S  туплама бажарилувчи булиши 
учун унинг л'ар бар чек ли т упл а мост иси бажари­
лувчи булиши зарур ва етарлидар.

И с о о т  и. Зарурий шартнинг бажарилиши равшан- 
дир. S  тупламнинг ^ар бир чекли тунламостиси бажа­
рилувчи, нинг узи эса бажарилувчи булмасин. У хол­
да 5 зиддиятли туплам булиб, кандайдир С тасдиц 
учун 5 С А 1C булади. С д  ~|С тасдикнинг исбо- 
тида ч* кли сондаги формулалар катнашади — уларнинг 
туплами S'  булсин Равшанки, S ' C S  булиб, У  | -  С Д  
А ~ С дан S'  зиддиятли туплам эканлиги келиб чика­
ди. Бу эса теорема шартига зиддир.

7 - т е  о р е м а  (бкргаликда оажарилиш). Агар А,, 
. . ., Ая ва- В формулалар биргилмкда бажарилувчи 
(В формула. А,, . . ., А„ ф о р м у м л  ар нинг мантилий  
наши ж оси) булса, яъни А,, . . ., А„ тасдицлщ.нинг 
жар бири рост булган .уар бир моделоа В тасдщ  
.ха1/ рост булса, у ,\олда А,, . . ., А„ (- В булади.

И с б о т  и. В тасдик А,, . . А„ ларнинг манти-кий 
патижаси булгани учун S = j A 1t . . Ап, [ В} ба-жа- 
рилмайдиган, ва демак, зиддиятли туиламдир. У дол- 
да кандайдир С тасдик учун

А,, . . А„-, “1 В h  С А П С

уринли булзди. Контрапозиция коидасига асосан 
А,, . . ., А„, 1  (С А 1  С) b  П П В,

1  ~1 (С Д  И С) ва h- П 1 В ^  В булгани учун эса 
А[, . . Ап г • В

келиб чикади. 
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4-§. Математик назариялар. Математик назариялар  
намуналари

Биз Ш бобнинг 3-§ ида „алгебраик система*, »би- 
ринчи босцичли тил* тушунчаларини киритган эдик. 
1-§  да айтилганидек х;ар кандай математик назария 
бирор мантиций система устига нурилади. Масалан, 
фор мал арифметикани куриш учун предикатлар ^исоби 
аксиомалари системасига формал арифметиканинг у3 
аксиомалари киритилади (формал арифметика аксиома- 
лари номантикий аксиомалар ^исобланади).

Б и р и н ч и  тартибли тил математиканинг у ёки бу бу- 
лимлариии предикатлар ^исобини тузганимиздек ак­
сиоматик усул ёрдамида баён килишга имкон беради. 
Математиканинг бирор булагини формаллаштиргшда. 
маитиций аксиомалар билан бир каю р  да махсус (но- 
мангикий, шу .математик назарияни тасвирловчи) ак­
сиомалар ишлагилади. Махсус аксиомалар каралаётган 
математик назария сигнатурасидаги предмет констан- 
талар (доимий предметлар; нинг, функциялар(амаллар) 
нинг хамда предикагларнинг махсус (асосий) хоссала- 
рини билдирадиган формулалардан иборат булади.

Хуллас *ар кандай математик назарияни схематик 
равишда ушбу к урин и ш да ифодаляш мумкин:

(Математик назчрия} — {предикатлао *исоби| ■+*
+  { махсус аксиомалар).

Биринчи боскичли тилда „тенглик* нредикати („ =  “) 
Катнашганлиги учун унинг хоссалари з^амда унинг 
функциялар ва предикатлар билан богланишлари ак­
сиомалар сифатида кабул этилади. Берилган сигнату- 
рада бундам формал система тузиш, унинг „ички“ 
мазмунини“ (теоремаларини) келтириб чикариш кулла- 
нилувчи (амалий) предикатлар хисобини ташкил этади.

Амалий предикатлар ^исоби маитикий аксиомалар- 
дан ташкари, юкоряда айтилганидек, тенглик преди- 
катининг хоссаларини белгиловчи
ГГ 1). х  =  л,
(Т2). х  ■= у — у =  г,
(ТЗ). А-— у Д у *=/-•* х => i,
(Т4). х, =  у, Д . . .  Д  х т =  ут -> [/? (хи  . . . .  х т) -  

у Л
(Т5). х ,  =  у, А . . . А  х т = у т -^[х (а-„ . . х т) =

=  Ч У н  . • м Ут) j
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аксиомалар *ам олинади; бу ер да х,  у, i, х„,
..........хт, у,, . .  у т дар предмет узгарувчилар ёки
константа (доимий) белгилар, R — сигнатурадаги их- 
тиёрий га уринли предикат (агар мавжуд б}’лса), т — 
т }финли термдир.

Сигнатурадаги jjap бир /  функционал Селгн учун 
эса функциянииг таърифи ва бирцийматлилигини бил- 
дирадиган ушбу аксиома кабул килипади:

Ч" *. . .  • • •> ^  =
=  О А (/ (*», • • •, •*/,•’> =  у) -* t — у]-

Амалий предикатдар д'исобида мантнкий аксиомалар, 
тенглик аксиомалари хамда функция (амал) лар учун 
аксиомалар очик курсатилиши шарт эмас, аммо улар 
^амма вацт мавжуд (берилган) деб диеобланади. Юно- 
рида айтилган аксиомаларга улароц математик назаомя- 
нинг сигиатураси ва махсус аксиомалари албатта кур­
сатилиши керак.

Математик назариялар махсус аксиомалариникг со­
ни чекли ёки чексиз булишига караб математик нзза- 
риялар жчекли аксиомалаштиоидувчи „ёки“ чексиз ак- 
сиомалаштирилувчи“ булади*.

Куйида биз математик назарияларгэ бир цатор ми- 
соллар келти рамиз. натурал сонлар назарияси (арифме­
тика) га эса батафсилрок тухталамиз.

I. Г р у п п  а л а р  н а з а р и я с и .  Бу пазариянииг сиг- 
натураси <  +  , 0 >* махсус аксиомалари эса

(I). V X у  у \ * г \ х  +  (У +  г) =  (х - f  У) +  г \ ,
( I I ) .  v  jcfjc +  0 — 0 +  JC — л | ,
ПИ), v  .г з  у | х  у =  у •- ,v 0J

ларлан иборатдир. Агар бу махсус математик аксиома­
ларга я на ушбу махсус аксиомами кушсак, Абель грун- 
палари (коммугатив группалар) назарияси пай до бу­
лади:

(IV). V х  \ -y  j x  -J- у =  у -г •* !•

Z — бугун сонлар туплами, „4-*— бутун сонлзрни
кушиш булса, у холда M = < Z ;  -f-, G >  коммутатив 
группалар назариясининг модели булади.

* Чексиз аксиомалаштирилувчи математик г а згр и я л а р  оря гида 
рекурсив ,  рекурсии саналадвгаи аксиомалар системасига ы а паза- 
риялар кзралади PJ.
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Абель группаси тулик булиши учуй ушбу аксиома  
бажарилиши керак:

( V ). V  п у х  3  у [п £  Л 1 Д  я  .> 1 -> я у  =  х | ;

бу ерда N  — иатурал сонлар туплами, яу = у + у 4 - . . . 4 - у
л ! a v

дир  (V)  аксиома < С + ,  0 >  сигнатурадагн  формула  
эм к ,  чунки п ни борлозчи квантор группанинг эле- 
ментларига эмас, балки натурал сонларга нисбатан кул- 
ланилаётдир.  Бу  аксиомани сигнатурадагн куйидаги  чек-  
си з  куп формулалар билан алмаштириш мумкин:

V л  3  у (2у =  х), V  х  з  у (Зу ■= х), . .
'-■/ А’З  У [ну =.>.!, - . ..

Абель группаси даврий группа булиши учун унда 
цуйидаги аксиома бажарилиши керак:
(Vi).  V  А’З  п | я £ Л '  Д п >  1 - * я х  — 0}.

У ш бу  аксиома хам группа сигнатурасидаги ф о р м у ­
ла эмаслигн равшандир, а^.мо у ни хам чексиз куп ак­
сиомалар (сигнатуранинг формулалари) билан алмаш­
тириш мумкин.

И i\ и с м и к т а р т и б л а и г а н т у п л а м л а р  н а- 
з а  р и я с и. Сигнатурасида 2 х'ринли („кичик ёки
тенг" д е б  укила/ш) предикат булган бу математик нч- 
зарня куйидагн махсус аксиомаларга эгадир:

(И, V  -V V/ у v :  (А- <  у А у <  г х  <  г),
(Ш. ! / X V  у (х . у Д у -< X -> X- ===== у ),
(НО. V х ( х < х ) .

М = </V; < >  келтярилгаи математик пазарияпннг
мод«* л ла ри д а н бир н д и р.

К/лсмий тартибланган тупламлар назарияси махсус  
ак.чюмалари каторпга яна ушбу аксиомани кирш сак,  
у холла чизныли тартибланган тупламлар назарияси  
з^осил булвд»:

(IV). у  -v V У ( х  <  у  V У <  х).
Зич чизикли тартибланган тупламлар назариясини 

jqocH/t килиш у ч vн (1) — (IV) аксиомалар системасига 
иккита янгн махсус аксиомаларни киритиш кифоядир:

(V). V х  V у [х у Д X ф  у 3  г (х  <  2 А г  у д  
Д х  =?= г Д :  Ф у)|»

(VIi. з х э  у ( х ф у ) .
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Ушбу махсус аксиомами киритиш ёрдамида биз чет­
ки элементларга эга булмаган зич чизицли тартиблан- 
ган тупламлар назариясига эга буламиз:

( VII). v  jc 3  у з  г  (л  <  у Д у ф  х  Д г  <  х  Д г  ф  х).

Четки элементларга эга булмаган зич чизикли тар- 
тибланган х,ар кандай иккита саноцли туплам узаро 
изоморф эканлигини исботсиз эслати-) утамиз.

111. Сигнатура < U, П, 0, 1 ) булсин. К у й и д а -  
г и  м а х с у с  а к с и о м а л а р  с и с т е м а с и г а  э г а
б у л г а н м а т е м а т и к  н а з а р  и и Буль алгебраси 
дейилади:

1°. х  IJ {у U г ) —(.x'Uy)Uz; 11°. х  I) у =  х  f) у;

2°. х  П (У П г ) — (А'ЛУ) 12°- Л У “ -!С U у;
3°. х  U у =  у U х: 13°. х  Li 0 =  х;
4°. л: п  У =  У П л': 14°. л  п  0 =  0;
5°. л и л  =  х\  15°. л И  1 = 1 ;
6°. х [ \ х  — Х-, 16°. л' Л 1 =  •*;
7°. *U<yfl2) =  (xUy)n(JcU2); 17°. 0 ^ 1 ;

8°. ЧП(уиг)=(л:Пу)и(А:Пг); 18°- -* =  .*;
9°. л: U (л: П У) =  19°. х  U х  — 1;
10°. л Я (х  и  у) =  Л; 20°. x f ] x  = 0 .

Бу аксиомалар олдида умумийлик квантори булиб, 
биз ёзувни цисцартириш мацсадида уларни ташлаб 
юбордик.  Буль алгебрасига JC <  у X  (л и  У =  у л п  
П у =  л') белгилаш ёрдамида тартиб муносабатини ки­
ритиш мумкин. Агар х  <; t  муносабатини фа^ат х  *=* 0 
элемент цаноатлантирса, у холда t  элемент Буль  ал- 
гебрасининг атоми дейилади. Таргиб муносабати кири- 
тилган Буль алгебрасида
21 V  х \ х  0 -> з  у [У <  х  Д  у ф  0 А у г ( г < у - > г  =  

=  0 \/  г =  у)]|

аксиома бажарилса,  у атомлик Буль алгебраси,  акс 
долда эса уни атомсиз Буль алгебраси дейилади. Буль 
алгебралари назариясида дар кандай иккита саноцли 
атомсиз Буль алгебралари узаро и зо м орф  эканлиги 
исботланади.

V. Бирлик элементига ага булган коммутатив ва 
ассоциатив ^ а л к а л а р н а з а р и я с и  <- | -» •, 0, 1 >
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сигнатурада цурилади ва ушбу махсус вксиомаларга 
таянади:
Г .  ОФ  1; 2°. ^ + ( у + г )  =  (*  +  ))) +  2;
3°. х  у  =  у  +  х\  4°. л; +  0 =  х; 5°. х ( у + г ) = ж у + Х 2 ;  
6°. 3  t (х  +  / == у); 7°. х  (уг) — (лу) г; 8°. х у  =» ух;
9°. jc • 1 =  х
(бу ерда хам барча узгарувчиларни богловчи умумий- 
лик кванторлари ташлаб юборилади) .

Мазкур ха^канинг модели сифатида М =  <  /?; + ,  
•, 0, 1 >  ни олиш мумкин (бу ерда /? — барча хаци- 
ций сонлар туплами). Бу моделда

10°. х у  =  0 -> х  =  О V У ~  О
аксиома хам бажарилишини курнш цийин эмас. 10°- 
аксиомани каноатлантирувчи бирлик элемеигга эга бул­
ган коммутатив-ассоциатив хал^а бутунлик сохасн (ёки 
бутунлик далкаси) дейилади. Бутунлик сохаси аксио- 
малари нагорига яна ушбу аксиомзнк киритсак, май- 
донлар назарияси деб аталувчи математик структура 
пайдо булади:

11°. х  -/= О ^ З у  (ху  — 1).
1- майдоннинг бирлик элементи, п — натурал сон 

булсин. 1 1 н- . . . 1 =  я  • 1 деб белгилайлик.

12°. ■ 1 = 0  Д V m  т-\=0-*-т'^>п)\
аксиома уринли булган майдонлар характеристикаси п. 
га тенг булган. майдонлар назариясини ташкил этади. 
Майдонлар иазариясида майдон характеристикаси фа- 
цат U ёки р туб сон булиши мумкинлиги исботланади 
(я  - 1 = 0  тенглик хеч бир я  натурал сон учун бажа- 
рилмаса,  Сундай майдоннинг характеристикаси нолга 
тен г .д еб  кабул цилинади).  х - х  , . . - х  купайтмакл

п та л
кискзлик учун х п каби белгилаймиз.

Алгебраик ёпик майдон назарияси майдонда ушбу 
аксиоманииг бажарилишини таь;озо цилади:

13°. v  3 «  х  V  й /i • . - V  а, V  а 0 ( я ( - Л л л > 1  -* 
а пх п +  +  . . .  +  а ,х  - f  а 0 =  О V  а п =  0).

Бир хил характеристикали ва тенг кувватли хар кан- 
дай ихкита алгебраик ёпик майдон узяро  изоморф 
эканлигини исботсиз эслагиб утамиз.
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Ма^.лумки. сигнатурадаги моделнинг бирор А син- 
фига кирган >?ар бир моделда рост булган ёпик фор­
мула (тасдик) лар туплами К  синфнинг элементлар на- 
заоияси дейилади ва Th (К)  каби белгиланади (III боб, 
3-*§).

Юцорида цараб утилган математик назариялар уз 
махсус аксиомалари билан берилади. Махсус аксиома* 
лар мантилий аксиомалар (предикатлар дисобининг) 
билан биргаликда шу назариянинг барча аксиомалари 
сиетемасини ташкил этади. Бу аксиомалар системаси- 
дан мантикий воситалар (келтириб чикариш коидала- 
р и ) ёрдамида мазкур назариянингбарча тасдиклари до- 
снл килинади.

Агар Т назария узининг бирор модели М учун Т —*
— Th (М) булса, у долда у тулик назария дейилади.

Т математик назариянинг ихтиёрий иккита модели 
изоморф булса, бундай назария катъий назария дейилади.

5-§.  Формал арифметика

Натурал сонлар назарияси (арифметикаси) деб ата- 
лувчи математик структуранинг сигнатураси < - К  •, 
s, 0 >  булиб, унинг тури < 2 ,  2, 1, 0 >  дир. Сигнату­
радаги 5’ унар (бир аргументли) функционал белги бу­
либ, уни баъзан »кейин ке лиш “ функцияси деб дам 
аталади. Бошщача айтганда, М формал арифметиканинг 
бирор модели, х  эса унинг элемента булса, у долда 
S (х)  ^ам моделнинг элемента булиб, S(jc) х д а н , к е й -  
ин келувчи* элемент дейилади. Арифметиканинг фор- 
мулалари (хусусан, тасдицлари) нп тузиш учун даст> 
лаб унинг термлари тупламини аниклашимиз керак.

Т а ъ р и ф :  1°. О — термдир;
2°. Хар бир предмет узгарувчи термдир;
3°. Агар т, ва т2 лар терм булса, т, - f  %ъ  т, • , ф , )  

лар дам терм булади.
Предмет узгарувчи катнашмаган термлар ёпик терм- 

лар дейилади. Масалан, 0, s (o) ,  Q +  s (o) ,  O - s ( e ) ,  
s (о) +  .s' (о), s (s (о)), 5- (s (s (о))) ва бошцалар ёпик терм­
лар, 0 - r x ,  x  +  у, s i o ) - s ( x )  лар эса ёпик 
термлар эмас.

Формал арифметиканинг формулалари билан тани- 
шамиз.

Т а ъ р и ф :  1°. т, лар терм булса,  х, =  -с, фврму- 
ладир;
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2°. Агар А ва В лар формула булса, у холда ( 1А'),. 
(А А В), (А \/ В), (А П В), (А — В) лар дам формула-. 
дир.

3°. Агар А формула,  х  эркин предмет узгарувчи 
булса, у долда V  хА ва 3  хА лар ^ам формуладнр.

4®. Арифметикада формулалар фэцат I е — З11-Оанд- 
лар ёрдамида ^осил цилинади.

Ф©рмал арифметиканинг аксиомалари ушбу форму- 
лалардир:
(Al) .  Y x ~ ]  ( s ( x)  = 0 ) ;
(А2). V х  \ '  у [s (х)  => .V (у) “ 1 х  =  у];
(АЗ) .  V  х  V  У \ х  =  У П .V (х)  =  .V (у)  j;
(А4). V х  | х +  0 =  х ];
(А5). у  х  Ч' у \х  -|- .V (у) =  5 (х  +  у)];
(А6). V х \ х  ■ 0 — 0 {;
(А7). Ч' х  \ /  v \х ■ s (у) =  х  - у 4- х];
1 AS). А (о) Д v  х [А (х) ~] А (л-))] 1  А (/ j;

(/ — эркин узгарувчи),

бу ерда А <■ х) — ихтиёрий формула, А (о) х  нинг А (х )  
формуладаги эркин цатнашган жойларига 0 ни куйиш 
натижасида *осил булган формула,  A( s ) x ) )  эса х  нинг 
А ( х )  даги эркин цатнашган жойларига ^ (х )  ни куйиш 
натижасида х;осил булган формуладир

(А8) аксиома баъзан ушбу куринишда хам ёзили- 
ши мумкин:
(А8)' .  А (0, х „  . . х„) А V ' | А (х,  х 2, . . ., х п)

| А (5 (х ) ,  Х‘2 , ■ . •, X'/;)] I A (t ,  Д. 2, . . . »  Хд).
(А8) (ёки (А8Г) аксиомада А — ихтиёрий формула бул­
гани учун (А8) ни (ёки (Л 8)' ни) чексиз куп аксиома­
лар схемаси деб царалади.

Шундай цилиб, (формал арифметика) =  {предикат­
лар хисоби) -f- {(Al),  (А2), . . ., (А8)} деб цараш мум­
кин (шартли равишда).  (А1) — аксиоманинг иоформал 
мазмуни: ,0  хеч цандай натурал сондан кейин кел- 
ыайяи* деб тушунилади.

(А2) ва (АЗ) аксиомалар куйидаги мазмунга эга- 
дир: ,Дар цандай х  ва у натурал сонлардан кейин ке- 
луввд сонлар тенг булса, у холда бу сонларнинг узи 
^ам тенгдир"; „Хар цандай иккита х  ва у  натурал сон­
лар тенг булса, v х,олда улардан кейин келувчи сон­
лар дам тенгдир“. (А4) ва (А5) аксиомалар цушнш
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амалининг асосий доссаларини, (Аб) ва (А7) лар эса 
купайтириш амалининг асосий хоссаларини билдиради.

(А8) аксиома ало^ида адамиятга эга булиб, у , ту ­
лик математик индукция“ дейилади*'.

Формал математика сигнатурасидаги баъзи форму- 
лалардан фойдаланган долда сигнатурага янги преди­
кат белгилар киритиш мумкин.

Масалан,
х  ф у  И  1 ( л  =  у),  

х >  у t ( x ^ y  ф  / ) ,  
х  "> у ~ х > у  V x = = y ,
■* <  У ^  3  t (у  =  х  +  t),  
х  <. \' — х  <  у  V  л  — у, 

х  | у z :  э  t — v • t)

(бу ерда „ X е метатилнинг ъелгиси булиб,  . .  ифода 
. . .  ни билдиради* деб укилади).

Энди формал арифметиканинг баъзи теоремаларини 
куриб чикайлик.

1 - т е о р е м а .  I- х  Ф у -*■ s (х)  ф  s  ( V) ёки  [— 1  (х  =
=  У) П I*(-*)=■•*(У)].

И с б о т и ,  1°. \ - s ( x )  =  s (y ) - * x  =  у — (А2) аксиома,
2°. j -- (/1 В) -> ( ~\ В -> ~| А) — (контрапозиция),
3°. h  ( s ( x )  ~  S (у) х  =  у) ->

-> (~1 (х  =  у) -> 1  (s (x) — s(y) ) )  — урнига куйиш
цоидасига асосан

4°. | -  П ( х ~ у ) - + П  (s (х ) -  s (у)) • -  МР (1°, 3°).
Худди шунга ухшаш ушбу теоремани исботлаш 

мумкин.
2- т е о р е м а. ( -  s  (х)  ф  s  ( у ) х  Ф у ёки  

1~ | ( А' (X) — S (у)  -*■ 1  (X =  У ).
3- т е о р е м а ; - О х  =- х.
И с б о т и .  А  ( с) ГС (0 -f- х  =  х  1 булсин,

1°. -.v-|-0--=x — i A ! > аксиома,
2°. j- 0 +  0 == 0, (еки | - .1(0)) — S»- коида (1°),
3°. +  (ёки A (t)  — гипотеза,
4J . h x  +  s ( ( )  =  .v(х  -j- /) — (А5) аксиома,

* Ну м а т е м а т и к  иилушияминг саноцли варианты б ул и б ,  аслИда 
т улик  м а т е м а т и к  и н д у к ц и я  пагурал c o i u a p  туплгмиминг ихти<?рий 
т у пл .ию ст ис и! а нисбатан к^лланилади, ят>ии с а н о ^ л и  б у л м а г а н  туп- 
л а млдр .хам в;амраб олшмди.
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5°. h O - H ( 0  — «(О-И) -  S';- коида (4°),
6°. i- (x  =  y) -> ( s ( x )  =  s ( y ) )  — (АЗ) аксиома,
7°. ^ ( 0  +  / =  0 - ( - 4 0  +  0  =  s ( 0 )  (6°).
8°. н  s(Q +  /) — s<*) — M P (3°, 7°).
9°. J— 0 s (t)  — s(£), (ёки ( - A ( s ( i j ) )  — транзитивлик

(Ь°. 8°),
10°. j -  A  -> ( 5  -* A) — (1A) аксиома,
11°; Ь A (s(i)j  -  ( A ( 0  -> A(s(f)))  ~  SAls">>- T  ( 10°)» 
12'.  }- A ( 0  -*■ A { s ( t ) )  — MP (9°, 11°),
13°. [— у  / (A ( t )  A (s (/))) — v  ни киритиш (12°), 
14°. h  А ( о ) Д  V t  (A ( 0  -* A (s ( 0 ) )  — V  ни киритиш

(2°, 13°),
15°. 1- A (0) A V t  (A (i) A ( s  ( / )) ) -> А (x) — аксиома

(A8),
16°. ( - A ( x )  (ёки 1 - 0  +  x - j c )  — MP (14°, 15°).

4 - r e  o p  ем  a. ; -  (y =  t )  - » (y -f- x  == t  - f  x) .
И с б о т и. А (х) ЗЛ (у =  t) -* (у +  х  — t -f- х)  булсин.

1°, j— х  — х  — (Т 1) аксиома,
2°. i - 0  — О - 5 ;  (1 ),
3°. / ;  • - (Л • •> Н А)  — (мустакил исботлаиг!),
4А [ -  (0 =  0)-* ((у  =  t) -  (у =  Д(0  - 0 ) )  V

(3°),
5°. [ -  (у =  i) (у =  t )  Д  (0 =  0) -  МР (2°, 4°),
6°. (у =  t) А (« =-= г») -* ( у + и  =  — аксиома (Т5),
7°. I -  (V =  О А (0 =  0) -> (у +  о -  t +  Qj -  5 “ ® (6°),  
8°. | — (у =  /)->■ (у -f- 0 =  £ -j- 0), яъни j— А (0) — транзн-

тивлик (5°, 7J),
9°. j— А (т),  яъни h  (у =  t) iy -j- т =  t +  rn) — гипо­

теза,
10°. !- {у =  t) ->■ (y 4- s(m)  =  яъни [~A(s(m)) —

S%m'- коида (9°),

11°. I- A —>{B -+ А)  — аксиома ( l a ) ,
12°. h  A (5 { m ) ) ~(A(rn)~*A(s (m) ) )  — *«>

133. i - A ( s ) ^ A ( s ( f f l ) )  - M P  (10°, I2 n),
14°. h  V  w [A ( m ) -*■ A (s (m))l  — V ни киритиш (13°),



15°. j— A (0) Л  V m \ A  (m) A (s ( « ) ) ]  — Д ни киритиш'
(8®, 14е),

16®. |— A (0) Д V m [К (m)  -> A (s (m))  J A (x)  — аксио­
ма (A8),

17°. b  A ( x ) ,  яъни |— (y =  /) -y (y  +  x . =  t  -f- x)  — MP
• 15*. 16°).

5 - т е о р е м а ,  b  s ( t )  -j- у — s (x у  y).
И с б о т и .  A (у) U l s  (jc) у у  =  л ( х у у )  булсин.

1°. b- x  У  0 -- x  — аксиома (A4),
T .  h s ( x ) + 0  =  s W  — Л'*и >-коида ( Г ) ,

3е. К  (х =  у) —> (у =  jc) — аксиома (Т2),
4Г. }- (х У  0 =  х)  -> (х =  л  +  0) -  5*+«« '  (3*),
5®. ь  х  =  х  +  0 _ М Р ’(1% 4“),
6*. b  ( x ^ x - h 0 ) - * ( s ( x ) ^ s ( x + 0 ) )  - ( А З )  (6е), 
7 ' .  b J W = s ( x  +  0) — МР (6®, 7°),
8 \  ,i- (s (х)  +  0 =  s (*)) А ( s (•*) — 5 (д: +  0)) — Ани ки­

ритиш (2°, 7е), 
9е. (х  — у)  А (у =  i )  -> ( х ^ г )  — (ТЗ) аксиома, 
10*. I -  (5 ( X) +  0 =  S (X)) A  (S (X)  =  .* (х  У  0)) -

-> (S (х) +  0 =  s (х +  0)) — S ^ + 0> «*>. -п* к» (9°),
11е. Ь $ ( * ) У  0 — s ( *  +  0), яъни j— А (0) — МР (8е,

Ю " ) ,
12°. }- -А(/ ),  яъни b i ' W  +  / = s ( * - f / )  — гипотеза, 
13*. f -  А (л- (/)), яъни г-  ̂(х)  У  s( /) =  s (х  у  s (/)) —

5j(o (12е),
14®. ) - А - + ( В - > А )  — аксиома  (1а),

15°. b A ( s ( 0 ) - M A ( 0 - » A ( s ( 0 ) )  - S ^ ’ Т ’ <14"), 

16°. i - A ( 0 - А  (.?(/)) — М Р ( 1 3 \  15"),
17е. [ -  У  t \А (t) -■> A (s (^))J — у  ни киритиш (16*), 
18''- |— A (t>) A  v  t [А (/) -> A (s (/))!  — Л ни киритиш

(17°, 11*),
19”. |— А («>) А V / [ А (/ ) -► A (s (/))] -*■ А (у)  — аксиома

(А8),
20'’. J— А (у),  яъии b  s (х)  -j- у  — s (х у  у )  — МР(]8®,

19”>.
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6 - т е о р е м а .  р-__1 (х =  0 ) ->  (х  +  У =  у ) . 
И с б о т и .  А(у)-?_ П (х  — 0)-*- ~) ( х 4 - у = у )  булсин. 

Дастлаб х-+-0 =  0}— х  =  0 эканлигини курсатаыиз. Уш­
бу формулалар кетиа-кетлиги х  =  0 формуланинг х +  
-f- q =  0 формуладан келиб чицадиган исботи булади:
1°. х  +  0 =  0 — гипотеза,
2°. х  +  О — х  — аксиома (А4),
3*. (х  =  у) -+ (у =  х)  — аксиома (12),
4‘\  ( х  +  0 — х)  -  ( х  — х  +  0) — 5>дг+9- * (3°),
5';’. х  =■ х  +  0 — МР (2' \  4").
6°. (х  =  х  - f  0) Д (х  +  0 =  0) — Д ни киритиш (1°,  5Э), 
7°. (х — у)  Д  (у — г)  - » (х  =  г )  — аксиома (ТЗ),
8°. (х =  х 4- 0) А  (х  +  0 •= 0) -)• (х  =  0) (7а),
9°. х  =  0 — МР (6 е. 8е),

Демак,  х  +  О =  0 х  =  0 ёки контрапозиция к®11'  
дасига асосан ( х  =  0) ]— ~[ (х  4- 0 -»0)  булади. Д е ­
дукция теоремасига асосан
10°. “ ] ( х  =  0) ->- “ | (х  0 =  0),  яъни j -  А (0) була­

ди.
I F .  1- А (I), яъни ь ‘1 ( л  =  0 ) - > _] ( х  4 - ^  =  0  булсин 

(индукция калами).
12°. Н  П (х  =  0) -> 4 (x  +  s ( 0  =  5 ( 0 ) ,

яъни |—A (s (t ))  — S f ‘i ( I I я),
13°. \ -  А -<■ (В А)  — аксиома (1а),
14°. i - A ( s W )  -  ( А ( 0  -  A (s {()))  — S Â 2,h Т  П3°),  
15°. н А ( 0  A ( s ( 0 )  — MP (12”, 14*),
16°. (- v 1 1A (t)  -> A ( s  (г1))] — V  ни киритиш (15°), 
17°. f— A (о ) A  V t  [A (t)  — A (s ( / ))]  — А ни киритиш

(10°. 16°),
18°. f- А (б>) Д V t [A (/)-*• A (s (O ) ]  -*■ А (У) — аксиома

19°. [ -  А ( у ) , яъни |— “ j ( x  =  0) ~] (x  4- У — У) — MP
(17е, 18ej.

7 - т е о р е м а .  (~ x  4 - у =  у 4* x.
И c o o t  и. A (y)jL. ( x  у =  у -j- x)  булсин.

1°. f— x  +  0  =  x  — ( A4) аксиома,
2°. }— 0 -f- x=* x  — 3 - теорема,
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3°.  t— (x  =  у )  А (у —  г ) ( д г = г )  — (ТЗ)  аксиома,
4°. h- (х  =  у) -> (у — х)  — (Т2) аксиома,
5°.  i- (0+JC-=je)-»(jc— ' 0 + л )  — S°+-* - ' (4 c).
6°. | _ j c — O+Jc — M P ( 2 ° ,  o°), ’ *
7°.  j— (x  +  0  =  x)  A  ( x  «= 0  +  x)  -+ ( х  +  О =  0  +  х )  —  

S*+“- *' °+* (3°),
8°. (а  +  0 =  х )  Л  ( х ~  О -j- х)  — Д  ни киритиш (1°, 

6°) .
9°. h JC  +  0  =  0  +  x ,  яъни А (0) — МР (7°, 8°),
10°. (— А (О,  ЯЪНИ JC +  / ~  /  .V булСИН (ИНДукЦИЯ 

радами),
11°.  j— х  +  s (t)  =  s (t)  +  x,  яъни i - A ( s ^ f ) )  — S f 3> 

( 10°),
12°. j—А-у .  ( В- у  A)  — (la)  аксиома,
13°. h A f s ( O ) - ( A ( 0 - ^ A ( s U l ) )  -$*'«/»■*£> (12°),
14°. > A ( ^ A ( s ( 0 )  - M P  (11°, 13°),’
15°. f— V  f ( A  (/) -» A (5 ( t ) ) )  — v  ни киритиш (14°), 
16°. h  А (о)  Л  V  (A (/)  ->■ A (s (i )  j) — Д ни киритиш 

(9°, 15°).
17°. | -  А (о) Д  V  t  (A ( t ) A ( s (^))) А (у) — аксиома 

( Л8 ) ,
18°. }- А (у), яъни i- x  - f  у =  у x  — МР (16°, 17°).

8 - т е о р е м а .  |— (л: -|- у) +  z  — х  -j- (У 4~ г).
И с б о т и .  А (г) JE j (x  +  у) 4- г  =  х  4- (у -j- г) ]  бул-

V ин.
1°. х - \ - 0 = * х  — (А4) аксиома,
2°.  h  (х-+ у )  +  0 - » лт +у  -  (1°),
3°. j— л == л  — (Т1)  аксиома,
4°. ь- (х  =  у)  —> (у х)  — (Т2) аксиома,
5°. Ь (у-|-0 -  у) -  (у ■= у-ЬО) -  S>*° (4°),
6°. г У + 0  =  У — 5> ( Г ) ,
7°. 'г - у = у + 0  — МР (5°, 6е),
8°.  J— ( х  =  х )  Л  (У =  У + 0 )  — Д ни киритиш (3°,  7е), 
9°.  f -  (х  =  у) Д  ( z  =  t)  -> ( х  +  г  =  у  -j- / )  — (Т5)  а к си о ­

ма,
10°. j -  (х  =  х )  А (У =  У +  0) (х -j- у  = х  +  (у  +  0)) —

s z i ' yr  o n ,
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11 f -  JC +  у  =  x  +  (у +  0) — MP (8 ° , 10е) ,
12°. i -  (х  4- у) +  0  «= л  +  {у  +  0 ) — транзнтивлик ('2°, 

11"),
13°. h  А ( / ) ,  яъни j— (х  +  у)  -j- /  ~ х  +  ( у  +  0  — гипо­

теза,
14°. j— A (s ( О )» яъни j— ( -V +  у) +  5 ( /)  =  х  (y+s(<)  — 

Sfi‘> (13°).

15° — 21е- бандлар олдинги теореманинг 12 °— 18°- 
бандлари билан бир хилдир, аммо бу мисолда j— А ( г )  
мегатеорема Н  ( х  +  у)  -j- 2 =  х  +  (у -Ь г ) ни билдиради.

Бкз  юцорида формал арифметиканинг баъзи теоре- 
маларини исботладик (бу теоремалар: .v -« v •• »- s (л i 
ф  s ( y ) ,  яъни А ( х  — у) A (s (х) =  s (у)); s (л)  ф  
Ф s (у) ~т х  ф  у, яъни A (.v (х) =  s (у)) -> А (х  =  у);
0  4- х  =  х ;  (у == t) -> (у -г X =  t +  х); S ( x )  +  y =  s ( x  +  
+  у); А (х =  0) —> А ( х  4- у =  у); х  +  у =  у +  х;  ( х  +
4- у) 4* 2 —х 4- (у 4- г) формулалардир) .

Худди шунга ухшаш формал арифметиканинг бош- 
ца теоремаларини хам исоотлаш мумкии.

Шуни чам эслатиб угамизки, 1 — й-теоремалар ме- 
татилиинг теоремалари (метатеоремалар) булиб, f— бел- 
гиси остидаги формулаларгипа формал арифмегикаминг 
теоремаларидир.

Куйида биз бир цатор метатеоремалар келтирамиг. 
уларда I— белгиси о а и д а г и  формулалар формал ариф­
метиканинг теоремаларидпн иборатдир.

(а I (— х  >  у Д у _> г  х  >  г;
(b) h  х  <  у A v <  -  —> х  <  г
(c) |— х  >  у А г >  / х  г  >  у 4-
(d) h  х  <  у Д г  <  г •• х  г  <  у +  t;
| е) j— х  >  у -*■ х  4 - 1 >  у 4 - 1;
(f) i— x < y - > x 4 - / < y  - г  *;
(g) h * >  У A  i  Ф 0 х / >  yt\
( h) ’г -  х  <  у  f\ t  ф  0 —> хх <  y t .

(a) '  — (h) ' :  ни i а, „ < “ ни га а л м а ш -
тириб яна 8 та метатеорема ^осил кнлиш муыкни.

И з  о х .  Юнорнда айтилганидек » > * ,  „<*>
пф и лар формал арифметика сигнатурасининг 

белгиларн булмаса-да,  бу теоремаларни сигнатуравинг 
белгилари ёрдамида ёзиш цийин эмас. Масалан,
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(I). g a ( x = y  +  а)  Д  *1 (I  =  0)  -* 3 v  (:<t =  y i  +  v ) ,  
(j) I— x y  —• y-x ( „ • “ нинг коммутативлиги);
(k) f- (xy) г  *=“ x  (у г |  ( » • “ нинг ассониативлиги);
(i) j— x  (у ~~ z)  =  x y  +  х г  (дистрибутивлик);
(in) v  x  v  у 3  я (у Ф О Д лу >  х) (Архимед аксиома- 
си),
(П/ МУ) А ( у Н  -+■ (х\г)  ( . ( “ нинг транзитивлиги);
(о). | -  ( х с )  Д (у(г) -  « J C +  у)|г)

XiX асряпкг  70- йнлларнда немис математнгя Г. Кан­
тор rv пдамлар назарнисиии ишлаб чи^иб, матбуотда 
чод килдирганда аю-арият математиклар бу назарияга 
шнончсизлик билан, баъзи лар эса ту гридан-тугри дущ- 
мзнлнк назари билан карадн.чар. Аммо бир иеча йил- 
лар дакоиида мазкур назария: а kv-пчилнк математик 
ва фаилясуфлариинг муносабат» кч с > j \ з г а р д и — бу 
мак-матнкада куп даврлар ечилмаи 1 1 1 талай маса- 
лала;>нииг туиламлар назарияси ёрд-'М'. ,j осон .%ал ки- 
линганлягинипг натижаси булди. Тупламлар назария­
си г а акслрият математикларнинг муиосабати узгариб- 
г«-на кол май, балки уша даврнинг ил гор математиила- 
ри „тупламлар назарияси ыатематнканииг фундамента- 
дир" лея  бошладилар. Тупламлар наз;;рияси узининг 
юксак шухратига эриша бошлаган бир найгда нталия- 
лиес С. Бурали- Форти тупламлар назариясида зиддият 
( парадокс, антиномия) бор эканлигиии курсатди (1897 
й.). i 902 йили инглиз математиги ва файл^суфи Б. Рас­
сел яна бир зиддиятни курсатди — бу Кантор назария- 
сига берилгаи янги зарба эди. Энди факатгииа гуп- 
ламдар назариясининг узи!а эмас, балки математика 
иа унинг мантилий асосларига хам жиддий хавф тур и­
ла бошла дн .

11)03 йилда булган жа^он математнкларининг коиг- 
ресснла Л.  Гильберт уша давргача ечилмага.ч вы Гиль- 
бертиинг фи крича к а п а  а.\амиятга эга булган 23 та 
проблемами таклиф этди. Лии in у нроблемалардан би- 
ри — математнкани ас осл ат  ироблемаси эти. Бу проб­
лема ушбу куринишдз куйнлиши мумкнн: „Математи­
ка зиддиятсиз экаилиги исбоглансии ёки рад этилсин*.

Бу ул.ч-ан проблемами ечигада бир неча йуналиш 
иа йдо булди.  4\ а р  бир йунатиш иамояндалари уз дас- 
турларн билан чициб, мазкур проблемани ечишга 
дарагса? кила бошладилар „Формализм*1, „Иитуицио-
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низм“, „ЛОГИЦИЗМ*’,' ,  конструктивизм * шу ОЦИМ/ 
ласидандир.  „Формалистлар* деб аталувчи Д  I >т 
бошчнлнгидаги немис математиклари куйилаги дастур 
(Гильберт даетури) ни илгари суришди:

1. Математика ёки унинг катта бир фрагмента (бу- 
лаги) (масалан, арифметика, анализ ва тупламлар на­
зарияси) формаллаштирилиши керак,  яъни мзтемати- 
кани (ёки булагиии) бирор формал система (форма­
лизм) куринишига келтириш керак.

2 Досил булган формал система аксиомаларидан аник- 
ланган (па берилган) цоидалар (туплами) ёрдамида ,%еч 
булмаганда математиканинг асоснни ташкил этувчи 
жумлаларни (формулаларни) келтириб чикариш керак.

3. Келтириб чикарнш коидаларини формал система 
аксиомаларига кулланилганда >;еч канон (формал) зид- 
дият ^осил булмаслигини курсатиш керак.

Гильберт ,формаллаштирнш“ деганда куйидаги жа- 
раённи таклиф этган эди: маълумки жонли тилда куп 
мазмунлилик куп учрайдиган долатдир,  яъни битта 
жумла бир неча мазмунга эга булиши мумкин.  IIIу- 
нинг учун цандайдир формал тил ёрдамида математик 
жумлаларни шундай ифодалаш (ёзиш) керакки, бунда 
Формула ягона мазмунга ( цийматга) эга булиши керак.  
Формал тиля а *ар бир формула тил алфавита устида- 
ги кандаидир суз (алфавит харфларининг чекли кетма- 
кетлиги) сифатнд '1 к^ралиб, унинг мазмуни (киймати) 
эътиборга олинмайдк Баъзи сузлар (формулалар) ак­
сиомалар деб кабул килинади: келтириб чикариш цаи~ 
да'»ари зса сузларни шакл алмгштириш цоидалари си- 
фатнда царалади.

/ формал системанинг зидензлиги унинг аксиомала­
ридан келтириб чикарилмайдиган формула мавжуд экан- 
лигн бил ян тенг кучлидир, чунки зиддиятга эга булган 
назарняда шу назариянинг ихтиёрий формуласи келти­
риб чицарилиии: мумкин Хацикаган, |—тА ва ; - т 1 А 
булса,  т ”  А -> (А В) булганлигидаи дедукция тео- 
ремасига асосан i—, В булади (бу ерда В — ихтиёрий 
формулу).

V формал система аксиомалари системасипииг (кеиг
маънода) туликлиги унинг аксиомаларидан ихтиёрий 
умумрост формуланинг келтириб чицарнлувчи булнши- 
дир (бу ерда алфавита Т нинг алфавита билан бир хил 
булган мазмунли назариянинг умумрост формуласи 
назарда i утилаётир).
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Формал (назария) система формаллаштирилган на­
зария тушунчасининг хусусий >;оли булиб, формал на­
зария узининг исботланувчи (келтириб чикарилувчи) 
фо рму лал ари  синфи б*-лан аникланса, формаллашти- 
рилган назария узининг рост (умумрост,  умумциймат- 
ли) формулалари синфи билан аникланади. Бу синф, 
Одатда,  келтириб чикаришга иисбатан ёпик булиши ке­
рак, яъни рост формулалардан келтириб чикарилувчи 
^ар бир формула рост булиши керак.  Табиий, бунда 
формаллаштирилган назариянинг аксиомалари .^ам рост 
фо рм ул а л а р  булиши керак.

Формаллаштирилган назарияни маълум бир мазмун- 
да унга эквивалент булган формал система билан ифо- 
далаш мумкин, яъни бу назариянинг барча рост ф о р ­
мулалари синфини бирор аксиомалар системасидан кел­
тириб чикариш коидалари ёрдамида ^осил килинадиган 
формулалар синфи сифатида досил килиш мумкинми— 
деган масала, одагда,  мухим масаладир. Бу масалани 
я на куйидагича куйиш мумкин: формаллаштирилган 
назарияни аксиомалаштириш мумкинми, яъни уни би­
рор аксиоматик курилган формал системага эквивалент 
дейиш мумкинми?

„Формализм11 йуналишининг намояндалари бугун 
математика аксиомалаштирилувчи назария деб j ;h c o 6 -  
лашган эдилар.  Аммо аслида купгима математик наза­
риялар,  жумладан,  натурал сонлар арифметикаси ак­
сиомалаштирилувчи назария эмаслиги аник булди.

1931 йили австралиялик К. Гёдель узининг ма-ш^ур 
иккита теоремасини эълон килди. Бу  теоремалардан 
биринчисининг мазмуни шундан иборатки, (формал) 
арифметиканинг ёки (формал) арифметикани уз ичига 
олган хар кандай формал системанинг зидсизлигини 
шу  назариянинг уз воситалари ёрдамида исботлаб бул-  
майди, яъни формал системанинг зидсизлигини исбот- 
лаш учун унга кирмайдиган кучлирок; воситалар иш- 
латилиши керак.

Гёделг, теоремасииинг нккинчиси у шб у  мазмунга 
эгадир:

Формал арифметикада шундай формула тоаиладики,  
у ро:т  формула булиб, узи .\ам, инкори хам формал 
арифметикада келтириб чикарилувчи формулалар эмас-
дир.

М азкур  теорема Гёделнинг арифметиканинг тулик 
эмаслиги дацидаги теоремаси дейилади.  Гёдель теоре-
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малари, бириичидая,  арифметика аксиомалаштирилувчи 
назария энаслигини курсатган булса, иккинчидан Гиль­
берт дастури бажарилмаслигини намойиш цилди.

М а ш ц л а р

1. 2 - §  да келтирилган 2 +, 5+, 6 +, 7 \  1 !+, ]3+ му-  
носабатларни исботланг.

2 .  а) а  > 0  булган да Л4 = |0 ,  а] кесмада ушбу амал- 
ларни олайлик: х,  у £  М  булса, х п у  =  т щ ( х ,  у) ,  x U  
U у  «= max (л,  у),  х  =  а — х.

< р ,  U, , 0, 1 >  сигнатуранинг 0 сифатида 0(^М 
ни, 1 сифатида а( ~М  ни олайлик.

М ==<Л1;  р ,  U, , 0, 1 >  Буль алгебрасининг мо­
дели эканини курсатинг.

б) А/ >  1 булган ихтиёрий натурал соннинг барча 
булувчилари туплами М  булсин:

М  =  {п j N \ n ) .

М  да ушбу амалларни караймиз: х,  у £ М  булса,
х Л  У =  ЭКУВ (х , у),  х  U у — ЭКУ К (х, у),  ■*==~'5

<П> U, , 0, 1 >  сигнатуранинг О сифатида 1 (5А/ 
ни. 1 сифатида N £ М  ни оламиз.

М — <Л 1;  р ,  U, , 0 ,  1 >  Буль алгебрасининг мо­
дели эканини курсатинг.

3. 5 - §  даги (а) — (0) ме : агеоремаларни исботланг.
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V Б О Б

АЛГОРИТМЛАР НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

! - § .  Алгоритм тушунчаси

Математикаиинг дастлабки ривожланиш погонала-  
ридаёк унда соф механик характерга эга булган, маъ-  
лум бир схема ёрдамида олиб бориладкган дисоблаш  
жараёплари пайдо була  бошлади.

Вир турдаги,  бир хил мазмунга эга булган кун ма-  
садалар бир хил усул (йул,  коида) ёрд ам ида  дисобла-  
на бошланди. Математикалаги бундай жараёнлар алго­
ритм лар деб атала бошландк.  Ш у ерда „бир турдаги 
масзлалар“, „бир хил мазмунга ага булган маселалар“ 
деган  тушунчаларни бир оз  ёритиш з^тиёжи тугилади.

Хар кандай математик масала унинг „шартлари“ 
д е б  аталувчи микдорларнинг бирор си сте м аси в а  уиинг  
„ечими* i жавоби) д е б  аталувчи мш^дорларнинг иккин- 
чи бир системасидан иборат булади.  Математик маса-  
ламинг шартлари одатда берилган бул и б ,  уиинг ечи-  
мини топиш талаб этилади. 1>у ерда  вм ик дор ‘ 'ту шун ­
часи кенг мазмунда тушунилишн керак — сонлзр,  ф у н к ­
циялар,  матрицалар,  жумлалар,  формулалар,  геометрик  
объектлар ва зоказолар микдор тушунчасига мисол 
була олади.

Масалан, 1) „а на b натурал сонларикинг энг катта 
у мумий булувчиси (ЭКУБ) ни тонинг* деган масалада  
а  ва b нагурал сонлар масала шаргини ташкил этувчи
ми^дорлардир.

2 )  „ \ x e xd x  аникмас интегрални «\исобланг“ деган
масаланинг шартини у =  х е х функция ташкил килади.

3) „Матрикаларни купай шриш асеоцкаткв амал экаи- 
лигини исботланг* деган  масалада шар гни ихтиёрий  
учта А, В, С матрица (микдорлар системаси) ташкил  
этса, масаланинг ечими эса (АВ\  С =-• А (ВС)  теиглик- 
нинг ростлиги (ёки ёлгонлиги)  дан  иборатдир.

4) „ЛВС ва Л,#,С,  учбурчакларда ^.А — . с А ,  ва 
^.С =  ^.Су булса, бу учбурчаклар ухшаш эканлигини 
курсатинг* деган масалада унинг шартини (микдорлар-

186



нинг системасини)  д  Л ' .Л,/>',СИ - v l  == . ,4.,, ^-:С =  
=  дар ташк'ил этиб, унинг ечимини эса / \ Л В С  ~  
~  /1, AjBfCj  муносабатнинг уринли эканлиги ташкил 
этади.

М аз ку р маеалаларнинг дар бирига хос  булган уму- 
мий хосса  бор  эканлигини сезиш ^ийин эмас — хар бир  
масаланинг шартлари кандайдир чексиз туплам (лар)  
дан олииган булади. Масалант 1- масаланинг шартлари 
натурал сонлар туплами N — {О, 1, 2, . . я,  . . ,j* 
дан,  2- масаланинг шартлари битта дацикий аргумент- 
ли дифференциалланувчи функииялар тупламидан,  3- 
.масаланинг шартлари ихтиёрий Р  майдон (ёки ассоциа- 
тив ^алца) устида к;аралаётган матрицалар туплами 
М (Р)  дан,  4 - масаланинг шартлари барча учбурчаклар 
туплами ва бу  учбурчаклар бурчаклари тупламидан  
олиниши равшзндир. А ихтиёрий математик масала.
а %, а.г .......... а т унинг Q тупламдан олинган шартлари
булса,  у холда шартлари > масалян, /?,, ьъ . . ., от) шу 
тупламдан олинган ва А мае ала билан бир хил булгаи 
чексиз  куп масалалар мавжуд булади.  Масалан,  1- ма* 
сала куйида чексиз куп бир турдаги, бир хил хусу- 
сий масалаларни узила мужассамлантиргандир: „2 ва 5 
нинг ЭКУВни топинг",  „6 i>a 8 нинг ЭК.УБ ни тонинг*,  
„20 ва 1215 нинг ЭКУ Б ни тонинг* ва , \оказо i a  ва Ь 
ларнинг урнига ихтиёрий н а гурал сонлар куйилаяи) .  
Шундай килиб, хар бир А математик масала узида 
чексиз кун бир турдаги масалаларни бирлаштирар экан. 
Барча бир турдаги  масалалар туплами „оммавий маса­
л а ” дейилади.

Бир турдаги маеалаларнинг яна бир умумий хосса- 
си шундан иборатки, б у  масалалар бир хил йул, у с у д ,  
яъни бир хил алгоритм ёр дам и да  ечилади.  Яна бигта 
масалави олайлик:

о) „а ^  О ва а, Ъ, с лар ^акиций сонлар булод,  
а х  +  Ьх 4- с — 0 тенгламани ечинг". 'Габиий, а , Ь i. j с 
ларга ихтиёрий ^аниций кийматлар берилгаыда (а /- 0) 
чексиз  к 1, и бир турдаг и  масалалар лай до  булиб ,  улар-  
иинг дар  бири битта йул билан ечилади:

— b -t ('  t>‘ —4 ас X =  ------ —------ ------- -.
'2а

* J ‘йтурэл сонлар туплами* дс,  а н д э  ушбу китобдч кеш дйтя- 
рилган н а г у р г л  с о н л ар  т у п л а м и  N  - -  *0, 1, 2, . . . .  п, . . . )  т у ш у -  
нилади.



Мазкур формуладан куринадики, тенгламанинг ил* 
дизиаи чекли кадамда бажарилади: b  ни квад-
ратга кутариш , а  ни с га, ас  ни эса 4 га купайтириш, 
Ь* дан 4 • ас ни айириш, &2 — 4ас  дан квадрат илдиз 
чицариш, ( — Ь) га (дан) V Ь3 — 4ас ни кушиш _(а й и -  
риш), а  ни 2 га купайтириш ва надоят — Ь±-\ '  Ь*—Аас 
ни 2а га булиш яна шу кадамлардир.

Яна 1 - ыасалага кайшмиз. М аълумки, иккита нату­
рал соннинг ЭКУ Б мни то пи шла Евклид алгоритм» д еб  
аталувчи усулдан фойдаланилади. Евклид алгоритми- 
нинг ^-адамлари куйидагилардир:

Г'. а ~ Ь  (а О, b --■/■= 0) булса, уларнинг ЭКУБи шу 
сонларнинг бирилир.

2°. Агар а ф Ь  булиб, масалан, а > Ь  булса, у *ол- 
да а  сони о га булинади:

а  =  hq, г ,, ( 0 < г ,  < 6 ) .  (1)

Бунда г, = 0  булса, у хо чда алгоритм уз ишини тух-  
татиб, ЭКУБ b эканлигини курсатади, r s Ф 0 булса,  ал­
горитм уз  ишини давом эггиради.

3°. Ь сони Г( га булинади:
b =  r,q.2 +  г2, (0 <  г, <  г,) .  (2)

Агар г, =  0 булса, у  холда алгоритм уз ишини тух- 
татиб, ЭКУБ г, эканлигини курсатади, г г ф  0 булса,  
алгоритм уз ишини давом эттиради.

4”. г, цолди^ г г га булинади:

г  1 =  r 2qs +  г3, (0 >  г, <  га). (3)

Ушбу жараён чекли кадамдан сунг тугайди, чунки
(1), (2) (3), . . .  лардан куринадики, г ь  г,. г3, . . .  
колдиклар r t >  г ; >  г3 > .  . . шартларни каноа глантира- 
ди, ва демак,  k  кадамдан сунг / - * = 0  булади.  Шун-  
дан сунг алгоритм у3 ишини тухтатиб ,  ЭКУБ г*_, 
эканлигини курсатади. Равшанки.  у ш б у  жараён  нату­
рал сонларнинг баъзи жуфтликлари учун киска булса ,  
баъзи жуфтликлари учун эса уз ок  давом этиши мум­
кин. Аммо, ушбу алгоритм нинг цадамлари сони чекли  
б ул и б ,  алгоритм натурал сонларнинг ихтиёрий жуфт-  
лиги учун унинг ЭКУБни х и ’о бл аб  бераяи.  Шундай 
килиб,  Евклид алгоритм и хам чексиз «у п жуфтликлар 
у чу к ЭКУБ ни т о п и т  масаласини ечади.

IS бобда жумлалар зисобпнинг формулалари учун 
алгоритмик масала куйилган эди: „ Ж ум ла л а р  ^а-соби-
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о / Ф 4 '

9- шакл.

нинг ихтиёрий А формуласи шу ^исобда исботланув- 
чими ёки исботланувчи эмасми?* Мазкур масала з^ам 
оммавий масадалардан биридир, чунки жумлалар хи- 
собида чексиз куп формулалар булиб, уларнинг з?ар 
бири учун юкоридаги савол цуйилади ва бунинг иати- 
жасиаа чексиз куп бир турдаги масалалар ^оснл б у ­
лади. I бобнинг охиридч юкорида келтирилган масала 
алгоритмик ечилувчи эканлиги курсатилган эди: А фор­
мула исботланувчи ёки исботланувчи эмаслигини кур- 
сатиш учун унинг ростлик жадвалини тузиш кифоядир.

Нифонт куйидаги геометрик оммавий масалани н'а" 
райлик: „Текислик устида олинган бурчакни (7-360°) 
чизгич ва циркуль ёрдамида тенг иккига булинг" (9- 
шакл).  Ушбу масала оммавий масала эканлигини сезищ 
кийин эмас: текислик устида чексиз куп бурчаклар 
оли h i  х;амда уларнинг ^ар бири учун юкоридаги маса­
лани цуйиш мумкин.

Элементар геометрия (геометрик ясаш усуллари) 
дан маълумки, ушбу масалани ечиш ж^раёнида цуйи- 
даги (алгоритмик) кадамлар бажарилади (бу кадамлар- 
нинг барчаси берилган муайян бурчакда бажарилади,  
аммо бу кадамлар кетма-кетлигинн якколрок курсатиш 
учун 4 та чизмада ифода этдик»:

1°. Циркулнинг учини О ну^та (бурчак учи) га 
куйиб, ихтиёрий 1 > 0 радиус билан бурчак томонла- 
рини кесувчи ей чизилади (биринчи надам натижаси: 
бурчак учидан тенг узоцлашган А  ва В  нукталар з?о- 
сил килииади).

2 ’. Циркуль учини А  нуктага куйиб, бирор (етарли 
даражада катта булган) радиус билан ёй чизилади [бу 
ей (1) билан белгиланган].

3°. Циркуль учини В нуктага цуйиб, 2-кадамда иш- 
латилган радиус билан (1) ей ни кесувчи  (2) ей чизи­
лади (2°- ва 3"- кадамнинг натижаси: А ва В нуцта- 
лардан тенг узо^лашган С и у к и  топилади)..
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4t:. О ва С иукталар  оркали чизкич ёрдами да  нур 
утказилади.

Баён этилган ушбу жараён да шунга эътиборни жалб 
этиш керакки,  б у  жараён  текисликда берилган и х т и ё ­
рий бурчакка (-/= 360й) кулланшшши мумкин.

Юкорида каралган масалалардац куринаднки. х ар  
бир  алгоритмик жараён чексиз куп бир хил мазмунли 
масалаларни ечишга кудданилар экаи. Алгоритмнинг 
бу хусусияти унинг оммавийлик хусуснятипи ташкил 
этади.

Хар бир алгоритм цандайдир м и к д о р л а р ш ш г  бош-  
лангич системаси (масалзнинг  шартлари)  устида иш 
бошлайди хам да  дискрет*  режпмда ишлаб,  *ар бир 
навбатдаги вацт м оментида (оралигида) мивдорларпинг 
системасини маълум бир конун (дастур) га асосан 
мицдорларнинг  кейинги (янги)  систсмасига утказади.  
Буни мисолда курсатайлик.

1 - масалада а =  30, Ь— 16 булсин.  Бу х у с у с и й  м а­
салада микдорларнинг дастлабки системаси (39,  16)  
жу ф тл и к д и р .  ЗУ Ф 16 ва 39 >  16 булгани учун  а л г о ­
ритмнинг биринчи кадами (39 = 1 6 - 2 - 1 -  7 ,0  < .  7 <  16) 
дан сунг  микдорларнинг кейинги системаси  (39, 16, 2.  
7) пайдо бу лад и (<?, — 2, г, =  7 ). г, 0  булгани у ч у н  
иккинчи цадами <16 =  7 - 2 - f  2,  0  <  2 <  7, q.,~  J, г., — 2) 
дан кейин микдорларнинг учинчи системаси (16, 7, 2,
2)  *осил бу лади.  г 2 ■■■/- О булгани уч ун  алгоритмнинг  
учинчи кадами (7 — 2 • 3 -f- 1, 0 <  1 <  2, q3 =  .3, г э = = 1) 
дан сунг янги система (7, 2, 3, 1) *осил б ул а д и .  11и- 
зсоят, г3 ••/•-- 0  булгани учун алгоритмнинг т\'ртинчи ка ­
дами ( 2 = 1  - 2  +  0, <?4 =  2, л4 — 0) дан сунг мицдор- 
ларнинг охирги системаси (9, 1 , 2 ,  0)  хосил булади. 
Бу жараённи шартли равишда куйидагича ифодалаш 
мумкин: (39, 16 )—>{39, 16, 2, 7) -» (16, 7, 2, 2) (7, 2, 
3, 1, 1 ) - ( 2 ,  1, 2, 0).

Алгоритмнинг ишлаши жараёнида ^андайдир вакг 
моментида (бошлангич моментдан боища) ^осил ки- 
лицган микдорлар системаси олдинги вацт моментида 
хосил килинган микдорлар системаси оркали бир кий- 
матли аникданади. Бу алгоритмнинг яна бир х у с у с и я ­
ти — унинг бир кийматли аникланувчанлигини (бир ^ий- 
матлилигини) курсатади.

* Дискрет.чик (лотинча dlscrelus — узлукли) — узлуксизликка
^арама-царши тушу нч а  булиб,  берилган туплам элементлари ора- 
сида „сакраш*,  „сралиц* нинг булиши.
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■Биз говори да 29 ва 16 соиларникиг  i упсо;">- 
л а т  алгоритмы ии ( 4  кадамдан и б о р а г )  кургатгдн лдик.  
Б у  цадамларкинг узнда баъзи оммавий .хюсалаларин 
ечадиган бошка алгоритмлар кулланилгапдир (уларнинг 
цадаыларн юцорида келтирилмаган).  Масалан,  биринчи 
цадамда у ш бу  оммавий масалани ечувчи алгоритмик 
жараён ишлатилган: „а натурал. сомни Ь натурад с о н и -  
га к-)лдк б у л и н г “ . Элементар арифметикадаи маъ- 
д у м к к ,  бир.нагурал сон иккипчисига „бурчак* килиб  
булинади:

39 16

, 7

Бунда и 39 =  16 • 2 +  " тенгликни *осил килган эдик. 
Агар (*) га эътибор цилсак, булиш алгоритмининг иш- 
латилиши жараёиида биз япа иккита боища алгорит- 
мик ж а р а ён д ан — натурал сонни натурал сонга кунай- 
тириш хамда натурал сон дан натурал сонни айиришдан 
фойдаландак:

V ,  16 _39
/N 2 . __ 32

32 о7

Шундай килиб,  юкорида келтирилган муло^азалар- 
дан курииадики, баъзан бирор алгоритмнинг (баъзи) 
кадамлари янада майдарок (содда) надамларга ажра-  
либ кетиши мумкин экан. Демак,  ми^дорларнинг кей- 
инги системасини олдингисидан хосил цилиш ^онуни 
содда цадамлардан иборат булиши керак экаи. А лго­
ритм ^адамларининг соддалиги (элементарлиги) унинг 
яна бир хусусиятидир.

Баъзан алгоритм бирор объе кт ла р  (микдорлар) сис- 
темаси устида ншлаганда бирор кадамда досил булган 
системадан кейинги сисгемага утиш усули натижа бер- 
маслигн мумкин (бунда алгоритм мщдорларнинг бош- 
лаигич системасини „анщмасликка"  кайта ишлайди 
(утказади) дейилади).  Масалан, ах* -j- bx  4- c-V — 0 тенг- 
лама илдизлариии топишда фаь;ат з^ацикий илдизлар 
билан чегаралансак, у *олда № — 4 а с < 0  65'лганда а л ­
горитм на :ижа бермайди. Бундай холда нима алгорнтм- 
нииг на’ ижяси деб хисобланиши курсатилиши керак 
(бизнинг злгорнгмнинг иатижаей сифатида

191



„тенгламанкнг *акикий илдизлари йук“ деган жумла 
олинади).  Бу эса «лгоритмнинг й):налувчанлик хосса- 
сидир.

Юцорида айтилганидек,  ^а р  бир алгоритмик жараён 
дискрет табиатга эга булиб*, з^ар бир вацт моментида 
алгоритмнинг битта кадами амалга ошади (бажарила- 
ди) .  Дискретлик алгоритмнинг асосий хоссаларидан 
яна биридир. Шундай килиб. алгоритмик жараён — ал- 
горитмни маълум бир объектлар (микдорлар)  система 
сига куллаш  жараёни булиб, алгоритмниниг дар бир 
кадами алгоритмик жараённинг бир долатини иккинчи 
долати билан маълум бир коида ёки бевосита ка га 
ишлаш конуни (программа) асосида алмаштириб бора- 
ди. >^ар кандай алгоритм уз ишини кандайдир бошлан- 
гич долатдан бошлайди дамда унинг кадамлар сони 
чекли булса, у долда алгоритм уз ишини цаилайдир 
охирги ^олатда тугатади — бу долатда (охиргн долат- 
да) алгоритм узи кулланнлган масаланинг ечимини бс- 
ради.

Алгоритм бирор микдорлар системасига кулланил- 
ганда алгоритмик жараён куйидаги учта йулдан бори- 
ши мумкин;

1) Алгоритмнинг ишлаши жараёнида бир до лаг и к ­
кинчи долат билан алмашинаверсада,  бу жараён 
Качон тугамайди;

2) алгоритмик жараённинг бирор кадамидан е у т  
шундай )(олат юз берадики, ^осил булган объект (ё^Г 
объектлар системаси) га бевосита кайта ишлаш конун, ( 
(коидаси) ни куллаб булмайди ва алгоритм ^еч кандай 
натижа бермай уз ишини тухтатади;

3) алгоритмик жараённинг бирор кадамидан сунг 
охирги >;олат юз бериб, ишдан тухтайди.

Шундай килиб, алгоритмик жараён учинчи йулдан 
кетишини таъминлаш учун унинг мазкур алгоритм кул ~ 
ланилиши мумкин булган объектларга нисбатан ишла- 
тилиши керак — б улар нагурал сонлар, радионал (ва 
бошка) сонлар, куп^адлар,  матрицалар, бирор алфавит- 
даги сузлар,  теоремалар,  геометрик формалар ва ^ока-  
зол ардир. j

Математикада,  одатда,  шартларига бутун кийматли 
чекли сон да г и х, ,  х 2, . . ., х п нараметрлар кийматлари

* Табиатла узлукснз жараёнлар хам мавжуддир. Масалан, еакт- 
нинг ут и ши  (окими) узлуксиэ жара!'ндир.
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киргаа масалани ечиш алгоритмини топиш талаб эгила-
ди. Ушбу хол х и х 2, . . х п аргумен ма рта  боглиь; 
булган г (х%, х-г, . . х п ) бутун ^ийматли функция* кий- 
мат,чни хисоблайдиган алгоритмни топиш демакдир.

Киймати маълум бир алгоритм ёрдамида хисобланув- 
чи сопли функция** ^исобланувчи функция дейилади.

Алгоритм тушунчаси математикада фундаментал 
тушунчалардан бири булиб, у  уз ахамняти ва \рнига  
кура туплам ёки функция тушунчалари билан бир 
хилдир.  Дар>;акицат, дастлабки математик туш ун чал ар  
п' ;1до була бошлагандаёк; (масалан, нагурал сонларни 
нушиш ва ^оказо) инсонлар баъзи алгоритмик жараён-  
лар (масалан, натурал сонларни кушиш алгоритми ва 
бошкалар) дан фойдалана бошлаганлр (албатта, „алго­
ритм" тушунчаси ва атамаси анна кеиим пайдо булган 
булиб, инсонлар бу тушунчадан дастлабки даврларда 
интуитив х;олда фойдаланганлар).  Алгоритм тушунчаси- 
ни аниклаш ва уни таърифлашга уриниш асримизнинг 
,20- йилларида бошланди.  Аммо дастлабки тадкицотлар 
алгоритм тушунчаси туплам тушунчасига Ухшаш ма- 
тематиканннг бошлангич тушунчаларидан бири эканли­
гини курсатди.  Алгоритм тушунчасига таъриф бериш 
мумкин эмас, уни фа^ат интуитив тушуниш мумкин. 
Хисобланувчи функция тушунчасида таърифланмайди- 
п ш  алгоритм тушунчаси цатнашганлиги учун ^исобла- 
' /вчи функция тушунчаси хам таърифланмайди, балки 

нгуитив тушунилади,  холос.
*' Шундай булишига царамасдан,  асримизнинг 30 -йил-  
■тарида америкалик математиклар А.Чёрч,  К.Гёдель ва 
С.Клинилар алгоритм тушунчасини рекурсив функциялар 
ёрдамида аницлаш мумкин эканлигини (гипотеза боли­
да) курсатдилар.  1931 йили К.Гёдель биринчи марта 
барча рекурсив функциялар синфини бирор формал 
сис.емада аникланган сонли функциялар синфи си ф а­
тида ани^лади J30). 1936 йилда А.Чёрч бу масалага 
бутунлай бошца нуцтаи назардан ёндашиб,  К. Гедель 
аниклаган сонли функциялар синфини хосил цилди 
! 29].

* } - . Ъ п - 2  (п — 1, 2. . . . )  функция л - а р  бутун цийматли функ­
ция деиилэли: б у н д а  Z — бутун р туплами, Z n — у пин, де-
карт  п - л ар а жэ сид ир .

** f : N m - N  <m >. ‘2, . . ,) функция m - а р  сонли  ( е к и  а р и ф ­
м е т и к )  ф у н к ц и я  деИшыди.
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Сокли функциялар с-инфига олиб келган гоялар i a v  
лили А.Чёрчга биринчи булиб  куйидаги тезнсни эълон 
этик!га имкон берди:

Ч ё р ч  т е з и с  и. Рекурсив функция синфи аргумент- 
ларнинг барча кийматларида аникланган дисобланувчи 
функциялар синфи билаи бир хилдир.

Чёрч тезиси таркибида аник таърифланмайдиган *и- 
собланувчи функция тушунчаси цатнашганлиги сабабли, 
бу тезисни исботлаш мумкин эмас. >

Юкорида б из баъзи алгоритмлар кандайдир бошлан- 
гич миадорлар системасига кулланилганда,  бу микдор- 
ларни кайта ишлаш жараённ чексиз давом этиши, яъни 
алгоритм х , , . .  х п микдорлар сиаемасин и  „аиикла- 
масликка* утказишини айтиб утган эдик. Чексиз давом 
этувчи жараёнларни камраб олиш максадида 1936 йили 
С.Клини кисмий рекурсии функциялар лушунпасини 
киритди ва куйидаги гипотезани илгари сурди:

К л и н и т е з н  с и. Алгоритм ёрдамида ^исобланувчи 
кисмий функциялар синфи кисмий рекурсив функция­
лар синфи билан бир хилдир.

Табиийки, Чёрч тезиси сингари Клини тезисини *ам 
исботлаш мумкин эмас, чунки Чёрч тезиси Клини тези- 
сининг хусусий холидир.

Алгоритм тушунчасини аниклаш йулидаги уриниш- 
лар бошка йуналишларда дам бораётган эди. Алгоритм 
тушунчасини аникла:ига ва сунгра уиинг ёрдамида 
Хисобланувчи функция тущунчасини аниклашга бир- 
бирндан бехабар ,\о да Э. Пост |31] 1939 йили в^ ’ 
А. Тьюринг |32j 1937 йили эришдилар.

Пост ва Тьюринг алгоритмик жараёнлар маълум 
бир тузилишга эга булган .машина* бажарадиган жара- 
ёнлар эканлигини курсатдилар. Улар уша пайтдаги мате- 
матикада маълум булган барча алгоритмик жараёнлар­
ни бажара оладиган .абстракт математик машиналар* 
синфини хосил килиб, уларга аник математик атама- 
лар ёрдамида таъриф бердилар. Пост ва Тьюринг ушбу 
машинзлар ёрдамида хисобланувчи барча функциялар 
синфи барча кисмий ресурсив функциялар синфи билан 
бир хил эканлигини курсатдилар. Бу Чёрч тёзисининг 
яка битта фундаментал тасдиги булди.

Шундай килиб, асримизнинг 30 — 4 0 - йилларида ба> 
жарилган тадкикоглар кисмий рекурсив функция ва 
Тьюринг машинаси тушунчаларининг ^ар бири алго*



ритм тушунчаси учун илмвй эквивалент була олишини 
курсатди.

Алгоритмлар назарияси математиканинг ички эдти- 
ёжлари туфайли пайдо булди: математик мантик, алгеб­
ра, математик анализ, геометрия, математика асослари 
ва математиканивг кулгина бошка содалари алгоритм- 
лар назариясининг асосий цулланиладиган соз^аларидир.. 
Асримизнинг 40-йилларида электрон ^исоблаш ва бош- 
царувчи машиналарнинг пайдо булиши алгоритмлар на- 
зариясининг янада юксалишига олиб келди.  Натижада 
Пост- Тьюринг машиналари жуда катта аницлик билан 
электрон ^исоблаш машиналари ёрдамида моделлашти- 
рила бошланли. Бундан ташцари, алгоритмлар назария­
си мцтисоц, лингвистика, психология,  мия физиология- 
си ва бошца сох;аларда кенг ку’лланилмоцда.

2- §. Цисмий рекурсив функциялар

1- т а  ъ р и ф. А' ва V буш булмаган тупламлар булсин. 
Агар X  ту пламнинг баъзи элементларига Y туплам нинг 
бир цийматли аницланган элементлари мос цуйилган 
брлса,  у холда X  тупламда /  цисмий функция берил-  
ган дейилади. Бунда X  тупламнинг Y  тупламда обра- 
зи (акси» мавжуд булган элементлари т\?лламостиси 
аницланган цисмий функциянинг а н щ л а н а ш  со^аси.
V тупламнинг X  тупламда просбрази (асли) мавжуд 
булган барча элементлари тупламостиси цисмий функ­
ция нинг цийматлари туплами  дейилади.

Мазкур таърифдан цисмий функция тушунчасининг 
баъзи хусусий цолларини х,оеил цялиш мумкин. f X  
тупламда аницланган (берилган) цисмий функция,  А" 
унинг аницланиш со^аси, Y'  sea ций»<аглар со^аси бул­
син. Агар X  =  X'  булса, у лолда цисмий функция т у ­
шунчаси одатдаги (математик анализ ёки алгебрада 
аницланадиган) функция тушунчасига айланади. Бун- 
дай цисмий функциялар тулиц аницлакган ( X  туплам­
нинг ^ар бир элемента учун аницланган) функция дейи­
лади. Агар Y =  0  булса, у холда f  аницланмаган функ­
ция дейилади. / :  X  -> Y цисмий функция булиб, бунда 
X  нинг х  элементига Y нинг v элементи мос цуйил- 
ган булса,  / (.с) =  у  куринишда ёзамиз.

/ :  X ■* У ва h : X ~> К цисмий функциялар булсин. 
Агар бу функциялариинг аницланиш со>;аси бир хил 
1 масалан, Х ' £ Х )  булиб, аницланиш со^асидинг лар
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бир х  элемента учун ( х £  X')  /  (х) Л (х)  булса, у хол­
ла / ва Л кисмий функциялар тенг дейилади (/==Л).

/ :  X  -* У кисмий функция берилиб, бунда А’ =  Уп 
{п — 1, 2, . . .) булса, у холда / :  К"-* К Г  тупламда 
аникланган л - а р  (п аргументли, л  та узгарувчига 
безлик булган) пиемий алгебраик амал дейилади. Агар 
У* мазкур кисмий алгебраик амалнинг ани^ланиш со- 
*аси >;амда У* — Уп булса, у *олда «.-ар кисмий а л ­
гебраик амал тушунчаси алгебрада аникланадиган одат- 
дьги я - а р  алгебраик амал (тулик; аникланган) тушун- 
часига айланади. Шундай килиб, одатдаги (тулик аник­
ланган) функция ёки алгебраик амал тушунчалари цис- 
мин функция ёки кисмий алгебраик амал тушунчала- 
рининг хусусий >;оли эканлиги равшандир. Бундам 
ташкари,  / : X  -> Y кисмий функция,  X  =  Z* ( « = 1 ,  2, 
. . .) булса, v ^олда /  Z  тупламда берилган (аниклан­
ган) п- ар кисмий функция дейилади. Кисмий функ­
ция лар орасида кисмий арифметик (ёки сонлн) функ-  
цнялар ало.\ида аз^амиятга эгадир: / :  Z ” —> Y  кисмий 
функция Z==jV (натурал сонлар) тупламда аникланган 
булиб, кийматлар со*аси *ам натурал сонлар туплами­
ла булса,  (К  — N) ,  бундай кисмий функция я - а р  кис­
мий ао-фметик ф у н к ц и я  дейилади. /  : Л/т  от-ар 
кисмий арифметик функция,  (х, ,  х 2, . . . .  x m) Qt o m, /
функция ( х , ...........х т) тизмага у натурал сонни мос
кунгап булса, у ^олда бун i / t.x,, x t , . . х т) ~  у  к а ­
бы ёзамиз.

1-м и с о д .  a) f (х ) =  X -Г- 1; Ь) /  (х,  у) >= х  +  у;
х —у, агар хУ>у булса, 

О, — -V <  у — .  —;
е) / (х)  =■ [<?х] (бу ерда [*| — J  нинг бутун кисми“),
. £ , , „ . , . (О, агар х  =  0 булса, . 
t! / ( » ) - = 2 ;  g)  s g ( x )  =  ’ ( .сигнум

( !, агар х  >  0 булса
х* деб укилади) функциялар тулик аникланган ариф­
метик функцкялардир.  h) — ~  ; i) t ( x ,  у ) * = х —у;

j) г (х)  — sin л; k) f  (x)  =  V  x  лар эса кисмий а р и ф м е ­
тик ф у н к ц и я л а р  б у ли б ,  бунда  / ( x )  =  s i n x  ф ун кция 
факат битта нуктада (х  =  0) аникланган булиб, х  нинг 
б о т  ка нагура л  кийматларида аникланган эмас.  Ам ко 
бу функииялардан тулик аникланган фу н кц и ял ар  .\о~ 
сил -,:*лип; мумкин:

с) f ( x ,  у ) — л 5'; (1) ? ( Х ,  у )■



h') ; 1')" f ( X ,  у ) - ; д ; _  у I;

f )  / (X)  =  i i s in x i ! ;  k ' )  / ( x )  =  | J / "x |
Барча -кисмий арифметик функциялар тупламини ! \  
кабк бедгилаймиз: F s ф> тупламга кирувчи s ( j c ) = .v - H ,

()Л Х.......... . хп) =  п 83 "т (А-,, . . х п) — х т  п)
функциялар алохида ахамиятга эга булиб, улар базис 
функциялар дейилади; бунда s ( x )  — „кейин келиш* 
функцияси (бу функция а натурал сои берилганда ун- 
даа  кейин келувчи натурал сонни хисоблайди),  8 ( х „  
. . х п) — .доимий (константа) ф у н кц ия ' ,  х% (хи . . . 
х п) эса „т-аргуменгни гаиловчи ф ункц ия” дейилади.

Баъзи холларда 0 (х , ,  . . х п) урнига унинг хусу- 
сий доли булган 9 ( х )  ==0 функцияси олинадн.
.. Энди цисмий арифметик функциялар устида бажа- 

риладиган асосий амалларни куриб чицам из— улар 
олераторлар леб агалади.

Суперпозиция оператори ( 5 - оператор).  / л - а р ,  
g,  (г =  1, п) эса т-  ар ( цисмий) арифметик функция­
лар булсин. У ^олда /г ( х , ..........х п ) =  / ( £ ,  (х, ,  . . х т),
. . g n ( л ............х т)) (кисмий) функция берилган функ-
'циялардан суперпозиция оператори ёрдамида хосил ки- 
линган дейилади хамда

А  =  « Ь ' ( / .  S u  ■ ■ ;  g n )

куринишда белгиланади.
Лгар /,  g u . . g n лар тулик аникланган функц ия­

лар булса, S(J,  g t , . . g n) хам тулик аникланган 
функция булиши табиийдир.

2- м и с о л. 1) / ( х, у)  =  2хУ 4— -— , g,  (х,  у , 0  =  !.
х  4- у

^ ( х .  у, t)*= x  +  y  +  t  булса,  у долда А(х,  у, t)=~ 

=   ̂ (-^ У, О, ^2 (х,  У- О) =  2 1----------- — — h (х,
Л. +  у  +  t +  I

у,  t) =  2 - f  -i...— _  булади.

2) / ( * ,  vj — xy,  gy(x)  =  g-(x) =  2 ( x  4 - 3 )  б у л ­
са, у холда h (x) =  f  \ g , (x),  g z (xj )  => 2Х+Л ■ 2 (x  +  3) —

+  h (x\  =  •2X+'J (x  t* 3) булади.
3- м и с о л. h (x, у, г) =  х  уг функцияни суперпо­

зиция оператори ердамида ифолаланг.
у • £ =  5  ( . ,  Т>, v\) (у, г ) ,  бу ерда (х,  у, г } =  у,
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t | (x, у,  г> — г. Х  +  У • z - S (  +  ) 5 ( - ,  т’, т®))(дг, у,
г), бу ераа ~](х,  у,  г ) = л .

4- м и с о л.  s ( x ) ,  0 (л ‘), i an функииялардаи 5 - опера­
тор ёрдамида в  (jc4, . . х„) : ^ 0  функциями иуйилаги- 
ча досил цилищ мумкин: 9  =  5 ( 0 ,  т” ).

Агар / ( х „  . . д а  ( « 6  Д )  ихтиёрий доимий 
функция булса, у з^олда уни 5 - оператор ёрдамида ку- 
йидагича кфодалаш мумкин:

а >== S (s, S ( s ...........(s,  5  (s, 0)) . . . ) ) ,  (*)

бу ерда s — „кейин келиш* функция си, 0 — доимий 
функция,  S-  оператор (*) да а  ш р т а  елингандир.

. П р и м и т и в  р е к у р с и я *  о п е р а  т о р и  ( P R - опе­
ратор).

/  л  4 - 2 - ар (п — С, 1, . . , ) т g  эса п- ар (кисмий") 
функция булсин. Агар я +  1- ар h ( x u . . л и, у ) 
0<мсашй) функция
| h ( х и . . х„,  0) == g  (л:,, . . х п),
1 Ц х и . . ., х п, у  +  1) — / ( х, ,  . . х„, у,  h(x>,..........х п, у ) )

схема ёрдамида ^осил килинган булса,  у ^олда у бе- 
рилган функциялардан примитив рекурсия оператора 
ёрдамида ^осил цилинган дейилади ва

A =  P R ( / ,  g)
куринишда белгиланади.

/ ( j f „  . . . .  х„, у,  t)  ва g { x t , х„)  лар тулик
лникланган функциялар булса,  табиий, A (x „  . . х п, 
у)  дам тулик аникланган функция б у л а т .  Куп л ол­
ларда примитив рекурсия операторнинг содда курини- 
ши (я =  0) ишлатилади: бунда g  0 - ар функция б у ­
либ, у кандайдир натурал сондап ибораг, яъни g ^ a ,  
a £ N ,  f эса бинар (икки аргументли) функция булади. 
У яолда примитив рекурсия схемаси ушбу куринишда 
булади:

|  А (0) “  а, , * у

\ h ( x  +  \) - f ( x , f t ( x ) ) .
Функциями P R - оператор ёрдамила х.осип килшлнинг 

мазмуни шундан иборатки, излакаётган /?(.*,, . .. л„. 
у)  функциянинг п -f- 1- аргумента >*=»0 булганда ( агар-

* „Рекурсия* еузи .цайтиш" демакдир.
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рекурсия я  +  1 - аргумент■ буйич.а олинган булса) и х т и ­
ёрий л , ,  . .  х п лар учун функциянинг киймати ^
; . х„)  га тенг булиб, л  +  1-аргумент у +  l (у дан 
кейинги натурал сон) га тенг булганда эса А нинг ций- 
мати (ихтиёрий х и . . х„ лар учун) t функция орца- 
ли. х;исобланади— бунда А функциянинг (хи . .  х п, 
у)  тизмадаги („олдинги ну^тадаги") циймати маьлум 
буди щи керак.  Рекурсиянинг табиатини якколрок кур- 
сагиш учун (*)7 схема ёрдамида бериладиган h(x)  функ­
циянинг натурал нуцталардаги киймати цандай х.исоб- 
ланишини курсатамиз.

Схемада берилишича А (0) =  а (х =  0 булганда).  
А(1) ни хисоблаш учун схеманкнг «Клинчи сатрида 
х  =  0  деб олии! керак: h ( l )  =  f  (О, А (0)) =  Г (0, а); де­
мак, Л (1) ни ^исоблаш учун берилган f ( x ,  у) функ­
циянинг (0, а )  нуктадаги цийматини ^исоблаш керак 
экан:

A(2) =  / ( i ,  h ( \ ) ) ^ f ( \ ,  f (  0, А (0))) = / ( 1 ,  / (0 ,  а)),  
'А'(З) /  (2, A ( 2 ) )  =  / ( z ,  /11, f ( 0, а) ) ) 

ва ^оказо.
5- м и с о л. g — 2, f ( x ,  у) = -“Х-[-у  булсин, Ушбу 

| А (0) =  2.
{ А(л +  1) =  f ( x ,  h ( x ))

сдема ёрдамида берилган функциянинг х  =  0, 1, 2, . . .  
нукталардаги цийматларини ^исоблаймкз:

h (0) =  2; А (1) =  /  (0, А (0)) =  т (0, 2) =  0 +  2 =  2;
А (1) — 2; А (2) =  / ‘( I ,  А ( I ) ) = = / (  1, 2) =  1 + 2 - 3 ,  

h (2) =  3; А (3) -  f (2, А (2)) =  /  (2, 3) =  2 +  3 -  5,
А (3) =  5; А (4) =  / ( 3 ,  А (3)) ==> /  (3, 5) —

”  .! 5 =  8. А (4) 8
ва ^оказо.

2 - т а ъ р и ф .  Базис функцияларга суперпозиция ва 
примитив рекурсия операторларини чекли марта кул- 
лаб *осил килинадиган х;ар цандай функция примитив  
рек у  сив функция  дейилади.

Ушбу таърифдан куринадики, базис функциялар 
дастлабки примитив рекурсив функциялар булиб, бош- 
на аримитив рекурсив функциялар улардан S - опера­
тор ва P R - операторлар ёрдамида хосил килинади.

Примитив рекурсив функция тушунчасига яна ку- 
йидагича таъриф бериш мумкин.



3 - т а ъ р и ф .  f арифметик функция учун арифметик 
функиияларнинг шундай чекли кетма-кетлиги орм <р2, 
. . с„. марж уд булсаки, бунда =  /  булиб, %вр бир
f i  (i =  1, т)

1) ё бнрор базис функция,
2) ё узидан олдин келувчи функциялардан S - опе­

ратор ёрдамида >;осил цилинган,
3) ё узидан олдин келувчи функциялардан P R - опе­

ратор ёрдамида *осил килинган булса,  у холда <р,, <р4, 
. . ©т  кетма-кеглик f  арифметик функциянинг при­
митив рекурсив баёни дейилади.  Примитив рекурсив 
баёига эга булган х,ар цандай арифметик функция при­
митив реку рейв функция  дейилади.

(f,, ?2. - • •> ? т - ь  Ут кетма-кеглик примитив р е к у р ­
сив баён булса, у долда у узининг охирги *ади ( ут) 
нинг баёни ^исобланади. Бундан ташцари,  бу кетма- 
кетликда <р, базис функция булиши аёндир.

Примитив реку реи яда цатнашувчи / ва g  фун кц ия­
лар тулик аникланган функциялар булса, v ^олда улар- 
дан P R - оператор ёрдамида хосил буладиган h — PR ,</,
g)  эдм тулик аникланган функция булиши равшандйр.
S - оператор ва P R - оператор тулик аникланган функ- 
цияларга кудланилганда яна тулик аникланган функ­
циялар з^осил булганлиги учун барча примитив рек у р ­
сив функциялар тулик аникланган функциялардир.

6- м и с ол .  / г(х,  у ) =  х  +  у примитив рекурсив функ­
ция эканлигини курсатинг.

, ) -г 1 =  $( * +  У) =  g( x ,  У. hix > 3’)),
схемадан куринадики,  х  -j- у  функция т] (х),  5 (х \ ,  gix.,  
у,  t )  = - 1 4-1 функциялардан S - оператор ва PR- опера- 
торлар ёрдамида *осил килиниши мумкин '-»кая, ва д е ­
мак, х  -I- у — примитив рекурсив функциядир.

7 - ми  с о  л. h( x ,  у) =  ху  функция примитив рек у р ­
сив эканлигини курсатинг.

О (к),  g ( x .  у,  z)  •= х z  функциялардан прими!ив 
рекурсия ёрдамида х у  функцияни ^осил килиш цийин 
эмас.

j h (х,  о) =  х  ■ о =  0 == о (х),
I /г(х, у  +  1) ху  +  х  — g  (х,  у, h ( x .  у)).

8 - м и с о л .  h ( х , у) =  х у прими! ив рекурсив функ­
ция эканлигини курсатинг.



4- мисолда з^ар цандай доим и к функция прими пи? 
рекурсив эканлиги курсатилган эди. Хусусан, щ (х) 1 
а;ам примитив рекурсивдир f ( x ,  у,  г )  =  х г  олдинги 
мисолда примитив рекурсив функция эканлиги курса­
тилган эди.

Демак,
h (х,  0) — х°  =  1 »  <р (х),  

h( x ,  у -г  1) == х у 11 =  х у • х  =» / ( х ,  у, h (х , у))

схема билан бернладиган х у функция яам примитив 
рекурсив функциядир.

М и н и м и з а ц и я  о п е р а т о р и .  f ( x u . .  ., х „_ ь  
х п) (пиемий) арифметик функция серилган булсин (п >  
>  1) Дастлабки п — 1 та аргумент х , ,  . . х п- \  ларга 
муайян цийматлар (масалан, X / =  A,-, i =  1, 2, . . п —
— 1) бериб, ушбу  тенгламани (у га нисбатан) цаноат- 
лантирувчи энг кичик у  ни топиш талаб этилган булсин:

f ( x „ . . . , x „ - 1, y ) = X n (1)

Бунинг учун биз кетма-кет /  функциянинг
/ ( Х , ,  .  .  Х п - и  0 ) ,

/  (Xis • • Х п - i ,  1),

/ ( X t , .  . • , Х п —!, f l ) t 
..........................................  (2 )

Кийматларини (х, ,  . . x„_i аргументларнинг муайян 
танланган цийматларида) ^исоблашимиз керак.  ( 2 ) сон­
лар орасида х л нинг берилган цийматига тенг булган 
сон булиши мумкин (улар бир нечта булиши ^ам 
мумкин).  Лгар юцорида айтилган шар г бажарилеа,  (2) 
ни каноатлантирувчи у  нинг энг кичик кийматинп

!АУ \ f ( x lt . . х /(_,, у) =  х п\ (3)

билан белгилаймиз.  (2) сонлар системасини ку риш.та -  
биий, куйидаги холларда чексиз давом этади:

1) t ( x >t . . х„_ь 0) аникламмаган.
2) f ( х и . . х„-и  У) нинг киймаглари у — 0, 1, 2, 

. . ., t — 1 булганда аницланган булиб, аммо х п дан 
фаркли,  / ( х , ,  . . х п- \ ,  t ) эса аницланмаган,

3) f { х х , £_ х ,  у) нинг кийматлари барча нату­
ра л у  лар учун аникланган булса-да, аммо х п га тенг 
эмас. Бу з^олларнинг х,ар бири да (3) ифода аницланма- 
ган деб ^исобланади.
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Агар курсатилган ^исоблаш жараёиндя -мазк\ф учта 
дол юз  бермаса, у  ^олда бу жараён чекли н а ;;амдак  
сунг (1) тенгламанинг энг кичик ечимиии 5\0снл килади.

jxv минимизация оператори дейилиб, баъзан у M f  
куринишида дам белгиланади.  /  (кисмий) арифметик 
функцияга »-у- оператор кулланилганда,  одатда (кисмий) 
арифметик функция >;осил булади,  яъни

&  (■%II • • •*/*) ”  \1у  | /  (■*!» • • •> Х ц  — Ь

9 - м и с о л .  / ( у ,  л )  =  у +  х  функцияга j v оператор- 
ни к ^ лласак, яъни / ( у ,  ёки у 4 - /  =  д: тенглама- 
ни каноатлан!ирувчи /  нинг энг кичик кнйматини топ- 
сак, [ у -j- t — л \  =  х  — у булиб, ва демак, £  (а% у ) - »  
=  ц, jy - f  t =  л |  — х — у функция *осил булади.

Ушбу мисолдан куринадики, тулик аникланган (биз- 
нинг мисолимизда: у •+• х)  функцияга ц.,- оператори к> л- 
ланганда кисмий арифметик (бизнинг мисолимизда: х  —
— У) функция *осил булиши мумкин экан.

10- м и с о  л.  1 (x)  =  — функцияга операторни кул- 

ласак,  яъни — х  ёки / (у) =  х  тенгламани каноатлан-

тирувчи у нинг энг кичик кийматини топсак,

=  x j  =  2x булиб, ва демак, g  (х)  =  2х  функция досил 
булади.

Мазкур мисол курсатадикн, кисмий арифметик фу нк­
ц и я / — ) га [л.,- операторни кулланилганда тулик а.чиц-

\ 2г /
ланган {2х)  функция ^осил б ул иш и м у м к и н  экан.  
(Кисмий) арифметик функцияга бирор аргумента б у й и ­
ча jx_v- оператор кулланилган булса,  натижада шу а р гу ­
мент буйича берилган функцияга „тескари” функция  
досил булишини сезиш кийин эмас.

Агар берилган f  функция бир аргумснтли булса, у 
^олда M f  ни f ~ l каби белгиланади ва у f функцияга 
тескари функция дейилади.

9 - мисолда келтирилган g  (х,  у) =  х  — v функция х  
аргумент буйича / ( у ,  л)  =  у +  х  функцияга „тескари* 
булса,  1 0 -мисолда келгирилган g (х) 2х  функция
f (х) =  функцияга тескари фуикциядир,  яъни 

g  {X) — 2х  =  г ‘‘ (X)  =  J1,  =  jcJ.
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4 - т а ъ р и ф .  Базис функцияларга S-, PR- ва riy-one- 
раторларни чекли марта куллаш натижасида хосил бу- 
ладигаи *ap цандай ( цисмий) арифметик функция цис­
мий. рекурсии функция  дейилади.

Ушбу таърифдан куринадики, дар цандай примитив 
рекурсив функция цисмий рекурсив функ шя, аммо .хар 
ка п.i.i Л цисмий рекурсив функция примитив рекурсив 
булиши шарт эмас. Масалан, 9- мисолда х  -f  у функция- 
дан I*,-оператор ёрдамида хосил цилинган g ( x ,  у) =
— х  — у функция цисмий рекурсив булиб, аммо при­
митив рекурсив эмасдир.

5 - т а ъ р и ф .  / (цисмий) арифметик функция учун 
(цисмий) арифметик функцияларнинг шундай чекли 
кетма-кетлиги ®(, <р2, . . ът мавжуд булсаки, бунда 
Ут — /  булиб, :$ар цандай ( / = 1 ,  т)

1) ё бирор базис функция,
2) ё узидан олдин келувчи функциялардан S - опе­

ратор ёрдамида х;осил цидииган,
3) ё узидан оляин келувчи функциялардан P R - опе­

ратор ёрдамида досил цилинган,
4) ё узидан олдин келувчи функциядан \>.у- опера­

тор ёрдамида досил цилинган булса, у холда <?,,
. . <рт  кетма-кехлик. t арифметик (цисмий) функция* 
шшг цисмий рекурсив баёни дейилади. Кисмий рекур­
сив баёига эга булган *ар цаидай (цисмий) арифметик 
функция  кисмий рекурсив функция  дейилади.

Барча цисмий рекурсив функциялар тупламини FK 
билан белгиласак, у холда барча примитив рекурсив 
функциялар туплами Fav_ ва FK орасида Fn р ~  F^? 
муносабат бажарилишини юкоридаги муло^азадан ку- 
риш цийин эмас.

о* т а ъ р и ф .  Тулик аницланган цисмий рекурсив 
функция умумрекурспв функция  дейилади.

Умумрекурсив функциялар тупламини Fy деб бел­
гиласак,  F  c f  эканлигини куриш цийин эмас.

By ерда шуни хам цайд этиб утамизки, функция- 
ларнинг *ар цандай чекли тупламидан суперпозиции, 
примитив рекурсия ёки минимизация онераторлариии 
бир мартадан цуллаш натижасида цувватн саноцлидан 
юкори булган функциялар тупламини *осил цилиш 
мумкинлиги туфайли Fn (1, F  ва F  тупламларниаг  
дар бири саноцлк туиламдир.
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Баъзи арифметик функиияларнинг примитив рекур-  
сивлигини курсатамиз.

1) s g (л )  („сигнум х* деб укилади) функция нату« 
рал сонлар тупламида куйидагича аиицлаиади:

s (х)  — f  аг аР х ‘==^  булса,
^  |  1, агар 0 булса.

|  sg (0) — 0,
t Sg ( х  +  1) =  1 =  /  (х , sg (л))

схемадан куринадики, sg (л) примитив рекурсив фуик* 
ция экан, чунки у g . О ва f (х,  v) i примитив ре­
курсив функциялардан P R - оператор оркали ^осил ки- 
линган ( t ( x ,  у )  1 =  s ( s  (0)) — п. р. функция эхгшли- 
ги равшан).

2)
— . . , . , ( 1, агар х  ~  0 булса, 
sg (х)  =  1 -  sg (х)  =  ’ 1 :

( 0, агар х  >  0 булса
функция п. р. функция эканлиги аёндир.

3) х  _^у („кеснлгаи ай и р м а “ дейилади) ушбу кури-  
нишда аникланади:

 ̂ | х  — у, агар х > у  булса,
[ 0, агар х  <  у булса.

Дастлаб
j 0 1  =  О =  0 (х),
\ (х  - г  1 ) 1 — X — (л )

схема х^_1 функция п. р. эканлигини курсатади. 
функция f ( x ,  у,  г) =  г 1 ва т* (») фуикцияларга PR- 
операторни куллаш натижасида >;осил булишини ушбу 
схемадан куриш мумкин:

j  А '^ .0  =  х  =  ^ ; (х) ,
I X — (у  -f- 1J =  (х^ .  у) j - 1 =  /  (х, у,  х  -  у)).

4) j х  — у | == (х  — у)  +  (у 1. x )  тенгликдаи !х — у  f 
функция п. р. эканлиги курииади.

{ %к ни у га булганда ?сосил буладиган бу-- X 
•'>) -  

I У
лйнма“) у =  0 булганда аникланган эмас, ва демак,

~  | х  деб кабул цидсак.К и с м и й  фуикциядир Аммо 

у тулик аникланган функцияга айланади 
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Г £
Агар j — = q  булса, у холда q  :

[ У
q y < x < { q - \ -  1 )у  

тенгсизликларни каноатлантириб,
1 • у  — Х,  2у — х,  . . qy j _ x ,  . . х у ^ - х  

кетма-кетликдаги ноллар сонига тенгдир, яъни

~  — s g ( l  • у — x)  - f  sg (2у jc) - f  . . .  - f  sg"(jcyjL x)
' i JQ 1

булиб, sg, +  ларнинг п. p. эканлигидан i -  j нинг
L у J

хам п. p эканлиги келиб чицади,
6) rest (.г, у) (*х ни у га булга и да хосил будали-

ган колдин*) функцияии i —  ! лар еркзли ифо-
I  У  J

далаш мумкин:
rest (л ,  у )  — х  .и ^у ■ | j ),

ва демак,  у п. р. функция экаи.
7) d i v {х,  у) {„х у  га булинади**} функциями куйи- 

дагича анинлаймиз:
, . . 1 ,  агар ;> '■! ( v. у! --=» О булса, 

div (х, у) — ' "
О, агар resK.v, у) г  и булса.

Ушбу тепглик

div (л,  у) «= sg (re s t ( . r ,  у ) )

караластган функция п. р. эканлигини курсатади.
8) х  Ф  0 булганда nd( . r )  билан л  сонннияг Ойп-ча 

натурал булувчилари соними белгилаймиз
nd (.<) =  div(j r,  0) - f  div (x,  1 ) +  . . .  4-div( .x ,  x)

тенглик nd (x)  функция п. p. эканлигини курсатади

(["o i *S*X’ яъни шХ ® га булипади" деб олинганлигиии
эслатиб кетамиз).

У) ях  — туб сон“ деган хоссанинг (предккапшпг)  
характеристик функциясини Хр (х)  билан белгиласак,

ХР (х)  = = s g |n d ( j c )  — 2 1

тенгликдаи хр (х)  п. р. ф. эканлигини курамиз (туб 
сон фа^ат иккита турли булувчи* а эга).
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10) тс (х) {»х  дан катта булмаган барча туб сонлар 
сони*) функция учун

* (*) ~  sg (/.„ (0)) +  sg ( 1 ) )  +  . . . +  sg ( I p (х))

тенглик уринли, ва дейак,  « ( а ) п. р. ф, дир.
11) р ( х ) ~ р х („туб сонлар каторида х  — туб сои*)

функция учун
Р (X) —= V-, (1* (У) — (х  +  1) I -  0)

муносабат уринли эканлигини куриш к;ийин эмас. р(х)*— 
пх функция п. р. эканлиги алгоритмлар назариясида 

ясботланади.
12) е х р ( х ,  у) ( , р с туб соннинг у сонидаги экспо- 

тенгаси“) функция р х туб соннинг у ни булувчи энг 
юцори даражасян.чнг курсагкичини ^исоблайди. Маса- 
ла'н,’ у — pi  ■ р 1' ■ . . . • Pgt, (i ф- j  булганда р{ Ф р } ) оул*
са, ехр (0, у) — ехр( 1 ,  У) — а , ............exp Ik, у)  =  ак
дир. Таъриф буйича ехр (х,  и ) = » 0  деб кабул килсак, 
е х р ( а , у} тулик аникланган функцияга айланади. Ад- 
горигмлар наззриясида

ехр (х ,  у +  1) =  u, (sg (rest {у 4 - 1 ,  р ‘/  ’)) =  0)

эканлиги на буцдаи
ехр (х,  у) =  ехр (х , (у — 1) +  1)

п. р. функция эканлиги келиб чициши курсатилади,
13) [ | /  х\  {„V х  нинг бутун К«сми“ ) функция учун

[Ух]  =  (sg ({t -j- I)* — JC) =  1)

муносабат уринли. Мазкур функция хам н. р. эканли­
ги п. р. функциялар назариясида курсатилади.

Ушбу параграфнинг охирида биз кейинги ишлари- 
мизда фойдаланадиган куйидаги теоремани келтира- 
миз.

Т е о р е м а .  Аг ар  f (x t ...........х п) га. р.  функция б у л ­
са,  у  хо лда

*п.
А (х, ,  . .  х„) — П  f  ( х и . . Х п - и  i) (*)

х{ам п. р, фуикциядир  (бу ерда [~| аг -* а 0 • • . . .  X
I-Ч

X  ££« д и р ) .
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И с б о т и .  (*) ■■ у-ринли эканлигини Kj'pcarmu у ч у й  
математик индукция усулидан фойдаланайлик. х п — .0
булса, h ( x , .......... х п~\, U)==/sjc, ,  . . 0) функция
теорема шартига кура п. р. дир. Фараз килайлак, х п —*
— к ( k = \ ,  2, . . .) учуй теорема уринли, яъни

к
& ( ' }  » * • . J П ~i 1 A) J- ) j / ( j f j ,  - * • > Д'л — , - if  зяж

/  ( -^ t l  • • •» Х д _ 1 ,  0 )  • /  ( X j ,  . ,  м 1 )  X
X  - . .  - ( / ( - * ) ,  . . - * * - ь  k \

п. р. функция булсин. У холда
Л ( л „  . . . ,  А'я _ ь  к - с  \ )  : = S (  z .  к ' ,  / ]  X

X ( х и . .  х в- 1 , к 4- 1)
тенглик h ( х и . . х„~и /г -}- ])  хам п. р. функция эка­
нини курсатади; бу ерда ф (г, t )  =  г • /,  Л' =  h (хи . .  
х п- \ ,  я) п. р. функциялардир.  Демак,  к (*, ,  . . х я) 
п. р. функция экал.

h ( x „  . . x n ) функция баъзан t ( x t, . . x n) n. p. 
функциядан мультипликация оператори ёрдамида %о- 
сил цилинган функция дейилади.

3- §. Тьюринг машиналари

Тьюринг машинаси „абстракт' ,  „>;иеобловчн“ маши- 
иадир. „Абстракт11 сузи ^уштирнок ичига олимгани- 
нинг сабаби шундаки,  Тьюринг машинаси муайян ме­
ханик нурилма б^/лмай, балки „хаёлий“ математик ма- 
шинадир. „Идеаллаштирилг ап “ бу мапшнакинг тузили- 
ши шунчалик соддаки, уни дозирги замом электрои- 
Хисоблаш машиналарига таккослаш кагта хатога олиб 
келган булар эди. Шунга карамасдаи, Тьюринг маши- 
насинннг „хисоблаш“ кобилиятм шунчалик юкорики, у 
ихтиёрий математик алгоритмни реализация ь;илиши 
мумкин.

Тьюринг машинаси иккала томонга ихтиёрий давом 
эттириш мумкин булган ва тенг катакча (ячейка) лар- 
га булинган тасмадан ^амда тасма буйлаб даракат ки- 
ладиган каретка (^исоЗловчи курилм-а) дан иборатдир. 
Каретка ^ар бир вацт момеитида фанат катакча з;ар- 
шисида туради.  Тьюринт машинасининг тасмаси карет­
ка (ичи) дан утказилган деб д ам  ^исоблаш мумкин 
(10-шзклга  каранг); ундаги стрелка каретка кайси ка- 
такчани „куриб" турганиии билдиради.
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Тьюринг машинасининг „ички* ва „ташки* алфави­
та (белгилар сисгемалари! мавжуддир.  „Таищи алфа-
внт“ деб аталувчи 5 =  is,, .v2.......... s m\ (/я >  1) чекли
туплам элементлари машина тасмасига ёзиладиган бел- 
гилардир.  S  туплам элементларининг чекли кетма-кет- 
лигн Л' алфавит устидаги суз дейилади. Сузни ташкил 
этган белгилар сони шу сузнинг узунлиги дейилади.  
Чунончи,  S  алфавит нинг хар бир элементи узунлиги
1 га тенг булган суздир. S  алфавит устидаги барча 
сузлар тупламини A ( S )  билан белгилаймиз.  S  туплам- 
га яна битта .v0 белги киритсак, .%осил булган S' =  ).v0, 
v,, . . sm} алфавит Тьюринг машинасининг „кенгай- 
тирилгаи танщи алфавита* деб аталади; бунда s0 —- 
б у ш  катакни („буш сузни*) англатувчи белги дисобла- 
нади. Масалан, агар тасманинг бирор катагига s 0 бел­
ги ёзилган булса, шу катак б у ш  <яъни5 алфавитнинг 
х е ч  бир элементи ёзилмаган) д е б  хисобланади. S  а л ­
фавитнинг элементлари „ташки алфавитнинг* актив 
•бедгилари,  s0 эса S' алфавитнинг пассив белгиси д е й и ­
лади.  Машина тасмасига фацатгина алодида ^арфлар- 
нигина эмас,  балки узунлиги бирдан катта булган с у з -  
лар ва сузларнинг чекли кетма-кетлигини хам ёзиш 
мумкин.  Узунлиги а (г 1) га тенг булган сузни тас- 
мага ёзишда бу сузни ташкил этувчи хар бир харф 
а л о х и д а  катакчага ёнма-ён килиб ёзилади (буш катак 
■гашламасдан), сузлар кетма-кетлигини ёзишда эса куш- 
ни сузлар орасида битта ёки ундан кун буш катаклар 
ташлаб ёзилади.

„Ички алфавит" деб аталувчи Q =  | f 0. <7*1
(£ >  1) чекли туплам элементлари Тьюринг машинаси- 
нинг ички холатлари; бунда — Тьюринг машинаси­
нинг бошланрич холати, qQ — охирги ^олати, qu q s, 
. . qk лар машинанинг актив ички холатлари дейи­
лади.  Тьюринг машинасининг qn ички холатда булиши 
унииг ишдан тухтаганлигини билдиради.  Q туплам 
Тьюринг машинасининг „ички хотираси* деб ^ам ата­
лади.  Иш жараёнида Тьюринг машинаси бир ички ^о-
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латдан бош^а ички ^олатга утиши *амда тасмага S' 
алфавит элементларини ёзиш и мумкин. Тьюринг маши­
наси тасмасининг х;ар бир катакчаси чекли ^олатда 
булади,  яъни катакча ё буш (л„ белги ёзилган)  булиши 
ёки унла s t (i  =  1. т)  белги ёзилган булиши мумкин.

Инг жараёнида Тьюринг машинаси куйидаги ишлар- 
ни бажариши мумкин:

1. Дар бир вакт моментида каретка тасма буйлаб 
битта катак чапга ёки унгга силжиши,  ёки уз урнида 
туриили мумкин.

2 Каретка тасмага ёзилган белгиларни узгартири- 
ши, яъни тасмага ёзилган белгини учириши,  унинг ур- 
нига бошка белгини ёзиши, буш катакка актив белги* 
лардан бирини ёзиши мумкин.

3. Машина ^ар бир вакт моментида уз ички хола- 
тини саклаши ёки бошка з^олатга алмаштириши мум­
кин.

Хар бир Тьюринг машинаси уз программасига эга 
булиб,  у ана шу программа асосида ишлайди. Машина 
программаси 11- шаклда курсатилгаи жадвалдан иборат 
булиб, устунлари буйлаб „кенгайтирилган ташки ал­
фавит* белгилари,  йуллари буйлаб эса актив ички х;о- 
латлар белгилари жойлаштирилган булади. Жадвални 
ташкил этган катакларга Тьюринг машинаси иш даво- 
мнда бажарадиган „командалар“ („буйруклар ") ёзил­
ган булади.  Дар бир команда s iRq. куринишида бу­
либ, бунда R  билан Л,  / / ,  / /  (мос равишда „унг“, 
„чап“ ва „ж ойида“ сузларини бнлдиради) белгиларнинг 
бири белгилангандир:  П, Л  белгилари мос равингда 
каретканинг унгга ёки чапга сурилишини, Н  эса карет-

So $( . . . 5* . . .  S т
j ‘ . !
I -  . f\

*

'  I *

• !
* i
: !

Ii

: . j -
• * i

1 . . .

U- шакл.
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а таема буйлаб уз  долатини сак^аганини билдвради. 
окорила айтилганидек, Тьюринг машинаси дискрет  
№жимда (цадам-бацадам) ишлайди; у дар бир вакт 
моментида (оралигида) фанат битта командаии баж а-  
ради. Тьюринг машинасининг бир кадамда бажарган 
ищи. такт дейилиб, уни qrs, -*■ SjRch куринишида ифода- 
лаш ыумкии. Мазкур ифодани цуйидагича укиш керак:

„Тыоринг машинаси qT ички долатда лента устида- 
ги s, белгини „к,уриб“ турган булса, унинг урнига (st 
ни учириб) sj  белгини ёзади, сунгра R  даракат цилиб, 
уз ички долатнни га узгартиради“ (11- шаклга г а ­
рант).

Машинанинг ишлаш жараёнида дар бир тактдан 
сунг маълум бир вазият досил булади. Вазият нуйида- 
ги ташкил эгувчилардан иборатдир:

1) тасмадаги ёзув;
2) каретканинг тасма буйлаб долаги;
3) машинанинг ички долати.
Бу ерда биз машина ишлай бошлагандан сунг до- 

сил буладиган вазнятлар >;акида галирдик. Аммо ма­
шина ишлай бошлаши учун у маълум бир бошлангич 
вазиятга келтирилган булиши керак.  Бошлангич вази­
ятни:

1) тасмадаги ёзув;
2) машина шу ёзувнинг унгдаги эн г охирги бедги- 

сини „куриб“ турганлиги-.
3) машина мазкур белгини бошлангич д,  ички до- 

латда чкуриб“ турганлиги ташкил этади.
Машина уз программаси буйича ишлаб ишдан тух- 

таса, иагижада охирги вазият досил булади. Охирги 
вазиятни:

1)' тасмадаги ёзув;
2) машина шу ёзувнинг кайси белгисини „курив* 

турганлиги;
3) машина мазкур бел!ини охирги д0 ички долатда 

куриб турганлиги ташкил этаяи.
Агар t  вакг моментида вужудга  келгаи вазиятни 

шаргли равишда w t билан белгиласак i t  =  0, 1 ,2 ,  . . .), 
у долда Тьюринг машинасининг ишини шаргли равиш­
да куйидагича ифодалаш мумкин:

®0 w,  -> ®s -*- . . .  -* Wt -г . . . -> Ж„

яъни машинанинг иши вазиятлар кетма-кстлигидан и бо­
рат булиб, дар бир такт иш бажарилгач (программа-



даги комакдаларга асосан), бир вазият иккинчи иазнит 
ёилаи алыашиииб борзди (бошдангич вазият дан б о т ­
ца}.  .

Юкорида айтилганидегс, Тьюринг машииасинииг кул- 
ланиш объектлари A ( S )  туилам элементларк (сузлар) 
булиб,  у тасмага ёзилган а  суз устида ишлаб, уии кан- 
дайдир b суп билак алмаштиради.

Баъзан Тыоринг машинаси бирор суз устида чекснз 
ишлаши мумкин. Бундай холда машина бу с^зни „анищ- 
дамасликка утказади* дейилаяи.

Бир омыавий масалани ечувчи кандайдир алгоритм 
берилгаи будсин. Мазкур алгоритм ишлаши учун ма- 
саланинг шартларн знеобланувчи мнкдорларнинг бирор 
и и . .  ап сисгемаси булиши керак. Одатда бу мкк- 
дорлар натурал сонлар булиб, алгоритм берилган миц- 
дорлар системасини. боища системага кайта ишлаб f r -  
казади,  яъни алгоритм каидайдир арифметик функция- 
н-инг цийматини х;исоблайди. Агар а и . . а я миадор- 
ларни Тыоринг машинаси ташки алфавит белгилари 
ёрдамида кодлаш мумкин булса, у ^олда алгоритм *и-  
собловчи функциянинг кийматларини Тыоринг лмаши- 
насида хисоблаш мумкин булади.  ^ийматларини бирор 
.мос Тьюринг машинаси ёрдамида дисоблаш мумкин 
булган арифметик функдиялар Тьюринг буйича ^исоб- 
лаиувчи функциялар дейилаяи.  Тьюринг еа Постлар- 
ниаг тадкикотлари шуни курсатадлк»,  математикада 
уша давргача булган барча маьлум алгоритмлараи 
Тьюринг машиналарида реализация килиш мумкин экан. 
Бу  мулоказалар Тьюрннгга ушбу тезисны илгари су- 
ри:нга асос булди.

Т ы о р и н г  т е з и с и .  Тыоринг буйича ^исоблануа- 
чи функциялар туплами барча дисобланувчи функция­
лар туплами билан бир хнлдир.

Табиий, бу тезисни исботлаш мумкин эмас, чуяки 
у«да таркибига таърифланмайдиган алгоритм тушунча- 
си кирган .^исобланувчи функция тушунчаси катнаша- 
ди.

Энди куйида баьзи алгоритмлараи мос Тьюринг ма­
шиналарида реализация килишга мисоллар куриб ута- 
миз.

1 - м  и с о  л, <р (х)  =  х  +  1 функция цийматларини х;и- 
собловчи Тьюринг машиналарини курияг.

Тьюринг машинаеини ^уриш — уиинг ирограммасн- 
яи тузиш демакдир.
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9,|> H q . j T n q j

J2- шакл.

а) Бернлган функциянилг ;<ийматларини з^исоблсвчи 
машинанинг „кенгайтирилган кийматларини ^исобловчи 
машинанинг" кенгантирилган ташцк алфавита* S' =
— |s0, !( булсин; бунда натурал сонлар j ( .таёкча*) 
ёрдамиаа кодланади:

О НИНГ КОДИ j, 1 ' НИНГ КОДИ {], 2 НИНГ КОДИ )|j,
я  нинг коди jJ_- - - |) ва .\оказо.

w-i-i та
Изланаётгаи Тьюринг машинасининг программаси 

12- шаклдаги кабидир.
б) Натурал сонлар „иккили системада* кодланган 

булсин, яъни Тьюринг машинасининг алфавити S  =  |0, 
1| булсин. Бизга „таниш“ булгаи натурал сонлар, одат- 
да, S *=> (0, 1, 2, . . 8, 9| алфавитда („унли система* 
да) кодлангандир.  Унли системада кодланган натурал 
сонларни иккили системасида .кодлаш алгебра курсида 
курилган булса-да,  уни бу ерда я на бир эслатиб кета­
ми з:

О ни 0 билаи, 1 ни 1 билан, 2 ни 10, 3 ни 11, 4 ни 
100 билан кодланади ва ?!,оказо. т — 2" куринишдаги 
натурал соннинг коди 100 . . .  О куринишда булади.  т

П ■!* и
дан / « 4 - 1  га утиш учун 100 . . .  О нинг охирги пози- 
цияси (0) га 1 кушнлади.  Агар т нинг иккили систе- 
масидагн кодининг охирги раками 1 булса,  т. + 1  га 
утпшда мил 1 га 1 кушилади. Иккили системасида 
ну шиш амали ушбу жадвал билаи берилади:

Демак,  1 +  1 — 0 б улганлигидан 1 
бирлик олдинги нозииияга души­
ла ди.

Маса лан, 1 1 0 1 1 1 + 1  =  111 ОСЮ,
] 11 +  j =  * 00С, 11101 +  1 =  111100
ва у>. к. Унли системасида берил- 
ган натурал сонии иккили систе- 

масига утказиш учун „бурчак" ь;илиб \ 'ша сонни 2 га 
булиб чикилади. >;ачаа колгун колдиклар ка охирги (2 
га булинмайдиган) булинма белгиланади. Мазкур бу-
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линма ва цолдщлар  уша соннинг иккили снстемасидаги 
коди булади. Масалан:

27! 2
' 2 6 J J 1  г
ф  Л ~ в

©  Л  ~э  I ® 2 1
т

2

2 8 1 2  
2в Ц ]
О j ±  ‘ j  1 2 

О _б
2
4

J  |_2_

Демак,  27 пинг иккили системасида'ги коди И О П д и р .  
Бундан 28 нинг коди эса 11100 эканлигини курамиз.

Изланаётган Тыоринг машинаси 13- шаклда курса- 
тилгаи ирограммага эгадир:

О -I

^nq2 o n q 1
s ar iq 0 0 П ^2

13- шакл.

Тыоринг машинаси муайян натурал сон берилгаида 
f ( x )  =  x - \ - l  функция нийматини хисоблашда уз нро- 
грахшасини нандай бажаришини курсатайлик. Масалан, 
х  *=27 (яъни 11011) булса, уни тасмага ёзилади ва ма-



I SolsTT-s- i h \ i  l o l o | s . | s . | s . |  1 ! 1

T J j

.. Г Ж 1 .
[So So s. 4 И | 0 j 0 5e|5o 5o( ( I \

| 4 f

1 |5o |5«i S«j h  И jo 0|5o|S,|So| ! t

U J  ' '

: Q<> j
ж

14- шакл.

-шинакя бошланрич вазиятга олиб келинади (34- а  шакл).  
Хисоблаш жараёнида вужудга келадиган барча вази- 
яглар битта тасмада юз берса-да,  биз уларии ажрагиб 
курсатдик (каретканинг юкори цисмида дар бир ва^т 
моментида машина цандай ички додатда булишн кур- 
сатнлган).

в) Таш^н алфавиги 5 =  {0, 1, 2, . . 9} булган 
Тьюринг машинаси f (ж) «— д: ! функцнянямг к«йма- 
тини 15- шаклда курсатилган программага асосак л;и-
соблп и.ан.



О : -? £ 5., ___I

s«.J5qz 5.Лг|, 5оЛЧ4 S„Ttq4 |s« Л q. s.Jlq,

«о Hq Me oHq ' 2H q,| 1 H q0 IHq,

16- in а к л. 17- шакд.

2 - м и с о л ,  /  ( х , ...........х п) 0 функциянинг цийма*
тини ^исобловчи Тыоринг машинасини куринг.

а) Ташки алфавит S =  j i } булсин. Бундай Тьюринг 
машинасининг программаси 16- шаклдаги куринишга 
ьгадир.

б) S  «•= |0, 1, 2} (учли системаси) ташци алфавитга 
эга булган Тьюринг машинаси берилган функциянинг 
кийматларини ^исоблашда 1 7 -шаклдаги программа б у ­
зина ишлайди.

Бу мисолда шунга эътибор бериш керакки,  тасма- 
ia х и . . х п ларни ёзишда кушни сонлар орасида 
фа^ат битта буш катак колдирилади.

Биз юкорида жуда содда алгоритмларни реализа­
ция киладиган Тьюринг машиналарига мисоллар кел-  
тирдик. Мураккаб алгоритмларни реализация цилиш 
учун берилган Тьюринг машиналаридаи маълум бир 
амаллар ёрдамида мураккаб Тьюринг машиналари %о- 
сил килишни билиш керак.  Тыоринг машиналари ус -  
тида бажариладигин асосий учта амал билан таниша- 
миз.

I. М а ш и н а л а р  к о м и о з и ц и я с и. Ташки алфа» 
витлари бир хил S  =  {s„ sSt . . sm} булган, ички ал- 
фавитлари мос равишда Qi — 1<70. Чи *• •> Як\ ва Qt  “  
=  {<?о- • • •’ Ч'г\ булган М л ва /И3 Тьюринг машина­
лари берилган булсин. Мл ва М 2 машиналарнинг про* 
граммаларини кетма-кет ву л аб “ з^амда /И, машина нро- 
граммасидаги курииишдаги командаларда q4 ни
.l/.j нинг бошланеич ички долати q\ билан алмаштириб, 
янги программа, яъни янги Тьюринг машинасини т у з и т  
мумкин. Хосил булган машинани /И, • Л1, каби белги- 
лаймиз. М л • М 2 машина куйидагича ишлайди: дастлаб 
тасмага ёзилган а суз  устида Ж,  машина ишлайди ва 
уни b суз билан алмаштиради. /И, машинанинг охирги 
(тухгаш) ички ^олати q„ М 2 нинг бошлангич ички п о ­
лати q\ га яуланганлиги“ учун b суз устида маши­
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на ишлай бошлайди, уни с суз билан алмаштиради. 
Шундай к;илиб, М х • М г машина а  сузни с сузга утка- 
зад-и.

Тьюринг машиналари устида бажариладиган компо­
зиция амали ассоциатив (яъни ( ,  • /И2) • Л1Х — M t X 
Х  { М 2 • М я)),  аммо нокоммутатив (яъни /И, • М г Ф  
v М,  • Л/,) эканлиги равшандир. Вундан .ташцари, фа* 
катгина иккита эмас, балки исталган чекли сондаги 
Тьюринг машиналари берилганда дам (ташки алфавит- 
лари бир хил булган) ,  уларнинг комнозициясини тузнш 
мумкинлиги аёндир.

Л/, ва /И2 машиналар композицияси амалга оши- 
рилгач, янги программада ички долатларини цайтадан 
номерлаб чикиш мумкин; бунда М 2 нинг ички .\олат- 
лари q'v q'., . . q'r лар мос равишаа q, н , айл_2, . . .. 
-ЯкА-г лар билан, q\  эса яна q{) билан кайта номланади,

3- ми с о  л. 1-мисолнинг: а) кисмида келтирилган ма- 
шира М,,  2-мисолнинг дам б) кисмида келтирилган 
машина М 2 булсин.

Мазкур машиналардан композиция ёрдамида 18- 
шаклда курсатилган машинами х;осил цилиш мумкин. 
Бу ерда М 2 нинг ички ^олатларини вацтинча <?', q\ 
куринишда ёзднк. Энди досил булган программада ич­
ки холатларини кайта номерлаб чикиш мумкин. Ни*о- 
ят биз 19-шаклда курсатилган программани досил ци- 
ламиз.

Л12 ■ Л'1, машина программасини укувчи кийинчилик- 
си,з туза олади. Бунда М , • машина / О функция 
кийматларини, эса /= = 1  функция ^ийматларн-
ни дисоблашини сезиш цийин эмас.

II. М а  ш и н а л а р  н и т а р м о к л а ш .  Ташки алфа­
вит лар и бир хил, ички алфавитлари мос равишда

Q1 =  1<7о, Ях <7*1. Q 2 =  {<. q[ ,  • • я'А,

S., I

q4ГТТГдТ j I fig,  ; ! H Q , j 1 П q ,  j f  /rt

15-
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I РГШИ Х Till 1

20- шакл,

So Ъ\ - • • SL SJ S  т

щ

Чь
9а
я;
i

1

SiHqi SjHqV

•

1 '

>т,

ш -

\T7L3

2 1 - шакл

булган М и Л12, М г машивалар берилган булсин. Т а ш ­
ки алфзвитда s; ва s f (i ./) белгилар ажратилган б у л ­
син. М,  машина кандайдир а суз у с ш д а  ишлаб,  чекли 
кздамда.н сунг sa# q Q команда билан тухтаган булсин 
^амда охирги вазият ‘20- шаклдаги куринишларнинг 
бирига эга булсин. Берилган машиналар программала- 
рини 21 - шаклдагидек „улаймиз*. AI, ва Ж 5 лар про- 
граммалари орасига кушимча дх ички х;олат ки р и ти б  
бу программалар кетма-кет  яуланади“. Хосил булган 
программага М г нинг программаси „уланади“ (‘2 1 - ш а к л -  
га каранг).  Натижада к ~'г г +  £ +  1 актив и ч к и х о л а п а  
эга булган программа ^осил булади. Хосил булга!! 
программага куйидаги у'згаришлар киритилади.

Дастлаб saR qri командадаги ни билан алмаш- 
тирамиз.  Супгра,  агар Ж,  машина а) вазиятда тухта- 
ган булса, у *олда qa йул ва st устунлар к^-сишган 
катакка командасини. агар Ж,  машина б) вази­
ятда тухтаган булса, у эуолда qa йул ва sj устунлар
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кесишган катакка SjHq'  командасини ёзамиз. Мазкур 
узгаргишларнинг мазмуни куйидагичадкр:

</„ ички холат Ai, ни билан ёки /Иг , яи М 3 би­
лан богловчи долат булиб, агар М,  машина а) вазият- 
да тухтаса, бошкариш М г машинага, /И, машина б) 
вазиятда тухтаса, бошь;ариш АТ, га узатилади.

Шундай килиб, агар Л7, машина а суз устида иш- 
лаб а) вазиятда ишдан тухтаса (я ыш  s, белгини ,к у -  
риб“ тургаи холда ишдан тухтаса),  у холда тасмада 
а; ос ил булган b суз устида .11, машина ишлай бошлай- 
ди ва уни ^андайдир с суз билан алмаштириб ишни 
тугатади; агар /И, машина б) вазиятда ишдан тухтаса 
< яъни,  Sj белгини „куриб* турган холда ишдан ту хта ­
са), у холда тасмадаги суз устида Л1, машина 
ишлай бошлайди ва уни кандайдир d с^з билан ал­
маштириб ишни тугатади. М и М г ва М х машиналар­
дан тузилган янги машина

\ м г 
\ м г

кабн белгиланади. М  машинанинг программаси куриб 
бул-ингач, ундаги ички холатларини ^айта номерлаб 
чикиш мумкин (бунда ни qk^  билан, q'i {i — 1, г) ни 
Qt+t+i билан, ц) (./ =  1, 1) ни 3ia q k+r+jH билан, в а 
нихоят,  д'в ва q"Q ни эса яка кайтадан q0 билан алмаш* 
тирилади).

Табиий, тармоклаш амали факатгина учта машина 
устидагина эмас, балки нхтиёрий п (п >  3) та машина 
устида хам бажарилиши мумкин; аммо бунда ташки 
алфавит белгилари сони т >  п — 1 шартнн цаноатдан- 
тирнши керак.

4- ми  с о  л. 22- шаклда келтирилган нрограммага эга 
булган М и ЛГ2, М$ машиналарига тармоклаш амалини 
цулланг.

т .-

6o i

s .J lq j Qi So П (j 2
f

l 4 9;
% j 1Л Ч» m ili s»^q; «nq; 4a

т,.>

2А- iad*J,

SJlqJ 1 flq2

»H q: ]m q3

( m J
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9, s a Tiqz q. s» Jiq,,

Яг 1 Л Cja J Л  q2 . ■
1 71 q3 ! Л Чг

Ча So Н q ’ I n q ; s.H q* i H q6

<?; Son q'z * 31 q; M  q* s . n  q5 1 Jl q*

so Л q; | П < Я5 qa i П q 5

<£ s . J I  q)1 ! П q; «6 s„ л q fc i П q7

9г s .  J] q" s<.n q '̂ q? q 7 £оП q§

i l H q;' » n q * 4e I й ^

л>- шакл.

Бу ерда д а ~ 1 ,  А =  2, г =  2, / —>3, $г — s> =  I 
дир.

Дастлаб (Пр. 1) билап белгиланган программами; 
тузам из ( 2 3 - шакл).  (7И,) дай куринадики, Ж ,  машина 
| Л - 0 команда билан ишдан тухгар экан. уИ, машина 
ишни тугатгач,  каретка ё л0, ёки i каршисида тух- 
тайди. j .//;/„ командада д„ ни qa билан алмаштириб, qa 
йул ва .s0 устунлар кесишган катакка saHq'lt ёнидаги 
катанка эса )Ид’[ командаларни ёзамиз.  Хосил булган 
(Пр. 1) программада ички холатларни кайта номерлаб, 
талаб этилган программага (Пр. 2) эришамиз ( 2 3 -шакл). 
Мазкур машина цандай алгоритмни реализация нила- 
ди? Тасмага х, ва у сочлар (тугрироги, уларнинг 5  —
— 11} алфавиглаги кодлари) ёзилган булиб, улар ора- 
сида п. 4- 1 та буш катак (s0) булсин ^амда машина 
бошлангич вазиячга келтирилган (яъни каретка у со- 
нининг энг охирги „таёкчасини* „куриб* турган) бул­
син. Агар п. >  1, яъни х  билан у орасида камида нкки- 
та буш катак булса,  у холда машина у ни бир хона 
чаига суради — бошцача айгганда машина

у___
$ о  ||) . . .  II S q S q  . . . !| . . .  !| s0 

х и + 1 та
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oo ui л а нгич ва з и я т д а и
х У

«о 111 ii 5.) S0

охирги вазиятга утади.
Агар « — О, яъни х  билан у орасида факаг  битта 

буш катак булса,  машина дасглаб у ни чапга бир хо- 
на суриб, сунгра яма уз урнига цаитаради.

Ш. Т ь ю р и н г  м а ш и п а с и и и ц и к л л а ш. Т ью ­
ринг машинаси программасида д{) ички .\олат катнаш- 
гаи бнттадан ортик; команда маижуд булсин. Шу ко- 
мандаларнинг бири I ёки бир нечаси) даги д0 ни q, би­
лан алмаштирамиз.  Натижада,  машина тасмадаги суз 
устида ишлаб, ишни ю^орида айтилган команда билан 
тугатса,  у *олда тасма устида пайдо булган суз билан 
яна ишни давом этгирадн.

5 у а мал М машина ни цикллаш дейилади в а М  ка- 
би белгиланади.

5 - м и с о л .  Олдинги мисолда курилган машина про- 
граммасй (Пр. 2) да q,, катнашган иккита команда мав- 
ж уд  (s0JIq0 ва Шу командаларлипг бирортаси-
да,  масалан, s0JJq0 да i?0 ни билан алмаштирсак,  на­
тижада янги М'  машина ^осил булади. Лгар гасмада 
ораларида п +  1 та буш катак булган х  ва у сонлари 
ёзилиб,  машина ишни бошлангич вазиятда бошлаган 
булса,  у ?;одда машина ишдан ту хтагач тасмадаги ёзув 
у ш б у  куринишда булади:

яъни машина у  ни х  нинг „ёнига* битта буш катак 
колдириб „суриб" ёзади.

Агар \ Uq (, командадаги q„ ни q. билан алмаштир-
сак, у л'олда Л\" машина -чосил булади; аммо бу ма­
шина тухтовсиз ишлайди, у доимо у  ни суриб, яна 
жойига ^айтараверади ва бу жараён чексиз давом этади.

Таш^и алфавити 5 == j j > булган Тыоринг машина­
си бир -\арфли Тьюринг машинаси дейилади.  Узининг 
соддалигига ^арамасдан бундай машиналарнинг ^нсоб- 
лаш „кобилияти“ ж уда кжсак б^либ, улар бошка а л ­
фавит га эга булган Тьюринг машиналаридан колиш- 
майди.

X У
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Натурал сонлар бу машиналарнинг ал {>;1ч«таа кян- 
дай кодланиши ю^орида келтирплган. Бундам ке^ин 
„х  натурал сон* дег&нда унинг коди 1 . . .  S пи ту-

Л’ - f - i  г а

шунамиз.  Бундан ташкари бнз натурал сонлар „кетма- 
кетлиги* ва „тизма* тушунчалари билан иш курамиз.  
Агар машина тасмасига бир неча натура л сонларни 
ёзиш керак булса, буни икки хил усулда бажариш 
мумкин: дар иккита кушни натурал сон ораскда факат 
битта буш катак колдириб ёзиш ва *ар иккита к>'шггн 
натурал сон орасида ка м ид а битта буш катак ташлаб 
ёзиш ана шу усуллардир.  Биринчи усул иккинчи усул- 
нинг хусусий доли экаилигини сезинг цийин эмас. Чек- 
ли сондаги натурал сонларни тасмага биринчи усулда 
ёзиш ни „натурал сонлар тизмаси*, иккинчи усулда 
ёзишни эса „натурал сонлар кетма-кетлиги* дейилади. 
Натурал сонлар тизмаси ёки кетма-кетлигиня факатги- 
на тасмада эмас, балки цогозга (масалан, ушбу китоб 
садкфаларида) дам ифода этишимиз керак.  Натурал 
сонлар тизмасини когозда х „  х , ,  . . . ,  х„ каоя,  нату­
рал сонлар кетма-кетлигинн эса х,  Д х 2 . . .  А  х я 
каби ёзамиз; бунда тизмадя цатнашган вергул 
битта буш катак вазифасинн бажлради,  натурал сонлар 
кетма-кетли: ида „ Д “ белги „орэлик" деб аталиб, у  ка- 
мида битта буш катак вазифасини утайди.

Бундан ташкари, биз я на х ,,  х 2, . . ., х ь . .  х а ва 
х,  А  х 2 Д . . .  Д  х. А . . .  Д х п (t — 1, п) ёзувлардан 
фойдаланамиз.  Уларнинг мазмуни шундан иборатки, 
тасмага х , ,  х 2, . . х г, . .  ., х п тизма (ёки х ,  А  х 2 Д 
А  . . ,  / \  x t А  • - . А  х п кетма-кнтлик) ёзилган булиб, 
каретка соннннг унгдаги энг охирги , таёцчаси“ руна- 
расида бирор ички долатда турганини билдиради.  Б у ­
ни машинада 24- шаклдагидек курса гиш мумкин (бу 
ерда X] , л - - 1 “  I , -V; — 3, д.**, .  — 2, . • х п
=  2). Хусусан, х, ,  . . ., х а ёки х, / \  х 2 А  • • •  А х„ 
ёзувлар машина бошлангич q, ички долатда х п нинг 
охирги „таёкчасини1* „куриб“ тургаилигини англатади

| : is >̂i - * ' |s.j 1 j i ija|
t  X i  -

24- шакл.

_ i ^
■ ibjjjj jijiN -• ->J i jifrfsj- • -|s.j iT il i Ы-

1 * 1

221



25- шакл. 26- шакл.

(баъзан, ох ирг и де ички ^олатда) .  М  Тьюринг маши­
наси, масалан, х , ,  . . г„ тизма устида ишлаб, уни у „  
. . у т тизмага утказса, у з^олда машинанинг ишини 
у ш б у  куринишда ёзишга келишамиз:

__ м _
-̂ 2» • • •» •*/) ’ * Уг> У'Лг • • ч У т '

(*) ифода биринчи кисмининг мазмуни шундан ибо- 
раткн, бунда машина бошлангич ички ^олатда х п нинг 
охирги „таёкчаси* рупарасида турган б>глади. иккинчи 
цисми эса машина у т нинг охирги „таёцчасининг* р у ­
парасида охирги ички долатда (<70) турганлигини бил- 
диради,

Барча мураккаб Тьюринг машинасининг асосини эег 
элементар алгоритмларни реализация киладиган баъзк 
машиналар ташкил этади. 1(уйида биз бу машиналар 
билан танишамиз.

А м а ш и н а  (охирги сонни бир бирликка оширув- 
чи машина).  Мазкур машинанинг программаси 25- шакл-

__А
да курсатилган булиб, унинг ишини х,  Д  . . .  Д  х„ — ►

А '  _________
— ” *\  Д . . .  А х„ -j- 1 каби ифодалаш мумкин (хусу- 
сан, х,  \  . . .  Д х п урнига х }, . . ., х п ни хам о.'шш 
мумкин).

В м а ш и н а  (охирги сонни бир бирли ■ ка камай- 
тирувчи машина).  Бу машинанинг программаси 26-
шаклда курсатилган булиб,  унинг ишини л,  Д . . . Д

_ в ____ "
А х п — >Xi  Д  . . . А х п — 1 каби ифодалаш мумкин.

С м а ш и н а  (кетыа-кетликнинг охирига 0 ни ёзув-  
чи машина). Бу машина 27-шаклда курсатилган про­
граммага эга булиб унинг иши

Sc* 3



q j s . H q ,  i n  q, 1°* ■____ » * __?
<?J I n q T j  l Л q 3 j

qj........ ......к , Л  q . J

28- шакл. 2‘a- шакл.

_  c
x ,  Д  . . .  Д  x n — >■ x ,  Л  . .  . ; A x„. Q

формула билан ифодаланади; бу ерда, хусусан, юко- 
ридагиларга'  ухшаш натурал сонлар тизмасини дам 
•олиш мумкин (бундан ташкари 0  нинг коди | экан- 
лигини, 0 эса аслида | эканлигини эслатиб утамиз),  
х я билан 0 орэснда битта буш катак ташланади.

D  м а ш и н а  (оралицни тулдирувчи машина). Маз­
кур машинанинг про граммам 28- шаклда курсатилган 
булиб, унинг ишиии

—-*• X, А  . . .  A *i +  А — 1 А’о Хцл Д . . .  Д х я

каби ифодалаш мумкин; бунда машина x i дан кейин- 
ги я — 1 та катак „таё^чалар* билан тулдиради — та- 
биий, бунда д^ узгариб x t -\-k — 1 га айланади, лг,-и  
билан x t - \ - k — 1 орасила битта буш катак колдириб, 
х ,  -f- к — 1 сонининг охирги .таёкчасн* рупарасида ту х- 
тайди.

L м а ш и н а  (кареткани чапга сурувчи машина). Бу 
машинанинг нрограммаси 29- шаклда курсатилган бу­
либ» унинг иши

-----А . . .  а  А. a  х 1+х А . . .  А Ха
формула билан ифодаланади; бопщача айтганда, ма­
шина кареткаси тасмадаги ёзувни узгартирмай, x i+i 
сондан чапдаги x t сонига утади.

1.к м a h i  и н a (L машинанинг k марта такрори).  Lk 
машина L машинанинг к тасининг узаро комнозицияси 
натижасида ,%осид булиб, унинг ишлаши куйидаги тарз- 
да  булади:

о
х г А .  .  .  A Xi  S a5„ .  .  .  Si, X / + I A . . .  a x „ ----- *•

L
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1

S„ Л q2 1 Л Qj i
1 t

Qj | н q* J ‘
я 3 5„П q* 1 Л q 3 So !

5оЛ 1 Н q 5 9, 1 П q2

Soil q6 I Л  C\s ck So П Cj ̂ 1 H q3

Я. 5оЛ q6 I H qc f L 4i s .n  q0 !H Q3

36- шакл. S i- шлкл.

А * * * A Xi А ••• А х 14 л
r k

— >■ *, Д . . .  Д x t Д  . . .  Д  х , +й л  . . .  А х п.

k =  3 булганда L3 нинг программаси 30- шаклда 
курсатилгани каби булади.

(L • L ■ L композициядаги иккинчи ва учинчи L ма- 
шиналарнинг ички долатлари цайта номерланган).

R  м а ш и н а  (каретками унгга сурурчи машина).  Бу 
машина 3 1 - шаклда курсатилган программага эга б у ­
либ, унинг бажарадиган иши

_  в
х,  л  . . .  A  Xi Д х п , Д . . .  А  х.п — ► 

к _
— > х 1 а  . . .  А -*/ Д  X; , 1 л  . . .  А  х„

формула билан ифодаланади. Равшанки,  R машина х,  А  
А • - - А х п вазиятда иш бошласа,  у уз ишини чек-  
сиз давом эттиради (чексиз унгга цараб кечади).

R k м а ш и н а  (R машинанинг k марча чакрори). Бу 
машина R  машинадан k дона олиниб, улардан компо­
зиция ёрдамида курилади, яъни

R b - R . R .  . . .  • R
к та

R k машинанинг ишини ушбу формула ёрдамила 
курсат-ш! мумкин: ^

A-.- . / \ X i  А • • •  А а', | * А . . .  л X" - х ,  л  . . .  д  Xi д
А  . . .  А х  1 1 и j'\ . . .  а •' /.
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> Мисол сифагида R* нинг 
программасини келтирамиз (32-  
ш акл ).

Р  м а ш и н а  (текширувчи 
машина). Баъзан *исоблаш 
ь-араёнида М  машина бирор 
катак рупарасида турган б у л ­
са, шу катакнинг чап томони- 
даги ь;ушни кагак буш ёки буш 
эмаслиги ( | ёзилганлиги) ни 
текширишга турри келади. Бу 
вазифаяи программаси 33- 
шаклда курсатилган Р  машина 
бахаркди.  Бу жараён маши­
на*»-шг узида 3 4 - шаклда кур* 
сатилгани каби булади.

V  м а ш и н а  (тикловчи ма­
шина) . ..Одатаа Р  машина чаи 
томондаги кушнн катакни тек- 
шириб кургач,  машиаани (ка- 
реткани) олдингн позицияга 
кайтариш керак булади. Бу
35- шаклда курсатилган машина бажаради.  Бирор му­
раккаб машица таркибига V машина факат Р  маш ина 
билан бирга (РV  ком позиция сифатида) кириши мум­
кин.

Тт м а ш и н а  (танловчи машина).  Бу машина юа;о- 
рида кслтирилган машиналардан композиция, тармо^- 
лаш ва цикллаш амаллари ёрдамида

V ■ D  ■ R m,

1-------------
5 о П q , ч • м 0 , j
SoJIq, 1 И U 5 ■

1 n t u  :
3 -а П ^ ! Н Г;* j

s ^ q e | н q 6 I

32- шаы.

■ -S и (
Я{\ 5о п qa М 11

33- шакл.

вазифани программаси

Т„ С • 1.п ■ Р  ■
V R m • А

т т

ч.|

4 г

еки

I 1Ъ
{ !з»

34- шакл.
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V

Ч ,|5 .лч . Л q.

35- шакл.

So 1
s„nq2 t nq1

чг i 4q5 \HCU

iJTq^ m q 3 j

% S„nq^ 1 H q5 (
% sjiqe m q 5
qt 5ЛЧб IHqT [

Яг sJiqa *ляв f
cie 1 НЯ4?

9 у sJl G,o IHqcj

%

%
Q<2

î5
Чй

4-15
q*
Of 7

S.nq„ lTU|iQ

1П 4* m n
sJlq,3
i n q «

' Hq *

S®JI iHqi5
i nth?

s„flqi7 ж р *
ScT!q„ 1 H 4-je

>J5
% p * n 9 .  ̂ ^  i \v

О
__

__
__

__
1

! H C „ j )
{

s»nq22 1 н  0 B  | lie1
m q 2 5 j

!

*~H
f f l o 2 5 | 1

Г) *125 ,н с ы ■k

Ц^ЬвЛ Ц21 1 ^^*6
j t H C| з I П Ц%у I}A

36- Ш8КЛ.

куринишда хосил килинади. Унинг иши эса х 2, ■.
—  * т —

х т~^х и х 2у • • •> д' т ’ х \ формула билан ифодаланади, 
яъни 1 т х и . . х т тизмадаги х,  дай хт дан кейин 
битта буш катак ташлаб бир нусха кучиради. Мисол 
тарикасида биз / 2 нинг программасини келтирамиз (36- 
шакл).

Бу ерда шунга эътибор килиш керакки, М  =  Lm X
у  Р • V ■ В • к™ ■ А  .циклланган машина булгани учун 
А нинг охирги ички холати чь Lm нинг бошлангич ич­
ки полати qt га „уланган" (алмаштирилгаи). Бундан  
ташцари Л1, =  С • Lm ■ Р,  /М2 =  V • D  ■ R m ва М я =  V X 
X В  ■ R m • А машиналарга тармоцлаш амали цулланил- 
гани учун бошкаришни УИ, дан ё М ъ сю; УИ/га уза- 
тувчи янги ички долат киритилди. Бу ички з?олат Р  
машина текширган катакнинг ^олатига i ё буш, ёки ] 
ёзилганига) цараб, мос равишда, бошкаришни бошлан­
гич ички долати qs булган V' машинага, ёки б о ш л а н ­
гич ички полати gt9 булган иккинчи V  машинага  уза- 
тади.
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Виз юкорида Тт машина л\,  . . х т тизмага кул- 
ланилганда у я ,  ни танлашини ва уни х т дан к< йии 
битта буш катак ташлаб кайта ёзишини курднк. /„, 
нинг х л ни танлаши унинг таркибида цатнашган //" ма- 
шинага боглицдир. Агар бизга л , ,  . . х т тизманинг- 
х,  ( 1 i in) задний танлаш ва уни кайта кучириш 
зарур булса,  у з^олда унга Тт_ 1+1 машинани куллгш 
зарурлигиии сезиш цийин эм ас:

__ 1 _
• • •» Х^у • • •# "%т • • •*

Тт м а ш и н а  ( Тт машинанинг к марта такрори, 
k  < '  т ), 7 h машинанинг иши ушбу формула ёрдамида 
курсатйлиши мумкин:  

у*__ т __
Х г> .  • Х т > Х 15 .  • %ai% *^j* • * м  ^к*

Я Ъ Н И

1 1— т — т
Хт .  .  *, Xтч

7— т —
Х]9 -^2 ^  *'^w* ^k*

Хусусан, k — т булса,  1 Z машина цуйидаги шакл 
алмаштиршшж бажаради:

t m _ т
Х 17 .  • Х т - X ) ,  .  .  Х„ > Х и  .  .  м  х т'

К т м а ш и н а  (тизмани иккита буш катак узра ку- 
чир увчи  машина).

К п ~  А  ■ 7% В • 1 т • В -  R m

формула ёрдамида ифодаланадиган бу машина ушбу 
шакл алмаштири шни бажаради:

к— т —
Х г, .  .  Хт - Х т Sq '• 'I X , . .  .  Хт,

яъни Кт машина jct, . . х т тизмани х т дан сунг ик­
кита буш катак ташлаб кайта кучиради.

.S' м а ш и н а  (учирувчи ва сурувчи машина).  М аз- 
кур машина у, / \  . . . /\ у п д  s0 v,, . . х т (у„ билан 
.г, орасида камида иккита буш катак булиши керак)



s .  Л q7

Яг 5» П qe i л  q 7

5 ,  ' i Qs So Н q, I H qH
<,\|5. Л  сг | i л  q, 5, П qw i Л qa

Яг! s .H q ,  j 1 Н q , q,o s „ n  q 6 1 П Яш
fl } ; ‘j„ П Q 3 1 Н q к Яи So л  q ̂ ! П Cj.|2

Яг<| s -Л q 5 ; 1 П q ^ 5» Л С|1г
-----
5о П С[̂ 5

Qji SoH С, . s J 1 Q s i ' % i Н Qo 1 П Оо

37- шакл. 38- шакл.

курииишдаги кетма-кетликка цулланилиб (а >  1), унинг
иши у ш б у  ф о р м у л а  билан ифодаланади: '

_ S _
У| А - * • А  Уп А х т — * у, Д  . . .  А у п, х т,
яъни S машина дастлаб у п билан х т орасидаги барча 
соиларни учириб, сунгра х т ни у„ унинг „ёнига* бит- 
та б у ш  катак ташлаб кучи ради. $  машинанинг прог­
р а м м а м  цуйидагидир (37, 38-шакллар).

4 -§ .  Цисмий-рекурсив функцияларни Тьюринг 
м ашина ла рида ^исобдаш

1 - т а ъ р и ф .  Бир дарфли ташки алфавитга эга бул­
ган ва тасмага дастлаб ёзилган х и . . х п тизмаии 
стандарт .^олатла (х п кодянинг энг унг .таёкчасини* 
Я, ички долатда» „куриб“ турган вазиятда иш бошлаб,  
кейинги вазиятларда куйидаги гаартларни каноатлан- 
тируачи Тьюринг машинаси берилган <р (х, ,  . . х а) 
функцияни тугри х,исоблайди дейилади:

1°. Агар 9 функция л, ,  . . .. х п тизмада аииклан- 
ган булса,  машина чеклн кадамдак сунг

Х и  . ■ Х а , <Р ( . > . ; . ------ X J

к у р и н и и д а г и  вазиятда ишни тугатади; бунда
а) х, ,  . . х а тизма тасмага  ёзилгач  дастлабки за-

зиятня саклаб колади.
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и hi жараёнида машина (каретка) сурилиш.! мам­
кин булган энг чап катак x t дан олдии келунч,, (>/ш 
катакдир.

2°. Агар ср функция х и . . х п тизмада лпмманм,!- 
ган булса, у ^олда машина тухтовсиз ишлайди.

1 - м и с о л .  M b — Tt ' А  машина л- ( х)  =» х  - f  1, '>V" 
«= С машина 0 { хи . , х п) =  0, 7a_ m+i машина 
t" (дг,, . . х п) =  х т базис функиияларни тугри *ксоб- 
лайди.

_  _

М ,  машинанинг ишини х — >■ х,  л + 1  формула би-
_

лан, УЦ. нинг ишини х , ,  . . х п — * ,v,, . .  х п, О фор-
м_ т

мула билан, Л1х нинг ишини эса х и , . х п— > х и . .
х а> х т формула билан ифодалаш мумкин,

2- §  д'а биз барча кчсмий арифметик функция туп- 
ламидан барча кисмий рекурсив функциялар синфи 
F K „ ни ажратган эдик. Бундан ташкари арифметик 
функцияларни хисоолашда Тыоринг машиналаринннг 
имконияти катта эканлигини, Тьюринг машиналари ёр ­
дамида дособлаиувчи функцияларни Тьюринг буйича 
хисобланувчи (функциялар деб аталиши айтиб утилган 
эди. Бундай функциялар сннфини f \  ф каби белгилай- 
лик. 1- §  да эса хисобланувчн функциялар тушунчаси 
билан танишган эдик. ^исобланунчи функция т у ш у н ­
часи аник; таърифланмаслиги, уни факат интунтив ту- 
шуниш мумкинлиги ва шунинг учун хам бу тушуячй 
аник математик объект эмаслиги бизга маълумдир.  
Барча ^исобланувчи функциялар синфини шартли ра- 
вишда F x ф билан белгиласак,  табиин, F  ф_, F  ва 
/ 'т ф тунтамлар орасида цандай богланишлар бор де- 
ган савол тугилади.

FK ф ва F.s ф синфлар аник математик атамалар ё р ­
дамида аникланган (таърифланган) функциялар синф- 
ларидир. Fy синфга кирувчи функциялар аник мате­
матик атамалар ёрдамида аницлаиган функциялар 
эмаслиги сабабли

F  =  F
*.<!>• Ч-Г-

тенглик теорема (исботга эга булган тасдик) булмай, 
балки тезис (нсботл анмандиган тасдик) дир. Маълум­
ки, бу тезис Чёрч тезиси коми билан юрнтилади.
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Худди шунга ухшащ

з;ам тезис булиб, у Тьюринг тезиси номи билан маъ­
лум дир. У шбу параграфнинг мазмунини

1̂ .0. —  Т.ф,

муносабатнинг уринли эканлигини курсатиш ташкил 
цилади (аслида F  ̂р = / ' тф муносабат уринли булиб.  
биз бу муносабатнинг FtAi £ i F K кисмини 6 - §  да ка­
ра йм из).

1- т е о р е м  а. - \ар цандай цислшй-реку рейв■ ф ун к­
ция нинг цгшматларини, jfисобловчи мос Тьюринг м а ­
та на с и мавжуддир.

И с б о т и .  Маълумки,  ихтиёрий кисмий-рекурсив 
функция — базис функциялардан суперпозиция ( S - опе­
ратор),  примитив рекурсия ( P R - оператор) ва миними­
зация (%у- оператор)  операторлари ёрдамида хосил ки- 
линадиган функциядир.  Демак ,  ихтиёрий кисмий ре ­
курсив функцияни мос Тьюринг машинасида хисоблаш 
мумкин эканлигини курсатиш учун:

1) базис функцияларни т \тр и  тсисоблайдиган маши- 
налар мавжуд эканлигини,

2 ) /:, gj ( / = = 1, п)  функцияларни тугри .^исоблайди- 
ган М р  М  машиналар мавж уд  булганда берилгаи
функциялардан S - оператор ёрдамида хосид цилинади- 
ган

функцияни тутой дисоблайдиган M h машина м авжуд  
эканлигини,

3) t  ва g  функцияларни тугри ^исоблайдиган ’/ ,  
за M g машиналар мавжуд булганда, берилгаи функ­
циялардан P R - оператор ёрдамида хосил цилинадиган

эканлигини,
4) /  функцияни тугри хисобланадига» М f  машина 

ма вж уд  пулганда,  ундан  *4 - оператор ёрдамида *осил 
цилинадиган

А — S </, g t ...........g n) ( 1)

h =  PR (Д g) ( 2 )

функцияни тугри .\'исоблайдиган M h машина мавжуд

А =  ( / ) (3)

;зо



фуункциянн тугри з^исоблайдиган М н машина маижуч 
эканлигини курсатиш кифоядир.  

Юцорида базис функцияларни А/5, М , ва .if, маши* 
налар т у FpH ^исоблаши айтиб утилган эди. 

Энди 2), 3) ва 4» бандларнинг шартлари бажарил- 
гаи булсин. У з^олда

М л  -  К т  .  м . ?1  • 7 ' Д ,  • • Г Г - М  • . .  .  X

X  7  mf-1 * **'•<* 7 ’ 7"{я _ —v) * . , , ^
X T n - M r S  (4)

машина ( 1) даги h { х и . . х т) функцияни туг^и 
дисоблайди;

М ^ К п1Л. Г 1 {Л. М ^ Т а , , . Р Х

- Г  . f i . P x
~  I У • Г; ‘ г • G • • Af, Я И

| V  - 7 ,  • 5 ,
X ‘ • (5)

I у - ^ П - а

машина (2 ) даги h ( х и . . х п, у)  функцияни ту FpH 
дисоблайди:

f V • 7’, • 5,
M h -  К л ■ С ■ М  , ■ Р  • '  - (в)

,L a f j V  • 7nJ:{ ■ Aj l Я 1 J.
машина (3) даги /г (jr!( . . лгя) функцияни тугри *и- 
соблзйди.  

Биз цуйида (4) машинанинг шип билан муфас сал -  
рок таиишамиз; б у н д а  биз п =  3 булган  хусусий хо л-  
нн ку риб  чи^иш билан чегараланамиз.

Ш у н д а й  к»либ,  f { x u х г, а-») *амда  g L(xu . . дгт ) 
(с — 1, 2 , 3) фун кци ял ар  бери лган  б ул и б ,  Mf, М , 
М  , М  лар б у  функцияларни тугри \ 'исоблайдиган  
машиналар булсин.  Бу  д о л д а  (4)  у ш б у  к ур и н и ш да  б у ­
лади:

М ■ 7п , • М ■ 7  , • М ■ 7 „  , „ X■>Zi m г 1 m . I £. 1тг,л. 3 у 4
j У т А, • 7,  • М , ■ 5 .' 4 m 4- ] -t /

Берилган функцияларга S- оаераторпи куллаш н-зтн- 
жасида

h ( x u  . x m } =  t  ( g ,  { х и  . . x m ),

8 ‘Л Х и  . . . .  * от), Ц-Лх и • • •■ XJ )
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функция >;осил булади. Мазкур фуккциянинг бир^р 
л , .  . . х я тизмадаги (нуцтадаги) кийиатини ^исоСяаш 
талаб килииган булсин. g t (i = 1, 2 , 3) функциянинг
x t .......... х т тизмадаги киймати а ь ( фумкииянянг ( а и
°г> <3s) учликдаги киймати Ь булсин, яъни

g i ( x u дгт ) — a h г =  1 , 2 , 3, /(.;•„ а г, a s) -  it.
Тасмага х и х,< . . х т тизма ёзилган э^амда M h 

машина стандарт вазиятга, яъни каретка д, бошльнрич 
нчки холатда х т нинг охирги „таёкчаси* рупарасига 
келтирилган булсин. Дастлаб х и . . х т тизма усти­
да Нт машина ишлай бошлайди; у ёзилган тизмадан 
кейии иккита буш катак ташлаб шу тизмани кайтадан 
кучиради.  Бупи нуйидагича ифода эхиш мумкин:

г  *тХи . . .. Д т х^9 . .  *, х т Sq Sq AJf . .  ,9 л m. (Z)

(7) да стрслкадзн кейинги л т ёзувнинг мазмуни 
шундан иборатки, К 1П машина ишни тугатиб, Сошка- 
ряшни М к,% машинага узатган, М  машина узининг бош- 
лангич ички ,\олатида (стрел ка дан кейинги) х т нинг 
охирги „таёцчаси" рупараеида тургандир. Кейинги ,*и-  
соблашшР1 Л1 машина давом эттиради: у х т дан сунг 
битта буш катак та шля?), g,  нинг х 1У ■■ х т тизмада­
ги киймати а. ни ёзааи. Шуидай к,илиб, биз ушбу 
ёзувга эришамиз:

м
__ т .. *1

• * *> X т г X}. . . Д'т  Л т * Д„ . « «,
А',..................Л-,„, J , .  ( 8 )

Бундан кейинги (8 ) га ухшаш ёзувларни тушунтириш- 
сиз давом эттирамиз.

( 8 )  , Х и  .  .  •,, х т V 0 . •  м JCW. а , ,  Л ' , , ■*" т ------->

-> x lt .  .  X 4 ■' {, 11 * ■ '» . Я) , Ха , . • м  -*ш,

1
а г -

гп
№ +<

-> • - -  Хт-Ч ' • ’ ! » • • М ТО-! Д-5, . . . 5 Г-'i ‘ Ну> ) »

• • м  Хт
Мt- »

- - * ■  Л-,, •  ' ■ ' ‘ '' 1. -’М . •^*1  ^11 ■*т>

а,,  х и  . * М
_ ^2 ■:< | ■;
Й , ----- .Г., . • '1 ■V, Хщ , «•„

* „  . Л„.
7

а ,  ■ .  Я t С V
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* • •* X • • *1 ^ Ш’ ’ • * *’ ря* </V!’ *':
"^•^1» *•«•» "̂ то V o  ^  J » " • М *̂ И? > ♦ • »> *̂ л/1 V» ' I >

_
•  •  • *  •^"кя*  # •  « }  ^ ’2 »  ^ ' 3  ^  * •  * »  * ^ '/И  W *  - * I >

• • •) XтУ -̂ С), • * м т.' ^ 2’ • • •* ^3) ^з» з̂»

t>-у х и . . ., х а , b. (У)

(8 ) ва (9) лардан к^ринадики,  М к машина тасмзга 
ёзилган х , ,  . . ., х т тизма устида ишлаб, уз ишини 
тугатгач,  тасмада -х,, . . ., х т, ь ёзув колади. Бу эса 
M h машина h функцияни тугри хисоблаишии курсата- 
ди (Ь =  / ( а , ,  а.3, а„) булганлиги учун) (5) ва (6 ) ма­
шиналар ишини текширнб куришни ^ц-увчига >,8 бол а 
циламиз.

5 -§ .  Рекурсив ва  рекурсив санаб ч щ и лу в ч и  
тупдамлар

Ушбу парзграфда ^рганиладнган асосий объект на­
турал соилар тупламининг тупламостнларидан иборат- 
дир

А  натурал сонлар туплами 'N — {0, 1 , 2 ,  . . п, . .  .}• 
нинг тунламостнси булсин.

1- т a i, р н ф.

( х ) *=!  ] ’ агяр’ х € л  °Уяса’
* л I 0 , агар- л'<̂  А  булса

функция А  тупламининг характеристик функцияса  
дейилади.

Ушбу таърифдан тупламнинг характеристик функ- 
цияск гулиц (барча натурал нуцталарда) аки^ланган 
функция эканлигини курамиз.

2 - т а  ъ р и ф .  Характеристик фумкиияси умумрекур-  
сив* булган туплам рекурсив туплам  (р. т.) депила- 
ди. Хусусан, характеристик функциясн примитив ре ­
курсив булган туплам примитив рекурсив туплам  
(п. р. т.) дейилади

1- м и с  о л. А  =  .-1 =  N,  Л =  N 0) (жуфт  натурал 
сонлар туплами) лар рекурсии тунламлардир, чл:г-1<и

■* Tv.я и i>- ъ к щ л т т т  нисммй рекурсив  функция  у м у м р е лурс:иг> 
функция ьейияишипи зслзтиО у гамнз.
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Хи (*) zzO.  х*  (х ) s  Ь  Xn (*) =  rest (х ,  2) (rest (х,  у):
(21

, х  ни 2 га булгандаги к°лдик‘ ) лар булиб, уларнинг 
дар бири умумрекурсив функция эканлигини куриш 
Кийин эмас.

1- т е о р е м а .  А г а р  А  ва В л а р  рекурсия туп лам-  
л а р  булса. у , \олда  / 1 U В, А [ \ В  ва А  л а р  хам. р е ­
ку  рейв т уп л а м л а р д и р .

Н е б о  т и. хл (л) ва 7 s (x)  лар мос равишда А  ва В 
ларнннг характеристик функциялари булса,  %лив {х) — 
=  S-i (х А(х )  +  -/ в  (л-)), / л аа (*)  — S g ( / A {х) Хп (*) ).  
Х_ (х)  =  sg ( /  Л (х) )  лар мос равишда A U  В, A Q £  ва А  
ларнинг характеристик функцияси булади. X AVB( x ) ,  

(х) ва /. (х)  лар примитив рекурсии функцияларi * i Л
экаилиги равшандир.

Рекурсив тупламлар алгоритмлар назариясида асо- 
сий роллардан бирини уйнайди. Бу куйидаги маеала 
билан богли^дир:

„х  натурал соииинг Л тупламга кирнши (яъни А  
нинг элементи б;ушши) ёки кирмаслигини чекла ка- 
дамда курсатиб берадиган, яъни А  тунламнинг ха­
рактеристик функцияси цийматлариыи х;исобдайдиган 
алгоритмни тониш керак".  Бу А  тупламга „кирищ про­
бле м ам *  дейилиб,  бундай алгоритмнинг мавжуд були- 
ши .4 туплам характеристик функциясининг у м у м р е ­
курсив булишига тенг кучлидир.  Шунинг учун рекур­
сив туиламларни „кириш проблемаси“ алгоритмик ечи­
лувчи булган тупламлар деб караш мумкин. Бундай 
тупламлар ечилувчи тупламлар хам дейнлади. Тескари 
даъао,  яъни ечилувчи тупламлар рекурсив тупламлар 
эканлиги Чёрч тезисидан ибЬратлигини эслатиб утамиз.

3 - т а ъ р и ф .  Буш ёки бирор умумрекурсив функция 
кийматлари туплами дан иборат булган туплам рекуо-  
сив санаб шцилл’вча туп лам  (р. с ч. т.) дейилади.  
Уз  навбатида мазкур функция тупламни санаб ящу&ш.  
ф ункц ия  дейилади.

2- м и  с о  л. 1) То к сонлар ту ила ми, 3 га булинганда
2 к°лдик берадиган натурал сонлар туплами,  бзрча 
натурал сонлар туплами р. с. ч. т. дир — улар ни мос 
равишда f ( x ) ~ ‘2 д t, f ( x )  =  Зл -f- 2 , f ( x )  =  x  функ- 
цинлар санаб чнкдди.

уларнинг характеристик ф ун к ци я л ар и  мос равиш да
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2) £ , =  {0. 2, 4 , 6 ,  . .  4 ,  [2,3,  5 ,7 ,  11, Ц,  . . . j.  
С,  — {2°, 2' ,  22, 23, . .  4  =  |1 ,  2, 4, 8 .......... 2я. . . -1 лар
*ам р. с. ч. т. лардир — уларни санаб чицувчи ф у н к­
циялар мос равишда <р ( х) =  2х,  ф ( х ) => р х ( , - t  — туб 
с о н “) ва ■? (х  I =  2х  лардир.

Р. с. ч т. таърифидан к^рамизки,  А  р. с. ч. т., 
<р(х) уни санаб чицувчи умумрекурсив функция булса, 
у  *олда

А =  !®(0), с р ( 1 ) ,  ф(2), . . . [
булиб,  у  саноцли тупламдир.

Р.  с. ч. т. ларнинг бирлашмаси ва кесишмаси яна 
р. с. ч, т. булишини курсатиш кийин эмас (бу тас- 
дикка кейинрок яна цайтамиз ва унинг кагьий ис- 
ботини келтирамиз). Масалан, f(x)  ва g ( x )  мос равиш­
да р. с ч. А  ва В  тупламларни санаб чикувчи функ­
циялар булса

агар х —жу фт  булса,

gl , агар х —ток булса
\ 2 /

функция AUB  тунламии санаб чицади.
Р. с. ч. т. нинг тулдирунчиси р. с. ч. т. булмас- 

лиги мумкин—бучи биз кейинрок курсатамиз.
Умумрекурсив функциялар синфи Fy. р санокли 

туплам булганлиги,  *ар бир умумрекурсив функция 
эса фацат битта тупламни санаб чи^а олиши сабабли 
р. с. ч. т. лар синфи санок-лидир.

Маълумки,  барча натурал сонлар тупламининг бар­
ч а  туплам остилари синфи саноцсиз тупламдир.  Бу эса 
р. с. чикилмайдиган тупламлар мавжуд дейишга асос 
■булади.

2 - т е о р е м  а. А га р  А  рекурсив т уплам  булса,  у  
.%олда у р. с. ч. т. дар.

И с б о т и. Мумкин булган ушбу учта х;олни ь;арай- 
.миз.

а) А = 0  булса, теорема уринли эканлиги аёндир.
б) Д = ; я 0. а,  , . . . , а к\ чекли туплам булсин.
У холда бу тупламни санаб чи-кувчи функция

. (а„. агар x-Ck  булса ,  
f \ x ) = \  л _{а-ь, a i ар xj>n  булса,

«булади.
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в) А  чексиз туплам х А(х]  нинг характеристик ф у н к ­
цияси булсин, у  яол да

1

схема ердамида аницланган f (x)  функция А тупламни 
санаб чикувчи функциядир.

3 - т е о р е м а  (Пост).  А рекурсив туплам булиши  
учун  А нинг у за ва A * * * N \ A  ( А  нинг тулдирувчиси)  
р. с. ч. т. булиши зарур  ва ет а р л а д а р .

И с б о т и .  2-теоремага '  асосап А рекурсив туплам 
булса, А  р. с. ч. т. булади, 1-теоремага асосан эса А  
рекурсив ва демак,  р. с. ч. т. булади. Аксинча, А  ва 
А лар р. с. ч. т. лар булсин. А —Ъ (ёки А — 0 )  бул­
са, етарлилнги равшандир.  Агар А - ^ 0  ва А Ф 0  бул ­
са, у  холда 'А ва А  тупламлар мос равишда какдай- 
д и р / ( х )  ва g (x )  умумрекурсив функциялар киймаг- 
лари тупламидан иборат булади. У шоу алгоригмик жа- 
раённи царайлик: а  натурал сон будса,  у А  тупламга ки- 
радими, ёки А  га кирадими, деган масалани з^ал этиш

циянинг киймати б^лса , .у  *олда а £ А ,  агар a g { х)  
функциянинг киймати булса, у >;олда а(~ А  булиб» 
AUA =  N  булгани учун а  албатта ё f (x)  нинг, ёки 
g ( x )  нинг кийматидан иборат булади. Бошкача айт- 
ганда А  тупламнинг характеристик функцияси тулик 
аникланган умумрекурсив функция,  А  нинг уз;: эса 
рекурсив туплам булади.

4 - т а  т. р и ф .  Шундай / ( л )  умумрекурсив функция 
мавжуд булсаки, А туплам t (x)  нинг кийматларк туп- 
ламидан иборат булиб, f i x)  усувчи (яъни \ / х \ - :_vjx<z 
<y ~* f ( x )  <  f ( y ) \ )  функция булса, у долда А усиб  
борпш тартибида. р. с. ч т. дейилади.

3 -м  и с о л .  1, 3, -5, 7, 9 , . . .  ток сонлар туллами 
усиб бориш тартибида рекурсив санаб чицилувчи туп- 
л а м д и р —у f { x)  ~  2х  -f- 1 усувчи умумрекурсив фуак -  
циянинг цийматлари тупламидан иборатдир.

4 - т е  о р е м а ,  А чексиз туплам булсин. А  р. т. Оу- 
лиши учун  у усиб боршии тартибида  р.  с. ч. т. бу-  
лиши за рур  еа етарлииир.
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И с б  о т и. З а р у р л и г и .  А — ч еко м  пл р. г. 
Хд{х ) унииг характеристик функцияси булсин.

I / ( * - Ы ) = ! \  1/.д(у) =  1 Д / ' (л - )< у 1

■схема ёрдамида *осил цидииган функция умумрекур- 
сив .хамда А  туплам бу функция цийматлари туплами- 
дан иборат эканлиги 2 -теоремада айтилган эди. }'{х) 
усувчи функция эканлиги равшандир. Демак,  А  усиб 
бориш тартибида р. с. ч. т. экан.

Е т а р л и л и г и .  t ( x ) /1 ни усиб бориш тартибида 
•.ановчи функция булсин. а  натурал соннинг /1 га ки- 
риш ё кирмаслигини аниклаш учун / ( х )  пинг циймат- 
ларини ^исоблай бошлаймиз.  Бу жараённи f (x)  нинг 
а  дан катта киймати пайдо булгунча дазом эттнрамиз. 
/ ( 0 ), / ( 1) , . . . , / ( л )  , . . . ларни хисоблаш жараёнида 
а  дан катта сон пайдо булса, а ^ А  пай до булмаса, 
а  £ А  эканлиги аён. Демак,  А  тупламнинг характерис­
тик функцияси тулик аникланган функция булиб, унинг 
Кийматларини ^исоблайдиган жараён мавжудаир,  ва 
демак,  у умумрекурсив функция,  А  эса рекурсив 
туплам экан.

5 - т е о р е м а .  Д'ар цандай р. с, ч. т. чексиз р е к у р ­
сия тупламостисига эгадир.

И с б о г и ,  А  чексиз р. с, ч. т., f ( x)  умумрекурсив 
функция уни санаб чикувчи функция булсин1 ( А  туи- 
лам / ( х )  функция кииматларн туцламидан иборат).

|  — / ( 0 ),
1 ?(■* 1) =  / ( |* у 1/ ( У ) > 5 г( ^ 1)

умумрекурсив схема ёрдамида берилган функцияни 
карайлик.  Бу функциянинг цийматлари туплами кан- 
дайдир В  ту'пламдан иборат булиб, g ( x \  уни усиб 
бориш тартибида санаб чикади. Олдинги теоремага 
асосан В  чексиз ва р. т. дир. В с. А эканлиги g ( x )  
функциянинг ани^ланишидан келиб чицади.

Энди куйида биз р. с. ч. т. лар назариясининг 
асосий теоремасини исботсиз келтирамиз.

6 - т е о р е м а .  А р. с. ч. т. булиша учун А  /(андай- 
дар пиемий рекурсив функциянинг ашщланиш со.щ-  
сш)ан иборат булшии за рур  ва етарлибир.

Рекурсив ва р. с, ч. т. тушунчалари фацат натурал 
сонлар туплам остилзри учунгина эмас, балки натурал



сонлар жуфгликлари, учликлари ва ум ум а н п-л  иклари 
тупламлари >;амда лредикатлар учун ,\ам киритилиши
мумкин.

Бун и иг учун ушбуларни бажариш керак:
а) натурал сонлар барча жуфтликларини натурал 

сонлар билан номерлаб чикиш зарур;
б) натурал сонлар барча учликларини натурал сон­

лар билан номерлаб чикиш зарур  ва .\оказо, у му мая
в )  натурал сонлар барча я-ликларини ( я — 2 , 3, . . . )  

натурал сонлар билан номерлаб чикиш зарур. N 1, .Vs, 
. . . , Л ”, . . . тупламлар элеменглари натурал сонлар 
билан номерлаб чикилгач, энди, масалан, натурал сон­
лар жуфтликлари туплами А/а нинг тупламостисининг 
рекурсив ёки р. с. ч. туплам эканлиги унинг элемент- 
лари номерларидан тузилган тупламнинг рекурсив еки 
р. с. ч туплам эканлиги оркали аникланади.

Бу ишларни бажаришни биз натурал сонлар ж у ф т­
ликларини номерлашдан бошлаймиз. Бунинг учун 
жуфтликларни кандайдир хоссасига караб кетма-кег 
жойлаштириб чикишимиз керак.  (х ,  у )  ва (г, t)  нату­
рал сонлар жуфтликлари булса,  улар орасида (х,  у ) с г  
сс (г, t ) („ (а% у )  жуфтлик  (г,  t) жуфтликдан олдин 
к ела ди “ деб укилади) муносабат урнатамиз:
(х ,  у)ос (г, t)<==>(x +  y < z +  t ) V ( x  +  У =  г + * Л л : < г ) ,dl

яъни жуфтликларни кетма-кетликка жойлаштиргани- 
мизда (х,  у)  ва (г,  t )  жуфтликлар учун х  ': - у  ■: г - •- /  
булса (х,  у) жуфтликни (z,  t )  жуфтликдан олдин 
ёзамиз ,  х4-у=г~+-/  булганда эса бириичи координатаси 
кичик булганини олдин ёзамиз.  -у *олда жуфтликлар 
куйидагича жойлашади:
(О, 0 ), (0 , 1 ), (1 , 0 ), (0 , 2 ), ( 1, ]),  (2 , 0 ), (0 , 3), ( 1 , 2 ),

(2, 1 ), (3. 0), . . .  .

Жуфтликларни бундай жойлаштириш кантор буйи- 
ча жойлаштириш  дейилади*.

ix ,  у)  жуфтликнинг номерини с(х,  у) билан, номе- 
ри п булган (яъни с ( х ,  у )=/г булган) жуфтликнивг 
биринчи ва иккинчи координаталарини мос равишда 
Ип)  ва г(п)  билан белгилаймиз: 1(п) «=»х,  г (п)  =  у. 
Шуи дай килиб, с{х,  у)  — п булса,

* Каралаётглн нарсалар х,акида тулик;рок тасаввур з^осмл ци-
л и ш  у ч у н  [15] ни м у ш о д а д а  килишни з а в с и я  зтамиа. '
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c( l(n) ,  r ( n ) ) =n ,  l { c ( x , y)}  =  x,  Af{.K,  v): > ( I)

эканлиги равшандир,
Биз куйида с(х,  у), 1(п), г(п)  функцияларни тшшш 

арифметик функциялар оркали цандай ифида этн.щшп- 
ни курсатиб утиш билан чегараланамиз:

с{х,  у)  =  ~ [ ( х  - f  у ) ( х  +  у  -г 1)1 +  X, (2 )

1 „ )  <3,

<-(«)= у-  а , ^ ( [ 1 ^ 2 ± ] * + з  ( ,  ^  I j k S i i l j  х

X j l ^ i = i ] ) ) .  ’ ( 4 )

бу ерда |*] — v t нинг бутун кисы и* дир.
Натурал сонлар жуфтдикларини бундай номерлаш 

кантор номерацияси дейилади.
Жуфтликларни номерлаш орцали натурал сонлар 

учликлари ва *оказо, я-ликларини номерлаш куйида- 
гича бажарилади:

а) (л, ,  х , ,  jc3) тартиблаиган унлик булса,  у >;олла
c{xu X.J,  * , )  ~ -  слс{хи х 3), Л-3) ,

б) (хЛ, х г, jr8, Xi)  тартиблаиган туртлик булса, у
^олда

с х . , X „  JC3, X i )  =  c ( c ( c ( x u х г), х 3), дг4)

ва умуман,  (jc,, .г., . . .  , х а) тартиблаиган л-лик (тизма) 
булса,

с ( х и х Л...........х п) =  с(с( . .  . (с(хи х г,), х 3),
- .  . Х п - г ) ,  х „ )

деб оламиз,
т —с ( х %, х 2,. . . , х п) на!урал сон fx t , х гл . . . , х п) тиз- 

манинг кантор номера  дейилади.
Натурал сон /tap тизмаларини номерлаш,  албатта, 

бошца усуллар ёрдамида бажарилиши 5,ам мумкин. 
Куйида биз яна битта усул билан танишамиз:

г==»2 -*(2 у -Ь 5)~1 (М

функция Ы'г билан N орасида узаро бир кийматли мог­
ли к урнатишини куриш кийин эмас, яъни >;ар оир
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(х , у } жуфтликка ягона натурал сон г, ва аксинча, 
з^ар бир натурал сон г  га ж  она (аг, у)  жуфтлик мос 
келади.  (5) дан 1 =  2jr( 2 y -т-1), бундан эса

exp(0 , z + l ) , .  (6 )

ь j

хосид булади.
:::упдай цилиб, (5) нинг унг томонипи | i(x, у),  (6) 

нииг унг томонини <>)(’ ), (7)  нинг унг томонини л2(г)  
била» оелгиласак,  у шоу айниятларга. эга буламиз:

К М ^ ) ,  *а(г)) — г, 
у})  =  х,

Ы Н * .  у ) )  =  у*

Хосил булган fi(x, у),  >-5(г) ,  л3(2 ) функциялар ор- 
кзли натурал сонлар учликлари, туртликлари,  умуман 
п - л ш  ларини номерлаб чициш ю кори да к^рсатилгани- 
дек амалга оширилади.

Маълумки,  натурал сонлар тупламид ааникланган бир 
уринли (битта эркии предмет узгарувчили) предикат- 
иинг ростлик со^аси N  нинг бирор тупламостиси, шски 
уринли предикатнинг ростлик содаси N z нинг тупламос- 
тидан иборатдир ва .%оказо. N, !чг, N \  . .  . ларнинг туп- 
ламоетилари учун рекурсив ва р. с. ч, т. тушунчалари 
маълум булганлиги сабабли, энди рекурсив ва р. с. ч. 
пред я кат тушунчасини киритиш мумкин,

5 - т а ъ р и ф .  Натурал сонлар туплам и да аникланган 
ва ростлик со ̂  ас и рекурсии ёкн р, с. ч, т. булган 
я-уринлн P ( x t, х , х п) предикат мос равишда 
рекчрсав  ёки р. с. ч. преоикат  дейилади (я  =  
=  L 2 , . . . ) •

f'- т а ъ р и ф ,  1 . f ( x u . .  . , х„) функция куйидагича 
аникланган булсин:

ft г г  \ ^  /  1, Р { х и . . , х „ ) =  рост булса,
'  ' ’ ' ’ [О. Р ( х и . . . ,х л) = ё л г о н  булса,

Аникланган Д х , ...........х п) функция Р(х, ,  . . . , х„)
предикатнинг характеристик функцияси  дейилади.

2.  Характеристик функцияси ум ум рек урс ив (прими­
тив рекурсив! булг ан предикат  умумрекурсив  (при­
м и т е  рекурсив)  преоикат дейилади.
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7- т е  о р е м а. А  р. с ч т. булиши учун у ^ х Р  {х, у) 
куринишга эга булган  предикатнинг рост лик coj'a- 

сиоан иборат булиши за р ур  ва етарлидир  (бу срда 
Р{ х,  у) —умумрекурсив предикат).

И с б о г и. З а р у р л и г и .  А  р. с. ч. т. булсин. Агар 
А *= 0  булса, у *олда уни 3 x|Ci(a:, у )  =  0 | предикат- 
нинг ростлик содаси д еб  параш мумкин (бу ерда 
с па{х  1» . . . , х n)^ ia —доимий функция эканлигини эс- 
латиб ^тамиз).  А Ф 0  булсин. Таърифга кура шундай 
<?{х) умумрекурсив функция мавжудки,  бу функция 
А  ни санаб чицади, яъни

1 A - W 0 ) ,  9(1),  9(2), . . .  ].

У *олда А  З х [ у ( х ) = у \  предикатнипг ростлик о д а -  
сидан иборат б\7лади.

^акичатан,  у0 (• А  булса,  у (а)  А  ни санаб чикувчи 
функция булгани учун шундай х„ топиладики, ув== 
'= ф(х ь) булиб, 3 A:[tp(x)-=Aro|_pocT булади.

Аксинча, у 0 здгP(h,  у ) И з х \ у ( х ) = у \  предикатнинг 
ростлик со.часидан олинган, яъни <р(х) — у 0 тенгликнк 
рост жумлага аПлаптирадшан дг0 мавжуд булсин. У 
^олда Зх(ср(А:)=«-у0) рост булиб, ф(х) А  ни санаб чи- 
кувчи функция булгани учун у0f A  булади.

I-т а р л и л и 1- iii Р{х,  v) умумрекурсив предикат, А  
З а :Р(х , у)  нинг ростлик со^асн булсин.
„ 3 х Р ( х ,  у)  предикатнинг ростлик со*аси“ деган ибо-
рани у д д 'Р(х,  у)  билан белгилайлик Бундан,  демак,
А  — У ЗаЯ(аг, '  У) Дир. А  туплам р. с. ч. т. эканини 
курсатамиз.

Их ,  у )  Р( х ,  у )  предикатнинг характеристик функ-  
цияси, а £ А  булса,

9 ( г ) — l 2( z ) - s g ( f ( \ ( z ) ,  Х5( г ) ) ) + а - / ( Х ] (г), лг(2))

тулик аниклангаи, умумрекурсив ва А тупламни санаб 
чикувчи функциядир.

Ха^икатан, г  ихтиёрий натурал сон булса,  у долда 
шундай ягона (х 0, у 0) жуфтлик топиладики г=!А(х0, у0)> 

л 0, —3?о булади.
Р ( х 0, у0) =  ёлгон, яъни Ц х 0, у п) =  U булса,

sg( f№t ( z ), кз(2)) )—1’ ва демак, <р(г)==Х2( г ) = у 0 булиб» 
3 хР(х ,  у0) = р о с т ,  у0^ Л  булади.
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Р ( х 0, у о) — рос г, яъни f (x0, у„) =  1 булса, .v£(/(X,(s), 
L, (z) )^0,  ва демак, ?(г)  = а  булади.  Демак,  ? кандай 
булпшидан катъи назар яъни f ( z )  А ни санаб
чл; ' .  вчи умумрекурсив функциядир.

Ю^орида р. с. ч. т. ларнинг бирлашмаси за  кесиш- 
маси яна р. с. ч. т. булиши уцтирилган эди. Куйида 
шу тасдикнинг катъий исботини келтирамиз.

' А  ва В  лар р. с. ч. т. лар булсин. У ^олда олдия- 
ги теоремага асосан улар цандайдир з хР (х ,  у),  
3 xQ (x ,  у) умумрекурсив предикатлариииг ростлик 
•со.'{ал а ри да и иборат булади:

Д =  у Э х Р ( г ,  у ) ,  В = у з х Ц ( х ,  у).
У золда / Щ 5 = у  ( з хР( х ,  y ) V 3 xQ(x ,  у ) ) = у  з * х  

у:(Р(х,  y) . /Q(x,  у)) эканлигини курсатиш цийин эмас. 
Дакикатан, агар у0 £ A\J В булса, у0 А  ва В  тунлам- 
.ларнинг камида биттасига тегншли булиб, 3*-Т(х,  уи) =  
= р о с т  булади; бунда 7 (х, у)  =  Р( х,  y ) V Q ( * .  У))- Умум­
рекурсив предикатлариииг дизъюнкцияси яна умум­
рекурсив предикат булгани учун AUB р с. ч. т. бу­
лади ( [ Р ( х , у) нинг, g  эса Q(x,  у ) нинг характерис­
тик функцияси булса, Р( х,  y ) V Q ( x ,  у), нинг харак­
теристик функцияси

sg( f (x,  у) +  g ( Х, у))

булади.
Ун дан ташкари,

А [ \  В =  v g x P  (х, у)  п  y 3 * Q ( * ,  У).

f (х)  ва g( x)  лар мос равишда А  ва В  тупламларни 
•санаб 'чик\вчи умумрекурсив функция булсин. ув£ Л п #  
булса,  шундай х,  £  А  ва х 2 В топиладики, / ( х х) — у,
ва g ( x 2) =  у 0 б ул ад и

Маълум к и, ихтиёрий г  натурал сон учун коорди- 
наталари .мос равишда Х,(г) за к2( г > булган жуфтлик 
тоаилади, ва демак, у,, учун шундай г  топиладики

З г ( / ( / . , ( 2 » =  у0Д я ( / 2! г ) ) ~ у 0) (*)

рост булади. Агар у ^ Л г ^  булса, у 1(х) ва g-(jc) 
фуикцияларнинг деч бирининг киймати була олмайди 
ва демак,  (*) предикат ёлгон булади.

Бундай курннадики. А . \В  туплам
3 «(/ (■>■,( г ) —у , \ g {1, 1.г ) } « у)



предикатнинг ростлик содасидян ибораг булиб, у р. с.
ч. г. дир.

Н а т и ж а. А рекурсив туплам. булиши учун у  
цаноайднр умумрекурсив предикатнинг ростлик со \а -  
сидан иборат булиши за рур  ва етарлидир.

И с б о т и  2 - ва бундан од дин исбот этилган теорема- 
дан келиб читали.

Юкорида 4- теоремани исботлашда ноконсгруктив 
усулдан фойдаланган эдик, яъни унинг исботида Чёрч 
тезисидан фойдаланган эдик гошкормас долда).

Куйила биз шу теореманинг катъий исботини кел­
тирамиз.

3 а р у р л и г и. А  —чексиз рекурсив туплам,  а  унинг 
энг кичик элемента булсин.

|  f(Q)*=a,

1 f ( x  +  \ ) ^ y[ y > f { x ) AP{ y ) )
схема ёрдамида берилган функцияни олайлик; 6 v еряа  
Р  (У) А  тупламда рост булган умумрекурсив предикат 
(А  тупламнинг характеристик функцияеи у.А(у)  Р( у )  
нинг ^ам характеристик функцияеи булиши аёндир).

/(.<) тулиц аниклангап *амда P R -ва |х„-операторлар 
ёрдамида аннкланганлигн учун умумрекурсив функ- 
циядир. Буидан ташкари,  / ( л )  А  ни санаб чикувчи 
функци яди р.  - \а К” Чатан, л ' =  0 бу л г а н д а  / (0 )  — а £  А,  
х > 0  булганда t ( x ) > a ( a  А нинг эн г кичик элемент» 
булганлиги учун),  ,%(>’>/(■*)) буйича ани’̂ ланган у  
шундай танлацадики,  Р ( у ) = р о с т  булиши керак.  Р ( у ) 
предикат А  тупламда рост булгани учун ( x + l ) —нук- 
талардаги / ( л )  нинг нийматлари А  туплам элементлари 
булади. Демак,  усувчи умумрекурсив f {x)  ф ун к ци я­
нинг ^ийматлари туплами А  туплам билан бир хил 
экан.

В т а р л и л и г и. Л —усувчи умумрекурсив t (x)  
функциянинг кийматлари туплами булсин. 5^ар каниаи 
натурал сон х  учун

Х <  f (x)

уринлидир. >:аннк;;!ган, я 0 ; л -  /(.л) булса, j c <
-< / (*)  <  / ( j c +  1),' ёки х < / ( х + - 1 ), яъни jc- f l  </(■*-+- 1) 
дир. A 3 x ( Xi Cy / \ t ( x ) —y)  предикатнинг ростлик со?*г- 
сидан иборат эканлигини куриш кийин эмас, яъни

Л  =  < , у Л } { х )  — у).



/■(у ~ j x ( x  < y / \ f ( x ) =  y )  умумрекурсив предикат 
булганн учун А р. с. ч. т. дир.

« - т е о р е м а .  Л С Д™ р. с. ч. т. б у л и ш и ■ учун у 
(<Р,(х), ? 2(х),  . . . , 'f„(x)) куринишдаги тиз малар  т у п ­
лами. булиши за рур  ва етарлидир,  бу ерда <?i(x) 
( i ~ \ ,  п) умумрекурсив функция.

И с б о т и. 3 а р у р л и г и. A ^ N n булсин. Маълумки, 
А  нинг элементларини натурал сонлар билан номер­
лаб 41-щиш мумкин—ана шу номерлар туплами В б у л ­
син. Агар А  р. с. ч. т. б\;лса, В  дам р. с. ч. т. туп- 
ламдир.  У долда В  ни санаб чикувчи ф( ) умумрекур­
сив функция мавжуддир г сони ( х , ........... x„j  тизма-
нинг номери булса, цискалик учун

(а( . . . (№(Xt , Х 3),  X , ) ,  . . л:ге_ х ) ,  х я ) ( * * )

ни 2= ; 1,я,(х, ,  . . . , х я) каби белгилаймиЗ.: Бундан

[«■‘"’(х , ,  . . . , х л)=(«.''г_и (j«.(x,. х , ) ( х 3,
=  X.J», x a) х , ...........х п) = .

тенгликларни ёзиш мумкин.
(**) дан х ,  =  /-i (a.,(. * . ( М г ) )  . . . )) каби ёзиш мум­

кин;
а,(Х,( . . . (Х^г)) . . . ) ) —Х!,п,(г) белгилаш киритсак,

Xi = л , (п!(2:), х.г =  ) 2(А,{ . . . (Х,(г)) • - • ) > = 4 я)(2), 
х „ - ) 4' '>( г ) = л (Г ,>( ~ ! =  . . . =Х*3)(2 ) .= А3(г) 

з^осил булади.  Энди г  сифатида <р (х) ни олсак, 

х ,  = x ‘n>(? (x)) ,  х ^ Х ^  (?(х)) ,  . . . .  х „ = Х ' я*(¥(х)) 

булиб,

Хг"!(? (х ))  — <?i(x) десак,  (г = 1, п), А  (? , (х ) ,  . . . ,
, — •?«(* » ;

куринишдаги тизмалар туплами эканлигини курамиз.
С т а р  л и л и  г и. А (<р,|х), . . . , <р„(х)) курннишдаги 

тизмалар туплами,  ? , (х)  (г =  1,я) умумрекурсив функ­
ция, А  нинг элементлари номерлари туплами В булсин.

« ( x ) = u n(? , (x) ,  . . . ,<?д(х))

функция умумрекурсив дамда А ва В  тупламлар ора- 
сида узаро бир кийматли мослик урнатувчи ф ункц ия­
дир.  .Хачикатан ), . . . ,  <рл(х))  сон (<рдх), . . . ,
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ер„(х)) тизманинг номери булиб, у В га тегишли 
ва демак, <р(х) В  ни санаб чик;увчи функциядир.  <?(х) 
аник;ланишига кура умумрекурсив булгани учуй В, 
ва демак,  А тупламлар р. с. ч. т. дир.

9- т е  о р е м a A(~.Nn туп лам рекурсив булиши учун 
у цандайдир P ( x t , . . . , х а) умумрекурсив предикат­
нинг ростлик со^асидан иборат булиши зарур ва 
етар.шоир.

И с б о т и. 3 а р у р д и г и. А  С  N n рекурсив туплам, 
унинг элементлари номерлари туплами В булсин. В 
рекурсив туплам булгани учун у кандайдир P(z)  
умумрекурсив предикатнинг ростлик со^асидан иборат 
булади. г  ни <<-<л>(х, ,  . . . , х я) билан алмаштирсак

Р ( р <п){ х и . . . , х а)) (***)

п  уринли предикат досил булади. (***) предикат рост 
булиши учун (х , , . . . , х н) булиши зарур ва етарли 
эканлиги равшаидир

Е т а р  л и л и г и. А у мумрекурсив булган Р ( х , , . . .  ,хп) 
предикатнинг ростлик со^аси, А  туплам элементлари 
номерлари туплами В  булсин.

г  сони ( х , ........... тизманинг номери, ^" ' (г ) ,  . . .  ,
^я*У12) функциялар мос раиишда шу тизманинг коор- 
динаталари булса, уларни Р ( х и . . . , х п) га куйсак,

P(*-i‘\ z ) ,  . . . , С ( ~ ) )  (****)

бир уринли предикат ^осил булади. В булса, z t А
дан олинган ( х , .......ка) тизманинг номери булгани у<ун
x t^ k \ n)(zit), ( i = l , n ) ,  Я(х, ,  =  рост булгани учун
эса Р{к\ie’( i 0), . . . Х'л' (г0) ) =  рост булади. Демак,  В 
( **' *)  предикатнинг ростлик со.\асидан иборат экан. 
БУ эса В,  ва демак,  А  тупламлар рекурсив эканлигинн 
курсатади.

6- § .  Универсал фун кц ия лар

Алгоритмлар назарияеида универсал функция ту- 
шунчаси марказий роллардан бирини уйнайди.

А л-ар функцияларнииг бирор синфи булсин.
1- т а ъ р и ф  F(m,  х п . . . , х п\ функция куйидаги 

шаргни каноатлантирса, у А синф учун универсал  
функц ия  дейилади.
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А дан олингаи >;ар бир /(ж,,  . . . .  х„) функц ия учун 
шундай т., натурал сон топиладики,

Уд:,. . .  V x „ (F (m 0, х и  . . . , х„) =  t i x %, . . . , х „ ) ) 

булади.
Таърифдаи куринадики, А га кирувчи дар бир f i 

фуикцияга mi натутал сон мос -цуйилио,

/"(О, . • • f А’л)) ^ 1? • . - » *̂ »)* • • • » F % tK,
X' м  • * t • • •

кетма-кетликда А даги *ap бчр функция учрайди, 
яъни F(m,  а', . . . , х п) функция А даги функцияларни 
номерлаб чиь;ади. Юкорнда келтирилган кетма-кетлик- 
ка кирган баъзи функциялар А га кирмяслиги х;ам 
табиийдир.

Аксинча, фупкцияларнинг кандайдир А синфи бе- 
рилиб,  А га кирган функциялар номерланган булса, 
у >;олда А синф функциялари учун универсал функ­
ция мавжуддир.

Хачикатан. А фупкцияларнинг сиифи булиб, унда 
бирор номерация берилган булсин. Мазкур номерация 
N  дан унинг кандайдир А  тупламостисини ажратади 
дамд а  А билан Л  орасида узаро бир цийматли мослик 
урпатади.  ...

Универсал ф ункцияни ,  у холда ,  цуйидагича аниц- 
лг ш  мумкин:

р (т r „ ч ...........х п), агар т £ А  булса,
' ' • X,, , л и | _

(аникмас, агар т (- А  булса.

F /> .р ва / ' н.р синфлар учун универсал функция- 
л зр  мавжудми, деган савол табиийдир.

Алгоритмлар назариясида куйидаги теоремалар 
исботланади.

1 - т е  о р е м  а. Барча  примитив рекурсив функцая-  
л а р  синфи р. учун универсал булган  примитив  
рекур';ив функция мавжуд эмас.

2 - т е  о р е м  а. Барча умумрекурсив функциялар  
синфи Fy_р учун универсал булган умумрекурсив  
функция м.авжуд эмас.

3 - т е о р е м а .  А'ар бир  1, 2, . . . учун барча. п-ар  
примитив рекурсив функциялар синфи умумрекурсив  
универсал функцияга эгадир.



4 - т е о р е м а .  J(ap бир и — \,  2 , . . .  учун барча  
п-а р  цисмий рекурсии (ва демак,  примитив рекурсив, 
умумрекурсив) функциялар синфи. цисмий рекурсив  
универсал ф ун щ и я гч  эгабир.

Куйида биз дастлаб Тыоринг машииаларини Гёдель 
яомерацияси дамда машина иши натижасида досид 
буладиган вазиятлар иомерацияси билан танишиб, 
сунгоа эса 4-теореманинг исботини келтирамиз.

Маълумки,  >;ар кандай Тьюринг машинаси чекли 
ташки ва ички алфавитларга ai а булиб, у узининг 
программаси билан берилади. Тьюринг машинасининг 
программаси чекли жадвал булиб,. унинг k ( m + 1 ) (/те f- 
+  ! — ташки алфавитнииг актив ва пассив белгилари 
сони, k эса актив ички холаглар сони) хонасига сони 
t ( m -f-l) дан куп булмаган командалар ёзилган булади. 
Хар бир команда узунлиги 3 га тент булган (чекли) 
суз булгани учун прел рамманинг хар бир сагри (йули, 
катори) ни .хам чекли суз сифатида, программэда 
сатрлар сони хам чекли булгани учун бутун прог­
раммами хам чекли суз деб караш мумкин. Шу нар- 
саларни эыиборга  олсак, барча Тьюринг машииаларини 
померлаб чикиш мумкинлигини куриш кийин эмас.  
Бунда» ташцари Тыоринг машинасининг ишлаш жа- 
раённда турли вазиятлар вужудга келади ва Тьюринг 
машинасининг ишлашн вазиятлар кетма-кетлигидак 
иборат эканлиги маълум: бир вазнятдан кейинги вази- 
ятга утиш програмцадаги команда ёрдамида амалга 
оширилади Дар бир вазият хам чекли объект бул- 
гани учун биз барча вазиягларни хам номерлаб чиц-и- 
ш и м из мумкин.

М Тьюринг машинаси S  =  | s0, 5 ,, . . . , sm\ таш^и, 
q,, . . . , gk\ ички алфавитга эга булсин. S  ва Q 

га кирган белгилардан ташкари командаларда карет- 
канинг харакатини билдирувчн унта махсус белги /7, 
Л ,  / /  лар катнашади.

/7, У/, / / ,  i’0, ........... ..  :v.., ларни мос равишда 1, 3, 5,
7, У. . . (ток) сонлар билан, q0, ци . . . , qk ички холаг- 
ларни эса 2, 4, (жуфт)  сонлар билан номерлай-
лик (3S- шакл К

>*ар бир команда - s * = 0 , 1 ...........т; / —0 , 1 , ; . .  . ,
R= = f l ,  Л,  Н)  куркнишдаги суз булиб,  бир сатрда 
жойдашгаи командаларии яна битта суз деб |<араш 
мумкин. 40-шзклда / сатрда ёзилган командалар к у р ­
сатилган: XiuR-if). sitf(q/u . . . , slmRqjn. Бу сатрдаги
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>a

39- шакл.

белгилар сони 3(от +  1) дан катта эмас (баъзи катак- 
ларда командалар булмаслиги мумкин). а0, а,, а„  . . .  , 
a3(m+l) iuy белгиларнинг номери булса, у холда /-сатр- 
нииг номери сифатида

„(1\  __  0 H n ai D ' l  т + ] ) о “е 0*1 р “3 ( т + 1 )g ( l )  —  j . . .  — Z  • о  . . .  У щ т +i)

натурал сон олинади. р0, р,, р2, . . . , pft- i  программа- 
нииг мос равишда хар бир сатрининг номери булса, 
у холда

налурал сон т  Тьюринг машинасининг номери булади. 
Тьюринг машиналарини бундай номерлаш Гёдель но- 
мерацияси дейилади.  Агар бирор А' натурал сон би-

Ца

S o  

* * * * * *

S m

. .  .
S l ^ %

Г ' ' . . . . . .  . . . j

чу- шакл.
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4*1
|  j  J  S o j S ^ i S ^ j i !

41- шакл.

pop Ть юринг машинасининг номери булса, у холда N 
ни туб куиайтувчилар купайтмасига ажратиб, машина 
программасини тиклаш мумкин.

Энди Тьюринг машинаси ишлаши жараёнида хосил 
буладиган вазиятларни номерлаш масаласини караб 
чикамиз.  Ташки алфавит белгилари s0, s t, . . , , sm лар- 
ни мос равишда 0 , 1, . . . , т  натурал сонлар билан,
ички холатлар q,„ <7, ........... qk ларни мос равишда 0 ,
1 ...........k н а п ’рал сонлар билан номерлаймиз. М Тьюринг
машинаси иш жараёнида 41-шаклда курсатилган вазият 
х,оскл цилгаи булсин: бунда машина q b ички холатда 
тасма устидаги ёзувшшг .v„ хэрфини „куриб“ турибди, 
sa харфжшг чаи томоиида . . . s lh su , унг то-
монида эса л\, . . . sp/ суз ёзилган Тасмадаги sui 
s ui~i ■ ■ • s u0s asu.,sv - • • svj СУ3 харфларининг номерлари 
мос равишда иь иг_ р . . . , иц, a, v a, v t , , v ,  ички 
Холатнинг номери b булса, у .холда

1) sa нинг чап томоиидаги сузнинг Гедель номери
U„ U-: U s  г  - Ц а 0 ^ 1  I I /и. =  Pupi' .  . . Pi 1 =  2 '■•3 '. . .  p i ‘ ,

2) sa нинг унг томоиидаги сузнинг Гёдель номери

v - p t ' p vl - . . . p 7 , - 2 v'-3v' . . . p y ,
3) вазиятннкг узининг номери эса

да =  2“ • За • 5* •7и
булади.  Вазиятни асосаи машинанинг ички холати, 
машина тасмадаги сузнинг цайси Харфини „куриб* 
турганлиги ва шу харфнинг чап ва унг томонлари- 
даги ёзувлар белгилаганлиги учун вазият номерини 
Ра/А’1< v ) билан белгилаймиз. Демак,  w==p<lb{u, v)  на-



1 % '

L  i 1 !5° Is ” Swi Set! ■ j -  • js^-js. j-S, j j I

42- ввак,.,,

турал сон 4 1 - шаклда курсатилган вазиятнинг Гёдель 
номерндир. Фа раз килайлик, q bs0-'.s„.Jlqb, команда ба- 
жарилган ва машина кейинги вазиятга утгаи булсин 
(42- шакл).

Мазкур вазиятнинг Гёдель номери
р а>ь>{и', г>') =  2“' - 3 “,---5ь' - 7 г"

булиб, бунда

« ' =  Ри’рТ1. . .  P,*J, =  р Г ,(!' я)- р Г р{2’ и) • . .  =

= П  и)»
О

н п =  ехр(0 , и),
, д' т), ®| V; „Я' . слр(0, С) «р(1, Т>)

г>'= -/>Г - • • / у ,  1 =  ■/>« •/’; • ^  . . . =
л' {—Г ехр;«. г)

Ри Л \ Р *-м ■ •

Шундай килнб, тайии <7 ва /■ учу)! /?„*(«. г») ф у н к ­
ция машина фацат qb ички ^олатда булиб. тасмада 
факат  sa белгини „курии" турган пайтда [и ва т; по­
мерли турли сузлар учун)  иш жараёнида хосил була- 
диган вазиятларнинг номери ни ^исоблар экан; бу фуик- 
цияга кирувчи параметрлар: а —машина айни гшнтда 
„куриб“ турган белгининг номери, Ь — машинанинг шу 
белгини „куриб“ турган ички .холатинннг номери, а — 
„куриб“ турилган белгининг чап томонидаги сзуьнинг 
номери, ва нн.^оят, v —уша белгининг унг томонидаги 
ёзувнинг номеридир.

Дел и да p ab{Uy w) биргина функция булмай, балки 
k ( m -±- 1 ) та турли функцияларни билдиради—буни 
курсатайлик.
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Маълумки,  Тьюринг машинаси пр.к j v u i .j . ид,чей 
командамар уч турда булади:

1 тур- VV , -Л., //•/» .
ТУР <l»Sa^SaJ Iq br,

Ш' гур. q bsa-*sa.riqb..

Агар бу командаларда Ь'Ф0 булса, у холда машина 
актив вазиятга утади. Машина  дй ички холатда бул­
га и да у хеч цандай иш бажармаганлиги учун, унинг 
актив командалари, ва демак, актив вазиятлари сони 
к{т - \ - \ ) га тенгдир.

Шундай килиб, р и , р02, Рм, р-1и Ргг, . . . лар
барча актив вадпятларнинг номерларини хисобловчи 
икки аргументли функциялардир. w = p “-р “-р"-р% би­
рор актив вазиятиинг номери булсин. Равшанки, 
exp(0,  w ) = u ,  exp( l ,  w)*=a,  ехр(2,  w ) = b ,  ехр(3,  «?) =  
—‘‘О ва демак,  масалан, д и(ехр(0,  ж), ехр(3,  zn)) —
= = / ? 0 . { « ,  V ) .

Тьюринг машиналари холатлари Гёдель номерация- 
ларинн тавсифловчк яна ушбу (функцияларни киритамиз.

1. р(ич функция: агар х> бирор актив вазиятнинг 
номери булса, (q/,=£</„), />(w> шу вазиятга тегишли 
команда ёрдамида хосил буладиган коПинги вазият» 
нинг Гёдель померидир; агар w охирги вазиятнинг 
Гёдель номери булса, у холла та.

р(по! функцияни куйидагича аниклаш мумкин:

а  — 0 д ^  =  1 булса, j p„t (u, v).
а  =  О Д b =  2 булса,

а  *= а' Д b =  У булса,

/> =  0 булса, д а ,

еки

е х р ( 1, ® ) = 0 Д е х р ( 2 , ® ) = 1  булса.
ехр(1,  w ) — 0Дехр{2,  да) =  2 .  .

p{ w)  —
е х р ( 1, да) =  а ' Д е х р ( 2, да) — У  ,  ,

• • > • « « «  I

ехр(2 , w ) ~ 0  ,  ,
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|/?e1(exp(0, w),  ехр(3,  г»)),
[^02=-(ехр(0,  7t>), ехр(3, w)) ,
) <А>
| / ?а'»'(ехР(0, w) ,  ехр(3,  а>>)).

\w.

2 . 6(и>, г) ф у н к ц и я :  w —актив вазиятнинг номери» 
z  эса бирор натурал сон булса, b(w,  г)  шу вазиятдан 
z цадамдан ьейин хосил буладиган вазиятнинг Гёдель 
номери (агар ujy цадамлар лавомида охирги вазият 
пайдо булмаса): агар z  цадам давомида охирги вазият 
пайдо булса, 0(w,  z)  охирги вазиятнинг Гёдель но- 
мерига тенг.

эканлиги шубхасиздир.
3. тя(х, .  . . . , х п, Ь, и, ъ)  ф у н к ц и я :  бу функ- 

циянинг циймати цуйидаги вазиятнинг Гёдель номери­
дир:

1 ) машинанинг ички холати qh\
2) тасмага х и . . . ,  х п тизма ёзилган булиб, унинг чап 

томонида битта буш катак s0, бу буш катакнинг чап 
томонида Гёдель номери и булган ихтиёрий ёзув, тиз- 
манинг унг томонида дам битга s0 буш катак, унинг 
унг томонида эса Гёдель номери v  булган ихтиёрий 
ёзув жойлашган;

3) каретка х п нинг эн г охирги *арфи рупарасида 
туради ( 4 3 - шакл).

Энди юкорида келтирилган 4- теореманинг исботига 
кайтамиз. G барча Тьюринг машиналари Гёдель номер- 
лари тупламининг бирор тупламостиси булсин. Агар 
m(~G  булса, у долда т нинг каноник ёйилмаси (туб 
сонлар даражалари купайтмасю ни топиб, номери т 
булган Тьюринг машинаси программасини тиклаш мум-

6(w,  0) «= w,
B(w,  2- j - l )= /? ( 0(w, z))

(В)

и

So

Q,

43- шакл.

252



кин. Демак,  берилгаи натурал сон Тыорниг машин.ч- 
сннинг номери буладим^ ёки йуцми эканлигини 
лайдиган алгоритм мавйГ/Д экан (бу алгоритмнп n; i pi -  
ли равишда Аа; каби белгилаймйз).

■ , л п)' Тиоринг машинаси да -хисобланч ьчн 
функция булсин. У долда М Тьюринг машинаси но­
мери т га шу машина хисоблайдиган <p(jc<, . . . .  v . ) 
функцияни мос цуяйлик. Бунинг натижаснда биз Тью­
ринг машиналарида хисобланувчи ; функцияларни но­
мерлаб чиркан буламиз.  Агар m £ G  булса, номери т 
булган я  узгарувчили функцияни тугри хисоблайдиган 
машина ма в ж\ д  булиб. демак, хар бир номерга фа- 
кат битта машина мос келади. G = \ m u т:1, . . . , т.,, . . .[ 
булса, у холда шу померли машиналар хисоблайдигак 
функцияларни

‘РигД-'-И • • • » х п), ?т2(Х!• • • • > х п)> • • • »
<Р|Я;^М • • • > Хп), . . .

каби ёзиш мумкин.
У холда Тыоринг машиналарида хисобланувчи к 

узгарувчили функциялар учун

j-pj.v,  ----------кп), агар m £ G  булса ,
I \гII, Л) , . . . , , 1 ^ 1  —* \ — _

(О, агар О булса

универсал функция мавжуддир.
Теорема тулик исбот булиши учун хар бир

(рт( х 1........... х п) ва демак, F(m, x.lt . . . , х п) функция кис-
мий рекурсив эканлигини курсатиш кифоядир.

Бу эса ушбу теореманинг мазмунини ташкил этзди.
5 - т е о р е м а .  7 ыоринг маишнасида хисобланувчи  

л;ар бир функция цисмий рекурсив функциядир.
Теогема иебогига киришмасдан олдин говорила ка- 

ралган p ab(u, v),  p(w) ,  B(w, г ) ,  t n( x u . . . , х п, b, и, v) 
функциялар примитив рекурсив эканлигини курсатамнз..

р аЬ(и, v)  =  2“ -Зй-5г' - 7г' функция x y,pk ва х у  п. р.. 
функциялардан х о си л  ^илинганлиги учун унннг п. р.. 
эканлиги ш у б %асизди р.

p{ w)  функция п. р. эканлигини курсатишдаи олдин 
ушбу теоремани куриб чикамиз.

6 т е о р е м а .  f t( x u  . . . , x n) ( i = l . k) п.  р. функция,  
P i( x u . . , x n)  ( j  =  1 , k —  l j  эса. характеристик фу HK-  
цияси X;(*f • • • > x n) п. p. булган  предикат булиб.



узгарувчиларнанг барча щ й  мат ла рада .\еч н;андай, 
иккитаси бар пайтда рост булмасан.  У %олоа

» Хп) =  1 оулеа,  ! t • I x n)t 
Хз t » - • • • •*■«)"“ I * > j • • • > х я),

f t * « . . • . * „ ) =  { . . . .  jrn), (С)
/Л* —; > • • • » ^/r) 1 » * j • * • * Xjfj)
бошка лолларда . . .  [

схема, билан анацланган функция %ам п. р. булади.. 
И со  о т  и.

/ ( х , ------- х п) =  7 , (лг,............*л )*^( у . | (* »------- - д>^) +
+  f 2( x t, . . . , x n) - s g { X i ( ^  - • • , *«)) +  • . • +

"Г~ f i t —i ( x ir • • . » X n )sg( 'X_h— , X rl) )  - | -  / {. (Xj ,  . .  .  ,

x n)-s,? ( ’/.,(x, ,  . -Xft-ttx,, . . . , x„))

тенглик / ( j q ,  . . , , х я ) п. p. функция эканини курса- 
таяя .  (С) схема булакли схема, Д х ь  . . .  , х ,г) эса бу- 
лакли схема ёрдамида берилган функция дейилади.

(A) схема /?(к’) функция булакли схема ёрдамида 
берилганлигини курсатади; демак,  p( w)  п. р. функция- 
дир

(B) схема 0(w,  г ) функция п. р. функция эканлнгини 
курсатади. ~п( х и . . . , x lv b, a, v )  п. р. функция экан- 
лигини курсатшл учун математик индукция усулидан 
фойдаланамиз.

п — \ булса, ^,(х, Ь, и , v ) = 2 a' ■За-51>-7* буляп, бун­
да «/ — машина „куриб“ турган белгининг чап томони- 
даги ёзувнинг номери х,амда

и' - П р г П р ? Й * '
/=0 /«=»

тар; агар х  =  0 булса,

х ' = П р п Р1(1;я>,

... екр<0, v) ,e*p(w, !•) p i ехр{г, о;O'-'Pl • . . .  Pv-[ I “ l 1 Pt + L
г-»

и' ва и —и. р. булгани учун, х4(х ,  Ь, и, v )  ^ a u  а. р. 
фу нк ци я аир.
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Фараз килайлик, т„{л,, . . . , х„,Ь. и, v)  п. р. функ­
ция булсин. -У холда ушбу

, хп, х„.уи Ь, и, г>) — ь,
ехр( 0 , т,г!X), . . . , лгя-], х п +  1 , Ь, и, х>)),х>)

тенглик тя+1 хпм п. р. Функция зканини курсатади; 
бунда

ехр(0,  гп(х и . . .  , х я_ 1, х „ + 1 ,  Ь, и, г-)) =  2а • 3° • 5й • 7V.

Шундай килиб, • • - > и, "') функция ^ар
бир // 1 учун п. р. функция зкан.

m Тьюринг машинаси <р(дг,, . . . , х п) функцияни 
’̂исобласин. Хисоблаш жараёнида бошлангич вазият­

нинг номери ~п{ х 1, . . . , х п, 3, 0 , 0 ), охирги вазиятнинг 
номери ~>nt- i lxu . . .  , х„, у, 0 , и, v)  булиб, бунда у =  
=  <?(Хи . . . , х п), яъни ф функциянинг х и . . . , х п 
тизмадаги кийматидир. Машина бошлангич вазиятлан 
охирги вазиятга утиши учун шундай г  сон мавжуд 
булиши керакки,

, Д/i» К 0,0) ,-с) : 1 ( х }, . • . , Д/>, У, 0,
(*>

булади.  Бошцача айтгаида,  <р функция дг,, . . . , х„  тиз-  
мада аниклапган булса, шундай туртлик < г ,  у, к, т >  
топиладики, (*) бажарилади,  на аксинча, юкоридагндек- 
туртлик топилиб, t*) бажарилса,  у долда ф функция
х , ,  . . . , д :„тизмада аникланган булади. Табиий, с ку р ­
сатилган тизмада аниклаимаган булса,  у холда дар- 
кандай г  учуй 6(т;г, г) хеч качон охирги вазият но- 
мерига тенг булмайди. <? функциянинг х.и . . . , х п тиз­
мадаги кийматини хисоблаш учун машина г 0 кадам 
сарфлаган булсин. У холда 0(т/7( jr1, . , . , x tu 1, 0,0), г.;,)=. 
= т я+!(л, ,  . . , х п,у,  0 , и, v )  булиб,  табиий, 0 функция-  
нннг киймати ихтиёрий г > г 0 учун хам г =  г 0 нукта- 
даги цнймати билан бир хил булади.

Шундай килиб, (*) ни каноатлаитирувчн < r ,  v. и» 
Vs> туртлик мавжуд булса, у ,\олда (*) ни г'  г  бул­
ган ихтиёрий < г \  у, я, -»> дам каноатлантиради.

г < с 0 булган ихтиёрий z  ва ихтиёрий у. и, v  лар  
учун <*) нинг чап ва унг томонлари аншучангаи ' иск 
(*) нинг дар иккала томонида п. р. фулкци" f ,<р. 
Шун ин г  учун (* курсатилган -гуртликлзрда ; ru . < и- 
ган предикат д е б  караш мумкин,  У >;олда ?;ар бир
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< г ,  у, и, t?> туртлик учун шундай ягона / »= 2г -Зу X 
Х 5 “ -7” топиладики,

. .  . , 1, 0 , 0 ), ех р ( 0 , £)) ==: м - ^ х , ,  • • • 9 
ехр(1,  /),  0, expi2,  *). ехр(3,  /))

булади. Мазкур предикат /г- |-1 уринли булиб, тенглик 
предикатига п. р функцияларни цуйиш натижасида 
досил булгани учун узи дам п. р. предикатдир.  
а(х, ,  . .  . , х я , *) каралаётган предикатнинг характерис­
тик: функцияеи булсин. Бу функция п. р. эканлиги 
раашандир.  Демак,  чр функция х и . . .  , х п тизмада 
аницланган булиши учун

exp ( 1, t)=<-р(х,, . . . , х п) ва а(х,,  . . . ,  х т 0  =  1

ларни каноатлаатирувчи t  топилиши зарур ва етарлн- 
дир. У долда

<p(Xlt . . . , Xf i )~бхр{ 1, ]J.;(a(X|, • . . , X л, t ) ~ 0))

булиб,  унинг к. р. эканлиги шубдасиздир.
Демак,  Тьюринг машинасида дисоблаиувчи дар 

кандай функция ^исмий рекурсивдир.
Теорема исботланди.
Т а ъ р и ф. <?(х) анккланган нукталарда g ( x )  =  ф(х) 

■булса, 4Г(-^) функция ф(х) нинг давони  дейилади.
1\исмий рекурсив функцияларнинг давоми булган 

умумрекурсив функцияларнинг мавжуд булиши табиий- 
дир, аммо бу дар цандай к'исмин рекурсив функция 
учун бажарилиши шарг эмас.

7- т е  о р е м а. Умумрекурсив функциягача давом эгп- 
тарилмайдиган цисмий рекурсив функция мавжуддир.

И с б о т и. F(m, х )  барча бир аргументли к- р. 
функциялар синфи учун универсал к. р. функция 
булсин.

Ql x ) —s g( F[ x ,  с)) функцияни карайлик. 0{ х )  из- 
ланган функция экашшгиии курсатамиз.  Фараз килай- 
лнк, аксинча, g{ x)  умумрекурсив функция G(x)  нинг 
давоми булсин. 4 - теоремага асосан шундай т„ тогш- 
ладнки, дар бир х  учун F(mQ, х)  -=* g( x)  булади. Ху- 
сусан, х  — учуй

F(m0, ma) * = g ( m 0) (*)

га эга буламиз. У дол да, гарчи F(m,  х)  к- р. булса- 
да,  g( x)  умумрекурсив функция булгани учун Р(т,  х),
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в а демак, U(x)  функция л - /п., иуктада аиицлашмидир,
Я Ъ Н И

0 ( « . ) —«#(^(л*о. т«)) =  ё ( т 9). ( " )
Бунда G(«„)=g(/re,>) тенглик фаразга кура £(.v) ф у н к ­
ция 0 (д:) нинг давоми эканлигидаи з^осил булади.

Аммо (*) ва (**) лар бир-бирига зид булган тенг- 
ликлардир.  Бу эса килинган фараз нотугри эканини, 
яъни G( x)  умумрекурсив функциягача давом эттирил- 
майдиган к- Р- функция эканини курсатади.

8 - т е  о р е м  а. Рекурсив булмаган рекурсив санаб  
чицилувчи туп лам мавжуддир.

И с б о т и .  Маълумки,  ?^ар кандай р. т. р. с. ч. т. 
дир. Рекурсив булмаган р. с. ч. т. мавжуд экаилш ини 
шундай тупламни курган з^олда курсатамиз. Бундан 
р. с. ч. т. синфи р. с. лар синфи дан кенг эканлиги 
келмб чикади.

а(х)  =  <>-t(x  4 - t  =  1 ) 11)

функция к- Р- булиб, факат х —1 нуцтзда аникланган, 
Колган натурал нукталарда кнйматга эга эмас (аниц- 
ланмаган).  Юкорида факат иккита киймаг (I ва 0) 
кабул цилувчи G( x)  функция курилган эди.

<x(G(x)) =  ;t((6 '(jc) +  t  =  1) (2)

функцияни карайлик. (J(x) нинг аникланиш со^аси А 
булсин.  У холда
A — BUC {Вг\С *=•■%) булиб, В=*  ( .фс£ А А О ( х )  =  0},
С — [ х\ х£  A f \ G ( x ) = l )  дир. х £ С  булганда G(x) =  l ва 
демак,  a(G(x))  ~  0 булгани учун С туплам a( G( x )) 
функциянинг аникланиш сохасидир. (В туплам эле* 
ментлари учун a(G(x))  аникланган эмас.)

С рекурсив булмаган р. с. ч. т. эканини курсатамиз. 
Аввало С к- Р- функциянинг аникланиш со^асидан 
иборат булгаии учун, у р. с. ч. т дир.

Энди фараз  килайлик, С рекурсив туплам булсин. 
У холда С кандайдир Р( х)  умумрекурсив предикатнинг 
ростлик со^асидан иборат булади.

x f t ,  яъни Р(л')==рост булганда И»
--- X / —* \

х £ С ,  яъни Р (х )  =  ёлгон булганда 1.0

функция Р(х)  предикатнинг характеристик функцияси 
булсин.  х £ С  (ёки Р ( х )  ва х £  С)  ёки Р( х )  умум-
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рекурсив предикатлар бир пайтда рост була олмас- 
лиги сабабли f i x )  функция булакли схема ёрдамида 
берилган умумрекурсив функция сифатида G(x)  нинг 
давомидир,  чунки х £ С  булса, G ( , * ) = l  ва ф‘. г ) =  !, 
х £ С  булса, G(x)  — 0 ва «(х)  =  0. Демак,  G(x)  умум­
рекурсив функциягача давом зттирилувчи к- Р- функ­
ция экан. Аммо, олдинги теоремада G(x)  умумрекур­
сив функциягача давом эттирилмайдиган функция экан­
лиги исботланган эди. Х^сил булган зиддият С р е ­
курсив булмаган туплам эканини курсатади.

Теорема тул и к исботланди.

7 -§ .  Алгоритмик ечилмайдиган проблемглар

А  натурал сонларнинг бирор туплами булса, „ки- 
риш проблемаси" („А тупламнинг элемента булиш 
проблемаси*) куйидагича куйилади; берилган натурал 
сон л  буйича у А  тупламга кирадими ёки йукми эка­
нини аницлаб берадиган алгоритм мавжудми?

5 - §  нинг бошида айтилганидек бу проблема рекур ­
сив булган тупламлар учун ижобий хал булади, яъни 
А рекурсив туплам булса,  у ^олда берилган ихткёрий 
х  сон А  га кириши ёки кирмаслигини аниклаб бера­
диган алгоритм мавж уддир—шу нинг учун рекурсив 
тупламлар ечилувчи тупламлар дом дейилади. Шундай 
килиб, рекурсив тупламлар „кириш проблемаси“ алго­
ритмик ечилувчи тупламлардир.  Рекурсив санаб чи- 
килувчи тупламлар (р. с. ч. т.) учун мазкур проблема 
алгоритмик ечилувчи эмас, яъни агар А  р. с ч. т. 
булса, х  натурал сон А  га кириши .ёки кирмаслигини 
аниклаб берадиган алгоритм мавжуд эмас.

Маълумки,  а сигнатура моделлари К  синфига ки- 
рувчи ^ар бир моделда рост булган барча фоомула- 
лар туплами Th( /Q К  сннфининг элементар назарияси 
дейилади.  Th(A’) га кирган >;ар бир формула какдай- 
дир А алфавитдаги суз деб царалиши мумкин. А =  
=  {а и а 2, . . . , «/;! алфавит белгиларини, масалан, 1, 2 , 
. . . , k  сонлар билан номерласак, у х;олда 'ихтиёрий (шу 
алфавитдаги) а =  . . . а ( суз ни £ (а )  =  2 '> -3^- . . .
• • • P'm-i сон билан номерлаш мумкин. Табинй, бунда 
турли сузлар турли номерга эга буладилар ва агар 
бирор а сон кандайдмр с у з н и н г  номери булса, у х,олда 
» ни губ сонлар кун&йтмасига ажрагиб уша сузии тик- 
лаш мумкин.
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Шундай килиб, Т'п(ЛГ) элементар назарияга у к г а 
кирган фор мула лар номерларидан тузилган А  тупламни 
мос  куйиш мумкин. Агар А  р. (ёки р. с. ч.) туплам 
бу лс а ,  у холда Th(A') рекурсив (ёки р. с. ч.) туплам 
дейилади.  Демак,  бирор элементар назария алгоритмик 
ечилувчи ёки ечилувчи эмаслигини („кириш проб­
лемаси* га нисбатан) аницлаш учун унга мос куйил- 
ган номерлар туплами алгоритмик ечилувчи ёки еч и ­
лувчи эмас эканини аницлаш кифоядир.

Ана ш у  усулга  таянилган холда купгина элементар 
назариялар учун алгоритмик мае зла лар хал цилинади 
Албатта,. элементар (ва боища) назариялар учун турли 
алгоритмик масалалар куйиш мумкин. Масалан, ре­
курсив изоморфизм проблемаси, сузларнингэквивалент-  
лиги проблемаси ва бошцалар шунд ай  алгоритмик  
масалалар ж у м л  а с идан ди р .

1936 йили А. Чёрч 12 9 j предикатлар ^исоби учун 
формулаларнинг умумцийматлн булиш и алгоритмик  
масаласи алгоритмик ечилмайдиган масала эканлигини  
куреатди.

Т е о р е м а  (А. Чёрч) .  Предикатлар  хасобининг  
барча улумцийма-тли форму л а лар и туплами. Г р е ­
курсив эмас, яъни преоикигплар хисобининг ихти­
ёрий  А формуласи ум умцийматли ёки у  му мкийматли  
эмаслигини аницлаь берадиган алгоритм мавжуо  
эмас.

Мазкур теореманинг исботланиши яцнплагина юза га 
келган алгоритмлар назариксиминг улка.ч ютуги эди.

Куйида биз  алгоритмик ечилувчи на алгоритмик  
ечилмайдиган элементар  назариилардаи намуналар кел-
тирамиз.

I. Барча зацикий сонлар халкаси  элементар  наза- 
риясн рекурс ив ди р (яъни алгоритмик е ч и л у в ч и д и р ) .

П. Барча ко мп ле кс  сонлар элементар  на-
зарияси  рекурсивдир.

Hi. Барча бутун сонлар халцаси эл ементар  назарияси  
рекурсив эмас (яъни алгоритмик ечилмайдиган назария).

IV. Барча рационал сонлар халкаси элементар  на­
зарияси рекурсив эмас (10.  Робинсон)

V. Барча метаабель ва барча чекли метаабель груп- 
палар элементар  назариялари рекурсив эмас (А.  И. 
Маль цев  [221).

VI. Барча чекли симметрия' группалар ва барча  
чекли содда ( т у б )  г р у ш т л а р  элементар назариялари  
рек урс ив  эмас  (:‘) .  Л.  Ершов [23J).
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Энди биз муайян иккита алгоритмик проблемани 
куриб ЧИ'Н'ЗМИЗ--

1- т е о р е м а .  Тьюринг машиналари нинг ихтиёрий  
берилган программаси буйича бу ms  шина т у  лиц  
аш щ .ы нга н  био узгарувч-и ли функцияни х,исаОла&- 
дими еки ityt\Mu эканини курсатувчи алгоритм мае-  
жу > эмас.

И с б о т II. Тескариспни фараз килайлик, яъни бе­
рилган Тьюринг машинасининг программаси буйича 
мазкур машина т у л и к  аницланган бир узгарувчили 
функцияни ^исоблаши на хисобламаслигини аниклай- 
диган алгоритм мавжуд булсин. Шартли равишда бу 
алгоритмни Ag билан белгилайлик. А  бир узгарувчини 
тулик аниклангап функцияларни >;исобловчи Тьюринг 
машиналарининг номери булсин. Ушбу функцияни 
олайлик:

(7-теоремага  каранг).  Бу функция тулик аниклан- 
гандир. <?(.*) алгоритмик х,исобланувчи эканлигини кур- 
сатамиз. л: натурал сон булсин. Дастлаб х  Тыоринг 
машинасининг номери буладими ёки йукми эканини 
аниклаймиз ( х  ни туб купайгувчиларга ажратиб, буни 
^амма вакт бажариш мумкин):

1° Агар х  бирор машинанинг Гёдель номери 
булмаса,  у ^олда ф(д: ) = 0  булади.

2°. Агар х  машинанинг Гёдель номери булса, бу 
номер буйича машинанинг программасини тиклаймиз. 
Сунгра исботнинг бошида айтилган Ag алгоритм ё р ­
дамида машина бир узгарувчили тулиц аницлангак 
функцияни хисоблайдими ёки йукми эканини аник- 
лапмиз:

а) агар Ag алгоритм машина бир узгарувчили ту­
лик аникланган функцияни аниклайди деб жавоб бер- 
са, у ^олда л- ва демак, <p(.v) =  G«л- );

б) агар Ag алюритм карама-карши жаиобни берса,  
у холда х £ А ,  ва демак, f i x )  =  0 .

Машина тасмасига х  ни ёзайлик. Машина чекли 
кадамдан сунг цандайдир натижа билан ишдан тух- 
тайди.

Маълумкй Гёдель номери гп булган *ар бир Тью­
ринг машинаси ^андайдир &т(х)  функцияни ^исоблай-
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ди. Агар М tp(-xr) ни дисоблайдиган машина булса, у 
долда дар ^андай х  учун

ят( л ) ~* ( х ) ,

хусусан, х = т  учу и
ет( т)  =  f ( m)

булади. *т х)  умумрекурсив функция Оулгани учун 
4-теоремага асосан ат(х)  =  F(rn, х) ,  хусусан,

(1 ) ва (2 ) дарбир-бирига зиддир. Досил булган зид-  
дият килинган фараз  потугри, теорема эса уринли 
эканини курсатади.

Т а  ъ р и ф .  G туплам на унда аникланган ассоциатив 
амалдан иборат -.О’; система ассоциатив■ 

система  ёки ярим группа  дейилади.
А \ а и а-,, . . . , i/„i бирор алфавит булсин. Одат- 

дагидек,  А алфавит дарфларинипг ихтиёрий кетма- 
кетлигини А алфавит устидаги суз деб атаймиз; б у т  
кетма-кетлик буш суз деб аталиб А каби белгиланади.

А алфавит устидаги барча сузлар тупламини 2 ( A )  
билан белгилайлик дамда мазкур тупламда сузлар 
„купайгмаси" тушунчасини киригайлик. Агар а  ва b 
2 (A) дан олинган сузлар булса, уларнинг „купайт- 
маси“ a b  деб бу сузларии кетма-кет ёзишдан досил 
булган ab сузга айтилади. Шундай килиб, a b = a b .

Равшанки,  сузларии „купай 1 ириш“ 2 ( A )  да ассоциатив 
амалдир,  ва демак, 2 (A) бу амалга нисбатан ассоциа­
тив система ташкил килади

Агар а сузни abd к>ринишда ёзиш мумкин булса,  
v долда b суз а сузнинг сузостиси дейилади; бу ерда 
с ёки d лар буш сузлар булиши дам, бир суз иккинчи 
сузнинг таркибига бир ёки бир неча марта кириши 
дам мумкин.

Маълумкн алгебраик система маълум аницловчи 
муносабатлар ёрдамида берилиши мумкин. Масалан, 
Лбе ль (коммутатив) грунпалари

(1)
булапи Аммо, иккинчи тоиондан,

(f(m) =  G(/«) ~-s^(F(m,  т)). ( 2 )

df

261



( х у ] г  -  х ( у2 )» 
лгу -  у к, 

х е  =  ех =  х, 
х х ~ % => х~1 х — е

куринишдаги аницловчи муносабатлар ёрдамида бери- 
лади; бунда, бу аникловчи муносабатларни ташкил 
зтувчи тенгликларнинг ^ар яккала цисмларини шу 
группа алфавитдаги суз деб каралади.

О группа ва уни аникловчи муносабатлар

w = w ‘t, -ш,—w - ........... w k w't (3)

-берилган булсин; бунда ва w\ (i  =  1. k) лар группа 
а л ф а в и т д а г и  сузлардир. и суз таркибида катпашган

1 , k) сузостини w s суз билан алмаштириш нати- 
жасида v  сузни ^осил цилиш мумкин булса,  у холда 
v  суз и суздан унг элеменгар шакл алмаштириш на- 
тижасида зосил килинган дейилади. Худди шундай 
■(ш! ни w s билан алмаштириш) чап элеменгар шакл 
алмаштириш тушунчасини киритиш мумкин.

Агар и создан v  сузга унг ёки чап элементар шакл 
алмаштиришларни чекли марта куллаш натижасида 
утиш мумкин булса, у з^олда и ва v  лар эквивалент 
сузлар дейилади ва u^sv  каби белгиланадй. Шундай 
цилиб, н=зк булса, сузларнинг шундай

занжири мавжудки,  бунда <у, суз и дан, q„. эса 
v суздан иборат булиб, хар бир qt — Ц =  I. т — I) 
нфода ягона унг ёки чап элеменгар шакл алмаштириш* 
дан иборатдир.

1914 йили норвегиялик Туэ цуйндаги масалани 
к уйди:

(3) аникловчи муносабатлар билан берилган G 
групианинг ихтиёрий иккита и ва v  сузи эквивалентми 
ёки йукми эканлигиии аникловчи алгоритм мавжудми?

Бу масала факат 50-йилларнинг бошларида буюк 
рус математиги II. С. Новиков томонидан ечилди — 
аатижада ушбу  масала, яъни группаларда сузлар эк- 
вивалснтлиги масаласи алгоритмик ечилмайдиган ма­
сала эканлиги иамоён булди—бу алгоритмлар назария- 
сининг буюк ютуцларкдаи бири эди.

Яна ассоциатив системаларга кайтамиз.
2 (A) — ассоциатив система _\гамда уни аницлоачн

Д t - й ц  Л -i ~  В2, , . . ,  Л 4 ~  Вк
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муносабатлар булсин; бунда “ махоус бел г и булиб,, 
у .формал тенглик” деб аталади. ассоциатив сис-
темадаги бирор А  суз таркибида Л Д $ = 1 ,  к) сузости 
цатнашгаи булса,  уни Bs суз билан алмаштириш (унг 
элрментар шакл алмаштириш),  В  суз таркибида Bs 
сузости катнашган булса,  уни As билан алмаштириш 
(чап элементар шакл алмаштириш) мумкин. Ассоциатив 
системада сузлар эквивалентлиги тушунчаси ю^ори- 
дагияек киритилади.

Ассоциатив сис!емалар учун ушбу алоритмик проб- 
лемаларни царайлик:

I. Берилгаи ассоциатив сисгеманинг ихтиёрий и к к и та 
сузи эквивалентми ёки йу|<ми эканлигини аницловчи 
алгоритм мавжудми?

II. Ихтиёрий ассоциатив системадаги иккита их­
тиёрий суз эквивалентми ёки йукми эканлигини аник- 
ловчи алгоритм мавжудми?

I алгоритмик проблема муайян ассоциатив система 
учун куйилган булиб,  табиий, бу проблеманинг ечилмас- 
лигилан II проблеманинг ечилмаслиги келиб чикали.

Куйида биз сузлар эквивалентлиги проблемаси 
ечилмайдиган муайян ассоциатив система 1<урамиз.

Рекурсив булмаган р. с. ч. т. мавжудлиги .^акидаги 
теореманимг исботида аК/(х))  к. р. функция дан фой- 
далзиган эдик. Бу функция 1 циймзт кабул килган 
туплам С булиб, v рекурсив булмаган р. с. ч. т. 
эканлиги уша теоремада курсатилган эди.

Мазкур функцияни ^исоблончи бир ^арфли Тью­
ринг машинаси мавжуд булиб, бу машина тасмасига х  
натурал сон (тугрироги, унинг V ^  j | ) алфавитдгп? 
коди) ёзилса, | ).  . . ] | s0 бошлапгич вазиятдан иш

<h
б о ш л а \  7.((](х)) функция х  нчцгада аникланган бул­
са, чекли каламдан сунг ушбу охирги вазиятда ишни 
тугати пи.

Волщача айтганла,  x £ G  булиши учун М машина 
юкорида келтирилган бошлангич вазиятни юкорида кел- 
тилилгаи охирги вазиятга утказиш зарур ва етарлиднр.

С  норекурснв туплам булгани учун бир уринли 
„ х(: С “ „кириш* прели кати, табиий, умумрекурсив 
предикат эмас. Демак,  ихтиёрий х  натурал сон С туп­
ламга к и ради ми ёки йуцми эканлигини зниклоичп- 
алгоригм м в ж уд эмас. Бу эса уз навбагид* ихгпсриЛ 
х  натурал сон учун машина -V 1 . . . И s0 бошлангич

вазиятни se j ! . .  . i s,, [ su охирги вазиятга утказадимк



ёки йукми эканини аниклайдиган алгоритм м а з ж у д  
эмас эканлигини курсатади. Бу масала баьзан ,маши- 
нанинг тухташи проблемасн* дом дейилади.

Бизнинг мацсадимиз, бошлангич вазиятни охирги 
вазиятга утказмайдиган, яъни бошлангич вазиятдан 
иш бошлаб доч дочон тухтамайдиган машина куриш- 
дир.

Бунинг учун М машина ички ва ташки алфавитлари 
домда унинг программаси билан боглик булган ас­
социатив система цурамиз. Машинанинг ташки бел ш -  
ларн s0 ва |, ички ^олатлари q„, </,, . . . , qm булса, яна 
бигта янги h белги киритиб, А = 1б’0, j, q,h q u . . .  , qm, 
h) алфавитни хосил киламиз. 2 (A) ассоциатив сис­
тема н к нг аникловчи муносабатларини машина прог­
рамм ас ила ги командаларга караб танлаймиз.

Маълумки,  командалар уч турда булади:
L SjHqf, \1. ЯД'-? SjJIq?; III. slqi -r  s / l q r

бунда масалан, st s0 ёки j ни билдиради. Хар бир 
командага унинг турига дораб бир ёки бир неча аник­
ловчи муносабатларни мос куямиз.

Аввало „Пост сузи“ тушунчасини киритайлик
Машинанинг ишлаш жараёнида хосил буладиган 

asfi  вазиятга 2 (A) даги haSiq^bh сузни мос куямиз:
{Ы.

бунда а  ва b лар А алфавит устидаги бирор сузлар булиб, 
h мос куйилган сузнинг „четлари* дир hasq.bh  пост 
сузи дейилиб, дар дондай пост сузи 2 (A) ассоциатив 
■сисгеманинг сузи эканлиги, аммо 2 (A) нинг сузи пост 
сузи булмаслиги мумкинлиги равшандир. Пост суз- 
дарининг характерли томони шундан иборатки, h дор- 
фи пост сузида фадот иккита жойда,  qx эса ф ак а гб ир  
ж-ойда учрайди.

I тур командаларига аникловчи муноса-
батни, яъни

so 4 . ^ q ?, sa( f ~ \ q p  | }'/, '  1 *7,

аникловчи муносабатларни мос куямиз.
1! тур командалар икки хил гурудга  ажратилади:

a) s tq  ̂ JIqA: б ) stf-^ s^ lq^

Биринти тур командаларга ушбу аникловчи муносабат 
мос куйилса:
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'*Ч> I Яп i'oЦ-ф | >
“ <L '  i<-J .

иккинчи тур командаларга куйидаги 9 та анщловчи 
муносабат мос кУйилади:

sr^ s us t, (г,  ^ - = 0, 1),
Л м Л ~ ~  As(,<^s(ls„ (f — 0 ,1 ), 
s rs, q j i ~ s rq j i ,  ( r  =  0 , 1),

• h s f l k ^ - k s ^ h ;

бу ерда 5r , s /5 s, лар s„ ёки | дан иборат (£, = 1). 
Шунга ухшаш И тур командаларга з^аы жами 12 та 
аникловчи муносабатни мос куйиш мумкин.

Ш ундай  цилиб, V(A) ассоциатив системанинг барча 
(25 та) аницловчи муносабатлари досил цилинади. 
Табиийки, о4 вазият оА вазнчтдан ^осил ^илинган 
булса, Л +̂1 суз А к суздан юкорида келтирилган а н щ -  
ловчи муносабатлар ёрдамида досил килинади.

2- т е о р е м a. V(A ) ассоциатив системада hastgsqh 
ва hcsflpdh пост сузлара эквивалент булиши \чуя  
М Тьюринг машинаси asfi вазиятни яекли цадамдан

На
сунг csxl вазият билан алмаштириши зарур ва

4»
етарлидир.

3 - т е о р е м а .  £ ( А )  ассоциатив системада а х -  
тиёрий и ва v  сузлар эквивалент ёки эквивалент 
эмаслигини курсатувяи алгоритм мавжуд эмас.

М а ш р а р

1 . Куйидаги арифметик функциялар примитив р е ­
курсив функциялар эканини курсатинг:

а) <?(х)=2х;  б) <?<(.*)=■ 2-х+З; в) ^ х ) —2л;
г) о. (л)  3; д) ъ(х)  =  л 2-+-3* +  2 ; е) <?(х)—х ~ \ У х \ 2 — 
„х дан унинг чап томонидаги эн г якин тулик 
квадраггача булган масофа*, бунда

__ j х  — у. агар х'.>^у булса,
\  0 , агар х  <  у  булса.

265-



2 . Иккили системада ушбу ■функцияларнинг ций- 
матларини ^нсобловчи мос Тьюринг машииаларини 
К урин г:
а) у (Ж) — х  -{- 2 ; б) ® ( х ) = * х - М ;
в) cp(x)^s3; . ' г) ь(х)  . a.  N,

3. Натурал сон {| ( а л ф а в и т а  кодланган булса,  
унинг унли системадагн шаклини топувчи Тьюринг 
машинасини куринг.

4. Натурал сонлар у'нли системада кодланганда 2- 
машкда келтирилган функцияларнинг киймагларини 
,%исоблоачи мос Тьюринг машииаларини цуринг,

5. Ташки алфавити } | !  булган Тьюринг машина- 
ларида цуйидаги функцияларни реализация килинг:
a) 1 ; б) х (х, у) =  у; в) ф(х, у ) = . т а х ( х ,  у);

г) y) =  m!n{x, у).

Ж
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