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ВВЕДЕНИЕ

Роль математики в различных областях естествознания 
и и рл time время была неодинаковой. Она складывалась 
in трически, и существенное влияние на нее оказывали два 
фок три: уровень развития математического аппарата 
и ( т и ш ь  зрелости знаний об изучаемом объекте, а также 
иотможпосIь описать его основные черты и свойства на 
и I ы к с математических понятий и соотношений, или, как те
перь принято говорить, возможность построить «математи
ческую модель» изучаемого объекта.

Приведем простейший пример математической модели. 
Представим себе, что требуется определить площадь пола 
luiMiian.i. Для выполнения такого задания измеряют длину 
н ширину комнаты, а затем перемножают полученные чис- 
.1,1 Эта элементарная процедура фактически означает сле- 
Iу кмцее. Реальный объект — пол комнаты— заменяется 
afic I рактной математической моделью— прямоугольником. 
Прямоугольнику приписываются размеры, полученные 
и результате измерения, и площадь такого прямоугольника 
приближенно принимается за искомую.

Математическая модель, основанная на некотором упро
щении, идеализации, никогда не бывает тождественна рас
сматриваемому объекту, не передает всех его свойств и осо
бенностей, а является его приближенным отражением. Од
нако благодаря замене реального объекта соответствующей 
ему моделью появляется возможность математически сфор
мулировать задачу его изучения и воспользоваться для 
анализа его свойств математическим аппаратом, который 
не зависит от конкретной природы данного объекта. Этот 
аппарат позволит единообразно описать широкий круг фак
т а  и наблюдений, провести их детальный количественный 
анализ, предсказать, как поведет себя объект в разных усло
виях, т. е. прогнозировать результаты будущих наблюдений.
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Математические модели давно и весьма успешно приме
няются в механике, физике, астрономии.

Часто приходится изучать явления, для которых практи
чески трудно или принципиально невозможно отыскать все 
причины, порождающие их, и тем более количественно их 
выразить. Такие явления невозможно описать функционально.

Например, ири бросании монеты нельзя предсказать, 
какой стороной она упадет; для этого необходимо было 
учесть слишком много факторов: работу мышц руки, уча
ствующей в бросании, малейшие отклонения в распределе
нии массы монеты, движение воздуха и др. Результат бро
сания случаен. Но, оказывается, при достаточно большом 
числе бросаний монеты существует определенная законо
мерность (герб и цифра выпадут приблизительно поровну).

Закономерности, которым подчиняются случайные собы
тия, изучаются в разделе математики, который называется 
теорией вероятностей.

Методы теории вероятностей широко применяются в ес
тествознании, технике, экономике. Они широко применяют
ся и в физике (например, в теоретической физике).



Р а з д е л  I 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

Г л • в л 1. СИСТЕМА КООРДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ 
И ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

§ 1.1. Декартова прямоугольная и полярная 
системы координат на плоскости

I, Декартовы прямоугольные координаты. Возьмем на плос- 
N01 in дне взаимно перпендикулярные прямые Ох и Оу с указан-
... ми на них положительными направлениями (рис. 1). Прямые
0\ н ()ц называются координатными осями, точка их пересече
нии I) началом координат. Обычно полагают, что ось Ох гори- 
ннпнльна, а ось Оу вертикальна относительно наблюдателя; по- 
1ожнгельное направление на Ох слева направо, на Оу — снизу 
нмгпх.

Выберем единицу масштаба (будем предполагать, что на обе- 
ич осях координат выбрана одна и та же единица масштаба). 
Координатные оси Ох, Оу с выбранной единицей масштаба на
минаются декартовой прямоугольной (или кратко прямоуголь
ной) системой координат на плоскости. (Декартова прямоуголь
ник система координат носит имя французского математика,
ос..... аналитической геометрии Рене Декарта (1596—
l(ihO).)

Произвольной точке М плоскости поставим в соответствие 
дин числа (рис. 1):

абсциссу х, равную расстоянию от точки М до оси Оу, взято
му со таком « +  », если М лежит правее Оу, и со знаком «— », 
если М лежит левее Оу,
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Рис. 3 Рис. 4

ординату у, равную расстоянию от точки М до оси Ох, взято
му со знаком « +  », если М лежит выше Ох, и со знаком «— », ес
ли М  лежит ниже Ох.

Абсцисса х и ордината у называются декартовыми прямо
угольными (или прямоугольными) координатами точки М. З а 
пись М (х; у) читают: «Точка М с абсциссой, равной х, и ордина
той, равной у».

Отметим, что каждой точке плоскости соответствует одна па
ра действительных чисел х и у (ее координат). Верно и обратное: 
каждой паре действительных чисел х и у соответствует одна точ
ка плоскости. Это значит, что положение на плоскости произ
вольной точки М полностью определяется ее координатами х и у.

Координатные оси Ох и Оу разбивают плоскость на I, II, I I I ,
IV  к в а д р а н т ы  (рис. 2). Знаки координат точек в различ
ных квадрантах указаны в таблице:

I II I I I IV

X + — — +

У + + - —

При этом если точка М (х; у) лежит на оси Оу, то х =  0; если 
М (х; у) лежит на оси Ох, то у =  0.

На рисунке 2 построены четыре точки М, (2; 1), М 2( — 4; 3), 
М 3 ( — 4; - 2 )  и М4(0; — 2).

2. Полярные координаты. Зафиксируем на плоскости точку
О и выходящую из нее полупрямую Ор, а также выберем едини
цу масштаба (рис. 3). Точка О называется полюсом, полупрямая 
Ор — полярной осью.

Произвольной точке М (отличной от О) плоскости поставим 
в соответствие два числа:

полярный радиус г, равный расстоянию от точки М до полю
са О;
6



пи 1 1i/inhii) ц.'ол (|), равный углу между полярной осью Ор и по- 
I \ при мой (>М.

Молирный угол <|) измеряется в радианах, отсчет положитель
ны» ( mi рииа тельных) значений ф ведется от Ор против движения 
(ми и ин мм'и и 1о) часовой стрелки. При этом обычно полагают, что 

П * «с ч  л
Полюсу О соответствует полярный радиус г =  0, полярный 

y iмл или него не определен.
Ьшись М (г; (|>) означает: точка М с полярными координата

ми t и <|
I lull н м швисимость между прямоугольными и полярными 

кммрлнна I а ми. Будем считать начало координат О прямоуголь
ном I моемы хОу одновременно полюсом О, а луч Ох примем за 
ммлмриую ось Ор (рис. 4).

II I рисунка 4 видно, что для точки М (х\ у )(М (г ; ф)) справед- 
|ннм coot ношения

х= гсоэф , г/ =  г sin ф (1)

г =  Л/х2 +  у2, tg ф = ^ . (2)

'Формулы (1) выражают прямоугольные координаты точки 
И чере I ее полярные координаты. Это можно доказать для лю- 
По|о расположения точки М на координатной плоскости. Форму- 
I ы выражают полярные координаты точки М через ее прямо- 
уI млЫ 1 ые координаты и тоже верны при любом положении точ
ки М

(пмоим, что tgф =  -̂  дает два значения ф ( — я < ф ^ я ) .
Милому для вычисления полярного угла ф точки М по ее пря
мой о.п.ным координатам х и у предварительно выясняют, в ка
пом квадранте лежит точка М.

II || и м ер  I Даны прямоугольные координаты точки А : х = \ , у = \ .  Найти

к  инлнрныг координаты. По формулам (2) находим г =  V l 2+ 12 =  "\/2~. tg<P= l-
л Зл я

I I I  Iмv ” шпчгнии ч, =  ~  и <Р = --- выбираем ф =  — , так как точка А  лежит

н I ir р in I м кип драите. Итак, полярные координаты данной точки г =  д/2", ф =

П р и м е  р 2. Полярные координаты точки А таковы: г =  2, ф =  -̂ -. Тогда по

фирмулпм |1| прямоугольные координаты этой точки будут х =  2 cos-̂- =  0, у =

■  II «In £  — 2
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§ 1.2. Простейшие задачи на плоскости

1. Расстояние между двумя точками. Найдем расстояние 
d между двумя данными точками Л4, ( jc,; //,) и М2(х2\ у2) (рис. 5). 
Из прямоугольного треугольника M tNM 2 по теореме Пифагора 
имеем:

--^MtN2 +  M 2N2.

Известно, что расстояние между точками А и В, расположен
ными на координатной прямой (оси), вычисляется по формуле 
d =  A B = \ x „  — хА\, где хА и хв — координаты точек А и В  этой 
прямой. Но M lN =  A xA2=\x2 — xx\, NМ2 =  В ,В 2 =  \у2 — У\\- Поэтому

d =  ̂ J(x2 — х1)2 +  (у2 — г/,)2. (1)
П р и м е р .  Найти расстояние между точками А ( — 1; — 2) и В  ( — 4; 2). По 

формуле (1) имеем:

Л В  =  У ( — 4 + 1 )2 +  (2 +  2)2 = У 9 + 1 6  =5.

2. Деление отрезка в данном отношении. Пусть даны точки М \(хх\ г/,) и 
М 2(х2', Уч). Требуется найти точку М  (х\ у), лежащую на отрезке М ,М 2 и делящую 
его в данном отношении:

Л*,М
М М ,

=  Х . (2 )

Опустим из точек M t, М  и М 2 перпендикуляры на ось Ох (рис. 6), получим:

Л Ш 2 АА2 '

При выбранном расположении точек имеем:

A tA = x  — jcj, А А 2 =  х 2 — х. 

Поэтому заданное отношение (2) принимает вид:

х — х,
■ = К

8
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H*v HI
X, -j- к x2

(3)
Дни till M4110

1+A,

У\ + ЬУ2 (4)y = 1 +x
It mni ii iih  ih , если A = l,  т. e. при делении отрезка /V),Af2 пополам, получаем:

П р и м е  ч а и и е. Формулы (3) и (4) верны при любом расположении точек

П р и м е р .  Вычислить координаты точки М  (х; у), делящей отрезок М ,М 2,

§ 1.3. Геометрическое истолкование уравнения 
с двумя переменными

1!рнмоугольная и полярная системы координат позволяют за- 
ниилп» различные линии на плоскости их уравнениями.

О п р е д е л е н и е .  Уравнением линии на плоскости в прямо- 
утльной системе координат хОу называется уравнение f (х, у) —

О, которому удовлетворяют координаты каждой точки данной 
линии и не удовлетворяют координаты любой точки плоскости, 
не лежащей на этой линии.

Переменные х н у  уравнения линии называются текущими 
координатами.

Покажем, например, что уравнение л: — у =  0, или

является уравнением биссектрисы I и I I I  координатных углов.
По определению биссектрисы угла для произвольной точки 

Af ( v; //((лежащей на биссектрисе) имеем N2M =  N tM  или ONt =  ON2 
(рис. 7), и поэтому х =  у, т. е. координаты всех точек биссектрисы 
удовлетворяют уравнению (1). Очевидно также, что у любой точ
ки, не лежащей на данной биссектрисе, координаты не равны 
между собой и не удовлетворяют уравнению (1).

Отметим, что геометрическим образом данного заранее урав
нения не всегда будет линия. Может случиться, что уравнению 
соответствует лишь несколько точек (уравнению х2-\-у2 =  0, на
пример, на плоскости соответствует только одна точка (0; 0)). 
Встречаются и такие случаи, когда заданному уравнению не со- 
ответствует на плоскости ни одна точка (как, например, уравне
нию )С* +  у2 +  1=0).

X —

МХМ
I /и Л f, ( I . I)  и т 2(4; 7), в отношении — — ==2. Согласно формулам (3) и (4) имеем:

х =  у, (1)



§ 1.4. Прямая линия

I. Уравнение прямой с угловым коэффициентом. Пусть пря
мая I не параллельна оси Оу (рис. 8). Обозначим точку пересече
ния / с осью Оу буквой В (0; b), а угол между положительным 
направлением оси Ох и / обозначим ф. Угол ф, отсчитываемый от 
оси Ох против часовой стрелки (О ^ ф С л ),  называется углом на
клона прямой / к оси Ох.

Выведем уравнение прямой /.
Пусть М (х\ у ) — произвольная точка прямой / с текущими 

координатами х и у. Из прямоугольного треугольника BM N  (рис. 8) 
имеем:

=  (П

Эту величину называют угловым коэффициентом прямой и обо
значают k : & =  tgф. Тогда из равенства (1) получим:

откуда
у =  kx -\- Ь. (2)

Уравнение (2) называется уравнением прямой с угловым ко
эффициентом, число b называется начальной ординатой (это ор
дината точки В).

Л ЛП р и м е р .  Если ф =  — , 6 =  — 3, то £ =  tg — =  I и уравнение данной прямой

имеет вид у =  х — 3.

Если в уравнении (2) k =  0, то имеем уравнение прямой, па
раллельной оси Ох и проходящей через точку В (0; Ь):

у =  Ь. (3)
При Ь =  0 из (3) получаем уравнение координатной оси Ох: у =  0.
10



Ilu миологии с уравнением (3) уравнение

п и , уравнение прямой, параллельной оси Оу и проходящей че- 
|м I тчку  I (и; 0). При а =  0 из равенства (4) имеем уравнение 
ммнммни I ной оси Оу\ х =  0.

'} Общее уракнение прямой. Уравнением с угловым коэффи- 
пнпном может быть задана любая прямая на плоскости, не па- 
рмдлельнан оси ординат.

Дюбую прямую без каких-либо ограничений можно задать 
у рммнением

А х + В у  +  С =  0, (5)
I не 1 и /( коэффициенты, одновременно не равные нулю.

I ео ре ма .  Каждая прямая на плоскости с прямоугольной 
( in гг мой координат определяется уравнением первой степени, и, 
iiiiiiOnpor, каждое уравнение первой степени определяет некото- 
141X1 прчмую на плоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть дана прямая, не параллель
ной оси ординат. В этом случае прямая описывается уравнением 
| угловым коэффициентом y =  kx-\-b, которое является частным 
I думаем уравнения (5) при A — k, В =  — 1, С =  Ь.

Пусть теперь прямая параллельна оси Оу. Тогда ее уравне
ние ошишется в виде х— а. Это уравнение тоже частный случай 
уравнении (5) при А =  \, В  =  0, С =  — а. Итак, любая прямая на 
плоскости определяется уравнением первой степени.

2) Покажем теперь, что произвольному уравнению первой 
■ геиепи (5) (А и В одновременно не равны нулю) соответствует 
некоторая прямая на плоскости.

Действительно, если В ф  0, то уравнение (5) можно преобра- 
юмать в уравнение

А С
у =  ~ - в х ~ - в '

А
I е в уравнение прямой с угловым коэффициентом k — — — и

С
начальной ординатой Ь = — —. Если В  =  0, А=/=0, то уравнение (5)

,  Спреобразуется к виду х =  — — , т. е. в уравнение прямой, парал
лельной оси Оу. Теорема доказана.

Уравнение первой степени (5 ) (А и В  одновременно не равны 
нулю), описывающее на плоскости любую прямую, называется 
пощим уравнением прямой.

3. Уравнение прямой в отрезках. Предположим, что в общем 
уравнении прямой А Ф  0, В ф  0 и С ф  0. Перенесем С в правую 
час и. и разделим обе части полученного уравнения на — С, полу-

х =  а (4)



чим - ^ x - j— ^7 7 # =  1, или x И— У—  =1. Обозначив — -̂- =  а,
— С> —  С. —  и --С. /1

л s
с— й= Ь, придем к уравнениюD

а b (6)

Уравнение (6 ) называется уравнением прямой в отрезках. 
Это название объясняется тем, что числа а и b определяются от
резками ОА и ОВ, которые прямая отсекает на осях координат 
(рис. 9). Такой вид уравнения удобен для построения прямой.

Заметим, что прямые, параллельные координатным осям, 
и прямые, проходящие через начало координат, не могут быть 
записаны уравнениями в отрезках.

4. Уравнение прямой, проходящей через данную точку в дан
ном направлении. Выведем уравнение прямой, проходящей через 
данную точку М , (х,; у {) и имеющей данный угловой коэффици
ент k. Уравнение этой прямой имеет вид:

Это и есть уравнение искомой прямой.
П р и м е р .  Уравнение прямой, проходящей через точку М (  — 1; 8), с угло

вым коэффициентом k = \  согласно (9) есть у — 8 =  х+ 1 , или х — у -\-9 =  0.
П р и м е ч а н и е  1. В уравнении (9) постоянная k может быть .гчобым дейст

вительным числом. Поэтому в форме (9) может быть записано уравнение всякой 
прямой, проходящей через точку М,, не параллельной оси Оу. Уравнение прямой, 
проходящей через данную точку М, параллельно оси Оу, будет иметь вид х =  х, 
( п .  I ) .

П р и м е ч а н и е  2. Совокупность всех прямых, проходящих через некоторую 
точку плоскости, называется пучком прямых, а общая их точка — центром пучка.

5. Угол между прямыми. Рассмотрим на плоскости две прямые 
/,\y =  k\X-{- bt и l2:y =  k2x-\-b2— с углами наклона к оси Ох 
соответственно ф, и ф2 (рис. 1 0 ).

Углом между прямыми /, и / 2 будем называть угол (/,, /2) =  
=  Ф — наименьший угол, на который надо повернуть первую пря
мую /, вокруг точки пересечения М против часовой стрелки до 
совпадения ее со второй прямой / 2 (0 ^ ф < л ) .  Из рисун
ка 10 видно, что ф =  ф2 — ф,. Поэтому tgq> =  tg (ф2 — ф]) =

1 + tg ф2- tg ф, ’

y =  kx-\-b.
Так как искомая прямая проходит через точку М,, то

y x= k x { +  b.
Вычитая из равенства (7) равенство ( 8 ), получаем:

У — У i =  k (x  — x,).

(7)

(8 )

(9)

12



I ’m-. 9 Рис. 10

(1 0 )

Формула (10) дает выражение тангенса угла между двумя 
прямыми через угловые коэффициенты этих прямых.

Гели прямые /j и /2 параллельны, то ф ,=ф2 и> следовательно, 
Л', />■.„ т. е. параллельные прямые имеют равные угловые коэф
фициенты.

Обратно: если kx =  k2, то tgф 1 =  tgф2. Следовательно, Ф, =  Ф 2, 
П1 к как О ^ ф С л , и прямые /, и /2 параллельны.

Пусть ф =  у ,  т. е. /j и /2 взаимно перпендикулярны. В этом

I с. угловые коэффициенты взаимно перпендикулярных прямых 
пнрагны по абсолютной величине и противоположны по знаку.

Справедливо и обратное утверждение.
П р и м е р .  Найти две прямые, проходящие через начало координат, одна из 

которых параллельна, а другая перпендикулярна прямой у — 2х— 3.
!ак как искомые прямые проходят через точку (0; 0), то их уравнения имеют 

мил i/ =  k lx, y =  k2x. Для данной прямой k =  2. Отсюда и на основании условий па

раллельности и перпендикулярности прямых получаем kx— 2 и k2= — -j . Поэтому

искомые прямые запишутся уравнениями у =  2х и у = — — х.

6. Взаимное расположение двух прямых на плоскости. Если 
две прямые /, и /2 лежат на плоскости, то возможны три различ
ных случая их взаимного расположения: 1) пересекаются 
(т. е. имеют одну общую точку); 2) параллельны и не совпадают; 
.4) совпадают.

Выясним, как узнать, какой из этих случаев имеет место, ес
ли эти прямые заданы своими уравнениями в общем виде:

или ( 1 1 )



|  Â x-\- B {y C { — О, 
| А 2х -)- В 2у +  С2 =  0.

(1 2 )

Если прямые /, и /2 пересекаются в некоторой точке М (х; у), 
то координаты этой точки должны удовлетворять обоим уравне
ниям системы (12). Следовательно, чтобы найти координаты точ
ки пересечения прямых /, и /2, надо решить систему уравнений 
(12). Умножим первое из уравнений (12) на А2, а второе на Л, 
и вычтем первое из второго. Имеем:

(Л ,В2- Л 2В,)г/ +  С2Л , - С |Л2 =  0. (13)
Аналогично получаем:

(А ,В 2 — А2В 1) х + С 1В 2- С , В 1 =  0. (14)
Если Л ,й2 — А2В, ф  0, т о  и з  ( 13) и (14) получаем решение системы 
уравнений (12):

С,Л2 — С2Л ,
У =  A R R ( 15)

— это и есть координаты х и у точки пересечения прямых /, и /2. 
Итак, если Л ,В2 — А2В 1Ф 0, то эти прямые пересекаются. 
Если

Л ,В2 — Л2Й ,=  0, (16)

то выражения для х и г/ не имеют смысла. В этом случае прямые 
/, и /2 параллельны. Действительно, из условия (16) следует, что

А А.— -̂ -= — -i, т. е. k, — k2 (если же В, =  В 2 =  0, то прямые /, и L  naif, в2
раллельны оси Оу и, следовательно, параллельны между собой). 
Условие (16) можно записать в виде

Здесь один из знаменателей может оказаться равным нулю. Что
бы обоЙТИ ЭТу ТРУДНОСТЬ, ДОГОВОРИМСЯ ВСЯКуЮ ПрОПОрЦИЮ ^ =  ̂

понимать в смысле равенства ad =  bc. Тогда обращение в нуль 
одного из знаменателей в (17) означает обращение в нуль и со
ответствующего числителя. В самом деле, если, например, Л2 =  
=  0, то, поскольку В 2Ф  0 (Л2 и В 2 не нули одновременно), из ра
венства Л ,В2 =  Л2В| замечаем, что Л , == 0.

В частности, параллельные прямые могут совпадать. Выяс
ним, каков аналитический признак совпадения прямых /, и /2. 

Пусть
А, В, С

сТ- <18>
14



I lo.'Ui ли каждое из этих отношений равным q, найдем:

I л к и м образом, первое уравнение (12) получается из второго 
умножением всех его членов на некоторое число q, т. е. уравне
нии (12) равносильны. Следовательно, рассматриваемые парал- 
'itvii.Hi.ic прямые совпадают.

I ели при выполнении условия (17) хотя бы один из свободных 
■I it нив уравнений (13) и (14) будет отличен от нуля (или С2А , —  

<ч \ ./ () ,  или С ,В2— С2В |=^0), что кратко записывают так:

in уравнения (13) и (14), а значит, и уравнения (12) не будут 
нмем. решений (по крайней мере одно из равенств (13) или 
(I I) будет невозможным). В этом случае параллельные прямые 
/( п /,, не будут совпадать.

Il l  як, условием совпадения двух прямых является пропор
циональность соответствующих коэффициентов их уравнений.

Допустим, что ни одна из прямых /, и /2 не параллельна оси

Условие перпендикулярности таких прямых следует из ра- 
iieiiciH ( I I ) ,  (20) и имеет вид:

Хоти соотношение (21) получено в предположении, что ни од- 
11л ил прямых /j и /2 не параллельна оси Оу, оно остается вер
ным, если это условие нарушается.

П р и м е р  1. Прямые Зх-\-4у— 1 = 0  и 2дс +  Зг/ — 1= 0 пересекаются, так как 
I .1 2-4^=0. Координаты точки пересечения согласно (15) х =  — 1, у =  1.

П р и м е р  2. Прямые 2х — i/ +  2 =  0 и \х — 2у — 1= 0 параллельны (они не 
имени общей точки), так как выполнено условие (19).

П р и м е р  3. Прямые х-\- у-\- 1= 0 и 3* +  3i/ +  3 =  0 совпадают, так как вы
полнено условие (18).

П р и м е р  4. Прямые 3* — 4(/ +  8 =  0 и 4* +  3у — 9 =  0 взаимно перпендику
лярны, гак как выполнено условие (21).

7. Нормальное уравнение прямой. Пусть дана какая-нибудь 
прямая, не проходящая через полюс О (рис. 11). Проведем через 
полюс прямую, перпендикулярную данной, и обозначим Р  точку 
ее пересечения с данной пр-ямой (рис. 11). Пусть а — угол между 
полярной осью и лучом ОР, р — длина отрезка. Выведем уравне
ние данной прямой, считая известными а и р — ОР. Пусть

A j =  A2q, B\ =  B 2q, C { =  C2q.

(>1/ Гогда их уравнения можно записать в виде 
у =  ktx-\- bh y =  k2x-\-b2,

( 20 )

Л|Л2+  В\В2 — 0. (21)
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М (г; ф) — произвольная точка 
данной прямой. Из прямоугольно
го треугольника ОРМ  имеем:

г cos (а — ф) =  р. (22)
Это уравнение называется урав
нением прямой в полярных коор
динатах. Перепишем уравнение 
(22) в виде
г cos ф cos a - t- rs ir^ s in a  — р =  0.
Отсюда, учитывая зависимость 
между полярными и прямоуголь- 

*>ис 11 ными координатами, получим:
х cos a -)- у sin a — р =  0. (23)

Это уравнение называется нормальным уравнением прямой.
Если дано общее уравнение прямой А х B y С =  0 (А и В  

не равны нулю одновременно), то его можно привести к виду 
(23). Действительно, умножив обе части этого общего уравнения 
на некоторое число р=̂ =0, получим цАх-{- \iBy -(- рС =  0. Выберем 
р так, чтобы выполнялись равенства

\iA =  cos ft, p.B =  sinft, pC = — p. (24)
Возведя обе части двух первых равенств (24) в квадрат и поч

ленно складывая, получим:
р.2 (А2-\- В 2) =  cos2 ft -f- sin2 a =  1.

Так как А2-\-В2Ф  0 (Л и В не равны нулю одновременно), то
±  I

! ' : \А2+ В2
Число р. называется нормирующим множителем. Третье из урав
нений (24) позволяет решить вопрос о выборе знака числа р. Так 
как р > 0, то рС < 0 , т. е. знак р выбирается противоположным 
знаку С; если С =  0, то для р можно выбрать любой знак.

Итак, общее уравнение прямой приводится к нормальному 
виду путем умножения его на нормирующий множитель р.

П р и м е  р. Уравнение прямой Зл: — 4у — 5 =  0 привести к нормальному виду.

Нормирующий множитель ц =  — = — Умножая на него обе части данно-
Д/32 +  42 5

го уравнения, получим:

Г - Т " - ' - 0-
3 . 4Для данной прямой, следовательно, р — 1, cosa =  — , sin a = —и О

8. Расстояние от точки до прямой. Найдем расстояние d 
от данной точки М0(х0\ у0) до прямой / (рис. 12), заданной
16



урммненнсм (23) (мод расстоянием d от точки М„(л:0; г/0) до пря
мой / понимается длина перпендикуляра, опущенного из М0 
мм I)

Промелем через точку М0 прямую /,, параллельную /. Запи
шем нормальное уравнение прямой /,:

Гели точка М0 ( jc0; г/0) и начало координат лежат по одну сторону 
in прямой / (рис. 13), то аналогично предыдущему установим, что

Гели прямая I задана общим уравнением 
Ах-\- Ву-\-С =  О,

ю с учетом вывода, сделанного в конце пункта 7, формула 
(27) принимает вид:

(25)

d =  — (jc0 cos а -\-у0 sin а — р). 

I l i  равенств (25) и (26) следует, что
d =  | х0 cos а +  у0 sin а — р |.

(26)

(27)

(28)
л[а ч ¥

у



П р и м е р .  Найти расстояние от точки М 0( — 6; 3) до прямой Зх— 4i/-f 15 =  0. 
По формуле (28) получаем:

 ̂ |3-( — 6) — 4-3 +  151 15 q 

Л/З2 +  ( — 4 )2 5

§ 1.5. Основные задачи на прямую

!. Составить уравнение произвольной прямой, проходящей 
через точку М, (х,; y t). Пусть

Ах -1- By  -f- С =  0 (1)
— уравнение искомой прямой. Значит, А4, лежит на этой прямой. 
Поэтому

Ах\-\- В у - ^ С  — О. (2)
Вычитая из (1) почленно (2), получаем:

А (х  — х1) + В ( у  — у ]) =  0. (3)
Очевидно, при любых А и В уравнению (3) удовлетворяют коор
динаты точки М

2. Составить уравнение прямой, проходящей через две дан
ные (различные) точки Af, (дс,; y t) и М 2 (х2; у2). Уравнение пря
мой, проходящей через точку М , //,), имеет вид (3). Так как 
прямая проходит и через точку М2, то

А (х2 — х ,)+ В  (у2 — у,) =  0,
откуда

А У 2 — У\
(4)В х2 — х, ’

и с учетом равенства (3) искомое уравнение запишем в виде:
х — х, ц — II,----=  (5)
*2 — *1 У2 — У\

П р и м е ч а н и е  I. Заметим, что в уравнении (5) один из знаменателей х2 —
— х, или у2 — у | может оказаться равным нулю (оба числа х2 — xt и у2 — у { равнять
ся нулю не могут, ибо точки /И, и М., различные). Так как всякую пропорцию 
мы условились (см. § 1.4, п. 6) понимать как равенство ad — bc, то обращение 
в нуль одного из знаменателей в равенстве (5) означает обращение в нуль и со
ответствующего числителя. Если, например, у2 — У\— 0, то у =  у х.

П р и м е ч а н и е  2. Формула (4) определяет угловой коэффициент прямой, 
проходящей ЧёфёЗ tA| И М2.

П р и м е р .  Написать уравнение прямой, проходящей через точки Л), (4; — 2) 
и М 2( 3; - 1 ).

На основании уравнения (5) имеем:

х — ̂  </ +  2
з _ , ,  = — rq r^ '  или х + у — 2 = о .



I Уравнение окружности. Как извест
ии, окружностью называется множество 
tii'it'k плоскости, равноудаленных от 
;i (I и ной точки, называемой центром 
окружности. Выведем уравнение окруж
ное I и

I I  yen . М„ ( хп\ у „ ) —  центр окруж н ости ,  
Л’ ее радиус, а М (х; у ) —  про извольная  
i оч к .i о кр уж н о сти  с т е кущ и м и  координа- 
I ими V и у (рис. 14).

» § 1.6. Уравнение линии

По определению окружности M0M =  R. Отсюда согласно ^ ор-

муле расстояния между двумя точками Д/(х — х0)2 +  (у  — у0)
— А’, ил и

У  =

(x — xuf  +  (y — y0f  =  R2. ( 1) 

^ТИ‘Формула (1) представляет собой уравнение окружное/  ̂
но уравнение второй степени относительно х и у. В глаЕ^ла 
подробно рассмотрим еще три вида линий (эллипс, гиперб</ ’ 
парабола), уравнения которых в прямоугольной системе KOOf 
п.п гакже являются уравнениями второй степени. Эти чет 
i i i i  i . i линий называются кривыми второго порядка. »  ее

Исли центр окружности совпадает с началом координат, т> 
уравнение принимает вид:

,.2_о2 ( П

ЛДИ- 
J I bipe

S  +  y2= R 2.
В полярных координатах (г; ф) окружность радиуса R с и/>ент-

/ромром в полюсе изображается уравнением r= R .
В тех же координатах (г; ф) окружность радиуса R с цент' 

в гочке (/?; 0) имеет уравнение r =  2Rcosn>. >бно
2. Параметрические уравнения линий. Иногда бывает УДс̂ д И_ 

вместо уравнения линии, связывающего прямоугольные коо^ кие 
паты х н у ,  рассматривать так называемые параметричеи.,.шат
уравнения линии, дающие выражения текущих К00Ра-у^ п а- 
» и у в виде функций от некоторой переменной величины t ( \\i на 
метра). Параметрические уравнения играют важную роль, уО Ч КИпример, в механике, где координаты х и у движущейся тс с)ви_ 
М ( х; у) рассматриваются как функции времени ( уравнения >
тения). /эуза,

З а д а ч а .  Определить траекторию и место падения гр* :: 
сброшенного с самолета, движущегося горизонтально со ск^ 
с п.к) v0 на высоте у0 (сопротивлением воздуха можно пр^еНе
бречь).

Р е ш е н и е .  Возьмем систему координат так, как пока ^зано 
^ тотia рисунке 15, предполагая, что самолет сбрасывает груз в*„алъ_ 

ломент, когда он пересекает ось Оу. Очевидно, что горизонт



Рис. 15 Рис. 16

мое перемещение груза будет равномерным, с постоянной ско
ростью vn\ x =  v0t.
Вертикальное перемещение падающего груза под влиянием си
лы тяжести будет выражаться формулой

Следовательно, расстояние груза от земли в любой момент вре
мени будет выражаться формулой

У =  У о ~ \  ■
Два уравнения

ML
2

: v01,
<2>

У =  У о ~ \-
будут параметрическими уравнениями траектории. Чтобы иск
лючить параметр /, из первого уравнения находим значение t =  
=  x/v0 и подставляем это значение во второе уравнение. Тогда 
получим уравнение траектории в форме

У =  Уо — тгъ х2-2t>o
Это — уравнение параболы с вершиной в точке М (0; у0), причем 
ось Оу служит осью симметрии параболы.

П р и м е р  1. Установим параметрические уравнения окружности радиуса 
R с центром в начале координат.

Пусть М (х; у ) — любая точка этой окружности, а / — угол АОМ  (рис. 16). 
Очевидно,

x = R c o s t ,  y =  R  sin /. (3)

Это и есть параметрические уравнения окружности. Параметр t может при
нимать любые значения, но, для того чтобы точка М (х\ у) один раз обошла 
окружность, следует ограничить изменение параметра I неравенством 0 ^ / < 2 л .  
Заметим, что для исключения параметра I из уравнений (3) достаточно возвести
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V

Рис. 17

ни удлинения в квадрат и сложить их: мы получим ири этом уравнение ( Г )  пре
дыдущего пункта.

П р и м е р  2. Рассмотрим линию, являющуюся траекторией фиксированной 
тики  окружности радиуса R, катящейся без скольжения по прямой. Линия эта 
и.мываегся циклоидой. Указанную прямую примем за ось Ох прямоугольной си- 
I Iсмы координат (рис. 17). Предположим, что фиксированная точка при началь
ном положении окружности находилась в начале координат, а после того как 
окружность повернулась на угол /, заняла положение М.

Поскольку х =  О Р = О К  — Р К , y =  M P = C K  — CN  и O K = ^ M K  =  Rt, Р К  =  
Д1 /V = A? sin /, CK =  R, CN =  R c o s t , то x = R t  — Rs\n t, y =  R — R co s t,  или 

x = R  (( — sin t ) , y  =  R {  I — co s/). (4)

Уравнения (4) называются периметрическими уравнениями циклоиды. При 
и 1мсненни I от 0 до 2л получается одна арка циклоиды.

.4, Примеры кривых, заданных уравнениями в полярных координатах.
П р и м е р  1. Рассмотрим уравнение г =  ац<, где а — положительное число, 

I и ц - полярные координаты. Обозначим через М точку с полярными координа-
I .I ми (/■; ф). Если ф =  0, то и г =  0; если ф возрастает, начиная с нуля, то г будет 
возрастать пропорционально ф. Точка М (г\ ф), таким образом, исходя из полюса, 
движется вокруг него с ростом ф (в положительном направлении), одновременно 
удаляясь от него. Множество точек, полярные координаты которых удовлетворя- 
Ю1 уравнению г =  аф, называется спиралью Архимеда (рис. 18).
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П р и м е р  2. Кривая, задаваемая уравнением

л =  а(1 + cos ф )(а > 0 , 0 < ф < 2 л ),

называется кардиоидой.
Составляя таблицу значений ф и г, получим:

п л Л 2 5
ф 0 ч--

6
±  —

3
н--
-  2 ± 3 " ± - л ~f~ Я

г 2 а «1 ,9 а 3
2 ° а а

2" »  0,1 и 0

Построив точки кардиоиды по значениям ф и г из этой таблицы, можно со
ставить приближенное представление о форме этой кривой (рис. 19).

П р и м е р  3. При выводе нормального уравнения прямой (см. § 1.4, п. 7) бы 
ло получено уравнение прямой в полярных координатах:

г cos (а  — ф) =  р.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Построить точки /1(3; 5), В ( — 4; 2), С (1; — 3), D ( — 2; — 2), £ (  — 6; 0).
Определить расстояние между точками А и £, С и В.
2. Определить координаты вершин равностороннего треугольника, лежащего 

в I квадранте, со стороной, равной 10, если одна из вершин его совпадает с нача
лом координат О, а основание треугольника расположено на оси Ох.

|(0; 0), (10; 0), (5; 5Л/3).\
3. Найти координаты вершин прямоугольника со сторонами 4 и 6 см, если 

точка пересечения его диагоналей принята за начало координат, а стороны па
раллельны осям, причем большая сторона параллельна оси Ох.

[(3; 2), ( - 3 ;  2), ( - 3 ;  - 2 )  и (3; - 2 ).|
4. Найти координаты вершин квадрата, диагональ которого равна 5 едини

цам длины, точка пересечения диагоналей — в начале координат, а диагонали 
лежат на осях координат.

[(i<*> К >  ( - Н  ■ (*-!)■ ]
5. Найти расстояние между точками: а) А ( — 3; — 5) и В  (2; 7); б) А ( 2; 7) 

и В  (6; 4); в) А (12; 0) и В (0; — 5); г) А(  — 4; 0) и В  (0; 3); д) А ( — 2; — 7) и 
В  (3; - 2 ) ;  е) 0 (0 ; 0) и А (  — 8; 6).

|а) 13; б) 5; в) 13; г) 5; д) 5Л/2; е) 10.]
6. На оси абсцисс найти точку, находящуюся на расстоянии t/=10 от точки

А (2; 6).
|8, ( — 6; 0) и В 2(10; 0).]

7. Доказать, что треугольник с вершинами 0 (0 ; 0), /1(3; 1) и В (  1; 7) пря 
моугольный.

\о а =  УнГ, о в = а/5о~, a b = yio".|
8. Найти длины сторон треугольника с вершинами Л (3; 2), В (  — 1; — 1) 

и С (11; - 6 ) .  (5; 13 и 8 ^ . ]  
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It. Найти точку, равноудаленную от точек 0 (0 ; 0), А ( — 4; 0) и В  (0; 8).
| (- 2 ;  4).)

10. На оси ординат найти точку, равноудаленную от точек Л (10; 8) и 
П ( I). ((0; 14).|

11. Я  аны две смежные вершины квадрата /1(3; — 7) и В ( — 1; 4).
Иычнсл и гь площадь квадрата. [S= 1 37  кв. ед.]

12. Вычислить площадь равностороннего треугольника, если заданы две его 
игршины: Л ( — 3; 2) и С(1; 6). |5 =  8Д/з" кв. ед.]

1.1, < /трона ромба равна 5 Л,/10 , две его противоположные вершины заданы 
.......и Л (4; 9) и С ( — 2; 1). Вычислить площадь ромба. [S= 1 50  кв. ед.]

I I. Построить точки по их полярным координатам Л (5; 0), В  ^2; — j ,  

I Y Y  0 (1 ; л).

15. Найти нолярные координаты точек Л ( I ; I), В  (0; 2), С ( — 3; 3).

т И » * т } ]

Hi. Какие прямоугольные координаты имеют точки, заданные своими поляр

ными координатами Л (5; 0), В  (б ; "Т^ ■ С ^2;

|Л (5; 0), В ( 3 V2"; 3>/2). 0 (0 ; 2).|
17. Определить, какие из точек Л (2; 0), В  (7; 4) и 0 (3 ; 2) лежат на линии 
I 8I/ - х — г .  [Л и В  лежат, С не лежит.]
Г> 5
18. Записать уравнение прямой, проходящей через точку М  (0; Ь) и имеющей 

\ помой коэффициент k:

.И М (0; 2), k  =  I; б) М (0; 0), k =  — 1; в) М  (0; - 3 ),  * =  0; г) М  (0; 1), к =  — .

[а )  у — х +  ‘2\ б) у =  — х; в) у =  — 3; г) у = ^  х +  I.

И). Записать уравнение прямой, проходящей через точку М (х„; уп) и имею
щем угловой коэффициент к:

а) /И( I; I), *= 1 ; б) М  (3; - 2 ) ,  к =  — 1; в) М  ( — 2; 5), /г= — 1 .

[а )  у =  х; б) у = 1  — дг; в) y = — - ix  +  4.J

20. Построить прямые: а) — = 1 ; 6) — — =1; в) — — — — =1;
3 4 3 4 3 4

21. Прямая проходит через точки Л и й: а) Л (0; 2) и 8 (5 ; 0); б) Л (  — 3 ;0 ) 
м II (0; — 2); в) Л (0; 1) и В (= 2 ;  0). Нанимать уравнение прямой в отрезках

[•> М - ' “ . - Н Ь ' = «
X у22. Определить длину отрезка прямой —;—|—— ̂ .1, заключенного между гочка-6 8

ми пересечения прямой с осями координат. [10 ’



23. Определить площадь треугольника, заключенного между осями коорди-
х инаг и прямой —+ .̂ .= 1. [9.]

24. Диагонали ромба совпадают с осями координат. Определить площадь
х иромба, если одна из сторон его задана уравнением 7г-̂  +  -^-=1. 150.|

2,5 10
25. Под каким углом пересекаются прямые:

а) х — 2у — 2 =  0 и у =  -i- х +  3;
б) Здг-f-.</ — 2 =  0 и х — З у -j- 1 =  0?

26. Написать уравнение прямой, проходящей через точку А (2; 3) и парал
лельной прямой у =  2х +  5. [2х — у — 1 = 0 .|

27. Написать уравнение прямой, проходящей через точку А ( — 3; 2) и перпен
дикулярной прямой 7х +  4(/— 11=0. [4х — 7г/ +  26 =  0.|

28. Параллельны ли прямые:
а) 2х +  3у — 7 =  0 и 2х +  Зг/ +  9 =  0;
б) !/ =  2х +  3 и 4г/ — 8дг =  1;
в) Зх— 5у =  0 и 6х+10г/ +  5 =  0?

[а) Параллельны; б) параллельны; в) не параллельны.|
29. Перпендикулярны ли прямые:
а) Зх — у — 3 =  0 и x +  3i/— 17 =  0;
б) 2х +  5у — 6 =  0 и 5х +  2у — 3 =  0?

[а) Перпендикулярны; б) не перпендикулярны.!
30. Найти координаты точки пересечения прямой 4х — З у — 10 =  0: а) с осью

Ох; б) с осью Оу.

31. Найти точку пересечения двух прямых:
а) Зх — 2у — 4 =  0 и х+ 3 (/— 5 =  0;
б) 7х — 9(/ +  15 =  0 и 19х +  \2у — 20 =  0.

[а, (2; I); б) (»; | ) ]

32. Определить координаты вершин треугольника, если даны уравнения его 
сторон 2х +  4;/+ 1= 0, .г — //-(-2 =  0 и Зх 4// — 12 =  0.

[ ( - И )  ( ■ * - ? >  ( f  ? > ]

33. Через точку пересечения прямых 2х — у — 3 =  0 и х — 3у — 4 =  0 проведена 
прямая, параллельная прямой х-\-у= 1. Написать уравнение проведенной пря
мой. |л- +  г/ =  0.]

34. Через точку пересечения прямых х +  2г/ +  2 =  0 и Зх +  4(/-)-9 =  0 проведен 
перпендикуляр к прямой 2х +  3_у — 6 =  0. Написать уравнение этого перпендику
ляра. |3х — 2 у-{-18 =  0.]

35. Даны уравнения сторон треугольника 2х — 5у =  3, х-\-Зу=7 и Зх — 2у-\- 
+  1=0. Написать уравнение высоты, проведенной на сторону 2х — 5у =  3.

[5х +  2(/ — 9 =  0. |

24



Из точки А (6; 9) направлен луч света под углом 45° к положительному 
направлению оси Ох\ дойдя до оси Ох, он отражается от нее. Найти уравнения 
падающего и отраженного лучей. \х— (/ +  3 =  0, х+(/ +  3 =  0.|

У к а з а н и е .  Угол падения луча ранен углу его отражения.
37. Найти расстояния точек 0 (0 ; 0), ,4(1; 2), В ( — 2; 1) от прямой Здг — 4 у-\- 

I 10 = 0. [2; 1; 0.]
.'IS. Даны уравнения сторон треугольника х — 3i/ +  5 =  0, 3jr — 4г/-)-2 =

О и Г>х — 2у— 14 =  0. Найти длину высоты, проведенной на сторону 3x +  4i/-|- 
12-1). [5,2]

Написать уравнение окружности с радиусом R  =  5 и с центром в точке 
К  4; 3). [U  +  4)2 +  ( (/ - 3 )2 =  25.|

40. Построить окружности:
а) (*  +  3)2 +  (</-2)2=16; б) (х - 2 )2 +  (</+1)2 =  9; в) дг +  (</-4)2 =  25.
41. Дана окружность (х — 3)2 +  (i/ +  5)2 =  16. Лежат ли на ней точки 

4(3; — 1), В ( 3; — 9) и С (0 ; — 3)? [Л и В  лежат, С не леж ит]
42. Дана окружность (дс +  2)2 +  (# +  3)2 =  13 и точка на ней с ординатой, ран

ной нулю. Найти ее абсциссу. [лт, =  0, х.2= — 4.|
43. Написать уравнение окружности, проходящей через начало координат, 

| центром в точке /4(1; 0). [(дг— 1 )2 -)-у2=  I .]
14. Составить уравнение окружности, касающейся оси Ох в начале коорди- 

н.м и проходящей через точку /1(0; — 8). [дг2 ( г / 4 )2 =  16.]
4!>. Найти уравнение окружности, у которой центр в точке (4; 2) и которая 

проходит через точку (3; — 2). |(дг — 4)2 +  (у  — 2)2=  17.]

Г л а в а  2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА

§ 2.1. Понятие вектора и линейные операции 
над векторами

I. Понятие вектора. При изучении различных разделов физи- 
MI, механики и технических наук встречаются величины, которые 
полностью определяются заданием их числовых значений. Такие 
величины называются скалярными или, короче, скалярами. Ска
лярными величинами, например, являются длина, площадь, объ
ем, масса, температура тела и др. Помимо скалярных величин, 
и различных задачах встречаются величины, для определения 
которых, кроме числового значения, необходимо знать также их 
направление. Такие величины называются векторными. Физиче
скими примерами векторных величин могут служить смещение 
материальной точки, двигающейся в пространстве, скорость 
и ускорение этой точки, а также действующая на нее сила.

Векторные величины изображаются с помощью векторов.
Нектаром называется направленный отрезок, имеющий опре

деленную длину, т. е. отрезок определенной длины, у которого 
одна из ограничивающих его точек принимается за начало, 
а нгораи — за конец. Если А — начало вектора и В  — его конец,
hi вектор обозначается символом А В . Вектор можно обозначать
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и одной малой латинской буквой с чертой над ней (например, а). 
Изображается вектор отрезком со стрелкой на конце (рис. 20). 
Начало вектора называют точкой его приложения. Если точка
А является началом вектора а, то мы будем говорить, что вектор
а приложен в точке А.

Длина вектора А В  называется его модулем и обозначается 
символом \АВ\. Модуль вектора а обозначается |а|.

Вектор а, для которого |а| =  1, называется единичным.
Вектор называется нулевым (обозначается 0), если начало 

и конец его совпадают. Нулевой вектор не имеет определенного 
направления и имеет длину, равную нулю.

Векторы а и Ь, расположенные на одной прямой или на па
раллельных прямых, называются коллинеарными.

Два вектора а и b называются равными, если они коллинеар- 
ны, имеют одинаковую длину и одинаковое направление.

В этом случае пишут а =  Ь. Все нулевые векторы считаются 
равными. Из определения равенства векторов следует, что век
тор можно переносить параллельно самому себе, помещая его 
начало в любую точку пространства (в частности, плоскости). 
Такой вектор называется свободным.

П р и м е р .  Рассмотрим квадрат A BC U  (рис. 21). На основании определения 

равенства векторов можем написать AD =  BC  и A B  =  DC, но А В ф  

ф А О . В С ф 7 )С , хотя |ЛВ| =  |ЛО| =  |ВС| =  |ОС|.

Два коллинеарных вектора (отличные от нулевых векторов), 
имеющие равные модули, но противоположно направленные, на
зываются противоположными.

Вектор, противоположный вектору а, обозначается — а. Для
вектора АВ  противоположным будет вектор В А .

2. Линейные операции над векторами. Линейными операция
ми называются операции сложения и вычитания векторов и ум
ножения вектора на число.



а) 6)

Рис. 22

О п р е д е л е н и е .  Пусть а и b — два свободных вектора 
(рис. 22, а). Возьмем произвольную точку О и построим
вектор ОА = а , затем от точки А отложим вектор А В = Ь .  Век-
юр ОВ, соединяющий начало первого слагаемого вектора с кон
цом второго, называется суммой этих векторов и обознача-
е Iси а +  b (рис. 22, б).

Ту же самую сумму векторов можно получить иным спосо
бом. Отложим от точки О векторы ОА =  а и ОС =  Ь. Построим 
на этих векторах как на сторонах параллелограмм ОАВС.
Вектор ОВ, служащий диагональю этого параллелограмма, 
приведенной из вершины О, является, очевидно, суммой векторов
н \ b (рис. 22,в). Из рисунка 22, в непосредственно следует, что 
гумма двух векторов обладает переместительным свойством:

а +  Ь — Ь +  а.

Действительно, каждый из векторов а-\-Ь и Ь +  а равен одно
му и тому же вектору ОВ.

Понятие суммы векторов, введенное для двух слагаемых век- 
|оров, можно обобщить на случай любого конечного числа сла-
I немых векторов.

Пусть, например, даны три вектора а, b и с (рис. 23, а). По- 
( |роив сначала сумму векторов а-\-Ь, г затем прибавив к этой



сумме вектор с, получим вектор (а-\-Ь)-\-с. На рисунке 23,6 
О Л = а ,  АВ  =  Ь, ОВ =  а-\-Ь, ВС =  с и ОС =  ОВ-\-ВС =
=  (а + 7 )+ 7 .

Из рисунка 23, б видно, что гот же вектор ОС мы получим,
если к вектору О А = а  прибавим вектор АС =  Ь-\-с. Таким об
разом,

(а -\- Ь)-\- с =  а -\-(Ь -\- с), 
т. е. сумма векторов обладает сочетательным свойством. Поэто
му сумму трех векторов а, Ь, с записывают просто а-\-Ь-\-с.

Итак, сумму трех векторов можно получить следующим обра
зом. Из произвольной точки О откладывается вектор, равный 
первому слагаемому вектору. К концу первого вектора присоеди
няется начало второго; к концу второго — начало третьего. Век- 
гор, соединяющий начало первого вектора с концом последнего, 
является суммой данных векторов. Подобным же образом стро
ится сумма любого конечного числа векторов.

Если при сложении нескольких векторов конец последнего 
слагаемого вектора совпадает с началом первого, то сумма век
торов равна нулевому вектору. Очевидно, что для любого векто
ра имеет место равенство « +  () =  «.

О п р е д е л е н  и е. Разностью двух векторов а и Ь называется 
третий вектор с = а  — b, сумма которого с вычитаемым вектором
b дает вектор а. Таким образом, если с =  а — Ь, то с-\-Ь =  а.

Из определения суммы двух векторов вытекает правило по
строения вектора-разности (рис. 24). Откладываем векторы
О А = а  и О В  =  b из общей точки О. Вектор В А , соединяющий
концы уменьшаемого вектора а и вычитаемого вектора b и на
правленный от вычитаемого к уменьшаемому, является раз
ностью с = а  — Ь. Действительно, по правилу сложения векторов

О В - \ - В А = О А , или Ь-\-с =  а.
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О п р е д е л е н и е .  Произведением Ха (или аХ) вектора а на 
действительное число к называется вектор Ь, коллинеарный векто
ру а , имеющий длину, равную | Л,11 а I , и то же направление, 
чк) и вектор а , если ^>-0, и направление, противоположное на
правлению вектора а, если А,<0. Так, например, 2а есть вектор, 
имеющий то же направление, что и вектор а, а длину, вдвое боль
шую, чем вектор а. В случае, когда .̂ =  0 или а =  0, произведе
ние ка представляет собой нулевой вектор. Противоположный 
вектор — а можно рассматривать как результат умножения 
век гора а на Х = — I:

— а = (  — 1) а.

Очевидно, что а + ( — а ) =0 .  Пусть дан вектор а. Рассмотрим
единичный вектор а0, коллинеарный вектору а и одинаково с ним 
направленный. Из определения умножения вектора на число 
следует, что

а =  | а I а0,

I. е. каждый вектор равен произведению его модуля на единич
ный вектор того же направления. Далее из того же определения
следует, что если Ь =  Ха, где а — ненулевой вектор, то векторы
а п b коллинеарны. Очевидно, что и, обратно, из коллинеарности
векторов а и b следует, что Ь=Ха .

Таким образом,два вектора а и b коллинеарны тогда и толь
ко тогда, когда имеет место равенство

b --- Ха.
Легко убедиться, что умножение вектора на число обла

чает распределительным свойством:
X ( а -|- b ) =  Ха -)- ХЬ, (1)
(Xj -f- Х2) а =  Х\а Х2а

и сочетательным свойством:
А, (Х2а ) =  (Х1Х2) а.

Справедливость, например, равенства (1) при ^ > 0  следует из 
mm, что при изменении сторон параллелограмма в X раз в 
силу свойств подобия его диагональ также изменяется в X раз 
(рис. 25).

.4. Понятие линейной зависимости векторов. Векторы аи а2, . .
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. . ап называются линейно зависимыми, если существуют числа 
А,ь Х2, . . Кп, не все равные нулю, для которых имеет место 
равенство

\ха х-\- X2a2-f- • • • +  К ап— 0 • (2)
Векторы аи а2, . . ., ап называются линейно независимыми, ес

ли равенство (2) имеет место только при X, =  Х2 = .. . =  %„ =  0. 
Из равенства (2), предполагая, например, что получим

имеем:
а, =  р2а2+ р 3а3 +  . . . +  цяая . (3)

Выражение

ц2а2 +  Рзаз +  • • • +  Iх„ап
называется линейной комбинацией векторов а2, а3, . . ., а„.

Таким образом, если несколько векторов линейно зависимы, 
то хотя бы один из них всегда можно представить в виде линей
ной комбинации остальных.

Справедливо и обратное утверждение: если один из векторов 
представлен в виде линейной комбинации остальных векторов, 
то все эти векторы линейно зависимы.

В самом деле, пусть, например, вектор а, является линейной 
комбинацией векторов а2, аА, . . . , а„. Тогда имеет место равен
ство (3). Переписав его в виде — а, +  р,2а2 +  р.3а3 + . . . +  ц„а„ =  0, 
убеждаемся в том, что один из коэффициентов (именно коэффи
циент при а,) отличен от нуля. Отсюда в силу определения и вы
текает линейная зависимость векторов а,, а2, . . а„.

4. Линейная зависимость векторов на плоскости.
Т е о р е м а  1. Всякие три вектора а, Ь, с на плоскости линей

но зависимы.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно убедиться в том, что один 

из векторов является линейной комбинацией остальных. Воз
можны два случая:

!. Среди данных векторов имеется пара коллинеарных векто
ров, например а и Ь. Тогда (см. п. 2)

а =  ХЬ или а — ХЬ-\-0с,
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I с вектор а есть линейная комбинация
иск юрой Ь и с.

2 ('.роди данных векторов нет ни од
ной нары коллинеарных. Допустим, что 
in г I ри вектора имеют общее начало О 
(рис 2(’>). Покажем, что вектор а можно 
ире ле га вить в виде суммы двух векторов,
и/i и и hi которых коллинеарен вектору b, 
н другой — вектору с.

Для этого через конец М вектора а
проведем прямые, параллельные векторам b и с, до их пе
ресечении в точках В  и С с прямыми, на которых соот-
iieieiHCHiio расположены векторы b и с. Имеем очевидное ра
венство ---  ---  ---

О М =  ОВ +  ОС.

1пк как векторы ОВ и ОС коллинеарны соответственно векто
рам I) п с, то и О С = Я 2с. Поэтому

а =  Х{Ь + Я 2с , (4)

| е вектор а является линейной комбинацией векторов b и с.
< л е д с т в и е. Если число данных векторов на плоскости 

ми I/!///<• трех, то они также линейно зависимы.
И I амом деле, пусть даны п векторов аь а2, . . ., ап 3). Так 

iwiit I рп вектора на плоскости всегда линейно зависимы, то для
пек юром а.г, а3 имеем а , =  ц2а2 +  ^ а 3. В таком случае для 
щек п векторов можно написать:

а , =  ц2а2 +  Рзаз +  0 • а4 +  . . . —(— 0 -ап,

I е вектор а, есть линейная комбинация остальных векторов.
Нш касается двух векторов а и Ь, то, как известно (п. 2), они 

коллинеарны тогда и только тогда, когда имеет место равенство
/> А.а, к е. когда векторы а и b линейно зависимы. Отсюда непо- 
| рецс I пенно вытекает следующая теорема:

I е о р е м а 2. Для того чтобы два вектора а и b на плоско- 
I Iи ныли линейно независимы, необходимо и достаточно, чтобы 
пан оыли неколлинеарны.

I l l  теорем 1 и 2 следует, что максимальное число линейно 
не.ишисимых векторов на плоскости равно двум.

Г>. Линейная зависимость векторов в пространстве. 
О п р е д е л е н и е .  Векторы называются компланарными, ес-



ли они лежат в одной плоскости или параллельны одной 
плоскости.

Заметим, что если компланарные векторы имеют общее нача
ло, то они, очевидно, лежат в одной плоскости.

Аналогично теореме 1 (п. 4) устанавливается теорема 1 этого 
пункта.

Т е о р е м а  1. Всякие четыре вектора а, Ь, с и d в простран
стве линейно зависимы.

Из этой теоремы аналогично следствию из пункта 4 получим
С л е д с т в и е .  Если число данных векторов в пространстве 

больше четырех, то они также линейно зависимы.
Аналогично случаю для коллинеарных векторов устанавлива

ется следующее предложение:
Для того чтобы три вектора в пространстве были компланар

ны, необходимо и достаточно, чтобы они были линейно зависимы.
Отсюда непосредственно вытекает следующая
Т е о р е м а  2. Для того чтобы три вектора а, Ь и с в про

странстве были линейно независимы, необходимо и достаточно, 
чтобы они были некомпланарны.

Из теорем 1 и 2 следует, что максимальное число линейно не
зависимых векторов в пространстве равно трем.

6. Базис на плоскости и в пространстве.
О п р е д е л е н и е .  Базисом на плоскости называются два лю

бых линейно независимых вектора.
Из теоремы 2 (п. 4) следует, что два любых неколлинеарных

вектора образуют базис. Пусть а — любой вектор на плоскости,
а векторы Ь и с образуют базис. Так как на плоскости всякие
три вектора линейно зависимы, то вектор а линейно выражается 
через векторы базиса, т. е. выполняется соотношение (4). По
этому

a =  klb -\-Х2с • (5)

Если вектор а представлен в виде (5), то говорят, что он раз
ложен по базису, образованному векторами b и с. Числа X, и h2 
называют координатами вектора а на плоскости относительно 
базиса b и с.

Т е о р е м а  1. Разложение вектора а по базису b и с являет
ся единственным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что наряду с разложением 
(5) имеет место разложение

a =  v tb + v 2c . (6)

Покажем, что в этом случае v l =  A,1, v2 =  X2. Действительно,
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иычитая равенство (6) из равенства (5), получим соотношение
О == (Л., — v |) b (К2 — v2) с.

(Возможность почленного вычитания равенств (6) и (5) и произ
водимой группировки членов вытекает из свойств линейных опе
раций над векторами (см. п. 2).) Так как векторы базиса Ь, с ли- 
нейно независимы, то Л,— v , =  0 и К2— v2 =  0. Отсюда, Л,, =  v ,
и x.2 =  v2, г. о. разложение вектора а по базису Ь, с единственно.

О п р е д е л е н и е .  Базисом в пространстве называются три 
любых линейно независимых вектора.

Из теоремы 2 (п. 5) следует, что три любых некомпланарных 
вектора образуют базис. Как и в случае плоскости, устанавлива-
пси, что любой вектор а разлагается по векторам Ь, с и d ба
зиса:

а — X | b -\- Х2с -f- X3d ,

причем это разложение единственное.
Числа A,,, Х2 и А,3 называют координатами вектора а в про

странстве относительно базиса b, с и d.
Основное значение базиса состоит в том, что линейные опера

ции над векторами при задании базиса становятся обычными 
линейными операциями над числами — координатами этих век- 
юрок.

Тео  р е м а  2. При сложении двух векторов а, и а2 их коор
динаты ( относительно любого базиса Ь, с и d ) складываются. 
При умножении вектора а, на любое число а все его координаты 
цмножаются на это число.

Л о к а з а т е л ь с т в о. Пусть
а, =  Xtb +  р,с -f~v,d, а2 — X2b -\~ ц2с +  v2d .

Тогда в силу свойств линейных операций (см. п. 2)
(ii +  а2 =  (Х, Х2) b + ( ц, -f- (i2) с + (v , -f- v2) d , 

a a, = (а л ,) b -{-(ар,,) с + (a v , ) d .

В < илу единственности разложения по базису ft, с и d теорема 
доказана.

7. Проекция вектора на ось и ее свойства.
О п р е д е л е н и е  1. Углом между векторами а и b называет

ся наименьший угол ф ( О ^ ф ^ л ) ,  на который надо повернуть 
один из векторов до его совпадения со вторым после приведения 
них векторов к общему началу.

()(ы<> называется направленная прямая. Направление пря-
I,*.,, г.™ 33



мой на рисунке обычно обозначается стрелкой. Заданное на
правление оси считается положительным, противоположное — 
отрицательным.

Рассмотрим ось /, положительное направление которой сов
падает с направлением единичного вектора /0, расположенно
го на оси /. Такой вектор называется ортом оси /.

О п р е д е л е н и е  2. Углом между вектором а и осью I назы
вается угол ф между векторами а и /0 (рис. 27).

О п р е д е л е н и е  3. /7 роекцией точки А на ось I ( рис. 28) на
зывается точка А и в которой пересекается ось I с плоскостью, 
перпендикулярной к /, проходящей через точку А.

О п р е д е л е н и е  4. Компонентой ( составляющей) вектора
а =  А В  на ось / (рис. 29) называется вектор а' =  А 1В ь где A h В, 
соответственно проекции точек А, В на /.

О п р е д е л е н и е  5. П роекцией вектора а на ось I (пр,а) на
зывается длина его компоненты а ' на ось /, взятая со знаком 
«плюс», если направление компоненты совпадает с направлени
ем оси /, и со знаком «минус», если направление компоненты 
противоположно направлению оси /.

Если а =  0, то полагают пр;а =  0.
Т е о р е м а  I. Проекция вектора а на ось I равна произведе

нию его модуля на косинус угла ф между этим вектором 
и осью I:
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V
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hi

Рис. 30

up,а =  | a I cos ф.

Ч о к л t л г с л ь с т в о. Так как вектор а =  О А свободный, то 
ми hi ни предположить, что начало его О лежит на оси I (рис. 30).

я 'I I лн угол ф острый то направление компоненты

н 11 I, вектора а совпадает с направлением оси / (рис. 30, а). 

И иом случае имеем: пр,а =  -\- I ОА, | =  | а | cos ф.

I (.ни же угол ф тупой ^ < ф ^ л ^ (р и с .  30,6), то направле

ние компоненты а ' = О А ,  вектора а противоположно направле
нию in и /. Тогда получаем:

п р ( а =  — | ОА, | I а | cos ( л  — ф ) =  I a I cos ф.

I l.iiuiiu'n, если ф =  — (рис. 30, в), то пр;а = 0  и cos ф =  0. Таким

ипр.мом, снова имеем соотношение пр, а =  |а I cos ф.
1 I !■ I е I в и е I. Проекция вектора на ось положительна, ес- 

41 nri\iiip образует с осью острый угол, отрицательна, если этот
11. 4 1 I иной, равна нулю, если этот угол прямой.

| | е л с' т в и е 2. Проекции равных векторов на одну и ту же 
mi I. раины между собой.

I со рем а 2. Проекции векторов а, b на данную ось обла- 
iinioi следующими свойствами:

пр, (а +  b )=  up, a -f- пр, b 

пр, (Ха ) =  Яир, а .
(7)

(8 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Свойство (7) иллюстрируется рисун
ком  31

Докяжем свойство (8). Считая, что угол между вектором 
I /( и направлением / равен ф, имеем:
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при Я,>0 пр, (Ха )=  |Яа | cos ф =  X I a I cos ф =  Япр, а\ 
при К О  пр, ( Ха )— \Ха I cos (л — ф ) = — A,|a|cos(n  — ф) =  

=  Л,|о| cos ф =  А,пр,а (при л*<0 вектор Ха направлен в сто
рону, противоположную направлению а\ если а образует с /
угол ф, то Ха образует с I угол д — ф).

При А, =  0 левая и правая части (8) обращаются в нуль.
8. Декартова прямоугольная система координат в простран

стве. Три взаимно перпендикулярные оси в пространстве (коор
динатные оси) с общим началом О и одинаковой масштабной 
единицей образуют декартову прямоугольную (кратко— пря
моугольную) систему координат в пространстве. Оси упорядо
чены, т. е. указано, какая из осей считается первой (она называ
ется осью абсцисс и обозначается Ох), какая — второй (ось ор
динат О у) и какая — третьей (ось аппликат Ог).

Различают правую и левую системы декартовых прямоуголь
ных координат (рис. 32, соответственно а, б). В этой книге приня
та правая система координат (будем называть ее основной).

Орты осей Ох, Оу, Oz обозначают соответственно через /,
/, k. Так как векторы /, j , k  некомпланарны, то они образуют ба
зис (см. п. 6), который называется декартовым прямоугольным 
базисом.
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II I илу результатов п. 6 каждый вектор а может быть, и при- 
|нм (Миштомным способом, разложен по декартовому прямо-
vIн и,ному базису /, /, k, т. е. для каждого вектора найдется, 
и при h i m  единственная, тройка чисел ах, ау, аг, такая, что спра
йт илими равенство

a =  axi + a yj  + a zk . (9)

Числа а х, ау, аг называются декартовыми прямоугольными 
(him прямоугольными) координатами вектора а.

Ьшись а (ах, ау, аг) означает, что вектор а имеет декартовы 
нрммоугольные координаты ах, ау, аг.

Иыясним геометрический смысл чисел ах, ау, аг. Используя 
ниргмы 2 и 1 о проекциях (см. п. 7), имеем:

»Роха =  ах пр0xi + а у пр0xj  + а г пр0j i  =  ax.

Дннлшично устанавливаем пр0уа =  ау, пр0га =  аг. Следователь- 
11и, числа ах, ау, аг в формуле (9) являются проекциями 
пгшора а на координатные оси Ох, Оу, Oz соответственно.

I ели М — произвольная точка в пространстве, то радиусом-
(м л I ором точки М назовем вектор ОМ, имеющий своим началом 
мпч,1Лп О заданной системы координат, а концом — эту точку. 

П и р  f д е л е н и е. Декартовыми прямоугольными координа-
iii чи точки М называются проекции ее радиуса-вектора ОМ на 
| пи I иг I с I нующие координатные оси; проекция на первую коор- 
iiiihiniyHi ось называется абсциссой точки М, на вторую — орди
ната,  на третью — аппликатой:

х= п р 0хОМ, у =  пр0уОМ, z= n p 0zOM.

• имнол М (х; у, z) означает, что точка М имеет координаты х,
I/, г

Координатные плоскости (плоскости, проходящие через пары 
мшрдннатпмх осей) делят все пространство на восемь частей, 
нн 1ЫИНОМЫХ октантами, которые нумеруются следующим обра- 
IHM октант, лежащий над первой четвертью плоскости хОу, — I; 
лгжищмй под ней — V; соответственно октанты, лежащие над 
и под второй четвертью плоскости хОу, — II  и V I; над и под 
|рсп.(‘й четвертью— I I I  и V II;  над и под четвертой чет- 
Mt'pibio IV и V I I I .

Каждому октанту соответствует определенная комбинация 
ншкон координат:
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Координаты
Октанты

I II I I I IV V V I V II V I I I

X + - - + + - - +

У + + — - + + — -

2 + + + + — - - —

Отметим, что каждой точке пространства соответствует одна 
упорядоченная тройка действительных чисел (х; у, z) (ее коорди
нат). Верно и обратное: каждой упорядоченной тройке действи
тельных чисел (х\ у :; z) соответствует одна точка пространства. 
Это значит, что в пространстве положение произвольной точки 
М полностью определяется ее координатами х, у, z.

Пусть задана точка М (х; у, z). Поскольку координаты радиу-
са-вектора ОМ совпадают с проекциями этого вектора на оси 
координат, т. е. с координатами точки М, то согласно равенству
(9) имеем: ОМ =  xi -\~yj +  zk.

(Если точка М лежит в плоскости хОу, то OM =  xi-\-yj.)  
Пусть теперь заданы две точки М, (х,; у,; z,) и М 2(х2; у2, z2).

Рассмотрим вектор М ,М 2. Имеем М ХМ 2— ОМ2 — О М { (рис. 33). 
Отсюда в силу теоремы 2 (п. 6) получаем:

М ,М 2(х2 — х1; г/2 — «/,; z2 — z,).
Итак, чтобы найти координаты некоторого вектора, достаточ

но из координат его конца вычесть одноименные координаты его 
начала.

Пусть два ненулевых вектора
a =  axi +  ayj  +  aJ*  и b =  bxi -|-byj  +  bzk
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mi.i пшенрны. И этом случае (см. п. 2) b =  ka (X — скаляр), что 
и силу следствия 2 из п. 7 равносильно трем равенствам

ъ - ъ - Ь  т
• м» (ч п. условие коллинеарности векторов.

Гпкнм образом, векторы коллинеарны тогда и только тогда, 
ьо,ч1(1 их одноименные координаты пропорциональны.

П р и м е ч а н и е .  В равенстве (10) некоторые из знаменателей могут ока-

1(1 ми и равными 0. Напомним, что всякую пропорцию — =  — понимаем в смыслеb d
ах аи аг

|>нin и< т а  ad =  be. Так, например, равенства ~(Г =  1)~ =  1Г означают’ что %ах ~

— II и,. 2о,, =  0-аг, 0-ах =  0-а!1, т. е. что ах =  0, ау =  0.
I и д а ч а. Пусть даны точки А1, (дс,; y t; z,) и М 2(х2; у2, z2). Требуется найти 

и hi h \ Л1 | v; //; 2 ), лежащую на отрезке М ,М 2 и делящую его в данном отношении:

М.М
ТТТГ-=>- ■

| 1чгиминк, что М, М =  Х М М 2 или ( х  —  х,) i +(г/ —  г/,) / +  (2 —  z,) k =  Х(х2—  х) i +

| /(//,, у) / -\-X(z2— z )k .  Отсюда х — х, =  Я(х2 — х), у — у { =  X (у2 — у), 2  — z ,=

- Л ( , г) и, наконец,

x , - f ~ X x 2 У [ - \ - ' Х У 2 г ,  +  Х г ,
х  — --------- , г/ = ---------- , z = ----------. 111 + Х  1 I + Х  1 +  Я, У

§ 2.2. Нелинейные операции над векторами

I Скалярное произведение двух векторов и его основные
гнойства.

п  н р е д е л е н  ие. Скалярным произведением двух векторов 
im швается число, равное произведению модулей этих векторов 
н.I косинус угла между ними.

| .калярное произведение векторов а и b обозначается симво
лом  иЬ или (а, Ь). Если угол между векторами а и b равен ср, то

ab =  \ а\ | b | cos <р. (1)
Через пр_ Ь  обозначим проекцию вектора b на ось с направ-

а

мчтом вектора а.
Гак как

I b | cos ф =  пр-̂ ? и |а|созф =  пр_а
ь

( im   ̂ 2.1, п. 7), то можно записать:
39



a ft =  | a | np_ft =  | ft | np_a, (2)
a b

т. e. скалярное произведение двух векторов равно модулю одно
го из них, умноженному на проекцию другого на ось с направле
нием первого.

Раскроем физический смысл скалярного произведения. Пусть 
постоянная сила F  обеспечивает прямолинейное перемещение 
s =  MN  материальной точки М. Если сила F  образует угол 
<р с перемещением s (рис. 34), то, как известно из физики, работа

А силы F  при перемещении s равна:
А =  | F  \ | s | cos ф,

или согласно формуле (1) А =  F  s. Таким образом, работа посто
янной силы при прямолинейном перемещении ее точки приложе
ния равна скалярному произведению вектора силы на вектор пе
ремещения.

Скалярное произведение обладает следующими основными 
свойствами:

1. ab =  ba (переместительное свойство).
2. a2 =  a a = |a |2 (3) 

(а2 называется скалярным квадратом вектора).
3. (а-\- Ь) с = а с  -\- b с (распределительное свойство).
4. (ka) b = k ( a b )  (4) 
(сочетательное свойство относительно числового множителя). 
Свойства 1 и 2 непосредственно вытекают из определения

скалярного произведения.
Докажем свойство 3. На основании формулы (2) и свойства 

проекций (§ 2.1, (7)) имеем:

(a +  ft)c =  |c|np (а Ь ) =  \ с |(пр_а -f- rip_ft ) =
С С С

=  | с | пр_а +  | с | \\p_b =  с a -f- с b — а с +  Ьс.
С С

При доказательстве свойства 4 ограничимся случаем к >  0. З а 
мечая, что при к > 0 угол ф между векторами а и b равен углу 
между векторами ка и Ь, получим:

к (a b) =  k\a | | b |cos ф, (ка)  b =  \ ка \ \ ft | cos ф =  Л,I а \ ft |cos ф, 
откуда следует равенство (4).

П р и м е ч а н и е .  Из свойств 1, 3, 4 скалярного умножения и свойств линей
ных операций над векторами (§ 2.1, п. 2) следует, что векторы можно перемно
жать скалярно как многочлены.
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II I равенства (1) следует, что косинус угла между двумя не
нулевыми векторами а и b равен:

cosq; = —— — . (5)
Ы\\~Ь\

II I формулы (5) получаем, что два вектора а и b перпендикуляр
ны ( ортогональны), т. е. Ф = 1 р тогда и только тогда, когда

~аЬ= 0. (6)
>т утверждение справедливо также и в том случае, когда хотя 

Ли одни из векторов а или b нулевой (нулевой вектор имеет не
определенное направление, и его можно считать ортогональным 
щоОому вектору).

2. Скалярное произведение векторов в координатной форме. 
Пусп. _  _  _

a =  axi -\-ayj  -\-azk
и

b =  bxi -\-byj  +  bzk.

Перемножая эти векторы как многочлены и учитывая вытекаю
щие in равенств (3) и (6) соотношения

i j  — jk  =  k i =  0, i i =  / / =  k k=\ ,
Лудем иметь:

ab =  axbx +  ayby +  azbz. (7)

I аким образом, скалярное произведение двух векторов равно 
11/чме парных произведений их одноименных координат.

П р и м е р .  Если а (1; 3; — 1), b (1; 0; 4), то по формуле (7) имеем а b = — 3.

l i t  равенства (7) с учетом формулы (3) имеем:

I а | =  Л]ахах +  ауау +  azaz =  Aja2x +  а] +  а ] . (8)

Оююда с учетом формул (5) и (7) находим угол между 
мок горами:

“ хЬх +  ауЬ + а гЬ,cos ю — .. . = = L , = - .  (9)
Л1а1+а1+а1 Л1ь2х+ь1+ь1

З а д а ч а .  Найти расстояние между точками М 1(хх\ у х\ 2 ,) 
и М., (ж2; у2, z2). Так как (см. § 2.1, п. 8)
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Af i М 2 ( x2 x|; у2 у \, z2 Z|), 
то согласно формуле (8)

|Л * ,Л *2| = Д / ( л ; 2 —  JCi )2 +  (^2— i/ i )2 +  ( 2 2 — 2 , ) 2 .

В п. 1 было отмечено необходимое и достаточное условие ор
тогональности векторов в виде равенства (6). Согласно формуле 
(7) это условие можно представить в виде

axbx +  ayby +  a j z =  0. (10)
3. Направляющие косинусы вектора. Пусть дан вектор 

~а(ах\ а~ а2). Обозначим углы наклона этого вектора к осям Ох, 
Оу и Uz соответственно буквами а, р и у. Три числа cos а, 
cos р и cos 7  принято называть направляющими косинусами
вектора а. Полагая b =  i ( 1; 0; 0), получим из (9)

cos а =
Д/а2 + а2-

Аналогично

cos р =  -
V a^+a»+“2 

0-,cos у

( 1 1 )

(12)

(13)
Д/а2 +  а2 +  а2 

Из формул (11) — (13) следует:
1) cos2 a +  cos2 р +  cos2 7 = 1 , 

т. е сумма квадратов направляющих косинусов любого ненуле
вого вектора равна единице;

cos a cos р __cos у
ах ау а2

т. е. направляющие косинусы этого вектора пропорциональны 
его соответствующим проекциям.

П р и м е ч а н и е .  Из формул (11) — (13) видно, что проекции любого единич

ного вектора а0 на оси координат соответственно совпадают с его направляю
щими косинусами и, следовательно,

а0=  i cos a +  j  cos |3+ £cos y.

П р и м е р .  Найти направляющие косинусы вектора а (1; 2; 2). По формулам 
( I I )  — (13) имеем:

1 1 1  q 2 2cos a =  —j- ...... тг= — =  — , cos р = — , cos v = — .
V l+ 22 + 22 Л/9 3 3 3

4. Векторное произведение двух векторов и его основные 
свойства.

О п р е д е л е н и е .  Векторным произведением двух векторов
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п) 5)
Рис. 35

н ii 11 начи н ается  новый вектор с, модуль которого равен площа-
III параллелограмма, построенного на векторах а и Ь, приведен- 
|||,1 ч к оГнцему началу, и который перпендикулярен перемножае
мым векторам (иначе говоря, перпендикулярен плоскости по- 
( |роенного на них параллелограмма) и направлен в такую сто
рону, чтб ы  кратчайший поворот от а к b вокруг полученного 
т  мора г представлялся происходящим против часовой стрелки, 
i i in ( мотреть из конца вектора с (рис. 35, а).

I ели векторы  а и b коллинеарны, то их векторное произведе- 
ннг считается  равным нулевому вектору.

I l i  -лого определения следует, что

I с | =  | и 11 Ь | sin ф,
I н i| угол между векторами а и Ь (О ^ ф ^ л ) .  Векторное про- 
н телепне векторов а и b обозначается символом 

а Х Ь  или \ab] или [а, Ь].
Выясним физический смысл векторного произведения. В фи

шке момент силы F  относительно точки О изображают векто
ром ОМ, перпендикулярным плоскости, в которой лежит точ
ки I) и вектор F  (рис. 35,6). Длину вектора ОМ определяют как 
произведение длины вектора F  на плечо h (h — расстояние от
.... .. О до прямой, на которой изображен вектор силы F),
I г | ()М  | .= | F \h или | ОМ | =  | F 11 г \ sin (F , г), где г =  О А — 
радиус-вектор точки приложения силы F. Таким образом, мо- 
м г 11 1 силы F  относительно некоторой точки О есть F X r ,
I г векторное произведение силы F  на радиус-вектор г точки 
приложения силы F.
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С в о й с т в а  в е к т о р н о г о  п р о и з в е д е н и я
1. При перестановке сомножителей векторное произведение 

меняет знак, т. е.

а Х Ь  = — ( Ь Х а ) .  (14)

В самом деле, площадь параллелограмма, построенного на 
векторах а и Ь, а также и его плоскость не меняются при пере
становке а и Ь. Поэтому векторы а Х Ь  и Ь Х а  имеют одинако
вые длины и коллинеарны. Направления же этих векторов про
тивоположны; действительно, если смотреть на плоскость век
торов а и Ь с конца вектора а ХЬ ,  то кратчайший поворот от Ь 
к а будет казаться происходящим по часовой стрелке. Следова
тельно, вектор Ь Х а  должен быть направлен в противоположную 
сторону.

Заметим, что в случае коллинеарности векторов а и Ь равен
ство (14) очевидно, так как тогда а Х Ь  и Ь Х а  — нулевые 
векторы.

Таким образом, векторное произведение не обладает переме
стительным свойством.

2. ( Ха ) Х  Ь — а Х ( Х Ь )  =  Х ( а Х Ь ) ,  где X — скаляр.
Свойство 2 непосредственно вытекает из смысла произведе

ния вектора на скаляр (см. § 2.1, п. 2) и определения векторного 
произведения.

3. Векторное произведение подчиняется распределительному 
закону, т. е.

(а  +  Ь )Х  с =  а Х  с +  b X  с .
Доказательство этого свойства здесь не приводится (его мож

но найти, например, в |4|).
4. Если векторное произведение двух векторов равно нулево

му вектору, то либо равен нулевому вектору один из перемножа
емых векторов, либо равен нулю синус угла между ними, 
т. е. векторы коллинеарны.

Обратно, если два ненулевых вектора коллинеарны, то их 
векторное произведение равно нулевому вектору.

Таким образом, для того чтобы два ненулевых вектора а и Ь 
были коллинеарны, необходимо и достаточно, чтобы их вектор
ное произведение равнялось нулевому вектору.

Отсюда, в частности, следует, что векторное произведение 
вектора на самого себя равно нулевому вектору:

а X  а =  О
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(>i - а ('то называют векторным квадратом вектора а).
Г», ( мешанное произведение трех векторов и ею  основные

щойсша. Пусть даны три вектора а, Ь и с. Представим себе, что 
Hi'Kiiip п умножается векторно на Ь и полученный вектор а X  Ь 
умножается скалярно на вектор с, тем самым определяется 
ч Hi л о ( a X b )c .  Оно называется векторно-скалярным или сме
шанным произведением трех векторов а , Ь, с. Для краткости сме-
IHннкос произведение (а X  Ь) с будем обозначать а b с или (а b с). 

Выясним геометрический смысл смешанного произведения
iilh Пусть рассматриваемые векторы а, b и с некомпланарны.
Но. фоим параллелепипед на векторах а, b и с как на ребрах.
Немирное произведение а Х Ь  есть вектор d (d = O E ), численно 
.........и площади параллелограмма OADB  (основание построен
н о ю  параллелепипеда), построенного на векторах а и Ь, и на
пр.тленный перпендикулярно к плоскости параллелограмма 
( рш .4(1).

Скалярное произведение a b c — dc есть произведение модуля
пек юра d и проекции вектора с на d (см. п. 1, (2)).

Высота построенного параллелепипеда есть абсолютная ве- 
шчнпп этой проекции.

Следовательно, произведение |£/1 пр_с по абсолютной величи
не равно произведению площади основания параллелепипеда на 
его высоту, т. е. объему параллелепипеда, построенного на векто-

р||* II, I) и с.
При этом важно отметить, что скалярное произведение d с да-

• I оГ>ьем параллелепипеда иногда с положительным, а иногда 
f o i рнцптельным знаком. Положительный знак получается, если
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угол между векторами d u e  острый; отрицательный — если ту
пой. При остром угле между d и с вектор с расположен по ту же 
сторону плоскости OADB, что и вектор d, и, следовательно, из 
конца вектора с вращение от а к b будет видно так же, как и из
конца вектора d, т. е. в положительном направлении (против ча
совой стрелки).

При тупом угле между d и с вектор с расположен но другую 
сторону плоскости OADB, чем вектор d, и, следовательно, из
конца вектора с вращение от а к Ь будет видно в отрицательном 
направлении (по часовой стрелке). Иными словами, произведе
ние a b c  положительно, если векторы а, b и с образуют систему, 
одноименную с основной Oxyz (взаимно расположены так же,
как оси Ох, Оу, Oz), и оно отрицательно, если векторы а, Ь и с 
образуют систему, разноименную с основной.

Таким образом, смешанное произведение а b с есть число, аб
солютная величина которого выражает объем параллелепипеда,
построенного на векторах а, Ь, с как на ребрах.

Знак произведения положителен, если векторы а, Ь, с образу
ют систему, одноименную с основной, и отрицателен в противном 
случае.

Отсюда следует, что абсолютная величина произведения 
а b с = ( а Х  b) с останется та же, в каком бы порядке мы ни бра
ли сомножители а, Ь, с. Что касается знака, то он будет в одних 
случаях положительным, в других — отрицательным; это зави
сит от того, образуют ли наши три вектора, взятые в определен
ном порядке, систему, одноименную с основной, или нет. Заме
тим, что у нас оси координат расположены так, что они следуют 
одна за другой против часовой стрелки, если смотреть во внут
реннюю часть трехгранного угла (рис. 37). Порядок следования 
не нарушается, если мы начнем обход со второй оси или 
с третьей, лишь бы он совершался в том же направлении, 
г. е. против часовой стрелки. При этом множители переставля
ются в круговом порядке. Таким образом, получаем следующее 
свойство:

Смешанное произведение не меняется при круговой переста
новке его сомножителей. Перестановка двух соседних сомножи
телей меняет знак произведения:

а bс =  b с а — с а Ь=  — (Ь а с) =  — (с Ь а )=  — (ас Ь).
Наконец, из геометрического смысла смешанного произведе

ния непосредственно следует следующее утверждение:
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НгоО иодимым и достаточным условием компланарности век-
а, Ь, с является равенство нулю их смешанного произве

ди ынч ____
a b c =  0. (15)

УПРАЖНЕНИЯ

I 'Inn параллелограмм ABCD . Точка М  лежит на стороне СО. Найдите сум- 

и> игк icipnn I) A B + A D ;  2) DM — AM; 3) J b +  CD.

[1 )~AC\ 2) ОЛ; 3) 0.|
! Чпирехугольник A BC D  — параллелограмм, О — точка пересечения диаго- 

мн I> и П и ш и те  вектор, равный вектору: I )  А В  — АО\ 2) D O — С В; 3) С О — ОВ.

[1) "ОВ; 2) ОС; 3) СО.]

,1 Ни материальную точку действуют две силы F t и f 2, направленные под 

Vi >■ • >м ' друг к другу. Найдите модуль равнодействующей, если \Ft 1=3 Н,

I Т, I -  I И
[5 Н.)

1 Найдите модуль равнодействующей трех взаимно перпендикулярных сил
I , I / „ приложенных к одной точке, если |F , |= 2  Н, |/72|= 3  Н, |/73|= 6  Н.

[7 Н.]

Г| Даны векторы а и Ь .  Постройте векторы: i )  За ; 2) i  а; 3) — ^  а;

I I ( а | b ); 5) 3 ( а — b ).

(1. Даны некторы а и а а . При каких значениях а эти векторы: 1) равны; 
J )  нримншпиложны; 3) противоположно направлены; 4) одинаково направлены?

|1) I; 2) — 1; 3) а < 0 ; 4) а > 0 .]

/ Ипйти единичный вектор того направления, что и вектор а = 4 / + 3 / .

[ 1 ( 4 Т + 3 Т ) ]

Н. Даны векторы a (2; 3; 0), Ь ( — 1; 2; 2) и с (3; I; 0). Найдите координаты

in к тр и  1) и-\-Ь\ 2) а +  с ; 3) За ; 4) а — 2с;  5) а +  й — с.
] I ) (1; 5; 2); 2) (5; 4; 0); 3) (6; 9; 0); 4) ( - 4 ;  1; 0); 5) ( - 2 ;  4; 2).]

(• Киллинеарны ли векторы: 1) a (1; — 1; 2) и Ь (2; 2; — 4); 2) а (2; 3; — 1)

" 11 ' '■ Г); 2)? |1) Нет; 2) да.]

10 Коллинеарны ли векторы А В  и СО, если А ( — 2; 3; I), # (1 ; 5; — 2), 
1 (1  \  К), 0 (1 ; 3; - 5 ) ?  [Да.]

I I Даны точки А (3; 3; 3) и В  ( — I; 5; 7). Найти координаты середины отрез- 
к" 1/1 |(1; 4; 5).]
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12. Даны точки А (2; 4; — 2) и В  ( — 2; 4; 2). Найти точку С, лежащую на от-

АС чрезке д В  и делящую его в отношении Ld

(С ( — 1; 4; 1).]

13. Найти скалярное произведение векторов: 1) а (4; — 2; 1) и 6 (1 ; 2; 3); 

2) а^(1; — 1; 3) и 7 (1 ;  1; 0); 3) 7 (2 ;  3; — 4) и 7 (1 ;  1; 1).
|1) 3; 2) 0; 3) 1.]

14. Найти длину вектора А В , если: I ) А ( — 1; 5; 2), а В  (2; 5; — 2); 
2) /4(1; 3; 0), а В ( - 2; 3; 0).

[1) 5; 2) 3.]

15. Найти угол между векторами: 1) а (2; — 2; 1) и fe (— 4; 1; 1); 2) а (1; I ; 0) 

и 7 (0 ;  1; I).

И ) | я ;  2, » |

16. Перпендикулярны ли векторы: 1) а (  I; — 1; 3) и f t (3; 1; — 2);
2) 7 (3 ;  2; 1) и ft (2; — 3; 0)?

[1) Нет; 2) да.|

17. Даны векторы а ( т ; 3; 4) и ft (4; m; — 7). При каком значении т эти век
торы перпендикулярны?

| т  =  4.]

18. Даны векторы а ( 2; 2; 1) и ft (6; 3; 2). Найти np_ft и пр_а.
а b

, т  20 -  20 I ([|р _ й =-п-; пр_ о = — .]
а А Ь '

19. Найти работу силы F  на перемещении s, если |F |= 2 , |s |= 5 ,  ф=

=(/■', s )  =  f-  15 -1

20. Найти направляющие косинусы вектора а (1 ; I; 1).

Г 1 « 1 1 1| c o s a  =  — ==; cos 6 =  — =■; c o s v  =  — = .  I

L д/з V3 V3 J
21. Определить и построить вектор c =  a X f t .  если: 1) a = 3 i  и ft=  2/г; 

2) а =  j +  / и b — i — / . [ 1) — 6/; 2) — 2/г.]

22. Построить параллелограмм на векторах а = 2  i + 3 / , ft= 3 /  +2/г и вы
числить его площадь. [2Л/22~-1

23. Раскрыть скобки и упростить выражение i Х ( / +  А )— /’ Х (  * +  Л ) +  

 ̂X  (*  “Ь / "Ь k ). [2 ( k i ).]

24. Показать, что ( a -f ft ) [(a  +  c ) X f t ] =  — a 6 с .

25. Показать, что ( a +  2й — с )  [(a  — ft ) Х ( u — ft — с )]= 3а ft с .
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Г л а в а  3. МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

§ 3.1. Матрицы и действия над ними

I. Понятие о матрице. Таблица чисел aik вида

т̂\ ^m2 &тп

а \\ а 12 ••• а \п
а2] а22 ... а2п

(1 )

гостящ ая из т  строк и п столбцов, называется матрицей. Числа
о,, называются ее элементами. Это прямоугольная матрица. В ча- 
1 Iмости, когда m =  1, п >  1, мы имеем однострочечную матрицу 
(</и а12 ... аи ), которую называют матрицей-строкой. Если же 
,п - I, а п =  1, то имеем одностолбцовую матрицу, которую назы- 
IHIIOI матрицей-столбцом. Матрица, состоящая из одного числа, 
отждествляется с этим числом.

1'сли в матрице число строк равно числу столбцов ( т  =  п), то 
l i i K y i o  матрицу называют квадратной, причем число ее строк 
мдм столбцов называется порядком матрицы. Например, Mar

i'» и, квадратная матрица третьего порядка.
Матрицу для краткости будем обозначать одной буквой. Н а

пример, буквой А.
Две матрицы А и В  называются равными (А = В ), если они 

одинакового размера (т. е. имеют одинаковое число строк и оди
наковое число столбцов) и их соответствующие элементы равны. 
I а к, если

2. Сложение матриц. Матрицы одинакового размера можно 
i кладывать.

Суммой двух таких матриц А и В  называется матрица С, эле- 
мсмты которой равны сумме соответствующих элементов матриц 
\ и В. Символически будем записывать так: А +  В  =  С.

Так, если

есть квадратная матрица второго порядка,

,| матрица

m А =  В, если аи — bu, а ]2 — b]2, a2l — b2\, cl22 — b22.

49



то их суммой называется матрица
^  /  а \\ + ^ | |  а 12 +  1̂2 

\ f l2 l+ ^ 2 l  а 2 2 + ^ 2 2

П р и м е р .

/I  2 3\ / 2 4 1 4  /3 6 4 4 
\2 4 5/ \3  0 5/ \5 4 10/

Легко видеть, что сложение матриц подчиняется переместитель
ному и сочетательному законам:

А +  В =  В +  А, 
(А-\-В)-\-С =  А-\-(В-\-С).

О п р е д е л е н и е .  Матрица, все элементы которой равны ну
лю, называется нуль-матрицей и обозначается (0) или про
сто 0.

Нуль-матрица при сложении матриц выполняет роль обычно
го нуля при сложении чисел: А-\-0 =  А.

3. Вычитание матриц. Разностью двух матриц А и В  одинако
вого размера называется матрица С, такая, что

С +  В =  А.
Из этого определения следует, что элементы матрицы С рав

ны разности соответствующих элементов матриц А и В.
Обозначается разность матриц А и В так: С =  А — В.
П р и м е р .

С о) - G
4. Умножение матрицы на число. Произведением матрицы 

А на число А. называется матрица, элементы которой равны про
изведению числа К на соответствующие элементы матрицы А.

Отсюда следует, что при умножении матрицы на нуль полу
чается нуль-матрица.

П р и м е р .  Пусть

А ■

Найти матрицу Ak-\-B\i.
На основании определения суммы матриц и умножения матрицы на число

имеем:

Ак +  Вц  = / к +  2ц 0 2Я+  ц\ 
\2Я. +  2р, ЗХ +  ц Х +  ц /

5. Умножение матриц. Рассмотрим правило умножения двух 
квадратных матриц второго и третьего порядков.
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Пусть дамы две матрицы

А = / а ч а1г\ /Ьц ^1г\
\ а21 а22/ \̂ 21 2̂2/

П р о и з в е д е н и е м  матрицы А на матрицу В называется 
м.нрица С =  АВ, элементы которой составляются следующим 
nfipa шм:

д д _ / а 11̂11 +  а 12̂21 а\ 1̂12 +  а 12̂ 2г\
\а21̂11 +  а22̂2\ а21^!2+а22̂ 22/

К .Iк видим, элемент матрицы-произведения, находящийся на пе
ресечении /-строки и k-ro столбца, представляет собой сумму 
мирных произведений элементов i-й строки первой матрицы на 
■лементы /г-го столбца второй матрицы.

Например, элемент, стоящий во второй строке и первом
i тлбце матрицы произведения АВ, равен сумме парных произ- 
иетсний элементов второй строки матрицы А на элементы нерво- 
ю столбца матрицы В.

) Iо правило сохраняется для умножения квадратных матриц 
I реп,его и более высокого порядка, а также для умножения пря
моугольных матриц, в которых число столбцов матрицы-множи- 
миго равно числу строк матрицы-множителя.

П р и м е р  1.
/ 1 2\ /5 6\ / 1 -5 +  2-7 I -6 +  2-84 /19 22\ 
\3 4/ \7 8/ \3 -5 +  4- 7 3-6 +  4-8/ \43 50/

р и м е р 2.

р и м е р 3.

1 + I -2 + 0-2 2• 2 + I • I +0-2 
1 +  I - 2 +I - 2  3-2+ I - 1 +  I -2

/а,, а,2\  / * i\  /ап * 1 +  а 12*2\ 
\а21 а22/ \Х2/ \а21Х\~\~ а22Х2/

Видим, что в результате перемножения двух матриц получа
ем я матрица, содержащая столько строк, сколько их имеет мат
рица-множимое, и столько столбцов, сколько их имеет матрица- 
м ножитель.

Рассмотрим еще пример:
/5 6\ /1 2\ _/5-1+ 6-3 5-2 + 6-4\ /23 34\
\7 8/ \3 4/ \7 • 1 + 8-3 7-2 + 8-4/ \31 46/

( другой стороны, как установлено Bbinje:
/1 2\ /5 6\ /19 22\



Следовательно, произведение двух матриц, вообще говоря, не 
подчиняется переместительному закону:

А В ф В А .
Можно проверить, что умножение матриц подчиняется сочета
тельному закону:

А ( ВС)  =  (АВ)  С.
При умножении матриц второго порядка особое значение 

имеет квадратная матрица
'1 0^

Е  =
0

При умножении любой квадратной матрицы А =
( “

(119

21 а 22
второго порядка на матрицу Е  снова получается матрица А. 

Действительно,

АЕ-

<

/ а , |  а 12\  /1 0 \

V a 21 «22/ W

<2,1*1 —|— а12-0 « и -0 а12- 1 
а21 - 1 —(— а2г • 0 а2|-0-)-а22-1

а \\ а \2 

а 2\ а 22

Аналогично
Е А — А.

Матрица Е  называется единичной матрицей. Единичная мат
рица я-го порядка имеет вид:

Е  =

1 0 0 . . 0 0
0 1 0 . . 0 0

о ' 0 0 1 . . 0 0О.
С 0 0 0 . . 0 1

п столбцов

Если в матрице ( I ), обозначаемой буквой А, сделать все строчки
ером. то

/ < * 1 1 а 2\

/ а,2 а 22

\ а 1п а 2п

называемую транспонированной к матрице А.
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§ 3.2. Определители

I. Определители второго порядка. Рассмотрим квадратную 
матрицу второго порядка

А =
/ а „  «12\ 

\ а 21 а 2 2 /

О п р е д е л е н и е .  Определителем второго порядка, соответ- 
сгнующим матрице А, называется число, равное аиа22— а̂ 2а2{. 

Определитель обозначают символом:
а.\I (Х\

а9. а22

(кратко \А\) .

Таким образом,

\А\ =
аи а,2 
а 2\ а 22

— а иа2 2 fl|2a2 i. (I

Элементы матрицы А называются элементами определителя
11, элементы а и, а22 образуют главную диагональ, а элементы 

а,2 — побочную.
Из равенства (1) видно, что для вычисления определителя 

второго порядка нужно из произведения элементов, стоящих на 
главной диагонали, вычесть произведение элементов, стоящих на 
побочной диагонали.

lip и м е р  I. Вычислить определитель второго порядка:
12 4 1
3 7

=  14— 12 =  2.

П р и м е р  2. Имеем:

I О
О I =  1, т. е. определитель единичной матрицы равен единице.

Легко проверяются следующие свойства определителя (с по
мощью правила вычисления его по формуле (1)).

Величина определителя \А\:
1) не меняется, если заменить его строки соответствующими 

столбцами;
2) не меняется, если к элементам какой-либо его строки или 

столбца прибавить соответствующие элементы другой строки 
или столбца, умноженные на одно и то же число;

3) меняет знак, если поменять местами его строки или 
с I олбцы;

4) увеличивается в k раз, если элементы какого-либо его 
столбца или строки увеличить в k раз, т. е. общий множитель, 
имеющийся в строке или столбце, можно выносить за знак опре
делителя;

53



5) равна нулю, если элементы какого-либо его столбца или 
строки равны нулю;

6) равна нулю, если элементы двух строк или столбцов соот
ветственно равны.

2. Определители третьего порядка. Рассмотрим квадратную 
матрицу третьего порядка

Л =  1

О п р е д е л е н и е .  Определителем третьего порядка, соответ
ствующим матрице А, называется число, равное аиа22а33-\-
+~а ]2«2з«з1 ~ « i3«2 i « 3 2 « 1з«22«з1 « 11 «2з«з2 « i2«2 i «зз  ̂ обозначаемое 
символом

а ,  | а \2 а  .а

а 2\ а 22 «23

«31 «32 «33.

а,. «12 «13
а21 а 22 а 2з (кратко |/11)

аз 1 а 32 а зз

Итак,

а и «12 «13
1/11 = «21 «22 «23

«31 «32 «33

=  fl| |й22а33 “Ь «12«23«31 “Ь «13«21«32 «13«22«31 «11«23«32 «12«21«33- (2)
Чтобы запомнить, какие произведения в правой части равен

ства (2) следует брать со знаком «плюс», какие — со знаком 
«минус», полезно следующее правило, называемое правилом 
треугольника (рис. 38).

Рис. 38

П р и м е р  1. По формуле (2) имеем:
1 2 3
2 3 4
3 4 5

: 15 +  24 +  2 4 - 2 7 - 2 0 — 16 =  0.
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П р и м е р  2. Очевидно, что

|£| =
1 О О
О 1 о
О О I

=  1.

Все свойства определителей второго порядка (свойства
I -6) остаются справедливыми и для определителей третьего по
рядка (проверка их идет но формуле (2)).

О п р е д е л е н и е .  Минором какого-либо элемента определи- 
1сля называется определитель, полученный из данного вычерчи
ванием той строки и того столбца, которым принадлежит этот 
элемент.

Например, минором элемента а12 определителя \А\ является 
определитель второго порядка

а 2 \ а 2 ‘А 

f l 3l а зз
(3)

Минор элемента aik определителя \А \ обозначается через M ik.
О п р е д е л е н и е .  Алгебраическим дополнением элемента aik 

определителя \А\ называется его минор, взятый со знаком 
( 1 )' + *.

Например, алгебраическим дополнением элемента ап опре
делителя \А\ является определитель (3), взятый со знаком «ми
нус». Алгебраическое дополнение элемента aik будем обозначать 
через АЛ. Следовательно, Аш =  ( — 1 ) '+kM ik.

Т е о р е м а  1. Определитель равен сумме произведений эле
ментов какой-либо строки ( столбца) на их алгебраические до
полнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Преобразуем правую часть формулы 
(2). Так как
II | , «22й33 “Ь а \2а23а3\ “Ь а 13й21 а32 a \ia22ai\ а 1 la23a32 а 12а2]а33 

— «Ц (й22йзз &23а32)~\~ а \2 {а23а3\ а21аЭз) +  а\3 (а2\а32 а22а3\)~
=  а иА и +  а12Л ,2 +  а 13У113,

I о
|Л | =  аПЛи +  а|2Л 12 +  а,3Л 13- (4)

Формула (4) называется разложением определителя |Л| по 
мементам первой строки. Аналогично получается разложение 
по элементам других строк и столбцов.

Т е о р е м  а 2 (теорема аннулирования). Сумма произведений 
ьп’ментов какой-либо строки ( столбца) определителя на алгеб
раические дополнения соответствующих элементов другой стро
ки (столбца) равна нулю.

Для определителя \А\ покажем, например, что
(5)а 11̂ 21 + а 12Л 22 + а 13^23 —  О-
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Раскладывая определитель

|Л| =

аи а12 а13 
а \\ а\ч а\з
а31 аз2 азз

по элементам второй строки, согласно предыдущей теореме 
имеем:

| Л | =  auA2i +  а 12А 22 +  а13А 23.

Так как определитель \А \ равен нулю (как содержащий две оди
наковые строки), то получаем искомое равенство (5).

3. Понятие определителя л-го порядка. Свойство определите
ля третьего порядка, выраженное теоремой 1 (п. 2), допускает 
обобщение, которое может быть принято за определение опреде
лителя любого порядка.

В общем случае определителем п-го порядка, соответствую
щим квадратной матрице «-го порядка

А =

'а и а,2 .. 
&2\ d‘22 ••

а„
(6)

.. а„
можно назвать число, равное сумме парных произведении эле
ментов какой-либо строки (столбца) на их алгебраические до
полнения (краткое обозначение \А |).

Заметим, что определители любого порядка п обладают все
ми полученными выше свойствами (п. 1, 2).

Из свойства 1 (п. 1) определителя следует, что квадратная 
матрица А и транспонированная к ней матрица А ' имеют равные 
определители, т. е.

И1 =  И '| .

П р и м е р  1. Вычислить определитель

=  3-8 — 2-39= -54 .

3 0 2 0
3 — 1 4 2 3 4

2 3 —  1 4
0

=  3 4 - 2  3 +  2 0 4 3
4 — 2 3

2 0 1 5 2 1
5 2 0 1

Заметим, что если в определителе все элементы какой-либо 
строки (столбца), кроме одного, равны нулю, то при вычислении 
определителя выгодно разложить его по элементам этой строки 
(столбца).

Если же такой строки (столбца) нет, то, используя свойство
2 (п. 1) определителя, его можно преобразовать так, чтобы он 
имел такую строку (столбец).
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П р и м е р  2. Очевидно, что

1 0 0 . . 0 0
*о 0 1 0 . . 0 0Q-
U
С

0 0 0 . . 0 1

I огда

п столбцов

Т е о р е м а .  Если А и В — квадратные матрицы одного по
рядка с определителями |Л| и |й|, то определитель матрицы 
С = АВ равен произведению определителей перемножаемых мат
риц, т. е.

\С\ =  \А\\В\.
Доказательство этого свойства ради краткости проведем для 

случая матриц второго порядка.
Пусть

А =  ( й" а'2\ В =  ( Ь" Н  
\ а21 а22/ \̂ 21 2̂2/

АВ ( а "^ "  а ^2\ а 11̂12 +  а 12̂ 22\
\ а21̂11 + 2̂2̂ 21 ацЬ\2~\~ 0-22̂ 22/

\АВ\ = (a ll6,l +  a l2ft21) (a 2,ft124-a22ft22) — (a21ftl] +  a22ft2l) ( a tlft12 +  
+  a  12^22) =  а  11 ̂  11 a 21 ̂ 12  Ч- a  12^21 a 2 l^ 12 +  a l l^ l la 22^22 +  Я 12^ 21 a 22^22 --

а1\Ь\\а\\Ь\2 a22̂ 2l̂ l I ̂ 12 а2\Ь\ \a 12̂22 a22̂ 2\al2̂ 22 = al 1̂22̂1 1̂22 +
+  a l2a2l̂ l2 2̂I a \\a22̂ \2̂ 2\ a12a2l̂ l 1̂22- (^)

< другой стороны,
I A I I В  | =  (fll 1̂ 22 a\2a2\) (Ь\ 1̂22 1̂2̂ 21 ) =  a l 1й22̂ 11 ̂ 22 +

+  tt 12̂21 ̂ 12̂ 21  ̂11̂ 22̂ 12̂ 21 I2a21 ̂  11 ̂ 22- (8)
Из соотношений (7) и (8) получаем:

\АВ\ =  \А\\В\.
П р и м е р  3. Пусть

А =
u  - I )  - с  : >

Пайти \АВ\.
Имеем: |Л |= 6 — 1=5, |й| =  1— 3 = — 2.

Согласно только что установленной теореме

\АВ\ = 5-( — 2 )=  -  10.

Отметим еще следующий любопытный факт. Как известно, 
произведение двух отличных от нуля чисел не равно нулю. Для 
матриц подобное обстоятельство может и не иметь места,
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т. е. произведение двух ненулевых матриц может оказаться рав
ным нуль-матрице.

П р и м е р  4. Если

А
- с : )  ■ -■>

А В  = ( l 'V  1 /Ы  + Ь( —1) Ь1 + 1 -( — 1 )\_/о 0\
V i 1A - I  - 1/  \ ы  +  М - п  | . I - | -1 - (— 1) /  Vo о /

4. Обратная матрица. Рассмотрим теперь так называемую 
обратную матрицу, понятие которой вводится только для квад
ратной матрицы.

Если А — квадратная матрица, то обратной для нее матри
цей называется матрица, обозначаемая А ~ х и удовлетворяющая 
условиям

АА~'  =  Е, А ~ 1А =  Е,
где Е  — единичная матрица.

П р и м е ч а н и е .  Из этого определения следует, что если матрица А ~ 1 яв
ляется обратной для А, то и А будет обратной для А ~ '.

О п р е д е л е н и е .  Если определитель \А\ матрицы (6), обо
значенной через А (п. 3), равен нулю, то матрица А называется 
вырожденной; в противном случае матрица А называется невы
рожденной.

Т е о р е м а .  Матрица

(9)

где Aik — алгебраическое дополнение элемента aik невырожден
ной матрицы А, является обратной для А.

Д о к а з а т е л ь с т в о ради краткости проведем для случая п =  2. Умножая 
матрицу А на матрицу (9), мы получим с использованием известных свойств

Аи А 21 А„,
Ml \А | -‘ \А\
А 12 А 22 А„2
\А\ ш "" |Л|

а 1 А 2 п " Апп
\А\ ш  •" \А\

А и I /7 А12 л 2, 1 /т А 22 \ / \А\ 0
1 \А\ ' 12 \А\ \А\ I “ 12ш ' \-  1(  \А\ M l

Ап
■ I П

А |2 А 21
+ а22

а 22 Jг !{ - 2-
M l

1 \А\ • а22И Т U21 ш Ш / \  \А 1 Ml

< : > •

Аналогично проводится доказательство и для того случая, когда матрица 
(9) является первым множителем, а А —  вторым.
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H i то л ько  что  установленной теоремы следует, что для того чтобы построить 
обратную матрицу д)тя квадратной невырожденной матрицы А, нужно сначала 
п т  I роить транспортированную  матрицу А', а затем каж ды й элемент А' зам енить 
г|п алгебраическим дополнением, деленным на |Л|.

П р и м е р .  Найти матрицу ,  обратную матрице

/ 12°\
Л =  ( 3 2 1 ) .

\ 0  1 2 /
Определитель  этой матрицы 

\А\:
I 2 О 
3 2 1 
О 1 2

- 9 .

1 .1 к как  \А 1=̂ =0, то м ат ри ца  А не в ыро жде нн ая ,  и, следовательно ,  су ще ст в уе т  об- 
p.и н а я  ей матрица .  Вычисл яем ал ге бр аич ес кие  дополнения:

1 4 - 1  I 2  Ч1! | = (  — 1) + j  ̂ j = 3 .  Аналогично А 12 =  — 6, А13 =  3, А21 =  — 4, А22 =  2,

' .м ~ ^31 =  2 ' ^32 =  — *’ л з з=  ~  4- 
( . оставим матрицу

С--

1 (слав в этой матрице  ее строки столбцами с тем ж е  номером,  получим ма трицу

- 1  1
3 ¥

3 в 3
9 9 9
4 2 1
9 9 "9
2 1 4
9 9 9

4 2 _ 2
3 ‘9
j_ _i_
3 9

Г> Преобразование координат, м атрица преобразования, ортогональны е м ат
рицы.  В некоторых с лу ч а я х  приходится одновременно р а с с м а т р и в а т ь  д в е  систе
мы координат на плоскости и р ешать  с ле ду ющую з а да чу :  з на я  координаты точки 
м одной системе координат,  найти ее координаты в другой системе.  Ф ор му лы ,  в ы 
р аж ающ ие  координаты точки в одной системе  через ее координаты в другой си-
• |гме, н аз ыва ютс я  ф ор м ул а м и  п р е о б р а з о в а н и я  к о о рди нат.

В гл аве  1 (§  1.1, п. 2)  были получены формулы преобразования  де к ар то в ых  
м полярных координат.  Пус ть  обе с и с т е м ы — д е к а р то в ы  прямоугольные ,  причем
о цюименные оси этих систем п ар ал ле ль ны  и одинаково на пра вл ены  и на к ажд ой  
м I осей выбр ана  одна и та  ж е  м а с ш т а б н а я  единица.  На рисунке 39 изображены 
т е  гакие системы хОу  и х'О'у ' .  Система  х'О' у '  може т  б ыть  получена п а р а л л е л ь 

ным переносом осей Ох  и Оу.  Условимся  н а з ы в а т ь  координаты точек в системе 
|( ) у  старыми,  а в системе х'О'у '  н о выми.  Пус ть  х0 и у 0 — координаты нового нача-  
la (У в старой системе.  Предположим,  что точка М на плоскости (рис.  39)  имеет 

> 1 лрые координаты х и у  и новые х' и у ' .  Из рисунка  39 получаем х =  х'-\-х0.
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У'

O'

м

X'

Рис.  39

Аналогично (/ =  (/' + </о- 
Та ким образом,  имеем:

х — х' -\~ х0, у =  у’ +  у0- (10)

(Эти формулы верны и при любом другом положении точки М на плоскости. )  
Ф ор му лы  (10)  н а з ы в а ют ся  ф ор м ул а м и  п а р а л л е л ь н о г о  п е р е н о с а  о с е й .  
Ра ссмот рим теперь  в плоскости q  прямоугольную систему  координат  xtOx2 с

о рт а ми  е ,  и е 2 (рис.  40).  Н а р я д у  с системой координат  х,Олг2, которую будем н а 
з ы в а т ь  старой,  рассмотрим н о в у ю  систему  координат  х, 'Ох2' с ортами е /  и е 2 . 
Н а ч а л а  координат  старой и новой систем совпадают .

Возьмем в плоскости q  произвольную точку М.  Пус ть  х,, х2 — ее координаты 
в старой системе  и х\, х2 — в новой. Найдем с в я зь  м е ж д у  с т ар ым и и новыми ко
ординатами.  Имеем (см.  § 2.1,  п. 8 ):

ОМ = х , е , +  х2е 2, ОМ =  х\е\ +х'2е 2.

Та ким образом,
х1е 1 +  х2е 2 =  х/1е 1' +  х./е/.  ( 1 1 )

Умно жим обе части р ав ен ст ва  (11)  с к а л я р но  на е х. Принима я  во внимание,  

что е, е,  =  1 и е , е 2 =  0 ( §  2 .2 , п. 2 ), получим:

х1 =  х \ ( е 1е\) +  х2' ( е ^ ^ ) .  ( 1 2 )

У м н о ж а я  обе части р а в ен с тв а  (11)  с к ал я рн о  на е 2, аналогично получим:

х2 =  х \ ( е 2е\)-\-х'2 ( е 2е'2). (13)

Введем обозначения:
-  —  -

а „ =  ехе\=  | е,| | е\\cos ( е „  e{) =  c o s ( e „  е[\
__  /Ч_

а|2 =  е, е2 — cos ( е,, е2),
___

а 2, =  e2e; =  c o s (e 2, е\\
___ _/Ч_

а 22=  e 2 e 2 =  c o s  ( е 2< е г)-

(14)
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Горда р ав ен ст ва  (12)  ц ( 13 )  можно з апи са т ь  в виде

*1 =  а п х\ +  а 12х'2, х2= а 21 х[-\-а22х'2. (15)
Фо рмул ы (15)  н аз ы ва ю тс я  ф ор м ул а м и  п р е о б р а з о в а н и я  к о о р д и н а т  н а  п л о с к о -  

I /и, а ма трица  *

L =
/а, ,  а 12\ 

\а21 а22/

матрицей п р е о б р а з о в а н и я .
Рассмотрим ма трицы столбцы

- С ) " - C D
их помощью преобразование  координат  (15 )  в матричной форме запишем

н виде

X =  LX'.

Установим некоторые свойства  матрицы L.

П р е ж д е  всего найдем р аз ло жен ие  векторов е,  и е 2 по новому б аз и су  е\, е'2. 

Гак ка к

n p _ e , = c o s ( e „  е()  =  гап , п р _ е ,  =  а 12, п р _ е 2 =  а 21, пр_е2 =  а 22, то
е\ е ’2 е\ е'2

е \ =  а п е \ +  а ,2 е 2, е2 =  а 21 е', +  а и  е ’2. (16)

Фо рмул ы (16)  д а ют  р аз ло жен ие  векторов е, ,  е 2 по б аз ису  е[,  е 2. 

Аналогично получим р аз ло жен ие  ортов е\ и е 2 п о  б аз ису  е, ,  е 2.

е; =  а п е| +  а 2,е 2, е2 =  а 12е, +  а 22е2. (17)

Гак к а к  е , е ,  =  I, е , е 2 =  0, е2е2=  1 (§  2.2, п. 2), то, принимая  во внимание  форму
лы (14)  и (16) ,  получим:

?! f?i =  a] j -f- а 12 =  1 , е х е2 =  a lt a 2j -j- а (2 а 22 =  0, е2е2 =  а 2) -j- <х22 =  1 .

Итак ,
a n +  а ?2 =  1’ а п a 2i +  a i2 а 22 =  0, а 21 +  а 22 =  1. (18)

\налогично т а к  к а к  е\е\ =  \, е\е2 =  0, е2е2 =  1, то из формул ( 14 )  и (17)  
получим:

a ii +  a 2 i =  l ’ a n ° | 2 +  a 2 ia 22 — 0, a^2-|-a22= l .  ( 1 9 )

Иными словами,  ма т ри ц а  L о бл а д а е т  следующими свойствами:
а) Сумма квадратов элементов строки (или столбца) равна единице.
б) Сумма парных произведений элементов строки ( столбца) на соответству

ющие элементы другой строки (столбца) равна нулю.
М ат ри ца ,  о б л а д а ю щ а я  этими свойствами,  н аз ы в а е т с я  ортогональной. 
Рассмотрим транспонированную к ма трице  L матрицу
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L* =  ( a 11 “2|\
\ a 12 a 22/

С учетом р авенств  ( 18 )  имеем:

Ц *  =  ( а  и  a 1 2 \ / a n  a 2 l \  =

\ a 21 “ 2 2 /  \ a 12 a 2 2 /

a l l a 2 l a !2 a 22 

a 2 1 a l l  +  a 2 2 a 12 “ 21 + “ 2 2  

Аналогично,  используя  ра ве нс тв а  (19) ,  получим:

L*L =  E.

Та ким образом,  ма трица  L* я в л я е т с я  обратной д л я  ма три цы L, т. е.

L~' =  L* =  ( a " “2,\  (20)
\ а 12 а 2 2 /

Пус ть  новая  си стема  координат  получена из старой системы поворотом осей 
на угол а.  В этом с лу ча е  (рис.  40)

a M =  cos ( е, ,  eJ) =  cos a ,  a 12 =  c o s ( e , ,  e 2) =  cos (-^- +  а )  = — sin а,  

л
a 21 =  c o s ( e 2, eJ)  =  cos ( -^-— a )  =  s i n a ,  a 22 =  c o s ( e 2, e2) =  c o s a ,

и, следовательно ,  формулы ( 15 )  принимают вид:

x , = x J c o s a  — х2 s in a ,  x2 =  xj  s in a  +  х2 cos a .  (2 1 )

Ф о рм ул ы  (21)  на з ыв аю тс я  ф ор м ул а м и  п о в о р от а  о с е й .

§ 3.3. Выражения векторного и смешанного 
произведений векторов через координаты 

сомножителей
1. В ы р а ж е н и е  ве кт орно го  пр ои з ве д ен ия  через  к о о р д и н а ты  пе

р е м н о ж а е м ы х  ве кто ров .  П у с т ь

а — a xi +  a yj  -\-azk, b =  bxi +  byj  +  bzk.

П е р е м н о ж а я  век торно эти р а в е н с т в а  и и спо льз уя  с в о й ств а  
век торно го  прои зв ед ения ,  получим с у м м у  д е в я т и  с л а г а е м ы х

a X b  — a xbx (/ X  i ) +  a ybx (/ X  i ) +  a zbx (k  X  i ) +  a xby ( i X  j ) +

j  X  j )+ a J> £ k X  / ) + « Л (  i X k ) -\ -a f i^ j  X  k ) + a zbJ,kX  k). (1) 

Из св ой ств  и опре д ел ен ия  вект орного  п рои з ве д ен ия  (§  2.2,  п. 4)  

с л е д у е т ,  что i X  i =  0, j  X  j  =  0, k X  к — 0  и г X  j  =  — (/ X  i ) =  к, 
j  X k  =  — ( k X  j )  =  i , k X  i =  — ( i X  k ) =  j .

П оэто му  из р а в е н с т в а  (1 )  п олу чае м

a X b = ( a ybz — a zby) i +  (a .bx — a xbz) j  +  ( a xby — a ybx) k
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a X b  =
а у — а х а г — а х а у

Ьу ьг
i —

ьх ьг / +
bх Ьу

k. (2 )

Дли у д о б с т в а  з а п о м и н а н и я  ф о р м у л а  (2 )  з а п и с ы в а е т с я  в виде  
о п ре д е ли т е л я  т р е т ь е г о  п о р я д к а  ( см .  §  3.2,  (4) ) :

а Х  b =
i / к

а х а у а г 

Ьх Ьу Ьг

2. Выражение смешанного произведения через координаты 
перем ножае мых векторов.  П у с т ь

и = a xi + a yj  + a zk, b = b xi + b yj  +  bzk, с =  cxi +  cyj  +  czk.

К а к  у ж е  ус та н о влен о ,

a X b
ау az — а х а г — а х ciy

i — / +
by ьг ьх ьг ьх by

k.

Д а л е е  по известной ф ормуле  (§  2.2,  ( 7 ) )  д л я  с к а л я р н о г о  про- 
и (ведения  п олу чае м :

( а Х Ь )  с
— ау а, а х

си-\-
а х ау

с — сх —
Ьу ь г Ьх Ьг

У 1
ь х ь у

( а Х Ь )  с =

а х а у a z 

Ьх Ьу bz

I .I к и м о бразо м ,  смешанное произведение равно определите-  
IKI третьего порядка, в строках которого стоят соответствующие  

координаты перемнож аемых векторов.

§ 3.4. Системы линейных уравнений

I. Матричная  запись и матричное решение системы у р а в н е 
ний первой степени. П о к а ж е м ,  к а к и м  о б р а з о м  мы м о ж е м  исполь- 
ю в а т ь  м ат ричн ый  а п п а р а т  д л я  решени я  систе м лин ей ных  у р а в 
нений.

11усть д а н а  с и с т е м а  из п л ин ей ных  у р а в н е н и й  с п н е и з в е с т н ы 
ми X,, х2, . . . ,  х„:

а ,  1* 1 +  a|2* 2 -Ь - -  + а 1пх„ =  Ь1,
■ a 2lxi +  a 22x2 +  ... + a 2nxn =  b2, (1)

а п\Х \ +  а п2Х 2 + • • • - ( -  а п п Хп —  Ь п .
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Ч и с л а  a jk н а з ы в а ю т с я  коэффициентами системы  (1) ,  а числа  Ь]? 
Ь2, Ь„ — свободными членами. С и с т е м а  л ин ей ных  ур а в н е н и й  
(1 )  н а з ы в а е т с я  однородной , если  Ь, =  Ь2 = . . . =  Ьп =  0.

М а т р и ц а

н а з ы в а е т с я  матрицей системы  (1 ) ,  а ее о п р е д е л и т е л ь  |/1| — опре
д ели телем  системы  (1).

Решением системы  ( 1 )  н а з ы в а е т с я  со во ку пн о ст ь  чисел лг, =  Л,,, 
х2 =  \2, . . хп =  \п, ко то р ы е  о б р а щ а ю т  все  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  
в т о ж д е с т в а .

С и с т е м а ,  и м е ю щ а я  хотя бы одно решение ,  н а з ы в а е т с я  со
вместной. С и с т е м а ,  не и м е ю щ а я  решений,  н а з ы в а е т с я  несовме
стной.

П у с т ь  о п р е д е л и т е л ь  с и с т е м ы  (1 )  отличен от нуля .
Обо зн ач им  м а т р и ц у - с т о л б е ц  из н еиз ве стны х  через  X и м а т р и 

ц у -с т о лб е ц  из с во б о дн ы х  членов  через В:

С о г л а с н о  п р а в и л у  у м н о ж е н и я  м а т р и ц  имеем :

И с п о л ь з у я  оп ре д ел ен и е  р а в е н с т в а  м а т р и ц ,  д а н н у ю  с и с т е м у  
(1 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  с л е д у ю щ и м  образ ом :

Р а в е н с т в о  (2 )  н а з ы в а е т с я  матричным уравнением  ( з д е с ь  в роли 
неизв ест ного  в ы с т у п а е т  м а т р и ц а  А'). Т а к  к а к  по у сл овию |Д| =̂ =0, 
то д л я  м а т р и ц ы  А с у щ е с т в у е т  о б р а т н а я  м а т р и ц а  А~'. У м н о ж и м  
обе част и  у р а в н е н и я  ( 2 )  с л е в а  на Л ~ ' :

А - ' ( А Х )  =  А ~ 1В.

И с п о л ь з у я  с о ч е та т ел ь н ы й  з а к о н  у м н о ж е н и я  м а т р и ц  (§  3.1,

АХ =  В. (2 )

п. 5 )  м ож н о  н а п и с а т ь

( А - ' А ) Х  =  А~'В.

64



По т а к  к а к  А |Л =  £  (§  3.2,  п. 4)  и ЕХ =  X ( §  3.1,  п. 5) ,  то п о л у 
чаем решение  мат ричн ого  у р а в н е н и я  в виде

X =  А~'В.  ( 3 )

П р и м е р .  Решить матричным способом сист ему  уравнений

=  10

=  23 

=  13

В матричной форме э та  си стема  з апи шет ся  в виде АХ =  В. З десь  

'I 2 0\
) Х =  1 х ., \ й  =  (

. 1 3 ,
А

/ 1  2 0 \ / х Л  / 1 0\

Ч г ; 0 - И г  Ч г О
М а т ри ц а  А 1 была  найдена  ранее  (см.  § 3.2,  п. 4). 

Теперь согласно рав е нс тв у  (3)  имеем:

Используя  определение р ав ен ст ва  матриц,  получим:  х, =  4, х2 =  3, х3 =  5.

Il i ' imi родственной проверкой у б е ж д а е м с я ,  что эти значения  неизвестных удовлет-  
ммриюг данной системе.

2. Ф о р м у л ы  К р а м е р а .  ( К р а м е р  Г. ( 1 7 0 4 — 1752)  — ш в е й ц а р 
ский м а т е м а т и к . )  Р еш ен ие  с и с т е м ы  ( 1 ) п лин ей н ы х  ур а в н е н и й
о 11 н еи з ве ст ны м и  удоб но  з а п и с ы в а т ь  и в ы ч и с л я т ь  с помощью 
оп ред ел ите лей .

Из р а в е н с т в а  (3 )  с о г л а с н о  п р а в и л у  у м н о ж е н и я  м а т р и ц  имеем :

X — А 'В =  i  -Щ  6 , + - щ 6 2 +  . . . + - щ & „

m b* + m b > + " + m b'
О тс ю д а

х‘ =  ~\д\ (Ь\Аи-\- Ь2Л 2, +  +  ЬпА„Х i — 1, 2, п,

или с о г л а с н о  те о р е м е  1 из §  3.2 (п.  2 )  ( э т а  т е о р е м а  о с т а е т с я  в е р 
ной и д л я  о п р е д е л и т е л я  я - г о  п о р я д к а ;  §  3.2, п. 3)
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х  = mi

а па |2. . . а l i - \b\0-\i+ l .

a 2Xa 22. .. a 2i-\b2a 2i+,

a nicin2. . . a ni_ tbna ni+l. 

З а п и ш е м  короче:

■ a  | „

■ ■a2n

. a

1, 2, .. n.

»(.)
I, 2, n. ( 4 )

З д е с ь  A — о п р е д е л и т е л ь  с и с т е м ы  (1) ,  а Л(,)— о п р е д е ли т е л ь ,  по
л у ч е н н ы й  из о п р е д е л и т е л я  А за м ен о й  его г-го с т о лб ц а  столбцом 
св ободн ых  членов.

Из с а м о г о  способа  решения  ясно,  что с и с т е м а  (1 )  им еет  е д и н 
стве нно е  решение.

\х+у =  1,
[ х  — у  =  2

П р и м е р .  Сист ема имеет  определитель

1 1 
1 — 1

= - 2 ф 0

и потому имеет единственное решение,  которое можно найти по формулам
( 1)

х =  -

где
Д"> =

Ч(2)

Д
1 I I
2 -1 I

I 1
I 2
3

ч(2>

=  -  1 —2 =  —3,

=  2 - 1  =  1,

3. Линейная  однородная система п уравнений с п неизвестны
ми. К а к  у ж е  о т м е ч а л о с ь  (п. 1), с и с т е м а  ур а в н е ни й  ви да

а \\х \ +  а пХ2-\- ■.. +  а и,х„ — О, 

« 21*1 +  а 22х2 +  . . . - ) -  а 2пх„ =  О,
(5 )

а п\х \ +  а пчх'г~\~ - - - +  а ппхп — О
н а з ы в а е т с я  однородной.  Она я в л я е т с я  ч а с т н ы м  с л у ч а е м  с и с т е м ы  
(1 )  при Ь, = 0 ,  . . . ,  Ьп =  0. Ясно,  что эт а  с и с т е м а  им еет  ну ле в о е  р е 
шение  х, =  0, х 2 =  0, . . . ,  х„ =  0. Это  решение  н а з ы в а ю т  тривиаль
ным решение м однородной с и с т е м ы .  Но м о ж е т  с л у ч и т ь с я ,  что о д 
но род ная  с и с т е м а  (5 )  имеет  и не ну ле в о е  решение .  Его н а з ы в а ю т  
нетривиальным  решени ем  однородной с и с т е м ы  (5).

Т е о р е м а  1. Если определитель  А однородной системы 
(5)  не равен нулю  (А=^=0), то эта система имеет только триви
альное решение.
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И с а м о м  д е л е ,  в си лу  с в о й ст в а  оп ре д е ли т е л е й  (§  3.2,  п. 1, 
tno(W iiK) 5)  все  о п ре д ел и те ли  Д(|) =  0, поэтом у  в с и л у  р а в е н с т в  
( I ) к, 0 (/ =  1, . . . ,  п).

I с о р е м а  2. Если система уравнений (5 )  имеет нетривиаль
н о е  решение, то ее определитель  А равен нулю  (А =  0).

li с а м о м  де л е ,  если бы А=^0 ,  то по т е о р е м е  1 с и с т е м а  
(5)  им ела  бы то ль к о  одно т р и в и а л ь н о е  решение .

С п р а в е д л и в о  (см . ,  н ап ри м е р ,  [7] )  и о брат но е  п р е д л о ж е н и е :  
Т е о р е м а  3.  Если определитель  А системы (5)  равен ну- 

чч, то эта система имеет нетривиальное решение.

УПРАЖ НЕНИЯ

I. Найти с у м м у  матриц:

- C D -  C J )
б) / 3  5 7\  / 1 2  4 \  

( 2  - I  0 ) и 2 3 - 2 .
\4  3 2 /  \  — 1 0 1/

[■» а - ? ь  G I - 0 - ]
2. Найти ма трицу  а )  А-\-2В,  б) 3/4 — В, если

<  : > - G  з>
■Ч. Вычислить  произведения матриц А В , если а )  А =

[■> с :  :> - (,:  ':>]

G !>

«а—ШЕО-е
.*» «?)•«> ( I 1!)

Вычислить у к а з а н н ы е определ ители.

1 2 3
4.

1 ;  -  ?  1
|26.] 5- U - 1 0

| sin a  cos а  1
. И ]

I 105 55 |
<>. 7.

1 — cos а  s in а  1 1 245 154 1

н.
12 6 - 4  

6 4 4 

3 2 8

[72.] 9.

4 1 0  3 

3 5 2 4 

2 - 3  0 1

5 0 0 — 5

[ - 3 8 . ]

|2695.]

[ — 240. ]

67



10.

1 0 3 2
2 3 4

5 - 6  0 2
1 Ь 1

5 — 2 1 . [ - 1 0 . ]  П .
- ! 3 0 7

. [513.] 12. 0 Ь 0

1 2 3
0 - 4  5 - - 3

b 0 — Ь
-2b2

13. Найти ма трицы,  о б ра тн ые  да нным:  а)

-2

/ 1  2 \ /cos  а  — sin а \
L  б) ( ■ )\-3 4 /  \ s in  а  cos а /

Г" (  ^  ̂ \  / cos а  s i n a \
I а ) (  з  1 ) ;  б)  ( }

\ ~  ~~2 }  ' — s i n a  cos  а /

14. Найти векторное произведение векторов:  1) a  (2;  3; 5)  и b (  1; 2; 1);

2 ) 7 ( 2 ;  5; 1) и 7(1 ;  2 ; — 3).
[ i )  - 7 i  + 3 / + * ;  2)  - 1 7 *  + 7 /  -  k.\

15. Вычислить  площа дь  п а р а л л е л о г р а м м а ,  построенного на векторах

a  ( 6; 3; — 2)  и 6 ( 3 ;  — 2; 6 ). [49.]
16. Вычислить  площадь  т ре угольника  с вершинами А(  1; 1, 1), В  (2;  3; 4),  

С (4:  3; 2). 12д/б”.]

17. Найти смешанное  произведение векторов:  ! )  а  (2;  — 1; — 1), b (1;  3; — 1), 

7 ( 1 ;  1 ; 4);  2 ) 7 ( 1 ;  - 1 ; 1 ), 7 ( 1 ;  1 ; 1 ), 7 ( 2 ;  3; 4).  33;

18. П ока за ть ,  что векторы a  (2;  5; 7),  6 ( 1 ;  1; — 1), с ( 1 ;  2; 2)  к о м п л а 
нарны.

!9 .  Найти объем п а ра лл ел епип ед а ,  построенного на векторах  а  (2;  1; 1), Ь (2;  

3; 2),  " 7 ( 3 ;  3; 4).  [7.]
20.  Вычислить  объем треугольной пира миды с вершинами

А (0;  0; 1), В ( 2; 3; 5),  С (6 ; 2; 3), 0 ( 3 ;  7; 2). [20.]
21.  Решить  матричным способом систему  уравнений

2 х ,  +  х 2 — х 3 =  1,

Злг, +  2х2 — 2 х3 =  1 , 

х,  — х2 +  2х3 =  5.
[Х | = 1 , х 2 =  2, х 3 =  3.|

22.  Решить  систему  уравнений по пр авилу  К ра ме ра :

Г 2 х + 3 1 / = 1 ,

\ Зх +  5 у — 4.
Г З х  +  4</=11,

б) | 5i/ +  6z =  28,

[  x  +  2z =  7.

а) [ х =  — 7, у  =  5.] 

[ х =  1, у  =  2, г  =  3.]

Г л а в а  4. ПЛОСКОСТЬ И ПРЯМАЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 

§ 4.1. Плоскость

I. Геометрическое истолкование уравнения м е ж д у  координа
тами в пространстве.  Изв ес тн о ,  что у р а в н е н и е  / ( jc , у) =  0, вообще 
говоря ,  о п р е д е л я е т  на плоско сти  н ек оторую линию,  т. е. м нож е-  
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I I im всех точек  плоскости  хО у , коорди-
iii i i i . i которых х и у  у д о в л е т в о р я ю т  это- 
м\ ур авн ению.  Подобно э то м у  у р а в н е 
ние

f  (х, у , z )  =  0, (1 )

иообще говоря ,  о п р е д е л я е т  в прост ран-  
I me  Oxyz  некоторую поверхность ,
I е мн ож е с тв о  всех  точек  простран ст-  
IHI Oxyz , к о о р д и на ты  которых  х , у 
и г у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е н и ю  (1).
У равн ен ие  (1 )  н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  
ной поверхности ,  а х, у, z — ее т е к у 
щими к о о р д и на та м и .

Поверхность  н а з ы в а е т с я  цилиндри
ческой, если она м о ж е т  б ы ть  о б р а з о в а н а  п е р е м е щ е н и е м  п р я 
мой п а р а л л е л ь н о  сам ой  себе  вдо л ь  некоторой линии L. Э т а  
линия н а з ы в а е т с я  направляющей  цилиндр иче ско й поверхности ,  
.1 в с е в о з м о ж н ы е  по ло ж ен и я  д в и ж у щ е й с я  п р я м о й — ее обра-  
ч/ющими.

2. У равн ен ие  плоскости,  проходящей через данн ую точку  пер
пендикулярно д ан н ому вектору.  П у с т ь  д а н а  точка  М 0 ( х 0; у ()\ z0) 
н ненулевой ве кто р  п(А\ В\ С). Т р е б у е т с я  с о с т а в и т ь  у р а в н е н и е  
плоскости,  прохо дящ ей  через то чку  М 0 п е р п е н д и к у л я р н о  ве к т о р у

и ( его  н а з ы в а ю т  нормальным вектором  этой плоскости) .
Р а с с м о т р и м  п рои зво льную  то ч ку  М (х\ у, z ) этой плоскости .

I .Iк к а к  ве кто р  М 0М (х  — х0\ у  — у0\ z  — z 0) л е ж и т  на плоскости ,

ю он п е р п е н д и к у л я р е н  в е к т о р у  п (рис .  41).
С л е д о в а т е л ь н о ,  их с к а л я р н о е  пр ои зв ед ен ие  равн о нулю:

п М ^ М = 0 ,  (2 )

или в координатной форме:

А (х  — х0) + В  (у  — у0) + С  (z — z0) =  0. (3)

У р а в н е н и е  (3 )  и есть  искомое .
3. Общее уравнение плоскости.  В в е д я  обозн ачение  D =

— (А ха-\- Вуц-\- Cz0), у р а в н е н и е  (3 )  м о ж н о  п е р е п и с а т ь  в виде
A x + B y  +  Cz +  D =  0. (4)

С л е д о в а т е л ь н о ,  к а ж д а я  пло ско сть  в п р о с т р а н с т в е  м о ж е т  б ы ть  
и д а н а  у р а в н е н и е м  (4) ,  т. е. у р а в н е н и е м  первой степени относи- 
н 'льно т е к у щ и х  ко ор ди нат .

Обратно :  пусть  в у р а в н е н и и  (4 )  по кр ай ней  мере  один из ко
эффициентов А, В, С не р ав ен  нулю. П р е д п о л о ж и м  д л я  о п р е д е 
ленности,  что С ф  0. Т о гд а  у р а в н е н и е  (4 )  м ож н о  п е р е п и с а т ь  с л е 
д ую щим  образо м :
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Л ( * - 0) +  S (< /-0) +  c ( z  +  £ )  =  0. (5 )

У р а в н е н и е  (5 )  р ав н о си л ьн о  у р ав н е ни ю  (4).  С р а в н и в а я  у р а в н е н и е  
(5 )  с у р а в н е н и е м  (3) ,  видим,  что оно, а с л е д о в а т е л ь н о  и р а в н о 
сильное  е м у  у р а в н е н и е  (4 ) ,  я в л я е т с я  у р а в н е н и е м  плоскости ,  про

тор у  п (Л;  В\ С).
И т а к ,  в с я к о е  у р а в н е н и е  первой степени относительно т е к у 

щих коорди на т ,  т. е. в с я к о е  у р а в н е н и е  ви д а  (4) ,  о п р е д е л я е т  п ло с
кость.

У р а в н е н и е  (4 )  н а з ы в а е т с я  общим уравнением плоскости.
П р и м е р .  На пи са т ь  уравнение  плоскости,  проходящей через точку  М 0 (1;

— 5; 6 ) пе рпендикулярно ве ктору  п  (4;  2; — 3). Согласно  рав енст ву  (3)  имеем:  

4 ( х — 1) +  2((/ +  5)  — 3 ( г  — 6 ) =  0, или 4 *  +  2 у  -  3z  +  24 =  0.

4. Неполные уравнения плоскости.
О п р е д е л е н и е .  О бщ ее  у р а в н е н и е  (4 )  н а з ы в а е т с я  полным.  

если все  его коэффициенты Л, В, С, О отличны от н ул я .  Если хо
тя  бы один из у к а з а н н ы х  коэффициентов  р ав ен  нулю, то у р а в н е 
ние (4 )  н а з ы в а е т с я  неполным.

Р а с с м о т р и м  все  в о з м о ж н ы е  ви ды  непол ных  у равн ен ий .
1) 0  =  0; у р а в н е н и е  Ах-{- By -\- Cz =  0 о п р е д е л я е т  плоскость ,  

п р ох о дя щ ую  через  н а ч а л о  к о о р д и на т  (п о с к о л ь к у  к о о р д и н а ты  н а 
ч а л а  у д о в л е т в о р я ю т  э т о м у  ур ав нен ию ) .

2)  / 1 = 0 ;  у р а в н е н и е  By-\-Cz-\-D =  0 о п р е д е л я е т  плоскость ,  
п а р а л л е л ь н у ю  оси Ох ( п о с к о л ь к у  н о р м а л ь н ы й  век тор  этой пло с
кости п (0 ;  В\ С) п е р п е н д и к у л я р е н  оси Ох).

Анало ги чно  у р а в н е н и е  Ax-\-Cz-\- D =  0 ( В  =  0 )  о п р е д е л я е т  
плос кость ,  п а р а л л е л ь н у ю  оси Ог/, а у р а в н е н и е  Ах-\- B y D  =  
=  0 ( С =  0 )  — плоскость ,  п а р а л л е л ь н у ю  оси Oz.

3)  А — 0,  В — 0\ у р а в н е н и е  Cz-\-D =  0 о п р е д е л я е т  плоскость ,  
п а р а л л е л ь н у ю  координатной плоскости  хОу  (ибо э та  плоско сть  
п а р а л л е л ь н а  о ся м  Ох и Оу).

Аналоги чно  у р а в н е н и е  By-\-D =  0  (Л =  0, С =  0)  о п р е д е л я е т  
плоскость ,  п а р а л л е л ь н у ю  координатной плоскости  xO z , а у р а в 
нение Л х - | - 0  =  0 (В — 0,  С =  0 )  — пло ско сть ,  п а р а л л е л ь н у ю  ко ор 
динатной  плоскости yOz.

4)  Л =  0, S  =  0, 0  =  0; у р а в н е н и е  Cz  =  0 о п р е д е л я е т  ко о р д и 
на т н ую  плоско сть  хОу  (ибо пло ско ст ь  Cz =  0  п а р а л л е л ь н а  ко ор 
ди натной плоскости хОу  и проходит  через  н а ч а л о  ко ординат ) .

Анало ги чно  у р а в н е н и е  Ву =  0 (Л = 0 ,  С =  0, 0  =  0)  о п р е д е л я е т  
к о о р д и на тн ую  плоско сть  xOz, а у р а в н е н и е  А х  =  0 ( В  =  0, С — 0,
0  =  0 ) — ко орди на тн ую  пло ск ост ь  yOz.

5. Уравнение плоскости в отрезках .  Р а с с м о т р и м  полное у р а в 
нение (4) .  Т а к  к а к  в т а к о м  ур а в н е н и и  ни одни из коэффициентов
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И, I'., D не р ав ен  нулю,  то его м ож н о  п е р е п и с а т ь  в виде

х I У I г 1
D
~А

D
~В

D
~С

Нол, 'пая д л я  к р а т к о с т и
D

- т = а -
D D

~ т  =  ь ' — с - ■с,

иол учаем :

-  +  f  +  - = l .а о  с (6)

Ур авн ен ие  (6 )  н а з ы в а е т с я  уравнением плоскости в «от
резках», т а к  к а к  з н а м е н а т е л и  а, Ь, с ес ть  величин ы о тр ез ко в ,  о т 
с е к а е м ы е  плоскостью от осей ко орди нат .  В с а м о м  де л е ,  то чка  п е 
ресечения плоскости  с осью Ох о п р е д е л я е т с я  из у р а в н е н и я  этой 
плоскости (6 )  при доп олн ительном у сл ов ии  у — 0,  2  =  0, о тсюда  
\ а, и, т а к и м  о б р а з о м ,  величи на  о т р е з к а ,  о т с е к а е м а я  плоско- 
с |ыо (6 )  на оси Ох, р а в н а  а. А нал огично  у с т а н а в л и в а е т с я ,  что 
o i резки ,  о т с е к а е м ы е  плоскостью (6 )  на осях  Оу  и Oz, им еют в е 
личины,  р а в н ы е  со ответс тве нн о Ь и с.

(). Расстояние от точки до плоскости.  Если в ур а в н е н и и  
f J )  в к а ч е с т в е  н орм ал ьн ого  в е к т о р а  плоскости  в з я т ь  единичный 
вектор

I п  |

ю получи м т а к  н а з ы в а е м о е  нормальное уравнение плоскости

пиМ0М =  О,

А х B y  -\- Cz -\- D
пли в ко орди на та х :

V<42 +  B2 +  C2
= 0 ,

(7)

(8 )

где  D =  — (Ах0 +  В у0+  Cz0). У р а в н е н и е  (8 )  удобно при н а х о ж д е 
нии р а с с т о я н и я  от точки до  плоскости .

З а д а ч а .  Найти р а с с т о я н и е  d от 
точки M i  (ж,; у  и Z\) до плоскости  
Q (рис.  42) ,  з а д а н н о й  у р а в н е н и е м  (7) .

Из т р е у г о л ь н и к а  M0M ]Nl наход им:

d —— | пр Af0Af, | =  \п0М 0М {\ =
п0

| Axt -\- В у х Сг ,  +  D |
(9 )

л]а 2+ в2+ с2

С л е д о в а т е л ь н о ,  чтобы найти рас- 
•тояние от точки до плоскости, нужно



в левую  часть нормального  уравнения плоскости вместо текущ их  
координат подставить координаты данной точки и взять аб со 
лютную величину полученного результата.

П р и м е р . Н а й т и  р асстояние  от точки Af, (1;  0; — 2)  до плоскости 2 х — у-\-  
-\-2г  — 4 =  0. Согласно формуле  (9)

d  12-1 —  1 •Q +  2-(  — 2) — 4| =  6 = 2

У г 2+ ( - 1)2+ 2 2 3

7. Угол м е ж д у  плоскостями.  Условия параллельности и пер
пендикулярности плоскостей.  П у с т ь  у р а в н е н и я  д а н н ы х  п л о с к о 
стей б у д у т

А )Х-(-В {у -)- Cxz + Dy =  0,  А 2х -\- В2у  +  C2z  +  D2 =  0. (Ю)

У глом  м е ж д у  плоскостями  ( 1 0 )  н а з ы в а е т с я  любой из д в у х  
с м е ж н ы х  д в у г р а н н ы х  у г л о в ,  о б р а з о в а н н ы х  эт ими  п ло с к о с т я м и .  
( Н а м  до статочно  о п р е д е л и т ь  один из этих  у г л о в ,  т а к  к а к  их с у м 
м а  р а в н а  л . )  Один из них р а в е н  у г л у  <р м е ж д у  н о р м а л ь н ы м и  в е к 

т о р а м и  к этим п л о с к о с т я м  л, (Ау, В{, С , )  и п2 (А 2\ В2, С2). П о э т о м у
АуА2-\-ВуВ2-\-СуС2 

cos  ф =  . —= = = = =  . (1 1 )
+  С, Д/л? +  В\ +  С’2

П р и м е р  1. Определить  угол м е ж д у  плоскостями х — z =  0 и у  — г  =  

=  0. З де сь  riy(  1; 0; — 1), лг2 (0;  1; — 1). По формуле ( 11)  имеем:

1-0 +  0 - 1 + ( - 1 ) ( - 1 )  1 1

Л/12 +  0 2 +  ( —  1 )2 Д /02 +  12 +  ( —  I ) 2 W W  2  '

Следовательно ,  =  И та к ,  один из дв у х  с м е ж н ы х  д в у г р а н н ы х  углов  равенО о
У сл о в ие  п а р а л л е л ь н о с т и  плоскостей  (1 0 )  с о в п а д а е т  с у с л о в и 

ем ко лли неа рно сти  в е к т о р ов  и п2. С л е д о в а т е л ь н о  (§  2.1,  (10) ) ,  
оно имее т  вид:

т , = Ъ = Ъ  (12)

Анало ги чно  с л у ч а ю  с о в п а д е н и я  п р я м ы х  на плоскости  (§  1.4, 
п. 6 )  ус л ов и е  с о в п а д е н и я  плоскостей  (1 0 )  в ы р а ж а е т с я  р а в е н 
с т в а м и

Ау 8[ Су

Ус ловие  п е р п е н д и к у л я р н о с т и  пло ско стей  (1 0 )  есть  в м е с т е

с те м  у с л о в и е  п е р п е н д и к у л я р н о с т и  н о р м а л е й  /г, и п2, с л е д о в а 
тельно  (§  2.2,  (10) ) ,

А\А2 +  ВуВ2-\- С , С 2 =  0 .  (1 4 )
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П р и м е р  2. Плоскости З х + 2 у  — 7г  +  8 =  0 и Здг +  2у  — 7 г  +  32 =  0  парал-  
цмп.ны, но не совпадают ,  т а к  к а к  выполнено условие ( 1 2 ), но не выполнено усло- 
ши (13).

П р и м е р  3. Плоскости 2х-\-Зу — 2z — 4 =  0 и 13х — 8г/ +  г  +  44 =  0 перпен- 
,1НИулчрны, т а к  к а к  выполнено условие (14) .

§ 4.2. Прямая в пространстве

1. Геометрическое истолкование д в у х  уравнений м е ж д у  коор
динатами в пространстве.  П у с т ь  им е е м  д в а  у р а в н е н и я  с т р е м я  
Переменными

/, (х, у , z )  =  0 и f 2 (x , у, г )  =  0.

К а ж д о е  из них, вообще гово ря ,  о п р е д е л я е т  н ек оторую п о вер х 
ность ( см.  §  4.1,  п. 1). М н о ж е с т в о  точек ,  общих обеим поверхно- 
с|ям,  есть ,  вообще говоря ,  н е к о т о р а я  лини я .

П р и м е  р. Уравнения  хг -\-у2 =  Я2 и z — a определяют  окру жност ь ,  л е ж а щ у ю  
и плоскости z =  a,  р а д и у с а  R с центром на оси Oz  в точке (0;  0; а).  З а м ет им ,  что 
н у  же  линию можно з а д а т ь  па ра ме тричес ки т ре мя  ур авн ени ями *  =  /? cos ф, г/ =  

Н s in ф, z =  a.

В общем с л у ч а е  п а р а м е т р и ч е с к и е  у р а в н е н и я  линии и м е 
ют вид:

x = x ( t ) ,  y  =  y ( t ) ,  2  =  2 ( 0 -

2. Общие уравнения  прямой. Р а с с м о т р и м  с и с т е м у  ур а в н е н и й  
первой степени

( А хх-\-В ху Cxz -\ -D \ = 0,

| А 2х -f- В2у  +  C2z -(- D2 =  0.

К а ж д о е  из у р а в н е н и й  с и с т е м ы  (1 )  о п р е д е л я е т  плос кость .  Если

н о р м а л ь н ы е  в е к т о р ы  П\(А{, В, ;  С , )  и п2 (А 2, В2, С2) э тих  п ло ск о 
стей не к о л л и н е а р н ы  (т.  е. плоскости  не п а р а л л е л ь н ы  и не с о в п а 
да ют) ,  то с и с т е м а  (1 )  о п р е д е л я е т  н ек оторую п р я м у ю  / к а к  линию 
пересечения  д в у х  плоскостей .  У р а в н е н и я  (1 )  н а з ы в а ю т с я  общими 
щнкшениями прямой.

3. Канонические уравнения  прямой.  П у с т ь  д а н а  т о ч к а  М0 (х0;
20) и ненулевой ве к то р  s ( т\ р\ q). Т р е б у е т с я  с о с т а в и т ь  у р а в н е 

ние прямой /, п рох одя щ ей  через  то ч ку  М0 и п а р а л л е л ь н о й  в е к 

тору s ( эт от  в е к то р  н а з ы в а ю т  направляющ им вектором прямой). 
Тля этого  з а м е т и м ,  что то чка  М (х; у, z ) л е ж и т  на у к а з а н н о й

прям ой т о г д а  и то льк о  т о г д а ,  к о г д а  в е к т о р ы  М 0М ( х — х0\ у — уо',

2 — 2 0) и s ( m ; р\ q) к о л л и н е а р н ы ,  т. е. т о г д а  и тольк о  т о г д а ,  к о г д а  
ко о р ди на ты  этих  в е к т о р ов  п роп орц ио н ал ьн ы  (§  2.1,  (10) ) :
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* — *0 _  у —У о _  г — г0
т р  q ' '  '

У р а в н е н и я  (2 )  н а з ы в а ю т с я  каноническими уравнениями пря
мой I.

П р и м е р .  Н а пи са т ь  канонические уравнения  прямой,  проходящей через

точку М0 ( — 2; — 3; — 1) и имеющей направляющий вектор s (3;  2; 4).  Согласно  
р ав е нс тв ам  (2 ) имеем:

*  +  2 У~\~ 3 z + 1
3 ~~ 2 —  4 '

4. Параметрические уравнения прямой в пространстве.  П у с т ь  
п р я м а я  / з а д а н а  к а н о ни ч ес ки м и  у р а в н е н и я м и  (2) .  П р и м е м  з а  п а 
р а м е т р  t к а ж д о е  из отношений (2) .  Т а к  к а к  один из з н а м е н а т е 
лей  в (2 )  отличен от н у л я ,  а со о тве тс тв ую щ и й  числител ь  м о ж е т  
п р и н и м а т ь  к а к и е  у г одн о з н а ч е н ия ,  то об ла с т ь ю  изм енени я  п а р а 
м е т р а  t я в л я е т с я  в ся  ч и с л о в а я  ось — оо<;/<С +  оо. По лучим :

или х x0= m t ,  y  — y0 =  pt, z — z0 =  qt,

x = x 0 +  mt, y  =  y0 +  pt, z =  z0+ q t .  ( 3 )

Ур авн ения  (3)  и есть искомые параметрические уравнения прямой.
П р и м е р .  Составить  па ра ме тр ич ес кие  у ра внения  прямой,  проходящей че 

рез точку М0( 2; — 3; — 7) и имеющей направляющий вектор s (4;  — 6; 5).  С о г л а с 
но р ав е нс тв ам  (3)  имеем:

х =  2 +  4 /, у =  — 3 — 6/, z  — — 7 +  5/.

5. Угол м е ж д у  прямыми .  П у с т ь  в п р о с т р а н с т в е  д а н ы  д в е  
п р я м ы е :

х — хх _  у  —у ,  _  z — z  1 х —х2 _  у  — у 2 _  г  — г 2 
m, p t ~~ <у, ’ m2 ~~ р2 ~  q2

За  угол  м е ж д у  д в у м я  п р я м ы м и  п р ин и м а ю т  один из д в у х  с м е ж 
ных у г л о в ,  ко торые  о б р а з у ю т  п р я м ы е ,  п р ове д ен н ы е п а р а л л е л ь н о  
д а н н ы м  через  к а к у ю - н и б у д ь  то ч ку  п р о с т р а н с т в а .  Один из этих 
с м е ж н ы х  у г л о в  р ав ен  у г л у  м е ж д у  н а п р а в л я ю щ и м и  в е к т о р а м и

s,  ( т {; р{, q j ), s2 (m2; р2\ q2) д а н н ы х  п р я м ы х .  По это му

mim2 +  pip2 +  qlq2 cos ф =  —  =  . (5 )
Vmi+Pi  +  (?i \ ml + р1+

П р и м е р  1. Определить  угол м е ж д у  пря мыми

х — 1 _ у  _z +  З х __ г/ +  2 __  z
1 — 4 1 2 — 2 — 1

Зде сь  s,  (1;  — 4; 1), s.x (2\ — 2; — I ). I lo формуле  (5)  получим:  

~ ~ т -  , » - 2  +  ( - 4 ) ( - 2 ) + 1 - ( - 1 )  _  1 

Л/12 +  ( — 4)2+  I2 Л/22 +  ( — 2)2 +  ( — 1 )2 Л/2
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я я
ш куди ( ) ! = — . Следовательно, один из двух см еж ны х углов равен — .

Условие  п а р а л л е л ь н о с т и  п р я м ы х  (4 )  с о в п а д а е т  с у с л о в и е м

коллинеарно сти  век то ров  s,  и s 2. С л е д о в а т е л ь н о  (§  2.1,  (10 ) ) ,  оно 
m m c c i  вид:

т, п. а.
—  =  — =  (6 )т 2 р 2 q2 '

I «. in при этом точка  первой пр ямой,  н а п ри м е р  M t ( jc,; г/,; z , ) ,  
у д о в л е т в о р я ет  у р а в н е н и ю  второй пр ям ой ,  т. е. если

Х, —  Х2 у , — у 2 г ,  — г 2

Р г  4-2
(7)

in эти п р я м ы е  с о в п а д а ю т .
Условие  п ер п е н д и к у л я р н о с т и  п р я м ы х  (4 )  есть  в м е с т е  с тем

условие  п е р пе н д и к у л я р но с т и  их н а п р а в л я ю щ и х  ве кт о р ов  s,  и s2. 
| л с д о в а т е л ь н о  (§  2.2,  (10) ) ,

m im2 +  p lp2-\-qlq2 =  0. ( 8 )

_  Г ,  дт +  2 у  — 3 г + 1  х — 7 г/ — 2 г
11 р и м е р 2. П р я м ы е  — - —  =  =  — - —  и — - —  =  —  =  — па ра лл ел ь-

мы. но не совпадают ,  т а к  к а к  выполняется  условие (6 ), но не выполняется  усло- 
иис (7).

х-\-2 у  — 3 z-\- 1 х  +  5 у  — 1 z  +  5
П р и м е р  о. П р я м ы е  — - —  =  — - —  =  — -—  и — - —  =  -—- —  = ---------со впа да -

3 2 4 3 2 4
мм, га к к а к  н а р яд у  с выполнением условия  ( 6 ) выполняется  условие (7) .

х + \  у  +  5 г — 1 jc- Н  у  — 4 z +  2
П р и м е р  4. П р я м ы е  ———  =  — -—  = -----—  и — - —  =  — -—  =  — - —  перпен-

2 4 — 13 3 5 2
т к у л я р н ы ,  т а к  к а к  выполня ет ся  условие ( 8 ).

(к Условия параллельности и перпендикулярности прямой 
и плоскости. П у с т ь  д а н ы  п р я м а я

у —У о
(9)

II плоско сть
A x + B y  +  Cz +  D =  0. (10 )

П р я м а я  (9 )  п а р а л л е л ь н а  плоскости (1 0 )  в том и то ль к о  в том 

с л у ч а е ,  к о гд а  н а п р а в л я ю щ и й  ве кт ор  этой прямой s (т\ р\ q) п ер 

пендикулярен к нормальному  вектору  данной плоскости п (А\ В\ С) 
(рис .  43,  а) .

О тс ю д а  по лу чае м  у с л о в и е  п а р а л л е л ь н о с т и  прямой (9 )  и пло с
кости (10) :

А т  +  Bp - f  Cq =  0. (11 )
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а)

П р я м а я  ( 9 ) п е р п е н д и к у л я р н а  к плоскости  (1 0 )  в том и то ль к о  
в том с л у ч а е ,  к о гд а  н а п р а в л я ю щ и й  вект ор  этой прям ой коллине-  
ар ен  н о р м а л ь н о м у  в е к т о р у  данн ой  плоскости  (рис.  43,  б).  О т с ю д а  
п о л у ч а е м  у с л о в и е  п е р п е н д и к у л я р н о с т и  прямой и плоскости :

H = f  (,2)

Р а с с м о т р и м  особо с л у ч а й  п р и н а д л е ж н о с т и  прямой  (9 )  пло с 
кости (10) .  Эти у с л о в и я  в ы р а ж а ю т с я  д в у м я  р а в е н с т в а м и :

А х0-\- В у0-\- Cz0-)- D =  0, (13 )
А т  4 -  Bp -f- Cq =  0,

первое  из ко торы х (1 3 )  о з н а ч а е т ,  что то ч к а  Af0 (jc0; г/0; z0), через  
котор ую проходит д а н н а я  п р я м а я ,  п р и н а д л е ж и т  плоскости  (10) ,  
а второе есть условие  пар аллел ьности  прямой (9)  и плоскости (10).

гт 1 п  х — 2 у  + \ гП р и м е р  1. П р я м а я  — -— =  -—j— = ----- j- п а р а л л е л ь н а  пло ско ст и

Зх — у 2 г  — 8 =  0, но ей не прина дл ежит ,  т а к  к а к  выполня ет ся  условие ( 1 1 ), но 
не выполня ет ся  условие (13) .

х —2 у-\-  3 г  — 4П р и м е р  2. П ря м а я  

\ - 4 y ~ 2 z  — 9 =  0, т а к  ка 

П р и м е р З .  П р я м а я

пе рпендикул ярна  плоскости3 2 -  1
бх +  4у  — 2 г  — 9 =  0, т а к  к а к  выполня ет ся  условие (12) .

х — 2 у  +  1 г
п р и н а д л е ж и т  пл о ск о ст иI 1 -  I

Зх — y - \ - 2 z — 7 =  0, т а к  к а к  выполняются  условия  (13)  и (11) .

§ 4.3. Основные задачи на плоскость 
и прямую в пространстве

1. Составить уравнение произвольной плоскости, проходя
щей через точку М0 (х й; у0; г0). П у с т ь

А х-\~ By  -)- Cz -f- D =  0 (1 )

у р а в н е н и е  искомой плоскости .  Тог да

А*о +  Вуо +  Cz 0 +  D =  0. (2 )
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Нычитая  из р а в е н с т в а  (1 )  почленно р а в е н с т в о  (2) ,  п о лу ч а е м :  

А (х — х0) +  В ( у  — y0) + C ( z  — г а) =  0.

I Невидно,  при л ю б ы х  А, В, С э т о м у  у р а в н е н и ю  у д о в л е т в о р я ю т  
ко ординаты  точки М 0.

2. Составить уравнение произвольной прямой, проходящ ей  
через точку М 0 (х 0;  у №;  г 0) .  И с к о м ое  у р а в н е н и е

х — х0 у  — Уп z  г 0

т р у

Д ей ст ви тел ьн о ,  это у р а в н е н и е  з а д а е т  п р я м у ю ,  п р ох о дя щ ую  через 
т ч к у  / V I к о о р д и н а ты  которой,  очевидно ,  у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е 
нию (3).  Д а в а я  от, р, q пр ои зв ольн ые  (не все  р а в н ы е  нул ю )  з н а ч е 
ния, по луч ае м  п р я м у ю  прои звольного  н а п р а в л е н и я .

5. Составить уравнение прямой, проходящ ей через две р а з 
личные данные точки М, ( х , ;  у z , )  и М2 ( х 2; у.,; г 2) .  У р а в н е н и е  
прямой,  пр ох одя щей  через то чку  M i ( jc, ; г/,; z , ) ,  имеет  вид:

(4 )
X — X, У — У1 Z — Z,

m Р Q
Гак к а к  п р я м а я  проходит и через то чку  М 2, то

Х2— Х| У2 У1 Z2 — Z,

m р ч
И с к л ю ч а я  из у р а в н е н и й  (4 ) и (5 )  от, р, q, п олу чае м
пение Х_ Х| у — У\ г  — Z,

Х2 — X,

1

1
1 1

г2 — г,

(5 )

4. Составить уравнение плоскости, проходящ ей через три 
точки Af, ( x t; у {; г , ) ,  М2 ( х 2; у2; z2)  и М3 ( х Л; у 3; z3),  не леж ащ и е  
ни прямой.  П у с т ь  М(х\ у, z ) — п р ои з во л ьн ая  то чка  искомой

плоскости .  Три в е к т о р а  М\М, M tM2, М,/И3 л е ж а т  в одной плос 
кости,  т. е. они к о м п л а н а р н ы .  П о это м у  (§  2.2,  (15 ) )

( / M f  М^М2 М 1М 3) =  0,

или в координатной форме:

х — х, у — у { z — z, 
х2 — х, у 2 у | z2 — z, 
х3 X] у 3 у  1 Z3 Z\

=  0 .

УПРАЖ НЕНИЯ

I. 11ринадлежит ли плоскости З х — 5_у +  2 г — 17 =  0 о д м а  из следующих точек:  
;0 (4;  I: 2);  б) (2;  -  I; 3);  в)  (7;  1; 2);  г )  (3;  0; 4);  д)  (0;  - 4 ;  2)?

[ а )  Нет;  б) пр ина дл ежит ;  в) нет; г)  прина дл ежит ;  д )  нет.]
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2. Д а н ы  точки Af, (0;  — I; 3)  и М 2 ( I; 3; 5). На писа ть  уравнение  плоскости,  

проходящей через точку /И, и перпендикулярной к вектору М,М2.
\x +  4 y  +  2z =  2.]

3. На пи са ть  ура внение  плоскости,  проходящей через точку М (а;  а ;  0)  и пе р
пендикулярной к р а д и у с у -в ек т ор у  этой точки.  \x-\-у  — 2а.]

4. На пи са ть  уравнение  плоскости,  проходящей через точку  М,  (2;  — 1; 3)  
и отсекающей на осях координат  р ав н ые  отрезки.  \х +  у  -\- z =  4.\

5. На пи са т ь  уравнение  плоскости,  проходящей через точку А ( — 4;  0;  4)  и от 

секающей на осях Ох и О у  отрезки а  =  4 и Ь — 3.
н + н

9. Найти угол м е ж д у  плоскостями х — 2 y - \ - 2 z — 8 =  0 и дг +  г  — 6 =  0.

6 . Построить плоскости:  а )  2 х-\-у  — г -)-6 =  0;
6)  2х — 2у  +  г  — 6 =  0 ; в )  х — у  — г  =  0 ;
г )  у  — 2 г  +  8 =  0; д )  7 * - 5  =  0;
е )  x  +  z = l ;  ж )  у +  г  =  0 .

7. Найти расстояние  от точки /1(5;  1; — 1) до плоскости х — 2 у  — 2 г  +  4 =  0.
[3.J

8. Найти расстояние от точки /4(1; 2; 3)  до плоскости 2х — 2у - \ - г  — 3 =  0.[!]
[т]

10. Найти плоскость,  проходящую через точку (2;  2; — 2)  и па ра лл ел ьн ую 
плоскости x — 2y  — 3z =  0. \х — 2у  — Зг  =  4.|

11. На писа ть  уравнение  плоскости,  проходящей через точку ( — 1; — 1; 2)  
и перпендикулярной к плоскостям х — 2y -\ - z  — 4 =  0 и х-\-2у  — 2 г  +  4 =  0.

[2x +  3 y  +  4z =  3.]
12. Со ставить  уравнение  плоскости,  проходящей через точки:

а )  (7;  6 ; 7), (5;  10; 5),  ( - 1 ;  8; 9) ;  б)  (2;  4; 8 ), ( - 3 ;  I; 5),  (6 ; - 2 ;  7).
|а) Злг +  5г/ +  7 г = 1 0 0 ;  б) 1 5 * +  1 7 ( / - 4 2 г  +  238 =  0.|

13. На пи са ть  уравнения  прямой,  проходящей через точку А (4;  3; 0)  и па ра л-

' х — 4 у  — 3 z  1
i Т J

14. Сост авит ь  уравнения  прямой,  проходящей через точки , 4(3 ;  — 2; — 1)

лельно вектору  s (  — I; 1 ; 1 ).

\х — 3 _ у  +  2 z +
Чи В (5; 4; 5).

L I з з
15. Найти уравнения  прямой,  проходящей через начало координат и точку 

А ( а ;  Ь\ с) . Г—=—=— 1[ а  b с  J
16. Определить  н ап ра вл яющие  косинусы н ап ра вл яющег о  вектора  прямой 

х — 2 у  — 3 2 — 1 Г 4 0 12 3 1j^cos а  =  — ; cos р =  — ; ™ s y = - . \
4 — 12 3 '

17. Через  точку /4(2;  — 3; — 8 ) провести прямую,  па ра ллельную:  а )  оси Oz;
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Г.) п р я м о м
. х — 2 у — 4 2 +  3

х — 2 _*/+-3__2 +  8 X — 2 _  у +  3  __ z +  £
I - ) — i - ; 6,

X и Z
IN. П о к а з а т ь ,  что п р я м а я  — =  —=  — п е р п е н д и к у л я р н а  к прямой

I у  — 1 2
I —I I '

19. Написать  уравнение  плоскости,  проходящей через точку /4(3;  — 2; — 1) 
х — Г  У z + 1перпендикулярно прямой [4х — у 3 2 — 1 1 = 0 . ]

4 - 1  3 '
20. Найти уравнения  пе рпендикуля ра ,  опущенного из точки /1(1;  2; 3)  на

Г х — 1 у  — 2 2 — 3 ]плоскость \х — 5у  — 8z  +  21  = 0 .
- 5  - Ь

Г л а в а  5. КРИВЫЕ И ПОВЕРХНОСТИ  
ВТОРОГО ПОРЯДКА В КАН О Н И ЧЕСКО Й  ФОРМ Е

§ 5.1. Кривые второго порядка в канонической форме
I. Определение и каноническое уравнение эллипса .  Эллип-  

Iим н а з ы в а е т с я  м н о ж е с т в о  всех  точ ек  плоскости ,  с у м м а  р а с с т о я 
ний к а ж д о й  из ко торы х до  д в у х  д а н н ы х  точек  Т7, и F$ ( н а з ы в а е 
мых фокусами эллипса)  есть  величи на  п ост оян ная ,  р а в н а я  2а.

В ы в е д е м  у р а в н е н и е  э л л и п с а .  Д л я  этого  в ы б е р е м  п р я м о у г о л ь 
ную с и с т е м у  к о о р д и на т  т а к ,  чтобы ось Ох пр оходила  через  ф о к у 
сы /', и Р2 ( р а с с т о я н и е  м е ж д у  ф о к у с а м и  обозначим через  2с) ,  
.1 н ач ал о  коорди на т  находилось  в се ред ине  о т р е з к а  F lF2 (рис.  44).  
Тогда фокусы б у д у т  иметь  к о о р д и н а ты  /г1( — с; 0)  и F2 (c; 0).

П у с т ь  М ( х; у ) — п р ои з во л ьн ая  то чка  э л ли п с а .  С о г л а с н о  
опред елени ю э л л и п с а  имеем :

M F l +  M F 3 =  2a

и л и  по формул е  р а с с т о я н и я  м е ж д у  д в у м я  то ч к а м и  за п и ш е м :

У ( х  +  с)2 +  у 2 + л ] ( х - с ) 2 +  у 2 = 2 а .

Э го  и есть  у р а в н е н и е  э л л и п с а .  П р и в е д е м  
его к к а н о н и ч е с к о м у  (т.  е. п р ос т е й ш е м у )  
виду .  И м ее м :

Д/ ( х + с ) 2+г/2 =

=  2 а  — У ( х — с)2 +  у 2 .

В о зв ед ем  обе части послед него  р а в е н с т в а  
в к в а д р а т :

х 2 +  2 хс +  с2 +  у 2 =

У

А' \ ^ -—

В
^ М ( х ; у )

" Г нU, о у  *

В,

Рис 44
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=  4 а 2 — 4 а  У ( х  — c f  +  y1 +  х 2 — 2хс +  с2 +  у 2,
о т к у д а

а Щ х — c f  +  у 2 =  а 2 — сх.=  а 2 — сх. (1 )
В о з в е д е м  т е п е рь  в к в а д р а т  обе части р а в е н с т в а  ( 1 ) :

а 2* 2 — 2 а 2 с х  +  а 2с2 -+- а 2 у 2 =  а 4 —- 2 а 2 с х  +  с2* 2,
о т к у д а

(а'2 — с2) х2 +  а 2г/2 =  а 2 ( а 2 — с2).

З а м е т и м ,  что а 2 — с2> 0 ,  т а к  к а к  2 « > 2 с ,  или а > с  ( с у м м а  
д в у х  сторон т р е у г о л ь н и к а  бо льше тр еть ей  его стороны;  с л у ч а й  
2а =  2с ес т ест вен но  исклю чить ,  т а к  к а к  т о г д а  п о л у ч а е м  с о в о к у п 
ность всех  точек  М, д л я  ко торы х M F x-\- M F2= F tF2, т. е. о тр езо к  
F xF2.) П оэтом у ,  обо зн ач ив  а2 — с2 через  Ь2, п о луч ае м :

Д е л я  обе части посл ед не го  р а в е н с т в а  на а 2Ь2, п о л у ч а е м  к а н о н и 
ческое  у р а в н е н и е  э л л и п с а :

Эллипс,  отвечающий уравнению (2),  и зо браже н на рисунке  44.
Т а к  к а к  у р а в н е н и е  (2 )  с о д е р ж и т  т е к у щ и е  к о о р д и н а ты  х  

и у  то ль к о  в четных ст е п е нях ,  то при з а м е н е  х  на — х, а у  на
— у  э то  у р а в н е н и е  не и з м е н я е т с я ,  т. е. эл ли п с  с и м м ет р и ч ен  отно
си тел ьн о  обеих осей ко орди на т .  Из у р а в н е н и я  (2 )  при у =  0 п о л у 
чаем х =  ± а ,  т. е. эллипс  п ер ес ек ает  ось Ох в д в у х  точках:  А (а; 0 )  
и у4, (  — а; 0) ;  при х — 0  п о лу ч а е м  у = ± Ь ,  т. е. эл ли п с  п е р е с е 
к а е т  ось Оу в д в у х  т о ч ка х :  В (0;  Ь) и й ,  (0 ;  — Ь). Эти че ты р е  точки 
н а з ы в а ю т с я  вершинами  э л л и п с а .  О т ре з о к  А,А  н а з ы в а е т с я  б о л ь 
шой осью э л л и п с а ,  а о тр ез о к  В ХВ — его м алой  осью. С л е д о в а 
тельно ,  а — д л и н а  большой полуоси э л л и п с а ,  b — д л и н а  его  м а 
лой полуоси.

В час тн ом  с л у ч а е ,  к о г д а  а =  Ь, у р а в н е н и е  (2 )  п р и н и м а е т  вид 
х2-]-у2 =  а 2 и о п р е д е л я е т  о к р у ж н о с т ь  с центром в н а ч а л е  ко о р д и 
нат .  В этом с л у ч а е  с =  0.

Эксцентриситетом  э л л и п с а  н а з ы в а е т с я  отношение  р а с с т о я н и я  
м е ж д у  ф о к у с а м и  к дл и н е  его большой оси,  т. е.

Т а к  к а к  с<Са , то д л я  лю бого  э л л и п с а  0 ^ е < 1  ( с л у ч а й  в =  0 со
о т в е т с т в у е т  о к р у ж н о с т и ) .  Э к с ц е н т р и с и т е т  х а р а к т е р и з у е т  сте пен ь  
с ж а т и я  э л л и п с а .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  из (3 )  и того,  что Ь2 — а 2 — с2,
с л е д у е т :

(2)

2 с 2 а 2 — Ь2
е =  — = ------ -а «•
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и, значи т ,

а

Ь
Отсюда  видно,  что, чем больше е, тем  м ен ьш е отношение  — и тем

больше в ы т я н у т  эллипс .
Э к с ц е н т р и с и т е т  (е) ,  дл ины полуосей  (а  и b ), р а с с т о я н и е  м е ж 

ду ф о к у с а м и  ( 2 с ) — п а р а м е т р ы ,  ко то рые  полностью о п р е д е л я ю т  
эллипс  с центром в н а ч а л е  ко орди нат .

х? у 2
П р и м е р .  Найти п а р ам е тр ы  э ллипса ,  з ада нног о ура внением —  +  —  =  4.

х2 у 2
Для этого приведем данное ура внение  к каноническому  виду -тгг +  -^тг= 1. Отсю-

64 36

да следует ,  что а =  8 , 6 =  6, с  =  А/64 — 36 =  У 28 =  2 л/Т,  е =  — ■
о 4

2. Определение и каноническое уравнение  гиперболы.  Гипер- 
болой  н а з ы в а е т с я  м н о ж е с т в о  всех точек  плоскости ,  р а з н о с т ь  р а с 
стояний к а ж д о й  из ко торы х  до д в у х  д а н н ы х  точек  F l и F2 ( н а з ы 
в а е м ы х  фокусами гиперболы ) ес ть  ве лич ин а  п о сто ян н ая ,  
р а в н а я  2а.

Обоз начим  через  2 с р а с с т о я н и е  м е ж д у  ф о к у с а м и  Z7, и F2 
(рис .  45).

Пу ст ь  М (х\ у ) — п р ои з во л ьн ая  то чка  гиперболы.  Т о гд а  по 
определени ю M F t — AfF2 =  2 a  или M F 2 — M F l = 2 a .  Эти у с л ов и я ,  
о п ре д е ля ю щ и е  ги пер болу ,  м ож н о  з а п и с а т ь  в виде

M F t — M F2=  ±  2а.

З а м е т и м ,  что а<Сс, т а к  к а к  2 а С 2 с  ( р а з н о с т ь  д в у х  сторон т р е 
угольника  меньше его третьей стороны).  Если а =  с, то мы п о лу ч а 
ем точки М, д л я  которых  или M F , — M F2=  F fF2, или M F2 — 
_ M F t =  F tF2, т. e. со во ку пн о ст ь  тех  точек  пр ямой,  проходя щей 

через фокусы,  ко то рые  л е ж а т  вне  о т р е з к а  F tF2. П о э т о м у  сл у ча й  
2а =  2 с ес т ес тв ен но  исключить .
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Д а л е е  в ы в о д  ка н о ни ч ес ко го  у р а в н е н и я  ги пербо лы  провод ится  
а н а л о ги ч н о  в ы в о д у  кан они чес ко го  у р а в н е н и я  э л ли п с а .  К а н он и ч е 
ско е  у р а в н е н и е  ги п е рб о л ы  им ее т  вид:

Г и п ер бола ,  о т в е ч а ю щ а я  ур а в н е н и ю  (4) ,  и з о б р а ж е н а  на р и с у н 
ке 45. Подобно э л ли п с у ,  ги пер бола  с и м м ет р и ч н а  относительно 
обеих  осей ко орди нат .  Она состоит  из д в у х  частей ,  ко торые  н а з ы 
в а ю т с я  ее ветвями. Из у р а в н е н и я  (4 )  при у  =  0 по луч ае м  х =  ± а ,  
т. е. гипербола пересек ает  ось Ох в д ву х  точках:  А ( а ;  0 )  и Л, ( — а;  0), 
н а з ы в а е м ы х  вершинами  гипербо лы.  О т ре з о к  A tA н а з ы в а е т с я  
действительной  осью ги пербо лы .

П р я м ы е  у = ± —х  н а з ы в а ю т с я  асимптотами  ги пербо лы .  При

увел ич ен ии  х по абсолютной вел ичине  ветви  ги пер болы все  б л и 
ж е  п р и л е г а ю т  к своим а с и м п т о т а м .  Д л я  построения  а с и м п т о т  ги 
пе рбо лы целес о о б р аз н о  п р е д в а р и т е л ь н о  построить п р я м о у г о л ь 
ник со с то рон ам и  2 а  и 2 Ь, п а р а л л е л ь н ы м и  к о о р д и н а тн ы м  осям  
и с центром в н а ч а л е  к о о р д и на т  ( т а к ой  п р я м о у г о л ь н и к  н а з ы в а 
етс я  основным  п р я м о у г о л ь н и к о м  гипербол ы) .

Э кс ц е н т р ис и т е т о м  ги пер болы н а з ы в а е т с я  отношение е = — .

Т а к  к а к  а < с ,  то д л я  любой гипербо лы  е >  I. У ч и т ы в а я ,  что Ь2 =  
=  с2 — а 2, имеем:

О тс ю д а  видно,  что, чем меньше э к с ц е н т р и с и те т  гиперболы,  
т. е. чем б л и ж е  он к единице ,  тем больше в ы т я н у т  основной п р я 
мо уг о льн и к  по оси Ох.

Если у гиперболы (4 )  а =  Ь, то она н а з ы в а е т с я  равносторон
ней (или равнобочной)  и ее у р а в н е н и е  имее т  вид:

А с и м п т о т а м и  д л я  равносторонней ги перболы (5 )  с л у ж а т  в з а и м н о  
п е р п е н д и к у л я р н ы е  п р я м ы е  у — ± х .  П о э т о м у  их м ож н о  прин ят ь  
з а  оси п рям оу гольн ой  с и с т е м ы  к о о р д и на т  (ОХ  — з а  ось абсц ис с ,  
OY  — з а  ось о р д и н а т )  и р а с с м а т р и в а т ь  э т у  равностороннюю ги 
пер бо лу  по отношению к этим новым ос ям .  В з я в  на у к а з а н н о й  
ги пербо ле  произвольную т о ч к у  М ( х\ у)  (рис .  46) ,  в ы р а з и м  новые  
ко о р д и на ты  X и Y точки М через  с т а р ы е  х и у  ( см .  § 3.2,  п. 5, 
ф о р м ул ы  (21) ) :

и, зн ачит ,

х1 — у 2 =  а 2. (5 )
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Х = Щ - { х - у \

Л/2
(х +  у).

(6 )

(7 )

П е р е м н о ж и в  р а в е н с т в а  (6 )  и (7 )  и п р ин яв  во в н им а н и е  р а в е н с т в о  
(Г>), получим:

X Y = ± ( S - y 2) = ± a 2,

или, п о л а г а я  д л я  к р а т к о с т и
ат ■т, XY =  т .

С л е д о в а т е л ь н о ,  у р а в н е н и ю  ху =  а, гд е  а > О, с о о т в е тс т в у е т  
равн осто роння я  г и пер бола ,  и м е ю щ а я  своими а с и м п т о т а м и  оси 
ко орди на т  и л е ж а щ а я  в I и III к в а д р а н т а х  (рис .  47,  а ) .  Л е г к о  по
нять,  что при а<С0 э т а  гип ербол а  л е ж и т  во II и IV к в а д р а н т а х  
( рис. 47,  б).

П р и м  е р. Найти п а р ам е тр ы  (а ,  6 , с ,  е)  гиперболы,  з аданной уравнением 
х2 — 4(/2 =  36. Д л я  этого приведем данное уравнение  к каноническому виду

— —  —  = 1 , Отсюда следует ,  что а  =  6 , 6 =  3, c =  V  36 +  9 =  У 4 5  =3"\/5~ 
36 9

3 Д/б"
" е _ _ (6 2 '

Уравнения  асимптот  гиперболы:  у — + — х.

3. Определение и каноническое уравнение параболы.  П ар а
болой  н а з ы в а е т с я  м н о ж е с т в о  всех  точек  плоскости,  р а в н о у д а л е н 
ных от данной точки F ( н а з ы в а е м о й  фокусом п а р а б о л ы ) и от 
данной прям ой / ( н а з ы в а е м о й  директрисой параболы,  п р е д п о л а 
г а е т с я ,  что F не л е ж и т  на /).

Д л я  в ы в о д а  кан они ческ ого  у р а в н е н и я  п а р а б о л ы  провед ем  
ось Ох п рямоугольн ой  с и с т е м ы  ко о р ди на т  через фокус  F п ерпе н 
д и к у л я р н о  д и р е к т р и с е ,  н а ч а л о  к о о р д и на т  О поместим на р а в н ы х

Рис. 47
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р а с с т о я н и я х  от ф о к ус а  и д и р е к т р и с ы  (рис.  48) .  Р а с с т о я н и е  от фо
к у с а  до  д и р е к т р и с ы  обозн ачим  через  р (оно н а з ы в а е т с я  п ар ам е т
ром параболы).  В этом с л у ч а е  фокус  б у д е т  иметь  к о о р д и н а ты

F (-| ; 0 ) ,  а у р а в н е н и е  д и р е к т р и с ы  б у д е т

х =  -  Х 2 '

В о зь м ем  п рои з во льн ую  то ч ку  М(х\ у)  п а р а б о л ы .  С о г л а с н о  
оп ре д еле нию  п а р а б о л ы  имеем :

M F — MA

( т о ч к а  А имеет  к о о р д и н а ты  или по ф о р м ул е  р а с с т о я 

ния м е ж д у  д в у м я  т о ч к а м и :

О тс ю д а

( * — f )  + . * 2- ( * + f ) .
или

х2 — рх  +  ̂  +  у 2 =  х г +  р х  +  ̂
и оконч ате льно :

у 2 =  2рх. (8)

Ф о р м у л а  (8 )  и есть  ка н о ни ч ес ко е  у р а в н е н и е  п а р а б о л ы .  П а р а 
бола ,  о т в е ч а ю щ а я  у р а в н е н и ю  (8) ,  и з о б р а ж е н а  на р и с у н к е  48.

У р а в н е н и е (8 )  имеет  с м ы с л  тольк о  д л я  н е о тр и ц а т е ль н ы х  з н а 
чений х, т. е. все  точки п а р а б о л ы  л е ж а т  в I и IV к в а д р а н т а х .  Т а к  
к а к  у р а в н е н и е  (8 )  с о д е р ж и т  у 2, то п а р а б о л а  с и м м ет р и ч н а  относи-

Рис. 48
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гельно оси Ох. Вершиной параболы  н а 
з ы в а е т с я  то ч к а  п ересеч ен ия  п а р а б о л ы  
с ее осью си м м ет р и и .  При в о з р а с т а н и и  
х зн а ч е н ия  у  в о з р а с т а ю т  по абсолютной 
величине.  В отличие от ги пербо лы  п а р а 
бола  не им ее т  а си м пт от .  Ось с и м м ет р и и  
п а р а б о л ы  н а з ы в а е т с я  осью параболы.  
П а р а б о л а ,  о п р е д е л я е м а я  у р а в н е н и е м  (8) ,  
имеет  ось,  с о в п а д а ю щ у ю  с осью Ох.

П р и м е ч а н и е .  Очевидно, что ка жд о му  из 
уравнений у * = — 2рх, х? =  2ру ,  х * = — 2 р у  ( р > 0 )  со 
си в е гс тву ет  па ра бола ,  по форме т ожд ес тв е нн ая  
с параболой (8 ), но иначе рас положенна я .  На ри
су нка х  49,  50 из обр аже ны эти параболы.

К п ар а бо л ам ,  например,  симметричным относи
тельно оси Оу,  относятся  т а к ж е  кривые,  з а д а н н ы е  
уравнениями хг =  2 р ( у — с ) ,  х2 =  — 2р ( у  -+- с), с > 0, 
/) >  0 (рис.  51).

П р и м е р .  П а р а б о л а  с вершиной в на ча ле  ко
ординат  проходит через точку  А (9; 3)  и симметрич- Рис.  51

на относительно оси Ох.  Н а пи са т ь  ее каноническое уравнение .  П о д с т а в л я я  коор

динаты точки А в уравнение  (8 ), найдем,  что Р =  тг ■ Значит ,  уравнение  искомой 

| с а р а бол ы у 2 =  х.

§ 5.2. Изучение поверхностей второго порядка 
по их каноническим уравнениям

1. Э ллип соид и ги п ер б о л о ид ы .  Эллипсоидом  (рис .  52 )  н а з ы в а 
етс я  поверхность ,  о п р е д е л я е м а я  в п рям оу го льн ой  с и с т е м е  коор
д и н а т  Oxyz  у р а в н е н и е м :

4+1+4=а  Ь~ с о :

У р а в н е н и е  (1 )  н а з ы в а е т с я  каноническим уравнением эллипсоида.  
Величи ны а , Ь, с н а з ы в а ю т с я  полуосями эллипсоида.

Из у р а в н е н и я  (1 )  видно ,  что к о о р д и н а т н ы е  плоскости  я в л я ю т 
ся п ло ск ост ям и  си м м ет р и и  э л ли п с о и д а ,  а н а ч а л о  к о о р д и на т  — 
центром с иммет рии .  Точки пе рес еч ен ия  осей к о о р д и на т  с э л л и п 
соидом н а з ы в а ю т с я  вершинами эллипсоида.

Р а с с м о т р и м  сечение  э л ли п с о ид а  пло скостью,  п а р а л л е л ь н о й  
плоскости  хОу, пу ст ь  это б у д е т  пло ск ост ь  z =  h, и п ус ть  при этом 
|/(|<с.  Тогд а  ли ния ,  к о т о р а я  п о л у ч а е т с я  в сечении,  о п р е д е л я е т 
ся д в у м я  у р а в н е н и я м и :

X2

О бо зн ач ив  через k1 

перепи шем в виде

поло ж и т е л ь но е  число 1 — -

(2)

у р а в н е н и я  (2 )
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2

\  С
1—• ̂  \  

о \ ь " ' \

/

r x

1, z =  h.
( a k f  ( b k f

М ы  видим,  что сечение  э л л и п с о и 
д а  (1 )  пло ско стью z =  h ( \ h \ < c )  
п р е д с т а в л я е т  собой эл ли п с  с по
л у о с я м и  ak  и bk, у м е н ь ш а ю щ и м и 
ся с ув ел ич ен и ем  \h\\ при \ h \ - c  
этот элли пс  с т я г и в а е т с я  в точ
ку  — вер ш ин у эл ли п с о ид а .  С о 
вершенно а н а л о г и ч н а я  к а р т и н а  
в ы я в л я е т с я  при р а ссм о трен и и  с е 
чений эл л и п с о и д а  п ло ск о ст ям и ,  

п а р а л л е л ь н ы м и  к о о р д и н а тн ы м  п ло ск ост ям  xOz  и yOz. О т м е 
тим только ,  что с а м а  п ло ск о ст ь  xOz  п е р е с е к а е т  э л ли псо ид  по э л 
л ип су ,  который о п р е д е л я е т с я  у р а в н е н и я м и

jt2 z2 
4  +  ̂ = 1 ,  *, =  0; 
а с

плоскость yOz  — по эллипсу ,  который о преде ля ется  ур ав нен иям и

Рис.  52

? + г ^ = ° '

Если д в е  полуоси э л л и п с о и д а  р а в н ы ,  н а п р и м е р  а =  Ь, то по
л у ч а е м  у р а в н е н и е

X* и* 7?'
4 + 4 + 4 =  1- (3)

П е р е с е к а я  этот  эл ли п со ид  пло скостью z =  h, п а р а л л е л ь н о й  
плоскости  хО у , получим о к р у ж н о с т ь

х2 +  у2 =  (̂  1 z- - h

с центром на оси Oz. П о это м у  т ак о й  эл ли п со ид  м о ж е т  б ы т ь  по
луч ен  в р а щ е н и е м  э л л и п с а

X* z2—  4 -  —  =  1■2 I _2 1 ’

расположенного  в плоскости xOz, во кр уг  оси Oz. Эллипсоид (3)  н а 
з ы в а е т с я  эллипсоидом вращения.

Если ж е  все  три полуоси эл л и п с о и д а  (1 )  р а в н ы :  а =  Ь =  с, то 
п олу чае м :

-а2,

т. е. сферу , ко т о р а я ,  т а к и м  о б р а з о м ,  о к а з ы в а е т с я  ч а с т н ы м  с л у ч а 
ем эл ли п с о ид а .

Однополостным гиперболоидом  (рис.  53 )  н а з ы в а е т с я  по в е рх 
ность,  о п р е д е л я е м а я  в п р ям оу го льн ой  с и с т е м е  к о о р д и на т  Oxyz
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Рис. 53
у р а в н е н и е м

, £_
а 2 о 2 г2 =  1, (4 )

а двуполостным гиперболоидом  (рис .  5 4 ) — поверхность ,  о п р е д е 
л я е м а я  у р а в н е н и е м

- 1 .  (5 )^  +  ̂  
а2 ~̂ Ь 2 ,■2

У р а в н е н и я  (4 )  и (5 )  н а з ы в а ю т с я  каноническими уравнениями ги
перболоидов.  Величи ны а, b, с н а з ы в а ю т с я  полуосями  одноп о
лостного ( д в у п ол о с т н ог о )  гипер болоид а .  Оба  ги перб олоид а  и м е 
ют ко о р д и н а тн ы е  плоскости  си м м ет р и и ,  а н а ч а л о  к о о р д и н а т  — 
центр с иммет рии .

О т ме т и м  неко тор ы е  сечения  ги пербо лоидо в  п ло ск о ст ям и ,  п а 
р а л л е л ь н ы м и  к о о р д и н а тн ы м  пло с к о с т я м .  Н а п р и м е р ,  однополост-  
ный гип ерболоид (4 )  пло ск ост ь  z =  h п е р е с е к а е т  по э л ли п с у

х2 , У2 1 I Л2 г
^  +  ^ = ' + 7 -  * =  * .

плос ко ст ь  y — h ( \Н\фЬ) — по гиперб ол е

п ло ско сть  у  — Ь — по д в у м  п р я м ы м

X2 г 2 п ,
V - 7 - 0 .  у  =  ь.

По а н а л о ги и  с э л л и п с о и д о м , е с л и  полуоси а  и b ги перболоид а  
(однополостного  или дв у п о л ос т н о г о )  р а в н ы ,  то он н а з ы в а е т с я  ги
перболоидом вращения  и п о л у ч а е т с я  в р а щ е н и е м  около оси Oz 
ги пер болы

х2 г 2 . А
—  7 =  ! > У =  °а с
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в с л у ч а е  однополостного  ги перб олоид а  и гипе рбо лы

Л? Z1 . п— г/ =  О

в с л у ч а е  д в у п о л ос т н о г о  гипер болоид а .
2. П а р а б о л о и д ы .  Эллиптическим пар аболоидом  (рис.  55 )  н а 

з ы в а е т с я  поверхность ,  к о т о р а я  в прям оуг о л ьн о й  с и с т е м е  к о о р д и 
нат  Oxyz  о п р е д е л я е т с я  у р а в н е н и е м

,,2
(6)х2 I У

2 — ~  +  т т .  а* Ь-

а гиперболическим пар аболоидом  (рис.  56 )  
д е л я е м а я  у р а в н е н и е м

х2 у2 
a2 ft2 '

2 =  -

поверхность ,  опре-

(7 )

У р а в н е н и я  (6 )  и (7 )  н а з ы в а ю т с я  каноническими уравнениями
параболоидов.

П лоско сти  хОг  и yO z  я в л я ю т с я  п ло с к о с т я м и  с и м м ет р и и  п а 
раб оло идо в .  Пе ресе чение  этих плоскостей  (ось  O z ) н а з ы в а е т с я  
осью п ар аб ол о и д а , а пересеч ение  оси Oz с поверхностью п а р а б о 
л оид а  — вершиной.

Оба п а р а б о л о и д а  ( эл л ип ти ч ес ки й  и г и п е р б о л и ч е с к и й ) п л о с к о 
ст я м и ,  п а р а л л е л ь н ы м и  к о о р д и н а тн ы м  п л о с к о с т я м  xOz  и yOz,  п е 
р е с е к а ю т с я  по п а р а б о л а м .  Т а к ,  пло ск ост ь  x =  h п е р е с е к а е т  э л 
липти чес ки й  п а р а б о л о и д  по п а р а б о л е

у2 I z ----- j  =  t j ,  x =  h.а b

Из у р а в н е н и я  (6 )  с л е д у е т ,  что п ло ск ост ь  z =  h ( h > 0),  п а р а л 
л е л ь н а я  плоскости  хОу, п е р е с е к а е т  э л ли птич ес ки й  п а р а б о л о и д  
по эл ли п с у ,  а из у р а в н е н и я  (7 )  с л е д у е т ,  что пло ск ость  z =  h (Иф  
Ф  0)  п е р е с е к а е т  ги пер бо лич еск ий  п а р а б о л о и д  по гиперболе .
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Пл оск ост ь  хОу  п е р е с е к а е т  ги пер бо лич еск ий  п а р а б о л о и д  по д в у м  
п р я м ы м .

При а =  Ь э л ли птич еск ий  п а р а б о л о и д  н а з ы в а е т с я  параболои-
X?дом вращения. Он п о л у ч а е т с я  при в р ащ ен ии  п а р а б о л ы  z =  — ,
а

// =  0, около оси Oz.
3. Ц или н др ы  второго  п о р я д к а .  Цилиндры второго порядка  

о п р е д е л я ю т с я  в п рям оу го льн ой  си с т е м е  к о о р д и на т  Oxyz  у р а в н е 
ниями:

(8)а) 4  +  4 = 1а Ь

(эллиптический цилиндр , в частности  при а =  Ь
X2 и2

б ) — — ^2 =  1 (гиперболический цилиндр);  

у'2 =  2р х  (параболический цилиндр).

круговой)-,

(9 )

в) y~ =  zp x  (параоолическии цилинор). ( 1 0 )
У р а в н е н и я  (8 )  — (1 0 )  н а з ы в а ю т с я  каноническими уравнения

ми цилиндров. У р а в н е н и я  (8 )  — (1 0 )  не с о д е р ж а т  переменной 
г.  На плоскости  хОу  у р а в н е н и е  (8 )  о п р е д е л я е т  элли пс  с п о л у о с я 
ми а и Ь. Если точка  (х\ у)  л е ж и т  на этом эл ли псе ,  то при любом 
г  то чка  (х\ у, z) л е ж и т  на поверхности  (8) .  С о в о к у п н о с т ь  т а к и х  
гочек ес ть  поверхность ,  о п и с а н н а я  пр ям ой ,  п а р а л л е л ь н о й  оси Oz 
и п е р е се к а ю щ е й  элли пс

^  +  ̂ = 1  
а1 Ь2

в плоскости  XОу.
Этот  эл ли пс  н а з ы в а ю т  направляю щ ей линией  дан ной  по в е рх 

ности, а все  в о з м о ж н ы е  по ло ж ен и я  д в и ж у щ е й с я  прямой  — о б р а 
зующими.

Вообще поверхность ,  о п и с ы в а е м а я  пр ямой,  о с т а ю щ е й с я  п а 
рал лел ьн о й  нек оторо му  з а д а н н о м у  н а п р а в л е н и ю  и п е р е с е к а ю 
щей д а н н у ю  линию L, н а з ы в а е т с я  цилиндрической. П оверхно сть  
(8 )  и з о б р а ж е н а  на р и с у н к е  57.

В с л у ч а е  гипер болич ес ко го  и п а р а б о 
лич ес ко го  цил индро в  ( ( 9 )  и (1 0 ) )  н а п р а в 
л я ю щ и м и  л ин и ям и  поверхностей  я в л я ю т 
ся ги пербол а  и п а р а б о л а ,  а о б р а з у ю щ и 
ми — п р я м ы е ,  п а р а л л е л ь н ы е  оси Oz и 
пр ох одя щие через  ги п е рб о л у  и п а р а б о л у  
н плоскости  хОу. По верхности  (9 )  и (1 0 )  
и з о б р а ж е н ы  на р и с у н к а х  58 и 59.

4. Конус  второго  п о р я д к а .  Конусом  
второго порядка  или,  к р а т к о ,  конусом  
(рис .  60 )  н а з ы в а е т с я  поверхность ,  о п р е д е 
л я е м а я  в п р ям оу го льн ой  с и с т е м е  коорди- 
i i a i  Oxyz  у р а в н е н и е м

Г  +  ̂ - 1 - = 02 I »-2 .2 ( i :



У р а в н е н и е  (1 1 )  н а з ы в а е т с я  каноническим  
уравнением конуса. Э т а  по верхность  с и м 
м е т р и ч н а  относ ительно  к о о р д и н а т н ы х  
плоскостей .  Н а ч а л о  ко орди на т ,  я в л я ю щ е 
ес я  центром с и м м ет р и и ,  п р и н а д л е ж и т  
этой поверхности и н а з ы в а е т с я  вершиной 
к о н у с а .  Се чен и ям и  ко н ус а  п ло ск о ст ям и

х =  0  и у =  0 я в л я ю т с я  п р я м ы е  z = ± ^ y

и z =  ± — х. В плоскости  z — h (ЬфО )  име-

х2 "2
ем элли пс

a\h\ ,
1 и*

У_
4  “Г  Ь% 

b\h\

1 с п о луо ся м и  а *  =

. Если а — Ь, то конус  н а 

з ы в а е т с я  конусом вращения. Д л я  к о н у с а  
в р а щ е н и я  в плоско сти  z — h (Н Ф 0) и мее м
о к р у ж н о с т ь  х?-\-у2 - а л

УПРАЖНЕНИЯ
1. Н ап иса ть  каноническое у ра внение  эллипса ,  если да ны  его полуоси 

а  =  3 и 6 =  4.

*-1L 9 16 J
х* У2

2. Проверить,  л е ж а т  ли на эллипсе -д" +  = 1  точки Л (0;  2), В (3; 0), С ( 1 ;  2).

[Л и й л е ж а т ,  С не лежит . ]
jc2 f/2

3. Д ан  эллипс -gg--)— 1. Найти его полуоси и расстояние ме ж ду  фокусами.

|о =  5; 6 =  3; 2с =  8 .|

4.  Д а н  эллипс "I- " j ^ =  * и точка  на нем с абсциссой,  равной 3. Найти ее 
ординату .  [i/, =  3, </2= — 3.]

5. Найти площадь четырехугольника ,  две  вершины которого л е ж а т  в фоку
сах  эллипса  a '  +  5i/2 =  20,  а две  др уг ие  со вп ада ют  с концами его малой оси.

[16 кв.  ед.  |
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|2а =  26,  26 =  24,  -4 , (13 ;  0),  Л2 ( — 13; 0),
в ,  (0;  12), В2 (0;  — 12), F, (5;  0),  F2( — 5; 0),  е =  5/13.  |

7. Сост авит ь  уравнение  эллипса ,  если две  его вершины находятся  в точках 
/1,(8;  0)  и А2( — 8 ; 0), а фокусы — в точках F,  (5;  0)  и F2 ( — 5; 0).

сон и эксцентриситет.

\1_
[ б 4 39

8 . На пи са ть  уравнение  эллипса ,  если фокусы его находятся  в точках 

/', (3;  0)  и F2 ( — 3; 0), а длина  большой оси р ав на  12.

9. Найти эксцентриситет  эллипса  4х2-\-9у2=  180.

\ - + £ - А[  36 ^  27 J

Н М
10. На пи са ть  каноническое уравнение  гиперболы,  если даны:  

а )  и =  6 , 6 =  2; б) и =  8, с = 1 0 ;  в)  6 =  5; с = 1 3 .

X? j —

11. Л е ж а т  ли на гиперболе —— — 7гтг= 1  следующие  точки:  -4(8;  6 Д/3 ),
16 36

В (6 ; ЗД/б") и С (3;  2Л [ б ) ?  [А и В  л е ж а т ,  С не лежит . ]
JC2 1?

12. Д а н а  гипербола —— = 1 .  Найти ее оси и расстояние ме жд у  фокусами.
9 25

[2 а  =  6 ; 2 6 = 1 0 ;  2 с  =  2Л[м.\
г 2 и2

13. Найти координаты фокусов гиперболы ^  1.

[ F , ( - 1 3 ;  0), /ч(13; 0).]
14. На писа ть  уравнение  гиперболы,  если ее фокусы находятся  в точках 

/■", ( — 4;  0)  и F2(4\ 0)  и длина  вещественной оси р ав на  6 .

15. Найти эксцентриситет  гиперболы 2 4 ^  — 25t/2 =  600.
[е =  1,4.]

16. На пи са ть  уравнение  гиперболы,  проходящей через точку (2;  1), а симпто
ты которой у = + ( 3 / 4 )дс.

[9JC2— 16г/2 =  20.]
17. Найти уравнение равносторонней г иперболы, проходящей через точку (3; — 1).

[л2- у 2 =  8.]
18. Найти площадь т реугольника ,  образованного асимптотами гиперболы

“г - ■7г =  1 и прямой 9л:- f  2у  — 24 =  0.
1 J  ~ 1 12 кв.  ед.]

19. На писа ть  уравнения  дв у х  парабол с вершиной в начале  координат,  зная ,  
что координаты их фокусов равны :  a )  F (3;  0);  б) F ( 0; — 5).

[ а )  у 2 — \ 2х\ б)  / =  - 20 i/.]



20.  Проверить,  л е ж а т  ли точки А ( 2; — 2) и 6 ( 1 ;  2)  на пар або ле  у 2 =  2х.
|А л еж ит ,  В  не лежит . ]

21.  Определить  координаты фокусов следующих парабол :  а )  у 2 =  1 блг; б) r i =  
=  — Ю у.

[ a )  F (4;  0);  б) F ( 0; - 5 / 2 ) . ]
22.  На пи са т ь  уравнение  ди ректрисы и найти координаты фокуса па ра болы 

у 2 =  4х.
[ д г = - 1 ,  F (  1; 0).]

23.  На пи са т ь  у ра внения  парабол с вершиной в на ч ал е  координат,  дл я  кото
рых д ире ктр ис ами  с л у ж а т  прямые :
а )  х =  — 2; б) х  =  3.

[ а)  у 2 =  8х, б) у 2=  — 12*.]
24.  На пи са т ь  ура внение  па ра бо лы с вершиной в на ча ле  координат,  с и м м е т 

ричной относительно оси Ох  и проходящей через точку  А (4;  — 2).
I У2 =  х.)

25.  Сост авит ь  уравнение  поверхности,  полученной от вращения  прямой л и 
нии у  =  х вокру г  оси Ох.

[хг =  у2 +  г2] 
х? и2 z2

26.  Сост авит ь  уравнение  линии пересечения конуса —  г ------с llJ,0C'
а2 /г с

костью z =  с.

У2 ,— + — =1, г = с. 
а b

27. К а ку ю поверхность определяет  уравнение х2 +  у 2 +  4z2— 1 = 0 ?
z2

[Эллипсоид,  полученный от вращения  вокруг  оси Oz  эллипса  ■* = 1 ,  у  =  0.]

т
28. К а ку ю поверхность п р ед ст ав ля ет  уравнение х2 +  у 2 — г 2— 1 = 0 ?

|Однополостный гиперболоид,  полученный от вращения  
вокруг  оси Oz  гиперболы х2 — z2=  1 , f/ =  0.]

29.  К а ку ю поверхность определяет  уравнение х2 — у 2 — г 2 — 4 =  0?
[Двуполостный гиперболоид,  полученный от вращения  

вокруг  оси Ох гиперболы х2 — у 2 =  4, 2 =  0.]
30.  К а к а я  поверхность о пределяется  уравнением г  =  х2 +  у 2?

|Г1араболоид,  полученный вращением 
вокруг  оси Oz  параболы г  =  хг, «/ =  0 .| 

х2 -4- и2 z2
31.  Найти площадь  сечения поверхности ----- --------Ь т п г = 1  плоскостью 2 =  3.

4 25
[2,56л. ]

32.  К а к ие  поверхности з а д а ю т с я  ур авнениями:
г 2 22

а )  х2-\-у2 =  25;  б) х2 -f-у 2 +  г 2 =  16; в) — 4— —=  I ;
36 1 49

Г) а )  у 2 =  Ьх\ е )  x2 +  y 2 =  z2 }
2Ь lb

[ а )  Круговой цилиндр;  б) сфера;  в)  эллиптический цилиндр;  
г )  гиперболический цилиндр;  д )  параболический цилиндр;  е)  конус. ]
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Г л а в а  6. ОБЩ ЕЕ УРАВНЕНИЕ КРИВОЙ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 6.1. Приведение матрицы квадратичной формы  
к диагональному виду

! .  Определение квадратичной формы и ее матрицы . Кв а д р а ти чн о й  ф о р м о й  от 
д в у х  п е р е м е н н ы х  *,  и х2 н а з ы в а е т с я  о д н о р о д н ы й  м н о г о ч л е н  вто р ой  ст е п е н и  отно 
ситель н о  этих п е р е м е н н ы х :

F =  a l lxil +  2a ,2x lx2 +  a 2.24 -  ( * )

Здесь  а п , а , 2, а 22— числа,  з а д а н и е  которых опреде ляе т  форму;  их н а з ы в а ю т  к о 
эффици е нтами  формы.  ( Д в о й к а  перед а п  поставлена  д л я  упрощения получаю
щихся формул. )

П о к а ж е м ,  к а к  кв ад ра т ичн ую  форму (1)  можно з а п и са т ь  в матричной форме.  
П р е ж д е  всего,  по ла га я  а 12 =  а 21, запишем ее в виде

F =  ( а , , *,  +  а , 2* 2) х , +  (а 21х , +  а 22х2) х2.

( а , , (i|2\
М ат ри ц а  ^  =  1 а 2, а 22)  н а з ы в а е т с я  матриц ей  к в а д р а т и чн о й  ф о р м ы  (1) .

/*Д
В ве д я  матрицу- столбец X — [ x J  и м ат ри цу -ст ро ку  X* = ( х 1х2), можно у б е 

диться ,  что

F — Х*АХ. (2)

Действительно ,  по пр ав илу  умно жен ия  матриц ( §  3.1,  п. 5)  последовательно 
находим:

AX =  ( U" а' Л ( хЛ  =  ( а" х ' + а '*хА  
\ ° 2i а22) \ х 2)  \ а 21х , + а 22х2) '

Х*АХ — (х,х.2) + a 22JC2) ==Jtl ( “ u*t  +  a V2x2) +  x2( a 2tx l +  а 22х2) =  F.

Будем т ра к т ов а т ь  переменные х , и х2 к а к  координаты точек в прямоугольной 
системе  координат  * , 0 * 2. Ра ссмот рим новую прямоугольную систему  координат 
лг,’Ох2 . Пусть  координаты точек в старой и новой сист ема х  с в я з ан ы  м е ж д у  собой 
формулами преобразования  (15 )  из § 3.2 (п. 5)

*1 =  0,1*;+ 0,2*2, х2 =  а2\Х\ +  (122*2 (3)

с ортогональной матрицей преобразования

/0,1 о,2\ 
: \«21 “22/

Ка к установлено в § 3.2 (п.  5),  формулы преобразования  (3)  можно з апи са т ь  
н следующей матричной форме:

X =  LX' .  (4)
.4 дос ь
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Если вместо х, и х2 в  к в ад р ат ич н ую  форму ( I )  подставить  их в ы р а ж е н и я  че
рез дг,' и х.2' согласно (3) ,  то получим к ва др ат ичн ую форму от переменных
х/ и х.{.

2. Приведение квадратичной формы к каноническому виду. Поставим з а да чу :  
в ы б р а ть  новую систему  координат  х \0 х2 т а к ,  чтобы в квадратичной форме от 
переменных х\, х2 отсут ст вова л член с произведением координат,  т. е. чтобы 
она приняла  вид

F =  11х/2-\-Х2х./2 , ( 5)

который н аз ы в а е т с я  к а н о н и ч е с к и м .
Д л я  сокра щения  записи преобразования  будем проводить в матричной фор

ме. Ра ссмот рим ма трицу -ст року

X'* =(*, '*/)•

Имеет  место равенство

X* =  X' *L~\  ( 6 )

Действительно ,  в §  3.2 (п. 5, ( 20) )  установлено:

L~' =  L* =  f a " "2Л  .
\а 12 а22/

Поэтому

X'*L~ ' = ( х/х2 ) ( “ |‘ j  =  ( а , +  а 12х2 а 21х, '  +  <i22V ) ,

от ку д а  в силу  р авенств  (3)  X'*L~'  — (х, х2) =  Х*.
П о дс т ав ля я  в правую часть  р ав ен ст ва  (2)  в ы р а ж е н и я  д л я  X* и X из р а 

венств ( 6 ) и (4) ,  будем иметь:

F =  X*AX=(X '*L~ ' )A  (LX')  =  X'* (L~'AL)X' .

Отсюда сл едует ,  что в новой системе  координат  м ат ри ца  квадратичной формы 

F =  X ' * (L~ 1AL) X' имеет  вид:  А' =  L~'AL.
Вы бе ре м теперь  новую систему  координат  х \0 х 2 т а к ,  чтобы ма трица  А' при

няла  сле ду ющую форму:

(к, 0\

В этом с л у ч а е  говорят,  что м ат ри ца  приведена  к д и а г о н а л ь н о м у  в и д у .  При этом 
к в а др а т и чн а я  форма F в переменных х/ и х2 з апишет ся  в виде (5) .

Ит ак ,  новую систему  координат  надо в ы б р а ть  гак ,  чтобы ма трица  L п рео бра 
з ования  у д ов ле тв о ря ла  соотношению

(о 0 = L ~ ' A L -

Умножим обе части этого р ав ен ст ва  сл ева  на м ат ри цу  L: 

l ( ^ '  ^ = L L ~ ' A L  =  EAL =  AL.
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Отсюда

и, значит,
\

/а,,Х , а 12Х2\ /опа п +  а ,2а 2| а па ]2 +  и12а 22\ 
у а 21Х| а 22Х2/ \а21а н +  а 22а 2| a2la l2-\- a22a 22J

j  ( а и — X,) а п + а |2а 21 =  0,

\ а2|а, ,+(а22 —Х,)а2, = 0

(Ац Х2) а 12 +  а 12а 22— 

а 2|а |2 +  ( а 22 — Х2) а 22 =  0.

(7)

(8)

Таким образом,  неизвестные коэффициенты преобразования  а м , а 12, а 2|, а 22 
находятся  из систем уравнений (7)  и (8 ). К а ж д а я  из этих систем я вл я е т с я  одно
родной.  Д л я  того чтобы они имели отличные от нуля  решения,  необходимо и д о 
статочно (см.  § 3.4, п. 3),  чтобы определитель  к аж д о й  из этих систем был равен 
нулю.

Та ким образом,  числа Я,, и Х2 я вл яют ся  корнями уравнения

=  0 , О)

Я.2 — (о|, +  а 22) X +  ( а , , а 22 — а 12а 21) = 0 .  (9 ' )

Д и ск рими на нт  D этого к ва др ат но го  ура внения  вс ег да  неотрицателен.  Д е й с т 
вительно,

D =  ( а и +  a 22f  — \ ( а и а 22 — a via 2l) =  +  а\2 —
— 2 а , , а 22 +  4а  ]2а 2, =  ( а ,, — а22 )2 +  4а\2, 

гак  к а к  а п  =  а 2\ (п.  I). Ит ак ,  уравнение  (9)  (или ( 9 ' ) )  вс ег да  имеет  де йс тви тел ь

ные корни.  Оно н аз ы в а е т с я  характе р и стич е с к им  ура внением ма трицы А. Корни 
этого ура внения  на з ыв аю тс я  с о б ст в е н н ы м и  значениями ма трицы А. П о д ст а вл яя  
найденные из уравнения  (9)  значения  X, и Х2 в системы (7) ,  (8 ) и р еша я  их, на й
дем коэффициенты преобразования  координат а п , а 12, а 21, а 22.

П р и м е р .  Привести к каноническому виду кв ад ра т ичн ую  форму

F =  bx\ +  4*|*2 -\-2x?2. (10)

З де сь  о, ,  =  5, a 12 =  a 2i =  2, а 22 =  2. М а т ри ц а  данной квадратичной формы име
ет вид:

-G *)■А =

( "оставим характеристическое  уравнение:  X2 — 7X-f-6 =  0, отку да  X, =  1, Х2 =  6 . 
Поэтому з а д а н н а я  к в а др а т и чн а я  форма приводится  к каноническому виду

F =  *1,2 + 6*2'2.

Нел и числа X, и Х2 одного з н ак а ,  то будем говорить,  что к в а др а т и чн а я  форма 
( 1 ) пр ин адле жит  э л ли п т ич е с к ом у  типу,  если X, и Х2 раз ных  знаков ,  то г и п е р б о л и -
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ч е с к о м у  типу,  если ж е  одно из чисел X, или Х2 равно нулю,  то п а р а б о л и ч е с к о м у  
типу.

Из ( 9 ' )  видно,  что ktX2 =  и и а 22— af2. Поэтому к в а др а т и чн а я  форма ( I )  буде т  
эллиптической,  гиперболической или параболической,  если в ы р а ж е н и е  а и а 22— a j 2 
соответственно больше,  меньше или равно нулю.

К ва д р а т и ч н а я  форма ( 10 )  бу де т  эллиптического типа.

§ 6.2. Общее уравнение кривой второго порядка, 
его приведение к каноническому виду

1. Упрощ ение общего уравнения кривой второго порядка. Уравнение
ОцЛ.-2 +  2а ]2ху  +  а 22у'2 +  2 а п х +  2 а.23у  +  a M= 0 , ( 1 )

где коэффициенты а м , 2а (2. ^22’ 2а|з, 2а 23 и а 3 3— ве щественные постоянные,  при

чем a f , +  о{2 +  °22 > 0 , н аз ы в а е т с я  о б щ и м  у р а в н е н и е м  к р и в о й  в т о р о г о  п о р я д к а .  
Пер вые  три члена уравнения  (1) ,  т. е. члены второй степени,  н аз ы ва ю тс я  его 
старшими чл енами .  Коэффициенты при ху,  х н у  обозначены соответственно через 
2a|2, 2а|.( и 2а 23 дл я  удобства  преобразований у ра внения  ( 1 ) в да льнейшем.

Ва жн ей ше й за да че й аналитической геометрии я в л я е т с я  исследование общего 
ура внения  кривой второго порядка  и приведение его к простейшим (канониче
ским)  формам.

Применим преобразование  квадратичной формы,  описанное в пред ыд уще м 
пункте,  к упрощению общего у ра внения  кривой второго порядка .

Переход к новой декартовой системе  координат  с тем ж е  началом,  к а к  п о к а 
зано в § 3.2 (п. 5),  сводится  к з а мен е  переменных

* =  a n Jc' +  a |2i i /  =  a 2,x / +  a 22(/' (2 )

с ортогональной матрицей перехода L. При подстановке  этих вы ра же ни й  в у р а в 
нение ( 1 ) группа  членов второй степени и группа  членов первой степени пр еобра 
зуются  независимо д р у г  от д р уг а .  Если следить  с н ач а л а  з а  группой членов вто
рой степени ( ква дра тичной формой) ,  то на основании п ред ыд уще го  пункта  всегда  
можно в ы б р а т ь  систему  координат  х'Оу '  т а к ,  что э та  группа  членов приобретает  
канонический вид.  Поэтому все у ра внение  ( I )  после преобразования  будет  
иметь вид:

кух'* -(- Х2у ' 2 2 р.|Х/ -|- 2\i2y f -j- Д33 — 0 . (3)

Здесь  А,, и I ,  — корни уравнения

-̂2 — ( ° i I +  “ 22) ^  +  ( я 1 ia 22— a l2a 2l

а щ,  ц2 — некоторые новые коэффициенты при членах первой степени,  которые 
сами получаются  после подстановки вы ра же ни й  ( 2 ).

2.  Упрощ ение уравнения А.,х/2-)-Я,2# /2 +  2ц.|дс/ +  2|12у '  +  а зз =  0- Упрощение 
уравнения  (3)  производится в зависимости от типа квадратичной формы старших 
членов.

Введем обозначение:  6 =  a n a 22 — <zj2.
I Предположим,  что 6 ^ 0 .  Та к  к а к  6 =  Х{К2 ( §  6.1,  п. 2), то к^фО,  к.2ф 0
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и потому можно уравнение (3) переписать так:

(4)

Pi
Выполним па ра лл ел ьн ый перенос системы повернутых осей на в е л и ч и н у --------

в направлении оси Ох'  и на величину — — в направлении оси О у ’\ переход к но

вым координатам да ют  формулы

Нели мы обозначим правую часть  (4)  буквой Н. то у ра внение  данной линии в по
следних координатах  примет канонический вид

Воз можны два  сл уча я :
1) А,, Х2 одного з н ак а ;  будем считать ,  что А., > О, Х2> 0  ( в  противном слу ча е  

изменим з наки всех членов уравнения ) .  Если Н ф 0, то у ра внение  (5)  приводится  
к виду

Отсюда видно,  что при Н > О  ура внение  (5)  опр еде ляе т  эллипс с полуосями

Если Н =  О, то уравнение  (5)  опреде ляе т  единственную вещественную точку:  
х" =  0, у "  =  0. Однако  в этом с л у ча е  принято говорить,  что уравнение  ( 5)  есть 
ура внение  в ы р о ж д е н н о г о  э ллип с а .

Если Я < 0 (при Х|>0 ,  Х2> 0 ) ,  то ура внение  ( 5)  никакого вещественного об
р аз а  не определяет .  В этом с л уч ае  говорят  т а к ж е ,  что уравнение  (5)  есть у р а в н е 
ние м н и м о г о  э ллип с а .

2)  Числа  X,, Х2 разных  знаков ;  будем считать ,  что Х1> ( ) ,  Х2<с0.  Если при 
этом Н > 0, то уравнение  (5)  опреде ляе т  гиперболу,  которая  пе ре се ка ет  ось а б с 

цисс и имеет полуоси a  =  ^ =  ■ Если Н < 0, то т а к ж е  получается

гипербола ,  но пе ре се ка юща я ось ординат .  Если Н =  0, то уравнение  (5)  о п р е де л я 
ет па ру  прямых,  проходящих через начало координат,  т а к  к а к  оно приводится  
к виду

В этом с л уч ае  говорят,  что у ра внение  (5)  опреде ляе т  в ы р о ж д е н н у ю  г и п е р 
б о л у .

В о з в р а щ а я с ь  теперь к исходному уравнению (1) ,  напомним,  что б =  а Иа 22 —

— а 212 — Л,|Х2. Поэтому если б > 0 ,  то А,,, Л2 — числа одного з н ак а ;  если 6 < 0 ,  то А,,,

\ х " г +  \2у"'1= Н . ( 5)

С > / М "  + ЛГ1 ^  у " ) ( \ [ К Х" -  ЛР>7</" )  =  0.
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Х2 — числа разных  знаков .  Отсюда .
с 2 _г» ^ в к л ю ч а е м :  е с л и  д а н н о е  у р а в н е н и е  ( 1 ) име етб =  а п а 22 — а ]2 > 0 , то о н о  о п р е д е л ц

„ э л л и п с  ( д е й ствит ель ный ,  мнимый или в ы 
р о ж д е н н ы й ) ;  е с л и  6 < 0, то у р а в н е н ц
р о ж д е н н у ю ) е о п р е д е л я е т  г и п е р б о л у  ( н а с т о я щ у ю  или вы-

2. Рассмотрим теперь уравнение
этот раз  одно из чисел Х„ 12 равно , (| > ПРИ У р о в н и  6 =  0. Та к  к а к  6 =  Л.,Х2, то на

, 0 , Улю. Будем считать ,  что 0, Х, =  0. У р а в нение (3)  можно переписать  в вид^ J г

Обозначая  величину,  с тоящую в |,
Чл е дн е й скобке,  одной буквой k, получим:

г
+  2 (1 2г/'+ /г =  0 . (6 )Я| (х'+ 1т):

Да л ьн е йше е  преобразование уравн^
1) Если ц2=/=0, т0 уравнение  (fj

' можно переписать  так :
}Иия ( 6 ) з ависит  от р2.

/  а .  \ 2
к

Выполним па ра ллельный перенос <ч
Нстемы осей Ох', Оу'\ 

x' =  x" -~ J l ,  , „ k

V
получим:  \хх" + 2р 2!/" =  0 , или

хг’\

Уравнение (7)  есть каноническ^
^ уравнение  параболы.

2)  Если ц2 =  0, то, выполняя  , р,
Эраллельный перенос х' =  х " — — , у '  =  у" ,  

уравнение  (6 ) примет вид: 1

* +  * =  0. (8)
Предположим,  что Я. ,>0 .  Тогда  

па ра лл ел ьн ых  пр ямых  ^ сли * < ° -  ™ Уравнение (8 ) о пр еде ляе т  па ру

Л/ V r ' ' + A P ^  (д)

(например ,  уравнение 4х " 2 — 9 =  0 о ь
+ 3 =  0 2*"  — 3 = 0)  Если 6 =  0 то | Е>еДеляет 1,аРУ па ра л ле ль н ых  п ря мы х 2х"  +
ние ( 8 ) никакого вещественного’ о б р ' ' ^ я м ы е  слива ютс я .  Если * > 0 ,  то ур авн е-
ворят ,  что уравнение ( 8 ) о п р е д е л я й 3 не определяет .  Однако  в этом с л уч ае  го-

,  <-------  1 п а р и  мнимых п а р а л л е л ь н ы х  п р ямы х  (при
я > 0  в уравнениях  (9)  число \/ — k ^
(8 ) на з ыва ют  уравнением в ы р о ж д е ^ У дет  МНИМЬ|М' с м - §  7.7).  Вообще уравнение  

В о з в ра ща я сь  к исходному у р а в ц  паР аболы. 
нию: е с л и  6 =  а п а 22- а ?2 =  0, то у р * НИЮ <'>’ » Р ”*°ДИМ к сле д ующ ему  з аключе-  
( обыкновенной или вырожденной) .  ° ^ ние О  я в л я е т с я  у р а в н е н и е м  п а р а б о л ы
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3. Подводя итог вс ему  исследованию,  
приходим к с ле д ую щ ем у  общему выводу :  
м iHt'iloe у р а в н е н и е  вто ро й  сте п е ни  а , ,jc2 +
I 2 a vlx y  +  а 22у 2 +  2 а п х +  2 а 23у  +  а 33 =  О 

о п р е д е л я е т  л и б о  э л л и п с  ( е с л и  6 =  а па 22— 
и\2> 0 ) ,  л и б о  г и п е р б о л у  ( е с л и  б < 0),  ли б о  

п а р а б о л у  ( е с л и  6 =  0 ) .  При этом следует  
учитывать  мнимый и в ырожде нный э л 
липсы,  а т а к ж е  вы ро жд е нн ые  гиперболы 
и параболы.

П р и м е р .  Привести к каноническо
му виду общее уравнение  кривой второго 
п о р я д к а  5 х 2 +  8х у  +  5г/2 — 1 8 * — 18;/ +

| 9 =  0 .

Р е ш е н и е .  К в ад р ат ич н ая  форма,  со- 
' 1а вл ен на я  из старших членов данного ура внения ,  имеет  вид:  /? =  5 *2 +  8jci/ +  5(/2. 

(десь а | ] = 5 , а 12 — а 21 — 4, а 22 =  5, матрица

l.iK к а к  6 =  а и и |2— а 22 =  5 - 5 — 42 =  9 > 0 ,  то д а н н а я  кр ива я  определяет  эллипс.  
Составим х ара ктеристическое  уравнение  ( см.  § 6.1, п. 2, (9' )) :

Я,2 — 10Л. +  9 =  0.

Корни этого уравнения  Я,, =  9, Я2= 1 .  Значит  (§  6.1,  п. 2), к в а др а т и чн а я  форма 
/ м новой системе  координат  х'Оу '  з а пишет ся  в виде

F =  А,,* '2 +  Х2у ' 2 =  9х'2 +  у ’2.

\ 1айдем ма трицу  L -- /а 11 а 12\ 
\а 21 а 22/

перехода от старой системы координат  хОу  к но

ной х'Оу' .  Д л я  этого составим системы уравнений:

(5 — 9)  а п + 4 а 2| = 0 ,  

4а | , + ( 5  — 9)  а 21 =  0,

( 5 — 1) а |2 +  4 а 22 =  0, 

4 а ]2 +  ( 5 — 1) а 22 =  0.

К а ж д а я  из этих систем сводится  к одному уравнению:  первая  си стема  сво
им см к уравнению 0 ц =  а 2|, а вторая  — к уравнению а 22=  — а 12. М а т р и ц а  L я в 

л яет ся  ортогональной (см.  § 3.2,  п. 5).  Поэтому д о л ж н ы  иметь место р авенства

ft2| +  а 2, =  1 и ft[2 +  ft22 =  1.
< ледовательно,

(I. . -- ttoi---- 1

:V2- У Г  22_ ± W

Иыбирая  дл я  определенности перед корнем з н а к  « плюс» ,  получим:

а , 1 = 7 Г  “2' =  л/Г а , 2 = ~ \ Г  “22=л / г
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*  =  —— Iх' — / А  у  =  - ^ = ( х '  +  у ' )
\2 V2

и потому
18 18 36

— 18х — 18г/ +  9 = ------ =  (х' — ц ' ) ------ — (х' +  у ' )  +  9 = ------ =  * '  +  9.
V2 V2 V2

Та ким образом,  в новой системе  координат х'Оу '  ура внение  данной кривой 
з апи шем в виде

9 х '2 +  у ' 2 — -)_9 =  о, или в виде (х +  =  1 .
V2 1 9

Таким образом,  д а н н а я  линия я вл я е т с я  эллипсом,  центр которого в новой си

с теме  координат  находится  в точке O^V^" ;  0). Д л я  того чтобы установить  р ас по 
л ож ен ие  эллипса  относительно старой системы координат,  надо определить  поло
же ние  новых осей относительно старой системы.  Д л я  этого достаточно установить  

у г лы  м е ж д у  ортами е, и е 2 старой системы и ( J  и e j  новой системы координат.  
По формула м (14)  § 3.2 (п. 5)  находим:  .

_/Ъ_ | — — 1
cos ( е „  e',) =  a n = - j = r  , cos ( е 2, е',) =  а 21= —̂ = ,

- А  '  _ А _
cos ( ву, е'2) =  а \ 2 = ------у=  , cos ( е2, е'2) =  а 22 =  —-j=  ■

Следовательно ,  у г лы ,  которые оси новой системы о бразуют  с осями старой,  т а 
ковы:

_ / \  о _ Л _  _ А _
( « 1- =  (в|,  е'2) =  - ^ - ,  ( е 2, e\) =  j ,  ( е 2, e'2) = j .

Ра спо ложе ние  осей и эллипса  приведено на рисунке  61.

Итак, формулы преобразования координат в данном случае принимают вид:

§ 6.3. Инварианты кривых второго порядка

I. Преобразование коэф фициентов уравнения линии второго порядка при па
раллельном переносе. Пусть  д е к а рт ов а  пр ямо уго льна я  система  координат  х'О'у '  
получена п ар ал ле ль ным переносом системы хОу.  К а к  известно (см.  3.2,  п. 5),  с т а 
рые и новые координаты точки с в я з ан ы  соотношениями

х = х '  +  х0, у  =  у '  +  у 0,

где х0, у 0 — координаты на ч ал а  О'  в системе  х'.Оу. П о дс т ав ля я  эти в ы р а ж е н и я  
д л я  х и у  в л евую часть  уравнения

а , У  +  2а {2ху  +  а 22у 2 +  2а 13х +  2а23у  -Ь а 33 =  0, ( 1 )

получим:

а п х'2 +  2 а 12х 'у '  +  а 22у ’2 +  2а\лх’ +  2а'23у '  +  а'33 =  0 , ( Г)
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I дс

a\3 =  a  11 x„ +  a  l2y 0 +  a  l3, a'23 =  a  l2x0 +  a22y 0 +  a 23, 
a33 =  a u 4  +  %а \2хоУо +  а 22Уо +  2 a i;ix 0 +  2a23y 0 +  a 33.

( 2 )

Итак ,  п ри  п а р а л л е л ь н о м  п е р е н о с е  с и стемы к о о р д и н а т  к о эффи ци е н ты  г р у п п ы  
ста рших ч л е н о в  н е  и зм е н яю т с я ,  а  о ста л ь ны е  к о эф фици е нты  п р е о б р а з у ю т с я  п о  
(формулам  ( 2 ).

П р и м е ч а н и е .  Используя  первую и вторую из формул (2) ,  можно,  очевид
но, в ыр аж ени ю д л я  033 придать  следующий вид:

-*33' = ( а ! з + а 1з) х0 +  ( а 23 +  а 2з) ^0+ ^ 33- (3)

2. Преобразование коэффициентов при повороте. Пус ть  д е к а р т о в а  п р ям о 
угольная  си стема  координат  х'Оу '  получена поворотом системы хОу  на угол ф 
(при этом не исключается  поворот на угол ф, равный нулю).  К а к  известно 
(<> 3.2, п. 5),  с т а р ы е  и новые координаты точки с в я з а н ы  соотношениями

х =  х' cos  ф — у '  s in  ф, у  =  х' s in  ф-|-у '  cos ф.

П о дс т ав ля я  эти в ы р а ж е н и я  д л я  х и у  в л ев ую часть  у ра внения  (1)  и группи
руя коэффициенты при различных степенях  х' и у ' ,  получим:

а \ | х'2 +  2а\2х'у '  +  а 22у ' 2 +  2а\Лх' +  2а'23у '  +  а 33 =  0 ,

г  е. п р и  п о в о р о т е  с и стемы к о о р д и н а т  с в о б о д н ы й  чл ен  н е  и з м е н я е т с я  (ос та льные  
коэффициенты преобразуются  по соответствующим формулам;  см. ,  например,  [4]).

3. Инварианты уравнения линий второго порядка.
Т е о р е м а .  В ел ич ины

Л — a |l +  a22’ 2̂
“ 11 12
J 12 a 22

a ll a l2 “ |3
, h  — °12 a 22 a 23 (4)

a 13 a 23 a 33

н с  м е н яю т с я  п р и  л ю б о м  п р е о б р а з о в а н и и  у р а в н е н и я  ( 1 ) к н о вы м  п р я м о у г о л ь н ы м  
к о о р д и н ат ам  ( п о э т о му  их н а зы в аю т  ин ва р и антами  у р а в н е н и я  ( 1 ) отно сительно  
п р е о б р а з о в а н и я  п р я м о у г о л ь н ы х  к о о р д и н а т ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно,  инвариантность  величин /,, /2, /3 потребу
ется  д о к а з а т ь  отдельно д л я  параллельного  переноса системы координат  и дл я  по
ворота.

Ради краткости рассмотрим лишь п ар ал лел ьн ый перенос.  При этом преобра 
зовании координат коэффициенты группы старших членов не изменяются  
(см.  п. 1). Поэтому не из меняются  и величины /, и /2. З а й м е м с я  вычислением /3. 
1$ новой системе координат  х'О' у '  величина /3 равна

41 12 “ 13
г 12 а 22 а 23
4 3  “ 23 “ 33

Вычита я  из последней строки этого определителя  первую строку ,  умно жен ну ю на 
г„, и вторую,  умно жен ну ю на у 0 ( х 0 и у 0 — координаты нового на ча ла  О,),
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и используя  при этом в ы р а ж е н и я  д л я  а'13 и а'23 из формул (2 ) и в ы р а ж е н и е  дл я  

а'33 из формулы (3) ,  найдем,  что этот определитель  равен

« I I  «12 «13 
а (г а 22 «23

«13 «23 а 13л:0 + «2 3 ^ 0  +  «33

Напомним,  что при этих преобразованиях  значение определителя  не меняется  
( см.  § 3.2,  п. 2).

Если теперь вычесть  из последнего столбца  полученного определителя  пе р
вый столбец,  умноженный на х0, и второй,  умноженный на у„, и использовать  при 
этом в ы р а ж е н и я  д л я  а\3 и а 23 из формул ( 2 ), то в рез ул ьт а те  получится о пр еде 

литель ,  стоящий в правой части в ы р а ж е н и я  д л я  /3 в формулах  (4).

§ 6.4. Уравнение центра. 
Вырождение кривых второго порядка

1. Уравнение центра. Некоторую точку S  н аз ы ва ют  ц ентром  данной линии 
второго порядка ,  если после переноса на ча ла  координат  в точку  S  уравнение  
этой линии не будет  с од е р ж а ть  членов первой степени.  Л е в а я  часть  такого  у р а в 
нения не меняется  при одновременном изменении з на ко в  т екущих  координат.  Это 
означает ,  что точки линии р асположены па ра ми симметрично относительно точки
S ,  т. е. что точка  S  я вл я е т с я  центром симметрии линии.

Пусть  д а н а  линия второго порядка

« ,  1 х2 +  2а  12ху  +  а22у 2 +  2 а 13х +  2а23у  +  а33 =  0 . ( 1 )

Требуется  найти ее центр (если он есть) .
П ре д по л аг ая ,  что центр имеется ,  обозначим через х0, у 0 искомые координаты 

центра S  ( в  данной координатной системе) .  Перенесем начало координат в т оч
ку S .  При этом координаты произвольной точки из менятся  по формулам

х = х '  +  х0, у  =  у '  +  у 0,

где х', у '  — новые координаты той ж е  точки.  Перейдем в уравнении ( I )  к новым 
координатам.  Получим (см.  § 6.3, п. 1):

а п х'2 +  2 а и х' у '  +  а 22у ' 2 +  2а\3х' +  2а'23у '  +  а'33 =  0, (2 )

где а \3, а 23 и а33 определяются  по формула м (2)  из § 6.3.  Точка S  будет  цент
ром,  если а '13 =  0 и а 23 =  0. Отсюда и из ( 2)  (§  6.3)  получаем у р а в н е н и я  центра :

(  « п ^ о  +  “ |2'/о +  « 1з =  0 ,

\  “12*0 +  а22Уо +  «23 —  0-

Р еша я  их совместно,  найдем центр S  (дс0; у 0). Си ст ем а  ( 3)  м оже т  о к а за т ьс я  несов
местной,  тогда  центра у данной линии нет.

Определитель  системы (3)  есть



Нели 12Ф 0, то система  (3)  совместна  и имеет  единственное решение.  Следо-  
и:исльно,  если 1.2Ф 0, то д а н на я  линия имеет  единственный центр.  Т а к а я  линия 
шорого порядка  н а з ы в а е т с я  ц е нтрал ьн ой .  Координаты центра  в ы р а ж а ю т с я  фор-
м ул а м и

(5)

а , 2 а 13 а 13 “ п
а 22 а 23 “23 “ 12

. У о

Ок-юда и из (2)  § 6.3 найдем a'i3. Вычисление 033 можно значительно упростить ,  

гели в ыра зит ь  a'i3 со следующей группировкой членов:

a 33 =  (a l l *0 +  a |2#0 +  a 13) хо +  (а \2хо~\-а22Уо +  а2з) Уо+ а \Зх0+  а2зУо+ а33'

Тогда в силу системы (3)  имеем:  а'^ =  а ^ х а -\-а2т,Уо-\-а. .̂
Отсюда,  используя  формулы (5)  и определитель  (4) ,  найдем:

/, н а з ы в ае тс я  д и с к р им ин ант ом  левой части общего уравнения  (I ) .
Итак ,  если линия,  з а д а н н а я  уравнением (1) ,  я в л я е т с я  центральной {12Ф  0),  то 

после переноса на ч ал а  координат  в ее центр данное уравнение  ( 1 ) ( к а к  сле ду ет  
h i  ( 2)) приводится к виду

/ч
а Их' +  2 а 12х'у '  -\-а22у '  + - т -  =  0 

‘ 2
(6)

(коэффициенты а и , а 12, а 22 прежние) .  С о ве рша я  теперь  н ад л е ж а щ и й  поворот 

осей, можно привести уравнение  (6 ) к каноническому  виду:

Xtx"2 Х2у " 2 +  —  =  0 .
'2

Таким образом,  свободный член Н в уравнении (5)  § 6.2 мо же т  быть  подсчи-

/ /з\I ан по д ан но му  уравнению (1)  с р а з у  ( Н =  — — \ без преобразования  координат.

Гом с а м ы м  може т  б ыть  написано и все уравнение  (5)  § 6.2,  поскольку  числа 
А.,, Х2 т а к ж е  непосредственно находятся  по коэффициентам старших членов 
(см.  § 6.2 ).

2. Вырож дение кривы х второго порядка. В § 6.2 установлено,  что у р а в н е 
ние (5)  из § 6.2 определяет  в ыро жде нн ую  линию при Н =  0. Отсюда з а кл юч аем :  
ц е нтрал ьн а я  л и ни я  вт о р о г о  п о р я д к а  я в л я е т с я  в ы р о ж д е н н о й  то г д а  и только  тог
да .  к о г д а  /3 =  0.

Такое  ж е  условие х а ра кт е р и з у е т  и выро жде нн ую параболу .
Таким образом,  у р а в н е н и е  ( 1)  о п р е д е л я е т  в ы р о ж д е н н у ю  л ин и ю  в т о р о г о  п о -  

р н д к а  то г д а  и только  тогда ,  к о г д а  д и с к р им ин ант  е г о  л е в о й  части р а в е н  ну лю .
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УПРАЖ НЕНИЯ

Вы ясни ть  тип квадратичной формы:

1. F =  Ъх\ — 4х,л:2 +  5дф [ Форма  эллиптического типа. )
2. F =  je? +  12jc,лг2 [ Форма  гиперболического тина. )
3. F — х\— 2jc,x2 +  *2- [ Форма  параболического  тина. )  
Привести к ва др ат ичн ую форму к каноническому виду:

4. -^ — ^ * 1 * 2  +  2 4  +

5. 4* ,д :2 +  3д^. |4х^ — х ' 2.|

Привести уравнения  кривых  к каноническому виду:

6 . Зг^ +  Зу 2— 6jc— !2i/ +  3 =  0.
[ ( j t — 1)2 +  (</ — 2 )2 =  4; x' =  x - \ .  y '  =  y  — 2; д:'2 +  у ' 2 =  4. |

7. Ъх? +  2 у 2 — 6х  — 12 (/+15 =  0.

Г з ( х — 1 )2 +  2 (г/ — 3)2 =  6; x ' =  x - l ,  y ’ =  y - b ,  - J p - + - J p _ =  1.
L ( W ) 2 ( W ) 2

8. x2 — 2i/2 +  4y  — 4 =  0.

^  — 2 ( y — l )2 =  2 ; x '  =  x; y '  =  y — \- ^  —0— = \ .
( W ) 2 1

9. 4 x - 3 //2 +  12y — 12 =  0.
[ 4x — 3 ( y  — 2 )2 =  0;  x ^ x ;  y '  =  y  — 2; 4x '  =  3</'2.] 

Привести к каноническому виду общее уравнение  кривой второго порядка :

10. Ах2 — \xy -\- y2 — 2х— 14г/ +  7 =  0.

-  „г с  ЛГГ „ х' — 2 у '  2х' + у '  , д/б" Д/5~
5(/ = 6  Д/5 х"; х = ------=Z_ ,  !/ = ------х'  =  х"  +  ̂ — , у '  =  у " + -X — .

Д/5 Д/5 5 5

11. Зх2 +  1 Оху +  3(/2 — 2х — \Ау— 13 =  0.

и"2 1 1  I ^
х " 2- ^ = 1 ; х  = ------ - = ( x ' - y ' ) , y  =  - j= { x ' +  y ') -,x "  =  x '------ у "  =  у '  +

4 Д/2 Д/2 Д/2 V2 .

12. 17JC2 Ч - 12л:г/ +  8г/2 =  20.



Р а з д е л  II 
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Г л а в а  7. ВВЕДЕНИЕ В А Н А Л И З  

§ 7.1. Определение и способы задания функции

1. Д е й с т в и т е л ь н ы е  числа .  Б у д е м  с ч и т а ть ,  что нам  из ве ст ны  
основн ые  с в о й с т в а  целых  чисел (0,  ± 1 ,  ± 2 ,  ...).

Число х н а з ы в а е т с я  рациональным , ес ли  его  м о ж н о  п р е д с т а 

вить к а к  частн ое  д в у х  це лы х  чисел т  и п ( п ф  0 ) :  х = — . Л юб ое

рац ио н ал ьн ое  число х  п р е д с т а в и м о  в виде  конечной или б е с к о 
нечной периодической де сят ичной  дроби .

Число х н а з ы в а е т с я  иррациональным,  если  оно п р е д с т а в и м о  
и виде  бесконечной непериодической  де сят ичной  дроби х =
— а„, а 1а 2...ал ... ( н а п р и м е р ,  V 2 ,  Д/3, л ) .  К а ж д о е  и р ра ц и о н а ль н о е  

число мо ж н о  с любой з а д а н н о й  степенью точности пр иб лизи ть  
р а ц и о н а л ь н ы м и  ч исл ам и ;  д л я  этого д ост ат очно  б р а т ь  в д е с я т и ч 
ном р а з л о ж е н и и  этого  числа  конечное число з н а к о в  после 
«апятой.  П о это м у  на п р а к т и к е  при р а з л и ч н ы х  и з м е р е н и я х  о п е ри 
руют р а ц и о н а л ь н ы м и  ч исл ам и .  Но в общих м а т е м а т и ч е с к и х  з а 
конах  и ф о р м у л а х  н е ль з я  обойтись  без и р р а ц и о н а л ь н ы х  чисел 
( н а п р и м е р ,  ф о р м у л а  д л и н ы  о к р у ж н о с т и  / =  2л/? в к л ю ч а е т  и р р а 
циональное  число я ) .

М н о ж е с т в о  ( со во ку пнос ть )  всех  р а ц и о н а л ь н ы х  и и р р а ц и о н а л ь 
ных чисел н а з ы в а ю т  множ еством действительных чисел. Д е й с т 
ви т е ль н ы е  числа  и з о б р а ж а ю т с я  на числовой оси Ох т о ч к а м и  
(рис.  62) .  При этом к а ж д о м у  д е й с т в и т е л ь н о м у  числу  с о о т в е т с т в у 
ет о п р е д е л е н н а я  точка  числовой оси и к а ж д о й  точке  оси с о о т в е т 
с т в у е т  оп реде ленное  д е й с т в и т е л ь н о е  число.  П о это м у  в м е с т о  слов
■ д е й с т в и т е л ь н о е  число»  м о ж н о  говорить  « т о ч к а » .

Абсолютной величиной (или м о д у л е м ) де й с т в и т е ль н о г о  числа  
v н а з ы в а е т с я  н ео тр и ц ат ел ь но е  число |лс|, о п р е д е л я е м о е  соотно
шением

Ч
-i-t--|-------г-1----- г-

-3 -2  -/
0,5 7,4 VI 7Т
-1—|—.— п----- п—

Рис. 62
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— х, если  х < 0 .
Н еп оср ед ст вен н о  из о п ре д е ле н и я  абсолютной величи ны числа  

в ы т е к а ю т  с в о й ст в а  1 и 2.
1. I — *1 =  U I .
2. — \х\ ^ \х\.
3. Неравенства  | х | ^ а  и — а ^ х ^ а  равносильны.
Д о к а ж е м  сво йство  3. Из  | х | ^ а  и с в о й с тв а  2 имеем х ^ а .

В то ж е  в р е м я  \х\ ^ а  р а вн оси льн о  — — |х|, о т к у д а  с учетом 
с в о й с тв а  2 с л е д у е т  — а ^ х .  Т а к и м  образ ом ,  п о л у ч а е м  —

Обр ат но :  из н е р а в е н с т в а  — а ^ . х ^ . а  в ы т е к а е т ,  что одно
вр ем ен но  — х ^ а  и х ^ а ,  т. е. по опреде лен ию  абсолютной в е л и 
чины | jc | ^  а.

4. М о дуль  суммы д в у х  действительных чисел меньше или р а 
вен сумме м одулей  этих чисел: | x - f « / | ^ | x |  +  |i/|.

Д е й с т в и т е л ь н о ,  если х - \ - у ^ 0 ,  то по оп ред елен ию абсолютной 
ве лич ин ы и с в о й с тв у  2 \x-\-y\ = ; с + ( / <  \х\ +  \у\. Если х +  у < О, 
то \х+у\ =  — (х +  у ) =  — х +  ( — # ) < \х\ +  \у\.

П р и м е ч а н и е  1. Свойство 4 спра ведл иво  д л я  любого конечного числа 
с ла г а е м ы х .

5. М одуль  разности д в у х  действительных чисел больше или 
равен разности м одулей  этих чисел: \х — у \ ^ \ х \  — \у\.

По св о й с тв у  4 имеем :

\х\ =  \у +  ( х — у)!  < \у\ +  \х — у\,
о т к у д а

\х — у | > \х\ — \у\.

6. М одуль  произведения д в у х  чисел равен произведению м о 
дулей  этих чисел: \ху\ =  \х\ \у\.

П р и м е ч а н и е  2. Свойство 6 спра ведл иво  д л я  любого конечного числа со 
множителей.

7. М одуль  частного д ву х  чисел (если дели тель  отличен от н у
л я )  равен частному м од улей  этих чисел:

UI=M 
Ы  ы '

С в о й с т в а  6, 7 н еп осредст вен но с л е д у ю т  из о п ре д е ле н и я  а б с о 
лютной величи ны числа .

М н о ж е с т в о  д е й с т в и т е л ь н ы х  чисел х, у д о в л е т в о р я ю щ и х  н е р а 
в е н с т в а м  a ^ i x ^ b  ( a < ix < ib ) ,  н а з ы в а е т с я  сегментом  или отрез
ком (интервалом )  и о б о з н а ч а е т с я  [ а ;  Ь] ( ( а ;  Ь)).

П о л ус ег м ен то м  [ а ;  b) ( ( а ;  b]) н а з ы в а ю т  м н о ж е с т в о  д е й с т в и т е л ь 
ных чисел  х, у д о в л е т в о р я ю щ и х  н е р а в е н с т в а м  а ^ х < Ь  ( а <  
<Сх^.Ь). М н о ж е с т в а  д е й с т в и т е л ь н ы х  чисел  х, у д о в л е т в о р я ю щ и х  
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усл ови ю х<Са ( х ^ а )  или х >  b ( х ^  Ь), о б о з н а ч а ю т с я  с о о т в е т с т 
венно ( — оо; а) (( — оо ; а ] )  или (Ь; +  о о ) ( [ Ь; оо )). М н о ж е с т в о  
всех д е й с т в и т е л ь н ы х  чисел о б о з н а ч а е т с я  с и м во л о м  ( — оо, -|- о о ), 
или \х\ <  +  оо. Все  у к а з а н н ы е  м н о ж е с т в а  н а з ы в а ю т  пр ом еж ут
ками. Окрестностью  точки ха н а з ы в а ю т  любой и н т е р в а л ,  с о д е р 
ж а щ и й  э ту  то чку ;  г-окрестностью  ( е > 0 )  точки х„ н а з ы в а е т с я  ин
тервал  ( х 0— е, лс0+ е ) ,  т. е. м н о ж е с тв о  чисел ,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  
условию \х — дг0| < е .

2. Погрешности вы чи сл ен и я .  П у с т ь  н е к о т о р а я  в еличи на  и м е 
ет точное зн ач ен ие  а. В р е з у л ь т а т е  и з м ер ен ия  этой величин ы по
лучен о ее  приближенное  зн ач ен ие  х. Абсолютной погрешностью  
Д„ приб ли женного  зна чен ия  х н а з ы в а е т с я  м о д у л ь  разности  м е ж д у  
числом х и точным знач ен ие м  а: Д0= | л :  — а\.

Если число а неизвест но (что б ы в а е т  в боль ш инст ве  и з м е р е 
ний), то абсо лю тн ую  погрешно сть  в ы ч и с ли т ь  нельзя .  В этом с л у 
чае ис по л ь зу е тс я  предельная абсолю тная погрешность  — поло
жительное число А, такое ,  что А0^ Л .  Очевидно, что х — Д ^ а ^ ; е - ( -  
)-Д. Кратк о  последнее неравенство за п и с ы в а ю т  так :  а =  х ± А.

П р и м е р  1. Если х, и х2 — приближенные значения  точного значения  числа
и. причем известно,  что х, ^ а  х2, то в этом с л у ча е  можно положить  а =  х +  
± А ,  где

x = j ( x , + x 2); A =  j ( x2 — x,).

Точность и зм ер ен ия  х а р а к т е р и з у е т с я  с помощью относитель
ной погрешности. Относительной погрешностью  60 п р и б л и ж е н н о 
го зн а ч е н ия  х  н а з ы в а е т с я  отношение абсолютной погрешности

яэтого  зн а ч е н ия  к м о д у л ю  точного з н а ч е н и я  а: о0 =  -

Если точное з н ач ен ие  а  неизвестно ,  то и спользу ю т п р е д е л ь 
ную относительную погрешн ость  — п о ло ж и т е л ь н о е  число 6, т а 
кое, что 60^ 6 .

Д л я  вы ч и сл ен и я  отно сите льн ы х  погрешностей  часто  и сп оль
з у ю т с я  п р и б л и ж е н н ы е  ф о р м ул ы

к  ^ 0  Д

о ^  “i г  и  6 ~ т т -  Ul UI

Эти ф о р м у л ы  тем  точнее ,  чем б л и ж е  з н ач ен ие  х к точному  з н а ч е 
нию а , т.  е. чем мен ьш е  погрешно сть  Д0 или А.

П р и м е р  2. К ак ов ы  предельные а бсолютная  и относительная  погрешности 

числа 1,41 — приближенного значения  числа У 2*? Та к  к а к  1 , 4 1 0 < Л/2~<  1,415,  то 

д (| =  У 2~— |,4 ю < 0,005.  Следовательно ,  можно положить  Д =  0,005.  Д а л е е ,

До 0,005 
б о = у Г < Т 4 Г < 0 ’00 36 '

ОТкуда 6 =  0,0036 или 6 =  0,36%.
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Г оворят ,  что п р и б л и ж е н н о е  з начение  х ( з а п и с а н н о е  в в и д е  д е 
сятичной д р о б и )  имеет  п верных зн аков , если  а б с о л ю т н а я  по
гр еш нос ть  этого  числа  м е н ь ш е  или р а в н а  половине  ед иницы  его 
« - г о  р а з р я д а .  Н а п р и м е р ,  если 9 ,263  им ее т  3 в е р н ы х  з н а к а  9,
2 и 6, то а б с о л ю т н а я  по греш ност ь  этого  числа  А0^ 0 , 0 0 5 .

3. П оняти е  фун кции.  При изучении прир одн ых  и т ехн ич еск их  
пр оцессов  и с с л е д о в а т е л и  с т а л к и в а ю т с я  с ве л и ч и н а м и ,  одни из 
ко торы х с о х р а н я ю т  одно и то ж е  числовое з н ач ен ие  — они н а з ы 
в а ю т с я  постоянными, а д р у г и е  п р ин и м а ю т  р а з л и ч н ы е  ч исл овы е  
зн ач ен ия  и н а з ы в а ю т с я  переменными. П р и м е р а м и  постоян ных  в е 
личин м о г у т  с л у ж и т ь :  т е м п е р а т у р а  кипен ия  во д ы  при н о р м а л ь 
ном д а в л е н и и ,  ск орост ь  т е л а ,  д в и ж у щ е г о с я  р а в н о м е р н о  и п р я м о 
линейно.  С к о р о с т ь  к а м н я ,  брошенного  ввер х ,  ес ть  п е р е м е н н а я  в е 
личин а :  с н а ч а л а  она у м е н ь ш а е т с я ,  и, к о г д а  к а м е н ь  д о с т и г а е т  
н а и в ы с ш е й  точки полета ,  с ко р о ст ь  его с т а н о в и т с я  равно й нулю.  
З а т е м  н а ч и н а е т с я  сво бодное  п а д е н и е  под д е й с т в и е м  си лы  т я ж е с 
ти и с к о р о с ть  к а м н я  у в е л и ч и в а е т с я .

В п р а к т и ч е с к и х  з а д а ч а х  изменени е  переменной величины 
обычно с в я з а н о  с и зм ен ением  одной или нес к о ль к и х  д р у г и х  п е р е 
менны х величин.  Н а п р и м е р ,  путь ,  пройд енн ый тел ом  с по ст оян 
ной скоростью ,  п р я м о  пропорцион ален  вр емен и  д в и ж е н и я :  s =  vt. 
Этой формуло й в ы р а ж е н а  з а в и с и м о с т ь  переменной s — пути,  
пройденного те лом ,  от переменной t —  врем ен и  д в и ж е н и я .  В и д 
но, что п е р е м е н н ы е  s и t не м о г у т  п р и н и м а т ь  пр ои з во льн ы е  з н а 
чения н е з а в и с и м о  д р у г  от д р у г а .  П р и д а в  оп ре д ел енное  з нач ен ие  
переменной t , мы тем с а м ы м  е д и н с т в е н н ы м  о б р а з о м  о пре д ел им  
з н ач ен ие  переменной s.

О п р е д е л е н и е .  Если к а ж д о м у  значению,  которое  м о ж е т  
пр ин ят ь  п е р е м е н н а я  х, по н еко тор о м у  п р а в и л у  или з а к о н у  с т а 
в и тс я  в соответс тви и одно опре д ел ен ное  зн а ч е н и е  переменной у, 
то го во рят ,  что у  ес ть  о д н о з н а ч н а я  функция от х; о б о зн ач аю т  
y  =  f ( x )  ( ч и т а е т с я :  « И г р е к  р а в н о  эф от икс » ) .

И с п о л ь з у ю т с я  и д р у г и е  обозн ач ен ия  функции:  y =  q>(x), у  =  
=  -ф (лг), у =  у ( х )  и т. п.

П е р е м е н н а я  х  н а з ы в а е т с я  независимой переменной  или а р г у 
ментом.

С о в о к у п н ос т ь  всех  значений а р г у м е н т а  х, д л я  ко торы х ф у н к 
ция y =  f ( x )  о п р е д е л е н а ,  н а з ы в а е т с я  областью  определения  этой 
функции.  С о в о к у п н ос т ь  все х  зна чений ,  п р и н и м а е м ы х  переменной 
у, н а з ы в а ю т  областью  значений функции y =  f ( х).

П р и м е р .  Найти область  определения  функции у = Л ] $  — х ? . Эта  функция 
имеет  смыс л,  если 4 — д ^^ О .  Отсюда  ^ ^ 4 ,  или \х\ < : 2 .  Следовательно ,  область  
определения данной функции есть  се гмент  [—2; 2]. М н о же ст в о  значений этой 
функции есть  се гмент  [0 ; 2 ].

4. Способы з а д а н и я  фун кции.  Аналитический  способ — это 
способ з а д а н и я  функции при помощи фо рм ул .  Н а п р и м е р ,  у =  2х, 
у =  х-\-\, y  =  \gx, у =  s in  х, у  =  х г. Если у р а в н е н и е ,  с помощью
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которого з а д а е т с я  функц ия ,  не р а з р е ш е н о  относит ельно  у , то 
функц ия  н а з ы в а е т с я  неявной. К о гд а  т а к о е  решение  в озм ож н о ,  
н е я в н а я  ф ун кц и я  м о ж е т  б ы т ь  п р и в е д е н а  к явной форме,  
I е. к ви ду  y — f( x ) .  Н а п р и м е р ,  у р а в н е н и е  2х-\-Зу — 5 =  0 м ож н о  
р а с с м а т р и в а т ь  к а к  неявн о з а д а ю щ е е  функцию.  Р е ш и в  его  отно 
сительно у , мы п о лу ч а е м  ту  ж е  функцию,  но у ж е  в я в н о м  виде :

5 — 2х

О тмети м ,  что при а н а л и т и ч е с к о м  способе  з а д а н и я  функции 
вс т р е ча ю т с я  с л у ч а и ,  к о г д а  фу нкци я  з а д а н а  не одной,  а н е с к о л ь 
кими ф о р м у л а м и ,  н а при м ер :

х2, если х ^ О ,
„

— х, если х > 0 .

Табличный способ — это  способ з а д а н и я  функции при по мо
щи т аб лиц ы.  П р и м е р а м и  т а к о г о  з а д а н и я  я в л я ю т с я  т а б л и ц ы  т р и 
гономе трич еск их  функций,  л о г а р и ф м о в  и т. п. Т аб ли чн ы й  способ 
ш д а н и я  функции широко ис по л ь зу е тс я  в р азл ичн ого  р о д а  э к с п е 
ри мен тах  и н аб лю д ен иях .  Т а б л и ц ы  просты в обращ ен и и ,  д л я  н а 
х ож д е н и я  зн а ч е н ия  функции не надо  п рои зво дит ь  в ы ч и сл ен и я .  
Н ед о с т а т к о м  т аб л ич н о го  способа  я в л я е т с я  то, что ф у н к ц и я  з а д а 
стся  не д л я  всех  значений а р г у м е н т а .

Графический  способ — это способ з а д а н и я  функции при по
мощи г р а ф и к а .  Г рафиком  функции y =  f ( x ) н а з ы в а е т с я  м н о ж е 
ство  точек  (х ;  у)  плоскости хОу, к о о р д и на ты  ко торы х с в я з а н ы  со 
отношением у  =  / ( х).  С а м о  р а в е н с т в о  y  =  f ( x )  н а з ы в а е т с я  у р а в 
нением э того  графика.

С построением г р а ф и к о в  мы у ж е  в с т р е ч а л и с ь  в г л а в е  1. Н а 
пример ,  гр аф ик ом  функции у  =  х  я в л я е т с я  п р я м а я  ( см .  рис.  7).

З а м е т и м ,  что если и м ее тс я  гр аф ик некоторой функции у  =  
/ ( х ) ,  то д л я  н а х о ж д е н и я  з н а ч е н и я  y  =  f ( x 0), о т в е ч а ю щ е г о  к а 

к о м у - н и б у д ь  з а д а н н о м у  зна чен ию  х0, н адо  о т л о ж и т ь  это з н а ч е 
ние х () по оси аб сц ис с  и из полученной точки в о с с т а в и ть  п е р п е н 
д и к у л я р  до пересечения  с г раф ико м .  Д л и н а  этого п е р п е н д и к у л я 
ра,  в з я т а я  с соо т в е тс т в у ю щ и м  з н а к о м ,  и р а в н а  / ( х (|). Н а п р и м е р ,  
на р и су нк е  63 имеем | О Л | = х ц, \АМ | = / (х„).

П р е и м у щ е с т в о м  гр аф ич ес ко го  
сп особа  з а д а н и я  функции по 
с р ав н е ни ю  с а н а л и т и ч е с к и м  и У 
та б лич н ы м  я в л я е т с я  его н а г л я д 
ность. f(x0)

Гр аф ически й способ з а д а н и я  
функции обычно и с п о л ь з у е т с я  в 
п р а к т и к е  ф и з ич ес к и х  и з м е р е 
ний, к о гд а  соответствие  м е ж д у  не- —  
рем ен ны м и  х и у  з а д а е т с я  посред-   ̂
с твом г р а ф и к а .  Во многих  сл у-
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ч а я х  гр а ф ик и  ч е р т я т с я  с помощью с а м о п и ш у щ и х  приборов.  Т а к ,  
н а п р и м е р ,  д л я  и з м е р е н и я  ат мосферно го  д а в л е н и я  на р а з л и ч 
ных в ы с о т а х  п о л ь з у ю т с я  с п е ц и а л ь н ы м  с а м о п и ш у щ и м  пр и 
бором — б а р о г р а ф о м ,  который  на д в и ж у щ е й с я  л енте  з а п и с ы в а е т  
в ви де  кривой линии и зм ен ен ия  д а в л е н и я  в з а в и с и м о с т и  от в ы 
соты.

§ 7.2. Обзор элементарных функций 
и их графиков

1. Ц е л а я  р а ц и о н а л ь н а я  ф ун к ц и я .  Много чл ен  ви да

у  =  а 0 +  а ]х +  а 2х2 +  ... +  а т хт

( а 0, а , ,  а 2> •■■> а т  — п осто ян ны е  числа ,  н а з ы в а е м ы е  коэффициента
ми м ногочл ен а ,  m — н а т у р а л ь н о е  число,  н а з ы в а е м о е  степенью  
мног оч лен а)  — ц е л а я  р а ц и о н а л ь н а я  ф ун кц ия .  Э т а  фу нкц ия  о п р е 
д е л е н а  при всех  зн а ч е н и я х  х.

П р и м е р .  y  =  kx -{ - b — л и н е й н а я  функция.  Ее график — п р я м а я  линия 
(см.  § 1.4, п. 1). При Ь =  0 линейная  функция y  — kx в ы р а ж а е т  прямо пропорцио
нальную з ависимость  у  от х. В этом сл уча е  ее гра фик  проходит через начало  ко-

4 ординат .

2. Д р о б н о - р а ц и о н а л ь н а я  ф ун к ц и я .  Э т а  ф у н к ц и я  о п р е д е л я е т с я  
к а к  отношение д в у х  многочленов :

а 0 +  а 1х -\-... +  а тхГ

^  +  +  Ьпх"

Она о п ре д е ле н а  при все х  з н а ч е н и я х  х, к р о м е  тех,  при ко торы х 
з н а м е н а т е л ь  о б р а щ а е т с я  в нуль .  Д р об н о -р а ц и о н а л ь н о й  функ-

k
цией я в л я е т с я ,  н ап ри м ер ,  функц ия  у  — —, в ы р а ж а ю щ а я  обратно

проп орцио нальную  з а в и с и м о с т ь  м е ж д у  х  и у. Ее г р а ф и к  есть  
р а в н о с то р о н ня я  г и п е рб о л а  ( см .  §  5.1,  п. 2).

3. С т е п е н н а я  ф у н к ц и я .  Степенная функция  — это ф у н к 
ция в и д а

у  =  х\  ( 1 )

гд е  а  — д е й с т в и т е ль н о е  число.  Она о п р е д е л е н а  при всех  з н а ч е 
ниях  х, если  а  — н а т у р а л ь н о е  число,  при всех  х, не р а в н ы х  нулю, 
если а  — целое о т р и ц а т е л ь н о е  число,  и при всех  х больших 
н у ля ,  если а  — произвольное  д е й с т в и т е л ь н о е  число.

Если гд е  q ■— н а т у р а л ь н о е  число,  то ф у н к ц и я  ( 1 )  п р и 

мет  вид:

у  =  \[х. ( 2 )

Я I—
( С и м в о л  Д/ н а з ы в а ю т  корнем степени q или ради калом .)
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Рис.  64

Рис.  65

Ф у н к ц и я  (2 )  о п р е д е л е н а  при все х  н е о тр и ц а т е л ь н ы х  х, если 
q четное,  и при всех  х, если q нечетное.

П р и м е р .  у  =  л [ х . График этой функции — верхняя  ветвь  па ра бо лы у 2 =  х 
(см.  § 5.1,  п. 3).

4. П оказа тельная  функция .  Ф у н к ц и я  в и д а  у =  а х, где
а > 0  и а ф  1, н а з ы в а е т с я  показательной.  Она  о п р е д е л е н а  при 
всех х (рис .  64).

5. Логарифмическая  функция.  Ф у н к ц и я  ви д а  у =  lo g  „х, где  
« > 0  и а Ф  1, н а з ы в а е т с я  логарифмической.  Она  о п р е д е л е н а  при 
х > 0  (рис .  65).

6. Понятие обратной функции.  М е ж д у  степенной функцией 
и р а д и к а л о м ,  а т а к ж е  м е ж д у  п о к а з а т е л ь н о й  и л о га р иф м ич ес ко й  
ф у н к ц и я м и  с у щ е с т в у е т  с в я з ь ,  в ы р а ж а е м а я  через  понятие  о б р а т 
ной функции.

П у с т ь

y — f(x) (3)
ость фу нкц ия  н ез а в и с и м ой  переменн ой  х. Это значи т ,  что, з а д а 
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в а я  зн ач ен ия  х, мы вполне  о п р е д е 
л я е м  зн а ч е н ия  з а в и с и м о й  п е р е м е н 
ной у. П оступ им наоборот,  а и м е н 
но: б у д е м  с ч и т а ть  не за ви си м ой  п е 
р емен ную  у , а з а в и с и м о й  п е р е м е н 
ную х. Тогда  х  б у д е т  я в л я т ь с я  ф у н к 
цией переменной у , к о т о р а я  н а з ы в а 
е т с я  функцией ,  обратной  к да нной.

П р е д п о л а г а я ,  что у р а в н е н и е  (3 )  
р а з р е ш и м о  относительно х, получим 
яв ное  в ы р а ж е н и е  обратно й ф у н к 
ции:

х=Ч> (у)- ( 4 )

О б р а т н а я  ф у н к ц и я  однозначной функции м о ж е т  б ы т ь  м н о г о з н а ч 
ной, т. е. д а н н о м у  зн ачению у  м о ж е т  с о о т в е т с т в о в а т ь  не ск оль ко  
з начений  переменной х. И н о г д а  у д а е т с я  с д е л а т ь  о б р а т н у ю  ф у н к 
цию однозначной,  в в о д я  до п о лн и т е л ь н ы е  о гр ан ич ен и я  на ее  з н а 
чения.

П р и м е р .  Д в у з н а ч н а я  функция  х =  +Л[ у  я в л я е т с я  обратной но отношению 
к функции (/ =  дг2. Если условиться  д л я  корня б ра ть  л ишь  его арифметическое 
значение,  то о бр ат на я  функция буде т  однозначной.

Очевидно ,  что если ф ун к ц и я ,  з а д а н н а я  формулой (4) ,  есть  
ф ун кц ия ,  о б р а т н а я  к (3) ,  то и фу нкц ия  (3 )  б у д е т  обратно й по о т 
ношению к функции (4) ,  т. е. эти функции я в л я ю т с я  в з а и м н о  об
р а т н ы м и .

И н о г д а  п р и д е р ж и в а ю т с я  с т а н д а р т н ы х  обозначений:  под л: по
н им а ю т  н е з а в и с и м у ю  п ер ем ен ную ,  а иод у  — функцию,  т. е. з а 
ви с им у ю  переменную.  В га к о м  с л у ч а е  о б р а т н у ю  функцию с л е д у 
ет  п и с а ть  в виде  у =  ц>(х). Н а п р и м е р ,  м ож н о  говорить ,  что ф у н к 
ции у  =  2х и у  =  l o g 2 х  я в л я ю т с я  в з а и м н о  о б р а т н ы м и .

Чт обы из г р а ф и к а  данно й функции y =  f ( x ) получ ить  гр а ф и к  
обр атной ей функции у  =  ц>(х), очевидно ,  д ост ат очно  гр аф ик п е р 
вой фу нкции си м м ет р и ч но  о т о б р а з и ть  относительно б и с с ек тр и с ы
I и III к о о р д и н а тн ы х  у г л о в  (рис .  66).

7. Три гонометрические функции.  Ф у н к ц и и  j/ =  s in j c ,  у  =  
=  cos х  опреде лен ы д л я  всех значений х. Они я в л я ю т с я  периодиче
ск ими с периодом 2л,  т. е. при изменении а р г у м е н т а  на число,  
к р а т н о е  2л ,  з нач ен ие  функци и о с т а е т с я  п р е ж н и м .  Кром е  того,  
ф ун кц и я  s in  х  н еч е т н а я  ( s in  ( — х ) = — sin  х), cos  х  ч е тна я  
( cos  ( — х ) =  cos  х). Граф ики  этих  функций — с и ну с о и д а  и к о с и н у 
с ои да  (рис .  67 ).

Ф у н к ц и я  у  =  t g  х  не о п р е д е л е н а  то ль к о  в т о ч ка х ,  гд е  cos х =  0, 
2k 4-  1

т. е. в т о ч к а х  х =  — -— л (k — 0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) ,  а фу нкц ия  у  =  
=  c t g  х  не опре д ел ен а  толь к о  в т о ч ка х ,  г д е  s in  х =  0, т.  е. в то ч к а х  
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x =  kn  (£ =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) .  При этом t g  л: и c t g  х — нечетн ые  
функции.  Г р аф ик и  функций у =  t g  х  и ;/ =  c t g  х, имею щ ие  период  
л, и з о б р а ж е н ы  на р и су нк е  68.

О тм е т и м ,  что в т р иг он о м ет р ич ес к и х  ф у н к ц и я х  п е р е м е н н а я  
х обычно в ы р а ж а е т с я  в р а д и а н а х .

8. Обратные тригонометрические функции.  Ф у н к ц и я  у  =
=  a rc s in  х. Зд е с ь  у  — п е р е м е н н а я  из с е г м е н т а  — , синус

которой р ав ен  х, т.  е. x = s i n  у. О б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  этой ф у н к 
ц и и — с е г м е н т  — l ^ x ^ l ,  а ее г р а ф и к  и з о б р а ж е н  на р и с у н 
ке 69.

Ф у н к ц и я  i/ =  a r c c o s x  о з н а ч а е т ,  что x = c o s  у, причем | х | ^ 1  
и О ^ г / ^ л .  Г р а ф ик  у =  a r c c o s  х  и з о б р а ж е н  на р и с у н к е  70.

Ф у н к ц и я  у =  a r c t g  х  е с т ь  п е р е м е н н а я ,  т а н г е н с  которой 

рав ен  х, т. е. x = t g  у, причем х любое  и \у \ <-£■ (рис.  71) ,  а ф у н к 

ция у =  a r c c t g  х  есть  п е р е м е н н а я ,  д л я  которой x = c t g  у, где  
х — любое  и 0 < г / < л  (рис .  72).

9. С ло ж н ая  функция.  Элемен тарны е функции.  П у с т ь  п е р е 
м е н на я  у  з а в и с и т  от переменной и, к о т о р а я  в свою очеред ь  з ав и -
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сит  от переменной х, т.  е. y  =  f ( u ) ,  и =  ф (х ) .  Т о гд а  при и з м е н е 
нии х  б у д е т  м е н я т ь с я  и, а по тому  б у д е т  м е н я т ь с я  и у. З н ач ит ,  
у  я в л я е т с я  функцией х: y =  f(q>(х)). Э т а  ф у н к ц и я  н а з ы в а е т с я  
сложной функцией (или функцией от функции), п е р е м е н н а я  и н а 
з ы в а е т с я  промежуточной  переменной.  У к а з а н н у ю  с л о ж н у ю  ф у н к 
цию н а з ы в а ю т  т а к ж е  суперпозицией функций  / и <р.

П р и м е р .  Если i/ =  s in и, а и =  х2, то i/ =  s in х? есть с л о ж н а я  функция не з а 
висимой переменной х.

Ф у нк ции:  с т е п е н н а я ,  п о к а з а т е л ь н а я ,  л о г а р и ф м и ч е с к а я ,  т р и г о 
н ометр ическ ие  и о б р а т н ы е  тр и г он о м е т р и ч е с к и е  функции,  посто-
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я н н а я  ( к о н с т а н т а )  у = С — н а з ы в а ю т с я  основными элементарны 
ми функциями.

В с я к а я  ф ун кц ия ,  к о т о р а я  п о л у ч а е т с я  из осн овных  э л е м е н т а р 
ных функций пут ем  конечного числа  суп ерпози ций  и ч еты рех  
а р ифм ет иче ск их  действ ий  ( с л о ж е н и я ,  в ы ч и т а н и я ,  у м н о ж е н и я  
и д е л е н и я ) ,  н а з ы в а е т с я  элементарной функцией.

Н а п р и м е р ,  э л е м е н т а р н ы м и  ф у н к ц и я м и  б у д у т  р а с с м о т р е н н ы е  
вы ш е  ц е л а я  р а ц и о н а л ь н а я  и д р о б н о - р а ц и о н а л ь н а я  функции.

В а ж н о е  з н ач ен ие  э л е м е н т а р н ы х  функций состоит  в том,  что 
в м а т е м а т и ч е с к о м  а н а л и з е ,  п р и м е н я е м о м  в основных з а д а ч а х  
физики и техники ,  у п о т р е б л я ю т с я  ч а щ е  всего  э л е м е н т а р н ы е  
функции.

10. Г а р м о н ич е с к и е  к о л е б а н и я .  В прир оде  и т ех нике  часто  
прои сходят  я в л е н и я  и процессы,  по в то р я ю щ и е с я  периодически ,  
на п ри м ер  к о л е б а н и я  м а я т н и к а ,  п е р е ме н н ы й  ток,  э л е к т р о м а г н и т 
ные к о л е б а н и я  и др .

Р а с с м о т р и м  простейший вид  к олеб а ни й ,  т а к  н а з ы в а е м о е  
гармоническое колебание:

у =  А s in  tut ( 5 )

(А и ш — п о л о ж и т е л ь н ы е  постоянные) .
Г раф ик функции,  з а д а н н о й  формулой (5) ,  и з о б р а ж е н  на ри

с у н к е  73.
Коэффициент  А, п р е д с т а в л я ю щ и й  наи бо л ьш ую  ве лич ин у ,  к о 

торую м о ж е т  им ет ь  у, н а з ы в а е т с я  амплитудой  к о л е б а н и я ,  а ю — 
частотой  к о л е б а н и я .  Ф у н к ц и я  (5 )  я в л я е т с я  периодической с пе-

2ni 2чр иодом —  : з н а ч е н и я  и в т о ч к а х  t -\ -k —  (k =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . )  од-
(О О)

2д
пи и те  же .  Если с ч ита ть ,  что t — в р е м я ,  то период  Т =  -^- пока-
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з ы в а е т  в р е м я ,  в теч ение  которого  с о в е р ш а е т с я  одно ко леб а ни е .
2 яП о э т о м у  м = —  — число ко леба ни й  за  в р е м я  2л.  Г р а ф ик  г а р м о 

нического  к о л е б а н и я  (рис .  73 )  н а з ы в а е т с я  простой гармоникой.
О д н а к о  д а л е к о  не в с е г д а  п ер ио ди ческо е  я в л е н и е  о п и с ы в а е т с я  

простой г ар моник ой .  М н о ги е  из т а к и х  я вл ен ий  есть  р е з у л ь т а т  
с л о ж е н и я  н ес ко ль ки х  просты х г а р м о н и к ,  который  н а з ы в а е т с я  
сложным гармоническим колебанием,  а е го  гр а ф ик  — сложной  
гармоникой.

На р и с у н к е  74 и з о б р а ж е н а  с л о ж н а я  г а р м о н и к а  i/ =  s in  / 
s in  2^ — р е з у л ь т а т  с л о ж е н и я  д в у х  простых  г а р м о н и к  у  — 

=  s in  t и у  =  s in  2 1.

1. П р е д е л  числовой п о с ле д ов а те л ь н о с т и .  Бесконечной число
вой последовательностью  (или просто числовой п о с л е д о в а т е л ь н о 
стью )  н а з ы в а е т с я  ф у н к ц и я  a„ =  f ( n) ,  о п р е д е л е н н а я  на м н о ж е с т в е  
вс ех  н а т у р а л ь н ы х  чисел  1, 2, . . . ,  п, . . .  . З н а ч е н и я  п о с л е д о в а т е л ь 
ности а , ,  а 2, . . . ,  а п, . ..  н а з ы в а ю т с я  ее членами.

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  a n =  f ( n )  иног да  о б о з н а ч а ю т  т а к :  {а„}. 
Это  о з н а ч а е т ,  что з а д а н а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с общим  членом а п. 
По д а н н о м у  о б щ е м у  чл ен у  в с е г д а  мо ж н о  найти любой член по
с л е д о в а т е л ь н о с т и  a k, п о д с т а в и в  в а п в м ес то  п число k. Н и ж е  п ри 
в е д е н ы  п р и м е р ы  п о с ле д о в а те л ь н о с т е й ,  причем с н а ч а л а  п р и в е д е 
на фо рма  за писи  {а„}, а з а т е м  з а п и с а н ы  п е р в ы е  члены:

Д л я  числовой п о с ле д ов а те л ь н о с т и ,  к а к  и д л я  любой функции,  
м о ж н о  построить  г р аф ик .  Он не я в л я е т с я  линией,  а состоит  из

§ 7.3. Предел функции

1) {( 1)"«};  1, 2, 3, 5 )  2 ’ з ’ 4 ’ '

2 )  { З п +  1}; 4, 7, 10,
3 )  { 2 - л } ;  1, 0, - 1 ,  . . . ;



У
10

о т д е л ь н ы х  точек ,  р а с п о л о ж е н н ы х  с п р а в а  от оси Оу. Н а  р и с у н к а х  
75, 76 и 77 построены гр аф ик и  п о с ле д ов а те л ь н о с т е й  1, 2 и 5.

Ч и с л о в а я  п о с л е д о в а те л ь н о с т ь  {ап} н а з ы в а е т с я  невозрастаю 
щей (неубы ваю щ ей) , если  д л я  лю бого  номе ра  п с п р а в е д л и в о  не
р а в е н с т в о  а „ ^ а л+, ( а „ < а „ + |). Если а „ > а „  + 1 ( а „ < а „ +1), то по
с л е д о в а т е л ь но с т ь  {ап} — убывающ ая (возр астаю щ ая) . Н а п р им е р ,  
п о с ле д о в а те л ь н о с т ь  3 у б ы в а ю щ а я ,  п о с л е д о в а те л ь н о с т ь  2 в о з р а 
с т а ю щ а я .  Н е в о з р а с т а ю щ и е  и н е у б ы в а ю щ и е  п о сл ед ова те л ь н о ст и  
н а з ы в а ю т с я  монотонными.

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  {а„} н а з ы в а е т с я  ограниченной с в е р х у  
( снизу ) ,  если  с у щ е с т в у е т  т а к о е  число М, что д л я  любого номера  п 
в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  а п^ М  ( а „ ^ М ) .  П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  3 
о гр ан ич ен а  св ер х у ,  н а п р и м е р ,  числом 1. П о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  
одн овременно о г р а н и ч е н н ы е  с в е р х у  и снизу ,  н а з ы в а ю т с я  ограни
ченными. П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  4 о гр ан ич ен а .
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По графику последовательности 5 (рис. 77) видно, что орди
наты точек с увеличением номера п приближаются к единице. 
Члены последовательности 4 с возрастанием номера становятся 
близкими к нулю.

О п р е д е л е н и е .  Число а называется пределом числовой 
последовательности {а„}, если для любого числа е > 0  существует 
такой номер N =  N (е), зависящий от е, что для всех п >  N выпол
няется неравенство \а„ — а |< е .  Это обозначают так: 

lim ап =  а или ап^ а  при п -► сю.
П-*-оо

П р и м е р ы .  Д оказать, что:

а ) lim — =  0; в ) lim  — ^-— = 1 ;
оо п ос « + 1

б) lim  ( — i y i  =  0; г) l im -^±-! =  i
п —у  оо п -*■ оо

Ограничимся доказательством первого из этих четырех равенств, так как до
казательства трех других проводятся аналогично.

П усть  е > 0  —  произвольное число. Тогда

1 - 0
п

I 1
=  — < е ,  если п > — . 

п е

И з последнего неравенства следует, что в качестве номера N можно взять це

лую  часть числа — , т. е. =  Г—1 • И так, lim  — =  0.
е Ы  п^оо"

Характер стремления последовательности к своему пределу 
различен. Последовательности 4 и 6 стремятся к своим пределам 
убывая; последовательность 5 стремится к единице возрастая; 
последовательность 7 стремится к нулю так, что ее члены стано
вятся поочередно то больше, то меньше нуля.

Отметим следующие важные свойства пределов последова
тельностей:

1. Последовательность, имеющая предел, ограничена.
Действительно, из определения предела следует: если после

довательность {ап} имеет своим пределом число а, то, например, 
для е= 1  найдется натуральное число N, такое, что при п >  N 
\ап — а\ <  1, или, что то же, а — 1 < а „ < а  +  1. Обозначим через 
m и М  соответственно наименьшее и наибольшее из чисел о,, 
а2, . . ., aN, а — 1, а+ 1 . Тогда для всех п =  1, 2, ...
т. е. последовательность {ап} ограничена.

2. Последовательность может иметь только один предел.
Это следует из более общего свойства (см. § 7.5, п. 1, следст

вие 1).
3. Любая неубывающая (невозрастающая) и ограниченная 

сверху (снизу) числовая последовательность имеет предел.
Строгое доказательство этого предложения см. в [8 ]. Здесь
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приведем разъяснение его справедливости. В  целях простоты 
и наглядности такого разъяснения ограничимся рассмотрением 
возрастающей последовательности у, <  г/2<  • • • < Уп<  • • • ( ее чле_ 
ны рассматриваем как точки оси Оу), ограниченной сверху: уп< М  
(п =  1, 2, ...). Тогда так как точка уп, двигаясь в одном на
правлении —  вверх по оси Оу, не переходит точку у =  М, то точ
ка уп должна неограниченно приближаться к некоторой точке 
у =  а, при этом ясно, что а ^ М .

2. Число е. Рассмотрим числовую последовательность

{ ( 1+i ) l  0)
Для доказательства существования предела этой последова

тельности воспользуемся свойством 3 предыдущего пункта. Для 
этого покажем сначала, что последовательность ( 1) возрастаю
щая. Разложим общий член последовательности а„ =  ^ 1 + -^  по
формуле бинома Ньютона (об этой формуле см., например, в гла
ве 8: § 8.9, п. 2; И саак Ньютон (1643— 1727) —  английский ма
тематик и физик):

/ ,  , п »  , , 1 . п ( п — 1) I
0» =  ( 1 +  « )  - 1+П>7 +  1.2 V  +

п ( п — 1) ( я  — 2) 1 п ( п — \) . . . (п —  ( я — 1)) 1
1-2-3 ' л3 ~1~ ' ‘ 1-2-3-... • л " п" ’

ИЛИ

« . - * + K '- i ) + i 5 ( ' - 7 ) 0 4 ) + - +

Из равенства (2) видно, что с увеличением номера п каждое сла
гаемое, кроме первого, увеличивается. Возрастает также число 
таких слагаемых. Следовательно, а „ < а „ +| для всех п, и поэтому 
последовательность возрастающая.

Покажем теперь, что последовательность (1) ограничена 
сверху. Заменим во всех членах разложения (2) выражения 
в круглых скобках единицами. Тогда

Подставляя вместо множителей 3, 4, ..., п в знаменателях число
2, мы еще больше увеличим правую часть:

а п < 2 + т г + - - -  + 7 ^ 7  ■

Но по формуле суммы членов геометрической прогрессии
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По свойству 3 предыдущего пункта последовательность (1), 
как возрастающая ограниченная сверху, имеет предел. Этот пре
дел принято обозначать буквой е ( второй замечательный пре-

Поэтому ап<С3 при любом п.

Число е является иррациональным и приблизительно равно 
2,71828.

3. Натуральные логарифмы. Число е принято за основание 
системы логарифмов, называемых натуральными логарифмами. 
Оказалось, что с помощью натуральных логарифмов некоторые 
формулы записываются проще. Для обозначения натурального 
логарифма числа N пользуются символом In N.

Для отыскания приближенных значений натуральных лога
рифмов по таблицам десятичных логарифмов найдем связь меж
ду натуральными и десятичными логарифмами.

Если In N =  а, то N — еа и логарифмирование обеих частей по
следнего равенства по основанию 10 дает lg/V =  a l g e  ( l g e «  
ж  0,43429), или lg N — In N • lg е, откуда

4. Предел функции. Выш е рассмотрено понятие предела для 
частного вида функций —  числовых последовательностей. Обоб
щим его на произвольные функции.

Пусть функция / (х) определена в некоторой окрестности точ
ки х =  а, кроме, может быть, самой точки а.

О п р е д е л е н и е .  Число А называется пределом функции 
/ (х) при стремлении х к а (или в точке а), если для любого числа 
е > 0  существует такое число 6 =  6 ( е ) > 0, что для всех х, удов
летворяющих условию 0 <С I jc — а | < 6, имеет место неравенство 
|/ ( jc) — А \< е . Обозначают это так: l im / (x ) =  /4 или / (* )-»-Л 
при х а.

Другими словами, число А есть предел функции f (х) в точке 
х = а , если для всех х, достаточно близких к числу а и отличных 
от него, соответствующие им значения функции f (х) оказывают
ся сколь угодно близкими к числу А (естественно, в тех точках х, 
в которых функция f (х) определена).

П р и м е р  1. Показать, что lim х = \ .  П усть  е —  произвольное положи

тельное число. Вы бр ав б =  е, получим, что |х — 1 | <Се как только 0 <  |х — 1 1 С 6. 
Следовательно, согласно определению предела функции lim  х = \ .

дел ) :
(3)

X

120 X



П р и м е р  2. П оказать, что lim дс2 =  1. П усть  е —  произвольное положи-
* — I

гсльное число. Найдем такое число 6 > 0 , что для всех х, удовлетворяющих нера
венству 0 < | х — 1 | < 6, выполняется неравенство Ix2— 1 |< е .

Если \х— 11 < 6, то \x-\-11 =  \(х— 1 ) +  2| <  |дг— 1 | +  2 < 6  +  2. Следователь
но, |дг— 11 =  | л:— 11 |дг+ 11 < 6  (6 +  2). Д ля  выполнения неравенства Ijc2— 1 | < е  
достаточно потребовать, чтобы 6(6  +  2) =  е, т. е. чтобы 62 +  26 — е =  0. Отсюда 

6 =  — 1 +  V *  + е (второй корень — 1— V l  + е отбрасываем, так как 6 > 0 ) .  По 
определению предела функции lim х2=1.

Х-- 1
П р и м е ч а н и е .  Если  в формуле (3 ) положить — =  г, то она примет вид:

п
I

е =  П т  ( I +  z )z . (4 )
г — о

О казы вается , что формула (4 ) верна не только, когда переменная г пробегает по

следовательность значений z „= — , но и при любом другом законе стремления г
п

к нулю.

При изучении свойств функций приходится рассматривать 
и предел функции при стремлении аргумента х к бесконечности.

О п р е д е л е н и е .  Число А называется пределом функции 
/ (х) при стремлении х к бесконечности (или в бесконечности), ес
ли для любого числа е > 0  существует такое положительное чис
ло N =  N (е), что для всех х, удовлетворяющих условию |дг|>Л^, 
имеет место неравенство | f (х ) — /4 |< е . При этом 
пишут: lim / (х) =  А. Рассматривают также как lim f (х), так

ДГ--»- оо х-*- -(- оо
и lim / (х).

х-*- — оо
Предел функции f (х) при х —>-+оо (х —»— оо ) определяется 

аналогично lim / ( х), только в самой формулировке определения
х—► оо

lim / (х) условие |jc|>/V следует заменить на x > N  ( х < — N).
X-*■ оо

§ 7.4. Бесконечно малые 
и бесконечно большие величины

1. Бесконечно малые и их свойства. При изучении свойств 
пределов функций особую роль играют функции, предел которых 
при стремлении аргумента к какой-либо точке равен нулю.

Числовая последовательность {а„} называется бесконечно ма
лой, если ее предел равен нулю: lim а„ =  0. Последовательности

П-*- оо
j^-j, |( — 1)"~-} являются бесконечно малыми: их пределами яв 

ляется нуль (см. § 7.3, п. 1). Понятие бесконечно малой последо- 
нательности можно перенести на функции.



О п р е д е л е н и е .  Функция а ( х )  называется бесконечно ма
лой при х —у а, если lim а (х) =  0, т. е. для любого числа е > 0  су-

х—>-а

ществует такое число б > 0 , что для всех х, удовлетворяющих не
равенству 0 < \х — а |< б ,  выполняется неравенство |а (лс)|< е.

Бесконечно малую функцию а (х )  называют также бесконеч
но малой величиной или просто бесконечно малой.

П р и м е р .  Показать, что функция у =  х2— 1 является бесконечно малой при 
х 1. П усть  е —  произвольное положительное число. Найдем такое число б > 0 , 
что для всех х, удовлетворяющих неравенству 0 <  \х— 1 1 < Й , выполняется нера
венство Ix2— 11 С е .  К а к  показано ранее (см. § 7.3, п. 4, пример 2), таким 6 я в л я 

ется 6 =  — 1 +Д/1 +  г ■ Следовательно, функция у =  х2— 1 является бесконечно 
малой при х-*- 1 .

В дальнейшем в этом параграфе при рассмотрении бесконеч
но малых будем иметь в виду, что они являются бесконечно ма
лыми при х —у а.

Остановимся на основных свойствах бесконечно малых функ
ций. Эти свойства будут верны также и для бесконечно малых 
последовательностей.

1. Если функции а, (х) и а2(х ) являются бесконечно малыми, 
то функция а, (х) +  а2(х) также есть бесконечно малая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е —  произвольное положитель
ное число. Так как функции гц (х) и а2{х) бесконечно малые, 
то найдутся такие числа и б2, что при 0 < | х  — а |< б ,  и 
0 < | * — а | < б 2 имеют место соответственно неравенства

К  (*)1  < |  и |a 2( * ) l  < - | .  (1 )

Обозначим через 6 наименьшее из двух чисел 6 , и 62. Тогда при 
0 < \х — а | < б  будут верны неравенства ( 1), и, следовательно,

|a, (х) +  а2(х)| <  |а, (х)| +  |а2(х)| < - |- f|-= e .

Итак, для любого е > 0  существует такое 6> 0, что при 
0 < |х — а |< 6  выполняется неравенство I a-! (jc)-f- а2 (л:)| С  е, а это 
и означает, что а, (х)-\- а2 (х) есть функция бесконечно малая.

П р и м е ч а н и е  1. Свойство 1 распространяется на случай алгебраиче
ской суммы любого конечного числа бесконечно малых.

Функция f (х) называется ограниченной при х->-а, если су
ществуют положительные числа М и б, такие, что при условии 
0 < U  — а | < б  выполняется неравенство | / (х ) | ^ М .  Например, 
любая бесконечно малая а ( х )  является ограниченной функцией 
при х —у а.

Температура воздуха Т в данной местности —  ограниченная 
функция времени t. Изменяясь днем и ночью, зимой и летом, она
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никогда не достигнет +  100°С  и —  100 °С . Таким образом,
I /’ (/)| <  100.

2. Произведение ограниченной при х-+а функции на беско
нечно малую есть функция бесконечно малая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  / (х) —  ограниченная при х а 
функция и а ( х ) — бесконечно малая. Тогда существует та 
кое число М > 0, что | / (х ) | ^ М  для всех х, достаточно близких 
к а. Возьмем любое е > 0 . Для е существует такое 6 > 0 , что при 
условии 0 < | х  — а| <Сб одновременно выполняются неравенства 
| / (х ) | ^ М ,  Поэтому

\f(x ) а (* )l =  \f(x)\ ■ | а (jc)| < M ~ = e .

Непосредственно из свойства 2 следуют свойства 3 и 4.
3. Произведение постоянной на бесконечно малую есть бес

конечно малая.
4. Произведение двух бесконечно малых есть бесконечно

малая.
П р и м е ч а н и е  2. Свойство 4 распространяется на любое конечное число 

бесконечно малых.

2. Бесконечно большие. Числовая последовательность {ап} 
называется бесконечно большой, если для любого положитель
ного числа М найдется такое натуральное число N, что для лю 
бого n > N  выполняется неравенство \ап\> М . В  этом случае 
пишут: lim а „=  оо.

гг-*- оо

Последовательности {n}, {( — l)"  л} являются бесконечно боль
шими.

Понятие бесконечно большой последовательности можно пе
ренести на функции.

Функция / (х) называется бесконечно большой при х-*-а, 
если для любого числа A f> 0  существует такое число 6 > 0 , что 
| / ( * ) | > A f  для всех х, удовлетворяющих неравенству 
0<С\х — а|<Сб. Обозначается это так: l im / (jt )= o o .

х-*-а
Если при этом f (х) положительна (отрицательна) в 

0 < | х — а\< 6, то пишут: l im / (* )= - (- оо ( l im / (x )=  — оо ).
х-*-а х—уа

П р и м е ч а н и я .  1. Бесконечность ( оо) не число, а символ, который упо- 
гребляется, например, для того, чтобы указать, что соответствующ ая функция 
есть бесконечно большая.

2. Бесконечно большая функция / ( х) при х -*■ а не имеет предела, гак как 
продел переменной (если он с ущ ествует )—  некоторое число. То же в случае бес
конечно большой числовой последовательности.

В  дальнейшем всегда под пределом последовательности (ф ункции) будем по
нимать конечный предел, т. е. число, если не оговорено противное.

Ниже рассматриваются бесконечно большие функции при
|( а.
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К ак  видно из следующих свойств, которые верны и для после
довательностей, бесконечно большие и бесконечно малые функ
ции тесно связаны между собой.

1. Если функция / (х) бесконечно большая, то —-— бесконечно
I  (х)

малая.
Д о к а з а т е л  ь с т в о .  Возьмем любое с > 0  и обозначим — =  

=  М. Так как f (х) бесконечно большая, то числу М соответству
ет б > 0, такое, что при 0 <  |лг — а\ < 6  выполняется неравенство
| / ( * ) | > A f = I  откуда — <е .

г I/W I
2. Если функция п (х ) бесконечно малая и не обращается

в нуль, то —-— бесконечно большая, 
а {х)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем любое М >  О и обозна
чим -̂ - =  е. Так как а (х )  бесконечно малая, то числу е > 0  
соответствует 6 > 0, такое, что при О <С I jc — а | < 6  выполня

ется неравенство |а (х)| < е  =  -1 , откуда — -— > М .м |а(*)|

П р и м е р .  Функция ———̂  бесконечно больш ая при х 1, так как функция 
дг — 1

у =  х? — 1 является бесконечно малой при х-*- 1 (п. 1 , пример).
З а м е ч а н и е .  В  данном параграфе были рассмотрены функции аргумента 

дг для случая, когда х —>■ а. Однако все предложения, установленные здесь, оста
ются в силе и для случая , когда лг-*- оо. При этом все доказательства ана 
логичны.

§ 7.5. Основные теоремы о пределах 
и их применение

1. Основные теоремы о пределах. Прежде сделаем следую
щее замечание. Ниже рассматриваются функции аргумента 
х, при этом х —► а или х-у сю. Все устанавливаемые в этом пунк
те предложения о пределах имеют место в обоих случаях, они 
верны также и для последовательностей. Здесь приводится дока
зательство для одного из этих случаев (х-+ а), так как для дру
гого доказательство аналогично. Это замечание относится 
и к п. 4 этого параграфа.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы число А было пределом функ
ции f (х) при х —► а, необходимо и достаточно, чтобы эта функция 
была представима в виде f (х) =  А а (х), где а (х )  — бесконечно 
малая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть lim / (х) =  А . Это значит, что
х-*-а

для любого е > 0  существует такое 6 > 0 , что для всех х, удовлет
воряющих условию 0 < | х  — а | < 6, имеет место неравенство
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|/'(х)— Л|<Се, т. е. функция а (х) =  f (х) — А есть бесконечно ма
лая и f (x )  =  A-j- а(х).

2) Пусть f (х) =  А -j-a (х), где а (х ) —  бесконечно малая. Тог
да для любого е > 0  существует такое 6 > 0, что для х из 0 <С 
< | х — а | < 6  будет | а (х)| =  |/ (х) — А |< е ,  т. е. А —  предел 
функции / (х) при х->-а.

С л е д с т в и е  1. Функция не может в одной точке иметь два 
различных предела.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если lim / (x ) =  /l, lim f (x )  =  B  (А Ф
ф  В), то по теореме 1 / (х ) =  Л -+- а (х ) и / (х )=  В 0 (х ) ( а ( х )  и 

(х) — бесконечно малые). Отсюда А +  а (х ) =  В  +  р (х ) и А —
- В =  р (х )— а (х), где Р ( х )  — а ( х ) — бесконечно малая, а А —
— В  — постоянная. Этой постоянной может быть только нуль. 

11оэтому А — В.
Т е о р е м а  2. Предел постоянной величины равен самой по

стоянной.
Эго предложение непосредственно вытекает из определения 

предела.
Т е о р е м а  3. Если функция / ( х ) ^ 0  ( / ( х )^ 0 )  для всех 

х в некоторой окрестности точки а, кроме, быть может, самой 
точки а, и в точке а имеет предел, то lim / (х ) ^ 0  (lim  / ( х ) ^ 0 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть, например, / ( х ) ^ 0  и

|/ ( х) — /4 | С е  при 0 < | х — а | < 6  было бы невозможно ни при 
каком 6 > 0, так как влекло бы за собой отрицательность /(х). 

П р и м е ч а н и е  1. Заметим, что при условии, что lim / ( х) сущ ествует, из

/(дг) > 0  ( f (x )< 0 ) ,  вообще говоря, не вытекает lim / ( дг) > 0  (lim  / ( дг) <  0 ), а вы 

текает только l im / ( x ) ^ 0  (lim  f (х )^ 0 ) .  Так, |х| > 0  для всех хф О ,

Т е о р е м а  4. Если функции /, (х ) и /2 (х ) имеют пределы при 
х у а, то при х —у а имеют пределы также их сумма /, (х)-+/2(х), 
произведение f\{x)-f2{x) и при условии lim /2 (x )=^0

но lim |jc| =  0.
х-*-0

частное f I (*)----, причем
f-2 (X)

lim (/, (x ) +  /2(x ))= lim  /, (x )+ lim  /2(х), (1)

lim (/, (х )-/2 (х )) =  lim /, (x)-lim  /2(х), (2)

Г
Л ( х )  lim / , ( , )

(3)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ограничимся рассмотрением случая 
суммы. Все остальные утверждения доказываются аналогично. 
Пусть lim /, (х ) =  Л,, lim /2(х ) =  Л 2. Тогда согласно теореме 1

х-*-а х-*-а

/, (х) =  А 1+ а ] (х), f2{x) =  A2 +  a2(x),
где а, (х), а2{х )— бесконечно малые. Отсюда

/1 (x) +  f2(x) =  (A l + A 2) +  (a l (х ) +  а2(х)).
По свойству 1 бесконечно малых (§ 7.4, п. 1) сумма а, (х)-|-а,2 (х) 
бесконечно мала. Следовательно, по теореме 1

lim (/, (х ) +  f2(x)) =  A,-\-A2.
х-*-а

П р и м е ч а н и е  2. Формула ( I ) распространяется на случай алгебраиче
ской суммы любого конечного числа слагаемых, а формула ( 2 ) —  на случай л ю 
бого конечного числа сомножителей.

С л е д с т в и е  2. Если функция / (х ) имеет предел при 
х -к а, то

lim (/ (x ))" =  (lim  / (х ))л,
х-+а х-*-а

где п —  натуральное число.
С л е д с т в и е  3. Постоянный множитель можно выносить за 

знак предела:
lim С/ (х )=  С lim / (х), С — const.
х-*-а х-*~а

Т е о р е м а  5. Если для функций / (х), /, (х) и /2 (х ) в некото
рой окрестности точки а выполняется неравенство

/ , ( * ) < / ( * ) < Ы * )  (4)
и lim /, (x ) =  lim /2(х ) =  Л, то lim / (х ) =  Л.

x-*-a x-*-a x-*-a

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения предела вытекает, что 
существует окрестность точки а (при х=/=а), в которой одновре
менно выполняются следующие неравенства:

|/, (х ) — Л | < е, \f2(x) — А \< е ,

где е — произвольное положительное число. Запишем эти нера
венства, освободившись от знака абсолютной величины:

А — е < / , (х )< Л  +  е . (5)
А — е < / 2(х )< Л-|-е. ( 6 )

Из неравенств (4) и (5) имеем: А — e<C/i ( х ) ^ /  (х), откуда
А — е < /  (х). (7)

Аналогично из неравенств (4) и ( 6 ) получим:
/ (х )<  Л +  е. (8 )
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Из неравенств (7) и (8 ) следует, что А  — е < / (х )< А  +  е, или 
|/(х ) — Л |< е ,  т. е. Vim f (х) =  А.

х—у а

2. Примеры нахождения пределов.
П р и м е р  I. Найти iim (2 ^ + 1 ).

X —► 1
Используя теоремы 4 и 2 и следствия 3 и 2, последовательно получаем: 

lim (2**+1 )=  lim 2х2-\- lim 1 = 2  (lim  x f+  1. Но, как уже установлено (§ 7.3,
X—► 1 X-*-\ X—►1 Jf—>-1
п. 4, пример 1), П тд с= 1 . Поэтому lim (2x2-f- 1 ) =  3.

X-*- 1 X-»-1
ĵ 2__5^ . j

П р и м е р  2. Найти lim --------- . Как и в примере 1, находим,
Х-+1 х3+1

что lim (x 3+ l ) = l i m  л̂  +  П т  1 = (lim  дс)3 +  1 =  1 +  1 = 2 . Теперь по теореме 4
Х-> 1 Х-*-1 X—► 1 X—► 1

о г . 1 Игл (дс2 — 5ж +  1 )
.. г  — 5дс +  1 л-—иl im ----------- = --------- -------  .x-̂ l l i m ( x + l )X—► 1

Ho lim  (дс2 — 5дс +  1 ) =  lim дс2 — lim 5 * +  lim I =  (lim  x f  — 5 lim  дс +  1 =  — 3.
X—► 1 X—► 1 X—► 1 *_*. 1 x—*-1 x—► 1

__5jc I 1 3
Следовательно, lim ----------  = --- .

х-и j ^ + l  2

Как  показывают решения приведенных примеров, в простей
ших случаях нахождение предела сводится к подстановке 
в данное выражение предельного значения аргумента. Однако 
не всегда можно вычислить предел с помощью формул ( 1), (2 ),
(3). Так, формулы (1) и (2) утрачивают смысл, если хотя бы одна 
из функций /, (х) или /2(х ) не имеет предела. Формула (3) невер
на, если знаменатель дроби стремится к нулю. Здесь могут пред
ставиться два случая.

а) П р е д е л  ч и с л и т е л я  не р а в е н  н у л ю .

/
П р и м е р  3. Найти l im ----- -.x-rl I — ДГ
Имеем l i m ( l — х2)=0. Поэтому формулу (3 ) и в этом примере использовать 

х-и
нельзя. Так как

lim (1 — дс2)
1 — дг х-И О 

lim — — = ----— -j—  = Т  =  0 ,
х—*~ 1 л lim г  1х—*~ 1

|_jk2
го функция ----— бесконечно малая при х-+1. Тогда функция ---- -бесконечно

х2 1 — хг
1 V £большая при дс—► 1 , т. е. I im ----- -= оо.

х—I I — дг
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М ожно отметить, что, когда х приближается к 1 слева, т. е. оставаясь все'
*2

время меньше 1 (что записываю т: х-*- 1 — 0 ), функция ----- - остается все врмя
1 — хг

положительной. В  этом случае записывают:

г- **l im  --------= + о о .
х- 1̂ -0  1 — х2

Если же х приближается к 1 справа, т. е. оставаясь все время больше I (что 
записываю т: х-И  + 0 ), то эта функция остается все время отрицательной. В  этом

х2случае записываю т: lim ----- - = —  оо.
х— 1+0  I — х2

б) П р е д е л  ч и с л и т е л я  р а в е н  н у л ю .
П р и м е р  4. Найти lim

*—о х х
Здесь lim  (х2 +  Зх ) =  0 +  3-0 =  0, lim (х2 +  х) =  0 +  0 =  0.

х-^0 хч-о

Говорят, что в этом случае имеем неопределенность вида — . Однако

,. х2 +  3х „ предел lim — ----- сущ ествует и его можно наити. Д л я  его нахождения, т. е. рас-
х-*-0 Х ^ Х

крытия неопределенности вида -jj-, нужно предварительно преобразовать дробь 

х2 +  3х
— -----, разделив числитель и знаменатель почленно на х, что возможно, так как до пе-
лг +  х
рехода к предельному значению хфО. Следовательно, получим:

.. х2 +  Зх х +  3
lim — ---- =  lim — —  .
х-»о дг +  х х->-0 х +  I

х +  3 х2 +  3х 
Но l im ---- - =  о. В  результате имеем: l im — ----- =  3.

JC—►О X + 1 x-vO Г  X
Г „  . V 4 - X  -Л /4  +  *П р и м е р  5. Наити lim —--------- -------.

х~у0 х
Так как lim  (Д/4 — х — Л\\ -|- х )= 0 , lim  х =  0, то здесь такж е  имеем неопреде-

х-̂ 0 х-*-0

ленность вида -jj-. Д ля того чтобы раскрыть эту неопределенность, преобразуем

дробь, стоящ ую  под знаком предела, умножив числитель и знаменатель этой 

дроби на У 4 — х + V 4  +  JC и сделав после чего необходимые упрощения:

Л / 4 - х  - V 4  +  X (\/4 — х -Д /4 +  х )(Л/4 — дг + V 4 +  х ) _
1™  х “ Г о  x(v j z 7 + v ? T 7 )

- 2х _  0 |!m  I 0 ___ 1_ _ _ !

х ^ о  x f V ^ T  +  V ^ - M )  х-*-0 д/4 — X  + V 4  +  X  2 +  2 2

Рассмотрим теперь примеры на вычисление пределов функций 
при х—>-оо .
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П р и м е р  6. Найти lim —----— .
х-*- оо Зл: -j- 2

Очевидно, lim (Зх-\-2)= оо. Поэтому (§ 7.4) функция ——!—— , значит,
X—*■ оо --- — оХ 1

4 4и функция —----— бесконечно малые ири х-+оо, т. е. lim ------ = 0.
Злг +  2 н ^  Зх +  2

П 1 LJ « !• 3 x + 5П р и м е р  7. Наити lim ------ .
х—оо 4х-\- 1

Здесь lim  (3 * - f5 )= o o ,  lim (4 х + 1 )= о о .  Говорят, что в этом случае имеем
х-*- оо х-*- оо

неопределенность вида ---. Д ля ее раскрытия предварительно числитель и зна-
оо

менатель дроби почленно разделим на х. Следовательно, получим:

,  , С 3 + А  3*4-5 х hm —---- - =  l im ---- — .
JC—► oo 4  X  -f- 1 x-*- oo . . *

4  _j---

X

1 5 3*4-5 з
Ho lim — =  0 и lim — = 0. В  результате имеем, что lim —— —— = — .

X-*- оо X х—*- оо X х—*- оо 4 X -j- 1 4
Аналогично устанавливается, что при лг-<-со дробно-рациональная функция 

стремится либо к нулю, либо к бесконечности, либо к конечному числу, отлично
му от нуля, в зависимости от того, будет ли степень числителя меньше степени 
знаменателя, больше ее или равна ей.

3. Первый замечательный предел. Справедливо равенство
I • sin х . /с\\lim — — =1, (9)

х

называемое первым замечательным пределом. С его помощью 
можно вычислять пределы различных функций, содержащих 
тригонометрические функции и степени х.

Перейдем к доказательству равенства (9). Возьмем круг еди
ничного радиуса и предположим, что угол х, выраженный в ра
дианах, заключен в интервале ^0; 40 (рис. 78). Обозначим пло

щади треугольников ОАВ  и О АС  соответственно через S , и S 2, 
а площадь сектора ОАВ  через S. Из рисунка 78 видно, что

S , < S < S 2. (10)

Замечая, что АС =  ОА -tg x =  tg х, имеем S, ~ j- O A  -O B-sin х=  

=  -^-sinx, S  =-£■• ОА2-х — -̂  х, S 2 =  j -OA-АС=-^ tg х. Поэтому с 

учетом неравенств ( 10), получаем:

-j sin x < j x < j t g  х,

4
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откуда после деления на sm х и сокращения 
1на — находим:

К I

или sin х . 
COS Х < _ ---- <  1. (П)

COS ( —  Jt) =  COS X,

Неравенства (11) получены для 0<C JC<C-y .

Однако cos jc и
sin ( — дг) — sin x sit

---— четные функции:
X

. Тем самым неравенст

ва (11) справедливы в интервале — Так как lim cos х— 1
^ X — оо

(это следует из геометрического определения косинуса), то из не
равенств (11) на основании теоремы 5 заключаем, что действи
тельно имеет место равенство (9).

П р и м е р .  Найти lim 

Имеем:

sin 2дг
о sin 5х 

2 sin 2л:
sin 2х 

l im ----—- =  lim
2дг 2 sm 2х ,. sin 5х 2 

..... .......—  =  — l im — -— : 11 m — -— = —
»о sin 5х х-»о 5 sin ox 5 х_*о 2х 5х 5

5дг

4. Сравнение бесконечно малых. Рассмотрим отношение двух 
бесконечно малых а (х )  и P ( jc) при х—̂ а (для компактности запи
си будем обозначать их просто а и р). Выделим три случая.

1. lim —=0. В этом случае говорят, что а —  бесконечно малая
Р

более высокого порядка, чем (3.
П р и м е р  1. При х->-2 функция (х — 2)3 бесконечно малая более высокого по- 

(х  —  2)3
рядка, чем х — 2 , так как l im ------- =  0.

х-*-2 х — 2

2. l im — =  Аф О . В этом случае функции а и р  называются
х-~а Р

бесконечно малыми одного порядка.
П р и м е р  2. При дг—*-0 функции Бх2 и х2 являю тся бесконечно малыми одно- 

Ьх2
го порядка, гак как l im — — =  5.

jc—►О JC

3. l im -^=00. В этом случае говорят, что а —  бесконечно ма-
х-+а Р
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лая более низкого порядка, чем р. Можно сказать также, что 
|1 бесконечно малая более высокого порядка, чем а.

П р и м е р  3. При х-*-— 1 функция х-\~ 1 бесконечно м алая более низкого по
рядка, чем (х — 1) (х-\- I )2, так как

l : _  *+ I
, ( * - ! ) ( * + If

О п р е д е л е н и е .  Если функции а и р  бесконечно малые од- 
ного порядка, причем lim-^-=l, то они называются эквивалент-а

х-*-а
иыми бесконечно малыми. Символически это записывается 
гак: а ~ р .

Из определения, в частности, следует, что если lim — — А =5̂=0,
х-*-а Р

I. е. если а и р — бесконечно малые одного порядка, то а и Др 
будут являться эквивалентными бесконечно малыми: а ~ Л р .

sin х
П р и м е р  4. К а к  установлено в н. 3, lim ----- =  1, т. е. sin х w х при х-+0 яв-

х—0 х
лиюгся эквивалентными бесконечно малыми.

Т е о р е м а .  Если существует предел отношения двух беско
нечно малых а и р ,  то он равен пределу отношения соответству
ющих им эквивалентных бесконечно малых.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, если а ~  а,, р ~  р, и су 
ществует lim-^, то, перейдя к пределу в равенстве -̂  =  — . — ,

х^а Р Р «1 Pi Р
получим:

I- « / а а,| р,\11 m -п-=11 m ( —  . —  =
х-*-а Р х-*-а \  а 1 Pi Р /

I • fl I • 1 • Pi: lim —  • иm—  • lim—  =
х->-а а1 х-*а Pi х->-а Р

I I -  а' 1 I- а'=  1 -lim —  • 1 =  lim —  .
X—+-Q Pi х— а  Pi

Доказанная теорема позволяет во многих случаях упрощать 
отыскание предела.

п с ,• sin Ъх Ъх 5 г сП р и м е р  5. lim — ----=  lim —— =  — , так как sin эх ~ эх  при *-*-() (см. при-
х-*-0 Зх х-+о эх 3

мер 4).

§ 7.6. Непрерывность функции

1. Понятие непрерывности. Мы видели, что графиками после
довательностей являются множества точек. Эти точки всегда на
ходятся на некотором расстоянии друг от друга. Графиком же, 
например, степенной функции является кривая, которая похожа 
на сплошную непрерывную линию. Оказывается, эту разницу ха
рактеризует точное математическое понятие непрерывности, 
к введению которого и перейдем.
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Пусть функция y =  f (х) определена в некотором интервале, х0 
и х —  два произвольных значения аргумента из этого интервала. 
Обозначим х — х0 =  Ах, откуда х = х 0-|-Ах. Говорят, что для пере
хода от значения аргумента х0 к значению х первоначальному 
значению придано приращение Ах.

Приращением Ау функции y =  f(x), соответствующим прира
щению Ах аргумента х в точке х0, называется разность

А# =  /(х0 +  Ах) — /(я,,)-
Например, приращением функции y =  Xi, которое соответствует 
приращению Ах аргумента х в точке х0, будет величина

А у =  (х0 +  Ах)3 — Хо =  Зх  ̂Ах -|- Зх0 (Ах)2 +  (Ах)3.

О п р е д е л е н и е .  Функция y =  f(x ) называется непрерывной 
в точке х0, если бесконечно малому приращению Ах аргумента 
х в точке х0 соответствует бесконечно малое приращение функ
ции А у, т. е. lim A y— lim (/(х0 +  Ах) — /(х0)) =  0.

Д*-^0 Дх-*-0

Другими словами, функция y =  f(x ) непрерывна в точке х0, 
если lim / (х) =  / (х0), т. е. предел функции в точке х0 равен значе-

*-*о
нию функции в этой точке.

П р и м е р  1. Ф ункция у =  х непрерывна при любом значении *  =  х0. В  самом
деле, At/ =  х0 Ах — х0 =  Ах, и, значит, lim Л(/= lim  Дх =  0.

A jt—►О Д.г-*0

П р и м е р  2. Функция г/ =  sin х непрерывна при любом значении х =  х0.
(  &х\ Дх

В  самом деле, A_i/ =  sin (х0 +  Ах)— sin дг0 =  2 cos  ̂ Jf0Н— ) sin — . Отсюда

. Ах

I
sm ——

/ . АлД . А л :  2 Ах

cos ( х0 +  -—  ) 1 , a hm sin — =  I im\  ̂ / J
Адг—►() 2  Ах-*-0 А-* 2

=  1 •— l im Дх =  0.
2 д^о

Аналогично доказывается непрерывность функции cos х. 
Функция, непрерывная в каждой точке интервала, называет

ся непрерывной на этом интервале.
Т е о р е м а  1. Если функции /, (х) и /2 (х) непрерывны в точке 

х0, то непрерывны в этой точке также их алгебраическая сумма 
/ i(x )± / 2(*). произведение /|(х )/2(х) и при условии [2{х0)Ф О  

U Wчастное ----.
/2 W

Эта теорема вытекает из аналогичной теоремы о пределах.
П р и м е ч а н и е .  Д ля алгебраической суммы и произведения теорема 1 рас

пространяется на любое конечное число функций.
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Т е о р е м а  2. Если функция и =  <р(х) непрерывна в точке х 
а функция y =  f (u ) непрерывна в точке и0 =  (р(х0), то сложная 
функция y =  f (Ф (*)) непрерывна в точке лс0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно непрерывности функции и =  
=  ф(х) имеем lim ф (jc) — ф(х0) =  и0, т. е. при х->-х0 также и и-*-и0.

Х-Ч-Хд
Поэтому в силу непрерывности функции f (и) lim / ( ф(дс)) =

х~* хо
=  lim / («) =  / (и0) =  / (ф (jc0)), что и доказывает теорему 2.

“- “о
Таким образом, сложная функция */ =  / (ф(*)), образованная 

из двух непрерывных функций / («) и ф (jc), является непрерывной 
функцией.

Имеет место и следующая теорема.
Т е о р е м а  3. Если / ( jc) — непрерывная функция, имеющая 

однозначную обратную функцию, то обратная функция тоже не
прерывна.

Вместо доказательства ограничимся следующим наглядным 
соображением: если график функции г/ =  / ( jc) —  непрерывная 
кривая, то график обратной к ней функции тоже непрерывная 
кривая.

Т е о р е м а  4. Все основные элементарные функции непре
рывны там, где они определены.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Постоянная функция у =  С непрерыв
на при любом значении jc =  jc0, так как Ау =  С — С =  0, и, следо
вательно, lim \у  =  0. Так как функция у =  х непрерывна при лю-

Д.Г-+-0
бом х (см. пример 1), то согласно теореме 1 степенная функция 
у =  х", где п —  натуральное число, также непрерывна при лю 
бом JC.

Непрерывность тригонометрических функций sin jc и  cos jc 
имеет место всюду (см. пример 2); tg jc и ctg jc непрерывны всю
ду, где они определены как отношения двух непрерывных функ
ций sin jc и cos jc.

Можно доказать непрерывность jc“ ( a  —  действительное) 
и других основных элементарных функций там, где они опреде
лены.

Из теорем 1, 2 и 4 вытекает:
С л е д с т в и е .  Всякая элементарная функция непрерывна во 

всех точках, принадлежащих ее области определения.
Имеет место (см., например, [8]) и следующее предложение:
Т е о р е м а  5. Функция f (jc), непрерывная в точке jc^ не рав

ная нулю в этой точке, сохраняет знак / (х0) в некоторой окрест
ности точки JC0.

2. Точки разрыва функции. Если функция / (jc) не является 
непрерывной в точке jc0, то говорят, что в точке jc0 функция / (jc) 
разрывна, а точка jc0 называется точкой разрыва функции / (jc).

В качестве конкретного примера функции, имеющей точку 
разрыва, рассмотрим скорость тела, падающего на землю. Эта
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скорость вообще является непрерывной функцией времени, но 
для момента удара можно условно считать, что она мгновенно 
(скачком) падает до нуля, т. е. скорость терпит разрыв.

Пределом функции / (х) в точке х0 слева ( справа) называется 
предел, вычисляемый в предположении, что х стремится к х0, 
оставаясь все время меньше (больше) значения х0. Пределы сле
ва и справа, называемые односторонними пределами, соответст
венно обозначают:

lim / (х) и lim / (х).
Х-̂ Х0—0 х~*х0 + 0

Точка х0 разрыва функции f (х) называется точкой разрыва 
первого рода, если существуют односторонние пределы функции:

lim / (х), lim f (х)
x-*-xQ — 0 х-*-.х0+ О

(при этом функция / (х) необязательно должна быть определена 
в точке х0).

Все прочие точки разрыва функции / (х) называются ее точка
ми разрыва второго рода.

П р и м е р  1. Рассмотрим функцию y =  f(x), определенную на сегменте 
|0; 4| следующим образом:

{
.х— 1 , если 0 < д г< 3 ,

3 — х, если 3 < х < 4 .

Эта  функция (рис. 79) определена во всех точках сегмента [0; 4| и ее значе
ние при х =  3 равно 0. Однако в точке х =  3 функция претерпевает разрыв перво
го рода, так как при х—>-3

lim / (jc) =  2, lim / (* ) — 0. х-̂ з + о

Точка х0 разрыва первого рода, в которой 
lim / (х )=  lim / (х),

х—Xq -j- 0 х~*~хо ~~ 0

называется точкой устранимого разрыва.
sin хП р и м е р  2. Функция в точке х =  0 имеет устранимый разрыв, так  как
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11усть jc„ — точка разрыва первого рода.
Скачком функции / (х) в точке х0 называют разность 

lim /(jc)— lim / (jc).
jc— Xq -|- 0  X-+XQ —  0

Так, функция, рассмотренная в примере 1, имеет в точке х=
3 скачок, равный 0 — 2 = — 2.

П р и м е р  3. Функция у =  — (ем. рис. 47) в точке дс =  0 имеет разрыв второго 

рода, так как эта функция при х->-0 не имеет предела ни слева, ни справа.

Функция f (х) называется непрерывной в точке х0 слева (спра
ва), если lim / (jc) =  / (jc0) ( lim / (jc) =  / (jc0)).

x -*-Xq —  0  дг—»-jCq -i- 0

3. Свойства функций, непрерывных на сегменте. Функция 
/'(jc)  называется непрерывной на сегменте [а; Ь\, если она непре
рывна в интервале (а; Ь) и, кроме того, в точке а непрерывна 
справа, а в точке Ь —  слева.

Ниже при рассмотрении свойств функций, непрерывных на 
сегменте, ограничимся формулировками и пояснениями, не про
водя доказательств (доказательства см., например, в [6 ], т. I).

Т е о р е м а  1 (теорема Вейерштрасса о достижении функцией 
своего наибольшего и наименьшего значений, Карл Вейерштрасс 
(1815— 1897)— немецкий математик). Функция /(jc), непрерыв
ная на сегменте [а; Ь\, достигает в этом сегменте своего наиболь
шего и своего наименьшего значений, т. е. существуют такие точ
ки х, и jc2 отрезка [а; Ь\ что для всех х из [а; b] выполняются не
равенства /(JC|)^/(JC) и / (jc) ̂  / (jc2).

С л е д с т в и е .  Если функция f (х ) непрерывна на сегменте 
|а\ Ь\ то она ограничена на нем, т. е. существует такое положи
тельное число М, что | / ( j c ) | ssC M  при а^ .х ^ .Ь .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через m и m соответственно 
наибольшее и наименьшее значения функции /(jc) на сегменте 
|«; b|. Тогда для любого х, принадлежащего сегменту [а; Ь], имеют 
место неравенства m ^ .f(x )^ m .  Пусть М  — наибольшее из чи
сел \т\, \т\. Тогда | / ( j c ) | ^ M  при а ^ х ^ .Ь .

Т е о р е м а  2. Если функция / ( j c)  непрерывна на сегменте 
|</; Ь\ и на концах его принимает значения разных знаков, то меж
ду точками а и Ь найдется точка с, такая, что f (с) — 0.

Эта теорема имеет простой геометрический смысл (рис. 80): 
если непрерывная кривая переходит с одной стороны оси Ох на 
другую, то она пересекает ось Ох.

Т е о р е м а  3 (теорема Коши о промежуточных значениях, 
Огюстен Коши (1789— 1857) —  французский математик). Пусть 
функция / (х) непрерывна на сегменте [а; Ь\ и f(a ) =  A, f(b) =  B. 
Тогда для любого числа С, заключенного между А и В, найдется
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внутри этого сегмента такая точка с, что f(c ) — C.
Эта теорема геометрически очевидна. Рассмотрим график 

функции y =  f (х) (рис. 81). Так как / (а) =  А, / (Ь )=  В, то прямая 
у =  С, где С любое число, заключенное между А и В, пересечет 
его по крайней мере в одной точке.

Таким образом, непрерывная функция, переходя от одного 
значения к другому, обязательно проходит через все промежу
точные значения.

§ 7.7. Комплексные числа

I. Определение комплексных чисел и основные операции над ними. К  комп
лексным числам обычно приходят, рассматривая уравнения я2-)-1 = 0 . Очевидно, 
не сущ ествует действительных чисел, удовлетворяющих этому уравнению. Ко р н я 
ми его (к а к  и целого ряда других уравнений) оказы ваю тся комплексные числа.

Под комплексным числом понимается выражение

z =  x + iy , ( I )

где х и у  —  действительные числа, a i —  мнимая единица.
Числа x-\-i0 =  x отождествляю тся с действительными числами; в частности,

0 +  Ю =  0. Числа 0-\-iy =  iy  назы ваю тся чисто мнимыми.
Д ействительные числа х и у назы ваю тся соответственно действительной 

и мнимой частями числа z и обозначаются следующим образом:

х =  Re z, у =  Im г.

Под модулем комплексного числа г понимается неотрицательное число 

|г| =Л1зс1 +  у2 .

Сопряженным числом z к числу (1 ) называется комплексное число z =  x — iy.
Д ва комплексных числа z, =  х,-|-й/| и z2 =  x2-\-iy2 равны тогда и только тог

да, когда дг, =  лг2 и у х= у 2.
Сложение, вычитание, умножение и деление комплексных чисел определяют

ся следующим образом:
I. Z, ± 22 =  (дс,± X2) -1-1(1/, ± #2)-
I I  z,z2 =  (х, х2 -  у, у2) +  I (дг, у2 +  х2у,).
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Отсюда, в частности,
,2 = (0 + /1) (0 + il) = (0— 1) + < (0 + 0)= — I,
г2 =  л* +  0* =  |z|2.
... г, 2,-22 (jr,JC2 + l/lI/2) + ((x2l/1 — ДС,(/2)
111. —  = --- — = ----------- — — ---------- (z2=#=0).

Z2 22" Z2 -*2 + i/2
2. Геометрическое изображение комплексных чисел. Рассмотрим плоскость 

с прямоугольной системой координат хОу (рис. 82). Так  как комплексное число 
.г -x-\-iy является парой (х\ у) действительных чисел, а каждой паре (х\ у) дей
ствительных чисел соответствует одна точка плоскости и наоборот (см. § 1. 1, 
п I ), го каждую  точку (дг; у) плоскости можно принять за изображение комплекс
но™  числа z =  x-\-iy. В  этом случае эта плоскость называется комплексной плос
костью, a z —  точкой этой плоскости.

На оси Ох расположены действительные числа: г  =  д с Ю  =  х; поэтому она 
называется действительной осью. На оси Оу расположены чисто мнимые числа: 
»’ =  0 -\-iy-iy, она называется мнимой осью.

Заметим, что r =  \z\ представляет собой расстояние от точки г до начала ко
ординат (см. § 1.2 , и. I ).

Удобной является интерпретация комплексного числа z =  x-\-iy как радиус-

вектора ОМ  (рис. 82). Очевидно, каждому радиус-вектору плоскости с концом 
и т ч к е  М  (дг; у) соответствует комплексное число z — x-\-iy и наоборот. Нулевому 
вектору соответствует комплексное число О +  Ю.

Положение точки z на плоскости, кроме ее прямоугольных координат дг, у, 
может быть определено такж е  и полярными координатами г, ф, ири этом (см. 
<> 1. 1, п. 2 )

x =  r cos ф, j/ =  fs in (| j.  ( 2 )

Число ф будем называть аргументом комплексного числа z. Аргумент счита 
ется положительным или отрицательным в зависимости от того, ведется ли его 
отсчет от положительного направления действительной оси против или по часо
вой стрелке соответственно.

По заданной точке г ее модуль определяется единственным образом, а аргу
м ен т—  с точностью до слагаемого 2kn, 6 =  0, ± 1 , ± 2 , ... . Значение аргумента 
<1, удовлетворяющее условию — л < ф < л ,  называется главным и обозначается 
и гк z.

Тогда z =  0 является единственной точкой комплексной плоскости, для кото
рой аргумент не определен.

3. Умножение и деление комплексных чисел, записанных в тригонометриче
ской форме. И з формул (2 ) получается тригонометрическая форма записи комп
лексного числа:

z =  r (cos ф +  i sin ф). (3 )

П ользуясь записью (3 ) для комплексных чисел

z| =/•, (cos ф, +  1 sin ф,), z2 =  r2 (cos ф2 +  / sin ф2),

z,z2=  r,r.2 ((cos ф, cos ф2 — sin ф, sin ф2) +  г (sin ф, cos ф2 +  соз q , sin ф2)) =
=  Г|Г2(соз(ф1 +  ф2) + 1 sin (ф, +  ф2)), (4)
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z, г i cos i p + is in  Ф, г [ (cos 4>1 +  I sin (p,)(cos ( — ф2) +  1 sin ( — ф2)) _  
z2 r2 cos ф2 +  1 sin ф2 r2 (cos ф2 +  г sin Ф2)(С05 ф2 — i sin ф2)

=  —  (cos (ф, — ф2) +  i sin (ф, — ф2)) (л2ф 0).
Г 2

Следовательно, при умножении комплексных чисел их модули перемножаю т
ся, а аргументы складываю тся. При делении комплексных чисел их модули де
лятся, а аргументы вычитаю тся.

4. Возведение в степень и извлечение корня. Следствием формулы (4 ) я в л я 
ется формула

z” — rn (cos Яф +  i sin яф), (5 )

где п —  натуральное число.
П усть

" г~\z  =  р (cos ^  -( -1 sin ip), 

где z =  r (cos ф +  / sin ф). Тогда на основании формулы (5 ) имеем: 

z =  (p (cos + i  sin г|>)у =  р“ (cos nifi +  i sin яф).

Отсюда
p" — r, ni!f =  ф +  2kn (k =  0, ± 1 , ± 2 , ...),

и, следовательно,
n n ф +  2/гл 

p = \ r  (под \ r  понимается арифметическое значение корня), --- ---- .

Здесь в качестве k достаточно брать лиш ь значения 6 =  0, 1, 2, ..., п — 1, так как 
при прочих значениях k получаются повторения уж е  найденных значений корня. 
Таким образом, окончательно

Л Г  лГ~,------Г~-—1---Г л Г  (  Ф +  2/гл . . ф +  2/гл \\Z  =  V r (COS Ф +  1 Sin ф) =Д jr  I COS--- ----- (-1 s in — —---1, (6)

A =  0, 1 , 2, ..., n — 1 .

П р и м е р .  Найти w =  V — 1 .
Так как — 1 = co s  л +  i sin л, то на основании формулы ( 6 ) имеем:

I— - л + 2kn . . л + 2/гл 
Д/ — 1 =  c o s--- — ---|-<sin--- 2 ~— ’ ’

Отсюда

л л Зл  . Зл
O)0 =  COS — +  i sin — =  i, w, = co s  —  +  i sin —  =  — i.

5. Ф орм ула М уавра. Формула Эйлера. Формула (5 ) может быть переписана 
в виде

Г" (cos ф +  1 sin ф)” =  Гп (cos Яф +  1 sin Пф).

П олагая здесь г =  1, получим формулу

(cos ф +  1 sin ф)п =  cos лф +  i sin лф,

138



называемую  формулой Муавра  (Абрахам М уавр  (1667— 1754) —  английский ма- 
и 'матик).

Справедлива и следующая формула:

cos ф +  ( sin ф =  е|<р,

называемая формулой Эйлера (Леонард Эйлер (1707— 1783)—  великий матема- 
I и к, большую часть своей жизни провел в России, по происхождению швейца
рец) Ее  справедливость будет установлена позднее (см. § 10.4).

6. Разложение многочленов на множители. П усть

Р„ (jc) =  /40 +  /4|jc-f- Л 2дс2 +  ... -\-Ап_  |Дг" (7 )

многочлен степени п (т. е. А „ Ф 0) с вещественными коэффициентами А,, / =  0, 1,
2, .... п. Число а (действительное или комплексное), такое, что Р п(а) =  0, назы ва 
ется корнем многочлена (7).

И з курса алгебры известно, что число а тогда и только тогда будет корнем 
многочлена Р„(х), если Р „(х ) делится на дс— а.

Если Р„ (дс) делится на (x — a f  (k —  натуральное) и не делится на (х — ц)* + 1, 
го число k называется кратностью корня а.

Известно также, что всякий многочлен (7 ) степени п можно представить, 
и притом единственным образом, в следующем виде:

р„ {х) =  А„ (дг— а ,)*1 {х — а2) 2... (дг — О * ™  ,

где а,, а2, ..., ат —  различные корни многочлена (7), а числа k2, ..., km —  крат
ности соответственно корней а,, а2, ..., ат , причем k, +/г2 +  ... +  km =  п.

Заметим, что если многочлен с действительными коэффициентами имеет кор
нем комплексное число a =  b-\-ic кратности k, то (см. |7|) сопряженное

комплексное число a = b  — ic та кж е  является корнем многочлена той же крат
ности.

Имеем:
(дс — a) (x— a )= (x  — (b +  ic ))(x— {b — ic)) =  ((x — b) — ci)((x — b) +  ci) =

=  x2-2bx-\-b2-\-c2 =  x2 +  px +  q,
2

где р = — 2Ь, о =  62 +  с2, причем —---о < 0.
4

Следовательно, произведение линейных множителей, соответствующих сопря
женным корням, можно заменить квадратным трехчленом с действительными ко
эффициентами.

Таким образом, многочлен (7 ) можно представить в следующей форме:

? „ ( * )  =  А Л *  — “ i)X| (х — а2)Ч ..(дс— a ^ '- ^  +  PtX +  q,)'1 (х2 +  р2х +  q j 2 ...

■■■(x2 +  Psx +  q J s ■ ( 8)

Здесь линейные двучлены соответствуют действительным корням (А,,, .... 
А., — их кратности), а квадратные трехчлены —  комплексным корням (/,, /2, ..., /5 —  
их кратности) многочлена. При этом X, +  Х2 + ... +  Хг +  2/,+  2/2+ ...+  2/s =  n,



7. Применение комплексных чисел в расчете 
физических величин. Так  как комплексные числа 
геометрически представляются векторами на плос
кости, то все векторные физические величины могут 
бы ть охарактеризованы при помощи комплексных 
чисел. Представление векторных физических вели
чин комплексными числами облегчает выполнение 
расчетов этих величин. При этом действия над век
торами, которые выполняются графическим путем, 
заменяю тся соответствующими действиями над 
комплексными числами, что значительно проще.

Особенно широкое применение комплексные 
числа получили в электротехнике при расчете элек
трических цепей.

Отметим, что в электротехнике мнимая единица 
I обозначается буквой /, так как буквой i традици
онно обозначается сила тока в цепи.

Рассмотрим один пример. На рисунке 83 дана векторная диаграмма нераз-

ветвленной цепи переменного тока. П усть  вектор ОМ  представляет вектор на

пряжения £/„ модуль которого | [У,| = 2 20  (В ) ;  вектор ON  представляет вектор

напряжения 
+  /' sin 60°) =

U 2, модуль которого |(/2| =  127 (В ) .  Тогда U {=220 (cos 60° +
110+190,5/. Т акж е U 2=  127 (cos ( - 9 0 ° )  +  / sin ( — 9 0 °) )=  — 127/. 

Если  электрическая цепь составлена из двух последовательно включенных 

участков с напряжениями [/, и t/2, то на зажим ах будем иметь напряжение

U  =  d7, +  U2 =  110 +  190,5/ — 127j  =  110  +  63,5/.
Аналогично применяются комплексные числа при выражении других харак

теристик электрических цепей.

Заметим, что в электротехнике модуль \ U\ вектора напряжения называется 
просто напряжением и обозначается через U, а соответствующее этому вектору 
комплексное число называется комплексом напряжения и обозначается U  (с т а 
вится точка над символом).

1. Дано / (* ) =
2Г2-
х +  3

2. Дано / (х) =  х2 — 5л: +  6. П оказать, что /(2 )
2л: +3. Найти значения функции f (х) =

УПРАЖ НЕНИЯ

Найти /(1).

/(3)=0.
для значений аргумента, равных

K f ]

**+1
— 1; 0; 1; 2.

['|/ (— 1)= — 1 ; /(0) = 1; /(!) = -§■; /(2)=!-]

4. П олагая f(x ) =  cos2x, вычислить /(0); f  ’ f  ’
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5. Найти области определения функций:

у =  ЗД/4 — л2- 
2

\j25-x2 

5— V х — 2

К
- 2; 2].] 
- 5 ;  5).]

1(2; 5).]

// =  "\/3 +  х +  \/7 — х .

у =  Д/1 — х +  \jx — 3 .
// =  х arcsin x.
</ = 2х.

1+ х
"= т= ^-
6. Построить графики функций:

а) i/ =  3x+ 5; б ) у  =  1дгг+ 1 ; в ) i/ =  4 — 4Х2;

11-3; 7].]

[(— ОО;
[[■ 

[( — “ >;

+  о о )- ] 

- 1 ; 1Ц
+  оо).]

[х ф  1.]

г) У = д) у  =  х3+  1;

ж ) i/ =  cos3jc; з ) г/ =  sin — ;

е) i/ =  sin 2х;

X
и) у =  cos 3 ’

к ) /у =  2 tg jc; л) i/ =  4 s in x ; м) i/ =  5cosx.

7. Изобразить точками на плоскости следующие последовательности, задан
ные общими членами:

I
/г+1
* + 1

2 п

б) а„ =  

Д) а* =

1+ (- !)"  
п

Зя+ I
в) в„ =  -

Вы числить указанные пределы

п (л^ +  бдсН
-2
х ^ зх + г

8. lim (л^ +  бх +  в).
*—- 2

10. lim-

12 . lim
JT-vO

14. lim

x- 1  x — 1

2г* + 3д̂  —jc 
7l

x2 — 5x +  6

[0 .] 

-  1.1

9. lim
x—l

I I .  lim

x2 +  2x +  3 

J^+l 
x3- !

x-l JC— I

16. lim

2 jc2 —  7x +  10 

-И + Зх2 
о jc5 +  ^  +  2 ^

H I
[I]
[ ! ]

13. lim

15. lim

l x2— I 

x2 — 6x +  8

17. lim

*—4 x2 — 5x -f- 4

x4 +  2x2 — 3 
i x2 — 3x -f 2

[3.)

[3.1

[21

И
| - 8.]



20. lim
*_*_ ! l +  x

22. ,im У Т Р Т - У П ^  
•r̂ O V '  + *  — 1

и

[I ]

.....  Л/з + Л + /-Л/9-2х + д̂
24. lim —--------------

25. lim -

2 x2 — Зя +  2
5jc

n 3 ,______  3 ------
у г + т - у г ^ г

26. lim
x-+ -\

28. lim
-vO

д/l + 2x +  1
з ____
Д/2 + x -|- x

V l+ 3 x  - V l - 2 x
JC+Jt2

(V ^ - l - 2  230. lim — -----—
x-5 ( * - 5 )2

Зя3 — я + 1
32. lim

Я—► oo 2я3 -(- я 
Зя3 +  « — 134. lim

/1-*. oo Я -}- 2я

36. lim 2x4 — Зх3 +  5• •in --:----о---  •
x-*- oo 3x  — 5 j f  -j- 1 

1
38. lim

x—► oo

Ш '40. lim

.n  , „  ln ( l+ x )  42. Iim --------
*-*0 x

In (1 +  2x)
44. lim

x-~0 X

46. lim
X-*- OO

48.
*-0 X

л sin m x 50. lim ------ .
x-*~o sin nx

52. lim (1 + tg  x)clg *.
x—►O

( V T + 7 - i ) t g|
54. lim ------------- ---

x

2I. iim V i + j+ ^  — 1 _

[t ]

[ } ]

[I]

Ы

[ f ]
[0.]

[I]

[ i ]

[ f ]
[1]

[2.]

[0-1

12.]

[t ]
N

[0 ]

, , V l +Зх2 — 1 23. lim ———--- r---
x-*-0 ДГ -\- XT

[i 1

27. lim

29. lim

л/ 2 +  x —V3jc— 2 
JC-+-2 лу4дг-(- 1 —'\[Kx—T

V9 +  2x — 5 

д/дГ — 2

3|, Iim o E Z t lV i H i!
*—о дг

„ „  , лг2 — 2JC +  3 33. Iim

35. lim

х3 +  7лс — 1 ' 
2лг4— х + 3

Х->-оо дг3 — 8х +  5 
1 \" + 5

37. lim
п—*-оо

39.

К У
„ т  ( 1 ± ± ) " .  п-̂ ао \ П /

/2дг +  3 у + ' 

43. lim ( i i l Y
х-*- oo \  X  1 /

45. lim I  In 1+X

47. lim

ox 1 — x 
sin x

x-+o sin 2 x  

49. lim 2" sin —  .
n-*-00 2”

1.X
51. lim (1 — x) tg ~ r- ■

x~*\ *

53. lim
r-»0

tg X— sin X

„  ,. ( V T + 7 - l ) c o s  Л Х  55. hm ----------------- •
x-*-0

. [3.1

[t ]

• [-•■] 

[0.1 

[oo.j 

\e.\

\eA1 

le.]

|e2.]

[2.]

[1 ]
[*■]

[ f ]
[0.]

[I]
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56. lim  x c tg  x. [ I . ]  57. lim (1 4-3 tg2 x )clg2 *лг->0 -
„ „  sin (u +  x) +  sin (a  — x )— 2 sin a,
58. l im ----------

x-*0

x—о
sin (a-j-x) — sin (a — x) lo59. l im --- -— •— ------- ------ -. |2cos a.

x-»-0 -f
cos mx — cos nx

60. lim
x—0 дг [ I t » 1- ™ ’ )-]

, cos (a  +  x) +  cos (a  — x) — 2 cos a . _ .61. l im -----— ■— —----------- ----------  . [ — 2 cosa .|
1 —  COS x

„ „  , tg л: — sin x П  1 |. V cos x — I
62. lim — ---- ------. 1 1 K ! l ,m —---------

x-»0

2 2 
64. lim  

д COS X

1  3

[i] [4]
fVL l ! ^ H ) .  [VL l
[  2 J л 1 — 2 cos x L 3 J

X  X
co s— — s in — r , n r  l  sl

Л ^ С О Ь Х — Х Г I 1 an I- * 8 *  Г 1 166. lim —------ -----. -  67. l i m — — . -
я I — tg2 дг |_4 J x — 0 sin 2x L2 J
4

,. 1—cosjc  Г1 1 ™  , 1+ CO S 2x — 2 cos x
68. l im ----- ---- . — . 69. l im -------------- ----- . I.

x ^ o  *  I 2 J  * - o  2 cos x — 2
70. lim sin 2x — cos 2лг— 1 ^

д sin X — cos X
1 * T

71. Какие нижеследующие бесконечно малые при х->-0 будут бесконечно 
чалы м и одного порядка, высшего порядка, низшего порядка по отношению 
к функции fi(x ) =  x?

л) а (х )  =  3х\ б ) a (х) =  2 sin х\ в) а (х ) =  х?\

г) a. ( jc ) =  sin2 дг; д) a  (x ) =  V *g  *  •

|Одного порядка: а), б); высшего порядка: в), г); низшего порядка: д).| 
Исследовать на непрерывность следующие функции.

72. 1(х) =  х + \  в точках х = \  и х =  — \. [В  обеих точках непрерывна.|

I
-!-, есл и х ̂  I ,х в точке х — 1 .

х, если х < 1 ,  [В  точке х =  1 непрерывна.)

{
дг— 1, если 0 ^ д г < 3 , п „в точке х =  3.

3 х, если 3 ^ х ^ 4 ,  |g  ТОчке х =  3 разрывна.|

75. Найти (3 +  5 i ) (4 — i). [17+17/.]
7S. Найти ( 6 + l l / ) ( 7  +  3i). [9 +  95/.]
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77. Найти
З - i
4 +  5/ [41 41 J

78. Найти a ) (4 — 7/)2; 6) i |a ) — 33 — 56»; 6 ) — l.|
79. Представить числа /; — 2; — /; 1+/; 1 — / в тригонометрической форме.

п . . л
i =  cos — + «  sm — ,

— 2 =  2 (cosn-f-f sin л

- i = cos

l + i  =  V 2" (c o s  j  +  i s i n j ^ ,

=  W [ c o s ( ~ j )  +  / s i n ( - | ) ]  _

Найти все значения для указанных радикалов.

80. д/Г. l;_ ±  + i V I ; - 1 - , 3 £
2 2 2 2

81. д/T- 11; ~ 1; ~ ‘Ч-
82. V  — 5 — 12/. [2 — 3/; — 2 +  3/.|
83. И спользуя формулу Эйлера, вычислить действительную и мнимую части, 

а такж е  модуль выражений:

а ) е3‘; б ) е - '
|а) f le e 3' =  cos3, /m e3‘ =  s in 3 , |e3'| =  l;
б) Re e ~ ‘ =  cos 1, 1 / л Г ‘ = -  sin 1, |е—*| =  I.)

Г л а в а  8. Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И АЛ ЬН О Е ИСЧИСЛЕНИЕ  
Ф УНКЦИЙ О Д НО Й ПЕРЕМЕННОЙ

§ 8.1. Понятие производной и ее механический 
и геометрический смысл

1. Задачи, приводящие к понятию производной.
З а д а ч а  о с к о р о с т и  д в и ж у щ е й с я  т о ч к и .  Пусть 

s — s (t )  представляет закон прямолинейного движения материаль
ной точки. Это уравнение выражает путь s, пройденный точ
кой, как функцию времени /. Обозначим через As путь, пройден
ный за промежуток времени At от момента t до /-(-А/, т. е. As =

Д s=  s (/ +  At) — s (t). Отношение —  называется средней скоростью
точки за время от t до t-\-At. Чем меньше At, т. е. чем короче 
промежуток времени от t до / +  А/, тем лучше средняя скорость 
характеризует движение точки в момент времени /. Поэтому 
естественно ввести понятие скорости v в данный момент /, опре-
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делив ее как предел средней скорости за промежуток от t до /-f- 
+-Д/, когда Д/-кО: u =  l im —

At-*0 А‘
Величина и называется мгновенной скоростью точки в данный 

момент t.
З а д а ч а  о к а с а т е л ь н о й  к д а н н о й  к р и в о й .  Пусть 

на плоскости хОу дана кривая уравнением y — f(x ). Требуется 
провести касательную к данной кривой в данной точке М0(х0; 
/(*„)). Так как точка касания М () дана, то для решения задачи 
потребуется найти только угловой коэффициент искомой каса
тельной, т. е. tg ср —  тангенс угла наклона касательной к поло
жительному направлению оси Ох (рис. 84).

Через точки Af0(xn; / ( х0)) и М ' (х„-|-Дх; / (х 0-|-Дх)) проведем 
секущую М0М'. Из рисунка 84 видно, что угловой коэффициент 
tg а секущей М0М ' равен отношению:

tga==I 7 ’ где =  +
Угловой коэффициент касательной М 0Т к данной кривой в точке 
М0 может быть найден на основании следующего определения: ка
сательной к кривой в точке М0 называется прямая М0Т, уг
ловой коэффициент которой равен пределу углового коэф
фициента секущей М 0М ', когда Дх-*-0. Отсюда следует, что
tgcp= lim  tga =  lim .

Л*-»0 Л*->-0
2. Определение производной. Математическая операция, тре

буемая для решения рассмотренных выше задач, одна и га 
же. Выясним аналитическую сущность этой операции, отвлека
ясь от вызвавших ее конкретных вопросов.

Пусть функция y =  f (x )  определена в интервале (а; Ь). Возь
мем какое-нибудь значение х из (я; /;). Затем возьмем новое зна
чение аргумента х-\-Ах из этого промежутка, придав первона
чальному значению х приращение Дх (положительное или отри
цательное). Этому новому значению аргумента соответствует 
и новое значение функции у Ay — f (х-\- Дх), где
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л  y =  f (x  +  Ax) — f(x ).
Теперь составим отношение:

А у _ !  (х  +  Ах) — / (х )
Ах Ах

Оно является функцией от Ах.
Если существует предел отношения ^  приращения функции

Ау к вызвавшему его приращению аргумента Ах, когда Ах стре
мится к нулю, то этот предел называется производной функции 
у =  / ( х) в данной точке х и обозначается через у' или } ' (х) (чита 
ется: «Игрек штрих» или «Эф штрих от икс»):

/ г , ,  Ч I- Ai/ .. / (х  +  Ах) — / (х )y ' =  f '(x )=  l im - ^ = lim ----- —----- . ( 1)
Дх— О А Х  д ,  ь0 Л Х

Д ля обозначения производной принят также и следующий
символ: 4̂ - (читается: «Дэ игрек по дэ икс»). Этот символ надоах
рассматривать пока как целый символ, а не как частное.

Если существует предел справа lim (или предел слева
Дх—0 + 0 Ьх

lim ^~ )> то он называется правой (или левой) производной
Дх -«■ 0 - 0
функции f (х) в точке х.

Действие нахождения производной функции называется ее 
дифференцированием, а функцию, имеющую производную в точ
ке х, называют дифференцируемой в этой точке. Функция, диф
ференцируемая в каждой точке промежутка, называется диффе
ренцируемой в этом промежутке. При этом если промежуток от 
а до b есть отрезок [а; Ь\, то в точке а речь идет о правой произ
водной, а в точке b —  о левой производной.

П р и м е р  1. Найти производную функции у =  С. где С — постоянная. 

Имеем н +  Ду =  С, А(/ =  0, —  =  0, lim —  =  0, т. е. у '=  0. Следовательно,
д *  Дх — о

производная постоянной равна нулю: (С ) ' =  0.
П р и м е р  2. Найти производную функции у — х.

Имеем и-|-Аи =  х4-Ах, Ло =  Ах, — = 1 , lim  -^-=1, т. е. у '=  1. И так,
Ах дх-о Ах

(х)' = 1.
П р и м е р  3. Найти производную функции (/ =  s inx .

Имеем
У +  Ay =  sin (х  +  Дх),

Ах
. . , . „  . Дх / Д х\ А у 2 / Дх\ At/ =  sin (х + Л х )  — sin х =  2 sm — - cos I х-\— —-1, — ---- cos I x -\— —  1,

Z \ Z / L\X L'  л V Z /
2
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(здесь используется формула (9 ) из § 7.5 и непрерывность функции cos х). Следо
нательно, (s in  jc)' =  cos х.

Из рассмотренных выше задач, приводящих к понятию про
изводной, следует:

1. Скорость v прямолинейного движения есть производная
, (is г)пути s по времени г: v =  —  . В этом состоит механическии смысл

производной. По аналогии с этим производную любой функции 
часто называют скоростью изменения этой функции.

2. Угловой коэффициент касательной к кривой y =  f (x ) в точ
ке с абсциссой х0 есть производная /' (х0). В этом состоит геомет
рический смысл производной.

Поэтому с учетом формулы (9) из § 1.4 уравнение касатель
ной к кривой y =  f (x )  в точке М0(х0; у0) примет вид:

У — Уо =  Г (х 0) (х — х0).
Нормалью к кривой в некоторой ее точке называется перпен

дикуляр к касательной к этой кривой в той же точке. Следова
тельно, если f ' (х0)ф О , то, имея в виду формулу (11) из § 1.4, 
уравнение нормали к кривой y — f (x )  в точке М0(хи; у0) можно 
записать так:

У ~ У о=  — 777—- (* — *<>)•
/ (*о)

Т е о р е м а .  Если функция y =  f (х) дифференцируема в неко
торой точке х, то она непрерывна в этой точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле (1) и теореме 1 
(§ 7.5, п. 1) имеем:

^ = у '  +  а(Ах),

где а (Ах) — бесконечно малая. Отсюда Ау =  у ' А х а ,  (Ах) Ах 
и lim Ау =  0, т. е. функция y =  f (x )  непрерывна в данной точ-
ке х.

П р и м е ч а н и е .  Обратное утверждение уж е  не имеет места, что видно из 
следующего примера:

П р и м е р  4. Функция у =  |лс|, график которой приведен на рисунке 85, не
прерывна в точке х =  0, но ясно, что в этой точке в соответствии с геометриче
ским смыслом производной функция у = \ х | не дифференцируема, так  как в ней 
нет определенной касательной.



§ 8.2. Правила дифференцирования функций 
и производные элементарных функций

1. Вывод общих правил дифференцирования. Пусть и и v — 
две функции аргумента х, имеющие производные и' и v'.

П р о и з в о д н а я  с у м м ы .  Пусть y =  u-\-v. Тогда имеем:
у +  Ау =  (и +  Аи)4-(и 4-Aw), Ay =  Аи-\- Av,

Ац Аи . Ди Ду .. Ди . Ду■— = -— \-— , lim —̂ -= lim —— h l im — .
Ддг Дх Дх 0 Ах  д*_о д*—0

х. е. y' — u'-\-v', и л и  (u-\-v)' =  и '-\-v'.
П р и м е ч а н и е .  Правило дифференцирования суммы двух слагаемых рас

пространяется на случай алгебраической суммы любого конечного числа слагае
мых, что доказывается аналогично.

П р о и з в о д н а я  п р о и з в е д е н и я .  Пусть y =  uv. Тогда 
имеем:

у 4- Ау =  (и 4- Ди) ( v 4- Av) =  uv 4- vAu 4- uAv -|- Av ■ А и,

Ay =  vAu +  uAv +  Au-Av, | £ +  и ^  +  ̂  Ао,
Ди Дм . Ду . Ди .lim -̂ - =  v lim —— \-и Iim —— [-lim — •lim Au =

\x-*-0 Ax-»-0 Ax-»-0 Ax-*-0 Ax-*-0

=  vu' +  uv '+ u '-0 ,
т. e. y' =  u'v 4- uv', или

(uv)' =  u'v 4- uv'. ( 1)
При выводе формулы воспользовались тем, что в силу непре

рывности функции v (ее непрерывность следует из ее дифферен
цируемости) lim Аи =  0.

\х-*-0
В ы н е с е н и е  п о с т о я н н о г о  м н о ж и т е л я  з а  з н а к  

п р о и з в о д н о й .  Так как (С ) ' =  0 (см. § 8.1, п. 2, пример 1), то 
из формулы (1) непосредственно получаем:

(Си)' =  Си'.

П р о и з в о д н а я  ч а с т н о г о .  Пусть у =  —, где v фО. Тогда
имеем:

. . и +  Ди . и +  Аи и (u +  A u ) v  — ( v +  A v ) u  
ЬУ +  У =  -7^Т,г. * 0 ^у +  Ду а у  +  Ду у (у  +  Д у )у

Ди Ду
уДи — uAv А у __  Ах Ах

н т

(у  +  Д у) у ’ ( у +  Д у ) у
Д и Ду у l im ----- и Iim ---

А у __  д*_й)Д* д*—о А *  __ vu' — uv'
( у 4" Hm Д у)у  (у  +  0) у

Дх-кО
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, u 'v — uv' т. e. у = --- -— , или

© '
П р о и з в о д н а я  с л о ж н о й  ф у н к ц и и .  Пусть y =  f ( u ), 

где и =  (р(х), причем / (и) имеет производную по и, а ц>(х) —  по
х. Требуется найти производную у по х. Имеем (пред
полагается, что А и при достаточно малых значениях Ах не обра
щается в нуль), откуда

.. Ау  А и \. А иlim —2-= Iim  — ,
Дх— 0 АХ Ди_„0 Aw Дх_ о  А *

или
d y__d y _  du_
dx d u ' d x '  1 '

Пусть теперь y =  f(u ), где м =  ф(и), а и =  ф (х ), причем / (и ) име
ет производную по м, ф( у )  —  по v, а ф( х)  —  по х. Здесь имеем 
цепочку трех зависимостей:

y =  f(u ), и =  ф (ц), и =  ф(дг).

Аналогично формуле (2) имеем:
dy dy du dti 
dx du dv dx

П р о и з в о д н а я  о б р а т н о й  ф у н к ц и и .  Пусть y =  f (x )  
и х =  ф (у) —  взаимно обратные функции. Тогда если функция 
у =  f (x )  имеет не равную нулю производную / '(* ) ,  то обратная 
функция имеет производную ц>'(у) и

Ч>'{У) =  - 7 - ,  f (*)или, короче,

К = у г - (3)

Действительно, так как # =  / (* )  и х =  ф (у ) —  взаимно обрат
ные функции, то х =  ф (/ (* )). Отсюда, используя формулу 
(2 ) дифференцирования сложной функции, получаем:

1 = Ф  ' ( У ) Г ( Х ) ,
откуда и следует искомая формула (3).

2. Производные элементарных функций. Пусть и, как и вы 
ше,— функция аргумента х, имеющая производную и'.

П р о и з в о д н ы е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й .
Как установлено ранее (§ 8.1, п. 2, пример 3),

(sin x)' =  cos х.
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Отсюда с учетом формулы (2)
(sin и)' =  и' cos и. (4)

На основании формулы (4) имеем:

(cos x)/ =  ̂ sin ( -j - =  ( l f ~ x)  cos ( i f - s ' n x"

Отсюда с учетом формулы (2) получаем:
(cos и)' =  — и' sin и.

Далее имеем:
, „ V  ( s i n  х)' c o s  х— s i n  j c ( c o s  x)' c o s 2 x + s i n 2 x 

( t g * ) '  ■
,  /  s in  x \

\  COS  X  )

Отсюда с учетом формулы (2) ( t g « ) ' = ——— . (5)
cos и

Используя формулу (5), находим:

( c t g i ) '  =  (tg  ( f  -  * ) ) '  =  ( § -  х )  =  - - h  ■

Отсюда с учетом формулы (2) ( c t g w ) '= --- .
sin и

П р  о и з в о д н  а я л о г а р и ф м а .  Пусть у =  \пх. Тогда 
имеем:

у-\-Ау =  In {х-\-Ах), Ау=\п(х-\- Ах) — In х =
=  ln i± A £  =  ln ( l + ^ ) >

/ Л »
In I

У * )  = I . _ L  in Л  +  *£) =  !  In ( 1 + ^ V
х Ах \ х / х \ х }Ах Ах

Пользуясь известным пределом е =  lim (1 +  z )z (§ 7.3, примеча-
z—0

ние), будем иметь lim 4 -̂ =  — > т. е. </' =  — , или

( \ П Х ) ' =  ± .  ( 6 )

Пусть теперь y =  \oga x ( а > 0, а Ф  1). Тогда ау — х. Отсюда
1П Xу\п а  =  \пх, или у —--- , откуда согласно формуле (6 )
In а



и
и
и'

и

Из формул (6 ), (7) с учетом формулы (2) получаем:

(In  и)' =  -7Г . (8 )

(log „ « ) '  =
и In а

И частности,

( | g  u ) / =  ( | O g 10u ) / = -
и In 10

П  , 1  / ( c o s  ■*)' s in  х  ,П р и м е р  I. у =  1 п cos х, у — ------- = -------- =  — tg х.
cos х cos х

Производная степенной функции. Пусть у =  ха (а  — действи
тельное число и х> 0). Тогда In у =  a In х, и согласно формуле (8 )
— = а — . Отсюда ц' =  ац— =  ах'1 — =  аха~ 1 , т. е.у х  х х

(х ау =  аха~'. (9)

Формула (9) верна и в случае, когда функция у =  ха опреде
лена на всей числовой оси (например, когда а —  натуральное 
число).

Из формулы (9) с учетом формулы (2) получаем:
(иа)' =  аиа~ 1и'. ( 10)

П р и м е р  2. Если  г/ =  "\/si п х , то у' =
2"\/sin х

Производная показательной функции. Пусть у =  аи (0< а= ?М ). 
Тогда In у =  и In а, и согласно формулам ( 8 ), (10) — = и ' In а. От- 
с юда

у' =  уи' In а =  аии' In а,
т. е.

( f l7  =  f l V  In а.
В частности,

(еи)' =  е“и '.

П р и м е р  3. у =  2**, y ' =  2**-2x\n 2 =  2 ^ + ' х In 2.

П р о и з в о д н ы е  о б р а т н ы х  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  
ф у н к ц и й .  Функция у =  arcsin х является обратной по отноше
нию к функции л: =  sin у. Поэтому по правилу дифференцирова
ния обратной функции получаем:

.  .  1 I 1(arcsin х ) = ----- = ---- = ----, ■■■■■-- ==
(s in  J/)' cosy  + Д/1 _ 5, п 2 у

= Т = 7  ( - f < » < f )-
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Таким же приемом получаем:
I

(arccos х)'
(c o s y ) ;  sin у + У ' — cos2 у

=  - ^ 7 < 0 < 9 < я ) ' 

< a r c l g , ) - ( i ^ - c o s ! s “ T T k = T i ? -
/ х \/ 1 -2  I 1(arcctg  х) = — — - = — sin у = — =  — ——т-(ctgi/); i+ctg'i/ i + дг

Отсюда с учетом формулы (2) получаем:

(arcsin и)' — —р^==г, (arctg  и)'
У Г 3 7 /  ' 6 7  1+«2

(arccos «)' = --- . ы , (arcctg  ы)' =
V  I — и2 1 +

2 *

/ v 2 jc
П р и м е р  4. (a rc tg  дг2)' — — —

l+ f*2)2 1+ *4 '

Д ля удобства нахождения производных различных функций 
сведем все правила и формулы дифференцирования в одну таб
лицу.
П р а в и л а  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  и п р о и з в о д н ы е  о с н о в н ы х  

э л е м е н т а р н ы х  ф у н к ц и й

1- ( С ) , =  0 - 12 . ( c o s  и ) '= — и' s i n  и.
2 . (и +  v ) '=  и' v'. /
3. (и и )' =  и 'у +  иг/. 13. ( t g u ) '  = — .
4. ( Cu )' =  Cu 
_ / и V  u'u — иг/ 

\ й / ---- —  ■
14. ( c t g u ) '=  “

sin и

6. (и “ )' =  аи“ “  V .  15. (a rcs in  u )' = — =
7. (аи)' =  u“u' In a. V *  — “2
8. (eu)' =  e“u '.

u'
16. (arccos u )' =  —

9. ( loga и У = ulna
V l  -  u2 '

17. (a rc tg  u )' =
10. (lnu)' = — . '+ « 2

u
11. (s in  u)' =  u' cos u. 18. (a rc c tg  « ) ' = ---- -—- .

1 +u2
Здесь u — u(x) и v =  v(x) —  дифференцируемые функции.

§ 8.3. Дифференциал функции

1. Понятие дифференциала. Из определения производной

lim ̂  =  у'
Д*—0Л*
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с учетом теоремы 1 (§ 7.5, п. 1) получаем:
Л</ / I

+ ft’ ( 1 )

где а =  а(Дл:) —  бесконечно малая при Дх-^О.
Умножим обе части равенства (1) на Ах:

Ау =  у'Ах-\- а Ах.
Пусть у 'Ф  0. Тогда первое слагаемое у'Ах  линейно по Ах, по
скольку у' не зависит от Ах. При Ад:—>-0 это слагаемое бесконеч
но мало, но порядок его малости ниже порядка малости второго 
слагаемого, так как для всех значений у 'ф О

.. а&х .. а г, lim ——— =  lim — =  0 .
Л* *0 У Ьх у

Поэтому слагаемое у'Ах является главной частью приращения 
функции. Это слагаемое называют дифференциалом функции 
у =  f(x) и обозначают символом dy или df(х). Итак, dy =  y'Ax.

2. Геометрический смысл дифференциала. Д ля выяснения 
геометрического смысла дифференциала к графику функции у =  
=  f(x) в точке М(х\ у) проведем касательную МТ, обозначив че
рез ф ее угол наклона к положительному направлению оси Ох 
(рис. 86).

Так как tg ф =  / '(д:), то d y=  tg ф-Ах. Поэтому из треугольни
ка M LN  следует, что дифференциал dy есть приращение ордина
ты касательной, соответствующее приращению аргумента Ах.

Замечая, что dx =  x'Ax =  Ax, т. е. что дифференциал незави
симой переменной равен ее приращению, получаем:

dy =  y'dx. (2 )
Таким образом, дифференциал функции равен произведению ее 
производной на дифференциал (или приращение) независимой 
переменной.

Из формулы (2) имеем:

г е. производная функции равна 
отношению дифференциала этой 
функции к дифференциалу аргу- 
ме нта.

3. Дифференциал сложной 
функции. Найдем выражение для 
дифференциала сложной функ
ции. Пусть y =  f(u ), где м =  ф(х), 
причем / (и) имеет производную 
по и, ф(х)  —  по х. Тогда по пра- 
нилу дифференцирования слож 
ной функции
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Следовательно,

dy =  f'u(uW(x)dx.
Ho

Ф '(x)dx=du.
Поэтому

dy =  f'(u)du.
Таким образом, дифференциал сложной функции имеет тот 

же вид, какой он имел бы в том случае, если бы промежуточный 
аргумент ее был независимой переменной. Иначе говоря, форма 
записи дифференциала не зависит от того, является аргумент 
функции независимой переменной или функцией другого аргу
мента. Это свойство дифференциала называется инвариантностью 
формы дифференциала.

П р и м е р .  Найти du сложной функции

i/ =  siri и, и =  л [х .
Имеем:

dy — cos и du =  — -=• cos и dx.
2Д/7

4. Таблица формул для дифференциалов. Согласно формуле 
(2 ) для получения дифференциала нужно умножить производную 
на dx (дифференциал независимой переменной). Это позволяет 
нам из таблицы формул для производных сразу получить соот
ветствующую таблицу формул для дифференциалов. Например, 
из формулы (и +  v ) '=  и' -f- v', умножив обе части на dx, получим:

(u-\-v)'dx =  u'dx-\-v'dx, или d(u-\-v) =  du-\-dv.

5. Применение дифференциала для приближенных вычисле
ний. М ы выяснили, что приращение функции А у отличается от 
дифференциала dy на бесконечно малую аАх более высокого по
рядка, чем у'Ах. Следовательно, для малых \Ах\

А у да dy
И ЛИ

А у да у'Ах. (3)
Равенство (3) может быть применено для приближенного подсче
та приращения функции, так как согласно этой формуле вычис
ление приращения функции сводится к вычислению производной 
функции, что представляет собой обычно более простую задачу.

З а д а ч а .  Ребро куба длиной 30 см увеличено на 0,1 см. Тре
буется определить величину изменения объема этого куба.

% = f ' a ( u W ( x ) .
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Р е ш е н и е .  Обозначая ребро куба через х, имеем для объ
ема у =  х3. Отсюда dv — Зх2Ах. В  нашем случае Лх=0,1 и, зна
чит, dv =  3-900-0,1 =270. Следовательно, Д и «2 7 0  (см3).

С помощью замены приращения функции ее дифференциа
лом решается также задача нахождения приближенного значе
ния функции f(x-\-Ax) по ее значению / (х). Действительно,

Ay =  f {x + A x ) — f (x )& f '(x )A x .
Отсюда

/ (дг +  Л л г )» / (* )  +  /' (х) Ах . (4)
Формула (4) служит источником многих формул приближен

ных вычислений.

П р и м е р  1. Вы числить Л] 16,02 . В зя в  функцию / ( х) =  Л/х", имеем: 

/ '(х )  = — —  . Теперь, полагая л: =  16, Дх= 0,02, получаем:
2Л/7

Л/16,02 «д/1б"н----\ =  • 0,02 =  4 + 1  • 0,02 =  4 +  0,0025 =  4,0025.
2ЛДб̂  8

т —

т г- 1 л/х 
П р и м е р  2. Если  у =  Д/х , т  =  2, 3, ..., то у ' = ---- -—  и согласно (4 ) при

малых значениях |Дх| имеем:

т  х

В частности, при х =  1

'VT+aT *  I + — .т

П р и м е р  3. Если г/ =  sin х, то, как и в предыдущем примере, при малых 
шачениях |Дх| получаем: sin (х  +  A x ) » s in  x +  cos хДх. В  частности, при х — 0 
sin Дх г» Дх.

П р и м е р  4. Если у — In х, то, как и выше, при малых значениях |Дх| по-
Дх

лучаем: In (х  +  Д х )«  In х-\---- . В  частности, при х — \ In ( I +  Д х )л : Дх.

§ 8.4. Производные и дифференциалы 
высших порядков

1. Производные высших порядков. Производная y'  =  f ' ( x ) 
чанной дифференцируемой функции y =  f (x) ,  называемая произ- 
подной первого порядка, представляет собой некоторую новую 
функцию. Возможно, что эта функция сама имеет производную. 
Гогда производная от производной первого порядка называется 
производной второго порядка или второй производной и обозна-
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чается так: у " =  (у ') ' или f "  (х). Аналогично если существует про
изводная от производной второго порядка, то она называется 
производной третьего порядка или третьей производной и обо
значается так: у " ' =  (у " ) ' или / '" (дг) и т. д.

Вообще производная от производной порядка п — 1 называет
ся производной порядка п и обозначается у(п) =  (у (п~ Х)) '.

Функция y =  f (х) называется непрерывно дифференцируемой 
п раз, если существуют ее производные до порядка п включитель
но и эти производные непрерывны.

Производные четвертого, пятого и более высоких порядков 
обозначаются также с помощью римских цифр: у lv, y v, y vl 
и т. д. В  таком случае порядок производной можно писать без 
скобок.

П р и м е р ы .  1 ) !/ =  **, (/' =  * * * - ' ,  y "  =  k (k — 1 )jc* 2, 
(k — l) ( k  — 2 )... (k — n-\-\)хк~ л \ если k —  натуральное число, то

y(k> =  kl и </*+■> =  «/* + 2> =  ... =  0 .

2 ) y =  ekx, y ' =  kekx, y "  =  k2ekx, ..., y ^  =  k"ekx.

3) y =  a“, y ' =  ax\na, y "  =  a*\n2a, ..., i/"* =  ax In" a .

4) » ' - i ,  r  —  ± .........
X  *  X ?

—I _  1)" —1 (rc — !)!
x”

5) i/ =  sinjc, y ' =  cos jc =  sin +  </"= — sin x = s in  (х  +  л ) =  

”  sin д̂г +  2 • .... i/n) =  sin ^ . +  я | )  .

Совершенно аналогично устанавливается формула 

(cos cos +

На случай производных любого порядка легко обобщаются 
правила дифференцирования суммы и вынесения постоянного 
множителя за знак производной (§ 8.2, п. 1):

( и +  V )(п 1 =  «(п) +  Vм , ( Си р  =  Сим  .
Выведем теперь формулу, дающую возможность вычислить 

производную порядка п от произведения двух функций uv. При
меняя правила дифференцирования произведения и суммы, по
лучим:

у' =  u'v +  uv',
у " — u"v +  u'v' +  u'v' +  uv" =  u"v +  2 u'v' +  uv",
y '"  =  u '"v  +  u"v ' +  2 u "v ' +  u 'v" +  uv''' +  2u'v" =  u'"v  +  3 u "v ' +  

+  3 u 'v" +  uv'".
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Продолжая процесс дифференцирования, придем к следую
щей формуле:

(u v fn) =  u{n)v nui"~ ')v ' ^ и,л” 2) v"  -j-

+  _ + М » - 1М « - * + ')  . +

называемой формулой Лейбница (Готфрид Лейбниц (1646— 1716) — 
немецкий философ и математик).

П р и м е р .  Если  и =  ех, v — x2, то по формуле Лейбница получим:

( е V ) <20) =  е V  +  20е‘ • 2х +  1 90е* • 2 =  е* ( jc2 +  40* +  380).

2. Физический смысл второй производной. Пусть s =  s (t )  — 
уравнение прямолинейного движения материальной точки. Как 
установлено ранее (см. § 8.1, п. 1, 2 ), мгновенная скорость v это
го движения есть производная пути s по времени t, т. е. v = ^ .  
Если теперь эту скорость рассматривать как функцию време

ни, то так же, как и в п. 1 (§ 8.1), установим, что есть ускоре-
d2sние а в момент /. Таким образом, получаем, что а =  — , т. е. вто-
dt2 ’

рая производная пути s по времени t есть ускорение а движу
щейся точки в момент /. В этом и заключается физический 
смысл второй производной.

З а д а ч а .  Точка движется по прямой по закону s =  t3, где s —  путь (см ), 
а / —  время (с). Найти скорость и ускорение движения точки в момент t =  2 с. 

Р е ш е н и е .  Имеем y =  s ' =  3/2, a — s " =  6t.

В  частности, при t =  2 с, и = 1 2 -^ -  и а = 1 2 - ^ - .
с с2

3. Дифференциалы высших порядков. Пусть имеем функцию 
y =  f(x ), где х — независимая переменная. Ее дифференциал

dy =  f ' (х) dx
есть некоторая функция от х, но от х может зависеть только пер- 
ный сомножитель f ' (х), второй же сомножитель является прира
щением независимой переменной х и от значения этой перемен
ной не зависит. Так как dy есть функция от х, то мы имеем право 
говорить о дифференциале этой функции.

Дифференциал от дифференциала функции называется диф- 
</>еренциалом второго порядка или вторым дифференциалом 
лой функции и обозначается через d2y:

d (d y ) =  d2y .
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Найдем выражение второго дифференциала. В силу определе
ния дифференциала имеем:

d2y =  (f ' (х) dx)'dx.
Так как dx от х не зависит, то dx при дифференцировании выно
сится за знак производной и мы получаем:

d2y =  f "  (х) (d x f .
Принято, записывая степень дифференциала, опускать скобки; 
так, например, вместо (dx)2 принято писать dx2, подразумевая 
под этим квадрат выражения dx\ вместо (d x f  пишут dxA и т. д.

Дифференциалом третьего порядка или третьим дифферен
циалом функции называется дифференциал от ее второго диффе
ренциала:

d3y =  d (d 2y) =  ( f "  (х) dxi ydx =  f " ,(x) dx*.
Вообще дифференциалом п-го порядка называется первый 

дифференциал от дифференциала (п — 1)-го порядка:
dny =  d (d n- 1 у )= (р л~ ,) (х) dxn- l) 'd x = ? п) (х) d x ". ( 1)

Отсюда получается другая запись для л-й производной:

Г ( х )  = % .  (2)

П р и м е ч а н и е .  Равенства (1 ) и (2 ) (при п >  1) верны, вообще говоря, лишь 
для того случая, когда х является независимой переменной.

Действительно, пусть имеем сложную  функцию

/ =  / (и ), и =  ф(дг).

Тогда (§ 8.3, п. 3)

с1у =  Г  (и) du. (3 )

Далее, используя формулу (3 ), получаем:

d2y =  d (/„' (и) d u ) .

Но здесь du =  if' (х) dx, вообще говоря, зависит от х, и потому получаем в силу 
формулы для дифференциала произведения (§ 8.3, п. 4)

di1y =  d (/„' (и)) du +  l u'(u )d (d u ) ,

или

d2y =  f j (u ) (d u f- \ - fu’ (u)d.2u ,

ГД0 d'2u =  u" (x )dx2 .
Аналогично находятся d3y и т. д.
Таким образом, второй и последующие дифференциалы не обладают, вообще 

говоря, свойством инвариантности формы (§ 8.3, п. 3).
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§ 8.5. Параметрическое задание функции 
и ее дифференцирование

Будем говорить, что переменная у как функция аргумента 
х задана параметрически, если обе переменные х и у заданы как 
функции некоторой третьей переменной i: х =  ф(/), y =  ty(t). При 
этом указанную переменную t обычно называют параметром.

Примеры такого задания функций уже встречались (см. § 1.6, 
п. 2 ) при рассмотрении параметрических уравнений линий (п а 
рабола, окружность, циклоида), дающих выражения текущих ко
ординат х и у в виде функций от параметра t.

Будем предполагать, что функции ф(/)  и ф (/) имеют нужное 
число производных по параметру / в рассматриваемом проме
жутке изменения этого параметра. Кроме того, будем считать 
также, что функция х=ц> (/) имеет обратную функцию / =  Ф (х ) ,  
что позволяет рассматривать переменную у как функцию пере
менной х.

Рассмотрим вопрос о вычислении производных функции у — 
=  у (х )  по аргументу х. Имеем (в силу инвариантности формы 
первого дифференциала; § 8.3, п. 3):

Отсюда следует, что

Д ля вычисления второй производной у " (х )  представим ее 
(в силу инвариантности формы первого дифференциала) в виде

Теперь, используя в правой части (3) формулу (2), третью из 
формул ( 1) и правило дифференцирования частного, получим:

По такому же принципу вычисляются производные третьего 
и последующих порядков.

П р и м е р .  Вы числить первую и вторую производные функции у (х), задан
ной параметрически:

Как  известно (§ 1.6, п. 2), кривая, определяемая этими уравнениями, называется 
циклоидой. П ользуясь формулами (2 ) и (4), получим:

У '(x) =  ~j~y dy =  г|/ (/) dt, d x = (f '( t )d t . ( 1)

(4)

x = R ( t  — sin t), y =  R ( \ — co s t ) ( — oo < / <  +  oo ).
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(t=£2л/г, где k —  целое число).

§ 8.6. Свойства дифференцируемых функций

1. Теорема Ферма (Пьер Ферма (1601 — 1665) —  французский 
математик). Если функция y =  f(x), определенная в интервале 
(а; Ь), достигает в некоторой точке с этого интервала наибольше
го (или наименьшего) значения и существует производная f'(c), 
то f'(c ) =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что в точке с функция f (х) 
достигает наибольшего значения. Придадим значению с доста
точно малое приращение Ах. Тогда / (с  +  А х )< / (с ) .  Отсюда

Из неравенств (1) и (2 ) следует, что f '(c ) =  0.
Геометрический смысл заключения теоремы состоит в том, 

что касательная к графику функции y =  f (x )  в точке с абсциссой 
с параллельна оси абсцисс (рис. 87).

П р и м е ч а н и е  1. Все  условия теоремы Ф ерм а существенны. Например,
я

функция у =  s in *  в промежутке достигает в точке х0 =  0 наименьшего

значения, но ее производная в этой точке равна единице.

при А х С О Ьу  _  / (с  +  Л * ) — / (с ) > 0, и, следовательно,

(1)

При Д х > 0  <С0, и, следовательно,

=  / '(с )<  0 . ( 2)

У У

о с х О а с Ь х
Рис. 87 Рис. 88
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2. Теорема Ролля (М иш ель Ролль (1652— 1719) —  француз
ский математик). Если функция y =  f(x ), непрерывная на сегмен
те [а; b] и дифференцируемая в интервале (а; Ь), принимает 
на концах этого сегмента равные значения / (а ) =  / (Ь), то в ин
тервале (а; Ь) существует точка с, такая, что f'(c ) =  0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция f (х) непрерывна на 
сегменте |а; Ь\, то, как известно (см. § 7.6, п. 3, теорема 1), она 
принимает на этом сегменте как свое наибольшее значение М, 
так и свое наименьшее значение т .  Возможны только два 
случая.

1. М =  т .  Тогда f (х) постоянна на [а; Ь\: в самом деле, нера
венство m ^ f  (х )^ М  в этом случае дает f (x )  =  M для всех х из 
|а; Ь]. Поэтому в любой точке интервала (a; b) f'(x ) =  0.

2. М > т .  Так как / (а ) =  / (Ь), то хоть одно из значений 
М и т  достигается в некоторой точке с (a<Cc<Cb). Следовательно, 
согласно теореме Ферма f'(c) =  0. Теорема доказана.

Геометрически теорема Ролля означает следующее: если 
крайние ординаты кривой y — f (x )  равны, то на кривой найдется 
точка, где касательная параллельна оси абсцисс (рис. 88 ).

П р и м е ч а н и е  2. Условия теоремы Ролля являю тся существенными. Так, 
например, для функции f  (х )=  |х|, — ( см.  рис. 85), выполнены все усло
вия теоремы Ролля, кроме сущ ествования производной в точке jc =  0. Одновре
менно с этим замечаем, что в интервале ( — 1 ; I )  нет такой точки, где производ
ная равна нулю: / ' ( * )=  — I , если — 1 < JC < 0, f '(x )=  1, если 0 < х <  I, а при х =  
=  0 производная / '(* ), как уж е  отмечалось, не сущ ествует.

3. Теорема Лагранжа (Жозеф-Луи Лагранж  (1736— 1813) — 
французский математик и механик). Если функция y =  f (x )  не
прерывна на сегменте [а\ Ь\ и дифференцируема в интервале 
(а; Ь), то в интервале (а; Ь ) найдется такая точка с, что

Щ р Ж = П с). (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим 
/(&) —/(о) _  

Ь — а (4)

и рассмотрим вспомогательную функцию ф(л:) =  / (х ) — / (а ) —
— Х (х — а). Эта функция удовлетворяет первым двум условиям 
теоремы Ролля как алгебраическая сумма трех непрерывных 
и дифференцируемых функций. При этом ф( а )  =  <р(&) =  0. Следо
вательно, к функции ф(х)  применима теорема Ролля, т. е. суще
ствует точка с, a<Lc<Lb, такая, что ф'(с) =  0. Но ф'(x) =  f'(x) — X. 
Поэтому f'(c) — X =  0, или А, =  /'(с). Отсюда с учетом формулы
(4) получаем искомое равенство (3).

Теорема Лагранжа имеет простой геометрический смысл 
(рис. 89): на графике функции г/ =  / (х) между точками А и В  есть 
внутренняя точка С, такая, что касательная к нему в точке С па
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=  f '( c ) (b  — а). Наконец, 
и x и обозначив А х = х -  
жа запишем так:

раллельна хорде А В. В  самом деле, 
левая часть равенства (3) —  угло
вой коэффициент хорды А В , а пра
вая — угловой коэффициент каса
тельной к графику в точке С.

П р и м е ч а н и е  3. Теорема Л агр ан ж а  
является обобщением теоремы Ролля, так 
как если / (а )  =  / (6 ), то из равенства (3 ) сле
дует /' (с ) =  0.

Формула (3) называется ф о р 
м у л о й  Л а г р а н ж а  или ф о р 
м у л о й  к о н е ч н ы х  п р и р а щ е 
ний.  Из нее получаем / (Ь) — / ( а )  =  

взяв вместо а и Ь соответственно х0 
/(х„), формулу Лагран-*о- Аг/ =  / (х )

Ay =  f'(c )A x .

Из теоремы Лагранжа вытекает
С л е д с т в и е .  Если f '(x ) =  0 в интервале (а ; Ь), то в этом ин

тервале функция f (х ) постоянна.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля любых значений х, и х2(х ,< х 2) из 

рассматриваемого интервала выполняется теорема Лагранжа, 
т. е. / (х2) — f (Х\) =  f '(c ) (х2 — х,), где х , < с < х 2. Но f '(c ) =  0, а по
тому и / (х2) — / (х ,) =  0, т. е. / ( х,) =  / ( х2), а это значит, что 
/ (х ) =  const в интервале (а; Ь).

4. Теорема Коши. Если функции / (х ) и g (х): 1) непрерывны 
на отрезке [a; b\, 2 ) дифференцируемы по х в интервале (а ; Ь );
3 ) g'(x)=/= 0 в этом интервале, то в интервале (а ; Ь) существует 
точка с, такая, что имеет место равенство

1 ( b ) - Ц а )  у  (с)
g (b )  — g (a )  ё '(с )

(5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отметим, что g (b) — g ( а ) Ф  0, так как 
в противном случае имели бы, что g (а)  =  g (b), и тогда по теоре
ме Ролля g /(c ,) =  0, где с, —  некоторая точка из интервала (а; Ь), 
что противоречит условию 3.

Рассмотрим вспомогательную функцию

где

Имеем:

ср(х) =  / (х ) — / ( a )  — M g (x )  — g (a ) ) ,

K b ) - i ( a )
g (b) — g (a )

Ф ( a )  =  0 ,  (f(b ) =  0.
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г. е.
ф( а )  =  ф (Ь).

<1>умкция ф ( х )  удовлетворяет и остальным условиям теоремы 
Ролля. В самом деле, ф (х) непрерывна на [а; Ь], так как непре
рывны на [а; Ь] / (х) и g(x)\ производная у '(х )  существует в 
(а\ Ь), она равна:

Ф'(x) =  f'(x) — k g '(x ).
Следовательно, в интервале (а; Ь) существует такая точка с, что 
ф'(с) =  0 или f'(c ) — kg'(c) =  0, откуда

Подставляя в последнее равенство значение к, получаем искомое 
равенство (5).

П р и м е ч а н и е .  Заметим, что теорема Л агр ан ж а  является частным сл уча 
ем теоремы Коши, соответствующим g (x ) =  x.

5. Правило Лопиталя. В главе 7 (см. § 7.5, п. 2) мы познако
мились с некоторыми приемами нахождения пределов отноше
ния двух бесконечно малых или бесконечно больших, т. е. рас-

0 оо „крытия неопределенности соответственно вида — или — . Здесь
О оо

Оудет рассмотрен новый простой прием для раскрытия этих не
определенностей, называемый правилом Лопиталя (Гильом Ло- 
питаль (1661 — 1704) —  французский математик).

Рассмотрим отношение
/<*) 
ч> (*) ’

где функции / (х) и ф(х)  определены и дифференцируемы в неко
торой окрестности точки а, исключая, быть может, саму Точку
а. Пусть далее эти функции одновременно являются бесконечно 
малыми или бесконечно большими.

Т е о р е м а .  Предел отношения двух бесконечно малых или 
бесконечно больших функций равен пределу отношения их про
изводных, если последний существует, т. е.

|im i W . =  lim i l f l .
х-*-а ф (х) х-*а Ф (•*)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство проведем для неопре-
0 хделенности —, причем для простоты будем предполагать, что 

функции f (х) и ф(х)  на некотором отрезке [а; Ь\ удовлетворяют 
условиям теоремы Коши, при этом / ( а )  =  ф( а )  =  0. В  случае не
определенности —  доказательство несколько сложнее (см., на
пример, [8 ]).
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Возьмем на отрезке [а; Ь] какую-нибудь точку х ф а .  Приме
няя формулу Коши, будем иметь:

/ ( х ) - / ( д )  П с )
Ф (д;)— ф (а ) 4>'(с)

где a<ic<Lx. Но но условию / ( а )  =  ф ( а )  =  0, и, значит,
/ ( * )  П с )  
ф(х) 4>'{с)

Если х стремится к а, то и с стремится к а, так как с заключено 
между а и х . Поэтому можем записать

/ ( * )  ,• П с )  .. Г(с) / '(*)I im ----=  lim ' ' =  Iim ' ■ ■ =  Iim -
х-а ф ( х )  х-*-а ф ( с ) с-а Ф ( с ) х-а  Ч> (•*)

и окончательно

П т  П т
>а ф ( * )  х—а ф 'М

2х—- 1 (2 ‘ — 1)' 2' In 2 . .
П р и м е р  1. l im — ;--- =  lim ——;----:г  =  11 т ---------\п 2.

Р О Sin X О (s in  х) х—О cos X

f*x — 1 gx 
П р и м е р  2. l im ------= l im —  = 1 .

x *0 ДГ x- 0  1

Иногда правило Лопиталя приходится применять несколь
ко раз.

I — sin х cos х .. sin дг 1
П р и м е р  3. I im -j----- 7 5 — l|m —— 2 x ~  — 2—

П р и м е ч а н и е .  Правило Л опиталя верно и в том случае, когда а —  сим 
вол OQ .

х 1
П р и м е р  4. l im — =  l im —  =  0.

х-> + 00 ех х— + оо ех

Случаи других неопределенностей
0 - о о ,  0 ° ,  о о °,  1 ” , сю —  оо

с помощью тождественных преобразований сводятся к основным
„ 0  оотипам неопределенностей — или —  .

П р и м е р  5. lim х In х.X—0 + 0
Здесь мы имеем неопределенность 0-оо. Переписывая данное выражение в виде

I- I In дгIim х In jc =  Iim  —-— ,
1—0 + 0 х—0 + 0

X
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получаем неопределенность вида . Отсюда, применяя правило Л опиталя, на-
оо

ходим:

lim х In х =  lim ----— = — lim х =  0.
х _к0  +  0 х -*0  +  0 1 х — 0 +  0

П р и м е р  6. l im / c t g * — - V  
х—►о V х /

Данное выражение представляет собой неопределенность вида оо — оо. Пользу- 
cos х

ясь тем, что ctg лг =  —;--- , имеем:

*-►0 \ X )  х-+0 \ sin ДГ х )  ДГ—►о
X COS X — sin X 

о х sin х

Так как получилась неопределенность —, то применяем правило Лопиталя:

lim  ^ctg  х — !Л  =  П т*-о\ х) х̂ о
cos дг — дс sin X — cos X

sin дс +  дссоэ х *_*о sin дг+ jcco s  х

sin ДГ +  ДГ COS X 0
=  — l im ---------------------- =  — — =  0 .

х-*-0 COS X COS X — x s in  Л 2

П р и м е р  7. lim  Xх. Здесь неопределенность вида 0°. П оложив у  =  хх,
*-►0 + 0

имеем 1п ^  =  :с1плс, откуда в силу непрерывности логарифмической функции 

In lim у =  lim  In у — lim  дс In jc =  0 (пример 5).
*-►0 + 0 *->-0 + 0 х-ь0 + 0

(Следовательно, In lim  у — 0, откуда 
*-►0+0

lim  у =  е °= 1 ,  т. е. lim  х* — I .
*-►0 + 0 i^Of о

Использовавшийся в последнем примере прием логарифмиро
вания применяется также и в случае неопределенностей оо°, 1 “  .

§ 8.7. Возрастание и убывание функций.
Максимум и минимум

1. Возрастание и убывание функции. Функция / (х )  называ
ется возрастающей (убывающей)  в интервале (а; Ь ), если, како
вы бы ни были значения х, и х2 из этого интервала, из неравен
ства х2> х ,  вытекает неравенство / (х 2) > / ( х , )  (соответственно 
/ (х 2) < / ( х , ) ) .  Если же для таких х, и х2 из неравенства х2> х ,  
следует неравенство / (х 2) > / ( х , )  ( / (х 2) < / ( х , ) ) ,  то функция / (х ) 
называется неубывающей ( невозрастающей)  в интервале (а; Ь).

Функции всех этих типов носят общее название монотонные.
Монотонные функции часто встречаются в различных иссле

дованиях. Например, освещенность, меняющаяся по мере удале-
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ния от источника света,—  монотонно убывающ ая функция рас
стояния.

Т е о р е м а  1. Если функция y — f(x), дифференцируемая 
в интервале (а; Ь), неубывающая (невозрастающая) на нем, то 
ее производная в этом интервале не отрицательна (не положи
тельна), т. е.

П х ) > 0 ( / '(х )< 0 ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х —  произвольное значение из 

интервала (а; Ь). Придадим этому значению х приращение Дх, 
такое, чтобы точка х +  Дх принадлежала интервалу (а; Ь). Если 
/ ( х )— неубывающая функция, то Дг/^0 при Д х > 0  и Дг/^
^ 0  при A x < 0 . В  обоих случаях следовательно,

//(х) =  lim -^-^0 . Если же / (х ) —  невозрастающая функция, то
Дх—0 Лдг

^ ■ < 0  и / '(х )< 0.Ах
Т е о р е м а  2. Если функция /(х), дифференцируемая в ин

тервале (а; Ь), удовлетворяет в нем условию f '(x )>  0 (/ '(х )< ; 0 ), 
то эта функция возрастает ( убывает) в интервале (а; Ь).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле Лагранжа для про
извольных х, и х2 (х ,< х 2) из (а; Ь) имеем: / (х 2) — / (х ,) =  
=  /'(с) (х2 — х,), где х, <  с <  х2. Следовательно, если f ( x )>  
> 0  в (а; Ь), то / (х2) — / (х ,)> 0 , или / (х2);> / (х ,), и заданная 
функция возрастает в (а; Ь). Если же / '(х )< 0 в (а; Ь), то 
/ (х2) — / (х ,)< 0 , или / (х2) < / ( Х| ) ,  и данная функция убывает.

Приведем несколько примеров исследования функций на 
возрастание и убывание.

П р и м е р  1. Функция у =  ех всюду возрастает, так как у ' =  ех> 0 для 
всех х.

П р и м е р  2. Функция у =  х2 убы вает в промежутке ( — оо; 0), гак как 
в этом промежутке у' =  2 х < 0 . Эта  же функция в промежутке (0; +  оо) возрас
тает, так как в последнем промежутке у '=  2х> 0.

2. Максимумы и минимумы функций.
О п р е д е л е н и е  1. Говорят, что функция f (х) имеет в точке 

х0 максимум (минимум), если существует такая окрестность точ
ки х0 (х0 — б, х0 +  б), что для всех х из этой окрестности, отличных 
от х0, выполняется неравенство / (х )< / (х 0) ( / (х )> / (х 0)).

Иначе говоря, функция / (х ) имеет в точке х0 максимум (м и
нимум), если для достаточно малого приращения Ах (любого 
знака) выполняется неравенство

/ (х 0 +  Д х )< / (х 0) (/ (х 0 +  Д х )> / (х 0) ) .

Максимум или минимум функции называется экстремумом 
функции.

По определению максимумов и минимумов функции они мо-
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гут достигаться лишь внутри облас
ти определения, концы сегментов 
области определения не могут слу
жить точками, в которых функция 
принимает экстремум.

На рисунке 90 изображен гра
фик функции, которая принимает 
в точке х, максимум, а в точке 
х2 минимум.

Если исследуемая на экстремум 
функция дифференцируема, то изу
чение свойств ее производной дает возможность находить точки, 
в которых функция принимает экстремум.

Т е о р е м а  1 (необходимое условие существования экстрему
ма). Если функция f (х), дифференцируемая в интервале 
(а; b), имеет в точке х0, а<Сх()< Ь , экстремум, то ее производная 
в этой точке равна нулю:

П хо) =  0 . ( 1)
Эта теорема есть непосредственное следствие теоремы 

Ферма.
П р и м е ч а н и е .  Условие (1), будучи необходимым условием экстремума, 

не является достаточным условием экстремума, что показывает следующий 
пример.

П р и м е р  1. Функция / ( дг) == дс3 не имеет экстремума в точке х0 =  0 (р а з 
ность / (х) — / ( 0 ) меняет знак при изменении знака аргумента л:), хотя ее произ
водная у '=  Зх2 обращ ается в этой точке в нуль.

Т е о р е м а  2 (достаточное условие существования экстрему
ма). Если производная функции / ( х) обращается в точке х0 
в нуль (такие точки называются критическими) и при переходе 
через эту точку в направлении возрастания х меняет знак 
«плюс» («минус») на «минус» («плюс»), то в точке х0 эта функ
ция имеет максимум (минимум). Если же при переходе через 
точку х0 производная функции } (х) не меняет знака, то в этой 
точке функция f (х) экстремума не имеет.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что f'(x) меняет знак 
«плюс» на «минус». Тогда согласно теореме 2 п. 1 в достаточно 
малой окрестности точки х0 слева от х0 функция f (х) возрастает 
и / ( * ) < / (х0)> а справа от нее функция / (х) убывает и снова 
f (x)<Cf (х0). Следовательно, для всех х из достаточно малой 
окрестности точки х0 (кроме самой этой точки) будет выполнять
ся неравенство f (х)<С f (х0), т. е. в точке х0 функция / (х) имеет 
максимум.

Аналогичное доказательство и в случае обратной смены 
знака.

Предположим теперь, что при переходе через точку х0 произ
водная функция / (х) не меняет знака. Тогда по теореме 2 п. 1
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как слева, так и справа от х0 функция f (х) либо возрастает, 
либо убывает и, следовательно, не может иметь экстремума 
в точке х0.

Отсюда следует такое правило исследования функции на 
экстремум с помощью первой производной. Пусть в интервале 
(а; Ь) дана дифференцируемая функция f(x ):

1) находим ее производную f (x)\
2 ) находим корни уравнения f'(x) =  0;
3) выясняем знак f'(x) слева и справа от каждого из этих 

корней и согласно теореме 2 выносим заключение об экстремуме;
4) вычисляем значения функции в точках экстремума.
П р и м е р  2. Исследовать на экстремум функцию f (x )  — x* — З д г 2. Д ля 

этого вычисляем  производную f '(x ) =  ,ix 2 — 3 =  3 (х2 — 1 ) =  3(х-|- I ) (х — 1) и нахо
дим корни уравнения / '(х ) =  0. Имеем х, =  — 1, х2 =  1. Затем  согласно пол учен но 
му правилу последовательно заполняем строки таблицы:

X х <  — 1 X, =  — 1 — 1 < х < 1 х2=  1 X >  1

/ ' ( * ) + 0 — 0 +

/ м
М аксимум  
f ix  ,) =  4

Минимум
/ (х2) =  0

3. Исследование функций на экстремум с помощью второй 
производной. Следующая теорема является вторым достаточным 
условием существования экстремума.

Т е о р е м а .  Пусть функция / (х) имеет в точке х0 и ее окрест
ности непрерывные первую и вторую производные, причем 
[ ' (хо) =  0, }"(х0)ФО . Тогда функция f (х) имеет в точке хи мини
мум (максимум), если f"(x0) > 0 (/"(дго) < 0 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /"(х0)> 0 . Так как f" (x ) непре
рывна в точке х0, то (см. § 7.6, п. 1, теорема 5) f " (x )> 0  и в неко
торой окрестности точки х0. В этой окрестности точки х0 функция 
z — f'(x ) возрастает, так как z' =  f " ( x )> 0. Но f'(x0) =  0. Следова
тельно, при переходе через точку х0 в направлении возрастания х 
f'(x) меняет знак «минус» на «плюс», и потому согласно теоре
ме 2 п. 2 настоящего параграфа f (х) имеет в точке х0 минимум. 
Доказательство в случае f"(:с0)< 0  аналогично.

Эта теорема позволяет сформулировать второе правило 
отыскания экстремума функции, в котором меняется лишь 
пункт 3. Этот пункт заменяется на следующий:

3) находим вторую производную f"(x), вычисляем ее значе
ния для каждого из найденных корней уравнения f'(x) =  0 и со
гласно теореме выносим заключение об экстремуме.

Заметим, что пользоваться вторым правилом обычно проще, 
чем первым. Но если вторая производная при значении корня
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первой производной обращается в нуль, то используют первое 
правило отыскания экстремума.

П р и м е р .  Исследовать на экстремум функцию 1(х) =  х3— Здг +  2. Имеем 
/,(дг) =  3х2 — 3, f" (x ) — 6x. К а к  уж е отмечалось (см. пример 2 предыдущего пунк
та), корни уравнения j '(x )=  0 : : — 1, 1. В  точке х, =  ■ функция
/ (х) имеет максимум, так как /"( — 1 ) =  
как /"(1 ) =  6 > 0.

-6 < 0, а в точке х2=  1 —  минимум, так

4. Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке.
Пусть функция / (х) непрерывна на отрезке [а; Ь]. Тогда (см. 
§ 7.6, п. 3, теорема 1) на этом отрезке функция f (х) достигает 
наибольшего и наименьшего значений. Остановимся для опреде
ленности на наибольшем значении. Если эта функция достигает 
наибольшего значения в интервале (а; Ь), то это, очевидно, будет 
максимум функции f (х). Но функция может достигать своего 
наибольшего значения также на одном из концов отрезка [а; Ь] 
(см. рис. 80). Таким образом, чтобы найти наибольшее значение 
функции / (х) на отрезке [а; Ь], надо найти на интервале (а; Ь) все 
максимумы этой функции, затем вычислить значения функции 
/ (х) на концах отрезка [а; Ь], т. е. / (а ) и / (Ь). Наибольшее из 
всех этих чисел и будет наибольшим значением функции f (х) на 
отрезке [а\ Ь\.

З а м е ч а н и е .  Очевидно, если непрерывная на отрезке [а; Ь | функция имеет 
в интервале (а ; Ь) только один экстремум, то в точке экстремума (т. е. в точке ин
тервала (а; Ь), где функция имеет экстрем ум ) она имеет наибольшее значение 
в случае максимума и наименьшее в случае минимума.

З а д а ч а .  И з квадратного листа жести со стороной а, вырезая по углам 
равные квадраты и сгибая края (рис. 91), необходимо сделать прямоугольную ко
робку наибольшего объема.

Р е ш е н и е .  Обозначим сторону вырезаемого квадрата через х. Тогда обьем 
коробки выразится равенством V =  x (a  — 2х)2, где х изменяется в интервале

^0; | Л  Производная V' =  (a  — 2х)(а  —  6jc) между 0 и ^  обращ ается в нуль в един

ственной точке х— ^г. При этом значении х объем V имеет максимум, значит, со- 
6

гласно замечанию и наибольшее значение, так  как при х — — V " =  — 4 а < 0 . Та-
6

X
X X

X
а-2х

Рис. 91
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у =х3

ким образом, объем коробки будет наибольшим при
а

стороне вырезаемого квадрата х =  — .
6

5. Выпуклость и вогнутость графика 
функции. Точки перегиба. На рисунке

Рис. 93

►  92 построен график дифференцируемой 
функции у =  f (х). В точках А, В  и С постро
им касательные к графику. Видно, что все 
точки графика, достаточно близкие к точке 
А и лежащие по обе стороны от нее, располо
жены ниже касательной. В  этом случае гра
фик функции y — f (x ) называется выпуклым 
в точке А. Все точки графика, достаточно 
близкие к точке С и лежащие по обе сторо

ны от нее, расположены выше касательной. В  таком случае гра
фик функции у =  f (х) называется вогнутым в точке С.

График дифференцируемой функции y =  f ( x ) называется вы
пуклым ( вогнутым) в интервале (а; Ь), если он является выпук
лым (вогнутым) в каждой своей точке с первой координатой из 
(а; Ь ). На рисунке 92 график между точками А к В  является вы 
пуклым, а между точками В  и С —  вогнутым.

Касательная к графику в точке В  пересекает график. 
При этом во всех точках графика, близких к точке В  и ле
жащих слева от нее, график является выпуклым, а во всех точ
ках графика, лежащих справа от точки В  и близких к ней, гра
фик является вогнутым. Точка графика дифференцируемой функ
ции y — f(x ), при переходе через которую график меняет выпук
лость на вогнутость и наоборот, называется точкой перегиба. 
В частности, на рисунке 92 точка В  —  точка перегиба.

Сформулируем пока без доказательства теоремы (их доказа
тельства будут даны в § 8.9, п. 4), позволяющие находить интер
валы выпуклости и вогнутости, а также точки перегиба.

Т е о р е м а  1. Если вторая производная (х) функции у =  
=  / (х) положительна (отрицательна) в интервале (а; Ь), то гра
фик этой функции является вогнутым (выпуклым) в этом интер
вале.

Т е о р е м а  2. Если вторая производная f"(x ) функции у =  
=  f(x ) обращается в точке х0 в нуль и при переходе через эту 
точку меняет знак, то точка (х0\ f (х0)) графика данной функции 
является точкой перегиба.

П р и м е р .  Кривая у — х3 вы пукла в промежутке ( — оо; 0), так  как в этом 
промежутке у "  =  6х < 0, и вогнута в промежутке ( 0; + 00), так  как в нем у "  =  
=  6 х > 0 ; при х — 0 у "  =  0, следовательно, точка (0; 0) —  точка перегиба (рис. 93).

6. Асимптоты. В  § 5.1 (п. 2) рассматривались асимптоты ги
перболы. Многие другие линии также имеют асимптоты, 
т. е. прямые, к которым неограниченно приближается данная ли-
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* иия, когда ее точка неограниченно удаляется от начала коор
динат.

Различают асимптоты вертикальные (т. е. параллельные оси 
ординат) и наклонные (т. е. непараллельные оси ординат).

Прямая х =  а называется вертикальной асимптотой графика 
функции y =  f(x ), если хотя бы одно из предельных значений

lim f (х), lim / (х)
x-*-q -f- 0 х-*-а — О

является бесконечным, т. е. равно +  оо или — оо.
П р и м е р  1. П рям ая х =  0 является вертикальной асимптотой графика

1 г 1 1 г 1функции у =  — , так как lim  — = - j-oo , Iirn — =  — oo.
x x—0 + 0 x x—0 - 0  X

Предположим, что функция y =  f ( x ) определена при сколь 
угодно больших (по модулю) значениях аргумента.

Прямая
y =  kx+ b

называется наклонной асимптотой графика функции у =  
=  f(x )  при л:-»-+оо, если эта функция представима в виде

/ (х) =  kx-\- b +  а (х),
где

lim а (х )  =  0.X —► -f- сю
П р и м е ч а н и е .  Аналогично определяется наклонная асимптота для сл у 

чая х—>-— оо .
П р и м е р  2. П рям ая у =  0 является горизонтальной асимптотой графика 

функции у =  — при х-*-+оо и при х—*-— оо.

§ 8.8. Построение графиков функций

Наиболее наглядное представление о ходе изменения функ
ции дает ее график. Поэтому построение графика является за 
ключительным этапом исследования функции, в котором исполь
зуются все результаты ее исследования.

х2+1П р и м е р  1. Построить график функции и = ------ .X— I
Эта функция определена и непрерывна для всех значений х, кроме х= 1. 

Ф ункция не является ни четной, ни нечетной. Ее  график не имеет точек пе
ресечения с осью Ох, так  как 1 > 0  для всех вещественных х. При х =  0 у =
— — 1. Далее,

X2 -|- 1 .. х2 -}-1lim --- !— =  — оо, lim  ------ =  +  оо,
X— 1-0 х —  1 X— 1+0 Х — \



У, i

\ у /

2 +2 V? 5 Vу /

V

3

0 1 7+V§ X

т. е. прямая х =  1 является верти
кальной асимптотой. При х-> +  оо 
у о о , а при х-<-— оо у - ► — оо. 
Производная данной функции у ' =

jс2 — 2х— 1
= -------- -—  обращ ается в нуль в точ-

( х - 1)2

ках х, =  1— л/¥, х2 =  1 +V2~- Эти  точ 
ки разбиваю т всю числовую ось на три 
промежутка ( — оо; 1 — V iT ), ( 1 — ^/iT; 

1 + У П  ( 1 + ^ " ;  +  оо), внутри к а ж 
дого из которых производная у' сохра
няет постоянный знак. Очевидно, что 
в первом и третьем промежутках у ’ >  
> 0  и, следовательно, здесь функция 
у возрастает, во втором промежутке 
у '<  0 и, следовательно, в этом проме
жутке данная функция убывает. Ее  вто- 

4
рая производная у =- всюду

Рис. 94

(х — 1)
отлична от нуля (значит, точек перегиба 
график рассматриваемой функции не 
имеет), в промежутке ( — оо; 1 ) у "  <  
< 0, и, следовательно, здесь график 

данной функции является выпуклы м  и в точке х, эта функция имеет максимум, 
в промежутке ( 1; +  оо ) i / " > 0, и, следовательно, в последнем промежутке этот 
график является вогнутым и в точке х2 данная функция имеет минимум. Нако- 

х* + 1  . . .  2 ,. 2нец, поскольку - = х + 1+-X— 1 ' ' X— 1 *—±оо X— 1
ции имеет наклонную асимптоту 1/ =  х + 1  и при х -н

* 4 1фик функции у =  - изображен на рисунке 94.

= 0, то график данной функ- 

+  00, и при х — оо. Гра-

_ х 2
П р и м е р  2. Построить график функции у =  е
Эта функция определена, непрерывна, положительна на всей числовой оси 

и является четной. Поэтому достаточно построить ее график в первом квадранте. 
При х =  0 у — 1. При х-*-+оо значит, прямая у — 0 является горизонталь-

ной асимптотой и при х->- +  оо, и при х->---оо. Производная у' =  — 2хе обра
щается в нуль только в точке х„ =  0; при х > 0  у '< 0 ,  т. е. при х > 0  данная функ-

_  2 1
ция убывает. Ее вторая производная у " =  2(2х2— 1) е  в точке х ,= - у =  обра

щается

2 (2 Х 2—  1 ) е

в нуль, в промежутке ; +  оо ^  у "  > 0, и, следовательно, здесь гра

фик данной функции является вогнутым, а в промежутке [х0; х ,) у " <.0, и, сле
довательно, в нем этот же график является вы пуклы м , х, —  абсцисса его точки 
перегиба и, наконец, в точке х0 данная функция имеет максимум. Граф ик данной 
функции изображен на рисунке 95. Это  так назы ваем ая кривая Гаусса  (К а р л
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Рис. 95

-7 Х 2 О X , 1 X

Гаусс (1777— 1855) —  немецкий математик).
X*

П р и м е р  3. Построить график функции у — ------ .
1 — х?

График этой функции изображен на рисунке 96.

§ 8.9. Формула Тейлора
I. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Л аг 

ранжа.
Т е о р е м а .  Пусть в интервале (а; Р) функция / ( х) имеет про

изводные до (п-\-\)-го порядка включительно. Тогда для всяко
го х из этого интервала и фиксированного а этого интервала 
имеет место формула

/(дг) =  / ( а ) + ' М ( * _ а )  +  ̂ £> (x — a f  +  ... ■ ^ ( х - а Г  +
/ < я + 1)( с )  

(#.+ !)! (дг — а)' (1)



Здесь с находится между х и а, т. е. с =  а-(-0 (х — а), где 0 —  чис
ло, заключенное между 0 и 1, т. е. О < 0 < 1 .

Формула (1) называется формулой Тейлора (Бр ук  Тейлор 
(1685— 1731) —  английский математик), а последнее слагаемое 
в правой части этой формулы — остаточным членом формулы 
Тейлора в форме Лагранжа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство проведем в предполо
жении, что взятое из интервала (a; р) значение х > а  (случай 
х < а  доказывается аналогично). Составим разность

rAx ) =  f ( x ) - ( f ( a )  +  ̂ ( x - a )  +  ̂ ( x - a ) 2 +  ... +  ̂ ( x - a ) n)
(2)

и рассмотрим вспомогательные функции

(3)
ф (t) =  (x — t y +l. (4)

Очевидно, эти функции, рассматриваемые как функции t (при 
постоянном *), дифференцируемы на отрезке (а; дг] (дифференци- 
руемость функции F  (t) вытекает из наличия для функции 
f (t) производной ( л + 1)-го порядка), следовательно, и непрерыв
ны на нем, причем Ф '(/)=^0 в (а; х). Поэтому согласно теореме 
Коши (§ 8 .6, п. 4) существует такое с из интервала (а; х), что

F ( x ) - F ( a )  F '(c )
Ф (* ) — Ф(а)  Ф'(с) '

Но из формул (3) и (4) имеем:
F (x )  =  0, F (a )  =  rn(x ), Ф(дс) =  0, 

ф  (а ) =  (дс — а)я+|,

F V ) = o - ( r ( t ) - n t ) + ™ i * - t ) - ™  {*-*)+■■■ +
, n n  {x _ t r - ^ p ± \ x - t ) ^ + ^ ( x - t r ) =

(5)

( п — 1)! 7 (И — 1)!

__ /< л + |,(/ )
(x - t r ,п\

Ф '( 0 =  — (л -h 1)(ЛГ — /Г,
и, значит,

F '(c )=  - ^  + '\с1 (х - с )\  Ф '( с )=  — (я  +  1 )(дс-с)л.п\
Поэтому соотношение (5) принимает вид:

0 - r „ ( * )  _ t * + '\ c ) ( x - c r  

0 - ( х - а ) л+| ( л + 1 )! (х — с)"
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+1 )/г\
r"(x)=W i r (jc- a) (6>

Наконец, равенства (2) и (6 ) и приводят к искомой формуле (1).

2. Применение формулы Тейлора к элементарным функциям. 
Приближенные формулы. Частным случаем формулы Тейлора, 
соответствующим случаю а =  0, является формула

+  (7)

где с =  дх. Эту формулу часто называют формулой Маклорена 
(Колин Маклорен (1698— 1746) —  шотландский математик). 
Здесь остаточный член

/<п+|) (с\
г ( х) = ------- х*1 ̂ 1л' ' (л + 1)! '

Разложим по этой формуле некоторые элементарные фун
кции.

1. Пусть / (х )= е х, тогда f{k)(x) =  ex при любом натуральном 
k и при любом х. В частности, при лг =  0 имеем / (0 )=  1 и f k) (0) =  
=  1. По формуле (7) получим разложение функции ех:

в,“ 1+ * + £ + - + £ + (Й п г в‘- (8)
Из равенства (8 ) получаем приближенную формулу 

Так как остаточный член здесь
х"+1

Гп (х )= й ГГТ )!еС’
го, например, при х > 0  погрешность гп(х) оценивается так:

0 < г л( х ) < - ^ ^ е х. (9)

В частности, при х =  1 получаем приближенное значение чис-
ia е:

, . 1 . 1 . , 1
е ~  П 2! лТ

з
При этом из (9) следует, что 0 <  rn (1 )•< , так как е <
< 3 . Если требуется вычислить значение е с точностью до 0,001,

з
го число п определяется из неравенства j < 0,001, или

откуда
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{п -(- 1)! >  3000. Следовательно, если взять п =  6, то требуемое не
равенство верно.

Таким образом, используя формулу Маклорена, можно вы 
числить число е с любой точностью, при этом алгоритм вычисле
ния числа е легко реализуется на Э В М .

2. Пусть / (x ) =  sinx. Тогда / '(x ) =  cosx, / " (х )  = — sin х, 
f" ' (х)  = — cos х, flv (х) =  sin х, f v (х) =  cos х, .... Следовательно,
/ (о ) = о, / ' ( 0 ) = i ,  Г ( 0 ) = 0, г ( 0 ) = - 1, /,v (0 ) = 0, /4 0 )=  1.
и далее такое же чередование значений.

По формуле (7) (если взять п =  2 т ) имеем:
Ji J  J-m — I

s in x  =  x - 4 r +  i l - i r +  ... +  ( _ i v —
3! ' 5 !  7! 7 ( 2 m - 1)! 12m +1
+  ( ~  1 )m Т^Г+T)! cos c- <10)

Из разложения (10) получим приближенную формулу
уЗ Ji „7 — 1Л , X X . I / < \т — 1sin х « х - -  +  - -  —  +  ... +  ( - 1Г3! ' 5 !  7! ' ' v 7 (2 m — 1)! 

с погрешностью гп(х), оцениваемой неравенством
|jc|2m+l

( 2т + 1 )!

(так как | c o s c | ^ l  при любом с).
В частности, имеем приближенную формулу

sin х т  х
u U l3с погрешностью, по модулю не превосходящей .

* 3. Аналогично при / (х ) =  cos х имеем: 

cos " = 1 1  - 1 cos <11) 
откуда получаем приближенную формулу

х2 х4 х6 J<2т
c o s x « l - i f + ^ - | l  +  ... +  ( - i r  

\гя{х) К :

2! 1 4! 6! 1 1 '  7 (2 т ) !  
с погрешностью

х2т + 2 
( 2т  +  2 )! ‘

4. Пусть / (х) =  ( 1 +  х)л, где п — натуральное число. Последо
вательно дифференцируя / ( х), получим:

/ '(х ) =  л ( 1+ х Г Л  /" (х ) =  гс (гс- 1) ( 1+ х )п- 2, ..., Г ( х )  = 
=  л ( л  — 1)...(л — k-\-1)(1 + х )" *, ..., /(л)(х ) =  я! (производные по
рядка выше л все равны нулю).

Отсюда / (0 )= 1 , / '(0 ) =  п, /" (0) =  л (я  — 1), Г ( 0 )  =  
=  л ( л - 1) . . . ( л - * + 1)......  /(л|( 0 ) =  л!
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( 1 + * ) ' =  1 +  пх +  ̂ ±  х‘ +  х, +  + л

(12)

называемое биномом Ньютона.
Очевидно, равенства (8), (10), (11), (12) верны ири всех значе

ниях х.
3. Исследование функции на экстремум с помощью формулы Тейлора. О к а 

зывается, если в критической точке функции /(дс) вторая производная f " (х) рав
на нулю, то вопрос о существовании максимума или минимума функции
I  (х) в этой точке может быть решен ири помощи производных более высокого по
рядка, если, конечно, они сущ ествуют в этой точке.

П усть в некоторой окрестности точки х0 функция / (х) имеет производные до 

(л + 1 )-го  порядка включительно, причем производная /*л+1*(дс) непрерывна 

в точке х0. П усть  далее /' (дс0) =  /" (дс0) = ... =  f n) (jco) =  0, /*" + 0 (дго) ^ 0 .

Так как f n ^ l \ x )  непрерывна в точке х0, то согласно известной теореме 
(§ 7.6, п. I, теорема 5) найдется такая окрестность точки дс0 (эту окрестность обо

значим через (а ; Р)), в которой /*я "*’ |* (х ) сохраняет свой знак. П усть х — произ
вольная точка из (а ; (5). Формула Тейлора (1 ) примет вид:

/ (ж) = / (д:0) + /<я +1 > (с)  ̂_  Хо> +

По формуле (7) имеем равенство

f ( x ) - f ( x 0) =  ? n+ ] ) (c)

(я+1)!

( х - х 0)п + > 
( п +\ ) \

Последняя формула дает возможность решить вопрос об экстремуме ф унк

ции /(дс) в точке дс0. Действительно, если ( л + 1 ) —  четное число и /<'1 + | ) (дсо)> 0 , 
то [ (дг) — / (дг0)> 0  для всех х рассматриваемого промежутка, кроме дс0, а потому 

х„ —  точка минимума; если ( я + 1 )  —  четное число и /<л"|" 1)(дсо)< 0 ,  то /(дс) — 
~ / ( * о )< 0  для всех дс рассматриваемого промежутка, кроме х0, а потому х0 — 
точка максимума. Наконец, если (л + 1 )  — нечетное число, то /(д:) — f (x 0) меняет 

знак (при переходе х через х0) вместе с величиной (дс— дс0)л + *, и, следовательно, 
в точке дс0 нет экстремума.

П р и м е р .  Нели у — дс4, то у '=  4дс\ t/" =  12ДС2, у"' =  ‘24х, y lv  =  24. В  точке 

дг0 =  0 данная функция имеет минимум, так как yIV > 0.

4. Достаточные условия выпуклости, вогнутости и точек пе
региба. Применим формулу Тейлора для доказательства сфор
мулированных ранее (§ 8.7, п. 5) теорем 1 и 2.

Т е о р е м а  1. Если вторая производная /" (х) функции у =  
=  f (х) положительна (отрицательна) в интервале (а; Ь), то гра
фик этой функции является вогнутым (выпуклым) в этом интер
вале.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фиксируем точку х0 из интервала 
(а; Ь) и докажем, что в точке (х0; / (х0)) график данной функции яв
ляется вогнутым (выпуклым). По формуле Тейлора ( ! )  для я =  1

(*— *о)2/ (* )  — f (x 0)= f '(x 0) (x — x0) +  f"(c)- 2!
(13)

где с лежит между х0 и х.
Далее напишем уравнение касательной к кривой y =  f(x ) 

в точке (x0; f (х0)), обозначив текущую ординату касательной че
рез Y:

y  — f(x 0)==f'(x0)(x  — x0). (14)

Вычитая из равенства (13) равенство (14), получаем:
(х — Х0)2

f (х ) — Y =  f"  (с) - 2!

Так как / " ( с ) > 0 (< 0 ) ,  то и f (x )— Y > 0 (< 0 ).
С учетом теоремы 1 непосредственно получаем теорему 2.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
Найти производные функций, пользуясь непосредственно определением про 

изводной:
I. у — Ъх.
2. у =  8 — дг2.
3. у = ( 4х+ 1)2.

х3
4- у=т -

1
5. у =

х — 3

6. у= У Т+7.

Найти производные следующих функций:

7. у= \—2х\
а х + 28. у =

9. у =

х
3

10. у =

х2- !

1
х2 '

I t .  у = 2Л[х — —i— 1-5.

W = 3]
\У’ = - 2 х . )  

[ / - 8 (4 * + 1 ) . ]

[< /W j

[ " '— (ТГз?- ] 

!■ - '  1

[ / = -  бх2.]

[ ’ ’ — Я

[* ' (?= т ?  ]

Ь - Я

^ = - Г + - Т  У7 3
3 x V *
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14.
15.
16.

17.

18. у

19. у

20. у

21. у

22. у

23. у

24. у -

25. I/

26. у
27. ^

28. у

29. 1/.

30. у

31. у

32. </

33. у

i =  x2(2 x -  1). 
г =  ( х3 +  3 )(4 х2- 5 ).  
< =  ( х - 5 ) 4( х +  3)5.

'= (*-1 )У7 .

у - з
5 — jc2

(5 — 2х)3 '

(Зл^ +  5)'1 
2х — 3

2

V  +  5)5 '

=  V (4  +  3x)2.

V ? + 4 "

=  sin JC2.

2 x=  cos

X3= c° s T .

=  X2 COS X.

_  sin 2x 
cos 3x

— (x2 — 2) sin x-|-2x cos x. 
COS X 

1 — sin дг

[ y '  =  6 x 2  —  2 x . ]  

| X/' =  20x4 — 15x2 +  24x.j 
\y'~(x — 5)3 (x +  3)4 (9x— 13).]

[ " '“ T v ? " ]

h - i i S r i ]

h

У =

5 (5 +  4x) 
(5 — 2x)4

(3x2-(-5)2(30jc2 — 54x— 10)
(2x — 3)2

\ y ~ -

]

у =-

ЗОх2 
( Jf3 Ч- 5 )6

4x

\J(6x2 — 5 f 

2
У -  T

V  4 +  3x 

5jc

*/ =

(/ +4) V 7 + T j

_______ 5 1
2(x  + 3)V-^ +  Jf- 6  J

[i/' =  3 sin2 xcos x.] 
[i/' =  2x cos x2.]

[

sin x 
y = ~ —  _

\ , 3 , . x3
P  2 s'n y

=  JC 

h

[i/' =  x(2 cos x — x sin x).] 
5 cos x — cos 5x 1 

2 cos2 3x J
[li' =  x* cos X.]

1 — sin x



34. у =  arctg - х .

35. y =  \n~\J-
x-\- 5

37. </ =  ln

39. у =  x arcsin

40. i/ =  arctg

[*  - 7 + Г ,  ]

[* “  1 (JT2— I) ]

h “ v r r ? ]
[ , = V E Z

in - A / 7 + a r c c tg  V 7 .  j î/'=  arcsin

Иттг?]

V ^ +  1 — JC 
Y ? + T + x

38. +  — -
2 V l+ ^ + >

-+|пЛ г ?JC V JC + a

41. </ =  arcsin
jc — 2

У' =

42. y =

43. ^ =  4агс*в ^ + ' . , =  4ardg V 7 7 7  ln 4 .

Г , 2a3
U  = —---г[ x — a 

I
Д/5 + 4Х — x2 

[i/' =  jc arctg  jc.

(/  + 2)VT+T

44. г/ — In arcsin V I — e2x. У =  ~
V 1 — e2x arcsin VI „2*

45. Н аписать уравнение касательной к кривой у =  х2 в точке /1(2; 4).
[Касательн ая  i/ =  4jc — 4.]

46. Н аписать уравнение касательной к синусоиде y =  s in x  в точке дс =  л.
[Касательн ая  у =  п — дг.]

47. Найти угловой коэффициент касательной к кривой у =  5 — Зх2 в точке 
с абсциссой jc= — 2. [Л= 12.|

48. Н аписать уравнение нормали к параболе у2 =  2х в точке /1(8; 4).
|Нормаль 4jc+ (/ — 36 =  0 ]

49. Н аписать уравнение нормали к окружности x2-j-y2 =  25 в точке А (3; — 4).
[Н орм аль 4х-\-Зу =  0.\

50. Зн ая  уравнение движения точки x =  t — sin t, определить скорость этой 
точки. [ » = 1 — cos/.]

51. Закон прямолинейного движения задан в виде s =  /2 — 3/ +  5. Найти: 
а ) величину пройденного пути и б ) скорость в момент времени t — 2.

[а ) 3; б ) 1.]
52. Найти скорость прямолинейного движения тела в момент времени / =  2, 

если закон движения дан формулой s =  4< — 3. |16.| 
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53. Л иф т после включения движется по закону

s = l,5 / 2 +  2 / + 12,

г де s —  путь (в  метрах), t —  время (в секундах). Найти скорость лифта в момент

времени 1 =  2.

Найти дифференциалы следующих функций:

54. i/ =  a rcctg  — .

55. у  =  (a rcs in  х)2.

56. у =  Л/ 1 -+- sin2 дг. 

a rctg  х

K f> ]

[

2 (a rcs in  x) dx 1

* J
f  dy--

57. (/ =
V1+ *2

58. j/ =  V(2-|-cos x)2.

59. y =  arccos (2 ‘ ).

sin 2xdx

2 Д/l + sin2 x 
iU j = \ - x  a rctg  x dx

VTT+Tf
2 sin xdx

d y =  —

dy =

3 Д/2 +  cos x 

2* In 2
,2*

dx.

Найти с помощью дифференциала приближенные значения для данных вы р а 
жений.

60. V  1.006.

61. >/9.
62. (1,03)5.
л о  0,1оо. е .
64. cos 61°.

|У  1.006 «  1,003,|

[У 9  «2 ,0 83 .] 
[(1,03)5«  1,15.] 

[е0'1 « 1 ,1 .]  
[cos 61° *  0,4849.]

Найти производные высших порядков следующих функций:

65. у =  Х> —  Зх4 +  х3 — 5х2 +  х — 1; у "  =  ? ](/" =  20x3- 3 6 x 2 +  6 x - 1 0 .]
66. у =  2х3- З х 2+ 1; / "  =  ? [ / "= 1 2 . ]
67. |/=  JT3 Ч-Зх2-ь 1; y v =  ? [ / = 0.]

Г 1 1
68. i/ =  х In х; i/" =  ?

69. </ =  e2jt; </"' = ? |/" =  8e2j:.]

70. У =  ех +  х2; < Л = ? II

71. C O S  x // -sy =  e ; у =  ? r n cos[y = e x (s in 2 x —  cos x).|
72. i/ =  sin 2x; y "  =  ? [y " =  — 4 sin 2x.]

Г „  2x 1
73. i/ =  arcctg  x; 1/" =  ?

P  “ ( l + x 2)2 J
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74. Тело движется прямолинейно по закону s = /2 + 2 /+  3 ( м ). Определить 
его скорость (и ) и ускорение (а )  в момент времени t=  1 (с).

[ - Ч т >  ■-’ (?> ]

75. П усть  скорость прямолинейного движения некоторой точки изменяется 

по закону v =  5 +  3/ +  6(2 Н айти ускорение в момент времени / =  2 (с).

Используя правило Лопиталя, найти следующие пределы: 

sin 5х
76. lim

о sin 1 Ojc

78. lim

c o s  X  

I — c o s  X

x-*0 X2

86. lim

■o x 
sin 3x
tg 5x

K ? > ]

[ I ]
77 . lim [ - 3 . ]

[i]
79. lim J U J L  [ 1 ]

X — 1 X  —  1

80. lim ----- . [0.]
X—►+ oo X

81. lim — . [0.)
x^+oo ex

82. lim xn \ n x (n > 0 ).  [0.]*-*-0 + 0

[ i  ]
84. lim  ( — ---- — \  [0.]

x+o\x sin x /

85. l i m i i i .  |1.]

[ - ! ]

И 187. lim  (cos x)о
_l_

, /sinxX^
88. lim I ----- I

x —*0 \ x )
89. lim  (1 — sin x)cos *. 1*1

Л

X~*~2
1

90. lim  (x2-f- 1)*. 1*1
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91. у =  Зх — х\
[Убы вает на ( — оо; — 1) и (1; +  оо) и возрастает на ( — 1; 1).]

92. у =  х2— 4х.
[Убы вает на ( — оо; 2) и возрастает на (2; -(- оо ).]

2 ,93. у =  — х? — 2 лг -|- I .

[Убы вает на ( — 1; 1) и возрастает на ( — оо; —  1) и (1; -+- оо ).]

94. у =  Зх +  -  +  5.X
[Убы вает на ( — 1; 0) и (0; 1) и возрастает на ( — оо; — 1) и (1; -(- оо).]

95. у =  \х — 3. [Возрастает на ( — оо; +  оо ).[ 
Исследовать на экстремум следующие функции:
96. у =  2х*— 8. [М инимум при х =  0.]
97. у =  2.x — х2. [М аксим ум  при х= 1.]
98. y =  Xs — 9х?-{-\5х— 3. [М инимум при х =  5; максимум при х=\.\

99. </ =  *  \п х. ^Минимум при х =  — j

X
100. </ =  —г --- [Минимум при х =  — 2; максимум при х =  2.\

[М инимум при х =  — 1 и х =  3; максимум при х =  0.[
1 5102. у =  — х3— — х2 -\-6x-j-7. [М инимум при х =  3; максимум ири х =  2.]

Найти наименьшее и наибольшее значения следующих функций:
103. у =  х4 — вх2-)- 3 на отрезке [ — 2; 2]. [ — 13 и 3.|

104. у =  -̂  х3 — 2х2 +  3 на отрезке [ — 1; 2]. £ — -j и 3.J

Найти интервалы возрастания и убывания следующих функций:

105. ы = ------ на отрезке
х2- \

106. y =  ig x — х на отрезке

[ - Н  И — ■]

[ и л !  Гп  — 4 4 - я  1
- T T j  Ь ^ и - Н

107. Найти положительное число х, чтобы разность х — х2 была наи
большей. [0,5.]

108. Разлож ить число 20 на два положительных слагаемых так, чтобы их 
произведение было наибольшим |Искомые слагаемые 10 и 10.|

109. Найти число, которое в сумме со своим квадратом дает этой сумме наи 
меньшее значение. [ — 0,5.]

I 10. Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукругом. Каковы  
должны быть размеры этого окна, чтобы при данном его периметре 2р оно пропу
скало наибольшее количество света?

| Радиус полукруга должен быть равен высоте прямоугольника: R =  H = — .]
4 +  л
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111. Сечение шлюзового канала имеет форму прямоугольника, завершаемого 
полукругом. Зн ая  площадь сечения S , определить, ири каких условиях периметр 
сечения будет наименьшим.

[* \ 4 +  д

Найти точки перегиба и интервалы выпуклости и вогнутости следующих 
кривых:

112. y =  xs.
[Точка перегиба (0; 0); выпукла на ( — оо; 0) и вогнута на (0; + о о ).|

113. y =  ̂ Jx— 1 .
[Точка перегиба (1; 0); выпукла на ( I ;  -[- оо ) и вогнута на ( — оо; J).|

114. y = — xi -\-\5х2 — х — 250.
[Точка перегиба (5,5); вы пукла на (5; +  оо ) и вогнута на ( — оо; 5).] 

Найти асимптоты кривых.

115. г/ =  I ---%■ . [*  =  0 и у =  1]
Л

116. у =  | х =  0 и у =  х]X
117.j/ =  — — -. [х =  — 1 и у =  х — 1.]

х +  1
Исследовать функции и построить их графики.
118. у =  2х?— 12л2-)- 18л.

|О бласть определения: — оо < л:<  +  оо; функция не является ни четной, ни не
четной; график проходит через начало координат и, кроме того, пересекает ось 
абсцисс еще в точке (3; 0); убывает на (1; 3), возрастает на ( — оо; 1) и (3; +  оо ); 
при х =  1 максимум, Утах =  8, при л =  3 минимум, i/min =  0; вы пукла на 
( — оо; 2) и вогнута на (2; -(- оо ); х =  2 —  абсцисса точки перегиба графика; 
асимптот нет.]

119.1/ =  -
л2+  16

[О бласть определения: — оо < л <  +  оо; функция нечетная; график проходит че
рез начало координат; убывает на ( — оо; — 4) и (4: оо ), возрастает на ( — 4; 4),

1 . 1при л =  4 максимум, i/n]ax =  -jr. при л = — 4 минимум, ymin= — — ; вы пукла на
8  о

( — оо ; — 4 л/З ) и (0; 4 У з " в о г н у т а  на (4 д/з"; +  оо ) и ( — 4 д/3~; 0); х =  — 4 У з ", 
л =  0 и л =  4 Л/5” —  абсциссы точек перегиба графика, у =  0 —  горизонтальная 
асимптота при х -*■ -(- оо и при л —<- — оо.]

120. у =  е 4 .
[О бласть определения: — оо <  л <  +  оо; функция четная, положительна на всей 
числовой оси, график не пересекает ось абсцисс и пересекает ось ординат в точке 
(0; 1); убы вает на (0; + 00 ), возрастает на ( — оо; 0); при л =  0 максимум, Утах —

=  1; выпукла на ( — V5"; ^ 2 ” ) и вогнута на ( — оо; — ^ 2 ") и (Л/2~\ -f-оо); л =  "^2" 
и л — — л/2~ —  абсциссы точек перегиба графика, у =  0 —  горизонтальная асимп
тота ири л —*■ | о о  и при л-*- — оо ]



Г л а в а  9. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

§ 9.1. Первообразная функция и неопределенный 
интеграл

1. Понятие первообразной функции и неопределенного интег
рала. В  главе 8 было введено новое действие —  дифференциро
вание: нахождение по заданной функции ее производной. О казы 
вается, что для дифференцирования существует обратное дейст
вие —  интегрирование: отыскание функции по заданной ее про
изводной. К  этому приводят многочисленные задачи из физики 
и других областей науки и техники.

Ранее (см. § 8.1) было установлено, что если известен закон 
s =  s (t )  прямолинейного движения материальной точки, выра
жающий зависимость пути s от времени движения /, то скорость 
точки выражается производной пути по времени: v — s '(t). О б
ратная задача: известна скорость прямолинейного движения 
точки v =  v ( t )  как функция времени. Найти закон движения. Я с 
но, что искомой функцией s =  s (t )  будет такая, для которой 
s '( t )  =  v (t).

О п р е д е л е н и е  1. Функция F  (х) называется первообраз
ной функцией для данной функции / (х) (или, короче, первооб
разной данной функции / (* ) )  на данном промежутке, если на 
этом промежутке F '(x )  =  f{x ).

П р и м е р .  Функция /•'(х ) =  дс3 является первообразной функции /(at) =  3 jt 
на всей числовой оси, так как при любом х (х3)' =  3х*. Отметим при этом, что 
имеете с функцией F (x )  =  x3 первообразной для /(л:) =  3х2 является лю бая ф унк
ция Ф  (х )= х 3-\- С, где С —  произвольное постоянное число (это следует из того, 
что производная постоянной равна нулю). Это  свойство имеет место и в 
общем случае.

Т е о р е м а  1. Если F x(x) и F2(x )—  две первообразные для 
функции f (х) в некотором промежутке, то разность между ними 
в этом промежутке равна постоянному числу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть, например, указанный проме
ж уто к — интервал (а; Ь). Из определения первообразной имеем 
F\(x) — f (x ) и F 2(x) =  f{x )  для любого х из (а; Ь).

Пусть а (x) — F2(x )— F ,(х ). Тогда для любого х из (а; Ь)
а ' (x) =  F'2(x) — F[ (x) =  f (x) — f ( х )  =  О,

следовательно (см. следствие из § 8.6, п. 3), а (х )= С .
Из теоремы 1 следует, что если известна какая-нибудь перво

образная F  (х) данной функции / (х), то все множество первооб
разных для / (х) исчерпывается функциями F(x)-\-C.

Подчеркнем важный факт: если производная для функции 
одна, т. е. операция дифференцирования однозначна, то нахож
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дение первообразной для функции возможно лишь с точностью 
до некоторого постоянного слагаемого.

О п р е д е л е н и е  2. Выражение F  (х) +  С, где F  (х) —  перво
образная функции f (х) и С —  произвольная постоянная, называ
ется неопределенным интегралом от функции / (х) и обозначает
ся символом  ̂f (x)dx, причем / (х) называется подынтегральной 
функцией, / (x)dx — подынтегральным выражением, х — пере
менной интегрирования;  ̂ — знак неопределенного интеграла. 
Таким образом, по определению

 ̂/ (x)dx— F  (дг)4-С,
если F ' {х) =  f (х).

Возникает вопрос: для всякой ли функции / (х) существует 
первообразная, а значит, и неопределенный интеграл? В  связи 
с этим вопросом приведем без доказательства следующую теоре
му (см. [6], т. I):

Т е о р е м а  2. Если функция f (х) непрерывна на сегменте 
[a; b], то на этом сегменте у функции / (х) существует первооб
разная.

Ниже мы будем говорить о первообразных лишь для непре
рывных функций. Поэтому рассматриваемые нами далее в этом 
параграфе интегралы существуют.

2. Свойства неопределенного интеграла. Из определения не
определенного интеграла непосредственно вытекают следующие 
два свойства:

1. ± \ f (x )d x  =  f(x ),

и, значит, d  ̂/ (x)dx =  / (x)dx.
2. J F ' (x)dx =  F (x )  +  C,

что может быть записано так: ^dF (х )=  F  (х)-\- С.
3. Постоянный множитель можно вынести за знак интеграла:

^kf (x)dx =  k\j f (x)dx. (1)
Действительно, имеем:

(k  ̂/ (x)dx)' =  k (̂  / (x)dx)' =  kf (x).
Аналогично доказывается следующее свойство:

4. Интеграл от суммы двух функций равен сумме интегралов 
от этих функций:

jj(/i {x) +  f2(x))dx =  \j fi (x)dx-\-\j f2(x)dx. (2)

П р и м е ч а н и е  1. Равенства (1 ) и (2 ) следует понимать с точностью до-по
стоянного слагаемого.
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П р и м е ч а н и е  2. Свойство 4 распространяется на случай алгебраиче
ской суммы любого конечного числа функций.

3. Таблица основных интегралов. Таблица содержит форму
лы, легко проверяемые непосредственным дифференцированием:

Проверим, например, формулу I I .  Если jc> 0, т о  \ х \ = х

=  (1п ( — х ))'=  — . Следовательно, формула I I  справедлива как
при х > 0 , так и при х < 0 .

4. Пр имеры непосредственного интегрирования. Метод непо
средственного интегрирования связан с приведением подынтег
рального выражения к табличной форме путем преобразований 
и применения свойств неопределенного интеграла.

П р и м е р  1.  ̂(5х4 — Зх? +  1) dx =  5  ̂x*dx — 3  ̂x2dx-{-^ d x = xb — х3+ х + С .

XII. [ — dx = In \х + Л/х2 + а I +C.
V-  ̂+ a

и (In  U l )' =  (ln  x) '= — . Если Jt< 0 , то \x\ =  — x и ( In | jc | ) ' =

П р и м е р  2. ( —--- dx =  \(xA — Xs +  x 2)dx =  —--------- - ---- - +  C.J jt2 J 5 4 л:
5 2 и  5

"7" —  v-2 1 О  —  О —
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1. Замена переменной интегрирования. Этот способ часто бы 
вает полезным в тех случаях, когда интеграл \f(x )dx (f (х) не
прерывна) не может быть непосредственно преобразован к виду 
табличного. Сделаем подстановку x =  <f (t), где y ( t ) —  функция, 
имеющая непрерывную производную. Тогда

/ (* )  =  / ( ф (/)), dx =  <p'(t)dt
и

\f(x )dx  =  \f(< p(t))4>'( t )d t .  (1)
Формула (1) называется формулой замены переменной в неопре
деленном интеграле.

г е̂ *
П р и м е р  1. \ — —

J Л[х

г л/7

§ 9.2. Основные методы интегрирования

и [ - -F̂ d x = 2 [ e ‘dt =  2e' +  C =  2esf * + C . 
•* \х

Иногда вместо подстановки x =  q>(t) лучше выполнить замену 
переменной вида t =  ty(x).

S dx
---------. П олагая t — e\ получаем: dt =  e*dx =  tdx, dx =
ex-j-e~x

= T  и S— “ 7= S----— г  = 5 т т т  = arctg/ + C==aretgel+Ct J  ex+ e ~ x J /(/ +  /“ ' )  J /J + l

Во многих случаях нет необходимости записывать, какое вы 
ражение мы принимаем за новую переменную.

I  2
П р и м е р З .  ( У 7 Т ~ 3  dx =  ^ (x  +  3 ) 2 i / (x + 3 ) = | - (A -  +  3 ) 2 + C  =

=  — (х  +  3) "V ^+ з "  +  С.

П р и м е р 4.  ̂хе* d* =  ~2  ̂е* d е* ^

П р и м е р  5.  ̂ =  ̂  In3 xd In *  =  +  C.

2. Интегрирование по частям. Пусть u =  u (x ) и v =  v (x )  — 
непрерывно дифференцируемые функции. Как  известно (см. 
§ 8.3, п. 4), d (uv) =  vdu-\-udv, откуда udv =  d (u v )— vdu. Интег
рируя последнее соотношение, получим:

5 udv =  \ d (uv) — \ vdu,
или

\udv =  u v— \vdu (2)

(произвольная постоянная интегрирования С здесь включена 
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в слагаемое \ vdu). Это и есть формула интегрирования по час
тям. Применение способа интегрирования по частям целесооб
разно в том случае, когда интеграл в правой части (2) окажется 
более простым для вычисления, чем исходный интеграл.

П р и м е р  1.  ̂ In х dx = х \ п х  —  ^ d x = x \п х — х + С .  

и dv

П р и м е р  2. (£dx =  xex — ̂  exdx =  xex — ех-\- С. 
и dv

S f xdx
arctg  x dx =  x arctg  x — \ ------  =  x arctg  x-

1 -|- XTdv

^ l n ( I + x 2)+ C .

Иногда полезно повторное интегрирование по частям.
П р и м е р  4. ^х^ cos xdx =  x2 sin х — 2  ̂х sin xdx =  л? sin х +  2х cos х — 

и  dv и dv
— 2  ̂ cos xdx =  х2 sin х +  2х cos х — 2 sin х-\- С.

§ 9.3. Интегрирование дробно-рациональных 
функций

1. Выделение правильной рациональной дроби. К ак  известно 
(см. § 7.2, п. 2), дробно-рациональной функцией (или рациональ
ной дробью) называется отношение двух многочленов.

Рациональная дробь называется правильной (неправильной) , 
если степень многочлена, стоящего в числителе, меньше (больше 
или равна) степени многочлена, стоящего в знаменателе.

Например, дроби
Зх +  2 х + 2

х2- 4 х +  12 ’ х2-  1 ’ х6— I 

а дроби
х5 х3 — 1 х + 1

правильные,

X2+  1 ’ х + 1  ’ З х — 1
неправильные.

Неправильную рациональную дробь всегда можно свести 
к правильной, разделив числитель на знаменатель «столбиком» 
и выделив из дроби целую часть, т. е. многочлен.

п  X4 — X3 -f- 1 . 9  О  \ I ^П р и м е р .  —---------= ( г  — 2х)-\~-
х̂  +  х — 2 х2 — х +  2 '

Поэтому будем рассматривать задачу интегрирования правиль
ной рациональной дроби, гак как интегрирование многочлена не 
представляет труда.

Как  будет видно ниже (см. п. 3), всякую правильную рацио-



нальную дробь можно представить в виде суммы конечного чис
ла так называемых простейших дробей следующих четырех 
типов:

1 i b - и - { k = 2 , 3’ - )- 
1 И  M x + N  l y  M x + N  ^  3 ( д

S  +  px +  q ( r  +  px +  q)1

где A, a , p, q, M, N —  постоянные действительные числа, а трех-
2

член х2 -\- р х q не имеет действительных корней, т. е. — q<Z 0.
2. Интегрирование простейших рациональных дробей. Интег

рирование простейших дробей I и II типов не представляет тру
да. В самом деле,

Г Adx . Г d ( х — а ) , , , , . г\----=  А \ ------- =  A In \x-a\-\-C ,J х — а _ J  х — а

\—— —; =  А \(х — a )~ kd (х — а) =  — ---—--- г—г
U x - a t  3 '  (1 _  А) 1

Перейдем к интегрированию простейшей дроби I I I  типа. Под
становка t= ^ (x 2-\-рх-\-q)', т. е. t =  x-\-~, и обозначение

q — =  Дают x2 +  px +  q =  (̂ x +  ̂ y  +  q --^-= t2-\-a2,

Мх-\- N =  Mt +  D, где D =  N Мр. Поэтому

Г Ш  + Ыш d x ( M ^ ± O d t M C 2 t ^  +
J  дг +  рх-\- q J  / +  а 2 J  / | а

+  D S 7 4 b = T ln (/2 +  ft2) +  T arctg 7 + C’
I . ргде t =  x +  f .

Рассмотрим, наконец, интегрирование рациональных дробей
IV  типа. С помощью той же подстановки t =  *  +  у  ПРИ /> 1

С.

Р‘—  ч

t / « + "  : d x = \ « £ ± ° “ Ц _  +  р [ - ! « -
' (д^ + рд^+ч) J + я ) + <i ) J

и — ^/<0 получаем:

(^  + px + <,)' J (/ 2 + a2)' J (/ 2 + a2)' ' J (/ 2 + a2)'

= f S ( , 4 o - ' < / ( - 4 « s) + o S ^ .

Интеграл $ (^2 +  a2)~ ‘d (t2-\- a )2 табличный.

Для интеграла /, — i получим рекуррентную формулу,
J  (/ “Ь ft )

т. е. формулу, сводящую вычисление /, к вычислению /,_,. С этой 
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dt
целью рассмотрим интеграл

I ,— s
и применим к нему формулу интегрирования по частям, положив

(*2+Т2)'и = 7/ГГ~П^Т > dv =  dt,
откуда

Тогда

(/ — l)2tdt du— ---- т---—- , v =  t.
(/2 +  а2)'

(/2 +  а2) ' - 1 ’ ' J ( / 2 +  a2)' 

f  2 (/— 1)  ̂ dt = ___

Отсюда

(t2 + a2)1 J ( r  + a ) (/2 + a2y
+  2 (/— l ) / ;_ , — 2 ( I — 1) a2/;.

2 ( / -  1) a2/, =  — 1 -- _, +  (21 -  3) /, _,,
V ‘ -f- ft )

и, следовательно,

I — _________ i___________ i_ J_  21 —i  , .
' a2 (2/ — 2 )(/ 2 +  a 2), —1 a 2 — 2

Формула (1) и есть рекуррентная формула. Переходя от / к I — 1, 
от /— 1 к 1 — 2 и т. д., дойдем до табличного интеграла

/ f dt 
J /2 + а2 '

В результате будет известен и /;.
3. Разложение правильной рациональной дроби на простей

шие. Пусть дана правильная рациональная дробь

(2)
Q (x )

Без ограничения общности можно считать, что коэффициент 
у старшего члена многочлена Q (х ) равен единице, гак как в слу
чае, когда он равен какому-то другому числу (отличному от ну-

. ,  Р (х )  ля), можно разделить числитель и знаменатель дроби ----  на
<?(*)

это число, после чего у получившегося в знаменателе многочлена 
коэффициент у старшего члена окажется равным единице.

Будем предполагать, что коэффициенты входящих в нее мно
гочленов — действительные числа. Как  установлено в § 7.7 
(и. 6), для многочлена с действительными коэффициентами име-
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ет место соответствующее разложение на множители (см. § 7.7,
(8)). Пусть для определенности знаменатель Q (х) разлагается 
на множители следующим образом:

Q (х) =  (х — а)к (х  ̂+рх-\-q)1, (3)

где — *7<0. Имеет место следующая теорема (см., нанример, 
[61, т. 1):

Т е о р е м а .  Для дроби (2), знаменатель которой имеет вид
(3), справедливо следующее разложение на сумму простейших 
дробей:
Р  (х ) A t , А 2 A k /V),x+jV, M 2x +  N 2

I • • • I / .. “г  .2 , _ .. , . I , . 7  , _ . . ,2 I • • ■Q (x )  x — a (x — a)2 (x — a )b x2 +  px +  q (x2 +  p x + q f
M,x +  N,

(4)(x? +  px +  q)‘ '

где A ,, A 2, ..., Ah, M h N t, M.>, N2, M h N, — постоянные действи
тельные числа.

Из формулы (4) видно, что линейному множителю х — а зна
менателя Q (x ) соответствуют в разложении (4) простейшие дро
би 1 и I I  типов, а квадратичному множителю x?-\-px-\-q —  про
стейшие дроби I I I  и IV  типов. При этом число простейших дро
бей, соответствующих данному множителю (линейному или квад
ратичному), равно показателю степени, с которым этот множи
тель входит в разложение знаменателя дроби на множители. 
Правило разложения правильной рациональной дроби остается 
справедливым ([6], т. I) и при любом конечном числе линейных 
и квадратичных множителей, входящих в разложение знаменате
ля Q (х).

4. Метод неопределенных коэффициентов. Одним из наибо
лее простых методов определения коэффициентов в разложении 
правильной дроби на простейшие является метод неопределен
ных коэффициентов. Поясним применение этого метода на при
мере.

П р и м е р .  Разлож ить на простейшие дроби правильную  дробь

2х +  3 

(х ~Ь П (х2 + х 1)
Убедившись, что квадратный трехчлен х2 +  х +  1 имеет комплексные корни, ищем 
согласно теореме из п. 3 разложение в виде

2*4-3 A Mx-\-N _ 
-И— -̂-------• (о )

(х-\-1)(хг-\-х+1) х + \  х2 +  х + 1

где коэффициенты А, М, N необходимо определить. Д л я  этого приводим к обще
му знаменателю дроби, стоящие в правой части соотношения (5). Приравниваем 
числители исходной дроби и той, которая будет получена:

2х +  3 =  А (x2 +  x + l )  +  (M x +  N ) (x + \ ) .  (6 )
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Коэффициенты при одинаковых степенях в правой и левой частях тождества
(6 ) должны быть равны. Зап исы вая это условие последовательно для коэффици
ентов при х2, х и х°, получим:

1 А + М  =  О,

A + M + N =  2,

A +  N =  3.

Реш ая эту систему, найдем A =  l, М =  — 1, А/=  2. Наконец, подставляя в равен
ство (5 ) найденные значения А, М, N, окончательно получим:

2х +  3 1 — х +  2( х + 1 ) ( х 2 +  х + 1 )  Х + 1  х* +  х + \  '

5. Интегрирование правильных рациональных дробей. Для
вычисления интеграла от правильной рациональной дроби надо 
эту дробь разложить на простейшие согласно теореме из 
п. 3 и найти интеграл от полученной суммы простейших дробей. 
Следовательно, интеграл от любой правильной рациональной 
дроби есть функция элементарная, потому что представляет сум
му элементарных функций, которые получаются в результате ин
тегрирования простейших дробей.

П р и м е р .  Найти

г 5х2- 1 4 х + И  .
\ —г-----;--------dx.J х —3х? + 3х— 1

Т ак  как  х3 — 3х2 +  3х— 1 =  (х  — ! )'\ то, получив разложение дроби 
5л2— 14х +  11-------- j—----  на простейшие и проинтегрировав их, получим:

Г 5х2- 1 4 х + 1 1  „ г  /  5 4 , 2  \  , ,  , 4
= ------- !— - ----- — Л  dx =  5 In \х— 11
J \ x - 1  ( х - 1 ) 2 ( х — 1) /х3— 3х2 +  3х— 1 d x = ' * ~  5 7 ~  ~  dx =  5 In \х— 11 +

1 +С.
( х — I)'

§ 9.4. Интегрирование тригонометрических выражений

1. Интегралы вида j sirs ах sin bxdx,  ̂cos ах cos bxdx,
 ̂ sin ax cos bxdx. Эти интегралы с помощью известных тригоно
метрических формул приводятся к интегралам

\ cos yxdx= — sin ух-f- С,
J У

 ̂sin y X iix = --- cos yx-\- C.

П р и м е р .  Найти  ̂cos 3x cos 6xdx.
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Так как cos 8х cos 6х =  — (cos 2дг-(-cos 14д:), то

С о с  / 1 С ,  о  , , л v / S in  2лг S in  1 4 *\ cos 8х cos Ьхах — — \ (cos 2x +  cos \4х) dx = — -----1----— ----1- С.
J 2 J 4 28

2. Интегралы вида / = \ sin" х cos'" xdx, где п и т  —  нату-
п,  т J

ральные числа. Если п и т  четные, то интегралы / находятся
л, т

с помощью тригонометрических формул

sin2x =  -^-(l— cos 2х), cos2 * =  j  (1 +  cos 2x), sin x cos x =  ̂  sin 2x.

Если хотя бы одно из чисел п и т  нечетное, то от нечетной степе
ни отделяется множитель первой степени и вводится новая пере
менная.

П р и м е р .  Найти  ̂ s in8 х cos5 xdx. Имеем:

г . о ч , г . « . о , . sin9 jt 2 s in 11 jc , s in 13 jc , _ 
j  sin x cos xdx =  ]  sin x (1 — sin jc) rf sin jc =  — --------- —---- 1----—--- 1- C.

3. Интегралы вида  ̂R  (sin  x, cos x ) dx, где R  (u, v )  —  рацио
нальная функция двух аргументов и и v. Заметим, что рацио
нальная функция двух аргументов —  это отношение двух много
членов двух переменных, а многочленом двух переменных 
и и v называется сумма произведений вида amnumvn ( т ,  п —  це
лые неотрицательные числа, апп —  постоянные числа). Покажем,
что интеграл  ̂R  (sin х, cos х) dx может быть сведен к интегралу

д;
от рациональной функции аргумента t подстановкой t =  ig —. 
Действительно,

2 sin - i cos - i 2 tg -i2 2 B 2 21 sm x =  = --------= ---- - ,• 2 X , 2 X , , . 2 X -И sm — +  cos — 1 + tg 2 -  ^

cos2 — — sin2— 1— tg2 — ,2 2 6 2 1 —t cos X —  = --------
sin2 -  + cos2 -  I + t g 2- + t2

Из подстановки / =  tg-^ следует, что x =  2 arctg t, dx =  -^~^ . Та 
ким образом,

 ̂R  (sin x, cos x)dx =  \ R ( j ^ ? , =  J /?, (0  dt,

где / ? ,(/ )— рациональная функция t.
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§ 9.5. Интегрирование простейших иррациональностей

1. Интегралы с линейной иррациональностью. Если подынтег
ральное выражение содержит лишь линейную иррациональность
\jax-\-b (а =г̂ =0), то полезна подстановка

t =  \ax-\- Ь .

П р и м е р .  Найти ( " Х— .

\ £ + г
з,-----

Полагаем, что t=\x-\-\  , отсюда

jс = / 3-  1, dx =  3t'2dt.

Имеем:

М х+ \

2. Интегралы с квадратичной иррациональностью.
1. Интеграл

\ 7 dX ( 1) 
J  Л ]Ах*+ Вх +  С

с помощью дополнения квадратного трехчлена Ах2 +  Вх-\- С до 
полного квадрата приводится в зависимости от знака А к одному 
из двух табличных интегралов X I, X I I  (см. таблицу основных ин
тегралов).

2. Интеграл
 ̂ Mx +  N dx
Л/Ах2 +  Вх +  С

приводится к интегралу (1) следующим путем:

Г (Mx-\-N)dx  j. 1М ) • (2 Ax +  B )d x
-1 Л1Ах2+ В х + С 1 v ^ + f l .  +  С  2Л .̂  Л /Ах^+ Вх+ С

+  ( w “ М ^ + « , + с  - t V ^ + b * + c  +

3. Найдем интегралы

dx

\ л [7 + Ь  dx, (2)

 ̂У а 2 — Jt2 dx. (3)
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Имеем:

\- ^ 7 + Ь  dx =  \ ^ p = d x  =  \ ^ =  +  b \ - ^ .  (4)
J  ^ л / Т + ь  J V ? + ^  ] ^ 7 + ь

Для вычисления интеграла jj ~̂0 ~ *  применим метод ин

тегрирования по частям, полагая и =  х, dv =  —^ tL=  тог-
л1х*+ь

да du =  dx, v =Д/х2+  Ь . Следовательно,

=  dx.

Подставляя это выражение в равенство (4), получим:

\Л/^ +  Ь dx =  x ^ x 2 +  b +  b dx +  b [  dx ,
J \х 2+ ь

или

2 W -гЧ~b dx =  x"\Jx2 +  b -\-b [ ■ , dx ,
J J V^+ &

откуда

\л1х2 +  Ь dx =  l- (xA jx2-\-b -\-b In \ Х + Л [7 Т Ь \ )  +  С.

Аналогично можно показать, что

 ̂\1а2 — х2 dx =  ̂  (^хЛ/а2 — х2 - fa 2 arcsin

4. Интеграл А дг2 -J- В  х +  С dx в зависимости от знака
А приводится к одному из интегралов вида (2), (3).

П р и м е ч а н и е .  Рассм атривая методы интегрирования, заметим, что хотя 
для всякой непрерывной функции сущ ествует первообразная (§ 9.1, п. 1, теорема 
2), но эта первообразная не для всякой функции является элементарной функ-

— г2дней. Например, для функции е первообразная не вы раж ается в элементар

ных функциях. В  этом случае говорят, что интеграл  ̂е~  ' dx не берется в элемен
тарных функциях.

§ 9.6. Понятие определенного интеграла

1. Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла.
З а д а ч а  о п р о й д е н н о м  п у т и .  Требуется найти путь, 

пройденный движущейся по прямой точкой за отрезок времени 
[/0; Т], если известен закон изменения мгновенной скорости и =  
=  v( t ) .  Разобьем отрезок времени [t0\ Т] моментами времени 
(точками) /0<С/|</2< - " < ^ ==7' на п отрезков времени (частич- 
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ных отрезков) и положим A tk — tk— tk_ lf k = \ ,  2, п. Наиболь
шую из этих разностей обозначим через Я: A, =  max Atk. Если эти 
отрезки достаточно малы, то без большой ошибки на каждом из 
них движение можно считать равномерным, что дает приближен
ное выражение для пути

S «  V  (т ,) Д/, +  V  (т2) Д<2 + . . .  +  V  (т„) Дt„, 
где хк —  одна из точек сегмента [tk_{, tk]. Эта сумма (ее кратко

П

будем обозначать £  v (т*) Atk) будет тем точнее выражать иско- 
k=i

мый путь s, чем меньше будет каждый из временных отрезков 
\h-\y h\-> k =  1, 2, п. Поэтому за путь s, пройденный точкой за 
время Т — /„ со скоростью v =  v (t), естественно принять:

п

s — lim X  v {xk)A tk. (1)wo

Р а б о т а  п е р е м е н н о й  с и л ы .  П усть материальная точ
ка под действием постоянной силы F  перемещается по направле
нию этой силы. Если пройденный путь равен s, то, как известно 
из курса физики, работа А этой силы F  вычисляется по формуле

A =  Fs.
Пусть теперь материальная точка движется по оси Ох от точ

ки А (а ) до точки В  (Ь) (Ь > а ) под действием переменной силы, 
направленной по оси Ох и являющейся функцией от х:

F  — f (х).
Д ля нахождения работы А в этом случае разобьем отрезок [а; Ь] 
точками а =  х0<Сх1 < . . .  <Сх„ =  Ь на п частичных отрезков и поло
жим Ахк =  хк — хк_х, k — \, 2, ..., п. Наибольшую из этих разно
стей обозначим через А =  тахДл^. Если эти отрезки достаточно 
малы, то без большой ошибки на каждом из них силу F  можно 
считать постоянной (равной f (хк)), что дает приближенное выра
жение для работы

£  / (т*) Ахк, 
k=\

где тк —  одна из точек сегмента [xk_ l\ xk\. Отсюда

А =  lim £  f (x k) Ахк. (2)
wo

З а д а ч а  о п л о щ а д и  к р и в о л и н е й н о й  т р а п е ц и и .  
Пусть требуется найти площадь плоской фигуры аАВЬ  (рис. 97), 
ограниченной графиком функции у =  [(х ),  непрерывной и неот
рицательной на сегменте [а; b], и отрезками прямых у =  0, х =  а, 
х =  Ь. Эта фигура называется криволинейной трапецией. Разо 
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бьем отрезок [а; Ь] точками а — х0< х, < х2<  ■ ■ ■ < х п =  Ь на п ча 
стичных отрезков и положим Ахк =  хк — хк_ х, k =  1, 2, п. Н аи 
большую из этих разностей обозначим через X: A, =  maxAx*. На 
каждом частичном сегменте [xk_ x\ xk], k = \ , 2, .... п, выберем 
произвольную точку хк(хк^ 1̂ х к-^хк). Произведение f (хк) Ахк 
даст площадь прямоугольника, имеющего основание Дх* и высо-

п

ТУ / (ТД  а сумма Y, f ( Tk)Axk— приближенно площадь S  криво- 
*=i

линейной трапеции аАВЬ. Отсюда, как и в предыдущих задачах,
п

5 =  lim £  / (хк)Ахк. (3)
*-i

2. Понятие определенного интеграла. Из решения приведен
ных трех задач мы видим, что хотя они имеют различный смысл, 
но математический аппарат для их решения один и тот же. Во 
всех этих задачах мы получаем выражение одного и того 
же вида

п

lim £  / (хк)Ахк. (4)
*-1

Если существует предел (4), не зависящий от способа разбие
ния отрезка [а; b] и выбора точек т*, то этот предел будем назы
вать определенным интегралом функции f (х) на отрезке [а; Ь] 
и обозначать символом

*
\ f [x )d x= Ym  £  / (тк)А хк.
а ^ °*= 1

Функция / (х) в этом случае называется интегрируемой на от
резке [а; Ь]. При этом / (х) называется подынтегральной функ
цией, f (x )d x  — подынтегральным выражением, числа а и Ь — 
пределами интегрирования (а  — нижний предел, Ь — верхний

п

предел), а сумма £  / (хк) Ахк —  интегральной суммой.
к= 1
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Очевидно, если функция / (х) интегрируема на отрезке [а; Ь], 
то она на нем ограничена.

Справедлива следующая теорема (она доказывается в более 
полных курсах математического анализа —  см., например, [8]): 

Т е о р е м а .  Если функция / (х) непрерывна на отрезке [а; Ь\ 
то она интегрируема на этом отрезке.

В условиях рассмотренных выше задач, приведших к поня
тию определенного интеграла, выражения вида (1) —  (3) (преде
лы сумм) являются определенными интегралами. Рассмотрим 
это подробнее.

1. Путь s, пройденный точкой по прямой за время Т — 10 со
т

скоростью v =  v ( t )  (v (t) непрерывна на [/0; 7"]), есть v (t) dt.
'о

2. Если переменная сила F  — f (x )  действует в направлении 
оси O x (f(x )  непрерывна на [а; 6]), то работа этой силы на отрез
ке [а\ Ь} оси Ох равна

ь
\f(x )dx .
а

При решении задач на вычисление работы силы часто 
используется закон Гука

F  =  kx,
где F  — сила (Н ), х —  величина растяжения или сжатия (м), вы 
званного силой F, a k —  коэффициент пропорциональности.

3. Если функция f (х) непрерывна и неотрицательна на отрез-
ь

ке [а; Ь], то  ̂/ (х) dx геометрически представляет собой площадь
а

криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком функ
ции y= f (х), снизу отрезком [а\ Ь] оси Ох, с боков отрезками пря
мых х=а, х=Ь.

§ 9.7. Основные свойства определенного 
интеграла

1. Свойства определенного интеграла. Ниже рассматриваем 
функции, непрерывные на отрезке [а; Ь]. По определению полага
ют, что определенный интеграл от функции с равными верхним 
и нижним пределами интегрирования равен нулю:

а

 ̂f (х) dx =  0.
а

1. Постоянный множитель можно выносить за знак опреде
ленного интеграла:
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Действительно, по определению определенного интеграла как 
предела интегральной суммы имеем:

& п п

\ A f {x )d x = li  m £  Af (т*) Ахк =  lim А £  / (тк) Ахк =
WO k=\ wo к=х

а

=  А lim £  f {x k) Ахк= А  \f{x )d x .
I

Аналогично устанавливается свойство:
2. Определенный интеграл от суммы двух функций равен 

сумме определенных интегралов от этих функций:
ь ь ь
\ ih  {x)-Jr ! 2(x ))dx  =  \i f l (х) d x + ^ f2(x) dx.
а а a

П р и м е ч а н и е .  Свойство 2 распространяется на случай алгебраической 
сумм ы любого конечного числа функций.

3. При перестановке пределов интегрирования определенный 
интеграл меняет знак на противоположный:

Ь а

/ (х) dx=  —  ̂/ (х) dx.
а b

Действительно, здесь соответствующие интегральные суммы 
различаются по знаку, ибо в одной из них все Axk — xk — xt_ , по
ложительны, а в другой аналогичные разности все от
рицательны.

4. Интеграл по отрезку равен сумме интегралов по его ча
стям:

Ь с Ь

 ̂/ (х ) dx=^ f (х ) dx-J-U / (х ) dx, где a<ic<.b.
а а с

Это свойство вытекает из определения определенного интег
рала.

5. Если функция / {х )> 0  на отрезке [а; Ь], то
ь
j / (х ) d x > 0.
а

Последнее свойство непосредственно следует из геометриче
ского смысла определенного интеграла.
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2. Формула Ньютона —  Лейбница.
Т е о р е м а .  Если функция / (х) непрерывна на сегменте [а; b] 

и F (х) —  первообразная функции f (х) на этом отрезке, то
ъ

(x)dx =  F  {b) — F  (а). (1)
а

Формула (1) называется формулой Ньютона —  Лейбница. 
(Ньютон и Лейбниц —  создатели дифференциального и интег
рального исчислений.) Эта формула дает удобное правило вы 
числения определенного интеграла. Кроме того, она устанавли
вает связь между определенным интегралом и неопределенным 
интегралом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разобьем сегмент [а; Ь\ на п частичных 
отрезков точками а =  х0< х 1< х 2< .. .  < х п =  Ь. В  силу формулы 
Лагранжа (§ 8.6, п. 3) и формулы F ' (х) =  f (х) имеем:

F  (* ,) — F  (а ) =  F ' (cl) (x l — a) =  f ( c l )A x u а < с ,< х ь
F (x 2) — F (X i )= F ' (с2)(х 2 — * i) =  / (c 2) Ах2, Х\ <  с2<С х2,

F (b )  — F  (xn_ l ) =  F ' (cn)(b  — xn_ l) =  f (c „ )  Ахп, xn_^ < cn<:b. 
Суммируя эти равенства, получим:

F { b ) - F ( a ) =  I  f ( c k)A xk. (2)
k=\

Гак как функция / (х) непрерывна на сегменте [а\ Ь], то
п Ь

lim X  f ( c k )  &xk =  f (x)dx.
w i = i  a

Поэтому, переходя в равенстве (2) к пределу при О, получим 
искомую формулу (1).

П р и м е ч а н и е .  Д л я  краткости записи употребляется обозначение 
/■’ (дг)|£ =  F ( b ) — F  (а ) или \F(x)fa =  F (b )  — F  (а). Поэтому формула Ньютона —  
Лейбница принимает вид:

ь ь
/ (х) dx =  F  (х)\ьа или  ̂f  (х) dx =  [F  (х)]ьа. 

а а

Заметим, что в формуле (1) можно взять любую из первообраз
ных для f (х), так как [F (х)-\- С]ьа =  F(b)-\- С — F  (а) — C =  F (b )  — 
~ F ( a ) .

i
П р и м е р  1. 5 2xdx=x2\„=  1.

о
Я

2 я

П р и м е р  2.  ̂ cos xdx=  sin x |02 =  sin — s in 0 = l .
о
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П р и м е р  3. ^(3jc4 +  2x2- 5 )d x  =  3^x4dx +  2^x2d x - 5 ^ x  =  |- r i | 2 +

+  ' i ' * 3 | 2 — 5 x |2 =  -jr-(25— l )  +  -̂ -(23— I )  — 5 (2 — 1 ) — ~7F~-3 1i 1 i 5 3 15

З а д а ч а .  Определить работу А, необходимую для запуска 
ракеты массой т р с поверхности Земли вертикально вверх на вы 
соту h (рис. 98).

Р е ш е н и е .  Обозначим через F  величину силы притяжения 
ракеты Землей. Пусть т 3 —  масса Земли. Согласно закону Н ью 
тона

г - н
* f  '

где х — расстояние от ракеты до центра Земли. Полагая
kmDm3 =  y , получим F  (х) =  4г, R ^ x ^ h - \-  R, R  —  радиус Земли.хг
При x = R  сила F  (R ) =  ̂  равна весу Р  ракеты, поэтому y = P R 2

R
и F  (х ) =  -^-. Значит (§ 9.6, п. 2), г

R + h R+h

А =  \ F  (х) dx=  P R 2 [ - P R 2L \ R+h =  ̂ L  .
J J  X2 X I R R +  h
R R

3. Определенный интеграл с переменным верхним пределом.
Пусть функция f (х) непрерывна на отрезке [а; Ь\. Рассмотрим 
интеграл X

а

где х —  любая точка из [а; Ь\.
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Если F  (х) —  первообразная функции / (х), т. е. F ' (x) — f (х), 
то согласно формуле Ньютона —  Лейбница имеем:

X
\ f ( t )d t  =  F ( x ) - F ( a ) .
а

Отсюда *
j-x \f{t)dt=-±-x { F ( x ) - F { a ) )  =  f{x ).

а

Таким образом, производная определенного интеграла с пе
ременным верхним пределом по этому пределу равна значению 
подынтегральной функции для этого предела.

4. Теорема о среднем.
Т е о р е м а .  Если функция / (х) непрерывна на сегменте [а; Ь\ 

то в интервале (а; Ь) найдется такая точка с, что 
ь
\j f {x )d x  =  (b — a )f {c ) .  (3)
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По формуле Ньютона —  Лейбница 
имеем:

\ f (х) dx — F  (b ) — F  (а),
а

где F '(x ) =  f (х). Но в силу формулы Лагранжа (§ 8.6, п. 3) 
F  (Ь )— F  (a ) =  (b — a )F ' (c) =  (b — a) / (с), а < с < Ь ,

что и приводит к искомой формуле (3).
Формула (3) при f (х )^ 0  имеет простое геометрическое ис

толкование. Площадь криволинейной трапеции аАВЬ  равна пло
щади прямоугольника с тем же основанием и высотой, равной 
/( с)  (рис. 99).

5. Замена переменной в определенном интеграле. Предполо
жим, что функция f (х) непрерывна на сегменте [а; Ь\, функция 
x =  y ( t )  имеет на сегменте [а; р] непрерывную производную, при 
этом a ^ y ( t ) ^ . b  и ф( а )  =  а, <р(Р) =  6.

Пусть F  (х) —  одна из первообразных функции / (х). Тогда 
F ' (x) =  f (х) и в силу формулы производной сложной функции 
(см. § 8.2, п. 1)

( F  =  F ' (<f>(t))-у ' (t) =  f (y(t))- <р' (t).
Теперь воспользуемся дважды формулой Ньютона — Лейб

ница:
Р ь
\ f ( y ( t ) ) y ' ( i ) d t  =  F ( 4> m - F ( y ( a ) )  =  F (b )- ~ F (a )^ \ f (x )  dx.
а а
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Тем самым доказана формула замены переменной в определен
ном интеграле:

ь р
$/ (x )rfx  =  $/(<p ( t ) ) i fV )d t .
а а

П р и м е р .  Подстановка х =  sin t дает

Л Я П

1   ~2 __________  J  Т
 ̂ У 1 — я2 V 1 — sin21 cos idt =   ̂ cos2 idt = ^   ̂ (1 + c o s  2t)d t =

1 Г ,  , si n 2/1 о я
=  ~2 |_ 2 J о = T

6. Интегрирование по частям. Пусть u =  u(x), v — v ( x ) —  не
прерывно дифференцируемые на сегменте [а; Ь ] функции. Поль
зуясь формулой Ньютона —  Лейбница, имеем:

ь
[и (х) v (x )]ba — ̂ (u (х) v (х))' dx —

а

b b Ь

(и (х ) v' (х ) +  v (х)и'(х)) dx =  ̂  и (х) v' (х) d x и (х) и' (х) dx,
а а а

откуда
ь ь
 ̂и (х) v' (х ) dx =  [u (х ) v ( х)]* — ̂  v (х ) и' (х ) dx.

а а

Эта формула называется формулой интегрирования по частям 
для определенного интеграла.

Так как v' (х ) dx — dv и и' (х ) dx — du, то эту формулу записы
вают еще в следующем, более компактном виде:

ь ь
^udv =  [uv]ba — ̂ vdu. (4)
а а

При этом следует иметь в виду, что пределы интегрирования 
в формуле (4) относятся к независимой переменной х.

Л  л

П р и м е р .  I  х cos xdx = [х  sin x ] J — \ sin xdx= cos x\ % = — 2.

о " T "  dv о
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§ 9.8. Приближенные вычисления определенных 
интегралов

Пусть речь идет о вычислении интеграла

\f(x )dx , (1)
а

где f (х) — функция, непрерывная на сегменте [а; Ь\. Формула 
Ньютона —  Лейбница не всегда позволяет вычислить интеграл 
(1), так как далеко не всегда мы знаем первообразную для подын
тегральной функции. Здесь на помощь приходит приближен
ное вычисление определенных интегралов. Кстати, на практике 
часто и не требуется знать точное значение данного интеграла. 
Рассмотрим три способа приближенного вычисления определен
ных интегралов: метод прямоугольников, метод трапеций и ме
тод параболических трапеций, или метод Симпсона (Томас Сим
псон (1710— 1761)— английский математик).

Если / (д г)^0  на сегменте [а; Ь], то, как известно (см. § 9.6), 
интеграл (1) представляет собой площадь криволинейной трапе
ции аАВЬ, ограниченной сверху графиком функции y =  f (х), сни
зу отрезком [а; Ь\ оси Ох, с боков отрезками прямых х =  а, х =  Ь. 
Составим интегральную сумму, соответствующую делению сег
мента [о; Ь] на п равных частей точками а =  х()<С ху <  х2<С ... <С
<  хк_ х <С xk<  ... <  хп — Ь и выбору точек xk =  xk_ l (k = \ , 2, ...,

п): £  f ( 4 -\)bxk. Но Ахк =  ̂ ~  . Значит, 
k = 1

£  t i xk-\ )^xk~ ——— £  / ( * * _ ,). 
k=\ k=\



Сумма £  /(■**-1) Д о е с т ь  площадь ступенчатой фигуры, изоб-
*=I

раженной на рисунке 100. Поэтому площадь указанной криволи
нейной трапеции приближенно равна площади этой ступенчатой 
фигуры, т. е.

ь
\f (x )d x z z ^ -  £  / (**_ ,). (2)

Если xk =  xk ( k = l ,  2, ..., п), то аналогично получим прибли
женную формулу

*
\ f ( x ) d x ^ ^  X  /(дс*). (3)

Формулы (2) и (3) называются формулами прямоугольников.
Если функция / (х) возрастает на [а; Ь], то формула (2) дает 

значение интеграла (1) по недостатку, а формула (3) —  по из
бытку. Поэтому для повышения точности естественно взять сред
нее арифметическое этих формул:

b\ f ( x ) d x & ± {a)+ f {b) +  Y  / (**))• (4)

Эту формулу называют формулой трапеций, так как ее геомет
рический смысл связан с заменой площади каждой прямоуголь
ной полоски, на которые разбивается криволинейная трапеция, 
на площадь прямолинейной трапеции.

П р и м е р .  Вычислим значение интеграла

2

dx: (5)
о

а) по формулам прямоугольников (2 ) и (3 ) при я = 1 0  и п =  20; б ) по формуле 
трапеций при п — 10 и п =  20.

При рассмотрении этого примера будем использовать, например, микрокаль
кулятор «Электроника БЗ-Зб».

Вычислим  сначала приближенное значение интеграла (5 ) по формуле прямо
угольников (2 ) при л =  10. В  этом случае х0 =  0, jc, = 0 ,2 , дг2 =  0,4, jc3 =  0,6, x4 =  0,8, 
х5= 1 , jc6= 1 ,2 , x7= l,4 ,  х8 — 1,6, x9— 1,8 и поэтому

\е-**с1х~Ц^(е-<? + е - ^  + ...+ е- '*\
о

Значение подынтегральной функции в точке х вычисляется по программе 
х Х = /  — /Fe*. Следовательно, программа вычисления интеграла имеет вид:
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O X  =  / - / F e "  F n  + 
0 .2 X = / — / F e "F n  +

I .8 X  = / — /Fe* F H  +
2 ^ 1 0 X F H n =  О т в е т :  0,98.

Вычисление по формуле (3 ) при п =  10 производится по аналогичной про
грамме с той лишь разницей, что начальным значением аргумента является 0,2, 
а конечным значением —  число 2. Получаем ответ: 0,78. Среднее арифметическое 
чтих ответов 0,88 дает приближенное значение интеграла по формуле трапеций.

Аналогично производятся подсчеты при л =  20. О твет по формуле трапеций: 
0,882.

Метод Симпсона дает более точную приближенную формулу 
вычисления интеграла (1).

Предположим сначала, что пределы интегрирования имеют 
вид a — — h, b =  h, т. е. расположены симметрично относительно 
точки О. Если h мало, то кривую y =  f (x )  приближенно можно 
заменить параболой

y =  ax2+ px +  y =  F (x ),  (6)

проходящей через точки A ( — h\ / ( — h )), В  (0; / (0 )) и С (Л; / (h)) 
h

(рис. 101). Тогда  ̂ / (х) dx приближенно будет равен:
— л

л
5 F (x )d x  =  [ z f  +  2 f  +  yx\ ' = \ ah3+ 2 y h = ^ h  {ah2+  3у).

-л

Полагая в выражении (6) последовательно х = — h, 0, Л, полу
чаем:

F ( - h )  =  ah2~ p h  +  y, F (0) =  у, F  (h) =  ah2 +  р/г +  у.
Отсюда

F ( - h )  +  4 F (0 ) +  F (h )  =  2 (ah2 +  Зу).
Поэтому

h

J F (x )d x  =  j ( F ( - h )  +  4 F (0 )  +  F(h))- 
-h

Но
F  ( — h) =  f ( — h), F  (0) =  / (0), F  (h) — f(h ).

И значит,
h

J f ( x) d x ^ ± ( f ( - h )+ 4 f (0 )  +  f(h ))
-h
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(формула Симпсона).
Случай общего расположения пределов интегрирования сво

дится к рассмотренному, если перенести начало координат
в точку х =  а~̂  оси абсцисс. Тогда будем иметь

ь

\ f ( x) d x K ^ ( f ( a )  +  4 f(Z± ± ) +  f(b )). (7)
а

Д ля увеличения точности вычисления интеграла (1) разобьем от
резок [а; Ь] точками а — х0, х,........ х2л_ i, x2n =  b на 2« равных
частей ( f (x k) — yk). Применяя к отрезку \x2k_ 2, x2k] (k = \ ,  2,
..., п) формулу (7), получим:

х2 к
jj f ( x )d x ^ ^ ^ - (y 2k_ 2 +  4y2k_ l -\-y2k).

X2k — 2

Отсюда с использованием свойства 4 (см. § 9.7, п. 1) получим:
b п .
[ f (x )d x &  а £  ( У  2k -  2 +  4  У -2k - 1 +  У 2k) =  ( ( У  о +  У ъ , ) +

*='
+  4 (у, -)- у3-\- . . . +  У2„-\) +  2 ( у2-\- у 4 +  . . . +  У2п-2))- (8)

Заметим, что все четыре формулы (2), (3), (4), (8) тем точнее, 
чем больше п.

Наконец, отметим, что каждый из изложенных методов со
держит четкий алгоритм их нахождения. Эго позволяет широко 
применять эти методы для вычислений на Э В М .

§ 9.9. Несобственные интегралы, их сходимость
При введении понятия определенного интеграла мы исходили 

из условий ограниченности подынтегральной функции и конечно
сти пределов интегрирования. Такой интеграл называется собст-
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пенным (слово «собственный» обычно опускается). Если хотя бы 
одно из этих двух условий не выполнено, то интеграл называется 
несобственным.

I. Интегралы с бесконечными пределами. П усть функция 
/ (х) непрерывна при а ^ х < .  +  оо, т. е. для х ^ а .  Тогда по опре
делению полагают

-j- оо Ь

[ f (x )d x =  lim \f(x )d x . (1)
J  f t - * + o o  J
a a

Если последний предел существует, то говорят, что интеграл

\ f (x )d x  (2)

сходится, а если этот предел не существует, то интеграл (2) на
зывают расходящимся. Такому интегралу не приписывают ника
кого значения.

Геометрически для неотрицательной при х ^ а  функции 
f (х) несобственный интеграл (2) по аналогии с собственным ин
тегралом (§ 9.6, п. 2) представляет собой площадь фигуры, огра
ниченной сверху графиком функции y — f ( x ), слева отрезком 
прямой х =  а, снизу осью Ох (рис. 102).

-(- ОО b
П р и м е р  1. \ е ~ х d x =  lim \ e ~ xd x =  lim (1 — e ~ b) = l .

J  b-*- -f- oo J  b-*- 4- oo0 0

Заданный несобственный интеграл сходится.
-{- ОО b

п  г» Г dx .. г dx , ,П р и м е  р 2. \ — =  lim \ — =  Iim In b =  +  00.
X  b —► -f- 00 J  ДГ ь -f- ooI 1

Следовательно, данный интеграл расходится.
+ ОО b

П р и м е р  3. \ cos xdx=  lim \ c o s * d * =  li 
J  b -> -+  00 J  b —0 0

m sin b.
b-+-\- 00

Последний предел не сущ ествует, т. е. несобственный интеграл расходится.

+  оо

П р и м е р  4. Установить, при каких значениях а сходится интеграл ^
1

Случай а = 1  рассмотрен в примере 2. При а ф  1 имеем:

+ оо ( +  оо при а <  I,
г dx b — I\ — = Iim — j-----= { 1
J  х b-* + oo 1— а ---- - при а > 1 .

dx
ха

Значит, данный интеграл сходится при а > 1  и расходится при а ^ 1
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На несобственные интегралы вида (2) непосредственно рас
пространяются многие свойства собственных интегралов.

Пусть F  (х )— первообразная функция для подынтегральной 
функции / (х) сходящегося интеграла (2). На основании формулы 
(1) и формулы Н ью тона— Лейбница имеем:

+ оо
\ / ( * )=  lim ( F ( b )- F ( a ) ) .
J  Ь-*- -j- oo
a

Если ввести условное обозначение
F  ( —|— сю ) =  lim F  (b),

b-*--\- oo

то получим для сходящегося несобственного интеграла (2) обоб
щенную формулу Н ью тона— Лейбница

+  ОО

f ( x )d x = F {  +  оо)— F  (а),
а

которую записывают также в виде
оо +  оо

 ̂ f (x )d x  =  F(x)\ + °° или  ̂ f (x )d x  =  [F (x )]  + °°.
а О

Заметим еще, что для вычисления сходящихся интегралов ви
да ( 2 ) сохраняются методы подстановки и интегрирования по ча 
стям.

Самым простым признаком сходимости несобственных интег
ралов вида (2) является признак сравнения.

Рассмотрим его для случая неотрицательной подынтеграль
ной функции.

Т е о р е м а  с р а в н е н и я .  Если в промежутке [а; +  оо) 
функции f (х), g (х) непрерывны и удовлетворяют неравенствам 
O ^ g  (x )^ . f (х), то из сходимости интеграла

+  ОО

 ̂ f (x )d x  (3)
а

следует сходимость интеграла
+  оо

\ g (x )dx. (4)
а

Этот признак вытекает из геометрического смысла интегра
ла (2).

Из этого признака следует, что при том же условии из расхо
димости интеграла (4) следует расходимость интеграла (3).
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+  оо

п  г f dx I IП р и м е р а .  \ --------  сходится, так как при х~^ 1 -------- < ---
J  к’ I------  3 .. 5

V i + Jt5 V i Н-дс* Д1 X
+ оо

dxг ах
и интеграл \ —— сходится (см. пример 4).

+  оо

„  _ г .х  +  2 , х +  2 1П р и м е р  Ь. \ --- у=ах  расходится, так  как при х~^\ — -— > --
, х \ х  хЛ [7  д/7

+  оо
г dx

и интеграл \ —j- расходится (см. пример 4).

' х2

Пусть теперь в интеграле (2) функция f (х) может принимать 
значения разных знаков.

Т е о р е м а .  Из сходимости интеграла
+  оо

5 \f(x)\dx (5)
а

следует сходимость интеграла (2).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введя неотрицательные функции

имеем ф (д г)< |/ (х )|, ф ( * )<  I/ (х )| и / (х) =  ф (* )  — ф (*). Так 
как интеграл (5) сходится, то по теореме сравнения сходятся 
интегралы

+  оо -f оо

 ̂ ф (д :)dx,  ̂ ф (x )dx
а а

и, следовательно, сходится интеграл
“Ь ОО ОО ОО

 ̂ f (x )d x =   ̂ ф (х) dx—  ̂ y\:(x)dx.
а а а

Интеграл (2) называется абсолютно сходящимся, если схо
дится интеграл (5).

+  оо

S COS X
——— dx сходится абсолютно, потому что сходится по тео-

1
■+■ ОО “Ь оо

Г I cos аг| | cos х\ ^  1 с dxреме сравнения  ̂ — —— dx (при jc>  I — —— < —  и  ̂ —  сходится;
I !

. м. пример 4).
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Все изложенное непосредственно переносится на интегра
лы вида

ь ь
 ̂ f (x )d x  — lim [ f (x )d x  (6)

J a—► — oo
— oo a

(кстати заметим, что от интеграла (6) легко перейти к интегралу 
вида (2) с помощью подстановки х = — у).

Наконец, по определению
оо с -+ ОО
 ̂ / (jc) dx—  ̂ f (x )d x +   ̂ / (дс) dx, (7)

— оо — оо с
где с — какое-нибудь число (выбор его безразличен). Последнее 
равенство следует понимать так: если каждый из интегралов, 
стоящих справа, сходится, то сходится и интеграл, стоящий сле
ва. Если же расходится хотя бы один из интегралов, стоящих 
справа, то расходится и интеграл, стоящий слева.

2. Интегралы от неограниченных функций. Предположим, что 
функция / (х) непрерывна при a^Lx< b . Предположим далее, 
что эта функция стремится к бесконечности, когда х-+Ь. Так что 
на отрезке [а; Ь] функция f (х) не ограничена. Положим

Ь Ь — е

\ f (x )d x =  lim \ f(x )dx .J p—►О 4- П J0 + 0
a a

Если последний предел существует, то говорят, что интеграл
ь

сходится, а если этот предел не существует, то интеграл (8) на
зывают расходящимся.

Подобным же образом равенством
ь ь
[ f (х) dx=  lim \ f (x ) dx
J e—0 + 0 Ja fl + e

дается определение интеграла функции / (х), стремящейся к бес
конечности при х-^а.

ь

S dx----- =  —  lim (In  е — In (b — a ) )=  +  oo, интеграл pacxo-
b — x e-*o+o

дится. a
П р и м е р  2. Вы яснить, при каких значениях а сходится интеграл

ь
с dx 
) ( b - x f
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Случай а= 1  рассмотрен в примере 1. При аф1  имеем:

dx
а)1 а(b — x f  е-о+о 1— а р — ■— ----  при а <  1

Значит, данный интеграл сходится при а < 1  и расходится при а ^ 1 .

Все свойства для интегралов вида (2) и (6) переносятся и на 
только что введенные интегралы. В частности, имеет место тео
рема сравнения, аналогичная приведенной в п. 1.

Наконец, если функция / (х) стремится к бесконечности при 
приближении к обоим концам промежутка (а; b), то полагают:

Ь с Ь

 ̂f  (х) dx =  ̂ f (х) dx-\-  ̂ f (x )d x , a< c< .b .
а а с

При этом если сходятся оба интеграла в правой части последне
го равенства, то сходится и интеграл слева.

3. Пример использования несобственного интеграла. В каче
стве примера использования несобственного интеграла проведем 
подсчет второй космической скорости.

Вычислим начальную скорость ракеты, при которой она спо
собна выйти из поля притяжения Земли и уйти в межпланетное 
пространство.

Ранее (§ 9.7, п. 2, задача) с помощью определенного интегра
ла была подсчитана работа силы, необходимая для запуска ра
кеты массой т р с поверхности Земли на высоту /г, т. е. было по
лучено:

А =  jj F  (х) dx- PRh Ph
R

откуда следует, что при R, несравнимо большем, чем h, Azzmpgh, 
где т р —  масса ракеты, g —  ускорение свободного падения у по
верхности Земли.

В  силу закона сохранения энергии сумма кинетической и по
тенциальной энергии ракеты во все моменты времени одна и та 
же. Следовательно, чтобы полностью освободить ракету от зем
ного притяжения, необходимо, чтобы начальная кинетическая 
энергия была не меньше потенциальной энергии ракеты, беско
нечно удаленной от Земли, т. е. надо подсчитать работу силы 
при h->-oo: pRh pR

lim ~оТ~й=  h m --- -o=PR==m pgR
h

(движение Земли и притяжение других планет при этом не учи
тываются). Отсюда начальная скорость ракеты v должна быть
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такова, чтобы - y - ^ m pgR, или v 5 ?^l^gR =  Л/2 • 10 • 6 400 ООО ж

«11,3-103 м/с=11,3 км/с (при вычислениях можно использо
вать калькулятор; g взято равным 10 м/с2).

§ 9.10. Геометрические приложения 
определенного интеграла

1. Вычисление площадей плоских фигур. Пусть функция 
/ (х) непрерывна на сегменте [а; Ь]. Известно (см. § 9.6), что если 
f (х )^ 0  на [а; Ь], то площадь S  криволинейной трапеции, ограни
ченной линиями y =  f(x ), у =  0, х = а , х = Ь , равна интегралу

ь

S =  \j f(x )dx . (1)
а

(О  понятии площади произвольной плоской фигуры, а также 
объема тела и площади поверхности см., например, в [6].)
Если же f ( x ) ^ .0 на [а; Ь], то — / (х )^ 0  на [а; Ь\ Поэтому пло
щадь S  соответствующей криволинейной трапеции выразится 
формулой

ь
S =  — ^ f(x ) dx, или

а 
b

S =  1̂  f(x )dx\. (2)
а

Если, наконец, линия y =  f (x )  пересекает 
ось Ох, то сегмент [а; Ь\ надо разбить на ча 
сти, в пределах которых f (х) не меняет зна
ка, и к каждой части применить ту из фор
мул (1) или (2), которая ей соответствует.

П р и м е р  1. Найти площадь плоской фигуры, 
ограниченной параболой у =  хг, прямыми jc =  1, х = 3  
и осью Ох (рис. 103).

П ользуясь  формулой (1), находим искомую пло
щадь:

Рис. 103
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П р и м е р  2. Найти площадь плоской фигуры, 
ограниченной графиком функции i/ =  s in x  и осью абс
цисс при условии 0 ^ д г ^ 2 п  (рис. 104). Разбиваем  сег
мент [0; 2л] на два сегмента [0; л ] и [л; 2л]. На первом 
из них sin х ^ 0 ,  на втором sin х ^ О .  Следовательно,



Рис. 105 Рис. 106

используя формулы (1 ) и (2), имеем, что искомая площадь 

л  2л

S  =   ̂ sin jerfjc-f- |  ̂ sin xdx | =  — cos x | -f- | [— co s jc |2 n | = 4 .
0 Л

2. Вычисление площади в полярных координатах. П усть тре
буется определить площадь сектора ОАВ  (рис. 105), ограничен
ного лучами ф =  а, ф =  |3 и кривой АВ, заданной в полярной си
стеме координат уравнением г =  г (ф), где г(ф)  — функция, не
прерывная на отрезке [а; р].

Разобьем отрезок (a; pj на п частей точками а =  ф0<Сф|< 
< ф * < .. .  < ф п_ ,< ф л =  Р и положим Аф* =  ф* — ф *_:, k =  

=  1, ..., п. Наибольшую из этих разностей обозначим через А,: 
Я, =  тахДф£. Разобьем данный сектор на п частей лучами ф =  
=Ф* (£ = 1 , •••, п— 1). Заменим k-й элементарный сектор круго
вым сектором радиуса /-(£*), где | * е [ф 4_ 1; ф4]. Тогда сумма

^  I  ' 2(Ы Лф * —  это приближенно площадь сектора ОАВ. От- 
* = i 

сюда

1 " Р 
S = - l im  £  г2(Ы Аф * =  у \ г 2(ф)</ф. (3)х—о 4=|

а

П р и м е р .  Найти площадь плоской фигуры, ограниченной кардиоидой г =  
=  а ( 1 + co s  ф) (рис. 106). Учиты вая симметричность кривой относительно поляр
ной оси, по формуле (3 ) получаем:
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О а=х0 х, хк - 1  хк Ь=хп х

Рис. 107
Л Л

0
3. Вычисление длины дуги. Пусть дуга А В  (рис. 107) задана 

уравнением y =  f(x ), г е [ а ;  Ь], где / (х) — функция, имеющая на 
отрезке [а; Ь] непрерывную производную.

Длиной дуги А В  называется предел, к которому стремится 
длина ломаной линии, вписанной в эту дугу, когда длина наи
большего звена стремится к нулю.

Найдем длину дуги АВ. Впишем в дугу А В  ломаную линию 
МпМ х...М п. Пусть абсциссы точек М 0, M t, М2, ..., М п соот
ветственно а =  х0, xh х2, ..., хп =  Ь (ординаты этих точек обозна
чим соответственно через у0, у х, ..., уп). Имеем разбиение отрезка 
[а; Ь\ на частичные отрезки xk], k =  1, 2, ..., п. Длина отрез
ка [xk_ {, xk\ равна Axk =  xk — Пусть Я =  т а х  Ахк. Через Аук 
обозначим приращение функции y =  f (x ) на отрезке хк]. По
теореме Пифагора M k_ tMk =  ̂ JAxj,-^- Ау\. Но в силу формулы Л а 
гранжа (§ 8.6, п. 3) Ayk =  f  (%к)Ахк, где %к —  некоторая промежу
точная точка отрезка \хк_{, хк\. Отсюда Мк_ {М к =  ̂ \  +  /'2 (|*) Ахк,
и, следовательно, длина ломаной линии М {)М х...М п

п

I  У Г + П Ы  Ахк.

Переходя здесь к пределу при получим:
ь

/ =  ij Д/1 ~\~f/2(x) dx,

или
а

Ь

( / —  длина дуги АВ). 
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Отсюда длина дуги AM, где М (х\ у ) — переменная точка 
дуги А В,

X
I =  / (х) =  У 1 +  У'2 dx.

Поэтому (см. § 9.7, п. 3)
dl

= V ; + / 2,dx

откуда получаем формулу дифференциала дуги

или
dl =  ̂ \ +  у '2 dx, (5)

dl =  ̂ \Jdx2 +  dy2.
Если кривая А В  задана параметрическими уравнениями

x =  x(t), у =  у (О  (6)
причем функции x (t)  и у (t) имеют непрерывные производные 
х' (t) и у ' (t) в [а; J3], то путем замены переменной х =  
=  x ( i)  в (4) получим:

р
/ = \л1х'2 +  у '2 dt. (7)

Формула дифференциала дуги вместо (5) будет dl =  Д/х'2 +  у '2 dt.
Если же кривая А В  задана в полярных координатах 

уравнением
г =  г (ф) (а < ф < р ) ,  (8)

то, учитывая связь между прямоугольными и полярными коор
динатами (см. § 1.1, п. 2), параметрические уравнения этой кри
вой будут

х =  г cos ф, y =  rsirwp ( а ^ ф ^ Р ) .
Поэтому

х' ~  г' cos ф — г sin ф, у ' =  г' sin ф +  г cos ф, 
и по формуле (7) получим:

р
I =  \Л/г2 +  г'2 d(f. (9)

ft

Формула дифференциала дуги будет dl =  Д/г2 +  г'2 dy.
П р и м е р  1. Найти длину дуги данной линии:

=  +  (рис. 108).
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Имеем у ' =  -^(ех — е х) и по формуле (4 ) находим

Ь (е2х — 2 +  е ~ 2х) dx

П р и м е р  2. Вы числить длину окружности радиуса R. Запиш ем уравнение 
окружности в полярных координатах: r =  R  при 0 < ф < 2 л  — и по формуле 
(9 ) получим:

/=   ̂ Rd(f =  2aR.
о

Укажем еще на одно применение формулы (4).
Т е о р е м а .  Пусть дуга М ()М (рис. 109) задана уравнением 

y =  f ( x ) (x0< jc < * 04-Ax), причем / (х) и /' (х) — непрерывные 
функции. Тогда предел отношения длины этой дуги к длине стя
гивающей ее хорды при стремлении длины хорды к нулю равен 
единице.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем:

л у и = У ( д * ) 2 +  (л*/)2 = V 1 + ( l f ) 2 -А* ’
х „ + Д х

=   ̂ Д/1 -\-f'2 (х) dx (/ —  длина дуги М{)М), или в силу

теоремы о среднем (см. § 9.7, п. 4) / =  Д/1 + / '2(с ) • Ах, где 
хи <  с <  х0 +  Ах.
Отсюда, замечая, что если Лх-^0, то с—*-х0, получим:

I V '  + Г2 (с) - Ах V 1 +/'2 (̂ о)
|1ГП "л7ХГ =  ~ ------------О М М 0  Дх-ч

- ° Л Н ! 7 Ajc Л]\+Г2(хо)
1.

.. ЛШ0 С л е д с т в и е ,  l im —-— = 1.
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4. Площадь поверхности вращения. Переходя к площади по
верхности вращения, предположим, что, как и в п. 3, дуга А В  за 
дана уравнением y =  f(x ), х<=[а\ Ь\, где / (х) —  функция, имею
щая на [а; Ь] непрерывную производную. Поверхность, образо
ванная вращением k-ro звена ломаной М 0М {...М п вокруг оси Ох, 
есть боковая поверхность усеченного конуса с площадью

Л (Ук-1+Ук)'Мк_ 1М к,
или

2л/(ти)Л/1 -f f '2( l k) Ахк,
где

/(**_,)+/(**)
/ ( Чк) = ------ j ------ '

Следовательно, площадь поверхности вращения ломаной 
М0М 1...М Я вокруг оси Ох равна:

п
s n=  I  2л/ (Т|А) V 1 + f '2( l k) Ахк.

k= 1
(10)

Площадь S  поверхности вращения дуги А В  вокруг оси Ох 
определим как limS„. Заметим при этом, что сумма (10) не явля-Х-+0
ется интегральной суммой для функции 2л/ (х) У 1 -\- f '2 (х) , гак
как в слагаемом, соответствующем отрезку [**_,; хк], значения

2
функций / (х) и /' (х) взяты в разных точках этого отрезка. Но 
можно доказать (см., например, в [5]), что предел суммы (10) рав
няется пределу интегральной суммы для функции
2л/ (x j\ J 1 + / '2 (х), т. е.

п
lim S „=  lim £  2л/ (£*) +  Ахк,

к =\

Поэтому
ь

S  =  2ji|j у V 1 +  у '2 dx. (11)
а

Если данная кривая А В  задана параметрическими уравнениями 
(6) или уравнением (8) в полярных координатах, то соответствен
но получим:

к _______
S  =  2л^ у Д/х'2-)-у '2 dt,

S =  2л^ г sin фД/r2-f- г'2 dy.
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П р и м е р .  Найти площадь поверхности шарового пояса, образованного вра
щением вокруг оси Ох дуги окружности x2 +  y2= R 2, соответствующей изменению

I-------  х R2
х от а до Ь ( — Л < 0 , 0 <  R). Здесь y = \ R 2— х2 , у ' = ----, 1 +  у '2 — —т

У У
ь

и по формуле ( 1 1 ) 5  =  2nR   ̂dx= 2 nR  ( Ь — а ). В  частности, при а =  — R, b =  R  по
а

лучаем площадь сферы S  =  4nR2.

6. Вычисление объема. Рассмотрим тело В, содержащееся 
между плоскостями х =  а и х = Ь  (рис. 110). Пусть для каждого 
д: из сегмента [а; Ь] дана площадь сечения этого тела Q (х), пер
пендикулярного оси Ох. Найдем объем V данного тела при усло
вии непрерывности Q (х) в [а; Ь]. Разделим сегмент [а; Ь] на п ча 
стей и через точки деления проведем плоскости, перпендикуляр
ные оси Ох. Эти плоскости разобьют В  на слои. Выделим 
k-й слой, ограниченный плоскостями х = х к__х и х = х к. Объем это
го слоя приближенно равен Q (хк_ ,) Ахк. Образуем сумму

Vn= l  < ?(**_,) Ахк. 
k= 1

Объем V тела В  определим как Iim Vп. Этот предел сущест
во

ь

вует в силу непрерывности (? (х )  на [а; Ь\ и равен Q (x )d x .
а

Итак, ь
V =  \j Q {x )dx.

а

В частности, если тело образовано поверхностью вращения 
линии у =  f (х) вокруг оси Ох в пределах изменения х от а до Ь,

ь
то Q (x) =  nf2 (х) и V =  (х) dx, или, более кратко,

а

220



I/ =  п  ̂y2dx (1 2 )

П р и м е р  1. Н ай ти  объем тела, образованного 
вращением плоской фигуры, ограниченной линиями 
// = х  и х — 1, вокруг оси Ох. Это  тело назы вается 
сегментом параболоида вращения (рис. 111). С о 
гласно формуле (12) имеем

1 х2 \ ' 1
К  =  л  [х<1х =  л — \ =4-.

6 2 I о 2

П р и м е р  2. Н айти  объем тела, образовайного 
нращением вокруг оси Ох плоской фигуры, ограни-

I
ченной линиями: у =  — (ех е ), у =  0, х =  0, х = \

(рис. 112). Имеем 

V--

гГЛ

Рис. 112

$-(er + e xf  dx = ̂ ( e 2x + 2 + L
О о

9 г — Чх I
71 /  е  , г* е  \  I Я / 2- т ( —'+2' - — ) К - J ' ’  '

— 2х )(1Х =

-2) + - .2

§ 9.11. Физические приложения 
определенного интеграла

Статическим моментом материальной точки, находящейся 
в плоскости хОу, относительно координатной оси Ох (или Оу) на- 
ш вается произведение массы этой точки на ее ординату (соот
ветственно абсциссу). Статическим моментом системы таких то
чек М и М2, ..., М п относительно координатной оси называется 
сумма статических моментов всех точек системы относительно 
этой оси.

Центром тяжести системы материальных точек с массами пги 
т 2, ..., т п называется точка С, обладающая тем свойством, что ес
ли в ней сосредоточить всю массу системы т  =  т ] +  /л2+  ... -|~ 

то ее статический момент по отношению к любой оси равен 
статическому моменту системы точек относительно той же оси. 
Поэтому если обозначить через М[п) и статические моменты 
системы 'точек относительно координатных осей Ох и Оу, то ко
ординаты хс и ус центра тяжести С удовлетворяют соотноше
ниям

mxc =  M[n)= m ixt +  ... + т пхп, т у с=  М (;> =  /п,г/, + ... +  т пуп,

где хк, ук —  декартовы координаты точки массой т к. Следова
тельно, центр тяжести данной системы материальных точек име
ет координаты
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X mkxk X тьУь 
*=1 * = 1

хс г; . Ус— -  ■

Статические моменты и координаты центра тяжести дуги 
плоской линии можно выразить через определенные интегралы. 
Пусть дуга А В  задана уравнением y =  f (х), х е [а ;  Ь\, где / (х ) —  
функция, имеющая на [а; b] непрерывную производную, и на 
этой дуге распределено вещество с плотностью р =  р(х ). Разде
лим дугу А В  на п частичных дуг M k_ ]M k (k =  1, 2, ..., п). Сосре
доточим массу каждого из элементов М к_ хМ к в одной его точке 
Nk(xk, yk). Тогда получим приближенные выражения элемента 
массы Amkzzp Мк_ {М к и элементарных статических моментов от
носительно координатных осей (АМ х)к«  ук А т к, (АМ у)кж  хкА т к. 
Суммируя и переходя к пределу при X—>-0, получим выражение 
массы материальной дуги

ь

т  =  \р V *  -\-у'2 dx

и ее статических моментов относительно координатных осей 
ь ь

М х =  \руЛ]\ + у '2 dx, Му =  \ Р*Л/1 + У '2 dx.
а а

Д ля нахождения центра тяжести С (хс\ ус) материальной ду
ги А В  в соответствии с определением этого понятия составим ра
венства

т х с =  М у и т у с= М х, 
из которых следует, что

М у М х
Хс =  — , Ус =  — ■ (1)с т  т

ь ______
Из формул (1) при p (x ) =  const, следует  ̂у Д /1 +  у '2 dx =  ус1.

а

Умножив обе части последнего равенства на 2я, получим:
ь

2л у̂ V 1 + У '2 dx =  2nycl,
а

или
S =  l-2nyc, (2)

где S  —  площадь поверхности, образуемой вращением дуги АВ  
вокруг оси Ох. В  правой части (2) 2пус —  длина окружности, 
описываемой точкой С (хс; ус) при вращении вокруг оси Ох.
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Это приводит к следующей теореме.
П е р в а я  т е о р е м а  Г у л ь д и н а  (П ауль  Гульдин (1577—  

Н И З )— швейцарский математик). Площадь поверхности, обра
зуемой вращением дуги плоской кривой вокруг не пересекающей 
ее оси, лежащей в плоскости дуги, равна произведению длины 
вращающейся дуги на длину окружности, которую при этом вра
щении описывает центр тяжести дуги.

П р и м е р  1. Найти центр тяжести  массы, распространенной вдоль полуок

ружности при условии р = 1 . И з соображений симметрии заключа-
2 Rом, что хс =  0. Далее, согласно формуле (2 ) 4л/?2 =  nR ■ 2пус, откуда ус — ---~
л

«0,637/? (здесь можно использовать калькулятор ).

Остановимся еще на статических моментах и координатах 
центра тяжести плоской фигуры. Пусть дана криволинейная 
трапеция, ограниченная линиями х =  а, x =  b, y =  f (x ) (f(x) не
прерывна на [а; 6]), у =  0, и на ней распределено вещество с плот
ностью р = 1 . Разделим отрезок [а; Ь\ на п частичных отрезков, 
а криволинейную трапецию на п соответствующих частей. Зам е
ним каждую частичную трапецию прямоугольником с основани
ем Ахк и высотой */*_, =  / (**_ ,). Тогда получим приближенные 
выражения элемента массы Д т кж ук_ х Ахк и элементарных ста- 
шческих моментов относительно координатных осей (A / W J^

Ук-А т к’ ( Д М Д » хк_ 1А т к. Суммируя и переходя к пределу
при получим выражения массы и статических моментов
всей фигуры:

ь ь ь

m =  ̂ ydx, M x =  ̂ y 2dx, M y =  ̂ xydx. (3)
а а а

Координаты центра тяжести хс и ус определяются так же, 
как и для материальной дуги, формулами (1), в которых т , М х, 
М и определяются по формулам (3).

м
Из равенства ус =  ~— согласно формуле (3) имеем:

ь ь

- \ y 2dx =  yc \j ydx,
а а

откуда
ь ь

л  ̂y2dx =  2лус  ̂ydx.
а а

Левая часть последнего равенства есть объем V тела, получае
мого от вращения данной плоской фигуры около оси Ох, 
правая — произведение площади S  вращающейся фигуры на
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2лyr —  длину окружности, описываемой при этом вращении цент
ром тяжести фигуры. Итак.

V =  S-2jiyc. (4)

Это приводит ко второй теореме Гульдина.
В т о р а я  т е о р е м а  Г у л ь д и н а .  Объем тела, образован

ного вращением данной плоской фигуры вокруг не пересекаю
щей ее оси, лежащей в ее плоскости, равен произведению пло
щади вращающейся фигуры на длину окружности, которую при 
этом вращении описывает центр тяжести этой фигуры.

П р и м е р  2. Найти центр тяжести  полукруга, ограниченного осью Ох и по

луокружностью  у =Д/у?2- /  (при условии р =  1). И з соображений симметрии сле-
4 лЯ 2

дует, что дсс =  0. Далее, согласно формуле (4 ) — nR3 =  ̂ -̂ —-2nyc, откуда

AD
=  0,424/?

(здесь такж е  для вычислений можно использовать калькулятор ).

§ 9.1?.. Зактор-ф'/нкция скалярного аргумента

1. Векторная функция скалярного аргумента, ее годограф. 
До сих пор мы изучали функциональную зависимость между ве
личинами, принимающими только числовые значения. Другими 
словами, если переменная величина х есть функция переменной 
величины t, т. е. x =  x(t), то как значения независимой перемен
ной t, так и значения самой функции х суть числа. Таким обра
зом, t и х являются в этом случае скалярными величинами, или 
просто скалярами', иными словами, мы имеем скалярную функ
цию скалярного аргумента. По аналогии со скалярной функцией 
можно ввести понятие векторной функции скалярного аргу
мента.

О п р е д е л е н и е .  Если каждому значению параметра t из
некоторого промежутка отвечает определенный вектор г (завися
щий от 0. то вектор 7  называется векторной функцией (кратко — 
вектор-функция) от скалярного аргумента t, и в  этом случае 
пишут:

7=7(0- (1)
При изменении аргумента t вектор г (t) изменяется, вообще гово
ря, как по величине, так и по направлению. В  дальнейшем пред
полагается, что t изменяется в промежутке, конечном или беско
нечном.

К ак  и в векторной алгебре (гл. 2), мы здесь рассматриваем 
свободные векторы, т. е. такие векторы, которые считаются рав-
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иыми, если они равны по величине и одинаково направлены, или, 
иначе говоря, если они имеют равные проекции на оси коорди
нат. Свободные векторы могут быть отложены от ка>'сй угодно
точки. Будем считать, что вектор г (t) исходит из начала коорди
нат, т. е. вектор г — радиус-вектор некоторой точки М. В этом
случае при изменении параметра t конец вектора г (/) опишет 
некоторую линию L, называемую годографом векторной функ
ции г ( t ) (рис. 113). При этом начало координат называют полю
сом годографа. Уравнение (1) называют векторным уравнением 
этой кривой.

Если у вектора г ( t ) меняется только модуль, то годографом 
его будет луч, исходящий из полюса. Если модуль вектора
г (/) постоянен (| г (/)| = const) и меняется только его направле
ние, то годограф есть линия, лежащ ая на сфере с центром в по
люсе и радиусом, равным модулю вектора г ( t ).

С векторной функцией скалярного аргумента особенно часто 
приходится встречаться в кинематике при изучении движения
точки, когда радиус-вектор г (/) движущейся точки является 
функцией времени /. Годографом такой функции является тра
ектория движения точки. При этом уравнение г =  г (/) называют 
уравнением движения.

Если через х, у и 2 обозначить проекции вектора г (/) на оси 
прямоугольной системы координат в пространстве, то эти вели
чины для каждого значения параметра t в свою очередь прини
мают определенные числовые значения и потому являются ска 
лярными функциями скалярного аргумента t:

x =  x (t), y =  y (t), z =  z (t). (2)
В  силу известного (§ 2.1, п. 8) разложения вектора по ортам 

прямоугольной системы координат имеем:

г ( i)  =  x (t) i + y ( t )  j  + z ( t )  k.
Таким образом, задание векторной функции скалярного аргу

мента (т. е. функции (1 )) равносильно заданию грех скалярных 
функций того же аргумента (т. е. функций (2)).

Так как уравнение (1) является уравнением некоторой кривой 
в пространстве, то ту же кривую задают и уравнения (2). Урав
нения (2 )— обычные параметрические уравнения кривой в про
странстве (§ 4.2, п. 1). С помощью этих уравнений для каждого 
значения / определяются координаты х, у и 2 соответствующей 
точки кривой, а по координатам можно определить и радиус-век- 
тор этой точки.

Рассмотрим кривую, заданную параметрически с помощью 
уравнений
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Рис. 113 Рис. 114

x =  acost, y =  a s in t, z =  bt.
Эта кривая называется винтовой линией (рис. 114). Ее векторное 
уравнение

Это означает, что винтовая линия расположена на цилиндре 
х2-\-у2 =  а2. Отсюда следует, что, когда точка М движется по вин
товой линии, ее проекция N на плоскости хОу перемещается по 
окружности с радиусом а и центром в начале координат, причем 
t является полярным углом точки N. Когда точка N описывает 
полную окружность, аппликата z точки М винтовой линии увели
чивается на h — 2nb. Эта величина называется шагом винтовой 
линии.

2. Предел, непрерывность и производная вектор-функции.
Пусть функция г ( t ) определена в окрестности точки /0, кроме, 
быть может, самой точки t0.

Вектор /•„ называется пределом векторной функции г (/) при 
стремлении / к t0 (или, короче, в точке /0), если

Если г0 есть предел функции г (t) при то это записывает
ся так:

г — a cos t- i + а  sin t- j  -\-btk. 
При любом значении параметра t

х? +  у2 — а2 ( cos21 -f- sin2 t) =  a2.

lim | r ( 0 — r01 = 0. (3)

lim /•(/)= r0.
<-< n

(4)
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Итак, когда мы пишем соотношение (4), то подразумеваем 
под этим соотношение (3).

Если мы запишем векторную функцию г (t) и вектор г0 в про
екциях (п. 1)

г (t) =  x (t) i + y ( t )  j  + z ( t )  k ,

го получим: Г°  "ЬУо/+ 2ô «

I r ( t )— r0\ = '\ J(x (t) — x0)2-\-(y(t) — y0)2 +  (z (t )  — z0f.  (5)

Тогда из условия (3) следует, что
lim x (t) =  x0, lim y ( t )  =  y0, lim 2 (/) =  z0. (6)
/—<0 t-*t0 t-*t0

Обратно: из формул (6) с помощью (5) сразу вытекает соотноше
ние (3). Таким образом, соотношения (3) и (6) равносильны.

Из определения предела векторной функции с учетом очевид
ного неравенства | | г (/)| — | л0| | <  | г (/ )— л0| непосредственно 
следует следующее свойство:

1. Если lim г (/ )=  г0, то и lim |/-(/)| =  |г0|.

Отметим еще четыре свойства:
2. lim (г, (<)+ r2(/)) =  lim г, (/ )+  lim r2(t).

'—‘о '-'о '-<0
3. lim (/ (/) г (/)) =  lim / (/) lim г (/)

t~+tQ
( f ( t )  —  скалярная функция).

4. lim (г, (t) г2 ( t ) )=  lim г, (t) lim r2(t). 
м о м о м о

5. lim (г, (/ )X  r2(0 )  =  lim r , ( / )X l im  r2(t).
М 0 м 0

(Предполагается, что пределы в правых частях последних четы
рех равенств существуют.)

Свойства 2— 5 с помощью формул (6) легко следуют из соот
ветствующих свойств скалярных функций, если перейти к коор
динатной записи векторов и их скалярных и векторных произве
дений.

Вектор-функция г ( t ), определенная в некоторой окрестности 
точки /0, называется непрерывной в точке /0, если lim r ( t )=  г (t0).

'-'о
Из равносильности условий (3) и (6) следует, что, для того

чтобы вектор-функция г ( t ) была непрерывной в точке t0, необхо
димо и достаточно, чтобы в этой точке были непрерывны функ
ции х, у, 2.
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Из свойств пределов векторных функций следует, что сумма, 
скалярное и векторное произведения векторных функций, произ
ведение скалярных функций на векторные будут непрерывны, 
если в этой точке были непрерывны все слаг аемые, соответствен
но сомножители. В  дальнейшем мы будем рассматривать только 
непрерывные функции.

Перейдем теперь к вопросу о производной векторной функции 
скалярного аргумента

г (t) =  x (t) i + y ( t )  j+ z ( t ) k ,  (7)

предполагая, что начало вектора г (t) находится в начале коор
динат. Как  уже отмечалось (п. 1), последнее уравнение является 
уравнением некоторой пространственной кривой.

Возьмем какое-нибудь фиксированное значение t, соответст
вующее какой-нибудь определенной точке М на кривой, задан
ной уравнением (7), и дадим t приращение At. Тогда получим 
вектор

г (/ +  At) =  х (t At) i -\-y(t +  At) j  -\-z ( t A t )  k ,
который определяет на кривой некоторую точку М ' (рис. 115). 
Найдем приращение вектора:

A 7 = 7 (t  +  A t )- 7 { t )  =  {x {t +  A t )- x { t ) ) 7 + (y ( t  +  A t )- y ( t ) )~ j+  
+  (z (t  +  A t )- z ( t ) )T .  (8)

На рисунке 115, где OM =  r (t ) ,  ОМ ' =  r(t-\- At), это прира

щение изображается вектором М М ' =  Аг (t).
и Аг (*) ^ Рассмотрим отношение ——— приращения вектор-функции 

к приращению скалярного аргумента; это есть вектор, коллине- 
арный с вектором Аг (/), так как получается из него умножением

I г-, А'- (Она скалярный множитель — . При этом вектор ——— направлен
в сторону, соответствующую возрастанию t (направление от 
М к М ' на рисунке 115). _

Действительно, если Д /> 0, то вектор =  M Q ' имеет то

же направление, что и вектор Ал ( t )— M M т. е. направлен в ту 
сторону годографа, которая соответствует возрастанию парамет
ра t. Если же Д/< 0 , то вектор Аг ( t) =  M M "  направлен в проти
воположную сторону и при делении на отрицательное At мы по

лучим вектор M Q ", направленный снова в сторону воз
растания I.
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Далее с учетом выражения (8) вектор — можно предста
вить в виде

д 7 (/) х(/ + А / )- * (/ )т  , y(t + A t)- y (t )~  , z(t + M )- y (t )T  tns 
~ А Г ------- At-----  l + ----- д/-----  / + ----- д!----- k ■ (9>

Если функции x (i), у (/), z ( t ) имеют производные при вы 
бранном значении t, то множители при i , /, k в равенстве
(9) в пределе при At-*-0 обратятся в производные х '(t), у ' (t), 
z' (t). Следовательно, в этом случае существует предел

D mn^ r  =  x ' { t U + y ' ( t ) J  +  z '( t )k .Л/ ► о *-**

Вектор, определяемый последним равенством, называется 
производной от вектора г (/) по скалярному аргументу /; ее обо

значают символом или г'. Итак,at

^ _ = 7 '  =  х ' ( / ) 7 + / ( / ) 7 + 2 ' ( / ) ^ ,  (Ю )
или __

d r dx т  . du ~r . dz ~г
4 t ~ l + 4 t ! + U k-

Выясним направление вектора ~^г ■ Для этого заметим, что
при Л/->-0 точка М ' (М ")  стремится к точке М и поэтому секущая 
М М ' (М М ")  стремится к касательной в точке М. Отсюда произ
водная г ' (t) является вектором М Т , касательным к годографу
вектор-функции г (/), направленным в сторону, соответствую
щую возрастанию параметра t.
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Из разложения (10) следует, что

\ r '( t )\ = ^ x '2(t) +  y '2(t) +  z'2( i) . (11)

Но, аналогично плоскому случаю (§ 9.10, п. 3)

dl =  ̂ x '2(t) +  y '2(t) +  z'2(t) dt,
откуда

^  =  у  x'‘2(t) +  y '2(t) +  z'2(t). ( 12 )

Из сопоставления формул (11) и (12) имеем:

(13)
Таким образом, модуль производной векторной функции 

\r'(t)\  равен производной от длины годографа по аргументу t. 
Если вектор-функция г (t) имеет постоянный модуль, но пере

чу гменное направление, то ее производная является вектором,

перпендикулярным к вектору г (/). В самом деле, в этом случае 
годограф лежит на сфере, и поэтому производная г ' (t) как век
тор, касательный к годографу, перпендикулярна к вектору г (t).

Приведем правила дифференцирования вектор-функций (ар 
гумент для краткости записи опустим):

(/ —  скалярная функция, в частности (сг)' — сг', где с —  скаляр 
ная постоянная).

Все эти формулы доказываются аналогично формулам диф
ференцирования скалярных функций (см. § 8.2, п. 1), они могут 
быть получены и иначе —  с использованием выражения (10).

Последовательным дифференцированием можно найти произ
водные высших порядков от векторных функций. Так,

3. Касательная и главная нормаль. Пусть точка М (х\ у, z)
описывает некоторую пространственную кривую L  (рис. 116). 
Параметром, определяющим положение точки М на кривой, бу
дем считать длину / дуги AM  кривой, отсчитываемую от опреде
ленной точки А кривой до точки М. Так как положение точки 
М (х\ у ; z) на кривой определяется значением дуги /, то коорди
наты х, у и z, а также радиус-вектор г этой точки можно рас
сматривать как функции длины дуги /:

1- ( г { +  Г2)' =  г\+ г'2. 2. ( f rY  =  f ' r + f r f

3. (г, г2)' =  г\ г2+ г хг'2. 4. (г  1 X  г2)' =  г\Х г2 +  г, X  г'2.

r " (t )  =  x"(t) i+ y " ( t )  j+ z " { t ) k  и т. д.

х =  х{1), у — у (I), z =  z (l), г =  г (/),
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или в проекциях:

г — х (I) i + y ( l )  j  +  z ( l )  k. (14)

11родифференцируем вектор г (1) по I. Получим новый вектор

направленный, как мы знаем (см. п. 2), по касательной к кривой 
н сторону возрастания параметра I (см. рис. 116). Модуль этого 
вектора

лов (п. 2).)
Но, как ранее установлено (§ 9.10, п. 3), последний предел 

равен единице (он равен единице и в случае пространственной 
кривой).

Таким образом, вектор т есть единичный вектор, направлен
ный по касательной к кривой в точке М в сторону возрастания 
/. Если вектор г задан в проекциях (14), то согласно формуле
( 10) имеем:

На основе полученных результатов легко написать уравнения
касательной к кривой L в точке М (х; у\ z). Так как вектор т на 
искомой касательной, то '(§  4.2, п. 3) ее уравнения будут

=  =  ( 16)Х1 У1 zl

где X, Y, Z  — текущие координаты точки касательной, а значе
ния производных x'h у',, z'i вычисляются в точке касания М. Если 
в уравнениях кривой вместо длины дуги / взять любой другой 
параметр /, то, рассматривая длину дуги / как функцию пара
метра t, получим:

Следовательно, в уравнениях (16) производные x'h y'h z', можно 
заменить производными х',, y't, z't соответственно. Тем самым при
ходим и к такой форме уравнений касательной:

(15)

т

(Равенство | r ' (| =  lim записано на основе свойства 1 преде- 
д/—о д‘

т ( l ) = r'l =  x'l i + y ',j +z,k.

Х - х  _  Y - y  _  Z — z
A y\ ’ (17)
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Плоскость, перпендикулярная
касательной (17) и проходящая 
через точку касания, называется 
нормальной плоскостью к кривой 

Касательная L  в точке М  (рис. 117). В сякая  пря
мая, леж ащ ая в этой плоскости 
и пересекающая кривую в точке 
касания М, называется нормалью 
кривой L  в точке М, и, следова
тельно, пространственная кривая 

17 в каждой точке имеет бесчислен
ное множество нормалей. Найдем 

уравнение нормальной плоскости к кривой L в точке М (х; у, г).
Так как искомая плоскость перпендикулярна к касательной 

(17), то вектор (10) является нормальным этой плоскости и пото
му (§ 4.1, п. 2) ее уравнение имеет вид:

( X - x )x ' ,+ (Y - y )y ' i + (Z - z )z 't =  0

(значения производных взяты в точке М ( х; у, z)).
П р и м е р .  Н аписать уравнения нормальной плоскости и касательной к вин-

Рис.

товои линии

AT=COS t, i/ = sin t, z — it

в точке P, для которой / = — .

Д л я  любого t
д ^ = — sin у', =  cos /, z; =  3,

поэтому при t= ~  имеем:

W
Х  2  ' У  2  ’ г

и '- -  z '~  32 ’ У‘~2  ' ' ’

и, следовательно, для касательной получаем уравнения

V3
Z  — я

2

для нормальной плоскости уравнение

~ ( * ~ ^ )^ +( у _^ г )+(2_я)6=0

Рассмотрим теперь вторую производную г"г векторной функ
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ции г (/). Из формулы (15) следует, что r'i =  [r',Yi=x'l . Так как 

нектор т (/) единичный, то вектор производной х\ перпендикуля
рен к нему (см. п. 2). Следовательно, вектор т', лежит в нормаль
ной плоскости и определяет некоторую нормаль. Эту нормаль 
называют главной. Положительным направлением главной нор
мали будем считать то, которое совпадает с направлением век
тора x\. Итак, приходим к определению:

О п р е д е л е н и е .  Главной нормалью кривой L в данной ее 
точке М называется прямая, проходящая через точку М и имею
щая направление вектора х\.

Так как _  _  _  _
< =  г'[2 =  х"2 i +  у"г j +z"2k,

то уравнения главной нормали кривой в точке М (х; у\ z ) будут 
иметь вид:

X — х У — у Z — z

где Л", У, Z  —  текущие координаты точки на главной нормали.
4. Приложения к механике. Рассмотренное выше дифферен

цирование векторной функции скалярного аргумента имеет ва ж 
ное применение в механике при определении скорости и ускоре
ния криволинейного движения.

Пусть годограф векторной функции г — г ( I)  является траек
торией движения точки, t —  время. Тогда вектор-производная

—_  dT 
v ~  dt

называется скоростью движения.
Таким образом, скорость движения есть вектор, касательный 

к траектории в соответствующей точке и направленный в сторо
ну движения (т. е. в сторону возрастания /).

Согласно формуле (13) модуль скорости равен:

d г dt_ 
dt ’dt

т. е. равен производной от пути по времени.
„ dt пели движение прямолинейное, то скалярная величина —

вполне характеризует скорость движения (ее и называем скоро
стью прямолинейного движения).

ВСКТ0Р w =
W dt dt2

называется ускорением движения.
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УПРАЖНЕНИЯ
Непосредственным интегрированием или методом замены переменной вы чис

лить интегралы.

9.

х6 dx.

\J~x dx.

dx
5 '

(x — x3) dx.

(x5 — 4*3 +  x — l)d x . 

(2x — 3 1\fx)dx.

( t +t ) " 1-

(2 +  У 7  f  dx. 

( х Д / Г - З )2 dx.

(2 +  x) dx
" 4
11. jj x1 (1 +  2x) dx 

2x2 +  x — 1
1

J . J ,

dx.

14. \ (ex — e ~ xf  dx.

15 xdx

16

[

r dx
'

17
• s

^+16 
dx

V2 5  — x2 

18. \ sin 1 x dx.

[ l ^ V T + c J

4x4

[y - t +c . 

i - ' + i - ’ +c-

\х2 — 2хЛ [7  + C

4 3
12 2x" ]

j^4x +  — x  Дfx  + ”2" +  C .j

[ '+^ h l ? +c] 
[2 In | x | + x + C . j

f + T + c-

[2 in |jc| _ ! + _ ! _ + c .
X 2jt

i  (e2x-c  2x)-2x +(

I V  x1 +  I +  (.. I 

[ i ar, l ^ + (;.] 

[ a r c s in  I - K ' . j  

[ ~ - y  cos 7x +  C . j
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19.

20 . 

21. 

22 .

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

При
ральной

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

У  dx.

{ex +  e ~ 2x)dx.

dx

V-*2 — 5
dx

cos2 5x 

cos 3x dx.

dx
x~ — 16 

dx

[ш +с]

[lnU + y ^ - 5  1+С.]

[ i t g s ^ + c ]

| д  sin 3x-\- C .j 

]

sin2 3jc

(2 + cos x) dx.

(3 +  x — sin x) dx.

[ I

[-

l n l^ - l  + C.
H  +  4|

i
ctg  3x-\-C.

V 1 +  2x dx.

x ix2- I f  dx.

2 v ‘ b  — * i j 

|2 x+  sin JC +  C.|

| 3* + 4 r + c°s  * + C . j

J i( l+ 2 x )V l+ 2 ^  +C.J 

[ i ^ - r ) ‘ + c.]

нахождении интегралов (№  30— 32) следует предварительно в подынтег- 
функции выделить целую часть.

х3 dx
*+1 
2 х -  1

[х — — -|-~2— In | * 4 - 11 +  С. ]

2х +  3 

х2+\

dx.

dx.

\х - 2  In |2х +  3| + C .J

х— I 
sin х dx

[ y + *  +  21n U - l | + C . |

Л[Т+~с
x2 dx

cos" x 

dx
x2 — 2x-j- I 

dx

У 2  +  * - * 2 ’

I —  In  I COS X  +  V l  + C O S 2 X  I 4- C . ]

[ - 4 t +c ] 

; ]
Г • 2x~ l , гI arcsin  — -----f- C.|^arcsin ^
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37 dx
l+ x + x 2

dx

38’  ̂Л/Зх-^-2 '

39.  ̂(cos 3x — sin 2x) dx.

4° .  J (sin Зх +  cos 5jc) dx.

41. J cos (x +  3) dx.

42. J sin3 x cos x dx.

43. J cos5 x sin x dx.

(arcsin (2x — 3 )+  C.| 

[-i- sin 3* +  -̂- cos 2x+ C. 

[ - |  cos 3x +  ~  sin 5x +  C.

] 

]
[s in (*  +  3 )+ C .]

H

При вычислении следующих интегралов использовать метод интегрирования 
по частям.

х е2х dx.

45.  ̂х sin х dx.

46. \ arcsin х dx.

47.

48. 

49

•S'

 ̂x In xdx.

. J  2x arctg xdx. 

f In x ,
*
x ■dx.50. f —

si.. ..

51. $(2x +  3)e xdx.

52.  ̂д?ex dx.

53. \ ^ - d x .

V*
54.  ̂arccos 2xdx.

55.  ̂x cos 2x dx.

56.  ̂arcctg 3jc dx.

£ 4 4
[ — jccos x-j-sin x-\-C.] 

\x arcsin Х  +  Л / 1 - Х 2 + C . ]

[t ( ' " ' - y ) + c ]
[( jc2 1) arctg x — x -f- C.]

[ - ¥ - 7 + c ]
[ — At ctg x + In | sin x\ + C .]

[ (2 x + l)e ‘ +  C.] 

[ (х *- 2 *  +  2) ex+ C .}

[4 '^ Г(4'П'"-5)+С]

[ л: arccos 2x — — 4JC2 -f- C.j

[ x 1
— sin 2x-\~ — cos 2j 
2 4

|x arcctg In (1 -f-9JC2)-f- C.J

]
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Вычислить интегралы от дробно-рациональных функций: 
л;

5Ч
58.

59'■S

х-\-2 
dx 

1 (х + 1 )4

dx

dx.

Г 1

\х — 2 In | х + 2 |  +  С.|

во.

s.. j

■S

■S 

• S
-S

63

64

х2 +  2х +  5 

dx
х2 — бх +  5 

xdx 
х 2 + 2х  + 5 '

dx
(х — 2 )(х  — 3) 

х — 3

3 (х  +  I ) 3

х f 12 T 0 t8 —[I
[т In

+  С 

+  С

+ С

=]

]

]
[ { i n  \х2 +  2х +  5\— l a r c t g ^ i l  +  C.l 

[ |П| Й | + С ]

- dx.
Jг  — л: 

*+1 
x (x 4 l )

dx 
(^+1)2 '

dx. a res in х-\- In|arcsi

и

( x - l ) ( x + l ) 2 

Ul

arctg x-\— -
x2+ l

+  C 

-+c 

I +  C.l

Найти интегралы от иррациональных функций

66"S
dx

1+V^ |2 (У Г - 1 п  |1+ л/Г|) +  С.]

68. J

69. J 

70

Vx + 4
JC

i — y r
x — 2 Vx" 

dx

[2 V^+ T + 2 In |^ £ + .4— -
L NU+T+2 +  C.

dx.

71

V x 2- 6 x  +  10 
x — 2

Д/х2 — Юх +  29 

.  ̂V l  — x2 dx.

V x + 4  + 2  

i - 2 ( V ^ + ln  | V 7 - 2 | )  +  C.] 

[In |x — 3 +  V x 2 — 6x+10 l+ C .]  

dx. | V ^ — Юх +  29 + 3  In | x - 5 + V ^ - 1 0 x  +  29 |+ C .] 

[ I ( x V T ^ ?  + arcsin  x) +  C.j

Применяя формулу Ньютона —  Лейбница, вычислить определенные интегралы

72. J Л ,  [ i ]
1

73. jj (х2+1 )dx.
—  1 Kl
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74.

76

.  ̂\рс dx.

О

[ * ! ] 75 dx [In 2.|
I

77.  ̂ sin Ах dx.
о

2

Вычислить интегралы от следующих тригонометрических функций.

78.  ̂(1 — sin2 х) dx. | sin 2 х+ С .

79.

80. 

81. 

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88 .

89.

90.

( I — cos2 дг) dx.

sin 2x cos 2x dx.

cos ix  cos — x dx.

sin x dx.

cos5 xdx.

sin x sin 5x dx.

sin'* x cos2 x dx.

sin2 x cos4 x dx. 

dx
sin x cos x 

dx
5 — 3 cos x

dx
2 +  3 cos x

( I +  sin x) dx

[ i *  +  i sin 2 * +  C .j 

[ I ^ - i s i n 2 x + C . j

[ ~  ! cos 4* + c -j 

Г 3 . 13 , 3  . 5  , „1[26sinTJC+lFs,n3JC+c-J
[  — j r  cos5*  +  у  cos3 x — cos x +  C. j

Г I 4 2 , 1I — sin x — — s i n x-\- sin x-\- С. I

sin 4 *— jTj-sin 6 * + C.j

cos5 x — -i- cos3 x-f- C.j

[ l V " - i 4 S in 4 j :+ 4 k Sin32jC+C]

[ t g *  — 2 ctg a: — - i ctg3jc+ C .j

[ I a r c t g ( 2 t g | )  +  C .j

Vir
In

t g |  +  V5

t g f - V s
+  c.

( I + cos x) sin x
Г  X  1 ln2  X  . 1 , I , X

tgf + 4 tgZf + 2 ln| tgi |  + C]
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Вычислить определенные интегралы методом подстановки
2

91.
о v ■« -г * _ ,
\ ~ ^ = .  12.] 92. t 2xdx . [ 1 1JV T 6 + 7  (2д^+1) L9 J

4 л

!M.  ̂ dx. | в |- . |  94. J
2\Ц

sin x dx 
(1 — cos x f

Л

T

10,5.]

95.
2 3

cos x dx r sin xrfx
[0.5 ] м .  [ 2 ' ]

J  COS X  L  ̂ J0 
4

Вычислить определенные интегралы, используя формулу интегрирования по
частям.

<' 8
97. [\n2xdx. It? 2.1 98. [ xdx - [8.1

J J Д/Зх+11 1

э. 5 ^ in xdx. [ - I d :  \ ,j 100. |(3- Г 5e~6 + 799. \ x2 In xdx. I — —■! ' . I 100. ^(3 — 2 x )e ~ 3xdx.
0

Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость).

+ 00
101. 5 7- [1 ] «■ \ A -  [ f ]

+ <»> + «>
103.  ̂ е ~ 5х dx. 1]  ̂ S ~  Т~ ~ dx | Расходится.|

105.

0 - I X  л[х
° °  -f- оо

5. \ [1.1 .06. \ [_£.]J х In х L2 J J 1 +х^ L 8 J
е О

107. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной параболой у =  х*-\-\, 
осью Ох и прямыми х =  I и х =  4. [24.]

108. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной линиями у =  1пх, (/ =  0, 
х— 1, Х = е. [|.]

109. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной полукубической парабо
лой у2 =  х' и прямой х =  4. [25,6.|

110. Переходя к полярным координатам, вычислить площадь круга, ограни
ченного окружностью х2-|-«2 =  4. |4я .|

111. Найти длину кривой |> = l— cost). [8.]
112. Найти длину арки циклоиды х = и (/ — sin /), у =  а ( I — cos/), 0 ^  I < 2 я .

18а.]
113. Найти площадь поверхности сферического сегмента, образованного вра

щением вокруг оси Ох дуги окружности х2 +  уг =  R 2, соответствующей изменению 
х от а до R  (0 \2nR ( R — и).]

114. Найти объем тела, образованною вращением вокруг оси Ох плоской фи

гуры, ограниченной линиями у — ^ ( е х — е ~ х)), у =  0, х =  0, х=1.
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115. Найти координаты центра тяжести той четверти окружности х2~\-у2= \  
(с плотностью р =  1), которая расположена в первом квадранте.

[хс =  2/п, ус =  2/п.]
116. Найти координаты центра тяжести плоской фигуры, ограниченной лини

ями i/ =  sin х ( 0 < * < л ) ,  у =  0 (р = 1 ). |д:с =  я/2, ус =  я/8.]
117. Найти путь, пройденный точкой от начала движения до ее остановки, 

зная скорость ее прямолинейного движения и= 18/— 6/2 м/с. [27 м.]
118. Какую  работу нужно затратить, чтобы растянуть пружину на 0,05 м, ес

ли сила 100 Н растягивает пружину на 0,01 м? [12,5 Д ж .]
119. Найти производную скалярного произведения векторов r l = 3 t i  + 2 /  +  

+  5& и л2 =  2 i — 3// +  к. [0.]

120. Написать уравнения касательной прямой и нормальной плоскости

к кривой х =  —5= е 'sin/, у =  1, z — — е‘ cos / в точке А, для которой t =  0. 
V2  Л/2

_ У ~  1
1 ; -0.

121. Уравнение движения имеет вид г = t  i + /2 j  -\-l3k. Определить ско
рость и ускорение движения в момент /= 1.

|7 (1 )= Т + 27 + 3"*; » ( l )  = 2j+6T.]

122. Найти производную векторного произведения векторов л, =  

=  1 t + j t 2+ k t 3, r2=  i t2+ j  t3+ k t .

d (r , X  r2) =y 3/2 () _2/3)+7/ (5/3 — 2).
dt

Г л а в а  10. РЯДЫ

§ 10.1. Числовые ряды

1. Основные понятия. Пусть дана бесконечная последователь
ность чисел а,, а2, ■■■, а„, ... .

О п р е д е л е н и е .  Символ

а 1 +  а 2 +  ••• +  — ( 1 )

называется числовым рядом или просто рядом, а числа аь а2, ..., 
..., ап, ... называются членами ряда. Вместо (1), пользуясь знаком 
суммы, кратко пишут гак:
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I  «-п= 1
(',уммы конечного числа членов ряда (1) S ,= a , ,

S 2 =  a t-\-a2, S 3 =  a, +  a2 +  a3, S n =  a ] -\-a2-\-az- \ - a n, ...
называются частичными суммами (или отрезками) ряда (1). 

Рассмотрим последовательность
S|, S 2, S 3, S n, ... . (2)

О п р е д е л е н и е .  Если существует предел S  =  lim S n, то ряд
П-*-оо

(1) называют сходящимся, а число S  —  суммой этого ряда. 
И этом случае пишут:

S  =  а, -+а2 +  + ... =  Y, а п-
п —  1

Если последовательность (2 ) не имеет предела, то ряд (1) назы 
вается расходящимся. Расходящийся ряд суммы не имеет.

П р и м е р  1. Рассмотрим ряд, составленный из членов геометрической про
грессии 1, q, q2, ..., qn~ l, ...:

1 + q  +  q2+ ... +  qn~ ' +  ... . (3)

Если q ф  1, то, как известно,

S n= \ + q  +  q2+ ... +  qn~ ' =  r
<7— 1

s 1 q "1 —q 1 —q 1 — q 

При | ? |< 1  lim S„ =  — !— , т. e. ряд (3) при |</|<1 сходится и сумма его рав-
Я —► СЮ * Ц

1на 1 —q
При <7=1 получаем ряд

1 + 1 + 1 + .. . + 1+... .

Следовательно, S n =  n и lim S n=  0 0 , т. е. ряд (3) при q — 1 расходится.
П —*■ ОО

П р и м е р  2. Исследовать на сходимость ряд

X  п (п +  1) ' ^
П  =  1

Очевидно,

1 (л=1, 2, 3, . . .).п ( я +  1) п п +  1
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Поэтому

s"==( ' - l ) + ( ¥ - i ) + ( l - T ) +- + ( i~ d n - ) = 1-^TT-
Отсюда

lim S n =  lim ( 1 ---- Ц Л = 1 .
П—► oo n—► oo \  П “ 1”  * J

Следовательно, ряд (4) сходится и его сумма равна 1.

2. Основные свойства рядов. Если в ряде (1) отбросить конеч
ное число первых членов, например т  членов, то получим ряд

am+\JT ат+2-\~ Чт + к- { - (5)
который называется т-ым остатком ряда (1).

Т е о р е м а  1. Ряд  (5) сходится (или расходится) одновремен
но с рядом (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим
k==am+\Jr am + 2-\- ■■■-\-am + k-

Имеем:

S 'k =  S m+k- S m. (6)

Отсюда видно, что существование или отсутствие предела при 
k->-oo частичной суммы одного ряда влечет за собой существова
ние или отсутствие предела частичной суммы другого ряда. Тео
рема доказана.

С л е д с т в и е  1. При исследовании ряда на сходимость мож
но игнорировать конечное число его первых членов.

Пусть ряд (1) сходится. Тогда согласно теореме 1 сходится 
и ряд (5), значит, существует его сумма. Обозначим ее через rm. 
Перейдя к пределу в (6) при k —уоо , получим:

гп есть та погрешность, которую мы допускаем, если вместо сум
мы S  сходящегося ряда (1) берем сумму m первых его членов. 
Так как

lim rm=  lim (S  — S m) =  S — S  =  0, (7)
m oo m —*■ oo

то погрешность уменьшается с ростом m. Следовательно, абсо
лютная величина остатка

| r J  =  | S - S J

будет как угодно мала, если только число m взято достаточно 
большим. Таким образом, мы всегда имеем возможность подсчи
тать приближенно сумму сходящегося ряда, взяв достаточно 
большое число первых его членов.

Однако большую трудность представляет выяснение величи-
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i i m  возникающей ошибки, т. е. оценки \гт \. Задача состоит в том, 
чтобы по данному е > 0  найти такое (наименьшее) т ,  чтобы вы 
полнялось неравенство |лт |< е . В  дальнейшем (см. п. 4) мы по
кажем, как иногда можно оценивать величину ошибки и тем са 
мым устанавливать, сколько нужно брать первых членов ряда 
для получения его суммы с требуемой точностью.

Заметим, что полученное выше соотношение (7) выражает 
следующее предложение:

Т е о р е м а  2. Предел суммы гт т-го остатка сходящегося 
ряда (1) при т —>-оо равен нулю.

Т е о р е м а  3 (необходимый признак сходимости ряда). Об
щий член ап сходящегося ряда (1) стремится к нулю при неогра
ниченном возрастании п, т. е.

lim а„ =  0. (8)
п —► оо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ряд (1) сходится. Имеем ап — 
=  S„ — 5 „ _ „  откуда

lim а „=  lim S n— lim S „ _ l = S — S  =  0.
n-*-oo n —►oo n —*-oo

С л е д с т в и е  2. Если общий член ап ряда (1) при п—коо не 
стремится к нулю, то этот ряд расходится.

П р и м е р  1. Д ля ряда (3), у которого |</| Js  1, имеем \q\n~  1 ^  1 для /: =  1, 2, 
..., т. е. q "~ [ не стремится к нулю при п—*-оо. Поэтому такой ряд расходится.

П р и м е ч а н и е  1. Отметим, что условие (8) не является достаточным для 
сходимости ряда. Действительно, для ряда

1+^  + 1  + - + 7  + - ’ (9)
называемого гармоническим рядом,

lim а — lim -!- =  0.
оо л -  оо П

Однако этот ряд расходится, что можно установить рассуждениями от противно
го. Предположим, что ряд (9) сходится и его сумма равна S. Тогда

lim ( S 2n — S „ )  =  lim S 2n— lim S„ =  S  — S  =  0,

что противоречит неравенству

С Q 1 . 1 1 1
~n+T ~2n ~2n ~2

('.ледовательно, гармонический ряд расходится.

Т е о р е м а  4. Если ряд (1) сходится и его сумма равна S, 
то ряд



где с —  произвольное число, также сходится и его сумма рав
на cS.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S n и ап —  частичные суммы со
ответственно рядов (1) и (10). Тогда

ап =  са, +  са2 + ... +  сап =  с (а, +  а2 + ... +  an) =  cSn.
Отсюда

lim ап =  lim cS„ =  c lim S„ =  cS.
П-*-оо n —*■ oo n оо

Теорема доказана.
П р и м е р  2. С учетом примера 1 (п. I)  на основании теоремы 4 заключаем, 

что при |q\ <  1 ряд

с +  cq +  cq2 + ... +  cqn~ 1 +..., 

где с — произвольное число, сходится.

Т е о р е м а  5. Если ряд (1) и ряд
Ь\-\-Ь2-\- ~.-\-Ьп-\-... (11)

сходятся и их суммы соответственно равны S  и а, то и ряд
00
1  (а„ +  Ьв) (12)

п =  1

сходится и его сумма равна S  + O'-
Д о к а з а т е л ь с т в  о. Пусть S„, а„ и хп —  частичные суммы 

соответственно рядов (1), (11) и (12). Тогда
х п =  ( а \ + ^ : )  +  ( а 2 +  ^ 2)  +  ••• ~ \ ~ ia n~\~ Ь п )  =

=  (« 1  +  а2 +  ••• ап)-\-(Ь\ +  Ь2-\- ■■. -)-6 „) =  S (I +  °„-

Отсюда с учетом теоремы 4 о пределах (§ 7.5, п. 1) 
lim т„ =  lim (S „  +  <r„)= lim S„-f- lim o„ =  5 - f a.

П —*■ oo n —*■ oo fl —► oo n —*■ oo

П р и м е ч а н и е  2. При условии теоремы 5 ряд
ОО

X  (ап — Ь„)
п =  1

также сходится и его сумма равна S  — а.

Наконец, заметим (см. [8]), что если ряд (1) сходится и имеет 
сумму S, то члены его можно любым образом сгруппировать 
скобками (однако не переставляя их), например, гак:

а\ + ( а2+ аз) +  ( а4 +  а5 +  аб )+  •••>
образуя новый ряд, члены которого равны суммам чисел, стоя
щих в скобках. Новый ряд будет сходящимся, и притом к S. 

Однако раскрытие скобок в сходящемся ряде не всегда воз
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можно. Так, ряд
(1_ 1)_|_(1_ 1)+... +  (1_ 1)+...

сходится, а ряд
1— 1+1— i-h—+ i — 1Н-... (13)

расходится (общий член ряда (13) не стремится к нулю).
3. Положительные ряды.
О п р е д е л е н и е .  Положительным рядом называется ряд, 

члены которого неотрицательны.
Пусть дан положительный ряд

а 1 + а2+-" +  ая+-"> (14)
|. е. а „ ^ 0  (л = 1 , 2, ...). Тогда, очевидно,

S „+l =  S e +  a„+1> S „ (n = l .  2, ...),
г. е. последовательность S ,, S 2, ..., S n, ... является неубывающей.

Это с учетом приведенного в § 7.3 (п. 1) свойства 3 позволяет 
сформулировать следующее утверждение:

Т е о р е м а  1. Для того чтобы положительный ряд (14) схо
дился, необходимо и достаточно, чтобы последовательность ча
стичных сумм этого ряда была ограничена сверху.

Т е о р е м а  2 (признак сравнения рядов). Пусть даны два по
ложительных ряда

b\-\-b2 +  . . +  £„ +  ..., (В )
с + с 2 +  •••+£« +  •••• (С )

I: ели члены ряда ( В )  не превосходят соответствующих членов 
ряда (С ):

Ь „< с „ (п = \ ,  2, ...), (15)

то из сходимости ряда (С ) следует сходимость ряда (В ) ,  а из 
расходимости ряда ( В )  следует расходимость ряда (С ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначив через В п и Сп соответствен
но частичные суммы рядов (В )  и (С ), в силу неравенства (15) бу
дем иметь:

В п^ С п, п =  1 , 2 , 3 , . . . .  (16)

Нели ряд (С ) сходится, то по теореме 1 частичные суммы С„ 
ограничены сверху:

C „ < L  (L  =  const), л = 1 , 2, 3, .... (17)

Из неравенств (16) и (17) имеем: B „^ .L , п =  1, 2, 3, ..., 
и, значит, согласно той же теореме 1 ряд (В )  сходится.

Пусть теперь ряд (В )  расходится. Тогда расходится и ряд (С). 
В противном случае согласно только что доказанному сходился 
бы и ряд (В).
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П р и м е ч а н и е  I. Ввиду следствия 1 (п. 2) теорема 2 остается справедли
вой, если условие (15) выполняется не для всех п, а лишь начиная с некоторого п. 

П р и м е р  1. Исследовать на сходимость ряд
00

1  — 1— • (18)
„ I <" + ’ >■

оо

Сравниваем данный ряд со сходящимся рядом (см. п. I ) У  -------- .
'Ч  п (п +  1)

П =  1

Имеем: . .
------ 7 < -------- (п =  1, 2, 3, ...).
(л + 1 )  п (п + 1 )

Отсюда согласно теореме 2 получаем, что ряд (18) сходится. Попутно отметим, 
что тогда в силу следствия 1 (п. 2) сходится и ряд

00
1  Л -  (19)

„= I п
Т е о р е м а  3 (признак Даламбера, Ж а н  ле Рон Даламбер 

(1717— 1783) —  французский математик). Если члены положи
тельного ряда (14) таковы, что существует предел

V Ur.+ 1l im ----=  р.
оо а п

то при р <  1 ряд (14) сходится, а при р >  1 ряд (14) расходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу определения предела последо

вательности для любого е > 0  существует такое натуральное чис
ло A/ =  /V(e), что для всех п >  N выполняется неравенство

Р — е < - ^ - < р  +  е. (20)

Если р <  1, то выберем е столь малым, чтобы р +  е было меньше 
единицы. Полагая р +  е =  ,̂ на основании правого неравенства (20) 
имеем:

или an+\<anq,
а п

для п =  N -\- 1, N -(-2, ... . Д авая п эти значения, из последнего не
равенства получаем:

a N +  2 <  a N +  1 Q ’

aN + 3<^aN + 2 Я <̂ aN+ \ Я >
&N Jr*<̂.Q-N + 3 Q <~-aN+ \ Я >

т. е. члены ряда
a N +  2~\~a N + 3 ~ \ ~ a N +  4~\--
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меньше соответствующих членов сходящегося ряда 
"/V) I Q +  aN+\q2 +  aN+\Q3 +  -  (см. п. 2, пример 2).
Тогда по признаку сравнения ряд (21) сходится, и, следователь
но, согласно теореме 1 (п. 2) сходится и ряд (14).

Пусть теперь р > 1 . Возьмем е столь малым, чтобы р —
> 1. Тогда при n > N  в силу левой части неравенства (20) будет

выполняться неравенство «„+ :> «„•  Таким обра
т и , члены ряда (14), начиная с номера n =  N-\-\, возрастают 
с увеличением их номеров, г. е. общий член ряда (14) а„ не стре
ми гея к нулю при п—>-оо. Следовательно, согласно следствию 
'1 (п. 2) ряд (14) расходится.

П р и м е ч а н и е  2. При р=  I признак Даламбера на вопрос о том, сходится 
или расходится ряд, ответа не дает. В самом деле, для г армонического ряда р — 

1, причем этот ряд расходится (см. п. 2, примечание I). Вместе с тем для ряда 
(И)) также р= 1 , но этот ряд сходится (см. пример 1).

П р и м е ч а н и е  3. Из доказательства признака Даламбера следует, что 
при р> 1  общий член а„ ряда (14) не стремится к нулю при п оо.

П р и м е ч а н и е  4. Ряд (14) будет расходиться и в том случае, когда

, Л, *Iim -----=  о о , так как тогда, начиная с некоторого номера n =  N, будет

f 1 ^  1----> 1 , и, значит, а„ не стремится к нулю при п -*■ оо.

Т е о р е м а  4 (интегральный признак Коши). Пусть члены 
положительного ряда (14) такие, что

где функция / (х) при х ^  1 непрерывна, положительна и убыва
ет. Тогда ряд (14) и несобственный интеграл

а

П р и м е р  2. Ряд У  —  сходится, так как 
L-‘ п\П = 1

/2П р и м е р  3. Ряд У  —- расходится, так как 
^  п\ п = 1

а , = / (  1), а2 =  /(2), ..., a„ =  f ( n ), ...

(22)

сходятся или расходятся одновременно.
247



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из рисунка 118 (имея в виду геометри
ческий смысл определенного интеграла) видно, что

п+ 1

/„=  J f (x )d x < f(l)- \ + f (2 )- \ + ... +  f (n )- l= ai +  a2+... +  an =  S n. 
1

Отсюда, учитывая, что последовательности {/„} и {S „} моно
тонно возрастающие (/ (х )> 0  и ап> О, п =  1, 2, ...), с учетом тео
ремы 1 и свойства 3 из § 7.3 (п. 1) следует, что если ряд (14) схо
дится, то сходится и интеграл (22).

Точно так же из рисунка 119 ясно, что S „ +1 — a^<iln, откуда, 
подобно предыдущему, следует, что если интеграл (22) сходится, 
то сходится и ряд (14).

Наконец, если ряд (14) расходится, то расходится и интег
рал (22), ибо в противном случае в силу только что доказанного 
сходился бы ряд (14). Аналогично если расходится интеграл (22), 
то расходится и ряд (14).

П р и м е ч а н и е  5. В интеграле (22) в качестве нижнего предела может 
быть фиксированное по произволу натуральное число /г>1. Это равносильно от
брасыванию k — I первых членов ряда (14), что на сходимость этого ряда не 
влияет (см. п. 2, следствие 1).

П р и м е р  4. Рассмотрим ряд
ОО

У  — (а > 0 ).  (23)L-, п"п =  1

Функция / (* )  =  — , 1, удовлетворяет условиям теоремы 4. Члены ряда
ха

(23) равны значениям этой функции при х = 1 , 2, 3, .... Как установлено ранее
+ °°
S dx-- при а > 1  сходится, а при

ха
1

^  1 расходится. Следовательно, данный ряд сходится при о > 1  и расходится при 
0 < а < 1 .



В частности, при а =  2 получим сходящийся ряд (19), при а = 1 — расходящийся
ОО1 Г-. I| армонический ряд (9) (см. п. 2), при а — ----расходящийся ряд )  —=• и т. д.

2 п - l

4. Знакочередующиеся ряды. Знакочередующимся рядом на- 
1ывается ряд вида

а \— а2 +  аз — а4 +  -•■+( — 1)" (24)
где

а „ > 0 ( я =  1, 2, ...).
Т е о р е м а  1 (теорема Лейбница). Если члены ряда (24) 

по абсолютной величине монотонно убывают:
а „+ 1 < ап (л =  I. 2, ...)— (25)

и общий член стремится к нулю:
lim ап =  0, (26)

П —► оо

то ряд (24) сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Частичную сумму S 2m можно предста

вить двояко:
S 2m =  (ai — а2) +  (а3 — а4) + ...+  (a 2m„ ,  — a2m), (27)

$ 2 т  —  а \ ( а 2 а з )  ( f l 4 а ъ )  ••• ( а 2 т ~ 2  а 2 т —  l )  а 2 т-  ( 2 8 )

Здесь в каждой круглой скобке разность положительна в силу 
условия (25). Из (27) следует, что S 2m> 0  и последовательность 
{S 2m} монотонно возрастающая. Из (28) видно, что S 2m< a i,  
т. е. { S 2m} ограничена. Следовательно (§ 7.3, п. 1, свойство 3), эта 
последовательность имеет предел:

lim S 2m =  S, (29)
т-*- оо

причем
0 < S < a , .

Далее с учетом (29) и (26) имеем:
I'm S 2m+1=  lim S 2m+  lim a2m+l= S .  (30)

Л -+-00 m —► oo m-*- oo

Из (29) и (30) следует, что lim S n =  S , т. e. ряд (24) сходится,
П —► оо

причем

0 < S < a , .  (31)
П р и м е р  1. Р̂ яд

2 3 4 п

сходится, так как условия теоремы Лейбница здесь выполнены.
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Т е о р е м а  2. Остаток гп знакочередующего ряда (24), удов
летворяющего условиям теоремы Лейбница, имеет знак своего 
первого члена и меньше его по абсолютной величине. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если п четное, то

Гп 1 ^л + 2 ••• *

Так как этот ряд удовлетворяет теореме Лейбница, то согласно 
неравенству (31)

О < г п< а п+1.
Если п нечетное, то

гп=  — ап+1 +  ап+2 — ... .
Отсюда

Г п " d'n-\-\ U-n- j-2 “Ь  • ■ ■ ’
и согласно (31)

0 <  — г „< а п+1.
Отсюда

г „<  0 и \гп\ < а л+1.

Теорема доказана.
П р и м е р  2. Вычислить с точностью до 0,1 сумму сходящегося ряда

1 1 1 ( — П"-1
1 - Т + Т - 7 + - + 1— -—  + -■ <32>2 3 4 п

В  качестве приближенного значения S  ряда (32) мы должны взять ту частич

ную сумму S n, для которой |гл| <0,1. Согласно теореме 2 |r„| < —-Ly . Следова

тельно, достаточно положить л+ 1  =  10, т. е. п =  9. Тогда

Ss= 1 _ { + { ~ T +l _ i +7 _ i + i * 0’74-
Отсюда S x  0,7 с точностью до 0,1.

5. Абсолютная и условная сходимость. Перейдем теперь к ря
дам с членами, имеющими любой знак. С каждым таким рядом

I  ая (33)

связан ряд с неотрицательными членами, составленный из моду
лей членов данного ряда, т. е. ряд

00
1  \а„\. (34)

п = I

Имеет место следующая теорема:
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Т е о р е м а  1. Если сходится ряд (34), то сходится и ряд (33).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Составим два положительных ряда

00 оо

1  Р п ( Р )  и I  <7*. (<7 ) .г д е
п =  1 п —  1

Г а„, если 0, ( О, если а „^ 0 ,
|  0, если a„s^0, ^ |  |а„|, если а „ < 0.

Так как при я = 1 , 2, ... и то по теореме
2 (п. 3) ряды (/?) и ( q) сходятся. Обозначим их суммы соответст
венно через Р  и Q. Частичную сумму S n данного ряда (33) можно 
с помощью обозначений для рп и qn переписать в виде

Sn =  (Pl  +  Р г+  Р п ) ~  (Qi +  <7г +  +  Qn)- 

Переходя здесь к пределу при п —>оо, получим:
lim S n =  Р  — Q. (35)

П —*■ оо

Следовательно, ряд (33) сходится.
О п р е д е л е н и е .  Ряд (33) называется абсолютно сходящим

ся, если ряд (34) сходится. Если же ряд (33) сходится, а ряд 
(34) расходится, то ряд (33) называется неабсолютно сходящим
ся или условно сходящимся.

П р и м е ч а н и е .  Из равенства (35) имеем: | lim S„| ^  Р  -\~ Q.

Но
оо оо оо

P +  Q =  X Рп+  Z q" =  X
п = 1 п — 1 п =  1

Следовательно, для абсолютно сходящегося ряда (33) имеет место не
равенство

П р и м е р .  Ряд V (- 1 )" “ (36)

абсолютно сходится при а > 1  и условно сходится при O c n s j l .
В  самом деле, как установлено ранее (см. п. 3, пример 4), если а> 1 , то ряд (23) 

сходится, если же 0 <  а^ . 1, то ряд (23) расходится, хотя сам ряд (36| сходится по 
теореме Лейбница.

П е р е м е с т и т е л ь н о е  с в о й с т в о  а б с о л ю т н о  с х о 
д я щ и х с я  р я д о в .

Пусть дан сходящийся ряд
S  =  а, +  а2 + ... +  а„ + ... . (37)
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Произвольным образом переставим в нем местами члены ряда, 
образовав ряд

a i +  а2 +  ••• +  а'к (38)
причем члены ряда (38) связаны с членами ряда (37) следующим 
образом:

a'i =  an,’ а2 =  а„2, а'к =  а„к, ... .

Т е о р е м а  2. Если ряд (37) абсолютно сходится, то ряд 
(38) также абсолютно сходится и сумма его равна сумме ряда 
(37), т. е. абсолютно сходящийся ряд (37) обладает перемести
тельным свойством.

Доказательство см., например, в [8].
Условно сходящиеся ряды переместительным свойством не 

обладают.
Абсолютно сходящиеся ряды обладают еще одним важным 

свойством: их можно перемножать.
Пусть даны два абсолютно сходящихся ряда

А = а  | +  а2 +  аз+  ••• +  ап +  ••• >
В  =  b{ -f- b2-\- Ь3-\-... +  Ьп -(-... . (39)

Образуем новый ряд:
a lbl +  (a lb2 +  a2bl) +  (a lb3 +  a2b2 +  a3bi) +  ..., (40)

называемый произведением двух рядов (39). Оказывается 
(см. [6], т. 1), что ряд (40) также сходится абсолютно и имеет 
своей суммой число S  =  AB.

6. Ряды с комплексными членами. Рассмотрим числовой ряд с комплексными 
членами, т. е. ряд

сю

X  (41)
П = 1

где u„ =  a„ +  /p„ (п =  1, 2, 3, ...).
Для этого ряда, как и для ряда с действительными членами (п. 1), вводится 

понятие п-й частичной суммы

S „ =  U| +  и2 +  ... +  и„.

Ряд (41) с комплексными членами называется сходящимся, если существует 
предел lim S„ =  S, при этом число S  называется суммой ряда (41). Здесь пользу

емся понятием предела последовательности комплексных чисел и понимаем его 
в следующем смысле: число S  называется пределом последовательности { S J .  
если для любого е > 0  существует такой номер N , зависящий от е, что для всех 
п >  N выполняется неравенство

или, что то же, lim |S„ — S |= 0 .
п  оо

| S „ - S | < 8 ,  (42)
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Так же как в случае рядов с действительными членами (п. 2), устанавлива
й с я  необходимый признак сходимости ряда (41): общий член ип сходящегося ря- 
на (41) стремится к нулю при неограниченном возрастании п, т. е. lim м„ =  0.

П -*- ОО
П р и м е р .  Для ряда

\+ q  +  q2 +  ... +  qn~ ' +  ...

( q — комплексное число, отличное от единицы) частичная сумма

(43)

(44)

гак как (1 — q) (1 +  q +  q2 +  ... +  qn ')= 1  — qa. 
Из равенства (44) имеем:

Отсюда при \q\ < 1

S „ -

lim 1 —q = 0 .

Значит, при \q\ < 1  ряд (43) сходится и его сумма S  равна 1 - q
При |<71 ^  1 ряд (43) расходится, так как в этом случае его общий член q ~  

не стремится к нулю при неограниченном возрастании п.
Следующая теорема позволяет свести изучение рядов (41) с комплексными 

членами к исследованию таких рядов с действительными членами

I ”-" I Р.-
п —  1 П —  1

(45)

Т е о р е м а  1. Ряд  (41) сходится тогда и только тогда, когда сходятся ряды (45). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ряд (41) сходится. Представим его частичную 

сумму S„ и сумму S  в алгебраической форме: S „ =  a„-\-ibn, S  =  a-\-ib, где ап 
и Ьп— частичные суммы рядов (45). Тогда условие (42) примет вид:

IS , — S| =  \an — a +  i(b n — b)\ = ^ j(a n — a f  +  (bn — b f  < e (n > N ) .

Из неравенства (46) следуют неравенства

|e„ — а | < е ,  \bn — b\< е  (n > N ) ,

(46)

(47)

и поэтому сходятся ряды (45) соответственно к а и Ь. Если же ряды (45) сходятся 
соответственно к а и Ь, то выполняются неравенства (47), а вместе с ними и нера
венство |S„ — S | < e  V 2 , показывающее сходимость ряда (41).

Т е о р е м а .  2. Если сходится ряд

I  1“-1.

то сходится и ряд (41).

(48)
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l“J  = К  + Ф»1 =Va" + P" > I “nl * l“»l 3s I Pol •
Ha основании признака сравнения рядов (п. 3, теорема 2) заключаем, что сходят-

ОО ОО

ся ряды ^  | а,„| и ^  1Р„1, значит, и ряды (45). Следовательно, по теореме 1 схо- 
/1=1 /1=1 

дится ряд (41).
Как и в случае рядов с действительными членами, ряд (41) называется абсо

лютно сходящимся, если ряд (48) сходится. Если же ряд (41) сходится, а ряд 
(48) расходится, то ряд (41) называется условно сходящимся.

На абсолютно сходящиеся ряды с комплексными членами распространяются 
имеющие место для абсолютно сходящихся рядов с действительными членами пе
реместительное свойство и свойство перемножения рядов (п. 5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем:

§ 10.2. Функциональные ряды

1. Область сходимости функционального ряда. Перейдем
к рассмотрению рядов, членами которых являются не числа, 
а функции:

U\(x)-\-и2(х)-\-...-\-ип{х)-\-... . (1)

Такие ряды называются функциональными.
Например, ряд

1 -(- х -(- х2 -)-... +  х" +  ...

является функциональным.
Если в ряде (1) придать х какое-либо значение х0 из области 

определения функций ип(х), п=  1, 2, ..., то получим числовой ряд
u i (*о ) +  и 2 (* о )+  ••• и п ( * 0)+  ••• • (2 )

Этот ряд может сходиться или расходиться. Если он сходится, то 
точка х0 называется точкой сходимости функционального ряда 
(1). Если ряд (2) расходится, то точка х0 называется точкой рас
ходимости функционального ряда (1). Д ля одних точек, взятых 
из области определения функций ип(х), ряд (1) может сходиться, 
а для других — расходиться.

О п р е д е л е н и е .  Совокупность всех точек сходимости функ
ционального ряда называется областью его сходимости.

Частичная сумма функционального ряда (1), т. е. сумма 
п первых его членов S n (х ) =  «, (х) +  ы2 (х ) +  ... +  «„ (* ), является 
функцией переменной х.

Из определения области сходимости функционального ряда 
следует, что для любой точки х этой области существует предел 
частичной суммы S „(x )  при л—*-оо. В  точках, не принадлежащих 
области сходимости, частичная сумма S „ ( jr )  не имеет предела. 
Ясно, что сумма S  (х ) функционального ряда (1) является неко-
254



юрой функцией от х, определенной в области сходимости 
ряда (1).

В этом случае пишут: S  (х) =  и{ (х)-\-и2( х ) - \ - и п(х)-\-... . 
Если функциональный ряд (1) сходится и имеет сумму S  (х), 

то разность S (jc ) — S n(х) называется, как и для числовых рядов, 
его я-м остатком. Этот остаток будем обозначать через гп(х)\ 
rn (x) =  S  (х) — S „ (х). Ясно, что

lim гп(х) =  0.
П —*■ оо

оо

П р и м е р .  Ряд У  сходится в промежутке — З С Х С З ,  так как в
п=о

этом промежутке </ =  |у |< ;1 .  При \х\^3  данный ряд расходится.

2. Равномерная сходимость функционального ряда.
О п р е д е л е н и е .  Функциональный ряд (1) называется рав

номерно сходящимся на отрезке [а; Ь], если для любого е > 0  су
ществует такое натуральное число N =  N (е), не зависящее от х, 
что для п > М  неравенство |S (x )  — S „ ( jc ) |< e  выполняется для 
всех х из отрезка [а; Ь].

Т е о р е м а  1 (признак Вейерштрасса). Если члены функцио
нального ряда (1 ) удовлетворяют на отрезке [а\ Ь] условию

\ип(х)\ < а „  (п =  1, 2, ...), (3)

где ап —  члены сходящегося положительного ряда
00
1  а». (4)

п =  1

то ряд (1) сходится равномерно (и абсолютно) на отрезке [а; Ь].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольное число е > 0 . Так 

как ряд (4) сходится, то для этого ряда (см. § 10.1, п. 2, тео
рема 2) lim гп — 0 ( гп —  сумма п-го остатка ряда (4 )). Поэтому

П —*■ оо
существует такое натуральное число N, что при n > N  имеет мес- 
го неравенство оо

I  а *< е . (5)
k =  n +  1

Пользуясь неравенством (3), получаем, что при любом натураль
ном р

п +  р п +  р

I  I М * ) К  I  а*, (6)
k = n-\-\ k = n+ 1

откуда при р -*-оо с учетом (5) следует, что
00 оо

1  I «*(■*)!<  I  ak< e ( n > N )  (7)
k =  n -\-1 k =  n -f- 1
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(предел при р о о  у левой части неравенства (6) существует 
в силу теоремы 1 (§ 10.1, п. 3)). Это доказывает абсолютную схо
димость ряда (1). Тогда (§ 10.1, п. 5, примечание) с учетом нера
венства (7) имеем:

оо оо

\г„(х) 1 =  1 X ик(х )\<  £  К ( * ) 1 < е
k =  n -f 1 k =  n +  1

оо

для n > N  и для всех х из [а; Ь], т. е. ряд ]Г и„(х) равномерно
п =  1

сходится на [а; b|.

°° х"П р и м е р .  Ряд У  —  сходится равномерно на отрезке [ — 1; 1), так как на /-| пг
П  =  1

оо ^
этом отрезке Дт (л== 1, 2, ...) и ряд У  —  сходится (см. § 10.1, п. 3, при-

пг п , ггп =  1

мер 1).

3. Свойства равномерно сходящихся рядов. Приведем без до
казательства (доказательства см., например, в [12], т. I )  некото
рые теоремы о свойствах равномерно сходящихся рядов.

Т е о р е м а  1. Если члены равномерно сходящегося на отрез
ке [а; Ь\ функционального ряда (1) непрерывны на нем, то его 
сумма также непрерывна на отрезке [а; Ь].

Т е о р е м а  2. Если члены равномерно сходящегося на отрез
ке [а ; b | функционального ряда (1) непрерывны на этом отрезке, 
то ряд (1) можно на отрезке | а; Ь\ почленно интегрировать.

Это значит, что если х, и х2 —  любые две точки отрезка 
|а; Ь), то

*2
 ̂ (ы, (x) +  u2(x) +  ... +  un(x) +  ...)dx=

=   ̂ «, (х ) dx+   ̂ и2 (х) dx-\-... +   ̂ ия (х) d x + ... .
*1 *i *i

Т е о р е м а  3. Пусть функциональный ряд (1) сходится на от
резке |а; Ь\ и его члены имеют на нем непрерывные производные

оо

и'п (х) (п =  1, 2, ...). Тогда если ряд £  и'п (х) сходится равномерно
п =  1

на отрезке [а; b], то на этом отрезке
(и, (jc) +  «2(x ) +  -. +  M * )  +  - ) '  =  «I (х) +  и'2(х) +  -.. +  и'п(х) +  ... .

Т е о р е м а  4. Если все члены равномерно сходящегося на от
резке \а, Ь | ряда (1) умножить на ограниченную на этом отрезке 
функцию ip(x), то полученный ряд
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Ф (* )« ,  (х ) +  <И*) м2 (дг)4-... -hф (дг) ы„ (лг)+ ... 
также будет равномерно сходящимся на отрезке |а; Ь |.

§ 10.3. Степенные ряды в действительной области

I. Степенной ряд и его область сходимости.
О п р е д е л е н и е .  Степенным рядом называется функцио

нальный ряд вида
о-n Ч- о-1 х  4- а 2х* -f-... -(- а пх " + . . . , (1)

где а0, а,, а2, ..., ап, ... —  постоянные вещественные числа, назы 
ваемые коэффициентами степенного ряда.

Любой степенной ряд (1) сходится при дг =  0, так как в этой 
точке все члены ряда (1), кроме первого,—  нули. Есть степенные 
ряды вида (1), которые сходятся лишь в точке jc =  0; такие ряды 
относят к рядам первого класса.

Например, ряд
I -+ * 4 - 2 !г Ч  ... +  п\хл +  ... (2)

сходится лишь в точке х =  0; в любой другой точке хф О  этот ряд 
расходится. Действительно, при каждом хф О  из числовой оси 
имеем числовой ряд. Исследуем его на сходимость. О б 
разуем ряд

l +  U I + 2 ! U | 2+ . . . + « ! U r  +  ... . (3)
Применив к последнему ряду признак Даламбера (§ 10.1, и. 3), 
получим:

.. (« + l) !U r+ ‘ , , пl im --- —----- =1*1 Iim (п 4 1 ) =  ооп—► ОО Я! I X | /!_*. ОО
при всех х Ф  0. Следовательно (см. § 10.1, п. 3, примечание 4), 
ряд (3), значит, и ряд (2) расходятся при всех хфО.

Есть степенные ряды вида (1), которые сходятся на всей чис
ловой оси (такие ряды относят к рядам второго класса). 
Например, ряд

х х2 х11
~  I! ^  2! ~  ~  п\ ^

сходится (притом абсолютно) на всей числовой оси, так как при 
каждом х из ( — оо; 4- оо )

п\\х\п+ ' . , I п  - ,l im ------- - =  U l l irn — —- =  0 < 1
я— оо ( и 4 1 )!|дс| я— оо 11 +  1

Ряды вида (1), не принадлежащие первому и второму клас
сам, относят к рядам третьего класса.

Т е о р е м а  1 (теорема Абеля) (Нильс Генрих Абель (1802— 
1829) —  норвежский математик). Если степенной ряд (1 ) сходит-
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ся при х =  х0Ф О , то он абсолютно сходится для любого х, удов
летворяющего условию

U I <  |дс0|;
если же при х =  х0 степенной ряд ( 1 ) расходится, то он расходит
ся и при любом х, удовлетворяющем условию  U I > U 0I-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть при х =  хо=£0 степенной ряд (1) 
сходится, т. е. сходится числовой ряд

а 0 а \Х0~\~ а 2-*0 +  ••• “Ь  а пХХ1 "Ь  ••• • (4 )

Тогда (см. § 10.1, п. 2, теорема 3)
lim а„х% =  0,

П —► оо

откуда следует, что члены ряда (4) ограничены по модулю: 
\апх"о\ < М , п =  0, 1, 2, ... (5)

(Af —  постоянное положительное число).
Возьмем теперь любое х, для которого |дг|<|лс01. и рассмот

рим ряд
1а о1 Ч~ Iайх\ -f- |ОдХ2! + . . .  -f-1а лхл | —(—... . (6 )

1Х  I п
— (п =  0, 1, 2 , ...).
Х0 I

Отсюда в силу (5) \апх"\^ М  I — I " (п =  0, I, 2, ...),
I х° I

или
l a ^ K A f ?"(/ ! =  0, 1. 2, ...), (7)

где <7=  — < 1 , так как |jt| •< |х01 •
I Х0 I

Ряд
M +  Mq +  Mq2+ . . .  +  Mqn +  ...

сходится (см. § 10.1, п. 2, пример 2). Поэтому, имея в виду нера
венства (7), согласно признаку сравнения рядов (см. § 10.1, 
п. 3) сходится ряд (6) для любого х, для которого |дс| <11jc0I , 
а ряд (1), значит, для этого х сходится абсолютно.

Пусть теперь ряд (1 ) при х =  х0 расходится. Докажем, что он 
расходится и при любом х, удовлетворяющем неравенству |дс| >  
> |jc 0|. Действительно, если бы при некотором значении x =  xh 
удовлетворяющем неравенству |jc1|> |jc 0I. Р яД (1) был сходя
щимся, то по доказанному в первой части он был бы сходящимся 
и при х =  х0, что противоречит условию.

Теорема доказана.
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С л е д с т в и е  1. Ряд второго класса (1) сходится абсолютно 
п интервале ( — оо; +  оо ).

С л е д с т в и е  2. Для каждого степенного ряда (1 ) третьего 
класса существует число R >  0, называемое радиусом сходимо
сти этого ряда и обладающее следующими свойствами: при 
U I < /? ряд (1 ) сходится абсолютно, при Ы  > /? ряд (1) расхо
дится.

Промежуток ( — /?; R ) называется интервалом сходимости 
гтеиенного ряда (1).

Согласно следствию 1 для ряда (1) второго класса интервал 
сходимости ( — оо; -)- оо ).

Областью сходимости степенного ряда (1) третьего класса я в 
ляется интервал ( — /?; R), к которому в отдельных случаях до- 
банляются один или оба конца этого интервала (это зависит от 
конкретного исследуемого ряда).

П р и м е ч а н и е  1. Для ряда (1) первого класса полагают R =  0, для ряда 
( I )  второго класса R  =  оо.

Т е о р е м а  2. Пусть для ряда (1) существует и отличен от ну
ля предел

l im ип+ I =  L.

Тогда

«=т-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим ряд, составленный из аб

солютных величин членов ряда (1):
|а0| +  |а,| |х| +  |а2| U | 2- f . . .+ |а„| (8)

Применим признак Даламбера (§ 10.1, п. 3):

,/-+1lim ип +

а Х
=  lim ип +  I \x\=L X I.

В соответствии с этим признаком ряд (8) сходится, если 
|х| L  < 1 , т. е. если |дс|-<-|-, и расходится, если |дс| L > 1 ,

г. е. если |лс| (в  последнем случае общий член ряда (8), зна
чит, и ряда (1) не стремится к нулю при я-voo).

Следовательно, ряд (1 ) сходится абсолютно при

и расходится при |х|>-г- Значит, радиусом сходимости ряда 
(1) является число

259



п 1 I • а»Я = т =  lim ---
п —*■ ста 4-/I оо

П р и м е ч а н и е  2. Если L  =  0, то при любом * из числовой оси |х| L  =  0 <  1, 
т. е. ряд (8) сходится на всей числовой оси. Значит, ряд (1) абсолютно схо
дится на этой оси. Следовательно, /?=оо. Если L — оо, го при любом хф О  из 
числовой оси \х\ L — оо, и, значит, ряд(1 ) при любом хф О  (§ 10.1, и. 3, примеча
ние 4) расходится, т. е. R — 0.

Областью сходимости данного ряда является промежуток — 3 < х < 3 .

2. Свойства степенных рядов.
Т е о р е м а  1. Всякий степенной ряд (1) с радиусом сходимо

сти R > 0  сходится равномерно на всяком отрезке [ — р; р], со
держащемся в интервале сходимости ( — R\ R).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию 0<Cp< R .  Поэтому поло
жительный ряд

Следовательно, согласно признаку Вейерштрасса (см. § 10.2, 
п. 2) степенной ряд (1) сходится равномерно на отрезке [ — р; р].

Из установленной теоремы следует, что степенные ряды об
ладают всеми свойствами равномерно сходящихся рядов. 

Сформулируем эти свойства (см., например, 112], т. 1): 
Т е о р е м а  2. Сумма степенного ряда (1) есть функция, не

прерывная в каждой точке интервала сходимости ряда. Степен
ной ряд внутри его интервала сходимости можно почленно диф
ференцировать и интегрировать сколько угодно раз, причем 
в результате этих операций получаются степенные ряды, имею
щие тот же радиус сходимости, что и исходный ряд.

3. Ряды но степеням разности х— а. Степенным рядом назы
вается также функциональный ряд вида

Интервалом сходимости степенного ряда (9) является интер
вал длиной 2R с центром в точке а.

Свойства степенных рядов по степеням х (п. 2) сохраняются 
и для рядов по степеням х — а.

4. Разложение функций в степенные ряды. Ряд Тейлора. Е с 
ли функция f (х) является суммой ряда (9), то в этом случае го
ворят, что функция / (х) разлагается в ряд по степеням х — а.

имеет радиус сходимости /? =  3, так как

а0 +  а, (*  — а) +  а2(х — a f  + ... +  а„ (х — а)"-\-... (9)
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Важность такого разложения видна хотя бы из того, что мы 
получаем возможность приближенно заменить функции) суммой 
нескольких первых членов степенного ряда, т. е. многочленом.

Т е о р е м а 1. Если функция / (х) на интервале (х0— R, x0-f R) 
разлагается в степенной ряд

f (x )  =  a0 +  a l (х — х0) +  а2(х — х0)2+ ... +  ап(х — х0)п +  ..„ (10)
то это разложение единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 2 (п. 2) имеем:
Г  (х )=  1 ■а1+ 2 а2(х — х0) +  За3(*  — х0)2+ ... +  пал(х — х0)я~' +  ..., 
I "  (х )=  1-2-а2 + 2-За3(х — х0)-\-... +  п ( п — \ ) а„ (х— х0)"“ 2-+...,
Г  u ) = l  . 2 - З а 3 +  2- ‘Л-4а4( х - х 0) +  ... +  ( п - 2 ) ( п — \ ) Х
Х п а п(х -Х о У -3 +  . . . ,

/<">(д-)= 1 - 2-3...(«— 1) па„ +  2-3...п(п+  1 ) а л+| (х — х0)-\~...

Полагая в этих равенствах и в равенстве (10) х =  х„, получим:

_t / \ „  _ Г  К )  Г  tJtb) Г  Ш  F "  (ль) , . ,  V
а0 — / (Хо), а \ — > а2— 2| ’ ° 3— з] ’ ап— --~ii\--’ "• • ( I I )

Из (11) следует, что все коэффициенты ряда (10) определяются 
единственным образом формулами (11), что и доказывает тео
рему.

Подставляя полученные выражения коэффициентов в равен
ство (10), получим ряд

f(x ) =  f(xo) +  ̂ ( x - x 0) + ^ ( x - x 0f  +  ...+
, r w ( х - х „)* +  ..., (12)

который называется рядом Тейлора функции /(*); коэффициен
ты этого ряда

я - f ( x )  а -  Г Ы  а _ / " Wао — I \хоЛ « 1— , а2 — ——— , ..., ап — — —— , ...

называются коэффициентами Тейлора функции f (х) в точке х0.
Таким образом, если функция / (х) разлагается в степенной 

ряд по степеням х — %  то этот ряд обязательно является рядом 
Тейлора этой функции.

Если в ряде Тейлора положим лго =  0, то получим частный 
случай ряда Тейлора, который называют рядом Маклорена:

/ м = « о ) + Ш , + ^ + . . .+ / ^ + .., .  < | 3 )

Отметим, что все рассуждения были сделаны в предположе-
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нии, что функция / (х) может быть разложена в степенной ряд.
Если заранее этого не предполагать, а просто считать функ

цию / (х) бесконечное число раз дифференцируемой и составить 
для нее ряд Тейлора, то ниоткуда не следует, что этот ряд схо
дится при значениях х, отличных от х0. Более того, могут быть 
даже такие случаи, что ряд Тейлора, составленный для функции 
f (х), сходится, а сумма его вовсе не равна f (х).

П усть функция f (х) в интервале (x0 — R; x0 +  R) имеет произ
водные любого порядка. Тогда для любого х из этого интервала 
и любого п будет справедлива формула Тейлора (см. § 8.9, п. 1):

/ (x ) =  f  С*о)4 f]-  (х  — * о )+ -  +  --"я^  ( х  — хо)" +  гп (х) , (14)
где

, . ( x ) - £ ^ ! g ± f f r ' ( 15,

Перейдем теперь к выяснению условий, при которых можно 
утверждать, что ряд Тейлора, составленный для функции / (*),

f(x0) + ^ ( x - x 0) + ^ ( x - X0f  +  . . . + ^ ( x - x 0r  +  ... (16)

сходится в интервале (х0 — /?; x0-\-R) и что его сумма равна f (х).
Так как разность между f (х) и суммой (я + 1 ) первых членов 

ряда (16) есть как раз гп(х), что видно из (14), то, очевидно, для 
того чтобы ряд Тейлора (16) сходился к функции f (х) (для кото
рой он составлен) в интервале (* „— /?; jc0-f-/?), необходимо и до
статочно, чтобы остаточный член в формуле Тейлора гп(х) для 
функции / (х) в каждой точке этого интервала стремился к нулю 
при «->■ оо.

Установим теперь достаточное условие сходимости ряда Тей
лора функции f (х) к этой функции.

Т е о р е м а  2. Если в интервале (jc0 — R', x0-{-R) функция / (х) 
имеет производные любого порядка и все они по абсолютной 
величине ограничены одним и тем же числом

\ря\ х )\ ^ М (п = 1 ,  2, ...), (17)

то в этом интервале имеет место разложение (12).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  силу (15) и (17*) в интервале 

(х0 — R; x0 +  R ) имеем:

М * ) 1 - 1'И+" (Й ; Г ' ,>>' (18,
Так как ряд

“  \x — x0\n + lI (#»+!)!
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сходится при любом х по признаку Даламбера (§ 10.1, п. 3), то 
при любом х (§ 10.1, п. 2, теорема 3)

|«+1.. \х —  Х0\"l im ---------=  0.
п-► оо (л -(- 1 ) !

Отсюда с учетом (18) lim гп(х) =  0 в интервале (х0 — R-, x0-\-R).
Л—► оо

5. Разложение в степенные ряды основных элементарных 
функций.

1. / (х) =  ех. Здесь f n) {х) =  ех и f{n)(0)=  1. Условие (17) для дан
ной функции выполнено в любом интервале \х\ < г ,  так как
I /(л) (х)| =  ех<  ег. Поэтому согласно теореме 2 (п. 4) формула

ех= 1 + х + £  +  ... +  £  +  ... (19)

верна при всех х.
2. / (x) =  sin х. Здесь f(k) (х) =  sin ( *  +  -y-V /(*) (0) =  sin -у- =  0

при k =  2n, рк)(0) =  ( — 1)" при k =  2п-\- 1. При этом \fn) (х)| ^  1 на 
всей числовой оси. Поэтому согласно теореме 2 (п. 4) формула

г3 Х1п~>г1sin х = х ~  — +  ... +  ( — 1)"-

верна при всех х из ( — о о ; о о ). 
Аналогично формула

X* X2п
COS Х =  1 — 7̂ 7 +  ... + (  —  1) "-2 ! | -  I v / (2л), I •••

верна при всех х из ( — о о ; о о ).

3. Рассмотрим функцию / (х) =  ( 1 +  х)а, где а —  любое вещест
венное число. Здесь

/<"> (лс) =  а (а  — 1 )...(а — л +  1) (1 +  *)•-",
f n) ( 0 ) = а ( а — 1)...(а — п - \ - 1).

Можно доказать (см., например, в [6], т. I), что равенство

( l + x r = l + a x  +  ̂ p i * x 2 +  . . .+ ^ ~ 1)-f;(|a~ n + l ) x-+... (20)

верно при | х\ <  1.
Ряд  (20) называется биномиальным.
Если а =  т ,  где т  —  натуральное число, то равенство (20) об

ращается в формулу бинома Ньютона (см. § 8.9, п. 2):

(1 -f х)т=  1 +  £  m (m- |) (m- 2)-(/w~ n+ 1) ^  
п =  1

Выделим следующие частные случаи биномиального ряда:
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1) при а  =  —  1

1
, + , - К -  1)л *я ; (21)

п =  0

2) при а =  —

V T + T = l + i x +  X  ( - I ) " - '  1'3' 52: ' f n~ 3 )^ : (22)
п =  2

3) при а =  — ̂  имеем:

’ 2 "-я!уг+1

4. Разложение / (x )=  In (1 +  х) получим путем интегрирова
ния ряда (21) в промежутке от 0 до х (при |лг|<1):

1 п (1 + * )=  I  ( - 1 ) " - ^ ( - 1 < * < 1 ) .  (23)
л — О

5. Разложение / (х)=  arctg х получим путем интегрирования 
ряда (21), если в нем предварительно заменить х на Xх:

arctg х — I  ( - 0 л^ - ( - К ^ < 1 ) .  (24)
/1 =  0

Области сходимости рядов (23), (24) указаны в скобках.
6 . Приложения степенных рядов к приближенным вычисле

ниям. Степенные ряды являются мощным вычислительным сред
ством. С их помощью можно, например, вычислять приближен
ные значения функций, приближенно вычислять некоторые «не- 
берущиеся» определенные интегралы.

П р и м е р  1. Вычислить значение е0,2 с точностью до 0,0001. Согласно фор
муле (19) имеем:

Оценим погрешность, получаемую при отбрасывании всех членов этого ряда, на
чиная с пятого:

0,24 , 0,25 , 0,26 , 0,24 /, , 0,2 , 0,22 , \ 
Г4=^ Т + -5Г+ -бГ+ -= ^ г 1 ,+ ^ “ + 5 ^  + -7 <

« • ( 1+м + ( « ) * + _ ^ < М Ю 1.
5

<  4!
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( |дсч*ь можно использовать калькулятор).
1
7

П р и м е р  2. Вычислить интеграл  ̂ е ~ ** dx с точностью до 0,0001. Заменяя

1мачит, с точностью до 0,0001 имеем:

е°'2«  1 +0,2 +  ̂ + - ^ =  1 , 2 + +  1,2213

* на — х2 в формуле (19), получим:
о

1! т  2! 3!

Подставим этот ряд под знак данного интеграла и произведем почленное интег
рирование, получаем:

— — 1- 1 1 
4 4 4 Т  Т
J  е ~ ** d x =  J  dx— J  x2dx- ^  x4d x - - ^   ̂ x6dx-f  ...=
о o o  о о

=  0,25----!—  +  — i — ---- ~  +  . . .  (25)
3-4 10-4 42-4

)io знакочередующийся ряд, удовлетворяющий теореме Лейбница (см § 10.1, 
|| 4). Так как

1 1 г < — 0,0001.10-45 10240 10000

для получения нужной точности достаточно взять первые два члена ряда (25):
1
Т
 ̂ е “ ^ л :яв0 ,25 ----—  »  0,25 — 0,0052 =  0,2448' 3 • 4о

(здесь также можно использовать калькулятор).

§ 10.4. Степенные ряды в комплексной области

I. Кр уг сходимости степенного ряда. Пусть z= x-\-iy— переменная комп
лексная величина. Гак как действие возвышения комплексного числа в целую по
ложительную степень известно (см. § 7.7, п. 4), то можно рассматривать стелен
ные функции комплексной переменной w — z", где п — натуральное число, 
(десь и независимая переменная, и функция принимают комплексные значения. 
Изучение функций комплексной переменной специально не рассматривается 
в настоящей книге (такое рассмотрение имеется, например, в книге 110]). Приве
дем только определения простейших функций, основанные на свойствах степен
ных рядов.
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О п р е д е л е н и е .  Ряд вида
а0 +  а,г +  а2г2 + ... +  а„г" + . (1)

где а0, а,, а2, ..., а„, ■■■— постоянные, вообще говоря, комплексные числа, а z — 
комплексная переменная, называется степенным рядом с коэффициентами а0, а х, 
Д2» •••» "• •

Т е о р е м а  А б е л я .  Если степенной ряд (1) сходится при г — г0фО, то он 
сходится абсолютно при всяком г, для которого |z| <  |z0|; если же при z — z0 сте
пенной ряд расходится, то он расходится и при любом значении г, удовлетворяю
щем условию | г !> | г 0|.

Доказательство точно такое же, как и доказательство теоремы Абеля для 
случая действительной переменной.

Рассмотрим случай, когда ряд (1) для одних значений г, отличных от нуля, 
сходится и для других— расходится (ряд третьего класса). Из теоремы Абеля 
следует, что существует такое положительное число R  (оно называется радиусом 
сходимости ряда (1)), что ряд (1) сходится абсолютно при |z |< /? и расходится 
при \z\> R . Круг |z |< tf  называется кругом сходимости степенного ряда

(1) (|z| < R  есть круг, так как |z| = Д jx^ +  y2; § 7.7, п. 1). Если ряд (1) сходится 
при всех значениях г (ряд второго класса), то принято говорить, что его радиус 
сходимости R — +  оо. При z =  0 сходятся все степенные ряды рассматриваемого 
вида (1). Если ряд ( I )  сходится только при z =  0 (ряд первого класса), то полага
ют, что его радиус сходимости R =  0.

П р и м е р .  Ряды

,+  — + — + ( 2 )  I ! 2! л!
7 73 75 7 1 z 2 n + l

^ - |[+ 5 Г - 7 Г + - - + |- 1)' (5 Т Т )Т + -' <31
z3 Z5
3! 5! 7! +

- — ■+ —2! 4! 6!
2L ( _ i y _ ----1-... (4)

' (2л)! т
сходятся абсолютно при любом значении z. Действительно, так как соответству
ющие степенные ряды (см. § 10.3, п. 5) были сходящимися на всей числовой оси, 
то в силу теоремы Абеля они будут сходиться абсолютно для любого комплексно
го z. Следовательно, для рядов (2) — (4 )/ ?=  +  оо.

2. П оказательная и тригонометрические функции комплексной переменной. 
Функция ег комплексной переменной z определяется как сумма ряда

е*= 1+-  ̂+  |т + "+ ^ !+ ” ■ (5)

Для любых комплексных чисел zx и z2 имеет место формула

eV W +Z2- (6)
В самом деле, так как ряд (2) абсолютно сходится при всех значениях z, то 

можно применить свойство об умножении абсолютно сходящихся рядов 
(см. § 10.1, п. 6). Получаем, что

« ■ « • - ( '+ * + H + ~ + | f+ - )- ( i+ * + - £ + ■ + - £ + ■ )-

- | + ( » + - ) + ^ + . . + й ± Г£ + -
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H i доказанной формулы (6) следует, что еге — е =  е =  1, и потому

г / =  — . Значит, функция ег ни при каком г не обращается в нуль. В  самом деле,
е*

если бы имело место равенство е °  =  0, то мы получили бы, что

1 =  е*0 _  z°  =  е*°е _  г° =  0- е_  г°  =  0.

Функции sin г и cos z комплексной переменной z определяются как суммы 
степенных рядов

sinz  =  z _ i _  +  | ! _ i r +  ... +  ( — !Г  +  (7)

cos Z= l - ^  + i-_£--,-...+ (_ (8)

( )чевидно,
sin ( — z) = — sin z, cos( — z) =  cosz. (9)

На основе формул (5), (7 ) и (8) учитывая, что в абсолютно сходящемся ряде 
имеет место переместительное свойство (§ 10.1, п. 6), имеем:

, _ 1+(, + £ + £ + £ + £ + £ + « + . _

5 Г + - )+ '( г- |т + 1 т - 7 Г + ) - » ” + '• '" *
Итак,

e'z =  cos z-\-i sin z. (10)

Отсюда с учетом равенств (9)

e “ 'z =  cosz — ( sin z. (11)

Складывая равенства (10) и (11) и деля на 2, получаем, что

еи +  е ~ и

Аналогично

2 i

(12)

(13)

Формулы (10), (12), (13) называются формулами Эйлера. Пользуясь формулами 
(6) и (10), имеем

ег + 2ш =  еге1т =  е? (cos 2л +  i sin 2л) =  е\

т. е. показательная функция ег имеет период 2лi.
Наконец, пользуясь формулой (10), из тригонометрической формы записи 

комплексного числа z =  r (cos ф-f-i sin ф) (§ 7.7, п. 3) получаем так называемую 
показательную форму записи комплексного числа г =  ге‘ф.
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§ 10.5. Тригонометрические ряды

1. Тригонометрическая система функций, ее ортогональность.
Функции ф (jc) и ф (х) называются ортогональными друг другу на 

ь
отрезке [а; Ь\, если  ̂ф (х) ф (х) dx=0.

а

Система функций называется ортогональной на отрезке [а; Ь], 
если каждые две функции из этой системы ортогональны друг 
другу на этом отрезке.

П р и м е р .  Тригонометрическая система функций

1, sin х, cos х, sin ‘2х, cos 2х, ..., sin пх, cos пх, ... (1)

ортогональна на отрезке [ — л; л].
В самом деле, если к ф 0 и целое, то

Л  Л

 ̂ cos kxdx:= — sin kx | = 0 , (2)
— л  — л

Л  Л

 ̂ sin kxdx — — — cos kx | = 0 . (3)
— л —л

Это значит, что единица ортогональна ко всем остальным функциям системы (1).
Заметим теперь, что при натуральных т ,  п произведения sin пх sin т х ( т ф  

ф п ), cos пх cos т х  (т ф п ) ,  sin пх cos т х  всегда можно представить суммой функ
ций вида sin kx или cos kx. Поэтому интеграл от — л до л от этих произведений 
также равен нулю.

Укажем еще на одно свойство системы (1). заключающееся в том, что при 
любом натуральном п

Л  Л

 ̂ cos2 nxdx— я  и  ̂ sin2 nxdx =  л. (4)
—  Л  — Л

2. Ряд Фурье. Тригонометрическим рядом называется функ
циональный ряд вида

а0
— 4~at cos x-\-bx sin х-\-а.г cos 2x-\-b2 sin 2 x - \ ~ a n cos nx-\-

+  b„ sin nx-4- ..., 

или, более коротко, ряд вида
оо

Y +  X  cos пх-|- bn sin пх, (5)
П= 1

где а0, ап, bn(n— 1, 2, ...) —  постоянные числа, называемые ко
эффициентами тригонометрического ряда.

Свободный член ряда записан в виде-у для единообразия по
лучающихся в дальнейшем формул.
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Гак как члены ряда (5) имеют общий период '/' =  2я, то и сум 
ма ряда, если он сходится, также является периодической функ
цией с периодом 2л.

Пусть периодическая функция / (х) с периодом 2я является 
суммой ряда (5):

оо

/(x) =  Y + X  ап cos пх~\~ bn sin пх. (6)
п — 1

II гаком случае говорят, что функция / (х) разлагается в тригоно
метрический ряд. Предполагая, что этот ряд сходится равномер
но па отрезке \ — я; я|, покажем, как определить его коэффици 
сн гы.

Гак как равномерно сходящийся на отрезке функциональный 
ряд можно почленно интегрировать па этом отрезке (см. § 10.2, 
п 3, теорема 2), то с учетом формул (2), (3) имеем:

Л Л л

 ̂ f ( x ) d x = Y   ̂ dx— a„n. Отсюда а0 =  —  ̂ f(x)dx.
л  — Л л

Умножим теперь ряд (6) на cos kx {k —  фиксированное нату
ральное число). Получим опять равномерно сходящийся на от
резке [ — я; я] ряд (см. § 10.2, п. 3, теорема 4):

/ (х) cos kx =  -  ̂cos kx-\- £  a„ cos nx cos kx-\- bn sin nx cos kx.
n = \

Интегрируем его почленно на отрезке [ — я; я]. И мы получим:
Л л

 ̂ / (х) cos kxdx=   ̂ ak cos2 kxdx
— л  — л

или согласно формуле (4)
л Л

г i f ̂ [  (х) cos kxdx =  акл, откуда =  —  ̂ / (х) cos kxdx.
— л  л

Аналогично, умножая обе части равенства (6) на sin kx 
и интегрируя в пределах от — л до л, получим:

Л

Ьк =  — ( f(x)s\nkxdx.
— Л

Таким образом, если периодическая функция / (х) с периодом 
2я является суммой равномерно сходящегося на отрезке [ — л; л\ 
тригонометрического ряда (5), то коэффициенты этого ряда опре
деляются по формулам

л  Л л

ао= ~  \ f (х) dx, ап= ^   ̂ / (х) cos nxdx, Ьп =  ~   ̂ f(x )sinnxdx  (7)
— л  — л  — я
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(я = 1 ,  2, ...) и называются коэффициентами Фурье  функции / (х), 
а ряд (5 ) с этими коэффициентами называется рядом Фурье  
(Ж а н  Батист Ж озеф  Фурье (1768— 1830) —  французский мате
матик и физик) функции / (х).

3. Комплексная форма ряда Фурье. По формулам Эйлера 
(см. § 10.4, п. 2, формулы (12), (13))

einx +  e~COS пх = --- 4---- , s innx  =2 ’ 2 i 2 

Подставляя эти выражения в ряд (6), получаем:
я  \ а» I V  (  e‘nx+ e~inx .. einx—e~‘nx\
f ( x )  =  Y +  I  К ---- 1 2--------- lb" ------- 2------ )  =

n =  1

=T+ Z
n =  1

Введем обозначения
Y  =  ^ =  cn, — с_ n. (8)

Тогда

/ « - * + !  (c.e'“ + c _ . e - n
Я =  1

или, более компактно,

/ (* )=  X  v ‘"'. (9)
Л  =  —  о о

Это и есть комплексная форма ряда Фурье.
Выразим коэффициенты с„ и с _ п через интегралы. Пользуясь 

формулами (7), можем формулы (8) переписать так:
я  л

сп = 2̂ -  ̂ / (*) (cos n x — i sin пх) d x — - ^   ̂ f (х) е~‘пх dx (п — 0, 1,2,...).
—  Л  — л

л

c ” n=:2^ S f{x )e inxd x ( n =  1, 2, ...).
—  Л

4. Сходимость ряда Фурье. При выводе формул (7) заранее 
предполагалось, что функция / (х) разлагается в равномерно схо
дящийся тригонометрический ряд (6). Если такого предположе
ния не делать, а допустить только, что для функции f (х) сущест
вуют все интегралы, стоящие в правых частях формул (7), то по 
этим формулам можно вычислить коэффициенты а0, а„, Ь„ и со
ставить тригонометрический ряд (5), который представляет со
бой ряд Фурье, соответствующий данной функции.

Является ли построенный таким образом ряд Фурье сходя
щимся, и если он сходится, то имеем ли мы право утверждать,
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что он сходится именно к функции f (х), с помощью которой вы 
числялись коэффициенты ряда?

Оказывается, что сходимость ряда Фурье к заданной функ
ции имеет место для довольно широкого класса функций.

Сформулируем достаточные условия представимости функ
ции рядом Фурье. Пусть функция / (х) на отрезке [ — л ; л] удов
летворяет условиям Дирихле (Петер Дирихле (1805— 1859)—  не
мецкий математик). Это значит, что она на этом отрезке непре
рывна или кусочно-непрерывна (т. е. имеет конечное число точек 
разрыва первого рода) и монотонна или кусочно-монотонна 
(т. е. отрезок можно разделить на конечное число отрезков,внут
ри каждого из которых функция либо только возрастает, либо 
только убывает, либо постоянна).

Т е о р е м а  Д и р и х л е .  Если функция / (дг) удовлетворяет 
условиям Дирихле на отрезке [ — л; л], то ряд Фурье этой функ
ции сходится на всем отрезке [ — л; л] и сумма этого ряда равна
f (х) в точках непрерывности функции, j  (/ (х0 — 0) +  f  (х0 +  0))

в точке х0 разрыва функции, ~  (/ (л — 0)-|-/ ( — л +  0)) на концах
отрезка [ — л; л].

Доказательство см. в книге [12), т. II.
Сделаем некоторые замечания по поводу сформулированной 

теоремы Дирихле. Члены ряда (5 )— периодические функции с 
периодом 2л. Поэтому если ряд (5) сходится на отрезке [ — л; л], 
го он сходится и при всех вещественных значениях х и сумма 
ряда (5) периодически повторяет с периодом 2л те значения, ко
торые она давала на отрезке [ — л; л]. Таким образом, если мы 
пользуемся рядом Фурье вне отрезка [ — л; л], то мы должны 
считать, что функция / (х) продолжена вовне этого отрезка пери
одически с периодом 2л (рис. 120). С этой точки зрения его кон
цы х = — л, х =  л явятся для продолженной таким образом 
функции точками разрыва, если / ( — л +  0 )# / (л  — 0).

На рисунке 120 изображена функция, непрерывная на отрез-
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ко I — л; л], которая при периодическом продолжении дает раз
рывы в силу несовпадения значений f (х) на концах отрезка 
[ — я; я].

П р и м е р .  Функция f(x ) =  x удовлетворяет условиям теоремы Дирихле и, 
следовательно, может быть разложена в ряд Фурье. По формулам (7) имеем:

Л Л

а0 — — \ xdx — 0, ап= — \ xcos nxdx — 
л J л J

— л — л
я  я

1

cos nxdx —

— — -дс sin яде I -----\ sin nxdx =  0,
nn ' nn J

— Л — Л

Л Л Л

b„ — — \ xsXnnxdx — -----xcos nx -\--- - \
л J  nn ’ nn J

— я  — л  — Л

2 2 ( - ! ) " + '2= --- cos nn = ----( — 1) = ---------- .
n n n

Следовательно, согласно теореме Дирихле при — л< х< С л

л / . sin 2х , sin Зх sin 4х , , . sin пх , \
х =  2 ^ ш х ---- — +  — -------—  +  -  +  ( -  1) - T - + - J

В точках х =  - л и х =  л сумма ряда Фурье но теореме Дирихле не совпадает со 
значениями функции / (* )= * , а равна

/ ( — я +  0) j- / (л -  0) — л +  я
2 2

В силу периодичности суммы ряда график этой суммы имеет вид, изображенный 
на рисунке 121.

5. Ряды по косинусам и синусам. Если / (х) — четная функ
ция на отрезке [ — я; я], т. е. если f ( — х) =  f (х), х£ [ — я; я], то ее 
коэффициенты Фурье Ьл равны нулю. В самом деле,

л у  0 л \

bn =   ̂ f (х) sin nxdx =  — I  ̂ / (х) sin nxdx-\-  ̂f (лс) sin nxdx Y
- n  \  л  о /

В первом интеграле сделаем замену переменной х — — t. Тогда, 
пользуясь четностью f (х) и нечетностью синуса, получим:

О П  я

j / (х) sin nxdx=  — ̂  / ( — t) sin п ( — t) dt =  — ̂  / (/) sin ntdt.
о

Отсюда и из предыдущего равенства следует, что Ь„=-0 (п=  1, 2, ...).
Коэффициенты ап в этом случае (это тоже легко показать) 

можно подсчитать по формулам
л  Л

a0= ^ f  {x)dx, a „= |- ^ (x )c o s  nxdx(n=  1, 2, ...).
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Аналогично показывается, что если / (х )—  нечетная функция,
Л2 г

то ап =  0 (л =  0, 1, 2, ...) и bn =  ~ \ f ( x )  sin nxdx(n— 1, 2, ...). Таким
о

образом, если функция четная, то ее ряд Фурье содержит только 
косинусы (неполный ряд по косинусам), а если нечетная —  толь
ко синусы (неполный ряд по синусам).

П р и м е р .  Рассмотрим функцию / (дг) =  дс2. Эта функция удовлетворяет усло
виям теоремы Дирихле н, следовательно, может быть разложена в ряд Фурье. 
Гак как она четная, то

Ь = 0 (п =  1, 2, ...), a„ =  — \ x idx — ̂ - .
Л  J  Оо

л /  л  \
2 с 2 / 1  . л 2 г \  4

а, =  — \ X1 cos nxdx =  — I — х2 sin n x \ --- X x sin nxdx 1 = (  — 1)" я  — .я J я I n 1 0 n j I  n0 \  0 /
Значит, согласно теореме Дирихле при

Н г - ( C O S  X -

Л < X < л
cos 2х cos Зх

2 3-

Это равенство остается верным и на всем отрезке |- 

=  — я  и х

■я; л|, так как в точках х =

л сумма ряда по теореме Дирихле равна — (/ ( — я  +  0) +  / (я-

1-0)) =  -^-(я2 +  я 2) =  я 2. Благодаря периодичности суммы ряда график ее имеет 

нид, изображенный на рисунке 122.

6 . Разложение функции, заданной в промежутке, в ряд 
Фурье но косинусам или синусам. Часто возникает задача о раз
ложении в ряд по косинусам или в ряд по синусам функции f (х), 
заданной на отрезке [0; л].

Д ля разложения f (х) в ряд по косинусам можно рассуждать 
следующим образом. Дополним определение данной функции 
/' (х) так, чтобы при — л ^ х < 0  было / (* ) =  / ( — х). В результате
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получится четная функция (в этом случае говорят: функция / (х) 
продолжена с отрезка [0; я ] на отрезок [ — л; 0] четным образом; 
рис. 123). Тогда для «продолженной» четной функции справедли
вы все предыдущие рассуждения (п. 5), и, следовательно, коэф
фициенты Фурье могут быть вычислены по формулам

Л

a n  =  ~ \ f { x )  cos nxdx (п =  0 ,  1 ,  2, . . . ) ,  6 „  =  0 (/ i= l,  2, . . . ) .

о
В этих формулах фигурируют лишь заданные на [0; я ] значе

ния / (л:). Следовательно, при практических вычислениях факти
чески можно и не осуществлять указанное четное продолжение.

Если мы хотим разложить функцию f (х) в ряд по синусам, то 
продолжаем ее с отрезка [0; я ] на отрезок [ — я; 0] нечетным об
разом (рис. 124).

Если мы дополним определение функции / (х) так: / (х) =  
=  — / ( — х) при — я ^ .x < i0, то получим нечетную функцию (гово
рят: / (х) продолжена нечетным образом). При этом по смыслу 
нечетности должны принять /(0) =  0. К  «продолженной» нечет
ной функции опять применимы соображения, приведенные в п. 5,
и, следовательно, для коэффициентов Фурье справедливы 
формулы

Л

а„ =  0 (п =  0, 1, 2, ...), Ьп =  ̂   ̂/ (лс) sin nxdx(n=  1, 2, ...).
о

Поскольку здесь участвуют лишь значения / (х) на [0; я], то, как 
и в случае ряда по косинусам, фактически продолжение функ
ции / (х) с отрезка [0; я] на отрезок [ — я; 0] можно и не осущест
влять.

7. Ряд  Фурье с произвольным промежутком. Если надо раз
ложить в тригонометрический ряд функцию f (х) периода 21, кото
рая на отрезке [ — /; /] удовлетворяет условиям Дирихле, то мы
полагаем *  =  и получаем функцию q> (t) =  f периода 2я: 
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Ф (/ +  2л) =  / (~ ~ ~ ~ ))  — / ( ~  +  2/) =  f (х 21) =  f (х) =  f (-^) =
= Ф (0.

которая на отрезке [ — л; л] удовлетворяет условиям Дирихле. 
Поэтому в интервале ( — л; л)

оо

y(t )  =  ~ +  X  (ап cos nt +  bn sin nt),
2

где

ая =  1   ̂ ф (t) cos ntdt (n =  0, 1, 2, ...),
—  Л  

Л

b „ ~   ̂ Ф (t) sin ntdt ( « =  1, 2, ...).
— Л

Возвратившись к прежней переменной х, получим, что в интер
вале ( — /; /)

где

/ ( * ) = ? +  I  K c o s ^  +  f c „ s in ^ ) ,  (10)
/1=  1

/
а„ =  у   ̂ / ( x ) c o s ^ - d x  (л  =  0, 1, 2, ...), (11)

—  /
I

ьп = \ \  f ( x ) s i n ^ d x  (п=  1 ,2 ,...).  (12)
-I

Коэффициенты а0, а„, 6 „ (я = 1 , 2, ...) и здесь называются ко- 
эффициентами Фурье для f (х), а ряд (10) —  рядом Фурье для
/ ДО-

Если х —  точка разрыва функции / (х), то вместо / (х) в равен-
мп\ Й / (JC—0)-Ь/(дг+0) стве (10) будет ------ ------- .

УПРАЖНЕНИЯ

Найти сумму ряда.

М  + 1 + 1+ .... И

2'

3- 1.4 +  4-7+ 7-10+

[ ! ]

[1 ]
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Исследовать сходимость ряда.
к ! ■ 2 . 3 .
6' 2 + 3 + 4 + " "

ОО

7. J
к  *

ОО

8. V  ——--
.t r ,o + « r

9- ? + 7 + тг+-2 4 6

о- I
I

„ Г ,  ‘ + 2"
п+1

л = 1 
о о

2- 1

(Я+ 2) '

П= 12 п-

3- I„=1 Л1п2 +  2п
„2

4 . У  —  -L-i о  п 
я = 1

°° и2
5. V  — . ^  /г!

6. У  2" sin —  , 0 < а < 3 л .  
3"/1= I

7. У  ----'____^  (2/1+1)!
Л =  1

о о

8. У -------- I_____
, . |  (2« — I) 22л 1

о о

9. У  П t g— .Б 2Л+1

20. £ 1000"

| Расходится.) 

[Расходится.]

(Расходится.) 

| Расходится.) 

|Сходится.|

| Расходится. |

| Расходится. |

| Расходится. | 

|Сходится.|

[Сходится. | 

[Сходится.] 

[Сходится.] 

[Сходится.] 

[Сходится.] 

(Сходится.)



I/1=1
(я О2
(2л )! ' [Сходится

оо
уLЛ = 1

3"/г ! 
п"

|Расходится

Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд:

( — 1Г
In п

24- I  ( - I f - ' f r
П= 1

25. £  ( — 1)" + 1 — —2/1+1 '

(-1)"26. УL  100/J+1
п =  1
°о „
£(_ 1Г. f c t i Z .
л = 1 !

л ( я — 1)

( - 1)

п = 1 2"

Найти область сходимости ряда:
ОО

29. X 3V.
л =  0

30. £  (/г+1)2*".

31. V  ( — 1 “ 1 —  
L-‘ п

п =  1
ОО о

32. X п -4-1л = 1 
00

33. у  —  .t-Ч рП
п =  0 

00
34. У — . 

„ - > п-7"

(2 я)|

[Условно сходится.) 

[Абсолютно сходится.| 

[Расходится.] 

[Условно сходится.] 

[Расходится.]

(Абсолютно сходится.]

l U K f j

[ UK1 . J

11 jc| С  1; при х — 1 условно сходится.]

[\х\ <  1 .] 

[|х| < е .]

|дс| <С 7; при х = — 7 условно сходится.]

| —  ОО < * <  +  О О . ]

Разложить в ряд по степеням х следующие функции:
Г ОО 2п

I  (-*)" —  • 1*1< + “ - 
/1 = 0 ■ j
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37. Л -2*.

38. sin дс2.

39. cos2 х.

40.

I (-1)" 
/1 =  0

30

I
/1 =  0

2 V + 2
n\

2̂ (2л+ 1)
(2я+1)!

, Ul < + OO-

, U l <  +  O O .

00 22/i-I 2л
' + I  ( - ' У  — -XT- ■ U K  + O O . 

/1=  1
(2 >i)l

I - * 2

4 I- ,пУ т ?

42.

43.

1
( I- * )2 '

I
V i - * 2 ’

44. a rc tg — •

£  Jt2", U I< 1 .  
/1 =  0

£  (n  +  l)jr\ U| <  I 

/i =  0

,_ o  22л+ '(2 « + 1 )

Пользуясь соответствующими разложениями, вычислить с точностью до 
0,001.

45. Л[ё. [1,649.]
46. sin 18°. [0,309.]

47. Ije - *2 dx. [0,747.;

48. Разложить в ряд Фурье функцию /(дг)=|дг| в промежутке [ — я; я].

я  4 г-, cos (2k— 1) дс

*Г, (2k~ ' f
49. Разложить в ряд Фурье функцию / (jc) =  л-\-х в промежутке [ — я; я].

\ k + \

я  ^ V
2 ~  L 1

ie

. + » z ( - ,|P sin kx.
*=i
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Г л а в а  11. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ 11.1. Функции нескольких переменных.
Предел и непрерывность функции

1. Определение функции нескольких переменных. Понятие 
функции одной переменной не охватывает все зависимости, су
ществующие в природе. Д аж е в самых простых задачах встреча
ются величины, значения которых определяются совокупностью 
значений нескольких величин.

П р и м е р  1. Площадь S  прямоугольника со сторонами, длины которых рав
ны х и у, выражается формулой S =  xy, т. е. значения S  определяются совокупно
стью значений х и у.

П р и м е р  2. Объем V прямоугольного параллелепипеда с ребрами, длины 
которых равны х, у и г, выражается формулой V =  xyz, т. е. значения V опреде
ляются совокупностью значений х, у и г.

П р и м е р  3. Абсолютная температура Т, давление р и объем V данной мас
сы газа связаны формулой Менделеева — Клапейрона pV =  RT, где R  — некото-

R Трая постоянная. Отсюда, например, V = ---, т. е. значения V определяются сово-
Р

купностью значений Т и р .
П р и м е р  4. Количество тепла Q, выделяемое электрическим током, зависит 

от напряжения U, силы тока / и времени I, причем Q =  0,24Ult, т. е. значения 
Q определяются совокупностью значений U, I  и /.

Д ля изучения подобных зависимостей вводится понятие фун
кций нескольких переменных.

Переменная г называется функцией двух независимых пере
менных х и у, если некоторым парам значений х и у по какому- 
либо правилу или закону ставится в соответствие определенное 
значение г.

Множество G пар значений х и у, которые могут принимать 
переменные х н у ,  называется областью определения или обла
стью существования функции, а множество всех значений, при
нимаемых z в области определения,—  областью значений функ
ции z. Переменные х и у называются аргументами функции z. 
Символически функция двух переменных обозначается так: z — 
=  f(x,  у), z — F(x,  у), z — (p(x, у), z =  z(x, у) и т. д.

К ак  известно (§ 1.1, п. 1), пара чисел х н у  определяет поло
жение точки М на плоскости хОу с координатами х и у (и, зна
чит, радиус-вектор г — ОМ (§ 2.1, п. 8)) и наоборот. Поэтому 
функцию двух переменных z =  f (х, у) можно рассматривать либо 
как функцию точки М  и писать z =  f (M ) ,  либо как скалярную

функцию векторного аргумента г и писать z =  f ( r ) .
Способы задания функции двух переменных, как и в случае 

одной переменной, могут быть различными. В этой книге наибо
279



лее важным является аналитический способ задания, когда фун
кция задается с помощью формулы. Областью определения фун
кции в этом случае считается множество всех точек плоскости, 
для которых эта формула имеет смысл.

П р и м е р  5. Областью определения функции 2 =  1 — х — у  является множе
ство всех пар чисел (*, у), т. е. вся плоскость хОу, а областью значений этой функ
ции — промежуток ( — оо; -)- оо ).

х* и2
П р и м е р  6. Для функции г =  ~̂ " +  'д ' область определения — вся пло

скость хОу, а область значений — промежуток [0; +  оо ).

П р и м е р  7. Областью определения функции г =  ̂ 1  — х2 — у2 является мно
жество точек плоскости, координаты которых удовлетворяют неравенству
I — х2 — г/ > 0  (здесь идет речь лишь о действительных значениях г) или не
равенству .к2 +  г/2 1, т. е. круг, ограниченный окружностью х2 у2 — 1, включая 
эту окружность (замкнутый круг). Область значений этой функции — от
резок [0; 11.

П р и м е р  8. Область определения функции 2 = —---- -------  есть Kpvr,
V I - г - у 2

ограниченный окружностью х2-{-у2 =  I, исключая эту окружность (открытый 
круг), а область значений —  промежуток |1; +  оо ).

Из рассмотренных примеров видно, что областью определе
ния функции двух переменных может быть вся плоскость хОу 
или ее часть.

Известно (см. § 2.1, п. 8), что каждой тройке чисел ( jc; у, z) 
в пространстве Oxyz соответствует точка М (х\ у; z) (и, значит,
радиус-вектор г — О М ) и наоборот. Совершенно аналогично слу
чаю двух переменных можно дать определение функции трех пе

ременных u — j (  х\ у\ z) =  f (М ) =  f (г). Областью определения 
функции трех переменных будет уже все пространство или его 
часть.

Аналогично можно дать определение функции четырех и бо
лее переменных.

В  дальнейшем будем подробно рассматривать функции двух 
переменных, так как все важнейшие факты теории функций не
скольких переменных наблюдаются уже на функциях двух пере
менных. Распространение определений и полученных результа
тов на функции трех и более переменных представляет собой, 
как правило, лишь технические трудности.

2. Геометрическое изображение функции двух переменных. 
Функции двух переменных допускают графическую иллюстра
цию. Графиком функции z =  f(x,  у), определенной в области G, 
называется множество точек (х\ у, z ) пространства, у которых 
(х\ у) принадлежит G и z — f ( x , у). В наиболее простых случаях 
такой график представляет собой некоторую поверхность 
(см. также главу 4). Например, графиком функции из примера
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5 (п. 1) является плоскость, проходящая через точки (1; 0; 0), 
(0; 1; 0) и (0; 0; 1) (§ 4.1, п. 5); графиком функции из примера
6 (п. 1) — эллиптический параболоид (§ 5.2, п. 2).

Однако построение графиков функций двух переменных 
в большинстве случаев представляет значительные трудности. 
В связи с этим оказывается удобным геометрически описывать 
функции двух переменных, не выходя в трехмерное простран
ство. Средством такого описания являются линии уровня. Отме
тим на плоскости хОу все те точки (х; у), в которых функция 
/ (х; у) принимает одно и то же значение, например значение, 
равное с. Иначе говоря, отмечаем те точки (х; у), для которых

/ (х, у) =  с. (1)

Множество этих точек и называется линией уровня функции 
/(х, у). Понятно, что уравнение (1) есть уравнение этой линии. 
Придавая с различные значения и каждый раз строя линию 
с уравнением (1), получим семейство линий уровня. Это семей
ство наглядно описывает функцию /(х , у). Обычно рядом с ли
нией уровня ставят то значение с, которому она соответствует.

П р и м е р .  Построить линии уровня функции

z =  s  +  y2. (2)

11ересечем поверхность (2) плоскостью г =  с ( 0 ^ с <  +  оо ). Задавая с различные 
значения, например с =  0, 1, 2, 3, . . .  , получим семейство линий уровня, представ
ляющих собой окружности. При с — 0 окружность вырождается в точку 
(0; 0) ( рис. 125). Из того, что линиями уровня оказались окружности с центрами 
к начале координат, следует, что графиком данной функции должна быть поверх
ность вращения вокруг оси Ог. Действительно, как известно из аналитической 
геометрии (§ 5.2, п. 2), уравнение (2) определяет параболоид вращения.

Линиями уровня обозначают глубину морей и высоту гор на 
географических картах. Аналогичные линии описывают распре
деление тех или иных веществ в почве, распределение среднесу
точной температуры и т. д.

3. Предел функции двух переменных. Множество точек 
/И ( х; у), координаты которых х н у  удовлетворяют неравенству
\/(х — X0f + ( y  — y0f < b ,  или, короче, А Ш 0< 6 , называется б-окре
стностью точки М „(х 0; г/0). Другими словами, 6-окресгность точки 
М (| —  это все точки, лежащие внутри круга с центром М 0 радиу
са 6.

О п р е д е л е н и е .  Число А называется пределом функции 
z =  f ( x , y )  =  f ( M )  при стремлении точки М к точке М 0(х0; у0), что 
кратко записывается: М М0, если для любого числа е> 0 суще
ствует такое число б>0, что для всех точек М из области опреде
ления этой функции, удовлетворяющих условию 0 < А Ш 0< 6 , име
ет место неравенство |/ (М ) — А | <С е. Обозначают это так:
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Рис. 125 Рис. 126

lim / ( М )  =  /4,или lim /(jt, у) =  А.
х~*'хо
У̂ Уо

Функция z =  f ( M )  называется бесконечно малой при М-+М0,
если lim f (М ) =  0.

м—м0
Все основные свойства о бесконечно малых и о пределах, 

установленные в главе 7 (§ 7.4, 7.5) для функций одной перемен
ной, обобщаются и на случай функций двух и большего числа 
переменных.

4. Непрерывность функции двух переменных. Пусть точка 
М 0(х0; г/о) принадлежит области определения функции z =  f (х, у) =
=  f (M ) .

О п р е д е л е н и е .  Функция z =  f(x, y) =  f ( М ) называется не
прерывной в точке Ма, если

lim f ( M )  =  f ( M 0), или lim / (дг, y) =  f ( х0, у0), (3)
х~*~хо
У̂ Уо

причем точка М стремится к точке М 0 произвольным образом, 
оставаясь в области определения функции.

Обозначим х — дс0 =  Дх, у — у0 =  Ау. Полным приращением 
функции z =  f(x,  y) — f ( M ) при переходе от точки М0 к точке 
М называется разность значений функции в этих точках, а имен
но Az =  f ( M )  — f ( M 0), т. е. Дz =  f(x,  y) — f (x 0, у0).

Условие (3 ) непрерывности функции в точке М0 равносильно 
условию

lim Дг =  0, или lim Дг =  0.
М->-М0 х~*~хо

У—Уо
П р и м е р .  Функция г  =  хг-\-у/2 непрерывна в любой точке плоскости хОу, 

так как при любых значениях х и у величина Az =  2x&x-\-2yAy +  (Дх)2 +  (Д|/)2 
стремится к нулю при Дх—>-0, Ду-*-0.

Арифметические операции над непрерывными в точке функ-
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циями приводят к непрерывным функциям в той же точке (при 
условии, что деление производится на функцию, не обращающу
юся в этой точке в нуль). Это устанавливается так же, как для 
функций одной переменной (7.6, п. 1).

5. Понятие области. Областью или открытой областью назы
вается множество точек плоскости, обладающее следующими 
двумя свойствами:

1) каждая точка области принадлежит ей вместе с некоторой 
окрестностью этой точки (свойство открытости);

2) всякие две точки области можно соединить непрерывной 
линией (непрерывная линия —  множество точек М  (х; у) плоско
сти, координаты которых заданы как непрерывные функции 
х =  Ф (t), y =  ty(t), a ^ t ^ .b ) ,  целиком лежащей в этой области 
(свойство связности).

Часть плоскости, лежащ ая внутри замкнутого контура 
L (рис. 126), является областью, так как, во-первых, для любой 
точки М, лежащей внутри L, существует окрестность, такж е ле
жащ ая внутри L; во-вторых, две любые точки М и N, лежащие 
внутри L, можно соединить непрерывной линией, такж е леж а
щей внутри L.

Точка М 0 называется граничной точкой области G, если лю 
бая окрестность этой точки содержит как точки области G, так 
и точки, ей не принадлежащие.

Множество всех граничных точек области называется ее гра
ницей. На рисунке 126 любая точка контура L, очевидно, явля 
ется граничной.

Если к открытой области присоединить ее границу, то полу
ченное множество точек называется замкнутой областью. Так, 
область определения функции в примере 7 (п. 1) является зам 
кнутой.

Если для данной области можно подобрать круг, полностью 
ее покрывающий, то такая область называется ограниченной. 
Например, области определения функций в примерах 7,
8 (п. 1) являются ограниченными.

Область G (открытая или замкнутая) называется односвяз
ной, если для любого замкнутого контура, лежащего в этой об
ласти, ограниченная им часть плоскости целиком принадлежит 
области G. Например, области определения функций в примерах 
5— 8 (п. 1) являются односвязными. Область же, заключенная 
между окружностями х2-{-у2 — 2 и х2 +  у2 =  4, не является одно
связной, так как окружность х?-\-у2 =  2>, лежащ ая в этой облас
ти, содержит внутри себя и точки, не принадлежащие области 
(например, начало координат).

П р и м е ч а н и е .  Все введенные в этом пункте понятия почти без изменения 
переносятся на пространство трех и большего числа измерений.

6. Основные свойства непрерывных функций двух перемен
ных. В  § 7.6 (п. 3) были рассмотрены свойства функций, непре
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рывных на отрезке. Эти свойства распространяются и на случай 
функций двух и большего числа переменных, непрерывных 
в ограниченной замкнутой области.

Функция z =  f (х, y ) =  f ( M )  называется непрерывной в откры
той или замкнутой области, если она непрерывна в каждой точке 
этой области. При этом функция / (М )  считается непрерывной 
в граничной точке М 0, если в равенстве lim / (M ) =  f (М0) точка

Л)-*М0
М стремится к точке уИ () в д о л ь  любого пути, принадлежащего дан
ной области.

Имеет место следующее предложение:
Если функция z =  f ( M )  непрерывна в ограниченной замкну

той области, то она в этой области:
1) имеет наибольшее и наименьшее значения;
2) ограничена: \f (М)\ ^ .К  ( К  —  положительное число);
3) принимает все промежуточные значения между любыми 

двумя своими значениями, т. е. если А <  С <  В, где А и В  —  ка- 
кие-то значения функции f (М)  в данной области, то в этой обла
сти существует точка М 0, в которой / (М 0)= С .

Из свойства 3, в частности, следует, что если М х и М 2 —  точки 
данной области и / (Af,)< ;0, a f (М 2)> 0 , то в этой области суще
ствует точка М0, в которой /(А/ц) =  0.

П р и м е ч а н и е .  Заметим, что на случай функций двух и большего числа 
переменных распространяется (см. [8]) теорема 5 из п. I § 7.6.

§ 11.2. Частные производные.
Полный дифференциал

1. Частные производные. Частной производной функции не
скольких переменных по какой-нибудь переменной в рассматри
ваемой точке называется обычная производная по этой перемен
ной, считая другие переменные фиксированными (постоянными). 
Например, для функции двух переменных z =  f(x, у) в точке 
М0(х0-, у0) частные производные определяются так:

dz i-m л *г i-m  /(*о +  Д*, Уо)~  1 (х0, у0)Iim —— =  lim
\х-+0

dz =  H m —  = lim  ^ Х°' №’ + л-'/)—К * 0' Уо)
ду ду-»-о Д//-+-0

если эти пределы существуют. Величина Axz =  f (х0-\- Ах, у0) — 
— /(*(о. Do){byz =  f (xQ, у0 +  Ау) — f (х0, у0)) называется частным 
приращением функции 2 в точке М0 по аргументу х(у). Исполь
зуются и другие обозначения частных производных:

„  , df (х0, г/0) д , , . , , , .
ZX > (]х . ~дх  ̂ У (х° ’
„  / df (х0, у„) д ( , . , , . ,
2»'  ---Ту---’ ^7(*о>  */о), //(*о, г/о)-
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Символы
<V (* 0. Уо)

dz
дх

<?/(*о. .V») 
дх

dz_ 
ду '

ду как дроби трактовать нель
зя (в этом отличие от случая одной 
переменной).

И з определения следует геомет
рический смысл частной производ
ной функции двух переменных: част
ная производная f'x (х0, у0) (/' (х0, у0)) — 
угловой коэффициент касательной к ли
нии пересечения поверхности z =  f (х, у) 
н плоскости y =  yo (х= хП) в соответ
ствующей точке (рис. 127).

Пользуясь понятием скорости изме
нения переменной (см. § 8.1, п.2), мож
но сказать, что частная производная / '(х „, у0) (/£(х0, у0)) есть 
скорость изменения функции f (х, у) относительно х(у )  при по
стоянном у(х).

Из определения частных производных следует, что правила 
вычисления их остаются теми же, что и для функций одной пере
менной (§ 8.2), и только требуется помнить, по какой переменной 
ищется производная.

Z

п Уо

Ао\ J У

/Хо Г / 1/
Рис. 127

П р и м е р  1. Если 2 =  г г +  г/2, то г ' =  2х, z'u =  2y.

RT  RП р и м е р  2. Если р =  ——  , то p'r =  —  , p'v- RT
Т 7

Величина p'v называется

изотермическим коэффициентом упругости идеального газа.

Аналогично определяются и обозначаются частные производ
ные функции трех и большего числа независимых переменных.

2. Полный дифференциал. Как  уже отмечалось (§ 11.1, и. 4), 
полным приращением функции г =  /(х, у) в точке (х0; у0), соот
ветствующим приращениям Дх и Ду переменных х и у, называ
ется выражение

Дг =  Д/(х0, yu) =  f ( x 0 +  Ах, у0-\- Ау ) — / (х0, Уо). (1)
Если приращение (1) можно представить в виде

Аг =  ААх-\- ВАи п (Ах, Д/у) Дх +  р (Ах, Ау) Ау, (2)
где А и В  не зависят от Дх и Дг/ , а п(Ах, Ау) и р(Дх, Ау) стре
мятся к нулю при стремлении к нулю Дх и А у, то функция г =  
=  / ( х, у)  называется дифференцируемой в точке (х0; г/о), а линей
ная часть ААх-\- ВАу  приращения функции (т. е. та часть Дг, ко
торая зависит от Дх и Ау линейно) называется полным диффе
ренциалом (или просто дифференциалом) этой функции в точке 
(хп; у0) и обозначается символом dz:
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dz =  A\x-{- B&y. (3)

Из определения дифференцируемости функции следует, что 
если данная функция дифференцируема в точке (х0; у0), то она 
в этой точке непрерывна.

Действительно, если в точке (х0; у0) функция z =  /(x , у) диф
ференцируема, то для этой точки Аг представимо в форме (2), 
откуда следует, что

lim Az =  0,
Лх-1-0
Ay-*- О

а это и означает, что в точке (х0; у0) функция z =  f (x , у) непре
рывна.

Из дифференцируемости функции в данной точке следует су 
ществование ее частных производных в этой точке (необходимое 
условие дифференцируемости).

В  самом деле, пусть функция z =  f(x,  у) в точке (х0; у0) диф
ференцируема. Тогда имеет место соотношение (2). Полагая 
в нем Аг/ =  0, имеем:

\.xz =  ААх-\- а (Ах, 0) Ах.

Деля на Ах=^0 и переходя к пределу при Ах->-0, получаем:

lim -х-= lim (А +  а (Ах, 0)) =  Л.
Длг-̂ О Дх->0

Это означает, что в точке (х0; у0) существует частная производ
ная функции z =  f(x, у) по х и

§  =  Л. (4)

Аналогично доказывается, что в точке (х0; у0) существует 
частная производная

<5)
Используя формулы (4) и (5), можно переписать выражение 

(3) в виде
dz= ^-  Ax-f--^- А у. дх ду v

Если положить z =  х, то dz =  dx =  1 • Ах-|-0• А// =  Ах, т. е. 
dx — Ах. Аналогично, полагая z — y , получим dy — Ay. Значит, 
дифференциалы независимых переменных совпадают с прираще
ниями этих переменных, и мы можем записать дифференциал
(3) в следующем виде: dz =  f'x(x0, у0) dx +  f'y (х0, y0)dy.

Т е о р е м а  (достаточное условие дифференцируемости). Если 
функция z = / (х, у) имеет частные производные в некоторой 
окрестности точки М0(х0\ у0) и эти производные непрерывны в са
мой точке Mg, то эта функция дифференцируема в точке М0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дадим переменным х0 и г/0 столь ма
лые приращения Ах и Ау, чтобы точка М (х0 +  Ах; у0-\-Ау) не вы 
шла за пределы указанной окрестности точки М 0. Полное прира
щение Az =  f (х0 +  Ах, у0-\- Ay )— f (хи, г/0) можно записать в виде

Аг =  (/ (х0-+Ах, г/0 +  Аг/) — f ( x 0, г/0 +  Аг/)) +
+  (/ ( * о, г/о+Аг/) — / (х0, у0)).

Каж дая из этих разностей представляет частное приращение 
функции. Преобразуем каждую из этих разностей по формуле 
Лагранжа (см. § 8.6, п. 3). Получим:

Az =  f'x(x0 +  eAx, у0 +  Ау) Ax +  f'y (x0, г/0 +  0,Аг/) Ау
(0 <е, 0, < i ) .

Так как производные /' и /' непрерывны в точке М0, то 

lim / ' ( * о + 0Ax, y0 +  Ay) =  f'x(x0, у0),
\х-*-0\у-*-0

lim /£(х0, г/о +  0,Аг/) =  / '(х 0, у0).
Лх—*-0 Ау-*-0

Отсюда (см. § 11.1, п. 3, § 7.5, п. 1)
/;(*о +  0Ах, г/о +  Ay) =  f'x (х0, у0) +  а,

ГУ(Хо> Уо +  вАУ)  =  Гу (Хо, 0о)+Р.
где а — а (Ах, Ау) и £5 =  (3(Ах, Дг/)— бесконечно малые при Дх-» 
—>-0, Аг/->-0. Подставляя эти значения в равенство (6), находим:

Az =  f'x (х0, у о) Дх +  / '(х 0, уо) Аг/ +  аАх+рАг/,
а это и означает, что функция z =  f(x,  у)  дифференцируема 
в точке М0.

3. Производные и дифференциал сложной функции. Пусть
z =  / ( х, г/), где х =  ф(/), y =  ty(t). Тогда в конечном итоге z будет
функцией одной переменной t. Предположим, что z'x, z'y непре-

dx (1ц . .  „ dz г,рывны и — , существуют. Найдем — . Дадим переменной
t приращение At. Тогда х, у, а следовательно, и 2 получат свои 
приращения Дх, Д*/ и Аz. В  силу достаточного условия диффе
ренцируемое™

А 2 =  / '(х , г/)Ах +  /;(х , г/) Дг/ +  аДх+рДг/,
откуда

£ = / ;< * . * )£ + / ;< * ,
Устремим теперь А  ̂ к нулю. Тогда Ах и А у будут стремиться 
к нулю, так как функции х и у непрерывны (мы предположили 
существование производных х', и у[), а потому а и р  также будут 
стремиться к нулю. В  пределе получим:

§ = / ; ( * ,  у ) % + п ( * ,  у ) % ,
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d z __dz dx . d z  dy
dt dx dt dy dt

Формула (7) называется формулой производной сложной 
функции.

П р и м е р  1. Пусть z =  f(x , у), х =  / ! +  3, у — 2г4 +  1. По формуле (7) имеем: 

dt dx dy

Предположим, в частности, что роль независимой переменной 
играет х, т. е. рассмотрим функцию z =  f(x,  у ), где у =  \|)(х). Со
гласно формуле (7) будем иметь:

d z __dz . d z  dy
dx dx dy dx '

dx dzтак как —  =  1. В  формуле (8) —  —  частная производная по пер-
dzвому аргументу функции двух переменных f (х, у), а —  — обыч

ная производная сложной функции одной переменной х: z =  
=  /(х, я|)(х)). Последнюю производную будем называть полной 
производной функции. В  случае, когда z =  f(x,  у), где х — ц(у),  
аналогично получаем:

d z __dz dx . dz
dy dx dy dy

— частная производная по второму аргументу функции 
dz/ (х, у), — — полная производная функции одной переменной у: 

z =  f(4>(y), У))-
Пусть теперь х =  ц> ( t, т), y =  ty (/, т) (здесь предполагается су

ществование первых производных функций х, у по t и т). В  этом 
случае z будет функцией двух независимых переменных 
t и х. Следовательно, для этого случая формулу (7) нужно пере
писать в виде

d z __dz dx . dz dy
dt dx dt dy d t ' '  '

или, короче,

Аналогично
d z __dz dx . dz dy .
dx dx dx dy dx'

П р и м е р  2. Если z =  xy, где x =  t cos 2t, y = t 2x, to z't = y  cos 2т +  2.г/т, =  
=  — 2yt sin 2t +  x/2.

Из формул (9) и (10) видно, что символ частной производной, 
как уже отмечалось выше, нельзя трактовать как дробь. В  са-
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мом деле, если бы можно было со
кратить на дх и ду, то из формул 
(9) и (10) получили бы, что

dz
~dt =  2

dz
~dt

dz
1%

dz
7z

0

Касательная
плоскость

F(x ,y,z)= 0

4. Неявные функции и их диф
ференцирование. К ак  уж е отмеча
лось (см. § 7.1, п. 4), если уравнение, 
с помощью которого задается функ
ция одной переменной х, не разре
шено относительно у, то эта функ
ция называется неявной. Разреш ая 
это уравнение относительно у, мы 
получаем ту же функцию, но уже 
заданную в явной форме. Однако 
часто бывает, что разрешить такое уравнение относительно у не
возможно (например, 2У— 2у-^-х2— 1 = 0 ) или нецелесообразно; 
в этом случае уравнение так и оставляют неразрешенным, в об
щем виде (когда все его члены перенесены в левую часть):

У

Рис. 128

F  (х, у) =  0. ( п :

В  связи с этим встает вопрос о том, как найти производную не
явной функции, не разрешая уравнения (11) относительно у.

Если в уравнении (11), определяющем неявную функцию 
у =  f (х), задавать значения независимой переменной х, то для 
нахождения соответствующего значения у надо решать уравне
ние. Теперь, если в это уравнение подставить его решение, то по
лучится тождество. Поэтому можно сказать также, что неявная 
функция у — f (х), определенная уравнением (11),—  это такая 
функция, которая, будучи подставлена в уравнение (11), обра
щает его в тождество. Дифференцируя это тождество по х со
гласно правилу дифференцирования сложной функции, получим:

F'x(x, y) +  F ' {x ,  y ) f x =  0.

Отсюда при F'y (x, у )ф  0 вытекает формула для производной 
неявной функции

d y __ F x ( х, у ) /10}
dx F's (x, у) '

Пусть у как функция от х задана соотношением еху— х — у =  0.

е*у — х — у имеем: F x =  yexy— 1, F ' =  xexy— 1 и согласно форму-
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dy _  1 —yexy 
dx xe* y _  j '

F (x,  у , z) =  О (13)

определяет z как неявную функцию 2 =  ф(х, у) независимых пе
ременных х и у.

Пользуясь формулой (12), из равенства (13) имеем:

(14)
дх F'z ' ду F'z у '

П р и м е р  2. Найти частные производные неявной функции г, заданной 
уравнением х2 +  у2 +  г2— 1=0.

Согласно формулам ( 14)

д г __ х д г __ у
дх г '  ду г

5. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Рассмот
рим некоторую поверхность

F  (х, у , z) =  0 (15)

и на ней точку Af0(x0; г/0; z0). Проведем через точку М 0 какую-ни- 
будь линию L, целиком лежащ ую на поверхности (15) (рис. 128). 

Пусть параметрические уравнения линии L :
х = ф  (/), y =  \p(t), z =  ы (t),

причем при t =  t0 получаем координаты точки М0. Так как ка ж 
дая точка линии L лежит на данной поверхности (15), то при лю 
бом значении параметра t будет

F(<v(t), t ( 0 .  w(t) )  =  0.
Но тогда это соотношение есть тождество относительно t. Диф
ференцируя его, находим:

Р Л ф (0 , ф (0 , со( 0 ) ф ? +  ^ ( . . . ) ^ ( 0  +  ^ ( - ) ® , (0 = 0 .
Полагая здесь t =  t0, получим:

F'AMo) Ф' (* „ )+  Г у (М 0) (t0)+ F 'z (М 0) о/ (/0) =  0. (16)
Касательная к линии L в точке М0 определяется уравнением

х — х0 У — Уо Z — z0

Пусть уравнение

ФV o ) Г  (/„) (о'(/0)
(17)

Введем в рассмотрение прямую, определив ее уравнениями
х — *о У — Уо z — z0

dF(M0) dF(M0) dF(M0) 
дх ду dz
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Соотношение (16) показывает (см. § 4.2, п. 5), что прямые
( 17), (18) перпендикулярны. Из уравнения (18) видно, что прямая
( 18) вполне определяется данной поверхностью (15) и выбранной 
на этой поверхности точкой Af„, но не зависит от кривой L, кото
рую мы провели на поверхности (15) через точку М0 произволь
но. Следовательно, касательные, проведенные в точке М0 к все
возможным кривым, лежащим на поверхности (15) и проходя
щим через точку М 0, перпендикулярны к одной и той же прямой 
(18) и потому лежат в одной плоскости, которую мы будем назы
вать касательной плоскостью к данной поверхности в точке М0, 
а прямую (18) —  нормалью к данной поверхности в точке М0.

Уравнение этой касательной плоскости как уравнение плос
кости, проходящей через точку М 0 и перпендикулярной к прямой
( 18), есть (см. § 4.1, п. 2)

dF(M a) dF (M 0) d F (M n)
- ^ - { х — х0)-\---—  (у — г/оН---—  (2 — г0) =  0. (19)

Если поверхность задана уравнением z — / (х,у), то уравнение 
касательной плоскости будет получено как частный случай урав
нения (19) при F(x,  у, z) =  z — f(x,  у). Тогда F'x=  — /', F'y =  — 
F'z=  1 и уравнение (19) примет вид:

2 — z0 — f'x(x0, y0) (x  — x0) — f'y (x0, у0)(у  — г/о) =  0.
Обозначив здесь х — х0 =  Ах, у — г/0 =  Дг/, 2 — г0 =  Д2, получим:

Az =  f'x(x0, г/0)Д х +  /' (jfo, Уо) &У>
ИЛИ

df(xо, y0) — Az,
т. е. полный дифференциал функции двух переменных равен при
ращению аппликаты касательной плоскости. Таково геометриче
ское истолкование полного дифференциала функции / (х, у).

П р и м е р .  Составить уравнение касательной плоскости и нормали к поверх
ности, заданной уравнением z =  x2-\-y2 в точке М 0(1; 1; 2).

Здесь F  =  2 — х2 — у2, F'x=  — 2х, F ' =  — 2у, F'z =  1. В точке М 0 имеем F x =  F y =  
=  — 2, F '=  1. Поэтому согласно формулам (19) и (18) получим уравнение каса
тельной плоскости 2х +  2у — г — 2 =  0 и уравнение нормали

х — 1 у — 1 г — 2 
~ 2 2 ~

§ 11.3. Частные производные и дифференциалы 
высших порядков

1. Частные производные высших порядков. Частные произ
водные функции нескольких переменных сами являются функци
ями этих переменных и могут иметь частные производные. Для 
исходной функции эти последние производные будут частными 
производными второго порядка. Так, для функции z =  f(x,  у)
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двух независимых переменных можно определить (предполагает
ся, что все производные существуют) четыре частные производ
ные второго порядка, которые обозначаются символами

, , __д 'г ___  д / дг \ „ __  д2г __  д / дг \
2х2 дх2 дх \ дх)  ’ Zxy дхду ду \ д х )  ’

„  д2г д ( дг \ „  д2г д ( дг \(£ £ ) z " =  —  =  —  ( —  
дудх дх \ д у )  ' у2 ду2 ду \ д у )

Частные производные zxy и zyx, отличающиеся порядком диффе
ренцирования, называются смешанными частными производны
ми второго порядка.

Аналогично определяются частные производные третьего, 
четвертого и старших порядков.

П р и м е р .  Найти частные производные второго порядка функции г — ех~~2у. 
Имеем:

гх =  ех~ 2-, г '=  - 2 е х~ ^ . 

г'^ =  ех~ 2у, г"ху= - 2 е х~ 2\  г "х= - 2 е х- 2у, г"2 =  4ех- 2у.

Здесь z" =  z”x. Оказывается, имеет место следующая теорема 
(см., например, [8]).

Т е о р е м а .  Смешанные производные второго порядка равны, 
если они непрерывны: fxy(x, у ) =  f"x ( х, у).

С л е д с т в и е .  Смешанные производные высших порядков 
равны, если они непрерывны и получены в результате дифферен
цирования по одним и тем же переменным одинаковое число раз, 
но, может быть, в разной последовательности.

Покажем это на примере:
^ = ( ( z ' j x);= ((z ;yy);= ((z 'yyxyx,

т. е.
,_///__._/// ___ m

z*y* "V 2'
Здесь мы дважды пользовались только что отмеченной теоремой: 
первый раз применительно к функции z'x (мы изменили порядок ее 
дифференцирования), второй раз использовали равенство z"y =
— zyx. В общем случае схема рассуждений аналогична.

2. Признак полного дифференциала. Выясним, при каких 
условиях выражение

Р(х ,  y )dx +  Q (x , y)dy,  (1)
где Р  (х, у)  и Q (x , у) непрерывны вместе со своими частными 
производными первого порядка, является полным дифференциа
лом некоторой функции и =  и(х, у), или, кратко, полным диффе
ренциалом.

Т е о р е м а .  Выражение (1) есть полный дифференциал тогда
292



дР _  dQ
ду дх

3. Дифференциалы высших порядков. Заметим прежде всего, 
что для функции нескольких переменных справедливы те же об
щие правила дифференцирования, что и для функции одной пе
ременной (§ 8.3, п. 4):

I. d («4- v) =  du-\-dv (и =  и(х, у), v =  v(x, у)).
I I .  d (uv) =  vdu-\- udv.
MI. d(Cu) =  Cdu ( С — const).

и только тогда, когда выполняется равенство

Например, имеем:

d (и +  v ) =  (и +  v) 'xdx-\- (и -\-v)'ydy =  u'xdx-\- v'xdx-\- u'ydy +  v'ydy =
— (u 'jlx  -j- u'ydy)-\- ( v'xdx +  v'ydy) =  du-{-dv.

Пусть имеется функция z =  f(x, у) независимых переменных 
х и у, обладающая непрерывными частными производными вто
рого порядка. Рассмотрим ее полный дифференциал

(dx и dy —  произвольные приращения), который назовем полным 
дифференциалом первого порядка (или, кратко, первым диффе
ренциалом).

дг дгI ак как —  и —  по предположению имеют непрерывные част
ные производные первого порядка, то от функции dz, в свою оче
редь, можно взять полный дифференциал d (dz). Так получим 
полный дифференциал второго порядка (или, кратко, второй 
дифференциал), который обозначается d2z.

Аналогично, потребовав существования непрерывных част
ных производных третьего, четвертого, п-го порядков, можно по
лучить полные дифференциалы соответственно третьего, четвер
того, л-го порядков.

Найдем выражение для второго дифференциала через част
ные производные. Пользуясь правилами I, I I I  (dx и dy не зави
сят от х и у, т. е. рассматриваются как постоянные) и приведен
ной в п. 1 теоремой, можно записать:

(2 )

(здесь dx* =  (dxf, dy2 — (dy)2).
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Формула (2) обобщается на случай дифференциала п-го по
рядка.

4. Формула Тейлора для функции двух переменных. Пусть 
дана функция z — f ( x , у ), имеющая непрерывные частные про
изводные всех порядков до (п+ 1)-го включительно в некоторой 
окрестности точки М 0(х0; у0). Пусть точка /М(х0+ Д х; у0-\-Ау) 
принадлежит этой окрестности. Вспомогательную функцию 
F  (0  определим на отрезке равенством

F ( t )  =  f ( x , у), (3)
где x =  x0-\-tДх, y =  y0-\-tAy. Согласно известной (см. § 8.9, 
п. 2) формуле Тейлора имеем:

F ( t )  =  F (0 )  +  F ' (0) t + ... +  Г  +  tn+] (0 <  0 <  1).
П. \tl -р 1 ).

(4)
Вычислим коэффициенты формулы (4) с помощью равенства 

(3). При t =  0 имеем /7(0) =  / (х 0, у0). Дифференцируя сложную 
функцию F  (t) по t, получим:
F ' { t )  =  f'x{x, г/)Дх +  /;(х , y )A y  =  df (x , у),
F "  (t) =  f"2(x, у) (Дх)2 +  2/" (х, у)АхАу +  Ц (х ,  у) (A y ?  =  d2f (х, у),

F (n) (t) =  dnf (х, у),
F {n+') (t) =  dn+'f (x , г/).
Заменив в последнем равенстве  ̂ на 0/, а в остальных положив 
t =  0, найдем:

Fw (0) =  dkf (x 0, у0), (к =  1 ,2  
F<',+ 1|(e/)==dn+1/ (хо +  0/Дх, г/о +  0/Дг/).

Если подставить найденные выражения в равенство (4) и затем 
положить в нем /= 1 , то получим для /(х, г/) формулу Тейлора

/ (х0 +  Дх, г/0 +  Ду) =  / (х0, #0) +  J / (x 0, у0)+  d 'Уп> +  ...
, dnl(X o ,y0) , dn + 'f  (х„ +  (;)Ах, у0 +  вАу) 

л! (л + 1 )!

Такой же вид формула Тейлора имеет и в случае большего 
числа переменных.

§ 11.4. Экстремумы функций двух переменных

1. Необходимые условия существования экстремума. Понятие 
максимума и минимума можно распространить и на функции не
скольких переменных (здесь для случая двух переменных). 

Говорят, что функция z =  / ( х, у) имеет в точке М 0 (х0; у0) мак-
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симум (м и н и м у м ) , если сущ еств ует  т а к а я  окрестность точки М0, 
что дл я  всех точек М ( х; у)  из этой окрестности и отличных от М 0 
выполняется  неравенство

/ ( * о, y 0) > f ( x .  У) ( f ( x о, y0) < f ( x ,  у)),
И Л И

Az =  f ( x ,  y) — f ( x 0, г/о)< О (Az =  f ( x ,  y)  — f ( x 0, у0) > 0 ) .

Т е о р е м а  (необходимые условия существования  э к с т р е м у 
ма).  Если функция z =  f  (х, у) имеет в точке Af0(x0; у 0) экстремум  
и в этой точке существуют частные производные z'x и z'y, то 

f'x(xо, г/0) =  0, / ' ( х 0, г/о) — 0. (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из  определения э к с т р е м у м а  следует ,  что функция 
[ ( х, у0), р а с с м а т р и в а е м а я  к а к  функция одной переменной х, при х =  х0 т а к ж е  
имеет э к с тр е му м .  Поэтому (см.  §  8.7,  п. 2, т еорема  1) / ' ( х0, уо) =  0. Аналогично 
получаем равенство  / ' ( х0, у0) =  О.

П р и м е ч а н и е .  Приведенные условия  с уще ст вова ния  э к с т р е м у м а  не я в л я 
ются достаточными,  о чем с в иде те льст ву ет  следующий 

П р и м е р .  z =  x3-f-y3, z'x =  ’i x i , z '  =  3у1.
Ча с тн ые  производные равны нулю в точке (0;  0),  но э к с т р е м у м а  эта функция 

в точке (0;  0)  не имеет,  т а к  к а к  в любой окрестности этой точки она принимает  
значения р аз ных  знаков ,  а в самой точке (0;  0)  z =  0.

2. Достаточные условия сущ ествования экс тре мум а .
Т е о р е м а  (достаточные условия существования экстремума) .

Пусть функция  / (х, у), непрерывная вместе со своими частными 
производными первого и второго порядков в некоторой окрест
ности точки М0 (х0\ г/g), уд овл етв оря ет  условиям  (1).

Обозначим  Л = / " ( М 0), В =  /" (Af0), С =  / " ( М 0), D =  A C - B 2. 
Тогда в точке М0 функция / (х, у): 1) имеет минимум, если 
D >  0 и А >  0; 2) имеет максимум,  если D >  0 и А < 0 ;  3) не имеет  
экстремума,  если D <С 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ради краткости до к аз а те л ьс тв о  проведем д л я  с л у ч а 
ев 1 и 2. Согласно формуле Тейлора ,  взятой д л я  п =  1, с учетом условий 
( 1 ) имеем:

Д/(*о. Уо) =  т ; ( А '  ( A x f  +  ZB'AxAy +  C' (Ау)2), (2)

г де

А' = г у м .) ,  = С' = ГАМ.)
( M . ( x o +  0Ajc, у0 +  вАу), 0 < в <  1).

В силу  непрерывности вторых частных производных в точке М0 следует ,  что 

l im А' =  А, l im (А’ С - ( В ' ) 2) =  А С -  В2 =  D.
Длг-*-0 Д х-»-0
&у - * - 0  Дг/—►О
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Поэтому  ( §  11.1, п. 6,  примечание )  для  достаточно м а л ы х  по модулю Ах, А у 
имеем:

А ' > 0  (если Л > 0 ) ,  (3)
А ' < 0  (если / 4 < 0 ) ,  ( 4)

A'C' — ( B ' f >  0 ( если £>>0) .  (5)

В силу  нера венс тва  ( 3)  и (4)  равенство  (2)  можно предст авит ь  в виде 

Л / К ,  Уо)  =  - ^ т ( ( А ' ) 2 (Ах)2 +  2А'В'АхАу +  А'С '(А у)2) 

или,  д о п о л н я я  д о  полного  к в а д р а т а ,  в виде

Л /(х 0, у0) =  1^ 7 ((Л'Ах +  В'Ау)2 +  ( А ' С - ( В ' ) 2)(Ау)2).

В ы р а ж е н и е  во внешних с к об к ах  в силу  не ра венс тва  (5)  положительно.  Поэтому:  
1) если А > 0  ( а  тогда  в силу  не ра венс тва  (3)  и А' > 0 ) ,  то Д/ (х0, у0) >  0 и, с ле до 
вательно,  в точке М0 минимум;  2)  если / 1 < 0  ( а  тогда  в силу нера венс тва
( 4)  и / 4 ' < 0 ) ,  то Дf  (х0, у0) < 0  и, следовательно ,  в точке М0 ма кс иму м .

П р и м е р  1. Ис сл ед о ва т ь  на э кс тр ему м функцию г  =  х3 +  у3 — Зху.
Ее частные производные г '  =  3д^ — 3у, г'у =  3у2 — 3 *  о б ра ща ют ся  в нуль  в точ

ках  М 0 (0;  0)  и A f , ( l ;  1). Ее вторые  производные р ав ны г"2 =  блг, г" = — 3, z"2 =
х у у

=  6у. В точке М 0 имеем D =  — 9 < 0 ,  следовательно ,  э к с т р е м у м а  в этой точке  нет.  
В точке Af, D =  2 7 > 0 ,  причем Л = 6 > 0 ,  следовательно ,  в точке М , минимум.

П р и м е ч а н и е .  П о к а ж е м  на примерах ,  что в сл уча е  D =  0 э к ст р е м у м  мо
же т  быть,  но его м о ж ет  и не быть.

П р и м е р  2. Фу нкция  г =  х3 +  у 3 в точке (0;  0),  где D =  0 , к а к  показано  в ы 
ше (см.  п. 1), э к с т р е м у м а  не имеет.

П р и м е р  3. Фу нк ция  2 =  x4 +  i/4 в точке (0;  0),  где  D =  0 , имеет  минимум,  
потому что в любой окрестности этой точки д а н н а я  функция положительна ,  
а в самой точке (0;  0)  р ав на  нулю.

§ 11.5. Метод наименьших квадратов
В естествознании приходится пользоваться  эмпирическими формула ми ,  со

ст а вл енны ми на основе опыта  и наблюдений.  Один из наилучших методов по лу 
чения т ак их  формул — это способ наименьших к в а др а то в .  Из ложим идею этого 
способа,  о гра ничива яс ь  с лу ча е м  линейной зависимости дв у х  величин.

Пус ть  т ре буется  установить  за вис имос ть  м е ж д у  д в у м я  величинами х и у  ( н а 
пример,  т емпературой и удлинением ме та лличес кого  ст е ржн я ) .  Производим со 
ответствующие измерения ( например ,  п измерений)  и р ез ул ьт а ты  измерений с во 
дим в таблицу :

X X, х2 хз х„

у У\ У 2 Уз Уп

Б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  х  и у  к а к  п р я м о у г о л ь н ы е  к о о р д и н а т ы  то че к  на плос кости .  
П р е д п о л о ж и м ,  что точки ( x t \ y k), k =  1, . . . , п,  г р у п п и р у ю т с я  в д о л ь  не которой п р я 
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мой линии (рис.  129). Естественно в этом с л у ча е
считать,  что м е ж д у  х  и у  с у щ е с т в у е т  п р иб л и ж е н н а я  
линейная  з ависимость ,  т. е.

у =  а х + Ь . (2 )

Назовем уклонением  (или отклонением)  р аз нос ть  
м е ж д у  точным з начением функции ( 2)  в точке хь 
и соответствующим значением ук из т а бл иц ы  (1):  
r k =  axh-\-b— yk. С у м м а  к в а д р а т о в  уклонений —  фун
кция величин а и 6:

П П

и (а, Ь )=  £  г2к=  £  (axk-\-b — ykf .  
k=\ k=\

I! методе наименьших к ва д р а т о в  л е ж и т  следующий принцип:  ис комыми з начени
ями а  и ft я в ля ю т с я  те,  при которых функция  и (а ,  Ь) имеет  минимум.

Д л я  этого (см.  § 11.4, п. 1) необходимо,  чтобы

п п п п

■|^ =  2 £  (ахк +  Ь — ук) х к =  2а  £  х2к +  2Ь £  ** — 2 £  хку к =  О,
*=1

ди_
db'

= 2 £  (ахк +  Ъ — ук) =  2а  £  хк +  2Ьп — 2 ^  =
k=\

Отсюда

а £  л  ̂+  6 £  хк=  £
£=1

а  £  хк +  Ь п=  £  у к.
(3)

Это окончательный вид т а к  на з ыв ае мой  нормальной системы способа наимень
ших ква др а т ов .  Пус ть  а =  а 0, b =  b0 — решение системы (3).  Мо ж но  д о к а за ть ,  что 
а 0 и ft0 д о ст авл яют  величине и (а, 6)  минимум.  Ф у нк ц ия  (2)  при о =  а 0 и Ь =  Ь0 д а е т  

эмпирическую формулу  у =  а 0х-\-Ь0.
П р и м е р .  Р е з у л ь т а т ы  измерения  величин х н у  д а н ы в таблице :

X — 2 0 1 2 4

У 0,5 1 1,5 2 3

Пре д по ла га я ,  что м е ж д у  х и у  с у ще ст в уе т  линейная  з ависимость  у =  ах-\-Ь, спо
собом наименьших к в а д р а т о в  определить  коэффициенты а  и 6. З десь  я  =  5,

X  4  =  25,  £  хк =  5, £  хку к=  16,5, £  ук =  8
/г =  1 * = 1  * = 1

и норма льна я  си стема  ( 3)  принимает  вид:
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(  2 5 а  +  5й =  16,5, 

\  5 а +  56 =  8.

Р еш ая  эту  систему ,  получим а  =  0,425,  й =  1,175. Поэтому t/ =  0,425 х + 1,175.

УП РАЖ Н ЕН И Я
Найти области с уще ст вова ния  следующих функций.

I. и =  4 — х +  2 у . 

3
2. и =

3. и —

х2 +  у2 
1

л[ху
4. и =  a r ccos  ( *  +  у).
5. u =  ln (х +  у) +  х — у +  1.

6. » =  1 ------
V 4 - f - У 2

7. и =  a r c s i n  (х2 +  у 2).
ху

[ Вся  плоскость хОу.\ 

[Вся  плоскость хОу, кроме точки (0;  0).|

[1 и 111 к в ад р ан ты :  х > 0 ,  у > 0  и х < 0 ,  у < 0

8. и = -
х — У

[Полоса  — 1<! .х +  1/<1 
[ Полуплоскость  х-\-у> 0

[ К ру г  д̂  +  1/2< 4

[ Кру г  х? +  у2^  1 

[ Вся  плоскость хОу, кроме прямой у =  х

[ Вся  плоскость хОу, кроме осей Ох и Оу 

[1 к в а д р а н т  х > 0 ,  у > 0 

[I к в а д р а н т  х > 0 ,  у > 0

9. и =  — -J— .
х У

10. и =  In х- In у.

11. и = - L - j — ! = .
V* а/7

Найти частные производные первого порядка  от следующих функций
12. и =  х3 +  Здг2!/ —  I/3.

13. ы = Л ]х  +  Зг/.

14. u =  a r c t g  — .

15. u =  a r c t g ( 2 x  — у).

16. u =  ( 1 — x f 1.

17. и =  ( 1 + х ^ .

18. u — JC3!/2 +  2л: 1 п г/ +

[ц ' =  Зх2 +  6*1/, и'  =  Здг2 — 3i/2

[ < - 2V^ + 3y ’ " 2 Д/jc + Зг/
У

[<■ 1 +(2*—г/)2 ’ * 1 +(2х—г/)2 J

[ u;= - < /2( i - x / - ‘, « ; = 2 i / ( i - x f 2 in (1 х).] 

[< -  *!+■*</
=  и ( In (1 +  JCI/) +

1+*</ ) ]

Г и ; - 3 * У +  2ln y  +  yx“- \  u'y =  2x3y +  у +  x* In * . J
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19. u =  xy -\- a r c t g  — .
У

[ < -=  уху Ч ---- ; -7—7 , и'„ =  х? 1п дг—  *
*?+у2 ' * ........... *?+1f

20. и =  х̂  s\n у-\-у4. [ц'  =  3лг2 s in у, и'  =  л  ̂cos г/ +  4(/3. ]

21.  и =  х6 — у4. [ « '  =  6дГ\ и ' = — 4гД]  
В следующих примерах  дл я  функции и найти ы' и ц'  в у каз анной точке.

22. Ц = А + ^ ;  л (2; 1).

23. и =

х ~ У

1 — ху 
1 + х у  ’

Л(0; I).

24.  и =  хЛ[у + У . В (1;  1).

25.  «  =  In V Jf2 +  У2 > С (Д/2~; 1).

[В точке Л (2;  1) и'  = — 2, и'  =  4.]

[В точке Л (0;  1) u'g= — 2, u'  =  0.]

Г 2 3 1
В точке В (II \)их =  — , иц= -2  I 

[ в  точке С ( У ? ;  =  <  =  |  ]

Найти полные дифференциалы первого порядка  от функций.

26.  ц =
5 * +  3i/
9 х - 2 у  '

27.  u =  ln (Злг +  2;/).

28.  u =  e 12x+5i'.

29.  u =  ln ( ^  +  i/2).

30.  и =  х In у.

31.  u =  x*.

= 37 ( — ydx +  xdy)  1 

(9jc — 2 y f  J

\du=?dx + 2dy ]L 3x + 2̂  J
[d u = (\ 2 d x  +  b d y)e '2x+5y]  

2 (xdx +  ydy)j du--
x* + y2 }

32.  « = - .  
У

[ d u= \n ydx-\- — dy.\
У J

j^du =  x1' dx  +  In

[ i . - i j x - i * . ]

33.  На пи са ть  уравнение  касательной плоскости к поверхности 2 =  x2 +  2i/2 
и точке (1;  1; 3).  |2х +  4г/ — z =  3.]

34.  На пи са ть  уравнение  ка сательной плоскости к поверхности х2 +  у2 — z2= l  
в точке (1;  1; 1). [ *  +  {/ — 2 = 1 . ]

35.  На пи са ть  уравнение  нормали к поверхности:  
a )  z =  x2-\-y2 в точке (1;  1; 3);

299



б) х‘ ~\-у2 =  г г в точке  (3;  4;  5).

ДС—1 1/-
■)

г  — 3_ ^  х - Ъ  _ у - z — 5
2 2 — 1 ’ 3 4 — 5

Найти ча стные производные второго по ряд ка  от функций.

36.  а )  и =  х3 — 4дЛ/ +  5(/2.

б) и =  ех In у.

37.  M =  s in (дс +  у).

38.  и =  х  a r c t g  у.

£m̂ 2 =  6jc — 8у, и"у = — &х\ u"2= 1 0 . j  

и> - - ^ }[*

\и"  = ц " # =  и''2 =  — sin  (х +  у).}

[ “> = 0, и" 1 + у > и 2 — — 2 ху

(1 + У У

39.  и =  е

40.  и = 1 + х  +  у.  j-«"2 =  u ^  =  «"2 =  0. ]

Найти у к а з а н н ы е  ча стные производные третьего по ряд ка  от функций.

&Ь  , о  1 , г. Л41.  ы =  лг +  3 у  + 2д с — г/. — -  =  ? — -  =  ?
d j r  ду

42.  u =  cos (л:— (/).
d3U

дх*ду

43.  « - 1 + 1 0 .  - ^ Х = ?  - * i L = ?  
л;

Г (?3ы 0- д 3и 2 1
|_ ’ дх1ду  х?  \

В следующих у п р а ж не н ия х  считать ,  что x = x ( t ) ,  y =  y ( t ) ,  и найти
du
dt

44.  и =  уех-\- 1.

45.  u =  cos — .
У

46.  и =  In (4 +  дг2-)- у2) .

Г du х (  dx d y \  1 -
Ь г - ' Ч ' ж + й М

|_d< </ y \ y d t  dt J  J

fr fu 2 / dx , d y \  1
4 +  д  ̂+  у 2 \ dt ^ Л / J

и  . du du
Наити —-  и -----, считая ,  что x =  x (t ,  т),  u =  u (t ,  т).

dt д  т
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47. и =  е .

у 2 „ 2

2 l = L e~ '  , 2 ЁМ.\
х dt dt )  ’

.h
С

^11

dt х ' дх х VB f + ’ - f )

ля „ v t r r , ,  \ ди 4 дх х  ду  I / . д х  х  <Эг/ \48. u =  x\.gy.  = t g  t/ —— Ч------- —  —  = ---------( s i n y — Н-------------- - у ) ,
[  dt dt cos  у dt cos г/ \ 5/ cos у dt J

1 / . dx , x du\  I
-------( Sln —1--------- IT  )cos у \ dx cos у ox / J

du_
dx cos i

49.  Найти от функций,  з а д а нн ых  неявно:
dx

а )  x ^ i / 3 — 3xi/ =  0;
б) х«/— In у =  0;
в)  уех -\- еу =  0.

dy_= y ^ .  б) dy_= _ ^ _ .  в) = ----- y jL .
dx у2 — х dx \ — ху dx е‘  +  еу

Иссл ед ова ть  на э к с т ре м ум  следующие функции:

50.  и =  х3 +  Ну ' — Ьху +  5.

[В точке ^1;  функция имеет  минимум 

(ит|п =  4) ;  в точке (0;  0)  не имеет  э к ст р е м у м а . ]

51.  и =  ( х  — I )2 +  2(/2.

[В точке (1;  0)  функция имеет  минимум ( « min =  0). ]

52.  и =  2х3— x2 -f-xy2— 4х  +  3.

[В точке ( —^ ^  ; 0^  функция  имеет  м а к с им у м  ^ umax =  4 7>у^>

в точке (1;  0 ) — минимум ( “ min =  0);  в точках  (0;  — 2)  и

(0;  2)  не имеет  э к с тр е му м а . ]
53.  и =  2х3 +  2(/3— 36xi/+  430.

|В точке (6;  6)  функция  имеет  минимум ( u min= — 2). В точке 

(0;  0 )  функция не имеет  э к с тр е му м а . ]
54.  ы =  х2— х// +  1/2 +  9 х  — 6г/ +  20.

|В точке ( — 4; 1) функция  имеет  минимум ( u nlin=  — 1).]

55.  u =  3x  +  6(/ — х2 — xy — у 2.
[В точке (0;  3)  функция  имеет  м а к с и м у м  ( « тах =  9).]

X
56. и =  е 2 ( x  +  i/2). [В точке ( — 2; 0)  функция  имеет  минимум ^ ит ,п =  ~

57.  Найти прямоугольный па р ал л ел е пи п ед  наибольшего объе ма  при данной 
с у м м е  12а всех его ребер.  [ К у б . j
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58.  Р а з л о ж и т ь  положительное число а на три положительных  с л а г а е м ы х  та к ,  

чтобы с у м м а  их к в а д р а т о в  б ы л а  наименьшей.  j^Bce с л а г а е м ы е  р ав ны ^ .J

59. П о ла га я ,  что х и у  с в я з а ны  линейной зависимостью у =  ах-\~Ь, определить 
коэффициенты а и Ь по способу наименьших к в а др а то в ,  если д а н ны е  опыта  
пр ед ст авлен ы следующей таблицей значений переменных х и у:

X 0 1 1,5 2,1 3

У 2,9 6,3 7,9 10,0 13,2

[ а  =  3,42,  6 =  2,86.]

60. Рост производительности т р у д а  на предприятии з а  пять  л ет  о тр а же н 
в следующей таблице:

Годы 1 2 3 4 5

Сред не е  количество деталей ,  в ы п у с к а е м ы х  
з а  смену 235 250 270 292 300

П о л а г а я ,  что рост производительности т р у д а  сл еду ет  линейной зависимости 
у  =  ах-\-Ь, найти по этим д ан ны м п ар а м е т р ы  а и Ь, применив способ наименьших 
ква дра тов .

[ а =  17,2; * =  217,8.1

Г л а в а  12. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§ 12.1. Двойные интегралы

1. Задачи,  приводящие к понятию двойного интеграла .
З а д а ч а  о м а с с е  н е о д н о р о д н о й  п л а с т и н ы .  

Пусть  плоская  область  G заполнена веществом с известной 
плотностью р (М) =  р (х, у). Найти м ассу  (количество вещес тва)  
всей материальной области — «пласти ны» .  Под плотностью в е 
щества  в точке М понимается  предел средней плотности беско
нечно малой части G, со де ржащ ей  точку М. Разобьем область 
G произвольным образом (рис.  130) на п частичных областей А,, 
Д2, ..., Д„ без общих внутренних точек,  площади которых обозна
чим соответственно через Дсо,, Д(о2, ..., Ло)„. Предположим,  что 
в пр еделах  к а ж д о й  частичной области плотность постоянна 
и равн а  р(Л ^)  дл я  Ак, где  Nk( l k\ т)*) — произвольная  точка ч а с 
тичной области Ak. Тогда м асса  Ак приближенно равна :

Amkm p  ( !*,  т|А) Аи>к.

Д л я  массы всей пластины получим приближенное вы раж ение :
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Рис.  130 Рис.  131

п п

т =  I  Ат к ~  I  р(1*. (1)

Пусть  X — наибольший из ди аметр ов частичных областей.  
Замети м,  что диаметром области н аз ы в а е т ся  наибольшее из р а с 
стояний м е ж д у  точками ее границы.  Например,  ди ам ет р  пр ям о
угольника  равен его диагонали,  ди ам етр  эллипса  — его большой 
оси. Д л я  кр у г а  это определение д и а м е т р а  совп ад ае т  с обыч
ным. С у м м а  (1)  будет  тем точнее в ы р а ж а т ь  искомую м ассу  т ,  
чем меньше будет  к а ж д ы й  из ди аметр ов частичных областей А,, 
Л2, ..., Д„. Поэтому за  м ассу  т  естественно принять

П р и м е ч а н и е .  Точно т а к  же ,  к а к  э та  з а д а ч а ,  реша ются  за да чи  о с у м м а р 
ном з а р я д е ,  распределенном в области G с заданной плотностью р (М), о д а в л е 
нии жидкости на дно сосуда ,  о количестве световой энергии,  падающей на пло
ща д к у  G, и многие другие .

З а д а ч а  о б  о б ъ е м е  ц и л и н д  р о и д  а. Пусть д а н а  функ
ция / (х, у), непрерывная  и неотрицательная  в области G. Н а й 
ти оОъем тела ,  ограниченного сверху  поверхностью z =  f ( x , у ), 
снизу областью G и с боков прямой цилиндрической поверхно
стью, направляющей которой с л у ж и т  з а м к н у т ы й  контур,  о гран и
чивающий область  G (рис.  131). Такое тело дл я  краткости будем 
н аз ы ва т ь  цилиндроидом.  В частности,  когда верхнее основание 
цилиндроида есть плоскость,  п а р а л л е л ь н а я  нижнему основанию, 
то цилиндроид н аз ы в а е т ся  цилиндром.  Примером цилиндра с л у 
жит  круговой цилиндр.

Д л я  нахождения объема V данного цилиндроида разобьем 
область  G произвольным образом на п частичных областей А,, 
Д2, А„ без общих внутренних точек,  площади которых обозна

п

от =  l im У р(Ък, Л*) А(0*.
ь-о ь _ ,
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чим соответственно через Л(0|, Дсо2, Д(о„. В к а ждо й  из этих ч а 
стичных областей Д 1( Д2, Д„ выберем произвольную точку 
Nk (|t ; цк) и построим прямой цилиндрический столбик с основани
ем Д* и высотой /(£*, т|̂ ). Объем такого  столбика  равен /( !* ,  
%)  Д(оЛ. С у м м а  объемов этих цилиндрических столбиков п р ед ста в 
л я е т  собой объем ступенчатого тела ,  приближенно заменяющего  
объем данного цилиндроида .  Следовательно,

п

У »  I  /(£*. л
к = \

Эта с у м м а  будет  тем точнее в ы р а ж а т ь  искомый объем V, чем 
меньше будет  к а ж д ы й  из ди ам етров частичных областей Д ,, Д2, 
..., Дя. Поэтому за объем V естественно принять

п

У  =  lim X /(!*, г\к) Ь ю к,
^ ° * = i

где  X, — наибольший из диам ет ров частичных областей Д,,
д 2, .... Ал.

2. Определение двойного интеграла .  Из решения приведен
ных выше з а д а ч  п. 1 видим,  что, хотя эти за да чи  имеют различ
ный смысл,  математический  а п п а р а т  дл я  их решения один и тот 
же .  Во всех этих з а д а ч а х  получаем в ы р а ж е н и е  одного и того 
ж е  вида

l im £  / ( !* ,  л*) Д®*, (2)

где f  (х, у ) — функция,  з а д а н н а я  в области G.
О п р е д е л е н и е .  Если сущ еств ует  предел (2) ,  не зависящий  

от способа разбиения области G на частичные области Д* и в ы 
бора точек Nk(|t ; % )  в них, то он н а з ы ва е т с я  двойным инте
г р а л о м  от функции / (х, у )  по области G и обозначается  си м 
волом

п

W / (x , у )  Ло =  lim  £ / (£ * ,  Т|*)Д©*. (3 )
J0J « - о * . ,

Функция  / (х, у)  в этом случае  н а з ы в а е т с я  интегрируемой  в о б л а 
сти G. При этом f  (х, у)  н а з ы ва е т с я  подынтегральной функцией,  
diо — элементом площади,  G — областью интегрирования, х  и

п

у  — переменными интегрирования,  с у м м а  £  / (\к, т]*) До)Л — инте-
к = 1

гральной суммой.

П р и м е ч а н и е .  Д л я  двойного интеграла  используется  т а к ж е  обозначение 

Ц / ( х ,  у) dxdy.
G



О п р е д е л е н и е .  Кривая  н аз ы в а е т ся  гладкой,  если в к а ж 
дой ее точке сущ еств ует  к а с а т е л ьн а я  и при переходе от точки 
к точке положение этой касательной меняется  непрерывно.  Поэ
тому крив ая ,  з а д а н н а я  уравнениями х = ф ( / ) ,  y =  \\>(t), 
будет гладкой,  если функции ф(/)  и ф(/) непрерывны и имеют 
непрерывные производные ф' (/ )  и г|/(/), не обращающиеся  в нуль 
одновременно (тем сам ы м  кривая  в к аждой  точке имеет к а с а т е л ь 
ную). Непрерывная  крив ая ,  сост ав ленная  из конечного числа 
гладких кусков ,  н а з ы ва ется  кусочно-гладкой.

С праведлива  сл ед ую щ ая  теорема (она сл ед ует  из более об
щей теоремы,  ус тан авливаем ой  в полных ку рс ах  м ат е м а т и ч е с к о 
го анализа ;  см.,  например,  [6], т. 2):

Т е о р е м а  с у щ е с т в о в а н и я  д в о й н о г о  и н т е г р а л а .  
Если область  G с кусочно-гладкой границей /' ограничена и з а м 
кнута, а функция  / [х, у)  непрерывна в области G, то эта функ
ция интегрируема в области G.

В дальнейшем будем предполагать ,  что условия этой теоремы 
выполнены.

Из рассмотренных выше з а д а ч  (п. 1) и определения двойного 
интеграла  следует ,  что: 1) двойной интеграл (3)  с положительной 
подынтегральной функцией может  быть  истолкован физически,  
например к а к  масса  соответствующей пластины; 2) тот ж е  интег
рал с неотрицательной подынтегральной функцией может  быть 
истолкован геометрически к а к  объем соответствующего цилинд
роида.  В частности,  двойной интеграл от единичной функции

{f (х, у ) = \ )  по области G, т. е. интеграл ^  du>, численно равен
о

площади области интегрирования:  S 0 =  ^dco.
о

3. Свойства двойного интеграла .  Эти свойства,  к а к  и их д о к а 
за т е ль с т в а ,  аналогичны соответствующим свойствам определен
ного интеграла .  Поэтому приведем их без до ка з а т е л ьст в а .

1. Постоянный множитель можно выносить за зн а к  двойного 
интеграла .

2. Двойной интеграл от с ум м ы  двух  функций равен сумме 
двойных интегралов от этих функций.

П р и м е ч а н и е .  Свойство 2 р а с пр ос тра ня ет ся  на случай алгебраической 
с у м м ы  любого конечного числа функций.

3. Пусть область  G разбита  на дв е  области G, и G2. Тогда

y) d m  =  \\f(x,  y)d(o  +  \\ f(x , y)d(a.
G G, G2

4. Если функция f  (x, y ) > 0 в области G, то / (x, у )  da> > 0 .
a

5. Двойной интеграл равен произведению значения подын-
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гегральной функции в некоторой точке области интегрирования 
на площадь этой области (теорема о среднем) .

4. Вычисление двойных интегралов.  Пусть  требуется  вычис 
лить двойной интеграл Ц f  (х, у)  с1ш от непрерывной в области

о
G функции f  (х, у).

С л у ч а й  п р я м о у г о л ь н о й  о б л а с т и .  Пусть  область  
G — прямоугольник a ^ . x ^ . b ,  c ^ y ^ d  (к р а т ко  [а, Ь\ с, d]). Р а з о 
бьем область  G на частичные области прямы ми,  пар ал лельны ми 
координатным осям (рис.  132) и проходящими через точки х0= а ,  
x h ..., хт _ „  хт =  Ь оси Ох  и точки у0 =  с, у „  ..., ур-\, Ур — d  оси 
Оу. Тогда область  G разобьется  на прямоугольники,  наиболь
ший из ди ам етров которых обозначим через к. Пусть  — п р я 
моугольник,  являющийся пересечением v столбца и / горизон
тальной полосы. Площадь  его будет  До)у; =  Дх„Дг/; , где Axv =  xv—
— *v_i ,  Дг/, =  £/; — у/_1. Выберем точку (|v/; Лу/)£Ду; так ,  чтобы £v/ =  
=  xv_ |t / =  1, 2, ..., р. Тогда интегральная  с у м м а  будет

а  =  I  / (■*v -1,  Л v,) У г  (4 )
v. i

где с у м м а  распространена по всем пр ям оугольникам ,  т. е. по 
всем значениям v и у:  v = l ,  2, ..., т\ / =  1, 2, ..., р.

С у м м а  вида ( 4 ) с д в у м я  индексами сум мир ования  н а з ы ва ется  
двойной интегральной суммой.  Д л я  ее вычисления можно с н а ч а 
ла  произвести суммирование по / при фиксированном v, т. е. сло
жить  с л а г а е м ы е ,  отвечающие одному (любому)  столбцу,  а затем 
рез ул ьтаты  просуммировать  по v. Тогда получим:

m /  р  \  m /  р  \

(Т=  I  4 , i ) ^ xM i j =  I  y Y .  / ^ v - 1 .  Л v , ) H j A * v
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Разум еется ,  такой переход от двойной с у м м ы  к повторной можно 
было бы осуществить и вторым способом: первое,  внутреннее,  
суммирование произвести по v, а второе, в н е ш н ее ,— по /'.

Используя одно из свойств определенного интеграла  (§ 9.7, 
п. 1, свойство 4) и теорему о среднем (§ 9.7, п. 4), будем иметь: 

“ р у' р 
$ / ( * , _ „  y ) d y =  X J / (JCv-i. У ) ^ У =  X / ( * , - 1. T)v,) Ъуг

/=4 - i  /=l

Следовательно,
m

o =  I  ф (* „_ , )  Axv, (5)
v =  1

где
d

<D(*v- i )  =  j j / ( * v- i .  y ) dy- (6)
С

Перейдя в равенстве  (5)  к пределу  при А. ->-0 (при Я—>- 
-►0 m a x A x v—>-0; к а к  и прежде ,  X — наибольший из диаметр ов 
частичных областей) ,  будем иметь:

ь

^ / ( х ,  у) йш =   ̂ (I» (х) dx,  
а  а

или с учетом равенства  (6):
b d

\ \ f ( x . y)dM =  (̂\j f  (х, у)  dy) dx. (7)
G а с

Обычно формулу (7)  з ап исы ваю т в виде
6 d

й / ( х ,  y ) d w  =  ̂ d x ^ f ( x ,  у)  dy.  (8)
G а с

Выра жение ,  стоящее в правой части последней формулы,  на
зы в а е т с я  повторным интегралом.  Д л я  его вычисления надо по
следовательно взять  д в а  обычных определенных интеграла :  с н а 
чала  внутренний интеграл

d

\ f ( x ,  у)  dy,
С

в котором х  считается  постоянной, а з ат е м  полученное в ы р а ж е -  
ние (оно зависит от х) проинтегрировать  по х от а до b — внеш
ний интеграл.

Аналогично при втором способе перехода от двойной интег
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ральной с у м м ы  к повторной получили бы
d  Ь

$/ (* >  y)dM =  \j dy\j f ( x ,  у) dx. (9)
G с  а

П р и м е р .  Вычислить  двойной интеграл

/ =  ЭД(*2 + у2Мо),
G

где G — к в а д р а т  0 < х < : 1 ,
IТо формуле (8)  имеем:

/ =
О о
\dx S (■1(2 ■+у2) dy= S +у ) | / х = j (*■+ {) dx= ( у +1 х)

О

= 1 + 1 = 1 .  з ^ з  з

Этот ж е  двойной интеграл можно вычислить  и по формуле  (9).

С л у ч а й  п р о и з в о л ь н о й  о б л а с т и .  Пусть  теперь G — 
область  на плоскости хОу,  и зо браж енная  на рисунке 133. Тогда 
вместо интеграла  (случай прямоугольной области)

d

\ f ( x v- u у) dy
С

будем иметь интеграл
ф2 (*,_!>

 ̂ / ( * , _ „  У) dy.
<Р| ( * , _ , )

Здесь  у  =  ф, (х)  и у =  ц>2 (х)  — уравнения нижней и верхней ч а с 
тей контура  области G, на которые он делится  точками 
А и В. Соответственно и окончательный р езульта т  взамен форму
лы (8)  запишется  в виде

Ь Ч>2<*>

\\f(x,  y)d(A =  \j dx  \ / (х, у)  dy.  (10)
а а ф̂дг)

Можно интегрировать и в дру гом порядке  — сначала  по х, 
а зат ем  по у. Тогда получается  формула

d  Фг*у 1

\\f(x,  y ) d u  =  ̂ dy   ̂ f ( x , y ) d x ,  ( 11)
О с

где х  =  г|),(г/) и jc =  гр2 (у)  — уравнения  левой и правой частей
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Рис.  134 Рис.  135

контура  области G (см.  рис. 133), на которые он делится  точками 
С и D.

Ф ормулы  (10),  (11)  получены при условии,  что область  G пе
ресекается  прямыми,  пар ал лельны ми оси Оу (Ох), не более чем 
н двух  точках . Если это условие нарушено,  то область  G р а зб и 
вают на части.

П р и м е р .  Найти

\\(x +  y )d x d y
G

по области G, ограниченной линиями у =  х , у =  х2 (рис.  134). Инт егриру я  с на ча л а  
по у у а потом по х, получаем:

1 X
[ [(x -\ -y )d xdy  =  ̂ dx   ̂ (x +  y ) d y  =

_3_
20- S  [ х у + т ] Х/ х = \ ( ^ + 7 - ^ - т ) и х = ( т - Т - 1 о )  11=

о х о

Проверить  р ез ул ьт ат  можно,  изменив порядок интегрирования.

5. Двойной интеграл в полярных координатах .  Пусть  р а с 
см ат р и в а е т с я  двойной интеграл

^  / U ,  y)d<a,
а

где G — область на плоскости хОу, изображенная  на рисунке 135. 
К а к  известно, x =  r c os (p ,  г/ =  л sin ф. Разобьем область  G на ч а 
стичные области посредством координатных линий полярной си
стемы,  т. е. линий r =  const  и <p =  const  (рис.  135). Выделим ча-
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стичную область,  для  которой центральный угол Дф и боковая  
сторона А г, а радиус ,  соответствующий нижнем у основанию этой 
области,  г (значит,  нижнее  основание гАф). Эту частичную об
ласть ,  представл яю щую  собой криволинейный четырехугольник,  
можно принять приближенно за прямоугольник со сторонами Ал 
и гАф. (Это з ам ен а  с точностью до м алых  высшего порядка ,  т а к  
к а к  площадь  криволинейного четырехугольника  будет

(X / (xk’ У к) Ао)4 — интег рал ьная  с у м м а  дл я  / (х , у)  по области G)
а

или

где смысл  пределов интегрирования показан  на рисунке 135.
З а м е ч а н и е .  Если по ды нт ег ра ль на я  функция или у ра внение  границы об

ла ст и интегрирования  со де рж ит  с у м м у  х2-)- у2, то в большинстве  сл у ча е в  у про ще
ние интеграла  дост иг ает ся  преобразованием его к полярным координатам ,  т а к  
к а к  д а н н а я  с у м м а  в полярных координатах  получает  ве сьма  простой вид

П р и м е р .  Переходя  к полярным координатам,  вычислить  двойной интеграл

где G — пе рв ая  четверть к р уг а  ра диу са  R =  1 с центром в на ча ле  координат 
(рис.  136).

(г +  Дг)2 Дф г2Дф (Дг) 2 Дф 
гАлАфН------ .)2 2

Тогда Аш =  гАгАф, и мы будем иметь:

I'm ! / ( * * ,  */*)Лю* =  Н т Х / ( г * с о 5 ф * ,  rk s in <pk) rkA rkAq>k

$/ (* >  y)da> =  § f ( r  cos ф, r s in ф) r d r d y (12)
G G

Переходя  к повторному интегралу ,  получим:
0 /2(ф)

G а I |<ф)

(г cos ф)2 +  ( г  s in ф)2 =  г2.

dxdy

Имеем: л/7+7=г.
п

В области G г меняется  в пределах  от 0 до 1, а ф — от 0 до . Та ким образом,  по 

формулам ( 12 )  и (13)  получаем:  •

"2 I

I = \ dA d r = T
о о
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6. Интеграл Э й л е р а —  Пуассона.  (Симеон Дени Пуассон 
(1781 — 1840) — французский м а т е м а т и к  и физик.)  Так  н а з ы в а е т 
ся следующий интеграл :

+ оо /?
\ е~ ^ d x =  l im [ e ~ * ‘ dx.  (14)
J +оо Jо о

Он встреча ется ,  например,  в теории вероятностей и статистиче
ской физике. Д о к а ж е м ,  что он сходится,  и найдем его величину.

Пусть А — четверть круга  радиуса R, В — квадрат  со стороной R, содержащий 

А , и С — четверть к р уг а  ра диу са  R ~у2 , с о д е р ж а щ а я  В (рис.  137). Согласно свой
ст ва м двойного интеграла  имеем:

,2 г г  __ J 2 ___ ,,2  л Г Г  ___^ 2 ___„2
^  е~  ~ ̂ dv> е~  у е~~ у dai.
A B C

Инт егра лы по обла ст ям А и С вычислим в полярных координатах :

(15)

g  e - * * -V  dtf J е- 2 r d r ^ ( X - e - ^ ) , \\ е - * 1"*2 rfco=^( 1 - е " 2*2).
А 0 0 С

Интеграл  по области В с ведем к к в а д р а т у  определенного интеграла :

Ц du>= jj е~ *2 dx  ̂ е ~ у2 ‘1у =  (\ е ~ ** d x f  ■
о о о

Соотношение (15)  теперь примет  вид:

отку да

e - * d x < & 1 —е
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Крайние члены этого неравенства при оо стремятся к — — .. Поэтому в си

л у  известнойл у  известной теоремы (см.  § 7.5, п. 1, теорема  5)  l im
/ ?-* -+  оо о

+  00

Следовательно,  интеграл ( 1 4 ) сходится,  и он равен:  

_  Л/л" о
2

7. Вычисление площади кривой поверхности.  Пусть  о — у ч а 
сток поверхности z =  f ( x ,  у), а область  G — его проекция на ко
ординатную плоскость хОу  (рис.  138). Предположим,  что функ
ция / (х, у)  и ее первые частные производные непрерывны 
в G вплоть до границы. Требуется  найти площадь S  поверхности 
сг ( з десь  и в § 12.4 т а к  кр атко  н а з ы ва ем  уч асток  поверхности).

Разобьем область  G на п частичных областей А,, Д2, . . . ,  Д„ 
без общих внутренних точек,  площади которых обозначим соот
ветственно через Аш 1, Дш2, . . . ,  Асо„. В ка ждой  из этих частичных 
областей А* выберем произвольную точку Nk (\k\ Tjt ). Этой точке 
будет  соответствовать  на поверхности о точка М к(1к, т|*; 0 Д  где 

=  Th)- Построим в точке М к ка с ательную  плоскость к по
верхности о и нормаль к этой поверхности (рис. 139).

На касательной плоскости рассмотрим фигуру А* (площадь 
ее обозначим через До»*), которую в ы р е з а е т  из этой плоскости 
прямой цилиндр с основанием Ак. Таким образом,  поверхность
о покроется плоскими пластинками А*, с у м м а  площадей которых 
д а е т  приближенное значение площади S  поверхности о, т. е.

п

k =  1

Известно,  что

Аык =  Аа>'к cos ук



(для  многоугольников это соотношение д о к а з ы в а е т с я  в э л еме н 
тарной геометрии;  оно остается  верным и дл я  произвольной 
плоской фигуры;  [12] ,  т. II), или

л /Д ( й ' = -------- ,

cos ук

гДе Yk — острый угол м е ж д у  касательной плоскостью и плоско
стью хОу.  Этот угол равен у глу  м еж д у  перпе ндикулярами к ним, 
г. е. у глу  м е ж д у  нормалью к поверхности а  в точке Мк и осью 
Oz. Поэтому (см.  § 2.2, п. 3; § 11.2, п. 5)

1
cos ук =  . -----

Следовательно,

Aa'k =  ̂ / \ + n 2 ( tk, t|*) +  /;2 U*. Л*) А®*.
и потому

X до>;= х V 1 +/х2<ь, лк)+п2ак, цк) аы*. (16)
*=i *=i

По определению площадью S  поверхности а  н а з ы ва е т с я  предел 
последней сум м ы ,  когда  наибольший из диаметров частичных 
областей Д* стремится  к нулю. Так  к а к  в правой части равенства  
(16)  стоит интеграл ьная  с у м м а  дл я  непрерывной функции

д/1 +  /?(*• y)  +  f '?(x,  у ) ,  
то предел сум м ы  (16)  сущ еств ует  и

S =  A/1 +/*2U  У)  +  Гу2(х,  у )  dw.
G

П р и м е р .  Вычислить  площа дь  поверхности сферы

S  +  y* + z* =  R\
Уравнение  верхней половины сферы

z =  Л] R2 — х2 — у2
В этом слу ча е

у' = ------------------  У = -I-------------------  ’ и

Следовательно ,

Д/1 +  г '2 +  г '2 —

Имеем:

± ® -S
Rdxdy
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где о б ла ст ь  интегрирования  о п реде ляе тся  условием дг2-)- y 2^ .R 2, 
Перейдя  в этом интеграле  к полярным координатам,  получим:

2л R
Rrdr; = 2 J dqjij

o V ^

= - 2 R  ̂ Л/Я2- ' 2 \ *d<f =  2R J Rd4, =  ̂ R 2

0
2 л  2л

8. Приложения двойного интеграла  в механике .  Выше 
(см.  п. 1) у ж е  отмечались  приложения двойного интеграла  в гео
метрии и некоторых р а з д е л а х  физики, у к а ж е м  еще на его прило
жения в механике.

С т а т и ч е с к и е  м о м е н т ы  и ц е н т р  т я ж е с т и  п л а 
с т и н к и .  Начнем с вычисления статических моментов р а с с м а т 
ривавшейся  выше пластинки (см.  п. 1) относительно осей коор
динат.  Д л я  этого сосредоточим в точках Nk(%k\ т|4) массы  соответ
ствующих частичных областей и найдем статические моменты 
полученной системы мат ер иал ьн ых точек (см.  § 9.12):

п п

м [ п)=  X  Л к ) Ь щ ,  м (уп)=  X  1 * р ( 1 а ,  т ь ) Д ® * -
*=1 А= 1

Переходя  здесь  к пределу  при обычных условиях,  получим 
подобно случаю,  рассмотренному в § 9.12,

М

Наконец,  по определению центра  т яж ести  имеем:
м „ м х

— Ус =  — .L т  т

где т  — мас са  пластинки.
Отсюда в сл учае  однородной пластинки

^  xdu,  y c =  - § y d u > .

П р и м е р  1. Найти центр т я ж е с т и  однородного ( р = 1 )  по лукр уг а ,  о гр ан и 

ченного осью Ох и полуокружностью y =  ̂ R 2— х2 .
Из соображений симметрии з ак люч а ем ,  что хс =  0. Д а л е е  имеем

„ я / ? 2
2 ’

М„
о
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Этот ж е  р ез ул ьт а т  был получен ранее ( §  9.11,  пример 2)  с помощью второй 
теоремы Гульдена .

М о м е н т ы  и н е р ц и и  п л а с т и н ы .  Моментом инерции 
материальной точки Р  с массой m относительно какой-либо оси 
на з ыва ется  произведение массы  на к в а д р а т  расстояния от точки 
Р до этой оси.

Метод составления вы ражений д л я  моментов инерции п л а с 
тины относительно осей координат такой же ,  какой применялся  
для  вычисления статических моментов.  Поэтому приведем лишь 
окончательные рез ул ьтаты :

J x =  \\y2 Р ( * .  У) d a ,  у)  da .
G G

Отметим еще, что интеграл ^  хур ( х , у) d a  н а з ы в а е т ся  центро-
о

бежным моментом инерции и обозначается  J  ху.
В механике  часто рассм атр и ваю т  полярный момент инерции 

точки, равный произведению массы  точки на к в а д р а т  р а с с т о я 
ния от нее до данной точки — полюса.  Полярный момент инер
ции пластины относительно начала  координат  будет  равен:

J 0 =  § ( x 2 +  y 2) p ( x ,  y ) d a  =  J x +  J y.
G

П р и м е р  2. Д л я  однородного ( р = 1 )  по л ук р уг а  х? +  у 2<1 R2, у ^ 0 имеем

я  R ^

^  = й =  \ 5 (Г C0S Ф)2 r d r = ~Q Я^4’
G 0 0

§ 12.2. Тройные интегралы
Тройной интеграл я в л яе т с я  полным аналогом двойного интег

рала .  Поэтому изложение этого п а р а гр а ф а  будем вести по воз
можности кратко .

1. З а д а ч а  о массе неоднородного тела .  Тройной интеграл.
Пусть  пространственная  ( тр ех ме рн ая )  область  £2 заполнена в е 
ществом с известной плотностью р ( М)  =  р ( х ,  у, z). Найти м ассу  
всей материальной области — « т е л а » .  Разобьем область  й  про
извольным образом на п частичных областей А,, А2, . . . ,  Л„ без об
щих внутренних точек,  объемы которых обозначим соответствен



но через Ду, ,  Дг»2, •••> At»„. Предположим,  что в пределах  к а ждо й  
частичной области плотность постоянна и равна  p(iV*) дл я  ч а с 
тичной области Д*, где Nk( l k, л*, 0 * )— произвольная точка  этой 
частичной области.  Тогда мас са  Д* приближенно равн а  р(|*,  г|Л, 
О*.) Ду*. Д л я  мас сы  всего тела  получим приближенное вы р аж е н и е

п

т ~  Y  р (Ьь л*, 0*)Аи*.
k= 1

Эта с у м м а  будет  тем точнее в ы р а ж а т ь  искомую массу  т ,  чем 
меньше будет каждый из диаметров частичных областей Д,, Д2, ..., 
. . . ,  Д„. (Определение д и а м е т р а  трехмерной области такое  же ,  
к а к  и определение д и а м е т р а  плоской области (см.  § 12.1, и. 1).) 
За  м ассу  т  естественно принять

П
т  =  l im £  р(£*, л*, 0*) At»*,

где X — наибольший из д иам етров  частичных областей Д ,, Д2, . . . ,  
. . . .  А„.

К вычислению подобного рода пределов приводят и др уг ие  
з ад ачи .  Поэтому будем р а с с м а т р и ва т ь  вы р аж е н и е

п

!im I  fdk> л*. 0*) At»*, (1)
1 - 0 *_i

где / (х, у, z ) — функция,  з а д а н н а я  в области Q.
О п р е д е л е н и е .  Если сущ еств ует  предел (1),  не за висящий 

от способа разбиения области Q на частичные области Д* и вы бо
ра точек /V* (|*, л*, 0*) в них, то он н а з ы в а е т с я  тройным интегра
л о м  от функции / (х,  у , z) по области £2 и обозначается  символом

п

Ш ( х , у, z) dv  =  l im £  /(£*, rj*, 0*) До*. (2)
JJJ  A —*■ 0 . ,£> k= '

Функция  f  (x, у , z) в этом сл уч ае  н а з ы ва ется  интегрируемой в об
ласти Q.

Терминология дл я  тройных интегралов аналогична соответст
вующей терминологии дл я  двойных интегралов.  Так  ж е  форму
лир уется  и теорема существования  тройного интеграла .

Из рассмотренной выше задачи о массе  неоднородного тела  и 
определения тройного интеграла  следует ,  что тройной интеграл
(2)  с положительной подынтегральной функцией может  быть ис
толкован физически к а к  м асса  соответствующего тела .  В частно
сти, тройной интеграл от единичной функции (/(х ,  у, z ) =  1) чис
ленно равен объему области интегрирования:

$ < ! < , =  Va. (3)
S>

Свойства двойных интегралов,  перечисленные в п. 3 § 12.1,
316



полностью переносятся  на тройные интегралы.  За мети м  
лишь, что

$ / ( * ,  У, z ) d v  =  f ( l ,  ц, 0) Va,
Q

где (|, г), 0) — некоторая  точка области £2 (теорема о ср еднем).
2. Вычисление тройных интегралов.  Вычисление тройного ин

те грал а ,  т а к  ж е  к а к  и двойного,  может  быть  сведено к р я д у  одно
кратных  интегрирований.  Пусть  д л я  простоты область  Q есть 
тело, ограниченное сверху  поверхностью z =  z2 (x, у), снизу по
верхностью z =  z, (х, у), а с боков цилиндрической поверхностью 
с образующими,  пар ал лельны ми оси Oz (рис.  140). Тогда ,  подоб
но формуле (8) ( для  двойного и нте грал а)  из § 12.1, имеем сле 
дующую формулу:

г.2 ( х , у )

$ / ( * ’ У’ Z) dv  =  § (   ̂ [ ( х ,  у, z ) d z ) d w ,
а о г, (х, у)

где G — проекция области Q на плоскость хОу.  Здесь  во в н у т 
реннем определенном интеграле  х и у  считаются постоянными.  
После того к а к  этот внутренний интеграл будет  вычислен,  полу
чим вы раж е ние ,  за в и с ящ е е  от х  и у. Эту  функцию от д в ух  пере
менных надо зат ем  проинтегрировать  по плоской области G. 
Двойной ж е интеграл,  к а к  установлено в § 12.1 (п. 4), сводится  
к д вум  определенным интегралам.

П р и м е р .  Вычислить  тройной интеграл

/== $ ( *  + i/ + z)<b. 
ii
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где i l  — область ,  о граниченная  плоскостями *  =  0, у  =  0, 2 =  0, х-\- у z =  1 (рис.  
141).

Интегрирование  по 2 с ове рша етс я  от 2 =  0 до г = 1 — х — у. Поэтому,  обозна 
чая  проекцию области Q на плоскость хОу через G, получим:

1 — X — у

/ =
G O  G

, = $ ( 5 ( x + y  +  z) dz) dw =  \ \ ( ix + y ) z +  - p )  I о * =
Л G

= й (^ х +  у ) ~ ( Х +  У ?  +  —— 2 У''"' )  d(ri-
о

Теперь,  у ч ит ы ва я ,  что G — треугольник ,  ограниченный пр ямы ми д: =  0, у =  0, х-\- 
+  у =  1, имеем:

1 '~х - (1 - х - у ) 2'I
- 5 "  5 (о о

(х +  у ) - ( х  +  у г + - - ) ^ = f

3. Тройной интеграл в цилиндрических и сферических коор
дината х .  Ка к  и в двумерном случае ,  для  тройных интегралов 
имеют место формулы преобразования интеграла  от п рям оуг оль
ных координат к новым системам координат.  Наиболее употре
бительные из них — цилиндрические и сферические координаты.

Ц и л и н д р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы .  В этой системе коор
динат  положение точки М пространства  опр еделяется  по ляр ны
ми координатами г и ф точки М ' — проекции точки М на плос
кость хОу  — и аппликатой z самой точки М (рис.  142). Числа  г, 
Ф  и z  наз ыва ются  цилиндрическими координатами  точки /И, при
чем 0, 0 ^ ф < 2 л  и г  —  любое действительное число. Из ри
сунка  142 видно, что цилиндрические координаты г, ф и z с в я з а 
ны с прямоугольными соотношениями

X =  Г COS ф ,  г/ =  Г 5 Ш ф ,  2  =  2 .

Вопрос о преобразовании тройного интеграла  к цилиндриче
ским координатам решается  таким  ж е  путем,  к а к  и преобразова-

318



ние двойного интеграла  к полярным координатам.  Формул а  пе
рехода дл я  тройного интеграла  от пр ямоугольных координат  
к цилиндрическим координатам имеет вид:

Вычисление тройного интеграла  в цилиндрических координа
тах приводится к трем однократным интегрированиям по 2 , 
г и ср на основании тех ж е  принципов, что и в случ ае  п рям оуголь 
ных координат.

П р и м е р  1. Найти объем кругового цилиндра  высотой Н с рад иу со м осно-

С ф е р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы .  В этом случ ае  положение 
точки М в пространстве  определяется  ее расстоянием г от н а ч а 
ла О, углом ср м е ж д у  положительным направлением оси Ох 
и проекцией отрезка  ОМ на плоскость хОу,  у глом 0 м е ж д у  поло
жите ль ны м направлением оси Oz и отрезком ОМ (рис. 143). Чис
л а  г, ф и 0 на зыва ю тся  сферическими координатами  точки М 
или полярными координатами в пространстве ,  при этом О, 
0 ^ ф < 2 л ,  О ^ б ^ л .  Из рисунка  143 видно, что сферические ко
ординаты г, ф и 0 с в я з а н ы  с прямоугольными координатами со
отношениями

*  =  Г Sill 0 COS ф, У =  Г Sin 0 Sin ф, 2  =  /'COS0,

Подобно тому к а к  была  установлена  формула  перехода 
в двойном интеграле от прямоугольных координат  к полярным,  
у с т а н а в л и ва е т с я  формула  перехода в тройном интеграле  от п р я 
моугольных координат к сферическим:

Вычисление последнего интеграла  т а к ж е  приводится к трем 
однократным интегрированиям по г, ф и 0 .

Если в формуле (4)  f  (х, y , z ) =  1, то в силу (3)  получаем фор
мул у  дл я  объема тела  £2 в сферических координатах

откуда

г =  Л/х2 +  у 2 +  г 2 , tg<P =  7 , t g 0 =  ̂ ± Z

^  / (х, у , 2 ) / (г sin 0 cos ф, г sin 0 sin ф, г cos 0 ) г2 sin 0 drd 0 dtp.

(4)

l/s, =  г2 sin 0 drdtidy, (5)
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при этом вы р а ж е н и е  г2 sin 0 drdtidif н а з ы в а е т с я  элементом объ 
ема в сферических координатах.

П р и м е р  2. Найти объем ша р а  ра диу са  R.
2л л R 3

Ис польз уя  формулу  (5) ,  получим:   ̂ s in  0 i/О  ̂ г2б/г =  2 л - 2 - - ^ -  =

0 0 о

4. Пр иложения тройного интеграла  в механике .  Выше 
(см.  п. 1) у ж е  отмечались  применения тройного интеграла  в гео
метрии и физике. У к а ж е м  еще на его приложения в механике.

Д л я  вычисления координат  центра т яж ес т и  тела  нужны  с т а 
тические моменты относительно координатных плоскостей хОу,  
xOz, yOz  (обозначим их соответственно через М ху, М кг, Myz). По
вторяя  рас с у ж д е н и я  п. 9 § 12.1, получим следующие формулы 
д л я  координат  хс, у с, zc центра т яж е с т и  тел а ,  занимающего  об
л асть  У :

М М М___  y z  ___  XZ ___  х у
хс m > Ус m > с m >

где

М чг =  ffi X p d V ' Мхг =  \\\ yVClV’ Мху =  ffi Z ()d V '
а а а

пг — м асса  тела ,  р =  р ( х ,  у , z ) — плотность тела .
Отсюда в случ ае  однородного тела

=  =  zc =  \\ \\ zdv,
£> £> Q

где V — объем тела .
П р и м е р  1. Найти центр т я ж е с т и  однородного ( р = 1 )  по лу ша ра  £2:

-  ̂+ г/2 + г2</?2, z >  0.

В силу  симметрии з а к лю ча ем ,  что хс =  у с =  0. Д а л е е  имеем:

Л

~2 2л R 4

m =  ■?- л R3, ^  zdv =   ̂ s in  0 cos 0 dt)  ̂ dip  ̂ r3dr  =  ̂ -  2 л  n ^ 4-
l> 0 0 0

Поэтому

Перейдем к вычислению моментов инерции тела  относитель
но координатных осей. Так  к а к  к в а д р а т ы  расстояний от точки 
М ( х ; у, z) до осей Ох, О у , Oz соответственно равны y 2-\-z2, х2 -j-
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+ z1, x* +  у 2, то получим следующие формулы:

J i  =  [\\(y2 +  z2)pd v,  7!/ =  W ( x 2 +  22)p d y ,  /z =  W ( x 2 +  i/2)prfu.
V. й Si

Аналогично плоскому случаю интегралы

J xy =  [ [ [xyp dv,  J  =\\ {yzpdv,  J zx =  \\\zxpdvХу JJJ ’ У*
l» a

наз ыва ю тс я  центробежными моментами инерции.
Д л я  полярного момента инерции формула  имеет вид:

h  —
Q

\\\(x2 +  y 2 +  z2)pdv.

Следовательно,

2 ^ 0  =  J  х +  J  г -

П р и м е р  2. Д л я  однородного ( р = 1 )  ша ра  х2 -f- у2 +  г2 ̂  R2 имеем:  

2" " * 4 л/?5

о о  о

§ 12.3. Криволинейные интегралы

1. Задачи ,  приводящие к криволинейным интегралам .
З а д а ч а  о м а с с е  м а т е р и а л ь н о й  л и н и и .  Пусть  

вдоль некоторой гладкой кривой АВ  распределена  мас са  с пере
менной линейной плотностью р (М),  где М — лю бая  точка кривой 
АВ  ( р ( Л 4 ) — предел средней плотности распределения вещества  
на бесконечно малой ду ге ,  со дер жащ ей  точку М). Требуется  
определить  м ассу  m дуги АВ.

Д л я  решения з ад а чи  раздробим д у г у  А В  на п произвольных 
частей и вычислим приближенно м ассу  ка ждой  части,  предпо ла
г а я ,  что на ка ждо й из них плотность постоянна и равна  р (Nk) 
д л я  k -й части,  где Nk — одна из точек этой части,  безразлично 
к а к а я .  Тогда масса  k-w. части приближенно равна  А т 4»  
z z p ( N k) A l k ( k = \ , 2, . . . ,  п), а мас са  всей дуги приближенно

п

равн а  т т а  X Р (W*)A/t , где А/* — длина /г-й части.
I

Б пределе  при л — 0 (Я =  т а х А / Л,) получим точное значение 
массы  всей дуги АВ,  т. е.

m =  l im X P(W*)A/t .

З а д а ч а  о п л о щ а д и  ц и л и н д р и ч е с к о й  п о в е р х 
н о с т и  Пусть в плоскости хОу  д а н а  некоторая  г л а д к а я  кри вая
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А В  и на этой кривой определена  непрерывная  функция f ( M )  =  
=  / (х, у ) ^ 0 .  (Непрерывность / (М ) вдоль кривой АВ  означает,  что
в любой точке М 0 этой кривой lirri / (М) =  f  (М0), где М т а к ж е

м-+м0
точка  этой кривой).  Тогда точки пространства  (х, у, f  (х, у)) в со
вокупности со ставят  некоторую кривую,  л е ж а щ у ю  на цилиндри
ческой поверхности,  дл я  которой кривая  АВ  — н ап ра вляю щ ая ,  
а образу ю щ ая  перпендикулярна  к плоскости хОу.  Требуется  
определить площадь  части поверхности,  которая  ограничена 
сверху  кривой z =  f ( x ,  у), снизу кривой АВ,  а с боков прямыми 
А А'  и ВВ'  (рис.  144).

Произвольным образом разобьем д у г у  А В  на п частей то ч ка 
ми А =  М0, Af,, М2, . . . ,  М п =  В.

Из ка ждо й  точки дробления /№*,(£=1, 2, . . . ,  /7— 1) проведем 
перпендикуляры к плоскости хОу  высотой f { M k). В результате  
вся цилиндрическая  поверхность разобьется  на п полосок.

К а ж д у ю  та кую  полоску заменим прямоугольником с основа 
нием А1к, где А1к — длина дуги M k_ tM k ( k = l ,  2, . . . ,  п), и вы со 
той, равной значению функции f ( N k), где Nk — одна из точек д у 
ги М к_,Л1к, безразлично к а к а я .  На рисунке 144 в целях  его упро
щения в качестве  такой точки вз ята  точка М к_ {. Тогда площадь 
k -й полоски будет  приближенно равна :  S k ж  / (Nk) А1к, а площадь 
всей поверхности АА'В'В

X f ( N k) M k.
k =  1

При ^ - > 0 в  пределе  получим точное значение искомой площади:

S  =  l im I  f  (Nk) AIk.
ь — i
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З а д а ч а  о р а б о т е  с и л ы .  В §  9.6 была  рассмотрена  з а 
дач а  о работе переменной силы при движении материальной 
гочки по прямой линии, причем направление  силы со вп ад ал о  
г направлением движения .  Сейчас  мы рассмотрим более общую 
задачу .

Пусть  м атер и ал ьн ая  точка под действием силы F п е р ем ещ а
ется вдоль непрерывной плоской кривой А В  в направлении от 
А к В. Сила  F предп олаг ае тс я  переменной, зависящ ей  от поло
жения точки на кривой АВ.  Вычислим работу  силы F, з а т р а ч е н 
ную на перемещение точки из А в В. С этой целью разобьем про
извольно точками А = М 0, М,, М2, . . . ,  Мп — В д у г у  АВ  на п ч а с 
тичных д у г  М 0М„ М 1М2, . . . ,  М п_,Л1п, с дл инами А/,, А/2, . . . ,  Д/„ 
(рис. 145). Наибольшую из длин A lk ( k = \ ,  2, . . . ,  п) обозначим 
X. Ввиду  малости A lk можно приближенно принять,  что: а )  в е к 
тор силы F  сохраняет  на д у г е  M k_ xM k постоянное значение,  
равное F ( N k), где Nk -— одна из точек элемента  M k_ tMk, б е з р а з 
лично к а к а я  (на рисунке  145 в целях  его упрощения в качестве  
такой точки в зя та  точка M k_ t); б) д у г а  М к_ хМ к может  быть з а м е 
нена хордой M k_ lM k, стягивающей концы этого элемента .  Вектор
Mk_\Mk равен приращению рад иус -век то ра  г (М):  A r k =  
= 7 ( M k) — 7 ( M k_ , ) ( A 7 k(xk— хк_, ;  ук — у к_ {)). Тогда на элемен

те дуги  М к_ 1Мк работа  силы F приближенно равна

F ( N k) Д7*.

Пусть  вектор F (М)  имеет проекции Р ( М ) ,  Q ( M )  на соответ

ствующие оси. Тогда работа  силы F вдоль всей дуги  АВ  будет  
приближенно равна

X F ( N k) А? к,
k —  I

или

X ( P ( N k) A x k +  Q ( N k) A y k), (1)
k = l

где Ахк =  хк — хк_ ь A y k =  y k — y k_i.

Перейдя  в сум м е  (1)_к пределу  при Л-^0 ,  получим точное в ы 
раж ение  работы силы F  вдоль всей дуги А В :

l im X ( P ( N i ) A x k +  Q ( N k) \ y k). (2)
х-о 4 _ ,
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2. Определение криволинейных интегралов,  их свойства.  Из
решения первых д ву х  з а д а ч  (п. 1) видно, что хотя они имеют р а з 
личный смысл,  но математический  а п п а р а т  д л я  их решения один 
и тот же .  В этих д в ух  з а д а ч а х  получаем в ы р аж е н и е  одного и того 
ж е  вида

п

l im £  f ( N k) M k. (3)
wo

О п р е д е л е н и е .  Если сущ еств ует  предел (3),  не за висящий 
от способа деления дуги АВ  на частичные дуги и выбора точек 
N'k, то он наз ыва ется  криволинейным интегралом первого р од а  от 
функции f  (М)  по д у г е  АВ  и обозначается  так :

 ̂ f ( M  ) d l , или  ̂ Ц х,  y ) d l .
АВ  АВ

Д у г а  А В н а з ы ва е т с я  путем интегрирования,  точка  А — н а
чальной,  а точка В — конечной точками интегрирования,

П
с у м м а  £  f  (Nk) Alk — интегральной суммой.  

k=\
Рассмотренные  в п. 1 первые дв е  за да чи  показывают:  1) кри

волинейный интеграл первого рода при f  ( М ) ^ 0  (f  (М)  на д у г е  
А В  непреры вна)  численно равен площади у ч астк а  цилиндриче
ской поверхности с образующей,  параллельной оси Oz. Снизу 
этот уч асток  ограничен дугой АВ,  а сверху  — кривой, и з о б р а ж а 
ющей подынтегральную функцию z =  f ( M ) .  В этом состоит гео
метрический смысл криволинейного интеграла  первого рода;  
2)  криволинейный интеграл

 ̂р ( М ) dl
АВ

(p (Af )  — линейная  плотность)  равен массе  m материальной дуги 
АВ  В этом состоит его физический смысл.  Отсюда следует ,  что

 ̂ dl  численно равен длине дуги АВ.
АВ

Хотя,  к а к  будет  показано в п. 3, криволинейный интеграл 
первого рода непосредственно сводится к определенному,  м е ж д у  
этими понятиями есть и следующее различие.  В вы раж ении
(3)  величины А1к обязательно положительны независимо от того, 
ка кую  точку кривой А В  считать  начальной,  а ка кую  — конечной. 
Поэтому

} f { x ,  у)  d l =  \j f { x ,  у)  dl.
АВ  BA

К а к  установлено в п. 1, решение за да чи  о работе силы сво 
дится  к вычислению предела  вида (2).  К вычислению подобного 
рода пределов приводят  и др уг ие  задачи.  Поэтому будем р а с 
см ат р и в а т ь  вы раже ние

l im £  i P i N k) A x k +  Q i N k) A y k). (4)
А=1
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(З десь  Р (М)  и Q(A'f) — проекции вектор-функции а ( М ) ,  опреде 
ленной на д у г е  АВ,  на оси координат. )

О п р е д е л е н и е .  Если сущ ествует  предел (4),  не зависящий 
от способа деления дуги АВ  на частичные дуги и выбора точек 
Nk, то он н аз ывается  криволинейным интегралом второго р од а  от 
векторной функции a  (Af) =  Р  (М) i +  Q (М) j  по д у г е  А В и обо
значается

 ̂ a d r  или  ̂ P d x -f- Qdy.
АВ AB

С у м м а  п
I  ( P ( N k) A x k +  Q ( N k) A y k) (5)

*=i
н аз ыва ется  интегральной суммой.

Физическое истолкование криволинейного интеграла  второго 
рода,  например,  к а к  следует  из рассмотренной за да чи  в п р ед ы 
дущем пункте ,— это работа силы а ( М ) вдоль дуги АВ.

Если Q (x ,  у)  =  0 (Р  (х, у )  =  0), то интеграл второго рода име
ет вид:

 ̂ Р ( х ,  у)  dx  (  ̂ Q (х, у)  dy)  (6)
АВ АВ

и н а з ы ва ется  криволинейным интегралом по координате х(у) .
В отличие от криволинейного интеграла  первого рода криво

линейный интеграл второго рода ( к а к  непосредственно следует  
из его определения)  зависит от того, в ка ком  направлении (от 
А к В или от В к А)  пробегается  кри вая  А В  ( к р атко  L), и меняет  
зна к  при изменении на пра вления  обхода кривой.

В случае ,  когда L — з а м к н у т а я  кр ивая ,  т. е. когда  точка 
В совп ад ае т  с точкой А,  из двух  возможных направлений обхода 
зам кнуто го  контура  L условимся  н а з ы ва т ь  положительным  то, 
при котором область,  л е ж а щ а я  внутри этого контура ,  остается  
слева  по отношению к точке, совершающей обход. Противопо
ложное направление  обхода контура  L условимся  н а з ы ва т ь  от
рицательным.

Криволинейный интеграл второго рода по з а м к н у т о м у  конту
ру L, пробегаемому в положительном направлении,  часто обо
значаю т символом

ф Р ( х ,  y ) d x + Q ( x ,  у)  dy.
i .  _  ___ _

Рассмотрим радиус -вектор точки М : г (М) =  x i  y i .  Д л я  об
щего члена сум м ы  (5)  имеем:

P ( N k) Axk +  Q ( N k) Ay k =  a ( N k) А7*^где  ATk =  Axk- T + A y k-J.

Но a (Nk) A r k= \ a  (Nk) \\Ark\ c o s ( a ^ A r k). Поэтому P ( N k) A x k +
4- Q (Nk) Ay k=  \a (yV*)| | A/-J cos (a,  A r k). Пользуясь  последним
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соотношением, можно д о к а з а т ь  (см.  [2]),  что имеет место с л ед у ю 
щ ая  зависимость  м е ж д у  криволинейными ин тегралами первого 
и второго рода:

\ a ( M ) d r = \  ат (М)й1,
АН АВ

т =  т ( М ) — единичный вектор касательной к д у г е  АВ  в точке М 
и соответствующий направлению дуги от Л к В :  a T(Af) =
=  | а (М)\ cos (а,  т ) — проекция вектора а (М)  на эту  к а с а т е л ь 
ную.

Так  ж е  к а к  в случ ае  определенных интегралов,  из определе
ния криволинейных интегралов дв ух  родов у с т а н ав л и ваю тся  с л е 
дующие три свойства,  общие криволинейным интегралам  перво
г о  и второго рода:

1. Постоянный множитель можно выносить за зн а к  криволи
нейного интеграла .

2. Криволинейный интеграл от алгебраической сум м ы  конеч
ного числа функций равен такой ж е  сум м е  криволинейных интег
ралов от с л а г аем ых .

3. Если путь интегрирования разбит на конечное число ч а с 
тей, то криволинейный интеграл по всему пути равен сум м е  
криволинейных интегралов по всем его частям .

За мет и м ,  что кри вая  АВ  может  быть  и замкнутой.
Справедлив о  и еще одно свойство,  общее дл я  криволинейных 

интегралов первого и второго рода:
Криволинейный интеграл вдоль замкнутого  контура  не з а в и 

сит от выбора начальной точки на этом контуре.
Действительно,  если принять за начальную точку А,  то в силу 

свойства  3 (рис. 146) получим:

S =  \A BCDA ABC +  SCDA
(7 )

(ради краткости здесь  и иногда в дальнейшем подынтегральное 
вы р аж е н и е  не пишем).

Если ж е  за начальную точку принять С, то получим:
+

CDА ВС CDA A BC
Из равенств  (7)

S -  S
И ( 8 )

(8)

следует ,  что

В
Рис.  146

A BCDA CDА ВС
3. Вычисление криволинейного интегра

л а  первого рода.  Пусть г л а д к а я  д у г а  А В  з а 
д ан а  параметрически уравнениями x = x ( t ) ,  
У =  У(1)  ( a < j c < P )  и функции /(дг, у ), 
Р (х, у), Q (х, у)  определены и непрерывны 
на этой дуге.

Д л я  вычисления криволинейного интег
рала  первого рода представим приращение 
длины дуги А 1к в виде интег р а л а  (см.  § 9.10,
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п. 3, формула  (7) ) и с помощью теоремы о среднем (§ 9.7, п. 4)
получим:

Д/* = f V х'2 (t) +  y'2 (t) ( И = л 1  х'2 (t'k) +  y '\t 'k) Atk

где среднее  значение ар гумента  i k принадлеж ит  п р о м е ж у т ку  
tk] . Выберем в качестве  точки Nk дуги M k_ iM k точку N'k, со

ответствующую значению п ар ам етр а  Ск. Получим

I  f ( N l ) M k=  I  f ( x ( t 'k), у ( О ) Л /  х'2 ( t ‘k) +  у *  (t'k) Atk.
*=i *=i 

П равая  часть этого равенства есть интегральная сум ма дл я  функ

ции f ( x ( t ) ,  у  (/)) ДI х' (/) +  у' (t) на сегменте  [a ;  |3| (§ 9.6, п. 2). 
Поэтому в р езультате  предельного перехода при Я->-0 получим

Р г— ---------------- -̂------
5 /(* ,  y ) d l  =  \ f ( x ( t ), y ( t ) ) \ x ' 2 (t) +  y'2 (t) dt. (9)

АВ а

Эта формула одновременно д о к а з ы в а е т  существование криволи
нейного интеграла первого рода от непрерывной функции f (х, у)  
по гладкой ду г е  АВ,  если считать существование определенно
го интеграла  от непрерывной функции известным (см.  § 9.6, 
п. 2).

В частности, если д у г а  АВ  з а д а н а  уравнением у =  у ( х )  на от
резке [а\ Ь] (роль пар ам етра  t играет величина х), то согласно 
формуле (9)

5 /(х ,  y ) d l  =  \ f ( x ,  у (x))~\j \ + у ' 2 dx. (10)
А В  а

Д л я  вычисления криволинейного интеграла  второго рода 
(6)  представим величину Ахк с помощью формулы Л а г р а н ж а  
(§ 8.6, п. 3)  в виде произведения Axk =  х' (t'k) Atk, где t ’k принадле
жит интервалу  ( ' *_ , ;  tk). Выберем в качестве  точки Nk дуги 
Мк_\Мк точку N’k, соответствующую значению t'k. Интегралу  (6) со
ответствует  интегральная  сумма

£ P(N'b) A x k=  I  P (x ( t ' k), y(t'k))x'  (tl) Atk. 
k=\ *=i

П р а в а я  часть этого равенства  есть вместе  с тем интегральная
г у м м а  дл я  функции P ( x ( t ) ,  y ( t ) ) x ' ( t ) на отрезке |а; р|
(см.  § 9.6, п. 2). Поэтому в результате  предельного перехода при
Я—>-0 получим

5 Р ( х ,  у)  dx =  \ Р  (x(t ) ,  y ( t ) ) x ' ( t ) d t .  (11)
А В  а

Эта формула одновременно д о к а з ы в а е т  существование криволи
нейного интеграла  второго рода (6)  от непрерывной функции 
/ (х, у)  по гладкой ду г е  АВ.
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А н а л о г и ч н о  в ы в о д и т с я  ф о р м у л а

S Q ( x > y ) d y  =  \ Q (x( t ) ,  y ( t ) ) y ' ( t ) d ( . 1 2 )

С ло ж и в  почленно р авенст ва  ( 11)  и (12),  получим: 

\ Pdx-\-Qdy =  \(Px'-\-Qy')dt . (13)

В частности,  если д у г а  ЛВ  з а д а н а  уравнением  у =  у ( х )  на от
резке  [а;  Ь], то аналогично формуле (10)  из формулы (13) имеем:

\ P ( x , y ) d x - \ - Q ( x , y ) d y  =  \ ( P ( x , y ( x ) ) + Q ( x , y ( x ) ) y ' ( x ) ) d x .  (14)
АВ а

П р и м е ч а н и е .  Если путь интегрирования L — отрезок  прямой,  п а р а л 
лельной оси абсцисс (у  =  уа, д : , ^ л г ^ л : 2), то криволинейный интеграл второго ро
да  с р а з у  п р ев р ащ ае тс я  в обыкновенный.  Действительно,  т а к  к а к  у  =  у0 и, значит,  
dy =  0,  то *2

\ Р ( х ,  y ) d x + Q ( x ,  y ) d y =  ̂ Р (х ,  y0)dx.
L х,

Аналогично если L — отрезок прямой,  параллельной оси ординат.
П р и м е р  1. Найти м а с су  четверти окружности xi -\-y2 =  R2, х ^ О ,  у ^ 0, е с 

ли плотность в к аж д о й  точке р ав на  ее ординате.
Па ра ме тр ич ес к ие  у ра вн ени я  окружности x2 -\-y2 =  R2: *  =  /?cos/,  у  =

2  2=  R s i n t .  Следовательно ,  х' у' = R  и в силу  формулы (9)

т  =  J рdl  =   ̂ ydl =   ̂ R2 s in tdt =  — R2 cos t 2 =  R2.

П р и м е р  2. Вычислить  работу  силы F =  2 x y l x j  при перемещении точки 
М из положения  А (2;  0)  в положение В ( — 1; 3):  1) вдоль прямой АВ\ 2)  вдоль л о 
маной АСВ  (рис.  147).

З а д а ч а  сводится  к вычислению криволинейного интеграла

I ) Вдоль  прямой АВ  имеем у =  2 — х, d y =  — dx , 
и потому

/ =   ̂ (2лс(2 — х) — x ) d x  — — .
2

2)  Вдоль ломаной АСВ  на у ч а ст к е  АС  имеем 
у =  0 и dy =  0; на у ч а ст к е  СВ имеем х =  —-1,  dx =  
=  0. Поэтому
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В заключение зам етим,  что мы рассмотрели криволинейные 
интегралы дл я  плоских кривых. Однако все ск аз ан ное о них мо
жет  быть  перенесено и на пространственные кривые.

По аналогии со сл учаем  плоской кривой можно определить 
криволинейный интеграл первого рода

\ f ( x ,  у, z) dl
А В

и криволинейные интегралы второго рода

5 Р ( х ,  у , z) dx,  ̂ Q (х, У> z ) d y ,  5 R (х, у, z) dz,
А В  А В  А В

5 Р ( х ,  у, z ) d x + Q ( x ,  у, z ) d y  +  R (x ,  у, z )d z .
А В

Техника вычисления та ких  интегралов,  по существ у ,  ничем не от
личается  от техники вычисления соответствующих интегралов по 
плоской кривой.

4. Ф о р м у л а  Р и м а н а — Грина (Георг Риман (1826— 1866) — 
немецкий м а тем ати к ,  Д ж о р д ж  Грин (1793— 1841) — известный 
английский м а т е м а т и к  и физик).

Пусть  функции Р (х, у), Q (х, у )  ( к р а т ко  Р, Q ) непрерывны 
вместе со своими частными производными Р'у, Q'x в замкнуто й 
области G, граница L которой п ер ес екае тс я  прямыми,  п а р а л 
лельными осям координат,  не более чем в д в ух  точках (для  
краткости т ак ие  области будем  н аз ы ва т ь  простыми).  Предполо
жим,  что контур L гладкий или кусочно-гладкий и может  быть  
з а д а н  к а к  уравнениями y  =  y t (x), у  =  у 2 (х) ( а ^ . х ^ Ь ) ,  т а к  
и ур ав нениям и х =  х х(у), х  =  х2 (у)  ( с ^ . у ^ . d )  (рис. 148). 

Рассмотрим интеграл

S \ % d x d y -
G

П р е д с т а в л я я  его в виде  повторного, выполним во внутреннем 
интеграле  по формуле Ньютона — Лейбница (§  9.7, п. 2)  интегри
рование по у. Получим:

Ь

\ \ l ^ dxdy \ dx  S l f r dy==\(p (x' У2 (х ) ) — Р { х ,  y x(x)))dx.
G a »,(!)

С другой стороны, используя  свойство 3 дл я  криволинейного ин
те г р а л а  (п. 2)  и формулу (14) ,  имеем:

ф Р ( х ,  y ) d x = \ ( P ( x ,  y i ( x ) ) — P ( x ,  y 2 (x)) )dx.
L a

Таким образом,



Рис.  149Рис.  148

У

й  Tfy d-xd y = — ф Р  (х, y )d x .  (15)
G 1

Аналогично у с т а н а в л и в а е т с я  формула

\\^jdxdy = § Q y ) dy- ( |6)
G

Вычитая  равенство (15)  из равенства  (16),  получим формулу

\ \ { ^  — ̂ - ) dxdy =  f P (x ' y ) d x + Q ( x , у)  dy,  (17)
о

на з ы ва е м у ю  формулой Риман а  — Грина  (или формулой Грина).
Эта формула  у с т а н а в л и в а е т  св я зь  м е ж д у  двойным и криво

линейным интегралами .  Она имеет широкое применение в м а т е 
матическом ан ализ е  и его приложениях.

П р и м е ч а н и е .  Ф о рм ул а  Р и м а н а — Грина ост ает ся  справедливой и дл я  
за мкну той  области G, которую можно разбить  на конечное число простых о б л а 
стей проведением дополнительных линий (рис.  149).

П р и м е р .  С помощью формулы Грина вычислить  криволинейный интеграл 

ф  (х — у) dx +  {x-\- у) dy, где L — о кру жно ст ь  x2-\-y2— R2.

Р е ш е н и е .  Функции Р (х, у) =  х — у, Q (х, у) =  х-\-у и Я ' =  — 1, Q'x~  1 не
прерывны в з ам кн ут ом  круге  x2-\-y2 =  R2.

Следовательно ,  формула  (17)  применима к д ан но му  интегралу .  Имеем

ф (х — у) dx-\-(x-\-y) dy =  \\ [ 1 — ( — 1)] dxdy  =  2 $ dxdy =  2nR2.
L ~ ' G 0

З аме тим ,  что полученный р е зул ьт ат  ле г ко  проверить непосредственно вычислени
ем данного интеграла .

5. Приложения криволинейных интегралов.  Ранее  (см.  п. 2) 
у ж е  отмечался  геометрический смысл криволинейного интеграла  
первого рода.  Кроме того, криволинейный интеграл первого рода 
имеет широкое применение в физике. Т а к  (см.  п. 2) у ж е  был от
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мечен физический смысл криволинейного интеграла  первого ро
да.  С помощью криволинейного интеграла  первого рода можно,  
как  это делал ось  дл я  двойных интегралов (см.  § 12.1, п. 8) найти 
координаты центра тя ж ести  материальной плоской кривой, най 
ти ее моменты инерции относительно координатных осей.

Криволинейные интегралы второго рода т а к  же ,  к а к  и перво
го, имеют широкое применение в геометрии,  физике.  Нами у ж е  
была  рассмотрена  з а д а ч а  о вычислении работы силы (п. 1).

§ 12.4. Поверхностные интегралы

1. Определение поверхностного ин теграла  первого рода.
З а д а ч а  о м а с с е  и з о г н у т о й  п л а с т и н ы .  Пусть  на 

поверхности а  непрерывно распределено вещество с известной 
плотностью р (М ) .  При этом под плотностью вещества  в точке 
М поверхности о понимается  предел средней плотности на беско
нечно малом элементе,  с одерж ащ ем  точку М. Требуется  опреде
лить всю м ассу  материальной поверхности о.

Р аз делим  поверхность а  (рис.  150) произвольными глад ким и 
линиями на п частей а , ,  а 2, ..., о„ без общих внутренних точек 
с площадями  As, ,  As2, ..., As„; наибольшую из этих площадей обо
значим через Я. Предположим,  что в к а ж д о й  части ок плотность 
постоянна и равна  р (Nk), где Nk — одна из точек а к, безразлично 
к а к а я .  Тогда мас са  k-ro элемента  будет  приближенно равна :  
Amt « p  (Nk) \ s k. Д л я  массы  всей поверхности получим прибли
женное вы р аже н и е

п
т ~  I  p ( N k) A s k.

k= 1

За  м ассу  материальной поверхности (изогнутой пластины)  е ст е
ственно принять предел полученной с у м м ы  при стремлении 
К к нулю:

п

т  =  П т  X P (N * )A sk.
\-+0 *=1

Сформулируем определение поверхностного интеграла  перво
го рода в общем случае .  Пусть  функция / (М) =  / (х, у, z) опреде
лена  на гладкой или кусочно-гладкой поверхности о. (Поверх
ность н аз ы ва е т с я  гладкой,  если в ка ждо й 
ее точке существ ует  к а с а т е л ь н а я  плос
кость и при переходе от точки к точке по
ложение  этой касательной плоскости м е 
няется непрерывно;  поверхность,  состоя
щая  из конечного числа гладки х  кусков,  
которые соединены непрерывно,  н а з ы в а 
ется  кусочно-гладкой).  Ра здели м ,  к а к  
и выше,  ст на п частей.  Выберем  на к а ж -  рис. 150
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дой частичной поверхности произвольную точку Nk и составим 
интегральную с у м м у  „

I  f ( N k) A s k. (1)
*=1

О п р е д е л е н и е .  Предел интегральной сум м ы  (1)  при с т р е м 
лении А, к нулю (если он сущ еств ует  и не зависит от способа д е 
ления а  на частичные поверхности и от выбора точек Nk) н а з ы в а 
ется поверхностным интегралом первого р од а  от функции 
/ (М)  по поверхности а  и обозначается  символом

\\f(M)ds  или \\f(x, у , z) d s .
а  а

Его физическое истолкование:  например,  это масса  м а т е р и 
альной поверхности с плотностью распределения вещества  f  (М).

Данное определение,  по сути де ла ,  аналогично определению 
двойного интеграла .  Поэтому теорема существо вания  двойного 
интеграла  и его свойства  (§  12.1, п. 2 и 3) без особых изменений 
переносятся на поверхностные интегралы первого рода.

В частности,  если на поверхности tr / (х, у , z ) =  1, то
п

$ d s  =  l im £ ^ sk ~ ^ a  ( S a — площадь поверхности о).
а Я.—*-0 к = 1

2. Вычисление поверхностных интегралов первого рода.
Пусть поверхность а  з а д а н а  уравнением z =  z ( x ,  у), где функция 
z ( x ,  у)  вместе с производными z'x (x, у)  и z' (x ,  у)  непрерывна 
в за мкнуто й области G — проекции а  на плоскость хОу  (рис. 
151), и пусть функция /(х ,  у , z)  непрерывна на поверхности а  и, 
следовательно,  интегрируема по поверхности а.

Ка к  и выше (п. I), разобьем поверхность а  произвольно на 
п частей а , ,  а 2, ..., (Т„, не имеющих общих внутренних точек, 
с площадями As, ,  As2, ..., As n и спроектируем это разбиение на 
плоскость хОу.  Получим соответственно разбиение области G на 
части А,, А2, ..., А„, площади которых обозначим через Aw,, Aw2, ..., 
..., Аш„.

Площадь  Ask ка ждо й части поверхности может  быть пр ед 
ст ав лена  в виде (см.  § 12.1, п. 7)

2 2
1 + z ' x(x, y)  +  z'y (x, у) dw.

Применяя  здесь  теорему о среднем (§  12.1, п. 3, свойство 5), 
получим:

=  + z'2x(lk, 4k) +  z ' l ( t k, л*) Аы*. (2)

Обозначим через Nk точку на k-v\ части поверхности а к с коорди
натами (£*; г]*; 0*), где Bk =  z ( l k, ц*). Составим интегральную 
су мму :  п

I  /(£*, Л*. 0*)As* =  k= 1
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Рис.  152Рис. 151

Z

У

= 1  /(I*, Л ь  z(it, n J ) V l Л*) + г'!(6*. л"*) Aw*.= 1

Переходя здесь к пределу при А,—>-0 (очевидно, при *-0 max Aw*—>-0), 
получим (в силу определений двойного и поверхностного интег
рала  первого рода)  формулу

\\f (х, у, z) ds =  \\f (х, у , z(x ,  y ) )^J\-\-z ' l (x,  y ) + z ' l ( x ,  у) dxdy.  (3)
(Т G

Аналогично получаются  формулы,  в ы р а ж а ю щ и е  поверхност
ный интеграл первого рода по поверхности а  через двойные по ее 
проекциям на плоскости у О г  и хОг.

П р и м е р .  Вычислить  интеграл

/ = Ц Vi  + 4/ + V  ds,
а

где а — часть  поверхности параболоида  вращения  2 = 1— х2 — у2, отсеченная 
плоскостью 2 =  0 (рис.  152).

Поверхность а, з а д а н н а я  уравнением 2 = 1 — х2 — у2, проектируется  на плос
кость хОу  в область  G, ограниченную окру жност ью х2-\-у 2 =  I. Следовательно ,  
областью G я в ля е т с я  кр у г  д  ̂+  г/2^ ! .  В нем функции

2 = 1— х2 — у2, г ' (дг ,  у ) = — 2х, г'у ( х, у) =  — 2у 

непрерывны.  По формуле (3)  получаем:

/ =  ̂ Д/Т + 4 г г +  4г/2 Д/1 + 4 ^  +  4у2 dxdy  =  ^  (1 Ах2 +  4у2) dxdy.
а а

Переходя  в последнем интеграле  к полярным координатам ,  находим:

2л I

/ =   ̂ dtp  ̂( I +  4 r2) rdr  =  Зл. 

о о
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3. Определение поверхностного интеграла  второго рода.  Д л я
того чтобы определить  поверхностный интеграл второго рода,  не
обходимо сн ач а ла  ввести понятие стороны поверхности.

Возьмем на гладкой поверхности а  произвольную точку М, 
проведем через нее нормаль к поверхности (вектор п), проведем 
на поверхности а  через точку М какой-нибудь  з ам к н у т ы й  контур,  
не имеющий общих точек с границей поверхности о, и начнем пе
ремещ ат ь  точку М по з а м к н у т о м у  контуру та к ,  чтобы вектор п 
все время  о став ался  нормальным к о и  чтобы его направление 
менялось  при этом непрерывно (рис.  153). В прежнее  положение 
точка М вернется либо с тем же  направлением нормали,  либо 
с прямо противоположным.

Если обход по любому з а м к н у т о м у  контуру,  л е ж а щ е м у  на по
верхности о и не перес екающ ему ее границы, при возвращении 
в исходную точку не меняет  направления  нормали к поверхно
сти, то поверхность н аз ы ва е т с я  двусторонней  ( в противном с л у 
ч а е — односторонней).  Примерами двусторонних поверхностей 
могут с л у ж и т ь  плоскость,  сфера и т. д.

Мы будем р а с с м а т р и ва т ь  лишь двусторонние поверхности.
Д л я  двусторонней поверхности совокупность всех ее точек 

с вы бранны м в них направлением нормали,  изменяющимся не
прерывно при переходе от точки к точке,  н а з ы в а е т с я  стороной 
поверхности,  а выбор определенной ее стороны — ориентацией 
поверхности.  Двустороннюю поверхность на зыва ю т  т а к ж е  ориен
тируемой,  а одностороннюю — неориентируемой.

С понятием стороны поверхности тесно связа но  понятие ори
ентации ее границы.

Пусть  а  — ориентированная (сторона у ж е  в ы б р а н а )  поверх
ность, ограниченная контуром L, не имеющим точек с амопер ес е
чения. Будем считать положительным  направление обхода кон
тура  L (согласованным с ориентацией а)  то, при движении по ко
торому с а м а  поверхность остается  слева  по отношению к точке,  
совершающей обход (рис. 154). Противоположное направление 
будем считать  отрицательным.  Если изменить ориентацию по-
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верхности,  то положительное и 
отрицательное на пра вления  обхо
д а  контура  L поменяются ро-

* Л Я М И .  . " ...............

З а д а ч а  о п о т о к е  ж и д 
к о с т и .  Пусть  пространство з а 
полнено дви ж у щ е й ся  жидкостью,  
скорость которой в к а ж д о й  точке 
М ( х ; у, z) з а д а н а  вектором

v ( М ) =  Р (х, у , z) i -\-
+  Q (x ,  у, z) j  + R ( x ,  у , z) k,

где P, Q, R — проекции скорости на координатные оси. 
(В § 9.12 р а с с м а т р и в а л а с ь  векторная  функция одного с к а л я р н о 
го а р г ум ен та . )

Пусть  Р, Q, R — непрерывные функции координат.  Вычислим 
количество жидкости П, протекающей за  единицу времени через 
некоторую ориентированную поверхность а  ( в потоке жидкости 
а  надо мыслить  к а к  во о б р аж аем ую  поверхность,  не препятствую 
щую течению), ограниченную пространственной кривой L, считая  
плотность жидкости  р = 1 .

Пусть  п — п ( М ) =  i cos а +  / cos |5-|-&cosy  — единичный в е к 
тор нормали к поверхности а  в текущей  точке М, и пусть его н а 
правляющие косинусы являю тс я  непрерывными функциями ко
ординат  х, у, z точек данной поверхности.

Разобьем поверхность а произвольно на п частей,  не имею
щих общих внутренних точек,  с площадями As, ,  As2, ..., As„ 
и в к а ждо й  из них выберем произвольную точку Af*(g*; г]*; 0*). 
Подсчитаем количество АП* жидкости,  протекающей за  единицу 
времени через k-ю часть  поверхности (рис.  155).

Обозначим через ср* угол м е ж д у  векторами nk — n ( M k) и и* =
— v ( M J .  Приближенно можно считать,  что при достаточно мелком 
разбиении поверхности а  скорость v во всех точках k-Pi части по
стоянна и равна  v ( M k), а частичные поверхности плоские.  Тогда 
количество Al l* жидкости,  протекающей через k -ю часть за еди
ницу времени в направлении нормали я*, приближенно равно 
объему цилиндра с основанием As* и высотой /г*, равной проек
ции вектора  v k на нормаль я*, т. е. А П * « А sk-hk. А т а к  к а к

hk=  |t>*| coscp*= |и*| \nk\ cos ф* =  (у*, пк), 
то Д П * » ( и * ,  /г*) As*.

Д л я  количества жидкости,  протекающей через поверхность 
0  за единицу времени,  получим приближенное в ы р аж е н и е

П =  X А П * « П „ ,  где П„ =  t  ( v k< rc*)As*, 
к=\ *=i
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или

П „ =  I  (/, ( M Jt) c o s a Jt+<?(/Wt ) c o s p i  +  /?(AJt )cosY*)As* .  (4)
k= i

Точное значение этого количества получаем при переходе к пре
делу  в (4 )  при Л—►О, где К — наибольший из диа метров частей по
верхности сг:

П =  l im I  ( P ( M * ) c o s a * + Q ( A f * ) c o s p * - f / ? ( A f * ) c o s Y * ) A s * .  (5)
).-»0 k = 1

Преобразуем  с у м м у  (4). Пусть  (Ao)J„z — площадь проекции 
k -й части поверхности на плоскость yOz,  в з я т а я  со знаком «плюс»
или «м и н у с »  в зависимости от того, образуе т  нормаль пк с осью 
Ох  острый или тупой угол.  Имеем (см. § 12.1, п. 7):

{bi*k)yz =  Ask cos а*. (6)
Аналогично

(&Mk)xz =  Ask cos р*, (7)
(Aw*)xi, =  As*cos  у*. (8)

С учетом равенств  (6),  (7),  (8)  с у м м а  (4)  и предел (5 )  принимают 
соответственно вид:

Г1 n= i  ( P ( M k)(Acok)yz +  Q ( M k)(A<*k)X2 +  R ( M k)(A<»k)X!/), (9)
k = \

П =  l im I  (P  (М к) { А и к\ г +  0  (Mk)(A«4 )xz+  R (Мк)(АьЧ)ху). (10)
wo k=\

П р и м е ч а н и е .  Отметим,  что пределы в пр ав ых  частях  равенств
( 5)  и (10)  р ав ны ( пр едп ола г ае тс я ,  что эти пределы су ществуют) ,  т а к  к а к  формулы 
( 4)  и (9)  в ы р а ж а ю т  одну и ту  ж е  с у мм у ,  но з аписа нную в раз ных  формах.

Перейдем теперь к определению поверхностного интеграла  
второго рода.

Пусть  а — некоторая  ориентируемая  поверхность,  з а д а н н а я  
уравнением z  =  /(x ,  у), и пусть R (х, у , г )  — функция,  определен
ная в точках поверхности а. Выберем одну из дв ух  сторон поверх
ности, т. е. выберем одно из двух  возмож ных направлений в е к 
торов нормали в точках поверхности (тем с а м ы м  мы ориентиро
вали поверхность).  Если векторы нормалей соста вля ют  острые 
у глы  с осью Oz, то будем говорить,  что вы б р ан а  верхняя сторона  
поверхности z =  f  (х, у), если туп ые углы ,  то нижняя сторона  по
верхности.  Разобьем поверхность а  произвольно на п частей,  не 
имеющих общих внутренних точек. Обозначим через Л*, проек
цию k-н части поверхности на плоскость хОу. В ы б р а в  на к аждой  
частичной поверхности произвольную точку Nk (gk, т)ь  0*), с о ста 
вим с у м м у  „

Е Же* ,  ть, 0*)Дшъ ( 11)
k  =  1
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где Лео*— площадь А*, в з я т а я  со знаком «плюс» ,  если вы бран а 
верхняя сторона поверхности а, и со знаком «м инус» ,  если в ы 
брана  нижняя  сторона поверхности а. Обозначим через Я наи
больший из ди аметр ов частей поверхности а  и дадим  следующее

О п р е д е л е н и е .  Предел интегральной суммы (11)  при А,—М) 
(если он сущ еств ует  и не зависит от способа деления <т на ч а 
стичные поверхности и выбора точек Nk) н а з ы в а е т с я  поверхно
стным интегралом второго род а  от функции R (х, у, z) по в ы 
бранной стороне поверхности ст и обозначается  одним из
С И М В ОЛ О В  гг „  > , ,) \ R (M ) d x d y  или )) R (х, у, z )d x d y .

а  а

Аналогичным образом определяется  поверхностный интеграл 
второго рода:

\\ Р  (х, у, z) dydz  (Ц Q (х, у, z )dzd x) .
С у м м у  о а

Ц Р (х, у, z) dydz-\-\\ Q (х, у, z) dzdx-\-§ R (х, у , z ) d x d y
а  а  а

принято н аз ы ва ть  общим поверхностным интегралом второго  
ро да  и обозначать символом

\\ Р (х, у, z) dydz-\- Q (х, у, z) dzdx-\- R (х, у, z )d x d y .  (12)
а

Поверхностный интеграл второго рода об л а д а е т  всеми свой
ства ми поверхностного ин те грал а  первого рода ,  за  исключением 
одного: при изменении стороны поверхности (переориентации)  
интеграл меняет  знак.

Из рассмотренной выше за да чи  о потоке жидкости следует  
(см.  (10)) ,  что в этой з а д а ч е  поверхностный интеграл (12)  может  
быть  истолкован физически к а к  количество жидкости,  протекаю 
щее за  единицу времени через ук а з а н н у ю  в этой з а д а ч е  поверх
ность а.

4. Вычисление поверхностных интегралов второго рода.  Пусть 
ориентированная (в ыбер ем  верхнюю сторону)  г л а д к а я  поверх
ность а  з а д а н а  уравнением z =  f ( x ,  у), где f  (х, у)  — функция,  
определенная  в замкнуто й области G — проекции поверхности 
о на плоскость х Оу , a R (х, у, z ) — непрерывная  функция на по
верхности ст.

Разобьем произвольно поверхность а  на п частей,  не имею
щих общих внутренних точек,  и спроектируем это разбиение на 
плоскость хОу  (рис.  156).

п
Составим интегральную с у м м у  X R (g*, т]*, 0*) А со*, где Лео* —

*= 1
площадь Л*.

Т а к  к а к  0* =  /(с*, л Л  т0

X R(ik> л*. X Я (С*. Л*. /(С*. Л*)) Aw*. (13)
*= I *=i
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В правой части р аве нст ва  (13)  стоит инте грал ьная  с у м м а  для  
двойного интеграла  от непрерывной в области G функции 
R (х, у, / (х, у)). Переходя  к пределу  в (13)  при Л. —>- 0, получаем

R (x ,  у, z ) d x d y  =  \\R(x , у, f  (х, y ) )dx d y.
G

(14)

Если вы б р ать  нижнюю сторону поверхности,  то перед и нте гра
лом в правой части (14)  появится  зн а к  «м инус» .

Аналогично вычисляются  интегралы
]\Р(х,  у , z) dydz,  $ Q ( x ,  z)d zd x.
а  а

Д л я  вычисления интеграла  общего вида  (12)  используются 
формулы у к а з а н н ы х  трех интегралов,  если поверхность а  одно
значно проектируется  на все три координатные плоскости.

П р и м е р  1. Вычислить  интеграл

\\(y2 +  ^ )d x d y ,

где  а  — верхняя  сторона поверхности z = A /T ~" * 2", отсеченная  плоскостями у =  О, 
у = \  (рис.  157).

Проекцией данной поверхности на плоскость хОу я в л я е т с я  прямоугольник  G:
— 1 < л : < 1 ,  0 ^ г / < 1 .  По формуле (14)  находим:

\\(y2 +  z2)dxdy =  \\(y2 +  ("\j\ — х2 f ) d x d y =  J dx \ (у2-\-1 — x2) dy =  2.
a a - 1 о

П р и м е р  2. Вычислить  интеграл Ц xdydz-\-ydzdx-\- zdxdy, где  a — верхняя
a

сторона части плоскости x - f - z — 1 = 0 ,  отсеченной плоскостями г/ =  0, г/ =  4 и л е 
ж а щ е й  в первом октанте  (рис.  158).

Та к  к а к  плоскость а  па ра л ле ль н а  оси Оу, то Q yd zd x  =  0. Поэтому
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xd yd z  +  yd z d x  +  zd x d y  =  (1 — z) d yd z  +

+ ̂ ( ' ~ Jc) dxdy =  \dy\( \ ~ z) dz +
a2 0 0

4 1

+  ̂ d y ^ (  \ — x) dx =  2 +  2 =  4. 
о 0

5. С вя зь  м е ж д у  поверхностными 
интегралами первого и второго ро
да.  Из примечания,  отмеченного 
в п. 3, и определений поверхностных 
интегралов первого и второго рода следует ,  что

\\(Р (х, у, z) cos a- f-  Q (х, у, z) cos р -f- R (х, у, z)  cos у )  ds =
а

=  \\ Р (х, у, z) dydz-\-Q (х, у, z) dzdx-\- R (х, у , z) d x d y.  (15)
а

6 . Приложения поверхностных интегралов.  Ранее  (см.  п. 1,3) 
у ж е  отмечался  физический смысл поверхностных интегралов 
первого и второго рода,  а т а к ж е  была получена (п. 1) формула  
для  площади поверхности через поверхностный интеграл первого 
рода.  С помощью поверхностного интеграла  первого рода можно, 
к а к  это дел алось  дл я  двойных интегралов (§  12.1, и. 8), найти ко
ординаты центра тя ж ести  материальной поверхности,  найти ее 
моменты инерции относительно координатных осей.

Вычислить  интегралы.
2 х

I. \ dx\ 3dy. 
о о

УПРАЖНЕНИЯ

2 х2
|6.| 2.  \dx \ ( 2 x - y ) d y .

3. \\ хЛ[у dxdy,  где G — ква др а т :  
о

4. \\ydxdy, где область  G ограничена  линиями у 2 =  х, у =  х — 2.

5. j  (х  — y)dxdy,  где область  G ограничена  линиями х +  у =  2, у =  х,
О

у =  0.

Поменять  порядок интегрирования  в интегралах .

6. \ d x \ f  (х, у) dy. 
о о
I X2

7. \dx \ /(дг, у) dy.

[0,9. ]  

[f] 

[f] 
У — х, 

[ ! ]

dy  $ / (дг, y ) d x ^

1 1
\dy   ̂ / ( x, y) dx.

0 V7
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I У ГГ 7
\ dx  5 f ( x , y ) d y .

*2-1
о Vi+» 1 Vi-»2
 ̂ <iy  ̂ / (x, y ) d x  +  ^dy  jj / ( x, y) dx.

- i  - V T + 7  0 _.д/ , _ /

1 У + 2
9- W# i /(•*. U)dx.

\ \dx\f(x ,  y ) d y  +  \ d x\ f(x ,  y ) d y  +  \dx  J [ ( x . y ) d y .  
[() 0 1 0  2 * — 2

Переходя  к полярным координатам ,  вычислить  двойные интегралы.

10. dxdy,  где  G — к р у г  д^-}-у2^ 1 .  | л  ( е — 1).] 
G

11. § ( 1?  + у 2)2 dxdy, где G — к р у г  jc2 +  i/2< 4 .  [ " Т  " ' ]

12. 5И*2 +  У2) dxdy,  где о б ла ст ь  О — кр уг  х2 -\-у2^ .2х .  Я ]  

55 V T + 7 + 7  dxdy, где  G — четверть к р уг а  х2 -\-у2^.  1, л е ж а щ а я  в пер-13.

вом кв ад р ан те .

Вычислить  тройные интегралы.

dxdydz 

(1 + x  +  y  +  z f
. . i i i  илиуи-с

j j j  7”i—I------i------i— \з ’ где обла ст ь  Q ограничена  плоскостями х =  0, у  =  0,
s>

z =  0, x-\-y-\-z =  1 (рис.  141). f i l n 2 - A l
[ 2  16 J

15. 55 ( *  +  у) dxdydz, где обла ст ь  Q ограничена  плоскостями х =  \, у =  \, z =  \,
а

х =  0, у =  0, 2 =  0. [1.]
Переходя  к цилиндрическим координатам ,  вычислить  интегралы.

16. Щ (х2 -^ у2) dxdydz, где обла ст ь  Q ограничена  поверхностями 2z =  x2 -\-y2,

[ т - ]
17. ^ zdxdydz , где  область  Q ограничена  поверхностями х2 +  у2= 1 ,  2 =  0,

[ ^ ]

г Я

1!

2  =  2 .

V.

z =  a ( а > 0).

Переходя к сферическим координатам ,  вычислить  интегралы.

Г 4л/?118. 555 (х2 +  у2-\-z2) dxdydz, где о бл аст ь  С2— шар  х2 +  у2 +  г 2<  R2
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19. ^ ( х 2 у2) dxdydz, где область Й — верхняя половина шара jc2 + 1/2 +  z2 <
s>

; /?2. H H
С помощью двойных интегралов найти площади плоских фигур,  ограничен '  

ных з а д а н н ы м и  линиями.
20.  х +  у  =  2, j c = 0 ,  у =  0. 12 . J
21.  у  =  х2, 4у =  х2, х  =  2, х = — 2. |4.|

22.  Окр ужнос тью х2-\-у2 — у. [/Г ]

23.  Полярной осью и первым витком спирали Архимеда  г =  ац>, где а — поло

жительное число. [ ! " ]
24. О кр уж н ос т ям и  х?-\-у2=  4 и х2-\-у2= \ .  (Зл . |
Найти д в у м я  способами (с помощью двойного и тройного интегралов )  объемы 

тел,  ограниченных поверхностями.

[i]
[ ! ]

[1 ]

25.  x-\-y-\-z=\,  x  =  0, у =  0, 2 =  0.

26.  z =  I -j- х -j- у, х +  у = 1 ,  х =  0, у — 0, 2 =  0.

27.  z = x  +  y, x +  y = l ,  x  =  0, y =  0,  2 =  0.

28.  z =  x2-\-y2, xt +  y i = \ ,  2 =  0.

29.  2 = 1  — x2 — y2, 2 =  0. [ - J . ]

30.  Найти координаты центра т я ж е с т и  однородной пластинки,  ограниченной 

линиями ау  =  хг, х-\-у =  2а ( а > 0 ) .  =  —-2-, (/с =  -^-а.|

31.  Найти координаты центра т я ж е с т и  однородной пластинки,  ограниченной 
па р аб о ла ми  х2 =  20у  и у2 — 20*.  |хс =  9, i/c =  9.|

32.  Найти координаты центра  т я ж е с т и  однородного тела ,  ограниченного

плоскостями x-\-y-\-z =  a, лг =  0, у =  0, 2 =  0 ( a > 0 ) .  Г*с =  у с =  zc= ~  , j

33.  Найти координаты центра т я ж е с т и  однородного т ел а ,  ограниченного по

верхностями 2 = 1— х2 — у2, 2 =  0. ^*, =  0, у с =  0,  г ( =  ̂  |

34.  Определить  момент инерции относительно оси Oz т ела ,  ограниченного по
верхностью х2 +  у2 +  22 R2, если плотность  постоянна  и р а в на  е д и 

нице.

35.  Найти момент инерции относительно оси Ох пластинки,  ограниченной
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прямыми у =  2-\-ху у =  2 — х, у =  О, если плотность постоянна и равна едини

це. [ I ]

[ ! ]
В ы ч и с л и т ь  криволинейные интегралы.

36.  5 (х — У)<4, если путь от 0 ( 0 ;  0)  до Л (4;  3)  — отрезок прямой.
ОА

37. \ xydl, где L —  контур треугольника с вершинами А (  — 1; 0), 6 (1 ; 0)
/.

и С (0; 1). |0.]
38.   ̂ ( лс2 — у2) dx-\- xydy, если путь от -4(1; I )  до 6 ( 3 ;  4)  —  отрезок пря

ла

мой. [ i f ]

39.  \ xdy — yilx, если О А — дуга параболы у =  х2, 0 (0 ;  0), А (  2; 4). Г-  ̂.1 
О A L 3 J

40.  При ме ня я  формулу  Грина,  вычислить  интеграл ф y2dx-\-(x-\- у)2 dy  по кон-
L

т ур у  т ре угольника  с вершинами /1(1;  0),  й ( 1 ;  I) и С ( 0 ;  1). [ ! ]
Вычислить  следующие поверхностные интегралы:
41.  й (д^ +  у2) ds, где <т — часть  конической поверхности z2 =  х? у2, з ак люч ен 

ной м е ж д у  плоскостями 2 =  0 и z  =  1.

42.  \zdxdy  по верхней стороне верхней половины сферы д(2 +  у 2 +
а

+ z2 =  R2. [¥ ■ ]
43.  Ц (л^ +  У2) dxdy по верхней стороне части параболоида  z — 1 — х2 — у 2, о тсе

ченной плоскостью 2 =  0.
[ f ]

44. Найти величину площади той части поверхности 2г  =  хг-\-у2, которую в ы 

резает  цилиндр х2-\-у2 =  3. J

45.  Найти величину площади части боковой поверхности конуса  z2 =  x2 -\-y2, 
заключенной м е ж д у  плоскостями 2 =  0 и 2 = 1. |лД/2".]
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Г л а в а  13. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 13.1. Основные понятия о дифференциальных 
уравнениях

1. Задачи ,  приводящие к дифференциальным уравнениям .
В различных областях  науки и техники весьма  часто в с т р е ч а 
ются задачи,  для  решения которых треб уется  решить одно или 
несколько уравнений,  со держащ их  производные искомых функ
ций. Такие уравнения  на зыва ю тся  дифференциальными.  Р а с 
смотрим несколько за да ч ,  приводящих к дифференциальным 
уравнениям .

З а д а ч а  1. На плоскости хОу  найти кривую,  проходящую 
через точку О (0; 0), у которой угловой коэффициент к а с а т е л ь 
ной, проведенной к любой точке кривой, равен удвоенной абсцис
се точки касания .

Р е ш е н и е .  Пусть у  =  / (х) — уравнение искомой кривой. По 
условию за да чи  в к а ж д о й  точке М (х;  / (х ) )  есть к а с а т е л ь н а я  
к этой кривой, угловой коэффициент которой, т. е. / ' (х ) ,  р а в н я 
ется  2х.  Таким образом, имеем:

Это дифференциальное уравнение,  т а к  к а к  оно содер жит  произ
водную искомой функции. Из уравнения (1 )  следует ,  что функ
ция у  есть первообразная  функции 2х. Следовательно,

у — \ 2xdx  
или J

у =  х 2 +  С , (2)
г д е  С — п р о и з в о л ь н а я  посто 
янная .

Из формулы (2)  следует ,  что 
дифференциальное уравнение (1) 
имеет бесконечное множество ре
шений, т. е. уравнению (1)  у д о в 
лет во ряет  не одна кр ив ая ,  а бес
конечное множество кривых — 
парабол (рис. 159). Чтобы из это
го множества  кривых выбрат ь  
нужную нам кривую,  надо вос
пользоваться  тем,  что искомая  
кривая  проходит через точку 
О (0; 0). Следовательно,  координа
ты этой точки д олжн ы  уд овлет во 
рять  уравнению (2).  Поэтому 
0 =  0 С, т. е. С =  0. Значит,  ис
ком ая  кри в ая  будет  г/ =  х2.



З а д а ч а  2. Найти закон движен ия свободно падаю щего 
в пустоте тела ,  если пройденный путь начинает отсчитываться  от 
момента времени t = 0 и н а ч ал ьн ая  скорость падения равна  н у 
лю. Скорость  в этом случае  в ы р а ж а е т с я ,  к а к  известно,  формулой 
v = g t .

Р е ш е н и е .  К а к  у ж е  отмечалось  (см.  § 8.1, п. 2), скорость 
прямолинейного движ ения  есть производная пути по времени.  
Поэтому

Из этого уравнения  следует ,  что функция s есть первообразная  
функции gt.  Следовательно,

Д л я  определения произвольной постоянной С используем то 
условие,  что начало отсчета пути со вп адает  с началом отсчета 
времени,  т. е. при t =  0 s =  0. П о д с тав л яя  эти значения в р а в е н 
ство (3) ,  находим:  0 =  0 - ) - С, т. е. С =  0, и, следовательно,  оконча
тельно получаем:

В рассмотренных дв ух  з а д а ч а х  мы приходим к дифференци
альному уравнению вида ^  =  ц (х ) .  Это ур авнение я вл я е т с я  про

стейшим дифференциальным уравнением .  Однако  в большинстве 
с л уч аев  естественные и технические процессы описываются  го
раздо общими и сложными дифференциальными уравнениями.

2. Определение дифференциального урав нения ,  его порядок 
и решение.

Дифференциальным уравнением  н а з ы ва е т с я  соотношение, 
с вя зы в аю щ е е  независимую переменную х, искомую функцию 
y =  f ( x )  и ее производные.  Если искомая  функция есть функция 
одной независимой переменной, то дифференциальное уравнение 
н аз ы в а е т с я  обыкновенным.  В этой главе  мы будем за н и м аться  
только обыкновенными дифференциальными уравнениями.  По
рядок старшей производной, входящей в дифференциальное 
уравнение,  н а з ы ва ется  порядком  данного уравнения .  С л е д о в а 
тельно, общий вид дифференциального урав нения п-го порядка  
следующий:

s — ̂ g t d t

или

(3)

F (x, у , у ' ,  ..., у ^ )  =  0, (4)
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причем в частных с л у ч а ях  в это ур авнение могут  и не входить х, 
у  и отдельные производные порядка  ниже,  чем п. Например,
ура внения у ' — ~ = х ’ У"Л~У' =  1 имеют соответственно первый

и второй порядок.
В с я к а я  функция y — f ( x ) ,  которая ,  будучи подставлена  

в уравнение (4),  о б ращ ает  его в тождество ,  н а з ы в а е т ся  решени
ем этого уравнения .

/
П р и м е р .  Фу нкция  у  =  е 3 я вл я е т с я  решением у ра внения  у' — jA/ =  0, т а к  

к а к  она о бр а ща ет  это у ра внение  в тождество .

§ 13.2. Дифференциальные уравнения первого порядка 
и их применения в физике, технике и экологии

1. Дифференциальное уравнение первого порядка ,  его гео
метрическое истолкование,  общее решение и начал ьн ые  условия.
Дифференциальное уравнение первого по рядка  имеет общий вид

У* У') = 0
или (если это уравнение можно разреш ить  относительно у')  вид

У' — f  (х > У)- (О
Будем р асс м а т р и в а т ь  в уравнении (1 )  переменные х н у  к а к  

прямоугольные координаты точки на плоскости хОу.  Пусть  у =  
=  ф ( х ) — решение уравнения (1) ;  тогда  кр ив ая ,  о п ред ел яемая  
уравнением  у  — ср(х), н а з ы в а е т с я  интегральной кривой диффе
ренциального уравнения (1). Рассмотрим  к а са тельную  к инте
гральной кривой в произвольной точке М (х;  у). Согласно геомет
рическому смыслу  производной в этой точке имеем:

^ r - = t g  а,  dx  s

где а  — угол наклона этой касательной к оси Ох. Из последнего 
равенства  и из (1)  получаем:

t g a  =  /(х ,  у),

где х, у  — координаты точки М. Таким образом,  угловой коэффи
циент касательной к интегральной кривой в ка ждой  ее точке р а 
вен значению в этой точке правой части уравнения (1).  Итак,  
уравнение (1)  определяет  в ка ждой  точке интегральной кривой 
направление  касательной к этой кривой.

Каждой точке М (х;  у)  той области,  где определена функция 
/(х ,  у)  (п р а в а я  часть уравнения  (1)) ,  сопоставим отрезок с у гло 
вым коэффициентом k — f ( x ,  у), где (х; у)  — координаты 
точки М. М ы  получаем совокупность направлений,  или, к а к  гово
рят,  поле направлений данного дифференциального уравнения .
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Таким образом,  уравнению (1)  соответствует его поле н а п р а в 
лений. В этом состоит геометрический смысл дифференциально
го уравнения первого по рядка  (1).  Проведя  у к а з а н н ы е  выше от
резки д л я  достаточно большого числа точек области,  получим 
наглядное изображение поля направлений.  Так  к а к  к а с а т е л ь н а я  
в точке интегральной кривой имеет  то ж е  направление ,  что и от
резок в этой точке,  то з а д а ч у  решения (интегрирования)  у р а в н е 
ния (1) геометрически можно истолковать  следующим образом:  
найти т а к у ю  кривую,  чтобы ее к а с а т е л ь н а я  в к а ждо й  точке име
ла  направление ,  со впадающее с напра влением 4}оля в этой 
точке.

Приведенные расс у ж д е н и я  хорошо иллюстрировать  на изве
стном опыте с железн ыми опилками,  помещенными в магнитное 
поле. Сами опилки образуют поле направлений,  а интегральной 
кривой с л у ж и т  одна из магнитных силовых линий.

Решение уравнения  (1),  с о д е р ж а щ е е  произвольную постоян
ную С, т. е. имеющее вид

у =  ф(х,  С), (2)

н аз ы ва е т с я  общим решением этого уравнения .  Иногда ,  впрочем, 
это решение получается  в неявной форме Ф ( х ,  у, С) =  0 
или Чг (х, у) =  С. В этом случ ае  соотношение Ф ( х ,  у, С) =  0 
или W (х, у ) ~  С н а з ы ва ет с я  общим интегралом  у р а в н е 
ния (1).

Решить,  или проинтегрировать,  данное дифференциальное 
уравнение — значит найти его общее решение в той или иной 
форме.

Решение,  которое получается  из общего решения при некото
ром фиксированном значении произвольной постоянной С, н а з ы 
ваетс я  частным решением.

Д л я  уравнения  (1)  справедлива  сл едую щ ая  теорема ,  н а з ы в а 
е м ая  теоремой о существовании и единственности решения диф
ференциального уравнения (1):

Т е о р е м а .  Если в уравнении ( ! )  функция  / ( х, у)  и ее част
ная производная f ' ( x ,  у)  непрерывны в некоторой области D на 
плоскости хОу, содержащей некоторую точку  (х0; у 0), то сущест
вует единственное решение этого уравнения у  =  <р (х), у д о вл е т в о 
ряющее условию: при х =  х0 у  =  у 0.

Геометрический смысл этой теоремы состоит в том, что су щ е 
ствует,  и притом единственная ,  функция у =  ц>(х), график кото
рой проходит через точку (х0; у 0). (Д о к а з а т е л ь с т в о  ее выходит за 
рамки настоящей книги (читатель  может  найти его, например,  
в книге [9]).)

Условие,  что при х =  х0 функция у  д о л ж н а  р а вн яться  з а д а н 
ному числу г/0, н а з ы ва ется  начальным условием.  Начальное 
условие д а е т  возможность выделить  из общего решения (2) част 
ное решение.
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2. Уравнения с разделяющимися  переменными.  Запишем 
уравнение (1)  в виде

/ (х, у), или dy — f ( x ,  у)  dx.

Такому уравнению можно придать следующую форму:
М (х, у) dx-\- N (х, y ) d y  =  0. (3)

Форма (3)  удобна тем,  что здесь  переменные х и у  равноправны,  
т. е. к а ж д у ю  из них можно р а с см атр и вать  к а к  функцию другой.  
Предположим,  что функции М (х, у)  и N (х, у)  можно п р ед ста 
вить произведениями

М ( х ,  у)  =  М { (х) М 2 (у), N (х, у ) =  N t (х) N2 (у),

в которых сомножители з а в и с ят  только от одной переменной. 
Тогда уравнение (3)  можно переписать в виде

/И, (х) М2 (у) d x + N | (х) N2 ( y ) d y  =  0, (4)

откуда ,  д еля  почленно на произведение М 2 (у)  /V, (х) (п р е д п о л а г а 
ем,  что оно не равно нулю),  имеем:

+  (5 )
» , м  *м„> "

За мети м ,  что в уравнении (5) множитель перед d x — функция 
только одной переменной х, а множитель перед dy  — функция 
только одной переменной у.

Уравнение (5)  н а з ы в а е т с я  уравнением с разделенными пере
менными , а уравнение (4)  — уравнением с ра зделяющимися пе
ременными.  Итак ,  уравнение с разде ляющ имися  переменными
(4)  сводится к уравнению с разделенными переменными путем 
д е л е н и я  обеих частей у р а в н е н и я  (4 )  на произведение 
^ 2  ( y ) N l (x). Эта  операция н а з ы в а е т с я  разделение м  переменных.  

П о ка ж е м ,  что соотношение
F [х, у ) =  С, (6)

где

F (х, y)  =  \ ^ d x  +  \ ^ ± d y ,  
'  '  N, (х) J  М А ч )N, ( X)  ' j  м 2 (у)

есть общий интеграл урав нения (5)  и ур ав нен ия (4).  Д е й с тв и 
тельно, пусть у  =  (р (х, С) (или,  кратко ,  у =  ср) — функция,  опреде
л я е м а я  уравнением  (6). Тогда имеем тождество

F (х, ф) =  С.

Дифференцируя  это тождество  по х, получим тождество 

F'Ax,  ф) +  F'y (x, ф)ф' =  0, или ^ j ^ ) dx +  ̂ ^ - ) dy  =  °-
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Следовательно,  функция у  =  ф(х,  С) о к а з ы в а е т с я  общим (по
скольку  зависит  от С) решением уравнения (5),  а следовательно,  
и урав нения (4). Значит,  соотношение (6) или соотношение

есть общий интеграл урав нения (5)  и уравнения  (4).

П р и м е ч а н и е .  В общем сл уча е ,  де ля  на произведение M.2 ( y ) N i (x), мы 
рискуем потерять  те решения у ра внения  (4) ,  которые о бр аща ют  это произведение 
в нуль.  Непосредственной подстановкой л ег ко  убедиться ,  что функция у =  Ь, где 
Ь — корень у ра вн ени я  М.2 (у) =  0, есть  решение уравнения  (4) .  Аналогично ф ун к
ция х — а, где а — корень у ра вн ени я  Nt ( * )  =  (), т а к ж е  я в л я е т с я  решением у р а в н е 
ния (4).

П р и м е р  ! .  Решить у ра внение  xdx-\-ydy  =  0.

^  У*Интегрируя ,  находим —|— ^  С,.  Та к  к а к  л е в а я  часть  последнего рав енст ва

неотрицательна ,  то и п р а в а я  часть  т о ж е  неотрицательна .  Обозначив 2 С, через С2, 
будем иметь х2 +  у2 =  С2. Это у ра внение  семе йс тва  концентрических окружностей 
(рис.  160) с центром в на ча ле  координат  и радиусом С.

П р и м е р  2. Решить  ура внение  xdy =  ydx. Р а з д е л я я  переменные ,  получим 
d4 dx w-----= ----- . Интегрируя  последнее уравнение ,  будем иметь:
У *

\п у =  \п х-\- In С. (7)

Строго говоря,  мы д о л жн ы писать In |у\ =  In |х \ +  In С, где С > 0 .  Однако  д о 
пущенная  в ( 7)  вольность не отра зитс я  на окончательном рез ульт ате ,  если после 
потенцирования произвольную постоянную С считать  де йствительным числом.  
Это сл еду ет  иметь  в виду и д л я  дальнейшего.

В р ав ен ст ве  ( 7)  произвольная постоянная  в з я г а  в логарифмической форме,  
что законно,  т а к  к а к  всякое  положительное или отрицательное  число С, може т

С.
быть представлено  к а к  логарифм друг ог о  числа:  С, =  1пС,  где С =  е .
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Потенцируя  равенство  (7) ,  получим общее решение данного дифференциаль
ного ура внения :  у  =  Сх. Это — семейство  прямых,  проходящих через начало коор
дина т  (рис.  161).

3. Однородные уравнения .  Функция / (х, у)  н а з ы ва е т с я  одно
родной измерения т ,  если имеет место тожде ство

/(/х, ty) =  tmf { x ,  у).

П р и м е р  1. Фу нкция  / (х, у) =  х2 -\-2у2— ху  я в л я е т с я  однородной функцией 
измерения 2, т а к  к а к  ( t x f  +  2 ( t y f  — (txiy) =  t2 (x2-\-2y2— ху).

С понятием однородной функции связа но  понятие однородно
го дифференциального уравнения .

Уравнение
М (х, у)  dx-\- N (х, y ) d y  =  0 (8)

н а з ы ва ется  однородным дифференциальным уравнением перво
го порядка,  если функции М (х, у)  и N (х, у)  являю тся  однород
ными функциями одного и того ж е  измерения.

М ожно показать ,  что с помощью подстановки у =  их, где и — 
новая искомая  функция от х, однородное ур авнение (8)  легко 
приводится к уравнению с разде ляющим ися переменными.  З а м е 
тим, что dy — udx-\-xdu.

Иногда  целесообразно вместо подстановки у =  их использо
вать  подстановку  х =  иу.

П р и м е р  2. Решить ура внение  ( у 2 — ‘Ах1) dx-\-2xydy =  0, если у =  0 при х =  
=  0. При ме ня я  подстановку  у  =  их, имеем:  (и2х? — ’Ах2) dx-\-2x2u (udx-\- xdu) =  0, 
о тк у да  3 (и2— 1) dx-\-2xudu =  0. Р а з д е л я я  переменные и интегрируя ,  получаем:

— dх-\- =  0, 3 In х-\- In (и2— 1 ) = 1 п С ,

Х ■ Учто после потенцирования д а е т  равенство  х3 (и2— 1 ) = С .  Та к  к а к  и = ~-  т0

X s — 1 ^  =  С  и общий интеграл имеет  вид х ( у 2 —  х2) = С .  Используя  н а ч а л ь 

ное условие,  имеем С =  0. Поэтому искомыми частными решениями я в ля ют ся
у =  zLx.

4. Линейные дифференциальные уравнения  первого порядка .
Уравнение

У' +  РУ =  Я, (9)
где р =  р ( х )  и q =  q ( x )  — за д а н н ы е  непрерывные в интервале  
(а ;  Ь) функции, н аз ы ва ет с я  линейным дифференциальным у р а в 
нением первого порядка.  Д л я  решения уравнения  (9)  применим 
подстановку  y =  uv, причем функцию и — и (х )  будем считать но
вой неизвестной функцией, а функцию v =  v ( x )  мы выбираем 
произвольно.  Эта подстановка  д а е т  u'v-]-uv' -\-puv  =  q, или

v pv^j и =  q. Используя  произвольный выбор функции
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v, подчиним ее условию —  -}-/>i> =  0.
Р а з д е л я я  переменные и интегрируя ,  получаем:

~̂ ~ = — pdx.  In v — — ^ p d x , 

откуда  y =  pdx

Поэтому имеем уравнение
— 5 pdx d u

е -7-х =  Ч-

Р еш ая  его, получаем:

и =  С +   ̂qe'pdx dx.

В о з вр а щ а я с ь  к переменной у, находим общее решение у р а в н е 
ния (9):

у  =  е ~ ^ ( С  +  \ Ч^ рЛсйх). (10)

П р и м е ч а н и е .  Если в уравнении (9)  q (дг)г=0, то оно н а з ы в а е т с я  линей
ным однородным уравнением первого порядка, в противном с л у ча е  — линейным 
неоднородным уравнением первого порядка. Следовательно ,  линейное однород
ное уравнение  первого порядка  имеет  вид:

У' +  РУ =  0. ( 11)

Из формулы (10 )  с л ед у ет  формула  общего решения у ра вн ени я  (11)

y =  C e - ^ dx.
и

П р и м е р .  Решить ура внение  у ' ------ — х.

Согласно формуле  (10)  имеем:

г dx ^dx

у  =  е х (С-\-[хе  х dx) =  e ln х (С-( -   ̂л е -1п * dx) =  х  ( С +   ̂dx) =  Сх-\- jc2.

5. Задачи из физики, техники и экологии.
За д а ч а  о законе движения.  Скорость и, путь s и время  t п р я 

молинейного движ ения  с в я зан ы  уравнением  v cos t-\-s s i n / =  1. 
Найти закон движ ения ,  если при  ̂=  0 s =  2.

Р е ш е н и е .  Т ак  к а к  v = — , то, подста вляя  это значение
dt

v в данное уравнение ,  получаем дифференциальное уравнение 
движ ен ия



Геперь согласно формуле (10)  имеем:
 ̂ s in  / /  f  sin t

s =  e
11 . /  r sin / \
— dt l  Г I \------7dt \

" v -
г d  cos / / r d  cos t
j  cos / I i Г  ̂ '( c + \

cos t
e J cos' dt =

In COS t /  | (* 1 — In COS t t i \

= e { c + \ ^ n e d t ) =

=  cos t - ( С-|-Д d[ ^ =  cos / - ( С - M g  t) — C cos / -( -s in /.
\ j  cos t J

По условию при t — 0 s =  2 и потому С =  2. Таки м образом, иско
мый закон движен ия s =  s in t -(- 2 cos t.

З а д а ч а  о з а р я д е  конденсатора.  Конденсатор емкостью Q 
включается  в цепь с нап ря жен и ем  U и сопротивлением R. Опре
делить  з а р я д  q конденсатора  в момент t после включения.

Р е ш е н и е .  Сила / электрического тока  п р ед ста вл яет  произ
водную от количества электричества  q, прошедшего через про
водник, по времени t

, _d q _  
dt '

dq
В момент t з а р я д  конденсатора  q и сила тока  / = — ; в цепи дей 

ствует  э л е к т р о д в и ж у щ а я  сила Е , р а вн а я  разности м е ж д у  н а п р я 
жением цепи U и нап ряжением  конденсатора , т. е.

Е =  U -

Согласно закону  Ома 

Поэтому

Отсюда

dq U - 4 r

dt

dq 1 q _  U 
dt QR R '

Теперь согласно формуле (10)  имеем:
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По условию при t — 0 (] =  0 и потому О =  С-\- UQ и С =  — UQ.  Та-
I

ким образом, в момент времени / q =  UQ(  1 — е QR).
З а д а ч а  о радиоактивном распаде.  Скорость ра с п а д а  радия  

в к а ж д ы й  момент времени пропорциональна его наличной массе.  
Найти закон р а с п а д а  радия ,  если известно,  что в начальный мо
мент t =  0 имелось т {) г радия  и период по лураспад а  радия  (п е 
риод времени,  по истечении которого р а с п а д а е т с я  половина н а 
личной массы  ради я )  равен 1590 лет.

Р е ш е н и е .  Пусть  в момент времени t м асса  радия  с о с т а в л я 
ет х  г. Тогда скорость р а с п а д а  радия  равна :

<1 ( т 0 — дг)__ dx
dt dt

По условию за да чи

(12)

где k — коэффициент пропорциональности.  Р а з д е л я я  в у р а в н е 
нии (12)  переменные и з ат е м  интегрируя ,  получаем:

^ = - k d t ,X
In х — — ki  +  In С, 

что после потенцирования дает :

x = C e ~ kt.

Д л я  определения С используем начальное условие:  при t =  Q х =  
=  т 0. Имеем:  С =  т 0, и, значит,

х =  т 0е~ к‘.

Коэффициент пропорциональности k определяем  из дополни

тельного условия:  при / = 1 5 9 0  х =  ~ . Имеем:

^  =  т 0е~ '5Ш или е |590* =  2,

*
и, следовательно,  ек =  2 159°. Поэтому искомая  функция

I
х =  т 0 2  1590.

За д а ч а  об охлаждении тела.  Скорость  охл аж ден ия тела  
в воздухе пропорциональна разности м е ж д у  температурой  тела  
и температурой воздуха.  Тем пература  воздуха  равна  2 0 °С. Из 
вестно, что в течение 20 мин тело о х л а ж д а е т с я  от 100 до 60 °С.



Определить  закон изменения т ем пер ат уры  в  тела  в зависимости 
от времени /.

Р е ш е н и е .  Согласно условию зад ачи  имеем:

~ j f = k  ( 0  — 20),

где k — коэффициент пропорциональности.  Р а з д е л я я  перемен
ные и интегрируя ,  получаем:

dS
в - 2 0  ’

In (В  — 20) =  &/ +  In С, 

что после потенцирования дает :

В — 20 =  Сек1

и, следовательно,

В =  20 + Се*'.

Д л я  определения С используем начальное условие:  при / =  0 
В =  100. Отсюда С =  80. Поэтому

В =  20 +  80е*'.

Коэффициент пропорциональности k определяем из дополни
тельного условия:  при / =  20 В =  60. Отсюда

60 =  20 +  80<?2м или e2M= j

и, следовательно,

e ‘ = Q f .

Итак ,  искома я  функция
t

В =  2 0 +  80 Ш ” .

З а д а н а  о концентрации раствора.  В резер вуар ,  с о д е р ж а 
щий 10 кг  соли на 100 л смеси,  к а ж д у ю  минуту  поступает 
30 л воды и вы тека ет  20 л смеси.  Определить ,  ка кое  количество 
соли останется  в р езерв уаре  через / мин, пр едпо лаг ая ,  что смесь  
мгновенно перемешивается .

Р е ш е н и е .  Пусть х  — количество соли в резервуаре  в момент 
времени /, — d x — количество соли, выходящее из резервуара  
за  вр ем я dt  ( з н а к  «м и н у с »  обусловлен тем,  что х  — у б ы в а ю щ а я  
функция времени).  Объем смеси в р езервуаре  в момент времени 
/, очевидно, равен:

v =  100 +  30/ — 2 0 / =  1 0 0 +  10/,
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поэтому концентрация соли (т. е. количество соли, содержащейся 
в одном литре смеси) в момент времени / будет равна:

Следовательно, за короткий промежуток времени dt количество 
соли уменьшится на

Задача о законе «естественного роста». Закон «естествен
ного роста» — это закон, при котором скорость роста вещества 
прямо пропорциональна его количеству. Найдем формулу для 
определения изменения количества вещества х в зависимости от 
времени t, считая, что в начальный момент при / =  0 количество 
вещества было х0.

Р е ш е н и е .  Используя физический смысл производной, мож
но записать закон «естественного роста» следующим образом:

где k — коэффициент пропорциональности. Уравнение (13) (оно 
отличается от уравнения ( 12) лишь знаком левой части) описы
вает многие процессы «размножения».

Решение уравнения (13), удовлетворяющее начальному усло
вию х — х0 при / =  0 , имеет вид

Формула (14) является формулой, выражающей закон «есте
ственного роста». По этому закону, например, происходит «раз
множение» числа нейтронов в ядерных реакциях, размножение 
числа бактерий, рост кристаллов, населения и т. п.

Задача о скорости размножения бактерий. Скорость раз
множения бактерий пропорциональна их количеству. В началь
ный момент t — 0 имелось 100 бактерий, а в течение 3 ч их число 
удвоилось. Найти зависимость количества бактерий от времени. 
Во сколько раз увеличится количество бактерий в течение 9 ч?

Р е ш е н и е .  Пусть х — количество бактерий, имеющихся 
в данный момент. Тогда согласно условию дифференциальное 
уравнение задачиЛ

где k — коэффициент пропорциональности. Как и при решении 
уравнения ( 12), находим:

X
100-1-10/ '

(13)

(14)

х =  Сек‘.
Для определения С используем начальное условие: при / =  0 х =
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=  100. Имеем: С =  100, и, значит,
х=  100 еы.

Коэффициент пропорциональности k определяем из дополни
тельного условия: при / =  3 х =  200. Имеем:

200 =  100 еЪк или 2 =  е3‘,
1

и, следовательно, ек =  23. Поэтому искомая функция
t

* = 100-2 3,
откуда при / =  9 х =  800. Следовательно, в течение 9 ч количе
ство бактерий увеличится в 8 раз.

§ 13.3. Уравнения высших порядков

1. Основные понятия. Общий вид дифференциального урав
нения я-го порядка есть

F (x , у, у', у{п)) =  0 . ( 1)
Здесь F  (х, у , у', ..., у{п)) может не зависеть от некоторых из вели
чин х, у, у', ... . Однако если (1) есть уравнение именно п-го по
рядка, то от у(п) функция F  обязательно зависит. Наиболее про
стым дифференциальное уравнение ( 1) оказывается тогда, когда 
оно имеет вид:

yin) = f(*\  (2)
где / (х) — заданная функция.

Примером такого простейшего уравнения служит хотя бы 
дифференциальное уравнение

г — ± .  №

Из этого уравнения сразу видно, что

y ' = ~ \ f  +  C , = i+ C „  (4)

где С | — произвольная постоянная. В свою очередь из уравнения
(4) следует, что

У— ̂  dx-\- С2=  In \х\ С\Х-\- С2,

где С2 — произвольная постоянная, никак не связанная с посто
янной С|.

Найденное решение зависит от двух произвольных постоян
ных, при этом исходное дифференциальное уравнение (3) было 
уравнением второго порядка. Такое решение называется общим 
решением этого уравнения.
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Аналогично посредством п последовательных интегрирований 
решается любое уравнение вида (2). В связи с этим вводится 

О п р е д е л е н и е .  Общим решением дифференциального 
уравнения /г-го порядка ( 1) называется функция

у =  ц>(х, С „ С2, ..., С„),
существенно зависящая от п произвольных постоянных и обра
щающая уравнение ( 1) в тождество при любых значениях этих 
постоянных. Решения, получаемые из общего при закреплении 
постоянных С,, С2, ..., С„, называются частными.

З а м е ч а н и е .  В  данном определении употреблено выражение «существен 
но зави сящ ая». Это  означает, что число постоянных нельзя снизить за счет введе
ния новых обозначений. Например, функция

г/ =  (С? +  2С2+  С3) х +  С4 +  6С5

существенно зависит лиш ь от двух постоянных

С] =  С\ +  2С, +  С , и С ;= С 4 +  6С5

и может быть записана в виде

У — С\х -(- С\.

В прикладных вопросах часто приходится искать такое реше
ние дифференциального уравнения я-го порядка, которое удов
летворяет п условиям: при заданном значении х =  х0 сама функ
ция у и ее первые п — 1 производных у', у ", ..., у{п~ У) должны при
нимать заданные значения

У\х-^ =  Уо, У'\,=х0 =  У'о, У(" ~ ' )\х=х0 =  У о ~ ' )- ( 5 )

Вообще говоря, условия (5), называемые начальными, выделяют 
из общего решения

у =  Ч>(х, С „  С2, ..., С„)
единственное частное решение.

2. Случаи понижения порядка. Рассмотрим три типа диффе
ренциальных уравнений я-го порядка, допускающих понижение 
порядка.

I. Уравнение вида (2). Общее решение этого уравнения мы 
получим, произведя последовательно п интегрирований; при 
каждом таком интегрировании будет появляться новая произ
вольная постоянная.

II. Уравнение
y{n)= f (x ,  y(k\ ..., г/'"-'») ( Л < л -  1), (6 )

не содержащее явно у и младших производных до порядка 
k — 1 включительно, допускает понижение порядка на k единиц. 
Для этого введем новую искомую функцию z =  yik). Тогда

у(Ь+  ' ) — у(п)= г (п-Ь)
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Рис. 162

и уравнение относительно z будет порядка п — k: 
z{n- k) =  f (x , z, z\ ..., z1” ” *-1»).

Если z=  ф(х, С,, ..., С „_ * )— общее решение этого уравнения, то 
для у имеем уравнение у{к) =  (р(х, С,, ..., С „_к). Интегрируя его, 
найдем общее решение уравнения (6 ).

I I I .  Уравнение
yM =  f (y , у ..., г/'"-1»), (7)

не содержащее явно независимой переменной. Здесь порядок 
уравнения понижается на единицу путем замены обеих перемен
ных. В качестве новой искомой функции мы выбираем у ' — р, 
а за новую независимую переменную принимаем у.

З а д а ч а .  М атериальная точка массой т  движется но прямой линии к цент

ру О (рис. 162), притягивающ ему ее с силой , где г —  расстояние от этой точ-
Г

ки до центра. Д вижение начинается с состояния покоя при г =  а. Найти время, за 
которое материальная точка достигнет центра О.

Р е ш е н и е .  По условию задачи в любой момент времени t на материальную

точку действует сила F — — . Отсюда получаем дифференциальное уравнение
г

d2r km
<8>ИЛИ г

d2r __k_
dt2 ~  7 '

dr _  d2r dp dp dr dp
Обозначим —— =  p. Тогда — тг =  —гг =  —,---tt =  P —г- и уравнение (8 ) перепишетсяdt dt dt dr dt dr

в виде

pdp _  k 
dr r3

Разделяя переменные и интегрируя, будем иметь:

k . o k
г 72

откуда

pdp = — ^ dr, р2 =  -1- +  С,,

dr л  Ik
Р ~ 7 1 ~  \ 7  + °
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(перед радикалом ставится знак «минус», так как но см ы слу задачи функ
ция г убы вает и или

dr Д/* +  C\i
dt г

Разделяя переменные в последнем уравнении и затем интегрируя, получа^м:

rdr ы \ к  +  С У
— 7 ------ =  d t , -----— ----- =  / +  С2.
V ^ + C /  c i

Используя начальные условия (при / =  0 л =  а, =  получаем:

откуда

Поэтому

У *  +  С ,а2 „  V *  +  C ifl2
2~  С, г

С , -  - Л  - С2 =  0-

/ = аД/а2- А

V *  ‘

Когда точка достигнет центра О, будем иметь л =  0 и / =
V * "

§ 13.4. Линейные уравнения второго порядка

1. Общие сведения о линейных дифференциальных уравнени
ях второго порядка. Уравнение

y "  +  py' +  qy =  f(x ), ( 1)

где р =  р (х), q =  q (х) и / (х) — непрерывные функции в интерна- 
ле (а; Ь), называется неоднородным линейным дифференциаль
ным уравнением второго порядка, функции р, q — его коэффици
ентами. Если /(х ) =  0 в этом интервале, то уравнение принима
ет вид

y "  +  p y '  +  q y  =  0 (2)
и называется однородным линейным дифференциальным уравне
нием второго порядка. Если уравнение (2) имеет те же коэффи
циенты, как ( 1), то оно называется однородным уравнением, со
ответствующим неоднородному уравнению ( 1).

Функции У\=У\{х) и у2 =  у2(х), определенные и непрерывные 
в интервале (а; Ь), называются линейно зависимыми в этом ин-
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гервале, если существуют постоянные числа а, и а2 (причем по 
крайней мере одно из них не равно нулю), такие, что для всех 
значений х в рассматриваемом интервале выполняется тож
дество

а \У\ ~Ь а2*/2 — 0 . (3)
Функции г/, и у2 называются линейно независимыми в интер

вале (а; Ь), если тождество (3) может иметь место только при
а, =  а2 =  0 .

Т е о р е м а  1. Если г/, и у2 — линейно независимые частные 
решения линейного однородного уравнения второго порядка ( 2), 
то общее решение этого уравнения имеет вид:

У =  С,ух-\-С2у2, (4)
где С, и С2 — произвольные постоянные.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как г/, и у2 — решения уравнения 
(2), то имеем тождества у "  +  р у\ + qy\ =0, у'2 +  p y '2 +  q y 2 =  Q. Ис
пользуя их, получаем тождество

[С\У\ +  С2у2)" +  р (С,г/, +  С2у2)' +  q (С\У\ С2у2) =
=  С\ (у "  +  ру 1 +  qyi)4~C2 (у2 -h РУг-h qy-2 ) — 0-

Следовательно, выражение (4) является решением уравнения (2), 
и поскольку это решение содержи! две произвольные постоян
ные, то оно является общим решением однородного уравнения 
(2). Теорема доказана.

Пусть у { и у2 — два линейно зависимых решения уравнения 
(2). Тогда выполняется тождество (3), где либо а,^=0, либо а2Ф  
ф 0. Предположим для определенности, что а2ФО. Тогда из
тождества (3) имеем у2=  — — у и или у2 =  аух ( а = ~ ~ \  Под-а2 \  а2 /
ставляя это выражение в уравнение (4), получаем:

У =  С\У\ 4~ С,2ау{ — (С {-\-аС2)у\ =  Суь
где С =  С ,-f-аС2. Отсюда видно, что если у, и у2 — линейно зави
симые решения однородного уравнения (2), то решение (4) содер
жит только одну произвольную постоянную С и, следовательно, 
не является общим.

П р и м е ч а н и е .  Отметим, что при условии теоремы 1 определитель

1 У\ У*\
У\ Уг\

называемый определителем Вронского или вронскианом (Ю зеф  Вронский 
(1776— 1853)—  польский математик) для функций t/, и у2, не равен нулю ни при 
одном значении х из (а ; Ь). (Д оказательство  этого факта см., например, в [13].)

Для общего решения неоднородного уравнения (1) справед
лива следующая теорема:
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Т е о р е м а  2. Общее решение неоднородного уравнения (1)  равно сумме 
общего решения соответствующего однородного уравнения ( 2)  и любого частного 
решения данного неоднородного уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  Y =  Сху х +  С.гу2 —  общее решение уравнения 
(2), соответствующег о уравнению ( I ), и г  —  любое частное решение уравнения 
( I ) .  Имеем тождества Y" pY ’ -\- qY =  0, z”  +  pz' +  qz =  f (x). С клад ы вая почлен
но эти два тождества, получим тождество ( Y +  г ) "  р ( K +  z )' +  q ( Y~\~z) =  f  (х). 
Следовательно, функция у =  У- (-г=  C ,yt +  C2y2-\-z— решение уравнения (1 ) и 
при этом общее, так как в эту функцию входят две произвольные постоянные
С | И (>2-

2 . Линейные однородные уравнения второго порядка с посто
янными коэффициентами. Пусть в линейном уравнении

У" +  РУ' +  ЯУ =  0 (5)
р и q — постоянные действительные числа.

Частное решение уравнения (5) будем искать в виде функции
У =  екх, (6)

где k — действительное или комплексное число, подлежащее 
определению. Дифференцируя по х выражение (6 ), получим:

y' =  kekx, y "  =  k2ekx. (7)
Подставляя выражения (6 ) и (7) в уравнение (5), будем иметь

ekx(k2 +  pk +  q) =  0.
Отсюда, учитывая, что екхфО, имеем:

k ~ p k  -f- q =  0 . (8 )
Алгебраическое уравнение (8 ) называется характеристическим 
уравнением однородного уравнения (5). Характеристическое 
уравнение и дает возможность найти k. Уравнение (8 ) есть урав
нение второй степени и потому имеет два корня. Обозначим их 
через kt и k2. Возможны три случая.

1) Корни и k2 действительные и разные (k l ^=k2). В этом 
случае по формуле (6 ) получим два частных решения уравнения
(5) У\ =  е у2 =  е 2*, которые являются линейно независимыми. 
Действительно, если бы эти решения были линейно зависимы, то 
в интервале (а; Ь) должно было бы выполняться тождество

k X k Xа,е 1 + а 2е 2 = 0 , где а, и а2 одновременно не нули, или тождество
а,е*|Г=  — а2е*2Х. Отсюда *2>лг=  — аъ чхо невозможно, так как
справа в последнем тождестве постоянное число, а слева функ
ция от х. По теореме 1 (п. 1) следует, что общее решение уравне
ния (5) будет

у  =  с / ' х +  с 2е к*\

П р и м е р  1. Реш ить уравнение у "  — 3i/' +  2(/ =  0.
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Его характеристическое уравнение к2— 3fe-|-2 =  0 имеет два различных дей
ствительных корня к, =  1 и k2 =  2. Поэтому общее решение есть у =  С ,е *+  С2е2*.

2) Корни fe, и k2 действительные и равные (k f— k2). В этом 
случае одно частное решение уравнения (5) выразится функцией

k Xу i= e  1 . Частным решением уравнения (5) в этом случае будет
k Xтакже функция у2= х е '.  Действительно, у'2 ру2-\~ qy2 =  (2 +  

-\-k{x) k{ek'*-\-р (1 -\-кхх) ек'х-\~qxe'x= е 'х ((£, -\- pks -\-q) x-\-2ki p )=  
=  ек'х( - р  +  р) =  0 .

Заметим, что решения е ' и хе 1 линейно независимы, так как 
если бы функции е 'х и хе 'х были линейно зависимы, то в интер-

k X k Xвале (а; Ь) выполнялось бы тождество а,е 1 +  а2хе ' = 0  (а, и а2 
одновременно не нули) и, значит, тождество а, -\-а2х =  0, что не
возможно. Следовательно, общее решение уравнения (5) в дан
ном случае

у =  с / ' х +  С2хек'х =  ек'х ( С, +  С2лг).
П р и м е р  2. Уравнению у "  — 6i/'-|-9i/ =  0 соответствует характеристиче

ское уравнение к2— 6 * 9  =  0, имеющее равные корни к, =  к2 =  3. Поэтому общее 
решение будет

у =  (С, +  С2х )е гх .

3) Корни fe, — а +  р/ и k2 =  a — fit комплексные. Можно пока
зать (см. [13]), что общее решение уравнения (5) в этом 
случае есть

y =  eax(C t cos fix-j-C2 sin fix).

П р и м е р  3. Уравнению у "  — 2y'-\-‘2y =  Q соответствует характеристиче
ское уравнение к2 — 2&-|-2 =  0, имеющее комплексные корни Л, =  1 + j ,  k2 =  1— I. 
Следовательно, общим решением будет функция у =  е“ (С , cos х-\~ С2 sin х).

3. Линейные неоднородные уравнения второго порядка с по
стоянными коэффициентами. Рассмотрим теперь решение неко
торых типов линейного неоднородного уравнения второго поряд
ка с постоянными коэффициентами

y " +  py' +  qy =  f(x ), (9)
где р, q — постоянные действительные числа, / (х )— известная 
непрерывная функция в интервале (а; Ь). По теореме 2 (п. 1) для 
нахождения общего решения уравнения (9) надо знать общее ре
шение Y соответструющего однородного уравнения у"-\-ру'-\- 
4 -<7*/ =  0 (для этого используются результаты п. 2 настоящего 
параграфа) и частное решение z уравнения (9).

Вид частного решения уравнения (9) зависит от вида правой 
части этого уравнения. Рассмотрим некоторые случаи.
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а) / (х) =  а2х2-\-а1х +  а0 (а2=^0). Если цфО, то частное реше
ние уравнения (9) ищем также в форме квадратного трехчлена: 
z =  A2x?-\-Alx-{-Л0, где Л2, Л, и Л0— неопределенные коэффици
енты. Отсюда z' =  2A2x-j-Ah z" =  2А2. Подставляя эти выраже
ния в уравнение (9), в котором f (х) — а2х?-\- а хх-\-а̂ , получим 
тождество

A2qx? +  (2A2p +  A xq) х +  2A2 +  A,p +  A0q =  a2x2 +  a ,x + a 0, 
откуда

A2q =  a2, 2А2р -(- A ,</ =  а,, 2А2-\-Аур-\-A0q =  а0 . (10)
Так как q=£0, то из равенств (10) для коэффициентов Л2, Л, и А0 
получаются определенные числовые значения. Тем самым част
ное решение z будет вполне определено. Если q =  0, то частное 
решение z уравнения (9) ищем в виде z =  х (А2х* -f Л,х +  Л0), ког
да 0 — однократный корень характеристического уравнения (8 ), 
и в виде z =  х2 ( А2х * А хх А 0), когда 0 — двукратный корень 
характеристического уравнения (8 ). Аналогично обстоит дело, ес
ли / ( х )— многочлен Р (х )  произвольной степени.

П р и м е р  1. Реш ить уравнение у "  +  у ' =  2х +  1. Имеем:

Л2 +  £ =  0, *, = 0 , *2=  — i, К =  С, +  С2е ~ х .

Так как 0 —  однократный корень характеристического уравнения, то частное ре
шение данного уравнения ищем в виде z =  х (A tx-^ А„). Д алее имеем:

z' =  2А | х -f- Aq, z "  =  2A [, 2A j -}- 2A j x -(- Aq =  2x -f-1, A j =  1, A0 — 1, 

z =  x2 — x, y  =  C, +  C2e ~ x-l-x2 — x.

б ) f (x )  =  aebx (а=£0). Частное решение ищем в виде z =  Aebx, 
где Л — неопределенный коэффициент. Отсюда z' =  Abebx, z" — 
=  АЬ2еЬх. Подставляя эти выражения в уравнение (9), в котором 
f (x )  — aebx, после сокращения на еЬх будем иметь А (b2-\-pb-\- 
-\-q) =  a. Отсюда видно, что если b не является корнем характе
ристического уравнения, то Ьх

b'2 +  pb +  q '

Если b — корень характеристического уравнения, то частное ре
шение уравнения (9) ищем в виде z =  Axebx, когда b — однократ
ный корень, и в виде z =  Ax2ebx, когда Ь — двукратный корень. 
Аналогично будет, если / (х )=  Р  (х)еЬх.

П р и м е р  2. Реш ить уравнение у "  — 2у' +  у =  2ех. Имеем: к2— 2 й + 1 = 0 , 
kt =  fc2=  1, У =  (С| +  С2х) ех. Так как в данном уравнении b =  I —  корень кратности 
2 характеристического уравнения, то частное решение данного уравнения ищем 
в виде z =  Ax2et. Д алее имеем:

z' =  A x (x  +  2 )e x, z" =  A (х2 +  4х +  2) е\
Ае‘ ( х 2 +  4 х  +  2) — 2Ахех (х +  2) +  Ахге‘ =  2ех, А =  I, 

z =  x*ex, _i/ =  (C| +  С2х)ех х2ех.
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в) / (х) — a cos ых-f- b sin ых (а и b не нули одновременно). 
[3 этом случае частное решение z ищем также в форме тригоно
метрического двучлена

z =  A cos ых-\- В  sin ых, 
где А и В  — неопределенные коэффициенты. Отсюда z' =  
=  — Аы sin ых-f Вы  cos ых, г " =  — Аы2 cos ых +  Вы2 sin ых. Под
ставляя эти выражения в уравнение (9), в котором

/ (х) =  a cos ых-)- b sin ых, получим:
( — Аы2 +  Вры-\- Aq) cos <ох-Н — Вы2 — Ары -)- Bq) sin ых —

— a cos ых-\- b sin ых.
Так как последнее равенство представляет собой тождество, то 
коэффициенты при cos ых и sin ых в левой и правой частях этого 
равенства должны быть соответственно равны друг другу. По
этому

A (q — ы2)-|- Вры — а, — Ары -)- В (q — ы2)= Ь.

Эти уравнения определяют коэффициенты А и В, кроме случая, 
когда р =  0 , <7 =  ю 2 ( и л и  когда ± ы г — корни характеристического 
уравнения). В последнем случае частное решение уравнения 
(9) ищем в виде 2 =  х (A cos ых +  В  sin ых).

П р и м е р  3. Реш ить уравнение у "  -fi/ =  cos х. Имеем: k2 I = 0 , kt =  i, k2 =  
=  — i, Y =  Cj cos jr-f- C2 sin x. Так как ± i  —  корни характеристического уравне
ния, то частное решение данного уравнения ищем в виде г =  х (Л  cos Х +  В sin х). 
Д алее имеем:

г ' =  А cos х-\- В  sin х-\-х( — A sin х-\- В  cos х), 
г " — — 2A sin x-f-2В  cos х — х (Л  cos х +  В  sin х),

1 X
— 2А sin х +  2В  cos x =  cos х, /4=0, В  = —-, z — — sin х,

2 2
Xу — С, cos л: -|- С2 si n дс — sin х .

4. Гармонический осциллятор. Резонанс. Пусть на идеально 
гладком столе лежит шарик массы т ,  прикрепленный к пружине 
с коэффициентом жесткости А,>0 (рис. 163). Направим ось Ох 
вдоль пружины, а за начало координат примем ту точку, в кото
рой шарик находится в положении равновесия (пружина не рас
тянута). Отведем теперь шарик от положения равновесия на 
расстояние х0 и отпустим его. Тогда со стороны пружины на ша
рик будет действовать сила F, стремящаяся вернуть его в поло
жение равновесия. Из физики известно, что эта сила равна (для 
малых х)

F  (х )=  — Хх (11)
(знак «минус» поставлен потому, что направление действующей 
силы обратно по знаку смещению х).
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Рис. 163

Запишем второй закон Ньютона для шарика
F  =  т а ,  (12)

d^xгде ускорение a =  ~j^ (см. § 8.4, п. 2).

Из (11), (12) имеем:
т а  =  — Хх 

или d2x

Отсюда

где

т  —- =  — "кх .
dt2

^  +  а>2* =  0 , (13)dt

Для уравнения (13) запишем характеристическое уравнение
k 2-\- (о2 =  0  .

Его корнями будут:
— (til, k2 — — (HI.

Поэтому общее решение уравнения (13) имеет вид:
х — С, cos о)/ +  С2 sin u)t, (14)

где Сх и С2 — произвольные постоянные.
Выясним теперь, каковы начальные условия. В момент вре

мени t — О х =  х0, а скорость равна нулю; значит,

(  x ( 0 )  =  jc0,

лг'( 0 )  =  0.
(15)

Но из (14) следует, что
dx
dt =  — С, a) sin cot-\-C2 (о cos со/.

Поэтому (15) перепишется в виде:

|  С | +  0  =  х 0, 

{  0 -(- С2ы =  0.
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Отсюда C, =  jc0, С2 =  0 и
х=  х0 cos ю/. (16)

Другими словами, шарик будет совершать гармонические коле
бания с амплитудой \х0\ и периодом

(to называется частотой колебаний)*.
Как говорят в физике, мы имеем здесь гармонический осцил

лятор.
В действительности мы знаем, что шарик не может колебать

ся бесконечно долго, и амплитуда колебаний стремится к нулю. 
Это происходит потому, что в любом реальном опыте присут
ствует сила трения, которой мы пренебрегли при выводе уравне
ния (13).

Однако если сила трения очень мала, а промежуток времени 
не слишком большой, то (13) и (16) описывают процесс с хоро
шим приближением.

Пусть теперь на шарик действует еще одна сила F b направ
ленная вдоль оси Ох и изменяющаяся по закону

Уравнение (17) называется уравнением вынужденных коле
баний, а уравнение (13) — уравнением свободных колебаний. 

Найдем частное решение неоднородного уравнения (17).
1) Пусть р ф (о, т. е. частота внешней силы не совпадает с ча

стотой свободных колебаний. Частное решение ищем в виде:

(17)
где

z =  A cos pt +  В sin pt,
откуда

z' =  — p A sin pt p В  cos pt, 
z”  =  — /?2 A cos pt — p2 В  sin pt.

* Период T находим из формулы a> (/ +  T) =  (о/ +  2л, где 2л —  период ко
синуса.
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— р2 (A cos pt -(- В  sin pt)-\-M2 (A cos pt-\- В  sin p t)=  a0 sin pt, 
А (и 2 — p2) cos pt В  (ш2 — p2) sin pt =  ct() sin pt.

Отсюда
A (to2 — p2) =  0, В  (to2 — p2) =  a0

и, следовательно,
Ctn

Подставляя эти выражения в уравнение (17), получим:

Поэтому
A =  0, 2 2

a) — p

—;--- -r S in  p/
(O — p

и общее решение уравнения (17) для случая р=£ ы будет: 

х— С, cos (о/ +  С2 sin to/Н— —- sin pt.
a) — р

Это решение представляет собой наложение двух гармониче
ских колебаний с частотами ш и р, причем колебания огра
ничены.

2 ) р =  (о, т. е. частота внешней силы совпадает с частотой 
свободных колебаний. В этом случае частное решение уравнения
(17) ищем в виде:

z =  t (A cos (at В sin (ot).
Отсюда

z' =  A cos d)t-\-B sin (i)/ +  /o) ( — A sin +  В  cos wt), 
z" =  2 ( — Аш sin a)t-\- В  со cos to/) —

— /to2 (A cos (Dt-\- В  sin си/).
Подставляя эти выражения в уравнение (17), получим:

2 ( — А со sin w/-)-fi(i) cos wt) =  a0 sin ои/,
откуда

— 2A(» =  a0, 2B(o= О
или

Поэтому
л =  - ё ’ в = ° -

а-о‘ ,
Z =  —  —— COS (Of 

2(0

и общее решение уравнения (17) в случае р =  ш будет:

х = С | cos (о/ -(- С2 sin (о/ — cos (о/.
Z(i)
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Рис. 164

Последняя формула показывает, что размах колебаний х неогра
ниченно растет вместе со временем I (рис. 164). Это явление но
сит название резонанса. При работе многих механизмов резо
нанс крайне нежелателен, так как он приводит к нарушению их 
правильной работы и даже к разрушению.

УП РАЖ НЕНИ Я

Реш ить уравнения.

1. (1 + y )d x  — (1 — х) (1у =  0. 1(1 + < /)(! — х) =  С.
2. (1 +  y2)dx +  ( l  +  x*)dy =  0. |arc tg х+  arc tg  у =  С.

3. ( i + e x)yy' =  ex. J - £ = l n ( l + e ‘ )+ C . ]

4. х V 1 +  у2 +  уу' A / l+ Jt2 =0- [Л/1 -Ь -ж2 +  V '  + у2 — С.

5. е ~ у (\ +  У') =  >■ |е' =  С (1 — е ” ^).

6. у’ =  2х + у. [2 ' +  2 ~ У =  С.
7. е11 (\ +  х2) dy — 2ж ( 1 + e * )d x  =  0. |1 + е *  =  С (1+ д с2).

8. 2хуу' =  х2 +  у2.

ОIIчU1"=л1

i * L С 19. (х-\-у) dx-\- xdy — 0. 1»— 2 + T 'J

10. х (х  +  2 y )d x  +  (x2 — y 2)d y  =  0. [ f  +  Z J y  — у  =  С

11 - У \х2- 2 х у  +  2у2= С
» Х - 2  у

12. у ' +  2ху =  2хе ~  . \у =  ( ^  +  С) е~ **

13. и' = ------- !---- —  . [x =  Ces'n у — 2( 1 +  sin 1/)
х cos i/4-sin 2у

14. у'-\-2у =  е ~ х . {у =  С е ~ 2х +  е - х
л

15. у ’ — 2ху =  2хеГ . \у =  (С-\- х2) в**

16. у ' -\-2ху =  е [</ =  (С +  х) е ~ ^
17. у 'х  In х — у =  3х3 In2 х. |у =  (С  +  х3) In л:
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18. (2x— у2) у ' =  2y. | * = C i/  — - y . l

19. x y '— 2у =  хя cos лг. \y =  Cx2 +  x2 sin x.\

2 0 . i / '  =  —— j------— ------------  Г-с =  —  +  ( / i n i / . l
2у In y +  y — x [  у  и j

- i-  - L
21. (e 2 — xy) dy — dx =  0. \x =  (C  +  y )e  2 .]

22. y ’ -  yex =  2xeeX. \y =  (C  +  x?) ee\\

23. y ' +  xe*y =  J ' - x)eX. \y =  (C  +  x )e ( ' ~ l)eX.\ 

Найти частные решения уравнений.

24. х2 ~\~ ху' =  у, если у — 0 при х = 1 . [у =  х — х2.]
25. у'-{-у cosx =  cosx, если у = 1  при jc =  0. [у= \ .]
26. х (х — I ) у '+  у =  х2 (2х— 1), если у =  4 при х =  2. \у =  х2.]
27. Скорость прямолинейного движения тела задана уравнением

и =  (2/2+ / ) — .
с

Найти путь, пройденный им за 6 с от начала движения [ 162 см.]
28. Скорость прямолинейного движения тела

Определить путь его за третью  секунду. [9 см.]
29. Скорость тела пропорциональна пройденному пути. За  первые 10 с тело 

проходит 100 м, за 15 с —  200 м. Какой путь пройдет тело за время /?

[s  =  25-25.]
30. Скорость охлаждения тела в воздухе пропорциональна разности между 

температурой тела и температурой воздуха. Если  температура воздуха равна 
20 “ С и тело в течение 20 мин охлаждается от 100 до 60 °С , то через сколько вре
мени его температура понизится до 30 °С ?  ]Через 60 мин.|

У к а з а н и е .  Воспользоваться установленным ранее (см. § 13.2, с. 353) з а 
коном изменения температуры.

31. В  баке находится 100 л раствора, содержащего 10 кг соли. В  бак со ско 
ростью 3 л в минуту подается вода и одновременно со скоростью 2 л в минуту 
раствор выливается из бака, причем концентрация раствора остается все время 
равномерной благодаря перемешиванию. Сколько соли в баке останется через 
час? [3,9 к г. |

Реш ить уравнения

32. у "  =  х. [у — g~+ С\х + С ,]

33. у "  =  sin х -\- cos х. [у =  — sin х — cos x +  Ctx-j- С2.]
34. у " =  ех. [|/ =  ejr +  C 1x + C 2.]
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35. у "  — у =  0. [у =  С 1ех-\-С2е .]
36. Найти частное решение уравнения у " = — бх, удовлетворяющее началь

ным условиям: </ =  0, у '=  0 ири х =  0. [У— — 1
37. Тело движется прямолинейно с ускорением d2s (i)/d t2 — 4. Найти закон 

движения тела, если в начальный момент движения пройденный путь и скорость 
равнялись нулю. [« (/ )  — 2 / .J

38. Ускорение прямолинейного движения пропорционально времени. Найти 
зависимость между пройденным расстоянием и временем, если при 1 =  0 v =  0 и 
5 =  0, а такж е  при / =  I s = l/ 3 .  [s =  /3/3.]

39. Ускорение прямолинейного движения пропорционально квадрату вре
мени. Найти зависимость
s =  2.

Реш ить уравнения.

40. У" — y ' — 2i/ =  0.

41. y" + 24y'+ I44y =  0.
42. У" — y' — 6y =  0.

43. У" - 7 y '+ W y  =  0.

44. У" — 5y =  0.

45. y" — 2 2 y '+ l2 \y  =  0.

46. У" — 4y' +  20y =  0.
47. y" +  15y' =  0.
48. y"

©II+
49. У" +  7y' =  0.

50. y" — 49i/=  0.

51. У" +  20y'+  19(/ =  0.

52. y" +  2V3 ‘^  +  7{/ =  0.

53. y" — У '— 12(/ =  0.

54. У"

dIIJrt-+

55. У" — 9i/'— 10i/ =  0.
56. y" + 16.У +  0.

57. У" +  2 / - 2 j»  =  0.

58. У" - 4 y + 1 0 y  =  0.

59. У" — 3i/ —f- 0.

Реш ить уравнения.

60. у "  +  у '= ±

61. у " — 9у =  2 — х.

62. у " +  у ' =  ех.

s и /, если мри t

[у=  

[у =  С 

\У =
[у =

V =  (J, S =  1 И при I ==

[8 =  1*+ 1.]

\у =  С / х +  С2е ~ х. \ 
[у =  е - Пх(С х +  С2х.] 

[у =  С {е ~ 2х +  С2еЪх.\ 
[у =  С,е2х+ С 2е5х.] 

[y =  C le - ^ x + С 2е ^ х

[</ =  е | и (С , +  С2*).]
= е2х(С , cos 4х-\-С2 sin 4х).\ 

[</ =  С, +  С2е |5х.] 
[ у  =  С, cos 7х-\-С2 sin 7*.] 

{у =  С х +  С2е ~ 7х.} 

[y =  C te7x+ C 2e ~ 7x.] 
[у =  С ,е - х +  С2е ~ '9х.} 

^ х (С , cos 2 x + C 2 sin 2х).} 
[у =  С 1е*х+ С 2е ~ 3х.]

- 2  +  ̂ /Й~)х +  с ^е - ( 2  +  \/ТГ )х  j

[У — С 1е10х-\- С2е 
\у=  С, cos 4х + С 2 sin 4х.]

{C te - 0 - ^ )x+ C2e - ^ x.]

e2x(C t cos д/б~jc-f- C2 sin Д/б"л:).]

[y =  C, cos Л /Зх+ С 2 sin V 3 * . ]

=  +  C2e

г/ =  С,е3х4-С2е 3* +  -g x — —. 

=  C| + C2e X +
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63. у "  — 4у' =  4е4х.

64. у " — у ' =  4 +  х.

65. у" +  у =  sin 5х.

66. у" +  у =  cos х.

67. у'' +  3у' +  2у =  3е2х.

68. у "  +  7у' +  20у =  ех.

69. у " -\-9y =  cos Зх.

70. у "  — 2у' — 3у =  х?.

71. у " - 9 у  =  е 2х.

72. у " - 6 у '  +  9у =  е3х.

73. i/ "+  100i/ =  sin 2х.

74. у "  +  3 у '= 1 .

75. у " +  2у' +  у =  е - х.

[у =  е4х(С 1 +  х )+ С 2.] 

L  =  C, +  C2e‘ —

Ji/ =  С, cos дг +  С2 sin дс — sin 5х.J

| у = С ,  cos *  +  ( С2 +  - 0  sin *  J

[ '</ =  С ,е ~  +  С2е ~ х-\-

у  =  е ( С, co s— —— jc-f-C2sin

И

' ) + 3 ' ' ]

|i/== C, cos 3x-f ^C2 +  -j0 sin 3jc.J  

[</ =  C,
14

3“ ^  O '" -  27

[</ =  C ,e3* +  C2e ~  3jt

]

I ' 2’ ]

f j/ = e 3“ ( c , +  С2л : + ~ )

]L  =  C, cos 1 0 x + C 2 sin >0Jc+gg sin 2x.

[i/= C , + C 2e - 3jr +  |

И/ =  C, +  C2e

]

C, +  Сг*Ч — J  -j

4 ‘‘ + H
[i/ =  3e sin 5л:.]

L  = e_T*(2 + x J

76. //" +  2y' =  1 — x

77. y " +  4y' +  29i/ =  0; {/ =  0, i/ '= 1 5  при jc =  0.

78. 4у" +  4г/' +  !/ =  0; г/ =  2, !/' =  0 при х =  0.

79. у "  — 2(/' +  10i/ =  0; у =  1, {/' =  0 при *  =  0. |#  =  е* ^cos Здс — — sin  3x^.j

80. у "  — 4у' +  3у =  0; у  =  6, у '= Ю  при х =  0. \у =  4ех +  2е3х.] 
8 ). у " — 2у' +  2у =  0; у  =  0, у ' =  1 при *  =  0. [*/ =  sin дс.]
82. у "  — 2у' +  Зу  =  0; у =  1, 1/' =  3 при х =  0. [// =  е ' (cos ^[2 х +  л/2 sin ~\[2х).]
83. у "  —  9г/ =  2 — х, если // =  0, i/ '= l при х =  0.
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84. у "  +  4y =  2 cos 2х, если </ =  0, у ' =  4 при х =  0. ĵ i/ =  2 sin 2х +  \^ х sin 2х. j

85. у "  +  4 у '= \ 2 х г — 2х +  2, если у  =  0, i/' =  0 при х =  0.

| у =  - 0 ,2 Ь  +  0 ,25е~4х +  х>- х 2 +  х.\

Г л а в а  14. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ
И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

§ 14.1. Скалярные и векторные поля

1 . Понятие скалярного поля; Пусть £2 — область в простран
стве.

Если каждой точке М из й ставится в соответствие по извест
ному закону некоторое число и =  и (М ), то говорят, что в области 
£2 задано скалярное поле и. Иными словами, задать скалярное по
ле — это означает задать скалярную функцию и =  и (М ), называ
емую функцией поля. Запись и (М ) означает, что величина и яв
ляется, как говорят (§ 11.1, п. 1), функцией точки. Заметим, что 
областью £2 может быть и все пространство.

Если величина и =  и (М )  не зависит от времени /, то скаляр
ное поле и называется стационарным (или установившимся). Мы 
будем рассматривать только стационарные скалярные поля.

Поле температуры внутри нагретого тела, поле плотности 
массы, поле распределения потенциала в электрическом поле — 
примеры скалярных полей.

Запись и =  и (М )  не предполагает введения в пространстве 
никакой системы координат. Если же пространство отнесено 
к некоторой системе координат, например к прямоугольной си
стеме координат Oxyz, то задание точки М равносильно заданию 
ее координат х, у, z в этой системе и функция поля и (М ) превра
щается в обычную функцию трех переменных и(х, у , г). Мы все
гда будем предполагать, что эта функция имеет непрерывные 
частные производные.

Можно ввести в пространстве и другие системы координат, 
например цилиндрическую и сферическую (§ 12.2, п. 3). В ци
линдрической системе координат функция поля и =  и(г, ф, z), 
в сферической и =  и(г, ф, 0 ).

2. Поверхности уровня. Скалярные поля часто изображаются 
геометрически с помощью так называемых поверхностей уровня.

Поверхностью уровня скалярного поля и (М )  называется мно
жество точек пространства, в которых функция поля и имеет по
стоянное значение.

Уравнение поверхности уровня в прямоугольной системе ко
ординат Oxyz имеет вид и(х, у, z) =  c, где с — некоторая посто
янная.

Заметим, что в курсе физики при рассмотрении поля потен
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циала поверхности уровня называют обычно эквипотенциальны
ми поверхностями (т. е. поверхностями равного потенциала).

Придавая с различные значения, получим семейство поверх
ностей уровня.

Указанный способ изображения скалярного поля удобен, ес
ли речь идет о плоском скалярном поле, т. е. о поле, заданном 
в плоской области. Функция и этого поля зависит только от двух 
переменных л и  у. Поэтому плоские скалярные поля геометриче
ски изображают с помощью линий уровня (см. § 11.1, п. 2 ).

В случае поля температур на плоскости линии уровня назы
ваются изотермами, в случае поля давлений — изобарами и т. д.

3. Лапласиан скалярного поля. Введем для скалярного поля 
и =  и (х , у, z) дифференциальный оператор второго порядка

. д'2и . д2и , д2и
Аа= 7 ?  +  v  +  d ? '

называемый оператором Лапласа или лапласианом.
Найдем выражение лапласиана в цилиндрических координа

тах. В § 12.2 (п. 3) установлено, что
*=rcos<p, «/ =  rsinq), z — z ( 1)

и
г =  Л/^ +  у \  tgcp =  -|. (2 )

Подставляя в функцию и =  и(х, у , z) вместо х и у их выраже
ния согласно формулам (1), получим u =  u {r  cos ф, г sin ф, z). Вы 
разим теперь вторые производные функции и по х и по у через 
производные по г и ф.

По правилу дифференцирования сложной функции (§ 11.2, 
п. 3)

д и __ди дг . ди дц> д и ___ди дг . д и  дф , т
дх дг дх dq> дх ’ ду дг ду дц ду

Но из формул (2)
д г __х д г ___у
дх г ' ду х

И
1 у 1 d(f__ 1

cos2 ф &х х2 ’ cos2 ф ду

Или, заменяя х и у по формулам (1),
дг дг
—  = С 0 5 ф ,  —  = 5 1 П ф  дх ду

И

(?Ф sin ф <?ф__ cos ф
дх г ' ду г

Подставляя это в (3), получаем:
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ди ди ди sin ф . . .
_ = _ С 0 5 ф - - _ ( 4 ) 

ди ди . . ди cos ф _  =  _ 5 1 П ф  +  _ _ _ .

Перейдем к отысканию вторых производных. Согласно прави
лу дифференцирования сложной функции и с учетом равенства
(4) имеем:

2 a (*L \  а(°Ц \  д (1
д и __  \ д х ) __  \ д х ) д г  \ (
дх1 дх дг дх с?ф дх ’

'д и \  
^дх) dqi

(5)

\ d x J  д2и д2и si n ф ди si n ф
С 0 5 ф - — , ( 6 )дг дг2 dip дг г <Эф г2

' ( f ) д2и ди . д2и sin ф ди cos ф, -г-г- COS ф — —  Sin ф-- —5------------- . (7)аф дгдф дг т ^ф г дф г у '

Умножим обе части равенства (6 ) на -̂ - =  со5 ф, а обе части 
<?ф sin фравенства (7) на = --- -— и сложим. Получим (с учетом

(5) и после приведения подобных членов):
д2и д2и г _ д2и sin ф cos ф _ ди sin ф cos ш ,
T ^  =  ̂ c o s  Ф - 2 - — - ----- : — L +  2 -дх2 дг2 дгд ф г дц> г2

, ди s in2 ф ( д2и s in2 ф
+  ~ д 7 ~ ~ ~  _ ~  •

Совершенно аналогично найдем, что
сРи д2и „ ; _2  I о  <̂2“  s ‘n Ф cos о ди sin ф cos ф-  =  - 58п' ф +  2 - £ £ -  \  2

I

ду2 дг2 дгд ф г dtp г2

ди cos2 ф д2и cos2 ф
дг г dtp2 г2

Отсюда
д2и . д2и __д2и . 1  ди . 1 д2и
дх2 ду2 дг2 г дг г2 dtp2

Итак, выражение оператора Лапласа в цилиндрических ко
ординатах имеет вид:

. д2и . 1 ди . 1 д2и . д2и
л " = 1 7 + 7 * + 7 ^ ? + ^ ? -

Последнее выражение часто бывает удобно записывать 
и в таком виде:

1 сРи , д?и 
(?ф2
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M 7i_________ Mi В случае сферических координат
непосредственное преобразование про- 

Рис. 165 изводных функции и (г sin В  cos ф,
г sin В  sin ф, г cos В ) очень громоздко и 

поэтому его проводить не будем, а выпишем окончательное вы
ражение оператора Лапласа в сферических координатах:

. __д2и . 2  ди . cos 0 ди . ! д2и . 1 с?и
дг2 г (>г г  sin 0 <?0 г2 дв2 г2 s in2 0 дц:2

Эту формулу часто записывают в виде

А и =  — —  1гд / 2 ди\ . I д / . _ ди\ . I д2и
2 д 7 у  1 7 )  +  sin е d0 v s m  0 d0y/+  л2 sin2 0 V

4. Производная поля по направлению.
О п р е д е л е н и е .  Производной скалярного поля и (М ) в 

точке М по направлению п называется предел (если он сущест
вует) отношения приращения Ли функции и (М )  при смещении 
точки М в направлении вектора п (рис. 165) к величине этого 
смещения d =  M M x, когда последнее стремится к нулю; она обо- 

дизначается символом — :дп
ди .. Аи .. и (М 1) — и (М )—  = lim —  = h m ---------- . (8 )
д п  d ^ O  d  d-*-0 d

Выведем для формулу, удобную в вычислительном отно
шении. Пусть х, у, z — координаты фиксированной точки М, 
a cos a, cos 0, cosy — направляющие косинусы вектора п. Тогда 
точка М, будет иметь координаты x-\-d cos a, «/-(-dcosp, z -(- 
-\-d cos у. Величины x, у , z, cos a, cos (3, cos у фиксированы, поэ
тому u ( M t) является функцией только смещения d. Обозначим 
эту функцию через

ф {d) =  u (x-\-d cos а, г/- ) - cos p, 2 +  ̂ cosy)- 
Имеем ф(0) =  и(х, у, z). Следовательно, в силу равенства (8 )

ди 1 :~  ’Г (^ )  — ’t’ (O)_  =  hm ---- -----=  t  (U).
дп d̂ 0 tl

Формула производной сложной функции (§ 11.2, п. 4) дает 
ф'(</) =  и '(Af,) cos a +  u '(М ,) cos (Л1,) cos у ,

откуда

ф'(0) =  « ' (M)  cos а +  и'у (M ) cos P +  u' (Л4) cos у ,

или
ди ди . ди 0 . ди /сп—  =  — cos a +  3 -cos -cos Y • (у )дп дх ду dz

374



с положительным направлением оси Ох, т. е. а =  0, p =  Y =  y>
ди ди , — „то —  =  — . Аналогично если направление п будет совпадать

с направлением оси Oy(Oz).
п  л ди ди диПодобно тому как частные производные — , —  и —  характе

ризуют скорость изменения функции и в направлении осей коорди
нат (§ 11.2 , п. 1), так и производная по направлению-^- будет яв
ляться скоростью изменения функции и (х, у, z) в точке М  по на
правлению п. Абсолютная величина производной ^  по направ
лению п определяет величину скорости, а знак производной — 
характер изменения функции и (возрастание или убывание). 
В этом состоит физический смысл производной по направлению.

Из формулы (9) следует, что производная по направлению п ', 
противоположному направлению п, равна производной по на
правлению п, взятой с обратным знаком. Действительно, при пе
ремене направления углы а, р, у изменятся на я.

Если поле и плоское, то направление п вполне определено 
углом а его наклона к оси абсцисс. Формулу для производной по 
направлению в случае такого поля можно получить из общей
формулы (9), положив 7 =  тг и P = y  — а- При этом если «, =  0,то
ди ди я  ди ди—  — — , а если п =  —, то —  =  — .дп дх 2 дп ду

5. Градиент скалярного поля. Пусть дано скалярное поле и =
— и (М )= и  (х, у, z).

О п р е д е л е н и е .  Вектор -̂ -г +4-7 +4^-6 называется гра-
Г дх д у 1 дг 

диентом скалярного поля и =  и (М ) в точке М и обозначается 
grad и:

, ди~7 . ди~7 . ди~тg r a d  „  =  (1 0 )

Обозначим через п0 (cos a; cos Р; cos у) единичный вектор на
правления п. Тогда

4 - =  no gra<i ы= I grad и I cos ср =  np_grad и, on п

где ф — угол между векторами grad и и п.
Значит, производная скалярного поля и (М ) в точке М в дан

ном направлении равна проекции градиента поля в точке М на
это направление. Отсюда следует, что в точке М имеет наи-

Из формулы (9) видно, что если направление п совпадает
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большее значение в направлении градиента (для этого направле
ния <р =  0 и cos 0= 1). В  этом случае

ди | , , -I // ди \2 /д и\  2 . /д и \  2 - = | g r a d „ | = Y ( - ) + ( - ) + ( - )  .

Таким образом, grad и есть вектор, указывающий направле
ние наибольшего возрастания скалярного поля в данной точке 
и имеющий модуль, равный скорости этого возрастания. В этом 
состоит физический смысл градиента.

В плоском скалярном поле и =  и (М )=  и (х, у) градиент опре
деляется равенством

, ди ~т . ди~гgrad и =  —  i +  —  /.
s  дх ду

П р и м е р .  Определить градиент скалярного ноля потенциала электростати
ческого поля, образованного точечным зарядом величины q, помещенным в нача 
ле координат.

И з электростатики известно, что упомянутый потенциал в точке М (х\ у, г ) 

равен « =  — , где г =  Д/лг2 у2-|-z2 . По формуле (10) находим:

, q х — q у — q z — q г q —
grad и = - ± - -  i — - j -  I - - т - *  =  - - Т  —  = — Т  ''о.Г Г г Г Г Г г г

где г = x i  + у j  + z k  —  радиус-вектор точки М, а г0= —---единичный вектор

в направлении радиус-вектора. Вектор £  =  Д- т0 называется вектором напряжен-
г

ности рассматриваемого электростатического поля в точке М. Таким образом, 

grad и — — Е .

6. Оператор набла и исчисление градиентов. Английским ма
тематиком Уильямом Гамильтоном (1805— 1865) был введен век
торный дифференциальный оператор

„  т  д . — д | т  д V  — I -т--Ь / --(" k  -Т—,дх 1 ду dz

называемый оператором набла. (Набла — греческое слово, озна
чающее «арфа» — музыкальный инструмент, по форме напоми
нающий перевернутый треугольник.) В этой формуле величина, 
к которой прилагается оператор V ,  должна быть поставлена 
под знаком частных производных (операторов дифференцирова-
ния) и т. д. При этом существенно отметить, что единичные
векторы следует писать до операторов дифференцирования, так 
как эти операторы действуют на выражения, стоящие справа от 
них.

Поэтому
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. и и . . ии . ,и и  |SZи =  I -— Ь / т - + я — , или s/u =  g rad w.дх 3 ду dz °

Из известных (см. § 11.2) правил дифференциального исчис
ления функций нескольких переменных вытекают следующие 
простые правила:

1. V (C,w  +  C2o ) = C lV u  +  C2V u
(С,, С2 — постоянные, и, v — функции переменных х, у , z), т. е.

grad (С,« +  С2к) =  С, grad ы + С 2 grad и.

2. V  (wy) =  u\7w +  uVy ,  т. е.
grad {u v )— v grad и +  и grad о.

3. V / ( w )  =  / ' ( u )  V « ,  т. е.
grad f(u) — f'(u ) grad м.

4. V/ ( « ,  и) =  /'\7ы + / 'V u , т. e.
grad /(ы, v) =  f'u grad u +  f'v grad v. 

Аналогично в случае / (и, v, w).
7. Векторное поле. Векторные линии. Пусть — область 

и пространстве.
Если каждой точке М из £2 сопоставлен вполне определенный

вектор а (М ), то говорят, что в области У задано векторное поле
а.

Заметим, что областью £2 может быть и все пространство. Мы  
будем рассматривать стационарные векторные поля, в которых
вектор а ( М ) зависит только от точки А) и не зависит от времени.

Поле силы тяжести, поле скорости частиц текущей жидкости, 
поле электрической и магнитной индукции, поле плотности элек
трического тока — примеры векторных полей.

В прямоугольной системе координат Oxyz вектор а (М ) запи
шется в виде (§ 2 .1, п. 8 )

а (М ) =  ах(х, у, z) i +  ау (х , у, z) / +  az(x, у, z) k,
где ах ( х, у, z), ау (х, у , z), az(x, у , z) (кратко а х, ау, аг) — проекции 
вектора, заданного в точке М (х; у\ z) соответственно на оси ко
ординат Ox, Оу, Oz. В § 9.12 рассматривалась векторная функ
ция одного скалярного аргумента. Здесь изучаем векторную 
функцию трех скалярных аргументов.

Дальше всюду предполагается, что функции ах, ау, аг непре
рывны вместе со своими частными производными.

Укажем на частные случаи векторных полей.
Векторное поле называется однородным, если а (М ) — посто

янный вектор, т. е. ах, ау, az— постоянные величины.. Примером 
однородного поля может служить, например, поле силы тяжести. 

Векторное поле называется плоским, если проекции вектора
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а (М ) не зависят от одной из трех 
переменных х, у , z и одна из про
екций равна нулю, например:

а (М )  =  ах(х, y ) i+ a y(x, y ) j.
С плоскими полями очень ча

сто приходится встречаться в 
Рис. 166 гидродинамике при изучении пло

ских течений жидкости, т. е. та
ких течений, когда все частицы 

жидкости движутся параллельно некоторой плоскости, причем 
скорости частиц, расположенных на одной и той же прямой, пер
пендикулярной к этой плоскости, одинаковы.

Векторной линией векторного поля называется линия, в каж 
дой точке которой касательная совпадает с вектором, соответст
вующим этой точке (рис. 166).

Векторные линии в конкретных полях имеют ясный физиче
ский смысл. Так, если мы рассматриваем поле скоростей теку
щей жидкости, то векторные линии суть линии тока этой жидко
сти, т. е. линии, по которым движутся частицы жидкости.

В электрическом иоле векторные линии — это силовые линии 
этого поля. Например, в иоле точечного заряда такими линиями 
будут лучи, выходящие из заряда. Для магнитного поля вектор
ными (силовыми) линиями будут линии, выходящие из северного 
полюса и оканчивающиеся в южном.

8 . Поток векторного поля через поверхность. Как уже отмеча
лось (см. § 12.4, п. 3), количество жидкости, протекающей в еди
ницу времени через поверхность а, выражается формулой

..- S S  Р (х , у, z) dydz-\- Q (х, у, z) dzdx-\- R (x, у , z)dxdy
a

или в силу формулы (15) из § 12.4 формулой

II =  Ц (Р  (х, у, z) cos a-)- Q (х, у, z) cos р +  /? (*, у, z) cos у) ds. (11)
<т

Величина I I  называется потоком жидкости через поверхность 
(Т. Поскольку Р, Q, R —  координаты вектор-скорости и, cos а,  

cos р, cos у — координаты единичного вектора п0 нормали п к по
верхности (Г и Р  cos а Q cos 0 -f- R cos у =  v n0, то формулу (11) 
можно записать в виде

II =  у n0ds, или И = Ц  vnds,
а  а

где vn — проекция вектора v на нормаль п.
О п р е д е л е н и е .  Потоком 11 вектора а (М ) или потоком
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векторного поля а (М )  через поверхность а называется поверх
ностный интеграл

II =  а (М ) n0ds, ( 12)
а

где л0 — единичный вектор нормали к поверхности о в ее теку
щей точке М. Поверхность должна быть ориентированной, эго 
означает, что в каждой ее точке выбрано одно из двух направле
ний нормали так, чтобы п (М ) непрерывно менялся по поверхности
а. В случае замкнутой поверхности а в качестве п (М )  выбира
ется вектор внешней нормали.

Пусть

a (M ) =  axi +  ayj +  azk, п0 =  i cos a +  / cos p -f- k cos y.

Тогда

" - S  (ax cos a -\-ay cos P +  az cos y) ds.
a

Отсюда согласно формуле (15) из § 12.4 (п. 5) интеграл 
( 12) можно представить в виде

" - S  axdydz +  aydzdx-\- azdxdy.
а

Таким образом, вычисление потока вектора сводится к вычисле
нию интегралов по поверхности. Из самого определения следует, 
что поток вектора 11 — величина скалярная. Если изменить на
правление нормали п на противоположное, т. е. переменить сто
рону поверхности а, то (§ 12.4, п. 3) поток П изменит знак. Так
как скалярное произведение вектора а ( М ) на единичный вектор 
нормали п равно ап(М )— проекции вектора а (М )  на направ
ление п (§ 2.2, п. 1), то поток II можно представить в виде

Г1 =  Ц an(M )ds. (13)
a

Отсюда, в частности, следует, что если на некотором участке по
верхности проекция вектора а (УИ) на нормаль постоянна, 
т. е. а„ (Af) =  C =  const, то поток через такой участок просто ра
вен С -Q, где Q — площадь этого участка поверхности.

П р и м е р .  Найги поток радиус-вектора г через боковую поверхность гг,, 
верхнее основание а2 и нижнее основание а3 прямого цилиндра радиуса R  и высо
той Н, если начало координат леж ит в центре нижнего основания цилиндра, а ось

379



цилиндра совпадает с осью Ог (рис. 167).

На всех поверхностях п имеет направление внешней нормали. На боковой по

верхности о, внешняя нормаль п параллельна плоскости хОу и проекция гп рав

на R. Поэтому, используя формулу (13) и формулу U  ds =  S „  (§ 12.4, п. 1), полу

чаем: П, Rds =  R-2nRH =  2nR2H.

"i
Н а  верхнем основании <j2 нормаль п направлена параллельно оси Ог и 

гп =  Н. Следовательно,

Наконец, на нижнем основании о3 проекция г„ =  0 и П 3 =  0.

Особый интерес представляет случай, когда а — замкнутая 
поверхность. Если берется внешняя нормаль, то мы будем гово
рить о потоке изнутри поверхности а. Он обозначается так:

(В  векторном анализе интегралы по замкнутым поверхностям 
обозначаются обычно ЛО'.часто также употребляют и символ (у).

Область, которую ограничивает поверхность ст, будем обо
значать Q.

Когда векторное поле а (М ) представляет поле скоростей жид
кости, величина потока П дает разность между количеством жид-
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кости, вытекающей из области £2, и количеством жидкости, втекаю
щей в эту область. (Действительно, так как интеграл ^ ands бе-

(7

рется по внешней стороне поверхности, то если вектор скорости 
v в данной точке поверхности а направлен наружу, то v п0>  0 ;
если же вектор v направлен внутрь, то vnu< i0 .)

Если 11=0, то в область £2 жидкости втекает столько же, 
сколько и вытекает. Так, например, будет для любой области, 
расположенной в потоке воды, текущей в реке.

Если же величина П отлична от нуля, например положитель
на, то из области Q жидкости вытекает больше, чем втекает. Это 
означает, что в области Q имеются источники, питающие поток 
жидкости. Наоборот, если величина П отрицательна, то это ука
зывает на наличие стоков — мест, где жидкость удаляется из по
тока.

Равенство нулю потока II может означать либо отсутствие 
источников и стоков, либо, по крайней мере, наличие такого рас
пределения источников и стоков, что их общая мощность равна 
нулю.

9. Формула Остроградского—  Гаусса. Дивергенция. Форму
ла Остроградского— Гаусса (М . В. Остроградский (1801 — 
!861) — выдающийся русский математик) связывает поверхност
ный интеграл по замкнутой поверхности и тройной интеграл по 
пространственной области, ограниченной этой поверхностью. Эта 
формула является аналогом формулы Римана — Грина (§ 12.3, 
п. 4 ), связывающей криволинейный интеграл по замкнутой кри
вой с двойным интегралом по плоской области, ограниченной 
этой кривой.

Пусть функции Р  (х, у, z), Q (х, у, z), R (х, у, z) (кратко Р, Q, 
R ) непрерывны вместе со своими частными производными Р'х, Q'y, 
R'z в замкнутой пространственной области £2, граница которой 
пересекается с любой прямой, параллельной осям координат, не 
более чем в двух точках. Назовем для краткости такие области 
простыми. При этом будем рассматривать внешнюю сторону по
верхности а, ограничивающей эту область. Предполагается, что 
поверхность о гладкая или кусочно-гладкая (§ 12.4, п. 1).

Пусть область G есть проекция поверхности о (и об
ласти £2) на плоскость хОу (рис. 168), a z — z,(x, у) и z =  
=  z2 (jc, у) — уравнения соответствующих частей о — нижней части
о, и верхней о2, где z, (х, у) и z2(x, у) непрерывны в области G.
Преобразуем, как указано ниже, интеграл dxdydz:

v.

\\\^dxdydz =  \\dxdy 5
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=  (/?(*, у, z2(x, y ) )— R(x , у, zt (x, y)))dxdy =
G

=  ̂ A?(x, y, z) dxdy — Q R (x, y, z)dxdy.
®2 al

Преобразование I основано на правиле вычисления тройного 
интеграла (§ 12.2), II — на формуле Ньютона— Лейбница 
(§ 9.7, и. 2), I I I  — на формуле (14) из п. 4 § 12.4. В результате 
получаются интегралы по верхним сторонам поверхностей а, 
и (i2. Меняя в интеграле по а, сторону поверхности, с учетом 
свойств поверхностного интеграла второго рода (§ 12.4, п. 3) по
лучаем:

ffi ~dz dxdydz =  ̂  R (x , у , z)dxdy, (14)
а  а

где интеграл справа берется по внешней стороне поверхности а. 
Аналогичным образом устанавливаются формулы

^  dxdydz =  Q Pdydz, (15)
> о

dxdydz — Q Qdzdx. (16)
Q a

Складывая почленно равенства (14), (15), (16) приходим 
к формуле

( l 7 I F y 1& ) dxdydz — ̂  Pdydz +  Qdzdx-f Rdxdy, (17)
Q a

называемой формулой Остроградского — Гаусса (в координат
ной форме), где поверхностный интеграл берется по внешней 
стороне поверхности а.

З а м е ч а н и е .  Формула Остроградского— Гаусса  остается верной и для 
любой замкнутой пространственной области Q, которую можно разбить на конеч
ное число простых областей.

Укажем теперь на векторную запись формулы Остроградско
го— Гаусса. Если в формуле (17) функции Р, Q, R рассматривать 
как проекции некоторого вектора а (М ), то правая часть ее рав
на потоку вектора а (М ) (п. 2 ) через замкнутую поверхность 
а (в направлении внешней нормали к о), а выражение

dP dQ OR 
дх ду д г '

называемое дивергенцией векторного поля а (М ) (ее обозначение 
div а ( Af), т. е. div а =  равно div а ( М ) и фор-
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мула Остроградского —  Гаусса может быть переписана в виде

Она выражает следующий результат: поток векторного поля 
через замкнутую поверхность (в направлении внешней нормали 
к ней) равен тройному интегралу от дивергенции этого поля, взя
тому по области, ограниченной этой поверхностью.

Предположим, что в некоторой точке М дивергенция скорости
v положительна: div v> 0 .  В силу непрерывности частных произ
водных она является положительной и в точках достаточно мало
го шара ш, ограниченного сферой а с центром в точке М. Но
тогда \\\ div vdxdydz>0 , следовательно, на основании формулы (18)

vnd s > 0 , т. е. из области w через ее границу а жидкости

вытекает больше, чем втекает. По этой причине точку М называ
ют источником. Если же div и < 0  в точке М , то через достаточно 
малую сферу с центром в этой точке втекает жидкости больше, 
чем вытекает. Поэтому точку М в этом случае называют стоком
( го же и в случае произвольного векторного поля а (М)).

Векторная форма формулы Остроградского— Гаусса выра
жает в поле текущей жидкости тот факт, что поток жидкости че
рез поверхность равен суммарной мощности всех источников 
и стоков, т. е. количеству жидкости, возникающей в рассматри
ваемой области за единицу времени. (Если мощность стоков 
больше, чем источников, то жидкость в области исчезает.) Если, 
в частности, дивергенция во всех точках равна нулю, то равен 
нулю и поток через любую замкнутую поверхность.

П р и м е р  I. Вы числить дивергенцию поля скоростей жидкости v= a i- \-  

-\-bj -\-сk , где а, Ь, с — постоянные. Это  однородное векторное поле. Ясно, что

Таким образом, в данном поле нет ни источников, ни стоков. Все частицы 
жидкости имеют одну и ту же скорость, жидкость движется поступательно как 
твердое тело. Поток такой жидкости через лю бую  зам кнутую  поверхность равен 
нул ю.

П р и м е р  2. Вы числить поток вектора а =  г =  х i у /' -\-zk через зам кн у 

тую поверхность. Так как div Г — 3, то по формуле (18) получаем, что

ll =  3 ^ d t ;  =  3 K u. Таким образом, поток радиус-вектора г через зам кнутую  по-
Q

верхность равен утроенному объему области, ограниченной этой поверхностью.

(18)

w

div v =  0.
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Рис. 169

обращ аясь с операторами дифференци-
д д д 

роваиия —— , —— , —— как со скалярными 
дх ду дг

величинами.

div а =  ( V ,  и),

если под ( V ,  а )  понимать формально об
разованное скалярное произведение век
торов

V - , ■ - * + , * + * - *  и а =  а (М ) =  
дх ду дг

=  axi +  а j  + a 2k,

П р и м е ч а н и е  1. Заметим, что

П р и м е ч а н и е  2. Рассмотрим некоторые формулы, облегчающие вычис
ление дивергенции более сложных векторов полей.

1. Если С, и С2 —  скалярные постоянные, то согласно известным свойствам 
скалярного произведения (см. § 2.2, п. 1) имеем:

( V ,  С ,а , +  С2а2)= С ,  ( V ,  a,)-)-C2( V ,  a2), т. е. div (С ,a, +  C2a2) =  С, div а , -)-

-f- С2 div а2.

2. Если а — векторное поле постоянного направления, а = и ( М ) с, где с —

=  cxi -\-с j  +  сгЛ — постоянный вектор, а и =  и (М ) —  скалярное поле, то

— , , — , ди , ди , ди —( V ,  a )  =  ( V ,  и с )  =  сх-  +  су -  +  с , -  =  ( с ,  V 4

div (и с ) =  (g rad  и, с).

3. Если  с =  с (М )  —  переменный вектор, и =  и (М )  —  скалярное поле, то

{ V , uF) =  c, £  +  c, ^ + c, £ + u ( £ + ^  +  ̂ )  =  (7 . V u )  +  u ( V , n

div (u с ) =  (g rad  и, с )-)-u div с.

10. Циркуляция и ротор векторного поля. Под циркуляцией
векторного поля а (М ) по к о н т у р у  L понимается следующий кри
волинейный интеграл по замкнутому пути L, снабженному на
правлением обхода:

Ц/. =  ф axdl,
L
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где аг — проекция вектора поля а (М )  на касательную к пути 
L в точке М, причем на этой касательной положительным счита
ется то направление, которое совпадает с направлением обхода 
контура (рис. 169).

Очевидно, что циркуляция тем больше, чем ближе направле
ние вектора а (М )  в каждой точке М пути L к направлению ука
занной касательной. Очевидно, что изменение направления обхо
да контура L  влечет за собой изменение знака циркуляции на 
обратный.

О п р е д е л е н и е .  Ротором ( вихрем)  векторного поля а =  
=  а (М ) — at i -f-ayj +  azk называется вектор

(д а ,  
\ ду

< 4  
ду .

k.

Его обозначение rot а.
Таким образом,

" * H S - S ) T+ (£~ £ )'+ (£-£)*•
или для удобства запоминания

rot а =
i / k
д д д

дх ду дг

а ау а г
Следовательно (см. § 3.3, п. 1), r o t a = [ V ,  a).
Точно так же, как для градиента и дивергенции

rot (С,а| -f- С2а2) — С , rot a, -f- С2 rot а2.
Для ротора поля постоянного направления а =  ис, где с —

=  cxi + cyj  -f сгк — постоянный вектор, а и =  и (М ) — скалярное по
ле, имеем:

r o t ( w c ) = — [с, grad и]. (19)
Формула (19) является частным случаем более общей форму

лы. Если с =  с (М ) — переменный вектор, то [V ,  ис] =  
=  — [с, Vm] +  u [ V ,  с].

П р и м е р  1. Если с —  постоянный вектор, то rot с =  0.

П р и м е р  2. Если а =  г —  радиус-вектор, то

rot а

13 Заказ 1222

(ду
\<?* ду) = 0.
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11. Формула Стокса (Джордж 
Габриель Стокс (1819— 1903) — 
английский физик и математик). 
Для поверхностных интегралов 
имеет место формула, аналогич
ная формуле Римана — Грина 
(§ 12.3, п. 4), позволяющая свести 
вычисление интеграла по поверх
ности о к вычислению криволи
нейного интеграла по контуру L , 
ограничивающему эту поверх
ность (рис. 170). Будем считать, 
что поверхность о пересекается 
с любой прямой, параллельной 
оси Oz, не более чем в одной точ

ке. Пусть z =  z (х, у ) — уравнение поверхности о, где функции 
z(x, у), z'x(x , у), z'y (х, у) непрерывны в замкнутой области G — 
проекции а на плоскость хОу, L  — контур, ограничивающий а, 
а Г — его проекция на плоскость хОу, являющаяся контуром, 
ограничивающим область G. Выберем для ориентации верхнюю 
сторону поверхности о (рис. 170). Пусть функции Р  (х, у, z), Q (х, 
у, z), R (х, у, z ) (кратко Р, Q, R ) непрерывны вместе со своими 
частными производными первого порядка на поверхности а.

Рассмотрим интеграл
ф Р  (х, у, z)dx,
L

где направление обхода контура L  согласовано с выбором сторо
ны поверхности (см. рис. 170). В случае выбора нижней стороны 
поверхности а направление обхода контура L также должно 
быть согласовано с таким выбором.

Так как контур L лежит на поверхности от, то координаты его 
точек удовлетворяют уравнению z =  z(x, у ), и поэтому значения 
функции Р  в точках контура L  равны значениям функции Р  (х, у, 
z(x, у)) в соответствующих точках контура Г. Проекции же со
ответствующих участков разбиения контуров L и Г на ось Ох сов
падают. Значит, совпадают интегральные суммы для криволи
нейных интегралов второго рода от функции Р  по контурам 
L и Г, а значит, равны и интегралы

ф Р  (х, у, z) ^х =  ф Р  (х, у, z(x, y))dx.
L  I'

Далее, применяя формулу Римана — Грина (§ 12.3, п. 4), пе
рейдем к двойному интегралу по области G. Получаем:

ф Р (х , у, z (х, y ))d x =  — Q ^  +  ̂ z '^ d x d y .  
г G
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п. 3), то направляющие косинусы нормали п к ней выражаются 
формулами (§ 2.2, п. 3; § 11.2, п. 5)

z'r 4  Icos а =  -— у.— . .. —  cos р = ---  —т- cos у -

Так как выбрана верхняя сторона поверхности ст (см. § 12.4,

2

G G

Теперь, воспользовавшись формулами (14) и (15) § 12.4, можно 
этот двойной интеграл преобразовать в поверхностный. Полу
чаем:

с
Итак,

дР дР  c o s p \  W { ap  дР о\ 1

d x d y  =  ~  c o s  Y  ~  ̂  c o s  s ‘

§ P d x  =  \ \ ( ^ c o s V - ^ c o s y ) ds- (2 °)

(Можно показать, что формула (20) верна и для поверхностей 
более сложного вида.)

Аналогично при соответствующих условиях доказывается:

ф Qdy =  §(Jj^- cos у — cos ds, (2 1 )
L  a

Ф R d z  =  \\ ( ^ cos a - ^ 7 C0S P) ds' <22>
L  a

Складывая почленно равенства (20), (21), (22), получаем 
формулу

ф Pdx +  Qdy +  Rdz =  \\ ( ( ^  -  i £ )  cos y +

+  ( w  _ ^ r ) C0S a +  ( l 7  - ^ - ) cos P) ds’ (23)
называемую формулой Стокса.

Интеграл в левой части формулы (23) равен ф  aTd/
L

(см. § 12.3)— циркуляции вектора а =  Р i -\- Q j  -\- Rk вдоль кон
тура L. Интеграл в правой части представляет поток вектора
rot а через поверхность о, ограниченную контуром L.

Следовательно, формулу Стокса в векторной форме можно 
записать так:
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ф aTd/ =  ̂  rot„ ads,
L  a

(24)

где rotn a =  np_ rot a.
n

Таким образом, циркуляция вектора а вдоль замкнутого кон
тура L  равна потоку вихря этого вектора а через поверхность о,
лежащую в поле вектора а и ограниченную контуром L. 
Формулу Стокса с помощью формулы связи поверхностных ин
тегралов (§ 12.4, п. 5, формула (15)) можно переписать в виде

ф Pdx +  Qdy +  Rdz =  § ( ? £  ~ ^ jd x d y  +

) < • * + ( £ - % ) « * ■  <25> 
Формулу (25) легко запомнить, заметив, что первое слагаемое 

в правой ее части — это то же выражение, которое стоит под 
знаком двойного интеграла в формуле Римана — Грина, а вто
рое и третье получаются из него циклической перестановкой ко
ординат х, у, z и функций Р, Q, R.

В частности, если поверхность о — область плоскости хОу, 
ограниченная контуром L, то интегралы по dzdx и dydz обраща
ются в нуль и формула Стокса переходит в формулу Римана — 
Г рина.

П р и м е ч а н и е .  И з теоремы Стокса следует, что циркуляция постоянного 

вектора вдоль любого контура равна нулю, так как rot с = 0  (п. 10, при
мер 1), и по формуле (24)

ф  а ̂ 11 =  0.
L

П р и м е р .  Вы числить с помощью формулы Стокса интеграл ^ )x 2y3dx-\-
L

+  yd y-\-zdz, где L  —  окружность, заданная уравнениями х2-\-у2 =  1, z =  0, а по
верхностью а служ и т верхняя сторона полусферы х2-\-у2 г2 =  1 ( z > 0 )  и контур 
L проходит в положительном направлении.

Так  как

^ - ^ = 0  ^ - ^ = 0  
дх ду ду dz ' dz дх

то по формуле Стокса (25) получаем

ф  >?y3dx +  ydy zdz =  — 3g x2 у2 dxdy =  —
L  a
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§ 14.2. Уравнения и задачи математический физики

1. Основные понятия о дифференциальных уравнениях с ча
стными производными второго порядка.

Дифференциальным уравнением с частными производными 
называется равенство, связывающее неизвестную функцию от 
нескольких независимых переменных, эти переменные и частные 
производные от неизвестной функции по независимым пере
менным.

Порядком дифференциального уравнения с частными произ
водными называется порядок старшей частной производной, вхо
дящей в это уравнение.

Если и =  и(х, у), то в общем случае дифференциальное урав
нение с частными производными второго порядка имеет вид:

п (  ди ди д2и д2и д2и \  „  .,

где F  — известная функция.
Дифференциальное уравнение с частными производными на

зывается линейным, если оно линейно относительно неизвестной 
функции и всех ее частных производных.

Для физических приложений особый интерес представляют 
линейные дифференциальные уравнения с частными производ
ными второго порядка.

Для случая двух независимых переменных приведем важней
шие типы таких уравнений:

1. Волновое уравнение

—  =  а 2 —  ( 2 )
dt2 дх2' ( ’

Это уравнение встречается при изучении ряда колебательных 
процессов (поперечные колебания упругой струны, колебание га
за в трубке и др.).

2. Уравнение теплопроводности (уравнение Фурье)
ди 2 д2и
17 й7 ’ <3>

описывающее процессы распространения тепла и т. д.
3. Уравнение Лапласа

д2и . д2и „
7 г + ^ = 0 - <4>

К исследованию этого уравнения приводит рассмотрение задач 
об электрических и магнитных полях, о стационарном тепловом 
состоянии, задач гидродинамики, диффузии и т. д. (см. [14]).

Для решения этих уравнений в различных условиях были со
зданы специальные приемы (так называемые «методы матема
тической физики»).
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Решением уравнения (1) называется всякая функция и =  ф(х, у), 
обращающая уравнение ( 1) в тождество.

Как известно (см. § 13.2, 13.3), общие решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений содержат произвольные постоян
ные. Для дифференциальных уравнений с частными производны
ми их общие решения включают произвольные функции.

2. Вывод уравнения колебаний струны.
В математической физике под струной понимают однородную 

гибкую, упругую нить (т. е. с постоянной линейной плотностью).
Пусть струна длиной / в начальный момент направлена по 

отрезку оси Ох от 0 до /. Предположим, что концы струны за
креплены в точках х =  0 и х =  1. Если струну отклонить от ее пер
воначального положения, а потом предоставить самой себе, то 
точки струны будут совершать движения — говорят, что струна 
начнет колебаться.

Будем рассматривать малые отклонения точек струны от на
чального положения. В  силу этого можно предполагать, что дви
жение точек струны происходит перпендикулярно оси Ох и в од
ной плоскости. При этом предположении процесс колебания 
струны описывается одной функцией и(х, t ), которая дает вели
чину перемещения точки струны с абсциссой х в момент времени 
t (рис. 171).

Так как мы рассматриваем малые отклонения струны в плос
кости хОи, то будем предполагать, что длина элемента струны 
1^м м2 равна ее проекции на ось Ох, т. е. длина дуги М ,М 2 равна
х2 — х,. Также будем считать, что натяжение во всех точках стру
ны одинаковое по величине, обозначим его через Т.

Рассмотрим элемент струны М М ' (рис. 172).
На концах этого элемента, по касательным к струне, действу

ют силы Т. Пусть касательные образуют с осью Ох углы ф и ф +  
-f-Дф. Тогда проекция на ось Ои сил, действующих на элемент 
М М ', будет равна Т sin (ф +  Лф)— Т sin ф. Так как угол ф мал, то 
можно положить tgфя=;sinф, и мы будем иметь:

Т sin (ф +  Дф)— Т sin фж Т  tg (ф-}~Лф) — Т tg ф =  Т —
ди(х, t )\  д2и (х  +  вАх, t) д2и (х, t)---- ----  =  7------ 5-----Л х «  Т---- 5-- Лх,

дх )  дх2 дх2
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0 < в < 1  (здесь мы применили формулу Лагранжа (§ 8 .6 , 
п. 3) к разности, стоящей в скобках).

Чтобы получить уравнение движения, надо внешние силы, 
приложенные к элементу М М', приравнять силе инерции. Пусть 
р — линейная плотность струны. Тогда масса этого элемента
струны будет рАх, а его ускорение равно Следовательно, по

д̂ и д̂ ивторому закону Ньютона рАх—-= 7’ — -̂Ах.
dt дх~

Т и иСокращая на Ах и обозначая — =  а2, получаем: —- =  а2 —̂̂ .Р J  dt2 дх2
Это уравнение называется уравнением свободных колебаний 
струны или одномерным однородным волновым уравнением.

3. Вывод уравнения теплопроводности.
Пусть на оси Ох лежит однородный стержень, теплоизолиро

ванный от внешней среды (нет обмена с внешней средой) и не
равномерно нагретый. При этом в стержне будет происходить 
теплообмен между более нагретыми частями и частями менее 
нагретыми. Если, например, в начальный момент времени темпе
ратура точек стержня с увеличением х уменьшается, то с течени
ем времени будет происходить поток тепла в положительном на
правлении оси Ох. Обозначим через ы(х, /) температуру в сече
нии стержня с абсциссой х в момент t. При этом частная про
изводная и', (х, t) равна скорости повышения температуры в мо
мент времени t в данном сечении стержня, а частная производ
ная и'х(х, t) — скорость изменения температуры в зависимости от 
точки х стержня. Эта величина характеризует перепад темпера
тур. Если и'х(х, /)< 0, то более правые точки стержня имеют бо
лее низкую температуру. По законам физики поток тепла через 
сечение стержня пропорционален площади S  сечения стерж
ня, перепаду температур и промежутку времени. Иными сло
вами, за малый промежуток времени At (температурные условия 
в этом промежутке сохраняются) через сечение стержня с абс
циссой х пройдет поток тепла

Q {x )= - k S ^ ±  At. (5)

Знак «минус» оправдан тем, что при движении тепла в положи
тельном направлении оси Ох производная и'х(х, t), как уже отме
чалось, отрицательна, а количество тепла Q, прошедшее через 
сечение в положительном направлении, положительно. Число 
k называется коэффициентом теплопроводности стержня. Величи
на k зависит от материала, из которого сделан стержень.

Проследим за изменением количества тепла и температуры 
в той части стержня, которая заключена между сечениями с абс
циссами х и х +  Дх. Количество тепла, входящее через сечение 
с абсциссой х за время At, определяется по формуле (5). Соглас
но этой же формуле количество тепла, выходящее через сечение
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с абсциссой х+ Д х за это же время А/, равно:
г. , , » \ и с  ди (-r +  A*. О л J Q (х +  Дх) =  — k S ----—---- At.

Взяв разность величин входящего и выходящего тепловых пото
ков, получим количество тепла AQ, сообщенное выбранному уча
стку стержня за время А/:

A Q =  kS ' ди (х-\- Ах, t) ди (х, t) Wдх дх

Отсюда, применяя формулу Лагранжа (см. § 8 .6 , п. 3), получим: 
\ п  , Q d'2u ( x + e  xAx, t)AQ =  k S ------ 5---- At Ах, (6 )

дхг

где 0 <  0 , <  1.
Будем считать выделенный участок стержня (между сечения

ми с абсциссами х и х +  Ах) столь малым, что в каждый данный 
момент температуру всех его сечений можно считать одной 
и той же.

Тогда, с другой стороны, сообщенное количество тепла вы
бранному участку стержня за время At равно:

AQ =  cpS(u(x, t-\-At) — u(x, 0 )Ах,
где с — удельная теплоемкость вещества стержня, р — плот
ность стержня.

Отсюда, вновь применяя формулу Лагранжа, будем иметь: 
а п  с  ди (х, t +  e 2At)A Q =  cp S-----—---- АхА^, (7)

где 0 <  0 2 <  1.
. .  , du(x, t  +  e 2At) д2и (х+ е,Д х, /)Из формул (6 ), (7) получаем: ср---- —----- — к ------------ .

Переходя здесь к пределу при Дх-vO и Д/->-0, получим:
ди 2 д2и ,а\
т т = а т ? '  <8>

2 kгде положено а — — .
Ср

Уравнение (8 ) называют уравнением теплопроводности стержня.
4. Классификация задач математической физики.
Как уже отмечалось (см. п. 1), дифференциальные уравнения 

с частными производными имеют бесчисленное множество реше
ний. Поэтому в том случае, когда физическая задача приводится 
к уравнению с частными производными, для однозначной харак
теристики процесса необходимо к уравнению присоединить неко
торые дополнительные условия.

Для задач, приводящих к уравнениям (2), (3) из п. 1, допол
нительные условия разделяются на начальные и краевые.
392



Начальные условия состоят в задании в один какой-нибудь 
момент времени, с которого начинается изучение данного физи
ческого явления (обычно при / =  0 ), значений искомой функции 
и ее производной (в случае уравнения (2 )) или только значений 
самой функции (в случае уравнения (3)).

Краевые (или граничные) условия для этих задач заключа
ются в том, что указываются значения неизвестной функции и (х, 
t) на концах интервала изменения координаты х.

Если процесс протекает в бесконечном интервале изменения 
координаты х (бесконечная струна, бесконечный стержень — 
п. 5 ), то краевые условия отпадают и получается задача только 
с начальными условиями, или, как ее часто называют, задача 
Коши.

Если ставится задача для конечного промежутка, то должны 
быть заданы и начальные и краевые условия. Тогда говорят 
о смешанной задаче (см. п. 6 ).

Например, рассмотрим простейшую задачу о поперечных ко
лебаниях струны, закрепленной на концах. В этой задаче u (x ,t)  
даст отклонение струны от оси Ох. Если концы струны О ^ д ;^  

закреплены, то должны выполняться краевые условия
ы|*=о =  0, и\х=1 =  0, (9)

или, более кратко,
и (0 , /) =  0 , u (l, t) — 0.

Краевые условия (9), где правые части — нули, называются од
нородными.

Однако заданием только этих краевых условий закон колеба
ния не определяется однозначно. Он будет зависеть еще и от на
чальной формы струны, и от начальной скорости струны в каж 
дой точке. Итак, кроме краевых условий, должны быть заданы 
следующие начальные условия: и(х, 0) — f(x ), и', (х, 0) =  F (x ). 
Здесь f (х) и F (х) — известные, заранее заданные функции: пер
вая из них в качестве графика имеет форму струны в начальный 
момент, вторая указывает, какова в начальный момент скорость 
каждой точки струны.

Из физических соображений ясно, что, придав некоторое на
чальное положение и некоторую начальную скорость каждой 
точке струны, а затем отпустив струну, мы вызовем вполне опре
деленное движение точек струны. Следовательно, задание крае
вых и начальных условий однозначно определяет некоторый за
кон колебания струны. Этот закон будет найден позднее 
(см. п. 6 ).

Переходя к уравнению (4) из п. 1, заметим, что в это уравне
ние время t не входит и обе независимые переменные являются 
координатами точки. Для задач, приводящих к уравнению (4), 
ставятся только краевые условия, т. е. указывается поведение 
неизвестной функции на контуре области (см. задачу Дирихле — 
п. 7).
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Кроме того, следует иметь в виду, что каждое из выведенных 
уравнений носит идеализированный характер, т. е. отражает 
лишь наиболее существенные черты соответствующего физиче
ского процесса. Данные, входящие как в уравнение, так и в до
полнительные условия в физической задаче, определяются из экс
периментальных данных и могут считаться известными лишь 
приближенно. Поэтому мы должны быть уверенными в том, что 
решение задачи при приближенных исходных данных будет 
близко к тем решениям, которые получались бы при точных ис
ходных данных. Таким образом, важно, чтобы малые изменения 
данных задачи вызывали лишь малые изменения в ее решении, 
т. е., как говорят, чтобы решение было устойчиво относительно 
исходных данных.

Задача математической физики считается поставленной пра
вильно (корректно), если решение задачи, удовлетворяющее всем 
ее условиям, существует, единственно и устойчиво.

Все задачи, которые мы будем рассматривать, принадлежат 
к типу задач, имеющих единственное решение, устойчивое отно
сительно исходных данных, т. е. задачи поставлены корректно.

5. Задача Коши. Метод Даламбера.
Рассмотрим задачу о колебаниях бесконечной струны. Если 

струна очень длинная, то на колебания, возникающие где-то в ее 
середине, концы струны будут оказывать малое влияние. Поэто
му, рассматривая свободные колебания неограниченной струны, 
мы должны решить уравнение

д2и 2 д2и . . „ .
1 ё = а  7 ?  <|0)

только при начальных условиях
и(х, 0 ) =  /(х), ( 11)

и', (х, 0) =  F (x ), (12)
причем ввиду неограниченности струны функции /( * )  и F  (х) за
даны на всей числовой оси.

Такая задача, как уже отмечалось (п. 4), называется задачей 
с начальными условиями или задачей Коши. Метод решения ее, 
который мы сейчас изложим, называется методом Даламбера 
или методом бегущих волн.

Прежде всего заметим, что если <р(р) и t|3 (<7) (р, q — произ
вольные независимые переменные) — любые дважды дифферен
цируемые функции, то функция

и(х, t) =  у  (х — a/)-t-i|5 (x-\-at) (13)
является решением уравнения ( 10 ).

Действительно, последовательно дифференцируя, находим:
и'х =  ф/ (x — at)-\-\|/ (x-\-at), и'̂  — ц" (x — at)-\-\р" (x +  a t), 
u't =  — aq>'(x— at)-\-a\\p'(x-\-at), (14)
u'2 =  a2(f" (x — at)-\-a2ty" (x-\-at),
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и, следовательно, и"2 =  а2и"̂  .
Решение (13). зависящее от двух произвольных функций, на

зывается решением Даламбера. Для определения этих функций 
воспользуемся начальными условиями (11), (12). Полагая в фор
мулах (13), (14) t =  0, получим:

Ф(х)  +  г|) (* )  =  /(*), (15)
— ац>' (х)^-аур' (х )=  F  (х).

Интегрируя последнее равенство на отрезке [0; х], получим:
X

— а ( ф( * )  — ф(0)) +  а (г!? ( Jf)— ф(0))  =  ̂  F  (у ) dy,
о

которое приведем к виду
х

— ф(*)  +  ф(дг) =  -^  F (y )d y  +  C, (16)
о

где С — — ф(0)-)-г|)(0). Из равенств (15) и (16) находим искомые 
функции ф(х) и ф(х):

X

Ф (x) =  ̂ f (x )  — ~ ^ F ( y ) d y  — ̂ -, (17)
о
х

4>(x) =  ̂ f (x )  +  i^ \ F ( y )d y  +  ̂ .  (18)
о

Заменяя в формулах (17) и (18) х соответственно на х — at и х-\- 
-\-at и подставляя полученные выражения в формулу (13), най
дем решение задачи Коши:

и(х< , ) = / ( *- " 0  +  /(* +  а<)+ ^  J F ( y ) d y , (19)
x — at

Формула (19) называется формулой Даламбера. В случае 
бесконечного стержня краевые условия отсутствуют и задача 
Коши сводится к отысканию решения уравнения

ди 2 д2и
~ д Т ~ а  7 ? '

определенного для всех х, — оо <С.х<С +  оо и t > 0 , и удовлетво
ряющего начальному условию

и(х, 0 ) =  /(*).
Это решение имеет вид (см. [14])



Последняя формула была получена в 1823 г. Симеоном П у
ассоном (1781 — 1840, французский математик и физик).

6. Решение смешанной задачи методом Фурье. Рассмотрим 
указанную в п. 4 задачу о свободных колебаниях струны, за
крепленной на обеих концах. Как там отмечалось, эта задача 
сводится к решению уравнения

—  =  а2 —  (2 0 )
dt2 дх2 { '

при краевых условиях
и (0 , 0  =  0 , и(1, 0  =  0 (2 1 )

и начальных условиях
и(х, 0 ) =  / (*), и'(х, 0 ) =  F (x ). (2 2 )

Уравнение (20) будем решать методом Фурье — разделения 
переменных. Суть его заключается в том, что мы отыскиваем 
частные решения уравнения ( 2 0 ), удовлетворяющие пока только 
краевым условиям (2 1 ) в виде произведения двух функций, каж
дая из которых зависит только от одной переменной:

и(х, t) =  X ( jc) Т (0- (23)
При этом мы ищем нетривиальные решения, т. е. тождественно 
не равные нулю. Подставляя функцию (23) в уравнение (20), по
лучаем:

Х (х ) Т" (t) =  a2X " (x )T (t ) ,
или

Т" (0 Xя (X)

Мы получили равенство, в котором левая часть не зависит от х, 
а правая — от /. Следовательно, обе части равенства не зависят 
ни от х, ни от t, т. е. являются постоянными. Обозначим эту по-

/̂2 Т"стоянную символом — \2 (поскольку отношение ~  — ~  ускоре
ния к отклонению является отрицательным, так как вектор уско
рения направлен здесь к положению равновесия):

Т" (t )  X "  (д:)

a2T (t )  Х (х )
Отсюда

-АЛ

Т" (t)-\-X2a2T (0  =  0,
X " (х) +  \2 X (х) =  0.

Из этих уравнений находим (см. § 13.4, п. 2):
Т (t) — A cos \at-\-B sin hat,
X (x )=  С cos \x-\- D sin Xx.
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и (х, t) =  (A cos A.at 4- В  sin Xat)(C  cos Xx-\- D sin Xx). 
Полагая здесь x =  0, получим:

u (0, t) — {A cos Xat-\-B sin Xat) C =  0.
Значит, C =  0. Далее, поскольку

и (/, l) =  (A cos Xat-\- В  sin Xat) D sin Xl =  0, 
то X следует выбрать так, чтобы

b j i
sin XI — 0, XI — kn, X =  — .

Эти значения X называются собственными значениями для дан
ной краевой задачи, а соответствующие им функции

X (х )— D sin х

собственными функциями.
Итак, частное решение уравнения (1), удовлетворяющее крае

вым условиям, найдено:
. / kna , . , . kna ,\  . knuk(x, t) =  l ak cos —— t-\-bk sin - j-  t j  sin —  x.

Здесь числа ak =  AD, bk =  BD  произвольны.
Заметим теперь, что уравнение (20) линейное и однородное 

и потому сумма его решений также будет решением. Так что 
функция

оо

и(X, /)=  £  ик(х, /) =
k= 1

оо
Z / kn at , . . kn a t\  knI ak cos — -- 1- bk sin ——  I sin —  x

k= i '
является решением уравнения (20). Ясно, что эта функция удов
летворяет краевым условиям (2 1 ), так как им удовлетворяет 
каждая из функций ик(х, t).

Подберем теперь числа ак и bk так, чтобы удовлетворить и на
чальным условиям (22) уравнения (20). Имеем:

оо

и (х, 0 ) =  / ( * ) =  £  ак s in ^ x .  
k=\

Это разложение функции / (х) в ряд Фурье по синусам. Следова
тельно (§ 10.5),

Таким образом,



Далее, так как

то

откуда

и'(х, О) =  F (x )=  X  ~~Г Ьь sin ~у х,
k= I 1

I
kna , 2 f р / v . knx ,
~ r bk==i )  (x) sm ~ r dx'

b“= -i^\ F {x )s in !T - dx- <25>
о

Таким образом, найдено решение уравнения свободного колеба
ния струны, удовлетворяющего указанным краевым и началь
ным условиям:

оо
, .ч v  /  kna , , , . kna Л  . knu (x , t )=  2̂  ( cik cos —j— t-\- bk sin —— t J  sin —  jc, 

k=\ '

где ak и Ьк находятся из равенств (24) и (25).
7. Задача Дирихле для круга.
Пусть в плоскости хОу имеется круг радиуса R с центром 

в начале координат и на его окружности задана некоторая функ
ция / (ф), где ф — полярный угол. Требуется найти функцию и (г, 
ф), непрерывную в этом круге, включая его границу, удовлетво
ряющую внутри его уравнению Лапласа

d r2 +  Г дг +  г* «5ф2 '  '

и на границе данного круга принимающую заданные значения
и|,_* =  /(<р). (27)

Перепишем уравнение (26) в виде
,2  д2и ди д2и „  

г  +  (28) 

Будем искать решение методом разделения переменных, полагая
и =  Ф  (Ф) R (г). (29)

Подставляя это выражение в уравнение (28), получим: 
г2Ф  (ф) R "  (г) +  лФ (ф) R ' (г) +  Ф "  (Ф ) R (г) =  0,

или
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Ф ( ф )  R ( r )

(30)



Так как левая часть равенства (30) не зависит от г, а правая — 
от ф, то они равны постоянному числу. Обозначая эту постоян
ную через — к2 (ниже объясняется, почему мы не могли прирав
нять -\- к2), получаем два уравнения:

Ф " ( Ф )  +  62Ф ( Ф }  =  0, (31)
r2R " ( r )  +  r R '( r )  — kiR ( r )  =  0. (32)

Общее решение уравнения (31) будет
Ф  =  А cos &ф +  В  sin £ф. (33)

Решение уравнения (32) будем искать в форме R ( r ) = r m. Под
ставляя R ( r )  =  rm в уравнение (32), получим:

r2m (m - \ ) r m- 2 +  rrnrm~ '- k 2rm =  0,
или

пг2 — k2 =  0 .
Итак, имеются два частных линейно независимых решения 

уравнения (32): гк и г~к. Следовательно (§ 13.4, п. 1, теорема 1), 
общее решение уравнения (32) будет

R ( r )= C r k +  D r~ k. (34)
Выражения (33) и (34) подставляем в равенство (29):

uk =  (Ak cos +  sin кц>) (C krk-\- Dkr~ h). (35)
Функция (35) будет решением уравнения (28) при любом значе
нии к, отличном от нуля. Если k =  0, то уравнения (31) и (32) 
принимают вид:

Ф "  (ф) =  0, r R " ( r ) + R ' ( r )  =  0.
Их общие решения соответственно есть

Ф  =  /40 +  й 0ф,
R ( r ) = C 0 +  D0 In л,

и, следовательно,
Ы0 =  (Л0+ В 0ф) (С0 +  Я 0 1пг). (36)

Это решение уравнения (28) должно быть периодической функ
цией от ф, так как при одном и том же значении г при ф и ф +  2л 
мы должны иметь одно и то же значение решения, потому что 
рассматривается одна и та же точка круга. Поэтому в формуле 
(36) должно 60 =  0 . Далее мы ищем решение, непрерывное в кру
ге. Следовательно, в равенствах (35) и (36) должно соответствен
но быть Dk =  0 и D0 =  0.

Таким образом, правая часть равенства (36) обращается
Ао Лов произведение А0С0, которое обозначим через —  , т. е. « 0 =  —  . 

Будем составлять решение нашей задачи в виде суммы реше
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ний вида (35), так как сумма решений есть решение. Сумма дол
жна быть периодической функцией от ф. Это будет так, если 
каждое слагаемое будет периодической функцией от ф. Для это
го k должно принимать целые значения. (Заметим, что если бы 
мы приравняли части равенства (30) числу -\-k2, то не получили 
бы периодического решения, так как тогда в выражение Ф  не 
вошли бы cos кц> и sin kq>; R (г) не влияет на периодичность, ибо 
от ф не зависит.) Мы можем ограничиться только положительны
ми значениями k =  1, 2 , .. ., так как в силу произвольности посто
янных А, В , С отрицательные значения k новых частных решений 
не дают. Итак,

и (г, ф) =  ̂ -+  £  (Ап cos пц>-(-В п sin пц>) гп (37)
п =  1

(постоянная С„ включена в /I, и В п). Подберем теперь произ
вольные постоянные А п и В п так, чтобы удовлетворялось краевое 
условие (27). Подставляя в равенство (37) r =  R, получаем:

/ ( ф) =  4 г+  I  (Ап cos Яф +  В„ sin nq>)R".
п —  1

Это — разложение функции /(ф) в ряд Фурье. Следовательно 
(§ Ю.5, п. 2),

л л

Ло =  77 \ / (0  dt, Ап =  ~  J f ( t )  cos ntdt, (38)
— л — л

я

в п = - ^  \ f ( t )  sin ntdt.
—  Я

Таким образом, ряд (37) с коэффициентами, определенными по 
формулам (38), будет решением нашей задачи. Преобразуем 
формулу (37). Подставляя вместо А0, А п и В п их выражения по 
формулам (38) и производя тригонометрические преобразования, 
получим:

и (г, Ф )=  27 \ I  ^os п (t ф)^ dt.

Но
оо оо

+  2 X  (£)■ cos л ( ( - ф ) = 1 +  X  +  =
п =  1 п = 1

' - ( i f
, _ 2  -1 COS ( / - v ) + ( j f  R2~ 2Rr C0S (/ - ф) +  г2R
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u ( r> 4>) =  i  S / (0  # - 2 R r * ™ r( t - 9) + ?  dL  (39)

Поэтому

—  Л

Путем анализа этой формулы доказывается, что если функция 
/ ( ф) непрерывная, то функция и (г, ф), определенная интегралом 
(39), удовлетворяет уравнению (28) и при г —к R — 0 будет 
и (г, ф)-^/(ф), т. е. и (г, ф) является решением поставленной 
задачи Дирихле для круга.

Формула (39), дающая решение задачи Дирихле для круга, 
называется интегралом Пуассона, а подынтегральное выраже
ние

Р 2— г2
Ф(г ,  t, R, ф) =  —г— 5---------------

R -\-r — 2Rr cos (/ — ф)

ядром Пуассона.
Отметим следующие свойства ядра Пуассона:
1. Ф ( г ,  t, R, ф )>0.

R2 — 2Rr cos (/ — <р)-|-г2
d t =  1.

УП РАЖ Н ЕН И Я
1. Что  представляют собой поверхности уровня следующих скалярных полей:

а ) и — х2 +  у2 +  г2; б ) и =  зс2+ у2 — г2?
2. Найти производную скалярного поля и — ху +  yz -J- 1 но направлению

\8y — 3 (x  +  z) 1вектора л (12; — 3; — 4). —2--- ^ — — - .1

3. Найти производную скалярного поля u =  xyz по направлению векто

ра п (  1; — 2; 2) в точке /4(1; 1; 1). [1/3.]
4. Найти производную плоского скалярного поля и =  хг-\-у2 — Зх-\-2у по на

правлению, идущему из начала координат в точку Р ( 3; 4), в начале координат.
[- 1 / 5 . ]

5. Найти grad г,- где r =  ̂ jх2 у2-\-z2 . i + — j  + — &-j

6. Найти градиент плоского скалярного поля и =  Д/4-)- хГ +  у2 в точке /4(2; 1).

[ I  ' +{ / ]
7. Найти направление наибольшего роста функции и =  х2 +  у2-f-2ху +  г2 

в точке /4(1; I ; 0).
[Положительное направление оси Ох.\

8. Найти поток векторного поля a = x i  -\-(y-\-z) j  + ( z  — у) k через верхнюю 
часть сферической поверхности jc2 +  у2 z2 =  9, отсеченную плоскостью z =  3/2.

[27л.]
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9. Найти дивергенцию векторного поля а =  а (х  i +  у j  -\-zk) (а  —  const). [За.]

10. Найти дивергенцию векторного поля а = х у  i -\-yz j  -\-zxk в точке А (1; 2; 3).
[6 ]

11. Найти d iv (g rad  и), где и =  х2 +  2у* +  Зг2. [12.]
12. С помощью формулы Остроградского— Гаусса найти поток векторного

поля а =  xy2 i +  yz2 / +  zx2k через полную поверхность сферы х2-\-у1 z2 =  R 2.

[ И
13. С помощью формулы Остроградского— Гаусса найти поток векторного 

поля a = y i  -\-х j  -\-zk через зам кнутую  поверхность, состоящ ую из поверхности

конуса jt2-\-y2 =  z2 и плоскости 2 = 1. [ И
14. Найти rot а, где a = y 2i — x2j + z 2k.

15. Найти rot а, где а =  г/\г\ .

16. Найти ro t(g ra d  и), где и — х2 +  у2 +  z2.

[ - 2  (x +  y )k .\  

10.] 

10.1

17. Найти циркуляцию векторного поля a = y i  по окружности x =  bcost, 
y =  b-{-b-s\n i. 0 ^ / ^ 2 л ,  расположенной в плоскости хОу. [ — лй2.]

18. Вы числи ть двумя способами (непосредственно и с помощью формулы

С токса ) циркуляцию векторного поля а =  х2у3 i +  j  +  z k по окружности х2^- 
+  y2 =  R 2, z =  0. | - 1 / 8 л Я 6.]

19. Найти двумя способами циркуляцию векторного поля a = x i  -\-yj +  zk
х2 и2но э л л и п с у --- |- - i-= l, z =  0. [0 .|
4 9

20. Струна, закрепленная на концах х =  0, дс =  /, имеет в начальный момент
4 h

форму параболы и — —̂ -х(1  — дг). Определить смещение точек струны от оси абс 

цисс, если начальные скорости отсутствую т (рис. 173).

Г , А 32Л V\и(х, I 1

г ,  (2 я +  1)

(2 л+ 1 )ла/  (2п-|-1)лдг 
------ ------ s in ------ ----- -

п =  I

У к а з а н и е .  Коэффициенты ряда, определяющего решение уравнения ко
лебания струны (

8Л f , , ч • knX 1 I. 1\ак =  -р \х(1 — дг) sin —— dx, Ьк =  0.



Р а з д е л  I I I  

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Г л а в а  15. СОБЫТИЕ И ВЕРОЯТНОСТЬ 

§ 15.1. Основные понятия. Определение вероятности

1. Понятие о случайном событии. Опыт, эксперимент, наблю
дение явления называются испытанием. Испытаниями, напри
мер, являются: бросание монеты, выстрел из винтовки, бросание 
игральной кости (кубика с нанесенным на каждую грань числом 
очков — от одного до шести).

Результат (исход) испытания называется событием. События
ми являются: выпадение герба или выпадение цифры,попадание 
в цель или промах, появление того или иного числа очков на бро
шенной игральной кости.

Для обозначения событий используются большие буквы ла
тинского алфавита: А, В, С и т. д.

О п р е д е л е н и е  1. Два события называются совместимыми, 
если появление одного из них не исключает появления другого 
в одном и том же испытании.

П р и м е р  1. Испытание: однократное бросание игральной кости. Событие 
А —  появление четырех очков, событие В  —  появление четного числа очков. С обы 
тия А и В  совместимые.

О п р е д е л е н и е  2. Два события называются несовместимы
ми, если появление одного из них исключает появление другого 
в одном и том же испытании.

П р и м е р  2. Испытание: однократное бросание монеты. Событие А —  вы п а 
дение герба, событие В  —  выпадение цифры. Эти  события несовместимы, так  как 
появление одного из них исключает появление другого.

Несовместимость более чем двух событий означает их попар
ную несовместимость.

П р и м е р  3. Испытание: однократное бросание игральной кости. П усть  со
бытия Л ,, А2, А3, А 4, Аь, Л 6 —  соответственно выпадение одного очка, двух, 
трех и т. д. Эти  события являю тся несовместимыми.

О п р е д е л е н и е  3. Два события А и В называются противо
положными, если в данном испытании они несовместимы и одно 
из них обязательно происходит.
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Событие, противоположное событию А, обозначают через А.
П р и м е р  4. Испытание: бросание монеты. Событие А —  выпадение герба, 

событие В  —  выпадение цифры. Эти  события противоположны, так как исходами 
бросания могут быть лиш ь они и появление одного из них исключает появление

другого, т. е. А =  В  или А =  В.

О п р е д е л е н и е  4. Событие называется достоверным, если 
в данном испытании оно является единственно возможным его 
исходом, и невозможным, если в данном испытании оно заведомо 
не может произойти.

П р и м е р  5. Испытание: извлечение шара из урны, в которой все ш ары бе
лые. Событие А —  вынут белый шар —  достоверное событие; событие В  —  вынут 
черный шар —  невозможное событие.

Заметим, что достоверное и невозможное события в данном 
испытании являются противоположными.

О п р е д е л е н и е  5. Событие А называется случайным, если 
оно объективно может наступить или не наступить в данном ис
пытании.

П р и м е р  6. Событие Л 6 —  выпадение шести очков при бросании игральной 
кости —  случайное. Оно может наступить, но оно может и не наступить в данном 
испытании.

2. Алгебра событий.
О п р е д е л е н и е  1. Суммой событий А и В  называется собы

тие С =  А +  В, состоящее в наступлении по крайней мере одного 
из событий А или В.

П р и м е р .  Испытание: стрельба двух стрелков (каж д ы й  делает по вы стре
лу). Событие А —  попадание в мишень первым стрелком, событие В  —  попада 
ние в мишень вторым стрелком. Суммой событий А и В  будет событие С =  А-\~В, 
состоящее в попадании в мишень по крайней мере одним стрелком.

Аналогично суммой конечного числа событий А х, А2, ..., А к 
называется событие А = А { -\-А2-\-...-\-Ак, состоящее в наступле
нии хотя бы одного из событий A j ( i— 1, 2 , ..., k).

Из определения 1 непосредственно следует, что А В =  В  +  
-\-А. Справедливо также и сочетательное свойство. Однако А +  
-\-А— А (а не 2А, как в алгебре).

О п р е д е л е н и е  2. Произведением событий Л и В называет
ся событие С =  АВ, состоящее в том, что в результате испытания 
произошли и событие А, и событие В.

Аналогично произведением конечного числа событий А ь Л2, ..., Ак 
называется событие A = A tA 2 ... A k, состоящее в том, что в резуль
тате испытания произошли все указанные события.

В условиях предыдущего примера произведением событий 
Л и й  будет событие С =  АВ,  состоящее в попадании в мишень 
двух стрелков.
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Из определения 2 непосредственно следует, что А В  =  ВА. 
Справедливы также сочетательный и дистрибутивный законы. 
Однако АА =  А (а не Л2).

3. Классическое определение вероятности. Можно ли как-то 
измерить возможность появления некоторого случайного собы
тия? Другими словами, можно ли охарактеризовать эту возмож
ность некоторым числом?

Всякое испытание влечет за собой некоторую совокупность 
исходов — результатов испытания, т. е. событий. Во многих слу
чаях возможно перечислить все события, которые могут быть ис
ходами данного испытания.

О п р е д е л е н и е  1. Говорят, что совокупность событий обра
зует полную группу событий для данного испытания, если его ре
зультатом обязательно становится хотя бы одно из них.

Приведем примеры полных групп событий: выпадение герба 
и выпадение цифры при одном бросании монеты; попадание 
в цель и промах при одном выстреле; выпадение одного, двух, 
трех, четырех, пяти, шести очков при одном бросании игральной 
кости.

Рассмотрим полную группу попарно несовместимых событий 
U ,, U„, связанную с некоторым испытанием. Предположим,
что в этом испытании осуществление каждого из событий U u 
U2,—,Un равновозможно, т. е. условия испытания не создают пре
имущества в появлении какого-либо события перед другими воз
можными.

О п р е д е л е н и е  2. События U u U2,—, Un, образующие пол
ную группу попарно несовместимых и равновозможных событий, 
будем называть элементарными событиями.

П р и м е р  I. Вернемся к опыту с подбрасыванием игральной кости. П усть  
Uj —  событие, состоящее в том, что кость выпала гранью с цифрой г. К а к  уж е  отме
чалось, события £/,, U6 образуют полную группу попарно несовместимых 
событий. Так как кость предполагается однородной и симметричной, то события 
U t, U2,..., U6 являю тся и равновозможными, т. е. являю тся элементарными.

О п р е д е л е н и е  3. Событие А называется благоприятствую
щим событию В, если наступление события А влечет за собой на
ступление события В.

П р и м е р  2. П усть  при бросании игральной кости события U,2, U 4, U6 —  по
явление соответственно двух, четырех, шести очков и А —  событие, состоящее 
в появлении четного очка; события U2, t/6 благоприятствую т событию А.

О п р е д е л е н и е  4 ( к л а с с и ч е с к о е  о п р е д е л е н и е  
в е р о я т н о с т и ) .  Вероятностью Р  (А ) события А называется от
ношение m/п числа элементарных событий, благоприятствую
щих событию А, к числу всех элементарных событий, т. е. 
Р  (А ) =  т/п.

П р и м е р  3. Вы числим  вероятность выпадения герба при одном бросании 
монеты. Очевидно, событие А —  выпадение герба —  и событие В  —  выпадение

405



цифры —  образую т полную группу несовместимых и равновозможных событий 
для данного испытания. Значит, здесь п — 2. Событию А благоприятствует лиш ь 
одно событие —  само А, т. е. здесь т =  1. Поэтому Р  (А ) =  1/2.

П р и м е р  4. Очевидно, что в опыте с игральной костью (пример 1) Р  (U i) =  
=  1/6, 1 = 1 ....  6.

П р и м е р  5. Найти вероятность того, что при бросании игральной кости вы 
падет число очков, делящееся на 2 (событие А).

Число элементарных событий здесь 6. Число благоприятствующ их элемен
тарных событий 3 (выпадение 2, 4 или ‘6). Поэтому Р  (/4) =  3 /6 =  1/2.

Из приведенного классического определения вероятности вы
текают следующие ее свойства:

1. Вероятность достоверного события равна единице.
Действительно, достоверному событию должны благоприят

ствовать все п элементарных событий, т. е. т  =  п, и, следова
тельно,

=  —  =  - = 1 .  п п

2. Вероятность невозможного события равна нулю.
В самом деле, невозможному событию не может благоприят

ствовать ни одно из элементарных событий, т. е. пг =  О, откуда

Р ( „ ) = "  =  ° =  0.
П П

3. Вероятность случайного события есть положительное чис
ло, заключенное между нулем и единицей.

Действительно, случайному событию благоприятствует лишь 
часть из общего числа п элементарных событий. Поэтому в этом 
случае 0 < т < п  и, значит, 0<т//г<с1. Следовательно, 0 <  
< Р ( Л ) <  1.

Итак, вероятность любого события удовлетворяет двойному 
неравенству 0 ^ Р ( Л ) ^ 1.

4. Относительная частота. Статистическое определение веро
ятности. Классическое определение вероятности не является 
пригодным для изучения произвольных случайных событий. Так, 
оно неприемлемо, если результаты испытания не равновозмож
ны. Например, при бросании неправильной игральной кости вы
падение ее различных граней не равновозможно.

В таких случаях используется так называемое статистическое 
определение вероятности.

Пусть произведено п испытаний, при этом некоторое событие 
А наступило т  раз.

О п р е д е л е н и е  1. Число т  называется абсолютной часто
той (или просто частотой) события А, а отношение Р* (А ) — т/п  
называется относительной частотой события А.

П р и м е р  1. При транспортировке из 10000 арбузов испортилось 26. Здесь 
т  =  26 — абсолютная частота испорченных арбузов, а Р*  (Л )  =  26/10000 =  
=  0,0026 относительная.
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Результаты многочисленных опытов и наблюдений помогают 
заключить: при проведении серий из п испытаний, когда число 
п сравнительно мало, относительная частота Р*  (А ) принимает 
значения, которые могут довольно сильно отличаться друг от 
друга. Но с увеличением п — числа испытаний в сериях — отно
сительная частота

р* (А ) =  —
7 П

приближается к некоторому числу Р  (А), стабилизируясь возле 
него и принимая все более устойчивые значения.

П р и м е р  2. Бы ло  проведено 10 серий бросаний монеты, по 1000 бросаний 
в каждой. Относительные частоты выпадения герба оказались равными 0,501; 
0,485; 0,509; 0,536, 0,485; 0,488; 0,500; 0,497; 0,494; 0,484. (Д анны е взяты  из книги 
115].) Эти  частоты группируются около числа 0,5.

О п р е д е л е н и е  2 ( с т а т и с т и ч е с к о е  о п р е д е л е 
ние в е р о я т н о с т и ) .  Вероятностью события А в данном ис
пытании называется число Р  (А), около которого группируются 
значения относительной частоты при больших п.

В примере 2 вероятность в статистическом смысле равна 0,5.
Таким образом, относительная частота события приближенно 

совпадает с его вероятностью в статистическом смысле, если 
число испытаний достаточно велико (имеется огромный опытный 
материал по проверке последнего утверждения).

С этой точки зрения величина т  =  пР (А)  представляет собой 
среднее значение числа появления события А при п испытаниях.

Статистическое определение вероятности, использующее ста
тистическую обработку данных, находит широкое применение.

При широких предположениях доказывается, что вероятности 
события в классическом и статистическом смыслах совпадают 
между собой.

§ 15.2. Свойства вероятности

1. Теорема сложения вероятностей несовместимых событий.
Т е о р е м а .  Вероятность суммы двух несовместимых событий 

А и В  равна сумме вероятностей этих событий:
Р (А  +  В ) =  Р ( А )  +  Р ( В ) .  (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используем классическое определение 
вероятности. Предположим, что в данном испытании число всех 
элементарных событий равно п, событию А благоприятствуют 
k элементарных событий, событию В  — / элементарных событий. 
Так как А и В  — несовместимые события, то ни одно из элемен
тарных событий U h U2, Un не может одновременно благопри
ятствовать и событию А, и событию В. Следовательно, событию 
А-\-В будет благоприятствовать k-\-l элементарных событий. По

407



определению вероятности имеем:

Р ( А )  =  ± Р ( В ) = ±  Р ( А  +  В )  =  ±±±,

откуда и следует утверждение теоремы.
Совершенно так же теорема формулируется и доказывается 

для любого конечного числа попарно несовместимых событий.
С л е д с т в и е .  Сумма вероятностей противоположных собы

тий А и А равна единице:
Р ( А )  +  Р ( А ) = 1 .  (2)

Так как события А и А несовместимы, то по доказанной тео
реме Р  ( А ) +  Р  (Л ) =  Р  (А -f- А ). Событие А-\-А есть достоверное 
событие (ибо одно из событий А или А произойдет). Поэтому 
Р  {А -\-А)= 1, что и приводит к искомому соотношению (2).

П р и м е р .  В  урне 10 шаров: 3 красных, 5 синих, 2 белых. Како ва  вероят 
ность вы нуть цветной шар, если вынимается один ш ар? Вероятность вынуть 
красный ш ар Я ( Л )  =  3/10, синий Р ( В )  =  5/10. Так как события А и В  несовме
стимы, то по доказанной выш е теореме Р  (А  +  В )=  Р  (А)-\-Р ( В )  =  3/10 +  
+  5/10 =  0,8.

2. Теорема умножения вероятностей.
О п р е д е л е н и е  1. Два события А и В  называются незави

симыми, если вероятность появления каждого из них не зависит 
от того, появилось другое событие или нет. В  противном случае 
события А и В  называют зависимыми. (Несколько событий А и ..., 
Ак называются независимыми в совокупности, если вероятность 
появления любого из них не зависит от того, произошли ли ка- 
кие-либо другие рассматриваемые события или нет).

П р и м е р  1. П усть  в урне находятся 2 белых и 2 черных шара. П усть  собы 
тие А —  вынут белый шар. Очевидно, Р  (А )=  1/2. После первого испытания в ы 
нутый шар кладется обратно в урну, ш ары перемешиваются и снова вынимается 
шар. Событие В  —  во втором испытании вынут белый шар —  такж е  имеет веро
ятность Р  ( В ) =  1/2, т. е. события А и В  независимые.

Предположим теперь, что вынутый шар в первом испытании не кладется об
ратно в урну. Тогда если произошло событие А, т. е. в первом испытании вынут 
белый шар, то вероятность события В  уменьш ается ( P ( S ) = l / 3 ) ;  если в первом 
испытании был вынут черный шар, то вероятность события В  увеличивается 
( Р ( В )  =  2/3). Здесь вероятность события В  зависит от появления или непоявле
ния события А, т. е. события А и В  зависимые.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть А и В  — зависимые события. 
Условной вероятностью Р А(В )  события В  называется вероят
ность события В, найденная в предположении, что событие 
А уже наступило. Так, в примере 1 Р А( В ) =  1/3.

Заметим, что если события А и В  независимые, то
Р А ( В )  =  Р ( В ) .
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Т е о р е м а  1. Вероятность произведения двух зависимых со
бытий А и В  равна произведению вероятности одного из них на 
условную вероятность другого, найденную в предположении, что 
первое событие уже наступило:

Р ( А В )  =  Р ( А ) Р а (В). (3)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть из всего числа п элементарных 

событий k благоприятствуют событию А, и пусть из этих k собы
тий / благоприятствуют событию В, а значит, и событию AB.  
Тогда

Р ( А В ) = ±  =  ±-± =  Р ( А ) Р Л(В),

что и доказывает искомое равенство (3).
З а м е ч а н и е .  Применив формулу (3 ) к событию ВА , получим 

Р ( В А ) = Р ( В ) Р в (А).

Так как А В  — ВА  (см. § 15.1, п. 2), то получаем, что

Р ( А ) Р л ( В ) = Р ( В ) Р в (А ). (4 )

П р и м е р  2. В  условиях примера 1 берем тот случай, когда вынутый шар 
в первом испытании не кладется обратно в урну. Поставим следующий вопрос: 
какова вероятность вынуть первый и второй раз белый шар? По формуле (3 ) имеем

Т е о р е м а  2. Вероятность произведения двух независимых 
событий А и В равна произведению вероятностей этих событий:

Р { А В )  =  Р { А ) Р ( В ) .  (5)
Действительно, если А и В  — независимые события, то 

Р Д( В ) =  Р  (В )  и формула (3) превращается в формулу (5).
Отметим, что в случае независимости событий эта теорема 

распространяется на любое конечное их число.
П р и м е р  3. Найти вероятность одновременного поражения цели двумя ору

диями, если вероятность поражения цели первым орудием (событие А ) равна
0 ,8 ,а вторым (событие В )  —  0,7.

События А и В  независимы, поэтому по теореме 2 искомая вероятность

Р ( А В )  =  0,7-0,8 =  0,56.

3. Теорема сложения вероятностей совместимых событий.
Т е о р е м а .  Вероятность суммы двух совместимых событий 

А и В  равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их 
произведения:

Р ( А + В )= Р (А ) + Р ( В )  — Р (А В ) .  (6 )
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть из всего числа п элементарных 

событий k благоприятствуют событию А, I — событию В а т  —
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одновременно событиям А и В. Отсюда событию А -\-В благопри
ятствуют k-\-l — т  элементарных событий. Тогда

P(A +  B ) = k + I~ m = ^ + - L - ^ -  =  P (A )+ P (B )- P (A B ) .

З а м е ч а н и е .  Если события А и В  несовместимы, то их произведение А В  
есть невозможное событие, и, следовательно, Р  (А В )  — 0, т. е.формула (1 ) являет 
ся частным случаем формулы (6).

П р и м е р .  Вероятности попадания в цель при стрельбе первого и второго 
орудий соответственно равны Р ( А )  =  0,7 и Р  (В )  =  0,8. Найти вероятность попа
дания при одном залпе (из обоих орудий) хотя бы одним из орудий. Очевидно, со
бытия А и В  совместимы и независимы. Поэтому

Р ( А + В )  =  Р ( А )  +  Р ( В ) — Р ( А В )  =  0,7 +  0 ,8 -0 ,7-0 ,8  =  0,94.

4. Формула полной вероятности. Пусть событие А может про
изойти лишь при условии появления одного из п попарно несо
вместимых событий В и В 2,..., В п, образующих полную группу со
бытий. События S,, В 2, ..., В п будем называть гипотезами для со
бытия А. Тогда

P(A) =  P (B l )P Bi(A )+ P { B 2)P Bi(A) +  . . . + P ( B l,)PBe(A). (7)

Эта формула полной вероятности.
В самом деле, событие А может наступить только при усло

вии наступления одного из событий В и В 2,..., В п, т. е.
А =  В,А  +  В 2А + ...  +  В пА ,

причем ввиду несовместимости событий В ь В 2,..., В п события 
В^А, В 2А,..., В пА также несовместимы. Поэтому на основании тео
рем сложения и умножения вероятностей имеем

P(A ) =  P (B iA ) + P ( B 2A) +  . . . + P ( B nA ) = P ( B t)P Bi(A) +

+  Р ( В 2)Р в2(А ) +  ... +  Р ( В п) Р Вп(А).

П р и м е р .  Д ля приема зачета преподаватель заготовил 50 задач: 20 задач 
по дифференциальному исчислению, 30 по интегральному исчислению. Д л я  сдачи 
зачета студент должен решить первую же доставш уюся наугад задачу. Какова 
вероятность для студента сдать зачет, если он умеет решить 18 задач по диффе
ренциальному исчислению и 15 задач по интегральному исчислению?

Вероятность получить задачу по дифференциальному исчислению (событие 
В , )  равна Р  ( В , )  =  0,4, по интегральному исчислению (событие В 2) равна Р  ( В 2) =  
=  0,6. Если событие А означает, что задача решена, то Р в (Л )  =  0,9, Р в (А ) =

=  0,5. Теперь по формуле (7 ) имеем Р  (Л )  =  0,4-0,9 +  0,6-0,5 =  0,66.
5. Формула Бейеса. Пусть в условиях рассуждения, относя

щегося к формуле полной вероятности, произведено одно испы
тание, в результате которого произошло событие А. Спрашива
ется: как изменились (в связи с тем, что событие А уже прои
зошло) вероятности гипотез, т. е. величины P ( B k), k = \ ,  ..., п?

Найдем условную вероятность P A( B k).
410



По теореме умножения вероятностей и формуле (4) (см. п. 2) 
имеем

Р  (A B k) =  Р  (А) Р А ( В к) =  Р  ( В к) Р , к ( А ).

Отсюда
Р ( В к) Р в (Л )

Рл(Вк)--
в„

Р (А)

Наконец, используя формулу полной вероятности, находим
Р (В „ )Р  (А )

Р а (В к) =  - ----------- (* =  1, 2 ,..., п). (8 )
I  Р ( В , ) Р в (А )

/ = I

Формулы (8 ) называются формулами Бейеса (Томас Бейес, или 
Байес (1702— 1761),— английский математик).

П р и м е р .  Партия деталей изготовлена тремя рабочими, причем первый ра
бочий изготовил 2 5 %  всех деталей, второй —  3 5 % , третий —  4 0 % . В  продукции 
первого рабочего брак составляет 5 % , в продукции второго —  4 %  и в продукции 
третьего —  2 % . Случайно выбранная для контроля деталь оказалась бракован
ной. Какова  вероятность того, что она изготовлена вторым рабочим?

Введем обозначения для событий: А — выбранная для контроля деталь ока 
залась бракованной; В ,, В 2, В 3—  эта деталь изготовлена соответственно первым, 
вторым и третьим рабочим. Имеем

Р ( В , )  =  0,25; Р  (В 2)=0,35; Р  ( В , )=0,40; Р н (Л)=0,05; Р в (Л ) =  0,04; Р в (А )=0,02.

Р  ( В  ) -  °-3 5 '0’04 = “
ЛУ 2> 0,25-0,05+ 0,35-0,04+ 0,40-0,02 69'

§ 1S.3. Основные формулы комбинаторики

Комбинаторикой называется раздел математики, изучающий 
вопрос о том, сколько комбинаций определенного типа можно со
ставить из данных предметов (элементов).

Как при решении задач с использованием классического 
определения вероятности, так и в дальнейшем нам понадобятся 
некоторые формулы комбинаторики. Приведем наиболее употре
бительные из них.

О п р е д е л е н и е  1. Размещениями из п различных элемен
тов по m элементов ( т ^ .п )  называются комбинации, составлен
ные из данных п элементов по т  элементов, которые отличаются 
либо самими элементами, либо порядком элементов.

Например, из трех элементов а, Ь, с можно составить по два 
элемента следующие размещения: ab, ас, be, ba, са, cb.

Число различных размещений из п элементов по т  элементов
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А”  =  п (п — 1) (п — 2 ) . . . (п — т  +  1).
О п р е д е л е н и е  2 . Перестановками из п различных эле

ментов называются размещения из этих п элементов по п.
Как видно из определений 1 и 2, перестановки можно считать 

частным случаем размещений при пг =  п. Следовательно, число 
всех перестановок из п элементов вычисляется по формуле

Р п =  п (п  — 1) (я — 2).. .3-2 -1 =  л!
О п р е д е л е н и е  3. Сочетаниями из п различных элементов 

по m элементов называются комбинации, составленные из дан
ных п элементов по m элементов, которые отличаются хотя бы 
одним элементом.

Отметим разницу между сочетаниями и размещениями: в пер
вых не учитывается порядок элементов.

Число сочетаний из п элементов по m элементов вычисляется 
по формуле

определяется с помощью формулы

т \ (п  — т)\

Приведем, наконец, один из примеров применения формул 
комбинаторики к нахождению вероятности события.

П р и м е р .  Н абирая номер телефона, абонент забыл две последние цифры и, 
помня лишь, что эти цифры различны, набрал их наудачу. Какова  вероятность 
того, что номер набран правильно?

Д ве последние цифры можно набрать А210 способами, а благоприятствовать 

событию М  (цифры набраны правильно) будет только один способ. Поэтому

P (A f )  =  —  =  =

А ]0 Ю-9 90

УП РАЖ Н ЕН И Я

1. Найти вероятность выпадения цифры при одном бросании монеты.[0,5.]
2. Брошена игральная кость Н айти  вероятность того, что выпадет четное 

число очков. 10,5.)
3. Участники жеребьевки тянут из ящ ика жетоны с номерами or 1 до 

100. Найти вероятность того, что номер первого наудачу извлеченного жетона не 
содержит цифры 5. [0,81.]

4. Н абирая номер телефона, абонент забыл последнюю цифру и набрал ее 
наудачу. Какова  вероятность того, что номер набран правильно? [0,1.]

5. В  партии из 100 деталей отдел технического контроля обнаружил 5 не
стандартных деталей. Чем у равна относительная частота появления нестандарт
ных деталей? [0,05.]

6. В  окружность вписан правильный треугольник. В  круг наугад бросают 

точку. Какова  вероятность того, что она попадет в треугольник? [ЗД/З”/4эт.] 

412



7. При стрельбе но мишени вероятность с д е л а т ь  отличный вы стрел  равна  
0,3, а вероятность вы стрел а  на оценку «хорошо» р ав н а  0,4. К ак о в а  вероятность  
получить за  сделанны й вы стрел  оценку не ниже «хорош о»?  [0 ,7 . j

8. Вероятность того, что лицо ум рет  на 7 1 м  году жизни, р авна  0,04. К ак о в а  
вероятность того, что человек не ум рет  на 71-м году?  [0 ,96 .|

9. Б росается  один раз  и гральн ая  кость. О пределить  вероятность вы падения
3 или 5 очков. [ 1 /3 |

10. В урне 30 шаров: 15 белых, 10 красны х  и 5 синих. К а к о в а  вероятность вы 
нуть цветной шар , если в ы ни м ается  один ш ар?  [0,5.]

11. В денежно-вещ евой лотерее  на серию в 1000 билетов приходится 120 д е 
нежных и 80 вещ евых выигрыш ей . К ако в а  вероятность какого-либо в ы и гр ы ш а  на 
один лотерейный билет?  [0 ,2 .|

12. В урне 3 белых и 3 черных ш ара .  Из урны д в а ж д ы  вынимаю т по одному 
ш ару ,  не во зв р а щ а я  их обратно. Найти вероятность появления белого ш ар а  при 
втором испытании, если при первом испытании был извлечен черный шар. [0,6 ]

13. В колоде 36 карт .  Н а уд а ч у  вы нимаю тся  из колоды 2 кар ты .  О пределить  
вероятность того, что вторым вы нут  туз ,  если первым  тож е  вы нут  туз .  [3/35.]

14. В урне 2 белых и 3 черных ш ара .  Из урны  вы нимаю т подряд  д в а  ш ара .  
Найти вероятность того, что оба ш ара  белые. [0 ,1 .|

15. К ако в а  вероятность того, что из колоды в 36  к ар т  б удут  вы нуты  подряд 
д в а  т у з а ?  [1/105.]

16. Д в а  стр ел ка  стреляю т  по цели. Вероятность пораж ения цели первым 
стрелком  при одном вы стреле  равна  0,8, вторым с т р е л к о м — 0,7. Найти ве р о ят 
ность пораж ения цели д в у м я  пулями в одном зал п е .  [0 ,56 .|

17. Найти вероятность одновременного появления герба при одном бросании 
д вух  монет. [0,25.]

18. И меется  два  ящ и ка ,  со держ ащ и х  по 10 детал ей .  В первом ящ ике  8, во 
втором 7 ст ан д артн ы х  деталей .  Из к а ж д о го  ящ и ка  н а у д а ч у  вынимаю т по одной 
детали .  Найти вероятность того, что обе вы нуты е детали  о к а ж у т с я  стандартны ми .

[0 ,56.]
19. В семье двое детей. П ринимая  события , состоящие в рождении м альчика  

и девочки равновероятными, найти вероятность того, что в семье :  а )  все девочки;
б) дети одного пола. [ а )  0,25; б ) 0,5.]

20. П усть  всхож есть  сем ян  оценивается  вероятностью 0,7. К ак о в а  в е р о ят 
ность того, что из двух  посеянных семян  взойдет  какое-либо  одно? [0,91.]

21. Из колоды в 36 к ар т  н ау д ач у  вы ни м ается  одна. К ак о в а  вероятность того, 
что б удет  вы нута  пика или т у з ?  [1/3.]

22. Брошена и гральн ая  кость.  Найти вероятность того, что вы п а д е т  четное 
или кратное трем число очков. [2/3.]

23. И меется  д в а  набора деталей .  Вероятность того, что д е та л ь  первого набо
ра ст а н д а р т н а ,  р авна  0,8, а второго — 0,9. Найти вероятность того, что в з я т а я  н а 
у д а ч у  д е т а л ь  (из н ау д ач у  взятого  набора)  — ст а н д а р т н а я .  [0,85.]

24. В первой коробке со держ ится  20 рад и о л ам п ,  из них 18 ст ан д артн ы х ;  во 
второй к о р о б к е — 10 л ам п ,  из них 9 ст андартны х .  Из второй коробки н ау д ач у  
в з я т а  л а м п а  и перелож ена в первую. Найти вероятность того, что л а м п а ,  н ау д ач у  
извлеченная из первой коробки, б удет  стандартной .  [0,9.[

25. Студен т  М м ож ет  забо леть  гриппом (собы тие А)  только в р езул ь тате  л и 
бо переохлаж дения  (событие В), либо контакта  с другим  больным (событие С).
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Требуется  найти Р (А), если Р (В) — 0,5, Р  (С) — 0,5,  РВ(А) =  0,3 , Я с (/4) =  0,1 при 
условии несовместимости В и С. [ Р ( Л )  =  0,2.|

26. В коро бка  находятся  6 новых и 2 израсходованные б атарейки  дл я  к а р 
манного ф онарика .  К ако ва  вероятность того, что две  вы нуты е  из коробки н а у д а 
чу батар ейк и  о к а ж у т с я  новыми? [15/28 ]

27. На трех  к ар то чках  написаны  б ук в ы  У, К, Ж. После тщ ательного  п ерем е
шивания берут  по одной кар то чке  и к л а д у т  последовательно рядом. К а к о в а  веро
ятность того, что получится слово « Ж У К » ?  [ 1 /6.]

28. Слово « к е р а м и т »  составлено  из б ук в  разрезной а збуки .  З атем  карточки 
с б ук в а м и  перемеш иваю т и из них извлекаю т  по очереди четыре карточки. К а к о 
ва вероятность, что эти четыре карточки в порядке выхода  с о ст а в я т  слово « р е 
к а » ?  11/840.]

Г л а в а  16. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

§ 16.1. Дискретные случайные величины

1. Понятие случайной величины.
О п р е д е л е н и е  1. Случайной величиной  н а з ы в а е т ся  пере

менная  величина,  которая  в зависимости от исхода испытания 
случайно принимает одно значение из множества  возможных 
значений.

П р и м е р  ы. 1) Число очков, выпавш их  при однократном бросании и гр а л ь 
ной кости, есть  сл уч ай н ая  величина, она м ож ет  принять одно из значений: 1, 2, 3,
4, 5, 6.

2) Прирост веса  домаш него  животного  за  м есяц  есть сл у ч ай н ая  величина, ко
торая  мож ет  принять значение из некоторого п р о м еж утк а .

3)  Число родившихся мальчиков среди пяти новорожденных есть  сл учай н ая  
величина, которая мож ет  принять значения: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

4)  Расстоян ие  м е ж д у  эпицентром в зр ы в а  бомбы и целью, на которую она 
сброшена, есть  сл уч ай н ая  величина, которая  м ож ет  принять любое неотрицатель
ное значение.

Случай ные величины будем обозначать  прописными букв ами  
А", У, Z, а их во зможные значения — соответствующими строчны
ми б укв ам и  х, у , z. Например,  если сл уч ай н ая  величина X имеет 
три возможных значения,  то они б удут  обозначены так :  х и х2, х3.

О п р е д е л е н и е  2. С луч ай н ая  величина ,  принимающая 
различные значения,  которые можно з ап и сать  в виде конечной 
или бесконечной последовательности,  н а з ы в а е т с я  дискретной  
случайной величиной.

Случай ные величины из примеров 1 и 3 дискретные.
О п р е д е л е н и е  3. С луч ай н ая  величина ,  которая  может  

принимать все значения из некоторого пр о м е ж у т ка ,  наз ыва ется  
непрерывной случайной величиной.

Случай ные величины из примеров 2 и 4 являю тся  непрерыв
ными.

О п р е д е л е н и е  4. Под суммой (произведением)  случай-
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ных величин X и Y понимают случайную величину Z =  X-\-Y  
(Z — X Y ), возможные  значения которой состоят  из сумм (произ
ведений) к а ж д о го  возможного значения величины X и к а ждого  
возможного значения величины Y.

2. Законы распределения дискретных случайных величин. 
Рассмотрим дискретную случайную величину X с конечным мно
жеством возможных значений. Величина X считается  заданной,  
если перечислены все ее возможные  значения ,  а т а к ж е  вероятно
сти, с которыми величина X может  принять эти значения.  У к а 
занный перечень всех ее возможных значений и их вероятностей 
н аз ы ва е т с я  законом распределения  дискретной случайной вели
чины. Закон распределен ия дискретной случайной величины мо
же т  быть  з а д а н  с помощью таблицы:

X *i х.2 Н хп -  1 Хп

р Р\ Рг Р п -  1 Рп

В верхней строке  выписываются  все возможные значения х {, 
х2, . . . ,  хп величины X, в нижней строке вы писы ваются  вероятности 
p lt р2,. . . ,  Р„ значений х ъ х2,. . . ,  хп. Читается  таблиц а следующим 
образом: сл уч ай ная  величина X может  принять значение xt с в е 
роятностью P i ( i =  1, 2, . . . ,  п).

Т а к  к а к  в р е зульта те  испытания величина X всегда  примет  
одно из значений х х, х2,. . . ,  хп, то р, 4 - р2-\- . - - +  рп =  1 •

П р и м е р .  В денежной лотерее р а з ы гр ы в а е т с я  1 выигрыш  в 1 0 0 0 0 0 0  р., 
10 выигрыш ей по 100 000 р. и 100 выигрыш ей по 1000 р. при общем числе биле
тов 10 000. Найти закон распределения  случайного  вы игры ш а X дл я  вл а д е л ь ц а  
одного лотерейного билета.

З десь  возм ож ны е значения для  X есть х , = 0 ,  дс2 =  1000, хя=  100000 ,  х4 =  
=  10 0 0  000. Вероятности их соответственно б уд у т  р2 =  0,01, р:1 =  0,001, р4 =  
=  0 ,0001, р, =  1 — 0,01 — 0,001 — 0,0001 = 0 ,9 8 8 9 .

Следовательно, закон распределения выигрыша х  может быть задан  таблицей:

X 0 1000 100 000 1 000 000

Р 0,9889 0,01 0,001 0,0001

§ 16.2. Математическое ожидание 
дискретной случайной величины

1. Понятие математического  ожи да ния .  Закон распределения 
полностью з а д а е т  дискретную случайную величину.  Однако ч а 
сто встречаются случаи,  когда  закон распределения случайной 
величины неизвестен.  В та ких  сл у ч а ях  случайную величину из у
чают по ее числовым х а р актер и сти кам .  Одной из таких х а р а к т е 
ристик явл яе т с я  математ ич еское  ожидание .
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Пусть  некоторая  д и с к р е тн ая  сл уч ай ная  величина X с конеч
ным числом своих значений з а д а н а  законом распределения с по
мощью таблицы  (1)  (§ 16.1).

О п р е д е л е н и е  1. Математическим ожиданием М (X) д и с к 
ретной случайной величины X н а з ы ва ется  с у м м а  произведений 
всех во зможных значений величины X на соответствующие веро
ятности:

М (X) =  x ip l +  x2p2 +  ... +  xnp,r (1)
П р и м е р .  Найти м атем ати ческое  ож идание вы игры ш а X в примере из 

§ 16.1 (п. 2).
И спользуя  полученную т ам  т аблиц у ,  имеем

М (Х ) =  0 - 0 ,9 8 8 9 +  1000-0 ,01 +  100 000-0 ,001 +  1 000 000-0 ,0001 = 2 1 0 .

Очевидно, Af (А-) =  210 есть  с п р а в ед л и в а я  цена одного лотерейного билета .

Т е о р е м а .  М атематическое ожидание дискретной случай 
ной величины X приближенно равно среднему арифметическому  
всех ее значений ( при достаточно больш ом числе испытаний).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим,  что произведено п ис
пытаний,  в которых дискретная  случайная  величина X приняла  
значения x t, . . . ,  xk соответственно m h.. . ,  mk раз ,  т а к  что 
+  . . .  -\ -т к =  п. Тогда среднее  арифметическое всех значений,  
принятых величиной X , вы рази тся  равенством

Jc,m, +  x2m2 +  . . .  + х кт к т . т 2 т ь
ср— -------------- --------------- . или -̂ ср — Х\ +  Х2 ~  +  • ■ • Ч- ■** п

Так к а к  коэффициент m j n  я в л яе т с я  относительной частотой со
бытия «величина X приняла  значение х,» ( / = 1 ,  2, . . . ,  к), то

* е р  =  *1 р \  +  Ч Р \  +  • • • +  x -k P ’k-

Из статистического определения вероятности следует ,  что 
при достаточно большом числе испытаний p ] ^ p i { i =  1, 2 , . . . ,  k). 
Поэтому

*cV~  Х\Р\ +  *iP2+  ■■■ + xkPk> или хсрж М ( Х ) .

П р и м е ч а н и е .  В связи  с только  что установленной теоремой м а т ем ат и ч е 
ское ож идан ие  случайной величины назы ваю т  т а к ж е  ее средним значением.

2. Свойства  математического  ожи дания  дискретной случай 
ной величины.  1. М атематическое ожидание постоянной величи
ны С равно этой величине.

Постоянную С можно р а с с м а т р и в а т ь  к а к  дискретную с л у ч а й 
ную величину,  принимающую лишь одно значение С с вероят
ностью р =  1. Поэтому М (С)  =  С - 1 =  С.

2. Постоянный множитель можно выносить за  знак м ате м ати 
ческого ожидания, т. е. М ( С Х ) = С М ( Х ) .
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Используя  соотношение (1),  имеем 

М ( СХ) =  Сх,р,  +  Сх2р 2 + . . .  +  Схпрп =  С (х,/7| +  х2р2 + . . .  | х„р„)
=  СМ (Х).

В дальнейшем часто ради краткости вместо слов « м а т е м а т и  
ческое ож и дан ие»  будем писать МО.

Следующие д ва  свойства  ( 3 —4) примем без д о к а з а т е л ь с т в а  
(д о к а з а т е л ь с т в а  см.  в [I]).

3. МО суммы д в у х  случайных величин X и Y равно сумме  
их МО:

M ( X + Y ) = M ( X )  +  M (Y).

О п р е д е л е н и е .  Случай ны е величины X и Y н а з ы ва ю тся  
независимыми, если закон распределения к а ждо й  из них не з а 
висит от того, ка кое  возможное значение приняла д р у г а я  вели
чина.

Примером дв ух  независимых случайных величин могут  с л у 
жи ть  с ум м ы  выигрышей по к а ж д о м у  из дв ух  билетов но двум  
различным денежно -вещ евым лотереям .  Здесь  ставший извест 
ным разм ер  вы игрыш а по билету  одной лотереи не влияет  на 
ож и д аем ый  размер  вы игрыш а и соответствующую е м у  ве роя т 
ность по билету другой лотереи.  Несколько случайных величин 
н аз ываю тся  независимыми,  если закон распределения любой из 
них не зависит  от того, к акие  во зм ожны е значения приняли 
остальные  случ ай ны е величины.

4. МО произведения д ву х  независимых случайных величин  
равно произведению их математических ожиданий: М (X Y ) =  
= М  (X )  М (Y).

Следствием свойств 2 и 3 я вл я е т с я  свойство 5.
5. МО разности д в у х  случайных величин X и Y равно р азно

сти их математических ожиданий: М ( X — Y) =  М (X) — М (Y).
П р и м е ч а н и е  1. С войства  3 и 4 имеют место и дл я  любого конечного 

числа случайны х  величин.
П р и м е ч а н и е  2. Если множ ество  возм ож ны х значений дискретной с л у 

чайной величины X бесконечно, то м атем ати ч еско е  ож идан ие  М ( X ) определяется
ОО

суммой числового р яд а  М ( Х ) =  ^  xhpk приусловии , что этот р яд  абсолютно схо-
k = \

ди тся  ( в  противном сл у ч а е  говорят ,  что м атем ати ч еско е  ож идание М (X )  не с у щ е 
ствует ) .  Перечисленные свой ства  МО остаются в силе (см . [3]) и дл я  т ак и х  с л у 
чайных величин.

П р и м е р .  Найти м атем ати ческое  о ж идан ие  случайной величины Z =  X -\- 
+  2 К, если известны м атем ати чески е  о ж идан ия  случайны х  величин X и У: 
М ( Х ) = 5 ,  М (Y) =  3. И спользуя  свойства  3 и 2 м атем ати ческого  о ж идания ,  
получим

М (Z) =  M (Х +  2У) =  М (Х) +  М (2Y) =  M (Х) +  2М (У) =  5 +  2 - 3 = 1 1 .
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1. Понятие дисперсии.  М а темат ическо е  ожида ние не д а е т  
полной харак теристи ки за кон а  распределения случайной вели
чины. П о к а ж е м  это на примере.  Пусть з а д а н ы  две  дискретны е 
случайны е величины X и Y своими за кона ми распределения :

§ 16.3. Дисперсия дискретной случайной величины

У -  100 0 100

р 0,3 0,4 0,3

- 2 0 2

р 0,4 0,2 0,4

Несмотря на то что МО случайны х величин X и Y одинаковы,  
во зможные значения величин X и Y « р а з б р о с а н ы »  или « р а с с е я 
ны» около своих МО по-разному :  возможные значения величины 
X расположены гораздо б ли ж е  к своему МО, чем значения вели
чины Y.

Из сказанного в ы т е ка е т  необходимость введения новой чис
ловой хар ак терист ики  случайной величины, по которой можно 
судить  о «р ас сеян и и »  во зможных значений этой случайной вели
чины.

Пусть  з а д а н а  ди скр етн ая  сл уч ай ная  величина X с помощью 
таблицы (1)  (§ 16.1).

О п р е д е л е н и е  1. Отклонением случайной величины X от 
ее математического  ожи да ния (или просто отклонением случай
ной величины X)  н а з ы ва е т с я  случайная  величина X — М (X).

Вычислим теперь МО отклонения X — М (X). Пользуясь  свой
ствами  5 и 1 (§  16.2, п. 2),  получим М (X  — М (А))  =  М (Л1) — 
- М ( Х )  =  0.

Следовательно,  сп рав едли ва  след ую щая
Т е о р е м а .  М атематическое ожидание отклонения X — М (X) 

равно нулю: М (X  — М (А) )  =  0.
Из теоремы видно, что с помощью отклонения X — М (X )  не 

у д а е т с я  определить среднее  отклонение возмож ных значений в е 
личины X от ее МО,  т. е. степень рассеяния величины X. Однако 
можно освободиться от этого недостатка ,  если р а с см атр и вать  
к в а д р а т  отклонения случайной величины X. Запишем закон р а с 
пределения случайной величины (X — М (X))2

( Х - М ( Х ) ) 2 (Xl- M ( X ) f (х2- М ( Х ) ) 2 ( x „ - M ( X ) f

Р Р 1 Pi

О п р е д е л е н и е  2. Дисперсией D (X) дискретной случайной  
величины X н а з ы ва ется  МО к в а д р а т а  отклонения случайной ве
личины X от ее МО: D (Х) =  М ((X — М (X))2).

Из за кона распределения величины (X — М (X))2 следует ,  что
D ( Х ) = ( х , - М  (Х))2р , + ( х 2 - М  (Х))2р2+ . . .  + ( х л - М  ( X ) f p n.
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2. Свойства  дисперсии дискретной случайной величины.
1. Дисперсия дискретной случайной величины X равна р азн о

сти м е ж д у  МО к ва д р а та  величины X и к вадр атом  ее МО:
D (Х) =  М (X2) — М 2 (Х).

Действительно,  используя свойства МО,  имеем

D (Х) =  М ( (X - М (Х))2) =  М{Х2- 2 Х М  (Х) +  М 2 ( * ) )  =
=  М ( Л 2) -  2 М (X ) М ( А-) +  М2 (X ) =  М ( X2) -  2 М2 (X ) +  М2 ( * )  =

=  М ( Х 2) - М 2 (Х).

С помощью этого свойства и свойств МО ус т а н авл и ваю тся  с л е 
дующие свойства:

2. Дисперсия постоянной величины С равна нулю.
3. Постоянный множитель можно выносить за  знак диспер

сии, возводя его в квадр ат : D (CX) =  C2D (X).
4. Дисперсия суммы д в у х  независимых случайных величин  

равна сумме дисперсий этих величин: D (X Y) =  D (Х)-\- D (Y).
Методом математической  индукции это свойство рас п р о стр а 

няется и на случай любого конечного числа сл а г ае м ы х .
Следствием  свойств 3 и 4 я вл я е т с я  свойство 5.
5. Дисперсия разности д в у х  независимых случайных величин 

X и У равна сумме их дисперсий: D (X — Y) — D (Х)-\- D (Y).
П р и м е р .  Д и сперсия  случайной величины X р авна  3. Найти дисперсию 

следующ их величин: а )  — ЗХ; б) 4Х-)-3 .
Согласно  свойствам  2, 3 и 4 дисперсии имеем

а )  D ( - 3 X )  =  ( - 3 f D ( X )  =  9 D (X )  =  9 - 3  =  27,
б) D (4 X  +  3)  =  £>(4;0 +  D ( 3 ) = 1 6 D №  +  0 =  16 -3  =  48.

3. Среднее  кв ад рат ич еское  отклонение.
О п р е д е л е н и е  1. Средним квадратическим отклонением  

о (А)  случайной величины X  н а з ы ва ется  корень кв а д р а т н ы й  из ее 
дисперсии:  а  (Х) =  \/D ( X ) .

П р и м е р .  С л учай н ая  величина X — число очков, выпавш их  при о дн о крат 
ном бросании игральной кости. О пределить <з(Х).

Имеем

м (Х )= 1 .1+ 2 .-1+ з 4 + 44 + 54 + 64 = 3-5;о о о о 6 6

D(A-) =  ( l -3 ,5 )2- i  + (2-3,5)2- i  + (3-3,5)2- i  + (4-3,5)2- i  + (5-3,5)24  +
О Ь 6  6  6

4. Нормированные сл учайны е величины.
О п р е д е л е н и е .  С л уч а й н а я  величина Y н а з ы ва е т с я  норми

рованной, если ее математ ич еское  ожи дание равно 0, а ди спер 
сия 1:

М (У) =  0, D ( Y ) =  1.
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От любой случайной величины X можно перейти к нормиро
ванной случайной величине Y с помощью линейного преобразо
вания

где  т  — математ ич еское  ож и да ние величины X, а о — ее с р ед 
нее квадрат ическое  отклонение.

В самом деле,  в силу свойств математического ожи да ния 
(§ 16.2, п. 2)  и дисперсии (§ 16.3, п. 2)  имеем

1. Биномиальное распределение .  Пусть  производится п испы
таний,  причем вероятность появления события А в к а ж д о м  испы
тании равна  р и не зависит  от исхода других испытаний (н е з а ви 
симые испытания) .  Т а к а я  последовательность  испытаний н а з ы 
вается  схемой Бернулли. Т ак  к а к  вероятность наступления со бы
тия А в одном испытании равна  р, то вероятность его ненаступле-  
ния равн а  q =  1 — р.

В условиях схемы Бернулли найдем вероятность того, что при 
п испытаниях событие А наступит т  раз ( т ^ . п ) .

Предположим,  что событие А наступило в первых т  и сп ы та 
ниях т  раз  и не наступило во всех последующих испытаниях.  
Это сложное событие можно з ап и сать  в виде произведения

Общее число сложных  событий, в которых событие А нас тупает  
т  раз,  равно числу сочетаний из п элементов по т  элементов.  При 
этом вероятность к а ж д о го  сложного события равн а  pmqn~m. Так  
к а к  эти сл ожные события являю тся  несовместимыми,  то вероят
ность их с у м м ы  равна  с ум м е  их вероятностей (§  15.2, п. 1). Итак ,  
если Р п( т )  есть вероятность появления события А в п испытани
ях т  раз ,  то

X — т
(Г

М (Y) =  j ; M  ( Х - т )  =  -^(М  ( X ) - m )  =  - i ( m - m )  =  0, 

D ( y )  =  i o ( I - f f l ) = i ( D W  +  D ( ffl) ) = i  • о2 =  1.

§ 16.4. Основные законы распределения 
дискретных случайных величин

АА....А А А.... А.
т  раз п — т  раз

, п  — т
( 1)

И Л И

Р п( т ) ( П

Ф орм ула  (1)  ( ( Г ) )  н а з ы ва е т с я  ф ормулой Бернулли.
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П р и м е р .  П усть  всхо ж есть  семян данного растения  со ст а в л я ет  9 0 % . Найти 
вероятность того, что из четырех посеянных семян  взойдут:  а )  три; б) не менее 
трех.

а )  В данном сл у ч а е  п =  4, т =  3, р  =  0,9, q =  1 — /7 =  0,1.  П ри м ен яя  ф ормулу 
Бернулли ( Г ) ,  получим Р4 (3 )  =  (4 !/3 !  1!) (0 ,9 )3-0,1 = 0 ,2 9 1 6 .

б) Искомое событие А состоит в том, что из четырех  сем ян  взойдут  или три, 
или четыре. По теореме слож ения вероятностей: Р  (/4)=  Я4 ( 3 ) +  Р 4 (4) .  Но 
Р4 (4 )  =  (0 ,9 )3 =  0 ,6561 . Поэтому Р (А ) =  0,2916 +  0,6561 = 0 ,9 4 7 7 .

Снова  рассмотрим п независимых испытаний,  в к а ж д о м  из 
которых на ст упает  событие А с вероятностью р. Обозначим че
рез X случайную величину,  равную числу появлений события 
А в п испытаниях .

Понятно, что событие А может  вообще не наступить,  н а с т у 
пить один раз,  д ва  р а з а  и т. д. и, наконец,  наступить  п раз .  С л е 
довательно,  возможными значениями величины X б удут  числа 0,
1, 2 , . . . ,  п — 1, п. По формуле Бернулли (1)  можно найти в ер о я т 
ности этих значений:

PA0)  =  q* 
PA\)=C\qn~xp,

Р п(п) =  рп.

Запишем  полученные данн ые в виде та блиц ы распределения :

X 0 1 т tl

р ч" C\pq"-' Г>т „т „п  — тС„Р q Р"

Построенный закон распределен ия дискретной случайной ве 
личины X н а з ы ва ется  законом биномиального распределения.

Найдем  М (X). Очевидно, что X i — число появлений события 
А в к а ж д о м  испытании — п р едста вляет  собой случайную величи
ну со следующим распределением:

X , 0 1

Pi Ч Р

Поэтому М (Х1) =  0 ■ q -+ 1 ■ р =  р. Но т а к  к а к  X — Х { +- ^ 2+-. . .  -+ Хп, 
то М (Х) — пр.

Найдем  д а л е е  D (X)  и о (X). Т а к  к а к  величина Xf имеет р а с 
пределение

X? о2 I2

Р, ч Р
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то М (Х*) =  02 ■ q \2- р =  р. Поэтому
D ( X i) ^ M ( X j ) - M 2 (Xi) =  p - p 2 =  p ( l - p ) = p q .

Наконец,  в силу  независимости величин X t, Х2, . . . ,  Хп
D ( X )  =  D ( X t) +  D ( X 2) + . . . + D ( X n) =  npq.

Отсюда ____
a  ( X ) - ^ n p q .

2. Распределение Пуассона .  Пусть производится серия п не
за виси мых испытаний ( л = 1 ,  2, 3 , . . . ) ,  причем вероятность появ
ления данного события А в этой серии Р ( А )  =  рп> 0 зависит  от 
ее номера п и стремится  к нулю при п-*-оо (последовательность  
«редких событий»). Предположим,  что дл я  к а ждо й  серии с р ед 
нее значение числа появлений события А постоянно, т. е. прп =  
=  [I =  const .  Отсюда p„=\i/n.

Исходя из формулы Бернулли (1),  для  вероятности появления 
события А в п-й серии ровно m раз  имеем вы р аж е н и е

р п (.m ) = c : Pm (1 - Ряу - ” = с :  ( f ) m(  1 - 0 " т

Пусть  m фиксировано. Тогда
т _  п (п — 1) (я  — 2 ) . . . ( я  — ( т — 1)) 

m\nm

С ( ‘ - т ) 0  -•=■>-(> - = ^ ) ) - £ =
цт ( 1 _ л у - = е - .
«->оо V п )

( здесь  использован второй за меч ат ель ный  предел:  § 7.3, п. 2). 
Поэтому

l im P n(m) =  ̂ -Te~'1.m!

Если п велико,  то в силу определения предела  (§  7.3, п. 1) веро
ятность Р п( т )  сколь угодно мало отличается от (p.m/m! )  е _ц. От
сюда при больших п дл я  искомой вероятности Р „ ( т )  имеем при
ближенную формулу Пуассона (д л я  простоты зн а к  приближен
ного раве нства  опущен)

Р ^ пг^= Ъ е '1' где ^ =  пРп-

П р и м е р .  Завод отправил на базу 500 доброкачественных изделий. Веро
ятность того, что в пути изделие повредится, равна 0,002. Найти вероятность то
го, что на базу прибудут 3 негодных изделия.

По условию п =  500, р„ =  0,002, т  =  3. Поэтому ц =  500 -0 ,002 =  1 и искомая 
вероятность

^500 ^ = зГ е ***0,06.

l im С
■ Ш

ц
т\=  -!—г l im
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О п р е д е л е н и е .  Говорят,  что сл уч ай н ая  величина X р а с 
пределена  по закону Пуассона, если эта  величина з а д а н а  т а б 
лицей:

X 0 I 2 3

р е->1 2!
J i l e - n
3!

где (А — фиксированное положительное число (р а зн ым значени
ям р отвечают разные распределения Пуассона) .

Найдем математическое  ожидание дискретной величины Л", 
распределенной по за кону  Пуассона .  Согласно определению м а 
тематического ожида ния (§  16.2, п. 2, примечание 2)  имеем

00 k 00 k — \ 
м (х ) =  I  k ^ e - *  =  v e - *  l  7| =ГГ7 = ^ e - ^  =  iL. 

k =  0 k = \  v '*

Найдем д а л е е  D (X ).  С н ач ал а  найдем M (X2):
00 k 00 Л—1

M ( X 2) = Z k 2 ^ e - ^ » e - >  I  =
k= 0  '  k=\  v ’

=  £  ( { - -2)T +  =  pe  ~ ( M-g'1 +  е'Ч=  м" +  M--

Теперь по известной формуле (§ 16.3, п. 2)

D ( X ) = M  (X2) - M 2 ( X ) = ii2+ h - \ i 2= \ l.

3. Л о к а л ь н а я  и интегральная  предельные  теоремы Л а п л а с а .
Если число испытаний п велико,  то вычисления по формуле 
Бернулли ст ановятся  за труднительными.  Л а п л а с  получил в а ж 
ную приближенную формулу дл я  вероятности Р п( т )  появления 
события А точно т  раз ,  если п достаточно большое число. Им же

/
получена приближенная  формула  и дл я  с у м м ы  вида  £  Р л ( т ) .

m  — k

Л о к а л ь н а я  п р е д е л ь н а я  т е о р е м а  Л а п л а с а  ( д о 
ка зател ьство  см. в [1]). Пусть р =  Р ( А ) — вероятность собы
тия А, причем  0< /?< 1 .  Тогда вероятность того, что в условиях  
схемы Бернулли событие А при п испытаниях появится  
точно m раз, вы раж ается приближенной ф ормулой Л а п л а с а :

P n( m ) ^ - j L =  (2)
\npq \  \npq )

где  <7= 1— р, ф (х) — ( 1/д/2л~) е~**12.
Д л я  функции ф(х )  имеется таблица  (см.  приложение 2, 

с. 456) ее значений для  положительных значений х  (функция 
Ф (jc) четная) .
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П р и м е р  1. Вероятность  п о р аж ен ия  цели стрелком  при одиночном в ы с т р е 
ле  р ав н а  /7 =  0,2. К а к о в а  вероятность  того, что при 100 в ы стр ел ах  цель б удет  по
р аж ен а  ровно 20 р аз?

З десь  /7 =  0,2,  </ =  0,8,  п = 1 0 0  и т  =  20. Отсюда Дfnpq =  Д/Ю0-0,2-0 ,8  =  4, и, 

следовательно ,  t =  (m — np)/^jnpq = ( 2 0 — 100-0 ,2)/4 =  0. У ч и ты вая ,  что ф ( 0 ) =  

=  1/Д/2 л « 0 , 4 0 ,  из ф ормулы (2 )  получаем :  Р 100 ( 2 0 ) « 0 , 4 0 - ( 1 / 4 )  =  0,10 (д л я  полу

чения приближенного  р ав ен ств а  1 /Д/2я « 0 , 4 0  можно использовать к а л ь к у л я -

Перейдем к интегральной предельной теореме Л а п л а с а .  
Поставим следующий вопрос: к а ко в а  вероятность того, что 
в условиях  схемы Бернулли событие А, имеющее вероятность 
Р (А) =  р ( 0 < р < С \ ) ,  при п испытаниях ( к а к  и преж де ,число  ис
пытаний велико) появится  не менее к ра з  и не более / ра з ?  Эту  
искомую вероятность обозначим через Р п{к, /).

На основании теоремы сложени я вероятностей д л я  несовме
стимых событий (§ 15.2, п. 1) получим

Установим приближенную формулу Л а п л а с а  д л я  подсчета 
с у м м ы  (3)  при больших т и п .  Используя  локальную теорему 
Л а п л а с а ,  с учетом (3)  приближенно будем иметь

Здесь  с у м м а  сп р ав а  я в л я е т с я  интегральной суммой д л я  функции 
ц>(х) на отрезке хк^ х ^ х , , причем, к а к  с л едует  из (5),  при п-+оо 
к х т—»-0. Следовательно,  при п-*-оо предел указ ан но й интеграль-

тор).

Р п(к, / )=  X Р „ ( т ) . (3)
m = k

где (4)

и

Д а л е е  в силу (4)  имеем
__ (т-\-\ ) — п р _m — n q __  1 (5)

\fnpq ~\lnpq ĵnpq

и потому

P n(k, / ) «  £  ф (* т )А*т-
т  = k

ной с у м м ы  есть определенный интеграл \ <p (х) dx.



xl *1 
P„(k, / ) «   ̂ (p (x )  dx =  -^= ?  ̂ e~**/2dx, (6)

4  ' xt
где

„ _ k - n p  ____ l - n p
Xk ----  j-------- , X [ —  -----------  K ‘ )

Mnpq \npq

Это сост ав ля ет  со де ржан ие интегральной предельной теоремы  
Л ап лас а .

Введем функцию
X

Ф ( х  ) =  ‘ (8)
V я о

наз ы ва е м у ю  функцией Л а п л а с а  или интегралом вероятностей. 
Очевидно, Ф ( х )  есть первообразная  д л я  функции ср(х) ( т а к  к а к  
ф ( х ) > 0  в ( — оо;  + о о ) ,  то Ф ( х )  — в о зр а стаю щ ая  функция 
в этом интервале ;  § 8.7, теорема 2). Поэтому на основании фор
мул ы  Ньютона—Лейбница (§ 9.7, п. 2)  из формулы (6 )  будем 
иметь

P n(k, 1 ) < ы Ф ( х , ) - Ф ( х к). (9)

Это интегральная ф ор м ула  Л ап лас а .
К а к  известно (см.  § 9.5, примечание) ,  интеграл —̂ = \ e ~ * t/2dx

у 2 л  J
не берется  в эл ем ента рных  функциях.  Поэтому д л я  функции 
(8)  составлена  та блица (см.  приложение 3)  ее значений д л я  поло
жительных  значений х, т а к  к а к  Ф ( 0 )  =  0 и функция Ф  (х) не
четная:

— X X
Ф ( - х )  =  - 4 =  [ e - ‘2/2d t = ----- ± = [ e ~ z2/2d z =  — Ф ( х )  ( t = — z ,

Л/2лГ J Д/2-т •>о о
d t =  — dz).

П р и м е р  2. Вероятность того, что изделие не прошло проверку  ОТК, р а в 
на 0,2. Н айти вероятность того, что среди 400 случайно  отобранных изделий о к а 
ж у т с я  непроверенными от 70 до 100 изделий.

З десь  и =  400, k =  70, / = 1 0 0 ,  /? =  0,2,  <7 =  0,8.  П оэтому в силу равен ств  
(7 )  хк=  —  1,25, х, =  2,5 и согласно  формуле (9 )

Р 400 ( 7 0 , 1 0 0 ) «  Ф  (2 ,5 )  — Ф  ( — 1 ,25 )  =  Ф  (2 ,5 )  +  Ф  ( 1 , 2 5 ) «  0 ,4 9 3 8  +  0 ,3 9 4 4  =  

=  0,8882.

§ 16.5. Непрерывные случайные величины

1. Интегральная  функция распределения .  Д л я  непрерывной 
случайной величины,  в отличие от дискретной,  нельзя построить 
т аблицу  распределения .  Поэтому непре рывные сл учайны е вели-

Поэтому
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чины изучаются  др уг им  способом, который мы сейчас р а с 
смотрим.

Пусть  X — непрерывная  сл уч ай н ая  величина с возможными 
значениями из некоторого интервала  (а ;  Ь) и х  — действительное 
число. Под в ы р аж е н и ем  Х<с.х понимается  событие « сл у ч а й н а я  
величина X приняла  значение,  меньшее х». Вероятность этого со
бытия Р ( Х < х )  есть некоторая функция переменной х :

F ( x )  =  P ( X < x ) .

О п р е д е л е н и е .  Интегральной функцией распределения  
или интегральным законом распределения  непрерывной сл у ч а й 
ной величины X н а з ы в а е т с я  функция F (х), р а в н а я  вероятности 
того, что X приняла  значение,  меньшее х:

F ( x )  =  P ( X < x ) .  (1)

Отметим,  что инт ег рал ьная  функция распределен ия совершенно 
т а к  ж е  определ яетс я  и д л я  дискретных случайных величин.

У к а ж е м  свойства,  которыми о б ладает  функция F (х).
1. 0 < F ( x ) < l .
Это свойство следует  из того, что F (х)  есть вероятность.
2. F (х)  — неубываю щ ая функция, т. е. если х х< . х 2, то

F (X iX F ( x2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим,  что х , < х 2. Событие 
«X  примет значение,  меньшее х2» можно представить  в виде с у м 
мы дв ух  несовместимых событий: «X  примет значение,  меньшее 
х , »  и «X  примет значение,  удовлетворяющее  нер ав енства м  х, ^

Х<Сх2». Обозначим вероятности последних д в у х  событий со
ответственно через Р (Х < С х ,) и Р  (х,  ^  Х<С. х2). По теореме о в е 
роятности с у м м ы  дв ух  несовместимых событий имеем

Р  (X <  х2) — Р  ( X <  х , ) +  Р  (х,  <  X  <  х2), 

откуд а  с учетом (1)

P ( x l ^ X < x 2) = F ( x 2) - F ( x l ). (2)

Т ак  к а к  вероятность любого события есть число неотрица
тельное,  то Р  (x t ^ X  < х 2) ^  0, и, значит,  F (x2) ^ F  (х,) .

Ф ормул а  (2 )  у т в е р ж д а е т  свойство (3).
3. Вероятность попадания случайной величины X в полуин

тервал  [а;  Ь) равна разности м е ж д у  значениями интегральной  
функции распределения в правом и левом концах интервала  
( а ;  Ь):

P ( a ^ X < b )  =  F ( b ) - F { a ) .  (3)
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П р и м е р .  С л у ч а й н а я  величина X з а д а н а  интегральной функцией р ас п р ед е 
ления

F (x )  =

0 при — 1,

X 1
— +  — при — 1 < д с < 3 ,
4 4

1 при jc> 3 .

Найти вероятность того, что в р езул ьтате  испытания X примет значение, принад
л е ж а щ е е  полуи нтервалу  [0; 2). Т а к  к а к  на по луинтервале  [0; 2 )  F (х) =  х/4 +  1/4, 
то / > ( 0 < J f < 2 )  =  F ( 2 )  — F ( 0 ) = l / 2 + l / 4  — 1 / 4 =  1/2.

В дальнейшем случайную величину X будем н а з ы ва т ь  непре
рывной, если непрерывна ее инте грал ьная  функция р асп р е д еле 
ния F (х).

4. Вероятность того, что непрерывная случайная величина  
X примет какое-либо заранее заданное значение, равна нулю:

Р ( Х  =  х 1) =  0. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положив в формуле (2 )  х2 =  Х\-\-\.х, 
будем иметь

/, ( х 1< Х < д :1 - 4 - А х )  =  /7 ( х 1-(-Ад:) — F (Ху). (5)

Т а к  к а к  F (х) — непрерывная  функция,  то, перейдя в (5)  к пр еде
л у  при Лх-й) ,  получим искомое равенство (4).

Из свойства  4 сл ед ует  свойство 5.
5. Вероятности попадания непрерывной случайной величины 

в интервал, сегмент и полуинтервал с одними и теми ж е концами  
одинаковы:

Р  ( а < Х < Ь ) = Р  ( а К Х < Ь ) = Р  ( а ^ Х < Ь ) = Р  ( а < Х ^ Ь ) .  (6)

6. Если возможные значения случайной величины X принад
л е ж а т  интервалу (а; Ь ) , то: 1) F  (х )  =  0 при х^ .а\  2)  F ( х ) =  1 при 
х ^ Ь .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть  х , ^ а .  Тогда событие 
невозможно и, следовательно,  вероятность его равн а  нулю. 
2)  Пусть  х2^ Ь .  Тогда событие Х < х 2 достоверно и, сл е д о в ате ль 
но, вероятность его равн а  1.

С л е д с т в и е .  Если возможные значения непрерывной с л у 
чайной величины расположены на всей числовой оси, то сп равед
ливы следующие предельные соотношения:

F ( — о о ) =  l im F (х) =  0, F ( + o o ) =  l im F ( х ) =  1.
Х-*----оо X —*■ -f- оо

2. Диф ференциальная  функция распределения .  Дифферен
циальной функцией распределения  непрерывной случайной величи
ны X (или ее плотностью вероятности)  н а з ы в а е т с я  функция f  (х), 
р а в н а я  производной интегральной функции распределения :  
f ( x )  =  F '(x) .
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Т а к  к а к  F ( х ) — н е уб ы ва ю щ а я  функция (п. 1), то / ( х ) ^  
^ 0  (см.  § 8.7, п. 1).

Т е о р е м а .  Вероятность попадания непрерывной случайной  
величины X в интервал (а ;  Ь) равна определенному интегралу от 
ее плотности вероятности, в зятом у  в п р едела х  от а до Ь:

ь

P { a < X < b )  =  \ f { x ) d x .  ( 7)
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к  к а к  F (х) я в л я е т с я  первообразной 
дл я  / (* ) ,  то на основании формулы Ньютона — Лейбница (§ 9.7, 
п. 2) имеем

ь

\ f ( x ) d x = F ( b ) - F ( a ) .  (8)
а

Теперь с учетом соотношений (3) ,  (6) ,  (8)  получим искомое р ав е н 
ство.

Из р аве нства  (7)  следует ,  что геометрически (см.  § 9.6, 
п. 2) вероятность Р  ( а < Х  < Ь )  п р едста вляет  собой площадь кри
волинейной трапеции,  ограниченной графиком плотности вероят
ности y =  f ( x )  и отрезками пр ям ых у =  0, х  — а  и х =  Ь.

С л е д с т в и е .  В частности, если  / ( х)  — четная функция 
и концы интервала симметричны относительно н ач ала  коорди
нат, то

* а

Р ( — а С Х С а )  — Р  ( |A"| < а )  =  2  ̂/ (х) dx. (9)
о

Действительно,  в этом случае  аналогично случаю коэф
фициентов Фурье  дл я  четной функции (§  10.5, п. 5)
а а

 ̂ f  (х) dx  =  2 ^ f  (х) dx, что и д о к а з ы в а е т  (9).
- а  О

П р и м е р .  З а д а н а  плотность вероятности случайной величины X

( 0, j e < 0 ,

2х, О ^ х ^ .  1,

0, х > 1 .

Найти вероятность того, что в р е зул ь т а те  испытания  X примет значение, принад
л е ж а щ е е  интервалу  (0,5; 1).

Согласно  ф ормуле (7 )  иском ая  вероятность

Г I 1Р  ( 0 , 5 < Х <  1 ) =  2 \ x d x = x l = 0 ,7 5 .
J  I 0,5

0,5

З а м е н я я  в формуле (8 )  а на — оо и b на х, получим
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X

F ( x )  — F (  — o o ) =  J f ( x ) d x ,
— oo

откуд а  в силу  найденного выше следствия  (п. 1)
X

( 1 0 )

Ф ормул а  (10)  д а е т  возможность о ты скать  интегральную фун
кцию распределен ия F (х)  по ее плотности вероятности.

Отметим,  что из формулы (10) и из только что отмеченного 
следствия  вы текает ,  что

3. М атем атическое  ож и да ние и дисперсия непрерывной с л у 
чайной величины.

О п р е д е л е н и е  1. М атематическим ожиданием (М О ) не
прерывной случайной величины X с плотностью вероятности 
/ (х) н а з ы в а е т с я  величина несобственного интеграла  (если он 
сходится) :

О п р е д е л е н и е  2. Дисперсией непрерывной случайной ве
личины X, математическое  ожидание которой М ( Х) =  а  и функ
ция / (х)  я вл я ет с я  ее плотностью вероятности,  н а з ы ва ет с я  вели
чина несобственного интеграла  (если он сходится) :

Можно  пока за ть  (см.  [3]), что МО и дисперсия непрерывной 
случайной величины имеют те ж е  свойства ,  что и МО и дисп ер 
сия дискретной случайной величины.

Д л я  непрерывной случайной величины X среднее к в а д р а т и ч е 
ское отклонение о ( X )  опр еделяется ,  к а к  и д л я  дискретной вели

чины, формулой а  (Х )= л [о ~ (Х )  ■
П р и м е р .  С л у ч а й н а я  величина X з а д а н а  плотностью вероятности

(П)
---- СЮ

( 12)
— оо

D ( X ) =  J ( x - a f  f ( x ) d x . (13)
— сю

О, дг<0, 

/(•*)=• 0 < * < 2 ,  

0, х > 2 .
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О пределить м атем ати ч еско е  ож идан ие ,  дисперсию и среднее к в адр ати ч еско е  от
клонение величины X.

С огласно  ф орм улам  (12 )  и (13 )  имеем

-f- оо 2
М(

J 2
о

- I -  ОО

и, наконец,

0 ( Х )  =  Л [ 0 Т Х ) = Щ -  « 0 , 4 7

(д л я  получения последнего приближенного равен ства  можно использовать  к а л ь 
кулятор) .

4. Равномерное распределение .  Распределение вероятностей 
непрерывной случайной величины X , принимающей все свои з н а 
чения из отрезка  [а;  Ь], н а з ы ва е т с я  равномерным , если ее плот
ность вероятности / (х)  на этом отрезке  постоянна,  а вне его р а в 
на нулю, т. е.

0, * < а ,  
f  ( х ) =  с, а ^ х ^ . Ь ,

0, х > Ь .
Отсюда

+  ОО

 ̂ f  (х) dx =  ^ c d x = c  (Ь — а). (14)

Но, к а к  известно (см.  (11)),
+  00

(15)
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Из сравнения равенств  (14),  (15)  получаем с =  у -- д- • Г р а 
фик функции / (jc) изображен на рисунке 174. Определим интеграль-

X
ную функцию распределения F ( х ) =   ̂ f ( x ) d x .

— оо

Если х < . а ,  то /(лс) =  0, и, следовательно,  /7 (х)  =  0. Если 
то f ( x ) — \/(b — а), и, следовательно,

F ( x ) = \ j h d x - b — а

Если Ь<Сх, то / (л:) =  0, и, следовательно,
х Ь

F ( x ) =   ̂ f  ( x ) d x = ^ j ^ d x =  I.
— оо а

График функции F (х)  показан на рис. 175. Наконец,  
+  00 b  

М ( х ) =   ̂ f  (х) xdx =  ̂ - ^ ~  xd x  =  ̂ (a -\ -b ) ,
— оо а

+  оо Ь

D ( X ) =  (j ( x — M ( X ) ) 2 f ( x ) d x = \ j j ± —a ( x — ^ ( a  +  b ) y d x  =
— оо а

_ ( Ь - а f  
12 ‘

П р и м е р .  На отрезке [а ;  6] н а у г а д  у к а з ы в а ю т  точку. К ак о в а  вероятность 
того, что э та  точка о к а ж е т с я  в левой половине о тр езка ?

Обозначим через X случайную  величину, равную  координате выбранной точ
ки. X р аспр еделена  равномерно (в  этом и состоит точный см ы сл  слов « н а у г а д  
у к а з ы в а ю т  точ ку» ) ,  а т а к  к а к  середина отрезка  [а ;  Ь] имеет координату ( a - f - 6 ) / 2, 
то иском ая  вероятность р ав н а  (см . п. 2):

а + Ь  а + Ь

р ( а < * < ^ ) =  \ f ( x )  dx =  J  j ^ d x  =  l .

a  a

Впрочем,  этот результа т  был ясен с самого начала .  
5. Нормальный закон распределения .  Закон  распределения 

вероятностей непрерывной случайной величины X н а з ы в а е т с я  
нормальным  или законом Гаусса, если ее плотность вероятно
сти есть

(x-af

/ ( * ) = — U *  202 , (16)
а  у 2 я

где а  и а  — постоянные,  причем а > 0 .
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Убедимся ,  что функция (16)  удовл етво ряет  условию (11 
(п. 2). Действительно,  перейдя в интеграле

■л!ъ^

к новой переменной

получим интеграл
-}- оо -}- оо

+ о°
Но  ̂ е ^dt =  ̂ Y~ ( § 12.1, п. 6). Следовательно,

+ оо
1

V jT

Значит,  интеграл (17)  то ж е  равен единице.
П о ка ж е м ,  что М (Х )  =  а, о =~\JD ( X ) , или o2 =  D (X ).  
Согласно формуле (12)  получаем

хе 2"2 dx.

В вед я  новую переменную t по формуле (18) ,  с учетом равенства  
(19)  получим

+  оо

М (Х) =  — * [ У 2") е “ /2(г л/2 dt =
а \2п J

— оо

+  оо +  оо

=-^= ( e ~ ‘2dt - f   ̂ te~ ,2dt —
Л[п J Д/л ->

a  .2 I + °°
=  a ----- ==■ e = a .

\J2n — 00

Аналогично ус т а н а вл и в а е т с я ,  что

D ( X )  =  o2.
Отсюда

a  =  ̂ /D(X).
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В § 8.8 (пример 2)  был постро
ен график функции у =  е~** ( к р и 
вая  Гаусса ) .  С учетом графика 
этой функции график функции
(16) будет  иметь вид,  и зо б р аж ен 
ный на рисунке 176.

Нормальное распределение с 
па р а м е т р а м и  а =  0 и а = 1  н а з ы 
вае т с я  нормированным. Плот
ность вероятности в случ ае  т а к о 
го распределения будет

ф ( * ) =  ' е - ^ .

Пусть  сл уч ай ная  величина X распределена  по нормальному 
закону .  Тогда вероятность того, что X примет  значение,  прина д 
л е ж а щ е е  интервалу  («,; Р), согласно теореме из п. 2, будет

I х - а Г  
2а2

С д е л а в  
формуле t

в этом
х— а

и н т е г р а л е  
, получим

з а м е н у  

Р—а

dx.

переменной по

Р ( а < Х < ( 5 )  =  -
1 е l /2d t ,

1 Г 2
откуд а  с учетом того, что функция Ф  ( x ) = —̂ = = ^ e ~ '/2dt  я в л я е т 

ся первообразной дл я  гр(х) (§ 16.4, п. 3), и формулы Ньютона 
Лейбница (§  9.7, п. 2) будем иметь

Р , а < Х < р )  =  Ф  ’)  — Ф  )■ ( 20 )

П р и м е р  1. Пусть сл уч ай н ая  величина X р аспр еделена  по нормальному 
з ак о н у  с п а р ам етр ам и  а =  30 и ст= 10 Найти вероятность  того, что X примет з н а 
чение, пр и н адл еж ащ ее  интервалу  (10 ;  50).

П ользуясь  формулой (20) ,  получим

Р  ( 1 0 < Х < 5 0 )  =  Ф  ®  =  Ф  ^2> — Ф  < — 2) =  2 Ф  (2).

По т аблиц е  приложения 3 находим Ф ( 2 )  =  0,4772. Отсюда иском ая  вероятность 

Р  (10  <  X <  50 )  =  2 • 0 ,4772 =  0,9544.

Часто  требуется  вычислить вероятность  того, что отклонение 
нормально распределенной случайной величины X от ее мат ем а-
15 Заказ 1222 4 33



тического ожида ния по абсолютной величине меньше заданного 
положительного числа б, т. е. найти Р ( \ Х  — а | < б ) .  Используя  
формулу (20)  и нечетность функции Ф  (х),  имеем

Р ( \ Х - а \ < 6 )  =  Я ( а - 6 < Х < а  +  6) =

/ > ( | * - а | ) < в ) = 2 ф ( £ ) .  (21)

П р и м е р  2. П усть  сл у ч ай н ая  величина X распределена  по нормальному 
з ак о н у  с п а р а м е тр а м и  а  =  20 и а = 1 0 .  Найти Р (\Х — 2 0 1 < 3 ) .

И спользуя  ф ормулу (21) ,  имеем

Я (| Х  — 20| < 3 )  =  2 Ф (3/10).

По таблице приложения 3 находим Ф  (0 ,3) =  0,1 179. Поэтому Р {\Х — 2 0 — | < 3 )  =  
=  0,2358.

Нормальное распределение вероятностей имеет в теории в е 
роятностей большое значение.  Нормальному за кону  подчиняется 
вероятность при стрельбе  по цели, в измерениях и т. п. В частно
сти, о к а з ы в а е т с я ,  что закон распределения суммы достаточно  
больш ого числа независимых случайных величин, влияние к а ж 
дой из которых на всю сум м у ничтожно м ало , близок к н о р м аль 
ному распределению. Этот факт,  н а з ы ва емы й  центральной пре
дельной теоремой, был до ка з а н  русским мат ем атиком  А. М. Л я 
пуновым (1857— 1918).

§ 16.6. Закон больших чисел

1. Неравенство Чеб ышев а  (П.  Л.  Чебышев (1821 — 1894) — 
русский матем ат ик ) .

Л е м м а .  Пусть  X — сл учайная  величина,  принимающая 
только неотрицательные значения .  Тогда

Р ( Х > 1 ) < М ( ^ ) .  (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  простоты д о к а ж е м  это у т в е р ж д е 
ние для  дискретной случайной величины X, принимающей зн а че 
ния ЛС|, х2, . . . ,  хп при условии х ^ 0 .  По теореме сложения веро
ятностей дл я  несовместимых событий (§ 15.2, п. 1) имеем

p ( * > i ) =  X P ( x = Xl),
1

где суммирование распространено на все значения хь большие 
единицы или равные ей. Но д л я  х ^ \ ,  очевидно,

P ( X  =  xi) ^ x iP ( X  =  xi).
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Р ( Х ^ \ )  =  X Я ( *  =  * , ) <  I  х ,Р (Х  =  х,). (2)
Х.> 1 х->1

До бав им  к правой части неравенства  (2)  с у м м у  X xiP ( X  =  xi),
л, <  I

где  jc, <С 1. Эта  с у м м а  неотрицательна,  т а к  к а к  по условию,
а вероятность Р (X =  xt) ^ 0. Поэтому

X XlP ( X  =  Xi) <  X Jci/>(X =  jCi) 4 -  X x ,P (X  =  Xl) =
^>1 ДГ,. > 1 Х;<1

=  X х ,Р {Х  =  х,). (3)
;= I

Последняя  с у м м а  распространена на все значения х„ принимае
мые случайной величиной X. Следовательно (см.  § 16.2, п. 1),

X х ,Р (Х  =  х , ) = М ( Х ) .
1 = I

Отсюда,  со поставляя  соотношения (2)  и (3),  имеем искомое н ер а 
венство (1).

Т е о р е м а .  Д л я  любой случайной величины X при к аж д ом  
полож ительном числе г имеет место неравенство

Р ( \ Х - М ( Х ) \ ^ г ) ^ ^ .  (4)
8

Неравенство (4)  н а з ы в а е т с я  неравенством Чебышева. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  к а к  событие \Х — М ( Х ) \ ^ е  р а в 

носильно событию
( Х - Щ Х ) ) 2

£2 ’

то

Р Ц Х - М ( Х ) 1  l ) .

С лу ч а й н а я  величина (X — M ( X ) f / e 2 неотрицательна,  и, значит,  
согласно лемме ,  свойству  2 математического  ожида ния (§  16.2,
и. 2) и определению дисперсии (§ 16.3, п. 1)

Р ( < * - « ' * » '  , - L  м  ( (Л—м  .

Поэтому

/ > ( | J f - A f ( X ) | > e ) < - ^ .е
П р и м е р .  П усть  сл у ч ай н ая  величина X имеет D (X )  =  0,001. К а к о в а  веро

ятность  того, что X отличается  от М (X ) более чем на 0,1?

Поэтому
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По н ерав енству  Ч ебы ш ева

Р ( 1 х - л 1 ( д г ) | > о . 1 ) < ^ - М ! - - о . 1 .

П р и м е ч а н и е .  Отметим д р уг ую  форму неравенства  Ч ебы ш ева .  Т а к  к а к  
событие, в ы р а ж а е м о е  неравенством  |Х — М ( А")| < е ,  противоположно событию, 
в ы р а ж а е м о м у  неравенством  \Х — М ( Х ) \ ^ г ,  то ( §  15.2, п. I, следствие)  

Р ( \ Х - М ( Х ) \ < г ) + Р ( \ Х - М ( Х ) \ ^ г ) ^ \ .
Отсюда с учетом неравенства  (4 )  получаем т ак ую  форму неравенства  Ч ебы ш ева :

Р ( \ Х - М ( Х ) \ < г ) > \  ( 5)
£

2. Закон  больших чисел Чебышева .  Д о к а ж е м  закон больших 
чисел в широкой и удобной д л я  практики форме, получен
ной П. Л.  Чебышевым.

Т е о р е м а  ( т е о р е м а  Ч е б ы ш е в а ;  з а к о н  б о л ь ш и х  
ч и с е л ) .  Если дисперсии независимых случайных величин Х ь Х2, . 
. . . ,  Хп ограничены одной и той ж е постоянной С, D ( X j ) ^ C  ( i =  1,
2, . . . ,  п), то, каково бы ни было  е > 0 ,  вероятность выполнения
неравенства  |Х — М (А)| < е ,  где Х = — (X t - f  -Y2 + . . .  - j -Л„), будет
сколь угодно бли зка  к единице, если число случайных величин  
п достаточно велико, т. е.

l im Р (\~Х — М (Х)| <  е ) =  1. (6)
П —► оо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя  неравенство Чебышева  

в форме (5 )  к величине X, имеем

Р ( \ Х - М ( Х ) \ < г ) ^ 1 — ^ - .  (7)£

Пользуясь  свойствами дисперсии (§  16.3, п. 2) и условием теоре 
мы, получим

D ( X )  =  ± ( D ( X l) +  . . . + D ( X n) ) ^  =  -£п п П

Отсюда с учетом неравенства  (7 )  и того, что вероятность любого 
события не превосходит единицы (§  15.1, п. 3), получим

\ ^ Р ( \ Х - М ( Х ) \ < е ) ^ 1 -----(8)
е л

Наконец,  переходя в неравенстве  (8 )  к пределу  при /7—>-оо, при
ходим к искомому соотношению (6).

Ч а с т н ы й  с л у ч а й  т е о р е м ы  Ч е б ы ш е в а .  Если все 
Хк имеют одинаковые математические ожидания М (А']) = . . .  =  
=  М (Хп) =  а и D ( X k) < C  ( Л = 1 ,  2, . . . ,  я) ,  то
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Действительно,  в условиях р ассм атр и ваем о го  частного с л у 
чая равенство (6)  имеет вид (9).

Сущность  теоремы Чебышева  состоит в следующем.  Несмот
ря на то, что к а ж д а я  из независимых случайных величин Хк мо
ж е т  принять значение,  д алекое  от математического  ожи да ния
М (Xk), среднее арифметическое X достаточно большого числа 
случайных  величин с большой вероятностью весьма близко 
к среднему арифметическому их мате мат ич еских  ожиданий.

Теорема Чеб ыш ев а  имеет большое практическое  значение.  
Пусть,  например,  измеряется  некоторая  физическая величина.  
Обычно принимают в качестве  искомого значения измеряемой 
величины среднее арифметическое рез ул ьтато в  нескольких из
мерений. Можно ли считать такой подход верным ? Теорема Ч е 
бышева  (ее частный сл уч ай )  отвечает  на этот вопрос положи
тельно.

На теореме Чебышева  основан широко применяемый в с т а т и 
стике выборочный метод,  согласно которому по сравнительно не
большой случайной выборке  выносят  суждение ,  к а саю щ ееся  
всей совокупности исследуемых  объектов.

Из теоремы Чеб ыш ев а  (частный случай )  сл ед ует  следую щ ая  
теорема ,  н а з ы в а е м а я  теоремой Бернулли,  я в л я ю щ а я с я  простей
шей формой за кона больших чисел:

Т е о р е м а  Б е р н у л л и .  Пусть пг — число наступлений со
бытия А в п независимых испытаниях и р есть вероятность н а
ступления события А в каж дом  из испытаний. Тогда, каково бы 
ни было положительное число е,

l im Р (\— — р \ < е ) =  1. (10)
П-*~ ОО \ Я /

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через Xk случайную вели
чину, равную числу наступлений события А в /г-м испытании,  где 
k = \ ,  2, . . . ,  п. Тогда имеем (§  16.4, п. 1)

т  =  Хх-\- Х2-\)-... -\-Хп,
М(Хк) =  р, D (X t) =  p g ^ l / 4 ,

и все условия частного сл уч а я  теоремы Чеб ыш ев а  выполнены.  
Равенство (9 )  пр евра щ ается  в (10).

Практический смысл теоремы Бернулли следующий:  при по
стоянстве  вероятности случайного события А во всех испытани
ях, при неограниченном возрастании числа испытаний можно 
с вероятностью,  к а к  угодно близкой к единице (т. е. к а к  угодно 
близкой к достоверности),  у т в е р ж д а т ь ,  что н а б л ю д а е м а я  относи
тел ьн ая  частота случайного события буд ет  к а к  угодно мало от
клоняться  от его вероятности.
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§ 16.7. Использование теории вероятностей 
при обработке экспериментальных данных

1. Закон распределения ошибок.  Ошибкой или погрешностью  
измерения н аз ы ва ет с я  разность х — а м е ж д у  результатом 
измерения х  и истинным значением измеряемой величины а.

Ошибки измерений в основном можно подразделит ь  на три 
группы: 1) груб ые ошибки; 2)  систематические ошибки; 3) с л у 
чайные ошибки.

Гру бые  ошибки возникают от невнимательности при чтении 
показаний прибора,  неправильной записи показаний,  непр авиль
ном использовании прибора.  Эти ошибки могут быть  исключены 
соблюдением правил измерения.

Систематические ошибки происходят,  например,  от несовер
шенства  приборов,  от личных ка честв  наблюда теля  и могут быть 
устранены соответствующими поправками .

Будем  считать ,  что рез ульта ты  измерения не с о д е р ж а т  г р у 
бых и систематических ошибок.

Однако и после ус транения  этих ошибок р езул ьта ты  измере
ния все еще б удут  со д е р ж а т ь  неустранимые,  неизбежные  ошиб
ки, которые получили название  случайных ошибок измерения. 
Эти ошибки вы зы ваю тся  многочисленными трудно уловимыми 
причинами,  к а ж д а я  из которых приводит лишь к незначительно
му колебанию результатов  измерения (например,  при в з в еш и ва 
нии на аналитических весах к т ак им  причинам относятся незна
чительные колебания т ем п ер ату ры  и вл ажности  воздуха ,  ко л е б а 
ния стола,  попадание соринок на в зв еш иваем ый предмет  и т. д.).  
Ошибку измерения можно считать  суммой большого числа н е з а 
висимых случайны х величин, которая  по центральной предель
ной теореме д о л ж н а  быть распр еделена  нормально.  При этом 
принимают еще, что МО случайных ошибок равно нулю.

Итак ,  принимается  положение:  при отсутствии груб ых  и си
стематических ошибок ошибка измерения есть сл учайная  вели
чина (обозначим ее через Т), распределен ная  нормально,  причем 
ее МО равно нулю, т. е. плотность вероятности величины 
Т равна

1 C- / W
а \[2л

где а  — среднее  квад рат ическое  отклонение величины Т, х а р а к 
теризующее разброс результатов  измерения во круг  измеряемой 
величины.

В силу  преды дущ его р езульта т  измерения есть т а к ж е  случай 
ная  величина (обозначим ее через X), с в я з а н н а я  с Т з ав иси мо
стью Х =  а-{-Т. Отсюда в силу известных свойств МО и диспер
сии (§  16.2, 16.3) имеем
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Таким образом, предпо лаг ая  измерение свободным от грубых 
и систематических ошибок,  можно считать ,  что возможный ре
з у л ь т а т  измерения есть случайная  величина X, математ ич еское  
ожидани е которой равно истинному значению а измеряемой ве 
личины. Т ак  к а к  величина Т подчиняется нормальному за кону  
распределения ,  то возможный результа т  измерения Х =  а-\-Т 
ка к  сл учайная  величина,  линейно з а в и с я щ а я  от Т, т а к ж е  подчи
няется (см.  [11]) нормальному закону  распределения .  В этом з а 
ключается  основной закон ошибок.

2. Оценка  истинного значения измеряемой величины.  Пусть  
для  определения неизвестной физической постоянной а произво
дится  п независимых равноточных измерений (т. е. измерений,  
проводимых в одинаковых условиях;  эти условия считаются  в ы 
полненными,  если измерения проводятся  одним прибором),  при
чем считается ,  что груб ые и систематические ошибки о т су т с т в у 
ют. Возможный р езульта т  к а ж д о го  из п измерений есть с л у ч а й 
ная  величина,  которую обозначим через Xt ( i — номер измере
ния).

Так  к а к  к а ж д о е  измерение не зависит от результато в  других 
измерений,  то имеем п случайных независимых величин X ,, Х2,-.., 
. . . ,  Х„. Обозначим через x h хъ . . . ,  х„ фактически полученные ре
з у л ь т а т ы  п измерений величины а. Таким образом, х, есть одно 
из возмож ных значений Xt.

На основании закона больших чисел Чеб ыш ев а  (§ 16.6, 
п. 2) можно у т ве р ж д а т ь ,  что с практической достоверностью дл я  
достаточно большого числа п измерений ср едня я  арифметиче
с к а я  результатов  измерений отличается  от истинного значения 
физической постоянной сколь угодно мало,  т. е. с вероятно
стью, сколь угодно близкой к единице,  имеет место приб лиж ен
ное равенство _  __

а «  х — ------- ------------- .
п

Оценим точность этого приближенного раве нства .  Д л я  этого 
пр еж де  всего замет им,  что в силу основного закона  ошибок 
(п. 1) к а ж д ы й  возможный р езульта т  измерения X, есть с л у ч а й 
ная  величина,  подчиняющаяся  нормальному закону  ра с п р е д е ле 
ния вероятностей с одним и тем ж е  м атем ат ическим  ожиданием ,  
равн ым  истинному значению а измеряемой величины: M ( X i) — a  
( i =  1, 2 , . . . ,  п). Т ак  к а к  все измерения равноточные,  то дисперсии 
всех случайных величин должны быть одинаковыми,  т. е. 
/ ) ( * , )  =  а 2.

С н а ч а л а  рассмотрим случай оценки неизвестного значения а,  
предпо лаг ая  известным значение о. Т ак  к а к  возможный р е з у л ь 
т а т  г-го измерения есть случайная  величина Xh подчиняющаяся 
нормальному закону  распределения вероятностей,  то (см.  [11]) 
случайная  величина

^ _ Х| + Х2+--- +*"  (1)
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т а к ж е  имеет нормальное распределение .  При этом в силу  изве 
стных свойств МО и дисперсии (§  16.2, 16.3) имеем

М ( Х )  =  а, o (X)  =  ̂ [ d ( X ) = - ? = .
Мп

Поэтому плотность распределен ия  вероятностей дл я  средней 
арифметической X имеет вид:

/ \ 1 2а2 (X)Ф_(лс) = -------------  е
Х Л ^ аС Х )

Следовательно (§ 16.5, п. 5),

Р (\Х — а| < б) =  2Ф  (2)

где  б — заданное положительное число, t — б л[п /а, а Ф  (/) — ин
те грал  вероятностей.  Соотношение (2)  справедливо  д л я  любого
значения п~^ 1. Вероятность 2 Ф ( 6 Д [ п / а )  не зависит  от конкрет 
ных (опытных)  значений,  которые принимают случ айны е величи
ны X lt . . . ,  Хп, и при возрастании числа измерений п в силу свой
ства  функции Ф  (/) во зра стает  (см.  § 16.4, п. 3). П о д с т а вл я я  в не
равенство (2 )  вместо случайны х величин Х1 их опытные значения
х, и, значит,  вместо средней X ее опытное значение х, получим 

Р  (х  — б < а < ^ г  +  б) =  2Ф  (3)

где

Величина х называется  средней выборочной. Формулой (3) в боль
шинстве сл уч аев  пользоваться нельзя ,  т а к  к а к  обычно значение 
а  неизвестно.  Поэтому рассмотрим случай,  когда  обе величины 
а и а  неизвестны.

Пусть  с л уч ай н ая  величина S 2 определена  соотношением

У
. ■

где  сл уч ай н ая  величина X определена равенством (1).  Можно 
по ка за ть  (см.  [11]), что М - 1 S 2  ̂=  а 2 или в силу свойства 
2 МО (§  16.2, п. 2)

М  ( S 2) =  a 2 ( 5 )
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D ( S 2) =  ̂ - .  (6 )
Применим к S 2 неравенство Чебыш ев а  (5 )  из § 16.6 (п. 1). По

лучим

P ( | S 2- M ( S 2) | < e ) > l - - i ^  ( е > 0 ) .
Е

Отсюда с учетом (5),  (6 )  и того, что вероятность любого события 
не превосходит единицы (§ 15.1, п. 3),  имеем

l > P ( | S 2- o 2| < e ) ^ l —

° ТКуДа l im P ( | S 2— cr2| < e ) = l .
П-*- оо

Рассмотрим величину

X  ( х - х ?
2 1=1

Л - 1

Т а к  к а к  s2 есть одно из возмож ных значений S 2, то при до стат оч
но больших п с практической достоверностью можно у т ве р ж д а т ь ,  
что имеет место приближенное равенство

Y ̂ , ~ <г ,  или ( 7 «  \/ ---------- :----  =  5, (7)
л — 1 У п — 1

где х  определяется  равенством (4).  Величину s2 н а зываю т вы бо
рочной дисперсией, a s  — «исправленным» средним квадр ати че
ским отклонением. На прак ти ке  дл я  оценки вероятности того, 
что истинное значение а измеряемой величины л е ж и т  в интер
в а л е  ( jc  — б; х  +  б), пользуются формулой (3) ,  где вместо о  под
ст а в ляю т  ее приближенное значение s, найденное по форму
ле  (7).

Ита к ,  дл я  достаточно больших значений п имеем:

Р ( х  — б < а < х  +  6) =  2 Ф ( 0 ,  (8)

где t =  6 ^ / s ,  X и s  определяются  рав е нствами  (4) ,  (7).
Интервал  (х  — б; х  +  б) н а з ы ва е т с я  доверительным интерва

л о м , а вероятность у  =  2 Ф  (б Л[п /s) — надежностью. Расч ет  по 
формуле (8)  д а е т  удовлетворительные  по точности рез ульта ты  
при 30.

При Ж  30 используют формулу (см. ,  например,  [1J; где при
веден и ее вывод)

Р  ( х  — б < а < х  +  б) =  7. (9)
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где 6 =  tys Л Я ;  значения ty =  t ( у, п) дл я  различных значений 
п и обычно з а д а в а е м ы х  значений вероятности (надежности)  
у  приведены в таблице в приложении 4.

П р и м е р  1. Д л я  определения процентного со держ ания  хрома в стали  были 
проделаны 34 измерения, р езул ь таты  которых сведены  в следую щ ую  таблицу :

№ x i X, — X ( X i- X f

1 4,505 0-10“ 3 0 - 10~®
2 4,524 0,019= 19-10_3 361 • 10“ ®
3 4,492 — 13-10“ 3 169-10“ ®
4 4,500 - 5 - 10“ 3 25-10~6
5 4,493 -  12-10 3 144-10“ ®
6 4,515 10-10“ 3 100-10” ®
7 4,504 — 1-10“ 3 1-10“ ®
8 4,508 3-10“ 3 9-10“ ®
9 4,517 1 2 -10 "3 144 -10“ 6
10 4,513 8 - 10“ 3 64- 10“ ®
11 4,519 14- 10-3 196-10“ ®
12 4,511 6 -10_3 36- 10~®
13 4,485 - 2 0 - 10~3 400-10“ ®
14 4,497 — 8-10“ 3 64-10“ 6
15 4,502 — 3-10“ 3 9 - 10” 6
16 4,507 2 - 10~3 4 - 10“ 6
17 4,501 — 4 • 10” 3 16-10“ ®
18 4,501 - 4 -  10_3 16-10“ ®
19 4,507 2 - 10_3 4-10-®
20 4,502 - 3 - 10~3 9-10“ ®
21 4,497 - 8 - 10“ 3 64-10“ ®
22 4,485

п1ОоCN1 400- 10“ ®
23 4,511 6-1 0 '"3 36-10“ ®
24 4,519 14-10” 3 196-10“ ®
25 4,513 8 - 10_3 64-10“ ®
26 4,517 12-10_3 144-10“ ®
27 4,508 3 - 10_3 9 - 10~®
28 4,504 — 1-I0-3 1 • 10“ ®
29 4,515 10-10_3 100-10~®
30 4,493 — 12-10-3 144-10“ ®
31 4,500 - 5 - 10“ 3 25-10"®
32 4,492 -  13-1 0 " 3 169-10“ ®
33 4,524 19-10_3 361 • 10“ ®
34 4,505 0-10“ 3 0 - 10~6

I
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Н айдите доверительный интервал  д л я  оценки процентного содерж ан и я  хрома 
в стали  с надежностью  у =  0,9973.

Р е ш е н и е .  З десь  л =  34. И спользуя  табличны е данны е ,  находим с использо
ванием к а л ь к ул я т о р а :

х = ^ ± - = ™ « 4 , 5 0 5 5 ,  
п 34

V 3 4 8 4 - 10 ~ 
3 4 - 1

; 0,0103, - ^ =r =  .̂ -(^i2;3-«0 ,O O I8 .  
\п \34

В разности х, — х ( т а б л и ц а )  в качестве  х берем 4,505. При надежности  у  =  
=  0,9973 по формуле (8 )  получим

2Ф  ( ^ L ^ L \  — 2ф  ( — 5— Л =  0,' 
\ s )  \ 0,0018 /

=  0,9973.

С ледовательно ,  Ф  (6/0 ,0018)  =  0,49865. Из таблиц ы  (см . приложение 3)  найдем 
6/0 ,0018 =  3, о тк уда  6 =  0 ,0 0 1 8 -3  =  0,0054.

В данном сл уч ае  доверительный интервал  ( х  — 6; * + 6 )  б удет  (4 ,5055 —
— 0,0054; 4 ,5055 +  0 ,0054), или (4 ,5001; 4,5109).

П р и м е р  2. По дан ны м  9 независимы х  равноточных измерений физической 
величины найдены среднее арифметическое р езул ьтато в  отдельных измерений 
jc=42,319 и «исправленное» среднее квадратическое отклонение s =  5,0. Требуется 
оценить истинное значение а измеряемой величины с надежностью  у  =  0,99.

Истинное значение измеряемой величины равно ее м атем ати ческом у  о ж и д а 
нию. Поэтому з а д а ч а  сводится  к оценке матем ати ческого  ож идан ия  (при неизве
стном о) при помощи доверительного  интервала

tys tys
X --------- т = < 0 <  Х-\------- р г

Д/я Д/л

(см . ф ормулу (9)) ,  покрываю щ его  а с заданной надежностью  v =  0>99.
П ользуясь  таблицей приложения 4 по у =  0 ,99 и я  =  9, находим /у =  3,36. 
Н айдем  точность оценки:

6 =  =  3,36 - - 4 =  =  3 ,36 • 4  = 5 ,6 0 .
Д/л Л/9 3

Концы доверительного интервала
42 ,319 — 5,60 =  36,719

и
42,319 +  5 ,60 =  47 ,919.

И так ,  с надежностью  7 =  0,99 истинное значение измеренной величины а  з а к л ю 
чено в доверительном интервале 3 6 ,7 1 9 <Са < 4 7 ,9 1 9 .
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3. Оценка  средней квадратической ошибки отдельных  изме
рений. В теории ошибок принято точность измерений (точность при
бора)  х а р а к т ер и з о в а т ь  с помощью среднего квадратического  от
клонения а  случайных ошибок измерений.  Д л я  оценки а  исполь
зуют «испр авленно е»  среднее квадрат ическое  отклонение s. И м е
ет место (см.  [1]) сл едующ ее предложение :

Вероятность того, что интервал
(s — sq ; s +  sq), 

где q — q( y ,  п ), будет  заклю чать  среднюю квадратическую  ошиб
ку а, равна заран ее за дан н о м у  числу у.

В приложении 5 приведена  таб лица значений q =  q( y ,  п) дл я  
различных значений п и обычно з а д а в а е м ы х  значений н а д е ж н о 
сти у.

П р и м е р .  По 16 независим ы м  равноточным измерениям найдена выбороч
ная дисперсия  s 2 — 0,16. Найти точность измерений с надежностью  7 =  0,99.

К а к  отмечено выш е, точность измерений х а р а к т ер и з у ет ся  средним к в а д р а т и 
ческим отклонением а  случайны х  ошибок измерений. Поэтому з а д а ч а  сводится  
к отысканию  доверительного  и н тер вал а  ( s  — sq\ s-\-sq), покрываю щ его  <т с з а д а н 
ной надежностью  -у =  0,99. По табл и ц е  приложения 5 по у  =  0,99 и я = 1 6  найдем 
<7 =  0,70. С ледовательно ,  искомый доверительный интервал  таков :

(1 — 0 ,70 )-0 ,4  <  а  < ( 1  + 0 ,7 0 ) - 0 ,4
или

0 , 1 2 < с г < 0 ,6 8 .

УПРАЖНЕНИЯ
1. П усть  сл уч ай н ая  величина X — число очков, вы павш их при подбрасьп

1 игральной кости. Найти закон распределения случайной величины X.

X 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1
Р 6 6 6 6 6 6

2. В денежной лотерее выпущено 100 билетов. Р а з ы гр ы в а ю т с я  1 выигрыш  
в 500 000 р. и 10 выигрыш ей по 10 000 р. Найти закон распределения  случайного  
вы игры ш а X дл я  в л адел ьц а  одного лотерейного билета .

X 0 10 000 500 000

Р 0,89 0,1 0,01
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3. Закон распределения случайной величины X задан таблицей:

X 1 2 3

р 0,3 0,2 0,5

Найти м атем ати ческое  ожидан ие  X. [2 ,2 .|
4. Найти м атем ати ческое  ож идан ие  вы игры ш а X в упраж нении 2. [6000 р.[
5. Найти м атем ати ческое  ож идание случайной величины X, зн ая  закон ее 

распределения :

X 2 3 5

Р 0,3 0,1 0,6

13 ,9 .1

6. П роизводятся  2 вы стрел а  с вероятностями попадания  в цель, равны  
ми р , = 0 , 4 ;  р2 — 0,3.  Найти м атем ати ческое  о ж и д ан и е  общего числа п о п а д а 
ний. [0,7.]

7. Найти м атем ати ческое  ож идан ие  су м м ы  числа очков, которые могут  в ы 
пасть  при одном бросании д вух  игральных костей. [7 .|

8. Найти м атем ати ческое  ож идан ие  произведения числа очков, которые мо
гут  вы п асть  при одном бросании двух  игральных  костей. [12,  2 5 .|

9. Н езави си м ы е случай ны е величины X и Y з а д а н ы  следующ ими закон ам и  
распределения :

X 2 4 5 У 7 9
_________________________________________ и ---------------------------------

р 0,1 0 ,3  0,6 р 0,8 0,2

Найти м атем ати ческое  о ж идан ие  случайной величины XY. [32, 56.]

10. Найти дисперсию случайной величины X, которая  з а д а н а  следующ им 
законом распределения :

X 1 2 5

р 0,3 0,5 0,2

[2,01.]

1 1. И звестны дисперсии д вух  независимы х случай ны х  величин X, У: D(X) =  4, 
0 (У ')  =  3. Найти дисперсию су м м ы  этих величин.

[7.]
12. Д и сперсия  случайной величины X р авн а  5. Найти дисперсию следующих 

величин: а )  X — 1; б) — 2Х\ в )  ЗХ-)-6.
[а) 5; б) 20; в) 45.]
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Н айти м атем ати ч ески е  о ж идан ия  и дисперсии случайны х  величин в сл е д у ю 
щих трех уп раж нениях :

13.

14.

15.

X — 2 — 1 0 1 2

р 0,1 02 03 03 0,1

т о и D (X )

X 1 3 4 6 7

р 0,1 0,1 0,3 0 ,4  0,1

[М (Х) =  4,7 и D(X)

X 5 7 10 15

Р 0,2 0,5 0,2 0,1

[М (Х) =  8 и D(X) =  8.]
16. К случайной величине прибавили постоянную а. К а к  при этом изменятся  

ее: а )  м атем ати ческое  ожидание ;  б) дисперсия?
[ а )  прибавится  а ;  б) не изменится .]

17. Случайную  величину ум ножили на а. К а к  при этом изменятся :  а )  м а т е м а 
тическое ожидание ;  б) дисперсия?

[ а )  ум н о ж и тся  на а ;  б) ум н о ж и тся  на а2.]

18. С л у ч а й н а я  величина X принимает  только 2 значения : 1 и — 1, к а ж д о е  
с вероятностью 0,5. Найти дисперсию D (X ) и среднее квадратическое отклонение а (X).

[/>(*)= 1; <х(*)=1.]
19. Д и  сперсия случайной величины D (Х) =  6,25. Найти среднее к в а д р а т и ч е 

ское отклонение о (X). 12,5.]

20. П усть  закон распределения  случайной величины X з а д а н  таблицей :

X 4 10 20

1 1 1
Р 4 2 4

О пределить м атем ати ческое  ож идан ие  М (X), дисперсию D (X) и среднее 
квадр ати ческо е  отклонение а(Х ).

[М (А ')= 11 ;  D ( X )  =  33; а ( Х ) « 5 , 7 5 . ]
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21. Дискретная случайная величина X задана законом распределения:

X 3 5

р 0 , 2 0 , 8

Найти начальны е моменты первого и второго порядков.
[v, = 4 , 6 ;  v2 =  21,8.]

22. Д и ск р ет н а я  сл учай н ая  величина X з а д а н а  законом распределения ,  при
веденным в предыдущ ем  примере. Найти центральный момент второго порядка .

[И2 =  0,64.]
23. С л учай н ая  величина X з а д а н а  функцией распределения

F (x )  =

0

-  + -з т з

при — 1; 

при — l < x < ; 2 ;  

при х > 2 .

Найти вероятность того, что в р езул ьтате  испытания X примет значение, з а к л ю 
ченное в интервале  (0;  1).

[1/3.]
24. С л учай н ая  величина X з а д а н а  функцией распределения

F ( x )  =

О при J t < 2 ;  

при — 2 < л : < 4 ;  

при х > \ .

Найти вероятность того, что в р езул ь тате  испытания X примет значение, з а к л ю 
ченное в интервале (2;  3). [0,5.]

25. С л учай н ая  величина X з а д а н а  плотностью вероятности

/(*> =

0 при jc< 0 ;

32
(4х  — лг2) при 0 < * < 4 ;

0 при х > 4 .

Найти вероятность попадания случайной величины X на отрезок [— 2; 3].

[27/32.
26. Плотность вероятности случайной величины X з а д а н а  формулой

/(*) = - ( — ОО < х <  +  оо ).
я(1 +Х2)

Н айти вероятность того, что величина X попадает  на интервал  ( — 1; 1).
[0,5.]
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27. Случайная величина задана плотностью вероятности

/(■*) =
я  я

при

О при х > —.

Найти коэффициент a. [a  =  0,5.j
28. Д а н а  плотность вероятности непрерывной случайной величины X

/(*) =

О при л :< 0 ;

. лcos  х  при 0 < jcs 2 ’

О при х > ~ 2

Найти интегральную  функцию р аспределения  F (х).

0 при

оV/

F ( x ) = -
s in  х при о < х « | ;

1 при
я

Х > 2

29. Д а н а  плотность вероятности непрерывной случайной величины X

/(*> =

О при * < 0 ;
Д

s i n х при 0 < ;

я
0 при х > —.

Найти интегральную функцию рас пр ед ел ения  F (х).

0 при

1---COS X /Л ^ я  при 0 << х  <1 —;

1 '
при * > “ .

30.  Фу нкция
2/4

/(•*) = --------г г  ( — ОО < Х <  +  оо)
ех +  е

я в л я е т с я  плотностью вероятности случайной величины X. Найти коэффициент 
А и функцию распределения  F(х).

1 2 
[А = —; F ( х ) = — a r c tg e * . ]  

л  я
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31. Найти м атем ати ческое  ожидан ие  случайной величины X , заданной  плот
ностью вероятности

/(*)=

О при х<:0;

-i- при 0<дс<4;

[М(Х) = 2.]
О при х > 4 .

32. С л у ч а й н а я  величина X з а д а н а  плотностью вероятности

10 при j c < 0 ;

1 при 0 < * < :  1;

О при х >  1.

Найти м атем ати ческое  ож идан ие  и дисперсию случайной величины X.

[Af ( Х ) =  1/2; D (Х )  =  1/12.J

33 . В хлопке 75%  длинных волокон. К а к о в а  вероятность того, что среди в з я 
тых н ау дач у  трех волокон о к а ж у т с я  2 длинных волокна?  [27/64.]

34 . При некоторых условиях  стрельбы  вероятность попадания  в цель равна  
1/3. П роизводится 6 вы стрелов .  К а к о в а  вероятность  в точности д вух  попаданий?

[80/243.]
35 . И гр ал ь н ая  кость б росается  5 раз .  Н айти вероятность того, что 2 р а з а  по

яви тся  число очков, кратное трем . [80/243.)
36. М онета  п о дб р асы в ается  5 раз .  К а к о в а  вероятность  того, что герб  появит

ся  не менее д в у х  р а з ?  [13/16.]
37. П усть  всхож есть  сем ян  данного растения  с о ст а в л я ет  80 % .  Найти веро ят 

ность того, что из грех посеянных семян  взойдут:  а )  д в а ;  б) не менее двух .
[ а )  0 ,384; б) 0,896.]

38. По мишени производится 3 в ы стр ел а ,  причем вероятность попадания  при 
к а ж д о м  вы стреле  р ав н а  0,8. Р а с с м а т р и в а е т с я  сл у ч ай н ая  величина X — число по
паданий в мишень. Найти ее закон распределения .

X 0 1 2 3

р 0,008 0,096 0,384 0,512

39. П ринимая  вероятности рож дения  м ал ь ч и к а  и девочки одинаковы ми , н ай 
ти вероятность того, что среди четырех новорожденных 2 м альч ика .  [0,375.]

40. Вероятность попадания  в цель при стрельбе из орудия  /7 =  0,6. Найти м а 
т ематическое  ож идан ие  общего числа попаданий, если б удет  произведено 10 в ы 
стрелов. [6 попаданий.]

41 .  Найти м атем ати ческое  ож идан ие  числа лотерейных билетов, на которые 
в ы п а д у т  выигрыш и, если приобретено 20 билетов, причем вероятность вы игры ш а 
по одному билету р ав н а  0,3. [6 билетов.|

42 . Найти дисперсию случайной величины X — числа появлений события 
А в 100 независимых испы таниях ,  в к а ж д о м  из которых вероятность наступления 
события А р авна  0,7. [21.]
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43. Найти: а )  м атем ати ческое  о ж и д ан и е  и б) дисперсию числа бракованн ы х  
изделий в партии из 5000 изделий, если к а ж д о е  изделие м ож ет  о к а з а т ь с я  б р а к о 
ванным с вероятностью 0,02. [ а )  100 изделий; б) 98.]

44. Производится  10 независим ы х испытаний, в к а ж д о м  из которых веро ят 
ность появления события А р ав н а  0,6.  Найти дисперсию случайной величины 
X — числа появлений события А в этих испытаниях. [2,4.]

45. Найти дисперсию случайной величины X — числа появлений события 
А в двух  независим ы х  испытаниях , если М (Л ')  =  0,8. [0 ,48 .|

46. Рост  взрослой женщины я в л я е т с я  случайной величиной, распределенной 
по нормальному закон у  с п ар ам е тр ам и :  а = 1 6 4  см, <т =  5,5 см. Найти плотность 
вероятности этой величины.

Г/(х)_ _ »  V I
[  5 ,5"у2я

47. С л у ч а й н а я  величина X р аспр едел ена  по нормальному з акон у .  М а т е м а т и 
ческое ож идан ие  и среднее к вадр ати ч еск о е  отклонение этой величины соответст 
венно р авны  0 и 2. Найти вероятность того, что X примет значение, прин адлеж а  
щее интервалу  ( —2; 3). [0,77453.]

48. С л у ч а й н а я  величина X р аспр еделена  по нормальному з акон у .  М а т е м а т и 
ческое ож идан ие  и среднее квадр ати ческо е  отклонение этой величины соответст
венно равны  6 и 2. Найти вероятность того, что X примет значение, п р и н а д л е ж а 
щее интервалу  (4; 8). [0,6826.]

49. П усть  м а с са  пойманной рыбы подчиняется нормальному закон у  с п а р а 
метрами : а =  375 г, а  =  25 г. Найти вероятность того, что м асса  пойманной рыбы 
б удет  от 300 до 425 г. [0 ,9759.]

50. Д и а м ет р  детали ,  изготовленной цехом, я в л я ет ся  случайной величиной, 
распределенной по нормальному з акон у .  Д и сперсия  ее р авна  0,0001, а м а т е м а т и 
ческое ож идан ие  — 2,5 см . Найти границы , в которых с вероятностью 0,9973 з а 
ключен ди ам етр  н а у д а ч у  взятой детали .  [2,47; 2,53.]

51. С л уч ай н ая  величина X р аспр еделена  по нормальному з акон у .  Среднее 
квадр ати ческо е  отклонение этой величины равно 0,4. Найти вероятность того, что 
отклонение случайной величины X от ее  м атем ати ческого  о ж идан ия  но абсолю т
ной величине б удет  меньше 0,3. [0,5468.]

52. С л уч ай н ая  величина X р аспр еделена  по нормальному закону .  Среднее 
квадр ати ческо е  отклонение этой величины равно 2. Найти вероятность того, что 
отклонение случайной величины X от ее м атем ати ческого  о ж идан ия  по абсолю т
ной величине б удет  меньше 0,1. [0,03988.]

53. С л уч ай н ая  величина X подчиняется нормальному закон у  распределения  
с м атем ати ческим  ож иданием  30 и дисперсией 100. Найти вероятность того, что 
значение случайной величины заключено в интервале (10; 50). [0,954.]

54. Найти дисперсию случайной величины X, заданной таблицей расп р ед е 
ления:
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55. При вы раб отке  некоторой массовой продукции вероятность появления 
одного нестандартного  изделия со став л яет  0,01. К а к о в а  вероятность того, что 
в партии из 100 изделий этой продукции 2 изделия б уд у т  нестандартны м и ?

[0,184.]
56. На з ав о д  прибыла партия деталей  в количестве 1000 шт. Вероятность  то

го, что одна д е та л ь  о к а ж е т с я  бракованной, р авна  0,001. К а к о в а  вероятность того, 
что среди поступивших детал ей  б удет  5 б рако ванн ы х?  10 ,003 . ]

57. И гральную  кость бросают 80 раз. О пределить вероятность того, что циф
ра 3 появится  20 раз .  10 ,05 4 . ]

58. При устан овивш емся  технологическом р еж и м е  з а в о д  в ы п у с к а е т  в с р е д 
нем 70%  продукции первого сорта .  Определить вероятность того, что из 1000 из
делий число первосортных заключено м е ж д у  652 и 760. [0 ,99945.]

59. По дан ны м  девяти  независимы х  равноточных измерений физической в е 
личины найдены среднее арифметическое резул ьтато в  отдельных измерений 

jcfl =  42 ,319 и «исправлен ное»  среднее квадр ати ческо е  отклонение s =  5. Т р еб ует 
ся оценить истинное значение а измеряемой величины с надежностью  0,95.

[38,469 <  а  <  46 ,169. |
60. По дан ны м  16 независимы х равноточных измерений физической величи

ны найдены среднее арифметическое р езультато в  отдельных измерений хв — 
=  23,161 и «исправленное»  среднее квадр ати ческо е  отклонение s =  0,4. Требуется  
оценить истинное значение а измеряемой величины и точность измерений а  с н а 
дежностью  0,95.

|22,948 <  а <  23,374; 0 ,224 <  а  <  0,576. ]
61. П о д а н н ы м  100 независимы х равноточных измерений физической величи

ны найдены среднее арифметическое р езультато в  отдельных измерений *  =  3,226 
и «испр авлен но е»  среднее к вадр ати ч еск о е  отклонение s =  0,0206. Требуется  оце
нить истинное значение а измеряемой величины и точность измерений о с н а д е ж 
ностью 0,99.

[3,221 <  а < 3 ,2 3 2 ;  0 , 0 1 6 5 < o < 0 , 0 2 4 7 . J



П Р И Л О Ж Е Н И Я

ОС НОВНЫ Е СООТНОШЕНИЯ И Ф О Р М У Л Ы

ИЗ Ш КО ЛЬНО Й МАТЕМАТИКИ 

Числовые неравенства
Если а > Ь ,  то Ь < а .
Если а > Ь  и 6 > с ,  то а > с .
Если а > Ь , то а-\-с>Ь-\-с.
Если а > Ь  и с > 0 ,  то ас > Ь с .
Если а > Ь  и с < 0 ,  то ас < Ь с .
Если а > Ь  и c > d ,  то а-\- c > b -\-d.
Если а > 0 ,  Ь > О, с > 0 ,  d > 0, причем а > Ь  и O d ,  то a c > b d .
Если а > Ь > 0 и п — н атур ально е  число, то а " > Ь п.

Р азл о ж ен и е  на множители

а2 — Ь2 =  (а — b )(a  +  b), а 2 +  2аЬ +  Ь2 =  ( а  +  b f ,
а3 — b3 =  (а — b) (а2 +  ab b2), a2— 2ab +  b2 =  (и — b f ,
а3 +  Ь3 =  (а  +  Ь) (а2 — ab +  Ь2), a3 +  3a2b +  ЗаЬ2 +  Ь3 =  (а  +  Ь)3,

а3 — 3 а 2Ь +  3 ab2 - Ь 3 =  ( а - Ь ) 3, 
ах2 Ьх-\- с =  а ( х — х{) (х  — х2), где х х и х2 — корни ур авн ени я  а х2 Ьх-\- с — О, 

х" — а" — (х — а ) ( х " ~ 1 +  ах" ~ 2 +  а2х" ~ 3 + . . .  +  а" ~ 2х +  а " ~ 1).

К вадр атн ое  ур авн ени е  ах2-\-Ьх-}-с—0

— Ь +  Л[о  — 6 ± Д/Ь2 — 4ас (формула корней квадратного уравнении).
*' -2 =  2а =  Та

— /г + V^2 — ас л_Ь
х \,2 = -------------~------------■ Где ~2 (формула корней квадратного уравнения в

случае, если b — четное число).
Т е о р е м а  В и е т а .  Если xt и х2 — корни приведенного квадратного урав

нения х2 +  рх-\- q — 0, то

x l -\-x2= — p. x,x2 =  q.

Арифметическая  прогрессия

anJt_{ =  a n-\~d (определение арифметической прогрессии), 
an =  a t -\-d ( п — I) (формула п-го члена), 

а „ _ , + а „ +|
а„ = --------------------  (характеристическое свойство),

а,-)-а„ 2 a , +r f ( n—I)
S„ = ------------п = ------------------------- п ( формула суммы п первых членов).

П рилож ение  /
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Геометрическая  прогрессия

bn + l =  b,./!, Ь ,Ф 0, д ф  О (определение геометрической прогрессии),

=  ( формула п-го члена),
b2r, =  bn__tbn + l ( характеристическое свойство),

b„q — ft, 6, ( q“ — 1)
S„ = --------- j— = ----- ----- j—  (формула суммы n первых членов),

b\
S  =  - -------  (формула суммы бесконечной геометрической прогрессии при |^|<1).

Тригонометрия

1. С войства  тригонометрических функций:

s in  ( — х ) = — sin  х, s in  (x-|-2n&) =  s in  х,
cos ( — jc) =  c o s x ,  cos ( x +  2 n k )  =  c o s  x,
t g ( — ■*)= — t g * .  t g ( x + n k )  =  tg x,
c t g (  — x ) =  — c t g x ,  c t g ( j r  +  jiA:) =  ctg.<:,
где  k — любое целое число.

2. Таблица  значений тригонометрических функций некоторых углов:

Функция
А ргумент a

0
л
6"

n
T

Jl
3"

n
~2 JT Зя

~2

s in  a 0
1 W w I () 1
2 2 2

cos a 1 V 3 W 1 0 -  1 0
2 2 2

t g  a 0 w
3

1 W — 0 —

c t g  a A/s’ 1 0 0
3

П р и м е ч а н и е .  С в я з ь  м е ж д у  градусной и радианной м ерами измерения 
у гл а :

I о Л
1 = 7 8 0  р а д -

3. Ф о р м улы , с в язы ваю щ и е  тригонометрические функции одного и того ж е  
ар г ум ен та :

• 2 . 2 j s in  cl , сс~ ~s in  а  +  cos а = 1 ;  t g a  = ---------; c t g a  =  —г
cos a  s in  а

l + t g 2 a  = ----- — ; 1 +  c t g 2 a  =
cos a
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s in  2 а  =  2 s in  а  cos а ;  c o s 2 a  =  cos2 a  — s in 2 a ;  t g  2 а  =  —'- ^  а
I — t g 2 a

4. Формулы двойного угла:

5. Ф орм улы  понижения степени:

. 2 1 — cos 2 а  2 1 + cos 2 а  s in  а  = ----------------- ; cos а  =  -
2 2

6. Ф о р м улы  слож ения  и вычитания  аргументов :

s i n ( a ± f i ) = s i n  a  cos р ±  cos a  s in  p; 
cos ( a ±  P) =  cos a  cos p +  s i n a s i n p ;

1 + t g a t g p

7. Ф орм улы  сложения и вычитания  тригонометрических функций:

, • о о • a + Р a  —• рs i n a  +  s m B  =  2 s i n -------— c o s -------— ;
2 2

а о ■ а ~Р “ +Рs in  а  — s i n 6  =  2 s i n —■—— cos 2 ’
, 0 _ а + Р а-cos а  +  cos р =  2 cos — —— cos -

2 2 ’  

cos a  — cos р = — 2 s i n s i n  а  ^

t g  a ± t g  p =

2 2 
s in  ( a ±  P)
cos a  cos p

8. Ф ормулы  преобразования  произведении тригонометрических функций 
в с у м м у  и разность:

s in  a  s in  p =  -^ - (c o s ( a  — Р) — c o s ( a  +  p)), 

cos a  cos P =  ~  ( cos ( a  — P) +  cos ( a  +  P)), 

s in  a  cos p =  - ^ - ( s in ( a  — p) +  s in  ( a  +  p)).

9. Знаки  тригонометрических функций по четвертям :

Ф ункция
Ч етверть

I 11 I l l IV

sin + + — —

cos + — — +

t g + — + —

c t g + — + —
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10. Формулы приведения:

Функция
Арг уме нт  t

я
~2 а

n 1 
"2

n — a я  +  а
Зл _  a Зл

T - + a
2n  — a

s in t cos а cos a s in a — sin a — cos a — cos a — sin a

cos / s in a — sin a — cos a — cos a — sin a s in a cos a

t g / c t g  a — c t g  rt — t g a t g  a c t g  a — c t g  a — t g  a

c t g  t t g  а — t g a — c t g  a c t g  a t g  a — t g  a — c t g  a

11. Решение простейших тригонометрических уравнений:

s in  х =  а, | а | <  1, х =  ( — 1)" a r c s in  а  +  лл, 
cos х — а, | а | <  1, х =  z t a r c c o s  а  +  2лл, 

t g  х =  а, j c = a r c t g  а  +  лл, 
c t g x  =  a ,  .к =  a r c c t g  а  +  лл , л — целое число.

12. О братные тригонометрические функции:

— — s g a r c s i n  0 < a r c c o s  х < л ,
2 2

— - ^ <  a r c t g  х <-^> 0 <  a r c c t g  х <  л,

a rc s in  ( — х ) =  — a r c s in  х; a r cco s  ( — х) =  я  — a rccos  х; 
a r c t g  ( — х ) =  — a r c t g  х; a r c c t g  ( — х) =  п — a r c c t g  х.

13. Теорема синусов

а _  Ь с
s in  a  s in  р s in  у

14. Теорема косинусов

а 2 =  Ь2 +  с2 — 2bc cos а .

15. Площадь треугольника

S  =  ̂ a h a, S  =  ̂ a b  s in  7,

S  =  ~\J р (р — a) (p — b) (p — с )  — формула Герона.
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П рилож ение 2

Таблица значений функции ф ( х ) = ----  е
Д/2л

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0,4 3683 3668 3652 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3371 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 ЗОИ 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0581 0573 0562 0551
2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 ОНО 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0036 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 0012 ООП ООП 0010 0010 0010 0009 0009
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001
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П рилож ение 4

Т аб л ица  значений ty =  t{y\ п)

П N . 0,95 0,99 0,999
X

0,95 0,99 0,999

5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883
6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745
7/ 2,45 3,71 5,96 30 2,045 2,756 3,659
8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,720 3,600
9 2,31 3,36 5,04 40 2,023 2,708 3,558

10 2,26 3,25 4,78 45 2,016 2,692 3,527
11 2,23 3,17 4,59 50 2,009 2,679 3,502
12 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,662 3,464
13 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,439
14 2,16 3,01 4,22 80 1,991 2.640 3,418
15 2,15 2,98 4,14 90 1,987 2,633 3,403
16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,627 3,392
17 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,374
18 2,11 2,90 3,97 оо 1,960 2,576 3,291
19 2,10 2,88 3,92

Приложение 5

Таблица  значений q =  q(y ,  п)

п
7

0,95 0,99 0,999

5 1,37 2,67 5,64
6 1,09 2,01 3,88
7 0,92 1,62 2,98
8 0,80 1,38 2,42
9 0,71 1,20 2,06

10 0,65 1,08 1,80
11 0,59 0,98 1,60
12 0,55 0,90 1,45
13 0,52 0,83 1,33
14 0,48 0,78 1,23
15 0,46 0,73 1,15
16 0,44 0,70 1,07
17 0,42 0,66 1,01
18 0,40 0,63 0,96
19 0,39 0,60 0,92

п
У

0,95 0,99 0,999

20 0,37 0,58 0,88
25 0,32 0,49 0,73
30 0,28 0,43 0,63
35 0,26 0,38 0,56
40 0,24 0,35 0,50
45 0,22 0,32 0,46
50 0,21 0,30 0,43
60 0,188 0,269 0,38
70 0,174 0,245 0,34
80 0,161 0,226 0,31
90 0,151 0,211 0,29

100 0,143 0,198 0,27
150 0,115 0,160 0,211
200 0,099 0,136 0,185
250 0,089 0,120 0,162
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