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—  Но мир! Но жизнь! В е д ь  ч еловек  
дорос, чтоб знать ответ на все
свои загадки.
—  Что значит знать?
Вот, друг  мой, в чем вопрос.

В. Гете



П Р Е Д И С Л О В И Е

Одним из методов овладения все возрастающим потоком по­
лезной, а часто д а ж е  и необходимой, информации я вл я е т с я  ин­
тенсификация процесса обучения,  позволяющая не увеличивать  
срок обучения.  Однако ,  решить эту з а д а чу ,  не превысив при 
этом естественных возможностей обучающихся  по качественному 
усвоению изучаемого предмета ,  совсем не просто. П р е д ла га е м ы й  
учебник пр ед ста вляет  собой удачную попытку решения этой з а ­
дачи при изучении линейной ал ге бры  и геометрии в объеме про­
грам м,  принятых в педагогических университетах  и ряде  других 
высших учебных заведений.  Он написан на основе опыта  его а в ­
тора,  работавшего препода вателем  в Р яз ан ском  педагогическом 
университете и Московском физико-техническом институте.

М а н е р а  подачи м а тер и ал а  в учебнике несколько необычная 
и своеобразная .  Автор не бесстрастно п ер е с ка з ы в а е т  определе­
ния вводимых понятий, д о к а з ы в а е т  сформулированные л ем мы  и 
теоремы,  а с помощью оригинальных методических приемов 
стремится  помочь читателю активно, а не формально овладеть  
изучаемы м предметом и достигает  в этом успеха.

Это у д а е т с я  автору  осуществить  преж де  всего за счет много­
уровневого изложения м а тер и ал а  в учебнике.  В зависимости от 
степени своей подготовки читатель  может  приде рживать ся  при 
изучении предмета  одного из трех уровней. Первый уровень со­
д ерж и т  макси ма ль но  элементарное изложение минимально необ­
ходимых дл я  дальнейшего обучения сведений.  Следующий ур о ­
вень изложения обеспечивает  твердое знание предмета  и пред­
назна чается  для  читателя ,  обладающего  у ж е  достаточной м а т е ­
матической культурой.  Наконец,  третий уровень на основе более 
углубленного изучения предмета  приводит к свободному в л а д е ­
нию изучаемы ми понятиями и к умению применять  их для  реше­
ния зада ч .  Изучив предмет  на одном из первых дв ух  уровней,  чи­



тателю будет  легко  и интересно вернуться  к нему на более высо­
ком уровне.  Такое  построение учебника и стиль изложения д ает  
возможность расширить круг  учебных заведений,  в которых он 
может  быть использован.

В аж н о  отметить,  что при изучении предм ета  студентом на 
любом уровне автор не д а е т  возможности ему д е л а т ь  это пассив­
но: умело  ст ав ящ иеся  в учебнике вопросы з а с т а в л я ю т  студента  
вникать  в смысл вводимых понятий, осознавать  цель,  дл я  кото­
рой они вводятся ,  оценивать возможность  и границы их исполь­
зования и в заключение активно уч ас тв овать  вместе с автором 
книги в процессе до ка з а т е л ьст в  сформулированных у т в е р ж д е ­
ний. С о д е р ж ащ и е с я  в таком  методе обучения элементы игры 
т а к ж е  интенсифицируют процесс обучения,  дел аю т его у в л е к а ­
тельным,  повышают любознательность  студента ,  усиливают его 
интерес к предмету .

Наличие в учебнике большого числа контрольных вопросов 
и з а д а ч  позволяет  с ам ом у  студенту ,  или с помощью п р еп о д а ва ­
теля,  правильно оценивать приобретенные им знания,  дисципли­
нирует его мышление,  содействует  повышению его м ат е м а т и ч е ­
ской ку ль туры .

Успешное осуществление новых методических идей автора  
стало  во зможным б л а го д а р я  хорошо продуманному  порядку  по­
дачи м а т е р и а л а  в учебнике,  обстоятельному ,  четкому,  строгому 
и вместе  с тем простому его изложению,  тщ ательному п р о д ум ы ­
ванию его деталей.  В рез ул ьтате  учебник доступен широкому 
кр у г у  студентов,  может  быть с успехом использован ими дл я  с а ­
мостоятельного изучения предмета.

J1. Д. К у д р я в ц е в
С а л т ы к о в к а  член-корреспондент
3 июля 1994 г. Российской Академии  Н а у к



Моим родителям,  
моим Учителям

ОТ АВТОРА
Идея создания синтетического курса  высшей ал гебры  и в ы с ­

шей геометрии во зникала  не раз  при изменениях педвузовских 
учебных программ.  Административные попытки их объединения 
имеют некоторую историческую и методическую мотивацию,  т а к  
на мех анико-математическом  фак ультете  МГУ,  математических  
и физических ф ак ульте тах  некоторых других вузов традиционно 
читаются ку рс ы  линейной ал гебры ,  которая объединяет  начал а  
этих ветвей математики.  В технических и инженерных в уз ах  во­
просы аналитической геометрии и линейной ал гебры  обычно 
включаются  в программы  курсов высшей мат ем ат ик и.  Однако ,  
очевидно, что несмотря на самостоятельность  и специфику этих 
разделов мат ем ат ик и,  св я зь  их много г л у б ж е  и интереснее,  чем 
тем а т и к а  собственно линейной алгебры .  Чтобы подтвердить это, 
достаточно упомянуть  роль трех знаменитых геометрических з а ­
дач древности (о к в а д р а т у р е  кру га ,  удвоении куба  и трисекции 
у г л а )  в истории создания теории разрешимости в р а д и к а л а х  а л ­
гебраических уравнений,  приложения теории групп в геометрии,  
а т а к ж е  Эрлан ген скую пр ограм му Ф. Клейна ,  которая определи­
ла  на много лет  направления  геометрических исследований.  (С о ­
гласно этой пр ограмме  в с я к а я  геометрия есть геометрия инвари­
антов некоторой алгебраической группы).

Поэтому курс,  который со д ер ж ал  бы изложение общих основ 
высшей алгебры и высшей геометрии,  мог бы быть интересен 
сам по себе, п ред оставл яя  возможность в з гл ян уть  на одни и те 
ж е  проблемы с позиций этих у ж е  обособившихся м ат е м а т и ч е ­
ских дисциплин.  Такими идеями проникнута книга Ж.  Дьедоне 
«Линей на я  ал ге бра  и эл емен тар н ая  геометрия» ,  переведенная  и 
изда нная  у нас в 1972 году. Хотя с этого времени прошло более 
д в а д ц а т и  лет,  ее идеи не устаре ли,  но круг  за тронутых  в ней во­
просов ограничен ее названием ,  к тому ж е  слишком формализо­
ванный я з ы к  этой книги з а т р у д н яе т  ее чтение малоподготовлен­
ному читателю.

В 1987 году в связи с введением во многих педв уз ах  подготов­
ки учителей по новым специальностям было предложено объеди­
нить учебные курсы  ал гебры  и геометрии,  это и сд елало а к т у ­
альным создание учебника по т ак о му  курсу.  При этом синтезе 
стало просто необходимым предельно интенсифицировать обуче­
ние, что, в свою очередь,  поставило проблемы методического х а ­
рак те ра .  Одно из их решений п р е д л а г а е т с я  в настоящем учебни-
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кс. К го идеи, к а к  предста вляется  автору ,  возможно, могут ока-  
ы гь с я  интересными и другим специальностям и дисциплинам, 
где естественны общая логика  построения ку рс а  и аксиомат ич е­
ский метод.

Настоящ ая  книга з а д у м ы в а л а с ь  первоначально к а к  учебник 
для педагогических вузов и физико-математических специально­
стей университетов.  Однако в процессе работы над ней с а м а  ло- 
Iика построения учебного м атер и ал а ,  многоуровневая  система 
его изложения и пр ограм ма привели к тому,  что, к а к  надеется  
автор,  учебник мож ет  быть  использован и ст уден та ми техниче- 
ских и инженерных вузов различных специализаций,  а т а к ж е  
сл уж ить  полезным пособием для  самообразо вания студенту ,  ко­
торый увлечётся  математикой.

Эта книга пр ед ста вляет  собой первую часть  учебника  по к у р ­
су высшей ал ге бры  и высшей геометрии,  который должен  обес­
печивать семестр обучения (72 ч а с а )  и д а в а т ь  систематическое  
изложение его програм мы  на современном уровне.  Основное от­
личие этого учебника пр еж де  всего в том, что он ба зируется  на 
проблемно-аксиоматическом методе и некоторых идеях т а к  н а ­
з ы в а е м ы х  тетрадей с печатной основой. Это позволяет  в корне 
изменить идеологию обучения:  в центре его ст ав ит ся  проблема,  
новая информация с л у ж и т  скорее средством познания и обуче­
ния, а не самоцелью этого процесса,  что з а с т а в л я е т  читателя  
(с т удента )  активно работать  с изучаемым материалом и вместе 
с тем позволяет изменить технологию обучения по существу :  не 
проработав текст,  не заполнив его «пробелы» ,  он просто не смо­
же т  двинуться  дальше.  Система  работы с учебным материалом ,  
который п р е д л а г а е т  и д а ж е  н а в я з ы в а е т  читателю эта книга ,  
призвана  существенно активизиров ать  его познавательную д е я ­
тельность,  сде лат ь  его знания предмета  более основательными 
и прочными. Целый ряд  приемов,  которые были придуманы,  про­
д у м а н ы  и использованы автором (выделение  основной части т е к ­
ста,  несколько уровней сложности за да ч ,  системы вопросов, с с ы ­
лок и адресаций,  расположение м а тер и ал а  в книге,  д а ж е  са м а  
его графика и оформление),  направлен на интенсификацию усво ­
ения и освоения учащ им ся  учебного м атер и ал а .  Это, в частности,  
д а е т  возможность ст уденту  быстрее  приобретать знания и н а в ы ­
ки их применения в ст ан дар тных  и нестан дартных ситуациях.  
Книга,  по мнению автора ,  д о л ж н а  учить и в какой-то мере н а у ­
чить читателя  самостоятельному  отбору информации, необходи­
мой для  решения поставленной ем у задачи.

Читателю на необходимость пр одумат ь  и д а т ь  с ам о сто яте ль ­
но ответ на какой-либо вопрос или обосновать заключение в тек-
сте учебника,  к а к  правило,  у к а з ы в а ю т  специальные знаки:  = ,  ? 
или ф.  Последний из них означает,  что тр ебуется  не просто 
с с ы л к а  на какое-либо утве ржден и е  курса ,  но более продуман-
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, л,  л .30.?
ныи и развернутый ответ. Обозначения, например, типа =  или
л 30 ?
=>- подсказывают, что соответствующим логическим об о сн ов а ­

нием равенства или следствия является одна из лемм § 30, кото­

рую читателю следует отыскать (конечно, если он ее не помнит). 

Когда требуется подтвердить или опровергнуть то или иное отно­

шение (равенство, включение, сравнение и т. п.), соответствую­

щий символ сопровождается  тоже знаком вопроса , например:
? ? ----

=  , w и т. д. Знак  ?не? указывает на необходимость сделать аль­

тернативный выбор. Старания  автора были направлены к тому, 

чтобы выделяя таким образом  вполне посильные читателю мо­

менты доказательств и рассуждений, привлечь его внимание к 

важным фактам курса, пробудить интерес к предмету. Ведь еще 

А. Ф р а н с  писал: «Чтобы переваривать знания, надо поглощать 

их с аппетитом». М ож н о  рекомендовать студенту не вести кон­

спект в обычном «вузовском» смысле этого слова, но в отдельной 

рабочей тетради систематически записывать ответы на такие во­

просы. Т акая  самостоятельная и тщательная проработка  учеб­

ного материала, к которой, можно сказать, вынуждает сама 

«геометрия текста» учебника, должна привести студента к более 

глубокому его пониманию. Для сокращения записей используют­

ся основные логические символы: = ^ ,  V, Е, V .  А  и т- Д-. объ я с ­

нения этих обозначений даются при первом появлении их в тек­

сте. Окончание доказательства обычно обозначается знаком ■, 

однако, в тех случаях, когда по каким-либо соображ ениям  д ок а ­

зательство того или иного факта приводится не полно­

стью или указывается только его идея или схема, па окончание 

рассуждений указывает знак □. Внимательный читатель может 

заметить и систему контроля и отслеживания возможных ош и­

бок при недостаточно аккуратной работе студента с учебным м а ­

териалом.

Для облегчения работы в основной теоретической части к а ж ­

дой лекции выделен (вертикальной линией на полях) инф орм а ­

ционный минимум, который при использовании настоящей кни­

ги в качестве аудиторного учебного материала может быть, 
как правило, освоен за лекционное время при любой подготов­

ленности студенческой аудитории, он является основой для с а м о ­

стоятельной работы студента и базой для следующей темы. Так 

как даже  при дедуктивном изложении учебного курса не только 

невозможно, но и нецелесообразно приводить доказательство 

всех его фактов, то в такой «скелет лекции» выделены определе­

ния, примеры, утверждения и доказательства, важные в архи ­

тектуре и логике курса. Им во многих случаях предшествуют з а ­

дания эвристического характера , которые позволяют читателю 

выдвигать и обдумывать различные гипотезы и варианты д ок а ­

зательств даже  глубоких фактов курса. Если это происходит на
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лекции, то построение курса и совместные обсуждения проблем 

и аудитории вполне естественно способствуют развитию мышле­

ния студентов, а для будущих учителей еще и постановке пра- 

иильной профессиональной речи.

Задачи включены непосредственно в текст каждой лекции и 

имеют преимущественно теоретический характер, в них вынесе­

ны доказательства (или фрагменты доказательств) многих, если 

не большинства утверждений курса. Выполняя их, читатель ст а ­

новится как бы соавтором  учебника, а используя его в учебной 

работе, преподаватель будет иметь возможность превращ ать и 

практические занятия в обсуждение содержательных проблем, 

отказавшись от натаскивания на тривиальностях. Задачи  имеют 

три уровня сложности: распознавания или репродуктивный, на- 

ныковый или продуктивный и последний —  творческий, носиль­

ный из которых каждый студент выбирает себе сам. Это позво­

ляет индивидуализировать процесс освоения учебного материа­

ла и по существу дает учебное иособие, написанное как бы на 

грех уровнях глубины и сложности, причем в отличие от многих 

учебников эти уровни не изолированы один от другого и позволя­

ют читателю (и даже  вынуждают его!) пробовать свои силы на 

более приемлемом для него. Причем, «расстояния»  между уров ­

нями сложности нарастают постепенно с приобретением читате­

лем опыта работы и освоением учебного материала. В учебнике 

использованы и ротационные идеи: чтобы выполнить задачи и 

задания, читателю приходится обращ аться  к предыдущему тек­

сту не раз , если он не был достаточно внимателен при первом 

знакомстве с лекцией.

Много основных и важных понятий курса вводятся в его н а ­

чальных разделах (например, такие как: матрицы, свободный 

вектор, преобразования, подстановки, классы вычетов, пучок 

прямых и пучок плоскостей —  в первых трех лекциях « М н о ж е ­

ства», «Бинарные отношения» и «О тображ ения» ,  а понятие комп­

лексного числа вводится в лекции 13, в то время как их о сн ов а ­

тельному изучению посвящается несколько лекций в других се ­

местрах), что позволяет изучать некоторые характеристики этих 

и других математических объектов и структур задолго до того, 

как сами они станут основным предметом глубокого изучения 

и исследования.

Все лекции делятся на п араграфы , которые имеют сквозную 

нумерацию, все теоремы, утверждения, леммы, основные ф орм у ­

лы, примеры и задания нумеруются в пределах п ар аг р аф а ,  н а ­

пример, ссылка на теорему 15.2 означает теорему 2 п а р а г р а ­

фа  15. Если на какую-либо формулу ссылка делается в пределах 

только одного п ар аг р аф а ,  то ее нумерация может быть буквен­

ной или символьной, например: (27 .а) или (15.*), если же ф орм у ­

ла важна для других разделов курса и потребует позднейших
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ссылок, ее нумерация числовая, например, (47.1) и т. п. Задачи  

учебника имеют тройную нумерацию, в которой последнее число 

( 1 , 2  или 3) указывает на номер ее уровня, так упоминание: « з а ­

дачи 5.2.1» означает, что речь идет о задаче в § 5, второй в этом 

параграф е  для первого уровня сложности освоения учебного м а ­

териала. Номер уровня более сложных задач (второй и третий) 

выделен цветом. Звездочкой (* )  отмечены более сложные темы 

(параграфы ), которые могут быть опущены или изучены в ин­

формационном, обзорном  порядке без нарушения общей логики 

курса. Знаком (°) отмечены темы, которые вполне могут быть 

освоены учащимся самостоятельно и иногда рекомендуются как 

подготовительные к лекции (в случае использования настоящего 

учебника в качестве аудиторного учебного материала). Так как 

книга планируется в первую очередь именно для такой р а б о ­

ты, то штрихом (') отмечены темы-параграфы, которые, как по­

казала практика, удобнее обсуждать на практических занятиях. 

Информация об этих обозначениях предваряет те лекции, к кото­

рым автор счел необходимым дать свои рекомендации. Впрочем, 

идеология и структура текста учебника оставляют его читателю, 

лектору или студенту достаточную свободу в выборе д ока ­

зательств и апробировании своих идей, словом, в соавторстве по 

созданию своего индивидуального учебника.

Укажем  еще, что каждой лекции помимо рекомендаций пред­

шествует перечисление ее основных понятий и сведений из преды­

дущих разделов курса, необходимых для ее понимания. П ри во ­

дится также схема самой лекции (логическая связь ее тем-па­

раграф ов )  и ее взаимосвязи с другими лекциями пособия. Это 

представляется полезным, поскольку дает читателю представле­

ние об архитектуре курса в целом и помогает в нем ориентиро­

ваться. В конце каждой лекции приводится список литературы 

по ее темам, основной и дополнительной, с  постраничным у к а з а ­

нием ссылок к каждому ее п араграф у . Дополнительная литера­

тура, как правило, предлагает любознательному читателю дру ­

гую точку зрения на исследуемый предмет, манеру изложения 

или принципиально иной подход к вопросу, а зачастую  и более 

глубокие сведения и проблемы, чем предполагает учебный курс.

Еще одна особенность настоящего учебника в том, что автор 

счел полезным к каждой лекции дать историческую справку, где 

кратко сообщается  история изучаемых понятий, обсуждается  их 

место и значимость в науке. Эго кажется важным и свое­

временным, поскольку дает читателю представление о математи­

ке, как области культуры человечества, знакомит с именами и 

историческими событиями, которые сопутствовали математиче­

ским открытиям. Автор умышленно не приводт список литерату­

ры, из которой взят материал «Исторических справок» , ибо он 

очень велик. Пожалуй, их составление —  один из самых трудных
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панов  в работе над книгой, т а к  к а к  хотелось сообщить чита те ­
лю, начинающему серьезную работу  в м атем ати ке ,  не только д о ­
стоверную информацию, но и передать  ту  романтику ,  а порой и 
др ам атиз м ,  которые сопутствуют мат ем ат ич еским  поискам и от­
крытиям.  Впрочем,  по этому поводу хочется повторить слова  Фе- 
ликса  Клейна,  что в м ат е м а т и к е  «. . .не может  быть  окончательно­
го завершения ,  а вместе с тем и окончательно установленного 
первого начала. . . » .

Каждой лекции предшествует  рисунок автора ,  который чем- 
то о т р а ж а е т  ее содержание  или настроение.  Внимательный и лю ­
бознательный читатель,  возможно,  за м ети т  отдельные мотивы 
Дали ,  Эшера,  Чюрлениса,  Босха или иных художников ,  но, к а к  
писал М. К. Эшер,  «В се  мои рисунки — это игры.  Серьезные м а ­
тематические игры» .

* *
*

В заключение автор хочет поблагодарить  руководителей н а ­
учно-методического сем инара  «П ер едо вы е  идеи в преподавании 
м атемат ики  в России (ранее  — С С С Р )  и за р у б е ж о м »  профессора
О. В. М а н т у р о в а  (М П У )  и профессора Л. В. Сабинина (Р У Д Н ) ,  
подд ер жавших  идеи настоящего учебника.  Автор искренне при­
знателен всем сотрудникам  отдела теории функций М а т е м а т и ч е ­
ского института им. В. А. С текл ова  РАН за их теплое,  б л а г о ж е ­
лательное отношение и помощь в получении доступа  к современ­
ным техническим сред ствам  в последние годы работы над кни­
гой, что позволило своевременно отредак ти ровать  и подготовить 
ее рукопись к печати.  Чувство глубокой благодарности автор в ы ­
р а ж а е т  члену-корреспонденту РАН,  профессору Л. Д.  К у д р я в ц е ­
ву,  чье внимательное чтение рукописи и добрые советы су щ ес т ­
венно помогли в работе над  этой книгой.

Раб ота  над  книгой была поддерж ана  грантом Гос ударствен­
ной научной програм мы  «Р а з в и т и е  образования в России».

Автор



с; Е М Е С Т Р I 
Ч а с т ь  I

Лекция I — М н ож ества  и отношения на множествах .
(§ 1 - §  5).

Л екция 2 — Операции на бинарных отношениях.  Отображения .
(§ 6 — § 8).

Лекци я 3 — Биективные отображения .  Преобразования .
(§  9 - §  12).

Лекци я 4 — Бинарные отношения на множестве .  Ф а к т о р ­
множество.

(§  1 3 - §  16).
Лекци я 5 — Матрицы.  Основные операции и свойства.

(§ 17 - §  22).
Л екци я 6 — Подстановки.  Группы.

(§ 2 3 - §  26).
Л екци я 7 — Определители.

(§  2 7 - §  32).
Лекция 8 — Векторные пространства .

(§ 33 -  § 36).
Ч а с т ь  II

Лекци я 9 — Линейно зависи мые и линейно независимые  систе­
мы векторов.

(§  37 — § 42).

Лекци я 1 0 — Ра нг  матрицы.  Системы линейных уравнений.
(§ 43 -  § 48).

Лекц и я  11 — Линейные отображения  векторных пространств.
(§ 49 — § 53).

Л екция 12 — Матричное представление гомоморфизмов.
(§ 54 — § 57).

Л екция 1 3 — Алгебра  линейных операторов.
( § 5 8 - § 6 4 ) .

Лекция 14 — Собственные векторы линейных операторов.
(§ 6 5 - §  69).

Лекци я 1 5 — Евклидовы векторные пространства .
(§ 70 -  § 75).
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Д. Юнг





Лекция 1

МНОЖЕСТВА

ОТНОШЕНИЯ
НА МНОЖЕСТВАХ



М Н О Ж Е С Т В А  
О Т Н О Ш Е Н И Я  НА  М Н О Ж Е С Т В А Х

§ I. М н о ж е с т в а .  Оп ера ци и  нал  м н о ж е с т в а м и .
§ 2. С в о й с т в а  операций  н а д  м н о ж е с т в а м и .
§  3. П р я м о е  ( д е к а р т о в о )  произведение  мн о ж е ст в .
§  4 '. Н еко то рые  в а ж н ы е  пр им ер ы  д е к а р т о в ы х  

произведений мн о же ств .
§ 5. Б и н ар н ы е  и п - а р н ы е  отношения.

Основные понятия: множество ,  подмножество,  пересечение и 
объединение множеств ,  разность множеств ,  дополнение множ ес т ­
ва,  пустое множество ,  универсальное множество ,  декартово про­
изведение множеств ,  направленный отрезок,  аффинная система 
координат,  я -арное отношение, равенство бинарных отношений, 
инверсия бинарного отношения.

Необходимые сведения: модуль числа,  числовая ось, коорди­
наты точки на оси и на плоскости,  н ату ра льн ы е  числа ( N) ,  це­
лые числа ( Z )  , рациональные числа (Q )  , действительные числа 
( R) ,  параллельность  прямых.



С е м е с т р  I

Л е к ц и я 1 — Множества и отношения на множествах. (§ 1— § 5).
Л е к ц и я 2 — Операции на бинарных отношениях. Отображения.
Л е к ц и я 3 — Биективные отображения. Преобразования.
Л е к ц И я 4 — Бинарные отношения на множестве. Фактор-множество.
Л е к ц и я 5 — Матрицы. Основные операции и свойства.
Л е к ц И я 6 — Подстановки. Группы.
Л е к И И я 7 — Определители.
Л е к ц и я 8 — Векторные пространства.
J1 е к ц и я 9 — Линейно зависимые и линейно независимые системы векторов.
Л е к ц и я 10 — Ранг матрицы. Системы линейных уравнений.
Л е к ц и я 11 — Линейные отображения векторных пространств.
Л е к И И я 12 — Матричное представление гомоморфизмов.
Л е к ц и я 13 — Алгебра линейных операторов.
Л е к ц и я 14 — Собственные векторы линейных операторов.
Л е к ц и я 15 — Евклидовы векторные пространства.
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§ 1. М Н О ЖЕ С Т В А .  
О П Е Р А Ц И И  Н А Д  М Н О Ж Е С Т В А М И

1 Пос) множеством или с о в о к у п н о ст ь ю  эл ементов  (точек)  п о ­
нимаем некоторый  объ ект,  который может быть з а д а н  у к а з а ­
нием характеристич е ских  свойств е г о  элементов .

Мн ожества  обычно обозначаются большими б у кв а м и  а л ­
фавитов,  а элементы м н о ж е с т в — малыми .  Символическая  
запись  а е / 1  означает ,  что а есть элемент множества  А, или а 
прин адлеж ит  мно жеству  А. Отрицание этого обычно обознача ­
ется а<£А. Применяется  т а к ж е  и равносильное обозначение:  
А з а  или, соответственно,  А ф а .

Когда множество з а д а е т с я  перечислением его элементов,  их 
обычно заклю чаю т в фигурные скобки и пишут:  А={а,  Ь, с}.

П р и м е р  1.1. Мн ож ество  С всех пар целых чисел ( х, у) ,  по 
модулю не превосходящих 9 и удовлетворяющих условию х2 =  у,  
может быть з ад а н о  перечислением его элементов:

С =  { ( - 3 ,  9), ( - 2 ,  4),  ( - 1 ,  1), (0, 0), (1,  1), (2, 4), (3, 9)}.

Однако ,  если мы будем р а с с м а т р и ва т ь  множество С' всех 
пар целых чисел (х, у) ,  удовлетворяющих условию х2 =  у,  то пе­
речислить все его элементы,  очевидно, у ж е  не у д ас тся ,  т а к  к а к  
их бесконечно много.

Сравните  множества  С и С' с множеством С" всех пар дей­
ствительных чисел, удовлетворяющих тому ж е  условию,  с мно­
жеством всех точек координатной плоскости,  координаты кото­
рых удовлетворяют этому уравнению:  х2 =  у  (рис. 1).

Рис. 1



§ 1. Операции над множествам и 21
При изображении множества  точками координатной плоско­

сти говорят о графическом способе его задания или его графике.
Одно и то же  множество может  быть з ад а н о  несколькими 

способами.  Так  множество В =  {— 1, 4} з ада н о  перечислением 
его элементов,  но его ж е  можно определить у к а з а н и е м  каких-ли- 
бо других характеристических  свойств его элементов,  например,  
как  множество корней квадратно го  уравнения

х1 — Зх — 4 =  0
или к а к  множество действительных корней уравнения 

х4 — 2х:! — бх2 — 7х — 4 =  0.

I Полезно знать  и ум еть  определять ,  когда р а з н ы е  с п о с о б ы  
или у с л о в и я  за д ают  о д н о  и то ж е  множество .  В таком с л у ч а е  
принято г оворить  о равенстве или совпадении множеств.

Установить равенство множеств  А и В можно показав ,  что 
всякий элемент множества  А со держится  в В и наоборот:  в с я ­
кий элемент множества  В со дер жится  в А.

Обозначение равенства  множеств  А и В: А =  В.
Это может быть символическим языком кратко записано так:

Л — В о ( (  V x e / I  = i > x e 8 ) / \ ( V i e B = ^ x e / l ) ) .

Обозначения: •<=>-- тогда и только тогда,
V — любой, для любого,
А  — и,
=>- — следует.

(Символ V — перевернутая  б у кв а  А, нач ал ьн ая  в английских 
словах  Any — любой, всякий и АП — все).

( О п р е д е л е н и е  1.3. Множество В содержится в множ е­
стве А (или В есть подмножество А), е с л и  к а ж д ы й  элемент  
м ноже ства  В я вл я ет с я  элементом м ноже ства  А.

Обозначение. В  ст А или А ^ В ,  (в литературе встречаются и такие, теперь 
редко употребляемые, обозначения: В е Л  или Л э В ) .  Если множество В  не яв ­
ляется подмножеством А, то пишется B g t A  или А ф В .

Определение удобно з ап иса ть  формулой:
В с  Л -фф- ( V x e 8 = > x e / 1 )  

и схематически изобразить чертежом (рис. 2):

В  С  А
Рис. 2
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A U B

Очевидно, А а  А.
Условие раве нства  множеств  в терминах включения мно­

ж е с т в  (или подмножеств)  может  быть  теперь записано так :
А =  В о ( А  с й Д В с / 1 ) .  (1.1)

Его иногда на зыва ю т  принципом двойного включения.
О п р е д е л е н и е  1.4. Объединением двух множеств (А и

В)  н а зы ва ет с я  множество ,  с о с т о я щ е е  и з  в с е х  элементов ,  
п р и н а д л еж а щ и х  хотя бы  о д н о м у  и з  этих множеств.  
Обозначение объединения множеств  А и В: A U В.
Из определения следует ,  что

AczA[]B  и B cz A [ )B .  (1.2)

А его символическая  запись:
Н р f

А \ ] В ~ { х \ х ^ А  V x g B } .
def

Обозначение = — по определению, (def — сокращение от латинского сло­
ва «definitio», которое означает определять, устанавливать, толковать),

V  — или (т. е. хотя бы одно из двух),
| — такой, что.

З а д а н и е  1.1. У к а ж и т е  на чертеж а х  объединения мно­
ж е с т в  (рис. 3).

О п р е д е л е н и е  1.5. Пересечением двух множеств (А и
В)  на зы ва ет с я  множе ство ,  с о с т о я щ е е  и з  в с е х  элементов ,  п р и ­
н а д л е ж а щ и х  как  о д н ом у ,  так и д р у г о м у  множеству .  

Обозначение пересечения множеств  А и В: А[\В.
Очевидно, что

A{]BczA и A ( )B c z B .  (1.3)

Сим воли ческая  запись  этого определения следую щая :  
dpf

А[\В =  {л: | х е Л Д х е В } .

C u d

Рис. 3
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АП В С  Г\ D
Рис. 4

З а д а н и е  1.2.  У к а ж и т е  пересечения множеств  (рис.  4).
Д л я  удобства  и единства  обозначений (например,  того ф а к ­

та ,  что множества  не имеют общих элементов или отсутствуют 
элементы,  обладаю щие да нн ым характер истическим свойством)  
вводится понятие пустого множества ,  которое обозначается  0 . 
Его свойства  относительно операций объединения,  пересечения 
и включения (для  любого множества  Л) принимаются  по опреде­
лению:

(Говорят,  что этими равенствами аксиоматизируется  пустое мно­
жество) .  Пустое множество можно представить  себе к а к  «м н о ­
жество без элементов» ,  т а к  что дл я  множеств  С и D п р е д ы д ущ е ­
го з а д а н и я  можно записать :  C[\D=  0 .

З а д а ч а  1.1.1. Если число элементов множества  А конечно, 
то оно обозначается  п(А).

Определите,  ка ковы  наибольшие и наименьшие значения 
числа элементов п (А [ ]В )  и п(А{]В),  если п ( Л)  =  р,  a n ( B ) = q ,

О п р е д е л е н и е  1.6. Д ля  л ю б о г о  множе ства  с ам о  это 
множе ст во  и п у стое  множе ст во  н а зываю тся  несобственными 
подмножествами. В с е  о стальные  п о дм н ож е ст в а  носят н а з в а ­
ния  собственных.
З а д а ч а  1.1.2. Множество ,  состоящее из дв ух  элементов,  

например,  {а, Ь}, имеет четыре подмножества :  несобственные:  
{а, Ь) и 0 , и собственные:  {а} и {b}. Сколько подмножеств  имеет 
множество ,  состоящее из трех элементов?  из четырех?

З а д а ч а  1.1.3. Определите  число подмножеств  множества ,  
состоящего из п элементов.

Указание. Сколько подмножеств, состоящих из одного элемента, имеет такое 
множество? Из двух? трех? Сколько несобственных подмножеств имеет множе­
ство?

0 с-А ,  А П 0  =  0 ,  А Ц 0 = А ,  и 
0 П 0  =  0 , 0 U 0  =  0 - (1.4)

1). max п (A (J В ) =  ?
2). max п (Л f| В) =  ?

3). min п (Л U В ) =  ?
4). min п (А { ]В )= }
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П р и м е р  1.2. Д л я  любых множеств  А и В э кв ивал ентн ы  со- 
<>| ношения: 1. А<^В. 2. A\JBczB.  3. Ас^А{\В.

Эквивалентность  этих соотношений означает ,  что к а ж д о е  из 
них имеет место тогда  и только тогда ,  когда  истинно любое д р у ­
гое. Мы установим это, д о к а з а в ,  что 1. => 2. =>-3. 1., т. е. из пер­
вого условия след ует  второе,  из второго — третье,  а из него — 
первое.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о к а ж е м ,  что 1.=^2.

Пусть x^A\JB  (д -^Л \у х е  й)=>- х е  В опр' А [}ВаВ .  
условие I: A cz В £ I l jL iJL (у х е ^ х е  д )_____|

Это читается  та к .  Пусть  х — произвольный элемент м н о ж е­
ства  A UВ, это означает  (по определению объединения 
множеств) ,  что х принадлеж ит  А или В (хотя бы одному из них), 
но по условию 1 всякий элемент ,  прин адлеж ащий  А, 
я вл я е т с я  элементом множества  В. Следовательно,  в любом с л у ­
чае  х — элемент В, а в силу произвольности выбора х ^ А [} В  
это влечет (по определению по дм ноже ства )  включение:  
А [ ] В а В .

Схема доказательства  того, что из условия 2 следует условие 3:

Пусть  х еЛ = )>  ( х е Л Д х е й ) = ^ л г е / 1 П Й = ^ / 1 с Л П В .
t  f_______________________

условие 2: << v x<=,4 у B)=t~ в )

==£=£»-  ({V  х е А \ /  V х<= В)=> x<s B)=s»(Vx^A => х(^ В)

Схема д о ка з а т е л ьс т в а  того, что 3 .=ф-1. :

Пусть  х ё  В =>- A cz В.
X_______________________________________________

условие 3: A cz А П В  =*-( Ч х ^ А  ----- г--—х ̂  А Г) В  j-:— (х<=А/\х^В))

Тем са м ы м  утве рж дение  доказано.  ■
О п р е д е л е н и е  1.7. Ра зн о ст ью  д в у х  м нож е ст в  (А и В)

н а зы ва ет с я  множе ство ,  с о с т о я щ е е  и з  в с е х  элементов ,  п р и ­
н а д л е ж а щ и х  п е р в о м у  и з  них (А), но  н е  п р и н а д л е ж а щ и х  вто­
р о м у  (В ) .

Обозначение разности множеств  А и В: А\В. 
Символически это з а п и сы в ается  так :

Hpf
А\В = { х \ х ^  А /\хф В).

Очевидно, что А\А =  0  дл я  любого множества  А и А \ В а А .  
З а д а н и е  1.3. У к а ж и т е  разности множеств  (рис. 5).
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А\В C\D E \F
Рис. 5

Схематическое  изображение множеств  в виде фигур на 
плоскости,  например,  кругов,  эллипсов (которые мы у ж е  ис­
пользовали) ,  прямоугольников и т. п., д а е т  на глядное пред ­
ставление о простейших свойствах  множеств .  Таки е схемы но­
сят  название д и а г р а м м  Э й л е р а  — Венна.

О п р е д е л е н и е  1.8. Если A czB ,  то ра зн о сть  множеств  
В\А на зы ва ет с я  д о п о л н е н и е м  множества  А д о  м ноже ства  В.

Обозначение дополнения множества  А до множества  В: А'в 
или СВА. (С — нач альн ая  букв а  от французского слова  « c o m p ­
lement »  — дополнение).

А'в =  В\А

З а д а н и е  1.4. У к а ж и т е  (з аштрихуйте )  дополнение А до 
В (рис. 6).

Дополнением множества  точек прямой,  л е ж а щ ей  в плос­
кости, до этой плоскости являетс я  объединение дв ух  ( о т к р ы ­
тых)  полуплоскостей.  Дополнение С =  {1, 2, 4} до множества  
/1 ={1 ,  2, 3, 4, 6} есть 5  =  {?, ?}.

Объектами  исследования могут быть  и мно жества ,  э л еме н ­
тами которых являю тся  некоторые множества .  Например:  мно­
жество  прямых плоскости,  множества  решений некоторого мно­
же с т ва  уравнений (системы уравнений) ,  множества  подмно­
же ств  какого-либо множества  и т. д.

I И но г д а  множе ство ,  п о дм н ож е ст ва  к от ор о г о  р а с см а т ри ва ­
ются в н ек оторой  з а д а ч е ,  называют у н и в е р с а л ь н ы м  д л я  н е е .

А'в
Рис. 6
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А'
Рис. 7

Д о п о л н е н и е  д о  у н и в е р с а л ь н о г о  множе ства  U е г о  п о д м н о ­
же ства  называют просто д о п о л н е н и е м  и обозначают А' или С А.

A '= U \ A .  (1.5)
Универсальное множество удобно использовать  при изуче­

нии свойств дополнений множеств ,  на д и а г р а м м а х  Эйлера — 
Венна его принято и зо б р аж ать  прямоугольником (рис. 7).

§ 2. С В О Й С Т В А  О П Е Р А Ц И Й  
НА Д  М Н О Ж Е С Т В А М И

Приведем основные свойства  операций включения,  объеди­
нения, пересечения,  разности и дополнения множеств ,  и прове­
дем д о ка з а т е л ьс т в а  некоторых из них. Эти свойства  б удут  ис­
пользованы в дальнейшем при изучении ал гебраических и гео­
метрических структур .  Многие из них интуитивно очевидны.

2.1. A cz A V/4.
2.2. Ас^В /\ВаС=>А  с С  УЛ,  V В, VC.
2.3. Д е й Д й с Л = ^ / 1  =  А VЛ,  VB.
2.4. А аА \ ]В  /\BczA [] В УЛ,  V S .
2.5. А[\В^А /\A[\BczB  W l ,  V S .
2.6. Л у В  =  В и Л  V/l, V S . )  объединения

. коммутативность
2.7. Л ПВ  =  ВПЛ V/l, V S . J  пересечения

(C o m m u ta t i u s  — по латыни означает  меняющийся,  п е р е с т а в л я ­
ющий).

2.8. A U А =  A V/1.) объединения 
__  . , . } идемпотентность
2.9. А[)А—А VЛ. j пересечения 

(От латинских слов: i d e m — тот ж е  самый,  и potens — спо­
собный).

2.10. A U( S  (J С) =  (Л U B)U С VЛ,  VB,  VC.  ) объединения
. „ > ассоциативность

2.11. Л П(В П С) =  (Л П S)f| С VЛ,  V S ,  VC.  j  пересечения 
(A sso t ia t io  — позднелатинское  — соединение).
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В П С АП В

А П  (В  П С )  (А П  В) П С

Рис. 8

Д о к а ж е м  последнее равенство (установим  равенство соот­
ветствующих множеств) .

П реж де всего рассмотрим д и а г р а м м ы  Эйлера  — Венна его 
левой и правой частей.  Схематическое  изображение множеств  
па д и а г р а м м а х  Эйлера  — Венна обычно п о д с к а з ы ва ет  дока за -  
гельство ут ве ржден ия ,  удобно для  обнаруж ения  контрпримеров 
или явно неверных теоретико-множественных предложений,  од­
нако, до ка за тельством  в строгом смысле  этого слова  не я в л я ­
ется.

Заштр ихуем  на д и а г р а м м а х  Эйлера  — Венна множества  
/ifl С и А П (Я П С ) ,  зат ем  А(]В  и ( АПВ ) ПС  (рис. 8).

Сравните  д и а г р а м м ы .  ^
При дока за т е л ьс т в е  свойства 2. 11, вообще говоря,  надо у с т а ­

новить равенство множеств  /Э =  Л П( В ПС )  и 0  =  (^П/ЛПС,  
г. е. в соответствии с принципом двойного включения ( 1. 1) надо 
показать ,  что P c z Q  и Q cz P .

Д о к а з а т е л ь  с т в о свойства 2.11.

П у с т ь  х<ееЛ П( #П С)  ( х ^ А  / \ х ^ В { ] С )

1̂ ё = ^ - ( х Е  Л Д ( х е В Д х е  С ) ) = ^ ( ( х е Л  Д х е  В) /\х е  С)

' ^ Д х е Л П Й Д х е С )  ' ^ = J ^ x t ( A  П Я)П С.
«Проходя  ст рел ки »  слева  направо,  получим, что

Л П ( В П С ) с ( А П В ) П С .  (2 .= ^ )

(в силу произвольности выбора х £ Л П ( ^ П С ) ) ,  а «проходя»  их в 
противоположном направлении ( т а к ж е  в силу произвольности 
х е ( А П В ) П С ) ,  будем иметь:

( Л П В ) П С с А П ( Й П С ) ,  (2.  <=)
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В Г ) С A U  В  л и с

Л и  (В Г) С)  ( Л и 5 ) П ( Л и  С)
Рис. 9

Включения (2.=^) и (2.<=) означают (в соответствии с прин­
ципом двойного включения) ,  что дл я  любых множеств  А, В, С 
выполняется:

Л П ( В П С )  =  ( ЛПВ) ПС.  ■
Операции объединения и пересечения обладаю т свойствами 

дистрибутивности:
2 1 2 .  Л и ( В П С )  =  ( / 1 и В ) П М и С )  УЛ,  Vfi ,  VC. | ДИстрибу-
2.13. А П(В11С) =  (Л ПВ ) и ( ЛПС)  V Л, VB, VC. J тивность 

(2.12 — объединения относительно пересечения,  2 . 1 3 — пересече­
ния относительно объединения) .

Чтобы найти путь д о к а з а т е л ь с т в а  свойства  2.12, т а к ж е  нач ­
нем рас с у ж д е н и я  с д и а г р а м м ы  Эйлера — Венна множеств  к а ж ­
дой части раве нства  A \J(B f| С) =  (А (J В)П(Л U С) (рис.  9).

Д о к а з а т е л ь с т в о  свойства  2. 12.
1) Д о к а ж е м ,  что (A ( JВ)П(Л U С ) с ; Л  U ( B f l С).

Пусть х е ( Л и В ) П ( Л и С ) = ^ ( х е Л и В Д ^ ^ Л и С ) = ^
= > ( х ^ А \ / х ^ В ) / \ ( х ^ А \ / х е С ) .

Посмотрим,  какие  вы тека ют отсюда возможности п р и н а д л е ж ­
ности элемента  х множествам:

( х е Л \ / х е й ) А ( х е Л  V ^ e C )

1. ( хе=АЛх€=С)  ‘̂ £ 4 ^ х е Е Л  Ц(ДПС) .

2. ( х е Л Д х е Д ) ^ 4 ^ - х е Л  j J (B f| С).

3. ( х е в В  Д х е Л )  ‘̂ Ы ^ - х е Л  U(Bf|C).

4. ( х е В Д х е С )  В П С А Ц(В П С).
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Отсюда видно, что в любом сл уч ае  х^А\](В[\С) ,  и значит,  

A U(Bf| С)с=(Л U В)[\(А U С) в силу произвольности выбранного 
х ^ ( А [ } В т Л [ ] С ) .

2) Включение Л и (ВП С )с ;(Л и В )П (Л и С ) д о ка ж и т е  с а м о ст о я ­
тельно.  ф

Пусть  xeeA U( Bf l C)  \ у х е в В ( ] С ) ^
, я опр. 1.? ( XGeA U В 0[,р 1? , ( I I D \ n / J l i n1. хе=А = * = ^ \  =±=^~хее{А\}ВША и С).

( x e s  Л U С

2. х е б П С ‘̂ Ш - ( х е В Д х е С )
опр. 1.? -|| ^ опр. I.?
(Х6Е.Л и В) Д(Х(ЕЕ л и  С) (Л и В ) П (Л и С).

Таким образом, в любом возможном случ ае  элемент 
х е ( A U В)|~|(Л U С), а в силу произвольности х^А[}{В[\С)  это 
и означает  включение:  Л (J( В П С ) а ( А  U В)П(Л U С).

3) По принципу двойного включения это влечет равенство 
Л | J(B П С) =  (Л UВ)П(Л U С) для  всех множеств  Л, В и С. ■

Следующие свойства операций на мно жествах  будут  в д а л ь ­
нейшем основой некоторых з а д а ч  и примеров,  более сложных и 
со держ ательны х  конструкций.

С в о й с т в а  р а з н о с т и  м н о ж е с т в

2.14. А\В с  Л УЛ, VB. 
2.15.. Л\В =  Л ПВ' УЛ, VB. 
2Л6. Л\(Л\В) =  ЛПВ УЛ, VB. 
2Л7. Л и (В\Л ) =  Л и В  УЛ, VВ. 
2Л8. Л П (В\Л )=  0  УЛ, VB. 
2.19. Л \ (ви С ) =  (Л\В)П(Л\С), УЛ, У В, УС.
2.20. Л\(ВПС) =  (Л\В)и(Л\С), УЛ, УВ, УС.

С в о й с т в а  д о п о л н е н и й  м н о ж е с т в

2.21. A[}A'=.U УЛ.
2.22. Л и Л '= 0  УЛ.
2.23. (А')' =  А УЛ .— закон инволюции.
2.24. (Л и В )/ =  Л, ПВ/ УЛ, У В
2.25. (Л П В )' =  Л 'и  В' УЛ, У В

законы де Мо ргана .

С в о й с т в а  ( а к с и о м а т и к а )  п у с т о г о  м н о ж е с т в а

2.26. 0 с Л  УЛ.
2.27. Л П 0  =  0  У Л -
2.28. Л U 0  = Л  УЛ.
2.29. 0 П 0  =  0 -
2.30. 0 U 0  =  0 -
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Л а д а ч  а 2.1.1. Д о к а ж и т е  свойства  2.2 и 2.21.
2.2. Ac B / \ B czC=>AczlC У A, V S ,  УС.
Исли произвольный х е Л ,  а А а В ,  то л е й ,  т а к  к а к  по опре­

делению подмножества  (м н о ж ества  Л) всякий его элемент содер ­
жится  в данном мно жестве  (В),  тогда  x e S ,  a B cz C ,  то х е ? .  

Из произвольности х е Л  следует  включение:  A cz С. Ш
2.21. Л и Л ' = £ /  УЛ.

Пусть х е  Л (J Л '  ( i e ? V  х е  ?)  х  <= ? V  х ̂  ?)-*=>
-* >хе=1/ - о - ( Л и Л ' с { / ) Л ( 1Г<=Л UЛ ' )  С= 5= ^-Л  и Л ' = [ / .  ■

З а д а ч а  2.1.2. Д о к а ж и т е  свойства  2.6 и 2.24.
2.6. А\]В =  В[]А УЛ,  УД.

j : e  Л U В ( * е  ? \у х е . ? ) ^ > ( д ; е  ? v  ?)-ф>- х е  ? -о-
-ф>(Л и б с ; В и Л ) \ / ( ^ и ^ =:)Д и Л ) ,  что по принципу двойного вклю­
чения влечет  равенство этих множеств .  ■

2.24. (А[]В)'  =  А'{]В'  УЛ,  У В.
( А { 1 В у Ш и \ ( А { ] В ) ~ ? (и\А)Г1(и\В) Ш  А'[)В'.  Я

З а д а ч а  2.1.3. Д о к а ж и т е  свойство 2.25.
2.25. (Л П 5 ) '  =  A' U В'  УЛ,  У В.

( А П В ) ' Ш  1/\(АГ)В) 2LM-(U\A)U(U\B) =  A'UB'.  ■
З а д а ч а  2.2.1. Постройте д и а г р а м м ы  Эйлера — Венна сле ­

дующих множеств  и установите,  какие  из равенств  верны дл я  
любых множеств  Л, 8 и С (рис. 10 и 11):

В \ С  С  П В'
Рис. 10

1) В\С — С f] В', 2) Л\( Д\С) =  (Л \Д )\С.

1) B \ d c n B ' .

2) А\(В\С)Ф(А\В)\С.

З а д а ч а  2.2.2. Постройте д и а г р а м м ы  Эйлера  — Венна сл е ­
дующих множеств  и установите ,  ка кие  из равенств  верны дл я  
любых множеств  Л, В и С (рис. 12 и 13).
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А \ ( В \ С )
Рис. 11

( А \ В ) \ С

( B n C ) U ( B n  А)

Рис. 12

А \ В

Рис. 13

( А \ В ) и В

Рис. 14

1) В П( С и Л )  =  ( В ПС) и ( ВПЛ) ,  2) (А\В)[}В =  А.

1) в п ( с и л ) = ( в п с ) и ( я п л ) .

2) ( Л \ й ) и В  =  Л-

З а д а ч а  2.3.1. Постройте д и а г р а м м ы  Эйлера — Венна сл е ­
дующих множеств  и установите ,  верно ли утверждение :  если 
В ^ А ,  то ( Л \ В ) и В  =  А (рис. 14).



1. М нож ества

A U { B n C )  ( A U  В)  Г) С

Рис. 15

З а д а ч а  2.3.2. Определите,  дл я  ка ки х множеств  А, В, 
С имеет место утве рждение :  A [ J f i  =  B n C .

З а д а ч а  2.2.3. Проверьте,  истинно ли дл я  любых множеств  
А, В , С утверждение :  A U(B f] С) =  (А U £)П С (рис. 15).

A[ j ( B ( ] C ) i ( A[ j B ) ( ] C .

Если утве рж дение  истинно не для  всех множеств ,  то поста­
райтесь  найти все условия,  при которых оно все ж е  имеет место.

§ 3. П Р Я М О Е  ( д е к а р т о в о )  П Р О И З В Е Д Е Н И Е  
М Н О ЖЕ С Т В

Если р а с см а т р и ва е т с я  множество ,  состоящее из конечного 
числа элементов такое ,  что порядок элементов не существен,  то 
их зак лю чаю т в фигурные скобки,  например,  {а, Ь, с}. Нели ж е  
существенно,  каков  порядок элементов ,  то говорят об упорядо­
ченном множестве элементов  или кортеж е , используя  для  
обозначения скобки ( ) ,  например,  кортеж (длины 3) тех же  
элементов:  <а , Ь, с ) .

( « C o r t e g e »  в переводе с французского означает  т о р ж ествен ­
ное шествие,  выезд ,  свита) .

{О п р е д е л е н и е  3.1. Д ва кортеж а на зываются  равными, 
е с л и  они  о д и н а к о в о й  длины и е с л и  р а вны  их элементы на с о ­
ответствующих местах.

Так  равенство (х, г/) =  (1,  а )  имеет место тогда и только 
тогда ,  когда х= \  и г/ =  а.

I О н  р е д е л е н и е  3.2. П рямым или декартовы м произве­
дением множеств А и В н а зы ва ет с я  множ е ст во  в с е х  у п о р я д о ­
ченных пар  элементов ,  и з  которых п е р в ы й  прина дл ежит п е р ­
в ом у  м нож е ст ву  А, а второй втор ому  — В.

Обозначение декартова  произведения множеств А и В: АХ В.
Hpf

А X В =^={(х, y ) \x^Af \ y <=B) .
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Тем са м ы м  декартово произведение множеств  з а д а е т с я  опи­

санием характеристических свойств его элементов.  Можно с к а ­
зать,  что т ак им  образом дл я  всех множеств  определена новая 
операция:  д вум  множествам  сопоставляется  третье  — их дек ар -  
т в о  произведение.

П р и м е р  3.1. Д л я  множеств  Л =  {1, 2, 4} и В =  {а, Ь} вы пи­
шем все элементы д ек ар то вы х  произведений.

Л Х й = { < 1 ,  а ) ,  <?, ?>, <?, ?>, <?, ?>, <?, ?>, <?, ?>},
ВХА  ={<а,  1>, <?, ? ) ,  <?, ? ) ,  <?, ?>, <?, ?>, <?, ?>},

?
Несложно увидеть ,  что Л X В В Х Л  для  произвольных мно­

жеств  Л и В. Это означает  некоммутативность операции декар­
това умножения ( п р о и з в е д е н и я )  множеств.

З а д а н и е  3.1. Найдутся  ли множества  Л и В такие ,  что
а х в = в х а ?

■ Естественно н аз ыва ть  множество Л х Л  декартовым квад­
ратом множества А и обозначать его А2.

10  п р е д  е л е н и е 3. 3. Диагональю декартова квадрата  
множества А н а зыва ет ся  множе ст во  в с е х  пар  в и д а  (х ,  х) , 
где хеЕ А.

(Греческое  « 6iavcomo£» означает  идущий от у гла  к углу) .  
Обозначение диагонали множества  Л: DA или dA, iA или idA.

dpf
= { < * .  *> I х<=А}.

З а д а н и е  3.2. Д л я  множества  В = { а,  р, у} выпишите все 
элементы декартова  к в а д р а т а  и подчеркните все диагональные  
элементы:
В2 =  {<?, ? ) ,  <?, ?>, <?, ? ) ,  <?, ?>, <?, ? ) ,  <?, ?>, (? ,  'J >, <?, ? ) ,  (? ,  ?>}.

З а д а ч а  3.1.1. Определите,  сколько элементов содержит 
множество Л Х В ,  если п( А)  =  р,  а n ( B )  =  q ? Почему?

Следующие задачи о т р аж аю т  свойства  д ек ар то ва  произве­
дения.

З а д а ч а  3.2.1. Д о к а ж и т е  утверждение :  Д л я  любых мно­
же с т в  Л, В и С, если £с= С, то /I X 6 с / 1  X  С. >

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ( х, у ) е Л Х В  = ^ = ^ х е ? А у е ? ) = Ф -
? ч >

= И х е ?  Д / / е  С)  <х, у )  е Д Х С .
В а  С V у  е  В => у  е ? )

2 В. Т. П етрова
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Б силу произвольности (х,  у ) <=АХВ  следует,  что 
АХ В cz АХ С. ш

З а д а ч а  3.1.2. Определите,  верны ли для  любых множеств  
А, В, С р авенства :  1. A f ) (B X С) =  (А П В) Х( А П С). 2. А х  
Х( В( ) С)  =  ( АХВ) Г\( АХС )?

Указание. Рассмотрите сначала примеры для каких-либо множеств 
А =  { !, В =  { } и С =  { }, если они подтвердят равенство,
постарайтесь доказать его для произвольных множеств А, В, С.

1. Л П (Я ХС )4 = М П А )Х М П С ).
В ы в о д .  Пересечение множеств  ? не ? о б ладает  свойством 

дистрибутивности относительно декартова  произведения мно­
жеств.

2. АХ( В ПС) Ф( АХВ ) [ ) ( АХС) .
В ы в о д .  Дек ар то во  произведение множеств  ? не ? о б ладает  

свойством дистрибутивности относительно пересечения мно­
жеств .

З а д а ч а  3.3.1. Определите,  верно ли для  любых множеств  
А, В,  С равенство :  А Х( В\С)  =  (А ХВ)\(А X С)?

АХ( В\С) ==( АХВ) \( АХ С).
В ы в о д .  Д екартово  произведение множеств  ? не ? о блад ае т  

свойством дистрибутивности относительно разности множеств .
З а д а ч а  3.1.3. Истинно ли дл я  любых множеств  А, В и 

С у тв ержде ние A U(B X  С) =  (А X B)U(/1 X  С)?
Указание. Рассмотрите сначала примеры для каких-либо множеств 

А = {  }, В  =  { } и С — { }, если они подтвердят равенство,
постарайтесь доказать его для произвольных множеств А,  В, С.

А[ ) ( ВХС) ^ ( АХВ ) { ] ( АХС) .

В ы в о д .  Объединение множеств  ? не ? облад ает  свойством 
дистрибутивности относительно декартова  произведения мно­
жеств .

Определение д екар то ва  произведения дв ух  множеств  естест­
венным образом обобщается на де картово  произведение любого 
их числа:

О п р е д е л е н и е  3.4. П рямым ила декартовым произве­
дением множеств А{, Л2, А„ н а зыва ет ся  множество  в с ех  
к орт еж ей  длины п, и з  которых п е р вы й  принадл ежит п е р в о м у  
м ноже ст ву  — А„ второй второму  — Л2 и т. д. п о с л е д н и й  — Ап.

Обозначение:  Л, Х ^ г Х  •••• Х.Ап,

Л, Х Д . Х - Х /!„ =  {<*!, х2, ... хп) U,GE/1,A/= 1, 2, ... п).
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Отсюда при п — 1 следует,  что об элементах  любого множе- 

I им можно говорить к а к  о кортеж ах  длины 1, и
def

/4" —  {( xi> х2, ... хп)  \Xj€=A Д г ' =  1, 2, ... п].

Из определения д ек ар то ва  произведения множеств  следует ,  
конечно, что п — всегда  число натуральное .

. З а д а н и е  3.3. Приведите примеры элементов множеств :
R з ?  R6э ? (R )' ; ?

З а д а ч а  3 . 2 . 2 .  Если множество А состоит из конечного 
числа элементов,  то их количество будем обозначать п(А) .

Пусть п ( А)  =  р,  n ( B )  — q , п ( С)  — г. Определите,  сколько 
•лементов со д ер ж а т  д ек ар то вы  произведения

1) п ( АХ ( В Х С ) )  =  ?
2) п ( ( АХ В ) Х С )  =  ?
3) п ( А Х В Х С )  =  ?

Выше мы установили,  что декартово произведение не о б л а д а ­
ет свойством коммутативности,  оно и неассоциативно:

АХ ( В Х  С) Ф( А X В) Х С ф  А X В X С.
Например,  если ( 1 , ( а ,  а )  > е Л  Х( В  X С), то <1, <а, а ) )  ф.  
</ (А X В) Х С, т ак  как,  хотя последнее множество и состоит из кор- 
1сжей длины 2, но таких ,  что первый элемент упорядоченной п а ­
ры сам являетс я  кортежем длины 2. В отличии, например,  от 
первого элемента  1 кор тежа <1, ( а,  а ) ) ,  который в лучшем с л у ­
чае можно принять только за кортеж длины единица (см.  опре­
деление 3.1).

Однако ,  учит ывая ,  что речь идет об упорядоченных множес т­
вах,  часто б ы вает  удобно отойти от формального зако на  и 
отожде ствл ять  элементы множеств  А Х( В  X С) Ф( А  X  В ) Х С Ф  
ф А Х В Х С  вида:  <1, ( а ,  а )  ) ,  (  (1,  а )  а ) ,  и < 1, а ,  а ) . Это позво­
ляет  в дальнейшем,  отожде ствл яя  в таком же  см ысле  соответст­
вующие э л е м е н т ы ,  не то лько о т о ж д е с т в и т ь  м н о ж е с т в а  
1 Х ( Л Х Л ) ,  {АХА) ХА и АХ АХ А, но по аналогии о то жде ств ­

лять  без дополнительных разъяснений,  если того потребует кон­
текст, произвольные д ек ар то вы  степени: АтХАп и АпХАт с  
Ат^\ где {т, n } a N .
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1 3 2 4 \ 1 3 2 4
4 5 0 5 ) или 4 5 0 5
3 2 1 7 / - 3 2 1 7

§ 4'. НЕ К ОТ ОР ЫЕ  П Р И М Е Р Ы  
Д Е К А Р Т О В Ы Х  П Р О И З В Е Д Е Н И Й  М Н О ЖЕ С Т В

В этом пар аг раф е мы рассмотрим примеры д екартовы х  про­
изведений множеств  и св я занны е  с ними новые понятия,  кото­
рые будут  использованы в дальнейшем.  Они, хотя и не сложны,  
но являются  базовыми для  серьезных разделов курса ,  которые 
предстоит изучать.

П р и м е р  4.1. R — множество всех действительных чисел, 
элементами множества  ( R 4)3 являю тс я  кортежи длины 3, кото­
рые состоят из кортежей длины 4, например:
( R4)'1 еэ << 1, 3, 2, 4 ) ,  <4, 5, 0, 5 ) ,  < — 3, 2, 1, 7 ) ) ,  но т а к а я  запись 
кортеж а кортежей весьма  громоздка  д а ж е  для  элементов ( R 4)3, 
не говоря у ж е  о более высоких степенях.  Удобнее з а п и сы вать  
так ие  кортежи построчно:

< 1, 3, 2, 4 )
< 4, 5, О, Г)> или 
< - 3 ,  2, 1, 7 )  1

Аналогично построенные таблицы будем иметь и дл я  других 
д ек ар то вы х  степеней множества  действительных чисел R:

(R 3)23 <<1, 3, 2 ) ,  <4, - 3 ,  1>> или ^  j J  2 ) ,

(R 2)3^  << — 1, 4 ) ,  <5, 0 ) ,  <3,

( R , ):,3 <<1>, <0) , < - 3 > >  или

I О п р е д е л е н и е  4.1. Матрицей  н а зыва ет ся  л ю б о й  э л е ­
мент д е к а рт о в о й  степени  (R")m множества  действительных чи­
сел.  В таком с л у ч а е  г о в ор ят  о  матрице п о р я д к а  m  на п.

Обозначение множества  всех матриц порядка  m  на 
« :  М ( т х п , R ) ИЛИ м ( т х п ).

Матр ицу ,  п ринадлеж ащ ую  M ( m x n , R), можно п редст авл ять  
числовой таблицей из т строк и п столбцов.

Т ак  к а к  матрица по своему определению есть кортеж  кор­
тежей,  то естественно определять  р а в е н ст в о  матриц  к а к  р а ­
венство кортежей и считать матрицы равными,  если они од­
ного порядка и равны все их элементы на соответствующих ме­
стах.

/ -1 4
- 2) )  или

(  5
0

/ 1 \
V 3 - 2

(\ - з  /
- 5  1 7).



<) I 11римеры декартовы х  произведений множеств 37
П р и м е р  4.2. Пусть  П — множество всех точек плоскости,  

1Г )<Л, В)\{А, В } а  П} — все ее упорядоченные пары точек.
Упорядоченность пары точек на чертеже удобно по ка зы в а т ь  

фслкой от ее первого элемента  ко второму (рис. 16):

У в

А
Рис. 16

О п р е д е л е н и е  4.2. Элемент д е к а рт о ва  ква драта  м но ­
жества в с е х  точек плоск о сти  ( про стран ства), т. е. у п о р я д о ­
ч енн ую  п а р у  точек плоско сти  ( про стран ства )  принято н а з ы ­
вать направленным отрезком.

Если д в е  такие у п о р я д о ч е н н ы е  пары  отличаются только  
п о р я д к ом  эл ементов (точек) ,  то их называют противополож­
но направленными отрезками, а е с л и  п е р вый  и второй э л е ­
менты у п о р я д о ч е н н о й  пары со впадают, то такие н а п р а в л е н ­
ные отре зки  называют нулевыми.

Д л я  точек прямой,  плоскости или пространства  принято

порядоченную пару  (А, В )  обозначать АВ.
П р и м е р  4.3. Если множество действительных чисел 

{ изображ ать  точками числовой прямой (оси), то элементы де- 
. артова  к в а д р а т а  R2 =  { (х, у )  | х е  R Д  у  е  R} естественно пред ­
ъявлять  точками координатной плоскости.

О п р е д е л е н и е  4.3. Говорят,  что на плоск о сти  з а д а н а  
аффинная или общая декартова система координат, е с л и  з а ­
д а ны  д в е  н е п аралл ел ьны х  о с и  с  о б щ и м  началом. Если о с и  
п е р п е н д и к у л я р н ы  и е д ин и цы  и зм ер е н и й  п о  ра зным к о о р динат ­
ным о с я м  равны,  то такую систему к о ординат на плос ко сти  
на зывают прямоугольной декартовой

Напоминание: осью называется прямая с фиксированной точкой — нача- 
ом, выбранным положительным направлением и единицей измерения.

Д л я  произвольной точки плоскости М ее аффинные коорди- 
<аты определяются  к а к  (х, у >, где x =  (OX) [\my, y= (OY ) [\mx, 
пр ям ые т х\\(ОХ) и mJ|(OK), а точка М =  т х(] пгу). Точку с ко- 
фдинатами {х, у )  обозначаем М (х, у).

Напоминание: (А В )  обозначена прямая, проходящая через различные точки 
1 и В.

Выше мы отмечали,  что можно представл ять  действитель-  
1ые числа точками числовой оси и обратно. Следовательно,  мо- 
кем считать ,  что {х, у )  обозначает и упорядоченную пару  чи-
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прямоугольная декартова 
система координат

Рис. 17

аффинная (общая) 
система координат

Рис. 18

I сел, соответствующую упорядоченной паре точек: х оси (ОХ)  и у  
I оси (OY).

З а д а н и е  4.1. Изобразите  на плоскости множество Dr2,
(д и агон ал ь множества  R2), з а д а в  координатные оси. Сделайте  
чертеж.  Подумайте ,  единствен ли ответ?

З а д а н и е  4.2. Подумайте ,  к а к  можно п р ед ставл ять  элем ен­
ты множеств  R3 и R4, если действительные числа и зо браж ат ь  
точками числовой оси.

З а д а ч а  4.1.1. 1 =  [0, 1 ] cr R. П р ед ставьте  на плоскости мно­
жества :  I X l ,  1XR,  R XI .  (З адав ,  если нужно, систему координат).
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З а д а ч а  4.1.2. Постарайтесь  д а т ь  геометрическую интер­

претацию д екартовы х  произведений множеств :  5 '  X  I, S 1 X R и 
1> < R, где обозначены:  1 = [ 0 ,  1 ] с  R, S 1 — окружность ,  R — п р я ­
мая,  а I)2— круг .  За дай те ,  если потребуется ,  систему координат.  
Как изменится ответ,  если изменить систему координат?  Сделай-  
I е рисунки.

И а д а ч а  4.1.3. Д а й т е  геометрическую интерпретацию мно­
ж е с т в :  S ' x 5 ' ,  S '  X  D'' и D'2X S\  где через D2 обозначен круг ,  
s окружность.  Попробуйте изобразить эти множества .

З а д а ч а  4.2.3. Придум айте  какие-либо геометрические ин- 
ирпретации  множеств:  I , I4, 13X R  и ( S ' ) 2XR-

§ 5. Б И Н А Р Н Ы Е  И П - А Р Н Ы Е  О Т Н О ШЕ Н И Я
Одно из базовых понятий в м ат е м а т и к е  — бинарное отноше­

ние, через него будут  определены так ие  важнейш ие  понятия,  
ка к  функция,  отображение ,  преобразование множества .

1 0  п р е д е л е н и е 5.1. Бинарным ( д в о й н ы м ) от нош ени ем  
на множе ст вах  А и В на зы ва ет с я  л ю б о е  п о дм н ож е ст в о  их д е ­
картова п р о и з в е д е н и я  АХВ.

Бинарные отношения обычно обозначаются з а г л а в н ы м и  л а ­
тинскими буквам и,  например:  R c z A X B , а для  включения 
(х,  y ) ^ R  может  быть использована запись xRy,  что читается 
гак:  «эл ем ент х находится в отношении R к элементу  у »  или 
«элементы  х и у  находятся  в отношении R».

I Часто R на зывают би н арн ы м  от нош ени ем  на м н ож е ст в е  А, 
е сл и  Rc z AXA.
Иногда говорят просто о бинарном отношении, если его эле­

менты-кортежи достаточно ясно описаны каким-либо х а р а к т е р и ­
стическим свойством.  Например,  бинарным отношением можно 
назвать  все кортежи (А,  В >, где А и В — такие  множества ,  что 
1 с ~В. Но т а к  к а к  неопределяемо понятие множества  всех мно­

жест в  (см.  историческую справку) ,  то нельзя и в приведенном 
примере говорить о таком бинарном отношении к а к  о множес т­
ве, хотя его элементы-кортежи  вполне точно описаны.  В дал ьн е й ­
шем преимущественно будут  р ас с м атр и ватьс я  бинарные отноше­
ния на мно жествах  или множестве  (и сами являющиеся  м н оже­
ствами) ,  к а к  наиболее со держ ательны е  и достаточно общие.

З а д а н и е  5.1. Л = { 1 ,  2, 4}, В= { а ,  Ь}. Приведите примеры 
бинарных отношений на множествах  ,4 и В и на мно же­
ствах В и А :

А Х В = ?  В Х А = ?
/?, =  ? /?3 =  ?
/?2= ?  /?4= ?

Подумайте ,  сколько бинарных отношений можно з а д а т ь  на 
данных мно жествах  Л = { 1, 2, 4} и В =  {а,Ь}?
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Какое  « са мое большое» бинарное отношение может  быть з а ­
дано на паре произвольных множеств  Л и й ?

«С ам о е  мал еньк ое» ?
Какие из следующих множеств  можно н аз вать  бинарными от­

ношениями на Л и В? Бинарными отношениями на Л?
/?4 = {<1, а ) ,  <2, Ь), <4, « ) } ,  /? ,= 0 , /?6 =  {<1, а )},

/?7 =  {<1, 1>, (b ,  Ь)1  /?8 =  {<1, 1) ,  <2, 1) ,  <4, 1)},
Я9 =  {<а, а>}, /?,„ =  {< 1, 1) ,  <2, 1) ,  <4, 1>, <2, 4)}.

10  п р е д  е л е н и е  5.2. Если б и н а рн ы е  отношения  S и R та­
ковы, что S c z R , то S на зывают сужением R, a R — расшире­
нием S.

Т ак  в преды дущ ем задании /?,, — сужение бинарного отно­
шения /?4, а /?|0— расширение бинарных отношений /?, и А?,. 

П р еж де  всего напомним,  что бинарное отношение, к а к  и в с я ­
кое множество ,  может  быть зада но  описанием свойств его э л е ­
ментов (в частности,  их перечислением или графически).  

П р и м е р  5.1. U =  {(х, у )  | студент  х учится в группе у}. 
У к а ж и т е  несколько элементов этого отношения.

П р и м е р  5.2. Е — {(х, у)\{х, у } а  R Д  у  =  sin х}, наглядное 
з ад ание этого отношения да е т  график функции г/ =  sin х  на ко­
ординатной плоскости (рис. 19).

G =  {M (x ,  у ) |{х, у } а  R А  г/ == s i п х}.

У к а ж и т е  несколько элементов этого отношения.
Понятно, что график любой числовой функции, к а к  подмно­

жество точек плоскости,  отождествленной с множество R2 
(см.  пример 4.3),  определяет  некоторое бинарное отношение на 
множестве  действительных чисел R, в этом смысле и говорят о 
графическом задании  бинарного отношения.

Бинарные отношения на множествах  с конечным числом эл е­
ментов удобно и зо б р аж ать  с помощью ориентированных 
графов.  Мы не будем остан а вли ваться  на точном и полном
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определении, но вполне достаточное представление об ориенти­
рованных графах бинарных отношений дают  иллюстрации с л е ­
дующего примера:

П р и м е р  5.3. Бинарное отношение Q на мно жествах  А и В 
состоит из кортежей:  Q =  {< 1, а ) ,  <2, (5), <2, у ) ,  <3, 6)} 
(рис. 20).
Ьинарное отношение

Д- =  {<а ,  а ) ,  ( а ,  р>,  <« ,  V>. <р, Р ) ,  <0,  у ) }

па множестве  X ={а,  fi, у} з а д а е т с я  графом (рис. 21).

( О п р е д е л е н и е  5.3. М ноже ство  в с е х  первых элементов  
пар  б и н а р н о г о  отношения  на зы ва ет с я  областью определения 
бинарного отношения.

Ее обозначение для  отношения R: Dorn R.
Dorn — сокращение от французского слова «domain» ,  означа ­

ющего область,  район.

Dorn R =  {л:|(3 (х ,  y)<=R)}.  (5.1)
Обозначение. Э — существует.
(Символ — 3 — перевернутая  нач ал ьн ая  буква  английского 

слова "Ex is t”, которое означает  существовать ,  быть в наличии).
З а д а н и е  5.2. У к а ж и т е  области определения бинарных от­

ношений примеров 5.1—5.3.
Dorn Q =  {1, 2, 3},
Dorn Л' =  ?
Dorn U =  ?
Dom F =  R' — все действительные числа.

I О п р е д е л е н и е  5.4. М ноже ст во  в с е х  вторых элементов  
п ар  б и н а р н о г о  отношения  на зы ва ет с я  областью значений би­
нарного отношения.
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Не обозначение дл я  отношения R: Irn R.
I г п — сокращение французского слова “ i m a g e ” — образ 

представление.

Im R = { у 1 ( Э  <х, y ) ^ R ) } -  (5.2)

З а д а н и е  5.3. У к а ж и т е  области значений бинарных отно­
шений примеров 5.3 и 5.1.

Im Q =  {a, р, у. б},
Im /С=?
Irn U = ?
В дальнейшем мы встретимся  с сужениями отношений и от­

ображений:
О п р е д е л е н и е  5.5. Б и н ар н о е  отношени е  S называется  

сужением бинарного отношения R на множество X, е сли
S c z R  Д  Dorn S  =  X Д  Im S  =  {у е  Irn R | <х, //) е S}. 

Суж ен ие  отношения R на множество X обозначается:

R\X =  S.

Q' =  { ( 1, a ) ,  <2, р>, <2, 7)} я вляется  сужением бинарного от­
ношения Q примера 5.3 на множество Х =  {1, 2}cr/l =  {l, 2, 3} 

Q" =  {<1, a ) ,  <2, f t ) } ? не ? я вля ет с я  сужением Q на X.

|Так к а к  бинарные отношения — множества ,  то естественно 
считать их равными , если они равны к а к  множества.  
До к а з а т е л ьс т в о  их равенств  основано на схеме:

R t t s o ( R c z S  A R ^ S ) .
Подробнее:

R =  S o ( ( ( V  (х,  у )  es R)=>( <.v, y)<EES))/\
Л ( (  V (и,  ! ) ) e S ) = > « u ,  и)  ее R))).  (5.3)

Из равенства  бинарных отношений, очевидно, следует ра­
венство их областей определения и областей значений.

З а д а н и е  5.4. Определите,  равны ли бинарные отношения-
/4={<1, 2 ) ,  <2, 3>} и В =  { (л\ у )  |{х, у}cz{l ,  2, 3, 5 } Д х < у с х+2}?

Изменив порядок элементов в к а ж д о м  из кортежей бинарно­
го отношения R на мно жествах  X н У, очевидно, получим новое 
бинарное отношение— но на мно жествах  К и X.

I Он  р е д е л е н и е  5.7. Бинарное отношение называется об­
ратным к б и н а р н о м у  отношению  R ( или инверсией если  
о н о  состоит и з  в с е х  таких пар  ( у ,  х) ,  что ( х, у )  <=/?.
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Обозначение инверсии: R для  бинарного отношения R.

R~ 1 == {<у ! *>!<*,  y ) ^ R l

И н в е р с и я — от латинского “ inv er s i o” — перестановка .  
Очевидно, i x =  { ( x ,  x ) \ x ^ X }  =  i x '.
Из определения следует ,  что всякое  бинарное отношение об­

ратимо (т. е. V K 3 / ? - ') и с очевидностью имеют место ут ве рж-  
ления.

У т в е р ж д е н и е  5. 1. (R ) =  R д л я  л ю б о г о  б и н а р н о г о  от­
н ош ени я  R.

У т в е р ж д е н и е  5.2. Для  л ю б о г о  б и н а р н о г о  отношения  R : 
Doin R = l m R  ' и Irn R =  Dom R

З а д а ч а  5.1.1. Д о к а ж и т е  у тверждение 5.1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

? > ?
V . v e D o m  R ̂ ( З у \ ( х ,  у )  ев R)-4^ ( у ,  х)  es R R \

-:V л t= 1 m R 1.
-)то И означает,  что любой элемент из Dom R принадлежит
1,и R 1 и наоборот, откуда  Dom/? =  lm/?  '. щ

П р и м е р  5.4: Найдем инверсию отношения 
F = {(х,  у )  |{х, y} cz R1 Д  у  — х' -)- 1}.

По определению, F ~ ' ={<«/, х)  | <х, //>ge/-'}, т. е.

F '={<//, х)\{х, i / ) c R '  Л.// =  . г +  1}.

Возможна и т а к а я  форма записи:

F '= { < * ,  ;/>|{х, y}czR'  Д х = ( / - +  1},

если использовать обозначение (х, у )  для  кортежа ,  входящего 
в бинарное отношение F~ .

З а д а н и е  5.5. Д л я  бинарных отношений Q и К примера 
5.3 найдите инверсии и постройте их графы (рис. 22 и 23);

Q =  {< 1, а>, <2, р>, <2, 7 >, <3, 6)},

/( =  {<а ,  а>, <а, Р>, <а, у ) ,  <р, р>, (р,  у)},

В ы в о д .  Если на множестве  с конечным числом элементов 
з ад ан  граф бинарного отношения,  то, чтобы получить граф его 
инверсии, следует  обратить к а ж д у ю  его стрелку.

З а д а ч а  5.1.2. Найдите Dom 1*7, lm W, W~[ для  бинарного 
отношения W =  { <х, у)\{х, y}czZ/\x  делит у}.
(Н а п о м и н а н и е :  х делит у, если найдется такое целое k, что y =  kх).
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К к ~
Рис. 23

Dom W = ?
Im Г = ?
W~1 =  ?
З а д а ч а  5.1.3. Найдите  Dom К, Im К, V~ 1 дл я  бинарного 

отношения V =  {(x, у)\{х, у } с  N Д 3 х < 2 г/ } .
Dom V =  ?
Im V =  ?
V 1 =  ?
З а д а ч а  5.2.3. У к а ж и т е  область определения и область  з н а ­

чений бинарного отношения

F =  {( R, S)\R,  S  — бинарные отношения /\R =  S}.

Dom F - ?
I m F  =  ?
Понятие бинарного отношения легко обобщается  на случай 

п-арного отношения (при n e N ) ,  к а к  подмножества  д ек ар то ва  
произведения п множеств :  R с Л ,  Х Л 2Х  ••• У.Лп. Тогда его част-
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шли с л у ч а й — у н а р н о е  от нош ени е  (т. е. 1-арное отношение):  
/\’ i .1, есть ни что иное к а к  подмножество А, следовательно,  при 
необходимости всякое  подмножество можно расс м а т р и в а т ь  к а к  
пример некоторого унарного отношения.

П р и м е р  5.5. Примерами гренарных отношений могут слу- 
*|П1, сложение и умножение действительных чисел:

{<х, у,  z )  \{х, у , z } c  R /\z =  x +  y} cz  R x  R X  R =  R\

II
{<x, y,  z )  \{x, y,  2} c R A z = i i / } c R X R X R =  R3.

Однако ,  подчеркивая  роль первых дв ух  элементов в таких 
кортежах ,  мы отдадим предпочтение обозначениям:

! + ]  =  {<<*. У),  2>\{х, у ,  г} с  R Д  г  =  X -)- /у} с  R2 х R =  R3,

[ • ]  =  {<<х, у ) ,  z )  \ {х, у,  z } c R A z  =  ху} cz R2 X  R =  R3,

|,тк что Dom [ +  ] =  Dom [ • ] — R2 и Im [ + ) =  Im [ • ] =  R.
В дальнейшем предметом нашего изучения будут  большей 

частью бинарные отношения,  поскольку  именно на них основаны 
гак и с в а ж н ы е  математические  понятия,  к а к  отношения порядка  
и эквивалентности,  отображение.
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И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А
«Ты когда-нибудь видела, как рисуют 

множество?» — «Множество чего?» — спроси­
ла Алиса.— «Ничего,— отвечала Соня,— про­
сто множество!»

Л. Кэррол. «Алиса в стране чудес»

Множество — одно из с а м ы х  основных понятий современной 
м атематики,  оно используется,  к а к  базовое,  почти во всех ее об­
ластях ,  а без символики теории множеств  сейчас немыслимо,  по­
ж а лу й ,  ни одно математическое  исследование.  Однако ,  теория 
множеств  получила официальное признание не т а к  давно:  это 
произошло на Первом международном конгрессе м атем ат иков в 
Цюрихе в 1879 году,  на котором Ж. А д а м а р  и А. Гурвиц сообщи­
ли о многочисленных содер жател ьных примерах ее применения 
в математическом анализе .

Появление теории множеств  было вызвано,  видимо, общей 
логикой развития науки,  историческими процессами ф ормал иза ­
ции я з ы ка  мат ем ат ик и (т. е. необходимостью выделения логиче­
ских правил и допустимых приемов рассуждений) ,  осознанием 
универсальности результатов  и преимуществ  метода,  при кото­
ром содержанием математического исследования ст ановятся  
свойства какого-либо математического понятия,  с тр ук ту ры ,  ко­
торые определяются априори своими основными характери сти ­
ческими свойствами или аксиомами.  Позднее,  при полной кри­
сталлизации идеи, такой метод будет назван аксиоматическим 
и его осознание позволит сделать  громадный шаг в н ау ке  к но­
вым,  немыслимым до того областям.  Но это произойдет только 
в XIX — XX веках.

Еще в IV в. до нашей эры в работах Аристотеля (Ариттоте- 
A,t|o, 384—322 до п. э.) подвергались исследованию особые отно­
шения и логические рас су ждения ,  которые он называл силлогиз­
мами и которые на современном теоретико-множественном я з ы ­
ке могут быть  проиллюстрированы предложениями:  A c z B , 
А[\ВФ<2), или более сложными:  (/1 cz В Д  В cz C)=>- A cz С. (Здесь  
через А, В, С обозначены множества) .  У Аристотеля это форму­
лировалось примерно так :  «Всякое  А есть В». «Некоторое А есть 
В»,  и аналогичными предложениями,  в которых,  и это очень в а ж ­
но, было несущественно,  какие  именно предметы составляют 
А или В. Однако,  еще им самим было замечено, что подобный 
я зы к  и схемы ока зы вали сь  недостаточными для  описания всех 
рассуждений и доказат ел ьств  результатов,  известных в м а т е м а ­
тике к тому времени.

Идеи Аристотеля ока зались  плодотворными для  немецкого 
м а тем ати к а  Г. Лейбница (Le ibn iz  Gotfried Wi lhelm,  1646— 1716),



который был не только великолопи
тона гелем (область  его интерее " . " многосторонним иссле- 
и'ометрии, математического аняп составляли вопросы логики,  
палеонтологии и ботаники,  0Н Физики’ механики, д а ж е
|ает право н а з ы ва т ь  его одним ич п!^еЛ <<счетнУю машину» ,  что 
компьютерной математики) ,  но и ,• Р°возвесгников современной 
поэтому Лейбниц длительное впелла'л оким Философом. Видимо, 
метода,  который сводил бы все п т  ЫЛ Увлечен иДе е й создания 
швным и основным,  с о с т а в л я ю т '  * ИЯ/  математике к прими:  
мысли» и посредством « аз бук и  цп, КаК ы «а збуку  человеческой
тем д а в а л  бы все истинные м а т1> у / ИЛ>> з а , ем формальным п у ­
пом Ы ^магические утверждения и тео-

Нму же пр инадлеж ит идея п , , , , , ,  г, 
рые, по его мнению, должны слуи/ ИЧеских обозначении, кото- 
.Мейбниц писал:  «Истинный метпп п Ук а з а т е л ™и мышлению,  
(нить Ариадны),  т. е. некоторое п,,а .,<Ь1Жеи да в а т ь  fi lum A r i ad n es  
т р о е  н ап ра вл яло  бы разум  подобно361406 И ГРУ средство,  ко- 
метрии...  Без этого наш разум н„ , начеРтанным линиям в гео- 
путь, не сбившись с дороги».  Болр«СМ° Г проделать длинный 
ривается понимание идеи форма пы,Т° Г° ’ В 6Г° Ра ®отах [1Р°смат- 
пации знаков  и их сцеплений чтп ованного я з ы к а > к а к  комби- 
лучать  новые истинные высказк|по?ЗВ0Лп'Л0. ,  Ы механически по" 
приступал к реализации этих ИЯ' „е ниц несколько раз
систему основные правила  сил пар,Х Идеи; с та рая сь  привести в 
раз его подстере гала  неудача „ змов Аристотеля,  но всякий 
трудностями,  свя занн ыми С Понятие» с та лки вался  с  большими
рицаниями вы сказы в ан ий  (допопнш И пУСТ0Г0 множества  и от- 

х ei мнениями множеств^Таким образом, несмотря на пп^п
жество содерж ат ел ьных  р е з у л ь т а т  Д0ТВ0РН0СТЬ идей и множе-
ем, попытки Лейбница формализпГ, " <)1)0жде,нных их Раз»ити-
чились неудачей.  Большая часть Ь логикУ Аристотеля закон-
нубликованной до начала  XX rpwq РезУл ы а т о в  ос т а в а ла с ь  нео”
ственного влияния на работы дпу.-и И П0ЭТ0МУ не « к а з а л а  суще-
вании математической логики и топ, ма1ематиков ПРИ формиро-
XIX века ,  т. е. в течение еще почты ^ ИИ множеств- Д °  середины
рес к этому кр у гу  вопросов, НИКП11? Вух Веков’ несмотРя на инте-
продвинуться существенно д ал ы мо J13 “ атематиков  не удалось  f Л I  J Adj|hlUe Лейбница

Наиболее значительным un0 ,,,(uwolIfI „
ет признать результаты  английского мч ° М ° этои ®б л а 5ти следу- 
le George,  1 8 1 5 - 1 8 6 4 ) ,  который , ЧИтя Д ж ' БуЛЯ {
ной символической логики. Он В. Р„ 1 С03Дателем современ- 
раций объединения и перееечеИ  ° бозначения символами опе- 
(дизъюнкции и конъюнкции), ч " МН0Жеств и вы сказы вании  
В середине XIX века шотЛа„д ° ПРиАало гибкость его системе.  
(De M o r g a n  A u g u s t u s ,  1806~-Т87 п  Матема™ ком Д е Морганом 
шенствована:  он установил „е т, , » система Буля  была усовер-

'олько законы дистрибутивности,

Историческая-------------------------------- -------сп рав ка
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но и двойственности дл я  логических вы сказы ван ий ,  которые в 
теории множеств  потом получили н азвание законов Д е  Мо ргана .  
Позднее английским логиком Д.  Венном (Venn John,  1834— 
1923) была  разработа на  с п ец и ал ьн ая  н а гл я д н а я  графическая  
система ,  наш едшая применение в мат ематической логике  и тео­
рии множеств  под названием д и а г р а м м  Эйлера  — Венна.  О д н а ­
ко, большинство знаков  — символов,  которыми теперь пользует­
ся м а т ем ати ка :  U, ГК <=, \> было введено итальянским м а т е ­
матиком Д ж .  Пеано (P ea n o  Giuseppe ,  1858— 1932).

Потребности анализа  и уг лубленное изучение функций дей ­
ствительной переменной, которое интенсивно проводилось с сере ­
дины XVIII  века ,  положили начало разделу  мат ем ат ик и,  кото­
рый позже был назван теорией множеств .  Работы немецкого м а ­
т ем ати ка  Г. Кантора (C an to r  Georg ,  1845— 1918) о тригономет­
рических рядах  привели его к необходимости классификации 
некоторых «исключительных мно жес тв » ,  а эта з а д а ч а ,  в свою 
очередь — к созданию современной теории множеств .  Так  что 
Г. Кантор считается основоположником этого р аз дела  м а т е м а т и ­
ки, хотя история вопроса,  к а к  мы видели,  нисходит к философ­
ским школам Древней Греции. Ему при на длеж ит  такое  опреде­
ление:  «Под множеством понимается  объединение в одно общее 
объектов хорошо различимых нашей интуицией или мыслью».  
Оно почти не вы зв ало  критики современников,  но к а к  только к 
понятию множества  помимо основных теоретико-множественных 
операций (объединения,  пересечения и т. п.) стали присоединять­
ся вполне естественные понятия числа (элементов множес тва)  и 
величины (м но жества) ,  положение стало  существенно сложнее.  
Т ак  в течение трех лет  с 1784-го года Кантор пы тался  д о ка з а т ь  
невозможность ,  к а к  ему  казалось ,  взаимно однозначного соот­
ветствия  м е ж д у  множествам и R и R" при п >  1, пока к своему 
удивлению он не построил такое  соответствие.  «Я это вижу ,  но не 
верю в это,» — писал он Дедекинду .  К концу XIX века  в теории 
множеств  у ж е  набралось  несколько примеров па рад оксальны х  
множеств,  нарушавших принцип: «элемент ,  который опр еделяет ­
ся через совокупность элементов какого-либо множества ,  не мо­
же т  п р и н а д леж ать  этому ж е  мно жес тву» .  К таким п а р а д о к с а л ь ­
ным множествам  следовало бы отнести и «мн ожество  всех мно­
ж е ств » ,  которое должно бы было с о д ер ж а т ь  себя в качестве  
элемента .  Принципиальные противоречия возникали и при с р а в ­
нении множеств ,  состоящих из бесконечного числа элементов.  
Эти противоречия по существу  т а к  или иначе сводились к с л о ж ­
ным философским понятиям ак туальной и потенциальной бееко- 
нечноети.

Попытки многих мат ем атиков  конца X I X — на ча ла  XX веков 
совершенствовать  ак си омат ику  теории множеств  (Рас сел ,  Цер- 
мело, Френкель,  фон Нейман,  Гедель  и т. д. )  не увенчались  суще-
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§ 6. Операции на бинарных отношениях.

§ 1°. О т об р аж ен и я  (функции).

§ 8. Операции на отображениях.

Основные понятия: композиция бинарных отношений, от обра ­

жение, ф орм а , функционал, композиция отображений, обрати ­

мость отображения.

Необходимые сведения: множество, операции над множества­

ми, бинарные и n -арные отношения, область определения и об ­

ласть значений бинарного отношения, инверсия бинарного отно­

шения, натуральные числа (N ) ,  целые числа (Z ) ,  их свойства.

Рекомендации: если использовать книгу в лекционной работе, то рекоменду­

ется предварительное знакомство студента с содержанием (определениями) § 7°
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§ 6. ОПЕРАЦИИ НА БИНАРНЫХ ОТНОШЕНИЯХ

С двумя операциями на бинарных отношениях мы уже зн а ­

комились: это равенство бинарных отношений (опр. 5.6) и ин­

версия, или обращение бинарного отношения (опр. 5.7). Еще од­

на операция позволяет любым двум бинарным отношениям с о ­

поставлять некоторое третье бинарное отношение:

О п р е д е л е н и е  6.1. Композицией бинарных отношений 
RczX X ,Z  и S a Z y ^ Y  называется новое бинарное отношение, 
состоящее из всех пар (х, у ) таких, что для некоторого z кор­
теж (х, z ) e / ? ,  а кортеж (г, у )  eeS.

Обозначение: S °R .  (Читается: композиция | R \ и S).

def , ,
S °R  = { < х ,  y)\3z\( (x,  z ) s e R / \ ( z , у)  eS )| .

Композиция —  слово латинского происхождения: “cornposi- 

t io” означает составление, для обозначения этой же операции 

иногда используется термин суперпозиция (от латинского “su- 

perpositio” —  наложение).

Очевидно, что ix°ix =  ix= { (x , x)\Vх ^ Х ) .

Если бинарные отношения состоят из конечного числа эле­

ментов, то можно перечислить элементы их композиции.

П р и м е р  6.1. Найдем композиции бинарных отношений S°R: 

/? =  {< 1, 2 ) ,  (2, 4 ) ,  <3, 7)} и «S =  {< 1, 3 ) ,  <2, 5 ) ,  <2, 6) ,  <4, 9>}.

Для того, чтобы указать все элементы множества S°R, по­

ступим следующим образом : возьмем первый кортеж бинарного 

отношения R ( 1 , 2 ) ,  его второй элемент равен 2, в соответствии 

с определением композиции бинарных отношений будем искать 

среди кортежей бинарного отношения S такие, чтобы они начи­

нались с элемента 2. Таких пар две: <2, 5) и <2, 6 ) ,  это о зн ач а ­

ет, что S °y ?n ){ ( l ,  5 ) ,  <1, 6)}. Так же поступим с остальными 

кортежами отношения R: для <2, 4 )  найдется <?, ? ) e S ,  а для 

пары <3, 7) —  в S подходящего кортежа нет. Следовательно:

S°R =  { (  1, 5 ) ,  <1, 6 ) ,  <2, 9)}.

Аналогично находится композиция R°S\
R°S =  ?

В ы в о д .  Сравнивая  полученные композиции бинарных от-

ношений R°S и S°R, видим, что R°S ф  S°R, или, другими слова­

ми, композиция бинарных отношений некоммутативна.
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|Нсли S ° R = 0 ,  т. е. в результате композиции двух би н ар ­

ных отношений получается пустое множество, то говорят, что 

композиция данных бинарных отношений не определена. 
Так, можно сказать, что композиция S °S  предыдущего 

примера неопределена.

S2 =  S°S =  ?, но R2=R<>RJ={(\, 4 )} .

М ож н о  заметить, что композиция бинарных отношений S°R

определена тогда и только тогда, когда Im /?c=Dom ?=£= 0 , и не­

определена, если Im /<?q£Dom ?. ф

П р и м е р  6.2. Найдем композиции бинарных отношений: 

/ =  {<*, у)\{х, y } c z R ^y  =  x2}

g =  {(x , у) |{х, y}aR /\ y =  х+  1 }.

Чтобы определить g°f, для удобства рассуждений изменим 

обозначения, не меняя сути зависимостей:

f =  {(x, z)\{x, z)czR /\z =  х2}

g =  {(z , y)\{z, у} cz R /\ у =  z-\- 1}.

Из определения 6.1 следует, что композиция отношений g°f 
состоит из всех кортежей (х, у ) таких, что найдется z, что 

(х, z) е / ,  a (z, у) e g .  В отношении g: y — z-f-1, а для отноше­

ния / :  z =  x2. Откуда y =  z-\- 1 =  х2-{- 1 и

g ° /  =  {<*, У) \{х, y}czR /\у =  х2+\}.

Аналогично находится композиция бинарных отношений f°g  и 

декартовы степени отношений f2 — f°f и g2 =  g°g-
Так для определения композиции f°g  удобно опять пере- 

обозначить элементы кортежей бинарных отношений, учитывая 

гог порядок, в котором они берутся: сначала —  g, затем —  /:

g =  {(x, z) \{х, z}czR  Д 2 =  ?} и / =  {<2 , y)\{z, y}cz R /\ у =  ?}, 

тогда y =  z2 =  ?, и окончательно:

f°g — { (х, у) \{х, y}czR /\ у=  ? }.

Для /2 =  /° /  поступим аналогично:

/ =  {<*, £>|{х, г ) с / ? Д г = ? )  и f =  {(z, y)\{z, y } a R  /\У =  ?}, 

тогда y =  z2= ?, и окончательно:

f2 =  {(x, у)\{х, y } < ^ R A y =  ? }•
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З а д а н и е  6.1. Определите композиции бинарных отношений 
G°U  и U°G, если

U ~ { { х , у)  |студент х учится в группе у),

a G — {(у, г ) |группа у есть учебная группа института г}.

G°U =  {(х, z)\ студент х ?  ),

U°G =  ?

Композицию бинарных отношений, заданных на множест­

вах, состоящих из конечного числа элементов, удобно находить, 
используя графы.

З а д а н и е  6.2. Рассмотрите на графах  композиции бин ар ­
ных отношений (рис. 24, 25, 26):

1.

1

2

3

Р  Q Q o P

Рис. 24

Соединяя одинаковые элементы Im  Р  и Dom Q , получим но­

вые стрелки и соответствующие кортежи отношения Q°P:

Q°P  =  {(\, 5 ) ,  <1,6>, <2, 6> }.

Одно из свойств композиции бинарных отношений мы отме­

чали: некоммутативность, следующее —  ассоциативность ком­

позиции, к нему придется обращ аться  в том или ином к а ­

честве на протяжении всего курса.

Т е о р е м а  6.1. Для любых бинарных отношений R, S, 

Q имеет место: Q°(S°R) =  (Q°S)°R. ( Композиция бинарных от­

ношений ассоциативна).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отношения Q°(S°R)  и ( Q°S)°R 

определены, их равенство означает совпадение множеств 

Q °(S°R ) и (Q°S)°R , что доказывается по принципу двойного вклю­

чения.
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2.
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4 .  
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• 7

3.

L
Рис. 25

LoL = L2 =?

. 3

• 5

• 6 

. 9

М М
Рис. 26

М О м = м2 =?

Рассмотрим схему доказательства:

<Х, у )  6 e e ( Q ° S ) ° / ? o ( 3 z | (  <х, z)<=R/\ (z, у) (EiQ°S ) ) 0

<=>(3z|(<x, г ) е / ?  Д (3ы |( <z, u ) e S  Д  <ы, i / ) e Q ) ) ) ) ^  
<=>((3г Д  Зм)|( ( х ,  z ) ^ R f \ ( z ,  u ) e = S / \ ( u ,  y ) < = Q ) ) o  
- ф И ( Э г Д З и ) | ( (  <х, 2- > < = / ? Д < г ,  и ) е 5 ) Д ( и ,  ( / > 6 e Q ) ) ^  

- о - ( З и Д Э 2 )|( (<х,  z ) e e R / \ ( z , u ) < = S ) / \ ( u ,  y ) ( E E Q ) o

о ( ( З м | < н ,  у) <= (?) Д  (Зг| <х, z) <= R /\ (z, u ) e S ) ) ^ -

<=ИЗ«|<х, и) <^S°R) Д (< и ,  у) < ^ Q ) o  (х, у) eQ °(S °R ).

Предыдущее означает, что (х, у) ^ (Q °S )°R  тогда и только 

тогда, когда (х, г/> e Q ° (S ° / ? ) ,  т. е. по определению равенства би-
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парных отношений (5.3):

( Q °S )oR =Q °(S °R ) ( 6 ] )

и д оказана  ассоциативность композиции бинарных отнош онид □ 

З а д а ч а  6.1.2. Подумайте, как изменятся рассуждения  (до­

казательство), если S ° R = 0 ? Сохранится ли истинносТь р а _ 

венства (6.1)? Если Q o S = 0 ?  Постарайтесь провести до к а з а _ 

тельство.

Так как композиция бинарных отношений обладает свойст­

вом ассоциативности, то естественно определить степень би н ар ­

ных отношений при n e N :

R" =  R°Ro..oR  и R " =  R~ 'oR-l°...oR-'.

Положив R° =  i , получим Rm°R" =  Rm + n V {т , Z
Dom R J

Т е о р е м а  6.2. Если композиция бинарных отношенцц 

определена, то (S°R)~' =  R~ l°S '.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим выгекаЮ[цие 

из определений инверсии и композиции бинарных ° тнОщенид 

условия для элементов бинарных отношений:

(х, у) <^S°R <Ф-(Зг|( (х, z)<=R/\ (z, / / ) e S ) )

по определению jj инверсии ||

(у, x)e^{S°R) 1 <2 , x ) eeR 1 Д  <//, z ) e S  1 

Они позволяют увидеть идею и путь доказательства. |]уСТ

(У, х) ee(S°R) ' о  (х, y )esS°R

опр. б.? опп 5 ^
—^=>- (32| (  (х, 2> е Е / ? Д < 2 , у) e S ) )  

опр. 5.?
-<=>- ( 3 2 1( <2, x )(EzR Д  (у, 2> GES '))<=>■

o(3z\ ((y , 2 >geS  Д  <2 , x ) ^ R - ') ) 4 >

о  (у, х) е /?“ ‘oS 'V  

Таким образом , из предыдущего следует, что

V <//, х ) е ( 5 » / ? ) '

=>((У, x )ezR~ '°S  1 )Д (V (у, x )<=R-'°S  ')=>- (у, х) esfSo/^ ^

т. е. выполняются условия (5.3) равенства бинарных отноц|енид 

что и означает совпадение множеств: (S°R)~' =  R~'°S~\ _



З а д а ч а  6.1.1. Докажите, что для любых бинарных отноше­

нии R и S имеют место включения: Dom (S°R)cz Dom R и 

Ini {S°R)cz 1m S.

Д  о к а  з а т е л ь с т в  о.

1 . V x e D o m ( S ° t f ) ^ y ^ ( 3 * / | < x ,  (/) е З Д ) ^ -

==^==-4(3 у/\ 3 z)l(<x , z ) £ e R/\ (z , y )e S ) )= >
p

=>(3z\(x, z )< = R )^x < =  Dom R.
В силу произвольности j c e D o m ( S “ft) из этого следует, что 

I >ош (S°R)cz Dom R.

2. Im  (S°R) Dom (So/?) 1

=  Dom (R~'°S  ‘) c  Dom 1 5 ? 1m S. ■

I О п р е д е л е н и е  6.2. Диагональ декартова квадрата мно­
жества X называют тождественным бинарным отношением 
или тождеством на X.

В этом случае обычно используются обозначения: ех, ix 

или idx.

idx = { ( x ,  x)\Vxe=X}.

(г, id —  начальные буквы латинского слова “ identicus” тожде­

ственный, одинаковый).

З а д а н и е  6.3. Чтобы установить еще одно свойство би н ар ­

ных отношений, найдем композиции отношений примера 6. 1 : 

1. R =  {( 1, 2 ) ,  <2, 4 ) ,  <3, 7)}, R ' =  {<2, 1), <4, 2 ) ,  (7, 3)}.

R '°R =  ? ' =  ?

S =  {<3, 1), <2, 5 ) ,  <2, 6 ) ,  <4, 9)},

S ' = { < 1 ,  3 ) ,  <5, 2 ) ,  <6, 2 ) ,  <9, 4)}.

S '°S =  ? S°S  ' =  ?

Эти примеры позволяют высказать гипотезу, что имеет место 

следующее.

У т в е р ж д е н и е  6.1. R~'°R  =э i, и R°R~{ ZDi, для произволь­
ного бинарного отношения R.

def

Д о к а з а т е л ь с т в о .  R~' = { ( у ,  х ) | (х, y ) ^ R } .
1. Рассмотрим

R 'о R =  {(x, у) |(3z|( <х, z)eER/\ (z, у) е= R~'))}=> 

гэ{<х, х )  | х е  Dom R} =  i^ п.

{_____________
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V x ^ D o m / ?  3z ! (x ,  г )  е  R Д  (z,  x ) ^ R ~



Следовательно, R <oRZDi для любого бинарного отноше-
Dom R г

ния R.

2. Второе утверждение: RoR 1 э i можно доказать аналогично, но попро-,  ,  Irn R t
оуиге придумать более короткое доказательство, используя полученный резуль­

тат п. I. (см. утверждения 5.1, 5.2). ф  g  

З а д а ч а  6.1.3. Найдите для бинарного отношения задачи 

5.1.3: V =  {(x, у)\{х, y}cz N Д  Зх ^2 у }  композиции отношений:

I/о у~1 —  ? v~'°V =  ? V2 =  ?

60 _________ Операции на отношениях. Отображения

§ 7°. ОТОБРАЖЕНИЯ
В математике одно из важнейших понятий —  отображение 

или функция. „F unc t io ” —  латинское слово, которое в переводе 

означает исполнение, осуществление.

О п р е д е л е н и е  7.1. Бинарное отношение / называется 
отображением или функцией, если для всякого x e D o r n  / су­
ществует единственный у e l m  / такой, что (х, y ) ^ f .  Если 
fc zX X Y , то говорят об отображении из X в Y.

В этом случае отображение обозначается f:Xy-^Y.
Другими словами, чтобы отношение / было отображением из 

А' в Y, требуется выполнение условий:

1. Dorn / с Х .

2. V jt g  Dom /

3. Im fez Y.

<x, //,) e /  

<*. .V2) e /
-У\ =  У2- (7 .Г

Условие 2 может быть прочитано так: V i e D o m  / кортеж 

{х, у) е /  единствен.

Очевидно, что отношение fez X X  Y не является от ображ ени ­

ем, если нарушено второе из условий (7.1), т. е.

Т. 3 x e D o m  /
<*. У\)^1 \
/  \ f I = Уг- ( 7 -2)
<х, y2)<=f I

О п р е д е л е н и е  7.2. Областью определения отображе­
ния f из X в Y и множеством (областью ) его значений назы­
ваются область определения и, соответственно, область значе­
ний отношения f на множествах X и Y.

Обозначения этих областей: Dom / и соответственно 1 т / .

Наиболее содержательным и чаще употребляемым является 

не общее понятие отображения из множества в множество, а 

его частный случай: отображение множества в множество или 

функции на X с значениями в Y.

■ О п р е д е л е н и е  7.3. Если Dom  / =  X, то отображение /  из 
X в Y называется отображением X в Y.
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Обозначение: f:X-*~Y. Множество всех отображений X в 

) обычно обозначается М ар (X , Y). (От английского слова 

„ш ар ”, что означает отображение, карта).

Присоединяя это требование к (7.1), получим условие того, 

чп> бинарное отношение / является отображением X в Y.

1. D o m /  =  X.

2. V i e D o m  /

3. Im fczY.

|<*. Уi> 

О ,  у2) «

=/
У\=  У'1-

(7.3)

I О п р е д е л е н и е  7.4. Если Dom f e  R", то отображение ча­
сто называют функцией п переменных, если же lm  fez R 1, то 
говорят о форме или функционале на множестве Dom /.

1 1анример,

/ =  {<<*, у), Z)  | < Х ,  у) +

и

£  =  {<*, у)\(х, у) е  /?2 Д  // =  sin х}

функционалы, и в то же время —  функции: двух переменных 

и, соответственно, одной, а отображение, сопоставляющее любо­

му треугольнику его периметр, функционал, но не числовая фун­

кция, так как область его определения не является подмно­

жеством R".

З а д а н и е  7.1. Определим, какие из следующих бинарных 

отношений на множествах Х =  {а, b, с} и К =  {1, 2, 3, 4} являются 

отображениями? Отображениями А' в У?

Fi : 6 . Ft :

X  Y
Рис. 27

X  Y
Рис. 28

Построим графы этих отношений и постараемся выделить 

особенности тех из них, которые являются отображениями 

(рис. 27, 28, 29).

F, =  {<a, 1), (а, 2 ) ,  <а , 3 ) ,  <с, 4)}.



62 2. Операции на отношениях. Отображения

М ож н о  заметить, что ( (а, 1) е  F, Д  (а, 2) е  F,), но 1 ф  2, это 

означает, что F, ? не ? является отображением.

F2 =  {(a, 2 ) ,  <6, 1), <с, 3)}

отображение, так как нет неравных кортежей с одинаковыми 

первыми элементами, и

Dom /-’2 =  {а, b, с} =  Х, Im  F, =  {1, 2, 3}сгУ, 

следовательно, F2:X ^ Y .

F 3 =  { (a ,  2), (b, 2). <c, 4 )}  F 4 =  { ( a ,  2), (6, 1)}

• 1 . 1
а • а •

. 2 . 2
Ь . F , : ь .

. 3 . 3
с • с •

. 4 . 4

X Y X Y

? не /является  ? не ?является

о т о б р а ж е н и е м  о т о б р а ж е н и е м

Рис. 29

В ы в о д .  Г р аф  отношения на множествах А и У, состоящих из 

конечного числа элементов, есть граф отображения из X в Y, е с ­
ли ? ф 

и является графом отображения А в У, если ? ♦

П р и м е р  7.1. Бинарные отношения примера 5.5:

[ +  ] =  {<<*. //>. z)|{x, г/ г} с  R Д  г =  х +  /у} cz R2 X  R =  R\

[-] =  {<<Jc, У), г)\{х, у , 2 } cz R Д  г =  хг/}с R2X  R =  R

являются отображениями R ;—>-R, так как в силу свойств дейст­

вительных чисел их сумма и произведение определяются одно­

значно и не существует кортежей

<<*о- г/о>, z,> <=[ +  ] и <<х0, y0)'Z2)<=[ +  ] 

таких, чтобы 2 , ф г 2. Аналогично для отношения [•].
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Ссылаясь на этот факт и свойства таких простых операций

• действительными числами, мы будем через некоторое время 

утерж дать , например, что сложение и умножение матриц —  

гоже отображения , а потом введем еще и более сложные ото­

бражения.

Очевидно утверждение.

У т в е р ж д е н и е  7.1. Для любого множества X тождествен­
нос отношение ix =  {(x, есть отображение.

I О п р е д е л е н и е  7.5. Сужением отображения / :  X—уУ на 
подмножество X 'czX  называется такое сужение /|г  отноше­
нии /, что Dom  f\x, =  X '.

Ясно, что если / — отображение X в Y, то условие (7.3.2) 

|мннственности кортежа (х, y ) ^ f  с произвольным фиксирован ­

ным х ^ Х  сохраняется для любых кортежей f\x., a Dom f\х,—Х ', 
и м самым доказано следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  7.2. Для любого отображения f:X-yY его 
I чтение f\x-:X'—yY есть отображение.

Гак в задании 7.1 отображение /74 =  {<а, 2 ) ,  (b, 1)} есть су ­

жение отображения Р2 =  {(а, 2 ) ,  (b, 1 ) ,  (с, 3 )}  на множество

П р и м е р  7.2. В примере 4.3, по существу, вводилось и би­

нарное отношение на множествах всех точек плоскости П и всех 

упорядоченных пар действительных чисел R2 сопоставлением 

ючке ее координат относительно некоторой заданной системы 
координат:

( Для наглядности будем считать заданную на плоскости систему 

координат прямоугольной декартовой) (рис. 30).

Это отношение есть отображение р : П —>-R2. Д окаж ем  это, по­

казав выполнимость всех условий определения 7.3.

1. Dom р =  П, так как для любой точки плоскости проводима 

конструкция примера 4.3 и определены ее координаты.
2 . р —  отображение.

V' ={?, ?}сzX  =  {a, Ь, с}.

р =  {(М, <х, у ))\ х = т у{](ОХ), у =  mx(](OY)}cz П X  R2-

Y

Таким образом , сопоставление

ючке плоскости ее координат

однозначно и является от об раж е ­

нием : П—► R2. Естественно, ана-

3. Очевидно, что lm / ? c z R 2. х

ту О X

Рис. 30
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логичное утверждение имеет место для точек пространства, 

только областью значений соответствующего отображения явля­

ется R 1. ■ 

З а д а ч а  7.1.2. Является ли бинарное отношение задачи 

5.1.2 W =  { (х, у)\{х, у}a  Z Д  х делит у} отображением? Почему?

Указание. Выпишите сначала несколько кортежей отношения W , например, 

с х =  2, и проверьте выполнимость условия (7.1).

Следовательно, отношение делимости W ? не ? является от об ра ­

жением.

З а д а н и е  7.2. Определим, является ли отношение Т, соп о ­

ставляющее каждому треугольнику вписанную в него о к р у ж ­

ность, отображением множества А всех треугольников (плоско­

сти) в множество В  всех окружностей (плоскости)? Почему?

1. Dom 7' =  ?

2. Второе условие, по существу, требует ответа на вопрос —  

единственна ли окружность, вписываемая в треугольник? ф

Следовательно, Т — ? не ? является отображением А—>-0.

Является ли отношение О , сопоставляющее каждой ок ру ж н о ­

сти описанный вокруг нее треугольник, отображением множест­

ва в  всех окружностей (плоскости) в множество А всех треуголь­

ников (плоскости)? Почему?

П режде чем решать эту задачу, отметим, что 0  =  Т~', т. е .би ­

нарное отношение О является инверсией

2. Условие требует ответа на вопрос —  единствен ли тре-

Следовательно, О —  ? не ? является отображением В-*-Л.

О  п р е д е л е н и е 7. 6. Для (х, у) е /  отображения 
второй элемент у кортежа называют образом его первого 
элемента х, а первый элемент кортежа х —  прообразом вто­
рого элемента у.

Обозначения: у =  [(х) и, соответственно, x =  f~' (у), или 

/': х ^у .
Рассмотрев  графы отображений F\, F3 и F4 задания 7.1, 

можно сделать следующий вывод.

В ы в о д .  П ро об ра з ов  у элемента может быть несколько, 

а о б р а з  всегда единствен в силу единственности в отображении 

кортежа с данным первым элементом.

3. Im  Т =  В.

1. Dom О =  Im 7 = В .

угольник, описанный около окружности?

3. Im 0  =  Dom 7" =  А.

♦



I 1Объединение всех, прообразов элемента при данном ото­
бражении иногда называют его полным прообразом.

М ож но  говорить об образе  подмножества области определе­

ния и п рообразе (п ол ном  образе )  подмножества области значе­

ния отображения:

Hof
О б р а з  D —  / (D) = { / ( x ) . ( e D c  Dom /}, 

п рообраз  С —  / 1 (С )  = { / “ 1 (</)| г / е Ccz Im  /}.

Полезно знать некоторые соотношения для об разов  подмно­

жеств области определения и п рообразов  подмножеств области 

шачения отображений. Доказательства следующих утверждений 

не составляют большого труда.

Л е м м а  7.1. Если f:X^~Y, то для любых подмножеств 
I 1, Н }аХ  имеет место: f (A U B) =  f (A )(J/ (В), но

f (Af\B)czf (A)()f (В), f(A)\f(B)czf(A\B).

[■ели к тому же AczB, то f(A )czf(B ).
Л е м м а  7.2. Если f :X —>~Y, то для любых подмножеств 

|С, D } d т /  имеет место: / ~ ‘ (C\JD) =  f~' (С ) и
I '(C)\ f-'(D) =  f-'(C\D), но f '(C [)D )czf ' (D).

Если к тому же C c ^ D ,  то /  1 (C)czf '(D ).
З а д а ч а  7.1.1. Докажите равенство / (A U В) =  / (А ) U / (В )  

для любых подмножеств области определения отображения /.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть y ^ f  (A\JB)o(y =  f (х)\х<=(А{}В))о 
<>(y =  f(x)\ (xi=?\ /x<^?))o(y =  f(x)\xeE?)\/(y =  f(x)\ x<^?)o

o ( y  =  f(A )\ /y f= f(B ))X ye f(A )\ }f(B ).

f(A U B )± f(A )[} f(B ). Ш

З а д а ч а  7.1.3. Если равенство / (А П B) =  f (А ) П / (В) (см. 

лемму 7.1.) верно не для всякого отображения /, постарайтесь 

определить условия, которые надо потребовать от /, чтобы р а ­

венство было истинно для любых подмножеств Dom /.

З а д а ч а  7.2.2. Найдите все отображения из 

множества Л = { 1 ,  2, 4} в множество В — {а, b} и 

все отображения А в В. Сколько всего бинарных 1 • 

отношений и сколько из них отображений А в В? • а

Сравните с результатами задания 5.1. ’
Указание. Так как всякое отображение / из А в В  есть иод- • Ь

множество А \  В, причем множества А и В  конечны, а значит, 3 • 

конечно и множество А X  В  (оно состоит из ? элементов), то, во- 

первых, можно просто сосчитать (выписать) все его подмноже- 

стна и таким образом  определить число бинарных отношений 

на А и В, во-вторых, отобрать те из них, которые являются ото- В
бражениями. Последнее удобно делать, используя графы (о с о ­

бенности графов отображений). Используйте рис. 31. Рис. 31

§ 7. Отображения  0 ^

3 I!. Т. Петрова
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З а д а ч а  7.2.3. Сколько существует отображений А в В, 
если п(А) =  р, a n (B ) =  q. (Например , А = { а и а2, ..., аЛ,
В = {Ь„ ь2, ..., ь„})?

§ 8. ОПЕРАЦИИ НА ОТОБРАЖЕНИЯХ
Так как всякое отображение есть отношение, го вполне есте­

ственно рассматривать их равенства, композиции и инверсии, 

как равенства, композиции и инверсии отношений. Однако, 

как мы знаем, не всякое отношение есть отображение, и поэ­

тому эти операции на отображениях имеют свои особенности, 

изучением их мы и займемся.

I Конечно, естественно считать отображения равными или

совпадающими, если они равны как отношения.

Обозначение: f =  g.
П о существу, при равенстве двух отображений, как и при 

равенстве отношений и множеств, речь идет о различных сп осо ­

бах задания одного и того же множества.

Например , если А —  множество всех треугольников некото­

рой плоскости, а й —  множество всех ее окружностей, то бинар ­

ное отношение Т задания 7.2, сопоставляющее каждому тре­

угольнику вписанную в него окружность, является от ображ ени ­

ем. Отображением является и отношение, сопоставляющее в ся ­

кому треугольнику плоскости окружность с центром в точке 

пересечения биссектрис его внутренних углов и радиусом 

r =  S /p  (где S —  площадь треугольника, а р —  его полупери- 

мегр). В силу известной теоремы о радиусе вписанной ок руж н о ­

сти равенство таких отображений очевидно.

Заметим, что и в общем случае из равенства отображений 

f =  g немедленно следует совпадение множеств:

D o m / = D o m g  и I m / = I m g ,

и более того: f(x ) =  g (x )  для любого x e D o m / = D o m  g. О че ­

видно и обратное: если D o m / = D o m g  и f(x ) =  g (x ) для всех 

х б Е П о т / ,  то f =  g.
Удобна символическая запись этого результата:

f — g -<=>-(( Dom / =  Dom  g)/\( V x e D o m  f=> f (x) =  g (x))). (8.1)

Полезно выделить признаки неравенства отображений —  

нарушение хотя бы одного из двух предыдущих условий, а 

именно:

/ ^ g ^ ( ( D o m  / Ф  Dom g)\y (3x\f ( х )Ф g (х))). (8.2)

Как мы уже отмечали, в математике существенно чаще при­

ходится пользоваться отображениями множества в множество,



§ 8. Операции на отображениях 67
поэтому предметом нашего изучения сейчас будут именно такие 

от б р аж ен и я .
П остараемся  установить, является ли композиция двух ото­

бражений отображением.

Рассмотрим композицию отображений f:X-+Y и g:Y->-Z 
(как композицию бинарных отношений) и выясним, является ли 

она отображением.

1. В задаче 6.1.1 мы определили, что

Dom g °/ c D o m  /, a Im g °/ c : Im g ,

однако, в нашем случае Dom f = X и I m g c r Z ,  следовательно, 

как отношение, композиция g°fczXXZ . Таким образом , выпол­

нимость для g°f условия 3 определения отображения уста­

новлена: Im  gofczZ, a D o m g o / c A ’.

2. Д окаж ем , что D o m g ° /  =  X, т. е. для g°f выполняется 

условие 1 . определения отображения .

По определению композиции бинарных отношений / и g:

gof =  {(x, z) | (3 yeEY\((x, 0>€=/Л<у , z) eEg)}czXXZ.

о 11p. 5.? для /
Нозьмем

V
V . v e X  =  Dom / = “(Э//ЕЕ Y j <x, y) <ee/), HO

l ) o m g = y ,  следовательно, и для указанного выше у найдется 

• /  такой, что {у, z ) ^ g .
В совокупности это означает, что

?
( V j c e A  3z<=Z\(x, 2 ) e ? ° / ) = ^ x e D o m  g»/.

-)то в силу произвольности элемента х е Х  влечет включение 

V с :  Dom g°f, а в конечном счете, учитывая установленное выше 

Dom g ° fc z X —  совпадение этих множеств.

3. Проверим выполнимость условия 7.1.2. для отноше­

ния g°f , т. е.

<Х, 2| > G g ° /

<х, z2)<=g°f
=z,>.

/ и g —  отображения, это означает, что

<*, У\>е /

V i / e  Y

{х, y2)(=f

(У,

<У.

'У\=У 2

-z,=z<>

(8.н

(8.
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Возьмем (х, z , )  и (х, z 2) e g » /  с произвольным х е !

V<х, z , )  е £ ° / = М Э г / 1(ЕЕ У|(<х, //,) е / Д  <//,, z2) E g ) ) '

( 7 . ? ) : / — отображение ||?

V<x, z , )  e g » /  =^(3«/2«= У|( <х, /у2> е / Д  <//■„ z , ) e g ) )

Обозначим У\— У2 — У-

' (У,  Z ,  > <EEg

=>- [ V x e X  3//ge У| <х, //> е / Д ?[| l = ^ z , = z 2.

<*/. г ,)

Итак, с данным х кортеж (х, z ) ^ g ° f  единствен. Это о зн а ­

чает, что g ° j —  отображение, и g°f: Dom g°f—<~Z. Ш
Тем самым доказана  теорема.

Т е о р е м а  8.1. Композиция отображений / :  Х—>~ У, и 
g: Y ^ Z  есть отображение g°f:X-+Z.

В этом случае говорят еще, что множество отображений 

замкнуто относительно операции композиции отношений, а тео­

рема делает корректным определение композиции от об ра ­

жений.

I О п р е д е л е н и е  8.2. Композицией отображений g°f на­
зывается отображение, являющееся композицией отноше­
ний gof.

Напомним, что композиция отображений g°f , как отноше­

ний, определена только в том случае, если I m / c z D o m g .

Композицию отображений удобно представлять схемой 

(рис. 32).

Таким образом , по определению, о б р а з  произвольного эле­

мента при композиции отображений определяется как:

( £ ° / ) ( * ) = ( £ ( / U ) ) ) .  (8.3)

З а д а н и е  8.1. Для отображений / и g примера (i.2: /:R->-R 
и g:R->-R, где

/ =  {<*. у) IU  y}<^RAy  =  x2}, g =  {(x. У)\{х, y}czR/\y =  x+\}, 

рассмотрите композиции отображений и постройте их графики:

1. £ ° /  =  {<х, у) |{х, //} с  R Д  г/ =  х2 -(- 1}.

2- f°g =  {(x, у) |{х, y}aR /\ y =  x2 +  2x+  1 }.

Они наглядно показывают, что композиция отображений, 

как и композиция бинарных отношений ? не ? коммутативна.
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|Еели / и g числовые функции, в частности:

{ D o i n / X l r n / ,  Dom g X  Im  g}cz R2,

го их композицию обычно называют сложной функцией.
Т е о р е м а  8.2. Композиция отображений обладает свойст­

вом ассоциативности, т. е. для любых отображений /, g, h:

h°(g°f) =  (h°g)°f ■ (8.4)

lie д о к а з а т е л ь с т в о  следует из свойства композиции 

гитарных отношений (теорема 6.?). 4
Таким образом , можно сделать вывод, что эти свойства ком­

позиции отображений (теоремы 8.1 и 8.2 ) в точности повторяют

■ нойства бинарных отношений.

Теперь вполне естествен вопрос —  каковы свойства инверсии 

отображения (как  отношения) и является ли она для произволь­

ного отображения тоже отображением.

Заданием 7.2 выше установлено, что бинарное отношение, с о ­

поставляющее треугольнику вписанную в него окружность, есть 

отображение (7’ :А-^в), тогда как его инверсия —  0 = Т ~ '  ото­

бражением не является. Этот пример отвечает на предыдущий 

вопрос и показывает, что инверсия отображения , вообще говоря, 

может не быть отображением, или множество отображений не 

(амкнуто относительно инверсии отношений. Это влечет необхо­

димость следующего определения:

О п р е д е л е н и е  8.3. Инверсия /~ ' отображения / :  X-*-Y, 
как отношения, называется обратным отображением к j, если 
/ ' есть отображение. В этом случае отображение / называют 
обратимым
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F3 : Ь
а

С •
. 3 

. 4

? не ?обратимо ? не ?обр атимо

Рис. 33

? не ?обратимо

З а д а н и е  8.2. Какие из отображений задания 7.1 / ' s, F4 
обратимы? Каковы особенности их графов? (рис. 33).

Укажите признак граф а  обратимого отображения мно­

жества, состоящего из конечного числа элементов, в множество, 

также состоящее из конечного числа элементов. ф

Условие, что отношение / 1 должно быть отображением су ­

щественно: если инверсия отношения определена всегда, то д а ­

леко не всякое отображение, как мы видели, обратимо, для его 

обратимости надо требовать, чтобы эго обратное отношение 

удовлетворяло условиям (7.1), в частности:

<//, х,>€Е/ 1 

(у, х , ) е е /  1
- X, =  Х.>,

или

V t / e l m  /
<*i> / / ) е /  

<Х2, //><=/
Х ,=Х ,.

(8.5)

(8.6 )

Очевидно, что, если имеет место (8.6), то и истинно (8.5). Это 

означает, что установлено следующее.

У т в е р ж д е н и е  8.1. Отображение /  обратимо тогда и 
только тогда, когда для любого у e l m  / существует только 
единственный кортеж <х, «ли всякий i / e l m  / имеет
единственный прообраз.

З а д а ч а  8.1.1. Определите, обратимы ли отображения (функ­

ции) /, и /2.

1. / , :  R—>-R, где /, =  {<х, //> I{.г, г/}е R A  г/ =  х !}.

Для решения задачи, очевидно, следует проверить выполни­

мость условия (8.6):

Пусть <Х|, y)<=f\ Oy =  X'\ 

<х,„ y ) ^ f l o y  =  4
X ■■ Хг <=> х',! - ■ х'о =  0 -
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Рис. 34

Следовательно, отображение /, ? не Робратимо.

2. / : R ^ R  где /, =  {<*, у)\{х, у} a  R Д  // =  .г}.

Так же проверим выполнимость условия (8.6 ):

Пусть (.V,, у) EEf.2O y  =  X]\

9 I ▼
<х„ у> e f , o y  =  x , )

Следовательно, отображение /2 ? не Робратимо.

3. Сравните графики этих функций, укажите в чем проявля­

ются на графиках их особенности, как обратимого и необратимо­

го отображений (рис. 34).

Совершенно очевидны следствия.

С л е д с т в и е  8.1. Тождественное отображение ix =  {(x, х)\х<=Х} 
обратимо.

С л е д с т в и е  8.2. Если отображение f:X~>-Y обратимо, то 
Irn / =  Dom  / Dom / =  Im / \ f  Im /-► X .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По утверждению 5.2 I m /  =  D o m /_1 и

l ) o m / = I m /  ', следовательно, остается показать выполнимость 

условия 2 определения 7.3. Сделайте это самостоятельно. ф

Указание: см. утверждение 8.1.

З а д а ч а  8.2.1. Для обратимого отображения /, задачи

8. 1.1 укажите обратное.

/ , :R - ^R ,  где / , = { < * ,  у)\{х, у } а  R Д  г/ =  лл}.

/ Г '= { < * •  У)\{х, y}czR/\y =  ?}.

Е г о  график на рис. 3 5 .
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В ы в о д .  Графики обратимых функций R + R строго монотон­

ны, причем графики / и / " '  симметричны относительно биссект­

рисы первого и третьего координатных углов.

Так как по утверждению 5.1 для любого бинарного отноше­

ния ( / — 1) 1 =  /, а условия (8.5) и (8.6 ), очевидно, выполнимы од­

новременно, то имеет место следующее.

С л е д с т в и е  8.3. Если / : Х—>Y обратимо, то /~ ' гоже обра­
тим!), и (j ') ' = / .

Укажем еще некоторые свойства композиции и обратимых 

отображений, которые важны в дальнейшем (особенно в таких 

вопросах  курса , как преобразования множеств и теория групп): 

С л е д с т в и е  8.4. Если / : Х—*-У обратимо, то f~ ,°f =  ix и

M ~ l =  i ■' ' 1гг. /
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По утверждению 6.?. и

f°f~ z i i  так что достаточно доказать обратные к данным
I m / 1

включения, чтобы можно было воспользоваться принципом двой­
ного включения.

1. Д окаж ем , что f~ '°fcz ix. Пусть

<х, 2>е= / 1 °/ =>(Зг/<=Е Im  /|( <х, y)<=f/\ (y, z>e= /- ') ) ,

по утверждению 8.1 кортеж (х, у) е /  с данным у единствен, зн а ­

чит, из того, что (у, z )<= j \ а (х, у) е /  следует, что 2 =  ?, а 

отображение / 1 °/ содержит только кортежи вида (х, х ) ,  где 

x e D o i n  / = А ' ,  т. е. / 1 °/ =  /Л =  { < х, х)\х^Х}.

2. Второе включение / ° /~ ‘ с:г установите самостоятельно,
о lm I

подумайте, как это можно сделать, не повторяя предыдущих 
рассуждений. ’ ф

Указание. С,м. утнерждения <>. 1 и 5.1. И
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Т е о р е м а  8.3. Если отображения / :  X-+Y и g : Y ^ Z  

обратимы, то обратима их композиция g°f, причем 

(И"1) '■ Im ( g ° f ) ^  X и

( g ° f r '= f - '° g  '• («-7)

З а д а ч а  8.1.3— 8.1.2. Д окажите теорему 8.3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Указание. См. задача 6.1.1, теорема 6.2, утверждение 8.1, следствие 8.2.

1. g — обратимо = ^ Ы ^ - (У ,г е  Irn g З г / е  Y\ (у, z ) e g ) j

/ —  обратимо Im  / Зх^Х\ (х, y)<=f) j
причем такие у и z единственны.

Из этого следует, что для всякого z e l m ( g = / )  единствен 

- I, следовательно отображение g°f —  обратимо. ф

2. g°f —  обратимо (g°f)~ ':Z-+X.

. теор. 6.? „ . .

(g°f) ' ---- /  °g • ■

З а д а ч а  8.2.2— 8.2.3. Докажите, что для любого обратимого 

отображения / и любых подмножеств {С, D j c z l m /  имеет место 

равенство: f~ (C(]D) =  f ~ 1 ( С )П / ' (D).
Указание. См. лемма 7.2, задача 7.1.3.

Отметим еще, что для сужений отображения / :  X—>~Y на 

подмножества X имеет место

У т в е р ж д е н и е  8.2. Для любого отображения / :  X—>~Y и 
подмножеств X id  X' id X" равны сужения {f\x')\x" — f\xj-

ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Я тут недавно разработал очень 

любопытный удар лапой эн в направ­
лении икс.

Е. Шварц. «Дракон»

Понятия бинарного отношения, его инверсии и композиции 

бинарных отношений по существу являются обобщениями анало­

гичных операций с отображениями, а отображение в свою оче­

редь обобщает понятие числовой функции —  при отображении 

существен не только характер элементов множеств, но закон, 

правило, по которому каждому из них сопоставляется какой-ли­

бо элемент того же самого или другого множества. Как и почти 

все основные понятия математики, понятие отображения претер­

пело довольно длительную эволюцию и только к концу X IX  века 

приобрело современное содержание.
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М ож н о  с уверенностью утверждать, что математики древнего 

мира, включая и его эллинистический период, не осознавали 

функциональной зависимости в тех закономерностях, которые 

они открывали, хотя еще в Древнем Египте были известны точ­

ные формулы для вычислений площадей и объемов основных 

геометрических фигур (треугольников, параллелограммов, т р а ­

пеций и, соответственно, пирамид, призм и т. д.), а идею зависи ­

мости от значений слагаемых можно заметить даже при вычис­

лениях простейших числовых сумм. Круг интересов математиков 

того времени был ограничен исключительно статичными зад ач а ­

ми: числовыми величинами, пространственными формами и их 

численными характеристиками.

Однако необходимо было ввести в математику некоторые но­

вые, можно сказать, кинематические идеи, чтобы осознать по­

добные количественные зависимости между величинами, и сде­

лать их предметом изучения. Это и происходит в начале X V I I  ве­

ка, когда изменения в самом характере знания —  эволюция от 

созерцательного к естественно-испытательному привели к появ­

лению в науке таких исследователей, как Р. Декарт  (Decartes 

Rene, 1596— 1656), П. Ф ерм а (Ferm at Pierre, 1601— 1665), 

И. Ньютон (Newton Isaac, 1643— 1723), Г. Лейбниц, Я. Бернулли 

(Bernu l l i  Jacob , 1654— 1705), Д. Бернулли (Bernu l l i  Danie l,  

1700— 1782), Л . Эйлер (Euler Leonard, 1707— 1783), Ж .  Б. Фурье 

(Fourier Jean  Baptist Josepf, 1768— 1830) и П. Г. Дирихле (Dirich- 

let Peter Gustav  Lejene, 1805— 1859). Их работы в различных 

областях оптики, механики и физики не только принесли им з а ­

служенную славу, но и определили направления развития этих 

наук на долгие годы.

В исследовании французского математика Г1. Ферм а «Введе­

ние в изучение плоских и телесных мест» встречается: «Всякий 

раз , когда в заключительном уравнении имеются две неизвест­

ные величины, налицо имеется место». Под «местом» Ф ерм а  по­

нимал линию, и таким образом , в этой работе шла речь по сущ е­

ству о графическом задании функциональной зависимости. И зу ­

чением линий по их уравнениям занимался и другой знаменитый 

французский математик Р. Декарт, в его «Геометрии», изданной 

в 1637 г., уже достаточно ясно указывалось на взаимную зависи ­

мость переменных величин геометрического истолкования, з а ­

данных аналитически. (Декарт  заложил основы аналитической 

геометрии, введя систему координат и изучение линий по их 

уравнениям, ему же принадлежат многие из современных о б о ­

значений: а, Ь, с —  для коэффициентов уравнений, х, у —  для 

переменных, х2, х'! —  для степеней). По работам в области 

дифференциального и интегрального исчисления другого м а ­

тематика X V I I  в.—  англичанина И. Б а р р оу  (Barrow  Isaac, 

1630— 1677) можно заметить, что тот уже вполне осознавал функ-
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щижальную зависимость между двумя переменными. Однако, 

к.Iк и великий И. Н ьютон ,он  представлял подобные зависимости 

прежде всего геометрически или, скорее, в некоторой механисти­

ческой интерпретации, т. е. экспериментально и интуитивно.

Собственно термин «функция» (от позднелатинского —  func- 

Ij<> исполнение, осуществление) был введен Г. Лейбницем в 

работах по дифференциальному исчислению, хотя под функцией 

mi понимал нечто отличное от общепринятого в настоящее время 

шачения этого термина —  различные отрезки, связанные с кри­

ном, в частности, абсциссы и ординаты ее точек. Видимо, то по­

нятие функции, от которого произошло ее современное определе­

ние, было введено к концу X V I I I  века французскими математи­

ками Н. Кондорсе (Condorset M ar ie  Jean  Anto in  Nicolas de Cari- 

lat, 1743— 1794) и С. Л ак ру а  (Lacro ix  Silvestr Francois , 1765—  

1843) независимо друг от друга. Историки математики до сих 

пор не имеют единого мнения, кому из них принадлежит это пер­

венство. Интересно, что оба они, вообще говоря, полагали необя­

зательным задание функции аналитически (формулой). Однако, 

большинство даже  крупных математиков X V I I I  века не придава­

ли этому значения и не осознавали различия между функцией 

и ее аналитическим заданием. Это послужило основанием для 

критики Л . Эйлером решения знаменитой задачи о колебании 

струны, которое предложил Д. Бернулли в 1753 году.

Эйлер считал, что функция —  эго произвольно начертанная 

кривая, а последователи Д ’Аламбера ( D ’A lembert Jean  Le Rond, 

1717— 1783), к которым относился и Д. Бернулли,—  что суть 

функциональной зависимости в ее аналитическом выражении. 

Получив решение некоторого дифференциального уравнения в 

виде тригонометрического ряда, он предположил, что и любая 

функция (непрерывная) должна быть разложим а в подобный 

ряд. Гипотеза о представлении любой непрерывной функции 

аналитическим выражением, развитая в работах французских 

математиков С. Л ак ру а  и Ж- П. Фурье , была подтверждена в 

1885 году выдающимся немецким математиком К. Вейерштрас- 

сом (WeierstraB Karl Theodor W i lhe lm , 1815— 1897). Более того, 

в 1940 г. русский математик Д. Е. Меньшов (1892— 1983) дока ­

зал, что для действительных функций действительного аргумен­

та в разумном, но достаточно широком смысле (для измеримых и 

почти всюду конечных функций), такие два подхода к функции, 

как к геометрическому соответствию и как к аналитическому вы­

ражению  эквивалентны.

Дискуссия по сущности понятия функции привела к тому, что 

к началу X IX  века более употребляемым стало ее определение 

без требования аналитического задания, что позволило П. Д и ­

рихле в 1837 году сформулировать его знаменитое определение 

числовой функции, принимаемое до сих пор: «у есть функция пе­
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ременного х, определенная на отрезке ( а ^ х ^ Ь ) ,  если всякому 
значению переменного х, содержащ емуся  в этом отрезке, соот­

ветствует вполне определенная величина переменного у , причем 

совершенно неважно, каким именно способом установлено это 

соответствие». А крупнейший русский математик Н. И. Л обачев ­

ский (1792— 1856), знакомый с трудами Л ак ру а ,  еще в 1834 году 

пользовался понятием функции, весьма близким к определению 

Дирихле, ставшим столь широко известным позднее.

Долгое время понятие функции Дирихле считалось столь с о ­

вершенным и точным, что недопустима была и мысль о в озм ож ­

ности ее критики. И только после довольно длительного изучения 

функций с различными специальными свойствами стала насущ ­

ной необходимость большей ясности пункта определения функ­

ции: «...причем совершенно неважно, каким именно способом 

установлено данное соответствие». Сначала шведский матема­

тик Т. Броден (Broden Torsten, 1857— ?) указал в 1897 году при­

мер функции на отрезке, составленной из разнородных и незави­

симых между собой кривых, к аж дая  из которых определена на 

одном из отрезков его бесконечного разбиения на отрезки мень­

шей длины. Такое бесконечное множество кривых, по его мне­

нию, не только невозможно задать аналитически, но в силу своей 

природы не может быть изучено. В процессе развернувшейся дис­

куссии, в которой основное участие приняли математики ф р а н ­

цузской школы, Р. Бэром (B a ir  Rene Louis, 1874— 1932) была 

указана необходимость, по его мнению, описания закона соответ­

ствия всякому х числа у (х). Ж .  А дам ар  (H adam ard  Jacques S a ­

lomon, 1865— 1963), полемизируя с Ф. Борелем (Borel Felix Edou ­

ard, 1871 — 1956), утверждал, что подобное ограничение, во-пер- 

вых, сильно напоминает требование аналитичности задаваемой 

функции, что необязательно, во-вторых, по существу сужает  о б ­

ласть применения теории функции, например, в теории газов, 

где она уже показала свою эффективность. Работы Бэра ,  Лебега 

и А д ам ара  по теории функций оказались очень плодотворными, 

но вместе с тем чрезвычайно запутали вопрос с самим понятием 

функции, в котором математическая «зависимость» или «незави­

симость» переменных в конечном счете оказалась  связанной с 

обсуждением одного из положений теории множеств, известного 

в математике под названием принципа произвольного выбора 

или аксиомы Цермелло (немецкий математик, Zermello  Ernst, 

1871 — 1953), который сформулировал  ее в 1904 году: Пусть дано 

множество состоящее из попарно непересекающихся мно­

жеств Ма, тогда существует множество М, каждый элемент 

которого принадлежит некоторому Л4а, причем М[\Ма =  т-а
Основные противоречия в понятии функции находятся в до­

вольно специализированных разделах математики и ее приложе-
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мни Бэр писал: «Для нашего ума все приводится к конечному». 

Ми н тех ее областях, где вполне непротиворечиво определение 

Дирихле, теория функций оказалась  необычайно интересной и 

плодотворной, разреш ив к тому же множество задач прикладной 

M.I тематики, физики, механики и т. д., породив целые разделы 

и их наук (дифференциальное и интегральное исчисление, диф ­

ференциальную геометрию, теорию функций комплексного пере­

менного, теорию функциональных рядов, рядов Фурье и многие 

другие). А начиная с немецкого ученого В. Дедекинда (Dedecind 

Inlins W ilhe lm  R ichard , 1831 —  1916), наряду с дискуссией вокруг

I лмого понятия функции в работах  различных математиков кон- 

н,| X IX  —  начала X X  веков, происходит постепенное обобщение 

п о  на нечисловые множества (собственно указания на в озм ож ­

ность таких обобщений отмечены еще в работах  С. Л ак ру а  и

II Кондорсе), а с середины XX века закрепляется традиционная 

пине терминология в этой области.
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П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я

§ 9. Инъективные и еюръективные отображения .

§ 10. Биективные отображения .

§ 11. Некоторые примеры биективных отображений.

П реоб р аз ов ан ия .

§ 12*.Конечные и счетные множества.

Основные понятия: иньективность, сюрьективность и биектив- 

ность отношения и отображения, преобразование множества, 

подстановка, симметрическая группа, мощность множества, р а в ­

номощные множества; виды множеств: конечные, бесконечные, 

счетные, счетнобесконечные, несчетные.

Необходимые сведения: множество, бинарные и «-арные от­

ношения, область определения и область значений бинарного 

отображения , об р а з  и п рообраз  элемента и множества, операции 

на отображениях, обратимое отображение, сужение от об раж е ­

ния, аффинная система координат на плоскости, аффинные ко­

ординаты точки на плоскости, натуральные числа (N ), целые 

числа (Z).

Рекомендации: при изучении темы материал § 12* (за  исключением опреде­
лений) можно опустить.
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§ 9. С Ю РЪ ЕК Т И В Н Ы Е  И И Н Ъ ЕКТ И ВН Ы Е  
ОТОБРАЖЕНИЯ

Два специальных вида бинарных отношений представляют 

особый интерес, первое из них —  сюръекгивное или сюръекция, 

это название происходит от французского слова surjection —  

наложение, «sur»  означает «на».

( О п р е д е л е н и е  9.1. Бинарное отношение /  сз X X  У назы­
вается сюръективным, если для любого y ^ Y  существует 
х ^ Х  такой, что {х, y ) a f ,  т. е. Im  f — Y.

Символическая запись этих условий:

1. Dom f a X, (9.1)

sur: 2. Im / =  Y.

Последнее условие может быть сформулировано иначе 

(см. определение 5.4):

sur: 2'. У / / е У  З х е А |  (х, y ) a f .  (9.2)

Очевидно, отношение не сюръективно, если Im f ф  Y или 

2". 3 i/ е У  V xgeA I <х, y )<£f. (9.3)

Естественно назвать сюръективным и отображение, кото­
рое, как бинарное отношение, сюръективно и можно сказать, 
что отображение / :  А—>-У сюръективно, если всякий элемент 
множества У имеет прообраз.

Обозначение такого отображения: / —  sur, а множества всех 

сюръективных отображений X в У —  SM ap(X , Y).

Совокупность всех условий, чтобы бинарное отношение / бы­

ло сюръективным отображением X в Y :

I . Dom / =  X.
sur: 2. Im / =  У. (9.4)

3- V  {у|, у2} -У\=У2-

И з определения следует, что, чтобы установить, что от об ра ­

жение j'.X-t'Y сюръективно, надо показать, что всякий элемент 

множества У имеет прообраз , а несюръективно —  найти в У хо­

тя бы один элемент, не имеющий п рообраза .

П р и м е р  9.1. Определим, какие из следующих отношений 

сюръективны и почему? Какие являются сюръекгивными ото­

бражениями? (рис. 36— 41).
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Рис. 36 Рис. 37 Рис. 38

X соответствует единственный элемент из Y. Оно  сюръективно, 

так как при этом каждый элемент из Y имеет прообраз .

Отношение g 2c zА 'Х  где X =  {а, Ь, с, d}, Y =  {а, (1, у) также 

является отображением, g2:X-*-Y, оно не сюръективно,, так как 

элемент ? не имеет п рообраза .

Бинарное отношение g3c z X x Y  не является отображением, 

так как оно содержит по крайней мере два кортежа <?, ?) 

и <?, ? ) с одинаковыми первыми элементами.

Как отношение, g, сюръективно. ф

Предыдущие примеры позволяют сделать заключение.

В ы в о д .  Особенностью графа сюръективного отображения 

множества X, состоящего из конечного числа элементов, в мно­

жество Y с конечным числом элементов является то, что в к а ж ­

дом элементе множества А' начинается стрелка графа  и к а ж ­

дый элемент множества Y является концом некоторой стрелки 

графа.
А особенность графа не сюръективного отображения состоит 

в том, что найдется ^ е У ,  который не является конечным эле­

ментом стрелки с началом в элементе множества X. ______

Отображение  / , :  R—► R, где /, — {<лг, у) \ ц =  — 0 ,5x+  I}, ? не ? 

сюръективно, в чем не составляет труда убедиться, вычислив по 

х соответствующее значение у (рис. 39). ф

Сюръективно и отображение

/ , , : R ^ R ,  где / , =  {<*, у) I у =  х3}. ♦

Нго график на рис. 40.

Отображение

/ , :  R-+R, где /, =  {<*, у) \ {х, y}cz R Д у =  sin х)

? не ? сюръективно (рис. 41). ♦
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Сюръективно ли и почему отображение: ф

/4; R~4 — 1. !]. гДе /4 =  (<■*> У) I U .  */)<= R A « /  =  sin х}?

З а м е ч а н и е  9,1. Сложение и умножение действительных 

чисел (см. примеры 5.5, 7.1):

[ +  ] =  {<<*. y ),z )= >  \ {х, у, z } c R A z  =  x +  i / } c R 2X R = R 3,

И

[.] =  {<<*, у>, г > = И  {*, у, z} cz R Д  z =  ху} с  R2X  R =  R3,
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как отображения сюръективны: ♦

V z e R  3 ( ( ? ,  ?>, z ) e | . | A 3 < < ? ,  ?>, z> «=[•].

Т е о р е м а  9.1. Если отображения j:X-^Y  и g:Y->-Z 
сюръективны, то g°f\X->-Z сюръективно.

Эта теорема может быть сформулирована и иначе: компози­

ция сюръективных отображений есть сюръективное от об ра ­

жение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, следует проверить выпол­

нимость всех трех условий (9.4). Но g °f:X —>~Z (по теореме 8.?), 

что означает выполнение первого и последнего из этих условий: 

т. е., что g°f —  отображение и D o m g ° /  =  X, следователь­

но, остается проверить только то, что \mg°f =  Z или (9.2): 

(V 2 G Z 3 ? e ?|(?,  Z) e g o / ) -  ♦

Из сюръективности отображений / и g следует

g  — s u r ^ ( V z e Z  3yeBY\(y, z > G E g ) l  ? , ^  а  ,
/  —  sur=> (V y t=Y  Зх ^Х \ (х , y)e= f) J

Таким образом , для произвольного z e Z  указан элемент 

(х, z) E E g ° f ^ g о/— sur. ■
С л е д с т в и е  9.1. Множество S M ap (X ,X ) сюръективных 

отображений X в X замкнуто относительно их композиции.
Это означает, что композиция сюръективных отображений 

множества в себя есть также сюръективное отображение его в 

себя. ф

З а д а ч а  9.1.1. Для обратимого отображения f ^ S M a p  (X, Y) 
сюръективно ли отображение / ” '?

Указание. Приведите несколько примеров отображений сюръективных 

(определение 9.1) и обратимых (определение 8.3, утверждение 8.1, следствие 8.2), 

рассмотрите их графы или графики. ф

?
/ —  обратимое от ображ ение^ /  е Мар (?, ?) 1 ,

О о т Г ' - У  Г  r ^ S M a p ( Y ,X ) .

\ m f- '^X  J

Следующий вид бинарных отношений —  инъективные, н а ­

звание происходит от французского слова in jection —  вложе­

ние, « in »  означает «в».

[ О п р е д е л е н и е  9.2. Бинарное отношение fc z X X Y  назы­
вается инъективным, если разным элементам из Dorn / сопо­
ставляет разные элементы множества I гп /.
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Символическая запись требований этого определения:

1. Dom / cz X.
2. Im  /сг  У.

in: 3. V {xb x2}czX
< X „  у) €=/ 

<*2> У> е /
• X, =  X 9.

(9.5)

Очевидно, бинарное отношение на множествах I  и У не инъ- 

ективно, если нарушено последнее условие и

3". 3 (Х|, x2}czA

V {х,, х2}сг А

(М )

Если в условии инъективности (9.5) бинарного отношения / 

поменять местами элементы каждого из кортежей:

(у, х , ) е е / - ‘

<£/, х.,>еЕ/~'
= х2,

то получим не что иное, как условие (7.1) единственности в отно­

шений / _| кортежа с первым элементом у —  произвольным из 

D o m / ” 1 — 1т / ,  что дает следующее.

У т в е р ж д е н и е  9.1. Если / —  инъективное бинарное отно­
шение, то /  “ ' является отображением.

Естественно назвать инъективным отображение, которое, 

как бинарное отношение, инъективно, и можно сказать, что 

отображение / :  А—>-У инъективно, если все разные (нерав­
ные ) элементы множества X имеют разные образы.

Обозначение такого отображения: / — in, а множества всех 

инъективных отображений X в У —  IM ap (X , Y).

Совокупность всех условий того, что бинарное отношение / 

является инъективным отображением X в Y:

1. Dom / =  X.

i n :

2 . Im  /

3. V {х,, х.

Y.

:Х

4. V {//„ y2j cz Y

<*i. У> 1
<X>- y ) 1
(x, У\) 
<x, y2) <

(9.7)

■У\=Уч-

Условие инъективности отображения /:  Л'-+-Y, по существу, 

означает, что разные элементы из X не могут иметь один и тот 

же образ ,  т. е. всякое значение / (х) принимает только один раз, 

или любой элемент из Im  / должен иметь только единственный 

прообраз , это позволяет переформулировать утверждение 8. 1 .
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1 .

9 4 :

Рис. 42

У т в е р ж д е н и е  9.2. Отображение обратимо тогда и толь­
ко тогда, когда оно инъективно.

Отсюда, в частности, следует такой важный факт, что вся­

кое инъективное отображение обратимо.

П р и м е р  9.2. Инъективные отображения (рис. 42 и 43):

1 . I m g 4 =  {a, (3, и каждый из них имеет единственный 

прообраз .

2. Сюръективное отображение предыдущего примера 9.1 —  

/2: R — R, где f2 =  {(x, у)\у =  х'') инъективно.

Доказы вая  в задаче 8.1.1 обратимость этого отображения , 

мы установили его монотонность (каждое значение х3 принима­

ет только один раз), что и означает инъективность /2, как ото­

бражения . Это вполне наглядно на графике функции у =  х3:
Неинъективные отображения (рис. 44 и 45):

3. g5:{a, Ь, с}-»-{а, 0, у, 6}, так как найдутся два кортежа из 

g 5 < ? ,  а )  ф  < ? ,  а ) .  ♦
4. Отображение , приведенное в задаче 8.1.1

/5: R ^  R. где /г, =  {<х, у) | у =  х2}.

Достаточно заметить, что <2, 4) е и  < — 2, 4 ) е / 5, но 

2^= — 2, т. е. выполняется условие (9.6).
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Y
4.

3.

<75 : Ъ
а

с

■(3

■ 7

а

8

X О X
Рис. 44 Рис. 45

Предыдущие примеры позволяют сделать заключение.

В ы в о д .  Чтобы установить неинъективность отображения, 

достаточно найти таких два элемента, чтобы их образы  сов ­

падали.

Особенностью графа  инъективного отображения / множест­

ва X , состоящего из конечного числа элементов, в множество

Y с конечным числом элементов является то, что каждый элемент 

множества 1т  / является концом только одной стрелки графа.

А особенность графа не инъективного отображения состоит 

в том, что найдется ;/0е  1гп /, в котором заканчиваются по край­

ней мере две стрелки граф а  отображения /.

З а м е ч а н и е  9.2. Сложение действительных чисел (при­

мер 5.5), как отображение [+ ] : R —1- R ? не ? инъективно.

Например ,

Аналогично устанавливается неинъективность отображения 

умножения [• | : R ’ ^ R  4
Следующие теоремы дают представление о некоторых свой­

ствах инъективных отображений.

Т е о р е м а  9.2. Если отображения f : X - + Y  и g : Y —v Z 

инъективны, го g°f: X — Z инъективно.

Иначе говоря, композиция инъективных отображений есть 

инъективное отображение.

Для д о к а з а т е л ь с т в а  надо проверить выполнение 

отображением g°f всех условий (9.7). П о  теореме 8.1 g°f: X —у Z,

{<1, 1), <?, 3 } } с  R :,2 << 1 , 1 ) ,  

' <<?, з>,
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(отображение X в Z), эго означает, что остается убедиться в с о ­

блюдении для него только условия 3. инъективности (9.7.):

<дс„ z )eEgof 
< Х 2, z)EEg°f

in: V {х,, x2}czX 

В силу инъективности / и g имеем

| =Ф- X, — х2.

/ —  in =ф- ( V {х,, x2}czX

g — Iin => {t/h

<Xi, y ) ^ f

<*2- y ) ^ f

(Уь z)<=Bg 

(y2, z)£E g

■x, =  х Л (9./)

(9 .g)

Теперь возьмем {x,, x2}czX и соответствующие кортежи 

<х„ z)<EEgofX  (Зг/1 е У | ( < х |> г / , ) е / Д  <г/„ г )  eg-)) '

( а д

<х2, z)e ^go fJ>  (Зг/2е У | ( < х 2, г/2> е / Л  <г/2, z ) e g ) )  

( З у е  У|( <х,, у> <=/ Л  <г/, z )  e g ) )

(Зг/<= К|(<х2, г/)еЕ/ Л  <(/, г ) е § ) )

Что и требовалось доказать, так как это означает единствен­

ность в отображении g ° /  кортежа с произвольным вторым эле­

ментом из Im gof. Ц 

С л е д с т в и е  9.2. М ножество 1М ар(Х , X) инъективных ото­

бражений X в X замкнуто относительно их композиции.

З а д а ч а  9.1.3. Если / <= IM ap (X, У), то / —  обратимо (утв. 

9.2). Является ли отображение / “ инъективным?

Указание. См. утверждения 9.2, 5.1, следствия 8.2, 8.3. ф

Т е о р е м а  9.3. Если отображение f : X ^ ~ Y  инъективно, то 

/  'оf — idx и /° /  " 1 =  id1 1  X I I  |m I
З а д а ч а  9.1.2. Докажите теорему 9.3.
Указание. См. следствие 8.4, утверждение 9.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  / — инъективной / —  обратимо и, зпа 

чит {f~[°f =  idx/\f°f~' =  id (почему? ♦ ).
Im /
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§ 10. Б И ЕК Т И ВН Ы Е  ОТОБРАЖЕНИЯ

В математике среди основных проблем встречаются так на­

зываемые задачи классификации, в которых требуется выде­

лить объекты (математические структуры), обладающие в к а ­

ком-то смысле одинаковыми свойствами, в частности, одинако­

вым количеством элементов. Когда элементов в множествах 

конечное число, это можно сделать просто, пересчитав их эле­

менты и сравнив результаты. Однако, если элементов сравни ­

ваемых двух множеств бесконечно много (например, натураль­

ных и целых чисел, или точек прямой и отрезка), то их пересчет 

уже невозможен и требуется иной способ  сравнения. В качестве 

такого способа сравнения множеств предлагается выяснить су ­

ществует или нет так называемое биективное отображение, или 

биекция, одного из множеств в другое. При этом будет очевид­

но, что, если два множества с конечным числом элементов име­

ют их одинаковое количество, то такое отображение существу­

ет. Слово bijection можно перевести как «двойное наложение». 

Н аряду  с термином биективное встречается термин взаимно­

однозначное, что близко к переводу с латинского слова bijecion 

(bi —  двойной, jac io  —  бросаю ).

■ О п р е д е л е н и е  10.1. Отображение f: X-+Y называется 
биективным, если оно инъективно и сюръективно.

Обозначение: / —  bi. М ножество всех биективных от об раж е ­

ний X в Y иногда обозначается В М ар (Х , Y).
Объединяя условия сюръективности (9.3) и инъективности 

(9.6), получим символическую запись требований биективности 

отображения / :  X —► Y.

Очевидно вытекающее из определений сюръективности и 

инъективности отображения простое, но важное и утверждение.

У т в е р ж д е н и е  10.1. Отображение / :  X -*■ Y биективно 
тогда и только тогда, когда всякий элемент множества Y имеет 
единственный прообраз.

О но позволяет довольно легко среди отображений примеров

9.1 и 9.2 указать биективные отображения:

1. Dom f =  X. 

sur: 2. I m / =  Y.

in: 3. V {jf|, x2}ci X ( 10. 1)

g\ —  bi, /, —  bi, / , —  bi. ♦
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Сформулируйте отличительные характеристики графа биек­

тивного отображения множества, состоящего из конечного числа 

элементов, в множество с конечным числом элементов, объеди­

няя свойства графов сюръективного и инъективного от об раж е ­
ний таких множеств. ^

З а м е ч а н и е  10.1. Примером  простейшего биективного ото­

бражения является тождественное: ix =  {(x , х) | х ^Х } .
З а д а ч а  10.1.1. А = { а ь а 2, а 3}, В =  {ЬЬ Ь<2}. Определите, сущ е­

ствуют ли сюръективные отображения А -*■ В ? Инъективные ото­

бражения А В? Биективные? Почему? Постарайтесь под­

считать число различных сюръективных, инъективных и биектив­

ных отображений А В, если такие имеются.

Ответьте на те же вопросы для отображений В А тех же с а ­

мых множеств.
Указание. См. задачу 7.2.2. так как существует всего 8 отображений А В  и 

9 отображений то можно просто построить их графы и выбрать из них об ­
ладающие требуемыми свойствами (см. выводы в § 9).

Однако постарайтесь, не строя графы, ответить на вопрос о существовании 

биективных отображений А — В  или В —>- А (см. утверждение 10.1).

З а д а  ч а 10.1.2. А = { а ь а2, ... а,,,}, В =  {ЬХ, Ь2, ... Ьп}. При каких 

т и п  существуют сюръективные отображения А —>■ В ? Инъектив­

ные отображения А — В ? Биективные? Почему?
Указание. См. утверждение 10.1, выводы в § 9, задачу 7.2.2.

Теоремы 9.1 и 9.2, характеризуя композиции сюръектив­

ных и инъективных отображений, в совокупности дают следую­

щие утверждения.

Т е о р е м а  10.1. Если отображения f :X —>~Y и g:Y-+Z биек­
тивны. то отображение g°f: X —у Z тоже биективно.

С л е д с т в и е  10.1. Множество всех биективных отображе­
ний множества в себя замкнуто относительно операции их ком­
позиции.

Т е о р е м а  10.2. Если отображение f : X - + Y  биективно, то 
f~ ': Y —*- X биективно.

З а д а ч а  10.2.2. Д окажите теорему 10.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н адо установить выполнимость всех 

условий ( 10 . 1 ) биективного отображения для отношения / -|.
Указание. См. утверждение 9.1, 9.2, следствие 8.2. Выпишите свойства от обра­

жения / и «оберните» их, т. е. посмотрите, какие свойства они определяют у ото­

бражения / — 1 и почему.

для отображения / для отношения f '

1. Dom I' =  X =>- X — Im f ~1 2.
2. Im  / =  Y = 4 -  Y =  Dom / ” 1 1.

3. / — in =>-/ —  обратимо = > -  / _1 : ? —>-? 4.

4. /' —  отображение = ф - / “ ' —  in. 3.
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Таким образом , для бинарного отношения /~* выполнены все 

условия ( 10 . 1 ), и /~ 1 —  биективное отображение. ■

С л е д с т в и е  10 .2 . f~ x°f =  ix и =  для биективного
отображения f:X-+Y. (по теоремам 9.?, 10.?). ♦

§ 11. НЕКОТОРЫЕ П РИ М ЕРЫ  БИ ЕКТ И ВН Ы Х  
ОТОБРАЖЕНИЙ. 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
Ниже мы рассмотрим несколько важных примеров и приемов 

доказательств биективности отображений и связанные с этим 
понятия.

П р и м е р  11.1. Выше в примере 4.3 было введено отношение 

p c z r i X R 2, а в прим ере-7.2 мы показали, что р является от об ра ­

жением : П—»-R2, сопоставляющим точке плоскости ее аффинные 

координаты относительно некоторой фиксированной системы ко­

ординат, т. е. р (М(х, у ) )= (х ,  у). Теперь покажем, что это ото­

бражение  биективно, т. е. выполнение условий сюрьективности 

и инъективности (второго и третьего в ( 10. 1 )).

Для простоты изображения  будем считать, что система к оор ­

динат прямоугольная декартова, хотя это и не влияет на о б щ ­

ность рассуждений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Чтобы установить сюръективность отображения р, возь­

мем произвольную упорядоченную пару чисел (х, г/> е  R2, по­

строим на координатных осях точки Мх и Му так, чтобы 

\ОМх\ =  \х\, причем, Мхе[О Х '), если х ^ О ,  и Мхев\ОХ"), если 

х < 0 ,  так же по у построим точку Му (рис. 46).
Напоминание. \ОХ') —  луч с начальной точкой О в направлении точки X '. 

(О Х ’) — прям ая, проходящ ая через точки О и X ’.
Проведем прямую mx\(mx^ M y Д  т х\\(ОХ)), аналогично —  

прямую my\\(OY), их точка пересечения —  т х[\ту =  М. По по-

Рис. 46
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строению такая точка определяется кортежем (х, у), и значит, 

имеет координаты (х, у ), что по определению бинарного о т об р а ­

жения р означает р ( М ) =  ( х, у ) . Т. е. для произвольной упорядо­

ченной пары чисел (х, у) a  R~ нашлась точка плоскости М т а ­

кая, что (М, <х, у ) )  а р ,  что означает сюръективность от об р аж е ­

ния р, или I m / ? = R 2.

2. Для доказательства инъективности отображения р отме­

тим, что, если М 'ф М '2, то хотя бы одна пара прямых р а з ­

лична: или т \ ф т 2х или т\\ф т 2 Пусть для определенности

т 1уф т 2у=^х{ф х 2=> <х„ уу) ф { х 2, у2> (рис. 47).

Случай т\фт\ аналогичен.
Таким образом , доказана биективность отображения , соп о ­

ставляющего точке плоскости ее координаты. □

Эти примеры важны тем, что отождествление биективным 

отображением точек плоскости и кортежей их координат явля­

ется обоснованием геометрических интерпретаций различных 

уравнений и неравенств с двумя переменными.

Совершенно ясно, что аналогичная конструкция может быть 

проведена для точек пространства и кортежей трех координат.

‘ Y

м1 м2
ТПХ

У <
х 2

О «1 X
тп?у

Рис. 47

П р и м е р  11.2. Биективно отображение / : R 2—>-R2 такое, что 

/ ( < * ,  « / > ) = < * +  1 , у — 2 ) .

Д о к а ж е м ,  что:

1. / —  сюръективно: Пусть кортеж (х', у ') a  R2 произволен. 

Надо выяснить, найдется ли элемент (х, у) a  R 2 такой, что 

/ ( ( х ,  у ) ) = ( х ' ,  у '). Если такой кортеж <х, у) существует, то в 

силу определения f {{х, у )) =  < * 4- 1 , У ~  2 ), а так как / —  от­

ображ ение  и кортеж ((х , у), ( х у ' ) )  e ( R 2)2 должен быть един­

ственным, то обязательно (х', у ') =  (х-j- 1 , у — 2 ) .
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Из этого равенства следует:

:= х '  — 1f х' =  х +  1 Г х =  х' - 

1 У' =  У — 2 ^  1 у =  у'- ■2

Действительно, / ( < х — 1, y - f 2 ) )  =  ?

таким образом , для произвольной пары (х', у ') е  R2 указан к ор ­

теж <х, у) — ( х '— 1 , j/'-t-2 ) e R 2 такой, что / (< х ,  у ) )= { х ',  у') 
значит, всякий элемент (х', г/') е  R2 имеет прообраз , и от об раж е ­

ние / сюръективно.

2. Отображение  / инъективно. (О братите внимание на прием доказа­
тельства: инъективность часто доказывается «рассуждениями от противного»).

Предположим, что отображение не инъективно, и найдутся 

<*i, У\) Ф  <*г. У2> такие, что / ( (х„ //,>) =  / (  <х2, г/2> ). П о  определе­
нию отображения /:

/ ( ( Xh */i) ) =  (-̂ i +  1 . — 2 )

/  ( ( jc2, у2) )  =  ( А'г -)- 1 , у■> — 2 )

Х\ +  1 =  х 2 -f- 1

//.— 2 =  //2 — 2 

Xj — 2̂ ^
“ <х„ г/,) =  <х2, */2>.

У1=У'2

Отсюда следует отсутствие неравных кортежей, образы  кото­

рых при действии / совпадали бы, т. е. инъективность /.

Следовательно, отображение / биективно. ■

Для биективных отображений множества в себя существует 

специальный термин:

О п р е д е л е н и е  11.1. Биективное отображение множест­
ва X в себя называется преобразованием множества X. Мно­
жество всех преобразований некоторого множества называет­
ся группой преобразований этого множества.

Обозначение &  (Л").

Иногда группу преобразований множества называют его сим­
метрической группой и используют обозначение S ( X ) .

Таким образом , в предыдущем примере речь шла о п ре об ра ­

зовании множества R2.

Если требуется установить, является ли какое-либо отноше­

ние / преобразованием множества X , следует проверять выпол­

нимость всех требований ( 10 . 1 ) при условии, что рассматривают-
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ся элементы одного множества X, т. е.:

sur: 2 . 

3.in:

Dom  / =  X. 
Im  f =  X.

V { x „  x X

4. V {(/,, y2}czX

<*i. У)' 

<x2, (/>

<■*. '/i> 1 
<*. i/'2>

=>- X ,  =  X .,

=>У\=У 2-

( 11 . 1 )

З а д а н и е  11.1. Докажите, что если на плоскости П задана 

некоторая аффинная система кооординат, то отображение 

g :  П П такое, что g  (Af (х, у)) =  М' (х-\- 1, у — 2) есть п реобра­

зование множества точек П.

Указание. Сравните с примером 11.2. ф

Теоремы 10.2 и 10.1 (и следствие 10.1) в случае п реобразова ­

ний множеств удобно объединить в одну теорему.

Т е о р е м а  11.1. Инверсия любого преобразования множест­
ва X и композиция его преобразований есть преобразование X.

М ож н о  сказать иначе: группа преобразований любого множе­

ства замкнута относительно композиции и инверсии бинарных 

отношений, учитывая еще замечание 10 . 1 , это можно записать 

«формулой»:

V {/, g } c z ^  ( X ) ^ ( g o f ^ ^  ( X ) A f - '  е = ^  (X)/\ix =  &  (X)). (11.2)

З а д а ч а  11.1.1. Докажите, что если на плоскости П з а ­

дана некоторая прямоугольная декартова (или аффинная) си ­

стема, то бинарное отношение h cz П , где

/г =  {<М (х , у), М' (х', у') )|<х ', у') =  (х +  у — \, х - у ~  4)}

есть преобразование этой плоскости.
Указание, ('.м. примеры 11.1 и 11.2.

Д о к а з а т е л ь  с т в о.

1. Dom  h^=U.
2. h —  sur. Указание. См. пример 11.2. п. 1. ф

3. h —  in. Указание. См. пример 11.2. п. 2. ф

4. h —  отображение, так как по всяким х', у' однозначно н а ­

ходится (х-\-у— 1, х — у — 4 ) .  ^

Частным случаем преобразований являются подстановки, а 

именно:

О п р е д е л е н и е  11.2. II реобразование множества Р (п), 
состоящего из конечного числа (п) элементов, называется под­
становкой. Множество всех подстановок такого множества 
называется симметрической группой п-ого порядка.

Она обозначается: S„.
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, Подстановки используются, например, при вычислении 

. ^■целителей матриц, на их свойствах основан обширный и 

 ̂ ^Оикий раздел физики —  кристаллография, а в математи- 

I к-ория дискретных групп. Интересно, что симметрические 

, Ьшы имеют непосредственное отношение к построениям мо- 

1( S» на плоскости и известным головоломкам: «кубику Рубика»

in ре 15».

( I еорема 11.1 для множества подстановок читается следую- 

''м образом.

I е о р е м а  11.2. Симметрическая группа ^ з а м к н у т а  отно- 

'imii.ho композиции и инверсии отношений.
^  I е. инверсия любой подстановки, композиция подстановок 

'Ьжества Р(ц) и его тождественное отображение есть подста- 

'*ки множества Р (п). 
р. Со свойством биективности отображения связано понятие 

'Чтмощности множеств.

О  п р е дел е н и е 11.3. Множество X называется равно- 
мощным множеству У (или называют X и Y одинаковой моц- 
н'чти), если существует биективное отображение множсст- 

X в множество Y. 
с З а м е ч а н и е  1 1 . 1 . М ож н о  утверждать, что всякое множе­

но равномощно самому себе. (Замечание 10.?). ф
и, Если множество X равномощно множеству У, то У равно- 

' Ч п о  X (теорема 10.?). Ф  
у Если множество X равномощно множеству У, а множество 

1'аниомощно множеству Z, то X равномощно Z  (теорема 10.?).♦ 

Ст Гем самым, по существу, мы уже описали отдельные свой-

11 а некоторого бинарного отношения:

( % = { ( Х ,  У) |3 f:X->Y  Д /  —  bi },

||‘ X и У — произвольные множества).

Гели множество состоит из конечного числа элементов, то 

J  'iiimi 1 1. их, т. е. установить, существует ли биективное отобра- 

ц '1|1Ие одного н другое, не составляет большого труда (см. зада- 

1̂ ' l (| I 1 и 10.1.2 ), однако, для множеств, число элементов кото- 

[Н г мм конечно, задача отыскания такого отображения непро- 
лиже и очевидных случаях.

I ’m < Min рим примеры. 
f-)( П р и м е р  11.3. Казалось бы ответ на вопрос, каких чисел 

в >Jii.iiu* миlypiuiьных или четных положительных, очевиден: 
2^ 'кое чемюс положительное число — есть число натуральное, 

т < N, I с чешых натуральных чисел «меньше» чем на­

чальных Однико, эти множества N и 2N равномощны.

Д о К й HI п< л || с т в о.
О Прежи* игего определим бинарное отношение на множе- 

T ll , x N  и
I |(«, m)\m =  2n}cz N X 2N .
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Проверяем выполнимость условий (10.1) биективности ото­

бражения:

1. L ) o m / = N ,  так как V« e ? N3<r t ,  ? > е / .  

sur: 2. I in / =  2 N , так как V m e 2 N  3 (? ,  т ) е / .

in: 3. V {«,, ri,}cz N 

4. V {от,, o t2} c i 2 N

(л,, от) е / => от =  2и, 1
/ ч с г, г =^* л l =  л 2•
<//, ,̂ от) е /  => от =  2п2 )

<«, от,) от, =

(п, от2) е /  =>- от.:=П От, = ОТо

Тем самым доказана равномощность, и в этом смысле « р а в ­

ное количество» элементов множеств N и 2N.

З а д а ч а  11.1.2. Докажите, что множества всех целых Z и 

натуральных чисел N равномощны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

Указание. Рассмотрите такое бинарное отношение на множествах Z и N: 

£  =  {<г, n)\((n =  2z при г > 0 ) Л ( я  =  — 2z +  1 при г ^ О ) }  ( I I -g)

и проверьте для него выполнимость условий (10.1).

Чтобы получить представление о свойствах этого отношения, 

полезно изучить его график и граф  (рис. 48).

1. Dorng =  Z<= (Vze=Z3<* ,  ?>«=g). ♦

2. g — sur: Im g =  N.

О X 

график
Рис. 48

4 В. Т. Петрова
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Если n s N  и четно, т. е. n =  2k, то найдется (?, 2k) e g .  Если 

N и нечетно, т. е. н =  2/г+1, то возьмем — ^ e Z ,  тогда

< — k, 2k +  1 ) =  < — k, — ( — 2* ) -t- 1 ) e g .  ♦

3. g  —  in: См. граф. ф

4. g  —  отображение 4

З а д а ч а  П . 2.1. Докажите, что равномощны множества то­

чек любых двух отрезков.
Напоминание. \А В\—  обозначение отрезка АВ, \АВ\ — обозначение ин­

тервала А В  (отрезка без точек-концов).

1°. Если отрезки равной длины, то их равномощность очевид­

на. Попробуйте построить (геометрически) простейшие биектив­

ные отображения (они помогут увидеть построения в общем слу­

чае), если (рис. 49— 51):

1 ) отрезки принадлежат параллельным прямым ф

2 ) отрезки принадлежат одной прямой ф

3) отрезки принадлежат' непараллельным прямым. ф  

2°. Пусть отрезки разной длины (рис. 52, 53).
Указание. Сначала рассмотрите отрезки, принадлежащие разным прямым 

(непараллельным, параллельным), потом — одной.

1) Отрезки не принадлежат одной прямой, зададим отно­
шение

р =  {(М, М ') \М' =  ( О М ) П | С' D'\} cz [Л Б] X  [ C D ' ].

Проверьте для него сначала выполнимость условий (10.1.1) и (10.1.4):

1. (10.1.1): D o m /7 =  [ЛВ]. Для любой ли точки М отрезка 

[А В] найдется М' =  (ОМ)[\\СD'} и почему? ф

С  D1

A M  В
Рис. 49

А М В С' D'
Рис. 50

С '

D'

A M  В
Рис. 51
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2. (10.1.4) Является ли р  —  отображением? Т. е. однозначно 

ли точкой М<^\АВ\ определяется кортеж ( М , М ' ) ^ р ?  (Точка 

A f 'e [C 'D '] ? )  ^
Выполнение этих условий означает, что р:[АВ] -*■ [C'D'\. 
Докажите, что отображение р сюръективно и инъективно. Для этого проверь­

те выполнимость второго и третьего из условий (10.1):

3. р —  sur (10.1.2): Почему найдется М<^\АВ\

такая, что (О M)[\\C'D']=£ 0  и (ОМ)[\[С D'\ =  М'} (М =  (ОМ'){\ 
[\[АВ\=/= &). +

4. р —  in (10.1.3): Предположим, что точки М\ФМ2, но

{УИ,,  М 2} с г [ Л В ]
(М „ М ') свр=>М ' =  {ОМ\)П[С'

(М.2, М ') ^ р = > М ' =  (ОМ 2Щ\С'

точки M h М2, М', О принадлежат одной прямой

7D'] ) ? 

7D'] J =Ф

В совокупности п. п. 1— 4 означают, что р —  биективное ото­

бражение, а значит, отрезки [АВ] и [C'D '] равномощны. □ 

Доказательство равномощности [АВ\ и [C'D'] проведено на 

чертеже для непараллельных отрезков. Если [ABJ||[C'D'\ . от­

ображение  р и построение, и доказательство аналогичны. Сде­

лайте чертеж. 4
2) Если отрезки [АВ] и [C'D'] принадлежат одной прямой, 

то можно свести решение задачи к комбинации предыдущих слу­

чаев, точнее, композиции некоторых из предыдущих от об р аж е ­

ний. Постарайтесь построить два таких отображения и укажите 

их композицию (рис. 54). ф

Таким образом , может быть установлено, что любые два от­

резка равномощны, что означает, как это ни кажется странным 

на первый взгляд, что отрезки [АВ] и [C'D'\ равномощны, 

т. е. «имеют одинаковое количество точек», и в случае, ког­

да [AB\cz[C'D']. Попробуйте сделать соответствующие построе­
ния (рис. 55). +
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С'  A M B  D'
Рис. 55Рис. 54

h  Предложенное «геометрическое» доказательство равномощ- 

^Н-ти отрезков не единственно, но довольно наглядно. Попробуй-

придумать другое (может быть алгебраическое?) доказатель- 

, |i() их равномощносги.

Н е  составляет особого труда увидеть, что равномощны не 

^ Г:)лько любые два отрезка, но и любые два интервала, гак как 

, ( )б раж ен ие  п \ : I А В\ -*■ I C D ' I также биективно. ф
'  Г  ] АВ  [ 1 1 1 1 Ж

З а д а ч а  11.2.2. Докажите, что равномощны множества то- 

полуокружности S' и ее диаметра ] CD | (общие, диаметраль-

Противоположные точки выколоты). 

л О т об раж ен ие  q:S'->~]CD[ задается сопоставлением точке 

1 ( ее ортогональной проекции на ] CD [_, т. е. основания пер-

^ н д Икуляра, проведенного к | CD [ через точку М (рис. 56).

Д окаж ите , что такое отображение сюръективно и инъективно.

1. q —  sur (10.1.2): Im  q =  ]CD[. f>

2. q —  in (10.1.3): ф

<УИ,, M ') <^q ) > 

( M 2, M  )  E f

Э то  в совокупности означает биективность отображения q и 
^ в Номощность множеств точек полуокружности S' и ее диамет-

*  ] CD \ .
ц  З а д а ч а  11.1.3. Докажите, что равномощны множества то- 

прямой и касающейся ее полуокружности, задав отображе- 

( s:l-+  S '| s :M  —у M ' =  (OM){]S' и доказав  его биективность 
^ и с .  57).

С ОМ D

к у
М '

C O D

м
Рис. 56 Рис. 57
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1 . ,s —  sur

2. in

( 10 . 1.2 ): 
10.1.3.):

1 m s = C I J ♦
♦

{Af„ Л12}<=/
<M ,, AT) e  s 

< M2, AT ) &  .s
■ Af, =  Af.>.

З а д а ч а  11.2.3. Докажите, что равномощны м н о ж е с т в а  то­
чек прямой и любого ее интервала.

Указание. Надо определить (придумать) некоторое о т о б р а ж е н и е  и 

его биективность (10.1). Его определить, вообще говоря, м ож но м н о г и м и  сп о с о б ^  
ми, но одно из них можно построить вполне наглядно, иепол ь iw »

1 1 0  0 1 1 1 3 /  /л I I У 1 и результаты
предыдущих задач 11.2.2 и 11.1.3 (см. еще теоремы 0 , 9. <)  ̂ J

§ 12*. КО Н ЕЧН Ы Е  И СЧЕТНЫ Е  М Н О Ж Е С Т В А

Понятие равномощности множеств и его с в о й с т в а  (опр

11.3, замечание 11.1) позволяют выделять классы равномощных  
множеств или множеств с равными кардинальными числами 
(это эквивалентный термин используется н а р я д у  с  поняхием 

равномощности).

Конечно, интересно знать, как много с у щ е с т в у е т  неравно- 

мощных множеств и иметь в некотором см ы сле  «эталонные 

множества», чтобы сравнивая с ними другие, л е г ч е  было уста­

навливать равномощность множеств или ее о т с у т с т в и е  В каче­

стве таких эталонов естественно рассматривать , н а п р и м е р  от­
резки натурального ряда или множество всех н а т у р альных’ чи_ 

сел. Поэтому среди множеств прежде всего р а з л и ч а ю т  конеч­
ные и бесконечные, счетные и несчетные.

О п р е д е л е н и е  12.1. Множество, равномощ п о е  с отрез . 

ком натурального ряда (т. е. подмножеством наг у  ральных чи­
сел, не превосходящих некоторое число п) н азы вает ся  конеч­
ным Пустое множество также принято считать конечным 

В противном случае говорят о бесконечном множ естве  
Конечное множество, состоящее из п э л е м е н т о в  обычно 

обозначают Р (п).

У т в е р ж д е н и е  12.1. Множества Р (т )  и Р ( п )  не равно­
мощны, если п ф т .

З а д а ч а  12.1.1. Д окажите утверждение 12.1.
Указание. См. задачи 10.1.1 и 10.1.2, рассмотрите случаи: 1). т  ^ „  2) т < п ~  

Подумайте, в чем препятствие биективности отображ ения Р  ( т )  р  ( п ) для та 
ких т и п ? »

Таким образом , конечных, но неравномощных М н о ж е с т в  оче­

видно, бесконечно много, можно сказать, что их р а з л и ч н ы х  ви­
дов, или, точнее, классов, столько же, сколько н а т у р альных чи_ 

сел. Каждому такому классу конечных множеств с оп о ст ав л я ет ся
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одинаковое для всех его представителей число элементов, 

т. е. кардинальное число. Для множеств Р  (п) это п, в таком слу­

чае говорят о множестве мощности п. Это позволяет «пересчи­

тан,» все классы конечных, но неравномощных множеств, оче­

видно, что их столько же, сколько натуральных чисел.

1 0  н р е д е л е н и е 12.2. Множество, равномощное множест­
ву всех натуральных чисел, называется счетно бесконечным 
Мощность множества всех натуральных чисел N (и, соответ­

ственно, всех ему равномощных) имеет специальное обозначе ­

ние: Х о — читается «алеф-ноль» ( X  —  буква алфавита иврит).

Известно, что число различных типов бесконечных множеств 

не только бесконечно, но даже несчетно.

« О п р е д е л е н и е  12.3. Конечные и счетно бесконечные 
множества объединяются названием счетные множества. Все 
остальные множества называются несчетными.

В силу задачи 11.1.2 и примера 11.3 множества всех целых 

чисел Z и всех четных натуральных чисел 2N счетные, точнее —  

счетно бесконечные.

П р и м е р  12.1. Несчетным является множество точек интер­

вала. Так как все интервалы равномощны (см. задачу 11.2.1), то 

достаточно доказать несчетность одного интервала числовой 

прямой, например, ] 0, 1 |.

З ад ача ,  которую мы будем решать, по своей сути доволь­

но трудна: надо показать, что не существует биективного ото­
бражения  N J 0. 1 [.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  0. Все действительные числа от 0 до

1 будем записывать в виде бесконечных десятичных дробей, но 

некоторые из них имеют не одно такое представление (например,

1 =0,99999 .. .  =  9/10 +  9/100-)-9/1000+ ...): всякую конечную де­

сятичную дробь можно представить в виде бесконечной с пери­

одом 9, поэтому, чтобы устранить неоднозначность, их будем 

рассматривать именно в такой записи.

1. Предположим, что множество точек интервала ] 0, 1 [ счет­

но, г. е. всех их можно занумеровать: х,, х., ... х„, ... . Каждое та­

кое число —  бесконечная десятичная дробь: хл =  0,а1„а2„а3п... .
2. Образуем  десятичную дробь х, отличную от всех чисел это­

го множества: x = 0 ,b 'b2b'... , выбирая числа //(/<= N), отличные 

от «диагональных» а':

х, =  0,a\a‘ia 'l... ,

Xo =  0,a!2ala2... ,

х„ =  0, а Х « ; ! ... ,

но так, чтобы Ь 'ф О  и Ь‘ф  9 (т. е. х ф ()  и х ф  0,999... =  1). Ясно, 
что такой выбор возможен.
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3. Очевидно, что полученный таким образом  х £е |0, 1 |.

4. Если наше предположение о счетности дробей промежутка 

| 0, 1 [ верно, то 3 m e iV ! x  =  Am, это немедленно влечет равенство 

Ьт некоторому «диагональному элементу»: Ьт — а что противоре­

чит выбору числа х. Следовательно, десятичная дробь х, опреде­

ленная выше, не входит в счетное множество { x J « < e e N } ,  н о  

x g ] 0, 1 [, а это и означает, что все числа интервала ] 0, 1 [ зан у ­

меровать нельзя, т. е. не существует биективного отображения 

N в ] 0, 1 [, и множество точек такого интервала несчетно. ■

Выше мы привели знаменитое доказательство Г. Кантора, ко­

торый сообщил его почти сто лет назад в 18!Н году на съезде ес­

тествоиспытателей в Галле.

Так как естественным образом  отождествляются множество 

действительных чисел (числовая прямая) и множество точек пря ­

мой, множество точек интервала единичной длины и числовой 

промежуток ] 0, 1[, а задачей 11.2.3 указано, что множества точек 

прямой и ее любого интервала равномощны, (т. е. существует би­

ективное отображение ] 0, 1 | —>- R), это позволяет утверждать, 

что множества всех действительных чисел и всех точек прямой 

несчетны, как равномощные интервалу J 0, 1 [ (см. замечание

11.1).

I
 Мощность множества действительных чисел (и всех ему 
равно мощных) обозначается О и носит название мощности 
континуума.

(C on t inuum  —  латинское слово, оно означает непрерывность, 

неразрывное, сплошное).

Однако, как мы уже отмечали, этими тремя, хотя и важными 

примерами множеств: Р (п), N, R, не исчерпываются конечные, 

счетные и несчетные множества. Следующие свойства помогут 

в определении равномощности множеств и построении других 

примеров равномощных или неравномощных множеств.

Т е о р е м а  12.1. Любое бесконечное множество содержит 
счетное (счетно бесконечное) подмножество.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М —  некоторое бесконечное 

множество. Так как М ф 0 ,  то найдется элемент а , е М .  Р а з ­

ность множеств (см. определение 1.7)— множество М\{а^Ф  0  

и бесконечно, поскольку в противном случае М оказалось  бы ко­

нечным множеством. Выберем а 2еЛ4\{а,}. И з соображений, а н а ­

логичных предыдущим, множество

(/И\{а,})\{а,} =  М\{«|, а2} ф 0

и бесконечно, а указанный процесс повторяем сколь угодно. П о ­

лученное таким образом  множество по самому способу построе­

ния, очевидно, счетно, непусто и М' — {а,, а2, а3, ...}czM. я
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Т е о р е м а  12.2. Л ю б о е  п о дм н ож е ст в о  сч етног о  множества  
счетно.

Т е о р е м а  12.3. О б ъ е д и н е н и е  в с я к о г о  к о н е ч н о г о  и с ч етног о  
множеств  счетно.

З а д а ч а  12.1.2. Д о к а ж и т е  теорему 12.3.
У к а з а н и е .  В ка честве  счетного множест ва  можно б рать  множество  N, затем 

рассмотрите  P ( 2 ) U N ,  где Р ( 2 )  =  {а', а г\, постарайтесь  на этом примере найти 
идею д о к а з а т е ль ст в а  д л я  произвольного Р  (п).

Т е о р е м а  12.4. О б ъ е д и н е н и е  с ч етног о  множества  счетных 
множеств счетно.

З а д а ч а  12.1.3. Д о к а ж и т е  теорему 12.4.
У к а з а н и е .  Д о к а ж и т е  его с н ача ла  д л я  сл уча я  объединения хотя бы дву х  счет ­

ных (счетно бесконечных)  множест в  — ка к  в этом слу ча е  можно « з а н у м е р о в а т ь »  
элементы объединения этих мн ожест в?  Постарайтесь  на этом примере найти 
идею д о ка з а т е л ь с т в а  общего сл уча я .

У т в е р ж д е н и е 12.2. Множе ство  N2 счетно.
З а д а ч а  12.2.2. Д о к а ж и т е  утверждение  12.2.
У к а з а н и е .  Биективное отображение  N —<- N2 можно построить явно,  но инте­

реснее воспользоваться  теоремой 12.4 — та кое  дока з ат ел ьс тв о  совсем просто.
С л е д с т в и е  12.1. Множество  Q в с е х  р а ци ональных  чис ел  

счетно.
Действительно,  любое положительное рациональное число 

представимо в виде несократимой положительной дроби, следо­
вательно,  существ ует  биективное отображение множества  Q + 
всех положительных рациональных чисел в множество Р '  — кор­
тежей (р ,  q )  всех натуральных  взаимно простых чисел (не имею­
щих общих делителей) .  P ' c N 2, отсюда (по утверждению  12.2 
и теореме 12.?) следует  счетность Р' ,  а значит и равномощного 
ему множества  всех положительных рациональных чисел Q+.

Множ ество Q всех отрицательных рациональных чисел т а к ­
же счетно. ф

Тогда по теореме 12.4 множество всех рациональных чисел 
Q =  Q_U{0}UQ+ счетно, к а к  объединение счетного (конечного) 
числа множеств.  ■
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И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А

Высшее назначение математики — 
находить скрытый порядок в мире ха­
оса, который нас окружает.

//. Винер. «Я — математик»

Зн а ко м ясь  с историей основных понятий математики,  хотя бы 
таких ,  к а к  теория множеств  и отображений,  мы видим,  что она 
совсем непроста и д а ж е  др ам атична ,  а метод дед ук ти вных рас- 
суждений — основа математических до ка за тельств ,  приводит к 
следствиям  из очевидных утверждений,  которые иногда к а ж у т с я  
противоречащими интуиции и зд равому  см ыслу .  Из известной 
аксиомы Цермелло (П усть  дано множество состоящее из 
попарно непересекающихся  множеств  Ма, тогда  сущ еств ует  мно­
жество М, к а ж д ы й  элемент ш а которого прин адлеж ит  некото­
рому Ма, причем так ,  что =  вы те ка е т  уд ивительная  
возможность разбиения шара на конечное число частей,  из 
которых движениями  в пространстве (т. е. сохраняя  расстояния)  
можно составить  д ва  таких ж е  шара.

Иногда т ак ие  «противоречия» говорят о несовершенстве д е ­
дуктивного метода или системы аксиом,  но зач ас тую открывают 
совершенно неочевидные,  но истинно глубинные и глобальные 
закономерности.

К таким к а ж у щ и м с я  противоречиям относится равномощ- 
ность множеств  точек прямой и ее любого интервала .  Посмотрим 
на эту проблему с другой стороны. Понятно, что точек, к а к  пря­
мой, т а к  и плоскости бесконечно много, но где больше? После то­
го, к а к  мы установили биективность отображения  прямой в ин­
тервал ,  поспешного ответа ,  видимо, стоит остеречься.  Прежде  
всего, очевидно, что способом, аналогичным до ка з а т е л ьс т в у  рав- 
номощности прямой и интервала ,  можно пока за ть  равно- 
мощность множеств  точек плоскости и к в а д р а т а  без огранич ива­
ющих его отрезков.  Это сведет  з а д а ч у  сравнения мощностей п р я ­
мой и плоскости к сравнению равномощных им интервала  и 
к в а д р а т а .  Приведем рассу жден и я  Кантора.

Множество точек к в а д р а т а  естественным образом отождесг-  
вимо с множеством кортежей ( х, у )  с бесконечными деся ти чны­
ми дробями вида 0,а1а 2а3..., которые мы предполагаем  з а п и с а н ­
ными в бесконечном виде (см.  пример 12.1, т. е. не принимается 
запись  дробей с конечным числом значащих цифр). Идея  Канто­
ра заклю чае тся  в том, чтобы слить эти дроби в одну десятичную 
дробь,  по которой однозначно во сстан авлива ли сь  бы х и у  ( in),  
и которая  принимала  бы все положительные значения,  не пре­
восходящие 1 ( sur ) ,  по одному ра зу  (отображение) ,  когда точка
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<х, у )  пробегает по всему  к в а д р а т у  (Dom).  Тем са м ы м  было бы 
получено биективное отображение к в а д р а т а  на единичный от­
резок.

Казалось  бы, такое  соответствие просто установить,  положив
1 ( ( 0 , а1а2а 3..., 0,Ьф2Ь3...) ) =  0,а ф {а2Ь2а3Ь3... . (Отметим, что отно­
шение

F =  { ( ( 0 , a la2a i ..., 0,btb2b3. . . ) , 0,ахЬка 2Ь2а3Ь3... .)}, 
очевидно есть отображение ,  т а к  к а к  кортежем 
(0  ,и ,а2а3..., 0,b,bob:!. . . ) однозначно определяется число
0,a^bxa2b2a3b3 •••)• И по дроби 0 ,a lb la 2b2a 3b3 ... , отделяя  числа на 
четных и нечетных местах  после запятой,  можно восстановить 
х =  0 , а , а 2а 3... и y  =  0,bib2b3... однозначно, что и означает инъек- 
тивность отображения :  кортеж <<х, у ) ,  0 ,a lb la2b2a3b3....) е F с 
произвольным фиксированным 0,a lb la 2b2a3b3.... единствен.

Однако ока зы в а е т с я ,  что определенное т ак  отображение не 
сюръективно,  потому что образом элемента  (х ,у )  хотя и я в л я е т ­
ся бесконечная десятичная  дробь,  не превосходящая 1, но 
существуют бесконечные десятичные дроби, (например,  вида
0,с|с20с40с6...), которые получаются  только из конечных дро ­
бей. Д л я  однозначности представления чисел в десятичной 
записи такое  представление мы исключили из рассмотрения (т а к  
при z =  0,c,c20c40c6... получим х =  0,с,00.. .  — с конечным числом 
ненулевых значащих цифр после запятой,  а у  =  0,с2с 4с 6...). Обой­
ти это противоречие можно, в зя в  за а ь а 2, а3..., Ьь Ь2, Ь3... не от­
дельные цифры, а, к а к  назвал их Кантор,  «м о л екул ы  д е ­
сятичной дроби»,  соединяя  в одно целое любую ненулевую з н а ­
чащую цифру с предшествующим нулем.  Например, если
2 =  0,3208007000302405. . .  , то с , =  3, с2 =  2, г :! =  08, с4 =  007, 
с5 =  0003, с6 =  2, с7 =  4, с8 =  05, ... . Несколько изменим правило:  
пусть теперь а и Ьи а2, Ь2, а3, Ь3 и т. д. обозначают не числа,  стоя­
щие, соответственно, на нечетных и четных местах  после запятой,  
а так ие  «м о л е ку л ы » .  Тогда любому (х, у )  однозначно соответст­
вует  бесконечная дробь z, которая ,  в свою очередь,  однозначно 
определяет  и х и у,  р а с п а д а я с ь  на две  дроби с бесконечным чис­
лом « м о л екул » ,  т. е. бесконечные десятичные дроби. Такое ото­
бражение инъективно, т. е. по л и  у  число z получается  однознач­
но, и всякое z e | 0 ,  1| может  возникнуть только однаж ды.

Это биективное отображение и у с т а н а вл и ва е т  равномощность 
к в а д р а т а  и интервала ,  что в конечном счете приводит к у т в е р ж ­
дению, что плоскость и п р я м а я  имеют одинаковую мощность 
континуум,  или равномощность множеств  RL и R.

Обобщение этого дока за т е л ьс т в а  на произвольную степень 
R" вполне очевидно. Г. Кантор в течение трех лет с 1874 года 
пы тал ся  д о к а з а т ь  невозможность биективного соответствия м е ж ­
ду множествам и R и R” при п >  1, пока он к своему удивлению 
не построил его. «Я это вижу ,  но не верю в это» ,— писал он Д е д е ­
ки иду...
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Б И Н А Р Н Ы Е  О Т Н О Ш Е Н И Я  
НА М Н О Ж Е С Т В Е  

Ф А К Т О Р М Н О Ж Е С Т В О

§ 13°. Ви ды  б и н а р н ы х  отношений на мн о же ст в е .
§ 14. Отношения  п о р я д к а  на мн о же ст в е .
§ 15. Отношения  э кв и в а л ен т н о с т и  на мн о же ств е .
§  16. К л а с с ы  э кв ив а л ен т н ос т и .  Ф а к т о р -м н о ж е с т в о .

Основные понят ия :  рефлексивность,  симметричность,  тр ан зи ­
тивность отношений, кл ассы  и отношения эквивалентности,  упо­
рядоченные множества ,  фактор-множество ,  свободный вектор,  
сравнение целых чисел, равносоставленность  и равновеликость 
фигур.

Н е о б х о д и м ы е  с в е д е н и я :  множества ,  операции на множествах ,  
бинарное отношение, композиция бинарных отношений, инверсия 
бинарного отношения,  конечное множество ,  граф бинарного от­
ношения на конечном множестве ,  направленный отрезок,  сона- 
правленные лучи, дек арто в  к в а д р а т  множества,  ди агональ д е к а р ­
това к в а д р а т а  множества ,  равномощные множества ,  подобные 
треугольники,  равновеликие фигуры.

Р е к о м е н д а ц и и :  если пособие используется  в лекционной работе,  то до лекции 
рекоменду ет ся  предварительное  зна комст во  студента  с со де ржа ние м § 13° ( с а м о ­
стоятельно или на практическом занятии) .
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J l е к ц и я 2 — Операции па бинарных отношениях.  Отображения .

( §  6 - - §  «)•
ле к Ц и я 3 — Биективные отображения .  Преобразования.

( §  9 - § 12).
Л е к ц и я 4 — Бинарные отношения на множестве .  Фа кт ор  множество.

( §  1 3 - § 16).
Л е к Ц и я 5 — Ма три цы .  Основные операции и свойства.
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Л е к Ц и я 8 — Векторные пространства .
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Л е к Ц и я 1 1 — Линейные отображения  векторных пространств .
Л е к Ц и я 12 — Матричное  представление  гомоморфизмов.
Л е к И и я 13 — Алг ебра  линейных операторов.
Л е к Ц и я 14 — Собственные векторы линейных операторов.
Л е к Ц и я 15 — Евклидовы векторные пространства .



4. Б и н а р н ы е  отношения  на м н о ж е с т в е

§ 13°. В И Д Ы  Б И Н А Р Н Ы Х  О Т Н О Ш Е Н И Й  
НА М Н О Ж Е С Т В Е

И § 5 было введено понятие бинарного отношения на двух  
множествах ,  объектом изучения в этой лекции буд ут  бинарные 
отношения на множестве.

■ О п р е д е л е н и е  13.0. Л ю б о е  б и н а р н о е  от ношени е  F a  А'2 
называют бинарным отношением на множестве.

В этом сл учае  Dom F ez  A, Im Р с Л ,  а

I.множество  Dom F l J I m  F называют областью бинарного отно­
шения F.

Обозначение области отношения: D (F)  или, если понятно о 
каком отношении идет р е ч ь — D.

Как правило,  употребляется  выражение :  бинарное отноше­
ние на множестве D, по драз уме вая ,  что D =  D (F)czA  и 
Fez D2 (F), различие м е ж д у  множествами D (F)  и А, если оно с у ­
щественно, обычно видно из контекста.

В мат ем ати ке  часто используются специальные виды отно­
шений: эквивалентности и порядка.  Ка ж д о е  из них опр еделяет ­
ся через некоторые свойства,  изучение их — наша б л и жай ш а я  
з ад а ча .

О п р е д е л е н и е  13.1. Бинарное отношение F на м н о ­
ж е ст в е  D н а зы ва ет с я  рефлексивным на D, е с л и  д л я  л ю б о г о  
x e D  =  Dom F\J Im F кортеж (x, x) <^F, в этом с л у ч а е  говорят,  
что к аж ды й  находится  к с ам ом у  с е б е  в д анн ом  от­
ношении .

Символическая  запись  этого определения:

defF — рефлексивно D => (x, x ) ^ F ) .  (13.1)
Несложно видеть,  что из определения немедленно следует ,  

что бинарное отношение F~1 рефлексивно тогда и только тогда,  
когда рефлексивна его инверсия F 1. 4

Отношение S =  {( 1, 1>, < 1 , 2 ) ,  < 1 , 3 ) ,  <2, 2 ) ,  <2, 3 ) ,  <3, 3)},  
очевидно, рефлексивно, т а к  как

D ( S ) =  ?, и S  zd{ < 1, 1) ,  <2, 2 ) ,  <3, 3)}.

Не рефлексивно бинарное отношение

L =  {(x, у )\х, у  — люди Д  «человек  х выше человека у»}, ф

З а д а н и е  13.1. По графам  бинарных отношений на конеч­
ных множествах  определим, какие  из них рефлексивны.  ( В ы д е ­
лите свойство).  ф

Когда мы познакомимся с другими видами бинарных отно­
шений на множестве,  то будем учиться определять ,  ка ковы
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Рис. 58
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XI. ф

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
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транзитивно
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XII. (Т )

© •  • ©

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транзитивно
связанно

Рис. 59
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с ) с  I

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транзитивно
связанно

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транзитивно
связанно

Рис.  60

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транзитивно
связанно

их признаки для  конечных множеств ,  по этим же графам 
(рис. 58—60).

Особенностью графа рефлексивного бинарного отношения на 
конечном множестве  являе т с я  то, что в ка ждой  его точке имеется 
нетля.  ♦

Бинарное отношение не рефлексивно на конечном множестве,  
если в его графе хотя бы одна точка не имеет петли. ф

Рассмотрим более интересные примеры бинарных отношений 
на конечных и бесконечных множествах .  При изучении других 
свойств отношений мы будем во зв ращ ат ься  к этим примерам,  
к а к  и к примерам  з а д а н и я  13.1, вы ясня я  дополнительно их новые 
свойства.

П р и м е р  13.1. Определим,  обладаю т ли свойством рефлек­
сивности отношения:

1) Р 1={(х ,  у)\{х, </}с/1={ 1, 2 } Д х > 2  ( у  — 1)}.
Все кортежи Р, можно выписать  Р, =  {< 1, 1 ) ,  <2, 1 ) ,  <2, 2)},  

D (Р , )  =  {1, 2}. Следовательно отношение рефлексивно на D ( P , ) .

{рефлексивно,  антирефлексивно,  
симметрично,  антисимметрично,  
транзитивно,  связанно.

2) Р.2 =  {(х, у)\{х, / / } ( = г д х > 2  ( у — 1)}.

/_) (P 2)= z .  Это отношение нерефлексивно на Z. ф
У к а з а н и е .  Сравните  с бинарным отношением P l5 найдется  ли такой x g Z ,  ч т о - 

бы х <  2 ( х — 1)?



{ антирефлексивно,  
симметрично,  антисимметрично,  
транзитивно,  связанно.

3) р.л =  {(х, у)\{х, y}cz R л *>(/}.
П (Р Л)=  R, отношение рефлексивно на R, т а к  к а к  х ^ х  дл я  любо­
го действительного числа х.

{рефлексивно,  антирефлексивно,  
симметрично,  антисимметрично,  
транзитивно,  связанно.

4) Р 4 =  {(т,  п)\{т, п ] cr N Д  т  делит п } .
«т  делит п»  означает,  что сущ ествует  целое число k такое,  что 
n =  km. Область  этого бинарного отношения равна  N, т а к  к а к  
всякое  натуральное число т — делитель  какого-либо кратного 
ему натурального  числа,  например т, 2т и т. д.

Это отношение рефлексивно, т а к  к а к  V m e N = > m =  1ш.
Iрефлексивно,  антирефлексивно.  

Отношение < симметрично,  антисимметрично,  
[ тра нз ит ивно ,  связанно.

5) Отношение равенства  треугольников на множестве  всех 
треугольников Л:

р , = { ( а а в с , АА'В'С' )\{ААВС, а А'В'С'}с а д

Д  а А ВС= а А'В'С'} 
рефлексивно.  ф

( рефлексивно,  антирефлексивно,  
Отношение «симметрично,  антисимметрично,  

( транзитивно ,  связанно.

| 4. Б и н а р н ы е  отношения  на м н о ж е с тв е

6) Отношение параллельности на множестве  всех прямых 
(плоскости):

Яв =  {<а, b)\{a, b}cz.Sf/\a ||й}

? не ? рефлексивно на

{рефлексивно,  антирефлексивно,  
симметрично,  антисимметрично,  
транзитивно,  связанно.

7) Отношение перпендикулярности прямых:  

Р 7 =  {<а, b )  |{а, b}cz.9’/\ a ± b ]

нерефлексивно на

{ антирефлексивно,
Отношение < симметрично,  антисимметрично,  

( транзитивно ,  связанно.
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8) Отношение включения на множестве  подмножеств некото­

рого множества  U:
Я8 =  {<Л, В>|{Л, B | c U A / l c B l .

0 ( Р 8) =  и ,  отношение ? не ? рефлексивно на U. ф

( рефлексивно,  антирефлексивно,  
Отношение < симметрично,  антисимметрично,  

( транзитивно,  связанно.

9) Отношение равномощности на множестве  подмножеств  не­
которого множества  U:

Р9 =  {(А, В)|{Л, й }с ИД/1 равномощно В}.

D (Р 9) =  и ,  отношение рефлексивно на U, т а к  к а к  всякое  мно­
жество равномощно себе самому ,  ( з ам еч ание  11.?) ф

( рефлексивно,  антирефлексивно,  
Отношение < симметрично,  антисимметрично,  

[ транзитивно ,  связанно.

В школьном курсе  геометрии встречались  понятия сонаправ- 
ленности и противоположной направленности лучей.  Они опреде­
ляют д ва  отношения на множестве  лучей.

Н а п о м и н а ни е .  Луч \АВ) н аз ы в а е т с я  сона пра вле нным с лучом \CD), если
(AB)\\(CD) и \АВ) и \CD) л е ж а т  в одной полуплоскости относительно прямой
(AC), проходящей через их на ча льные  точки,  при условии,  что ( А В ) Ф ( С О ) ,  а в 
слу ча е  ( A B ) - ( C D )  требуется ,  чтобы \AB)cz[CD)  или [C D ) c [ A B ). Если лучи п а ­
раллельны,  но не о бл ада ют  этими свойствами,  их на з ыва ют  противоположно н а ­
правленными (рис.  61).

Об о з на че ни я .  [ Л й ) Ц [ С О )  д л я  сона пра вле нных  лучей и, соответственно,  
\AB)\\\CD) — дл я  противоположно направленных.

10) Отношение сонаправленности на множестве  всех лучей:

P W =  {([AB), [CD))  | {[Л В), [СD )}с= &'/\ [Л В ) ff [CD )}, 

очевидно, рефлексивно. ф

{рефлексивна, антирефлексивно,  
симметрично,  антисимметрично,  
транзитивно,  связанно.

Рис.  61
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11) А отношение противоположной направленности 

Р п ={(\ЛВ), \СП)) \{\ЛВ), [CD)}cz^'A[AB)\\[CD)},

нерефлексивно на У". ^

Отношение
антирефлексивно 

< симметрично,  антисимметричне 
У транзитивно,  связанно.

12) В ажн ый  пример рефлексивного отн ошения— отношение 
эквиполентности на множестве  всех направленных отрезков.  
(См. определение 4.2).

О п р е д е л е н и е 13.2. Н апра вл енны й  от р е з о к  А В н а зыва
ется эквип ол ентным н а п р а в л е н н о м у  о т р е з к у  CD, е с л и  соот­
в етствующие лучи  ([АВ) и [CD)) с о н ап ра вл ен ы ,  а длины этих 
от р е з к о в  ровны .

Обозначается  эквиполентность направленных отрезков з н а ­

ком со: ABmCD.
У к а ж и т е  на чер тежах  эквиполентные направленные отрезки 

(рис. 62):

i АВ  д
^-------------------- - л в

\  _  \ IV

с\ ------CD \ р

Рис. 62

Бинарное отношение на множестве  всех на пра вленных от­
резков:

Р ]2 =  {(ЛВ, CD) \{АВ, CD}cz {/\ABmCD} 

рефлексивно.

{рефлексивно,  антирефлексивно,  
симметрично,  антисимметрично,  
транзитивно,  связанно.

Признак  рефлексивности бинарного отношения следующий.
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У т в е р ж д е н и е  13.1. Б и н ар н о е  отношени е  F р е ф л е к с и в н о  

на множестве  D тогда и только тогда, к о г д а  d n a F .  ( d D — д и а г о ­
наль множества  D).

Действительно,

■> опр. 3. 3
F рефлексивно на D V x ^ Z )  =>- (х ,  x)<=F) —< ;  - d Da F .

опр. 1. 3

[ О п р е д е л е н и е  13.3. Бинарное отношение F на м н о ж е ­
стве D на зы ва ет с я  антирефлексивным на D, е сл и  (х ,  x)<£F 
д л я  к а ж д о г о  x<=D.

Символическая  запись  этого определения:

defF — антирефлексивно <=>( V i e  D =>- (х ,  x ) ^ F ) .  (13.2)

Т а к ж е  очевидно, что бинарные отношения F и F~' могут быть 
антирефлексивны только одновременно,  т а к  к а к  (х ,  х) е / 7 тогда 
и только тогда,  когда (х ,  x ) g F _ i . ( С м . определение 5.7). ф 

З а д а н и е  13.2. Определите,  ка кие  из графов з а д а н и я  13.1 
з ад аю т антирефлексивные отношения?

Укаж ите ,  какие  из бинарных отношений примера 13.1 анти­
рефлексивны,  умейте  обосновывать  свой выбор.

Особенностью графа антирефлексивного бинарного отноше­
ния на конечном множестве  явля ет с я  то, что ни в одной из его 
точек нет петель,  т а к  к а к  это означало бы наличие в D (F)  эл е ­
мента х такого ,  что (х ,  х ) е / - '  — что противоречит определению 
антирефлексивности.

Бинарное отношение на конечном множестве  не антирефлек ­
сивно, если его граф имеет хотя бы одну петлю. ф 

Признак  антирефлексивности произвольного бинарного отно­
шения можно сформулировать  следующим образом:

У т в е р ж д е н и е  13.2. Б и н ар н о е  отношени е  F антирефлек ­
с и в н о  на м нож е ст в е  D тогда  и только тогда, к о г д а  d D(]F =  0 .  

З а д а ч а  13.1.2. Д о к а ж и т е  утве ржде ние 13.2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .

/•' антирефлексивно на D ^ ( V x e £ ) = ^ ( x ,  х) ф  F)<^~ d D[\F =  0 ,  
( где d D =  ?). ■

З а д а ч а  13.1.1. Установите,  рефлексивно или антирефлек­
сивно бинарное отношение:

/•' !={<х, у )  |{х, у } а  N Д х  +  г/ =  2}.

Объясните ответ.



1 2 0 4. Б и н а р н ы е  отношения  на м н ож е с тв е

У к а з а н и е .  Мо ж но  ли у т в е р ж д а т ь ,  что х-\- х  =  ‘2 д л я  любого на турального  чис 
л а  х? Можно ли у т в е р ж д а т ь ,  что не су ще ст в уе т  на ту ра л ьн ых  чисел таких,  чтобы 
х + х  =  ‘2?

Следующее свойство бинарных отношений на множестве  - 
симметричность.

10  п р е д е л е н и  е 13.4. Бинарное отношение F на м н о ж а  г 
е е  D н а зы ва ет с я  симметричным на D, е с л и  д л я  в с е х  {х, y } a l J  
из  того, что (х, y ) ^ F  сл еду ет ,  что {у, x ) e f .

Символическая  запись:  
defF — симметрично <t=^((V{x, y}czD\(x,  y )<=F)=>((y ,  x ) ^ F ) ) .

(13.3)

Как  и в сл учае  рефлексивности и антирефлексивности,  
свойство симметричности бинарного отношения F н а с л е д у е т ­
ся отношением F Л  ф

Более того, очевидно утверждение .
У т в е р ж д е н и е  13.3. Б и н ар н о е  от ношени е  F симметрично  

на м ноже ст в е  D тогда  и только тогда, к о г д а  F = F ~ [.
С л е д с т в и е  13.1. Dom/,' = I m / r дл я  симметрично го  бинар -

н о г о  отношения F , т а к  к а к  Dom /■ =  lm F~' =  Im F.
З а д а ч а  13.2.2. Верно ли обратное:  если Dom /•'= Iгп /•’, то 

бинарное отношение F — симметрично?
У к а з а н и е .  Приведите примеры бинарных отношений хотя бы на конечных 

множествах .
З а д а н и е  13.3. Определите,  какие  из отношений зада ни я

13.1 симметричны?
У к а ж и т е , к а к и е  из бинарных отношений примера 13.1 симмет ­

ричны, умейте  обосновывать  свой выбор. Запишите объяснения 
дл я  одного (любого) из отношений.

Выполнение этого з а д а н и я  позволяет сделат ь  вывод,  что осо­
бенностью графа симметричного бинарного отношения на конеч­
ном множестве  явля е т с я  то, что все его стрелки «двойные»  (в 
этом сл учае  говорят о неориентируемости всех ребер графа),  ф

Бинарное отношение на конечном множестве  не симметрично, 
если его граф имеет хотя бы одно ориентированное ребро.

I О п р е д е л е н и е  13.5. Бинарное отношение F на м н о ж е ­
стве D на зыва ет ся  антисимметричным на D, е с л и  д л я  в с ех  
[х, y } c i D  таких, что (х, y ) ^ F  и ( у ,  , i ) e F  сл еду ет ,  что х =  у.

Символическая  запись определения:
def

F — антисимметрично 
<Ц(У{х, «/}<=£>|(<х, y ) e = F / \ ( y ,  x)<=F))=>(x =  y)) .  (13.4)

Наследуется  ли инверсией антисимметричность бинарного 
отношения F? ♦
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З а д а н и е  13.4. Определите, какие из отношений задания 

1,4.1 антисимметричны.

Укажите, какие из бинарных отношений примера 13.1 анти­

симметричны, умейте обосновывать свой выбор.

М ож но  заметить, что особенностью графа антисимметричного 

отношения на конечном множестве является то, что все его реб ­

ра ориентированы (но граф  может иметь петли). ф  

Бинарное отношение на конечном множестве не антисиммет­

рично, если его граф  имеет хотя бы одно неориентированное реб ­

ро (двойную стрелку). 4  

Признаком антисимметричности бинарного отношения явля- 

гтся следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  13.4. Бинарное отношение F на множестве 
I) антисимметрично тогда и только тогда, когда Ff\F~]czdu. 

З а д а ч а  13.3.2. Докажите утверждение 13.4.

Д  о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим

F Г)F 1 =  {(х, у> | <х, у) е / 7Д ( х ,  у) geF ~ 1} =

=  {(х, у) | < * ,  у) «ЕЕ F Д  (у, х) Е Е  F } .

/•' —  антисимметрично на F{]F,_| = { ( х ,  х) g F } ,  но последнее 

множество по определению содержится в диагонали dn =  ?. Ш 
М ож н о  заметить, что предыдущим признаком легко доказы ­

вается антисимметричность F~u.

> _  > ? 
г —  ан т и си м м ет ри ч н ое  /^П^7 cz dn -о- F f) F a d n o  

? ^
- е  F~'f\(F~')~ 1 czdDo  F [ —  антисимметрично.

Т. е. бинарное отношение F антисимметрично тогда и только 

тогда, когда антисимметрично F '.
З а д а ч а  13.2.1. Определите, обладает ли свойством сим­

метричности или антисимметричности бинарное отношение з а д а ­

чи 13.1.1 /•' 1= { < х ,  у)\х, у е  N Д  х-\-у =  2}.
Указание. М ож но ли утверждать, что если х-\-у =  2 ,  то и у-\-х =  2 ? М ож но 

ли утверждать, что из того, что х-\-у =  2 и у +  х =  2, следует, что х — у?

З а д а ч а  13.1.3. Найдите бинарное отношение, которое сим­

метрично и антисимметрично.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

(13.?)

F—  = £ - ( (V { x ,  y}e=D\(x, y )eE F )= > (? ,  ? ) z eF ')

(13.?)

F—  = M ( V { x ,  y}e=D\((x, y)<=F/\{y, x )<eeF ))=> x

=> F =  ?.
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О п р е д е л е н и е  13.6. Б и н а р н о е  от нош ени е  F на м н ож е ст ­
вег D называется  транзитивным на D, е сли  д л я  в с ех  {х, у , z}czO 
таких, что и з  (х, у )  е F и ( у ,  z ) ^ F  сл еду ет ,  что (х, z ) ^ F .  

Соответствующая символическая  запись  определения:
„  defг  — транзитивно-фф-

^ ( v { x ,  у ,  z } ^ D  = > ( x , z ) e F y  (13.5)

В определении транзитивности бинарного отношения есть 
некоторое сходство с операцией композиции отношений. Это не 
случайно:  признак транзитивности бинарного отношения с л е д у ­
ющий.

У т в е р ж д е н и е  13.5. Отношение  F на м ноже стве  D тран- 
зитивно тогда  и только тогда, к о г д а  F°FczF.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напомним,  что

FoF °1ф 6 ={<х, z)\3y\( (x ,  y )<=F/\ ( y ,  г ) е £ ) } .

В то время к а к

F°Fcz F4>( (V(x ,  z )  е  FoF)=> (х, z)<=F)<>

M v { x - y • }=*<*• z > b f )
(13.5)

F — транзитивно.  ■
Отсюда,  в частности,  транзитивно любое бинарное отношение

■> ?F cz d[j, т а к  ка к F°F == 0 с / : . ♦
Из этого у тве р жден и я  т а к ж е  следует,  что отношение F~ ' на 

множестве  D транзитивно тогда и только тогда,  когда  F транзи

гивно, т ак  к а к  если F ° F cz F , то F~'°F~{ ^=(FoF)~' c z F ~ [ и об­
ратно.  ♦ 

З а д а н и е  13.5. Определите,  ка кие  из отношений задания
13.1 транзитивны?

У к а ж и т е , к а к и е  из бинарных отношений примера 13.1 транзи 
тивны,  умейте  обосновывать  свой выбор.

Особенностью графа транзитивного отношения на конечном 
множестве  явл я е т с я  то, что в нем либо отсутствуют «т р еу го ль ­
ники», либо все они « з а м к н у т ы »  (рис. 63). ф 

Бинарное отношение на конечном множестве  не транзитив 
но, если его граф имеет хотя бы один «не за м кнуты й  треу голь ­
ник, т а к  к а к  это равносильно тому,  что, например:  (а' ,  Ь ' ) е в/ : 
и (b ' ,  c')<ebF,  н о  (а ' ,  с ' )  ф  F, что нар уш ае т  требование тр ан зи­
тивности (13.5).
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V

транзитивно нетранзитивно
Рис. 1)3

З а д а ч а  13.3.1. Определите,  транзитивны ли бинарные отно­
шения F., и P s (пример 13.1):

F,, =  {(X, Y) |{Х, У } с = и Л ^ П > /= 0 } .

V{*,  К, Z} с=и <*. Y) -хп Y = 0
< Y, Z)  e^F2o  Y f )Z =  0 И <Х, Z ) ^ F 2.

Что означает  ? не ? транзитивность F2

:{<Х, K>IU, У } с и Д 1 с Г ) .

V{*,  V, Z}cz\J <X, Y) i 
<Y, Z>

: /г2 о -  A" cr У 
i £2 -<=>- Y a  Z =>(X, Z ) e P 8.

Что означает  ? не ? транзитивность  P s.
О п р е д е л е н и е  13.7. Б и н а р н о е  от нош ени е  F на м н о ж е ­

стве D н а зы ва ет с я  с в я з а н н ы м  на D, е с л и  любых  д в а  р а з л и ч ­
ных элемента и з  D наход ят ся  в да нн ом  отношении  F. В п р о ­
тивном. с л у ч а е  г о в о р ят  о  н е с в я з а н н о м  на  D б и н а р н о м  отно­
шении .
Символическая  запись этих определений:

,, defг  — связанно <=>-

o ( ( V { x ,  у } с .О \ х ф у )= > ( (х ,  уУ е е F V  ( у •> x)e=F)) .  (13.6)
def

def

F несвязанно
def
<M(3{x ,  y}czD\x=£y)=>((x,  y )<£F/\{y ,  x)<£F)). (13.7)

В силу симметричности самих определений (они по существу  
не изменятся ,  если поменять местами х и у )  достаточно очевидно, 
что бинарное отношение F связанно или несвязанно тогда и 
только тогда ,  когда  связанно или, соответственно,  несвязан ­
но F~l.
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Признаком связанности бинарного отношения явл я е т с я  сле­
дующее утверждение .

У т в е р ж д е н и е  13.6. Б и н ар н о е  отношени е  F на множестве
I) с в я з а н н о  тогда и только тогда, к о г д а  (D X 0 ) \ d Dcz F\J F~l.

З а д а н и е  13.6. Определите,  ка кие  из отношений задания
13.1 св язанны .

Особенностью графа связанного бинарного отношения на ко­
нечном множестве  явл яется  то, что любые две  его вершины сое­
динены ребром, соответственно, несвязанность  пр оявляет ся  на 
графе в том, что найдутся  хотя бы две  его вершины,  не соединен­
ные ребром. ф 

Р а с с м а т р и в а я  свойства бинарных отношений, мы всякий раз,  
у с т а н а в л и в а я  их признаки,  решали и такой вопрос: в каком  с л у ­
чае то или иное свойство сохраняется  за инверсией отношения 
с данн ым  свойством.  Резюмируем результаты :

У т в е р ж д е н и е  13.7. Би н ар н о е  отношени е  F ' 1 р е ф л е к с и в ­
но, антирефлек сивно ,  симметрично,  антисимметрично, транзитив­
но  с в я з а н н о  или н е с в я з а н н о  тогда  и только тогда, к о г д а  этим 
ж е  с вой ством  о бл а да ет  отношени е  F.

Различные способы упорядочения множеств  встречаются  до­
статочно часто,  и не только в м атем ат ике :  например,  построе­
ние по росту,  лексикографический порядок словарей и т. д., т а ­
кие способы можно разделить  на определенные группы по их об­
щим свойствам.

Вводя новые определения в этом параграфе,  будем среди 
бинарных отношений з а д а н и я  13.1 и примера 13.1 у к а з ы в а т ь  
отношения с соответствующими ха рак те ристикам и.

О п р е д е л е н и е  14.1. Б и н а р н о е  отношени е  F на м н о ж е ­
стве D н а зы ва ет с я  отношением п оря дка  или порядком  на 
D, е с л и  о н о  транзитивно и антисимметрично. В таком с л у ч а е  
множество с  з а д а н ны м  на нем п о р я д к о м  называют у п о р я д о ­
ченным.

Его обозначение:  ( D , F ) .
Полезно запомнить формулу:

п о ря до к  =  ан т и си м м е т р ич н о с т ь  +  тр ан зи тивн ость ,  (14.1)

и совокупность этих требований (13.4,  13.5):

§  14. О Т Н О Ш Е Н И Я  П О Р Я Д К А  
НА М Н О Ж Е С Т В Е

1. ( (V{x, i/}cD|(  (х, y ) ( = F f \ ( y , х) e^F))=> х =  у )
— антисимметричность ,

<х, у )  e e F  
( у ,  z )  <е е  F транзитивность.
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Рис.  64
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ХИ. ф  

0 *  * ©

Ф
нестрогим нестрогий

строгий строгий
линейный линейный

частичный частичный 
полный полный

Рис.  65

З а д а н и е  14.1: Восемь бинарных отношений з а д а н и я  13.1 — 
являю тс я  отношениями порядка ,  убедитесь  в этом. Позднее мы 
Укажем тип порядка  ка ждого  из них. Их графы на рисунках  64 
и 65.

Принимая во внимание установленные признаки антисиммет ­
ричности и транзитивности отношений на конечных множествах ,  
Можем отметить,  что особенностями графа отношения порядка 
"а таком множестве  являю тся  ориентированность графа (отсу т­
ствие двойных стрелок)  и за м кн утость  всех «треугольников» ,  ес ­
ли они имеются.

Из у тве р ж ден и я  13.7 (о наследовании бинарным отношением 
I' 1 свойств F) вы тека ет

У т в е р ж д е н и е  14.1. Бинарное  отношение F 1 есть отноше­
ние  п о р я д к а  тогда и только тогда, к о г д а  F — тоже отношение  
порядка .

1 0  п р е д  е л е н и  е 14.2. Отношение п о р я д к а  на множестве  
D называется отношением нестрого го  п орядка  или нестрогим,

е сли  оно  рефлек сивно .
Таким образом.

нестрогий п о р я д о к =
=  п о ря до к  -f- рефлексивность  =  (14 .2 ' )

=  а н т и с и м м е т р и ч н о с т ь  -)- т р а н з и т и в н о с т ь  -)- рефлексивность,
1. ((V{x, y}cz D\((x, у )  (ЕЕ /■’ Л  ( у ,  х) е  F))=> х =  у )  —

— антисимметричность ,
(14.2)
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>. ( ч и п .  г |<=о | < £ » >  j J : } { X, 2 )  1 — транзитивность ,

3. ( V x e D = ^ { x ,  х ) е / ; ) — рефлексивность.
О п р е д е л е н и е  14.3. Отношение  п о р я д к а  на множе стве  

X на зыва ет ся  отношением строгого п орядка  или строгим, е с ­
ли о н о  антирефлексивно .

Из этого следует ,  что

строгий п о ря до к  =
=  п о ря д о к  -|- антирефлексивность — 14,3)

=  антисимметричность -f- транзитивность  +  антирефлексивность ,

а символическая запись этих требований (13.2, 13.4, 13.5):
1. ( (V{x ,  y} czD  |(<х, (/>6е£Д<//, х> se F))=>x =  y )  —

— антисимметричность ,

2. ( v u . *  I ( = D  [ £ » > = ; } ( х ,  z )  еЕЕ/7 I — транзитивность ,

3. ( V x ^ D = i » ( x ,  х )  ^  h  ) — антирефлексивность.

Утверждения  13.7 и 14.1 позволяют отметить,  что бинарное 
отношение F~' есть строгий или нестрогий порядок тогда  и толь­
ко тогда ,  когда соответствующим порядком о бладает  отношение 
F. Несложно д о к а з а т ь  следующее.

У т в е р ж д е н и е  14.2. Если F — отношени е  п о р я д к а  на н е ­
котором множе стве  D, то л ю б о е  е г о  с у ж е н и е  F \ 1У на н еп у сто е  
п о дм нож е ст в о  есть также отношени е  п о р я д к а ,  прич ем  F \п, так 
ж е  строг о  или н е стро го ,  к ак  и б и н а р н о е  отношени е  F.

Обратное,  вообще говоря,  неверно: если F\D, — порядок,  то 
F может  им не быть на множестве  D ^ D ' .  ф

З а д а ч а  14.1.1. У каж и те ,  какие  из отношений порядка  з а д а ­
ния 14.1 есть отношения нестрогого порядка .  Найдите  среди них 
отношения строгого порядка.

Особенностями графа бинарного отношения нестрогого по­
рядка  на конечном множестве  являю тся  его ориентированность,  
з амкнутость  всех его треугольников и наличие петли в каждой 
его вершине.

А особенности графа строгого бинарного отношения — его 
ориентированность,  зам кнуто сть  всех его треугольников и отсут­
ствие петель в его вершинах.

В курсе  алгебры и геометрии мы довольно часто встречаемся  
с отношениями порядка ,  приведем некоторые из них, наиболее 
употребляемые.
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Основные примеры отношений порядка
3  а д а н и е  14.2. Объясните в к а ж д о м  примере,  какой поря­

до к  (строгий или нестрогий) з а д а е т  бинарное отношение. (П о зд ­
нее мы определим другие  хар актеристики этих порядков) .

1 ) Отношения <  и >  на мно жествах  действительных R и 
н а т у р а л ь н ы х  чисел N:

Ох={{х, у)\{х, y } a R / \ x < y } .
Порядок  (  .. „ строгии , ||ш|ный

V линеиныи,  частичным,

0 2 =  {(х ,  у)\{х, y } c zR /\x> y} .
Порядок  (  „ „ строгий , полный

I линеиныи,  частичный,

°3  =  {<*, У)\{х, y J c N A K i / } .
П о р я д о к !  „ „ строгий , „

I линеиныи,  частичный,

Oi =  {(x, у )  \{х, г/}с N /\х>у}.
Порядок  (  .. строгий

С линеиныи,  частичный,

Все эти порядки строгие,  т а к  к а к  по свойствам действитель­
ных чисел не найдется  среди них такого х, чтобы х<С х или 

х — эти отношения антирефлексивны.
2) Следующие порядки ^  и ^  на мно жествах  R и N, как  

рефлекс и вные,— нестрогие.
0 5 =  {(х, у)\{х, г/}с=ЯДх<г/}.

Порядок  \ нестрогий,
( .линеиныи,  частичный,

0(, =  {(х, у)\{х,  ! / } c R / \ x > y }  =  />:|.
Порядок (  нестрогий.

( .линеиныи,  частичный,

07 = {(х, у)\{х,  y}cNAjf<i/J.
Порядок  (  нестрогий,

( линейный,

Ок =  {(х, у )  \ {х, у ) а  N Д  х ^ у } .
Порядок  / нестрогий,

( .линейный,

3) Отношение включения на множестве  всех подмножеств  не 
которого мно жес тва  U — нестрогий порядок.

0 9 =  {<Л, В)\{А, B } a U / \ А аВ ) .

Порядок { нестР ° г ™> г ( .линеиныи,

„ полный, частичный,

о полный, частичный,

о полный частичный,



§ 14. Отношения  п о р я д к а  на м н о ж е с т в е 129
З а д а ч а  14.1.2. Являетс я  ли отношение делимости порядком 

на множестве  нат уральных  чисел N? Строгим или нестрогим?

Ою =  {(т,  п)\{т , n}cz  N Д  ( Э £ е  N \п =  km)} =  Я4.
т-, f  нестрогий,  строгий,Порядок s К „ ’ у * .  полный.  г  ( .линеиныи,  частичный,

Указание .  См.  з ад ани я  13.1, 13.4, 13.5: Р 4 — антисимметрично,  транзитивно 
и рефлексивно.

Я вл яется  ли отношение делимости порядком на множестве  
целых чисел Z?

Ои =  {(т,  п)\{т,  » ) c Z /\(3k^Z\n  =  km)}.
Ппп.пп» / нестрогий, строгий, порядок < у „ > V , полный, 

члинеиныи,  частичный,

Среди отношений порядка  вы деляется  еще гак  на зыва ем ый 
линейный порядок,  который т а к ж е  может  быть строгим или не­
строгим.

О п р е д е л е н и е  14.4. Отношение  п о р я д к а  на множе стве  
D на зыва ет ся  отношением линейно го п ор я дка  или линейным 
порядком, е с л и  о н о  с в я з а н н о  на D, а множе ст во  D в этом с л у ­
ча е  на зыва ет ся  линейно упорядоч енным множеством с  по­
р я дк ом  R.

В противном с л у ч а е  г о в ор ят  о частичном п о р я д к е  или ча­
стично упорядоч енн ом  множестве.

Таким образом,

лине йн ый п о ря д о к  =
=  п о ря до к  -f- связанность =  ( 14 .4 )

=  ан ти си м м ет ричн ост ь  т р ан зи ти вн ост ь  +  связанность,

что означает  совокупность условий:

1. ( (V {л', */}(=£>|(<х, у )  €Е/; Д  <//, л-> <=F))=>x =  y )  —
— антисимметричность ,

2. ( v { * ,  у ,

— транзитивность ,

3. ( ( V{x, y }c z D \ x ^ y )= ^ ((x ,  у )  <= F V  ( у ,  х) <ее F)) —
— связанность ,

частичный п о ря д о к  =
=  п о ря д о к  - f не связанность =  ( 14 .4 )

=  ан ти си м м ет р ич н о ст ь  -f- т р ан зи ти вн ост ь  -)- несвязанность ,
5 В. Т. Петрова
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или
1. ((VIл-, (/}czD|(<x, y )< = F/\ ( y ,  x)<=F))=>x==y)-

— антисимметричность ,

2. ( V U ,  у ,  2 }<=d|<* 4 e f ) -
— транзитивность ,

3. ((3{jc, y}czD\x=£y)=>((x, y )< £ F / \ ( y ,  x)<£F)) —
— несвязанность.

З а д а н и е  14.3. Определите  и выделите,  какие  из отношений 
порядка  з а д а н и я  14.1 есть отношения линейного порядка ,  а к а ­
кие — частичного?

Соответственно графическим признакам антисимметрично­
сти, транзитивности и связанности или несвязанности бинарных 
отношений на конечных мно жествах  могут  быть сформулирова­
ны признаки линейного и частичного порядков.  Так  для  линей­
ного порядка требуются  ориентированность графа,  замкнуто сть  
всех его «треугольников» ,  если т ак ие  имеются,  и связанность  
всех его вершин ребрами.  ♦

Опишите особенности графа отношения частичного порядка  
на конечном множестве.  ♦

Аналогично утверждению 14.1, имеем
У т в е р ж д е н и е  14.3. Б и н арн о е  отношени е  F 1 есть от н о ш е ­

ни е  п о р я д к а :  стро г о г о ,  н е ст р о г о г о ,  л и н е й н о г о  или частичного  
тогда и только тогда, к о г д а  от нош ени е  F — также п о р я д о к ,  с о ­
ответственно: строгий,  не строгий ,  линейный  или частичный.

Если множество упорядоченно каким-либо отношением, то 
можно говорить о наибольшем и наименьшем элементе  относи­
тельно этого порядка:

О п р е д е л е н и е  14.5. Если  ( D , F)  — у п о р я д о ч е н н о е  м н о ­
жество,  то элемент a ^ D  н а зы ва ет с я  наименьшим ( или наи­
большим) в D, е с л и  (а ,  х)  ё F (или ( х, a ) ^ F )  д л я  л ю б о г о  
элемента  i e D ,  отличног о  от а.

Из определения следует ,  что на упорядоченном множестве  
может  быть не более одного наименьшего и не более одного наи­
большего элемента.

Очевидно, 1 — наименьший элемент для  отношения линейного 
порядка :

0 3 =  {<х, у )  |{х, у }c l  N Д  х <Су },

а отношение
0 , = { < х ,  у)\{х, f / } c R A K i / }

не имеет ни наименьшего,  ни наибольшего элемента .
З а д а н и е  14.4. У к а ж и т е  наибольшие и наименьшие эл емен­

ты вполне упорядоченных множеств  з ад ания 14.2, если такие
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элементы существуют:

Og =  {<X, у)\{х, ;/}с N Д  ;/}. 4
Оц =  {</1, В)\{А, S } c  U Д  А с  В}. 4

О п р е д е л е н и е  14.6. Если к а ж д о е  н еп у сто е  п о дм н ож е -  
ство лин ейн о  у п о р я д о ч е н н о г о  ч н ож е ст ви  (D, Fу имеет нии- 
меньший  элемент, то такое множество  I) на зыва ет ся  в п олн е  
у п о р я д о ч е н н ы м ,  а е г о  п о р я д о к _п олным

/ п  ( \'\ ^ 6 Л 6 Я 6 Н И 6 * 1,ас Тични У п о р я д о ч е н н о е  множество  (D, F)  называется ,  направленным в в е р х  ( в н и з )  е с л и  д л я  в с я _
кои  пары эл ементов {х, y } c D  найдет ся  хотя бы  о д ин  элемент
a ^ D  такой что (х  а )  s=F и </л „>£=/•' (с оответственно ,
(a ,  х)<=Г и (a ,  y )<=F).  В этом с л у ч а е  п о р я д о к  F на зыва ет ся  
направл енным .

Так множество натуральных чисел <N, О ) вполне упорядо­
чено, а вещественная  прямая  с естественным порядком <R, О,) 
(или <R, О , ) )  и ее отрезок /==[(), j ,  ,  естественным порядком
0,|,  (или 0,1,), (а значит, и любой ее отрезок с таким порядком)  не 
являетс я  вполне упорядоченным множеством,  (например,  в под­
множестве  M =  { l / « | n e N i c [ 0 ,  1] не сущ еств ует  наименьшего 
элемента) .

Несложно установить,  что не являе т с я  полным и порядок:  
0 9 =  {(А, В)\{А, B ) cz\ J ^ 0  /\AczB).  +

З а д а н и е  14.5. Оп ред ел и в ,  имеются ли среди отношений 
з ада н и я  14.1 отношения полного порядка

З а д а ч а  14.2.2. Определите,  най дутся  ли среди отношений
Т  °>о задания   ̂ и задачи 14.2.1 отношения полного порядка.
Можно показать ,  что любое подмножество вполне упорядо­

ченного множества  т а к ж е  вполне упорядочено (относительно с у ­
жения отношения порядка  на это подмножество) .

Однако ,  интереснее следующее утверждение .
Т е о р е м а  (Ц  е р м е л л о) 14.1. В с я к о е  н еп у ст о е  п о д м н о ж е ­

ство м ож но  в п о л н е  упорядочить.
Т. е. на непустом множестве  всегда можно установить  отно­

шение порядка ,  превращающее его во вполне упорядоченное 
множество.

З а д а ч а  14.1.3. Определите,  сколькими способами можно 
вполне упорядочить множество,  состоящее из дв ух  элементов?  
трех? четырех? из п элементов? (рис. 66)

1# 1# * 2  1 .  . 2

3 * 3 •
Рис. 66
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З а д а ч а  14.2.3. Прид ум айте  какой-либо линейный порядок 
на множестве  N2. Единствен ли такой линейный порядок? П оста­
райтесь з а д а т ь  его так ,  чтобы множество N2 стало вполне уп о р я ­
доченным.

Указание .  Мно же ст во  N2c R !  м оже т  быть  изображено на координатной 
плоскости у зл а ми  целочисленной решетки первой координатной четверти.  П р и д у ­
майте «способ ее прохода» ,  обеспечивающий выполнение определения линейного 
порядка ,  полного порядка .

В а ж н ы м  видом бинарного отношения являетс я  отношение 
эквивалентности (позднелатинское « a e q u iv a l e n s » ,  от aequus  — 
равный и va leo  — имею значение,  цену, может  быть переведено 
к а к  равнозначный,  равноценный).  Отношения эквивалентности 
позволяют ввести на мно жествах  элементов новые, более с л о ж ­
ные математические стр ук туры:  классы  эквивалентности и ф ак ­
тор-множества ,  при этом ока зы в а е т с я ,  что все они обладают 
многими общими свойствами и признаками,  несмотря на с ущ е­
ственно разную природу составляющих их объектов.

О п р е д е л е н и е  15.1. Б инарно е  отношени е  I' на м н о ж е ­
стве D н а зыва ет ся  отношением эквивалентности ни D (или  
эквивалентностью на D), е с л и  о н о  р еф л е к с и в н о ,  симметрично  
и транзитивно.

Обозначается эквивалентность  так :  или = ,  или й.
Эти условия можно зап иса ть  «формулой»:

2 .  ( ( v { x ,  y}czD\(x, y } ^ F )= > ( y ,  х) е= F ) — симметричность,

З а м е ч а н и е  15.1. Dorn F =  Iпт F для  всякого отношения э к ­
вивалентности F, т а к  к а к  F симметрично. (См. следствие  13.1).

Кроме того, о к а з ы в а ет с я ,  что традиционное определение от­
ношения эквивалентности на множестве  D переопределено:  тр е­
бования симметричности и транзитивности бинарного отношения 
обеспечивают его рефлексивность.  И признаком того, что бинар­
ное отношение я в л яе т с я  отношением эквивалентности,  можно 
считать следующее утверждение .

§  15. О Т Н О Ш Е Н И Е  Э К В И В А Л Е Н Т Н О С Т И  
НА М Н О Ж Е С Т В Е

эквивалентность  =
(15.1)рефлексивность - f  симметричность -f- транзитивность.

а совокупность всех условий (13.1,  13.3, 13.5):
1. (\ fx czD=^(x ,  x)<^F) - рефлексивность,

транзитивность.
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1 0

? не ?эквивалентность

d

? не '/эквивалентность

? не '/эквивалентность ! не .'эквивалентность

XII. ф  

0  •©

0
: не : эквивалентность : не : эквивалентность

: не .'эквивалентность

Рис. 67
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У т в е р ж д е н и е  15.1. Если F — симметричное  и транзитив­
н о е  б и н а р н о е  от ношени е  на м н ож е ст в е  D, то F — отношени е  э к ­
вивалентности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Установим,  что рефлексивность бина р­
ного отношения следует  из его одновременной симметричности 
и транзитивности.  Возьмем произвольную пару  из F, она либо 
вида (х, х) ,  либо <*, у ) ,  где х ф у .  Если х ф у , то

<*, y ) ^ F ~ >  ( у t x) e=F.

{х, y} czD  <х ’ Ц ( х ,  x) eeF,
<у , х)  е= F ) 7

что и означает рефлексивность F. Ш
С л е д с т в и е  15.1. F~' — отношени е  эквивал ентности  на н е ­

котором множестве  D тогда и только тогда, к о г д а  F я вля ет ся  от­
н ош ени ем  эквивалентности на D.

З а д а ч а  15.1.2. Д о к а ж и т е  следствие  15.1.
У к а з а н и е .  См.  у тв е р ж д е н ия  13.7, 15.1.
Д л я  построения примеров отношений эквивалентности полез­

но знать
У т в е р ж д е н и е  15.2. П е р е с е ч е н и е  л ю б о й  с о в о к у п н о ст и  от­

н ош ений  эквивалентности есть отношени е  эквивалентности.
З а д а н и е  15. 1. Исключив из бинарных отношений за да н и я

13.1 отношения, не обладающие свойством симметрии,  (см.  з а д а ­
ние 14.1) имеем семь графов,  среди них найдем те, которые з а д а ­
ют отношения эквивалентности,  (рис. 67).

Принимая во внимание установленные раньше признаки реф­
лексивности,  симметричности и транзитивности бинарных отно­
шений на конечных множествах ,  можем  отметить,  что особенно­
стями графа отношения эквивалентности на таком множестве  
являются :  наличие в ка ж дой  его вершине петли, неориентиро- 
ванность всех его ребер,  зам кнуто сть  всех имеющихся треу голь ­
ников.

З а д а ч а  15.2.2. Определите,  сколько всего отношений э кв и ­
валентности можно з а д а т ь  на множестве,  состоящем из четырех 
элементов,  (рис. 68).

Ь  * 2  1 •  . 2

3 . 4

Рис.  68

3



З а д а ч а  15.1.1. З а д а й т е  все отношения эквивалентности на 
множестве  ^  =  {1, 2, 3} и нарисуйте их графы.  Сколько их на 
множестве  X? (рис. 68).

Полезно знать  некоторые примеры.
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Основные примеры отношений эквивалентности

15.1. Отношение эквивалентности на множестве  всех н а ­
правленных отрезков (определение 13.2, пример 13.1):

/?,={<ЛВ.  CD) ПАВ, CD} с :  (> Д  ABwCl)}— P V2
15.2. Отношение параллельности на множестве  всех прямых 

& (пример 13.1):
R,, =  {(a, b)\{a , Ь] cz .у-Д а || Ь) =

15.3. Отношение параллельности на множестве  всех плоско­
стей *3*:

/?;, =  {<П„, Пр) |{и(1, Пр} с ^ Д П а||Г1р}.

15.4. Отношение сравнения по модулю т на множестве  це­
лых чисел Z:

А?4 ( т )  =  {<х, у ) |{х, y} czZ /\(у — х) делится  на т).
Это означает,  что R^{m) состоит из всех кортежей (х ,  у )  таких,  
что найдется  f c e Z ,  что у  — x =  km, где т  — натуральное число.

Д л я  таких отношений приняты специальные термины:

10  п р е д е л е н и  е 15.2. Говорят,  что чи сл о  х с р а в н и м о  с  у  
п о  м о д у л ю  m или х я в л я е т с я  вычетом у  п о  м о д у л ю  пг, е сли  
<х, у )  &  R4 (т).

Обозначение:  х =  у  (mod т).
Теория сравнений,  которая  изучает их свойства,  составляет  

один из разде лов современной алгебры.
Бинарное отношение R4(m )  симметрично,  гак  как ,  если 

у  — x —km , то х — y  =  ( — k )m .  Это означает,  что не только 
<х, у )  е / ? 4 (ш), но и ( у ,  х ) е / ? 4( т ) .

Отношение транзигивно,  т а к  как ,  если у —x — km (что озна ­
чает  x =  (/(mod m)) и z — y  =  lm  (что означает  y  =  z (m oA m ) ) ,
где {k, /}czZ, то z — x =  (k-\-1) т  и (х ,  z ) e / ? 4 (m).

По утверждению 15.1 /?4 ( т )  я вляетс я  отношением э кв и ва л е н т ­
ности.

15.5. Отношение равенства  на множестве  всех треугольников 
А ( пример 13.1):

Rr =  {(AABC, АА'В'С')\{ААВС, a A'B'C'}cz 
с Д Д  а АВС= а А'В 'С '}=Р5
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15.6. Отношение подобия на множестве всех треугольников —
R< M (A A BC ,  АА'В 'С ' )\{аАВС, AA'B'C'}cz\  Л  

Д  ААВСсаАА'В'С'}.
15.7. Отношение равномощности на некотором множестве  

(определение 11.3, замечание 11.1, пример 13.1):

Я 7=Ч<Л, В)\{А, B}cz U /\А ранномощно в } = Р 9.

15.8. Отношение равновеликости на множестве  всех плоских 
фигур Ж

■ О п р е д е л е н и е  15.3. Фигура  F называется равнов еликой  
фигуре G, е сли  площадь  F равна  площади  G.

^ 8  —  G)\{F, G} С  y/\ F р а в н о в е л и к а  G}.

15.9. В элементарной геометрии встречается  отношение р а в ­
носоставленности многоугольников.  Д л я  определения его введем 
вспомогательное понятие разложения или разбиения фигуры (не 
обязательно многоугольника ):

■ О п р е д е л е н и е  15.4'. Говорят, что фигура F разбита на 
фигуры F] и е сли  F =  F i [)F2 и F{f ]F2 =  L, a L — ломаная.

Обозначается разложение фигуры F на фигуры F l и F2 так :  
f" — f' i +  F2 (рис. 69).

I О п р е д е  л е н и е 15.4. Многоугольник F называется равно-  
составленным с  мно гоугольником G, е сли они ра зл ож ены  на 
о д и н ак о в о е  число р ав н ы х  много у гольников .

R s =  { ( M a, М „ > | { / И а , М р} с = М Д М а р а в н о с о е т а в л е н а  с Мц} .

Пример равносоставленных многоугольников на рисунке 70:
Очевидно, что если фигуры равносоставлены,  то они равно­

велики — до казательство  этого утве рждения ,  очевидно, не со­
с т а в л я е т  труда.  Однако ,  дока за те льств о  обратного у тверждения ,
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которое известно к а к  теорема Бойяи —  Гервина,  довольно с л о ж ­
но и требует  привлечения достаточно серьезного м атем атическо ­
го апп арата .  Д а ж е  содержание  этого ут верждения  совсем неоче­
видно. Оно было до ка зано  только в первой половине XIX в. вен­
герским и немецким м атем ати кам и  Ф. Бойяи (B o ly a i  P a r k a s ,  
1775— 1856) и Г1. Гервином (G erw in  P., XIX в.) независимо др уг  
от друг а .

У т в е р ж д е н и е  15.3. Если м н о г о у г о л ь н и к и  р а вн о в елики ,  
то они р а в н о  со ставлены.

О п р е д е л е н и е  16.1. Клас сом эквивалентности элемен ­
та a ^ D  относительно отношения эквивалентности R на м но ­
же ст ве  D на зы ва ет с я  множе ство  в с е х  эл ементов  y ^ D ,  таких, 
что ( а , y ) ^ R ,  т. е. н а х о д ящ и х с я  с  а в данн ом  отношении.

Л ю бой  элемент к л а с с а  эквивалентности на зыва ет ся  е г о  
представителем.

Обозначается  кл асс  эквивалентности элемента  а по отноше­
нию эквивалентности R: а/

П р и м е р  16.1. В задании 15.1 мы определили,  какие  из от­
ношений заданий § 13 явл яю тся  отношениями эквивалентности.  
Теперь найдем кл ассы  эквивалентности некоторых из них.

§  16. К Л А С С Ы  Э К В И В А Л Е Н Т Н О С Т И .  
Ф А К Т О Р - М Н О Ж Е С Т В О

а /r  =  {Уе °1  <а > (16.1)

Rv =  {(a, а >, (а ,  6 ) ,  <а , с ) ,  <b , b ) , <b , а ) ,  
<b , с >, ( с ,  с >, <с, а ) ,  ( с ,  b >, <d , d)}

Рис.  71

Чтобы найти а/^  — кла сс  эквивалентности элемента  а, по 
определению, следует  выбрат ь  все кортежи с элементом ч на
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первом месте,  входящие в Rw. Тогда

а/ ^ = {| / е{(1 , ft, с, d}\(а,  г/)е/?у} =  {«, ft, с}.
Д алее :

Ь/ =  Ь, с , d}\(b , г/> <=/?v} =  {?, ?, ?}•

=  Ь, с, d}\ (с, y)<=R^} =  {a, ft, с}.

^//?у =  {г/е {а , ft, с , d}|<d, г/> е /?v} =  {d}.

Следовательно,  бинарное отношение /?у имеет д ва  ра зл ич ­
ных кл асса  эквивалентности.

/?1 =  {<а, а), (а,  ft), (а ,  с) ,  (a ,  d ) ,  <ft, Ь) ,
<ft, а ) ,  <6, с>, (b,  d ) ,  (с, с ) ,  <с, а), ( с ,  ft), 

( с ,  d ) ,  <</, </), <d, а>, <d, ft), (d ,  r)}.

Рис. 72

В этом с л уч ае ,  очевидно,

b ' с ' d }\(a ’ //>G ^,} =
=  {a, ft, c, d} =  b/R = c / R = d /

Значит,  отношение /?, имеет всего один класс  э кв и ва л е н т ­
ности.

^?хи — {<a, a ) ,  (ft, ft), ( с ,  с ) ,  (d ,  d)}.  

ф

© •  • ©

Рис.  73
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В этом случ ае  — четыре к л а с с а  эквивалентности:  

а / п  ={а}, b/R =  {6}, с/ =  {<•}, d / n  ={d}.
А Х И  ^ X l l  А х и  A X I I

П р и м е р  16.2. Найдем кл ас сы  эквивалентности некоторых 
отношений на бесконечных множествах  (примеры § 15).

1) Отношение сравнения по модулю 3:
/?4 (3) =  {< х, у)\{х, y} czZ  /\{х — у )  делится  на 3}.

Класс  эквивалентности 0 состоит и:; таких целых чисел у,  что 
[ у  — 0), делится  на 3, т. е. найдется  k ^ Z  такой,  что y  =  k 3:

° / /?4(3 ) =  {г/ег|г/ =  3/г} =  {... — 6, — 3, 0, 3, 6, ...}.

Д а л е е  ,
1/^4 (3 ) =  {«/eZ|<l,  y ) ^ R <  (3)} =  {yeBZ\(y— 1) делится на 3} =

=  { y ^ Z \ y  — 1 -(-3/г} =  { ... - 5 ,  - 2 ,  1, 4, 7, ... }.

2/^ {3) =  {y =  Z\ <2, у )  m  =  {y<=Z\(y -2)  делится на 3} =

=  {г/ег|г/ =  2 +  3&} =  { ... - 4 ,  — 1, 2, 5, 8, ... }.
3//?4(3) =  {(/geZ| <3, г/> ёе/?4 (3)} =  {г/ег|(г/ — 3) делится на 3} =

=  {y<==Z\y =  3 +  3/г} =  0/^  ( 3 .̂

4/^  ^  =  {//eZ| (4,  у )  ее/?4 (3)} =  {yeZ|(«/ — 4) делится на 3}== ?

Д альнейш ие вычисления и сравнения классов  экв ивален тн о­
сти приводят к равенствам :

0 / /?4 (3 )  =  3 / /?4 (3 )  =  6 / /?4 (3 )  =  • • =  (3;fe)//?4 ( 3 ) ’

1//?4 ( 3 ) ==4//е4( 3 ) = 7 / ^ 4 ( 3 ) = - = ( 1  +  ЗЙ)/^ 4 (3 ) ’

2//?4 < з >= 5 / /?4 (з) = 8 / /?4 (з) = ••■= ( 2 + :ik )//?4 (з >•
Таким образом,  существуют всего три различных к л асса  э к ­

вивалентности отношения /?4 (3)  сравнения по модулю 3.
Обобщение этого р ез ул ьтата  на сравнения по произвольному 

натураль но му числу т  очевидно: всего т  различных классов  э к ­
вивалентности имеет отношение сравнения по модулю т.

Д л я  кл ассов  эквивалентности примеров 15.1 — 15.4 приняты 
специальные названия .  Так  дл я  сравнений предыдущ его при­
мера:

( О п р е д е л е н и е  16.2. К л а с с  эквивал ентности  ц е л о г о  чи сла  
по отношению  с р а в н е н и я  по  м о д у л ю  m на зы ва ет с я  к л а с с о м  
вычетов  п о  м о д у л ю  пг.

Обозначение:  a  (mod m) = a / D / у
а , (т )

а ( mod т ) =  {у  е  Z | у  =  а +  mk Д  k е  Z}.
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Могут ли д в а  к л асса  вычетов по модулю т  иметь общие эл е ­
мент |,| ?

Нели это имеет место и a  (mod m) f ] b  (mod т ) Ф 0 ,  то найдет- 
ся У ^ а  (mod m)f]  b (mod т)  и

У е  а ( mod т)  =>- у  =  а -\- km

У е  Ь ( mod т)=>у =  Ь-\-1т

Тогда произвольный x ^ b ( m o d m )  представим в виде:

х=Ь рт. =  (а-\- sm)-\- p m  е  a  (mod m).

В силу произвольности х получим, что /;(mod m ) c r « ( m o d  т). 
Аналогично, a (mod r n ) c zb  (mod т).

Откуда  a (mod m ) = b (mod т)  — два  различных кл асса  выче­
тов гю модулю т  совпадают,  если у них есть хотя бы один общий 
элемент.

О п р е д е л е н и е  16.3. Клас с  эквивалентности прямой по 
отношению параллельности на множестве в с ех  прямых на зы ва ­
ется пучком параллельных прямых, а кла с с  эквивалентности 
плоскости по отношению параллельности на множестве в с ех  
плоскостей  — пучком параллельных плоскостей.

Обозначения:

S f U 0) = l J R ;  и % ( / 0) =  {/е=Г|/||/0}.

и, соответственно:

SjHUo) = 1 1 о / ^ ,  и S ^ (H 0) =  { l I e ^ | n | | I l 0}.

Д л я  отношения 15.1 эквиполентности на множестве  всех н а ­
правленных отрезков:

О п р е д  е л е н и е 16.4. Клас с  эквивалентности напра вл ен ­
но г о  отрезка по отношению эквиполентности на множестве  
в с ех  направленных отрезков & называется с во бодным в е к ­
тором .

Обозначения:  АВ = A B / D , и АВ^АВ,  а т а к ж е  АВ^а.К\

А В  = { C D  cz & \ с Ь ш А В } .

З а д а н и е  16.1. Определим,  в каком сл учае  д в а  свобод­
ных вектора имеют общий направленный отрезок?

Пусть (ID <=АВ[}Ш: — есть ли у них еще общие элементы?
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Возьмем P Q ^ E F .

1. PQ mEF 

CDwEF=>EFmCD,

2. PQwCD 

А В еэСЪ=>с ЪшАВ

=ф- PQatCD.

J^PQaABXlFcnAB.

Аналогично ABc^EF.  Это влечет совпадение:  AB =  EF.
Тем са м ы м  дока зано  свойство.
У т в е р ж д е н и е  16.1. Если д в а  с в о б о д н ы х  в ектора имеют 

о б щ и й  н ап р а вл ен ны й  отрез ок ,  то они  с о в п а д а ю т  ( р а вны ) .
При изучении классов  вычетов и свободных векторов можно 

было замети ть  их общие свойства:  любые д в а  к л а с с а  э к в и в а ­
лентности,  имеющие хотя бы один общий элемент,  совпадают,  
и всякий кл асс  эквивалентности элемента  содержит этот э л е ­
мент.

Посмотрим,  насколько общи эти результаты .

Свойства классов эквивалентности

Т е о р е м а  16.1. К л а с с  эквивалентности элемента а с о д е р ­
жит элемент а, т. е. а / ^ з а .

Д о к а з а т е л ь с т в о :

а/R =  {x\{a, х) <^R} 1

a ^ D ( R ) ^ ( a ,  a ) ^ R )  К ■
Л е м м а  16.1. Если R — отношени е  эквивал ентности  на м но ­

ж е ст в е  D, то D =  U а/ D.a^D Т(
З а д а ч а  16.1.1. Д о к а ж и т е  л ем м у  16.1.
Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится методом двойного вклю­

чения:

D =  U а / п О (  U а / nCzD Д О с  U а/ п)-
a<=D К  ae=D a e D  ^

? ? ?
1. V x e  U й/ n ^ x e a / n  при некотором a^D=>x<=l)=>

 ̂ aeD А К
=> U а / R czD.

aeD К
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з амеча ние  15.1 ? >
2. у  g  /) — D (/?)=- ^  — i / e l m ^ = ^ ( 3 { a ,  y ) ^ R ) = ^

'*Уееи/ п при некотором ( i e f l = j - D c  U a / D.
A a<=D *\

3. Тогда D =  (J a/ i
a e D

R-
Л е м м а 16.2. Д л я  отношения  эквивал ентности  R на п р о и з ­

вольном м нож е ст в е  D кл а с сы  а / „ =  Ь/п тогда  и только тогда,  
Когда (а ,  Ь) ев  R.

З а д а ч а  16.1.2. Д о к а ж и т е  лемму  16.2. 
Д о к а з а т е л ь с т в а  требуют д ва  у тв ерждения :
1. Если <а , b ) ( ^ R,  то a/R =  b/R, и 2. Если a/R =  b/R, то 
b ) ^ R .

I. (a,  b > еe R=>u/R =  b/ R.

(a,  b )  geR=> (b,  a )  eeR\ ? ? ?

x l a / R * . ( a .  * > е / г Г (
Доказательс тво  b/R c z a / R аналогично,  о ткуд а  rio принципу

As,ойного включения следует  совпадение а / р  =  Ь/R ~  ' R'
2. а/R =  b/ R => ( а , 6) «ее/?.

а/R =  b/R =̂>b=> (a, b)(E^R. Я
Т е о р е м а  16.2. Если R — отношени е  эквивал ентности  на  

Некотором м ноже ст в е  D, то л ю б ы е  д в а  к л а с с а  эквивалентности  
Аибо  совпадают, л и б о  н е  п е р е с е к аю т ся .

Д о к азател ьс тво  в общем виде будет  повторять идеи д о к а ­
зательств подобных утверждений в задании 16.1 и примере 16.1.

Д о к а з а т е л  ь с т в о. Естественно полагать ,  что д ва  кл асса  
^вивалентности,  к а к  мно жества ,  могут:  1. не пересекаться ,
■ совпадать ,  3. не совп ад ая ,  иметь общие элементы.  Суть  д о к а ­

зательства теоремы в том, чтобы показать ,  что последнее ис­
т о ч а е т с я .  Рассмотрим  эти возможности.

Случаи 1. а/R [\b / R =  0  и 2. а/R =  Ь/R удовлетворяют тео- 
1’^ме.

3. Пусть  a/R [\b/R =^0,  но а/R ^ b / R, это означает ,  что 

"айдется y ^ a / R {]b/R . Тогда

y ^ a / R =>(a, y )e=R Л ,  л е м м а  16.2
•> (a. b) <_. R 3 - —

У<е в Ь / R => (Ь , у )  esR<=> (у ,  b ) ^ R )
■i. Ki.2

s '  a/R ==bj,R-
И установлено,  что если два  класса  эквивалентности имеют 

тя бы один общий элемент,  то они совпадают.  ■*0'
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Чтобы представить  себе,  каково множество классов  э к в и в а ­
лентности (или «сколь ко»  таких классов) ,  удобно вы брать  по 
одному элементу  из ка ждого  такого  множества:

О п р е д е л е н и е  16.5. Полной с и ст емой  пр ед ставит ел ей  
к л а с с о в  э квивал ентности  (п о  д а н н о м у  отношению эк ви вал ент ­
ности) н а зы ва ет с я  множе ст во  пре д ставител ей  в с е х  таких 
к л а с с о в ,  по  о д н о м у  и з  к а ж д о г о  кла с с а .

П р и м е р  16.3. Найдем полные системы представителей не­
которых отношений эквивалентности на конечных и бесконеч­
ных множествах .

1. Отношение Rv задания13.1  (см.  пример 16.1 и рис. 74):
Ry — {(a,  а ) ,  (а,  Ь ) , (а,  с ) ,  ( Ь, Ь) , (Ь, а ) ,

<b , с ) ,  ( с ,  с ) ,  ( с ,  а ) ,  ( с ,  /;>, ( d,  d)\
с кл асса ми  эквивалентности:

а ! Rw =  b/Ry =  c /Ry =  {a ’ b С>1 и d/'r v =  ^ '

Рис.  74

Полную систему представителей классов  эквивалентности 
по отношению Rv составляют элементы {a, d}, но в ее качестве  
можно брать  и другие  множества ,  например:  {b , d} или {с, d}.

Понятно,  что любая  полная система представителей Rv со­
стоит из дв ух  элементов.

2. Отношение сравнения примера 15.1 (см.  пример 16.2): 
Rt (  3) =  {<х, у)\{х, y} czZ  /\(х — у )  делится  на 3}

с класса ми  эквивалентности:
0/r  ^ )  =  {ye=Z\у  =  3k}, \/R^ 3) =  { y e Z \ y =  1 Ч-ЗА?},

2/R4 ( 3 ) =  ^ е  z  I// =  2 +  3Н
Его полную систему представителей могут составлять :  

{О, 1, 2} или {3, 1, 2} или { — 3, 4, 5} и т. д. Но в с я к а я  полная си­
стема представителей этого отношения состоит из трех эле­
ментов.
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В общем сл учае  полная система представителей классов  в ы ­
четов по модулю т  обозначается  Zm, и обычно полагают

Zm= { 0, 1, 2, ... т - 1 } .

3. Отношение эквиполентности примера 15.1 (см. определе­
ния 13.2, 16.4):

Rl = {(AB,  CD)  \{АВ, сЪ}<=0/\АВыСЪ} 
с кл асса ми  эквивалентности — свободными векторами:

1 в = { с Ь<=^\а в м с Ъ}.
Его систему полных представителей удобно предста вл ят ь  

к а к  множество всех направленных отрезков,  отложенных от од­
ной точки:

{ЛЛМточка А ф и к с и р о в а н а Д X— любая точка плоскости}.

4. Д л я  отношений параллельности на множестве  всех п р я ­
мых и плоскостей (примеры 15.2, 15.3 и определение 16.3):

/?, =  {<«, b)\{a , b}cz£f/\a\\b}
/?з = {<Н., Пр) |{П„, l lp}c :JV \ riJ|  Пр}.

Полные системы представителей удобно интерпретировать к а к  
множества  всех прямых,  или, соответственно,  плоскостей,  прохо­
дящих через одну точку,  в этом сл уч ае  говорят о пучке пе рес ека ­
ющихся прямых или плоскостей:
• О п р е д е л е н и е  16.6. Пучком пер е с екающихся  прямых

на зыва ет ся  множе ство  в с е х  прямых, п р ох о д я щ и х  ч е р е з  о д н у  
точку  — центр пучка п ер е с екающихся  прямых, а пучком п ер е ­
с екающихся  плоскостей н а зыва ет ся  множество  в с е х  п л о с к о ­
стей, п р о х о д я щ и х  ч е р е з  о д н у  точку  — центр пучка п е р е с е к аю ­
щихся плоскостей

Обозначение пучка  пересекающихся  прямых — S C/, ( 0 ),

S ,.(О) =  { / е ^ | / э О } ,

а пучка  пересекающихся  плоскостей — S ^(0) ,

S ,?(О ) =  {П е <# | П з  О}.

Можно заметить ,  что количество элементов полной системы 
представителей отношения эквивалентности равно числу его 
классов  эквивалентности в сл учае  конечных множеств ,  в общем 
случае  (например,  если множество бесконечно) множество — 
система представителей и множество классов  эквивалентности
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отношения равномощны.  Таким образом, естественно за н яться  
изучением новых стр ук ту р  — множеств  классов  эквивалентно­
сти или полных систем их представителей.

( О п р е д е л е н и е  16.7. Ф а к т о р м н о ж е ст в о м  м ноже ст ва  
D п о  от нош ению  экви вал ентности  R на зыва ет ся  множество  
в с е х  е г о  к л а с с о в  эквивалентности.

Фактор-множество  множества  D по отношению R обознача­
ется так :  D / R.

D/R = { a / R \a<EzD}.

Элементом фактор-множества ,  т. е. его точкой, я вляетс я  
другое  множество — класс  эквивалентности.

Так  элементами фактор-множества  множества всех н а п р а в ­
ленных отрезков (#по отношению эквивалентности R t (см.  в ы ­
ше пример 16.3, п. 3) являю тся  свободные векторы (определе­
ние 16.4). Это фактор-множество имеет специальное н а ­
звание — в е кт ор н о е  простран ство с в о б о д н ы х  в е к т о р о в , и обо­
значение — Ж

Причем,  если необходимо подчеркнуть,  что р а сс м а т р и в а ю т ­
ся только направленн ые отрезки,  принадлеж ащ ие  (п ар ал лел ь-

|ные) плоскости,  то фактор-множество по отношению /?, будет  
обозначаться  <3  ̂ и н а з ыва ться  в екторной  п л о ск о ст ью  с в о б о д ­
ных векторов .  Если же существенно, что отношение эквивалент­
ности рас с м а т р и ва ет с я  на множестве  всех направленных от­
резков пространства ,  то д л я  фактор-множества  будет  исполь­
зовано обозначение °2У'Ъ

Выделение в множестве  (D, R)  классов  эквивалентности по 
отношению R р азбивает  его на непересекающиеся  подмноже­
ства .  Более строго:

О п р е д е л е н и е  16.8. Р а з б и е н и е м  м н ож е ст ва  X н а з ы в а ­
ется н е к от ор о е  множе ст во  е г о  п о дм нож е ст в

S =  {Xa\Xac=X Д  «<=*✓} 
таких, что выполняются тр е б о в ани я  ( а к с и ом ы ) :

Р1. Ха =  х.
Р2. Xa(]Xfi= 0 ,  если а  ф  р.
Иногда определение разбиения пополняется аксиомой
РЗ. Ха Ф- 0 , V а ■/. 

мы в этом сл учае  будем говорить о р а з б и е н и и  X на н еп у стые  
п о дм н ож е ст ва .

Здесь  — некоторое множество индексов,  которое может  
быть конечным,  бесконечным и д а ж е  несчетным.

Т е о р е м а  16.3. Если R — отношени е  эквивалентности на 
м ноже стве  X ( Х ф 0 ) ,  то X/R есть р а з б и е н и е  X.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В качестве  множества  подмножеств
возьмем фактор-множество X / D =  {a/ D\ a ^  X} и по ка жем  вы- 
и г\ К
иолнимость аксиом разбиения,  основываясь  на установленных 
выше свойствах классов эквивалентности.

PI.  U а / р  =  Х по лем ме  16.?.U Е X К
Р2. Если а / д Ф Ь / р ,  то по теореме 16.? a/R (]b/R — 0 .
РЗ. а / ^ ф 0 ,  гак к а к  всякий и / ^ э а  по теореме 16.?. ■

О к азы ваетс я ,  что имеет место и обратное:
Т е о р е м а  16.4. к а к о в о  бы  ни бы ло  р а з б и е н и е  множества ,  

сУЩествует отношение  эквивалентности такое, что е г о  кла с с ам и  
э к вивалентности являются п о дм нож е ст ва  р а з б и е н и я .

З а д а ч а  16.1.3. Д о каж и те  теорему 16.4.
Д ля  д о к а з а т е л ь с т в а  введем на множестве  X с з а д а н ­

ием разбиением S  =  {А",,! Ха cz X Д  а  ^  У} бинарное отношение 
следующим образом:

I Rs =  i ( x,  у)\{х, y}czX/\{x, у } а Х п для  некоторого а е ® / } .  
Будем говорить,  что такое  отношени е  Rs соответствует р а з б и е  
чию S множества  X.

Покаж ем ,  что бинарное отношение Rs , соответствующее р а з ­
биению S  непустого множества X, я вляе т с я  отношением э к в и в а ­
лентности на X, причем X/D со вп ад ает  с разбиением S.

s >
1. Rs —  рефлексивно: <х, x)<=Rs . 4
2. Rs — симметрично: <х, у )  e^Rs => ( у ,  x) eeRs . +
3. Rs — транзитивно:
<*, y ) e E R s ^ { x ,  y}czXa^ X a3 y ]  ? ? ?
/ ч 5 < ч I = >  ^а  =  Z )  С = А „ = >( у ,  z)EERs <±{y, Х„31/ J

= >  < х ,  z ) e e R s . U  

З а д а ч а  16 .2 .2— 16.2.3. Рассмотрим  бинарное отношение: 
£̂x =  {{R, S ) \S  —  разбиение мн ожест ва  X Д  

R —  соответствующее разбиению S  отношение эквивалентности}.  
Я вл яется  ли это бинарное отношение сюръективным? инъек­

тивным? отображением?
1. sur:  по теореме 16.4 дл я  любого разбиения S  множес т­

ва X существует отношение эквивалентности,  соответствующее S.

</?„ S> 1
2. in: /?,, R.,

3. отображение :  S, ,  S 2

( R 2, S)  е в  ]

(R,  S , ) e , r x 

(R,  S, )  e
•S' / -S'.. ♦
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Указание .  Подумайте,  не может ли оказаться  так,  что отношению эквивалент­

ности соответствуют два  различных разбиения множества X. По какой причине 
это может быть?

Ответьте на те ж е  вопросы (сюръективность?  инъективность? 
отображение?)  д л я  бинарного отношения

е7х =  {(/?, S )  |S —  разбиение на непустые подмножества X Д

R  —  соответствующее разбиению отношение эквивалентности}.
Т е о р е м а  16.5. К а ж до м у  отношению  эквивал ентности  на н е ­

пу стые множества  X соответствует о д н о  и только о д н о  е г о  р а з ­
б и е н и е  на н еп у стые п одмнож ества .

И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А

В с е л е н н а я ,  н а с ко ль ко  она  нам  и з в е с т ­
на ,  у с т рое на  т а к ,  что истинное  в к а к о м -  
либо одном с л у ч а е  истинно и во вс ех  с л у ­
ч а ях  некоторого оп исания ,  т ру д н о с т ь  со ­
с тоит  л и ш ь  в том,  чтобы найти  т а к о е  опи ­
с ание .

Д ж о н  С. Миль .  « С и с т е м а  ло г и к и »

Понятие бинарного отношения (или соотношения,  соответст­
вия)  сформировалось в м ат ем а т и к е  к концу XIX — начал у  XX 
веков,  когда  дл ите льн ая  ди скуссия  по поводу определения число­
вой функции, данного Дирихле,  привела  к попыткам его уточне­
ния и обобщениям разного рода.  В рез ул ьтате  этого, к а к  мы у ж е  
знаем,  получили право на существование понятие отображения 
или функции с произвольными (не обязательно числовыми),  об­
л астям и  определений и значений. Несколько большей а б с т р а к ­
ции потребовало понятие бинарного и, вообще, я -арного отноше­
ния, которые можно представить  себе, к а к  следующий этап обоб­
щения понятия функции (отображения )  при отказе  от т ребова ­
ния единственности корте жа с данным первым элементом.

Но суть  этого шага  в м ате м а т и к е  — не в беспредметном обоб- 
щательстве .  Удивительным ока за лось  то, что специальные виды 
различных бинарных отношений, обладающих довольно просты­
ми свойствами (например:  рефлексивность,  симметричность и 
транзитивность)  помогли увидеть  общность фактов различных 
математических теорий. Это мы могли замет ить  у ж е  на приме­
рах  простейших множеств  (свободные векторы,  равномощные 
множества ) ,  геометрических фигур (равновеликие ,  равносостав- 
ленные) ,  теории чисел (вычеты )  и т. д. Понятно, что этими приме­
рами отношения эквивалентности д алеко  не исчерпываются.
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Более того, почти в к аждой  новой стр ук туре  нар яду  с поняти­
ем изоморфизма (от греческого:  ш о £ — равный,  рорфт) — вид) 
эквивалентность  будет играть  в аж нейш ую  роль, проверяя  н а ­
сколько содержат ел ьн а  и богата  та  или иная м атем ати ч еская  
с трук тура .

Собственно порядок и эквивалентность  — столь естественные 
понятия,  что, к а ж е т с я ,  ими могли бы вл ад еть  еще матем ат ик и 
эллинистического периода,  однако,  термин эквивалентность  был 
введен только к концу XVIII века ,  а в современном см ысле  им, 
видимо, впервые начал пользоваться  Л а г р а н ж  в работах  по 
теории квад рат ич ны х форм и Гаусс  в т р а к т а т е  «Teor ia  me tu s»  
( «Теория движ ения  небесных те л » )  в самом начале  XIX века.

Что к а с а е т с я  отношения порядка ,  то его ак си омат ику  еще 
около 1690 г. р а ссм атр и вал  Лейбниц.  Спустя  почти столетие 
внимание Г. Кантора привлекли линейно упорядоченные м н о же­
ства ,  и им в 1883 г. была  д о к а з а н а  уп оминавш аяся  теорема о 
том, что любое непустое множество может  быть вполне упорядо­
чено. Термин «частичный порядок» ввел в 1914 г. известный не­
мецкий м а т е м а т и к  Ф. Хаусдорф (Hausdorf f  Fel ix,  1868— 1942 в 
своем труде  «G ru n d r u g e  der M e n g e n l e r h e »  ( «Основы теории 
множеств» ) ,  а позднее в работах  по функциональному ана лизу  
американский и английский мат ем ат ик и Э. Мур (Moore  El iak im 
H a s t i n g s ,  1862— 1932) и Г. Смит (Sm i t h  Henry,  1826— 1883) и зу ­
чая вопросы сходимости,  ввели т а к  н а з ы в а е м ы е  направленные  
множества ,  которые могут не иметь наименьшего или наиболь­
шего элемента ,  но обладать  нижней или верхней гранью. Исто­
рики мат ем атики  отмечают в этой области работы и русского 
м а т е м а т и к а  С. О. Шатуновского (1859— 1929), зан им авшег ося  в 
начале  нашего века  вопросами обоснования мат ем ат ик и и р а з ­
решимости алгебраических  уравнений в ради калах .

Определение математики,  к а к  науки,  д а т ь  весьма сложно и, 
н авер няка ,  любое такое  определение будет  неполно. Крупней­
ший русский м ат е м ат и к  нашего времени А. Н. Колмогоров 
(1903— 1987) писал,  что м а т е м а т и к а  «имеет  дело с некоторыми 
множествам и объектов,  свя за нных  м е ж д у  собой определенными 
отношениями. Все формальные свойства этих объектов и отноше­
ний, необходимые для  развития теории, фиксируются в виде а к ­
сиом, не за тр а ги ваю щ их конкретной природы объектов и отно­
шений. Теория применима к любой системе объектов с отноше­
ниями, удовлетворяющими положенной в ее основу системе а к ­
сиом».

Из его рассу ждений  вытека ет ,  что м атем ати ч еская  теория,  
применимая  к какой-либо системе объектов,  применима и к лю ­
бой аналогичной,  т. е. «изоморфной» ей системе.  И именно поня­
тие и характер истики отношений эквивалентности мы будем ис­
пользовать,  отвечая  на вопросы: к а к  много существ ует  систем



Список  литерагуры 149
объектов,  к которым применима таили иная теория (в м а т е м а т и ­
ке в таких сл уч аях  говорят от моделях теории),— т. е. сколько 
классов  эквивалентности по отношению изоморфизма на множе­
стве всех моделей данной математической струк ту ры ,  и ка кова  
его полная система представителей. А из этого естественно в ы т е ­
кает  з а д а ч а  отыскания эталонных в каком-либо смыс ле  моделей 
тех или иных структур .

Все это в конечном счете позволяет выраб отать  категорийный 
подход к м а т ем ати ке  и математическим теориям, понимание то­
го, что ее законы носят глубокий характер ,  умение видеть в ч а ­
стных примерах общие закономерности и свойства м а тем ати ч е ­
ских структур .
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§  19. Д е й с т в и я  с м а т р и ц а м и .  (У м н о ж е н и е  мат риц ) .
§ 20.  Пе ре с т ан о во ч ны е  и о б р а т и м ы е  м ат ри ц ы .
§ 2 Г .  Вычисл ен ие  обратной  м а т ри ц ы .
§  22°. М а т р и ч н а я  форма  с и ст е мы  линейн ых  уравн ений .

Основные понят ия :  виды матриц:  симметрическая ,  кососим­
метрическая ,  транспонированная ,  диаг онал ьн ая ,  с к а л я р н а я , е д и ­
ничная,  ст упенчатая ,  тр еугольная ;  действия  с матрицами:  с л о ж е ­
ние и умножение на число, умножение и обращение матриц;  м а т ­
рица,  противоположная данной,  перестановочные и обратимые 
матрицы;  полная линейная  ал гебра  и полная линейная группа;  
матрицы системы линейных уравнений:  основная и расши­
ренная.

Н е о б х о д и м ы е  с в е д е н и я :  матрица ,  декартово  произведение 
множеств ,  де к артов  к в а д р а т  множества ,  кортеж,  равенство кор­
тежей,  отношение, отображение ,  виды отображений:  инъектив­
ные, сюръективные,  биективные;  действительные числа ( R )  и их 
свойства,  система линейных уравнений,  решение системы линей­
ных уравнений.

Ре комендации:  если использовать  пособие в лекционной работе ,  то целесооб­
разно предварительное  зна комст во  студента  с соде ржа ние м ( определениями)  
§ 17°, для  самостоятельного  изучения р екомендуется  § 22°,  а примеры § 2 Г  — 
для  обс ужд ения  на практических  занятиях .
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М но ж е с т в а  и отношения на множествах .
( §  1 -  § 5).

-  Операции на бинарных отношениях.  Отобра жения .
(§ 6 - §  8 ).

- Биективные отображения .  Преобразования .
( §  9 - §  12).

-  Бинарные отношения на множестве .  Фактор- множество .
( §  13 — §'  16).

-  М ат ри цы .  Основные операции и свойства .
(§ 17 — § 22).

6 — Подстановки.  Группы.
7 — Определители.
8 — Векторные пространства .
9 — Линейно з ав ис и мы е и линейно нез ависимые системы векторов.  

1 0 — Ра н г  матрицы.  Системы линейных уравнений.
11 — Линейные о тображения  векторных пространств .
12 — Матричное  представление  гомоморфизмов.
13 — Алг еб ра  линейных операторов.
14 — Собственные векторы линейных операторов.
15 — Евклидовы векторные пространства .
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§ 17°. П О Н Я Т И Е  М А Т Р И Ц Ы .  
О С Н О В Н Ы Е  В И Д Ы  М А Т Р И Ц

Понятие матрицы было введено в § 4:
О п р е д е л е н и е  4.1. Матрицей (вещественной)  порядка  

m на п н а зыва ет ся  л ю б о й  элемент д е ка рт о в о й  степени м н о ж е ­
ства действительных чис ел  (R")m.

Напоминание.  М ат р и ц у  порядка  га на п п р ед ст авл яем  к а к  числовую 
та бл иц у из га строк и п столбцов,  а множество  всех таких  ма три ц обозначается  
М (га х  п, R) или М ( г а х я ) .

М атр ица Л е Л 1 ( т х я ,  R) в общем виде за п и сыв ается  так :

а\ а\ а\ .. а\ \
а\ al а\ .. а;  \ =  || а <-1| = '||( /I у || Вверху номер строки,
..............................  I 1 1 внизу — номер столбца.

а 7 а ?  а:* .. a mJ
где / =  1, 2, ... ш,  / =  1, 2, ... п.

Обозначение:  запись  ( = 1 ,  2, ... га означает  i принимает  все целые  з на че ­
ния от 1 до га.

I Элементы а\ матрицы Л=||«'|| называют диагональными  
(точн ее  — элементами главной диагонали) .

i - у ю  строку матрицы А будем обозначать  А', а ее / — ый 
столбец  — Л,:

а ; def . ; :. . def
^  = ( а \ а 2 ... а п), Л, =

Д л я  матрицы /1 со строками {/Г} или столбцами {Л;} иногда 
будем пользоваться обозначениями:  Л =  || Л‘ || =  II Л, II.

Так  к а к  матрицы — суть элементы некоторой декартовой 
степени множества  действительных чисел, то естественно счи­
тат ь  матрицы равными,  к а к  кортежи,  откуда  другими сло­
ва ми:

Id e e  матрицы р а вн ы  тогда  и только тогда, к о г д а  ра вны  их э л е ­
менты, стоящие  на соответствующих местах.

А =  В <ф-(({Л, B } eE M (m x n , R))/\(a‘ =  b)
V </, />е={ 1, 2, З...ш}х{1, 2, З...л})). (17.1)

Определим несколько операций и специальных видов м а т ­
риц, которые используются наиболее часто:

О п р е д е л е н и е  17.2. Матрицу В =  \\ bsk\\ ( п х  m,  R (на­
зывают транспонированной к матрице А =  ||а‘ || ё  М ( тхп ,  R), 
е с л и  элементы Ь)=а[  дл я  в с е х  1 и

Обозначение:  В =  А\
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К р а т к а я  з а п и с ь  этого о п р е де л е н и я :

В = А то ( Ь ‘ =  а'У (i, / > е { 1 ,  2, X {1, 2, 3 . . . « } ) .  (17.2)

Операция получения по з а д а н н о й  матрице ее транспониро­
ванной на з ыва  йся т р а н с п о н и р о в а н и е м  м а т р и ц ы .  Транспониру­
ем матрицу  А:

то
/1 - 6  4\

1 ' V 2  0 — 1 /

т. е. столбцы матрицы А я в л я ю т с я  строками матрицы Л 
О п р е д е л е н и е  17.3. Матрицу В =  ||6у| \^М (пг х п., R) 

называют противоположной м а т р и ц е  Л =  ||а; || е Л 1  ( т  х  я,  R)
(того  ж е  п о р я д к а ) ,  е с л и  элементы Ь)= о, д л я  в с е х  и н д е к с о в
(1 и 1 < / < « ) •  п 7  оч

Обозначение:  В = —А. U ' - j J

В =  — А =  — а) V <г, />е{1 ,  2, 3 . . .  т } Х { 1 ,  2, 3 . . .  я}).

О п р е д е л е н и е  17.4. Матрицу называют нулевой,  е сли  
в с е  е е  элементы р а вны  0.

Обозначение такой матрицы:  0.
О п р е д е л е н и е  17.5. Матрицу называют треуголь- 

ной(в ерхн ей  треу г ол ьной ) ,  е с л и  а) =  ® пРи ' > / ’ т - е - в с е  е е  э л е ~ 
менты н и ж е  д и а г о н а л и  р а вны  О-

А — треу голь ная  -фф-{а) =  0 V i > / ) .  (17.4)

Естественно строку или столбец матрицы н аз ы в а т ь  нул е ­
выми,  если все их элементы — нули.

I О п р е д е л е н и е  17.6. Матрица на зыва ет ся  ступенчатой,
е с л и  в о  в с е х  е е  строках ниж ни е  и н д е к с ы  п ер вых  ( с л е в а )  н е н у ­
л евых эл ементов  « '  возрастают: !\<^/2<•■•</,•
Из определения следует ,  что с т у п е н ч а т а я  матриц а треую ль-  

на, причем ее нулевые строки (если они есть) расположены ниже 
всех ее ненулевых строк.

Например:
/1 — 2 0 5 
( 0 2 0 0 
\ 0  О О О

( О п р е д е л е н и е  17.7. МатриЦУ называют квадратной по ­
р я д к а  п, е сл и  чи сл о  строк матрицы Ра в н о  ч и с лу  е е  столбцов ,

т. е. матрицу  в и д а  М ( п х п , R).
Обычно множество в с е х  в е щ е с т в е н н ы х  кв адр атн ы х  матриц 

по рядка  п обозначается M( n ,  R) или М( п) .
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С реди  к в а д р а т н ы х  м а т р и ц  в ы д е л и м  еще неско ль ко  с п е ц и а л ь ­
ных видов:

( О п р е д е л е н и е  17.8. Квадратную  матрицу порядка п
Л =|| а'|| называют симметрической, е с л и  а 1̂ =  а[ — д л я  в с ех  
и н д е к с о в  1=0' ,  j ^ n .

Об оз на че ние :  1=£л, / sC п д л я  в с е х  i и j  ц е л ы х  от 1 до п.
В этом с л у ч а е  говорят ,  что э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  с и м м ет р и ч ны  

относительно главн ой  д и а г о н а л и .
Обо зна чен ие  м н о ж е с т в а  всех  си м м ет р и ч е с к и х  м а т р и ц  п о р я д ­

ка  п: S  (п , R ) или S  ( п ).

А — с и м м е т р и ч е с к а я  -4 S -(a '  =  а[ V  {/, / } с { 1 ,  2, 3  ... п}). ( 17 .5 )

( О п р е д е л е н и е  17.9. Квадратную  матрицу п о р я д к а  п 
Л=||а'|| называют кососимметрической, е с ли  « ' = — а'  дл я  
в с е х  и н д е к с о в  1 ^ / ,  j ^ n .

А —  косос имм етр ич еск ая  -4Я~(а‘=  — а{ V  {г, /}с:{1,  2, 3 ... «}). (17.6)

Очевидно ,  д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н т ы  ко со симметр ическ ой  м а т ­
рицы в с е г д а  нул евы е .

Н е с ло ж н о  д о к а з а т ь  у т в е р ж д е н и е .
У т в е р ж д е н и е  17.1. Матрица А симметрична тогда и толь­

ко  тогда,  к о г д а  Л т =  А, и к о с о с имметрична  тогда и только тогда,  
к о г д а  А'= — Л.

О п р е д е л е н и е  17.10. Матрицу,  у  которой в с е  элементы,  
кроме ,  быть может, диа г ональных,  н ул е вые ,  на зывают диаго­
нальной матрицей. Если в с е  д и а г о н а л ь н ы е  элементы такой 
матрицы р а в н ы  м е ж д у  с о б о й ,  то е е  на зывают скалярной м а т ­
рицей, а е с ли  они к тому ж е  р а в ны  1, то матрица на зыва етс я  
единичной.

О боз на чен ие  единичной м а т р и ц ы :  Е— ||б'||, г д е  6' — т а к  н а з ы ­
в а е м ы й  символ К рон е к е р а :

С к а л я р н а я  м а т р и ц а  с испо льз ова нием  с им вол ов  К рон еке ра  
м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н а  в виде  ||A,6j||, а д и а г о н а л ь н а я — ||А/6'||.

М а т р и ц у ,  у которой один э л е м е н т  р ав ен  1, а все  о с т а л ь ­
ные — н у л е в ы е ,  пр инято  о б о з н а ч а т ь  £' ,  если  еди ница  стоит  в 
t-ой с троке  и / — ом столбце.

З а м е ч а н и е  17.1. Полезно з н а т ь  неко тор ы е  соотношения 
д л я  с им во лов  К р о н е к е р а ,  т а к

(17.7 )

0, если  i=/=j или s  ф  t,
1, если i — j  и s  — t

п



З а д а ч а  17.1.1. О п р е д е ли т е  типы матр иц:

1 0 1\ / — 1 0 1\ / 0 1  2\
Л =  Ш 0 2 0 ), В =  ( 0 — 2 0 ),  С =  ( — 1 2 — 3 ),

- 1 0 1/ V 0 0 0 /  \ - 2  3 О/

§ 18. Д е й с т в и я  с м а т р и ц а м и  ___________ 157

Л' =

8), Г  =  ( 1 - 2  1).

§  18. Д Е Й С Т В И Я  С М А Т Р И Ц А М И  
( С Л О Ж Е Н И Е  И У М Н О Ж Е Н И Е  НА Ч И С Л О )

На м н о ж е с т в е  всех  м а т р и ц  одного п о р я д к а  довольно е с т е с т ­
вен ны м обр аз о м  в в о д я т с я  операции с л о ж е н и я  и у м н о ж е н и я  
м а т р и ц ы  на число.  Позднее  мы ув и д и м ,  что т а к а я  « е с т е с т в е н ­
ность»  не тольк о  не с л у ч а й н а ,  но с в я з а н а  с по добными ж е  д е й ­
с т в и я м и  на с п е ц и а л ь н ы х  о т о б р а ж е н и я х  — линейных .

О п р е д е л е н и е  18.1. Суммой  д в у х  матриц о д н о г о  п о ­
р я д к а  Л = | | а ‘ || и В =  \\b‘i || на зыва етс я  матрица того ж е  п о ­
р я д к а  в и д а  || а ' +  f t '||.

Обозначение :  А-\-В.

А +  В=\\а)  +  Ь?,\\ ( 18 .1)

ИЛИ

(Л +  я ) ' =  а ; .+ ft;. О в . п

Т. е. при с л ож ен ии  д в у х  м а т р и ц  одного п о р я д к а  с к л а д ы в а ­
ются  их э л е м е н т ы ,  сто ящ ие  на со о тв ет ствую щ и х  мест ах .
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З а д а н и е  18.1. С л о ж и т е  м а т р и ц ы :

З а м е т и м ,  что д л я  м ат риц:  нулевой О е Ж  ( т х  п) и п р ои з во л ь ­
ной того ж е  п о р я д к а  А < = М ( т х п )  в ы п о л н я ю т ся  р а в е н с т в а :

А +  0  =  А  и 0  +  Л =  Л.

С л о ж е н и е  м а т р и ц  о п р е д е л я е т  некоторое  отношение ,  которое 
мы б у д е м  обозначать :

[ +  1|ш.„) =  и < Л ,  В >, А +  й>}<=М2 ( т  х  п ) Х М  ( т  х п), 

оно я в л я е т с я  о т о б р а ж е н и е м :

М ( т  х п ) Х М  (гп х п) М  (гп х п),

т а к  к а к  по э л е м е н т а м  м а т р и ц  А =  ||а'|| и В =  ||М|| одного п о р я д ­
ка  однозначно н а х о д я т с я  числа  а '  +  6' ,  к а к  с у м м ы  д е й с т в и т е л ь ­
ных чисел (см .  пр. 7.1) ,  а значит ,  и м а т р и ц а  А-\-В=\\а)-\-Ь)\\. 
Тем с а м ы м  о б е с п е ч и в а е т с я  ( см .  опр. 7.1)  еди нст ве нн ость  к о р т е ­
ж а  ( (А,  В ) ,  C ) c r [  +  ] (m „) дл и н ы  2 с элем ен то м  {А, В)  на 
первом месте.  Причем,  т а к  к а к  су м м ой  л ю бы х  д в у х  м а т р и ц  о д ­
ного п о р я д к а  я в л я е т с я  м а т р и ц а  того ж е  п о р я д к а ,  то 
Dom I +  , п] =  М ( т  х  п) и l m [  +  |(m-„,cz M ( m x n ) .  

Сю ръ е к т и в н о  ли это о т о б р а ж е н и е ?  (С м .  оп ре д ел ение  9.1,  з а ­
мечание  9.1) ,  т. е. мо жн о  ли у т в е р ж д а т ь ,  что д л я  любого 
А <=Л1 ( т  х п) н а й д у т с я  <?, ?> е Л 1  ( т  х п ) Х М 2 ( т  х  п ) т а к и е ,  что 
? +  ? = Л ?  +

Это о з н а ч а е т  с ю р ь е к т и в н о с т ь  о т о б р а ж е н и я  | +  |(ш>
1 +  1(ш, п) неинъ ект ивно  (см.  опред еление  9.2,  з а м е ч а н и е  9.2) ,  

т а к  к а к  мож но у к а з а т ь  {<?, ? ) ,  (А,  ? ) } а М ( т х п )  т а к и е ,  что 
<?, ?> =£ </1, ?>, но ? +  ? = Л  и Л +  ? = Л .

Т ак и м  образом,  м ож н о  с ч ита ть  д о к а з а н н ы м  с л ед ую щ ее .
У т в е р ж д е н и е  18.1. Операция сложения матриц одного 

порядка есть отображение  [ + ] (т> п):М 2 (гп х  п) М (гп х п), 
с юр ъек ти вное ,  но неинъективное .

О п р е д е л е н и е  18.2. Произведением скаляра (числа  
a e R )  на матрицу  Л=||а'|| называется  матрица того же по­
р яд ка  вида:  l l aa 'H,  т. е. при у м н ож е ни и  числа  на м а т р и ц у  на 
это число у м н о ж а е т с я  ее любой элемент .

Обозна чени е :  а - Л  или а  Л.

(18 .2)
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или

( а -А) ‘ = а а ‘. ( 18 . 2 ' )
Очевидно,  что д л я  любого  / 1 е М  (гп х  п)  в ы п о л н я ю т ся  р а в е н ­

ств а :
1 • А =  А, ( — 1 )• А =  — А, а 0■ А =  О, и а нал оги чно  с л ож е ни ю  м а т ­
риц п рои зве де ние  числа  ( с к а л я р а )  на м а т р и ц у  о п р е д е л я е т  о т ­
ношение:

I ’ U .  „) =  {<<а - Л ) ,  а - Л ) } с ( 1 * Х Л 1  (т  х  п ) ) Х М ( т  х  я ) ,

которое я в л я е т с я  о т о б р а ж е н и е м ,  и а н алоги чно  п р е д ы д у щ е м у  д о ­
к а з ы в а е т с я  с л е д у ю щ е е  у т в е р ж д е н и е .  ф

У т в е р ж д е н и е  18.2. Опе ра ци я  у мн о ж е н и я  с к а л я р а  на мат­
риц у  есть о т о б р а же н и е  |’ ] (mn): R X M ( " ! x  п ) - ^ М  ( т х п), с ю р ъ е к -  
тивное,  но  н е инъ е ктивно е .

З а д а ч а  18.1.1. 1. Д о к а ж и т е  с ю р ъ ек ти вн о ст ь  о т о б р а ж е н и я  
Ы ( т ,  п) ( с м - оп ре д ел ение  9.1,  з а м е ч а н и е  9.1).

У к а з а н и е .  Д л я  произвольной м а т р и ц ы  Л е Ж ( и х п )  у к а ж и т е  число и м а т р и ­
цу т а к ,  чтобы ? - ?  =  Л,  это о з н а ч а е т  с ю р ъ е к т и в н о с т ь  о т о б р а ж е н и я  \-]<т  „у

2. П р и ве д и те  пример хотя бы д в у х  к о р т е ж е й  ( а ,  А) Ф  В ) 
т ак и х ,  что а А =  $В  ( см.  опред еление  9.2) .  Это о з н а ч а е т ,  что ото­
б р а ж е н и е  [ • ] ( „ , „ ) — не инъективно .

Т а к  к а к  с л о ж е н и е  м а т р и ц  и у м н о ж е н и е  с к а л я р а  на м а т р и ц у  
о п р е д е л я е т с я  через  с л о ж е н и е  и у м н о ж е н и е  д е й с т в и т е л ь н ы х  чи­
сел ,  то многие  их св ойст ва  похожи.

Основные свойства  операций на д  м а тр и ц а м и  
( с л о ж ен и я  и у м н о ж е н и я  с к а л я р а  на м а т р и ц у )
18.1 . А +  В =  В +  А, У { Л ,  B ) c z M (  т х п)  — к о м м у т а т и в н о с т ь  

сл о ж е н и я  матриц.
18.2. (А -\- В)-\~ С =  А ~\-{В -\- С), V {А, В, C}c=Af (т  х  п)  — а с с о ­

циа тивн ость  с л о ж е н и я  матр иц.
18.3. Л +  0  =  0  +  Л = Л ,  V / I ge M  (т х п)  — наличи е  н е й т р а л ь ­

ного э л е м е н т а  по сл ож ен и ю  матриц.
18.4. А -)-( — А ) =  ( — А ) +  /1 =  О, У А < = М ( т х п )  — налич ие  

противоположной д л я  произвольной м а т р и ц ы .
18.5. а - ( р - / 4 )  =  ( а Р ) - Л ,  V (а , fi, А)  е  R2X M ( m  х  п)  — а с с о ц и ­

ати вн ость  у м н о ж е н и я  с к а л я р о в  на м а т р и ц у .
18.6. ( а  +  Р М  = а , - Л  +  М .  v  <ft. Р. А) ЕЕ#2Х М ( т х  п ) -  

ди с т р и бу т и в н о с т ь  с л о ж е н и я  с к а л я р о в  относительно у м н о ж е н и я  
на м а т р и ц у .

18.7. а -(А В ) =  а-А -f- а - В, V <а, А, й ) е Я Х Л 1 2 ( ш х я ) -  
ди с т р и бу т и в н о с т ь  с л о ж е н и я  м а т р и ц  относительно у м н о ж е н и я  
с к а л я р а  на м а т р и ц у .

18.8. 1 -А=А,  VЛ е М ( / л  х  п).
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18.9 0 - Л  =  0 ,  У Д е М ( т х  п).
В к а ч е с т в е  п р и м е р а  д о к а з а т е л ь с т в а  свойств  привед ем  с л е д у ­

ющее.
Д о к а з а т е л ь с т в о  с в о й ст в а  18.7. П у с т ь  м а т р и ц а  А =  

=  ||а)|| е Ж (т  х  п)  и В =  ||й‘ || е М (т  х  п), требуется  установить  р а ­
венство  м ат риц:  а - ( Л - ) - В )  и а - Л - | - а - В .  Т а к  к а к ,  очевидно ,  они 
одного п о р я д к а ,  то о с т а е т с я  д о к а з а т ь  ( см.  (17 .1 ) )  р а в е н с т в о  их 
с оотв ет ствую щ их  элемен тов .

1. М а т р и ц а  а • (А +  В)  ШШ= || а (А +  В) ) || У Ш  ||а (а)  +  Ь)) || =
== ||аа' +  а6'1|.

Т. е. э лем ен т ,  стоящий на пересечении i — ой строки и /-ого 
сто лб ца  м а т р и ц ы  а - ( Л  +  В) ,  р ав ен  a a '  +  aft‘ .

2. З а п и ш е м  с у м м у  м а т р и ц  через  общий вид  э л е м е н т о в  мат -  
р и ц - с л а г а е м ы х

а-Л+а-В=||(а-Л)'|| +  ||(а-В)‘ || ШШ || аа‘ || +  || аЬ) || У Ш
У Ш ||а а ' +  а Ь\\ \ .

Т а к и м  о б р аз о м ,  э л е м е н т  м а т р и ц ы  а - Л + а - В ,  стоящий на п е ­
ресечении / — ой строки  и /-ого с то лб ц а ,  гоже  р ав ен  а а '  +  ай' ,  что 
и о з н а ч а е т  р а в е н с т в о  м а т р и ц  а - ( Л  +  В)  и а - Л  +  а - В .  ■

I Сумму  матриц  Л + (  — В)  б у д е м  о б о з начать  А —В и н а з ы ­
вать разностью матриц А и В.

Л — В = Л + (  — В).  (18.3)
М о ж н о  с к а з а т ь ,  что м а т р и ц а  Х =  А— В я в л я е т с я  решением 

м атр ичного  у р а в н е н и я :  Х-\-В =  А (и В -f- X — Л).  Д ей с т в и т е л ь но ,  
def

з а м е н я я  X на А — В =  А — В), получим:

Х +  В =  ( А - В ) + В = ( А + ( - В ) ) + В  св' ’ Й-  

^ - 1 Н л  + ( (  — B ) - f  В)  А'11: 1Н-л Л f ? — — Л. ■

Свойства  транспонирования  матриц

18.10. (Л 4 - ВУ =  Лт +  В т V {Л, В ) с М ( т  х  л).
18.11. ( а • Л )Т =  а • Лт, V <а, Л> €= R X - M (т  х  п).
18.12. (Л Т)Т =  Л, У Л е М ( ш х п ) .
18.13. ( — Л) т= — Лт. VAe=M(mxn ) .
18.14. Е' =  Е, Е — ед иничн ая  м а т р и ц а  Е е М ( п х п ) .  

С писк ом  св ойст в  18.1 — 18.14, конечно,  не и с ч е р п ы в а ю т с я  все
с в о й ст в а  м ат риц.

З а д а ч а  18.2.1. О пр ед ел ите ,  к а к и е  из сл ед ую щ и х  р а в е н с т в  
верны д л я  л ю бы х  м а т р и ц  Л и В (одного п о р я д к а )  и люб ых  дей



§  18. Д е й с т в и я  с м а т р и ц а м и 1()1
с т в и г е л ь н ы х  « ?  1. (Л 4 - В ) т==Вт +  Лт. 2. а - Л  =̂ =(а -Л )т.

1. ( Л +  В ) Т= В Т +  Л Т V {Л, В ) с Ж ( а п х л ).

(Л +  В ) т —- 18? ? 1:1 lh J /y 1 Л1.
З н а ч и т  (Л +  В )Т= В Т +  Л Т с л ю б ы м и  {Л, 13}аМ (т х п).

2. а - Л = Д ( а - Л ) т V<a ,  Л )  е  RX-M ( т  х  л).

Р а в е н с т в о  м а т р и ц  ( а - Л ) т и а - Л ,  по определени ю,  т р е б у е т  
п р е ж д е  всего  р а в е н с т в а  их п о ря дк о в .  Если Л е М ( ш х / г ) ,  то

?
a • Л е М  (т  х п), а ( а - Л ) те М  (?  х ?).  С л е д о в а т е л ь н о ,  р а в е н с т в о  
( а - Л ) т= а - Л  не им ее т  с м ы с л а ,  если т ф  п.

П у с т ь  Л =  ||а' || ^ М ( п ) .
« •  Л =  ||(а • Л )■ || °"Р' 18 ? ||аау||.
( а  • Л )т =  В =  || || 16 ■ =  ( а  • Л ) • =  ? =*► ( а  • Л )т =  ||?||. 
а - Л = ( а - Л ) т т о г д а  и то ль к о  т о г д а ,  к о г д а  a a ‘ =  ?, о т к у д а  

a ‘ =  ?. Это ус л ов и е  о з н а ч а е т  с и м м ет р и ч но с ть  м а т р и ц ы .  С л е д о в а ­
тельно ,  а - Л = ( а - Л ) т имеет  место то ль к о  при ус ловии ,  что м а т р и ­
ца Л к в а д р а т н а я  и с и м м е т р и ч е с к а я .

З а д а ч а  18.1.2. О пр е д е ли т е ,  к а к и е  из с л е д у ю щ и х  р а в е н с т в  
верны  д л я  л ю б ы х  м а т р и ц  Л и В (одного  п о р я д к а )  и л ю б ы х  д е й ­
с т в и т е л ь н ы х  а  и р? 1. ( а  • Л +  р • В У =  р ■ В т +  a  • Лт.

2. (А — В)ТФ А г — В.
1. ( а - Л  +  р - В ) т= ^ р - В т +  п - Л т V<a ,  р, Л, В> e R 2X A l 2 ( m x n ) .  

( а . Л  +  р . А ) т Ж ( а . Л ) т +  ( р . В ) т Ш У 1 ?
З н ач ит ,  ( а  • Л -)- р • В)Т =  р • ВТ-\- а - Л т при л ю б ы х  ( а ,  р, Л,  В) .

2. (Л — В ) Т=ДЛТ — В V {Л, В}c z М (т  х л ).
Если / 1 е М ( т  х  « ) ,  то Л 1 е Л 1  (?  « ?). Л т— В — ? 4
З а д а ч а  18.2.2. Д о к а ж и т е ,  что д л я  любой к в а д р а т н о й  м а т ­

рицы Л м а т р и ц а  Л —|-Лт с и м м е т р и ч е с к а я .
Д о к а з а т е л ь с т в  о. Если Л е М  ( « ) ,  то Лте Л 1  ( « ) ,  их с у м м а

о п р е д е л е н а ,  причем Л + Л те М ( л )  и (Л -|-Лт)т е М ( я ) .  Тог да  

Л =  Ha'll е У И ( л )  ^ Ы ^ - М ( « ) з Л т =  В =  ||6'||\Ь) =  а{. 

С р а в н и м  э л е м е н т ы  м ат ри ц :

Л +  А' =  С =  || с' || | г' =  a} +  Ь) =  а) +  al  }

( A + A TY =  Cr =  D =  l id' l l \dij =  c'l =  al  +  al\

A -\-AT =  (A -\-ATy  У'н-1§^_ A — с и м м е т р и ч е с к а я .

6 В. Т. Петрова

г; I d\
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З а д а ч а  18.1.3. Д о к а ж и т е ,  что лю бую к в а д р а т н у ю  м а т р и ц у  
можно п р е д с т а в и т ь  в виде  с у м м ы  с и м м ет р и ч е с к о й  и к о с о с и м м е т ­
рической м а т р и ц ,  причем т а к о е  п р е д с т а в л е н и е  единственно .

У к а з а н и е .  См .  з а д а ч у  18.2.2.  Я в л я е т с я  ли м а т р и ц а  А — А т симметрической? 
к о с о си м м е т р и ч е с к о й ?

§  19.  Д Е Й С Т В И Я  С М А Т Р И Ц А М И  
( У М Н О Ж Е Н И Е  М А Т Р И Ц )

К а з а л о с ь  бы,  по ан ал о ги и  с су м м ой  мо жн о  опред елить  прои з­
в еде ни е  м а т р и ц ,  п е р е м н о ж а я  их со от в е тс т в у ю щ и е  э л е м е н т ы ,  о д ­
нако ,  о к а з ы в а е т с я ,  что т а к о е  у м н о ж е н и е  не имеет  прило же ний  
в а л г е б р е  и геометрии ,  в то в р е м я  к а к  опред елен ие ,  которое 
б у д е т  д а н о  ниж е ,  имеет  с о д е р ж а т е л ь н о е  и с т ол к о в а н и е  и п р и л о ­
ж е н и е  в д а л е к и х ,  на пер вы й  в з г л я д ,  р а з д е л а х  м а т е м а т и к и ,  м е ­
х ани ки  и физики.

П р е ж д е  чем о п ред ел и ть  пр ои зв ед ен ие  м а т р и ц  в общем виде ,  
нам п о тр е б у е т с я  ввести ,  к а к  пр инято  п е р е м н о ж а т ь  м а т р и ц у -  
с т р о к у  на м а т р и ц у - с т о л б е ц .

О п р е д  е л е н и е  19.1. Произведением матрицы-строки  
А' =  I I I I  е е М  (I х п) на  матрицу - столб е ц  В f =  ||/?*|| е Л /(п  х 1) 
на зыва етс я  число,  р а в н о е

п

а)Ь‘ +  a'.,b'j +  a':ih:\.. +  а\Ь" =  £  а'ф) =  а\Ь) =  с). (19.1 I
k= 1

П р о и зв е д е н и е  м а т р и ц ы - с т р о к и  на м а т р и ц у - с т о л б е ц  о б о з н а ­
ч ае тся :  A'-Bj.

a*b‘k — обозн ачени е  с у м м и р о в а н и я  по k в т а к  н а з ы в а е м о й  
тензорной с и м во л и ке .

Ф о р м у л у  (19 .1 )  пр ои з ве д ен ия  строки на с толб ец  м ож н о  и 
удобно п р е д с т а в л я т ь  еще и т а к :

О п р е д е л е п и е 19 .2 .  П р о и зв еден и ем  м атр и ц ы
А =  || а), || Ё Л 1 ( т  х п) на матрицу  В — ||/;-|| <= М ( п  х р )  н а з ы в а ­
ется матрица п о р я д к а  т х р  в и д а  ||Л‘Ву||, г д е  А' — строки  
матрицы А, В j - с т о л б ц ы  матрицы В.

Об о з н а ч а е т с я  п р о и з в е д е н и е  матриц А и В: А -В  или АВ.

А ■ В == \\A‘ -Bj\\ (19 .2)
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Если д л я  э л е м е н т а  м а т р и ц ы  А-В  и с по л ь з о в а т ь  обозначение  
( А-В) ‘г  то в со ответс тви и с о п ре д еле н и ем  его мо жн о  з а д а в а т ь  
формулой :

(Л-В))  =  А' -В1 Ш = а ' кЬкг  ( 1 9 . 2 ' )

Аналогич но  у т в е р ж д е н и я м  18.1 и 18.2 м ож н о  д о к а з а т ь  с л е ­
д ую щее .

У т в е р ж д е н и е  19.1. Отношение  

[ • ]  = { ( < М ,  В >, А ■ B ) } c z ( M (m  х п ) Х М  (п х р ) ) Х М  (пг х /;),
( т .  п. р)

есть сюръ е ктивно е ,  н о  н е  инъ е ктивно е  ото б р ажени е :
М (гп х п ) Х М  (гп х п)->- М(  m  х п),

Н а й д и т е  п р ои з ве д ен ия  м а т р и ц :
' 2

А ■ В

В-А

С- D =

D ■ С =

Из этих  пр им ер ов  видно,  что д л я  того,  чтобы был и о п р е д е л е ­
ны п рои з ве д ен ия  д в у х  м ат ри ц ,  к а к  в одном п о р я д к е  (А-В)  г а к  
и в д р у г о м  ( В - А ), д о л ж н ы  быт ь :  А ^ М ( т  х ? )  и В е М ( ?  х ?).

З а д а н и е  19.1. П у с т ь  (А, В )  е  М ( т  х п)  X М (п  х пг), 
т. е. их пр ои з ве д ения  А-В  и В -A о п ре д е ле н ы .  Д л я  всех  ли
т а к и х  м а т р и ц  А ■ В =  В • А? ф

Если ответ  отр иц а т е л е н ,  п о с т а р а й т е с ь  найти п р им е р ы  хотя 
бы д в у х  м а т р и ц ,  д л я  которых  это ус л ов и е  в ы п о л н я е т с я .  ф 

П р е д ы д у щ е е  п о к а з ы в а е т ,  что вопрос о р а в е н с т в е  п р о и з ве д е ­
ний д в у х  м а т р и ц  А ■ В =  В ■ Л имеет  с м ы с л  то ль к о  т о г д а ,  ко гд а  
они одного  п о р я д к а  и к в а д р а т н ы е .  О д н а к о ,  и в этом с л у ч а е ,  в о ­
обще говоря ,  А ■ В Ф  В • А. О тсю д а  я в с т в у е т ,  что п р о и з в е д е н и е  
матриц некоммутативно ,  или не о б л а д а е т  сво йство м  к о м м у т а ­
тивности.



Свойства  у м н о ж е н и я  матриц

У к а ж и т е ,  при к а к и х  у с л о в и я х  опре д е ле н ы  обе части формул :
19.1. а - (А-В)  =  ( а - А) - В=А - ( а - В ) ,

V ( а ,  А, В)  е  RX-M  (т х п ) ХМ  (? х р)  — ассоциативность ум нож е 
ния матриц  относительно ум нож ения  с к а л я р а  на матрицу .

19.2. Л - ( В  +  С)  =  Л - В  +  Л - С
V (А, В, С> е Л 1 (  тхп)Х.М2 ( ? х р )  — д и с т р и б у т и в н о с т ь  с л о ж е н и я  
м а т р и ц  относительно у м н о ж е н и я  м а т р и ц  с л ев а .

19.3. ( Л + В ) - С  =  Л - С  +  В - С
V (А, В,  С )  с е М 2 ( т х п ) Х М  (?х/з) — ди с т р и бу т и в н о с т ь  сл ож е ни я  
м а т р и ц  относительно у м н о ж е н и я  м а т р и ц  с п р а в а .

19.4. А- ( В - С )  =  ( А-В ) - С
V (А, В, С)  ^ M ( m x n ) X M ( n x p ) X M ( p x q )  — а с с о ц и а т и в н о с т ь  
у м н о ж е н и я  матр иц.

19.5. А-Е =  Е- А=А
V (А, Е> е М  ( п х п ) ,  (Е — ед и н и чн ая  м а т р и ц а )  — наличи е  ней 
т р а л ь н о г о  э л е м е н т а  (по у м н о ж е н и ю  м ат риц) .

19.6. ( Л - В ) Т =  В Т-ЛТ V (А, В ) е в М ( т  х п ) Х М ( п  х ?). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  св о й с тв а  19.2.

Д   ̂Q  _ J _  Q   ̂ ___  Д  т ^  Д   ̂ Q

V <Л =  К И ,  В =  \\Ь*\\, C = | | c * | | > e M ( m  х п ) Х М 2(п  х р).

К а к  известно ,  м а т р и ц ы  р а в н ы ,  если р а в н ы  их с о о т в е т с т в у ю ­
щие э л е м е н т ы ,  с л е д о в а т е л ь н о  н ад о  у с т а н о в и т ь  р а в е н с т в а :

( А - ( в  +  с)у, и ( л - в + л - о ;

при всех  (г,  /) е {1, 2, 3 ... т } х { 1 ,  2, 3. . ./?}.

1. Р а с с м о т р и м  л е в у ю  ч а с т ь  р а в е н с т в а :

Л - ( В  +  С)  =  ||(Л-(В +  С))'|| = | = = | | Л ‘ . (В  +  С ); ||

=  || Л ' • ( В, +  С, ) II || а'к (Ь* +  с*)|| =  II а\Ь* +  а ' с )II.

( в с ю д у  по k с у м м и р о в а н и е ,  см .  опр.  19.1,  19.2).
2. П р е о б р а з о в а н и я  в его право й части в соответст вии с у к а  

за  иными в ней д е й с т в и я м и  да ют :

Л . В +  Л • С =  II(Л • В +  л  • С ))II 0 '1Р-18. : ' II( Л ■ В )' || +  ||(Л • С )‘ || ° = ^ Н
( 18 . 1 ' )  ( 19 . 2 ' )

=  IIЛ' . В,  || +  и Л'  • С, II Ш 2  II a ‘k b) II +  II а‘кс) || = £ =  II a ‘kb* +  a ‘t c* ||.
(18.2 )

С р а в н и в  р е з у л ь т а т ы ,  у б е д и м с я  в р а в е н с т в е  при всех 
<;, /) 1, 2, 3 ... т} X {1, 2, 3 ... р)  э л е м е н т о в  ( Л - ( В  +  С)) '  и 
( Л - В  +  Л - С ) )  м а т р и ц  Л - ( В  +  С)  и Л - В + Л - С ,  а зн ачит ,  и их р а ­
вен ств е ,  что и з а в е р ш а е т  д о к а з а т е л ь с т в о  сво й с тв а .  ■  

З а д а ч а  19.1.1. Д о к а ж и т е  свойство  19.1.

I I ) ' I Г). M. i  i pnui.i



§ 19. У м н о ж е н и е  м а т р и ц

Д  о к а з а т  е л ь с т  в о свойства  19.1: а  (А ■ В) =  (аА)■ В — А-(аВ)
V ( а ,  А, В )  e R X - M  (т  х п ) Х М  (п х р).

У к а з а н и е .  Д о к а з а т е л ь с т в о  м о ж н о  ир о ве с т и  д л я  м а т р и ц  о б ще г о  в и д а ,  но к о н к ­
ретной р а з м е рн о с т и ,  н а п р и м е р ,  М<2) :

А с 2>s к; i>
( а  • А) ■ В =

Тем с а м ы м  с в о й ст в о  19.1 б у д е т  д о к а з а н о  д л я  с л у ч а я  V  ( а ,  Л,  В )  е  R X - M  ( 2 ) 2. 
П о с т а р а й т е с ь  д о к а з а т ь  е г о  по а н а л о г и и  с д о к а з а т е л ь с т в о м  с в о й с т в а  19.2 д л я  

п р о из во л ь ны х  ( а ,  А, В )  ев R X М ( m х п ) \ М  [п х р).
З а д а ч а  19.1.3.  Д о к а ж и т е  свойство  19.6. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  св о й с тв а  19.6. (А ■ В)Т= В Г-АГ 

V (А =  ||а \||, В =  lift-1| > е М  (т  х п ) Х М  (п х /?).
Т а к  к а к  А - В ^ М ( т х р ) ,  то (Л • B f ^ M  (р  х т ) ,  к а к  и

/ Г ' Т ё М  (р х т ) .  Поэтому  д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  свойства  19.6 о с т а ­
ет ся  у с т а н о в и т ь  р а в е н с т в о  э л е м е н т о в  {{А ■ В У)) и (.Вт-Ат)) при всех 
</', / > € = { 1, 2, 3 . . .  ш } X {1. 2, 3 ... р}.

1. Р а с с м о т р и м  л е в у ю  ч ас ть  19.6, прои зв ед ен ие  м а т р и ц  А-В:

А =  ||а*|| е Л 1  (m  х п)  

В =  ||ft*|| е Л ( ( л  х р )
■А-В=\\(А-В))\\^\\а\Ьк1\\.

Т р а нс п о н ир у е м  м а т р и ц у  А • В =  С =  ||с‘ || |c ‘j =  a ‘kb1*, ( см .  о п р е д е ­
ле ни я  17.2, 19.1, 19.2, по k с у м м и р о в а н и е )

(A-B)T =  D=\\d!\\\d^ =с\ =  с£кЬк,. ( 1 9 . * )

2. Т р а н с п о н и р у я  м а т р и ц ы  А и В и в водя  д л я  у д о б с т в а  п р ом е­
ж у т о ч н ы е  обозн ач ения ,  получим:

Л =  К И е = Л ! ( т х п ) £ Ш  /Г =  F =  ||/*|| |/? =  а1к, 

В=\\Ь)\\^М(пх р ) [Ш ±  B'  =  G=\\gi\\\gi =  b*.
О т к у д а

B ' - A ' = G . F  =  L=\\l<\\\l^=g'J* =  blal  =  a ‘kb*. ( 1 9 . * * )

3. С р а в н и в  в ы р а ж е н и я  (1 9 . * )  и (1 9 . * * ) ,  по лучим,  что ^'  =  /| 
при всех  </, / ) е { 1 ,  2, 3 ... am}X {1, 2, 3 ... п}, что о з н а ч а е т  р а в е н ­
ство  м а т р и ц  D и L, а в конечном счете  ( Л - В ) т =  й т -Л т ■

Для  множе ства  в с ех  квадратных матриц о д н о г о  п о р я д к а  
М( п ,  R) с  о п е р а ц и я ми  с л оже ни я ,  у м н о ж е н и я  на  д ействитель ­
ные  чи сла  и у м н о же н и я  матриц принято с п е ц и а л ь н о е  н а з в а ­
ни е  — полная линейная алгебра или матричная алгебра.
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Ее обозначение:  g l  ( п , R) или g l  (п).
Из п р е д ы д у щ е г о  с л е д у е т ,  что д л я  всех  т а к и х  м а т р и ц  о п р е д е ­

ле ны  с л ож ен и е ,  у м н о ж е н и е ,  у м н о ж е н и е  с к а л я р а  на м а т р и ц у .

Основные свойства  полной линейной а л г е б р ы

Д л я  всех  м а т р и ц  {А, В, C } c z g l ( n , R),  единичной м а т р и ц ы  
E ( ^ g l ( n ,  R),  нулевой м а т р и ц ы  O e g l ( n ,  R )  и л ю б ы х  {a, (3}c:R:

gl- 1. A +  0  =  A.
gl- 2. A-\- (  — A)  == 0.
gl- 3. A + ( B  +  C ) =  (A +  B ) + C .
gl- 4. a  +  b  =  b + a .
gl- 5. а - ( Р - Л)  =  (а(5)-/1.
gl- 6. ( a  -)- p ) • A — a -A +  P - A.
gl- 7. a-(/l  +  fi)  = a  - A - \ - a - B .
gl- 8. 1 -A = A .
gl- 9. 0 -A =  0 .
gl- 10. А - ( В  ■ C)  — (A ■ В ) -  C.
gl- 11. E - A = A - E  =— A .
gl- 12. 0  • A = A  ■ 0 =  0 .
gl- 13. a - ( A - B )  =  ( n - А) -  В  =  A - ( a -  B) .
gl- 14. A - ( B  +  C)  = ■■A-B +  A - C .
gl- 15. (A +  B ) - C  =- - A- C +  B - C .
О к а з ы в а е т с я ,  ед и н и чн а я  м а т р и ц а  з а н и м а е т  в матричн ой  а л ­

ге бре  со вер шенн о у н и к а л ь н о е  место :  н и к а к а я  д р у г а я  не м о ж е т  
у д о в л е т в о р я т ь  усл овию g l . l l .

У т в е р ж д е н и е  19.2. Если А - X =  А или X -А =  А д л я  люб о й  
матрицы A ^ g l  (л) ,  то X — E ^ g t  (п).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о к а ж е м  первое  пре д л ож е ни е :

( X\(VAe=g l ( n )AA-X =  A))=>X =  E.
Д л я  этого з а м е т и м ,  что по ус ловию у т в е р ж д е н и я  Е-Х — Е ( если

в з я т ь  А =  Е). С д руг ой  стороны Е-Х==Х. Т а к  к а к  произведение- 
м а т р и ц  оп ред елен о  однозначно ([•!„,„,„) — о т о б р а ж е н и е ,  по 
у т в е р ж д е н и ю  19.1),  Х =  Е.

Второе  п р е д л о ж е н и е  у т в е р ж д е н и я  д о к а з ы в а е т с я  а н а л о ­
гично. ■

Еще более  очевидно свой ство  g l . 1 2 :  0 - А = А - 0  =  0  д л я  всех 
Af =g l ( n ) .

З а д а ч а  19.2.1.  К а к и е  из м а т р и ч н ы х  т о ж д е с т в  с п р а в е д л и в ы  
д л я  всех  к в а д р а т н ы х  м а т р и ц  одного п о р я д к а ?

Е (А +  В)2ф А 2 +  2А-В +  В2. 2. (А +  В)- (А -  B ) i  А2 -  В'2. 
1. П р е о б р а з у е м  в ы р а ж е н и е :  (A -\ -B f  =  (A -\~В)-(А -\-В)=? .
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З а м е н я я  этим р а з л о ж е н и е м  л е в у ю  ч ас ть  в ы р а ж е н и я ,  при де м  

к А-В =  ?, это  о з н а ч а е т ,  что д л я  всех {Л, B } c z g l ( n ) р а в е н с т в о  
1 неверно.

2. Аналогич но  д л я  (Л -{-В)-(А — В) фА*  I f .
( 4  | /»’ )•! 1 В)  ?.
С л е д о в а т е л ь н о, д л я  всех  м а т р и ц  {A, B } c z g l ( n )  т а к о е  

р а в е н с т в о  ? не ? верно:
З а д а ч а  19.1.2. Н а й д и т е  Л" с произ вол ьным н а т у р а л ь н ы м  п,

если a  ge R, а Л =  fj1^.

У к а з а н и е .  Р е ш е н и е  з а д а ч и  п ро в о д итс я  ме тодом м а т е м а т и ч е с к о й  инд ук ции .  
Чтобы в ы с к а з а т ь  гипоте зу ,  н ад о  найти произве де ния :

( о  ? ) - ( i  — I

(о  д<1> ? ) - ( i  : ) = Ц а  т и

( о  Т ) - ( о  T ) - ( i  T ) - ( i
Это п о зв о ля ет  п р е д п о л о ж и т ь ,  что Ak =  (J  ̂ д л я  всех k^ . n ,

___ л ” +1 а п 1 по п р е д п о л о ж е н и ю  и нд ук ци и /1 ? \  ( \  п \  ^
то гд а  А - А  -Л = ■ --------------, Д 0 1 •

Это о з н а ч а е т  выпо лнение  треб ова ни й  метод а  м а т е м а т и ч е с к о й  
индукции.

Ф о р м у л а  Л* =  ^д |^ верна  при любом t e N .

1 0  п р е д  е л е н и е 19.3. Коммутатором квадратных матриц 
о д н о г о  п о р я д к а  А и В на зыва етс я  матрица,  р а в н а я  
А - В — В-А.

def
О б о з н а ч а е т с я  к о м м у т а т о р  м а т р и ц  Л и В: |Л, В\ =  А ■ В — В ■ А.

З а д а ч а  19.2.3. К а к и е  из свойств  у м н о ж е н и я  м а т р и ц  н а ­
с л е д у ю т с я  к о м м у т а т о р о м ?  (Т. е. б у д у т  иметь место,  если в свой­
с т в а х  19.1 — 19.6 операцию у м н о ж е н и я  з а м е н и т ь  на к о м м у т а т о р
V <а, Л, й,  C ) g R Х ( £ / ( я ))3.

1. а [Л, В]==[аА, В] =  \А, а В].
2. [Л, (В +  С)] =  [А, В\ +  \А, С].

3. \(А +  В),  С] =  [Л, С] +  \В, С|.
4. [Л, | В, С ] ] ^ | ( Л ,  В], С|.
5. [Л, £] =  [£,  А]фА,  (/: — един ичная  м а т р и ц а  g l  ( « ) ) .
6. [Л, В]т =  [В\ А'\.
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§  20.  П Е Р Е С Т А Н О В О Ч Н Ы Е  И О Б Р А Т И М Ы Е  
М А Т Р И Ц Ы

В ы ш е  мы ус т а н о в и л и ,  что п р ои з ве д е н ия  м а т р и ц  А -В  и В-А 
о п р е д е л е н ы  одновременно ,  к о г д а  эти м а т р и ц ы  — к в а д р а т н ы е  и 
одного  п о р я д к а :  {/1, B} c ^ g l  (п),  но, к а к  мы з а м е т и л и  в §  19, они, 
вообще говоря ,  не к о м м у т и р у ю т :  А - В ф В - А .  В м е с т е  с тем  этот 
с л у ч а й ,  хотя  и довольно редки й ,  п р е д с т а в л я е т  интерес .

( О п р е д е л е н и е  20.1.  Квадратные матрицы А и В о д н о г о  
п о р я д к а  на зываютс я  перестановочными  или коммутирующ и­
м и , е с ли  А ■ В =  В ■ А.

Очевидно ,  что если м а т р и ц а  А п ер ес та но во ч на  с м а т р и це й  
В,  то и В п ер ес та но во ч на  с А, ((А ■ В =  В ■ А)=>(В ■ А =  А • В)),  что 
о з н а ч а е т  с и м м ет р и ч но с ть  на м н о ж е с т в е  всех  пере ст а но во чны х  
м а т р и ц  отношения :

С(п) =  {(А,  В )  |{Л, В] a  g l  (п)  /\А • В =  В ■ А]

Dorn C(n)a g l  (п).  И з у ч а я  с в о й с тв а  этого отношения ,  е с т е с т ­
венно п о ст а вить  вопрос Dorn C (n)— g l  (п)?  Д л я  вся ко й  ли м а т р и ­
цы н а й д е т с я  п е р е ст а н о в о ч н а я  с ней? (С м .  g l .  1— g l .  15). Из э то ­
го б у д е т  с л е д о в а т ь ,  что Dorn C(nj =  g l  (п).

М о ж н о  з а м е т и т ь ,  что не то ль к о  ед и н и чн а я ,  но и в с я к а я  с к а ­
л я р н а я  м а т р и ц а  п е рес та но во чна  с любой м а т р и це й  того ж е  по­
р я д к а ,  т а к  к а к

( Х- Е) - А  IL L  X- ( E- A  ) 1 Ш  * , - ( ? •? )  М У = ? . (? •? ) .

В частности ,  пер ес та но во ч ны  д в е  л ю б ы е  с к а л я р н ы е  м а т р и ц ы ,  
и д о к а з а н о  с л е д у ю щ е е .

У т в е р ж д е н и е  20.1.  В с я к а я  к в а д ратная  матрица имеет 
п е р е с та н о в о ч н у ю  с  ней,  а с к а л я р н ы е  матрицы п е р е с тан о в о чны с о  
в с еми  матрицами того ж е  п о р я д к а .

З а д а ч а  20.1.2.  О пр е д е ли т е ,  з а м к н у т о  ли относительно с л о ­
ж е н и я  и у м н о ж е н и й  м н о ж е с т в о  всех м а т р и ц ,  пер ес та но во ч ны х  с 
м ат р и цей  А (т.  е. п ер ес та но вочны  ли с данной  м а т р и ц е й  п р о и з в е ­
дени е  с к а л я р а  на м а т р и ц у ,  с у м м а  и прои зве де ние  м а т р и ц  п е р е ­
с т ан ово чны х  с А).

Д  о к а з а т е л ь с т  в о. О бо зн ач им  м н о ж е с т в о  всех  п е р е с т а н о ­
вочных с м а т р и ц е й  A e ^ g l ( n )  м а т р и ц

C(A)  =  {Xt=gl (n)\A -Х =  Х-А} ( 2 0 .с)

В о з ь м е м  пр ои з во льн ы е  м а т р и ц ы  {В, С } с :С ( / 1 ) .

1. А-(а  В ) = = а ( А - В ) ~ а ( В - А )  =  ( а  В)-А.
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Что о з н а ч а е т  п е р ес та но вочно ст ь  а  В с мат ри цей  А.

2. А-(В-\~С)^==? =  В-А +  С-А МЫ=?._____
С л е д о в а т е л ь н о ,  м а т р и ц а  ( В - f -C)  ? не ? перес та но во чна  с А.

3. А - ( В - С )  ^==(А - В ) -С  ( ?■?)■ С 2 L L ? - ( } - C ) M b -C)-A.  
З нач ит ,  ( В - С)  и А ? не ? пер ес та новоч ны  и, т а к и м  о б р а ­

зом ,  м н о ж е с т в о  м а т р и ц  С (Л )  ? не ? з а м к н у т о  относительно ос нов ­
ных  м а т р и ч н ы х  оп ераций.

С л е д у ю щ и е  вопросы:  к а к  много д л я  данно й м а т р и ц ы  п е р е ­
с т ан ово чны х  с ней и м о ж н о  ли их все  о т ы с к а т ь ?  Р а с с м о т р и м  р е ­
шение  этой з а д а ч и  на примере .

П р и м е р  20.1.  Н а й д е м  м а т р и ц у ,  п ер ес та но вочну ю  с

A =  Q  i ) e * / ( 2 ) ,  т. е. X t = g l ( 2)  \А-Х =  Х-А.

П у с т ь  =  — и с к о м а я  м а т р и ц а ,  т о г д а  ус л ов и е  п е р е ­

ста новочности в лече т  м ат р и чн о е  ур а в н е ни е :

(? ! ) - е г )- е г )- а ? >
т а к  к а к  р а в е н с т в о  д в у х  м а т р и ц  о з н а ч а е т  р а в е н с т в о  их с о о т в е т ­
с т в у ю щ и х  эл е м е н т о в ,  то б у д е м  иметь  с и с т е м у  ур а в н е ни й

3 x + 2 z  =  3 . r +  1 у,
Зу -\-2и =  2х-\- 1 у,
\x-\-  l2  =  3z +  1 U,

1 у  +  1 и =  2z +  1 и,

р е ш а я  ее,  получим х =  2z-\-u и y  =  2z, что о з н а ч а е т  п е р е с т а н о ­
вочность с А всех  м а т р и ц  вида :

гд е  z и и — пр ои з во льн ы е  д е й с т в и т е л ь н ы е  числа .
П р и д а в а я  зн а ч е н ия  z и и, б у д е м  п о л у ч а т ь  м а т р и ц ы ,  п е р е с т а ­

новочные с А, н ап ри м ер :

<z, и )  =  ( \ , 0 ) :  ( J  j* ), <z, и)  =  <0, 1) :

<2 , и> =  <1, 1 ) :  2 ) ,  <2, «> =  < - 1 ,  1 ) :  (р  р ) ,

и т. д.  Т. е. пер ес та но во ч ны  с дан ной  м а т р и ц е й  не то льк о  с к а ­
л я р н ы е .
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З а д а ч а  20.1.1.  Я в л я е т с я  ли отношение  С(п)а  g l  ( п )Х g l  (п)  
о т о б р а ж е н и е м ?

У к а з а н и е .  С',м. о п р е д е л е н и е  7.1,  п р и м ер  2 0 . ! .

<Л' й  > 2  С П) I ^  ~  ^ ‘ ^  ^i«i  — L i ' i J  о т о бр а ж е н и е .
(Л| -»

З а д а ч а  20.1.3.  Д о к а ж и т е ,  что если м а т р и ц а  д и а г о н а л ь н а ,  
причем все ее д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н т ы  р а з л и чн ы ,  то в с я к а я  п е р е ­
с т а н о в о ч н а я  с ней м а т р и ц а  т о ж е  д и а г о н а л ь н а .

У к а з а н и я .  I. Если Л и В — д и а г о н а л ь н ы е  ( не  о б я з а т е л ь н о  с к а л я р н ы е ) ,  н а ­
пример ,

л,, 0 0 ... (I \
0 А., 0 ... 0 \
о о я,... о J, в
о о о л „ /

(1,0 о . 
О |(,0 .
о 0 , , ,.

чО 0 о Иг,

то Л ■ В =  В ■ Л.
2. П у с т ь  А — д и а г о н а л ь н а ,  А =  ЦАУб' И, а В и м е е т  хотя  бы один н е д и а г о н а л ь ­

ный э л е м е нт ,  то:  д а ,  н а п р и м ер :

,1 ■ В -
Л, О О 
О Л.О 
О 0"л:1

чО о о

[1,0 н . 
О ,1,0 .
о о |i:t. 

o' о .

и ■ л =
М]о о ..
О ( г ,0 .. 
О 0 ц ,,. .

,0 0 о ..

К а к о е  у с л о в и е  па э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  В в л е ч е т  р а в е н с т в о  А - В  — В - А ? ^

М ы  видели ,  что д а ж е  в довольно простом с л у ч а е  м а т р и ц  в т о ­
рого п о р я д к а  (п р и м е р  20 .1 )  з а д а ч а  оп ре д е ле н и я  м а т р и ц ы ,  п е р е ­
становочной с да нно й,  с в е л а с ь  к решению с и с т е м ы  лине йн ых  
ур а в н е н и й  с ч е т ы р ь м я  пер ем ен н ы м и .  По это му  з а к о н о м е р н ы  з а ­
да чи ,  к а к  найти более  п росты е  способы оп ре д е ле н и я  м ат ри ц ,  
п ер ес та но во чны х  с данно й или в ы д е л и т ь  т а к и е  м а т р и ц ы ,  чтобы 
п е р ес та но во ч ны е с ними м ож н о  было  бы найти менее  с л о ж н ы ­
ми в ы ч и с ле н и я м и .  Ч ас тично  на последний вопрос о тве т  у ж е  
д а н :  с к а л я р н а я  м а т р и ц а  перес та но во чна  с любой м а т р и ц е й  того 
ж е  п о р я д к а .  Но приме р 20.1 п о к а з ы в а е т ,  что с к а л я р н ы м и  могут  
не и с ч е р п ы в а т ь с я  все  м а т р и ц ы ,  п е р ес та но во ч ны е  с данной.

Усилим требование перестановочности.
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О п р е д е л е н и е  20.2.  Кв ад ратная  матрица А на зыва етс я  

о братимой,  е с ли  с уще ству ет п е р е с та н о в о ч н а я  с  н е й  матрица 
В такая,  что их п р о и з в е д е н и я  р а вны е д ини чн о й  матрице :

А • В =  В • А =  Е. (20.1
В этом с л у ч а е  матрицу В на зывают о б ратной  к А. 
Подмноже ств о  в g l  ( п ) в с е х  обратимых матриц на зыва ет - 

с я  п олн о й  л и н е й н о й  г р у пп ой .
Обо зна чен ие  полной линейной гр уп пы :  GL( n , R) или 

GL (п ).
Оче ви дн а
Л е м м а  20.1.  Ы ( п ) Ф 0  и G L ( n ) 3 E .
Т а к  Е-Е =  Е-Е =  Е. (С м .  g l . l  — gl-15) .
О пр е д е ле н и е  20.2 з а д а е т  новое бинар ное  отношение:

[ - ‘] (Я) =  {<Л, В)\{А, В}<=8 Ц п ) А А - В  =  В - А = Е } с С 1я).

И с с л е д у е м  его с в о й ст в а  (подобно с в о й с т в а м  отношения  С(я)).
1. [ _ ' ! („), очевидно ,  т о ж е  симм етрич но .

Это п о з в о л я е т  при вып олнении у с л о в и я  (20 . 1 )  д л я  д в у х  м а т р и ц  
н а з ы в а т ь  их в з а и м н о  обратными.

С и м м е т р ич н о с т ь  п о з в о л я е т  у т в е р ж д а т ь ,  что

2. Dom [ “ '] (л) =  Im [ 11 (n| =  GL ( n ) c z g l  (п),  т. е. бинарн ое  от ­
ношение | ~ '| (л) на м н о ж е с т в е  GL(n)  — сю ръ ект ивно ,  ( см .  о п ре­
де л е н ие  9.1) .

3. И н ъ е к т ив н о  ли оно? ( С м .  оп ре д ел ен и е  9.2) .
Д о п у с т и м ,  что н а й д у т с я  д в е  м а т р и ц ы  Ах и А2, п е р е ст а н о в о ч ­

ные с В:

<Л„ S > e [  '\{п)Ш 1 а г В =  В . А 1 =  Е, 

<л2, В ) ^ [  - ' \ {п) Щ 1 аг в  =  в . а2= е .

(20.*)

(2 0 . * * )

Р а с с м о т р и м  произведение :

( Л , . Я М 2 Ш = ( ? М 2 1 У = ?  
gi. юн
а г ( в - а , )  Ш Л  л  j - ( ? )  Mk=L ?

■А, — А,,

С л е д о в а т е л ь н о ,  бинар но е  отношение [ '] (я)— инъективно .
4. Из инъекти вности  бинарн ого  отношения  [ в си лу  его

си м м ет и ч н ост и  с л е д у е т ,  что оно я в л я е т с я  о т о б р а ж е н и е м  
( у т в .  9.1) :  ! 'I,,..: GL(n) -* -  GL(n) .  Я

Эти р е з у л ь т а т ы  объеди ним  в т ео р ем у .
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Т е о р е м а  20.1.  Бинарно е  отношени е
Г ' 1 (;1)={</1- В)\{А, B } c z g l  (п)/\А ■ В =  В-А =  Е}

симметрично  и я в ля е тс я  биективным ото бр ажени ем  
[ GL ( я ) GL(ti ) .

С л е д с т в и е  20.1.  Л ю б а я  о б ратимая  матрица имеет е д и н ­
ств е нную о б ратную  к н ей  матрицу.

М а т р и ц а ,  о б р а т н а я  к А, о б о з н а ч а е т с я  А~\
С л е д с т в и е  20.2.  Для о братимой матрицы А обратима  

матрица А~'.
( Т а к  к а к ,  если (А,  / Г 1)  е [  ~ ‘] ((1)Д-<Л  ~' ,  А)  е = [ - 1 ] (я)).

Д р у г и м и  с л о в а м и :  м н ож ес тв о  м а т р и ц  GL(n )  з а м к н у т о  отно­
си тельно опера ции  о б ращ ени я  м а т р и ц ы .

С л е д с т в и е  20 .3 . (А - 1) -1 =  А д л я  в с я к о й  обратимой матри­
цы А.
( Т а к  к а к  второй э л е м е н т  к о р т е ж а  о т о б р а ж е н и я  о п р е д е л я е т с я  
однозначно,  а значит ,  Л = ( Л _|) “ ').

З а м е ч а н и е  20.1.  Понятие  о братим ой  м а т р и ц ы  несколько  
переоп редел ено :  до ста точно  одного из тр ебова ни й :  А-В =  Е или 
В-А =  Е, а д р у г о е  из него с л ед уе т .

Н а п р и м е р ,  пуст ь  в ы п о л н я е т с я  тольк о  одно усл овие :  с у щ е с т ­
в у е т  д л я  A ^ g t  (п)  м а т р и ц а  B<=g l ( n )  т а к а я ,  что А- В =  Е, то гда  
р а с с м о т р и м  произве де ния :

( A - B ) - A  =  E - A ^ d L  А 
gl- ? II 
А - ( В - А )  Л А ■ X

-А-Х =  АУ̂ Ж - Х  =  Е.

desОб оз на че ние .  =  об оз на чи м,  от а н гл и й с к о г о  “to d e s i g n a t e ” — об оз на чат ь .

З а м е н я я  по обозначению X на В-А,  имеем В - А= Е .  Аналогично  
мо жн о  п о к а з а т ь :  В ■ А =  Е =>■ А • В =  Е.

Т а к  что м о ж н о  д а в а т ь  и т ак о е  оп ре д ел ен ие  о б рат им ост и  м а т ­
рицы:

( О п р е д е л е н и е  20 .2'. Матрица A ^ g l  (п)  н а з ыв а е т с я  о б ­
ратимой,  е с л и  с уще ству ет матрица В такая,  что

А-В =  Е или В-А =  Е. ( 20 .2)

Тепер ь  по пробуем решить вопрос — н а с к о л ь к о  с о д е р ж а ­
тельно  понятие  GL (п ), н а й д у т с я  ли еще в g l  (п ) о б р а т и м ы е  м ат  
рицы кр оме  Е, з а т е м  в с я к а я  ли к в а д р а т н а я  м а т р и ц а  о б р а т и м а ,

т. е. {E}=/=GL(n)=t=gl(n).
П о с т а р а е м с я  о тве т  на первый вопрос изв лечь  из р е з у л ь т а т а  

п р им е р а  20.1.
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П р и м е р  20.2.  Бы л  найден общий вид  м а т р и ц ,  п е р е с т а н о ­

вочных с матрицей Л = ^  а именно: X =  ( ^ ^ ^ U « ) g R .

О пр ед ел и м ,  ес ть  ли среди них о б р а т н ы е  Л, т. е. т а к и е ,  что 
Х- А=Е  (по опреде лен ию  20.2 д остаточно  пр оверки то ль к о  э т о ­
го у сл ов ия) .

( ^ + “ >Но ?)■
/ 8 г  +  3и 6 z  +  2 « \ _ / l  0\
\ 3 z - j-  и 2z-|- и ) ~ \ 0 I / ’

отсюда  имеем с и с т е м у  ур ав н ени й  

8z  +  3u 

62 +  2 и 
3z  4 - и =

2 z 4 -  «  =  1,

„ =  0.  f *  =  3. ^ _ 1 = ,  , 24 
и =  0, \ z =  — 1, V 1 3/

С л е д о в а т е л ь н о ,  GL (п)Ф{Е) .
Что бы от вет ит ь  на вопрос,  с о в п а д а ю т  ли GL(n )  и g l  (п),  в ы ­

яс ним,  о б р а т и м а  ли,  н а п ри м е р ,  м а т р и ц а

£! =  ( J  g ) ^ * / ( 2 ) ?

П р е д п о л о ж и м ,  что о б р а т и м а ,  т. е. с у щ е с т в у е т  т а к а я  м а т ­
рица В,  что Е\-В =  Е.
П у с т ь  B =  (̂ z т о г д а  у сл ов и е  о б рат им ост и  д а е т  матр ичн ое  

у р а в н е ни е :

(\ 0\ ( х  у \ _ ( 1 0\
\0 0J  \z и ) ~ \ о  1 / ’

а оно в свою оч ер ед ь  — с и с т е м у  у р ав н ен и й :

х =  ? ,

У=  ? ,
0 =  ? ,

0 = ? ,
ко т о р а я ,  очевидно ,  не имеет  решений,  значит ,  м а т р и ц а  Е\ — не­
о б р а т и м а .

О тсю д а  с л е д у е т ,  что и GL ( n ) c z g l  (п),  т. е. не в с я к а я  к в а д ­
р а т н а я  м а т р и ц а  о б р а т и м а .
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З а д а н и е  20.1.  Теперь  ес те ст ве нн о  п о с т а р а т ь с я  у з н а т ь ,  об ­
р а т и м ы  ли д л я  об рат им ой  м а т р и ц ы  А

1. ей п р о т и в о п о л о ж н а я — ( — А)?
2. ее т р а н с п о н и р о в а н н а я — Лт?

Д л я  о б р а т и м ы х  м а т р и ц  А и В о б р а т и м ы  ли
3. их с у м м а  или р азн ость :  А ± В ?
4. их произ ведение :  А-В?

В ы я с н и м  последнее :  пусть  А и В о б р а т и м ы ,  т. е.

А-А~' =  А~ ' - Л  =  £,  (2 0 . а )

В-В~'  =  В ' - В  =  Е. ( 2 0 .в )
У доб нее  в о с п о л ь з о в а т ь с я  о п ре д ел ен и ем  20.2,  р а с с м о т р и м  про­

изведение :

(А- В ) - (В  ’ •А- ' )  ? M L  А - ( В - ( В - '  ■ Л - ' ) ) ± А  ■((? ■?)■ А - [)^= 
2=А-(Е-А ' )J=A-A'~l =  E,

что и о з н а ч а е т  о б р а т и м о с т ь  А-В.  Бо лее  того,  мы д о к а з а л и ,  что 
обр атной к А • В я в л я е т с я  м а т р и ц а  т о г д а  в с и лу  е д и н с т ­
венности обратно й м а т р и ц ы  (сл.  20 .1 )  мо жн о  сч и т а ть  д о к а з а н ­
ным  сл е д у ю щ е е .

У т в е р ж д е н и е  20.2.  Если матрицы А и В обратимы,  то их 
п р о и з в е д е н и е  о братимо и

( А- B y  ' = i В - ' - А - ' .  ( 20 .3 )

Это свойство  м о ж е т  б ы ть  с ф о р м у л ир о в а н о  иначе:  мн ож е с тв о  
м а т р и ц  GL(n )  з а м к н у т о  относительно опера ции  у м н о ж е н и я  
матр иц.

П о с т а р а й т е с ь  о т ве ти ть  на о с т а л ь н ы е  вопросы ( 1 — 3)  з а д а н и я
20.1,  с н а ч а л а  пров ерив ,  если необходимо, свои п р е д п о ло ж е н и я  
на п р им е р ах .  ^

Н а п р и м е р ,  {Л, Я } с = { ( *  * ) ,  ( !  2 )  ( - 1  l ) } '

У т в е р ж д е н и е  20.3.  Если матрица А обратима,  то е е  
тран с п о нир о в а нна я  и п р отив о п ол о жн а я  ей матрицы обратимы и

( — . 4 ) - '  =  — А~\ (Л ) - . ( . I  ' ) ' .  ( 20 .4 )

З а д а ч а  20.2 .3 .  Д о к а ж и т е  у т в е р ж д е н и е  20.3.
Д о к а з а т е л ь с т в о .

П у с т ь  A<^GL(n)M~{3A' - ' eEGL(n)\A-A- l =  E).
1. ( — Л ) - ' ^ =  — л - 1.

£ = л -л -'1!==1 (л - л  - ' ) = «  - 1)( — 1 » (л • л - ,) ^ = ( - Л ) . ( - л ^ 1).
Т. е. ( — л и  — А ' ) =  Е.
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В си лу  единственно сти  обратно й м а т р и ц ы  это о з н а ч а е т ,  что 

( - Л ) '  =  — Л '.
2.  ( . Г)  ' ' ( 1 ') ' .
Т р ан сп о н ир уе м  обе части р а в е н с т в а  /:’ =  Л ' - Л:

/•т (Л • 1)' ' Г( 1 )'

О т к у д а  £ ^ = Л Т(Л 1)', а т а к  к а к  о б р а т н а я  м а т р и ц а  е д и н ст ве нн а ,  
то <ЛТ) 1 = ( Л  ')' .  ф

С л е д с т в и е  20.4.  Если матрица А обр атимая и симмет­
рическая (кососимметрическая),  то А 1 томи’ симметрическая  
(кососимметрическая).

З а д а ч а  20.2.1.  Д о к а ж и т е  с л е д с т в и е  20.4.
Д о к а з а т е л ь  с т в о.

Л е  GL ( я ) ( ЗА ~1 е  GL (п ) \ А ■ А ' =
1 л у т в .  17.1 . 1 .1. Л — с и м м е т р и ч е с к а я  А =А.
(Л - |), =4(ЛТ) ~ | =4 Л 1 Х [-с --> ^ Л — с и м м е т р и ч е с к а я .
2. С л у ч а й  к осо си м м ет риче ск ой  м а т р и ц ы  Л д о к а з ы в а е т с я  

анало гичн о .  ♦

В §  19 мы приводили основн ые  с в о й ств а  полной линейной 
а л г е б р ы ,  полезно в ы д е л и т ь  их д л я  полной линейной г р у ...... .

Основные свойства  полной линейной группы

У к а ж и т е  у т в е р ж д е н и я ,  я в л я ю щ и е с я  обоснован ием  свойств :  

GL. 1. V {Л, B}ciGL. (и)  =ф- Л • В е  GL (п ).
GL. 2. VAeEGL( n)  X A ' ^ G L ( n ) .  ( |Л-Л 1 =  Л~1 ■ А =  Е ).
GL. 3. EeEGL(n) X( |Л ■ Е =  Е-А  =  Л У Л е С / Д л ) ) .

GL. 4. V {Л, В, C}czGL (п)=> А-  (В • С) =  (А • В)-С.
Гово рят ,  что полн ая  л и н е й н а я  гр у п п а  GL(n)  з амкнута  отно­

с ительно  о п е р а ц и й  у м н о ж е н и я  и о б р а щ е н и я  элементов .
С в о й с т в а  полной линейной г р у п п ы  я в л я ю т с я  ф у н д а м е н т а л ь ­

ными во все м к у р с е  а л г е б р ы  и геометрии.  А именно:  В аффин­
ной и евклидовой геометрии при изучении преобразований  
плоскости и пространства,  в теории кривых и поверхностей вто­
рого порядка,  квадратичных форм и квадрик;  в дифференци­
альной геометрии  при изучении кривых и поверхностей в про 
странстве;  в геометрии  проективного пространства и мн ого мер­
ной геометрии; в т а к и х  р а з д е л а х  ал ге б р ы , к а к  теория групп, 
теория линейных операторов и теория многочленов.  С о в р е м е н ­
ная вычислительная математи ка ,  физика и кристаллография т а к ж е  
не о б х о д я тс я  без исп о л ьз о ван и я  полной линейной гр уп пы .
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3 а м е ч а н и е 20.2.  Интересно ,  что если м а т р и ц а  А о б р а т и ­
ма ,  то л е г к о  р а з р е ш и м ы  относительно X м а т р и ч н ы е  у р а в н е н и я

А ■ X =  В и Х-А =  В.  ( 20 .5 )

I О п р е д е л е н и е  20.3.  Р е ш е н и е м  матрично г о  у р а в н е н и я
( вид а  А-Х =  В или Х-А =  В)  н а зыв а етс я  матрица,  при п о д ста ­
н о в к е  которой вме сто X п ол у ча етс я  матрично е  тождество.  

Чтобы найти решение  у р а в н е н и я  (20.5) ,  д о м н о ж и м  обе его 
части  с л е в а  на м а т р и ц у  А~]:

А- Х =  В.
.1 - ( 1 - .V ) ' .1 ' -В,

( т а к  к а к  прои зве де ние  м а т р и ц  оп ред елен о  однозначно) .  Тогд а  

Л ' ■ В =  A ' . ( A - X ) ^ d = ( A - ' - A ) - X S L = E - X ^ = X .

Т. е. Х =  А 1 • В.
Несложно у б е д и т ь с я  в том,  что т а к а я  м а т р и ц а  — решение  

матричного у р а в н е н и я  (20.5 ) ,  т а к  к а к

А-Х =  А-(А~1-В)  =  (А-А ' ) -В  =  Е-В =  В.
Аналогично мо жн о  получ ить  решение  у р а в н е н и я  Х-А =  В. 
Таким о б р а з о м ,  при решении подобных  м а т р и ч н ы х  у р а в н е ­

ний в а ж н о  зн а т ь ,  о б р а т и м а  ли м а т р и ц а  А, и в с л у ч а е  ее 
обратимости реш ени ем  мат ричн ого  у р а в н е н и я  А-Х =  В я в ­
ляется

Х =  Л ' -В,  ( 20 .6 )

а уравнения  Х-А =  В — соответс тве нн о ,  м а т р и ц а
X =  В ■ А 1. (20 .7 )

В си лу  еди нств енн ости  обратной м а т р и ц ы  А 1 ( сл ,  20 .1 )  и 
того  факта ,  что прои зв ед ение  м а т р и ц  оп ред елен о  однозначно 
(у т в е р ж д е н и е  19.1),  р еш ения  (20 . 6 )  и (20 .7 )  ур а в н е н и й  А-Х =  В
и, соответственно,  Х - А = В  еди нст ве нн ы.

М

П р и м е р  20.3.  Р еш и м  у р а в н е н и е  ^ )  =  ( 2  ? ) '

/3 2\атрица A = l  j j j  о б р а т и м а  (см .  пр имер 20.2) ,  т о г д а

ч *  ? к ? ? г - а  - § ) = > ■
3  ад а ч а 20.2.2.  Н а й д и т е  м а т р и ц у  X, у д о в л е т в о р я ю щ у ю  у р а в ­

нению: * • ( {  ! ) = ( _ ;  _ \ у
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У к аз а н и е .  П о д у м а й т е ,  м о ж н о  ли  в ы ч и с л я т ь  о т в е т  по ф о р м у л е  X — В • А ~  \ о б ­

р а т и м а  ли  м а т р и ц а  С  О  ? Если нет,  п о д у м а й т е ,  к а к  нее ж е  м о ж н о  о т ы с к а т ь  

м а т р и ц у  X , у д о в л е т в о р я ю щ у ю  э т о м у  у р а вн е н и ю .
З а д а ч а  20.3.1.  Д о к а ж и т е ,  что если м а т р и ц а  д и а г о н а л ь н а  

и все  ее д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н т ы  н е н у л е в ы е ,  то она о б р а т и м а .
У к а з а н и е .  П у с т ь  Ф  0  при i e { l ,  2 ... п) и

0 А.,0 ... 0 
О ()‘ Л.,... 0

ч() (I 0 к„ 
п о с т а р а й т е с ь  у г а д а т ь  м а т р и ц у  В т а к у ю ,  что

X 0 0  .. 0
0 0 .. о
0 0 А,,.. 0

0 0 0 .. К 0 0 0

§  2 Г .  В Ы Ч И С Л Е Н И Е  О Б Р А Т Н О Й  М А Т Р И Ц Ы

В п р е д ы д у щ е м  п а р а г р а ф е  мы по ст а ви ли  з а д а ч у :  к а к  н а х о ­
д и ть  все  м а т р и ц ы ,  п е р ес та но во ч ны е с да нной,  но она о к а з а л а с ь  
с довольно с л о ж н ы м и  в ы ч и с л е н и я м и  д а ж е  в с л у ч а е  м а т р и ц  в т о ­
рого п о р я д к а ,  поэто му  мы ее  н ес ко ль ко  с уз или ,  п о тр е б о в а в  не 
просто переста нов очности  м а т р и ц ,  а вы пол ним ости  более  с и л ь ­
ного ус л ов и я  обр ат им о ст и .  Именно  в этом с л у ч а е  м о ж е т  б ы т ь  д а ­
но не очень с л ож н о е  п р ав ил о  н а х о ж д е н и я  об ратной м а т р и ц ы  по 
данн ой  об рати мой .  Но п р е ж д е  чем говорить  об общ ем  п р ав ил е ,  
р а с с м о т р и м  пример.

П р и м е р  21.1.  П у с т ь  д а н а  н е к о т о р а я  к в а д р а т н а я  м а т р и ц а  
А и известно ,  что она о б р а т и м а .  К а к  найти о б р а т н у ю  ей м а т р и ц у ?

В си лу  з а м е ч а н и я  20.1 до ста то чно  найти м а т р и ц у  X т а к у ю ,  
что А • X =  Е.

где  х1.-— н е и з в ес тн ы е  д е й с т в и т е л ь н ы е  чис ла ,  {/, /}с={1, 2}
имеем:

Д л я  у д о б с т в а  за писи  с о о т вет ст ву ю щ ей  с и с т е м ы  ур ав н ен и й  
обозн ачим э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  X:

х, — х, х. =  у, x] =  z, х\ =  и.
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Гогдн п е р е м н о ж а я  м а т р и ц ы

(:'  Ж  О - С .  " )
получим си с т е м у  ур а в н е ни и

х +  2 г = \ ,
у  2и — О,

Зх -\- 5z =  О,
3 у  Т~ 5м =  1,

о т к у д а  А~'=?.
С д е л а й т е  пр ов ер ку :

х =  ?,

//=? .  
2 = ?, 
И =  ?,

Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а ч а  о п ре д е ле н и я  обратной м а т р и ц ы  к 
да нно й,  к а к  и перестановочной с ней (см .  § 20) ,  с в о д и тся  к реше 
нию с и с т е м ы  лин ей ных  ур а в н е ни й  (первой степени) ,  а вопрос  об­
р ат и м ост и  м а т р и ц ы  — к проб лем е  с у щ е с т в о в а н и я  решения  т а ­
кой с и стемы .  М е т о д ы  решения  подобных  систе м и еще более 
с л о ж н ы х  мы б у д е м  и з у ч а т ь  и у з н а е м  не тольк о  то, что с и с те ма  
л ин ей н ы х  ур а в н е ни й  м о ж е т  не иметь  решений,  м о ж е т  иметь  их 
бесконечно много или иметь  ед инств енное  решение ,  к а к  в этом 
п ри мере ,  но и критерии  этих  с л у ч а е в .

П о к а  ж е  б у д е м  п о л ь з о в а т ь с я  т а к и м  ал г оритмом  ( п р а в и л о м )  
д л я  в ы ч и с л е н и я  о б ратной  к  о б ратимой  матриц е  любого  п о р я д ­
ка :  А =  || а'|| е  GL (п,  R).

1. Выпишем  матрицу  п о р я д к а  п х ‘2п вида :  
jа2 аЛ

2 2 а 2 a- i

а,  а 3

1 0 0 
0 I 0 С п р а в а  от д ан но й  м а т р и ц ы  п р и п и с ы в а е м  

е д и ни ч н у ю м а т р и ц у  того  ж е  п о р я д к а

О О О

2. Скла д ыва е м  и вычитаем строки такой матрицы, д о м н о ж а я  
их при  этом, если необходимо,  на п о д х о д я щ е е  чи сло  так, чтобы 
приве сти матрицу  к ступенчатому в и д у  ( с в е р х у  вниз) :

* * * 
о1

0 о О ..71*

* * * 
* * * * о б оз на че н ы э л е м е н т ы ,  к от о р ы е  по­

л у ч е н ы  в р е з у л ь т а т е  п р е о б р а з о в а н и я  
с т ро к  м а т р и ц ы .

3. Аналоги чн о ,  с к л а д ы в а я ,  в ы ч и т а я ,  д о м н о ж и в  на п о д х о д я ­
щий м н о ж и т е л ь  стро ки  м а т р и ц ы ,  при в о д им  е е  л е вый  к ва драт к
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д и а г о н а л ь н о м у  в и д у  ( сниз у  вверх) :

/  *
0 0 .. .. 0 *  *  *  .. .. *

( 0
* 0 . .. 0 *  *  *  .. .. *

\ °
0 0 .... * *  *  *  .. .. *

* о б оз на ч е ны  э л е м е н т ы ,  к о т о р ые  по­
л у ч е н ы  в р е з у л ь т а т е  п р е о б р а з о в а н и я  
с т р о к  м а т р и ц ы .

4. Д е л и м  к а ж д у ю  из строк  м а т р и ц ы  на ее д и а г о н а л ь н ы й  
(о б я з а т е л ь н о  н ен ул ев о й ! )  эл е м е н т ,  получим в л е в о м  к ва д рате  
е д и н и ч н у ю  матрицу:

I 0 0 ... 
О 1 0 ...

О О О  .... 1

* * * 
* * *

* о б оз на ч е ны  э л е м е н т ы ,  к о т о р ые  по­
л у ч е н ы  в р е з у л ь т а т е  д е л е н и я  с т ро к  
на д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н т ы .

5. В пра в ом к ва д рате  — матрица,  о б ратная  д анной ,  ( з а ­
писанной п е р в он а ч а л ь н о  в л ев ом  к в а д р а т е ) .

Обос но ван ие  э т о м у  п р а в и л у  мы д а д и м  позднее при изучении 
решений и св ойст в  систем лин ей ных  у рав нен ий .

Н а й д е м  м а т р и ц у ,  о б р а т ну ю  м а т р и ц е  п р им е р а  21.1 ,  п р и м е н я я  
описанн ый а л го р ит м .

(2 ) 3 ( 1)(\ 21 1  0V 
\3 5 I 0 \)

Т а к и м  о браз ом ,

1 О
-3 1<1

у  П+2 (2)  ̂

}
О

о -

- 5
- 3

- I  ( 2)

-5  2 
3

GJT-C з->)
д е й с т в и я  со с т р о к а м и :  от второй о т н я т ь  п ер ву ю,  ум-

(2) -  3(1)
Об оз на че ние .  ~

н о ж е н н у ю  на 3.
З а д а н и е  21.1.  Поп роб уйте ,  п р и м е н я я  а л г о р и т м ,  найти м а т ­

рицу ,  о б р а т н у ю  данной.  В о з м о ж н о  ли это?

/ 2 4 1 1  0\
\1 2 j 0 \)'
П опроб уй те  найти м а т р и ц у ,  о б р а т н у ю  А, исходя  из о п р е д е л е ­

ния 20 .2 м а т р и ц ы ,  обратной данной.  К а к а я  п олу чится  с и с те ма  
у р а в н е н и й ?  Есть  ли у нее решение?

, ?
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§  22°. М А Т Р И Ч Н А Я  Ф О Р М А  С И С Т Е М Ы  
Л И Н Е Й Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й

З а м е т и м ,  что с и с т е м а  из гп лин ей н ы х  ур а в н е ни й  с п н еи з­
ве ст ным и :

а\х' +  а!,х2-\- - f ... +  «',*" =  Ь\ 

a'iX1 +  aix1 +  а1хл +  •■• +  uix" =  b2,

a"‘x l +  a ' V  +  a ? * 3 +  ... 4- х'Цх' =  bm,

(22 .1 )

м о ж е т  о ч е в ид ны м  обр азо м  б ы т ь  п р е д с т а в л е н а  ( з а п и с а н а )  в виде  
ма тричн ого  р а в е н с т в а :

а \ С,2■> 2 ча | a, aiз

у "  а"' а'" ... а"

или /1

где  Л =  ||а' || ^ М ( т  х  п) — н а з ы в а е т с я  о с н о в н о й  матрицей  с и с ­
темы лин е йных  у р а в н е н и й  ( 22 .1) ,  а м а т р и ц а

/  “ ! «2 «:( ■■

( а ‘
Оа:. «з ■ а2„

V «Г а 7 а ” ■■ а,7 bm J

имеет  н а з в а н и е  р а с ш и р е н н о й  матрицы с и стемы лин е иных  у р а в ­
н е ний  (22.1) .

Т а к и м  о б р аз о м ,  с и с т е м а  ур ав н ен и й  (22.1 )  имеет  к р а т к у ю  и 
уд обную  м а т р и чн у ю  зап ись :

А ■ X =  В, ( 2 2 . 2 4

где А =  || а' || еЛ 1  (m х п), X =  || х? || е М (п х 1), В =  || Ь11| М (m х 1) 
и /i-с то л б ец  св ободн ых  членов.

О п р е д е л е н и е  2 2 . 1. Р е ш е н и е м  с и стемы лин е йных  у р а в ­
н е ний  называется  кортеж чисел <х(', xfh ... x jj) , подстановка ко­
торых вместо переменных (х\ х\ ... хп) в уравнения системы 
превращает  их в числовые тождества.
Т а к  что в с я к о е  решение  м атр ичн ого  у р а в н е н и я  ( 2 2 . 2 )  о п р е д е ­

л я е т  числовой к о р т е ж ,  я в л я ю щ и й с я  решением линейной с и с т е ­
мы ур а в н е ни й  (2 2 . 1 )  и наоборот.
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В том с л у ч а е ,  к о г д а  т =  п,  т. е. А — к в а д р а т н а я ,  и о бр ат им а,  

з а д а ч а  р еш ения  у р а в н е н и я  (22.2) ,  а зн ач и т  и с и с т е м ы  у р а в н е ­
ний (22.1) ,  м о ж е т  б ы ть  с в е д е н а  к вы чи слени ю м а т р и ц  Л -1 и 
А~'-В,  т а к  к а к  ( см .  з а м е ч а н и е  20.2,  (20 .6 ) )

Причем в с л у ч а е  о б рат им ой  м а т р и ц ы  А м а т р и ц а  X, а з н а ­
чит, и решение  с и с т е м ы  ур а в н е н и й  (22 . 1 )  еди нст ве нн ы.

З а м е ч а н и е  22.1.  М о ж н о  з а м е т и т ь ,  что в §  21 п. 1. м а т ­
рицей

а2 а\ . ■ а\ 1 0 0 .. .. 0
а\ а\ ■■ ai 0 1 0 .. .. 0

ап2 . а : 0 0 0 .. .. 1

(2 2 . Л")

ко м п а к т н о  з а п и с а н а  с и с т е м а  из п у р а в н е ни и ,  к о т о р а я  получится  
п р и р а в н и в а н и е м  со о тв е тс тв у ю щ и х  э л е м е н т о в  м а т р и ц  А-Х — Е:

а\ а'2 а\ ... а\
2 2 9 9а , ai  ai  ... а2п

а ,  а2 аз

х\ х'2 х'з ... х\ 
х? £  х? ... xi

-*2 *3

1 0 0 .... 0
0 1 0 .... 0

0 0 0 .... 1

т. е.

' а\ а2 а'3
2 2 2 а | а2 az3

a l  а п2

с о о т в е тс т в у ю т  м а т р и ц ы  (о с н о в н а я | р а с ш и р е н н а я ) :

'а\ а\ а\
2 2 а I а2 а3

а, а., а{
( 2 2 . Л",
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з а т е м

’ а \ а 2 аз ... а\ 
2 2 2 2 а\ af2 ai  ... azn

va ,  a  о a'j ... a" 

с с о о т вет ст ву ю щ и м и  м а т р и ц а м и

' a j  aJ,  a :j
2 2 2 a ;  a 2 a 3

a'l a.} a"
и т. д.  до последней :

' a j  a!2 a i  ... a j  
2 2 2 2 a t  a2 a3 ... a„

4a ,  a 2 a j  ... a„

(22.X,

с м а т р и ц а м и :

' a\ ai  a\ 
2 2 2a ,  a 2 a 3

va ,  a£ aS

( 2 2 J T J

Из этого  видно ,  что с и с т е м а  я 2 ур а в н е ни й  с п ’ н еи з ве ст ны ми  
состоит  из п систе м у р а в н е ни й ,  к а ж д а я  из которых  от п (своих,  
не в с т р е ч а ю щ и х с я  в о с т а л ь н ы х  с и с т е м а х )  п ер ем ен н ы х  и имеет 
п ур ав н ен и й .  Причем все эти п систем имеют о д и н а к о в ы е  ос нов ­
ные  м а т р и ц ы  и р а з л и ч а ю т с я  только  с т о л б ц а м и  св о б о дн ы х  ч л е ­
нов. Это  и п о з в о л я е т  к о м п а к т н о  и удобно д л я  прео б р аз ова ни й  
объед инить  м а т р и ц ы  этих п систем в одну м а т р и ц у  ( 2 2 . А"). П р е ­
о б р а з о в а н и е  ее стр ок  (по а л г о р и т м у  §  21 )  и есть  пр е об р а з ов а ни е  
коэффициентов  г г  у рав нен ий .
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И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А

Математика  — это большой город, чьи 
предместья не перестают разрастаться ,  в то 
время как  центр периодически перестраивает­
ся, следуя каждый раз все более ясному пла ­
ну и стремясь к все более и более величест­
венному расположению, в то время как  ... с т а ­
рые кварталы с их лабиринтом переулков сно­
сятся для того, чтобы проложить к окраине 
улицы все более прямые,  все более широкие и 
удобные.

Н. Бурбаки.  «История математики»
М ы  виде ли ,  к а к  довольно е ст ес тве нн о  с системой  лин ей ных  

ур а в н е ни й  соотносится  матр ичн ое  у р а в н е н и е  и д в е  м а т р и ц ы :  
осн овная  и р а с ш и р е н н а я .  При решении т ак о й  с и с т е м ы  ее  у р а в ­
нения пр е об р а з у ю т ,  чтобы их упростить :  у м н о ж а ю т  на п о д х о д я ­
щие числа ,  п р ов о д я т  з а м е н у  у р а в н е н и й  с и с т е м ы  на с у м м у  или 
р а з н о с т ь  его с д р у г и м и  и т. д . — по с у щ е с т в у  все  эти опера ции  
п р о д е л ы в а ю т с я  с с о о т в е тс т в у ю щ и м и  ко эф ф ици ентам и ур а в н е н и й  
с и с т е м ы  — э л е м е н т а м и  строк  ее рас ширенн ой  м а т р и ц ы .  Т а к  что 
в ы д е л е н и е  т а б л и ц ы  коэффициентов  с и с т е м ы  лин ейных  у р а в н е ­
ний и з а м е н а  де йст ви й  с ее у р а в н е н и я м и  на те  ж е  с а м ы е  д е й с т ­
вия со с т р о к а м и  ее расшире нн ой  м а т р и ц ы  о к а з а л о с ь  у д о б н ы м  и 
привело  еще в XVII  в е к е  к понятию м а т р и ц ы .  (Н е м е ц к о е  — M a t -  
r i z e  — от л а т и н с к о г о  с л о в а  m a t r i x ,  что о з н а ч а е т  — источник,  н а ­
чало) .

П о п ы т к и  от ве ти ть  на вопросы,  к а к  по м а т р и ц е  с и с т е м ы  л и ­
нейных ур а в н е н и й  у з н а т ь ,  к о г д а  с и с т е м а  имее т  решения ,  а к о г д а  
они о т с у т с т ву ю т ,  и в первом с л у ч а е  — с к о л ь к о  их, пр ивели к 
в а ж н о м у  понятию в теории м а т р и ц  о п р е д е л и т е л я  или д е т е р м и ­
на нта .  Оно по своим и д е я м  восходит  к н е м е ц к и м  м а т е м а т и ­
к а м  Г. Л ей бн и ц у ,  К- Ф. Г а у с с у  ( G a u s s  C a r l  F r i e d r i c h ,  1777— 
1855) и Г. К р а м е р у  ( C r a m e r  G a b r i e l ,  1704— 1725).  Д р у г о е  в а ж ­
ное понятие  — р а н г  м а т р и ц ы ,  б ы ло  вв ед ен о  н е м е ц к и м  м а т е м а т и ­
ком Г. Ф робен иус ом  ( F r o b e n i u s  F e r d i n a n d  G e o r g ,  1849— 1917),  
который внес в к л а д  в эту  теорию и р а з р а б о т а л  ее п р и л о ж е н и я  
в мех а ни ке .

Хотя  еще  с се ред и н ы  XVII  в е к а  м а т р и ц ы  и сп о л ь зо в ал и сь  
Л ей бн и ц е м ,  тольк о  ко второй половине XIX в е к а  м а т р и ц ы ,  н е з а ­
ви симо от систем у р а в н е ни й ,  с т а л и  об ъ ек то м  с а м о с т о я т е л ь н ы х  
и сс лед о ва ни й  и, видимо,  п р е ж д е  всех  — в р а б о т а х  и р л а н д с к о г о  
м а т е м а т и к а  У. Р. Г а м и л ь т о н а  ( H a m i l t o n  W i l l i a m  R o w a n ,  1805— 
1865),  з а т е м  — ан гл ий ск и х :  А. Кэли  ( C a y l e y  A r t u r ,  1821 — 1895) и 
Д ж .  С и л ь в е с т р а  ( S i l v e s t e r  J a m e s  Jo s e f ,  1814— 1897).

Д е л о  в том ,  что опера ции  н а д  м а т р и ц а м и  ( с л о ж е н и е ,  у м н о ж е ­
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ние м а т р и ц  и у м н о ж е н и е  с к а л я р а  на м а т р и ц у )  возникли к а к  т е х ­
нический а п п а р а т  при решении з а д а ч и  в е с ь м а  д а л е к о й  от проб ­
лем теории лин ей н ы х  ур а в н е ни й  — прид ании гео метрич еск ого  
и с т ол к о в а н и я  неко торы м обобщ ен иям  чисел — к в а т е р н и о н а м ,  
ко торые  б ы л и  о т к р ы т ы  Г ам и л ьт он о м  в 1843 году  и с о с т а в л я л и  
интерес  д л я  многих  м а т е м а т и к о в  с е р е д и н ы  XIX в е к а .

О сновн ые  идеи матричной а л г е б р ы  были  с ф о р м у л и р о в а н ы  
Кэли в 1858 году  в р аб о те  “A M e m o i r  on the  Theo ry  of M a t r i c e s "  
( « М е м у а р  по теории м а т р и ц » ) .  Он р а з в и л  некое  исчисление ,  в в о ­
д я  числа  с п ец и ал ьн о го  ви д а ,  ко то р ы е  о х в а т ы в а л и ,  к а к  частный 
с л у ч а й ,  и з в е с т н ы е  к тому  времени д е й с т в и т е л ь н ы е  и к о м п л е к с ­
ные  числа  и к в а т е р н ио н ы .  В основе его теории л е ж а л и  именно 
т а к и е  д е й с т в и я  с м а т р и ц а м и ,  что а н а л о г а м и  их был и д ей ст ви я  
с у ж е  и з у ч а в ш и м и с я  в то в р е м я  м а т е м а т и к а м и  и м е х а н и к а м и  л и ­
нейными о т о б р а ж е н и я м и  в е к т о р ны х  п рос тран ств .  Т а к  с транное  
на первы й  в з г л я д  п р ав ил о  у м н о ж е н и я  м а т р и ц  с о о т в е тс т в у е !  
композиции т а к и х  о то бр а ж е н и й .  И нтересн о зн ат ь ,  что именно 
Кэли ввел  одно из с о в р е м е н н ы х  обозначений м а т р и ц ы  — две  
в е р т и к а л ь н ы е  черты:  ||а'||.

П озд нее  гл у б о к и е  р е з у л ь т а т ы  в теории м а т р и ц  бы ли  по лу ч е ­
ны К. В е й е р ш т р а с с о м  ( W e i e r s t r a f i  K ar l  Theodor  W i l h e l m ,  18 15— 
1897), Г. Ф робен иус ом  — н ем е цк и м и  м а т е м а т и к а м и ,  и ф р а н ц у ­
зом — Э. Ж о р д а н о м  ( J o r d a n  M a r i e  E m a n u e l  C a m i l l e ,  1838— 
1922),  они с т а л и  к л а с с и ч е с к и м и  в теории м а т р и ц  и носят  их 
имена .

М о ж н о  с к а з а т ь ,  что в современно й м а т е м а т и к е  нет,  п о ж а л у й ,  
почти ни одного  се рьезн ого  р а з д е л а ,  в котором в гой или иной 
степени не и с по л ь з о в а л и с ь  бы д о с т и ж е н и я  теории м ат риц.  При 
этом именно в с и л у  пора зит ельно й у н и в е р с а л ь н о с т и  м атр ичн ого  
а п п а р а т а ,  р е з у л ь т а т ы  отдельной з а д а ч и ,  и с с л е д о в а н и я ,  з а ч а с т у ю  
пр ин и м аю т  общий и более  гл уб ок ий  х а р а к т е р ,  с в я з ы в а ю щ и й  
м е ж д у  собой, к а з а л о с ь  бы,  довольно д а л е к и е  п р об л ем ы .  К при ­
м е р а м  подобного мо ж н о  отнести и т а к и е  вопросы на с т о я щ е го  
к у р с а ,  к а к  з а к о н  инерции к в а д р а т и ч н ы х  форм и п р об л е м ы  при 
ве д ен и я  линейного  о п е р а то р а  к  к а н о н и ч е с к о м у  в и д у ,  з а к о н ы  из­
мен ения  к о о р д и на т  точ ек  при аффинных п р е о б р а з о в а н и я х  и д в и ­
ж е н и я х  плоскости  и п р о с т р а н с т в а ,  прое к т и в н ы х  п р е о б р а з о в а н и ­
ях  пр ое к т и в н ы х  пр ос т р а н с т в  и многое др уг ое .

Без матричной тех ники  н е м ы с л и м ы  и многие  р а з д е л ы  с о в р е ­
менной физики,  м е х а ни к и  и оптики,  кв ан товой  м ех а н и к и ,  еще  от ­
метим,  что к о орди на тн ое  (м а т р и ч н о е )  п р ос т р а н с т в о  б у д е т  основ­
ным в м о д е л и ро в ан и и  сист ем  а кс и о м  р а з л и ч н ы х  гео метрий,  с к о ­
то р ы м и  пред сто ит  з н а к о м с т в о  в н а с т о я щ е м  к у р с е  — геометрий,  
к а ж у щ и х с я  с н а ч а л а  ф а н т а с т и ч е с к и м и ,  но тем  не менее  р е а л ь н ы ­
ми и д а ж е  р е а л и з о в а н н ы м и  не толь к о  в у м о зр и тел ь н о й  м а т е м а ­
тике ,  но и в ее п р и л о ж е н и я х  в физике ,  теории относительности  
И т. д.
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§  2 3 ° . П О Д С Т А Н О В К И .  
О П Е Р А Ц И И  НА П О Д С Т А Н О В К А Х

М ы уп о ми н ал и ,  что одной из в а ж н ы х  х а р а к т е р и с т и к  к в а д ­
ратной м а т р и ц ы  я в л я е т с я  ее опре д е ли т е л ь ,  но п р е ж д е ,  чем в в о ­
д ить  его д л я  м а т р и ц  произвольного  п о р я д к а ,  по тр е б у е т с я  з н а ­
комство  с о т д е л ь н ы м и  р е з у л ь т а т а м и  теории подс та новок ,  ко то ­
р а я  п р е д с т а в л я е т  собой с а м о с т о я т е л ь н ы й  р а з д е л  м а т е м а т и к и ,  
а в на ш ем  к у р с е  на с в о й с тв а х  п о д с т а н о в ок  основан ы неко торы е  
понятия  и д о к а з а т е л ь с т в а  с войств  о п ред ел и тел ей  матри ц.

Н а помн им ,  что через  Р (п)  о б о з н а ч а е т с я  конечное множ е­
ство , со ст оящ ее  из п э л е м е н т о в  (опр.  12.1),  д л я  у д о б с т в а  буде м  
считать ,  что Р (п)  =  { 1, 2, 3, Н а п о м н и м  т а к ж е  понятие .

О п р е д е л е н и е  11.2. Подстановкой или перестановкой 
из п элементов на зыва етс я  л ю б о е  п р е о б р а з о в а н и е  множе ства

Множе ство  в с е х  п о д с тан о в о к  и з  п эл ементов  н а зыва етс я  
симметрической группой п-ого порядка и о б о з н а ч а е т с я  S,, 

Н а п о мн и м :  п р е о б р а з о в а н и е  м н о ж е с т в а  это би е к т и в но е  о т о б р а ж е н и е  е го  на 
с е бя  ( см .  о п р е д е л е н и я  11.1,  10.1,  9.1,  9 .2) .

П о д с т а н о в к и  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  греческ им и  б у к в а м и ,  н а п р и ­
мер :  т : Р  (п)  - у  Р  (п).

П ри м ер  подс тан овк и  из пяти э лем ен тов :  ср: Р  ( 5 )—*-Р ( 5 ) :

Это отношение ф =  { ( 1 ,  2 ) ,  (2 ,  5 ) ,  <3, 3 ) ,  (4 ,  1 ) ,  (5 ,  4 ) }  м о ж ­
но и зо б р аз и ть  иначе ,  в ы п и с ы в а я  к о р т е ж и  ст о лб ц ам и :

Р ( п ) .

1
3

1

2 2

3 3

4 4

5 5

Р ( 5 )  ---------- > Р (  5) Р{ 5)

Рис .  75



§  23.  П о д с т а н о в к и 191

Г 2 3 4 5] I о п у с к а я  з н а к и  
1 у п о р я д о ч е н н ы х н

[1 2 4̂51и 5 3 1 4J1 ’ пар ,  пол у чи м: [2 5 3 1 4Jф =

последнюю з а п и с ь  обычно н а з ы в а ю !  подстановкой , если  ж е  
у к а з а н а  то ль к о  с т р о к а  о б р а з о в  э л е м е н т о в  Р (п),  н ап ри м ер :

Ф = < 2, 5, 3, 1, 4 )  или ф =  (2,  5, 3, I, 4),

то ч а щ е  г ово рят  о перестановке из и ( в  на ш ем  с л у ч а е  —  пяти)  
элементов. О ба т е р м и н а  и формы за пи си  рав н озн ач ны  и р а в ­
ноправно у п о тр е б и м ы ,  мы ж е ,  к а к  пр ав ил о ,  буд ем  о т д а в а т ь  
предпочтение  первой из них из со о б р а ж е н и й  ее большей н а ­
глядно сти :

{ 1 2  3 4 ... п 
т ( 1 )  т (2 )  х ( 3)  т (4 )  ... т (п)

Ч а с т о  поль з у ю т с я  обо значени ем  подс тан овк и  в виде  д в у ­
строчной м а т р и ц ы :

2 3 4
т =

/ 1  / 3 4 ... п \ 
т ( 1 )  т ( 2 )  т ( 3 )  т  (4 )  ... т (п)  J  ■

По те о р е м е  11.2 с и м м е т р и ч е с к а я  гр у п п а  S n з а м к н у т а  относи­
тельно опера ций  композиции и инверсии ,  это о зн ач ае т ,  что ком­
позиция подстановок, к а к  к омпоз иц ия  би е к т ив н ы х  о т о б р а ж е ­
ний (см .  о п ре д е ле н и я  8.2, 6.1) ,  ес ть  п о д с т а н о в к а ,  и инверсия 
подстановки , к а к  и нвер си я  биек тив ного  ( о б р а т и м о г о )  о т о б р а ­
ж е н и я  (см .  опр. 8.3,  опр.  5.7, утв .  8.1) ,  есть  т о ж е  п о д с т а ­
новка .

Полезн о у м е т ь  н ахо ди ть  по д а н н ы м  п о д с т а н о в к а м  их к о м п о ­
зиции и инверсии.  Р а с с м о т р и м  п р и м е р ы  т а к и х  вычислений.

1 2  3 4 5)
П р и м е р  23.1.  П у с т ь  ср

- { 2 5 3 1 4 1
З а п и с а в  п о д с т а н о в к у  ф к а к  бинар ное  отношение 

Ф =  {<1, 2>, <2, 5 ) ,  <3, 3 ) ,  <4, 1>, <5, 4)} ,  

не сл ожн о  полу чить  ее инверсию:

ф- 1 =  {<2, 1 ) ,  <5, 2 ) ,  <3, 3>, <1, 4>, <4, 5>}, 

з а п и с а в  ф —1 в виде  дв уст рочно й  м а т р и ц ы ,  получим:

, /2 5 3 Т 4\ у п о ря д о ч и м  по /Т 2 3 4 5\
(D = l  1 =  э л е м е н т а м  первой = 1
1 V i  2 3 4 5 /  с тр о ки  \4  X 3 5 2 )

D
и з а п и ш е м  в 
с т а н д а р т н о м  
вид е

<1 2 3 4 5 '  
, 4 1 3 5 2 ,
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Это по з в о ля е т  с ф о р м у л и р о в а т ь  простое правил о :
Чтобы получ ить  п о д с т а н о в к у  о б р а т н у ю  да нной,  надо  п о ме­

нять  м е с т а м и  ее строки,  а з а т е м  уп о ря д о чи т ь  по э л е м е н т а м  
первой строки.

П р и м е р  23.2.  Н а й д е м  композицию п о д стан о во к  ф°ф, если 

/1 2 3 4 5\ /1 2 3 4 5\
^  \2 5 3 1 4 ) ’ 3 3 2 1 4/

/ 1 2  3 4 5\ /1 2 3 4 5\
^ ° (p \5  3 2 1 4 / ° \ 2  5 3 1 4/

К омпози ци я  п о д стан о во к  ( к а к  о т о б р а ж е н и й  или б и на р н ы х  о т ­
ношений) н а г л я д н о  п р е д с т а в л я е т с я  на г р а ф а х  (см .  рис. 76):

1 2 3 4 5  1 2 3 4 5

Рис.  76

О т к у д а  с очевидностью с л е д у е т ,  что

П 2 3 4 5 
, 3  4 2 5 1

Э ту  п о д с т а н о в к у  мо жно  получить ,  в ы п и с ы в а я  в с п о м о г а т е л ь ­
ную м а т р и ц у ,  где  п е р в ы е  д в е  строки  — п о д с т а н о в к а  ф ( п е р в а я  из 
в ы п о л н я е м ы х ) ,  а п о с л е д н я я ,  т р е т ь я  с т р о к а  з а п о л н я е т с я  о б р а з а ­
ми со о т в е тс т в у ю щ и х  э л е м е н т о в  второй строки при де йствии  ото­
б р а ж е н и е м  ф:

Ф ( 2 ) = д Ч Ф ( 1 ) ) = = 3  =  (фо,Ж 1),

ф (5 )  =  ф ( ф ( 2 ) )  =  4 = ( ф о ф ) ( 2 ) .
Ф (3 )

О т к у д а :

фоф

Ф (4 )  =  ?, ф ( 5 )  =  ?.

1 2  3 4
5 3 2 1

2 3 
5 3

1 2
2 5
3 4

4 5\ 
1 4 )

3 4 5 
3 I 4

2 3 
4 2 D '
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С ф о р м у л и р у е м  удобн ое  п р а в и л о  в ы ч и с л е н и я  композиции под 

ст ановок .
Ч то бы найти композицию д у х  п о д с т а н о в о к  ф°ф, надо  выпи­

с а т ь  в с п о м о г а т е л ь н у ю  м а т р и ц у ,  п е р в ы е  д в е  строки которой есть 
п о д с т а н о в к а  ф, а п о с ле д н я я ,  т р е т ь я  с т р о к а  с о с т а в л е н а  из о б р а ­
зов  э л е м е н т о в  второй строки при де йствии  по дс тан овк ой  Ч1- 

Н а й д е м  композицию тех ж е  подс та ново к ,  но в д р у г о м  по­
р я д к е :

_ П  2 3 4 5 W 1  2 3 4 5 \ _/1 2 3 4 5\
°4’ \2  5 3 1 4 / ° \ 5  3 2  1 4 /  \ 4  3 ? ? ? /  ’

1 2 3 4 5' 
, 5  3 2 1 4 .  

1 2  3 4 5 
5 3 ? ? 4 
4 3  ? ? ?

Из этих пр им ер ов  л е г к о  у в и д е т ь  сл е д у ю щ е е .

В ы в о д ,  фо ф^ фоф ,  т. е. к омпоз иц ия  п о д стан о во к  ? не ? ко м­
м у т а т и в н а .
| К омп ози ци я  п р а з  по д с т ан о в к и  ф на се бя  е ст ес тве нн о  назы-  
I в а т ь  ее п- о й  с теп е н ью п о д с тан о в ки  и о б о з н а ч а т ь  фя.

23.1 .1 .  Н а й д и т е  сте пени и композиции подста -З а д а ч а  
новок:

ф =фоф1: / 1 2  3 4 5 \ 2_/1 2
\ 3  4 5 1 2 /  V? ?

2 3 4 5' 
4 5 1 2
1 2  3 4 5
3 4 5 1 2  
,  ? ?

Хоу , /1 2 3 4\ /1 2 3 4 \ _/1 2 3 4\
\4 1 3 2 / ° \ 3  2 4 1 / V ?  ? ? ? /

2 3 4 
, 3  2 4

1 2 3 4
3 2 4 1
? ? ? 5

о _/1 2 3 4\ /1 2 3\
а ° Р \4 1 3 2 / ° \ 3  2 l )

По следн ий  прим ер  п о д ч е р к и в а е т ,  что им ее т  с м ы с л  п р о и з в е д е ­
ние п о д ст ан о во к  толь к о  одного  и того ж е  конечного м н о ж е с т в а .

З а м е ч а н и е  23.1.  Есте ств енно ,  т о ж д е с т в е н н а я  п о д с т а н о в к а  
имее т  вид:

/1 2 3 4 ... п\
VI 2 3 4 ... п ) '

7 В. Т. Петро



Ее инверсия  е _| =  е, и к р о м е  того д л я  любой подс тан овки  
T e S „  того ж е  п о р я д к а  т<>е =  т  и е°т  =  т.

Не составит  большого труд а  убедиться  в том, что дл я  любой 
подстановки t e S„.

X ” 'o T  =  £ =  T ° T ~ l .

В си лу  у ж е  у п о м я н у т о й  з а м к н у т о с т и  <£fn относительно к о м п о ­
зиции и инверсии ,  м о ж н о  с к а з а т ь ,  что ко мп озици я  и инверсия  
п о дс тан ово к  я в л я ю т с я  о т о б р а ж е н и я м и :

Р ( п ) Х Р  (п)  -*~Р ( я )  и Р(п) ->~Р(п) ,  

кото рые  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  [о] и, со отв етст вен но  — [ -| ], где  

[°] :<Ф, Ф > - ^ Ф ° ф ,  а [ ‘J :  ф Ф ^ 1.

О т ме т и м  те  с в о й с тв а  си м м ет р и ч е с к о й  г р у п пы ,  ко торые  у ж е  
бы ли  у с т а н о в л е н ы  при з н а к о м с т в е  со с в о й с т в а м и  биек тив ных  
о т о б р а ж е н и й  и б и н а р н ы х  отношений.

З а д а н и е  23.1 .  У к а ж и т е  обоснован ия  свойств :
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Основные свойства  симметрической  груп пы

— по теореме 11.?.
Р.О: У{ф, ф}с=5„= ^ф°фе Е5л.
Р.1:  У ф е Е 5 „ = ^ ф ” 1е 5 „ .
Р .2 : e e S r  (е — тождественная  подстановка)

— по з а м е ч а н и ю  23.1

— по с л е д с т в и ю  10.?

— по с л е д с т в и ю  8.?.

— по т е о р е м е  8.?.

— по т е о р е м е  8.?.

— по п р и м е р у  ?.? .

Р.З: Уф e S n =ф- фое =  е°ф — ф.

Р .4 : У ф = ф- фоф~'  =  ф“ 'оф =  е.

Р.5: У Фе 5 п=Ф-(ф” 1) - | =  ф.

Р.6: У{ф, =^(г|зоф)-1 =  ф"'оф- 1 . 

Р.7: У{ф, ф, х } е 5 „ = ^ х ° ( Ф 0ф) =  (Х°^)0Ф- 
Р.8: У{ф, => фоф фоф.

П р и м е р  23 .3 . « В  п о д с т а н о в к а х »  мо ж н о  р е ш а т ь  у р а в н е н и я .  
С д е л а е м  это  в общем  виде :  о п ре д е ли м ,  к а к  н а х о д я т с я  подста 
новки х и I  т а к и е ,  что

Х°а =  (3 (23 . * )
а°£ =  р .  ( 2 3 . * * )

Ре ш и ть  т а к о е  у р а в н е н и е  —  зн а ч и т  найти п о д с т а н о в к у  %, удо в  
л е т в о р я ю щ у ю  ( 2 3 . * )  или, £ — соответственно ,  ( 2 3 . * * ) .

В с я к а я  п о д с т а н о в к а  о б р а т и м а  (с войство  Р . ? ) ,  ее инверсия  
ед и н с т в е н н а  и р е з у л ь т а т  композиции одн означен ,  поэтом у  эти
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з а д а ч и  р е ш а ю т с я  довольно просто,  причем,  решение  к а к  (23 .* )  
т а к  и ( 2 3 . * * )  е ди нст ве нн ы :

1. Д л я  у р а в н е н и я  %оа =  р :

-I ?(%°а,)°а =  р°а  

р .? |
Р. ?  Р . ?

Х ° ( а ° а  _ | )  = =  х ° е  =  X

- Х = Р ° о - 1. (23 .* ' )

2. Аналоги чно  п о к а з ы в а е т с я ,  что решени ем  у р а в н е н и я  ( 2 3 . * * )  
я в л я е т с я  п о д с т а н о в к а

!  =  а _1ор. ( 2 3 . * * ' )

З а д а ч а  23.2 .1 .  Р е ш и т е  относительно | у р а в н е н и е  в п о д с т а ­
н овках  а°|°|3 =  ф, если

/1 2 3 4 5  б\ /1 2 3 4 5 6\ /1 2 3 4 5 6\ 
а  \4 3 2 1 6 5/  Р 1 2 6 4 5 / ’ ф \ 5  1 3 6 4 2 / '

У к а з а н и е .  У р а в н е н и е  а ° | ° р  =  ф м о ж н о  с в е ст и  к п р е д ы д у щ и м ,  если  в в ес т и  об о­
з на ч е н и е  х — 5°Р> 11 р е ши ть  с н а ч а л а  у р а в н е н и е  а,°х =  ф о т нос ите ль но  х-

/ 1 2  3  4 5 6 \ - 1  /1 2 3 4 5 6 \ _  ? 
\ 4  3  2 1 6  5/  ° \ 5  1 3 6  4 2 /  ’

а з а т е м  у р а в н е н и е  х =  Н°Р р е ши ть  о т нос ите ль но  Н (при н а йд ен ном  х) 

С д е л а й т е  п р о в е р к у  а°2;°р =  ф.
К а к  с л е д с т в и е  п р им ер а  23.3 м ож н о  получ ить  в общем  виде  

решение  у р а в н е н и я  в п о д с т а н о в к а х
ао|0р =  ф (23.** * * \

к а к
!  =  а - | °фор~1. (23.

З а д а ч а  23.1.2.  Н а й д и т е  ф150, если

/ 1 2 3 4 5 6 7  8 9  10

* *

)■ф \3  5 4 6 9 7 1  10 8 2
У к а з а н и е .  Н а й д и т е  с н а ч а л а  ф2 =  фо<р, з а т е м  ф3 =  ф2»ф и т. д.,  п о с т а р а й т е с ь  

у с т а н о в и т ь  з а к о н о м е р н о с т ь ,  и с п о л ьз у й т е  с в о й с т в а  Р.1 —  Р . 8  с и м м е т ри ч ес к о й  
Группы S|g.

З а д а ч а  23.1 .3 .  Н а й д и т е  ср100, если

1 2 3 4 5  6 7 8 9 10>
ф" V3 5 4 1 7 10 2 6 9 I)

У к а з а н и е .  С м .  у к а з а н и е  к з а д а ч е  23.1 .2 .
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П р е д с т а в л я е т  интерес вопрос ^ с к о л ь к о  всего  с УЩе с т в Ует 
п о д ст ан о во к  из элементов  КонечН0ГО м н о ж е с т в а - Р а с с м о т р и м  
с н а ч а л а  з а д а ч у  д л я  мал ых  з н а ч е ^ и® п '

З а д а н и е  23.2.  OripeAej]HMi с , ,олько с у щ е с т в у е т  п о д с т а н о ­
вок из д в у х  э л е м е н т о в ?  из Трех^ /1л я  этого  п о с т а р а е м с я  в ы п и ­
с а т ь  их все:

С к о л ь к о  с у щ е с т в у е т  Различны* п о д ст ан о вок  из 4-х э л е м е н ­
тов?  из 5 -ти?  из п элементов?  *

П р е д ы д у щ и е  р а с с у ж д ения и в „1числе ни я  п озво ляют  в ы с к а  
з а т ь  п р ед п о ло ж ен и е

Т е о р е м а  23.1. Существует рОвно п' различных перестано­
вок множества, состоящего из п Элементов- 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть =  2, 3, ..., п}, тогда  про 
извольная перестановка  (р^ ^  получается  за
полнением п мест

числам и  {1, 2, 3, ..., п}, к а * дое из которых б е р е т с я  толь к о  один 
раз ,  в силу  того, что ф : Р  {пу+р <п ) и биективМ()- Очевидно ,  под 
с ч ита в  ск о льк им и  способами можн<’ з а п о л ни т ь  ЭТУ т а б л и ц у ,  мы 
найде м  число всех  перестановок  (и п о д ст ан о во к ! )  из п э л ем ен то в  

Пер вое  — число /г,— любое из Н п )' поэт ому  п ервую  к л е т к у  
можн о за п о л ни ть  п способами

? ?

Д л я  з а п о л н е н и я  второго м е с т а  Мо ж но  ис по л ь з о в а т ь  любое  из 
о с т а в ш и х с я  п — 1 чисел :  ^(fi)\{&,} Т^ким о б р аз о м ,  за п о л н и т ь  две  
к лет ки  т а б л и ц ы ,  т. е. д в а  мес та  в п ер е ст а н о в к е ,

---у

*1 k‘2 ? ?

мож но п ( п — 1) способами,  т а к  ^а к  к а ж Д°е из в ы б р а н н ы х  
л — 1 способом число k2 мо»^е т соче'т а т ь с я  с лк )б ы м  в ы б р а н н ы м  
ранее  п спо собам и  числом £

Д л я  за п о л нен и я  третьего м е с т а  б Уде м  и с п о л ь з о в а т ь  одно из 
о ст ав ш их ся  п — 2 чисел P (n )\ {k ] Ы ’ а всего  способов  выбора  
трех  чисел из Р ( п ) — ?.
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Отсю да  ясен  общий принцип по дс чет а  числ а  в о з м о ж н ы х  п е ­

р е с т а н ов о к  из п э л ем ен то в .  Из него с л е д у е т ,  что на п — 1-м ш а г е  
н е ис п о л ь зо в ан ны м и  о с т а л и с ь  числа :  Р (n)\{ku k2, кл, ..., ktt_,2) — 
их всего  д в а ,  зн ачит ,  к о р т е ж

м о ж е т  б ы т ь  получен n ( r i — 1 ) ( п  — 2 ) . . . 2  способами .  Н а  п о с л е д ­
нее место м о ж е т  б ы т ь  п ост а вл ен о  толь к о  одно неисп ользо ван ное  
еще число.  Т а к и м  о б р аз о м ,  т а к и х  к о р т е ж е й  д л и н ы  п , что к а ж д о е  
число из Р (п)  у п о т р е б л я е т с я  в его за писи  тольк о  один раз ,  
т. е. п е р ес та но во к ,  всего  п ( п — 1 ) ( п  — 2 ) ( п  — 3 ) . . .  3 - 2 -  1 = я 1  

А т а к  к а к  п о дс та н о вки  и п е р е с т а н о в к и — д в е  формы за пи си  
одного  и того  ж е  бинарн ого  отношения ,  то число всех  п о д с т а н о ­
вок из п э л е м е н т о в  (или эл е ме н т о в  с и м м ет р и ч е с к о й  гр уп пы  п-ого 
п о р я д к а )  т о ж е  р а в н о  « ! .  ■

С л е д у ю щ и е  по нятия  и у т в е р ж д е н и я  б у д у т  поле зны  при о п ре­
дел ении четности п о д ст ан о вок  и д о к а з а т е л ь с т в а х  в по с ле д у ю щ е м  
некоторых св ойст в  о п ред ели тел ей ,  ч а с т ь  из них пр ив од ит ся  без 
д о к а з а т е л ь с т в :

Л е м м а  23.1.  ( V x e S „ A i = ^ f )  3 г ' е  Р (п)\х 
Т. е. е с л и  п о д с тан о в ка  х н е  тожде ственна,  то найд етс я  элемент
i такой, что т (/ )< / .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о п у с т и м ,  что x ( i ) ^ i  д л я  любого

i ^ P ( n ) ,  в частности ,  т ( п ) ^ п .  Но Im х = Р ( п ) ,  зн ачит ,  т (п)  =  п. 
Анало гич но  получим,  что т ' ( п — 1 ) = ? ,  и т. д.  Око нч ат ел ьн о :  т =  и, 
что пр отиворечит  ус ловию л е м м ы .  ■

О п р е д е л е н и е  23.1.  Т р а н с п о з и ц и е й  на зыва етс я  п о д ста ­
н о в ка  вида :

2 3 . . i — 1 i i -\-1 . ■ / -  1 / i + 1  • . «1
2 3 . . i — l i +  1 •.. / -  1 i / + 1 • n )

Об озн ач ен ие  транспозици и:  х1Г 
Т р ан с п о зи ц ия  хч о т л и ч а е т с я  от т о ж д е с т в е н н о й  по дс тан о вк и  

э л е м е н т а м и ,  с т о я щ им и  на г-ом и /-ом м е с т а х  и несл о ж н о  видеть ,
ЧТО Тц =  Ту,.

З а м е ч а н и е  23.2.  т,(от;, =  т (у =  к V{t(/, t } c : S „ .  4
З а м е ч а н и е  23 .3 . Если д в е  по дс тан о вк и  т и х' о т ли ч аю т с я  

только  п о р я д к о м  д в у х  э л е м е н т о в  второй строки ,  то н а й д е т с я  
т р а н с по з иц и я  т,7 т а к а я ,  что тот;/ =  т/.

|Если т' =  тот,(, то иногда  говорят ,  что п о д с тан о в ка  х' п о л у ч е ­
на  из  х тр ан с п о з и ц и е й  ( э л е м е н т о в  i и /).
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У т в е р ж д е н и е  23.1.  Би н а р н о е  отно ше ни е :

[,7]5п =  {<т, ют , , )  | t g e S „ A { / ,  j } c z P  (п)}

есть би е ктивно е  ото б р а же н и е  S n~+Sn.
Д р у г и м и  с л о в а м и :  д о м н о ж и в  все  п\ э л е м е н т о в  с и м м е т р и ч е ­

ской гр уп пы  S„ на некоторую ф и к си рова нн ую  тр анспозиц ию  
( в п р о ч е м , э т о  верно и в отношении любой фиксированной п о д с т а ­
новки из S„),  получим п\ р а з л и ч н ы х  подс тан овок .

С л е д  с т в и е 23.1.  Если  т е  S,, и, ме н я я с ь ,  принимает в с е  в о з ­
м о ж н ы е  з н а ч е н и я  в S,,, то т '  =  т° т , , e S „  также  пройд ет в с е  э л е ­
менты S„.

У т в е р ж д е н и е  23.2.  |_ , |s = { < т ,  т " ' 1)  I r e S j  есть б и е ктив ­
н о е  о т о б р а же н и е  S „ —v S „ .

С л е д с т в и е  23.2.  Если  т <= S„ и, ме н я я с ь ,  принимает в с е  в о з ­
м о ж н ы е  з н а ч е н и я  и з  S n, то х _ | е 5 „  также  пройд ет в с е  э л е м е н ­
ты S,,.

§  24* .  Г Р У П П Ы .  О С Н О В Н Ы Е  С В О Й С Т В А

Термин « г р у п п а »  мы у ж е  и с польз овал и ,  но в сочетании с 
д р у г и м и  с л о в а м и :  с и м м е т р и ч е с к а я  г р у п п а ,  гр у п п а  подс тано вок ,  
г р у п п а  п р е об р а з ов а ни й  м н о ж е с т в а .  Собстве нно  понятие « г р у п ­
п а »  имеет  в м а т е м а т и к е  с а м о с т о я т е л ь н о е  зн ач ен ие  и место.

О п р е  д  е л е н и е  24.1.  Непу сто е  множе ство  G с  з а д анным  
ото б р аже ни е м  *:GXG->-G на зыва етс я  группой, е с ли

G . l :  3 e e G | * ( ( a ,  е ) )  =  а Va<=G.
G.2: V a  е  G З а ' е  G \ * ( ( а ,  а ' ) )  =  е.
G.3: V{a,  b, с } с  G =>- * ( *  ( ( а ,  Ь) ), с )  ) =  * ( ( а ,  * ( (Ь, с ) ) ) ) .

О б о з н а ч а е т с я  г р у п п а :  (G,  * ) .

Р а з ъ я с н е н и е .  З а п и с ь  *( ( а ,  Ь ) ) или / ( ( а ,  b >) неудо бна ,
def

обычно п иш ется  а*Ь,  т. е. a*/? =  * ( ( a ,  Ь) )  (по определению) .  
Ч а с т о  д л я  обозн ач ения  о т о б р а ж е н и я  * ( его  н а з ы в а ю т  группо­
вой операцией) и с по л ь зу ю тс я  з н а к и  • или + ,  или вообще з н а к  
о п у с к а е т с я :  a b , т о г д а  а к с и о м а т и к а  г р у п пы  проще в написании :

I G.1' :  3 e ^ G \ a e  =  a V a ^ G .
G.2' :  V « g G 3 а ' е О | й а '  =  ('.

G.3' :  V{« ,  b, c}c= G =>(ab)c  — a (be) ' .
А к с и о м а  G. l  н а з ы в а е т с я  аксиомой нейтрального элемента 

( п р а в о г о ,  п о с к о л ь к у  е  — п р а в ы й  со м но ж и т е л ь ) ,  а э л е м е н т  е, 
у д о в л е т в о р я ю щ и й  G.1 — нейтральным элементом ( правым  отно­
сительно оп ер а ци и  *).
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А к с и о м а  G.2 н а з ы в а е т с я  а к с и о м о й  о б р атно г о  элемента,  а

э л е м е н т  а'  — обратным  к а ( правым) .
Если г р у п п о в а я  о п е р а ц и я  обозн ач ен а  *, то о б р а т н ы й  э л ем ен т ,  

к а к  пр ав ил о ,  о б о зн ач аю т а  ', а н е й т р а л ь н ы й  э л е м е н т  н а з ы в а ю т  
е д и н и ц е й  г р у п п ы  и г оворят  о мультипликативной  г р у пп е ,  ( “to 
m u l t i p l i c a t e ” по -ан гли йски  о з н а ч а е т  у м н о ж а т ь ) .  Если ж е  г р у п п о ­
в а я  о п е р а ц и я  об озн ач ен а  -(-, то о б р а т ны й  э л е м е н т  обычно обо­
з н а ч а ю т  — а,  н е й т р а л ь н ы й  0, н а з ы в а ю т  н у л е м  г р у п п ы  и го во ­
р ят  об а д д и ти вн ой  г р у п п е .  ( С оотв ет ст ве н н о ,  “ to a d d ” — п е р е в о ­
д и т с я  с а н гл ий ско го ,  к а к  с к л а д ы в а т ь ,  п р и б а в л я т ь ) .

А к с и о м у  G.3 н а з ы в а ю т  а к с и о м о й  а с с о циативно сти  групповой 
операции.

З а д а н и е  24.1.  С реди  с л е д у ю щ и х  пр им ер ов  (из  лек ци й  
1— 5)  у к а ж и т е  г р у п пы ,  пров ерьте ,  почему  то или иное м н о ж е с тв о  
относительно у к а з а н н о й  операции я в л я е т с я  или не я в л я е т с я  г р у п ­
пой, в ы п о л н я ю т ся  ли а к с и о м ы  С . Г  — G.3' :

1. <R, +  ) — гр у п па .
2. ( R ,  • )  — не я в л я е т с я  группой.  Не в ы п о л н я е т с я  а к с и о м а  

G.2:  О- '  / 1. ф
3. <R\{()' , + )  -  не я в л я е т с я  группой.  Не в ы п о л н я е т с я  а к с и ­

ома  G.1: о т с у т с т в у е т  э л е м е н т  т ако й ,  чтобы а-\-? — и. ф

4. <R ' , • )  — гр у п п а .  { е =  1, а ' =  Ча}.  ф
5. (Z,  )  — г р у п п а .  {('==?, а '  =  ?}. ф
6. <Z\{0}, •> -  не я в л я е т с я  группой.  е = \ ,  но не в ы п о л н я е т ­

ся  а к с и о м а  G.2:  о т с у т с т в у е т  э л е м е н т  та ко й ,  чтобы а - ? =  1. ф
7. ( с ^ ( Х ) , о )  — г р у п п а ,  {е =  ?, а'  =  ?}. ( л е к ц и я  3) .  ф
8. (S„,  о) — г р у п п а .  {е  =  ?, а ' =  ?}. ( л е к ц и и  з, 6). ф
9. ( М ( т х п ) ,  4 - )  — г р у п п а .  {е =  0 ,  А ' = — А), ( л е к ц и я  5).  ф
10. (GL(n) ,  -|-) — не я в л я е т с я  группой.  С у м м а  д в у х  об ­

р а т и м ы х  м а т р и ц  м о ж е т  б ы т ь  н е о б р а т и м а ,  н а при м ер :  
( . 4,  — А)  е  GL’ ( п ). но А 4 4  — А ) =  О ф  GL2 (п),  т. е. [ +  ] не я в л я ­
етс я  о т о б р а ж е н и е м  GL2 (п)  -+GL1 (п).  ( л е к ц и я  5) .  ф

11. ( G L ( n ), • )  — г р у п п а .  {е =  Р, а '  =  ?}. ( л е к ц и я  5) .  ф
12 ( g l { n ), 4 )  — г р у п па.  {е =  Р, а'  =  ?}. ( л е к ц и я  5) .  ф
13. ( g l  (п),  • )  — ? не Рг р у п п а .  ( л е к ц и я  5) .  ф
14. <U, U )  — не гр у п п а .  Не в ы п о л н я е т с я  а к с и о м а  G.? ' .

( л е к ц и я  I).  ф
15. <U, П) — не гр у п п а .  Не  в ы п о л н я е т с я  а к с и о м а  G.? ' .

( л е к ц и я  I ). ф
16. <и, \ )  — ? не Рг р у п п а .  ( л е к ц и я  1). ф
17. <Zm, 4 - )  — г р у п па.  [е =  ?, а '=?} .  ( л е к ц и я  4).  ф
18. ( 1 т, • )  — ? не Рг р у п п а .  ( л е к ц и я  4).  ф
М н о ги е  из этих  пр имеров  групп ,  н ап ри м е р :  (<3° (X), ° ) ,

(S„,  о ) ,  <GL (п),  •>, < g l ( n ) ,  + > ,  <Zm, +  > и д р у г и е ,  их с в о й ст ва
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п р е д с т а в л я ю т  с а м о с т о я т е л ь н ы й  интерес ,  они д а ж е  и гр али  о п р е ­
д ел ен ную  историч еск ую  роль в раз в и т и и  м а т е м а т и к и ,  их и з у ч е ­
ние б у д е т  с о с т а в л я т ь  с о д е р ж а н и е  неко то ры х  р а з д е л о в  на ш ег о  
к у р с а .

1 0  п р е д е л е н и е  24.3.  Группа (G,  • )  называется ком м ута­
тивной или абелевой, если (V{a, b}czG)=>(ab =  ba).

Ч а с т о  обозначения  ад ди тивн ой  г р у п п ы  ( 4 - .  —а и 0)  испол ь­
з у ю тс я  именно д л я  а б е л е в ы х  групп .

Т а к  гр уп пы  <R, - f ) ,  <R\{0}, •> и < g l ( « ) ,  +  > — а б е л е в ы ,  а 
{G L ( n ), • )  н е к о м м у т а т и в н а .

( О п р е д е л е н и е  24.4.  Группа G называется конечной, 
если G конечное множество,  в противном случив G — бесконеч­
ная группа.

В п р е д ы д у щ е м  з а д а н и и  г р у п п а  (Z m, - ) - )  ко н е чн а я  а б е л е в а ,  
прим ером  конечной гр уп пы  я в л я е т с я  и с и м м е т р и ч е с к а я  группа  
я -ого  п о р я д к а  • ) .

Г р у п п ы  о б р а з у ю т  и неко то ры е  из п р е об р а з ов а ни й  плоскости  
(см .  о п ре д ел ен и е  11.1, л е к ц и я  3)  относительно их композиции (их 
по с ле д ов а те л ь н о го  вы полне ния ,  см.  оп ре д е ле н и я  8.2 и 6.1).

П р и м е р  24.1.  М н о ж е с т в о  поворотов  в о к р у г  ф и к с и р о в а н ­
ной точки С плоскости  П о б р а з у е т  г р у п п у  относительно оп е­
рации их композиции,  она н а з ы в а е т с я  группой вращений плос­
кости.

1 0  п р е д  е л е н и е 24.5.  Поворотом плоскости вокруг ее точ­
ки С на угол  a e R  называется  такое отображение плоскости  
в себя, при котором каждой ее точке М<= П сопоставляется  
точка Л Г е П  такая,  что

I СМ'  | =  \СМ\ и МСМ' =  а.

Поворот плоскости  в о к р у г  ее точки С на у гол  а  о б о з н а ч а е т ся  
R", а м н о ж е с т в о  все х  поворотов  плоскости  в о к р у г  нее ,Щ:.

Д л я  любой точки М е П по  оп ред елен ию (рис.  77)

R l ( M )  =  M' \ \СМ'\ =  \СМ\ /\МСМ' =  а.

С о г л а с н о  оп ред елен ию композиции о т о бр а ж е ни й

(/?£»/?“ ) ( М ) =  /?!'; ( Rac (М))  =  /??+“ ( М )

д л я  любой точки УИеГ1,  и л ю бы х  u, [1 с R значит ,  Rc°Rc  == RV " 
и ° -*-<&(;. (рис .  78).

Очевидно ,  что R°c (M)  =  e , где  е — т о ж д е с т в е н н о е  о т о б р а ж е ­
ние плоскости  на с е б я  ( см .  оп ре д еле н и е  6.2,  з а м е ч а н и е  8.1) .  Т а к
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М ' =  R c {M )
М " =  R ^ M ' )  =  (rPc  О R ° )  ( м ' )

Рис.  78

к а к  д л я  пр оизвольного  a e R  и любой точки плоско сти  М

(Rac °B) (M)  =  Rac (M),  и, зн ачит ,  /?£°/?°== /?£,

то д л я  м н о ж е с т в а  Rc  в ы п о л н я е т с я  п е р в а я  из а к с и о м  гр уп пы :  
н е й т р а л ь н ы м  э л е м е н т о м  относительно оп ер ац ии  ° я в л я е т с я  т о ж ­
де ст ве нное  п р е о б р а з о в а н и е  пло скости ,  которое мо ж н о  р а с с м а т ­
р и в а т ь  к а к  поворот  плоскости  в о к р у г  ее точки С на нулевой 
угол .

П ом имо этого  Rl°R'C =  R°C, что о з н а ч а е т ,  что { R c ) '  =  R'c ^&^c 
д л я  в с я к о г о  a e R .  ф

Причем о п е р а ц и я  композиции поворотов  о б л а д а е т  свойством 
асс оциа ти вност и :

Rl o (R%oR- )L(Rl oRl ) oRl  ф

д л я  всех  a ,  |3, y e R .
Т а к и м  о б р аз о м ,  д л я  м н о ж е с т в а  всех поворотов  плоскости  во ­

к р у г  ее точки С и опера ции  композиции о в ы п о л н я ю т с я  все  а к с и ­
ом ы  G . l  — G.3, с л е д о в а т е л ь н о ,  °> — гр у п п а .

Н е с ло ж н о  з а м е т и т ь ,  что ко мп озици я  поворотов  к о м м у т а т и в ­
на,  т. е. д л я  л ю бы х  д е й с т в и т е л ь н ы х  чисел а и р  имее т  место
/?£„/?* =  /?•<>/?£, т а к  к а к  А’ ; '." '- '  Л»' ;".

Т а к и м  о б р аз о м ,  ( ‘Щ:, °> — пр имер к о м м у т а т и в н о й  гр уп пы .  
П р и м е р  24.2.  М н о ж е с т в о  п а р а л л е л ь н ы х  переносов  плос ­

кости П о б р а з у е т  г р у п п у  относительно опера ции  их композиции 
(группу параллельны х переносов плоскости).

Н а п о м н и м  о п ред ел ен и е  п а р а л л е л ь н о г о  переноса  плоскости
на св ободн ый  вект ор  а.

О п р е д е л е н и е  24.6.  П араллельны м переносом плоско­
сти на вектор а <ее 7/2 на зыва етс я  такое  е е  о т о б р а ж е н и е  в с е б я ,  
при  котором к а ж д о й  точке  М е П  с о п о ставля етс я  точка 
М 'е П  такая,  что ММ'  е а .
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M" = Ti (M') = (Ti oTs) (М)
а

а

М М' = TS(M) М М ’ = Ts (М)
Рис.  79 Рис .  80

П а р а л л е л ь н ы й  перенос плоскости  на свободны й век тор  а  обо­
з н а ч а е т с я  Т-, а м н о ж е с т в о  всех ее п а р а л л е л ь н ы х  переносов — £/. 

Т а к и м  о б р а з о м ,  по оп ред елен ию д л я  любой точки М е П :

С о г л а с н о  оп ре д ел ен ию  композиции о т о б р а ж е н и й  д л я  люб ых  
в ект о р ов  6 и а  имее т  место:

д л я  любой точки М плоскости  П, зн ачит ,  Tf>° T a= T ii+a и 
о\g/ X  S T -^ gr .

Очевидно ,  что Ти °в =  Та д л я  всех  с во бодн ых  век то р ов  а<ЕЕ Т г 
и т о ж д е с т в е н н о е  о т о б р а ж е н и е  плоскости  в се бя  м ож н о  п р е д с т а ­
вить,  к а к  е =  7'(> е т а к  что н е й т р а л ь н ы м  э л е м е н т о м  о тно си тел ь­
но опера ции  композ ици и о в м н о ж е с т в е  ©Г п а р а л л е л ь н ы х  пер ено ­
сов плоскости  я в л я е т с я  ее  п а р а л л е л ь н ы й  перенос на нулевой 
свободны й вект ор .

П ом имо этого  Т-°Т?= Т 6 =  е,  что о з н а ч а е т ,  что (7’- ) _1 =  Г ,- е « ^ .  
М о ж н о  п о к а з а т ь ,  что о п е р а ц и я  композиции п а р а л л е л ь н ы х  п е р е ­
носов а с с о ц и а т и в н а :

д л я  л ю б ы х  в е к т о р ов  а, Ь, с<= 'У*.
Значит ,  д л я  м н о ж е с т в а  3/ п а р а л л е л ь н ы х  переносов  плоскости  

и оп ер ац ии  композиции о в ы п о л н я ю т с я  все  а к с и о м ы  груп пы  
G. l  — G.3,  и с л е д о в а т е л ь н о ,  (  /, °> — прим ер  гр уп пы .

К омпози ция  п а р а л л е л ь н ы х  переносов т а к ж е  к о м м у т а т и в н а :  
Тъ о Т^=Т- о Т6 д л я  л ю б ы х  св о б о дн ы х  век то ров  а ,  6 е  У 2, и имеем 
ещ е  один прим ер  к о м м у т а т и в н о й  г р у п п ы — Ж.

Та (М)  =  М' \ ММ'ЕЕ а.

(Ть ° Т а) ( М ) = Т б ! а ( М ) = Т ь (Та (М))
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Основные сво йств а  группы

В д а л ь н е й ш е м  а, b , а', е,  х, у  и т. д . — э л е м е н т ы  г р у п п ы  G, 
т. е. на G з а д а н а  оп е ра ц и я ,  у д о в л е т в о р я ю щ а я  а к с и о м а м  G .1 '— 
G.3' .  При этом,  ест ественно ,  х отело сь  бы з н а т ь  отве ты  на во ­
просы:  ед ин ств ен  ли н е й т р а л ь н ы й  эл е ме н т  груп пы ,  пр отиво ­
по ло жн ый  к д а н н о м у ,  м о ж н о  ли с о к р а щ а т ь  коэффициенты 
в обеих ч а с т я х  р а в е н с т в  в г р у п п а х ,  к а к  это д е л а е т с я  в число вы х 
р а в е н с т в а х  и т. д.  А к с и о мы  г р у п п ы  G . T  непоср едственно  этого 
не у т в е р ж д а ю т .

Чтобы о тв ет ить  на подобные вопросы,  в в е д е м  отношение:

и и с с л е д у е м  его с во й ств а .
У т в е р ж д е н и е  24.1.  Б и н а р н о е  отношени е  [ ' ] с имметрично  

и я в ля е тс я  отображени ем.
( С р а в н и т е  с у т в е р ж д е н и е м  19.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. С и м м е т р и ч н о с т ь  [ ' ]  о з н а ч а е т  ( см .  опреде лен ие  13.4),  что из 

( а ,  а ' ) е [ ' ]  с л е д у е т  (а' ,  а ) е [ ' ] .
П у с т ь  {a, a'}czG,  т а к и е ,  что аа '  =  е.  Р а с с м о т р и м

Т а к и м  о б р а з о м  д л я  любого  a e G  из аа '  =  е  с л е д у е т  а ' а  =  е, 
|'| — симмет ри чно .

2. [ ' ]  — о т о б р а ж е н и е  (см .  о п ре д еле н и е  7.1) ,  если к о р т е ж  
( а ,  а ' )  с д а н н ы м  а  в [7] единст вен .

Д о п у с т и м ,  что д л я  некоторого  a e G  н а й д у т с я  (а,  а ' )  е [ ' ]  и 
(а ,  а" )^\'\.  Р а с с м о т р и м

Из этого у т в е р ж д е н и я  с р а з у  ж е  с л е д у ю т  ответы  на многие  из 
п о с та в л е н н ы х  в ы ш е  вопросов.

С в о й с т в о  24.1.  В г р у п п е  G д л я  л ю б о г о  элемента с у щ е с т в у  
ет обратный.

Р а з ъ я с н е н и е .  Аксиома G .2' определяет существование д л я  
всякого  a e G  правого обратного элемента ,  а свойством у т в о р ж д а

['] =  { ( a ,  а ' ) \ а а ' =  e} c zG2

II а ? '
а' ( а а " )  =  а'  е  =  а'

=>- а'  =  а".

С л е д о в а т е л ь н о ,  V a e G = ^ ( a ,  а ' )  е [ ' ]  единствен .
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е т с я ,  что в с я к и й  п р а в ы й  о б р а т ны й  в си лу  си мметричности  [ ' ]  есть  
и л е в ы й  о б р а т н ы й  э лем ен т ,  тем  с а м ы м  его н а з в а н и е  — о б р а т ­
ный, с т а н о в и т с я  обосно ван ным .

С в о й с т в о  24.2.  Для  л ю б о г о  элемента г р у п п ы  е г о  п р отив о ­
п ол ожный  элемент е динствен .  ( С р а в н и т е  со с л е д с т в и е м  20Л) .

С в о й с т в о  24.3.  В г р у п п е  G о п р е д е л е н  нейтральный э л е ­
мент.

Р а з ъ я с н е н и е .  Аналоги чно п р е д ы д у щ е м у  св о й с тв у  у т в е р ж ­
д а е т с я ,  что п р а в ы й  н е йт р а л ь н ы й  э л е м е н т  я в л я е т с я  и л е в ы м .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н а д о  п о к а з а т ь ,  что из а е  =  а  д л я  л ю бо­
го f l e d  с л е д у е т  е а  =  а.

св.  24.1 G.? '  ае  =  а
G Q 'У

Рассмотрим е а = ( а а ' )  а =  а ( а ' а )
С в о й с т в о  24.4.  V a e G = ^ ( a ' ) '  =  а.

( С р а в н и т е  со с л е д с т в и е м  20.2) .  
З а д а ч а  24.1.2.  Д о к а ж и т е  сво йство  24.4.
Д  о к а  з а т е л ь с т в о.

св.  24.1
(а ,  а' ) (=['} = * — <а' ,  а>е=|'|

G. 2 '
( а ' ,  ( и ' ) ' ) е П

■а =  ( а ' ) '

С в о й с т в о  24.5.  (V{a ,  b}cz G \ab =  e )=>(b  =  а'  Д  a =  b').
Т. e. если в г р у п пе  ab =  e,  то э л е м е н т ы  а и b в з а и м н о  об 

р а т н ы .  ♦
С в о й с т в о  24 .6 . В г р у п п е  G нейтральный элемент е д и н ­

ствен.
Д р у г и м и  с л о в а м и :  если а ё  =  а или ё а  =  а  д л я  {a, e } a G ,  
ТО ё  =  е.  ( С р а в н и т е  <■ у т в е р ж д е н и е м  19.2).

З а д а ч а  24.1 .1 .  Д о к а ж и т е  свойство  24 .6 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о п у с т и м ,  н а й д е т с я  э л е м е н т  ё е б  та 

кой,  что а ё  — а  д л я  любого  a e G ,
То гда

при а =  е

1Г7но п р е д п о л ож е н и ю
е е

С в о й с т в о  24.7.  Д л я  л ю б ы х  {a, b}czG с уще ств у ет е д и н а  
в е нный  х такой, что а х = Ь  и е д ин ств енный  у  такой, что у а  =  Ь 

Это свойство  о з н а ч а е т ,  что в г р у п п а х  р а з р е ш и м ы ,  причем од 
позначно,  у р а в н е н и я  а х = Ь  И у а  =  Ь. ( С р а в н и т е  с з а м е ч а н и е м  §  20.2)  

З а д а ч а  24.1 .3 .  Д о к а ж и т е  свойство  24 .7 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  с л у ч а й  у р а в н е н и я  ах =  Ь
0. Обе части  этого  у р а в н е н и я  д о м н о ж и м  с л е в а  на а':
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а' (а х )- а 'Ь .

/ / ч св.  24 . ?  св .  24. ?(а а) х — - ..  ех х.
х =  а'Ь.

1. х =  а'Ь у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  ах = b де йств ител ьн о ,

/ , ,  , G . ? '  , св .  24 . 3  ,a ( a b)  =  ( а а  ) b =  e b  Ь.

2. Д о п у с т и м ,  что н а й д е т с я  еще  х\ах=Ь,  то гд а

_ св .  24 . ?  _ св .  2 4 . ? .  ,  . _ G . ? '  0  ?х =  е х = ( а  а)  х =  а ( а х ) = а ?  — х.

3. Аналогич но  д о к а з ы в а е т с я ,  что у  =  Ьа' я в л я е т с я  решением 
у р а в н е н и я  у а  =  Ь, причем ед и н с т в е н н ы м .  □

Если с р а в н и т ь  д о к а з а т е л ь с т в о  св ойст ва  24 .7  с з а д а ч а м и  р а з ­
решимости в м а т р и ц а х  ур а в н е н и й  в и д а  А-Х =  В , Х-А =  В ( з а м е ­
чание  20 .2 )  или в п о д с т а н о в к а х :  %оа =  р, а о £ = р  (п р и м е р  23.3) ,  то 
можн о у в и д е т ь ,  что в том и д р у г о м  с л у ч а я х  речь ш л а  о решениях  
с о о тве тс твую щ и х  ур а в н е н и й  в г р у п п а х :  полной линейной гр у п пе  
( о б р а т и м ы х  м а т р и ц  ( G L( n , R),  • )  с оп ер а ци ей  у м н о ж е н и я  м а т ­
риц) или в си м м ет р и ч е с к о й  г руппе  л-ого п о р я д к а  ( (£fn, ° )  — с 
групповой операц ией  — композицией по дс тан ово к) .  Именно поэ­
тому  р а с с у ж д е н и я  и д о к а з а т е л ь с т в а  в этих с л у ч а я х  бы ли  т а к  по­
хожи.

С в о й с т в о  24 .8 . Для  любых  {a, b, c}czG из а с  =  Ьс с л е д у е т  
а — Ь, а и з  c a  — cb  с л е д у е т  а  =  Ь.

П о сл ед н ее  свойство  п о зв о ля ет  « п р о и з в о д и т ь  с о к р а щ е н и я »  в 
у р а в н е н и я х  и р а в е н с т в а х  в г руп па х .

М о ж е т  по лучить ся  т а к ,  что с у ж е н и е  группов ой  * опера ции  
гр уп пы  G на ее п о д м н о ж е с тв о  Н Ф  0  у д о в л е т в о р я е т  а к с и о м а т и ­
ке гр уп пы ,  т о гд а  (Н,  *|//> — г р у п п а ,  причем ее с т р у к т у р а  в о п ре­
дел енном  с м ы с л е  н а с л е д у е т с я  от (G,  *>, в т а к о м  с л у ч а е  го во рят
о п о д гр уп пе  г р у п пы  G.

О п р е д е л е н и е  24.7.  Подгруппой г р у п п ы  {G, * )  н а з ы в а ­
ется л ю б о е  е е  н е п у сто е  п о д мн о же с тв о  Н такое,  что 

S G . l :  V{a,  b}cz Н =>- a*b  е  Н.
SG.2 :  У а е й ^ а ' е Я .

( г д е  а' — пр от иво пол ожн ый  к а  э л е м е н т  в г р у п п е  G).
В этом с л у ч а е  говор ят ,  что п о д м н о ж е с тв о  Н c r  G з а м к н у т о  о т ­

носительно гр у п по в ы х  опера ций  G.
О б о з н а ч а е т с я  п о д гр у п па :  H c z ( G ,  * )  или (G,  * ) г э / / .
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Р а з ъ я с н е н и е .  А к с и о м а  SG.  1 о з н а ч а е т ,  что * |н : НХ Н-+-Н. 
А кс и омы  SG.1 и S G .2  обес пе чиваю т  вы п о лни м о ст ь  а к с и о м ы  
г р у п п ы  G.2 '  д л я  эл е ме н т о в  из Н. Т о гд а  а*а '  =  е£Н и в ы п о л н и м а  
а к с и о м а  G.1 д л я  Н. А к с и о м а  г р у п п ы  G.3 '  в ы п о л н и м а ,  конечно, 
и д л я  люб ых  э л е м е н т о в  из HczG.  ♦

Тем с а м ы м  получено у т в е р ж д е н и е .
У т в е р ж д е  н и е 24.2: Под г р у пп а  Н г р у ппы (G,  *> есть г р у п ­

па (Н,  *|„>.
Очевидно сл е д у ю щ е е .
У т в е р ж д е н и е  24.2 ' .  ( G, *> и <{с), *|(|.,) — п о д г р у п п ы  

г р у п пы  ( G, * ) .

I О п р е д е л е н и е  24.5.  Под г р у пп ы ( G, * )  и <{е}, *1(Е)) — 
г р у п п ы  <G, * )  на зываютс я  несобственными подгруппам г р у п ­
пы ( G, * ) ,  о стальные  п о д г р у п п ы  ( е с л и  они  имеются )  — собст­
венные.

З а д а н и е  24.2.  Н а й д и т е  все  п о д г р у п п ы  груп пы

У т в е р ж  д  е н и е 24.3.  Би н а р н о е  отношени е
-‘J = { ( G , Н)\Н — п о д г р у п п а  г р у п пы  0}

р е ф л е к с и в н о  и транзитивно на множе ств е  в с ех  групп .
О т с ю д а ,  в ч астности ,  с л е д у е т ,  что в с я к а я  п о д г р у п п а  п о д г р у п ­

пы Н я в л я е т с я  по дгруппой г р у п п ы  G.
С л е д с т в и е  24.1.  Отношение  d?  есть отношени е  л и н е й н о г о  

п о р я д к а  на множе ств е  в с е х  п о д г р у п п  г р у п п ы  ( G, * ) ,  причем,  
(U J}> *!(<-■)> — наимен ьший  элемент,  (G,  * ) — наиб ольший .

§  25.  Ч Е Т Н О С Т Ь  И З Н А К  П О Д С Т А Н О В К И

О п р е д  е л е п и е 25 .1 .  П ара неравных элем ентов
{/, j ) c z P ( n )  относительно п о д стано в ки  r e S , ,  на зыва етс я  пра-

‘ —7 Авильнои, е с ли  з н а ч е н и е  о тно шени я : --------- ------> U ,  в противном
X ( 0 —т (/)

с л у ч а е  г о в о р ят о неправильной паре элементов или их 
инверсии.

Подстановка на зыва етс я  четной, е с ли  чи сло  в с е х  е е  н е п р а ­
вильных п ар  ( и н в е р с и й )  четно, в противном с л у ч а е  п о д ст а н ов ­
ка н а зыв а етс я  нечетной.
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П а р а  э л е м е н т о в  {(, /'} р а с с м а т р и в а е т с я  н еу п о р я д о ч е н н а я .  
Конечно, т о ж д е с т в е н н а я  п о д с т а н о в к а  в с е г д а  четна .  
П р и м е р  25.1.  Н а й д е м  все  п р а в и л ь н ы е  и н е п р а в и л ь н ы е  п а ­

ры э л е м е н т о в  относительно подс тан овк и  т — ^ J 3 2 ) '  М н о ж е ­

ство  Р ( 3 )  с о д е р ж и т  то ль к о  три п а р ы  н е р а в н ы х  элем ен тов :  
{{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} из них: 

j _2 1_2
1. {1, 2}:  ----------------= - — т > 0 ,  что о з н а ч а е т  пр авил ьн ость

т ( I ) —1(2) 1 - Л
па ры  {1, 2} относительно подст ан овки  т.

2. Аналогично ,  п а р а  {1, 3 } — п р а в и л ь н а я  относительно т.

3. {2, 3}: — - — - — =  -§— это о з н ач ае т ,  что {2, 3 } — не-
т ( 2 ) - т ( 3 )  Л - 2

п р а в и л ь н а я  п а р а  (и н в е р с и я )  относительно т.

Т а к и м  о бразо м ,  п о дс тан о вк а  т =  ^|  3 2 ) ^  нечетная ,  так

к а к  у нее одна  (нечетное  число)  н е п р а в и л ь н а я  пар а .
З а д а ч а  25.1.1.  О пр ед ел и те  четность к а ж д о й  из подстановок  

м н о ж е с т в а  Я ( 3 )  =  {1, 2, 3 {, в како й из них число инверсий н а и ­
больш ее?  н аи м ен ьш ее?  С к о л ь к о  всего четных п одс тановок  и
сколько  нечетных.^

S , = / / 1 2 3 \ / 1 2 3 \ / 1 2 3 \ (  \ 2 3 \ 
\ V 1 2 3 / ’ \\ 3 2 / ’ V 3 2 1 )  ' V 2 1 3 )  ’ 

/ 1 2 3 \ / 1 2 3 \ 1
V 2 3 1 )  ' V 3 1 2 )  J •

/ 1 2 3 \ (  1 2 3 \
( 1 2 3 — ч ет на я ,  ! ) 3 2 ) — нече тна я  (из п р е д ы д у щ е г о  

п р и м е р а ).

(  3 2 1 )  — ? не Рчетная ,  число инверсий — ?

/ 1  2 3 \ з------5 „ ,
I 2 j g ) — ? не .-‘ч ет на я ,  число инверсии — ?

(  ^ 3 ^ )  — ? не ? ч ет на я ,  число инверсий — ?

/ 1 2  3 4 „ о
V 3 1 2 ) — ч е т н а я ,  число и н в е р с и и — 2.

З а д а ч а  25.1.2.  У к а ж и т е  п о д с т а н о в к у  из трех  эл е м е н т о в  с 
точно одной инверсией .

У к а з а н и е .  П о с т а р а й т е с ь  найти  т а к у ю  п о д с т а н о в к у  не « п е р е б о р о м » ,  а о п р е д е ­
л и в  п р е ж д е  в се го  п о д с т а н о в к у  с н а им е н ь ш и м  числом инвер сий ,  з а т е м  по пр об уйт е  
у с т а н о в и т ь ,  к а к  м е н я е т с я  число инверсий при п е р е м е н е  м е с т  ее  э ле ме н т о в .

С к о л ь к о  в S3 п о дс тан ово к  с одной инвер сией?
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З а д а ч а  25.1.3.  П р и д у м а й т е  п о д с т а н о в к у  из четыре х  э л е ­
м ентов  точно с т р е м я  инвер сиями .

У к а з а н и е .  Мо жно  выписа ть  все 4!  подстановок из четырех элементов  и, опре­
де лив  в к ажд ой  из них число неправильных пар,  найти н у ж н ы е . — Это верный,  но 
слишком долгий путь решения.  Подумайте ,  к а к о ва  подстановка  с наибольшим 
числом неправильных пар,  з а тем  — к а к  их число можно уменьшать .

С к о л ь к о  с у щ е с т в у е т  всего  п о д с т а н о в о к  с т р е м я  и н в е р с и я ­
ми в S 4?

У т в е р ж д е н и е  25.1.  Л ю б а я  тран спо зиция  есть нечетная  
под стан овка .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  О п р е д е л я я  число инверсий в т р а н с п о ­
зиции

I

2 3 . . /— 1 i i +  1 .. / -  1 / / + 1  ■» п )
2 3 . . i — 1 ]_ i -)- 1 

- с------
. . .  / - 1 i / +1  •.. п )

з а м е т и м ,  что н е п р а в и л ь н ы м и  м о гу т  б ы т ь  то ль к о  п а р ы ,  с о д е р ж а ­
щие хотя бы один из эл е ме н т о в  {/, /'}. ф 

Без о гр ан ич ен ия  общности м о ж е м  сч и т а ть  / < / .  Тог да
1. О п р е д е л и м ,  с к о л ь к о  н е п р а в и л ь н ы х  пар  ви д а  {s, г}:

>  0 , есл  и .ч <  г <  / или s >  / >  г.
1 1 ( 2 5 . * )

xii (s ) %ij (г) s ~/ i ~ s l < 0 , если i <  s'<  j .

С л е д о в а т е л ь н о ,  н е п р а в и л ь н ы х  пар  ви д а  {.s', /} сто ль к о  же ,  
с к о л ь к о  цел ы х  чисел м е ж д у  i и /, в сег о  (/ — /— 1).

2. О п р е д е л и м ,  с к о л ь к о  н е п р а в и л ь н ы х  пар  в и д а  {s, /}: с р а в н и ­

в а я  дроби — ~ — -------= - — -  =  - — -  и (25 . * ) ,  видим ,  что они в заи -
( s )— х,7 (/) s — i i — s

м о о бр а т н ы  и н е п р а в и л ь н ы х  пар  ви д а  {s, /} сто ль к о  ж е :  (/ — i — 1).
3. П а р а  {/, /}, очевидно ,  н е п р а в и л ь н а я :

‘~ i  ' f i
х,  (0 —X. (/) i~ l

4. О б щ е е  число  н е п р а в и л ь н ы х  п а р ,  т а к и м  о б р а з о м ,
2 (/ — i — 1) +  1 — нечетно и л ю б а я  тр а н с п о з и ц и я  — нече т н а я  
п о д с т а н о в к а .  ■

П о д с т а н о в к е  в за в и с и м о с т и  от ее четности п р и п и с ы в а е т с я  
оп ред елен ное  число

1 0  п р е д  е л е н и е 25.2.  К а ж д о й  п о д ст а н о в к е  с оп о ставля ет ­
с я  число :  +  Г е с л и  п о д ст а н о в к а  четная, и — 1, е с л и  он а  нечет­
на, это чи сл о  н а зы ва ет с я  знаком подстановки 
З н а к  п о д с т а н о в к и  т о б о з н а ч а е т с я  s i g n  т. 

s i g n  от л а т и н с к о г о  с л о в а  s i g n u m ,  которое  о з н а ч а е т  з н а к  и ч и т а ­
етс я  « с и г н у м » .



§  25.  Че тн ост ь  и з н а к  подс тан овк и 209
У т в е р ж д е н и е  25.1 т е п е рь  м о ж е т  б ы т ь  п е р е ф о р м у ли р о в а н о  

т а к :  д л я  любой тр ан сп оз иц ии  s i g n T , ; = — 1.
Т а к  к а к  число н е п р а в и л ь н ы х  пар  одной подс тан овк и  не 

м о ж е т  б ы т ь  одн овременн о че т ны м  и не че тн ым ,  то имеем 
s i g n : S „ - > - { — I, 1} с Dom s i g n  =  S„ и Im s i g n = { — 1, I}.

I Д л я  с р а в н е н и я  нап ом ним  изв ест ное  о п р е д е л е н и е  25.3 
з н а к а  ч и с л а , е го  гр а ф и к  и с в о й с тв а :  д л я  любого  . v e R  

(см .  рис. 81)

1, если х > О 
sign х =  <? 0, если . х = О 

- 1 ,  если х < О

1 '

Y

О X

■-1

Рис.  81

s i g n j  =  s i g n  (ab) =  s i g n  a s i g n  b V{a,  6}<=R'. (25 .1 )

В в е д е м  обозначение  п р ои з ве д ен ия  всех з а д а н н ы х  д е й с т в и ­
т е л ь н ы х  чисел а, при /, п ри н и м а ю щ е м  все  ц е л ы е  зн ач ен ия

п

от 1 до п: П а ^ а ^ а .2 ... а п.
i — 1

У м е т ь  о п р е д е л я т ь  з н а к  подс тан овк и  и ее четность  б у д е т  
н у ж н о  при в ы ч и с л е н и я х  оп ред ел и те л ей  м а т р и ц ,  о дн ак о ,  непо­
с ред с т в е н но е  вы ч и сл ен и е  числа  инверсий ( н е п р а в и л ь н ы х  п а р )  
хотя и несл ожн о ,  но довольно г ром озд ко  д а ж е  д л я  п о д с т а н о в ок  
из трех  эл е м е н т о в  ( д л я  V x e S 4 н адо  п е р е б р а т ь  у ж е  б пар) ,  по 
э то му  ж е л а т е л ь н о  у с т а н о в и т ь  с в о й с тв а  з н а к а  п о д ст ан о вки ,  к о ­
т оры е  позволили бы,  по кр ай ней  мере ,  у м е н ь ш и т ь  об ъем  т а к и х  
вычи слени й.

| С войства  з н а к а  подстановки

Т е о р е м а  25.1.  s i g n x  =  s i g n /  ] {  — — \ \ / т е 5
I X (г) — т (/') I

(25 .2)

' Эт а  т е о р е м а  по зв оля ет ,  не п о д с ч и т ы в а я  числа инверсий под­
с т а н о в к и ,  све сти  з а д а ч у  оп ре д е ле н и я  ее четности к опреде лен ию  
з н а к а  пр ои з ве д ен ия  дробей .
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... (  1 2 3 \ 0 г ,
1а к  д л я  п о дс тан о вк и  т =  1 \  ̂ ) пРи м е Ра 25.1

/ 1—2 1  —з 2 — 3 \ 
s i g n  x =  s i g n  =

=  s i gn  ( - Е ^ - Е т -“ г )  =  s ‘g n ( — ! ) =  — '•

Д о к а  з а т e л ь с т в о. Если п о д с т а н о в к а  т — ч етна я ,  то по 
оп ред елени ю 25.2 з н а к а  по дс та новк и :  s i g n  т =  +  1. С д руг ой  с то ­
роны,  по то м у  ж е  опреде лен ию — число ее инверсий четно,  что 
о з н а ч а е т ,  что в правой части ф о р м ул ы  (25 .2 )  четное число о т р и ­
ц а т е л ь н ы х  дро бей ,  и в произвед ении имеем п оло ж ител ьн ое  чис­
ло,  по оп ред елен ию 25.3 его з н а к  4-  1. Тем с а м ы м  в с л у ч а е  чет ­
ной подс тан овк и  с п р а в е д л и в о с т ь  ф о р м ул ы  (25 .2 )  д о к а з а н а .

Если ж е  п о д с т а н о в к а  т — н еч ет н ая ,  то по определению,  число 
s i g n  т =  — 1, и число ее инверсий нечетно,  что в произведении
(25 .2 )  д а е т  о т р иц а т е л ь н ое  число,  а его з н а к  — 1. Т а к и м  об разом  
те о р е м а  д о к а з а н а  и в с л у ч а е  нечетной подст ановки .

З н ач ит ,  д л я  любой подс тан овк и  ее з н а к  с о в п а д а е т  со зн ак ом  
у к а з а н н о г о  п рои з ве д ен ия .  В

С л е д с т в и е  25.1.  s i g n  е == -|— 1 (т. е. тожде ственная  п о д ­
становка  в с е г д а  четна).

С л е д у ю щ а я  т е о р е м а  позволит  по х а р а к т е р у  четности со м но ­
ж и т е л е й  о п р е д е л я т ь  з н а к  (ч етн ость )  их произве де ния  ( к о м п о з и ­
ции),  не п о д с ч и т ы в а я  н еп осредст вен но число его инверсий.

Т е о р е м а  25.2.  Для любых  п о д ст ан о в о к  {ф,

s i g n  (я))°ф) =  s i g n  г|)• s i g n  q>. (25.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  подс тан овки

/ I 2 3 ... п 
'* V ф (1 )  Ф  (2 )  ф (3 )  ф (п)

, _  (  1 2 
^  ~  V Ч- ( 1 ) Ф ( 2 ) Ф( 3 )

прои з во льн ы е  из Тогда :

_ /  1 2 3 ... п \ (  1 2 3 ... п \ _
4 V >Г ( I ) ||Н2) ф(3) г И « ) / °  V Ф (1) Ф (2) ф (3) ф(« )/

_/ 1 2 3 п \
\ ' И ф ( П )  г|)(ф(2)) г| ) (ф( 3»  » И ф ( « ) ) / '

Н а й д е м  т еп ер ь  з н а к  ф°ф, исп ольз уя  р е з у л ь т а т  т е о р е м ы  25.1:

s i g n  (т|?°ф) — ■Р' 25Л s i g n  (  |1
, , Ч' (ч (')) — Ч* (ф (/))
U. !\<= ! ’ {п)



§ 25. Ч етн ость  и з н а к  подс тан овк и 2Ц
П (  ц> (г) — ф (/) г — /

( — :-------, , Д<р(‘)-ф(/) ф (ф («'»—ф (ф (/))>и, /)(ЕР(п) '<

V сомножитель домножаем на 1

J“ |  /  ф (1 )  —  ф ( / ) ____________i — j  \

_  \ i f  (Ф (»))  — ч» (Ф (/) )  ф (*) — ф ( / ) /
=  s i g n

{»', j}<=P(n) . .
__ I  переставим l
соседние множители□

s i g n  /  П  (  4){i)- * (i) )  ( — L
\,  , „ \ + ( Ч > « ) ) - М > ( ф ( / ) ) / \ ф ( ' ' )

- /
-Ф (/)

( Т а к  к а к  в пр оизведении с о м н о ж и т е л е й  конечное число,  Их 
можн о пер е ст а в ит ь ,  при этом зн ач ен ие  п рои з ве д ен ия  не изцце _ 
н и т с я ).

=  S ig n  ( (  П  I I

- s i g n / '  Г 1 п
........... I 10- Ф 1/1{/, 1)<=Р{п)

(  П  ф(;>- ' | (/> Л s i g n  /

теор- 25л . / I .  ф («-)-ф (/) \....s i g n  I 11  ---------------------------  \ - S l g n  ф.
V, ч , Ч’ (Ф(0)-Ч’ (Ф (/)) )\ (/ , l)e Р(п) /

О боз начим  ф (/) =  /', ф (/) =  /'. {/', j '}cz  Im ф =  Dom ф == Р (п) в 
с и лу  биект ивн ости  ф, к а к  о т о б р а ж е н и я ,  поэто му  {/', j ' ) c z P ( n )  и 
« п р о б е г а ю т »  все  м н о ж е с т в о  Р (п)  при /, /, прин и м аю щ и х  всевоз_ 
м о ж н ы е  зн а ч е н ия  в Р (п).  Это п озв оля ет  п р о д о л ж и т ь  пре обр аз0_ 
ван ие  п р е д ы д у щ е г о  в ы р а ж е н и я  с л е д у ю щ и м  образ ом :

s i g n /  || ----- -------------------- Л • s i g n  ф =
I *<Ч («))-*(ч>(/)) )\{i, /|еР(л) /

( ■/_•/ ч теор. 25.1
П  ! . V  ILH) <|)= S ig n  t - s i g n  ф. Ь

П)
С л е д с т в и е  25.2.  s i g n  ( т 1) =  s i g n  х V t c z S„.
З а д а ч а  25.2.1.  Д о к а ж и т е  с л е д с т в и е  25.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  тот - ' 1 =  е д л я  любой подстаной. 
к и т g S , .

_ i )  _ .  ? 5
s i g n  т s i g n  т = s i g n  (тот ) =  s i g n e = l .

О тсю д а  s i g n  ( т 1 ) =  ( s i g n  т)  1 =  s i g n  т. ц
Очевидно и сл е д у ю щ е е .
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л е д  с т  в и е 25.3.  s i g n  (т°т,/) =  — s i g n  т,

г а к  к а к  s i g n  ( т о т ^ )  ^ ^ - i ^ I s i g n  т - s i g n  T,; =  s i g n  т  (  —  1 ) =
s i g n  т. ш

С л е д  с г в и е 25.4.  Число всех четных подстановок из п э л е ­
ментов равно числу всех нечетных подстановок из п элементов  
и равно п\/2 .

З а д а ч а  25.2.2.  Д о к а ж и т е  с л е д с т в и е  25.4.
Указание .  Пусть  всего к четных подстановок из п элементов ,  а нечетных — /, 

причем k ф  I, допустим k > l .  Подумайте ,  к а к  использовать  следствие  25.3,  чтобы 
установить  равенство  к и I.

З а д а ч а  25.2 .3 .  М о ж н о  ли д л я  пр ои з во льн ых  н а т у р а л ь н ы х  
чисел k и п у к а з а т ь  п е р е с т а н о в к у  м н о ж е с т в а  Р (п) точно с k ин­
в е р с и я м и ?  Д л я  к а к и х  k и п это во зм о ж н о ?

З а д а ч а  25.3 .2 .  О пр ед ел и те ,  к а к о в о  наи бо льш ее  во зм о ж н о е  
число н е п р а в и л ь н ы х  пар  в п о д с т а н о в к е  из п э л е м е н т о в ?  У к а ж и т е  
т а к у ю  по д с т а н о в к у .

Указание .  Мо жно  воспользоваться  следствием 25.3.  К а к  будет  изменяться  
число неправильных пар,  если тождественную подстановку последователыш- до  
ми ож ат ь  на транспозиции?  Ка к  т аким образом получить подстановку с наиболь­
шим числом неправильных пар?

З а д а ч а  25.3.3.  Д о к а ж и т е ,  что м н о ж е с т в о  всех  четных под ­
ст а н о в ок  из п э л е м е н т о в  S r' — с о б с т в е н н а я  п о д гр у п па  с и м м е т ­
рической г р у п п ы  S rr

Указание .  Проверьте  выполнимость всех аксиом SG.1 — SG.2 определения 
24.4 подгруппы дл я  элементов  S„+ .

О б р а з у е т  ли п о д г р у п п у  в S„ м н о ж е с тв о  всех  нечетных под ­
с т а н о в ок  S„~ ?

§ 26 . О П Р Е Д Е Л И Т Е Л Ь  М А Т Р И Ц Ы

К а к  мы у ж е  у п о м и н а л и ,  в а ж н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  к в а д р а т ­
ной м а т р и ц ы  я в л я е т с я  ее о п р е д е л и т е л ь  — это число,  с о п о с т а в ­
л я е м о е  м а т р и ц е  по о п ред елен н о м у  п р а в и л у .

О п р е д е л е н и е  26.1.  О п р е д ел и т ел ем  матрицы
А =  ||а' || евМ (п) называется число ,  равное

У  ( s i у;п х ) а 1 а 2 ... а" .
л  1 ( 1) г С>) t in )t e i n

С у м м и р о в а н и е  по всем по дс т ан ов ка м  из п э лем ен то в .
О п р е д е л и т е л ь  м а т р и ц ы  /1 о б о з н а ч а е т ся :  det  Л, \А\ или |а'|, 

иногда  в за писи  о п р е д е л и т е л я  б у д е м  и сп о л ьз о ват ь  обозначения  
стр ок  и сто лб цов  м а т р и ц ы  А :  \А‘ \ и !/1; |.

det  А — У ( s i g n  т )  а 1 а~ ... а" (26 .1 )
Ь  i l l )  I С’ ) I ( я)

'' \

det  — с о к р а щ е н и е  от л а т и н с к о г о  « d e t e r m i n a n t  — оп ред ел ител ь .
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Р а з ъ я с н е н и я .  1. С у м м и р о в а н и е  б е р е т с я  по в се м  п о д с т а ­

н о в к а м  из п э л е м е н т о в , — это  о з н а ч а е т ,  что, в со ответс тви и т е о ­
ремой 23.1,  п р а в а я  ч ас ть  ф о р м у л ы  (2 6 . 1 )  с о д е р ж и т  п\ 
с л а г а е м ы х .

2. а' а2 ...а" , где  t e S „  — это о з н а ч а е т ,  что к а ж д о е  из1 (1) Т (2) т (л)
с л а г а е м ы х  пр авой части (26 . 1 )  ес ть  (с  точностью до з н а к а )  про­
и зве ден ие  п эл е м е н т о в  к в а д р а т н о й  м а т р и ц ы  ||а'||, в з я т ы х  по о д ­
ному  из к а ж д о й  строки ( ( 1, 2 , 3, ... п ) — верхние  и н д е к с ы )  и по 
одному  из к а ж д о г о  сто лб ца  ( ( т  ( 1), т ( 2 ) . . .т(/г))  — нижние  ин­
д е к с ы  ).

3. К а ж д о е  из произве де ний  а' а 2 ... а" входит  в с у м м у1 (1) х (2) х(я)
(26.1) ,  к а к  с л а г а е м о е ,  с т а к и м  з н а к о м ,  к а к о в  з н а к  с о о т в е т с т в у ю ­
щей подс та новки  индексов :

/ 1  2 3 ... п \
V t ( 1) т  ( 2 ) т  (3 )  т (п ) )  '

З а д а н и е  26.1.  О пр е д е ли м ,  к а к и е  из с л е д у ю щ и х  п р ои з ве ­
дений м о г у т  входить ,  к а к  с л а г а е м ы е ,  в о п р е д е л и т е л ь  м а т р и ц ы  
||а‘ || е М  (4 )  и с к а к и м и  з н а к а м и .

1. ? а\а2аЛЛа\.
Д л я  решения  з а д а ч и  р а с с м о т р и м  инд ек сы  с о м но ж и тел ей :

/ 1  2 3 4 \
\\ 2 3 4 / '

Это  т о ж д е с т в е н н а я  п о д с т а н о в к а ,  s i g n  8 =  ?, с л е д о в а т е л ь н о ,  в 
р а з л о ж е н и и  о п р е д е л и т е л я  пр ои зв ед ен ие  a\alq^a\ входит  со з н а ­
ком

2. ? а[а\а\а\.
И н д е к с ы  с о м но ж и тел ей :

/ 1  3 2 4 1 / 1  2 3 4 1  
( 2  3 2 4 J ( 2  2 3 4 J

п о д с т а н о в к у  не с о с т а в л я ю т ,  поэтом у  п рои зве де ние  а\а\а\а\ не 
вх одит  в р а з л о ж е н и е  к а к о г о  бы то ни было о п р е д е л и т е л я ,  ф

3-̂  1 3  2 4. г аъаАа2а\.
И н д е к с ы  с о м но ж и тел ей :

/ 1  3 2 4 1 
\ 3 4 2 1 J

о б р а з у ю т  п о д с т а н о в к у ,  уп о ряд о чи в  их по верхней строке ,  
получим:

/1  2 3 4 \
V з  2 4 1 )  ■
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О пр е д е ли м  ее з н а к :  s i g n T  =  ? 1 с л е д о в а т е л ь н о ,  произвед ение  
входит  в р а з л о ж е н и е  о п р е д е л и т е л я  со з н а к о м  ?.

Т а к  к а к  формулой (25 .1 )  по м а т р и ц е  ее о п ре д е ли т е л ь  н а ­
ходится  однозначно,  то м ож н о  говор ить  об о то бр аж е ни и  
det :Л< ( п ) R или форме  на м н о ж е с т в е  к в а д р а т н ы х  м ат ри ц .  Н е ­
сл ож но  п о к а з а т ь ,  что это о т о б р а ж е н и е  не инъ ективно ,  но с ю р ъ ­
ективно .  ♦  

П р и м е р  26.1.  В ы чис ли м  о п р е д е л и т е л ь  м а т р и ц ы  второго 
по ря д к а :

' а\ а\
2 2 а ,  а2

Д л я  этого
1. В ы п иш ем  все  подс тан овки  из д в у х  э лем ен тов :

■ ( ! ! ) • ’ . - а п -
2. О пр ед ел и м  з н а к  к а ж д о й  из них.
Т а к  к а к  т, =  в, а е — четна я  п о д с т а н о в к а ,  то

s i g n  т, =  s i g n  е =  4 -

Т а к  к а к = т j2, а т 12, к а к  тр а н с по з иц и я ,  н еч ет н ая ,  то 

s i g n  т2=  s i g n  Т,2=  — 1.

3. Примени м ф о р м у л у  (26.1) :

de l  Л =  s i g n  т, • 
Оконча тел ьно :

а\а2 +  s i g n  т 2- а 2а] -Г а\а\ — а[а].

а\ а\
2 2 а\ а2 ■a'2a l (26 .2 )

Аналогич но  п о л у ч а е т с я  ф о р м у л а  д л я  вы ч и сл ен и я  о п р е д е л и т е ­
ля  м а т р и ц ы  т р е т ь е го  п о р я д к а :

а\ а[ а\
2 2 2 а\ а2
ч ч яа,  а2 аз

- а\а'1а\. ( 26 .3 )

Д л я  з а п о м и н а н и я  этой часто  уп о тр е б л я е м о й  ф о р м ул ы  удобно 
т а к  н а з ы в а е м о е  п р а в и л о  С а р р у с а :  в т а б л и ц е  э л е м е н т о в  м а т р и ц ы  
в ы д е л я ю т с я  д в е  « з в е з д о ч к и  т р е у г о л ь н и к о в »  ( см.  рис. 82).

Ч а с т о  д л я  к р а т к о с т и  го в о р я т  просто об о п р е д е л и т е л я х  втор о­
го, трет ье го  и т. д.  п о р я д к а .
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произведения со знаком произведения со знаком
п л ю с  м и н у с

Рис.  82

О п р е д е л е н и е  26.2.  Матрицу называют н е в ы р о ж д е н ­
ной, е с л и  е е  о п р е д ел ит ел ь  отличен от 0, в  противном с л у ч а е  
матрица н а зы ва ет с я  в ы р о ж д е н н о й .

З а д а н и е  26.2.  Н а й д и т е  среди м а т р и ц  в ы р о ж д е н н ы е :

det  А =  g 4 I =  1 -4 — 2 - 3 = — 2 . Зн ач ит ,  /1 н е в ы р о ж д е н а .

det  В =
5 О 
I 2
3 - 4

, =  5 - 2 - ( — 5J  +  0 - 3 - 3  +  1 • 1 - ( - 4 )  —

— 1 - 2 - 3  — 0 - 1 - ( — 5)  — 5 - 3 - ( — 4)  =  0. С л е д о в а т е л ь н о ,  В в ы р о ж ­
д ен а .

det  С = 1 1 2 1  
| 2 4 |=  ?, det  D =

5 0 1
0 2 3
0 — 4 - 5

=  ?
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И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А

М ат ем ат и ки  — вроде французов,  когда го­
воришь с ними, они переводят твои слова на 
свой я з ы к  и ср аз у  получается что-то совсем 
другое.

В. Г с г с

В с а м о м  н а ч а л е  XVII  в е к а  нем ецки й  м а т е м а т и к  П. Р о т е (Rote  
Pe te r ,  1580— 1611) с ф о р м у л и р о в а л  у т в е р ж д е н и е ,  которое  на про ­
т я ж е н и и  почти д в у х  в ек ов  з а н и м а л о  у м ы ,  п о ж а л у й ,  всех в ы д а ю ­
щихся  м а т е м а т и к о в ,  получив  н а з в а н и е  «основной т е о р е м ы  а л г е б ­
ры» :  любое а л г е б р а и ч е с к о е  у р а в н е н и е  степени п с д е й с т в и т е л ь ­
ными ко эф ф ици ентами  имеет  ровно п корней (среди них могуп 
быт ь  и с о в п а д а ю щ и е  и к о м п л е к с н ы е ) .  Ч ес ть  з а к р ы т и я  этой проб ­
л е м ы  п р и н а д л е ж и т  Г а у с с у .

Интересно ,  что по пытки реш ить  эту  з а д а ч у  и с м е ж н ы е  с ней 
вопросы пр ивели  к р о ж д е н и ю  нового и очень мощного  н а п р а в л е ­
ния в м а т е м а т и к е  — теории гр уп п ,  к о т о р а я  н а ш л а  совершенно 
н е п р е д с к а з у е м ы е  при ее ро ж де н и и  п р и л о ж е н и я  не то ль к о  во 
многих р а з д е л а х  м а т е м а т и к и ,  но и физики,  м ех а ни ки ,  к р и с т а л ­
лографии ,  химии,  д а ж е  в ж и во пи си  и а р х и т е к т у р е .

С ред и  ве лик их ,  и н т е р е с о в а в ш и х с я  «основной теоремой а л г е б ­
р ы » ,  был  ф ра н ц у з с к и й  м а т е м а т и к  Ж- П. Л а г р а н ж .  М а т е м а т и ­
к а м  того врем ен и  к а з а л о с ь ,  что получение  формул  д л я  в ы ч и с л е ­
ния корней а л г е б р а и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  произвольной степени ,  
подобных тем ,  ко торые  был и и з вес тн ы  еще  а р а б с к о м у  м а т е м а т и ­
ку с р е д н е в е к о в ь я  а л ь  Бируни ( А б у  Ре й ха н  М у х а м м е д  ибн Ахм ед ,  
9 7 3 — « 1 0 4 8 )  ( д л я  к в а д р а т н ы х  у р а в н е н и й )  и был и о т к р ы т ы  д л я  
урав н ен и й  тр ет ье й  степени ,  к а к  счита ют ,  и т а л ь я н ц е м  Д ж .  К а р ­
да но ( C a r d a n o  G i r o l a m o ,  1501 — 1576) — один из в о з м о ж н ы х  п у ­
тей решения  п р об л ем ы .  П ри чем  они п ы т а л и с ь  получить  ф о р м у ­
лы,  в ы р а ж а ю щ и е  корни у р а в н е н и я

а0х" +  а,хп ' а 2х" ~2 а„ =  0 , (и, е 1 ) ,  n e N ) '

через его коэффициенты по ср ед ст во м  ар и ф м е т и че с к и х  дейст вий 
(сл о ж е н и е ,  в ы ч и т а н ие ,  у м н о ж е н и е ,  д е л е н и е )  и и зв леч ен ия  к о р ­
н е й — эт а  з а д а ч а  п о лу ч и ла  н а з в а н и е  « р а з р е ш и м о с т и  в р а д и к а ­
л а х »  а л г е б р а и ч е с к о г о  у р а в н е н и я .

С и т у а ц и я  п р е д с т а в л я л а с ь  вполне  р а зр е ш и м о й ,  тем более,  что 
были н а й д е н ы  и ф о р м у л ы  д л я  ур а в н е ни й  четвертой степени об­
щего ви д а .  О д н ак о ,  а н а л о г и ч н ы е  ф ормул ы  д л я  корней у р а в н е ­
ний пятой степени получи ть  н и к а к  не у д а в а л о с ь .

Н ак о н ец ,  в 1770 году  Л а г р а н ж  о п у б л и к о в а л  свой т р а к т а !  
« R e f l e x io n s  s u r  la  r e s o lu t i on  a l g e b r i q u e  des  e q u a t i o n s »  ( « Р а з ­



И с т о р и ч е с к а я  с п р а в к а

м ы ш л е н и я  об а л г е б р а и ч е с к о м  решении у р а в н е н и й » ) ,  в нём он из 
л о ж и л  свои с о о б р а ж е н и я ,  поче му  те  м ет о ды ,  ко торые  позволили 
р еш ат ь  у р а в н е н и я  степени не в ы ш е  четвертой ,  н е р е з у л ь т а т и в н ы  
д л я  более  в ы с о к и х  степеней :  р а з р е ш и м о с т ь  в р а д и к а л а х  н е о ж и ­
д а н н ы м  о браз ом  о к а з а л а с ь  св я з а н н о й  со с т р у к т у р о й  п о д с т а н о ­
вок из с о о т в е тс т в у ю щ е г о  степени числа  б у к в  — с им во лов  ( д в у х ,  
трех и т. д. ) .  Причем неко тор ы е  св о й с тв а  S„ при 4 и п > 4 с у ­
щественно раз личн ы .  Т а к  в п е р в ы е  подс тан овки  пр ив лек ли  в н и м а ­
ние м а т е м а т и к о в .  Д а л ь н е й ш е е  р а з в и т и е  идеи з а в и с и м о с т и  з а д а ­
чи р аз р е ш и м о с ти  в р а д и к а л а х  а л г е б р а и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  и 
с войств  п о д стан о во к  привели Л а г р а н ж а  и д р у г о г о  известного  
ф р а н ц у з с к о го  м а т е м а т и к а  А. В а н д е р м о н д а  ( V a n d e r m o n d e  A l e ­
x a n d e r  Theoph i l  1, 1735— 1796) к необходимости и с с л е д о в а т ь  р а ­
цио нал ьн ые  функции от корней а л г е б р а и ч е с к и х  ур а в н е н и й  и их 
изм енения  при п е р е с т а н о в к а х  этих  корней.

По зд не е  и т а л ь я н с к и й  м а т е м а т и к  П. Руффини (R u f f i n i  Pao lo ,  
1765— 1822),  д о к а з ы в а я  н е р а з р е ш и м о с т ь  в р а д и к а л а х  ур а в н е н и й  
пятой степени общ его  ви д а ,  исп о л ьз о вал  з а м к н у т о с т ь  м н о ж е с т в а  
п о дс тан ово к  из пяти э л е м е н т о в  относительно у м н о ж е н и я  ( к о м п о ­
зиции)  и описа л  все  п о д г р у п п ы  S 5. В 1824 году  молодой норв е­
ж е ц  Н. А б е ль  (A b e l  N ie l s  Henr i c ,  1806— 1829),  о с н о в ы в а я с ь  на 
гл уб ок их  с в я з я х  корней а л г е б р а и ч е с к и х  ур а в н е ни й  и с и м м е т р и ­
ческих  групп ,  д о к а з а л  н е р а з р е ш и м о с т ь  в р а д и к а л а х  а л г е б р а и ч е ­
ских  ур а в н е н и й  общего  в и д а  степени в ы ш е  четвертой ,  а юный 
ф р ан ц уз  Э. Г а л у а  ( G a l o i s  E v a r i s t ,  1811 — 1832) у с т а н о в и л  к р и т е ­
рий их р а зр еш и м о ст и .

Его р аб о ты  не просто о п ир ал и с ь  на св ойст ва  с и м м ет р и ч ес ко й  
гр уп пы  (собс тве нно  термин  « г р у п п а »  ( l e  g r o u p )  вв ел  в м а т е м а т и ­
ку  Г а л у а ,  хотя строгого  ее оп ре д е ле н и я  он не д а л ) , — р е з у л ь т а т ы ,  
ко торые  21 -летний м а т е м а т и к  и з л о ж и л  в письме  к с в о е м у  д р у г у  
н а к а н у н е  его т р а г и ч е с к и  з а к о н ч и в ш е й с я  д у э л и ,  с о д е р ж а л и  осно­
вы теории групп .  В с ж а т ы х  з а м е т к а х  Г а л у а  о к а з а л и с ь  г а р м о н и ч ­
но с в я з а н н ы м и  строгой логикой новой теории и истори чески е  з а ­
да чи вр оде  у д в о е н и я  к у б а  и тр исек ции  у г л а  и р а з р е ш и м о с т ь  в 
р а д и к а л а х  а л г е б р а и ч е с к и х  ур а в н е н и й  третьей  и, вообще,  любой 
степени .  Но п о тр е б о в а л о с ь  почти 14 лет ,  чтобы его р а б о т ы  были 
о б н а р у ж е н ы  Ж. Л и у в и л л е м ,  поняты им и н а п е ч а т а н ы .  А з н а ч е ­
ние его раб от  во всей полноте б ы ло  осознано м а т е м а т и к а м и  еще 
по зже :  б л а г о д а р я  изл оже ни ю  его методо в  и и с с л е д о в а н и я м  его 
р е з у л ь т а т о в  д р у г и м  ф р а н ц у з с к и м  м а т е м а т и к о м  К. Ж о р д а н о м  
( J o r d a n  M a r i e  C a m i l e ,  1838— 1922),  о п у б л и к о в а в ш и м  их в 
1870 году  в « Т г a i t ё des  s u b s t i t u t i o n s  et de e q u a t i o n  a l g e b r i q u e s »  
( « Т р а к т а т  о п о д с т а н о в к а х  и а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и я х » ) ,  и п о я ­
в и в ш и м с я  к то м у  вр емени  в той ж е  об лас ти  м а т е м а т и к и ,  ко то рая  
т е п е рь  н а з ы в а е т с я  теорией групп ,  р а б о т а м  члена  П а р и ж с к о й  
А к а д е м и и  Н а у к  О. Коши ( C a u c h y  A u g u s t i n  Eouis ,  1789 1857).



2 1 8 6. П о д с т а н о в к и .  Гр уп пы

Он ус тан овил  и д о к а з а л  много инт ересн ых  теорем о св ойст ва х  
с и м м ет р и ч е с к о й  г р у п пы  S„. С е й ч а с  идеи Г а л у а  приз на ны  одними 
из с а м ы х  в ы д а ю щ и х с я  д о ст и ж ен ий  м а т е м а т и к и  XIX в е к а ,  он one 
редил свое в р е м я  почти на полстолетия .

П озд нее  применение  гр у п по в ы х  методо в  в геометр ии немец 
ким м а т е м а т и к о м  А. М е б и у с о м  ( M o b i u s  A u g u s t  F e r d i n a n d ,  
1790— 1868) и ан гл ич ан и но м  А. Кэли пр ивели др у г о г о  в ы д а ю щ е  
гося нем ец ко го  м а т е м а т и к а  Ф. Клейна  (K le in  C h r i s t i a n  Fe l i x ,  
1849— 1925) к идее кл а с с и ф и к а ц и и  геометрий на групповой осно 
ве: к а ж д а я  из геометр ий о п р е д е л я е т с я  некоторой группой про 
о б р а з о в а н и й  и ее и н в а р и а н т а м и .  « Э р л а н г е н с к а я  п р о г р а м м а » ,  
с ф о р м у л и р о в а н н а я  им на м а т е м а т и ч е с к о м  ко нгр ессе  в 1872 году,  
о п р е д е л я е т  н а п р а в л е н и я  г ео м етрическ и х  и сс ле д ова ни й  до насто 
я щ е г о  времени.

П о к а ж е м  один простой,  но изя щ н ы й  пр имер п р ил о ж е н ия  тео 
рии групп (точнее  — теории п о д с т а н о в ок )  в геометрии.  Т а к  из 
вестно,  к а к и м и  д в и ж е н и я м и  ( п е р е м е щ е н и я м и )  п р а в и л ь н ы й  тре 
у г о л ь н и к  о т о б р а ж а е т с я  в се бя :  о се вы м и  с и м м е т р и я м и  от 
носительно б и с с ек тр и с  его внутре нних  у г л о в  и поворот ами во 
к р у г  его центр а  на 0, 2л / 3  и 4л/3 .  Н е с ло ж н о  проверить ,  что эти 
ш ест ь  с а м о с о в м е щ е н и й  о б р а з у ю т  конечную груп пу .  О д н ак о ,  они 
м о г у т  б ы ть  з а д а н ы  иначе :  если з а н у м е р о в а т ь  вер шин ы т р е у г о л ь  
ника  циф рами  1, 2, 3, то повороту  на у гол  2 л / 3  соответствуем

/ 1 2 3 \ / 1 2 3 \
по дс тан овк а  вершин I  ̂ j ) ,  на 4л / 3  — ( g 3 \ ) ,  на 0 — тож

/ 1 2 3 \ / 1 2 3 \ 
д е с т в е н а я ,  ан ал о ги ч н о  по дс та н о вки  ( ] 3 2 / ’ \ 3 2 1 /  "

/ 1 2 3 \ т  гI 2 1 3 / с о о т в е тс т в у ю т  о с е в ы м  с и м м е т р и я м .  1а к и м  обр азо м,

мо жн о  с к а з а т ь ,  что группой са м о с о в м е щ е н и й  п р ав ил ь н о го  тре 
у г о л ь н и к а  я в л я е т с я  с и м м е т р и ч е с к а я  гр у п п а  тр е т ь е го  п о ря д ка  
S :i, или что п р а в и л ь н ы й  т р е у г о л ь н и к  п р е д с т а в л я е т  собой инварп 
а н г  (не м е н я ю щ и йс я  об ъек т ,  от а н гл ий с к о го  — i n v a r i a n t  — неиз 
м ен ны й)  г р у п п ы  S :i.
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О П Р Е Д Е Л И Т Е Л И
§  27.  С во й с т в а  оп ред елителей .
§ 28 ' .  Вы чи сле ни е  о п р е де л и т ел я  п рив еде ни ем  его м ат р и ц ы  к т р е ­

у г ол ьн о м у  виду .
§ 29.  До п о л н ит е л ьн ы й  минор и а л г е б р а и ч е с к о е  дополнение .
§ 3 0 * .Т ео ре ма  об о п ре д ел и т ел е  прои зве ден ия  ма триц .
§ 31.  У словия  о бра ти мос ти  м а т р и ц ы .
§ 32°.  П р а в и л о  К р а м е р а  реш ен ия  систе м  л ин ейн ых  ура вн ени й .

Основные понятия:  основые  с в о й с тв а  о п ред ел и тел ей ,  д о п о л ­
ните льный  минор и а л г е б р а и ч е с к о е  дополне ни е  э л е м е н т а  м а т р и ­
цы,  т е о р е м а  о р а з л о ж е н и и  о п р е д е л и т е л я  по с тр оке  ( с то л б цу) ,  т е ­
о р е м а  об о п р е д е л и т е л е  п рои з ве д ен ия  м а т р и ц ;  т е о р е м а  об о б р а т ­
ной м атр и це ,  п р а в и л о  К р а м е р а  р еш ения  систем  л ин ей ных  у р а в ­
нений.

Не об хо ди м ы е сведения:  м а т р и ц а ,  о п ред ел и тел ь ,  п о д с т а н о в к а ,  
п е р е с т а н о в к а ,  св о й с тв а  по дс таново к ,  з н а к  п одс тан овк и ,  т р а н с п о ­
зи ция ;  м а т р и ц а ,  ви ды  к в а д р а т н ы х  м ат риц:  т р е у г о л ь н а я ,  д и а г о ­
н а л ь н а я ,  о б р а т и м а я  и о б р а т н а я ,  в ы р о ж д е н н а я  м а т р и ц а ,  с у м м а  
и п рои зве де ние  м а т р и ц ,  т р а н с по н и ро в а н и е  м а т р и ц ы ;  ф а к т о ­
ри ал  — /г!, с и с т е м а  лин ей н ы х  у р а в н е ни й ,  решение  с и с т е м ы  л и ­
нейных у р а в н е н и й ,  м а т р и ч н а я  форм а  си с т е м ы  лин ей н ы х  у р а в ­
нений.

Рекомендации:  если пособие используется  н учебной работе,  то § 28'  и § 32° 
рекомендуются  д л я  практических  занятий или самостоятельной работы.
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(§9— § 12).
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■ Векторные  пространства .
Линейно з ав ис им ы е и линейно не за вис имые  
векторов.
Р ан г  матрицы.  Системы линейных уравнений.  
Линейные о тображения  векторных пространств .

- Матричное  представление  гомоморфизмов.  
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- Евклидовы векторные пространства .

( §  1 7 - §  22).  

( §  2 3— § 26). 

( §  2 7 - §  32).

системы



224 7. О п р е д е ли т е л и

§  27.  С В О Й С Т В А  О П Р Е Д Е Л И Т Е Л Е Й

Очевидно ,  что н а х о ж д е н и е  оп ре д е ли т е л е й  д а ж е  т рет ье го  по­
р я д к а  в со ответс тви и с их оп ре д е ле н и е м  т р е б у е т  довольно об ъ ­
е м н ы х  выч ислений ,  поэтом у  хотелось  бы в ы д е л и т ь  с л у ча и ,  к о г ­
д а  они м о г у т  б ы т ь  уп рощ ен ы ,  и, если в о з м о ж н о , — у с т а н о в и т ь  
п р а в и л а ,  ко торы е  позволили бы све сти  в ы ч и с ле н и я  с л о ж н ы х  
оп ред ел и те л ей  к более  прос ты м ,  з н а ч е н и я  которых  л е г к о  н ах о ­
д я т с я .

З а д а н и е  27.1.  Н а й д е м  опре д ел ител и :

1 О
2 О

=  ?

5 4 2 5 0 2
0 0 0 — ?• у 4 0 1
2 1 - 3 2 0 - 3

—  ?

О 0 5 
1 2  4
О О О
6 8 1

Если при в ы ч и с л е н и я х  п е р в ы х  грех оп ред ел и тел ей  можно  
в о с п о л ь з о в а т ь с я  ф о р м у л а м и  (26 .2 )  и (26 .3) ,  то д л я  по след не го  — 
п рих оди тся  о б р а щ а т ь с я  к  о б щ е м у  опре де лению  26.1.  О д н а к о  р е ­
з у л ь т а т ы  по зв оля ю т в ы с к а з а т ь  пр ед поло же ние .

С в о й с т в о 27.1.  Если матрица имеет н ул евы ми  строку  или 
столбец,  то е е  о п р е д ел ит ел ь  р а в е н  0 .

Д е й с т в и т е л ь н о ,  в к а ж д о м  с л а г а е м о м  ф ормул ы  (26 .1 )  в к а ч е ­
ст ве  с о м н о ж и т е л я  п р и с у т с т в у е т  э л е м е н т  из к а ж д о й  строки 
( с т о л б ц а )  и, в частности ,  0 из нулевой строки ( с т о л б ц а ) .  ■

М ы  у ж е  видел и ,  что

5 4 2 
0 0 О 
2 1 - 3

5 0 
4 0 
2 0

=  0 , а

Ч т о б ы  у с т а н о в и т ь  еще одно свойство  о п ред ел и те л ей ,  вы 
числим

1 3
2 4de l  А = 1 2

3 4
=  ? и de l  А'=  det (ii>

С в о й с т в о  27.2.  Для  л ю б о г о  A <=gt (n )
det  Ат 2= det  А (27.1



■ Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  Л =  ||а'||, В=||М|| т а к и е ,  что 
4 * °пр. 17.2

>■- b‘ =  a j V U ,  / }с {1 , 2 ... п}.
вычислим

,1 1 ЛТ 0|Ф- 26. I „
(let A =det||fc‘ || = = ..... y ( s i g n T ) 6 ' b2 ... bn =

1 ' V  S  ’  MD K2) т(я)
x e S .

_______§  27. Св ойс тва  опред елителей  2 ‘2Г)

^ м е н и м  b\ на a',:

t • \ T (1) т=  I  ( s i g n  t ) a ,  a 2, 1 ( 1 )  г (2) t (n )
*2 ■■■ a -

XG.S
и н Л о р я д 0чим в к а ж д о м  с л а г а е м о м  с о м н о ж и т е л и  по верхним 

^кса м .
-равните:

=  (  1 2 ... п \
(  Т \ т ( 1) т ( 2 ) ... х(п )  )  ’
(  1) т ( 2 ) ... х (п )  \ __ / 1 2 ... п \

2 -  п )  V т " ‘ ( 1) х 1 ( 2 ) ... х : ( п ) У
= х - ' .

Z / • х т (1) т (2 ) т (л )(S ig n  х)  a ,  V  ... а п > =
x e S „

1 2 л сл. 25.?.
Т - 'О )  а т - ' ( 2 )  ••• а л - '(п )

£  ( s i g n  х) ... а"_

=  X ( s i g n  т  ' )  а х^'(2) -  <-■(„)■
i e S n

в ^нт)Йедя 3а м е нУ ф =  т _|, на основании с л е д с т в и я  23 .2 су м м иро-  
по т м о ж н о  з а м е н и т ь  с у м м и р о в а н и е м  по ф =  х - 1 , то гд а  

И д у щ е е  в ы р а ж е н и е  прим ет  вид:

У ( s i g n  ф) а' а 2 ... a" = d e t  А. Я
%  Ь  <Р (1) ф (2) ф (я )

С
с 1'р0 J1 е д  с т в и е 27.1.  В с я к о е  о б щ е е  свой ство ,  д о к а з а н н о е  дл я  
Т д к ^ оп р е д елит еля ,  истинно и д л я  е г о  столбцов ,  и наоборот.  
Д ^ и ^ а к  т р а н с п о н и р о в а н и е м  м а т р и ц ы ,  которое  с о х р а н я е т  опре 

q  ель ,  одна  из этих  з а д а ч  с в о д и м а  к др уг ой .
(ст0 6 о и с т в о  27.3.  Общий  множитель в с е х  эл ем ентов  строки  
Р и ^ Ц а )  матрицы м ож но  вынести з а  з н а к  о п р е д ел и т ел я  миг

з'
д а Д а ч а  27.1 .1 .  Д о к а ж и т е  свойство  27.3.

8 в ° к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  {A, B } c z g l  (п).■ т [,
^трова
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1. А =  ||Л‘ || и В =  ||В'|| о т ли ч а ю т с я  одной строкой ,

В' --
А' при i = ^ k o ( b ' s =  a ‘s \i=/=k) 
ХАк при i =  k Ьк =  Хак

(27.

{г, k, s }с : {1, 2 ... п}, причем k фик сировано .  
Т о гд а  в р а з л о ж е н и и

det  В онр. 26.1
X ( s i g n  т) ь \in Ь1т ( * - 1) ькТ (*> ьп =

т (л )

з а м е н и м  э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  В на  соот в е тс т в у ю щ и е  э л е м е н т ы  
м а т р и ц ы  А:

(27.*

(К t (* — (*+ И£  ( s i g n  т ) а |

=±=? У ( s i g n  т )  а 1 ... а" 2= X det  А L & , ( ! )  т («)

а'1 =т (л)

2. Если /4 =  ||Л,|| и В =  ||в,|| о тли чаю тс я  одним столбцом:  

/1; при i ^ = k o { b si — a s,\i=^k)
В' - \Ак при i =  k < ^ b sk =  Xask

(27.**)

{/, &, s } c z { l ,  2 ... п).
Т огда  det  В св’ 27"'.. det  Вт det Ат det  А. ■
С л е д с т в и е  27.2.  Для  л ю б о г о  A ^ g l ( n )

det  X А =  Г  det  А ( 27.2)

С в о й с т в о  27.4.  При п е р е ст а н о в к е  д в у х  строк ( ст о л б ц о в ) 
о п р е д ел и т ел я  е г о  з н а к  м ен я ет ся  на противоположный  при н е и з  
менной  аб с олютной  величине .

З а д а ч а  27.1 .3 .  Д о к а ж и т е  свой ство  27.4.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  {А, B } c g l ( n ) .
1. А =  ||/ГII иВ=||В'|| о т ли ч аю тся  п ер ес та но вко й  д в у х  строк,  

т. е.

' Ак при k<£{i, / } - (ft‘  =  a i l / ^ / ) '
Вк=  ■ А' при k =  i \ ^ f  fl '  == Л '

. А‘ при k — i J 1 B'  == л ! J -*=>- =  <

{г, /', k, s } c z { l ,  2 , ... п}, причем,  i и / ф икс ирова ны ,  a k и s  прини 
м аю т все  ц елы е  з н а ч е н ия  от 1 до п.
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Нап омн им ,  что

det А (26.1) т ) а ' а ‘ а1 ... o '1
МП ■ (1) * (/) X (п) ( 2 7 , # )

с п о д с т а н о в к а м и  инд екс ов  в к а ж д о м  с о м н о ж и т е л е  ви да :

2 ...

Т (  т  ( 1) т I
i У

т (/) X (/)т ( 2 ) ...

В р а з л о ж е н и и  о п р е д е л и т е л я  м а т р и ц ы  В

—  z i s i g " ’ ) » : , , ,

: s„.

det  В Ь‘ ь> . . .  ьп■ «) ' (/> 1 (л )

з а м е н и м  все э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  В на со о т в е тс т в у ю щ и е  э л е м е н т ы  
м а т р и ц ы  А:

=  I  ( s i g n  т )а[
1 !£S„

1 ,
а и а

41) т (0 г (/>
... а X (п)

уп о ряд о чи м  со м но ж и т е л и  во всех  с л а г а е м ы х  по верхним 
и н д е к с а м :

=  X ( s i g n  т )  а 1а 1 а' ... а"г (1) Т (/) х (0 х (я)

В к а ж д о м  с л а г а е м о м  — п рои з ве д ен ия  э л е м е н т о в  м а т р и ц ы  А, 
инд ек сы  которых о б р а з у ю т  подс тан овки  ви да :

т ' = (  1 2 i У
V х ( 1) т ( 2 ) ... х (/) x ( t )

? / 1 2 ... i У
“ \х ( 1) х ( 2 ) ... x ( t ) х (/)

... п \ j  
... т ( п ) )  ~

... т ( п ) )

2 ... i i ... n \
2 ... i ... T(n)  J

= Т °Т  ,г

т. е.

det  В =  X ( s i g n  т )  а'
xeSn

=  X ( s i g n  т)  аг1
т' (I) 

3

т' (О

a ‘
X (/)

a '
T (I)

... а
X (п)

т' (/) ... а"т' (л) ( 2 7 . # # )

гд е  T / =  T °x i( и т=^=т/о(т„) 1 =  т'от,,.



С у м м и р о в а н и е  по т м о ж е м  з а м е н и т ь  су м м ир о н л ни ем  no i ' ,  
при этом по с л е д с т в и ю  23.1 %' т а к ж е  б у д е т  п р о б е г а т ь  нее зн аче

с  ?ния Ь„, но при этом s i g n x = — s i g n  т .
Т. е. к а ж д о е  из с л а г а е м ы х  в р а з л о ж е н и и  ( 2 7 . # # )  определи 

т е л я  м а т р и ц ы  В
s i g n  т а

6  Т ' < 1 )
а а1

т' (0 х’ (/) х' (п )

о т л и ч а е т с я  то льк о  з н а к о м  от со о т в е тс т в у ю щ е г о  с л а г а е м о г о

s i g n  т а 1
t (о

а
х  <1 >

а I
х (Л а

х (л)

в р а з л о ж е н и и  ( 2 7 . # )  о п р е д е л и т е л я  м а т р и ц ы  А. 
Это о з н а ч а е т ,  что

det  В =  £  ( — s i g n  т )  а' (1) а ‘ а ‘ ... ап 2= — det  Ах (О X (/) X (л)

2. Если А =  ||А |̂| и В =  ||В,-1| р а з л и ч а ю т с я  п ер ес та но вк о й  д ву х  
столбц ов ,  т. е.

[ Ак при k(£{i, /} 
Bk= l  Aj при k =  j

I Л, при k — i
, {i, /, *}<={!, 2 ... n}.

то det  f l i = d e t  BT=L — det  AT — det  А. Я
С л е д с т в и е  27.3.  Если матрица A ^ g l  ( п ) имеет д в е  стро­

ки ( ст олбца ) равными,  то d e t / l = 0 . ♦  
С л е д с т в и е  27.4.  Если матрица A ^ g l  ( п ) имеет д в е  стро­

ки ( ст ол бца )  п р оп орциональным и ,  то det  /I =  0 . ♦  
С в о й с т в о  27.5.  Если матрицы {А, В, C } a g l  (п)  отличают 

с я  только о д н о й  k-ой строкой  (или столбцом) ,  причем  
Ck^ A k +  Bk (или Ck =  Ak +  Bk), то

det  С =  det  А +  de t  В.  ( 27 .3 )
З а д а ч а  27.1.2.  Д о к а ж и т е  сво йство  27.5.  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  {А, В, C } c z g l  (п)
1. А =  \\А‘\\, В = | | В , ||, С =  || С'|| о тл и чаю тс я  одной строкой ,  

т. е.

= В' =  С‘ при i Ф k о  (
Ck =  Ak +  Bk

#
( 2 7 . # # :

{г, /, Дг}err 1, 2 ... «}, гд е  k фиксировано .
Вы п иш е м  р а з л о ж е н и я  о п ред ел ител ей  всех  грех матр иц:  

А, В, С и з а м е н и м  их э л е м е н т ы  в соответствии с ус лов и ем
#

( 2 7 . # # ) :



M l ) x (*>
(2 7 .# # )

I  (л)

£  ( s i g n  x) с
> id i (*! ... С1 (nI (2 7  .a)

dot В — £  ( s i g n  x) b'
t e S „ t  (1 )

. . .  6"
X (n)

#
( 2 7 . # # )

t in bki {k) ... r
X (Л) (27 . * )

det  С =  X ( s i g n  x) c 1
t e S „

T ( 1) X (fc)

( 2 7 . # # )

X (л)

=  I ( s i g n x ) c ‘ (i)
x e S

X ( s i g n x )  ( C; ( 1 ) ...

<a lkl+ b‘ JX Ik) X ( *)

... c" +  c ‘X In) X ( I )

с п
X (л

ь к . . .  С"  )
х (к) х ( л) /

X ( s i g n  t ) ,
x (1) x [к)

c n +
x (n I

! X ( s i g n  t ) c ‘ in
bk 

x ( * ) X (л)

В е р н е м с я  к обозн ач ен иям  эл ем ен то в  м а т р и ц  Л =  ||а}|| и 
В =  || Ь) ||, то гд а

det С =  £  ( s i g n  т )  а 1 

+  X ( s i g n  т)  b

I (к)
. . .  а" +

х (л)

x^S. х (1) bkх (fc) ... bn
x (Л)

(27. а ) , (27.6)
det  Л +  det й.

2. Если ж е  м а т р и ц ы  о тл и чаю тся  столбцом:  Ak =  Bk-\~ Ck, то
det С =±= det  Ст =  det  (А +  Bf=L det  Л т +  det  В1 det  A - f  det  В. я  

С л е д с т в и е  27.5.  Если матрица A ^ g l ( n )  имеет строку  
( ст ол б ец ) ,  р а в н у ю  с ум ме  д в у х  д р у г и х  е г о  строк ( ст ол бц о в )  
(т. е. Ak =  A‘ -\-At или Ak =  Ai -j-A/ при  некоторых {i, /, k } a  Р (п), 
то е е  оп р е д елит ел ь  р а в е н  нулю.

8 *  В. Т Петрова
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Н а п р и м е р ,  det  А — |а-1 =  |Л5| =

=  det

а ,  а2 а 3 ... ап
2 2 2 2 а ,  а2 а\ ... а п

св.  27.5
det

/  - ЛА г \

А'

А‘

А'

/ А1\
А2

■■ det

А1

\  Л - )

1 а:\А2

А‘

АI

I А1 \
А2

=  det

А‘

А‘ +  А‘

\  Ап

ел.  27.3
0 + 0 = 0,

\  А / \ АП)  
к а к  оп ред ел и те л и ,  имеющие  по д в е  р а в н ы х  строки.

Д о к а з а т е л ь с т в о  д л я  с л у ч а я  с толб цов  анало гичн о .  □
П ос лед ние  с в о й с тв а  и их с л е д с т в и я  мо ж н о  обобщить,  в в е д я  

новое понятие:
О п р е д е л е н и е  27.1.  Линейной комбинацией строк {/4*} 

матрицы A ^ g l ( n )  называется  вы раж ени е  в и д а  а* Л *  =  ]Га*Л * ,  
г д е  a t e R ,  и соответственно ,  а * Л *  =  £ а * Л * — линейная ком­
бинация столбцов  {Л*} матрицы А с  коэффициентами  a ‘ e R ,  
/ г е { 1, 2 , ... п }.

Если хотя бы  о д н а  строка (или столб ец )  матрицы я вля ет ­
с я  лин ейн ой  к ом би н а ц и ей  о стальных е е  строк ( ст ол бц о в ) ,  то 
гов орят,  что строки (столбцы ) матрицы линейно зависимы
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Т о гд а  с л ед ст ви я  27 .3— 27.5 обл
С в о й с т в о  27.6. Если строки ГТппК В ° ДН° СВ0ИСТВ0;

н о  зави симы,  то она в ы р о ж д е н а  матРиЧы линеи-
С л е д с т в и е  27 .6 . О п р е д е л ' ^  ел ь  н е  изменится>

е с л и  о д н и  и з  е г о  строк ( ст ол бц о в  \ js , с \ * заме ни ть  на  е е  симми с д р а ­гой  CTpOKOU (СТОЛОЦОМ). я V ГУ
З а д а ч а  27.2.1.  Д о к а ж и т е  с л ел 97 г  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Л =  | | Л ' 1 и М | | е г / (
1. П у с т ь  м а тр и ца  А т а к о в а ,  цт ' ’

, Д, у _ ( А ‘ при 1 ф к  \
{ Ак-\-А' при i = k  } ■ (*> /’ 2 ... п },

т. е. ее н еко тор ая  (А- ая )  с т р о к у  на о п ред ел ен н ы х
с т р о к  м а т р и ц ы  А: k-ои  и /-ои. J к

/

det  Л '  =  det

А1 \ 
А2

А1

Ак + А‘

А"

А2

(  А' \ 
А2

св. 27.?
dc't

Д*

(  А'  ̂
Л 2

+  det

Ап ]

А’

\ АП /

А2

А1
=  det +  0 =  det

А'

Ак

* U ' | = d e t  А.

\А" ) \АП1

2. С л у ч а й  столбцов  р а с с м а т р и 8ается ан а л о г и ч н о  Q
С л е д с т в и е  27.1. О п р е д е л и т ^  н е  изменится> е с _

ли о д н у  и з  е г о  строк ( ст ол бц о в )  эа ,« у  х \ вменить на  е е  симми с  д р и г о истрокой  ( столбцом) ,  п ом ноженной  ип г  г, v и /> н на н е к о т о р о е  число .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Л =  Л U= цд ц
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1. П у с т ь  м а т р и ц а  А' т а к о в а ,  что 

А' при I-
( А ' У  = Ак-\-ХА1 при i =

i=/=k 1 . 
i = k ) A ‘- ’ ■

k}cz{\, 2 , ... «},

т. e. ее /г-ая с т р о к а  р а в н а  с у м м е  k-ой  строки м а т р и ц ы  А с произ­
вед ен ием  числа  X на ее /-ую стр оку .

: det

(  А1Л 
А2

|ЛМ =  det Л.

V 4 V

2. В с л у ч а е  столбцов д о к а з а т е ль с т в о  можно провести ан ал огич ­
но или све сти  к п р е д ы д у щ е м у  т р ан с по н и ро в ан и е м  м а т р и ц ы .  □
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Очевидно и (см .  с л е д с т в и я  27.6,  27 .7)
С л е д с т в и е  27.8. Опред елитель  матрицы н е  изменится,  е с ­

ли к к а к о й - л и б о  е е  строке  ( ст ол бц у )  прибавить л ю б у ю  ли н ей н ую  
к ом би н ац и ю  д р у г и х  е е  строк ( ст ол бц о в ) .

О п р е д  е л е н и е 27.2.  Говорят,  что матрица В п ол у ч е н а  
из  матрицы Л элементарными преобразованиями, е с л и  эти 
матрицы отличаются только о д н о й  строкой (или столбцом), 
причем эта строка Bk ( ст ол б ец  Bk)  такова, что

Bh =  ak +  XiA‘ или Вк =  Ак-\-К'Аь i=/=k

(п о  i с ум м и р о в а н и е  от 1 д о  п, е с л и  {A, B } ^ g l  ( « ) ) .
Т а к  что с л е д с т в и е  27 .8  м ож н о  п е р е ф о р м у л и р о в а т ь  иначе.  
С л е д  с т в и е 27.8 ' .  Элементарные п р е о б р а з о в а н и я  строк  

или столбцо в  матрицы н е  меняют е е  о пр е д елителя .
Чтобы у с т а н о в и т ь  еще один л е г к о  в ы ч и с л я е м ы й  вид  о п р е д е ­

лит елей ,  р а с с м о т р и м  пример .
П р и м е р  27.1.  Н а й д е м  о пред ели тели :

1 46 _ ^
0 9 • )

5 46 
О 2 
О О

11
- 7
- 5

=  ?

5 46 11 64
0 2 — 7 0
0 0 - 5 1
0 0 0 4

Их в ы ч и с л е н и я  п озво ляют  в ы с к а з а т ь  пред поло жен ие :  
С в о й с т в о  27.7 .  Опред елитель  тр е у г ол ьн ой  матрицы р а в е н  

п р о и з в е д е н и ю  е г о  д и а г о н а л ь н ы х  элементов .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  А =  || а)  || €Е g l  ( п )  \ а) — О 

при i >  /'.

de t  А =
а\ а\ а'3 ... а\
О аз ... а2

0 0 0 . 0  а"„

( 26 . 1)

=  У ( s i g n  т )  а 1 а2
%  Т (1) г (2)x e i .

=  а\ а\ а£ +  X ( S i g n  т )  а 1 а

г (п )

,2
(27.x)

1 2 =  а ,  а 2

х (1) I (2) 
(t£ESn, т^е)

а" +  0 =  а| а\ ... а".

а  =
т (л)

П о с к о л ь к у  по л е м м е  23.1 в с я к а я  н е т о ж д е с т в е н н а я  п о д с т а ­
новка  t e S„ и м е е т  хотя  бы один э л е м е н т  г е Р ( и )  т ак ой ,  что
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t  (i)<Li, то значит ,  с л а г а е м ы е  в р а з л о ж е н и и  (2 7 . т )  с н е т о ж д е с т ­
ве нны ми  п о д с т а н о в к а м и  инд екс ов  с о д е р ж а т  хотя бы один со ­
м н о ж и т е л ь  а ‘ п  =  0> к а к  э л е м е н т  тр еуг ольной  м а т р и ц ы ,  стоящий
Ниже ее гл ав н ой  д и а г о н а л и ,  и значит ,  р а в н ы  0. ■

С л е д с т в и е  27.9.  Опре д елитель  д и а г о н а л ь н о й  матрицы 
р а в е н  п р о и з в е д е н и ю  е е  д и а г о н а льн ы х  элементов , а е д и н и ч ­
ной  — е д иниц е .

Из св ой ств  о п ре д ел ител ей  в ы т е к а е т  т а к т и к а  де йствий  при 
в ы ч и сл ен и ях  с л о ж н ы х  о п ред ел ите лей  любого  (до ста точ но  в ы с о ­
кого)  п о р я д к а  — привед ение  его м а т р и ц ы  к т р е у г о л ь н о м у  ( с т у ­
п е н ч а т о м у )  в и д у  ее э л е м е н т а р н ы м и  п р е о б р а з о в а н и я м и .

§  28.  В Ы Ч И С Л Е Н И Е  О П Р Е Д Е Л И Т Е Л Я  
П Р И В Е Д Е Н И Е М  ЕГО М А Т Р И Ц Ы  

К Т Р Е У Г О Л Ь Н О М У  В И Д У

П р о д е м о н с т р и р у е м  на прим ере ,  к а к  п р и м е н я я  св ойства  
опре д ели те лей ,  в ы ч и с л я т ь  их с вед ен и ем  к более прос ты м:  т р е ­
у г о л ь н ы м ,  с нулевой или пр оп орцио нал ьн ы ми  с т р о к а м и  (столб-  
Нами).  П риве ст и  м а т р и ц у  о п р е д е л и т е л я  к т р е у г о л ь н о м у  виду  
о зн ач ае т ,  з а м е н я я  п о с ле д ов а те л ь н о  ее  строки  (или с т о л б ц ы )  на 
Их л инейны е ко м б ин ац и и  с д р у г и м и  с т р о к а м и  (с т о л б ца м и ) ,  
т - е. не м е н я я  ее о п р е д е л и т е л я  ( с л е д с т в и я  27 .6— 27.8) ,  получить  
Ц е м е н т ы ,  с т о я щ ие  н и ж е  д и а г о н а л и ,  р а в н ы м и  0. М а т р и ц а  к  т а ­
ко му  ви ду ,  конечно,  пр ив од ит ся  не ед и н с т в е н н ы м  способом, од- 
Чако, з нач ен ие  с а м о г о  о п р е д е л и т е л я  не з а в и с и т  от этого  способа.

П р и м е р  28.1.  В ы ч ис л и м  опред ели те ль :
5

: 5 25 0 5 :

1 -  12 30 3
7 15 240 9
3 - 3 12 5

6

1 5
1

: о : 1 1 5 0 1
1 — 12 : 30 : 3 1 1-- 1 2 5 1

=  5 7 15 j 240 ; 9 =  0 - 0 7 15 | 40 9
3 - 3 : 12 ; 5 t 3 - 3 2 5

вынесли за  з на к  определителя  общий множитель  
строки,  столбца

св.  27.3
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Ш  (1) зо
1 5 0 1 1 5 0 1 —I
1....1 — 12 5 3

=  30
0 1 -  17 5 2

7 15 | 40 9 7 1 5 1 40 9
3 - 3 2 5 3 - 3 2 5

из второй строки вычли первую строку

сл.  27.7

(3)—7(1) 30
1 5 0 1 1 5 0 1

— 17 5 2 И)—^ - 3 0 о~1 17 5 2
0 — 2 0 1 40 2 0 — 2 0 1 40 2
3 - 3 2 5 ч 0 -  18 2 2

сложение строки определителя  с его другой строкой,  
домноженной на некоторое число,  определитель  не меняет

сл.  27.7

Т а к и м  о б р а з о м  получили н у л е в ы м и  э л е м е н т ы  первого  с т о л б ­
ца,  ст оящ ие  н и ж е  д и а г о н а л и .

Упростим о п ред ел и тел ь ,  з а м е т и в ,  что из его последних  строк  
можн о  вы нести  за  з н а к  о п р е д е л и т е л я  по м нож ителю :

1 5 0 1

=  30
17 5 2 

•20 "  40  ' Т  

18 21 2

св. 27.3
2 - 2 - 3 0  
i

1 5
— 17

0 1
5 2

ПЛ 20 1
- 9 1 I 1

120

5 0 1

о : -  17 5 2 :

о 1 -  10 20 1 I
0 ! - 9 i l l ;

Теперь  м о ж е м  п р е о б р а з о в а т ь  к т р е у г о л ь н о м у  в и д у  м а т р и ц у  
третье го  п о р я д к а ,  ( с т о я щ у ю  в правом н иж не м  у г л у ) ,  прив од я  
э л е м е н т ы  с л е д у ю щ е г о  (вто рого )  с то лб ца ,  с т о я щ ие  н и ж е  д и а г о н а ­
ли,  к  н у л е в ы м  з н а ч е н и я м .  В этом с л у ч а е  уд обнее  п р е о б р а з о в ы ­
в а т ь  с толбц ы:

1 5 0  1 1 14 0  1
0 — 17 5 2 [2J +  9 [ 4 ] 0 1 5 2
0 -  10 20 1 св.  27.7 0 — 1 20 1
0 - 9 1 1 1 0 0 1 1 1
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(3) +  (2) 120

О 1
5 2

25 3

Л 1

Обозначения.
|2] +  9|4]

(4) — 3(1)
— за пись  преобразований строк определителя ,

преобразований столбцов определителя .
О с т а е т с я  п р е о б р а з о в ы в а т ь  м а т р и ц у  второго п о р я д к а ,  с т о я ­

щую в п р а в о м  н и ж н е м  у г л у ,  по лучив  последний э л ем ен т ,  с т о я ­
щий н и ж е  д и а г о н а л и ,  р а в н ы м  0 .

14

=  120

св.  27.?

0
0
о

420-

0 :

оТ

о

5

25
M i l  20

1 14 0 1
0 1 5 2
0 0 22 3
0 0 0 1

-22-1  = 2 6 4 0 .

З а м е ч а н и е  28.1.  Очевидно,  что п о с т у п а я  анало гично ,  мы 
м а т р и ц у  любого  о п р е д е л и т е л я  с м о ж е м  привести  к т р е у г о л ь н о м у  
виду .  Если она н е в ы р о ж д е н а ,  то все  ее д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н т ы  
н е н у л е в ы е ,  а если в ы р о ж д е н а ,  то по кр ай ней  мере  ее последний 
д и а г о н а л ь н ы й  э л е м е н т  р ав ен  0 .

При этом в ы д е л я ю т с я  д в а  ви д а  п р ео б р аз ова ни й  ст р о к  и 
столбц ов  м а т р и ц ы :

О п р е д  е л е н и  е 28.1.  Если в матрице строка ( с то л б е ц ) 
заменяются на ее произведение на ненулевой скаляр X, то г о ­
ворят об элементарном преобразовании матрицы первого ро­
да, если же строка (столбец)  заменяются на ее сумму с д р у ­
гой ее строкой (столбцом) ,  домноженной на некоторый ск а­
ляр, то говорят  об элементарном преобразовании матрицы  
второго рода. Преобразование матрицы, полученное пос л ед о­
вательным выполнением некоторого числа элементарных пре­
образований первого и второго рода  строк (столбцов)  назы­
вают элементарными.
По св о й с тв у  27 .3  при э л е м е н т а р н о м  п реоб раз ов а ни и  первого  

рода  о п р е д е л и т е л ь  д о м н о ж а е т с я  на с к а л я р  /,, а по с ледс тв и ю  
27.7 э л е м е н т а р н о е  п р е о б р а з о в а н и е  м а т р и ц ы  второго рода  с о х р а ­
няет  о п ре д ел ител ь .

Э л е м е н т а р н ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  м а т р и ц ы  я в л я е т с я ,  в ч а с т ­
ности,  и п е р е м е н а  м е с т а м и  д в у х  ее строк  ( стол бцо в) ,  при этом 
очевидно ,  что в си лу  св о й с тв а  27.4 о п ре д е ли т е л ь  не и зм ен ит ся  по 
абсолютной величине ,  но изменит  з н а к  на противоп оло жный.
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З а д а н и е  28.1.  В ы ч ис л и т е  о п ре д ел ите ль :

5 25 0 5 
1 - 1 2  30 4
7 15 240 19
4 3 30 7

§  29.  Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Й  М И Н О Р  
И А Л Г Е Ь Р А И Ч Е С К О Е  Д О П О Л Н Е Н И Е

Еще один удо бный  способ н а х о ж д е н и я  о п ре д ел ител ей  состо ­
ит в понижении по ря д к о в  опре д е ли те л е й ,  ко то рые  не по с р е д с т ­
венно выч исляются .  Напр имер ,  вычисление определителя  трет ье ­
го п о р я д к а  с в о д и тс я  к вы числен ию неск оль ки х  о п р е д е л и т е ­
лей  второго,  а чтобы этим методом найти о п р е д е л и т е л ь  ч е т в е р ­
того п о р я д к а ,  по тр е б у е т с я  в ы ч и с л я т ь  оп ре д ели те ли  трет ье го  
и т. д. И ног д а  т а к и м  способом, его н а з ы в а ю т  р е к у р р е н т н ы м ,  
в в о д и т с я  с а м о  понятие о п р е д е л и т е л я  ( « r e c u r r e n t i s »  ( л а т . )  — 
в о з в р а щ а ю щ и й с я ).

Чт обы и з л о ж и т ь  этот метод выч ислений ,  в в е д е м  понятия  м и ­
нора и а л г е б р а и ч е с к о г о  дополнения .

О п р е д  е л е н и е  2 9 . 1 .  М инором  м а т р и ц ы  А =  
=  Ц П  е М (  х  п), порядка k ( 1 k ^  m in  {m, n}) н а зыва ет ся  
в с я к и й  оп р е д елит ель  матрицы п о р я д к а  k, п о л у ч е н н о й  и з  мат­
рицы А в ы ч е р к и ва ни ем  п р ои з в ол ьн ы х  m  — k строк и п — k 
столбцов .

Обо зна чен ие  т а к о г о  минора:  A'fj:2')к , гд е  г,, г2, h  ~~ номера  
стр ок  минора  в м а т р и ц е  А, а /2, ... j k — номера  е го столбцов .

I О п р е д е л е н и е  29.2.  Главным минором k-го поряд­
ка матрицы А на зы ва ет с я  е г о  минор в и д а  А\22 \,  г д е

1 ^  k ^  m in  {m, п).
Тако й минор состоит из п ер вы х  k стр ок  и k ст олб цов  м а т ­

рицы.
П р и м е р  29.1.  Мино ры второго  п о р я д к а :

2 3 7 8 1 
1 2  3 4 5

( 6 7 к §  10 У  A\l= g 2 

- 2 -  3 -  7 -  8 ...... i /

—  ?  —  гла вный минор 
второго порядка
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1 23 _ I 7 8 
3 7 =  25.

' . . . ( . . . 2 - 3 - 4 ......5 Л

6 7 8 9 10 

2 3 7 8 i 

П р и м е ры  миноров т ретье го  п о р я д к а  той ж е  м а т р и ц ы :  

1 2  3 4 5 х
\ 2 3 4

=  15.А 123—234 —

Л 123. ^  -

2 3 4 
7 8 9
3 7 8

2 3 5 
7 8 10
3 7 1

О п р е д е л е н и е  29.3.  Дополнительным м и н о р ом  э л е ­
мента а) к ва дратной  матрицы А — ||aj|| e g /  (п)  н а зыва ет ся  
минор  п о р я д к а  п — 1, п ол уч енны й  в ы ч е р к и ва ни ем  г-ой строки 
и /-го сто лб ца  м а т р и ц ы  А.

О б о з н а ч а е т с я  доп олн ите льн ы й  минор к э л е м е н т у  а ‘ т а к :  М\.

aj Й2 ... « ! ...
2 2 2 л2Ц, a2 ... ai ... £Zn

fl‘, aj ... a ‘i ... aj,

a? a\ ... a ] ... a-

а \ а 2
а, а ,

а ,  а 2

=  Ж

• Э -
а его дополни-Об ратите  внимание :  э л е м е н т  обозначен

тел ьн ы й  минор м |Т |.

■ О п р е д е л е н и е  29.4.  А л г е б р а и ч е с к и м  д о п о л н е н и е м  
эл ем ента  а' н а зы ва ет с я  чи сл о  ( — 1 )‘+'М[.

О б о з н а ч а е т с я  а л г е б р а и ч е с к о е  дополнение  э л е м е н т а  а'. 
т а к :  А[ =  ( — \)i+*M[.

П р и м е р  29.2.1.  В ы чис ли м  д оп олн и тел ьн ы е  миноры и а л ­
ге б р а и ч е с к и е  дополн ения  э л е м е н т о в  м а т р и ц ы :

М\ =  ?, 
М!2 =  ?,

( - 5  §>
А1 =  ?, М? =  
^  =  ?, М* =

-5, А] 
1

= 5,
Л |= 1 .
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2. В ы чис ли м  в ы р а ж е н и я :  

а\А\ +  а\А'\= 1 -3 +  2 - 5 =  13, а\А] +а>А\ =  2-Ь +  ?>-1 =  13,

а\А\ +  а\А | =  ?,

а\А\ +  а2,А 2/i |
2 А 1

1 -2 +  2 -( — 1) =  0 , 

- 5 - 3 4 - 3 - 5  =  0,

a\Ai +  a iA i=  I -?  +  ( - 5 )  

а'}А | f  d\A2 =  2 • 3 -(- 3 •( — 2 ) =  0 .

3.  det  Л: 1 2
- 5  3 =  1 - 3 — 2 -( 13.

1 2 2\
З а д а ч а  29.1 .1 .  Д л я  м а т р и ц ы  ( — 5 3 3 ).

1 0  4 /
1. Вы чис лите  д оп олн и те льн ы е  миноры и а л г е б р а и ч е с к и е  д о ­

полнения элементов :
м ! Af I =  ?,
М ‘ =  ?, М 2 =  ?, 
Мз =  0, М ‘ = 1 3 ,

Af? =  ?, 
Af? = ■2,

л| =?, 
л 2= ?,

М2 = 1 3 .

Л? =  ?,
Л ^ = ? ,

2Л з =  0, Л з =  — 13,

л :; =  ?,
Л2 =  2,
Л з =  13.

2. Вы чис лите  зн а ч е н ия  в ы р а ж е н и й :
а\А\ +  а 2Л | -+- а̂ А'1 =  ?, 

а\А\-\- aiA‘i-\- alAi =  ?, 

! А! +  а\А -(- а',!Л =  ?.

3. Вы чис лите  о п ре д е ли т е л ь  м а т р и ц ы :

1 2 2
|Л| = — 5 3 3 

О 4
П р е д ы д у щ и е  вы числ ен ия  п озво ляют  з а м е т и т ь  у д и в и т е л ь н у ю  

особенность:  в одних  к о м б и н а ц и я х  эл е м е н т о в  и а л г е б р а и ч е с к и х  
дополнений п о лу ч ал и  о п ред ел и те л ь  м а т р и ц ы ,  в д р у г и х  — 0. Эти 
зак он омер но ст и  в общем с л у ч а е  и с о с т а в л я ю т  с о д е р ж а н и е  т ео ­
рем о р а з л о ж е н и и  и ло ж но м  р а з л о ж е н и и .

Теор еме  о р а з л о ж е н и и  о п р е д е л и т е л я  п р ед п о ш л ем  л е м м у .
Л е м м а  29.1.  Если в с е  элементы п о с л е д н е й  строки  ( столб­

ц а ) о п р е д ел и т ел я  матрицы А, кроме ,  быть может, п о с л е д н е г о ,  
ра вны  0, то det  Л =  а"М" =  а"„Апп.

З а д а ч а  29.1.2.  Д о к а ж и т е  л е м м у  29.1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  все  э л е м е н т ы  последней строки 

р ав н ы  0 , кр оме  апп.

det  А =  det  II а\ опр. 26.1
I  ( s i g n  т)
eS„

a ; ma т (2) * (п)'
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Р а з о бь е м  с л а г а е м ы е  на д в е  гр уп пы :  в п ер вую  отнесем все те 
из них, которые  имеют п о дс тан о вк и  инд екс ов  вида :

/ 1  2 3 ... п — 1 п\
\т ( 1) т ( 2 ) т (3 )  ... т  ( п — 1) п ) ’

т. е. т а к и е ,  что х (п )  =  п, а во вторую — все ост ал ь ны е .  Тог да  

det  А =  £  ( s i g n  т)  а\,{1]а2Г{2) ... а" +  0=̂ =

( з д е с ь  т/ — п о д с т а н о в к а  м н о ж е с т в а  Р ( п — 1) =  {1, 2, ... п — 1}) 

=  (  У ( s i g n  х7) а 1 а 2 ...а" \ а п„ =  Мппа"п =  А"па"п.
(  ^  S  т' < 1) I ' ( 2 )  Т' ( л - 1 )  )

Д л я  с толб ц а  д о к а з а т е л ь с т в о  аналогич но .  ■

С л е д с т в и е  29.1.  Если в с е  элементы к а к о й - л и б о  строки А‘ 
или столбца  Л матрицы А ра вны  нулю,  кроме ,  быть может, а), 
то det  Л =  а ' Д ' =  ( — 1 )'4 'а)Щ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Р а с с м о т р и м  « с л у ч а й  с тр о ки » .  П у с т ь  
А =  \AS\ <=gl (п)  и с т р о к а  Л' имеет  тольк о  один ненулевой э л е ­
мент  а).

Чтобы мо ж н о  было  в о с п о л ь з о в а т ь с я  п р е д ы д у щ е й  л ем мо й ,  н а ­
до п р е о б р а з о в а т ь  det  Л == | |  к виду :

* *

0 0 ... 0 а)
т. е. « п е р е д в и н у т ь »  с т р о к у  Л, и с толб ец  Л ; на по следние  ме ст а .

det  Л =  | Л | =

а\ а\ ... а) ... a\
2 2 а\ ai  ... ... ai

а\ ' a i r 1... a - 1 ... a ‘- ]

0 0 „О «;■ 0.. 0

а\+ 'a'2+1... a '+ 1 ... a ' +1

a'l а" ... a"
I

. . .  a*
I

Л 1
А2

А‘~
А'

Л -+1

А"

Если п е р е с т а в и т ь  с р а з у  строки  Л' и А", то п о ря до к  с т р о к  по­
сле  этого  б у д е т  с у щ е с т в е н н о  отличен от их п о р я д к а  в миноре
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М ‘ . По это му  б у д е м  п е р е ст а но в к и  д е л а т ь  последов ате льно :  А' с 
Л '+1, з а т е м  с А1 + 2 и т. д.  По оконч анию всех  т а к и х  пер ес та но во к  
получим тот ж е  поряд ок  строк ,  что в миноре М). Тогда

|Л| =

а ! а'2 а\ ... а\
2 2 2 9а, а 2 ал ... а ;

а | и2 а з

а, а 2 a'j ... а"

А'
А2

А‘-
А‘

А‘+1

Л " - ]
Л"

сн. 27.4

- ( —  1 )"-

= ( - 1)

а] о4 
2 2 ат

а, а.

а\+'а‘2+'.

а а.

О О ..О

^ Г 1

7i-f-1

л 1
л 2

Л ' - 1

Л-+1

Л'

Л « - 1

Л"

= ( - 1)2

л 1
л 2

А‘~1 

А‘+1

Л '+2

[ Z

л л

у +1
поступим аналогично 

со столбцами матрицы

J
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_ ( __ j ) (я —0 + (л — /)

а\ а'2 ... ... а\ )2 2 a  t а\ ... ... а*И 4

а\~1 а2~1 ... ... а ; . - 1

а',+ | а ‘2+| ... ... а ‘.+ а ‘+'

а" а 2 ... ... а;

1

0 0 ... ... 0

=  ( - ! ) < .(л — i )  +  ( n  — j )[а) Мпп2 = а ) ( - \ ) ‘+1 М[ =  а) А[.
( з д е с ь  Мпп — доп олн ите льн ы й  минор послед него  э л е м е н т а  п о с л е д ­
ней строки ,  полученной в р е з у л ь т а т е  п реоб раз ов а ни й  м а т р и цы ) .

2. « С л у ч а й  с т о л б ц а »  с в о д и т с я  к п р е д ы д у щ е м у  т р а н с по н и ро ­
ва н и е м  м а т р и ц ы .  □  

Теперь перейдем к д о к а з а т е л ь с т в у  основной теоремы лекции:  
Т е о р е м а  29.1 (о р а з л о ж е н и и ) .  Опре д елитель  мат­

рицы р а в е н  с ум м е  п р о и з в е д е н и й  в с е х  эл ементов л ю б о й  е е  стро­
ки (или столбца )  на их а л г е б р а и ч е с к и е  д о п ол н ени я .

(29 .1 )

д л я  л ю бы х  (A, k) е gl ( п )Х  Р  (п).
В тензорной с и м в о л и к е  ус л ов и е  (29 .1 )  з а п и с ы в а е т с я  короче:

det  A — afA‘k =  a'kA*
Д о к а з а т е л ь с т в о  пр ов ед ем  д л я  р а з л о ж е н и я  по строке ,  

д л я  с л у ч а я  ст о лб ц а  оно анало гичн о .
1. С т р о к у  Ak м а т р и ц ы  A ^ g l(n )  п р е д с т а в и м  су м м о й  строк  

вида :
Ak =  (aki а2 ... а кп) =  (а\ 0 ... 0 )  +  (0 а\ ... 0 )  + ... +  (0  0. .0 а*).
2. de t  А по с в о й с тв у  27 .?  п р е д с т а в и м  в виде  с у м м ы  о п р е д е ­

лит елей :

de t  А —

а| а\ .
■в Г. а ) .

■ al
а? а\ . •а*

а 2 . . а ) . ■а*.

а" а 2 . . а ) . • <
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а\
ai

а \ . 
а 2 .

. а | .
■а,-

• а\ 
■ai

а\ а 2 ... 
2 2 а ,  а2 ... i -а ] .

■ а' 
■ai

а\
ai

а>2.
al  .

а'. а
. а, .

■ а\ 
■ai

+ +  . . +
а\ 0 . . 0 . . 0 0 ак 0 0 0 0 . . 0 .. а'!,

а 1 а\ . .. а" ant а п2 .. а " . а". Ып ai ап, . . а'; .. а:
3. К а ж д о е  из с л а г а е м ы х  п р е д ы д у щ е й  с у м м ы — о п р е д е л и ­

тель ,  р а в н ы й  с о гл а с но  сл е д с т в и ю  29.1 произ вед ению ненулевого  
э л е м е н т а  его со ответ ст ву ю щ ей  (в ы д е л е н н о й )  строки на его а л ­
г е б р а и ч е с к о е  дополнение ,  с л е д о в а т е л ь н о :

det  Л =  а\А\-\- а к2А1 -\-... акпАпк 
д л я  любого  k^{\,  2

4. При ан ал огичном  р а з л о ж е н и и  по с то лб ц у  получим:
d e i A = a ' kAk +  a2kAk +  ... +  alAkn. и

З а д а н и е  29.1.  В ы ч ис л и т е  опре д е ли т е л ь ,  р а з л а г а я  его по 
ст роке  или ст олб цу ,  п о д у м а й т е ,  к а к у ю  с т р о к у  или с толб ец  д л я  
т а к о г о  р а з л о ж е н и я  уд обнее  в з я т ь ?

3 1 — 1 2
- 5 1 3 — 4

2 0 1 0
1 - 5  3 3

З а м е ч а н и е  29 .1* .  Т ео рема  29.1 — ча с т н ы й  с л у ч а й  т е о р е ­
мы Л апл а с а  о  р а з л о ж е н и и  оп р е д ел ит ел я ,  д л я  ее фо рм ул ир овк и  
п о тр е б у е т с я  понятие  дополн ительного  минора  к минору  м а т р и ­
цы и его а л г е б р а и ч е с к о г о  дополнения :

О п р е д е л е н и е  29.5.  Дополнительным минором минора 
Л ’̂ ' ^  п о р я д к а  k ква дратной  матрицы А =  ||«'|| ^ g l ( n )  н а з ы в а ­
ется минор п о р я д к а  п — k, п ол у ч ен ны й  в ы ч е р к и в а н и ем  и з  мат­
рицы строк и столбцо в  минора  Л ‘! ‘/_

О б о з н а ч а е т с я  доп олн ител ьны й  минор с л е д у ю щ и м  образ ом :  
М/|/2 /#

Если д ополнительный к м и н о р у  Л^'Д’1* минор домножить на

( — 1)
Л + Л + ‘2 + /2 + -  + <к +  /*, то б у д е м  иметь алгебраическое допол­

нение к минору A }J2 ' jk.

О б о з н а ч а е т с я  а л г е б р а и ч е с к о е  дополнение  минора :  Л ^ - . v  
Т а к и м  о б р аз о м ,
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Т е о р е м а  29 .2  ( Л а п л а с а ) .

do. л - 1 а ) х х (29.2}

г д е  1 ^ г 1< г 2< . . . < 4 ^ л> 1 ^ / i  < /г<••■< /*  а  с уммирование  
в е д ет с я  п о  в с ем  кортежам ( i u i2, ... ik) длины k с  фик сиро ванным  
корт ежем  н о м е р о в  столбцо в :  ( / ь /2, « ли  по всеж
кортежам  (/, ,  /2, ... /*> с  ф ик си р о ванны м  корт ежем  н о м е р о в  
строк: ( г,, /2, ... г4) .  Причем их элементы у п о р я д о ч е н ы  по  в о з ­
растанию.

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой те о р е м ы  довольно сл ож но  и объемно ,  
поэтому  в н а с т о я щ е м  к у р с е  оно не приво дит ся .

Т а к ,  р а с к л а д ы в а я  о п р е д е л и т е л ь  четвертого  п о р я д к а  «по  в е р ­
т и к а л и »  по м ино рам  второго п о р я д к а ,  мы д о л ж н ы  ф икс ирова ть  
д в а  с то лб ца ,  н а при м ер :

1 2  3 4 1 3
5 6 7 8 , з а т е м ,  в ы ч е р к н у в  их: 5 7
°  0 1 0 0 1

3 5
3 4 5 6

со с т а в и т ь  все  в о з м о ж н ы е  миноры второго  п о р я д к а :

1 3
5 7 =  - 8 , Д ‘43 = 1 3

О 1 =  i,
1 3
3 5 =  — 4,

А 23- 5 7 
О 1

. с: л 2 4 ___I 5 7
- О ,  /1 24 --- 3  5 =  4, У1* = О 1

3 5 3.

З а т е м  надо  со с т а в и ть  все  их д опо лн ительны е  миноры,  дл я  
этого в ы ч е р к и в а е м  поочередно по д в е  строки в в ы ч е р к н у т ы х  
столб цах .

2 4 

6 8 
б d 
4 6

и в ы ч и с ля е м  опред елител и :  

= 0 , MfМ]\- 0 о
4 6

М% =
2 4 
4 6 =  - 4 ,  М£ =

24 6 8
13 — 4 6

24 2 4
24 — 0 0

=  4, М]\--

=  0, М%--

6 8 
0 0

2 4 
6 8

На хо ди м а л г е б р а и ч е с к и е  дополнения ,  д о м н о ж а я  на — 1 в со ­
отв ет ст вую щ ей  степени :
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Л24 — ^ 12—

Л24-1 .ч -

Л24 —/*23 —

Л24-л 24 -

А24—*1 .44 ----

_  1 )2 + 4-Н+ 2

__  J 2̂ + 4 + 1 + 3

__  J )2+4+1 +4

_  j у> + 4 + 2 + 3

__  J \2 + 4 + 2 + 4

_  j 2̂ + 4 + 3 + 4

0 0
4 6

6 8
4 6

6 8
0 0

2 4
4 6

6 8
0 0

2 4
6 8

0 = 0, 

=  4,6 8 
4 6

=  - 0  =  0 .

= 0,

2 4 
4 6

2 41 
6 8

=  4,

Тепер ь  с о гл а с но  т ео реме  Л а п л а с а  мо ж н о  з а п и с а т ь :

d e t  Л  =  Л 24Д ? 2 +  А 24Л ? з  +  Л 24Д  14 + Л 24Л 23 +  А 24Л 24 +  Л 24Л 34 =

=  ( — 8 ) • 0 + 1 - 4 +  ( — 4 ) - 0  +  5 - 4  +  4 - 0  +  ( — 3 ) - 8  =  0.

Н ес ло ж но ,  в ы ч и с ли в  этот  о п р е д е л и т е л ь  д р у г и м  способом, н а ­
пример ,  р а з л о ж е н и е м  по треть ей  с т р о к е  или прив ед ени ем  его 
м а т р и ц ы  к т р е у г о л ь н о м у  виду ,  у б е д и т ь с я  в его р а в е н с т в е  0 :

1 2  3 4
5 6 7
0 0 1 0
3 4 5 6

=  0 .

Вы ч исл ен и я  оп ред ел и те л ей  общего  ви д а  дово льно  с л о ж н ы ,  
т а к и е  р а з л о ж е н и я  с примен ением  ф о р м у л ы  (29 .2 )  ( т е о р е м ы  Л а п ­
л а с а )  полез нее  п р и м е н я т ь  в тех с л у ч а я х ,  к о г д а  о п ред ели тел ь  
имее т  много нулей ,  н а при м ер ,  целый блок,  и они удоб но  р а с п о ­
л о ж е н ы .

С л е д с т в и е  29.2.  Если м а т р и ц а  С т а к о в а ,  что:

С- Л *
О В

гд е  Л е ^ ( и ) ,  B e E g l ( n ) ,  C(EiM (т х п ) ,  
то det  С =  det  Л • det  В.

Т е о р е м а  29 .3  (о л о ж но м  р а з л о ж е н и и ) .

I  а > К  =  0, I  а )АЧ =  0 (29 .3 )

при любых  {/, k ) c z P ( n )  д л я  А =  \\а\\\ <=gl (п).
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Т. е. с у м м а  произве де ний  всех  э л е м е н т о в  строки ( с т о л б ц а )  на 
а л г е б р а и ч е с к и е  дополн ения  со о т в е тс т в у ю щ и х  э л е м е н т о в  др уго й  
ст роки  ( с т о л б ц а )  р а в н а  0 .

Аналоги чн о т е о р е м е  29.1 в тензорной с и м в о л и к е  ее ус л ов и я  
в ы р а ж а ю т с я  т а к

а М *  =  0 и а)АЧ =  0  (29 .4 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Д л я  м а т р и ц ы  А =  ||а'|| ^ g l  (п)  р а с ­
см отри м  в ы р а ж е н и е :

a[A‘k =  а[А1к-1- а'оА~к ... +  а'пА пк.
Оно похоже  на р а з л о ж е н и е  о п р е д е л и т е л я  по А-ой стр оке ,  если 

п р ед п о ло ж и ть ,  что в нем 6 - а я  с т р о к а  Ak з а м е н е н а  на А\ но по 
с л е д с т в и ю  27 .3 т а к о й  о п р е д е л и т е л ь  нулево й ,  к а к  имеющий д в е  
р а в н ы е  строки.  Д е й с т в и т е л ь н о :

А'
А2

0 =

a iа\
al
а\ а3

. . .  а ;
CL.. . LI п

а\ 4 4 ... а '

а\~х а * " 1 a f : .  а Г
а\ 4 4 ... а'п
а\+' 4 +| 4 + ' ак+1. . .  и,п

а 1 а\ 4 ап. . .  Ып

А'

А*-1
т

1

А"

=  a[Aik =  a\A\ +  al2Al +  ... +  ainAl.
2. С л у ч а й  р а з л о ж е н и я  по с толбц у :

:a)Akl +  a2Ak2 +  ... +  a"Akn =  0а)Акг -
д о к а з ы в а е т с я  ан ал о ги ч н о  или т р а н с п о н и р о в а н и е м  м а т р и ц ы  с в о ­
д и т с я  к п р е д ы д у щ е м у .  ■

§  3 0 * . Т Е О Р Е М А  ОБ О П Р Е Д Е Л И Т Е Л Е  
П Р О И З В Е Д Е Н И Я  М А Т Р И Ц

Еще один способ в ы ч и с ле н и я  о п ред ел и тел ей  основа н  на н а ­
х ож д ен ии  о п р е д е л и т е л я  п р ои з ве д ен ия  м а т р и ц  по о п р е д е л и т е ­
л я м  с о м н о ж и т е л е й .  Р а с с у ж д е н и я  б у д у т  о п и р а т ь с я  на ф а кт ,  о т ­
меченный в §  28 ( з а м е ч а н и е  28.1) ,  что л ю б а я  м а т р и ц а  э л е м е н ­
т а р н ы м и  п р е о б р а з о в а н и я м и  п р и в о д и м а  к т р е у г о л ь н о м у  ви ду .

Н а п о м ни м ,  что через обозначается  ма трица  со всеми ну левыми э л ем е н ­
тами,  кроме стоящего  на пересечении г-ой строки и /-ото столбца ,  равного 1.



§ 30.  О п р е д е л и т е ль  п р ои з ве д ен ия  м а т р и ц

Полезно ещ е з а м е т и т ь ,  Что £ ' . £ j  =  6*£‘t ( г д е  б * -  символ Кро-
н е к е р а  зн а ч е н и е  котор ого  1 при k =  j  и 0 при *=/=/), т.  е.

/’ * но Ej'Es -^О при k ф /', в частности ,

£*•£*  =  £*, но £ ; . £ '  =  0 при 1ф}.  ( 3 0 . * )

О п р е д е л е н и е  30.1 . Элементарными называют ква драт ­
ные матрицы в и д а  Е~\-Щ с A e R .  При / =  / эл ем ентарную  
матрицу на зывают элементарной матрицей первого рода, а 
при 1 ф  j  — второго .

первого  рода
к

(\  0 ... 0 0 0 ... 0 о\
0 1 ... О О О ... 0 о

О О . . . 1 0  О ... 0 о
О 0 ... О (1 о ... о о
о о ... О 0 1 ... О о

О 0 . . . 0 0 0 ". Г  О
уО 0 . . . 0  0 0 ... О 1

7

второго рода

у /
М  О .. О .. О о о .. о о \ 

О 1 .. о .. о о о .. о о

о о .. Г .  о У  о .. о о
о о .. о .....................о о

О О .. О .. О I о .. о о

О О ..О ..О О О . .1 о
у о  о .. о .. 0 0 0 .. О 1/  

Е +  Щ ,£ +  ( ц — 1) £*> г Ф  /,

Очевидно,  что э л е м е н т а р н ы е  м а т р и ц ы  н е в ы р о ж д е н ы  и 

d e t ( £ ' 4- ( ( i _  ц ^ О ,
а

det  (£-f-A,£'.)=L 1, при г ф /. ( 3 0 . * * )

М о ж н о  у б е д и т ь с я  и в том,  что т а к и е  м а т р и ц ы  о б р а т и м ы  и

( £  +  (Ц- 1) £ * ) " '  = £ - | - ^ i — Л  £* при ц = ^ 0 ,
( £  +  * £ } ) - W ^ £ ; 4,1 при -1 Ф 1

З а д а ч а  30.1 .1.  П р о ве р ьт е  п р е д ы д у щ и е  р а в е н с т в а ,  исполь­
з у я  св о й ст ва  операций  в матричной а л г е б р е  g l (п)  и свойства  
о преде лителей .

( £  +  ( ц - 1  ) £ * ) • ( £  +  ( ! _  l )  £ * ) = ?  ( £  +  * , £ ■ ) . ( £ - * , £ * ) = ?

d e t ( £  +  ( ^  — 1) £ * )  =  ? d e t ( £  +  A,£‘ ) =  ?.

Д л я  э л е м е н т а р н ы х  м а т р и ц  и п рео бр аз ов а ни й м а т р и ц  имеют 
место  л е м м ы ,  о тм е ча ю щ ие  их связь -

Л е м м а  30.1.  Элементарное  п р е о б р а з о в а н и е  матрицы п е р ­
в о г о  р о д а  у м н о ж е н и е  е е  k-ой строки ( столбца )  на чи сло  X 
р а в н о с и л ь н о  ум н о ж ен и ю  на эти матрица с л е в а  ( с п р а в а )  матри­
цы в и д а  Е-\-(Х— \) Ekk. ’
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Причем,  это у т в е р ж д е н и е  верно,  вообще говоря,  не тольк о  
д л я  к в а д р а т н ы х  м а т р и ц :  если Л е М ( ш х п ) ,  то ее п р е о б р а з о в а ­
ния первого  рода  д л я  стр ок  о б е с п е ч и в а ю т с я  д о м н о ж е н и е м  с л е в а  
на А к в а д р а т н о й  м а т р и ц ы  Е-\-(Х— 1 )E kk^ M ( m ) ,  а столбц ов  — 
д о м н о ж е н и е м  с п р а в а  на А к в а д р а т н о й  м а т р и ц ы  того ж е  в и д а ,  но 
п о р я д к а  п.

В с п р а в е д л и в о с т и  этой л е м м ы  мож но у б е д и т ь с я  н е п о с р е д с т ­
вен ны м вы ч и с ле н и е м  пр оизведений м ат ри ц :  (Е-\-(Х— 1 )Ек)-А и
Л • (£  +  ( * , - 1 )£* ) .

С л е д с т в и е  ЗОЛ. Для {(Е-\-(Х — 1) Ekk), A } c z g l  (п)  и >.=^0 
det ( ( £  +  (*, — 1 ) £ J ) - Л )=£=*, det Л =Ldet (Л . ( £  +  (А, — l ) £ j ) ) .  ♦

Л е м м а  30.2.  Элементарно е  п р е о б р а з о в а н и е  матрицы вто­
р о г о  р о д а  — с л о ж е н и е  е е  i -ой  строки ( i - о г о  столбца ) с  j - ой  
строкой  ( j -ым столбцом) ,  у м н о ж ен н о й  на чи сл о  X, р а в н о с и л ь ­
н о  ум н о ж ен и ю  на эту матрицу с л е в а  ( с п р а в а )  эл ем ентарной  
матрицы втор о г о  р о д а :  Е -|- ХЕ'Г

Это у т в е р ж д е н и е  т о ж е  верно не то ль к о  д л я  к в а д р а т н ы х  м а т ­
риц: если /1е  М (т  х  п), то ее п р ео б р а з о в а н и е  второго рода 
о б е с п е ч и в а е т с я  д о м н о ж е н и е м  с л е в а  на Л к в а д р а т н о й  м а т р и ц ы  
£ - | - Ц е Л 1 ( т )  при изменении строк ,  а столбцов  — д о м н о ж е н и ­
ем с п р а в а  на Л к в а д р а т н о й  м а т р и ц ы  £ - f l £ J e M ( n ) .

З а д а ч а  30.1 .2 .  Д о к а ж и т е  л е м м у  30 .2  д л я  A ^ g l ( n ) .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  {{Е-\-Х£'),  A ) c z g l ( n )  и /=И=/.

1. П р о и зв е д е н и е  с л е в а  э л е м е н т а р н о й  м а т р и ц ы  на да нн ую :

(Е +  ХЕ‘ )-А =  Е-А +  ХЕ)-А =
i

/о о .. о .. о о .. о о\ 
о о .. о .. о о .. о о

а| а\ ... a'k ... а,
9 2 2 ‘а\ а\ ... а к ... а\

п
2
п

А +  Х .........................................
о о . . о . . о  о . . о  о 
о о. .  0 .. О X. .  о о 
о о .. о .. о о .. о о

а\ а'2 ... а'к ... а'„

о о .. о .. о о .. о о 
\о о . . о . . о  о . . о  о

/о о ... о ... о\
О 0 ... 0 . . . 0

+  А,
а\ а^ ... а ‘к ... а ‘„ а\ а ’2 ...а'к ... а>п

уо  0 ... 0 . . . 0/
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2. А прои зве де ние  с пр ава  э л е м е н т а р н о й  м а т р и ц ы  на м а т р и ц у  А: 

А-(Е +  Щ )  =  А-Е +  А - Щ  =  А + А - Щ
п р е д ы д у щ е м у ,  если з а м е т и т ь ,  что м а т р и ц а

30.2.  Д л я  {(Е-\-ХЕ‘\  A} c z g l ( n ) при

♦

м о ж н о  све сти  к 
( А - Щ) Т =  ХЕ[А.

С л е д с т в и е

det  ((Е +  Щ)-А)±= d e t  A =Ldet (А • ( £  +  *,£{)).
З а м е ч а н и е  30.1.  Н е с л о ж н о  п о к а з а т ь ,  что э л е м е н т а р н о е  

п р е о б р а з о в а н и е  м а т р и ц ы  — п е р е с т а н о в к а  д в у х  стр ок  ( столбцо в)  
т а к ж е  п р е д с т а в и м о  в виде  неск оль ки х  пос ле д ов а те л ь н о  в ы п о л ­
ненных э л е м е н т а р н ы х  п р е об р а з ов а ни й  первого  и второго рода .  
А именно:  п е р е с т а н о в к у  i -й и /-й с тр о к  м а т р и ц ы  А м ож н о  о с у ­
щ ес твить  с л е д у ю щ и м  о б р аз о м :  п р иб ав и м  к /-й ст роке  /-ю с т р о ­
к у  ( э л е м е н т а р н о е  п р е о б р а з о в а н и е  второго рода :  до м н о ж е н и е  
с л е в а  £  +  £ ;  на м а т р и ц у  А), з а т е м  в ы ч тем  из /-Й строки новой 
м а т р и ц ы  ее у-ю с т р о к у  ( д о м н о ж е н и е  с л е в а  м а т р и ц ы  Е — £'■ на 
п р е д ы д у щ е е  произ вед ение) ,  в полученной м а т р и ц е  п р и б а в и м  к 
/-й ст р о ке  г-ю ( д о м н о ж е н и е  с л е в а  м а т р и ц ы  £ +  £'•), сменим  з н а к  
в г-ой с троке  последней м а т р и ц ы  ( э л е м е н т а р н о е  п р е о б р а з о в а н и е  
первого  рода :  д о м н о ж е н и е  на м а т р и ц у  Е — 2£') .

Т а к и м  о б р а зо м  получено,  что п е р е с т а н о в к а  д в у х  стр ок  м а т р и ­
цы ( i -й и /-й) р а в н о с и л ь н а  д о м н о ж е н ию  на нее с л е в а  п р ои з ве ­
дени я  матр иц:

•£'  +  £'  +  £ '  =S') (£ — £ { ) (£ ■f£' ) =  £ —

/ i / \
1 о . . 0 0 0 . 0 0 0 . . 0 o '
0 1 . . 0 0 0 . 0 0 0 . . 0 0

0 0 . i "o’"о . 0 "o' 0 ’ ’ 0 0
0 0 .. . 0 0 0 . 0 1 0 . . 0 0
0 0 .. . 0 0 1 . 0 0 0 . . 0 0

0 0 .. . 0 0 0 . 1 0 0 . . 0 0
0 0 .. 0 1 0 0 (J 0 . . 0 0
0 0 .. 0 . 0 0 0 0 1 . . 0 0

0 0 ." 0 . о" 0 "o' o' 0 " ' i 0

V0
0 .. 0 . 0 0 0 0 0 .. . 0 V

Н е с ло ж н о  у б е д и т ь с я ,  что эта  м а т р и ц а  н е в ы р о ж д е н а .  ф 
Если по лученную м а т р и ц у  у м н о ж и т ь  с п р а в а  на п р ои з во л ь ­

ную м а т р и ц у  А, то поменяют ся  м е с т а м и  ее i -й и /-й с т о л б ­
цы.
9 В. Т. Петрова
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Основной те о р е м е  этого  п а р а г р а ф а  п редп ошлем  еще д в а  
у т в е р ж д е н и я ,  ко то р ы е  п р и в о д я т с я  без  д о к а з а т е л ь с т в :

У т в е р ж д е н и е  30.1.  Если строки (столбцы) квадратной  
матрицы не являются линейно зависимыми, то она представима  
в виде произведения элементарных матриц.

У т в е р ж д е н и е  30.2.  Если строки (столбцы) квадратной  
матрицы линейно зависимы, то она элементарными преобр азо­
ваниями (домножением на элементарные матрицы) сводима к 
матрице с нулевой строкой (столбцом).

З а д а ч а  30.2.2.  П р е д с т а в ь т е  в виде  прои зве де ния  э л е м е н ­
т а р н ы х  м а т р и ц  м а т р и ц у

И - з ! >
Единств енно ли т а к о е  р а з л о ж е н и е ?

Указание :  см.  л е м м ы 30.1 и 30.2.
Т е о р е м а  30.1.  Определитель произведения д ву х  матриц  

равен произведению их определителей.
det  (А ■ В )  =  det  А ■ det  В (30.1)

Д  о к а з а т е л ь с т в о. П у с т ь  {A, B } c z g l  (п). Р а с с м о т р и м  с н а ­
ч а л а  неск оль ко  ча с т н ы х  с л у ч а е в ,  в ы б и р а я  л е в ы й  м н о ж и т е л ь  
( м а т р и ц у  А)  спец иал ьн ого  вида .

1. П у с т ь  м а т р и ц а  А первого  рода :  А =  Е +  (^4 — 1) Ekk 
В=\\Ь‘ \\.

det  А Ш ^ ^ О ,

в то ж е  в р е м я

det  (А- В) det В det  A det  В.

2. П у с т ь  л е в ы й  м н о ж и т е л ь  — м а т р и ц а  второго  рода :  
А = Е - \ -  Щ ,  i Ф]\ В =  || Ь) ||. Тогда

det ( А- В)  CJ'-3 0 ' det  В =  1 det  В =  det A det В.

Т а к и м  о б р аз о м ,  д л я  ле во го  с о м н о ж и т е л я  в виде  э л е м е н т а р  
ной м а т р и ц ы  любого  рода  теорема  д о к а з а н а  и м о ж е м  перейти 
к более с л о ж н ы м  с л у ч а я м .

3. П у с т ь  строки м а т р и ц ы  А не я в л я ю т с я  линейно з а в и с и м ы  
ми, т о г д а  по у т в е р ж д е н и ю  30.1.

А ~  А | • А ■... ■ А р,

гд е  м а т р и ц ы  A k — э л е м е н т а р н ы е .  З а м е н и м  м а т р и ц у  А ее р аз л о  
ж е н и е м  в п рои зве де ние  э л е м е н т а р н ы х :
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det (Л • Д ) =  det  ((Л | • До• •  Л ;,) - В )  =  -A,-Av ...-Af 

=  det  ((/1, ■ A') - B)=i= det  (A] -(A' ■ В))2= det  Л, det  (А’ -В)  =
d e s

det Л , det  ( ( Л , • Л , • . . . Ap)■ В )2=

2= det  Л,  det  Д 2 det ( ( Л -.. .  • Ap)- H).

П о в т о р я я  этот  процесс ,  « о т щ и п ы в а я »  за  к а ж д ы й  ш а г  по со ­
м н ож ител ю ,  в конце  концов  (посл е  р  ш а г о в )  получим,  что 
det  (Л • В ) =  det  А, det  Л 2 ... det  Ар 2 det  Ар , det  Ар det  В.

Тепер ь  в о с п о л ь з у е м с я  д о к а з а н н ы м  в п. п. 1 и 2 у т в е р ж д е н и ­
ем т е о р е м ы  д л я  с л у ч а е в  л е в ы х  мн ож ител ей  — э л е м е н т а р н ы х  
м а т р и ц ,  п р и м е н я я  ее к м а т р и ц а м  Ар_ и Ар 2, ... Л2, Л,.

det  Л, de l  Л 2 ... det  Л _2 det  Ар , det  Лр det  В —

=  det  А | det  Л2 ••• det  Ар_ 2 ( det  Лр_ , det  Ар) det  В 2=
2= det  Л | det  А2 ... det  Ар _2 det  (Ap_ r Ap) det  В 2=

2= det Л | det  Л2 ... ( det Ар_2 det  (Ар_, -Ар)) det  В 2=
=̂= det  Л | det  Л 2 ... ( de t  ( Л р_ 2-Л р_ ,  -Ар)) det  В.

П о в т о р я я  этот  процесс ,  и т еп ер ь  к а ж д ы м  шагом п рис оед и ­
няя  по с о м но ж ите лю ,  получим по окончанию,  что

det  (Л - S )  =  dct (Л Л.. . . .  Ар_ уАр)<\& 5=^ det  Л det В.

Теперь  т е о р е м а  д о к а з а н а  и д л я  с л у ч а я  произвольной м а т р и ­
цы Л, строки которой не я в л я ю т с я  линейно з а в и с и м ы м и .

4. П у с т ь  строки м а т р и ц ы  A ^ g l ( r i )  линейно з а в и с и м ы ,  по 
св о й с тв у  27.6 она в ы р о ж д е н а ,  т. е. d e ^ = 0 ,  поэтому  в этом 
с л у ч а е  д о к а з а т е л ь с т в о  соотношения (30.1 )

det  (А ■ В)  =  det  Л det  В
с в е д е т с я  к д о к а з а т е л ь с т в у  того,  что d e t ^ - B )  =  0 . ф

С о г л а с н о  у т в е р ж д е н и ю  30 .2 н а й д у т с я  э л е м е н т а р н ы е  м а т р и ­
цы {Л,, Л 2, ... Ap} c z g l  ( « )  и м а т р и ц а  C<=g l ( n )  с нулевой строкой
( а  значит ,  d e t C  =  0 ) т а к и е ,  что

Аг Аг .. . -Ар -А =  С. (30.***)

З а м е т и м ,  что, если обе части  этого  р а в е н с т в а  д о м н о ж и т ь  
с п р а в а  на м а т р и ц у  В,  то получим

(Аг А2-. . . -Ар - А) - В =  С- В,
||>

(А{- Л,, - ... ■ АР)-(А ■ В)  =  С ■ В.
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При этом det  ( ( Л , • /12* . . . -АР)-(А • В) )  — det  ( С - В)^=0. В свою 
очередь

det  ((Л,  • Л2 - ... • Л р)*(Л - f i ) )  =  det  Л , det  Л2 ... det  Ар det  (А-В) .

С л е д о в а т е л ь н о ,

det  Л,  det  Л 2 ... det  Л,, det  {А - В)  — О.

О т к у д а  d e t ^ - B )  =  0 и т е о р е м а  д о к а з а н а  и д л я  с л у ч а я  левого  
м н о ж и т е л я  — м а т р и ц ы  Л с линейно з а в и с и м ы м и  с т р о к а м и .

5. С л у ч а и  м а т р и ц ы  Л с линейно н е з а в и с и м ы м и  или з а в и с и ­
м ы м и  ст о л б ц а м и  мо жн о  р а с с м о т р е т ь  анало гичн о .  Н и ж е  мы д о ­
к а ж е м ,  что л и н е й н а я  н е з а в и с и м о с т ь  или з а в и с и м о с т ь  стр ок  в л е ­
чет лин ейную н е з а в и с и м о с т ь  или, соответственно ,  з а в и с и м о с т ь  
столб цов  и наоборот.  Это позв оля ет  у т в е р ж д а т ь ,  что по с у щ е с т ­
ву  п.п. 1— 4 с о с т а в л я ю т  полное д о к а з а т е л ь с т в о  те о р е м ы  об о п р е ­
д е л и т е л е  произве де ния  д в у х  м а т р и ц .  ■

§  31.  Н Е О Б Х О Д И М О Е  И Д О С Т А Т О Ч Н О Е  
У С Л О В И Я  О Б Р А Т И М О С Т И  М А Т Р И Ц Ы

П е р в ы м и  и нт ер ес ным и  п р и л о ж е н и я м и  те о р е м ы  об о п р е д е л и ­
т ел е  произве де ния  м а т р и ц  я в л я ю т с я  пр из на ки  н е в ы р о ж д е н н о ­
сти м ат риц.

У т в е р ж д е н и е  31.1.  Если к ва дратная  матрица обратима,  
то она  н е в ы р о ж д е н а .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  м а т р и ц а  Л о б р а т и м а ,  т. е. с у ­
щ е с т в у е т  м а т р и ц а  Л ~ '  т а к а я ,  что Л • Л -1 =  Е,

det Л det А ) ? 
det  Е ,  \ => det  Л Ф  О,1 J

и зн ачит ,  Л — н е в ы р о ж д е н а .  ■
О тс ю д а  очевидно
С л е д с т в и е  31.1.  Если матрица A ^ g l ( n )  обратима, то 

det  Л ' 1 =  (de t  А) - '  ( 31.1)

Т а к и м  о б р а з о м ,  осн ов ная  т е о р е м а  § 30 п озв оля ет  ус т а н о в ит ь  
необходимое  ус лов ие  об рат им ост и  м а т р и ц ы  ( ут в .  31.1) ,  но с ее 
ж е  помощью у с т а н а в л и в а е т с я ,  что то ж е  с а м о е  усл овие ,  т. е. не ­
в ы р о ж д е н н о с т ь  м а т р и ц ы ,  я в л я е т с я  и до с т а т о ч ны м .  Н а р я д у  с 
этим т е о р е м а  об о п ре д е ли т е л е  произве де ния  м а т р и ц  п о з в о ля е '1 
у к а з а т ь  новый способ выч ислен ия  обратной м атр и цы .
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( О п р е д е л е н и е  31.1 .  П р и с о е д и н е н н о й  к н е в ы р о ж д е н н о й  
матриц е  А =  ||а‘ || G g Z  (п)  н а зыва ет ся  матрица,  с о ст а вл енна я  
и з  а л г е б р а и ч е с к и х  д о п о л н е н и й  е е  элементов .

Обоз начение  присоединенной к А м а т р и ц ы :  Л * = | | Л ‘ || 
(см.  оп ре д ел ен ие  29.4) .

З а д а н и е  31.1.  В ы ч исл и те  м а т р и ц у ,  присоединенную к 
м а т р и ц е  А з а д а н и я  29.1.

det  А =  13, т. е. м а т р и ц а  А — н е в ы р о ж д е н а .  Н ап омн им  (см.  
пр. 29.2) ,  что:

С р а в н е н и е  м а т р и ц  А и А* п о зв о ля ет  с ф о р м у л и р о в а т ь  про ­
стое пр авило :  чтобы получить  м а т р и ц у ,  присо единенную к д а н ­
ной, к а ж д ы й  ее  э л е м е н т  с л е д у е т  з а м е н и т ь  на его а л г е б р а и ч е ­
ское  дополнение ,  а з а т е м  м а т р и ц у  т р а н с по н и ро в а т ь .  ( Т а к  к а к ,  
если А =  ||а'-1| (п),  то а л г е б р а и ч е с к о е  дополнение  э л е м е н т а

а'~] о б о з н а ч а е т с я  /if], но А* =  ||Л|~] ||).
В ы чис ли м  пр оизведение :

А ! =  3, Л |==5, 
Л ’>= — 2, Л * = 1 .

Тогда

Л • Л * =
( - 5  з ) ' ( 5  “ ? ) ? =  det Л ■ В.

Это п о зв о ля ет  в ы с к а з а т ь  п редп оло ж ение ,  что Л
det А

А*.
Тепер ь  р а с с м о т р и м  общий сл уч а й :

Л — 1— Л* =  — !— (Л - Л* )  =
dot A de l  А

det А
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( в  к а ж д о м  э л е м е н т е  м а т р и ц ы  по i с у м м и р о в а н и е  от 1 до п)

т. е. м а т р и ц а  А о б р а т и м а  и тем с а м ы м  д о к а з а н о
У т в е р ж д е н и е  31.2.  Если матрица А н е в ы р о ж д е н а ,  г о  

она обратима и

О б ъ е д и н я я  у т в е р ж д е н и я  31.1 и 31.2,  имеем 
Т е о р е м у  31.1.  Матрица обратима тогда  и только тогда,  

к о г д а  он а  н е в ы р о ж д е н а .
Т а к и м  образ ом ,  мо жн о  с к а з а т ь ,  что мы д о к а з а л и  со в п а д е н ие  

( р а в е н с т в о )  м н о ж е с т в  м ат ри ц :  о б р а т и м ы х  (с х а р а к т е р и с т и ч е ­
ским св ой ство м — опре д ел ением  20.2:  д л я  м а т р и ц ы  А н а й д е т с я  
м а т р и ц а  В т а к а я ,  что А ■ В =  В • А =  Е) и н е в ы р о ж д е н н ы х  (с  х а ­
р а к т е р и с т и ч е с к и м  свойством — оп ред елен ием  26.2:  de l  АфО) .  

Из д о к а з а т е л ь с т в а  у т в е р ж д е н и я  31.2 с л е д у е т

П равило вычисления обратной матрицы

1. У б е д и м с я ,  что м а т р и ц а  о б р а т и м а ,  д л я  этого  вы числ им  ее 
оиредел  итель  (dot  А ф  0).

2. Н а й д е м  а л г е б р а и ч е с к и е  дополнения  всех эл ем ен то в  м а т ­
рицы А.

3. С о с т а в и м  присоединенную м а т р и ц у  A*=\\A‘i \\.
4. В ы п иш е м  А~'1= — 1— А*.

det А
З а д а н и е  31.1.  Н а й д и т е  м а т р и ц у ,  о б р ат ную  к данно й м а т ­

рице,  исп ольз уя  присоединенную м а т р и ц у :

(let Л

det  А 0 ... 0 
0 de l  Л ... 0

0 0 ... det  Л

Значит ,

А А* (31 .2 )
det  А

С д е л а й т е  пр ов ер ку .
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§  3 2 .°  П Р А В И Л О  К Р А М Е Р А  Р Е Ш Е Н И Я  С И С Т Е М  

Л И Н Е Й Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й

М ы  у ж е  о т м е ча ли  в §  22,  что с и с т е м у  т  л ин ей ных  ур а в н е ни й  
с п н е из в е с т ны м и  м ож н о  з а п и с а т ь  в ма тричн ом  виде ,  причем в 
с л у ч а е  р а в е н с т в а  числа  п ер ем ен н ы х  числ у  ур а в н е н и й  с и ст ем ы  
и о б рат им ост и  (т е п е р ь  мы м о ж е м  говорить  — н е в ы р о ж д е н н о с т и )  
ее основной м а т р и ц ы ,  т а к а я  си с т е м а :

а !х' +  а\х2 +  а\хл -)-.•• f  а'пх" =  b1,

а\хх +  а\х2 +  a'fr' ... | а\х" =  Ь2,
" (32 .1 )

а"х] 4  a"2x2 +  a':lx:' + -  f  а яях" =  Ь", 

с матричной записью :

или А-Х — В,
где  через  X и В о бозн ач ен ы  с толб ец  п е р е ме н н ы х  и, с о о т в е тс т в е н ­
но, с толб ец  св ободн ых  членов с и с т е м ы  ур а в н е ни й  (32.1) ,  имеет  
в к а ч е с т в е  решения  к о р т е ж  ( х 1, х 2, ... х")  т ак ой ,  что

В ы р а ж е н и е  м а т р и ц ы ,  обратной к м а т р и ц е  А, через п р исо ед и ­
ненную к А позв оля ет  у к а з а т ь  еще один способ р еш ения  т ак о й  
си с т е м ы  ур ав нени й :
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det А

/А\Ь1 +  А,2Ь2 +  А'3Ь3 +  . . .+ А [пЬп 
А2Ь{+А\Ь2 +  А2Ь3 +  ... +  А2пЬп

а{ь ' + а п2ь2+ а п3ь3+ . . . + а ппьп

О боз начив  A (k) =  A^b'+ А ^ 2 +  А^Ь3 + ... +  Aknbn =  Afb‘ (по i 
с у м м и р о в а н и е )  k=\ ,  2 , ... п,  получим

Причем в си лу  однозначности  м а т р и ч н ы х  опера ций  о б р а щ е ­
ния и у м н о ж е н и я  к о р т е ж  решений (х\ jc2, ... х"> единств ен .

З а м е ч а н и е  33.1.  М о ж н о  з а м е т и т ь ,  что A (k) =  Akib ‘ п р е д ­
с т а в и м ,  к а к  р а з л о ж е н и е  с о гл ас но  те о р е м е  29.1 по /г-ому сто лб цу  
о п р е д е л и т е л я  м а т р и ц ы ,  полученной из м а т р и ц ы  А з а м ен о й  ее 
к -ого ст о лб ц а  на столб ец  В св ободн ы х  членов ,  н а при м ер :

Т а к и м  о б р аз о м ,  у с т а н о в л е н а  и д о к а з а н а  
Т е о р е м а 32.1.  Если н е в ы р о ж д е н а  о с н о в н а я  матрица си сте­

мы п линейных у р а в н е н и й  с  п п ер ем енными :

Или

х ' =А  ( l ) / d e t  А, 
х2 =  А ( 2 )/ d e t  А, (32 .2 )

х" — А (п)/det  А.

A( \)  =  A'l b , =  A\b'+A'2b'2 +  A'3b3 +  ... +  A'nbn

а\х' -\-а\х2 -\-а3х3 ... +  а'пхп — Ь\ 

а2х‘ +  aix2 +  а^х3 +  ■ • • +  а^х" =  Ь2,

то о н а  имеет е д и н ст в е н н о е  р е ш е н и е :  (х\  х 2, ... х”) с хк =  - -  —
det А

г д е  А (.k) =  Ahibi, k =  1, 2, ..., п.
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В ы т е к а ю щ и й  отсюда  способ решения  систем  лин ей ных  у р а в ­

нений носит н а з в а н и е  п р а в и л а  К р ам ер а .
З а д а н и е  32.1 

п р а в и л у  К р а м е р а :
Ре ш и те  систем у лин еи ных  у р ав н ен и и  по

jх'  — 2 ; г  +  2х'! =  О,

- 5 х ‘ +  3aj  -+- Зх3 =  5, 

х' -)- 4 х :!=  I .

Ре ш ен ие  с и с т е м ы  лин ей н ы х  ур а в н е н и й  мет одом  ( п о  п р а в и ­
л у )  К р а м е р а  з а к л ю ч а е т с я  в выполнении с л е д у ю щ е г о  а л г о р и т м а :

1. Выпишем  о с н о в н у ю  и р а с ш и р е н н у ю  матрицы системы:

2. Проверим  н е в ы р ож д ен н о ст ь  о с н о в н о й  матрицы системы 
( п р а в и л о  К р а м е р а  примен имо  то л ь к о  д л я  систем с н е в ы р о ж д е н ­
ной основной м ат р иц е й) :

det  Л =  52 ( см .  з а д а н и е  31.1) .

3. Найдем  Л (1) ,  Л (2) ,  Л (3) ,  з а м е н я я  на сто лбец  св ободн ых  
членов с н а ч а л а  первы й  столбец  основной м а т р и ц ы ,  потом второй 
и третий:

Л (1 )  =

1 2 2 

5 3 3 

1 0 4

л (2) =

А( 3 )  =

1 2 2

- 5  3 3

I 0 4

f
1 2 2

- 5  3 3

1 0 4

0 0 2 2

5 = 5 3 3

1 1 0 4

гД-1
О 1 0 2

5 = -5 5 3 =

1 1 1 4

0 1 2 0

5 = - 5 3 5 =  23

1 1 0 1



258 7. Опр ед ели тел и

4. Найдем р е ш е н и е  системы х1 — , г е { 1 ,  2, 3}:
dot А

' х ' =Л  ( l ) / d e t  А =  ?/52,

• л-2 =  Л (2 )/ de t  Л = ? / 5 2 ,

. х3 =  Л ( 3 ) / det  Л =  23/52.

С д е л а й т е  пр ов ер ку .

И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А

Число,  место  и к о м б и н а ц и я — три в з а и м ­
но п е ре кр ещ и в а ю щ и е с я ,  но отличные  сферы 
м ы ш л ен и я ,  к которым  мо жн о  отнести все  м а ­
т е м а т и ч е с к и е  идеи.

Дж. Сильвестр

Терми н « о п р е д е л и т е л ь »  (п ер ево д  с л а т и н с к о г о  с л ова  « d e t e r ­
m i n a n t » )  в со вр еменн ом  его значении ввел  в 1815 г. О. Коши, хо­
тя  к а к  м а т е м а т и ч е с к и й  инс т р у м е н т  и с с ле д о в а н и я  систем л и н е й ­
ных ур а в н е н и й  о п ре д е ли т е л ь  был  о т к р ы т  еще Г. Л ей бн и ц ем ,  к о ­
торый в 1693 г. получил с его помощью фо рмул ы решения  систем 
л ин ей н ы х  ур а в н е ни й  с нев ы р о ж д е н н ой  основной м ат рице й .  С п у ­
стя  почти три четверти  ве к а  его р е з у л ь т а т ы  повторил ш в е й ц а р ­
ский м а т е м а т и к  Г. К р а м е р ,  и они вошли в историю под н а з в а н и ­
ем « п р а в и л а  К р а м е р а »  решения  систем лин ей ных  ур ав н ен и й .  
У н и в е р с а л ь н о с т ь  этих  идей Л ей бн и ц а  и К р а м е р а  п о д т в е р ж д а е т ­
с я  тем ,  что с п у с т я  20 л е т  после К р а м е р а  н е з а в и с и м о  от п р е д ш е ­
ст ве нни ко в  те  ж е  ф о р м ул ы  получил Ж.  Л.  Л а г р а н ж .  При мерно  
в то ж е  с а м о е  в р е м я  идея  о п ре д е ли т е л я  в озн икл а  в р а б о т а х  
ф р а н ц у з с к о г о  м а т е м а т и к а  Э. Безу  (B e z o u t  Et i enne ,  1730— 
1783) при решении чисто гео метрическо й з а д а ч и  (о т ы с к а н и е  
плоской кривой ,  прохо дящ ей  через  з а д а н н ы е  точки) .  Но ещ е ин­
тер ес нее  то, что, к а к  у т в е р ж д а ю т  историки н а у к и ,  з а д о л г о  до Б е ­
зу ,  К р а м е р а ,  Л а г р а н ж а ,  Г а у с с а  и д а ж е  Л ей б н и ц а ,  по кр айней  
мере  еще в 1683-м году  в Японии оп реде ли тел и  использо вал  С е ­
ни Коба ,  м а т е м а т и к ,  чьи т р у д ы  до н еда вн ег о  вр емени  были со­
вершенно н еи з ве ст ны  в Европе.

П ер во е  с и с т е м а т и ч е с к о е  и обширное и зл о ж е ни е  теории оп ре ­
де л и т е ле й  д а л  А. В а н д е р м о н д  в 1772 г., е м у  ж е  п р и н а д л е ж и т  р я д  
с а м о с т о я т е л ь н ы х  и сс лед о ва ни й  и интересных  р е з у л ь т а т о в  в этой 
о б лас ти ,  а о п р е д е л и т е л ь  ви д а  |( ~11 вошел в историю м а т е м а ­
тики под н а з в а н и е м  « о п р е д е л и т е л ь  В а н д е р м о н д а » .  С л е д у е т  о т ­
метить ,  что ф у н д а м е н т а л ь н ы е  р аб о ты  1812-го года  еще д в у х  
ф р а н ц у з с к и х  м а т е м а т и к о в  О. Коши и Ж. Бине (B i n e t  J a c q u e s
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P h i l ip p e  M a r i e ,  1786— 1856) с ы г р а л и  н е м а л о в а ж н у ю  роль в этой 
теории и п р ивл ек л и  к ней вн им ан и е  многих ев ропе йски х  уч ены х 
XIX в е к а ,  в частности  А. Кэли  и немец ко го  м а т е м а т и к а  
К. Г. Якоби ( J a c o b i  C a r l  G u s t a v ,  1804— 1851).  Собственно ,  т о л ь ­
ко после работ  Кэли  оп ред ели тел и ,  т а к  ж е  к а к  и м а т р и ц ы ,  ст али  
с а м о с т о я т е л ь н ы м  объекто м  инте реса  м а т е м а т и к о в ,  е м у  ж е  п ри ­
н а д л е ж и т  одно из со в р е м е нн ы х  обозначений опред ел ител ей :  \а\\. 
Якоби ввел  т а к  н а з ы в а е м ы е  ф у н к ц и о н а л ь н ы е  о п ре д ел и тел и  (с 
э л е м е н т а м и  — п е р е ме н н ы м и  ве лич инам и  (ф у н к ц и я м и ) ) ,  у к а з а л  
на их с в я з ь  с за м ен о й  п ер ем ен ных  в к р а т н ы х  и н т е г р а л а х  и с р е ­
ш ениями ди ф ф ер ен ци ал ьн ы х  ур а в н е ни й  в час тн ы х  производных .  
Его ст а т ь и  « D e  f o rm a t i on e  et p r o p r i e a t i b u s  d e t e r m i n a n t u m »  
( « О  построении и с в о й с тв а х  о п р е д е л и т е л е й » )  и «De  d e t e r m i n a n  
t a b u s  f u n c t i o n a l i b u s »  ( « О  ф у н к ц и о нал ь н ы х  о п р е д е л и т е л я х » ) ,  
о п у б л и к о в а н н ы е  в 1841 г., с д е л а л и  теорию оп ред ел ите лей  общим 
досто янием  м а т е м а т и к и .  Английски й ученый Д ж .  С и л ь в е с т р  в 
его честь н а з в а л  як о б и а н о м  ди ффе ренци руемой  функции / ф у н к ­

циональным оп редели те ль
дх'

Не менее  з н а м е н и т  и д руг ой

ф ун кц иона льн ы й  оп ре д ел ите ль ,  с о с т а в л я е м ы й  из произ вод ных п 
функций — вр онс ки ан :  |(/;- (лс)(<_1)|, изу чением и п р и л о ж е н и я м и  
которого в п е р в ы е  з а н я л с я  польский м а т е м а т и к  Ю. Вронский 
( W гопski  Jo z e f  M a r i a ,  1776— 1853).

Истори ческий обзор бы л  бы неполон без у п о ми н ан и я  раб от  в 
этой об лас ти  ф р а н ц у з с к о г о  ученого  ( м а т е м а т и к а ,  м е х а н и к а ,  фи­
з и к а  и а с т р о н о м а )  П. С. Л а п л а с а  ( L a p l a c e  P i e r r e  S im o n ,  1749— 
1827),  его з н а м е н и т а я  т е о р е м а  о р а з л о ж е н и и  о п р е д е л и т е л я  в 
с у м м у  произведений эл е м е н т о в  и их а л г е б р а и ч е с к и х  дополнений 
д а е т  во з м о ж н о с т ь  инд ук ти вн ого  ( р е к у р р е н т н о г о )  построения 
оп ред ели тсл ей .

У к а ж е м  еще,  что теория  о п ред ел ител ей  с а м а  п о с л у ж и л а  
основой и д а л а  ж и з н ь  новому  и с л о ж н о м у  р а з д е л у  современной 
г е о м е т р и и — теории и нв а р и а н т о в .  Л ю б о п ы т н ы  п р и л о ж е н и я  
оп ре д ели те лей  в ан ал ит ичес ко й  геометрии д а ж е  в ее н а ч а л ь н ы х  
р а з д е л а х :  во-п ервых ,  ф у н кц и о нал ьн ы м и  о п р е д е л и т е л я м и  второго 
и тр етье го  по ря д к о в  м о гу т  б ы ть  з а д а н ы  п р я м а я  и плоско сть  о т ­
носительно со о тветст вую щих аффинных систем коорди нат .  
А чи сл овые  оп реде ли тели  тех ж е  п о ря д к о в  имеют и зя щ ную  гео­
м е тр ич ес ку ю  инт ерпр ета цию :  т а к ,  о к а з ы в а е т с я ,  м о д у л ь  о п р е д е ­

л и т е л я
1 2 а а

2 в прямоу гольно й д е к а р т о в о й  сист ем е  коорди на т  

р а в е н  площ ад и п а р а л л е л о г р а м м а ,  построенного на п р е д с т а в и т е ­

л я х  свободны х ве кто ров  а  ( а 1, а 1) и b(b'\ b'2), а м о д у л ь  ан ал о -
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гичного определителя третьего  порядка  может  быть истолкован 
к а к  объем пар аллелепип еда ,  построенного на трех векторах:
а ( а \  а\ a'),  b ( b 2, b2, Ь'2), с (с3, с3, с3) в трехмерном евклидовом 
пространстве.  А в многомерных евклидовых пространствах  с 
определителем,  составленным из ск а ля рн ы х  произведений б а ­
зисных векторов,  связано понятие объема многомерного п а р а л ­
лелепипеда .  Он назван определителем Г'рама в честь датского 
м а т е м а т и к а  И. Гра ма  (G ra m  J o r g e n  Pede rsen ,  1850— 1916), з ан и ­
мавшегося  исследованиями таких пространств.

В терминах определителей в ы р а ж а ю т с я  векторное и см еш а н ­
ное произведения векторов,  которые имеют много с о д е р ж а т е л ь ­
ных приложений в механике и физике. И можно ск а зать ,  что тео­
рия определителей,  к а к  и теория матриц,  я вля е т с я  удивительно 
универсальным аппарато м  математики  и ее приложений,  с в я з ы ­
вая  их общими идеями.
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ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

§ 33. Понятие векторного пространства .
§ 34. Примеры векторных пространств.
§ 35' .  Пространство свободных векторов.
§ 36. Подпространства  векторных пространств.

Основные понятия:  векторное пространство,  вектор,  нулевой 
вектор;  вектор,  противоположный данному,  матричное векторное 
пространство,  координатное векторное пространство,  векторное 
пространство свободных векторов,  с ум м а  свободных векторов,  
сонаправленные и противоположно направленные свободные в е к ­
торы, произведение с к а л я р а  на свободный вектор,  подпростран­
ство векторного пространства,  линейная  комбинация векторов,  
линейная  оболочка системы векторов.

Н еоб ход имы е сведения:  декартово произведение множеств ,  
д ек ар то в  к в а д р а т  множества ,  отображение ,  матрицы,  симметри­
ческие и кососимметрические матрицы, свойства  операций над 
матрицами,  М (  т х п  ), GL(n ) ,  g l  (и), многочлен, функция (одной 
или нескольких переменных) ,  форма,  функционал,  система л и ­
нейных уравнений,  решение системы линейных уравнений,  от­
ношение по рядка  на множестве,  симметр ич еская  группа ,  н а ­
правленный отрезок,  эквиполентность направленных отрезков,  
свободный вектор,  виды свободных векторов:  нулевой и противо­
положный данному,  сонаправленные и противоположно н а п р а в ­
ленные лучи, свойства  бинарных отношений на множестве.

Р е к о м е н д а ц и и :  если пособие использовать в учебной работе,  то § 35'  может  
быть предоставлен дл я  самостоятельного  изучения или обсуждений на пра кт иче ­
ских занятиях .
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§  33.  П О Н Я Т И Е  В Е К Т О Р Н О Г О  П Р О С Т Р А Н С Т В А

Понятие векторного пространства одно из основных в гео­
метрии и алгебре,  в частности — в линейной алгебре .  Слово 
вектор латинского происхождения (vector )  и означает « н е с у ­
щий».

О п р е д е л е н и е  33.1. Пусть заданы непустое множество
V, элементы которого обозначены: а, Ь, с, ... , множество дей­
ствительных чисел R, которые обозначены: а, (3, у, ... , и два  
отображения:

_  _  d e s  _

[ +  |: V X  V-+V, так что [ +  ](<а, 5 , ) ) =  а +  ЬевУ,
des

| ■ |: R X  V->-V, так что [-](<а, а,) ) =  a - a e l 7, 

причем требуется выполнение аксиом:

V. 1: a - f f e  =  6 +  a  V {a,  b } c z  V.

V.2:  ( а  +  6 ) + с  =  а  +  ( 6  +  с )  V  {a,  b , c } a V .

V.3: Э0<ее К|а +  б =  а ,  V a e  V. 
V.4: VaeEV3(-a )<=V\a +  ( - a )  =  0.
V.5: 1 а  =  а  Va<= V.
V.6: a - ( P e )  =  ( a P ) - a  V <а, Р, а > е Л 2Х К .
V.7: ( а  +  р ) - а  =  а - а  +  р - а  V <а, р, a ) e E ;R 2X l /.
V.8: а - ( а - \ - 6 )  =  а-а-\~ а  ■ b  V ( a ,  a, 6 > e R X V ' 2-

В этом случае говорят, что на множестве V задана струк­
тура векторного или линейного пространства (над полем дей­
ствительных чисел), множество V называют векторным или 
линейным пространством, или линеалом, а его элементы — 
векторами, отображения: [ +  | — сложением векторов, | • ] — 
умножением скаляра (числа) на вектор, условия V. l — V.4. - 
аксиомами сложения векторов, V . 5 — V.8.  аксиомами умно­
жения скаляра на вектор.
Векторное пространство называю т векторным пространством  

над полем действительных чисел, если в его определении,  как  
выше,  {a, Р,}cz R. В дальнейшем будут  р ас с м атр и ватьс я  вектор­
ные пространства  и над  другими числовыми полями,  в частно­
сти, над полем комплексных чисел.

Обозначение векторного пространства :  {V, + ,  •>. Однако,  
если речь идет об одном векторном пространстве,  то операции 
обычно не у к а з ы в а ю т с я  и пишут и говорят:  векторное простран­
ство V. Иногда элементы векторного пространства  обозначают 
чертой вверху:  а,  Ъ, с ,  или полужирными буквам и:  а, 6, с и т. д.
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З а м е ч а н и е .  Если р а с с м атр и в ается  несколько векторных 

пространств,  то обычно для  их операций используются ра зл ич ­
ные обозначения,  например:  <1/, +  , • )  и ( U, ф , 0 ) .

Р а з ъ я с н е н и я .  Чтобы говорить о с тр ук туре  векторного 
пространства на непустом множестве  V, пр ежде всего до лжны 
быть з а д а н ы  два  отображения :  [ |: VX V-*-V и [• ]: R X  V-+V, 
так  что

I +  ] ( ( « .  6 ) )  =  fl +  4 e  V, а | - 1 ( <«,, ы ) ) = а - а е 1 / ,

причем из последнего следует ,  что а - а е 1 /  при любом n e R .
Тогда первая  аксиома означает  совпадение образов  корте­

жей (а ,  Ь) и (Ь, а )  при отображении | |, т. е.

I + ] ( < « ,  Ь)) =  [ +  ]((Ь , а )) ,

(что, кстати,  влечет неинъективность отображения [+ ] ) •
Аналогичное истолкование имеют и остальные аксиомы.  Тем 

са м ы м  [ +  ]: I/X V V и [ • ]: R X  К —»- V' у ж е  не произвольные 
отображения ,  поскольку V . l — V.8 н а к л а д ы в а ю т  специальные 
условия на образы элементов VX  V и R X I A  Чтобы они имели 
не слишком громоздкую запись,  вроде:

V.2: [ +  ](<[ +  ] (<а ,  Ь) ,  с )  ) =  [ +  ] (  <2, [ +  ]((&, с ) ) ) ) ,  

приняты специальные обозначения образов соответствующих
кортежей:  a -\~ b^V  и a - a e F  при отображении [ +  ] и, соответ­
ственно, [ • ].

Из аксиомы V.1 следует  неинъективность отображения :  
[ +  ]: VX V-+V, а из аксиомы V.3 его сюръективность.

Аналогично и отображение:  | • ]: R X V-+V не инъективно (V.?) ,  
но сюръективно (V.?).  +

З а д а н и е  33.1. Определите,  ка кие  из изученных струк ту р  
и операций удовлетворяют аксиомам  V.l — V.8. Т. е. приведите 
примеры векторных пространств:

<R", + ,  •>, (M ( f f lX f i ) ,  + ,  •>, (gl(n) ,  + ,  •>, <G L ( n ), + ,  •>■

(З десь  | • 1 — умножение действительного числа на матрицу . )  4  
Векторные пространства обладаю т многими интересными 

свойствами,  вытекающими из аксиом V . l — V.8.
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Основные свойства  векторного  пространства

Д л я  любых (а , Р, а, 6, c ) g R 2X I /3 имеют место: 

С в о й с т в о  33.1. а  =  b - f  а  =  с  - f  b

Действительно,  если а =  Ь, то V с е У  кортежи (с, а )  =
— ( с ,  6 ) ,  а т а к  к а к  [ +  ] — отображение (см.  определение 7.?),  то

I +  !(<£'. а ) )  =  [ +  Н<с - Ь ) )
|| des des ||

с  -(- а  с  -\-Ь

и значит,  с  -\- а  =  с  Ь. Ш

С л е д  с т в и е 33.1. а  =  b  V а  -)- с  =  b с .
V .? .

Аналогично пр еды дущ ему  свойству и следствию могут быть 
до ка заны

С в о й с т в о  33.2. а  =  р V д • а  =  р а 

а  =  Ь

С в о й с т в о 33.3. V a e  V -— 0 +  а  =  а.

Последнее позволяет  элемент 0, определяемый аксиомой 
V.3, н а з ы в а т ь  нейтральным  (по существу ,  аксиома V.3. опреде­
ляет  только п р а в ы й  нейтральный).

С в о й с т в о  33.4. В в е к т о рн о м  п р о ст ран ст в е  н е йтральный  
эл ем ен т  е д и н ст в е н .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим,  что найдется  вектор О ' е К
такой,  что 0 '=^0 ,  но V a e V  имеет место а-^-0' =  а.

по п р е д л о ж е н и ю  д ,

0 +  0'

- о
св.  33.3

О тк уд а  0 / =  0. Значит,  предположение о существовании по 
крайней мере дв ух  элементов,  удовлетворяющих аксиоме V.3, не­
верно и 0, удовлетворяющий этой аксиоме,  единствен.  ■
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С л е д с т в и е  33.2. Если а-\-Ь =  а  д л я  н е к о т о р о г о  а е 1 / ,  то

6 =  0 .

Д о к а  з а т е  л ь с  т в о. Пусть  с е  V и произволен,  тогда 

произволен и rf Замети м,  что

(c +  a) +  S =  d+b

- V? l
c-\~(a-\-b) ==с f  a =  d

Отсюда d~\~b =  d  у ж е  дл я  любого вектора d , т. е. 6 — нейтраль­
ный элемент,  по п редыду щ ем у свойству он единствен в вектор­
ном пространстве,  т. е. 6 =  0. и  

С л е д с т в и е  33.3 (правило сокращения) .  Если в в е к т о р н о м  
пр о ст р а н ст в е  имеет ме сто  хотя б ы  о д н о  и з  р а в е н ст в

a - f - 6  =  a  +  c или 6 -)- а  — с  -(- а,

то 6 =  с .

Очевидно свойство.
С в о й с т в о  33.5: V a e  К=^( - a ) - ) - a  =  0.
Оно позволяет элемент ( — а),  определяемый аксиомой V.4,

н аз ы ва т ь  п р о т и в о п о л о ж н ы м  а,  в то время к а к  аксиома 
V.4. определяет  п р а в ы й  п р о т и в о п о л о ж н ы й  элемент.

С в о й с т в о  33.6. В в е к т о р н о м  п р о ст ран ст в е  п р о т и в о п о л о ж ­
ный эл емент  к л ю б о м у  е г о  э л ем ен т у  е д и н ст в е н .

З а д а ч а  33.1.2. Д о к а ж и т е  свойство 33.6. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим,  что дл я  a  е  V найдется  кро­

ме вектора а,  удовлетворяющего аксиоме V.4, вектор a ' e l /  
такой,  что а-\~а' =  0. Тогда

( ( — a ) - f  й)  +  а '  =  0 - ) - й '  =  а '
V . ?. ||

( —  a) +  (a +  a ')= b(  —  a) +  6 ^

— а )  —а

Следовательно,  предположение о существовании по крайней 
мере двух  элементов,  удовлетворяющих аксиоме V.4 неверно, что 
и д о к а з ы в а е т  свойство,  поскольку по аксиоме такой элемент с у ­
ществует.  ■
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Д ля  л ю б ы х  э л ем ен т о в  а  и Ь в е к т о р н о г о  пр о стран ства
V с у м м у  6 -\ - (—а )  прин ято  на зы вать  р а з н о с т ь ю  э л е м е н т о в  Ь 
и а  и о б о з н а ч а т ь :

6 - « = Н  +  ( - а ) ,

по самому определению разность о блад ает  всеми свойствами 
операции сложения векторов.

Несложно проверить,  что имеет место
С в о й с т в о  33.7. V {а, 6 } е  V р е ш е н и е м  у р а в н е н и й  а-\-х =  Ь

и х-\-а =  Ь я в л я е т с я  в е к т ор  Ь — а. ♦
З а м е ч а н и е  33.1. Внимательный читатель может  заметить ,  

что аксиомы сложения векторного пространства:
определено отображение | +  |: V X  V-*-V такое ,  что
V.1: а  +  Ь =  6 +  а  V {а, 6} с :  V.
V.2: ( а  +  Ь ) + с  =  а  +  (Ь +  с )  V {а, b , с\ czV.
V.3: З б е У | а  +  б  =  а  Va e EV.
V.4: V a e K ] ( - а ) е К | а  +  ( — а )  =  б. 

есть ни что иное, к а к  аксиомы структуры  коммутативной группы 
на множестве  V. Поэтому формулировки (да  и д о ка з а т е л ьс т в а )  
предыдущ их свойств по существу  аналогичны свойствам,  у к а ­
занным в § 24*,  посвященному группам.  Однако ,  выше были 
приведены самостоятельные дока з а т е л ьст в а  свойств векторного 
пространства на основе аксиоматики именно векторного про­
странс тва ,  поскольку обстоятельное изучение групп еще пред­
стоит, а материал  § 24* был дан для  любознательного чита­
теля  в информативном порядке.

С в о й с т в о  33.8. V я е 1 /= ^ 0 - а  =  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Замети м,  что по аксиоме V.7

0 - а - | - 0 - а  =  (0 -| -0) -а  =  0 - а ,

а по свойству 33.2 из этого следует,  что 0 - а  — нейтральный,  т. е. 
()-а  =  ().

С л е д с т в и е 33.4. V а ё  У => ( — 1)• а  =  ( — а).
З а д а ч а  33.1.1. Д о к а ж и т е  следствие  33.4. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .



Откуда  и из единственности противоположного элемента  с л е ­
дует,  что ( — 1 )■ а  =  ( — а).  я  

Аналогично п реды дущ ем у  свойству можно д о к а з а т ь  свойство.
С в о й с т в о 33.9. Vц е  R => и • 0 =  О

С в о й с т в о  33.10. а  -а =  0 =>- а  =  0 V  о. =  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Если а  ■ а  = () и а  =  0, то утве рждение 

очевидно.

2. Пусть а  ф  0, домножим обе части равенства  « , -а  =  б на
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1 , •*. ] св.  33.8 „■ ( а  • а ) =  а  -0 = =  0
V.?. |

/ 1 v -  J I ' v> •( а  a ) - a  — I - а  =  а

С л е д с т в и е 33.5. ( V а  е е  V\ а Ф  0) а . а ф р  ■ а.
Допустим,  что а-а =  р -а ,  тогда а-а  — (3 • а =  б и, значит,  

(о, — Р ) - а  =  0, это влечет (о,— Р) =  0 (по свойству  33.10, т а к  к а к
а ф  0)  или а = р ,  что противоречит условию. ■

Этими свойствами будем пользоваться ,  реш ая  задачи ,  из у­
чая более сложные свойства векторов и векторного пространства.

§  34.  П Р И М Е Р Ы  В Е К Т О Р Н Ы Х  П Р О С Т Р А Н С Т В

Поскольку векторное пространство определяется  д в у м я  мно­
же с т ва м и  V Ф  0  и R, д в у м я  отображениями :  | -)- |: V X V—*■ V и 
[• ]: R X  К—>-У и соответствующими аксиомами,  то определяя  его 
с т р уктур у  на каком-либо непустом множестве ,  пр ежде всего с л е ­
дует  з а д а в а т ь  отображения  | +  | и [ • |, а затем выяснять  выполни­
мы или нет для  таких отображений аксиомы V . l — V.8.

П р и м е р  34.1. На множестве  действительных чисел R с 
обычными операциями сложения и умножения ,  очевидно, выпол­
няются все аксиомы V . l — V.8. Тем сам ы м  <R, + ,  • )  — вектор­
ное пространство,  оно п ред ст авл яет  пример т а к  называемого  о д ­
н о м е р н о г о  в е к т о р н о г о  п р о ст ран ст ва .

П р и м е р  34.2. Несложно убедиться  в том, что на множестве,
состоящем из одного элемента ,  например,  {б}, можно определить 
с т р у к т у р у  векторного пространства ,  з а д а в  отображения :

I +  |:{0*}X{6} —► {0}| | + ] ( < 0 ,  б »  =  бе={б},

[• ]:  R X {6}-*■ {б}| R =► [- J ( (л,  0 )  ) =  0 е { б } ,
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или, что то ж е  самое,  з а д а в  операции:

0 +  0 =  0 и А,-0 =  0 VA,geR.
Такое векторное пространство — пример нульмерного век­

торного пространства.
З а д а ч а  34.1.3. Можно ли з а д а т ь  с т р уктур у  векторного про­

странства  на множестве,  состоящем из двух  элементов?  Из трех 
элементов?

Указание .  Если V =  {a, Ь \ а ф Ь }  — векторное пространство,  то по а к ­
сиоме V .3  один из элементов  должен быть нейтральным,  пусть а =  0, 
тогда  Ъ ф 0. См.  следствие  33.5.

П р и м е р  34.3. Матричное векторное пространство с обыч­
ными операциями сложения матриц и умножения  с к а л я р а  на 
матрицу ( М ( г п х п ), + ,  • )  и, в частности,  (g l  (я) ,  + ,  • )  
(см.  з ад ание 33.1).

П р и м е р  34.4. Координатное векторное пространство.
О п р е д е л е н и е  34.1. Координатным ( или  арифметиче­

ским) векторным пространством  (п - м е р н ы м ) н а з ы в а е т с я  в е к ­
т орн о е  п р о ст ран ст в о  матриц — строк  ( A f f i x /г), + ,  • )  или  
матриц  — с т о л б ц о в  (Af (п  х 1), -)-, • ) .  П е р в о е  и з  них н а з ы в а ­
ется  векторным пространством столбцов.

Обозначение этих пространств:  ( A f ( l  х и), +  , • )  или> соот­
ветственно, ( М ( п х  1), -j-,  • ) .  Иногда т ак ие  пространства  обо­
значают R" или К".

Напомним операции в координатных пространствах:
В (Л4 (1х/ г) ,  - К  • )  дл я  любых

определены:
(« , ,  а 2, ... а„) +  (6, ,  Ь2, ... 6„) =  (а ,  +  й,, ... ап +  Ь„), 

k- ( a  1, а 2, ... а п) — (Хаь \аъ ... Кап).

В ( М ( п х  1), -(-, • )  д л я  всевозможных

( К  (о, ,  а 2, ... а„), (6, ,  Ь2, ... bn))  €eeRXA[2 (1 х  п)

определены с у м м а  и произведение с к а л я р а  на вектор:

(
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П р и м е р  34.5. Множество решений системы линейных одно­

родных уравнений (см.  лекция 5, § 22).

а\х' - f - +  а з*3 +  ... -\-а\хп =  0, 

а\х' + а 22х2 +  а1х3+  ... =
(34 .а )

alx1 +  а̂х2 - f  а ^х 3 -f-  ••• + а Ц * "  =  0,

т а к ж е  есть векторное пространство относительно операций:

< 4 ,  4 .  < ) >  +  < / / ' , .  г / о -  -  * / о >  =  < 4  +  У о ,  4 + г / о ,  -  * «  +  / / п >  и  

а , - < 4 ,  . . .  * ; ; >  =  < а . 4 ,  а , 4 .  ■■■

В этом несложно убедиться ,  если воспользоваться з а м е ч а н и я ­
ми § 22 о том, что вс я кому  решению такой системы уравнений 
соответствует  решение матричного уравнения :

а\ а'2 а'л
2 2 9а,  а 2 а ъ

а,  а:, «з

(34 .а ' )

(или Л-Л, =  0  с матрицей А =  \\а)\\) и наоборот: к а ж д о м у  реше­
нию последнего — единственным образом сопоставимо решение 
системы линейных однородных уравнений с основной матрицей
Ц П .  " ♦

П р и м е р  34.6. Векторное пространство полиномов (много­
членов) от п п е р е м е н н ы х  с  в е щ е с т в е н н ы м и  к о эф ф иц и ент ам и  
и обычными операциями сложения и умножения числа на мно­
гочлен: (<£*[х\ х2, ... Xя ], Щ  р ~ [ ) .

Рассмотрим более простой случай многочленов одной пере­
менной: [+] [ ] [ ] ) .  и введем некоторые вполне естествен­
ные соглашения:

1. Будем считать,  что все многочлены имеют стандартную  з а ­
пись по возрастанию степеней:

f  =  a 0 +  a lx +  a 2x2+  ... +  а пхГ,

где n e N  и ( а 0, а , ,  а 2, ... a „ ) e R " +l .
2. Будем полагать ,  что если р а ссм атр и ваю тся  д ва  многочле­

на в стандартной записи,  то они имеют «одинаковую длину»  — 
этого всегда  можно добиться,  дополняя один из них, если это не­
обходимо, сл а г а ем ы м и  с нулевыми коэффициентами,  например:

f (л : )= 1 + 2 х  —  4х2-\-6х3 и  g  (х) =  0 -Ь З х  +  0 г ! -)-0л''!.
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3. Д в а  многочлена считаются  равными тогда и только тогда,  
когда равны все их коэффициенты на соответствующих местах:  
нус I ь

f  =  a 0 +  a ]x-\-a.,x2+  ... +  а„х\ 
g  =  b t) +  b ]x +  b2x2+  ... 4 - b nx",

с <<а0, а,, а,, ... а„>, <&„, Ь„ 62, ... f t „ » e R "  + 1XR"+1.
По определению

/ =  ^ 4 й - < « 0, а,,  а 2, ... а„) — (Ьа, ь2, ■■■ ь,<) (34. 1)

С у м м а  любых двух  многочленов определяется ,  к а к  новый 
многочлен / p n g '  следующим образом:

( / [ ± ] g )  =

=  ( ыо4~ ^и) +  («I 4~ ) *4~(а 2 +  Ь2) * 2 +  •• + ( а п +  ^п)х”’ (34.2) 

а произведение числа X e R  на произвольный многочлен

/ з а д а е т с я  многочленом X р~| /^@?*[х] так ,  что

( л | • j /) =  4~ ha  1 х  4~ ’hUnX" ••• Ч- \cinxn. (34.3)

П р и м е р  34.7. Векторное пространство полиномов (много­
членов) от одной переменной с вещественными коэффициентами 
вида:

/ =  а „ 4 - Я|*4-а -2̂ 24“ ••• +
(где  <а 0, а„  а 2, ... f l , ) e R H I ) и обычными операциями сложе 
ния и умножения числа на многочлен: { & k \х], рр],  р^] ) .

Такое  пространство н а з ы ва ется  векторным пространством  
полиномов от одной переменной степени не выше k.

Аналогично определяется  векторное пространство полино 
мов от п переменных степени не выше k :
( J ° k\x\ х2, ... Xя ], ( + ] ■ □ > .

З а д а ч а  34.1.1.  Убедитесь в выполнимости аксиом вектор 
ного пространства  дл я  (cJ6 2 [х|, Щ ,  Q  ) .

S * 2 [х] =  {а04 - а , х 4 -  а ^ } .

П р и м е р 34.8. Множество всех числовых функций одной 
переменной Ж\0\ с общей областью определения D и опера 
циями:

[ + ] : < / .  \ +  \К =  {<х, / (x )  +  g ( x ) > V x e m
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Н : <(1- />-*-а [•]/ =  { ( х ,  a f  ( x ) ) V x e e D }

V <а, /, g > e = R X ^ 2 [D].
Здесь  используем д л я  операций в 3 r [D] обозначения [ + ]  

и [•],  чтобы отличить их от операций сложения и умножения 
действительных чисел.

Очевидно, что | | и [ • ] — отображения ,  что позволяет у к а ­
з ы в а т ь  для  произвольного х е £ )

(/!+]/?)(*) = / U )  +  g U) и (а [-]/)(х) == а • / (х ) (34.F )

Замети м,  что при д о ка зател ьстве  выполнимости аксиом в е к ­
торного пространства для  <ЩО\,  [ +  ] , [ •  |> потребуется у с т а н а в ­
ли вать  равенство отображений (определение 8.1), а т а к  к а к  
Dorn / =  Dom g  для  всех {/, g}cz то будет  п одлеж ать  про­
верке только последнее из условий (8.1):

D om  f  =  D om  g
f  =  g — ( Vx e D=^/( x )  =  g(x)).

И та к,

V 1 :  / Ж £ | = г Ж 1 /  V {/, g}czST[D] ,

f  ( x) +  g  (x) =  g  (x) +  f  (x)  V x e D ,  ф

что означает  выполнимость аксиомы V. l  дл я  («RjDJ,  | —(- J, 
f-|>-

Аналогично,
V.2: (/ [ + | я ) [  +  ]Л =  / Ц - | ( г [  +  1Л) V{f , g ,h}<=3r[D] .
V.3: В качестве  нейтрального элемента  естественно взять  н у ­

левое отображение:  ф

0 =  {<х, 0 > V x e D } e J r [ D  ],

поскольку / (х )  +  0 (х)  =  / ( х ) -(-0 =  / (х)  д л я  V (х ,  /> e Z )  • JT[D],  а 
значит,  / [ - ) - ]  0 =  /.

V.4: Построенное по произвольному отображение

( - / )  =  {<*, - / ( x ) ) V x e D ( x ) } e J T [ D ] ,  

очевидно, удовлетворяет  условию: ф

/ ! +  ! ( — /) =  о



276 8. Векторные пространства

и значит,  я вл яетс я  противоположным к /.

V.5: 1 [ • ] / =  / V/e=JT[D].  
t

(1 [ • ] / ) ( * ) =  l f [ x )  =  f ( x )  V x e / ) ,  
что означает  выполнимость аксиомы для  [ +  ], [ - ]) .

V.8: а  [ • ] ( / [  +  ] g )  =  a  [ • ] / [ + ]  a  [ - ] g  V<a, /, g ) e R X - ? 2 [D], 
Выполнимость этой аксиомы будет следовать  из соблюдения для  
любого x e D ,  произвольных числовых функций / и g  и чис­
ла а  равенства :

( 11 ’ I (/ 1 +  J 8 ) ) ( х ) =  ( а | • ] / [ +  ] a [ • | g ) ( x)..

Отметим,  что

( a  I ' ] ( / [  +  ] 8) )  (x)  = j | ^ a ( ( / [ + ] g ) ( j O ) = L a ( / ( * ) )  +  a ( g U ) ) ,

( ( a \ - \ f ) [  +  ] ( a - [ - ] 8 ) ) ( x )  =  ( a [ - ] f ) ( x )  +  ( a \ - ] g ) ( x )  =  a f ( x ) + a g ( x )

которые равны по закону  дистрибутивности действительных чи­
сел : a  (/ (* )  +  g  ( х)) =  а/ ( х) +  a g  (х).

Таким образом,  аксиома  V.8 (дистрибутивность умножения 
с к аля ро в  относительно сложения числовых функций) т а к ж е  име­
ет место.

Аналогично проверяется  выполнимость остальных аксиом 
V.6 и V.7: ф

V.6: a [ - ] ( P [ - ] / )  =  ( a p ) [ - ] /  V<a, р, /> «= R2X«T[D] .

V.7: ( а  + Р )  [ • ] / =  а  [ • ] / [  +  ] Р [•]  / V<a,  р, /> <= R2X«*r|D|.

Подобным естественным образом определяется  с трук тура  
векторного пространства  для  функций нескольких переменных и 
д а ж е  на множестве  функционалов на непустом множестве.

О следующих примерах векторных пространств  речь ниже 
пойдет особо, поскольку их ст р уктур а  достаточно богата  и пред ­
ста в ля е т  самостоятельный интерес.

П р и м е р  34.9. Векторное пространство свободных век­
торов.

П р и м е р 34.10. Пространство линейных отображений век­
торного пространства.

П р и м е р  34.11. Двойственное пространство
З а д а ч а  34.1.2. Определите,  я вля е т с я  ли векторным про 

странством полная линейная группа GL( n )  относительно опера 
ций сложения матриц и умножения  с к а л я р а  на матрицу?  относи­
тельно операций ум ножения матриц и ум ножения с к а л я р а  на 
матрицу?
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§  35\  П Р О С Т Р А Н С Т В О  С В О Б О Д Н Ы Х  В Е К Т О Р О В

Векторное пространство свободных векторов — очень в а ж ­
ный пример,  во-первых,  потому что исторически м а т ем а т и к а  
пр ежде всего имела дело именно со свободными векторами и, 
можно ск а зать ,  что обобщение их основных свойств в конце кон­
цов легло в основу определения ( а ксиомат ики )  векторного про­
странства .  Во-вторых,  пространство свободных векторов да е т  
наглядное представление о многих свойствах  векторных про­
странств  потому,  что свободный вектор легко пр едставить  себе 
напра вленным отрезком.  Эта модель  векторного пространства 
удобна,  чтобы ра зв и ва я  интуицию, учиться решать  задачи в 
векторных пространствах ,  тем более, что школьные курсы м а т е ­
матики зна комят  именно с такими примерами векторов.  А про­
странство свободных векторов,  к а к  пример,  еще важ но  дл я  ил­
люстрации некоторых алгебраических и геометрических поня­
тий. Это мы увидим в дальнейшем,  говоря о геометрическом 
смысле  коллинеарности и компланарности векторов,  а т а к ж е  
произведений векторов:  векторного,  ск алярного  и смешанного.

Д л я  множества  всех свободных векторов будем использо­
в ат ь  обозначение сЖ

Напоминание:
О п р е д е л е н и  е 4.2. Элемент д е к а р т о в а  к в а д р а т а  м н о ­

ж е ст в а  в с е х  точек  п л о с к о ст и  ( п р о ст ран ст в а ) ,  т. е. у п о р я д о ­
ч е н н у ю  п а р у  точек  пл о с к о ст и  ( п р о ст р а н ст в а )  прин ято  н а з ы ­
вать направленным отрезком.

Нели д в е  такие  у п о р я д о ч е н н ы е  п а р ы  отличаются  только  
п о р я д к о м ,  э л ем ен т о в  (т оч ек ) ,  то их н а зы в а ю т  противополож­
но направленными отрезками, а  е с л и  п е р в ы й  и второй  э л е ­
менты у п о р я д о ч е н н о й  п а р ы  с о в п а д а ю т ,  то такие  н а п р а в л е н ­
н ы е  о т р е з к и  н а зы в а ю т  нулевыми.

О п р е д е л е н и е  16.4. К л а с с  э к в и в ал ент н о ст и  н а п р а в л е н ­
н о г о  о т р е з к а  п о  о т н о ш ен и ю  э к в ип ол е нт н о ст и  на  м н о ж е с т в е  
в с е х  н а п р а в л е н н ы х  о т р е з к о в  н а з ы в а е т с я  свободным век­
тором

К л а с с  э к в и в ал ент но ст и  н у л е в о г о  н а п р а в л е н н о г о  о т р е з к а  
н а з ы в а е т с я  нулевым свободным вектором. Он обозначает­
ся б.

П р е ж д е  чем о б с у ж д а т ь  операции сложения и умножения 
с к а л я р а  на вектор на множестве  у к а ж е м  критерий, по ко­
торому определяется  принадлежность  двух  направленных  от­
резков одному кл ассу  эквивалентности — свободному вектору.

Л е м м а  35.1. АВшСО то гд а  и только  тогда ,  к о г д а  с е р е д и ­
ны о т р е з к о в  \AD] и [ВС] с о в п а да ю т .

В частности,  если известно, что (AB)=/=(CD), то признак мо-
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А В

О'
С D А! В' С' D'

Рис.  83

А А В

D а

Рис.  8-1 Рис.  85

ж е т  быть сформулирован д а ж е  проще: ( A B o > C D ) o A B D C  — 
п ар ал л ело гр ам м  (рис. 83, 84).

Л е м м а  35.2. AB mCD тог да  и только тогда ,  к о г д а  АСыВО

Л е м м а  (об о тк лад ывани и)  35.3. Д л я  л ю б о й  точки А и 
с в о б о д н о г о  в е к т о р а  а  с у щ е с т в у е т  е д и н ст в е н н ы й  н а п р а в л е н н ы й

о т р е з о к  А В ^ а  (рис. 85).
Если обозначить через 3 ° — множество точек пространства ,  

то условия предыдущей лем мы можно записат ь  формулой:

(V</4, а ) е # ' Х « > 5 /' ) = > - ( З Л В е а ,  причем единственный).

Д о к а з а т ел ьс т во  этих лемм не сост ав ля ет  большого труда .  
Остановимся  на последнем,  т а к  как ,  по существу ,  л ем ма  об от­
клады ван и и  у с т а н а вл и ва ет  биективное отображение множества  
свободных векторов в множество 3*  точек пространства .  
(См. лекция  4, пример 16.3(3)).

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  35.3.
0. Определим бинарное отношение на Ж Х ■

1) Если С О е а  и фиксирована произвольная точка А ^ Р ,  то 
найдется  п р я м ая ,  обозначим ее а,  т а к а я ,  что а э / 1  и а\\(СО).

2) Точка А р азбивае т  прямую а  на д в а  луча :  сонаправленный 
с [CD]  и противоположно направленный.

3) На сонаправленном с |CD)  луче отложим отрезок [АХ\ та 
кой, чтобы \АХ | =  | CD |.

4) AXwCD. ♦
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Т ак  построен А Х ^ а  и, таким  образом,  имеем бинарное отноше­
ние, при котором к а ж д о м у  свободному вектору соп оставляется  
конец направленного отрезка  — его представителя ,  о т к л а д ы в а е ­
мого от данной точки А:

VP — {{a , X)\АХ^а}а~2/  X

1. Dom VP — (M\ т а к  к а к  ук а з ан н у ю  выше конструкцию м о ж ­

но провести дл я  любого свободного вектора  а
2. VР — отображение.
Предположим,  что найдутся  {(а, X),  ( а ,  Х ' )} с :  VP такие ,  что 

{АХ, AX'} cza , но (а ,  X) ф  (а, X') .  Тогда

АХ' £Е а ]  > —  —  ? —
_  \=>ААыХХ'=>ХХ' — нулевой о Х  =  Х'.
А Х ева  \

Но это и означает  совпадение напра вленных  отрезков 

АХ' =  АХ. Я
3. in: допустим,  найдутся  так ие  {<а, Л1) ,  (a', X ) } a V P ,  что 

(а, X) Ф (а', X ) . Тогда по определению бинарного отношения VP

) > .  . С
а =  а ,

Л А ' е а '

М е а  у
откуда  след ует  (а, X) =  (а', X).

4. sur :  для  любой точки A’ s e P  возь­
мем направленный отрезок АХ и его 
класс  эквивалентности а. По опреде­
лению пространства  свободных векто­
ров и е , / .  ■

В школьных ку рс ах  мат ем ат ик и вводились «сложение  векто ­
ров»  и «умно жение  числа на вектор» .  Эти понятия мы будем об­
с у ж д а т ь  для  свободных векторов,  чтобы увидеть  корректность 
этих определений и то, к а к  на множестве  V они определяют 
ст р уктур у  векторного пространства.

О п р е д е л е н и е  35.1. Пусть {a, АВ В С ^  Ь.
Суммой свободных векторов а и 6 по правилу треугольника

н а з ы в а е т с я  с в о б о д н ы й  в е к т ор  с  п р е д ст а в и т ел ем  АС такой, что 
\АС\ — ст ор о н а  т р е у г о л ь н и к а ,  п о с т р о е н н о г о  н а  о т р е з к а х  \АВ] 
и [ВС ] (рис. 86).

Обозначение такой суммы:  (а-\- Ь)
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(а+Ь), ,л

а 1Г Ъ

а  Ь

-------*■
А а В

а

Ь С

- •7
(а+Ь)тА С g В

Рис. 87

I O и р е д е л е н и е  35.2. Свободные векторы а и b н а з ы в а ю т ­
с я  параллельными, е с л и  о н и  имеют пр е д ст а ви т ел ей ,  п р и н а д л е ­
ж а щ и х  п а р а л л е л ь н ы м  прямым.

Обозначение параллельны х  свободных векторов:  а\\Ь.
Сложение  параллельны х  свободных векторов требует  допол­

нительных разъяснений,  т а к  к а к  в этом сл учае  треугольники 
предст авл яю тся  « с ж а т ы м и »  до отрезков (рис. 87).

Это определение сум м ы  свободных векторов зависит не толь­
ко от способа (построение по правилу треугольника) ,  но и от в ы ­
бора начальной точки, поэтому естествен вопрос — каков  ре­
з у л ьт а т  построений при ее изменении? Т. е. при отклад ывани и 
свободных векторов от различных точек получим ли эквиполент- 
ные нап ра вл енны е отрезки (представители одного и того ж е  сво ­
бодного в е к т о р а ) ? — Только в этом случ ае  сопоставление двум  
свободным векторам  их сум м ы  по пр авилу треугольника  есть 
отображение ЗУ .

П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Пусть {a, b)  cz А В ^ а ,  CD е  b 
Построим по прав илу треугольника  представители сумм векто ­

ров в различных точках:  A'D' <=(а +  Ь) и A " D " e ( a - 4 -  Ь)
т. Л ' V I / т д..

и сравним их (рис. 88).
Замети м ,  что

А'В' и)А"В"Л~А'А" и  В 'В" } ? —  „ „77;„ ?

В'1У со B " D " X B ' B "  со D'D'
=ф- А 'А " со D 'D"=>

=>A'D" со A"D" =La 'D" <=(а+Ъ)
т, Л "

По утверждению  16.1 из этого следует ,  что свободные векторы 
(а -\ -Ь ) и (а -\ -Ь ) совпадают,  к а к  имеющие общий направ-

т, А ' т. А "

ленный отрезок A'D". ■
Тем са м ы м  до ка зано  утверждение .
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D'

/ А'
Ь / °

У т в е р ж д е н и е  35.1 ( п е р в а я  т е о р е м а  к о р р е к т н о ­
с т и) .  О п р е д е л е н и е  с у ммы с в о б о д н ы х  в е к т о р о в  п о  п р а в и л у  тре­
у г о л ь н и к а  н е  з а ви с и т  от в ы б о р а  точки.

Оно позволяет  в обозначении сум мы свободных векторов по
правилу треугольника  опускать  индекс — точку:  (а-\-Ь)т и у т в е р ­
ж д а т ь ,  что отношение

( + )т = {<<а, Ь), (а } /Л,)!; >• v / v  

есть отображение ( -j- Х'.еР'" поскольку (а ,  5 )  сопостав­

ляе т с я  единственный вектор (а-\-Ъ\.
Следующий способ сложения свободных векторов т а к ж е  из­

вестен по школьному курсу,  его обычно применяют в случаях  
непараллельности свободных векторов-слагаемых .

О п р е д е л е н и е 35.3. Пусть  {а , 6}cr V, 4 f i e a ,  AD<=b. 
С у м м о й  с в о б о д н ы х  в е к т о р о в  а  и Ь 
п о  п р а в и л у  п а р а л л е л о г р а м м а  н а з ы ­
в а е т с я  с в о б о д н ы й  в е к т ор  с  п р е д -  q  Q
ставителем АС таким, что |ЛС| 
д и а г о н а л ь  п а р а л л е л о г р а м м а ,  п о ­
с т р о е н н о г о  на  от р е з к а х  \АВ\ и [AD\.

Обозначается с ум м а  свободных
векторов а  и В по пр авилу п а ­
р ал ле л о гр ам м а  так :  ( а  4  b ) . В слу-

N. л

чае параллельности векто р о в -сл а г а ­
емых при ук а з а н н ы х  геометрических 
построениях п ар ал л ело гр ам м  вырож-

1 0  II. Т . П е тр о в а

Ри,-. 88
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а  Т I h ■
А В D

h :
В ! !')иИ( IJ

Рис. 4(1

да етс я  и рез ул ьтат  их сложения может  быть изображен на 
рис. 90.

У т в е р ж д  е н и е  35.2 (в т о р а я т с о р е м а к о р р е к т н о- 
с т и ) .  Сложения двух свободных векторов по правилу п а р а л л е ­
л о г р а м м а  и п о  правилу т ре угольника da ют один и тот же с в о ­
б о д н ы й  вектор.

Точнее: V [а, b}cz J '  => ( а -I Ь )т =  (a  -j- b ) =  {а-\-Ь)
г, А  п, А

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В сл учае  непараллельных  свобод­
ных векторов очевидно: отложим от одной точки их предст ави ­
тели (рис. 91)

{а. 6} с= 4 Г  ! ( Л В  «= а  Д  ,4 /> е=6)|< Л BJM D ) ■

(а  f 6 )По определению 35.3 /К, 

как

а так

А С (

п. Д
ВС ы AD, то по определению 35. 

(а. 4  Ь),. Следовательно, {а '• Ь)

( a - j - 6 ) T совпадают,  ка к  два  класса  э к в и в а ­
лентности (свободных вектора )  с общим 
представителем.  □

Так к а к  с у м м а  свободных векторов по 
правилу треугольника  не зависит от н а ­
чальной точки, то и сум м а  свободных в е к ­
торов по правилу п а р а л л ело гр а м м а  не з а ­
висит' от выбора начальной точки построе­
ния. А равенство отношений

( +  ), =  {<<«, Ь>, ( а - |-Н>!  и (-»--)„ =  {<<а, Ь) ,  ( с  +  6),,)}

позволяет  в дальнейшем пользоваться наиболее удобной для 
каждо й задачи формой их сложения и говорить просто о с у м ­
м е  с в о б о д н ы х  в е к т о р о в ,  которую будем обозначать:  я-|-6,  и 
если потребуется,  об отображении ( - f  -*■ Ж .
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Свойства  с у м м ы  свободных векторов

По существу ,  эти свойства составляют дока за т е л ьс т в а  в ы ­
полнимости первых четырех аксиом векторного пространства 
дл я  множества «Ж и отображения ( -| ).

С в о й с т в о  35.1. а-\- b  — b-\ -a  V {«, />}(
Д  о к а з а г е л ь с т в о очевидно дл я  случ ая  непараллельных 

свободных векторов,  если заметить ,  что (рис. 92):

А С е  (а  +  b ) и / 1 C e ( ( i - f  а)

С в о й с т в о  35.2. ( a  +  6) +  c =  a  +  ( 6 - f - c )  V {а, Ь, с 
В д о к а з а т е л ь с т в е  удобнее использовать сложение 

свободных векторов по правилу треугольника  (рис. 93),

т а к  к а к  один и тот ж е  направленный отрезок AD ^ (а -f- 6 ) с

и в то же  время Л /J е ( а  -(- 6 ) +  с =  а +  ( Ь -|- с). я
Сложением свободных векторов по правилу треугольника  д о ­

к а зыв аю тся  и следующие два  свойства.
С в о й с т в о  35.3. а-\- 0 =  а  V  « г  / ф

С в о й с т в о  35.4. V а  г /• ► «  i ( — а)  =  (). ф
Свойства  35 .1—35.4 означают,  что сложением свободных в е к ­

торов по правилу п а р а л л ел о г р а м м а  на множестве  з а д а н а  
с тр у к ту р а  коммутативной группы.

Обсуждению произведения с к а л я р а  на свободный вектор 
предпошлем несколько определений:

О п р е д е л е н и е  35.4. Свободные векторы а и b н а з ы в а ­
ются  сонаправленными, е с л и  с о н а п р а в л е н ы  л у ч и  \ А В)  и [CD)

их п р е д ст а в и т ел е й  / 1 й е а  и C D e b ,  и противоположно на­
правленными, е с л и  такие  л у ч и  н а п р а в л е н ы  п р о т и в о п о л о ж н о .

Рис. 93Рис. 92
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А В  В' А 1

C D  C D 1

Рис.  94

Их обозначение:  а\\Ь н, соответственно,  а\\Ь  (рис. 94).

I
 Нулевой свободный вектор считается сонаправленным и 
противоположно направленным любому свободному вектору.

Отметим,  что отношение сонаправленности на множестве  
всех лучей,  а значит,  и на множестве  всех свободных векторов 
*>У гранзитивны, а противоположной направленности не обладает  
свойством транзитивности.

1 0  п р е д е л е н и е 35.5. М одулем или длиной свободного 
вектора называется длина его любого представителя.

Обозначается модуль свободного  вектора  а. |а|.
Это определение корректно,  т а к  к а к  все представители одно­

го свободного вектора имеют по определению равные длины,  и 
позволяет сформулировать довольно очевидный признак:

Л е м м а 35.4. Два свободных вектора равны тогда и только 
тогда, когда они сонаправлены и их длины равны.

О п р е д е л е н и е  35.6. Произведением скаляра ( числа) а
на свободный вектор а называется свободный вектор b та­
кой, что

I b | =  | а  | | а  | Д ( с 1 > 0 = ^ 6 | | а ) Д ( а < 0 = ^ 6 Ц а ) Д ( а  =  0=Ф-6 =  0)

Обозначается  произведение с к а л я р а  а  на свободный в е к ­
тор а. аа.

Прилагательное ск аля рн ый  происходит от латинского слова 
s c a l a r i s  — ступенчатый, оно обычно применяется  к величине,  
к а ж д о е  значение которой может  быть вы раж ен о  только одним 
числом (в отличие от вектора,  матрицы и т. д.).

По са м о м у  определению произведение с к а л я р а  на свобод­
ный вектор не зависит от точки (сравните  с ут ве рждениями
35.1 и 35.2) и им вводится  отношение ( • )  =  {<<«,, а ) ,  «,а)}с=
( R X ) X к о т о р о е  явл яе т с я  отображением ( • ) :  R X " ^ ' - » -  ■
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С войства  произведения  с к а л я р а  на свободный вектор

Они по дт ве ржда ют выполнимость аксиом V.5 -  V.8 векторно­
го пространства.

С в о й с т в о  35.5. 1 а  =  а  V а е «ЗУ.
С в о й с т в о  35.6. а(|3а) =  ( с ф ) а  V ( а ,  р, ( i ) e R ‘ X / .
Д о к а з а т е л ь с т в  о. Поскольку из определения следует ,  что

0 а  =  0 и в случ ае  хотя бы одного нулевого множителя  свойство 
выполняется  тривиально,  то рассмотрим случай « , р ^ 0 .

Чтобы было можно воспользоваться признаком равенства  
свободных векторов (л. 35.4),  надо установить  равенство модулей
и сонаправленность  ( а р ) а  и а  ( ра).

1 . | а  ( ра)  | === | а | | ра | =  | а | | р | | а \ =  | ( «.ft) | | а  | =  \ ( а{$) а  I.
2. С р авн и вая  с 0 коэффициенты, выделим четыре случая :

1). а >  О Д  р > 0 ,  2). (г <  О А  р <  О,

3). п <  О А  Р >  0, 4). ft >  О А  Р <  

и проведем до ка за тельств о  для  последнего из них:

Если ft >  О А  Р <  0, то f t P < 0  и ( а р  a ) а.  Я

ft >  0 =>- о, ( р а ) tf Р а ) ?
. . > =^(аР)  а  I f  а, ( р а ).

P<0=J>(P а ) \\а  \

Т. е. свободные векторы а ( р а )  и (а ,р ) а  равны по модулю и со- 
нап равлены ,  что по признаку  — лемме  35.4 означает  их с о в п а ­
дение.

В к а ж д о м  из оставшихся  случ аев  1).—3). р ассуж д ен и я  а н а л о ­
гичны. CJ

Следующие свойства приводим без дока зательств ,  которые 
основаны на том же  признаке  раве нства  (лем ме 35.4) свободных 
векторов.

С в о й с т в о  35.7. ( а, +  р )а =  а а  Ра V ( a ,  р, f l ) e R ”’ x  / .

С в о й с т в о  35.8. «  (а Ь) =  аа a b  V ( а ,  а , 6 )  e R X ^ ' .

Таким  образом,  множество У  с операциями сложения сво­
бодных векторов (опр. 35.1, или 35.2) и умножения  с к а л я р а  на 
свободный вектор (опр. 35.4) имеет структуру векторного про­
странства. или является моделью векторного пространства.



28 (>
8. Векторные пространства

В

Ь - а  = А Й - А д =
= с А  + Т $  = с З

Рис.  95

В

b — а =  Л' В'  — D' В'  =

= Z Z ?  +  W d ' = Y i ) '

о

Рис.  96

З а м е ч а н и е  35.1. Д л я  любых векторов а  и b  определяется
—► —* def —► —►

разность векторов (см.  § 33): Ь — а  =  Ь~\~( — а).  Построить пред ­
ставитель  такой разности свободных векторов не со ставляет  т р у ­
да ,  если использовать «правило  тр еу гольника»  (рис. 95).

П р и м е р  35.1. Легко видеть,  что в произвольном треу голь ­
нике ЛВС  с ум м а  векторов:  АВ 4  ВС-\- СА =±= 0. Если ввести обо­

значения:  а э Д В ,  Ь з В С ,  с э С Л ,  то последнее можно з а п и ­
с а н !  в форме:

а 4 & 4 с =  0. (35 . a b c )
Т а к ж е  равна  нулевому вектору и су м м а  векторов — « м е ­

диан» :  АА' 4  ВВ '  4  С С  — б, где А' — середина отрезка ВС, В'  — 
середина отрезка  АС и С' — середина отрезка  АВ (рис. 96).

Чтобы убедиться  в последнем,  заметим,  что
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в

А!

Рис, 98

откуда

~АА' +  ~ВВ' 4  С О 7 (а  4  ту ^ ) 4  < b  - f  ту с ) -(- ( с  -\- ту а ) — ( а  4- Ь 4- с ) 4

+4 6 + -̂ с+1а)Ш^1|(г + г + 0 = 0.
З а д а ч а  35.1.1. Д о к а ж и т е ,  что при произвольном положении 

точки О относительно треугольника  ABC имеет место равенство:

(рис. 97).
О М = ± ( О А  +  ОВ +  ОС)

У к а з а н и е .  ОМ =  ОА +  A M , ОМ =  О В + В С ,  ОМ =  ОС +  СМ. См.  т а к ж е  
пример 35 . !  и з а д а ч у  35.1.1.

З а д а ч а  35.1.2. Д о к а ж и т е ,  что при произвольном положении 
треугольников ABC  и А'В'С7 имеет место равенство:

IMM ’ =  U A A ’ 4  В В'  4 СО) ,

где М — точка пересечения медиан A  ABC,  а М 
чения медиан А А 'В 'С  (рис. 98).

У к а з а н и е .  См.  пример 35.1 и з а д а ч у  35.1.2.
З а д а ч а  35.1.3. A BCD — п а р а л л е ­

лограм м ,  выразите  вектор,  коллинеар- 
ный биссектрисе Z BAD, через векторы

а  и b , где а з А В ,  b=>AD (рис. 99).

точка гтересе-

У ка з а н и е .  Вспомни к-, в к аком че тырехуг оль ­
нике д иа го на ль  я в ля ет ся  в то ж е  время  бисс ект ­
рисой одного из его внутренних углов. Рис. <1(1
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§  36.  П О Д П Р О С Т Р А Н С Т В А  В Е К Т О Р Н Ы Х  
П Р О С Т Р А Н С Т В

О п р е д е л е н и е 3 6 . 1. П о д п р о ст р а н ст в о м  в е к т о р н о г о  п р о ­
стран ст ва  ( V, - f ,  •) называется его непустое подмножество
V', если V (а, а , 6)  €= R X  V'~ выполняются условия:

SS.I:  а ; *: V'.
SS.2 :  а - а е Е  V'.
Подпространство V также называют в е к т о р н ы м  п о д п р о ­

стран ст вом  или л и н е й н ы м  п о д п р о с т р а н с т в о м  векторного про­
странства. Условия SS.1 и S S .2  означают за м кн ут о ст ь  V' от­
н о с и т е л ь н о  о п е р а ц и й  в е к т о р н о г о  п р о ст ран ст ва  -)- и ■ .

Т е о р е м а  36.1. Всякое подпространство векторного про­
странства есть векторное пространство.

Д о к а  з а т е л ь с т в о. В векторном пространстве V опреде­
лены отображения  — операции:

I +  |: V X  V--+-V и | • |: R X  V ^ V .
Тогда суж ен ия этих отображений:

I +  |! V,- г : V' X  К ' -  V и [• 11 Кх r : R X  V'-+ V
согласно утверждению  7.2 есть отображения .  Определение под­
пространства ,  по существу ,  означает,  что

I m +  | у  х г  с= V' и I m [ • ] | R х у, <± V", 

откуда  следует,  что

\ +  \\v-xv --V'XV'^V'  
и Г’ ! I r х I": R X V'-^V'.

Все аксиомы векторного пространст­
ва V. l — V.8 выполняются  с очевид­
ное I ью для

V <а, р, a, b , с )  <=
е; R2 X ( V")3 cz R2 X  Vя. ф »

Когда говорят о подпространстве в е к ­
торного пространства,  то из контекста 
обычно ясно, о сужении каких операций 
идет речь и, к а к  правило,  нет необходи­
мости в дополнительном ук азании  опер а­
ций па V'czV.

Наглядно  суть  условий SS.1 и SS .2  
можно выразить  схемой (рис. 100).

0
Рис.  100
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З а м е ч а н и е  36.1. Несложно показать ,  что два  условия,  
характеризующих подпространство:  SS.1 и SS .2 ,  можно з а м е ­
нить одним, потребовав для  любого кортежа ( а ,  |3, а ,  Ь)  e R 2X V'2 
выполнимости условия:

SS :  а  а  -)- fib <ее V'. ф

Примеры подпространств  в екто рны х  
пространств

П р и м е р  36.1. V V э  0 =>- {()} н од н ростр а нет во V (ем.  при­
мер 34.2) в этом случ ае  говорят о нульмерном векторном под­
п р о ст р а н ст в е  V или его тривиальном подпространстве.

Тривиальный — от латинского слова t r iv ia l i s ,  что озн ача ­
е т — лишенный оригинальности,  избитый, за уря дный .

Так  ж е  очевидно, что векторное пространство явл яется  сво­
им подпространством,  его и нульмерное векторное подпро­
странство иногда наз ыва ют несобственными подпространст­
вами.

П р и м е р  36.2. [},а \ X е  R} дл я  любого ненулевого e e l /  
есть подпространство V. Подпространства  такого вида (при
различных ai= V) наз ыва ют одномерными векторными под­
пространствами V.

Из предыдущего  следует,  что любое векторное простран­
ство, с одерж ащ ее  более одного элемента ,  обязательно имеет и 
одномерное подпространство.  ф

З а д а н и е  36.1. Приведите примеры подпространств вектор­
ного пространства М(гпхп).

З а д а ч а  36.1.1.  Определите,  являю тся  ли подпространством 
в ( g l  (п) ,  • )  множества

1. с к аля рн ых  матриц?
2. симметрических матриц?
3. косоеимметрических матриц?
4. невырожденных матриц?

Г1 ри м е р  36.3. В векторном пространстве  числовых функций 
одной переменной Ж\ R] подпространство — множество всех мно­
гочленов: &Р[х].

П р и м е р  36.4. В векторном пространстве  числовых функций 
(функционалов) £*\D\(на некотором множестве  D)  образуют под­
пространство множество всех функций, равных 0 в одних и тех 
ж е  точках (для  простоты можем р а с с м а т р и в а т ь  функции одной 
переменной на отрезке или числовой прямой),  т ак  как  это мно­
жество  з ам кнут о  относительно операций на Ж\0]  ( с у м м а  двух  
числовых функций / [ +  I g  и произведение числа на функцию
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а | • | / обращаются  в 0 по крайней мере в тех же  точках,  в кото­
рых равны 0 и / и g  одновременно).

П р и м е р  36.5. В векторном пространстве функций Ж \0 ] (м о ­
жем считать D =  |a, £>jesR) множество всех функций, ограничен­
ных некоторой константой, г. е.

!/'< П О \ \ [ (х )^ г0 v>.( 1)\.

подпространство но образуют,  так  как-, например,  если f0 (x) =  c0, 
и значит,  /о ограничено константой с„, то 2/„ у ж е  не будет  уд о в ­
летворять  этому условию.

Слово константа происходит от латинского « co n s t a n s » ,  что 
оз на ч ает  постоя и н ы й, неиз мен н hi й.

П р и м е р  36.6. В векторном пространстве  многочленов &9>\х\ 
подпространством я вл я е т с я  .У/к \х] — пространство всех много­
членов степени, не превышающей k, а множество тех из них, ко­
эффициенты которых положительны (или неотрицательны),  под­
пространство не образуют.  ф

З а д а н и е  36.2. Приведите свой пример подпространства 
векторного пространства J^\x\.

П р и м е р  36.7. В векторном пространстве  функций Ж\а, Ь\, 
определенных на отрезке,  образуют подпространства  множество 
всех функций, непрерывных на [a, by. Х/° \ а, Ь\, множество непре­
рывно дифференцируемых на j и, ft) функций: \а, h |, и, вообще, 
все функции дифференцируемые на j а, b |: & \а, Ь\. Причем,

Ф~[а,  Ь\ =>.& | а , Ь \ $  0 j а , Ь\ гз х-л Н

ка к  векторные подиростра негва.
П р и м е р  36.8. В векторном пространстве  функция,  опреде­

ленных на всей вещественной прямой — Ш\R| образуют подпро­
странство множество тригонометрических полиномов  — функ­
ций, пр едставимых в виде:

« 0 4- a ,  sin х  f  by cos ,v-j- 
-f- a., s in 2x -j~ b0 cos 2x -f  , . .  +  a., sin kx +  b,, co s  kx

(36. t)
при всех возможных A'c-rN I икос подпространство обозначает­
ся S/'[R] или .

В ■&/ в свою очередь векторное подпространство образуют три­
г о н о м е т р и ч е с к и е  полиномы п о р я д к а  п - .все так ие  функции, дл я
которых в представлении (36.1) число л’ -С/;, причем n e N ,  фикси­
ровано. Это подпространство обозначается  «|Г". Очевидно, что

,W" с :  .■ > с : <: | R j cr С° j R | с :  3? \ R | с:: m I R I.
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Несложно показать ,  что бинарное отношение:
S S  =  {(А', Y)\{X, Y}czV/\X — подпространство Y}<^VXV — 
антисимметрично и транзитивно,  т. е. имеет  место утве рждени е 

У т в е р ж д е н и е  36.1. Б и н а р н о е  о т н о ш е н и е  «быть п о д п р о ­
странством»  на  м н о ж е с т в е  в с е х  п о д п р о ст р а н ст в  в е к т о р н о г о  
пр о ст ран ст ва  есть о т н о ш е н и е  п о р я д к а .

З а д а н и е  36.3. Определите,  каким порядком на V: строгим 
или нестрогим я вл я е т с я  отношение S S ?  (См.  лекция  4, § 14).

Имеет  ли порядок ( V, S S )  наибольший или наименьший 
элементы? ф

П р и м е р  36.9. — У т в е р ж д  о н и е 36.2. М н о ж е ст в о  в с е х  
р е ш е н и й  л и н е й н о й  о д н о р о д н о й  си стемы у р а в н е н и й  с  п п е р е м е н ­
ными S j  есть п о д п р о ст р а н ст в о  к о о р д и н а т н о г о  п р о ст ран ст ва  R'.

Напоминание.  Согласно § Т1 (см.  т а к ж е  пример 34.Г>), систему  m линейных 
однородных уравнений с п переменными:

а\х' +  а х̂2 +  аз*'! +  ... -\-а[„хп =  О, 

а^х1-\-(qx2 а 1х'] -\- ... -\-а2пхп =  О,
(З4.а)

а™х' -\- а?-х2 +  а ” х3 +  ... +  а ’"х" =  О, 

можно з апи са ть  в матричном виде:  А - Х  =  0 ,  (34 . а ' )

где А =  |!a'i|| <^.М (m  х п), Х =  ^  ; J  е М  (п х 1), О ё М  { т  х 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о  за клю чае тся  в проверке выполнимо­
сти условий SS.1 и SS .2 .

Г) SS .1 .  V {X, У } с г5 л =ф-X +  Y ^ S A, т. е. я вля ет с я  ли су м м а  
дв ух  решений линейной однородной системы уравнений ее ре­
шением? Или A- ( X- \ - Y ) =0 ,  если А-Х =  () и A- Y — 0.

Очевидно, А -(X +  Y) =  А .Х +  Л- У =  () +  0  =  0.
2) SS.2. V (a, A > G R X S /1= l a ^ e S /t, 

т. е. я вляе т с я  ли произведение с к а л я р а  на решение (34 .а ' )  ее
решением? Или

А - ( а Х ) О, если А ■ X =  О.

А • ( а Х ) =  а  (А ■ X) =  аО =  О.
Следовательно,  с ум м а  двух  любых решений линейных одно­

родных уравнений и произведение любого числа на такое  ее ре­
шение явл яю тся  решениями этой системы уравнений.  ■  

Иначе говоря,  множество з ам к н уто  относительно с л о ж е ­
ния кортежей и ум ножения с к а л я р а  на кортеж и, значит,  явля -
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см с я поди ростр з нством коорди натного пространства (Срав-  
нито с примером 34.5).

О к а з ы ва ет с я ,  имеет место и обратное:
У т в е р ж д е н и е  36.3. Л ю б о е  п о д п р о ст р а н ст в о  к о о р д и н а т ­

н о г о  п р о ст ран ст ва  может быть з а д а н о  н е к о т о р о й  си ст ем ой  л и ­
н е й н ы х  о д н о р о д н ы х  у р а в н е н и й .

З а д а ч а  36.1.2. Установите,  является  ли подпространством 
в R множество решений S A]iH системы гп линейных неоднородных 
уравнений с п переменными:

Д о к а з а  i е л ь с т в о заключается  в проверке выполнимости 
условий SS.1 и SS .2:

1) SS .1 :  V {X, Y ) c z S AiB=$- X-\- У е 5 И|й) т. е. А -{Х-{ -У )Ф В ,  
есл и А ■ X =  В и A - Y = B ?

A- ( X+Y) 2 =A- X +  A-Y =  ?.

2) SS .2 .  V(ct ,  X)  e  R X S 4|,j a  ■ X т. e. А-(аХ)=Ф В,  
есл и А ■ X =  В?

Следовательно,  множество S Aifi не является векторным под­
пространством R".

П р и м е р  36.10. В координатном векторном пространстве 
подпрос 1ранством являе т с я  множество всех кортежей с фиксиро­
ванными местами элементов,  равных 0.

Например,  подпространство в A f ( 5 x l )  множество

а\х'+  с&х1 +  а'3х* +  ... =

a 2iX' +  a ix1 +  а 23х? +  ... ^ а ;,х” =  Ь2,

где Ь\ ... Ь”' ) ф { 0, 0, ... 0 ) .
Указание .  Согласно § 22, эту систему 

А ■ X =  В, где
можно записа ть  в матричном виде:

А =  ||а‘ || ( т  х п), X G=М(П X 1 ), й е А 1 ( ш х  I ),

4 - ( а Л ' )  =  а ( Д -А /) =  ?.
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З а д а ч а  36.2.1. 1. Д о к а ж и т е ,  что подмножество

У" !<«■', х2, х'\ х\ / ’) е  R ’ Д  х' Д  х~ х'! =  0 ■ (36 .v")

координатного векторного прос транства М (5 х I ) есть его под­
пространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о  з ак лю чае тс я  в проверке выполнимости 
условий SS.1 и SS .2.

(проверяется  условие (36 .v"),  но у ж е  дл я  вектора а-\ Ь).

Следовательно,  V" — подпространство векторного простран­
ства  М (5 х 1).

2. Определите,  я вляе т с я  ли множество V' П У" ^ М  (5 х 1), где 
У ' а М ( 5 х  1) (см.  пример.  36.9),  его векторным подпростран­
ством?

Указание .  П р е ж д е  всего выделите  все условия ,  которым должен уд ов ле тв о ­
рять  вектор,  пр ина дл ежа щий V' f| V" а М  ( 5 х  I ), ( см.  пример 36.9,  з а д а ч а  36.2.1).

I). S S . I :  V ' «

=>- а  Д  Ь

Ы 1 +  Ь') +  ( а * + Ь 2) +  (а* +  Ь3) ±  0.

2). SS .2 :  V <ci, а > c-eRX У” =>и-а

(проверяется  условие (36 .v"),  для  вектора  а - а ) .

( п а 1) Д  ( а  а 2) Д  (а а3) =̂= 0.
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15 общем сл учае  имеет место:
У т в е р ж д е н и е  36.4. Пересечение любого множества под­

пространств векторного пространства есть его подпространство.
З а д а ч а  36.1.3. Я в л яе т ся  ли объединение подпространств  V' 

(примера  36.9) и V" ( з ад ач и  36.2.1) векторного пространства  
Л1(Г)х 1) его подпространством?

Вообще говоря,  несложно показать ,  что объединение двух  
произвольных подпространств векторного пространства не я в л я ­
ется  его подпространством за исключением случ аев  их вложения 
( V' cz V" => V' (J V" =  V" ), однако,  по объединению д а ж е  произ­
вольных подпространств векторного пространства  можно по­
строить минимальное подпространство этого векторного про­
странства ,  содерж ащ ее  их объединение.  Д л я  этого потребуется 
ввести дополнительно некоторые новые понятия.

О п р е д е л е н и е 36.2. Линейной комбинацией векторов
( а , ,  а>, ... a k) a V  с коэффициентами <а', а 2, ... а ‘ ) е ^  на­
зывается вектор v =  а ' а ,  - f -a 2a 2 +  ... +  a ka kе  V.

В таком  сл уч ае  говорят,  что вектор v линейно выражен
через ( а ь а 2, ... a k) a V  с коэффициентами <а‘ , а 2, ... а к) .

В частности,  линейная комбинация векторов называется 
тривиальной, если все ее коэффициенты нулевые, в противном 
случае она называется нетривиальной линейной комбинацией.

О п р е д е л е н и е 36.3. Линейной оболочкой непустого 
подмножества V  векторного пространства V называется мно­
жество всех возможных линейных комбинаций векторов из V'.

Обозначается  линейная оболочка множества  V' : L(V' ) .  
П р и м е р ы  36.11. линейных оболочек в векторном простран­

стве М  ( З х  1):
1) B — {eh е2, ел} а М  ( З х  1), где

В этом сл учае  оказалось ,  что линейная  оболочка L( B)  со вп а ­
д ает  с Af (3 х 1).
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2) Л = { а ь а.,, о , , } с М  (3 х 1), где

L (А) =  (х а, -(- х а 2-\- X а 3

М ( 3 х I ).

С овпадают ли в этом сл учае  L (А) и М ( 3 х 1)?
I

3) С =  {сь  c2}c=Af(3x  1)

L (C) =  {.v'c, } \ г ! с Л 1 ( 3  х  1).

Замети м,  что во всех предыдущих примерах линейная оболоч­
ка подмножества  векторного пространства есть линейное под­
пространство М ( З х  1). Это обобщается  в теорему.

Т е о р е м а  36.2. Линейная оболочка всякого непустого мно­
жества l- (V')  есть подпространство векторного пространства 
V id V' =/= 0 ,  более того — это наименьшее подпространство век­
торного пространства V, содержащее это множество V'.

З а д а ч а  36.1.3. Д о к а ж и т е  теорему 36.2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Проверим выполнимость условий

SS.1 к S S .2  для  произвольных векторов {а, 6}сг V' и любого 
л е  R.

S S .  1: V {a, b}c zL  (V ' )=±a -f fc e / .  ( I'").

SS .2 :  V (к ,  a )  <= R X  L ( K')=> k e  L ( V').
2. L(V' )  — наименьшее подпространство векторного простран­

ства  V, соде ржащ ее  подмножество V'.
Указание .  Предположим,  что найдется  подпространство V " c z V  такое ,  что 

V  <= V" cz L ( V ' ), но V" ф  /, ( V'), что означает  наличие вектора  c c z L ( V ' ) ,  
т. е. с =  ( Ш + р 6  дл я  некоторых вектором {a, b}cz V', причем с фУ".

1 0  п р е д е л е н и е 3(3.4. С у м м о й  п о д п р о с т р а н с т в  V' и V"
векторного пространства V называется линейная оболочка 
множества V'[]V".

Обозначается сумма подпространств:  V' +  V" =  L. ( V' (J V" ).
Если У'ПУ" 

в а ют п р я м о й .
{о;, то с у м м у  п о д п р о с т р а н с т в  V' -f- V н и зы -
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Ее обозначение V'®V".
С л е д с т в и е  36.1. Согласно теореме 36.2 сумма подпрост- 

j ранете векторного пространства есть подпространство этого 
j векторного пространства.

1 0  и р е д  е л е н и  е 36.5. Если векторное пространство разло­
жено в прямую сумму подпространств: V =  V' ® V", то V" назы­
вают д оп олнит ельным  п о д п р о ст ран ст в ом  или д о п о л н е н и е м  V'.

Это понятие, очевидно, симметрично: если V" — подпрост­
ранство,  дополнительное к V' в векторном пространстве  V, то 
V' — дополнительно к V".

Можно д о ка з а т ь  следующее утверждение :
У т в е р ж д е н и е 36.5. Для любого подпространства V' век­

торного пространства V существует подпространство, дополни­
тельное ему в V.

Однако,  дополнительное подпространство подпространства 
V 'оzV определено,  вообще говоря,  неоднозначно.

П р и м е р  36.11. В примере 36.10 показано,  что Л 1 ( 3 х  1) =

У т в е р ж  л е н и е 36.6. Векторное пространство V =  V' © V",
тогда и только тогда, когда любой его вектор x<=V однозначно

Д  о к а з а т е л ь с т в о.
1. Пусть V=V' @ V", но найдется в V вектор,  пр едставляе-

/.(£>,, е.„ е,),  где в.

Очевидно, что М ( 3 х  1 ) =  L (е,  ) © L ( е ъ  е 3).

В то ж е  время Л 1 (3 х  1 ) — L( ah а.2, а Л), где а,

, и М (3 х 1)= L ( а , ) ©  L (а.,, а, ) . ♦

разлагается в сумму: х =  х'-\-х" так, что х ' е Г ,  а х " е Г .

мый в виде сумм:  х =  х' -\-х" и х =  у' -}-у" таких,  что [х', y'}cz V',

{х", у") с V", но <4, х") Ф  <//'. у").
Тогда х'-\-х" =  у'-\-у", откуда

х' — у ' ~  - х "  +  у".  
(И' (Я
У' V

Но согласно определению, V' f] V" ={0}, значит

х -  у '  б II —х" f  у " = 0 ,
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что влечет (х', х") =  (у', у").  Следовательно,  предположение о 
неоднозначности подобного раз ложен ия  какого-либо вектора не­
верно.

2. Если ж е  У'{]У"ф{0},  то найдется  ненулевой вектор 
ae^V' [}V". Тогда любой вектор х из V, помимо разл ожения  
х =  х'-\-х" с х ' <= V' и д с " е  V", можно представить  в виде суммы:
х =  (х' 4- а)-\-(х" — а) ,  с (*'-}- а ) е Г  и (х" — а ) е  V". Это противо­
речит условию однозначности раз ложен ия произвольного векто ­
ра из V в с у м м у  векторов,  прина длеж ащ их  подпространствам V' 
и I/". ■

Полезно обратить внимание на д в а  частных случ ая  линей­
ных оболочек систем с одинаковым числом векторов.

У т в е р ж д е н и е  36.7. Если V — в е к т о р н о е  пр о ст ран ст во ,  а
м н о ж е ст в а  в е к т о р о в  А —{аь а,2, ... a j c z  V и В — {Ьь Ь2, ... b r} c z  V 
таковы,  что

а , =
6, при i=/= j  
A b j при i — j  и >i=̂ =0

д л я  н е к о т о р о г о  /е {1, 2, ... п}, то л и н е й н ы е  о б о л о ч к и  А и В с о в ­
па дают:  L( A)  =  L( B) .

У т в е р ж д е н и е  36.8. Если V — в е к т о р н о е  пр о ст ран ст во ,  а
м н о ж е ст в а  в е к т о р о в  А = { а ь а 2, ... a j c z  V и В =  {ЬЬ Ь2, ... &„}<= V 
таковы,  что

я,- =

b , при i=£k 
bk 4  b f при i =  k

(36.=!

дл я  некоторого / е { | ,  2, ... /г}, то их линейные оболочки 
совпадают:  L ( A ) — L( B) .

З а д а ч а  36.2.2. Д о к а ж и т е  у тве рж ден и е  36.8. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  естественно проводить методом двойно­

го включения.

1) L ( A) c zL (В) .
Возьмем произвольный x ^ L ( A) ,  эго означает ,  что х =

=  х ' а |+ х 2а 2+  ... 4-х* xka k + / +1а*+| 4- ... +хГа„ (За*

х'6|4- ~\~хк хк (bk +  bj) |+ **+ ' 1 4- + x "b „^  L  ( В).

В силу произвольности x<=L(A)  следует  L ( А) с :  L (В) .
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2) Аналогично L ( B ) c z L ( A) .
По принципу двойного включения это обеспечивает

L (А) =  L (В) .  и
Из предыдущих утверждений вы тека ет  обобщение. 

С л е д с т в и е  36.2. Если V — в е к т о р н о е  пр о стран ство ,  а м н о ­

ж е ст в а  в е к т о р о в  А = { а ь а 2, ... a n}czV и В =  {Ьи 62 , ... b J c z V  
таковы,  что

а  = [ Ь  -  ПРИ i=̂ k \
' \ Ьк +  1Ь,  при i =  k )

д л я  н е к о т о р о г о  / е {  1, 2, ... п}, то их л и н е й н ы е  о б о л о ч к и  с о в п а д а ­
ют: L (А) =  L (В) .

И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А

Господь Б о г — искусный м ат ем ат ик  и фи­
зик.  З а д а ч а  науки состоит в том, чтобы р а с ­
крыть  блистательный за мы се л  творца.

М. Клайн. « М а т е м а т и к а  — 
у т ра т а  определенности»

Многие историки науки считают «родителями векторного 
пространства»  ирландского ученого XIX в. У. Гамильтона,  о 
в к л а д е  которого в м ат е м а т и к у  мы у ж е  упоминали,  говоря об ис­
тории открытия матричного исчисления,  а т а к ж е  его немецких 
коллег  и современников Г. Гра ссман а ( G r a s s m a n  Herman  Gun- 
l er ,  1809— 1887) и А. Меби уса  (M ob ius  A u g u s t  Fe rd in an d ,  1790— 
1868). Д а ж е  сам термин «векто р»  ввел т а к ж е  Гамильтон около 
1845 г. (по другим источникам — в 1864 г.).

М е ж д у  тем историю векторного исчисления,  к а к  историю и 
корни всякой крупной математической теории, можно просле­
дить задолго до его выделения в самостоятельный раздел м а т е ­
матики.  Так  еще у Архимеда  (Арх1Ц<т]6т]£> « 2 8 7 —212 г. г. до 
н. э.) в его всем известном со школы законе присутствует величи­
на, х ар а к т е р и з ую щ а я с я  не только численным значением,  но и 
направлением.  Более того: векторный х а р а к т ер  сил, скоростей 
и перемещений в пространстве  был знаком многим ученым Ан­
тичного времени,  а «правило  п а р а л л е л о г р а м м а »  сложения в е к ­
торов было известно еще в IV в. до P. X. м а т е м а т и к а м  школы 
Аристотеля.  По существу ,  в таком  ж е  эмпирическом смысле век 
торами пользовались  выдающиеся  ученые XVI— XVII в. в. Г. Га 
лилей (G al i l e i  Gal i leo,  1564— 1642), И. Ньютон и другие  их соврс
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менники. Вектор обычно и зо б р аж ал ся  отрезком с у к а з а н н ы м  на 
нем направлением,  т. е. направленным отрезком.

В середине XVI в. были открыты,  и в конце концов все ж е  з а ­
служ ил и признание мнимые числа б л а го д а р я  раб ота м  и тал ья н ­
ского м а т е м а т и к а  Д ж .  Кардано  (C a r d a n o  Girolomo, 1501 — 1576), 
а зат ем  комплексные — его соотечественника Р. Бомбелли (Вош- 
bel l i  Raf f ae l ,  1530— 1572). Оказалось  удивительно уд ач ным изоб­
р аж ен ие их векторами (напр авленны ми отрезками) ,  отложенны­
ми от на чала  некоторой прямоугольной декартовой системы ко­
ординат на плоскости,  в том смысле ,  что т ак и м  ж е  образом 
довольно естественно изо браж ал ись  рез ульта ты  основных опера­
ций с та кими  числами:  их с у м м ы  (по «п р а ви л у  п а р а л л е л о г р а м ­
м а » )  и произведения.  Этим ж е  геометрическим представлением 
сум м ы  ком плексных чисел пользовался  Гаусс .  Но т а к а я  их ин­
терпретация  окончательно утвердилась  в м а т е м а т и к е  со второй 
половины XVIII столетия только после исследований датского  
ученого К- Весселя  (W esse l  C a s p a r ,  1745— 1818) и швейцарца 
Ж- А рган а  ( A r g a n d  J e a n  Robert ,  1765— 1822), в р езу льта те  кото­
рых многим стало ясно, что с тр у к ту р а  векторов и их приложений 
гораздо богаче и разнообразнее,  чем предполагалось  ранее.  
П р еж н я я  механистическая  концепция вектора  перес та ла  удов 
летворять  науку .  А последовавшие работы Г а ус с а  (1831 г.)  по 
геометрии ком плексных чисел позволили италья нскому м а т е м а ­
тику  Д ж .  Беллавитису  ( Bel  1 av i t i s  J ins to ,  1803— 1880) в 1854 г., 
развив идеи эквиполентности,  подготовить основание д л я  того, 
чтобы м а т е м а т и к а  смогла  перейти от свободных ( геометриче­
ских) векторов к абстр ак тн ому  векторному пространству.

П арал лельн о  с исследованиями комплексных  чисел в работах  
многих мат ем атиков  XVII— XVIII в. в., з ан имавш ихся  геометри­
ческими проблемами,  можно увидеть  на рас та ние потребности в 
неком геометрическом исчислении, подобном численному (исчис­
лению действительных чисел),  но св я за нному с пространственной 
системой координат.  Его в какой-то мере п ы тал ся  создать  еще 
Лейбниц,  п р о д у м ы в а я  свою «универсальную арифметику» ,  но 
несмотря на гениальность и необычайную широту интересов,  
сдел ат ь  это ему  не удалось .  Однако у ж е  к концу XVIII в. отдель­
ные идеи векторного исчисления,  которое и стало тем исчислени­
ем, что искали геометры,  смог  сформулировать французский 
ученый ( м а т е м а т и к  и физик) Л.  Карно (C a rno t  L a s a r ,  1753— 
1823). А в 30-х годах XIX в. у Гамильтона и Г р а с с м а н а  в работах  
по теории комплексных чисел и кватернионов эти идеи были 
сформулированы у ж е  совершенно прозрачно, хотя,  по существу ,  
что удивительно,  они имели дело только с некоторыми при м ера ­
ми тех конечномерных векторных пространств,  которые теперь 
бы мы наз вали — координатными (арифметическими).  Но после­
дователи р азы ска ли  и рассмотрели в работах  этих ученых то,
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что к а ж д ы й  из них у ж е  вполне четко понимал и п редст авл ял  
с труктуру  абстрактного векторного пространства .  Во всяком 
случае  около 1846 г. и Кэли и Грассман  у ж е  достаточно непри­
нужденно пользовались его свойствами,  причем, к а к  отмечает
II. Бурбаки в «E lemen t s  d ’h is toi r  des m a th e m a t i q u e »  ( «Очерки по 
истории м ат ем ат ики») :  «не  прибегая  ни к ка кому  метафизиче­
скому понятию». А Грассман,  опубликовав  в 1844 г. свое «Die  Li- 
nea le  A u sd e h n u n g s l e h r e »  ( «Учение о линейном продолжении») ,  
заложи л  основы не только многомерной евклидовой геометрии, 
но и тех мощных разделов математики,  которые теперь носят на ­
звания векторного и тензорного исчислений. Однако,  они получи­
ли свое современное оформление только к р у б е ж у  XIX и XX сто­
летий бл а го да р я  усилиям американского м а т е м а т и к а  Д.  Гиббса 
(G ibbs  Jo s ia h  W i l l a rd ,  1838— 1903), английского — О. Хевисайда  
(H eav i s id e  Ol iver ,  1850— 1925) и итальянца  Д ж .  Пеано (Реапо 
Guiseppe,  1858— 1932). Последний,  оценив открытие Г рассман а ,  
дал  в статье ,  опубликованной в 1888 г. в Турине:  «Ca l co lo  geo- 
metr ico secondo l ’A u sd eh n u n g s l eh re  di G ra s s m a n n ,  preceduto d a l ­
le operaz ione  de l la  log ica  dedui t to»  ( «Геометрическое  исчисление 
«Учения о продолжении Г р а с см а н а » ,  построенное логически д е ­
д ук ти вн о»)  аксиоматическое  определение векторного простран­
ства  над  полем действительных чисел.

Так  н а з ы ва е м ы е  функциональные векторные пространства  
привлекли внимание м ат ем ат иков у ж е  в начале  нашего века  по­
сле инновационных результатов  в этой области итальянца 
С. Пинкерля  (P in k e r l e  S a l v a to r ,  1853— 1936) и немецкого м а т е ­
мат ик а  О. Теплица (Teopl itz Otto, 1881 — 1940), который известен 
своими работами по теории матриц и, в частности,  тем,  что при­
д у м а л  удачную общую модель векторного пространства  — коор­
динатное векторное пространство.  Полезно еще отметить,  что 
именно Хевисайд ввел в 1891 г. одно из закрепившихся  в н ауч ­
ной лите рат ур е  обозначений вектора:  а  (п олужирными лати н ски ­
ми б уквам и) ,  автором двух  других общепринятых ныне обозначе­
ний векторов:  а  к а  был Ж- Арган ,  а АВ для  обозначения сво­
бодного вектора предложил А. Мебиус .  Термин «с к а л я р н ы й »  
в современном см ысле  впервые употребил У. Гамильтон в 1843 г.

Любопытен тот факт,  что один из «отцов векторного исчисле­
ния» Г. Грассман  более века  н аз ад  предложил р ассм атр и вать  
цветовые ощущения (ра зложение  любого цвета на красный,  си­
ний и желты й) ,  к а к  векторы некоторого трехмерного «цветового 
пр остранства » ,  что и составля ет  основу современного учения о 
цвете.
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3.3: Л с В с С .  2.3: Л U( В П С)Ф (А  U б)П С.

§ з
1.1: п (А X  В) — п (А)-п (В) =  р- q.
2.1: Л 1 1 ( 5 Х С ) ^ ( Л 1 1 В ) Х ( Л и С ) .
3.1: Л Х ( Д \ С )  =  ( Л Х Я ) \ ( Л Х С ) .
1.2: 1). Л П ( Й Х С ) # ( Л Г ) Й ) Х ( Л П С ) .

2). Л Х ( Й П С )  =  ( Л .Х Й )П ( Л Х С ) .
2.2: п ( АХ(  В X С ) ) ~  п ((А X  В)ХС-) =  п ( А Х  В X С) =

=  п (Л ) • п (В )■ п (С)  =  р ■ q ■ z.
1.3: Л и ( В Х С )  =  ( Л Х В ) и ( Л Х С ) .

§ 4
1.1: IX I  — кв ад р ат ,  / IX R ,  R X I — полосы (бесконечные)
1.2: S ' X R — цилиндр (поверхность) ,  D2X  R — цилиндр.
1.3: S ' X S 1 — тор (поверхность) ,  D2X S ' ,  S ' X D 2 — тор.
2.3: Г  — куб (параллелепипед ) ,  I4 — четырехмерный куб.
IJX R  — кубическая  полоса в четырехмерном пространстве.  ( S ’/Xi -  
торический цилиндр в четырехмерном пространстве.

§ 5
1.2: Dorn W = Z \ 0 ,  Im W =  Z. P '= { < x ,  y)  |{x, y}cz Z Д  x =  ky\
1.3: Dorn 1/=N,  lm V =  N\{ 1}, V _1 =  {<x, y)\{x, y}cz N Д  2> >■ ‘Лу 
2.3: Dom F =  \mF =  tffl.

§ 6
1.3: V2 =  { <x, у > i{x, у ) с  N Д  9 x <  Ay}, V- V 1 = (  N\{ 11Y, V 1
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§ 7
1.2: Кет.  2.2: 26 =  2:, +  3 - 22 +  3 - 2, 6! ,  23 =  8. 
1.3: 1-хли х фу ,  то f  ( х ) Ф [  (у). 2.3: рч.

1.1: /1— обратимо,  /а— необратимо.  
2.1: / Г ' = ! < * ,  г/) |{х, //}с= R Д  х =  у').

§ 9
1.1: Д а .  1.3: Да .

§ И)
1.1: А В: да ,  нет, нет, 6, 0, 0; В А :  нет, д а ,  нет, 0, 3, 0. 
1.2: т ^ п ,  т ^ п ,  т  =  п.

1.1:  с т р о г и й :  V I ,  X;  н е с т р о г и й :  IV,  IX,  XI ,  XI I ,  X I V.
1.2:  О 10— н е с т р о г и й  п о р я д о к ;  О , ,  —  не я в л я е т с я  п о р я д к о м .

2.2- 0; ,, 0 7, 0э ,  Он,. 1.3: 2 !2\  З !23, 4 !2 \  и!2".

§ 15
1 : 5 =  1 4  3  +  1. 2 . 2 : 1 5  = 1 + 4  +  3  +  6  +  1.

§ 16
2 . 2 — 2. 3:  F x  —  не  ин ь е к т и в н о ,  F'x —  и н ъ е к т и в н о .

§ 18
2.1 :  ( . 4 +  / ] ) ' = 6 ' + / 1 1; 2. ( а А ) ' ф а  Л;
1.2: 1. ( а  Л +  6 S ) 1 - M ’ +  ci Л 1; 2. (А  — В )'  ф А Т — В.

§ 19
2.1: 1. (А +  В)2ф Л 2 +  2АВ +  В'г; 2. (А +  В )(А -  В) Ф  А2 -  В2.

2.3 I. а  [Л, В] =  \А, аВ]\ 2. \А, (В  +  С)| =  |Л, В] +  \А, С];
3. \(А + В ) ,  С] =  \А, С\ +  \В, С]; 4. [А, [В, С\}Ф[[А, В\ С ];
5 [A, F. | =  [£ , Л| +  Л. 6. [Л, Й|Т =  [В Т,ЛТ].

§ 20

1 I: Нет.  1.2: W (А) з а мкн уто  относительно сложения и умножений.

2.<■: А' =  ^ Л  J Х̂ , {х, г} сИ .

§ 13
1.1: F\ не рефлексивно,  не антирефлексивно.
2.1: F ‘2 симметрично,  не антисимметрично.
3.1: /'г не транзитивно,  Рц транзитивно.  2.2: Нет.

§ Н
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§ 23

I 2 3 4N 
3 1 2  4,

100

“ " " - а  ? 2 ;  : > 21 - = ( ■
3). ао(3 — не определена.
9 1. ,2 /1 2 3 4 5 6\ |Г>|1 
' ' ; ( l  2 6 1 3 5/ ! '  4 ’

§ 25

1.1: Наибольшее число инверсий — 3 в подстановке 
/I 2 3\
\3 2 1/’ наименьшее — "  в подстановке в, 3, 3.

10  п Z 1 2 : !\ /• 2 3\ , / ( , / - 1 )1.2: Д в е  подстановки:  I [ у  f J. 3.2: С„ =  ---- - .

/1 2 3 4\
1.3:  ̂ ^ . )̂> 6. 2.2: Можно при £ ^  «  (и — 1 )/2.

§ 29
M i =  12, Mi  =  — 23, М :,’ =  — 3, Л| =  12, Л т =  23 Л ? = - 3  

1.1: 1). М>2=  8, M l  =  2, M i  = - 2 ,  Л. ' .= - 8 ,  Л § =  2 Л | =  2’ 
О, М ? = 1 3 ,  М:1= 13, /1 з =  О, Л § =  — 13, л ! =  Iз'

2). a l 4 /* =  af/4i  =  52 .  3). det Л =  52.

§ 30

— u  d - ( j  : ) ( i  . о с  ?) -

- ( - з  : ) G  n ) G  D C  :>
§ 34

2.2: ( G L ( n ), + ,  • )  и <G L ( n ), о, . )  векторными пространствами не я в ­
ляются .  1.3: Нет.

§ 35

1.3: с =  \ Ь\ a +  \ а\ b

§ 36
1.1: 1. Д а .  2. Д а .  3. Д а .  4. Нет. 1.2: Нет.

TW-r
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