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Предлагаемый курс проективной геометрии представляет собой 
переработку книги «Высшая геометрия» того же автора, выпол
ненную в соответствии с действующей программой этого курса 
для педагогических институтов.

Изложение курса начинается главой об аффинной геометрии, 
которую следует рассматривать как вводную, позволяющую наи
более простым образом (при помощи параллельного проектирова
ния) познакомить читателей с некоторыми видами геометрических 
преобразований и их инвариантами.

Последующие главы курса посвящены развитию основных по
нятий и систематическому изложению содержания проективной 
геометрии. Изучение проективной геометрии начинается с опе
рации центрального проектирования и «проективных» свойств 
фигур, т. е. таких их свойств, которые сохраняются при всяком 
центральном проектировании.

При этом оказывается необходимым произвести некоторую ре
конструкцию евклидова пространства путем дополнения его но
выми, «несобственными» элементами. Такое геометрическое про
странство принадлежит к числу так называемых «проективных» 
пространств и обладает всеми свойствами, необходимыми для обо
снования и развития проективной геометрии.

Предлагаемая концепция изложения курса проективной гео
метрии обладает, как нам представляется, некоторыми педагоги
ческими преимуществами и позволяет тесно увязать новые поня- 
П1 я и теоремы проективной геометрии с материалом элементарной 
I сометрии, что имеет большое значение для будущих преподавате
лей математики. В отношении композиции и расположения мате
риала автор придерживался той точки зрения, что педагогически 
целесообразно первую часть книги посвятить преимущественно 
и июжению фактического материала, нового для студентов (аф- 
фмнпая геометрия, проективная геометрия), отнеся вопросы 
| рптпко-методологического характера в их связи с преподаванием 
'Лементарной геометрии главным образом ко второй части книги 
(и частности, к главе V I, трактующей о сравнительном изучении 
проективной, аффинной и метрической геометрий). Целесообраз
ность такого построения курса вытекает, с одной стороны, из необ
ходимости для читателей обладать фактическими знаниями, чтобы



перейти ко второй группе вопросов, а с другой — из естественного 
стремления студентов ознакомиться в первую очередь с новыми и 
увлекательными идеями проективной геометрии. Опыт показывает, 
что вкус и желание обсуждать с этих новых позиций знакомый им 
еще из средней школы материал элементарной геометрии и интерес 
к вопросам преподавания этой дисциплины приходят несколько 
позднее.

Отметим следующие моменты в развитии курса.
а) В  обыкновенном евклидовом пространстве с помощью средств 

элементарной геометрии излагаются основные понятия аффинной 
геометрии. Строится учение об аффинных преобразованиях и их 
инвариантах в синтетическом и аналитическом изложении 
(глава I).

б) Для изложения основных понятий и фактов проективной 
геометрии является необходимость в конструировании проектив
ного пространства. Это достигается путем присоединения несоб
ственных элементов к евклидову пространству. Получается новая 
геометрическая модель пространства, пригодная для изучения 
проективных свойств фигур (глава II).

в) Такое построение проективного пространства определяет 
целесообразный метод изложения. Возможно использовать при 
развитии важнейших идей проективной геометрии уже имеющиеся 
понятия элементарной геометрии, в том числе и метрические. В ча
стности, проективное соответствие определяется при помощи слож
ного отношения (Штейнер), хотя подход к этому понятию осуще
ствляется через рассмотрение цепи перспектив (Понселе) (глава I I I ) .

г) Принимая евклидово пространство за исходный пункт для 
построения проективного пространства, можем вначале отказаться 
от аксиоматического принципа в этом построении.

Однако в соответствующем разделе книги рассмотрены аксио
мы принадлежности, порядка и непрерывности, могущие служить 
для независимого построения проективного пространства. Это рас
смотрение позволяет также оттенить ту симметричность, которую 
приобрели основные предложения (аксиомы) от присоединения не
собственных элементов, что имеет важное значение для обоснования 
принципа двойственности. «Проверка» выполнимости проективных 
аксиом в построенном пространстве полезна также для изучающего 
предмет с точки зрения лучшего «освоения» несобственных элемен
тов, которые в дальнейшем изложении проективной геометрии ни
чем не отличаются от собственных элементов пространства 
(глава II).

д) На основе указанных соображений развивается проективная 
геометрия на плоскости (учение о проективных соответствиях форм 
нерпой ступени, проективная теория кривых второго порядка) 
(главы I I I ,  IV).

с) Для изучения проективных соответствий форм второй сту
пени н общем виде было использовано определение проективного 
соошоктиии через гармонизм (Штаудт). Эквивалентность такого



определения с определением Штейнера показана в § 47. Следует, 
однако, отметить, что при этом задача чисто геометрического (без 
применения метрических понятий) обоснования проективной гео
метрии не ставилась, хотя о ней и было упомянуто в § 47. Таким 
образом, ранее принятый метод изложения был сохранен.

ж) В главе V заканчивается изложение фактического материала. 
Следующая глава (V I) ставит своей целью систематизировать по
лученные сведения, дать сравнительную характеристику каждой 
из трех геометрий (проективной, аффинной и метрической). Это до
стигается с помощью построения всех трех геометрий в общей про
ективной форме.

Более детально рассматривается с этой проективной точки 
(рения построение аффинной и метрической геометрий, гак как 
освещение различных вопросов элементарной метрической геомет
рии имеет прямое отношение к будущей работе студентов в школе 
п качестве преподавателей математики.

Методологически это проводится следующим образом. Сперва 
исследуются уже знакомые читателю основные понятия аффин
ной и метрической геометрий с проективной точки зрения. В ре- 
(ультате достигается истолкование этих понятий как проективных, 
если принять во внимание их отношение к абсолюту плоскости (не
собственная прямая и ее абсолютная инволюция, соответствую
щая парам ортогональных направлений).

В таком именно плане изучаются понятия параллельности и 
перпендикулярности прямых, простое отношение трех точек пря
мой, конгруентность, гомотетия и подобие геометрических фигур, 
Iсометрические построения и другие вопросы элементарной гео
метрии.

На основании проведенного истолкования этих понятий метри
ческой геометрии с проективной точки зрения становится возмож
ным построение аффинной и метрической геометрий на проективной 
плоскости путем фиксации произвольной прямой в качестве «не- 
< обственной» прямой и произвольной эллиптической инволюции 
на ней в качестве «абсолютной» инволюции.

Такое построение имеет большое принципиальное значение, так 
как оно уже совершенно, не связано с особенностями проективной 
|.носкости, имеющейся в нашем распоряжении (евклидова плос- 

1.01’гь, дополненная несобственной прямой). Благодаря этому все 
ш.тоды, вытекающие из такого построения аффинной и метричес- 
г. < iii геометрий в проективной форме, становятся особенно убеди- 
и .п.иыми. Вскрывается самая сущность аффинных и метрических 
I иойств фигур.

О Каждая из построенных геометрий определяется своей 
I ручной (Клейн). Получается следующая групповая классифика
ции проективных преобразований:

{К } гэ {А } гэ {М} {W }
Проективная Аффинная Метрич. Группа

группа группа группа движений



и) В конце главы V I дается краткий очерк аналогичного иссле
дования и построения проективной, аффинной и метрической гео
метрий в пространстве (глава V I, § 77).

к) Наконец, в отдельном параграфе этой главы показана воз
можность построения геометрии Лобачевского в проективной фор
ме, если в качестве абсолюта плоскости задана овальная кривая 
второго порядка (§ 78).

л) Главы I—V I составляют основную часть книги, охватываю
щую программу курса проективной геометрии в педагогических ин
ститутах. Изложение проводится преимущественно синтетическим 
методом, но при изучении общих вопросов (аффинные преобразова
ния, проективные преобразования и т. д.) параллельно дается ана
литическое изложение. В  частности, читатель знакомится с расши
рением понятия координат (аффинные, проективные, однородные 
координаты).

м) Книга заканчивается историческим очерком (§ 79—82).
При подготовке книги к переизданию материал ее был обсуж

ден на кафедрах геометрии Московского государственного педаго
гического института имени В. И. Ленина и Московского областного 
педагогического института.

Автор выражает благодарность всем лицам, сделавшим замеча
ния и указания о желательных изменениях и исправлениях в кни
ге. В  частности, автор приносит свою искреннюю благодарность 
заведующему кафедрой геометрии Московского государственного пе
дагогического института имени В. И. Ленина, профессору Д. И. Пе- 
репелкину, которому он обязан рядом весьма ценных замечаний и 
советов относительно содержания книги.

Москва, 15 сентября 1952 г. Н. Четверухин



При подготовке курса «Проективная геометрия» к восьмому 
изданию были прежде всего исправлены замеченные опечатки и дру
гие недочеты предшествующего, седьмого, издания.

Было уделено большое внимание ортогональным преобразова
ниям (движениям) в главе I, причем они вошли в соответствующие 
формулы аффинных преобразований.

§ 20 главы I I  — «Основные геометрические формы» — был до
полнен рассмотрением форм более высоких ступеней, носителем 
которых являются пространства R 3, а также пространства боль
шего числа измерений. В частности, были рассмотрены все линей
ные формы в пространстве /?4.

§ 78 главы V I — «Геометрия Лобачевского в проективной фор
ме» — дополнен краткими сведениями о возможности построения 
геометрии Римана путем задания на проективной плоскости мнимо
го абсолюта.

Наконец, § 82 «Исторического очерка» — «Труды отечествен
ных ученых в области проективной геометрии» — пополнен новыми 
работами советских геометров. Кроме того, в историческом очерке 
помещены портреты классиков проективной геометрии.

Москва, 15 декабря 1967 г. Н. Четверухин



Г Л А В А  П Е Р В А Я

О С Н О В Н Ы Е  П О Н ЯТИ Я А Ф Ф И Н Н О Й  ГЕО М ЕТ РИ И

§ 1. Перспективно-аффинное соответствие 
двух плоскостей.

1. Предположим, что 
две плоскости ш и й ' пере
секаются по линии хх 
(черт. 1). Зададим какую- 
нибудь прямую /, пересе
кающую обе плоскости. 
Отметим на плоскости со 
произвольную точку А и 
спроектируем ее на плос
кость со', проводя через А 
прямую, параллельную /. 
Пусть проектирующая пря
мая пересечет плоскость со' 
в точке А ' . Точку А ' мож
но рассматривать как про

екцию точки А на плоскость со'. Такая проекция называется 
п а р а л л е л ь н о й  и определяется заданием прямой I.

Из самого построения проекции А' точки А видно, что в свою 
очередь точку А можно рассматривать как проекцию точки А' на 
плоскость со. Таким образом, параллельная проекция представляет 
собой аппарат, имеющий совершенно одинаковое значение по отно
шению к обеим плоскостям со и со*. Она относит каждой точке (А) 
первой плоскости вполне определенную точку (Л') второй, и обрат
но. Мы получаем попарное с о о т в е т с т в и е  точек плоскостей 
со и со'. Это соответствие является в з а и м н о  о д н о з н а ч -  
н ы м, т. е. каждой точке одной плоскости соответствует единствен
ная точка второй, и обратно.

Соответствие плоскостей со и со', установленное с помощью па
раллельной проекции, называется п е р с п е к т и в н о-a ф ф и н- 
н ы м или р о д с т в е н н ы м 1 .

Если рассматривают процесс перехода от одной из данных плос
костей (например, со) к другой плоскости (со'), при котором каждая

1 От латинского слова Affinitas — свойство, родство.



точка (Л) одной плоскости (со) переходит в соответствующую точку 
(Л') другой плоскости (со'), как односторонний, то его называют 
п р е о б р а з о в а н и е м  плоскости (со) в плоскость (со')- В  этом 
случае точку А называют п р о о б р а з о м ,  а точку А ' — ее о б- 
р а з о м .

Проектируя параллельно плоскость со на плоскость со', произво
дим перспективно-аффинное преобразование плоскости со в плос
кость со'.

Можно также совокупность всех точек плоскости со называть 
м о л е м  точек со и говорить о преобразовании поля точек со в 
иоле точек со'.

Поставим себе задачу изучить свойства перспективно-аффинного 
соответствия плоскостей.

Займемся прежде всего вопросом о д в о й н ы х ,  или н е п о д- 
п и ж и ы х, точках нашего соответствия, т. е. о таких точках, 
которые совпадают со своими соответственными точками. Так как 
каждая двойная точка должна принадлежать как одной, так и дру
гой плоскости, то они должны лежать на линии пересечения хх 
плоскостей со и со'. С другой стороны, очевидно, что каждая точка 
прямой хх есть двойная, так как она сама себе соответствует. Пря
мая хх называется о с ь ю  с о о т в е т с т в и я .  Согласно преды
дущему ось соответствия может быть определена как г е о м е т 
р и ч е с к о е  м е с т о  д в о й н ы х  т о ч е к .

Рассмотрим далее какую-нибудь прямую А В  на плоскости со 
(черт. 1). Параллельная проекция этой прямой на плоскость со' 
есть прямая А 'В ’. Причем обе прямые либо пересекаются на оси 
\ V, либо обе параллельны оси.

Таким образом, прямой линии на одной плоскости соответствует 
прямая же линия на другой. Это свойство перспективно-аффинного 
соответствия называют к о л л и н е а р н о с т ь ю .  В силу самого 
определения параллельной проекции фигуры как геометрического 
места проекций всех точек этой фигуры каждой точке, лежащей на 
прямой, всегда соответствует точка, лежащая на соответственной 
прямой. Поэтому в з а и м о п р и н а д л е ж н о с т ь  точки и 
прямой на одной плоскости влечет за собой взаимопринадлежность 
соответственных элементов на второй.

2. Следующее свойство перспективно-аффинного соответствия 
I асается так называемого п р о с т о г о  о т н о ш е н и я  т р е х  
| о ч с к п р я м о й .

Рассмотрим три точки А, В, С, лежащие на одной прямой 
(черт 1). Простое отношение точек А, В, С определяется формулой:

И этой формуле точки А и. В  считаются основными (или б а з и с -  
и i.i м и), а точка С — д е л я щ е й .  Простое отношение (ABC) 
представляет собой отношение длин тех отрезков, которые делящая



точка образует с основными. Если точка С лежит вне отрезка А В , 
то оба отрезка АС  и ВС  одинаково направлены, и поэтому в этом 
случае простое отношение (ABC ) положительно. В случае, когда 
делящая точка С находится между А и В , простое отношение 
(ABC) отрицательно.

На чертеже 1 видно, что точкам А, В , С плоскости © соответст
вуют точки А ', В ', С ' плоскости со'. Так как проектирующие пря
мые А А ',  В В ',  С С  параллельны, то будем иметь:

АС =  А ’С  
ВС В ’С  ’

или

(ABC ) = (А 'В 1 С ').

Мы приходим к выводу, что в перспективно-аффинном соответ
ствии простое отношение трех точек прямой одной плоскости все
гда равно простому отношению трех соответственных точек 
другой.

3. Прежде чем перейти к рассмотрению дальнейших свойств 
перспективно-аффинного соответствия, остановимся на вопросе о 
возможном расположении соответственных плоскостей со и со' в про
странстве.

До сих пор мы предполагали эти плоскости несовпадающими и 
пересекающимися по линии хх с той целью, чтобы посредством па
раллельного проектирования установить рассмотренное выше пер- 
спективно-аффинное соответствие. После того как такое соответст
вие установлено, можно было бы привести обе плоскости в совпаде
ние, вращая какую-либо одну из них вокруг оси хх. При этом все 
геометрические образы, находящиеся в той и другой плоскости, 
не подвергаются никакому изменению. Следовательно, как в любой 
момент вращения плоскости, так и при ее совмещении со второй 
плоскостью установленное ранее перспективно-аффинное соответ
ствие не нарушается1.

Прямые, соединяющие соответственные точки, как А А ', В В ', 
СС', ..., остаются параллельными при любом положении вращаю
щейся плоскости, а также и после ее совмещения с неподвижной 
плоскостью. Это видно из того, что каждые две из упомянутых 
прямых (например, А А ' и В В ')  всегда лежат в одной плоскости, 
определяемой парой пересекающихся прямых (А В  и А 'В '), и отсе
кают на сторонах угла пропорциональные отрезки, так как 
(А ВХ )  = (А 'В 'Х ). При совмещении плоскостей ш и ш' проекти
рующие прямые (АА', В В ', ...) окажутся лежащими в плоскости, 
образовавшейся из двух совпавших плоскостей со и со' (черт. 2).

1 Заметим, что совпадение плоскостей и и ш' не означает совпадения со
ответственных точек полей ш иш ' (см. черт. 2).



Для нас особенно интересен случай 
совмещенного положения плоскостей, 
гак как в этом случае мы можем поль
зоваться плоским чертежом, изображаю
щим установленное соответствие без 
искажения.

В случае совмещения каждую точку 
(двойной) плоскости можно рассматри- 
нать как принадлежащую плоскости 
<|) или со' и обозначать ее в зави
симости от этого большой буквой без 
штриха или со штрихом. Таким обра
зом, мы имеем п р е о б р а з о в а н и е  
п л о с к о с т и  в с е б я ,  причем ее 
начальное состояние (плоскость до пре
образования) обозначается буквой со, а 
новое состояние (плоскость после прео
бразования) — буквой со'.

Заметим, что после совмещения плоскостей ось соответствия хх 
перестает быть линией пересечения данных плоскостей, но за ней 
сохраняется второе определение как геометрического места двой
ных, или неподвижных, точек.

4. Теперь мы могли бы отказаться от пространственного ап
парата (параллельной проекции), послужившего нам для установ
ления перспективно-аффинного соответствия двух плоскостей, и 
определить последнее для двойной плоскости, не выходя в прост
ранство. С этой целью докажем следующее п р е д л о ж е н и е :

Перспективно-аффинное преобразование плоскости в себя впол
не определяется осью (хх) и парой соответственных точек (А , А ') .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны ось хх и пара соответст- 
иепных точек (Л Л ‘) перспективно-аффинного преобразования 
(черт. 3). Докажем, что для любой точки В  плоскости можно

построить вполне опре
деленную и единствен
ную соответственную 
точку В'.

Проведем прямую 
А В. Пусть X  —точка ее 
пересечения с осью 
хх. Так как точка X  
сама себе соответствует 
(как лежащая на оси), 
то прямой А Х  соответ
ствует прямая А 'X .  На
конец, точка В '  долж
на лежать на прямой 
А 'Х  и проектирующей 
прямой В В ', параллель-



ной АА'.  Это позволяет построить искомую точку В '.  Таким обра
зом, данных оказалось достаточно, и соответственная точка В '  пред
ставляет единственное решение.

Заметим, что перспективно-аффинное соответствие будет дейст
вительно реализовано, так как указанная конструкция не может 
привести к противоречию. Это легко проверить, сведя построение 
к аппарату параллельной проекции.

В самом деле, если перегнем чертеж 3 по линии хх так, чтобы 
плоскости со и со' образовали двугранный угол, то все проектирую
щие прямые (прямые, соединяющие соответственные точки, напри
мер В В ')  окажутся параллельными прямой А А ' (в силу пропорцио
нальности отрезков). Следовательно, построенное нами соответст
вие можно рассматривать как результат параллельной проекции.

П р и м е ч а н и е .  Если бы на чертеже 3 мы отнесли точку В к плоско
сти со', обозначив ее через С', то построение соответственной точки привело 
бы нас к точке С, которая, как видно из чертежа 3, не всегда совпадает с В ‘ . 
Можно доказать, что необходимое и достаточное условие такого совпадения, 
г. е. независимости перспективно-аффинного соответствия от того, отнесена 
ли точка к той или другой плоскости1, заключается в делении отрезка АА ' 
пополам в точке пересечения его с осью хх.

Следовательно, в этом случае соответствие является к о с о й  или п р я 
м о й  с и м м е т р и е й  (относительно оси хх).

5. В дальнейшем исследовании перспективно-аффинного соот
ветствия мы будем опираться на установленные выше свойства:
1) коллинеарность и 2) равенство простых отношений троек соот
ветственных точек.

Заметим, что в перспективно-аффинных преобразованиях эти 
свойства выражают н е и з м е н н о с т ь ,  или и н в а р и а н т 
н о с т ь ,  п о н я т и я  п р я м о й  л и н и и  и п о н я т и я  
п р о с т о г о  о т н о ш е н и я  т р е х  т о ч е к  п р я м о й .

Из этих свойств можно вывести целый ряд других «инвариантов» 
перспективно-аффинного преобразования, которые, таким образом, 
уже не являются независимыми2.

1 Такое свойство соответствия носит название «инволюционности» (см. 
§ 32).

2 Рассматривая во втором свойстве перспективно-аффинного соответст
вия простое отношение трех точек, мы должны были предварительно убедиться 
я коллинеарности соответствия. Вместо этого можно было бы сформулиро
вать второе свойство иначе, не предполагая заранее коллинеарности пре
образования. В таком случае коллинеарность являлась бы следствием вто
рого свойства.

Последнее может быть сформулировано следующим образом.
Если ,4, В, С — три точки, принадлежащие прямой линии поля со, а 

А ', В ' , С  — три соответственные точки поля со', то всегда имеем:
АС _  А’С'
ВС ~  В 'С  '

Докажем, что три точки А ', В ',  С' также лежат на одной прямой.
И самом деле, написанную выше пропорцию (простое отношение трех 

точек) можно переписать так:



Докажем прежде всего 
инвариантность паралле
лизма прямых. Предполо
жим, что на плоскости ш 
имеем две прямые а и Ь, 
которым на плоскости со' 
соответствуют прямые а ' и 
//. Предположим, что пря
мые а и b параллельны (а ||
|| 1>). Докажем, что а' || Ь '.
11рпменим доказательство 
от противного». Предполо

жим, что прямыеа' и Ь' пе
ресекаются, и обозначим Черт. 4. 
гочку пересечения буквой
ЛГ (черт. 4). Тогда в силу взаимно однозначного соответствия плос
костей со и со' точке М ' плоскости со' соответствует точка М  на 
плоскости со. Точка М  должна принадлежать как прямой а, так и 
прямой Ь. Следовательно, М  есть точка пересечения прямых а и Ь. 
I аким образом, приходим к противоречию. Предположение, что 
прямые а' и Ь' пересекаются, невозможно. Поэтому а' || Ь '.

Таким образом, параллелизм прямых есть инвариантное свой- 
t ню перспективно-аффинного преобразования.

Далее рассмотрим о т н о ш е н и е  д в у х  п а р а л л е л ь -  
и i.i х отрезков.

АС А ’С  
^  и далее

АС +  СВ А 'С  +  С 'В '
СВ С 'В '

Л С + С В  АВ
И п ------ — = “ > так как точки А, В, С лежат на одной прямой.

СВ СВ

( .чсдопательно,
А ’С' +  С В ' АВ

С 'В ' СВ

< другой стороны, по условию
АВ А 'В '

■и> ному
СВ С 'В ' ’ 

А 'С ' +  С 'В ' А 'В '
С 'В ' С 'В ' ’

it ипконсц, получаем: А 'С ' +  С 'В ' •= А 'В ' , откуда заключаем, что три 
и.щи Л, В, С также лежат на одной прямой (ч. т. д.).



Пусть на плоскости со имеем два отрезка А В  и CD (черт. 5) и 
пусть А В  || CD. Им соответствуют на плоскости со' два также па
раллельных отрезка: А 'В '  || C 'D '.

Соединим В  с D и проведем через С прямую CF || D B. На пло
скости со' прямой CF будет соответствовать прямая C 'F ' || D 'B '  
(в силу инвариантности параллелизма) и, следовательно, точке F  
будет соответствовать точка F ' .

Черт. 5.

Зная, что простое отношение трех точек инвариантно, можем 
написать:

—  = —  = (A FB ) = (.A 'F 'B ') =
CD FB  F 'B ' C 'D '

Таким образом, приходим к равенству:
АВ_ =  А 'В '
CD C 'D ' '

А В

CD

А В

PQ CD

Последнее показывает, что о т 
ношение двух параллельных отрез
ков есть инвариант перспективно
аффинного соответствия.

Если отрезки А В  и CD лежат 
па одной прямой (черт. 6), то их 
отношение также инвариантно в 
перспективно-аффинном соответст
вии. В самом деле, пусть PQ  — 
произвольный отрезок, параллель
ный прямой А В . Тогда имеем: 

А 'В "  P 'Q ' А 'В '

P 'Q ' C 'D ' C D ’

(ч. Т. Д.).
6. Переходим к рассмотрению п л о щ а д е й  с о о т в е т с т 

в е н н ы х  ф и г у р .  Докажем следующую лемму:
Расстояния двух соответственных точек (А , А ')  до оси соответ

ствия (хх) находятся в постоянном отношении, не зависящем от 
выбора пары соответственных точек.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что точкам А и В  со
ответствуют точки А ' и В ' (черт. 7). Опуская из этих точек пер
пендикуляры на ось хх, получим расстояния их до оси. Расстояния 
будем всегда рассматривать положительными независимо от на
правления перпендику
ляров.
Можем написать:

ААу _ А Х  А ' А {  _  А ' х  

ВВ. В Х  ’ В'В\ В ' Х

Но, как видно из чер
тежа,

А Х  А ' Х  

В Х  ~  В ' Х  ’ 

следовательно,
АЛ, А 'А\

ВВ1 В ’ В\

или
А А г 

А ' а :
ВВ,

в 'в ;

Черт. 7.

const.

Полученное равенство и доказывает формулированную выше 
лемму.

Обозначим постоянное отношение расстояний соответственных 
точек через k. Докажем следующую т е о р е м у .

Отношение площадей д в у х  соответственных треугольников 
постоянно и равно k.

Доказательство теоремы распадается на следующие случаи:
Г . Т р е у г о л ь н и к и  и м е ю т  о б щ у ю  с т о р о н у  н а

о с и хх.



Такие треугольники представлены на чертеже 8. Отношение их 
площадей выразится следующим образом:

S& abc  _  АВ ■ СС, _ СС, __ ^
^аА'В'С ' А ' В '-С'С, С'С,

2°. Т р е у г о л ь н и к и  и м е ю т  о б щ у ю  в е р ш и н у  
н а  о с и  хх.

Таковы два треугольника на чертеже 9. Соответственные сторо
ны ВС  и В  С ' этих треугольников должны пересекаться на оси хх 
(в точке X ). Рассматриваемый случай сводится к предыдущему. 
В  самом деле, на основании предыдущего можно написать:

S A АВХ _  ^ 
с  ’ ^ А А В Х  —  ^ ' ^ А А ' В ' Х '  >
0 А Л ' В ' Х '

S A  ЛСХ и 
с ^д Л С Х  =  ^  ’ S & А ' С ' Х '  5

А ' С ' Х '

Ь ' ^ А А ’ В ' Х '  ^ ‘ ^ д Д ’С 'Х ' =  *  ‘ ^ д А' В' С'

ABC ~ : ^ А  АВХ ^ д Л С Х 1

АВХ ^ а АОХ ~  А В Х '  ^ д А 'С ' Х ' )  ^ д А 'В 'О ' ,

поэтому будем иметь:
S A ABC _ _  ^

^ а А 'В 'С '

3°. О б щ и й  с л у ч а й  д в у х  с о о т в е т с т в е н н ы х  
т р е у г о л ь н и к о в .

Пусть на чертеже 10 имеем два соответственных треугольника 
ЛВС  и А 'В 'С ' . Рассмотрим один из этих треугольников, например



ABC. Площадь этого треугольника можно представить следующим 
образом:

с _  с __с __ с
° д  ЛВС ° Д  YXC  ° д  YBA  ° д У Л 'В .

Все треугольники правой части этого равенства относятся к 
рассмотренным уже двум случаям, поэтому, применяя к ним дока
занную теорему, можем переписать найденное выше равенство так:

^ Д Л В С  =  ^  YXC'  ^  ‘ ^ A Y B 'A ’ ^  ■ ^ д Y X B '  >

или
^ д Л В С  =  k ( S A YXC' ^ a Y B 'A '  ^ д Y X B ' )  =  ^ д А ' В ' С "

Следовательно,

^ д Л 'В 'С ’

7. Выведенное нами свойство площадей двух соответственных 
греугольннков легко распространить на случай с о о т в е т с т 
в е н н ы х  многоугольников. В  самом деле, каждый многоуголь
ник может быть разбит на несколько треугольников, причем пло
щадь многоугольника выразится суммой площадей составляющих 
его треугольников.

Для соответственного многоугольника получим аналогичное 
разбиение на треугольники. Если площади двух соответственных 
многоугольников обозначим буквами S и S ', а площади двух соот
ветственных составляющих треугольников — буквами и а,', то 
можем написать:

S =  2ст; ; 5' =  2ст;„

Так как, кроме того, для площадей соответственных треугольни
ков имеем:

oi =  ka\,
го

S =  =  Zke't =  k 2cr' =  kS'.
Таким образом, получаем:

— = к = const.
S'

Наконец, можно обобщить теорему об отношении площадей на 
случай двух площадей, ограниченных соответственными кривыми 
произвольного вида.

Обозначим площади, ограниченные двумя соответственными 
кривыми, через Д  и д '.  Впишем многоугольник в кривую, огра
ничивающую площадь Д , и обозначим площадь этого многоуголь
ника буквой 5. Будем увеличивать число сторон вписанного много- 
\ сольника до бесконечности при условии, что каждая сторона его
■ громится к нулю, тогда получим:

Д  = lim S.



Для площади Д '  будем иметь аналогичный процесс:
А ' = lim S ',

где через S '  обозначена площадь многоугольника, соответственного 
многоугольнику 5. Так как в течение всего процесса (изменения 
многоугольников), согласно доказанной выше теореме, должны 
иметь:

S  = kS',
то переход к пределу дает

Д  =  ЛД'.
Следовательно,

д'
Полученное свойство может быть представлено как инвариант 

перспективно-аффинного соответствия.
В самом деле, обозначим через Д  и Д ( площади, ограниченные 

двумя кривыми произвольного вида, а через д '  и Д \  — площади, 
ограниченные соответственными кривыми, тогда, по доказанному, 
будем иметь:

или, переставляя средние члены пропорции:
д _  д '

Д ! Л  1 ’

что может быть выражено следующими словами: отношение двух 
каких-либо площадей не изменяется (является инвариантом) в пер
спективно-аффинном соответствии.

§ 2. Общее аффинное соответствие.
1. В предшествующем параграфе мы изучили перспективно

аффинное соответствие двух плоскостей. Такое соответствие, как 
мы видели, может быть получено с помощью параллельной про
екции.

Рассмотрим теперь соответствие двух плоскостей, образованное 
многократным применением параллельного проектирования. Так, 
на чертеже 11 плоскость со проектируется параллельно прямой / 
на плоскость со'. Эта плоскость проектируется параллельно прямой 
/' на плоскость со". Наконец, последняя проектируется параллельно 
прямой Г  на плоскость со'". Таким образом, между плоскостями со и 
со'" устанавливается соответствие, в котором точкам А , В, С первой 
плоскости соответствуют точки А "', В '", С'" второй. Нетрудно 
убедиться в том, что это соответствие может не быть параллельной 
проекцией, но в то же время обладает инвариантными свойствами 
перспективно-аффинного соответствия. В самом деле, соответствие 
плоскостей со исо‘"  является цепью последовательных параллельных 
проектирований. Так как каждое такое проектирование сохраняет



к о л л и н е а р н о с т ь  и п р о с т о е  о т н о ш е н и е  т р е х  
т о ч е  к, то теми же свойствами должно, очевидно, обладать и 
результирующее соответствие плоскостей to и со"'.

То же самое можно сказать и об остальных инвариантных свой
ствах, рассмотренных в случае перспективно-аффинного соответст
вия, которое оказывается, таким образом, лишь тем частным слу
чаем, когда прямые, соединяющие соответственные точки, парал
лельны между собой:

А А ' || В В ' || СС' || ...
Но этой именно причине такое соответствие называется пер- 

с п е к т и в н  о-a ф ф и н н ы м.
Соответствие же плоскостей со и со'" называется а ф ф и н н ы м .  

Мы пришли к этому понятию, 'воспользовавшись цепью перспек
тивно-аффинных преобразований (или параллельных проекций). 
Если каждое из них обозначим буквами Р, Р', Р", а результи
рующее преобразование — буквой А, можем представить аффин
ное преобразование А следующей символической формулой:

А = Р • Р ' • Р ",
и которой правая часть представляет собой «произведение» перспек- 
тивно-аффинных преобразований, т. е. результат их последователь
ного применения.

Те же рассуждения можно было бы провести, не выходя из 
одной плоскости, для чего достаточно рассматривать цепь перспек- 
ппшо-аффинных преобразований плоскости в себя. Каждое из пре-



Черт. 12.
образований может быть задано осью и парой соответственных то
чек (§ 1). Так, например, на чертеже 12 первое преобразование Р 
задано осью хх и парой (Л, Л'); второе Р' — осью х'х' и парой 
(А', Л "); третье Р" — осью х"х" и парой (Л", А '"). В результи
рующем преобразовании А точке Л соответствует точка А '". На 
том же чертеже показано построение точки В'", соответственной 
точке В.

2. Изложенное в настоящем параграфе показывает, что преобра
зования, полученные при помощи цепи параллельных проекций 
(или перспективно-аффинных преобразований), обладают свойст
вами коллинеарности и сохранения простого отношения трех точек.

Будем называть а ф ф и н н ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  
в с я к о е  в з а и м н о  о д н о з н а ч н о е  п р е о б р а з о в а 
н и е  п л о с к о с т и  01 в п л о с к о с т и  со', с о х р а н я ю 
щ е е  к о л л и н е а р н о с т ь  и п р о с т о е  о т н о ш е н и е  
т р е х  т о ч е к .

§ 3. О некоторых частных случаях 
аффинных преобразований.

К  числу аффинных 
п р еобр азов a 11 и й относ итс я 
так называемое о р т о- 
т о н а л ь н о е  п р е о б 
р а з о в а н и е  плоскос
ти СО В ПЛОСКОСТЬ 01', или, 
иначе, д в и ж е н и е .

О п р е д е л е н  и е 
Ортогональным преобразо
ванием плоскости ои а



плоскость о называется такое 
преобразование, в котором каж
дая пара точек А и В  в первой 
плоскости переходит в пару 
точек А ' и В ' второй плоскости, 
причем А В  = А ’В'.

Из этого определения следу
ет, что каждая фигура F  плоско
сти © преобразуется в конгру- 
снтную фигуру F ' плоскости со'
(F = F ’).

Можно также представить 
себе ортогональное преобразо
вание плоскости со как переме
щение ее в новое положение со' в 
пространстве (движение).

К  числу ортогональных преобразований относится п а р а л 
л е л ь н ы й  п е р е н о с ,  задаваемый направленным отрезком d 
(см. черт. 13). Это означает, что каждая точка А плоскости со пере
ходит в точку А ' той же плоскости, причем имеем: А А ' #  dl.

К ортогональным преобразованиям относится о с е в а я  с и м 
м е т р и я ,  или о т р а ж е н и е  п л о с к о с т и  в с е б я  
(черт. 14). Это преобразование обладает следующими особенностя
ми. Направление прямых, соединяющих пары соответственных то
чек, перпендикулярно к оси хх:

Черт. 15.

Кроме того,
А А ' _L хх.

А Х  = А 'Х .

Отражение есть инволюционное преобразование (см. § 1, стр. 12), 
поэтому каждой точке соответствует вполне определенная точка 
независимо от того, считаем ли мы ее точкой первоначальной (А) 
пли преобразованной (Л '). Каждая фигура F  переходит в конгруент- 
ную F ', причем направление обхода (на чертеже 14 показано стрел
кой) меняется на противоположное.

Другой замечательный случай аффинного преобразования пред
ставляет собой г о м о т е т и я .

Это преобразование можно определить следующим образом. 
Пусть S  — какая-нибудь точка плоскости, которую назовем 

центром гомотетии (черт. 15). Каждой точке М  плоскости соответст- 
иует точка М ', удовлетворяющая следующим условиям-

1) точка М ' лежит на прямой SM ;
2) отношение SM'

SM const.

1 А А ' равно и параллельно отрезку d.



Таким образом, гомотетия вполне определяется заданием центра 
S и пары точек М , М '. В самом деле, для любой точки А может быть 
построена соответственная точка А ', как это видно из чертежа 15. 
Проводя М 'А '  || М Л , находим точку Л ', причем

S A ' S M ' ,------ — ------ — IV.
6'Л SM

Нетрудно убедиться в том, что гомотетия является аффинным 
преобразованием. Действительно, к о л л и н е а р н о с т ь  и про 
с т о е  о т н о ш е н и е  т р е х  т о ч е к  являются инвариантами 
гомотетии.

Предположим, что дана прямая AM , проходящая через точки 
А и М . Построив соответственные точки А '  и М ',  получим прямую 
А 'М '.  Прямая А 'М '  \\АМ. Покажем, что прямая А 'М '  соответ
ствует в гомотетии прямой AM .  Пусть X  — произвольная точка 
данной прямой. Построив прямую SX ,  находим на прямой А 'М '  
соответственную точку А''. При этом, как легко видеть,

S X ' __ S M ' _  ^

S X  ~  SM  ~

Итак, прямая М 'А '  является геометрическим местом точек X ',  
соответственных точкам X  данной прямой М А.  Отсюда заключаем:

1В. В  гомотетии каждая прямая преобразуется в прямую. Пря
мая, проходящая через S, переходит в себя', прямая, не проходящая 
через S, переходит в параллельную прямую.

2°. Величины углов не изменяются в гомотетии, так  как каждый 
угол переходит в угол с соответственно параллельными сторонами.

3°. Отношение двух соответственных отрезков равно постоян
ному коэффициенту гомотетии (к). Так, например,

А 'М ' __ S M ’ __ k  

AM  SM

Эти свойства показывают, что гомотетия преобразует каждую 
фигуру F  в подобную и подобно расположенную фигуру F '.

Очевидно, что простое отношение трех точек прямой не изме
няется в гомотетии. Так, например, будем иметь:

(.Х 'А 'М ') =  = (ХАМ).
v А 'М ' A M

Таким образом, убеждаемся, что гомотетия принадлежит к числу 
аффинных преобразований.

§ 4. Аффинное преобразование как произведение 
преобразований

Рассмотрим аффинное соответствие двух плоскостей со и со' (точ
нее, их точечных полей), установленное парой соответственных тре
угольников: A BC  <г> А 'В 'С '  (черт. 16). Чтобы преобразовать плос-



кость со в плоскость со', мы проде
лаем следующие операции. Произ
ведем преобразование гомотетии с 
центром С, = С ' и коэффициен- д=Л
том k = , причем A iB i  = АВ.
Затем приложим треугольник 
A lB iC i к треугольнику A BC  так, 
чтобы сторона А 1В 1 совпала со 
стороной А В. Теперь мы можем Черт. 16.
определить аффинное преобразо
вание А, переводящее треугольник A BC  в треугольник А 'В 'С '  в 
форме произведения преобразований. В  самом деле, для этого надо 
произвести следующие преобразования: 1) установить перспектив
но-аффинное преобразование с осью А В  и парой соответственных 
точек С и С[. Получим плоскость соj с треугольником /IjBjCj,-
2) переместить плоскость со( в новое положение так, чтобы точка Сх 
совпала с точкой С', а угол А 1С1В 1 совместился с углом А 'С 'В ';
3) наконец, произвести преобразование гомотетии с центром С’

А' В 'и коэффициентом k‘ — ----. В результате получим треугольник
А-уВ j

А ’В 'С 1 на плоскости со'.
Обозначим три выполненных преобразования соответственно 

следующим образом: перспективно-аффинное преобразование — 
через Р, движение — буквой S и гомотетию — Н. Тогда данное аф
финное преобразование плоскости со в плоскость со' выразится сле
дующей формулой:

А = Р S Н. (1)
Написанная формула показывает, что произвольное аффинное 

преобразование можно рассматривать как произведение перспектив
но-аффинного преобразования, преобразования движения и гомоте
тии.

Докажем следующую теорему:
Т е о р е м а  1. Плоскость со всегда может быть преобразована 

при помощи двух последовательных параллельных проекций ( пер
спективно-аффинных преобразований) в плоскость со' таким обра
зом, что произвольно заданному треугольнику A BC  на'первой плос
кости будет соответствовать на второй треугольник, конгруент- 
пый произвольно заданному треугольнику А 'В 'С ’.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть на плоскости со задан треуголь
ник ABC. Требуется с помощью двукратного параллельного проек- 
шрования преобразовать плоскость так, чтобы треугольник ABC  
перешел в произвольно заданный треугольник А 'В 'С '  (черт. 17). 
Проведем прямую A C t по произвольному направлению и отложим 
м.I ней отрезок A C t = А 'С '.  Далее на отрезке A C t построим тре- 
уюльник A B tC,, конгруентный треугольнику А 'В 'С '.  Принимая 
прямую А В  за ось перспективно-аффинного соответствия и точки



С, С! в качестве соответственных, определим перспективно-аффин
ное соответствие Р 1, переводящее треугольник A B C  в треугольник 
A B C t.

Подобным же ебрамм ивревективыо-аффинное соответствие Р' 
с осью А С { и парой свответственных точек В, В 1 переводит тре
угольник A B C j в треугольник А В 1С1. Следовательно, выполняя 
над плоскостью w преобразование Р, а затем Р', мы придем к плос
кости со', причем данный треугольник A BC  перейдет в новый тре
угольник A B f ii ,  конгруентный заданному треугольнику А 'В 'С '.

Чтобы аффинное преобразование плоскости со переводило а АВС  
в а А 'В ’С', надо к рассмотренным двум параллельным проектиро
ваниям добавить еще «движение», переводящее плоскость в новое 
положение так, чтобы д Л ^ С )  совместился с а А ’В 'С '. Такое пе
ремещение («движение») плоскости со в пространстве как неизменяю- 
щегося целого является аффинным преобразованием плоскости. 
Действительно, при этом не нарушаются свойства коллинеарности 
и простого отношения трех точек. Обозначим преобразование дви
жения буквой S.

С л е д с т в и е .  Из двух произвольно заданных треугольников 
каждый моокно считать аффинно-соответственным другому.

В самом деле, как было доказано выше, существует такое аф
финное преобразование А = Р • Р ' • S, которое переводит один 
из данных треугольников в другой.

Теперь докажем следующую теорему:
Т е о р е м а  2. Существует лишь одно аффинное преобразова

ние, которое переводит треугольник A BC  первой плоскости в тре
угольник А 'В 'С '  второй.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что аффинное преобра
зование А переводит треугольник A BC  в треугольник А 'В ’С'. Вы
берем произвольную точку М  на первой плоскости (черт. 18). Про

1 Или, что то же, параллельное проектирование (см. стр. 12).

А

В,
Черт. 17.



ведем прямую AM  и обозначим через D точку ее пересечения с пря
мой ВС.

Тогда в силу сохранения простого отношения трех точек долж
ны иметь:

(BCD) = (В 'C'D').
Следовательно, точка D ' , соответственная точке D, однозначно 

определяется на прямой В 'С ' . Далее из равенства
(ADM)  = (A 'D 'M ')

заключаем, что и точка ЛГ однозначно определяется на прямой 
A'D', соответственной прямой AD. Таким образом, в аффинном 
преобразовании одной плоскости в другую, переводящем треуголь
ник ABC  в треугольник А 'В 'С ,  соответствие точек определяется

Черт. 18.

единственным образом. Следовательно, не может быть двух аф
финных преобразований, переводящих треугольник ABC  в тре
угольник А 'В 'С ' , которые не были бы тождественными.

С л е д с т в и е  1. Аффинное соответствие двух плоскостей 
вполне определяется заданием пары соответственных треугольников.

С л е д с т в и е  2. Если в двух аффинно-соответственных пло
скостях имеется пара соответственных конгруентных отрезков, 
то  упомянутые плоскости могут быть приведены в такое положе
ние, в котором их соответствие является перспективно-аффинным 
и осуществляется параллельным проектированием одной плоскости 
на другую.

В самом деле, пусть отрезок А В  первой плоскости конгруентен 
соответственному отрезку А 'В '  второй:

А В  = А 'В ' .
Тогда поместим плоскости так, чтобы отрезки А В  и А 'В '  со

вместились. Пусть при этом какой-нибудь точке С первой плоско
сти соответствует точка С' второй. Перспективно-аффинное соот
ветствие, определяемое осью А В  (А 'В ')  и парой точек С, С', тож
дественно с заданным соответствием плоскостей, так как в обоих 
соответствиях треугольники ABC  и А 'В 'С '  одни и те же.

Теперь мы можем ответить на поставленный выше вопрос о 
представлении общего аффинного преобразования в виде цепи пер
спективно-аффинных.



В самом деле, пусть через А обозначено некоторое аффинное 
преобразование плоскости со в плоскость со'. Выберем на плоскости 
со произвольный треугольник ABC, и пусть преобразование А пере
водит его в треугольник А 'В 'С '  на плоскости со'. Тогда по теореме
1 (следствие) существует такое аффинное преобразование А * = 
= Р • Р ' • S, которое переводит треугольник ABC  в треугольник 
А 'В 'С ' . С другой стороны, из теоремы 2 заключаем, что

Этот результат можно сформулировать так:
Всякое аффинное преобразование является произведением двух 

перспективно-аффинных преобразований ( или двух параллельных 
проекций) и преобразования движения.

Формула (2) наряду с формулой (1) позволяет глубже проник
нуть в структуру аффинных преобразований.

§ 5. Главные направления 
двух аффинно-соответственных плоскостей.

1. Предположим, что прямым / и g плоскости со соответствуют 
прямые /' и g' плоскости со'. Угол, образованный двумя прямыми, 
не является инвариантом аффинного соответствия. Поэтому двум 
перпендикулярным прямым первой плоскости могут соответствовать 
неперпеидикулярные прямые второй плоскости.

Поставим задачу о разыскании па плоскости со двух таких взаи
мно перпендикулярных прямых, которым соответствуют две также 
перпендикулярные прямые плоскости со'. Эту задачу исследуем 
сначала в случае перспективно-аффинного соответствия.

Пусть / _L g и /' _L g' (черт. 19). Точка А пересечения прямых / 
и /' и точка В  пересечения прямых g и g' лежат на оси соответствия 
хх. Вершине прямого угла М соответствует вершина также прямого

А* г  А.
Следовательно,

А = Р Р S. (2)

угла М '. Отсюда следует, что 
окружность, построенная на от
резке А В  как на диаметре, прой
дет через точки М и М '. Центр 
S  этой окружности легко по
строить, так как он лежит на

дУ V

„ оси хх и на перпендикуляре PS  
к хорде М М ' в ее середине. Та
ким образом, анализ задачи да
ет нам в руки метод ее решения. 
Пусть перспективно-аффинное 
соответствие плоскостей задано 
осыо хх и парой точек М, М '. 
Требуется провести через точку



М  пару взаимно перпендикулярных прямых / и g так, чтобы две 
соответственные им прямые /' и g' были также взаимно перпенди
кулярными.

П о с т р о е н и е .  Строим прямую М М ' и в средней точке Р  
отрезка М М ' восставляем перпендикуляр PS. Точка пересечения 
последнего с осью соответствия хх является искомым центром ок
ружности. Строим окружность по центру S  и радиусу SM  = SAT. 
Находим точки пересечения Л и В  этой окружности с осью хх. 
Тогда прямые AM  и ВМ  — искомые. В  самом деле, прямые A M  и 
ВМ  перпендикулярны, так как угол А М В  опирается на диаметр; 
с другой стороны, прямые A M ' и В М ' также перпендикулярны по 
аналогичной причине.

Таким образом, искомые прямые построены. Задача имеет одно 
решение, так как точка S  является точкой пересечения двух пря
мых. Лишь в том случае, когда М М ' _L хх и точка Р  лежит на оси 
хх, перпендикуляр PS  сливается с осью хх и положение точки S 
становится неопределенным. Однако, как легко видеть, в рассмат
риваемом случае перспективно-аффинное соответствие представля
ет собой осевую симметрию, или отражение (М М ' _L хх, М Р  = 
= М 'Р ). Очевидно, чтов случае отражения каждой паре перпен

дикулярных прямых соответствует пара также перпендику
лярных прямых, т. е. существует бесчисленное множество решений 
задачи.

Обратим еще внимание на следующее обстоятельство. Если пря
мые f a g ,  пересекающиеся в точке М, представляют решение зада
чи, то любая пара прямых, параллельных прямым f u g ,  также дает 
решение задачи. В самом деле, в силу инвариантности паралле
лизма на плоскости со' таким прямым будут соответствовать 
прямые, параллельные прямым /' и g', т. е. взаимно перпендику
лярные.

Найденные направления называются г л а в н ы м и  н а п р а в -  
л с н и я м и. Как мы видели, при перспективно-аффинном соот- 
нетствии плоскостей всегда существуют две соответственные пары 
главных направлений; лишь в случае зеркального отражения (осе
кли симметрия) имеется бесчисленное множество главных направ
лений.

2. Поставим теперь задачу о главных направлениях в произволь
ном аффинном преобразовании А.

Как было показано в предыдущем параграфе, всякое аффинное 
преобразование может быть представлено как произведение пер-
■ in к гищю-аффинного преобразования Р на движение S и гомоге
нно II:

А = Р -S • Н.

I аким образом, аффинное преобразование Аплоскости а  в плос- 
I'oc ii.io' может быть получено при помощи перспективно-аффинного 
преобразования Р плоскости и в плоскость ©!, движения S плос-



кости соi в новое положение с последующей гомотетией Н, перево
дящей плоскость ш, в плоскость со'.

Из сказанного в настоящем параграфе следует, что на плоскос
тях а и fflj существует по одной паре главных направлений, соот
ветствующих в преобразовании Р. Обозначим их через f, g и 
g t. Движение S сохраняет перпендикулярность пар соответствен
ных главных направлений. Преобразование гомотетии Н переводит 
плоскость со4 в со', причем прямые /,, g, переедут в прямые 
/'. S '-

Так как при гомотетии величины углов не изменяются, то пер
пендикулярным прямым f u gj соответствуют две перпендикуляр
ные прямые /', g '.

Таким образом, преобразование А переводит пару перпендику
лярных прямых /, g плоскости сов пару перпендикулярных прямых 
/', g’ плоскости со'. Отсюда заключаем, что в произвольном аффин
ном соответствии двух плоскостей всегда имеются две соответст
венные пары главных направлений.

Этот результат позволяет с иной точки зрения взглянуть на 
сущность аффинного преобразования.

Представим себе сеть квадратов на плоскости со, образованную 
прямыми, параллельными главным направлениям; ей соответствует 
на плоскости со' сеть, образованная перпендикулярными прямыми, 
т. е. сеть прямоугольников (черт. 20). Поэтому аффинное преобра
зование можно рассматривать как операцию растяжения или сжа
тия плоскости, вообще говоря, различного по двум перпендику
лярным направлениям.



§ 6. Аффинные свойства фигур.
Аффинная геометрия занимается изучением тех свойств гео

метрических фигур, которые остаются инвариантными при аффин
ных преобразованиях.

Мы уже установили целый ряд таких инвариантных свойств. 
При этом сохранение коллинеарности и простого отношения трех 
точек прямой является характеристическим свойством аффинного 
соответствия, так как именно эти инварианты послужили нам 
для определения последнего (§ 2).

Другие аффинно-инвариантные 
свойства являются следствием харак- г
герпетических.

Любую геометрическую фигуру 
можно рассматривать с этой точки 
зрения. Именно можно задать вопрос 
о том, какие из ее свойств являются 
аффинными, т. е. инвариантными, при 
аффинных преобразованиях.

Приведем несколько примеров.
1) Т р е у г о л ь н и к .  Каждый Черт. 21. 

треугольник при аффинном преобразо
вании переходит в треугольник. Можно ли рассматривать два про
извольно заданных треугольника ABC  и А 'В 'С ' как аффинно-со- 
ответственные? На этот вопрос дает ответ следствие §4 (стр. 24). 
Из него вытекает, что всегда существует такое аффинное соот
ветствие, в котором два данных треугольника являются соответ
ственными. Следовательно, любые два треугольника являются аф
финно-соответственными.

Пусть М  — точка пересечения медиан треугольника ABC  — 
центр тяжести его площади (черт. 21). Медиана определяется 
как прямая, соединяющая вершину треугольника с серединой 
противолежащей стороны. Но деление отрезка пополам есть свой
ство простого отношения трех точек. Именно, если С, есть сере
дина отрезка АВ,  то имеем:

{ABC,) = 4 ^  = — 1.
1 ВС,

Поэтому точке С, аффинно соответствует точка Ср делящая 
соответственный отрезок А 'В '  пополам. Отсюда следует, что ме
дианам треугольника ABC  аффинно соответствуют медианы тре
угольника А 'В 'С ' , а точке их пересечения М  — точка пересечения 
медиан соответственного треугольника М ’.

Таким образом, точка пересечения медиан треугольника (центр 
ги жести) является аффинно-инвариантной.

2) Ч е т ы р е х у г о л ь н и к .  Если обратимся к четырехуголь
никам, то придем к следующим выводам.



Каждый четырехугольник ABCD  при аффинном преобразова
нии переходит в некоторый четырехугольник A 'B 'C 'D ' . Построим 
диагонали обоих четырехугольников и обозначим точки их пере
сечения соответственно буквами Р  и Р '  (черт. 22). Тогда будем 
иметь:

(АСР) = (А'С'Р'У, (1)
(BD P) = (B 'D ' P '). (2)

Эти равенства простых отношений показывают, что точка Р '  
делит диагонали второго четырехугольника в тех же отношениях, 
в которых точка Р  делит диагонали первого четырехугольника.

Докажем, что этот необходимый признак аффинного соответ
ствия четырехугольников является также и достаточным.

Черт. 22.

В самом деле, пусть имеем два четырехугольника, для кото
рых выполняются равенства (1) и (2). Установим аффинное со
ответствие с помощью треугольников A BC  и А 'В 'С . В  этом соот
ветствии в силу равенства (1) точке Р  соответствует точка Р ' , 
а в силу равенства (2) точке D соответствует точка D ' . Следо-

Л в
Черт. 23.

вательно, четырехугольнику A BCD  соответствует четырехуголь
ник A 'B 'C 'D '  (ч. т. д.).

Если данный четырехугольник ABCD  является т р а п е ц и е й ,  
то и соответственный четырехугольник также будет трапецией, 
так как параллельным сторонам первого соответствуют парал
лельные стороны второго. Таким образом, это свойство аффинно.

Предположим, что мы имеем к в а д р а т  A BCD  (черт. 23). 
Посмотрим, какие из его свойств яляются аффинными. Парал



лельность противоположных сторон квадрата есть свойство аф
финное, равенство же его углов не является таковым, поэтому 
квадрату соответствует параллелограмм А 'В 'C'D'. Диагонали 
последнего делятся пополам, так как это свойство диагоналей 
квадрата аффинно; но равенство диагоналей квадрата не сохра
няется, так же как и деление углов диагоналями пополам.

Подобным образом можно проанализировать всякую геомет
рическую фигуру, выделяя ее аффинные свойства, и судить 
о свойствах фигуры, аффинно-соответственной данной.

§ 7. Эллипс как кривая, аффинно-соответственная 
окружности.

1. Предположим, что между точками плоскостей to и со' уста
новлено аффинное соответствие. Если рассмотрим на плоскости 
(о какую-нибудь кривую С как геометрическое место точек, то ей 
на плоскости со' соответствует геометрическое место С' соответ
ственных точек. Можно также сказать, что данное аффинное 
преобразование плоскости со в плоскость со' переводит кривую С 
н соответственную кривую С '. Поставим задачу исследовать кри
вую, аффинно-соответствующую окружности.

О п р е д е л е н и е .  Кривую, соответствующую окружности 
к аффинном преобразовании, назовем эллипсом.

Метод исследования эллипса как аффинного образа окруж
ности основывается на следующем принципе:

Всякое аффинное свойство окружности, как инвариантное по 
отношению к аффинным преобразованиям, переводящим окруж
ность в эллипс, должно быть такж е и свойством эллипса.

Применение этого принципа в данном случае сводится к ус
ыновлению аффинных свойств окружности и перенесению их на 
У1ЛИПС.

2 . Ц е н т р  э л л и п с а .  Определим центр окружности как 
гакую точку, в которой все проходящие через нее хорды делят
ся пополам.

Это свойство является аффинным, поэтому оно может быть 
перенесено на эллипс. Следовательно, эллипс является централь
ной кривой, т. е. существует точка (центр эллипса), в которой все 
проходящие через нее хорды делятся пополам. Последние назы- 
плются диаметрами эллипса.

3. С о п р я ж е н н ы е  д и а м е т р ы .  Любые два взаимно 
перпендикулярных диаметра окружности обладают следующим свой- 
| том: каждый из них делит пополам хорды, параллельные дру- 
| ому диаметру (черт. 24).

Это свойство является аффинным, так как оно основывается 
ил параллельности прямых и делении пополам отрезков (простое 
in ношение трех точек). Диаметры, обладающие этим свойством, 
нл ииваются с о п р я ж е н н ы м и .  Сопряженные (они же взаимно 
перпендикулярные) диаметры окружности переходят в сопряжен-



ные диаметры эллипса, но перпендикулярность диаметров при 
этом нарушается как свойство неаффинное. Таким образом, по 
соответствию с кругом находим, что геометрическим местом 
середин хорд эллипса, параллельных одному из его диаметров, 
служит диаметр, сопряженный данному.

Отсюда получаем следующее построение сопряженного диа
метра. Чтобы построить диаметр, сопряженный диаметру А 'В '  
(черт. 24), проводим произвольную хорду P'Q ',  параллельную 
диаметру А 'В ' , и делим ее пополам. Прямая, соединяющая получен
ную точку ЛГ с центром эллипса О', является искомым сопряжен
ным диаметром C D ' . Если в центре О окружности рассмотрим 
пару главных направлений, то им будут соответствовать главные

направления второй плоскости, проходящие через центр эллип
са О'. Так как любая пара взаимно перпендикулярных диаметров 
окружности является сопряженной парой, то главные направле
ния как в центре окружности, так и соответствующие им глав
ные направления в центре эллипса также являются сопряжен
ными. Следовательно, у эллипса существует пара сопряженных 
и взаимно перпендикулярных диаметров, которые называются 
о с я м и э л л и п с а .

Мы видели, что в частном случае аффинного соответствия (§ 5) 
возможно бесчисленное множество пар главных направлений, j 
проходящих через точки О и О'. Так как любое аффинное пре- J 
образовалие может быть представлено формулой

А = Р S • Н,
то вопрос о существовании главных направлений сводится к пер- 
спективно-аффинному преобразованию Р. В  этом же случае, как 
было показано в § 5, преобразование, имеющее бесчисленное 
множество главных направлений, есть осевая симметрия (отраже
ние). Оно переводит окружность в окружность. Так как движение S 
и гомотетия Н не изменяют вида фигуры, то очевидно, что в упо
мянутом случае мы будем иметь окружность, для которой любая 
пара взаимно перпендикулярных диаметров является сопряжен-: 
ной, т. е. парой осей. Следовательно, только окружность как 
частный случай эллипса имеет бесчисленное множество пар осей.



4. К а с а т е л ь н ы е .  Рассмотрим касательную t к окружно
сти в точке С (черт. 24). Эта касательная параллельна диаметру 
АВ.  Отсюда получаем следующее аффинное свойство касатель
ной к окружности:

Касательная t к окружности в точке С диаметра CD парал
лельна сопряженному диаметру А В .

Перенося это свойство как аффинное на эллипс, приходим 
к следующему построению касательной t' к эллипсу.

Если С' — точка эллипса, в которой должна быть построена 
касательная, то проводим диаметр C D ' и строим ему сопряжен-

М  С L М ' С '  С

ный диаметр А 'В '.  Прямая V , проходящая через С' параллельно 
Л 'В ',  есть искомая касательная к эллипсу.

Предположим, что около окружности описан квадрат K N LM  
(черт. 25). Тогда средние линии и диагонали этого квадрата 
представляют собой две пары сопряженных диаметров А В , CD 
н K L, M N . Квадрату K N LM  соответствует параллелограмм 
K 'N 'L 'M ' , описанный около эллипса. Средние линии А 'В ’ , C 'D ' 
и диагонали параллелограмма К ' L ' , M ’N ' являются парами со
пряженных диаметров эллипса. Этим пользуются для построения 
>ллипса как параллельной проекции окружности.

5. П о с т р о е н и я ,  о с н о в а н н ы е  на  а ф ф и н н о м  
с о о т в е т с т в и и  э л л и п с а  с к р у г о м .

1°. Э л л и п с ,  о п р е д е л я е м ы й  д в у м я  с о п р я ж е н н ы 
ми д и а м е т р а  м и. Предположим, что два отрезка произвольной 
литы  и направления А 'В '  и C'D' пересекаются в точке О', ко- 
к>рая является серединой каждого из них (черт. 26). Докажем, 
'пи такие два отрезка всегда можно принять за сопряженные 
дилметры эллипса, который ими определяется. С этой целью, 
принимая один из отрезков, например А 'В ' , за диаметр родственно- 
|" круга, построим круг A BC D 1.

Пусть диаметр CD перпендикулярен А В. Рассмотрим теперь, 
MiKoii эллипс будет соответствовать кругу A BCD  в перспективно-

1 Точки Л и В  совпадают с точками Л ' и В ', а диаметр круга А В  — с диа- 
mi ||ц)м аллипса А 'В '.
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аффинном соответствии, осью 
которого служит прямая АВ, 
а точке С круга соответствует 
точка С' эллипса. Диаметр А В  
круга, очевидно, сам себе со
ответствует, так как он лежит 
на оси хх. Диаметру CD круга 
соответствует диаметр C D '  эл
липса, и так как CD _L АВ,  то 
C D '  и А 'В '  — два взаимно со
пряженных диаметра эллипса.

Таким образом, доказано, 
что существует эллипс, для ко
торого два данных отрезка Л 'В ' 
и C'D' являются сопряженными 

М '  этого эллипса по точкам М  
обычным способом, а именно: 

прямой D6M соответствует прямая D'bM ',  следовательно, точ
ка М ' лежит на прямой D '6 и определяется как точка пересе
чения этой прямой с направлением проектирования М М '.

2°. П о с т р о е н и е  т о ч е к  э л л и п с а  по п а р е  его 
с о п р я ж е н н ы х  д и а м е т р о в .  Полученным свойством 
касательной к эллипсу мы воспользуемся для его построения. 
Опишем около круга О (ABCD ) квадрат, стороны которого

L' F '

диаметрами.
родственного

D
Черт. 26

Построение точек 
круга производится

параллельны диаметрам А В  и CD (черт. 27 а). Отметим произ
вольную точку круга М  и соединим ее с концами А и В  одного 
из диаметров. Прямая AM  пересекает диаметр CD в точке К , 
а прямая ВМ  пересекает сторону квадрата CF в точке L. 
Прямоугольные треугольники А О К  и B F L  равны, так как имеют 
по равному катету (АО = B F ) и прилежащему к нему острому 
углу (Z. О А К  — Z-FBL, так как стороны этих углов взаимно 
перпендикулярны). Следовательно, OK =FL и СО—ОК —C F—F L , 
или С К  = CL. Но если попарно равны отрезки, то равны и их

СК CL отношения: —  = ---.
КО L F



Итак, отношение трех точек (СКО ) диаметра круга равно 
отношению трех точек (C LF ) стороны описанного около него 
квадрата.

В аффинном преобразовании отношение трех точек прямой 
не меняется, поэтому мы должны иметь аналогичное равенство 
отношений для соответственного эллипса (черт. 276). Диаметрам 
круга соответствует пара сопряженных диаметров эллипса: А 'В ' , 
C'D'. Квадрату, описанному около круга, будет соответствовать 
параллелограмм, описанный около эллипса, со сторонами, парал
лельными его диаметрам, что следует из найденного выше свой
ства касательных к эллипсу. Если на отрезках С'О' и C 'F ' от
метим точки К '  и L ' , соответственные точкам К  и L  родствен
ного круга, то будем иметь:

С’К ’
К ’О’

СК
КО

С’У
L ’F ’

но правые части этих равенств 
равны, следовательно, равны и 
левые, т. е.

С 'К ’
К ’О'

С’У
L 'F '

CL Это же рассуждение в снм-
L F  ’ воле «отношения трех точек» 

выглядит так:
(С’К ’О') = (СКО) 

и (C 'L 'F ')  = (CLF), 
но (СКО) = (CLF),
следовательно,

(С 'К '0 ‘) = (C’L 'F ’).
К ’ делит отрезок С’О' в том же от- 
L ' делит отрезок C'F '.  Предположим,

Таким образом, точка 
ношении, в каком точка 
что мы провели прямую В ' L ' произвольно и хотим построить на 
пей точку эллипса. Для этого достаточно найти на отрезке С О '
гочку К ' ,  удовлетворяющую условию С’К '

К 'О ’
С У
L ’F ’ '

и соединить
ее сточкой Л '. Тогда прямая А 'К '  пересечет прямую В ' L '  в 
искомой точке М '  (черт. 276).

Само построение точек эллипса выполняется следующим об
разом. Пусть имеем со
пряженные диаметры эл
липса А 'В '  и C'D' (черт.
28). Делим отрезки О 'С  
и F 'C ' на одинаковое чи
сло равных между собой 
частей и нумеруем точки
деления цифрами 1,2,3......
11ри этом отрезок О'С' про
ходит в направлении от 
(У к С ,  а отрезок F 'C '— 
п направлении от F ' к С'.
1’ассматривая чертеж, за
мечаем, что если точка К '  
на отрезке О’С' будет иметь
пометку, скажем, 2, то и Черт. 28.



точка L ' на отрезке F 'C ' должна иметь такую же пометку, т. е. 2.
С' К ' С ' иТолько при этом условии отношения отрезков —— и будут рав

ны. Таким образом, мы получим две равномерные шкалы на 
прямых О'С' и F 'C . Для построения точек эллипса надо соединить 
точку А ' с точками 1,2,3,... шкалы О'С, а точку В '  с точками 
/, 2, 3, ... шкалы F 'C ’, тогда точки пересечения соответственных 
прямых, например А ’1 и В '  1, А '2 и В '2, явятся точками эл
липса. На чертеже 28 по этому способу произведено построение 
точек эллипса.

3°. В т о р о й  с п о с о б  п о с т р о е н и я  т о ч е к  э л л и п с а  
по паре  е г о  с о п р я ж е н н ы х  д и а м е т р о в .  Как и в пре
дыдущем случае, воспользуемся родством круга и эллипса. Предполо
жим, что имеем круг с диаметрами А В  и CD (черт. 29а). Пусть М  — 
произвольная точка круга. Обозначим через К  точку пересечения 
прямых В М  и АС. Получаем треугольник А К В .  Высотами этого 
треугольника будут служить прямые AM , ВС  и K N . В самом 
деле: A M  _L В К  и ВС  _L А К ,  так как образуемые ими углы опи
раются на диаметр А В  окружности. K N  J_  А В  и, следовательно, 
KN  II СО. Точку пересечения трех высот треугольника А К В  обо
значим через L.

Рассмотрим теперь соответственное построение для эллипса. 
Пусть А 'В '  и C D '  — сопряженные диаметры эллипса, родствен
ного кругу (черт. 296). Если точка К '  па прямой А 'С  соот
ветствует точке К  на прямой АС  предыдущего чертежа, то 
треугольник А' К 'В '  соответствует треугольнику А К В .  Проведя 
K 'N ' || С О ' , находим точку L ' пересечения прямых K 'N '  и В 'С ' . 
Соединяем А 'с  L ’ и получаем точку ЛГ пересечения прямых A 'L '  
и В ' К ' ■ Так как точка М '  соответствует точке круга М, то она 
является точкой эллипса. Отсюда и получаем способ построения 
точек эллипса.



Изменяя положение точки К '  
на прямой А 'С  (каждому поло
жению К '  соответствует опре
деленное положение точки К  
на прямой АС), мы построим 
сколько угодно точек эллипса.
Такое построение и выполнено 
на чертеже 30. Заметим, что при
веденное построение допускает 
простое обобщение.

В самом деле, оно сохранит
ся и в том случае, если точка С 
взята на круге произвольно 
(черт. 31а). Направление K N ■ 
перпендикулярное к диаметру
Л В, параллельно касательным в концах этого диаметра: K N  || АТ. 
Для построения родственного эллипса должны быть даны: его 
диаметр А 'В ' ,  направление А 'Т '  касательных в концах этого 
диаметра (сопряженное направление) и третья точка С'. Тогда 
точки эллипса М ' находятся уже описанным построением, при
чем K 'N ' проводится параллельно А 'Т '  (черт. 316).

4°. С л е д с т в и я  п р е д ы д у щ и х  п о с т р о е н и й  э л л и п с а  
И п. 1° было показано, что любые два отрезка А 'В '  и C'D', 
тчка пересечения которых О' является серединой каждого из 
них, всегда можно рассматривать как два сопряженных диаметра 
некоторого эллипса. В пп. 2° и 3° были даны два построения 
точек эллипса по паре его сопряженных диаметров. Каждое из 
•тих построений определяет единственный эллипс как кривую, 
;к|к()инно-соответственную кругу. Отсюда следует, что каждый 
круг, два взаимно перпендикулярных диаметра (АВ  и CD) кото
рого в некотором аффинитете соответствуют двум данным отрез
кам (А 'В ' и C'D'), преобразуется в этом аффинитете в опреде
ленный и единственный эллипс, для которого отрезки (А 'В '  и C'D')



являются сопряженными диаметрами. Таким образом, мы прихо
дим к выводу:

Два данных отрезка А 'В '  и C'D' произвольной длины и направ
ления, точка пересечения О' которых является серединой каж 
дого из них, определяют единственный эллипс, для которого они 
служат сопряженными диаметрами.

С другой стороны, так как каждый эллипс имеет бесчислен
ное множество пар сопряженных диаметров, то он всегда может 
быть определен одним из построений пп. 2° и 3°. Но параллель
ная проекция преобразует любое из этих построений в аффин
но-соответственное ему аналогичное построение. Следовательно, 
если какой-либо эллипс, определенный на плоскости со' одним из 
построений пп. 2° и 3°, спроектируем параллельно на плос
кость to/, то на последней получим некоторый родственный эллипс, 
определяемый аналогичным построением. При этом два сопря
женных диаметра А 'В '  и C'D' первого эллипса спроектируются 
в два также сопряженных диаметра А /В /  и С/D / второго.

Отсюда заключаем, что:
1) Параллельная проекция эллипса на какую-либо плоскость 

есть такж е эллипс.
2) Любое (непараллельное образующим) сечение эллиптиче

ского цилиндра плоскостью является эллипсом.

6. У р а в н е н и е  э л л и п с а. Мы определили эллипс как кри
вую, аффинно-соответственную окружности. Покажем теперь, что 
это определение дает нам ту же кривую, что и эллипс, рассма
триваемый в аналитической геометрии. С этой целью выведем 
уравнение эллипса.

Пусть окружности О, A BCD  аффинно соответствует эллипс 
O ', A 'B 'C 'D '  (черт. 32). Обратимся сперва к уравнению окружности. 
Оси координат ОХ  и 0Y  направим по диаметрам А В  и DC  окруж
ности. Начало координат О поместим в центре окружности.



Если М (х, у ) — произвольная («текущая») точка окружности, 
а г — ее радиус, то уравнение окружности напишется так:

*2 + = /.2>
ИЛИ

Сопряженным диаметрам А В  и CD окружности соответствуют 
сопряженные диаметры А 'В '  и C'D  эллипса. Отнесем эллипс 
к системе координат O 'X 'Y ' ,  в которой осями координат служат 
сопряженные диаметры А 'В '  и D 'C .  Обозначим полудиаметры 
эллипса буквами а' и Ь’, т. е. положим:

О’В' = А'О' = а', О'С' = D ’O’ = V

Пусть, наконец, текущей точке М (х, у) окружности соответ
ствует текущая точка АГ (х', у') эллипса, а прямым М Q || ОХ 
и М Р  || OY — прямые М ' Q' || О'Х ' и М 'Р '  |] O 'Y ' . Тогда уравнение 
(1) окружности может быть преобразовано следующим образом:

—  = —  = (РВО ); = (QCO).
г OS г ОС v ;

В силу сохранения простого отношения трех точек при аффин
ных преобразованиях будем иметь:

(РВО) =  (Р'В'О') =  =  —
В 'О ' а'

(QCO) =  (Q 'CO ') = .I  с ,0 , ь,

Сравнивая эти формулы с написанными выше, получим:
X __ х' у _ у '

~7 ~  ~V ’ 7 V '

Если подставим эти выражения в уравнение окружности (1), 
то получим, очевидно, уравнение эллипса, отнесенного к сопря
женным диаметрам:

15 этом уравнении а и Ь' — сопряженные полудиаметры 
> ишпса.

Если бы мы хотели получить уравнение эллипса, отнесенного 
| его осям, то для этого достаточно выбрать оси координат ОХ, 
(М и О 'Х ', O’Y ', совпадающими с главными направлениями на
ших аффинно-соответственных плоскостей. Тогда уравнение (2) 
имражало бы в декартовой прямоугольной системе координат 
j ишпс, отнесенный к своим осям.



§ 8. Понятие об аффинных координатах.
Пусть нам задана обыкновенная декартова система коорди

нат X O Y  (черт. 33). Обозначим через £  единичную точку данной 
системы, т. е. точку с координатами (1,1)- Тогда координаты х 
и у произвольной точки М  выразятся формулами:

ОМ. О М 2х = ---— , у = --
ОЕ1 У О Е2

где через O M t и ОМ2 обозначены стороны координатного параллело
грамма O M iM M 2. Произведем аффинное преобразование плоскости 
вместе с находящейся на ней системой координат XOY.

Предположим, что осям координат ОХ  и OY будут соответ
ствовать прямые О 'Х ' и О'У” , а точкам М и Е — точки М '  
и Е ' . При этом параллелограммам О Е {Е Е 2 и ОМ^ММ2 будут 
соответствовать параллелограммы 0 'Е\Е ' Е 2 и О 'М \М 'М '2.

Если в новой системе координат X 'O 'Y '  будем считать точку Е '  
единичной, т. е. примем отрезки 0 'Е '1п 0 'Е '2 за единицы мас
штабов по осям О’Х '  и O 'Y ' , то координаты х' и у' выразятся сле
дующими формулами:

O 'M l , ° ' М 2X = ----  , у = ---- •0’Е\ * 0'Е'2

По свойству аффинных преобразований отношения отрезков, 
выражающих старые и новые координаты, остаются равными, 
поэтому будем иметь:

х' = х, у ' = у.
Таким образом, мы пришли к новой системе координат с по

мощью аффинного преобразования декартовой системы. Новая 
система представляет собой обобщение декартовой, так как в ней 
масштабы О Е\иО ' Е'2 по ос ям координат, вообще говоря, различны.



Единичный ромб O EiE E 2 декартовой системы заменился еди
ничным параллелограммом 0 'Е '{Е 'Е '„ новой системы. Такая обоб
щенная система координат называется а ф ф и н н о й .  Всякое новое 
аффинное преобразование плоскости переводит аффинную систему 
координат в аффинную же.

Декартова система координат представляет собой тот частный 
случай аффинной, когда масштабы по осям равны.

§ 9. Аффинное преобразование в координатах.
1. О с н о в н а я  т е о р е м а .  Пусть на плоскостях со и со' заданы 

произвольные аффинные системы координат О Е1Е 2 (на плоскости со) 
и O E iE z (на плоскости со'). Предположим, что произведено аф
финное преобразование плоскости w в плоскость со', в котором

масштабный треугольник O E tE 2 переходит в треугольник 0 'Е [Е '2 
(черт. 34). Соответствие двух треугольников, как мы знаем (§ 4), 
вполне определяет аффинное преобразование плоскости и в пло
скость о/. Рассмотрим произвольную точку М (х, у) первой пло
скости и соответственную ей точку М ' (х, у) — второй. Коорди
натный параллелограмм 0 M iM M 2 переходит в параллелограмм 
О М  jМ М 2. в  системе O XY (О Е iE 2) координаты соответственных 
точек обозначим следующим образом:

О' E S & ,  т ц ); Е\_ (Е2, т ь ),

М \(х  1, уО; М : (х2, у2).

Наша задача заключается в том, чтобы выразить координаты х 
и у точки М ', соответственной точке М , через координаты х и у 
последней.



Определяя координаты точки S  сначала как середины отрез
ка О'М ', а затем как середины отрезка М\М'2, получим:

* +  £о __ х1 -f- х, . у +  Ло _  У1 ~Ь У2
2 2 2 2

Эти равенства позволяют определить л: и у следующим образом:
х =  х х +  х2 —  ?0; у  =  y i  +  у 2 —  По- (1)

С другой стороны, в силу равенств простых отношений:
(ОЕ хМд 1! О t4 м\у, (ОЕ2М 2) = (0 ‘

будем иметь:
1У — 0Мг _ 0'М[ — h Ух —40 .Л/ -

О hi
! 1

0'Е\ h — to Лг — Ло ’

\ 1 - ОМ, 0'М'2 _ X"- ~-So _ У2 — ЛоУ — ОЕ2 " О'Е' 2̂ -- Л 2 — Ло ’
Из этих формул можем выразить хi и лГ2 , У) и V2

наты X и у.
Xi = (5,-- У *Т" •ггг

 
о Хг == (-'2- -о) У +

У1 = Oil — Ло) X +  % ■ Уз =  (Ла — 11о) У 1

(3)

(2)
%

Подставляя найденные выражения (2) в формулы (1), получим:

х  = (6) - 5 0) х +  (£2- Е 0) у +  50,
У =  (i'll —  Ло) *  +  (-Ц2 —  \ )  У +

Формулы (3) выражают координаты аффинно-соответственной 
точки М ' (х, у) через координаты точки М (х, у).

Таким образом, мы приходим к следующему выводу:
А ффинное преобразование одной плоскости в другую выражается 

в аффинных (и в декартовых) координатах формулами вида (3 ), 
в которых правые части представляют линейные функции от 
координат преобразованной точки.

Заметим, что аффинное преобразование плоскости со в пло
скость о)' было определено заданием треугольника О'Е\Е'у соот
ветствующего масштабному треугольнику О Е хЕ 2 плоскости со. 
В формулах (3) это выразилось в том, что коэффициенты этих 
формул являются функциями координат (;0, tjo, £i, ill, тв) вер
шин треугольника 0 'Е [Е 'г

Докажем теперь обратное предложение. Пусть геометрическое 
преобразование точек М (х, у) плоскости со в точки М ' (х, у) пло
скости со' выражается линейными формулами:

х == alx + biу -f cv у = а2х + Ьгу + '  ■ !>1 Ф  0. (4)



Убедимся в том, что преобразование, осуществляемое форму
лами (4), является аффинным.

В самом деле, сравнивая формулы (4) с найденными ранее 
формулами аффинного преобразования (3), находим:

V  ^1’ Ъ  Со, 1
1̂ =  а 1 0̂ =  a l C l> Tl l  —  а 2 У о =  а 2 “Ь  ^2, J (5 ) 

= b 1-\-t0= b l -\-ci , т|2 = Ь2 +  тг]0= Ь2 + с2. )
Так определяются координаты вершин треугольника 0 'Е [Е '21 

соответствующего масштабному треугольнику О Е1Е 2.
Таким образом, формулы (4) можно рассматривать как фор

мулы аффинного преобразования (3), определяемого соответствием 
треугольников “ “

Условие
O EiE 2 и 0 'Е [Е '2.

bi 
bо

ф 0

Ф О

принимает следующий вид:
io 2̂ ~

!li —  Ло Л2 —  т1о 
и выражает требование, чтобы три точки О', Е [ и Е'2 не лежали

можно формулировать следующим
на одной прямой.

Полученный результат 
образом:

Геометрическое преобразование, выражаемое формулами (4), 
является аффинным преобразованием, в котором масштабный 
треугольник O E iE 2 переходит в треугольник О Е [Е '2. Координаты 
вершин последнего треугольника определяются по формулам (5)1.

2. И с с л е д о в а н и е  с в о й с т в  а ф ф и н н о г о  п р е о б р а з о 
в а н и я  в к о о р д и н а т а х .  Заметим, прежде всего, что при ус
ловии ф  0 из формул (4) могут быть найдены выражения

координат х и у точки М  через координаты х и у соответствен
ной точки М '. Эти формулы будут иметь вид, совершенно анало
гичный формулам (4), так как координаты х и у  выразятся линейно 
через х и у:

х =  а1х +  р4у + Yl, у = а 2х +  р2у + у2, а.
а 0 р2

ф  о. (6)

Геометрическое значение формул преобразования (4) и (6) очень 
простое. В  самом деле, если в формулах (4) положим х =  0 и у = 0, 
то будем иметь:

а^х +  bi у +  сх = 0, а2х +  Ь2 у +  с2 = 0. (7)
1 Идея приведенного здесь вывода принадлежит проф. Д. И. Перепел- 

кину.



Следовательно, осям координат х = О и у = 0 плоскости со' соот
ветствуют прямые (7) на плоскости со. Точка пересечения послед
них соответствует началу координат О.

Аналогичное получим, полагая в формулах (6) х — 0 и у = 0 . 
Тогда прямые

a ix  Р 1У Y 1 = а 2х  Ч" РаУ + Y2 = 0 (8)
будут на плоскости со' соответствовать осям координат х — 0 
и у = 0 плоскости со, а точка пересечения прямых (8) — началу 
координат О.

Покажем аналитически, что геометрическое преобразование 
плоскости по формулам (4) или (6) обладает свойством к о л л и 
н е а р н о с т и .

Рассмотрим прямую
тх  +  пу +  р = 0 

на плоскости со и преобразуем ее по формулам (6). Получим: 

т  (а кх +  pfy +  у i) +  п (а2х + р2у + Ya) + Р = °>
или

(maj +  па2) х +  (mf>4 + «Рг) у + {ту  4 +  п у 2 + р) = 0.
Таким образом, получим на плоскости со' также прямую 

линию.
Убедимся далее в инвариантности п р о с т о г о  о т н о ш е 

ния  т р е х  т о ч е к  п р я м о й .
Пусть

М i (*,, у 4), М-, (х2, у2) и М 3 (х3, у, ) — 
три точки, лежащие на одной прямой первой плоскости, а 

М [ (хи у,), М'2 (х2, у2) и М'3 (х3, уз)— 
три соответствующие точки второй плоскости. Тогда будем иметь:

(М.МоМз) = - ^ - 3 = is — ^  = Уз~ У1 =
М 2М 3 х3 — х2 У з— У2

Мы хотим доказать, что
(М\М'2М'Ъ) = (М ХМ 2М 3) = X.

В самом деле,
(М [М '2М 3) =

*3 — *2
Преобразуя это выражение по формулам (4), получим:

(М 'М 'М '\  = d l Cl — (ai*i + & 1У1 + ci) __ 
aiX3 + &!Уз +  ct — (axx2 +  byy2 +  q)

_  fli (хя — X ,)  +  (Уз — у у)
ах (х3 — хг) +  Ьх (у3 — у а)



Но из написанного выше равенства
*з — *i _  Уз — Ух
Х3 - х2 Уз — У 2

умножая числитель и знаменатель левой части на ait а числитель 
и знаменатель правой части на bv получим следующую производную 
пропорцию:

«1 (*:i —  * i)  +  b \ (У3 —  У 1) =  *3 —  *1 =  ^
М * з  — х2) +  М У з  — У 2) х3 — х2 

Следовательно,
(м ; М'2М'3) = л ,

или
(М [М 2М'3) = (M jM oA y

(ч. т. д.).
Отсюда заключаем, что преобразование, осуществляемое фор

мулами (4) и (6), обладает свойством коллинеарности и сохраняет 
простое отношение трех точек.

Таким образом, получено новое доказательство того, что это пре
образование является аффинным.

Аффинное преобразование может быть задано тремя парами соот
ветственных точек (двумя соответственными треугольниками). Так, 
если точкам М х (хи у,), М 2 (х2, у2) и М 3 (х3, у 3) соответствуют 
точки М [ (х1( у t) , М'2 (х2, у2) и М3 ( х3, уд), то при подстановке коор
динат данных точек в формулу (4) получим шесть уравнений, из 
которых можно определить все шесть коэффициентов а и bit clt 
а2, b2, сг формул преобразования (4) (ср. следствие 1 § 4).

§ 10. Неподвижная точка аффинного преобразования 
плоскости в себя.

1. Предположим, что плоскость со' совпадает с плоскостью со1. 
Тогда формулы (4) и (6) § 9 определяют аффинное преобразование 
плоскости в себя. В этом случае нам 
нет необходимости пользоваться дву
мя системами координатору (для пло
скости со) и Оху (для плоскости со')- 
как мы это делали в предшествую
щем параграфе. Мы будем предпола
гать обе системы координат совпа
дающими и обозначим оси координат 
буквами 0\ и Orj. Точку плоскости со 
до преобразования будем обозначать 
через М  (х, у), а после преобразова
ния — М ' (х', у '), причем координаты в обоих случаях берутся 
по отношению к системе О;т, (черт. 3 5 ).

1 Что не означает совпадения точечных полей со и со'.



Формулы преобразования (4) перепишутся в следующем виде:

х' = atx +  64у  + cv у ' = а2х +  b2y +  с2, а1 ^  ^=0. (1)
а о b,

Поставим вопрос о существовании на плоскости ш таких точек, 
которые при выполнении аффинного преобразования по форму
лам (1) переходили бы в себя, т. е. не изменяли бы своего положе
ния на плоскости со. Такие точки называются д в о й н ы м и  или 
н е п о д в и ж н ы м и  т о ч к а м и  плоскости при ее преобразова
нии (1).

Очевидно, что для неподвижной точки мы должны иметь:

Подставляя эти значения х' и у ' в формулы (1), получим:

Разрешая систему (2) относительно х и у, мы найдем искомые 
координаты неподвижной точки.

Система уравнений (2) может иметь одно решение, может не 
иметь ни одного решения, наконец, может оказаться, что она 
имеет бесчисленное множество решений.

Следовательно, аффинное преобразование плоскости в себя 
может иметь одну неподвижную точку или не иметь ее1, что 
соответствует первым двум случаям. Последний случай рассмот
рим подробнее. Он имеет место, если оба уравнения системы (1) 
эквивалентны, т. е. если их коэффициенты пропорциональны:

х' = X, у ' = у.

х = aiX +  biy + С,, у = а2х + Ь2у + с2. (2)

Ь1 _  с,
Ь-2 — 1 с-2

При этом оба урав
нения (2) изображают 
одну и ту же прямую, 
все точки которой яв
ляются неподвижными.

Нетрудно убедиться 
в том, что эта непо
движная прямая явля-

х х ется осью перспектив-
но-аффинного соответст
вия, которое и изобра
жается в данном случае 
формулами (1). В  самом 
деле, если хх — непод
вижная прямая (черт. 36) 
и точкам А и В  со-



ответствуют точки А ' и В ',  то прямая А В имеет неподвижную 
точку X  пересечения с неподвижной прямой хх. Следовательно, 
соответственная прямая А 'В '  пересекается с прямой А В  в точ
ке X .  По свойству аффинного соответствия имеем:

(ХАВ )  = (ХА 'В ') ,
откуда заключаем о пропорциональности отрезков на сторонах 
угла А Х А ',  а из этого о параллельности прямых А А ' и В В ' :

А А ' || В В '.
Таким образом, в рассматриваемом случае имеем перспективно

аффинное преобразование с осью хх.
2. П о с т р о е н и е  н е п о д в и ж н о й  т о ч к и .  Пусть аффин

ное преобразование плоскости в себя задано соответствием двух 
треугольников: ABC  и А В 'С  (черт. 37). Предположим, чтозадача

решена и точка S  является неподвижной точкой преобразования 
плоскости. Тогда прямая SC  переходит в прямую S C '. Обозначим 
через С, и С| точки пересечения этих прямых соответственно со 
сторонами А В  и А 'В ' .

Будем иметь:
(SCC,) (S C 'Q .

Следовательно, точка S должна принадлежать геометриче
скому месту точек М, для которых

(AfCCj) = (МС'С/).
Покажем, что это геометрическое место есть прямая, которую 

можно построить следующим образом.
Проводим через С прямую Су t || А В  и через С' — прямую 

С'у, || А 'В ' .  Точку пересечения прямых Су 4 и С 'у4 обозначим 
буквой у I .  Точку пересечения прямых А В  и А 'В '  обозначим бук
вой Y2-



Прямая Y 1Y 2 и является, как это нетрудно видеть, искомым 
геометрическим местом точек М. В самом деле, для любой точ
ки М *  этой прямой будем иметь:

(М *СС2) = (Л1 iY 2) = (М*С'С'2)
Подобным же образом можно построить две другие прямые р,р2 

и а ^ ,  соответствующие вершинам В , В ' и А , Л '. Неподвижная 
точка S  является точкой пересечения этих трех прямых, которые, 
если такая точка S  существует, все три проходят через нее. На 
чертеже 37 построены только две прямые: у , у2 и р,р2. Неподвиж
ная точка S  определяется как точка их пересечения.

С

Рассмотрим случай перспективно-аффинного соответствия. Пусть 
треугольники A BC  и А 'В 'С '  соответствуют один другому в этом 
соответствии (черт. 38). Тогда их соответственные стороны А В  
и А 'В ' , ВС  и В 'С ' , СА и С  А ' пересекаются в трех точках у 2, а 2 
и р3, лежащих на оси соответствия хх. Если построим прямые 
Су t || А В  и С у  1 | А 'В ' ,  то эти прямые, как соответственные, 
должны пересекаться в точке у i на оси соответствия хх. Сле
довательно, прямая у , у 2 в данном случае совпадает с ссыо хх. 
Но то же самое можно сказать и о двух других прямых и 
PiP2- Таким образом, все три прямые сливаются с осью хх, и лю
бая точка последней может рассматриваться как неподвижная точ
ка S  пересечения прямыха ^ ,  Р,р2 n Y iy2. Приходим к выводу, 
что ось хх является геометрическим местом неподвижных точек, 
как это и должно быть в перспективно-аффинном соответствии.

В  том случае, когда две соответственные пары сторон тре
угольников параллельны (например, А В  ||Л 'В ' и АС  ||Л 'С ', но 
ВС  \  В 'С  ) (черт. 39), приведенное выше построение, очевидно, 
невозможно. Тогда оно может быть заменено другим. Проводим 
прямую СС' и произвольную прямую, ей параллельную. Пусть 
последняя пересекает стороны А В  и А 'В '  треугольников соот



ветственно в точках N 
h N'. Строим прямые NC 
и N 'C  и находим точ
ку их пересечения М.
Как легко видеть, будем 
иметь:

(.MCN ) = СMC’N ').
Прямая M M V про

ходящая через точку М  
и параллельная сторо
нам А В  и А 'В ',  явля
ется искомым геометри
ческим местом. В самом 
деле, для каждой точки

(М
Аналогично можем 

и найти неподвижную т

§ 11. Аффинное преобразование как метод решения 
геометрических задач.

Аффинное преобразование может быть применено как метод 
решения геометрических задач. Принцип такого применения аф
финного преобразования заключается в следующем.

Предположим, что геометрическая задача сводится к некоторой 
конструкции F. Если произведем аффинное преобразование плоско
сти чертежа, то конструкция F  перейдет в конструкцию F ' . Может 
оказаться, что эта последняя проще конструкции F, и построение 
се может быть легко выполнено. Тогда решаем задачу в преобра
зованном виде (выполняем конструкцию F') и, произведя обратное 
преобразование чертежа, получаем искомое решение задачи.

В частности, этот метод может быть с успехом применен в тех 
случаях, когда в конструкции F  участвуют эллипсы. Тогда 
производится такое преобразование, которое переводит эллипсы 
и круги. Благодаря этому задача упрощается. После ее решения 
производится обратное преобразование. В качестве примера рас
смотрим следующую задачу.

З а д а ч а .  Д а н а  п р я м а я  g и п а р а  с о п р я ж е н 
ных д и а м е т р о в  э л л и п с а  АВ и CD. Т р е б у е т с я  
п о с т р о и т ь  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  п р я м о й  g с 
| а д а н н ы м э л л и п с о м .

Произведем такое перспективно-аффинное преобразование пло
скости чертежа (плоскость со), которое переводит заданный эллипс 
н окружность. Проще всего это сделать так. Примем диаметр 
•ллипса А В  за ось перспективно-аффинного преобразования, 
тгда отрезок А В  (диаметр эллипса) переходит в себя,

М j этой прямой имеем:
1C N J  = 0M f i 'N ').
построить второе геометрическое место 
очку S.



т. е. соответственный отрезок А 'В ' (диаметр окружности) сов
падает с А В . Следовательно, мы хотим преобразовать данный 
эллипс (с сопряженными диаметрами А В  и CD) в окружность, 
для которой отрезок А В является диаметром, т. е. окружность 
с центром в точке О и радиусом г =  ОВ =  О А (черт. 40). Так 
как А В  и CD —  сопряженные диаметры эллипса, то соответствен
ные диаметры А 'В '  и C'D ' окружности должны быть сопряжен
ными, а следовательно, перпендикулярными. Поэтому получаем: 

C D ' ±  А 'В ’, или C 'D ’ Jl  А В .
Таким образом, положение диаметра C 'D ' соответственной 

окружности определилось. Его концы обозначаем буквами С
и D ’: они являются точками, со
ответственными точкам С и D. На 
чертеже 40 мы обозначили ниж
ний конец диаметра окружности 
буквой С ', так как это более удоб
но для выполнения построения. 
Точки С и С ' (или D и D') пред- 

ig  ставляют пару соответственных 
jL . точек перспективно-аффинного со- 
' ' ответствия. Последнее вполне 

определяется осью хх  и парой 
соответственных точек (С, С'). 
Это преобразование переводит дан
ный эллипс (с сопряженными диа
метрами А В  и CD) в окружность 
(с сопряженными диаметрами 
А 'В ’ == А В  и C 'D ’). Произведем 

у сл ан н о е  перспектнвно-аффинное преобразование плоскости чер
тежа в себя.

Прямая g  в этом преобразовании перейдет в прямую g \  кото
рую легко построить по точке X  (неподвижной точке) и точке М  
(в точке пересечения прямой g  с диаметром CD), переходящей 
в точку М ' (на диаметре C'D ').

Благодаря выполненному преобразованию задача построения 
точек пересечения прямой g  с эллипсом переходит в задачу 
построения точек пересечения прямой g' с окружностью, соот
ветственной данному эллипсу.

Обозначим точки пересечения прямой g r с окружностью (кото
рую можем построить циркулем) буквами Р' и Q '. Тогда, про
водя проектирующие Р 'Р  || Q'Q  || С 'С, найдем на данной прямой g  
искомые точки Р и Q.

§ 12. Аффинное преобразование пространства в себя.
В § 10 было рассмотрено аффинное преобразование плоскости 

в себя. Это преобразование выражалось в координатах линей
ными формулами:



х' — ахх  +  bty +  с,, у ' =  а 2х +  Ь2у  +  с2 ФО.

<*1 bt с,
^2 ^2 

а~ Ь о Со
¥=0. ( 1)

п р е-

¥=0. (2)

Аналогичным образом может быть определено аффинное пре
образование пространства в себя.

Пусть имеем аффинную систему координат в простран
стве 0|т)£. Произвольную точку пространства до преобразования 
обозначим через М  (х, у, г), а после преобразования — через 
М ' (х ', у ' ,  г '), причем координаты в обоих случаях берутся относи
тельно системы Предположим, что координаты точки М ' 
ьыражаются через координаты точки М  следующим образом:

х' =  aix  +  bty  +  с,г +  dv
у '  =  а2х  -\-b2y -f- c2z +  d2, 
г =  аях  -f- Ь3у с3г  -f- d3,

Такое преобразование будем называть а ф ф и н н ы м  
о б р а з о в а н и е м  п р о с т р а н с т в а  в с е б я .

Исследуем свойства аффинного преобразования пространства. 
Формулы (1) показывают, что это преобразование является вза
имно однозначным. В самом деле, координаты х, у, г точки М 
могут быть выражены линейными формулами через координаты 
х , у ',  г' точки М ':

х  =  ос,*' +  р у  +  Yi2' +  б1- 
у =  а 2х ’ +  р2у '+  У2г' +  б2, 
г = а гх' +  pay' - f  у 3, г' +  63;

Далее, как легко убедиться, всякая плоскость пространства 
преобразуется в плоскость.

Пусть, например, имеем плоскость:
тх - f  пу +  pz +  q =  0. (3)

Подставляя выражения х, у , г по формулам (2), получим:
т  (ocjx' -j- (ijy' +  у iZ1 +  6j) +  n (a2x' +  p2y ' +  y iz '  +  62) +

+  p (a3x r +  P3y ' +  Y32< +  63) +  q =  0, 
или, собирая члены с х ' , у '  и г':

(max +  па2 +  ра3) х' +  (т$1 +  п$2 +  р$3) у ' +
- f  (mYi +  п у 2 +  р у 3)г' +  q =  0, (4)

г. е. снова получим плоскость.
Отметим затем, что свойство в з а и м о п р и н а д л е ж н о с т и  

точки и плоскости также не нарушается в аффинном преобразо- 
илнии пространства. В самом деле, если точка М  (х, у, г) лежит 
ил плоскости (3), то ее координаты удовлетворяют уравнению 
ной плоскости. В таком случае очевидно, что координаты соот- 
тчственной точки М ' (х “, у ', г') будут удовлетворять уравне
нию (4) плоскости, соответственной плоскости (3) в рассматри- 
насмом аффинном преобразовании.

«« Pi Yi
•2 Р2 Y2 

«Я Рз Y3

1
а .



Отсюда немедленно следует, что в рассматриваемом преобра
зовании прямой линии соответствует прямая линия. В самом 
деле, каждую прямую g  пространства мы можем рассматривать 
как линию пересечения проходящих через нее плоскостей а и р .  
Последние преобразуются в плоскости а ' и Р'. Тогда прямой g  
соответствует линия g' пересечения плоскостей а ' и Р'. Эти 
плоскости должны пересекаться, так как в противном случае 
соответствие не было бы взаимно однозначным.

Заметим, что из аналогичных соображений следует сохране
ние параллельности двух плоскостей, двух прямых и прямой 
с плоскостью при аффинном преобразовании пространства в себя.

Покажем, наконец, что аффинное преобразование пространства 
в себя сохраняет простое отношение трех точек прямой. Обозна
чим упомянутые точки через М ц (х ь у и Zj), М 2 {х2, у 2, г2) 
и М 3(х3, у 3, z3). Соответственные точки после преобразования по 
формулам (1) обозначим через М \ (х\, у \, z j), М ' (ху  у ',  z2) 
и М'3 (х'3, уд, г3). Тогда будем иметь:

{М ,М 2М.3) =  »  = =  я.
М М ,  *з — * 2 Уз —  У г г3 —  г2

Следовательно,
*3— Xi =  % {х3— х2); уз— y t =  Я, (у3— у 2); г3 — z, =  X(z3 —  z2). 
После преобразования получим:

М '  М '  х '  _  J
(М 'М 'М 'Л  =  — ^  ^  =

_  К * з  +  ь гу 3 +  с,г., +  d , )  — ( a , x t 4  b l y l +  c t z t +  d t ) _
(a l x :i +  ^1Уз +  c l z :i +  ^l) — (a l x 2 +  ^i>’2 +  ^1г2 +  <-i) 

t»i (x3 — a-,) -[- b, (ya — y t ) +  Ci (г3 — Zt) _

« 1  (хз — x i) +  * 1 (Уз — у  г) +  Cl (гз — *a)

—  c iM * a  —  *а) (Уз —  У г) +  с Д  (?з —  г 2) _  ^

а ,  (*3 — х2) +  6, (у3 — у 2) +  Cj (г3 — г2)

Поэтому можем написать:

( M , M 2A f 3) =  ( М \ М 2М 3).

Предположим, что а  — произвольная плоскость, которой в аф
финном преобразовании пространства соответствует плоскость а '. 
Тогда параллельным прямым плоскости а  будут соответство
вать параллельные прямые плоскости а ' .  Простое отношение 
трех прямолинейно расположенных точек плоскости а  сохранит 
свое значение для трех соответственных точек плоскости а ' .  Сле
довательно, между плоскостями а  и а ' установится аффинное 
соответствие.

Рассмотрим затем вопрос о неподвижных, или двойных, точках 
аффинного преобразования пространства в себя.



Д ля того чтобы точка М. (х, у, г) совпадала со своей соот
ветственной точкой М ' (х ', у ',  г'), мы должны иметь:

X =  X, у  =  у  , 2 = 2 ,
или

х =  а хх  +  bi у  +  c t2 +  d it 
у  =  а2х  +  Ь2 у +  c2z +  d2,
2 =  а3х  -j- b3y  +  c3z +  d3.

(5)

Система линейных уравнений (5) имеет в общем случае одно 
решение. Следовательно, в этом предположении аффинное пре
образование пространства в себя имеет лишь одну неподвижную 
точку.

Существенный интерес представляет тот частный случай аф
финного преобразования пространства, когда неподвижные точки 
образуют плоскость. Уравнения (5) представляют собой три пло
скости, причем точка их пересечения и является, очевидно, непо
движной точкой преобразования. Неподвижную плоскость, все 
точки которой двойные, мы будем иметь в том, и только в том, 
случае, когда три уравнения системы (5) эквивалентны, т. е. когда 
их коэффициенты соответственно пропорциональны.

Это можно записать в следующей условной форме:
(fli — 1) : а2 : а 3 =  b y :(b2 — 1) : b3 =  с 4 : с2 : (с3 — 1) =

--- d 1 : d2 : d3. (6)

При выполнении условия (6) аффинное преобразование будет 
иметь неподвижную плоскость, все точки которой двойные. У ра
внение такой плоскости можно написать в виде:

(а4 — 1) х  +  biy +  с^г + d t =  0.
Докажем, что в этом случае прямые, соединяющие пары со
ответственных точек, параллельны и мы имеем перспективно-аф
финное преобразование, или родство.

Предположим, например, что точкам Л и Б  пространства со
ответствуют в аффинном пре
образовании точки Л ' и В '.
Если обозначим неподвиж
ную плоскость буквой О), то 
можем иметь следующие слу
чаи:

1) Прямая А В  пересекает 
плоскость ш в двойной точке 
С (С == С'). Следовательно, 
прямая А 'В '  проходит че
рез точку С(С'). Тогда должны 
иметь: (ЛВС) =  [А 'В 'С '). А 
отсюда заключаем: А А '  Ц ВВ'



2) Прямая А В  параллельна плоскости со, но прямая А А '  пере
секает плоскость со в двойной точке А 0. Тогда, обозначая через а0 
двойную прямую пересечения плоскости А А 'В  с плоскостью со, 
будем иметь: А В  || а0, А 'В '  || а0 и, следовательно, А 'В '  || А В .

С другой стороны, прямая А А ' сама себе соответствует, так 
как А А 0 переходит в А 'Л 0. Поэтому, взяв на прямой А А '  точку К. 
такую, что В К  плоскости со, вернемся к первому случаю и бу
дем иметь К К ' II В В '. Следовательно, А А ' || В В ' (черт. 42).

3) Наконец, можем иметь: А В  параллельна плоскости со и А А ' 
параллельна плоскости со. Плоскость А В А ' параллельна пло
скости со. Так как плоскость, соответственная плоскости А В А ' ,

должна проходить через 
точку А ' и быть параллель
ной плоскости со, то она 
совпадает с плоскостью 
А В А '.  Поэтому точка В' 
должна лежать в плоско
сти А В А '.

Проводим через А В  
плоскость ABCD  (черт. 43), 
пересекающую плоскость со 

Черт. 42. по прямой CD. Будем
иметь: CD || А В . В плос

кости ABCD  проведем прямые АС  и BD, причем AC  || BD. Сле
довательно, ABCD  — параллелограмм. Поэтому A 'B 'C D  — также 
параллелограмм. Следовательно, А 'С  || B'D. Плоскости А С А ' 
и BD B' — параллельны. Прямые А А ' и В В ' являются линиями 
пересечения плоскости А В А ' с плоскостями А С А ' и B D B '. Сле
довательно, будем иметь: А А ' || В В ' (ч. т. д.).

Л

Предположим далее, что произвольная плоскость а  пересекает 
тождественную плоскость со по прямой а0 (черт. 44). Так как 
аа—  тождественная прямая, то соответственная плоскость а ' 
проходит через а0. Все точки плоскости га проектируются парал
лельно (по направлению родства) в соответственные точки пло-



скости а ' .  Следовательно, между плоскостями а  и а '  устанавли
вается родственное соответствие с осью родства а0.

Двум параллельным отрезкам (А В [| CD) соответствуют два 
параллельных отрезка (А 'В ' || C 'D '), причем, конечно:

А 'В '  =  С 'Р '
АВ ~  CD

(черт. 45).
Перспективно-аффинное соответствие точек пространства будет 

вполне определено, если зададим неподвижную плоскость соот
ветствия со, все точки которой двойные («плоскость родства»), 
и пару соответственных точек (А, А ') .

В самом деле, пусть В — произвольная точка пространства. 
Прямая А В  либо пересекает плоскость со в двойной точке X ,  
либо параллельна плоскости со. В первом случае соответственной 
прямой является прямая А 'Х ,  во втором — соответственная пря
мая проходит через А ' и параллельна А В  (так как А А '  || В В ' и, 
следовательно, прямые А В  и А 'В '  лежат в одной плоскости).

Для построения точки В ',  соответственной точке В, в обоих 
случаях достаточно провести В В ' || А А '  и найти точку пересе
чения прямой В В ' с линией А 'В ' , соответственной прямой А В  
(см. черт. 46).

Заметим, что при этом в плоскости А А 'В  устанавливается пер
спективно-аффинное соответствие, которое определяется парой со
ответственных точек (А, А ')  и осью соответствия х. Последней, 
очевидно, является линия пересечения плоскости А А 'В  с плоско
стью со, так как все точки этой прямой двойные.

Представим себе далее, что имеем какие-либо две аффинно-со- 
ответственные пространственные фигуры Ф и Ф '. Проведем плоское 
сечение а  фигуры Ф. На основании сказанного выше ему соот
ветствует плоское сечение а ' фигуры Ф '.



Так как сечения а  и а '  являются аффинно-соответственными, 
то ими можно воспользоваться для изучения аффинно-соответ- 
ственных фигур Ф и Ф' в пространстве. В частности, мы применим 
метод сечений при исследовании фигуры, аффинно-соответствен
ной сфере.

Если аффинное преобразование пространства переводит какую- 
либо замкнутую поверхность Т  в некоторую соответственную по
верхность Т ' , то можно исследовать это преобразование одной 
поверхности в другую при помощи параллельных хорд, проведен
ных в первой поверхности по определенному направлению. Таким 
хордам будут соответствовать во второй поверхности также парал
лельные хорды, длины которых изменены в одном и том же от
ношении. Поэтому аффинное преобразование, переводящее поверх
ность Т  в соответствующую ей поверхность Т ', можно охарактери
зовать как сжатие или растяжение в определенном направлении.

§ 13. Эллипсоид (сопряженные и главные направления, 
оси эллипсоида).

Поверхность, аффинно-соответственная сфере, называется эллип
соидом. Так как любое плоское сечение сферы есть окружность, 
то (на основании предыдущего параграфа) любое сечение эллип
соида есть эллипс (в частном случае — окружность). Центру 
сферы, как точке, в которой все проходящие через нее хорды 
(диаметры) делятся пополам, соответствует центр эллипсоида, обла
дающий тем же свойством. Хорды, проходящие через центр эллип
соида, делятся в нем пополам и называются диаметрами эллипсоида. 
Плоские сечения, проходящие через центр эллипсоида, называются 
диаметральными. Каждое диаметральное сечение - представляет 
собой эллипс, центром которого служит центр эллипсоида.



Представим себе какую-нибудь диаметральную плоскость сферы 
(черт. 47). Обозначим ее буквой а. Тогда для сферы имеем: диа
метральная плоскость а  делит пополам все перпендикулярные 
к ней хорды. Например, хорды А А у, В В и ... перпендикулярны 
к плоскости а  и делятся ею пополам. Этим хордам соответствуют 
параллельные хорды эллипсоида: А  'А / ,  В 'В / ,  ... (черт. 48). По
следние делятся пополам диаметральной плоскостью а ' ,  аффинно
соответствующей плоскости а . Направление хорд эллипсоида (А 'Л / )  
называется с о п р я ж е н н ы м  его диаметральной плоскости а . 
Таким образом, имеем:
* Диаметральная плоскость эллипсоида делит пополам сопря

женные ей хорды.

Сопряженное направление, вообще говоря, не перпендикулярно 
к соответствующей диаметральной плоскости, так как перпендику
лярность не есть инвариант аффинитета. Поэтому возникает вопрос
о существовании у эллипсоида направлений, одновременно сопря
женных и перпендикулярных диаметральной плоскости. Такие 
направления называются г л а в н ы м и.

На этот вопрос легко ответить, рассматривая эллипсоид как 
поверхность, аффинно-со
ответственную сфере.

Пусть центру сферы О 
соответствует в родстве 
центр эллипсоида О ' (черт.
49). Тогда прямая 0 0 ' дает 
направление перспективно
аффинного соответствия.
Предположим, что диаметр 
сферы О В  перпендикуля
рен к диаметральной пло
скости а. Соответствующий 
ему диаметр О'В  эллипсои
да по предположению дол
жен быть перпендикуляр
ным к диаметральной пло
скости а '.  Линия пересе-



чения а соответственных диаметральных плоскостей сферы и эл
липсоида лежит в двойной плоскости со. В той же плоскости ле
жит точка пересечения соответственных диаметров В.

Диаметры ОВ и О'В  определяют проходящую через них пло
скость, перпендикулярную к линии а, а следовательно, перпен
дикулярную также и к плоскости со. Обозначим эту плоскость 
буквой р. Плоскость р пересекает прямую а в точке А , а плоско
сти а  и а '  — по прямым О А и О' А .

В четырехугольнике АО'ВО  два противолежащих угла прямые

Z. А О 'В  =  Z . АО В  =  90°.

Следовательно, около него можно описать круг. Зная центр S 
этого круга, можем определить точки Л и В, т. е. искомое на
правление диаметра ОВ. Так как круг, описанный около четырех
угольника А О 'ВО , пройдет через вершины О' и О, то отрезок О'О 
является хордой круга. Поэтому делим О'О пополам в точке М 
и восставляем перпендикуляр MS до пересечения в точке S с пря
мой А В . Описывая круг с центром в точке S и радиусом SO (=  SO '), 
находим точки Л и В.

Итак, для определения диаметра ОВ можем проделать сле
дующее построение: через 0 0 '  проводим плоскость р, перпен
дикулярную к двойной плоскости со; затем в плоскости р через 
середину М  отрезка 0 0 '  проводим перпендикуляр к О'О; послед
ний пересекает плоскость со в точке S; наконец, круг из S ра
диусом SO' пересекает плоскость со в искомых точках Л и В. 
Каждая из этих точек дает решение задачи. Нетрудно видеть, 
что третье решение дает направление ОС, перпендикулярное к плос
кости р. В самом деле, плоскость р сама себе соответствует, 
и перпендикулярному к ней направлению ОС соответствует на
правление О 'С ', причем О'С’ || ОС || со. Следовательно, О С' _1_ р.

Таким образом, имеется всего три диаметра эллипсоида, обла
дающих тем свойством, что каждый из них перпендикулярен 
к сопряженной ему диаметральной плоскости. Эти три диаметра 
называются о с я м и  э л л и п с о и д а .  Как видно из чертежа 49, 
оси О 'Л, О'В и О 'С ' эллипсоида взаимно перпендикулярны и диа
метральная плоскость, сопряженная одному из них, содержит два 
других. Три диаметральные плоскости, проходящие через каждую 
пару осей, называются г л а в н ы м и  д и а м е т р а л ь н ы м и  
п л о с к о с т я м и  или г л а в н ы м и  с е ч е н и я м и  
э л л и  п с о и д а.

Обозначим длины полуосей эллипсоида, расположенных на 
главных направлениях О 'Л , О'В  и О 'С ', соответственно через а, 
b и с. Так как прямая О'С' параллельна ОС, то полуось с эллип
соида равна радиусу г сферы. Из двух других полуосей а и b 
одна больше, другая меньше радиуса г. В этом легко убедиться, 
рассматривая чертеж 50, который дает построение полуосей 
эллипсоида, лежащих в плоскости р.



На чертеже 50 построен 
четырехугольник АО'ВО  с 
двумя прямыми углами при 
вершинах О' и О. Пусть 
OP =  OQ =  г. Тогда

OP  _  ОА , OQ _  ОВ 
О 'Р ' ~  O 'A  ’  O 'Q ' О 'В  ‘

Но

О А + О В  =  '6 ^ + 0 1 3  =  я г .

Следовательно, если 0 'Л >
>  ОА, то О'В <  ОВ. Поэ
тому и для хорд имеем: 
если О А >  ОА, то О’В с О В .

Отсюда и заключаем, что 
справедливы либо неравен
ства:

О 'Р ' >  OP, O’Q' <  OQ, 

либо обратные им. Это значит, что

О 'Р ' > r > 0 ' Q ' или О'Р' < r  <  O 'Q '.

Возвращаемся к чертежу 49.
Из трех полуосей а, b и с эллипсоида последняя (расположен

ная по направлению О'С') является средней по величине, так 
как она равна радиусу г сферы.

В частном случае направление 0 0 ' перспективно-аффинного соот
ветствия может быть перпендикулярно к плоскости® (черт.51). Тогда 
положение плоскости, проходящей через 0 0 ',  становится неопре
деленным, так как всякая плоскость, проходящая через 0 0 ',  
перпендикулярна к плоскости со. Поэтому направления перпенди
куляров M S  образуют целый пучок прямых, лежащих в плоскости, 
параллельной плоскости со. В этом предельном случае вместо 
кругов, применявшихся выше, мы получаем самую прямую 0 0 '.  
Таким образом, одно из решений дает точка пересечения прямой 
0 0 ' с плоскостью со. Если мы обозначим эту точку через А , 
то прямая ОА (совпадающая с 0 0 ')  дает одно из главных на
правлений. Остальные главные направления параллельны пло
скости со. Отсюда заключаем, что главная диаметральная плоскость, 
перпендикулярная к диаметру О 'А , обладает тем же свойством, 
что два любых взаимно перпендикулярных ее диаметра О'В ' и О'С' 
являются сопряженными. Следовательно, главное сечение эллип
соида, параллельное плоскости со, есть круг. Нетрудно убедиться, 
что в этом случае и все вообще сечения эллипсоида плоскостями, 
параллельными плоскости со, будут кругами (предоставляем это



читателю). Другими словами, имеем э л л и п с о и д  в р а 
щ е н и я  с осью 0 0 '.

Еще более частный случай получаем, если середина М отрез
ка О'О (О'О _L со) лежит в плоскости о>. В этом случае перпенди
куляры MS образуют пучок в плоскости со. Поэтому все точки пло
скости (о являются решениями, т. е. все направления суть глав-

0 В

ные. Читатель без труда обнаружит, что эллипсоид, обладающий 
таким свойством, есть сфера1.

§ 14. Круговые сечения эллипсоида.

Так как каждое сечение сферы есть круг, то каждое сечение 
аффинно-соответственного ему эллипсоида есть, вообще говоря, 
эллипс. Возникает вопрос, имеет ли эллипсоид круговые сечения. 
Займемся разысканием последних.

Предположим, как и раньше, что эллипсоид с центром О' 
аффинно соответствует сфере с центром О (черт. 52). Произволь
ное сечение сферы плоскостью а  дает круг. Если плоскости а  
соответствует плоскость а ' ,  то круговое сечение сферы проекти
руется параллельно направлению 0 0 ' на плоскость а ' .  Проекти
рующие образуют некоторый эллиптический цилиндр. Посмотрим, 
при каких условиях этот цилиндр пересекает плоскость а 'п о  кругу.

1 В этом случае родственное соответствие представляет собой симметрию 
(зеркальное отражение) относительно плоскости со.



Черт. 5?.

Разделим в точке М  отрезок 0 0 ' пополам и проведем через М 
плоскость ст, перпендикулярную образующим цилиндра. Предполо
жим, что эта плоскость пересекает двойную плоскость со по пря
мой s. Если сечение а  проведем через О и s, то соответствующее 
сечение а '  пройдет через О' 
п s. При этих условиях плос
кости а  и а '  расположатся 
симметрично относительно 
плоскости о и будут одинаково 
наклонены к образующим 
проектирующего цилиндра, и 
Это означает, что оба сеч< 
ния его плоскостями а  я а ' 
будут конгруентными, а так 
как первое есть всегда круг, 
то и второе также круг. Та
ким образом, мы построили
круговое сечение, проходящее через центр эллипсоида. Второе 
круговое сечение получим в плоскости, параллельной плоскости со. 
В самом деле, если секущая плоскость а  || со, той а! || со. Следова

тельно, а  и а '  суть два парал
лельных сечения проектиру
ющего цилиндра и поэтому 
конгруентны. Оба сечения, 
очевидно, круговые.

Сравнивая чертеж 52 с 
чертежом 49, замечаем, 
что плоскость ст, перпен
дикулярная к прямой 0 0 ',  
должна быть перпендику
лярна и к плоскости р 
(черт. 49), а следователь
но, она параллельна пря
мой ОС. Так как плоско
сти о и со обе параллельны 
прямой ОС, то последняя 
параллельна линии их пере
сечения, которая на чер- 

Плоскость а ' кругового сечения, 
Второе круго-

Черт. 53.

гоже 52 обозначена буквой s. 
проходя через s и О ', должна пройти и через О 'С '. 
мое сечение, параллельное плоскости со, также проходит через О 'С '. 
Таким образом, о б а  к р у г о в ы х  (центральных) с е ч е н и я  
п р о х о д я т  ч е р е з  с р е д н ю ю  п о  в е л и ч и н е  (2с) 
о с ь  э л л и п с о и д а .

Обращаясь к чертежу 53, который представляет собой сечение 
гферы и эллипсоида плоскостью (5, убеждаемся, что о б а  к р у г о -  
и ы х с е ч е н и я  о д и н а к о в о  н а к л о н е н ы  к д в у м  
д р у г и м  о с я м  э л л и п с о и д а  (О'Л) и (O’В).



В самом деле, круговые сечения изобразятся на чертеже 53 
прямыми 0 's  и О Т ',  которые, как легко видеть, одинаково накло
нены как к прямой О 'А, так и к прямой О'В.

Итак, мы имеем дза ц е н т р а л ь н ы х  к р у г о в ы х  с е ч е 
н и я  э л л и п с о и д а .  Нетрудно доказать, что всякое параллельное

им сечение есть также круговое. Д ля этого нужно только принять 
во внимание, что двум параллельным плоскостям аффинно соот
ветствуют две параллельные плоскости и что два параллель

ных сечения эллипсоида 
подобны, так как подобны 
два соответствующих сече
ния сферы. Отсюда заклю 
чаем, что плоскости, парал
лельные центральным кру
говым сечениям, пересе
кают эллипсоид по кругам. 
Удаляя секущую плоскость 
от центра, получаем круги 
все меньшего радиуса. Н а
конец, в положении прикос
новения плоскости к эл
липсоиду будем иметь круг 
нулевого радиуса — точку 
прикосновения. Такая точ
ка называется т о ч к о й  
о к р у г л е н и я .  Эллипсо

ид имеет четыре точки округления соответственно двум системам 
круговых сечений (черт. 54).

С помощью круговых сечений может быть построена картон
ная модель эллипсоида (черт. 55)

Черт. 55.



1. Какие свойства ромба сохраняются при аффинном преобразовании, а 
какие могут нарушиться?

2. Даны ось и направление перспективно-аффинного соответствия, а так
же прямая g.  Требуется определить это соответствие (пару соответственных 
точек) при условии, что прямая g ' , соответствующая прямой g, перпендику
лярна к последней.

3. Перспективно-аффинное соответствие дано осью и парой соответствен
ных точек А  и А '.  Выбрав произвольную точку плоскости, построить ей соот
ветственную, считая ее один раз точкой плоскости со, а другой раз точкой 
плоскости со'.

4. В каком случае оба построения соответственной точки (см. упр. 3) 
будут давать один и тот же результат?

5. Установить особенности перспективно-аффинного соответствия двух пло
скостей в случае ортогонального проектирования одной плоскости на другую.  
Рассмотреть это соответствие в совмещенных плоскостях.

6. Показать, что любые два отрезка, делящие друг друга пополам, мо
гут служить сопряженными диаметрами эллипса, который они опреде
ляют.

7 .  Построить произвольное число точек и оси эллипса, рассматривая его  
как кривую, аффинно-соответственную окружности.

8. Эллипс задан своими осями. Определить точки его пересечения с д ан
ной прямой (см. § 11).

9. Эллипс задан парой сопряженных диаметров. Построить касательные 
к эллипсу из данной точки (см. § 11).

10. Построить оси эллипса, заданного центром, точкой и двумя парами со
пряженных направлений.

У к а з а н и  е. Воспользоваться перспективно-аффинным соответст
вием, в котором сопряженным направлениям эллипса соответствуют взаимно пер
пендикулярные направления соответственного круга.

11. По заданной большой оси и точке эллипса построить его малую ось.
12. Показать, что для любого данного треугольника можно построить 

иерспективно-аффинный ему равносторонний треугольник.
13. Доказать, что около любого треугольника можно описать эллипс,  

иснтр которого служил бы центром тяжести площади этого треугольника.  
Можно ли вписать в данный треугольник эллипс, центр которого обладал бы 
тем же свойством?

14. Аффинное преобразование задано формулами:

х' — х +  5у  — 7, у'  =  2х — Зу +  1;

а) написать формулы обратного преобразования;
б) написать уравнения прямых, соответствующих осям координат в обеих  

плоскостях (О И (1)'.
в) найти координаты точек, соответствующих началу координат в обеих  

плоскостях.
15. В аффинном соответствии, установленном формулами:

2х' — х  — 2у  +  3, у'  =  2х +  Зу — 1,

определить координаты неподвижной двойной точки.
IU. Написать формулы преобразования зеркального отражения (осевой 

симметрии) плоскости, если осью симметрии служит ось координат О Х  (или 
ЧУ).

17. Написать формулы преобразования гомотетии, центром которой слу-  
iMi i начало координат О.

IK. Написать формулы параллельного перенесения, в котором началу  
шшрдинат соответствует точка (3, — 2).



19. В преобразованиях № 16, 17 и 18 исследовать вопрос о неподвижных 
точках.

20. Даны пара соответственных точек (А,  А' )  и пара соответственных пло
скостей (а, а ' )  перспективно-аффинного преобразования пространства в себя. 
Указать построение, определяющее тождественную плоскость («плоскость род
ства») этого соответствия.

21. Даны тождественная плоскость и пара соответственных точек (М , М' )  
перспективно-аффинного преобразования пространства в себя. Указать по
строение фигуры, родственной данной пирамиде S A B C D ,  стоящей на пл ос
кости родства.

22. Перспективно-аффинное преобразование пространства в себя опреде
лено тождественной плоскостью и парой соответственных точек (А , А') .  Даны  
плоскость а  и окружность k на ней. Требуется при помощи построения опре
делить фигуру, родственную конусу с вершиной А и основанием к.

23. Перспективно-аффинное преобразование пространства в себя опре
делено тождественной плоскостью (со) и парой соответственных точек (Л , А') ,  
причем А А '  х  w. Определить фигуру, родственную сфере с центром в точке 
А и радиусом, равным расстоянию этой точки до плоскости о>.



Г Л А В А  В Т О Р А Я  

П О СТРО ЕН И Е П РО ЕК ТИ ВН О ГО  ПРОСТРАНСТВА

§ 15. Евклидово пространство.

Все рассуждения и выводы предшествующей главы относились 
к обыкновенному евклидову пространству, с которым читатель 
познакомился еще в средней школе. В этой главе нам не при
ходилось делать каких-либо отступлений от привычных правил 
и воззрений элементарной геометрии на взаимоотношения элемен
тов (точек, прямых и плоскостей) евклидова пространства.

В ближайшем будущем обстоятельства, о которых будет далее 
рассказано, заставят нас произвести некоторую «реконструкцию» 
евклидова пространства. Поэтому представляется целесообразным 
прежде всего напомнить, в чем же заключаются характерные 
особенности и свойства самого евклидова пространства.

Как известно, эти основные свойства могут быть выражены 
при помощи некоторой системы предложений, или аксиом, уста
навливающих зависимости и отношения между элементами про
странства.

Точки, прямые и плоскости евклидова пространства могут 
находиться в некотором взаимоотношении, которое принято обо
значать словом и н ц и д е н т н о с т ь  или п р и н а д л е ж н о с т ь .  
Само понятие инцидентности обладает свойством взаимности, 
т. е. если какой-либо элемент х  принадлежит другому элементу у, 
то и элемент у принадлежит элементу1 х.

Отношения принадлежности, имеющие место для элементов 
евклидова пространства, могут быть выражены следующими хо
рошо известными предложениями, в которых точки обозначены 
большими буквами латинского алфавита А , В, С ,...,  прямые — 
малыми буквами латинского алфавита а, Ь, с, ..., а плоскости — 
буквами греческого алфавита а , {5,у ,  ... .

1. Если точка (Л) принадлежит прямой (а), а прямая (а) при
надлежит плоскости (а), то точка (Л) принадлежит плоскости (а).

2. Две различные точки (Л, В) всегда принадлежат одной и той 
же, и только одной, прямой (а). Каждой прямой (а) принадлежат 
по крайней мере две точки (Л, В).

1 Это понятие инцидентности (принадлежности) заменяет такие понятия,  
к а к :  «лежать на» (точка лежит на плоскости), «проходить через» (прямая про
ходит через точку). Вместо этого будем говорить: «точка принадлежит (и н 
цидентна) плоскости», «прямая принадлежит (инцидентна) точке».



3. Три различные точки (А, В , С), не принадлежащие одной 
прямой, принадлежат одной и той же, и только одной, плоскости.

4. Если две точки (А , В), принадлежащие прямой (а), принад
лежат плоскости (а), то и прямая (а) принадлежит плоскости (а).

5. Если две плоскости (а, Р) принадлежат одной точке (А), 
то они принадлежат также и другой точке (В).

6. Каждой плоскости (а) принадлежит точка (А). Существуют 
четыре точки (А, В , С, D ), не принадлежащие одной плоскости (а).

Формулированные здесь предложения характеризуют отноше
ния принадлежности, имеющие место в евклидовом пространстве. 
Их можно считать аксиомами принадлежности и вывести из них 
путем логических умозаключений другие предложения (теоремы) 
для элементов евклидова пространства.

Таким образом, может развертываться дальнейшее изучение 
отношений принадлежности. В частности (в евклидовом простран
стве), имеем следующее:

Г . Две прямые, принадлежащие одной плоскости, могут при
надлежать одной и той же точке (прямые пересекаются^ но этого 
может и не быть (прямые параллельны).

2°. Две плоскости могут принадлежать одной и той же пря
мой (плоскости пересекаются), но этого может и не быть (пло
скости параллельны).

3°. Плоскость и не принадлежащая ей прямая могут принад
лежать одной точке (прямая пересекает плоскость), но этого может 
и не быть (прямая параллельна плоскости).

В самом деле, в евклидовой плоскости две прямые либо пере
секаются (принадлежат одной и той же точке), либо не имеют 
общей точки — в этом случае они называются параллельными.

А к с и о м а  п а р а л л е л ь н о с т и  утверждает, что если а— 
произвольная прямая и А — не принадлежащая ей точка, то в пло
скости а  (которой принадлежат прямая а и точка А ) существует 
лишь одна прямая, принадлежащая точке А и параллельная пря
мой а.

Аналогичным образом в евклидовом пространстве две пло
скости либо принадлежат одной и той же прямой, либо они парал

лельны. Прямая, не принадлежа-
_____  А В С  щая плоскости, либо пересекает

последнюю (т. е. прямая и плос- 
Черт. 56. кость принадлежат одной и той

же точке), либо они параллельны.
Напомним также о других свойствах евклидова пространства, 

которые характеризуют отношение порядка в расположении эле
ментов.

П о р я д о к  в р а с п о л о ж е н и и  т о ч е к  н а  п р я м о й  
х а р а к т е р и з у е т с я  п о н я т и е м  между. Если А , В  и С— 
три различные точки прямой, то одна из них (например, В), и только 
одна, лежит между двумя другими (черт. 56). Между каждыми 
двумя точками прямой имеется точка, принадлежащая той же пря



мой. Все точки прямой, лежащие между точками Л и В, образуют 
геометрическое место точек (множество), которое называется о т р е з 
к о м .  Точки Л и В называются концами отрезка А В . Все осталь
ные точки прямой, не лежащие между точками Л и В, не являются 
точками отрезка ЛВ.

Расположение точек на плоскости характеризуется предложе
нием, которое известно под названием а к с и о м ы  П а ш а 1. Эта 
аксиома заключается в следующем. Пусть ЛВС — треугольник 
и а — прямая, принадлежащая плоскости A B C  и не проходящая 
через вершины треугольника (черт. 57). Тогда прямая а либо пере
секает две стороны треугольника, либо не пересекает ни одной.

I Так, например, на чертеже 57 прямая а пересекает стороны А В  
и А С  треугольника ЛВС в точках М  и N.

Аксиома Паша приводит к следующим выводам о расположе
нии точек плоскости. Если па плоскости имеем какую-либо пря
мую а (черт. 58), то эта прямая разбивает все точки плоскости 
(не принадлежащие прямой а) на две области. При этом точки 
одной и той же области называются «лежаи^ими по одну сторону 
прямой а», а точки, принадлежащие разным областям, — «лежащими 
по разные стороны прямой а». Условимся относить точки В и С 
к одной области, так как прямая а не пересекает отрезка ВС. 
Наоборот, точки Л и В относим к разным областям, так как 
прямая а пересекает отрезок А В . Отметим, что точка Л и всякая 
точка С, принадлежащая к той же области, что и точка В, будут 
принадлежать разным областям. Это прямо следует из аксиомы 
Паша. В самом деле, если точки Л и В  — в разных областях, 
а С и В  — в одной, то прямая пересекает отрезок А В  и не пере
секает отрезок СВ. Но, согласно аксиоме Паша, прямая а должна 
пересекать вторую сторону треугольника ЛВС, следовательно, она 
пересекает отрезок АС, т. е. точки Л и С находятся в различных 
областях. Таким образом, каждая прямая (а) разбивает плоскость 
на две областг), или на две «полуплоскости».

Нетрудно убедиться с помощью аналогичных рассуждений 
в том, что всякая плоскость (а) разбивает все точки пространства 
на две области, пли на два «полупространства».

1 П о  имени немецкого геометра М. Pasch 'a .



Этим кратким очерком свойств евклидова пространства мы 
и ограничимся, так как более детальное и глубокое изучение 
этих вопросов не входит в наши задачи и должно быть отнесено 
к курсу «Основания геометрии», с которым студенты педагоги
ческих институтов познакомятся на IV курсе.

Мы не затрагиваем здесь метрических свойств евклидова 
пространства, которые могут быть охарактеризованы отдельной 
группой аксиом (например, • группой аксиом конгруентности). 
Вопросы метрической геометрии с проективной точки зрения 
будут рассмотрены в главе V I. Свойство непрерывности прост
ранства рассматривается в § 19 настоящей главы.

§ 16. Метод центральной проекции в евклидовом  
пространстве. Введение несобственных элементов  

и построение проективного пространства.
1. В основу изучения проективной геометрии должен быть 

положен м е т о д  ц е н т р а л ь н о й  п р о е к ц и и ,  так как под 
проективными свойствами геометрических фигур разумеют те их 
свойства, которые сохраняются при всяком центральном проек
тировании.

Метод центральной проекции (или перспективы) заключается 
в следующем. Примем произвольную точку S пространства

за центр проекций, а произ
вольную плоскость со'—за 
плоскость проекций (или 

5  изображений). Д ля постро
ения центральной проек
ции какой-либо точки А 
соединяем эту точку пря
мой линией /1S с цент
ром проекций S и находим 
точку Л ' пересечения этой 
прямой с плоскостью про
екций со' (черт. 59). Точ
ка Л ' и называется ц е н т 
р а л ь н о й  п р о е к ц и е й  
точки Л .

Если задана какая-либо фигура, например тетраэдр ABCD  
(черт. 59), то, строя центральную проекцию каждой из его вер
шин описанным выше способом, получим на плоскости со' фигу
ру A 'B 'C 'D ' как центральную проекцию данного тетраэдра. Одна
ко, как мы увидим, применение метода центральной проекции в 
евклидовом пространстве встречает существенные затруднения.

Рассмотрим сначала простейший случай.
Пусть имеем две пересекающиеся прямые а и а' (черт. 60). 

В плоскости, принадлежащей прямым а и а ',  возьмем произ
вольную точку S и будем из точки S проектировать точки пря

Ч е р т .  59.



мой а на прямую а'. Так, проведя через точку Л 4 луч S ^ ,  по
лучим точку А \ пересечения его с прямой а'. Точка А \ явля
ется центральной проекцией точки А 4. Подобным же образом 
точка A g является центральной проекцией точки А 2 прямой а. 
Каждую из точек A v  Л 2, ... мы будем называть «оригиналом», 
а каждую из точек А[, А ’у  ... — «изображением» соответствую
щего оригинала1.

Посмотрим, будет ли метод центральной проекции относить 
каждой точке-оригиналу определенную точку-изображение и, об
ратно, каждой точке-изображению то
чку-оригинал.

Как нетрудно видеть на чертеже, 
мы будем иметь следующие два случая 
нарушения такой взаимнойоднозначно- 
сти. Рассмотрим на прямой а точку Л*, 
для которой соответствующий лучЗЛ* 
параллелен прямой а'. Так как на 
евклидовой плоскости параллельные 
прямые не имеют общей точки (не пере
секаются), то на прямой а' не 
имеется точки-изображения, для кото
рой Л* служила бы оригиналом. Ана-"" ° /  
логичным образом рассматривая точ
ку А'** прямой а ', заметим, что для 
этой точки-изображения не существует на прямой а точки-ориги
нала, так как луч ЯЛ'** параллелен прямой а.

Таким образом, точечное соответствие, установленное с по
мощью центральной проекции, обладает существенными дефекта
ми, без устранения которых применение метода центральной 
проекции является неудобным. Другими словами, для изуче
ния проективных свойств фигур евклидово пространство должно 
подвергнуться некоторой реконструкции. В результате этой ре
конструкции должно быть построено такое геометрическое про
странство, в котором метод центральной проекции находил бы 
свое полное осуществление, свободное от каких-либо дефектов.

2 . Обратимся теперь к вопросу о построении такого прост
ранства. Мы придем к нему в результате изучения метода цен
тральной проекции в евклидовом пространстве. В частности, уже 
рабсмотренный ранее чертеж 60 может служить нам для этой 
цели. В самом деле, из этого чертежа видно, что дефекты соот
ветствия, установленного между точками прямых а и а ' с помощью 
метода центральной проекции, были бы устранены, если бы 
точке-оригиналу Л* соответствовала точка-изображение Л ',., а точ
ке-изображению А 'ш  соответствовала бы точка-оригинал Л**. 
Эти недостающие точки должны быть присоединены к евклидову

Черт .  60.

1 У потребляю тся  так ж е  термины «прообраз» (точка Лх) и «образ» (точ
ка А \ ) .



пространству. Мы сделаем это таким образом, чтобы отно
шения принадлежности элементов евклидова пространства, фор
мулированные в системе аксиом принадлежности (§ 15), не были 
нарушены. Наоборот, при введении новых элементов эти отно
шения принадлежности получат более полное выражение, сво
бодное от исключений.

Посмотрим, каким образом на чертеже 60 определяется точ
ка-изображение для данной точки-оригинала. Если, например, 
речь идет о точке Л ь то для нее точкой-изображением является 
Л, — точка пересечения проектирующего луча S.4  ̂ с прямой а'. 
Таков закон построения точек-изображений. Применяя его к точ
ке А#, мы определяем соответствующую точку-изображение Л* 
как точку пересечения проектирующего луча S/1* с прямой а'. 
Таким образом, новая точка А \  должна принадлежать двум 
параллельным прямым 5Л* || а'. Будем называть каждую точку, 
вновь присоединяемую к евклидову пространству, н е с о б с т в е н 
н о й  т о ч к о й ,  в то время как точки самого евклидова простран
ства будем называть о б ы к н о в е н н ы м и  или с о б с т в е н н ы м и .

Совершенно аналогично стоит вопрос о присоединении точки- 
оригинала Л**, соответствующей точке-изображению Л '**. Такая 
несобственная точка Л** должна принадлежать прямой а (как 
всякая точка-оригинал) и проектирующему лучу 5Л ’ следова
тельно, она является точкой пересечения двух параллельных 
прямых 5Л'** || а. Теперь становится ясно, в каком направлении 
должна производиться реконструкция евклидова пространства, 
пополняемого несобственными элементами. Целесообразно мно
жество точек, принадлежащих евклидовой прямой, дополнить 
несобственной точкой, которая должна вместе с тем принадле
жать всем прямым, параллельным данной прямой. Единственность 
несобственной точки прямой обусловливается тем, что в пучке 
с центром S существует лишь одна прямая, параллельная пря
мой а (или а ) .  Принадлежность несобственной точки прямой 
всем прямым, параллельным данной, обусловливается тем, что 
каждые две из них могут быть приняты за прямые а и 5Л 
(или а' и 5Л*).

Таким образом, мы приходим к выводу о необходимости до
полнить каждую прямую евклидова пространства одной несоб
ственной точкой, которая вместе с тем принадлежала бы всем 
прямым, параллельным данной.

3. Представим себе совокупность прямых, параллельных одной 
какой-либо прямой и лежащих в плоскости со' (черт. 61). Пусть 
это будут прямые: а' || Ь' || с' || d' \\е ' || . . .. Всем им долж
на принадлежать одна и та же несобственная точка 1 PJ . С другой

1 Т ак о е  обозначение о бъясн яется  тем, что несобственные точки (а так ж е  
прямы е и плоскость проективного пространства) часто назы ваю т бесконечно 
удаленными. И з  чертеж а 60 видно, что, в то время как  проектирую щ ий луч 

вращ ается  против часовой стрелки ,  точка А \  -> Л ' „ ,  а точка Л ^ о о .



стороны, всякая прямая плоскости со', проходящая через несобствен
ную точку , должна быть параллельна прямым (а', Ь' , с '...) рас
сматриваемой совокупности, так как она лежит с этими прямыми 
в одной плоскости и не имеет с ними общих точек в евклидо
вом пространстве. Таким образом, все прямые, проходящие че
рез несобственную точку Р^ и лежащие в плоскости со', обра
зуют совокупность параллельных между собой прямых. Поэтому 
такую совокупность прямых можно назвать п у ч к о м  п р я м ы х  
с н е с о б с т в е н н ы м  ц е н т р о м  (Р^ ).

Будем проектировать прямые а', Ь', , • • ■ этого пучка из 
центра S на плоскость со. Тогда проектирующий луч SPJ , па
раллельный всем прямым пучка (Я,' ), имеет с ними общую точ
к у — несобственную точку Р'л . Точка пересечения Р ^  проекти
рующего луча SP„ с плоскостью изображений со является изоб
ражением (проекцией) несобственной точки Р^ на плоскости со. 
Таким образом, пучок параллельных прямых с несобственным 
центром на плоскости со' изобразится пучком прямых, имею
щих собственный центр Р., на плоскости со. Это указывает 
па равноправность (в отношении центрального проектирования) 
несобственных точек реконструированного пространства с обык
новенными точками.

Вместе с тем рассмотренный пример показывает, что в ре
конструированном пространстве центральная проекция пучка 
прямых всегда является пучком прямых с собственным или не
собственным центром, в то время как в евклидовом пространст
ве пучок лрямых (например, пучок (Р^ ) плоскости со) может 
г проектироваться на плоскости со' совокупностью прямых, не имею
щих общей точки (т. е. параллельных).

Рассмотрим теперь совокупность прямых, параллельных одной 
прямой в пространстве.

В реконструированном пространстве совокупность всех пря
мых, параллельных одной прямой, имеет несобственную точку, 
принадлежащую всем прямым совокупности. Такую совокупность



параллельных прямых пространства естественно назвать с в я з 
к о й  п р я м ы х, а их общую несобственную точку — ц е н т р о м  
с в я з к и .  Таким образом, наряду с обыкновенными связками 
прямых, имеющими собственный центр, в новом пространстве 
будем иметь связки с несобственным центром, т. е. совокупность 
параллельных между собой прямых.

Таковы первые результаты конструирования нового простран
ства. Они являются следствием присоединения к каждой евкли
довой прямой несобственной точки. .

4. Обратимся теперь к исследованию плоскости в новом про
странстве и поставим вопрос о ее несобственных элементах. 
Другими словами, поставим вопрос о том, каково должно быть 
г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  н е с о б с т в е н н ы х  т о ч е к  
плоскости. Так как каждая прямая имеет одну несобственную точку, 
то отсюда можно заключить, что геометрическое место несобст
венных точек плоскости должно пересекаться каждой прямой 
той же плоскости в одной точке. Этому условию можно удо
влетворить, принимая, что геометрическое место несобственных 
точек плоскости само является прямой линией, которую будем 
называть н е с о б с т в е н н о й  п р я м о й  данной плоскости.

К тем же выводам можно прийти и из других соображений, 
в частности из необходимости обеспечить применение метода цен
тральной проекции. В самом деле, рассмотрим несобственные точ
ки плоскости со', которые будем проектировать из центра 5  на 
плоскость изображений (проекций) со (черт. 62). Каждая несобст
венная точка плоскости со' определяется прямой линией, которой 
эта точка принадлежит. Так, точка А „ принадлежит прямой а \  
точка В \о — прямой Ь' и т. д.

Чтобы провести из центра S проектирующий луч в несобст
венную точку А„о, мы строим прямую SA  \\а '.  Далее, находим 
точку А пересечения проектирующего луча с плоскостью со.
Точка А является изображением (проекцией) несобственной 
точки А 1 . Аналогично построим изображения других несобствен-



ных точек плоскости со' с помощью проектирующих лучей S B » , 
SC  „ ,  . . . .  Так как все проектирующие лучи параллельны плоскости 
со, то они лежат в одной (проектирующей) плоскости о. 
Геометрическое место изображений А , В , С, ... несобственных 
точек плоскости со' представляет собой прямую линию пересече
ния плоскости (о с плоскостью а. Эта прямая должна служить 
изображением геометрического места несобственных точек пло
скости со'. С другой стороны, последнее должно быть линией 
пересечения параллельных плоскостей а и со'. Мы знаем, что 
в евклидовом пространстве такой линии не имеется. Она должна 
быть присоединена как н е с о б с т в е н н а я  п р я м а я ,  принадле
жащ ая плоскостям со' и а, т. е. как прямая линия их пересече
ния. Таким образом, основываясь на принципе применимости 
метода центральной проекции и сохранения отношений принад
лежности элементов пространства, мы приходим к выводу, что 
реконструкция евклидовой плоскости должна выразиться в при
соединении к этой плоскости несобственной прямой, являющейся 
геометрическим местом несобственных точек плоскости. Так к я17 
любые две параллельные плоскости должны удовлетворять же 
требованиям (что и плоскости со' и а), то сказанное относится 
ко всем плоскостям евклидова пространства. Благодаря введе
нию несобственной п р я м о й  на каждой евклидовой плоскости 
в реконструированном пространстве совокупность плоскостей, 
параллельных одной плоскости, представляет собой пучок пло
скостей, осью которого является несобственная прямая, принад
леж ащ ая всем плоскостям совокупности. Таким образом, наряду 
с пучками плоскостей, имеющими в качестве оси обыкновенную 
или собственную прямую, будем иметь п у ч к и  п а р а л л е л ь 
н ы х  п л о с к о с т е й  с н е с о б с т в е н н о й  о с ь ю .

5. Изучение метода центральной проекции в евклидовом про
странстве дало нам указания о целесообразной реконструкции 
последнего. Именно целесообразно, как мы видели, дополнить 
каждую  прямую несобственной точкой, а каж дую  плоскость —• 
несобственной прямой.

Возникает вопрос о том, что же будет представлять собой 
геометрическое место всех несобственных элементов пространст
ва. Это геометрическое место должно обладать следующими 
свойствами: оно пересекается с каждой прямой в одной точке 
(несобственной точке этой прямой) и с каждой плоскостью по од
ной прямой (несобственной прямой этой плоскости). Очевидно, 
что этим требованиям можно удовлетворить, присоединяя к ев
клидову пространству н е с о б с т в е н н у ю  п л о с к о с т ь  как 
геометрическое место всех несобственных точек и прямых.

Приступая к фактическому осуществлению реконструкции евк
л и д о в а  пространства, мы, таким образом, вводим н о в ы е  п о н я  
т и я, которые называем н е с о б с т в е н н ы м и  т о ч к а м и ,  н е с о б 
с т в е н н ы м и  п р я м ы м и  и н е с о б с т в е н н о й  п л о с к о с т ь ю .



К аждой связке параллельных прямых сопоставляется одна 
несобственная точка. К аж дому пучку параллельных плоскостей 
сопоставляется одна несобственная прямая.

Отношения принадлежности (инцидентности) собственных и 
несобственных элементов определяются следующим образом:

несобственная точка считается принадлежащ ей к собствен
ной прямой, если последняя входит в состав связки параллель
ных прямых, соответствующей несобственной точке, и только в 
этом случае;

несобственная прямая считается принадлежащ ей к собствен
ной плоскости, если последняя входит в состав пучка параллель
ных плоскостей, соответствующего несобственной прямой, и толь
ко в этом случае;

несобственная точка считается принадлежащ ей несобственной 
прямой, если собственные прямые, образующие связку параллель
ных прямых, соответствующую несобственной точке, принадлеж ат 
собственным плоскостям пучка параллельных плоскостей, соот
ветствующего несобственной прямой, и только в этом случае;

все несобственные точки и несобственные прямые принадле
ж ат несобственной плоскости, не имеющей других точек и пря
мых, ей принадлежащих.

На этом реконструкция евклидова прпелранства заканчива
ется. Полученное путем присоединения к нему несобственных эле
ментов новое пространство назы вается п р о е к т и в н ы м  п р о 
с т р а н с т в о м .  В самом деле, в этом пространстве полностью 
осуществляется метод центральной проекции '.

Проективное пространство, как и пространство Евклида, яв 
ляется одной из геометрических моделей материального физиче
ского мира и по своим свойствам вполне пригодно для изучения 
проективных свойств геометрических фигур. Свойства этого прост
ранства мы рассмотрим более подробно в следующих параграфах.

§ 17. Отношения принадлежности элементов 
проективного пространства.

1. Присоединение несобственных элементов к евклидову про
странству было выполнено при условии сохранения свойств вза- 
имопринадлежности между точками, прямыми и плоскостями ев
клидова пространства. Вместе с тем введение новых несобст
венных элементов, устранив исключения, придает большую общ 
ность основным предложениям (аксиомам) евклидова простран
ства (§ 15).

Так, наряду с предложением:
1. Д ве  различны е точки (А и В ) всегда принадлежат одной 

и той же, и только одной, прямой (а )  — можно сформулировать 
аналогичное предложение для плоскостей:

1 М ож но построить проективное пространство  независимо от евк л и д о 
ва на базе  системы аксиом проективного  пространства  (см. об этом стр. 8 8 —89).



2. Две различные плоскости (а и (3) всегда принадлежат  
одной и той же, и только одной, прямой (а ).

Это предложение не было бы справедливо в евклидовом про
странстве, так как в случае параллельности плоскостей а  и {5, 
очевидно, не существует евклидовой прямой, принадлежащей обеим 
плоскостям. В новом (проективном) пространстве, как мы знаем, 
такая прямая существует — это несобственная прямая, принадле
жащая пучку параллельных плоскостей, в число которых входят 
плоскости а  и р. Подобным же образом можно убедиться, что 
в новом пространстве наряду с предложением, справедливым 
в евклидовом пространстве:

3. Точка (А )  и не принадлежащая ей прямая (Ь) всегда 
принадлежат одной и той же, и только одной, плоскости (а ), 
может быть сформулировано еще следующее утверждение:

4. Плоскость (а) и не принадлежащая ей прямая (Ь) всегда 
принадлежат одной и той же, и только одной, точке (А ).

Это последнее предложение, очевидно, не во всех случаях 
справедливо в пространстве Евклида, так как прямая может быть 
параллельна плосйЬсти. В проективном пространстве, наоборот, 
предложение 4 является всегда справедливым, так как в случае 
параллельности плоскости и прямой им принадлежит несобствен
ная точка последней.

'  2. Чтобы убедиться в справедливости утверждений 1, 2, 3 и
4 для всех элементов (как собственных, так и несобственных) 
построенного проективного пространства, рассмотрим подробнее 
различные возможные случаи.

Прежде всего установим, каким образом могут быть определе
ны (или заданы) несобственные элементы пространства.

Несобственная точка А ^ может быть задана собственной пря
мой а, которой она принадлежит (и вообще всякой прямой, вхо
дящей в состав связки параллельных прямых с несобственным 
центром Л*,). /

Несобственная прямая i „ может быть задана двумя (непарал
лельными) собственными прямыми а и Ь, определяющими несоб
ственные точки А  и В прямой i„  .

Точно так же можно определить несобственную прямую t м 
с помощью собственной плоскости а , которой она принадлежит, 
а также любой плоскостью, входящей в состав пучка параллельных 
плоскостей с несобственной осью i „ .

Таким образом, несобственные элементы проективного прост
ранства могут быть определены (заданы) с помощью собственных 
элементов.

Переходим к рассмотрению предложений 1, 2, 3 и 4. Посмотрим, 
как построить прямую, принадлежащую точкам Л и В, в том слу
чае, когда одна из этих точек или обе являются несобствен
ными.

Пусть имеем обыкновенную точку Л и несобственную точку 
заданную собственной прямой b (черт. 63, а). Чтобы построить



прямую, принадлежащую точкам А н В „ ,  проводим через А пря
мую а, параллельную Ь. Эта прямая а является искомой, так 
как она принадлежит точкам А  и В

Переходим ко второму случаю. Несобственные точки А «, и В «, 
определяются двумя (непараллельными) собственными прямыми 
а и b (черт. 63 ,6 ). Через произвольную точку Л прямой а про
водим прямую Ь' , параллельную прямой Ь. Эта прямая прохо
дит через точку В„  . Тогда плоскость а, принадлежащая прямым 
а и Ь' , проходит через точки А „ и Следовательно, точки А  и 
В » принадлежат несобственной прямой i „ плоскости а . Эта 
прямая и является искомой.

б°°

Черт. 63.

Таким образом, предложение справедливо для любых двух 
точек проективного пространства.

Рассмотрим далее предложение 2. Если обе плоскости (а и Р) 
собственные, то, как мы уже говорили, они имеют общую пря
мую во всех случаях (в том числе, если а  || Р). Если же одна 
из них (например, а) несобственная, то общей прямой двух этих 
плоскостей является несобственная прямая, принадлежащая пло
скости р. Этим исчерпываются все возможные случаи, так как 
обе данные плоскости не могут быть несобственными и в то же 
время различными.

Переходим к предложению 3. Если данная точка А « несоб
ственная (задана прямой а), а прямая b собственная, то пло
скость а  определяется следующим образом (черт. 64, а). Через 
произвольную точку В прямой b проводим прямую а' || а. Тогда 
пара пересекающихся прямых b и а' определяет принадлежащую 
им единственную плоскость а. Последняя принадлежит прямой 
b и точке А со как несобственной точке прямой а'.

Если точка А  собственная, а прямая b «, несобственная, 
то искомая плоскость находится следующим образом. Пусть не
собственная прямая b оо определена плоскостью р как несобствен
ная прямая этой плоскости (черт. 64, б). Тогда через данную 
точку А  проводим плоскость а  || р. Эта плоскость а  и есть иско
мая, так как она проходит через точку А и через прямую Ь* .



(а) (Ь)

Если же точка Л »  и прямая несобственные, то они принад
лежат несобственной плоскости пространства.

Предложение 4 справедливо в евклидовом пространстве, если 
данная прямая b не параллельна плоскости а. В проективном 
пространстве предложение 4 справедливо и в последнем слу
чае, причем искомая точка является несобственной точкой (Л ^).

Предположим, что прямая b „ — несобственная — задана при
надлежащей ей собственной плоскостью р. Плоскость а  пересе
кается с плоскостью Р по собственной прямой а. Несобственная 
точка Л с прямой а принадлежит как прямой b т а к и  плоскости
а, следовательно, она является искомой (черт. 65).

Если плоскость несобственная, 
а прямая b собственная, то несобствен
ная точка прямой b принадлежит плос
кости а „ , следовательно, она является 
исковой.

Наконец, заметим, что случай не
собственной прямой b * и несобствен
ной плоскости невозможен, так как 
по условию предложения 4 прямая не 
должна принадлежать плоскости.

Таким образом, анализ предложений
1, 2, 3 и 4 показывает справедливость 
их для собственных и несобственных элементов проективного 
пространства (в любом сочетании этих элементов). С точки зрения 
отношений принадлежности несобственные элементы ничем не от
личаются от собственных.

3. Дополним разобранную систему предложений принадлеж
ности следующим предложением:

5. Существуют четыре точки, не принадлежащие как одной 
прямой, так и одной плоскости.

Справедливость этого предложения как для евклидова, так и 
для проективного пространства очевидна.

а
Черт .  65.



Однако при самостоятельном построении проективного про
странства на основе системы аксиом предложение 5 должно быть 
учтено.

Систему предложений 1—5 вместе с предложением 1 § 15 мож
но принять в качестве группы а к с и о м  п р и н а д л е ж н о с т и  
проективного пространства. Тогда из них могут быть выведены 
дальнейшие предложения (теоремы) о свойствах принадлежности 
элементов проективного пространства. Не углубляясь в этот во
прос, мы докажем с помощью подобного рассуждения следующие 
теоремы:

I. Три различные точки А , В и С, не принадлежащие одной 
прямой, принадлежат одной, и только одной, плоскости.

В самом деле, существует прямая А В , принадлежащая точкам 
А и В (предложение 1). Эта прямая и точка С принадлежат 
единственной плоскости а  (предложение 3). Следовательно, точ
ки Л, Б  и С принадлежат одной, и только одной, плоскости.

II. Три различные плоскости а , р и у ,  не принадлежащие 
одной прямой, принадлежат одной, и только одной, точке. Рас
суждение аналогично предыдущему. Плоскости а и р  принадле
жат одной прямой (предложение 2). Эта прямая и плоскость у 
принадлежат единственной точке (предложение 4). Следовательно, 
существует одна, и только одна, точка, принадлежащая плоско
стям а , р и у •

Следует заметить, что мы вывели эти теоремы из системы 
1—5 аксиом проективного пространства и, следовательно, они 
должны быть справедливы для элементов проективного прост
ранства. В евклидовом пространстве теорема I также выпол
няется, в то время как теорема II не всегда справедлива. Так, 
например, три плоскости, являющиеся гранями призмы, не при
надлежат одной точке. В проективном пространстве они пересе
каются в несобственной точке пересечения ребер этой призмы.

Докажем еще следующую теорему:
III.  Существуют четыре плоскости, не принадлежащие одной 

точке и не принадлежащие одной прямой.
На основании предложения 5 существуют четыре точки, 

не принадлежащие как одной плоскости, так и одной прямой. 
Никакие три из этих четырех точек не могут принадлежать 
одной прямой, так как в этом случае такая прямая вместе с чет
вертой точкой принадлежала бы определенной плоскости (пред
ложение 3) и, следовательно, все четыре точки принадлежали бы 
одной плоскости. Обозначим четыре точки, не принадлежащие 
как одной плоскости, так и одной прямой, буквами А , В, С, D 
(черт. 66). На основании теоремы I каждые три из них принад
лежат определенной плоскости. Следовательно, будем иметь 
четыре различные плоскости (число сочетаний из 4 по 3). Обо
значим эти плоскости буквами а , р, у и 6. Каждые две из них 
должны принадлежать определенной прямой (предложение
2). Нетрудно видеть, что этими прямыми являются пря



мые, определяемые парами данных точек 
(предложение 1). Например, плоскости 
у и б принадлежат прямой А В ,  так как 
эта прямая имеет с каждой из них две 
общие точки и, следовательно, не может 
не принадлежать каждой из них (пред
ложение 4). Другой прямой, которая 

' принадлежала бы плоскостям у и 8, 
быть не может (предложение 2). С дру
гой стороны, аналогичным образом мож
но доказать, что CD является единст
венной прямой, принадлежащей плос
костям а  и р. Прямые А В  и CD различны, так как в противном 
случае четыре точки А , В, С, D лежали бы на одной прямой. 
Следовательно, плоскости а , р, у и б не принадлежат одной 
прямой.

Докажем, что они не принадлежат одной точке.
Плоскости а , р ,у  принадлежат определенной точке (теорема II). 

Этой общей точкой является точка D. Плоскость б не может при
надлежать точке D, так какв  этом случае четыре данные точки Л,
В, С, D принадлежали бы одной плоскости б. Следовательно, 
плоскости а , Р, у , б не могут принадлежать одной точке.

4 . Изложенная здесь система предложений принадлежности, 
как уже было сказано, может служить группой аксиом, из ко
торых логическим путем выводятся другие свойства отношений 
принадлежности элементов. Однако эта система далеко не до
статочна для построения проективного пространства с помощью 
логических заключений. Это можно с большой наглядностью 
демонстрировать на следующем примере. Представим себе, что 
точками, прямыми и плоскостями нашего «пространства» яв
ляются в е р ш и н ы ,  р е б р а  и г р а н и  тетраэдра (черт. 66). 
Тогда, как легко видеть, все аксиомы принадлежности будут 
выполняться для этих элементов. Но само пространство будет 
содержать лишь четыре точки, шесть прямых и четыре плоско
сти. Читатель без труда убедится в этом, рассматривая чертеж 66.

§ 18. Отношения порядка элементов проективного 
пространства.

1. Заметим прежде всего, что, дополнив евклидову прямую 
несобственной точкой, мы получили з а м к н у т у ю  линию, точки 
которой можно привести во взаимно однозначное соответствие 
с прямыми пучка.

В самом деле, если s — прямая, a S — центр пучка (черт. 67), 
ю через каждую точку (например, А) прямой s проходит один 
луч (а) пучка S. Обратно, каждый луч (например, Ь) пучка 5  
пересекает в определенной (одной) точке (В) прямую s. При этом,



конечно, луч р, параллельный прямой s, пересекает последнюю 
в несобственной точке Р „ .  Такое расположение точек прямой s 
и прямых пучка S называется п е р с п е к т и в н ы м .  Пучок 
прямых S может быть описан вращением луча на 180°. 
Так, повернув луч а на 180°, мы опишем весь пучок и снова

придем в первоначальное 
положение. Соответствующая 
точка пересечения А пробе
жит всю прямую s и придет 
в первоначальное положе
ние А .

Особенно наглядно свой
ство проективной прямой как 
замкнутой линии обнаружи
вается в том факте, что точки 
проективной прямой могут 
быть приведены во взаимно 

однозначное соответствие с точками окружности. Это может быть 
сделано следующим образом. Поместим центр проектирующего 
пучка S в какой-нибудь точке окружности (черт. 68). Тогда каж 
дый луч пучка S пересекает окружность (кроме точки S) еще 
в одной точке. Луч S B , касательный к окружности, пересекает 
ее вторично в точке S. Это позволяет установить взаимно одно
значное соответствие точек 
прямой с точками окружно
сти, в котором точкам А , В,
С ,..., Р «, , ... прямой соот
ветствуют точки А ',В ' , С ',...,
Р 'м , ... окружности.

Произвольная точка Л ' 
окружности не разбивает ее 
на две части. Подобным же 
образом точка Л проектив
ной прямой не разбивает 
последней на две части.

Отметим две какие-ни
будь точки Л и С на пря
мой s. На окружности им 
соответствуют точки Л ' и С '. Точки Л, С разбивают прямую s на две 
чгсти, или на д в а о т р е з к а .  Один из них не содержит несоб
ственной точки Р ос и совпадает с обычным отрезком АС  в евкли
довой плоскости. Другой отрезок з а м к н у т о й  прямой s содер
жит несобственную точку Р  „ . Мы будем обозначать для отличия 
этот отрезок так: Л оэ С. Таким образом, каждая пара точек 
определяет на проективной прямой s два отрезка. Это разбиение 
прямой на два отрезка особенно наглядно отображается на ок
ружности. Отрезку АС  прямой s соответствует дуга Л 'В 'С ' окруж 
ности, а отрезку Л со  С прямой s — дуга А 'Р '^ С '  окружности.



Так как между точками прямой и прямыми пучка можно 
установить взаимно однозначное соответствие, то две прямые а 
и с пучка разбивают последний на две части, или на два угла 
(черт. 67). Один из этих углов не содержит прямой р (он соот
ветствует отрезку АС), второй угол содержит прямую р  (он со
ответствует отрезку А оо С).

Следует иметь в виду, что в приведенных рассуждениях пря
мая s мыслится как множество принадлежащих ей точек (пря
молинейный ряд точек), в то ж е  
время пучок 5  представляется 
в виде множества прямых, при
надлежащих точке S.

Две точки Л и С прямой s раз
бивают множество точек этой 
прямой на два класса. Каждый 
из последних образует о т р е 
з о к  прямой s, причем к 
отрезку следует отнести и деля
щие точки Л , С, которые назы
ваются к о н ц а м и  отрезка.
■Таким образом, получаем отрез
ки АС  и Л оо С.

Аналогичным образом углы (ас) 
и (арс) представляют собой мно
жества прямых, принадлежащих 
T04K e S .  Так как все точки пря
мой (в том числе и несобственная 
точка) совершенно равноправны 
в проективном отношении, то то 
же самое можно сказать и об от
резке АС  и А  со С.

2. Рассмотрим центральную 
проекцию какого-либо отрезка 
АВ прямой s на другую прямую (черт. 69). Проектируя из центра S 
отрезок А В  на прямую s ',  получим отрезок А 'В ' . Проекция 
отрезка А В  напрямую  s " ,  параллельную прямой а, представится 
отрезком А о о В " ,  один конец которого Л*, является несобственной 
точкой. Наконец проекция того же отрезка А В  на прямую s '"  
дает отрезок Л " ' оо S '" ,  так как именно этот отрезок соответст
вует углу (ab), проектирующему данный отрезок А В .  Рассмот
ренный пример показывает, что метод центральной проекции 
может перевести обыкновенный (евклидов) отрезок А В в отре- 
юк Л '"  оо В '" ,  содержащий несобственную точку. Вместе с тем 
благодаря расширению понятия «отрезок» всякая центральная 
проекция переводит любой отрезок прямой в некоторый отрезок 
другой прямой. Таким образом, понятие «отрезок» обладает не
обходимой инвариантностью в отношении операции проектиро
вания



3. Обратимся теперь к расположению точек на прямой.
В евклидовой геометрии принадлежность точки М  к отрезку А В  

выражается словом «между». Именно говорят, что точка М  лежит 
между Л и В (черт. 70). На проективной прямой пара точек А , В 
определяет, как мы видели, два отрезка, поэтому понятие «между» 
может быть присвоено любой точке прямой А В , например точке N ,  ̂
так как и эта точка принадлежит одному из отрезков, образо- 1 
ванных точками А и В . С другой стороны, понятие «между»

не сохраняет своих свойств при 
центральном проектировании.

________ ~______ У  &______ У Так, точка М , лежащая между
точками А и В  (черт. 69), при 

ЧеРт- ~0, центральном проектировании из
точкиS на прямую s'" переходит 

в точку М '", которая уже не лежит между точками А " ’ и В " ' .
Следовательно, понятие «между» теряет свое значение и дол

жно быть заменено другим, которое обладало бы проективным 
характером. Таким понятием является понятие р а з д е л е н н о -  
с т и  п а р  т о ч е к .

Если точки М  и N  принадлежат к разным отрезкам, образо
ванным парой точек Л и В, то говорят, что п а р а  М , N  р а з 
д е л я е т  п а р у  А , В, и записывают это следующим образом:

М , N  - f - Л , В.
В свою очередь

Л , В N .
Наоборот, точки М , В не разделяют пары точек Л, N, так 

как первая пара принадлежит одному и тому же евклидову от
резку A N  из двух отрезков, образованных на прямой парой 
точек A \ \ N .  В этом случае пользуются следующей записью1:

М ,  В —  А,  N.
Понятие разделенное™ обладает проективной инвариант

ностью. Так, если на прямой s (черт. 69) пары точек А,  В w М,  
N  разделены, то, проектируя их из центра S на прямую s'", 
получим разделенные пары Л ' " , В ' " и М " ' ,  N " ’. Свойство разде
ленное™ не нарушено.

Установив понятие разделенное™ двух пар точек на прямой, 
мы можем совершенно аналогичным образом установить это по
нятие для пар прямых в пучке. В самом деле, одна пара пря
мых, принадлежащих пучку (например, пара а, Ь), разбивает 
пучок на два угла. Если прямые т  и п принадлежат одному 
и тому же углу, то они не разделяют пару а, Ь. Если же т  и п 
принадлежат разным углам (черт. 71), то обе пары разделены 
и мы пишем:

т, п -1. а, Ь.

1 Т а к а я  символика  предлож ена проф. А. К. Власовым.



При этом, как можно видеть на чертеже 69, центральная 
проекция относит разделенным парам точек разделенные пары 
проектирующих лучей (пары точек Л , В  -f- М , N  на прямой s 
и пары прямых 5Л , S B  S M , SN  в пучке S).

Заметим кстати, что понятие «между» неприменимо к пучку 
лучей и в евклидовой плоскости, так как пучок лучей, как мы 
видели, обладает свойствами проективной прямой, или, точ
нее, отношения порядка точек проективной прямой и прямых 
пучка совершенно идентичны.

Представим себе, что пучок прямых описывается движением 
какой-нибудь прямой, последовательно совпадающей со всеми 
прямыми пучка. Пусть, например, прямая а (черт. 71) описы
вает весь пучок, вращаясь вокруг его 
центра S, и возвращается в исходное по
ложение. Очевидно, такое вращение мо
жет быть произведено в двух противопо
ложных направлениях: против часовой 
стрелки и по часовой стрелке. Чтобы оп
ределить какое-нибудь из этих направле
ний, мы должны указать не менее трех по
следовательных прямых пучка, например 
вращение в направлении amb или проти
воположное вращение в направлении abm.

Подобным же образом ряд точек, рас
положенных на одной прямой, может быть 
описан движением точки в двух противо
положных направлениях. Чтобы опреде
лить эти направления, надо задать не ме
нее трех точек, устанавливающих один из двух возможных порядков. 
Так, на чертеже 70 порядок А М В  соответствует движению слева 
направо (определим это направление как положительное), в то 
время как порядок А В М  соответствует движению в противополож
ном (отрицательном) направлении.

Заметим, что на евклидовой прямой направление движения 
вполне определялось уже парой точек. Так, пара А , В уже опре
деляла положительное направление на прямой в силу невозмож
ности прийти из точки А  в точку В  с помощью противоположного 
движения. Однако последнее вполне возможно на проективной 
(замкнутой) прямой.

4. Описанные здесь отношения порядка на прямой и в пучке 
были нами выведены из свойств того проективного пространства, 
которое было построено из евклидова пространства путем присо
единения несобственных элементов. Поэтому мы имели уже «го- 
ювое пространство», и задача заключалась лишь в том, чтобы, 
учитывая несобственные элементы, приспособить известные уже 
отношения порядка в евклидовом пространстве к тем новым 
условиям, которые возникли от присоединения несобственных 
элементов. В дальнейшем, однако, мы считаем полезным сформу-
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лировать эти отношения порядка в виде системы предложений, 
которая могла бы служить группой аксиом порядка при само
стоятельном построении проективного пространства. Мы получим 
тогда следующие четыре предложения (или аксиомы) порядка:

1°. Дее различные точки А и В прямой разбивают все осталь
ные точки этой прямой на два класса. Оба класса не являются 
пустыми (т. е. в каждом классе имеется по крайней мере по 
одной точке).

Каждый из классов, дополненный точками А и В, называется 
о т р е з к о м .

Определение. Е с л и  т о ч к и  С и D п р и н а д л е ж а т  
к р а з н ы м  к л а с с а м  р а з б и е н и я  Л,  В,  то п а р ы  
т о ч е к  Л,  В и С,  D н а з ы в а ю т с я  р а з д е л е н н ы м и :

Л,  В —  С, D.

Е с л и  т о ч к и  С и D п р и н а д л е ж а т  о д н о м у  
к л а с с у ,  т о  м ы  н а з ы в а е м  п а р ы  Л,  В  и С, D н е р а з 
д е л е н н ы м и :

А , В -  С, D.

2°. Если  Л , В  -f- С, D, то и С, D -V- Л , В.
3°. Любые четыре точки прямой могут быть лишь един

ственным образом разбиты на две разделенные пары.
4°. Центральная проекция переводит две разделенные пары 

в две разделенные соответственные пары.
Из этих предложений порядка Г —4°, а также группы пред

ложений принадлежности можно логическим путем развить те от
ношения порядка, которые имеют место в проективном про
странстве.

В частности, определение разделенное™ двух пар прямых 
пучка может быть проведено с помощью сечения. Предложение 4° 
обеспечивает непротиворечивость такого определения.

5. Далее можно установить порядковые свойства проективной 
плоскости.

Напомним прежде всего об отношениях порядка, имеющих 
место па евклидовой плоскости. Рассмотрим произвольную пря
мую а этой плоскости (черт. 72). Прямая разбивает евклидову



плоскость на две «полуплоскости», или «области» (ср. с § 15). Точки 
плоскости, принадлежащие разным областям (как, например, 
точки А и В  на черт. 72), характеризуются тем, что соединяю
щий их отрезок А В  непременно пересекает прямую а (в точке X  
на черт. 72), в то время как точки одной и той же области (на
пример,точки Л и С начерт. 72) определяют соединяющий их отре
зок АС , который не имеет общих точек с прямой а. Таким образом, 
прямая а разбивает евклидову плоскость на две области, причем 
каждая точка, не принадлежащая самой прямой а, может быть 
отнесена вполне определенным образом только к одной из них.

Иначе обстоит дело на проективной плоскости (черт. 73). 
Как бы ни были выбраны точки Л и В , на проективной плоско
сти всегда найдется соединяющий их прямолинейный отрезок, 
не пересекающий прямой а. В самом деле, из двух отрезков А В  
и АооВ , соединяющих точки Л и В, только один может иметь 
общую точку с прямой а (иначе были бы нарушены отношения 
принадлежности, так как через две точки проходили бы две раз
личные прямые). Следовательно, всегда найдется такой отрезок 
(на черт. 73 отрезок Л оо В), который не пересекает прямой а. 
Другими словами, любые две точки проективной плоскости при
надлежат к одной и той же области. Прямая а не разбивает 
проективную плоскость на две «полуплоскости».

6. Рассмотрим теперь разбиение плоскости, производимое двумя 
прямыми (а и b). Д ля лучшего сравнения свойств евклидовой 
и проективной плоскостей мы помещаем два чертежа рядом 
(мерт. 74). На чертеже 74а представлена евклидова плоскость. 
11етрудно видеть, что две пересекающиеся прямые а и b разобьют 
гиклидову плоскость на четыре области, отмеченные на чертеже 
цифрами 1, 2, 3 и 4. Отрезок, соединяющий две какие-либо 
|<>чки, принадлежащие к разным областям, пересекает либо одну, 
либо обе прямые в зависимости от того, находятся ли обе точки 
и «смежных» или «противолежащих» областях (так, отрезок А В  
п.I черт. 74а пересекает обе граничные прямые в точках X  и К).

В то же время на проективной плоскости (черт. 746) две 
прямые а и b (всегда пересекающиеся) образуют всего лишь две 
in масти, отмеченные на чертеже цифрами 1, 1 и 2, 2.
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В самом деле, точки А и В лежат в одной и той же области, 
так как обе точки пересечения X  и Y  принадлежат одному от
резку, а именно отрезку А В . Следовательно, второй отрезок ЛооВ 
не имеет общих точек с граничными прямыми а и Ь, т. е. точки 
А и В лежат в одной области. Эту область мы и обозначили 
цифрами 1 , / .  На том же чертеже показана другая пара точек С 
и D, принадлежащих к разным областям. Действительно, каждый 
из двух соединяющих эти точки отрезков имеет точку пересечения 
с одной из граничных прямых. Так, отрезок CD содержит точку X t 
пересечения с прямой а, в то время как отрезок CooD содержит 
точку Y i  пересечения с прямой Ь. Следовательно, точки С и D 
должны быть отнесены к разным областям.

7. Интересно рассмотреть случай, когда прямые а и b парал
лельны (черт. 75). В этом случае евклидова плоскость разбивается 
на т ри области (гак как точки Л, В и С принадлежат, очевидно, 
к разным областям, черт. 75а). Д ля проективной же плоскости 
случай параллельности граничных прямых а и ft не представляет 
какого-либо исключения, так как параллельные прямые пересе
каются в несобственной точке. Действительно, как легко убе
диться из чертежа 756, точки Л и В лежат в разных областях 
(каждый из двух отрезков Л В и Л оо В пересекает одну из гра
ничных прямых), в то время как точки Л и С лежат в одной 
области (отрезок А С  пересекает обе граничные прямые, поэтому 
отрезок Л оо С не имеет общих точек с граничными прямыми).

Подобным же образом можно убедиться, что три прямые (а, b 
и с), не проходящие через одну точку, разбивают евклидову 
плоскость на семь областей (черт. 76а), в то время как на про
ективной плоскости три прямые образуют только четыре области j 
(черт. 766).

Таковы в самом кратком очерке свойства проективной п ло-: 
скости.

8. Модель проективной плоскости можно построить следующим] 
образом. Представим себе полусферу V с центром в точке О,
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касающуюся плоскостисов точке Т  (черт. 77а). Тогда, принимая 
точку О за центр проекций, будем проектировать все точки пло
скости со па поверхность полусферы. Так, например, точка А 
спроектируется в точку А '  полусферы. Очевидно, для каждой соб
ственной точки плоскости получим ее изображение на полусфере. 
Что же касается несобственных точек, то их изображения полу
чим с помощью лучей, параллельных плоскости со (в самом деле, 
такие лучи пересекают плоскость со в ее несобственных точках). 
Таковы, например, на чертеже лучи ОМ „ и О Р „ . Каждый из этих 
лучей пересекает полусферу в двух точках, лежащих на большом 
круге экватора. Так, луч ОМ „ пересекает экватор в точках М 'м 
и/Й 'те ; луч ОР ,̂ — в точках Р^ и . Чтобы сохранить взаимно 
однозначное соответствие точек плоскости со и полусферы S , не
обходимо считать пару точек М \  и M ’:i за одну точку, являю
щуюся изображением несобственной точки М плоскости на по
лусфере. То же самое относится и к паре точек и P i  . При 
'выполнении этого условия плоскость со однозначно отобразится 
на полусферу У . Таким образом, мы можем считать полусферу v  
моделью проективной плоскости, причем каждая пара диамет
рально противоположных точек экватора полусферы принимается



за одну точку, являющуюся изображением несобственной точки 
плоскости. На этой модели каждая прямая плоскости ю изобра
зится большим полукругом на сфере, две конечные точки кото
рого, лежащие на экваторе, должны быть приняты совпавшими, 
идентичными. Этим достигается замкнутость проективной прямой. 
На построенной модели мы можем видеть все те свойства про
ективной плоскости, о которых шла речь выше. В частности, 
проективная плоскость представляется замкнутой поверхностью, 
которую прямая линия не разбивает на две отдельные части.

Можно представить себе модель проективной плоскости еще 
иначе. Каждой точке А плоскости со соответствует проходящая через 
нее прямая ОА связки с центром О. Каждой прямой а плоско
сти со соответствует проходящая через нее плоскость а  связки (О). 
Поэтому связка прямых и плоскостей (О) может служить мо
делью проективной плоскости, если мы будем называть каждую 
прямую связки (О) «точкой», а каждую плоскость — «прямой». 
В этой своеобразной модели проективной плоскости будут вы
полняться отношения принадлежности и порядка, установленные 
выше. Так, например, каждые две «точки» (ОВ и ОС) определяют 
единственную принадлежащую им «прямую» (плоскость Р); каждые 
две «прямые» (плоскости а  и Р) пересекаются в «точке» (ОС), 
которая им принадлежит; две «точки» «прямой» (две прямые 
связки) определяют на ней два «отрезка» (два угла плоскости) 
и т. д .1 (черт. 776).

§ 19. О непрерывности пространства.

Если бы мы пытались построить проективное пространство 
на основе формулированных выше аксиом принадлежности и по
рядка, то оказалось бы, что наша аксиоматическая база еще 
недостаточна. Правда, благодаря аксиомам порядка мы полу
чили бы пространство, содержащее бесконечное множество точек, 
прямых и плоскостей. Так, например, применяя аксиомы порядка, 
мы можем утверждать, что каждый отрезок содержит точку, 
не совпадающую с его концами (§ 18; предложение Г), и, при
меняя это положение к новому отрезку, одним из концов кото
рого является найденная точка, констатировать существование 
второй точки, затем третьей и т. д. Однако процесс этот является 
счетным, и, применяя его, мы получим на прямой лишь счетное мно
жество точек, соответствующее множеству рациональных точек 
(точек с рациональной координатой) на числовой прямой. По этой 
причине пространство, построенное на базе упомянутых аксиом 
принадлежности и порядка, иногда называют р а ц и о н а л ь н ы м

1 Более  подробно о свойствах проективной плоскости мож но прочесть 
в следую щ их работах: Д .  Г и л ь б е р т  и С. К о  н-Ф о с с е н. Н а г л я д н а я  
геометрия, О Н Т И ,  1936, стр. 272; Н . А. Г л а г о л е в .  П р о е к ти в н ая  геомет 
рия, О Н Т И ,  1936, стр. 224.



п р о е к т и в н ы м  п р о с т р а н с т в о м .  По сравнению с тем 
проективным пространством, которое мы построили, дополнив евкли
дово пространство несобственными элементами, рациональному 
проективному пространству недостает свойства н е п р е р ы в н о 
с т и .  Это свойство может быть выражено в следующей форме, 
в которой оно известно под названием а к с и о м ы  н е п р е р ы в 
н о с т и .  Мы приведем здесь формулировку, представляющую 
видоизменение а к с и о м ы  н е п р е р ы в н о с т и  Д е д е 
к и  н д а1.

Пусть все точки отрезка А В  разбиты на два класса (черт. 78), 
причем точка А принадлежит к первому, а точка В  — ко вто
рому классу. Обозначим через X  произвольную точку первого 
класса, отличную от А , а через Y  — точку второго класса, от
личную от В. Если для любой пары точек X  и Y  будет выпол
няться условие

A Y — XB,
тогда существует такая точка С отрезка А В (принадлежащая 
к первому или второму классу), что

A C  —  X Y  и CB +  X Y

для всех точек X  и Y , отличных от С.
Очевидно, что это предложение о непрерывности множества 

точек на прямой может быть посредством проектирования рас
пространено на множество пря
мых пучка. В самом деле, пря
мые пучка могут быть (как мы Д X С У в  
видели в § 18) приведены во 0 с с 0 0 
взаимно однозначное соответст- Черт. 78. 
вие с точками прямолинейного
ряда точек, причем точкам какого-либо отрезка прямой соответст
вуют прямые соответствующего угла пучка. Поэтому всякому 
разбиению множества точек отрезка будет соответствовать разбие
ние множества прямых соответствующего угла, а точке С, осуще
ствляющей такое разбиение на отрезке, — прямая с, осуществ
ляющая его в угле.

Подобным же образом принцип непрерывности может быть по
средством проектирования перенесен на пучок плоскостей. Поэтому 
в качестве аксиомы непрерывности для построения проективного 
пространства было бы достаточно принять формулированную выше 
аксиому Дедекинда.

Группы аксиом принадлежности (§ 17), порядка (§ 18) и ак
сиома непрерывности представляют ту аксиоматическую основу, 
с помощью которой может быть совершенно самостоятельно 
построено проективное пространство и развиты его свойства2.

1 Аксиома Дедекинда  дана здесь в проективной форме. Н етрудно  ф ор м у 
лировать ее применительно к евклидовой прямой.

2 См., найример: Н . А. Г л а г о л  е в. П р о ек ти вн ая  геометрия,  стр. 208.



В нашем курсе из педагогических соображений мы избрали 
другой путь — путь развития проективной геометрии в том проек
тивном пространстве, которое было получено присоединением не
собственных элементов к обыкновенному евклидову пространству.

Изучая свойства этого пространства, мы пришли к системе 
основных предложений принадлежности, порядка и непрерывно
сти, которая, как уже было указано, может служить самосто
ятельной аксиоматической базой для построения проективного 
пространства.

Эта система основных предложений будет нам полезна для 
обоснования так называемого «принципа двойственности».

§ 20. Основные геометрические формы.

Геометрические формы построенного проективного пространства 
принято относить к той или другой категории (ступени) в зави
симости от структуры того многообразия элементов, которое со
держит данная форма.

Так, формами 1-й ступени являются:
1°. П р я м о л и н е й н ы й  р я д т о ч е к, т. е. совокупность 

точек А , В, С, D, ..., принадлежащих данной прямой s (черт. 79а). 
Прямая s называется н о с и т е л е м  р я д а  т о ч е к .

S Л B C D

Черт. 79а.

2°. П у ч о к п р я м ы х ,  т. е. совокупность прямых а, Ь, с, 
d,.. .на плоскости, принадлежащих данной точке 5 . Точка S назы
вается н о с и т е л е м  или ц е н т р о м  п у ч к а  (черт. 7£б).

3°. П у ч о к п л о с к о с т е й ,  т. е. совокупность плоскостей а , 
Р , у ,  б, . . . , принадлежащих дайной прямой s (черт. 80). П ря
мая s — носитель пучка плоскостей — называется также о с ь ю  
пучка.

Как мы уже знаем, от прямолинейного ряда точек можно 
посредством проектирования перейти к пучку прямых, причем 
между точками ряда и прямыми пучка устанавливается взаимно 
однозначное соответствие. Аналогичным образом может быть 
установлено взаимно однозначное соответствие между точками



прямолинейного ряда и плоскостями пучка плоскостей. В самом 
деле, пусть имеем прямолинейный ряд точек s (А В, С, и
пучок плоскостей s* (а, р, у. • • •)• Тогда каждая точка А ряда 
s вместе с осью пучка плоскостей определяет плоскость а, им 
принадлежащую. Обратно, каждая плоскость а  пучка s* определяет 
на прямой s точку А, принадлежащую прямолинейному ряду точек s.

Итак, каждая из форм 1-й ступени может быть приведена во 
взаимно однозначное соответствие с любой другой формой 1-й 
ступени1.

Основными формами 2-й ступени являются:
1°. П л о с к о е  п о л е т о  ч е к, т. е. сово

купность точек, принадлежащих данной 
плоскости ст, которая называется н о с и 
т е л е м  п о л я .

2°. П л о с к о е п о л е  п р я м ы х ,  
т. е. совокупность прямых, принадлежащих 
данной плоскости а, которая называется 
н о с и т е л е м  п о л я .

3°. С в я з к а  п р я м ы х ,  т. е. совокуп
ность прямых пространства, принадлежащих 
данной точке S , которая называется н о- 
с и т е л е м  и л и  ц е н т р о м  с в я з к и .

4°. С в я з к а п л о с к о с т е й ,  т. е. 
совокупность плоскостей, принадлежащих 
данной точке S, которая называется н ос и- 
т е л е м  и л и  ц е н т р о м  с в я з к и .

Нетрудно установить, что, проектируя из Черт. 80.
какой-нибудь точки S (не принадлежащей
плоскости о) плоское поле точек а (А, В , С, . . . ) ,  получим связку  
прямых (а, Ь, с, . . .) (черт. 81), а проектируя из точки S плос-

1 В частности, взаимно однозначное соответствие пучка  прям ы х и п у ч к я  
плоскостей мож ет  быть, очевидно, установлено  через посредство п р я м о л и 
нейного ряда  точек.



кое поле прямых о (а, Ь, с, ...), получим связку плоскостей (а, р, 
Y. •••) (черт. 82).

Формами 3-й ступени являются:
Г . П р о с т р а н с т в о  т о ч е к ,  т. е. совокупность всех то

чек проективного пространства, которое в данном случае играет 
роль носителя точек.

2°. П р о с т р а н с т в о  п л о с к о с т е й ,  т. е. совокупность 
всех плоскостей проективного пространства, которое в данном 
случае является н о с и т е л е м  п л о с к о с т е й .

В ряде случаев бывает целесообразно рассматривать форму 2-й 
ступени, представляющую собой соединение поля точек и поля пря
мых, принадлежащих плоскости о, т.е. п л о с к о е  п о л е  т о 
ч е к  и п р я м ы х .  Эта форма путем проектирования переходит 
в с в я з к у  п р я м ы х  и п л о с к о с т е й .

Аналогичным образом можно рассматривать п р о с т р а н с т 
в о  т о ч е к  и п л о с к о с т е й  к а к  ф о р м у  3-й с т у 
п е н и .

Обозначим пространство буквой R 3. Мы можем считать его эле
ментами точки, прямые и плоскости. Каждая точка пространства 
R 3 определяется тремя координатами (параметрами), поэтому «про
странство точек» является формой 3-й ступени. Каждая плоскость 
определяется тремя параметрами (например, расстоянием плоскости 
от начала координат О и двумя углами нормали к плоскости с о ся 
ми координат), поэтому «пространство плоскостей» есть также 
форма 3-й ступени.

Что же касается «пространства прямых» (совокупность всех 
прямых пространства R 3), то это множество прямых является уже 
формой 4-й ступени. Покажем, что каждая прямая пространства R 3 
определяется четырьмя параметрами. Каждая прямая линия может 
быть задана двумя точками A  (xlt y t, z4) и В (х2, у 2, z2), которым 
она принадлежит. Д ля их задания требуется шесть координат (па
раметров). Однако точки А  и В могут занимать любое положение 
на прямой А В  (кроме А  =  В), поэтому два параметра при нашем 
подсчете были лишними. Их надо вычесть: 6—2 =  4. Следователь
но, множество прямых пространства R 3 есть форма 4-й ступени.

Можно рассматривать «точечное пространство» четырех 
измерений Я 4.

Каждая точка его требует задания четырех координат: 
А (х , у , z, t). Следовательно, имеем форму 4-й ступени.

Совокупность «гиперплоскостей» пространства R it т. е. его трех
мерных пространств, является также формой 4-й ступени. В этом 
можно убедиться следующим образом. Уравнение гиперплоскости в 
декартовых координатах имеет вид: А х  +  By  +  Cz +  D t  +  1 =  0. 
Для его определения требуется задать четыре параметра (А , В, С, D).

Рассмотрим R i как множество всех его плоскостей (двумерных). 
Будем иметь: каждую плоскость можно задать тремя точками 
А (*,, у и z u t j ,  В (х2, у  2, z2, t2) и С (х3, у 3, z3, t3), на что потребуется 12 
координат; но, учитывая, что каждая точка плоскости ABC  может



занимать на ней произвольное положение, видим, что были сосчи
таны лишние два параметра на каждую точку. Поэтому имеем окон
чательно: 12—2 - 3  =  6. Следовательно, «множество плоскостей 
пространства R^> является формой 6-й ступени.

Остается рассмотреть, какой формой является пространство R t 
как множество всех принадлежащих ему прямых. Применяя уже 
проведенный прием, будем иметь: каждая прямая может быть задана 
двумя ее точками А (х {, у ,, г и ty) и В (х2, у 2, z2, t2), на что потре
буется восемь параметров. При этом два параметра являются лиш
ними. Следовательно, получим 8 — 2 = 6  параметров. Итак, множе
ство всех прямых в R t есть форма 6-й ступени. Таковы многообра
зия элементов (точек, прямых, плоскостей и гиперплоскостей) про
странства R i .

Установив соответствующую проективную аксиоматику для R 4, 
можем далее развивать в этом пространстве проективную геомет
рию, например принцип двойственности в R i . При этом двойствен
ными явятся точка и гиперплоскость, прямая и плоскость.

Таким образом, может быть построена проективная геометрия 
многомерных пространств1.

§ 21. Принцип двойственности в пространстве.

Уже при сравнении свойств проективного пространства со свой
ствами евклидова пространства становилось ясно, что введение 
несобственных элементов придало известную законченность и строй
ность формулировкам этих свойств. В частности, основные предло
жения (аксиомы) получили совершенно симметричное выражение 
по отношению к точкам и плоскостям. Так, анализируя предложе
ния (аксиомы принадлежности 1—5, § 17), замечаем, что предложе
нию 1 соответствует предложение 2. В самом деле, достаточно в 
первом из них заменить слово «точка» словом «плоскость» или, наобо
рот, во втором заменить слово «плоскость» словом «точка», чтобы пе
ревести одно предложение в другое. При этом превращении слово 
«прямая» должно быть сохранено на своем месте, не подвергаясь 
замене. То же самое можно сказать и о предложениях 3 и 4 групп 
аксиом принадлежности (§ 17). Они формулируются совершенно 
симметрично относительно понятий «точка» и «плоскость». 
Поэтому, заменяя в любом из них слово «точка» словом «плос
кость» и слово «плоскость» словом «точка», мы переводим это 
предложение в другое. Важно отметить, что во всех этих случаях 
слово «прямая» не подвергается замене. Наконец, предложению 5 
также соответствует симметричное предложение, а именно теоре
ма III.

1 Д л я  интересую щ ихся этими вопросами можем рекомендовать с л е д у ю 
щую л и тературу :  Н . В. Е ф и м о в ,  В ы сш ая  геометрия, Ф изм атгиз .  М . ,  
1961; В. А. Р о з е н ф е л ь д ,  Многомерные пространства ,  изд. « Н ау к а» .  
М., 1966.



Таким образом, основные предложения (аксиомы) принадлеж
ности проективного пространства носят двойственный характер.

Естественно ожидать, что тем же двойственным характером или 
той же симметричностью относительно понятий «точка» и «плос
кость» будут обладать и все теоремы, выведенные из основных пред
ложений путем логических умозаключений. Таковы, например, 
теоремы I и II, доказанные в § 17. Каждая из них переходит в дру
гую, если слово «точка» будет заменено словом «плоскость» и наобо
рот, а слово «прямая» сохранено без изменения. Ту же двойствен
ность можно видеть и в описанных в предыдущем параграфе основ
ных геометрических формах.

В самом деле, р я д  т о ч е к  есть совокупность точек, принад
лежащих одной и той же прямой. Двойственной формой являет
ся п у ч о к  п л о с к о с т е й  как совокупность плоскостей, при
надлежащих одной и той же прямой. Следовательно, эти две 
формы 1-й ступени являются двойственными.

Далее, п у ч о к  п р я м ы х  есть совокупность прямых, принад
лежащих одной точке и одной принадлежащей этой точке пло
скости. Двойственная форма представляет собой совокупность пря
мых, принадлежащих одной плоскости и одной принадлежащей 
этой плоскости точке, т. е. это пучок прямых. Следовательно, 
пучок прямых есть форма 1-й ступени «сама себе двойственная». 
Подобным же образом можно установить, что п л о с к о м у  п о л ю  
т о ч е к  соответствует двойственная форма 2-й ступени, а именно 
с в я з к а  п л о с к о с т е й .  П л о с к о м у  п о л ю  п р я м ы х  
двойственна с в я з к а  п р я м ы х .

Наконец, обе формы 3-й ступени также являются двойствен
ными. Таким образом, становится очевидной двойственная струк
тура проективного пространства.

Если поставить вопрос еще шире, т. е. не будут ли обладать 
двойственностью все вообще основные предложения (аксиомы) про
ективного пространства, а следовательно, не существует ли для 
каждого проективного предложения двойственного ему предложе
ния, то и на этот вопрос следует дать утвердительный ответ. 
На первый взгляд может показаться, что предложения порядка 
и непрерывности (§ 18 и 19) были нами формулированы лишь для 
прямолинейного ряда точек. Однако с помощью операций проек
тирования и пересечения они могут быть распространены и на 
другие формы 1-й ступени. Так, например, пучок плоскостей дает 
в сечении с прямой (не принадлежащей его центру) прямолиней
ный ряд точек. Поэтому все отношения порядка и непрерывности 
могут быть перенесены с прямолинейного ряда точек на пучок 
плоскостей. Другими словами, двойственные формы занимают 
совершенно одинаковое (симметричное) положение в отношении 
основных предложений проективного пространства. Отсюда можно 
сделать следующий вывод, который известен под названием 
п р и н ц и п а  д в о й с т в е н н о с т и  в п р о с т р а н с т в е .

Каждому проективному предложению относительно элементов



(точек, прямых и плоскостей) пространства соответствует вто
рое (двойственное) предложение, которое получается из первого 
предложения заменой в нем слова т очка» словом «плоскость» 
и слова «плоскость» слоесш «точка». Я р« этой* слоео «прямая» 
не подвергается замене. Оба взаимно двойственных предложения 
справедливы, если доказано одно из них.

Этим важнейшим принципом проективной геометрии мы будем 
в дальнейшем неоднократно пользоваться.

Рассмотрим несколько простейших примеров двойственных 
фигур в пространстве.

Если мы имеем на плоскости о какую-нибудь фигуру, состо
ящую из точек и прямых, то по принципу двойственности в про
странстве этой фигуре соответствует фигура, образованная пло
скостями и прямыми, принадлежащими точке S , т. е. фигура 
в связке 5 .

В частности, треуголь
нику ABC , лежащему в 
плоскости ст, двойственно 
соответствует т р е х г р а н -  
н и к а р у . вершина S кото
рого как точка, принадле
жащая всем трем граням 
а, р, у , соответствует плос
кости треугольника. Сторо
нам треугольника соответ
ствуют ребра трехгранника.

Посмотрим, какая фи
гура двойственна т е т р а 
э д р у  в пространстве.

Тетраэдр можно рас
сматривать как фигуру, 
образованную 4 точками 
(вершины), 4 плоскостями 
(грани) и б прямыми (реб
ра). Двойственная фигура 
должна состоять из 4 плос
костей, 4 точек и 6 пря
мых, т. е. она также яв
ляется тетраэдром. Итак, 
ктраэдр сам себе двойст
вен (черт. 83, а).

Рассмотрим г е к с а э д р 1. Эта фигура состоит из б плоскостей 
(граней), 8 точек (вершин) и 12 прямых (ребер). Двойственная фи- 
гура должна состоять из 6 точек (вершин), 8 плоскостей (граней) 
и 12 прямых (ребер). Такая фигура, как известно, называется 
о к т а э д р о м  (черт. 83, б, в).

У
1
I
1
1
JL

5)

Черт. 83.

1 К ак  известно, правильны м  гексаэдром я в л я ет ся  куб.



Если обратимся далее к д о д е к а э д р у ,  то эта фигура состо
ит из 12 плоскостей (граней), 20 точек (вершин) и 30 прямых 
(ребер). Двойственная фигура должна иметь 12 точек (вершин), 
20 плоскостей (граней) и 30 прямых (ребер). Такая фигура н а
зывается и к о с а э д р о м  (черт. 83, г, д).

§ 22. Принцип двойственности на плоскости.
Рассмотрим какую-нибудь плоскость ст проективного простран

ства. Плоскость о является п о л е м  т о ч е к  и п р я м ы х .  Н е
трудно заметить, что взаимоотношения принадлежности элементов 
плоского поля симметричны относительно точек и прямых. Так, 
например, предложению — две различные точки А и В принадле
жат одной, и только одной, прямой а — соответствует симмет
ричное предложение — две различные прямые а и b принадлежат 
одной, и только одной, точке А .

Д ля евклидовой плоскости это второе утверждение не всегда 
справедливо, так как здесь две параллельные прямые не имеют 
общей точки. В проективной плоскости две параллельные прямые 
пересекаются в несобственной точке, поэтому второе предложе
ние для проективной плоскости выполняется во всех случаях.

S

Черт. 84.

Можно было бы пойти по этому пути дальше и проанализи
ровать с точки зрения симметрического строения все аксиомы 
проективной геометрии на плоскости. Однако мы должны будем 
отказаться от этого метода по следующим соображениям. Во-пер
вых, мы не подготовили (так как в этом не было необходимости) 
такой системы основных предложений (аксиом), которая была бы 
достаточна для построения проективной геометрии на плоскости; 
во-вторых, потребовалось бы доказательство идентичности этой 
проективной геометрии с той проективной геометрией на плоско
сти, которую мы рассматриваем как часть геометрии проектив
ного пространства. Поэтому представляется более целесообразным 
обосновать п р и н ц и п  д в о й с т в е н н о с т и  н а  п л о с к о с т и ,  
т. е. симметричность всех предложений проективной геометрии



па плоскости относительно понятий «точка» и «прямая», при по
мощи пространственных операций, и в частности принципа двой
ственности в пространстве. Это можно сделать следующим обра
зом (черт. 84). Выбрав произвольную точку S, не принадлежащую 
плоскости ст, спроектируем последнюю из точки S. Тогда каждая 
точка А плоского поля ст проектируется прямой а*, а каждая 
прямая а поля ст— плоскостью а*. Таким образом, плоское поле
о точек (Л) и прямых (а) спроектируется связкой 5  прямых 
(а*) и плоскостей (а*). При этом свойства принадлежности точек 
и прямых поля ст переносятся на соответствующие элементы связ
ки S. Так, если точка Л принадлежит прямой а, то и в  связке 
прямая а* принадлежит плоскости а* , и т. д. Вообще всякому 
проективному предложению на плоскости о будет соответствовать 
проективное предложение в связке S.

Применим теперь принцип двойственности в пространстве 
к связке прямых и плоскостей S. Согласно этому принципу, всяко
му проективному предложению в связке S соответствует проек
тивное предложение на какой-нибудь плоскости, например на 
плоскости ст. При этом плоскостям (а*) связки S соответствуют 
точки (Л') плоскости ст, а прямым (а*) связки — прямые (а') 
плоскости.

Таким образом, всякое проективное предложение, относящееся 
к точкам (Л) и прямым (а) плоского поля ст, переносится на связ
ку S [прямые (а*) и плоскости (а*)], а затем снова на пло
скость ст [ прямые (а1) и точки (Л ')). В результате мы полу
чаем на плоскости ст двойственное проективное предложение, 
и котором точкам (Л) соответствуют прямые (а'), а прямым (а) — 
точки (Л '). Так доказывается принцип двойственности на пло
скости.

Этот принцип может быть сформулирован следующим образом:
Каждому проективному предложению относительно элементов 

(точек и прямых) на плоскости соответствует второе, двойствен
ное предложение, которое может быть получено из первого за
меной в нем слова «точка» словом «прямая» и слова «прямая» 
словом «точка». Оба взаимно двойственных предложения справед
ливы, если доказано одно из них.

Примерами двойственных образов на плоскости могут служить 
прямолинейный р я д  т о ч е к  (совокупность точек, принадлежащих 
прямой) и п у ч о к  п р я м ы х  (совокупность прямых, принадлежа
щих точке).

«Треугольнику» (или, лучше, «трехвершиннику») соответствует 
«трехсторонник». Если же рассматривать т р е у г о л ь н и к  как 
фигуру, образованную тремя точками и тремя прямыми, то двой
ственной фигурой является опять т р е у г о л ь н и к .  Следователь
но, треугольник сам себе двойствен на плоскости.

Нетрудно увеличить число подобных примеров, рассматривая 
другие фигуры, образованные точками и прямыми. Мы еще не раз 
истратимся с ними в последующих параграфах.



Все изложенное здесь о принципе двойственности на плос
кости (или в плоском поле точек и прямых) может быть перене
сено на другую форму второй ступени, а именно на связку как 
совокупность плоскостей и прямых. Это прямо следует из прин
ципа двойственности в пространстве, согласно которому всякому 
проективному предложению, относящемуся к плоскому полю 
точек и прямых, соответствует двойственное предложение в связке 
плоскостей и прямых. Поэтому паре двойственных предложений 
на плоскости соответствует пара двойственных предложений 
в связке.

Следовательно, принципу двойственности на плоскости (поле 
точек и прямых) двойственно соответствует принцип двойственно
сти в связке (связка плоскостей и прямых). В связке каждому 
проективному предложению для плоскостей и прямых соответству
ет двойственное предложение для прямых и плоскостей.

Таким образом, принцип двойственности на плоскости прини
мает обобщенный вид и становится уже п р и н ц и п о м  д в о й с т 
в е н н о с т и  ф о р м  в т о р о й  с т у п е н и  (плоское поле точек 
и прямых; связка плоскостей и прямых).

1. Предположим, что в двух различных плоскостях со и со' 
(черт. 85) расположены треугольники A B C  и А 'В 'С '.

Теоремой Д езарга называют следующее утверждение:
I. Если прямые А А ' ,  В В ' и С С ', соединяющие соответственные 

вершины данных треугольников, проходят через одну точку (S),

то соответственные стороны этих треугольников пересекаются 
в трех точках, лежащих на одЛой прямой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прямые А А '  и В В ' , как пересекающие
ся в точке S,  определяют плоскость у . В плоскости у лежат сторо
ны А В  и А 'В '  данных треугольников. Поэтому стороны А В  и А 'В '  
пересекаются в точке, которую обозначим через С0. Точка С0 
должна принадлежать трем плоскостям: плоскости со (как точка 
прямой АВ) ,  плоскости со' (как точка прямой А ' В ' )  и плоскости y 
(в которой лежат обе прямые А В  и А' В' ) .

§ 23. Теорема Дезарга.

Черт. 85



Аналогичным образом стороны ВС  и В 'С ' лежат в плоскости 
а, определяемой пересекающимися в точке 5  прямыми В В ' и С С '. 
Поэтому точка Л 0 пересечения прямых ВС  и В ’С' принадлежит 
трем плоскостям: со, со' и а.

Совершенно так же получим, что третья пара сторон С А и С 'А ' 
пересекается в точке В 0, которая принадлежит трем плоскостям 
со, со' и р. Причем плоскость р определяется парой пересекаю
щихся прямых А А ' и СС'.

Представим эти выводы относительно точек Л 0, В 0 и С0 в сле
дующем символическом виде:

со X о)' X сс =  Л 0,
со X <*>' X Р =  В о’
w X w' X  У =  С0,

где знак X  показывает, что берется пересечение соответствую
щих плоскостей. Эти три символических равенства наглядно по
казывают, что все три точки А 0, В 0 и С0 принадлежат как пло
скости со, так и плоскости со", т. е. линии их пересечения s. Сле
довательно, соответственные стороны двух данных треугольников 
А В , А ' В ' ;  ВС, В ’С' и С А , С 'А ' пересекаются в точках С0, Л 0 и 
В0, лежащих на одной прямой s. Теорема Д езарга доказана.

Не представляет каких-либо трудностей и доказательство об
ратного утверждения, которое можно формулировать так:

II. Если соответственные стороны А В , А В '; ВС, В 'С ' и СА, 
С 'А ' двух данных треугольников пересекаются в трех точках, 
лежащих на одной прямой — линии пересечения (s) плоскостей 
данных треугольников, то прямые, соединяющие соответственные 
вершины этих треугольников, проходят через одну точку (S) .

Доказательство сводится к следующему. Каждая пара соот
ветственных сторон определяет плоскость. Три полученные таким 
образом плоскости а , р и у образуют трехгранник, вершиной ко
торого служит точка S пересечения плоскостей а , р и у:

а  X Р X у — S.
Но, кроме того, будем иметь:

а  X Р =  СС', Р X у =  А А \  у X сс =  В В '.
Следовательно, прямые А А ' , В В ' и СС' являются ребрами 

трехгранника и должны проходить через его вершину S (ч. т. д.).
2. Теорема Дезарга была нами доказана в предположении, что 

данные треугольники A B C  и А 'В 'С ' лежат в разных плоскостях 
с» и со'. Если же эти треугольники лежат в одной плоскости, 
к> проведенное выше доказательство теоремы Д езарга является 
н этом случае, очевидно, непригодным. Поэтому для случая двух
I реугольников, лежащих в одной плоскости ( т е о р е м а  Д е з а р г а  
н а  п л о с к о с т и ) ,  мы дадим другое доказательство. В этом до- 
к.-пательстве плоскость рассматривается как элемент пространст- 
itii н применяется только что доказанная пространственная тео
рема Дезарга.



о

Итак, предположим, что два треугольника A BC  и А 'В 'С ' , рас
положенные в одной и той же плоскости со, обладают тем свой
ством, что прямые А А ', В В ' и СС', соединяющие попарно соот
ветственные вершины, проходят через одну точку S  (черт. 86). 
Требуется доказать, что соответственные стороны данных тре
угольников пересекаются в трех точках, лежащих на одной пря
мой1 s. Пусть О — произвольная точка пространства, не лежащая 
на плоскости со. Если на прямой 05 выберем какую-нибудь точ
ку S i, отличную от точек О и S, то можно считать точку S  цен
тральной проекцией точки из центра О. Но тогда фигура S^4BC 
является центральной проекцией фигуры (пирамиды) S,ABC . Вер
шины А ', В ' и С', как лежащие на прямых S^ , S B  и SC, являют
ся проекциями точек A it B t и Си лежащих на прямых 5 И , S iB  
и SjC.

Так как треугольник A не лежит в плоскости со, то к тре
угольникам ABC  и А 1В 1С 1 может быть применена пространствен
ная теорема Дезарга.

1 Треугольники, обладающие таким свойством, называются гомологиче
скими.



В самом деле, прямые, соединяющие соответственные верши
ны этих треугольников, а именно прямые А А и В В 1 и CClt про
ходят через одну точку (Si). Согласно пространственной теореме 
Дезарга соответственные стороны этих треугольников пересека
ются в трех точках, лежащих на одной прямой. Но проекцией 
треугольника A BC  является он сам, а проекцией треугольника 
A^BiCi — треугольник А 'В 'С '. Поэтому три точки пересечения со
ответственных сторон треугольников A BC  и А 'В 'С ' также долж
ны лежать на одной прямой (ч. т. д.).

Для доказательства обратного предложения воспользуемся 
п р и н ц и п о м  д в о й с т в е н н о с т и  н а  п л о с к о с т и .  
В самом деле, прямая теорема Дезарга представляет собой чистую 
форму проективного предложения, поэтому к ней может быть при
менен принцип двойственности.

Мы знаем, что треугольник есть фигура, сама себе двойствен
ная на плоскости, причем вершинам треугольника соответствуют 
стороны, а сторонам — вершины. Дадим прямой теореме Дезарга 
более строгую формулировку:

I I I .  Если три прямые, принадлежащие соответственным 
вершинам двух треугольников, принадлежат одной и той же 
точке, то  три точки, принадлежащие соответственным сторо
нам этих треугольников, принадлежат одной и той же прямой.

Теперь ясно, что предложение, двойственное этому, будет сов
падать с обратной теоремой Дезарга. В  самом деле, двойствен
ное предложение получим, заменяя слово «точка» словом «пря
мая» и слово «прямая» словом «точка». Тогда будем иметь:

IV. Если три точки, принадлежащие соответственным сто
ронам двух треугольников, принадлежат одной и той же пря
мой, то  три прямые, принадлежащие соответственным верши
нам этих треугольников, принадлежат одной и той же точке.

Но это и есть обратная теорема Дезарга.
Таким образом, прямая и обратная теоремы Дезарга на плос

кости являются взаимно двойственными предложениями. Соглас
но принципу двойственности достаточно доказать одно из этих 
предложений, что и было сделано для прямой теоремы Дезарга.

3. Обратимся теперь к вопросу о том, что представляет собой 
предложение, двойственное теореме Дезарга, согласно принципу 
двойственности в пространстве. Как уже было сказано, тре
угольнику соответствует по принципу двойственности в простран
стве трехгранник, вершина которого соответствует плоскости тре
угольника. Поэтому в предложении, двойственном теореме Де- 
:iapra, речь будет идти о двух трехгранниках. Прямым А А ', В В ' 
и СС', принадлежащим соответственным вершинам двух треуголь
ников, двойственно соответствуют прямые, принадлежащие соот- 
истственным граням а, а '; р, (}' и у , у ' двух трехгранников. Точ
кам А 0, В п и С0, принадлежащим парам соответственных сторон 
фсугольников, двойственны плоскости а 0, (J0 и у„> принадлежа
щие парам соответственных ребер трехгранников. Таким образом,



предложение, двойственное пространственной теореме Дезарга, 
будет читаться так:

V. Если прямые пересечения соответственных граней а, а '; 
Р, и у, у ' двух данных трехгранников лежат в одной плоско
сти  ст, то  три плоскости, определяемые парами соответствен
ных ребер этих трехгранников, проходят через одну прямую s.

Нетрудно также формулировать предложение, двойственное 
обратной теореме Дезарга. Мы предоставим это сделать самим 
читателям.

Частному случаю теоремы, когда оба треугольника лежат 
в одной плоскости, т. е. теореме Дезарга на плоскости, соответ
ствует частный случай двойственного предложения, когда два 
трехгранника имеют общую вершину (теорема Дезарга в связке). 
По своей форме теорема Дезарга в этом случае ничем не отли
чается от предложения V. Предполагается лишь, что оба трех
гранника имеют общую вершину. Обратную теорему Дезарга 
в связке можно получить по принципу двойственности в связ
ке (§ 22).

§ 24. Конфигурация Дезарга.
В  связи с теоремой Дезарга на плоскости рассмотрим ту фи

гуру, которую образуют два треугольника ABC  и А 'В 'С ' вместе 
с тремя прямыми А А ', В В ' и СС ', проходящими через одну точ
ку S, и тремя точками А 0, В 0, С0, лежащими на одной прямой s 
(черт. 87).

Эту фигуру образуют д е с я т ь  т о ч е к :  шесть вершин двух 
треугольников, одна точка S  пересечения прямых, соединяющих

Черт. 87.

соответственные вершины треугольников, и три точки пересече
ния соответственных сторон — и д е с я т ь  п р я м ы х :  шесть сто
рон двух треугольников, три прямые, соединяющие соответствен
ные вершины, и одна прямая s, на которой лежат точки пересе
чения соответственных сторон треугольников.



Обратим внимание на следующее свойство этой фигуры: каж
дой из десяти прямых принадлежат три точки фигуры, а каждой 
из десяти точек принадлежат три прямые той же фигуры.

Фигуры, состоящие из т  точек и п прямых и обладающие 
тем свойством, что каждой прямой принадлежит т ' точек и каж
дой точке принадлежит п' прямых той же фйгуры, называются 
к о н ф и г у р а ц и я м и .  Каждую конфигурацию характеризуют, 
как видно из ее определения, четыре числа т ,  п, т ' ,  п '. По
этому для обозначения конфигураций можно пользоваться сле
дующим символом:

Числа т ,  п, т '  и п' не являются независимыми. В самом де
ле, подсчитаем число точек конфигурации, пользуясь тем фактом, 
что на каждой ее прямой имеется т !  точек. Мы получим число 
т 'п ,  при этом каждая точка будет сосчитана столько раз, сколь
ко прямых конфигурации проходит через одну точку, т. е. п' 
раз. Следовательно, должны иметь:

или
тп ' — пт '.

Такова зависимость четырех чисел т ,  п, т ' , /г'. Из этой фор
мулы, между прочим, следует, что для тех конфигураций, кото
рые содержат одинаковое число точек и прямых ( т  — п), будем 
иметь:

т '  = п '.
Поэтому таким конфигурациям соответствует более простой 

символ:

Рассмотренная выше конфигурация Дезарга состоит из десяти 
точек, инцидентных каждая трем прямым, и из десяти прямых, 
инцидентных каждая трем точкам. Следовательно, этой конфи
гурации соответствует символ:

Все точки и все прямые конфигурации Дезарга совершенно 
равноправны, и если при образовании конфигурации они имели 
различные значения (например, точка S  служила точкой пересе
чения прямых, соединяющих соответственные вершины двух дан
ных треугольников), то в уже построенной конфигурации каждая 
ючка и каждая прямая могут выполнять любую роль в отно
шении теоремы Дезарга (так, любая точка может быть принята 
и гочку S).

юз



Конфигурации, обладающие этим свойством, называются 
п р а в и л ь н ы м и .  Таким образом, теорема Дезарга привела нас
к построению правильной конфигурации
У П Р А Ж  НЕНИЯ.

1. Даны две несобственные точки Л ^ и В  „ ( с  помощью непересекающихся 
прямых а и Ь) и собственная точка С. Требуется построить плоскость, прохо
дящую через точки А и С.

2. Через несобственную точку прямой а провести прямую, пересекающую 
две данные (непересекающиеся) прямые b и с.

3. Что представляет собой пирамида (или конус), если вершина ее являет
ся несобственной точкой?

4. С помощью аксиом 1—5 группы принадлежности (§ 17) доказать следу
ющие предложения:

а) Каждая прямая содержит по крайней мере две точки.
б) Две прямые, лежащие в одной плоскости, пересекаются в одной точке.
5. С помощью аксиом порядка 1—4 (§ 18) доказать следующие теоремы:

а) Если А, В, С, D , Е  — пять точек одной 
прямой, причем А В '. CDwAB-irCE, то A B —DE.

б) Если А, В, С, D, Е  — пять точек 
одной прямой, причем AB-i-CD и A B —DE, 
то А В —СЕ.

6. На плоскости со произведено следующее 
построение: произвольную точку М плоскости со 
соединяем с вершинами А, В, С треугольника 
той же плоскости. Отмечаем точки пересечения 
А0, В0 и С0 прямых AM, ВМ  и СМ со сторонами 
ВС,С А и АВ  данного треугольника (черт.88). На
конец, соединяя прямыми три точки А0, В 0 и С0, 
получаем треугольник А0В0С0, вписанный в дан
ный треугольник. Требуется произвести двойст
венное построение, пользуясь п р и н ц и п о м  
д в о й с т в е н н о с т и  в п р о с т р а н с т в е .

7. Считая, что исходными данными преды
дущего построения являются три вершины А,

В, С треугольника и произвольная точка М (черт. 88), произвести двойственное 
построение на плоскости, приняв за исходные данные три стороны а, Ь, с 
треугольника и произвольную прямую т .

8. Формулировать принцип двойственности в связке прямых и плоскостей 
и, пользуясь им, получить обратную теорему Дезарга — для связки.

9. Какими особенностями обладает конфигурация Дезарга, если точка S 
пересечения прямых, соединяющих попарно соответственные вершины дан
ных треугольников (дезаргова точка), является несобственной точкой? Сделай
те чертеж для этого случая.

10. Тот же вопрос в случае, если прямая, на которой лежат точки пересе
чения собственных сторон двух треугольников (дезаргова прямая), является 
несобственной. Сделайте чертеж для этого случая.

11. Тот же вопрос, если одна пара соответствующих вершин данных тре
угольников лежит на несобственной прямой. Как должны быть расположены 
остальные вершины треугольников? Сделайте чертеж для этого случая.

12. Принимая произвольную точку конфигурации Дезарга за дезаргову 
T04KyS, найти в этой конфигурации вершины треугольников и дезаргову 
прямую. Выполнить аналогичное упражнение, принимая произвольную пря
мую конфигурации за дезаргову.

13. Простой многоугольник содержит п вершин и п сторон. Можно рас
сматривать его как конфигурацию. Какой символ соответствует этой конфи
гурации?



Г Л А В А  Т Р Е Т Ь Я

О С Н О В Н Ы Е  П О Н ЯТИ Я П РО ЕК Т И ВН О Й  
ГЕО М ЕТ РИ И  НА ПЛО СКО СТИ

§ 25. Сложное (ангармоническое) отношение четырех 
точек прямой.

1. Основным инвариантом аффинной геометрии является, как мы 
знаем, простое отношение трех точек прямой. Простое отношение 
трех точек А, В  я С прямой мы записывали следующим образом1:

(ЛВС) _

Как видно из этой записи, роль точек неодинакова. Точка С 
называется д е л я щ е й ,  а точки А и В  — о с н о в н ы м и  или б а- 
з и с н ы м и ,  Если базисные точки фиксированы, то каждой точ
ке С на прямой А В  соответствует определенное значение просто
го отношения (ABC) и, обратно, каждому значению (ABC) соот
ветствует определенное положение точки С на прямой АВ.

В самом деле, простое отношение трех точек может быть 
представлено в следующей форме:

(ABC) = —  = АВ + ВС =  —  +  1.
ВС ВС вс

Если допустить, что для двух точек С и С' соответствующие 
простые отношения равны, то будем иметь:

(ABC) = (ABC'),
или

J ±L + i = _d£ + i 
вс вс:

откуда
ВС  = ВС ',

т. е. точка С' совпадает с точкой С. Взаимно однозначное со
ответствие точек прямой и соответствующих значений простого 
отношения позволяет произвести арифметизацию прямой при по
мощи простого отношения. В  качестве координаты, определяю
щей положение точки С на прямой А В , мы примем число

%= (ABC),

1 Здесь рассматриваются отрезки, не содержащие несобственной точки 
(пик обычно в элементарной евклидовой геометрии).



причем А и В  — фиксированные точки прямой. Если на этой пря
мой установлено положительное и отрицательное направления, 
так что отрезок А В  считается положительным, а отрезок В  А — 
отрицательным, то, как легко видеть, простое отношение

(ABC) =  £

будет иметь отрицательное значение для всех точек С, лежа
щих между А и В, и положительное значение для точек С, ле-

л м в с_________ _
С - I  „  * >0

Черт. 89.

жащих вне отрезка А В  (черт. 89). В  частности, для середины М 
отрезка А В  простое отношение равно — 1, так как

Хм =  (АВМ ) =  —  =  —  1.м V ’ ВМ 
Для базисных точек получим:

%A = ( A B A ) = j ± =  О, 

в = (АВВ ) АВ АВ
ВВ  о

В последнем случае \в не имеет числового значения, но мы 
можем рассматривать этот случай как предельный, а именно:

\в = lim (ABC) — lim = оо. 
с - ь  с -в ВС

На этом основании точке В  приписываем символ оо.
Найдем числовое значение простого отношения, соответству

ющее несобственной точке прямой АВ. Рассмотрим этот слу
чай как предельный:

= lim (ABC) — lim i - ^ L - f l )  = +  l. 
c-.c~ bc-=o\BC f

Таким образом, несобственной точке Сю приписываем значение 
простого отношения, равное +  1 .

2. Как было показано в главе I, простое отношение является 
основным инвариантом аффинных преобразований и важнейшим 
понятием аффинной геометрии. В частности, простое отношение 
трех точек инвариантно при всяком параллельном проектирова
нии, являющемся основной геометрической операцией аффинной 
геометрии. Приступая к изучению проективной геометрии, мы 
положили в основу этого изучения метод центральной проекции. 
Однако нетрудно убедиться, что простое отношение трех точек 
уже не является инвариантом центрального проектирования и по-



этому не может иметь того значения в проективной геометрии, 
какое это понятие имело в аффинной геометрии.

Рассмотрим следующий простой пример (черт. 90). Пусть пря
мая с является биссектрисой угла (а, Ь), имеющего вершину 
в точке 5, т. е. Z. (а, с) = Z . (Ь, с).

Пересечем угол (а, Ь) прямыми g a g '  таким образом, чтобы было 
AS <  BS  и Л '5 >  B 'S .

Тогда будем иметь:
I (ЛВС) | = 

\(А'В'С')\ =

АС 
ВС 
А 'С  
В'С ’

BS 
A 'S
B 'S

1.

являются центральной проекцией 
то, как показывают написанные 

точек 
цент-

Так как точки А ', В ', С'
(из центра S) точек А, В, С, 
формулы, простое отношение трех 
может изменить свое значение при 
ральном проектировании.

Таким образом, возникает задача уста
новить такое понятие, которое, являясь 
инвариантом центрального проектирова
ния, заменило бы в проективной геомет
рии простое отношение трех точек. Этим 
понятием является, как будет видно из 
дальнейшего, так называемое с л о ж н о е  
(пли ан  г а р м о н и ч е с к о е )  о т н о ш е 
н и е  ч е т ы р е х  т о ч е к  п р я м о й .

Сложное отношение четырех точек 
прямой определяется как отношение двух 
простых отношений трех точек, а именно 
следующим образом:

(ABCD) =  (1)(ABD) v ’
Как видно из этого определения, точки А я В  являются 

i'm шсными в обоих простых отношениях, в то время как точки С 
н I) являются делящими соответственно в первом и втором про- 
пых отношениях. На этом основании пара точек А, В  назы- 
илстся также о с н о в н о й  (или б а з и с н о й )  п а р о й  сложного 
"шошения, в то время как пара точек С, D называется д е л  я- 
III с й п а р о й .  Если провести вычисление сложного отношения (1) 
несколько дальше, то получим следующую формулу:

АС

(ABCD) =  --й^ - = ВС = АС‘ BD~. (2)
(ABD) AD_

Черт. 90.

ВС- AD



Установим прежде всего некоторые свойства сложного отно
шения, вытекающие из его определения.

Г . Сложное отношение не изменяется от перестановки обеих 
пар составляющих его точек, т .  е. если базисная пара сделана 
делящей, а делящая — базисной.

Докажем, что
(.ABCD) = (CDAB ).

Применяя формулу (2), получим:
СА

(CDAB) = = СА ' DB = АС ' BD = {ABCD).
v '  (CDB) CB_ DA ■ СВ ВС- AD 

DB
2°. Сложное отношение не изменяется от одновременной пе

рестановки букв внутри каждой пары.
Докажем, что

(ABCD) = (BAD C ).
Имеем:

BD

(.BADC) =  = ВГ>' ЛС- = (ABCD).
(ВАС) ВС_ AD- ВС

АС

3. Поставим следующий вопрос: сколько различных значений 
сложного отношения можно получить из четырех данных точек 
А, В, С, D ? Четыре элемента образуют всего 24 перестановки. 
Но среди этих перестановок найдутся такие, которые дают рав
ные сложные отношения. Из выведенных выше свойств сложного 
отношения получим, что для каждой перестановки имеются еще 
три, сложные отношения которых равны сложному отношению 
данной перестановки. Эти перестановки следующие:

(ABCD) = (CDAB) =  (DCBA) = (BADC).
Таким образом, все перестановки образуют 6 групп по 4 пе

рестановки с равным сложным отношением. Следовательно, бу
дем иметь всего 6 различных значений сложного отношения 
четырех данных точек прямой. Обозначим значение сложного 
отношения (ABCD) буквой v:

(ABCD) =  v.
Разыщем остальные 5 значений сложного отношения четырех 

точек А, В , С, D, соответствующих различным перестановкам. 
Докажем, что:

Перестановка букв в одной паре изменяет величину сложного 
отношения на обратную.

Пусть, например, переставлены буквы второй пары. Тогда 
имеем:



(ABDC) =  = ---!--- = ----!--- = I .
(ABC) (ABC) (ABCD) v

(ABD)
Если переставлены буквы первой пары, то получим:

(BACD) = (С DBA) = --- ----= ---- ----= -  •
(CDAB) (ABCD) v

Докажем теперь, что:
Перестановка двух крайних или двух средних букв четверки 

изменяет значение сложного отношения на новое, равное (1 — v).
Пусть, например, переставлены средние буквы. Имеем:

( A C B D )  — АВ ' CD — АВ ' (С4 +  =  АВ ' СА +  АВ ' A D  -  
СВ - AD ~  СВ- AD ~  СВ - AD

АВ-СА +  (АС +  СВ) ■ А Р  _  АВ • СА +  АС ■ А Р  } _  АС(ВА+АР) , 
СВ- А Р  ~  СВ ■ А Р  _  СВ - А Р

+ 1 = 1 — АС '- ВР- = 1 — (ABCD) =  1 — v.
В С- АР  ’

Если же переставлены крайние буквы, то получим:
(IОВСА) = (BDAC) =  1 — (BADC) =  1 — v.

Теперь уже нетрудно получить все шесть значений сложного 
отношения для четырех точек А, В , С и D.

Эти значения следующие:

1) (ABCD ) = v, 2) (ABDC) -  - ,
V

3) (ACBD) =  1 — V, 4) (ACDB) -  — — ,
1 —  V

5) (ADBC) = 1 — -  = , 6) (ADCB) = —
V V  V —  1

4. Рассмотрим четыре точки А, В, С и D на прямой. Пред
положим, что точки А, В  и С фиксированы, а четвертая точка D 
перемещается по прямой. Каждому положению точки D на пря
мой соответствует определенное значение сложного отношения 
(Л BCD). Как легко видеть, двум различным положениям точки D 
( (югветствуют два различных значения сложного отношения.

В самом деле, если точка D занимает два положения D, 
и 1)2, причем соответствующие сложные отношения равны, то 
Оудем иметь:

(A BC D i) = (ABCD 2),
iuiii

Откуда получим:

(ABC) =  (ABC) 
(ABDj) (ABD,)'

(ABD ,) =  (A B D J.



Но, как мы уже знаем, это возможно лишь при условии, что 
точки D , и D 2 совпадают: D t =  D 2. Таким образом, каждому 
значению сложного отношения ABCD  соответствует определен
ное положение точки D и обратно. Это позволяет ввести ко
ординаты точки на прямой, пользуясь сложным отношением. 
В качестве координаты, определяющей положение точки D на 
прямой АВ, мы примем число

v = (A BCD),
причем А, В  и С — фиксированные точки прямой (черт. 91). По
смотрим, какое значение принимает сложное отношение для этих 
точек.

Д_________________ B C D _______
оо О * ^

Черт. 91.

Если точка D совпадает с С, то будем иметь:

vc = (ABCC) = - ^ 9  = 1. 
с (ABC)

При совпадении с точкой В:

vв = (АВСВ) = = ■(АВС) ' ВВ = 0. 
й v '  (ABB) АВ

Наконец, для точки А:

vA = (ABCА) =  = (АВС) ' ВА- .
А v '  (АВА) АА

Последний случай Можно рассматривать как предельный, 
именно:

v . = lim (ABCD) = lim А̂вс  ̂ = оо.
D ->■ A D -* A (ABD)

Это дает нам основание отнести точке А символ оо. Таким 
образом, основным точкам соответствуют значения сложного от
ношения 1 , 0 и о о .

Посмотрим, наконец, какое значение сложного отношения 
соответствует несобственной точке D „  прямой. Будем иметь:

v =(ABCD ) = ..(АВ9 -  = —  = к,
(A B D J  кт

так как = 1. Таким образом, если четвертая точка является 
несобственной, то сложное отношение равно простому отноше
нию трех точек (ABC). Это позволяет представить простое отно
шение трех точек в форме сложного отношения:

(ABC) = (.A BC D „ ) .



§ 26. Простое и сложное отношение прямых пучка.
Как мы видели, понятие простого и сложного отношения то

чек прямой (прямолинейного ряда) связано с метрическим поня
тием длины отрезка. Разумеется, речь идет об евклидовых отрез
ках, как это молчаливо предполагалось во всех предыдущих 
рассуладениях. Две точки А к В  определяют на проективной 
прямой два отрезка: АВ  и АооВ. Из этих отрезков мы выбира
ли евклидов отрезок АВ. Другими словами, мы выбирали т о т  
и з  д в у х  о т р е з к о в ,  к о т о р ы й  не с о д е р ж и т  н е с о б 
с т в е н н о й  т о ч к и  п р я м о й ,  т. е. е в к л и д о в  от рез ок .  
Благодаря этому критерию вопрос о выборе отрезка разрешался 
однозначно.

При установлении понятий простого и сложного отношения 
прямых пучка, т. е. при переходе от прямолинейного ряда точек 
к двойственной форме — пучку прямых, мы встретимся с анало
гичным вопросом. В самом деле, две прямые а и Ь пучка S  обра
зуют два угла (черт. 92).

Необходимо условить- а
ся, какой именно угол вы
бран, т. е. сделать этот 
выбор угла однозначным, 
как и в случае выбора от
резка. Проведем произволь
ную прямую р пучка 5 
и условимся выбирать то т  
и з  д в у х  у г л о в , о б р а 
зов  а н н ы х п р я м ы м и  
а и Ь, к о т о р ы й  не  с о 
д е р ж и т  п р я м о й  р (на 
чертеже 92 этот угол отме
чен дугой). Ясно, что пря
мая р при выборе угла 
выполняет ту же роль, что несобственная точка прямой при вы
боре отрезка. Установив, таким образом, однозначное определе
ние угла, приписываем ему знак (+ ) или (—) в зависимости от 
того, совпадает ли порядок его сторон с направлением, противо
положным стрелке часов, или с направлением по стрелке часов.

Так, например, угол (а, b) на чертеже 92 положителен (пря
мая а опишет угол, двигаясь против стрелки часов), а угол (b, а) 
является отрицательным (так как прямая b описывает его по 
ходу часовой стрелки).

Переходим к определению понятия простого отношения трех 
прямых пучка. Пусть имеем три прямые а, Ь и с пучка 5 
(черт. 92). Назовем п р о с т ы м  о т н о ш е н и е м  т р е х  п р я 
м ы х  п у ч к а  в е л и ч и н у

sin (а, с)(abc) (1)



где в правой части через (а, с) и (b, с) обозначены углы, образо
ванные прямой с («делящей») с прямыми а и b («основными», или 
«базисными»), В согласии с установленным выше определением 
угла и его знака можем сказать, что для всех делящих пря
мых (с), принадлежащих углу (а, Ь), простое отношение отрица
тельно, так как углы (а, с) и (Ь, с) имеют разные знаки. В част
ности, для биссектрисы угла (а, Ь) простое отношение принимает 
значение (— 1). Для делящей прямой (с), принадлежащей смеж
ному углу, простое отношение (abc) положительно. В частно
сти, для биссектрисы смежного угла простое отношение прини
мает значение (+ 1).

На основании установленного определения простого отноше
ния трех прямых пучка можно произвести арифметизацию пучка, 
принимая за «координату» прямой пучка ее простое отношение. 
При этом основные прямые а и b будут иметь «координаты» 0 и оо.

С помощью простого отношения трех прямых понятие с л о ж 
н о г о ,  или а н г а р м о н и ч е с к о г о ,  о т н о ш е н и я  ч е 
т ыр е х  п р я м ы х  п у ч к а  определяется совершенно аналогично 
тому, как это было сделано для точек прямолинейного ряда, а 
именно следующим образом:

sin (а с)
(abed) =  (afec) =  sin (b c) =  sin (a с) ■ sin (b d)

(abd) sin (a d) sin {be) - sin (ad )' 
sin (b d)

В этих формулах первая пара прямых а, b называется п а - 
р о й  о с н о в н ы х ,  или б а з и с н ы х ,  п р я м ы х ,  а вторая 
пара с, d — п а р о й  д е л я щ и х  п р я м ы х .

Как простое, так и сложное отношение прямых пучка выра
жается через синусы углов, образованных делящими прямыми 
с базисными. Так как значения синусов одинаковы как для этих 
углов, так и для смежных с ними, дополняющих эти углы до 
180°, то отсюда ясно, что правые части формул ( 1) и (2) по абсо
лютной величине совершенно не зависят от фиксированной пря
мой р (черт. 92), определяющей выбор углов и их знак. Знак 
же простого отношения трех прямых зависит от фиксированной 
прямой р, а именно, как уже было выяснено выше, знак простого 
отношения положителен, если делящая прямая принадлежит 
смежному углу, и отрицателен, если делящая прямая при
надлежит самому углу, образованному базисными прямыми 
(т. е. не содержащему прямой р). Так, например, на чертеже 92 
делящая прямая (с) принадлежит смежному углу, и простое от
ношение (abc) положительно. Если же фиксированную прямую р 
проведем внутри угла (а, b), отмеченного на чертеже дугой, то 
простое отношение изменит знак на обратный, т. е. станет отри
цательным.

Покажем теперь, что сложное отношение четырех прямых 
пучка не зависит от выбора прямой р ни по абсолютной вели



чине, ни по знаку. В  самом деле, из формулы (2) видно, что 
знак сложного отношения (abed) зависит от того, имеют ли про
стые отношения (abc) и (abd) одинаковые или разные знаки. 
Из предыдущего ясно, что эти простые отношения будут иметь 
один и тот же знак, если обе делящие прямые e n d  принадле
жат одному и тому же углу (основному или смежному), они бу
дут иметь разные знаки, если делящие прямые принадлежат 
разным углам. Следовательно, приходим к выводу, что:

Сложное отношение четырех прямых пучка (abed) имеет 
положительный знак, если вторая пара прямых с, d (делящая 
пара) не разделяет первой пары а, b (базисная пара), с, d — а, Ь. 
Наоборот, знак сложного отношения (abed) отрицателен, если
с, d -7- а, Ь.

Как уже было показано, простое отношение трех точек пря
мой не является инвариантным при центральном проектировании. 
Таким инвариантом является, как будет показано далее, сложное 
отношение четырех точек. Это утверждение основывается на 
теореме о равенстве сложного отношения четырех прямых пучка 
сложному отношению четырех точек пересечения их с произволь
ной прямой. Инвариантность сложного отношения четырех точек 
ряда и четырех прямых пучка при всех проектированиях и пере
сечениях является основанием для установления понятия проек
тивного соответствия рядов и пучков. Этим вопросам и посвя
щены ближайшие параграфы.

§ 27. Перспективные и проективные ряды и пучки.
1. Предположим, что прямолинейный ряд точек s является 

сечением пучка прямых 5. В этом случае каждая точка ряда 
инцидентна соответственной прямой пучка. Пучок и ряд, находя
щиеся в таком расположении, называются п е р с п е к т и в н ы м и .  
Можно сказать, что ряд, 
п е р с п е к т и в н ы й  
пучку, получается с по
мощью сечения пучка 
прямой, а пучок, перс
пективный ряду, — с 
помощью проектирова
ния ряда пучком.

/(окажем следую
щую теорему:

Сложное отношение 
четырех точек прямоли
нейного ряда равно слож- 
ному отношению четы
рех соответственных 
нрчмых перспективного
ицчки. Черт. 93.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А, В, С и D — четыре точки 
прямолинейного ряда s, принадлежащие четырем соответственным 
прямым а, Ь, с, d перспективного пучка S  (черт. 93). Отрезки S/4, SB, 
SC  и SD  (прямых а, Ь, с, d) обозначим соответственно буквами 
а, Ь, с, d. Расстояние точки S  от прямой s обозначим через h. 
Тогда площадь каждого треугольника, образованного парой лучей 
пучка и прямой s, можно выразить двояким образом. Так, напри
мер, площадь треугольника Л может быть выражена следую
щими двумя формулами:

2ДЛЙ5 = ab sin (a, b), 2 & A BS  =  А В  ■ h.
Аналогичными формулами представятся площади других тре

угольников.
Сравнивая два выражения площади треугольника Л55, полу

чим:
АВ • h = a b sin (а, b),

или
АВ = sin (a, b). (1)

Этой формулой мы и воспользуемся для доказательства тео
ремы. Имеем:

АС ■ BD __ а с sin (а, с) • b d sin (b, d) __sin (а, с )-sin (6, d) _(ABCD) ВС ■ AD f, c sjn c) ,a д sin (a> d) sin (b, c) ■ sin (a, d) 
= (abed)1.

2. Заметим прежде всего, что эта теорема позволяет распро
странить понятие сложного отношения четырех элементов формы 
первой ступени и на те случаи, когда носителем данной формы 
является несобственный элемент пространства. В самом деле, 
определения сложного отношения четырех точек ряда или четы
рех прямых пучка, данные в предшествующих параграфах, отно
сились лишь к таким формам первой ступени, которые имеют 
в качестве носителя собственную прямую или собственную точку. 
Понятно, что и теорема о равенстве сложных отношений четырех 
точек ряда и четырех соответственных прямых перспективного 
пучка также была доказана для этого случая. Если потребовать, 
чтобы эта теорема оставалась справедливой во всех случаях пер
спективного расположения ряда и пучка, то понятие сложного 
отношения четырех элементов формы первой ступени окажется 
определенным для любых форм первой ступени, в частности и для 
тех, которые имеют несобственного носителя.

Так, сложным отношением четырех точек Л м, В оо, См, 
несобственной прямой мы назовем сложное отношение четырех 
прямых, проектирующих эти точки из произвольной собственной

1 Знаки сложных отношений (A BCD) и (abed) будут всегда одинаковы, 
так как если А, В С, D, то и а, b-1-c, d, если А, В —С, D , то и a, b—c, d .



точки пространства S. Ясно, что сложное отношение четырех упо
мянутых прямых не зависит от центра проектирования, так как 
все прямые, проектирующие одну и ту же несобственную точку, 
параллельны и, следовательно, две различные проектирующие 
четверки прямых S  и S ' образуют соответственно равные углы 
(черт. 94а). Аналогичным образом сложным отношением четырех 
прямых а, Ь, с, d, принадлежащих пучку с несобственным цент
ром 5„, мы назовем сложное отношение четырех точек пересече
ния этих прямых с произвольной собственной прямой s, не про
ходящей через S.» (черт. 946). Ясно, что величина сложного

отношения не зависит от выбора прямой s. В самом деле, если 
проведем вторую секущую прямую s', то будем иметь: .

гак как простые отношения трех любых соответственных точек 
из каждой четверки равны (как инвариант параллельной проек
ции).

3. Теорема о равенстве сложных отношений двух перспектив
ных форм устамавлнвает очень важное свойство сложного отно- 
икчшя, а именно его инвариантность при всех проектированиях 
н пересечениях.

Пусть имеем пучок прямых S  и перспективный ему ряд точек s 
(черт. 95). Из центра S ' проектируем ряд s. Получаем пучок S ', 
перспективный ряду s. Пересекаем пучок S ' прямой s'. Получаем 
ряд точек s', перспективный пучку S '. Проектируем затем ряд s' 
н I центра S". Получаем пучок S", перспективный ряду s'. Пере- 
| екаем пучок S " прямой s". Получим ряд точек s", перспективный 
пучку S". Проектируем ряд s" из центра S'". Получим пучок пря
мых S'", перспективный ряду s". Пересечем пучок S '" прямой s'". 
Получим ряд точек s'", перспективный пучку прямых S'", и т. д. 
 ̂ьк нпдно, такой процесс, состоящий из проектирований и пересе
чений, можно продолжить сколь угодно далеко. Замечательным 
| нойством всех получаемых при этом рядов и пучков является 
I>>„ что четверки соответственных элементов (точек или прямых) 
П1\ х любых из них всегда имеют одно и то же сложное отношение.

Черт. 94а. Черт. 946.

(ABCD) =  {А 'В 'C 'D '),



В самом деле, согласно доказанной теореме при каждом пе
реходе от пучка или ряда к перспективному ряду или пучку 
сложное отношение не изменяется. Таким путем мы приходим 
к понятию двух соответственных рядов, связанных цепью проек
тирований и пересечений. Таковы, например, ряды s и s'". Если
А, В , С, D  и А"', В "', С"', D "' — четверки соответственных точек 
этих рядов, то будем иметь:

{A BCD) = (A '"B'"C '"D '").
Аналогичным свойством обладают два любых пучка, связан

ных цепью пересечений и проектирований (например, пучки5 и S'"), 
или, наконец, ряд и пучок (ряд s и пучок S '" ).

Во всех этих случаях мы будем называть соответствующие 
формы первой ступени проективными и обозначать свойство п р о 
е к т и в н о с т и  знаком д.

Черт. 95.

Так, например, можем написать:
s {A BCD) д s'" (A "B '"C"'D '")t

что означает, что ряд s проективен ряду s'". Подобным же обра
зом формулы

5 (abed) л S '" (a'"b'"c'"d'")
и

s (ABCD) л S ’" (a"'b'"c'"d'")



выражают проективность двух пучков 5 и S '" и проективность 
ряда s пучку S'". Равенство сложных отношений соответственных 
элементов двух форм является характеристическим свойством их 
проективности. На этом основании можно называть проективны
ми всякие две формы первой ступени, у которых сложные отно
шения любых четырех пар соответственных элементов всегда 
равны.

Такое определение проективности ведет свое начало от работ 
Якоба Штейнера1 и носит название «определения Штейнера».

Таким образом, сложное отношение остается инвариантным 
при всех проектированиях и пересечениях. Переход от пучка 5 
к пучку S '" или от ряда s к ряду s'", выполненный при помощи 
цепи перспектив, называется проективным преобразованием пучка 
прямых (соответственно ряда точек).

Как мы видели, сложное отношение четырех элементов пуч
ка S  (или ряда s) остается инвариантным при таком проективном 
преобразовании.

В главе V будет показано, что понятие проективного преобра
зования может быть распространено на формы 2-й ступени, в част
ности на плоское поле точек и прямых.

Проективная геометрия на плоскости изучает те свойства 
фигур, которые остаются инвариантными при всех проективных 
преобразованиях плоского поля точек и прямых.

Черт. 96.

4 . Мы получили проективные ряды и пучки при помощи опе
раций проектирования и пересечения. В дальнейшем будет пока- 
i.hio, что всякое проективное (в смысле Штейнера) соответствие 
двух форм первой ступени может быть осуществлено посредством 
цени перспективных соответствий.

Принимая определение Штейнера проективности двух форм пер- 
иой ступени, мы можем вывести из него весьма важные следствия:

Г . Проективное соответствие двух форм первой ступени 
вполне определяется заданием трех пар соответственных эле
ментов.

1 См. исторический очерк, стр. 354.



В самом деле, если, например, точкам А, В , С, ... ряда s 
соответствуют точки А ', В ', С', ... ряда s' (черт. 96), причем

з (А , В, С, ...) д s' (Л ', В ',  С', ...),
то положение каждой точки D', соответственной произвольной 
точке D первого ряда, вполне определяется. По определению мы 
должны иметь:

(A 'B ’C'D') = (ABCD) = v.
Но, как мы видели (§ 25), в качестве координаты для опре

деления положения точки D ' можно принять величину сложного 
отношения: (A 'B 'C 'D ') = v. Так как v известно, то положение точ
ки D ' однозначно определяется.

Следовательно, проективное соответствие рядов S  и S ' опре
деляется единственным образом.

2°. Если у двух проективных рядов точек, расположенных на 
одном и том же носителе (па прямой s), три пары соответст
венных точек совпадают, то  и все остальные пары соответст
венных точек также совпадают (предложение III т а у д т а).

____________А________ В С_________ D________
А‘ В‘ С' D' S

Черт. 97.

В самом деле, пусть, например, точки А, В, С совпадают со 
своими соответственными точками А ', В ',  С' (черт. 97). Тогда для 
любой пары соответственных точек D и D' должны иметь:

(ABCD) = (A ’B ’C'D'),
или

(A BCD) = (ABCD ').
Отсюда

D' =  D,
т. е. точки D ' и D также совпадают. Само собой разумеется, 
что эти рассуждения вполне справедливы не только для прямо
линейных рядов точек, но и для всяких двух проективных форм 
первой ступени.

5. П е р с п е к т и в н о е  р а с п о л о ж е н и е  р я д о в  и 
п у ч к о в. Мы уже говорили о перспективном расположении ряда 
и пучка в том случае, когда ряд является сечением пучка (или 
пучок проектирует ряд).

Д в а  р я д а  т о ч е к  н а з ы в а ю т с я  п е р с п е к т и в н ы м и ,  
е с л и  о н и  я в л я ю т с я  с е ч е н и я м и  о д н о г о  и т о г о  
же  п у ч к а .  Так, ряды s и s' (черт. 98а) перспективны, ибо они 
являются сечениями пучка S. Каждая пара соответственных то
чек рядов s и s' принадлежит одной прямой пучка S. Например, 
пара точек А и А ' принадлежит прямой а, пара точек В  и В ' — 
прямой b ит. д.



Центр S  пучка называется ц е н т р о м  п е р с п е к т и в н о с т и  
р я д о в  s и s'. Для его определения достаточно иметь две пары 
соответственных точек перспективных рядов (например, А, А ' 
и В, В ').

Точно так же д в а п у ч к а  н а з ы в а ю т с я  п е р с п е к т и в 
н ы м и ,  е с л и  о н и  п р о е к т и р у ю т  один и т о т ж е  ря д  
т о ч е к .  Например, пучки S  и S ' (черт. 986) являются перспек
тивными, так как они проектируют ряд s из центров S  и S ' .

Черт. 986.

11рямая s называется осью п е р с п е к т и в н о с т и  п у ч к о в S 
и S'. Для ее определения достаточно знать две пары соответ
ственных прямых перспективных пучков (например, а, а' и Ь, Ь').

• 6. Докажем следующее предложение:
Необходимое и достаточ

ное условие перспективности 
( перспективного расположе
ния) двух проективных рядов 
или пучков состоит в том , что 
их общий элемент сам себе 
соответствует.

Необходимость этого усло- 
ния совершенно очевидна, так 
как если ряды s и s' (черт. 99) 
перспективны, то они являют
ся сечениями одного и того 
же пучка, например пучка S.
< Нюзначим общую точку рядов 
s и s' (точку пересечения их 
носителей) буквой X . Прямая 
N.Y пересекает оба ряда в одной и той же точке X , которая, 
следовательно, сама себе соответствует.

Достаточность условия перспективности можно доказать сле
дующим образом.

11|>едположим, что общая точка X  двух проективных рядов s 
и s' сама себе соответствует. Пусть, кроме того, точкам А и В

Черт.99.



ряда s соответствуют точки Л ', В ' ряда s'. Найдем точку пере
сечения прямых А А ' и В В ' и обозначим ее буквой 5. Если бу
дем рассматривать два перспективных прямолинейных ряда, обра
зованных пересечением пучка S прямыми s и s', то в них будем 
иметь три соответственные пары точек: А, Л '; В, В ' и X , X .

Но по предположению те же па
ры точек являются соответствен
ными для данных проективных 
рядов s и s'. Так как возможно 
лишь одно проективное соответ
ствие, в котором три пары точек
А, А '; В, В ' и Х , X  являются 
соответственными, то отсюда за
ключаем, что данные проектив
ные ряды являются перспектив
ными с центром перспективности 
в точке S. Таким образом, до
казывается и достаточностьфор- 

Черт. 100. мулированного выше условия.
Совершенно аналогичным образом можно провести доказа

тельство условия перспективности двух проективных пучков S 
и S ' (черт. 100). При этом общая прямая х этих пучков сама 
себе соответствует, а ось перспективности определяется при по
мощи двух пар соответственных прямых (а, а' и Ь, Ь') данных 
пучков.

Заметим, что предложение о перспективности двух проектив
ных пучков является двойственным по отношению к доказанному 
выше аналогичному предложению о перспективности рядов.

Для обозначения перспективности двух рядов или пучков 
употребляется знак: х- Применяя этот знак к формам первой 
ступени, изображенным на чертеже 95, можем написать:

но

s (Л, В, С, ...) д s' (А', В ', С', ...), 

s' (А', В ', С', (А", В", С", ...),

s (A , В , С, ...) as" (А", В ", С", ...).

§ 28. Задание и построение проективного соответствия.

Покажем, что проективное соответствие двух прямолинейных 
рядов может быть задано тремя парами произвольно выбранных 
соответственных точек: А, А '; В , В ' и С, С' (черт. 101).

При этом задании проективное соответствие рядов s (А, В, С, ...) 
и s' (Л ', В ',  С', ...) осуществляется с помощью двух перспек
тивных соответствий.



На прямой А А ', проходящей через две соответственные точки 
рядов s и s', отмечаем произвольные точки 5 и S '. Примем эти 
точки за центры двух пучков и будем из центра S  проектировать 
точки ряда s, а из центра S ' — точки ряда s'. Тогда получим 
два пучка: пучок S, перспективный ряду s, и пучок S ' , перспек
тивный ряду1 s'. Но данные ряды s и s' по предположению 
проективны, поэтому перспективные им пучки S  и S ' также про- 
ективны. Но, как легко видеть, общая прямая этих двух пучков 
SS ' == а сама себе соответствует, так как прямой SA =  а первого 
пучка соответствует прямая S 'А ' =  а второго пучка. Это означает, 
что пучки S  и S ' не только проективны, но и перспективны.

Для построения оси перспективности s0 находим точки пере
сечения двух пар соответственных прямых, а именно:

SB  X  S 'В ' = Д 
SC  X  S ’C  = С,

о>
о-

Осью перспективности пучков 
S и S ' должна быть прямая о
в 0с 0 =
мую а в точке Л 0.

Теперь ясно, что построе
ние соответственных точек двух 
проективных рядов s и s' мо
жет быть осуществлено с по
мощью двух перспективных со
ответствий. В самом деле, пусть 
для произвольной точки D ря
да s требуется построить со
ответственную точку D ’ второ
го ряда s'. Построим прямую 
SD, проходящую через D  и пе
ресекающую прямую s0 в точ
ке D0. Далее, соединяем точ
ку D0 с S '. Прямая S 'D 0 пе
ресекает прямую s' в точке D '. Эта точка и является искомой 
точкой, проективно соответственной точке D. В  самом деле, 
будем иметь:

s' (А ', В ',  С', D ')

_____ S

А

До

' в к

д В/

0

s '

s'

Черт. 101.

л so(-̂ o> Во. С0, D 0),

s0(40, В 0, С0, D0) д s (А, В, С, D).
Следовательно,

s(A, В, С, D) д s' (А ', В ',  С', £>').
Точки D и D ' являются соответственными в проективном со- 

тктствии рядов s (А, В , С, D) и s' (А ', В ',  С', D '). Приведенное

В частности, можно выбрать центры пучков в точках А' и А.



построение позволяет строить для каждой точки ряда s (при 
помощи двух перспектив) соответственную точку второго ряда s '1.

Для построения соответственных прямых двух проективных 
пучков S  и S ',  в которых соответствие задано тремя парами 
соответственных прямых а, а'; Ь, Ь' и с, с', можно применять 
двойственную схему. Такая схема дана на чертеже 102. Проек
тивное соответствие пучков S  и S ' задано тремя парами прямых: 
а, а'; Ь, Ь' и с, с'. Находим точку пересечения А прямых а и а'. 
Через А проводим две произвольные прямые s и s'. Пучок 5 
образует на прямой s перспективный ряд точек s. Пучок S ' обра
зует на прямой s' перспективный ряд точек s'. Так как данные 
пучки S  и S ' прсективны, то и ряды s и s' также проективны. 
Замечая, что их общая точка А сама себе соответствует, заклю

чаем, что ряды s и s' перспек
тивны.

Следовательно, ряды s и s' 
являются сечениями одного и 
того же пучка, центр которогоS0 
находится как точка пересечения 
прямых В В ' и СС':

S 0 = В В ’ X  СС’.
Этот вспомогательный пучок 

S 0, перспективный как пучку S, 
так и пучку S ’, служит проме
жуточным звеном построения. 
Именно, если для произвольной 
прямой d требуется построить 
соответственную прямую d' вто- 

церТ юг. рого пучка S ', то поступаем
следующим образом. Находим 

точку D пересечения прямой d с прямой s, затем проводим через 
D прямую d0 пучка S 0 и находим точку D ' ее пересечения с пря
мой s'. Наконец, строим прямую d’ пучка S ', проходящую через 
точку D'. Прямая • d' и есть искомая прямая, так как

S  {а, Ь,с, d) дS ' (а', V , с', d').

Мы рассмотрели случай двух проективных рядов и двух пуч
ков. В случае ряда и пучка вопрос легко свести к одному из 
предыдущих построений. Пусть, например, проективное соответ
ствие ряда s и пучка S задано тремя точками А, В, С ряда и со
ответствующими им тремя прямыми а, Ь, с пучка S (черт. 103),

1 Отсюда следует, что проективность двух форм первой ступени может 
быть определена при помощи цепи перспектив. Такое именно определение 
проективности было дано французским геометром Р о п с е 1 е t (см. ист. очерк, 
стр. 352).



Проведем произвольную прямую s' и рассмотрим ряд s' (Л ', В ’, 
С', ...), образованный на ней пучком S. Будем иметь:

s' (Л ', В ', С', . . . )л s (Л, В, С, ...).
Таким образом, построение прямой d (пучка S), соответствен

ной точке D (ряда s), можно выполнить следующим образом. 
Строим точку D' (ряда s'), соответственную точке D, тогда иско
мая прямая d =  SD'.

Черт. 103.

В качестве примера применения выводов настоящего пара
графа к решению элементарно-геометрических вопросов рассмотрим 
следующую задачу:

«Вершины n-угольннка скользят по п данным прямым, прохо
дящим через точку S, а (п — 1) сторон многоугольника вращают
ся вокруг (п — 1) данных точек.

Доказать, что при 
ш)м последняя сторона 
многоугольника также 
будет вращаться вокруг 
неподвижной точки, и 
построить эту точку».

Предположим, что 
вершины Л , В, С, D, ... 
данного многоугольни
ка скользят по прямым
и, Ь, с, d, ..., проходя
щим через неподвижную 
тчку  S, а стороны АВ,
НС, CD, ... проходят 
последовательно через с‘
•лданные точки I, II,
111, ... (черт. 104).

Требуется доказать,
•по последняя сторона 
(m;i чертеже — сторона 
/1 1) будет при этом 
ирлщаться вокруг не- 

порой неподвижной



точ!<и X . Вершины многоугольника, двигаясь по прямым а, Ь, с,
d, ..., описывают на этих прямых ряды точек, которые мы 
будем обозначать так: а (Л), b (В), с (С), d (D ).......

По условию имеем:
a { A ) J b  (В) 
b (В) f  с (С) 
с (С) х  d (D )

Для последней пары рядов (на чертеже это ряды d (D) и а (Л)) 
будем иметь:

d (D) д а (Л).
С другой стороны, общая точка S  сама себе соответствует 

для указанных выше проективных рядов d (D) и а (Л). Следо
вательно, проективное соответствие рядов d (D) и а (Л) является 
перспективным (§ 27):

d ( D ) ^ a  (Л).
Прямая DA,  соединяющая соответственные точки этих рядов, 

должна проходить через неподвижную точку (центр перспектив
ности) X.

Для построения неподвижной точки X  изменим положение 
вершины Л на прямой а. Обозначим новое положение вершины 
буквой Л '. Тогда последовательное проектирование из центров I,
I I ,  I I I ,  ... определит нам вершины В ' , С', D ', ... многоугольника. 
Искомая точка X  является точкой пересечения прямых DA 
и D ’A ' .

§ 29. Гармонизм.
1. Гармонизмом называется особое расположение четырех то

чек на прямой или четырех прямых пучка1. Это расположение 
может быть охарактеризовано при помощи сложного отношения.

Ч е т ы р е  т о ч к и  А, В , С, D, л е ж а щ и е  н а  о д н о й  
п р я м о й ,  н а з ы в а ю т с я  г а р м о н и ч е с к и  р а с п о 
л о ж е н н ы м и ,  е с л и

(.ABCD) =  — 1.
Это равенство показывает, что пара точек Л и Б  (базисная 

пара) разделена парой С и D (делящая пара), А В  4- CD:
= — 1, или (ЛВС) = — (ABD).

(ABD)
Последняя формула показывает, что точки С и D делят от

резок А В  внутренним и внешним образом в одинаковом отноше
нии (черт. 105). Если из какой-нибудь точки 5 спроектируем 
гармоническую четверку точек Л, В, С, D, то получим гармони
ческую четверку прямых а, Ь, с, d.

1 Или вообще четырех элементов какой-нибудь формы персой ступени.



При этом
(abed) — — 1.

С понятием о гармоническом расположении точек учащиеся 
встречаются еще в средней школе. Так, рассматривая биссектри
сы внутреннего и внешнего углов при вершине С треугольника 
ABC, замечаем, что они делят гармонически противоположную 
сторону А В  (черт. 106). Обозначая через М  и N  точки пересе
чения упомянутых биссектрис с прямой А В , будем иметь:

АМ = АС_. AN_
М В~~ ВС ' BN 
Отсюда получаем:

AM =  AN AM _
MB ~  BN ' ВМ  

или s

Ш  ‘ BN = (ABM N) = — 1.
В М ■AN о

Таким образом, точки А,
В, М , N образуют гармони
ческую четверку. С другой Черт. 105. 
стороны, пара сторон и пара биссектрис какого-либо угла (на 
черт. 106 — угла АСВ) также являются гармонической четверкой.

Отметим, что для середины М  отрезка А В четвертой гармо
нической является несобственная точка N^. В самом деле, 
и лом случае имеем:

(А ВМ ) =  — 1 и (A B N J  = 4  1-
То же самое можно видеть из треугольника ABC, если бис- 

1 1-ктриса СМ  проходит через середину М  противоположной сто- 
|><>иы (черт. 107).

Так как
АМ АС



Следовательно, в этом случае треугольник ЛСВ  равнобедрен
ный, одна из его биссектрис (СМ) перпендикулярна, а вторая 
(C N J  параллельна противоположной стороне (АВ). Первая пере
секает А В  в середине М , а вторая — в несобственной точке N^.

2. П о с т р о е н и е  ч е т в е р т о й  г а р м о н и ч е с к о й  
точки.  Свойство биссектрис можно использовать для построения 
четвертой гармонической точки к трем данным. Пусть, например, 
даны точки А, В  (базисные) и точка М  (делящая) (черт. 108). Тре
буется построить точку N  (делящую) так, чтобы

(.A BM N ) = — 1.
Проведем произвольную окружность через точки А и В. Дугу 

окружности А В  делим пополам в точке D и проводим прямую

Черт. 107. Черт. 108.

DM. Отметим вторую точку С пересечения прямой DM  с окруж
ностью и построим прямую CN, перпендикулярную к СМ. Пря
мая CN пересекает А В  в искомой точке Л?. Читатель легко убе
дится в этом из рассмотрения чертежа 108.

Другое построение четвертой гармонической точки основы
вается на применении подобных треугольников (черт. 109). 
Проводим через точки А и В  пару параллельных прямых произ
вольного направления. Через точку М  проводим произвольную 
секущую. Точки пересечения ее с двумя параллельными прямы
ми обозначим буквами Р  и Р 2. На прямой В Р 2 отложим отрезок 
B P i  = В Р 2. Наконец, проведем прямую Р Р 4, которая пересекает 
прямую А В  в искомой четвертой гармонической точке N .

В самом деле, из подобия треугольников A PN  и B P имеем:
AN  _  АР  
BN ВР, '

С другой стороны, из подобия треугольников А РМ  и В Р 2М 
имеем:

АМ  =  АР_
MB Р2В '

Но вследствие равенства B P t = Р 2В  правые части этих равенств 
равны, следовательно, получаем:

AN _  j\ M
~BN ~  AIB '



или
(A BM N ) = — 1.

Заметим, что построение четвертой гармонической прямой d 
к трем данным прямым а, Ь, с пучка S  всегда может быть све
дено к построению четвертой гармонической точки. Для этого 
достаточно пересечь пучок S  какой-нибудь прямой s. Тогда

задача сведется к построению четвертой гармонической точки D 
по трем точкам А, В, С пересечения прямых а, Ь, с с секущей 
прямой S.

§ 30. Гармонические свойства полного 
четырехугольника (и четырехсторонника).

1. В элементарной геометрии четырехугольником, или п р о 
с т ы м  ч е т ы р е х у г о л ь н и к о м ,  как мы теперь будем гово
рить, называется фигура, образованная четырьмя точками 
(иоршины) и четырьмя отрезками (стороны), соединяющими вершины 
и определенном порядке.

Черт. 111.

П о л н ы м  ч е т ы р е х у г о л ь н и к о м  называется фигура, 
пГррл юванная четырьмя точками (вершины), из которых никакие
• |4i не лежат на одной прямой, и шестью прямыми (стороны), 
определяемыми парами точек (вершин) (черт. 110).



В полном четырехугольнике содержатся три простых: ABCD, 
ABDC  и ACBD  (черт. 111).

Две стороны полного четырехугольника, проходящие через 
одну вершину, назовем «смежными», две стороны, не проходящие 
через одну вершину, назовем «противоположными». Так как каждая 
сторона проходит через две вершины полного четырехугольника, 
то противоположная ей сторона проходит через две другие верши
ны. Следовательно, для каждой стороны имеется только одна 
противоположная. Шесть сторон полного четырехугольника об
разуют три пары противоположных. На чертеже 110 имеем следу
ющие пары противоположных сторон:

А В  и CD; АС  и B D ; AD  и ВС.

Точки пересечения противоположных сторон называются «диа
гональными точками». Так, на чертеже 110 имеем следующие 
диагональные точки:

А В  X C D  =  К\ AD  X  ВС  =  L; AC  X  BD  — М.
Прямые, соединяющие диагональные точки, назовем «диаго

налями». Это прямые K L, LM  и МК-
Рассмотрим полный четырехугольник ABCD  (черт. 112). Точки 

пересечения диагонали K L  со сторонами BD  и АС  обозначим 
соответственно буквами F  и G. Проектируя четверку точек К , L,
F, G из центра D на прямую АС, получим четверку точек А, С, 
М, G, причем, конечно,

(KLFG ) = (ACM С).
Спроектируем затем четверку точек А, С, М , G из центра В 

обратно на прямую K L. Получим четыре точки L, К., F, G, при
чем

(ACMG) = (LKFG).
Из написанных равенств следует, что 

(KLFG) =  (LKFG) =



Это значит, что
(jKLFG у  = 1 и (K LFG ) =  ±1.

Так как сложное отношение четырех точек равно (+1) лишь 
в случае, если F  совпадает с G, чего не может быть в данном 
случае, то будем иметь:

(K LFG ) = — 1.

Таким образом, приходим к выводу, что точки К, L, F , G 
образуют гармоническую четверку. Это свойство полного четы
рехугольника можно формулировать следующим образом:

На каждой диагонали полного четырехугольника имеем гармо
ническую группу точек, образованную двумя диагональными точ
ками (К , L ) и точками пересечения (F, G) этой диагонали с па
рой сторон, проходящих через третью диагональную точку ( М ).

Проектируя точки К, L, F, G из центра D на прямую АС, 
получим гармоническую четверку точек:

(ACMG) = (KLFG ) = — 1.
Следовательно:

На каждой стороне полного четырехугольника имеем гармо
ническую группу точек, образованную парой вершин (А , С ), диа
гональной точкой (М ) и точкой пересечения (G ) этой стороны 
с диагональю, проходящей через две другие диагональные точки.

Если гармоническую четверку точек К , L, F, G спроектируем 
из диагональной точки М, то получим гармоническую четверку 
прямых: М К , M L, M F, MG. Первые две из них являются диагоналя
ми, а две последние — сторонами полного четырехугольника. Поэ
тому можем сказать, что

Пара противоположных сторон полного четырехугольника 
делится гармонически парой диагоналей, проходящих через точку 
пересечения этих сторон.

2. Изучение полного четырехугольника показывает, что гармо
ниям не только является понятием проективным, но и может быть 
определен чисто геометрическим путем без всякого использования 
метрических понятий. В самом деле, гармонизм может быть опреде
ли! как свойство полного четырехугольника, которое связано лишь 
г построением прямых и точек пересечения прямых. Этим вос- 
иользовался немецкий геометр Штаудт, который положил понятие 
I армонизма в основу чисто геометрического определения проек- 
иишого соответствия (§ 47).

Гак как рассмотренные гармонические свойства полного четырех- 
уюлышка являются проективными, то можно поставить вопрос
о I .фмопических свойствах фигуры, двойственной полному четырех- 
yi ольнику. Такой фигурой является п о л н ы й  ч е т ы р е х с т о р о н -  
н и к (черт. 113). Эта фигура образована четырьмя прямыми (сторо- 
мi.i), li t которых никакие три не проходят через одну точку, и шестью 
и ючками пересечения (вершины). Если назовем две вершины, при-



Черт. 113.

надлежащие одной стороне, 
«смежными», а любые две 
несмежные вершины — 
«противоположными», то 
будем иметь три пары про
тивоположных вершин: 
(а, Ь) и (с, d), (Ь, с) и (d, а), 
(b, d) и (а, с). Прямые к, I и 
т ,  соединяющие противо
положные вершины, назо
вем «диагоналями», а точки 
их пересечения — «диаго
нальными точками».

Гармоническое свойство полного четырехсторонника, двойствен
ное формулированному выше (первому) свойству полного четырех
угольника, может быть выражено следующим образом:

Через каждую диагональную точку (k, т )  полного четырех
сторонника проходит гармоническая четверка прямых, а именно: 
две диагонали (k и т )  и две прямые, соединяющие эту  диаго
нальную точку (k, т )  с парой вершин, лежащих на третьей диа
гонали [(d, а), (b, с)].

Нетрудно убедиться в том, что ту же самую гармоническую чет
верку прямых можно получить из полного четырехугольника с вер
шинами (а, Ь)\ (с, d); (а, с) и (b, d). Для последнего диагонали k и т  
являются сторонами, а вторая пара прямых — диагоналями (см. 
третье гармоническое свойство полного четырехугольника).

Подобным же образом можно формулировать другие гармониче
ские свойства полного четырехсторонника. Мы предоставляем это 
сделать самим читателям, а также показать, что эти свойства могут 
быть получены из полного четырехугольника.

3. Гармонические свойства полного четырехугольника (или че
тырехсторонника) можно применить д л я п о с т р о е н и я  ч е т в е р 
т о й  г а р м о н и ч е с к о й  т о ч к и  к т р е м  д а н н ы м .

Это построение можно проследить по чертежу 112. Пусть даны 
точки К, L, F. Требуется построить четвертую гармоническую точку
G, принимая за основную пару точки К  и L. Для построения посту
паем следующим образом. Проводим через точку К  пару произволь
ных прямых КА  и К В .  Пересекаем их произвольной прямой, прохо
дящей через точку F. Обозначим точки пересечения буквами В  и D. 
Проводим прямые LB  и LD. Точки пересечения этих прямых с пря
мыми KD  и К В  обозначим соответственно буквами Л и С. Тогда пря
мая АС  пересекает прямую K L  в искомой точке G.

Важно отметить, что в с е  п о с т р о е н и е  в ы п о л н я е т с я  
о д н о й  л и н е й к о й .

Заметим также, что в силу известных свойств гармонического 
деления (§ 29) середине отрезка K L  соответствует несобственная 
точка. Поэтому, если дана середина F  отрезка KL, то с помощью 
одной линейки можно построить прямую AC  || KL. Обратно, если



имеется пара параллельных прямых 
АС  || KL, то при помощи одной линей
ки можем разделить отрезок K L  по
полам (в точке F).

4 . Рассмотрим следующий при
мер. Параллелограмм вместе с 
его диагоналями представляет со
бой полный четырех'угольник. Обо
значим его вершины буквами 
A BCD  (черт. 114). Противополож
ные стороны пересекаются в точках М, К«, и L TO. Две из них 
несобственные, так как противоположные стороны А В  и CD парал
лельны, так же как и стороны ВС  и АП. Диагональ /(„ являет
ся несобственной прямой.

На стороне А В  имеем гармоническую четверку (ABK^Q), причем 
точка Q, гармонически сопряженная точке К  „ , является серединой 
отрезка АВ. На диагонали ML*, имеем гармоническую четверку 
(ML^PQ) ,  причем точкаМ, гармонически сопряженная точке L*,, 
делит отрезок PQ  пополам. В точке М  имеем гармоническую чет
верку прямых: две противоположные стороны AC, BD  и две диагона
ли M L  „ ,  М К  »• Эта четверка прямых пересекает несобственную пря
мую (диагональ /С» L  к ) в четырех гармонических точках. Точно так 
же через точку L »  проходит гармоническая четверка прямых: сторо
ны AD, ВС  и диагонали (L « M , L ^ K ^ ) .  Эти прямые пересекают сто
рону DC в четырех гармонических точках С, D, Р, К .

Применим гармонические свойства полного четырехугольника 
к решению следующей задачи:

«Через данную точку F  требуется провести прямую в недоступ
ную точку D пересечения данных прямых k и I» (черт. 115).
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Проведем через точку F  произвольную прямую, пересекающую 
прямые k и I соответственно в точках К  и L.

Построим точку G — четвертую гармоническую к точкам К, L, F. 
Для этого через L  проводим прямую Р ХР 2 || к, а через F  — произ
вольную прямую, пересекающую прямую k в точке А и прямую 
Р ,Р 2 — в точке Р 2. Затем откладываем L P l = L P 2- Тогда прямая 
A P i пересекает прямую K L  в точке G, четвертой гармонической 
к тройке точек К, L, F  (ср. черт. 109).

Обозначим точку пересечения прямых AG  и I буквой С. Прове
дем далее прямые A L  и С К ■ Точку пересечения этих прямых обозна
чим буквой В.  Тогда прямая F B  является искомой и проходит через 
недоступную точку D.

В самом деле, для полного четырехугольника ABCD  точки К  
и L  являются диагональными, а прямая АС  — стороной, пересекаю
щей диагональ K L  в точке G. Противоположная сторона должна 
проходить через точку F, гармонически сопряженную точке G. Сле
довательно, прямая F B  является стороной полного четырехугольни
ка и должна проходить через его недоступную вершину D.

§ 31. Проективные ряды (и пучки), имеющие 
общего носителя.

1. Если мы имеем ряд точек А, В, С, D, ... на прямой s и пер
спективный ему пучок прямых S  (а, Ь, с, d,...), то, как уже было 
неоднократно отмечено (§ 18), соответственные элементы этих двух 
форм 1-й ступени расположены в одинаковом порядке. Это означает 
следующее. Если четыре точки ряда s образуют две разделенные 
пары, то и четыре перспективно соответственных прямых пучка S 
также образуют две разделенные пары. Если точка М  пробегает 
ряд s в каком-либо определенном направлении А, В , С, ..., то и 
перспективно соответственная прямая т  пробегает пучок S  в опре
деленном направлении а, Ь, с.........

Предположим далее, что имеем два проективных ряда s и s'. 
Как было показано в § 28, проективное соответствие этих рядов 
может быть построено при помощи цепи перспективных соответ
ствий рядов и пучков. Так как каждая перспективная пара таких 
рядов и пучков обладает одинаковым порядком расположения 
элементов в указанном выше смысле, то и два данных проектив
ных ряда s и s' должны обладать тем же свойством. Если точ
ка М  ряда s описывает этот ряд в каком-либо определенном 
направлении А, В, С, ..., то соответственная точка М ' описывает 
ряд s' также в определенном направлении Л ', В ', С', ... .

Соответствия, обладающие этим свойством, называются у п о 
р я д о ч е н н ы м и .  Как мы видели, п р о е к т и в н ы е  с о о т 
в е т с т в и я  (рядов или пучков) я в л я ю т с я  у п о р я д о ч е н  ны- 
м и. Если два ряда s и s' расположены на одном и том же носителе 
(например, на прямой и) и между точками этих рядов установлено 
проективное соответствие, то они также обладают свойствами



упорядоченных соответствий. Предположим, что точка М  ряда s 
описывает этот ряд, перемещаясь по прямой и в определенном 
направлении А, В, С, ..., тогда соответственная точка ЛГ описывает 
ряде' в (определенном) направлении А ', В ’ , С ', ... (черт. 116). Если 
направление А', В ', С' совпадает с направлением А, В , С, то ряды 
s и s' называются о д и н а к о в о  н а п р а в л е н н ы м и .  Если же 
направления А, В, С и А', В ', С' противоположны, то ряды s и s' на
зываются п р о т и в о п о л о ж н о  н а п р а в л е н н ы м и .

$ М - ~ А  В Си --- ;-- о о-— , .о— о О. О и.,. о о------ и
5' С ' В '  л — м

Черт. 116.
Аналогично двум проективным рядам с общим носителем (пря

мая) будем иметь два проективных пучка с общим носителем 
(центр пучков). Если прямая т  описывает первый пучок, вращаясь 
в определенном направлении, например против часовой стрелки, то 
соответственная прямая т '  описывает второй пучок, вращаясь в том 
же или в противоположном направлении.

Следовательно, можем иметь одинаково направленные или 
противоположно направленные пучки с общим носителем.

2. Предположим, что имеем два проективных ряда (или пучка) 
с общим носителем. Возникает вопрос о двойных (или совпавших) 
точках этих рядов. Согласно теореме Штаудта (§ 27) их не может 
быть больше двух, так как при наличии трех двойных точек 
все соответственные пары точек проективных рядов совпали бы, 
т. е. данные ряды были бы тождественными.

Таким образом, a priori возможны проективные формы первой 
ступени с общим носителем, имеющие или два двойных элемента, 
или один двойной элемент, или не имеющие ни одного двойного 
элемента.

Черт. 117.

Примеры таких соответствий могут быть построены следующим
образом.

1°. На чертеже 117 из центров S и S ' проектируем точки 
прямой s на прямую и. На последней получаем два проективных



ряда: (А, В, С,...) д (Л \ В ', С', ...). Это ряды, одинаково направ
ленные, так как порядку ABC  первого ряда соответствует такой 
же порядок А ' В ’С’ второго. Они имеют две двойные точки:

X  = u X s h Y = u X  S S '.
Читатель легко убедится в этом, применяя построение соответ

ственного элемента к точкам X  и Y.
2°. На чертеже 118 имеем аналогичное построение, но прямые s 

и SS ' пересекают прямую и в одной и той же точке X . Последняя 
является единственной двойной точкой одинаково направленных 
проективных рядов (Л, В, С, ...) и (А В ' ,  С' , ...) на прямой и.

3°. На чертеже 119 построены два одинаково направленных 
проективных ряда на прямой и, не имеющих двойных точек. Для 
построения воспользуемся двумя проективными пучками с общим 
носителем S.  Соответственные лучи второго пучка (а Ь ’, с’, ...) 
получаются при помощи вращения лучей первого пучка (а, Ь, с, ...) 
в определенном направлении на один и тот же угол ср. Ясно, что

S (а, Ь, с, ...) д S  (а', V , с', ...),



так как углы, образованные парами соответственных лучей этих 
пучков, всегда равны [например, Z (a , b) = Z (a ', b')]. С другой 
стороны, они, очевидно, не могут иметь двойных лучей. То же 
самое можно сказать и о рядах (А, В , С, ...) д (А', В ' , С', ...) на 
прямой и, перспективных вышеупомянутым пучкам.

3. Проективное соответствие двух форм первой ступени с общим 
носителем называется г и п е р б о л и ч е с к и м ,  если имеются два 
элемента, каждый из которых совпадает со своим соответственным 
(два двойных элемента); п а р а б о л и ч е с к и м ,  если имеется лишь 
одна пара совпадающих соответственных элементов (один двой
ной элемент), и э л л и п т и ч е с к и м ,  если совпадений соответ
ственных элементов не имеется (двойных элементов нет). В  п. 2 были 
приведены примеры одинаково направленных рядов гиперболиче
ского, параболического и эллиптического типов.

Докажем теперь следующее предложение:
Проективное соответствие двух противоположно направлен

ных форм первой ступени с общим носителем всегда является 
гиперболическим1.

Пусть, например, имеем два проективных пучка с общим цент
ром 5 (черт. 120). Предположим, что произвольной прямой а пер
вого пучка соответствует прямая а' второго. Так как пучки про
тивоположно направлены, то вращению 
прямой а против часовой стрелки будет 
соответствовать вращение прямой а' по 
часовой стрелке. Поэтому обе прямые 
должны встретиться в одном из двух 
углов (а, а'). На чертеже 120 этот угол 
отмечен дугами. Обозначим буквой х х 
прямую совпадения соответственных 
прямых обоих пучков.

Представим себе теперь, что прямая а 
вращается по часовой стрелке, тогда 
прямая а' будет вращаться против часо
вой стрелки, и совпадение их произой
дет в смежном углу (а, а'). Обозначим ЧеРт- 120- 
прямую совпадения буквой у. Таким образом, будем иметь два 
совпадения соответственных прямых данных проективных пучков. 
Следовательно, проективное соответствие является гиперболи
ческим. Отметим, что двойные прямые принадлежат двум смеж
ным углам, образованным прямыми а и а'. Другими словами, 
двойные элементы разделяют каждую пару соответственных эле
ментов.

1 Строго формальное доказательство этого предложения, без привлечения 
понятия вращения, можетбыть проведено при помощи аксиомы непрерывности 
Дсдекинда (§ 19). Здесь, а также в ряде аналогичных случаев далее мы поль- 
|\ч‘мся более наглядными доказательствами, основанными на свойствах движе
нии.



Как будет видно из дальнейшего, в случае двух одинаково 
направленных проективных форм первой ступени соответствие 
может быть гиперболическим, параболическим и эллиптическим.

Докажем следующее свойство гиперболических проективных 
соответствий:

Каждая пара соответственных элементов образует с двумя 
двойными элементами постоянное сложное отношение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим буквами Л, А ' и В , В ’ две 
пары соответственных элементов проективных форм первой ступени 
с общим носителем, а буквами X  я Y  — двойные элементы этого 
соответствия.

Тогда будем иметь:

( XY A B )  = (XYA 'B ' ) ,
или

( XYA)  =  СX Y A ')
( X Y В) ~  (X Y B ’) '

Переставляя средние члены этой пропорции, получаем:

( XY A)  =  (XYB)
(X Y A ')  ~  (X Y B ’)

и, следовательно,
(.X Y A A ') = (.X Y B B ')

(ч. т. д.).

§ 32. Инволюция.

1. Пусть на прямой и расположены два проективных ряда 
s и s' (черт. 121).

Так как проективное соответствие можно задать тремя произ
вольно выбранными парами соответственных элементов, то можно 
выбрать эти пары А, А '; В, В ' и С, С' так, чтобы точка А ' совпа-

s А  В  С  D  

U в 1 А '  О '  С '

Черт. 121.

дала с В, а точка В ’ с А. Тогда в проективном соответствии 
рядов s и s' точка А (или В ')  обладает тем свойством, что этой 
точке соответствует одна и та же точка А ' (или В), независимо 
от того, рассматриваем ли мы выбранную точку как точку (Л) 
первого ряда или как точку (В ') второго ряда.



Докажем, что если одна пара точек проективных рядов (s и s') 
обладает таким свойством, то тем же свойством обладают и все 
остальные пары соответственных точек данных рядов.

Докажем, например, что если точку С отнесем ко второму 
ряду, обозначив ее буквой D ', то точка D, соответственная точ
ке D ', совпадет с точкой С'.

В  самом деле, будем иметь:
(A BCD) = (A 'B 'C 'D 1) =  (В АС'С).

Переставляя буквы в обеих парах, не изменим величины слож
ного отношения (§ 25):

(A BCD) = (АВСС").

Отсюда следует, что точка С' совпадает с точкой D (D =  С').
Таким образом, рассматриваемое проективное соответствие 

рядов s и s' обладает тем свойством, что каждая пара соответ
ственных элементов этих рядов не зависит от того, какую из 
точек этой пары мы относим к первому, а какую — ко второму 
ряду. Такое проективное соответствие двух форм первой ступени 
с общим носителем называется и н в о л ю ц и е й .

Свойство пар соответственных элементов инволюции избавляет 
нас от необходимости обозначать каждую точку двумя буквами. 
Поэтому в дальнейшем мы будем обозначать каждую пару соот
ветственных точек независимо от того, к какому ряду отнесена 
га или другая точка.

Для определения инволюции достаточно задать две пары соот
ветственных элементов. Пусть, например, заданы пары Л, Л ' 
и В, В ' соответственных точек двух инволюционных рядов s и s' 
(черт. 122). Тогда будем иметь:

s (A,  В,  Л ', В ', ...) л s' (Л ', В ’ , Л, В,  ...).

Следовательно, получаем четыре пары соответственных точек 
проективных рядов s и s'. Как мы знаем, проективное соответствие

С Д В С '  В '—о—-...-О----------О . ■ о—  и
Черт. 122.

вполне определяется уже тремя парами соответственных точек, по- 
ному инволюция рядов s и s' на прямой и определена заданием 
двух пар инволюционно соответственных точек А А'  и В В ' .

Если имеем три пары соответственных точек инволюции Л, А'; В, В ’ и
С’, то они связаны некоторым метрическим соотношением. В  самом деле,

(А ВА 'С ') =  (А 'В 'АС ),



(ABA') (А 'В ’A)
ИЛИ ------ - =  -------

(ABC) (А'В'С)

АА^. AC_ __ ATA_ . £ £
BA’ ' B C  ~  B'A  ' B 'C '

Ho A A' =  — А 'А , следовательно,
ВС' _  _  B'C  

BA' ■ A C  B'A ■ A'C'
Этому равенству можно придать более симметричную форму:

АВ' ВС_ С А' _ _  j
А 'В ' В'С ' С  А

2. Исследуем расположение пар соответственных элементов 
инволюции. Предположим, что пары А А ' и В В ' , которые могут 
быть выбраны произвольно, р а з д е л е н ы  (черт. 123):

А А ' -- ВВ ' .

Тогда, как нетрудно убедиться, при движении точки А по пря
мой и в определенном направлении соответственная точка А'  долж-

а  в  а '  в '

Черт. 123.

на двигаться в том же направлении. В самом деле, если бы точки 
А и А'  двигались в противоположных направлениях, то при про
хождении одной из них через точку В  вторая соответственная 
точка не могла бы оказаться в точке В'.  Следовательно, дви
жения точек А и А'  должны быть о д и н а к о в о  н а п р а в л е н 
ны м и. Докажем, что в этом случае инволюционное соответствие 
является э л л и п т и ч е с к и м ,  т. е. не имеет двойных элементов. 
Это видно из того, что при движении точки А по отрезку А В  
соответственная точка А'  описывает отрезок А 'В ' ,  а при дальней
шем движении точки А по отрезку В  А'  точка А '  описывает отрезок 
В 'А  в том же направлении (на чертеже 123 этот отрезок содержит 
несобственную точку). Точка А не может «догнать» точку А'.  
Поэтому совпадение соответственных точек невозможно.

Рассмотрим далее инволюционное соответствие, определяемое 
двумя н е р а з д е л е н н ы м и  парами соответственных элементов. 
Пусть эти пары точек обозначены буквами (черт. 124):

АА '  — В В '.
Установим прежде всего, что движения соответственных точек 

А и А ' должны быть п р о т и в о п о л о ж н о  н а п р а в л е н -  
н ы м и.



В  самом деле, если точка А движется, например, в направлении 
А А 'В ,  то при одинаковом направлении движения соответственной 
точки А '  мы пришли бы к противоречию. Противоречие заключается 
в том, что при движении точки А по отрезку А А '  (не содержащему 
точек В, В ' )  точка А'  описала бы отрезок А 'А  (содержащий точки
В, В ' ),  а следовательно, при прохождении точки А '  через В '  точка 
А не могла бы находиться в точке В.

А А’ В В1 .

Черт. 124.

Таким образом, убеждаемся в противоположности направлений 
движения соответственных точек.

На основании теоремы § 31 заключаем, что инволюционное 
соответствие является в этом случае г и п е р б о л и ч е с к и м  и 
имеет два двойных элемента.

3. Докажем следующую теорему о двойных элементах гипер
болической инволюции:

Двойные элементы гиперболической инволюции делят гармо
нически любую пару соответственных элементов. Пусть X  и Y  — 
двойные элементы инволюции, А, А ' — пара соответственных эле
ментов. Тогда имеем:

(XYAA ' )  = ( X Y A ’A).
С другой стороны, по свойству сложного отношения переста

новка букв одной пары изменяет значение сложного отношения 
на обратное:

(.X Y A A ' ) = --- !---.
(XYA'A)

Из двух написанных равенств получаем:

(XYA 'A )  = --- ----,
(XYA'A)

или
( X Y A 'A ) 2 = 1.

Отсюда следует, что сложное отношение (XYA 'A )  может иметь 
значения (+ 1) или (— 1). Но предположение ( X Y А'А )  = + 1 озна
чает, что точки А и А '  совпадают, что невозможно, так как в этом 
случае инволюция имела бы три двойные точки. Таким образом, 
остается:

( X Y A 'A )  = -  1,
г. е. пара двойных точек делит гармонически любую пару соот
ветственных точек.

На основании доказанной теоремы решается вопрос об о б щ е й 
г а р м о н и ч е с к о й  п а р е  для двух данных пар точек. Именно



гармоническом парой

мы докажем, что две данные пары точек А, А ' и В, В ' на прямой 
имеют общую гармоническую пару точек X , Y в том, и только 
в том, случае, когда данные пары не разделяют друг друга 
(А, А ' В ,  В ‘).

В самом деле, если имеем две пары точек А, А'  и В, В ' , причем 
А, А'  — В, В ' , то, как мы знаем, эти пары определяют гиперболи
ческую инволюцию. Пусть X  и Y  — двойные точки этой инволюции, 
тогда по доказанной выше теореме имеем:

{XYA A ' )  =  — 1, (.X Y B B ') = — 1.
Следовательно, точки X , Y  являются общей 
для данных пар А, А'  и В, В ' .

Предположим теперь, что данные пары разделяются:
А, А'  — В, В'.

Допустим далее, что данные пары точек имеют общую гармо
ническую пару. Обозначим точки этой последней буквами X  и У. 
Если точки X  и Y  рассматривать как двойные точки гиперболи
ческой инволюции, то последняя вполне определяется ими. Дей
ствительно, пары соответственных точек инволюции получаем как 
гармонически сопряженные относительно точек X  и Y. Среди этих 
пар точек имеются и данные пары А, А ‘ и В, В ' ,  так как они по 
предположению гармонически сопряжены относительно пары X  и Y. 
Но пары соответственных точек гиперболической инволюции не 
разделяют друг друга. Приходим к противоречию. Следовательно, 
допущение о существовании общей гармонической пары невозможно.

4 . Докажем еще следующую теорему:
Если имеем два инволюционных соответствия с общим носи

телем, из которых хотя бы одно эллиптическое, то  они всегда 
общую пару соответственных элементов.

Предположим, например, что мы 
имеем два инволюционных соответ
ствия в пучке прямых с центром S 
(черт. 125). Пусть прямой а одно соот
ветствие относит прямую а '. Мы обо
значим его буквой Г . Другое соответ
ствие относит прямой а прямую о,. 
Мы обозначим его буквой 1г Предпо
ложим, что инволюционное соответ
ствие 14 относит прямой а' прямую 
а / . Если прямая а/ совпадает с пря
мой а, то пара прямых а, а' оказы

вается, очевидно, общей парой обеих инволюций Г  и 14. Таким об
разом, общую пару данных инволюционных соответствий получаем 
при совпадении прямой а\ с прямой а. Но соответствие прямых 
а\ и а можно представить как произведение двух данных инволю
ционных соответствий I '-1,. В самом деле, инволюция Г относит 
прямой а прямую а', а инволюция Ij — прямой а прямую а[.

имеют



Обозначим соответствие прямых а и а' буквой V. Будем иметь:
V = Г-1,-

Как видно из вышеизложенного, вопрос сводится к выяснению 
существования двойных (совпавших) прямых в соответствии V. 
Возможны два случая:

1) Из двух данных инволюций Г  и Ь одна эллиптическая, 
а другая гиперболическая. Это значит, что соответствие прямых 
в одной из данных инволюций одинаково, а в другой противопо
ложно направленное. Следовательно, соответствие V противо
положно направленное. Поэтому имеем две двойные прямые, а 
именно, когда а =  а,' и а' =  а,.

2) Обе данные инволюции Г и 14 эллиптические. Тогда со
ответствие V одинаково направленное. Предположим, что пря
мой а в инволюции 14 соответствует прямая а(. Тогда пары а, а, 
и а', а[ как соответственные в эллиптической инволюции Ij дол
жны разделять одна другую:

а, а,— а\ а.,или , !’a, a  —av ау
С другой стороны, проективное соответствие V относит прямой 

а прямую а', а прямой а' — прямую1 оь
Будем вращать прямую а против стрелки часов до совпадения 

с прямой а', тогда прямая а\ как соответственная прямой а будет 
вращаться в том же направлении до совпадения с прямой аг 
Совпадение вращающихся прямых а и а\ должно произойти вну
три угла (aJ,aj), или угла2 (а, а ).

Совпавшие прямые определяют, как мы знаем, одну из пря
мых общей пары двух данных инволюций. Второй прямой явля
ется прямая а' (или a ]), соответствующая прямой а в инволюци
ях Г  и 1Ь

Заметим, что двух общих пар данные инволюции иметь не 
могут. В самом деле, две пары соответственных элементов опре
деляют единственную инволюцию. Следовательно, данные инво
люции оказались бы в этом случае тождественными.

§ 33. Вторая теорема Дезарга.
Рассмотрим полный четырехугольник K LM N  и прямую s 

(черт. 126).
Обозначим через А, А'; В, В ' и С, С' три пары точек пересе

чения прямой s с тремя парами противоположных сторон полно- 
ю четырехугольника KLM N.

1 Так как
Г  (а') =  a; ^(а) = ах.

2 В  зависимости от того, какой из этих углов находится внутри другого.



Так называемая в т о р а я  т е о р е м а  Д е з а р г а  утвержда
ет, что:

Три пары противоположных сторон полного четырехугольни
ка пересекают произвольную прямую s в трех парах точек, при
надлежащих одной и той же инволюции.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Три пары точек пересечения А, А'; В, В ' 
и С, С' определяют проективное соответствие на прямой s. Надо 
показать, что это проективное соответствие является инволюцией. 
Для этого достаточно убедиться в равенстве сложных отношений:

(А А ’ВС) = (А 'АВ 'С ) .

В самом деле, написанное равенство показывает, что точкам Л,
В, С соответствуют точки А', В ' ,  С', причем точки А, А '  соответ
ствуют друг другу взаимно.

Проектируем точки А, А',  В, С из центра К  на прямую LM.  
Будем иметь:

(А А 'В С ) = [ Р А 'ML).
Затем проектируем точки Р, А ' , М, L  из центра N  обратно на 

прямую s. Получим:
( Р А 'M L )  = (АА'С'В ' ) .

Но по свойству сложных отношений имеем:
(АА 'С 'В ' )  = (А 'АВ'С' ) .

Сравнивая написанные равенства, получаем:
(АА'ВС)  = (А 'АВ 'С' ) .

На основании принципа двойственности на плоскости можно 
формулировать теорему, двойственную второй теореме Дезарга: 

Три пары противоположных вершин полного четырехсторон
ника проектируются из произвольной точки плоскости тремя 
парами прямых, принадлежащих одной и той же инволюции 
(черт. 127).



Применим вторую теорему Дезарга д л я  п о с т р о е н и я  соот 
в е т с т в е н н ы х  э л е м е н т о в  з а д а н н о й  и н в о л юц и и .

Пусть на чертеже 128 задана эллиптическая инволюция двумя 
парами соответственных точек А, А ' и В, В '1. Пусть, кроме того, 
дана точка С. Требуется пост
роить соответственную ей в дан
ной инволюции точку С'.

Проводим через точки А и А ' 
пару произвольных прямых AN  
и A 'L  и пересекаем их третьей 
произвольной прямой CN , прохо
дящей через точку С. Точки 
пересечения обозначим соответ
ственно буквами N и L. Строим 
прямые B L  и B 'N  и находим 
их точки пересечения К  и М  
соответственно с прямыми AN  
и A'L .  Тогда прямая К М  пересе
кает прямую s в искомой точке С'.

В самом деле, имеем полный четырехугольник K L M N , одна пара 
противоположных сторон которого проходит через точки А, А ', дру
гая пара — через точки В , В ', а третья пара — через точки С, С' 
По теореме Дезарга третья пара точек С, С ’ является соответствеп-

к
Черт. 127.

Черт. 128.

ной в инволюции, определяемой двумя данными парами А, А ’ и В, В'. 
Важно отметить, что п о с т р о е н и е  в ы п о л н я е т с я  
о д н о й  л и н е й к о й .

§ 34. Центр инволюции. Геометрическая интерпретация.
В этом параграфе мы рассмотрим некоторые м е т р и ч е с к и е  

с войства инволюционных рядов и дадим их геометрическое при
менение.

1. Предположим, что инволюция точек на прямой и задана 
двумя парами А, А ' и В, В ' соответственных элементов. Обозначим

1 Мы рассмотрим случай эллиптической инволюции, имеющей особенно 
большое значение для дальнейшего.



через О несобственную точку прямой и. Точка О, соответствую
щая точке О „о в данной инволюции, называется ц е н т р о м  
и н в о л ю ц и и .

Найдем свойство соответственных элементов относительно цен
тра инволюции О.

Так как инволюция есть особый случай проективного соответ
ствия, то можем написать:

(АВОО„)  = (Л 'Я 'О .О ).
Раскрывая обе части этого равенства, получаем:

(ABO) _  (A 'B 'O J 
(АВОю) (А'В'О) ‘

Замечая, что (АВО  «,) = (A 'B 'O J )  = 1 (§25), придем к следую
щему равенству:

(АВО) = --- !---,
'  (А 'В ’О)

или
АО _  В'О 
ВО ~  А'О ’ 

что дает нам следующую формулу:
АО ■ А'О  = ВО ■ В ’О = k (const). (1)

Из этой формулы видим, что произведение расстояний двух со
ответственных точек до центра инволюции есть величина по
стоянная.

Предположим, что X  — двойная точка инволюции, в таком 
случае формула (1) дает:

ХО ■ ХО  = к,
или

(ХО)2 = к, ХО = ± V k .  (2)
Так выражается расстояние двойной точки до центра инволю

ции. В зависимости от того, будет ли
k >  0, k <  О

или
к = О,

расстояние ХО окажется действительным, мнимым или равным 
нулю.

Рассмотрим каждый из этих случаев.
1) к >  0. Имеем две действительные двойные точки X  и Y, 

расположенные по разные стороны от центра на расстояниях:

OX = + Y k ,  OY = — V k .

Следовательно, в рассматриваемом случае получим г и п е р 
б о л и ч е с к у ю  и н в о л ю ц и ю  с двумя двойными точками.



Так как произведение отрезков О А и О А '  положительно, то 
соответственные точки Л и Л ' всегда расположены по одну сто
рону от центра.

2) k <  0. Формула (2) показывает, что в этом случае рассто
яние ХО  мнимо, т. е. инволюционное соответствие не имеет 
двойных точек (или, иначе, имеет две мнимые двойные точки). 
Это э л л и п т и ч е с к а я  и н в о л ю ц и я .

Соответственные точки Л и Л ', как показывает формула (1), 
лежат по разные стороны от центра О.

3) к =  0. В этом случае имеем:
АО ■ А'О = 0,

т. е. по крайней мере один из двух отрезков АО и Л'О равен 
нулю. Одна из точек соответственной пары обязательно сов
падает с центром. Двойная точка также совпадает с центром 
инволюции. Этот исключительный случай инволюции можно рас
сматривать как предельный. Так как при этом инволюция имеет 
одну двойную точку (или две совпавшие), то она называется 
п а р а б о л и ч е с к о й .  В параболической инволюции центр соот
ветствует любой точке прямой. На этом основании параболиче
скую инволюцию иногда совершенно исключают из рассмотрения, 
как не отвечающую понятию о проективном соответствии. Мы 
считаем полезным сохранить этот исключительный случай, так 
как без него исследование геометрических образов не было бы 
свободно от исключений (см., например, об инволюции, образо
ванной на прямой пучком окружностей).

2. Г е о м е т р и ч е с к а я  и н т е р п р е т а ц и я .  Покажем, что 
инволюция на прямой может быть осуществлена с помощью пучка 
окружностей. Предположим, что на прямой и имеем инволюцию, 
заданную двумя парами соответственных точек Л, Л ' и В, В ’ 
(черт. 129).

Через точки Л, Л ' и через произвольную точку Р  (не лежа
щую на прямой и) проводим окружность (АА'Р) .  Вторую окруж
ность (В В 'Р )  проводим через точки В, В ' и точку Р. Обозначим 
вторую точку пересечения окружностей (АА 'Р )  и (В В ’Р ) буквой 
Q (точки Р  и Q могут в частном случае касания окружностей 
совпадать). Прямая PQ  является радикальной осью построенных 
окружностей. Точку пересечения ее с прямой и обозначим буквой О.
11етрудно убедиться в том, что точка О является центром инво
люции, заданной на прямой и парами Л, Л ' и В, В '.  В  самом де
ле, но свойству секущей имеем:

ОА • ОА' = ОР ■ OQ = ОВ ■ ОВ'  = к.

Отсюда и следует, что точка О является центром инволюции.
Пусть дана произвольная точка С на прямой и. Требуется 

построить точку С', соответственную С в инволюции. Проведем 
через точки С, Р  и Q окружность и обозначим вторую точку ее



пересечения с прямой и через С ' . Точка С' и является искомой 
соответственной точкой. Действительно, будем иметь:

ОС ■ ОС' =  ОР ■ OQ = k.
Таким образом, любая окружность, проходящая через точки 

Р  и Q, пересекает прямую и в соответственных точках инволю
ции (например, в точках С и С'). Совокупность всех окружностей, 
проходящих через точки Р  и Q, называется п у ч к о м  о к р у ж 
н о с т е й .  Как мы видели, прямая и пересекает пучок окружно

стей в парах точек данной инволюции. На чертеже 129 пучок 
окружностей образует на прямой и гиперболическую инволюцию, 
так как пары Л, Л ' и В, В '  не разделяют друг друга. По
смотрим, как построить двойные точки этой инволюции. Очевидно, 
двойную точку инволюции получим в том случае, когда окруж
ность пучка касается прямой и, так как при этом обе точки пе
ресечения окружности с прямой и сливаются в одну. Не забудем, 
что для двойных точек X  и Y  мы должны иметь:

О Х 2 — 0 Y 2 — k — ОР • 0Q.
Построим из точки О касательную ОТ к одному (любому) из 

кругов пучка окружностей. Тогда будем иметь:

ОТ2 = ОР ■ OQ = k.
Следовательно,

ОТ =  ОХ = OY.
Поэтому для построения двойных точек инволюции из цент

ра О описываем окружность радиусом ОТ, которая пересекает 
прямую и в искомых двойных точках X  и Y. Центры касающих
ся окружностей можно построить, проведя в точках X  и У пер



пендикуляры к прямой и и найдя точки их пересечения с лини
ей центров р пучка окружностей.

На чертеже 130 представлен случай эллиптической инволюции. 
Инволюция задана двумя разделенными парами А, А'  и В, В '  
(A, A '  -f- В, В ' ).  Центры Р  и Q пучка окружностей лежат по раз
ные стороны от прямой и. Последняя пересекает общую хорду 
PQ  всех окружностей пучка в точке О (центре инволюции).

Черт. 130.
Так как всякая окружность пучка PQ  пересекает прямую и, 

то не существует такого круга, который касался бы прямой и. 
Другими словами, эллиптическая инволюция не имеет двойных 
точек (или имеет две мнимые двойные точки).

Таким образом, как показало исследование, пучок окружно
стей дает в сечении с прямой, не пересекающей хорду PQ,  ги-

Черт. 131.

перболическую инволюцию. На прямой, пересекающей хорду PQ,  
пучок окружностей образует эллиптическую инволюцию.

Посмотрим, что представляет собой сечение пучка окружно
стей прямой, проходящей через одну из точек Р  или Q.

Предположим, например, что прямая и проходит через точку 
Q (черт. 131). Тогда одна точка пересечения любого круга пуч
ка PQ  совпадаете точкой Q. Поэтому любой точке А соответ-



ствует точка А', совпадающая с Q; точно так же точки В' , С ' .....
соответственные точкам В, С,..., совпадают с точкой Q. Наконец, 
эта точка является двойной, так как один из кругов пучка ка
сается прямой и в точке Q.

Таким образом, имеем тот исключительный случай, когда од
на точка (Q) соответствует всем остальным точкам прямой и. Мы 
назвали этот случай параболической инволюцией, так как такгя 
инволюция имеет одну двойную точку Q.

В заключение отметим, что осуществление инволюции на пря
мой при помощи пучка окружностей дает простой способ постро
ения соответственных точек инволюции. Так, на чертежах 129 
и 130 показано построение точки С', соответственной данной 
точке С в гиперболической и эллиптической инволюциях. Кроле 
того, имеем простой способ построения двойных точек X  и У 
гиперболической инволюции, а следовательно, способ решения 
задачи об общей гармонической паре точек для двух данных пар 
(см. об этом § 32).

§ 35. Проективное преобразование и инволюция 
в координатах.

1. Предположим, что имеем на прямой ОХ  четыре точки 
Му (Xi), М 2 (х2), М 3(х3), УИ4 (х4) (черт. 132). Найдем выражение 
сложного отношения (Му, М 2, М 3, М 4) этих четырех точек через 
их координаты хь х2, х3, xi . Будем иметь:

{ М  М  Л4 Л/1 ) __ (М 1М 2М 3) __ /У11М з Л11М 4 ___*3 x i  . x i x i
 ̂ 1 2 3 (A1jM2M.]) Л12М 3 : М 2М 4 х3 — х2 ' х1 — х2 '

или

(МуМ2М 3М ,) = * = * . :  . (1)
*2  —  Х3 *2  —  Х}

Эта формула дает выражение сложного отношения четырех 
точек, лежащих на прямой, через их координаты.

0__^ [lil 
к.

Черт. 132.

Подобным же образом можем определить сложное отношение 
четырех лучей пучка через их угловые коэффициенты. Принимая 
центр пучка за начало координат О, можем написать уравнения 
четырех его прямых т и т 2, т 3 и т 4 (черт. 133) в следующей 
форме:

у =  kyX, (ту)
у = k2x, ( т 2)
у = k3x, ( т 3)
у = ккх. ( т 4)



Отложим на оси ОХ от
резок ОЕI, равный едини
це длины (OE l = 1), и про
ведем через точку E t прямую, 
параллельную оси OY. Пред
положим, что эта прямая пе
ресекает четыре выбранных 
луча соответственно в точках 
М и M i, М 3 и М 4. Будем 
иметь:
(m1m2m3m4) = (М 1M 2M 3M i).

Сложное отношение четырех 
точек М и М г, М 3, М 4 можно 
выразить через их координаты 
на прямой Е^Мх. Эти
координаты мы найдем из уравнения четырех прямых, полагая в 
них х — 1. Будем иметь:
EyMi yj klt E tM 2 = у 2 = k2, Е }М 3 — у3 = k3, E iM i = у4 

Применяя формулу (1), получим:

У1 — Уз. У1 — У4 _  ki — kz ш — й4

к,.

(М ,М 2М 3М ,) =
• Уз  Уг —  у 4

Таким образом, для искомого сложного 
рех лучей будем иметь:

ko—k.

отношения четы-

(2)

2. Переходим к рассмотрению проективного соответствия 
в координатах. Предположим, что на прямой ОХ установлено 
проективное соответствие между точками М (х) и АГ (х') двух 
рядов (черт. 134).

Это соответствие может быть задано тремя парами соответст
венных точек. Пусть, например, точкам М х (xj), М 2 (х2) и М 3 (х3) 
первого ряда соответствуют точки М ' (*') , М ' (*2) и M'(x'J)

М!х) М  ( к )

Черт. 134.

второго. Тогда в силу инвариантности сложного отношения 
для каждой пары соответственных точек М (х) и М '  (х') обоих ря
дов можем написать:

(М ,М гМ 3М  ) = (М\ М 2М ЪМ '),



или, выражая правую и левую части через координаты по фор
муле (1), получим:

• ЛГ3 . хх — х _  Х1

х 2 х3 х 2 ■* х2 ---  *3  х 2 — х '

Это равенство можно представить в следующей форме:

*\ — *з

Х г —  X

Х2 ----  Х3

Обозначая первый множитель правой части через к, будем
иметь:

Х 2  —  х '  Х 2 —  X

Решая это уравнение относительно х", получим формулу:

' — ( — К )  * +  ~  XiX\)
(1  —  ) .)  X  +  ( Я * ,  —  х 2) 

которая может быть записана в более короткой форме так:

х' =  ^ ± L  . (3)
сх +  d

В этой формуле коэффициенты а, Ь, с и d  обозначают вели
чины, стоящие в скобках в предыдущей формуле и зависящие от ко
ординат данных точек М и М 2, Л43, М[, М'2, М'г  Таким обра
зом, координата х' точки М'  второго ряда представляет собой 
дробно-линейную функцию1 от координаты х точки М первого 
ряда.

Отсюда приходим к выводу, что
Проективное преобразование точки М  (х) первого ряда в точ

ку М ' (х') второго ряда выражается в координатах дробно-линей
ной функцией.

Нетрудно также убедиться в справедливости обратного пред
ложения:

Всякое преобразование точки М (х) в точку М '  (х') по формуле
а Ьах  +  Ь ,-------- (при условии, что

сх- \ -  d с d
т. е. не изменяет сложного отношения четырех точек прямой 

Оговорка относительно детерминанта ' а b

=f= 0) является проективным, 

гх точек прямой. 

необходима, так
с d

1 Так как она является  а л геб р а и ч еск о й  дробью , числитель и зн а м е
натель которой суть  многочлены  первой степени (линейны е ф ункции от х).



I a b Iкак при =  0 будем иметь ad — be =  О, или ad  =  be. Следова- 
I с d  |

тельно,
a b

T  =  - J  =  q
И

, ax 4 - b cx 4- d x =  — =  q —— =  q, 
cx +  d, cx +  a

т. e. координата x' не зависит от x.
Доказательство обратного предложения заключается в том, 

что четыре точки M j (Xj), М 2 (х2), М 3(х3), М 4(л:4) преобразуются 
в четыре соответственные точки М \ (х\), М'2(х'2), М'3(х'3) , М '(х ')

по формуле х ’ =  а х . Затем составляется сложное отношение
сх +  d

для той и другой четверки точек в координатах. Получающиеся 
выражения обнаруживают равенство обоих сложных отношений. 
Мы предоставляем читателю проделать встречающиеся при этом 
несложные выкладки самостоятельно.

Формулу проективного преобразования х' =  — 6 можно
сх +  d

написать в виде уравнения, правая часть которого есть нуль, а 
именно:

ехх' +  dx' — ах — b — 0 . (4)
Посмотрим, в каком случае это уравнение будет определять 

и н в о л ю ц и ю .
Пусть преобразование, выраженное написанным уравнением, 

инволюционно и пусть оно удовлетворяется некоторыми значени
ями координат х и х ' . В таком случае оно должно удовлетво
ряться при замене буквы х буквой х' и обратно. Это значит, что 
уравнение преобразования должно быть симметричным относи
тельно букв х и х ' . Последнее достигается в том случае, если 
d — — а.

Таким образом, для изображения в координатах инволюции 
на прямой имеем уравнение:

ехх' — а (х +  х') — b — 0, (4')
или формулу преобразования:

(5)
сх —  а

Разрешая последнюю формулу относительно х, получаем ана
логичную формулу:

х = ах'-± ± .  (50
сх'  —  а

Если мы хотим найти двойные элементы инволюции, то в урав
нении (4') надо положить х ’ =  х. Будем иметь:



Координаты двойных точек будут корнями этого квадратного 
уравнения.

Если дискриминант а 2 +  Ьс уравнения (6) положителен (а2 +  
+  Ьс >  0), то имеем две действительные двойные точки, т. е. г и- 
п е р б о л и ч е с к у ю  и н в о л ю ц и ю .  В случае отрицательного 
дискриминанта (а 2 +  Ьс <  0) координаты двойных точек мнимы, 
имеем э л л и п т и ч е с к у ю  и н в о л ю ц и ю .

Наконец, при равенстве дискриминанта нулю (а 2 +  Ьс =  0) на
ходим одну двойную точку с координатой —. Формула преобра-

с
зования (5) показывает, что в этом случае любая точка М (х) со
ответствует двойной точке. В самом деле, мы уже видели ранее, 
что в случае равенства нулю детерминанта преобразования (в дан
ном случае а Ь I =  — (а2 +  Ьс) =  0) будем иметь: 

с — а I
, ах =  q =  — 

с
для любого значения х.

Таким образом, мы приходим к п а р а б о л и ч е с к о й  и н в о- 
л ю ц и и, которая, как мы знаем (§ 34), обладает указанными 
свойствами.

Исследование проективного преобразования и инволюции для 
пучков можно провести аналогичным образом, применяя формулу 
(2), выражающую сложное отношение четырех лучей через их уг
ловые коэффициенты.

У П Р А Ж Н Е Н И Я .
1. К двум заданны м точкам Л и В построить точку М  так, чтобы

(АВМ)  =  —  2, -  1, -  -  , 0, i  , 1, 2.

2 .  У го л  (ab)  равен 120°.  П р я м ая  т дел ит  его  на два угла  (am)  и (Ьт),

отношение которых равно: — — , — 1 , 0 ,  +  1, +  —■ , + 5 .  Определить соответст-
3 4

вующ ее значение  (abm).
3. Д ан ы  точки А и В и точка М на прямой А В  (вне отрезка  АВ) .  Т ре  

б у ется  построить точку С, гармонически с о п р я ж е н н у ю  с точкой М  о т н о с и т ел ь 
но Л и В.  П р им ен ите  с  этой целью три метода (при помощи п олн ого  четы рех
у г о л ь н и к а ,  подобны х тр еугол ь н ик ов  и ок р у ж н о ст и ) .

4. Д а н ы  три прямые а, Ь, с о дного  пучка. П остроить четвертую прям ую ,  
гарм онически с о п р я ж е н н у ю  с прямой с.

5. Д ан ы  три паралл ельны е прямые а || Ь || с, являю щ иеся  лучами пучка  
с несобственным центром. П остроить  в этом пучке четвертый гармонический  
луч d.

6. Три точки несобственной прямой заданы как несобственные точки сто
рон д а н н о го  тр еу го л ь н и к а  A B C .  П остроить  на несобственной прямой четвер
тую  г арм они ч еск ую  точку.

7. Д а н  простой четы рехсторонник  abed  и прям ая g. Т р еб у е тся  на прямой  
g  построить четверку точек Л ,  В, С, D  так, чтобы ( A B C D ) = ( A   ̂В С ^  
где через Л х В к С ^ обозначены  несобственные точки данного  четы рех
сторонника.



8. Д ан ы  четыре точки прямой А, В, С, D,  с л е д у ю щ и е  на равных р а с с т о я 
ниях одна за д р у го й .  Вычислить все значения ,  которы е м о ж ет  иметь с л о ж н о е  
отнош ение этих четырех точек.

9 .  Н а  прямой даны  четыре точки А (0), В (5 ) ,  С (2) и D  (3). Н айти все  
значения с л о ж н о г о  отнош ения.

10. Д а н ы  три точки А (0), В (1),  С (—  2). П о л ь з у я с ь  методом коор ди н ат  
(§ 35) ,  определить четвертую точку D  при у с л о в и и ,  что

(.A B C D ) =  —  3.
11. Д а н ы  три точки прямой А (3) , В ( —  1), С ( —  2). Н айти четвертую

г арм они ч еск ую , приним ая  за с о п р я ж е н н у ю  точку: 1) А,  2) В,  3) С.
X

12. Д ан ы  четыре прямых пучка своими уравнениям и: у  — — , у  — х, у  =  3х

и у  — —  2х.  Н айти их с л о ж н о е  отнош ение.
13. О пределить  с л о ж н о е  отнош ение, которое о б р а з у ю т  оси п р я м о у г о л ь 

ной декартовой  системы коор ди н ат  с прямыми:

У =  у = | .

14. П о к а за т ь ,  что два проективны х ряда п ер ед ви ж е н и ем  по плоскости м о
гут быть приведены  в п ерспективное  р а с п о л о ж ен и е .

15. Т о  ж е  для  д в у х  проективны х пучков.
16. Т о  ж е  для  ряда  и п р о екти вн ог о  ему пучка.
17. П остроить  взаим но  п ер п ен д и к у л я р н ы е лучи д в у х  перспективны х п у ч 

ков. И с с л ед о в а т ь  з а д а ч у .
18. Д о к а з а т ь ,  что если три пары соответственны х прям ы х д в у х  п р о е к т и в 

ных пучков п ересекаю тся  под одним и тем ж е  углом , то и все  пары  соответ 
ственных прям ы х о б л а д а ю т  тем ж е  свойством.

19. Д ан ы  три пары соответственных точек д в у х  п р о ек т и вн ы х  рядов .  П о 
строить точку второго ряда , соответствую щ ую  несобственной  точке п ер вого  р я 
д а ,  и наоборот.

20 .  Д а н ы  три пары соответственны х точек д в у х  проективны х рядов . П о с т 
роить точки, соответствую щ ие общ ей точке обои х  р ядов , относя  ее  сперва к 
одному, а затем к д р у го м у  ряду .

2 1 .  Рассмотреть ан а ло ги ч н у ю  за д а ч у  д л я  пучков.
22 .  К а к о й  особенностью  о б л адаю т  два перспективны х р я да ,  если центр их 

п ерспективности я вл яется  несобственной точкой S ^ .
23 .  Соответствие д в у х  перспективны х п учков  с несобственными центрами  

•S’ м и S ’ о п р едел яется  д ву м я  парами соответственны х прям ы х а |] Ь и а' || Ь'.
11остроить п р ям ую  с пучка S  ^ , соотв етс тв ен ную  д анн ой  прям ой с' пучка S  к

24 .  Н а  прямой задана г и п ер боли ч еск ая  инволю ц и я  двум я  парами точек  
Л, А'  и В, В' (Л , А ' ~ В ,  В').  П остроить  (при помощи одной  л инейки)  точку С ’\  
соответственную точке С.

25 .  Д а н а  гиперболическая  инволю ц и я  д ву м я  парами соответственны х п р я
мых пучка а, а' ~ Ь ,  Ь ' . П остроить двойны е прямые пучка.

26 .  М ож н о  ли рассматривать пары симметричных точек прям ой (о тн оси 
тельно ф и ксированной  точки) как инволюцию? К аковы  особенности  такой ин-  
иолюции?

27 .  З а д а й т е  элл ип тич ескую  (ги п ер боли ч еск ую )  инволю цию  на несобствен
ной прямой.

28 .  П усть  имеем три пары соответственны х точек инволю ции А , А ' ;  В, В'  
н С ,С'. Д о к а ж и т е ,  что

(ABC' )  (В С А ') (CAB' )  =  1.
2х —  1

29 .  П роек ти вное  п рео б р а зо ва н и е  на оси О Х  зад а н о  уравнением  х ' = ----------#
х “j— 3

I рсбуется  найти точки, соотв етс тв ую щ и е  н ачалу коор ди н ат  и несобственной
ючке.

30. И н вол ю ци я  на прямой задан а  уравн ен и ем  хх  =  1. П о к а за ть ,  что эта 
инволюция гип ер боли ч еск ая ,  и найти ее  двойны е точки и центр.



Г Л А В А  Ч Е Т В Е Р Т А Я

П РО ЕКТИ ВН А Я  ТЕОРИЯ КРИ ВЫ Х  
ВТОРОГО П О РЯ Д К А

§ 36. Ряды второго порядка.

Говоря о формах первой ступени, мы рассмотрели прямоли
нейный ряд точек, который мы теперь будем называть р я д о м  
п е р в о г о  п о р я д к а .  Двойственную форму первой ступени — пу
чок прямых—будем называть п у ч к о м  п е р в о г о  п о р я д к а .

Как будет далее показано, с помощью двух проективных пуч
ков первого порядка можно образовать р я д  т о ч е к  в т о р о г о

п о р я д к а .  Двойственной формой явится пучок прямых второго 
порядка, который можно образовать с помощью двух проектив
ных рядов первого порядка.

Предположим, что мы имеем два проективных пучка S t и S 2 
первого порядка (черт. 135):

•Sj (^1, Ь 1, Cl, •••) Д S 2 2̂* 2̂» •••)•

Обозначим буквой А точку пересечения соответственных пря
мых й! и а2 проективных пучков Будем иметь:

«1 X а2 =  А
и аналогично

Ь , Х  Ь2 =  В,
Ci X с2 =  С,



Рассмотрим геометрическое место точек А , В , С, ... пересече
ния пар соответственных прямых данных пучков. Это геометри
ческое место точек называется р я д о м  т о ч е к  в т о р о г о  
п о р я д к а .

Докажем следующее свойство рядов второго порядка:
Произвольная прямая не может иметь более двух точек, при

надлежащих данному ряду второго порядка.
Пусть дана прямая т (черт. 135). Пучок S 1( пересекая пря

мую т, дает на ней перспективный ряд точек: А у, В у, Су, ... . П у
чок S 2 дает в пересечении с прямой т перспективный ему ряд 
точек: А 2, В 2, С2, ... . Так как пучки S i h S 2 проективны, то и об
разованные ими на прямой т ряды также проективны:

(Ay, By, ,Су, ...) д  (А2, Во, С2, ...)•

Таким образом, на прямой т  имеем два проективных ряда 
точек. Два проективных ряда с общим носителем не могут 
иметь более двух двойных точек, так как если они имеют их 
три, то данные ряды совпадают (§ 27)1. Предположим, что точка 
X является двойной, т. е. оба соответственных луча Ху и х2 пе
ресекают прямую т в точке X. Но тогда X является точкой р я 
да второго порядка. Следовательно, каждая двойная точка про
ективных рядов на носителе т  является вместе с тем точкой 
ряда второго порядка. Легко видеть, что и, обратно, всякая точ 
ка ряда второго порядка, лежащая на прямой т,  является двой
ной точкой рассматриваемых проективных рядов, так как через 
нее проходят оба соответственных луча пучков Sy и S 2.

Но, как уже было сказано, двойных точек не может быть 
более двух, поэтому на прямой т не может быть более двух то
чек ряда второго порядка. Теорема доказана.

Следовательно, ряд второго порядка представляет собой гео
метрическое место точек, имеющее с произвольной прямой не бо
лее двух точек пересечения.

Это свойство и послужило основанием называть полученное 
геометрическое место р я д о м  в т о р о г о  п о р я д к а  или к р и 
в о й  в т о р о г о  п о р я д к а 2.

Рассмотрим частный случай двух проективных пучков, а имен
но предположим, что эти п у ч к и  п е р с п е к т и в н ы :

Si (Qi> by. Су, ...) д S 2 (а2, Ь2, с2, ...).
Обозначим буквой s ось перспективности пучков S i и S 2 

(черт. 136). Тогда прямая s является геометрическим местом точек

1 В этом случае  пучки и S 2 не то льк о  проективны, но и перспективны 
(с осью перспективности т).  С лу чай ,  когда пучок S ,  Я п учку  S 2, будет р а с 
смотрен ниже.

2 Н и ж е  убедимся, что образованные с помощью пучков кривы е 2-го п о р я д 
ка тождественны с кривы ми, известными читателю из ку р са  анали тической  
геометрии.



пересечения пар соответственных прямых данных пучков, сле
довательно, прямая s входит в этом случае в состав ряда 
второго порядка. Рассмотрим далее общую прямую t обоих пуч
ков. Предположим, что прямая t пересекает ось перспективности 
s в точке Т . В таком случае прямой S ,T  =  t первого пучка со
ответствует прямая S 2T  =  t второго пучка (общая прямая сама 
себе соответствует), а следовательно, каждая точка общей пря
мой t принадлежит как прямой S 4T , так и прямой S 27 \ т. е. яв
ляется общей точкой пары соответственных прямых. Поэтому 
двойная прямая t также должна быть включена в состав ряда 
второго порядка.

Поэтому приходим к выводу, что
Ряд второго порядка, образованный двумя перспективными 

пучками S , и S 2, состоит из двух рядов первого порядка, а имен
но оси перспективности s и общей прямой двух данных пучков t.

Короче, ряд второго порядка распадается в данном случае 
на два ряда первого порядка.

Вернемся к общему случаю. Рассмотрим ряд (или кривую) 
второго порядка, образованный с помощью двух проективных пуч
ков S i и S 2 (черт. 137). Общую прямую этих пучков можно рас
смотреть как прямую первого пучка, обозначая ее через р 4. 
Тогда ей соответствует во втором пучке некоторая прямая р г. 
Считая общую прямую данных пучков прямой q2 второго пучка, 
получим соответствующую ей прямую q t первого пучка.

Самые центры S t и S 2, очевидно, принадлежат к ряду второ
го порядка, так как они являются точками пересечения пар со
ответственных прямых:

5 1  =  <7i X  <7г.

5 2 =  р  i X  Pi-

Будем называть прямую р 2 к а с а т е л ь н о й  к ряду второго 
порядка в точке S 2, а прямую q t — к а с а т е л ь н о й  в точке S v

Покажем далее, что данное здесь определение касательной 
в центре пучка (S i h S 2) совпадает с обычным определением ка-



сательной как предельного положения секущей. В самом деле, 
предположим, что произвольная прямая ау пучка S j (черт. 137) 
вращается в определенном направлении, описывая пучок. Если 
прямая а , стремится при этом к совпадению с прямой ру =  SyS2, 
то точка А описывает кривую второго порядка, стремясь к сов
падению с точкой S2- В то же время соответственная прямая 
а2 =  S 2/l также вращается в определенном направлении, стремясь 
к совпадению с касательной прямой р2. Поэтому касательная р 2 
является предельным положением вращающейся секущей а2, в то 
время как вторая точка пересечения А стремится к совпадению 
с первой точкой S 2. Центр пучка S 2 является, таким образом, 
т о ч к о й  п р и к о с н о в е н и я  касательной р2. Аналогично 
центр пучка является точкой прикосновения касательной qy.

§ 37. Пучки второго порядка.

1. Формой, двойственной ряду второго порядка, является п у- 
ч о к  в т о р о г о  п о р я д к а .  Применяя принцип двойственности 
на плоскости, можно было бы сформулировать свойства пучков вто
рого порядка как соответственные установленным в предыдущем 
параграфе свойствам рядов второго порядка.

Считаясь с трудностью самостоятельного применения двойст
венной схемы для не привыкшего еще к этому методу читателя 
и необходимостью основательно изучить его, мы приводим здесь, 
по крайней мере на первых порах, все рассуждения полностью.

Пучок второго порядка можно образовать при помощи двух 
проективных рядов первого порядка. Предположим, что мы имеем 
два проективных ряда первого порядка s t и s2, проективное соот
ветствие которых установлено тремя парами соответственных то
ч е к ^  (А у, В у, Су, . . . ) д s2 (А2, В 2, С2,...). Каждая пара соответствен
ных точек определяет прямую:

А \ А 2 == а, ВуВ 2  == Ь, СуС2 == с, ... .

Рассмотрим геометрическое место прямых а, Ь, с, . . . ,  опреде
ляемых парами соответственных точек данных проективных р я 
дов s ( и s2. Это геометрическое место называется п у ч к о м  п р я 
м ы х  в т о р о г о  п о р я д к а .

Докажем следующее свойство пучков второго порядка:
Через произвольную точку плоскости может проходить не бо

лее двух прямых пучка второго порядка.
Пусть М  — произвольная точка плоскости (черт. 138). Будем 

проектировать из М  ряды Sj и s2. Получим два пучка:
М  (ay, by, Су,...) д  М (а2, Ь2, с2, ... ).

Эти пучки, очевидно, проективны, так как они соответственно 
перспективны двум проективным рядам s, и s2. Таким образом, 
получаем два проективных пучка с общим центром М . Предполо-



жим, что х является двойной прямой этих пучков. Тогда точки 
пересечения и Х 2 прямой х  с носителями и s2 являются 
соответственными точками данных проективных рядов. Следова
тельно, прямая х принадлежит пучку второго порядка. Обратно, 
если прямая х, проходящая через точку М , принадлежит пучку 
второго порядка, то она определяет пару соответственных прямых 
MX-i  и М Х 2 в проективных пучках первого порядка с центром М.  
Так как прямые M X t и М Х 2 совпадают, то прямая х  является 
двойной прямой пучков первого порядка с общим носителем М.  
Итак, установлено, что каждая прямая пучка второго порядка,

X"

проходящая через М ,  есть двойная прямая двух рассматривае
мых пучков первого порядка. Но пучки не могут иметь более 
двух двойных прямых, следовательно, через точку М не может 
проходить более двух прямых, принадлежащих пучку второго по
рядка (ч. т. д.).

Доказанное свойство дает основание называть рассмотренное 
геометрическое место прямых п у ч к о м  в т о р о г о  п о р я д к а .

2. Рассмотрим частный случай двух проективных рядов Sx и s2, 
а именно когда эти ряды перспективны:

Si {Аи В lt Cj, ...) х  s2 (А2, В 2, Сг, ... ).
Обозначим через S центр перспективности данных рядов s t 

и s2 (черт. 139). Общая точка Т  этих рядов сама себе соответ
ствует, поэтому любая прямая и,  проходящая через точку Т,  со
держит пару соответственных точек рядов s t и s2, т. е. точку Т.  
Следовательно, прямая и должна входить в состав пучка второ



го порядка. Теперь ясно, что в данном случае пучок второго по
рядка состоит из двух пучков первого порядка: пучка с центром 
S,  все лучи которого принадлежат пучку второго порядка как 
соединяющие пары ссответственных точек, и пучка с центром Т,  
все лучи которого (например, и) также входят в состав пучка 
второго порядка. Итак,

Пучок второго порядка, образованный двумя перспективными 
рядами Sj и s2, состоит из двух пучков первого порядка, а имен
но пучков с центрами в центре перспективности S u e  общей 
точке двух данных рядов Т.

Короче, пучок второго порядка распадается в данном случае 
па два пучка первого порядка: пучок S и пучок Т.

Возвращаемся к рассмотрению общего случая. Предположим, 
что общей точке проективных рядов (черт. 140), как точке P t 
первого ряда, соответствует на прямой s2 точка Р 2 второго ряда.

Общей точке рядов, как точке Q2 второго ряда, пусть соответ
ствует на прямой s, точка Q t первого ряда.

Заметим прежде всего, что прямые и s2 входят в состав 
пучка второго порядка. В самом деле, их можно рассматривать 
как прямые, соединяющие пары соответственных точек:

Точку Qj назовем т о ч к о й  п р и к о с н о в е н и я  п р я 
мо й  s4, а точку Р 2 — т о ч к о й  п р и к о с н о в е н и я  п р я 
м о й  s2. Исследуем геометрический смысл этих понятий.

Рассмотрим пару соответственных точек А л и А 2 проективных 
рядов. Прямую, проходящую через пару A i h A 2, обозначим бук
вой а. Предположим, что точка A t перемещается по прямой s b 
описывая ряд s 4 в определенном направлении. Соответственная 
точка А 2 опишет при этом ряд s2 также в определенном направ
лении. Наконец, прямая а опишет пучок второго порядка. Если

Черт. 139. Черт. 140.

s i =  Q1Q21 s2 =  Р  1^2-



точка А , стремится к совпадению с точкой P lt тогда точка А 2 
стремится к совпадению с Р 2, а прямая а — к совпадению с пря
мой s2.

Следовательно, можем сказать, что точка прикосновения Р 2 
является предельным положением точки А 2 пересечения движу
щейся прямой а пучка второго порядка с неподвижной прямой s2. 
Аналогичное геометрическое толкование может быть дано и точ
ке прикосновения на прямой Sj.

§ 38. Основная теорема для рядов и пучков 
второго порядка.

1. При образовании ряда второго порядка с помощью проек
тивных пучков (Si) и (S2) роль центров этих пучков 5 ! и 5 2 от
личалась от роли всех остальных точек ряда второго порядка. 
Покажем теперь, что этого отличия на самом деле нет и что 
любая точка ряда второго порядка может служить центром одного 
из образующихся пучков. С этой целью докажем следующую фун

даментальную теорему:
Точки ряда второго порядка проекти

руются из любых двух точек этого ряда 
двумя проективными пучками.

Пусть ряд второго порядка образован 
двумя проективными пучками с центрами 
в точках S i и S 2 (черт. 141). Эти пучки 
будем называть «образующими» (ряд вто
рого порядка). Пусть А , В, С, D — четыре 
произвольные точки ряда второго порядка. 
Тогда прямые S tC и S 2C являются соответ
ственными в проективных пучках S j и S 2, 

образующих данный ряд второго порядка. Если точка С описы
вает этот ряд, то соответственные лучи S jC  и S2C описывают обра
зующие пучки. Обозначим через Х х точку пересечения луча S 4C 
с прямой A D  и через Х 2 — точку пересечения луча S 2C  с прямой 
BD. Тогда луч S iC  опишет на прямой A D  перспективный ряд 
первого порядка (X t) (точка пересечения Х х перемещается по пря
мой A D ), а луч S 2C опишет на прямой BD  перспективный ряд 
первого порядка (Х2) (точка пересечения Х 2 перемещается по пря
мой BD).  Следовательно, можем написать:

пучок ряду (X,).

пучок S 2 (SoC) 7  ряду (Х2).

Отсюда заключаем, что



Общим элементом этих рядов является точка D . Так как лу
чу SjD  соответствует луч S 2 D , то точка D  сама себе соответст
вует. Следовательно, ряды (Х 4) и (Х2) перспективны:

ряд (Х 4) х  ряду (Х2).
Найдем центр перспективности этих рядов. Так как лучу S tA 

соответствует луч 5 2Л , то точке А первого ряда соответствует 
точка Л 2второго(Л 2 =  BD  X  5 2Л). С другой стороны, лучу S jB  со
ответствует луч S 2B. Поэтому точке В 4 первого ряда (В 4 =  A D  X 
X S 4В) соответствует точка В второго. Центр перспективности 
определяется как точка М  пересечения прямых Л Л 2 и В В Р т. е.

М  =  S yB X  s 2a .
Прямая Xi Xo,  соединяющая две соответственные точки пер

спективных рядов, должна проходить через их центр М  перспек
тивности. Следовательно, три точки Х и Х 2 и М  лежат на одной 
прямой. При этом отметим, что положение центра перспективности 
М зависит только от четырех точек S 1( S 2, А я В и не зависит 
от положения точек С и D.

Рассмотрим теперь два пучка с центрами в точках Л и В. 
Соответственными лучами этих пучков будем считать прямые, 
проектирующие точки данного ряда второго порядка, например 
прямые A D  и BD.  Докажем, что эти пучки проективны. Закрепим 
неподвижно точку С и будем теперь перемещать точку D.  Если точ
ка D  описывает данный ряд второго порядка, то лучи A D  и BD об
разуют соответственно на прямых CSj и CS2 ряды (Х х) и (Х2) 
первого порядка. При этом

ряд (X 4) х  пучку Л (AD),
ряд (Х2) тг пучку В (BD ) \

Но прямая X jX 2 всегда проходит через точку М,  положение 
которой не зависит от движущейся точки D.  Поэтому ряды (Х 4) 
и (Х2) на прямых CSi и CS2 перспективны, а проектирующие их 
пучки проективны, т. е.

пучок Л (A D ) а  пучку В (B D ).
Так как центры этих пучков Л и В — произвольные точки 

данного ряда второго порядка, то теорема доказана. Любые две 
точки ряда второго порядка могут быть выбраны в качестве 
центров образующих пучков.

Из основной теоремы можно вывести весьма важные след
ствия.

С л е д с т в и е  1. Так как каждая точка Л ряда второго по
рядка является центром одного из двух образующих пучков (цент-

1 Следует  обратить внимание на то, что на этот раз  ряды  Х х и Х 2 рас
положены соответственно на носителях CSX и C S2, в то время к ак  в первой 
части доказательства  р ассм атривали сь  ряды  на прям ы х A D  и BD.



Черт. 142.

ром второго может быть любая другая точка 
ряда второго порядка), то можем сказать, что 
каждая точка А имеет (единственную) каса
тельную, для которой она является точкой 
прикосновения (см. § 36).

С л е д с т в и е  2. Ряд второго порядка 
вполне определяется любыми своими пячью 
точками.

Пусть, например, даны пять точек ряда вто
рого порядка: А , В, С, D , Е (черт. 142). Тогда 
две (любые) из них можем принять за цен

тры образующих пучков. Пусть выбраны точки А я В . Тог
да проективное соответствие образующих пучков Л и В опреде
ляется тремя парами соответственных лучей, а именно:

А (AC, AD,  А Е ) д  В (ВС, BD,  BE).

Пучки А п  В образуют искомый ряд точек второго порядка, 
проходящий через заданные точки А,  В,  С, D,  Е.

2. Переходим к п у ч к а м  в т о р о г о  п о р я д к а .  В силу 
принципа двойственности на плоскости для пучков второго порядка 
должна иметь место теорема, двойственная доказанной выше ос
новной теореме о рядах второго порядка:

Прямые пучка второго порядка пересекают две какие-либо 
прямые этого пучка по двум проективным рядам точек.

Теорема эта является настолько важной для теории пучков 
второго порядка, что будет полезно провести рассуждения пол
ностью и дать к теореме чертеж.

Пусть пучок второго порядка образован двумя проективными 
рядами на прямых Sj и s2. Пусть, кроме того, а, Ь, с, d — четыре



произвольные прямые пучка второго порядка (черт. 143). Тогда 
точки С х и С2 являются соответственными в проективных рядах 
s 4 и s2. Если прямая с описывает данный пучок второго порядка, 
то точки С 4 и С2 описывают образующие ряды s t и s2.

Обозначим через А точку пересечения прямой -а с прямой d 
и через В — точку пересечения прямой b с прямой d. Будем счи
тать прямые s b s2, a, b, d неподвижными (фиксированными), 
а прямую с — описывающей пучок второго порядка. Тогда полу
чим два проективных пучка первого порядка с центрами А и В, 
соответственными лучами которых являются прямые Л С 4 =  x t и 
ВС2 == х2.

В самом деле, ряды (Cj) и (С2) на прямых St и s2 проективны 
как образующие. Пучок A ( A C t) перспективен ряду (С 4); пучок 
В (ВС2) перспективен ряду (С2). Поэтому имеем:

пучок A (Xi) д  пучку В (х2).

Докажем, что эти пучки перспективны. С этой целью рассмот
рим их общий элемент — прямую d. Если прямая с совпадает 
с прямой d,  то точка совпадает с точкой D u а точка С2 — сточ
кой D 2. Поэтому лучу A D i  соответствует луч B D 2. Другими сло
вами, если луч Xi совпадает с d, то и луч х2 совпадает с d. 
Прямая d  сама себе соответствует. Отсюда и заключаем о пер
спективности пучков:

пучок A (jcj) х  пучку В (х2).

Найдем ось перспективности этих пучков. Если прямая с сов
падает с прямой а, то она дает пару соответственных точек A t 
и А 2 образующих рядов. Поэтому лучу A A i  =  a  соответствует 
луч В А 2. Эти лучи пересекаются в точке А 2:

А А  j X  В А 2 =  А 2.

При совпадении прямой с с прямой b получаем пару точек В , 
и В 2, соответственных в проективных рядах s t и s2.

Тогда лучу А В У пучка А соответствует луч В В 2 ^  b пучка В.  
Эти лучи пересекаются в точке B t :

А В  j X  ВВ2 =  В j.

Таким образом, осью перспективности является прямая A 2B t =
т.  На этой прямой должна лежать точка пересечения X  всякой 

пары соответственных лучей x t и х2 пучков А  и В.  Заметим, 
что ось перспективности т зависит лишь от четырех прямых s lt 
s2, а, b и не зависит от положения прямых e n d .  Если поэтому 
мы, закрепив прямые Si, s2, а, b и с, стали бы перемещать пря
мую d,  описывающую данный пучок второго порядка, то точка X  
пересечения прямых =  Xi и ВС2= х 2 должна по доказанному



леж ать, на прямой т.  Рассмотрим теперь те два ряда точек пер
вого порядка, которые образует на неподвижных прямых а и b 
движущаяся прямая d. Прямая d  пересекает прямые а и Ь со
ответственно в точках А и В.  Рассмотрим ряды (Л) и (В). Не
трудно убедиться в том, что эти ряды проективны. В са
мом деле, ряд (Л) перспективен пучку С 4 (jtj), а ряд (В) пер
спективен пучку С2 (х2). Но пучки (xj) и С2 (х2) перспективны 
с осью перспективности т.  Поэтому ряды (Л) и (В) проективны. 
Так как а и b — две произвольные прямые данного пучка второго 
порядка, то теорема доказана. Из нее вытекают следующие свой

ства пучков второго по
рядка.

С л е д с т в и е  1. Лю
бая прямая а пучка вто
рого порядка может быть 
выбрана в качестве носи
теля образующего ряда 
(причем вторым носите
лем является какая-либо 

-е другая прямая b пучка). 
6 Поэтому каждая прямая 

пучка второго порядка 
имеет точку прикосно
вения (§ 37). Если рас
смотрим геометрическое 
место точек прикоснове
ния, то получим кривую, 
которая является о г и- 
б а ю щ е й  данного пучка 

Ч е р т .  144.  прямых второго порядка.
Прямые пучка являются 

к а с а т е л ь н ы м и  к этой кривой. Последнюю называют также 
кривой в т о р о г о  к л а с с а ,  так как через каждую точку плоско
сти проходит не более двух касательных к кривой (иначе, не 
более двух прямых пучка второго порядка).

С л е д с т в и е  2. Пучок второго порядка вполне определяется 
пятью заданными прямыми a , b , c , d , e .  В самом деле, две из 
этих прямых, -например прямые а и Ь, можно выбрать в качест
ве носителей образующих рядов. Тогда три остальные прямые
с, d и е определяют проективное соответствие этих рядов 
(черт. 144). Именно имеем три пары соответственных точек1:

а [(ас), (ad), (ае)] д  b[(bc), (bd), (be)].

Пучок второго порядка, определяемый проективными рядами 
а и Ь, содержит пять заданных прямых (а, Ь, с, d, е).

1 Н а чертеже 144 эти точки обозначены через (ас), (ad), (ае) и (Ьс), 
( b d ) ,  (be).



§ 39. Теорема Паскаля.

1. При выводе основной теоремы (§ 38) мы получили в ходе 
доказательства некоторые свойства ряда второго порядка (а также 
и пучка второго порядка), заслуживающие отдельного изучения.

Возвращаясь к чертежу 141, заметим, что шесть заданных то
чек ряда второго порядка (или кривой второго порядка) можно 
рассматривать как вершины шестиугольника, вписанного в данную 
кривую второго порядка. Именно имеем шестиугольник S iC S 2A D B  
(черт. 141 и 145). Будем называть (черт. 145) п р о т и в о п о л о ж 
н ы м и  такие две стороны шес
тиугольника, которые в замкну
той последовательности сторон 
шестиугольника отделены оди
наковым числом сторон (а имен
но двумя) при обходе их как 
в одном (прямом), так и в другом 
(обратном) порядке. Таковы пары 
сторон:
S tC и A D , CS2 и D B , S 2A и  B S t. ЧеРт- 145-

Точки пересечения пар противоположных сторон обозначены 
на чертеже 145 (так же, как и на черт. 141) буквами Х ь Х 2 и 
М,  а именно:

S tC х  a d  = Х и CS2 X  DB — Х 2, S 2A х  BSi  =  м .

В процессе доказательства основной теоремы (§ 38) было об
наружено, что, как бы ни были выбраны вершины шестиуголь
ника S iC S 2A D B  на кривой второго порядка, три точки пересече
ния пар противоположных сторон X lt Х 2 и М лежат на одной 
прямой. Это замечательное свойство шестиугольника, вписанного 
в кривую второго порядка, носит название т е о р е м ы  П а с к а -  
л я, по имени открывшего его знаменитого французского мате
матика1.

Теорема Паскаля может быть сформулирована следующим об
разом:

Во всяком шестиугольнике, вершины которого принадлежат 
ряду второго порядка, три точки пересечения противоположных 
чпорон лежат на одной прямой ( п р я м а я  П а с к а л я ) .

Мы знаем, что уже пять точек вполне определяют кривую 
шорого порядка. Поэтому шесть вершин вписанного шестиуголь
ника должны быть связаны некоторой зависимостью, которая 
и ныражается в проективной форме теоремой Паскаля. Если пять 
ючск (вершин) будем считать заданными и определяющими кри- 
ную второго порядка, то шестая точка (вершина) должна удов
летворять теореме Паскаля. Поэтому последнюю можно рассмат-

1 См. исторический очерк,  стр. 351.



ривать как своего рода «проективный эквивалент» уравнения 
кривой второго порядка.

Легко убедиться также в справедливости обратной теоремы 
Паскаля, которую можно сформулировать следующим образом:

Если три точки пересечения противоположных сторон ше
стиугольника лежат на одной прямой, то его шесть вершин 
принадлежат одному и тому же ряду второго порядка.

Доказательство этой теоремы можно провести, пользуясь чер
тежом 145. В самом деле, рассмотрим шестиугольник A D B S iC S 2, 
противоположные стороны которого пересекаются в точках X  ь 
М , Х 2, лежащих на одной прямой. Пять вершин этого шести
угольника A , D , В, С определяют ряд второго порядка, ко

торому они принадлежат. Пред
положим, что сторона CS2 дан
ного шестиугольника пересе
кается с упомянутым рядом 
второго порядка в точке S 2 (кроме 
точки С). Тогда мы будем иметь 
шестиугольник /ID B SjC Sj, впи
санный в кривую второго по- 

Ь рядка. Применяя к нему прямую 
Ч ерт. 146. теорему Паскаля, находим, что

сторона S24 должна проходить 
через точку М . Следовательно, эта сторона совпадает с прямой 
М А , а точка S'2 — сточкой S 2.

2 . Теорема Паскаля позволяет по пяти данным точкам кри
вой второго порядка построить сколько угодно новых точек 
той же кривой.

П о с т р о е н и е .  Пусть даны пять точек S i, С, S 2, A , D  кри
вой второго порядка [мы оставляем за ними прежние обозначе
ния для облегчения чтения чертежа (черт. 146)].

Считая эти точки вершинами вписанного в кривую шестиуголь
ника Паскаля, можем провести стороны Si C,  CS2, S 24  и A D  
этого шестиугольника. Недостает тех двух сторон шестиугольника, 
которые проходят через шестую вершину. Эту шестую вершину 
В мы и будем строить, причем для определенности задачи будем 
искать ее на произвольно выбранной прямой, проходящей через 
вершину D. Эта прямая b пересекает один раз кривую второго 
порядка в точке D. Будем искать вторую точку пересечения ее 
с кривой, которую обозначим буквой В 1. Другими словами, пря
мая b является стороной шестиугольника и может быть приме
нена для построения прямой Паскаля. Имеем две точки этой 
прямой:

X i  =  S iC  X  A D , Х 2 =  CS2 X  b.

1 В самом д ел е ,  вы бирая точки D  и S t в качестве центров  о б р а з у ю щ и х  
пучков , найдем в п учке  S t л у ч З ^ ,  соответствую щ ий л у ч у  Ь. Т огда  точка В  
п ересечения  соответственны х л учей  Ь и S^B я вляется  иском ой.

О



Следовательно, прямая Паскаля Х хХ 2 построена и пересекает 
сторону 5 2Л третьей пары противоположных сторон в точке М.  
Но тогда прямая S jM  является второй стороной этой пары и оп
ределяет искомую вершину В:

В — S i M  X  b.

Таким образом, можем построить сколько угодно точек кри
вой второго порядка, вращая прямую Ь вокруг вершины D.

3, Рассмотрим теперь вопрос о том, сколько различных пря
мых П аскаля определяют шесть данных точек кривой второго по
рядка. Предположим, что Л , В,  С, D,  Е,  F—  шесть произвольных 
точек кривой, второго порядка. Соединяя эти шесть точек в опре
деленном порядке, получим вписанный в кривую шестиугольник 
Паскаля. Изменяя порядок соединения вершин, получим новый 
шестиугольник и т. д. Следо
вательно, надо подсчитать С ___ Р
число различных шестиуголь- ^  Д -----------
ников, имеющих вершинами р__ /  у / / •
данные точки А , В , С, D , Е, F. /
Число различных перестано- 
вок из шести элементов равно: _
Р 6=  1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 . Однако  ̂ q  g F  ^
при этом подсчете каждый
ш естиугольник, очевидно, со- Ч ерт. 147.
считан шесть раз (начиная
с каждой из его вершин, например ABCDEF,  BCD E F A , ...). Кроме 
того, каждый шестиугольник сосчитан дважды, так как он может 
быть получен двумя противоположными порядками обхода вершин 
(например, A B C D E F , FEDCBA) .  Поэтому число различных шести
угольников Паскаля равно: —!—Р 6 =  60. Каждому из них соответ-

2*6
ствует своя прямая Паскаля. Таким образом, будем иметь 60 пря
мых Паскаля, определяемых шестью данными точками кривой 
второго порядка.

4 . К о н ф и г у р а ц и я  П а с к а л  я— П а п п а. Рассмотрим тео
рему Паскаля в том частном случае, когда кривая второго поряд
ка распадается на пару прямых. Пусть А,  В,  С,  D,  Е,  F — шесть 
вершин шестиугольника Паскаля, расположенных по три на данных 
прямых р  и q, которые мы рассматриваем как распавшуюся кривую 
второго порядка (черт. 147). Тогда имеем следующие три точки 
пересечения пар противоположных сторон шестиугольника:

X  =  A B X D E ,  Y  =  ВС  X  EF, Z  =  CD X  FA.

По теореме Паскаля эти три точки лежат на одной прямой.
Рассмотренный частный случай теоремы Паскаля был известен 

еще древним греческим геометрам и носил название т е о р е м ы  
11 а и п a (Pappus).



Рассматривая чертеж 147, мы замечаем, что он содержит девять 
точек (шесть вершин и три точки пересечения противоположных 
сторон) и девять прямых (шесть сторон шестиугольника, две дан
ные прямые р  и q и прямая Паскаля). При этом через каждую 
точку проходят три прямые, а на каждой прямой лежат три точ
ки. Следовательно, мы имеем конфигурацию , которую на

зывают к о н ф и г у р а ц и е й  П а с к а л я  — П а п п а .
Так как эта конфигурация правильная, то любая из прямых 

конфигурации может быть принята за прямую П аскаля. Предо
ставляем читателю разобраться в распределении остальных эле
ментов конфигурации.

§ 40. Частные случаи теоремы Паскаля.

1. Теорема Паскаля о шестиугольнике, вписанном в кривую 
второго порядка, может быть применена и к многоугольникам 
с меньшим числом вершин.

Д ля этого достаточно предположить, что две какие-либо вер
шины шестиугольника совпадают. Сторона, соединяющая две сов
павшие вершины (а следовательно, и две совпавшие точки кривой 
второго порядка), является касательной к кривой, причем двойная 
вершина многоугольника служит точкой прикосновения этой сто
роны.

Учитывая эти соображения, можем применять теорему Паска
ля к случаям вписанного пятиугольника, четырехугольника и тре
угольника. Пусть, например, в данную кривую второго порядка впи
сан пятиугольник A B C D E  (черт. 148).

Чтобы применить к нему теорему П аскаля, будем рассматри
вать одну из его вершин, например вершину D, как двойную. 
Тогда все шесть вершин шестиугольника П аскаля налицо и мо-



гут быть занумерованы, как это и сделано на чертеже. В точке 
D  совпадают две вершины: 4  и 5.

Парами противоположных сторон, обозначенных при помощи 
номеров вершин, являются:

1, 2 и 4, 5; 2 , 3  и 5, 6\ 3 , 4  и 6, 1.

Согласно сказанному выше сторона 4, 5 является касательной 
к кривой второго порядка в точке D.

Точки пересечения X , V  и Z  пар противоположных сторон 
должны лежать на одной прямой (прямой Паскаля).

Таким образом, теорема Паскаля в случае пятиугольника фор
мулируется следующим образом:

Во всяком пятиугольнике, вписанном в кривую второго по
рядка, точки пересечения ( Y  и Z ) двух пар несмежных сторон 
и точка пересечения ( X )  пятой стороны с касательной в про
тивоположной вершине лежат на одной прямой.

2. Рассмотрим, далее, четырехугольник ABCD,  вписанный 
в кривую второго порядка.

Будем предполагать, что две из вершин (черт. 149) этого че
тырехугольника являются двойными. Пусть, например, двойными 
являются вершины А и С.  Тогда, нумеруя вершины, мы обозна
чим точку А двумя цифрами 1, 2, а точку С — цифрами 4, 5. 
Применяя теорему Паскаля к полученному таким образом «ше
стиугольнику» / ,  2, 3, 4, 5, 6, будем иметь три точки пересечения 
пар противоположных сторон:

X =  (1,2) X (4,5),

Y  =  (2,3) X (5,6),

Z  =  (3,4) X  (6,1).

Так как вершины /  и 2 совпадают (в точке А),  то сторона 
/, 2 обращается в касательную в этой точке. Точно так же сто
рона 4, 5 является касательной в точке С.  Эти касательные пере
секаются в точке X .  Две другие пары противоположных сторон 
пересекаются в точках Y  и Z.

Три точки X, Y  и Z по теореме Паскаля должны лежать на 
одной прямой.

Стороны А В  и CD,  пересекающиеся в точке Y,  являются также 
противоположными и для данного четырехугольника ABCD.  Т о ж е 
самое можно сказать и о паре сторон, пересекающихся в точке Z 
(ВС и DA) .  Вместе с тем третья пара «сторон» А Х  и С Х  пред
ставляет собой пару касательных в противоположных вершинах 
/1 и С данного четырехугольника. Следовательно, на прямой П а
скаля должны лежать точки пересечения противоположных сторон 
вписанного четырехугольника и точки пересечения касательных 
II противоположных вершинах. Так как мы могли бы считать 
двойными точками вершины B h D  четырехугольника, то, очевидно,



четвертая точка U пересечения касательных в противоположных 
вершинах В  и D  должна лежать на той же прямой Паскаля.

Итак, четыре точки X ,  Y,  Z и U должны лежать на одной 
прямой. Отсюда получаем теорему Паскаля для четырехугольни
ка в следующем виде:

Во всяком вписанном в кривую второго порядка четырехуголь
нике две пары противоположных сторон и две пары касательных 
в противоположных вершинах пересекаются в четырех точках, 
лежащих на одной прямой.

3. Переходим к случаю вписанного треугольника. В этом случае 
каждую вершину А , В  и С треугольника приходится считать

двойной точкой (черт. 150). Благодаря этому все шесть вершин 
вписанного «шестиугольника» оказываются налицо, и теорема 
П аскаля может быть применена. Из шести сторон этого шести
угольника три [ (2, 3) ,  (4,  5) я (6,  1)] являются одновременно и 
сторонами данного треугольника (АВ,  ВС  и СА) .  Три другие 
стороны [ ( 1 , 2)  ( 3 , 4 )  и (5,  6)]  являются касательными в верши
нах данного треугольника ( АХ,  BZ' n  CY) .

Точки пересечения противоположных сторон «шестиугольника» 
определяются следующим образом:

X =  (1,2)  X (4 ,5 ) \ Y  =  (2, 3)  X (5,5); Z =  ( 3 , 4 ) Х ( 6 , 1 ) .
Из написанных формул видно, что эти точки являются точ

ками пересечения сторон данного треугольника A B C  с касатель
ными в противоположных вершинах.

Три точки пересечения сторон вписанного треугольника с каса
тельными в противоположных вершинах лежат на одной прямой.

4. Частные случаи теоремы П аскаля находят многочисленные 
применения при решении задач.

b
Черт. 151.Черт. 150.



Так, например, если кривая второго порядка задана пятью 
точками А , В, С, D , Е , то в каждой из данных точек можно 
построить касательную к кривой, используя с этой целью теорему 
Паскаля для пятиугольника. Так, на чертеже 148 показано 
построение касательной в точке D  при помощи прямой Паскаля.

Другой пример дает чертеж 151. Даны три точки А , В и С 
кривой второго порядка и касательные а  и b в двух из них. 
Этими данными кривая второго порядка (ряд точек второго по
рядка) вполне определяется. В самом деле, принимая точки А и 
В за центры образующих пучков, устанавливаем проективное со
ответствие этих пучков с помощью трех пар соответственных 
прямых:

А В , А С  и а  (в пучке Л);
Ь, ВС  и ВА  (в пучке В).

Это соответствие пучков А п В дает возможность построить 
сколько угодно новых точек кривой второго порядка.

В каждой из точек можем построить касательную, применяя 
с этой целью теорему Паскаля для вписанного треугольника.

§ 41. Теорема Брианшона.

Рассмотрим теперь теорему, двойственную теореме Паскаля. 
Эта теорема вытекает из свойств шести прямых, принадлежащих 
одному пучку второго порядка. На чертеже 152 прямые s lt с, 
s2, a, d, b образуют шестисторонник, все стороны которого при
надлежат пучку прямых второго порядка. Каждая пара соседних 
сторон определяет вершину шестисторонника, а именно:

Sj х  с =  С й с х  s2 =  С2; s2 X  а =  А г; 
а X  d =  A; d X  Ь — В; b X  Si =  В х.

Шесть вершин этого шестисторонника распадаются на три па
ры п р о т и в о п о л о ж н ы х  вершин, а именно:

С 1 и А; С2 и В; А 2 и S t .
Как было доказано при выводе основной теоремы, три прямых 

С,А,  С2В и А 2В и соединяющие пары противоположных вершин 
шестисторонника, проходят через одну точку X .  Это свойство 
шестисторонника и составляет содержание т е о р е м ы  Б р и а н -  
|и о н а. Последнюю можно формулировать так:

Во всяком шестистороннике, стороны которого принадлежат  
пучку прямых второго порядка, три прямые, соединяющие пары  
противоположных вершин, проходят через одну точку ( т о ч к у
I) р и а н ш о н а).

Теорема Брианшона выражает геометрическую зависимость, 
которая должна иметь место, если шесть прямых принадлежат 
одному пучку второго порядка. В самом деле, как мы видели

38, следствие 2), пучок второго порядка вполне определяется



пятью своими прямыми. Поэтому шестая (произвольная) прямая 
этого пучка должна удовлетворять некоторому условию, которое 
в геометрической форме выражается теоремой Брианшоиа. Послед
няя, таким образом, является своего рода «проективным эквива
лентом» уравнения пучка второго порядка.

Обратная теорема Брианшона может быть сформулирована 
следующим образом:

Если три прямые, соединяющие пары противоположных вер
шин шестисторонника, проходят через одну точку, то его шесть 
сторон принадлежат одному и тому же пучку второго порядка

(nt. е. данный шестисто- 
ронник описан около кривой 
второго класса).

При помощи теоремы 
Брианшона можно по пяти 
заданным прямым пучка 
второго порядка построить 
сколько угодно НОВЫ Х пря-' 
мых пучка. Пусть, напри
мер, даны пять прямых s t ,
с, s2, a n d ,  определяющих 
пучок второго порядка 
(черт. 152). Чтобы сделать 
задачу построения новых 
прямых пучка определен
ной, зададим на одной из 

его сторон, например на стороне d, произвольную точку В и будем 
искать ту прямую b данного пучка второго порядка, которая про
ходит через точку В. Как было ранее доказано (§ 37), через одну 
точку может проходить не более двух прямых, принадлежащих 
пучку второго порядка. Одной из этих прямых, проходящих через 
точку В , является прямая d. Предположим, что выбранная точка В 
не есть точка прикосновения прямой d, тогда через нее должна 
проходить вторая прямая (b) пучка второго порядка1.

Построим прямую Ь при помощи теоремы Брианшона. Прини
мая пять данных прямых sb с, s2, a n d  за стороны шестисто
ронника Брианшона, постараемся построить точку Брианшона X 
этого шестисторонника. Противоположными вершинами его являют
ся точки C t и А , а также точки С2 и В. Поэтому точку X нахо
дим, проводя прямые C tA и С2В:

X  =  С^А X С2В.

Следовательно, прямая Л 2Х должна (в силу теоремы Бриан
шона) проходить через шестую вершину В х шестисторонника,

1 В самом деле ,  выбирая п р я м у ю  d  и п р я м у ю  sx в качестве носителей  
о б р а з у ю щ и х  рядов  пучка втор ого  п о р яд к а ,  найдем на прям ой S! точку Blt  с о 
ответственную  точке В.  Тогда  п рям ая  В В Х =  Ь и есть и ском ая .



противоположную вершине Л 2. Точку В 4 находим на стороне s 4:
В х =  SjX Л2Х.

После этого искомая прямая b находится как прямая, соеди
няющая вершины В  и В j. Изменяя положение произвольно вы
бранной вершины В на прямой d, получим сколько угодно прямых 
b пучка второго порядка. Как мы знаем, эти прямые огибают 
кривую второго класса (§ 38).

Подобно тому как шесть точек образуют 60 различных шести
угольников, из шести прямых можно получить 60 различных ше- 
стисторонников. Поэтому шесть прямых пучка второго порядка 
определяют 60 точек Брианшона.

Если рассмотрим пучок второго порядка, распавшийся на два 
пучка первого порядка, то можем применить теорему Брианшона 
к этому частному случаю. Однако при этом получим ту же са
мую конфигурацию П аскаля—
Паппа l - j j ,  которая была

рассмотрена в § 39. В самом 
деле, конфигурация П аскаля—
Паппа сама себе двойственна 
и охватывает оба случая, т. е. 
теорему Паскаля для ряда . 
второго порядка, распавшего
ся на пару рядов первого 
порядка, и теорему Брианшо
на для пучка второго поряд
ка, распавшегося на два пуч
ка первого порядка.

Читатель может убедиться в этом, рассматривая чертеж 147, кото
рый представляет конфигурацию Паскаля — Паппа. Если на этом 
чертеже принять точки С и F за центры пучков первого порядка, 
на которые распался пучок второго порядка, и обозначить цифра
ми выходящие из них прямые (стороны шестисторонника Бриан
шона), то получим чертеж 153.

Прямые /, 3 и 5 принадлежат пучку С,  а прямые 2, 4 и 6 — 
пучку F. Получаем шесть вершин шестисторонника: 1 , 2;  2, 3; 3, 4; 
4,5; 5,6 и 6,1.  Три прямые, соединяющие пары противоположных 
вершин, а именно прямые

(1,2)  {4,5); (2 , 3)  (5,6);  (3,4)  (6,1) ,  
проходят через одну точку — точку Брианшона X.

§ 42. Частные случаи теоремы Брианшона.

Подобно тому как теорема Паскаля имеет место для шести
угольника, выродившегося в пяти-, четырех- или треугольник, 
теорема Брианшона приложима к шестистороннику, выродившемуся



Черт. 154.

в пяти-, четырех- или трехсторонник. Пусть, например, на чер
теже 154 изображен пятисторонник, описанный около кривой вто
рого класса (стороны его принадлежат пучку второго порядка). 
Будем рассматривать одну из сторон, например сторону d, как 
двойную, т. е. как прямую совпадения двух сторон шестистороп- 
ника. Тогда, обозначая цифрами / ,  2, 3, 4, 5, 6 стороны послед

него, мы отнесем прямой d 
две цифры 4  и 5. Так как 
при совпадении двух пря
мых пучка второго порядка 
точка их пересечения обра
щается в точку прикосно
вения двойной прямой (см. 
§ 37), то вершина (4 , 5) ста
новится точкой прикосно
вения прямой d. Соединяя 
прямыми пары противопо
ложных вершин (1,2)  и (4,5),
(2 , 3)  и (5,6) ,  ( 3 , 4)  и (6,1) ,  
найдем, что все три прямые 
проходят через одну точку 
X  (точку Брианшона).

Следовательно, для данного случая теорема Брианшона чи
тается так:

Во всяком пятистороннике, описанном около кривой второго 
класса, прямые, соединяющие две пары несмежных вершин, и пря
мая, соединяющая пятую вершину с точкой прикосновения про
тивоположной стороны, пересекаются в одной точке.

Интересный случай тео
ремы Брианшона дает четы
рехсторонник, описанный 
около кривой второго 
класса.

Так, если abed  — та
кой четырехсторонник 
(черт. 155), то, рассматри
вая две его стороны (на
пример, а и с) как двой
ные, получим шестисторон- 
ник, к которому можно при
менить теорему Брианшона.
Обозначая, как и раньше,

(в)

Черт. 155.

стороны этого шестисторонника цифрами, отнесем к сторонам а 
и с по две цифры, а именно 1, 2  для стороны а и 4, 5 для 
стороны с. Тогда вершины, соответствующие парам совпавших 
сторон, окажутся их точками прикосновения (1,2)  и (4,5) .  Три 
прямые, соединяющие пары противоположных вершин, должны 
проходить через точку X  Брианшона. Две из этих прямых явля



ются диагоналями описанного четырехсторонника [ (2,3) ,  (5,6)  и
(3 , 4) ,  (6,1)] ,  а третья прямая соединяет точки прикосновения про
тивоположных сторон [ (1,2) ,  (4,5)] .

Так как можно было бы в качестве двойных прямых выбрать 
другую пару противоположных сторон, а именно b u d ,  то пря
мая, соединяющая точки прикосновения этой пары сторон, также 
должна проходить через точку Брианшона X.  Следовательно, че
рез эту точку в случае четырехсторонника проходят четыре пря
мые. Поэтому имеем:

Во всяком четырехстороннике, описанном около кривой второ
го класса, прямые, соединяющие точки прикосновения противо
положных сторон, проходят через точку пересечения диагоналей.

Д ля трехсторонника abc, описанного около кривой второго 
класса (черт. 156), можно также применить теорему Брианшона, 
рассматривая каждую сторону трехсторонника как двойную. Тог
да, расставив цифровые обозначения сторон и вершин получивше
гося благодаря этому шестисторонника Брианшона, найдем, что 
парами противоположных вершин на этот раз будут вершины дан
ного трехсторонника и точки прикосновения противолежащих этим 
вершинам сторон. Теорема Брианшона примет следующий вид: 

Прямые, соединяющие вершины трехсторонника, описанного 
около кривой второго класса, с точками прикосновения противо 
лежащих им сторон, проходят через одну точку.

§ 43. Тождественность понятий кривой второго порядка 
и кривой второго класса. Теорема Маклорена.

Поставим перед собой задачу определить взаимоотношение 
ряда второго порядка и пучка второго порядка. Пучок второго 
порядка можно рассматривать как совокупность (геометрическое 
место) касательных к кривой второго класса. В настоящем пара
графе мы докажем, что понятие кривой второго класса тождествен
но понятию кривой второго порядка (или ряда второго порядка).



t. Докажем следующую т е о р е м у  М а к л о р е н а :  
Совокупность касательных к кривой второго порядка образу

ет пучок второго порядка.
Пусть имеем кривую второго порядка и на ней четыре произ

вольно выбранные точки А , В , С, D  (черт. 157). Применим те
орему Паскаля к четырехугольнику A CBD,  вписанному в эту кри
вую. ПряМые А С  и BD  являются парой противоположных сторон 
этого четырехугольника. Прямые AS и BS — одной парой каса
тельных в противоположных вершинах А и В.  Прямые C Q u D Q  — 
другой парой касательных в противоположных вершинах С и D.  
Точки пересечения М,  S  и Q этих трех пар прямых должны по 
теореме Паскаля (для четырехугольника) лежать на одной прямой.

Рассмотрим теперь второй 
вписанный четырехугольник 
ABDC.  Д ля него прямые BD  
и СА являются парой противо
положных сторон. Прямые A R  
и D R  — одной парой, а прямые 
В Р  и СР  — второй парой каса
тельных в противоположных 
вершинах. Точки пересечениям, 
R и Р  этих трех пар также 
должны лежать на одной пря
мой .

Таким образом, через точку 
Черт. 157. М  проходят четыре прямые: АС,

BD,  QS и PR.  Так как точки
А,  В,  С, D — произвольные точки кривой второго порядка, то до
казанное свойство четырех прямых, проходящих через точку М,  
остается в силе при любом положении точки С на кривой вто
рого порядка. Предположим, что точка С перемещается по кривой 
вместе с касательной с =  P Q  (в точке С). Если при этом будем 
считать остальные три точки А,  В,  D u  касательные в них непод
вижными, то подвижная касательная с опишет на неподвижных 
касательных SB  и RD  два ряда точек (Р) и (Q). Если мы докажем, 
что ряды (Р) и (Q) проективны, то отсюда и будет следовать, что 
касательная с при своем движении опишет пучок второго порядка.

При движении касательной с точка Р  перемещается по непо
движной касательной SB,  а точка Q — по неподвижной касатель
ной RD.  При этом луч R P  вращается вокруг неподвижной точки 
R,  и, следовательно, пучок, который описывает луч RP ,  перспек
тивен ряду (Р):

пучок R (R P ) х  ряду (Р).

По той же причине пучок с центром S,  описываемый лучом 
SQ,  перспективен ряду (Q):

пучок S ( S Q ) t  ряду (Q).

с



Но пучки‘R и S перспективны, так как их соответственные 
лучи R P  и S Q  пересекаются в точке М,  которая остается на не
подвижной прямой BD  (оси перспективности пучков) при любом 
положении точки С и ее касательной с, т. е.

пучок S (SQ) х  пучку R  (R P ).
Отсюда заключаем, что ряды (Р) и (Q), перспективные пучкам 

R  и S,  проективны. Таким образом, подвижная касательная с 
образует на двух неподвижных касательных проективные ряды 
(Р ) и (Q). Другими словами, касательная с описывает пучок вто
рого порядка. Теорема доказана.

Так как совокупность касательных к кривой второго порядка 
по доказанному представляет собой пучок прямых второго поряд
ка, то кривая второго порядка является огибающей пучка второ
го порядка. Следовательно, кривая второго порядка является 
также кривой второго класса.

2 . Если построим предложение, двойственное только что до
казанной теореме Маклорена, то оно может быть формулировано 
следующим образом:

Совокупность точек прикосновения прямых пучка второго по
рядка образует ряд второго порядка (кривую второго порядка) .

Справедливость этого предложения вытекает из принципа двой
ственности, но мы наметим кратко ход рассуждения и построения 
соответствующего чертежа (черт. 158).

Пусть а, Ь, с, d  — четыре произвольные прямые пучка второго 
порядка. Обозначим буквами А , В , С и D  точки их прикосновения. 
Рассмотрим простой четырехсторонник abed  и применим к нему 
теорему Брианшона. Точки (ас) и (bd)  являются парой противо
положных вершин четырехсторонника acbd. Обозначим прямую, 
соединяющую вершины (ас) и ( bd ) ,  через т.  Точки А п  В пред-



ставляют одну пару точек прикосновения противоположных сто
рон а и Ь, а точки С и D  — другую пару точек прикосновения 
противоположных сторон c u d  четырехсторонника. По теореме 
Брианшона три прямые АВ,  CD п т  должны проходить через одну 
точку. Последняя обозначена на чертеже 158 буквой S.

Если рассмотрим простой четырехсторонник abdc, то для него 
точки (ас) и (bd.) представляют пару противоположных вершин, 
а точки A , D  и В , С — две пары точек прикосновения противо
положных сторон. По теореме Брианшона для четырехсторонника 
abdc прямые A D , ВС  и т должны проходить через одну точку, 
которую обозначим буквой R.

Предположим теперь, что прямые а, b и d закреплены непо
движно, в то время как прямая с описывает пучок второго по
рядка, увлекая при своем движении и точку прикосновения С. 
Точки А , В  и D  встаются неподвижными. Подвижная точка при
косновения С проектируется из точек В и D  двумя пучками В (ВС) 
и D  (DC).  Докажем, что эти пучки проективны.

С этой целью рассмотрим два ряда (R) и (S), образованные 
пучками В (ВС) и D (DC) на неподвижных прямых A D  и АВ.  
Так как прямая RS =  т проходит через неподвижную точку (bd),  
то последняя служит центром перспективности рядов (R) и (S). 
Таким образом, имеем:

ряд (R) д  ряду (5).

С другой стороны, имеем:

пучок В (ВС) л  ряду (R),  

пучок D (DC) а  РЯДУ (S).

Отсюда заклю чаем ,. что

пучок В (ВС) а  пучку D (DC).

Это означает, что точка прикосновения С описывает ряд вто
рого порядка (кривую второго порядка), для которого пучки В 
и D  являются образующими. Теорема доказана.

Так как совокупность точек прикосновения пучка второго по
рядка представляет собой огибающую пучок кривую второго клас
са, то из доказанной теоремы имеем:

Кривая второго класса является также кривой второго по
рядка.

Таким образом, устанавливается идентичность этих двух по
нятий: кривой второго порядка и кривой второго класса. Следо
вательно, все полученные ранее выводы относительно пучков 
прямых второго порядка, например теорема о шестистороннике 
Брианшона, могут рассматриваться как теоремы о касательных 
кривой второго порядка. Поэтому теорема Брианшона часто фор
мулируется следующим образом:



Во всяком шестиугольнике, описанном около кривой второго 
порядка, прямые, соединяющие противоположные вершины, про
ходят через одну точку.

Подобным же образом могут быть формулированы и другие 
теоремы, относящиеся к пучкам второго порядка.

§ 44. Проективное соответствие рядов второго порядка.
J. Рассмотрим две кривые второго порядка k  и k' (черт. 159). 

Предположим, что центры пучков 5  и S' лежат соответственно 
на кривых k и k '. Пусть лучи а, Ь, с, d, ... пучка S пересе
кают кривую k в точках А , В , С, D ..........Соответственные лучи
а ' , Ь', с', d ' , ... пучка S' пересекают кривую k' в точках А ', 
В ', С', D ' ........

Таким образом, соответствие пучков S и S' приводит в соот
ветствие также и ряды второго порядка, расположенные на но
сителях k и k ' .

Если пучки S h S'  находятся в проективном соответствии:
S (а, Ь, с, d, ...) д  S' (а', Ь' , с', d ' ,.. .),  

то и соответствие рядов второго порядка называется проективным: 

k ( A ,  В,  С, D,  ...) X V  (А' ,  В' ,  С', D ' ,.. .).
Это определение проективного соответствия рядов второго 

порядка не зависит от выбора центров пучков на кривых k  и k ' .
Легко убедиться в том, что два проективных ряда второго 

порядка проектируются из двух любых точек их носителей 
(кривых k и k') двумя проективными пучками.

Пусть, например, проективное соответствие рядов

k {А, В, С, D , ...) и k' (А' ,  В' ,  С ',

определено с помощью двух проективных пучков S и S '.  Выбе
рем на кривых k и k' произвольные точки и S ’. Будем про-



ектировать ряды k и к' соответственно из точек и S \ .  Так как со
ответственные лучи пучков S h S i  пересекаются в точках А,  В,  
C , D , . . .  кривой второго порядка k, то будем иметь:

пучок д  пучку S.
По аналогичной причине можем написать: 

пучок Si  д  пучку S'.
Но пучки S и S' проективны, поэтому

пучок S i Л пучку SJ
(ч. т. д.).

Таким образом, проективное соответствие рядов второго поряд
ка определено с помощью проективных пучков первого порядка,

центры которых принадле
жат носителям пучков.

Из этого определения 
следует, что проективное 
соответствие рядов вто
рого порядка может быть 
задано тремя парами’ со
ответственных точек.

Так, проективное соот
ветствие рядов k и k' 
(черт. 160) вполне опреде
ляется тремя парами соот
ветственных точек: А , А';
В , В 'и  С, С '. В самом деле, 
выберем произвольно цент
ры S и S' проектирующих 

пучков на кривых k и k’ . Так как по предположению данные 
ряды втЬрого порядка проективны, то будем иметь:

пучок S (а, Ь, с, . . . ) д  пучку S' (а', Ь', с', ...).
Но проективное соответствие пучков S и S' вполне опреде

ляется тремя парами соответственных лучей (а, а'; Ь, Ь' и с, с'). 
Отсюда заключаем, что и соответствие проективных рядов k и k' 
определено.

Если, например, для какой-нибудь точки D ряда k требуется 
построить соответственную точку D' ряда k ' , то проводим прямую 
SD =  d  и находим ей соответственную прямую S'D ' =  d! так, чтобы

(a'b'c'd') =  {abed).

Прямая d! пересекает кривую второго порядка k' в искомой 
точке D ' .

Построение упрощается, если центры S и S' вспомогательных 
пучков выберем в точках пересечения прямой (АА' ) ,  соединяющей 
пару соответственных элементов, с кривыми k и к' (черт. 161).



В этом случае пучки 5 
и S' окажутся перспектив
ными и прямая В0Си бу
дет служить осью s перс
пективы. Из чертежа 161 
видно, как для заданной 
точки D на кривой k стро
ится соответственная точ
ка D ’ кривой к’.

2. Рассмотрим проек
тивное соответствие рядов 
второго порядка, располо
женных на одном носите
ле k [кривой второго 
порядка (черт. 162)]. Пусть 
это соответствие задано 
тремя парами соответст
венных элементов:

А , А '; В , В ’ и С, С .

Выберем точки А и А' на кривой к в качестве центров про
ектирующих пучков. Будем проектировать ряд (Л, В, С, ...) из цент

ра А ' , а ряд (А' ,  В' ,  С',  ...) — 
из центра А.  Тогда получим два 

% проективных пучка:
А'  (Л 'Л , А' В,  А' С,  ...) д 

X А( АА' ,  АВ',  АС', ...).

Докажем, что эти пучки не 
только проективны, но и перспек
тивны. В самом деле, лучу А А ' 
пучка А будет соответствовать 

Черт. 162. луч А 'А  пучка А ' (так как со
ответственные лучи пучков про

ходят через соответственные точки данных рядов на кривой к). 
Следовательно, пучки А и А ' перспективны.

Д ля определения оси перспективности этих пучков имеем две 
пары соответственных лучей, пересекающихся на искомой оси пер
спективности:

А В ’ X А 'В  =  В0, А С  х  А 'С  -  С0.

Прямая В0С0 и является осью перспективности х пучков А  
и А".

Ось перспективности х  не зависит от выбора пары соответ
ственных точек в качестве центров проектирующих пучков. Так, 
в нашем построении центры пучков были выбраны в точках Л и Л '.

у

Ч ерт. 161.



Если выберем центры проектирующих пучков в точках С и С ', 
то ось перспективности определится двумя точками пересечения 
пар прямых:

СА' X С'А =  С0, СВ' X  С'В  =  Р 0.

Но три точки В0, С0 и Р0 лежат на одной прямой, так как 
они являются точками пересечения пар противоположных сторон

вписанного в кривую второго по-
£ / . ----- £ /  рядка шестиугольника Паскаля

( А В ' С А ' В С ) .  Поэтому
В0С0 =  Р0С0 =  х.

Благодаря применению оси пер
спективности построение соот
ветственных точек проективного со
ответствия на кривой к, заданного 
тремя парами (А , А ' ; В , В' и С , С'),  
легко выполняется. Так, для произ
вольной точки D  (черт. 163) нахо

дим луч A ' D  (пучка А') ,  отмечаем точку пересечения D0 последнего 
с осью перспективности и проводим луч A D 0 пучка А.  Тогда 
луч A D 0 пересекает кривую k в искомой точке D ' .

3. Поставим вопрос о двойных точках проективного соответ
ствия на кривой второго порядка. Если точка X двойная, то лу
чу Л 'Х (пучка А' )  соответствует луч А Х  (пучка Л). Таким обра
зом, X  является точкой пересечения соответственных лучей пер
спективных пучков Л и Л '. Поэтому точка X должна лежать на 
оси перспективности х.  Следовательно, двойная точка X является 
точкой пересечения оси перспективности х  с кривой второго по
рядка k. Нетрудно убедиться и в обратном: точки пересечения 
оси х  с кривой k являются двойными точками проективного со
ответствия рядов (Л, В, С,  ...) и (Л ', В' ,  С' , . . . ) ,  расположенных 
на кривой k.

В самом деле, если Y  — точка пересечения оси перспективно
сти х с кривой к,  то лучи Л ' Y  и A Y  являются соответственными. 
Но это значит, что точка У сама себе соответствует.

Таким образом, вопрос о двойных точках проективного соот
ветствия рядов на кривой второго порядка к сводится к опреде
лению точек пересечения оси перспективности х  с кривой к.

Возможны три случая.
Первый, уже рассмотренный на чертеже 163, представляет тот 

случай, когда ось перспективности х  пересекает кривую второго 
порядка в двух точках. Проективное соответствие рядов (Л, В,  
С , ...) и (Л \  В ' , С',  ...) на кривой к имеет в этом случае 
два двойных элемента (X и Y).  Такое соответствие называется 
г и п е р б о л и ч е с к и м  (черт. 163). Н а чертеже 164 представлен 
другой случай, а именно тот, когда ось перспективности х  каса
ется кривой k  ( в точке X). Соответственные ряды второго порядка



имеют в этом случае одну двойную точку (X). Такое соответ
ствие называется п а р а б о л и ч е с к и м .

Наконец, чертеж 165 изображает случай э л л и п т и ч е с к о г о  
соответствия рядов на криволинейном носителе к. В этом случае 
ось перспективности х не имеет общих точек с кривой k.

Черт. 164. Черт. 165.

4 . Определение проективности рядов второго порядка тесно 
связано с пучками, проектирующими эти ряды из точек их кри
волинейного носителя. С помощью тех же пучков может быть 
установлено соответствие прямолинейного ряда точек (первого по
рядка) и криволинейного ряда точек (второго порядка).

Рассмотрим ряд точек, расположенных на прямой «(черт. 166). 
Будем проектировать этот ряд из произвольно выбранной точки S 
данной кривой второго порядка k. Получим пучок прямых S,  
перспективный ряду s :

пучок 5  (а, Ь, с, d,  ...) д  ряду s (Л, В, С, D,  ...).

S

с



Каждый луч пучка S пересекает кривую k,  кроме точки S, 
еще в одной точке. Совокупность точек пересечения лучей пуч
ка S с кривой k образует ряд второго порядка, перспективный 
пучку S. Обозначая элементы этого ряда буквами А' ,  В' ,  
С',  D' ,  ..., будем иметь пучок S (а, Ь, с, d,  ... ) д  р я д у  
k ( A ' , B ’, С ', D' ,  ...).

Таким образом, прямолинейный ряд s и криволинейный ряд k 
являются сечениями одного и того же пучка прямых S. Будем 
называть такие два ряда, из которых один (s) — первого, а дру
гой (k) — второго порядка, п е р с п е к т и в н ы м и .

Заметим, что общие элементы обоих рядов (точки Q, Q' и Р,  Р ’) 
сами себе соответствуют.

Построение' перспективных рядов первого и второго порядка 
позволяет переходить от прямолинейного носителя ряда (пря
мая s) к криволинейному носителю (кривая второго порядка k). 
Это обстоятельство представляет иногда существенные преиму
щества, с которыми мы ближе познакомимся при рассмотрении 
задач второй степени (§ 46).

§  45. Проективное соответствие пучков второго порядка.

1. Ряду второго порядка, как мы знаем, соответствует двой
ственная форма — пучок прямых второго порядка.

Пусть имеем два пучка второго порядка К  и К'  (черт. 167). 
Выделим в пучке К  какую-либо прямую s, а в пучке К'  — пря
мую s'. Рассмотрим ряд точек А,  В , С,  D, ... на прямой s,



являющийся сечением пучка второго порядка К  {а, Ь, с, d,  ...). 
Второй ряд точек А' ,  В' ,  С',  D' ,  ... получим на прямой s' 
как сечение пучка прямых второго порядка K ' ( a ' , b ' , c ’, d ' , ...). 
Если ряды s и s' находятся в проективном соответствии:

s (А,  В,  С,  D, ...) Л S' (Л \  В',  С',  D' ,  ...),

то и соответствие пучков второго порядка К  я К ' называется 
проективным:

К  (а, Ь, с, d,  ...) д  К '( а \  6 ',  с', d ’, ...).

Далее теория проективных пучков второго порядка разви
вается в духе двойственной аналогии с теорией проективных 
рядов второго порядка.

Так, устанавливаем, что определение проективного соответст
вия пучков К  и К'  не зависит от выбора секущих рядов s и s '. 
Любые две прямые Sj, s’, принадлежащие соответственно пучкам 
К я К' ,  пересекают эти пучки второго порядка по двум проек
тивным рядам, если проективное соответствие пучков К  и К'  бы
ло ранее определено с помощью рядов s и s' . В самом деле, по 
основной теореме для пучков второго порядка (§ 38) будем иметь:

A  s i A  s  •

Кроме того, по предположению имеем:

s a  s '.
Следовательно,

Si A  Sj.

Далее замечаем, что проективное соответствие двух пучков 
второго порядка вполне определяется тремя парами соответствен
ных прямых:

а, а'; Ь, Ь' и с, с '.

Действительно, заданные пары прямых устанавливают проек
тивное соответствие определяющих рядов s и s '. Последними 
можно воспользоваться для построения соответственных элемен
тов данных проективных пучков второго порядка. В частности, 
построение упрощается, если выберем в качестве носителей s и s ' 
две прямые, проходящие через точку пересечения двух соответ
ственных лучей (например, а и а ')  пучков К  и К ’ . Тогда опре
деляющие ряды s и s' окажутся перспективными. Найдя центр 
перспективности S,  применим его для упрощения построения.

Предоставляем читателям построение чертежа, двойственного 
чертежу 161, в порядке самостоятельной работы.



2. Переходя к рассмотрению двух пучков второго порядка 
с общим носителем, т. е. принадлежащих совокупности касатель
ных к некоторой кривой второго порядка, мы и здесь обнаружим 
двойственную аналогию с рядами второго порядка. В частности, 
для построения двойных прямых такого соответствия можно 
воспользоваться центром перспективности X определяющих рядов 
(ср. с черт. 162).

Пусть имеем три пары соответственных прямых: а, а ';  Ь, Ь' 
и с, с', являющихся касательными к некоторой кривой второго 
порядка (черт. 168). Выберем в качестве носителей определяю

щих рядов s и s' прямые а и а'. П ря
мые а и а ' пересекают проективные 

сЬ) пучки (а, Ь, с,. . .) и (а Ь '  с', . . . )  
с по двум проективным рядам. Эти ряды 

к тому же перспективны, так как их 
общий элемент (аа') сам себе соответ
ствует.

Соответственные пары точек опреде
ляют центр перспективности X . Вот 
эти пары:

(iab ') и (а'Ь); (ас ') и (а'с).

Положение центра перспективности X 
не зависит от выбора пары соответст- 

Черт. 168. венных прямых (а и а') в качестве но
сителей определяющих рядов. Так, вы

брав другую пару соответственных прямых, например с и с ', при
дем к той же точке X . В самом деле, шесть прямых а, Ь', с, а',
Ь, с ’ образуют описанный шестисторонник Брианшона, поэтому 
прямые, соединяющие пары соответственных точек рядов с и с ', 
пересекутся в той же точке X. Эти пары следующие:

(ас') и (а'с); (cb‘) и (с'Ь),

Из чертежа видно, что в обоих случаях получим один и тот 
же центр перспективности X . Центр перспективности X можно 
использовать при построении соответственных прямых пучков 
второго порядка. Особенно удобно применить центр X для на
хождения двойных прямых этих пучков.

Двойными прямыми в этом проективном соответствии будут, 
очевидно, те прямые пучка второго порядка, которые проходят 
через центр перспективности X . В самом деле, такие прямые 
соединяют пары соответственных точек определяющих рядов (а, а'), 
поэтому они сами себе соответствуют. Обратно, если прямая 
сама себе соответствует, она должна соединять соответственные 
точки определяющих рядов (а, а'), поэтому она проходит через X.

Так как через точку может проходить не более двух прямых 
пучка второго порядка, то можем иметь следующие три случая.



Если через точку X  проходят две прямые пучка второго по
рядка, или, иначе, две касательные к кривой второго порядка k 
(точка X  называется в этом случае в н е ш н е й  точкой), то проек
тивное преобразование пучка второго порядка в себя имеет два 
двойных элемента и называется г и п е р б о л и ч е с к и м .

Если имеется лишь одна прямая пучка второго порядка, про
ходящая через X , или, иначе, одна касательная к кривой k 
(точка X  является в этом случае точкой прикосновения), то 
преобразование имеет один двой
ной элемент и называется п а- 
р а б о л и ч е с к и м .

Наконец, если через X  не 
проходит ни одной прямой пуч
ка второго порядка, или ни 
одной касательной к кривой 
второго порядка (точка X  назы
вается в этом случае в н у т р е н- 
н е й), то преобразование назы
вается э л л и п т и ч е с к и м ,  оно 
не имеет двойных элементов 
(черт. 168).

Аналогично перспективным 
рядам первого и второго поряд
ка можем построить перспектив- с 
но расположенные пучки пер
вого и второго порядка. Пусть 
имеем пучок первого порядка ЧеРт' 16Э-
с центром S и пучок второго
порядка К , образованный касательными к кривой второго поряд
ка k (черт. 169). Выберем произвольную прямую s пучка второго 
порядка и рассмотрим ряд точек s, перспективный пучку S:

s (А, В , С, ...) д  S (а, Ь, с, ...).

Рассмотрим также пучок второго порядка, перспективный ряду s: 
s (А , В , С, ...) а  К  (а', Ъ', с', ...).

Так как оба пучка (пучок 5  первого порядка и пучок К  вто
рого порядка) проектируют один и тот же ряд s (А , В , С, . ..), 
то такие пучки называются п е р с п е к т и в н ы м и  (с осью пер
спективности s).

Заметим, что общие прямые обоих пучков (касательные из 
точки 5  к кривой k) сами себе соответствуют. Таковы прямые 
р  == р'  и q =  q на чертеже 169.

Возможность перехода от пучков первого порядка к перспек
тивным пучкам второго порядка может быть использована при 
решении задач второй степени (§ 46).

3. В § 44 мы установили понятие проективных рядов второ
го порядка, пользуясь для этого проектирующими пучками,



носители (центры) которых принадлежат соответствующим рядам 
второго порядка.

Аналогичное было сделано в этом параграфе для пучков вто
рого порядка с помощью прямолинейных рядов, носители кото
рых принадлежат соответствующим пучкам второго порядка.

Чтобы установить понятие о проективном соответствии рядов 
и пучков второго порядка, поступим следующим образом.

Рассмотрим ряд второго порядка (Л, В,  С,  ...), располо
женный на кривой k, и пучок второго порядка (а', Ь' , с ' , ...), 
описанный около кривой k' 1 (черт. 170). Будем проектировать 
ряд (А,  В,  С,  ...) из какой-нибудь точки 5  кривой к.  Полу

чим пучок прямых 5  (а, Ь, с, ...). 
с Пересечем пучок второго порядка

(а’ , Ь \  с ', ...) какой-нибудь каса
тельной s' к кривой к'.  Получим 
ряд точек:

s' (Л \  В' ,  С ',...) .

Если пучок S проективен 
ряду s ':
S  (а , Ь, с, ...) д  s' (Л ', В' ,  С',  ...)

то ряд второго порядка (Л, В,
С, ...) назовем проективным пучку 
второго порядка (а’, Ь' , с ', ...). 

Установив это понятие проективности ряда и пучка второго 
порядка, докажем следующее предложение:

Ряд второго порядка проективен пучку второго порядка , об
разованному касательными в соответствующих точках ряда.

1 k ‘ может совпадать с k.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля доказательства этого предложения 
возвратимся к чертежу, построенному при выводе теоремы Мак- 
лорена (черт. 157, § 43). Мы воспроизведем этот чертеж почти 
в том же виде (черт. 171). Предположим, что подвижная точка С 
описывает ряд второго порядка (кривую второго порядка), увле
кая с собой касательную с. Будем проектировать ряд второго 
порядка С пучком лучей с центром в неподвижной точке А . 
С другой стороны, касательная с опишет на неподвижной прямой 
RQ (касательной в точке D) ряд точек (Q), перспективный пучку S 
(SQ ). Но пучки А (АС) и S (S Q ) перспективны, так как соответ
ственные лучи их (АС и S Q ) пересекаются в точках М  непо
движной прямой BD.  Отсюда заключаем, что

пучок А (АС)  д  ряду (Q).

Но это и означает, что ряд второго порядка (С) проективен 
пучку второго порядка с. Теорема доказана.

§ 46. О задачах второй степени.

В настоящем курсе мы неоднократно встречались с геомет
рическими задачами, которые имеют только одно решение и сво
дятся к нахождению точки пересечения двух прямых. Такие за
дачи обыкновенно называют задачами первой степени. Если для 
нахождения решения необходимы лишь операции проектирования 
и пересечения, то задача первой степени может быть решена с 
помощью одной линейки. Таковы, например, задачи на построе
ние соответственных элементов двух проективных форм первой 
ступени, заданных тремя парами соответственных элементов (§ 28), 
или построение соответственных элементов инволюции (§ 33), 
четвертого гармонического элемента к трем данным (§ 30), вто
рой точки пересечения прямой с кривой второго порядка с по
мощью теоремы Паскаля (§ 39), второй касательной к кривой вто
рого порядка из точки, лежащей на данной касательной (с по
мощью теоремы Брианшона, § 41). Все эти задачи являются 
задачами первой степени. Мы видели, что они разрешимы при 
помощи одной линейки.

Под именем задач на построение второй степени разумеют 
геометрические задачи, имеющие не более двух решений, кото
рые могут быть приведены к нахождению общих точек прямой 
и кривой второго порядка (или же общих прямых пучков первого 
и второго порядка).

Мы рассмотрим здесь следующие типичные задачи:
1) К р и в а я  в т о р о г о  п о р я д к а  з а д а н а  п я т ь ю  т о ч 

к а м и  Л , В , С , 0 , £ .  П о с т р о и т ь  т о ч к и  е е  п е р е с е 
ч е н и я  с д а н н о й  п р я м о й  g.

Принимаем две из пяти данных точек кривой второго поряд- 
ка за центры пучков. Пусть это точки А и В.  Проективное 
соответствие пучков А и В установим с помощью трех пар



соответственных прямых, пересекающихся в точках С, D и Е  
(черт. 172). Проективные пучки А и В  образуют на данной пря
мой g  два проективных ряда:

(Ci, Di ,  Ei ,  ...) д  (Cj, £>,, E v  ... ).

Нетрудно видеть, что точки пересечения P Y и Qi прямой g  
с кривой второго порядка, определяемой точками А,  В,  С, D,  Е,  
являются двойными точками этих проективных рядов. В самом 
деле, соответственные лучи пучков А и В пересекаются в точ
ках P i  и Qi.  Следовательно, будем иметь:

Р | == Р 1J Q] =  Qi-

Таким образом, задача сведена к 
построению двойных точек проектив
ного соответствия двух рядов, распо
ложенных на одном носителе g.

Д ля решения задачи необходимо 
иметь какую-либо начерченную кри
вую второго порядка1 k * , на которую 
мы переносим с прямой g  проектив
ное соответствие рядов.

Выберем в качестве центра 5  про
извольную точку кривой k* и будем 
проектировать на нее из центра S 
точки прямой g.  Получим два проек
тивных ряда второго порядка, распо
ложенные на кривой k*\

(Са, D 2, Е 2, ...) д  (С2, D 2 , Е'2,...) .Черт. 172.

Очевидно, двойные точки рядов, расположенных на прямой g, 
проектируются из S двойными точками рядов на кривой к* и об
ратно. Поэтому для решения задачи достаточно построить двой
ные точки рядов второго порядка, полученных проектированием 
на кривую к*. Это можно сделать, как мы уже знаем, при помощи 
оси перспективности.

Принимая точки С2 и Cj за центры пучков, определяющих 
проективное соответствие на кривой к * , построим ось перспектив
ности х. Последняя определяется точками пересечения двух пар 
прямых:

C2D 2 и 
С2Е'2 и  С2£ 2.

1 Например, окружность (см. примечание в конце этого параграфа).



Точки пересечения Р г и Q2 оси перспективности х с кривой k* 
и являются двойными точками рядов второго порядка. Проекти
руем из центра S на данную прямую g. Получим искомые точки Р , 
и Qi, в которых эта прямая пересекает данную кривую второго 
порядка A B C D E .  В ходе решения задачи на построение точек пе
ресечения прямой с кривой второго порядка, заданной пятью 
точками, мы рассмотрели также решение следующей задачи вто
рой степени1.

2) П р о е к т и в н о е  с о о т в е т с т в и е  д в у х  р я д о в ,  
р а с п о л о ж е н н ы х  н а  п р я м о й  g,  з а д а н о  т р е м я  
п а р а м и  с о о т в е т с т в е н н ы х  т о ч е к :

Ci,  Ср D 1 , D,  и Е 1 , Е у

Т р е б у е т с я  п о с т р о и т ь  д в о й н ы е  т о ч к и  э т о 
г о  с о о т в е т с т в и я .

В частности, таким путем могут быть построены двойные 
точки гиперболической инволюции.

Переходя к рассмотрению задач двойственного характера, 
остановимся прежде всего на задаче, двойственной задаче 1. 
Соответствующая задача для пучков может быть сформулиро
вана так:

3) Д  а н ы п я т ь  к а с а т е л ь н ы х  а, Ь, с, d,  е к к р и в о й  
в т о р о г о  п о р я д к а .  П о с т р о и т ь  к а с а т е л ь н ы е  
к э т о й  к р и в о й ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з д а н н у ю  
т о ч к у  G.

Если будем решать эту задачу, следуя тому методу, который 
был применен для решения задачи 1, то сведем ее к следующей:

4) П р о е к т и в н о е  с о о т в е т с т в и е  д в у х  п у ч к о в ,  
и м е ю щ и х  о б щ и й  ц е н т р  G, з а д а н о  т р е м я  п а 
р а м и  с о о т в е т с т в е н н ы х  п р я м ы х :

с 1 , d j и в

т р е б у е т с я  п о с т р о и т ь  д в о й н ы е  п р я м ы е  э т о 
г о  с о о т в е т с т в и я .

Решение этой последней задачи сведется к построению двой
ных прямых проективного соответствия в пучке второго порядка. 
Все построение носит характер двойственный по отношению к вы
полненному на чертеже 172, причем вместо оси перспективности х 
используется центр перспективности X .  Мы предоставляем чита
телям сделать этот чертеж в порядке самостоятельной работы.

Заметим, что решение задачи 4, а следовательно, и задачи 3 
можно было бы свести и к случаю, рассмотренному на черте
же 172. В самом деле, для этого достаточно пересечь проектив
ные пучки с общим центром G какой-либо прямой g.  Тогда на 
прямой g  получим два проективных ряда, и задача сведется 
к построению двойных точек этих рядов.

1 К которой была сведена задача 1.



П р и м е ч а н и е .  Д ля решения всех приведенных здесь задач было д о 
статочно иметь начерченную кривую второго порядка1. В дальнейшем б у 
дет показано, что окружность представляет собой частный случай кривой вто
рого порядка, обладающей метрическими особенностями (§ 73). Поэтому в 
качестве начерченной кривой второго порядка можем использовать о к р у ж 
ность. Отсюда следует, что рассмотренные выше задачи второй степени могут  
быть решены линейкой при однократном употреблении циркуля.

ПРИМЕРЫ ПОСТРОЕНИЯ КРИВЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА.

Рассмотрим следующие примеры построения кривых второго порядка, в 
которых образующие пучки удовлетворяют некоторому метрическому усло
вию.

I. О к р у ж н о с т ь .  Пусть имеем (черт. 173) два проективных пучка 
(Sx) и (S.,), обладающих тем свойством, что угол, образованный парой лучей

первого пучка, всегда равен углу, образованному парой соответственных лу - 
чей второго пучка. Например,

Z (a i ,  by) =  Z ( a 2, b2).
Такие пучки называются к о н г р у е н т н ы м и .  Предположим, что 

вращению луча первого пучка (например, против часовой стрелки) соответ
ствует одинаковое вращение (также против часовой стрелки) соответственного 
л уча второго пучка. Тогда будем иметь:

Z.(alt  а2) =  Z ( 6 lf Ь2).

Следовательно, геометрическое место точек пересечения (А,  В,  . . .) соот
ветственных лучей обоих пучков представляет собой окружность, проходящую  
через точки и S 2.

11. Р а в н о с т о р о н н я я  г и п е р б о л а .  Пусть, как и в предыду
щем случае, даны два конгруентных пучка (Sj) и (S2), имеющие противополож
ные вращения соответственных лучей (черт. 174). Так, соответственные лучи 
й! и а2, пересекающиеся в точке А,  вращаются в противоположных направле
ниях (луч ах — против часовой стрелки; луч а2 — по часовой стрелке).

Обозначим буквой а биссектрису угла (alt а2). Луч аи  вращаясь против 
часовой стрелки, в одном из своих положений pt окажется параллельным бис

сектрисе а. Будем иметь:

___________________  Z ( a i ,  Рх) =  Z(ax, а).
1 Центр которой не требовалось задавать, так как все эти задачи имеют 

проективный характер и не содержат метрических понятий.



^ ( а 2. Рг) =  ^ ( « i .  Pi)-
Сравнивая два написанных равенства, получаем:

^ (« а . Ра) =  «) =  ^ ( я 2. “ )■
Н о это означает, что луч р 2 параллелен биссектрисе а. Следовательно, 

р2 || Pj, и эти лучи пересекаются в несобственной точке Р *>. Если луч pt повер
нется на прямой угол, то в силу конгруентности пучков и луч р 2 повернется 
на прямой угол. В этом новом положении лучи qt и q2 снова окажутся парал
лельными и будут пересекаться в несобственной точке Q « .Т а к и м  образом,кри-  
вая второго порядка, образованная пучками S] и S 2, имеет две несобственные 
точки. Такая кривая второго порядка называется г и п е р б о л о й .  Как мы 
видели, направления лучей, проходящ их через несобственные точки гипербо
лы (так называемые а с и м п т о т и ч е с к и е  н а п р а в л е н и я ) ,  вза
имно перпендикулярны. В этом случае гипербола называется р а в н о с т о 
р о н н е й .

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Найти геометрическое место вершин С треугольника, стороны которого 

вращаются около трех неподвижных точек Р,  Q и R,  а две другие вершины А 
и В  скользят по двум неподвижным прямым а и Ь.

2. Два угла постоянной величины а  и (5 вращаются вокруг их вершин 
А и В  так, что точка М  пересечения двух сторон А М  и ВМ  этих углов сколь 
зит по прямой т.  Определить, какую линию описывает точка N пересечения 
двух других сторон вращающихся углов.

3. Кривая второго порядка задана пятью точками А ,  В,  С, D,  Е.  П о
строить касательные в точках А и В,  принимая эти точки за центры обра
зующих кривую пучков.

4. Пучок второго порядка задан пятью своими прямыми а, Ь, с, d, е. 
Построить точки прикосновения прямых а и Ь, принимая их за носители обра 
зующих рядов.

5. Кривая второго порядка задана четырьмя точками и касательной в 
одной из них. Построить сколько угодно точек кривой.

6. Кривая второго порядка задана тремя точками и касательными в двух  
из них. Построить сколько угодно точек кривой.

7. Кривая второго порядка задана тремя точками и касательными в двух  
из них. Построить касательную в третьей из данных точек.

8. Даны четыре касательные к кривой второго порядка и точка прико
сновения одной из них. Построить сколько угодно касательных к этой кри
вой.

9. Даны три касательные к кривой второго порядка и точки прикоснове
ния двух из этих касательных. Построить сколько угодно новых касательных 
к той же кривой.

10. Сделать чертеж теоремы Паскаля для того случая, когда прямая 
Паскаля является несобственной.

11. Сделать чертеж теоремы Брианшона для того случая, когда точка 
Брианшона является несобственной.

12. Построить чертеж конфигурации Паскаля — Паппа для того случая,  
когда:

1) одна из ее прямых является несобственной,
2) одна из ее точек является несобственной.
13. В конфигурации Паскаля — Паппа выбрать произвольную прямую за 

прямую Паскаля и найти все остальные элементы чертежа.
14. Показать, что теорема Брианшона в случае распадения пучка второго 

порядка на два пучка первого порядка приводит к конфигурации Паскаля — 
Паппа.

15. Применить теорему Паскаля к случаю вписанного четырехугольника,  
принимая две его соседние вершины за двойные.



16. П рим енить теорему Б ри анш она к сл учаю  описан н ого  четы рехсторон
ника, принимая две его соседн и е  стороны за двойные.

17. Д о к а з а т ь ,  что если A B C  —  т р еугол ьн ик ,  описанный ок оло  кривой  
второго порядка,  причем A lt Вх и Сх —  точки прикосновения  его  стор он ,  то 
два треугольника A B C  и Д 1в 1С1 являются гом ологическим и.

18. Д о к а за ть  сл е д у ю щ е е  пр едл ож ени е:  если имеем два гом ол оги ч еск их  
треугольника, то шесть точек, в которых стороны одного из треугольников  
пересекают несоответственные стороны другого, л еж ат  на кривой второго 
порядка. Аналогично: шесть прямых, соединяющих вершины одного из тре
угольников  с несоответственными вершинами второго, п р и н а д л е ж а т  одном у  
пучку второго  пор ядк а .  У к а з а н и е .  Прим енить теорем у  П а с к а л я  (в д в о й 
ственном п р едл о ж ен и и  —  теорему Б р и ан ш он а) .

19. Д о к а за т ь  с л е д у ю щ ее  пр едл ож ени е:  если два треугол ьника вписаны  
в кривую  второго  п о р я д к а ,  то они т а к ж е  описаны о к о л о  некоторой  кривой  
второго пор ядк а .  У к а з а н и е .  Прим енить сперва теорем у П а с к а л я  к шести  
вершинам вписанны х треугол ьн ик ов ,  а затем п ер енум ер овать  вершины так,  
чтобы шесть сторон этих треугольников  образовали  ш естисторонник Б р и 
аншона.

20 .  П роек ти вное  соответствие д в у х  рядов  второго  п ор ядк а  у стан овл ен о  
тремя парами точек (А,  А'; В, В1 и С, С') . П остроить  точки, соответственны е  
в к аж дом  из  данны х рядов точкам пересечения  их носителей  к и к 1.

2 1 .  П р оек ти в ное  соответствие д в у х  пучков второго пор ядк а ,  кажды й из  
которых п редставляет  совокуп н ость  касательны х к данной  кривой второго  по
рядка, у с т а н о в л е н о  тремя парами соответственны х прямых (а,  а ’ \ b,  b и с, с'). 
П остроить прямые, соответственны е в к аж дом  из данны х пучков общим каса
тельным огибаю щ и х их кривых второго  пор ядк а .

22 .  Д аны  три точки А,  В и С и три прям ые а,  Ь и с. П остроить  т р е у г о л ь 
ник, стороны которого  п р оходи л и  бы п о следов атель н о  через  точки А,  В и С, 
а вершины л еж а л и  бы на прямых а, Ь, с.

2 3 .  На прямых /  и g  даны два инволю ц и онн ы х соответствия о д и н а к о в о г о  
типа (эллиптические или гиперболические).  Найти такую  точку п ло ск о ст и ,  из 
которой инволю ция на прямой /  п р оекти р уется  в инволю цию  на прям ой  g .

24 .  В п у ч ках  с центрами F и G установл ены  инволю ционны е соответствия  
одинакового  типа. Найти такую  п р ям ую  п лоскости , которая с л у ж и л а  бы 
осью перспективного  расп о ло ж ен и я  инволю ционны х пучков F и й .

25 .  Д о к а за т ь ,  что две кривые второго п орядка пересекаю тся  не б о л е е  чем 
в четырех точках.



Г Л А В А  П Я Т А Я

ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФОРМ 
ВТОРОЙ СТУПЕНИ 

(КОЛЛИНЕАЦИИ И КОРРЕЛЯЦИИ)

§ 47. Определение проективности через гармонизм 
и его эквивалентность определению Штейнера.

1. Учение о проективном соответствии рядов и пучков было 
построено в предшествующих главах на основе штейнеровского 
определения проективности. Именно проективным мы называли 
такое взаимно однозначное соответствие двух форм первой сту
пени, в котором сложное отношение четырех элементов одной 
формы всегда равнялось сложному отношению четырех соответ
ственных элементов второй. Такое определение проективного 
соответствия с помощью сложного (или ангармонического) отно
шения оказалось возможным благодаря тому, что сложное отно
шение является инвариантом проектирований и пересечений, как 
это вытекает из теоремы о равенстве сложного отношения соот
ветственных элементов прямолинейного ряда и перспективного 
ему пучка (§ 27). Само по себе сложное отношение связано с из
мерением отрезков и углов, т. е. понятиями, чуждыми про
ективной геометрии, которая может быть построена на своей 
собственной чисто геометрической базе (без использования мет
рических понятий).

В нашем курсе проективной геометрии, развиваемой в про
странстве частного вида — евклидовом пространстве, дополненном 
несобственными элементами, было целесообразно использовать 
проективные свойства сложного отношения, которое мы уже 
имели в своем распоряжении. Это позволило нам с большой 
легкостью изложить основные факты проективной геометрии 
на плоскости. Однако требование инвариантности сложного 
отношения четверки любых элементов формы первой ступени, 
положенное в основу определения проективности, является слиш
ком сильным и стеснительным для дальнейшего развития про
ективной геометрии. Оно может быть заменено, как это будет 
показано дальше, ослабленным требованием об инвариантности 
I армонических групп элементов, т. е. об инвариантности слож
ного отношения лишь в том частном случае, когда оно равно — 1. 
(лметим при этом, что свойство гармонического расположения



группы (четверки) элементов может быть определено чисто про
ективным путем при помощи полного четырехугольника (§ 30). 
Этим именно и воспользовался Штаудт, давший чисто геометри
ческое (без применения метрических понятий) построение про
ективной геометрии, основанное на идее гармонизма1.

В предлагаемом здесь курсе проективной геометрии такая 
задача не ставилась, и, как уже было сказано, определение про
ективности было основано на понятии сложного отношения. 
Поэтому, не изменяя характера изложения, мы воспользуемся 
определением проективности через гармонизм с целью иметь 
возможность исследования проективных соответствий при ослаб
ленном требовании Штаудта. Д ля этого необходимо доказать

эквивалентность обоих опре
делений проективности, что 

s и будет сделано в настоящем
параграфе.

2. Итак, будем называть 
, , , взаимнооднозначное соответ- 

д '  С В _____ D_____ ствие дВуХ форм первой сту
пени проективным по Шта- 

Ч ерт. 175. удту, если каждой гармониче
ской четверке элементов од

ной формы соответствует гармоническая четверка элементов второй.
Покажем прежде всего, что достаточно потребовать односто

роннего сохранения гармонизма при переходе от гармонической 
четверки одной формы к другой.

В самом деле, пусть имеем два ряда s и s' (черт. 175). Пред
положим, что гармонизм сохраняется при переходе от ряда s 
к ряду s'. Докажем, что сохранение гармонизма имеет место 
и при обратном переходе.

Пусть имеем гармоническую четверку точек А' ,  В' ,  С' ,  D'  
ряда s '. Предположим, что точкам А',  В',  С' соответствуют 
точки А,  В,  С ряда s.

Обозначим через D  четвертую гармоническую точку к точкам А,  
В, С.  Тогда гармонической четверке A B C D  ряда s соответствует 
по предположению гармоническая же четверка ряда s '. Но точ
кам А,  В,  С соответствуют точки А',  В',  С'. Следовательно, 
точке D  соответствует точка D ' и точке D ' соответствует точ
ка D  — четвертая гармоническая к тройке точек2 А,  В,  С.

3. Далее, докажем следующие свойства проективного соот
ветствия по Штаудту:

I. Проективное соответствие по Ш таудту является упоря
доченным.

Рассмотрим два ряда точек s и s' и предположим, что для 
них установлено проективное соответствие по Штаудту.

1 См. исторический очерк, стр. 355,  356.
2 Н е  за б у д е м ,  что соответствие п р едп ол агается  взаим но  однозначным.



Ч ерт. 176.

Чтобы убедиться в упорядоченности этого соответствия, до
статочно показать, что отношениям порядка точек ряда s соот
ветствуют такие же отношения порядка для соответственных 
точек ряда s'. Так, например, надо показать, что если две пары 
точек ряда s не разделяют друг друга, то тем же свойством 
будут обладать и пары соответственных точек ряда s '. Если 
пары точек ряда s разделяют друг друга, то тем же свойством 
обладают и пары соответственных точек ряда s'.

Пусть, например, имеем 
четыре точки А , В, С и D  
ряда s (черт. 176), причем

А , В —  С, D.
Докажем, что для соот

ветственных точек А ', В', С' 
и D' будем иметь:

А ’, В' —  С \  D '.
Как было выяснено в § 32, две неразделяющиеся пары точек 

всегда имеют общую гармоническую пару. Обозначим эту общую 
гармоническую пару для пар точек Л, В и С, D  ряда s буква
ми М и N . Следовательно, будем иметь:

(ABMN)  =  — 1, (CDMN)  =  — 1.
Обозначим буквами М'  и j V точки ряда s', соответственные 

точкам М  и N.  Тогда по определению проективности по Штаудту 
должны иметь:

(A'B'M'N')  =  — 1, (IC'D 'M 'N ') =  — 1.

Откуда следует, что пара точек М ', N' является общей гар
монической парой для пар точек Л ', В' и С ', D '. Но это озна
чает, что

Л ', В '—  С ', D '.
Так же легко доказывается сохранение порядка и в случае

А , В — С, D.

В самом деле, если бы при этом оказалось, что 
Л ',  В ', —  С ,  D ' , 

к) по доказанному выше мы должны были бы иметь:
Л , В ~ С ,  D ,

что противоречит сделанному предположению.
П . Т е о р е м а  Ш т а у д т а .  Если имеем два ряда на одной 

и той же прямой, находящихся в проективном соответствии 
пи Ш таудту, причем три пары соответственных точек этих 
рчдов совпадают, то и все пары совпадают, т. е. данные ряды 
тождественны.



Предположим, что ряды s и s' расположены на одной прямой, 
причем пары соответственных точек А , А ' ; В , В ’ и С, С' совпа
дают (черт. 177). Так как ряды s и s' проективны по Штаудту, 
то четвертые гармонические точки к тройке двойных точек А , А ';
В, В' и С, С' также совпадают. Таким образом, можно убедиться 
в существовании бесконечного (счетного) множества совпавших 
пар соответственных точек. Докажем, что не может оказаться 
ни одной пары несовпадающих соответственных точек. С этой 
целью рассмотрим тот из двух отрезков А В , который не содержит 
точки С. Отметим какую-нибудь точку М  этого отрезка. Соответ-

< 7 / 7 0 м  В0 В ______s
/7' /)' М ' В ' В ' С ' s'

Черт. 177.

ственная ей точка М ' второго ряда должна принадлежать тому же 
отрезку. Это вытекает из следующих соображений. Ряды s и s' 
являются одинаково направленными, так как направлению A B C  
(ряда s) соответствует направление А'В'С' (ряда s')

Так как
М С - r̂ А В ,

то и
М ' С ^ - А ' В ’,

или
М 'С' ~  А В .

Итак, точка М ' лежит на отрезке А В , содержащем точку М . 
Допустим, что М' не совпадает с М . Покажем, что это приведет 
к противоречию.

При движении точки М по прямой точка АТ, как было вы
яснено, движется в том же направлении. Обе точки должны 
совпасть в двойной точке А (А') и в двойной точке В (В'). Можно 
предположить, что совпадение произойдет раньше. Обозначим 
через Л0(Л0) первую двойную точку при движении пары М,  М' 
в одном направлении, а через В0(В ’о) — первую двойную точку при 
движении пары М , М ' в противоположном направлении. Тогда 
отрезок А 0В0, не содержащий точки С, не может иметь других 
двойных точек, кроме концов отрезка А 0 и В0. С другой стороны, 
рассмотрим пару точек D , D ', гармонически сопряженных с па
рой С, С' относительно точек Л 0(Л0) и В0(В('). Так как пары 
точек Л0, Л0; В0, В0' и С, С' совпадают, то и пара точек
D , D' совпадает (как четвертые гармонические).

Кроме того, должны иметь:
Л0, В0 — С, D ,

т. е. двойная точка D (D') принадлежит тому отрезку Л0, В0, ко
торый не содержит точки С.



Полученное противоречие показывает, что предположение о су
ществовании пары соответственных и несовпадающих точек М  
и М ’ было неправильным. Таких пар быть не может.

4. Определение проективности по Ш таудту эквивалентно 
определению проективности по Штейнеру.

Чтобы убедиться в эквивалентности обоих определений про
ективности (по Штаудту и по Штейнеру), надо доказать, что:

1) Из определения проективности двух форм первой ступени 
по Штейнеру следует их проективность по Штаудту.

2) Из определения проективности двух форм первой ступени 
по Штаудту следует их проективность по Штейнеру.

Первое из этих утверждений является очевидным, так как 
определение проективности по Штаудту сводится к требованию 
равенства сложных отношений лишь в случае гармонической 
группы элементов. Это требование, 
очевидно, перекрывается определе
нием Штейнера, которое предполагает s 
равенство сложных отношений любых 
четверок соответственных элементов Д , 
двух проективных форм. ".г,— — __ С' 5,

Итак, из определения проектив- В"
ности по Штейнеру следует проектив
ность рассматриваемых форм по Черт. j7g 
Штаудту.

Докажем, что и обратное утверждение справедливо.
Пусть имеем два прямолинейных ряда s и s' (черт. 178). 

Предположим, что между ними установлено проективное соот
ветствие по Штаудту. Отметим три произвольные точки А , В а С 
ряда s и обозначим через А ', В ', С' соответственные точки 
ряда s '. Тогда будем иметь:

ряд s (А, В, С ,...) л ряду s' ( А' , В' ,  С' ,  ...)
(по Ш т а у д т у ) .

Установим теперь проективное соответствие прямолинейных 
рядов s и s" по Штейнеру, причем носителем ряда s" является 
та же самая прямая, на которой расположен прямолинейный 
ряд s'. Соответствие рядов s и s" (по Штейнеру) зададим тремя 
парами соответственных точек: А,  А ”, В,  В" и С, С". При этом 
выберем точки А", В" и С" ряда s", так, чтобы они совпадали 
соответственно с точками А ’, В' и С' ряда s'.

Тогда будем иметь:
ряд s (А, В,  С,  ...) д  ряду s" (А ", В", С",. . .)

( по Ш т е й н е р у ) .
Будем считать соответственными такие пары точек рядов s' 

u s ',  которые отвечают одной и той же точке ряда s в устаноз- 
тмшых выше соответствиях рядов s' и s" ряду s. Так, например, 
если точке К  ряда s соответствует точка К'  ряда s' и точка К"



ряда s", то точки К'  и К" считаем соответственными для рядов 
s' и s".

Нетрудно убедиться, что установленное соответствие рядов 
s' и s" является проективным по Штаудту.

В самом деле, пусть К ' , L ' , М'  и N'  — гармоническая чет
верка точек ряда s ',  которой соответствует также гармоническая 
четверка точек К,  L,  М  и N  ряда s (так как ряды s и s' проек
тивны по Штаудту). Тогда гармонической четверке точек К ,  L,  
М,  N  соответствует гармоническая четверка точек К ", L", М " , N'  
ряда s" (так как ряды s и s" проективны по Штейнеру).

Таким образом, гармонической четверке точек К ' , L ' , М ' , N ' 
ряда s' соответствует гармоническая четверка точек К", L", М " , 
дг" ряда s".

Следовательно, ряды s' и s" проективны по Штаудту. Так 
как у этих рядов имеется три пары совпавших точек, а именно:

А' =  А",  В' =  В", С' =  С",
то по теореме Штаудта оба ряда тождественны:

s' (А' ,  В' ,  С' , . . . )  =  s" (А", В", С”, ...).
Поэтому ряд s проективен ряду s' как по Штаудту, так и по 

Штейнеру.
Теорема об эквивалентности обоих определений проективности 

доказана.
Это позволит нам в дальнейшем изучать проективные свой

ства фигур, ограничиваясь требованием инвариантности гармо- 
низма. В частности, мы воспользуемся определением Штаудта 
для изучения проективных преобразований плоского поля.

§ 48. Коллинеарные соответствия плоских полей 
(коллинеации).

В настоящем параграфе мы распространим понятие проектив
ного соответствия на формы второй ступени, а именно на пло
ские поля точек и прямых. Понятно, что полученные нами вы
воды могут быть перенесены по принципу двойственности в про
странстве на формы второй ступени, двойственные плоским полям, 
а именно на связки прямых и плоскостей.

Будем называть коллинеарным соответствием двух плоских 
полей или, коротко, коллинеацией такое взаимно однозначное 
соответствие их элементов, в котором:

а) каждой точке одного поля соответствует точка второго,
б) каждой прямой одного поля соответствует прямая второго,
в) паре инцидентных элементов одного поля соответствует 

пара инцидентных соответственных элементов второго поля 
(т. е. точке, принадлежащей прямой, соответствует точка, при
надлежащ ая соответственной прямой).



Заметим, что плоские поля, находящиеся в коллинеарном 
соответствии, могут иметь в качестве своих носителей или две 
различные плоскости, или одну и ту же плоскость. Далее, из са
мого определения коллинеации вытекает свойство транзитивности 
этого понятия. Это означает, что плоские поля со и со', колли- 
неарные какому-нибудь третьему полю со", коллинеарны между 
собой.

Докажем, что коллинеации обладают проективными свойства
ми, а именно, что соответственные формы первой ступени двух 
коллинеарных полей проективны. Предположим, что плоские

поля со и со' коллинеарны. Рассмотрим какой-либо прямолиней
ный ряд точек s поля со и соответственный ему прямолинейный 
ряд точек s' поля со'. Докажем, что ряды s и s' проективны. 
Для этого, как мы знаем, достаточно показать, что произвольной 
гармонической четверке точек ряда s соответствует гармоническая 
четверка точек ряда s'. Пусть А, В, С, D — четыре точки ряда s, 
образующие гармоническую группу. Проведем через точку А на 
плоскости со произвольные прямые АР  и A Q, через точку С — секу
щую прямую, которая встречает прямые АР  и AQ в точках 5  и Q 
(черт. 179). Далее, соединим прямыми пары точек В, Q и В, S. 
обозначим через Р точку встречи прямых Л5 и BQ и через R — 
ючку встречи прямых BS и AQ. Тогда прямая PR пересекает 
ряд s в точке D. Это следует из того, что для полного четырех
угольника PQRS точки А и В являются диагональными, а точки 
<■' и D — парой точек пересечения диагонали АВ  с противополож
ными сторонами, проходящими через третью диагональную точку F. 
Как мы знаем, пары А, В и С, D должны при этом образовать



гармоническую группу. Таким образом, для гармонической чет
верки А, В, С, D мы построим полный четырехугольник PQRS, 
имеющий прямую s своей диагональю, точки А и В — диагональ
ными точками, а точки С и D — точками, в которых эту диаго
наль пересекают стороны QS и PR полного четырехугольника.

На плоскости со' ряду s соответствует ряд s'. Точкам А, В, 
С, D ряда s соответствуют точки А ', В ' , С', D' ряда s ', полному 
четырехугольнику PQRS — полный четырехугольник P 'Q 'R ’S '. 
При этом все отношения принадлежности должны быть перене
сены с плоского поля со на плоское поле со' без всяких изменений, 
как это следует из определения коллинеации. Поэтому на пло
скости ш' прямая s' будет служить диагональю полного четырех

угольника P'Q ’R ’S ',  точки А ' и В' — его диагональными точка
ми, а точки С' и D ' — точками пересечения диагонали с парой 
противоположных сторон, проходящих через третью диагональную 
точку F ' . Отсюда тотчас же следует, что четыре точки А ’, В', 
С', D ’ образуют гармоническую группу. Итак, требуемое доказано.

Теперь уже нетрудно доказать проективность соответственных 
пучков двух коллинеарных полей.

Предположим, что пучку S плоского поля со соответствует 
пучок S' плоского поля со' (черт. 180). Пересечем пучок S прямой s. 
Получим ряд точек, перспективный пучку S:

ряд s [А, В, С, D, ...) д  пучку S (а, Ь, с, d, ...).

На плоскости со'прямой s соответствует прямая s'. Последняя 
пересекает пучок S ' вточках А ', В', C ',D ' , ..., причем

ряд s' (А', В ', С ', D ', ...) д  пучку S ’ (а ',  Ь', с', d', ...).

С другой стороны, ряды s и s', как соответственные в колли
неации полей со и со', проективны:

ряд s (А, В, С, D, ...) л  ряду s' (Л', В', С', D ', ...).



Отсюда заключаем, что перспективные этим рядам пучки S 
и S' также проективны:

пучок 5  (а, Ь, с, d, ...) д  пучку S' (а', Ь', с ', d ', ...)
(ч. т. д.).

Таким образом, проективность соответственных форм первой 
ступени двух коллинеарных полей доказана.

Отсюда также следует, что каждой кривой второго порядка, 
как геометрическому месту точек пересечения соответственных 
лучей двух проективных пучков в коллинеарном поле, соответ
ствует кривая второго порядка (образующие пучки первой кривой 
переходят в образующие пучки второй).

§ 49. Перспективные коллинеации и гомологии.

Вообразим в пространстве плоскости со и со' и центр проек
ций 5 (черт. 181). Будем проектировать из центра 5 точки пло
скости со на плоскость со'. Тогда каждой точке А плоскости со 
центральная проекция однозначно относит точку Л ' плоскости со'. 
Обратно, точке Л ' плоскости со' 
соответствует ее центральная 
проекция Л на плоскости со. Ана
логичным образом каждой пря
мой плоского поля со централь
ная проекция относит соответ
ственную прямую плоского поля 
со'. Так, например, прямой АВ 
поля со соответствует прямая 
А'В ' поля со'. Обе соответствен
ные прямые являются линиями 
пересечения плоскостей со и со' 
с проектирующей плоскост1 ю 
5ЛВ (или 5Л 'В '). Поэтому пря
мой А'В' соответствует на плос
кости со прямая АВ. Так как 
точке, лежащей на прямой, цен
тральная проекция относит точ
ку, лежащую на соответствен
ной прямой, то все условия 
коллинеарного соответствия двух плоскостей со и со' оказываются 
ныполненными. Поэтому приходим к выводу, что соответствие 
плоскостей со и со' является коллинеацией. Последняя называется 
п е р с п е к т и в н о й  к о л л и н е а ц и е й .

Линия пересечения ss плоскостей со и со' является, очевидно, 
п-ометрическим местом двойных точек перспективной коллинеации. 
Обозначим через С0 точку пересечения прямой АВ  с прямой ss. 
Го г да точка С0 сама себе соответствует. Следовательно, пря
мая А 'В ', соответственная АВ, должна проходить через С0.



Отсюда заключаем, что пары соответственных прямых пересе
каются на прямой ss, которую называют также о с ь ю п е р с п е к 
т и в н о й  к о л л и н е а ц и и .  Точка S называется ц е н т р о м  
э т о й  к о л л и н е а ц и и .

Выполним теперь следующее построение. Будем проектировать 
плоскость со на плоскость соt из центра S, (черт. 182). Тогда 
плоскости ш и Mi будут приведены в перспективно-коллинеарное 
соответствие, в котором треугольнику ABC соответствует тре
угольник А 1В 1С1. После этого спроектируем плоскость соt из 
центра S2, отличного от Si, на плоскость со', проходящую через 
линию пересечения плоскостей со и соi. Получим новую перспек
тивную коллинеацию, приводящую в соответствие плоскости со, 
и со'. В этой коллинеации треугольнику Л ,В ,С , будет соответ

ствовать треугольник А 'В ’С'. Соответствие плоскостей со и со', 
очевидно, также является коллинеацией, так как два плоских 
поля со и со', коллинеарные третьему со,, коллинеарны между 
собой. Но, кроме того, мы будем иметь п е р с п е к т и в н у ю  
коллинеацию плоских полей со и со'. Последнее вытекает из того, 
что соответственные треугольники ABC и А'В'С' гомологические, 
т. е. удовлетворяют теореме Дезарга. Поэтому прямые А А ' , ВВ' 
и СС' проходят через одну точку. Обозначим эту точку буквой S. 
Точка S является центром перспективной коллинеации плоских 
полей со и со'. I

Существенно новый случай получим, если плоскость со' сов
падает с плоскостью со. В этом случае коллинеарные поля имеют 
одного и того же носителя. Так как и в этом случае теорема 
Дезарга для треугольников ABC и А'В'С' остается в силе (тео
рема Дезарга на плоскости), то прямые, соединяющие пары со
ответственных точек, проходят через одну и ту же точку S

Ч ерт. 182.



совмещенных плоскостей. Коллинеация называется в этом случае 
г о м о л о г и е й .  Точка S называется ц е н т р о м  г о м о л о г и и .  
Через центр S проходят все прямые, соединяющие пары соответ
ственных точек (Л, А'; В, В', С, С'; ...). Прямая s называется 
о с ь ю  г о м о л о г и и .  На этой прямой лежат точки пересечения 
пар соответственных прямых гомологии (Л0, В0, С0, ...).

Все прямые, проходящие через центр гомологии S, являются 
двойными. Сам центр S также, очевидно, двойная точка.

Аналогично ось гомологии s является двойной прямой, все 
точки которой двойные. Два соответственных в гомологии тре
угольника, например треугольники ABC и А'В 'С ', удовлетворяют 
условиям теоремы Дезарга.

Точно так же и обратно, 
два треугольника, удовлетво
ряющие теореме Дезарга, мож
но рассматривать как соответ
ственные в гомологии. Отсю
да и название таких треуголь
ников—г о м о л о г и ч е с к и е .

Если коллинеация на плос
кости имеет центр, то она 
имеет также ось, т. е. являет- s 
ся гомологией. В самом деле, 
в этом случае соответствен
ные треугольники расположе
ны гомологически и их соот
ветственные стороны пересе
каются в трех точках, ле
жащих на одной прямой, 
которая и является, оче
видно, осью гомологии.

Равным образом коллине
ация, имеющая ось, обладает также центром, т. е. является гомо
логией.

Если даны центр S и ось s гомологии, то для определения 
гомологии достаточно задать пару соответственных точек Л, Л '. 
При этом пара точек Л, Л ' должна удовлетворять единственному 
условию: прямая А А ' обязательно проходит через точку 5. 
В остальном выбор пары соответственных точек является сво
бодным1.

В частности, в качестве центра S гомологии можно выбрать 
какую-либо точку на оси s гомологии. С таким особым случаем 
! омологии мы встретимся в дальнейшем (§ 54).

Покажем, что гомология вполне определена, если даны:
S, s и (АА').

1 Р азум еется ,  точка А не предполагается  двойной (т. е. А'  Ф А).



Пусть дана произвольная точка В (черт. 183). Тогда соответ
ственная ей точка В' находится с помощью следующего построе
ния. Проводим прямую АВ  и обозначаем через С0 точку ее пере
сечения с осью гомологии s. Прямая А'С 0 является соответственной 
прямой АС0. Точка В ’ должна лежать на этой прямой А'С 0 и на 
луче SB. Поэтому имеем:

В ' =  А ’Сй X SB.
Таким путем для каждой точки плоскости может быть постро

ена соответственная ей точка.
Если бы построение точки В', соответственной точке В, было 

выполнено при помощи какой-либо другой пары (отличной от 
пары А, А') соответственных точек, например при помощи пары 
С, С', то мы получили бы ту же самую точку, что и при первом 
построении. Это прямо следует из того, что треугольники ABC 
и А ’В'С' удовлетворяют теореме Дезарга. В самом деле, прямые СВ 
и С В ' должны пересекаться в точке А 0 оси гомологии s. Следо
вательно, они являются соответственными.

Вместо пары соответственных точек можно определить гомоло
гию заданием пары соответственных прямых. Пусть, например, 
кроме центра S и оси s гомологии, задана пара АВ, А 'В ' соот
ветственных прямых. Эти прямые должны, очевидно, удовлетво
рять лишь одному требованию: точка их пересечения С0 должна 
принадлежать оси гомологии s. Тогда, проведя произвольный луч 
(например, S/4) пучка S, определим пару соответственных точек 
А, А ' на прямых АВ и А 'В '.

Заметим, что гомологию всегда можно рассматривать как 
перспективную коллинеацию с последующим совмещением плоско
стей. Такую коллинеацию мы получим, перегибая чертеж по оси 
гомологии s, которая при этом становится линией пересечения 
плоскостей коллинеации. Центр перспективной коллинеации опре
деляется как точка пересечения прямых А А ', В В ', СС'........Послед
ние, по теореме Дезарга (в пространстве), должны проходить 
через одну точку S.

§ 50. Аффинные коллинеации.

В первой главе мы рассмотрели аффинные и перспективно-аффин
ные соответствия. Эти соответствия удовлетворяют тем требова
ниям, которые были выдвинуты при определении коллинеарных 
соответствий. Поэтому аффинные соответствия принадлежат 
к числу коллинеаций. Но вместе с тем они обладают особыми 
свойствами (как, например, инвариантностью параллелизма и про
стого отношения трех точек прямой), которые не являются общими 
свойствами всех вообще коллинеаций. В настоящем параграфе мы 
уточним понятие аффинной коллинеации, определив то характе
ристическое свойство, которое выделяет ее из класса всех колли
неаций.



Предположим, что между плоскостями со и со' установлено 
аффинное соответствие. Тогда двум параллельным прямым f и 
g {f || g) плоскости со соответствуют параллельные прямые f  и 
§' (/' II S') плоскости со' (черт. 184). На проективной плоскости 
параллельные прямые пересекаются в несобственной точке. Обозна
чим несобственную точку пересечения прямых / и g через F ^.

Ей соответствует несобственная точка пересечения прямых / ' и g’ 
на плоскости со', которую обозначим через F'^. Так как точка 
F — произвольная несобственная точка плоскости со, то можно 
сказать, что в аффинной коллинеации -несобственной точке одной 
плоскости всегда соответствует несобственная же точка второй

Черт. 185.

плоскости. Это означает, что несобственной прямой плоскости со 
в аффинной коллинеации соответствует несобственная прямая пло
скости со'.

Докажем, что это свойство является для аффинной коллинеа
ции характеристическим. Необходимость его следовала из инва
риантности параллелизма. Чтобы показать его достаточность, 
рассмотрим простое отношение трех точек прямой.

Пусть плоскости со и со' находятся в коллинеарном соответ
ствии, причем несобственной прямой плоскости со соответствует



несобственная прямая плоскости со'. Рассмотрим пару соответ
ственных прямых s и s' (черт. 185). Предположим, что трем 
точкам А, В и С прямой s соответствуют три точки А ', В' и С  
прямой s'. Кроме того, в силу сделанного предположения несоб
ственной точке D в прямой s соответствует несобственная точ
ка D'" прямой s'. Так как коллинеация не меняет сложного 
отношения четырех точек прямой, мы должны иметь: 

(A B C D J = (A 'B 'C ’D 'J .

Но, как было показано в § 25,
(ABCD J  =  (ABC), (A 'B 'C 'D 'J  =  (А'В'С').

Следовательно, получим:
(ABC) =  (А'В'С).

Таким образом, коллинеации, в которых несобственной прямой 
одной плоскости соответствует несобственная прямая другой, 
сохраняют без изменения простое отношение трех точек прямой. 
Но это значит, что указанные коллинеации являются аффинными.

На основании приведенных соображений приходим к следую
щему выводу:

Рассмотренные в главе I аффинные соответствия двух пло
скостей (различных или совпавших) являются коллинеациями, 
в которых несобственной прямой одной плоскости соответст
вует несобственная прямая второй ( а ф ф и н н ы е  к о л л и 
н е а ц и и ) .

Ч ерт .  186.

Предположим, что прямолинейному ряду s соответствует в аф
финной коллинеации ряд s'. Как известно, ряды s и s' являются 
проективными во всякой коллинеации. В данном случае они обла
дают дополнительным свойством: простые отношения трех соот
ветственных точек этих рядов равны.

Обозначим через АВ и CD два каких-либо отрезка прямой s, 
а через А'В' и C D '— соответственные отрезки прямой s' 
(черт. 186). Тогда будем иметь:

(АСВ) =  (A'C'B')i (BDC) =  (B'D'C),



или
АВ =  /Г В \  ВС_ =  ВЧГ 

СВ _  С 'В ’' DC ~  D ' C '

Переставляя средние члены, получим:
АВ _  СВ_ ВС_ _  DC 

А 'В ' ~  С'В' ’ ~~ ГУС7’

Сравнивая эти два равенства, находим:
АВ CD ,------= -------=  const.

А 'В ' C'D'
Таким образом, отношение двух любых соответственных от

резков рядов s и s' есть величина постоянная. Проективные 
ряды, обладающие этим свойством, называются п о д о б н ы м и .  
Признаком подобия двух проективных рядов является, как мы 
видели, соответствие их несобственных точек. В частности, этим 
свойством всегда обладают два прямолинейных ряда, соответст
венных в аффинной коллинеации.

§ 51. Аффинные гомологии.
Предположим, что плоскости полей о  и со' совпадают. Тогда 

коллинеация этих полей представляет собой соответствие элемен
тов одной и той же плоскости. Если эта коллинеация аффинна, 
то несобственная прямая плоскости должна сама себе соответст
вовать. Следовательно, несобственная прямая является двойной 
прямой коллинеации.

Рассмотрим теперь аффин
ную гомологию. Это такая гомо
логия, в которой несобственная 
прямая является двойной.

Как мы видели (§ 49), двой
ные прямые гомологии прохо
дят через центр гомологии, кроме 
них, двойной прямой является 
ось гомологии.

В аффинной гомологии двой
ной прямой оказывается несоб
ственная прямая плоскости, ко
торая, следовательно, либо про
ходит через центр гомологии ч lg7 
являющийся в этом случае не
собственной точкой, либо сама является осью s гомологии. Рас-ОО

смотрим возможные случаи таких гомологий.
1) П е р с п е к т и в н о - а ф ф и н н о е  с о о т в е т с т в и е .  

В этом случае центр гомологии является несобственной точкой, 
lice прямые, соединяющие пары соответственных точек, параллельны 
и проходят через точку (черт. 187). Ясно, что такая гомология



представляет собой перспективно-аффинное преобразование, ось 
которого s есть геометрическое место двойных точек (ось гомологии).

Если, в частном случае, центр перспективно-аффинного
соответствия является несобственной точкой оси s, то все пр ямые, 
соединяющие пары соответственных точек, параллельны оси s 
(черт. 188). Такое преобразование называется с д в и г о м.

2) Г о м о т е т и я .  Если ось гомологии является несобст
венной прямой, то пары соответственных прямых должны быть 
параллельными и пересекаться в точках несобственной оси. Так, 
например, на чертеже 189 соответственные прямые 
параллельны и пересекаются 
в несобственной точке X .оо
При этом будем иметь:

SA '  SB'

АВ и А 'В '

---- =  — - =  к (const).
S.4 SB

Следовательно, рассматри
ваемая коллинеация пред
ставляет собой гомотетию (§3) 
с коэффициентом к.

Особый случай гомотетии Ч ерт . 188.
представляет собой и н в о л ю ц и о н н а я  г о м о т е т и я ,  или цен- 
т р а л ь н а я  с и м м е т р и я  (черт. 190). В этом случае пары со
ответственных точек А и А ' образуют на прямой А А ' инволюцию, 
двойными точками которой являются центр 5  и несобственная 
точка Л^ (лежащая на оси гомологии). То же самое имеем для 
любой прямой, проходящей через центр S. Так как инволюция на

каждой из этих прямых ги
перболическая, причем одна 
из двойных точек несобствен
ная, то вторая двойная точ
ка S делит отрезок А А' (или 
ВВ') пополам как гармониче
ски сопряженная несобствен
ной точке. Отсюда видно, что 
рассматриваемая инволюци
онная гомотетия есть цент
ральная симметрия (с цент
ром S).
3) П а р а л л е л ь н ый пе

р е н о с .  Предположим, наконец, что мы имеем такую аффинную 
гомологию, в которой ось является несобственной прямой, а 
центр S ^ — несобственной точкой. Следовательно, центр при
надлежит оси1 s .

1 К числу таких  гомологий, у к о то р ы х  центр S и ось s инцидентны, отно
сится так ж е  «сдвиг».



Если А, А ' и В, В ' — две пары соответственных точек 
(черт. 191), то прямые А А ' и ВВ' параллельны и пересекаются 
в точке 5 :

А А ' X ВВ' =  S ..

С другой стороны, прямые А В и А 'В ' как соответственные 
должны пересекаться в точке X , ,  лежащей на несобственной 
оси гомологии sm. Поэтому

АВ 11 А'В'.

/Iе° Scо

Следовательно, фигура АВ А'В ' — параллелограмм и будем 
иметь:

АВ #  А 'В '.
Таким образом, в рассматриваемом случае гомология сводится 

к п а р а л л е л ь н о м у  п е р е н о с у ,  о п р е д е л я е м о м у
вектором А А '.

Параллельный перенос представляет собой такое преобразова
ние плоскости, в котором все точки перемещаются в определен
ном направлении на одно и то же расстояние. Вектор А А ' переноса 
определяет как направление, так и расстояние переноса.

§ 52. Об условиях, определяющих коллинеацию.
1. Поставим вопрос о том, сколько условий определяет колли- 

неацию. Докажем предварительно следующие две теоремы:
Т е о р е м а  I. Существует коллинеация, переводящая произ

вольно выбранный невырождающийся1 четырехугольник плоскости 
а четырехугольник, конгруентный произвольно заданному. ■

1 Т. е. такой четы рехугольни к ,  ни какие  три верш ины  которого не л еж ат  
||.| одной прямой.



Пусть имеем четырехугольник ABCD на плоскости со. Пока
жем, что существует такая коллинеация, которая переводит дан
ный четырехугольник ABCD в четырехугольник, конгруентный 
произвольно заданному второму четырехугольнику A'B'C'D' 
(черт. 192).

Проведем через вершину А данного четырехугольника произ
вольную прямую s2 и отложим на ней отрезок A D 4 =  A 'D '. Далее, 
найдя точку F' пересечения сторон A'D' и В'С' второго четырех
угольника, отложим на прямой s2 отрезок DiFi =  D F '. Обозначим 
буквой X  точку пересечения стороны DC данного четырехуголь
ника с противоположной стороной АВ.

Соединим точку D t с точкой X  и точку F4 с В. Точку пересе
чения прямых DjX и FiB обозначим через Сt :

С4 =  D iX  X FiВ.

Мы получили четырехугольник Этот четырехугольник
можно рассматривать как соответственный данному четырехуголь
нику ABCD в гомологии с осью АВ  и центром S ,. Последний 
определяется как точка пересечения прямых D tD и CtC:

S , =  С 4С X D tD.

Действительно, гомология с центром S 4 и осью s t =  АВ пере
водит четырехугольник ABCD в четырехугольник ABC 1D i. Обозна
чим эту гомологию буквой Hi- Гомология Hj преобразует точки



плоскости со таким образом, что четырехугольник A BCD переходит 
в четырехугольник ABCJDy.

Так как отрезок AD t =  /I 'D ', то на этом отрезке AD t можно 
построить четырехугольник ADiC.2 B2, конгруентный второму дан
ному четырехугольнику A'D'C В'\

AD 1C2B 2 = A'D'C'B'.

При этом, в силу того что DiFi =  D 'F ', сторона В 2С2 пересе
кает сторону ADi четырехугольника в точке F{.

Нетрудно видеть, что четырехугольник A D £ 2 B 2 является соот
ветственным четырехугольнику A D xCtB в гомологии с осью 
и центром S2, определяемым следующим образом:

S 2 — В2В X' С2С

Обозначим эту гомологию буквой Н2. Гомология Н2 преобра
зует точки плоскости таким образом, что четырехугольник AD ХСХВ 
переходит в четырехугольник ADlC2 B2.

Рассмотрим теперь преобразование К, представляющее собой 
произведение гомологий Н4 и Н2:

К =  Н г  Н2

Преобразование К является, как нетрудно видеть, коллинеацией. 
В самом деле, точки плоскости со при посредстве гомологий 
и Н2 переходят в соответственные точки той же плоскости. Пря
мые плоскости со переходят в соответственные прямые. Наконец, 
инцидентные элементы переходят в инцидентные.

Таким образом, существует коллинеация К, переводящая дан
ный четырехугольник ABCD в четырехугольник A B 2C2D U конгру
ентный второму данному четырехугольнику A 'B ’C'D'.

Теорема доказана1.
Т е о р е м а  II. Существует лишь одна коллинеация, в которой 

данному невырождающемуся четырехугольнику A BCD соответ
ствует второй данный четырехугольник A 'B 'C 'D '.

Предположим, что в некоторой коллинеации четырехугольнику 
ABCD соответствует четырехугольник A'B'C'D ' (черт. 193). При 
этом не имеет значения, рассматриваем ли мы коллинеацию двух 
различных плоскостей или одной плоскости (т. е. являются ли 
носителями коллинеарных полей две различные плоскости или 
одна и та же).

Покажем, что каждой точке М плоского поля со соответствует 
вполне определенная единственная точка М' плоского поля со'.

1 М ожно доказать, что с помощью ряда центральных проекций мож но  
установить коллинеацию плоскостей со и со', в которой данному четы рехуголь
н и к у  ABCD  соответствует данный четырехугольник А ' В ’C'D'  (см ., например, 
Г и р ш в а л ь д ,  П роективная геометрия, изд. Д Н Т В У , 1935).



Рассмотрим два пучка с центрами в соответственных точках А 
и А '. В этих пучках имеем соответственные пары лучей:

АВ  и А 'В ', АС и А'С', AD и A'D ',
которые вполне определяют проективное соответствие пучков А и 
А': пучок А (АВ, AC, AD, ...) д пучку А ' (А 'В ', А 'С ', A 'D ',...).

Тогда лучу а пучка А, проходящему через точку М, соответ
ствует определенный луч а' пучка'Л ', проходящий через соответ
ственную точку М '. При этом должны иметь

(АВ, AC, AD, а) =  (А 'В ', А'С ', A 'D ', а').

Черт. 193.

Из этого условия, как мы знаем (§ 28), луч а' однозначно 
определяется и может быть построен.

Подобным же образом рассмотрим два проективных пучка 
с центрами В и В':

пучок В (ВА, ВС, BD ,...)a  пучку В' (В 'А ', В 'С ', B 'D ', ...).
Лучу b пучка В, проходящему через точку М, соответствует 

определенный луч Ь' пучка В', проходящий через М'. Причем
(ВА, ВС, BD, Ь) =  (В 'А ', В'С', B 'D ', Ь'),

что позволяет однозначно построить луч Ь'.
Таким образом, точка М' однозначно определяется как точка 

пересечения прямых а' и Ь'\
М ' =  а' X Ь'.

Следовательно, существует только одна коллинеация, в ко
торой четырехугольнику ABCD соответствует четырехугольник 
A'B'C'D' (ч. т. д.).

2. Из теорем I и II можем заключить, что задание двух соот
ветственных невырождающихся четырехугольников или че
тырех пар соответственных точек (из которых никакие три не 
лежат на одной прямой) вполне определяет коллинеарное соот
ветствие плоских полей.

В самом деле, если точкам А, В, С, D плоского поля со соот
ветствуют точки А ', В ', С', D' плоского поля со', то по теореме I 
существует коллинеация, переводящая четырехугольник ABCD



в четырехугольник A iB f iJ ) ^  конгруентный четырехугольнику 
A 'B 'C 'D '.

Обозначим через coj плоское поле, в которое при этом пере
ходит поле со. Совместим носители плоских полей соt и со' так, 
чтобы четырехугольник А совместился с четырехугольни
ком A'B 'C 'D '. Тогда в коллинеации плоских полей со и о , =  со' 
четырехугольнику ABCD соответствует четырехугольник A 'B 'C 'D '. 
По теореме II эта коллинеация является единственной1.

Таким образом, задание двух соответственных четырехугольни
ков плоских полей «в и со' определяет единственную коллинеацию 
этих полей (ч. т. д.).

Вместо двух соответственных четырехугольников для опреде
ления коллинеации можно задать два соответственных четырех

сторонника или четыре пары соответственных прямых (из кото
рых никакие три не проходят через одну точку).

В самом деле, задавая два соответственных четырехсторонника, 
мы будем иметь и четыре пары соответственных точек коллинеар- 
ных полей (вершины данных четырехсторонников), которые, как 
было показано, определяют коллинеацию.

Коллинеация может быть также определена заданием трех 
пар соответственных точек и пары соответственных прямых. 
Так, если даны три пары соответственных точек А, А'\ В, В' 
и С, С' (черт. 194) и пара соответственных прямых g и g ', то, 
отмечая точки пересечения прямых g и g' соответственно со сто
ронами треугольника ABC и А'В'С', получим еще три пары соот
ветственных точек. Тогда можем выбрать два соответственных 
невырождающихся четырехугольника, например BCMN и B'C'M 'N', 
которые вполне определяют коллинеацию.

Рассматривая в главе I аффинные соответствия, мы определяли 
их с помощью двух соответственных треугольников (трех пар

1 Заметим, что для преобразования плоского поля со в поле со', помимо 
коллинеации К, потребовалось произвести движ ение S, совмещающее че
тырехугольник A 1B1C1D l с четырехугольником A 'B 'C 'D ' .



соответственных точек). Теперь ясно, что четвертое условие для 
аффинных коллинеаций заключается в соответствии несобствен
ных прямых плоских полей. Поэтому для определения аффинной 
коллинеации достаточно задать три пары соответственных точек.

§ 53. Проективные координаты.

1. Изучая аффинные преобразования плоскости, мы пришли 
к понятию аффинных координат, представляющих собой обобще
ние обыкновенных декартовых координат (§ 8). Аффинную систему 
координат мы получили, подвергнув аффинному преобразованию

обыкновенную декартову 
систему координат на плос
кости. При этом новая си- 

У] стема — система аффинных 
координат — оказалась ин
вариантной по отношению 
ко всякому аффинному 
преобразованию.

Для изучения проектив
ных преобразований плос
кости (коллинеации) долж- 

Черт. 195. но быть получено такое
обобщение декартовой си

стемы, которое могло бы выдержать без изменения любое колли- 
неарное преобразование плоского поля.

Такая система координат носит название проективной. Мы 
придем к ней, произведя проективное преобразование обыкновен
ной декартовой системы координат.

Пусть, как и в § 8, имеем на плоскости систему обыкновен
ных декартовых координат хОу (черт. 195). Обозначим через Е {  1, 1) 
единичную точку и через М (х, у) произвольную точку плоскости.

Произведем теперь кол- 
линеарное преобразование 
плоского поля и посмотрим, 
какой вид примет при этом 
чертеж 195. На этом 
чертеже прямые М2М и 
ЕгЕ пересекают ось Ох 
в ее несобственной точке 
Х „ (М 2М || Е2Е || Ох).
Точно так же прямые М УМ 
и Е,Е  пересекают ось Оу 
в ее несобственной точке церт 195

{МуМ Н Е,Е  || Оу).
Предположим, что точкам X*. и соответствуют в колли

неации точки X ' и Y ' , а несобственной прямой У ,  — пря
мая X 'Y ' (черт. 196). Тогда прямые М 2М ' и Е'2 Е' должны пере



секать ось O'х’ в точке X ', а прямые М[М' и Е\Е' должны 
пересекать ось О'у' в точке Y '. Таким образом, чертеж 196 
является проективным изображением чертежа 195. Теперь мы 
дадим декартовым координатам х и у такое выражение, которое 
оставалось бы инвариантным при всех коллинеарных преобразо
ваниях. Этого можно достигнуть, выражая координаты х и у 
с помощью сложных отношений:

х = Щ  = (М 1Е*°) = (М 1 Е*0 Х -  >'

так как

{M .E fiX  ) = - ^ l£l0) =  (.М.Е.О).
1 1 (M & X J V 1 1 '

Аналогично

У =  Й Г  =  (М 2 Е 20 ) =  (M2 E 2 O YJ.

Мы представили декартовы координаты в проективной форме.
После преобразования (черт. 196) будем иметь:

я? =  (М\Е\0'Х'),
у ' =  (M'2E 20 'Y '). (1)

Эти выражения назовем п р о е к т и в н ы м и  координатами 
точки М '.

Так как сложное отношение четырех точек прямой не изме
няется в коллинеарном преобразовании, то будем иметь:

х' =  х и у ’ = у.
2. Рассмотрим теперь систему проективных координат незави

симо от декартовой. Прежде всего мы видим, что для определения 
проективных координат по формулам (1) должен быть задан тре
угольник O 'X’Y ’, который называется о с н о в н ы м  (базисным) 
или к о о р д и н а т н ы м .  Кроме того, должна быть задана единич
ная точка Е '.

Из формул (1) видно, что при совпадении текущей точки М' 
с точкой Е’ получим:

х> =  1, у ' =  1.

Следовательно, проективные координаты единичной точки Е' 
равны единице.

Рассматривая чертеж 196, мы видим, что координатная фигура 
(основной треугольник и единичная точка) совершенно равноправна 
в отношении вершин и сторон треугольника, поэтому в качестве 
центров проекции можно выбрать любые две вершины основного 
треугольника и проектировать из них единичную и данную точки 
на противоположные стороны треугольника. Предположим, что нам 
задан основной (координатный) треугольник X Y Z  проективной



системы координат (черт. 197). Проектируя точки Е и М из верши
ны X  на противолежащую сторону координатного треугольника, 
получим точки Ех и М х. Проектируя те же точки из вершины У, 
получим на противолежащей стороне точки Еу и М у. Тогда проек
тивные координаты х' и у ’ можно выразить следующими формулами:

х' =  (MyEyZX ), у ' =  (MXEXZ Y ). (2)
Следует отметить, что проективные координаты точек прямой 

X Y  остаются неопределенными. В самом деле, если точка М ле
жит на прямой X Y , то М у совпа
дает с X, аМ х с Y. Чтобы устра
нить это исключение, перейдем 
к о д н о р о д н ы м  п р о е к т и в 
н ы м  к о о р д и н а т а м ,  полагая

У_
г г  *

Посмотрим, какой геометриче- 
X ский смысл имеют однородные про

ективные координаты х, у, г.
Из точек М и Е опустим перпен

дикуляры на стороны координат
ного треугольника. Основания этих 

перпендикуляров обозначим соответственно буквами: M lt М2, М:> 
и Еу, Е2, Е3  (черт. 197). Будем иметь:

(М Е ZX) =  ( УМ,  YE y, YZ, YX) =  (—М>' УЕУ'.1 В  =
' у у > у у ’ г  ( у м г  Y E y , YX)

sin(jMyKX) _  sin ( My YZ)

Черт. 197.

— — x'

sin ( MyYZ)  

sin (Ey YZ)  sin (Ey YX) sin (MyYX)  
M M, , M M 3

sin  (EyYZ)  __M M j

sin (E yY X ) M M 3

E gi

E E '

или
ЕЕ, Е Е 3 ’

х _  М М, М М 3
г ЕЕ , ЕЕ3

образом найдем:
у _  М М 2 . ММ 3
г ЕЕ2 ЕЕ3

Обозначим расстояния точки М до сторон координатного тре
угольника следующим образом:

М М Х =  du М М 2 — d2, АШ 3 = d3

и аналогичные расстояния единичной точки Е через 
EEi = eh ЕЕ 2 =  е2, ЕЕ 3 =  е3.



Тогда получим следующую формулу:

# 1 вg е3

Формула (3) показывает, что однородные проективные коорди
наты х, у, г точки М пропорциональны отношениям расстояний 
данной точки к расстояниям единичной точки до сторон коор
динатного треугольника.

3. Это свойство однородных проективных координат позволяет 
написать формулы преобразования координат.

Обозначим через с, Т| обыкновенные декартовы координаты на 
плоскости. Предположим, что уравнения сторон основного треуголь
ника X Y Z  имеют в этой системе декартовых координат следующий 
вид1:

Допустим для упрощения записи, что левые части этих уравне
ний представлены в нормальной форме. Тогда расстояния du d2 и d 3  
выражаются левыми частями уравнений (4), в которых I н ц явля
ются декартовыми координатами точки М. Поэтому будем иметь:

х  . у  . z  _  a i l  ~Ь P i1!  Ч~ Vi . a2% ~Н tV )  ~Ь Уг . аз£ +  РзЛ 4~ Уз 

*?1 е2

В однородных декартовых координатах (заменяя ; и ■») через —

х :у  : г = (а£ +  by-ц +  с ^ )  : (а2 S +  Ьщ +  с-£) : (а3% +  Ь3 х\ +  сз0,

В формулах (5) р — произвольный множитель, не равный нулю. 
Определитель системы (5) не может равняться нулю, так как он 
отличается от определителя системы уравнений (4) лишь постоян
ным множителем.

Формулы (5) дают выражения однородных проективных коор
динат х, у, г через однородные декартовы координаты 5, т| и

1 Определитель системы уравнений (4) не может равняться нулю, так 
как в этом случае три прямые проходили бы через одну точку.

(VZ) ... a ,6  +  PjTj +  у, =  0, a ,p iYl
(ZX). . .  сс2|  +  р2л +  у2 =  0, а 2р2у2 ф  о. (4)
( X Y ) ... а , £  +  Р 3П +  У3=  а зРзУз

формулы можно переписать в следующем виде:

ил и
рх =  о , |  +  6,т] +  с,С, a lblcl

РУ ^ 2̂  “I- 2̂*1 ^2^’ ^ 2̂ 2̂ 2 ф  0. 
рг =  а £ +  Ь3т1 +  Сз£, а 3Ъъс 3

(5)



Мы видим, что эти формулы линейны. Разрешая их относительно
I, т| и С, находим:

р'£ =  а\х +  Ь\у +  с[г,

р'л =  а'2х +  Ь'2У +  С2*> 
р'£ =  а'3х +  ьз у +  С3г,

ai
а '2  Ь'2 с' 

йз 6з сз
4 = 0 . (6)

Формулы (6) выражают однородные декартовы координаты 
точки М через однородные проективные координаты.

С помощью этих формул можно получить формулы перехода от 
одной системы проективных координат к другой. Предположим,что, 
кроме рассматриваемой системы проективных координат х, у, г, 
имеется еще вторая система х, у, г, определяемая координатным 
треугольником X YZ  и единичной точкой Е. Выражая декартовы 
однородные координаты точки М через ее проективные однород
ные координаты второй системы по формулам (6), получим:

р ' |  =  щх + b\y -f  c'iz, 
рт] =  &гХ +  Ь^у +  Сг2, 
р £  =  азХ +  b3y +  C3 Z,

а\ Ь\ с 1
а 2 62 с2 
«3 Ьз С3

(7)

Если внесем эти выражения £, т, и С через х, у и z в формулы 
(5), то и получим искомые ф о р м у л ы  п р е о б р а з о в а н и я  
п р о е к т и в н ы х  о д н о р о д н ы х  к о о р д и н а т .  Они могут 
быть написаны следующим образом:

рх — А^х -f- В^у -f- CjZ,
ру А2х -f- В2у -f- C2z, 
рг =  А3х -f- В3у С3 г.

(8)

При этом определитель
Л, Вj С,

в„ с, 
л3 в3 с3

не равен нулю, так как он равен произведению соответствующих 
детерминантов формул (5) и (7).

Из формулы (3) можем найти координаты вершин базисного 
треугольника XYZ. В самом деле, для вершины X  будем иметь: 
d2 = d3  =  0. Следовательно, получаем координаты:

X (х : 0 : 0) или X  (1 : 0 : 0).
Аналогично для вершин Y  и Z получаем:

Y  (0 : 1 : 0), Z (0:0: 1),



Пользуясь формулами преобразования проективных координат 
(8), найдем координаты вершин нового базисного треугольника 
в старой системе. Для этого применим формулы (3) последовательно 
к точкам X , Y  h Z, имеющим в новой системе координаты:Х (1 : 0 :0),
V (0 : 1 : 0), Z ( 0 : 0 : 1).

Получаем следующие координаты для точек X, Y, Z в старой 
системе:

X (A t : А 2 : А 3), V  (В, : В2 : В3), Z {C t : С2 : С3).
Таков геометрический смысл коэффициентов в формулах (8). 

Посмотрим, какой вид примут формулы преобразования проектив
ных координат (8), если вершины X и Y  базисного треугольника 
остаются неподвижными (X =  X; Y  =  Y).

Так как координаты вершин X и У в старой системе таковы: 
X (1 : 0 : 0), Y  (0 : 1 : 0), то мы должны иметь:

A i : А 2 : А 3 — 1 : 0 : 0 ;  В^ : В 2 : В 3  =  0 : 1 : 0 .
Отсюда заключаем, что

А 2 = А 3 — 0 и fij — В 3 — 0.

Поэтому формулы преобразования координат (8) в рассматриваемом 
случае примут вид:

рх =  A ix +  С,2, (8')
ру =  В2 у +  C2z,
pz =C3z ( A i -В г -С з ф  0).

§ 54. Коллинеарное преобразование в проективных 
и декартовых координатах.

1. Как было показано в § 52, коллинеарное преобразование пло
ского поля со в плоское поле со' вполне определяется заданием 
четырех пар соответственных точек этих полей.

Предположим, что на плоскости со установлена система проек
тивных координат, определяемая координатным треугольником 
XYZ  и единичной точкой Е.

На плоскости со' установлена система проективных координат, 
определяемых координатным треугольником X 7 Z  и единичной точ
кой Е.

Предположим, что плоские поля со и со' находятся в коллине- 
арном соответствии, в котором четырем точкам X, Y, Z и Е поля 
со соответствуют четыре точки поля со', которые мы обозначим 
буквами X ', У ', Z' и Е' (черт. 198). Таким образом, данная кол
линеация К определяется четырьмя парами соответственных то
чек: X, X '; Y, Y'; Z, Z'; Е, Е ' .



Пусть М — произвольная точка плоскости со, а М' — соответ
ственная ей точка плоскости ш'. Нашей задачей является найти 
выражения однородных проективных координат х, у, г преобразо
ванной точки М ' через координаты х, у, г данной точки М. С этой 
целью мы рассмотрим на плоскости со' ту систему однородных 
проективных координат, которую определяют координатный тре
угольник X 'Y 'Z ' и единичная точка Е ' . Координаты точки М' в этой 
сцстеме обозначим через х ' , у ', г'.

Так как коллинеация не нарушает сложного отношения четырех 
соответственных элементов форм первой ступени, то проективные

координаты точки М относительно системы (X Y Z , Е) и точки АГ 
относительно системы (X ', Y ' , Z ', Е') должны быть равны:

х
г'

У_ _  У_ 
г г'

Следовательно, для однородных проективных координат можем 
написать:

х : у : г == х ’ : у ' : г',
или

р*х' =  х, р*у' =  у, р* г' =  z. (1)

С другой стороны, применяя формулы преобразования проек
тивных координат предыдущего параграфа к системам (X 'Y 'Z ', Е ’) 
и (XYZ,E), можем написать:

рх =  Atx' +  Bj у' +  CjZ7,

РУ =  ^ 2Х' "Ь ^гУ/ +  ^ 2г'< 
pz = А 3 х' +  В 3у ' -f- C3z'.



Внося в эти формулы выражения координат х ', у ', г' по форму
лам (1), найдем:

рх  =  Atx + B iу -f  Ctz, 
р у =  А 2х  +  В2у +  С2 г, 
Р  2 =  А х  +  В3у +  С32

(3)

где
Р =  РР •

Полученный результат можно формулировать следующим обра
зом:

Коллинеарное преобразование плоского поля выражается в одно
родных проективных координатах линейными формулами вида (3).

Как нетрудно убедиться, справедливо и обратное утверждение:
Преобразование, выражаемое линейными формулами (3), 

является коллинеацией.
Посмотрим прежде всего, какой вид имеет уравнение прямой 

линии в однородных проективных координатах.
Уравнение прямой линии в однородных декартовых координа

тах имеет вид:
m l  +  т { +  P l  =  0.

Переходя от декартовых координат %, rj и £ к однородным про
ективным координатам по формулам (6) предшествующего парагра
фа, получим:

т \ +  п Ti +  p t =
=  (а\х +  Ь\у +  с\г) +  ~ {а х +  Ь2у +  с!2г)+ ^(а 3  х+ Ь 3 у+ с 3 г)=

= М х  +  jVy +  Pz =  0.

Таким образом, прямая линия выражается в однородных про
ективных координатах уравнением первой степени:

Мх 4- Ny +  Pz =  0.
Покажем, что линейное преобразование по формулам (3) отно

сит прямой линии прямую линию, т. е. представляет собой колли- 
пеацию.

Так как определитель д  линейного преобразования (3) не равен 
нулю, то формулы (3) могут быть разрешены относительно х, у и г.

Получим линейные формулы аналогичного вида:

р(х =  А\Х  -j- В\у -f- C\Z, 

PiV — А2х -f- В2у -f- C 2z, 

Pj2 =  А 3Х +  В зу +  С32,

А\ В\ Ci
А2 В2 С2 

Аз В 3 Сз
Ф  0- (4)

Предположим, что на плоскости со имеем прямую:
Мх +  Ny +  Pz — 0.



Преобразовав это уравнение по формулам (4), получим снова 
линейное уравнение относительно координат х, у, г:

Мх +  Ny +  Рг — 0.
Таким образом, рассматриваемое линейное преобразование яв

ляется коллинеацией (ч. т. д.).
Посмотрим, какими формулами выражается коллинеарное пре

образование плоского поля в декартовых координатах.
Мы пришли к понятию проективных координат как проективному 

обобщению обыкновенных декартовых координат. Точно так же 
однородные проективные координаты являются обобщением одно
родных декартовых координат. Последние можно рассматривать 
как частный случай проективных, когда координатный треугольник 
образован осями координат ОХ «. и OY ^ и несобственной прямой 
X Y „ (черт. 195).

Отсюда можем заключить, что формулы (3) и (4), выражающие 
коллинеарное преобразование в однородных проективных коорди
натах, остаются в силе, если под координатами х, у, г и х, у, г 
будем разуметь однородные декартовы координаты точки М и со
ответственной ей точки М '.

Из формулы (3) можно найти отношения координат в следую
щем виде:

х  __ А хх  +  Вху  +  CYz
г А лх  +  В3у  - f  CjZ

У __ А 2х  -f~ В-2у  С,,г 

г А зх  +  В3у  +  С3г

Чтобы перейти от однородных к обыкновенным декартовым 
координатам, надо положить в этих формулах г =  г =  1.

Тогда получим:
х — ~Ь Д1У ~Ь 

A jx +  +  С3 
-f- В2у  +  С2 

А 3х В3у -\- С3

Формулы (5) выражают коллинеарное преобразование в декар
товых координатах. Из этих формул видно, что

коллинеарное преобразование плоского поля выражается в де
картовых координатах дробно-линейными функциями.

Заметим, что для определения коллинеарного преобразования 
(5) нужно знать девять коэффициентов, стоящих в правых частях 
формул (5). Так как, однако, любой из этих коэффициентов (не 
равный нулю) может быть сделан единицей, то существенны лишь 
восемь отношений коэффициентов, которые и определяют формулы 
преобразования (5).

Еслна плоскости заданы четыре пары соответственных точек 
У\). м г (хг. У г). м з(хз- Уз). М4(*4,у4) ним соответственные



точки М\ [х\, у,), М '2 (Х2 , у '), м '3  (х'3, у '), М\ (х', у ')]1, то при под
становке координат данных точек в формулы (5) мы получим восемь 
уравнений, из которых можно найти неизвестные отношения коэф
фициентов преобразования.

Таким образом, мы пришли аналитически к доказанному ранее 
положению, что коллинеация определяется четырьмя парами 
соответственных точек (§ 52).

§ 55. Двойные элементы коллинеации.

1. Рассмотрим коллинеацию двух плоских полей со и со', распо
ложенных на одной плоскости. Возникает вопрос о том, существуют 
ли для данной коллинеации двойные элементы, т. е. точки или 
прямые, совпадающие со своими соответственными точками и пря
мыми.

Предположим, что произвольно выбранному пучку S плоского 
поля со коллинеация относит пучок S ' поля со' (черт. 199). Тогда 
пучки S и S ', как соответственные в коллинеации, проективны. Точ
ки пересечения соответственных лучей пуч
ков 5 и S' образуют кривую второго по
рядка, которую мы обозначим буквой k.

Общему лучу SS' двух пучков соответ
ствует, как мы знаем (§ 36), луч, касатель
ный к кривой k в точке S' (на черт. 199 
прямая S 'S").

Рассмотрим теперь пучок S' как пучок 
первого поля со, тогда коллинеация относит 
ему соответственный пучок S "  поля со'.

Пучки S' и 5 " ,  как соответственные 
в коллинеации, должны быть проектив
ными. Точки пересечения пар соответст
венных лучей этих пучков образуют кри
вую второго порядка k ', проходящую через точки S' и S " . Так 
как прямой SS' соответствует прямая S " S ', касательная к кри
вой k в точке S ', то отсюда заключаем, что точка S" лежит на 
этой касательной. С другой стороны, лучу S "S ' соответствует луч 
S'S, который поэтому должен касаться кривой k' в точке S'.

Так как обе кривые второго порядка k и k' проходят через 
точку S ', то последняя является точкой их пересечения. Кроме 
того, они могут иметь еще три точки пересечения2. Обозначим

1 Причем ни каки е  три из четырех точек к аж дой  груп пы  не л е ж а т  на од
ной прямой.

2 Д в е  кривые второго п о р я д ка  k и k ’ не могут иметь более четырех 
точек пересечения, так  к ак  если бы они имели пять  точек пересечения ,  то 
они до л ж ны  были бы совпасть (пять точек определяю т  единственную  кривую  
нторого п орядка) .  С другой стороны, л егко  построить пример двух  различны х 
кривых второго поряд ка ,  имеющих четыре точки пересечения. Отметив на 
кривой второго поряд ка  четыре прои звольны е  точки и присоединив к ним



эти точки буквами Р, Q и R. Докажем, что каждая из точек пе
ресечения Р, Q и R является двойной точкой коллинеации.

Проведем рассуждения для одной из этих точек, например 
для точки Р. Точку Р можно рассматривать как точку пересече
ния лучей SP  (пучка S) и S'P  (пучка S'). Коллинеация относит 
лучу SP луч S ’P, а лучу S'P  луч S"P . Поэтому можно сказать, 
что точке Р пересечения лучей SP  и S 'Р соответствует точка пе
ресечения соответственных лучей S ’P и S"P . Но эти последние 
лучи пересекаются в той же самой точке Р, поэтому последняя сама 
себе соответствует.

Итак, можно иметь т р и  д в о й н ы е  т о ч к и .
Более трех двойных точек, например четыре двойные точки, из 

которых никакие три не лежат на одной прямой, очевидно, иметь 
нельзя, так как в этом случае (на основании теоремы § 52) колли- 
неарные поля со и со' были бы тождественны, что не предполагается 
в настоящем исследовании.

2. Рассуждение, двойственное изложенному (т. е. основанное 
на принципе двойственности), приведет нас к выводу, что в кол- 
линеарном соответствии полей со и со' нельзя иметь более т р е х  
д в о й н ы х  п р я м ы х .  Этими прямыми, очевидно, являются 
стороны треугольника PQR.

Следует отметить, что во всех предшествующих рассуждениях 
мы предполагали соответственные в коллинеации пучки (или ряды) 
проективными, но не перспективными. Если же допустить, что 
данная коллинеация относит каждому пучку S перспективный 
с ним пучок S ’, то, как нетрудно убедиться, эта коллинеация яв
ляется гомологией.

В самом деле, для этого достаточно показать, что данная кол
линеация имеет центр (или ось). Предположим, что А и Л ' — па

ра соответственных точек. В та
ком случае соответственные пучки 
(Л) и (Л') являются согласно 
допущению перспективными. Сле
довательно, их общий луч А А ' 
сам себе соответствует, т. е. пря
мая А А ' двойная. Итак, все пря
мые, соединяющие пары соот
ветственных точек, двойные. Ес
ли все они проходят через 
одну и ту же точку, то колли
неация имеет центр и требуемое 
доказано. Предположим поэтому, 
что имеются три двойные пря

п р о и зв о ль н о  п я т у ю  то ч к у ,  не л е ж а щ у ю  на кривой k и на одной прямой 
с д в у м я  каким и-либо  отмеченными точками, определим к ри вую  k' при помо
щи пяти  у к а з а н н ы х  точек.



мые А А ' , ВВ’ и СС', не проходящие через одну точку. Тогда эти 
три прямые образуют треугольник PQR, вершины которого явля
ются двойными точками (как точки пересечения двойных прямых) 
(черт. 200). Если какая-либо из сторон этого треугольника имеет 
двойную точку, то (по теореме Штаудта) все ее точки двойные, 
т. е. рассматриваемая сторона является осыо коллинеации. 
Предположим, что DD' — двойная прямая, отличная от сторон 
треугольника PQR. В таком случае прямая DD' по крайней мере 
одну из сторон треугольника PQR пересекает в точке Т, не сов
падающей с вершинами этого треугольника. Соответствующая сто
рона СС', имея три двойные точки Q, R, Т, представляет собой 
ось коллинеации.

Таким образом, рассматриваемая коллинеация есть гомология. 
Как было выяснено в § 49, в случае гомологии соответственные 
поля имеют целую прямую двойных точек — о с ь  г о м о л о г и и ,  
которая является двойной прямой, и, кроме того, целый пучок 
двойных прямых, центр которого является ц е н т р о м  г о м о л о- 
г и и. Центр гомологии — двойная точка соответствия.

В других случаях, как мы видели, коллинеация не может 
иметь более трех двойных точек и трех двойных прямых.

Предположим, что Р — двойная точка коллинеации. Докажем, 
что существует и двойная прямая, определенным образом связан
ная с точкой Р.

Рассмотрим пучок с центром в двойной точке Р (черт. 201).
I [усть лучу а коллинеация относит луч а', а лучу b — луч Ь'.
Iвыбираем такие лучи а и Ь, которые не совпадают со своими 
соответственными. Если же все лучи пучка Р двойные, то данная 
коллинеация есть гомология и центру ее Р соответствует ось 
гомологии р. Итак, возвратимся к нашему чертежу. На соответ- 
<■ тонных прямых а и а' коллинеация определяет два соответст
венных проективных ряда. Так как общая точка Р этих рядов 
сама себе соответствует, то ряды перспективны. Прямые А ХА ' 
и А,,А'.2 определяют центр перспективности А.

а1 b
Черт. 201.



Аналогично прямые В^В\ и В2В2 определяют центр перспек
тивности В рядов b и Ь'.

а  =  л и ;  х л 2л ; ,  б  =  в 4в; х в 2в ;.
Докажем, что прямая ЛВ =  р есть двойная прямая соответ

ствия. Обозначим точки пересечения прямой ЛВ с лучами а, а' 
и Ь, Ь' соответственно буквами Л0, Л0 и В0, В^. Так как точкам
Л 0 и В0 соответствуют точки Л ' 
ствует прямая Л0'В 0

0и Вд, то прямой Л 0В0 соответ- 
Следовательно, эта прямая двойная. Таким 

образом, доказано, что с каждой двойной точкой Р связана не
которая двойная прямая р =  АВ. На последней лежат центры 
перспективности (Л, В, ...) перспективных рядов на соответствен
ных лучах пучка Р.

Точка Р и прямая р называются а с с о ц и и р о в а н н о й  п а 
р о й  д в о й н ы х  э л е м е н т о в  к о л л и н е а ц и и .

3. Исследуем вопрос о двойных элементах в координатах. 
Формулы (3) § 54 выражают однородные проективные координа
ты х, у, z точки М ' , соответственной точке М (х, у, z) в данной 
коллинеации. Рассматривая коллинеарное соответствие плоских 
полей, расположенных на одной и той же плоскости, мы можем 
предполагать обе системы координат совпадающими.

Если точка М. является двойной, то она совпадает со своей 
соответственной точкой АТ. В этом случае равенства (3) должны 
удовлетворяться, если положим

Будем иметь:
X = X, у =  у, г — г.

или

рх — А ̂ х В ̂ у C^z, 
ру =  А2х +  В2 у +  C,z, 
рг =  Л 3x +  В3 у +  С3г,

(Л4 — р) х +  Bj у +  CjZ == О, 
Л 2х +  (В2 — р) у +  C2z =  О, 
А 3х +  В3у +  (С3 — р) г =  0.

(1)

Таким образом, для определения координат двойных точек 
служит система уравнений ( 1).

Условие совместности этих уравнений заключается в равенстве

А  — Р _
В2 — р 

В,

с,

С3  —  Р

О, (2)

которое представляет собой уравнение третьей степени относи
тельно р и имеет три корня, в числе которых могут быть сов
павшие и мнимые.



Каждый действительный корень уравнения (2) при подстановке 
его (вместо р) в систему уравнений (1) обращает последнюю в си
стему совместных уравнений, из которых можно определить ко
ординаты соответствующей двойной точки1.

4, Таким образом, приходим к следующим выводам:
1°. В коллинеации (не являющейся гомологией) может быть 

не более трех двойных точек.
2°. Всякая коллинеация имеет по крайней мере одну двойную 

точку, соответствующую действительному корню уравнения (2).
3°. С каждой двойной точкой ассоциируется двойная прямая.
4°. Если коллинеарное соответствие имеет три двойные точки Р, 

Q, R, то оно имеет и три двойные прямые: стороны треугольника 
PQR. Треугольник PQR называется н е п о д в и ж н ы м  т р е 
у г о л ь н и к о м  к о л л и н е а ц и и .

§ 56. Коррелятивные соответствия плоских полей 
(корреляции).

Под коррелятивным соответствием двух плоских полей под
разумевают такое взаимно однозначное соответствие их элементов, 
в котором:

а) каждой точке одного поля соответствует прямая другого,
б) каждой прямой одного поля соответствует точка другого,
в) паре инцидентных элементов одного поля соответствует пара 

инцидентных соответствующих элементов другого поля.
Заметим, что коррелятивные поля могут иметь либо разных 

носителей, либо одного и того же. Из самого определения кор
реляции следует, что два плоских поля, коррелятивных третьему 
полю, коллинеарны между собой.

Докажем, что корреляции обладают проективными свойствами, 
а именно покажем, что соответственные формы первой ступени 
двух коррелятивных полей проективны.

Предположим, что плоские поля со и со' находятся в корреля
тивном соответствии (черт. 202). Рассмотрим прямолинейный ряд 
точек s поля со и соответствующий ему пучок прямых S' поля со'. 
/Докажем, что пучок S ’ проективен ряду s. Для этого достаточно 
убедиться в том, что каждой гармонической четверке точек ряда s 
соответствует гармоническая четверка лучей пучка S'. Предполо
жим, что на прямой s имеется гармоническая четверка точек A, В, 
С, D. Тогда аналогично тому, как это было сделано в § 48, можно 
построить полный четырехугольник KLMN, для которого прямая s 
является диагональю, точки А и В — диагональными, а точки С 
н D — точками пересечения диагонали s с парой противоположных 
сторон, проходящих через третью диагональную точку F.

1 Подробное исследование кубического  у р а вн ен и я  (2) и линейной систе
мы (I) имеется в книге Г л а г о л е в а Н .  А . ,  П р о е к ти вн ая  геометрия,  стр. 
Г/5— 182.



На плоскости со' прямой s соответствует по корреляции точка S ', 
а четырем точкам А, В, С, D прямой s — четыре луча а', Ь' , с', 
d' пучка S '. Полному четырехугольнику KLMN  соответствует пол
ный четырехсторонник k'l'm 'n ', причем отношения взаимопринад- 
лежностн соответственных элементов должны быть сохранены. 
Это значит, что точка S' является диагональной точкой полного 
четырехсторонника k 'l'm 'n ', а прямые а и Ь’ — его диагоналями. 
Прямые с' и d' соединяют диагональную точку S' с парой противо
положных вершин, лежащих на третьей диагонали Как мы 
знаем, такая четверка лучей (a',b',с',d') образует гармониче
скую группу (§ 30). Таким образом, требуемое доказано.

Так же легко убедиться в том, что пучку прямых с центром S 
коррелятивное соответствие относит проективный с ним прямоли
нейный ряд точек s'. В самом деле, если пучок S пересечем произ-

Черт. 202.

вольной прямой s, то на последней получим перспективный ряд 
точек. Перспективным пучку S и ряду s соответствуют в корреля
ции перспективные ряд s' и пучок S '. Но было доказано, что 
ряд s проективен пучку S '. Отсюда заключаем, что пучок S также 
проективен ряду s'.

Переходя к вопросу об условиях, определяющих коррелятивное 
соответствие, докажем следующее предложение:

Если даны четыре пары соответственных элементов (четверка 
точек одного поля и соответственная четверка прямых другого) 
коррелятивного соответствия двух плоских полей, то [с помощью 
одной линейки1] можно для любого данного элемента построить 
соответственный ему элемент.

Предположим, что четырем точкам А, В, С, D плоского поля со 
соответствуют четыре прямые а', Ь', с', d' поля со' (черт. 203). 
Пусть дана произвольная точка М поля со. Покажем, что ей со
ответствует коррелятивно определенная прямая т поля со'.

Проведем прямые АС и BD и отметим точку их пересечения F.

1 Т. е. проводя прямы е линии.



Соединим точку М с данными точками в  и С и отметим точки 
пересечения прямых ВМ и СМ с прямыми С А и BD:

ВМ X СА = К, CM X BD =  L.
Точка М. определяется как точка пересечения прямых ВК 

и CL:
ВК  X CL =  М.

Переходя к соответственной фигуре на плоскости со', будем 
иметь четыре прямые а , Ь' , с', d '. Отметим точки пересечения (а'с') 
и (b'd '), соответствующие прямым АС и BD. Построим прямую / ',  
проходящую через точки (а'с') и (b'd') и соответствующую точ
ке F. К трем лучам а ' , с', / ' пучка (а'с') построим четвертый 
луч k ' так, чтобы

(а'с'/'/е') =  (ЛС/^Л:).

Точно так же к трем лучам b' , d ' , / ' пучка (b’d’) построим 
четвертый луч /' так, чтобы

(b'd'f'l') =  (BDFL).

Черт. 203.

Тогда точки (6' 6') и (с'/') являются соответственными прямым 
/i/С и CL в корреляции плоскостей m и со'.

Следовательно, прямая т', проходящая через точки (Ь' к') 
и (с'Г), соответствует точке М пересечения прямых ВК и CL.

Аналогичным образом молено показать, что для произвольной 
прямой р поля со можно построить соответственную ей точку Р' 
поля со'.

Все эти построения выполняются одной линейкой.
Переходя к изучению отдельных коррелятивных соответствий, 

мы остановимся более подробно на одном из них, а именно на 
гак называемом п о л я р н о м  с о о т в е т с т в и и  п л о с к и х  
и о л е й.

Рассмотрению этого соответствия и его свойств посвящены 
in следующие параграфы настоящей главы.



§ 57. Полюсы и поляры.

1. Предположим, что на плоскости даны кривая второго по
рядка к и произвольная точка Р (черт. 204). Проведем через 
точку Р две произвольные секущие А В и CD. Применяя к четы
рехугольнику ACBD, вписанному в кривую k, теорему Паскаля, 
найдем, что на прямой Паскаля р должны лежать четыре точки: 
две точки (Q и R) пересечения противоположных сторон и две 
точки (М и N) пересечения касательных в противоположных вер
шинах.

Можно также рассматривать четырехугольник ABCD как 
полный четырехугольник, для которого точки Р, Q и R являются

диагональными точками, а прямая QR — диагональю. На стороне 
АВ  такого четырехугольника имеем гармоническую четверку точек: 
вершины А, В, диагональная точка Р и точка F пересечения этой 
стороны с диагональю QR =  р. Аналогично на стороне CD имеем 
гармоническую четверку точек: С, D, Р и G (точка пересечения 
стороны CD с диагональю р).

Прямая р, соответствующая точке Р, как видно из сказан
ного выше, может быть определена с помощью одной секущей, 
проходящей через точку Р. В самом деле, воспользуемся секу
щей АВ. Прямая р определяется: 1) точкой М пересечения к а 
сательных к кривой k в точках Л и В и 2) точкой F — четвертой 
гармонической к Р относительно пары А, В. Таким образом, 
имеем р =  FM. Заметим, что секущая CD выбрана произвольно 
и независимо от АВ. Между тем она определяет с помощью то
чек /V и G ту же самую прямую р. Следовательно, определение 
прямой р с помощью секущей, проходящей через точку Р, не 
зависит от выбора этой секущей.. По этой же причине для любо
го полного четырехугольника, вписанного в кривую k и имеюще
го точку Р своей диагональной точкой, прямая р является диа
гональю, проходящей через две другие диагональные точки.



Прямую р, соответствующую данной точке Р, называют 
н о л я р о й  этой точки, а последнюю — п о л ю с о м  прямой р.

На основании приведенных здесь соображений можно дать 
одно из следующих определений поляры данной точки Р отно
сительно кривой второго порядка k:

1°. Полярой называется геометрическое место четвертых гар
монических точек F (или G) к полюсу Р и точкам пересечения 
с кривой k любой секущей, проходящей через полюс.

2°. Поляра р является геометрическим местом точек пере
сечения касательных к кривой второго порядка в концах хорд, 
проходящих через полюс Р.

3°. Полярой называется диагональ полного четырехугольника, 
вписанного в кривую k и имеющего полюс Р своей диагональ
ной точкой, проходящая через две другие диагональные точки.

Ясно, что из этих определений поляры вытекают и способы 
се построения. Так, проведя через полюс Р две произвольные 
секущие АВ  и CD, строим точки F и G — четвертые гармонические 
к тройкам АВР  и CDP:

(ABPF) =  (CDPG) =  — 1.
Прямая FG и есть искомая поляра р. Второй способ: строим 

полный четырехугольник ABCD и находим диагональные точки 
Q и R. Диагональ QR и есть поляра р.

Полюс Р данной прямой р определяется как точка, полярой 
которой служит прямая р.

Для построения полюса Р по данной поляре р можно посту
пить следующим образом. Из произвольной [внешней1] точки М 
поляры р проводим касательные МА и MB к кривой k и нахо
дим прямую прикосновения АВ. Аналогичное построение произ
водим из другой произвольной точки N поляры. Получаем вторую 
прямую прикосновения CD. Тогда полюс Р  определяется как точ
ка пересечения прямых АВ  и CD:

Р =  АВ  X CD.
В самом деле, полярой точки Р является прямая р =  M N .
Единственность полюса, соответствующего данной поляре, сле

дует из того, что двум различным полюсам всегда соответству
ют две различные поляры. (Это последнее утверждение есть след
ствие определения поляры.)

Обратим внимание на треугольник PQR. Согласно определению 
Л поляры каждая из сторон треугольника PQR является поля
рой противолежащей вершины. Так, сторона QR =  р есть поляра 
тики Р, сторона RP  — поляра точки Q и сторона PQ — поляра 
т ч ки R- В свою очередь вершины треугольника PQR являются 
полюсами его сторон. Такой треугольник называется п о л я р н ы м  
I р е у г о л ь н и к о м .

1 На всякой прямой сущ ествую т внешние точки, а именно точки пересече- 
IIим чтой прямой с касательны м и к  кривой  второго порядка .



2. Перейдем теперь к вопросу о том, какую прямую мы дол
жны считать полярой точки Р, если последняя лежит на кривей 
второго порядка k.

В этом случае определение Г  поляры является непригодным, 
так как все четвертые гармонические точки для любой секущей 
будут совпадать с точкой Р. Воспользуемся для выяснения этого 
вопроса определением 2°.

Предположим, что полюс Р лежит на кривой k. Проведем 
через точку Р произвольные хорды РВ и PD (черт. 205). Постро
им касательные в концах каждой хорды. Одним концом хорды РВ

является точка В, другим концом служит 
сама точка Р (точка А совпадает с Р). 
Точно так же вторая хорда имеет кон
цы D и Р (точка С совпадает с Р; 
сравните черт. 205 с черт. 204). Каса
тельные в точках В и Р пересекаются 
в точке М; касательные в концах D и Р 
второй хорды пересекаются в точке N. 
Следовательно, обе точки М и N лежат 
на касательной к кривой k в точке Р. 
Эта касательная MN является тем гео
метрическим местом точек, о котором 
говорится в определении 2°. Поэтому 

Черт. 205. в СЛучае( когда точка Р лежит на кри
вой k, мы называем касательную р к этой кривой в точке Р 
полярой точки Р. Итак, полярой точки Р, лежащей на кривой 
второго порядка k, является касательная р к кривой в точке Р. 
Полюсом прямой р, касающейся кривой второго порядка k, 
является точка ее прикосновения Р к этой кривой.

Таким образом, установлены понятия поляры данной точки 
и полюса данной прямой относительно кривой второго порядка 
для любого положения полюса или поляры.

§ 58. Полярное соответствие и его свойства.

1. Пусть на плоскости со задана некоторая (нераспадающая- 
ся) кривая второго порядка k. Тогда на основании сказанного 
в предшествующем параграфе каждой точке Р плоского поля со 
соответствует определенная прямая р — поляра точки Р. Обратно, 
любой прямой ру плоского поля соответствует определенная точ
ка Pi —  ПОЛЮС прямой P i .

Рассмотрим, далее, следующее свойство полярного соответ
ствия, известное под названием п р и н ц и п а  в з а и м н о с т и .  
Принцип взаимности можно формулировать так:

Если поляра какой-нибудь точки проходит через вторую точ
ку, то поляра второй точки проходит через первую.



В справедливости принципа взаимности можно убедиться сле
дующим образом. Предположим, что поляра р данной точки Р 
проходит через точку Q (черт. 206). Докажем, что в этом случае 
поляра q точки Q проходит через Р. Проведем через Р произволь
ную секущую РАВ  и отметим точки А и В 
ее пересечения с данной кривой второго 
порядка k. Соединим точку Л с точкой Q 
и обозначим через С вторую точку пере
сечения прямой AQ  с кривой к. Далее, 
проведем через Р секущую PC и обозна
чим через D вторую точку ее пересече
ния с кривой к. Согласно определению 
3° поляры (§ 57) противоположные 
стороны полного четырехугольника 
ABCD должны пересекаться в точках, 
принадлежащих поляре р точки Р. Сто
рона АС этого четырехугольника пересе
кает поляру р в точке Q. Следователь
но, и противоположная ей сторона BD 
пересекает поляру р в той же точке Q, 
т. е. BD проходит через Q. Отсюда за
ключаем, что Q есть диагональная точ
ка полного четырехугольника ABCD.
По это значит, что поляра q точки Q 
проходит через две другие диагональные 
ABCD.

Так как одной из диагональных точек 
прямая q проходит через Р (ч. т. д.).

П р и м ен яя  принцип взаимности, можно выполнить следую щ ие построения. 
Пусть имеем точку Р,  л еж а щ у ю  вне кривой второго п о р я д ка  k (черт. 207). 
Тогда из точки Р можно провести две касател ьн ы е  к этой кривой.  Обозначим 
точки прикосновения этих касательны х  буквам и Тх и Т 2. К а са те л ьн а я  t1 = P T 1

Черт .  206. 

точки четырехугольника 

является точка Р, то



я вл яется  полярой  точки при косновения  Tv  Равны м образом  к а с а те л ь н а я  t2 s  
= Р Т 2 я в л я ет ся  полярой  точки Т 2. Т а к  к а к  по л я р ы  tx и / а п р о х о д ят  через точ
ку  Р,  то по л я р а  р (точки Р) долж на  проходить через точки Тх и Т 2. П олучаем  
способ построения по л яр ы .  П о сл ед н я я  я в л я ется  прям ой ,  соединяю щ ей точки 
при косновения  к асательны х  из полюса Р.

Обратно,  этим свойством мож но в осп ользоваться  дл я  построения к а с а 
тельных к к р иво й  второго порядка .

П усть  имеем к р и в у ю  второго п о р я д к а  k (начерченную) и вне ее точку  Р 
(черт. 208). Построим по л яр у  р точки Р,  в оспользовавш ись  для  этого тремя 
секущ ими Р А В , PCD  и PEF.  П о л я р а  р  до л ж н а  проходить через д и агональны е  
точки М  и N  двух  полных четы рехугольников  ABCD  и CDEF.  Точки пересече
ния п о л я р ы  M N  с кривой k и я в л яю тся  точками при косновения  Тх и 7’2 к а с а 
тельных из данной точки Р.

2. На основании принципа взаимности можем сказать, что 
полярное соответствие сохраняет инцидентность элементов, 
т. е. точке Р, лежащей на прямой q, соответствует прямая р, 
проходящая через точку Q. Таким образом, полярное соответствие 
удовлетворяет всем условиям, формулированным при определении 
корреляции (§ 56).

Вместе с тем полярное соответствие обладает свойством и н- 
в о л ю ц и о н н о с т и .  Последнее вытекает из самого определения 
полюса и поляры. Если точке Р соответствует поляра р, то и, 
обратно, прямой р соответствует точка Р. Следовательно, поляр
ное преобразование плоского поля совпадает с обратным ему пре
образованием. Эго выражается следующим символическим тож
деством:

п  =  ГГ1,
где через П обозначено полярное преобразование плоского поля в 
себя, а через Г Г 1 — обратное ему преобразование.

Двукратное применение полярного преобразования приводит 
к тождественному полю, т. е. оставляет все его элементы без 
изменения. В символической форме это изображается так:

п  п  =  П 2 =  1.
В самом деле, точка Р после преобразования П перейдет 

в прямую р. При вторичном преобразовании плоского поля пря
мая р переходит в точку Р. То же самое происходит со всеми 
элементами плоского поля ю.

Таким образом, полярное соответствие является корреляци
ей и обладает свойством инволюционности.

Как мы видим из определения поляры и полюса, последние 
являются инцидентными лишь в том случае, если полюс принад
лежит кривой k второго порядка и вместе с тем поляра касается 
этой кривой. Это позволяет определить о с н о в н у ю  к р и в у ю  
k, относительно которой установлено полярное соответствие точек 
и прямых как геометрическое место полюсов, лежащих на своих 
полярах, или как огибающую поляр, проходящих через свои полю
сы (черт. 209).

3. Основываясь на этих соображениях, можем расширить по
нятие о полярном соответствии. Именно всякое коррелятивное



преобразование плоского поля со в себя, обладающее свойством 
инволюционности (т. е. П2 =  1), можно рассматривать как поляр
ное преобразование. Что же касается основной кривой второго 
порядка k, то она определяется при помощи инцидентных пар 
соответственных элементов, как это было сформулировано выше. _  
Если в полярном соответствии нет полюсов, инцидентных своим 
полярам, то будем говорить, что основная кривая второго поряд
ка к является мнимой. В качестве примера полярного соответствия 
такого рода рассмотрим сечение прямых и плоскостей, образую
щих ортогональное соответствие в связке. Заметим прежде всего,

что полярное соответствие точек и прямых плоского поля со пере
ходит путем проектирования из произвольного центра □ в поляр
ное соответствие прямых и плоскостей связки. В этом легко убе
диться, проектируя элементы плоского поля со из произвольного 
центра связки Q (черт. 210). При этом точки (Р) плоского поля со 
переходят в прямые (р') связки 2 , а прямые (р) поля со— в пло
скости (л') связки 2 . Получаем полярное соответствие прямых (р') 
и плоскостей (я') в связке 2 . Обратно, сечение плоскостью со пере
водит соответствие прямых и плоскостей связки в соответствие 
точек и прямых плоского поля.

Предположим, что полярное соответствие прямых и плоскостей 
связки Q определено следующим образом. Каждой прямой р' со
ответствует перпендикулярная к ней плоскость я ' связки. Каждой 
плоскости я ' соответствует перпендикулярная к ней прямая р' 
связки. Таким образом устанавливается ортогонально-полярное 
соответствие прямых и плоскостей в связке1.

Пересекая связку £2 плоскостью со, получим на последней по
лярное соответствие точек и прямых. В самом деле, каждой точ
ке Р плоского поля со соответствует определенная прямая р. 
11оследняя может быть построена следующим образом. Проводим 
прямую РQ =  р' и строим плоскость я ' _L р '. Тогда р =  я ' X ю.

1 Это соответствие я в л я ется  полярны м , так  к ак  оно п редставляет  собой 
корреляцию  элементов с вязки  и обладает  свойством инволюционности.

Черт. 209. Черт. 210.



Очевидно, что прямой р соответствует точка Р, которую мож
но найти, произведя обратное построение. Итак, имеем полярное 
соответствие точек (Р) и прямых (р) плоского поля со. При этом, 
очевидно, не существует точки Р, инцидентной свой поляре р, 
так как прямая р' не может принадлежать перпендикулярной 
к ней плоскости я '.  Отсюда заключаем, что основная кривая 
второго порядка k в данном случае является мнимой.

Заметим еще, что всякое коррелятивное преобразование R 
плоского поля в себя может быть представлено как произведение 
коллинеации К на полярное преобразование П.

В самом деле, произведение двух корреляций дает всегда кол
линеацию, так как при этом точка переходит сперва в прямую 
(первая корреляция), а затем эта прямая — снова в точку (вторая 
корреляция). Аналогично прямая линия после двух корреляций 
переходит в прямую. На этом основании можем написать:

R П =  К.
Выполним теперь еще раз преобразование П; тогда будем 

иметь:
R Ii n  =  R n 2 =  R =  K П,

т. е.
R =  К П

(ч. т. д.).

§ 59. Инволюция полярно сопряженных элементов 
прямолинейного ряда и пучка.

1. Предположим, что на плоскости со имеется кривая второго 
порядка к, относительно которой установлено полярное соответ
ствие точек и прямых. В этом соответствии точкам прямоли
нейного ряда s соответствуют прямые пучка S. Как было пока
зано для всякого коррелятивного соответствия (§ 56), пучок S 
и соответственный ему ряд s проективны:

5 (а, Ь, с, . . . ) a s  (А , В, С, ...).
Следовательно, пучок поляр проективен соответственному 

ряду полюсов.
Введем понятие с о п р я ж е н н ы х  э л е м е н т о в  п о л я р н о 

го с о о т в е т с т в и я .  Именно будем называть сопряженными две 
такие точки, каждая из которых лежит на поляре другой.

Аналогично сопряженными прямыми называются две такие 
прямые, каждая из которых проходит через полюс второй.

Из определения сопряженности вытекает, что точки, сопря
женные данной точке Р, должны лежать на ее поляре р. С дру
гой стороны, каждая точка Q последней сопряжена с Р, так как 
поляра q этой точки проходит через Р (черт. 211). Аналогично 
прямыми, сопряженными данной прямой р, являются все прямые, 
проходящие через полюс Р.



Пусть имеем произвольную прямую s плоского поля (черт. 212). 
Каждой точке А этой прямой соответствует е д и н с т в е н н а я  
сопряженная точка той же прямой s. Такой точкой, очевидно, 
является точка А ' пересечения поляры а точки А с прямой s. 
Так как сопряженность есть взаимное свойство двух точек (или 
двух прямых), то точке Л'сопряжена точка Л (причем поляра а' про
ходит через точку Л). Таким 
образом, на прямой s получаем 
соответствие сопряженных то
чек. Нетрудно убедиться, что 
это соответствие является 
инволюцией. Действительно, 
ряд точек Л (на прямой s) про- 
ективен пучку поляр а (с цент- 
poMS). С другой стороны, пу
чок поляр а перспективен 
ряду точек Л ' (на прямой s).
Следовательно, ряд точек Л 
(на прямой s) проективен ряду 
точек Л ' (на прямой s). Кроме 
того, как мы видели, соответ- Черт. 211.
ствие точек Л и Л ' взаимно.
Отсюда заключаем, что пары сопряженных точек Л и Л ' образуют 
инволюцию.

Нетрудно видеть, что двойными точками этой инволюции яв
ляются точки X п Y  пересечения прямой s с основной кривой 
второго порядка k. В самом деле, поляра х точки X  есть каса

тельная к кривой к в точке X. 
Поэтому она пересекает пря
мую s в той же точке X. Сле
довательно, точка X  сама 
себе соответствует. То же 
самое можно сказать о вто
рой точке пересечения Y.

Из сказанного следует, 
что кривая к устанавливает 
на каждой прямой s инво
люцию сопряженных точек. 
Эта инволюция является г и- 
п е р б о л и ч е с к о й ,  если 
прямая s пересекает кривую к 
в двух точках (как на 
черт. 212). Она является 

э л л и п т и ч е с к о й ,  если прямая s не пересекает кривой к 
(черт. 213), так как в этом случае инволюция не имеет двойных 
точек. Наконец, можем иметь п а р а б о л и ч е с к у ю  инволюцию, 
если прямая s касается кривой второго порядка к (черт. 214). 
В последнем случае точка прикосновения X соответствует любой



точке прямолинейного ряда s. Так, например, точке А этой прямой 
соответствует поляра а, проходящая через точку X  прикосновения 
прямой s. Поэтому сопряженная точка А' совпадает с точкой X.

Все сказанное показывает, что двойные точки инволюции со
пряженных точек прямой s можно рассматривать как точки, при
надлежащие прямой s и кривой к. По типу инволюции можно 
судить о существовании таких точек или об относительном поло
жении прямой s и кривой k. Если инволюция, устанавливаемая 
кривой k на прямой s, гиперболическая, то прямая s пересекает 
кривую k в двух точках. Если эта инволюция параболическая,

прямая s касается кривой к. Наконец, в случае эллиптической 
инволюции прямая s не имеет общих точек с кривой к. В пос
леднем случае можно также сказать, что точки пересечения пря
мой s с кривой k являются мнимыми. Это мнимые двойные 
точки эллиптической инволюции (§ 34).

2. Инволюции сопряженных точек прямолинейного ряда s двой
ственно соответствует инволюция сопряженных прямых пучка 5.

Пусть имеем пучок прямых S (черт. 212). Тогда каждой пря
мой а пучка соответствует единственная сопряженная прямая а' 
того же пучка. Построение ее показано на чертеже 212. Получаем 
инволюцию сопряженных прямых а, а' пучка S. Двойными пря
мыми этой инволюции являются касательные х и у из точки 5  к ос
новной кривой второго порядка k. В самом деле, касательная х про
ходит через точку прикосновения X, которая служит полюсом 
прямой х. Поэтому прямая х совпадает со своей сопряженной 
прямой. То же самое относится к касательной у. Если точка S 
внешняя, то из нее можно провести две касательные к кризой к 
(как на черт. 212). В этом случае инволюция сопряженных 
прямых пучка 5  является г и п е р б о л и ч е с к о й .  Если 
точка S лежит на самой кривой k (черт. 215), то касатель
ная х в этой точке соответствует всем прямым пучка S. Так, для 
прямой а полюс ее А лежит, как это видно из построения (и вытекает 
из принципа взаимности полярного соответствия), на прямой х. 
Следовательно, сопряженная прямая а' =  5Л совпадает с прямой 
х. Отсюда заключаем, что инволюция сопряженных прямых в 
пучке S является п а р а б о л и ч е с к о й .

•s

Черт. 213. Ч ерт .  214.



Наконец, рассмотрим случай внутренней точки S. В этом случае 
инволюция сопряженных прямых пучка S не имеет двойных пря
мых, так как не существует действительных касательных к кривой 
к, проведенных из точки S (черт. 216). Это э л л и п т и ч е с к а я  
и н в о л ю ц и я .

Как и для эллиптической инволюции сопряженных точек пря
мой s, можно сказать, что в случае внутреннего центра пучка S 
касательные из точки S к кривой k мнимы и являются мнимыми 
двойными прямыми эллиптической инволюции сопряженных пря
мых пучка S.

§ 60. Уравнения кривых второго порядка  
в проективных координатах.

Кривой второго порядка, или рядом второго порядка, мы на
зывали геометрическое место точек пересечения соответственных 
лучей двух проективных пучков первого порядка.

В частном случае, когда проективные пучки, образующие гео
метрическое место, перспективны, кривая второго порядка распа
дается на две прямые. Если примем две прямые распавшейся 
кривой второго порядка за две стороны координатного треуголь
ника, например стороны YZ  и XZ, то уравнения этих прямых 
в однородных проективных координатах будут иметь вид:

х =  0 , у =  0

|так как будем иметь соответственно: dx — 0 и d2 =  0 (см. § 53)].
Следовательно, уравнение распавшейся на пару прямых кривой 

второго порядка представится в следующем виде:
х • у =  0 .

Таково простейшее уравнение распадающейся кривой второго 
порядка в однородных проективных координатах.



Рассмотрим теперь общий случай, когда два образующих 
кривую второго порядка пучка проективны.

Обозначим буквами X  и Y  центры образующих проективных 
пучков. Предположим, что прямой X Y первого пучка соответствует 
прямая t  второго, а прямой Y X  второго пучка соответствует в пер
вом пучке прямая tx. Точку пересечения прямых tx и t обозначим 
буквой Z (черт. 217).

Три точки X,  Y  и Z примем за вершины координатного тре
угольника. Эти три точки не могут лежать на одной прямой.

В качестве единичной точки Е примем какую-либо точку кри
вой второго порядка, отличную от центров X  и Y  образующих 
пучков. Очевидно, что точка Е  не может лежать на сторонах

координатного треуголь
ника.

Обозначим буквой М 
произвольную точку плос
кости. Точки пересечения 
лучей Х Е  и Х М  первого 
пучка с противолежащей 
стороной t координатного 
треугольника обозначим 
буквами Е х и М х. Анало
гичным образом точки пе
ресечения лучей Y E  w Y M  
второго пучка с противо
лежащей стороной tx обо
значим буквами Е у и М у. 

Если точка М  принад
лежит кривой второго порядка, образованной проективными пуч
ками (X) и (У), то сложное отношение четырех лучей Х М ,  ХЕ,  
XZ,  X Y  первого пучка должно быть равно сложному отношению 
четырех соответствующих лучей Y M,  YE,  Y X,  YZ  второго пучка 
(§ 38).

Справедливо и обратное заключение: если упомянутые выше 
сложные отношения равны, то точка М  принадлежит кривой вто
рого порядка, определяемой точками X,  Y,  Е  и касательными 
tx 11 tr

Таким образом, равенство указанных сложных отношении яв
ляется необходимым и достаточным условием того, что точка М  
принадлежит данной кривой второго порядка.

Выразим это условие в проективных координатах.
Сложное отношение четырех лучей (Х М , ХЕ,  XZ,  X Y )  может 

быть выражено через равное ему сложное отношение четырех 
точек перспективного ряда (M XE XZ Y ).

Аналогичным образом сложное отношение четырех лучей вто
рого пучка представится так:

( Y M, Y E ,  Y X , Y Z )  =  { MyEyXZ) .



Поэтому равенство сложных отношений выразится следующим 
образом:

(« > £ /Y Z )= (M A Z n = ^ .

Замечая, что выражения, стоящие в скобках, являются про
ективными координатами точки /VI: х '= (М уЕу ZX), у '= (М  KEXZY),
можем написать: у' — — , или х'у ' — 1 = 0 .  Таково уравнение кри-

х'

вой второго порядка в проективных координатах.
Переходя к однородным проективным координатам, т. е. пола

гая х' =  — ; у' = — , получим простейшее уравнение кривой г г
второго порядка в однородных проективных координатах:

ху — г 2 =  0 .

§ 61. Исследование общего уравнения второй степени 
в однородных проективных координатах.

В настоящем параграфе мы рассмотрим общее уравнение второй 
степени:

ап х 2 +  а2 2 у 2 +  a3 3 z 2 2 а12ху +  2  а23уг +  2 а31гх =  0 , (1)
где через дс, у, г обозначены текущие однородные проективные 
координаты на плоскости.

Множество точек плоскости, удовлетворяющих этому уравне
нию, мы будем называть алгебраической кривой второго порядка. 
Исследование введенного таким образом понятия кривой второго 
порядка покажет, что оно является расширением того определе
ния кривой второго порядка (ряда второго порядка) как геоме
трического места точек пересечения соответственных лучей двух 
проективных пучков, которым мы пользовались до сего времени.

Расширение понятия кривой второго порядка мы получим, рас
сматривая наряду с действительными точками проективной пло
скости также «мнимые» точки этой плоскости.

С этой целью будем считать, что точка на проективной 
плоскости определяется тремя проективными однородными ко
ординатами (х : у : г), которые могут принимать любые комплексные 
значения, не равные все три одновременно нулю. Две точки 
(Xi : yi : Zi) и (х2 : у2 : z2) будем считать совпадающими, если имеет 
место равенство:

*1  _  У1 __

*2 У г Ч '
Очевидно, что такое расширенное определение проективных 

козрдинат точки на плоскости заключает в себе все действитель
ные точки плоскости, которым соответствуют тройки действитель
ных чисел и которые мы рассматривали до сих пор. Но, с дру
гой стороны, к ним присоединяются теперь и мнимые точки,



которым соответствуют комплексные координаты (х : у : г), причем 
не существует трех действительных чисел (х0, у0, г0), удовлетво
ряющих условию:

*0 __ У о _  го 
х  у  г

Таким образом, под алгебраической кривой второго порядка 
мы будем разуметь совокупность всех действительных и мнимых 
точек, удовлетворяющих уравнению второй степени (1).

Как было показано в предыдущем параграфе, кривые второго 
порядка, полученные при помощи проективных пучков, изобража
лись в однородных проективных координатах однородными урав
нениями второй степени. Таким образом, эти кривые содержатся 
в числе тех геометрических образов, которые изображаются общим 
уравнением (1). Однако, как мы увидим из дальнейшего иссле
дования, это уравнение заключает также и другие геометриче
ские образы, если наряду с действительными точками мы будем 
рассматривать также и мнимые точки проективной плоскости, 
удовлетворяющие уравнению (1).

Нашей задачей является разыскание всех типов кривых вто
рого порядка, определяемых уравнением (I)1.

Для этой цели мы воспользуемся методом преобразования 
координат, что позволит нам привести уравнение кривой (1) к наи
более простому виду.

I. Предположим, что алгебраическая кривая второго порядка 
имеет по крайней мере две действительные точки. Докажем, что 
в этом случае она представляет собою либо ряд второго порядка, 
либо пару прямых, различных или совпадающих.

Примем две действительные точки кривой второго порядка за 
вершины координатного треугольника X н Y. В таком случае 
уравнение кривой (1) должно удовлетворяться координатами точек 
X  (1 : 0 : 0) и Y  (0 : 1 : 0). Подставляя указанные координаты в об
щее уравнение кривой, будем иметь: а и =  0, а22= 0. Следовательно, 
уравнение кривой должно иметь вид:

a3 3 z 2 +  2 а12ху +  2 a23yz  +  2 ал1гх =  0 . (2)

Далее, выполним преобразование координат, сохраняющее без 
изменения вершины координатного треугольника X  и Y. Для 
этого воспользуемся формулами (8 ') параграфа 53. Полагая 
в этих формулах С3  =  1, что, очевидно, не нарушает их общности, 
перепишем формулы преобразования координат в следующей 
форме:

рл: =  A i X+  CV; ру =  В2у +  С2г; pz == г; (At ■ В2 ф  0).

1 П риведенная  здесь схема исследования  у р авн ен ия  второй степени бы ла 
сообщена мне профессором Д . И . П ереп елки н ы м ,  при мени вш им  ее в курсе
проективной геометрии ,  читанном в М Г П И  имени В. И. Л енина .



После подстановки координат (х, у, г) в уравнение (2) получим 
уравнение кривой второго порядка в новой системе проективных 
координат:

а33?  +  2а1 2 {А~х+ С~г) ( %  +  С~г) +  2а 23(В2у +  C~zj F +

4~ 2 d slz  (А^х -f- C^z) =  О,
или

г2(а33 +  2 al2C fi 2  +  2я23С2 +  2а31С,) +

+  ху • 2a12̂ j5 2 +  у г • 2В2 (а12С, +  я23) +  г х ■ At (а1 2 С2 +  а31) =  0.
Рассмотрим отдельно два случая:
1) «12 ф  0. Тогда можем положить:

П  ___  g 23  .  / "»  ____ # 3 1
-----------»

# 1 2  # 1 2  

и уравнение кривой примет вид:

Рг2 +  х у • 2а10Л1б 2 -- 0,
где

Р  =  азз Н-  2 a i2C iC2 ~Ь 2а23С2 -f- 2я31С(.

Если Р  =И= 0, то можно положить: 2ai.,AlB 2 =  — Р, и уравнение 
кривой примет вид:

г2 — х у =  0 , 
т. е. имеем ряд второго порядка.

Если же Р =  0, то уравнение кривой примет вид:

ху =  0 .
Следовательно, имеем пару прямых.

2) а 12 =  0. Уравнение (2) в этом случае имеет вид:

г  (a ~ z  +  2а23у +  2 a six)  =  0 .

Оно представляет, очевидно, пару прямых. В частном случае при 
а2 з =  a3 i =  0 эти прямые совпадают.

Итак, мы доказали, что если кривая второго порядка имеет 
две действительные точки, то она представляет собою либо ряд 
второго порядка, либо пару прямых, различных или совпадающих.

II. Переходим к рассмотрению второго случая, когда кривая 
второго порядка имеет только одну действительную точку или 
вовсе не имеет действительных точек. Примером кривой первого 
типа может служить кривая, выражаемая уравнением х 2 +  у 2 =  0 , 
которая имеет лишь одну действительную точку с координатами 
( 0 : 0 :  I). Можно доказать, что к такому виду приводится урав
нение всякой кривой второго порядка, имеющей только одну дей
ствительную точку.

Такую кривую можно рассматривать как распавшуюся на пару 
мнимых прямых, пересекающихся в действительной точке, которая 
и является единственной действительной точкой нашей кривой.



Примером кривой, вовсе не имеющей действительных точек, 
может служить кривая, изображаемая уравнением

х2 +  у2 +  z2 =  0 .
Все точки этой кривой мнимые.

Теперь мы можем перечислить все возможные типы кривых 
второго порядка, изображаемых общим уравнением (1).

Будем иметь следующие пять типов:
1) Ряд второго порядка (действительная нераспадающаяся 

кривая второго порядка, «овальная» кривая).
2) Пара действительных различных прямых.
3) Пара действительных совпадающих прямых.
4) Пара мнимых прямых, пересекающихся в действительной 

точке.
5) Чисто мнимая кривая, состоящая из одних мнимых точек.

§ 62. О пучках плоскостей.

В главе IV (проективная теория кривых второго порядка) мы 
воспользовались рядами точек и пучками прямых для образования 
форм второго порядка (рядов и пучков второго порядка). При изу
чении вопроса о проективном образовании поверхностей второго 
порядка мы будем пользоваться, помимо упомянутых форм первой 
ступени, также пучками плоскостей. Поэтому полезно остановиться

на понятии сложного отношения для 
пучка плоскостей и проективного соот
ветствия различных форм первой сту
пени.

Рассмотрим пучок плоскостей 
s (и, р, у, б, ...). Пересечем его произ
вольной плоскостью а (черт. 218). 
Получим пучок прямых S (а, Ь, 
с, d, ...). Такой пучок прямых назы
вается перспективным пучку плоско
стей. Сложное отношение четырех 
плоскостей пучка s мы будем считать 
равным сложному отношению четы
рех соответственных прямых перспек
тивного пучка S:

(сфу6) =  (abed).
Ясно, что величина сложного отношения не зависит от поло

жения секущей плоскости. В самом деле, всякая другая секущая 
плоскость а' даст в сечении с данным пучком плоскостей пучок 
прямых S ', перспективный пучку S, так как эти пучки являются 
соответственными в перспективной коллинеации плоскостей а и а ', 
центром которой является произвольная точка S* прямой s. 
В частности, можно взять нормальное (перпендикулярное к оси



пучка плоскостей) сечение. Тогда сложное отношение выразится 
через синусы линейных углов двугранных углов плоскостей 
пучка:

(аВуб) =  8‘п(а' • sin (а’ б) 
sin (Р, v) s>n (Р, б)

Пересекая пучок плоскостей s прямой и, получаем перспектив
ный пучку ряд точек:

и (А, В, С, D, ...) х  s (а, р, у, б, ...).
Проводя через прямую и плоскость а, будем иметь:

(ABCD) =  (abed) =  («Руб).

Таким образом, видим, что сложное отношение четырех пло
скостей пучка s равно сложному отношению соответственных то
чек перспективного ему ряда и.

Распространив понятие сложного отношения на пучки плоско
стей, можио определить проективное соответствие двух любых форм 
первой ступени (ряды точек, пучки прямых, пучки плоскостей).

Взаимно однозначное соответствие элементов двух форм пер
вой ступени называется проективным, если сложное отношение 
четырех элементов одной формы всегда равно сложному отно
шению четырех соответственных элементов второй формы.

§ 63. Конус второго порядка и пучок плоскостей 
второго порядка.

1. Предположим, что на плоскости м мы имеем кривую второ
го порядка к (черт. 219). Будем проектировать все точки кривой к 
из произвольно выбранной точки S, не лежащей в плоскости со. 
Совокупность всех проектирующих прямых называется конусом 
второго порядка, а проектирующие прямые — образующими конуса.

Легко убедиться в том, что прямая, не являющаяся образую
щей конуса, может иметь с ним не более двух точек пересечения. 
В самом деле, плоскость, проходящая через данную прямую 
и вершину S конуса, может пересекать последний не более чем 
ио двум образующим. Поэтому прямая не может иметь более двух 
точек пересечения с конусом.

Покажем далее, что некоторые теоремы, выведенные нами 
для кривых второго порядка, могут послужить источником по
строения соответствующих теорем для конуса второго порядка.

Так, в § 38 было доказано, что точки кривой второго порядка 
проектируются из двух каких-либо ее точек (например, S! и S2) 
двумя проективными пучками. Будем проектировать эти пучки из 
центра S (вершины конуса). Тогда, очевидно, получим два проек
тивных пучка плоскостей, осями которых будут служить образую
щие конуса, проходящие через центры пучков (прямые SSj и SS2)■ 
1'сли А — точка кривой к, то лучи S i/l и 5 2Л — соответственные



в проективных пучках прямых S 4 и S2. Аналогично будем иметь, 
что плоскости S S H  и 552Л являются соответственными в проек
тивных пучках плоскостей SSi и SS 2 ■ Мы видим, что соответ
ственные плоскости проективных пучков S S t и SS 2 пересекаются по 
образующей конуса S.4. Следовательно, имеем:

Образующие конуса второго порядка являются линиями пере
сечения соответственных плоскостей двух проективных пучков 
плоскостей, осями которых могут служить две любые образую
щие конуса.

С другой стороны:
Два проективных пучка плоскостей, оси которых лежат 

в одной плоскости, образуют конус второго порядка.

В самом деле, обозначим точку пересечения осей проективных 
пучков плоскостей через S. Любое сечение этих пучков плоско
стью о  даст пару проективных пучков прямых, центрами которых 
явятся точки S i и S2 пересечения осей данных пучков плоскостей 
с плоскостью со (черт. 219). Пучки прямых S( и S 2 образуют на 
плоскости кривую второго порядка k. Прямые пересечения соот
ветственных плоскостей проективных пучков плоскостей S S j и SS 2  
проходят через точки кривой k и точку S — пересечения осей 
этих пучков. Следовательно, эти прямые образуют конус второго 
порядка с вершиной 5  и направляющей кривой k (ч. т. д.).

В частном случае данные проективные пучки плоскостей могут 
быть перспективными. Это значит, что они проектируют один 
и тот же плоский пучок прямых, который является их общим 
сечением. Предположим, например, что пучки плоскостей с осями 
s4 и s2 проектируют один и тот же пучок S (а, Ь, с, ...), лежащий 
в плоскости со (черт. 220). Тогда оси Sj и s2 проектирующих пуч
ков плоскостей проходят через центр 5 . Искомое геометрическое 
место линий пересечения соответственных плоскостей пучков sl и



s2 будет, очевидно, состоять из пучка прямых S (а, Ь, с,  ...), 
а также всех прямых плоскости а, проходящей через оси s4 и s2  
пучков. Последнее видно из того, что плоскость а сама себе соот
ветствует, так как плоскости SjS первого пучка соответствует 
плоскость s2s второго.

Таким образом, в случае двух перспективных пучков плоско
стей конус второго порядка распадается на две плоскости (со и о).

2. Вернемся к общему случаю (черт. 219). Если рассмотрим 
в плоскости со проективные пучки и S 2, образующие кривую 
второго порядка к, то, как известно, общему лучу этих пучков 
соответствуют касательные в центрах пучков. Например, лучу SiS2 
(считая его лучом первого пучка) соответствует касательная t 
в центре So второго пучка. При проектировании из вершины ко
нуса S получим к а с а т е л ь н у ю  п л о с к о с т ь  S, второго пуч
ка плоскостей, как соответственную плоскости SSiS 2 первого пуч
ка. Образующая SS 2 является «прямой прикосновения» касатель
ной плоскости к конусу. Как известно из теории кривых второго 
порядка, приведенные здесь соображения могут быть распростра
нены на все точки кривой к. То же самое относится, очевидно, 
и к конусу второго порядка. Поэтому можем сказать, что через 
каждую образующую конуса второго порядка проходит одна 
касательная плоскость.

Совокупность всех касательных к кривой второго порядка 
образует пучок прямых второго порядка (§ 43). При проектирова
нии из вершины 5 конуса пучка прямых второго порядка полу
чим п у ч о к  п л о с к о с т е й  в т о р о г о  п о р я д к а .

Из сказанного выше 
о касательных плоскостях 
конуса второго порядка 
можем сделать следующий 
вывод:

Касательные плоскости 
конуса второго порядка 
образуют пучок плоскос
тей второго порядка.

К проективному образо
ванию пучка плоскостей 
второго порядка можно 
прийти следующим обра
зом. Рассмотрим пучок 
прямых второго порядка в плоскости со (черт. 221). Он может быть 
образован при помощи двух проективных рядов точек, расположен
ных на любых двух прямых пучка. Пусть это прямые и s2. 
Проектируя ряды s4 и s2  из центра S, получим два проективных 
пучка прямых с общим центром S, но лежащих в разных пло
скостях, а именно в плоскостях SjS и s2S. Будем иметь:

S ( S A U S B U ...)д S ( S A 2 , S B 2, ...)



Плоскости, определяемые парами соответственных лучей этих 
пучков, а именно плоскости SSjBo, образуют пучок пло
скостей второго порядка, так как каждая из них проектирует 
соответствующую прямую пучка прямых второго порядка из цен
тра S.

Следовательно, два проективных пучка лучей, расположенных 
в разных плоскостях, но имеющих общий центр, образуют пучок 
плоскостей второго порядка.

Все изложенное показывает, что, пользуясь методом проекти
рования, можно переносить на конус второго порядка или на 
пучок плоскостей второго порядка свойства рядов и пучков второ
го порядка.

В частности, теорема Паскаля о шестиугольнике, вписанном 
в кривую второго порядка (черт. 219), и теорема Брианшона 
о шести стороннике, описанном около кривой второго порядка, при
нимают для конуса второго порядка следующий вид:

1°. Три прямые пересечения противоположных граней любого 
шестигранника, вписанного в конус второго 'порядка1, лежат 
в одной плоскости.

2°. Три плоскости, проходящие через противоположные ребра 
любого шестигранника, описанного около конуса второго порядка, 
пересекаются по одной прямой.

3. Рассмотрим теперь образование конуса второго порядка 
и пучка плоскостей второго порядка с точки зрения принципа 
двойственности. Как мы знаем, связка плоскостей и прямых 
есть форма, двойственная (по принципу двойственности в простран
стве) плоскому полю точек и прямых. Поэтому ряду второго порядка 
и пучку прямых второго порядка на плоскости будут отвечать по 
принципу двойственности некоторые геометрические образования в 
связке плоскостей и прямых. Предположим, что на плоскости со 
имеется пучок прямых второго порядка. Прямые пучка образуют, 
как мы знаем, два проективных ряда точек на двух любых фиксиро
ванных прямых пучка. Согласно принципу двойственности проектив
ным рядам точек, носители которых принадлежат плоскости со, соот
ветствуют два проективных пучка плоскостей, носители которых 
принадлежат точке £2 — центру связки. Но, как мы видели, линии 
пересечения двух таких пучков образуют конус второго порядка. 
Итак, конус второго порядка есть геометрический образ, двойст
венный пучку прямых второго порядка.

Рассмотрим, далее, кривую второго порядка в плоскости со. 
Проектируя точки кривой из двух ее произвольно фиксированных 
точек S , и S 2, получим, как известно, два проективных пучка 
прямых. По принципу двойственности точкам S , и S 2 плоскости со 
соответствуют плоскости cTj и а2, проходящие через центр связки Q, 
а проективным пучкам прямых S , и S 2 плоскости со — проек

1 В п редлож ен иях  1° и 2° речь идет о ш естиграннике,  все г р ан и  которого 
проходят  через верш ину S конуса,



тивные пучки прямых в плоскостях Oj и ст2, принадлежащие связ
ке Q. Но, как мы знаем, два таких проективных пучка образуют 
пучок плоскостей второго порядка. Следовательно, пучок плоско
стей второго порядка есть геометрический образ, двойственный 
кривой второго порядка (ряду точек второго порядка).

Таковы двойственные отношения образов второго порядка пло
ского поля точек и прямых и связки плоскостей и прямых.

Кроме того, мы можем рассматривать двойственные отноше
ния элементов самого плоского поля точек и прямых (или связки 
плоскостей и прямых).

С этой точки зрения кривой второго порядка, как известно, 
соответствует пучок прямых второго порядка.

Ясно, что в связке плоскостей и прямых пучку плоскостей 
второго порядка будет соответствовать конус второго порядка.

§ 64. Проективное образование линейчатых 
поверхностей второго порядка.

1. Как было показа
но в предшествующем 
параграфе, два проек
тивных пучка плоскос
тей, оси которых ле
жат в одной плоско
сти (следовательно, пе
ресекаются), образу
ют линейчатую поверх
ность — конус второ
го порядка. Естествен
но поставить вопрос 
о тех геометрических 
образах, которые мо
гут быть получены Черт. 222. 
при помощи двух проек
тивных пучков плоскостей, оси которых являются скрещиваю
щимися прямыми (т. е. не лежат в одной плоскости).

Предположим, что мы имеем два проективных пучка плоско
стей, оси которых Sj и s2 не лежат в одной плоскости (черт. 222). 
Каждой плоскости а, первого пучка соответствует плоскость ст2 
второго пучка. Рассмотрим геометрическое место прямых пересе
чения соответственных плоскостей CTj и ст2 данных пучков. Это 
геометрическое место обладает следующими свойствами:

1°. Любая плоскость (со) пересекает его по кривой второго 
порядка.

В самом деле, плоскость (со) пересекает проективные пучки 
плоскостей Si и s2 по двум проективным пучкам прямых S , и 5 2.



Соответственные лучи этих пучков (например, S H  и S 2j4) про
ходят через точки пересечения (Л) плоскости (со) с прямыми рас
сматриваемого геометрического места (и). Поэтому точки пересече
ния (Л) образуют кривую второго порядка.

Если в частном случае плоскость со проходит через ось одного 
из данных пучков плоскостей, например sb то кривая второго 
порядка распадается на пару прямых, а именно ось St и прямую 
пересечения плоскости со (принадлежащей в этом случае пучку s j  
с соответственной плоскостью второго пучка s2.

2°. Любая прямая, не принадлежащая рассматриваемому гео
метрическому месту, пересекает его не более чем в двух точках.

Действительно, проведем через эту прямую какую-нибудь пло
скость. Последняя пересекает геометрическое место прямых по кри
вой второго порядка. Следовательно, данная прямая пересекает 
его в тех же точках, в которых она пересекает кривую второго 
порядка. Но таких точек не может быть больше двух.

Если же данная прямая имеет три общие точки с кривой вто
рого порядка, то это означает, что кривая распадается на пару 
прямых, одной из которых является данная прямая. Поэтому 
данная прямая целиком принадлежит геометрическому месту. 
Указанные свойства геометрического места прямых дают основа
ние назвать его л и н е й ч а т о й  п о в е р х н о с т ь ю  в т о р о 
г о  п о р я д к а .

2. Для дальнейшего изучения свойств этих поверхностей вер
немся к чертежу 222. Предположим, что буквами и, u t и и2 обозна
чены три прямые (образующие) линейчатой поверхности второго 
порядка, образованной проективными пучками плоскостей s, и s2. 
В таком случае пары плоскостей s±и, s2u\ ь s2 Ui, stu2, s2 u2 
являются соответственными. Обозначим через X lt Y  1} Z, точки пе
ресечения плоскостей s2 u, s2 ut и s2 u2 с прямой su а через Х2, Y2, 
Z2 — точки пересечения плоскостей SiU, SiUlt stH2 с прямой s2. Тог
да будем иметь:

и =  X iX2, Ui ^  Y i Y 2, и2 =  Z,Z2.
Ряд точек Х ь Yt,  Zb ... перспективен пучку плоскостей s2, в то 

время как ряд точек Х 2, Y2, Z2, ... перспективен пучку плоско
стей Si. Но пучки плоскостей S[ и s2 проективны. Следовательно, 
ряды (Xi, Y lt Z u ...) и s2 (X2, Y2, Z2, ...) также проективны. 
Таким образом, имеем:

Образующие (и, ии и2, ...) линейчатой поверхности второго 
порядка пересекают оси (s4 и s2) проективных пучков плоскостей 
по двум проективным рядам точек'.

Sl (Х,, Y ь Z„ ...)a s 2( X 2, Y2, Z2, ...).
Из самого хода рассуждений при выводе этого предложения 

можно убедиться в справедливости предложения, ему обратного:
Если имеем два проективных ряда (Хь Y it Z u ...) и (Х2, Y2, 

Z2, ...), носителями которых служат скрещивающиеся прямые 
s t и s2, то прямые, соединяющие соответственные точки этих



рядов, являются образующими линейчатой поверхности второго 
порядка.

В самом деле, проектируя ряды (Xv Y ь Z4) и (Х2, Y2, Z2) 
двумя пучками плоскостей с осями s2 и sb получим:

S2 (S2 X ) ,  S2Y i ,  S2Z i ,  . . . )  Д S j (S i-X 2, S 1K 2 , S [ Z 2, . . . ) .

Следовательно, имеем два проективных пучка плоскостей, ко
торые образуют линейчатую поверхность второго порядка. Соответ
ственные плоскости этих пучков пересекаются по прямым X i X 2, 
Y[Y2, Z tZ2, ..., которые являются образующими поверхности 
второго порядка.

Заметим, что двум проективным пучкам плоскостей двойствен
но соответствуют два проектизных ряда точек. Поэтому мы имеем 
два взаимно двойственных метода образования линейчатых по
верхностей второго порядка с помощью проективных пучков пло
скостей и с помощью проективных рядов точек.

3. Займемся теперь более детальным изучением свойств обра
зующих линейчатых поверхностей второго порядка. Любые две 
образующие «, и uk линейчатой поверхности, очевидно, не пере
секаются, так как в противном случае они лежали бы в одной 
плоскости, а следовательно, прямые st и s2 также лежали бы в од
ной плоскости, что противоречит нашему предложению. С другой 
стороны, каждая образующая, как мы видели, пересекает обе оси 
&'! и s2 в соответственных точках проективных рядов.

Пусть некоторая прямая s пересекает три образующие (напри
мер, и, Ui и и2) линейчатой поверхности второго порядка. В таком 
случае прямая s имеет три общие точки с поверхностью и, сле
довательно, принадлежит ей всеми своими точками. Покажем, что 
прямая s пересекает все образующие линейчатой поверхности.

Образующие и, ии и2, ... пересекают прямые Sj и s2 в соот
ветственных точках двух проективных рядов:

( Хи Y u Zu ...) и (Х2, Y 2 , Z 2, ...).

Будем проектировать эти ряды двумя пучками плоскостей 
с общей осью s. Пслучим:

s ( X u  Y l t Zu  ...) л  s (X2, Y2, Z2, ...).
Но означенные пучки плоскостей имеют три пары соответст

венных совпадающих элементов. Именно совпадают следующие 
пары плоскостей:

пл. sXi ■= пл. sX 2 ^  пл. su, 
пл. sFj =  пл. s Y 2 =  пл. s i i u  
пл. sZt =  пл. sZ2=  пл. su2.

Поэтому, по теореме Штаудта, можно заключить, что и осталь
ные пары соответственных плоскостей должны совпадать. Любая 
образующая м; пересекает прямые Sj и s2 в соответственных точ
ках проективных рядов. Обозначим эти точки буквами Ut и U2.



Тогда по доказанному плоскости sU 1 и s(J2 должны совпадать, 
поэтому прямая и, пересекает прямую s.

Таким образом, прямая s пересекает все образующие линей
чатой поверхности и лежит на ней всеми своими точками.

Будем перемещать прямую s так, чтобы она в любом своем 
положении пересекала три фиксированные образующие и, ии и2 
поверхности. Тогда, как выше было показано, прямая s лежит на 
поверхности всеми точками и пересекает все образующие последней.

Поэтому можно сказать, что, перемещая прямую s, мы получим 
вторую серию образующих линейчатой поверхности.

Покажем, что образующие второй серии (s) пересекают каждые 
две образующие первой серии (например, и и2) в соответствен
ных точках проективных рядов. Предположим, что образующие (s) 
второй серии пересекают соответственно прямую и в точках X, 
Х и Х2, ..., прямую ut — в точках Y, У t, Y 2, ... и прямую и2 —
в точках Z, Zu Z2 .........Будем проектировать ряд точек X , Х ь
Х2, ... двумя пучками плоскостей с осями и, и и2. Тогда получим

ряд (X, Х и Х2, ...) ^  пучку ы, (и,Х, UiXu ихХ 2, ...);
ряд (X, Х ь Х2, ...) х пучку и2 (и2 Х, и2 Х и и2 Х 2, ...).

Отсюда видно, что пучки плоскостей и, и и2 проективны.
С другой стороны, плоскости utX, u 4Xi, «iX2, ... пересекают 

прямую и2 соответственно в точках Z, Z u Z2.........Поэтому имеем:

ряд (Z, Zu Z2, . . . ) х пучку Ui [UiX, UiXu и,Х2, ...) 
и аналогично

ряд (У, Y u Y 2, . . . ) ^  пучку и2 («2Х, и2 Х и м2Х2, ...).

Отсюда и заключаем, что ряды точек (Y, Y и Y2, ...) и 
(Z, Zj, Z2, ...) проективны.

Таким образом, образующие той и другой серии играют совер
шенно одинаковую роль в смысле проективного образования ли
нейчатой поверхности, которой они принадлежат.

Только что проведенное рассуждение дает нам новый метод 
образования линейчатой поверхности второго порядка:

Пусть имеем три произвольные и непересекающиеся прямые
и, ыь и2. Фиксируем эти прямые и рассмотрим подвижную пря
мую s, перемещающуюся таким образом, что в любом своем поло
жении она пересекает три фиксированные прямые. Тогда подвиж
ная прямая s опишет линейчатую поверхность второго порядка.

Возвращаясь к вопросу об образующих линейчатой поверхности 
второго порядка, можем показать, что любые две образующие одной 
и той же серии могут быть приняты за оси проективных пучков 
плоскостей, определяющих данную линейчатую поверхность.

В самом деле, любые две образующие одной серии не пересекают
ся, но пересекают все образующие другой серии. Последние пересе
кают две данные образующие в соответственных точках проектив
ных рядов. Отсюда и следует, что данные образующие служат



осями двух проективных пучков плоскостей, определяющих рас
сматриваемую линейчатую поверхность второго порядка.

Далее, из свойств образующих поверхности второго порядка 
вытекает, что

Через любую точку поверхности проходит одна образующая 
каждой серии.

Так, по определению линейчатой поверхности второго порядка 
каждая ее точка М принадлежит образующей первой серии (на
пример, и,). Пусть точке М этой образующей соответствует М' 
на какой-либо другой образующей (например, ик) той же серии

(в проективном соответствии, установленном на образующих и,- 
и uh образующими второй серии). Тогда прямая М М ’ является 
образующей второй серии (ч. т. д.).

4, Мы уже видели, что произвольная плоскость о  пересекает 
линейчатую поверхность второго порядка по кривой второго по
рядка. Если же плоскость со проходит через образующую поверх
ности, то она содержит также образующую другой серии (именно 
ту образующую, по которой ее пересекает соответственная пло
скость второго пучка плоскостей). Следовательно, кривая второго 
порядка распадается в этом случае на пару прямых. Плоскость ю 
называется в этом случае к а с а т е л ь н о й  п л о с к о с т ь ю .

С точки зрения аффинных свойств линейчатых поверхностей 
второго порядка последние могут быть разбиты на два класса. 
Те поверхности, для которых несобственная плоскость является 
секущей, называются о д н о п о л о с т н ы м и  г и п е р б о л о 
и д а м и  (черт. 223). Те же поверхности, которые касаются несоб
ственной плоскости, называются г и п е р б о л и ч е с к и  м и 
п а р а б о л о и д а м и  (черт. 224).

В случае гиперболического параболоида несобственная плоскость 
как касательная пересекает параболоид по двум образующим раз-

Черт. 223. Черт. 224.



ных серий. Обозначим эти образующие через и и s« . Все обра
зующие одной серии пересекают прямую и*,, в то время как обра
зующие второй серии пересекают прямую s „ . Это значит, что все 
образующие первой серии параллельны одной и той же плоскости, 
проходящей через ы». Точно так же все образующие второй серии 
параллельны одной и той же плоскости, проходящей через stc. 
Этим свойством образующих гиперболического параболоида часто 
пользуются для построения его модели.

Черт .  225.

Если s 4 и s2 — две скрещивающиеся прямые, не параллельные 
плоскости ст (и не лежащие в ней, черт. 224), то можем принять 
прямые st и s2 за образующие одной серии. Образующими другой 
серии можно считать прямые и, « ь ы2 . ••• . пересекающие обе пря
мые Sj и s2 и параллельные плоскости ст. Нетрудно видеть, что 
образующие второй серии и представляют собой прямвю, пересе
кающие три фиксированные прямые: sb s2  и несобственную пря
мую плоскости ст. Для построения гиперболического параболоида 
можно также воспользоваться тетраэдром A BCD (черт. 225).

В самом деле, разбивая противоположные ребра А В и CD 
тетраэдра на равное число частей, соединяем прямыми соответст
венные точки деления. Получим прямые 11, 22, 33, 44, 55, ... , 
являющиеся образующими одной серии. Последнее ясно из того, 
что все эти прямые параллельны плоскости ст, параллельной пря
мым AD и ВС. Точно так же, используя противоположные ребра 
AD и ВС тетраэдра, можно построить вторую серию образующих, 
параллельных плоскости ст', параллельной прямым АВ и CD1.

§ 65. Образование поверхностей второго порядка 
при помощи двух коррелятивных связок.

В главе V был рассмотрен вопрос о коллинеарных и корреля
тивных соответствиях плоских полей. Плоскому полю точек и пря
мых двойственно соответствует связка плоскостей и прямых. Поэтому 
аналогично проективным соответствиям плоских полей можно рас-

1 П р едл агаем  читателю в поряд ке  у п р а ж н е н и я  исследовать вопрос о том 
с ко л ь к о  различны х линейчаты х п араболоидов  мож но получить этим способом 
из данного тетраэдра .



сматривать коллииеарные и коррелятивные соответствия связок 
плоскостей и прямых. В настоящем параграфе будет показано, 
что коррелятивное соответствие двух связок приводит к образова
нию поверхности второго порядка. В случае двух связок их кор
релятивное соответствие выражается следующим образом:

1°. Каждой плоскости первой связки соответствует прямая вто
рой, а каждой плоскости второй — прямая первой.

2°. Инцидентной паре элементов одной связки соответствует 
инцидентная пара элементов второй.

В корреляции связок, как и в корреляции плоских полей, 
любые две соответственные формы первой ступени проективны.

Предположим, что мы имеем две коррелятивные связки с цен
трами S и S '.  Тогда каждой плоскости одной связки соответствует 
прямая второй связки.

Рассмотрим геометрическое место точек пересечения плоскостей, 
принадлежащих каждой из связок S и S ',  с соответственными им 
прямыми.

Заметим прежде всего, что это геометрическое место может 
быть построено двумя способами:

1) Можно рассматривать точки пересечения плоскостей связки S 
с соответственными прямыми связки S '.

2) Можно рассматривать точки пересечения прямых связки S 
с соответственными плоскостями связки S '.

Покажем, что в обоих случаях 
мы получим одно и то же геометриче
ское место точек.

В самом деле, предположим, что 
плоскости а  первой связки соответст
вует прямая а' второй. Обозначим 
через А точку их пересечения (чер
теж 226). Прямую как луч пер
вой связки обозначим буквой а. Плос
кость второй связки, соответственную 
лучу а, обозначим буквой а '.  Так 
как луч а принадлежит плоскости а, 
то плоскость а' принадлежит лучу а .
Следовательно, а ' проходит через точ
ку А и пересекает в этой точке луч а. Итак, любая точка А, 
полученная с помощью первого построения (Л =  а X а'), может 
быть также получена и с помощью второго построения (Л =  а X а ') 
(ч. т. д.).

Переходим теперь к доказательству следующих основных свойств 
рассматриваемого геометрического места:

1°. Каждая плоскость, принадлежащая связке S  или S ’, пере- 
гскает это геометрическое место по кривой второго порядка.

2°. Каждая прямая пересекает это геометрическое место 
не более чем в двух точках.



Докажем сперва первое предложение. Предположим, что речь 
идет о плоскости а , принадлежащей связке S (черт. 227). Так как 
все точки геометрического места могут быть получены по второ
му способу (прямые первой связки и соответственные плоскости 
второй связки), то точки, лежащие в плоскости а, могут быть 
получены как точки пересечения прямых первой связки, лежащих 
в плоскости а, с соответственными плоскостями второй связки. 
Но упомянутые прямые образуют пучок лучей с центром в точке S , 
лежащей в плоскости а. Пусть плоскости а  соответствует 
луч а', пересекающий ее в точке А . Тогда пучку прямых S, 
лежащих в плоскости а, соответствует пучок плоскостей, прохо
дящих через прямую а '. Эти две соответственные формы первой 
ступени проективны. Но пучок плоскостей а' пересекает плоскость а

плоскость со, проходящая через эту прямую и центр связки S, 
пересекает геометрическое место по кривой второго порядка k. 
Так как прямая g  лежит в этой плоскости и не может иметь с кри
вой k  более двух общих точек, то второе предложение доказано.

Выведенные здесь свойства рассматриваемого геометрического 
места дают основание называть его п о в е р х н о с т ь ю  в т о р о 
г о  п о р я д к а 1.

Выше мы убедились в том, что плоскость а, принадлежащая 
одной из связок, пересекает поверхность второго порядка по кри
вой второго порядка k. В частном случае можно выбрать плоскость а  
таким образом, чтобы она соответствовала прямой a ' = S ' S .  
Тогда точка А совпадает с точкой S, и мы получаем два пучка 
с общим центром S. Двойные лучи этих пучков принадлежат, оче
видно, поверхности второго порядка. Их может быть два (гипербо
лическое соответствие), один (параболическое соответствие) и ни 
одного (эллиптическое соответствие). Поэтому плоскость а , кото

1 Точное решение этого вопроса дает  управление поверхности в декарто  
вых координатах.

по перспективному ему 
пучку прямых А . Поэтому 
пучки А и S в плоскости а 
проективны, и точки пере
сечения (М ) их соответст
венных лучей (AM  и SM ) 
образуют кривую второго 
порядка. Эта кривая и яв 
ляется, очевидно, искомым 
сечением рассматриваемо
го геометрического места 
плоскостью а.

Черт. 227.

Второе предложение 
легко вывести из пер
вого. В самом деле, если ^— 
произвольная прямая, то



рая называется в этом случае к а с а т е л ь н о й  п л о с 
к о с т ь ю ,  может иметь с поверхностью второго порядка две об
щие прямые, или одну общую прямую, или одну общую точку S.

Через центр каждой из образующих связок проходит единст
венная касательная плоскость. Мы определили ее как плоскость 
одной из связок, соответственную общему лучу обеих связок, от
несенному к другой связке. Обозначим буквой а  касательную пло
скость, проходящую через точку S (черт. 228). Проведем через 5  
произвольную прямую а. Эта прямая имеет одну общую точку 5  
с поверхностью второго порядка, поэтому она может иметь еще 
только одну общую с поверхностью точку. Такой точкой, очевидно, 
является точка А пересечения данной прямой а с соответственной 
ей плоскостью а '. Эта вторая точка А совпадает с первой S в том 
и только в том случае, если плоскость а' проходит через S, 
или, что то же, если плоскость а ' проходит через общий луч 
связок SS'. Но тогда соответствен
ная ей прямая а первой связки 
должна лежать в касательной плос
кости а. Отсюда заключаем:

Каждая прямая t, проходящая 
через S  и лежащая в касательной 
плоскости а, не имеет других 
(кроме S) точек пересечения с по
верхностью второго порядка. Такая 
прямая называется касательной 
к поверхности второго порядка.

На чертеже 228 касательная t 
соответствует плоскости т', прохо
дящей через общий луч связок SS '.
Таким образом, касательная пло
скость а есть геометрическое мес- Черт. 228. 
то касательных прямых t, проходя
щих через точку S, которая называется точкой прикосновения.

Если плоскость т' проходит через соответственную касатель
ную t, то последняя целиком принадлежит поверхности второго 
порядка. Если это имеет место для каждой плоскости (т'), пучка 
(SS'), т. е. если пучок плоскостей, проходящих через прямую SS', 
перспективен пучку соответственных касательных (t), то пучок 
касательных, а значит, и плоскость а принадлежат поверхности 
второго порядка. Относя касательные и проходящие через них 
плоскости к первой связке, находим, что плоскости пучка (SS') 
должны проходить через соответственные им касательные в точке S '. 
Следовательно, касательная плоскость а', проходящая через точ
ку S', также принадлежит поверхности второго порядка. Легко 
видеть, что последняя распадается в этом случае на две плоскости ст 
и гг'. Других точек поверхность иметь не может. Это видно из того, 
что всякая точка А поверхности лежит в плоскости S.4S', которой 
соответствует касательная а (черт. 229). Поэтому прямой S'<4 == а’



соответствует плоскость а, проходящая через а и пересекающая а, 
в точке А , лежащей на прямой а (ч. т. д.).

Таким образом, поверхность второго порядка распадается на 
пару плоскостей а и о'.

На этом мы заканчиваем краткий очерк проективного образо
вания поверхностей второго порядка. Дальнейшее развитие проек
тивной теории этих поверхностей имеет много сходного с соответ
ствующей теорией кривых второго порядка. В частности, можно

доказать, что две любые точки 
поверхности второго порядка 
могут служить центрами об
разующих связок. Отсюда сле
дует, что поверхность в каждой 
своей точке имеет касательную 
плоскость, а также, что любая 
плоскость может пересекать 
поверхность второго порядка 

/ только по кривой второго поряд
ка, которая в свою очередь мо- 

Черт .  229. жет распадаться на пару пря
мых (касательная плоскость).

Далее, можно поставить вопрос о форме, двойственной поверх
ности второго порядка (геометрическое место плоскостей) и ее про
ективном образовании при помощи двух плоских полей1.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Д а н а  перспективная к о лл инеация  плоскостей со и со'. П р я м а я  одной из  
этих плоскостей , соответственная несобственной прям ой второй п л оск ости ,  
называется п р е д е л ь н о й .  Ч т о  м о ж н о  сказать о п о л ож ен ии  п р е д е л ь н ы х  
прямых на плоскостях  со и со'?

2. Д о к а за т ь  справедливость  сл ед у ю щ его  утверж дения:
Если одна из плоскостей со и со' перспективной колл инеации  в р а щ а е т с я  

вокруг линии пересечения плоскостей , то коллинеация  п л о с к о с т е й  остается  
перспективной.

3. Е сли  будем  вращать одну из плоскостей  в округ  линии их п ер есеч ен и я ,  
то центр S  перспективной коллинеации  перемещ ается  в п ространстве .  Д о к а 
ж ите,  что центр S  опиш ет круг ,  центр которого  л е ж и т  на одной из п редельны х  
прямых.

4. Д а н ы  центр, ось и пара соответственны х точек гом ологии.  Т р ебуется  
построить точку, соответственную  данной  несобственной точке (посл едн яя  з а 
дается лю бой п р оходя щ ей  через нее прям ой).

5 .  Гом ология совмещ енных полей задан а  осью s. центром S  и парой с о о т 
ветственных точек А,  А' .  Построить прямые, соответствую щ ие несобственной  
прямой плоскости, считая ее  прям ой одного  или д р у г о г о  п лоск ог о  поля .  Т а 
кие прямые называются п р е д е л ь н ы м и .  Ч т о  м о ж н о  з а р а н ее  сказать  ой 
их полож ении?

1 Н е  у г л у б л я я с ь  в р ассм отрение этих интересных вопросов ,  мы отсылаем  
тех читателей, которые п ож ел а ю т  б о л ее  п одр о б н о  ознаком иться  с  ними, к р а 
боте Th. R ey e ,  G eo m etr ie  der Lage, Zw. Abt. S. 2 8 — 40.



6. Д аны  центр, ось н одна из предельны х прямых 'гомологии (рассмотреть  
оба сл уч ая) .  П остроить точку Л Г , соотв етс тв ен ную  данн ой  точке М.

7. Д а н ы  центр, ось и пара соответственны х точек гомологии А,  А' .  На  
прям ой А А '  дана точка /И. П остроить соотв етс тв ен ную  ей точку М ' .

8. Д ан ы  центр S и обе предельны е прямые гомологии. Построить ось и 
пару соответственны х точек гомологии.

9. Д о к а за т ь ,  что в инволю ционной гомологии пара соответственны х точек 
А, А'  гармонически р аздел яется  центром гомологии и точкой пересечения п р я 
мой А А  с ее  осью.

10. Гом ология, центр которой л е ж и т  на оси , задан а  осью и парой соответ
ственных точек А,  А' .  П остроить точку А ' , соответствен ную  данной  точке В. 
Построить точку, соответственную  н еобходим ой  точке прямой АА' .

11. П о к а за т ь ,  что однородны е проективные координаты  вершин коорди
натного треугольн ик а  и единичной точки могут быть вы ражены  следую щ им  
образом: (1, 0 ,  0) , (0,  1, 0) , (0, 0 ,  1) и (1, 1, 1).

12. Н ап исать  у р авн ен и я  сторон коорди н атн ого  т р еугол ь н ик а  и у р авн ен и е  
п роизвольной  прям ой ,  п р оходя щ ей  через одну  из его верш ин, в однородны х  
проективных к оор динатах .

13. Д ать  аналитическое доказательство  теоремы Д е з а р г а  на плоскости,  
принимая один из д в у х  гом ологи ческ их  тр еугол ь н ик ов  за координатны й, а 
центр гомологии за еди ни чн ую  точку.

14. Н аписать  у р авн ен и е  кривой второго п ор яд к а ,  п р о х о дя щ ей  через вер
шины коорди н атн ого  т р еугол ь н ик а ,  в однородны х проективны х координатах .

О т в е т :  а у г  +  bzx -+- сху =  0.
15. Н аписать  ф ормулы  к о л л ин еар н ого  п р ео б р а зо в а н и я ,  переводящ его  

вершины к оор динатного  т р еугол ьн ик а  X Y Z  и еди ни ч н ую  точку Е соответст
венно в точки У,  Z, Е и X.

16. К олли неарн ое  соответствие плоских  полей в декартовы х координатах  
в ы р аж ается  формулами:

2х’ +  у '  —  1 х'  —  у '  +  Ъ

А =  х ' +  у ' + \  ’ х ' +  у ' +  1

Н апнсать ур авн ен и я  прям ы х, соответственны х осям коор ди н ат  и н е с о б с т 
венной прямой плоскости X Y . Н аписать  формулы  обр а т н о го  п рео б р а зо ва н и я .

17. Н аписать  (в декартовых к оординатах)  форм улы  к о л л и н еа р н о го  п р ео б 
разования, п р е о б р а зу ю щ ег о  единичный квадрат  О (0, 0) , Е х (1, 0) ,  Е (1, 1), 
Е 2 (0, 1) в ромб О' (0, 0) , Е \  (4, 1), Е ’ (0, 2) , Е \  (—  4, 1).

18. К олл и н еа р н о е  соответствие совмещ енны х плоских полей з а д а н о  д в о й 
ной точкой X  и двум я соответственными треугольникам и A B C  и А ' В 'С ' .

Построить д вой н ую  прям ую  х,  ассо ц и и р о в а н н у ю  двойной  точке X.
19. К о лл ин еар н ое  соответствие совмещ енных плоск и х  полей зад а н о  двой  

ной прямой х и двум я соответственными трехсторонникам и abc  и а'Ь'с' .  П о  
гтроить двойную  точку X,  ассо ц и и р о в а н н у ю  двойной прямой х.

2 0 .  К о лл ин еар н ое  соответствие совмещ енны х плоских полей задан о!  как 
и задаче  18. Д л я  данной точки М найти (построить) ей соответственную  точ
ку М ' .

21 .  К о лл ин еар н ое  соответствие совмещенных плоских полей за д а н о ,  как 
н задаче 19. Д л я  данной прямой от построить ей соответственную  п р ям ую  от'.

22. К олл ин еац ия  совмещ енных плоск и х  полей о п р еде лен а  соответствием  
двух четы рехугольников. Д а н а  прям ая g. Найти на этой прямой пару со о т 
ветственных точек коллинеации.

23. К олл и н еа р н о е  п рео б р а зо ва н и е  плоского  поля в себя о п р еде ля ет ся  со  
ответствием д в у х  четы рехугольников . Д а н а  точка G. П остроить пару  соот- 
петственных прям ы х, п р о х о д я щ и х  через эту  точку.

24. Д о к а за т ь ,  что из  трех вершин п оля р ного  т р еугол ьн ик а  P Q R  две вер
шины л е ж а т  вне, а одна в ер ш ин а— внутри основной кривой второго п орядка k

25 .  Д ан ы  верш ина и п р о х о дя щ а я  через нее сторона п о л я р н о го  греуголь  
пика. Построить полярный треугол ьн ик ,  пр едп ол агая ,  что осн овн ая  кривая  
нторого порядка начерчена.



26. Д а н ы  четыре точки пересечения д в у х  прям ы х, в ы ходящ их из  точки Р,  
с  кривой второго  п орядка k, остальные точки которой неизвестны. Т р ебуется  
построить п о л я р у  точки Р.

2 7 .  Д а н ы  (начерчены) о к р у ж н о с т ь  и точка вне ее. Ч е р е з  данн ую  
точку провести касательны е к ок р у ж н о ст и  с помощ ью  одной линейки.

28. Через точку Р,  заданную внутри кривой второго порядка, провести 
хорду, которая делилась бы точкой Р  пополам.

У к а з а н и  е. Искомая прямая проходит через несобственную точку поля
ры точки Р.

2 9 .  Д а н ы  четыре точки А ,  В,  С,  D  на кривой второго  п о р яд к а  k.  К а с а 
тельные к кривой k в этих точках  о б р а з у ю т  описанный ч е т ы р е х у г о л ь н и к .  Д о 
казать ,  что п р я м а я ,  на которой л е ж а т  точки п ересечения  п р о т и в о п о л о ж н ы х  
стор он  о п и са н н о го  ч еты р ехугол ьн и ка  и в пи сан ного  ч е т ы р ехуголь н и ка  A B CD ,  
явл яется  п олярой  точки, через к отор ую  п р о х о д я т  диагон али  эти х  ч е т ы р е х 
угольников.

30 .  Д а н ы  две  пары касательны х из точек Р  и Q к кривой второго  п о р я д к а  
k.  П о ст р о и т ь  полю с прям ой P Q .  К ривая k не дана.

31. В к р ивую  второго  порядка вписан произвольны й т р е у го л ь н и к  A B C .  
К асательны е в точках А ,  В и С о б р а зу ю т  тр еу го л ь н ик  А  В ' С , оп исан н ы й  
ок оло  кривой.  П рям ы е AS,  BS  и CS,  с о ед и н я ю щ и е вершины в п и с а н н о г о  т р е 
угольн ик а  с  пр оизв ол ьной  точкой 5 ,  пересекаю т п р о т и в о л е ж а щ и е  стор оны  
тр еу го л ь н и к а  A B C  в точках Лх, В, и Сх.

Т р е б у е т с я  д о к а з а т ь ,  что три прямые A ' A lt б ' В х и C ' Q  п е р есек а ю тс я  
в одной точке.

У к а з а н и е .  Соответственны е стороны  т р еу го л ь н и к о в  A B C  и А 1В 1С1 
по теорем е Д е з а р г а  п ересекаю тся в трех  точках А 0, В0 и С0, л е ж а щ и х  на 
одной прям ой. П рям ы е A 'A j ,  В' В,  и С'СХ являю тся  полярам и точек А 0, В 0 и 
С0. (Задача  п р едл о ж ен а  Э. X и л ь к е в и ч е м, Т ю м ень.)

32 .  Д а н а  о к р у ж н о с т ь ,  оп р еде л я ю щ а я  п о л я р н о е  п р е о б р а з о в а н и е  п л о с к о г о  
поля. П о к а за т ь ,  что центр основной о к р у ж н о с т и  является  ортоцентром  л ю б о го  
п о л я р н о г о  треугол ьника.

33 .  К о р р е л я ти в н о е  п р ео б р а зо ва н и е  плоского  поля в себя  о п р е д е л е н о  к ак  
п о л я р н о е  п р ео б р а зо ва н и е  относительно д а нн ого  к руга  с п ослед у ю щ и м  ц е н т 
р ал ьн о  симметричным п р еобр азован и ем  относительно центра к р у га .  П о к а з а т ь ,  
что такая к о р ре л я ци я  явл яется  полярны м пр еобр азован и ем . Ч т о  м о ж н о  с к а 
зать об основной  кривой о п исан н ого  п о ля р н о го  п р ео б р а зо в а н и я  (и з в ест н о го  
под названием «антиполярного»)?

3 4 .  П о к а за т ь ,  что в анти п олярн ом  п р еобр азован и и  (см. п р е дш е с т в у ю щ у ю  
задачу)  имеется равносторонний  полярны й т р еугол ьн ик .  О п ре де ли ть  е г о  р а з 
меры через р а д и у с  д а н н о го  круга .

35 .  Д ан ы  (начерчены) о сн овн ая  кривая второго  п о р яд к а  k и п о л я р н ы й  
т р еу го л ь н и к  P Q R ,  а такж е прям ая g,  п ер есек аю щ ая  стороны п о л я р н о г о  т р е 
у г о л ь н и к а  в точках А ,  В и С.  П остр оить  точки, соответственны е точкам А,  В  
и С в инволю ции со п р я ж е н н ы х  точек , определяем ы х кривой k на сто р о н а х  
п о л я р н о г о  тр еугол ьн ик а .

36 .  Д а н ы  (начерчены) осн овн ая  кривая  второго  п о р яд к а  k и поляр ны й  
тр еу го л ь н и к  P Q R ,  а та к ж е  точка G. П остроить  прям ы е, соответственны е п р я 
мым GP,  GQ и GR  в и н в о л ю ц и я х ,  о п ределяем ы х кривой k в пучках  с центрами 
Р,  Q и R.



Г Л А В А  Ш Е С Т А Я

ПРОЕКТИВНАЯ, АФФИННАЯ И МЕТРИЧЕСКАЯ 
ГЕОМЕТРИИ И ИХ ГРУППЫ

§ 66. Предварительные замечания.

Обыкновенная м е т р и ч е с к а я  г е о м е т р и я  евклидова 
пространства является предметом преподавания в средней школе. 
В начале нашего курса мы на базе элементарной геометрии и не 
выходя из рамок евклидова пространства занимались изучением 
аффинных свойств геометрических фигур. Эти свойства в своей 
совокупности образуют так называемую а ф ф и н н у ю  г е о м е т -  
р и ю, которой и была посвящена первая глава книги.

Д ля изучения проективных свойств фигур оказалось необходи
мым сконструировать новое, п р о е к т и в н о е  пространство, до
полнив евклидово пространство несобственными элементами. В этом 
пространстве были развиты основные факты п р о е к т и в н о й  
г е о м е т р и и  на плоскости.

Проективные свойства фигур рассматривались как свойства, ин
вариантные по отношению ко всем коллинеарным преобразовани
ям плоскости в себя. При этом выяснилось, что аффинные пре
образования являются лишь тем частным случаем коллинеарных, 
когда несобственная прямая переходит в себя. Далее будет пока
зано, что и метрические свойства фигур можно свести к проек
тивным, выделив на проективной плоскости некоторые особые эле
менты (несобственная прямая и абсолютная инволюция на ней).

Такая проективная точка зрения позволяет построить аффин
ную и метрическую геометрии на плоскости в общей проективной 
форме, т. е. совершенно независимо от частных свойств рассмат
риваемой проективной плоскости (евклидова плоскость, дополнен
ная несобственной прямой). Благодаря этому становится возмож
ным сравнение геометрических систем и четкое разграничение про
ективных, аффинных и метрических свойств фигур.

Нет необходимости доказывать, что все это имеет большое 
шачение для преподавателя математики в школе. С другой сто
роны, изучение вопросов элементарной метрической геометрии 
i /гой более общей точки зрения всегда представляет некоторые 
Фудности и требует достаточно подробного изложения, как это 
и сделано в отношении геометрии на плоскости.

15 § 77 дан краткий очерк проективного развития геометриче- 
| m i x  систем в пространстве.



§ 67. Проективная геометрия и ее группа.

В предыдущих главах были изложены основные понятия и фак
ты проективной геометрии на плоскости. Как уже было упомяну
то, под проективными свойствами мы разумеем такие свойства 
фигур, которые остаются инвариантными при всех коллинеарных 
преобразованиях плоскости в себя. Покажем, что совокупность всех 
коллинеаций плоского поля образует г р у п п у .  Будем называть 
г р у п п о й  такую совокупность преобразований плоского поля, 
которая удовлетворяет нижеприведенным условиям. Говоря об 
этих условиях, мы одновременно покажем, что совокупность кол
линеаций удовлетворяет им и, следовательно, образует группу.

1°.' Произведение двух любых преобразований совокупности 
представляет собой преобразование той же совокупности.

Покажем, что это условие выполняется для совокупности всех 
коллинеаций плоского поля в себя. Обозначим буквой К произ
вольную коллинеацию, а через (К| — совокупность всех коллине
аций плоского поля. Докажем, что

К' • К" =  К"'.
В самом деле, коллинеация К' переводит каждую точку А 

в точку Л ', каждую прямую а — впрямую  а ,  сохраняя при этом 
инцидентное расположение элементов. Коллинеация 1C переводит 
точку А ' в точку А " ,  прямую а' — впрям ую  а ” , точно так же 
охраняя инцидентное расположение элементов. Отсюда заклю 
чаем, что произведение (К' • К") двух коллинеаций является пре

образованием, которое переводит 
каждую точку (Л) в точку (Л ") 
и каждую прямую (а)—в прямую а" 
и сохраняет инцидентное располо
жение элементов.

Следовательно, это результи
рующее преобразование К '"  также 
является коллинеацией.

2°. Произзедения преобразова
ний совокупности удовлетворяют 
ассоциативному закону, т. е.

(К' • К") • К"' =  К' • (К" ■ К'")-
Черт. 230. Д окш ем , что и это требование

выполняется для совокупности всех 
коллинеаций. Так, если коллинеация К' переводит точку Л в точку 
Л ', коллинеация К” переводит точку Л ' в точку А " ,  а коллинеа
ция К'" переводит точку А" в точку Л , то левую часть написанной 
выше формулы можно представить ломаной А А " А '" , в то время 
как правая часть изобразится ломаной А А ' А"' (черт. 230) Ясно, 
что в обоих случаях получаем одно и то же результирующее пре
образование, переводящее точку Л в точку А '" ,



3°. Среди преобразований совокупности содержится тожде
ственное преобразование.

Предположим, что каждая точка и каждая прямая плоского 
поля переходит в себя, т. е. все элементы поля остаются непод
вижными. Такое преобразование называется тождественным. Ясно, 
что его можно рассматривать как коллинеацию, так как в этом 
преобразовании точке соответствует точка, прямой — прямая, а ин
цидентные элементы переходят в инцидентные.

4°. Д ля каждого преобразования совокупности существует 
обратное ему преобразование, принадлежащее той же совокуп
ности. Произведение двух таких преобразований является тож 
дественным преобразованием.

Предположим, что коллинеация К преобразует плоское поле о> 
в плоское поле ш'. Рассмотрим обратное преобразование поля <в' 
в поле со. Это преобразование также является коллинеацией. 
Мы обозначим его через К-1. Если произведем преобразование К, 
а затем преобразование К~\ то будем иметь тождественное пре
образование, так как все элементы поля перейдут в себя.

Будем иметь следующее символическое равенство:
К К 1 =  1.

Так как совокупность всех коллинеаций {К} удовлетворяет ус
ловиям 1°, 2°, 3° и 4'1, то она образует группу. Эта группа {К} 
и носит название г р у п п ы  п р о е к т и в н о й  г е о м е т р и и .

Мы уже знаем, что проективная геометрия занимается изуче
нием тех свойств фигур, которые остаются инвариантными при 
всех преобразованиях группы.

В главах I I—V были изложены основные понятия и теоремы 
проективной геометрии. В частности, в главе IV была построена 
проективная теория кривых второго порядка. Таким образом, мы 
достаточно подробно ознакомились с содержанием этой дисципли
ны. Посмотрим теперь, какое место по отношению к проективной 
геометрии занимает аффинная геометрия и какова ее группа.

§ 68. Аффинная геометрия и ее группа.

1. Кроме проективных свойств фигур, инвариантных при лю
бых коллинеациях плоского поля, можно рассматривать такие 
свойства геометрических фигур, которые сохраняются лишь при 
некоторых коллинеациях группы {К}.

Так, аффинными свойствами фигур будем называть такие, 
которые остаются инвариантными лишь при аффинных колли- 
нсациях. Напомним (§ 50), что аффинными называются коллинеа- 
цни, переводящие несобственную прямую в себя1. Таким образом,

1 Т ак  как мы рассматриваем коллинеации плоских полей ,  р а с п о л о ж е н 
ных на одном и том ж е  носителе,  то несобственная прям ая в аф ф инной  к о л 
ли исации п ер еходит  в себя.



аффинные свойства фигур связаны с особенной ролью несобст
венной прямой. Как мы видели, с проективной точки зрения все 
прямые совершенно равноправны. Поэтому безразлично, какую 
прямую плоскости мы назовем н е с о б с т в е  н но й .  Выбрав какую- 
либо прямую плоского поля в качестве «несобственной»1, мы пе
реходим к п о с т р о е н и ю  аффинной геометрии. С этой целью мы 
рассмотрим те коллинеации, которые переводят фиксированную 
«несобственную» прямую в себя. Такие коллинеации мы назовем 
а ф ф и н н ы м и .  Нетрудно убедиться в том, что совокупность афин- 
ных коллинеаций образует группу {А}, которая является подгруп
пой2 совокупности всех коллинеаций {К}. Д ля этого достаточно 
показать, что совокупность {А} удовлетворяет четырем условиям, 
формулированным в § 67.

Рассмотрим условие Г  (§ 67). Пусть А 'и  А” — две какие-либо 
аффинные коллинеации плоского поля. Докажем, что

А' • А" =  А'",
где А'" также аффинная коллинеация. В самом деле, преобра
зование А"' есть коллинеация, так как А'" представляет собой 
произведение двух коллинеаций А' и А". Каждая из этих по
следних переводит «несобственную» прямую в себя, поэтому в ре
зультирующем преобразовании А'" «несобственная» прямая также 
переходит в себя. Следовательно, преобразование А'" является 
аффинным. Что же касается условий 2°, 3° и 4°, то рассуждения, 
приведенные в § 67, без всяких изменений могут быть повторены 
для аффинных коллинеаций.

Таким образом, убеждаемся, что совокупность аффинных кол
линеаций образует группу. Эта группа {А} называется г р у п п о й  
а ф ф и н н о й  г е о м е т р и и .

Аффинная геометрия занимается изучением тех свойств гео
метрических фигур, которые остаются инвариантными при всех 
аффинных коллинеациях, но не являются свойствами проектив
ными, т. е. среди всех преобразований {К} имеются и такие, 
которые нарушают аффинные свойства.

2* Мы уже знаем важнейшие понятия и свойства аффинной 
геометрии, они были освещены в главе I и затем позднее (в про
ективной форме) в § 50 и 51.

Проективное истолкование аффинной геометрии позволяет осу
ществить ее построение на проективной плоскости в общем виде, 
т. е. выбирая произвольную прямую в качестве «несобственной».

Предположим, что прямая и (черт. 231) является «несобствен
ной» прямой плоского поля. В таком случае каждая точка этой 
прямой является «несобственной» точкой. Если прямые а и b 
пересекаются в точке Ми, лежащей на прямой и, то мы должны

1 В  этом б ол ее  общем понимании «несобственной» прям ой мы отмечаем  
сл ово  «несобственная» кавычками.

2 Т . е.  совокупность п р еобр азован и й  {А} пр едставл яет  собой часть с о в о 
к упности  { К } ,  и в то ж е  время совокуп н ость  (А }  о б р а зу е т  г р у п п у .



назвать такие прямые «параллельными», так как они пересекаются 
в «несобственной» точке М и. В аффинной коллинеации прямая и 
переходит в себя, поэтому точке М а соответствует точка М и' той 
же прямой. Прямые а н Ь  перейдут в прямые а ' и Ь '. Последние 
«параллельны», так как пересекаются в «несобственной» точке М 'и. 
Следовательно, если прямые а и b «параллельны», то и соответ
ственные прямые а' и Ь‘ 
также «параллельны».
Параллелизм есть поня
тие инвариантное по от
ношению к группе {А} 
всех аффинных колли
неаций. Это понятие 
аффинной геометрии.

Точно такж е мы мо
жем перенести в эту бо
лее общую концепцию 
понятие простого отно
шения трех точек пря
мой, проективное определение которого было получено в конце 
§ 25. Именно в этом параграфе было показано, что

{ABC) =  (A B C D J, 
где D — несобственная точка прямой ABC. Иначе

Черт. 231.

стое отношение трех точек А, В,
говоря, про-

232.

С прямой определяется через 
сложное отношение четырех 
точек, причем к трем данным 
точкам А , В, С присоеди
няется несобственная точка 
D TC прямой ABC.

Предположим, что прямая 
и выбрана в качестве «несоб
ственной» (черт. 232). Тогда 
мы определим «простое отно
шение» трех точек {ABC) сле
дующим образом:

(ABC) =  (A B C D U),Черт.

где точка D,, является «несобственной» точкой прямой ABC.
В аффинной коллинеации прямая и переходит в себя. Поэтому 

«несобственной» точке D u прямой s соответствует «несобственная» 
точка D u' прямой s ' . Так как сложное отношение четырех точек 
инвариантно при всяком коллинеарном преобразовании, то будем 
иметь:

(.ABC D „) =  (A 'B 'C 'D J .
Но согласно установленному определению

(ABC) =  (ABC D U), (А 'В ’С )  =  ( A 'B 'C 'D J .



Поэтому имеем:
(ABC) =  (А ’В 'С ) ,  

т. е. «простое отношение» трех точек прямой инвариантно относи
тельно всех аффинных коллинеаций. Это понятие, следовательно, 
также принадлежит аффинной геометрии.

Заметим, что деление отрезка пополам представляет собой тот 
частный случай, когда делящая точка гармонически сопряжена 
с несобственной точкой данной прямой. Поэтому на чертеже 232 
точка В делит «пополам» отрезок АС  в том случае, если пара В, D u 
гармонически разделена парой А , С. Таким образом, можем разви
вать аффинную геометрию в этой более общей проективной форме, 
использовав в качестве «несобственной» произвольную прямую 
плоскости.

§  69. Аффинные свойства кривых второго порядка

1. Обратим внимание на те свойства кривых второго порядка, 
которые связаны с несобственной прямой. Прежде всего само под
разделение кривых второго порядка на гиперболы, параболы и эл
липсы основано на относительном положении кривой и несобствен
ной прямой. Именно мы называем г и п е р б о л о й  такую кривую 
второго порядка, которая имеет две различные несобственные точ
ки , т. е. пересекает несобственную прямую в двух действительных точ
ках. П а р а б о л о й  называется такая кривая второго порядка, 
которая имеет одну несобственную точку или две совпавшие точки 
пересечения с несобственной прямой. Следовательно, парабола каса
ется несобственной прямой. Наконец, э л л и п с о м  называется кри
вая второго порядка, не имеющая несобственных точек или общих 
точек с несобственной прямой. Можно также сказать, что эллипс 
пересекает несобственную прямую в двух мнимых точках, а имен
но в мнимых двойных точках эллиптической инволюции, опреде
ляемой эллипсом на несобственной прямой (§ 59).

Переходим к аффинной геометрии в ее общей проективной фор
ме. Предполагая, как это уже неоднократно было сделано, что 
роль «несобственной» прямой выполняет произвольно выбранная 
прямая и, мы можем и в этом случае сохранить аффинную клас
сификацию кривых второго порядка (черт. 233). Так, если кривая 
второго порядка пересекает «несобственную» прямую и в точ
ках Р„ и Q,, , то она должна быть отнесена к «гиперболам». Кри
вая k2, касающаяся прямой и в точке Ти, относится к «пара
болам». Наконец, кривая k 3, не имеющая общих точек с прямой и, — 
к «эллипсам».

Такая классификация является инвариантной в аффинной 
геометрии. В самом деле, любая аффинная коллинеация преобразует 
«несобственную» прямую в себя, поэтому кривая второго порядка, 
имеющая две точки перееечения с «несобственной» прямой, перей
дет в кривую второго порядка, также имеющую две точки пере
сечения с «несобственной» прямой. Другими словами, «гипербола»



всегда преобразуется в «гиперболу». Аналогично «парабола» пере
ходит только в «параболу» и «эллипс» — только в «эллипс». Сле
довательно, в аффинных преобразованиях эта классификация кри
вых не подвергается никаким изменениям.

С другой стороны, нетрудно заметить, что она, напротив, не 
имеет значения в проективной геометрии, так как существуют 
коллинеации, которые переводят эллипс в гиперболу или гипербо
лу в параболу1. Это показывает, что проективная геометрия не

Черт. 234.

1 Если устан овл ен а  т а к а я  к лассиф икация  по отнош ению  к какой -ли бо  
прямой и как «несобственной». Б е з  п оследн ей ,  очевидно, и сам ая к ласси ф и ка
ция н евозм ож на.



различает виды кривых второго поряд
ка. Все эти виды проективно тож
дественны.

Д ля иллюстрации сказанного 
приведем следующие соображения. 
Предположим, что какая-либо кол
линеация К преобразует кривую 
второго порядка k в кривую к' 
(черт. 234). Проведем прямую и так, 
чтобы она не пересекала кривой k, 
но пересекала бы кривую к!. Примем 
затем прямую и за несобственную. 
Тогда кривая k согласно установлен
ной выше классификации является 
«эллипсом», в то время как кривая 

k' — «гиперболой». Таким образом, окажется, что коллинеация К 
переводит «эллине» k в «гиперболу» k ' .

2, Следующая группа вопросов теории кривых второго порядка, 
связанных с несобственной пря мой , — э т о  у ч е н и е  о ц е н т р е  
и д и а м е т р а х (в частности, с о п  р я ж е н н ы х д и а м е т р а х ) .  

Рассмотрим эти понятия с проективной точки зрения.

Если имеем центральную кривую второго порядка к ( т. е. кри
вую, центром которой является собственная точка плоскости), 
то центр О кривой можно определить как точку, в которой все 
хорды делятся пополам (черт. 235). Это значит, что центр О яв л я 
ется точкой, гармонически сопряженной несобственной точке каж 
дой проходящей через центр секущей относительно точек пересече
ния ее с кривой к. Так, для секущей А В имеем:

(АВО Р . )  =  — 1.

Точно так же для секущей CD



(CDOQ*) =  -  1. 
и так для каждой секущей, проходящей через центр О.

Но это означает, что несобственная прямая является п о л я р о й  
центра О, так как она представляет собой геометрическое место 
четвертых гармонических к точке О относительно точек пересече
ния секущих с кривой к.

Таким образом, с проективной точки зрения центр кривой 
второго порядка может быть определен как п о л ю с  н е с о б с т в е н 
н о й  п р я м о й .

Принимая это определение, мы придем к следующим выводам, 
которые интерпретируем в аффинной геометрии с произвольно 
выбранной «несобственной» прямой, что позволяет сделать их очень 
наглядными.

В случае «эллипса» кривая второго порядка (k f) не имеет об
щих точек с «несобственной» прямой и (черт. 236, а). Поэтому 
«центр» О является внутренней точкой эллипса. В самом деле, 
если бы через точку О проходила касательная к кривой k u  то 
точка прикосновения ее принадлежала бы поляре точки О, т. е. 
«несобственной» прямой и, что противоречит сделанному предпо
ложению.

В случае «параболы» кривая (k2) касается «несобственной» 
прямой и (черт. 236, б). Полюсом прямой и является точка при
косновения Ои к «параболе». Следовательно, «центром» «параболы» 
является «несобственная» точка Ои.

Наконец, если кривая второго порядка (k 3) пересекает «не
собственную» прямую и, то имеем случай «гиперболы». Построив ка
сательные к кривой k 3 в точках Р и и Qu ее пересечения с пря
мой и, найдем полюс О прямой и. Точка О является по оп
ределению «центром» «гиперболы». Касательные в «несобственных» 
точках Р и и Qu называются «асимптотами». Центр О «гиперболы» 
есть, очевидно, внешняя точка (черт. 236, в).

При всех аффинных коллинеациях «центр» кривой второго по
рядка переходит в «центр» соответственной кривой. Это видно из 
следующих соображений.

Полюс и поляра связаны относительно кривой второго поряд
ка проективной конструкцией, которая инвариантна при всех кол
линеациях. Поэтому п о л ю с и п о л я р а  о т н о с и т е л ь н о  к р и 
в о й  k п е р е х о д я т  в к о л л и н е а р н о м  п р е о б р а 
з о в а н и и  в п о л ю с  и п о л я р у  о т н о с и т е л ь н о  
с о о т в е т с т в е н н о й  к р и в о й  k ' .

«Центр» кривой второго порядка является полюсом «несобствен
ной» прямой. Любая аффинная коллинеация преобразует «несоб
ственную» прямую в себя. Пусть «центру» О кривой k в аффинном 
преобразовании соответствует точка О'. Так как точка О есть 
полюс прямой и относительно k, то точка О' должна быть полю
сом прямой и' относительно соответственной кривой k ' . Но пря
мая « ' совпадаете и. Поэтому О', будучи полюсом «несобственной» 
прямой, есть «центр» кривой второго порядка к '.



Итак, понятие центра кривой второго порядка должно быть 
отнесено к аффинной геометрии.

3. В § 59 было установлено понятие сопряженных точек 
и сопряженных прямых с помощью полярного соответствия.

Понятие (полярной) со
пряженности проективно. 
Но если это понятие свя
зано с несобственной пря
мой, то оно относится к 
аффинной геометрии. Так, 
в § 59 мы рассмотрели ин
волюции сопряженных эле- 

d ментов на прямой и в пуч
ке. Выберем центр пучка 
в центре О кривой второго 
порядка. Тогда лучами пуч
ка О являются диаметры 
кривой второго порядка. 
Понятие сопряженности 
может быть перенесено и 
на диаметры кривой. Имен

но два диаметра называются сопряженными, если каждый из 
них проходит через полюс другого.

Так как центр кривой второго порядка является полюсом 
несобственной прямой, то полюсы диаметров лежат на последней, 
т. е. полюс любого диаметра есть несобственная точка.

Предположим, что прямая и служит «несобственной» прямой 
плоскости и точка О является «центром» кривой второго порядка k 
(черт. 237). Тогда полюс D n «диаметра» d можно построить 
с помощью касательных, проходящих через концы А и В этого 
«диаметра». Так как эти касательные а и b пересекаются в несоб
ственной точке D „, то они «параллельны». Следовательно, имеем:

Касательные в концах произвольного «диаметрам кривой вто
рого порядка «параллельны».

«Диаметр» d ' , проходящий через полюс D u «диаметра» d, есть 
по определению «диаметр», сопряженный «диаметру» d. Таким 
образом, сопряженный «диаметр» d' «параллелен» касательным 
в концах данного «диаметра». Проведем произвольную секущую с, 
«параллельную» сопряженному «диаметру» d '. Это значит, что 
секущая с проходит через точку D „. Но данный «диаметр» d 
является полярой точки D„. Поэтому точки пересечения Р и Q 
секущей с с кривой k делятся гармонически точками D u и С:

(Р QDUC ) == -  1.

Но это означает, что точка С является «серединой» отрез
ка PQ. Следовательно,



«Диаметр» d делит «пополам» хорды, «параллельные» сопря
женному «диаметру» d '.

Таким образом, определение сопряженности диаметров, установ
ленное с помощью полярного соответствия, совпадает с обычным.

4« Рассмотрим инволюцию сопряженных диаметров отдельно 
в случае гиперболы, параболы и эллипса.

Г и п е р б о л а  пересекает несобственную прямую в двух точках. 
Последние являются двойными точками гиперболической инволю
ции сопряженных точек, устанавливаемой гиперболой на несоб
ственной прямой (см. § 59). Центр гиперболы есть внешняя точка 
по отношению к кривой, поэтому инволюция сопряженных диа
метров имеет две двойные прямые, касательные к гиперболе из 
ее центра (черт. 236, в). Последние, как уже было упомянуто, на
зываются асимптотами гиперболы. Таким образом, а с и м п т о т ы  
я в л я ю т с я  д в о й н ы м и  п р я м ы м и  и н в о л ю ц и и  с о п р я 
ж е н н ы х  д и а м е т р о в  г и п е р б о л ы  (ср. с черт. 212).

П а р а б о л а  касается несобственной прямой и определяет на 
ней параболическую инволюцию сопряженных точек. Центром пара
болы служит точка ее прикосновения к несобственной прямой. 
Отсюда следует, во-первых, что все диаметры параболы параллель
ны и, во-вторых, что пучок диаметров образует параболическую 
инволюцию, в которой все диаметры сопряжены несобственной 
прямой (касательной в центре пучка; ср. с черт. 215).

Э л л и п с  не имеет общих точек с несобственной прямой и 
определяет на последней эллиптичесую инволюцию. Центр эллип
са является внутренней точкой по отношению к кривой. Поэтому 
сопряженные диаметры эллипса образуют эллиптическую инволю
цию, не имеющую действительных двойных прямых (или име
ющую пару мнимых двойных прямых; ср. с черт. 216).

Самые названия инволюционных соответствий в формах пер
вой ступени г и п е р б о л и ч е с к и е  (при двух действительных 
двойных элементах), п а р а б о л и ч ес  к и е (при двух совпавших 
двойных элементах) и э л л и п т и ч е с к и е  (при двух мнимых 
двойных элементах) происходят от тех инволюций, которые свя
заны, как мы видели выше, с гиперболой, параболой и эллипсом.

На этом мы заканчиваем краткий обзор аффинных свойств 
кривых второго порядка.

§ 70. Метрическая геометрия и ее группа.

1. Аффинная подгруппа коллинеаций была выделена как часть 
группы всех коллинеаций при помощи условия инвариантности 
параллелизма, т. е. преобразования несобственной прямой в себя.

Однако аффинные преобразования не сохраняют форму фигу
ры. Так, квадрат переходит в аффинном преобразовании в парал
лелограмм, круг — в эллипс. Таким образом, аффинная геометрия



не выделяет квадрата из параллелограммов и окружности из э л 
липсов. Это различие устанавливается в метрической геометрии. 
Д ля определения группы преобразований метрической геометрии 
потребуем от аффинного преобразования инвариантности перпен
дикулярного положения двух прямых.

Пусть прямым а, Ь, с, ... пучка S соответствуют перпенди
кулярные к ним прямые а ' , Ь ' , с ' , . . .  того же пучка S (черт. 238). 
Таким образом, имеем:

a _L а , b А -Ь ’, с_1_с'... .

Посмотрим, какими свойствами обладает такое соответствие 
перпендикулярных прямых пучка S.

Так как прямые а ', Ь' соответственно перпендикулярны пря
мым а , Ь, то угол (а', b ') равен углу (а, Ь). Следовательно, углы,

образованные соответственными пря
мыми, всегда равны. Д ва пучка пря
мых, обладающие этим свойством, на- 

' зываются к о н г р у е н т н ы м и .  Оче
видно, что конгруентные пучки проек
тивны. В самом деле, сложные отно
шения соответственных прямых таких 
пучков равны, так как они выражают
ся через синус углов, образованных 
этими прямыми. По этой причине со
ответствие перпендикулярных прямых 
в пучке S  является проективным. 
Кроме того, каждая пара перпендику
лярных прямых соответствует взаим

но. Так, например, если прямой а соответствует (перпендикулярная 
к ней) прямая а ',  то и, обратно, прямой а' соответствует (перпен
дикулярная к ней) прямая а. Отсюда заключаем, что соответствие 
перпендикулярных прямых в пучке 5  представляет собой инволю
цию. Последняя называется о р т о г о н а л ь н о й  и н в о л ю ц и е й .  
Ортогональная инволюция не имеет двойных прямых, так как 
прямая не может совпадать с перпендикулярной к ней прямой. 
Это эллиптическая инволюция прямых пучка.

Найдем сечение пучка S  несобственной прямой. Получим ряд 
точек, перспективный пучку S. Инволюция прямых пучка S будет 
соответствовать инволюции точек перспективного ряда на несоб
ственной прямой. Обозначая несобственные точки прямых а, Ь, ... 
пучка S буквами Л ..., а несобственные точки перпендику
лярных к ним прямых а', Ь’, ... того же пучка буквами Л ' „ ,  В ' „ ,  
получим инволюцию на несобственной прямой. В этой инволюции 
точкам Л со, В  « , соответствуют точки А ' „ ,  В ' ^ ... (черт. 239).

Такая инволюция точек несобственной прямой называется 
а б с о л ю т н о й  и н в о л ю ц и е й .

Абсолютная инволюция является сечением ортогональной 
инволюции прямых пучка. При этом выбор центра пучка не име



ет никакого значения, так как ортогональная инволюция прямых 
пучка определяет на несобственной прямой ту же самую инво
люцию, что и ортогональная инволюция пучка S. Это ясно из 
того, что каждой паре перпендикулярных прямых Ь{ и Ь\ пучка 
S } соответствует пара перпендикулярных прямых b и Ь' пучка S, 
причем j

b || Ьу и Ь' || Ь\.

Поэтому пара прямых biy Ь\ определяет на несобственной 
прямой ту же самую пару точек В  „ и В 'п абсолютной инволю
ции, что и пара прямых b || Ь'.

Абсолютная инволюция является, очевидно, эллиптической и 
не имеет действительных двойных точек.

В оо

Черт. 239.

Установив понятие абсолютной инволюции точек несобствен
ной прямой, мы можем дать п р о е к т и в н о е  о п р е д е 
л е н и е  п е р п е н д и к у л я р н о с т и  п р я м ы х :

Дее прямые называются перпендикулярными, если их несоб
ственные точки представляют собою пару соответственных то
чек абсолютной инволюции.

В самом деле, если несобственные точки и В'^ двух ка
ких-либо прямых b t и b j являются соответственными в абсо
лютной инволюции, то это означает, что через точки В  „ и В'^ 
проходит пара перпендикулярных прямых ортогональной инво
люции. Пусть это будут прямые'6 и Ь'. Тогда имеем:

bi || Ъ и Ь\ || Ь'.

А так как b _L b ', то и 1  6’ . Обратно, как мы уже виде
ли, каждая пара перпендикулярных прямых (by _1_ Ь\) пересекает 
несобственную прямую в соответственных точках (В B 'J) абсо
лютной инволюции.

2. Таким образом, проективное определение перпендикуляр
ности прямых связано с абсолютной инволюцией на несобствен-



ной прямой. Несобственная прямая и абсолютная инволюция на 
ней называются а б с о л ю т о м  п л о с к о с т и .  Мы пришли 
к этому понятию, занимаясь разысканием проективного определения 
перпендикулярности прямых, но, как увидим далее, с понятием 
абсолюта связаны также и другие метрические свойства фигур. 
Поэтому, если нужно выделить такие коллинеации, которые не 
нарушают метрических свойств фигур, то необходимо выставить 
требование, чтобы эти коллинеации оставляли неизменным абсо
лют плоскости.

Это значит, что мы выделяем те коллинеации, которые не 
только преобразуют несобственную прямую в себя (этому требо
ванию удовлетворяют все коллинеации аффинной группы), но так
же преобразуют абсолютную инволюцию в себя, т. е. пару соот
ветственных точек этой инволюции переводят в пару также со
ответственных точек ее. Покажем, что совокупность таких кол
линеаций образует группу. Мы будем обозначать эту группу через 
{М}, а каждую коллинеацию в отдельности — через М.

В самом деле, коллинеации М удовлетворяют требованиям, 
сформулированным в § 67. Если М' и М " — две какие-либо кол
линеации совокупности {М}, то, как нетрудно убедиться, их 
произведение представляет собой коллинеацию той же совокуп
ности. Так, коллинеация М' оставляет абсолют плоскости неиз
менным. Точно так же не изменяет его и коллинеация М ". В ре
зультате последовательного выполнения коллинеаций М' и М" 
мы получим коллинеацию, сохраняющую абсолют плоскости 
неизменным. Поэтому можем написать:

М ' • М" =  М " \
Что же касается других требований, предъявляемых к сово

купности преобразований, если они представляют собой группу, 
то рассуждения, совершенно идентичные тем, которые были

Доз

приведены по поводу группы всех коллинеаций (§ 67), показы
вают, что совокупность преобразований {М} удовлетворяет и 
этим требованиям.



Таким образом, приходим к выводу, что совокупность коллинеа
ций {М}, не изменяющих абсолюта плоскости, образует группу.

3. Из предыдущего ясно, что метрические коллинеации со
храняют перпендикулярность двух прямых. Так, если имеем пару 
перпендикулярных прямых ( а  1  й ^ ,  т о  несобственные т о ч к и  э т и х  
прямых А со и A i о» представляют собой пару соответственных точек 
абсолютной инволюции (черт. 240). Коллинеация М переводит па
ру точек А Л 1оо в пару соответственных точек А ' , А \ абсо
лютной инволюции. Поэтому прямые а’ и а / ,  соответственные 
прямым а и а / ,  должны быть перпендикулярными как проходя
щие через пару соответственных точек А 'ж, Л 1тс абсолютной ин
волюции.

Однако это свойство еще не вполне характеризует группу {М}. 
Мы покажем, что всякая коллинеация М сохраняет угол, обра
зованный двумя прямыми без изменения.

Предположим, что прямые а и b образуют острый угол <р 
(черт. 241). Проведем через вершину угла ср прямые ai и bit со
ответственно перпендикулярные к прямым а и Ь. Следовательно,

Й! _L a, bi _!_ b.

Коллинеация М переводит четверку прямых a, b, a it в 
четверку соответственных прямых а!, Ъ', а / ,  Ь ,'. Так как коллинеа
ция М не нарушает перпендикулярности прямых, будем иметь:

a /  _L а , _L b '.

Найдем сложное отношение четверки прямых a, b, ai, Ьй

(aba ibl) =  sin (a, a l} • sin (b, bt ) =  _ 1 --------- =  _ J _
sin (b, cii) ■ sin (а, Ь,) cos ф • cos <p cos2 <p

Аналогично для четверки прямых а', b ', а / ,  Ь /  будем иметь: 

(а'Ь'а'. Ь'Л =  — |— .
'  '  COS2 ф '



Но коллинеации не нарушают сложного отношения, поэтому 
должно быть:

(abctibi) — (a'b'a[b[),
или

COS^ ср CO Sz ф

Заметим, что через ср мы обозначили о с т р ы й  угол прямых 
а и Ь. Последний можно определить как такой угол, который не 

f  содержит перпендикуляров а ь
Ь\. Ему соответствует по колли
неации угол ф ', который также 
не содержит перпендикуляров 
а \ ,  Ь\. Поэтому соответствен
ный угол ф' также острый. В т а 
ком случае из предыдущего ра
венства имеем:

Черт. 242.

cos ф =  cos ф ; ф =  ф 
И з доказанной теоремы за

ключаем, что произвольный треугольник AB C  преобразуется колли- 
неацией М в подобный ему треугольник А 'В  С'. Вообще всякая 
фигура Ф переходит в подобную ей фигуру Ф '. Это прежде всего 
может быть обнаружено для многоугольников (черт. 242), так 
как каждый многоугольник A B C D E  может быть разбит на треуголь
ники. Следовательно, соответственный многоугольник A 'B ’C 'D 'E ' 
разобьется на подобные 
треугольники, откуда вы
текает подобие самих мно
гоугольников A B C D E  и 
A 'B 'C 'D 'E '. Затем можно 
убедиться в том, что вооб
ще отношение двух соот
ветственных отрезков всег
да постоянно.

Предположим, что двум 
произвольно взятым отрез
кам А В  и CD соответствуют
в коллинеации М отрезки А 'В ' и C'D ' (черт. 243). Тогда четырех
угольник А 'В 'C D '  подобен четырехугольнику ABCD, так как эти 
четырехугольники состоят из двух пар подобных треугольников, 
Поэтому имеем:

CDАВ

А'В' C ’D'
=  k.

Таким образом, отношение двух соответственных отрезков по
стоянно. Это показывает, что коллинеация М является п р е о б-



р а з о в а н и е м  п о д о б и я 1. На этом основании группу метри
ческих коллинеаций {М} называют также г р у п п о й  п о д о б и я .

4 . Нашей ближайшей задачей будет дальнейшее изучение основ
ных понятий метрической геометрии с проективной точки зрения, 
что позволит установить инвариантность этих понятий по отно
шению к группе коллинеаций |М |.

В качестве примера применения проективного определения пер
пендикулярности прямых приведем следующее доказательство тео
ремы о том, что три высоты 
треугольника пересекаются 
в одной точке.

Вторая теорема Дезарга 
(двойственная) гласит, что 
три пары противоположных 
вершин полного четырехуголь
ника проектируются из про
извольной точки S  плоскости 
тремя парами прямых, при
надлежащих одной и той же 
инволюции (§ 33). Применим 
эту теорему к четырехсторон
нику, образованному следую
щими прямыми: тремя сто- М° 
ронами данного треугольника 
A B C  и несобственной прямой. Черт. 244.

Точку 5  поместим в точке пересечения двух высот треугольника 
ABC  (черт. 244):

S =  A S  X BS.

L ««

Г \ с

\

'  в \

К«

Докажем, что и третья высота CS пройдет через точку S.
Противоположными вершинами нашего четырехсторонника бу

дут пары точек:
А и L „ ,  В  и М  « , С и К  со.

Тогда получим следующие пары соответственных прямых инволю
ции:

S A , S L » ;  S B , SM „,; SC, S K - .

Из чертежа видно, что первые две пары ортогональны (5Л _L S L  
SB  -LSMoo). Следовательно, инволюция прямых пучка S есть орто
гональная инволюция. Поэтому и третья пара ортогональна, т . е.

SC  - L S K ,
(ч. т. д.).

1 К олл ин еац ии  М называют т а к ж е  э к в и ф о р м н ы м и ,  т. е. не 
изменяющ ими формы ф игур .



§ 71. Учение о конгруентности фигур с проективной 
точки зрения. Группы движений.

1. Как будет показано в настоящем параграфе, учение о кон
груентности фигур в обыкновенной метрической геометрии может 
быть построено в проективной форме. А это в свою очередь по
зволит установить, что понятие конгруентности фигур является ин
вариантным в отношении некоторой группы коллинеаций, кото
рые называются движениями.

Рассмотрим прежде всего учение о конгруентности фигур, как 
оно обыкновенно развивается в элементарной геометрии. Геомет
рические фигуры рассматриваются как неизменяемые системы, ко
торые мэгут занимать различные положения на плоскости. Пере
ход от одного положения фигуры к другому ее положению назы
вается д в и ж е н и е м .  Предположим, что движение переводит 
данную плоскую фигуру F в новое положение F '. В таком случае 
говорят, что фигура F может быть с о в м е щ е н а  с фигурэй F ' , 
или еще иначе, фигура F н а к л а д ы в а е т с я  на фигуру F '1. 
Такие две фигуры F и F' называются к о н г р у е н т н ы м и .

Так как две конгруентные фигуры с этой точки зрения пред
ставляют собой лишь два различных положения одной и той же 
неизменяемой (жесткой) системы, то каждой точке А  фигуры F 
соответствует точка А ' фигуры F '. Эти точки А и А ' приходят 
в совпадение при совмещении фигур F и F '. Отсюда ясно, что 
учение о конгруентности фигур можно рассматривать как учение 
о взаимно однозначных соответствиях их элементов, обладающих 
определенными свойствами.

Движения можно рассматривать как геометрические преобра
зования, переводящие фигуру F в конгруентную ей фигуру F '2. 
С другой стороны, если мы установим, какие преобразования пло
ского поля в себя являются движениями, то можем само понятие 
конгруентности определить при помощи этих преобразований — 
движений.

Принимая такой план построения учения о конгруентности, 
мы должны: 1) выделить те движения (геометрические преобразо
вания), которые необходимы и достаточны для перемещения про
извольно заданной плоской фигуры в любое новое положение на 
плоскости; 2) дать этим преобразованиям проективное истолкова
ние и 3) построить учение о конгруентности фигур в проектив
ной форме, отнеся его к определенной группе коллинеаций.

Д ля реализации этого плана надо прежде всего изучить во
прос о конгруентности фигур в обыкновенной (евклидовой) геомет
рии на плоскости.

2« Предположим, что имеются два конгруентных треугольника 
A B C  и А 'В 'С ' (черт. 245). Из конгруентности этих треугольни

1 П ри  помощи обратного  д в и ж е н и я  ф и гур а  F' м о ж ет  быть совмещена  
с ф и гур ой  F .

- Т ак и е  п р ео б р а зо в а н и я  назы ваю тся  т а к ж е  «ортогональными».



ков следует конгруентность их соответственных сторон и углов. 
Кроме того, треугольники A B C  и А 'В 'С ' имеют одинаковые обхо
ды. Будем называть п о л о ж и т е л ь н ы м  такой обход сторон 
треугольника, при котором площадь его расположена по левую 
сторону от направления движения (иначе говоря, обход против 
стрелки часов). Таким именно свойством обладает обход A B C  пер
вого треугольника. Тем же свойством обладает и соответственный 
обход А 'В 'С ' конгруентного ему второго треугольника. Оба эти 
треугольника имеют одинаковые (положительные) обходы (на черт. 
245 обходы показаны стрелками). Иначе будет обстоять дело,

если мы рассмотрим треугольник А"В"С" (черт. 245), также кон- 
груентный треугольнику ABC. Хотя все соответственные элементы 
(стороны и углы) этих треугольников равны, но обходы их п р о- 
т и в о п о л о ж н ы .  В самом деле, п о л о ж и т е л ь н о м у  обходу 
ABC  первого треугольника соответствует о т  р и ц а т е л ь н ы й  об
ход А " В " С "  второго (при обходе сторон треугольника в порядке 
А " В " С "  площадь его расположена справа от направления движе
ния).

Говорят также, что треугольники A B C  и А "  В "  С "  р а з л и ч н о  
о р и е н т и р о в а н ы ,  в то время как треугольники A B C  и А 'В 'С ' 
о д и н а к о в о  о р и е н т и р о в а н ы .  Таким образом, две конгруент- 
ные фигуры могут быть одинаково или различно ориентирован
ными на плоскости. Это обстоятельство необходимо учитывать при 
рассмотрении движений, совмещающих одну из двух конгруентных 
фигур с другой.

Предположим, что две точки А и В  произвольной плоской фи
гуры F закреплены. В таком случае сама фигура F может зани
мать одно из двух возможных положений (F и F' на черт. 246).

В самом деле, если С — какая-нибудь точка фигуры F, отличная 
о г точек Л и В, то треугольник A B C  может занимать два р а з
личных положения на плоскости, симметричных относительно п р я
м о й  А В  (треугольники Л б С и Л В С ') . То же самое, очевидно, мо
лит быть сказано относительно всякой точки фигуры F. Отсюда

С

Черт. 245.



заключаем, что фигура F, две точки которой А и В фиксированы 
на плоскости, может занимать лишь два различных положения 
F и F', симметричных относительно прямой АВ. Эти два положе
ния отличаются, как это видно из чертежа, направлением обхода 
(треугольники A B C  и A B C '), поэтому фигуры F и F' являются 
различно ориентированными.

Если же имеют в виду фигуру F с определенной ориентацией, 
то положение такой фигуры на плоскости однозначно определяет
ся заданием двух каких-либо ее точек.

Докажем теперь следующую теорему1:
Две конгруентные фигуры, расположенные в одной плоскости, 

могут быть приведены в совпадение либо с помощью одного вра
щения (с собственным или несобственным центром), либо с по
мощью вращения и отражения.

Как мы видели, положение пары точек какой-либо фигуры оп
ределяет два возможных положения самой фигуры, из которых 
одно симметрично другому.

Поэтому мы можем заменить каждую фигуру парой точек или 
отрезком, концы которого принадлежат этой фигуре. Так, на чер
теже 247 первая из конгруентных фигур изображена отрезком 
А В , а вторая — соответственным отрезком А 'В ' .

Проведем прямые А А ' и В В '. В серединах М  и N  отрезков 
А А ' и В В ' построим перпендикуляры MS и Л/S к последним. Обо
значим через S точку пересечения указанных перпендикуляров. Те-

1 Эта теорема в несколько иной ф ор м ул ир ов ке  известна в кинематике под 
названием теоремы Ш аля —  Эйлера.

в’

Черт. 246. Черт. 247.



нерь нетрудно убедиться в том, что в р а щ е н и е  вокруг центра S 
на угол ф =  / - A S A ' =  Z . B S B ' переводит отрезок А В  в отрезок 
А 'В '.  В самом деле, треугольники S A B  W.SA'В ' конгруентны, так 
как S/4 =  S B  — S B 1 и А В  =  А 'В ' . Из равенства треугольни
ков получаем:

Z. A SB  =  Z . A 'S B '.

Прибавляя к каждому из этих углов угол B S A ' , будем иметь:
Z . A S A ' =  Z . B SB ' ф.

в N В'
J

м
д

р
1 а '

Ч ерт. 248.

'Q

Поворот на этот угол 
вокруг точки S переводит 
точку А  в точку А '  и точку 
В  в точку В '.  Следова
тельно, отрезок А В  пере
ходит при таком повороте 
в отрезок А 'В ' .

Приведенное здесь рас
суждение было бы невоз
можно, если бы перпенди
куляры M S  и N S  оказа
лись параллельными или
сливающимися. Разберем этот случай (черт. 248 и 249). Если 
М Р  | |М ф ,т о Л Л ' || В В '. Но это значит, что конгруентные отрез
ки А В  и А 'В '  могут иметь либо параллельное расположение (как 
на черт. 248), либо симметричное расположение (как на черт. 249), 
образуя в первом случае параллелограмм, а во втором случае равно
бедренную трапецию. В последнем случае оба перпендикуляра в

точках М и N  сливаются, и каж 
дую точку прямой M N  можно 
рассматривать как общую точку 
этих перпендикуляров. В каче
стве центра вращения S выби
раем точку пересечения прямых 
А В  и А 'В ':

S  ~  А В  X  А ’В '.
Точка S ,  очевидно, лежит на 

прямой M N . Значит, ее можно 
рассматривать как точку пересе
чения совпавших перпендикуля
ров M N . Поворот отрезка А В  
вокруг центра 5  на угол A S A ' = ф  
переводит его в отрезок А 'В ' .

В случае, когда отрезки А В  и А 'В '  п а р а л л е л ь н ы  (черт. 248), 
они могут быть совмещены при помощи п а р а л л е л ь н о г о  п е 
р е н о с а ,  определяемого вектором ЛЛ' .  Заметим, что при введении 
несобственных элементов параллельные перпендикуляры М Р  и N Q  
можно рассматривать как пересекающиеся в несобственной точке

Черт. 249.



S со. Такая точка зрения позволяет и случай параллельного пере
носа трактовать как вращение с несобственным центром S „ .  Д а
лее, при переходе к проективной форме преобразований мы будем 
иметь все основания для этого.

Таким образом, при помощи вращения с собственным или не
собственным центром (параллельного переноса) мы можем совме
стить отрезок А В  с отрезком А 'В '.  После этого фигуры F и F' 
окажутся либо совпавшими, либо симметричными относительно 
прямой А 'В ’. В последнем случае отражение (осевая симметрия) от
носительно прямой А 'В ' приводит фигуру F в совпадение с фигурой 
F'. Теорема доказана.

Из доказанной теоремы прямо следует, что для обоснования 
учения о конгруентности фигур на плоскости с проективной точки 
зрения должны быть проанализированы геометрические преобразо
вания, соответствующие вращениям и параллельным переносам фи
гур, а также их отражениям или осевым симметриям. В дальней
шем будет показано, что все указанные преобразования могут 
быть сведены к одному последнему, т. е. отражению. Поэтому мы 
начнем рассмотрение движений с отражения, которое будем мыс
лить как некоторое проективное преобразование (коллинеацию) 
плоского поля в себя.

3. О т р а ж е н и е ,  или о с е в а я  с и м м е т р и я  (черт. 250). 
Мы уже неоднократно встречались с этим преобразованием; отнесем 
его к аффинным гомологиям (§ 51) или перспективно-аффинным 
преобразованиям. Центр S » этой гомологии является несобствен
ной точкой всех проектирующих прямых А А ' ,  В В ' , С С , ..., пер
пендикулярных оси s гомологии. Припоминая проективное опреде
ление перпендикулярности (§ 70), можем сказать, что центр 
гомологии в случае осевой симметрии соответствует в абсолютной 
инволюции несобственной точке S »  оси гомологии s (являющей
ся также и осью симметрии). Таким образом, осевая симметрия 
(отражение) получает свое проективное определение:

Отражение есть аффинная гомология, несобственный центр 
которой соответствует в абсолютной инволюции несобственной 
точке оси гомологии.

Как несобственный центр S «, осевой симметрии, т а к и  несоб
ственная точка S*™ ее оси s являются двойными точками несоб
ственной прямой. Остальные точки последней меняют свои места 
на ней (оставаясь, конечно, на несобственной прямой). При этом, 
однако, следует отметить важное свойство осевой симметрии: она 
переводит каждую пару соответственных точек абсолютной инво
люции в пару соответственных точек той же инволюции. Или, ко
роче, осевая симметрия преобразует абсолютную инволюцию в себя.

Это свойство легко проверить. Пару соответственных точек аб
солютной инволюции А  „о, В  „ определим при помощи проходящих 
через них прямых М А  и M B  (черт. 251). Если мы потребуем, чтобы 
прямые М А  и M B  были перпендикулярны, то их несобственные 
точки представят собой пару соответственных точек абсолютной



инволюции. Отражение преобразует прямые М А и М В  соответст
венно в прямые М ' А  и М ' В , причем очевидно:

М ' А  М' В .
Точке А т прямой М А  соответствует в отражении точка А ^ 

прямой М' А;  точке В„  прямой M B  соответствует в отражении 
точка В'а прямой М' В.  При этом точкиЛ ^ и В'^ являются со
ответственными в абсолютной инволюции. Таким образом, пары 
точек абсолютной инволюции переходят в пары той же инволю
ции.

Это свойство отражений показывает, что отражения должны 
быть отнесены к числу коллинеаций, составляющих группу {М}.

А

S

С

в
S

Д'
ИС '

Soo
Черт. 250.

Остановимся еще на другом важном свойстве отражений. Как 
видно из чертежа 250, треугольник ABC  переходит после отраже
ния в треугольник А ’В 'С '. При этом направление обхода изме
нилось на противоположное (положительный обход треугольника 
A B C  перешел в отрицательный обход треугольника А' В'С' ) .  Сле
довательно:

Отражение изменяет ориентацию фигуры на противополож
ную.

Изучив основные свойства отражения и его проективное истол
кование как коллинеации группы {М}, переходим к рассмотрению 
вращения.

4. В р а щ е н и е  (с собственным центром). В элементарной гео
метрии вращение определяется как такое преобразование плоско
го поля в себя, при котором радиусы-векторы всех точек, прове
денные из точки S (центра вращения), поворачиваются на опреде
ленный угол ф (заданный по величине и направлению).

Докажем следующую т е о р е м у :
Всякое вращение можно представить как произведение двух 

отражений, причем осью одного отражения может служить про- 
игвольная прямая, проходящая через центр вращения.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что вращение задано 
центром S и углом поворота Пусть прямая х, проходящая
через точку S, должна служить осью одного отражения (черт. 252). 
Отметим произвольную точку М  плоскости и произведем преобра
зование отражения с осью х. Обозначим М  4 точку, в которую перей
дет при этом отражении точка М , и через М ’ — точку, в которую

М ’. Однако, чтобы убедиться в том, что упомянутые два отраже
ния заменяют данное вращение, надо показать, что и вторая ось у 
остается постоянной, какую бы точку М  плоскости мы ни подвергли 
вращению.

Фиксируем ось л; первого отражения. Тогда угол, образован
ный осями у  и х, оказывается постоянным и выражается через 
угол поворота следующим образом:

Отсюда заключаем, что ось у  остается постоянной для всех 
точек плоскости. Следовательно, данное вращение может быть 
заменено двумя отражениями, причем осью одного из них служит 
ранее выбранная прямая л:. Полученный результат изобразим сле
дующим символическим равенством:

где буквой V обозначено вращение, а буквами S x и S y — отраже
ния, соответственно с осями х  и у.

Переходим к рассмотрению параллельного переноса.
5. П а р а л л е л ь н ы й  п е р е н о с ,  и л и  в р а щ е н и е  

с н е с о б с т в е н н ы м  ц е н т р о м .  Под параллельным переносом 
разумеют такое преобразование плоского поля, когда все его точки 
получают параллельные перемещения на одно и то же расстоя
ние. Смещение точек вполне определяется вектором М М ' ,  который 
называется вектором параллельного переноса.

м'
перейдет точка М  при заданном 
вращении. Проведем через точку 
S прямую у,  перпендикулярную 
к прямой М ХМ ' , и примем ее за 
ось второго отражения. Так как 
треугольник УИ^М ' равнобед
ренный, то его высота у служит

* одновременно его медианой и 
биссектрисой. Отсюда заклю
чаем, что отражение с осью у

Г
Ч ерт.  252.

>Л/ переведет точку M j  в точку М ' . 
Таким образом, два последова
тельных отражения с осями х  
и у  переводят точку М  в точку

Z. (*, у) =  Z . x S Mi  +  Z.  M tS y  =
M ,S M '  __ х  MS M '  _ ф

2 ~  “  2 2
— =  const.
2



Докажем т е о р е м у :
Параллельный перенос всегда можно представить как произ

ведение двух отражений, оси которых перпендикулярны к на
правлению вектора переноса, причем одна из этих осей может 
быть выбрана произвольно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что параллельный пере
нос определяется вектором М М '. Выберем произвольную прямую

в качестве оси первого от-

Scо

М оМ'

х, перпендикулярную к прямой М М ' , 
ражения (черт. 253). Обозна
чим через Му  точку, в кото
рую переходит точка М  при 
первом отражении. Осью вто
рого отражения будет слу
жить прямая у,  перпендику
лярная к прямой М М ' и  про
ходящая через середину от
резка M iM '. Тогда отраже
ние S x переводит точку М 
в точку М ь а отражение S y 
переводит точку М 4 в точку 
М ' . Покажем, что оси х  и у 
первого и второго отражений 
остаются постоянными для всех точек плоского поля. G этой 
целью фиксируем положение оси х  первого отражения и докажем, 
что положение оси у второго отражения не зависит от выбора 
точки М 1. Определяя расстояние X Y  оси у  от оси х,  будем иметь:

X
S У )
2

-  X М, Y
$ ~  .. ............; 1

X у
Черт. 253.

X Y М М Х
+

М ХМ ' ММ ' =  —  =  const. 
22 2 2

Отсюда ясно, что вторая ось у  постоянна для всех точек плос
кого поля и два отражения с осями х  и у  эквивалентны парал
лельному переносу М М ' .

Таким образом, параллельный перенос можно определить как 
преобразование, представляющее собой результат двух отражений 
с параллельными осями (л и  у). Но совершенно так же выражает
ся, как мы видели, вращение плоского поля вокруг центра S, ко
торый является точкой пересечения осей х  и у  составляющих от
ражений.

В случае параллельного переноса мы имеем несобственную точ
ку пересечения осей отражений, которую обозначим буквой S ге. 
G точки зрения проективной геометрии мы не имеем здесь различ
ных преобразований. Поэтому мы вправе отнести преобразование 
параллельного переноса к числу вращений, обозначая его как 
(вращение с несобственным центром):

V . =  S, • s y.

1 Н о ,  конечно, п о л о ж е н и е  оси от р а ж ен и я  у  зависит  от выбора оси х.



С другой стороны, в § 51 мы рассматривали параллельный 
перенос как аффинную гомологию с несобственным центром и не
собственной осью. Ясно, что несобственный центр этой гомологии
определяется направлением вектора переноса М М ' ,  в то время 
как несобственный центр вращения S», определяется направлени
ем, перпендикулярным вектору М М ' .  Отсюда заключаем, что 
в случае параллельного переноса несобственный центр вращения 
S  «, соответствует в абсолютной инволюции несобственному цен
тру гомологии . Это замечание будет нам полезно в дальнейшем.

Отметим следующее важное свойство вращений (с собственным 
или несобственным центром).

Вращение не изменяет ориентации фигуры на плоскости.
В самом деле, вращение может быть представлено как произве

дение двух отражений. Так как каждое отражение изменяет ориен
тацию фигуры на противоположную, то их произведение оставляет 
ориентацию фигуры такой же, какой она была до преобразо
вания.

Теперь ясно, что если на плоскости имеем две конгруентные 
фигуры с одинаковой ориентацией, то они могут быть совмещены 
одним вращением (с собственным или несобственным центром). 
Если же конгруентные фигуры имеют различную ориентацию, они 
могут быть совмещены при помощи вращения и отражения. Это 
дополнение уточняет формулировку вышеприведенной теоремы Ша
ля — Эйлера.

6. Из предыдущего видно, что для обоснования учения о кон
груентности можно воспользоваться д в и ж е н и я м и ,  т. е. преоб
разованиями, приводящими в совпадение конгруентные фигуры. Т а
кими преобразованиями являются вращения (с собственными и не
собственными центрами) и отражения. В конечном счете, как бы
ло показано, все эти преобразования сводятся к отражениям. Но 
отражения являются коллинеациями специального вида, входящи
ми в группу {М}. Таким образом, учение о конгруентности фигур 
в обыкновенной евклидовой геометрии получает свое и с т о л к о 
в а н и е  с проективной точки зрения. Это позволяет п о с т р о  и т ь

учение о конгруентности на про
ективной плоскости в общем 
виде.

Предположим, что произволь
ная прямая и выбрана в качестве 
«несобственной» (черт. 254). 
Пусть на этой прямой задана не
которая эллиптическая инволю
ция, играющая роль «абсолютной 
инволюции». Обозначим буквами 
А и, А 'и и В и, В ’и две пары соот
ветственных точек этой инволю



ции. Как нетрудно убедиться, можно с помощью коллинеарного 
преобразования плоского поля перевести прямую и в несобствен
ную прямую плоскости, а эллиптическую инволюцию (Л„, Л '„), 
(Ви, В \ )  —в абсолютную инволюцию на ней. В самом деле, построим 
на отрезках А и А 'и и В а В'  и как на диаметрах два круга и обозначим 
одну из точек их пересечения буквой S 1. Тогда любая гомология 
с центром S, переводящая прямую и в несобственную прямую, пре
образует также данную эллиптическую инволюцию в абсолютную. 
Это следует из того, что согласно построению точки S будем иметь:

5 Л „_ 1 -5 Л 'Ц и S B U± . S B ’U.

Поэтому пары Л„, Л'„ и В и, В ‘и эллиптической инволюции го
мология преобразует в пары А . 0 , Л ' „  и В х , В абсолютной ин
волюции.

Заметим кстати, что центром гомологии S нам послужила од
на из двух таких точек плоскости, из которых данная эллипти
ческая инволюция проектируется ортогональной инволюцией (или, 
иначе, видна под прямым углом). Точки, обладающие этим свой
ством, называются т о ч к а м и  J I a r e p p a  (Laguerre). Д ля пол
ного определения гомологии достаточно задать ось гомологии s, 
которой может быть любая прямая, параллельная прямой и (так 
как она должна проходить через точку пересечения прямой и 
с соответствующей ей несобственной прямой).

7, Итак, для осуществления проективной карти
ны метрической геометрии мы будем предполагать заданным «абсо
лют» плоскости в следующем виде.

Дана «несобственная» прямая и и на ней «абсолютная» инво
люция (черт. 255). Мы уже знаем, что для этой цели может 
служить произвольная прямая плоскости и заданная па ней про
извольная эллиптическая инволюция. Покажем, как в этой схеме 
будут осуществляться «отражения» и «вращения», а следовательно, 
и построение «конгруентных» фигур.

На чертеже 255 показано построение треугольника А 'В 'С ', со
ответственного данному треугольнику ABC  в «отражении» с осью s. 
«Центром» S такого «отражения» должна, как мы знаем, служить 
«несобственная» точка, соответственная «несобственной» точке 5* 
с си «отражения» s в «абсолютной» инволюции на прямой и. По
строив такую точку S (§ 33), мы проводим прямые 5Л , SC  и SB  
и находим на них точки А ' , В '  и С'  как четвертые гармонические 
к тройкам:

5 Л 0Л , SBfyB, SCUC.

Ясно, что при этих условиях прямые А А ' ,  ВВ'  и СС'  оказыва
ются «перпендикулярными» к оси «отражения» s и соответствующие

1 Рассматриваем ые круги всегда п ересек аю тся ,  так как А иА ' и - г £ „  В ' и. 
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отрезки делятся в точках Л 0, В 0 и С0 «пополам». «Отразив» тре
угольник ABC,  мы получили «конгруентный» ему треугольник 
А 'В 'С ', но отличающийся своей ориентацией.

Заметим, что «отражение» является и н в о л ю ц и о н н о й  г о м о 
л о г и е й .  В самом деле, если точке А  соответствует точка Л ', то
и, обратно, точке Л ' соответствует точка Л как четвертая гармони
ческая к тройке точек 5 Л 0Л '. Поэтому двукратное «отражение» 
приводит к тождеству. Чертеж 256 изображает «вращение» тре
угольника ЛВС «вокруг центра» 5 , состоящее из двух «отражений»: 
одного — с осью s' и другого — с осью s". «Несобственные» точки 
осей S'_ и S ' соответствуют центрам S ' и S"  «отражений» в «абсо
лютной» инволюции на «несобственной» прямой и. Треугольники 
ABC,  А 'В ’С  и А"В"С" с точки зрения «метрической геометрии», 
построенной на чертеже 256, являются «конгруентными», причем два 
из них (A B C  и А"В"С") одинаково ориентированы, а третий (А 'В 'С ‘) 
отличается от них своей ориентацией.

Нетрудно представить себе «параллельный перенос» как «враще
ние» с «несобственным» центром. В этом случае оси s' и s" обоих 
«отражений» пересекаются в точке S «несобственной» прямой и. Та
ким образом, мы имеем частный случай «вращения», когда точки
S . и S" совпадают с точкой S , а следовательно, совпадают и точки 
S ' и S '.  Вследствие этого все построение упрощается.

о

Ч ерт. 255.



Покажем, что «параллельный» перенос прямой линии преобра
зует последнюю в прямую, ей «параллельную».

Предположим, что «параллельный перенос» определяется двумя 
«отражениями» с осями s' и $", пересекающимися в «несобственной»

точке 5  (черт. 257). Посмотрим, какая прямая соответствует в этом 
«параллельном переносе» данной прямой А А и. Выполняя первое «от
ражение» (с осью s '), мы строим точку S*, соответствующую в «абсо
лютной» инволюции точке 5 . П рямая 5^/4 «перпендикулярна» к оси 
.s'. Находим на прямой 5 #Л точку А'  так, чтобы

(S H 'o  А А ' )  =  -  1.
Тогда точка Л 'я в л я е тся  «отражением» точки Л относительно 

прямой s'. Поэтому первое «отражение» переводит прямую А Х '  (ЛЛ„) 
it прямую А ' Х '  (А'Х").

Второе «отражение» (с осью s") переводит точку Л ' в точку А",  
причем

(S* л; Л' Л" ) = — 1.



Ч е р т . 257.

Следовательно, прямая А ' Х "  перейдет в прямую А " Х " .
Докажем, что полученная прямая А "Х "  «параллельна» данной 

прямой А А и, т. е. проходит через «несобственную» точку А „ последней. 
Д ля доказательства рассмотрим два проективных пучка с центрами 
в то ч к ах Х ' и X ". Лучи X'  (S*, А А , А ') образуют гармоническую 
четверку, точно так же лучи X "  (S*, А "0, А", А ')  образуют гармо
ническую четверку. Поэтому можем считать их соответственными. 
В установленном соответствии пучков X '  и X "  луч Х ' Х "  сам себе 
соответствует (Х' А'  соответствуетX"  А').  Следовательно, рассматри
ваемые пучки перспективны. Осью их перспективности служит «не
собственная» прямая и,  так как пары соответствующих лучей X'S* 
X " S * и X'  А 0, Х " А 0 пересекаются в точках S* и S этой прямой. 
Отсюда заключаем, что соответственные лучи Х ' А  и X ”А"  также 
должны пересекаться в точке, лежащей на «несобственной» прямой
и , т. е. в точке А и. Следовательно, прямая А' 'Х",  в которую пе
решла данная прямая А А и при «параллельном переносе», ей «па
раллельна» (ч. т. д.).

Таким образом, геометрические преобразования, необходимые 
для осуществления «движений» на плоскости, получили свое про
ективное определение.

Все они должны быть отнесены к числу коллинеаций группы 
{М> как не меняющие «абсолюта» плоскости.

8 . Будем обозначать преобразование «вращения» (с «собствен
ным > или «несобственным» центром) буквой V, а «отражение» — бук
вой S. Тогда, по определению, фигурой, «конгруентной» данной фи
гуре, называется такая, которая может быть получена из данной 
преобразованием V или преобразованием V • S. Мы знаем, что пре
образования V не изменяют ориентации фигуры на плоскости, 
в то время как преобразования V • S изменяют ориентацию фигу
ры. Поэтому преобразования V называют также «движениями»



первого рода, а преобразования V • S  — «движениями» второго 
рода.

Покажем, что «движения» первого и второго рода образуют груп 
ту, являющуюся подгруппой группы метрических коллинеаций  {М}.

Д ля этого достаточно убедиться, что совокупность всех «дви
жений», т. е. преобразований V и V • S, удовлетворяет условиям, 
формулированным в § 67. Рассмотрим каждое из этих условий в 
отдельности, расположив их в несколько ином порядке.

Г . Произведения преобразований совокупности удовлетворяют 
закону ассоциативности.

Так как ассоциативный закон был показан в § 67 для произ
ведений любых коллинеаций, то он остается в силе и для пре
образований, которые мы назвали «движениями». Последние, как 
мы знаем, принадлежат к числу коллинеаций.

2°. Среди преобразований совокупности содержится тождест
венное преобразование.

Таким преобразованием является следующее:

V =  S • S =  S2 =  1.

В самом деле, как мы видели, двукратное отражение приводит 
к тождественному преобразованию.

3°. Д ля  каждого преобразования совокупности существует 
обратное ему преобразование, принадлежащее той же совокуп
ности.

Действительно, как мы знаем, преобразование, обратное отра
жению, является тем же самым отражением, т. е.

S -i =  S; S2 =  l.

Поэтому для преобразования вида V =  Sj ■ S3 обратным будет 
преобразование

V -‘ =  Sa . S lf

что легко проверяется, так как

V • V-1 =  Sj ■ S2 • S2 • St =  St ■ S® • Sj =  S, • Sj == S® — 1.

Д ля преобразований вида V • S =  Sj • S2 • S обратным является 
преобразование

S • v - 1 =  S • S2 • Sr

В самом деле,

(V ■ S) ■ (S • V - 1) =  Sj ■ S2 ■ S . S • S2 • S, =  S, • S2 • S2 • S2 • S, =

=  Sj • Sj • Sj =  SJ =  1



4°. Произведение двух любых преобразований совокупности пред
ставляет собой преобразование той же совокупности.

В этом легко убедиться, исходя из следующих соображений. 
Преобразования совокупности состоят либо из четного числа от
ражений (V = S i • S2), либо из нечетного числа отражений (V • S =  
=  Si - S2 * S). Поэтому их произведения представят собой преобра
зования, также составленные из отражений в четном или нечетном 
числе. Покажем, что в первом случае эти преобразования являются 
«движениями» первого рода (V), а во втором случае — «движениями» 
второго рода.

Д ля этого убедимся прежде всего в том, что произведение двух 
любых «вращений» является также «вращением».

Пусть Vj и V2 — два произвольных «вращения». Обозначим 
через Sj и S 2 центры этих «вращений». «Отражение» с осью StS2 обо
значим буквой S. Тогда данные «вращения» можно представить 
следующим образом (см. стр. 285):

Vj — Sj • S; V2 =  S - S 2.
Оси «отражений» S t и S2 легко определяются (см. стр. 286), 

причем ось «отражения» Si находится из обратного преобразования 
V7 1 =  S ■ Si- Составим произведение данных «вращений» V j h V 2. 
Получим:

v1.v2 = s1. s - s . s 2 = s1. s2 = v3)
т. е. некоторое «вращение». Теперь уже нетрудно доказать свой
ство 4° для двух любых «движений». В самом деле, как уже было 
сказано, произведение двух «движений» будет состоять из «отраже
ний» в четном или нечетном числе. В первом случае можно раз
бить все преобразование на пары «отражений»:

(SiS2) • (S3 • S4) ... (S2n_ t • S2„) .= V' • V" ... VM =  V.

Следовательно, в результате будем иметь «вращение» («движе
ние» первого рода).

Во втором случае, кроме последовательных пар «отражений», 
имеем еще одно «отражение». Ясно, что этот случай приведет к 
следующему преобразованию:

V' ■ V" ... V<"> • S =  V • S,

Т. е. получим «движение» второго рода.
Так как все условия 1—4° выполняются для совокупности 

преобразований, которые мы называли «движениями», то эта совокуп
ность образует группу. Будем называть ее группой «движений» {W}0.

9. При построении учения о «конгруентности» фигур мы должны 
были предварительно изучить геометрические преобразования, ко
торые мы называли «движениями». Теперь мы можем ввести понятие 
«конгруентности» фигур как свойство, инвариантное по отношению 
ко всем «движениям».



Будем говорить, что фигура F является «конгруентной» фи
гуре F ', если существует такое «движение», которое преобразует 
фигуру F в фигуру F '.

Из свойств преобразований, называющихся «движениями», мож
но заключить о свойствах понятия «конгруентности» фигур. Так, 
из того, что тождественное преобразование можно рассматривать 
как «движение», вытекает, что каждая фигура сама себе кон- 
груентна.

Предположим, что фигура F «конгруентна» фигуре F '. Согласно 
определению это значит, что существует «движение», переводящее 
фигуру F в фигуру F '. Тогда, как мы видели, существует обратное 
«движение», переводящее фигуру F' в фигуру F. Следовательно, 
фигура F' также «конгруентна» фигуре F. Получаем известное 
свойство конгруентных фигур:

Если фигура F конгруентна фигуре F ', то и F' конгруентна F.
Д алее, пусть фигура F «конгруентна» фигуре F ', а последняя 

«конгруентна» фигуре F ". В таком случае существуют «движения», 
переводящие фигуру F в F' и фигуру F' в F". Произведение этих 
«движений» и переводит фигуру F в F" . Следовательно, фигуры F 
и F" также «конгруентны». Получаем следующее свойство «конгру
ентных» фигур:

Если фигура F «конгруентна» фигуре F ' , а фигура F' «кон
груентна» фигуре F", то фигуры F и F" также «конгруентны».

Таким образом, может быть построено учение о «конгруентности» 
фигур на плоскости как специальный раздел проективной геометрии, 
связанный с рассмотрением коллинеаций особого вида («движе
ний»). Последние же в свою очередь связаны с «абсолютом» плос
кости, т. е. выбором «несобственной» прямой и эллиптической 
инволюции на ней.

§ 72. Подобие фигур с проективной точки зрения.

Изучая в § 70 преобразования группы {М}, т . е. коллинеации, 
не нарушающие абсолюта плоскости, мы убедились в том, что все 
такие коллинеации являются преобразованиями подобия. Нетрудно 
видеть, что и, обратно, всякое преобразование подобия является 
коллинеацией М. В самом деле, преобразование подобия перево
дит прямые в прямые и сохраняет параллелизм и ортогональность. 
Следовательно, это преобразование является аффинной коллинеа
цией, преобразующей абсолютную инволюцию в себя. Отсюда яс
но, что преобразования подобия относятся к группе коллинеаций {М}.

Предположим, что коллинеация М преобразует треугольник ABC  
в подобный треугольник А 'В 'С ' (черт. 258). Отложим на прямой А В  
от точки А отрезок А В j =  А ' В ' . Выполним гомотетию с центром

АВв точке Л и коэффициентом k  =  ■ В этой гомотетии треуголь

ник A B C  преобразуется в треугольник A B f i i  , конгруентный тре-



угольнику А ' В ' С ' . Отсюда видно, что от треугольника A B C  можно 
перейти к треугольнику А 'В ’С’ с помощью двух коллинеаций: го
мотетии Н, преобразующей треугольник A B C  в треугольник А В 1С1, 
и движения W, преобразующего треугольник A B iCl в треугольник 
А' В ' С' .  Следовательно, коллинеация М может быть представлена 
в виде произведения преобразований Н и W:

М =  Н • W, (1)
Эта формула показывает, что преобразование подобия является 

произведением гомотетии и движения. Гомотетия является лишь
тем частным случаем 
преобразования подо
бия, когда движение W 
есть тождественное пре
образование. В самом 
деле, в этом случае, 
полагая в формуле (1) 
W =  1, будем иметь:

М = Н .

Черт. 258.

Отсюда ясно, почему 
гомотетию называют 
иногда в элементарной 

п о д о б н ы м  р а с п о л о ж е -геометрии п о д о б и е м  с 
н и е м.

Группа {М} состоит из преобразований подобия, которые, как мы 
только что убедились, сводятся к гомотетии и движению. Таким 
образом, можно сказать, что метрическая группа {М} содержит пре
образования отражения, гомотетии и их произведения. Действи
тельно, движения являются произведениями отражений, а произве
дения гомотетии и движений дают все преобразования подобия, 
т. е. преобразования группы {М}.

Феликс Клейн1 определял элементарную геометрию как учение 
о группе преобразований {М} и об инвариантах этой группы. Груп
пу {М} он называл также г л а в н о й  г р у п п о й .

Все изложенное показывает, что учение о подобии фигур может 
быть в известном смысле истолковано как проективное. Следова
тельно, является возможным построить его в общем виде на проек
тивной плоскости.

§ 73. Метрические свойства кривых второго порядка.

В главе V была построена проективная теория кривых второго 
порядка, которая содержала свойства кривых второго порядка, инва
риантные по отношению ко всем коллинеациям {К}. Далее, в § 69 
были рассмотрены аффинные свойства кривых второго порядка

1 См. исторический очерк, стр, 357.



(аффинная классификация, центр, сопряженные диаметры и т. д.). 
Эти свойства остаются инвариантными лишь в аффинных колли
неациях, образующих группу {А}. Поставим теперь вопрос о таких 
свойствах кривых второго порядка, которые оставались бы инва
риантными лишь для метрических коллинеаций {М}, т. е. колли
неаций, не изменяющих абсолюта плоскости. Такие свойства кри
вых второго порядка естественно назвать м е т р и ч е с к и м и .

Проективное истолкование метрических понятий, проведенное 
в предшествующих параграфах этой главы, позволяет изложить 
ту часть учения о метрических свойствах кривых второго порядка, 
которая содержится в n° 1 и п° 2 настоящего параграфа, в общей 
проективной форме. Напротив, в той части, которая содержится 
в п° 3 и п° 4, было целесообразно вести 
исследование в евклидовой плоскости, 
дополненной несобственной прямой, 
так как здесь необходимо более ши
рокое применение метрических поня
тий.

1. О с и  к р и в о й  в т о р о г о  
п о р я д к а .  Пусть и есть «несобствен
ная» прямая плоскости. Рассмотрим 
инволюцию сопряженных точек (чер
теж 259), определяемую на прямой и 
данной кривой второго порядка k.
Пусть А а и А'и —пара соответствен
ных точек этой инволюции. «Центр»
О кривой второго порядка k  является 
полюсом «несобственной» прямой и. Прямые 0 А и и 0А'и — сопря
женные диаметры кривой k. Это значит, что точка А и является 
полюсом «диаметра» О А 'и , а точка А и — полюсом «диаметра» ОАи. 
Проведем через точку А и произвольную прямую M N . Так как 
прямая M N  проходит через полюс А и «диаметра» ОАа, то она со
пряжена с этим «диаметром». Мы знаем, что «диаметр» делит 
хорды сопряженных ему прямых «пополам» (например, хорду 
MN  в точке С), что в проективной форме изображается равен
ством:

Черт. 259.

( M N A uC) 1.

Итак, каждому «диаметру» ОАа кривой k  второго порядка со
пряжены прямые, проходящие через его полюс А'и, причем «несоб
ственная» точка А а «диаметра» и его полюс А'и являются соответ
ственной парой инволюции, устанавливаемой кривой k  на «несоб
ственной» прямой и.

Осью кривой второго порядка называется диаметр кривой, 
перпендикулярный к сопряженным ему прямым.



Это значит, что «диаметр» ОАа является осью кривой к в том 
случае, если он «перпендикулярен» к прямым, проходящим через 
его полюс А'и. Так как в силу проективного определения «перпен
дикулярными» называются прямые, проходящие через пару точек, 
соответственных в абсолютной инволюции, то «диаметр» ОАи пред
ставляет собой «ось» кривой второго порядка в том и только в том 
случае, если точки А и и А ' являются соответственными в «абсо
лютной инволюции».

Таким образом, задача разыскания «осей» кривой второго по
рядка приводится к отысканию таких пар точек А и и А'и , которые 
были бы соответственными одновременно в инволюции, определя
емой на «несобственной» прямой данной кривой второго порядка, 
и в «абсолютной» инволюции. Другими словами, дело сводится к 
нахождению общих пар этих двух инволюций. Так как «абсолютная» 
инволюция эллиптическая, то согласно теореме § 32 существует 
одна общая пара двух инволюций на «несобственной» прямой. По
этому задача о разыскании «осей» кривой второго порядка всегда 
имеет решение. Если «центр» О кривой k является «собственной» 
точкой плоскости (эллипс, гипербола), то задана имеет два решения, 
т. е. существуют два диаметра, удовлетворяющие поставленным 
условиям. Если же «центр» О кривой k  есть «несобственная» точка 
(парабола) ,  то существует лишь один «диаметр», служащий «осыо» 
кривой.

Рассмотрим подробнее оба случая. На чертеже 259 представлен 
первый случай. «Центр» О кривой является «собственной» точкой.

Предположим, что А и и А и— пара точек, соответственных как 
в инволюции, определяемой кривой k  на «несобственной» прямой, так 
и в «абсолютной» инволюции. Тогда каждый из «диаметров» 0 А и 
и ОАи является «осыо» кривой второго порядка к. В самом деле, 
каждый из этих «диаметров» «перпендикулярен» к сопряженным 
ему прямым, в частности ко второму «диаметру». Рассмотрим 
«диаметр» ОАа — «ось» кривой k. Полюсом прямой 0 А а является 
точка А и . Любая секущая M N , проходящая через точку А'и, «пер
пендикулярна» к «оси» 0 А а. Кроме того, точки M N  гармонически 
разделены точками С и А . Это значит, что точки М  и N  кривой 
второго порядка к расположены «симметрично» относительно «оси» 
0 А а. Поэтому «ось» кривой k  является в то же время «осью сим
метрии». Все сказанное в одинаковой мере относится к обеим «осям» 
( 0 А и и 0 Л и) кривой. Самое построение точек А и и А 'и— общих то
чек двух инволюций — может быть сведено, как это видно из 
теорем § 32, к нахождению двойных точек некоторого проектив
ного соответствия на прямой и. Такая задача была нами рас
смотрена в § 46.

Если «центр» О кривой к является «несобственной» точкой, т. е. 
принадлежит своей поляре и,  то последняя касается кривой вто
рого порядка в точке О (черт. 260). Мы имеем случай «параболы»,



которая определяет на «несобственной» прямой и параболическую 
инволюцию, в которой все точки соответствуют точке прикосновения. 
Обозначая последнюю буквой А и, отметим точку А'и, соответствен
ную точке А и в «абсолютной» инволюции. Тогда пара точек (А и, 
А'и) является соответственной в обеих инволюциях. Поэтому «диа
метр» А „А, являющийся полярой точки А и , есть в то же время «ось» 
кривой второго порядка («параболы»). В самом деле, «диаметру» 
А пА сопряжены прямые, проходящие через точку А 'и, но эти прямые 
«перпендикулярны» к прямой А иА (оси параболы). В частности, пря
мая А ЦА  является касательной, перпендикулярной к «оси» А иА 
«параболы» в ее «вершине» А . «Ось» А иА  «параболы» есть в то же 
время «ось симметрии». Из чертежа видно, что «парабола» имеет 
лишь одну «ось», так как все «диаметры» параболы проходят через 
«несобственную» точку А а.

2 . М е т р и ч е с к и е  о с о б е н н о с т и  к р и в ы х  в т о р о г о  
п о р я д к а .  О к р у ж н о с т ь .  Рассмотрим те метрические особен
ности кривых второго порядка, которые связаны с инволюцией, обра
зованной кривой на несобственной прямой. Предположим, что кри
вая /е пересекает «несобственную» прямую и в двух точках Р и и Qu 
(черт. 261). В этом случае кривая называется «гиперболой» (§ 69). 
Если точки Р и и Qu, служащие двойными точками гиперболической 
инволюции, осуществляемой кривой k  на «несобственной» прямой, 
являются в то же время соответственными точками «абсолютной» 
инволюции, то кривая k называется «равносторонней гиперболой». 
«Асимптоты» ОРи и OQu «равносторонней гиперболы» взаимно «перпен
дикулярны». Указанное метрическое свойство не разрушается кол- 
линеациями группы т .  в то время как в аффинной группе рав
носторонняя гипербола не может быть выделена из класса гипербол.

Посмотрим, как обстоит дело в случае эллиптической инволю
ции, определяемой кривой второго порядка k («эллипсом») на «не
собственной» прямой и. Может ли эта инволюция совпадать с 
«абсолютной инволюцией»?



Задание инволюции на прямой, устанавливаемой кривой вто
рого порядка, соответствует заданию двух точек кривой, именно 
точек пересечения ее с упомянутой прямой, которые являются двой
ными точками инволюции. Поэтому требование, чтобы кривая вто
рого порядка k  («эллипс») устанавливала «абсолютную» инволюцию 
на «несобственной» прямой, эквивалентно заданию двух ее точек. 
Так как кривая второго порядка определяется пятью точками, то 
три точки остаются свободными и могут-быть выбраны произвольно, 
по при условии, чтобы они не лежали на одной прямой и чтобы 
ни одна из них не лежала на «несобственной» прямой и.

Таким образом, через каждые три точки плоскости, удовлетворя
ющие этим требованиям, можно провести кривую второго порядка,

устанавливающую «абсолют
ную инволюцию» на «несоб
ственной» прямой. Эта кривая 

и называется окружностью. 
Она принадлежит к классу 
«эллипсов», так как «абсолют
ная» инволюция есть инволю
ция эллиптическая.

Рассмотрим два сопряжен
ных «диаметра» 0 А и и 0 А 'и 
«окружности» k  (черт. 262). 
Так как точки А а и Л '„ соот
ветственны в «абсолютной» 
инволюции, то сопряженные 
«диаметры» 0 А и и 0 А ' а «пер

пендикулярны». Это относится к любой паре сопряженных диамет
ров «окружности». На этом основании «окружность» может быть 
определена как такая кривая второго порядка, сопряженные 
«диаметры» которой образуют «ортогональную» инволюцию. С дру
гой стороны, мы называли «осыо» кривой второго порядка такой 
ее «диаметр», который «перпендикулярен» сопряженным ему прямым. 
Отсюда следует, что к а ж д ы й  « д и а м е т р »  « о к р у ж н о с т и »  
я в л я е т с я  « о с ь ю» .  Так как «ось» кривой второго порядка 
есть в то же время «ось симметрии» кривой, то «отражение» «окруж
ности» относительно любого ее «диаметра» преобразует «окруж
ность» в себя, но изменяет ее, ориентацию на противоположную.

Предположим, что М Р  и N Q  — два произвольных «диаметра» 
«окружности» (черт. 262). Прямая M N  пересекает «несобственную» 
прямую и в точке А Последней соответствует в «абсолютной» ин
волюции точка А и. Следовательно, прямая 0 А а является «осью» 
«перпендикулярной» к сопряженным прямым пучка А 'и.

Если выполним «отражение» с осью 0 А и, то точка М  перейдет 
в «симметричную» с ней точку N , а «диаметр» М Р  — в «диаметр» 
N Q. Отсюда заключаем, что «диаметры» М Р  и N Q  «конгруентны». 
Так как эти «диаметры» были выбраны произвольно, то можем 
сказать, что все диаметры «окружности» «конгруентны».



Отрезок ОМ, концами которого служат «центр» О н произволь
ная точка М  «окружности», называется ее «радиусом». В какие бы 
точки «окружности» мы ни провели ее радиусы, получим отрезки, 
«конгруентные» между собой. Другими словами:

«Окружность» отсекает на всех прямых, проходящих через ее 
«центр», отрезки, «конгруентные» между собой.

Это важное метрическое свойство окружности позволяет откла
дывать на всех направлениях масштаб для измерения отрезков 
(§ 74).

Заметим еще, что всякое «вращение» окружности вокруг центра О 
последней переводит окружность в себя. В самом деле, такое «вра
щение» есть, по определению, произведение двух «отражений», оси 
которых проходят через точку О. Но, как мы видели, каждое такое 
«отражение» переводит «окружность» в себя.

Мы знаем, что точками пересечения кривой второго порядка 
с прямой линией являются двойные точки инволюции, устанав
ливаемой на ней данной кривой. Так как всякая «окружность» 
устанавливает на «несобственной прямой» и «абсолютную» инволю
цию, то:

Все «окружности» плоскости пересекают «несобственную» 
прямую в мнимых двойных точках «абсолютной» инволюции. 
Последние носят название мнимых циклических или круговых точек.

Мы уже говорили о том, что «вращение» вокруг «центра» «ок
ружности» переводит последнюю в себя. Поэтому «центр» и про
извольная точка «окружности» вполне определяют последнюю. В са
мом деле, каждую точку «окружности» можно получить из задан
ной точки путем «вращения» ее вокруг центра О.

Все «окружности» проходят через мнимые «циклические» точки 
плоскости, поэтому для определения положения «окружности» не
обходимо и достаточно задать три ее точки (которые не должны 
лежать все три на одной прямой, и никакая из них не должна 
лежать на «несобственной» прямой). Три заданные точки вместе 
с двумя «циклическими» точками плоскости составляют пять точек, 
определяющих кривую второго порядка—«окружность». В качестве 
примера решим следующую задачу:

Д а н ы  « н е с о б с т в е н н а я »  п р я м а я  и «а б с о л ю т н а  я» 
и н в о л ю ц и я  н а  н е й .  Т р е б у е т с я  п о с т р о и т ь  «ц е и т р» 
«о к р у ж н о с т и», п р о х о д я щ е й  ч е р е з  т р и  д а н 
н ы е  т о ч к и  А , В, С (черт. 263).

Решение задачи в проективной форме вполне аналогично обычному 
решению ее в элементарной геометрии. Хорду А В  «делим пополам» 
в точке М  (строим четвертую гармоническую к «несобственной» 
точке М„ прямой АВ).  Через «середину» М  хорды А В  проводим «пер
пендикуляр» М М ' и к прямой А В  (точка М ' и соответствует точке 
М и в «абсолютной» инволюции). Подобным же образом проводим 
«перпендикуляр» NN'  а к прямой ВС  в «середине» хорды ВС.  Точка О 
пересечения прямых М М ' „ и N N ' U является искомым «центром» 
«окружности», проходящей через точки А,  В  и С.



3. Ф о к у с ы  и д и р е к т р и с ы  к р и в ы х  в т о р о г о  п о р я д 
ка.  Как будет видно из дальнейшего, учение о фокусах и директри
сах кривых второго порядка должно быть отнесено к метрической 
геометрии, занимающейся группой коллинеаций, не нарушающих 
абсолюта плоскости, и свойствами фигур, инвариантных по отно
шению к этой группе.

Предварительно докажем следующую лемму Штаудта:

Если AB C  — треугольник, описанный около кривой второго 
порядка k, и М  — точка, сопряженная одной из его вершин, то пря
мые, соединяющие точку М  с двумя другими вершинами треуголь
ника ABC,  сопряжены относительно k.

Пусть имеем треугольник ABC,  описанный около кривой вто
рого порядка k (черт. 264). Предположим, что точка М  сопря
жена вершине С треугольника. Это значит, что М  лежит на поля
ре PQ  точки С. Рассмотрим два пучка прямых с центрами в точ
ках А и В. Установим соответствие прямых этих пучков следую
щим образом: каждой прямой одного пучка соответствует сопряжен
ная прямая второго пучка. Такое соответствие пучков А и В  яв
ляется проективным, так как один пучок (например, пучок А)  про- 
ективен ряду полюсов своих прямых, в то время как прямые вто
рого пучка (например, пучка В) проходят через соответствующие 
полюсы и, следовательно, второй пучок перспективен тому же ряду 
полюсов. Отсюда заключаем, что пучки A w  В  проективны. Нетруд
но заметить, что они в то же время перспективны, так как общий луч 
А В сам себе соответствует (полюсом касательной А В  служит ее 
точка прикосновения, поэтому лучу А В  соответствует луч ВА).  
Построим ось перспективности пучков А и В.  Д ля этого достаточ
но найти две пары соответственных лучей этих пучков. Прямой АС  
первого пучка соответствует прямая ВР  второго пучка, проходя
щая через точку Р прикосновения стороны АС.  Лучи АС  и В Р  
пересекаются в точке Р.  Аналогично найдем, что два других соот
ветственных луча ВС  и A Q пересекаются в точке Q прикоснове
ния стороны ВС,  Следовательно, точки Р и Q определяют ось пер

и

В
Черт. 263. Черт. 264.



спективности с пучков А \ \ В .  Так как точка М  лежит на оси пер
спективности, то прямые A M  и ВМ  являются соответственными лу
чами пучков Л и В, а следовательно, они сопряжены относительно 
кривой второго порядка k (ч. т. д.).

Переходим к вопросу о фокусах кривой второго порядка. Пред
положим, что на плоскости задана кривая второго порядка k. Эта 
кривая определяет на каждой прямой инволюцию сопряженных 
точек и в каждой точке — инволюцию сопряженных прямых.

О п р е д е л е н и е .  Фокусом кривой k называется такая точка 
плоскости, для которой инволюция сопряженных прямых, опре
деляемая кривой k, ортогональна.

Поставим задачу о разыскании фокусов кривой второго поряд
ка k. Метод решения этой задачи заключается в том, что, посте
пенно исключая те точки плоскости, которые не могут быть фо
кусами данной кривой второго порядка, мы приходим к точному 
определению положения фокусов на плоскости.

Предположим, что нам задана кривая второго порядка k. По 
определению фокуса точки, лежащие вне кривой /г (т. е. такие, 
из которых можно провести две касательные к кривой), равно как 
и точки, лежащие на кривой (через каждую из них проходит одна 
касательная к кривой), не могут служить фокусами кривой k. 
В самом деле, инволюция сопряженных прямых в фокусе кривой 
является ортогональной и, следовательно, эллиптической. Поэтому 
ф о к у с а м и  м о г у т  б ы т ь  л и ш ь  в н у т р е н н и е  т о ч к и  
к р и в о й  k, имеющие эллиптическую инволюцию сопряженных 
прямых.

Предположим, что точка F является фокусом кривой второго 
порядка k (черт. 265). Проведем диаметр OF через фокус F. По 
определению фокуса прямая, сопряженная диаметру OF, должна 
быть перпендикулярна последнему. Отсюда заключаем, что диаметр 
OF является осью кривой k.

И т а к, ф о к у с л е ж  и т н а  о с и  к р и в о й  в т о р о 
г о  п о р я д к а .

Чтобы еще точнее определить по
ложение фокусов кривой второго поряд
ка /г, применим лемму Штаудта. Пред
положим, что F есть фокус кривой k.
Тогда диаметр OF является осью кривой.
Обозначим через Р  и Q вершины кри- - 
вой k, соответствующие оси OF (точки 
пересечения оси OF с кривой k). Так 
как F—внутренняя точка кривой, то вер
шины Р и Q—действительные точки1. с®
Построим касательные Р А  и QB в верши- Черт. 265.

1 Б о л ее  п одробное  обоснование  этого  п олож ен ия  м ож ет  быть д а н о  из р а с 
смотрения инволю ции на кривой второго  порядка (см.: Н . А. Г л а г о л е в .  
П роективная геометрия, стр. 121), откуда ,  м е ж д у  прочим, сл ед у ет ,  что ф о к у  
сы гиперболы л е ж а т  на ее  действительной  осн.



n a x Pi i Q.  Эти касательные должны 
быть перпендикулярными к оси OF как 
прямые, сопряженные последней. Н е
собственная точка С „ является полю
сом оси OF (или PQ).  Предполо- 

q жим, что дана произвольная ка
сательная А В  к кривой k. Тогда 
имеем треугольник A B C „ ,  опи
санный около кривой, и можем к 
нему применить лемму Штаудта. 
Фокус F как точка, лежащая на 
поляре PQ несобственной вершины 

треугольника A B C  *с, сопряжен с этой вершиной. Согласно 
лемме Штаудта прямые FA  и FB,  соединяющие фокус F с двумя 
другими вершинами описанного треугольника, должны быть сопря
жены относительно кривой k. Но, по определению, сопряженные 
прямые в фокусе образуют ортогональную инволюцию. Поэтому 
будем иметь:

FA  X  FB.

Отсюда приходим к следующему свойству фокуса:
Отрезок касательной ( А В ) ,  образованный двумя касательными 

в вершинах, лежащих на одной оси кривой второго порядка, ви
ден из фокуса, находящегося на той же оси, под прямым углом.

С другой стороны, можно утверждать и обратное. Если на 
оси PQ кривой второго порядка k  будет найдена точка F, обла
дающая указанным выше свойством, то эта точка является фо
кусом кривой k.

В самом деле, точка F окажется центром ортогональной ин
волюции сопряженных прямых, которая определяется двумя 
сопряженными и ортогональными парами: (FA,  FB)  и (FP, F C «,).

Полученное выше свойство фокуса кривой второго порядка 
дает возможность найти его положение на оси с помощью простого



построения. Выполним это построение для эллипса, гиперболы и 
параболы отдельно.

Пусть на чертеже 266 имеем эллипс P Q MN,  осями которого 
служат диаметры PQ  и MN .  Построим касательные РА  и QB в вер
шинах Р  и Q эллипса и третью касательную А В  в точке М.  Тогда 
касательная А В  параллельна PQ.  Предположим, что P Q —большая 
ось эллипса (P Q = 2a ), a M N — его малая ось (M N = 2 b ). На отрезке 
А В  как на диаметре построим окружность. Последняя пересекает 
большую ось PQ  в двух точках F t и Fz, причем MF,  =  M F 2 =» а. 
Так как расстояние М  центра окружности М  до оси PQ  меньше 
(по предположению) радиуса окружности а, то точки пересечения 
Fi  и F2 действительны и являются фокусами эллипса. В самом 
деле, касательная А В  видна из точек F t и F2 под прямым углом,
и, следовательно, каждая из них является центром ортогональной 
инволюции, т. е. фокусом эллипса.

Покажем, что найденные нами фокусы эллипса совпадают с 
теми, которые были ранее известны читателю из аналитической 
геометрии на плоскости. Д ля этого достаточно подсчитать рассто
яния фокусов F x и F2 от центра О. Обозначая через с расстояние 
OFi из прямоугольного треугольника OFyM,  найдем:

O ff =  F i M 2 -  О М 2,
или

с2 — а2 — Ь2\ с — а2 — Ь2 .

Фокус F2 определяется как точка, симметричная точке F t от
носительно оси MN .  Полученные формулы показывают, что точки 
Fi  и F2 являются фокусами эллипса в смысле аналитической гео
метрии.

Если станем искать фокусы на малой оси M N  эллипса при 
помощи аналогичного построения, то заметим, что окружность из 
центра Р радиуса РА =  b не пересечет оси M N .  Следовательно, 
фокусы, лежащие на малой оси, мнимы. Э л л и п с  и м е е т  т о л ь 
к о  д в а  д е й с т в и т е л ь н ы х  ф о к у с а  н а  б о л ь ш о й  оси.

В случае окружности должны иметь а — b или с =  0, т. е. фоку
сы совпадают с центром окружности. Это вытекает также и непо
средственно из того, что сопряженные диаметры окружности обра
зуют ортогональную инволюцию. Поэтому центр О окружности 
является фокусом.

Переходим к разысканию фокусов гиперболы (черт. 267). Сопря
женные диаметры гиперболы образуют гиперболическую инволюцию, 
двойными прямыми которой являются асимптоты. Поэтому асимп
тоты гиперболы должны делить гармонически любую пару сопря
женных диаметров, в частности оси гиперболы. Следовательно, 
асимптоты расположены симметрично относительно осей.

Как уже было сказано, фокусы лежат на действительной оси 
PQ  гиперболы. Д ля их построения воспользуемся отрезком АВ,  
отсекаемым на асимптоте касательными в вершинах Р и Q гиперболы.



Так как согласно доказанному 
выше этот отрезок должен быть 
виден из фокуса под прямым углом, 
то строим на отрезке А В  как 
на диаметре окружность и обоз
начим через F} и F2 точки пересе
чения последней с действительной 
осью Р Q гиперболы. Точки Fi и Р 2 
являются центрами ортогональных 
инволюций сопряженных прямых, 
т. е. фокусами гипербол. Обозна
чим через с половину фокусного 
расстояния, т. е. OFl =  F20 = c ,  
через а — действительную полуось, 
т. е. O Q = P O = a ,  и через b—поло

вину отрезка касательной в вершине, т. е. А Р  =  B Q  =  Ь. Тогда 
из треугольника О А Р  получим:

ОА1 =  Р А 2 +  РО2,
или

с2 =  а2 +  62; с — У  а2 +  b2 .
Таково выражение половины фокусного расстояния. Из него 

мы видим, что найденные точки являются фокусами гиперболы 
и в прежде установленном смысле (в аналитической геометрии).

Переходим к параболе и будем искать фокусы на ее оси (черт. 268). 
Одна из вершин параболы Q «, является несобственной точкой. 
Поэтому касательными в вершинах будут прямая РА  и несобствен
ная прямая, которой касается парабола в своей несобственной 
вершине Q «,. Произвольная третья касательная А В  пересекает две 
упомянутые касательные в точках А  и В „ . Если F — фокус пара
болы, то луч FA должен быть перпендикулярен к лучу F B a„. Но 
этот последний параллелен прямой АВ«, ,  так как имеет с ней 
общую несобственную точку В  „ . Поэтому имеем:

FA  _L Л Я » .

Следовательно, для построения фокуса параболы достаточно 
провести произвольную касательную к ней и из точки пересечения 
А последней с касательной в вершине Р  восставить перпенди
куляр AF,  который и пересечет ось параболы в искомой точке F — 
фокусе параболы. Из самого построения видно, что парабола 
имеет только один фокус.

Заметим, что точка А  является основанием перпендикуляра, 
опущенного из фокуса F параболы на выбранную касательную. 
Изменяя положение последней, получим следующее предложение:

Геометрическое место оснований перпендикуляров, опущенных 
из фокуса на касательные к параболе, есть касательная к па
раболе в ее вершине.



Исследовав вопрос о 
фокусах кривых второго 
порядка, введем понятие о 
д и р е к т р и с а х  тех же 
кривых.

Каждому фокусу кри
вой второго порядка k как 
полюсу соответствует не
которая прямая — поляра 
фокуса. Эта прямая и на
зывается д и р е к т р и с о й  
кривой второго порядка.
Д ля каждого фокуса имеется своя директриса — поляра фокуса. 
Эллипс и гипербола, имеющие по два фокуса, имеют также и по 
две директрисы. Парабола, имеющая один фокус, имеет одну ди
ректрису.

Положение каждой директрисы легко определить. Директриса 
как поляра фокуса сопряжена всякой прямой, проходящей через 
фокус. Так как фокус лежит на оси кривой второго порядка, то 
директриса этого фокуса сопряжена оси кривой и, следовательно, 
перпендикулярна к ней. Точка пересечения Gj директрисы с осью 
кривой должна быть четвертой гармонической к фокусу F t отно
сительно вершин А и В.

Рассмотрим сначала случай эллипса и гиперболы (обе верши
ны А и В — собственные точки плоскости). Предположим, что 
речь идет о директрисе f lt соответствующей фокусу (черт. 269). 
Тогда будем иметь:

__
B G 1Fi В

Если О — центр кривой, то 
следующим образом:

АО  +  OFl 

OB — OF1

можем переписать эту пропорцию

= АО  +  OGt 

_  O G 1 — ОБ

и затем, принимая во внимание, что АО = О В:

АО  +  O ft __ АО +  O G 1 

АО  —  О/7! O G i —  A O  '

Отсюда после упрощений получаем:

А О 2 =  ВО2 =  OF, ■ OGt . (1)

Подставляя в этой формуле АО =  ВО =  а и 0 F t =  с, будем 
иметь:



0Gi =  —  . (2)
с

Так выражается расстояние от центра кривой до правой 
(а следовательно, и левой) директрисы.

В случае гиперболы чертеж имеет несколько иное расположе
ние (черт. 270), но формула (2) остается в силе.

Заметим, что для эллипса

„ „ а2 а .OG. =  — =  а ■ -  >  а,
с с

т. е. директрисы эллипса расположены за его вершинами.
Д ля гиперболы имеем:

г\г  ̂ а? а -OG, =  — =  а • -  <  а,
с с

т. е. директрисы гиперболы расположены между его вершинами.

Особенно простой случай представляет директриса параболы. 
Одна из вершин параболы является несобственной точкой В . ,  
поэтому другая вершина параболы А (собственная вершина) дол
жна делить отрезок FG пополам (черт. 271). Следовательно, фо
кус F и директриса f  всегда находятся на одинаковом расстоя
нии от вершины параболы. Заметим еще, что для окружности 
фокус совпадает с центром. Поэтому директрисой окружности 
является несобственная прямая.

4. К р и в ы е  в т о р о г о  п о р я д к а  к а к  г е о м е т р и ч е с к и е  
м е с т а .  Метрические свойства кривых второго порядка, развитые 
в настоящем параграфе, позволяют рассматривать эти кривые как 
геометрические места точек, удовлетворяющие известным зако
номерностям. Это позволяет в свою очередь установить тождест



венность рассматриваемых кривых с кривыми второго порядка, 
изучаемыми в аналитической геометрии.

Предположим, что мы имеем кривую второго порядка k, ее 
фокус F и соответствующую ему директрису /  (черт. 272). Отме
тим две произвольные точки М  и М ' кривой k и обозначим через 
R  точку пересечения секущей М М ' с 
директрисой /. Далее, построим 
касательные к кривой k  в

ках М  и М ' и обозначим через Р точку их пересечения. 
Точка Р является, очевидно, полюсом прямой М М ' .  Наконец, про
ведем прямую PF,  пересекающую прямую М М '  в точке Q, и пря
мые FM,  FM'  и FR.

Прямая PF,  как проходящая через полюсы прямых М М '  
и NN'  (или /), является полярой точки R  пересечения этих пря
мых. Поэтому

( M M ’RQ)  =  — 1.

С другой стороны, прямые FP  и FR  как сопряженные (R — 
полюс прямой FP)  принадлежат ортогональной инволюции фоку
са F.  Следовательно,

FP _L FR.

Но если два луча из гармонической четверки лучей взаимно 
перпендикулярны, то они являются биссекторами углов, образо- 
нанных другой парой лучей. Поэтому прямые FQ и FR  делят 
пополам углы, образованные прямыми FM  и F M ’. На этом осно- 
нании можем написать:

M R  FM_

M ' R  ~  F M ’ '



Пусть M N  и M' N '  — перпендикуляры, опущенные из точек М 
и М ' на директрису /. Тогда

M R  ___ MN  

M ' R  M ' N '  ’

Сравнивая обе пропорции, находим:
FM M N

F M ’ M ' N ’
ИЛИ

FM FM'  , /оч=  const, (3)
M N  M ' N ’

т. е. отношение расстояний произвольной точки кривой второго 
порядка от фокуса (FM)  и соответствующей директрисы ( M N )  
постоянно.

Постоянное отношение, выраженное формулой (3), знакомо 
читателям из аналитической геометрии. Оно называется э к с- 
ц е н т р и с и т е т о м  кривой второго порядка.

Значение эксцентриситета можно определить, предполагая, 
что точка М  является вершиной кривой второго порядка k. В этом 
случае отношение ее расстояний до фокуса и до директрисы 
имеет простое выражение. Так, для эллипса [принимая во внима
ние формулу (2)] будем иметь:

FA __О А —  OF ___  а —  с __ с j

6 ~  ~AG ~  OG — OA ~~ а
с

Д ля гиперболы аналогичным образом получим:
__FA ___OF — О А ___  с —  а  __ С ' > 1

6 ~ A G  ~  O A - O G  ^  ~  а
а —  — 

с
Наконец, для параболы:

FA
е =  AG~ =  L

Вернемся к чертежу 269. Пусть М — произвольная (текущая) 
точка эллипса и прямая M N , перпендикулярна к директрисе Д. 
Тогда будем иметь:

_  F2M

Отсюда получаем:
MNy m n 2 6 '

F \М -\- F 2M с 
MNt +  MNt

или



Получили известное геометрическое свойство эллипса:
Эллипс есть геометрическое место точек, сумма расстояний 

которых от двух фиксированных точек, называемых фокусами, 
постоянна (2а).

В случае гиперболы (черт. 270) будем иметь:
FjM  __ f 2M _

M N t ~  M N3 ~

Отсюда находим:
F.M  — F.M—i-------- ?— — g
M N V — M N2

или

F . M  —  F M  =  e- N.,N. =  е • 2 -  =  2 -  . -  =  2а,
с а с

FXM  — F2M =  2а. (5)

Гипербола есть геометрическое место точек, разность рас
стояний которых от двух фиксированных точек, называемых 
фокусами, постоянна (2а).

Наконец, в случае параболы (черт. 271) имеем:
FM __ _

~  ~  ’
или

F M =  MN.  (6)

Парабола есть геометрическое место точек, расстояния ко
торых от фиксированной точки (фокус параболы) и фиксирован
ной прямой (директриса параболы) равны.

В аналитической геометрии этими свойствами кривых второго 
порядка пользуются как определениями и выводят из них прос
тейшие уравнения кривых. Так, для эллипса и гиперболы 
(черт. 269 и 270), принимая центр кривой О за начало координат 
и направляя оси координат по осям кривой, находят следующие 
«канонические» уравнения:

4  +  "Т; =  1 (эллипс); 4  — £  =  1 (гипербола).
а 1 Ь2 а2 Ьг

Для параболы (черт. 271), принимая за начало координат 
вершину А , ось параболы — за ось абсцисс, а касательную н вер
шине — за ось ординат, получим «каноническое» уравнение в виде:

у 2 — 2рх.

Таким образом, наряду с методом аналитической геометрии 
возможен синтетический метод исследования кривых второго по
рядка, изложенный в предлагаемой книге.



§  74. Геометрические построения. Окружность 
Штейнера.

1« В § 46 мы уже говорили о тех задачах на построение, ко
торые могут быть разрешены при помощи одной линейки. Но в то 
время мы не имели возможности заняться вопросом о тех усло
виях, при которых такие построения являются осуществимыми. 
Теперь, когда аффинные и метрические свойства фигур получили 
проективное изображение, мы можем установить отчетливую точ
ку зрения на геометрические построения и возможность их вы
полнения. Все исследование этого вопроса значительно выигры
вает в наглядности и убедительности, если его провести в общей

проективной форме.
Напомним прежде все

го, что в течение всего изло
жения мы рассмотрели ряд 
задач первой степени, раз
решимых с помощью одной 
линейки (§ 46). Но среди 
них отсутствовали задачи 
аффинного и метрического 
характера. Остановимся на 
этих задачах, предполагая, 
что речь идет о геомет
рических построениях на 
проективной плоскости. 

Ясно, что для проективного решения задач аффинного характера 
на плоскости должна быть определена «несобственная» прямая. 
Поэтому условия задачи должны быть такими, которые содержали 
бы данные относительно положения «несобственной» прямой.

2. П а р а  п а р а л л е л ь н ы х  п р я м ы х .  Предположим, что 
на плоскости имеем пару «параллельных» прямых а и Ъ (черт. 273). 
Тогда точка пересечения Р и этих прямых является точкой «не
собственной» прямой и. Таким образом, пара «параллельных» пря
мых определяет одну точку «несобственной» прямой и, в осталь
ном последняя остается неопределенной, т. е. может быть любой 
прямой пучка Р и.

Какие задачи могут быть решены при этих условиях с по
мощью одной линейки? Очевидно, что могут быть решены те за 
дачи аффинного характера, которые связаны с «несобственной» 
точкой Р и. Приведем примеры.

1) Ч е р е з  д а н н у ю  т о ч к у  С п р о в е с т и  п р я м у ю ,  
п а р а л л е л ь н у ю  д а н н о й  п р я м о й  а.

В самом деле, прямая СРи будет служить решением 
задачи.

2) О т р е з о к  M N  р а з д е л и т ь  « п о п о л а м » .
Как мы видели, деление отрезка «пополам» означает постро

ение четвертой геометрической точки Q к «несобственной» точке Р и



относительно концов отрезка М  и N. Т акая задача может быть 
решена при помощи одной линейки (§ 30).

Этот пример показывает, что возможно обращение данных 
и искомых. Так, если на прямой а дан отрезок M N, разделенный 
в точке Q «пополам», то «несобственная» точка Ри прямой может 
быть построена как четвертая гармоническая к точке Q относитель
но пары М , N. Поэтому можно строить прямые (b, с), «параллель
ные» прямой а.

Следует, однако, отметить, что построение прямой, «параллель
ной» произвольной прямой d, остается невозможным, так как 
«несобственная» прямая и 
может быть любым лучом 
пучка Ри, и, следователь
но, «несобственная» точка 
Du прямой достается неоп
ределенной.

3. П а р а л л е л о г р а м м  
( д в е п а р ы п а р а л л е л ь -  
н ы х п р я м ы х ) .  Предпо
ложим, что даны две пары 
«параллельных» прямых, 
образующих «параллело
грамм» ABCD  (черт. 274). Черт. 274.
В этом случае мы имеем 
две «несобственные» точки
Ри и Qu, в которых пересекаются противоположные стороны парал
лелограмма. «Несобственная» прямая Ри Qa вполне определена. 
Следовательно, все задачи, связанные с «несобственной» прямой 
проективными отношениями, могут быть решены с помощью одной 
линейки. Приведем примеры.

1 ) Ч е р е з  т о ч к у  F т р е б у е т с я  п р о в е с т и  п р я м у ю ,  
п а р а л л е л ь н у ю  д а н н о й  п р я м о й  g  (черт. 274).

Так как несобственная точка G„ прямой g  может быть постро
ена

=  g  X и,

то прямая FGU является решением задачи.
2) П р о и з в о л ь н ы й  о т р е з о к  M N  т р е б у е т е  я р а з д е 

л и т ь  « п о п о л а м »  (черт. 274).
Д ля решения задачи следует построить точку L, которая была 

бы четвертой гармонической к точке Gu по отношению к паре М , N.
4 . К в а д р а т .  «Квадрат» может быть определен как такой 

«параллелограмм», у которого смежные стороны «перпендикуляр
ны» и диагонали также «перпендикулярны».

Пусть ABCD  — данный «квадрат» (черт. 275). Тогда противо
положные стороны AD и ВС определяют «несобственную» точ
ку Ри, а стороны АВ  и DC «несобственную» точку Р и'. Так как 
прямые AD  и АВ  «перпендикулярны», то их «несобственные» точ-



ки Р и и Р 'и являются соответственными в «абсолютной» инволю
ции на прямой. То же самое можно сказать о «несобственных» 
точках Qa и Q'u диагоналей АС  и BD. Таким образом, «абсолют
ная» инволюция на «несобственной» прямой и вполне определена 
двумя соответственными парами:

(Ра, Р ’и) и (Qu, Q 'J.
Это показывает, что данная фигура («квадрат») определяет 

«абсолют» плоскости.
Предположим, что «квадрат» ABCD  задан (черт. 275). Тогда 

могут быть решены с помощью одной линейки те задачи, которые 
в своем проективном выражении требуют знания «абсолюта» пло
скости. Приведем примеры.

1) Д а н а  п р я м а я  g  и т о ч к а  М . Т р е б у е т с я  и з  д а н 
н о й  т о ч к и  М о п у с т и т ь  п е р п е н д и к у л я р  н а  д а н 
н у ю  п р я м у ю ^ .

Так как «абсолютная» инволюция задана двумя парами точек 
[(Р„, Р 'и) и ( Q Q 'J ] , то с помощью одной линейки можем постро
ить точку G'„, соответственную в «абсолютной» инволюции «несоб
ственной» точке G„ данной прямой g  (§ 33). Тогда прямая M G 'и 
является искомым «перпендикуляром» к прямой g. В самом деле, 
прямые M G 'U и g  проходят через соответственные точки «абсолют
ной» инволюции.

2) У д в о и т ь д а н н ы й  у г о л (а, Ь). Чтобы дать этой задаче 
проективную форму, рассмотрим ее в условиях обычной метриче
ской геометрии (черт. 276). Пусть S — вершина, а b п а — сторо
ны данного угла. При удвоении угла (а, Ь) получим новую пря
мую с, причем Z. (be) — ZL (ab).

Следовательно, прямая b является биссектрисой угла (а, с). 
Прямая d, перпендикулярная прямой Ь, является второй биссек
трисой угла (а, с). Тогда будем иметь:



Черт. 276. Черт. 277.

т. е. искомая прямая с гармонически сопряжена прямой а отно
сительно прямых b и d.

Этот анализ задачи показывает, что она может быть решена 
при помощи одной линейки, если задан квадрат. В самом деле, 
возвращаясь к условиям чертежа 275, видим, что все построения 
требуют лишь проведения прямых линий. Прямую d, «перпенди
кулярную» к данной прямой Ь и проходящую через вершину 
угла S , можно построить аналогично построению «перпендикуля
ра» MGU на чертеже 275. После этого прямую с строим как чет
вертую гармоническую к трем прямым: а, b и d. Все построение 
выполняется одной линейкой. Очевидно, что подобным же образом 
может быть решена и более об
щая задача об умножении дан- _ , 
ного угла на целое число. и------------— с

5. О к р у ж н о с т ь  и е е  ц е н т р  (построения Штейнера). Пред
положим, что на проективной плоскости дана «окружность» k и ее 
«центр» О (черт. 277). Будем считать, что все точки «окружности» 
k фактически построены на чертеже, т. е. «окружность» дана как 
начерченная кривая. Проведем через «центр» О два произвольных 
«диаметра» АС  и BD. Построим затем полный четырехугольник 
ABCD, диагональными точками которого являются «центр» О 
и точки Р и и Р'и. Последние определяют «несобственную» пря
мую — поляру «центра» О данной «окружности». «Диаметры» ОРа 
и ОР'и являются сопряженными (так как треугольник ОРи Р'и есть 
полярный), а следовательно, «взаимно перпендикулярными». По
этому «несобственные» точки Р и и Р'и соответственны в «абсолют
ной» инволюции. Так как можно построить сколько угодно пар 
сопряженных «диаметров», то будем иметь сколько угодно пар 
соответственных точек «абсолютной» инволюции на «несобственной» 
прямой и. Отсюда заключаем, что данная «о к р у ж н о с т ь» и ее 
« ц е н т р »  в п о л н е  о п р е д е л я ю т  « а б с о л ю т »  п л о с к о с т и .

Н а п р о т и в ,  е с л и  « ц е н т р »  д а н н о й  « о к р у ж н о с т и »  
н е и з в е с т е н ,  т о  е г о  н е л ь з я  п о с т р о и т ь  с п о м о щ ь ю



о д н о й  л и н е й к и  (т. е. п р о в о д я  п р я м ы е  л и н и и ) ,  т а к  
к а к  « ц е н т р »  я в л я е т с я  п о л ю с о м  « н е с о б с т в е н н о й »  
п р я м о й  и, п о л о ж е н и е  ж е  п о с л е д н е й  о с т а е т с я  
п р о и з в о л ь н ы м .

Все эти важные выводы являются теперь совершенно очевид
ными.

После всего сказанного ясно, что при задании начерченной 
«окружности» и ее «центра» могут быть решены все задачи, раз
решимые при заданном «квадрате», а также в других ранее разо
бранных случаях. Однако, как было впервые обнаружено Штей
нером, задание окружности и ее центра позволяет решить 
с помощью одной линейки все вообще задачи на построение, 
для решения которых достаточно проведения прямых линий 
и окружностей, т. е. все задачи, разрешимые линейкой и цир
кулем.

Этот фундаментальный результат Штейнера может быть обосно
ван следующим образом. Всякое геометрическое построение, вы
полненное линейкой и циркулем, состоит из ряда операций, 
в число которых, кроме операций линейкой, т. е. проведения пря
мых линий, могут входить и операции с участием циркуля. Эти 
последние сводятся в конечном счете к определению точек пере
сечения: 1) окружности с прямой и 2) двух окружностей.

Предложение Штейнера будет доказано, если будет показано, 
что обе приведенные выше операции могут быть выполнены одной 
линейкой при наличии заданной окружности с ее центром (штей- 
нерова окружность). При этом, разумеется, всякая другая окруж 
ность, участвующая в построении, определяется какими-либо сво
ими данными (например, центром и радиусом), но не может быть 
вычерчена (так как пользование циркулем исключено).

Обращаясь к первой операции, предположим, что требуется 
построить точки пересечения окружности, заданной центром О 
и точкой А, с данной прямой g  (черт. 278).

Так как абсолют плоскости определяется заданием штейперовой 
окружности, то мы можем при помощи одной линейки построить 
сколько угодно точек окружности (О, А). Д ля этого находим 
точку В окружности, гармонически сопряженную с точкой А от
носительно пары О, N  , где через N х обозначена несобственная 
точка прямой ОА. Далее, проводим произвольную прямую через 
точку А и строим перпендикулярную к ней прямую в точке В. 
Эта операция также выполняется одной линейкой, так как абсо
лютная инволюция вполне определяется штейнеровой окружностью 
(ср. с черт. 277). Точка М  пересечения прямых AM  и ВМ  при
надлежит окружности (О, А). Итак, может быть построено (с по
мощью одной линёйки) сколько угодно точек этой окружности. 
В таком случае построение точек пересечения последней с пря
мой g  представляет собой задачу, рассмотренную в более общей 
форме в § 46. Как было показано в этом параграфе, задача раз
решается одной линейкой при условии задания начерченной кри-



вой второго порядка. Такой кривой в нашем случае является 
окружность Штейнера.

Переходим ко второй операции (черт. 279). Предположим, что 
требуется построить точки пересечения окружностей (Оь Л ,) 
и (02, Л 2). Эта задача может быть сведена к предыдущей, если 
удастся построить радикальную ось PQ  обеих окружностей. В са
мом деле, тогда искомые точки явятся точками пересечения одной 
из окружностей с радикальной осью. Покажем, как можно с по
мощью одной линейки построить точку радикальной оси. Соединим 
точку A i  первой окружности с точкой А 2 второй. Найдем точки 
А[ и в которых прямая Л 4Л 2 вторично пересекает данные 
окружности. Как мы знаем, построение точек А\ и Л '2 может 
быть выполнено одной линейкой. Таким образом, мы будем иметь 
две соответственные пары точек (Л 4, А\) и (Л2, Л ')  инволюции, 
образованной на прямой A tA 2 пучком окружностей с радикальной 
осью PQ (ср. § 34). Как было показано в § 34, радикальная ось 
PQ окружностей пересекает прямую Л ,Л 2 в центре О инволюции. 
Но центр О инволюции может быть построен (одной линейкой) 
как точка инволюции, соответственная несобственной точке пря
мой Л iA 2- Так может быть построена точка О радикальной оси. 
Выбрав затем вместо Л (Л 2 другую пару точек обеих окружностей 
(мы знаем, что их можно построить сколько угодно), найдем вто
рую точку радикальной оси1. Следовательно, задача сведется 
к определению точек Р и Q пересечения одной из окружностей 
с радикальной осью. Мы уже рассмотрели решение этой задачи 
при помощи одной линейки, если на плоскости дана окружность 
Штейнера. Таким образом, предложение Штейнера доказано.

1 Вместо этого можем п о с т у п и в  иначе: опусгить пер п ен ди ку л яр  из точ
ки О на прям ую  0 10 2



§  75. Проективная мера отрезка и угла.

В § 71 мы рассмотрели учение о конгруентности фигур как 
о свойстве, инвариантном по отношению к тем геометрическим 
преобразованиям, которые называются движениями. При этом 
оказалось возможным изложить весь вопрос в проективном виде. 
В этой общепроективной схеме, частным случаем которой являет
ся обыкновенная метрическая геометрия, «движения» являются 
такими коллинеациями, которые не изменяют «абсолюта» плоско
сти. Основными инвариантами «движений», как мы знаем, в ме
трической геометрии являются: р а с с т о я н и е  д в у х  т о ч е к  
и у г о л  д в у х  п р я м ы х .  Если мы хотим включить эти поня

тия в проективное по
строение метрической 
геометрии, то мы долж
ны каждому из них дать 
такое определение, кото
рое, будучи инвариант
ным по отношению к 
«движениям» как проек
тивным преобразовани
ям, вместе с тем обла
дало бы свойствами ана
логичных понятий обык
новенной метрической 

Ч ерт. 280. геометрии.
1. Рассмотрим преж

де всего вопрос об измерении отрезков. Предположим, что на плос
кости фиксирована «несобственная» прямая и (черт. 280). Кроме 
того, дан отрезок PQ, служащий масштабом для измерения отрез
ков и имеющий длину, равную единице. Пусть, наконец, АВ  — 
данный отрезок, измерением которого мы и будем заниматься. 
Всегда можно на прямой АВ  построить отрезок АС, «конгруентный» 
масштабному отрезку PQ . Д ля этого можно поступить следую
щим образом. Строим «параллелограмм» PQAF  при помощи 
«несобственных» точек прямых PQ  и QA. Тогда отрезок FA «кон- 
груентен» отрезку PQ.

Остается решить задачу: определить точки пересечения «окруж
ности» (Л, F) с прямой АВ. Мы выбираем ту из двух точек пере
сечения (точку С), для которой порядок ACDU совпадает с поряд
ком A B D U. Отрезок АС  «конгруентен» масштабному отрезку PQ, 
поэтому он имеет «длину», равную единице.

Рассмотрим сложное отношение четырех следующих точек: 
концов отрезка АВ, масштабной точки С и «несобственной» точ
ки Du, записывая их в порядке A D UBC. Это сложное отношение 
мы и назовем «длиной» отрезка АВ:

ЬАВ =  (AD UBC).



Покажем, что величина 6АВ представляет собой проективное 
обобщение понятия длины отрезка в обыкновенной метрической 
геометрии. Если точка В совпадает с точкой С, то будем иметь:

6ЛС =  (ADnCC) =  1.
Следовательно, как это и должно быть, «длина» масштабного 

отрезка равна единице.
Если точка В стремится к «несобственной» точке Du, то полу

чаем:

6ЛВ =  (ADaBC) =  = ------— ------ ,
(ADUC) D UB ( ADUC)

ЬАВ-> оо (при В ->£>„).

Следовательно, «длина» отрезка, один из концов которого стре
мится к «несобственной» точке, стремится к бесконечности.

Наконец, покажем, что величина 6ЛВ, составленная в условиях 
обыкновенной метрической геометрии, совпадает с мерой отрез
ка АВ  при единице измерения АС.

Действительно, в этих предположениях будем иметь:

6ЛВ =  (AD ВС) =  (BCAD ) =  ■ {ВСА) =  (ВСА) =  —  =  — .
(BCD") ’ СА АС

Нетрудно убедиться в том, что введенная здесь проективная 
«мера» отрезка удовлетворяет аддитивному закону. Это значит, 
что для трех точек А, В и С, лежащих на одной прямой, будем 
иметь:

6.4 в  +  & вс  =  6 АС-

В самом деле, всегда можно произвести колли неарное пре
образование плоскости, переводящее «несобственную» прямую и 
в несобственную прямую плоскости, а эллиптическую инволюцию 
на «несобственной прямой» в абсолютную инволюцию (§ 71, 
черт. 280). При этом числа 6 .1В, 6ВС и ЬАС, выражающие меру 
отрезков в проективной форме, не изменятся. В то же время они 
будут теперь представлять расстояния соответствующих трех точек 
одной прямой в обыкновенной евклидовой геометрии, а поэтому 
должны удовлетворять указанному выше аддитивному закону.

Отсюда видно, что сложное отношение 6АВ является искомой 
проективной формой, выражающей «длину» отрезка. Так как вели
чина 6ЛВ зависит, кроме концов А и В данного отрезка, еще от 
масштабной точки С и «несобственной» точки D„, то она остается 
инвариантной при таких коллинеациях, которые не меняют «не
собственной» прямой и преобразуют «масштабный» отрезок в «кон- 
груентный» ему отрезок. Такими коллинеациями являются все 
«движения». Поэтому можно сказать, что найденная «длина» от
резка ЬАВ остается инвариантной при всех «движениях» послед
него.



2. Переходим к проективному определению меры угла. Подоб
но тому как для проективного обобщения расстояния двух точек 
мы прибегли к сложному отношению четырех точек, так для опре
деления меры угла в проективной форме используем сложное от
ношение четырех лучей, проходящих через вершину этого угла.

Двумя из них являются стороны угла, а двумя другими — так 
называемые и з о т р о п н ы е  п р я м ы е, т. е. мнимые прямые, 
проходящие через мнимые циклические точки на несобственной 
прямой (§ 73)1. Чтобы составить сложное отношение этих четырех 
прямых, воспользуемся методом координат. Принимая одну из сто

рон угла за ось ОХ, а вершину 
его за начало О прямоугольной 
декартовой системы координат, 
напишем уравнение второй сторо
ны в форме у =  kx  (черт. 281).

Чтобы найти уравнения изо
тропных прямых, заметим, что они 
проходят через точки пересечения 

Л круга произвольного радиуса х 2 +  
+  у 2 =  г 2 с несобственной прямой, 

Ч ерт .  281. т. е. через мнимые циклические
точки. Д ля определения послед

них перепишем уравнение круга в однородных координатах:

х 2 +  у 2 =  r 2t 2 
и полагаем в нем t — 0. Будем иметь:

х г +  у 2 =  0 .
Это уравнение представляет пару мнимых изотропных прямых: 

(л: +  /у) (х — iy) =  0 ,

уравнения которых можно переписать в следующем виде:

у =  ix; у =  —ix.

Можно было бы также найти уравнения этих прямых как 
двойных прямых ортогональной инволюции. Так как угловые 
коэффициенты соответственных прямых ортогональной инволюции 
связаны условием перпендикулярности:

k ■ k' +  1 =  0, 

то для двойных прямых будем иметь:

k2 +  1 =  0 , или k2 =  — 1; k =  ± У  — 1 =  ±  /.

Получим угловые коэффициенты изотропных прямых.

1 Изотропные прямы е можно т а к ж е  определить к ак  мнимые двойн ы е  п р я 
мые ортогональной инволюции.



Таким образом, имеем четыре следующие прямые, проходящие 
через вершину данного угла:

у =  k x ) у =  ix )
7 ) стороны угла; } изотропные прямые,
у =  О J у =  — ix J

сложное отношение которых составим по формуле (2) § 35 через 
их угловые коэффициенты:

v __ k — i _ k +  i __ k — i __ 1 +  ik

0 — i 0 +  i k +  i 1 — ik
sirup

Замечая, что угловой коэффициент k =  tgtp = ^ “ф, получим 
для v следующее выражение через данный угол ср:

_ cos ф -f- i sin ф
cos ф — i sin ф

Применяя формулу Эйлера co s?  +  i sin ср =  е‘ч , находим:

v =  —  =  
е-<-ф

Из этого равенства можно выразить величину угла ф через 
сложное отношение v четырех прямых следующим образом:

Ф =  —  In  V.
т  2 i

Эта формула была найдена Л а г е р р о м  и носит его имя. 
Формула Л агерра дает выражение меры угла в проективной фор
ме, а именно через сложное отношение четырех прямых, прохо
дящих через вершину угла: сторон угла и двух изотропных пря
мых. Поэтому равными будут всякие два угла, для которых соот
ветствующие сложные отношения равны.

В предшествующих параграфах было доказано, что движения 
представляют собой такие коллинеации, которые преобразуют 
абсолютную инволюцию в себя; при этом мнимые круговые точки 
(двойные точки) переходят в себя. Отсюда следует, что при всех 
движениях изотропным прямым будут соответствовать опять изо
тропные прямые. Другими словами, сложное отношение v не 
будет изменяться. Таким образом, полученная мера угла в проек
тивной форме является инвариантом группы движений на пло
скости.

§ 76. Конические сечения.
Предположим, что на плоскости со мы имеем кривую второго 

порядка k (черт. 282). Будем проектировать эту кривую из произ
вольной точки 5  пространства (не принадлежащей плоскости о). 
Полученная совокупность проектирующих прямых называется ко
нусом второго порядка. Точка S называется в е р ш и н о й  к о н у 
са ,  к р и в а я  k — н а п р а в л я ю щ е й  к о н у с а ,  а п р о е к т и 
р у ю щ и е  п р я м ы е  — е г о  о б р а з у ю щ и м и .  Покажем, что:



Всякое сечение конуса второго порядка плоскостью является 
кривой второго порядка.

Пусть о»' — секущая плоскость. Кривая k, как известно, про
ектируется из любых двух своих точек двумя проективными пуч
ками. Пусть St  и S 2 — центры этих пучков. Тогда и S 2M — 
соответственные лучи образующих пучков. Кривую k' можно рас
сматривать как соответственную кривой k в перспективной колли- 
неации плоскостей со и со', установленной с помощью центральной 
проекции из точки S. Поэтому проективным пучкам и 5 2 бу
дут соответствовать на плоскости со' проективные пучки S 'j  и S \ .  
Последние образуют геометрическое место точек пересечения со
ответственных прямых — кривую второго порядка k '■ Итак, любое 
сечение конуса второго порядка плоскостью есть кривая второго 
порядка. В частности, плоскость, проходящая через вершину ко
нуса S, пересекает последний по двум прямым—образующим кону
са. Следовательно, в этом случае кривая второго порядка k' рас
падается на пару прямых.

В силу самого определения конуса второго порядка, данного 
в начале настоящего параграфа:

Всякая кривая второго порядка является плоским сечением 
конуса второго порядка.

Поэтому оба эти понятия являются идентичными, и в литера
туре кривые второго порядка часто называются к о н и ч е с к и м и  
с е ч е н и я м и .

Вид конического сечения легко установить, проводя через вер
шину S  конуса плоскость со*, параллельную секущей плоскости со'.



Образующие конуса второго порядка, лежащие в плоскости to*, 
очевидно, параллельны плоскости со'. Последняя пересекает эти 
образующие в несобственных точках, которые являются также 
несобственными точками конического сечения, образованного

плоскостью со'. Плоскость, про
ходящая через вершину конуса 
второго порядка, может пересе
кать конус по двум образую-

Черт. 283. Черт. 284.

щим, одной образующей или иметь только одну общую с ним 
точку — вершину конуса. Эти три случая соответствуют различ
ному положению следа s плоскости со* относительно направляю 
щей кривой второго порядка /г.

Если прямая s пересекает кривую k в двух точках (черт. 283), 
то плоскость со* пересекает конус по двум образующим, парал-



лельным плоскости со'. Следовательно, коническое сечение k ’ 
имеет две несобственные точки, оно представляет собой г и п е р 
б о л у .  Если прямая s касается кривой k (черт. 284), то плос
кость со* касается конуса по образующей, параллельной плоско
сти со'. Коническое сечение k' имеет одну несобственную точку 
и является п а р а б о л о й .

Наконец, если плоскость со* образует на плоскости со след s, 
не имеющий общих точек с направляющей кривой k, то, очевид
но, не существует образующих, параллельных плоскости со'. Это 
означает, что все точки конического сечения k' собственные 
и последнее является э л л и п с о м  (черт. 285).

§ 77. Проективная, аффинная и метрическая 
геометрия в пространстве.

1« Мы рассмотрели группы проективной, аффинной и метриче
ской геометрий на плоскости и свойства фигур, инвариантные по 
отношению к преобразованиям соответствующей группы. В этом 
обзоре было установлено, что проективная геометрия занимается 
изучением тех свойств геометрических фигур, которые остаются 
инвариантными при любых коллинеарных преобразованиях пло
ского поля в себя. Из группы всех коллинеаций {К} проективной 
геометрии мы затем выделили подгруппу аффинных коллинеаций 
{А}, переводящих несобственную прямую в себя. Изучение свойств 
фигур, инвариантных по отношению к этим коллинеациям, состав
ляет предмет аффинной геометрии. Далее, из группы аффинных 
коллинеаций {А} была выделена подгруппа метрических коллине- 
аций {М}, не изменяющих абсолюта плоскости. Было показано, 
что обыкновенная метрическая геометрия занимается изучением 
свойств фигур, инвариантных по отношению ко всей группе {М}, 
как свойство подобия или тех свойств фигур, которые не изме
няются лишь при некоторой части преобразований группы {М}, 
образующей в свою очередь группу преобразований. Таково учение 
о конгруентности фигур как о свойстве, инвариантном по отно
шению к группе движений {W}.

С этой точки зрения наиболее общий характер имеет проек
тивная геометрия с группой {К}, затем идет аффинная геометрия 
с группой {А}, далее метрическая геометрия подобия с группой 
{№} и, наконец, метрическая геометрия движений (учение о кон
груентности) с группой {W}. Каждая последующая группа пре
образований является подгруппой предыдущей, поэтому все они 
могут быть расположены в следующем порядке:

{К} ZD {A} {М} ZD {W}.
Аналогичным образом могут быть рассмотрены группы проек

тивных преобразований пространства в себя и построено учение 
о проективной, аффинной и метрической геометриях с проективной 
точки зрения.



Этим вопросом мы и предполагаем заняться в настоящем па
раграфе, остановившись на некоторых особенностях построения 
намеченной схемы для пространства.

2, К о л л и н е а р н ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  п р о с 
т р а н с т в а  в с е б я  будем называть такое геометрическое пре
образование элементов пространства, в котором каждая его точка 
переходит в точку того же пространства, а каждая плоскость 
переходит в плоскость, причем точка, принадлежащая плоскости, 
переходит в точку, принадлежащую соответственной плоскости. 
При этом определении прямая как геометрическое место точек, 
принадлежащих двум каким-нибудь проходящим через нее 
плоскостям, переходит в прямую как геометрическое место точек, 
принадлежащих двум соответственным плоскостям.

Из определения коллинеарного преобразования пространства 
в себя можно вывести ряд его свойств. Остановимся на следую
щем важном свойстве коллинеарного преобразования:

При коллинеарном преобразовании пространства в себя каж
дое плоское поле переходит в коллинеарно-соответсгпвенное плос
кое поле и каждая связка — в коллинеарно-соответственную связ
ку. В самом деле, рассмотрим плоское поле. При коллинеарном 
преобразовании пространства плоскость to переходит в плоскость со'. 
При этом каждая точка первой плоскости переходит в соответ
ственную точку второй, каждая прямая плоскости ш — в прямую 
плоскости to'. Наконец, инцидентные элементы переходят в инци
дентные. Следовательно, преобразование плоского поля ю в пло
ское поле to" является коллинеацией. Аналогичные рассуждения 
могут быть проведены и относительно связок.

Совокупность всех коллинеарных преобразований простран
ства образует группу преобразований {К}. В этом легко убедить
ся с помощью рассуждений, совершенно аналогичных тем, кото
рые были проведены в § 67 при рассмотрении группы коллине- 
аций на плоскости.

Таким образом, может быть построена п р о е к т и в н а я  гео- 
м е т р и я  в п р о с т р а н с т в е  как дисциплина, изучающая 
свойства фигур, инвариантных по отношению к группе коллине
арных преобразований пространства {К}.

3 , Будем называть а ф ф и н н ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  
такое коллинеарное преобразование пространства, которое 
переводит несобственную плоскость в себя.

Из этого определения следует, что каждое плоское поле ш 
переходит при аффинном преобразовании пространства в аффин
но-соответственное поле со'.

Прямолинейный ряд точек переходит в аффинно-соответствен
ный, т. е. подобный ряд точек. Совокупность всех аффинных 
преобразований пространства образует группу преобразований {А}, 
являющуюся подгруппой группы {К}. Д ля читателя не составит 
никаких затруднений провести соответствующие рассуждения 
самостоятельно (ср. § 68).



Геометрия, занимающаяся изучением свойств фигур, инвари
антных при аффинных преобразованиях пространства, называется 
аффинной геометрией.

4« Чтобы сделать дальнейший шаг, рассмотрим ортогонально
полярное соответствие прямых и плоскостей в связке. Такое поляр
ное соответствие уже встречалось нам в § 58. Напомним, что это 
соответствие определяется следующим образом. Пусть 2  — центр 
связки. Тогда каждой прямой, принадлежащей связке 2 , соответ
ствует перпендикулярная к ней плоскость той же связки и обратно. 
В том же § 58 было показано, что всякое плоское сечение ортого

нально-полярного соответствия (в связ
ке 2 ) представляет собой полярное соот
ветствие точек и прямых на секущей 
плоскости с мнимой основной кривой 
второго порядка. В 'частности, на несоб
ственной плоскости пространства будем 
иметь полярное соответствие такого же 
типа, которое называется а б с о л ю т н ы м  
п о л я р н ы м  с о о т в е т с т в и е м .  
Несобственная плоскость и ее абсолют
ное полярное соответствие (с мнимой 
основной кривой второго порядка) назы
ваются а б с о л ю т о м  пространства. 

Обратим внимание на следующее 
Черт. 286. важное обстоятельство. Пусть со — про

извольная плоскость (черт. 286). Отметим в ней произвольную 
точку А и проведем через А произвольную прямую а. Плоскость а, 
перпендикулярная к прямой а и проходящая через точку А, сопря
жена прямой а в ортогонально-полярном соответствии.

Поэтому несобственная прямая а „  плоскости а  является поля
рой несобственной точки А „ прямой а в абсолютном полярном 
соответствии на несобственной плоскости. Рассмотрим ту инволю
цию сопряженных точек, которую образует на несобственной пря
мой о,» плоскости со абсолютное полярное соответствие. П р ям аяо м 
пересекает поляру о„ в точке А , которая является несобствен
ной точкой линии пересечения а' плоскостей со и а. Таким обра
зом, точки Л » и Л » являются сопряженными в отношении абсо
лютного полярного соответствия. С другой стороны, прямая а' 
перпендикулярна прямой а и лежит в плоскости со. Отсюда за
ключаем, что точки Л и Л «, являются также соответственными 
в абсолютной инволюции на несобственной прямой о « . Это пока
зывает, что инволюция сопряженных точек на несобственной пря
мой о ос, образованная абсолютным полярным соответствием, со
впадает с абсолютной инволюцией на этой прямой. Коротко этот 
результат можно выразить следующими словами:

Абсолют пространства определяет на каждой собственной 
плоскости абсолют этой плоскости.



5, Возвратимся теперь к вопросу о построении геометрии с ме
трическими свойствами.

Рассмотрим такие коллинеарные преобразования пространства 
в себя, которые не изменяют абсолюта пространства, т. е. пре
образуют несобственную плоскость и абсолютное полярное соот
ветствие этой плоскости в себя. Такие преобразования будем 
называть п р е о б р а з о в а н и я м и  п о д о б и я .  Рассмотрим 
некоторые свойства преобразований подобия.

1) Преобразование подобия переводит всякую плоскость в кол- 
линеарно-подобную плоскость.

В самом деле, несобственная прямая плоскости со перехо
дит в несобственную прямую а м плоскости со' (так как имеем 
аффинное преобразование). Кроме того, абсолютная инволюция 
на несобственной прямой я ,  переходит в абсолютную инволюцию 
на прямой а ' „ (так как абсолютное полярное соответствие перехо
дит в себя). Но при этих условиях, как было показано в § 70, 
коллинеарное преобразование плоскости со в плоскость со' являет
ся преобразованием подобия.

2) Угол, образованный двумя произвольными прямыми про
странства, не изменяет своей величины.

3) Отношение двух произвольных отрезков не изменяется.

Оба эти положения могут быть доказаны следующим образом.
Пусть имеем два произвольных отрезка АВ  и CD (черт. 287), 

которым соответствуют отрезки А 'В ’ и C 'D '. Построим в точке А 
отрезок AD i #  CD. Тогда фигура A D XDC есть параллелограмм. 
Так как преобразование подобия аффинно, то параллелограмм 
A D tDC переходит в параллелограмм A ’D ’iD ’C'. Следовательно, 
плоскость ABD i преобразуется в коллинеарно-подобную плоскость 
A 'B 'D {. Поэтому должны иметь:

О с

Черт. 287.

Z- B A D i =  Z . B 'A 'D '
и

*



Из доказанных выше свойств 1), 2) и 3) преобразования по
добия следует, что всякая геометрическая фигура переходит 
в этом преобразовании в подобную ей фигуру.

Следовательно, преобразование подобия не изменяет формы 
фигуры. На этом основании такие преобразования называют 
иногда э к в и ф о р м н ы м и .  Совокупность всех преобразований 
подобия, как в этом легко убедиться, образует группу, являю 
щуюся подгруппой группы аффинных преобразований {А}. Обо
значим группу преобразований подобия через {М}. Из самого 
определения преобразований подобия М видно, что произведение 
двух таких преобразований дает преобразование той же совокуп
ности. Таким образом, может быть построена м е т р и ч е с к а я

г е о м е т р и я  п о д о б и я  как учение о свойствах фигур, инва
риантных по отношению к группе преобразований {М}.

6,  У ч е н и е  о к о н г р у е н т н о с т и .  Чтобы обосновать 
понятие конгруентности фигур в пространстве, мы должны рас
смотреть движения как коллинеарные преобразования простран
ства в себя.

Две конгруентные фигуры пространства могут отличаться сво
ей ориентацией. Предположим, что мы имеем две прямоугольные 
системы осей O XYZ  и O 'X 'Y 'Z ' (черт. 288). Первая из них на
зывается п р а в о й  с и с т е м о й ,  вт ора я— л е в о й  с и с т е м о й .  
Если будем смотреть на плоскость O X Y  сверху (т. е. со стороны 
вектора OZ), то расположение векторов ОХ и 0 Y  будет соответ
ствовать вращению против стрелки часов. Наоборот, при рассмат
ривании плоскости O 'X 'Y ' сверху (со стороны вектора O'Z') уви
дим обратное расположение векторов О 'Х ' и O'Y' (т. е. по стрел
ке часов). Таким образом, правая и левая системы осей отли
чаются своей ориентацией.

Предположим, что мы имеем конгруентные фигуры F и F '. 
Пусть О и О' — соответственные точки этих фигур. Принимая



точку О за начало координат, построим правую систему осей 
O XY Z.  Обозначим через O ' X ' Y ' Z '  соответственную систему осей 
фигуры F ' 1. Если система осей O ' X ' Y ' Z '  также правая, то фи
гуры F и F' имеют одинаковую ориентацию. Если система осей 
O 'X 'Y 'Z '  левая, то фигуры F и F'  имеют различную ориен
тацию.

Остановимся теперь на тех преобразованиях, которые перево
дят одну из двух конгруентных фигур в другую. Эти преобразо
вания будем называть д в и ж е н и я м и .

О т р а ж е н и е ,  и л и  о р т о г о н а л ь н а я  с и м м е т р и я  
о т н о с и т е л ь н о  п л о с к о с т и .  С проективной точки зрения 
это коллинеарное преобразование пространства представляет собой 
частный случай гомологии в пространстве, а именно гомологию 
с несобственным центром S «,, сопряженным в абсолютном поляр
ном соответствии несобственной прямой s „ плоскости гомологии о 
(черт. 288). Симметрия является вместе с тем гармонической 
(инволюционной) гомологией, так как каждая пара соответствен
ных точек (00')  гармонически разделена центром S „ гомологии 
и точкой Р пересечения прямой 0 0 ' с плоскостью а гомологии. 
Отражение относительно плоскости переводит данную фигуру F 
в конгруентную ей фигуру F'.  При этом о р и е н т а ц и я  ф и г у 
р ы  и з м е н я е т с я  н а  о б р а т н у ю .

В последнем можно убедиться из чертежа 288. Н а этом чер
теже представлена правая система осей O X Y Z ,  которая после 
отражения перешла в левую систему O ' X ' Y ' Z ' .

В р а щ е н и е  в о к р у г  с о б с т в е н н о й  и л и  н е с о б с т в е н 
н о й  о с и .  Это преобразование можно определить как произведе
ние двух отражений. В случае, если плоскости составляющих 
отражений пересекаются по собственной прямой, мы имеем вра
щение вокруг собственной оси (линии пересечения плоскостей со
ставляющих отражений). Если же плоскости составляющих от
ражений параллельны, то имеем вращение с несобственной осью, 
или п а р а л л е л ь н о е  п е р е м е щ е н и е .  С проективной точки 
зрения оба эти преобразования могут быть объединены, как это 
и сделано выше. Очевидно, что ориентация фигуры не изме
няется при вращении (вокруг собственной или несобственной 
оси).

Как будет видно из дальнейшего, для обоснования учения 
о конгруентности достаточно трех рассмотренных коллинеарных 
преобразований пространства: о т р а ж е н и я  (S), в р а щ е н и я  
(V) и п а р а л л е л ь н о г о  п е р е н о с а  (V „).  Д в и ж е н и я м и  W 
будем называть произведения вида. V » ■ V и S • V .  • V. Так 
как S • S =  S 2 =» 1, т. е. тождественное преобразование, то среди 
вращений и параллельных переносов существуют тождественные:

V =  S • S =  1, или V „  =  S • S =  1.

1 П ри этом соответственными точками конгруен тны х ф игур  F и F' счита
ются те точки, которые совп адаю т при совмещении ф игур.



Поэтому среди движений W также существуют тождественные 
преобразования:

W =  V . • V =  1 ■ 1 =  1.

Кроме того, очевидно, что отражения, вращения и параллель
ные переносы также являются движениями:

W =  S ■ • V =  S ■ 1 • 1 =  S,
W =  • V =  1 ■ V =  V, 
w = V V =  V 1 =  V .оо со со

. 7* Установим прежде всего следующее важное свойство дви
жений:

Движения являются коллинеарными преобразованиями про
странства, не изменяющими абсолюта пространства.

В самом деле, отражение, или плоскостная симметрия, как 
аффинное преобразование, переводит несобственную плоскость 
в себя. Кроме того, прямая и перпендикулярная к ней плоскость 
переходят в отражении в прямую и перпендикулярную к ней пло
скость. Это значит, что абсолютное полярное соответствие при 
отражении преобразуется в себя. Таким образом, отражение не 
изменяет абсолюта пространства. Но все движения являются 
лишь произведениями отражений, поэтому они также не изменяют 
абсолюта пространства.

Далее легко убедиться в справедливости следующего пред
ложения:

Если три собственные точки пространства, не лежащие на 
одной прямой, неподвижны, то возможно только одно движение — 
отражение относительно плоскости, проходящей через неподвиж
ные точки.

В самом деле, всякое иное движение не сохраняет неподвиж
ной собственной плоскости (плоскости, определяемой тремя не
подвижными точками). В частности, это предложение соответ
ствует следующему положению учения о конгруентных фигурах: 
Ь  Если три какие-либо точки фигуры закреплены, то сама фи
гура может иметь лишь два симметричных (относительно пло
скости закрепленных точек) возможных положения в простран
стве.

Д ля обоснования учения о конгруентности фигур имеет боль
шое значение следующая теорема.

Т е о р е м а  Д ’Аламбера. Две конгруентные и одинаково ори
ентированные фигуры, у которых имеется пара совпавших со
ответственных точек, могут быть переведены одна в другую 
при помощи одного вращения вокруг ecu, проходящей через точ
ку, совпадающую со своей соответственной.

Обозначим буквой О неподвижную точку (пару совпавших со
ответственных точек) данных фигур и буквами А и А' — пару со-

ззо



ответственных точек этих фигур (черт. 289.) Если из центра О 
опишем сферу радиусом О А, то она пройдет также и через А ', 
так как О А ' =  О А. Пусть В и В' — другая пара соответственных 
точек конгруентных фигур, лежащих на сфере (О)1. Проведем ду
ги больших кругов через пары точек А, В и А ', В '. Надо пока
зать, что существует вращение, переводящее дугу А В  в дугу А 'В '.

Проведем еще большие круги А А ' и В В '. Пусть М  и N  — се
редины дуг А А ' и В В '. Проведем через точки М и N  большие 
круги, перпендикулярные соответственно кругам А А ' и В В '. Обо
значим через S одну из точек их пересечения (безразлично ка
кую). Покажем теперь, что с помощью вращения вокруг оси OS 
дуга АВ  может быть совмещена с дугой А 'В '. В самом деле, 
сферические треугольники S/1B и 
S A 'B ', очевидно, конгруентны, так 
как они имеют три пары соответствен
но равных сторон ( S ^ = S ^ ',  S B = S B ' 
и А В = А 'В ') . Отсюда заключаем, что

Z_ ASB  =  Z  A 'SB '.
Но

Z . A SA ' =  Z  ASB  — Z . A 'SB ,
Z. BSB' =  Z . A ’SB ' — Z  Л '5 5 , 

следовательно,
Z  ЛЯЛ' =  Z . BSB' =  cp.

Поэтому поворот на угол <р вокруг Черт. 289.
оси OS приведет в совпадение дугу
АВ  с дугой А 'В '. Тогда данные фигуры будут иметь три пары 
совпавших точек (точка О и точки Л , Л ' и В, В'). Так как ориен
тации фигур предполагались одинаковыми, то симметричность их 
расположения исключена. Следовательно, данные конгруентные 
фигуры совместятся всеми своими точками. Теорема доказана.

8« Теперь уже нетрудно доказать о с н о в н о е  п р е д л о ж е 
н и е  учения о конгруентных фигурах:

Дее любые конгруентные фигуры F и F' могут быть совме
щены при помощи движения V „ • V или движения S • V „ • V2.

В самом деле, пусть имеем две конгруентные фигуры F и F' 
(черт. 290). Предположим, что они одинаково ориентированы, 
и пусть Л и Л ' — две соответственные точки этих фигур. Соста
вим движение W следующим образом. Параллельное перемещение 
V TO определим вектором А А ' . Это перемещение приводит фигуры 
в такое положение, когда они имеют пару совпавших соответ-

1 Если бы таких  точек на сфере (О) не оказалось ,  мы могли бы присоеди
нить их к данным ф и гу р ам ,  не н а р у ш а я  их конгруентности.

2 Т .  е .,  к а к  их иногда  назы ваю т,  д в и ж е н и я  первого  и второго рода.



ственных точек (А, А '). Вращение V определяем так, как это 
было сделано при доказательстве теоремы Д ’Аламбера. Тогда 
движение W =  V» • V приводит фигуру F в совпадение с фигу
рой F'.

Если же данные конгруентные фигуры различно ориентиро
ваны, то произведем отражение S относительно произвольной 
плоскости. Получим конгруентную фигуру F it одинаково ориенти
рованную с фигурой F ' . После чего повторяем движение преды

дущего случая. Следователь
но, во втором случае движе
ние W =  S • V „ -  V приводит 
обе фигуры в совпадение 
(ч. т. д.).

9. Рассмотрим совокуп
ность движений W. Среди 
движений существует тож
дественное преобразование:

Черт- 290’ W =  V» • V =  1 1 =  1.
Каждое движение W переводит фигуру F в конгруентную ей 

фигуру F '1. Следовательно, существует обратное движение W '1. 
Это — движение, преобразующее фигуру F' в конгруентную ей 
фигуру F. Если, наконец, выполним последовательно два каких- 
либо движения W ' и W", то произведение этих движений также 
является движением W'". В самом деле, движение W ' переводит 
фигуру F в конгруентную ей фигуру F ', а движение W" переводит 
фигуру F' в фигуру F", конгруентную F' (и F). Поэтому на 
основании доказанной выше теоремы существует движение W'", 
переводящее фигуру F в фигуру F".

Из этих соображений видим, что совокупность пребразова- 
ний W или движений образует группу. Обозначим эту группу 
через {W}.

10, Учению о конгруентности фигур обыкновенной метриче
ской геометрии в пространстве, как видно из предыдущего, мо
жет быть дано проективное строение, если фиксирована несоб
ственная плоскость пространства и абсолютное полярное соответ
ствие в этой плоскости.

В самом деле, рассмотрим коллинеарные преобразования про
странства W, которые мы определяем как произведения преобра
зований вида:

(V» ■ V), или (S • V «, -V) .
Эти преобразования W будем называть д в и ж е н и я м и .  Каж

дое движение, равно как и составляющие его преобразования, мо
жет быть определено в проективной форме, что и было показано 
выше.

1 Т ак  как  движ ение явл яется  произведением отраж ений.



Фигуру F' мы назовем к о н г р у е н т н о й  фигуре F, если су
ществует движение, преобразующее фигуру F в фигуру F '. Таким 
образом, шаг за шагом осуществляется проективное построение 
учения о конгруентности.

Так как каждое движение W является коллинеарным преобра
зованием пространства, не изменяющим его абсолюта, то группа 
преобразований {W} является подгруппой группы подобия {М}1.

Поэтому учение о конгруентности фигур как о свойствах фи
гур, инвариантных по отношению к преобразованиям группы {W}, 
должно быть отнесено к метрической геометрии группы движе
ний {W}.

На этом закончим краткий очерк развития проективной, аф
финной и метрической геометрий в пространстве.

§ 78. Геометрия Лобачевского в проективной форме.

В § 70 — 72 была показана возможность построения обыкно
венной евклидовой геометрии в проективной форме. С этой целью 
на проективной плоскости был задан так называемый «абсолют». 
В качестве последнего служила произвольно выбранная на плос
кости прямая и произвольная эллиптическая инволюция на ней. 
Тогда, рассматривая упомянутую прямую как «несобственную» 
прямую на плоскости, а эллиптическую инво
люцию на ней как «абсолютную» инволюцию 
этой плоскости, можно чисто проективным 
путем установить необходимые метрические 
понятия обыкновенной евклидовой геометрии.
В частности, рассматривая те коллинеарные 
преобразования проективной плоскости, кото
рые переводят указанный «абсолют» в себя, 
мы получили в их числе проективные «движе
ния», позволяющие установить понятие кон- Черт .  291. 
груентности фигур. Именно, конгруентными 
назывались те фигуры, которые могли быть совмещены при по
мощи движений, определяемых указанным выше способом (§ 71).

Как будет показано далее, аналогичным образом можно осу
ществить на проективной плоскости и неевклидову геометрию, ес
ли выбрать соответствующий «абсолют» на проективной плоскости.

Так, можно построить геометрию Лобачевского, если в качест
ве «абсолюта» выбрать невырожденную кривую второго порядка 
(или так называемую «овальную» кривую второго порядка).

Пусть на проективной плоскости задана овальная кривая вто
рого порядка ka, которую и будем считать абсолютом плоскости 
(черт. 291). Эта кривая разделяет проективную плоскость на две 
области: внутреннюю и внешнюю. Точки внутренней области будем

1 Метрически эта подгруппа вы деляется  тем, что отношение подобия 
равно единице для  всех преобразований W.



называть «собственными» или «дейст
вительными» точками. Точки самой 

о овальной кривой, служащей абсолю
том плоскости, назовем «несобствен
ными» или «бесконечно удаленными». 
Наконец, точки внешней области 
будем называть «идеальными». «Соб
ственные» точки и являются точками 

Ч ерт .  292. неевклидовой геометрии.
В качестве «прямых» нашей неевклидовой геометрии будут слу

жить хорды овальной кривой (лежащие в ее внутренней области). 
Так как концы этих хорд являются несобственными точками, то 
«прямые» неевклидовой геометрии являются открытыми отрезками.

В указанной системе (собственных) точек и прямых могут 
быть сохранены те же отношения принадлежности, порядка и не
прерывности, которые имеют место как в геометрии Евклида, 
так и в геометрии Лобачевского.

Так, например, придавая понятию «принадлежность» обычный 
смысл, будем иметь: «две различные точки А и В определяют 
единственную принадлежащую им прямую (АВ)».

«Существуют три точки Л, 8  и С, не лежащие на одной пря
мой», и т. д.

Далее, можно установить обычные как для геометрии Е вкли
да, так и для геометрии Лобачевского отношения порядка. Точ
ка на прямой разбивает последнюю на две части. Две точки А , 
В прямой устанавливают порядок точек на прямой и определяют 
отрезок АВ. Прямая делит неевклидову плоскость (под которой 
мы разумеем внутреннюю область овальной кривой k u) на две час
ти. Задание точки С, не лежащей на этой прямой, определяет 
соответствующую ей часть плоскости1.

Сохраняется в рассматриваемой геометрии и свойство непре
рывности точек на прямой, непрерывности всей неевклидовой пло
скости. Однако с точки зрения аксиомы о параллельных мы об
наружим, что в построенной геометрической системе имеет место 
аксиома Лобачевского, если будем называть «параллельными» две 
прямые, пересекающиеся в несобственной или бесконечно удален
ной точке. В самом деле, пусть имеем прямую А аВ а и не лежащую 
на ней точку С (черт. 292). В таком случае через точку С можно 
провести две прямые, параллельные прямой А иВ и, а именно пря
мые САи и СВи. Эти две прямые разбивают пучок прямых с цент
ром С на две части: 1) прямые, пересекающие прямую А иВ и, как 
например прямая СМ, и 2) прямые, не пересекающие прямой А иВ и, 
к числу которых принадлежит, например, прямая CNа.

Таким образом, в рассматриваемой геометрической системе 
имеет место аксиома о параллельных Лобачевского.

1 Иными словами, будет иметь место так  назы ваем ая  аксиома П а ш а  (см .  
«Основания геометрии» В. Костина,  § 3).



Покажем далее, что в рассматриваемой системе можно осуще
ствить метрическую геометрию Лобачевского в проективной форме. 
Д ля этого введем понятие «движения» аналогично тому, как это 
было сделано в главе VI при построении метрической евклидо
вой геометрии. Будем называть «движениями» коллинеарные пре
образования плоскости, сохраняющие неизменным ее абсолют, 
т. е. кривую ku. Такие проективные преобразования носят назва
ния автоморфизмов относительно данного абсолюта.

В частности, назовем «отражением» преобразование гомологии, 
переводящее овальную кривую второго порядка, т. е. абсолют пло
скости, в себя. Напомним, что при построении евклидовой геомет
рии в проективной форме мы также называли отражениями гомо
логии, переводящие абсолют плоскости (несобственную прямую 
с эллиптической инволюцией на ней) в себя.

Рассмотрим теперь какую-либо гомологию на проективной пло
скости с центром S и осью s, обладающую тем свойством, что 
она преобразует оваль
ную кривую, т. е. абсо
лют плоскости, в себя 
(черт. 293).

Пусть а—какая-либо 
прямая, проходящая че
рез центр гомологии S 
и пересекающая абсо
лют в точках А и А '.
Если эти точки не 
лежат на оси гомо
логии, то они не явля
ются двойными и пре
образуются одна в дру
гую. Обозначим бук
вами t u t '  касатель
ные в точках А и А ' 
к кривой k u. Гомоло
гия преобразует каса
тельную t в точке А в касательную V в точке А '. Прямые t и t' 
как соответственные в гомологии должяы пересекаться на оси 
гомологии s. Отсюда заключаем, что полюс A s прямой а лежит 
на оси гомологии s. Поэтому прямая а проходит через полюс оси 
гомологии s. Так как это заключение справедливо по отно
шению к каждой прямой пучка S, пересекающей абсолют плоскости, 
то отсюда приходим к выводу, что центр гомологии S и является 
полюсом оси гомологии S .

Предположим, что S и s взаимно полярны относительно аб
солютной кривой ku. В таком случае каждая прямая а, пересе
кающая абсолютную кривую и принадлежащая пучку S, образу
ет гармоническую четверку точек, а именно: пару точек А я А ' 
пересечения с овальной кривой k и пару точек S, R  (буквой R

Черт. 293.



обозначена точка пересечения этой прямой с полярой s). Полюс
5  как центр гомологии, поляра s как ось гомологии и пара то
чек А, А ' как соответственные точки гомологии определяют, следо
вательно, инволюционную гомологию, в которой точки А и А' пре
образуются одна в другую и абсолютная кривая k u переходит в себя.

Таким образом, мы установили, что гомологии, переводящие 
абсолютную кривую в себя, т. е. гомологии, названные нами «•от
ражениями», имеют взаимно полярные центр и ось относитель
но абсолютной кривой.

С другой стороны, каж дая взаимно полярная пара, состоящая 
из точки и прямой, является центром и осью гомологии, перево-

центром отражения является собственная точка, то SB — АА', 
а следовательно, SB ' —  А'А.

Если же центр «отражения» — идеальная точка, т. е. лежит вне 
кривой ku, то имеем SB  -f- АА', но тогда SB ' -±- А'А.

Следовательно, во всех случаях точка В' оказывается собст
венной, т. е. лежит внутри овальной кривой.

Можно было бы доказать, что всякая коллинеация, преобра
зующая абсолютную кривую k u в себя, сводится к произведению 
конечного числа «отражений».

Поэтому мы можем сказать, что «движениями» являются кол- 
линеации, полученные путем умножения «отражений».

Нетрудно убедиться, что «движения» образуют группу преоб
разований. Доказательство этого положения можно провести со
вершенно так же, как это было сделано в случае построения 
евклидовой геометрии (§ 71).

При помощи проективных «движений» может быть построено 
учение о конгруентности фигур в геометрии Лобачевского. К ак

дящей абсолютную кривую 
в себя, т. е. центром и 
осью «отражения».

Далее мы убедимся в 
том, что каждое «отраже
ние» преобразует точки 
внутренней области оваль
ной кривой в точки той же 
внутренней области. Пусть, 
например, имеем «отраже
ние» с центром 5  и осью s, 
переводящее точку В в В' 
(черт. 294).

Черт. 294.

Обозначим буквами 
А и А' точки пересечения 
прямой а с абсолютной кри
вой k u. Мы предполагаем, 
что точка В  собственная, 
т. е. лежит внутри абсо
лютной кривой ku. Если



и в случае обыкновенной евклидовой геометрии, фигуру Ф будем 
называть «конгруентной» фигуре Ф ', если существует «движение», 
преобразующее фигуру Ф в фигуру Ф '.

Свойства понятия «конгруентности» фигур могут быть выведе
ны из свойств «движений» (ср. § 71).

Д ля того чтобы показать некоторые особенности метрической 
геометрии Лобачевского, надо провести дальнейшее исследование 
проективных «движений».

Покажем, что всегда существуют два «отражения», с помощью 
которых одну из заданных прямых можно преобразовать в любую 
другую. Так, если на чертеже 295 имеем прямые А аВи и С„ Dа, то 
каждую из них можно преобразовать в другую с помощью «отра
жений» (S t) и (S2). Различие 
в этих «движениях» заключает
ся в том, что первое переводит 
несобственные точки Л„ и Ви од
ной прямой соответственно в не
собственные точки Си и Du дру
гой. Второе «движение» те же 
несобственные точки первой 
прямой переводит соответствен
но в точки D u и С„ второй.

Далее, как мы сейчас увидим, 
каж!ую  прямую можно так «пе
редвигать» по самой себе, что 
заданная на этой прямой точка 
будет совмещена с любой другой 
точкой той же прямой.

Предположим, например, что на прямой А иВи 
А и В (черт. 296).

Покажем, что существует .движение, преобразующее прямую р 
в себя, причем точка А прямой преобразуется в точку В.

Обозначим буквой Р полюс прямой р относительно абсолюта k u.

Черт. 295.

р даны точки



Черт. 297.

Проведем прямые РА и РВ. Точки 
их пересечения с кривой ku обозначим 
соответственно буквами С,„ D a и Fu,
G„-

В полном четырехугольнике CUD UFUGU 
точки Р, S lt S 2 как точки пересечения 
противоположных сторон являются диа
гональными. Поэтому поляра р полюса 
Р проходит через S , и S,.

Каждое из «отражений» с центрами 
5] и S 2, очевидно, преобразует прямую 
р в себя как двойную прямую. При 
этом точки А и и В„ поменяются своими 
местами. Так как, кроме того, прямая 
CUDU перейдет в прямую FUGXU, то, 
следовательно, точка А перейдет в 
точку В.

Заметим, что «движение» может быть выполнено и таким обра
зом, что несобственные точки А и и В и прямой р останутся на 
своих местах. Д ля этого достаточно после выполнения «отраже
ния» S i (или S 2) произвести дополнительно «отражение» с цент
ром в полюсе S прямой РВ. Это «отражение» возвратит точки А и 
и В„ в первоначальное положение и не изменит положение точ
ки А ( =  В).

Таким образом, движение будет состоять из произведения двух 
отражений: S 4 • S (или S 2 ■ S).

На основании определения конгруентных фигур в построенной 
геометрической системе два отрезка считаются конгруентными, если 
существует «движение», переводящее каждый из них в другой. 
Предположим, что речь идет об отрезках А В и CD. Отрезок АВ  
лежит на прямой А иВа, причем А В п В А 1Г Отрезок CD лежит 
на прямой CuDlt, причем CDa- D C U (черт. 297).

Докажем, что для конгруентности этих отрезков необходимо 
и достаточно выполнение следующего условия:

(АВАиВи) =  (CDCaDu).

Необходимость указанного условия вытекает из того, что со
гласно определению конгруентности должно существовать «движе
ние», переводящее прямую Аа Ва в прямую CaDu, а отрезок АВ  
в отрезок CD. При этом порядок расположения точек каждой 
четверки на прямой, разумеется, не может измениться. Поэтому
при совпадении точек А а и Вп соответственно с точками С., и D,
точка А необходимо совпадет с точкой С, а точка В с точкой D.

Следовательно, обозначая знаком штрих (') положение то
чек после выполнения движения, можем написать:

1 Или в прям ую  GUFU (в случ ае  «отражения» (S2)).



(A 'B 'A 'UB 'U) =  (CDCJDu) =  (ABA„BU).
Достаточность условия может быть доказана, исходя из сле

дующих соображений. Пусть имеем отрезки АВ  и CD, причем вы
полняется условие:

(.АВАиВа) =  (CDCuDa).
Произведем «отражение» S ',  переводящее прямую А иВи в п р я 

мую CltDu (черт. 297).
При этом будем иметь:

(.АВАиВи) =  (А 'В 'А 'иВ 'и) =  (.A 'B 'C uDa).
Далее произведем «движение» прямой по себе, оставляющее 

несобственные точки Си, Da, на месте и совмещающее точку А ' 
с точкой С. Тогда будем иметь:

{A'B'CnDa) =  (A "B "C aDu) =  (CB"CUDU),
откуда следует:

(<CB"CUD U) =  (АВАаВи) =  (CDCaD u), или

А это означает, что отрезок Л б  «конгруентен» отрезку CD.
В и д ы  д в и ж е н и й  в г е о м е т р и и  Л о б а ч е в с к о г о .  

До сих пор мы имели дело преимущественно с «отражениями», как од
ним из видов «движений» в рассматриваемой геометрической системе. 
В этом случае «движение» представляет собой преобразование гомо
логии, центр и ось которой взаимно полярны относительно абсо
люта ku и преобразуют последний в себя.

В более общей форме «движения» являются коллинеациями, 
преобразующими абсолют ku в себя. Исследуем подробнее свойства 
проективных «движений» в геометрии Лобачевского. Как было 
выяснено ранее (см. § 55), коллипеация, не являющ аяся гомоло
гией, не может иметь более трех двойных точек и всегда имеет по 
крайней мере одну (действительную) двойную точку. Каждой 
двойной точке соответствует (ассоциированная) двойная прямая 
и обратно. Очевидно, что «движение» как коллинеация, сохраняю
щая без изменения абсолют ku, для каждой двойной точки будет 
иметь в качестве ассоциированной двойной прямой поляру этой 
точки относительно абсолюта. Равным образом каждой двойной 
прямой «движения» будет соответствовать ее полюс относительно 
абсолюта как ассоциированная двойная точка.

В связи со сказанным в геометрии Лобачевского возможны 
три вида «движений», не являющихся «отражениями».

1) Перенесение вдоль прямой.
Предположим, что двойная прямая р «движения» пересекает 

абсолют в точках Q и R. Так как «движение» оставляет абсолют 
ku и двойную прямую на месте, то их общие точки Q и R также 
остаются на месте, т. е. являются двойными. Третьей двойной 
точкой является полюс Р двойной прямой. Двойная прямая Р =  QR 
и касательные PQ  и PR  представляют тройку двойных прямых 
«движения».



Обозначим указанное «движение» буквой П. Пусть «дв нжение» 
П преобразует точку А в точку А ' (черт. 298). В таком случае 
прямая РА преобразуется впрямую  РА ' и будем иметь: (А С А иВи) =  
=  (А ’С 'А 'иВ 'и), где буквами С и С' обозначены точки пересечения 
упомянутых прямых с двойной прямой р, а буквами А и, В и и А ' „, 
В 1 „ — несобственные точки этих прямых.

Отсюда заключаем, что отрезок АС  преобразуется в конгруент- 
ный отрезок А'С ' (АС  =  А'С '). То же самое можно сказать об от
резке ВС (ВС — В'С '). Заметим еще, что «отражение» с центром 
Р и осыо р преобразует прямую PC в себя, причем точки А и, 
и Ви меняются местами. Следовательно, Z . A„CQ =  z l  B„CQ и пря

мая PC перпендикулярна к 
прямой р. То же самое мож
но сказать и о прямой PC' 
(P C  _L р). Таким образом, 
можем сказать, что точки А 
и А ' находятся на равных 
«расстояниях» от прямой р.

Рассмотрим геометриче
ское место точек, «одинаково 
удаленных» от прямой р. Н а
пример, отстоящих от прямой р 
на «расстояние» СА (предпо
ложим, что А — одна из точек 
этого геометрического места).

Чтобы построить на нашем 
чертеже искомое геометричес
кое место, рассмотрим гомоло
гию с центром Р и осью р, 
преобразующую точку А и в 
точку А. Пусть А 'и — произ
вольная точка абсолюта k u. 

Построим ей соответственную в указанной гомологии. Эта точка 
найдется как точка пересечения прямых Р А 'и и /4S. (Напомним, 
что прямая A UA 'U должна пересекаться со своей соответственной 
прямой Л5 на оси гомологии р.) Следовательно, имеем:

Черт. 298.

А ’ =  Р А \  X AS.

С другой стороны, точка Р является полюсом прямой р, поэтому 
прямая р должна проходить через точку пересечения прямых А иА ' „ 
и В иВ ’„. Следовательно, эта точка совпадает с точкой S. Прямые 
PC и PC’ «перпендикулярны» к прямой р, и, кроме того, в силу 
перспективного расположения точек на прямых PC и PC' будем 
иметь:

(ACAaB u) =  ( A 'C A 'UB 'U).



Поэтому можем сказать, что точка А ' удалена от прямой р 
на такое же «расстояние», как и точка А, т. е. обе эти точки 
принадлежат искомому геометрическому месту. Отсюда заключаем, 
чго последнее представляет собой на нашем чертеже кривую вто
рого порядка, соответственную абсолюту ku в гомологии с цент
ром Р и осью р. Эта кривая касается абсолюта ku в его точках 
пересечения с осью р. В геометрии Лобачевского она носит на
звание «линии равных расстояний» или «эквидистанты».

Возвращаемся к рассмотрению «движения», двойная прямая 
которого пересекает абсолют в точках Q и R. Теперь мы видим, 
что каждая точка в этом «движении» перемещается по «эквиди- 
станте», проходящей через эту точку и имеющей своим основани
ем двойную прямую р. Отсюда и название рассматриваемого «дви
жения) — «перенесение вдоль прямой р». Отметим, что все «экви
дистанты», основанием которых служит прямая р, преобразуются 
таким движением в себя.

2) Вращение вокруг собственного центра.
Предположим, что двойная прямая р «движения» не пересека

ет абсолют ku. Следовательно, имеем идеальную двойную прямую 
и собственную двойную точку Р — полюс двойной прямой. Других

(действительных) двойных элементов указанное «движение», оче
видно, не может иметь

Обозначим такое «движение» буквой V. Предположим, что 
движение V преобразует точку А в точку А ' (черт. 299). При 
этом прямая РА преобразуется в прямую РА ' и будем иметь:

(.А РАиВи) =  (А 'Р А 'иВ 'и),

где буквами А иВи и А 'аВ 'и обозначены несобственные точки пе
ресечения упомянутых прямых с абсолютом ku.

Следовательно, отрезок А Р  преобразуется в конгруентный ему 
отрезок А 'Р. Иными словами, «движение» не изменяет рассто
яний точек от точки Р , которую естественно назвать «центром» 
«движения», а само «движение» — «вращением вокруг центра Р».



Рассмотрим геометрическое место точек, «равно удаленных от 
точки Р». Это геометрическое место можно назвать «окружностью» 
на плоскости Лобачевского. Построим на нашем чертеже «ок
ружность» радиуса РА. Д ля этого рассмотрим гомологию с цент
ром Р и осью р, преобразующую точку А л в точку А. Пусть 
А 'и — произвольная точка абсолюта ku. Построим соответствующую 
ей точку в указанной гомологии. Обозначим буквой Q точку пе
ресечения прямых А иА 'п и ВиВ 'и. Точка Q как диагональная для 
четырехугольника A UA 'UBdB 'u должна лежать на поляре р (см. § 57). 
Теперь нетрудно построить точку, соответственную точке А 'п в го 
мологии (Р, р; А л, А). Ота найдется как точка пересечения 
прямой Р А 'и с прямой AQ:

Р А 'а X AQ = А '.

Черт. 300.

Из перспективного расположения точек на прямых РА и Р А ' ви
дим, что (АРАиВи)= (А 'Р А 'иВ 'и), или А 'Р = А Р . Но это означает, 
что точка А' является точкой «окружности» с центром Р и ради
усом АР. Таким образом, на нашем чертеже эта окружность изоб
разится кривой второго порядка, соответствующей абсолюту ku 
в гомологии (Р , р\ А и, А).

Из сказанного заключаем, что «вращение вокруг центра» пе
реводит каждую точку А в точку «окружности», проходящей через 
точку А. «Вращение с центром Р» преобразует все «окружности» 
с тем же центром в себя.

3) «Вращение с несобственным центром».
В этом случае двойная прямая «движения» касается абсолюта 

ka. Следовательно, обе точки пересечения двойной прямой с абсо
лютом совпадают с точкой прикосновения. С той же точкой сов
падает полюс Р  двойной прямой. Таким образом, все три двойные 
точки такого «движения» находятся в точке Р.

Рассматривая этот случай как предельный, мы можем от чер
тежа 299 перейти к чертежу 300. При этом точки Ви, В 'а и Р,



R совпадают, а прямая BUB 'а совпадает с двойной прямой р. В ре
зультате мы получаем чертеж 300.

Как и в предыдущих случаях, мы можем чертеж 300 истолко
вывать двояким образом: либо как преобразование «движения» 
(«вращения с несобственным центром Р»), переводящего точку А 
в точку Л ', а точку А и в точку Л '„, либо как гомологию с центром 
Р и осью р, в которой точка А а переходит в точку Л, а точка 
Л'„ в точку Л '. В этой гомологии абсолютная кривая ku перехо
дит в кривую второго порядка, касающуюся абсолюта в точке Р. 
В геометрии Лобачевского такая линия носит название «предель
ной» или «орицикла».

«Вращение с несобственным центром» перемещает все точки 
плоскости Лобачевского по соответствующим «орициклам» с цент
ром в точке Р. «Орициклы» являются инвариантными линиями 
в этом «движении».

На этом мы заканчиваем краткий очерк построения геометрии 
Лобачевского в проективной форме. Более подробные сведения 
можно найти в специальной литературе, посвященной этому воп
росу. Отметим только, что осуществление геометрии Лобачевского 
в проективной форме является безупречным доказательством ее 
непротиворечивости.

К этому надо добавить, что и третья геометрическая система, 
известная под названием геометрии Римана, может быть построе
на в проективной форме, если в качестве абсолюта плоскости будет 
принята мнимая кривая второго порядка, например мнимая окруж 
ность: х 2 +  у 2 =  — 1, все точки которой, очевидно, мнимые. Это 
показывает, что иногда целесообразно строить проективную геомет
рию с использованием комплексных чисел. Тогда можно в проек
тивной форме построить геометрию Римана, используя аналити
ческий аппарат. Д ля этого следует рассмотреть автоморфизмы от
носительно мнимого абсолюта (х2 +  у 2 — — 1).

Аналогично геометрии Лобачевского можно находить точки пе
ресечения прямых с мнимым абсолютом и составлять сложное отно
шение четырех точек прямолинейного ряда и четырех прямых пуч
ка. Таким путем может быть построена метрика геометрии Римана.

Заметим, что неевклидова геометрия Лобачевского называется 
также гиперболической, а неевклидова геометрия Римана—эллип
тической. Как мы видим, геометрия Евклида и обе неевклидовы 
могут быть рассмотрены с проективной точки зрения.

Благодаря этому стало возможным сравнительное изучение 
трех геометрических систем (Евклида, Лобачевского и Римана) в 
проективной форме. Большое принципиальное значение такого 
исследования является очевидным.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. На плоскости даны «несобственная» п р я м а я  и три верш ины  А, В,  С 

«параллелограмма». Построить четвертую верш ину D.
2. Д ан ы  «несобственная» п р я м ая  и т р еу го л ьн и к  ABC.  Провести  «медианы» 

треугольника .



3. Д аны  «несобственная» п р я м ая ,  а так ж е  ди агональ  А С  « п а р ал л ел о гр ам 
ма» A B C D , н аправлени е  (п р я м а я  g) другой его диагонали  BD  и на п р а в ле н и е  
(прям ая  f) стороны А В  «параллелограмма».  Построить «параллелограмм».

4. Д ан ы  «несобственная» п р я м а я  и тр еу го л ьн и к  A B C .  П о к а за т ь ,  что 
«средняя» л и ни я  т р еу го л ьн и к а  «параллельна» соответствующей стороне.

5.  Д ан ы  к р и в а я  второго п о р я д ка  (начерчена) и п р о и зв о л ь н а я  точка 
плоскости О. П р и н и м а я  точку О за  «центр» данной к ривой ,  построить «не
собственную» пр ям у ю  плоскости.

6. Д ан ы  два «диаметра» кривой второго п о р я д ка  (отрезки А В и C D,  пе 
ресекаю щ иеся в точке О). П остроить «несобственную» прям ую .

7. Д ан ы  «несобственная» п р я м а я  и плоскости, а т ак ж е  «центр» О и хорда  
А В  кривой второго п о р яд ка .  Построить н аправлен и е  диам етра ,  « со п р я ж е н 
ного» хорде А В .

8. Д о к а за ть  из соображ ений  проективного  х а р а к т е р а ,  что о трезок  к а с а 
тельной, отсекаемый асимптотами гиперболы, делится  в точке п р и ко сно вени я  
пополам.

9. П о к а за ть ,  что отрезки ,  образованны е  точками пересечения п р о и зв о л ь 
ной секущ ей с гиперболой и ее асимптотами, всегда равны.

10. Д а н ы  «несобственная» п р я м а я  и, а т а к ж е  к р и в а я  второго п о р я д ка  
(начерчена) и п р о и зв о л ь н а я  п р я м а я  g\  построить касател ьн ы е  к данной к р и 
вой, «параллельные» направлени ю  g.

11. Д а н а  «несобственная» п р я м а я  и и «абсолютная» и н волю ция на ней 
(две пары  соответственных точек произвольной  эллип тической  инволю ции).  
Построить «высоты» данного  тр еу го л ьник а  A B C  и его «ортоцентр».

12. Д а н  «абсолют» плоскости (как  и в предыдущ ей задаче) .  К роме того, 
дана ди агональ  А С  «прямоугольника» и напр авлен и е  его стороны А В .  
Построить «прямоугольник».

13. П о к азать ,  что «отражение» относительно  «оси» кривой второго п оряд ка  
преобразует  последнюю в себя.

14. Д а н  «абсолют» плоскости. Д а н  пр ои звольны й о трезок  А В .  П о к азать ,  
что коллинеацию , совмещаю щ ую  отрезок  ОА с отрезком ОВ,  где О — «сере
дина» отрезка  А В ,  м ож но рассм атривать  к а к  частный случай «вращения».

У к а з а н и е .  «Вращение» явл яется  произведением двух «отражений», 
оси которых п роход ят  через О.

15. Д а н  «абсолют» плоскости. Д а н  т а к ж е  «параллелограмм» A B C D .  С о
вместить две противополож ны е стороны «параллелограмма» при помощи «па
раллельного» переноса,  составленного  из двух  подходящим образом вы бр ан 
ных «отражений».

16. Д а н  «абсолют» плоскости и тр еу го л ьник  A B C .  П остроить т р гу г о л ь н и к  
А 'В ' С',  .«подобный» данному в «подобии», определяемом к ак  произведение  
следующих двух  преобразований: «гомотетии», в которой прямой А В  соот
ветствует  «параллельная»  п р я м а я  А 'В '  (дана на чертеже),  и «отражения» 
с осью АВ.

17. П о к а за ть ,  что вращ ения  с общим центром о б р азу ю т  ко м м у тати вн у ю 1 
группу.

18. П о к а за ть ,  что па р ал л е л ьн ы е  переносы образую т  группу.
19. П о к азать ,  что все движ ения  первого  рода обр азу ю т  группу ,  в то 

время к ак  д в и ж е н и я  второго рода гр у п п ы  не образуют.
20. П о к азать ,  что совокупность  гомологий не о бразует  группы .
У к а з а н и е .  В оспользоваться  теоремой § 52 о возмож ности предста

вить всякую  коллинеац ию  в виде прои зведения  двух  г о м о л о г и й .
21. П о к азать ,  что все ш ары  пространства  п р о х о д ят  через мнимую основ

ную кривую  второго п оряд ка  абсолютного п о л яр н о го  соответствия несоб
ственной плоскости (мнимый круг) .

У к а з а н и е .  В осп ользоваться  д л я  этого секущ им и плоскостями.

1 Г рупп а  назы вается  коммутативной (или абелевой), если произведение 
двух  любых п реобразован и й  группы  не зависит  от по р яд ка  их вы полнения.



22. П риведите  примеры коллинеаций,  произведение которых не обладает 
переместительностью. Ч то  можно сказать  о коммутативности групп:

{К}, {А}, {М} и {W} ?

23. П ри помощи линейки и неподвижной о к р у ж н о сти  Ш тейнера  построй
те к в ад р ат  A B C D ,  сторона которого А В  дана  на чертеже.

24. П ри  тех ж е  услови ях  построить равносторонний т р еу го л ьн и к  A B C  
по данной на чертеж е его стороне А В .

25. Д а н ы  «абсолют» плоскости и сторона А В  «квадрата» A B C D .  П о л ь 
зу ясь  гомологией, преобразую щ ей  данную  «абсолютную» инволю ц ию  прямой 
и в абсолю тную  инволю цию  на несобственной п рям ой  (§ 71, стр. 278), по
строить «квадрат» A B C D  как  ф игуру ,  соответственную к в ад р ату  A 'B 'C 'D '  
в ук азан н о й  гомологии.

26. В ы полнить  построение «равностороннего» т р еу го л ьн и к а  A B C  по з а 
данной его стороне А В  в у с л о в и я х ,  ан алогичн ы х  предш ествую щ ей задаче.



ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК

§ 79. Элементарная геометрия у древних греков. 
Первые понятия проективной геометрии.

Вся история развития геометрии дает поучительный пример 
того, как эта наука, материальные корни которой берут свое на
чало из жизненных потребностей человеческого общества (земле
мерие, постройка жилищ, живопись, в дальнейшем фабрично-за
водская промышленность и т. д.), достигла высокого теоретиче
ского уровня, выработала свои специфические и вместе с тем 
весьма общие методы, которые в свою очередь сделали возможным 
новые плодотворные применения геометрии к практическим во
просам.

«Прежде чем прийти к мысли выводить форму цилиндра из 
вращений прямоугольника вокруг одной из его сторон, нужно 
было исследовать некоторое количество реальных прямоугольни
ков и цилиндров, хотя бы и в очень несовершенных формах. Как 
и все другие науки, математика возникла из практических нужд 
людей: из измерения площадей земельных участков и вмести
мости сосудов, из счисления времени и из механики. Но, как 
и во всех других областях мышления, законы, абстрагирован
ные от реального мира, на известной ступени развития отрыва
ются от реального мира, противопоставляются ему как нечто са
мостоятельное, как явившиеся извне законы, с которыми мир 
должен сообразоваться» (Ф. Э н г е л ь с ,  Анти-Дюринг, 1952, 
стр. 37).

Изучение окружающих предметов действительного мира при
водило к установлению геометрических закономерностей различ
ного характера, в частности закономерностей, связанных с изме
рением геометрических тел, или «метрических» закономерностей 
и закономерностей «позиционных», зависящих от взаимного рас
положения тел и их элементов. Эти последние закономерности 
привели к созданию той ветви геометрии, которая получила на
звание «геометрии положения» или «проективной геометрии».

Как увидит читатель из этого очерка, для возникновения и 
развития проективной геометрии большое значение имели стрем
ления человечества в различные исторические эпохи своего су
ществования изображать окружающие предметы на каких-либо 
поверхностях. Попытки изображений, зарисовок имеют более древ



нее происхождение, чем возникновение письменности. Рисунки 
на примитивных предметах первобытного инвентаря, стенная жи
вопись и живопись на вазах, иконопись и тому подобные изобра
жения отражали быт, верования людей, а также их эстетические 
стремления.

Поэтому понятно, что первые зачатки и идеи будущего геоме
трического учения о соответствии точек изображаемого объекта 
с точками его изображения на плоскости или какой-либо поверх
ности относятся к глубокой древности. Эти древнейшие изобра
жения постепенно развивались, и подмеченные правила послужи
ли началом для образования метода проекций, следы которого можно 
видеть уже у многих греческих математиков. В частности, отметим 
«Оптику» Евклида и Гелиодора в III  в. до нашей эры и стерео
графическую проекцию, открытую Гиппархом в 161— 126 гг. до 
н .э .1. Геометрия достигла в древней Греции блестящего развития 
как со стороны фактического материала, так и в смысле подведе
ния некоторого теоретического фундамента. В этом отношении 
особенно замечательная роль принадлежит «Началам» Евклида, 
в которых была сделана попытка систематизировать весь накоп
ленный геометрический материал и построить его на основе вы
деленных в начале аксиом, постулатов и определений. Что же 
касается геометрических фактов, то каждый школьник в курсе 
элементарной математики слышит о теореме Пифагора (VI в. до 
н. э.), луночках Гиппократа (V в. до н. э.), постулате Евклида 
(III в. до н. э.), теореме Птолемея (II в до н. э.) и т. п.

Одним из самых замечательных достижений греческих гео
метров является разработанная ими элементарная теория кони
ческих сечений. Открытие этих кривых приписывается Менехму 
(IV в. до н. э.), ученику Платона, который, одчако, не заметил 
их стереометрического происхождения как сечений конуса вра
щ ения2. Сочинения, специально посвященные коническим сече
ниям, были написаны Аристеем (IV в. до н. э.), Евклидом (III в. 
до н. э.) и Аполлонием Пергским (250— 190 гг. до н. э.).

Последний написал «Конические сечения» в восьми книгах. 
Это сочинение «можно назвать венцом всей греческой геометрии» 
(Ващенко-Захарченко). В нем содержится систематическое учение 
о конических сечениях, в частности свойства сопряженных диа
метров, асимптоты гиперболы и др. Помимо большого количества 
нового фактического материала, следует отметить принципиальную 
и методологическую ценность работы Аполлония. Так, он первый 
получил все три вида конических сечений на одном и том же ко
нусе, рассматривая не только конусы вращения, но и косой 
конус с круговым основанием. Кроме того, он считал его состоя
щим из двух полостей. Наконец, ему же принадлежат и самые

1 Некоторые историки приписы ваю т  эту работу Птолемею.
2 См.: Ц а х а р и а с ,  Введение в проективную  геометрию, 1922.



названия: эллипс, парабола и гипербола, хотя некоторые из них 
употреблялись и другими греческими математиками.

Следует отметить, что Аполлонию были известны гармониче
ские свойства полного четырехугольника.

В богатом наследстве древних греков мы отметим еще те ра
боты и отдельные факты, которые послужили для дальнейшего 
развития геометрии в проективно-синтетическом направлении. 
Сюда относятся главным образом сочинение Паппа (III в. н. э.) 
и отчасти Серена (II в. н. э.) и Менелая (I в. н. э.). Сочинение 
первого носит название «Математические коллекции» и состоит 
из восьми книг. Впрочем, из них сохранились до нашего времени 
только шесть последних и небольшой отрывок из второй книги. В этой 
работе имеются первые начатки понятия об инволюции, и в частности
об инволюционном соотношении трех пар точек, которое затем много 
позднее было открыто Дезаргом. Паппом было также доказано пред
ложение, являющееся частным случаем теоремы Паскаля о шести
угольнике, вписанном в коническое сечение, а именно тот случай, 
когда коническое сечение представляет собой пару прямых. Сере
ном написано сочинение «О сечении цилиндра и конуса». Он дал 
теорему, которая на современном математическом языке может 
быть выражена так: «При пересечении гармонического пучка 
прямой линией получаем на ней гармонический ряд точек».

Теорема Менелая о трансверсалях в треугольнике и в настоя
щее время помещается в учебниках по элементарной, аналитиче
ской или проективной геометрии1.

§ 80. Учение о перспективе в эпоху Возрождения.

Хотя уже древние греки и римляне достигли некоторых успе
хов в перспективе, но настоящий расцвет ее относится к эпохе 
Ренессанса и совпадает с блестящим периодом в истории живо
писи.

Так, Альбрехт Дюрер (1471— 1528) написал труд, посвящен
ный исследованию законов перспективы и изданный в 1525 г. 
в Нюрнберге. В этом сочинении он рассматривает плоскость, 
пересекающую пирамиду лучей, направленных из точки зрения 
к различным точкам предмета (картинную плоскость), и пользует
ся методом ортогональных проекций (план и вертикальная про
екция).

Дюрер пользовался также «точками расстояний» (Distanzpunk- 
ten) для построения масштаба глубин. После него очень многие 
немецкие живописцы писали о перспективе.

В первой половине XV в. в Италии целый ряд художников 
и архитекторов применяют в своем искусстве правила перспективы.

1 У М енелая теорема была дана дл я  сферического т р еу го л ьн и к а ,  пересе
каемого  больш им  кругом.



Талантливый архитектор и ученый Альберти (1402— 1472) пер
вый написал книгу о перспективе (как предполагают, около 1446 г.), 
которая была издана на латинском языке в 1511 г. под назва
нием «De Pittura».

В этом сочинении Альберти описывает способ построения пер
спективы при помощи сетки, имеющий большое практическое зна
чение. Он применяет в своих построениях также масштабные 
точки, в которых должны сходиться диагонали квадратов. Д ока
зательства этого свойства масштабных точек он не дает, мно
го раз замечая, что тем, которые не понимают справедливости 
его построений с первого взгляда, никакое красноречие не по
может.

Разносторонний гений Леонардо да Винчи (1452— 1519) про
явил себя и в области перспективы. Леонардо написал системати
ческое, превосходное для своего времени изложение законов пер
спективы под заглавием «Тrattato della Pittura».

Величайшие мастера итальянской живописи, как Рафаэль 
Микеланджело, Тициан, Веронезе и другие, применяют в своем 
искусстве правила перспективы. При этом Рафаэль и Микеланд
жело придерживаются их особенно строго, в то время как, 
например, Веронезе допускает значительные отступления. Так, в 
его картине «Брак в Кане» имеется семь точек зрения и пять 
линий горизонта.

С научной стороны особенное значение имело сочинение о пер
спективе, написанное Гвидо Убальди в 1600 г. В этом сочинении раз
работано общее учение о точках схода, которые Убальди назвал 
puncti concursi; даны 23 правила построения перспективы и сде
ланы первые шаги в установлении понятия коллинеации. Убальди 
занимался также определением натуральных размеров фигур по их 
изображениям, положив этим начало той ветви начертательной 
геометрии, которая в дальнейшем в связи с изобретением фото
графии получила самостоятельное значение и стала называться 
«фотограмметрией». Уже из этого перечисления видно капиталь
ное значение труда Убальди, но оно еще усиливается его исследо
ваниями вопросов рельефной перспективы, построения теней и пр.

Что же касается применения перспективы в русском изобра
зительном искусстве этого периода, то, как можно судить по не
которым миниатюрам из рукописей XVI в., элементы перспективы 
находили свое место в связи с условиями композиции изображе
ния. Развитие перспективных проекций в русском изобразительном 
искусстве шло самостоятельными путями. Русские художники 
XVIII в. (Шибанов, Фирсов, Алексеев и др.) уже вполне владели 
теорией перспективы и применяли ее с большим мастерством.

Блссгящее развитие живописи и архитектуры в эпоху Ренес
санса вызвало громадное внимание к вопросам перспективы и 
в такой степени продвинуло ее теоретическую разработку, что 
значение этих результатов для самой геометрии не замедлило 
сказаться.



§ 81. Период создания проективной геометрии.
Задачи перспективы послу

жили источником замечатель
ных обобщений и положили на
чало проективной геометрии.

В 1636 г. Дезарг написал не
большое сочинение под заглави
ем «Общий метод изображения 
предметов в перспективе» (Па
риж, 1636). В этой работе он 
впервые применяет метод коорди
нат для построения перспектив
ных масштабов. В качестве одной 
из осей он выбирает линию пе
ресечения картинной и предмет
ной плоскостей, второй осью слу
жит перпендикуляр к предметной 

Ж. Дезарг. плоскости, лежащий в картинной
плоскости, а третьей — перпен

дикуляр к картинной плоскости, лежащий в предметной. Следо
вательно, картинная и предметная плоскости служат двумя 
координатными плоскостями, а третья к ним перпендикулярна.

На осях координат наносятся масштабы широт, высот и глу
бин, при этом последний дается в перспективе1.

Другое сочинение Дезарга, посвященное вопросу о пересече
нии конуса плоскостью («Brouillon projet d ’une atteinte aux eve- 
nements des rencontres d ’un cone avec un plan», 1639), было 
утеряно, и только случайно в 1845 г. французский геометр и ис
торик математики М. Шаль нашел у одного парижского букини
ста рукописную копию с этого замечательного труда.

В нем Дезарг впервые рассматривает конические сечения как 
перспективу круга. Благодаря этому все учение о конических се
чениях принимает чрезвычайно простую изящную форму, охваты
вая в одном методе все три вида кривых (эллипс, парабола и 
гипербола). Пользуясь перспективой как общим методом исследова
ния, Дезарг пришел к необходимости рассматривать так называ
емые бесконечно удаленные элементы пространства. Он считал, 
что все параллельные прямые пересекаются в точке, которая 
является таким бесконечно удаленным элементом. Этим шагом 
Дезарг положил начало проективному представлению простран
ства (полное проективное пространство) и сделал возможным изу
чение проективных преобразований.

Наконец, третьим важнейшим результатом работы Дезарга 
является его исследование инволюционного соответствия точек

1 Любопытно, что эта работа п ы т а л а  ряд  ш ш ядок ,  и отнст на которые 
Д езяр г  обьниил,  что он уплати т  100 мнгтолсО тому, к го нйПд п  ош ибку н сто 
мотодС| и 1000 ф раикон тому, к го и р гд 'ю и м  I чучишП мшод



прямолинейного ряда. Здесь и са
мый термин «инволюция» принад
лежит Дезаргу и взят им из бо
танического словаря1. Прямую, 
на которой расположен ряд то
чек, он называет «древом», точ
ку отсчета отрезков — «ство
лом», самые отрезки — «ветвями» 
и т. д.

Дезарг рассматривал инволю
ционное расположение пар то
чек на прямой и ему принадле
жит доказательство весьма общей 
теоремы о том, что пучок коничес
ких сечений, проходящих через 
четыре неподвижных центра, в 
пересечении с прямой дает инво
люцию2. Наконец, необходимо 
упомянуть о теореме Дезарга от
носительно гомологических треугольников, подробно разобранной в 
настоящем курсе (§23). Фундаментальное значение этой теоремы для 
геометрии может быть замечено даже в настоящем кратком курсе.

Работы Дезарга заложили научные основы проективной геомет
рии, поэтому его следует по справедливости считать основололож- 
ником этой дисциплины. «Первые мысли, относящиеся к проектив
ной геометрии, возникли в мастерской техника. Ж ирар Дезарг 
из Лиона — отец новой синтетической геометрии — был архитек
тор и инженер, интимный друг знаменитого философа и мате
матика Декарта»3.

Сочинение другого выдающегося французского геометра П аска
ля появилось в виде афиши, которая должна была привлечь вни
мание к его основной работе о конических сечениях. Свой первый 
труд Паскаль назвал «Опыт исследования конических сечений» 
(Париж, 1649). Он написал его в возрасте 16 лет.

В этом замечательном сочинении уже была дана теорема 
о шестиугольнике, вписанном в коническое сечение, которая но
сит имя Паскаля. Последний предполагал разработать полную 
теорию конических сечений и, по свидетельству Ш аля, получил 
из своей теоремы, которую он называл Hexagram m a m ysticum, 
до 400 следствий. Значение этой теоремы для теории конических 
сечений чрезвычайно велико, так как она устанавливает проектив
ную связь шести точек конического сечения. Если пять из этих то
чек считать данными, то они определяют коническое сечение, и лю-

1 Слово «инволюцня» означает  скрученное  состояние молодых л и стьев .
2 Частным случаем этой теоремы я в л я ется  ин волю ц ия,  об р а зо в а н н а я  п у ч 

ком окруж ностей .
1 Ц  а х а р и а с, Введение в проективн ую  геометрию, стр. 9.



бая шестая точка («текущая») дол
жна удовлетворять некоторому усло
вию, которое и выражает теорема 
Паскаля. Таким образ м, эту теорему 
можно рассматривать как своего ро
да «проективный эквивалент» урав
нения конического сечения.

Необходимо отметить, что внима
ние математиков этого периода было 
привлечено к новым методам иссле
дования геометрических вопросов. 
Речь идет об аналитической геометрии, 
разработанной главным образом Фер
ма (1590— 1663) и Декартом (1596— 
1650). Этим объясняется некоторое 

Ж- В. Понселе. замедление в дальнейшем развитии
проективно-синтетического направления геометрии. Однако через 
полтораста лет после смерти Дезарга и Паскаля (последний умер 
в 1662 г., а Дезарг на год раньше) наступает новый творческий 
период в области проективной геометрии, о котором идет речь 
далее. Особенно выдающееся значение для проективной геометрии 
имели работы французского геометра Ж ана-Виктора Понселе 
(1788— 1867). Основное сочинение Понселе носило название 
«Трактат о проективных свойствах фигур, труд полезный для 
лиц, занимающихся приложениями начертательной геометрии 
и геометрическими измерениями на земной поверхности» 
(1822).

В этой работе, выполненной во время пребывания в русском 
плену в Саратове (с весны 1813 г. до осени 1814 г.), Понселе, 
подобно Дезаргу и Паскалю, пользуется центральной или кони
ческой проекцией для исследования геометрических свойств фигур. 
Так, изучение конических сечений приводится к окружности, изуче
ние четырехсторонника — к параллелограмму и т. д. Исходя 
из операций проектирования и пересечения, Понселе рассматрива
ет те свойства фигур, которые остаются неизменными (инвариант
ными) при этих операциях, т. е. проективные свойства. К ним 
относятся как «графически-проективные», так и «метрически-проек- 
тивные» свойства. Последние связаны с понятием так называемо
го «двойного отношения», которое Понселе рассматривал для 
гармонических четверок (т. е. в случаях, когда двойное отношение 
равно — 1).

Понселе подверг изучению пространственные гомологии и ввел 
понятие бесконечно удаленной прямой как линии пересечения 
двух параллельных плоскостей.

Наконец, Понселе разработал учение о полярном соответствии 
точек и прямых и применил его к исследованию свойств 
фигур.

Честь этого открытия вместе с Понселе разделяет Жергонн,



которому принадлежит и самый 
термин «поляра»1. Жергонн приме
нил в своих исследованиях прин
цип двойственности, являющийся 
одним из плодотворнейших мето
дов новой геометрии.

Именно благодаря этому ме
тоду Брианшон (1906) получил 
свою теорему об описанном шести- 
стороннике, двойственную теоре
му Паскаля. Заметим также, что 
Брианшону принадлежит термин 
«гармонические пары».

Упомянем еще о «Геометрии 
положения» (1803) французского 
геометра Карно, в которой он вы
водит понятие полного четырехсторонника. Таким образом, были 
заложены основы новой, или проективной, геометрии как самосто
ятельной дисциплины.

Следует упомянуть также о начертательной геометрии, создан
ной главным образом трудами крупнейшего французского геомет
ра Гаспара Монжа.

Монж был современником Великой французской революции, 
занимал одно время пост морского министра и был основателем 
знаменитой Политехнической школы. Метод ортогональных проек
ций на две плоскости был вызван к жизни развитием техники, 
теми многочисленными практическими задачами, которые требова
ли геометрического чертежа. Таковы различные вопросы архитек
туры, фортификации, обделки камней, гномоники и т. п. Метод 
Монжа и до сего времени остается основным приемом построения 
инженерно-технических чертежей.

Только после Монжа, собравшего в стройное целое отдельные, 
весьма частные приемы начертательной геометрии, последнюю 
можно рассматривать как самостоятельную дисциплину, имеющую 
не только большое практическое, но и теоретическое значение. 
Вот что говорит об этом М. Шаль («История геометрии», стр. 240): 
«С появлением начертательной геометрии мгновенно расширилась 
как по понятиям, так и по средствам остававшаяся около века в 
пре [ебрежении чистая геометрия — наука, прославившая Евклида, 
Архимеда, Аполлония, бывшая в руках Галилея, Кеплера, Пас
каля, Гюйгенса единственным орудием при их великих открытиях 
законов природы, наконец, наука, породившая бессмертные «Prin- 
cipia» Ньютона».

Существенное значение для развития проективной геометрии 
имело сочинение Мебиуса «Барицентрическое исчисление» (Лейп
циг, 1827). В нем исследование проективных свойств фигур полу-

1 Введенный им почти одновременно с математиком Сервуа  (1810).



чило полную общность. Так, 
Мебиусом была доказана проектив
ность двойного отношения четы
рех точек на прямой. Он пришел 
к понятию взаимно однозначного 
соответствия (или преобразова
ния) на плоскости и в простран
стве, рассматривая, в частности, 
такие преобразования, которые яв
ляются коллинеациями, т. е. от
носят точке точку, а прямой—- 
прямую. Но вместе с тем он рас
сматривает также и корреляции, 
т. е. преобразования, относящие 
точке прямую, а прямой — точку. 
Примером таких преобразований 
являются взаимно полярные пре
образования точек в прямые и об
ратно относительно данного ко
нического сечения.

Таким образом, Мебиус установил с полной общностью понятие 
проективитета как взаимно однозначного соответствия плоских по
лей. Вскоре после выхода в свет работы Мебиуса было опублико
вано классическое сочинение Штейнера (1769— 1863) под доволь
но длинным заголовком, начало которого гласило: «Систематиче
ское изложение зависимости геометрических фигур одна от дру
гой...» (Берлин, 1832).

В нем были даны замечательные теоремы (прямая и обратная) 
относительно образования конических сечений при помощи двух 
проективных пучков и, следовательно, впервые было найдено такое 
их определение, которое зависит лишь от равенства двойного 
отношения пучков и не опирается на метод проекций в простран
стве. Развивая свою мысль, Штейнер дал методы проективного 
образования конуса и поверхностей второго порядка, простран
ственных кривых третьего порядка, поверхностей третьего поряд
ка и т. д.

В своем изложении Штейнер пользуется принципом двойственно
сти, открытым Понселе и Жергонном, и пишет теоремы в два столбца.

Упомянем еще об его известной работе, посвященной вопросу 
о геометрических построениях, выполняемых одной линейкой, 
если в плоскости чертежа дан постоянный круг. Эта работа 
Штейнера, как и работа итальянского геометра Маскерони «Гео
метрия циркуля» (1797), навсегда останется классическим трудом 
в области геометрических построений1.

1 К а к  установлено  в последнее врем я ,  геометрические построения, вы
полняемые одним циркулем , были описаны зн ачи тельно  ранее  датским мате
матиком Георгом Мором в его книге « Е вклид  по-датски» (1672) (см. БСЭ, т. 10).

Н . И. Лобачевский.



Почти одновременно со Штейнером и независимо от него обо
снование и развитие проективной геометрии на основе двойного 
отношения было дано уже упоминавшимся ранее М. Шалем, ра
бота которого под названием «Трактат о высшей геометрии» появи
лась в 1852 г. В других сочинениях Шаль обосновал так называ
емую «теорию характеристик». Он показал, в частности, что чис
ло конических сечений, касающихся одновременно пяти данных 
конических сечений, равно 3264.

В историческом очерке проективной геометрии нельзя обойти 
молчанием выдающегося значения для развития геометрической 
мысли работ великого русского ученого Николая Ивановича Л о
бачевского (1793— 1856). Лобачевский впервые построил геомет
рию, логически столь же безупречную, как и геометрия Евклида, 
и в то же время существенно отличную от нее, основанную на 
допущении аксиомы, противоположной евклидовой аксиоме о парал
лельных. Этим была разрушена наивная вера в евклидову гео
метрию как единственно возможную, независимую от действитель
ного мира и его опытного познания, априорную геометрическую 
систему.

Идеалистическому учению Канта был нанесен сокрушительный 
удар. Лобачевский проводил в своих работах материалистическую 
идею о том, что абстрактная геометрическая система отражает 
свойства действительного мира и ее применимость проверяется 
опытными данными.

После открытия Лобачевским неевклидовой геометрии стало 
развиваться стремление изучать и другие возможные геометриче
ские системы (абстрактные геометрические «пространства») и со
ответствующие им свойства или явления действительного мира.

В дальнейшем это движение нашло свое выражение в построе
нии различных геометрических систем, каждая из которых харак
теризуется присущей ей группой преобразований (Клейн). Источни
ком всех этих идей явилось великое открытие Лобачевского, ко
торого называли «Коперником геометрии» (Клиффорд), отмечая 
его выдающуюся роль в развитии науки.

Но, возвращаясь к нашему краткому очерку развития синте
тической, проективной геометрии, мы остановимся теперь на том 
ее периоде, когда дальнейшее стремление к теоретической общно
сти толкало геометров к новым абстракциям, к попыткам совершенно 
освободиться от метрических понятий при построении основных 
принципов и положений проективной геометрии.

Основное значение в этом новом методологическом направлении 
имеют работы немецкого геометра X. Штаудта (1798— 1867), издан
ные им под заглавиями: «Геометрия положения» и «Материалы 
для геометрии положения» (в 1847 г. и 1856— 1860 гг.).

Вместо того чтобы основывать проективное соответствие на 
равенстве двойных отношений, содержащих метрические понятия, 
Штаудт принимает в качестве исходного пункта понятие гармони
ческой четверки, которое может быть установлено чисто геомет-



рически с помощью полного четырех* 
угольника. Определение двух проек
тивных рядов получает у него сле
дующий вид:

Два ряда (пучка) называются 
проективными, если они приведены 
во взаимно однозначное соответствие 
так, что каждой гармонической груп
пе одного соответствует гармоничес
кая группа другого.

Основной вопрос заключается в 
том, совпадает ли это определение 
Штаудта с определением проективите
та как цепи перспектив или, иначе, 
равны ли при этом двойные отноше
ния любых соответственных четве
рок элементов (§ 47)? Штаудт дал ут- 

X. Штаудт. вердительный ответ на этот вопрос.
Он доказал (не вполне строго) следующую теорему, которая на
зывается основным предложением проективной геометрии:

Если два проективных ряда (пучка) имеют три элемента со
ответственно общих, то они имеют и остальные свои элементы 
соответственно общими.

Основное предложение Штаудта особенно интересовало гео
метров с аксиоматической стороны (в частности, этим вопросом 
занимались К- А. Андреез, А. К- Власов и др.), при этом было 
выяснено, что для строгого его доказательства необходимо вве
дение аксиомы непрерывности.

Штаудт поставил задачу построения геометрического алгорит
ма, совершенно свободного от всяких метрических понятий. Он 
создал своеобразное «проективное исчисление», в котором роль 
чисел играют четверки элементов формы первой ступени, называе
мые им «вурфами».

Исследованием метода Штаудта и, в частности, распростране
нием ею  на формы высших ступеней занимались после Штаудта 
многие математики. Существенные результаты в этой области 
в наше время были получены московской математической школой, 
и в частности проф. А. К- Власовым и проф. Н. А. Глаголе
вым (см. § 82).

Успехи в чисто геометрическом обосновании проективной гео
метрии вызвали новую гениально смелую мысль о возможности 
построить проективным путем и самую метрическую геометрию. 
Отдельные намеки на эту идею можно проследить уже у фран
цузских геометров (Понселе, Шаль), которые пользовались рас
смотрением бесконечно удаленных элементов для разыскания мет
рических свойств в проективной форме1. Но полнее решение зада

1 Простейшим примером этого рода я в л я ется  деление отрезка п о п о л а м , 
если одна из точек гармонической четверки о казы вается  бесконечно удаленной.



чи было найдено в работах Кэли 
(1821 — 1895) и Клейна (1849—
1925), которыми было построено 
так называемое «проективное ме
роопределение». Суть его заклю
чается в том, что метрические 
свойства фигур можно рассматри
вать как проективные отношения 
их к особым геометрическим об
разам, называемым «абсолюта
ми». Так, абсолютом на плоскос
ти являются мнимые круговые 
точки несобственной прямой. Эта 
новая концепция оказалась на
столько общей, что она охватила, 
кроме евклидовой, и другие (не
евклидовы) геометрические систе
мы.

Общие взгляды Клейна на геометрию были сформулированы 
им в знаменитой «Эрлангенской программе»1. В этом сочинении 
он высказал мнение, что геометрия представляет собой учение 
о преобразованиях, образующих группы.

Клейн показал, что каждая геометрическая система может 
быть охарактеризована свойственной ей группой. Так, группу 
проективной геометрии образует совокупность {К} всех коллине- 
арных преобразований проективного пространства в себя. Группу 
аффинной геометрии образуют лишь те коллинеацин {А} прост
ранства, которые преобразуют несобственную плоскость в себя. 
Наконец, группу метрической геометрии (главная группа, по вы
ражению Клейна) образуют те коллинеации {М} пространства, 
которые не изменяют его абсолюта. Задачей геометрии является 
изучение свойств этих групп и их инвариантов.

Общность точки зрения Клейна особенно усиливает ее прин
ципиальное значение для геометрии2.

§ 82. Труды отечественных ученых в области 
проективной геометрии.

Одним из первых русских ученых, посвятивших свою научную 
деятельность в значительной степени вопросам проективной гео
метрии, был проф. Московского университета Василий Яковлевич 
Цингер (1836— 1907). В. Я. Цингер читал курс проективной гео
метрии в Московском университете, сплачивая вокруг себя мно-

1 Русский перевод проф. Синцова  под заглавием  «Сравнительное о б о зр е 
ние новейших геометрических исследований» помещен в «Известиях физ .-м ат.  
общества при К азан ском  университете», т. V.

2 О днако  не следует дум ать ,  что схема К лейна  я в л я е т с я  всеобъемлющей; 
так, например, она не охваты вает  геометрические системы на произвольных 
поверхностях  евклидова  пространства .



гочисленных учеников, увлекавшихся геометрией. Среди них были 
известные, впоследствии выдающиеся геометры К. А. Андреев, 
Б . К- Млодзиевский и А. К- Власов.

В. Я- Цингера следует считать основателем московской геомет
рической школы. Н. Е. Ж уковский в своем докладе, посвящен
ном памяти В. Я- Цингера, говорил: «Мы чествуем память мате
матика, которого по справедливости можно назвать главою рус
ской геометрической школы». О том же говорил профессор 
Б. К- Млодзиевский, который в своих воспоминаниях о В. Я. Цин- 
гере замечает, что «большое значение придавал он также точным 
и отчетливым чертежам и моделям, как необходимому пособию 
геометрического преподавания. Сам искусный чертежник, он тре
бовал и от учеников правильного и отчетливого изображения гео
метрических форм»

В вопросах основания геометрии В. Я. Цингер не был свобо
ден от идеалистических воззрений и считал, что аксиомы геомет
рии созданы человеком независимо от его практической жизни 
и окружающего действительного мира.

Среди учеников-проективистов В. Я. Цингера следует прежде 
всего назвать Константина Алексеевича Андреева (1848— 1921). 
Воспитанник Московского университета К. А. Андреев был остав
лен при университете для подготовки к профессорскому званию. 
Свою преподавательскую деятельность он начал в Харьковском 
университете, где в это время работали такие выдающиеся мате
матики, как А. М. Ляпунов и В. А. Стеклов.

В 1875 г. К. А. Андреев защитил магистерскую диссертацию 
«О геометрическом образовании плоских кривых», а затем в 
1879 г .—докторскую диссертацию «О геометрических соответствиях 
в применении к вопросу о построении кривых линий». В этих 
работах К- А. Андреев исследует многозначные проективные со
ответствия форм первой ступени и использует их для построения 
алгебраических кривых высших порядков.

В другой работе К- А. Андреев рассматривает круговые много- 
сторонники и устанавливает ряд их интер сных свойств. Круго
выми многосторонниками называются фигуры, образованные ду
гами окружностей, проходящих через одну точку. Каждые две 
окружности, помимо упомянутой общей точки, имеют еще одну 
точку пересечения, которая и является вершиной кругового мно- 
госторонника.

Результаты К. А. Андреева опубликованы в статье «Вывод 
одного общего свойства многосторонников» («Математический сбор
ник», т. VI, 1873).

В работе «Семиугольники Шретера» («Сообщения Харьковско
го математического общества», 1889) К. А. Андреев дает новое 
изящное доказательство теоремы Шретера в следующей форму
лировке:

«Если около конического сечения описан семиугольник, то, 
соединяя прямыми линиями по порядку каждую вершину со сле



дующей за нею после двух пропу
щенных, будем иметь, что точки пе
ресечения каждой из этих прямых 
со следующей в том же круговом по
рядке лежат на некотором другом 
коническом сечении».

К. А. Андреев занимался так 
называемыми «многоугольниками Пон- 
селе», т. е. многоугольниками, опи
санными около одного конического се
чения и вписанными в другое. Этим 
вопросам посвящены две работы 
К- А. Андреева, опубликованные в 
«Сообщениях Харьковского матема
тического общества» (1884).

Кроме того, К. А. Андре
евым создана весьма оригинальная 
работа «К вопросу о конфигура
циях» («Сообщения Харьковского
математического общества», 1891), в которой автор исследовал 
свойства конфигураций, образованных из 2Л-1 точек и 2я-1 
плоскостей, причем в каждой плоскости лежит п точек и через 
каждую точку проходят п плоскостей.

Выдающаяся научная деятельность геометра-проективиста 
проф. К. А. Андреева была отмечена избранием его в члены-кор
респонденты Российской Академии наук (1884). Он в то время 
вел большую преподавательскую работу сначала в Харьковском, 
а затем в Московском университете. В последнем он занимал 
профессорскую кафедру с 1898 по 1917 г. В итоге этой деятель
ности К- А. Андреев оставил ряд учебных пособий для универ
ситетов, среди которых следует отметить «Основной курс анали
тической геометрии» и «Сборник упражнений по аналитической 
геометрии».

В 1897 г. вышел в свет обстоятельный курс проф. Киевского 
университета Михаила Егоровича Ващенко-Захарченко (1825— 
1912) под названием «Проективная геометрия». Этот курс содер
жал основной материал по проективной геометрии, включая про
ективные соответствия форм первой ступени первого и второго по
рядков, коллинеарные и коррелятивные преобразования форм вто
рой п третьей ступени, проективное образование поверхностей и 
связок плоскостей второго порядка и теорию полярного преобра
зования на плоскости и в пространстве и др.

Капитальная работа М. Е. Ващенко-Захарченко имела боль
шое значение в деле популяризации идей проективной геометрии. 
«Едва ли какая-нибудь часть геометрии, — писал М. Е ., — имеет 
такое громадное практическое приложение, как проективная гео
метрия; упомянем только о графической статике, которой основа
нием служит эта часть геометрии».

К. А. Андреев.



Из других сочинений М. Е. Ващенко-Захарченко укажем его 
фундаментальную «Историю математики», т. I (Киев, 1883), по
священную в основном историческому очерку геометрии, и его 
перевод «Начал» Евклида (с пояснительным введением и толкова
ниями) (Киев, 1880).

Глубокие и оригинальные работы в области проективной гео
метрии принадлежат ученику В. Я. Цингера проф. Московского 
университета Алексею Константиновичу Власову (1868— 1922). 
Магистерская диссертация А. К. Власова «Линейные системы 
конических сечений» была защищена им в 1901 г. и опубликована 
в «Ученых записках Московского университета» (Отдел физ.-ма- 
тем., вып. 18, стр. 1 — 208). В этой богатой содержанием работе 
автор не только развивает проективные свойства линейных систем 
конических сечений, но и впервые дает исследование их метри
ческих свойств, рассматривая их строение относительно несобст
венной прямой и мнимых круговых точек, т. е. относительно абсо
люта плоскости. В своей докторской диссертации «Полярные си
стемы высших порядков в формах первой ступени» («Ученые 
записки Московского университета», вып. 25, стр. 1— 186) А. К- Вла
сов дает построение геометрической теории, соответствующей 
теории алгебраических уравнений и форм. Задачу построения об
разов высших порядков в формах первой ступени А. К. Власов 
решает, определяя эти образы как полярные системы и основы
ваясь на теории «аполярности» образов второго порядка. При 
этом для построения теории полярных систем пятого и шес
того порядков А. К. Власов должен был развить синтетическую 
теорию аполярности в трехмерном и четырехмерном пространст
вах.

А. К- Власову принадлежат также глубокие исследования в об
ласти аксиоматики, в частности аксиоматического значения тео
ремы Паскаля. Он рассматривал аналогичные конфигурации 
в многомерных пространствах. А. К. Власов предпринял попытку 
проективного определения трансцендентных функций lg х и sin х. 
Наконец, занимаясь вопросами проективного обоснования начер
тательной геометрии, А. К- дал новое изящное доказательство 
известной теоремы Польке-Ш варца.

Блестящий лектор, пробуждавший в своих слушателях стрем
ление к научным изысканиям, А. К. Власов сильно содействовал 
развитию интереса к проективной и начертательной геометрии 
у своих многочисленных учеников.

Ученик А. К. Власова проф. Московского университета Нил 
Александрович Глаголев (1888— 1945) успешно продолжал разви
вать те геометрические направления, которые пропагандировал 
его учитель. Наиболее крупной его работой в области проектив
ной геометрии является решение общей задачи проективного ис
числения, начало которому было положено в работах Штейнера 
и Ш таудт Это исследование Н. Л. Глаголен опубликовал п сво
ем упитан и гпч'ким курсе «I Ipoi'KiiiiniiiH гспмггрии» (Москва, 1936)



в главе «Арифметизация проективно
го пространства» (§ 2 и 3 ,стр . 239—
255).

В работе найдены все виды ком
мутативных алгебраических тел, эле
ментами которых являются точки или 
группы точек пространства, а ариф
метические действия выполняются 
при помощи коллинеарных преобра
зований пространства. В 1938 г. была 
опубликована работа Н. А. Глаго
лева, в которой общая задача про
ективного исчисления исследуется в 
n -мерном пространстве («Journal de 
m athematiques pureset appliques», IX,
1938).

Будучи одним из крупнейших уче
ных в области номографии, Н . А. Гла
голев применял проективные методы 
и в этой области. В его книге «Теоретические основы номографии» 
(изд. 2, 1936) полярное преобразование применяется для перехода 
от системы намеченных линий к системе намеченных точек (гла
ва IV). Проективные методы применяются также для упрощения 
построения номограмм.

Следует отметить также, что известный учебник Н. А. Гла
голева по начертательной геометрии («Начертательная геомет
рия», изд. 1, 1936; изд. 2, 1938) в значительной мере опи
рается на геометрические преобразования, проективные и аффин
ные.

В последнее время в Советском Союзе вопросами проективной 
геометрии занимаются многие отечественные ученые, среди ко
торых можно назвать имена акад. А. Н. Колмогорова, профес
соров П. К. Рашевского, Н. В. Ефимова, А. А. Глаголева и др.

Работа А. Н. Колмогорова посвящена обоснованию проектив
ной геометрии1. В ней рассматривается аксиоматика действитель
ного и комплексного проективных пространств с точки зрения 
топологии.

Д ве работы Г1. К. Рашевского, опубликованные в «Математи
ческом сборнике» в 1940 г .2, посвящены исследованию аксиома
тики проективной геометрии на плоскости. В первой из упомя
нутых работ («О единственности проективной геометрии на пло
скости») автор приходит к выводу о том, что роль конфигура
ций Дезарга и Паппа в проективной геометрии на плоскости

l A. Н . К о л м о г о р о в ,  Zur Begriindung der p roiektiven Geom etrie  
[«Ann. of M a th .»  33 (1932)].

2 П . К . P  а ш e в с к и й, «О единственности проективной геометрии на 
плоскости», «О проективной геометрии с новыми конф игурационны м и а к с и о 
мами» («Математич. сборник», т. 8 (50) : 1,2; 1940).

А. К. Власов.



(с аксиомами связи, порядка и не
прерывности) не случайна. Оказы
вается, что всякая попытка потребо
вать выполнения какой-либо иной 
«конфигурационной аксиомы» автома
тически приводит к геометрии с ак
сиомой Дезарга или Паппа. В другой 
работе («О проективной геометрии с 
новыми конфигурационными аксио
мами») П. К. Рашевский рассматри
вает плоские проективные геометрии, 
организованные при помощи аксиом 
связи и одной из конфигурационных 
аксиом, отличных от аксиом Дезарга 
и Паппа.

Н . А. Глаголев. Работы Н. А. Глаголева посвя
щены теории инволюций высших 

порядков1, исследованию кривых третьего и четвертого порядка2, 
вопросам, связанным с геометрическими работами Бурместра3, и др.

Н. В. Ефимовым опубликован обширный курс под названием 
«Высшая геометрия» (ГТТ И ,М .—Л ., 1945), в котором дано ана
литическое и синтетическое изложение проективной геометрии, 
а также ее аксиоматика.

В работах Л. А. Скорнякова дано систематическое и оригиналь
ное изложение теории проективных плоскостей4. В этих работах с 
каждой плоскостью связываются определенные алгебраические об
разования, называемые «тернарами». С помощью этих «тернаров» 
определяются натуральные тела и изучаются их свойства.

В. А. Маневич в своей работе5 (а) дал полное решение проблемы

1 Д и ссер тац и я  на степень  доктора  физ .-матем. наук  (1946), а так ж е  
статья  «Чисто геометрическое определение инволю ции третьего  порядка» 
(Труды  II Всесоюзного съезда математиков, т. I (1936).

2 «Применение плоскостных вурфов к определению пространственной 
кривой четвертого п о р я д ка  первого рода» («Матем. сборник», 32, 1925), «Но
вое определение кривой  третьего порядка» (Д А Н ,  53, 1946).

3 «О построении точек Бурместра»  (Д А Н ,  58, 1947).
4 Л .  А. С к о р н я к о в ,  Н а т у р а л ь н ы е  тела веблен-веддербарновой 

проективной плоскости. «Известия А Н  СССР. М атематика», 13, 1949; е г о  
ж  е. П р аво -ал ьтер нативны е  тела. «Известия А Н  СССР. М атематика», 15,
1951; е г о  ж е ,  Т ео р ия  проективн ы х  плоскостей . «Успехи м атем атических  
наук», т. VI,  вып. 6, 1951.

6 В. А. М а н е в и ч ,  Обобщ енная проблема Кели и связан н ы е  с ней 
вопросы. Д А Н  СССР, т. 143, №  6, 1962 (А. С а у 1 е у, O n  a c o rre spon
dence of points in re la tion  to two tetrahedra  (Proceedings of the London M a th e 
m a t ica l  Socie ty ,  4, 1873); е г о  ж е ,  Т ри  задачи центральной  аксоном етрии .  
«Успехи математических наук», т. X V I I ,  вып. 1 (103), 1962; е г о  ж е ,  
О представлении элементов систем кол л ин еад и й  2-й и 3-й ступени в виде про
изведения двух  по л яр н ы х  соответствий и о некоторых свойствах коллинеа-  
ций, связан н ы х  с этим вопросом, М атематический сб.,  т. 41 (83), №  2, 1957; 
е г о  ж е ,  Комплекс  прям ы х шестой степени, порождаемый тетраэдральны м 
комплексом. Д А Н  СС С Р, 1958, т. 122, №  2.



А. Кели (и ее частных случаев), заключающейся в следующем: даны 
два тетраэдра ABCD  и А 'В ' C D ' .  Найти геометрические места то
чек Р и Р ' , таких, чтобы связки Р (РА,  РВ, PC, PD,  ...) и 
Р ’ (Р' А ', Р ' В ' , Р 'С ' , P D ' , .. .)  были конгруентны. Им же показаны 
(б) приложения этой проблемы к решению задач центральной ак
сонометрии. Кроме того, он показал чисто синтетически (в), что про
извольная коллинеация в пространстве представляется в виде 
произведения двух полярных соответствий. В другой его статье (г) 
изучены свойства комплекса шестой степени, порожденного тетра
эдральным комплексом.
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— эллиптическое  135 
С о пр яж ен ны е  элементы полярного

соответствия 238
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Э л л ип с  31— 39 
Э ллипсоид  56 — 60
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