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СУЗ БО Ш И

Ушбу китоб 1993 (I том) ва 1995 (II том) йилларда 
укув кулланма сифатида чоп этилган «Математик анализ 
курсидан мисол ва масалалар туплам»ларининг давоми 
булиб, у комплекс узгарувчили функцияларнинг анализи 
буйича мисол ва масалаларни уз ичига олади.

Бу китобда хам аввалгиларидаги анъаналар, жумладан 
таърифлар, теоремалар, тасдик^ар киска, аник ва равон 
булишига, уларга дойр мисол ва масалаларни ечиб курса- 
гишда дастлаб содда ва муайян тасаввур \оси л  килинган- 
лан кейингина мураккабларини ечишга утилишига ало- 
\ида эътибор бердик.

Мисол ва масалаларни шар\лаб, уларни ечиб курса- 
тишдан кузланган максад, бир томондан, комплекс ана­
лиз курсидан олинган назарий билимлардан мисол ва 
масалаларни ечишда фойдалана борилишини намойиш  
килиш булса, иккинчи томондан, табиий фанларга оид 
масалаларни ечишга тайёрлашдан иборатдир.

Маълумки, \акик,ий ва комплекс узгарувчили ф ун к­
циялар анализи орасида ухшашликлар ва тафовутлар бор. 
Виз мазкур китобнинг \а р  бир бобида келтирилган мисол 
ва масалаларда ана шу ухшашликлар ва тафовутларни анг- 
латиб боришга ^аракат килдик. Айни вактда комплекс ана- 
лизга хос булган усуллар ало \и да  таъкидланди ва улар 
ёрдамида алгебра ва \ак,ик,ий узгарувчили ф ункциялар  
анализининг айрим масалаларини (масалан, чегирмалар 
ёрдамида аник, интегралларни \исоблаш ) содда \ал  эти- 
лиши курсатилди.

Мазкур ки гоб университетлар ва педагогика институт- 
лари талабалари учун мулжалланган булиб, укув адабиёти 
Лавлат таълим стандартининг бакалавр мутахассислиги 
Б .01.01.00 — «Математика», Б.01.02.00 — «Татбикий ма­
тематика ва информатика» ва Б.01.03.00 — «Механика» 
йупалишларига мос келади.
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Кулланма олти бобдан иборат булиб, унда комплекс 
сонлар, комплекс аргументли ф ункциялар , элементар 
функциялар ва улар ёрдамида бажариладиган конформ 
акслантириш лар , ком плекс  аргументли ф у н к ц и я н и н г  
интеграл и, каторлар, чегирмалар назарияси мавзулари 
баён этилган.

Кулланмада 161 та мисол ва масалалар батафсил ечим 
билан таъминланган \амда 2076 та мисол ва масалалар 
мусгак,ил ечиш учун тавсия этилган.

Кулланма цулёзмасини ук,иб, унинг мукаммагиашишига 
уз \иссаларини кушган Тош кент давлат у н и в е р с и т е т  м а­
тематик анализ кафедраси аъзоларига муаллифлар уз мин- 
натдорчиликларини билдирадилар.



/  б о б  

К О М П Л Е К С  СО Н Л А Р

1-§. Комплекс сон тушунчаеи. 
Комплекс сонлар устида амаллар

Комплекс сон тушунчаеи укувчига алгебра курсидан 
млълум. Мазкур курсда аргументи комплекс узгарувчи 
йулган функцияларга дойр мисол ва масалалар билан шу- 
. > лланишимизни эътиборг а олиб. комплекс сонлар гуф и- 
csnai и маълумотларни келтирамиз.

Маълумки, комплекс сон

С =-- X  +  /г ( ! )

куринишда ифодаланади, бунда .V ва у лар >чак,ик,ий сон- 
1 лр, / аса ( — 1) мав\ум бирликдир.

Одатда х  чак,икий сонга z комплекс соннинг щиций  
кнелгы дейилиб, у Rec каби белгиланади:

л =  Re<;

I Re — лотинча realis — «х.ак.шдий» деган маънони англа- 
тувчи суздан олинган).

у  \аки ки й  сонни эса z комплекс соннинг мав,\ум к,ис- 
ми дейилиб, у Iт ; :  каби белгиланади:

у =  1т~

d m  — лотинча imaginarins — «мав.\ум» деган маънони анг­
ла гувчи суздан олинган).

Агар (1) да у=0 булса,

г =  х + г 0 — л

булиб, z \ак,ик,ий х  сонга тент булади.
Агар (1) да х=0 булса,

Z = 0+/у =  iy

булиб, бу \олда с соф мавхум сон булади.
(1) да а'—0, у = 0 булса, г комплекс сон 0 га тент бу- 

лали.
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Иккита

z>= xt + 'Уг z2=x2+iy2 (2)
комплекс сонлар берилган булсин.

Агар (2) да х = х 2, у х=-уг булса, у \олда г, ва г2 комплекс 
сонлар бир-бирига тенг дейилади ва z,= z2 каби 'ёзилади.

Агар (2) да x2= x |t у2= —у, булса, у х,олда z комплекс 
сон г, га кушма комплекс сон дейилади ва z { каби белгила­
нади. Демак,

г =  x+ iy  булса, z = х  + iy = х  -  iy булади.

М асалан , z = 5 + ■* / к о м п л е к с  с о н н и н г  к у ш м ас и  

z = 5 - \ i  булади, z ~ 2 ~ 3 i  комплекс сон н и н г  куш мае и 

Z = 2 + 3/ булади.

Энди комплекс сонлар устида амалларни келтирамиз.
Иккита
с,—jc, + />’, ва Zj—x 2+iy2 комплекс сон берилган булса, 

ушбу (a'|+ x !)+/(j,+.v2) йигинди хам комплекс сон булиб, 
с, ва z.n комплекс сонларнинг йигиндиси дейилади ва 
каби белгиланади:

комплекс сон на z, комплекс сонларнинг купайгпмаси 
дейилади ва z;z,, каби белгиланади:

Zt'Z~ купайтма (.v, Ъу.)-(х2+/>,) ифодани хадма~хад купай- 
гиришдан хосил булишини куриш кийин эмас:

(А-,+ iy ,) ■ (X,+ iy,)= x{x 2+ xt ■ iy2+ iy  ̂-x2+iJy ty  =
( V . A .  Г V. )  4 /(.Y..V. • V .V. I.

Купайтириш амали куйидаги хоссаларга эга:
1°. Zi'Zi-Zi'Z! (коммутативлик).
2°. ^ ( zV2_,)=(^^2)2, (ассоциативлик).

г | +г2=(А'| +А ,)+ /(y t+y2).

Кушиш амали куйидаги хоссаларга эга:
I + ^ = г ,+ г | (коммутативлик).
2°. z, +(z2 + zj= (z, +z2)+z, (ассоциагивлик).

(х, х 2--у, у ::)+ «х.у: + у .х :)

= (Л ', V .Г у . )  + П\ V + ГЛ.) .
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3°. +С:)ч-!=С|С; + : Г:, (дистрибутивлик).
Ушбу

a~i a’2 + .>’i ->'2 I / >'i-v:2 2 1 ">*2 ~*~У2 *2 *У2

комплекс сон ва комплекс сонларнинг нисбати дейи- 

.чади на ~  каби белгиланади. ~  = нисбатни \исоб-

дашда каернинг еурат ва махражини - ,=v ,—/у, га купайти- 
рилади:

Ч_ _  л'| +0 | _  (л'| + '>’| )(Л '2~/У2) _  Л-|Л'. +.У|_> j j V|.Vj -A'i.V; 

ч> Х2+1У: (Л'2 + 0'2 >(Л'2-/.1'2 ) .Vj + VJ ,V|+.Vf

Бирор ’ комплекс сон берилган булсин. Ушбу

Z ■ Z-...-Z 
п та

комплекс сон z комплекс соннинг п — даражаси дейила- 
ди на z" каби белгиланади:

z" = z- Z--..-Z 
п та

1 - м и с о л .  Ушбу

'i = 1 + i-J3, z.i = I — / л / з

комплекс сонларнинг йигиндиси, айирмаси, купайтмаси 
ва нисбатини топинг.

Юцорила ке.чтприлган к,оидалардан фойдаланиб топа- 
мич:

'| 4 С ,  =  1 +  /л /3  +  1 — /л/3 =  (1 +  1) +  ( л / з  — л/3 )/ =  2 ,

с ,  -  С ,  =  1 +  / У з  -  1 +  /л /з  =  (1 -  1 )  +  ( л / з  +  л / з ) /  =  2 - У з / ,

=  (1 +  / л / з  ) (1  -  / л / з ) =

=  ( 1 1  -  л / 3 ( - У З ) )  +  /(1 • ( - л / з  ) +  л / з  1) =  4  +  / 0  =  4 ,

~i _ 1 г/уз _ 11+л/з(-Уз) j У ' 1 I ( -Уз)
О ” I -/л/з ~~ I2 -(-л/з)? 12+( -Уз г



2 - м и с о л .  Ушбу

I ' '  • <! • /У3)‘1-/

ифоланинг к,ийматини топинг.
A l ap

!±! = <| + />2 _ 1 + 2; + / ’ _ и  _ •
I-/ (I-/X1+/) 1_/2 2 ’

\амда

(1 + / Л ) 2 = I + 2л/з/ + Зг  = -2  + 2л/3/

булишини эътиборга олсак, унда

| ~  + (1 + /л/3 )2 = / -  2 + 2S i  = -2 + (I + 2л/3)/

эканлигини топамиз.
3- м и с о л . Ушбу

a) zi + г> - 1 \  + г2,

б) 1̂ 22 = ■ z2

тенгликларнинг уринли булишини курсатинг. 
Айтайлик,

z r x i+ iy>’ z2= x 2+'У:
булсин. Унда

г, = х, -  /у ,, г2 = х 2 -  /у,

булади. Равшанки,

г ,+г,=  (*,+/>,,Ж л-2+/у2) =  (л-,4л,)4 (у,+у2)/. 

Демак,

C.I + -2 -  (А • л ) / (у  -у.).

И ккинчи томондан:

(•V,+.V,) I (у, Н '2) =  (л -- /у | )+(л-,-/у,)= Zl + г2

булади. Кейинги икки тенгликдан
X



о  + J :  = Z\ +  г 2

булиши келиб читали.
Энди б) тенгликнинг уринли булишини курсатамиз. 
Равшанки,

= v,(л',“ п .) • г (/ 1. i\.)  л.(л. м\) /I (V. iy.y  
= (х г />1)(л-,-/>,)=г 1 г 2

булишини \исобга олсак, у \олда  кейинги икки тенглик- 
дан

Zt ■ Z : = Z I Ci

эканлиги келиб чикдци.

г , z2, комплекс сонлар учун

Z| ' Z2'-'-'Zn — Z| ' Z^'-.-Zf, 

булиши юк,оридагидек курсатилади.

М И С О Л  В A M A C А Л А Л А Р

Куйидаги комплекс сонларнинг хак^и^ий ва мав\ум 
к,исмларини топинг:

‘•I (.v, +  / > ' , ) ( * , +  /V ) (Л А.  - г  г  ) ' / ( л  Г • \  г  ).

Унда

vie: = (.v, •-v,-ylv2)-/(-v1y,+.v,vl)

булади. Агар

( .V ,- .Х - ,-V ,г ,) - /(л - ,г ,+ л у ’,)=Л',(Л%—/V ,)- V ,0 ч  Н л ,) =

г, + г 2+...+г„ = г, + г 2+...+г„,

1. а ) - ;  6) в ) т т т •' / I-; И/

(1 + /)(1-2/) 
1-/
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4. и ) ------—------• б) 2/ "Ь — -и) (1 -+-/)(I-2/) ’ } 2/ + 1 *

5. a) ; (?) x + f  - J r .1-2/ 2/ 7 / 2/ 3/

6. а) Т- 'Г7; о) i l p - .
/ 1  + 1

7 ‘ (1+2/)3/ ’ б "> ( I  ~  Г ^тХ 1 + )'

8. а) (1 + /)(1 -  2/)(1 -  /); б)
(2 :;)/

Куйидаги тенгликларни исботланг:

10. a) z + I  = 2 Rc б) z -  Z = 2/ Im г;

в) (z) = Z-

11 . a) (zt -  z2) = z1 - z 2; 

« ) ( ! ) = !

2-§. Комплекс соннинг геометрик гасвири. 
Комплекс текислик

Текисликда тутри бурчакли Оху Декарт координаталар 
системасини олайлик. О х укда (абсциссалар ук,ида) ком п­
лекс соннинг \ак,ик,ий цисмини, Оу укда (ординаталар 
ук,ида) мос комплекс соннинг мав\ум кисмини жойлаш- 
тирамиз. Натижада.

г =  x+iy

комплекс сон текисликда координаталари х  Bit у  булган 
М(х, у) нуктани ифодалайди ( 1 - чизма).

Lllv М{х, у) нукда z—x+ iy  комплекс соннинг геометрик 
гасвири дейилади. Масалан, / комплекс соннинг геомет­
рик тасвири текисликнинг /4(0,1) нукуаси булади 
(1 -чизма).
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1- чизма

Демак, х,ар бир комплекс сон текисликда битта нукта­
ни ифодалайди.

Аксинча, текисликдаги \ар  бир нукта хакикий кисми 
шу нуктанинг абсциссасига, мав.\ум кисми эса ордината- 
сига тенг булган комплекс сонни ифодалайди.

Бу х,ол комплекс сонлар туплами билан текислик нук- 
талари туплами орасида узаро бир кийматли мослик бор- 
лигини курсатади. Ш уни эътиборга олиб, комплекс сон де- 
ганда текислик нуцтасини, текислик нуктаси деганда ком­
плекс сонни тушунавериш мумкин.

!- чизмада ОМ  векторга М(х, у) нуктанинг радиус век 
тори дейилиб, бу векторнинг узунлиги г га z=x+iy комп­
лекс соннинг модули дейилади. Комплекс соннинг модули 
|г| каби белгиланади. Пифагор теоремасига кура

/• = О

булади. ОМ  вектор билан ОХ  вектор орасидагиф бурчакг 
комплекс соннинг аргументи дейилади ва ф = а ^  z каби 
белгиланади.

arg z =

arctg ^ , агар х  >0 ,  > > 0  булса, 

arctg |  + к, агар .х < 0 булса, 

arctg + 2л, агар х > 0, у  < 0 булса.
(**)

тенгликнинг уринли булишини куриш кийин эмас.
11



! - ч п з м а д а н

сояф = —, sin ф = —

чканлиги ва оун ! а я
- =  v  f iy -  /-СОЯф  ) />s in ф  =  /-(С05ф +  /S1HO ) ( 3 )

ифолага на буламиз. Ну ифода z комплекс с о н н и н г триго- 
"омапркк ифодаси (шак.ш ) дейилади.

Одатда
ё'" = cos(p r/snuji (4)

I ei-:i. 1{:кни Эйлер формулоси дейилади. Ьу м у нос аба т ке 
пинпок;, n - е ' функцияси урганилганла, исбог цилинади. 
(3) ва (4) муносабатлардап

~ -  ге*

булишлиги келиб читали.
1- те о р е м а Иккита г, ва г2 комплекс сон купайтма- 

синнаг .модули шу комплекс сонлар модулларининг купайт- 
масига тенг:

Иккита комплекс сон купайтмасининг аргументи шу комп­
лекс сонлар аргументларининг нишндиенга теш .’

arg( c^cJ^argc,+arg
2 - т е о р е ма .  Уш бу

i г, I I IЯ
г = г ,

( « С Е  N) (5)
arg;:" = nargz 

тенгликлар уринлидир.

3- т е о р е м а Иккита комплекс сон нисбати т1 учун

I’ll
1̂ 1

arg — = arg;;,—arg-,

тенгликлар уринлидир.

' ' Комплекс сонлар аргументларига дойр  келтириладиган тенглик- 
ларда комплекс сон аргументи шу сонга мос радиус векторнинг  т е ­
кисликдаги \олати  маъносида тушунилади.
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(5; му.носабат ва 2 - теоремадан
! г (cos(p I / sir^) J" =  /•"{cos/гф +7 sin/гф) (6)

оулиши келиб чикдяи. Бу Муавр форму.юеи дейилади.
4 -м и е о л . Ихтиёрий / ,  \ам да  z2 комплекс сонлар учун

с, ва комплекс сонлар 2- чизмада курсатилган ОА 

\амда О В векторлар оркдли ифодаланган дейлик. Унда ОС 

вектор г,+^2 комплекс сонни ифодалайди. ОА векторнинг 

узунлиги |г,|, ОВ векторнинг узунлиги |г,| \ам д а  ОС век­
торнинг узунлиги эса |г, + г2| эканлиги ва учбурчак бир го- 
монининг узунлиги колган икки томони узунликлари йи- 
гиндисидан катга эмас, айирмасидан эса кичик эмасли- 
гидан берилган тенгсизликнинг уринли булиши келиб 
ч и к,ади.

5- м и с о л . Куйидаги

1 )г  = 3/, 2) г = 1 + cos у  + /sin у  3 ) г  = ^ - ( 1 - 0

комплекс сонларнинг модули \ам да аргументини топинг.
Берилган комплекс сонларнинг модули \амда аргумент- 

ларини (*) ва (**) формулалардан фойдаланиб топамиз:
1) г=3/ комплекс сонда х=0, у = 3 булиб,

оулишини курсатинг.

о

2- чизма

л / х 2 +  у 2 =  л/ 9  =  з .

13



2) z= \ + c o sy  + / sin у  комплекс сонда

18Ф = ^  = °°, яъ н и  ф = - |  булади.

Д ем ак ,  |3/1 =  3, arg(3/) =  f  .

X =  1 +COSy , у  =  sin у

булади. Унда

Н = Vх 3 + У2 = /̂(1 + c o s^ )2 + (sin ^ )2 =

= ^ 2 (1  + co s^ ) = ^4 cos2 = 2  cos

булади.
Берилган комплекс сон учун х>0, ^>0 б^лганлиги са­

бабли
У s *n 7arg z = arctg 7  = arctg ------—  =
A 1 +  COS 7

2sinfr co sfi _ _
=  аГС18 2 cos2 jij =  a r C tg (tg T 4) =  14 •

булади. Демак,

1 + cos Ц: + i sin Щ = 2 cos ~ ,I 7 7| 14

arg(l + cos у  + /s in y )  = .

3) - -  yy (' ~ комплекс сонда a = JT , У = —- 7 T була­

ди. Унда

И  = v * ’ + У  =11 гг +
Vv л/2 J i J 2 )

1

булади. К,аралаётган комплекс сон учун х>0, >’<() булган- 
лиги сабабли

arg z = arctg-': + 2л = —arctgl + 2тс = + 2л =

14
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1 ^ 0 - 0 1 =  1, 

аг8̂ 0  - о )  = ^ .

6- м и с о л .  Ушбу

Z = - \  + /л/з

комплекс сонни тригоном етрик шаклда ифодаланг. 
Берилган комплекс сонда х = —1, y  = J 3 булиб,

г = \z\ = - / ?  + У 1 = л/Т+ 3 = 2.

Ф = arg ~ = arctg ^  + л = arc tg(-V 3) + л = -у

булади. У холла (3) формулага кура берилган комплекс 
сон ушбу

с = ~ 1 + /л/3  = 2(cos у  + / sin Д^)

тригонометрик куринишга эга булади.
7- м и с о л  . Агар Я z.)= anZ"+а ,z'r ''+■ ■ ■+а„ ,г+ а„, (а е  R j — 1,

2....... п) булса, у холла P(z )= P(z)  булишини курсатинг.

Ихтиёрий иккита комплекс сон zr  Z2 учун

ZI • Z2 =Z  I V). Z\ + ’ 2 = Z\ +

тенгликлар уринлидир (к,. 3- мисол).
Бундан

P (Z )  = anz" + citz + . . . + a nAz + a„ =

= a{) - z " +  fl,Z +• • •+«„_] ■ Z + =

= a(l • z" + a tz"-' +...+an_l ■ z + a „  = P ( z ) .

К- м и с о л . Ушбу

А„ = 1 + г cos ф + г 2 cos 2 ф + . ' cos(п -  1)ф ,

Вп = /-sin ф + г  sin 2 ф + . . sin(« -  1)ф

й и г и н д и л ар н и то п и н г.

б у л а д и .  Д е м а к ,

15



Бу тенгликлардан иккинчисини i  га купайтириб, сунгра 
уларни хдцлаб кушамиз:

A + i B = (  1 +/-c o s 9 + r 2 со82ф+...+/"гЧсо8(«-~1)ф)+
+ / ( r s i r ^ + r ! к т 2 ф + .. .+ г" '1 sin(«— 1 )ф)=

= 1 + /-(СОНф+/5П1ф) + Л2(С082ф + /8 т2 ф ) + ...+
+/•" '(cos(«—1 >ф+/sin(«— 1 )ф).

Агар
=  Г (С05ф+ / 8Шф)

дейилса, у холла
А п+i Вп = 1 + z+ z2+ • • •+Z"~'

булади. Геометрик прогрессиянинг ,\адлар йигиндисини 
топиш формуласидан фойдалансак, унда

A . + i B = l- z "1 - г

булиши келиб чикдди. 
Равшанки,

1 - z "  _  l - / ' " ( c o s 9 + / s i n 9 )" _  ( 1 - г л cos m p ) - / r "  sin mp 
1-С ~  1 - г ( с о 5 ф + / 5 т ф )  — ( 1 - r  cos ф )- />  sin ф

Демак,
а п  0 - г "  cos и ф )- /> "  sin «фЛп + / D — ---т\--------- 7—:--•------п п ( 1 - Г  СОБф)-/ /* БШф

Кейинги тенгликнинг унг томонидаги касрнинг сурат ва 
махражини махражнинг кушмасига купайтириб, топамиз:

л ;d  _  I(1 — cos wp)—/г” sin лф][(1 — г c o sф)+/г sin ф]
п 1 "и — 7. Г2 2 ~  ~(l- /"C OS9)  +r sin ф

_  (I- г "  cos «ф )(1-г С05ф)+г”+1 sin ф sin mp ^
г 2 -2  г cos ф + 1

I (1 -г ” cos «ф)г sin ф - (1 -г  cos ф)r” sin mp _  
г 2 - 2 r  cos ф + 1

г', + | c o s (« - l  )ф -г" cos /1ф—/• cos ф + 1
-  *f* 

г - 2 r  cos ф + 1

. г п+> s in(/ j—1 )ф—г" sin m p + rs in  ф 
+ I т “ : .

г - 2 г cos ф+1

16



Комплекс сонларнинг х,ак,икий ^амда мав\ум к,исмла- 
рини тенглаштириш натижасида

, _  r " +l c o s ( « - l  ) ф - Г я COS Яф-Г COS ф + 1
п ~ 2 Л I ,г -2г cos ф + 1

g  г " +1 s in ( » —1 )ф — /•" sin иф + r  sin ф 

" г 2 - 2 г с 0 5 ф + ]

булади.
Демак,

I +/-cos(p+/-2cos2(p+...+/J' 1 cos(/?—1 )ф=

_  r " +] cos(/i —1 )ф-/-" cos /кр -  г с os ф + 1 

г 2- 2 r  cos ф+1

rsin(p+/*2sin2(p+...+/',~lsin(«—1)ф=

— r ” * ] sin (n ~ '  )Ц>~Г"  sin лф +r  sin ф 
г 2- 2 r  cos ф+1

М И С О Л  В А М А С А Л А Л А Р

12. Ушбу z{=xl+iyi ва z2=x2+iy2 комплекс сонлар учун 
Z,+Z2 ва z ~ z 2 ларнинг геомегрик маъносини аникданг ва 
уларни чизмада тасвирланг.

13. Агар z v z2, Z3 нук,талар параллелограммнинг кетма- 
кет жойлашган учлари булса, у \олда параллелограммнинг

га к.арама-к.арши булган г.4 учини топинг.
Куйидаги комплекс сонларнинг модули ва аргументи- 

ни топинг хамда уларни тригонометрик шаклга келти- 
ринг:

14. а) /; б) —3.

15.„) - 1  + 4 ;  6) - 1

16. а) {  + / ' 4 :  

П .» )  Ь }; « > “ ■

18. а) -  c o s ^  + / s i n ^ ; 6) bi (b?0).

19. a) -cos<p-/sin(p; 6) l^ co sa + /s in a .  J  n  Q Q
20 . —sina+ /( l+ cosa ) ,  0<а<я. , —__' ' io - u —
21. Муавр формуласидан фойдаланиб, сочЗфч^уякция- 

ни coscp ёрдамида ифодаланг. Г* " ’'V, -,-. ■ Т Т ]  ‘1 \j Н И V- • • • • *-
2— 952 17 1 »1 иг* m a rk e t !



22. Муавр формуласидан фойдаланиб, sin5cp ф ун кц ия­
ни sincp ёрдамида ифодаланг.

Амалларни бажаринг, \осил  булган комплекс сонлар- 
нинг модули ва аргументини топиб, уларни комплекс те- 
кисликда тасвирланг:

23. a) (1+/Уз )3; б) ( - 4 + 3 / ) 3.

24. а) (1+/)'°; б) (1+ /)8(1—;'л/3)Л
/ . г; ' 24

25. а)

26

27

. » )  (Л  + ЛЙ)“ ; « ) ( * # ) ”

0+/V3)15
( l + O 10

К у р с а т м а .  2 3 -2 7 -  мисолларни ечишда комплекс сон- 
нинг тригонометрик шакли ва Муавр формуласидан фой- 
даланинг.

28. Ушбу

|г, + г2|2 + |г, - г 2|2 = 2(|с1|2 + \z2\2)

тенгликни исботланг.
Муавр формуласидан фойдаланиб 2 9 - 3 3 -  мисоллардаги 

ифодаларни соддалаштиринг.
29. ( V3 -О».
30.(1+/)".

2 2 J ^ 2 2

32. ( l+ c o sa + ;  sina)"

33- (a  ”  \аки ки й  сон).

34. Агар с + т  = 2 c o s a  булса, у \олда  z." + \  = 2 cos «а
z

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг.
35. P{z)=aQz’’+ aizn~'+■■■+<]„булсин. Ушбу

a) P(z)  = P(zY, б) P(z)  = - P ( z )

18



тенглик z нинг ихтиёрий к,ийматида уринли булиши учун 
/*(г) купхдцнинг коэффициентлари кандай булиши керак?

Йигиндиларни топинг:
36. a) I+cos л+cos 2x+ ...+cos пх\ 

б) sin x+sin 2x+...+sin  пх.
37. a) cos л+cos Зх+ ...+ cos (2 п - \)х ;  

б) sin x+sin Зх+ ...+ sin  (2я—l)x.
38. s in x—sin 2x+ ...+ (— l)"4 sin nx.
39. a) cosa+cos(a+p)+ ...+cos(a+rt(i);

6) sina+ sin (a+ P )+ ...+ sin (a+«P ).

Г. Маълумки, текисликнинг барча нукталари туплами 
билан барча комплекс сонлар туплами орасида узаро бир 
кийматли мослик мавжуд. Бунда барча ^а^иций сонлар- 
нинг геометрик тасвири абсциссалар укини, барча соф  
мав>^ум сонларнинг геометрик тасвири ((0,0) ну^тадан 
фар*уш) эса ординаталар ук,ини ифодалайди. Шунинг учун 
абсциссалар ук,ини хациций ук, ординаталар укини эса 
мавх;ум щ  дейилади.

хО у  текисликнинг \ар  бир нуктаси комплекс сонни  
ифодалаганлиги сабабли шу текисликни комплекс текис­
лик дейилади ва С  \арфи билан белгиланади. Комплекс 
сонлардан ташкил топган бирор тупламнинг Стекислик- 
даги геометрик тасвири шу текисликда, табиийки бирор 
шаклни аникдайди.

9- м и с о л . 7„= х( + iyne Стайинланган нук,та булсин. Ушбу 
I г— I <р тенгсизликни к,аноатлантирувчи барча нук,та- 

лар тупламини С  текисликда тасвирланг. Бу ерда р>0 
хдкикий сон.

Z комплекс сонни x+ iy  га тенг деб оламиз. Унда

z - z {)H x + iy y - (x n+iy0)= (x -x 0)+Ky--y,t)

булиб, бу z~z0 комплекс соынинг модули

булади. Натижада, караласгган тенгсизлик куйидаги

3-§. Комплекс текисликда со^а

у!(х - хп)2 + ( у -  У А 2 < Р-

19



яъни

I * )21 (У У ’ • p2
куринишга келади. By маркази (.v„. у„) нуктада, радиуси р 
га тенг булган очи к, доирадир.

Демак.

тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
урни С  да маркази - нуктада, радиуси р булган очик д о й ­
ра булар экан.

10- м и с о л . Комплекс текислик С л а  ушбу

(г -  а\ < |1 -  a z \

тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
урнини гопинг, бунда а -  хдкикий сон.

Аввалгидек,
с = x+iy

деб оламиз. Унда ~ = х  -  iy булади.
Равшанки,

а=х+ iy -a —x~~ а+ iy,
1 —a z — 1 —(ax~iay)=  1 —ax+iay.

By комплекс сонларнинг модуллари

к  -  а\ = /(.V -  а )2 + у 2, |1 -  a z \ = л/(1 -  ах)2 + а 2у 1

булиб, берилган тенгсизлик куйидаги

д/Тх -  а ) 2 + у 2 <  7 ( Г -  а х ) 2 +  а 2у 2

куринишни олади. Бу тенгсизликда содда алмаштиришлар 
бажариб ушбу

( 1 — £72)(JC2 +V2)<( 1 —<32)

тенгсизликка келамиз.
а) агар 1 —<з2>0 булса, у хрлда

х2+у2< 1

булиб, бу маркази (0, 0) нуктада, радиуси 1 га тенг булган 
очик дойра булади.
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6) агар 1— а~<0 булса, у \олда
х • 1

булиб, бу марка зи (0, 0) нуктада, радиуси 1 га тенг булган 
сник  доиранинг таш ки кисми булади.

2 . Энди комплекс текисликда эгри чизик  \ам да сох,а 
т\ шунчаларини келтираммз.

А т а й л и к ,
л =  Л (  Г ) , _V : - >•(/)

ф ункциялар | а , |}| да ('[«, pjc/?) аникданглн на узлуксиз
булсин. У иди

Г = Х+П'

комплекс сон \ак и к и й  узгарувчи П а  боглик булиб,

: 7(f ) ---- x(t) + iy(t)

\аки кп й  аргументли комплекс кийматли функцияга эга 
буламиз.

Равшанки, t узгарувчи [а, рj cei м е т л а  узгарганда z(t) 
ф ункциянинг кийматлари С  да узгариб, бирор эгри чи- 
зикни ташкил этади. Шу сабабли

V = Z(п  (а  < / < Р)

функцияга л  ри чизикнинг параметрик тенгламаси д ей и ­
лади.

Агар z~z( t )  да V / , , / 2e [ a ,  PJ учун булиш идан  
булиши келиб чикса, у \олда zr=z{t) эгри чизик 

соода чизик дейилади.
Агар z(a)=<:(P) булса, z=z(t) эгри чизи к  ёпик, чизиц д ей ­

илади.
11 м и с о л . Ушбу

Z = Z(l) = zn+re" ( - л  < t < к) (7)
функция аникзаган  эгри чизикни топинг, бунда г,, — ком ­
плекс сон, г>0 узгармас сон.

Агар
Z =  x+ iy ,  z =  x + i y t]

дейилиб,
е"=  cos t+ i  si nr 

булишини эътиборга олсак, унда (7) тенглик
21



x + iy  =  xn+iy(f  rc o s t+ irs in t ,

яъни
x+ iy  — (xH+ rco s t )+ i(y n+ r  Hint)

куринишга келади. Кейинги тенгликда каци^ий ва мав\ум 
к,исмларини бир-бирига тенглаб,

X = Хп + г cost,) 
у  = у 0 + г Sint I

тенгликларни \о си л  к,иламиз. Бу маркази (ха, у0) радиуси 
г булган айланадир. Демак,

7 =  z(t)=zn+re"

функция маркази (jc0, у0) нуктада радиуси г га тенг булган 
айланани ифодалар экан.

И з о х,: бу айланани \zr~Z^—r тенглама билан ,\ам ифо- 
далаш мумкин.

1 2 - м и с о л .  Ушбу

z = a ± b . e " + ^ . е " (0 < Г < 2л)

функция аникдайдиган эгри чизи^ни топинг, бунда a, h 
— узгармас \акик,ий сонлар.

с комплекс сонни z=x+ iy  деб, сунгра

е"= cos t+i si nr, 
e " =  cos t—i sin?

муносабатлардан фойдаланиб,

x  + iy = iLy L (cos t + i sin t ) + (cos / -  i s in /);

яъни
x+ iy  =  a cos t+ib sinf

булишини топамиз. Кейинги тенгликда хдкикий ва мавх,- 
ум кисмларни бир-бирига тенглаштириб,

х  = и c o s t 
у  = b sin /

тенгликларга келамиз. Бу ярим укдари а ва b булган эл- 
липсдир. Демак,

22
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функция эллипсни ифодалар экан.
13- м и с о л . Ушбу

с =  o(cosV+/ sin1?) (0< t <2я)

функция аникдаган эгри чизикни гопинг, бунда а — узгар­
мас мусбат сон.

Агар z=x+iy дейилса, унда

куринишда ёзсак, ундан
2 а 2 

х 3 + >’3 = а 3

булиши келиб чикдци. Бу чизик, астроидадир. Демак,

z =  a(cos}t+ isin3?)
Ч

x+iy = a(cos’7+; sin3?) = acos'r+ia sinV

булиб,

( 0 <  t < 2 k )

булади. Кейинги генгликларни
2 2 

.v3 = a 3 cos2 /,
2 2

y } = д 3 • sin2 1

ai

-a a x

3-чизма

астроиданинг параметрик тенгламаси (3- чизма).



3°. Комплекс текислик С  да бирор г,, нукта (гче Q  хам да 
е>0 сон олайлик.

1 - т а ъ р и ф . Ушбу

g С : |r ~t)j с £j-

туплам z.n нуктанинг г атрофи дейилади ва V(z0, е) каби 
белгиланади:

К(г0, £) = { : е С  : | z - r 0|< e } .

Равшанки, z.„ нуктанинг г атрофи маркази za нуктада, р а ­
диуси е булган о ч и к  дойра 
булади (4- чизма).

С  да бирор D туплам бе­
рилган булсин (DaC).  Агар 
Z0e  D нуктанинг шундай е 
атроф и V(zn, е) м авж уд

х булсаки, бу атроф нинг бар­
ча нукталари шу D тупламга 

4-чи зм а тегишли булса (V(za, е ) с D),
у хдпда zn нукта D туплам-

нинг инки нуктаси дейилади.
2 - т а ъ р и ф .  Агар D тупламнинг х,ар бир ну к mac и унинг 

ички нуктаси булса, у  .\олда D очик, туплам дейилади.
С да бирор F  туплам берилган булсин (FczQ.
3- т а ъ р и ф .  Агар z^&C нукт анинг ихтиёрий V(z0, е) 

атрофида (е — ихтиёрий мусбат сон) F тупламнинг zi) нук- 
тадан фаркли камида битта нуктаси булса, z„ нукта F 
тупламнинг лимит нуктаси дейилади.

4- т а ъ р и ф .  Агар F  тупламнинг (FaC)  барча лимит  
нукталари шу тупламга тегишли булса, F ёпик туплам дейи­
лади.

5-т а ъ р и ф . Агар D тупламнинг ( D a С) ихтиёрий г , , Z2 
(z,r I), z2& D) нукталарини бирлаштирувчи шундай узлуксиз 
у эгри чизик топилсаки, у  D тупламга тегишли булса (уa D ) , 
D богламли туплам дейилади.

6- т а ъ р и ф . Агар IX DczС) туплам очик уамда боглам­
ли туплам булса, б у и  д а й  т у п л а м  с о \ а  д е б  а т а -  
л а д и .

D со \ан и нг  узига тегишли булмаган лимит нукталари­
дан ташкил топган туплам D сох,анинг чегараси дейилади 
ва ()Г) каби белгиланади.
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Ушбу
я и э / )

туплам D каби белгиланади. 
Демак,

D = DUd D

Агар D со.\анинг чегараси 3D богламли туплам булса, 
D бир богламли, акс х,олда эса куп богламли сох;а дейилади.

D со.\а чегараси 3D нинг богламли компоненталари 
сонига к^араб D сохани бир богламли, икки богламли, ... п 
богламли со \а  деб атаймиз.

Сох,а чегарасининг мусбат йуналиши деб шундай йуна- 
лиш ни кабул киламизки, кузатувчи бу йуналиш буйлаб 
х,аракат килганда сока унга нисбаган \а р  доим чап томон- 
да жойлашган булади.

М асалан, 5- чизмада а) бир богламли, б) икки бог­
ламли, в) уч богламли со\алар  тасвирланган булиб, со \а  
чегараларининг мусбат йуналишлари стрелкалар билан 
курсатилган.

тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
урнини топинг.
7=x+iy булсин дейлик. Унда

Re (iz) =  R e(i(x+ iy)) = Rc( у t ix) = —y

булиб, берилган тенгсизликлар

5-чизма

14- м и с о л .  Комплекс текислик С  да ушбу

О < Re (/z) < 1

0<—>< 1,

яъни
1<F<0
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тенгсизликларга келади. С теки сли кн и нг  мавхум кисми — 
-1<у<0 тенгсизликларни к,аноаглантирувчи г нукуалари 
туплами у = —1 ва у=О горизонтал тугри чизикдар ораси­
даги текислик к,исмидан иборат булади. Бу со \а  6- чизма- 
да тасвирланган.

15- м и с о л . С да ушбу
Iz~ i  I + Iz+i | <4

тенгсизликни к,аноатлантирувчи нукуаларнинг геометрик 
урнини топинг.

Равшанки, куйидаги

{с е С :\z -  /| + \z + /| = 4}

гуплам со \ан и н г  чегараси булади. Агар Z=x+iy дейилса, 
унда

| z~ i \ + I Z+i | =  I x + iy - i | + | x+ iy+i | =
=  | X+{y~ 1 ) / 1 + |  A'+(>'+ 1) / 1 =

= / v 2 + (У -  I)2 + \fx2 + (.V + D’

булиб,.

■Jx: + (у -  l)2 + ■yjx2 + (y + 1 = 4.

яъни

булади. Бу эса ярим уьушри Л  ва 2 булган эллипсдир.
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Демак, изланаётган нукталар тупламининг чегараси 
эллипс булиб, берилган тенгсизликни каноатлантирувчи 
нукталарнинг геометрик урни шу эллипс билан уралган

7-чизм а

текислик кисмидир. Бу нукталар туплами бир богламли 
со \а  булиб, у ва унинг чегарасининг мусбат й у нал шли 7- 
чизмада тасвирланган.

16 - м и с о л .  Ушбу

А - 1| < arg г, (г 5*0)
1-1 I

! СНГ 'сизликни исботланг. 
комплекс сонни

£ — pgi4>

курсаткичли куринишида ёзамиз. Бунда г — z комплекс 
соннинг модули, ф эса унинг аргументи.

Унда берилган тенгсизликни куйидагича

I rez
\ г

яъни
! 1 j < ф

куринишда ,\ам ифодалаш мумкин.
Маркази (0, 0) нуктада, радиуси 1 га тенг булган ай ­

ланани олайлик (8- чизма).
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3 IHiM.i

Бу айланадаги 1 \амда z~e"' нукта т р и н  гутри чизик. 
кесмаси билап бирлаштиришдаи хосил булган в а т р н и ш  
у яунлиги

г"' 1 I.

айлана ёйининг узунлиги эса ф  га тенг булади.
Маълумки, ватарнинг узунлиги т у  ватарга тортилган 

ёй у зунлигидан к а п а  булмайди:

I j < ф  .

Ь\ эса берилган тенгсизликнинг уринли булишини 
курсатади.

м и с о  л в л м л С л Л л Л л Р

Куйидаги функциялар аниктаган эгри чизикдарни то ­
п и т  :

40. z =  1 п. 0< г <2.
41. z — a + (b~a) t , 0< t < 1; a, be С
42. а) с = Re", 0 < / < f  (R  > 0),

б) с. = Re", п < t < 2п {R > 0);

в) ~=Re " ,  0 < / £ 2к {R>  0).

4 3 -  °° < t < 0.

44.  z = I + it2. 0 < I < оо.

45. z. = t~ + it*, — оо < / < оо.
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46. - = «(cos / н / s i n /), у  < t < у  (я > 0).

47. с = не" + ^ £> ", 0 < / < 2тс (я > 1).

48. г = 1 +е ", 0 < / < 2 л.
49. ’ = е " - - 1, 0 < / < 2л.

51. с = /co s /. О < / < 2я.
52. с =  1 +7cos’/. О < / < 2я.
53. ’ ■ / * /VI -  / 2 , -1 < /<  I (арифметик илдиз олинади)-

Г-------------- ---

54. - = - /  + /VI -  Г . - ! < / < ( )  (арифметик илдиз оли­

нади).
55. с -  a(t+ i~ ie  "); </<°°, а>0.
56. =  a+ at—ibe ", 0 < / < 2 л ,  я>0, /»0 .
Айтайлик у эгри чизик, z~z(l).  0 < / <  1, функция ёрда- 

мпда берилган булсин. Куйидаги тенгламалар ёрдамида бе­
рилган с=гс |(/), ()</< 1 функциялар  аникдаган эгри чизик,- 
чарни топинг.

59. ,-,(/) = ~(sin2/я).
Куйидаги тенгламалар ёрдамида берилган чизикдар 

оиласини аникланг:

60. a) Rc~ = c ; 6 )  1щ1 = с (— °о<с<+°о).

61. a) Ree2 =  с; б) Ime2 =  с (—оо<с<+~).

тенгламаларни каноатлантирувчи г л ар н и  топинг.

57. ;,(/) = c (W ) .

62. = л (X > 0); с , , г2 е С .

63. arg ——1- = а  (0 < а  < 2тс); с,, Z2 е С .7-7-1

64. Ушбу
а) С = с ; б) Z= UI; В) z=argz-
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Чегараси 6 5 -6 9 -  мисоллардаги функциялар ёрдамида 
аникданган 3D  чизикдан иборат булган D сохани тенгсиз- 
ликлар ёрдамида ифодаланг ва чизмада тасвирланг:

65. z  =  а + р ё ,  0 < / < 2 л ,  р>0.
66 . z = ~it, —оо</<+оо.
67. z = t2, — <t<°°.
68 , Z = t + tl , — оо</<+оо.
69. z = ae" + ^ е  0 < / < 2 л ,  а> 1.

Комплекс текислик С да куйидаги шартларни каноат- 
лантирувчи нук,таларнинг геометрик уринларини топинг 
ва уларни чизмада курсатинг:

70. a) Rez>2; б) 1тг<0.
71. а)
72. а)
73. а)

Rez|<I;  б) 11тг1<1, 0<Rez<l .
г  | < 2 ;  б )  | г + / | > 1 .
г - / |> 1 ;  б) 0 < |z+i\<2.

74. а) 1<| z ~ \  |<3; б) 0 < a r g z < f .
г

75. а) 0 <  arg ^ 4  < f ; б) | n - a r g z | < f .

76. a) I m = 0 ; б) R e4 = 0.

77. a) U + / |= U - / ' | ;  б) | г + 1 1+1 г - 1 1=4.
78. a) R e^  = ^  (а > 0 ) ; б) R e f ^  = 0 .

79. a) I m ^ j - = 0; б) R e f ^  = 0 ( a > 0 ) .

80. a) RC“ < | ;  6) | г~2 Н  Z+2 |<2.

81. a) | 1 +г  |<| \~ z  i; 6) R e [z ( l - / ' ) ! <  >/2 .
82. a) j z !>1-Rez; 6) Rez4>Im z4.
83. a) |z-~Z, = | z - z 2|; Zr  Z2eC :

6) | г- l  = Rez
84. a) «<argz<P; 6) a< a rg (z~zJ< p .

(0<а<|К2л).
85. | г != Re^+1 -
86. | 2г j > | I +z21.
87. a) jzKargz. arap 0 < argz < 2n булса;

6) |z |<argz, arap 0 < argz < 2я булса.
Комплекс текислик С  нинг куйидаги тупламларини 

тенгсизликлар ёрдамида сзинг.
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88. а). Мавх,ум укнинг унг томонида жойлашган ярим 
гекислик;

б). Биринчи квадрат.
89. а). Хакикий укдан юкорида ва ундан 2 бирлик масо- 

«|»а узокдикда жойлашган ярим текислик;
б). Ихтиёрий нукдасидан мав\ум укгача булган масофа 

I дан кичик булган йулак.
90. Маркази г=0 нуктада, радиуси 1 га тенг булган ва 

мав\ум укдан чап томонда жойлашган ярим дойра.
91. Фараз килайлик, А, Е  — хакикий, В — комплекс 

сон булиб, АЕ<\ В р шарт бажарилсин. У х,олда ушбу

А ■ |^ 2 + Bz + Bz + Е  = 0 (А > 0)

[енглама айлананинг тенгламаси эканини  исботланг ва бу 
айлананинг маркази хдмда радиусини топинг.

92. Айтайлик, а комплекс сон 1 тя> 0  шартни кдноат-
z - a1аптирувчи ихтиёрий сон булсин. Ушбу Z - a нисбатнинг

купи ярим текисликда бирдан катта, юкори ярим гекис- 
шкда бирдан кичик ва хдкикий укда бирга тенг экан ли ­

гини исботланг. л

4-§. Комплекс сонлар кетма-кетлиги ва унинг 
лимити

Фараз килайлик, /  \ар  бир п(пе N) натурал сонга би- 
рор zn нуктани < с ,еО  мос куювчи акслантириш булсин:

/ :  yV-> С ( п —> z„)-
Ьу акслантириш тасвирларидан тузилган

и(|юда к о м м ек с  сонлар кет м а-кепииги  дейилади ва у {г,,} 
каби белгиланади.

Масалаи Д  + /1}:
’ In  111

+ / ,  |  + | / ,  \  + \ i .........  -  +2 2 3 3 п и

комплекс сонлар кетма-кетлигидир. 
Б и pop

Z | > Zj j • • • > Zn ? • 
31



комплекс сонлар кетма-кетлиги \амда а комплекс сон 
берилган булсин.

7 - т а ъ р и ф .  Агар Ve > 0 сон олинганда %ам шундай на- 
турал п,=п11(е) с о н  топилсаки, барча п>п() сонлар учун

I Z ~ a  |<е

тенгсизлик бажарилса, а комплекс сон {zn} кет ма-кет - 
ликнинг лимиты деб аталади ва

lim Z„ = а ёки п -> да z„ -> а
п-*оо

каби белгиланади.
Агар {z } комплекс сонлар кетма-кетлиги а(ае Q  ли- 

митга эга йулса, у яцинлашувчи кетма-кетлик  дейилади.
8 - т а ъ р и ф .  Агар Ve > О сон олинганда ,\ам шундай на-

турал п0=п0(Е) сон топилсаки, барча натурал п>п сонлар 
учун

k„l>£
тенгсизлик баж арилса, {zn} кетма-кетликнинг лимити чек­
сиз катта сон дейилади ва

l i n i “ „ = 0 °  ё к и  п —> оо д а  : п —> оо
П—*оа

каби белгиланади.
Бирор { z j  комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган 

булиб, z„ нинг \ак,ик,ий кисми д:п:х п=Яег„, мавхум кисми 
vn: y  =\mz„ булсин (п=  1, 2, 3, ...)

Унда

= («= 1 > 2* 3> •••) 
булади. Натижада иккита {хл} \ам да {уп} хакикий сонлар 
кетма-кетлигига эга буламиз.

4- т е о р е м а .  { z j  комплекс сонлар кетма-кетлиги  
( z = x + i y n, л=1, 2, ...)  яцинлашувчи булиши учун {дгл} ва 
{ул} сонлар кетма-кетликларининг яцинлашувчи булиши 
зарур ва етарли.

Бу теорема комплекс сонлар кетма-кетлигининг ли- 
митини урганишни \ак и к и й  сонлар кетма-кетлигининг 
лимитини урганишга келтирилиш ини ифодалайди.

Маълумки, [1] да хдкикий сонлар кетма-кетлиги ва 
унинг лимитига дойр мисол ва масалалар ва кетма-кет- 
ликлар устида амаллар батафсил урганилган.
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5 - т е о р е м а .  Иккита {zn} ва {z\} якинлашувчи кетма- 
кетликлар берилган булиб,

lim z„ = о, lim z'„ = а', {а е С, а' е С)П—>оо п—>«>

булсин. У холда

1) lim fs, ± z„) = а ± а';
Л —>оо

2) lim zn z'n = a  а';

3) lim А = (а ' ф 0).

тенгликлар уринлидир.
Бу генгликларнинг биттасини, мисол учун 2) ни ис-

ботлаймиз.
Айтайлик,

z„ =Х„ +/v„,  z'„ = x'„ + iy'n, 
а = а  + /р, а' = а ' + ф'

булсин. Унда 4- теоремага кура

l im A' „ = a ,  limi'„ = P,
п—»«> Я—> во
lim х'п = а ' ,  П т  У,' = р'
П-> оо Л-^во

булади.
Энди

г;, = (х„ + iy„ )(х ' + iy ' ) =
=  ( х „  • -V,', -  у „  • у ' )  +  i ( x „  у '  +  х '  • у „ )

\амда
П т(х„ х '  - у л у'п) = а а ' ~ № ,
П -* о о

lim(*„ • у'И + х '  ■ у„) = а р '  + а 'р

булишини эътиборга олиб,
НтСг„ ■ z ' )  = (а а ' -  рр') + /(ар ' + а 'Р )  = а а’

эканини топамиз.
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1 7 - м и с о л .  Ушбу

{ ’«} = М

ком плекс сонлар  кетм а-кетлигини  якин л аш у вч ил и кка  
текширинг.

Ихтиёрий е>0 сонни олиб, унга кура пп натурал сон- 
ни куй и,лаги ч а

«„= «„(е) =  I loS„;e I
аниктанса, (у | а [< 1 булганда | а |"<е тенгсизликни ечиб 
топилали):

| а |"<с => log ц \ а |">log ц е => w>log|o f .

У холла барча п>пп учун
I z„ | =  | а |"<е

тенгсизлик бажарилади. Бу эса 7- таърифга биноан 

lim z„ = lim а" = ОЛ—> ос п—*™

булишини билли ради.
Демак, берилган кетма-кетлик, | с/1< 1 булганда якин- 

лашувчи булиб, унинг л и м и т  0 га тенгдир.
а= I булса, lim z„ = 1 эканлиги равшан. Бош ка \ам м а

\олларда, яъни j  а |>1, аФ 1 булганда {cj кетма-кетликнинг 
узоклашувчи эканлигини курсатиш кийин эмас.

18 - м и с о л .  Ушбу

{ г , , }  =  { “ (1 +  е ,ф +  е>'2ф+ . . . + е " ' ф }  ( 0  <  <р <  2 я )

кетма-кегликнинг лимитини  гопинг.
Берилган кетма-кетликнинг умумий ,\ади

=7,(1 + е ,ф + е ,2ф +...+e",v)

булиб, прогрессия хдллари йигиндисини гопиш форму- 
ласига кура

булади. Демак,
,  = 1  Ь У'1

п 1 _ ■
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Агар 0<<р<2л булганда 1— булишини \исобга ол- 
сак, унда

! - е 'ф

микдорнинг чегараланганлигини аникдаймиз.
Унда шундай узгармас А/>0 сон топиладики, Vn е /V

учун

1-е" ,ф < м

тенгсизлик бажарилади. Демак,

О <U„|< А/ .

Кейинги тенгсизликдан

l im|7 1= О

булиши келиб чикдяи. Унда

l imz,  = lim 77 (1 + е'ф + е'2и+. ,.+е'"ф) = О

булади.
R3 фазода (с,, r|, С) Декарт координаталари системаси- 

ни олайлик. Бу фазода £={(<;, r|, L)e Я3: ^2+Л2+С3=0  
сферани караймиз. Ф араз к,илайлик с, ва г) укдар мос ра- 
нишда V ва у  билан устма-уст тушсин (9- чизма).

Равшанки, к^аралаётган S сфера Оху текислигига коор- 
шната бошида уринади. Комплекс текисликда гн=лн+/>(, 
нукта олиб, бу нуктани сферанинг Р нуктаси билан тугри 
чизик кесмаси ёрдамида бирлашгирамиз. Натижада бу тугри 
чи ш к  сферани Л/((^0, пп. С,,) нуктада кесади. Демак, ком ­
плекс гекисликдаги \ар  бир нукта S  сферадаги бирор нукта 
билан ифодаланади, на аксинча, S сферадаги хар бир нук- 
1 ага (Р нукгадан  бошка) комплекс текисликда ягона нук- 
ia мос келади.

Шундай килиб, S \ \ P )  туплам билан комплекс текис- 
1ик уртасида узаро бир цийматли мослик урнатилади. Одат- 
I I бу мослик комплекс т екисликнинг стереографии проек­

циями дейилади. Агар нукта «о га интидса, бу нуктага 
.V сферада мос келувчи нуктанинг Р га якинлаш иш ини
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9-чизма

куриш кийин эмас. Б> ,\ол Р нуктага комплекс текислик- 
да г= ~  нуктани мос куйиш табиийлигини курсатади. Де- 
мак, комплекс текислигидаги я гона г=°° нукта S  сферада 
Р нукга билан ифодаланади. Комплекс текислик чексиз 
узоклашган нукта z—^  билан биргаликда кенгайтирилган 
комплекс гекислик деб аталади ва Q  каби белгиланади. S
сферадаги А/(с,„ г|, С) ва комплекс гекисликдаги z~x+ iy  
нукта орасидаги мослик куйидаги формулалар ёрдамида 
аникланади:

93. {г,,} комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган булсин. 
lim£„ = 00 булиши учун

тенгликнинг баж арилиш и зарур ва етарли эканлигини 
исботланг.

М И С О Л  ВА М А С А Л А Л А Р

lim ~  = О
п—»«>
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94. {г } кетма-кетлик о» га интилиши учун \акик,ий сон- 
iap кетма-кетлиги {j ej} нинг лимит и +°° булиши зарур ва 

етарли эканлигини исботланг.
95. Айтайлик, {z } комплекс сонлар кетма-кеглиги бе­

рилган булиб, б и pop л е N  номердан бошлаб барча п>п„ 
iap учун | гп|<Л/<°° булсин. У х;олда {г„} кетма-кетликдан

чекли лимитга якинлашувчи |г„л. } кисмий кетма-кетлик

ажратиш мумкин эканлигини исботланг.
96. Ихтиёрий { z j  кетма-кетликдан чекли ёки оо лим ит­

га якинлашувчи |г„к } кисмий кетма-кетлик ажратиш мум­

кин эканлигини исботланг.
Куйидаги мисолларда а параметрнинг кандай киймат- 

ларида берилган кетма-кетликларнинг якинлашувчи ёки 
лимити оо булишини аникданг.

97. {па").

100. {l+fl+...+fl"}.

Кетма-кетликларнинг лимитларини \исобланг:

а > 1.

105. -  е‘̂  -+ -  тг < (р < я.

106. lim z„ = Л ф оо булса,

lim П

ю игл и кии исботланг
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107. Arap iim(.v„ +/>„) = 'х> булса, у \олда {д-J ва {у,}

кегма-кегликдарнинг димитлари хацида ним а лейиш мум­
кин?

!08, Хисоблаиг:

lim (1 + \  cos *  f  i  cos ? +...+ -i- cos f  } .

109. Хпсобланг.

lim | 1 sin f  + L®- sir, 4 +...+ -4~ sin ].W b 23 3 5" 6 У

110—112- мисоллардаги тупламларнинг лимит нуцта- 
ларини топинг:

110. г = I + ( - ! ) "  „ f y ,  ( « = 1 ,  2, ...).

111. г -  -- + 'п (т, п — ихтиёрий бутун сонлар).

112. z -  --+  I -fi Ш, и, p. q — ихтиёрий бутун сонлар).

Куйидаги кетма-кетликдарнинг якинлашувчи эканли­
гини исботланг ва лимитини \исобланг:

113. [ | \п + 1 +- иг + (п -  1 ) Г + . \z\< 1. z * I.

114. {_J;T [2«4 1 -(2 п - I ) r  f ( 2 я - 3 ) С4-...+(- !Г Г "]}

\ z \ <  1. Z *  ±/.

115. ! г!< l, г * 1 .
U-О ‘ J

116. lim z n * 0 лимитнииг мавжуд булиши учун ушбу
И —«ОО

l i m k j  * 0 ва l i r n a r g r  лимитларнинг мавжул булиши за-/J—.05 П
р \р  в,а етарли эканлигини исботланг. Кдйси хилларда {z„} 
кетма-кетликнинг якинлашиши фак,ат {| с |} кстма-кстлик- 
НИН1 якинлаш иш ига тенг кучли булади?

117. Фараз цилайлик, ш — .\ак,ик,ий сон булсин. ! 16- 
мисолдан фойдаланиб ушбу

lim Г1 -ь ‘I  ] = cos ф + / sin ф

ге игл икни исоотланг.
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118. С  комплекс текисликдаги ушбу

нукталарнинг S  Рима и сферасидаги образларини топинг.
119. Агар Л/(г) нуктанинг Л'сферадаги коорлинаталари 

(I,  п. О  булса, у \олда

нук;таларнинг сфсрадаги координататарини топинг.
Стекисликдаги куйилаги тупламларга Римам сфераси- 

да канлай гупламлар мос кслишини аникданг:

120. a) Rc.: Ч): б) Re-<0.
121. а) Im -Х): б) lnu<0 .
122. а ) и ! > 1 ;  б) U |<1 .
123. Риман сферасидаги О ва Р дан фаркди М(~л) ва 

\ Н ) нукталар факат

шарт бажарилгандагина диаметрал царама-царши нукта­
лар булишини исботланг.

124. Риман сферасидаги  \ а р  бир айланага комплекс 
гекисликда айлана ёки тугри читик мое келишими, жум- 
1алан, I у г р и  чизикнинг факат Риман сферасининг Р н у к -  
гасидаи утган а й л а н а л а р !а п ш а  мос кслиш ини  и сб от­
ланг.

125. а параметрнинг кандай циймагила ушб\ анлана- 
iap Риман сферасининг к а п а  айланаларига мос келади:

126. Сфера кандай алмаштирилган та - нуктанинг обра-

127. Айтайлик, - ,  С нукталар берилган булсин. Сфе- 
рик метрикада z t ва ^  нукталарнинг орасидаги м асоф аде 
ганда, уларнинг Риман сфераси S  лаги образлари ораси- 
ин и масофа тушунила ш ва у р ц ,  каби белгиланади. 
Vi:i6v

а) | - -  а\= а (а > 0); 
n) ! z -  /|= а (а > 0);

б ) | ^  + у | = «  [а > 0);
г )  j z -  2ai\ = а (а > 0 ) ?

и! - нуктанинг образига утади?



формулаларни исботланг.
Комплекс сонлар текислиги С  даги ушбу тенгсизлик- 

ларни к,аноатлантирувчи нукталар тупламини топинг:

128. р ( г ,  0 ) < /? ;  0 < Л < 1 .

129. р(г, »)</?; 0<Л<1.

130. р(г, . ')>7Т-

131. j  < р(г, 1) < - jk

132. Текисликдаги параллел тугри чизикдар оиласига 
Риман сферасида нима мос келади?

133. Стереографик проекция натижасида сферадаги чи- 
зикдар орасидаги бурчак ва уларнинг текисликдаги об- 
разлари орасидаги бурчак бир-бирига тенг булишини ис­
ботланг.



КОМПЛЕКС АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАР

1-§. Комплекс аргументли функциялар, 
уларнинг лимити, узлуксизлиги

Г. К о м п л е к с  а р г у м е н т л и  ф у н к ц и я  т у ш у н -  
ч а с  и . Комплекс сонлар текислиги С  да бирор Е  туплам 
берилган булсин ( Е а С ).

1 - г а ъ р и ф . Агар Е  тупламдаги х,ар бир z комплекс сонга 
/  коида ёки конунга кура битта w комплекс сон мос куйил- 
ган булса, Е тупламда функция берилган (ашщланган) деб 
аталади ва у

/ :  z  —> w ёки w =  fiz)

каби белгиланади.
Бунда Е т ут ам  функциянинг ашщланииi туплами, z эр- 

k j i u  узгарувчи еки  функция аргументи, w эса гузгарувчипинг 
ф) нкцияси де i i  ил ад и .

М а с а л а н , / — \ар  бир комплекс г сонга унинг квадра- 
типи мос куювчи коида булсин. Унда

/ :  г -> Z2 ёки w =  z2

(функцияга эга буламиз.
Айтайлик,

w = fiz )

функция бирор Е ( Е а С )  тупламда берилган булсин. Бу 
функцияни

w = и+ iv = f i x+ iy) (хе R, ve R)

куринишда \ам  ёзиш мумкин. Бу эса £ тупламда икки узга- 
рунчили иккита



функцияларнинг аникданиш ига олиб келади. Бундан бит­
та комплекс узгарувчили w - f i z )  ф ун кц иян ин г  берили- 
ши иккита икки узгарувчили \ак и к и й  функциялар

и = и ( х , у ) ,
V = v(x, у)

берилишига эквивалент эканлиги келиб чикдци.
Масала н,

w  =  z 2 =  ( х  ■ /V)2 =  х 2..- у 2+ 2 /х у

муносабат ушбу ( w = u + i v )

и =  Х-—у1, 
v = 2 ху

муносабатларга эквивалент булади.
I - ми с о л . Ушбу

f i z )  = : : :

ф ункциянинг \акик,ий ва мавхум кисмларини топинг.
f i z)  ф ункциянинг \ак,ик,ий кием и ни и, мавхум кисми- 

ни эса у деб олайлик. Унда

f i z )  =  и + i v

булади. <г=х I i y  булиш ини эътиборга олиб, гопами з:

и  +  IV  =  -
Z + 5 х + iy + 5

_  I U  + л )+ п Ц (.у + 5)-iy I _  л-2 + + 8x + И  +
(.y + 5)2+ y2 * 2 + y 2 +10.V + 25

2v+ / -
л- + y ‘ +10*+ 25

Демак,
’ 2 о i -/ v x +y +8.v + l> 

U =  Ы(Х, У) =  , ;
л 2 + v2 +10 v + 25

2 у
X2 + v2 + 10.Х + 25 
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функция £ c С тупламда берилган булиб, г узгарув­
чи Е тупламда узгарганда ф ункциянинг мос цийматлари- 
лан иборат гуплам

F - { f ( z ) : : ,  Е \

ни к^арайлик. Одагда бу туплам функция цийматлари т ут а ­
ми дейилади.

Демак, £  тупламда (ЕаС)

w = A z )

(функциянинг берилиши Оху — комплекс текислигидаги 
Е тупламни (туплам нукталарини) Ouv — комплекс те­
кислигидаги F  туплам га (туплам нукталарига) акс этти- 
ришдан иборат экан. (10-чизма). Ш у сабабли w=fiz) ни Е 
тупламни F ту т ам га акслантириш  деб \ам  юритилади.

Айтайлик, w~Az) функция Е тупламда ( ЕаС)  берил­
ган булиб, F эса шу функция кцйматларидан иборат гуплам
булсин:

F={AZY. Z*E) .

Сунгра F  тупламда уз навбатида бирор ц=ф(vv) функция 
берилган булсин. Натижада Е  тупламдан олинган .чар бир 

га F тупламда битга w (f.z->w) сон ва /•'тупламдан о л ин ­
ган бундай w сонга битта С, (<|>:vv—>̂ > сон ( C e Q  мос куйи- 
1ади:

Демак, Е тупламдан олинган \ар  бир с га битта С сон (Се О  
мос куйилиб, функцияси хрсил булади.
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Одатда бундай ф у н кц и я  мураккаб ф ун кц ия  д е й и л а ­
ди ва

С = ф (/(<:))
каби белгиланади.

w=f(z)  функция Е  тупламда берилган булиб, Е туплам 
эса шу функция к,ийматларидан иборат туплам булсин. 
Энди F тупламдан олинган х,ар бир w комплекс сонга Е 
тупламда фак;ат битта z  сон мос келсин дейлик. Бу \олда F  
тупламдан олинган \ар  бир w га Е  тупламда битта г мос 
куйилишини ифодалайдиган ф ункцияга келамиз. Одатда 
бу функция w=f(z) функцияга нисбатан тескари функция 
дейилади ва у z = f  '(vv) каби белгиланади.

Фараз килайлик, w=flz) функция Е  (E czQ  тупламда 
берилган булсин.

2-т а ъ р и ф  . Агар аргумент z нинг Е  т ут амдан олинган 
ихтиёрий z, ва z2 кийматлари учун ZjtZ2 булишидан f ( z ,)*f ( z )  
булиши келиб чицса, f(z )  функция Е  тупламда бир япрокли  
(ёки бир варакли) функция деб аталади.

2-м и с о л . Ушбу

/<*> = ^

функцияни E={ZczC : I z I <1} да бир япрокдикка текширинг. 
Фараз к,илайлик, z r Z,e Е  лар учун

A z t) = A z2),
яъни

1 _ 1 
;i-l  гт-1

булсин. Кейинги тенгликдан

Z]  ̂ ~  Z2 1
ёки

'■I ~~ 2̂
булиши келиб чикиб, бу f iz )  ф ункциянинг бир я прокат и 
эканлигини курса! ха и.

2°. Ф у н к ц и я  ti и м и т и .  Ф араз к,илайлик, w-~fiz) 
функция Е  (А с.О  тупламда берилган булиб, z0 нукта шу 
Е гупламнинг лим ит нуктаси булсин.

3 I а ъ  р и ф Агар У t>() сон учу» шундай §=5(е)>0 сон 
юиилсаки, аргумент z нинг (К|г ^ < 6  тспгсизликни коноат- 
лантирувчи барча z.& Е  (ZSZ,) кийматларида
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I f i z ) — Л  I <£

тенге и и  ик бажарилса, у  \o.ida А комплекс сон f (z)  функци­
янинг даги лимит и деб аталади ва

lim f ( z )  = А

каин белгиланади.
f :i ■ iv ф ункциянинг лимитини ^исоблаш и ва v лар- 

нинг лимигларини \исоблаш га келтирилиши мумкин.
1 -т с о р е м а . w=Rz) функция z-^zd (zt=x(+iyn) да Л = а+ ®  

лимитга эга

lim f(z) = А
Z~>Zo

булиши учун
lim и(х, у) = а ,

X->XQ
У~>У0

lim v(x, у) -= р
д . VII
У УН

булиши iapvp ва етарли.
Л о м а к .

lim f ( x  + iy) = а  + /р <=> <

булади.
3-м и с о л . Ушбу

/ ( ^ )  = f'j ( г * 0 )

функциянинг г-^0 даги лимити мавжуд буладими?
Аввало берилган ф ункциянинг \ак,ик,ий \амда мавхум 

к,исмларини тоиайлик:

f ( 7 ) =  _ L  =  . .х +1у  = ____ х____ +  / у
И  f x 2+ y 2 J x ' + y 1 1 х > +у 2 ’

lim и(х, у)  = а.

> ->У\)
lim и(л\ у) = Р (1)

*Л () 
■» V0
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л—>Q, у —>0 д а

u(x, у )  = --2£— 
V* +У

функциянинг лимити мавжуд эмас, чунки 
jc-»0, у  =  кх->0 (к  — const)

да

булиб, к нинг турли к,ийматида функция лимити турлича 
булади.

Юцорида келтирилган 1-теоремага кура г->0 да берил­
ган функциянинг лимити мавжуд булмайди.

4-м и с о л .  Ушбу

функциянинг с-^0 даги лимитини топинг.
Берилган f(z )  ф ункциянинг \ак,икий ва мавхум цисм- 

ларини топамиз:

и(х, у ) = , И л .  У )  =
XV

Jx2 + у

Равшанки,

lim и(х, у) = lim —  -  0,

j I m  ■» > / v  11 \ — i * m  X — П
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Яна 1-теоремага кура

lim f ( z )  = lim = О

б у л а д и .

Айтайлик, f t(z) хдмда J\(z) ф ункциялар Е  тупламда 
берилган (ЕаС)  булиб, г,, нукта шу Е  тупламнинг лимит 
нукгаси булсин.

А г а р

lim / , ( - )  = А, , lim f 2(z) = А,

оулса, у \олда

l i m | / U ) ± / 2U )| = А, ±А,
Z - * Z  О

Н т | / , ( ' ) ■ / , ( ’ )! = А, ■ А,,
г->г<,

П т  Щ  =  А  ( / 4 , *  0 )
JAZ) Л,

булади.
3 . Ф  у н к ц и я н и н Г у 3 J1 у К С И 3 л и г и .
Фараз килайлик, w=f(z) функция Е ( Еа О  тупламда 

берилган булиб, нукта шу £  тупламнинг узига тегишли 
булган лимит нуктаси булсин.

4 - г а ъ р и ф .  Агар \ / г>0  сон учун шундай 5=5(е)>0 сон
тотисаки, аргумент  - нинг \ z—Ztj< <5 тенгсизликни цаноат- 
шнтирувчи барча z.e Е кийматларида

I f(z)~ - f(z j\  <е

тенгсизлик бажарилса, у  .\олда f(z )  функция z„ нуктада уз-  
/уксиз деб аталади.

(Равшанки, бу \олла

lim f (z)  = f ( z  )

щ ia in)
Одатда z—z„ айирма функция аргументининг орттир- 

маси лейилиб, у ни Ас каби белгиланади:

А;: =  .
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f i z )  --ftz.j айирма эса ф ункция орттирмаси дейилиб, уни 
А/ каби белгиланади:

А/ f (z)  н :  ).

Шу тушунчалардан фойдаланиб. ну катала функция 
у злу кси зл и ги 4-таърифини куйидагича \ам  айтиш мум­
кин:
Агар

lim А/' = О
л,--о

булса, f (z)  функция нуктада узлуксиз дейилади.
5-1 а ъ р и ф . Агар fiz ') функция Е тупламнинг ,yjp аир нук­

тасида узлуксиз булса, у  .\олда f(z )  функция Е тупламда уз- 
. ivkcиздейилади.

5-м и с о л .  Ушбу

f i z )  =

ф ункциянинг ихтиёрий г,, нуктада узлуксизлигини исбот­
ланг.

f i z ) - - f ( z j  айирмани кдрайлик:

f ( z )—f ( z j = z 3— г03 = (z -  z[t)(z2 + zz{) + 4 ) • 

z->zt) булгани учун шундай М>О сон топиладики,

\ z \ < M,  \ z ^ < M  

те-нгсизликлар уринли булади.
£

Энди v  £>0 сонга кура 5 ни 5 = ----- - деб олсак, у \олда
ЗМ ‘

I Z— г,,1 <5 тенгсизликни к,аноатлантирувчи барчат лар учун

|z3 - 2o3i = k -  г,|||г2 +ZZo + Z%\ < 

м>!< 3 M 2|Z -  Zni < ЗМ 28 -  e

муносабат бажарилади. Бу эса 4-таърифга кура, f ( z )=zi 
ф ункциянинг ихтиёрий Zq нук,тада узлуксиз эканини  бил- 
диради.
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6-м и с о л . Ушбу

f ( z )  =  |  ( z *  0 )

функцияни узлуксизликка текширинг.
V С  Ц,*0) нуктани олайлик. Буига А - орттирма бе-

риб, функция орттирмасини топамиз:

А /  =  / и „  +  A z )  -  / ( г , , ) =  -  I  =  г,77д7) ■

Энди Д~—>0 да А/-нинг лимитини  \исоблаймиз:

lim А/ = lim
A Z ~ > 0  Л ; — » О

Дг
Со(м) + л.:) = 0.

Демак, берилган функция v  С  ( ^ 0 )  нуктада узлук­
сиз булади.

2-т е о р е м a f(z )  = и(х, у) +iv(x, у) функциянинг гп— х  +iy 
нуктада узлуксиз булиши учун и = и(х, у )  j\амда v =  v(x, у )  
функцияларнинг (х (>, y (f) нуктада узлуксиз булиши зарур ва 
етарли.

w—f(z )  функция Е  (Е с С ) тугыамда берш ган булсин.
6 - т а ъ р и ф .  Агар у  сон учун шундай 5=5(г)>0 сон

топилсаки, Е  тупламнинг I z'—z " I <5 тенгсизликни каноат- 
лантирувчи ихтиёрий z ' ва z "  (Z' е Е, z "  е Е) нукталарида

I f ( z ') - f ( z " ) \  <е

тенгсизлик баж аршса, f( z )  функция Е тупламда текис у з ­
луксиз дейилади.

3 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  АгарДг) функ­
ция чегараланган ёпик; т ум а м д а  узлуксиз булса, функция 
шу тупламда текис узлуксиз булади.

7-м и с о л . Ушбу

f (z)  =

функция E={Ze С:0<| d  <R} тупламда текис узлуксиз була- 
дими?

Берилган ф ункция Е  тупламда узлуксиз булади, чунки
1
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булиб, и(х, у) = е Jx2+yl , v(x, у) —0 функциялар  {(х, у)е  R1: 
СX x 2+y2<R2\ да узлуксиз.

Агар

_х
lim f ( z )  = lim е 7 = О
~->0 г-» О

булишини эътиборга олсак ва

Л0)  = 0

булсин деб кдрасак, унда берилган ф ункция чегараланган 
ёпик {’с С: г ■ R} тупламда узлуксиз булиб кол ад и. К ан ­
тор теоремасига кура бу ф ункция {геС: 1<:1 <R} да текис 
узлуксиз булади. Бундан эса берилган ф ункциянинг  Е да 
текис узлуксизлиги келиб чик,ади.

8-м и с о л . Ушбу

f ( z )  = -т
г"

функция Е={ге С  0<! z| < R} тупламда текис узлуксиз була­
ди ми?

V  8>0 сон олинганда х,ам е=1 ва Е  туплам га тегишли 
булган

нукдалар учун

I / // I  _ 1\ 1 - / |\z ~ Z п п\ п 1
Л
П

булиб, п нинг етарлича катта килиб олиниш и \исобига 
уни v  8 дан кичик кила олиш мумкин булсада

!Jlz') -Az"j\ = I п2— (—п2)\ = 2п2> 1 =е

булади. Бу эса берилган ф ункция  Е = {ze С: 0<| г I < /?} 
тупламда гекис узлуксиз эмаслигини билдиради.
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М И С О Л Л А Р  В А  М А С А Л А Л А Р

Функцияларни берилган со^аларда бир япрокушкка 
текширинг:

1 -Az) = z \
2 -Az) = г2,
3 .Az) = г2,

4 .Az) = г2,
5. A z) = z\  

6 .Az) = r ,
I1-Az) = |  (г + tj

Ю .Л г)=  т ( г  + { ) ,  

1 M * ) =  { ( г  + j ) ,  

U.Az) = i(z + i),

13.Лг) = , b  ,

14. Д*) =  т Ь ,

15. Az) l
,r + 2

16./U) =  e '(cosv+ /sinv), 
17 .Az)  = e'( cos v’ + /sin>’),
18. /(г) = ex(cosv+ /sinv),
19. Az) = e'fcosy  + /sinv),

20  .Az)= {(г + f f -

E  = 
£  =
£  =

£  =  
£ =

£  =

E  =

E -

E  =

E  =

E  = 

E  = 

E  = 

E  =

E  =

E  = 
E  = 
E = 
E =

Rez>0}.
Inu>0}.
0 < a r g z < f}. 

d <i}.
d <1,  0<argz < ^ - } .  

d>2}.

id  < 1 }- 

I d <2}. 

Id >2}.

Imz>0}.

Re^>0}.

f  <argz<-[ }.

I d <2}.

Id >2}.

Re^>3}.

1тг>0}.
0<1тг<2л}.
Id < 1 }- 
0<Rez<l}.

E =  {I d <1, 0<argz< 4 }.

21. УшбуЛг)= Rc: (ггО) ф у нкциянинг  c-»0 даги лими-

ги мавжудми? Мавжуд булса, уни гопинг.
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22. Ушбу fiz )=  I |2 (г*0) функциянинг г-^0 даги л и ­

мити мавжудми? Мавжуд булса, уни топинг.
Куйидаги ф ункцияларни узлуксизликка текширинг:

30. fiz )  = Sgn( с н — Г).
J z + 1, агар Inu. > 0 булса,

3 t . . / U ) - j  агар Ini’ < 0 булса.

32. Агар f iz )  ф ункция г,., нуктада узлуксиз булса, у \o.ma 
| /(г)| ф ун кц иян ин г  \ам  шу нуктада узлуксиз булишини 
исботланг.

33. f iz )  функция z,, нуктада узлуксизлигининг геомет­
рик галкинини ифодаланг.

34. Агар/(г)=«(А', y)+iv(x, у) ф ункция Zf) нуктада узлук­
сиз булса, у \олда  f ( j )  =и(х, y ) —iv(x, у) ф ункциянинг

хам шу нуктада узлуксиз булишини исботланг.
35. Агар f iz )  функция ае С  нуктада узлуксиз булса, 

ф (г )= Д ^ + с)  (Ьф()) функция y f -  нуктада узлуксиз були­

шини исботланг.
36. Бутун комплекс текисликда аникланган ва \а р  бир 

z {)e  С  нуктада узилишга эга булган функцияга мисол кел- 
тиринг.

37. Ф акат б и р г и н а ^ е  С нуктада узлуксиз, бошка барча 
нукталарда эса узилишга эга булган функцияга мисол кел- 
тиринг.

23. fiz )  = z2.

24 .fiz ) = T ^ j  •

25.Лг) =  , -

2 6 . /I,') . .. .

27. fiz )  = arg,:, (z*Q).

28. fiz) = lim ТгЬг (° < argc < f )

k+i|
.2 . 3  ■

i 1. агар с = 0 булса.
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38. Бутун комплекс текислик С  да аникданган, г = —1 
ва -=1 нукталарда узлуксиз, колган барча нукталарда эса 
узилишга эга булган ф ункцияни тузинг.

39. Агар f i z )+g(z ) функция zn нуктада узилишга эга 
булса, у \о л д а /( г )  ва g(z) ф ункцияларнинг камида битта- 
си z, нуктада узилишга эга булишини исботланг.

40. Агар fiz )  ва g(z) ф ункцияларнинг ,\ар бири г,, нук- 
гада узилишга эга булса, у холда/ U ) +£(<:) функция \ам  г,, 
нуктада узилишга эга булиши шартми?

41. Агар /(~) ва g(z.) функцияларнинг \ар  бири г0 нук­
тада узилишга эга булса, у х,олда Дг)'Я(") функция хам Z() 
нуктада узилишга эга булиши шартми?

Куйидаги ф ункцияларни берилган сохдларда текис уз- 
луксизликка текширинг:

' 42 ,у(г) = г , £ =  {! d <1}.
43 . f iz) = z \  Е =  С.

4 4 .Д г ) = - ^ р ,  Е =  {0<Ы<1}.

45.Дг) =  , Е — {0<| d < 1}.

4 6 . Л г ) = т ^ >  Е =  {I d <!}•

4 7 . y k ) = T T 7 ,  Е =  (I d <1}.

4 8 . Л г ) = 7 ,  Е =  {К| d г>0.

49 . f i z ) = \ ,  Е =  {0<| d <+°°}.

50.  f i z)  функция z, нуктада текис узлуксиз деган жум- 
ла маънога эгами?

51.  Агар f i z)  ф ункция EczC тупламда узлуксиз булса, у 
берилган тупламда текис узлуксиз буладими?

52. {| d доирада текис узлуксиз функция чегаралан- 
ган буладими?

53. Агар f iz )  функция Е = {а' < R e z ^ b r  а 2<1шг</>2} ва 
Е =  {!\ < R e :< с,, Ь2< 1тг<с\} туртбурчакларда гекис узлук- 
сиз булса, у \олда бу функция

E = {ax<R e Z<cr а 2< 1 т г < с 2}

гургбурчакда \ам  гекис узлуксиз булишини исботланг.
54. Агар 53-мисолдаги Е: туртбурчак урн ига

Е, ={/’I<Rez<£'l, />2<!пгг<с2}



гуплам олинса, f i z )  функциянинг Е  туртбурчакда тс кис 
узлуксизлиги х,ак,ида нима дейиш мумкин?

55. Агар f i t )  ва .t><с) функциялар Д /сС  тупламда текис 
узлуксиз булса, у \олда  ихтиёрий а ,  ре С лар учун af iz)+ 
+ функция \а,м М  тупламда текис узлуксиз булиш и­
ни исботланг.

56. Агар f i z)  ва g(z) функциялар бирор Д/с:С  тупламда 
текис узлуксиз булса, 0(z)—fiz)-g(z) функция шу туплам ­
да текис узлуксиз буладими?

57. Агар f i z)  ф ункция D ва G тупламларда ( DczC, G< С) 
гекис узлуксиз булса, у холда унинг D f) G тупламда те­
кис узлуксиз булишини исботланг.

58. Агар f iz )  функция {Ы </?} доирада текис узлуксиз 
булмаса, у \еч  булмаганда {Ы  </?> доирадаги бирор нук­
тада у.зилишга эга эканлигини исботланг.

59. Чегараланган {Ы<Л} доирада f iz )  функция текис 
узлуксиз булиши учун, унинг {Id </?> доирада узлуксиз 
булиб, ихтиёрий £e{ld=/?} нуктада чекли

лимитнинг мавжуд булиши зарур ва етарлилигини исбот­
ланг.

Айтайлик, f iz)  функция кенгайтирилган комплекс те ­
кислик С  даги М  тупламда аникданган булсин.

Агар ихтиёрий £>0 сон олинганда \ам  шундай б=5(е)>0 
сон топилсаки, р(г, ^ )< 8  (z,,e М) тенгсизликни каноат­
лантирувчи барча ге М  лар учун р (fiz), fiz,))< £  булса, у 
\олда f iz )  функция z^e М  нукдада с ф е р и к  м е т р и к а  
б у ii и ч а у з л у к с и з деб аталади. Бу ерда

с ва с, нукдалар орасидаги с ф е р и к м а с о ф  а .
Сферик метрикада текис узлуксизлик таърифи хдм шу 

каби киритилади.

lim / ( z)
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Куйидаги ф у н кц ияларн ин г  сф ерик  метрика буйича 
кенгайтирилган комплекс текислик С  да узлуксиз экан- 
лигини исботланг.

6 0 .у и )= { .

62. Az) ч--.

63..Л-) - , .

Агар fiz )  ва g(z) функциялар М  тупламда ( МсС)  сф е­
рик метрика буйича узлуксиз булса, 64—66-мисолларда 
келтирилган ф ункцияларнинг М тупламда сферик метри­
ка буйича узлуксиз булиши шартми?

64.
65. fiz) giz)

/ (г)
66- 1(7)
67. Айтайлик. f i z)  ф ункция М тупламда сферик метри­

ка буйича узлуксиз ва R(z.) функция z узгарувчига нисба- 
ган рапионал функция булсин. g(z)=R{f(z)) мураккаб ф унк­
циянинг М  тупламда сф ерик метрика буйича узлуксиз 
булишини исботланг.

2-§. Функциянинг дифференциалланувчилиги. 
Коши-Риман шартлари

Г. Бирор Е  сохдла (EczC) w=fiz.) функция берилган 
булсин. Ихтиёрий г,,е Е  нукта олиб, унга шундай Дг орт- 
гирма берайликки, г„+Дге Е  булсин. Н ати ж ад а ,/ ( ’) ф ун к­
ция ,\ам zv  нуктада

A w = A f i z {)) = fizb + A z ) - f i z v) 

орттирмага эга булади.
7 - т а ъ р и ф  . Агар A z ^ O  да нисбатиинг л и м и т и

,. Ли' .. + (г»)lim , ,  = lim , .Д”~*0

м а вж уд  ва  ч е к л и  б у л с а . б у  л и м и т  к о м п л е к с  у з г а р у в ч и л и  f i  z )  
ф у н к ц и я н и н г  z0h \%т а д а г и  . \o a u a c u  д еб  а т а л а д и  ва  f'(z.,) к а б и  
б ел ги ла н а д и :
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функциянинг v  Ч)е С  нуктадаги \осиласини  топинг.
Zq нуктага Дс орттирма бериб, шу нуктада функция 

орттирмасини \исоблаймиз:

АДг0)=Дг0+ А г ) - /г 0)=(г0+Аг)2-  zl =2zf)Az+(Az)2.

Унда
Д /(го) _  л

-  2 г„ + Аг

булиб,

булади. Демак,

10-м и с о л .  Ушбу

Д/(г0) lim — = 2z„
Д ; ->0 Д<-

Лло) =  2V

Лг) = ! d -Re^

функциянинг г=0  нуктадаги \о си л аси  нол булиш ини 
курсатинг.

Берилган функциянинг г=0 нуктадаги хрсиласини 7- 
таърифга кура топамиз:

lim т ^ / ш  = lim и  =
Д г -> 0  Д г-> 0  А<*

Ud-Ax .
= lim —гг— (Az  = Ах + iAy)

дг->()

Равшанки. Дг->0 да Ах хам нолга интилади. Демак,

lim - <() ' .-.Ч 1- / -10.1 = lim — ..— ■ Ах =  0 .
дг->0 AZ дг-»0 Лг| еш/?

Бу эса / ' ( 0 ) = 0  эканини  билдиради.
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Ф араз килайлик,f ( z j-u (x , y)+ iv(x , у)  ф ункция Zn=xQ+iya 
( ^ е  С) нуктанинг бирор атрофида аникпанган булсин,

8-т а ъ р и ф . Агар и(х, у) ва v(x, у) функциялар х, у  узга- 
рувчиларнинг функцияси сифатида (х№ y j  нуктада диффе- 
ренциалланувчи булса, f(z )  функция z0 нуктада х,ациций ана­
лиз маъносида д ифферснц и а, ыанувчи дейилади.

Бу холда du(xa, у  ‘)  +idv(xv  у ()  ифода f( z )  функциянинг Z() 
нуктадаги дифференциалы дейилади:

d f =  du+idv.

4-т с о р е м а . f(z)= u (x , y)+ iv(x , у ) функциянинг z0 нук;- 
тада f ( z , )  х,осилага эга булиши учун бу функциянинг z~(x(ft 
У о) нуцтада хациций анализ маъносида дифференциалла - 
нувчи булиб,

Эи __ dv
дх ду

с) и  _-  dv.
ду дх

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
Одатда (2) шартлар К о ш и  - Р и м а н  ш а р т л а р и  

дейилади.
Комплекс анализда ушбу

dz — dx+idy, dz = dx -  idy.

=  1  I M  -  i М. ]  M  ~ l ( К  +  i M \
dz 2 \<i\ 1 d y ) ' dz 2\dx  1 dу )

белгилашлар ёрдамида f(z)= u(x, y)+ iv(x, у) ф ункциянинг 
гула дифф еренциали df= du+idv

куринишда кулай ифодаланади.
Юкорида келтирилган (2) Кош и-Рим ан  шартлари

м  = о
dz

тенгликка эквивалент булишини исботлаш кийин эмас. 
Демак, 4-теоремани куйидагича \ам  ифодалаш мумкин.

4'-т е о р е м а . w=f(z) функция z~ zn нуктада х<оаыага эга 
булишлиги учун унинг %ациций анализ маъносида df(z()  диф-
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ференциали мавжуд булиб, |С “ 0 тенгликнинг бажа-
:=г0

рилиши зарур ва етарлидир.
Агар w = A z)  функция с, нуктада \осилага эга булса,

бу нуктада у  = О б у л и б ,/н и н г  \осиласи  f ' ( z n) -  -fr , диф- 

фсренциали эса

d f  =  Л  =  / ' ( г „  №

куринишда булади. Комплекс анализда \осилага эга булган 
функциялар С  — д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и ф ункция­
лар дейилади.

Амалиётда ф ункцияларни С  — диф ф еренциалланувчи- 
ликка текширишда Коши Риман шартларидан фойдала- 
нилади.

11 -м и с о л . Ушбу

Az) = t
ф ункциянинг \осиласи  мавжудлигини текширинг.

Равшанки, A z )==(x+ iy)}= (x 2—>’2) + 2 ixy булиб, u(x. 
v)=x2—y-, v(.v, .v)=2xy функциялар (v. у) буйича диф ф е- 
ренциалланувчи.

■— = 2.x, = -2  у,
(>X с)у

---- = 2 1 ', -  2x.t)x - dy

генгликлардан (2) шаргларнинг бажарилишини курамиз. 
Бу эса функция текисликнинг \ар  бир нуктасида х,осилага 
эга эканлигини курсатади.

12 м и с о л . Ушбу

A z) = z2

ф ункциянинг \осиласп  мавжудлигини текширинг. 
Каралаётган

A z) = Z2 — -V2—у1—2 ixy

функция учун

и(х, у) =  Л2—у2, v(x, у) =  —2ху
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булиб, (2) тенгликлар (О, 0) нуктадан бошк,а \еч  бир нук,- 
тада бажарилмайди. Демак, fiz)"-z2 функция г„^0 нукта- 
ларда х,осилага эга эмас, г,,—0 нуктада эса унинг \осиласн 
м авж у; ва / ' ( 0 )= 0 .

13-м и с о л  Ушбу

fiz)  =  I z \ 2+ i  [R e r lm z ]2

функцияни С — цифференциалланувчанликка текширинг. 
Бу функция учун

и(х, у) =  i z \ 2 =  х2 К"1.
И.г, у) =  [R ecIm ^P^A -y

булиб, и ва v функциялар R- да дифференциал.ланувчи. 
Энди (2) шартларни текширайлик:

f 2 л = 2х2у,
[2 у  = -2 х у 2.

тенгликлардан куринадики, К ош и-Рим ан  шарглари фа- 
кат д—0, >'=0 нуктада бажарилади. Демак, берилган ф у н к­
ция факат г  =6 нуктада С — дифференциалланувчи.

14-м и с о л  . Ушбу

Az) =  \ i 2[RezV
функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг. 

Равшанки,

и(х. >’) = (хЧУ).у-, 
v(x, у) =  0

булиб, бу функциялар \ак и к и й  анализ маъносида дифф е- 
ренциалланувч и булиб,

4^ = 4 v 1 + 2 у 2х. р- = 2 х-у
п Х  J  д у  J

булганлигидан К о ш и -Р им ан  шартлари а= 0  тугри чизик  
нукталари учунгина бажарилади. Демак, берилган ф у н к ­
ция факат {л—0} тупламда С  — дифф еренциалланувчи 
булади.

15-м и с о л .  Ушбу
w = f i z )  =  z

функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг.
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Равшанки, = 1 булиб, бу каралаётган ф ункцияни те-

кисликнинг бирорта нуктасида \ам  С — диф ф еренциалла- 
нувчи эмаслигини курсатади.

16-м и с о л .  Ушбу

f ( z )  = г Im г

функцияни  С  — дифференциалланувчанликка текширинт. 
Берилган ф ункция учун

и(х, у) = 'l[xy\ v(x, у )  = О

булиб, г=0 нуктада К ош и -Р им ан  шартлари бажарилади:

А/(0,0) _  <?v(0,0) _  п 
дх ду

м 0.0) _ Л'(0,0) _ Q
Л ’ дх

Бирок,

Um А Ш = am  Л М г Л 0 ) = п т  = 0.
Ду=() AZ Ду=0 Ду=0 Az

дг=дл-->() дг= дл--»0  д г= д х -> 0

А/(0) _ i;m \/(д^)2lim = lim
Дх=Ду Az Дх—>0 (1 +  0 Ах 

д г -(1 + /)Д х -» 0

булгани сабабли Az->0 да нинг лим ити мавжуд эмас.

Бинобарин, каралаётган ф ункция z=0 нуктада С — диф - 
ференциалланувчи эмас ( и -  ~\[ху ф ункция (0, 0) нуктада

хакикий анализ маъносида дифференциалланувчи эмас).
Кутб координаталар системасида f i z ) —u+iv  функция 

учун К ош и-Р им ан  шартлари

( ihL — J_ JV- 
] /9р p ’

\ду.= ^ Ц и  (2')
I ф Р ik i

куринишда булали. Бун и исбот килиш ни укувчига \авола 
килами t.
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Фараз килайлик, w=fiz) ф ункция бирор /Гсох^да (ЕсС)  
берилган булсин.

9 - т а ъ р и ф .  Агар f(z) функция z„(zne C )  нуктанинг фа­
кат узида о мае, балки унинг бирор v(z0, £> атрофида С 
— дифференциалланувчи булса, у  уолда f(z) функцияси z.0 нуц- 
тада голоморф функция дейилади.

10-т а ъ р и ф .  Агар f(z)  функция Е со.\анинг .\ар бир нуц- 
тасида голоморф булса, функция Е coxftda голоморф дейилади.

Одатда Е со \ада голоморф булган функциялар  синфи 
а( Е) каби белгиланади.

1 I -т а ъ р и ф . Агар giz.) 1) функция z^O нуцтада голо­

морф булса, fiz.) функция «™» нуцтада голоморф дейилади.
12-т а ь р и ф . Агар J ( z )  функция zn(zne  С)нуктада голо­

морф бу ica, t'(z) функция z.n нук;тада антиголоморф дешиади.
17-м и с о л . Ушбу

f i z )  =  V г t 2i x vi

(функциями С — дифференциалланувчанликка текшириш .
Берилган ф ункциянинг \ а к  икий к,исми и(х, у) \амда 

мли\ум цисми v(.v, у)  ларни топамиз.

/( ' )  //('.. y) + iv(x, у) v у  ■ ?.: ху =

(агар ху > 0 булса, х 2 -  у 1 + 2ixy,
\ агар ху  < 0 булса, х 1 -  у 2 -  2ixy.

Демак,

j  агар ху > 0 булса, 2ху,
и(х, v)=.V2 —V2, v(x, у)= ) п- • ■ [агар ху < 0 булса, -  2лу.

Энди и{х, у) ва \’(х, у) функциялар учун К ош и-Рим ан  
1 1 ! ар гл ари 1 1 и те к ш и рам и з :

ди = 2х ^  = I аПф ХУ > °  бУл са’ 2л_'
"х ’ э>’ [агар ху < О булса, -  2х,

ди _ _ 2у, av = j  агар ху > 0 булса, 2у 
г)>’ ’ дх [агар ху < 0 булса, -2у.

Равшанки, ху>0 булганда, яъни 1 ва III чоракларда
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Е  = е С: 0 < argz < §}i>{-Z е С: п < argz < Щ

да голоморф булади. ху<0 булганда, яъни II ва IV чорак- 
ларда ф ункция К о ш и -Р и м ан  шартларини бажармайди. 
Демак, бу чоракларда ф ункция С  — дифф еренциалланув- 
чи була олмайди.

w=ez — ф ункция учун

и(х, у) =  e'cos.y, 
v(jc, у) =  e*siny.

булиб, С  — текисликнинг барча нукталарида К о ш и -Р и -  
ман ш артларининг бажарилиш ини, яъни ф ункция голо­
морф эканлигини курамиз.

w = zz ф ункция факат г=0  нуктада С  — диф ф еренци-
алланувчи булиб,

булади. Демак, берилган функция

Э/  =  7  *1
dz *■' д Z = 0,

г=0

у бу нуктада голоморф эмас.
3°. Фараз килайлик, R2 фазодаги Е сохдда (E cR 2)F=F(x, 

у) функция берилган булиб, у шу сохдда иккинчи тар-
d : F{x,y)  d 2F ( x . y )

гибли — —2—  > — ~jjp.—  узлуксиз хусусии хреилаларга эга 

булсин.
13-т а ъ р и ф . Агар Е соланине х,ар бир нуктасида

U L  + ?£-  = 0 (3)
Эх2 Эу2 ( ’

тенглик бажарилса, F=F(x, у) функция Е сощда гармоник 
функция дейилади.

(3) тенгламани Л а п л а с  т е н г л а м а с и  дейилади. Бу 
тенглама ушбу



laruiac оператори ёрдамида куйидагича

A F =  О

шаклда хам ёзилади.
Лаплас оператори учун

А = А  + А  = ( 4 - -  / 4  If 4- + i = 4 -гУду1 \ Лк ду Д дх д у ) '  dzdz 

булишини эътиборга олсак, унда (2) тенгликни

Ш  = 0 <У)

шаклда ёзиш мумкинлигини курамиз.
5 - т е о р е м а .  Е со>;ада ( E c Q  голоморф булган \ар  

кандай J{z) функциянинг х,ак,ик,ий ва мав\ум цисмлари 
//(.v, v) ва v(x, у) функциялар шу сох,ада гармоник булади- 
дар.

Э с л а т м а .  Ихтиерий иккита и(х, у) ва v(.v. v) гармоник ф у н к ц и ­
ялар учун Д х ) ~ м . \ ,  у) *-/v(.v, у)  ф у н к ц и я н и н г  голоморф булиши шарт 
'Мае. /  нинг голоморф булиши учун и на v лар  К о ш и -Р и м ан  шартлари 

орцали богланг.г булиш лари лозим. Бун лай \олда  и на i гармоник 
Функциялар K, \ i u ' i a  г а р м о н и к  ф у н к ц и я л а р  дейилади.

18-м и с о л  f{z)~ Z функцияси учун и(х, у )= х  ва v(x, у )=
у  ф у н к ц и я л а р  г а р м о н и к ,  ам м о  к у ш м а  г а р м о н и к  

(функциялар эм.к'.
Бир богламли (Ес=С) со.\ада u(z) =  u(x, у) гарм оник 

(функция булиб, £ т ай и н л а н ган  нукта булсин. У \олда

v (z )=  } - ^ d x  + % d yду и л  ^  дх '
'а

n in e грал н(-) функцияга кушма гармоник функция \Чс) 
ни аникдайди.

М И С О Л  ВЛ М А С А Л А Л А Р

Куйидаги 68 -72-мисоллардаги ф ункцияларнинг ,\оси- 
1алар кийматларини шу .\осилалар мавжуд булган нукта- 
шрда \и с о б л а н ! :

68. /(-) = 2z+ I .
69. f{z) =  с'.
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70. f i z )  [ .

71..ДО = т Ь  •

72.„f i z )  =  e'(cosy+/siny), i z  = x+iy).

Ушбу ф ункцияларни С  — дифференциалламувчиликка 
гекширинг:

73. fiz.) =  Re~.
14. f i z )  i Re. ) .
75. f i z )  = Re.:’.
76. /(,-) = [Rec|2 [Imz]2.
11 . f i z )  =  I г I ’.
78. f i z )  =  [ Rec) +/[ Im -] .
7 9 . /(,-) = | Re-;]— /|Im c |?.
80.Д:) = -Re:.
81. Дс) = г1пк.
82. Дг) = 2.v.v i(x2—y 2), (z=x  * iy).
83. / ( J  = d m  с функция учун / '(О ) ни \исооланг.

84—87-мисолларда берилган f iz )  ф ункциялари  учун 
шундай а, Ь, с узгармасларни топингки, натижада fiz)  
функциялар голоморф булиб колени:

84. ~) = x+av+i(bx+cy).
85 . fiz) — x2—ay2+ibxy.

86 +

SI. fiz) =  cosx(chy+ tfshy)+/sin.v(chy+/;shy).

88. Ушбу f iz)  =1 jc2—y2| +2ixy функция голоморф булган 
сохдларни топинг.

89. Ушбу fiz)  =1 х2—у 2\ +2/1 лу| функция голоморф булган 
сохдларни топинг.

90. Агар fiz)  функция г,, нуктада антиголоморф булса, 
у \олда шу нуктада

шартнинг бажарилиш ини исботланг.
91. Агар r=p(cos(p+/sin<p) (г^О) ва f iz )= u {р, ф)+/у(р, ф) 

булса, у х,олда f ' ( z ) ни куйидаги
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П )  = P . f  = £ f ^  + ; Уг"1
J  Z Ф  Г. 'ЧФ  'P

c*p <*p
.'У/l I 
о'ф j

p р нн иш ла рд а  и ф о д ал а ш  м у м к и н л и ги м и  исботлалг.
92. Ушбу . / ( c ) - г" ф у н к ц и я  учун Копл и- Рим ан шартла-

р •,:: ”  Н Г б ;» Ж?, р  И,11К ИIИ14 И ТС К 111И П ИНГ ВЗ

i

! i s  ь н  исботлаш' .
93. Айта Й Л И К, .А с» - : <̂ + /V- Р ( COM) i ООО;-' гомоморф ф у п к -  

:;ня берилган булсин.  Агар а. с, о у ф у н к ц и я л а р д а н  б и ­
рор гаси узгармас булса.  у холла / I <;) ф у т . п и и н и ш  узи 
..a N! у.7-ГП рМЛС бул ИШ ИН Г! исботланг.

94. Ушбу . / ( j ) -  ĵ.Yv| ф у н к ц и и  учун р :г0 ? украла К о ш и -

Рлмли ш ар тл ар и н и н г  б аж а р и л и ш и м и ,  л о к и п  шу нуктада 
С; ' /нкииянi-irir \о с и л а с и  мавжуд пмас.г.ип.ни . :<:боглан!.

Ai ар л. у)-1 /!■( V, у) фуНКЛЛК ..рлу у ; д  с кр ади
I!ф ф с р е н  циал  чаг i у tvs и булс а .  95 - 9 4 -Tf к г л и к а а р н л н г  

; р п н ли  эк а н л и г и н и  исботланг:

95. Л . - , » - »!.(v,r  V , у м .

: ; r = v ; . ( - V  j ; p  ty . :, г р  

П  f  t г.р=~ ; ' ■ У у.,}- /у  . у;,.- 

./ 'i с,,,; -' г' ■ v,. у..;4 / 1/  ( у, у р  

i,,? i./ 'Ар :^[п[ Г - л/| 'j” -- [ы[ У ; у  : ■

Г 0.; ■ -Г- J Г i ■■■■ , v; ■ ■! v ) .

м > , пл; : . и к , Аур фу с-лил: coxa ui го и п ю р ф
о-: ;иб, iiiv сохада /  ' и ) :~0 б у л с и н . V уол та , c j - :- оотЛ экан-  

■ я т и  и с б о : !ан;
101. АиТГЛрД'К ?lz) ■; ;ЛИ > Г  'О . ; . ' 1 ■ i у, \р .0'' ■ ■ ПОЛ 

:ан>вчи булиб.

л ; ’ : а ; Р  - /?’ г л / ( А

ь:>



булсин. Бу ерда А, В, С лар узгармас сонлар ва уларнинг 
камида биттаси нолдан фаркли./>)=соп81 эканлигини ис­
ботланг.

102. Фараз кдпайлик, f iz )  функция D сохдца д и ф ф е­
ренциалланувчи, F(t) эса бутун \аки ки й  укда монотон ва 
узлуксиз дифференциалланувчи функция булсин. Агар

R e / г) =  f i l m / г)]

тенглик бажармлса, _/(£)=const эканлигини исботланг..
103. Агар w =fiz)=u(x, y)+iv(x, у ) функция- учун г нук,- 

тада ушбу

lim R e ~14С AZ

лимит мавжуд булса, у \олда и\ ва vj хусусий \осилалар- 

нинг мавжуд булиб, и\ = vj. тенгликнинг бажарилишини 

исботланг.
104. Агар w =fiz)=u{x, y)+iv(x, у) функция учун г нук­

тада ушбу

limЛ£-»0
» Ди>
I m ^F

лимит мавжуд булса, у \олда м[, ва vj хусусий \осилалар- 

нинг мавжуд булиб, и j, = — vj тенгликнинг баж арилиш и­

ни исботланг.
105. Фараз к,илайлик, w=fiz)=u+iv  функция г нуктада 

куйидаги шартларни каноатлантирсин:

1) и, v — дифференциалланувчи,
Aw2) lim

дг -*ol AC мавжуд.

У ^олда г нуктада ё к и / г ) ,  ёки f ( z ) ф ункциянинг д и ф ­

ференциалланувчи эканлигини исботланг.
106. w(z) ф ункцияга тескари булган £(w) функция учун 

ушбу



тенгликнинг уринли эканлигини  исботланг. Бу ерда

W? -  > Wi = =? dZ z dz z  c)z

белгилашлар киритилган.
107. w(z) акслантириш нинг якобиани учун

|:ЭУУ |2 \dw\
1 Эг 1 \ dz 1Э(х, >•)

тенгликни исботланг.
V

108—112-мисоллардаги функциялар учун ва ~  лар- 

ни ^исобланг:
Ю8.Дг) =  Ы .
109. fiz) = <?_I(cos>>—/siny), (z=x+iy).
110. fiz) -  I Z—a  Ip, —oo<p<oo.

1 1 1 . / г ) =  ^ | z - a |  + | г - 6 | 2.

|z-al+/|z+fl|
1 1 2 .^ =

f113— 117-мисоллардаги функциялар учун ^  ни то ­

пинг.
113./ г )  -  I d р, —°о<р<оо.
1 \ 4 . f z )  — 
115. Дг) =  Ini г—а I .
116.Лг) =  1п (1 + Ы 2).

1+|г|
117./ г )  = a r c t g .

Голоморф f iz)  ф ункция учун 118—122-мисоллардаги 
тенгликларнинг уринли эканлигини исботланг:

u s .  | ( M M I / u > ! - Щ .

119. -;i| y  (|f i z f ) = рт  | / ( ' f ”2 | А  ̂  ■ р-

120. £ [R e/U )l = ■£/'(*)•

121. ; | [ I m  f i z ) ]  = J i f i z ) .
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122. Дг11п(1 + ! / ( - ) ! ' ) | =  - i ^ ' L

123. Arap v > ( 1 , 2, n) гармоник функциялар 
булса, у \олда уларнинг чизикли комбинацияси

хам гармоник булиш ини исботланг.
124. Агар и(а . у) гармоник функция булса, и'(х, у) ф ун к­

ция \лм гармоник буладими?
125. Гармоник и(х, у) ф ункциянинг  ихтиёрий к — тар­

тибли хусусий хосилалари \ам гармоник булишини и с ­
ботланг.

126. Агар гармоник и(х, у) ф ункциянинг аргументлари 
учун

а л м а ш т и р н ш  б а ж а р и л с а ,  у \ о л д а  а л м а ш т и р и ш д а н  к е й и н  
\ och . i бу л га н  функциянинг хам г а р м о н и к  б у л и ш и н и  и с ­
ботланг .

127. Агар и( v, i ) I армоник ф ункция булса, у \олла к,ан- 
д а й /ф у н к ц и я л а р  учун J{u) \ам  гармоник булади?

128. Arap Jiz) ф ункция голоморф булса, \jlz) \ , arg/(’), 
In I J{z) ! функциялар гармоник буладими?

j l
129. Ушбу л  ~ Лаплас операторини (р,ф) кутб

коорчина галар сисгемасида ёзинг.
130— 1 37 -мисолларда берилган гармоник функциялар - 

га курсатилган сохаларда кушма булган гармоник ф у н к ­
цияларни гопинг:

v( v, у) = 1.С\ и„ (л, у)

ъ ■+ >1

130. ы(х.у) v г - \ . Е =  С
131. и(х, у) =

132. и(х, у) =  vi ■ !.
133. и(х, у )  — |  ln(.v: + i-'),

134. и( х ,  у )  =  х у .

Е =  {0< I с! <«}.

Е =  С
Е =  С \  {у=0, 0<л'<+оо}. 

Е = С
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135. ti(x, >') =  л-’—у Ч  лу. E -  С
136. //(л, у )  =  ycosish.Y  > A ^ in y d u ,  E =  С
137. / /(p .  <p) =  рсрсонф-! nlnpsimy, E -  C.

.\ак,ик,1 1 Й ёки мав\ум цисмлари 138—146-мисоллардаги 
теигликлар ердамида берилган голоморфД ?)~и(х, у) t Мху) 
функция мавжудми? Мавжуд булса. уни топинг:

138. и(\, у) — \  у .
139. V(А, ( ) = 3.v2y- у .
140. v i a .  у) =  2 a г I 2 . v -  1.

141. //(А, V) =  —— т ■
.V

142. vlv. v) =  v— - у Ц -  ■X" + V"

143. и(х. 1') =  л : —v’ t 5д 1 v— .
Л' + V*

v2 - v 2
144. и \ \ .  у) =  (- : :+ v:7 -

145. m .  V) =  З ' л '  v ...... — .2(Л-■*->'-)
у

146. H(.v.y) =  с '  .

147—152-мисоллардаги и, v ёки и.. vk(k=  1, 2) функ- 
ниялар Е со\ада калима гармоник функциялар булса, у 
\одда U, V функциялар \ам Е со \ада кушма гармоник 
() I у 1 1 к и и я л а р б у л и ш и н и и с ботл а н г.

147.  V --= ии -b\\ V = bu+av (а ва b — узгармаслар).
148.  U =  аи[ I bu„ V = а\\ 4 Ь\\ (а ва h — узгармаслар).
149. U =  и,и.  -v/v,,  V = u ^ + v ^ i i , .
150. U = e“ cosv, V=  e"sinv.

151. U = e u~ ’ cos2hv.  V= e u" sin2»v.

152. U =  «?"'cos "" r 1’" , (/=<’“'sin v Zu .I L

153. Айтайлик, и, v функциялар E со\ада, ф, ф функци­
ялар Г со \ада  кушма гармоник функциялар булиб, x+iyc Е 
булганда и(х, у )+ М х ,  у) нинг циймати Е да ётсин. У \о л д а

U(x, У)=ф[м(х, у), v(a, у)], И А, у)=ф[и(.\', у), v(a, у)]
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функциялар Е сох,ада кушма гармоник функциялар були­
шини исботланг.

154. Фараз кдлайлик, и, v функциялар  £ с о \а д а  кушма 
гармоник функциялар булиб, Е со \ан и нг  х,еч бир нукта- 
сида и ва v функциялар бир вактда нолга айланмасин. У 
\олда

функциянинг Е со \ада гармоник ф ункция эканлигини 
исботланг.

155. Агар и, V. ва и. v, .тар Е сохддаги икки жуфт кушма 
гармоник функциялар булса,

жаылигини исботланг.
15(i— 164-мисолларда берилган куринишдаги узгармас- 

лан фаркли гармоник ф ункциялар  мавжудми? Мавжуд 
булса., уларни топинг:

156. w=(p(.v).
157. (/—ф( ах г by) ia  ва Ь ла р  . \ а кикпй  со н л ар ) .

162. м=ф(л‘2"Г1’).
163. .( !.Ч V ' v\ ; '  +  v ; >

164. и см ' - г’)
1 6 5  168 мисолларда бсри.ман ч и з и ^ а р и и и г  ус шла 

у л армас кпйматни кабул к.илувчи гармоник функц ия лар ­
ни гопинг.

165. г - г
166. у~1X
167. х- ' у'~с
168. А- ; Г  С >.

169. Ушбу Re/(<,)=\v -t 6.v-_v—.Ьт - 2у \ /(0)=0 шартларни 
каноатлантирувчи голоморф f{z) функцияни топиш .

170. Фараз цилайлик, J(z), g (z )eо ( £) булсин. A ra p . / i ; ) -
z) (,с \аки ки й  узгармас) булгандагина Jl.z)+ g(Z)

U(x, у) =  1п[м2(х, y )+v2(x, у)]

г.(.г, у) — v,(.v, у) =  const

159. ;/ i.n \ i ).
160. Гу )

161. U~ № I
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йигиндининг Е со \ада \ак,ик,ий кийматларни кабул кили- 
шини исботланг.

171. f[z), g iz)ea(E)  ва g(z)=0  булсин. f i z ) = c g ( z )  (с -  
м ан ф и й  булмаган  узгармас) ш арт баж ар и л ган д аги н а  
fiz)' ^(zj купайтманинг Е со \ада манфий булмаган ки й ­

матларни кабул килиш ини исботланг.
172 ./( :) ,  g iz)ea(E)  ва gU)£0 булсин. Факат f iz)  = cg(z) 

(с — \ак«кий  узгармас) шарт бажарилгандагина f i z ) ’ g(z)

купайтманинг Е сохдда хдкикий кийматларни кабул кили­
шини исботланг.

3-§. Ходила модули ва аргументининг геометрик 
маъноси. Конформ акслантиришлар

Фараз килайлик,

w =  f i z )

функция бирор Е( £ с О  со\ада берилган булсин. Уни (/) 
текисликнинг нукталарини (и) текислик нукталарига акс­
лантириш деб караймиз (11-чизма).

1 ©
V

^  = ___ О
Zo

0 * 0
" 14

11 -чизма

Айтайлик, w=fiz) ф ункция г,,е Е  нуктада / '(г,,) ( / ' ( z j *  0) 
\осилага эга булсин. Х,осила таърифидан фойдаланиб, то ­
памиз:

= l r n i H ,

(%=Л2о)).
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I •' -  ! с т а р о г о ,  Ki^iiiK пу лг апд а  : ! \ а м д а  i ir-ov.  j  
ч и к д о р л а р  п р о п о р ц т  м а л  Оулиб, i/ ' Ц , )  \ >ca n;v и рог. up
II и он а  ’ и ; к h и к:'  ко'-к';; [ж uh f  н т и н и  и ф о д а л а й д и :

I ! I ! ! !
1 — "’о - о . /  : : •: ! ■ о( | с- )

и '^Аг '  а к с л л о - о р ’м :  г р л а м п л а  ' г  - j  ~̂-r а й л а н а  чс;^- 
слп к и ч и к  мик,лор а( | z -  ' „ ! )  >f.iи б о р г а  о л и в м л с а ,

' И1 н'. ! =  !./"(<:,,) I -г

айлан:ча аксланаду  Агар ,[/ ' ' (;; ,) | < 1 булса, унда I z  zt)! 7 г  
айлана сикилади.  \ J '(?.) i >i  булганда эса айлана  ч у з и ­
лади

Демак,  функция хреиласининг модули w~f ( z )  акслан- 
гиришда «чушчиш» кооффициентини билдирар экан (12- 
чизма).

, : г)

12-чизма

Энди w—f(z) акслантириш нуктадан утувчи у силлик 
чизикии (vv) гекисликдаги Г чизикка акслантирсин (13- 
чиш а).

72



Уа'бу

l im -- f ' i z ,  )

муносабатдап

l im arg(w - ч ’()) — arg/  4c, )  + lmi  arg( z — zt,>

булиши келиб чик,аяи. Arap

l im arg( a. i ”  ,v

lisn arg( a

булишини эъгкборга олеак, унда
Р «  ’ ага/"( г,,)

б у л и ш и н и  т о п а м и з .
Демак,  функция хосиласининг аргумента w^fiz) акс- 

шнтиришда у чизикни цандай бурча к ка буришини оил- 
дирар жав.

Агар z.;) нуктадан утувчи икки у, ва у, эгри чизшушр 
орасидаги бурчак а. булса, w—fiz) аксл антири i и да бу чи ■ 
шкдарнинг акслари Г, ва Г, лар орасидаги бурчак хам о- :а 
генг булади ( 14-чизма).

JP, = a, + arg/'(c„),
(j), = a -  a arg f ' ( z j

булганлигидан, р ,—p,=  а , -  </. ж анлиги  келиб чик,ади.
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Фараз к,илайлик, w=f(z) функция Е(ЕаС) сохдда бе­
рилган булиб, z(|e: Е булсин.

14-т а ъ р и ф . Агар и —Д z) акслантириш
1) маркази z„ нуцтада булган чексиз кичик айланани чек­

сиз кичик айланага утказиш хоссасига,
2) ~ нуцтадан утувчи ,\ар цандай иккита чизик, ораси­

даги бурчакнинг мицдорини .\ам, йуналишини хам сацлаш 
хоссасига )га булса, w=f(z) акслантириш z.„ нуцтада кон­
форм акслантириш деб аталади.

Агар бу таърифдаги 2-шартда бурилиш бурчагининг мик- 
дори узгармай, йуналиши к,а ра м а - кар ш и с и га узгарса, бун- 
дай акслантириш II тур конформ акслантириш дейилади.

1 5 - т а ъ р и ф .  Агар Е(ЕаС) со \ала аникданган w=f{z) 
акслантириш учун

1) w—f(z) функция Е со.\ада бир япроцли функция,
2) Е сох,анинг .\ар бир нуцтасида конформ булса, берил­

ган акслантириш Е со.\ада конформ акслантириш деб ата- 
. iadu.

Конформ акслантиришлар куйидаги хоссаларга эга:
1°. Конформ акслантиришга тескари булган аксланти­

риш хам конформ акслантириш булади.
2°. Иккита конформ акслантириш нинг суперпозиция- 

си яна конформ акслантириш булади.
19-м и с о л . Ушбу w=z3 функцияси ёрдамида берилган 

акслантиришни конф ормлиликка текширинг.
Бу функция текисликнинг барча нукталарида голоморф 

булиб, унинг \осиласи W-=3z2 коордииаз ал ар бошидан таш- 
кари барча нукталарда нолдан фаркдидир: w'^0. Демак, их­
тиёрий г.^0 нуктада акслантириш конформдир. ^ = 0  нукуа- 
да бу акслантириш конформ эмас: Ы = / ‘айлана ай­

ланага утади, лекин у,:{v=0} тугри чизик, билан УУ | у  =

тутри чизикдар орасидаги бурчак булгани хдлда улар­

нинг акслари / ’ :{>'=()} ва Г2:{х= 0} лар орасидаги бурчак |

га тенгдир. Демак, акслантириш имиз г=0 нуктада бурчак 
сакданиши хоссасига эга эмас.

w =  z3 акслантириш  Et: {о < arg г < 2̂ | ,

Е{ ( т  < arg z < т }  ва Ег  { т  < аг8 - < 2к]
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со\аларда бир япрокди. Демак, бу акслантириш шу со \а -  
ларда конформдир.

Умуман олганда, vv=^3 акслантириш учи координата
бошида ва кенглиги дан катта булмаган ихтиёрийз

D

чексиз секторда конформ булади.

М И С О Л  ВА М А С А Л А Л А Р

Фараз килайлик, у -  нуктадан чицувчи arg (^  
нур булсин. 173 — 187-мисоллардаги акслантиришлар учун 
: , нуктадаги чузилиш коэф ф ициента R(ф) ва бурилиш 
бурчаги о.(ф) ни топинг:

173. w =  с-'- ч =  '•
-Сп174. 'и; -

175. и-= 2 ; + / с ,  ^ = 0 .

176. vv=
N)
-  = _  1 
'v  4  ■

177. w = г , -  i '
178. w = г ,  - - - - 3 + 4 / .
179. w -  z \
180. н’ =

181. z \  г,,= 1 • i-
182. w  ■■= Z , r  -3+4/.
183. w -  z:+2z. Z r  •’
!84. w -  /e2'(cos2>’I/sin2y). r,~  0.
185. w — —iz;. Z,r ~~!-
186. w -  r. - 0.

187. u- = I f f  , c,=

188- 194-мисолларда берилган w ~ f { z )  акслантиришлар 
натпжаснда текисликнинг к,айси кисми сик,илади, кайси 
кисми эса чузилади?

188. w = г.
189. и’ — zr+2z*
190. w = \ .
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191 .“tv =  e'(cosj-f /siny)
192. w =  e:v(cos2v+/sin2y).
193. u’=  z:—4z. '

194. w =  —  ■z

Шундай иукталар тупламини тоиингки, шу нукталар­
да 195—200-мисоллардаги акслантиришларнинг чузилиш 
коэффициента I га тенг булсин.

195. w =  г
196. w = Z'-
197. w =  ~ - 2 г
198. w -  1.

199. vv = I' '' ' .
« — *<.

2 0 0 . vv = , . ad—b e t 0 , с / 0 .

Шундай нукталар гупламини топингки, 201—206-ми- 
соллардаги акслантиришларнинг шу нукдалардаги бури- 
лиш бурчаги 0 ia  тенг булсин.

2 0 1 . w = iz2-
202. w =  - г  .
203. н’=  г2—2г.
204. w =  .

206. w = , ad—be = 1, с *  0.

207. Айтайлик, w=fiz) функция с, нуктада голоморф 
булсин ва у,, у, силлик чизикдар zt) нуктадан утиб, куйи­
даги шартлар оажарилсин:

jR e / (z )  = Re/(c„), с е  у,;

[1ш/(г)= 1 т /(г0), и  у2-

Агар / '(с„)*0 булса, у хрлда у( ва у, чизикзарнинг zQ 
нуктада т>три бурчак остида кесиш иш йни исботланг.

208. Фараз килайлик, w=J{z) функция ^  нуктада голо­
морф булсин ва Zq нуктадан утувчи силлик у,, У2 чизикдар 
учун куйидаги шартлар бажарилсин:
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H / w H / M ,  z e Yi’
t a rg/" (^) = arg/'U0), z e y 2.

А г а р /Ч г , , )^  булса, у холла у, ва у, чизикдар z t нуктада 
гугри бурчак остида кесиш иш ини исботланг.

209. Ушбу w—2z акслантиришни конф ормликка тек- 
ширинг.

210. Ушбу w=(z—2, акслантиришни конформликка тек- 
ширинг.

211./(г)= TZJ функциянинг г=<» нуктада конформ экан­

лигини исботланг.
212—220-мисоллардаги функцияларни берилган Е со- 

\ада конформликка текширинг:
212./.-)  =  1 , £ = { Ы < 1 } .

213. Az)  =  - ad-bc*Q; Е -{  \ z \ <«}•

1 U .A Z )  =  Z\ £ = { 3 < U + 2 |< 4 ,  0<arg(<:+2)< }.

215. Az)  = £■={!<\ z \ <2, 0<argг< f  }.

216. Az)  =  e^cosy-t-siny), E={ I г I ,<4).
217. Az) - e'(cosv+/sin>'), E={
2 1 S. y( ~) =  e ‘(cos>'+/sin>’), E= \
2 \9 .A z )  =  z \  £={lnu>0}.
220. Дг) = z + j ,  E={ I z - i \  < Л  >•

221. Ушбу / ( г ) !• evcos>’+ /(>•+e'si ny) ф у н к ц и я н и н г  
{ Re;;<0} ярим текисликда конформ эканлигини исботланг.

222. Айтайлик,./? ~) функция ка вар и к, Е а С  сохада голо­
морф булсин. Агар шундай хакикий узгармас а  сони мав­
жуд булиб, Е сохада

Re{«r/'U)}*0
булса, у холда Az)  функция £  сохада бир япрокди були­
шини исботланг.

223. Ушбу/(с)=«",--3г  функциянинг
Е =  i(Re^)’>S + (InK)% Re,:'•()}

со\ада конформ эканлигини исботланг.
224 .A z)~ a n? +  ... + а .г+ а0 купхаднинг даражаси иккидан 

к а п а  булмагандагина | ln u > 0 }  ярим текисликда конформ 
булищи мумкинлигини исботланг.
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225. f i z )= z 2+az+b  купхдд z^=— f  нуктадан утувчи би-

рорта тугри чизикнинг бир томонида ётувчи ихтиёрий Е 
сохдда конформ булишини исботланг.

226. Айтайлик, а, b ва ẑ  — берилган комплекс сонлар 
булсин. R нинг шундай энг катта кийматини топингки, 
f ( z ) = z 2+az+ b  ф у н кц и и  { \ z —г0 1</?} д о и р ада  к о н ф о р м  
булсин.

227. г=°° нуктада голоморф булган f iz )  функция шу 
нуктада конформ булиши учун

! ™ [ г ( Д г ) - Д ~ ) ) ] * 0

шартнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини и с­
ботланг.

228. Фараз килайлик, п> 2 бутун сон ва а  — ихтиёрий 
х,акикий сон булсин.

fiz)  = ZP+n^'Z
функциянинг { |^ I < 1 }  доирада конформ эканлигини и с­
ботланг.

229. Ушбу f i z )= z 2+az  функция факат 1 т а > 0  булганда- 
гина {lnu>0} ярим текисликда конформ булишини исбот­
ланг.

Куйидаги тасдикларни исботланг:
230. У ш б у /(г )= г2 функция Е  со \ада конформ булиши 

учун Е ва — Е(—Е ={— z  Z&E}) сохддар умумий нуктага 
эга булмаслиги зарур ва етарлидир.

231. Ушбу f i z )~  2  ̂ + функция Е сохдда конформ

булиши учун Е  ва \  = j~ ■ г е f j j  сох^алар умумий нук­

тага эга булмаслиги зарур ва етарлидир.
232. Ушбу f i z )= er(cos.y+ /siny) функция E со.\ада к о н ­

форм булиши учун Е  ва E+2ni  ( E+2ni={z+2ni, Z£ Е}) 
со \алар умумий нуктага эга булмаслиги зарур ва етарли­
дир.



III  боб
ЭЛЕМЕНТАР ФУНКЦИЯЛАР ВА УЛАР ЁРДАМИДА  

БАЖАРИЛАДИГАН КО Н Ф О РМ  АКСЛАНТИРИШ ЛАР

Конформ акслантириш  назариясида асосан куйидаги 
икки масала урганилади:

1- м а с а л а  С  комплекс текисликдаги бирор Е  сохдда 
(EczQ w=f(z)  акслантириш берилган \олда  с о \ан и н г  а к ­
сини, яъни w(E) ни топиш.

2-м а с а л а . И ккита ихтиёрий E czC, FczCw сохалар бе­
рилган х,олда Е сохани F сохага акслантирувчи конформ 
w=f(z) акслантириш ни топиш.

Бу масалаларни хал цилишда куйидаги тасдикдардан 
фойдаланилади.

1 - т е о р е м а  (Риман теоремаси). Агар Е ва F лар мос 
равишда кенгайтирилган комплекс текислик С д;амда Cw 
лардан олинган ва чегараси 2 та нуцтадан кам булмаган 
(континуум булган) бир бориамли сох,алар булса, Е сохани 
F со%ага конформ акслантирувчи w=f(z) функция мавжуд.

2 - т е о р е м а  (сох,анинг сацланиш принципа). Агар f(z) 
функция Е сох,ада голоморф булиб, f(z)$const булса, f(E ) 
\ам  соха булади.

Амалиётда купинча берилган D сохани узидан содда- 
рок, булган сохага, масалан бирлик дойра ёки юк,ори ярим 
текисликка конформ акслантириш  масаласини ечиш та- 
лаб к,илинади. Бу масалани хал килищ да биз комплекс 
аргументли элементар функциялар синфини, биринчи нав- 
батда уларнинг геометрик хоссаларини, татбик, к,илиш 
услубларини урганиш имиз зарур.

1-§. Чизшуш функция
1- т а ъ  р и ф . Ушбу

w = a z + b  (a, be С, аФ0)

куринишдаги функция чизикли функция (акслантириш) деб 
аталади.
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Чизикли функция С  комплекс текисликни С  к о м п ­
лекс текисликка конформ акслаьлиради.

Чкаикли фчнкии ян и иг  хусусий \олла рипи  цараймиз:
I . Аи гайлик.

и’ -- i /■ , Ы С )

6v чей и . Бу ф у н к ц и я  параллсл к у чирш ипи  а мал га с т и ­
рала.

26 Aiiгдйлик.
:V: ~С" {Ол К)

aysiCii'i Ьу ф у л а п н а  С. ii.kHf п а д н и  \ар оир  ; п \ ’\ ' н н и  
каорчиначи бо ш и аарофнда соат стрелкасик! тс скари йуна- 
.нпп ui i-< б \р>,акка л у р ы п п и  амалгл  о п и р а л и .

Ч а с а  а а а

vs - /,: ;= j cos ц ч- I sin 4 1 ■ -  с  ' ■ а

Фуi!к !и !я координата оои>и агр-. фнла 'XI ; а,
и г:

>са' 180 га б у р и ш н и  лмалга о т и р а л и  
А:Г; а п  I ;!К .

и’ — А’ (к> 0)

бучсал Бу функция берилган сохапи у; на  ухшаш с а у л  
;> зиб Ц :  ! да) •/•ки сициб (к<  I да) акслагп иради.

Ум\ май,
уу -- u ' - ' t  Ь ( he.  (  )

\ ■ ' ■ ;дучаидча as а а п а л ^ ш  С, о л н е л т -  чага сахаои 
*-5 *' ; I * j i . О* * p o p  С* урЧИ К К с’ ОурИ г И ! * :*р<тДа1СЛ КГуЧИРИЖ -
а и а.' >а t л:< о т и р а л и  л м а л и с '  ;а б> функ т я и и н с  ьу. хлсаа- 
а а р а л а а  (ролла алачаади.

‘ у  п а о  л . > 1 л ага;
‘- б  7 : ,6а С  a f I-

; ал а л  saps;; буч . а ; > .а -■•'{' -. чбурч а г ^ ч 1' yimay

а а л и , ! | ф и ;  н ы л  sa aso  л 1 а : клиы? :чн;пиг.
Г?. | ai; чнанк ли i’ 'Т Л - ’ a-'saaasaa ABC учоурчакии 

а ф  С учбурчакка i:;s s a r r  s > лл б-.чла; ф б  f .  луграчер  
\ a a  ралалгча 4. В, С  ну а галарлн;  а аксп оулади:



А~ ч'(Л), В = w(B), С ' -  на'С).

Р а в ш а н к и ,

u(.-i) • / ( 3 4 - 2 / ) + 1 - - |д З / .
»v(5) =  / (74-2/)  4-1 — 1 +  7/, 
iv’( О  -- /4 '>4-4/) 4- i —-  5/

J e  n >x,

+ -----■■ I 1 ■/, ■ i - i?/, - - з -i 5/.

Ш ундай килиб, w ~  i^+ 1 ф у н к ц и я  учлари 34-2/; 7 4-2/; 
M 4; нукталарда булган Л В С  учбурчакни учлари --1 + 3/; 

; "л - 34 5/ нукталарда булган учбурчакка акс-
лал"! itpap акан ( '  5 -адама) .

; Г.П ! i

? м н с о  1 (:;> ! а к ж : а п к д а л 1 / а - - м г  C . \ z - z ,  гга' аои - 
рани ( w) нгкпсликдаги -bra С ; avK 1} о и р ш к  до ирага  акс-  
_лл:! s;рун ч и  ч и  п к д и  ф у н к п м я н и  г о п ж и  .

Vi inv

ф^'нкдии.'Л. аараплчк '>v ф у ^ к ш и  Г-срч а а и  / '  н л г а н н  п О  
 ̂ -и лик.л - «аарк.гаи Kin один :та б о п ч щ а  6; лган + '</• до 

п;ун а. ак- .чан г а ;>а .-а* ; ' ’ -ч.г; а :д 
Эн ;И

м . J -

ф у н к ц и я н и  караймиз .  Бу ф у н к ц и я  |и+</■ д о и р а н и  б и рл и к 
дойр а  !v^< 1 га акс л ан ти р ад и  ( ‘6-чилма).
<1 -Ч; :■;!



© © ©w,
-w = T

о

16-чизма

Шундай цилиб,

W = j ( Z - Z H)

чизикли функция (<:) текисликдаги D доирани (w) гекис- 
ликдаги {vve С : Н<1} — бирлик доирага акслантиради.

Фараз килайлик, w = / i z )  функция С текисликдаги б и ­
рор Е сохдда берилган булсин.

2 - т а ъ р и ф .  Агар ае Е нуктада

тенглик бажарилса, у  .\олда Z—a нук,та w=f(z) аксланти- 
ришнинг кузгалмас нук,таси дейилади.

w =  az+b  чизикли акслантириш аФ 1 булганда иккита

кузгалмас нуцталарга эга.
Агар а=  1 булса, шу чизикли акслантириш нинг

каррали кузгалмас нуктаси булади.
3 - м и с о л .  (г) текисликдаги £,,= 1+/ нуктани кузгал­

мас крлдириб, г ,= 2 + / ну^тани эса w = 4 —3/ нуктага утка- 
задиган чизикли акслантириш ни топинг.

Изланаётган чизикли акслантиришни

куринишда излаймиз.
М одомики, г, =  1+/’ кузгалмас нукта булиши керак экан, 

унда

f ( o )  =  а

w =  az+b (1)

az0+ b  =  z0 (2)

булади.
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(1) \ам да (2) муносабатлардан

и>-г,: =  a ( z - z j
булиши келиб чик,ади.

г ,= 2+ / нукта акслантириш натижасида w =  4—3/ нук­
тага утишидан фойдаланиб

W i - z ^ a  ( z -Z o )
булишини топамиз. Демак,

4—3/—(1+/) =  а [2+/—(1 +  /)].

Бу тенгликдан (а = 3 —4/) булиши келиб чикади.
Ш ундай килиб, изланаётган акслантириш:

w = г,,+я(г—г,,)= 1 + /+ (3 —4/)х [z— (1 + 0 ] = ( 3 —4/)г— 6+2/.

М И С О Л  ВА MACAJ I AJ I AP

1. Ихтиёрий сондаги чизикли ф ункцияларнинг супер- 
позицияси яна чизикли функция булишини исботланг.

2. Ихтиёрий чизикли акслантириш тугри чизикни тугри 
чизикка, айланани айланага акслантириш ини исботланг.

Берилган D со \ан и нг  w ~ f(z ) чизикли ф ункция ёрда- 
мидаги аксини топинг:

3. 0 = { |г - 1 |< 2 } ,  w =  1 -2 /г .
4. D =  {Rez< 1}, и>=(1+/)г+1.
5. D =  {0<Й.ег< 1}, w =2iz+ 1 —/'.
6. / )={ |г |<1 ,  0<argz<-f }, vv =2iz+ 1 — i.

7. D =  {|г— 1—1}< / 2  }, н '= /г+1+/.
8. Z)={0<Rez<2, Jnu<0}, w = /— 2г.
9. D — учлари /4=1+/, B=5+i,  0= 1 + 3 /,  £ = 5 + 3 /  нукта- 

ларда булган АВСЕ  туртбурчак ва w=2~—1+/.

10. О = |  fg- + y  < 1J-, w =  -  /г+ 3.

11. D =  {(Re-)2+ Jm j< l} ,  w = —г+1.
12. D =  { |г-1 |<2, |г+ 1 !<2>, w -  ^  z +  \ .

13. Учлари /1=0, 5= 1 , O i  нукталарда булган ABC  уч- 
бурчакни учлари А = 0 ,  В = 2, С - ; 1 + / нукталарда булган, 
берилган учбурчакка ухшаш А 1В1С1 учбурчакка аксланти­
рувчи чизикли ф ункцияни топинг.
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14. Учлари Л—3+2/, 5 = 7  t-2/, С =5+4/ нукталарда булган 
ЛЛС учб>рчакни учлари ^ ,= 0 ,  /? =  —2/, 0 = 1 —/'нукталарда 
булган, берилган учбурчакка ухшаш A.B.C. учбурчакка 
акслантирувчи ф ункцияни  топинг

15. Ушоу {|г—/К2} л о и р а н и  {jw—2|<4} д о и р а г а  акс и\н- 
т и р у в ч и  ЧИЗИКДИ ф у н к и и я н и  т о п и н г .

16. У шоу /,.!</•} яоирацц {]«?••• н-1</?} доирага акслан 
гирувчи чизнкди функцияни топинг'

17. Ушбу г , 1  > 2 /  н у к 1 ЦНИ кузгалмас колдириб, z,~i 
нуктани )са »r. — - / iivк ia i а утказадиган чизикли акслап- 
ш риш ни гопинг.

Куйидаги акслантирищ лар учун чекли куналмас нук,- 
га г. (агар у мавжуд булса), бурилиш бурчаги (р ва чузи- 
лиш козф ф иниенти  к ни гопинг. Акслантириш ни w— 
z ~ U z - z J  каноник куринишга келтиринг.

18. м -= 2 с+ 1 —3/
19. и /,- • 4.
20. и = с+1 -2/.
21. н’ - w ai г z ) (и /
22. vv = b (а Ф 0).
23. Ю кори ярим т е к и с л и к н и  у з и н  и у з и г а  а к с л а н т и ­

рувчи Ч И З И К ' Н !  ф у н к ц и я н и н г  умумий к у р и н и ш и н и  т о -  

нинг.
24. Юкори ярим 1екиеликни куйи ярим текисликка 

акслантирувчи чи шкдп функцияниш умумий куринишини 
ю п и ш .

25. Юкори ярим текисликни унг ярим гекисликка акс­
лантирувчи ЧИЗИКЛИ функциянинг УМУМИЙ куринишини 
гопинг.

26. У иг ярим текисликни узини у зига акслантирувчи 
чизикди ф ункциянинг умумий куриниш ини топинг.

27. {1К.г<1} со.\ани («йулак ,>ни) узини узига акслан­
тирувчи ЧИЗИКЛИ ф ункциянинг умумий куриниш ини ТО­
ШИН .

28. Ушбу { - 2 \ v  - 1} <<йутак»ни узини узига аксланти­
рувчи ЧИЗИКЛИ функциянищ умумий куринишини гопинг.

29. \ \ ьа у - л  1 тугри чизиктар билан чегараланган 
«йулак»ни узини узига акслантирувчи чизикли ф ун кц ия­
нинг умумий куринишини топинг.

К \йидаги  мисолларда берилган тугри чизиктар билан 
чегараланган «иулак»ларни {0<Revv< 1} йулакка аксланти­
рувчи ва берилган шартни Каноатлантирувчи чизикли нчс) 
ф ункцияни топинг:

30. v = а , .V = а+/г, w(a) = q
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31. \ = а .  \ ,! ■ />. w(rt + 4) = 4- + /', + 4 4 / )  < 1 .

32. А y=kx-l b\ w(0)—0.
33. v =£.v (■/>,. v —kx+Ь ; и</Л )=().1 - 2’ v I 7
34. Куйпдаш {j~)< 1} доиршIи {jtv— vvj<R\ доирага акс - 

.ia!п иру!illи шундай чизикли ф ункцияни топингки, дои- 
раларнинг марказлари бир-бирига мос келсин на бирин- 
чи д о и р а н и н г  го р и зо н тал  д и ам етр и  и к к и н ч и  д о й р а  
\акики!! укнинг мусбат муналиши билан а  бурчак \осил 
килунчи лиаметрига акслансин.

2-§. Каср чизикли функция

1 • 3-т а ъ р и ф . Ушбу

и’ = ( a , b , c , d a  С)

куринишдаги функция каср-чизикли функция (каср чизик­
ли акслантириш) деб аталади. Бунда

ad -Ьс* О

деб караимиз. акс \олда " = hd булиб, tv функция узгар-

мас! а айланади.
Каср чизнкди функция кенгайтирилган (с) комплекс 

текисликни  кенгайтирилган  (w) ком плекс текисликка  
конформ акслантиради.

Умумаи. \ар  кандай каср чизикли акслантириш, чи ­
зикли акслантириш билан w = i куринишдаги аксланти­

ришни кетма-кет бажарилишидан иборат. Хакикатан \ам , 
сф 0 десак.

w
- оА.а;лЬ _ , 2

c : + d  с : + J

булиб, ушбу

оелгилашлар ёрдамида

VV = 4  + ■ w2

б у л и ш и н и  т о п а м и з .

S5



4-м и с о л  . Ушбу

акслантириш (z) текисликдаги тугри чизик,ни ёки айла- 
нани (vv) текисликдаги тутри чизикла ёки айланага утка- 
зиш ини исботланг.

Маълумки, R2 текисликда

А(х2+у2)+2Вх+2Су+ D =  0 (3)

тенглама (А—0 булганда) тугри чизикни ёки (А * О, В2+ С 2— 
—AD>i) булганда) айланани ифодалайди.

Энди
A'’ +  Г 2 = Z ' Z.

булишини эъгиборга олиб, (3) генгламани куйдагича еза- 
миз:

Az z + Ez + Hz. + О = О (4)

Бунда I Н ■(7
Ш ундай килиб, (4) тенглама (z)  гекисликда гугри 

чизик, еки айлананинг комплекс ар гу м о п л и к  куриниши- 
даги ифодаси булади на аксинча.

(4) нинг w = -  акслантириш  ёрдамида \осил  булган

аксини 1 о ниш учун унда! и z урн и га ~ ни куямиз. Н а т и ­

жада
а  Д  * /' 1 . /; 1 . п о.w w  vv vv

ЯЪНИ

I)w vv + Ни -г H ■ vv + A = !) *-'1

ген пиш а \ос.ил булади. (4) хдмда (5) муносабатларни со 
лиштириб, (5) нинг \ам  (vv) гекисликда т р и  чизик, еки 
айлана булишини гопамиз.

2°. Каср чизикди акслантиришлар к,агор хоссаларга эга.
1 - х о с с а  Каср чизикли акслантиришларнинг суперпо- 

зицияси яна каср чизикли акслантириш булади; каср чи­
зикли акслантиришга тескари булган акслантириш х,ам каср 
чизикли булади.
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2 х о с с а . Ихтиёрий каср чизикли акслантириш С,  даги 

айлана ёки т$три чизицни Cw даги айлана ёки тугри чи­

зикда акслантиради.
Бу хоссани каср чизикди акслан гиришнинг доиравий- 

лик хоссаси дейилади (тугри чизик; одатда радиуси чексиз- 
га тенг булган айлана леб карал ади).

И з о \ . Каср чизикди функция ёрдамида айланани ай- 
ланага еки тугри чизикда акслантириш ини аникдаш учун
унинг махражини нолга айлантирувчи г = нуктани

кдралаётган айланага тегишли ёки тегишли эмаслигини 
текшириш кифоядир.

Масалан,

акслантириш { z : \z  | =1} айланани айланага, { z : | z | =2} ай ­
ланани эса тугри чизик,ка утказади.

Текисликдаги у тугри чизикда нисбатан симметрик 
нудталар тушунчаси укувчига элементар математикадан 
маьлум. Энди бу тушунчани айланага нисбатан таъриф- 
лайлик.

4 - т а ъ р и ф .  Агар z ва z*  нуцтсишр учи у =  {ze С:
I Z-'Zq | -R ]  айлана марказида булган битта нурда ётиб, улар- 
дан айлана марказигача булган масофалар купайтмаси у 
айлана радиусининг квадратига тенг булса, яъни

jarguf - Z o )  = arg(zi -  zo) ,

1 I Z\ -  z0 |-| Z \~  Zq\= R2

тенгликлар уринли булса, z , ва г,* нуцталар С  комплекс 
текисликдаги у айланага нисбатан симметрик нуцталар 
дейилади.

Агар г, ва z t * нуцталар у айланага нисбатан симметрик 
нуцталар булса, у  х,олда

булади.
3-х о с с а . Хар кандай каср чизикли акслантириш нати- 

жасида (с) текисликдаги у айлана ёки тугри чизикда нисба­
тан симметрик булган z, ва z2" нук,таларнинг акси (w) те-
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кисликла у айлананинг акси булган w (у) айлана ёки тугри
чизикда нисбатан симметрий, булган w, ва w * нуцталардап 
иборат бу чади.

Бу хосса каср чизикли акслантиришда еимметриклж- 
пит сацланиш хоссаси дейилади.

4- х о с с а . iz) текисликда берилган *ар хил z, , z2, с3 нуц- 
таларни (w) текисликда берилган *ар хил wr  w2, wx ну^га- 
ларга акслантирувчи каср чизицдн функция мавжуд ва у 
ягонадир.

Б у акслантириш ушбу

(7 )

м у носаоатдан топил а. г щ.
5 - х о с с а .  Ушбу 1

w = -2-4, М а  > 0 (8)
z-o

каср чизикли функция юк,ори ярим текислик {Imc>0} ни 
бирлик дойра (j И  - 1} га акслантиради, бунда 0 -ихтиёрий 
х,акикий сон.

6-х о с с а Ушбу

j" j '  • М < 1 -  (9)

каср чизикли функция (z) текисликдаги бирлик дойра 
{ | ; | <  1} ни (к*) текисликдаги бирлик дойра {|н’| < 1} га 
акслантиради, бунда 0 — ихтиёрий хаки^ий сон.

5-м и с о л . (с) текисликдаги Е  -  {се С : 1 < | с | < 2} со \а  
(чалка)

W = ffi
каср чизикли ф ункция ёдрамида (V) текислигидаги к,ан- 
дай со\ага аксланади?

Бу мисолни икки усулда ечамиз. 
Б и р и и ч и у с  у л . Аввало

Z + 1W — -  Z+2

ни с га нисбатан ечамиз. Натижада
1-2 W—

булади.
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Унда h  — {с С  | < \ z ' <  2} со,\анинг ( w )  текисликдаги 
акс и

1>( £  > - jtv 6 С: \  <  -:у | < 2.1

о у л и ш и н и  ю и а м и ч .
Р а в ш а н к и ,

I -  М И  j U  -  l !  < 1  -  2 w |
! H - I  ; 1 1 ! I

\u 4 i v .- i| < |1 -  2( u  + /v)j --■> ( u  - I)2 ■+ v 2 <

< (2и - - 1)' к (2v)“ --v 3/-/“ — 2/v •+ 3v“ > 0

- {« -  U + r -  > (I| -> jw -  L| > L

Ш у н и н г д е к :

V !; • '  : ! 2 , ' -  2 iv ii >

-> |l -  2{u + iv) < 2\u v /v -  1|| =>

=> 12и ..!)’ 4 (2 v) < 4^(й -  I)2 t v2J ;■

;• 4 и < 3 ;■ ii < |  :• Rc  w < -|

б ул ад и .  Д е м а к .

I = н’( £ )  = jvv e  C:\w -  I j > -L, Rc  vv <

Ш у н д а й  к и л  n o ,  (z) т е к и с л и к д а г и  E={z t  С: I < j z\ < 2} c o .\a

vv -  Щ  г+.;
ф у н к ц и я  е р д а м и д а

f  -  vv( £  ) = jvv e C: |vv -  | |  > j , Ro vv <

со\ага аксланади (17-чизма).
И к к  и н ч и у с у л . £  соханинг чегараси у : j z \ — 1 - у , : 

j С i =  2 булган иккита айланадан иборат. Берилган каср 
чизикли функцияни чсксизга айлантирадиган нукта г .= —2 
булиб, бу нукта иккинчи  айланага тегишлидир: z,, е. у„ 
w(z,.)= Д емак у, айлананинг акси айлана булиб, у, нинг 
акси гугри чизикдир. у, нинг аксини то ниш учун у^га тс-
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17-чизма

гишли учтаг, =1, Zj— 11 z}~ i  нукталарни карайлик. Бу нук­
таларни нг а кс и

w(Zi) = Ш  = з ’ w(z2) = 0, w(zj) =
-  /+1 _  2 - /+ 2 /  + I _  3+/ — 2 , 1  
~  i+2 ~  5 "  5 “  5 + 5

булиб, бу учта нуктадан утувчи айлананинг тенгламаси 
|iv - ^ |  = |  дир. у, нинг аксини топиш учун, унга тегишли

z= 2 i ,  z — — 2/  нукталарнинг аксини топамиз:

-  1+2/ _  2+4/-2Z+4 _  6+2/ _
' '  — 2+2/ — 8 ~ 8 _

~  4 "  4 '
_ 3 . / - .../ i \  -  1—2/ _ 2-4/+2Z+4 — 3 J_-  4  +  4  , W(-Zl)  -  2_2/ -  8  -  ■ ■ -

Бу нукталарни бирлаштирувчи тугри чизик Rcw = ^  дир.

Демак, {1 < j с | < 2} со^анинг акси jjw -  з| > - j , Re w < | |

эканлигини курамиз (17-чизма).
6-м и с о л . Ушбу х=0  Ч И З И К Н И Н Г

акслантириш ёрдамидаги аксини топинг.
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г, = 1 нукта {л=0} тугри чизикка тегишли эмас. Демак, 
Каралаётган чизик, vv = Д у  аксланзириш  ёрдамида айла-

нага утади. Бу айланани топиш учун х= 0  тугри чизикда 
z = ~ i ,  z2= 0 , z = i  

нукталарни оламиз. Уларнинг акси

vv, = w(zl ) = - L -  = --l- + i / ,

w2 = W(z2) =  - 1 ,

И’, -  w(z3 ) =  у1;, = -  4  -  J !

б у л а д и .  (vv) г е к и с л и к д а  б у  vv,, w „  vv, нук'галардан утувчи  
а й л а н а н и н г  т е н г л а м а с и

и2-тхг+сш+Ь\’+с = 0  ( 10)

б у л с и н  д е й л и к .  Бу т е н г л а м а д а г и  н о м а ъ л у м  а, Ь, с л а р н и  
т о п и ш  учун  wr  vv, ва vv. нукт а л ар н и н г '  к о о р д и н а т а л а р и н и
( 10)  генглам ага  к уя м и  ;. Н а т и ж а д а

\ ~ Ц  +  (у )  +о [ ~  -') + Ц  + с  = 0 . я ъ н и  1 ~ а + 6 + 2 с = 0 ,

1 К И с  H / V H c = 0 . я ъ н и  1 - я + с = 0 ,

yj + (“  ъ) + а\ " у) ■ &\~ \}  + с -  0. яъни \ ---и~-Ь-'-2с=л)

булиб,
j !. -  a f  ь  +  2 < -  0 .
М -  а + с = 0 ,
! i -  а  -  b  + 2. -  О

система чосил булали. Бу снстеманшп счими
а ~ \ , Ь'-~с~Л)

булади. Демак,  а = ( )  тукри чизикн иш берилган аксланти­
риш ёрдамидаги акси

и- v-M)

я ьни
{vv е  С jvv + }j = j - j

а й л а н а д а н  и б о р а т  э к а н .



7-м и с о л . Комплекс текисликда с , - 1 W нукта учун ушбу 
!;< С: ! vj = 1} айланага нисбатан симметрик нукта ни то- 
пинг.

11 г и н а ё п а н  нуктани z *  дсйлик. Ун и топиш да
„■ - ... к-\.\ U) ~ -----

Ч ~ м)
формуладан фойдаланамиз. с„-0 чамда R= 1 булишини 
эътиборга олиб.

булишини топамиз. Демак,

= _L = _JL = J _  = L + L i  
M ч ГГ, I-:, з ч 2 л

S-м и  с о . 1 . О, 1, ~  нукталарни мос равишда /', О 
ну кталарга акслантирувчи каср чизикли ф ункцияни то- 
пинг.

А ввал о  -  ~ . с. н у к т а л а р н и  w , u \ ,  w.t н ук т а л ар га  а к с ­
л а н т и р у в ч и  к а ср  ч и з и к л и  ф у н к ц и я н и  ё з и б  о л ай л и к :

£~м_ С) —Cj _  »' «'j *j~*l 
Z-Z2 Z'.- Z\ ~ И' И-, H'T-VV'I

Бу тенгликда z, 00. vv, —>«'леб лимит! а утсак.
с -Z\ w-w___ 1_

Н'3-VV'l

муносабатга келамиз. Бу тенглик ёрдамида с.,, Z2, 0 0 нукта­
ларни и,, с», w3 нукталарга акслантирувчи каср чизикли 
ф ункцияни аниклаймиз. Демак, изланаёгган функция

г-0 _
z - 1 0 - /  '

яъ н и
w = r3- + i = - .JU

9 - м и с о л .  Юкори ярим текислик П =  {^е С  Im г > 0} 
ни бирлик дойра U -{ w t  С: j w | < 1} га шундай аксланти­
риш ки.

w(i) = 0, arg w'(i) = -  4

бу л с и н .
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Каср чизикли ф ункциянинг 5 — хоссасига кура 

w = e ie Im а > О
7 —и

функции юкори ярим гс кисли к ни бирлик доирага акс- 
кттиради .

Берилган
М /) =<)

шартдан
О = еш ■: 11 .1-а

яъни a = i булиши келиб читали. Натижада

w -  еЙ) -4
7+1

булади. М асаланинг arg w’(i) = -  * шартидан фойдаланиб

0 ни топамиз:

и-'(с) -  г :" —т , и’’(/) = V 9 1 ,

аГ-(~ е ‘° ' 2) = -  2

Агар
ап:( ■ е1[> у) -  a r g ( - 1) + arg ел) + arg k = к + 0 + у  = у  + О

булишини эътиборга олсак, унда

+ 0 = -  *

булиб. о -  -2 к (е ,в -  I) га эга буламиз. Демак, w = из- 

ланаётган акслантириш булади.

М И С О Л  В A M A C А Л А Л А Р

Куйидаги т ш а м л а р н и н г  w = 4- акслантириш ёрдами- 

даги аксини топинг:

35. л = 0.
36. V = 0.
37. arg ; = f .

93



38. -1 < х < 1, у  = 0.
39. | z\ =1, 0< arg z < n.
40. г = cos /(cos 1 + / sin /), -  j  < t < j .

41. у  —x+b  — параллел тугри чизицлар оиласи.
42. у  “ kx — тугри чизиклар оиласи.
43. Zq*  0 нуктадан утувчи тугри чизиклар оиласи.
44. у  =  х2.
45. х2+у2=ах  — айланалар оиласи.
46. х2+у2 <сх (с>0) — доиралар оиласи.
47. х2+ у2<сх (с<0) — доиралар оиласи.
48. х2+у2<су (с>0) — доиралар оиласи.
49. у>сх (с>0) — ярим текисликлар оиласи.
50. | z~ а  | < R — доиралар оиласи; бу ерда а  — тайинлан- 

ган нукта, RX) эса R< | а  | тенгсизликни каноатлантирув­
чи узгармас.

51. | z —а  | < R — доиралар оиласи; бу ерда а  — фиксир- 
ланган нукта, R эса R>\ а  | тенгсизликни каноатлантирув­
чи узгармас.

52. Ушбу {| z | =  1} айлананинг w = тгу акслантириш ёр­

дамидаги аксини топинг.
Ушбу vv = акслантириш куйидаги чизикдарнинг

Кайси бирини тугри чизикка ва кайси бирини айланага 
акслантиришини уларнинг аксларини топмасдан аникланг.

53. \z + i\ = j -

54. U! =1.
55. х — 1.
56. x~2v=\.
5 7 .x -2 v + l= 0 .
58. \z\ = i -

Куйидаги чизикдарнинг

акслантириш ёрдамидаги аксининг тугри чизик булиши­
ни исботланг ва уларнинг тенгламасини топинг.

К у р с а т м а .  Тутри чизик иккита нукга ёрдамида аник- 
л ан и ш и д ан фо й д ал а н и н г.
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59. х 2 + у 2 = 42.
60. х2+у*+2у =  0.
61. у  =х.

Берилган D со \ан и нг  каср чизикли w—f(z) аксланти­
риш ёрдамидаги аксини топинг.

62. D = {|zj < 1}, W = M .

63. D = {л- > 0, у  > 0}, w = .

64. D = {|г| >1}, ^  = —  ■

65. /> = {1т^;>1}, w = .

66. /)={0<Яег<1}, w = \ .

67. Л = jo < arg z < ^}, w = \  -

68. D = {|г| <1, \z -  1| < Л } ,  w = .

69. Z) = {|г -  1| < 2}, vv = ■

70. 0  = {\z -  1] < 2}. w = | ± i .  

l \ . D  = { \ z - \ \ < 2 ) ,  w = ^ .

72. D = {Re с < l}, w = j ^ ~ .

73. D = {Re г < 1}, w = .

74. D = {Re с < 1}, w = ^ ± f .

75. D = {| г) < 1, Im г > 0}, >v = b f .

76. D = {z e [ -  2,1]}, w = -f±|.

77. D = {|г -  z'| >1, Im г > 0}, w = -L.

78. D = {l < \z\ < 2}, w = ~4|-.

79. 0  = {x > 0, у  > 0}, w = .
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80. D  = {jd < I  Ins .г > 0}, и- = .

81. D  = -|() ■- arg z < I )■ w = ppv

82. D = -JO < л- !}. vt’ -= Y - .  

a -S l ' -- |0  x  < 1 ], w ---- У з  ,

84.. D - (l <i z\< ?-}, w = -;dr.

81 -  p" H . ' > 0, j;:- > d |  елхдии

(7 -  •>w.O <  Re w < 1} йулакка аксланлируъчи каср чичик,-

J<i- Ь\'Ш и ш и ш
К о м п лекс  теки сли кда  £ . = ! + /  ну.\га учун куйидаги чи- 

з ш у т р г а  нисбатан  симладетрик булган hvkthhh гопинг:
86 а - 0  
«7, v - 0  
88.! d  =  2.
89. I d -  Л .

9 0 . 1  с I - - / ! - : .
■уш глик, учун нисбатан

сим м етри к  булган ПИЗИК.НМ гоп и i n :
91, - t r = i  |
42. !v- ?,
*>3. f - d u : l  -- 2).
9 4 .  / '  '■ ! s n . ;  “
95 .-Vi гай:: и к Г  айл ана  ёки тугри чилир булиб,  Г  !?а 

/№ nsKTaaap г  г.< ппсГн-ичн сичгмегр^к б у тп а н  нукралар 
OVV-.,}! V ну: н ё р ‘>ё М ., ■:/.< Г  ЛУрПЛ'ар у чу и

; 1Л/-.Л 
! :л/ г‘ *

: , ,йк>! V t *?->.; Л' v j-!nas-:H!'i ih ii 'j  la  И Г.
:?-.г 'i>a.a.t'j рнллйл&и-. аа лл tpvKaoina л т р ]  лачорра 

-л-;б. г ш  л а а м ^ ч а а  ларлллар будлчн. 1 >;олда иа у аур-  
а< арлан рту ли; г.Р’рпй айлана p i .гра  ли лн-.бн a i ; п>а 
о \ р- ал-. о с ' !.а ксчаипяи о и.и исботла. а

97. Айтайлик,  :р аа г, нуктааар /' айланага  нисбатан 
(лгм.метрик нурпалар оу.к.ии.  У холла z, п& л, н>крлсал'лан
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утувчи ихтиёрий айлана / ’айлана билан тугри бурчак ос- 
тида кесиш иш ини исботланг.

98. z v Z*, Z2, z * нукталар берилган булсин. Бу нукта­
лар учун шундай шартни топингки, агар шу шарт бажа­
рилса, шундай Г  айлана ёки тугри чизик топилсинки, zK 
ва zK* (к=  1, 2) нукталар .Гчизикка нисбатан симметрик 
булсин.

99. Айтайлик, С  дан олинган ихтиёрий бир-биридан 
фаркли z v zv  zi нукталар берилган булсин. г, нуктадан утув­
чи ва z r  Z2 нукталар Г та нисбатан симметрик булган ш ун­
дай ягона Г  чизи к  (айлана ёки тугри чизик) мавжуд экан ­
лигини исботланг.

Куйидаги шартларни каноатлантирувчи каср-чизикли 
w(z)  акслантириш ни топинг:

100. w(0)=4, w ( l+ /)=2+2/,  н’(2/)=0.
101. и<0)=0, w(l + 0 = 2+2 /,  w(2/)=4.
10 2. w (0)=0 , w ( l+ / )= ° o ,  w(2i)=2i.
103. w(0= 2, w(co)=l+/, w(—/)=0.
104. w(0=0, H’(°°)=l, w(~i)=oo.
105. vv(0=—2, и>(°°)=2/, w(—0=2.
106. w(“ l)=0, w(i)=2i, w(l + 0 = l — i.
107. w(—1)=/, w(/)=°°, vv(l+/)=l.
108. w(—1 )=/, w(°°)=l, w(/)= l+ /.
109. w(—l)=oo, w(<~)=/, w(/)=l.
1 1 0 .  w ( —  1 ) = — 0 ,  w ( o o ) = o o ,  w ( / ) =  I .

111. Ихтиёрий каср чизикли акслантиришнинг камида 
битта (чекли ёки чексиз) кузгалмас нуктага эга эканли­
гини исботланг.

! 12. Узгармасдан фаркди булган ихтиёрий каср чизикли 
акслантиришнинг купи билан иккита (чекли ёки чексиз) 
кузгалмас нуктага эга булиши мумкинлигини исботланг.

113. Икки I ва / нукталарни кузгалмас колдирувчи, 0 
нуктани эса — 1 нуктага акслантирувчи каср-чизикли 
функцияни топинг.

1 S ^114. у ва 2 нукталарни кузгалмайдиган,  ̂ + i  / нукта­

ни эса *  га акслантирувчи каср чизикли ф ункцияни  то­
пинг.

115. i нукта икки каррали кузгалмас нуктаси булган ва
1 нуктани <*■ га акслантирувчи каср-чизикли функцияни 
топинг.

П 6 .  Ю кори ярим текисликни узини узига аксланти­
рувчи каср-чизикли ф ункциянинг умумий куриниш ини 
топинг.
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117. Юк,ори ярим текисликни куйи ярим текисликка 
акслантирувчи каср-чизикли ф ункциянинг умумий кури­
ниш ини топинг.

118. Юкори ярим текисликни унг ярим текисликка акс- 
лантирувчи каср-чизикли функциянинг умумий курини­
шини топинг.

119. Ушбу {|г|<Л} доирани {Revv>0} унг ярим текис­
ликка акслантирувчи ва

и>(/?) =  0, w(—/?) =  оо, w(0 )= 1

шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни  топинг. Бу 
акслантириш ёрдамида юкори ярим дойра каерга аксла­
нади ?

120. Ушбу {1гщ>0} юкори ярим текисликни {| w~w{)\<R} 
доирага шундай акслантирингки, / нукга доиранинг мар­
казита утсин ва акслантирувчи ф ункция х,осиласининг 
аргументи / нуктада нолга тенг булсин.

121. Ушбу - | < 1} бирлик доирани {lmw>0} юкори ярим 
текисликка шундай акслантирингки, — 1, 1, / нукталар 
мос равишда °о, 0, 1 нукгаларга утсин.

122. Уптбу {[ г —2| < 1} доирани {) w~2i\ < 2} доирага шун- 
дай акслантирин гк и ,

w( 2) =  / ва argw'(2) = 0

булсин.
123. Ушбу {Rec>0, Inu>()} квадрантни {| vv |< 1} доирага 

каср-чизикли ф ункция ёрдамида акслантириш мумкин- 
ми?

D со \ан и  G со \ага  конформ акслантирувчи ва куйида- 
ги шартларни каноатлантирувчи w(z) ф ункцияни  топинг.

124. D =  {Imz >0}, <7 =  { |w |< l} ,  
w(2/) =  0, argw'(2/) =  0.

125. D = {1пк >0}, С =  {} w | < 1}, 
w(a+bi) =  0, Axgw(a+bi) =  0 (b>0).

126. D =  {Ini’ >0}, С =  {| w - w ()| < R}, 
w'(i) = vv vv'(/)>0.

127. D = {\z\ <2}, С =  {Rew > 0}, 
w(0) = 1, argw'(0) =  j  .

128. D =  {| с —4 / j <2}, G =  {Imvv > Rew}, 
w ( 4 / ) = —4, vv(2/) = 0.

129. D =  {Imz >0}, G =  {Imvv >0},
vv (a) = b, argvv'(a) =  oc(lma>0, lm£>0).
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К у р с а т м а .  Аввал иккала ярим текисликни бирлик 
доирага акслантириб олинг.

130. D = { 1 т - > 0 } , G =  {Imw < 0},
w(a) =  а, argw^a) = —у  (lma>0).

131. / ) = { | г |< 1 } ,

VT
-II05

* Й Н , arg w' Ц )  =  0.

132. / ) = { | г |< 1 } , C =  { |w |<  1},
w ( i ) = ° , arg w' ( i )  =  f  .

133. D = { \ z  |< П , G =  {| w| < 1},
w (()) =  0, arg w' (0)=- * .

134. / ) = { | г |< 1 } . G =  {| w j < 1},
w(a) = а. argw \a)  =  a  ({ a |<1).

135. /)  =  {!<:! </?,}, G =  { j им < R,\.
w(a) = />, argw'(a) = a ( |  a\<R.r j b\<R 2)

136. D = {\z  |<1}, G =  {j w—1 ! < 1},
н’(0) =  1 , w( 1) =  0.

137. {| с ! < 1} доирани {Rew > 0} унг ярим текисликка акс­
лантирувчи шундай каср-чизикди w(z)  ф ункциянинг уму- 
мий куриниш ини топингки,

w(z,) =  0, Н'( ’ , ) = « ’

шартлар бажарилсин. Бу ерда ’ , с, нукдалар {| с ; =1} айла- 
нанинг arg£,< arg’ , генгсизликни кдноатлантирувчи берил­
ган нукталари.

138. доирани учини узига акслантирувчи ва 
w(fl)=0 (| a \ < R )  шартни к,аноатлантиру»чи каср-чизикди 
ф ункциянинг умумий куриниш ини топинг.

139. доирани узини узига акслантирувчи ва 
w(a)=b ( \ a \ <R,  b \ <R)  шартни кэноатлантирувчи каср- 
чизикди w(z)  ф у нкциянинг  умумий куриниш ини топинг.

140. {j cj </?} доирани узини узига акслантирувчи ва 
w(±R)=±R шартларни каноатлантирувчи каср-чизикди w(z) 
ф ункциянинг умумий куриниш ини топинг.

141. {j z  I <1} доирани узини узига шундай акслантиринг- 
ки, хаки кий укнинг {у=0, 0 < х < а )  (а< 1) кесмаси \аки ки й  
укнинг координата бошига нисбатан симметрик булган 
кесмасига акслансин. Хосил булган кесманинг узунлиги- 
ни хисобланг.
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3-§. Даражали функция

5- т  а ъ  р и ф .  Ушбу

w = ? (пс- Л', п> 1)

куринишдаги функция даражали функция дейшюди. Даража­
ли функция бутун комплекс текислик С да голоморф. Бу 
функция ёрдамида бажариладиган акслантириш ихтиёрий 
~с С\{0} нукгада конформ булади: w ' = n z "~ ' \осила С\{0} 
да нолдан фаркдидир.

Агар z=re v . w=pei't/ дейилса, р = Л  м/=жр эканлигини 
курамиз. Бу тенгликлардан функция аргументи ф га 
тенг булган, 0 нуктадан чикувчи / нурни, аргументи /гф га 
тенг булган /  нурга акслантириш ини курамиз. (18-чизма).

©

Vf

18-чизма.

Агарда биз (z) текислигида орасидаги бурчаги ^ д а н

кичик булган иккита нур билан чегараланган D со \ан и  
Карасак (19-чизма), w—zf функцияни бу со \ада бир яп- 
рокди эканлигини курамиз.

Масалан, w=z" функция

2кк < Ш  + 1)_к к = ( )  , .............
п °  П ’ 5 5 5

со \аларнинг \ар  бирида бир япрокли, демак, конформ 
булиб, уларнинг х,ар бирини (w) текислигидаги C \ R + со- 
\ага акслантиради (20-чизма).

Жумладан, w = r’ функцияси 0<argz< f  сохани lmw>0

юкори ярим текисликка конформ акслантиради.
100



C\R"

19-чизма.

10-м и с о л .  Ушбу

20-чизма.

W  =  Z

даражали функция ёрдамида (z) текисликдаги 
Е = { г е  С . argz =  -f } тупламнинг (w) текисликдаги аксини

топинг.
Берилган Е  тупламни

Е = |с  е С  arg z = f } = {ф = ц - 0 < /- <

(Е) = [w е С: у  = ^ , 0 < р < +со| = jvv е  С: arg w =

део

w

булишини топамиз.
11-м и с о л  . Ушбу

W =  Z'

даражали функция ёрдамида (с) текисликдаги

Е = [г  е С: \z\< 1, -| < arg z < f }

со \анинг (w) текисликдаги аксини топинг. 
Берилган Е сохани

Е  = |0 < г < 1, £ < ф < *-}

деб.

v(E)  = {0 < о < 1, 5- < ф < тс| ■= {и- г- С: IИ  < 1, 4 < arg w < я }

булишини топамиз (21-чизма).
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21 -чизма.

12-м и с о л .  (г) текисликдаги

Е = {<; е С:0 < arg г  <

секторни (vv) текисликдаги {we С:\ w |< 1} бирлик доирага
/ s

шундай акслантирингки, z, = е к нукта ^ = 0  нуктага, г,=0 

нукга эса w =  1 нуктага утсин.
Берилган £  = [г е С:0 < arg г < -f} секторни ,,г-=г ф у н к­

ция ёрдамида {/с С: 1 т /  >0} юкори ярим текисликка акс- 

лантирамгп. Унда г. ~ е  -ч нукта i,—Z*= i нуктага, г,=0 нукта

эса / ,=0 нуктага утади. Су игра {/е С:!ш/ >0} юкори прим 
текисликни {we С:\ vv! <1} бирлик доирага шундай акслан- 
тирайликки,  / ,=/  нукта w,=0 га утсин (22-чизма).



еп Ы  1 + 1

булади (2-§ га). / ,=0 нуктанинг и’,=  ! нуктага аксланиш и- 
д а , ; фойдаланиб,

1 -  е'° 5 4  = V е 0+1

яъни, е '“~ —1 булишини топамиз. Демак,

VV = (-1) >-=!■ = -  * 4' 1+1 I +1

охлади. Агар t—z'1 эканини  эътиборга олсак, унда

— 4

булиб. у ичланаётган акслантириш  булади.
Амадиёчда w = i ’ функциясидан бурчакли со\ачарни учи- 

лан сод-чарок со.\аларга акслантириш да фойдачанилади.

М И С О Л  В A M A C А Л А Л А Р

Куйидаги гупламларнинг w=z: акслантириш срдами- 
лаш  аксини топинг:

142. Rег=о, (о>0).
143. 1тг=</. (а>0).
144. a rg '= a ,  (0 ■ сх<л).
145. j - =/-, f  < arg с < & .

146. 1тг  > 0.
147. Rcz > 0.
148. л < arg z < -v •

149. z\ < 1. f  < arg г < у  ■

150. Im.- 1.
151. R c->1
152. d<  2. 0 < arg z < у  ■

153. |d >  j ,  Rcz > 0.

Куйидаги E тупламнинг берилган акслантириш  ёрда- 
мидаги аксини топинг:

154. Е -  {!'!< I  arg.- = |}. н- = 4
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155. £  = {: v > t- arg <: -  | | .  vv = c ’

156. £  = (l m= 2, -l < arg с < | j ,  vv = z

157. £  = |j arg c k  | . с г  fO,l]|, w = z*.

158. 1, Im<: > 0} ярим доирани <7={Imw > 0}
юкори ярим текисликка шундай акслантирингки, нати­
жада

шартлар бажарилсин.
159. /.>={! z \  :>1, Iп 1г > 0} со\ани G- -  {imn > 0} юкори ярим 

текисликка конформ акслантирувчи ф ункцияни  топинг.
/>={! г ! < 1, Ime > 0} ярим доирани (7= {Imvv > 0} ярим 

текисликка конформ акслантирувчи ва куйидаги шартлар­
ни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг:

160. vv( 1 ) = —!, vv( -1 )= 1, w(0)=oo.

D={ \ z I < I , Im с > 0} ярим доирани G— {| w ! < 1} доирага 
конформ акслантирувчи ва куйидаги шартларни каноат- 
лаптирунчи !;•) ф ункцияни топинг:

162. н!( И :: 1, w(—! ) = —1, vv(О)——/.

Куйидаги г охал ар ни {Imvv>0} юкори ярим текислик­
ка 1 ' акслантирувчи w(z) функцияни топинг:

и’( I ) — 0,  vv(0)  - 1, vv!!)  - <

164. | cl < 1, | г - / |  > 1.
165. | с j > 1, | z ~ i  \ < 1 •165. | с j > 1, | z  ~ i \ < 1 •

! I 166. I C l  >2, i C - yjj \ < 7 2  •

167. 23-чизмада тасвирлан- 
тан со.\ани j l m w > 0 }  ю кори  
ярйчГтё кисликка конформ акс- 
лантирувчи w(z) ф у н к ц и я н и  
юпинг.

I— — т  

//Ч ✓УЧ

23-чизма.

-I 168. 24-чизмада тасвирлан- 
тап с о \а н и  { l m w > 0 }  ю кори 
ярим текисликка конформ акс- 
лантирувчи w(z)  ф у н к ц и я н и  
топинг.
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24-Ч1. )м а

169. {j <!} доирани | н' г ( - °°, -  у]} со.\ага конформ 

акслантирувчи ва
w(0) = 0, н’’(0)>0 

шартларни к,аноатлангирувчи w(z) ф ункцияни  топинг.
170. {|arg -|< --j бурчакни {| к' | <1} доирага конформ

акслантирувчи ва
Ц 1 )  =  0, a rgw '( l)  =  л 

шартларни каноатдантирувчи н’(г) ф ункцияни  топинг.

4-§ . Жуковский функцияси

6 т а ъ р и (j). Ушбу

и' = Нг+:-) (!i>
функция Жуковский функцияси деб аталади.

Бу функция с=0 ва z=°° нукдалардан таш ^ари бутун 
текисликда голоморф функциядир.

Ж уковский ф у н кц ияси н ин г  \оси ласи  w' = -2^1 —Л-J

булиб , {+! ;  -1} нукдалардан  таш кд р и д а  w' *  0 дир. 

w = \ ■(<: + т] ф ункция  ёрдамида акслантириш  {+1; — 1}

105



нукдалардан ташкдрида (г=0, г=°° нукталарда \ам )  кон- 
формдир.

( I I )  функция бирор Е со \ада (EczQ  бир япрокди були­
ши учун бу соха ушбу

муносабатни кдноатлантирувчи z, ва z2 нукталарга эга 
булмаслиги зарур ва етарли.

С да бирлик дойра U—{z& С : | г |< 1} ни олайлик. Ж уковс­
кий функцияси

бу доирада бир япрокди ва уни (w) текисликдаги [—1, 1] 
кесманинг ташкдрисига акслантиради.

Худди шунингдек, Ж уковский функцияси бирлик дои 
ранинг ташкариси U*={ze С: | г|>1} ни [ I , I] сегментнинг 
ташкарисига конформ акслантиради (25 чизма).

0 ©

1

25-чизма.

Агар Ж уковский функцияси

да
Z, =  г с /ф, w  —  u + i v

деиилса, унда

булиб,

( 1 2 )
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булади. (12) дан (11) акслантириш учун куйидагилар ке­
либ ч и к,ади:

1) (z) текисликдаги {се C \ \ z \ = r ,  г>1} айлана (w) те ­
кисликдаги фокуслари (—1, 0) ва (1, 0) нукталарда, ярим 
укдари

a = \ ( r  + 1), й =

булган эллипсга аксланади.
2) (z) текисликдаги {ze С:  \ z  |=г, К 1}  айлана (w) те ­

кисликдаги фокуслари (—1, 0) ва (1,0) нукталарда ярим 
укдари

а = 1(г + 1), Ь = ^ - г )

булган эллипсга аксланади.
3) (г) текисликдаги {да С : arg г=0} нур (w) текислик­

д а г и  { we С  : a rg  w=0} н у р г а ,  { z e C : a r g z = r c }  нур  
(We Г : arg w=7i} нурга аксланади.

4) (г) текисликдаги  { z e C : a r g z  = f} \ а м д а

{vv е С: arg с = -у} нурларнинг \ар  бири (w) текисликдан

{we С : и =0} тугри чизикка аксланади.
5) (z) гекисликдаги

j е С: arg с -  ф ; ф * 0, ф * ~ . ф Ф л, <р Ф Д-| 

нур (w) гекисликдаги ушбу

СЧК" ф МП ф

гии с pot  >;ta! (инг i ос  « ш< > х ' ! а с и га» к с л а н а : t и ( 2 6 -ч и з  м а).



13-м и с о л .  Ж уковский функцияси ёрдамида

/ = {z е C:\z\=  1, < arg z < -^pj

ёйнинг аксини топинг.
Равшанки,

/ = { г е  C:\z\= 1, ^  < argz < Щ  = {/• = 1, ^ < ф < х } -

(12) муносабатларга кура

и = ^ (г + i )  cos ф = cos ф,

v = i ( r - 7 ) sin(P = О
булади.

Агар < ф < I f  булганда -  ~  < cos ф < ~  булишини 

эътиборга олсак,

» ( / ) = { - # < " < 4 - 4 )

эканини топамиз (27-чизма).

©
w(8)

- 1  JS 
2 аг

27-чизма

14-м и с о л . Жуковский функцияси 

w = l(z+l)

ёрдамида
/ = | г  е С: arg г = 

нурнинг аксини топинг.
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Аввало / ни куйидагича ёзиб оламиз:

1 = {ф = I 1 , О < /• < оо|

Сунг
w — u+iv (z — re'4) 

деб, (12) муносабатлардан топамиз:

и =  1  ( г  +  1 )  c o s  ф  =  1  ( г  +  1 )  c o s  f  =  -  - L  ( ,  +  I ) ,

v = 1 (г -  1) sin ф = 1 [г -  1) sin Зж = _ L  ( ,  _ I).

Равшанки, бу чизикдшнг тенгламаси w(f)= {и1 -  v2 = 

м<0} гипербола булагидир (28-чизма).

15- м и с о л . Жуковский функцияси ёрдамида (г) текис­
ликдаги

Е = е С:0 <U| < 1, 0 < arg г < f }

со^анинг аксини топинг.
Берилган Е  сохднинг чегараси /,, /2 ва /3 чизикдардан 

ташкил топган: в Е  = /,v72v/3. Бунда

/, = | г  = г • е'ф е С: ф = 0, 0 < г  < 1 j,

/2 = |  z = г - е1ц> е С: О < ф < ^ , г = 1 j ,
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/3 = j z = r V«P е С:ф = | ,  0 < /• < lj,

Жуковский функцияси  ёрдамида бу чизикдарнинг ак ­
сини топамиз. Бунда (12) формулалардан фойдаланамиз:

w(/t) = |w = и + /V е С: и = I  [г + I )  cos ф, v = 1  (г -  l j  sin ф | = 

= |м = ~[r  + l j ,  v = 0; 0 < г < l j  = {1 < и < оо, v = 0} = /,', 

w(/,) = |w  = и + /V е С: и = 1 (г + l j  cos ф, v = 1 (г -  l j  sin ф | = 

= {и = co sф, v = 0; 0 < ф < “ |  = < и < 1, v = 0 J- = 1\, 

w(l , ) = |iv = и + iv е С: и = 1 (г + l j  cos ф, v = 1 (г -  l j  sin ф | =

“ j " "  '  = ТГг ( Д ) ; 0 i r £ l } “

= | « 2 -  V’2 = 1 ,  V < о} = /'.

Агар м>(£)=/гдейилса, унда 3F = булади. Демак,

и•(£■) = F = [и1 -  у2 > 1 ,  и > 0, v < 0}

булади (29-чизма).
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16-м И С О Л . У ш бу

и' = - 4 -
Г + 1

акслантириш ёрдамида (z) текисликдаги ушбу

E = {Ze С : j ~ |< 1}

со \ан и нг  (доиранинг) ( »г) текисликдаги аксини топинг. 
Аввало берилган = \т +| функцияни

W = — 1 -

куринишда ёзиб оламиз. Агар w\ = + т] дейилса, унда

VI' =  -  
-»!

оулади.

Маълумки, u i “ ‘2 ('' + 1) функция (Ж уковский ф у н к­

цияси)  бирлик дойра

E = { z e C : \ z \ < D

ни | I. 1| кесманинг ташкдрисига акслантиради.
Каср чизикди

И’ = i I t

функция |0, 1] кесмани [4- + °°) нурга, [—1, 0] кесмани 

)са -  ‘ J нурга акслантиради. Демак, берилган со \а -

н ин г а к с и

w(E)  = ■ju' е С: w е | | -  ' 1\’[ 1, , +

б у л а д и  (3 () -ч изм а) .
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30-чичма

М И  С О Л  В A M A C  АЛ АЛ АР

Жуковский функциясини  куйидаги со\аларда бир яп- 
рокдикка текширинг:

171. | z\>2.
172. | с |<2.
173. М < 2 ,  0 < arg z < -у  ■

174. In u  > 0.
175. \ m z <  0.
176. R e->  0.
177. Rec < 0.
178. 0 < arg z < 1r -

179. In к  ■ (R e d 2-
180. Im,-< (Re-)2.
Ж у к о в ск и й  ф у н к ц и я с и  ё р д а м и д а  к у й и д а г и  т у и л а м л а р -

1 1 имг а к с и н и  т о п и н г :

181. \z\  =  1 ■

182. | -  2
183. arg г. = ■[.

184. j ~ |>2.
185. \ z \ <  ' ■

186. f  < arg - < - у .

187. д < а1'ё "• < "4 ’ -  г  ft>,/1-
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1 8 8 . | г |< 1 ,» [ 0 , 1 ] .
189. I m z > 0 ,  г е { | г | = 1 ,  0 < a r g z < | ,  < arg z < я j.

190. Iz|< 1, 1 ш г < 0 ,  г е [ - / ,

191. k |<  1, 0 < a r g z < f .

192. Ul< 1, + ^ < a r g c < + ^ f .

193. Inu>0.
194. Inu<0.
195. | г |< 1, lm*>0.
196. j г  | <  1, lmz<0.
197. | г |> 1, lnu<0.
198. | d > l .  lmc>0.
199. 1<| z |<R, 1тг>0.
200. R < k i < l .  1тг>0.
201. ^  <! z\< Im <; > 0, Rc г > 0.

202. -у — a  < arg z < j  + «  (0 < a  < y).

203. {| - |< 1, z<£ [<7, l|}. (0<<7<1) со \ан и нг  Ж уковский 
функцияси ёрдамидаги аксини топинг.

204. {| г|<1.  z.4 \а, 1]}, (—1<а<0) со \ан и ш  Жуковский 
функцияси ёрдамидаги аксини гопинг.

205. ji с: ~ ih\ > VI + /г |  со \анинг м' = j  ( '  + | )  Жуковский

ф у н к ц и я с и  ё р д а м и д а г и  а к с и  уч л а р и  w = ±  I н у к т а л а р д а  
булган ва w—ih н у к т а д а н  утувчи а й л а и а н и н г  ё й и  б у й и ч а  
К иркилган (iv) I с к и сл  и ги б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .

206. Жуковский функциясидан фойдаланиб 31-чизма- 
да гасвирланган со \ан и  {| и-|<1} бирлик доирага конформ 
акслантирувчи niz.) ф ункцияни топинг.

2.07. 32-чизмада тасвирланган со \ани  {| и’|< 1} бирлик 
доирага конформ акслантирувчи w(z) функцияни гопинг.

208. {j z !<; 1, 1пк >0} ярим доирани {| vv |< 1} дойра! а кон 
(|>орм акслантирувчи ва

vvj ) = 0 . argvv'(y ) = 0

шартларни каноатлантирувчи w(z.) ф ункцияни топинг
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31-чизма. 32-чизма.

209. D={\ С !< К Im ~ >0} ярим доиранинг

W  = -J— 
г+1

акслантириш ёрдамидаги акси w(D) ни топинг.
210. D = {() < агё '' < f,} бурчакнинг

акслантириш ёрдамидаги акси w(D) ни гопинг.

5-§. ^функцияси. Тригонометрии функциялар

Г'. Маълумки и —>°ода

кетма-кетликнинг лимити е ' га тенг.
Комплекс текислик С да ихтиёрий с ни олиб, куйидаги

| ( w f 2 , з, ...>

кстма-кетликни кара им из, п ->°°да бу кетма-кетликнинг 
лимити мавжуд булади ва бу лимитга с комплекс сони 
учун е  нинг киймати дейилади:

е ' =1™ (1 + «) ( z e  С ) - 
Агар z=x+iy  десак

e z =  e x (cosy  + / sin у) (13)

тенглик уринли (к,. 1-боб, 4-§, 117-мисол).
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Курсагкичли w —e  ф ун кц иян ин г  асосий хоссаларини 
келтирамиз:

1) е функция С комплекс текисликда голоморф ва унинг 
.уосиласи

(е) '  =
булади.

2) е  функция учун
,Zi +Z2 eZl ■ e Zl U .eC ,  г,e Q

булади.
3) e' функция даврий булиб, унинг асосий даври 2ni 

булади:
e z+2ni _ e z .

4) V- е С учун (e-')VO булиб, w=e~ функция ёрдамидаги
акслантириш С текисликнинг \ар бир нуцтасида конформ 
акслантириш булади.

(13) генгликка кура, | е  \=е\  arg ez=y. Демак, w=e7 ф унк­
ция (z) текисликдаги {х=хн} тугри чизикни | w\ = ех° а й ­

ланага, {>■=)’„} тугри ЧИЗИК.НИ эса {a rg  w=y } нурга акслан­
тиради. w=e7 ф ункция /7={>’0<1т^<>0+2л} сохдда бир яп- 
рок/ш булади. Жумлалан, w=e: функция ушбу

/7 =  {2/or<lnu<2(A:+1 )л}, к =  0,+ 1 ,±2,...

со \аларнинг \ар  бирини (w) текисликдаги C \ R + га к о н ­
форм акслантиради (33-чизма). Худди т у н г а  ухшаш vv=e’

33-чизма
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функция {0<1пи<л} со\ани юк^ори ярим текисликка акс­
лантиради.

17-м и с о л . Курсаткичли

w =  е:

функциянинг г = I ± т / \амда z—kni (к- 0,±1,±2,...) нук-

талардаги к,ийматларини топинг.
(13) формуладан фойдаланиб топамиз:

/ 1 + ̂1 + — / 
vv( 1 + i ) = е ~2 = е ■ е~2' = е cos(± + / sin(± = e(±i) = ±ie

w(kni) = ekrJ = cos кк + i sin kn = cos kn = (-1)*

(k— 0,±1 ,±2,...)

18-мисол. Курсаткичли

и’ = e'

функция С текисликдаги

D = е С:0 < Re с < 1, 0 < 1т <: < f }

тугри туртбурчакли со.\ани С текисликдаги к,андай со\а- 
га акслантиради?

z=x+iy хдмда н’=ре'4' деб олайлик. Унда I) со\ада

е° < р < е\ 0 < у < 'S-

бул ад и. Шуларни эътиборга олиб топамиз:

w(D) = |w = ре'У е С:1 < р < е, 0 < vj/ < —|

D хдмда w(D) сохдлар 34-чизмада тасвирланган.
19-м и с о л . Ушбу

w — е :

акслантириш ёрдамида С текисликдаги

D = {г е С: Re г > 0, - к < Ime < л}

со\ани - ярим йулакнинг C v текисликдаги аксини топинг. 
Равшанки, z=x+iy, w—p-ê  дейилса, унда

D={(x, y)eR2:x>0, ~п<у<п}
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34-чизма

булиб, бу сохдца

р>1, —п<у/<п

булади. Демак,

w(D) = jw = pe'v е С:р > 1, - тс < \|/ < тс} =

= {weC:|w|>l, w е (-°°, - 1]}.

Бу w(D) сох,а - [-°°, -1] нур буйича киркилган 

{w е С: | w| > 1} 

доиранинг ташкарисини ифодалайди (35-чизма).

© ®

35-чизм?.

20-м и с о л , С текисликда мав.хум уккд иараллел килиб 
олинган ва Н кенгликка эга булган

117



D = {zeC:Q<Rez<H]

сохрани (йулакни) Си текисликдаги ушбу 

{we С : | w |< 1}

бирлик доирага конформ акслантиринг.
Бу масалани бир нечта акслантиришларни кегма-кет 

бажариш билан \ал к,иламиз:
1) берилган D сохани

'f
W, = е 2 г = iz

акслантириш ёрдамида

Dt =  { w,e С :0<lmw|<//}

со\ага акслантирамиз,
2) бу Dt сохани

акслантириш ёрдамида

/),= { w2e С :0<Imu'2<7i}

со.\ага акслангирамиз,
3) I) сох,ани куйидаги

акслантириш ерда мила

/),= {w,.. C lm w ,>0}

со,\ага (юцори ярим гекисликка) акслан гирамиз.
4) /) со\ани

W'.—i 
и - г

к с) с р ч и з и кл i1 а к слант и р и и i е рд а м и да 

{vt’.f- C:j w!' 1}

co'viia - бирлик доирага аксланнфами г Демак, издана- 

ётган акслантиришни куйичш мча



•■&- чи iMa

21 -м и с о л . Ушбу

D = {се С: -7t<Im;:<7r, z е [а, +°° )}

со\ани ([а , +<*>) нур буйича киркилган йулакни ае R) 
юкори ярим текисликка конформ акслантиринг. 

Берилган О со.\ани олдин

wt = е-:

функция ёрдамида (—=°, 01 ва [е‘, +°о) нурлар буйича ке- 
силган (w:) текисликка акслантирамиз:

О| = jvv, е C:wl ё  (-°°,0]U[ea,+°°)}.

Сунгра /), сохрани

W,

акслантириш ёрдамида |0, +~) нур буйича кесилган (м-’?) 
текисликка акслантирамиз:

/), = |w2 е С: vv, е [0, + ~j|

Ни.\оят, чосил булган D, со,\ани ушбу

w = yfw2, = /

119



акслантириш ёрдамида (w) текисликнинг юкори ярим 

кисмига акслантирамиз ( -fw2 — функция кУ'йида, 6-§ да

келтирилади). 
Натижада,

И’ = . и ea~z. /- 7  = I
\ "i V .

булади. Демак,

w = \/| - eL,~z , V- 1 = /

акслантириш берилган Л со.\ани юкори ярим текисликка 
акслантиради.

2". (13) тенгликда л= О десак,

t’'1’ = cos у + i sin у. 

с = cos у - 1 sin у j
(14)

тенгликларга эга булиб, бундан

cos у = , sip, v = (15)

ифодаларни оламиз. (15) формулалар ихтиёрий \акикий 
сон учун уринли булиб, улардан биз

w=cosz, vv = si IK

функцияларни аник1ашда фойдаланишимиз мумкин.
7-т а ь р и ф . z комплекс аргумент учун тригонометрик 

функциялар цуйидагича анщланади:

cos z — --Ц—'1, sill г = ,

tg z =  — —- = —1L--r -—  , (151
5 cos с i(e'’ +e-‘z) (1Ь )

rto7 - сж ~ - '(e’Z+e
Sin Z e‘--e -''

Тригонометрик функцияларнинг асосий хоссаларини 
келтирамиз:

1) cos’ ва sinj функциялар С комплекс текисликда го­
ломорф ва уларнинг \осилалари
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(coszY - -sine
(sin:.)' COS’

булади.
2) tge функция

€ С: z у + kw, к = 0, ±1, ±2__ }

гупламда, ctg:. функция эса

{z e С: z. * кп: к = 0, ±1. +2.... }

тупламда голоморф булади.
3) situ, ctge, tge ток функциялар, cos.- эса жуфт функ­

ция булади.
4) Тригонометрия функциялар даврий булиб. cose ва 

sine нинг даври 2п га, tge ва ctge нинг да ври л га тенгдир
5) Х^кикий узгарувчили тригонометрик функциялар 

орасидаги муносабатларни ифодаловчи формулалар ком­
плекс узгарувчили булган хрлда \ам уринли булади.

6) Ушбу

cos iz =  che, /sine = -she; 
cose = ch/e, sine= —/sh iz

муносабатлар уринли, бунда

che = , she = (17)

Одатда (17) функциялар гиперболик функциялар дейилади.
7) Тригонометрик функциялар ёрдамида бажарилади- 

ган акслантиришлар бир нечта (маълум) акслантириш- 
ларнинг композицияси натижасидан иборат булади.

Масалан,
w =sine

функция ёрдамида бажариладиган акслантириш

и’, = iz, и\ = ew1, w3 = | us.

акслантиришлар композициясидан иборат булади:

Шунингдек,
w = tge 
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функция ёрдамида бажариладиган акслантиришлар ушбу 

w, = 2 iz. w, = <?“' 

акслантиришлар композициясидан иборат булади:

. W'j-l
' W; • I •

22-м и с о л . Ушбу

sin!c+cos2z = 1 ( ;е  О

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
Маълумки,

sin с = -1- - - , cos с =

Унда
2

sm: - = [ М р  ) И  - 2 +е ),

cos’ с = [ =±(e2i:+2 + e 1г)

булиб, бу генгликларни \адма-х,ал кушсак, 

sin2 с + cos2 <; = } + ] = 1

булади.
23-м и с о л . Ихтиёрий (z е О  комплекс сон учун ушбу

е = cos г + / sin z (18)

Эйлер формуласини исботланг.
Тригонометрик функцияларнинг таърифига кура

2 ' Sln*=  2/ 

булиб. бу тенгликлардан

cos с + / sin с = ^ f  - + = eiz

экани келиб чикдди.
24-м и с о л . Ихтиёрий г, е С, с, е С учун

cos( zt + z.2) = cos г, ■ cos г, - sin с, ■ sin о

sin(C| + z2) = sin z, • cosz2 + cosz, ■ sin z>

тенгликларнинг уринли булишини курсатинг.



Эйлер формуласидан фойдаланиб, топамиз: 

cos(z, + Z2) + / Sin(z, + г2) = el(-z'+z2).

Равшанки,

e '(Z]+Z2) _  £ ‘Z\ e 'Zi

Яна Эйлер формуласига кура

еГц - cos z{ + i sin z,, e'Zl = cos <;2 + i sin г2

булади. Натижада

cos(z1+z2)+ /sin(zl+z2)=(cosz]+/sinzlKcosz2+/sinz2)=  9 

=(cosz|-cos22-sin^l sin^2)+/(sinz]-cosz2+cosz1-sinz2)

тенгликка келамиз. Бу тенгликда z.: ни -г, га, г2 ни ~z2 га 
алмаштириб, cos’  функциянинг жуфт, sinz функциянинг 
ток, эканлигини эътиборга олиб, топамиз:

cos(z,+z,)-/sin(z,+z2)=  (20)
(cosc1cosc,-sinc1sin<:2)--/(sinz1-cos^+cosz1sinz2)

(19) ,\амда (20) тенгликларни хддлаб куш сак,

cost г,+z2)= cos^ ■cosz-.-sinz, -sine,,

(19) тенгликда!i(20) тенгликни х,адлаб айирсак,

sin(c, + C,)=sinг,-cosг, f-cos^-sin^

экани келиб читали.
25-м и с о л . Ушбу

VV =  COSZ

фу is капни инг комплекс тскислик С  да че гаралан м ага нл и - 

шип курс :п мн>.

Маълумкп,

со оламил. > ид;:



Бу эса w=eosc функциянинг С  да чегараланмаганлиги- 
ни билдиради.

26-м и с о л .  Ушбу

a) c o s ^ ; б) sh/; в) ctg^

комплекс сонларнинг х.ак.ик.ий \амда мавхум к,исмларини 
топинг.

а) \олни к,араймиз. z~x+iy деб, топамиз:

cosz = cos(x+/»=cosx cos(/»“ sinx sin(/»- 

6-хоссага кура

cos(/>) = chy, sin(/y) = ishy 

булишини эътиборга олсак,

cos(x+/y) = cosx -dry—/sinxshy 

булади. Бу тенгликдан

Re cos (x+iy) = cosx chy,
Im cos (x+iy) = —sinx shy (21)

булиши келиб ч и кади. Равшанки,

cos / ̂  = cos(t) + / .

(21) муносабатларда х=0, у = f  дейилса, унда

Re cos / j  = cos 0 c h f  = c h f ,

Im cos / ^ = - sin 0 • sh ^  = 0

булишини топамиз.
б) \олни карайлик

shz = -/sin (/с) 

тенгликдан фойдаланиб топамиз:

sh/ = —/sin(/ • /) = —/sin(—I) = sin 1 •/

Демак,

Re sh/ = 0, Im sh/ = sin 1.

в) кол ни карай ми!.

cost’iz) - che, sin(/r.) = ishz
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муносабатларда z = j  дейилса,

cos(/ ■ 2") = ch 1, sin(/ ■ j  j = ,'sh ~

булиб,

булади. Демак,

Re ctg(y) = 0, lm ctg(|j = -cth i  .

27-M и сол  . Ушбу

w = sinz

функция ёрдамида бажариладиган акслантириш (г) те- 
кислигидаги

D = jz  е С:- у  < Re z < f , lm z > о}

сохдни (ярим йулакни)(уу) текисликдаги кандай со\ага 
акслантиради?

Берилган vv=sinz функция ёрдамида бажариладиган 
акслантириш бизга маълум булган

W 1 VV 1
W\ = iz, w2 = е 1, vv, = -j-

акслангиришлар композициясидан иборат булиб, 

w = sinz = i ( w 3+J-)

булади. Бинобарин, бу акслантиришларни кетма-кет ба- 
жариш натижасида w=sinz учун w(D) топилади:

1) D со\а w=iz акслантириш натижасида

Z), = |vv, е С: Re vv, < 0, - ^  < Im vv, <

со^ага утади.

2) Z), со\а vv, = eW] акслантириш натижасида

D2 = {н>2 е C:|w2|< 1, - | < a rg w 2 <-|} 

ярим доирага утади.
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3) D1 co\a w3 = jw 2 акслантириш натижасида 

£)3 = {w3 e C:|w3|< 1, n < argw3 < 2л}

сох,ага утади.

4) D co\a w = sinz = i f  w3 + — 1 акслантириш натижа

сида

w(D) — {we С : lmw>0}

со\ага утади.
Демак, w=sin<: акслантириш (z) текисликдаги

D = e C:~ < Re z < f , Im z > o}

сохани (w) текисликдаги

w(D) =  {we C:lmw>0} 

со.\ага акслантирар экан (37-чизма).

37-чизма

М И С О Л  ВА М А СА Л А Л А Р

Куйидаги комплекс сонларнинг модули ва аргументи- 
ни топинг.

211. e>+i. 
213. е3+4'.

212. е2-3'. 
214. е~™.
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е функциясининг куйидаги нукталардаги к,ийматларини 
топинг.

215. z—2ni.

216. г=тс/.

217. z = f  •

218. z = - f  ■

219. z = f .

220. e функцияси фа кат хдкикий кийматларни кабул 
Киладиган барча z нукталар тупламини топинг.

221 . ё  функцияси факат соф  мав^ум кийматларни кабул 
киладиган барча г нукталар тупламини топинг.

Куйидаги тупламларнинг w=ez акслантириш ёрдами­
даги аксини топинг:

236. у=х ва >’=х+2я тугри чизик1ар орасидаги йулак.
237. {Rez<0, 0<1т<<а<2л} - ярим йулак.
238. {Rez>0, 0<1тг<а<2я} - ярим йулак.
239. {oKRez<P, у<1тг<5} (8-у<2л) - тугри бурчакли 

туртбурчак.

240. D = {Re с > 0, 0 < Im г < у} co\aHHHrtv=e2; акслан­

тириш ёрдамидаги аксини топинг.
241. /)={<::0<Reг<л, 1тг>0} со\анинг w=e': акслантириш 

ёрдамидаги аксини топинг.
Куйидаги мисолларда айтилган чизмаларда тасвирлан- 

ган сохдларни {lmw>0} юкори ярим текисликка конформ 
акслантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг.

242. 38-чизма.
243. 39-чизма.
244. 40 -чизма.
245. у=х ва у=х+Ь тугри чизикдари орасидаги йулакни 

юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.
246. {| с | =2} ва {| г~1| =1} айланалар билан чегаралан­

ган доиравий ойчани юкори ярим текисликка конформ 
акслантиринг.

222. Rez=l. 229. 1тг=С.

223. 1т г = у- 230. Inu=&Rez+6.

224. Rez=” l. 231. —7t<Imz<0.

225. Im z = -^f- 232.—7t<Imz<n.

226. Imz=Rez-l. 233. - f  < Im z < j  •

211. Im<r=Re~. 234. 0<Imz<2rc, Rez>0. 
228. Rez=C. 235. a<Inu<(3 (0<а<р<2т:).
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247. {) с =2} ва {| 3| = 1} айланалар билан чегараланган 
со\ани юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.

248. {; с |>1, 1 mc< 1} со\ани {j vv j <!} доирага конформ 
акслантирувчи ва

и (-ЗГ) = ' • у ' . arg w'(-ii) = I

шартларни каноатлантирувчи »v(r) функцияни гопинг.
249. (I - |> !, I пи<1} со.\ани {Imгг >0} юкори ярим те­

кисликка конформ акслантирувчи ва ушбу

н’( —3/) = 1 + /, arg н’'(-3/) = к 

шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.

* * *

Тригонометрик функцияларнинг таърифларидан фой- 
таланиб куйидаги тенгликларни исботланг:
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250. ch.-';- sh2z= I .

251. ch(’ ,-i - )=clK l'chzn i-sli’ -sh.:,.

252. cos;;, + cosz2 - 2 c o s • cos .

253. sh(z + Щ j - ichz 260. cost/:) ч.!к.

254. ch i: + j - /sh:.. 261. chi iz) =ч os-

255. sh(:+я/)= -sh.:. 262. tgt /.;)-wilir.
256. c h ( i tJ)~ chz- 263, th( ^7tg:.

257. th(- * 264, c t g ( --/cilu.

258. ch(: + 2л/)=с1к. 265. ctli(/;:)=—/ctgc.

259. sin(/:)=-.'sh'.

Куй ила! и комплекс аргумент;»! функцияларни х.ак.икий 
аргуменгли григонометрик на гиперболик функциялар 

орлам ила ифодаланг хамда берилган функцияларнинг мо- 

лулларини топинг:

266. sin:. 269. s!u~
267. cos:. 270, ch;;.

268. tg:. 271. ih-

Куйидаги комплекс сонларниш v 'khkjiu \амда мав- 

\ум кпемларппи топинг:

272. sin(/7i). 277. sin(2/).

273. sm( д- + /). 278. tg(2 -/).

274. ch(2/>. 279. clg(| - / In 2).

275. t g ( f /). 280. cth(2+/).

276. cos(2+/).

Куйидаги функциялар факат \ак,ик,ий кийматларни 
кабул киладиган г нукталар тупламини топинг:

281. cos:. 284. tgz.
282. chz  285. ctlu.
283. sin:.

Z нинг кандай кийматларида куйидаги функциялар соф 
мавхум кийматларни кабул килади?

286. sinz 289. ctgz.
287. shz. 290. thz.
288. COSZ.
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Куйидаги функцияларни бир япрокдикка текширинг.

291. sine. 293. tge. 295. she.
292. cose. 294. ctge. 296. che.

Куйидаги тупламларнинг w=cose акслантириш ёрдами­
даги аксини гопинг.

297. х=с, у=с — Декарт тури.

298. [о < х < j ,  у > о} — ярим йулак.

299. {—я<х<о, j ’>0} — ярим йулак.

300. {- f  < х < f  , у > о} — ярим йулак.

301. {0<л<л} — йулак.
302. {0<л<л, - h<y<h} (/г>0) —■ т>три бурчакли туртбур- 

чак.

Куйидаги D сохрани берилган w =f(z) акслантириш ёр­
дамидаги аксини топинг.

303. D = {- f  < Re е < f }, w = tge.

304. D = || Im e| < vv = the.

305. D = {CKRee^}, w=tge.

306. D = jo < Re e < f }, w = ctge.

307. D = {0<Rce< 1, lme>0}, w=tgnz-
308. D =  {0<1те<я}, vv =che.
309. Z) = {Ree>0, — l<lme<0}, w=chrce.

310. D = jRe e >0, 0 < Im e < 1, e« [y, p ] } , w = chne.

311. D = {| 1те|<я, Ree>0}, w=she.
312. D = {0<Ree<2n, lme>0} w=sine.
313. D =  {Ree>0, 0<1те<я} w = che.
314. D =  {0<йее<л, lme>0} vv=tge.

315. D = jo < Re e < f} , w = tge.

316. D = {0<1те<л}, w=cthe.
317. D =  {Ree>0, 0<1те<я} w=cthe.

318. Z> = {| e—11 >1, | e+11> 1, Ime>0} со\ани )lmw>0} 
юкрри ярим текисликка конформ акслантирувчи функ­
цияни топинг.
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Куйидаги мисолларда айтилган чизмаларда тасвирлан- 
ган сохдларни {1тн’>0} юк,ори ярим текисликка конформ 
акслантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг.

319. 41-чизма.
320.42-чизма.
321. 43 -чизма.

ih

____ ii i

-ih

0 h

322. 44-чизма.
323. 45-чизма.

44-чизма. 45-чизма.
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6-§. Кун цийматлк функциялар

Комплекс аргументли функциялар назариясида голо­
морф функцияга тескари булган функцияни урганиш ма- 
саласи \ам му^им урин да гуради. Аксарият \олларда бун- 
дай функциялар бир кийматли бул май, аргументнинг битга 
кийматига бир нечга (баъзи \олларда чексиз куп) комп­
лекс сон мос кУйилади. Бундай функцияларни к,атъий 
математик асосда бсриш йулида комплекс анализга Ри­
мам сиртлари термини киритилади. Биз бу ерда энг содда 
куп кийматли функцияларни к,араш билан кифояланамиз. 

1°. w = \fz (« й 2 - бутун сон) функцияси.

Х-т а ь р и ф . Ушбу

w" = Z (22)

генгламаниш ечимларига z комплекс соннинг л-даража- 

ли илдизлари дейилади ва w = >fz каби белгиланади.

(22,1 тенгламани ечиш учун z ва w комплекс сонлар- 
нинг тригонометрик шаклларидан фойдаланамиз. z-re*. 
Z А’г деб белгилаб,

f t "  ■ e " i ‘l =  /-gnr

генгламага эга буламиз. Бу тенгламалан R"=r, му-
носабатларга келамиз. Бундан

R - <fr, 0 = , к е z 

Демак, (22) тенгламанинг умумий ечими

<l+2kxj
w = у] г е " , к е z

булади. Бу счимлар к нинг 0, 1,2, ..., (/ г 1 ) кийматларида 
бир-биридан фарк килиб, к нинг бошка кийматларида эса 

улар такрорланади. Шунинг учун \ам ц/z п та кийматли

булиб, бу кийматлар

--  arg z+2kn •

ф\ -е~  , к=  0, 1, ... , (л-1) (23)

дир.

w~nfz нинг функционал хоссаларини урганишда ту- 

бандаги содад, лекин му\им теоремадан фойдаланилади.
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3 т е о р е м а .  (Тее к ар и функциянинг конформ лиги 
Xацида). Фараз цилайлик L =f(r\) функцияси (ц) текисликда- 
ги D сохани (tj текисликдаги С сохага конформ аксланти­
рувчи функция булсин. У холда бу функцияга тескари булган 
ц —/ ' ( О  функция G ни D га конформ акслантиради.

Китобхонга z=W  функциянинг бпр япрокли булади- 
ган со.\алари 3-§ лам маълум: "=»'/ функция ушбу \ар бир

= [ 2 < arg и- < А =  0. 1. 2.......  (и - 1 »,

сохдла бир япрокли булиб, б\ со.\ани у

G = С \R+

со\ага конформ акслантиради. к—0 лееак, <:=>;’■" (функция 

Д) - {() < arg w < -f} со\ани G га конформ акслантиради.

3-тсорсмага кура бу акслантириш нинг гескариси G ни D 
ia конформ акслантиради. Бу тсс кари функция (23) д ат

/г—:
л/uk  "

Iа мос келиб, бу бир цийматли функцияга tfz куп кий-

матли функцияниш 0-тар моги лей илади на у \у z J каби 

белгиланади. Хулди шундай, z= vv" функция

Д = { ^ < a r g w < 2

сохани \ам С га конформ акслантиради. Бу функциянинг 

гескариси G ни £>, га акслангириб, унта ’jJ z нинг 1-тар-

моги дейилади ва у ( ^ )  каби белгиланади. Бу жараённи

даном этгириб, /̂- куп к,ийматли функциядан бит п та

бир кийматли тармокдар (ч/^) , м ларни

ажрата оламиз. Бу \ар бир (vZj ■ к=0, 1, ..., (п- 1), тар-

мок С да бир кийматли ва уни Dk со\ага конформ акслан­
тиради.
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Бу тармомарпинг узаро богланганлигини куриш учун 
(с) гекислигида градиусли айлана у буйлаб мусбат йуна- 
лишда с нуцтани \аракатлантирайлик (46-чизма).

Z нукта А дан В оркали А  га караб \аракагланганда

функциянинг кийматлари \[г дан "jr е п> гача узгариб, 

олдинги киймагга кайтиб келмасдан, ( ^ )  тармокнинг

богилангич кийматига келади. Шундай килиб, z нукта у 

айлана буйлаб бир марта айланса, w-Hlz функциянинг

кийматлари О-тармокдан I-тармокка утади; агар у буйлаб 

2-марта айланса, кийматлар (л/г) тармокка мос узгаради

ва \оказо. Бу жараен z нукта у буйлаб п марта айлангунча 
давом килади; п - марта харакат килиб А нуктага келган­

да yfz нинг кийматлари ян а кайтиб (х/с) тармокка ке­

лади.

w=<fz ни тасвирлончи сирт, «=2 \олда 47-чизмада бе­

рилган. Бу ерда О ва О  нукталар, / ва f , у ва у  кирралар 
бирлашган (ёпишган) деб фараз килинади.

Бу сирт vv = yfz функциянинг Риман сирти дейилиб, О

нукта тармокданиш нуктаси дейилади.

134



28-м и с о л .  D=C \R' сохдни бирлик доирага конформ 
акслантиринг.

тармокнинг хоссасига кура \у = {у1^() функция D 

ни юкори ярим текисликка конформ акслантиради.
W\-i

w = wjT7 касР чизикли функция эса юк,ори ярим текис­

ликни бирлик доирага акслантиради. Демак,

функция С\/?* ни бирлик доирага конформ акслантиради.

29-м и с о л .  и’ = функцияси

G = {е е С: а < arg е < [3}, 0 < а  < р < 2л

бурчакли со\ани цайси со\ага акслантиради?
Берилган функция G ни

j  < arg vv < ||

со,\ага акслантиришини куриш кийин эмас. 

w—'4z КУП кийматли функцияда (>^) ,

{уП ) ! бир к,ийматли функцияларнинг \осил к,илиниши

куп кийматли функциялардан гармок ажратиш дейилиб, 
бу ерда биз тармок ажратишнинг битта услубини бердик.

Бу гармокдардан одатда w=\4zj  ̂ тармок куп ишлатилади.

Амалиётда бу функциялардан бурчак со\аларни кичрай- 
гириш (сикиш) учун фойдаланилади.

Баъзи бир масалаларни ечишда куп кийматли w=i[z

функциянинг бир кийматли тармокдарини берилган шарт- 
ларга караб \ам ажратишга тугри келади. Масалан, п= 2 
булганда, икки кийматли w = yfz функциянинг иккита бир

Кийматли (w)n ва (w), тармокдарини куйидагича х,ам аж­
ратиш мумкин:
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( W ) ,= \ jy . . /- 1  = , ( ё к и  /1 = 1 )

!hO, = v; - . VC  ! — _/ {еки ,/j - .  j )

(u ’);1 гармок, С  \Я ‘ ни юк,ори ярим гекисликка. (vv), тар- 

мок эса C\R‘ ни куйи ярим  текисликка к он ф орм  акслан-

! I ; рЛ . 111

30-м и с о л .  Икки кийматли w = Jz функциянинг

Г.1 .. U/
V 'Лс=--/ - “ ' р; шартни хдноатлантирувчи бир цииматли гар­

мони /)={1шс>0} ю кори  ярим текисликни кандай со\ага 

акслагпиради?

w - J z  функциянинг битта тармоги Л ни {О < arg и- < ч 1

! 1 т 1
га. иккинчи тармоги эса |гх < arg w < j  га акслаигири-

iji и н и функция ниш  таърифидан келтириб чикарш и ьчи- 

йин эм ас.

~ е |п < ащ w < т] булишидан 

ц'< [)) = |гс v \rg н' < -’у }

эканлигини \осил к,иламиз.
31 -м и с ол .  Жуковский функциясига гескари булган

'V = z + J z 2 - 1

функциянинг w(oo)=Q шартни кдноатлантирувчи тармоги 

* - { £ * £ > ' }  («>!)

со\ани кдндай сохага акслантиради? 
Аввал D со\анинг чегараси булган

dD = ( 4  + -£- = \) 
Ь2 и -\

эл.липснинг образини топиб оламиз.
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Жуковский функцияеннинг хоссасига кура бу функ­

ция {j г j=/?}, R< 1, айланани

эллипсга акслантирар эли. Ш уш а асосан  дЛ пинг обрати 
айлана булали. н>( <)/))- dG~{\ w\-~R} деб бслгиласак, R 
ушбу

U  (л + ^ !  = я.

сисгсмани каыатлан i яриши керак булали. Бу системддан 

R = а - / о 2 - I 

экаплш пня гопами 5. Демак,

г)(• = || н*| — о - л/а’ - ! |

айлана экан. Чсгараси dG лан иборат иккита со.\а бор: 

|| ivj < а - yja' - lj дойра ва бу доиранинг ташкдриси.

н’( с)—0 шарт дан фойлалансак,

G = jvv:) wj< а - Ja 2 - l j

дойра берилган D со\анинг образи булиши келиб ми кади 
(4N чизма).

32-м и с о д . Ж уковский  функцияси  ёрдамида 

А, + уу = 1 эллипснинг ташкарисини бирлик дойра ташка­

рисига конформ акслантирувчи \амда w(oo)=c«> argvi/(~)=0 
шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни гопинг (49- 
чи тма).

Кдралаётган эллипснинг фокуслари (--с. 0), (с, 0) нук­

таларда жойлашган булиб, бунда с - V<r - Ь2 эканлиги

х2 )’“
равшан. wi = -г~г=7 акслантириш ердамида — + ту = 1 

Vo" -/г и" п
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48-чизмл

эллипсни--- !— т +--- !— 2 = 1 эллипсга акслантирамиз.
: [ * . . .  ]

' \Сг -h- ) \ л/а2 -л- )

Бу ылипснинг фокуслари (—1, 0), (1, 0) нукталарда жой- 
лашган булиб, унинг ташцарисини

w: =  VV, + yfwf-Т , vv, (оо ) =

функция {| w, |=/?, /?>1} айлана таищарисига акслантира- 
ли (31-мисолга к^аранг). Бунда /?ушбу
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Ил+*) =I 2 ;  2 va -o

b
t 1 ulyja -b

системами каноатлантириб, бундам эса
Л а+Ь

2 . 2  экан-

лиги келиб чикали. Энди

w, vV ?
а+Ь

W->

акслантириш ёрдамида Л радиусли дойра ташкарисини 
бирлик дойра к! ш карие и га утказамиз. Демак,

w - e'̂ w-. - е

»'ф 1 
a f А г + / г 2 -  (я2 -

V !
функция берилган р- + -т = 1 эллипснинг ташкарисини

бирлик дойра ташкарисига акслантирар экан. Агар 
argH/(«--)=0 эканлигини эътиборга олсак ф=0 булиши ке­
либ чикали. Шундай килиб, изланаётган акслантириш

куринишда булади.
2". u I п; функцияси
9- г а ъ р и ф . Ушбу

е" — z (24)

тенгламанинг ечимлари z комплекс сонининг логарифми 
дейилади ва vv’=Lnz каби белгиланади.

Тенгламани ечиш учун z ни z-re^ куринишда, и-ни эса 
w=u+iv шаклида ифодалаймиз:

4 (V — «Р

Бундан е“=г, е" =е"! тенгликларга эга булиб, ечим 

и—\пг, у=ф+2кп, k&Z,
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эканлигини курамиз. Демак,

и; =  I n; in z |+/(args+ 2кп) Ае Z (25)

булиб. 1лтг функцияси куп цийматлидир. 
с" фулi книясi?

I !к = {vi’t С:2кп<Imiv<2(A И )п}, ке Z

со\аларла бир япрокли ва бу со.\аларнинг х,ар бирини С\К‘ 
га конф орм  акслантириш ини биламиз. 3-теоремадан фой- 

лалансак, биз w,=Ln^ функциясидан чексиз куп тармокдар

iv — ( 1 л к ) . ln| " |+i(argz+2kn), ke Z

ни а жрал иш мумкин эканлигини \осил киламиз. Бу хар 

бир тармок, C-=C\R' да гол ом орф  булиб, уни П , йулакка 

к он ф орм  акслангиради. К,аралаётган тармокдор бир-бири 
билан боьлангандир.

Агар у={| с |=г} айлана буйлаб MycGai йуналишда бир 
марта айлансак ‘.v=Ln<; нинг кийматлари к- тармокдан 
(А 4 !) гармоцка утади, агар манфий йуналишда бир мар­
та айлансак, унда олдинги (А'-1) тармокка утади.

iv=Lne га мос Риман сирти чексиз япрокди сирт булиб, 
унинг тармокданиш нуктаси 0 га логарифмик тармоцла 
ниш нуктаси дейилади.

Амалиётда iv=Lnc функниясидан бурчакли со.\аларни 
йулак сохдларга акслантиришда фондаланилади.

33-м и с о л .  D =  jo < arg z < -f} сохдни G={0<Rew< I }
йулакка конформ акслантиринг.

Ушбу w| = (Ln<:)n= ln ^  тармок ёрдамида D со\а

jo < Im w, < |-j йулакка аксланади. и», акслантириш

эса бу со\ани G га акслантириб, изланаётган аксланти­
риш

w = - ̂  In z

эканлигини курамиз.
Келишувга кура (Lne)„=lnz деб белгиланади ва бу функ­

ция! а Lnz функциянинг бош тармоги дейилади.

34-м и с о л . z.=i нуктани и’0 = Ц1 нуктага утказадиган

логарифмнинг бир циймапыи тармоги ёрдамида D={z : z£ 
(—со, 0]} со\анинг аксини топинг.
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Lik. функциянинг

w = (Lru), = \nz+2bii, A = 0, ±1, ±2, ... 

гар\юк,1аридан к̂ айси бирини танлашимиз кераклигини

*•(/) = -5f :

шартдаи аннкдаймиз:

-j1 - In /' + 2А-it/ - ln|/|+/arg / + 2Ап/ = / f  + 2 Ал/.

Бу ердан А~1 эканлигини гопамиз Демак, Ln~ нинг ке- 
ракли тармоги

vv — (Lnc),= liu+2n/

экан. vv =Ln<.функция ёрдамида Лсо\анинг {wl:-n<Imw<it} 
йулакка аксланишини текшириш кнйин эмас. w=vv,+2it/ 
функция ёрдамида эса йулак

{vv :rc<Imvv<3it]

йулакка аксланади (50-чизма).
35-м и с о л .  0 ва 1 + / нукталарни туташтирувчи кесма 

буйича киркилган {<:: Rez>0, lnu>0} квадрантни {vv: -1< 
lmw<0} йулакка конформ акслантирувчи функцияни то­

пинг.
Аввало w =.т‘ функция ёрдамида берилган со\ани 

{w,: vv, ё  1-4; +~)}

со\ага акслантирамиз (51 -чизма). w,=wl+4 функция бу с о ­
хани

{w2:vv2 e[0; + ~)}

сохдга акслантиради. Энди бу со\ани

W.= lnu’,

функция ёрдамида

{vv,: 0<Imvv,<2n}

Г- ...
йулакка акслантирамиз. Бу иулакни w4 - ^  ва vv—w4-/акс-

лантиришлар кетма-кетлиги {vv: — l<Imw<0} йулакка утка- 
зишади. Демак, изланаётган акслантириш
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5U

о

50-чизма

w = и-4 - / = £  - / = |ГР  - / - - i
4 2n 2n 2n

куринишга эга булади.
3°. К о м п л е к с  с о н н и  к о м п л е к с  д а р а ж а г а  

к у т а р и ш .  w=Lnz функциядан фойдаланиб, ихтиёрий 
z±b ва а комплекс сонлар учун таърифга кура
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то _  e < iL n z  _  ea\\n\z\+i{aTgz+2kK] (26 )

деб кабул килинади.
36-м и с о л . /' \исоблансин. Таърифга кура

у/ _  g/Ln/ _  e /[ln!/j+/(arg/+2^ 7t)] _  J '(у  + 2А:я) _  e _ f~ 2 Ь ,  /ceZ .

Демак, /' нинг чексиз куп кийматлар и мавжуд булиб, 
уларнинг \аммаси \акик,ий сонлардир.

37-м и с о л .  к/2=2*  \исоблансин.

_гг 1 1 Ln2 1 [In 2+/(arg2+2kn) ln2+2ki 
42 = 2" = eT- = en = e "

Демак, ^  нинг факат битта, k= 0 га мое Jir  кийма-

ти ,\акикий сон булиб, колган чексиз кийматлари ком­
плекс сонлар экан.

(26) муносабат ёрдамида биз ихтиёрий комплекс сон 
а учун w=za функциясини урганишимиз мумкин. Амали- 
ётда а - \акикий сон булган хдл куп кулланилиб, w= 
функция бурчак со\аларни конформ акслантиришда фой- 
далидир.

4°.Те с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  
Комплекс узгарувчили функциялар назариясида тес- 

кари функция тушунчаси \акикий узгарувчили функция­
лар синфидаги каби киригилади.

Масалан,

w = Arc cose,

z=cosw тенгламани каноатлантирувчи барча w ларнинг 
кийматлари тупламидан иборат, яъни cosz функцияга тес- 
кари функциядир.

Arc sinz, Arc tgz, Arc ctgz

ва бошка функциялар \ам тунга ухшаш аникланади.
38-м и с о л . Ушбу

Arc cos г = -/Ln(z + -Jz1 - 1)

тенгликни исботланг. Бу ерда илдизнинг барча кийматла­
ри олинади.

Аввало w=Arc cosг белгилашни киритамиз. У \олда бу 
тенглик, таърифга кура, <:=cosw тенгликка эквивалент 
булиб.
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.vsVHoeaoa|j a yra буламиз. Бундан

>Л ‘
I

теш лама \осил булади. Кейинги тенгламани е'"’ га нисба­
тан ечиб, топамиз:

е'"' - z ± -у Г  - 1

ёки

/V = Ln( г. + у с" - 1).

Демак,

W -  Arc CO S  Z =  - / ) -П (7  +  У Г  -  I  )■

Бу тенгликдан куриниб турибдики, логарифмик функция 
каби Arc cose функция х,ам бир кийматли эмас. (У куп кий­

матли функциядир). Ln(z + y[z: - I ) функциянинг бош кий- 

маги н’=агс cose деб олинади. Шундай килиб,

w = arg cos z- = In^e + л /г  -  1 j .

39 м и с о л . Arc cos нинг барча кийматларини топинг. 

Юкоридаги 38-мисолда исботланган тенгликка кура:

Arc cos 2 = -/Ln( 2 + — 1 j  = -/Ln(-£ ± / f  

= —/(in 1 ± / + 2kni'j = ±^ + 2kn, к = 0; ±1; ±2,...

Бу ерда агё^2 ~ z = - у  Деб олинади.

40- м и с о л .  Ушбу

cose= 2

тенгламанинг барча илдизларини топинг.



cosz= 2 тенглама z—Arc cos2 генгламага эквивалент булга- 
ни учун. 38-мисолдан фойдаланиб, топамиз:

Z =  A rccos2 = -/Ln(2 ± Л ) = -/(in(2 ± v 3) + 2 Ы ]  ~

■--- 2кп - 11п( 2 ± Л )

41 - м и с о л . Ушбу

sin~+ cos<: -  2.

тенгламакинг барча илдизларини топинг.

Каралаётган тенгламани ечиш учун Va, (5 е С  учун

уринли булган

ссЦс/ - ) - sin a, 

cos a  + cos p = 2 cos - cos - Ф  

тенгликлардан фойдаланамиз:

cos( z - | ) + cos г = 2 => 2 cos^ - 4 ) cos * = 2 =>

=> cos(z -- | ) = Л  => г - | - Arc cos Л  =>

=> г = f  - /Ln(V2 + Л  - 1) = f  + 2kn - i ln(Л  ± 1).

Энди w=Arc cos г функция ёрдамида акслантириш ма- 
саласини карайлик.

Маълумки, w^cosz функция бутун комплекс текисликда 
аникданган ва

{z:-re<Rez<0, 1шг>0} 

ярим йулакда бир япрокли булиб, бу йулакни

{>v: ImwX)}

юкори ярим текисликка конформ акслантиради. V* е С 

учун

cos(—z) =  cosz

ва

cos(z+2fat) =  cosz, k=0, ±1, ±2,... 

тенгликлар уринли булгани учун ушбу
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{z: 0<Re;:<rc, lmz<0}
ва

{г: 7t<Re£<27i, 1тг>0}

ярим йулаклар х,ам w=cos^ функция ёрдамида юк,ори ярим 
текисликка конформ аксланади. Бу жараённи давом этти- 
риб w=cos^ функция

{zn+2/at<Rez<2kn, 1тг>0},
{z :2kK<Rez<n+2kn, lm^<0}, A—0, ±1, ±2...

ярим йулакларнинг \ар бирини (52-чизма)

52-чизма

{w: lmw>0}

юк,ори ярим текисликка конформ акслантиришини топа­
миз.

Равшанки, н'=Агс cos г функция 

{z: Inu>0}

юк,ори ярим текисликда чексиз куп к,ийматли булиб,

Arc cos г = -/Ьп^г + yjz2 - 1 |

тенглик ёрдамида унинг бир кийматли тармокдарини аж- 
ратиш мумкин. Уларни

(Arccosz)k = -i^Ln(z + yJz2 - l ) j  , A:=0, ±1, ±2...

тенглик ёрдамида аникданади. Масалан, к=0 булса,
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(Are cos zh = arccos c = -/ Inf z + -Iv - 1 j

{с: lnu>0}

сохани

{и-: 0<Rew<rt, lmtv<0} 

ярим йулакка конформ акслантиради (53-чичма).

ф у н к ц и я

53-чизма

42-м и с о л .  D={z : \ z~i |> 1, |г~2/|<2} со\ани 
G={w\ 0<Rew<rc, Imw>0} ярим йулакка конформ акслан- 
тирувчи бирорта w(0 функцияни топинг.

W \ =  Т .  W 2 = W i + Y  ^ 3  =  4rtVV2, VV4 =

акслантиришларни кетма-кет бажариш ёрдамида D ни 
{w4 : IirmvO} юцори ярим текисликка конформ аксланти- 
риб оламиз.

vv.=arccos»v4

акслантиришни ёрдамида, юкори ярим текислик 

{w5 : 0<Rews<rc, lmw5<0}

ярим йулакка аксланади. Бу ярим йулакни G со\ага акс- 
лантириш учун эса

W — ТС —Н’5

функцияни олиш кифоя. Олинган функциялар D сохани 
кайси йул билан Ссо\ага акслантириши 54-чизмада курса­
тилган
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©
0

тттттттттг (пптптпттт—
г

©
i
4

—  ШИПИ!!! 1ТТПТПТГ,
0

W, /

54-чи !ма

Шунлай цилиб, масала шартини к,аноатлантирувчи
функция

и' = к - *v5 = п - arccos w4 = к - arccos е '

4 nw-j ^ ^ -j)
;os е - = к - а " '1'™ •>= к - arccos arccos е

4  гг

= я — arccosв ' экан.

М И С О Л  ВА М А С А ЛА  JI Л Р

Куйидаги илдизларнинг барча к,ийматларини топинг: 

328. Щ .324. / г г / .

325. У Л .

326. \fi .

327. V3 + 47. 331. V- 4 + 3/ . 

Тенгламаларни ечинг:

329. V- 2 + 2/ .

330. ^ 8  .

332. г=/.
333. г =3—4/.

334. г 1.

335. ^=64.

336. г7+1=0.
337. *»=! +/.
338. I  = г3.

339. |г |-г=1+2/.
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340. Агар - 1 с, * г,~"=0 па | с, Н  Ц Н  -з М  булса, у \олда 
с . z2> zx нукталарнинг бирлик айланага ички чизилган 
мунтазам учбурчакнинг учлари эканлигини исботланг.

341. Агар му(пазам п — бурчакниш маркази z~0 нукгада 
булиб, битга с, учи берилган булса» копан учларини гопинг.

342. Агар л ва с. лар му;пазам п - бурчакнинг иккита 
куш ни учи булса, у \олда z2 билан кушни булган учинчи

учини топинг. 

w - у[~ функциянинг куйида берилган шартни цанс-

атлантирувчи бир кийматли тармоги ёрдамида D сохднинг 
аксини топинг:

343 /b--{Rc г > 0}, Jz\:^=  1.

344. +1]} 4l\z=4̂ .2.

345. D r  {1 < I. i m  с > 0}. y [ z \ z = , =  ] V -

346. D = || j| > ), < arg , < 5т: j=r j _

347. I) = {(Im -)’ > 2 Re с + 1}, -ч/z)c=-i= ~>-

348. D = {Im c > (J, (Im z)2 > 4 Re с + 4}, yTz\z=-\ = /■

349. /)={|~|<l, Im<:>0) со\анинг w = акслантириш-

h и hi и’(у) = “j1 шартни каноатлантирувчи бир кийматли 

тармоги ёрдамидаги аксини топинг.

350. D={| ~ I>4, Rec>0} со\анинг н’ = - 2 акслантириш- 

нинт w(9) = шартни каноатлантирувчи бир кийматли

тармоги ёрдамидаги аксини топинг.

351. {- ^  < arg z < -jj бурчакни {Iimv>f)j юкори ярим

текисликка шундай акслантирингки, u( 1 — /)г-2, w(/)=—1, 
vv(0)=0 шартлар бажарилсин.

Куйидаги соуаларни {lmu>0} юкори ярим текисликка 
конформ акслантирувчи w(z.) функцияни топинг.

352. Iтн ’Х). zi [ 0, ai],
353. j с <R, 0<argz< па (0<a<2).
354. j  z >R, 0<argc<na (0<a<2).
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355.1 *|<1, |z-/|<l.
356. U  !> 1, |г--/|>1.
357. ze [-1, П.
358. z<£ [-/, /].

76? f 7 7 \

360.' j  г {(-~ ' - R][J\R, + oo)}, R > 0.

361. {j г 1= 1} айлананинг ёйи буйича z= ! нукгадан z=ela, 
(Ка<л нук,тагача киркилган {Im/X)} юк,ори ярим текис- 

ликни {Irnw>0 } юк^ори ярим текисликка конформ  акслан- 

тирувчи w(z) функцияни Т О ! !И Н Г .

5.5-чи ?ма

362. {(г|=1} айлананинг ёйи буйича г=1 нуктадан z=e"', 
(КоКтф. 0<р<2, нуктатача киркилган {0 <arg^<7t3 } секторни 
{lmw>0 } юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.

56-чизма.

S50

57-чизма.



58-

369. 61 -чизма. 
370.62-чизма. 
371. 63-чизма. 
372.64-чизма.

59-чизма.

Куйидаги мисолларда айтилган чизмаларда тасвирлан- 
гаи со\аларни {lmvv>0} юк,ори ярим текисликка конформ 
акслантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг:

363. 55-чизма.
364.56-чизма. ///
365. 57-чизма.
366. 58-чизма.
367. 59-чизма.
368. 60-чизма.

60-чизма

6 1 -чизма.
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64-41! зма.

65-чизма. 66-чи )ма.

373. 65-чи 5ма.
374. 66-чизма.
375. {>-’>4(л+ 1)} соха ни { w j< 1! доирага конформ акс- 

дантирувчи ва

w(—4)=0, argw'(-4)=0

шартдарни каноаглантирувчм w(z) функцияни гопинг,
376. [О, /] кесма буйича киркилган {Im<;>0} юкори ярим 

гекисликни {j w К I } доирага конформ акслантирувчи ва

w(-f)=0, w(i) = -i 

шаргларни кяноатлантирувчи w(z) функцияни гопинг.

377. [ а, — 1 ], а> 1 кесма ва [1, +«>) нур буйича кир­
килган бирлик доиранинг ташкарисини {1тг>0} юкори 
ярим текисликка конформ акслантиринг.
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Жукове ки й фу и кцияскга тескари булга; 1

W = - + yj i

функциянинг берилган шартни каноатлантирувчи бир 
кдшматли тармоки ёрдамида I) со\анинг аксини топинг:

- - <  I ;> (0 < а < Г), и’(0'i ~ )
i -и

379 . D  = {- g - l j ,  ~ g  j l .  + »•.)}, w ( 0 ) .- i .

380. D = {Im;; "0} и'(Т /оо)=().

381. /■> . !, г > ()!• (с/ > 1), vv{ н 0 ) ----- I

382 Г';' -XV - -  > 1, V > 0. V
с os" a  s i ir  ( /

< (Xv > 0j  (о

и( | -)=0.

383. О --- ] S т j < 1, z е I-!. 1|[ (й> 1), w(+/0)=-/.

384.
С Г  и  \ Ь--1

a rap b<z<a б>'лса.
385. Жуковский функциясидан фойдаланиб [ с. с] (с>0) 

кесманинг гашкдрисини {| vv>!} — бирликдоиранин! таш- 
к,арисига конформ акслаптирувчи ва

и’(с--) = argw'(°°) = « 
шаргларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.

(■>7-чи 1ма.
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386. & - {lm Z > 0} \ 1^2 + - I- У > o| со\ани юк,ори

ярим текисликка конформ акслантиринг.
Куйидаги мисоллардаги чизмаларда тасвирланган со- 

\аларни {1тн’>0} юк,ори ярим текисликка конформ акс- 
лантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг.

387. 67-чизма. 392. 72-чизма.
388. 68-чизма. 393. 73-чизма.
389. 69-чизма. 394. 74-чизма.
390. 70-чизма. 395. 75-чизма.
391.71-чизма. 396. 76-чизма.

70-чизма. 71 -чизма.

73-чизма. 74-чизма

75-чизма. 76-чизма.

154



79 чм »ма. SO- чизма

397. 77-чизма.
398. 78-чизма.
399. 79-чизма.

400. 80-чизма.

К«уйидаги мисолардаги чизмаларда тасвирлангаи со\а- 
ларии i|w’i<I} бирлик дойра!а конформ акслантируьчи 
бирорта vAz) функцияни топинг:

401.81 -чизма.
402. 82-чиэма.
403. 83-чи зма.
404.84-чизма.
405. 85-чизма.
406. D~{x2-vJ<-1} со\ани {j w \< 1} дойра! а конформ акс- 

лантирувчи ва
w(0)=0, w( 1 )= ! 

шартларни кдноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.
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8 i -чизма. 82 чи ша.

407. D = “ < arii с < -п . I ".!< 1| секторнинг w ~

(w(z)>0, агар гХ) булса) акслантириш срдамидаги акси- 
ни топинг.

К у р с а т м а .  w=z", н’̂  = 7Пм^)г ’ = Дсб белги- 

данса, w - w ,° w: « w] булади.

* * *

Куйидаги чизмаларда тасвирланган сохдларни {Imw>0} 
ю^ори ярим текисликка конформ акслантирувчи бирорта 
w(z) функцияни топинг:



408, 86-чизма.
409. 87-чизма.

87-чизма.86-чи ша.

410. 88-чизма.
411. 89 -чизма.
412. 90-чизма.
413. 91 -чизма.
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416. Z)={0<inu<?t, zz[0, id\}, 0<d<n, со\ани {ImvvX)} 
юк,ори ярим текисликка конформ  акслантиринг.

* * *

Куйидаги логарифмларнинг барча кийматларини то­
пинг:

417. Ln4. 426. Ln(—2+3/).

ln (—1). 427. !ne.

L n (— 1). 428. Lae.
L n ( !—/'). 429. ln ( l + /).
In l  430. L n (l +/).

Ln/. 431. I n f # - / #  !.

418
419
420
421

422

423. Ln b ! . 432. I.n (! т /v3) ■
v 2

424. Ln h i  . 433. Ln(ei).
v2

425. Ln(2-30-

434. Ln(cosa+/sina), a — ^ациций сон.

Тенгламаларни ечииг:

435. 1 =е_/\ 436. In г = 1 + - f. 437.

438. Ушбу фикрлаш кетма-кетлигидаги И. Бернулли 
парадоксига олиб келадиган хатони топинг:

1) (~z)2=z2.
2) Ln[(—z)2]-Ln(z2).
3) Ln(—z)+Ln(—z)=Lnz+Ln£
4) 2Ln(-z)=2Lnz.
Демак, ихтиёрий z* 0 учун

Ln(~c)=Ln(c).

Куйидаги даражаларнинг барча цийматларини топинг.
/ . \/

1'l- АЛЛ i i± i439. Г '. 444. . 448. (-1)'.

440. (-2Y2 , 445. (—3+4/)14'. 449. Н ) ^ .

441. 2'. 446. (3—4/)1+'. 450. е‘.
442. ! 447. 1'. 451. (-/)'.

443. { > f t .
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Куйидаги мисолларда аъаЬ лар берилган \олларда az=b 
тенгламани ечинг.

452. а=  2, b =/. 454. а—в, Ь=е.
453. a=i, b=\. 455.a=i,b=i.
456. а1а, (аа)2, (а2)а ларнинг кийматлар туплами устма- 

уст тушадими?
457. а  нинг к,андай кийматларида (а2)0 ва а2а ларнинг 

Кийматлар туплами устма-уст тушади?
458. а  нинг к,андай кийматларида (а )" ва а1аларнинг 

кийматлар туплами устма-уст тушади?
Куйидаги тупламларнинг w=\nz акслантириш ёрдами- 

даги аксини топинг.

459. | г |=R; argz=9 — поляр тур.
460. г=Аек9 (Л>0) — логарифмик спираль.
461. 0<argc<a<2n — бурчак.
462. | г|<1, 0<arg^<a<2re — сектор.
463. [гг г, 1 кесма буйича киркилган {r,<| z |</*2} \алка.

Ку'йидаги со.\аларнинг w=Lnz функциянинг куйилган 
шартни каноатлантирувчи бир кийматли тармош ёрда- 
мидаги аксини топинг.

464. £>={1тг>0}, w(i) = f .

465. D={z£(-°°, 0]}, w( 1 )=4 ni.

466. D={z<£(~°°, 0]}, w(-i) = - ni
2

467. D={z<£ [0, +<*>)}, МП  =

468. D={z.<£ [0, +=о)}, w ( —  1 ) ~K I

469. D={zz[0, +оо)}, w(-i) = - ni
2

470. £={зг[0, +=<»)}, w -1 - -Уз/  ̂ 10я/
2 3

471. D={z<£ [0 , +■»)}, w(— 1 )= —7г/.

472. D = { z e (- 0], да [I, +-)}, w(i) = f  .

473. Я={|г|<1, lm<;>0}, w(/-/0) = - ^ .

474. D={\z\<\, ze[0, 1]}, и>(-1+0 )=-я/.
475. {1тг>0} юкори ярим текисликни {0<Imw<2n} йулак- 

ка конформ акслантиринг.

Куйидаги мисолларда берилган чизмаларда тасвирлан- 
ган со^аларни {0<lmw<l} йулакка конформ акслантирув- 
чи бирорта w(Z) функцияни топинг.
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476.94-чизма
477.95-чизмл.

96-чизма.

97-чизма

У 4-ми зма

478. 96-чизма.
479. 97 чи зма. 
480.9N-4Hзма

95 -ч;1 )ма.

Т^чГ
/

98-чизма.

481. {| Imz |<7г} йулакни {| Imw |<л} йулакка конформ акс- 
лантирувчи ва ушбу

vv(nz')=+°°, w(+o°)=—я/, w(—ni)=—°° 

шартларни каноатлантирувчи w(c) функцияни топинг.
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г нинг кандай кийматларида куйидаги функциялар О 
га айланади?

482. sin г. 483. cost. 484. sht. 485. cht.

Куйидаги тенгликларни каноатлантирувчи z нинг бар­
ча киймагларини топинг:

486. | tgt |= 1. 487. | tht |= 1 •

Куйидаги тенгликларни исботланг. Бу тенгликларда 
илдизнинг барча к,ийматлари олинган:

488. Arc sin г = —/Ln/Г г + yjz2 - 1

489. Arctgt = 2 Ln 7^1 = 27 Ln

490. Arcctgt = j  Ln ^=4.

491. Arcchz = Ln(z + V ?  - 1).

492. Arcshz = Ln(z + V ? - l) .

493. Arctlu = 4 Ln j-— .I 1 —z

494. Arcctlu = ^ Ln —  •

Куйидаги ифодаларнинг барча киймагларини топинг:

495. Arccos 1. 500. Arctg 2/.

496. Arc sin 4 . 501. Arctg( 1+2/").

497. Arcsin 2. 502. Arc clg (1 +/).
498. Arcsin /. 503. Ar ch 2/.
499. Arctg 1. 504. Ar th (1-/).

Куйидаги генгламаларнинг барча илдизларини топинг:

505. sin z = Ц ■ 509. tg- = f .

506. sin.  ̂= 4 . 510. ctgt = - у  .

507. cos с = у  ■ 511. shz = y.

508. cos г = 512. chc = j .
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513. sine — cosz=3. 517. 2chz+shr=/.
514. sine “  cosz=i. 518. cosr=clu.
515. chz~ shr=l- 519. sinz=/sh^
516. she - chz=2i. 520. cosz=/sh2z.

Куйидаги сохдларнинг w=J{z) акслантиришнинг берил­
ган шартларни каноатлантирувчи бир кийматли тармоги 
ёрдамидаги аксини топинг.

521. D = {Re с > 0}, w = Ln! z + \lz2 + 1 j , . w(+0) = ni

522. D={Rez>0, lmz>0}. w = Ln(z + J7~- + 1 ], w(2)>0.

523. D = [(Im z)2 - (Re -)2 < j|. w = L n ^  + yTz2 + 1 j, 

vv(0) = 2ji/.
524. D={z\2 (--°°, -1], +“ )}, vv==Arcsinc, w(0)=0.

525. D = { l m ; >  0}, w = Arc cos z, w(0) = - у .

Куйидаги со\аларнинг w=arcsin<; акслантириш ёрдами­
даги аксини топинг:

526. I) <!mc 0'.
527. D={Rez>0, lnu>0}.
528. D={Rec<0, — 1 ]}.

7-§. Симметрия принцнпи

Бир сохани иккинчи со ха г а конформ акслантиришда 
симметрия принаииидан кенг фойдаланилади. Бу прин­
цип аналитик давом эттиришга асосланган.

Айтайлик. £ тупламда (Е а  Q  бирор fiz) функции бе­
рилган булсин.

10-т а ъ р и ф . Агар Р со.\ада (Е  с  D) шундай F(z) функция 
топилсаки,  V j  е  Е учун

F(z)s=f(z)

пука, у  ,\олда F(zj функция f(z) функциянинг Е птыамдан D 
ацага аналитик давоми детиади.

4-1 е о р е м а . Агар а(а D) нуцта Е тупламнинг лимит 
нуктаси булса, Етупламдан I) соцага аналитик давом ягона 
булади.
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Хусусан, £  туплам D со\ага тегишли булган эгри чи- 
зик, ёки шу сох,анинг бирор к,исми булса, у \олда f(z) 
функциянинг D со\ага аналитик давоми биттадан куп 
булмайди.

43-м и сол  . Ушбу

/ ( * )  = £ * "  = \ + Z + Z2+...
п=О

функциянинг аналитик давомини топинг.
Равшанки, бу fiz) функция

£={ге С : |г|<1}

тупламда (бирлик доирада) голоморф.
Куйидаги

Hz) = £

функиияни к,арайлик. Бу функция Z)=C\{1} со\ада голо­
морф булади.

Иккинчи томондан V zeE  учун F[z)=Az) тенглик ба- 

жарилади.

Демак, F(z) = функция /С г )= £ г "  функциянинг
п= О

£={ге C:U|<1} тунламдан /)=С\{1} со\ага аналатик да­
воми булади.

Фараз кдлайлик, fiz )  функция О, сох,ада (Д  с  О  бе ­
рилган х,амда шу сохдца конформ булсин. Бунда Dt сох,а- 
нинг чегараси ~dD] нинг бирор к,исми у{ус:дП] ) айлана ёйи 
ёки тугри чизик, кесмасидан иборат. Бу/,(г) акслантириш 
D, со,\ани G со.\ага, у чизик,ни Гчишк&а (Г— айлана ёйи 
ёки тугри чизик, кесмаси) акслантирсин:

<?,=/,( А ).

Г=/х{ у).

D сох,анинг у ёйга нисбатан симмегрик булган со\аси 
Д , G сох>анинг /'сига нисбатан симметрия булган сохдси 
эса С7 булсин. f iz )  функцияни D, сохада шундай аник,- 
лаймизки, унинг цийматлари функциянинг G[ д ат  
к,ийматларига Гёига нисбатан симметрия булган к,иймат- 
ларни к,абул килсин У холда f iz )  функция Д  ни (7, га, 
ушбу
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/,(£), г е  Д ,

'-V = • /,(<:) = /.(г), геу ,  

/,(z), Z е Д

функция эса Д UyU Д  со\ани С, U / ’UGi со\ага конформ 

акслантиради (99-чизма).

Олатда юкрридаги тасдик, симметрия принципи ёки 
Риман-Швари георемаси деб аталади.

Э с л а  гм a. Aiap у ва Г лар \а к;и к,и и укдаги кесмалар 
булса, у \олда fiz )  функция ушбу

со.\ани юкрри ярим гекислик

{we С: Imw>0}

ка конформ акслантирувчи >v=w(c) функцияни топинг 
( 100-чизма).

Куйидаги

Д  = \z е C :Im  г > 0, z ё  [0, /]}

С7)

99-чизма

f iz )  = J\iz)

тенглик ердамида аник^анади.
44-м и с ол .  Ушбу

П = {с е С: г е |-1, 1], г е /]}

сохдда

w=~
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-L

100-чизма

функцияни кдраймиз. Равшанки, бу акслантириш Di со.\ада 
конформ булади.

Энди D{ со\ани юк,ори ярим текисликка акслантира- 
миз. Bv куйидаги

Н’,=г,
w=w,+ l, (27)

Щ = Jw2 , V=T = i

акслантиришларни кетма-кет бажариш натижасида содир 
булади. ((27) акслантиришларнинг бажарилиши жараёни 
101 - ч и з м ад а тас в и рл а н ган).

! ')!  чи зма

Шундай :;илп5, D, со\а ушбу

Vv, -- v  ii - . j Vv\ ■ ! — y j -i- ! _ ! =  ,'

функция ёрдамида
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юкори ярим текисликка конформ аксланар экан.
Энди симметрия принципидан фойдаланиб, D со\ани

<7,={w 3g С : 1 ш н ’3>0}

со\ага конформ акслантирамиз. Бу со\ани юкори ярим 
текислик

{we С: lmw>0} 

ка конформ акслангириш куйидаги

акслантиришларни кетма-кет бажарилиши натижасида
булади.

Демак, D = {z е С: z ef [-1, lj, г е [-/, /]} со\ани юкори

ярим текислик {we С: lmw>0} ка конформ акслантирув- 
чи функция

= + з, У Л  = i

функция ёрдамида

w

= i

булади.

45-м и с о л . Ушбу {•£ е С: Re z = ^ , h< Im г < 00} нур 

буйича киркилган куйидаги

{ге С : 0<Rez<l}

сох,ани (йулакни)

{we С : lmw>0}

166



102-чизма

юкрри ярим текисликка конформ акслантирувчи функ­
цияни топинг (102-чизма).

Куйидаги

Д  = [г е С:0 < Rc z < || 

со\ани караймиз. Бу со\а

w=iz,
w2=2nwr (28)

w, = е"2

акслантиришларни бирин-кетин бажариш натижасида

(/,={и>3е С : Imw3>0}

юк,ори ярим, текисликка конформ аксланади ((28) акс- 
лантиришларнинг бажарилиши жараёни 103-чизмада тас- 
вирланган).

Симметрия принципидан фойдаланиб, берилган со\а

W, = = = glnlz

функция ёрдамида

(7 = {w3 eC:w , e[-e~2nh, + ~)}

сохдга конформ аксланишини топамиз.
Бу G со\а
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103- чи iMa

» = y[w i", V- 1 = /

акслан шришлар ордам ила

{we С :  1 т и  >()}

юкори лрим гокисликка аксланади.
Д с б е р и л г а н  со\ани юкори ярим текисликка кон 

форм -.гпрупчи функция ушбу

л /> . _ - 2  nhw = v u-. = yie'7l,r + e

курииишда оулади.
46-м и с о л . Ушбу

Г 2 Ы

D = \z е С  г !  0, е " ; к = 0, 1, 2,... /7 -  1

со\ани

{we С : |w |> 1}

со\ага конформ акслантирувчи функцияни топиш (104- 
чи i\ia).
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Zi\ 1

Ы Ш
yZLl.

;;l ' I

104-чизма

Куйи/uu И

D0 ■-= |г е С О < arg z < 2f ]  

сox.auи (секторни) к.араймиз. Бу со.\а

п
vv, = ,

И\ = W + \jw] - 1, >/- 1 = ' (29)

IV =  W2

акслантиришларни бирин-кетин бажариш натижасида 

ушбу

6',, = [vv е С:О < arg w < --f, | vv| > lj

сохдга конформ аксланади ((29) акслантиришларнинг 
бажарилиши жараёни 105-чизмада тасвирланган).

Б у ерда

2 ( ( " . г„ :
w = W" = I W, + ц/W, -  1 J  = +ylZ - I I

акслантиришнинг

(  2ni \ 2ni

w(l) = 1, vv(co) = CO, W\e " I = e ”
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i yu iji

/ w.

к

105-чизма

шартларни каноатлантирувчи бир кийматли тармоги олин­
ган.

Симметрия принципидан фойдаланиб,

2 я/

О, е "

со\а

w = (z 2 + Угл - lY

булсин.
Равшанки,

w = [ Z +

акслантириш D со\ани

170

функция ёрдамида

|w е С: [ w|> 1, 0 < arg w <

со\ага конформ аксланишини топамиз.
Айтайлик,

Dk = { г е С : ^ < а 1 в г < ^ ^ } ,  *  = 1, ..., п- 1



Gk = jw e С:|w>|> 1, 2Ы < arg w < к = 1, 2, .... n-  1

сохдга конформ акслантиради. Шуни эътиборга олиб, сим­
метрия принципини п марта куллаш натижасида

W = (z1 +yfzn - О

функция берилган

Г 2 kn i

<zeC:z е

|

сo
'

1

, к = 0, 1, 2, л-1

со\ани

{we С: |w |> 1}

сохдга конформ акслантиришини топамиз.
47-мис ол.  Симметрия принципидан фойдаланиб,

ушбу

D={zeC:\z\<\} 

со\анинг (бирлик доиранинг)

7
W =

функция ёрдамидаги тасвирини (образини) топинг.
D — бирлик доиранинг учлари г=0 нуктада ва кенгли- 

ги ~  га тенг булган Dn, A , Dv ..., Dr_v п га секторга

ажратамиз. Равшанки,

D0 = {с € С * < arg z < j , 14< >}

Сунг берилган w функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

гw = — п

Ц(1п+1)2 \ z n+2z" + \

Агар
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w, = i  w, + -L
- 2 {  VV,

H'j = w, + I,

w = J_ 
4 2w}

дейилса, унда w функция ушбу

» = ( Щ ,

куринишга келади. Бу акслантиришлардан фойдаланиб, 
Рь нинг тасвири (образи)

—}= , + оо 
^4

булишини топамиз (106-чизма).

ILIy муло\аза асосида, симметрия принципини п мар­
та цуллаш натижасида

" = Г ——

функипя бирлик дойра D={ze С: !'!<!> ни /7 та

; arg w -- . ' и; > - . !■, к - 0, п - 1
! г, ' ' «д |

п :



нур буйича киркилган (vv) текислигига акслантиришини 
топамиз.

М И С О Л  ВА М А С А Л А Л А Р

(~°°, — 1 ], [1, +°°), ~i) ва [/, +/о°)

нурлар буйича кесилган (г) текисликни бирлик доира­
нинг ташк,арисига конформ акслантирувчи функцияни 
топинг.

530. D={z'. z £ [~~а, b], ze[~ci, с/]}
(я>0, Ь> 0, с>0 , а2+Ь2+с2Ф 0)

сохрани юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.
531. D = {z : гг [—a,b], zi [—с/, с/']}

(я>0, /?>(), с>0, а2+Ь:+с2* 0)

сохани бирлик доиранинг ташкарисига конформ акслан­
тиринг.

532.
[—а, +«>) (а > 0) нур ва [—с/, ci) (с>0)

кесма буйича киркилган текисликни юкори ярим текис­
ликка конформ акслантиринг.

533.
D = \z. zi [— 1,1], Zi [—/,/]} 

сохани бирлик доиранинг ташкарисига конформ акслан­
тиринг.

534.
£>= {с : ге(й=1, Jmz<0), ^ (R ec= 0 , Jnu<0)}

сохани бирлик доиранинг ташкарисига конформ акслан- 
тиринг.

535.
D = {г: -g[—ш',0] (а<1), z i(H = l, Jnu<0)}

сохани юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.
536. Пастки мав.хум ярим ук ва учлари ±1 нукталарда 

булган хамда z= —i нуктадан утувчи ярим айлана ёйи 
буйича киркилган (с) текислигини (107-чизма) {w:Jmw>0} 
юкори ярим текисликка конформ акслантирувчи и>(г) 
функцияни топинг.

537. (—оо, —1 ] ва [1, +оо) нурлар ва учлари ±/ нукталарда 
булган хамда г=1 нуктадан утувчи ярим айлана ёйи буйича 
киркилган (с) текислигини (108-чизма) {vv:Jmw>0} юкори 
ярим текисликка конформ акслантирувчи w(z) функцияни 
топинг.
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107-чизма.

538. [ — 1,1] кесма ва учлари 
е'м нукталардабулган \амдаz ~ —
1 нук,тадан утувчи айлана ёйи 
буйича киркилган (г)  те кисли- 
гини (109-чизма) '{w:Jrmv>0} 
юкори ярим текисликка кон­
форм акслантирувчи w(z) функ- 
цияни топинг.

539.
D= {z: И>1, zi[i, bi], 

Zf-[—bi, —/], 
ze[ 1, a], z<t\—o,—l]} (a> 1, />>1)
со\ани юкори ярим текисликка 

конформ акслантиринг.
540. 110-чизмада тасвирланган сохани бирлик доира- 

нинг ташкарисига конформ акслантиринг.

541.  4 -------\ !

109-чизма
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110-чи зма

гиперболанинг унг шохчаси орасидаги сохани юкори ярим 
гскисликка конформ акслантиринг.

542.

c o s  -  ос s i n -  (х

гипербола унг шохчаси ташкдрисиии юкори ярим гекис- 
лпкка конформ акслантиринг.

543. — -~ - = 1 гиперболанинг шохлари орасидаги

сохани юкори ярим гекисликка конформ акслантиринг.
Куйидаги мисолларда берилган со\аларни юкори ярим 

[екпеликка кон(|)орм акслантирунчи бирорта функцияни 
ш иш и:

544.
{.V =  ;. /> <  v < o o |  ва { V =  1 .  -  °о <  у < / ;  , j

(/»,</; ) нурлар буйича киркилган {0<x< I} йулак.
5 4 5 .  {О < .V <//, г=0} (/г 1) кесма бунпча киркилган

{()<" А'< I} йулак.
546.

|() < \ 1 //,. у= 0} на (1 -Л <.Y<1. .»’“ ()>
(/г, I /; <1 ) кесмалар буйича к,ир\илган {0<л'<1} йулак.
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547. {•* = f ,  О < д' < //| кесма буйича киркилган {0<х<я,

у>0 } ярим йулак.
548. {* = f ,  h < y  < ooj (Л>0 ) нур буйича киркилган

{0 <лг<7с, у>0} ярим йулак.

5 4 9 .  {x = f ' 0< у< Л ,|  Кесма ва {* = f ,  ^  < у  < °о}

(h2>h{) нур буйича киркилган {0 <х<л, у>0 } ярим йулак.
'5 5 0 . {|z— 11= 1}, {|-гН|=1} айланалар билан чегараланган 

ва {2<х<°о, у=0} нур буйича киркилган сох,а.
551. {|г—1|=1}, |г— 2|=2 айланалар билан чегараланган 

ва {v=0, 2<х<а} (а<4) кесма буйича киркилган сох,а.
552. {|̂ —1|=1, {|z—2|=2} айланалар билан чегараланган 

\амда {v=0, 2<х<а} ва {>’=0, 6<л<4} (а<Ь) кесмалар буйича 
киркилган со\а.

553. Мав\ум ук  ва {|z—1|=1} айлана билан чегараланган 
\амда {у=0, 2<х<а) кесма ва {v=0, b<x<°°} (а<Ь) нур буйича 
киркилган со.\а.

554. {|z—l |=1}, {|г+1|=1} айланапар билан чегараланган 
ва {л—0, —а<><р} (а>0, р>0) кесма буйича киркилган сох.а.

555. {х=0, 0<}<h] кесма буйича киркилган {|z— 11> 1, 
|г+1|>1, Jnu>0} со^а.

556. v:=4or(.\+a2) параболанинг ичи.
557. г ’=4с/.-(л+а2) параболанинг ичини бирлик доирага 

конформ акслантиринг.
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К,уйидаги мисоллардаги чизмаларда тасвирланган со- 
\аларни {w':Jmw>0} юк,ори ярим текисликка конформ акс­
лантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг:

558.
559.
560.
561.
562.
563.

1 1 1 -чизма.
1 1 2 -чизма.
1 13-чизма.
1 14-чизма.
1 15-чизма
1 16-чичм

564.
565.
566.
567.
568.

1 17-чизма.
1 18-чизма.
1 19-чизма.
1 2 0 -чизма.
1 2 1 -чизма.

114-чизма.

115-чизма.  116-чизма.

1 17-чизма.

I 452
1 1 8 - ч и з м а
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119-чизма .

i +L I

l-l

-2l
120 -чиз ма . 12 I -чизма.

569. j .v <“^\л + 2 /| (p>0) со,\ани {w:Jmw>0} юкори

ярим текисликка конформ акслантирувчи w(z) функцияни 
топинг.

570. ~ ^nT<7 > U Л > °| [° < а  < 2 ) со*>ани {w:Jmw>0}

юкори ярим текисликка конформ акслантирувчи w(z) 
функцияни топинг.

122-чизма. 123-чизма.
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Куйидаги мисоллар чизмаларида гасвирланган сохдлар- 
ни {h’:!>v|<1} доирага конформ акслантирувчи vv(z) функ­
цияни топинг:

571. 122-чизма. 572. 123-чизма.
Куйидаги мисоллар чизмаларида тасвирланган со\алар­

ии {w.Jmw>0} юкори ярим текисликка конформ акслан- 
гирувчи w(z) функцияни топинг:

573. 124-чизма. 575. 126-чизма.
574. 125-чизма.

124-чизма .

! 2 5 - ч и з м а .

-Til

1 26 -ч и зм а .

576.
D ={z:Jm->0, +кк, ()<)т:<а, к=0, ±1, ±2,...}}

со\ани (127-чизма) {»v:Jmw>0} юкори ярим текисликка 
конформ акслантирувчи функцияни топинг.

577. {r:|q< 1 j — бирлик доирани
[и:|н”< 1, arg if  = 2f  .к = 0, лг — 1 j- 
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127-чизма.

«юлдуз»нинг гашкарисига конформ акслантирувчи w(z) 
функциями топинг.

578. Бирлик доиранинг ташцарисини
jw: |w| < 1, argw = , к = 0, п -  l|

«юлдуз»нинг ташкарисига конформ акслантирувчи w(z) 
функцияни топинг.

' 579.
{-«<д-<а, у=± + кх} (к=0, ±1, ±2,...)

кесмалар буйича киркилган (с) текисликни \акикий укдаги 
[кк—b, kn+b] (k=0, ±1, ±2,...; О<Ь<~) кесмалар буйича

киркилган (w) текисликка конформ акслантирувчи н<г) 
функцияни гопинг.

580. |0<у<оо, X— | (А=0, ±1, ±2,...)

нурлар буйича киркилган текисликни юкори ярим текис­
ликка конформ акслантирувчи функцияни топинг.

581.
{Z'Z^lkni, £л/'+°°|, (А=0, ±1, ±2,...)}

сохдни {w’:JmH'>0} ярим текисликка конформ аксланти­
рувчи w(z) функцияни топинг.

582
{<;:Jm>0, z<£[kn, kn+ni], (k=0, +1, ±2,...)}

сох,ани {w:Jmw>0} ярим текисликка конформ аксланти­
рувчи w(z) функцияни топинг.

583. {z; Jm<;>0: z<£ [2k, 2k+2i\.
zt[2k+\, 2A+1+/] (k= 0, ±1, ±2,...)}

сох,ани {w:Jmw>0} ярим текисликка конформ аксланти­
рувчи w(z) функцияни топинг.

180



КОМПЛЕКС АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ 
ИНТЕГРАЛИ

1 -§ . Интеграл тушунчаси

Комплекс текислик С да бирор тугриланувчи у = АВ эгри 
чизикли олайлик.

у = АВ эгри чизикни А дан В га кдраб г,,, г , ........ Zn нук­
талар ёрдамида п т а у г  у2, ... , уп ёй- 
ларга ажратамиз (АВ ёйининг боши- 
ни г,, нукта, охирини ztJ нукта тасвир- 
лайди (128-чизма). у^-ёйларнинг (к =
1, 2, ... , п) узунликлари /к ларнинг (к 
= 1 , 2 , . . . ,  п) энг каттасини Я билан
белгилаймиз:

Я=шах 1К
1<к<п

Айтайлик, у эгри чизикда /  (г) 128-чизма
функция берилган булсин. Юкорида- 
ги \ар бир ук ёйда ихтиёрий q нукта олиб. сунг берилган 
функциянинг шу нуктадаги / (ск) кийматини г  — ZK , га 
купайтириб, ушбу

( ок- I

йигиндини тузамиз. Одатда бу йигинди/ (-)  функциянинг 
интеграл йигиндиси дейилади.

Равшанки, / ( ' )  функциянинг интеграл йигиндиси у 
эгри чизикнин! булинишига \амда чар бир ук да олинган 
с нукталарга боклик охлади.

1 - 1  а ъ р и ф .  Агар Я —> 0 да f(z )  функциянинг интеграл
йигиндиси у эгри чизщнинг буи/ниш усулига %амда ук да 
нуктанинг т а )  и  а б олинишига бо/лик булмаган х;олда чекли 
ли м и тга  эга булса. бу ли м и т  J (z) функциянинг у эгри чизик, 
буйича интеграла деб а т а л а д и  ва

I V  б о б
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lmdZ (2)

J f(z)dz = lim f  f( ^ k ) (zk -  Zt-1).
Y *=l

Агар z = x + iy, f  (Z) = w (x, y) + iv (х, y) = и + iv

дейилса, унда (2) интеграл 2 — тур эгри чизик^ти интег- 
раллар билан куйидагича богланган

\ f{z) dz = \и dx -  v dy + i jv  dx + и dy 
у у у

1- т е о р е м а .  /  (z) функциянинг у эгри чтиц буйича 
интеграли

J f{ z )  dz
У

нинг мавжуд булиши учун цуйидаги

j и dx -  v dy, | v dx + и dy
У У

эгри чизицли интегралларнинг мавжуд булиши зарур ва 
етарли.

Хусусан, /  (г) функция ушуксиз булса, унинг интеграли

J/ (z )  dz
У

мавжуд булади.
И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .
1°. Агар/ (г) ва g (z) функциялар у(усО  у эгри чизик,- 

да берилган ва узлуксиз булса, у \олда

j [а/ (г ) + bg (г)] dz = a \ f(z )  dz + b\g (z) dz (4
У У У

булади, бунда a, b — комплекс сонлар.
2°. Агар / (г) функция у эгри чизикуга берилган ва уз­

луксиз булиб, у = у, и  у2, у, п  у2 = 0  булса,

каби белгиланади. Демак,
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\ f{z) dz = \ f(z ) dz + \ f{z) dz
7 У i У 2 (5)

булади.
3°. Arap f  (z) функция у эгри чизикда берилган ва уз- 

луксиз булса,
\ f(z ) dz = ~ \ f(z) dz

булади. Бу ерда у — берилган ориентация 
(йуналиш) га тескари ориентация билан I .  
олинган чизик, (129-чизма). 1н

4°. Агар /  (г) функция у эгри чизикда бе- lh  
рилган ва узлуксиз булса,

(6)

\ f{z ) dz \\f{z\\dz (7) 129-чизма

булади, бунда \dz\ = 'J(dx)2 + (dy)2 (z = x +  iy). 

Жумладан,
M = max|/(z)|, 

у

I (i) — 1  эгри чизик,нинг узунлиги булса,

J / U )  dz

булади.
5°. Агар /  (z) функция у эгри чизикда берилган ва уз­

луксиз у эгри чизик, ушбу
Z = Z (0  (а  <Г<р)

тенглама билан берилган булиб, ^ ( 0 * 0  булса, у \олда

\ f(z )d z  = ] f ( z ( t ) )  z' (t) dt 
у  а

(8)

булади.
Бу формуладан комплекс аргументли функция интег- 

ралини х,исоблашда фойдаланилади.
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1 — М И С 0.1 . Ушбу

{ dz
У

интегрални х,исобланг, бунда у чизик, бош и а (а е С) нук­
тада, охири b (Ь е С) нуктада булган эгри чизик,.

Равшанки, /  (z) = 1 функциянинг интеграл йигин­
диси

о -  X f ( t k )(zk -  V ,) = X (ч  -  м._, > = 
к = 1

—  - г  _ -г 4 - ___7  -4" -f- 7  ___ 7  —  7  ___ т
*4 S )  ’ ^2 *4 п S»— 1 <? S)

булади. Агар'

= !im а
а-» о

ва <;,= a, zn = 6 эканини эътиборга олсак, унда

\ dz = Ь -  а
У

бул и ш и н и топ а м и з .
2 — м и с о л . Ушбу

/„ = f U -  a'Y'dz in -  бутун сон)
У

интеграции х,исобланг, бунда у =  {<; е С : \ z — а\ = р, р > 0} 
айланадан иборат (йуналиш соат стрелкасига к,арама-к,ар- 
ши олинган).

у айлананинг тенгламасини куйидаги

Z = z(t) — а + р е" (0 < t < 2к)

куринишда ёзиб оламиз. Унда

dz = (а + Р <?") = ipe" dt

булиб, (8) формулага кура

In = \ ( z - a Y d z = ip ^ 2\eû udt
о

б у л а д и .

i 84

} dz
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Агар п *  — 1, булса,

I„ = ipn+4 e u,'H,)dr = /рл" = О
,1 '<" ‘ 1! о

булади.
Агар п = - 1 булса,

/ , = / f е' '0 dt ~ 2ni 
и

булади. Демак,

3- м и с о л  . Агар у эгри чизик, юзаси 5 г а  тенг булган 
сохрани чегараловчи ёпик, чизик, булса, у ,\олда

\$xd z = S
У

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
Бундам буён — белги ёпик, контур у буйича олинган

интегрални билдиради.
Равшанки,

/  (Z) = и (х, у) + iv (л-, у) = .X
учун

и (х, у) = X, V (х, у) = О 
булади. (3) формуладан фойдаланиб топамиз:

j  х dz = | х dx + i j  x dy
у у r

Бу тенгликнинг унг томонидаги \ap бир эгри чизикди ин- 
тегралга Грин формуласини кулласак, натижада

j х dz = Jj odx dy + i jj dx dy = / JJ dx dy = iS
Y ( 5 )  ( 5 )  ( 5 )

булиши келиб чик,ади.
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f x  dz
у

интегрални ^исобланг, бунда у эгри чизик,
{z е С : I z\ = 1, 0 < arg г < тс}

дан иборат (чизикдшнг боши z -  1 нук,тада).
Аввало у эгри чизик,ни куйидагича

Z = ел, 0 < t < к
параметрик куринишда ёзиб оламиз. Унда (8) формулага 
кура

\х dz = Jcos t d (e")

4- м и с о л .  Ушбу

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги аник, интегрални 
^исоблаймиз:

я . я  я
| cos t d (е ) = J cos t d (cos t + i sin t) =j cos / d (cos /) +
0 0 0

+ i\ cos / d (sin t) = |+ i
n 1 0

Я я
cos t sin 1 1- | -  sin2? dt

= i f sin2/ dt = i f  1-cos I t  dz = i 1 (t -  1 sin 2/) f =
J J 2 2 V 2 о

Демак,
J *  dz = у  ■
r

5- м и с о л . Ушбу
||г| • г dz 
у

~ ^  интегрални х,исобланг, бунда у эгри чизик,

{z G с : Ы  =1, Im z > 0}
-1 о 1

юк,ори ярим айлана \амда [—1, 1] кесмадан 
130-чизма иборат булган ёпик, чизик, (130-чизма).
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Агар у, деб {z = х + iy е С :  —1 < х < 1, у  = 0} ни, у2 деб 
{г е С : I z\ — 1, Im z < 0} ни белгиласак, унда

Y = Y, ^  Y2

булиб, интегралнинг 2° — хоссасига кура 

§\z\ - zdz  = ||г| z dz+ j\z\-z dz
У  7 \  72

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегралларни
ало\ида-ало\ида \исоблаймиз:

I о 1
J |г| ■ z dz = \x\x\dx- j  х ( -* )  dx + j x xdx = 0 .

Yl 0

Кейинги
J|zj - z dz

7 2

интегрални \исоблаш учун г = е" (0 < t < тс) деймиз. Унда

J |d z dZ = J|e"j e~"d (e"j =
I 2

= j  1 e~" ie"dz = /} dz = in
и о

булади. Демак,

f jzj Z dz = in.
Y

6 — м и с о л .  Агар/ (с) функция О нуктанинг бирор 
атрофида узлуксиз булса, у ,\олда

lim f / ~-1 dz = 2га/ (0)r-+0 J Z V '
Y.

тенгликнинг уринли булишини исботланг. Бу ерда уг = 
{Ze C :  id = г} айлана.

/(г) функция г = 0 нуктада узлуксиз. Таърифга биноан 
у  е > 0 олинганда \ам шундай 6 > 0 сон топиладики, I & <
5 тенгсизликни каноатлантирувчи барча z е С лар учун 

j/<z)-/<0)|<£
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тенгсизлик уринли булади. Бинобарип, г < 6 тенгсизлик- 
ни каноатлантирувчи барча г лар учун

/ р р) -  / (0 ) < у -  ( 0  < ф < 2 л ) ( Ю )

тенгсизлик бажарилади.
у ёпик, чизикни г = reiif, 0 < ф < 2л шаклида ифодала- 

сак,

J dz = / J /  (/'е'ф) /̂ф

булиб, бундан

J dz -  2л//(0) / j / ( r e '<p) dip -  2 л// ( 0 )
о

]  /  flVp - | /  (0) </ф
о о

Т [ /  ( « ? * ) -  /  ( 0 ) ]  <*р < } |/  ( « ? * )  -  /  (0)| Лр.

(10) муносабатга кура охирги интеграл е дан катта эмас. 
Демак, г < 5 лар учун

| dz -  2л//(0)
Y,

< с

оулио, оу
lim f dz = 2л //(0)
. .. .11 J 7/•->() J z 

У.
булишини курсатади.

М И С О Л  BA М А С А Л А Л А Р

! . Ушбу
j  г dz
Y

интегрални х,исобланг, бунда у чизик, боши а (а е С) нук­
тада. охири h (Ь е О нуктада булган эгри чизик;.

Интегралларни \исоблинг.
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2. j  I dz, бунда у боши 0 ва охири 2 + / нуктада булган
у

тугри чизик, кесмаси.
3. j х dz, y :z  = 2 + i нуктанинг радиус вектори.

у

4. \х dz, y:\z -  а\ = R, 
у

5. \\z\ dz, у : боши (— 1, 0) нуктада, охири (1, 0) нук-
у

тада булган кесма.
6. \\z\dz, 7 : ( -  1, 0) нуктадан (1; 0) нуктага караб йунал-

у
ган юкори ярим бирлик айлана.

Агар у боши z, = — 2 нуктада, охири Z2 -  2 нуктада 
булган {Id = 2 ,  Irru < 0} айлана булаги булса, куйидаги 
интегралларни \исобланг:

7. fz  dz 9. \\z\ dz 
у у

8 . \ d z . 10 . \z\z\ dz
J 7z
r '

11. f ( 2 x - 3  iy) dz.
у

Куйидаги интегралларни х,исобланг, бунда у боши 
с, = 1 нуктада, охири г, = i нуктада булган кесма.

12. \zdz. 13. } Imzdz- 14. \ h d z
У у  у

Куйидаги интегралларни х,исобланг.

15. j z z d z .  17. j  Re zdz.
1-1=' 1*-Ч=>

16. §z\mz2dz- 18. f ln zdz
|ф2 |ф!

19. \[{y + \) -  ix\ dz, у : Zo = 1 ва z\ = - i
у
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нукталарни туташтирувчи тугри чизик, кесмаси.

20. j rfnT j- , у:|г-G  + fl| = l
у

2 j  \[x2 + iy2)dz, y:zo = \+ ibaz\  =2 + 3/
г

нукталарни туташтирувчи тугри чизик кесмаси. 
22. f г dz, у:х = cos /, у  = sin / (0 < / < 2к)

Y

23.
, У

y.x  -  3cos t, у = 2 sin / -  эллипс.

I
24. i *

■“ г  ’ 
Y

y.x = cos /, у  = sin/ -  айлана.

25. \у dz,
Y

y:z = 2 + i нуктанинг радиус вектори.

26. j  V
Y

у :  |г| = 1, 0 < argz < я -  ярим айнана (чизик

нинг боши z -  1 нуктада).
27. j y  dz. y:\z -  а\ = R -  айлана.

у
28. Jjzj dz, Y'Z = 2 -  i нуктанинг радиус вектори. 

у
29. }|z| dz:, Y-\z\ =1. 0 < arg z < n  (чизикнинг боши z ~\

у
нуктада).

30. Л'-j dz\ y:|zj = l ,Re z > 0 (чизикнинг боши г = — i
у

нуктада).

7
31. j\z\ dz; Y-\z\ = R -  айлана. 

у

32. H  d<:- "У: 131 -  ч- 2 - 1  0 1 2

ланган ярим халканинг чегараси.
131-чизма
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33. } (z—a)"dz (n — бутун сон); у :  | z—a | = /?, О < arg
у

(z — а) < п — ярим айлана (чизикнинг боши z =а + R 
нуктада).

34. $ ( z - a )  dz (п — бутун сон); маркази а нуктада, то-
у

монлари координата укдарига параллел булган квадрат- 
нинг периметри.

35. Агар у эгри чизик юзи S  га генг булган со\ани чега- 
раловчи ёпик чизик булса, у \олда

j  у  d z  = - S  
у

генгликнинг уринли булишини исботланг.
36. Агар /эгри чизик юзи S  га тенг булган со\ани чега- 

раловчи ёпик чизик булса, у \олда
j  z d z  = 2/ Л'
у

1 енгликнинг уринли булишини исботланг.
Куйидаги интегралларни \исобланг:
37. J с  d z :  у: zf) = 0 ва г, = я — /л нукталарни туташти-

х
руичи тугри чизик кесмаси.

2
38. | с'"1 Re- с/-; у: zn = 0 ва £.= 1 +/' нукталарни туташ-

гирувчи тугри чизик кесмаси.
39. \ezdz, Т У = параболанинг z„ = 0 на zt = 1 + /

у
нукталарни туташтирувчи булаги.

40. j cos - dz: у: *о = т на zt = л + / нукталарни гуташ-
У

тирувчи TVFpH чизик, кесмаси.
4 ! .  I Re (sin z) cos г dz: y:.\ -  — 1 < v < 1 — кесма.

42. J z iin (z:) dz, y; x = 1. — 1 < v < 1 — кесма.
У
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Агар у : боши = 0 охири z, = | + / ^ н у к т а д а  булган

тугри чизик, кесмаси булса, у х,олда куйидаги интеграл­
ларни \исобланг:

43. j * 1* .  
у

4 4  J Rc z dz
у

45. J ez Re z dz .
у

46. J dz ■
Y W+1

47. ||г-1||^г|.
1-1='

48. Агар у чизик, <;, = 0 нукдадан z.t = i нукдага к,араб 
йуналган тугри чизик, кесмаси булса,

J z sin zdz
у

ин гсгрални \исобланг.
49. Ушбу

NI
Ы= г-в

2 кг
I2 “ LP ,2

те игл икни исботланг.
50. Агар а -- R булса,

|dz| < 2 nR

z\Lr 1г_а11г+°1 |л2-Н

генгсизликн и исоотланг.

Куйидаги мисолларда интеграл остида куп кийматли 
функциянинг интеграллаш чизигининг бирорта нуктаси- 
да берилган шартни к,аноаглантирувчи бир кийматли тар­
моги туради. Агар чизик, ёпик, булса, уша нукта интеграл-
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лаш чизигининг бошлангич нуктаси деб кабул кдлинади 
(интегралнинг киймати шу бошлангич нуктанинг танла- 
нишига боглик булиши мумкин эканлигини ёдда тутиш 
керак).

f ~  ни \исобланг.
7

51. у: I d  = 1, Im z ^ 0; У1 =1 — ярим айлана.
52. у; ! d  = 1, Im z ^ 0; VT = — 1 — ярим айлана.

53. у: I z\ -  1, Im z ^ 0; У1 = — 1 — ярим айлана.

54. у; I г I = 1, У! = 1 — айлана.

55. у: ! г I = 1; У Л  = / — айлана.

56. | -4= ни \исобланг, бу ерда
у Jz3

у. Ы = 1, Im г>  0; Vl = 1.

57. \ifzdz ни \исобланг, бу ерда у: Z,, = — 2 нуктадан г,
у

= 2 нуктага караб йуналган {I z \} = 2, Im z ^ 0 ярим айла­
на ва УГ = i шартни каноатлантирувчи бир кийматли тар-
мок олинган.

<f Ln z dz ни \исобланг.
7

58. у  I d = 1; Ln 1 = 0.
59. у: id  = 1; Ln /= f  ■

60. у  I d = /?; Ln/? = In R.
61. у  I d = R. Ln R = ln R + 2ni.
62. n — бутун сон ва Ln 1 = 0 булса,

<f z"Ln z dz 
N=>

интегрални \исобланг.
63. n — бутун сон ва Ln ( —I) = ni булса,

<f z"Ln z dz 
1Ф'

интегрални \исобланг.
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64. Куп кийматли az функциясининг \ар кандай тар­
моги олинганда х,ам

| azdz = О
d=i

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
65. а  — ихтиёрий комплекс сон ва 1“ = 1 булса,

j  zadz 
|*i

интегрални \исобланг.

66. Агар/ (г) функция z = а нуктанинг бирор атрофида 
vзлуксиз булса, у хрлда

lim £ — = 2л// (а)
г—>о , z -a

\z -a \= r

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
67. Айтайлик, /  (г) функция кенгайтирилган комплекс 

текислик С да узлуксиз булсин. Агар уа чизик а (а е С) 
нуктадан а + 1 нуктага караб йуналган тугри чизик кесма­
си булса, у \олда

lim J / ( z) dz = f(°°)
а -*оо J 

la
тенгликнинг уринли булишини исботланг.

68. Фараз килайлик, /  (z) функция {Imz ^0} юкори 
ярим текисликда узлуксиз булиб,

|/(z)| < М -\z\n

тенгсизлик бажарилсин. Агар yR чизик ̂  = R нуктадан z, = — R 
нуктага кдраб йуналган {I z\ = R, lmz>0} ярим айлана булса, 
ушбу

\ f(z )  e'zdz
1R

< nMR"

тенгсизликни исботланг.
К у р с а т м а .  sincp > ^ ф̂О < ф < тенгсизликдан фой-

даланинг.
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6‘). Айтайлик, /  (г) функция
—  а  < a r g  ^  < (х (0 < а  < к )

бурчакда узлуксиз булиб,! arg а < а  лар учун 7.-»°° да zf(z) 
—> А булсин. Агар уА, чизик, с ; ,  ~ " нукгадан - = Re'" нук,- 
rara караб йуналган

I d  =  Л ,  I a r g  c l  < «  

ей бу ica, у \олла ушбу

lim [ / ( г )  dz = 2/0/1
R- jY R

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
Куйидаги тасдикдарни исботланг.
70. Фараз к,илайлик, /  (с) функция

{х > х„, 0 < у  < h} 

ярим йулакда узлуксиз булиб, ушбу 
lim f  (х + iy) = А

лимит у га боглик, булмаган х,олда ва у  узгарувчига нисбатан 
текис равишда мавжуд булсин. АгарРл— пастдан юкрригл кдраб 
йуналган 0<></; вертикал тугри чизик, кесмаси булса, у \олла

lim f f ( x )  dz = iA h
X —»oo J 

p,
булади.

71. Айтайлик, f  (z) функция 0 < I z — a\ < r0,
0  < a r g  (z—a) < a  ( 0  < a  < 2tc)  

секторда узлуксиз булиб,

lm j [ ( z - a ) /(*)] = /<

лимит мавжуд булсин. Агаругчизик шу секторда ётган ва 
йуналиши мусбат булган {I г — а\ ~ г) айлана ёйи булса, у 
\олда

lim J /'(/■) dz = iAa
у,

булади.
195



I d > /?„, 0 < arg г < а  (О < а  < 2л) 
со.\ада узлуксиз булиб,

lim z f(z )  = А

лимит мавжуд булсин. Агар Гк чизик шу со\ада ётган ва 
йуналиши координата бошига нисбатан мусбатбулган {I z\
— R) айлана ёйи булса, у \олда

П т | / (г )  dz = iAa 
r R

булади.

2- §. Коши теоремаси
Комплекс узгарувчили функциялар назариясида фун- 

даментал теоремалардан бири Кошининг интеграл теорс- 
масилнр

2 - т е о р е м а .  (Кошининг интеграл теоремаси). Фараз 
цилайлик, f  (г) функцияси комплекс текислик С даги бир 
богламли D сохада голоморф булсин. У  холда D га тегишли 
булган ихтиёрий тугриланувчи ёпик эгри чизик у буйича 
олинган интеграл нолга тенг булади:

j  f i z )  dz = О
у

Юкорида би'5 курдикки (2 — мисол)

функциясидан у: ! z — а \ =р айлана буйича олинган интег­
рал 2ni га тенг. Бу мисолда f(z )  функцияси С\{а) да голо­

морф булиб, бу со\а бир богламли эмас. 
Шунинг учун \ам ф f(z )  dz Ф 0 булади.

У

2-теорема тубандагича \ам ёзилиши 
мумкин.

2 - т е о р е м а .  Фараз цилайлик, D сг 
С бир богламли, чегараси тугриланувчи 
ёпик; чизицдан таш кил т о т а н  соха 
булсин. Агар /  (z) функцияси D соханинг

72. Фараз килайлик, /  ( г )  функция

132-чизма
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ёпит D нинг бирор атрофида голоморф булса (132-чиз- 
ма), >’ л\олда

} f i z )  dz = О
BD

булади.
Бу теоремани / (г) функция фак,ат D да голоморф булган 

х,ол учун хам исботлаш мумкин.
3 - т е о р е м а .  D с  С бир богламли, чегараси то р и л а - 

нувчм со\,а булиб, /  (z) функцияси D да голоморф. D да 
узлуксиз булсин. У .уолда

j f i z )  dz = о
эд

булади.
4 - т е о р е м а .  (Куп богаамли со\а учун). Фараз цилсй- 

лик, 1) с: С чегараси Г, уг  , У„ тугриланувчи чизицлардан 
ташкил топган куп боЕламли со%а булсин (133-чизма). Агар 
/  (z) D да голоморф, D да узлуксиз булса, у х,олда

j f i z )  dz = \ f i z ) d z  = о
/ -У,--.'/,. (П )

тенглик уринлидир.
(11) тенгликни куйидагича \ам ёзиш мумкин

\ f i z ) d z = ±  J f i z )  dz  (12)
' *=| 'ik

Н а т и ж а .  Фараз килайлик; D (D •- О  бир богламли 
сох,а булиб, у(. у2 чизикларнинг хар бири (у ,с Д  у с й )  боши 
Z<) ва охири г нуктада булган чизиклар булсин (1 34-чизма). 
Агар f  (z) е О (Z)) булса, у х,олда

133-чизма.
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\f(z) dz= \ fiz )  dz
У i У 2 '  *

булади.
(13) тенглик, карапаётган интегралнинг ва с нукда- 

ларигагина боьтик, булиб, интеграллаш йулига боглик 
булмаслигини билдиради. Шуни эътиборга олиб, (13) 
интегрални

) f i z ) d z
z0

каби белгилаш \ам мумкин.
Агар (14) интегралда нукдани тайинлаб, ~ ни эса 

узгарувчи сифатида каралса, (14) интеграп г узгарувчи- 
нинг функцияси булади:

/(--) \ fiz.) dz

5 - т е о р е м а Лгар f (z )  функция пир боглилыи D cC со- 
Xада голоморф булса, у холда F (z) функция .\ам D сохада 
голоморф булиб,

F'iz) = f iz )  (zeD )
булади.

Бу теоремадан куринадики.бир богламли со,\ада голо­
морф функция f( z )  ниш бошлангич функцияси мавжуд- 
дир.

6 - т е о р е м а .  Агар Ф (г) функция D (D с: С) со\ада 
/  (г) ниш бошлангич функцияси булса, у холда

f f i z )  dz = Ф ( г ) -  Ф (zq) -  Ф iz) (15)

формула ( Ньютон — Лейбниц формуласи) уриши булади, 
бунда z0 ва г нуцталар D сохага тегишли ихтиёрий нуцта- 
лар.

7 - м и с о л . Ушбу

Ms*
У

интегрални \исобланг, бунда у = {z е С : Ы = 1}.
Агар D (D с  С) со\а деб куйидаги
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D = {с e С: г| < 

со\а олинса, унда биринчидан

f iz )  = t l i
(функция голоморф булади, иккинчидан каралаётган ёпик, 
чизик, у шу сохдга гегишли булади: у с Д  21 ч D.

Унда 2-теоремага кура

j f ( z )  dz = h 1 2 / dz = О
У У

булади.
8 - м и с о л .  Агар f(z )  функция ушбу

О = {z е С: г < \ z — а\ < R) 
сохдда (\алкдда) голоморф булса, у хрлда 

$ f( z ) d z  (г < р < R)
k~a\ = p

интегралнинг циймати р га боглик эмаслигини курсатинг.
Ихтиёрий р,, р, сонларни (г < р < R, г < р, < R) 

олайлик. Улар учун р, < р, булсин деб, ушбу
у, = {z £ с : ! <' — а\ = р,}, у2 = {<: г  С: I z — а\ = р,}

ёпик чизикдарни карайлик.
Равшанки,

G = {z <£ С: р, < к  — а\ < р: }
со.\а учун

G с с  е С. г  < |г -  и\ < Л|

булади. Унда 4-теоремадан
j f ( z )  dz. = j f ( z )  dz
Y: У i

булиши келиб ч и кади. Демак,

j f ( z ) d z =  j f ( z ) d z
[■-"I I’ i I' "I

9 - м и с о л .  Ушбу

jV  dz
i

интегрални \исобланг.
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l+l
X

Равшанки, f  (z) = г2 функция бутун комплекс текис­
лик С да голоморф. Бинобарин, берилган интеграл г,, = 1,

Z, = 1 + / нукталарни бир- 
лаштирувчи йулга боглик 
булмайди. Шундан фойда­
ланиб интеграллаш мизиги 
у сифатида

1 у = {z = х+ iy е С: х = \,
О < у  < 1}

тутри чизик  кесм асини  
оламиз (135-чизма). 

135-чизма  Бу у  чизикда

z — 1 + Iу, dz = / dy 

булишидан фойдаланиб топамиз:

j  zrdz = j z' dz =J(1 + iy f i  dy =

= ij (l + 2 iy -  у 2 j dy = i(y  + iy2 -
О V /I

10-мисол. Ушбу
r In г
J 7

= - l +2i .

dz

интегрални \исобланг, бунда у эгри чизик боши 2,, = 1 ва 
охири zt = + / нукталарда булган у2 = 1 — х параболанинг 
ёйи.

Куйидаги
Z)= С\ (— ,0]

бир богламли со\ани карайлик. Каралаётган уэгри чизик 
шу со\ага тегишли булади: у с  D.

Иккинчи томондан, D сохдда Ф (z) = ~1п2г функция

учун

Ф' (г) = (^ln2z) = ~ z

булганлиги сабабли, Ф (г) функция/ (z) In нинг бош-

лангич функцияси булади. Ньютон 
сидан фойдаланиб топамиз:
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У

jK L d z  = ^ +\ = i [ l n 2(+ / )- ln l ]  =
V  '

= i ln2(+ /) = i [ln|l + /| + / arg (+ /j]2 = i / 2( f ) 2 = - f  ■

1 1 - м и с о л .  Ушбу

} Y  (г *  0)

интегралнинг киймати z,, = 1 ва zt — 2 нукталарни бир- 
даштирувчи йулга боглик, буладими (йул координата бо- 
шидан утмайди деб фараз к,илинади)?

Равшанки,

функция D = С\{0} сохдда голоморф. Айни пайтда бу бир 
богламли со\а :эмас. Демак, Кошининг интеграл теорема 
сидан фойдаланиб булмайди.

Zi) — 1 ва zx = 2 нукталарни бирлаштирувчи иккита у, 
\амда у, чизикдарни

/ « к

У, = {Z  = X f  i y e  С: 1 
у2 = {г е С: Ы

1 < х < 2 , у = 0), 
\ = 1}^У,

деб оламиз (136-чизма).

2

136 - чиз ма

у чизикда z = х, dz ~ dx булиб,

булади.
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| г| =1 айланада
z = <?'ф (0 < ф < 2я), dz =

булиб,

Г *  = Г *  _  ̂ *  + U  =
1 г Y2 г- N=i г 1 *

= 1 ^ -т ?  + ln2 = 2iu + 1п2J Р1Ч>О е

булади. Демак. берилган интеграл интеграллаш йулига 
боглик экан.

1 2 - м и с о л . Ушбу
+оо 2

I е dz ;= ■Ул’ (Пуассон интеграли) 

тенгликдан фойдаланиб,
+оо 2

/ = J <?“* cos 2/>х dx (b > 0)

интегрални \исобланг.
Комплекс текислик Сда

D = {Z = х + iy е С: N  < г, 0 < у < Ь)

тугри туртбурчакни олиб,  унинг чегарасини у д е й л и к  (137-  
чизма).

i t  X

- R 0 R

137-чизма

Куйидаги f ( z)= e~ r

функцияни караймиз. Бу функция D ни уз ичига олган 
со.\ада голоморф булади. Унда 2-теоремага кура
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булади.
Энди z = х iy эканини эътиборга олиб топамиз.

j  e~z*dz = | e~(x+,y)7d(x + iy) =
Y Y

= je~{xl- y2)-e 'i2xyd(x + iy). (17)
Y

у чизикда jc e [—г, г], у  e [0, b] булганлиги сабабли

e-n2-y2) . e -**>'d(x + iy) = J + /Je v ‘ r  b2" 4 y  +
-г о

Y

+ j e ^ - ^ - ^ d x  + /} <? (r' = j «? -
- r  b ~ r

_ /  j  c *2-'2- ^  + /e"2} e>2 (e-'2'" -  e'2* ) dy ( 18) 
«

булади.
Равшанки, г -> + °° да e r > 0,

e~r l f eyl (e~‘r2y e‘2iy)dy  > 0. (19)
0

(16), (17) ва (19) муносабатларни эътиборга олиб, (18) 
тенгликда г —> + °° да лимитга утсак, унда

+°° -> ■) +°° у
0 = J е dx -  в | е-х -,2*Vx

- о о  - о о

тенгликка келамиз. Берилишига кура

х^амда

У  e-x2 ‘2xbdx = У  e_x2cos(2x i)  dx -i j sin(2xb)dx



j e~'"cos (2xb) dx -  i j e~v'sin (2xb) dx = Щ-
e b

булиши келиб чикади. Бу тенгликнинг \акикий кисмла- 
рини тенглаштириб

J e ^cos (2jcb) dx =

булганлигидан

яъни
2 I—

[ e x cos (2xb) dx =
0

бул и шин и то пам из.

М И С О Л  В А М А С А Л А Л А Р

Куйидаги интегралларни Ньютон — Лейбниц форму- 
ласидан фойдаланмасдан \исобланг.

73-  ̂ 77̂ 4?  dz 78■ \ 1 cos z dz
И Н О

74. | 79- j v  sin z dz
i‘M 1
1+/

75. j z dz 80. \ z e z dz

76. \{2z + \) dz 81. f s i nz^z
ы „

21 ,  i 2 In’

77. j  (z -  z) e 2 *  82. | ze'Vz.
1-)-/

83. j(z  -  a)ndz ( л — бутун сон), бунда у чизик Z — а
у

нуктани уз ичида сакдовчи ихтиёрий со\ани чегараловчи 
ёпик, тугриланувчи Жордан чизиш.
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Куйидаги функцияларнинг бошлангич функциялари- 
ни топинг.

S4.eaz. 89. e°z cos bz.
85. ch az. 90. z e°z.
8 6 . sh az. 9 1 . z2ch az.
87. cos az.
8 8 . sin az. 92. z cos az.
Куйидаги интегралларни \исобланг.
93. J —; У чизик = — / нуктадан zt = / нуктага караб

г "
йуналган у2 = х + 1 параболанинг ёйи.

94. : У чизик — i нуктадан г, = i нукгага караб
г ''

йуналган {I g = 1, Re г > 0} айлана ёйи.
к / 2 +i

9 5 _ j sin г dz.
л/2

1+m
96. j

о

97. | In(г + 1) А", бунда у чизик Z,,= — 1 ~ ‘ нуктадан г,
у

= — 1 +/ нуктага караб йуналган ва (—-°°, — 1] нурни кес- 
майдиган ихтиёрий тугриланувчи эгри чизик

Куйидаги функциялар берилган сохдларда бошланкич 
функцияга эга эмаслигини курсатинг.

98. f ( z )  = \\ /)={0<к1<оо}.

99. / (* )  = 1 -  /)= {0 < k l  < 1}.

100. / к )  = т-Ч; />={1 < k l  <»}■1+ Z
101 .  f ( z ) = — D = { 0 < k l < l } .

J г (1-г )
102. Агар интеграллаш йули ± / нукталардан утмаса, у 

х,олла ушбу

J ^ + кп (к — бутун сон)
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тенгликнинг уринли булишини исботланг.

103. {z*±  /} с о хат а j интегралнинг киймати Arctg г

функциянинг кийматлар туплами билан устма-уст туши- 
шини, яъни

dc
U 2 + l

тенгликнинг уринли булишини исботланг.

104. } (L n  г)| dz интефални хисобланг. Бу ерда (Ln ")

орк,али куп кийматли Ln г функциянинг Lnl = 2ni шарт- 
ни каноатлантирувчи бир к,иймагли тармош белгиланган 
ва интеграл С\(— 0] со^ада ётувчи чизик, буйлаб олин­
ган.

Куйидаги тасдикдарни исботланг.
105. Агар/(с) функция U= j k  — d < R} доирада голо­

морф булиб, v  ze U учун I/  (z)l < М тенгсизлик бажарил-
са, у \олда \/ Zr  г2е U нук,талар учун

j f ( z )  dz < М ■ \z.

булади.
106. Arap/(z) функция {/= { к  — я! < R} доирада голо­

морф булиб, у  г е  U учун Re f { z) >М >  0 тенгсизлик ба-
жарилса, у \олда \/ г,, z2 е U нукдалар учун

j  f i z )  d< > М \Z2

булади.
107. 106-мисолдаги тасдик Ref(z) > М (ze 1Г) шартни 

Re {e*vf(z)} > М  шарт билан узгартирилганда \ам уз кучи- 
ни сакдайди (бу шартдаги <р ,\ак,ик,ий сон г нуктанинг тан- 
лашига боглик, эмас).
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108. Агар f i z )  ва g(z) функциялар бир богламли чега­
раланган D a  С сохдда голоморф булса, у \олда \/ a, b е D
нукталар учун ушбу

\ f ( z )  dg (z) = f  (z) g i z ) \ - \ f i z ) g ' i z )  dz
a °  a

булаклаб интеграллаш формуласи уринли булади.
109. Айтайлик,/(z) функция {r< I d < R} х,алкада голо­

морф булиб, у чизик (I а <г) доирани
уз ичида сак-'ювчи ва {I d < R) доира­
нинг ичида ётувчи со\ани чегаралов 
чи мусбат йунатишли содда, булакли
— силлик булган чизик булсин (138- 
чизма). У \олда

j f i z )  dz

интефалнинг киимати шундай у ч т и  к 
нинг танланишига боглик булмайди.

110.  Фараз килайлик, f ( z ) функ­
ция ёпик, булакли — силлик У, ва у, чизикдарнинг ораси- 
да жойлашган икки богламли чегараланган D a  С со\ада 
голоморф булиб, унинг ёшпи D да узлуксиз булсин ./ (г )  
функция D сохдда бошлангич функцияга эга булиши учун

J / U )  dz = 0
УI

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
111.  Айтайлик, f iz )  функция п та ёпик, булакли — 

силлик У,- У,.........Уп чизикдар билан чегараланган п бог­
ламли D со\ада голоморф булсин. У \oлдaf(z) функция D 
сохдда бошлангич функцияга эга булиши учун

j f ( z ) d z  = 0 (к = 1,2.......(// -  1)
Ya

шартларнинг бажарилиши зарур ва егарлидир. (Бу ерда уп 
контур билан чегараланган сохд барча yk ik = 1,л -  1 ) чи-
зикдарни уз ичида сакдайди деб фараз килинади.

112 . f{z )  функция {—a <I mz <a }  йулакда голоморф 
булиб,
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? / ( * )  dx

интеграл як,инлашса, у .\олда у а е  (— а , а) учун
/ОГ + оэ

J / ( г )  dz
ia-co

интеграл \ам якинлашувчи булиб, унинг к,иймати а  га 
боглик, булмайди.

К у р с а т м а .  Коши теоремасини

{— /?,< Re z < 0 < I Im £ < I d  }
туртбурчакларнинг бирига цуллаб, кейин / ? , - » + оо 
да лимитга утинг.

113. Фараз килайлик,/(г) функция {0<^</г} йулакда 
голоморф булиб,

l i m / ( *  + <» = од-—»±оо

+оо
булсин. Агар j  f  (х) dx мавжуд булса, у \олда

+оо
j  f i x  + /А) dx

интеграл \ам мавжуд булиб, иккала интегралнинг к,ий- 
матлари тенг булади.

114. Айтайлик, f ( z ) функция
{О < arg z ^ а} (0 < а  < 2п)

бурчакда голоморф булиб,
lim z fiz )  = О

булсин. Агар

] f i x )  dx
о

мавжуд булса, у \олда
у = {z = ге'а, 0 < г < оо}
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нур буйича олинган

!  f i z ) dz
у

интеграл \ам мавжуд булиб, иккала интегралнинг к,ий- 
матлари тенг булади.

К у р с а т м а .  113 — 114-мисолларни ечишда 70 — 72- 
мисолларнинг натижаларидан фойдаланинг.

3 -§ . Кошининг интеграл формуласи

Комплекс текислик С да чега- 
раси тугриланувчи чизик, булган. 
чегараланган D сох,ани (D a  С)
Карайлик. Кузатувчи бу со\а чега- 
раси dD буйлаб \аракат к,илганда 
сох,а х,ар доим чап гомонда колсин 
(139-чизма).

7 - т е о р е м а .  Агар/ (z) функ­
ция D сох,ада голоморф булиб, D да 
эса узлуксиз булса, у  %олда

1 г / ( с )  „ |/(г),агар г е  D булса,
2к' ,jD^~z 1 о, агар z е D булса  ̂ '

тенглик уринли булади.
Одатда (20) формула К о ш и н и н г  и н т е г р а л  ф о р ­

м у л а с и  дейилади. Бу формула/(г) н и н г г е  D нуктадаги 
кийматини чегарадаги кийматлар билан боглайдиган фор­
мул ад ир.

1 3 - м и с о л . Ушбу

i  —1 dz 
J z+i
у

интегрални \исобланг, бунда у = {ге C'.\z+i\ =3} айла- 
надан иборат.

Равшанки,

D = {ze  С: к  + /| <3}

сох,а \амда f(z )  = sin z функция учун 7-теорема шартлари 
бажарилади. (20) формулага кура
1 4 - 9 5 2  209
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2 ni j  (а) -  I  - a dz булиб, бундам

} sin-' dz = 2ni sin(—/) =
M=3
= 2ni Jt (e -  e 1) = 2n sh 1

генгликка эга буламиз.
1 4 - м и с о л . Ушбу

i Ж -
* г 2 +9 ’/

интегрални ,\исобланг, бунда у эгри чизик, С текислик- 
нинг ±3/ нукталаридан утмайдиган ихтиёрий ёпик, чизик,.

Фараз килайлик, у ёпик чизик билан чегараланган 
гуплам Dбулсин.

а) ±3/ нукгалар D со\ага тегишли булмасин: ±3/е D. Бу 
\олда

ф ( ~) = - ,J е 0(D)
z +9

булиб, 2-теоремага кура

$q>U)dz = у = ()
У У '

булади.
б) +3/ е /), 3/е [) булсин. Бу х,олда, аввало интеграл 

ос [ ила! и функцияни
1

1 =  1 - =
- - +9 (,: + 3; ) ( - 3 / )  с-3/ 

куринишида ёзиб оламиз. Унда

/ и )  = -£Ш ’ й = 3/
лар учун 7-теореманинг шарти бажарилганлиги сабабли 
(20) формулага асосан

| А =Ц М * =2 д а ) ! : ^ ; , х
7 ' У

булади.
в) —3/е 3i е Z) булсин. Бунда, юкоридаги б) \олда- 

гига ухшаш муло\аза юритиш билан топамиз:
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t = 4 -:~v. dz -  Ini —L  j . , -  -f-
■ -• _ lQ  J 7  +  3/ 7-3/ •' \J c + 3/ ;-3;

i ) 3/ 1 Д  ----- 3/o D булсин. Бу \олда, аввало интеграл 
остидаги функциями содда каерларга ажратамиз:

______  !______ I I 1_ . !  А
( ;  t 3 ;) ( г -3/ > 6/ \ г  -3/ - п  J ■

У холла

А .  = 1
-■'+9

г d/< 
. --3/  "  * ’ +3/

(J. ■ Ini (1 -  1) = 0

оулишиии топамиз. 
1 5 - м  и с о л . Ушбу

- 'Ч  dz

интегрални \исобланг, бунда у = {z=zx + iy e  С :х:'+ у2 + - 
+ бу -  0} ёпик, чизикдан иборат.
Равшанки

X' 4 V- + 6 у  = О => А-’ + у- + 2 • Зу + 9 -  9 = 0 =>
=*х> + (У+ 3)' • 3' : С • 3/ =3.

Демак, у = {г е С: I z + 3/1 = 3}. Бу айлана билан чегара- 
ланган со\ани D дейли к:

D= \ze С: U+  3/1 < 3}.

Ушбу У(с)  = -г“Г7 Функция учун берилган интеграл ку­

пи дагича

У " У

ёзилади./U) е а(£>) булишини эътиборга олиб. Кошининг 
интеграл формуласидан фойдаланиб топамиз:

$i~Aj dz -  2я//(-2/)

= Ini = м sin (Ini) = 2. / sh 2 .
— 2/ — 2/ 2 2
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Демак,
Л Sin Z j  7Г • „ l  л )  d z  = - l s h 2
7 ''

fit)
(20) формуладаги 2л/ f (,-z ^  интегралга Коши ин-oD

те грали де йила ди .  Коши интегралида —о D — 
контур со.\а чегараси булиб,/(с) функция /) со\ада голо- 
морфдир. Энди, фара з килайлик, С текисликда ихтиёрий 
гугриланувчи контур Г ва Г да аникданган ва узлуксиз 
функция/ (с) берилган булсин. У \олда ушбу

F (A  -  i  U  i i i  dt
2 л/ : •

интегралга К о hi и т и п и д а г и  и н т е г р а л  дейилади.
8 - т е о р е м а .  Коши типидаги интеграл С'/'сох.ада F (z) 

функциясини аникдаб, бу функция ушбу хоссаларга эга- 
дир:

а) F(z) функцияси С\Гда голоморф,
б) lim /■'(-) = О,

в) F\z) функциянинг исталган тартибли \осиласи F"](z) 
мавжуд ва

2niJr i^Z)"
Н а т и ж а . Голоморф функция исталган тартибли \оси- 

лага эгадир.
Хакикатан ,\ам, голоморф функцияни Коши интегра- 

ли ёрдамида ифодалаш мумкин. Коши интегралининг ис­
талган тартибли \осиласи мавжудлигидан берилган функ­
ция х,ам исталган тартибли \осилага эга:

6 - М И С О Л . Ушбу
e:dz

интегрални \исобланг, бунда у чизик, С текисликдаги 
Z = — 2 нукта ни уз ичига оладиган ихтиёрий ёпик кон­
тур.
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у контур билам чегараланган со\ани D деб белгилай- 
миз.

Равшанки,/(г) = ё  учун f" (z )  = ё  булади. Бу функция 
ва D сох,а учун 8-теореманинг шартлари бажарилади. Унда 
(21) формуладам фойдаланиб топамиз:

Л:11А -  2М
у:: f ’"(-2) = 2*Le-2 П1

Зе2

1 7 - м  и с ол  . У ш б у
с + 1

j,j_2 с ( с - 1  г  ( г - 3 )
dz

интегрални \исобланг. 
г,, = 0, г, = 1 нукдалар {ze С: id =2} 
айлана билан чегараланган  { ;р  С:
I d < 2} доирага тегишли булиб, = 3 
нук,та эса шу доирага тегишли эмас.

= 0 ваг, = 1 нукталарни {z е  С: Id < 2} 
доирага тегишли ва узаро кесишмайди- 
ган У, ва у2 ёпик чизикдар билан урай- 
миз. Бу у,, у,чизикдар \амда {ге С: Id =
2} айлана билан чегараланган уч бог- 

ламли со\ани D билан белгилаймиз 
(140-чизма).

Кдралаётган интегралда интеграл остидаги
_____ г+1_____
С (С- I ) 2 ( с - 3 )

функция D со.\ада голоморф булади. 4-теоремадан фойда­
ланиб топамиз:

С + 1 J_ I с + 1

140-чизма

i
,f=2 с ( г - 1 ) 2( с - 3 ) dz = f

УIг ( с - 1 )  ( г - 3 ) dz +

г + 1

У:
г (г -1 Г (с - 3) dz = /, +/,

Агар
Z +1

с ( г - 1 ) ( г - 3 )

интегралда
f i z ) г + 1

( г —1)2( г —3)

дейилиб, (20) формуладан фойдаланилса
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I = i  Z M  (iz -  2m J  (0) = 2m ■ -L- =
1 z - 3  3
/I

булиши келиб читали.
(21) формуладан фойдаланиб топамиз:

Шундай к,илиб.

булади.
1 8 - м и с о л . Агар f(z )  функция комплекс текислик С 

да голоморф Isa чегараланган булса, у \олда/(г) функци­
янинг С да узгармас булишини исботланг.

интегрални к,араймиз. У ни Кошининг интеграл формула- 
сидан фойдаланиб х,исоблаймиз:

Шартга кура/(с) чегараланган функция |f(z)l < М-

Ушбу

? f  ] = 7-Т ' 2л:г ^ ^  ~ f^)\-

У нда

булади. Демак,

(23)
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Й  = °- <*»
(22), (23) ва (24) муносабатлардан

- L .2n i [ f ( a ) - f ( b ) ]  = 0,

яъни
f { a ) = f( b )

булиши келиб чик,ади. Бу jc a J(z) функциянинг Сда узгар- 
мас, яъни /(<:) = const булишини билдиради.

М И С О Л  ВА М А С А Л А Л А Р
Куйидаги интегралларни \исобланг.

115. j  Ф%. 125. i 4 ~ -
И- ! Н И ; - 6г

116. t 126. j  - -
I- -2/1=2 '■ +9 |ф! "

Р а в ш а н  к и ,

117. I ----- f -----т . 127. J

"2

dz
|._ i, 3 < C -I )V ^ 7 ‘ , 4 '- | c 4 ' ;2 + l '

118- * - г г 7. 128. t ^
l.-l ' +l M=i 4 +l

"’'иШ' l27 i ^ '
12“ ' Д , 7 Т ^ 7 7 -  , 30 - ii . ! ^ -

121. t , 7 7 7 7 7  dz. 131. j  ^  dz.
7- 1  =2

122. I 0 ~ dz. 132. $ dz-
L-M !;-i|=i

123. * 4 ^  ■ 133. * ¥ 7!;И с +4г+, k_ih, с -l

L ?' dz Ф
124. 134‘
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135. K J - . r  dz- 143. Ф f  . dz.

“ ■ „ ' Ж * '

137. 145. Л .

*«■ „ л д а -

139. j  \ dz, 147. 1~K kH -,-+2

140. j  dz, 148. j  dz.
k + i 1' " ' 1 ld=3 j 2 )

Ш . к _ f ^ * .  14».

|42- ^ ^ т л т  15° - ,|4Р Т ^ 7 , г

151. j> shV j - dz, Y'.x ' + у 3 + 3 1 астроида.

152. f  ,57 .
:=2

153. j  cos 5^ . 158. f dz
Ш z М=з z ~4z

154. f —  v ' ■ 159. f dz.
kH i,l l 7

,5 5 - Д . |7 П 7 Й - 1 1 * -  , 60 - , J n ^ '

156. < 7 ^ %  A . 161. #
И=з(- ' кИ г
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164. , бунда у чизик, ^  = 0 ва z, 2 = ± 1 нукда-

лардан утмайдиган ихтиёрий спиц контур.

165. $ 7 ^7 7 jr d z ;  T-Zn = 0 ва г, = I нукдалардан утмай-

диган  сник, контур.
166. Агар соn(z) = (Z — Z,)(Z — Z ^ -.iZ —Z j (Z*Zj, i± j)  

булиб,  у чизи к  бирорта ,\ам zjii — 1 , я )  ну угад ан  утмаса ,  

ушбу

1 10„U)
У

интегралнинг неча хил бир-биридан фаркди кийматни 
кабул килиши мумкин эканлигини аникданг.

167. j  V'' - (а > 1).

1 г с 7 dz
168. ini j бу ерда у чизик, билан чегараланган сохд

у <• +а

{Ids а) доирани уз ичида сакдайди.
1 Г '169. Yiri* dz; бунда у чизик, билан чегараланган 

со\а а нукдани уз ичида сакдайди.

* * *

170. Агар у :| d = 2 — айлана булиб, а > 0 учун Ln а = In а 
шарт бажарилса,

_L_f z2 Ln f\ d z  
у

интегрални \исобланг.
217



171. Агар у :l Z— 11 = 1 айлана булиб, a > 0 учун Ln а = In а 
шарт бажарилса, ва z ~ 1 + ' интеграллашнинг бошлагнич 
нуктаси булса, у \олда

у
интегрални \исобланг.

172. Айтайлик, f(z )  функция координата бошини уз 
ичига олувчи ва содда ёпик контур у билан чегараланган 
Ос: С со.\ада голоморф булсин. Куп кийматли Ln z функ- 
циясининг ихтиёрий бир кийматли тармоги олинганда хдм

генгликнинг уринли булишини исботланг. Бу ерда г,, — 
интеграллашнинг бошланшч нуктаси.

173. Ушбу теоремани исботланг (чегараланмаган со\а 
учун Кошининг интеграл формуласи).

Фараз килайлик, D со.\а чегараланмаган сох,а булиб, 
/'(с) е о(О) булсин. Агар

lim f  (z) — А

булса, унда бундай х,ол учун Кошининг интеграл форму­
ласи куйидаги куринишга эга булади:

f(z )  функциянинг я — тартибли \осиласи учун интеграл 
формула эса (21) формула куринишига эга булади.

К у р с а т м а .  Аввал DR = D \ {! г ! > R) со\а учун Коши­
нинг интеграл формуласини куллаб, кейин R ни ~ га ин- 
тилтиринг.

174. Айтайлик, у чизик чегараланган D со\анинг чега- 
рас и булиб,/ ( z )  е  о (  C\D) булсин. Агар О е  О  булса, у ,\олда 
ушбу

Ln z clz = f(z„)~  f ( 0)
Y

формуданинг уринли эканлигини исботланг
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175. Агар D={\z\ < 1} булиб,f(z)  ва# (z) e o (D )n C (D )  
булса, у холда ушбу

'f ( z )  я £ ( г ) 1  . \ Л а \'
T  J * =  е (1). \а\>ХIni

IzM
Z-а +  az-

формуланинг уринли эканлигини исботланг.
176. Агар о = {i £ < R} булиб,/ iz) е о (D) п  С< D) булса,

JJ f( z )  dx dy
r-фМ

интегрални \исобланг.
177. Айтайлик, чегараси чекли сондаги ёпик,, булакли- 

силлик, чизикдардан иборат булган чегараланган D c C  
соха берилган булиб, f i z )  e a (D )n  С ( D ) булсин. 
А/ = rraxj/(,-)i, г куцтадан 1>со\анинг чегарасигача булганZeD 1 1
масофаии р ва D еох,а чегарасининг тулик, узунлигини L 
деб белгилаймиз. У \олда D со\ада ушбу

f u'\z) ML
2щ пл I (п = 1,2,...)

тенгсизликнинг уринли булишини исботланг.
178. Фараз килайлик, Г) = {IЖ < А*} булиб,/(г) eaiD) п  С( D) 

булсин Агар А/ maxj/(z)j булса, у \олда D еохдаа

f{n4z) MR

( л - Ы У,я+1 («

тенгсизликнинг уринли булишини исботланг.



У б о б

КДГОРЛАР

1-§ . Сонли каторлар

Б и pop

Zr Z2, Z-y .... zn, ...

комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган булсин. Бу кет­
ма-кетлик \адларидан тузил гая ушбу

••• ...

ифода цатор дейилади ва каби белгиланади:

X * »  ~г ,+с 2+ с , ( I )п=1

Бунда z,, z„... комплекс сонлар цаторнинг \адлари дейи­
лади. (I) кагор хддларидан ташкил топган

S = z t,
S2=z}+z2,

Si--Z,+Z2+... + Z„

йигиндилар каторнинг цисмий йитнд&гари дейилади.
1 - т а ъ р и ф . Агар (I) цаторнинг цисмий йигиндиларидан 

иборат {S J  кетма-кетлик яцинлашувчи булса, (I) цатор 
яцинлашувчи,

lim S п — S
П—

эса цатор йитиндиси дейилади. Акс .\олда, azap{S) яцинла- 
шувчи булмаса, (I) цатор узоцлашувчи дейилади.

Айтайлик,

Z =х +/v (х е R, у е R, п= 1, 2, ...)п ' п '  п } S  п 7 7  '
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булсин. Унда
п п п п

£=1 *=1 Лг=1 *=|

булади.

1 -т е о р е м а X v. цаторнинг яцинлашувчи булиши учун

цаторлар яцинлашувчи булиши зарур ва етарли.
Демак, математик анализ курсида урганилган кдтор- 

лар ва улар \ак,идаги маълумот ва гасдикдар комплекс

хддли цаторлар учун ,\ам уринли булади. Жумладан,

булади (кагор якинлашишининг зарурий шарти).
I - м и с о л . Ушбу

булади. Демак, берилган кдтор узокдашувчи (катор як,ин- 
лашишининг зарурий шарти бажарилмайди).

2 - м и с о л .  Ушбу

кдторни я к,и н л а ш у в ч и л и к ка текширинг. 
Бу каторнинг умумий х,ади учун

катор якинлашувчи булса,

lim z„ = О

кдторни якинлашувчиликка текширинг. 
Бу к,атор учун

cos/?+/sirm _  cosп
п

— v-U&At |  ̂ Ы1Ш
п

I sinп 
п



булал и .  Р а в ш а н к и ,

У  COS п  V  Sin п 
^  п ’ п /7=1 * =1

к,аторлар яцинлашувчи. Унда 1-теоремага кура берилган 
цатор \ам якинлашувчи булади.

3-м и с о л . Ушбу

■̂l -in + /

каторни якинлашувчиликка текширинг.
Берилган каторнинг умумий \адини куйидагича ёзиб 

оламиз:
_  j  ______J n - i ______ J n - i  . J n _  _  j  1

" - Jn  + i ( - J n+ i ) ( - J n  + i )  n + ' ,M '

Визга
oo i— oo
Y у  l
A n+I’ Я+I

каторларининг узоклашувчи булиши маълум. Унда, 1-тео- 
ремага кура, берилган катор узоклашувчи булади.

4-м и с о л .  Ушбу

cos ( in)

«“I 1

кагорни якинлашувчиликка текширинг 
Бу кагорнинг

_  cos ( in)  _  co s/ ( n+ l)
' Ч +■1 I

хддларини олиб,
i

нисбатни караймиз:
’■/м] _  cos/ (n  + l) 2" _  1 cos  /(/7+1)
;  ) - 1 cos in 2 cos in

Агар
cos in = + <?+n), cos /(я + 1) = +C’" '1)



зканини эътиборга олсак, унда z"rl учунZ-n

C«+L =  L .  g - ( " + l ) + e ' ,+l  =  I <■
п ~П , „П

булиши келиб чикдци. Кейинги тенгликдан

lim 7̂7+1 = I  е > 1

эканини топамиз. Демак, берилган катор узокдашувчи. 

М И С О Л  ВА М А С А Л А Л А Р

1. Айтайлик, z = x n+iyn {хе  R, y e  R, п =1, 2, ...) булсин. 
Унда

П— I

Каторнинг абсолют якинлашувчи булиши учун

2>„ ва £  у„
(Г-1 /1=1

каторларининг абсолют якинлашувчи булиши зарур ва 
етарли эканлигини исботланг.

2. Куйидаги шартларнинг бирортаси бажарилганда

i z „

кагорнинг абсолют якинлашишини исботланг:
1) I zj <Мр" (п>пп). Бу ерда А/<~ ва 0<р<1.

■ = р < 1.2) lim
Zn

Куйидаги мисоллардаги шартлар бажарилгандаX zn
и= I

каторнинг абсолют якинлашишини исботланг:
3. \z„\<M-n а(п>п0), а> 1, М<°°.

4. l'm п( 1 - ?л+1
Z-n

а  > 1.
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5. к„|< м — L— (п > п„), а  > 1, М < оо.
п (In П)

6. Айтайлик, X z„ цатор яцинлашувчи булиб, Re г >0,/i=i "

Lm zn> 0 булсин. У \олда X Zn ва X 4  цаторларнинг аб-
/7=1 п = 1

солют яцинлашишини исботланг.

7. Фараз цилайлик, X Z,, ва £  z] цаторлар яцинлашув-
(I--I л= I

чи булиб, Rez„>0 булсин. У хдлда XUJ2 цаторнинг яцинп= I
лашувчи эканлигини исботланг.

8. Агар X z„ цатор яцинлашувчи булиб,п=\

I arg zn\< ос < -|, я = 1, 2, ... ,

булса, у \олда берилган цаторнинг абсолют яцинлаши- 
шини исботланг.

9. Агар X Z„ цатор яцинлашувчи булиб,
п~ I

0<a<argz,<n—а, « = 1 , 2 ,  ... ,
булса, у х,олда берилган цаторнинг абсолют яцинлаши- 
шини исботланг.

Каторлар ни шартли яцинлашии!га текширишда ва бош- 
ца куп масалаларда Абель алмаштиришидан фойдаланилади. 
Интегралларни \исоблашда булаклаб интеграллаш амали 
цанчалик му\им булса, Абель алмаштириши йигиндилар 
учун шунчалик мух,имдир.

10. Ушбу формула ( А б е л ь  а л м а ш т и р и ш и  )ни ис­
ботланг:

X аА  = X sk(Ьк - ьк+1)- sm_,bm + s,,b„.
к = т  к - т

Бу ерда \< т< п, 5i= a|+fl2+...+flk (&>1), =0, ак ва Ьк лар 
ихтиёрий комплекс сонлар.
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11. Айтайлик, X агРп комплекс \адли катор берилган
п - 1

булиб, Ь >0 булсин. Бу каторнинг якинлашувчи булиши 

у ч у н  X а>: каторнинг кием и й йикиндилари чегараланган
л=I

булиши ва {b j сопл ар кетма-кетлигининг нолга монотон 
интилиши етарли эканлигини исботланг (Дирихле 
аломати).

К у р с а т м  а . Абель алмаштиришидан фойдаланинг.

12. Фараз килайлик, X я А  катор берилган булиб, b
iM

дар \акикин сонлардан иборат булсин. Бу катор якин­

лашувчи булиши учун X й/. к * “ 'р якинлашувчи ва {Ьп}
«--I

кетма-кетлик монотон ва чегараланган булиши етарли 
эканлигини исботланг (Абель аломати).

Куйидаги мисоллардаги шартлар бажарилганда

х> а

каторнинг якинлашувчи булишини исботланг.
13. lim yfnb" = 0.ос

14. Х 'М  Ь„ -  Ь,,,|1 катор якинлашувчи.

п Г S )
15 .V = У ак булса, г-/--г кетма-кетлик чегараланган.

А ■ ! ' ! " 1

16. Айтайлик, X е/. катор берилган булиб,п~1

Hm ц[\с„\ = q

булсин. Агар q< 1 булса. каторнинг абсолют якинлашувчи 
на q> 1 булса, унинг узокдашувчи булишини исботланг.
15 -952  2 -0



17. Фараз цилайлик, Х сл цатор берилган булиб,п=1

lim

ши учун

1 булсин. Каторнинг абсолют яцинлашувчи бул и-

lim п\ - 1  < - 1

тенгсизликнинг бажарилиши етарли эканлигини исбот­
ланг (Раабе аломати).

18. Айтайлик,

\с п+1 
С„

1 + Я + 0 Шп \п/

булиб, бу ерда а сони п га боглиц булмай, а<—1 булсин. У
\олда

f x
п= I

цаторнинг абсолют яцинлашишини исботланг (Гаусс ало­
мати).

Куйидаги цаторларнинг яцинлашувчи эканлигини 
курсатинг (Дирихле аломатидан фойдаланинг).

1 9 . 1

20 X (а * 2ктс, к = 0, 1, 2, . . . )
' „=1 у/п

21 У ——L l - ^  In п

Куйидаги цаторларни яцинлашувчиликка текширинг.



26. I ™ .

27. £ ^ t .  
ft - 1 "Vn

28. 1 ^ .
,,= i v«

36. £ ^ .
*=i 2

37
• Ц»=1 L

я(2-/')+1 
n(3-2/)-3/

38- i f e r f * ) '

V ‘ 129. 1 “
(!+/)"

30. I

31. I

’ s h i \ f n

in Л.
.sh i n '

33 У -- , tgi/ra

34. I

40. I (i+/)'; 
„"(M+l)2'

41. У - ~n=! (2/)"

42. V
£  (//»)"

е‘п9
1143. I

n=l

44. S i

35. I 1
! |и+(2я-1)/| 45. ! “ ■

Куйидаги цаторларнинг \ациций параметра нинг цан- 
дай цийматларида яцинлашувчи булишини аницланг:

46. I « - V
/г — !

47. £  я

49

50.

^ j» (ct +t)(cx+2)...(ct+/i) j п

у  in |1п(я2 + 1)Г

48. ! ( « ’ + U ' V *  -  О- 51. I  2 2(l + /y( lnetgJL )“
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2 -§ . Функционал цаторлар

Бирор D(DczC) тупламда аникданган и,(г), м,(г), u^z), 
..., wn(z), ... функциялар кегма-кетлиги берилган булсин. 
Бу кетма-кетликдан тузилган ушбу

Ut(z) + U2(z)+ ... +Un(z)+ ...
оо

ифода функционал цатор дейилади ва Y.un(z) каби белги-п~ I
ланади:

£  и„(г) = и|(г) + и2(г)+...+и„(г)+... (2)

Одатда

5,(г)=м|(г),
52(г)=«,(г)+г<2(<;),

5 (г )= м |(г)+м2(г)+ ... +и„(г)

йигиндилар (2) функционал каторнинг кисмий йигинди-
лари,

lim 5, (г)
Л— >оо

ни эса каторнинг йигиндиси дейилади.
2-т а ъ р и ф . Агар (2) функционал каторнинг цисмий йи- 

гиндиларидан иборат

{^(г„)} (zi)eD), /7=1, 2, ...

кетма-кетлик якинлашувчи (узоклашувчи) булса, (2) функ­
ционал катор z0 нуктада якинлашувчи (узоклашувчи) дейи­
лади.

(2) функционал каторнинг барча якинлашиш нуктала- 

ридан ташкил топган М туплам (М с  D )^un(z) функцио-
л=|

нал каторнинг якинлашиш туплами  дейилади. Каторнинг 
йигиндиси S(z) = lim S„(z)

М тупламда аникланган функциядир.
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3 - т а ъ р и ф .  Агар V е>0 олинганда \ам шундай ппс N 
топилсаки, \/ п>пп ва v  ze. М учун

I Sn(z)—S(z)\ <е
тенгсизлик бажарилса, {5, (г)} функционал кетма-кетлик 
М тупламда S(z) га гекис як,инлашади дейилади.

2-т е о р е м а (Вейерштрасс аломати). Агар

£и„(г) = u,(z) + u2(z)+...+un(z)+...
и=|

функционал цаторнинг х,ар бир х,ади М тупламда  (Л/с О

I Un(z)\ <ап (и=1, 2, 3, ...) 
тенгсизликларни цаноатлантирса ва

£ а„  = я, + а2+...+а„+...

сонли цатор якинлашувчи булса, х;олда X u„(z) функцио-
П— I

нал цатор М тупламда текис якинлашувчи булади.
5-м и с о л  . Ушбу

£  sin nz
я=1 «2

функционал каторнинг якинлашиш тупламини топинг. 
By каторнинг умумий \адини куйидагича ёзиб оламиз:

_  sin zn _  e:nT~e'nz _  е"u jz)=
п~ 2 in' 2 in'

2 in2

Агар y*0 булса, унда 
и nz ^ I
n -  2 n  :ic i '  II 2 n

булиб,
Нт|м„(г)!=

булади. Демак, - - v+ /у, ;,•?■() нукгаларда берилган функ­
ционал кпор  узоклашувчи булади.
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Агар г=0 булса, унда

\ u „ ( Z ) \ =  s m ' uП‘
булиб. берилган цатор ушбу

\  s i n  пх 

,tl >г
ца торга аила пади. Равшанки, бу цалорниш \адлари учун 

s"\/a - '• тенгснзлик уринли булиб, L  '> сонли каторH i) ' п

яцинлашувчи. Всиерштрасс аломатша кура берилган функ­
ционал цлгор

{Z& С jmr=0}
гупламла текис яцинлашувчидир. 

b-м и с о л . Ушбу
°°
X
„ 1 I -С

функционал цаторнинг яцинлашиш со.\асини гопинг.
Бу цаторнинг

„ п 7 п +1
U„(z) — j ,'J ' ~

\адлари учун
i .и+1 ,
||-г"и | I _ , I- :"\

nj z) ' ~ ' 1 1 Ц-;"4

булиб, i ;;! < I бул ганда 
lim

булади. Демак,

:‘п: |U) 
UJ-)

I 1 - 1I л: I 1
булганда берилган цатор яцинлашувчи булади.  

Агар 1 ' !  > 1 булса,

lim!;< (<)!= limM—| = lim - -1--т = 1 *  О
1 — с”| ” |_. I I

оулио, кагор узокдашувчи оулади.
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i с ! ~1 б у л г а н д а  z ~ e " f  д е й и л с а ,  у н д а

булиб,

\\-е”

кетма-кетлик узоклашувчи булади. Демак, берилган катор­
нинг якинлашиш со\аси

{z,e С: UI <1}

бирлик доирадан иборат булади.
7-м и с о л . Ушбу

оо /

функционал каторнинг гекис якинлашадиган тупламини 
топинг.

Равшанки, Ы  <1 камда I z\ >1 булганда

lim| u„(z)\= lim Л -f-co

булади. Бинобарин, бу \олда берилган функционал катор 
узокдашувчи булади.

Энди I z\ =1 булган \олни караймиз. Бу х,олда

Z=e">

булиб,

булади. Маълумки,

е ,п Ф +  е -,п ф 2|cosmp|\ со: 
' л

катор якинлашувчи. Вейерштрасс аломатига кура берил­
ган катор текис якинлашувчи.
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Шундай цилиб, берилган функционал цаторнинг 

{ г е  C :i  z.\ =1} 
айланада текис яцинлашувчи булишини гоплик.

М  И  С  О  Л  В А М  А С  А Л A J I А Р

Куйидаги функии >нат цаторларнинг берилган туплам- 

ларла абсолют яциичашишини исботланг.

S2 > Ы <
, : {■;: V и 4

53. " V ;  k  |< I  ~ 00 < су. <
n- i

5 4 .x  ■: iг !< e.

55. X --- ; z *- 2 , - 3, - 4,
n=2 (n+z) hr n

56. -  К е г < - 1.

^ J r _ 4  ; ^ - 2 ,  -4,  - 6 , . . .

......— --Л ■_______• Re - > I
*^)-(z+2n+\y K e  ^ >  2 '

59, Айтайлик, D  тупламда X  uJz )  функционал цатор
п=\

берилган булиб,

RJ z ) =  X uk(z)
к-п

цаторнинг цолдиги булсин. У  \олда берилган функционал 
цаторнинг D тупламда текис яцинлашиши учун ушбу

lim  Sup |/?„(г)| = 0
zeD

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини 
исботланг.
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Куйидаги ф у н к ц и он ал  к аг орл арн и н г  берилган  тунлам •

ларда тс кис я к и н л аш и ш и н и  курсатинг:

60. I  -V е f> ■

61. е
л=1

!|г|< р < * :.

62. X  ' : /)-{^ег>8>0}.

63. £ « ”с; 
/}= i

/>={/&;; > 5>1}.

64. £ (- 1 )"я
«=1

/>={/&* >5>0}.

65. X 2  "’c°s яг: />={| Jm  ~ < 5<!r.2}

66. X ,  1 ••
/1= 1 (n + z)

67. X  •• '' :

D= || z \ <R<*>}.

/>={! г! <R<°°}.
е'-п

« • /7= 1
D={Rez<0}.

59 у  _л^- 
Ал+г’

Z>={Rez<5<--l>.

70. X  ~ z” ') функционал каторнинг Z>={| с! <1} до-
П—!

ирада нотекис якинлашишини исботланг.
оо

71. X е каторнинг v  £>0 учун {Re^>l+e} ярим те-
п= 1

кисликда абсолют ва текис якинлашишини ва {Re^>l} 

ярим текисликда нотекис якинлашишини исботланг. 

Агар lim  o j  = 1 булса, у колда куйидаги тасдикяарни
п—

исботланг.
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72. к,атор {I с! <р< 1} гупламда текис якинлаша-
л=0

ДИ.

73. Ц апе катор {Re^>5>0} тупламда текис як,ин-
/1=0

лашади.

74. c °snz. катор {I Jmzl  <5<1п2} тупламда текис
«--.и 2

якинлашади.

75. L  . /  катор {jz |< р < m in (l, ^  )} тупламда текис
л=() Z + Z

якинлашади.

76. " катор {Re^5>0} тупламда текис якинлаша-
П-II

ди.
77. Куйидаги тасдикни исботланг: ушбу

п=0

функционал катор (Re^<0} ярим текисликда нотекис якин­

лашади; V е>0 сони учун {Rez>l+e} ярим текисликда те­

кис якинлашади, {Re^>l} ярим текисликда эса нотекис 

якинлашади.
Куйидаги функционал каторларнинг якинлашиш со\а- 

сини топинг:



86. 87. 1е'-г,"я. 88. ! “ •
я -О  я=1 я =|

3-§. Даражали каторлар

! Д а р а ж а л и к, a i о р л а р н и иг я к, и н л а ш и ш 
р а д и у о и >; а м п а я к и и л а ш и ш д о и р а с и .

Функционал цагорлар орасида уларнинг хусусий \оли 
булган

=  £■„ +  C,Z + C2Z.2+ ...+CnZ.’‘+ . . . ,  ( 3 )
/i—О

еки умумийрок,

Y,cn( z - a f  = с„ +Г,(г ~a) + c2(z-a)2+... (4)
/J —0

f  сп( z—а )"+... + cn(z—а )"+..

цаторлар (бунда е(), с,, с„ сп, ... \амда а — комплекс 
сонлар) математика ва унинг татбикдарида му\им роль 

уйнайди.
(3) ва (4) каторлар даражали цаторлар дейилади. 

Агар (4) каторда z—a~% дсйилса, у \олда (4) кагор 
с, узгарувчига нисбатан (3) куринишдаги каторга келади. 
Бинобарин, (3) куринишдаги каторларни урганиш биз 
учун етарли булади.

Одатда, с,у с с,, ... сп, ... комплекс сонлар <3> даража­
ли каторнинг коэффициентлари лейилади.

3 - г с о р е м з  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) . Агар

У с,-." = с» +ciz + c2z'’+...+c„z"+...
П- О

даражали цатор z нинг г=г0 (г0*  0 ) цийматида яцинлашувчи 
булса, у холда цагор

{ге С: I г! <1г0! }

доирада абсолют яцинлашувчи булали.
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Агар X е,,z даражали каторг нингг=г. кийматида узок,-
/7=0

лашувчи булса, у ^олда катор

{ге С: I г1 >1 г,1}

тупламда узоклашувчи булади.
Абель теоремасидан куринадики, (3) даражали катор 

учун шундай г сони (0</-<+°°) мавжуд буларканки, (3) 

кагор {ze С: I z\ <г} доирада якинлашувчи, унинг ташка - 
рисида, яъни {<:е С: I z\ >г) тупламда узокдашувчи булади. 
Бу г сон (3) даражали каторнинг якинлашиш радиусы,

U={zeC:\z\ <г)

дойра эса унинг яцинлашиш сох,аси дейилади.
(3) даражали каторнинг якинлашиш радиуси

формула ( Ко ш  и - А д а м а р  формуласи) ёрдамида топи- 
лад и.

(3) даражали катор узининг якинлашиш сох.асига те­

гишли булган ихтиёрий

{Ze Ci z\< р }, (р < Г )

ёпик доирада текис якинлашувчи булади.
Т. Д а р а ж а л и  к а т о р л а р н и н г  х о с с а л а р и .  
Бирор

j ,c nz" = сп +с,г + с2г+...+сяг''+... (6)
п=0

даражали катор берилган булиб,

U={zeC:\z\<r}

унинг якинлашиш со\аси булсин. У \олда
1) (6) каторнинг йигиндиси S(z) функция U да голо­

морф функция булади.
2) (6) каторни U да \адлаб дифференциаллаш мум- 

кин:
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3) (3) каторни хддлаб интеграллаш

ч ^кин:

Я l CnZH
О

У

I
п=О

\сХ * = 1  с .
"J гл</г;а
v

бунда, у — t/ га тегишли булган ихтиёри^

8-м и с о л. Ушбу ^иллик чизик,.

даражали каторнинг якинлашиш со^асиц

Равшанки, даражали каторнинг якин^*1 топинг. 
топиш учун унинг якинлашиш радиуси^^иш  сох,асини 

булади. Берилган каторнинг якинлаши^11 топиш лозим 

формуладан фойдаланиб топамиз: радиусини (5)

= lim  л" = 1 | |, ,

х) П" =1 I

Демак, даражали каторнинг якинлаць

п.\ \,л\ со\асиU-{ze С: I z \ <1}

бирлик доирадан иборат экан. К,атор| г1 v,

шувчи. Берилган катор сохднинг чегар^ сохдца якинла-
якинлашувчидир. 4 |г |=] да х,ам

9-м и с о  л . YjZ" каторнинг якинлаш^,

и=" 'радиуси/- =  1 га
тенг. К,атор| z\ < 1 да якинлашувчи булиб,, 
дар бир нуктасида узокдашувчидир. егара |z |=1 нинг

7П
10-мисол.  2 , каторни карайлик. ($,

"=| формулага кура
/• =  1 дир. Демак катор |г|<1 со\ада яки^

~ . ^шувчи булади. 
Чегарада ётувчи г = 1 нуктада катор ±,~ ц

"=0 Ьинишда булиб,

у узокдашувчидир. z ~— 1 нукта учун эс^ v;

Лейбниц
катори косил булиб, бу нуктада катор я к '0

ди. Демак, кагор Ы  =1 айлананинг б^Лиашувчи була-
якинлашувчи, баъзи нукталарида эса уэ^И нукталарида
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11-МИ СОЛ.  Ушбу

£ [2  + (-1 yyz"
/7=0

даражали каторнинг якинлашиш со\асини топинг.

(5) формуладан фойдаланиб берилган даражали катор­

нинг якинлашиш радиусини топамиз:

г = 1 = I = I _  I

lim  фс„\ lim  i2+(-l)"j 3
п~>°° п~>™ П—>™

Демак, каторнинг якинлашиш со\аси

t/ = {zec:U|< \}

доирада!i иборат.

12-м и с о л .  Ушбу

£ ( s i n / > 0 7

л ■-1)

даражали каторнинг якинлашиш со\асини гопинг. 
Берилган каторнинг п — коэффициента

С =sin//7 

ни куйидагича ёзиб оламиз:

С ,  =  s in  т  -  .

Унда

булиб,

булади. Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш 

радиуеи г = ~ булиб, якинлашиш со\аси >са

U = { z e C : \ z \ <

булади.
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даражали цаторнинг иигиндисини топинг.

Берилган цаторнинг якинлашиш радиуси r = 1 булиб, 

якинлашиш со\аси

U={Ze С: Ы  <1}

бирлик доирадан иборат булади. Бу каторнинг йигиндисини 

S(z) дейлик:

5(0 = п=О

Кдторни U да, яъни ze U  деб х,адлаб дифференциал- 

лаймиз:

= 1 г 2" = 1 ( г 2Г  = -гЧ .

/ \ 
00 _2л+1

1 ОО Лп+\ \
S'(Z) = У  г

п 2п+10 ) п=0 1 -г

Демак,

S ’(z) = ^

Кейинги тенгликнинг кар икки томонини интеграллаб, 

топамиз:

j  S'(z)dz = \ -Ljdz => S(z) = j  In |z 7  + c-
о о 1 г

Равшанки, 5(0)=0. Унда с =0 булади. Демак, берилган 

Каторнинг йигиндиси

булар экан.
3°. Ф у н к ц и я л а р н и  д а р а ж а л и  к а т о р л а р г а  

ё й и ш . Функцияларни даражали каторларга ёйиш катор­

лар назариясидаги мух,им масалалардан \исобланади. Бу 

масала куйидаги теорема ёрдамида \ал этилади.

239



4-т е о р е м а . Агар /(г ) функция Па С  сохада голоморф 
булса, у холда D ео\адаги ихтиёрий

U={z е С: I z-a I <r} ( V aeD)

доирада ( Uc.D) уни даражали каторга ёйиш мумкин:

формулалар ёрдамида хисобланадилар.
Одатда, (7) кагор /(г ) функциянинг а нуктадаги Т е й ­

л о р  к а т о р и  дейилади. 4-теоремада келтирилган (7) да­
ражали каторни Uда исталган марта хддлаб дифференци- 
аллаш хамда интеграшаш мумкин. Улар натижасида хосил 

булган каторлар с-охага тегишли булган ихтиёрий ёпик 
доирада текис якинлашувчи булади. Амалиётда купчилик 

масаталарни хал цилишда элементар функциялар ёйил- 
мапаридан фойдатанилади:

f(z )= ^c„(z  a)". (7)

Бу ерда сп коэффидиентлар

(й = 0, 1, 2, . . . )

7) (1 + г)“ = 1 +
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14-м и с о л . Ушбу

f(z)=ze 7

функциями а= 1 нуктада Тейлор кдторига ёйинг.

' Лввало берилган функцияни

fiz) = [1 + (г - 1)| • " 1 = [1 + (г - 1)] ел е '

куринишида ёзиб оламиз. Сунг 2) муносабатдан фойда- 
ланиб

е = У  (-1)"
п-О

булишини топамиз. Натижада

fiz) - = [1 + (г - 1 )]«? 1 У (-!)" =
л-О

л-1 4

1 + i ^ ( - 1 ) " fV Чг-1Г
п-2

булади.
15-м и с о л .  Ушбу

fiz) ■'in

функцияни а=О нукта атрофида Тейлор каторига ёйинг. 

Равшанки,

sin’ = 1 ‘'V4'’’ = \ - 2 cos2с 

Энди 4) муносабатдан фойдаланиб



булишини топамиз. Натижада

" г2"-1 ,2лт  = sin г = х (-1у
/1=1 х '

булади. Бу берилган функциянинг а - 0 нуктадаги Тейлор 
каторидир.

16-м и с о л .  Ушбу

функцияни а=О нук,та атрофида Тейлор цаторига ёйинг 
ва унинг якинлашиш радиусини топинг.

Берилган функция С\{-1} тупламда голоморф булади. 
Кдралаётган функцияни

т  - r f V ' ' ф<г)

куринишида ёзиб оламиз, бунда

I

(г+1)
ф Н = ', 2

булади. Равшанки,

- ш(1 + г)2

1)— тенгликдан фойдаланиб топамиз:

bL  = r i i )  = Z (- ^  = S ( - 1)V .
*  V /7=0 /7=0

Унда

ф(г) = _ L  = _ П ) '  = _ 
(1+г) \>+г/

(  оо Л

к -l У Z"
/

- И Н Г -  г" ] '= - ! ( - ! ) " -яг"-1

булади. Натижада берилган функция учун

f(z) = -z2i(-\ynz-' = £ ( - l ) " +l/7z"
/7=1 /7=1
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ёйилмага келамиз. Кейинги даражали катор {| < 1} да як,ин- 

лашади, {! г! > 1} да эса узокдашади. Демак, каторнинг як,ин- 
лашиш радиуси г = 1 булади.

4°.Д а р а ж а л и  к , а т о р л а р н и н г  б а ъ з и  татбик,- 

л а р и .
1) Ф араз к,илайлик, f(z ) функция бирор ае С  нукта­

нинг атрофида голоморф булсин. Агар

f(a) = О

булса, а сони f(z) функциянинг ноли дейилади. Агар

f{a)= f'{a)=r(a)= ...= f^{a)=0, О

булса, а сони f(z.) функциянинг п —- тартибли ёки п 
каррали ноли дейилади. Хусусан, п = 1 да а оддий ноль дейи­

лади.

Arap f(z)  функция r=°° да голоморф булиб,

/(°°)=О

булса, ов нуцта функция ноли дейилади. Функциянинг бун- 

дай нолининг тартиби

= / ( ' )

функциянинг г —0 нуктадаги ноли тартиби билан аникда- 

нади.
17-м и с о л . Агар f(z) функция ае С  нуктанинг атрофи­

да голоморф булиб, а сон функциянинг к — тартибли ноли

булса,

f(z)=(z  — а)*ф (Z)

булиши курсатилсин, бунда ф(z) функция а нукта атро­

фида голоморф ва ф (д)*0.
Бу масалани \ал килишда f(z)  функциянинг Тейлор 

Каторига ёйилмаси

f ( z ) = l L - ^ 1( z - a y  ( 8)
п=0

дан фойдаланамиз.
Модомики, а сони fiz) функциянинг/: - тартибли ноли 

экан, унда

/ ( f l)= / '( f l)= / " ( f l)= ..= / , t ! , (a)=0, /<*>(а)*0
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булиб, (8) тенглик ушбу

= (z- а) Л £ )  + / (> ) ь - а и
к! (Л: + 1)! U  и ) '

куринишга келади. Кейинги тенгликда

т1Л f W(a) f (k*l)(a) . , 
ф (г)-  к| + (к+])1 (z-a)+...

деб белгиласак, унда ф (z)eO{a), ф (а)*0 булиб,

f(z)=(z-a)k4 >(z)

булади.

18-м и с о л .  Агар f(z) функция аеС  нуктанинг атро­
фида голоморф булиб, ушбу

f(z)=(z  — a)ky(z)

куринишга эга булса, у х,олда а с о н / (г) функциянинг к — 
тартибли ноли булишини курсатинг, бунда <р(г) функция 
а нуктанинг атрофида голоморф ва ф(о)*0.

Равшанки, f(a )= 0. f(z )  функциянинг \осилаларини 
олиб, уларнинг а нуктадаги к,ийматларини топамиз:

f'(z)=k(z — а)^'-ф(г)+(г — а )У (г ) , / ' ( а ) = 0; 
f"(z)=k(k  — 1)(г — о)* 2 ф(г)+(г — a)k-'-k-q>'(z)+

+k(z — а)к - '-ф'(г)+(г —а)* ф"(г), / " ( а )= 0

Ш у йул билан f (k~'\a)=0 ва айни пайтда f w(a)*0 булиши 
курсатилади. Бу эса а сони f(z)  функциянинг ^-тартибли 
ноли эканини билдиради.

19-м и с о л  . Ушбу

f(z)=z4e* - 1 )

функция учун а=0 нук,та нечанчи тартибли ноль булади?

Маълумки, е функциянинг Тейлор цаторига ёйил- 
маси

ez2 = 1 + z2 + j i  + зТ+---

булади. Ш уни эътиборга олиб топамиз:
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f{z) = z2(el2 - 1 )=  r ^ l  + z2 +| r + 37+----lj =

= ^4( 1 + -fr + 3T +•--) = • ф(г),

бунда

Ф(г) = 1 + §| + V +• ■ •

Равшанки, ф ( г ) е  0{О}, ф (0)=1*0. Демак, а= 0 сон бе­
рилган функциянинг 4-тартибли ноли булар экан.

20-м и с о л .  Агар а нук,та J{z) функциянинг п — тар­

тибли, g(z) функциянинг т  —- тартибли ноли булса, а 
нук.та.Дг) giz) функциянинг нечанчи тартибли ноли була­
ди?

а нукта / (z) функциянинг п — тартибли ноли. Демак, 

Az)=iz — а)л-ф(г), ф(г)е 0{а}, ф(о)*0; 

а нукта #(г) функциянинг т  — тартибли ноли. Демак, 

g(z)=(z — a)mv|/(z), у(г)е 0{а}, \|/(а)̂ 0.

Унда

Az)g(z)=(z — a)”q>(z)(z — a)mviz)—(z —a)n+myiz)yiz)

булиб, ф(~) ч>(')б 0{а}, ф (я)у(я)*0 булади. Бу эса а нук- 
тани f(z)'g(z) функциянинг п+т — тартибли ноли були­
шини билдиради.

21-м и сол  . Ушбу

/ (*> =

функциянинг нолларини аник,ланг ва уларнинг тартиби- 
ни топинг.

Равшанки, бу функция

а,=3/, a2= —3i, а3=°°

нук,таларда нолга айланади ва

/ '(3 /> 0 ; / ' ( - 3 i>0

булганлиги сабабли 3/ ва —3/ сонлар берилган функция- 

пинг оддий ноллари булади.

Энди функциянинг а= ж  нолининг тартибини аник,- 
лаймиз. Равшанки,
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!’ +9

= ^  • 1>-1 

функциянинг сг—0 лаги нолининг тартиби. 2 га тенг.

Дсмак, с=-» ну к, га берилган функцияиинг 2-гартибли 
ноли булади.

Айтайлик, f{z) функция U={ze (7:| z—d, <>■) доирада го­
ломорф булиб,

М - max f(z)

булсин. У  \о.тдаДг) функцияиинг а нукта атрофида Тейлор 
катори

f(z) = У с п<: а)”
п О

коэффициентлари учун ушбу

|с.|<^-(и = 0, 1 , 2, . . . )  (9)

тенгсизлик уринли булади. Бу тенгсизликлар Коши тенгсиз- 
лиги дейилади.

22-м и с о л  . А гар /(г) функция С да голоморф булиб,

!,/(-> < м\ z |"'

t п>0 бутун сон) тс h i  с и зли к бажарилса, у \олда J'(z) нинг 

ларажаси т  дан юкори булмаган куи\ад булишини исбот­
ланг.

fiz) функция С  да голоморф булганлиги сабабли

м.:* Ус,,-:"
»-!)

геиглик уринли булади.
Энди империй р >0 сонни олиб, ушбу

’/,={<:£ С:\ z\ =Р }

айланани караймиз. Шартга кура ур айланада

!/(;)!< л /р
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I | Мр1  = _м_  (И = 1 2, 3, ...)
I "I ,И р п-т

Ксйинги тенгсизликдан ихтиёрий п>т учун р — да

с =0
п

булиши келиб читали. Демак,

/(г )= с0+с,г+с2г2 + ...+стГ'.

Бу теоремадан хусусий \ол т —0 учун Лиувилл теоремаси 

келиб чик,ади. Агарf(z) функцияси бутун текисликда голо­
морф булиб, \f(z)\<M булса, у узгармас функциядир: 
/(z)=const.

М И С О Л  ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги даражали цаторларнинг якинлашиш радиус- 

лари ва якинлашиш со\аларини топинг:

„ л

89. 96. X - V -
„=П „=|Sin"/J

булади. К ош и  тенгсизлигидан  фой даланиб топам из:

90. Х ( —) • 97. !,('> +Oz"■
п-Л‘п> "=»

1 /1=0

М-1Ш- »■£,*■■
9 3 . £(cos//t)z". 100. XyryZ"-

п= 0  /7=0 ( л -)

94. Х а  + О 'Г . 101.
/7=0 Я =  0

95. I X  Л  а —ихтиёрий 1 0 2 . Х г” -

\акикии сон.
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•с •103. Х[3 + (-1Г] с". 117. £[Ш(/1 ь 2)Г
/з=0 п~'’

т .  £ £  ” > 0 '

105. £»";"■  119. £ ; 7 ' " '
,1=1 Я=1

^  fj г (ки)\ г.________
106. 2 .7 7  • ‘“и- /?Тл+ l i’ ..'T/H-i-iT1'

/1=1 z Л=1

00 I v  - V /? _ 'I
107. I f ; ; Г- 1 2 1 .1 е -

108. £ 2 7 " ' .  122. 1 « !с  ""с", «  > I.
/1=0 " - 0

(с+/) _ v-' n(2+i)n -,п
109. 1 у  123. 2. , г -

7  (С-Ь-'Г ^  и-2/V"
п о . 1 »  ... 124. I — .

пгИ J л=1

111. £ ( п  + а л)г". 125. £^т-.
„=() п-=П -

1 1 2 . £ г  . 126. X е ”
,,=1) п=1

113. £(1 + i)"z"'■ 127. £ / V .
и=0

114. £ (2 г Г ’. 128. £ l > m f  )z".
я=0 я-1 '

115. £ 7 ^  I»-  i H ’f ) ' '
"=« 3+(-1)"4! ”=|

116. £ ц(а-1); , Г " --^- »зо. £-
л=0*Ь"(1 + 1/»)'

248



Агар даражали цаторнинг якинлашиш оадиуои
/j-О

R{0<R<oo) булса. у \<>лда цуй;иаги цаторларниш яцннла 
шиш ралиусдарини (Я ,) топчш:

1 ^ "  - 1} C,z"-
п- 0

138. 1 ,7ТГ: г"-
/»=0 *'*"( /7 j

оо

■ (к = 1,
Я-1)

2, 139. - IV

у  -с-*-
~  п\/7—0

- Г ~,п
140, У 2 4 {- • f  1

л-0_ ' ' j

£ « "  с,, 141 . £«"< '„(-+ о 4-
/7=1

£  С* Г ,  (А- = 1 ,2
/7=0

, ...)■ 342 v  г".^  In и "/7=2

I  П + г,'/) г17.
/7=0

143. £ с , ’ (г+2/у.
/7=0

Ъ х к, (к = 1, 2, 144. £ с 2яг’л.
/1=0

Агар Ъ а»*" ва даражали цаторларнинг якинла-
/|=п п=()

шиш радиуслари мос равишда ва г булса, у \олда куй- 
идаги цаторларнинг якинлашиш радиусларини (R) то- 
пинг:

145. £ (« ,, +b„)z”. 146. Х > А Z". 147. £ х ^ ”-
/1=1) /1=0 /1=0

Куйидаги даражали цаторларнинг йигиндиларини то- 
пинг:

148. £ ^ " ( Ы < 1 ) .  149. £ ^ ( l d < l ) .
П-\ п=\

150 . £ н ) " +,4' ( i d < D .
п~ 1
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Куйидаги каторларни якинлашиш со\асининг чегара- 
сида як,инлашувчиликка текширинг:

ш . £ ( - 1  г ^ т . 159. а ^ ч 1 1 г’ +...
п- О

/ 7 , ц я  00 _/?

152. 160. Х Л - .
яг, л „=, п,1п

153 . £4 г-  161. £
„=1 л=2"1п 2П

154- 5 - ^ -  162- Ш * - '-п=2 п= 1 V'1-/

155. 163.
П=1 П=1

рп / _  1 \я i

156. натурал сон). 164. "•
Л =  1 /7=2

“ <-\\п ■> , “  “Т-2
157. Х ^ 3- 1- 165.

"=2 л=1

158. I-S-. 166.
„=1 л л“ 1 Vn

167. Айтайлик, барча сп(п-0, 1, 2, ...)лар мусбат булиб, 

с0>с,>с2> ... ва lim e , = 0 булсин. У  х,олда
П—*оо

i c „ zn
п=0

даражали каторнинг {I d  =1} айлананинг фак,атг=1 нук,та- 
сидагина узокдашувчи булиши мумкин эканлигини, бош- 
к,а барча нукталарида эса якинлашувчи эканлигини и с­

ботланг.
168. Куйидаги тасдикнинг уринли эканлигини исбот­

ланг (Абельнинг иккинчи теоремаси):

агар X  сп цатор яцинлашеа, у х,олда ушбу 
11=0
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i i m £ c X  = £ c n ( 0 < r < l )
л-0 n=0

тенглик уринли булади,
169. Абельнинг иккинчи теоремасига тескари теорема- 

нинг уринли эмаслигини исботланг. яъни шундай узок,-

лашувчи Х с'л катор топингки, унинг учун lim У  спг" мав- 

ж уд булсин
Абельнинг иккинчи теоремаси на 148— 150-мисоллар- 

нинг ечимларидан фойдаланиб ушбу генгликларни исбот­

ланг:

170. X  — ~  - - 1n!2 sir> У ; 0  < jcpj < тс.
п = \ L !

171. £ ^ U t = i l r , c t g | ;  0 <|ф | < я .
/7=0

172. Х ^ Р =  х Р-;0< (р < 2 л -
>7=1

у  = 4 ; 0 < ф < к.
' 2w+1 4

/7=0

174 У (~ 1 )"+1 = Inf 2cos i  j; - я < <p < к.
' “  n

175. X  (-1Г 1 -s"~ & = ; - 7t < Ф < 7i.
/7=1

176. Куйидаги тасдикдарни исботланг:

00 00 ,/7

1 ) агар X й-. кагор яцинлашеа. у \олда Х т ^  катор
П= | /7=1 1 ^

{се С:| <j- 1 } тупламнинг \амма ерида якинлашади;

2 ) агар £°<> катор узокдашеа, у \олда £ 7 ”%  функци­
ям ‘_г

онал катор Х</„Г даражали каторнинг якинлашиш со.\а-
!

сида якинлашиб, унинг ташкарисида узокдашади.
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177. Х~— Ц— функционал каторнинг
/1=о (| + г )

{|г| > 0 , arg,: < 4 }

ёпик сох,ада абсолют якинлашувчи, лекин текис якинла- 
шувчи эмаслигини курсатинг.

И з о ^ . Б у  мисол шуни курсатадики, функционал 
каторнинг х,агто ёпиксо\ада абсолют якинлашувчи экан- 

лигидан \ам унинг шу со\ада текис якинлашиши келиб 
чикмайди.

178. Х 7 ,— тт» каторнинг 177-мисолдаги со\ада текис 
/,=(! (l+г )

ва абсолют якинлашувчи эканлиги ва абсолют текис якин­
лашувчи эмаслигини (яъни, абсолют кийматларидан ту- 

зилган катор текис якинлашмаслигини исботланг.)

/ п)(0 ) ни тугридан-тугри \исоблаш ёрдамида куйидаги 
формулаларнинг \/ zeC  учун уринли эканлигини исбот­

ланг:

179. е“: = £ еаЦ) ^-(Z- Zo)",Zo е С  — ихтиёрий тайин-
п

ланган нукта.

V'(2^jr- '
180. chat

я=()

п-0

182. s i n a ^ K - 1 ) " ^ ,
"2"+1 72п+1

183. cosaz= Х(-1)Я7^" ' 2”
d l

(2л)!

Куйидаги мисолларда берилган fiz) функцияни z~a 
нуктанинг атрофида Тейлор каторига ёйинг ва каторнинг 
якинлашиш радиуси R ни топинг.
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184. f iz )  - y L  a - о. |9o_ у(т) = Cos2z, a - к.

185. f iz )  = y 1- , a = 1. 191. f iz )  = y , « = '•
z +4

186. / ( z )  = J - , a = oo. 192. / ( г )  = г , а  = 2.
г"+4

187. f ( z) = e‘\ a = 0. 193./ U )  = }er d ^  a = 0.

188. / ( г )  = - iT , a = 2. 194. / (г )  = J$Jw £3d$, a = 0.

189. f ( z) = cos2г, o = l.

195. Куп кийматли f(z ) = m'z + i функциянинг V/ = ! 

шартни к,аноатлантирувчи бир цийматли тармоги; а=().

196. f(z ) = tjz , У - 8 =-2; а = -8.

197. / ( с )  = lnz; In 1 = 2л/; а = 2.

198. / ( 0  = 1пг; а  = 1.

199. Л г )  = (1 - г)<?' ; а = 0.

200. / (г )  = sin2z - 2sinz; a = 0.

201. / (г )  = ch2z; а = 0.

202. f iz )  = (b+ z)aiba = *“"’*); a = 0.

203. / (г )  = *  0); a = 0.

204. fiz)=  , ;  , a = °-
г -4г+13

205. f iz )  = In ; a = 0.

206 ./(г ) = Aretgc, ArcrtgO =  0; a =  0.

207./(г ) =  Arcshz, ArcshO =  0; a =  0.

208- f iz )  = 1п(г2 - 3z + 2); a = 0.

+1
V2

209. fU )  = ] sf d b  a = 0. 
о ъ
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210. f(z) = , : 2 ; a = I.

211 . fiz) = -2 b  -; a = L
г -2z+5

212. f(z) = ljz, ¥\ = ;V ; ' : « = 1.

213. / (г )  = sin(2?- z2)', <2 = 1.

214. / к )  = ^ ; «  = »

215. Л г ) -  —  ' п  ; 0 = 0.
(1-г )

216. fiz) = ' , ; а = 0.
( I -г )

Куйидаги мисолларда г=<з нуктанинг атрофида голо­
морф булган J{z) функция учун берилган ёйилмадан фон- 
даланиб f ik,(a) ни гопинг ва берилган каторнинг як,инла- 
шиш радиусини аникланг.

217. / ( * )  = £М 1± "0 (г _ /)"; к = 1, 5.
cosmn=U

218. f iz )  = £ ^ ± 1 ( г  + /У; А = 0, 1, 5.
я=()

219 Я  "  v in ! il± ii(2 + l)"; А 1. 3.

'+3Г

220. /<-) - 1  ' Ю.
/)-0

Куйидаги мисолларда/^) функциянинг г=0 нукта атро- 

фидаги Тейлор цаторига ёйилмасининг биринчи турпа \ади- 
ни топинг ва кдгорнинг якинлашиш радиусини аникланг.

221 . f (z )  — e :t"s\

222. /(<-) = л/siiu + l; >/Г = 1.

223./(г) = е Inf 1 t/.)

224. / ( ^ ) - sinj функциянинг (с+7)нинг даражалари

буйича Тейлор цаторига ёйилмасининг биринчи учта \ади- 
ни топинг ва цаторнинг якинлашиш радиусини аникланг.
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Куйидаги мисоллардаДг) функциянинг г=0 нук,та атро- 
фидаги Тейлор к,аторига ёйилмасининг биринчи бешта 
хддини топинг ва каторнинг якинлашиш радиусини аник,- 

ланг:

2 2 5 = 228./(г) = е''2-

226. f(z) = -Jcosz; Vi = 1. 229./fc)=e:ln(l+z).

227./(г) = (1+г)г= e dn(1+d.

Куйидаги мисолларда

a"z" 
п\l a "z"

/7=0

ёйилмадан фойдаланиб, ушбу тенгликларни исботланг: 

230. cosVz = Х(-1)" (£)Т-
л=0

Ап

e; + 2e~2cos^ | =  Х ( § _
J/i

Куйидаги мисолларда {I d  <1} бирлик доирада уринли 

булган

1 *  л=0

ёйилмадан фойдаланиб, ушбу тенгликларни исботланг:



239. j j J - ,  - i M M J M , -  2, ...).

Куйидаги мисоллардаги рационал функцияларни г=0 
нуцга атрофида Тейлор цаторига ёйинг.

240. /<:> = 243. f (z )  = — ■ ф ;41.

241. / '(г )-  ,2:: г- 24 4 ./ ( г ) = - т  ■'
■г -5с+6 (г +1)(г-1)

242. / (г )  = , ' 2 . 245. Л г ) =  • ! 2
(г‘ + 1)(г -4) (г -1) U~+4)

Баъзи бир хрлларда унинг сурат ва мах.ражини мос 

купайтувчига купайтириш ёрламида соддалаштириш мум­
кин.

__  1
+ z+z“ ............. (Т + г)(!+г^)(1 + гч )

247. A z)  = Г : 1 ■ 249. Л ^)  = 4— 1 у т-
4 ;  -2г + 1 ( l- z  ) ( 1+г + г +г )

Курсаткичли ва григонометрик функцияларнинг ком- 

бинациясидан иборат булган функцияни Тейлор цаторига 
ёйишда функцияни фацат курсаткичли функцияларнинг 

комбинацияси шаклида тасвирлаб олиш яхши натижа бе- 
ради.

250../й) =  cos1 г. 253.ftz) =  e-sine

251. fiz) =  sin4z+cos4z. 254. Аг) =  chrcos ’ .

252.fiz) =  cos2z+ch2z.

Куйидаги (i + ~)‘l функциянинг Тейлор цаторига ёйил- 

масидан фойдаланиб, ушбу тенгликларни исботланг:



257..„(< + 1/ r T ? h i ( - i r ? W
(2 я)! z2"+l 

22"(n[)2 2л+1 ’

Куйидаги мисоллардаги тенгликларни исботланг:

Куйидаги мисолларда fiz) функциянинг г=0 нукта ат- 
рофидаги Тейлор каторига ёйилмасининг биринчи учта 

нолдан фаркди хддини топинг.
К у р с а т м а .  Номаълум коэффициентларусулидан фой- 

даланинг.

муносабатни каноатлантиришини исботланг. сп коэффи- 

циентларни ва каторнинг якинлашиш радиусини топинг.

260. arctgz = £  (-1)" ^ ; (И <
п=0

263. f(z)  - ]n(f+Z) • 266. f iz )  = ~ ^
arcsiiu

____ z
264. f(z) =  tgz. 267. f iz )  =

268.f(z) — gzcosz

269. Ушбу

17-952 257



Э с л а т м а .  сп сонларга Фибоначчи сонлари деб ата- 
лади.

Куйидаги мисолларда г=0 нуктанинг бирор атрофида 
голоморф булган ва берилган тенглама \амда шартларни 
каноатлантирувчиД^) функцияни г=0 нук,тада Тейлор к,а- 
торига ёйинг:

270./Чг)=Л^);Л0)=1.
271.(1+г2)/'(г)=1;Л0)=0.

2 7 2 ./ " (г )+ ^ )= 0 ; / '(0 )= 1 ,/ '(0 )= 0 .

273 ./"(г )+ а2Л г )= 0 ;/Ч 0 ).= 0 ,/ '(0 )= 1 .
274. (1 -zi)f''(z)- zf ' '( z)=0-/ '( 0 )= 0 ,/ '(0 )=  1.

275./"(*)+ {/(г)+Лг)=0;Л0)=1,/'(0)=0.

276. (1 —z2)f"(z)—5zf'(z)—4f(z)=0,j(0)=  1, / ,(0)=0.

277 / U )  = -}cs™  функциянинг
л/l-г

(1—Z 1)f iz )—zf(z)=\\ /(0 )= 0 ,

дифференциал тенгламани каноатлантиришидан фойда­
ланиб,

arcsin; _  у  ( i \п (2л)" , 2л+1 
7 Г 7  Ы  (2л+1)!!

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг.

* * *

Г о л о м о р ф  ф у н к ц и я н и н г  н о л л а р и

Куйидаги мисолларда берилган Л  г) функциянинг z=a 
нуктадаги нолин.инг таргибини аник/танг:

278. Лг)-8нк+35т2г; а-кп, к=0, ±1, ±2, ...

279. f ( Z) = sin(<: - l)cos3 |-г; а = I

280.Л^)= 6 sin?.1+c1(c<’—6); а=0.

281. Л<г)=^шс— а=0.
282-Л">= 2(сЬ^— 1) — г2; о=0.

283. f iz )  = S1"c ; а = кл, к = ±1, ±2, ...

284. Л  г) =zsiiu — 71; а=0.

285.Лг)=1п(1+г)-~г + у ; о=0.

286. / ( г )  = V T T ^ - 1; VI = 1; 0 = 0 .
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287. fiz)=c2i-  esm2;; a=0.
Агар z=a нуцга fiz) функция учун n — тартибли, g(’ ) 

функция учун /и —- тартибли ноль булса, у \олда 7=а нуцта 

куйидаги функциялар учун цандай нукта булади?

288.f(z)+g(zJ- 290 .f'(zygiz).

289. j (fy  29\.f 2(z)-g\z).

292. cflz)+c2g<z); с, ва с,лар узгармас сонлар.

Куйидаги мисолларда fiz) функциянинг барча нолла- 

рини топинг ва уларминг тартибини апикданг.

293.fiz)=z2+9.

294. /{;')=sinc — 1.
з

295. f(z) = -j Z
У  + COS z

29b. f(z)=?+4r-
297. f{z)=-^mz 
29S.fiz)=z:smz-
299. fiz)=\ -СП-.

300./сЬ-Чг+я-'К i •').

3 0 M z )= J  +-COS-

302.. Д 0=1 г

303. f( Z) = : ■ ••' C—sine

304../(;;)-(c+ i)Vnc

305. / (c )= (c 4 nsHbz.

306. fiz) • sb>: •

307. / u )  = !bsh;:r .

308../k) =co>/

3

309. / ( с )  “ г
1 + z-c

^ + „  /* /-*\ _  (1-COS20
310. / U > - — i h i —

311.Лг)=(?-’ - ^ ) ln ( l- z ) .

312.Дс)=ссо*:с.

313 ./c )= (c ;,+ 2 z H )(e - l) .

314.Лг)=к: HVtgc.
315. /(г)=(1— е“')(г2—4)1.

316. fiz)=\ - cos-

317. Я .0 .

318. /(- ) =■■ 1 Vе' ■

319.

320.y(c) >in '.

321. / (c )  = • ■

322./c)-sinc3.

323./(~)= cos’z-

324. f(z.)-( -h - 2 ) ''.

325. / (c)  -- (1 - /2  - 2cosc] -
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Я г о н а л и к г с о р е м а с и

326. Куйидаги тасдицни исботланг (я гопали к теорема- 
си): Айтайлик, f(z) ва g(z) функциялар DcC соуада голо­
морф булиб, камида битта тмит нуцтага эга булган Ес !) 
тупламда f(z)—g(z) булсин. У j\олда барча zeD лар учун 
f(z)^g(z) булади.

Хак,ик,ий анализдаги маьлум формула лар ва ягоналик 
теоремасидан фойдаланиб, куйидаги формулаларнинг 
комплекс узгаруьчиларниш ихтиёрий к,иймаглари учун 
уринли эканлигини исботланг:

327. sin2e+cos-e=I.

328. ei~7:=c:re~’.
329. sin2e=2sine cose.

330. ch2e=ch2e+sh2e.

331. sin (e,+e,) "sine, cose, H'ose,, sine,.
332. сh (e, + e,)=che, • che2+she, - she,.

333. cos(e, +>.,) -cose,• cose,—si n e'- si n e,.

334. cose, +cos-,; 2cos ^ cos --j— •

335. she,+she3=2sli • ch .

336. cose = c тенглик ёрдамида аникданган cose

функция OXукдца cos.v функцияси билан устма-уст гуша- 

диган ва комплекс текислик С  да голоморф булган ягона 

функция эканлигини исботланг.

337. sine = е 2,Р тенглик ёрдамида аникданадиган sine

функция ОХукдда sinx функцияси билан устма-уст тушадиган 

ва Сда голоморф булган ягона функция булишини курсатинг.
/ \ п

338. с : = lim jl + ч  тенглик ёрдамида аникданадиган е

функция ОХукида е' функцияси билан устма-усг тушади­

ган ва С  да голоморф булган ягона функция эканлигини 
исботланг.

339. / ( е) = sin [ функция О  нук^ага интилувчи чексиз куп

сондаги Zk = kn' * = -....... нукдаларда 0 га айланади, ле­

ки нДе) Ф 0. Бу факт ягоналик теоремасига зид эмасми?
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340. f iz )  - sin |1, функция r= l нуктага интилувчи чек-

си i куп сондаги нуцталарла нолга интилади, лекин 

fiz) ^  const. Бу факт ягоналик теоремасига зид эмасми?

341. Комплекс те кисли к Сда голоморф ва узгармасдан 

фаркчи булган функция нолларининг кетма-кетлиги ли­

мит нуктага эга булиши мумкинми?

с-"'О нуктада голоморф булган ва с -- - 1, 2, . )

нук.таларла куйидаги мисоллардаги цийматларни кабул 
киладиган fiz) функция мавжудми?

342. 0, 1, 0, 1 , 0 ,  ! ........0,  1............

343.0, L . 0 ,  ' , , 0 ,  > .......  0,

-ХАЛ I 1 i I 1 > I I2 . , 4 . 4  , 6  • 6 .............. 2к ' 2к .........

.345.
С 1 2 3 -1 5 6 п

4 - 5 ’ 6 ’ 7 ..........  n i l

С=0 нуктада голоморф булган вз «=  1, 2.........лар учун

куйидаги мисолларда! и шартларни каноатлантирувчи/(г) 
функция мавжудми?

346. / ( , ' )  = / (-  ',) = • 353. / ( я1) = / (-  1 )=2л+1-

347. /(,':) = / ( - ' ) = , ) ■ 354. /('„)= е 'п.

348. /(;,) = sin f 355. / ( } )  < е  " .

349. / ( » )  = I cos/гл. 356. 2 " < / ( !,}  < 2 '“ ''.

350. /(/ :)  = 2th 1 ' 357. л : < : / ( ’ ) <2/1 \

351-. / ( ' ) 358. / ( ' ) - Ж ’ < }  ■

352.

Куйидаги мисоллардаги я„(л=2, 3, ...) лар учун {1 z 1 <

бирлик доирада голоморф булган ва / ( ' , )  = ап шартларни

каноатлантирувчи fiz) функция мавжудми?
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359. а =(--1)".

" п

361. а„ =

362. а2к = а 1к+1 = • к = 1, 2, ...

{! z—-ll <2} доирада голоморф булган ва куйидаги ми­

соллардаги шартларни каноатлантирувчи (л= 1, 2, 3, ...) 
fiz) функция мавжуд булса, шу функцияни топинг.

363. /1 1 i ) : I

364../•,"!) j , . , .

365. ./ьд ,1-л й !

366. /( ] . ' !).” .■' \п+\ / п+1

367. Ф араз килайлик, fiz) функция D со.\анинг ёпити 

Г) да голоморф булсин. Ихтиёрий тайинланган а сони учун

fiz ) ;= а

тснгламанинг чекли сондаги ечимларигина D со^ада ёти- 
шпни исботланг

368. Айтайлик. /(,-) ва g(z) функциялар D со,\ада голо­
морф  булиб, ш> со.\ада ушбу

F'(z) -P(z, Fiz))

дифференциал тенгламани каноатлантирсин. Бу ерда P(z, 
tv) — уз узгарувчиларига нисбатан куп\ал. Агар б и р о р ^ е .0  

нуктада fizll)=g(z.,) тенглик бажарилса, у \олда. D со\ада

Az) = g{z)

булишини исботланг.

369. Ф араз килайлик, fiz) eagU) функциялар D сохдда 
голоморф булиб, шу со\ада ушбу

F-”>(z)=P(z, F, F :....... Fm U)

дифференциал тенгламани каноатлантирсин. Бу ерда Р — 
уз узгарувчиларига нисбатан куп\ад. Агар б и р о р ^ е  D учун

AZo)=g(Zo)> / ‘( s , ) ^ ^ ) ,  .... / (т 'Ч ^ ^ - 'Ч г о )
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тенгликлар бажарилса, у \олда fiz.)=g(z) булишини исбот­
ланг.

370. fiz)=fi2z) функционал тенглама е=0 нуктада голо­
морф ва узгармасдан фаркди булган ечимга эга булиши 

мумкин эмаслигини исботланг.

371. Айтайлик, даврий fiz) функция г=°° нукдани уз 

ичида сакдовчи бирорта D со\ада голоморф булсин. У \олда 
D да /(^)^const эканлигини исботланг.

К о ш и т е нI с и з  л и к л а р и в а м о л у лн и н г 

м а к с и м у м п р и н ц и и и

Айтайлик, {! cl <R) доирада fiz) функция ушбу 

f iz )  \c.,z”
п -о

каторга ёйилган булсин. Куйидаги тасдикдарни исботланг.

372. Ихтиёрий К  R учун

' I / <«""■') с!ц> = £| ся| >
~К I) п --(>

гснглик уринли.
373. Маълумки, Коши тенгсизликларига асосан , агар

max|/(zt = M(r) (г < R)

булса, у \олда

If | < М1П, п = 1, 2, ...
I п! г"

тенгсизликлар уринли булар эди. Агар бу Коши тенгсиз-

Г •• If I -  М(Г)ликларининг бирортаси тенгликка аиланса, яъни |Ч| _

булса, у \олла берилган функция ушбу

fl.z)=ckzk

куриниипа эга булади.
К у р с ат м а . 372-мисолдаги тенгликдан келиб чикдди-

ган

У\с„(г" <[A /(r)f
/7=0

тенгсизликдан фойдаланинг.
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374. Агар р берилган цаторнинг якинлашиш радиуси- 
дан катта булмаган ихтиёрий сон булиб,

М = М (р) = гпах|/(с)|
1 Ф р  1 1

булса, у х,олда нуцтадан f(z) функциянинг энг яцин 

нолигача булган масофа

. Нсо|
М +!с0|

дан кичик эмас.
К у р с а т м а .  (1/^)—с] <| с01 } сохдда Д~) функция нолга 

тенг эмаслигини курсатио, Коши тенгсизликларидан фой- 
даланган \олда !_/(’ ) — сп|ни ба\оланг.

375. / ( с )  = X c"z" Функция {I d </'} да голоморф булсин.
/7-0

Ушбу

Ф ( г ) = £ ^ "
я=0

цаторнинг бутун комплекс текислик С да яцинлашувчи ва 
унинг йикиндиси УЧУН куйидаги

|ф(г)| < Me' ва |фШ(с)| < j j ег (Л/ — узгармас)

тенгсизликларнингУринли булишини курсатинг.

376. Ихтиёрий

/>„(г)^,+с,с+...+с„г (с*0 , п>\)

купхдд \еч булмаганда битта нолга эга эканлигини исбот­
ланг (алгебранинг асосий теоремаси).

377. Куйидаги тасдикни исботланг: агар f iz )  функция 
Da С  сохдца голоморф булиб, унинг модули I /| бирорта 

ички г, с D нуктада (локал) максимумга эриш са, у \олда 
/(c)=const булади (модулнинг максимум принципи).

378. Агар/(г)с:0(Д)п Д ^ )  булса, у \олда]/| максимумга 
факат со\анинг чегараси дП да эришишини исботланг.

379. АгарЛг)е O.D) ва v  се D у ч у н Д ^ О  булса, у \олда 

! / ( ’ )! нинг D сох,анинг ичида минимумга эришиши мум­
кин эмаслигини исбмланг.
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380. 379-мисолдаги/(£)*() шарт олиб ташланса, у \олда 
мисолдаги тасдик, тугри буладими?

381. Айтайлик,/ ( ^ c o n s t  ва.Дг)е 0(D) булиб, {|Дг)1 =с} 
чизик, билан чегараланган со\а ва чизик,нинг узи /)со\ада 

тулик, ётсин. У \олда {|Л^)1 =с) чизик, билан чегараланган 

сохрани hi ичидаДг) функциянинг камида битта ноли ёти- 
шини исботланг.

382. Агар P(z) — п — тартибли купх,ад булса, {I Жг)| =с} 
лемнискатанинг п тадан куп булмаган богламли компо- 

ненталарга ажралиши мумкинлигини исботланг.
383. Куйидаги гасдик,ни исботланг: агар j(z) функция 

U={\ Ж <1} доирада голоморф булиб, Д0)=0 ва \/ ze (J учун

I./(,')! <1 булса, у \олда v  ге U учун

1Дг) I <1 d

тенгсизлик уринли булади. Агар бирорта z ф 0 на г е U пук, 

тала i/(~)l =1 d  булса, у \олда U нинг \амма ерида|/(гН  z I . 
яъни/и)=е"г (а  — чак,ик,ий сон ) булади (Ш варц  леммаси).

384. Агар J(z) функция t / = { l d< I }  доирада голоморф 
булиб, v  Z& U учун |.Д;:)<1 ва.Да)=0 (I а\ <1) булса, у \олда

V U учун ушбу

тенгсизликнинг уринли булишини исботланг.

К у р с а т м а .  <p(z) = ~ ^ f ( z )  ёрдамчи функцияни

к,аранг.
385. АгарДг)е 0(D)nC(D) ва/=  const булиб, ljU)l ft=const 

булса, у х,олда f[z) функциянигй D сохдца камида битта 

нолга эга булишини исботланг.

386. Айтайлик, f(z)e 0{\ z\ < Я} булиб, / (0 )  =  0 ва

V <:& {I d  <R) учун \j(Z)\ < М булсин. У \олда

/4 0 )  < f  

булишини ва бу тенгсизлик

f(z )=  Me'9 \

булгандагина тенглик ка айланишини исботланг.
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387. Ф араз килайлик, f i z )  функция {Id  <R) доирада 
голоморф булиб, уша ерда I f(z)\<M ва Да)=0 (| а\ <R) 
булсин. У \олда куйидаги

\f(z)\<M ^ 4 ( ! с < л )
j А  — U Л

f'(a) < UR.
R -\(t

тенгсизликларнипг уринли булишини исботланг.

388. f(z) функция [Ree < 4 } йулакда голоморф ва

/(0)=0 булиб, шу йулакда !Лс)1<! тснгсизликни каноат­
лантирсин. У \олда шу йулакда

l / t d  < tgc

те 11 гс и зл и кн и н г бажарил ишин и исботлан г.

389. fiz) функция {Rec>0} ярим текисликда голоморф 
ва чегараланган булсин. Агар Jiz) функция шу ярим те­

кисликда ётувчи {г„}, с , к е т м а - к е т л и к  нукталарида

нолга айланса. у .\олда ёки flz)=0 булишини, ёки X  ~~
п -1 <‘п

Каторнинг якинлашишини исботланг.

390. f(z) функция {! z\ <R} доирада голоморф ва чега­
раланган булиб, шу доирада ётувчи {zr} кетма-кетлик нук­

таларида нолга айлансин. У хрлда ё /(с) = 0 булиши, ёки

Х ( ^ ’ ~ Ы ) каторнинг якинлашувчи булишини исботланг.
/7-1

К у р с а т м а . 387-мисолдан фойдатанинг.
391. f{z) функция D со.\ада голоморф булиб,

in f ! / (с)! = м > О
zsD'

булсин. У \олда ё /(г)=це,ф, ёки D со\анинг \ар бир ички 
нуктасида |/(с)1 >ц булишини исботланг.

392. Айтайлик,i>{z)—n- rapiноли куп^адва M i r )  = та\|/,(с)!
И г

булсин. У \олда ()</•,<г, лар учун
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M(t\) > M(r2)
n n

r\ >2

тенгсизликнинг уринли булишини ва бу тенгсизлик 

P(z):=azn булганлагина бирорга гг г2 жуфтлик учун тенг- 

ликка айланишини исботланг.
393. Ф араз к,илайлик, fiz)e 0(D)r\C(D) булиб, 1Дг)!Л)= 

= const булсин. Агар D m fiz) ? const булса, у \олда D сох,а 
нинг камида битта нукгасида fiz) функция нолга тенг 

булишини исботланг.

каби белгиланади. Бунда ...,с с ,,, ...с0, с,......сп, .. ком­
плекс сонлар Лоран к,аторининг'коэффициентлари, а эса 

бирор комплекс сон.

Лоран кдтори

каторлар йигиндиси сифатида ифодаланали. (10) каторга 

Лоран цаторининг myipu цисми, (1 !) га эса бош цисми
дейилади.

(10) даражали каторнинг якинлашиш радиуси

4-§. Лоран катори

Ушбу

+ £.-||+г1(г— a) + c1(z-ay-^ ... rcn(z--а}"+ ... 

и фола Лоран катори дейилади ва

ПО)

ва

(П)

R =
( 12)lim  'j\cn

П—t™ * ’

формула ёрдамида топилиб, унинг якинлашиш сох,аси, 

{се C : \ z - булади.
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(11) каторнинг Я Ч ,„ЛМ|11Ш рмиуси

/ Ы  (13)
r '  lim

формула ёрдамила топилали
иа Унинг якинлашиш со\аси

булади. Берилган Лоран  катпг
иРиццн[ якинлашиш со.\аси

{zf С: \z—а\ </?}П{ге С: | ^  I, , ,
- 0 • -M H zt Cr<\ z—a \<R}

тупламда н (\алкалан) ибопат г

5 - т е о р е м а  Aiapf(z)dtvu ^'1ади- > ,
(халцада) голоморф булса V ,4** U=(r<\z~a \<R} cojfada 
ёйилади: ' w-v *алцада Лорин цаторига

«Г- (М )

Каторнинг коэффициент,,.т
■'мари ушбу

{■ —_L ; /(<:) ,
" 2л/j. I- ,.<7-аГ г^  <« = 0; ±1; ±2, . . . ) (15)

формулалар ёрдамида ю ц ил., ,

Агар д/ = тах|/(г)| Лесцк ;,Г ,' < .
|;-а|=р 1 ’ -'оран катори (14) нинг

коэффициен глари учун

\с I < м . ,
* р " ±1; ±2,...) (16)

ген геи зли к уринли булади. C W „  , l,
лари дейилади. Да <16) Коши тенгсизлик-

Лоран каторини якинлаш,,,, 
ренциаллаш ео\асида ,\аллаб диффе-

шунингдек \адлаб интеграллац]

I lc „ (z- a Y dz
t\ c„(z-a)ndz

мумкин.
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23-м и с о л .  Ушбу

Лоран к,аторининг якинлашиш нукдалари тупламини то- 

пинг.
Равшанки,

°° _ Л П п

у = у _£_+ у  _ i—.
„ _ 3 "  + 1 " i3 "  + l яГпЗ" + 1

Бу тенгсизликнинг унг томонидаги \ар бир каторнинг 

якинлашиш радиуси \амда якинлашиш со\асини топамиз:

(12) формуладан фойдаланиб X~,у г даражали кагор-
л=0 * + '

нинг якинлашиш радиуси

якинлашиш доираси эса { l d < 3}  булишини топамиз. Бу 
каторнинг умумий ха ли учун {| z\ =3} да

булганидан, унинг { UI =3} да узокдашувчи эканлиги ке- 

либ чикали.

Энди

каторни

R = =■ = 3

lim — — = 1 * 0
зя+|

катор { I w I < 1} да, (17) катор эса

да якинлашувчи булади.

269



Берилган Лоран каторининг якинлашиш нукталаридан 
ибораI гуплам

{ I z\<3}П{ id  >1}={1<Ы <3}

\алкалан иборат булар экан.

24 м и с о л . Ушбу

Лоран каторининг якинлашиш нукгалари тупламини то­
пинг.

Бу каторнинг коэффициентлари

с — —I— с = — !—  = —!_п 2 1 " / ч2 2 I
/Г +1 (-”)+• ,г + !

булиб, (12) на (13) формул.парга кура

R= 1. г =  1

булади. Бу \олда берилган Лоран каторининг якинлашиш 

со.\асн {/< | с! <R) туплам — буш туплам булади. j :! = 1 да

,  _ 1 .
/г+lj п~ г!

булганлиги сабабли

Кагор якинлашувчи (абсолют якинлашувчи) булади.

Шундай килиб, берилган Лоран каторининг якинла- 

шиш нукталаридан иборат туплам { I cl — 1} айлана булади.
25-м и с о л  Ушбу

у  <min .|_у lz îY!_ 
t ^ A z - i f  r.\

Лоран каторининг якинлашиш сохасинн топинг.
Аввало Лоран каюрининг ту.фи кис ми

ни караймт. Б\ даражали каторнинг якинлашиш радиуси
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булиб. якинлашиш со.\аси { I / | < ^ }  булади. 

Энди берилган каторнинг бош кисми

I
“ |(г-1Г

ни караймиз. Ь> катор учун

с „ = sin in = .... =

булиб,

г = lim  ! ĵc Hj = е

булади. Демак, каторнинг якинлашиш сохдси { | z—i \ ><*}. 
Шундай килиб берилган Лоран каторининг якинлашиш 

со\аси {е< | /| <-»} булар экан.
26-м и с о л . Ушбу

f(z ) = I
(г-1)<г-2>

функцияни {ze С: | < | ~ | <2} да Лоран каторига ёйинг.
Равшанки, берилган функция V={ze С: | < Ы < 2 }  \ал- 

када голомор(|). Бинобарин, уни Лоран каторига ёйиш мум- 

кип булади.

Аввало fiz) функцияни

/ О  ....L--- = Л ______L
•/ U J  (с- I ) ( с —2) г-2 г-1

куринишида ёзиб оламиз. Сунг бу тенгликниш унг томп- 
нилаги функцияларнинг \ар бирини каторга ёйамиз:

I = - i
1-U

Бу кагор { Ы  <2} да якинлашади.

1___L I______ i  у  J____ у _ 1_____ у J __у
-_| — т ' | 1 ~ l in ~ 7/?+1 7П ’

1 ; я=° z n = 0Z П = \ П--\

Бу катор зса { Ы  >1} да якинлашади.



f(z) = - I z "-Z ^T
п=-1 П=0^

каторга ёйилиб, у {1<Ы<2}  да яцинлашувчи булади.
27-м и с о л .  Ушбу

f(z ) = z V

функцияни К={0< Ы  <°°} \алцадагнингдаражалари буйича 
Лоран цаторига ёйинг.

i
3-§ да келтирилган (2) формуладан фойдаланиб е1 функ­

цияни цаторга ёйамиз:

< 1 1  1 1  1 1 ^

Натижада берилган функция

= у  J - f i f  = \ + ± . l  + ± .±  + ± .±
1! г 2! г2 + з ! гз

Бу цатор {| z\ >0} да яцинлашувчи булади. Ш уни эътиборга 
олиб топамиз:

f(z) = zV z = г3 (1 + ]Т 7  + ут • тт + JT з  +...+
I . ± J • Z.

I I .  Ч -3 . -2 . z . 1 . V- г~”
+ ...)-  Z3, + z2 + 2 + 6 + %̂ (л+3)!

Бу берилган функция z нинг даражалари буйича ёйилма- 
сидир.

М И С О Л  ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги мисолларда Лоран  цаторининг яцинлашиш 
нуцталари тупламини топинг.



398.- Т ( Ь  + *!„<-'>■ 4(Й?1 

3 9 9 . S ^ + S ^ F .
n = l U + 2 / )  л=о о

400. X, + £ (1  + in)(z -2 + /)".
л=| п (Z-2 + I) п=0

401. Х ^  + ЁтЬ-.
Я=1 г „=о̂

402. t ^  + i ^ r .
п=1 л ^  /1=1 ^ 2

403. - тту + Х(-1)”(с - О".
* л=О

404. £- L  + £ (§ ) " .
Я=1 г п=о' ^

405. X ^ ^ - i r  + X f ^ U - i r .
л=-1 »=0’ ^

406. X («  + 2)/"+lU - 0 ”.
л=-1

407. Х 2 "ИГ .
П = -ос

+°° ( 7  -  1

408. X  ^ м '  «>«•

409. Х (2 ”"3 +1 r '(z - a )2n

410. i 2 - n\ z  + l )n.
п=-°°

+ос 2 з
411. Х2-” г" .

412. X 2 V .
П=-оо
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413. Ф араз  килайлик, £  c „ ( Z - a ) "  Л оран  кагор и
п=- оо

{r< | z—a | <Л} ёпик, \алк,ада якинлашсин. Бу кдторнинг ко- 
эффициентлари учун ушбу

+ (я  =  0, ±1, ±2, ...)

тенгсизликларнинг уринли булишини исботланг. Бу ерда 
М — п га боглик, булмаган бирорта узгармас сон.

414. Айтайлик, ’L a r(z-a)"  ва 1,bn(z-aY  Л оран
п = - оо п = - оо

каторлари {r< U —а \ <R} \алкада мос равшида /(- ) ва g(z) 
йигиндиларга эга булсин. У \олда

+ °° ^ +оо

X c j z -а)" , бу ерда с„ = £ а кЬ„_к.

Лоран кдгорп уша \алк;ада fiz)'g(z) йигиндига эга були­
шини исботланг.

415. Куйидаги теоремани исботланг (функциянинг Л о ­
ран кдторига ёйилмасининг ягоналиги \ак,ида):

Айтайлик:

0={г.< \ z~~a | </?,} ва (?={/•,< U —я|</?2} 

булиб, ур={ | г—а | =p}c:Z) ва у с С  булсин. Агар

f (z )=  T a ./z- a )"  ва S(z) = lLb„(z-a)"
П = -оо П--̂>

Лоран к^аторлари мос равишда D ва G ,\алк,аларда як,ин- 
лашса ,\амда

/Ц )1У =£(г)|
Ф ГР

булса. у \олда бу цаторларнинг коэффициентлари бир- 
бирига айнан тенг булади:

а =Ь (п—0, ±1, ±2,...),п п \ 1 ■> i / i

яъни каторлар устма-уст тушади.
Куйидаги мисолларда/(~) функцияни курсатилган \ал- 

када ёки курсатилган z ~ z 0 нуктанинг атрофида Лоран 
каторига ёйинг. Кейинги ,\олда к,аторнинг якинлашиш со- 
хдсини топинг:
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416. /(< ) = ~ 2 ; s,=0 '

417. f(z) = T” 2 ;

418. Я г )  = -(7J “ F ; (a * 0 ,  A — натурал сон ); г0 =  0.

419. Я г )  = (__‘а)Т ' (а *  0, /с — натурал сон); г0 =

420. nz) = ^ ;  ^  =  0.

421. Я  с) = ; ^ = 1 .

422. •'<::) г̂  =  ~.

423. Я Z) - 7ГЛкТ-:Т: f/={0< ! d  < 1}■

424. Я г )  - ; F={2< | г I <«}.

425. А ;)  - • K-{0 < !d < l} .

426. Я  ■) ^ г ],т • K={2< | г-1 I < «}■

427. Я г )  = .. у ,-  ^ = 1 .

428. Я г )  = -т-*-^; r,-2/.

4 2 9 .Я г > - 7Д т :

430. Яг)-= 4 + | ;

431- Л  г) = S!f  -; ?fi=  0

432. Я г )  = г4 cos ; го=  0.

433. / ( г )  = ■ '. ! : r „ -0 .

434. Я.г) = 1 т Г “ ; —  0.

435. / ( г )  = - 11: 1 ; г г  о.
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436. f iz )  = (7Г2У(7Гз7  ; V={2< \z I <3}.

437. fiz )  = , 7 7 ; K ={0<k !< l} .

438. Л г )  - : K={1< ! 2! <3}.

439. Л с )  = K={0< | г—/1 <2}.

440. J (z) = -j—} ■; У={2< | г— 1 i < ь»}.

441. fiz) = y '' V  "•

442. fiz) = - j ; ;; 0.

443. Л г )  = -:^ р ;  ^ = 0 .

444. fiz) - 5 = 0 .

445. fiz) = 1 5 ‘-; 0.

446. = K={ l< l d<2} .

447. fiz) = ^=<1<UI<2}.

448. Л г )  = 8 ; K={1< j z+2 | <4}.

449. Л г )  = ‘(ТГГ47  ’ K={4< I £+2 i <»).

450. Л г )  = 2 ; V={0< I г-2 | < 1}.

451. f(z) = ~ r~\  V={2< I z \ <“ }■
Z + <.—L

452- / ( i ) = u : r , f e , ; и-{1<1г1<2>.

453- f u )  ‘  i T T T f e ?  " Ч ' < Ы < 2 ( .

454. f ( z )  = z2e':. K={0<UI<oo}.

276



455. f (z )  = sin ; V~ {0< j г ! <-}.

456. f(z) - - мп| 0.

457. /(.-> - 'Г', r, !

458. / ( г) = 2 sin2 г + cos j . r = o.

459. / (г )  = “ , +cos^-. o.

460. / (v) = г cos ■ z.=: - 2 ■

461. / ( ' »  = г2 sin -4y; 1.

46 2 . / и ^ 7 т ^ ;  i.

463- л ' | = ; й т й п ;

4 6 4 ./< Z) = ^ ^ ;  V=[\< i d  < 2).

465. />•■'!“ ^5717 ; V s ’■

466. = TP+1)2 ’ Si=  00 •

467. J(z) = sin г s in ^ ; K = {0< |d< “ }.

468. f(z) = ez+l  K = { 0 < ! d < 4 -

469. f(z)  = sin-p-; ^ = 1 .

Куйидаги мисоллардаберилган функцияларни V={\< | г! <2} 

\алкдда z нинг даражалари буйича Лоран цаторига ёйинг:

470. / U > = < ^ T hI=2)-

4 7 1 ./U )  = Tij ^ y .

472‘ / U )  = i P +l f e i -
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« 1 / < г > 'к-1)='(г»2,-

474. - . .| )г .

475 ./<г) = ^ ! ^ .

Куйидаги мисолларда функцияларни берилган Кх.алкд- 
да (г—о ) нинг даражалари буйича Лоран кдгорига ёйинг:

476. А *) = ,г '■ о =  1; V—{ 1 < | 1 I <2}.

477. Л  С) = ; о = 1 ;  К= { К  | г-1 | <2>.

478. /( '•)  = ~~г ' о =  i ва — / е К

479. /(г ) = — ; о = 1  ва 2/е К
С +-1

480. J(Z) — 7(сй)Tf^2T; а '~ 0’ ва - т е  К

481. Л  г) = ; о = 1  ва — ! e V.
z -21

482. / (г )  = 7г V,: о = -1 , V = {0< i г+ 1! <3}

483. Л О =  (- :))^ — ; о =  0. к =  { !г1 >2}.

484. Л  ;> = г3 cos ? L ; а =  2, К= {(»< I г-2 I <«,}.

Куйндаги мисолларда функцияларни z —a нукданинг 
атрофида Лоран кдторига ёйиш мумкинми?

485. / (г )  = а = ~.

486. / (г )  = cos у ;  о =  0.

487. Л  г) - cos -Ь д =  оо.

4 8 8 . / ( г )  = sec-J-j , f l= i .

489. / (г )  = ctgг о =  ~.

490. / (г )  = th J ; о =  0.
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5-§. Функциянинг яккаланган махсус нук>талари

Бирор / ( ^ функциями  к,арайлик. Бу функция учун а 

нуктала (а & С ) голоморфлик шарти бажарилмаса, a J[z) 

функциянинг махсус нуктаси дейилади.

4-т а ъ р и ф  . Агар а махсус нуктанинг шундай

U(a)={zeC: 0< I z—a | <е}

атрофи топилсаки, f(z) функция Ufa) да голоморф булса, а 
ну%та f(z) функциянинг яккшшнган махсус нуктаси дейилади.

Фараз килайлик, а нук,та fiz) функциянинг я к катан 
ган махсус нуктаси булсин.

1) Агар

lim  f iz )  = А
Z-̂a

(А — чекли сон) булса, а нукта fiz.) функциянинг барта- 
раф цилинадиган махсус нуктаси дейилади.

2) Агар

lim f(z)  = °°
Z~*0

булса, а нукта fiz) функциянинг цутб нуцтаси дейилади.
3) Агар z-->a да fiz) функциянинг лимити мавжуд булма- 

са, а нукта fiz) функциянинг ута махсус нуктаси дейилади.

Э с л а т м а . а нукта fiz) функциянинг бартараф кили- 

надиган махсус нуктаси булса,

f ia )  = lim f iz )
Z—>d

дсб оли ниши натижасида махсуслик бартараф этил ад и. Агар 
а нукта fiz ) функциянинг кугби булса, у \олда шу нукта

-д-j функциянинг ноли булади. j\z) функция нолининг

тартибигаДг) ф у н к ц и я  к у т б и н и н г  т а р т и б и  дейи­
лади.

Энди функциянинг махсус нукталари билан унинг 

Лоран катори орасидаги бокланишни ифодалайдиган тас- 
дикларни келтирамиз.



6 - т е о р е м а .  f(z) функциянинг яккаланган махсус а нуц- 
таси унинг бартараф цилиш мумкин булган махсус нуцта- 
си булиши учун f(z) функциянинг а ну к;та атрофида Лоран 
цаторига ёйилмасида бош цисмининг булмаслиги, яъни

f(z )  = Y,cn{z-a)n
п=О

булиши зарур ва етарли.
7 - т е о р е м а .  f(z) функциянинг яккаланган махсус а нуц- 

таси унинг цутби булиши учун f(z) функциянинг а нуцта 
атрофида Лоран цаторига ёйи.шасида бош цисм таркиби- 
да чекли сондаги нолдан фарцли jfадларининг булиши, яъни

f (z )=  Yi c„(z-a)n (m>0)
п=-т

булиши зарур ва етарли.
8- т е о р е м а .  f(z) функциянинг яккаланган махсус а нуц- 

таси унинг ута махсус нуцтаси булиши учун f(z) функция­
нинг а нуцта атрофида Лоран цаторига ёйилмасида бош 
цисм таркибида чексиз куп сондаги нолдан фарцли х,адла- 
рининг булиши зарур ва етарли.

28-мисол . Ушбу

Z

функция учун г =  0 нукта кандай махсус нукта булади?

Аввало cose функцияни z =  0 нукта атрофида даража- 

ли каторга ёйамиз:

7 2 7 4 ’ 6

COS Z = 1- ^7  + j r ~ b +-" ■

У \олда

= = (18) 

булади. Кейинги тенгликда г—>0 да >;адлаб лимитга утиб, 

топамиз:

lim  f ( z ) =
Z ~ >0

Демак, г =  0 берилган функциянинг бартараф килиш мум­

кин булган махсус нуктаси экан.
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Ш у хулосага (18) ёйилма ва 5-теоремага кура \ам ке- 
лиш мумкин.

29-м и с о л  . Ушбу

f (z )  = - f-
ez+\

функциянинг махсус нук,тасини аникданг.

Бу функция {0< \z—я/'| <л} да голоморф булиб, z=ni 
нук,тада голоморф булмайди. Бинобарин ni ну^та махсус 
нук.га булади.

lim ~г— = оо
Z - *n i  + 1

булишидан я/ нук,та берилган функциянинг кутб нук,таси 
эканлиги келиб чикдци.

30-м и с о л . Ушбу

f(z ) = е'

функция учун а — 0 нук,та ута махсус нукта булишини 
курсатинг.

I

Берилган f(z ) = ez функция {0< Ы  <“ } да голоморф

булиб; а = 0 нук,га унинг махсус нукдасидир. М ахсус нук,- 

танинг характерини аникдаш мак,садида г->0 да f[z) функ­
циянинг лимитини кдраймиз.

Айгайлик, z = x булсин. Бу \олда

I i
lim е • = lim  ех = оо,
г —>0 х - > 0

{ Z=x\ А‘> 0

U>oJ
I i

lim  е7 = lim  ех = 0.
г-» 0 х - » о

Z=x\ Х<()

х<0)

Демак, г 0 да/(г) функциянинг лимиги мавжуд эмас. а =  0 
нук,та берилган функциянинг ута махсус нук,таси булади.

31-м и с о л  . Ушбу

функциянинг барча махсус нук,таларини топинг ва улар- 
нинг характерини аникданг.

Берилган функция {0<|г— 1 I <°°} да голоморф булиб, 
й (= 1 \амда я2=°° унинг махсус нук.талари булади.
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lim f{z) = lim — . =
i-»i >1 (i-zy

lim  f(z )  = lim — - = oo
(1-г)

булганлиги сабабли бу а — 1, а =°« функциянинг кутблари 
булади.

Энди бу кутб махсус нукталарининг тартибини аник,- 
лаймиз:

Ф (,) = _ ! _  =
ф и ' /(г) г5

функция учун а~\ нукта 2-тартибли нол, бинобарин бу 

нукта f(z.) функциянинг 2-тартибли кутби булади.
Агар

* Ю  = ф (± )= г ’И ) ! = Л г - 1 ) !

булишини эыиборга олсак, унда а == 0 нукта g(z) функция ­
нинг 3-тартибли ноли, айни пайтда я =  нукта эса fiz) 
функциянинг 3-тартибли кутби булишини аникдаймиз.

32-м и с о л .  Ушбу

f(z ) =
ZZ

функциянинг барча махсус нукталарини топинг ва улар- 
нинг характерини аникданг.

Равшанки, z — 0 ва z= °°  нукталар берилган функция­
нинг махсус нукталар и булиб, функция {0< | г ! <<*>} да го­
ломорф булади.

Маълумки,

cos - = 1 - -уг + -̂т -...+(-1)" ^ у у  +■ • •

Шунга кура

/« = Т  = 7-А + й--+нгё +-'
булади. Бу берилган f(z) функциянинг Лоран каторидир. 

Унинг бош  кисми га тенг. Демак, 6-теоремага кура, г=0

нукта f(z) функциянинг 2-тартибли кутб нуктаси булади.

f(z) функциянинг г =  нуктанинг атрофидаги Лоран 
каторига ёйилмасининг бош кисми

- ’ -4 .,2/7-2 ”  (-1 '|"+| т-"

47 -  бТ +• • •+(_ | )" ЬпУ. +---= .<2л+2)!
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га генг. Бу йигиндининг \адлари чексиз куп булиб, 7-тео- 

ремага кура, г=°° берилган функциянинг ута махсус нук,- 

таси булади.

М Я С О Л Б А МАСАЛАЛА Р

Куйидаги функциялар учун ?~а нукта бартараф кили- 
надиган махсус нукта эканлигини курсатинг:

493 f(z) =
Г-1 . 

r-T •
a  =  1.

494. / и )  =
sill с .

a =  0.

495. / U )  =
ig; ’

a =  0.

496. / ( г )  =
l .

о  =  0.

497. fU ) =
lnd + г3) . 

_2 ' a = 0.

498. f(z) =
sin" г . a =  0.

499. f  (z) — - 1 .

P  И ’
e = — ]

500. f(z) = с tii г - -
г

; i? -= 0.

501. f(z) = 1 __

с' - i si

! ■

in с ’
a ■ 0.

./ * t
1 ! i

502. с о ,2; ( ’'■ 2 j
Cl — ~i

503. /U - ) =
r - l  . 

+1 ’
a — сю.

Куйидаги функциялар учун z = а нукта кугб нукта экан­
лигини курсатинг:

504. f(z) = т ; 0 =  0.

505. A z)  = » а = /.

506. f(z ) = ^-Цг; а = ™.J z+ \

507. / (г )  = т=4гг-; «=«■
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508.

!!N>

1 -cos г ’ а = 0.

509. f iz )  =
(сг~\)2 ’

а —0.

510. f(z) = cig -•;о . а —оо.

511, /«••> • tg/i-; а = +1 + 1. ... 2

512.
/(■:! !

cos z -i t % а =  0

513. / ( , : )  =
.-■ПС .
sh • ’

Г/ = 0

514. /  ( г > - т 1 : а
1 - sin г

я
2

1 2 Ап,

Куйидаги мисоллардаги функкияларнинг z - а нукта- 
даги кутбининг тартибини аницланг.

515-^U ) = s ^ ‘ n ; a = L

516. fiz) = —V  ; а=кк, А=0, ±1, +2......
S11V ’

517. / ( Z) = : а =  2 ва а -  1.

r t  _  ч c o s t i ;  + 1 .

518. / ( _  ( . 2 _ .-2)5 ’ а —— 1 ва с; =  2.

519. Ф араз к,илай.тик,/(с) ва^(г) функциялар z=a нук- 
тада голоморф булиб, /(o )=g (a )=0  булсин. У холла z=a

нукта F ( j)= ^p y  функция учун яккаланган махсус нукта 

булиб, му\им махсус нукта була олмаслигини исботланг.

Куйидаги мисоллардаги функциялар учун z=a нукта­

нинг ута махсус ну к га булишини курсатинг.
!

520. f(z) = e 7 2 ; а = 0.

521'. f(z ) = e: \ а =
2

522. f iz )-  е ' ; а = ос.

5 2 3 ./ ( ’ ) = sins; я = °°.
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524 . / ( ’.) = sin Л-; a = 0.

525. f(z) = г2cos — ; a = 0.

526 ./ U )  a=  j .

527. f(z) = s in f ’ , a - ■»

528. , f (z)  = cos ; д = -1.

529. f(z) = sin a -

Куйидаги мисолларлаги функцияларнинг барча якка- 
ланган махсус нукталарини гопинг ва уларнинг характе­
рини ашнстанг.

функция учун { | z.\ =1} бирлик айлананинг х,ар бир нукта- 
си яккаланмаган махсус нукта булишини исботланг.

Куйидаги мисолларлаги функцияларнинг барча мах­

сус нукталарини гопинг ва уларнинг характерини аник,- 

ланг (кутблар учун уларнинг тартибини курсатинг).

534. f(z) = ctgz

532. f(z) = Г  sin ,';T .

533. f ( z )=  1
Z -1

538. f(z) = -~r фун
SMI -  * J

535. f(z ) = z.(ez - 1).

536. f(z) = c'

537. f(z )  = sin e '.

функция учун z = 0 нукганинг якка­

ланмаган махсус нукта булишини курсатинг. 
539. Ушбу

543. /(<-) = е- 21.

544. f(z ) = cos—|541. fiz)=ctg’
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К,уйила1и мисоллардаги функциялар учун z~ 0 нукта - 
нинг характерини аникданг.

sin  z

545. f(z ) = е z . 548. Az)=(ez— 1—£)ctg3£.

546. f(z)  - ^  ■ 549. f(z) - -M 2L - .
COS Z - I + Y

_i_

547. f(z) = — . 550. f(z )  - f ' 2"; ■
s in  Z-< +- b

Ф араз цилайлик, f(z) ва g(z) функциялар z —a нукта- 
да мое равишда п ва т  — тартибли кутбга эга булеин. У 
\олда куйидаги мисоллардаги функциялар z.=a нуктада 

кандай махсусликка эга булади9

551. fiz) + g(z). 553.

552. Azygiz). 554. f k(zYgHz) (к, le N).

Фара?, килайлик, f(z) ва g(z) функциялар берилган 

булиб, z=a нукта fix) функция учун ута махсус нукта ва 

g(z) (я(г)#0) функция z—a нуктада голоморф булсин. У ,\олда 
z - а нуктанинг цуйидаги функциялар учун ута махсус нукта 
булишини курсатиш .

555.fiz)+g(zY 556.Az)-giz)- 557,

Агар fix) функция г =  °° нуктанинг бирор атрофида го­

ломорф булса, у х,олда куйидаги мисоллардаги тасдик- 
ларни исботланг:

558. z =  °° нукта fiz )  функциянинг А — тартибли кутби 
булиши учун ушбу

limU''*/(<:)! = Л ( *0;  ~)

шартнинг бажарилиши за рус ва етарлидир.
559. нук^тл f  (z) функциянинг к — TcipTи 6л и ноли 

булиши учун ушбу 

lim[zkf  {z.)\ - Л {ф 0; =»)
Г—

шартнинг бажарилиши зарур ва етарли.

Куйидаги функциялар учун г =  нуктанинг характе­

рини аникданг.
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560. f(z) = г5+Зг4-2г3+1
JO _ ч ~ ~  к 563. f(z) = z5s in i .

564. f(z) = г -tg-V.
г

562. f(z)=(zr+\)"'e s

565. Айтайлик, fiz) функция {0< | z~a \ <r} да голоморф 

булиб, z=a нуцтада кутбга эга булсин. У \олда { | z~-a | <г} 
доирада ушбу

тенглик ёрдамида аникданган^(г) функция z=a нуктанинг 
бирор атрофида голоморф булишини курсатинг.

566. Ф араз к,илайлик, fiz) функция ушбу

куринишда ифодалансин. Бу ерда т  — бутун сон, ф(г) 
функция эса z=a нукдада голоморф ва ф(я)#0. У  х,олда агар 

т >0 булса f(z) функция z=a н уклада т  — тартибли нолга, 
т <0 булса, т  — тартибли кутбга эга булишини исбот­
ланг.

567. f{z) функция чекли z=a нукдада голоморф булиб, 

шу нукдада т  — тартибли нолга эга булсин. У  ,\олда z=a 
нукда Fiz)~f"\z) in<m) функция учун нечанчи тартибли 
ноль булади?

568. fiz) функция чекли z=a нукдадат  — тартибли кутб- 

га эга булсин. У \олда z=a нукда F{z)=f")iz) функция учун 
нечанчи гартибли кутб булади'.’

569. f{z) функция нукдада голоморф булиб, шу нук,- 

тада т  — тартибли нолга эга булсин. У \олда Fiz)=fr')iz) 
функция z~-=°° н у кт ад а нечанчи тартибли нолга эга булади?

Куйидаги функцияларнинг барча махсус нукдаларини 
гопинг, уларнинг характерини аникданг ва функциялар- 

ни г=°° нукдада текширинг.

flz)=iz—a)m4>iz)

570. Л г )  = тт т .

571. Az) = -т. ■
Z +1

572. fiz) = — 5-.
1+г

575. f iz )  = ^ - .
е<
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576./ (г )  = ze~\

577. f(z) = JTeiz.
z

578. f(z) =

595. f(z) = e'~z.

(z + l)J

579. f (z ) = -r-r ~ 7
P -1 *

580. /U )  =

581. / (г )

г(1-« z)
\-ez

2+ez

582- Л г ) = л й ^

5 8 3 , / W - p ^ r .

584. f(z) = tg|.

585. f(z) = -± -rJ  '  '  cos г-1

586./(z)=cctg^.

596. Л г )  = *

597. f(z)

1
9г-1

598./(г) = tgz.

599./(г) = tg2̂ .

600. / (г ) =
г

601. f(z) = ctgz-^. 

602- Я г )  = — •

6°3- Я - ? ) =  cos г+cosa '

604. f(z) = sin y b .

605. f(z.) = 7Т~7л~---Г
(г -4) cos — 2

587. / (г ) = sin г esinz.

588. / (г ) = -£+‘

589. f(z)

г -I '

_J___ 1
sin z z

590. f(z) = ZCQ&l-Z-

591. f(z) = zi sm±-z2.

592. f  (z)~thz.

593. f(z) = e z .

594. f(z) = zez.

606. f(z) = ctg | .

607. f(z) = ctg-L - 1.

608. f(z) = sini + -L.
z z

609. f(z) = e z cos | .

c te  —
610. f(z) = e z.

611. f(z) = e V

612. f(z) = sin

613. f(z) = sin
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Ф араз килайлик, P^z) ва Q  (z) лар мос равишда п ва 
от гартибли купхддлар булсин. У \олда куйидаги функци- 

яларнинг z = °° нуктадаги характерини аникданг:

614. Pn(z) + QJz). 617. p j z)eQ’"<n.

si с ^n(z) 1 _i_ 1
Qm(z ) ' 618- P„U) + Q J z ) '

616-PM) QJz).  619.

620. Айтайлик, f{Z) ва g(z) функциялар г =  °° нуктада 
мос равишда т  ва п- тартибли кутбларга эга булсин. У

хрлда г =  °° нуктанинг ушбу

Rz) =f[g{z)]

функция учун т п- тартибли кутб булишини исботланг.

Кенгайтирилган комплекс текислик С  да факдг куйи- 

даги махсусликларга эга булган функцияларга мисоллар 
туз инг.

621. Z =  оо нукта — иккинчи тартибли кутб.

622. z = 0 нукта — иккинчи тартибли кутб, Лоран като-

рига ёйилмасининг бош  кисми га тенг ва z = °° нукта

оддий кугб.
623. zk= w* нукталар — оддий кутблар, бу ерда

2 тс/

w = е п ( к = 0, 1, 2,..., /7 — 1).

Кенгайтирилган комплекс текислик С  да факат куйи-

да берилган махсусликларга эга булган функцияларнинг 
умумий куринишини топинг.

624. Битга оддий кутб.

625. Битга п — тартибли кутб.

626. Лоран каторига ёйилмасининг боь кисми .т га

тенг ва z = 0 нукта иккинчи тартибли кутб-
627. п та биринчи тартибли кугблар.

628. г =  0 нукта — п-тартибли кутб ва г. = °° нукта — 
от-тартибли кутб.

629. Айтайлик, f(z)  функция D с  С со.\ада бир кий- 

матли булиб, шу со\ада кутблардан бош  ка махсус нукта- 
ларга эга булмасин. У  \олда
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f ( z\ = _£l±L

функция fiz) функциянинг барча кутб нукталарида ва 
fiz) = 1 генгликни кдноатлантирадкган барча нукталарда 
оддий кутбга эга булиб, бошка махсусликларга эга булмас- 
лигини курсатинг.

* * *

С о х о ц к  ий в а П и к а р  г с о р е  м а л а р и

630. С о х о ц к и й т е о р е м  а с и н и исботланг:
Фараз килайлик, z-a нуцта f(z) функция учун ута

махсус нуктабулсин. У холда ихтиёрий (чекли ёки чексиз) 
комплекс Ае С сони учун а пущтага интилувчи шундай (z j 

кетма-кетлик топиладики, lim  f ( z n)-  А булади.

631. f(~ ) - sin функциянинг ута махсус нуктаси

булган с = 0 нукта ва ихтиёрий Ае С сони учун Сохоикий 

георемасининг шартини каноатлантирувчи {zj кетма-кет-
ликни ГОП ИНГ.

1
632. f{z)~-e' функциянинг ута махсус нуктаси булган

~О нукта на ихтиёрий А е С  сони учун Сохопкий теоре-

масининг шартини каноатлантирувчи {„:} кетма-кетл ик­
ни ТОНИН! .

633. Айтайлик, z~ а нуктанинг бирор атрофида f(z) 
функция кугбдан бошкд махсус нуктага эга булмасдан. и 
нукта кугб нукшлапнинг лимит нуктаси булсин. Ьу ,\олда 
,\ам Сохоцкий теоремасннипг уринли булишини (яъни

V А С  сони учун ва lim f (z „ )~  А булиши-

ни) «сбоТЛаНГ.

634. П и ка р т е о р с  м ае  и п и исботланг:

Айтайлик, г — -л нукта f ( г) функциянинг ута махсус нщ~
таен булсин. У  хол д а

f(z)~A

тенглама купи билан битта А~А0 дан таищари барча А т 
соплари учун а нуцтага интилувчи чеке us куп сондаги бир- 
биридан фаркли счимлар кетма-кетлигига эга.



Э с л а т м а . Пикар теоремасидаги А„ нуктага функция­
нинг к,аоул к и л м ай д и ган  кий м аги  дейилади.

635. Агар z—a нукта f(z) функциянинг ута махсус нук- 
таси булса, у \олда шу нукга

F(z) = _L

функция учун кандай нукта булади?
Куйидаги функциялар учун Пикар теоремасини гек- 

ширинг ва хар бир функция учун унинг кабул цилмайли- 
ган кийматини (агар у мавжуд булса) гопинг:

636. / ( Z) - Sin j  . 639. / ( г ) - COS j  .

637. f (z) = e'. 640./С.) • ig".

638./(.•)= <?■'. 641. / (z)=tg’?..

642. Айтайдик, г ~a  нукта fiz) функциянинг яккалан- 
ган махсус нукгаси булсин. Агар z = a  нуктанинг бирор 
атрофида Re/(c)>0 булса, у холла z~o  нукта f iz)  функ­
ция учун бартараф килинадиган махсус нукта булишини 
курса! инг.

643. Фара > килайлик, z ~ a  нуцта fiz)  функциянинг 
яккаланган махсус нукгаси булсин. Агар z~ а нуктанинг 
бирор атрофида / (z) функция w = а  на и! = р нукталарни 
туташтирувчи кесмааа ётувчи цийматларни кабул цилма- 
са, у ,\олла - = а нукта/ ( : )  функция учун ута махсус нук­
та бу ia олмасли! пни курсатинг.

К. у р с а т м а . * = а нуцтаниш бирор агрофида Reg ( . :р( )  
шартни кдпоаглантирадиган______

М J  " М Р~fiz)
функцнянитп бир кийматли тармопт учун 642- масала на- 
тижаеини кудланг

Айтайдик. '  = а нукга fiz )  функциянинг ута махсус 
нукгаси булсин У \олда г- а нуктанин: ихгиёрий кичик 
атрофида куй идти и функция1арнинг барча хакпк,ин кий - 
матларии кабул килишипи исботданг

Ку р с  а г м а . 643 мисолнинг нагижасидан фойлала • 
нинг.

644. Re/(г). 645. 1т/(г). 646. jffy -
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VI б о б  

ЧЕГИРМАЛАР НАЗАРИЯСИ

1-§. Чегирмалар ва уларни ^исоблаш

Фараз кдлайлик, f(z) функция {0< | г— а\<8} да голо­
морф булсин, яъни а бу функциянинг яккаланган махсус 
нук^таси булсин.

1 - т а ъ р и ф . Ушбу

2л/ §f(z)dz (0<р<5)
1г-о|=р

интеграл f(z) функциянинг а нуцтадаги чегирмаси дейилади 
ва res f(z) каби белгиланади:

Z = a

res /(г) = 2тг7 $f(z)dz.
к—1=р

Равшанки, fiz) функция а нук,тада голоморф булса, 

res f(z) = О
Z=o

булади.
Айтайлик, f(z) функция { r < U I< o°} да голоморф 

булсин.
2 - т аъ ри ф . Ушбу

- 2'Kljf(z )d z  {г<р)
kl=p

интеграл / (z) функциянинг ну^тадаги чегирмаси де­
йилади в a res f(z ) каби белгиланади:

res f{z) = §f(z)dz.
UI=p
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1 -т е о р е м а . Агар f(z) функция {()< /г-~а / <г} сох,ада — 
%алцада Лоран цатори

f iz )  = Х с„ (г- а )"
Л=- ОО

га ёйилган булса, у х,олда f(z) функциянинг z —a нуцтадаги 
чегирмаси с , га тенг, яъни

res f{z) = с_,
Z=o

булади.
Агар .Дг) функция {л< | z \ < °°} \алцада Лоран кдтори 

/ (* )  = Ъ СХ
П-- оо

га ёйилган булса, у \олда fiz) функциянинг г =°° нук,та- 
даги чегирмаси — с, га тенг, яъни

res/U ) = -с.,
Z=°°

булади.
2-т е о р е м а . Агар f(z) функция С\{ар а2, ..., a j  туплам- 

да голоморф булса, у х;олда

X  res f i z ) + res f iz )  = О

булади.
Энди функция чегирмаларини \исоблашда фойдааа- 

надиган формулаларни келтирамиз:
1) Агар z = а нук,та f{z) функциянинг биринчи тартиб- 

ли кутб нук,гаси булса,

res f{z) = lim (г - a)f(z) ( l )
z->a x '

булади.

2) Агар учун <р(г) ва у(г) функциялар а 

нуктала голоморф булиб, \|.«(д)=0, \|/(я)*0 булса, у \олда

<р(а)



3) Агар z~ а нукта f ( z ) функциянинг я-тартибли кутб 
нуктаси булса,

- . , d " - ' \ ( z -a )" f ( z )  1

*=>—  <3)

булади.
4) Агар z = нукдада f(z) функция голоморф булса,

res f(z ) = lim 4 /(°°) - f(z)] (4 )
г=«> v 7

булади.

5) Агар /(г ) = Ф^-j булиб, ф(г) функция z = 0 нуктада 

голоморф булса,

res/(г ) = -ф'(0) (5)

булади.
1-м и с о л . Ушбу

функциянинг г = ! нуктадаги чегирмасини гопинг.
Берилган функцияни z — 1 нуктанинг тешик атрофи 

0< | г—1 ! < еда (г— 1) нинг даражалари буйича Лоран каго- 
рига ёйамиз:

/ ^ = Й 7  = ^ ‘ , = ^ 11 + (г - ,) +

, i ? d > l  , ‘ М. , 1 _____<: . _е_. , е  e(z-i)
+ 2! + v  ( г _1)2 + г _1 + 2 + 3! +---

Бу ёйилмадан с —е булиши келиб чикади.
1-георемадан фойдаланиб, берилган функциянингг=1 

ну ктадаги че гирмаси

ги/<г) = res-*^г = е

булишини топам из.
2-м и с о л . Ушбу

f(z ) = z2isin*

функциянинг г=  00 нуктадаги чегирмасини гопинг.
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Берилган функциями г нинг даражалари буйича Лоран 
Кагор ига ёйамиз:

булади.
3-м и с ол . Ушбу

функциянинг барча махсус нукталаридаги чегирмалари- 
ни хисобланг.

Берилган функцияни цуйидагича ёзиб ..смми;»:

Демак, a,~i. a2~—i нук,талзр функцияииш бирннчи ; ар- 
тибли, aj~\ нукта эса 2-лартибли кутб нукгалари булади.

(1), (3) ва (4) формулалардан фойдаланиб, функция- 
иинг чегирмаларини гопамиз:

res/ (с )  = lim(z - i) f ( l)  = lim
___ i _____ i ^ I ;

res f(z.) = !im(~ + i)f(z) --- Jim
-< (z-i'Hz-1;

res f(z) = l im ;(/{-> ) - /(■:)) = lim • ‘. (.•• -1)1: ! i
г  =  0 .

295



функциянинг барча чекли махсус нукталаридаги чегир­
маларини топинг.

Равшанки,

С / \ .  соь KZf(z) = ctgrt’ - м;!д;

булиб, а=  п (/7 — 0, ±1, ±2, ...) нук,талар унинг С  д ат  
махсус нукталар и булади. Берилган функциянинг бу нук- 
талардаги чегирмаларини (2) формуладан фойдаланиб то­
пам из:

Агарф(г) = а т г ,  y(z) - sumj дейилса, унда \\i(n) = sinrcAi = О, 
v|/(п) = ncosnn ф 0 булади. Демак,

res ctgrcz = - = J- (/i = 0 +1 +2 )
D V  <> 7Г COS КП К '  "  U '

4-м и с о л .  Ушбу

/  (z) = ctgnz

5-мисол . Ушбу

f(z) = cos я
z + 2 

2 z

функциянинг z — 00 нуктадаги чегирмасини \исобланг.
Берилган функциянинг г = °° нуктадаги чегирмасини 

(5) формуладан фойдаланиб х,исоблаймиз.
Агар

1+2;
ф(г) = / ( { ) :

дейилса, бу функция z — 0 нуктада голоморф. Демак,

res f iz )  = -ф'(0) = - COŜ -Цр 71 j

sin

булади.
6-м и со л . Ушбу

f iz )
z2(z-+ 9)

функциянинг барча чекли махсус \амда z = 00 нуктадаги 
чегирмаларини \исобланг.
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Берилган функциями 

f i z )

куринишда ёзиб, унинг махсус нуцтааари: я,=3/, а = —3/
— биринчи тартибли кутб нукталар, а ,= 0  — иккинчи тар- 
тибли кутб нукта ва z~  00 — ута махсус нукта булишини 

аниктаймиз. res/(г), res/(г ) ларни \исоблашда ( 1) фор-
z=o | г=<?2

муладан фойдаланамиз:

res f iz )  = re s (7 _ 3/)/(г) = lim j . ; ;--" =
z-a\  г=3/ г-*3/ Z { Z + J I )

J l  T^67 = - ^4  (sin 3 - / cos3),

z2(z2+ 9) z2U-3/)(c+3/)

= e

res fiz) = resiz + 3i)f(z) = - tj(s in3  + ;cos3).
r-ai Z=-M

(3) формулага кура res fiz) ни \исоблаймиз:

res fix) = lim iz2fiz)) = lim
Z = a2 Z-»0 (*Z z~>0

= lim = 1

Г  + 9

(z~+9Y 9 '

res f iz )  ни \исоблашда эса 2-теоремадан фойдаланса
г-~>

булади:

res f iz )  = - Z  res f iz )  = 77 (sin3 - 3).
г=* k=iz=“k

7-м исол . Агар z~ а нукта f{z) функциянинг я-гар- 
тибли ноли булса,

Г /Ч г )]
res
Z=a fiz )

ни топинг.
Маълумки, г = я нукта fiz )  функциянинг «-тартибли 

ноли булса, функциями ушбу

fiz )  =  iz—а)”ф(г)
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куринишда ифодалаш мумкин. Бунда (р (z) функция z —a 
нук,тада голоморф ва ф(й)*0. Бундан fiz )  функциянинг 
\осиласи

f 'iz )= iz— я)'’ |[«ф(г)+(г— о)ф'(г)]

булиб,

/Тс) _  U -а)п~'\п■ф(;) + (г-и)ф'(С)1 пфи)-г-и-а)ф'(г) 

/(.*) ~ (г-оГчКг) “  (г-а)ф(г)

куринишда ифодаланади. Демак, ~у\;\ функцияси учун z — а

нукта биринчи тартибли кутб булади. Унда (1) формулага 
биноан

гс^

,:т /....... ч"ч>(г)+(;-■̂ )ф'(г) щ{а)
- hmU - a )  (г_в)ф(, } = ~ ^  = п.

Демак,

res
Z-O

/'jz)l 
Az ч

8-м и с о л . Агар z = а нукта f iz )  функцияси учун Аг-тар- 
гибди кутб булса.

res Az)

ни гопинг.

-а нуктани к- гартибли кутб булишидан, уни f iz )  = iz-a)k

куринишда ифодалаш мумкин, бу ерда ф(~) функция а нук 
Ui-ча голоморф ва ф(л)*0. Худди 7-мисоддагидек, z - а нукта

'i\jl Функцияси учун 1- тартибли кутб булишини ва

res
z=a

I  '<L>
f(z) lim(c - a)

A±z)

f iz )

булишини куриш кийин эмас.
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М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

Куйидаги мисоллардаги чегирмаларни Лоран к,атори- 
нинг с  к о э ф ф и ц и е н т и н и  аникдаш ёрдамида \исобланг.

1. r e s ^ ^ .  4. res ze:~'
.*=-■ г* г=1

I а
2. rest?'. 5. xQsz.nel .

л
3. res —- . 6. res -f—Г

г —? z2n+l

Куйидаги функцияларнинг z = а нук,тадаги чегирмала- 
рини топинг:

7. f iz )  = - ; 0 = 3.
(с+2) (с- 3 )

8- “  (с+ 2 Г (с- 3 ) ’ а 2 '

9 - / (0  = ^ ;  .  = 0.

10./(z)=tgz; а=

11. Л г )  = О = - 2 .

12. / (г ) - sin Tij ; о = 1 .

Куйидаги функцияларнинг барча чекли махсус нуцта- 
лардаги чегирмаларини топинг.

1
13./(-) = -тг- 18. /U )  = r e e f e r

14. Л г ) = -А -1+Z * "4^

15-/ ( г ) "Т 1Й 7 ' 20. Л * )  = МП,

16. /(г ) = -V т т  • 21. f iz )  = г’ cos - L .
(г" +1У ^

l7-/ ( ' l = f e ?  п - / ( г ,=  ,Й - -
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23. / ( г )  =
e'

z3(c- l) » •  / < * > -  J *  ■

24 / ( .- )  =

1

Z ' e ' . 3 l . f i  z)=thc.

25. / (- >  =
4

32.fiz)=cth2z.

26. f (z) =
e'

j - s in2 ;
33. / ( г )  =  ^

27. fiz.) = cos-L + г ! - 34. f iz )  - ‘ .
e' +1

28. f iz )  = ez* +\. 
z » / < * > - “ J

29. f iz )  =
1 -cos z 
z\z-3) ■ 36. f iz )  - . 1 2 ■

sin г

Куйидаги функцияларнинг г = °° нуктадаги чегирма­
ларини тонинг.

sin |

38 .f iz )  = т п  • 41. f iz )  = z ■ cos3

2 п 
COS -

39. f iz )  = .

42. Ихтиёрий жуфт/(г) функция учун ушбу

res/(< ) = res/(г ) = О
г=о

генгликнинг бажарилишини курсатинг (бу ердаги чегир­
малар маьнога эга деб фараз килинади).

43. Ихтиёрий жуфт/(г) функция учун

res f(z )  = - res fiz ) ,
Z - o  z= ~ o

ва ток, ./(г.) функция учун

res j  i -) - res fiz.)
7 - o  z~ - a

генгликларниш бажарилишини исботланг (бу ердаги че­
гирмалар маьнога эга леб фараз килчнади).
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44. Айтайлик,/ (z)=giaz), аФ 0 булсин. У х,олда 

res f iz )  = \ res giz)

булишини исботланг.
Куйидаги функцияларнинг барча махсус нукталарида- 

ги ва г =°° нуктадаги чегирмаларини \исобланг (бундам = °° 
ну^та махсус нукталарнинг лимит нук,таси булмаган \ол 
каралади).

« . / ( 0 - j ^ .  4s . / w = ^ .

4 6 , / Ш ‘ ^ г -  4 9 .л г ) = ^ .

50. fiz) = (1'+:'у7 (п — натурал сон).

51. fiz) = о *  0 in — натурал сон).

52. Л г )=  60./(с.) = ctg-’ .

53. / ( '  > = ' 61 • fiZ)=ctg}z-

54. Л  v) = p jy jr  ■ 62. / ( z) = cos ■

55. /U )  = sin г • sin j . 63. / (г ) - г3 c°s ~ 2  •

56 ./(г ) = ^ т -  64. fiz) = eZ+ ' ■

57. / ( ' )  = T 4 p t ^ c° S2chz- 65- = sin г+Г'

58. f iz )  = • 66. / (* )  = cos .

59. fiz) = tgJ- 67. /  iz) = ih Ф 0).
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68. fiz) - z” ■ sin ~ (n — бутун сон).

69, fiz) = -1  -.
sin ~

70 .fiz.)~ ^
'in Jz

71. J (z )=  (n — натурал сон). 

Куйидаги чегирмаларни \исобланг:

72. res , « = 1 , 2 , . . . .
- ■'> Sin" -

73 ,-es
; -() Sill С (Sill Z ~  Z )

74 res — _
■" (l-cos c)':

jn-2
75. res --- . n—2, 3.......

sh";:

76. res «=2, 3, ..

77. res......

78-f iz )  BagOc) функциялар чекли ’ =  г; нуктада голоморф 
булиб, ту нуктала /«-тартибли нолга эга булсин. У \олла

rcs[сГ/Ш . I
g(z) Z - а

_ ,/lra,(a!
“ r t r ' j

генгликнинг уринли оулишини курсатинг.

79. Агар функциянинг;; =  °° нуцта атрофплаги ёйилмаси

/ ( ~) — С,, + - ■ + — + ,..

куринишга эга булса, resU/(c)|2} ни гопинг.

80. A iар gi.z) функция z~  а  нуктада голоморф булиб, 

fiz) функция •; = и нуктада оддии цутбга зга на res f i z )-  А

булса, у ,\олла resj/< ~) }Vz)\ ни гонит
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81. Агар г) функция а нуктада голоморф,/(г) функ­
ция эса z~ а нуктада А-тартибли кутбга ва

С-| С_ь
--+...+--~г

(z.-a)kZ - U

бош кием га эга булса, у \олда res|/C) gC)] ни топинг.
Z-o

82. Агар г = о нук,та/С) функциянинг и-тартибли ноли 
булиб, g(z) функция а нуктала голоморф булса, у холла

res g(z)
fiz )
fiz.)

Н И  Т О П И Н 1  .

83. Агар z~ а нукта/С) функциянинг и-тартибли кутб 
нукгаси булиб,/(г) функция а нуктада голоморф булса, у 
\олда

res f iz ) f ' i z )  

fiz.)

ни топинг.
84. Айтайлик, g(z) функция z - a  нуктада голоморф 

булиб, g'\a) * 0 булсин. Агар / ( ; )  функция лда) нукта­
да 1-тартибли кутб га эга ва

res . = А
£-я(я)

оулса, у \олда

res /|£( 7.)!

ни топинг.

85. А гар/С ) функция
эга булса, у холла

ics/ (;;)

’ =  ос, нуктада /с-Tapi иол и кутога

i zlL t ./ ‘ "СМ(к + \ ). ‘

тенгликнииг урин л и бути шин и курсат игл

2- §. Интеграл л арии чегирмалар ёрдамида 
^исоблаш

Чегирмалар ёрдамида турли интегралларпи хисоблаи; 

м ум кин. Бунда куйида келтириладиган теорема муким рол

ум н а и л и .



Г. 3 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  Фараз 
цилайлик,

1) /(г) функция
D \{av  аг, ая)

соцада голоморф (Dcz С, ах, аг, a s D )
2) /  (г) функцияси сохани чегарасигача аницланган ва 

D \{ar  а , a j  да узлуксиз.
3) dD — тугриланувчи ёпиц контур булсин. У  х,олда

| f(z)dz =2 л/X res f iz )  ( 6)

формула уринлидир.
И з о к : (6) формула °° е D булган \ол учун уринлидир. 

Факат бу колда z — °° ни/(г) учун махсус нукта деб \исоб- 
лаш \амда dD чизик ориентациясини соат стрелкаси йуна- 
лишида олиш кифоядир.

Юкорида келтирилган Коши теоремасидан фойдала­
ниб ёпик контур буйича олинган интегралларни \исоб- 
лаймиз.

9- м и сол  . Ушбу

\zU г + 4г

интегрални \исобланг.
Бу \олда интеграл остидаги функция

/< * )= t V  ’Z +4z

ингеграллаш контури {геС:|г|=3} айлана, D сох,а эса 
D={ze С:\ г|<3} доирадан иборат. f(z) функцияни

1 _ 1_____ 1_____f iz )
г + 4 г  г ( ;2+4) z(z+2i)(z-2i)

куринишда ёзиб, а,=0, а = —2/, a=2 i лар функциянинг 
1- тартибли кутб нукталари эканини аникдаймиз. Равшан- 
ки, av av аг махсус нукталар D сох,ага тегишли булади.
3- теореманинг барча шартлари бажарилиб, шу теоремага 
кура

| -TL--dz = 2niJj res-1—
:,ьз г +4 г г +4г

булади.
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Унг томондаги чегирмаларни (1) формулага кура \исоб- 
лаймиз:

res f(z )  = res 31 - = lim z ■ 3 * = 1 ,
z=o z+4z z->о г+4г 4

Щ  /<г) = !.%  = Й ,  - - i  ■■

! 5  /<г>'  5  p i * = Й !  = " » '

Натижада

булишини топамиз.
10- м и с о л  . Ушбу

|| з7 ^ *  = 271/( ? - 8 - | ) = °

интегрални \исобланг, бунда у : х2+у2=2х айланадан ибо- 
рат.

Равшанки,

х 2 + у2 = 2х => (х - I) 2 + у2 = 1 => {г е С  :| z - 1|= 1} ,

D со\а эса D={| г~1|<1} доирадир.

Энди /(г ) = функциянинг £>со\ага тегишли булган

махсус нук,таларини топамиз:

ZA + 1 = 0 => ^ = уГ- \ = >Д • (cos п + /' sin я) =>

=>г* = c o s ^ t J ^  + / s i n ^ ^  (к = 0, 1, 2, 3).

Z,, Z2, Z, махсус нукгалардан

z„ = cos | + is in f  = ~ (1  + /),

Z, = cos + i sin = — • (1 - /)

лар D co\ara тегишли булади. Шуни эътиборга олиб, (6) 
формуладан
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булишини топамиз. Бу тенгликнинг унг томонидаги че­
гирмалар н и \и с об л а й м и з:

Иатижада

= __1_|
Л  zU l (z4+\y

ГРс —L_ = __ !__ i

| -J— dz - 2ni -L +
f l \ Го

булади. 
Ai ap

A  + ± + _  ... L.

'/(In)] (!-/>]

4

v2

булишини ,\исобга олсак. унда

жанини топамиз.

1 i - м и с о л . Ушб\

! , J2 .

i г/
Л- 1Г. -з)( -I)

и Iп еграли и хисоолаi •; г,

(6) формула га кура J\z) = ---1
г --i кг

| / (  - -2к/| res /(;;)

^  ’ 

]
4 г? ‘

_^/2
;(i L/)(i -/))

Y4VH

res /'(z)

булали. Бу генгликнинг унг гомонидаги чегирмаларпи 

\исоблаймиз:



res f(z) = Пт(г - 3)f(z) = lim - J -  = L
г---з .--+3 --,3 j-’ - i 242

Arap

f ( 7) ~ --- J----= J _______ i ___
' “  (г-ЗНг5-,) -

эканини эътиборга олсак, унда г = °° нукта/(<:) функция­
нинг 6- тартибли ноли булишини аникдаймиз. Бу функ­
циянинг Лоран кдтори

/<;> = :!. + + ^-+...

булиб, с_,=0 булади. Демак,

res f(z ) = 0.

Шундай килиб,

i ----Ц—  dz = -2ra(-L + О) = - , V, •
: i (с—3)(с -1) ' 24z 1 121

12-ми с о л . Ушбу

2
ф  j z  e'dz. (А -бутун сон, г > 0)

\Z\=r

интеграл ни \мсобланг
Бу интеграл (6 ) формулага кура

I Zke'dz = res
2 7Г/ J

! г!—/*

.1
булади. Чегирмани \исоблаш учун /(.:) = z,kez функцияни 

с.= 0  нуктанинг уйилган атрофида Лоран каторига ёямиз:

/ ш ~ ^ ‘ “ ~‘ Г' + -| + Jt 4 +. . . + j , 4  +

j i . i  j |

U + lj! ' г (A-.-2)! ' *■■■
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Бу тенгликдан

= \\Ш71’ агар к ~ _1 бУлса> 
[О, агар к < -1 булса

булиши келиб чикдаи. 
Энди

с | = res г е ~
г-1)

булишини эътиборга олиб,

J-. i z^ d z  = \ & - ' агаР ^ - 1б*лса’
т [о, агар к < -1 б^лса

булишини топамиз.
13- м и с о л . Агар D={z е С : | г |>3} булса, ушбу

J sin -^dz
ад

интегрални \исобланг.

/(<:) = sin--^ деб, сунг (6) формуладан фойдаланиб

памиз:

jf(z)dz = 2ni res f(z).

то-

,lD

Энди fiz) функциянинг чегирмасини (4) формулага кура 
\исоблаймиз:

res f(z) = lim - f(z)) = lim ф т  I - sin =

( i+ \ I 
lim! 2z.cos— ■ sin
r_> ool I I

= lim

(
m с 2;+l Sln JUM) 2;

2U+1) ' 2,r+l)
=  COS 1.

Демак,



2°.А н и к  и н те гр ал л а р  н и ч е г г р м а л а р  ёрда-  
мила  \ и с о б л а ш

Аник интегралларни \ам чегирмалар ёрдамила х,исоб- 
лаш мумкин. Бунда аник интеграллар комплекс узгарув- 
чили функциянинг контур буйича олинган интеграл и га 
келтирилиб топилади.

2я
1) J R(cos X, sin x)dx к у р  и н и ш д а г и и н г е г р а л -

о

л а р н и \ и с о б л а ш .
Ушбу

. 2 л
/ = J/?(cosa, sinx)dx ( 7 )

о

интеграл берилган булиб, уни \исоблаш талаб этилсин, 
бунда R(cosx, sinx) - cosx ва sinx ларниш рационал функ- 
цияси ва у [0, 2я] да узлуксиз.

Эйлер формуласига кура

COS А' :
2 ’  ............ 2 /

булишини эъгиборга олиб, сунг

z=elx

деб белгилашни киритсак, унда

х 6 [0, 2п| => {г <= С : г} = 1},

c°SA- = i ( j  + l ) ,  sin А

dx = J- dz 
iz

булиб, берилган (7) интеграл куйидагича

2 к _
/ = J Ricos х, sin x)dx = j R(z\iz

11 ,-:-i

булади, бунда

Л(г, . 1  = я (1 ,г + 1 ) Х и - 1 ) )
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14- м и с о л . Ушбу

2 п
г _ Л
J co sx - 2
о

интегрални \исобланг.
Бу интегралда eix=z белгилашни киритамиз. Унда

2л J. sjj .
f. dx ■ .. = I  | = 2 |
J cos л-2 • 7 1.--I

булади. Интеграл остидаги

f(z ) = -  '
4г + 1

функция учун г, = 2 + -Л ва г2 = 2 - /3  нукталар 1- тар­

тибли кутб нукгалари булиб, улардан г2 = 2 - %/3 нукта 

/>={ге С: | г|<1} со\ага тегишли булади; г2 = 2- ^3 ей . 

Унда Кошининг чегирмалар хдкидаги теоремасига асосан

i / uWc = i  --- ciz = In i res /(г )
Д , z‘ - 4z+ l :=Q

Функция чегирмасини ,\исоблаймиз:

res /■(’ )=  lim (г- с >)Лг) =
-=г2 г->̂2

= Пт(г - г,) 7---v;--- - = — = - - L .
2 (z- z i)(z- z2) zr-z, 2л/з

Демак,

I — i. —  dx = ’ * . ! --ч/с - 2т ■ (- \ } = - •> .
I cos л-2 / Т г _ 4г + 1 / V 2-/3 у n/3

2л

■f с__  _о ;г!=1

15-м и с о л .  Ушбу

Г 1-- </ф
J 5+3 cos m х5+3 cos ф

— л

интегрални х,исобланг.
Бу интегралда е'ф=г алмаштиришни бажарамиз. Натижада
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| -- dw = I  | -- 2—-—  =2 | --- 1____dz
^5-t-3cos<p ; ^  5 f 3 J.( . + !_) ' ^  Зг2+Юг+3 

булади. Интеграл остидаги

f iz ) i
Зг‘ +10е+3

функциянинг D={z e С : j г |< 1} со\ага тегишли битга z = - j  

махсус нуктаси булиб, у 1 - тартибли кугбдан иборат. Унда

i f(z)dz - 4 — -- = 2 тс/ res — —!----
1-jLi i.jLi Зг+  10г+3 ;=-i 3г2+10г+3

булади. Равшанки,

J___
.. ,v< , _res —у-i---= lim (z + |)-— J---- = I .

.-<•-! 3,-2 + 10г+3 J 3 3(г+1)(-+3) 8

Демак,

Г 1-- с/о = 2 2л/ ■ ' = f .
> 5+3 cos ip i Л 1

16-м и с о л .  Ушбу

I cos2 9(Ар

I  2-sin2 ф

и н те грал н и \и сослан г.

Бу иигегралда e'-^-z алмаштиришни бажарсак,

ф е 10, е  С :  | г 1=1}

Ж

2 ! +cos 2ф 1+ I '■1 
COS ф = — J - X  =  ,

■ 2 1-cos 2ш ! - ' ( ; + ; )  
s n r  ф =  - - у - -  = — -

булиб,

л , l+i K )
Г £«_фЛр = J  I I  . . ■ — _ d7 - i l l .  _(г±1Г. Ф  
J 2-sin2 «р 2 / ^ г   ̂ ,Л |гЛ ) ■ 2 / ^ ,  с -2+6г+1 Z'

2 —  ;

те н г л ик у р и н л идир.
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Интеграл остидаги

(г+1)2 = 
г(г2+6г+1) z\z

(г+1)2

функциянинг ^,=0 ва z,~~3+2 V2 , z2=~3—2 V2 махсус 

ну^талари булиб, улардан <;=0 ва г,=-3+2 /2  лар {| г| <1}

сох,ага тегишли булган кутб нук,галардир.
Коши теоремасини куллаб, топамиз:

:-(-3+2Л)|г-(-3-2Л)|

| -1 ■ dz = 2 ni
W=i

res (г+1)2 + res - (г+1)
о г(г-г1)(г-гг) г=э г(г-г1)(г-г2)

: 2ni 1 , 1 (г.+ir
г]г2 г[ z\-zj

■■ 2 тс/

2 тс/̂ 1

1 +
__ j____ (-3+2V2 + 1) 2

-3+2V2 ' 4V2

V2

Демак,

rcosj^p = л j 1 

q 2—sin (р V V2

2 ) Х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  \ и с о б л а ш . 
Чегирмалар назариясидан фойдаланиб хосмас интег­

ралларни \ам х,исоблаш мумкин. Бу куйидаги теоремага 
асосланган.

4- т е о р е м а .  f(z) функция {г е С : Im z >0} соцанинг чек­
ли сондаги махсус нуцталардан ташцари барча нуцтала- 
рида голоморф булиб, унинг чегарасида узлуксиз булсин. Агар

lim | f(z)dz = 0 (у ={ I г I=г, 0 < arge < п} (8)

оо

булса, у х;олда \ f(x)dx яцинлашувчи булиб,

| f(x)dx = 2ni £  res/(г)
-оо ■ im г*>° г Zk

(9)

булади.
Бу теоремадаги (8) шартнинг бажарилишини курса- 

тищда куйидаги леммалардан фойдаланилади.
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1-лемма (Жордан леммаси). Агар

lim г max]/(?,)!= О (Ю)

булса,

lim \f(z)dz = О (И)

булади.
2-лемма (Жордан леммаси). Агар

lim max |/(г)|= О (12)

булса, у \олда VX > О учун

lim J / (z)eIAZdz = О (13)

булади.
17-ми с о л .  Ушбу

хосмас интегрални \исобланг. 
Равшанки,

функция {г 6 с  Im 0} да ягона г=  i махсус нукта га, 3- 
тартибли кутбга эга.

Z= оо нукта f{z) функция учун 6-тартибли нол булга- 

ни сабабли г->со да

булади. Демак,/(г) функция 4-теореманинг барча шарт- 
ларини бажарар экан. Шунинг учун

maxi/(z)|~ -V (У={ \z\=r, 0 < argz< л})
гг У г г

булиб, 1-леммага кура

булади.
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Энди кейинги тенгликнинг унг томонидаги чегирмани 
\исоблаймиз:

res ■-I— 7 = lim - 
г= /(г "  + 1) z—>i

Натижада

\ lim — L = I  l im -3 4.
2 с ->/ч J 2z ĵ(z+i)- l6 '

f __dx__- 2ni~ = -2. л
J u J + i)3 16/ кл

о у л ишини то 11 а м и з.
18-мисол.  Ушбу

f - (я - натурал сон)
Ьг-Ч)"

инте; рал ни \исоолат.
Аввало берилган интегрални

о

</;.... = i  f _г7 v__
( -V2 + I ) "  2 • (-V" 4-1)"

куринишда ёзиб оламиз.
Энди

/ ( -  —J —  ----- i---
(Г+1)" (z+iyiz-if

десак, бу функция {z&C: !m г > 0} да z ”  / махсус нук;- 
тага, л тартибли цутбга эга.

Равшанки,

lim г ■ шах|/(г)!= 0 (yr—{ j z \'~r. 0 < arg< < я}).
Г —*ос

Унда 4- теоремага кура

+оо

f --г~-: - 2 ТС/ res f i z )
\ л +U  ̂— /

булади.
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(1) формуладан фойдаланиб топамиз:

res
1=1

f(z) = lim t-Ittt ~~ t (z - i)"
i {«—1)!

1

lim
j n - \

(л-1)! г-w dz”~' (z+i)n

(z+i)"(z-i)

(2л—3)!! j 

(2/1-2)!! 2 /"

Натижада

I t(X-+1)'
= 2ni

. ) (2я-3)!! (2/7-3)!!
2/ (2/1-2)!! “ (2п-2)!

булиб, берилган интеграл учун

7  dx _  (2/1-3)!! я

булишини топамиз. 
Энди

(Х2+П" (2/1-2)!! 2

j е,Хх R(х) dx

куринишдаги хосмас интегралларни крраилик.

Агар lim maxi R(z)\= 0 булса, у \олда Жордан леммаси-

га кура

булади, бунда

lim \f(z)dz = О

J  {Z)-ze’X: R(z).

4- георемага кура биз

]e!,-xR(x) dx = 2ni £  r e s /?(<:)]
—c-o ! m >0 k

тенг.чикни хосил килами ; Бу тенгликдан

(34)

[ R(x)c-oshxdx - -2к im-j У resjeA‘ ■ /?(гт ( j 5)
I 1тг*>0
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\амда

f /?(x)sin Xxdx = 2л Rei У resje""' • R(z)]
_oc [!m zjt >n" " J

формулалар келиб ч и кади.
19-мисол .  Ушбу

1
х  -2.V  + 2

dx

( 1 6 )

интегрални \исобланг. 
/(<;) функция деб

/(г ) г2-2г+2 1г-(1+/)Иг-(1-/)]

ни оламиз. Бу функциянинг 2 га: ,̂ = 1+/ ва г2=1—/ кутб 
нукдалари булиб, улардан г, = 1+/е {Im <; > 0} булади.

R(z) = -г4 7 функция учун да R (г) ~ -V булган-
Z —ZZ + £

лигидан 2- лемма шартининг бажарилиши таъминланади. 
Унда (16) формулага кура

Г . sin.JL- dx = 2л Re 
1 х -2х+2

res / и )

булади.
(1) формуладан фойдаланиб res f{z) ни \исоблаймиз:

Z=Z\

5?/ u ”  u-o+ o  i} -

e/,l+/) (Г1 / ■ i= = V  sm 1 - i cos i )
2 /  2 ’

Демак,

= 27iRc
л -2л+2

20 - м и с о л . У шоу

% - (sin 1 - i cos !) ке sin 1 .

; { dx
■ .v .:

интегрални \исоб nun
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Аввало берилган интегрални

J  ',/л =\ ]  1 V/v = 1 J  f I  j

= Ж + 1 f cos2a^
2 2 J 1 + .Y

куринишда ёзиб оламиз. 
Энди

1
cos2x

l+ x 2
Лс

интегрални (15) формуладан фойдаланиб \исоблаймиз:

г cos 2.xf a  = _2л Im
1 л +1

res -
J 2' = -2лIm

2/
ле

Демак,

J " I ' '  ' с/л =  f  + j  ле~2 =  f  (1 + е “2 ) ,

л' + | 2 2

21- м и с о л . Ушбу

о J + l

интеграл11и \исобланг.
Интеграл остидаги функция жуфт функция булганли- 

гидан

Г™й*</х = 1 f " m ' dx 
J x 2 + i 2 J ..- ^1

булади.
Равшанки,

ze-
f(Z) = ~2

,v‘+l

ze'

-■■+1 (<-i)(z+i)

функциянинг битта махсус нуктаси г = / булиб, у кутб ну к

гадир, г=/е {Imz > 0}. R(z) = -г— функция учун <;-> °° да
г  +1
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R(z)~ ” булади. Булар к,аралаётган интеграл га нисбатан

(14) формулани куллаш мумкинлигини курсатади. (16) 
формуладан фойдаланиб топамиз:

I ~dx = 2nRc
ze'

rcs 7+7
z = l L 1

= 2;iRe%-

Демак,

dx 1 K
2 e '

М И С О Л  ВЛ МАСАЛАЛАР

Ky й идаги и m eгралларн и \исобла нг:

86. Ф - f ^ .  87. j 'Г !. d:.
7> с;’О + с) ,, , z '- iz2

88. | ^-dz.
id=l ''

' —J v I .v

7

89‘ f dz:, у =i 7  + T- = 11 ~ эллипс.

90. jigzdz- 95. f (2z - l)cos -~_̂ dz

91. j 96. <t Ж
1,1,3 Г +4 |:H 1 "

94. $ -J- c/e- 99. ф -5*_■) £ + 1 , «-= +3
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ллипс.100. 1 у  = i v  + T  = 1 } “ эл-

• I ~V + -1 )d~y у = {.v: + г2 = 1 б} - айлана.101

Y

3

3 9

J03. j z'sinU/z. 109. )
, ’ (<:+1Г(;+2)(гч4)

104. I -,-r ‘L - 110. t
. S < Г" J- 1 )< " - 2 ) ('■ +4>

"15. ">■ V , '; : : ? '

__r_^__
4 _  I ’ ' V .* s ’n  С С OS С

106. 9 312.

107. f ;-5, ИЗ. $3&xz:lz.

108. { i/z- 114. j -̂*-z-dz.

i 15. ? : '■ ' \x~ f >' :.vi.

116. f  V ' , "  •

117. Ф . : 7 - j V -» I-

H8 Ik

П9. 1- ; ■ ;  = ; \ 4 I

’ i q



120. j z sin ^—dz.
k!=2

1

121. f .
;+11-1—2

sin zdz122. t -JUL 
,_,:=i (z-z)<z-0

123. |tgnzdz, /7 = 1, 2, ... .
:d=K

124. j sinJ: dz.

r - J z - 2 1 - Й .

126. i  -11
J Л

clz

127. j -r4— dZ.
;  , r e -  9)

128. ТЬ  | sin21с/г.
iZl-f

129. <£(1 +  ̂+ z2)(e: + ez ' + e:2 )dz.

zdz

11 * l i e f e r

134. j^be^dz-, D = || г|> 4l.
,)D '• J
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135. 1 з т ж ^ ; ^  = {ld<2}.
()D ' ̂  ■

i\ ; Z  ^= { i? i< 3} .
C)D

1 3 7 .1 7 - * :  D = [  H<2}.
,)/)Z 1

138. j sin D = || г - 1| > l}.

139. i e'Lz~< D = {к-  2\+\z + 2\< 6}.
f)D

140. j г cos 7 T dz; D = {| г|> 2}.
f)£> **

141. Z) = {kl>l}.
,1/) "

142.} ~^— dz\ /) = {|г|<1, R e^ >0 ,  I iru  > 0}.
Id2*

143. / -7— ; Z) = {UI>4}.
,)де‘ -1

144. D = {| d < 4}.
//)£■’ -1

145. /)={1тг>0} ярим тскисликнинг чегараси буйича 
олинган

интеграл шу интеграл остидаги функциянинг шу ярим 
текисликдаги чегирмаларининг йигиндисига тенг экан- 
лигини курсатинг ва унинг кийматини топинг.

К у р с а т м а .  Кошининг чегирмалар \ак,идаги теоре- 
масини {Im z > 0, | z \ < Щ ярим доиранинг чегараси буйи­
ча олинган интегралга кулланг ва кейин R ни °° га интил- 
тириб лимитга утинг.

Куйидаги мисолларда чегараланмаган сох,анинг чега­
раси буйича олинган интегралларга Кошининг чегирма­
лар х,ак,идаги теоремасини куллаш мумкинлигига ишонч 
\осил килинг ва уларни \исобланг:
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Куйидаги мисоллардаги интегралларга Кошининг че­
гирмалар х.ак.идаги теоремасини куллаш мумкин эмасли- 
гини курсатинг.

Бу булимдаги барча мисолларда аник, интегралларни 
\исоблаш талаб килинганда, агар интеграл хосмас ва узок,- 
лашувчи булса, у \олда унинг бош к,ийматини топиш ту- 
шунилади1.

Куйидаги мисолларда интегралларни \исобланг.

лимитга fix) функция интегралининг бош циймати деб аталади ва у

ь
V. p. \f(x)dx каби белгиланади.

f ix ) функциянинг [а, Ь\ кесмадаги узилиш нукталари сони бир 
нечта булганда \ам интегралнинг бош киймати шу каби аник,ланади.

149. / = \е 1 dz, D = {Im г > 0}.

Аник,  и н т е г р а л л а р н и  ч е г и р м а л а р  
ё р д а м и д а  \ и с о б л а ш

п
154. 1 tg(* + i)dx.

о

--------  ь
"Айтайлик, f[x) функция \а, 6|\{с) да узлуксиз булиб, j f ( x )d x

а

интеграл узокуташсин. У \олда

с-р b

р —*0 а с+р

lim \ f(x )dx  + | f{x)dx

a
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155 f — ——  > *)■1 J J * J a+cosx
о

156. j 13+l̂ fsin x'

|C7 f COS_X___ Л у
*57 . J 13+12 cosx 

0

158. j  i4’V '  dx.
(, 1 + sin .v

159. J ctg(x - ia)dx, (a > 0).
0

я

160. I eUxctg(x - ia)dx, (a > 0).
0

161 j ------ 2 ’ (a> b > 0 ).
,U1- ,, (a+b cos x)

162 \--- — г— г, (a > 0- b > 0).
,OZ'- I {a+b cos2 x)2

2n
./ 't [--- dx--- (a _  комплекс con ва a ± ±1).

' I l-2acosx+ a

2n 2

r cos- 3 xdx ia _ комплекс con ва a #  ±1).
104- I I-2a cos x+a

2n
165. J ecosx c o s ( « a  - sin x)dx (n - бутун сон).

166. j tg(* + ia)dx (a - хаки^ий сон).
0

2я

167. J ctg(x + a)dx (a - комплекс сон ва Ima * 0).

168 f- ^ xdx— j  {a > 1).
* l-2^cosx+ fl
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169 I s,,'; v,/v • ( - l < t f< l ) .
. 1 2a cos л- n"

1 7 1  ! - ( «  >
s 1 • J a+sin л

о

111. f -бошк;иймат.
0 i-2sin“ A'

175 f /4 _  (-1 < a < 1) - бош кий мат.
1 1 j -  J C1 + Sin A

17 4  I vifv- (Г| < a < D-
Г, I - a mi! ' v

17c f . 'ml£sk- {«>!)-- бош киймат.
1 l 7’- i - о sin л

17f. f — ...-dx  (-1  < a < 1).
’ J 1 -2.(i cos x + a L

( 7 7  j — — _ ,jx  ( -1 <  a  <  1),  /1 =  0 , 1, 2 , . . .  .
'  1-2tf COS А + Д Г

170 f-—  "x--: dx (-1 < a < 1), n - !. 2,
1 -2(1 sin л i СГ

179 j ,! • ' ■ civs/m/v n —  0, i. 2, ...
* j 5 + 4  cos a

180. (0 < a < !)- /J = 1' 2-

Куйидаги мисолларда чегараси чексиз булган инте- 
гралларни х,исобланг:

181. +f  -■ -*Ц — • 183. )  \ Ч- Xdx.
{ (хч1)( -,--11 ,J, ' л- + ! )

182. 7 -..- 184. +{ - , -Г Ч  - .
' (Л-- 2лч 2 г (.v~ + l)(.\~ + 9)

<?4



+оо , +о° 2
185. | ,/л. 189. f

• л +10.V +l> • ■■

+oo ->

l/л 1 Qii I186, j , 190.,
• r  -2/л-2

187. f ' ; 1 i/л. *91.

\ r4 ;v  

Af/.Y
v ‘ +!.....  ’ " J (.V + 4лч i ' ) '

1-00 ^

188, j 192. j и г ^ 7  U/>() )-

193. | . “л , (</ >(). /.>>()}.
(A“ + :Г )< л * г' )

194. I -pV r («>*!).

195. I v — -- - («>0) .
J (Д-- - 2/v-1 -a' i

196. | , (a > 0, /.)>()).
, u;-( /\v )

197. I , - </v - n  (a > b > 0).
' ( V" +£.'■ M \ /r )■

198. ) - T~v . (<*>(), | i > 0 ) .  /? — 1, 2,
- a  -p“ )

199, f Ф. (<; > 1 - иатурал сон).

200. f --- , (o>(),  /»>()). n=\,  2,
J ( П ! />А I

201 I (/i > 2 - нат\рал сон).
1 , v-"



* * *

202. 7 dx. 205. 7 - 4 ^ -  dx.
1 x -2.x +2 1 x - 6.x +109

— oo — oo

+oo -f-oo — Я/у

203. j . 206. j — dx.
^  x -2ix-2 ^  л -2л + 5

-f-oo -f-oo

204. j , g'VA , . 207. J — r * .
(л  +4/Л -5 )3 j L (x +4 u - 5 )3

Куйидаги интегралларни Жордан леммаларидан фой- 
даланиб \исобланг:

208. 7  V osxJx ■ 213. 7  (х1+5х)*'пх dx.
J o o x 2-2 x  + \0 л +10x + 9

209. 7 -4^Ш~ Л • 214. 7 (2x44 l  l V SmX^-
л--2л + 10 л4 + 13л2 +36

210. 7 ~̂ ~Мх • 215. 7 u ; l)cos2x<&.
Л - + 4 Л  + 2 0  _ JTC л - 4 л + 5

211 . 7 -4 ----" 2~Ycfr. 216. 7  -V S1" v dx.
x  +2л+2 ^ Л-+2Л+10

212-7 ;~sill< dx- 217. 7  ■ f qosx dx.
j j x -2x + l0

~K

218. f ■ c,osx2 dx (a > 0). 
x +a

219. [ c°sg* dx (a > 0, b > 0).
*+/?0

“bo-

220. J a|uia fa  (a > 0).

221. (« > 0).
0 U +a~r
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+оо

222 . j * s2in “f dx (a > 0 , b > 0 ).
(i x

+oo

223. j ;0S1 t  dx (a > 0).
J0 (xl+a-)

+oo

224 f- , , (a>  0 , b > 0 ).
l(x2+a2)(x2+/>2)

225. f 4oŝ  : dx (a > 0 ).
,, X +x +1

Куйидаги интегралларнинг бош к,ийматларини топинг:

+ ОО

226. | ^ < / х  (а > 0 ).

227. 1 ( а < 0 ).

+оо

228. f >l4,sx dx.
х -5х+ 6

229. +j
sin xdx

(x  + 4 )(x  — 1)

230. 7  —  ' f  dx-

231 f - ---  (a > 0 , - o o < / < o o ) .

(x +a )(.x-f)

| „/(XX _ .

232. [ Щ -dx  (a > 0).

233. { dx (a<  0).
X

327



2 3 4 . ? y 7  <'-> <»•

235. I jz , ('<0).

Куйидаги интеграл лари и \исобланг:

236. 1 ' dx.
о

4оо

237. f с/.\ (а > 0).
J А О

218. Г siiioLv (а < 0).
I. A 

-foo

239. J 4-“4  !iX dx (a > 0, b > 0).

4-00

240. f ^  dx (a > 0, b >  0).
,, -V(A- +Л- )

4-oo

241. f si,n 4  , dx (a >0, A > 0).
.V(X- +ft-)“

242. I 1 (o>0) .

4-oo

243. f ~—s joy-cos 2bx dx (a > о b > 0)
0

+oo 1

244. | ' in': ' dc.
о x

К у р с а г м а .  141-чизмада курсагилган Г л=[—/?, —р] 
UYpU[p, ^]UY« контур буйича олинган ушбу Р

j  ^  dz
ГР.Л "

интегралдан фойдаланинг.
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245. j ' dx
i -v

К у р с а т м а .  141 - чиз- 
мада курсатилган Г, =[- /?,

- p ]U Y (,U [p . ^1UY« -
контур буйича олинган 
ушбу

141-411

j ^-=5  — dz
Гр./i

интегралдан фойдаланинг.
-foo

246. j мп, ' d.\ .
о *

4-00

247. J </л (а > 0, /?>0).
х  (х~ +ь~)

248. j ' f 1 V dx ( о>0) .
• .V ( х  + а " )

4 0 0  4-со

249. Ушбу / 1 = Jcosx2c/x ва /, = Js inx2</x Френель ин-
о »

те г pa j I л ар и н и \и с о б л а н г.
К у р с а т м а .  142- чизмада курсатилган yR контур буйи­

ча олинган ушбу

j> e'r dz
г я

интегралдан фойдаланинг.
Куйидаги мисолларда х > 0 булганда х О  0 булади деС 

\исоблаб, берилган интегралларни \исобланг:

4оо

250. \ х?~1 cos axdx (а > 0, 0 < р < 1).
о

4-00

251. J х"-1 sin axdx (а > -0, - 1 < р < 1).
о
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142-чизма 143-чизма.

К у р с а т м а .  250 ва 251 -мисолларни ечишда 143- чиз- 
мада курсатилган Г R контур буйича олинган ушбу

j zp-'e-azdz
гр,Л

интегралдан фойдаланинг.

+00

252. J cosxpdx (р > 1).
о

+°°
253. | sin j<pdx (j/>| > 1).

о

254. \ ^ j^ d x  (p>\)-
о x

3-§. Аргумент принципи. Руше теоремаси

Фараз килайлик, комплекс текисликда бирор у содда 
ёпик, эгри чизик \амда z{) (̂еУ) нукта берилган булсин:

у а С , Zq & С. Бу эгри чизикда

Ф (г )=arg (z— Z„) (Z e у)

функцияни карайлик.
Одатда, ф (z) = arg (г — г,,) функция охирги камда бош- 

лангич нукталаридаги кийматлари айирмасининг 2к га 
нисбати y чизикнинг ^  нуктага нисбатан индекси дейи­
лади ва у
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ind у
ч>

Бу ind у сон боши г, нуктада охири z нуктада (z
~п

булган г ;

каби  белгиланади. У)

|'К
векторнинг zu нукта атрофидаги Tyj1

айланишлар сонини ифодалайди. Агар векторнинг йу1/ о 

лиши мусбат булса, ind. у > О, манфий булса, ind. у 
булади. "

Куйидаги
а) z — а+ р е", 0 < t < 2л, \а < р
б) z ~ а + р е", 0 < t < 2л, | | > р > О 

ёпик чизикдарнинг ẑ  — 0 нуктага нисбатан индека1 
\исобланг.

Равшанки,

<; = а + р е ", 0 < t < 2л

маркази а нуктада, радиуси р га тенг булган айлан;1 
ифодалайди. Демак,

|1И

ни

Y = {zeC\\z р}
, , !,а~

а) Бу \олда | а | < р булгани сабабли ^ =0 нукта у ай'дз-
на билан чегараланган доиранинг ичида ётади. 144-я ч 
ма. t узгарувчи 0 дан 2л 

гача узгарганда z- zi) = Z

вектор 0 нукта атрофида 
гулик бир марта айлана- 
ди. Демак, ind() у=  1;

б) Бу х,олда I а \ >р 
булганлиги сабабли £,,=0 
нукта у айлана билан че­
гараланган доиранинг таш­
карисида ётади 144-6. t 
узгарувчи 0 дан 2л гача 

узгарганда z - z{] = Z век­

тор 0 нукта атрофини бир 
марта хам тулик айланма- 
ганлиги сабабли ind0 у=0 
булади.

Айтайлик, комплекс 
текисликда бирор D со^а

берилган  булсин : D a  С. 144-чизма
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Агар D сохдда /  (>) голоморф функция кутбдан бошкд 
махсус нукдага эга булмаса,/(с) функция D да мероморф 
функция дейилади.

5 т е о р е м а  (аргумент принципы). Фараз цилайлик, 
/  (:.) функции чегараси булакли — силлиц чизицдан иборат 

булган чегараланган D сощнинг (D  сг С) ёпит D да меро­

морф булиб, 31) да функциянинг ноллари хам, к,утблари х,ам 
ётмасин.

Лгар N ва Р лар мое равишда f  (z) функциянинг D сох;адаги 
но.ыари ва цутбларининг умумий сони булса (хар бир ноль 
ва цутб неча каррали булса, шунча марта х,исобланади), у 
\о.к)а

булади.
Юкорила! и (17) генгликни

/V- Р =  ind„ <)D* (18)

куринишда \ам с ини мумкин, бунда Э/)* = /(<■)/)).
<i - г е о р е м а (Руше георемаси). Фараз цилайлик, / (г) 

ва g (z) функциялар D соланине ёпит D да голоморф булиб, 

ихтиёрий z е д1) учун

!/(г) I > i g(c) (19)

тенгсизлик бажарилсин. У х,олда f(z) ва f  (z) + g (z) функ­
цияларнинг D сох;адаги но.ыари сони бир-бирига тенг була­
ди.

22-м и с о л . Хар кдндай /г-дара жал и

Р, (С) = ailz"+al '̂ 4  a.i' •’+. . • + ап ,г+я,

(й0*0, // > 1) купхдд п та илдизга эга эканлигини исбот- 
ланг.

Агар

/(-)=<:/,, с". 

g(c) = a,z" ' - a2z“ t . . . + я ,z + й

десак, унда

/ I V  • л’ <-')

булади.
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Равшанки,

i ■ s(-) n
I".11 =  0.

Унда шундай R > 0 сон топиладики, у се {с е С: \ cl >

R} учун

'< !  (20)l i i l  
f(z) I

булади.
Агар D={z е С\ z \ </?}, Э/>={се C:j с|-/?} дейилса, унда 

(20) муносабатга кура dD да

I / ( г ) ! > \g (г)!

тенге и злик бажарилади. Руше георемасига биноан,

/(с )  = af)Z\ g(c) + /(г> = / ’„ (^

функцияларнинг D сохдцаги нолларининг сони бир-би- 
рига ген г булади.

Равшанки, с = 0  нукта f(z) функциянинг п каррали 
ноли. Бинобарин, Pn(z) купхдднинг D со\адаги ноллари- 
нинI сони хам п га тенГ булади.

Яна (20) тенгсизликдан фойдаланиб, у £е{се С  Ы  £ R)

да Pn(z)* 0 булишини топамиз. Демак, Pn(z) купхаднинг 
барча ноллари п га булади.

2 3~м и с о л . Айтайлик,/(г) функция D сохднинг ёпи 

ги D да мероморф булиб, <)/) да узлуксиз булсин. Агар 

у z £ dD учун hnf(z) 0 булса, f(z) функциянинг D со\а~

даги ноллари ва кутблар и сони бир-бирига тенг булиши­
ни исботланг.

/ (с )  функциянинг D сохдцаги нолларининг умумий 
сони .V, кутбларининг умумий сони Р булсин. Масала- 
нинг шартидан f(Z) функциянинг 3D да ноллари х,ам, кугб 
нукдалари \ам булмаслигини топамиз. Аргумент прин­
цип ига кура

V Р нк!../Г (21)

булади, бунда <)D* -=f{dD)
Шартга кура у с ей/) учун Im /(c )*0 . Бинобарин. <)[)*

тунлам еки !,:е С: Imw > 0}, ёки {се С: lmtv< 0} ярим те- 
кисликда ёгади (w=f (z) ). Равшанки, бу \олларда w = /(c )



нук,та dD* чегара буйлаб \аракатланганда w = f(z )  вектор

w- О нуктанинг атрофида бирор марта хдм тулик, айлана 
олмайди. Демак,

ind()rW  = 0 (22)

булади. (21) ва (22) муносабатлардан

N=P

булиши келиб чикдци.
2 4 - м и с о л .  Ушбу

е^+2 z2— 1 = О

тенглама D={ze С : Ы  < 1} со^ада нечта илдизга эга бу­
лади?

Аввало

f iz )  = 2z\ g(z)= е7~Л 

деб оламиз. Унда берилган тенглама куйидаги

f iz )  + g(z) = о

куринишни олади.
Сунг \/ze {z e C : Ы  = 1} учун |g(z) I ни ба\олаймиз:

\g(z)\ = |е' - l| < -i- + ̂ -+...< 2 = |2z2| = |/(z)|.

Руше теоремасига кура

f(z) = 2z2 = О, 
f(z )+ g (z)  = e z—1+2г2 = 0

тенгламаларнинг D — {ze C:\zl <1} со\адаги илдизлари 
сони тенг булади. Равшанки, f(z) = 2z2=0 тенглама икки- 
та илдизга эга. Бинобарин, берилган

е г — 1 + 2z} = О

тенглама D да иккита илдизга эга булади.
2 5 - м и с о л . Ушбу

г + а.-<* = 0 ( Х > 1 )  (23)

тенгламанинг {ге С : Rez < 0} ярим текисликда ягона ил­
дизга (какикий илдизга) эга булишини исботланг.
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Аввало куйидаги белгилашларни к,иламиз:

уд = {ге С : Ы  = R, Rez<0} 
l= { z  = iy: — R<y<R}

Сунг ушбу

ёпик, чизик,ни оламиз.
Агар

fiz) = z + Я, giz) = — ez 

дейилса, унда берилган тенглама ушбу

fiz) + g{z) = О

куринишни олади.
Равшанки,

V ге / учун \fiz) \ = и+г>| = J\2 + у2 >Х>1, 

I giz) I = I — ёА = 1;

V Z е yR учун, R > А, + 1 булганда

I/O:) I = I Z + X | > Ы  -X=R-X > 1, 

lg(z) = \ex+iy\ = ех<1

булади. Руше теоремасига кура Гк ёпик, чизик, билан чега- 
раланган со^ада (ярим доиранинг ичида)

fiz) = г+ А.= О, 
fiz) + giz) = z +X —ez = О

тенгламанинг илдизлари сони тенг булади. Демак, берил­
ган тенглама {ze С : Rez< 0} ярим текисликда ягона ил­
дизга эга. Энди бу илдизнинг хдкиций эканлигини курса- 
тамиз. Бунинг учун

х + X — ех — 0

тенглама (— 0) ораликда илдизга эгалигини курсатиш 
кифоя. ср (х) = х + к — е 1 деб белгиласак, бу функция (— 0) 
ораликда узлуксиз ва четки нукталарда турли ишорали к,ий- 
матларни кабул килади: ф (0) = А, — 1 >0 ваф (— °°) = — Де­
мак, ф (х) = 0 тенглама (— °°, 0) ораликда илдизга эга.
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2 6-м и с о л .  Руше теоремасидан фойдаланиб, куйи- 
даги Гурвиц теоремасини исботланг. D сохдца голоморф 
булган [Fniz.)} функциялар кетма-кетлиги берилган булиб, 
бу кетма-кетлик шу сохдда F(z) функцияга текис як,ин- 
лашсии. Айтайлик, Г чизик, D со\ада узи чегараланган сох,а 
билан бирга гул и к, ётувчи ёпик, тугриланувчи Жордан чи- 
jhfh булиб, у ~ е Г учун F (г) *0  шарт бажарилсин. У \олда

шундай натура! п(. =п (Г) сон тониладики, ихтиёрий п > п,. 
учун барча F (z) ва Fiz) функциялар Г билан чегаралан­
ган сохрани hi ичида бир хил сондаги нолларга эга булади. 

F(z) функция Г да узлуксиз ва v z e  Г учун F iz )*  О

булга ни учун

inf|/'(z)| = т  > О

булади. Г да F niz )^F iz )  булганлиги сабабли шундай 
я0= пп if)  тониладики, \/ п>п() ш ze Г лар учун

| F„(z) - F(z)\ < f

тенгсизлик бажарилади. п > п0 лар учун

Fniz) = Fiz) + [Fn{z)-Fiz)]

деб ёза оламиз. Агар f iz )  = Fiz) ва giz) = Fniz) — Fiz) 
деб белгиласак, бу функциялар Г чизик, билан чегаралан­
ган со\анинг ёпигида голоморф булиб, у  z& Г учун

\f(z)\ > m > f >  \g(zj\

булади. У \олда п > п0 лар учун Руше теоремасини куллаб, 
Г чизик, билан чегараланган сохднинг ичида Fiz) ва Fn (z)= 
= fiz )+ g iz )  функцияларнинг ноллари сони тенглигини 
топамиз.

27- м и с о л  . Агар р < | булса, етарлича катта булган 

барча п лар учун

F (z )=\ - ^+  +(-1 
Г пУ<) j !  '  4  (2л)!

куп^адлар ёпик, {Ы  2 р} доирада нолга эга булмаслигини 
исботланг.
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Ушбу

FU) = c o s z = i y ) " ^

функцияни оламиз. Маълумки, бу кдгор Сда яцинлашиб, 

ундаги ихтиёрий ёпик, доирада, хусусан, { Ы  ^ р }  (р <

доирада текис яцинлашади: {| г! < р} да Fn(z )^F (z). { I z\ s p} 
да F(z)=cos О булгани учун, Г'урвиц теоремасига кура,

шундай пп = пп (р) мавжудки, Уп > па ва |г| S Р < f  лар учун

F „ ( z )  ф  0

булади.

М И С О Л  ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги параметрик тенгламалар ёрдамида берилган 
чизикдарнинг ^= 0  нуктага нисбатан индексини \исоб- 
ланг.

255. <: = р е-2", 0 < t < 2л, р > 0.

256. с = \ cos/ + / sin /, 0 < t < 2л .

257. z~ 2 cos t— i sin t, 0 < t<6n .
258. z = 1 + i  sin21. 0 < r<2n .
259. f(z) функция й со\анинг ёпиги /) да мероморф 

булиб. <)D да узлуксиз булсин. Агар у г Ч )/) учун

R e /U ) * 0

булса, у \олда f(z) функциянинг D со\адаги ноллари ва 
кутблари сони бир-бирига тенг булишини исботланг.

260. /(г), F(z) лар D соханннг ёпиги [) да голоморф

булиб, v " с <>D учун 1п1”~ у ^ 0  булсин (бу ерда D чегара-

ланган со\а). У хрлда F(z) ва F(z)+ f(z) функциялари- 
нинг / )сохддаги нолларининг сони бир-бирига генг экан- 
лигини исботланг.

Куйидаги тенгламаларнинг £>со.\адаги илдизлари сони- 
ни топинг:

261. z 4 — 3^ + 1 = 0 ;  D
262 .2г4- 5 г + 2  =  0; D
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2 6 3 . ^ - 7 z 5- 3 ^ +  1 =0;

264. г 4- 3 г 2-  1 =0;
265. e — 2^=1;
266. 0,9eH-i=2z;

267. 1 + 2г -  г5 = 0;

268. г7 - 5 ^  + г2 - 2 = 0 ;
269. t  ~ 4 ^ + ^  _  1 = ();

270. г' -  12г+2 = 0;
271. г4- 9 ^ +  1 =0;

272. t  — 6 10 = 0:
273. г4 + г3 — 4z + 1 =0;

274. г' — 2^+ г2 — 8 ; - 2  = 0;
275. 2г5 -  г3 + Зг2 -  г + 8 =  0;

276. f  -  Зг1 + <:2 -  2 = 0;
277. Агар ю (г) функция { | гI 

морф булиб, I ф(<:) I < 1 булса,
< И

Z>={ 1z\ < 1}.
D = {1 < k l <2} 

<4.D= { г

д={1,d <!> Rê \
Z)= { г < Re;
D = { г <1).
D= { г <1}
D =  { z < 2},
D ={ z <2}
D ={ z >)}
D=  {1 < k l <2}
Z)= { z < 4
D ={ z < П.
D ={ z

0}.

епик, доирада
Г(1Ло-

z" — Ф (zj (я — натурал сон)

тенглама {k  I < 1} бирлик доирада нечта илдизга эгя1
278. Фараз килайлик, у с  Сконтурнинг барча ну̂ т.

рида

\аХ I > \а + a.z+... + а 7*'+ а *̂+| +0 I4* к-1 ^ к+1 ** аЛ

тенгсизлик бажарилсин. Агар г = 0 нук,та у контур к 
чегараланган со\анинг ичида ётса,

о0 + axz + . . .  + а / '

купх,ад шу контурнинг ичида к та илдизга эга, агар 
нук,та у контур билан чегараланган со\анинг ичида „‘'"О 
са, у \олда шу куп\аднинг контурнинг ичида бир0р;а ',0 
илдизга эга эмаслигини исботланг.

279. г '— 5 :̂+ 1=0 тенглама
а) {I z\ < 1} доирада,
б) {К  k l  < z} х,алк,ада 

нечта илдизга зга?
280. t  — &Z + 10 = 0 тенгламанинг
а) {Ы  < 1} доирада,
б) {К  Ы  <3} \алкдда 

нечта илдизи ёгади?
281. Агар I а 01 > I а, | + | а 21 + 1 шарт бажарилса

г” + anz2 + а,г + а , = 0 (п — натурал сон) тенгламащ, 
нечта илдизи { k f  < 1} доирада ётишини аник^ащ, Нг
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282. е 4г" + 1 = 0 (л — натурал сон)тенглама { |cl < 1} 
доирада нечта илдизга эта'.’

283. Агар ! булса,

е = az" (п — натура;: сон)

тенглама {I::! < R) доирада нечта илдизга эга?
284. (Re - > 0} унт ярим текисликда

с =  а. — е 1 (X >  1)

тенглама я гона (у \ам булса \ак,и.\ий) илдизга эш экан- 
лигини исботланг.

285. Ихтиёрий комплекс а сони учун п>2  булганда

1 + z -* а г” = 0

генглама { Ы  < 2} доирада \еч булмаганда битта илдизга 
л а булишини исботлаш .

286. {! ’ I < ! ’ доирада

ze' 1 (X > I )

тенглама нин г я гона (у \ам булса х.ак.ик.ий) илдизи ёти- 

iiiини исботланг.

287. ; 0’ ярим гекисликда

az.’’ - с + £ =  е Ч- + 2) (а > 0: h > 2)

тенглама еиичга эга эмаелмгипи исботланг.
288. f(z)  функция { | ~| < 1} доирада ю ломорф  булса, 

куйидаги тасдик,ни исботланг:

шундай р ■ 0 сон топиладики, у  и - { i им <р} учун

- • wf (zj

теш лама (j/j -■ !} попрала 1 та илдита эга булали.

289. Лгар fiz )  ± 0{ ! г I < П будиб, /(0 ) * 0 булса, куйи- 
и'.гини исботланг:

лр 0 сон гопиладики,

V w е {0 < ! w | <р; учун 

г - и /  (с'>

тенглама 1 !т! < i } доирада т  та бир-биридан фаркд и ил- 
ли л а <1 а булали.

290. с sin z — 1 генглама фа кат хакикий илдизларга зга 
булишини исботланг.
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К у р с а т м а .  Берилган тенгламанинг - («  + |)тс,(я + })л

кесмалаги \акикий илдизларининг сонини аникушб, уни 

шу тенгламанинг jjq < (я + ||л| доирадаги барча илдизлари-

пинг сони билап солиштириш .
291. tg- = zтенглама факдт \акиций иддизларга эга були • 

шипи исботланг.
292. Ихтиёрий R > О сони учун бирор па -пк (R) но 

мердаи бошлаб барча п > п„ дар учун

т п

P„(Z) = ' + [| + “2!"+-•-+_/(!

куп\адларнинг { u;! < R} ёпиц доирада под га эга эмасли- 
гпни исботланг.

293. р > 0 сопи \ар к,андап кичик цилиб олинганида 
хам, егарлича катта «дар  учун

функциянинг барча ноллари {|/| < р} доирада ётишини 
исботланг.

294. Агар 0 < р < 1 булса, егарлича катта п лар учун

P Jz )=  1 + 2z + iz 2+...+nr'

купхдднинг {\z\ < р} доирада илдизга эга эмаслигини ис­
ботланг.

295. С  да голоморф булган f(z) функция комплекс те- 
кислик С  нинг ихтиёрий чекли кисмида гекис як,инла- 
шувчи {P„(z)} купхддлар кетма-кетлигининг лимита булсин. 
Агар барча Pn(z) купхддлар фак,ат \ак,ик;ий иддизларга эга 
булса, у \олда /(-) функция ьа унинг барча х,осилалари 
\ам факдт хдк.ик.ий илдизга эга булишини исботланг.

296. Агар а ихтиёрий ха^икий сон булса, у холла

f(z) = с

функциянинг барча \осиладари фа кат \акик,ий илдизга эга 
бул и ш и н и исботла н г.
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297. J{z) функция D a  С  сохднинг ёпики /> да меро- 

морф булиб, ДО да узлуксиз булсин. Агар у <;ед£> учун

\f(z)\>\

шарт бажарилса, у \рлда/(") - 1 тснгламанинг Осоуадаги 
илдизлари сони fiz) функцияниш ту соуадаги иоллари 
сонига тснг эканлигини исботланг.

298. f{z) функция I) с  С соуанинг спит /) да меро- 

морф булиб, i)D да узлуксиз булсин. Агар у  z.e.<)D учун

i / i -и < 1

шарт бажарилса, у уолла/(г) = 1 теш ламанинг D со\адаги 
илдизлари сони f(z) функциянинг шу соуадаги иоллари 
сонига тенг зканлигини исботланг.

299. f  '  ■ ' f  5г’ + 8-с' +■ 4- f 1 куиуаднинг унг ярим 
гекисликдаги илдизлари сонини тошшг.

300. z' t 2 + Зс + с -• 2 = 0 тснгламанинг
а) унг ярим текисликдаги,
б) биринчи кпадрантдаги илдизлари сонини тоиинг.
301. 2г  — 3-: + 3~: — - + 1 = 0  генглама чар бир квад- 

рантла нечтадан илдизга эга?
302. с1 + с1 + 4с’ +" 2z + 3 = 0 теш ламанинг илдизлари 

каиси квадрантларда ётали?

341



И Л О В А

I. Каср-чизшуш функция 

1) Ангармоник нисбат.

'г '-ie С:

нук,таларни мос равииша и-\, п ., к, с С’ иукталарга акслантирувчи каср- 
МИ !ПКГ1И функция ушбу

h'- »', If-i — Wi _ "l Г;
и’-и-2 VI’, vr, Z-Zi o-Cj

ан г арм он и к  иисбатлап  гопллади 

и = е2) \i - е '9 л. "  , |пш ' 0 ва О  ■■■ {>: . Iт : ;  > 0} булса. и ( D ) -  { 1Г: ! И '! 1}

--а

оу  шли ( 145-чичма).

©

miijj

145-чизма.

146-чизма
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3) и: = e'fl с , I a I < 1 ва D - {г: I г I < ]) булса, w (D )= {w : | w | < 1}
1 -az

булали ( 146-чизма).

II. Даражали функция ва унга тесКари булган функциялар \

1) н- - ,г ва 0 =  (с: 1 т ;>  0) булса, «*■(£)- C\R' булади (147-чизма).
2) w - с' ва /) = {г : Iпк < 0} булса, н> (D) = C\R булади (14,S-чи i-

ма).

148-чизма

3) tv - ва О - | ;:() < arg с < булса w (О) = [w : Itnw > 0) булади 

( 144-чизма).

149-чиз\1а
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4) iv - z" ва D = |г:0 < arg г < булса, w (D) =  С\/Г булади (150- 

чизма).

©

150-чизма

5) и> =  г" ва в = [2ш < г< 2(«+1)к} K=0,i, . 
I я п У

"(D) = C\R+ булади (151-чизма).

... п-1, булса.

р т у

151-чизма

6) W = (-Jz)a *ски w = y[z, V-T = /) ва D=C\ R' булса, w(D)={w; ImwXJ} 

булади (152-чизма).

0  

i l l

i '" l|

w=(/z)0 ©

152-чизма

и = (yfz), (ёки »■ = J 2 , i/-T = _/) ва D~C\R булса, w (D) — {w: lmw<0j 

булади (153-чизма).
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2(k+l)n\
< -- --- f булади (154-чизма).

153-чизма

8) w  = ^ f z | , « = 0 ,1 , n — 1 ва/)=  СУГ булса, w ( D )  = < arg w <

©

ll l l l l l

„ ,- М

к
2КЗГ

|в|||ч|| I '1'
0

154-чизма

III. Жуковский функцияси ва унга тескари функция

1) w = i ( z  + | ) ва D ={z : |г| < 1} б^лса, w (0 ) =  jw :w  { |-1, 1|>

булади (155-чизма).

2) »v = 4 (z  + i )B a  D = {г : Ы  > 1} булса, w(D) =  {w : и- г [-1, 1])

булади (156-чизма).

155-чизма



'•J
(w)

-i 1111

156-чизма

3) = Z + 4z' ■ I . л П  = / (еки w ( - . )  = .x.) h ; i  l ) ~ l z : z e  |-1, 

булса, w(D) =  {w. | w | > 1} булади (157-чизма).

4) vv = с + Vc" - I . V-T = -/ (еки »• (»)-<>) на /) = j c  : 

булса, w( D )  = {w: I wI < 1} булади (158-чизма).

158-чизма

IV. Курсаткичли ва логарифмик функциялар

чизма)И Ш <г' 0<  1тг<2я> б^лса' wd>) = C'\R‘ булади (159-
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159-чизма

2) w = c ва I) = {.*: 0 < I me < я} булса, w (D) = \w : Inw  > 0} булади 
( 160-чизма).

160-чнзма

' !  iv = с ' ва D — !: : 0 < 1шг < h. h < 2л:) булса, »■(D) = (и : 0 < nrg vv < А> 

булади (16! -чи зма).

161-чизма

4) W~ е ва D - (/.: 2кя < 1шг < 2 (к + 1) it} (к =  0, ± 1, ± 2. ...» булса. 
н(/.)) = C\R' булади. (162-чизма).

5) w (£иг)„ =; In.- ва D — C\R' булса, w (U) ~ {w : 0 < imtv < 2л) булади 

( 163-чизма).

6) w = (Lnz)h ва D - С Я  булса, vv( D) = {w:2ku < Imw <2 (к + 1) я} (к = О, 
±1,±2,  ...) булади (164- чизма).



0

2 0<+0tfi

i ' 111 
! I l l ж т т т ш

Z Kiri

2TTL

0

-27Ti

W  = -€
iw

I !

162-чизма

0
,(LnZ )o =

©
23ТГ

I 63 чизма

(,W)

0
'd

1 64 -чи зм а
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V. Тригонометрии ва тескари тригонометрии функциялар

I ) u’ -  s in  - ва I) = |г:- Ц- с Rcr < у . Imz > о| булса, w ( I)) -  {н\1ти' >0} 

Г)\' юли ( Ко-мизма).

©

1Т 0 I  от
165-чнзма

2) и = cos - ва D ' j ; . - л •- Re: • 0, !m ->0) f>\vu а, »• (/)) -  |н': |щн' > 0} 
булали I 1М>-чи п и )

I66-чизма

3) »■ - cli с ва /)=-{;: 0 < 1пк<л, R e :>  0} булса, n i l) )  ~ ) iv: I mu ■ 0} 

булали ( 167-чизма)

1 6 7 - ч и ш а
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4) w=tg* ва D = [ z - f  < Re г < * }  булса> w{D)={w i w\ <1} булади (168. 

чизма).

16 8 -ч и з м а

5) t, -! Arccosjj ~arccos г ва />=(г:1тг> 0) булса, ц /Д = ;».-{! < Rew < jr 
1ти < 0) булади (169-чизма).

6) *»■ Arccos г ,  »• (0) = -  у  ва £>= {г: (in г>  0} Own. a. w (/)) = j w :

— т К с v. 0, iniw > 0} булади (170-чизма)

(г)

169-чизма

©

fw)

Су

.jjU

'////// / /  v

s » l

1 70-чи )ма 
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Ж АВОБЛАР ВА КУРСАТМАЛАР

I  б о б

1. a) Re- = 0 . Ini с — — 1; б) Ree =  4  • Ime ~ | , в> Rcz =  1. Imz = — 1.

2. a) Ree = 0 . I пк =  — 1: б) Rec =  — \ , lm e =  — в) R e ; - j  • 

IПК = — ■ 3. a) Re; = 1. 1пк =  0; б) Re,- =  2, 1пк = 1.4. a) Ree = •“ . 

line — — 7  ; б) Ree -  — lm e=  f- 5. a) Ree=  — 4|> lme =  |^- 

6 ) Ree ”  0, Ime = — 6 . a) Ree =  — -j , line = 0 ; 6 ) Ree =  0. I me =>0.

7. a) Ree = — ,7. • l m e - ~ ;  6 ) Ree -  Щ - ~  ■ Ime =  -  ■

8 . a) Ree = 2 , Ime -  — 4; 6 ) Ree =  — 0,1; line =  0,7. 9. Rcz -  — j -

Imz = — ” ■ 12. e, + e, ва е, — e, пекторлар e, ва e, векторларга курилган 

параллелограммни111 лиагоналларига тенг. 13. е, е, f е, — е,. 14. а) I е! = 1. 

arg z = у  : б) lei =  3, arge =  п. 15. a) lei ~ I. arge = ~ f : б) lei -  I .

are/-- 4*  - 16. a) I el ~ I. arge - y  6 ) |e I = I . argz = 5*  • 17. a) I el =  1.

arge --- б) I el - I. arge = ’I  - 18. a) lei = 1, arg e =  6 ) | e | = ! h |.

arge =

^ : агар /> > 0 булса.

Y  ; агар /> < 0 Гп’ лса.

19. a) lei =  1. arg e =  n + ф; — cos ф — i sin ф =  cos (л + ф) + isin  (я + ф); б) 

e| = 2 sin , arge = ~  - -" : 1 -  cos «  + i sin a -  2sin "  (cos + / sin
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К у р с а т м а :  л = I — cos а, у  — s in  а, 0 < а < 2к. k l  - х 2 + у2 =

^4sin ~ = 2 s i i iy .  Чунки 0 < ~ < п  булгаплиги сабабли sin у  > к

V sin (х ос
sinip = - - = ^  = cos ^  = sin 

г: 2s in« 2 ( м )

C'OScp = i  = sin а  = c o s U  - i f )
IJ  2sm“  2 V 2 2)

тснгликлардап urge •-</>=■§---у иканлигини куриш  кчйип эмас. 20.

!,-[ = 2cos у  . argc = -у + Ц- Si п а + / ( I + cose) - 2cos ~  f cos + /sin |; 

21. cos3(p=4cos-’ф— 3cos<p

К у р с а т м а :  /г 'З  булгаи холла (6) — Муапр форм ул асини  ёзамиз: 

(cos ф + / sin ф) ’ =  cos Зф + / sm Зф

Ьу тсмгликиинг чап томонини соддалаштириш на тенгликнинг иккала 
гомоипдаги комплекс сопларнипг \ак,ик,ий кисмларини генглаштприш 
н.ппжасида керакли тепгликни \осил к,илиш цимин эмас.

22. sin5<p =  16siп 'ф — 2()siп 'ф  +  5simp. 23. а ) с =  —  8 ;  I I I  -  S .  argj=  л; 

6 ) I d  -125. argc = — ■ + 3arctg у . 24. a> с - 32i; I cl =32. arg-=| ;

o> :  I : I ' i  = -4- ■ m  - = 0. 25. a) - I ; | d  - I . arg,- - (); б) г = - \ ;

I с |=1, arg = - f  2 0 .  a) г  2'1 1*,»; Id “ 2«- J T  . arg z =  f  : 

6 ) z ~ 2" ( I - / V 3 ); id  -2"\ rnz = ^  ■ 27. - ~ 21"/; Id  = 2 "’, arg; = £ .

29. 2" ■ |cos ~  - / sin . 30. d  ; c o s ■ / sin n~  j . 31. 2 c o s ^ .

32. 2/?cos/l ^co sy i + / sin Д р j- 33. | /(||/((/ 35. а) Барча коэффи-

uiicin.'iap \акикий; о) Барча коэффнииснтлар соф  ман\ум. 36.

мп("+1)л <m"v («+!Vv ■ /и '
а) 2 ;  2 ; б) 2 2 37. а) т М ; 0-) .

sm i sjn л 2 sm x
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-in (н + О* nx (п+1)лг . иг 
10 sin— у -  c o s- j cos 7  s in®  
j o .  ---- -— ----— , агар п — ток, сон булса; ------± , агар

« к |  C O S j

sin Л+ГР i  /;(J\ s i n ^ 1)} i  я„\
п—жуфт con булса. 39. a ) --- ^ —  cosla + -y- ; 6 ) --- ^ — s in la  + - у - 1;

sin^ ' ' sin^ ' ’

„ . . Z=Q НУК1 .. .
тага к^раб йуналган тугри чизик, кесмаси. 42. а) { Ы = /? , Rez> 0, Imz.> 0}
— айлана ёйи; б) { ш = /? , I n u < 0} — пастки ярим айлана; в) { \z\ =  R)

— айлана. 43. = гиперболанинг III чоракда жойлашган булаги.

44. у = х2 параболапинг унг ярим булаги. 45. у = л- параболанинг икки 
марта босиб утилган унг ярим булаги. 46. { ш = я ,  Rez< 0} — чап ярим

айлана. 47. эллипс. 48. ( I с— I

49. Икки марта босиб утилган { I 1 I = I } айлана. 50. {Ы < 1 , lmz>0} 
юкрри ярим доиранинг чегараси. 51. Икки марта босиб утилган г=— / 
ва ;  =/' нукталарни туташтирувчи тугри чизик кесмаси. 52. Гурт марта 
босиб утилган с =1 ва г=1 + / нукталарни туташтирувчи тугри чизик кее- 
маси. 53. { I с | = 1, Im ; > 0} — юкори ярим айлана. 54. { | г I = 1 ( — айлана-

, ,  [х  = a(l - s in /), 
нннг оирипчи чоракда етган булаги. 55. . — циклоида.

У  = 17(1 -  COSI),

, ,  |.v = at -  b sin .... _56. циклоиданинг I чоракдаги еии. 57. Берилган иуна-

[у = а -  beast,

лишга тескари йуналишда босиб утилган у эгри чизиц. 58. Икки марта 
босиб утилган 7 эгри чизик 59. Икки марта босиб утилган у эгри чизик 
60. а) {с(л■ т~у ) =л} — координата бошида мавхум укка уринувчи айла- 
п ал ар он лас и (гуО) ва мавхум укнинг учи (с ~0 ); б) {с(х2 + у2)+у = 0} — 
координата бошида \акикий укка уринувчи айланалар оиласи (с*0 ) на 
.\ациций укнинг узи (с =  0). 61. а) (х;— у;~г) — гиперболапар оиласи.

б) |.iv= у| — гиперболапар оиласи. 62. \ар бир чизик Апполоний ай-

ланаеидан и борат, яъни шундай чизикки \ар бир нуктасидан :  ва 
нукталаргача булган масофатар нисбати узгармас сом га генг. 63. Четки 
нуктатари ; ва г, нукталарла булган айлана ёйлари оиласи (бу оилага с 
ва z2 нукталарни' туташтирувчи иккита тугри чизик кесмаси \ам кира- 
ди; бу кесмаларнинг бири чексиз узокдашган нуктадан утади).
64. а) z~x, —°°<л' <+оо б) z~ x  >0 в) z~n. 65. l)= { I г—« I <р >- 6 6 . D={Rez > 0}.

67. £)={0<агё;<2я}. 6 8 . £>={1тг> (Rez):\ 69. О = ^ - < 1
. IV
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70. а) {*>2} — ярим текислик (х=2 тугри чизик,нинг нукталари кирмай- 

ди): б) (у<0) — ярим текислик (у= 0 тугри чизик,нинг нукталари кира- 

ди). 71. а) ( — 1 < х < 1} — йулак; б) учлари — /, 1 — /, 1 + i ва i  нук,та- 

ларда булган тугри бурчакли туртбурчакнинг ичи. 72. а) Маркази г=0 

нуктада ва радиуси 2 га тенг булган ёпик дойра; б) Маркази z = — i 
нуктада ва радиуси 1 га тенг булган доиранинг ташкариси. 73. а) М ар­

кази 7=1 нуктада ва радиуси 1 га тенг булган доиранинг ташкариси. 

б) г= 0  нук,та олиб ташланган маркази z = —i нуктада ва радиуси 2 га 

тенг булган дойра — хдлка. 74. а) Марказлари г=1 нуктада ва радиусла- 

ри I ва 3 га тенг булган айланалар орасидаги {1<(х— 1)2+у2<9) \алк,а; 

б) Хакикий укдан юк,ори жойлашган, учи г= 0  нуктада булган х,амда

large = 0} ва jargc = y j  нурлар билан чегараланган чексиз сектор.

75. a) {х>0, х2+У<1} — маркази координата бошида ва радиуси, 1 га 

тенг булган унг ярим дойра; б) учи г  =  0 нуктада булган ja rg j = - y j ва

|argj=5ir| нурлар билан чегараланган \амда у  катталикдаги кенг-

ликка эга булган чексиз бурчакнинг ичи. 76. а) {х—>’=0} —- тугри чизик;

[ х2
б) {>’=0} — тугри чизик. 77. а) {>>=0} — тугри чизик,. б) < + -у = 1

— эллипс. 78. а) Диаметри |0, а\ кесмадан иборат булган 

|(х -  f j  + У1 = ( 2") | айлана; б) маркази z =0 нуктада ва радиуси

I га тенг булган айлана. 79. а) Х,ак,ик,ий ук б) Маркази г=0 нуктада ва 
радиуси а га тенг булган айлана. 80. а) {(х— 1):+v2> 1} —маркази г=1 
нуктада ва радиуси 1 га тенг булган ёпик, доиранинг ташкариси;

б) |x2--v = l l  гиперболанинг чап шохчасининг унгтомонида жойлаш-
3

ган текислик к,исми. 8 ). а) {Rej < 0} — ярим текислик; б) {х2 + у2= 1} 

айлананинг с = нуктасига утказилган уринма билан чегараланган

ва г=0 нуктани сакловчи ярим текислик. 82. а) {у2=\—2х} парабола 
билан чегараланган ва г=1 нуктани сакловчи ярим текислик; б) учла­

ри С=0 нукгада ва jargz = ~~\̂  + 3. 4 нурлар биссектрисала-

ри булган кенгликдаги туртта чексиз бурчакнинг ичи. 83. а) с, ва z2

нукталарни туташтирувчи тугри чизик кесмасининг уртасидан утувчи 
кесмага перпендикуляр тугри чизик; б) Мав^ум ук директрисаси булган 

ва фокуси ,'=1 нуктада жойлашган парабола. 84. а) Учи координата 
бошида. кенглиги (3—а  га тенг булган \амда (arg<-=u.} ва {argj=[3} нурлар 

билан чегараланган бурчакнинг ичи; б) учи факат z=Z0 нуктада булган

а) даги бурчакнинг узи. 85. {v2=2x+l( — парабола. 86. ||j - /j = ^2 j- ва
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доираларниш имилан уларниш умумий кие ми чицариб

ташлангап. 87. а) {г~ф. О < ф < 2тг} - Архимед спирали на {0<л<2л} 
кесма билап чсгаралангаи со.\анинг ичи; б) о) даги со\а \ак,ик,ий укнинг 
(0. 2к) инторвали Стлан гУлдиридгап. 88 . а) ) Re: > 0); б) | R e :'-0. ln i’ >0)
89. а) {!пк>2}: б) { \ Re: |<1) 90. < | ; | < 1, Ле;<()}. 91. Айлананипг марка-

п 1\В\;-а с
»» •'= "  нукгала, радиус и аса J  ' га тенг. 97. Парамегрнинг

барча кийматларида. 98. Параметрнинг барча цийматларида.99. |о| < 1.

i i ! ' ! ва и ~  1 да. 100. i а I < 1, ! и \ > 1 ва « = 1да 10 !. Параметрнинг бар­
ча кийматларида. ! (12. 0. 103. О 104. ~ 105. О 107. (лJ  на (y j кстма-кетдик- 

ларнин! \еч будмапшда бипаси  чсгаралангаи. Агар иккала {х } на jy j  
кегма-кетликлар че:араланмагаи булса, у \олда уларниш иккаласи \ам

лимиты ,*га булмасдиги мумкин. Масалаи, л„ - п sin 'Щ , У„ -  нссл ~  

булсин Унла ! v > iv I ■ . лекин llm хп ва ';П1 У„ — ма»ж\-л п т

Д|ардч бу кетма-кепикдардаи бирорпии, масалаи. {у ! чегараланган 

( i V, \<М) булса. у у>лла iim х п = <» булади. Мунки

V а iy  ! -  у  !> ;л ,  • М - ■

Ьу холла ум  (_•• } кс iM .i-ке пи ки и ш  л и миг и манжуд булмаслиги мум
Г7

кин 108. . 109. — 110. г --- 0 ва - - 2. П L г =  0. г - 1 - '
5-2V2 41-20V3 т  п

( т .  п  — и м п е р и й  б у ;\ п  с и н). 112. К о м п ле кс  ге к и с л и к н и н г  барча л у к  та­

лари. 113. - 114. —! у , ! !5 .  116. У ш б ' kn jn а н м т  0 с mi
! + J ‘ ' '■ •

■ га теш  б '.д га нда . I 18. а) ; i  () -!-V 6) I- ' 0 ' ■' <>' (o ' 1 V 
\ 2  ’ 2 / ' I  2 '  2 / '  V  2 '  2 1 ’

■ VV . 119. : i с i). i )  ' , j С: в )  (2 -n .  1 -2 ;

120. a) |£ ■ H i яр им  ; j пода ё ч у в ч н  яр» сфера; б) {•; Ч)) яр им  фашда 
ё т\ в ч п  ярим  сфера. 121 . а) {г)>0| яр им  фачода е ту в ч и  мрим сфера; 
6 ) (П --0 ) яр им  фа (ода ёт>;» ч и  яр им  сфера. 122. я )  Ю г,ори ярим  сфера;

1
о) к> ии ярим  cij'.cpа { 2 5 .  а) а  - > .  Ь)  а  -  , и) а .. J 2 :  г )  а  н и н г  \еч

v 3

Каидай ки й м а ги д ;:. 126. Сфера у л н н и т  (.;) гс к тл и ги ш н и ' \ а ки ки й  у к и га  
параддел диам етри алрофида 180 га б ур и лга н и лд . 128. Марками с~0

пук,гада на, пачиУси f x га генг оч.:г;т дойра 129. Маркааи - О 
v I - R :
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нуктада ва радиуси j^ v l  - R 1 га тенг булган доиранинг ташкариси.

130. Хакиций укдан юкорида жойлашган ярим текислик. 131. Мавхум 
у клан унг томонда жойлашган ярим текисликдан маркази г=2  нуктада

ва радиуси га тенг булган дойра чикариб ташланган. 132. Кугб

нуктада бир-бирига уринувчи айланалар оиласи; бунда текисликдаги 
координата бошидан утувчи тугри чизикка катта айлана мос келади.

I I  б о й

1. Бир япрокли. 2. Бир япрокли. 3. Бир япрокли. 4. Бир япрокли эмас.
5. Бир япрокли эмас. 6 . Бир япрок-ти эмас. 7. Бир япрокли. 8. Бир япроц- 
ли эмас. 9. Бир япрокли. 10. Бир япрокли. 11. Бир япрокли эмас. 12. Бир 

япрокти эмас. 13. Бир япрокли 14. Бир у прокси. 15. Бир япрокли. 16. Бир 
япрокли эмас. 17. Бир япрокли. 18. Бир япрокли. 19. Бир япрокли эмас.
20. Бир япрокли. 21. Мавжуд эмас. 22. Мавжуд эмас. 23. Бугун комплекс 
к-кисликда узлуксиз. 24. {Id /-1} да узлуксиз. 25. (»± Ц  да узлуксиз.

26. {'/--!,()) да узлуксиз. 27. C\R* да узлуксиз. 28. j|jj = I, 0 < arg z < 

ла узилишга эга. 29. С\(0} да узлуксиз. 30. С\{0( да узлуксиз.

31. j г s R z *  —у — I  да узилишга эга. 40. Ш арт эмас. Масалан,

/ (г) = — ва = I - 41. Ш арт эмас. Масалан, ]  (г) = т~~т
'• '<> <■ м| 17-Щ

к-~А)\
ка )Uz) = ■ 42. i скис узлуксиз. 43. Текис узлуксиз эмас. 44. Iскис

узлуксиз эмас. 45. Гекис узлуксиз. 46. Текис узлуксиз эмас. 47. Текис 
у муксиз эмас. 48. Тскис узлуксиз. 49. Текис узлуксиз эмас. 64. Шарт эмас. 

Maca.;ian,/('c-J=c+sinj.:! ваg(z)=—Z- 65. Шарт эмас. 66. Шарт эмас. 68./'(г)=2,

:.еС  69./'(г)=3г?, ге С. 7 0 ./ '( ; )= -  .V ■ г*0. 71. / '(г )  = ~ - ~ j -  г *  -2.

72. f '( z )  - i'Icosv + /siny), ге С 73. Хсч ерда С дифференциалланувчи 
эмас. 74. {Rcj-0} — тугри чизик нукталарида С  — дифференциалланув­

чи. 75. г=-0 иукгада С — дифференциалланувчи. 76. {Rer=0} ва {Jmz=0> 
гугри чизикларда С' — дифференциалланувчи. 77. z= 0 нуктада С  — диф- 
ферепииалланувчи. 78. {Rer=Jnu} тугри чизикда С — дифференциалла­
нувчи. 79. {Rez+Jmj=0} тугри чизикда С — дифференциалланувчи. 80. 
.’ =() нуктада С — дифференциалланувчи. 81. г=0 нуктада С  — диффе- 
рснииалланувчи. 82. Хамма ерда С — дифференциалланувчи. 83 ./'(0)=0.

84. с= 1. b - —a\ /U ) = ( l  — ai)z- 85. а= I , b =2\f (z.)=z: ■ 86 . а=— 1:Дг)= ~z ■

87. a=b=— l , f ( z ) 7=e~>(cosx+isinx)~e‘z. 88 . Е = {х 1—у2>0} тупламда голоморф 

на f i z ) - z 2- 89. Функция утибу

Е  = {О < argг < f } и  [я < argz < ^  j
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 ̂ = { f  <arg;<^}u{Af ,arg,< T*-} 

ппламларда голоморф на мис равишда бу тупламларда /(г ) -с2

\амла П 108. ^  =  I  • U . =  1  £  109. =
Эг 2 :  дг 2 j-j dz

-  • с ’ (cosy - i sinyt ■ 0 . 110. -rJ/ =  £  • % - 1L Ь.
r,v 2 г - «  ’ 2 г -а

ЭГ ; ; ____ l z - a - b . df_ _  2z - a - h ____df_ =  _ 2;;

" г ч -
,! 2 ' d l

1 2 21 
К ~ а 1 2 iz

(\z + a i f < r - f

П 4. ’’ Г  *• 1 1 115. 0 . П 6 .

2Jm 2+i m 2

---113 P l\ r\ P - 2
(\z+a\-i\z~<i\y 4 1

l , , . 1 1 7 .  , 124. HvK,. a rap
(l+U-ГГ 4;(|..-'T

ii-cons! булса. 127. f iu v a u + h . 128. f(z)\ — гармоник эмас. aiy f c j ва In |Дг)|

лар гармоник функиияллр. 129. A = + -1 -7- -г \ ri , . 130. v(a\W=
iJp“ P r,P O' г)ф‘

2vi'+r+c. 131. v( v, cl -■ ,“ 4  + c. 132. c(.v. v) = - - (x~ -  c " ) + c.
,v +y“ ' 2

133. i/.v.c^argc+c 134. v(x,y j=— 1 (x2—y)+c. 135. v(x.v)- 2xy— J (xJ—y2)+c. 

136. vix.y) -  x cosy.vh.v— .csinychx+c. 137. \(p.<p)=p<psin<p—plnp cos(p+<r.

138.ЛСЛ-Г + С/. 139./fz)- z:+c. 140. f ( z )= z ! + 2 iz—i+c. U \ .f ( z ) =  \  +ci.

142. f ( z ) - z + ~ + c .  143. f(z)—Z2+ (5 —i) z — i+ c i.  144. f(z) =  ~ T + c i.
z

145. f (z )~  ~=jz + iz : + 3i+c. 146. Мавжуд эмас, чунки берилган и (х ,у )~ е х

функция гармоник функция эмас. 156. ц~ух+с,. Курсатма. м-ф(х) фун-

д- I2
кция гармоник функция булиши учун 1—у + — у = ф"(х) = 0 були-

Дх' Ду~

ши керак. Бу ердан ф(х) =  с,х + г, эканлигини курит цийин эмас. 

157. и =у(лх + by) + г,. 158. и = c|arctg ~  + су 159. и =  с,ху + с,.

160. и = с\1п(х2 + с2) + с,. 161. и =  , 1 , + с,. 162. Мавжуд эмас.
х +с

163. I/ -  С р : Х  + -\;х~ + у ' +  С2- 164. и =  с](х1-—у-) + сг  165. Ах +  В.
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166. 4arctg ( +B. 167. Л\n(x2+ v ')+ B . 168. 169./(с)= (1-2/)Г .

173. Я(<р)=2: (х(ф)=—2ф— . 174. Л(ф)~2, а(ф)=0'. 175. R(ф) = ^5 + 4 sin 2<р.

176. Лф )- 4  . «<ф)=я. (х(ф)=агс!ё f  !■ 1 ~-g- ф, )  177. /?(<р)=2 л/5 : «<Ф> = л ■
( -  l + tp p + t/fq ij

178. Л (ф )- 10; « (ф )= я -  arctg j  ■ 179. К (ф )-3 , « (ф )-0 . 180. Л(ф> = Д  i

<*(ф)=0. 181. Л(ф) = 6; и(ф) = ^ . 182. Л(ф)=75; </(ф)=—2arctg ^ ■

183. Я(ф)~2 л/5 ; « (ф ) = ■ 184. Л(ф)-2; а(ф )=  ,  • 185. Л(ф)=2, а(ф)=гс.

186. /?(<;>)=- j  — arg/,, 187. Л(ф)= 7 • ф) “ - ? ' 188. (j-j< ,  1

сикилади. Цс1 > * j чузилади. 189. {\:/‘ 1!< ' > сик,илади, {|с+!|> ' } чузи­

лади. 190. >11 сикидади. !|d< 1} чузилади. 191. {Rcc< 0} сикдлади, {Re с > 0} 

чузилади. 192. {Re<-<— In л/2 | сикилади, i Rer -— In /2  } чузилади. 193.

{i;—2j <• 2 } сикилади. (!г—2!> J ) чузилади. 194. (|с;!>1} сикдлади, {|с|<1} 

чу шлади. 195. |,у- | . 196. |jj= 197. iz— 1|= ) 198. !tf= 1. 199. \z+i\ = л/2 .

200.1с;+ < fr^ a d ~ h i\  201. argc„= ^  • 202. Rc\-=0. 203. 1 <гп<+~>.

204. ,im|< 1+;)-,] =0. 205. Jm|( I -/)(.’ ,+/)]=0. 206. Jm:c.- • :i 209. Бутум 

комплекс текисликда конформ. 210 . Чегараси с=2 нуктадап утувчи тугри 
чизикдан утувчи ихтиёрий ярим текисликда конформ. 212 . Коиформ.
213. Конформ. 214. Конформ. 215. Коиформ >мас 216. Коиформ эмас. 
217. Коиформ. 218. Конформ. 219. Конформ эмас. 220. Коиформ.

226. R .- • |.

I I I  боб

3. { I к1— 1 +2/! < 4}. 4. {Rcn'+lmvv<3}. 5. {— 1 < lm j<  1). 6. j I w— (1 — Г) I --2),

■ arg(w— 1+1 ) 4  7. { I w I < л/2 }. 8. {—4<Rcw<0, lm»v> I !. 9. Учлари-4^1+3/, 

Й =9+3/, C, = l+7r, £,=9+7/ иукталарда булган AxBi CxE l туртбурчак.

10. i (Re li:"3):  . ’ < l l .  11. j< Rew— I )J— innv<!}. 12. N ’ - I 1 +

4 v

1+/

h
< 2, w + u #  - 1 I < 2

i i  ~ I f 13- h,=<i+')(|“ z)' i4- * = ■ 2 iz ~ 1 + 2 '■
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15. и 2 с* 2—2/. 16. и’ = к'0 + - £ и - г ||). 17. w (2 + i)c+ l-3 i. 18. г,=

- 1 + 3;. «р-0 , к -2 :  w +1—3/'=2(с+1—3/). 19. с„ =2 + 2/. Ф- f  , к-- I; w - 2-

- 2/'-/'(с—2—2/'). 20. Чекли цузгалмае нукгаси Нуц. 21. Агар </~| булса,

, Wi-azi
чекли к,у и-алмас муктаси иук,; агар иФ\ булса. у \олда с„ = - -

I : w\-a: | _ г н’|-ас| ]
<? -argo. к- \а |; и' - —j I- 22. Агар </= I булса. чекли

кузкалмас нукгаси пук,- Агар/г/ 1 булса. у ,\олда ч/ = ~j~ - (p=arg«, А=|а|;

" “ J ~ j - "I “ j —j )■ 23. w=az+b\ a, be R ва //>(). 24. ос+Л; a, be R ва

а ■') 25. w ~—Uaz+ h): a, be R  ва a>0. 26. w=az+bi; a, be R ва a>0. 27. 

w=z+bi; ски w= —c + 1 +bi\ he R. 28. w=z.+b. еки w -—z—i+b\ be R. 29.

u г + />(/+/); ски и——c+1 +/>( 1 +/), be R. 30. = ■5̂  • 31. w = - * '  ̂ + /■

32. >, = ^ L ± Z с 3 3 ' W = ^ .. e- ' l 2 ^ k \z _ ih ] l
b th —0|

34. w-=e"‘Rz. +wn. 35.// =0.36. v~0.37. argw= -^p . 38. { I и I >1, v=0}. 39. {I w | =1, 

/г- argM<2л} 40. и— 1

К у р с а т м а .  w = 1 = С°\Ск/Ш/ = 1 - ^  <t< 7 . Бусрдани -  1,

n n1—— tg/. / параметр — 7 ва 7 ораликдаги цииматларпи к,абул цилганда

- ..<)'<+.' булишини куриш к,ийин эмас. 41. {b(u2+v: ) + u+v=0} — v=—u 
т р и  чишппа  координата бошида уринувчи айланалар оиласи (тугри 

чизицнинг узи \аи бу оилага киради). 42. {v = —ки) — тугри чизиклар

оиласи. 43. Координата боши ва >»•„ = —  нуктадан утувчи айланалар

оиласи (бу оилага, шунингдск, w=0 ва w~wa нук,талардан утувчи тугри

1 2 _ _ Г3 1
чизик.\ам киради). 44. \и -  v+) | — циссоида. 45. Мав\ум ук.ка парал-

лел булган ^ } турри чизиклар оиласи (мав\ум укнипг узи \ам бу 

оилага киради). 46. jRew > ~| — ярим текисликлар оиласи. 47. |^сн < г̂|

- ярим текисликлар оиласи. 48. j l m — ярим текисликлар оила­

си. 49. {lmvt'<—cRcw} — ярим текисликлар оиласи. 50.
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M - * 2
— доиралар оиласи. 51.

а Ц -R 2) * 2-м

52. jRetv = - jj. 53. TyFpn чизик,. 54. Айлана. 55. Айлана. 56. Тугри чизик

57. Айлана. 58. Туф и чизик 5 9 . u + v = j  ■ 60. v ~ j '  61. и—v=— 1.62. v > h .

63. м>0, v<0.64. м>0.65. |w--^ < j -  66. jw -  -j| >  j  «  > 0. 67 .- j-  <aigtv<2re.

68. < arg tv < ^  69. I tv I < 1.70. | tv-21 >4.71. Ketv < i . 72. Retv-!m tv<l.

73. I tv I < 1.74. I w I >1.75. 4 ^ < a rg tv < 0 . 76. tv г  10,+~) . 77. ~ j <  lm tv < 0 .

I k l 7л

2 . 4 5/78. Retv> — 1, tv -  — > j  . 79. I w I < 1. lmw<0. 80. I tv | =  1 ва w = - т  ай­

лана ёйлари билан чегараланган, w=0 нуктани уз ичида сакловчи со\а.

81. Imtv<0, tv _ 1  + L  
2 2

Гг
82. RewCl. 83. I *  -  т| <  т >I Л

Г  -  1  >  1 -  84. Rew > 1 .  tv - 4  > i -  85. tv = ~ 4  +

2

I  + h i  ё к и  tv =  4  +

11 - i+ h i.  h e R . 8 6 .- 1  +  /. 87. 1-/. 88. 2(1+/). 89. 1+;. 90. ~. 91. Z =

92. |z‘ - =  1 . 93. |z I = у  • 94. a[gz*=a. 98. —
Z 2 Z| Z2 —Z|

Z2 —Zi Z i  — Z|
>0 99. K y p -

с а т м а .  Аввал z,=0, z2=°° ва z3= l  булган \олда ягона Г  айлананинг 
мавжудлигини курсатинг. Умумий \олда исботлаш учун w = L ( z )  берил- 
ган zr  Zr  Z, нукталарни мос равишда tv^O, tv2=°°, w5=  1 нукталарга 
акслантирувчи каср чизикли функция булсин деб фараз киламиз. У 
холда z= L ~ '( w )  каср чизикли функция { [tv | = l)  айланани z3 нуктадан 
утувчи Г  айлана ёки тугри чизикка акслантиради. Г  чизикнинг масала 
шартларини каноатлантирувчи чизик булишини исботлаш кийин эмае.

100. tv=2iz+4. 101. tv=  2?г _ ; 102. w = j Z f Z i ■ 103. * » = ( !  + О jq - -

104. w -  ■ 105. ,v = 2 i J l \  

(I+/')z + l+3/

106. >v = -
2i(z+D

4 z - l- 5 /
(l+2/)z+6-3/

H z - l )

108. tv =
(l+ /)z+ 3+ ;

iz+2+i 
z+l ' = ¥ <

_  ; ( 3 - f )-(!+ /)

110. w = ^ ( z  + I).

, , ,  (~1+3/)г+1-/ _  z ( l—4#)—2(1—/) w _
1,3  ( l+ / ) z - l+ i  ' ,1 4 ‘ 2 z ( l—/)—(4—/) ' I1 S - ( l+ / ) ( l- z )  '

116. w = £Z+b_ §v ерДа a b ,c ,d  —  \ацикий сонлар ва ad— bc>0. 
c z+ d
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4 7 .  и’ = . бу ерда а, Ь, с, d — \акик;ий сонлар ва ad—bc<0.

118. бу ерда а, Ь, с, d — \акик,ий сонлар ва ad—bc<0. 

R —z
119. w = Бу акслантириш ёрдамида юцори ярим дойра {Rew>0 ,

lmtv<0} сохага аксланади. 120. w = wn + i R ^ - .  121. W =  /
г+/ 1+г

122. и> = 2^  . . 123. Мумкин эмас. 124. w = / г~2; . 125. 
2 + iz -2 i J г+2/

/| 2. + I
w = е 2+ —— + fa) 126. W = Л/^-4 + w,,. 127. н-= 1 2 8 .  

Z - ( a - b i ) '  z + l г+2'

w - -4 г' +2. . . 129. ^ l  = eia ^ r .  130. **dL = , l z 2 . .  131. 
г-2-4/ j- a  w-a г-а

w = 132. w = ^ .  ,33. w=—iz. 134. ^  135.

. I t t я+arg-̂- |i

Л2 = g"/?! ■ -j °  ■ 136. »  = 7 t| -  137. w = /te  ̂ ' ^-5- , бу
R l-b w  R \ -a Z г+ 2  г-г2 ’

«, г-д w - i ___«  г-а
ерда £>0. 138. "  = *  '  »39. " =

= /С ^ a , бу ерда a — >^ак^к^й сон ва I a I < /?. 141. w = ± vl-fl—-) « WY VL»M“ U /vuivriivriri VUII UU 1 U I 'II. 1T1. »r — _ ---------------— ,

R l - K  ( l - J l - a l ) z - a

a -  2 ~a- . 142. Rew = a2— —Ц-(Imw)2. 143. Ren» = —a2 + ~ T  ((mu')2. 
a 4 a 4a

144. aigw=2a. 145. I w I =H, л < arg w < ^ . 146. w г |0, +<*.). 147. tv г 0|. 

148. lmw>0. 149. |w|<l, у  <arg*v< л. 150. R e w < - l + i ( lm w ) 2.

151. Rew> I - I ( l m w ) 2. 152. | w\<4, lmw>0. 153. M  > 4 '

154. |h>|<1, argw=n. 155. I w I > 1, arg»v=jt. 156. |w|=64, n<argiv<2rt. 

157. we (—°°, 1|. 158. M' = f | r | )  ■ 159. = (т т г ) • ,6 °- =

,6i. w = r2^±3zz2. ,62_ w = z*+li z ± i  ,63_ w = 2 z * + 3 iz+2 
2z +Зг+2 iz  + 2 z+ i 2г -З/г+2

164. w
2z + y f i - i

. 165. H- =  I + I . 166. и- =
2 z - ' f i - i )  y 2 z ~ J i~ i
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167. vv ■<&f 168. w

171. Бир япрокли. 172. Бир япрокли эмас. 173. Бир япрокли эмас. 174. Бир 

япрокуш. 175. Бир япрокли. 176. Бир я п р о ^ и  эмас. 177. Бир япрокли 

эмас. 178. Бир япрокли эмас. 179. Бир япрокли. 180. Бир япрокли эмас.

181. ±|и2 + - ^ v 2 = 1. 182. Щ и 2 = \. 183. и2—v2= j >  и>0. 184.

16 V  + 16 у2 >1
25

185. i | « 2 + - ^ v 2 > l  186 . u2- v 2< 4 -  187. и 1

wg (—i  , i ° ° ,0 ) .  188.we [—1,+■*>). 189. *v e Ж
2

190. Imtv>0, w г [O’ ^J- 191. Др < arg tv < 2л. 192. i/2 - v2 < i ,  v>o. 

193. w t  — 11 U 11. +°°)}- 194. we{(-oo,- l j u i l , +==)}. 195. Imw<0 .

196. lmw>0 197. Imtv<0. 198. Im>v>0. 199. - ..л +

iR+j )  ( M )

I

4 и + 4v

юк.ори ярми. 200 . ( я +J-j2 (Л - —)2

ки ярми. 201. кесма буйича кэдждлган

и2______vi _ ,

эллипс ичининг паст-

г Л 4у24 и = 1

эллипс ичининг унг ярми. 202 . . 2 i
sin a  cos а

(М ) (М )

гиперболанинг шох-

лари орасидаги со\а. 203. w е - I,
т ' " 4 )  " Ь  К "

а u  |-1, + оо)}. 206.
Г+2/г+1

z 2~ 2 iz+ l
_  t 2 +2// + 1 

/2-2;У + 1
и  з-

208.
2;'(1 + г )-Зг 

3/г-2(1+г2) '
209. W(D) = {Re? > i - " й -  ']}■

210. w(Z>)={z« (—00, —  1], ге [1,+ “>)}. 211 . |е2+,|=е2, arge2+,= l. 212 .

I е2~31 | =е2, arge2' 3,=27t—3. 213. I e3+</1 ~e\ arge3+*=4. 214.
з-4/l _  1

ai?<r3-4'=2rt-4.215. 1 .216 .-1 .217 .1. 2 1 8 .- 1. 219. 220. 1тг=Ая,

Jt = 0, ±1, ±2,... 221. 1m z = (2Л + 1)тг fc = 0 ±1 ±2> 222. | w| =e.
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223. argiv = у . 224. M  = g- 225. argw = -|. 226. { I w| =г'*'+|, —. —

спираль. 227. {| w|=e¥, — oo<\i/<«>} _  спираль. 228. { I w| =e‘. 229. argw=c.
\\i-b

230. k = О булса, argw~b. 231. lmtv<0. кф0 булса, p = e k (-<*> < \|/ < ~) —

спираль. 232. wg (—<*=, 0).233. Rew>0.234. | vv| >1, wg [1, +<*>). 235. a<argw><p. 

236. p=c¥ спираль буйича киркилган бутун текислик. 237. ! w \ <1, 0<argvv<a 

.238. ] w | > 1, 0<argw<cx. 239. e“< j w I <e^, y<argvv<6 . 240. i w I > i , lmw>0.
4n i + 2 я/ 2 гс/ 4rc

241. I wl <1, lmw>0. 242. w = e 3z 3 . 243. w = e z . 244. tv = ? z .

тЩ
,  lr ml-i)i ,,,,, ,  , e _  e z ~! + 2 - i
24S- w = e" * 246- w - e . 241 ■ w = e 3<-“2) . 248> w--‘

e z~‘ +2+/

249. w =-2^—-—-. 266. sinz=sinxchy+ icosxshy, |sind =  Js h 2y + sin2 x.
n’iti ' *

Г71 2 t sin2x+/sh2y
267. cosz=cosxchy— sinxshy, jcos^= v sn У + cos *• 268. Щz ~  cos 2x+eh2y

tgz
i/sin 2x+sh~2y , . . .  , , ,  f , i  . 1
—--- r--- t =-- . 269. sh£=shxcosy+ r/cnxsiny, sha = vsrrx + sin у .

cos2x+ch2y I i *

, | i— ;----- ^—  __  sh2x+/sin2y
270. chz^chxcosy+ishxsiny, !chzl = ysh x + sin у . 27!. t£Z -  cj12x+cos2y’

Ithd .f f i~ 2x+Slnf o . 272. 0; ish*. 273. ~ -sh l; ^ s h l .  274. cos2; 0.
I I ch2x+cos2>’ l  I

275. 0; th-f 276. cos2 c h l;- s in 2 sh !. 277. 0; sh2. 278. ----|П-4__ ;
2 2(cos 2+sh‘ l)

sh2 8 . 15 ___ sh4___ . _____ _sin2___ , 8!

~2(cosI 2 ^ h I l ) ‘ T7-’ 17' 280- ch4-cos2 ch4-cos2 ’ 28L

lmz=0; Rcz=kn, k = 0, ±1, ±2,... 282. Rer=0; Imj=/fcn, *=0, ±1. ±2.... 283.

Im — 0; Re г = f*  + \ )n, k = 0, ±1, ±2,... 284. lm r=0. 285. Im  Z = ^ f -  k = 0,

±1, ±2,... 286. Imz=0; R e zr-кж. k - 0, ±1, ±2,... 287. Re?=0, 1mz—kn, k = 0,

±1, ±2 ,... 288. lm z= 0 ; Re г = [* + k= 0 , ± 1 , ±2 ,... 289. Rez = 4 p  £= 0 ,

±1, ±2,... 290. 1тг = (*  + i j n ,  k~0, ±1, ±2,... 297. x=c тугри чизик^тар

синфи фокуслари ±i нукталарда булган с(̂ 2 с ~ s^2  с ~ 1 гипербола- 

лар синфига аксланади; у= с эса фокуслари ±1 нукталарда булган
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U■) - — = I эллипсларга аксланади. 298. Туртинчи квадрант. 299.
ch~c sh с

lmw>0. 300. Re^>0, zejO,  lj. 301. w г {(- -1JU И- +»)}• 302.

(Rew) (Imw)"

ch h
1, w e {(—chh, — 1] U 11, chh]}. 303. ! w I < 1.304. |w|<l.

305. w г {[—/, f'j. 306. I w\ >1, Rew>0. 307. imw>0, we [0, / j. 308. w e  {[—«>, 

— 1) U 11. • :i. 309. lmw<0. 310. Imw>0, sh-|j 311. w e  0|,

w e I—/, /]. 312. w g 1— 1. I j, w «  10, +/ <*>]• 313- lmv,’>0. 314. ImwX), 

w e |0, /]. 315. I wI < 1, Reu’>0. 316. w e {(—“>, — 1| U 11. +“ ))■ 317. Rew>0,

w e l l ,  +~). 318. w = cos -Ц^-— - 319. w = - cos^- . 320. w = /sh-~|.

321. w = /sh n{-z ~ * + hi . 322. w = - c o s ^ .  323. w = - ch ^L . 3 2 4 .

(yjj2 + 1 - i j j 2-1). 325. 2

.(2*+|)я

2C

&

(A-=0, 1, 2). 330. ±-^

(2/:+l)7r-arctg-| (2&+l)rc-arctg| 
cos------ ------— + / s in ------ ------—

—-(■H  + /), ± £ ( S ~ i ) ,  ± j2 i .  331.

м = , г2 

b = i - i £ .

( k = 0, 1, 2, 3, 4). 332.

Я
333. г,=2—/', г2= —2+/. 334. г,=—1, г2 = j  + ' - j

( f .  335. г* - 2| | (£—0, 1, 2, 3, 4, 5). 336. 1к =  е

(к = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6). 337. г*. 102е4^ н‘

z ,~ 0, г ,=  1, г ;

(*=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7). 338.

2 Атг ,г4=/, 339. z ~ 2 ~ 2 i .  341 . Zk =

343.+ ,s in l^ . ' j  (£=0, 1, 2, ..., и— 1). 342. г3=г2+(г2—г,) (cos^  + / s in ~ j.  

jo < argw < j j u | “  < argw < 2л|. 344 . Rew>0, we 10, 1]. 345. |h>|<1
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О < arg w < Ц . 346. I w i > 1, i f  - afg w < £  ■ 347, im  w - 348. Rew;.

Imw > 1. 349 . ||wj < 1, 0 < argiv < yju{|w| <1. n < argw < 2л}. 350 . |nj

|;t - arg vv| 3 5 1 . w -

.— iil 
2(y4 +l)e 3 z-i

я/ 4 ' 352. w 

(v 4 -2)e  3 г 3 +33V4
: / z 2 + a2, J -  1 ^  .

353.
z a+ R a \
— ---Г  | ' 354. w ’

z " ~Ra J

( 1 1  
z a- R a 

' 1 i Г
i , a + /Ja

2г+Л-»Г

2 z - J 3 - i S$ 6 .

/  2г+Уз~/ 

i 2 z - J i  - i
357. « '= J j- --  358. w • V/

г-zi
г> - г ^ o .

Iz+R 
I z - R '

г-i

г+i,
+ /g2 ^ .  362. w =

г р-1

UP+1
+^ 2 |- 3,

t>3.

= L /I --J- 
v Л ’

2/
364. w = ({-^Ч-Г3- 365. w = | I' ' .  366. w = J Z T 7 -  ^f L±i1/5 

‘ U - г  J\ T i

-  ir_±i 
2+ Г

368. w = e
Kl .
T  lz+ i VV =

369. 370. w
\[z2 +h2

■hi .

j r l = .

i z  - 1 -

374. w

372. w

< 1— \
j v - +1
lV7-i,

о-г^-О + г)73
2/

+ 1. 373.
v^+l v  

л/г-1

, 7 Л  = -/. 375. 1
2 i - J z

f z
376.

3+4/>/г2-и

3/+4уг' + |

377. w = у 2"[г + ^  + a+ ^ j ‘ 378. a<argw<^—a, a=arcsin -  a2 . 3} 9

lrnw>0. 380. I w I < 1, lmw<0. 381. 1< I w I <a+ ■Ja*’ - 1 . lmw>0. 382. I w i ^  

—a<argw<0.383. а— л[а2 - 1 < I w I < 1.384. b+ J\ + b2 < ! w! <a+ •]] + a2 .

.  ^ 1 7 7 ) .  386. w = az-b y lz2-(a 2- b 2)
a2 - b 2

387. w = i
.2 + У2
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388.

391.

394.

ч

4

400.

_ я 
п

410.

413.

= г-1 + л/г2 -2г-8 .  389.
-2? +5z-2

W - _ ] I T ti0z±16. 392. 
г+17г+16

l i l t .! 393. W 
I г-1 ' A2(l + Z2)2

w = . ,1 + i V * V .  395. w 
A (l + г )

396. W = - L  X
я /  я /  / - 1

h /н (1 + ;  /« )2

^  - / 2 - 4/ - 1, / = i  (C + 3). 397. и- = (г

/?
u = arctg -̂ y- 398. w = i

•V?“ f
....J3

, a  = arctg - y  . 39Q. w = I г + V г2 - 1 I , a  = arctg -у
J2

V  - г2 +1

2/ 2 -3/+2 

f 1-/Г V<

I  r  i J

3/-2/(/+l )Vf2-/ + l / = 403 w _  t -U O - lb fF - t+ l
2 Г  + 1+2 

(\- i z\4l i - i z V
lT=7.)

404. w =
t - 2 i( t - \ )J ?  - t  + 1

l i J ~3t + 2
l = 405

3 /
f 3 -  З Г ' - -  I , ( 2 -  л/з  ) ;  4  / 

t } + 2t'A- -1 с+(2-т/з )/

2 -2 i+ ( z + J ? 7 - 2  )2
406. w - — ' V  . _ . 407.

2 + 2;--(7 f -/г2 -2 )2

< arg w < — , vv 408. H, = Vl 409. •> v J

4n
^ L r iZ _ 411. w = jl

V
_ _.L_, 412 U) — 1

"  ̂1
4jt

е~2к-e  ' shf V

f ^  

\ Sln 2

■ 2 KZ „1,2w = ysm + sh у . 414. w = 415. »■
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416' Н = \[ e^+l” J + '^2 ^ '  ^17. 1п4+2£л/, ке Z  418. я/. 419. (2к+1 )я/, ке Z.

420. In Л + 1 ( 8 * +7)я/, k e Z .  4ц .  &■. 422. + 1)л/, ke Z. 423.

( 2* +|]™. fe Z . 424. [2* ke z .  425. ^  In 13 + ( ik n  - arctg

А:е Z  426. j  In 13 +И 2* + 1)я- arctg /, Z  427. |. 428. 1+ 2 Ы .  ke Z  429.

i l n 2  + /-|, 430. у  In 2 + + 2*rej, A-eZ. 431. - .432. In 2 + /|-| + 2kn

ke Z. 433. 1 + ' ( у  + 2kn\ ke z . 434. i(u+2kn). 435. г=2кл, ke Z. 436. z=ei. 437. 

kiz •
Z = ~ Y ‘,k e Z . 438. 2LnstLnz’, чунки 2Lnj нинг к,ийматлар туплами L nr  

пинг кийматлар тупламининг бир кисминигина ташкил кил ад и, холос. 439. 

cos(2к J 2 я)+ып(2£ -J l л), keZ. 440. 2̂ ~ [cos (2к + 1 )л -J l +/sin(2& + 1) л J 2 |,

■ . (2t+I)*
ke Z  441. e2i"(cosln2+/sinln2), keZ. 442. e2kn, k e Z .  443- j f e >

4
-^ -2 n k  arctg  ̂+(2/c+l )я г -ч

ke Z. 444. e 4 , k e Z .  445. - 5e 3 cos(ln5 - arctg y j  +

+ ;sin(ln5 - arctgЩ  k e Z . 446  s / ^ ^ f c o s ^ l n  5 - arctg | )  +

+ i  sin^ln 5 - arctg -|^1 k e Z  447. е2кж, K e Z . 448. e(2*+l)’r, K e Z .  

449. e{2K" )Jlm, к e Z. 450. e“ , « e Z. 451. / f 1\  к e Z.

452. l 4k + [ ) i ‘ . k ' m e Z  453 . k ,m e Z .  454 . !+2fot/; *, meZ.
In 2+2mni 4/w+l 1+2тя/

455. 4^  j ; m e ^  456. а2" ва (а")2 ларнинг к,ийматлар туплами устма-

уст тушади, (а2)а нинг к,ийматлар туплами, умуман олганда, устма-уст

тушиши шарт эмас. 457. а = —-— ; k, т е  Z  458. a  =  ; к, те  Z
2ш+1 З/и-1

459. Тугри бурчакли Rew =  с, Imw =  с — Декарт тури. 460. Тугри чизик,- 

лар .461. {0 < Imw < a} — йулак. 462. { Rew < 0. 0 < Imw < a} — ярим йулак.

463. {In/-, < Rew < Inr v 0 < I mw< 2n) — тугри бурчакли туртбурчак. 464.

0 < Imw < я . 465. Зл < Imw < 5я 466. — я < Imw < я. 467. 2я < Imw < 4л.

468. 0 < Imw < 2л. 469. — 2я < Imw < 0.470. 2я < Imw < 4я. 471. —2л < Imw < 0.
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472. |lmw|<it, we |0,+ ~).473. |-y- + Imvt| Rew<0. 474.-2л < lmw < 0, 

Rew< 0. 475. w =  21ru. 476. tv = -L-lnz. 477 w = 1  |n[ z '/a + z *
КОС П  I

478. w = -2-In —  + J-. 479. w = — Inf z + ylz2 -2 ) - i . 480. w = — L In (1 + z “
л i-z 2 я I J 2 2л

481. и' = 21п- ^ 77Г- 482. z ~  kn, k s Z .  483. z = ( b i j i t ,  t e Z .  484. z =  *я/, 

f e Z  485. z = ^  + i-jit, t e Z .  486. Rez = -| + - ^ , k e Z  487. Imz = -| + M .  

495. 2/ся, t e Z  496. |  + 2*я,-^ + 2*я; A e Z. 497. я - 1 ln(2 ± ̂ 3), * 6 Z. 

498. *л- /1п|>/2 +(-l)*+1 J, i  € Z. 499_ + *л, A 6 Z. 500. я + / -^3., t e Z .  

501. |  [arctg 1  +(2* + l)irj + i-ln5. 502. + кк - i  In 5, к e Z  503.

\n(yf5 ± 2) + { l k  ±  ^ jn / , k e Z .  504. ^ ln5+ yarctg2 + |̂r + -ijjt j, * e Z.

505 . г=/ ( -1)к1пЗ + Ая, k e Z .  506. z = ±/1пЗ + у  +2kn, к e Z. 507. z = ± 

± < In 2 + y j  + 2£я, к e Z .  508 . z = ± (-i|n2 +-|j+ 2*л, t e  Z. 

509. z = /ln2 + T^k + 4  j, k e Z ■ 510. z = 1 In2 + я(* + i j ,  к e Z. 511. Z r= ( -\ Y ^  + 

+kni, ke Z. 512. - = ± y  +2kni, k e Z .  513 . z = + 2kn - i  In z

514. z = y  + 2kn -i\n  ^ i z 1 ва г = —^  + 2fa - / In ’̂ J ' 1, k e Z  515. z~~2kni.
4 V2 4 Л

A' 6 Z516. г=-1п2+(2А'+1)л/, keZ. 517. z = Гг* + |1л/ ва г = - In 3 + (2* - j  jro',

k e Z  518. г=А:л(Ш), к e Z. 519. z = kn (1 + /) ва z = — ^ т)Л , * e Z. 520.

(4*+1)я ва (4*-l)it k e Z  521 -5-< lm w < -2Я, Revt'cO. 522. 
2(1+2/) 2(1-2/) 2 2

0 < Imw < ~ , Rew > 0 523. ^  Ba Rcw>0. 524. |Rew|<-|.

525. —я<Лен><0 ва Imw> 0. 526. -yc/ tew-c-j  Ba lmw>0.
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т г  " J  1  + -J  \~ Z *
527. О < Rew < у , Im w > 0 528. 529. W = -v------

530. w =
jy/z2+c2 -tVnr+c2 

)j Jb~+c~ —Jz“+c2
531. vv = -i- x

■J? + с + ос + + c + aj ~ P ’ 6v ерда a = -j |Va" + c2 -

533

л/л2 + с 2"). P = -j|>/a2 + c2 + \//?2 + с 2 j. 532. и' = J -Jz2 + c“ + Va2 + / .  

1̂I. W = j z 2 + J z 4 - 1 =-Lf>/z2+I +Vz2- l )  534. W = 1
(Й )

■Isf7'
К у р с а т м а .  Каср чизик,™ акслантириш ёрдамида 533-масалага кел- 

тирилади.

535. н ■
г -1+Z-/

г - i

К у р с а т м а .  Каср чизик^и акслантириш ёрдамида 530-масалага 

келтирилади.

536. и :
1+Jiz +IZ

1 - J i z + i z

Z+ i
К у р с а т м а .  каср чизик^и акслантириш ердамидаечими

келтирилган 44-мисолга олиб келинади

538537. и' = ,1 + ,1 + + ctg2 & + ctg S..

539. w =
1^} +\ )*

W )-
К у р с а т м  а . Жуковский функцияси к,аралаётган со^ани 530- ми- 

солдаги со\ага акслантиради.
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540. w= . 1
yl2+Js

' j-Jz4 + 4 + 2  + ^ z 4

К у р с а т м а .  Wj =  г2 функция [0, 1+;] ва [0, — 1+/] кесмалар буйича 

киркилган юкори ярим текисликни 532-мисолнинг шартида берилган 

со\ага акслантиради. 532- мисолнинг жавобидан ва симметрия принципи- 

дан фойдаланиб, кидирилаётган функцияни топиш кийин эмас. 541.

■J2 + V? - 1 + -Jz2 - 1 j + 2
f2

(z + y [ 7 ^ l fa

■ îZ + Jz2 - 1 j 2a

К у р с а т м а .  w, =^z + Jz2 -1 j функция ёрдамида берилган со\а-

нинг юкориги ярим кис ми { | w, I >1 , lmw, > 0} со^ага аксланади. Жу­

ковский функцияси бу сохани юкори ярим текисликка акслантиради. 

Симметрия принципидан фойдаланиб масала шартида берилган соха- 

нинг (— — 1] нур буйича киркилган бутун текисликка аксланиши- 

ни топамиз. Бу сохани юкори ярим текисликка акслантириш кийин

эмас. 542.
2(я-а)

543. И’ =
Z + •Jz2-C2 с М  i J  .  Ь л

Бу ердас= \а + b  , a=arctg ~  , р=  ^arctg “

544. w I:
Ку р с а т м а . А в в а л  {0 < ;с< 2"} йулакни юкори ярим текисликка

акслантирувчи функцияни топинг. Симметрия принципига кура бу 

функция берилган сохани хакикий укдаги нурлар буйлаб киркилган 

бутун текисликка акслантиради.

545. cosnz-cosnh
I i+COSJtZ

546. w =
/ cosnz-cosnh| 

у cosnz+cosTch2 547. w = \/cos2z + ch2/i

548.
/cos2;+ch2 h 

V cos2j+i
549.

I cos2Z +ch2h] 
j cos2z+ch2h2 550. w =
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551. w=-

554. w

1 + С'Ш^

coŝ f—coA%

_ 2n 2 ni

2я 2'1
e“ -f !

552. w =

555. w =

471cos— ^ 4я--CO.V —  b
rr>3- - cos45.

г a

c h\- cos-21
h z

553. w =
I cos ̂  —c os ̂

I co.s™-cos~

у l-cos^

t n>/z 
' 2a

К у р с а т м а .  Аввал параболанинг симметрия уки буйлаб кесим 

утказиб, iv! = J z  функция ёрдамида параболанинг юкориги ярмини 

ярим йулакка акслантиринг. Кейин ярим йулакни юкрри ярим текис- 

ликка акслантиринг ва симметрия принципилан фойдаланинг.

557. w = 558. н- =
4а

560. н =
zVm +V4^+17z2+4

5г-т/4г4 + 17г2+4

■Jl+yfl+Z2
559. w =

1 l+Vi^z1

■ /5 -J i+ z2 M - V l- z 2

561. vv —
1 4 + z2^ / ? + 1 7 Г + 1 6

I(4  + z 2) ^ + 5 , fZ4 + 1 7 j2 +16

562.

564.

563. v»’ =
г 2+ 1+ЛК - 2 г 3<oi2a+l +2z(l+sin а)

{ г -/ )л /5 + З т/ г2-1

w = H ± l j J 7 ] + y[7‘

Z2 + \+\Z4 - 2 z 2cos2a+\ ~ 2 j( !+ s in a i

56S.

/ -) s Г  л I— ~> Ia/^Z +  17£ +4 — 3z.
x \(z - l)(z — 1 + -yZ + 1) + 2(2 + sl2)z~ ■ 566. » =  , ■ - -------

у V4z +17г +4-эг

567. u = \jl - yl\ + e~JC . 568. w
X  h2f+ s h 2 f - c h f  f ГГЛ
» 2 2 ---i  . 569. «' = i ch! /г l -ф- I.

^ c h ^^+ sh 2 f-ch;r I  '  J

570. w = ic h ( -~  1п(г + -Jz2 - !)\ 571. w = ( - z i  + J Z3 _  \ ) 572.
\-a /  ̂ J

, ( j ; _ JT-I)5 . , .  ( ,’ . , .  f i - .,f  т а
'  ' 2z \ ' V^ 4+4 +-*/5

+4
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574. н’ = J l  + j l  + j z 4 +<Г. 575. w = J s h ^ - ^ c h ^ z ^ s h 2̂  +

+ ^ch j  -  Jc h 2z + sh2 -j . 576. >v = arcs'n^ ^ -

К у р с а т м а .  w ^sinz функция О0 =|г: ~ .|.<Яег<Ж , Im ?> o j ярим 

йулакни юкори ярим текисликка акслантиради. бунда ± у  + ai нуцта- 

лар ±cha нукталарга утади. Бу ердан lv = arcsin^ J  функция D0 сохани 

G0 = jw:- у  < Re и- < у , 1ти'>о| ярим йулакка акслантиришини топиш

кийин эмас .  Бунда |яег = ± у , а < I mw< оЛ 

^Re w = ± -2-, О < Im w < оо|

нурларга

нурлар мос келади. Симметрия принципини

чексиэ куп (санокли) марта куллаб, H' = arcs‘n^ ~  масала шартини

каноатлантирувчи функция экаплигига ишонч ,\осил к,иламиз.
2 •) .,

/I . -я\й /. баге sin 
577. w = 5  ) . 578. ц, = 0  + г ) " 579 . *’ = ------г — J  / О .  W =  --------= — ______

a r c s ln -ch»

580. w =  arcsin е2̂ .

К у р с а т м а .  D0 = jz:0 < Re z < у  j  деб олиб, 576-мисолни ечиш усу 

лидан фойдаланинг.

581. w = « ln|e-- + V e-^- l I. 582. w = /1п аи* +' 'cosz+Vcos2z-ch2w
clra

583. w = / In
^cos2^+ sh2f  +̂ j(cos2-^-ch2rc

V
^ch2n+sh2|

/К

1. |  (A2 - a2). 2. 1 + | . 3 .2+/. 4. m Rl 5. 1 6. 2. 7 .4л/. 8. m. 9. 8. 10.0. 11. 10m. 

12. /. 13. 14. i = i  ln(3 - 2/2). 15.0.16. -16л. 17. лi. 18.2л/. 19. -1 20. 2л/.
2 л/2

21. - J i  + 9/. 22. 2л/. 23.0.24.2л/. 25. 1 + | . 26. - | .27. -лЯ3.28. >/5^1 - 0
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29. 2. 30. 2/. 31. 0. 32. 4 .  33. И т Г И " '  "  ']’ аГЭр ”  *  ^

[я/, агар п = -1 б^лса.

I 0, агар п *-1 булса, , -,0 i ,, ,w 2 ..
34- |2я/, агар n = -1 б^лса. ^ ^8. ^ (1+ /)(е  ) .

и Л
39 .-l+ecosl+/esinl.40. — (l + /shl). 41. 4  sh2 + 4 /, 42. - 4  .43. е2 2 - I

44. ^ L ( l +/%/3). 45. 4 ( 1 - /73)

I . , £
е 2+iT 46 . 4+ь/З (1 _  In 2). 47. 8.

48. —/е-'. 51. —2(1—0.

К у р с а т м а .  ~Jl = 1 шарт икки к,ийматли функциясининг бир 

к,ийматли ( л/г )0 тармогини ажратиш имконини беради. Бу \олда

Л  =  (л/г )0 =  V m ( c o s  -rĝ .tP. +  / sin a-r i i ± £ j  =  T u je  2 булиб, 7 : г=<г"\

Ф / ■ \

0 < ф < л ,  булгани учун 1 ^  = = 2 J е 2 й = ~ —2(1 — /')

У е 2

булади. 52.2(1 — /)• 53. —2(1 + /). 5 4 .—4. 55. 4/. 56. 2 - J l—4+ /2 V2 .

57. 4  t/2|72 + /(л/2 + 2)]. 58. 2л/. 59. -2л. 60. 2лЯ/. 61. 2лЛ/.

К у р с а т м а .  Берилган шарт куп кийматли Lnz функциясининг бир 
кийматли (Ьпг) =1пг+2л/ тармогини ажратиш имконини беради. У  ^олда 

у : z ~ Re*, 0<ф<2л булганлиги учун

♦ \.nzdz = j [In z + 2ni\dz = R f [In R  + /(<о + Ikn^de"*. 
у "

булади. Булаклаб интеграллаш натижасида

j  L t izd l = I n R i
1

эканлигини топиш к.ийин эмас.

f Щ  , агар п *  -1 булса. , ,  | (-1)"+1 Щ  , агар п *  -1 булса, 
J и+Г 63. к п+162. л + 1̂ г
(- 2л '. агар п = - 1 б?лса. [ - 2л , агар п = -1 булса.

Г 2гап _ ,
-Ц----- 1 , агар а *  -1 оулса, ■

65. 1 1+а ' 73. 0 74.0.  75. ,- + '- 7 6 . - 2(1+/) .
1 2я/, агар а = -1 б?лса. z
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77. —7е~2+(3—2/)е. 78. е-1 —1.79. cosl—sinl—/е-1. 80.0. 81. 1+shl. 82.2In2-l.

„„ 0 , n * - 1, n - бутун. I ® 1 , I
83. J 84. j-e  +c. 85. j-sh a z + c. 86. ~-chaz+c.

[2л/, n = - 1. a a a

87. ' s in ^ c .88. - 1  cosflj+c.89. *ei «cos^+isinfe + c. m  1 Г, - 1 V е + c. 
a a Qt +hi  a\ a)

91 . —  s/шг - chaz + -y i /гаг + c. 92 . — sin a j +■ -y cos az + c. 93 . _ nj  
a  a  a  a  a

94. m. 95. /shl. 96. 2<г'-И+ле-'/. 97. —2/. 106. -  . Kyp-
О

с а т м а : берилган шартдан . (Ьпг),=1пг+2я/ эканлигини топамиз. У

I (Ln^)i In г + 2 я / , I In г , ,  dz к  2 9л2
*олда J ----- dz = J --------az = j ---яг + 2m j —  = ----- я  = -----

I г i г 1 г i г 8 8

эканлигини куриш кийин эмас. 115.—8л/. 116. у- 117. -£ -■  118. 0. 

119. 2л:/ sh 1. 120. -  121. 2л/. 122. (2-e)m. Ш .л /cosl. 124. -  у-  125.

е36-1i ____ I rrin i. 126.2m. 127. я. 128. -л. 129. -2л/. 130.0.531.0.132.0.133. л/. 134.
3

ni. 535. т е - ' .  136. | л/(cos 2 - cos ! - 3 sin !). 137. 0 . 138. 2wshl. 139. 0.

140. —л/chi. 141. _ J L l 142. - ~  . 143. 0. 544, л/. 145. /Аксй1. 146. ntshn.
2 ' 2e 2

547. 0. 548. j  /ясАя. 149. 0.550. - ^  ■ 555. /2resinlchl. 152. 0.153. -л/. 154. л/.

155. л:(:" " 2) >2 , 556. 0 557. - -Щ- 158. - ^ 5Й. 159. л2. 160. - I*/?-  ,
8 27 2 32 '•

161. —2л/ 562. _ 1 ± 'е '. 163. —2л/(6—о)-" 564. —2л/, агар 0 нукта у кон­

тур билан чегараланган со^ага тегишли, 1 ва --! нукталар эса тегиш- 

ли булмаса; я/, агар у контур билан чегараланган со^ага — 1 ёки ! 

нукталарнинг факат бкттаси тегишли булиб, 0 нукта тегишли булма­

са ва \оказо. Хуллас интеграл бешта \ар хил (—2ni; — я1; 0: я1; 2rci) 

кийматларни кабул килиши мумкин. 165. а) 2л1, агар 0 нукта контур- 

нинг ичида ва 1 нук,та контурнинг ташкарисида ётса; 6 } — rcie, агар 

1 нукта контурнинг ичида ва 0 нукта контурнинг ташкари­

сида ётса; в) 2л/f 1 - 2 е\ агаР  ̂ ва * нукталар контурнинг ичида

ётса; г) 0 , агар 0 ва ! нукталар контурнинг ташкарисида ётса.

166. J2” - 1, агар п > 1 булса, !6 7  Ж . , 6g sina 369. еа(\ + Ц-\
I 2, агар п = 1 б£'лса. ^ а \ 2 J
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К у р с а т м а :  Функциянинг \осиласи учун Кошинипг интеграл фор- 

муласидан фойдаланинг. 170. у- 171. 172. К у р с а т м а .  Куп к,ий-

матли Ln j функциянинг ихтиёрий бир кийматли тармоги (Lnz)t=lnj+27ti£ 

ни оламиз. У \олда j f'(z)(Lnz)kdz = = ((булак­

лаб интеграллаймиз)) =  ^ 7  [ (L *u )*/(z )]Y -  <j> f^ ^ d z _  _ j _  х

у

x{[(Ln^,)t + 2я/]/(г0) -  [ (Ln^), /(г ,,)]}—/(0 )  = /(г „ )—/(0 )  булади. Бу 

ерда биз Кошинипг интеграл формуласига кура t  ^ ^ dz =
у

-  2^7 f  ’- - * 0 ^  ~ f  (0 ) булишидан фойдаландик.
у

22. Абсолют якчнлашувчи. 23. Абсолют якинлашувчи. 24. Шартли якчн- 

лашувчи. 25. Якчнлашувчи. 26. Якчнлашувчи. 27, Якчнлашувчи. 28. Узок,- 

лашувчи. 29. Якчнлашувчи. 30. Якчнлашувчи. 31. Узоклашувчи. 32. Якчн­

лашувчи. 33. Узоклашувчи. 34, Якинлашувчи. 35. Якчнлашувчи. 36. Узок- 

лашувчи. 37. Якинлашувчи. 38. Абсолют якчнлашувчи. 39. Абсолют якчн­

лашувчи. 40. Узоклашувчи. 41. Абсолют якчнлашувчи. 42. Абсолют якчн-

[Шартли якинлашувчи. ф ф 2кп, . .  . ,  . .
лашувчи. 43. < 44. Узоклашувчи. 45.

I узоклашувчи, ф =  2кп, к  € z-

Абсолют якчнлашувчи. 46. а> 0 .47. а> 1. 48, а>0. 49. а<0 50. а — ихтиёрий

хдкикий сон. 51. а< 0 .78. j < l d < l  79. Й>1 80. |с|< 1.81. Re^< — 1.32, г*0,±1,

1 +0Л/
+ 2. ... 83. !г |>I 84. |гИ 85. г *  4 V  " (к , я — 1, 2, . . . ).  86 . Rez>6, бу

ерда8>0 — ихтиёрий сон. 87. Кег>1+5. бу ерда5>0 — ихтиёрий сон. 88. Ха­

ки кий ук,нинг ихтиёрий 12кп +г, 2 (к+\)п—е) кесмасида текис як,ин-

лашади.89. Л - I 90. Л=~.91. Л 1.92. R ^ . 4 i .  R  7  94. R  - jL . 95. Л=1.

96. R~0. 97. R=  1 98. «= ,/2  2.99. ^  = 7  Ю0. Л = ^  101. Л=+~. 102. Я=1. 

103. R = ~j 104. R ==°. 105. R  -~0. !06. R  =2 107. R =е 108. Л=1. 109. Л=1;

[ 1, агар |а|< 1 б^лса,

|г+(|<1. ПО. Л=3;|г—1—4<3. 111. R - \ J агар 1«| 1 булса. 112. Л-1 113. R=\.
I ja
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114. Л = 1 . 115. /?=1.|г+1+(]<!. 116. А = {7,’ а е Л ' . ’ Н 7 . Я-1 118.

119. л 4 120. Я-/с ‘ . 121. й-1.122. 123. Л=0. 124. «=3; |г-2<|<3.

125. Л= л/2 , 326. Л=1. 127. Л -1.128. Л=1 129. Л-1. 130. 131. ■ 132.Я.

( Л, arap U nl< ! булса,
133. =0.134.0.135./Р. 136.  ̂ В . . , ' 137. *//г 138. max {Я, 1).

||5 | , агар ! г01 > ! б^лса. ^п х '

139. R 140. у  < Л, < Л. 141. о. 142. R. 143. R !. 144. R > R . 145. Л>тт{гг r2}.

146. R > r tr r  147. “ • 148. 149. - ln ( l- z ) . 150. !n(l+ j). 151. $=1.

Z * — \ булганда шартли якинлашади; г=— ! нуцтада эса узоклашади.

152. |г+1|=1 айланада абсолют якинлашади. 153. | г|= 1 ,г *$  • нукгалар-

да якинлашади; бирлик айлананинг куби 1 га тснг булган учта нуцта- 

сида узоцяашади. 154. Бирлик айлананинг |г|= 1, г *  i f l , нукталарида

яцинлашиб, колган туртта нуктасида узоклашади. 155. Якинлашиш 
со\аси чегарасининг ихтиёрий z 1 нуктасида якинлашади. 156. Чега-

2 k n i

ранинг .ихтиёрий z *  е р (к—0 , 1, />— 1) нуктасида якинлашади. 

157. Чегарчнки. ;  *  ваг*— 1 нукталарида якинлашади. 158. Чега-

рада абсолют якинлашади. 159. Чегаранинг г* I нукталарида якинлаша­
ди. 163. Чегарада икинлашади. 161. Чегарада якинлашади. 162. Чегара-

нинг ихгисрнй Z »• 4 нуктасида якинлашади. 163. Чегаранинг z  *  ± А

нукталарида якинлашади. 164. Чегаранинг г*— 1 ва z *  -I ± i~ ^ -  нукта­

ларида якинлашади. 165. Чегаранинг г*1 ваг/ i i  нукталарида якинлашади. 
166. Чегаранинг z*  1 ва нукталарида якинлашади. 169. Масалан,

/(2п+!)ф “  COS(2rt+I)ip . 
с, = ( - ! ) " .  171. К у р с а т м а .  Z  2л+1---£ ----jn+\--п=0 п-О

± ,-v sin(2/i + l)<p ..
^  2л+1—  ердамчи кагор оламиз. Бу каторнинг якинлашувчи

/7 = 0

эканлиги Дирихле аломатидан келиб чикади. Энди унинг йигиндисини 
топамиз. Абелнинг иккинчи теоремасига асосан z узгарувчи <?,ф га 0 ва 
е‘" (ф /0, к ) нукталарни туташтирувчи радиус буйича интилганда

00 i(2/t+ l)ip  2л+1
,  = lim У %— г  тенгликни оламиз. Ечими билан келти-

я=0 2/1 + 1 г_>е/,%=02,,+ '
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°о 2л+1 J + ,

рилган 13-мисолга кура |г|< I да X  i , I + j = )  ,п ! -^ булганлиги сабаб-

“  |<2л+1 )ф , _ V cos(2n+!)<p _
ли. X S v + Г  = 5 . *  булади. Бу тенгликва L  г ^ 7 Т ~

п=0 “ 1 л=0

/(2я+1)ф
=  Re 2 , 2и+Т~ эканлигидаи исбот кдлиш керак булган тенгликии

п=0
э 00

хосил килиш кийин эмас 184. S  ^ = 1. 185. X _„tT ’ ^ = “ ŝ 6.
я=оЗ »=о 2

__ V 3 " ;  Я = 3. 187 Х - '- Ь  *  = “ • 1*8. ^  (— l)”(z—2>”: Я = 1. 189.
„-о; п-0 ” п̂ °

X cosf2 + ^ Ъ "  -Ц ; /?  = <». 191. X  — 3LT ' - И г  - /)"; Л = ! 193.
1-М) v 2 J п. 2

оо 2/J+I
у  --- • Л -- <*> К у р с а т м а :  Лг)е О(С) эканлиги равшан. Ихтиёрий
„ ,,л!(2я+1)

Н )  _ ,
з « + 1

00 2/;+1

1
/7 — 0

£
v. 2

£ е С  учун уринли булган ушбу * = I  кдгорни \адпаб интеграллаш
/7—0

натижасида /(;) функциянинг даражали каторга ёйидмасини хосил циламиз. 

195. i y r - 0 $ r ( j )  ' ^=1 К у р с а т м а .  Берилган

шартасосида куп к,ийматли VT+7 функциянинг бир к.ийматли (\;Z + 1 )0 

тармогини ажратиб оламиз ва элементар функциялар ёйилмалари учун кел- 

тнрилган (7) формуладан фойдалансак (бизнинг *олда «  = у  ), керакли

натижани \осил киламиз. 196. - 2 + ]Г ------------- (г + 8)” ; Я-~.
П- 1

, 97 . In 2 + 2л/ + £ ( - | )- , <£=2)! R z _ 2 198. £ H )"+l^ i L ; /? = 1.
п= I 2 п "=1

оо ~  , . я + 1 2 - - > 2П + [ 2 л + > /?
199. , £ _ Ч . - 1г-+,;/г  = -. 200 . ХМ) (2пт))'. г =

201. ^  + ; R = -■ 202. ьа £ (a)(i)" ; R =| Д|. Бу ерда
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/■ V (2-3/) -(2 + 3/)" Л “ л 1.£.1
6 , ,л г “ 2 сиг • R = -J\3. Бусрла сп = £  (-1 ) х

Л = ' 13 " = ‘ Л!=0

„  Л _ 00 2 / j+ l оо 2л+1

^ ♦ i >  3 "  20S- 2 * W  *  = ' 206. * = . .  

207. г+ 1 ( - 1)', 2„(2/|г21)!! г2" ' 1- л = 1. 208. I n2- i [ l + - L ] ^ ;  Л = 1. 
л=о 2 тг!(2л+1) „ Д  2 J  п

00 1п+\ оо . ..Л

209‘ п£о(Г 1)Л(2П+0!(2Я+1): * = "- 210- i t 2 S ( - . r 1l i z IL ;A  = 3.

211. I  £ ^ | р (г - 1 )2" +(г-1)2-+,|, Л 2. 212 z h T ^ - l
л = « 2  “  л -0

/1Л
3
п

и  - 1)"

“  s i f l ( l  +  4 p )  2л °°
Л=1. 213. s — jp-2—<г-1) ; *  = « .  214. 2(-1)"(я+ 1)г3"; Л = 1.

л=0 Ап-0
ОО ОО

215. ! < « +  I)г  : Л = I. 216. 2 ^ ! K 'L +2 ) >  2 п  |П(Ы )
п = 0 Z  c/ll

/•(5)/;ч 5! ln< 1 + 5/) „
'  ~ с/,5 > к  - е- К у р с а т м а .  К атор коэффициентини

f l n , l a )
Хисоблаш учун берилган сп = — ——  (п = I, 2. . . . )  формуладан фой- 

даланинг. 2 1 8 .JT - 0 = 0 ,/1(- / )= 2 + / ,/5>(-/)=<26+5/)4!; R~  1. 2 19 ./'( 1 )=0 

/ « • ( - , , . Й ^ й . З -  3 ' ; » - ^ .  220.  /<0)=0,  =

-  Т ? 1 224.  i r j f t t t * » - »

225. 1 + г2 + - V  + ... . 226. ! ^  • . . . 227. I + г2 - \  z'J +■

t

229. z  +  l  +  l l + 9 ^ +  . . . .  240. | Ё К - 2 ^ ,

241. X ( 2 ' "  ' + 3 - " - ')  г " .  242. \  I  U - D " "
n=0 ' ' n-0 L

2 я+1
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243. т  £ f< + (-1 )"4 '"_|1 г2". 244. - £ ( г 4" + г4''" '). 245. 4с X  [зп + б-
ь п=о I J п-[) 25 л=0 [.

/ * чл - — л —1П 2л ^  f  Зл З я + 1Л ^ ^  , , .w f - ,3 n + 2  Зл+2 ~3л Зл^
-(-1)4 г . 246. I  г - г  247. I ( - D  2 г -2 г .

J п=^ J п=О v '

° t  f  8л 8л+1  ̂ ^  , ,ч 8л 8л*-Л 41 л ~^/7v  I o n  o n t i  i  х — /  t v  (  ^ л  8 л й ^  ■*-. /  . , П  п  л .'Х  7
248. 1 1? - г  }  249. 1(-1)[г -г J 250. I  М ) ^  f e '  

251. 252. 1+ 1  2 ^ 1  И ". 253. I 2 f sinШ  г
(2и)Т

4л

(4И)Т ' „=0 4 л!

, , / ц 2 л  7 7 7

254- 2 i b r * » i * f - f e .........

К у р с а т м а .  Номаълум коэффициентлар усули к^йидагидан ибо-

рат. Айтайлик, g(z) = £  ап (z -  а)" Ва h(z) = £  ь„ U - а ) "  ёйилмалар 
11=0 „=о

маълум булиб, / (г )  = - ,̂-у функция а нуктанинг атрофида голоморф

булсин ва бу функцияни (г-а)нинг даражалари буйича Тейлор к,ато- 

рига ёйиш талаб килинсин. У \олда

деб фараз к,илиб,

Лг)-Л(г)=«(г)

тецгликдаги мос даражалар олдидаги коэффициентларми тенглаш ёр­

дамида

с|1Лп + Г|ЬпЛ + ... +с„/>(, — я„. л — 0, 1, 2,

с А  = «()• 
сф | +С|/>0 —

С0Й2 +С|й| +С2̂0 =а2>

c0i„ + f l1V i+ . . . .+ c A  =а„
(*)

тенгламалар системасини \осил киламиз. Бу системадан эса с0, с,, с2, 
номаълумларни кетма-кет топиш мумкин.
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Бизнинг мисолда g(z) ~ Z ва И(г) =1п(1 + г) =  г -  4Г + 4 ---... булиб,

(*) система урнига ушбу

со 1 = 1 .

с() у] + с\ 1 = 0,

Щ  + С, ( - 1 )  + с2 . 1 = 0с0 • I т

, 1 1
системани \осил киламиз. Бу системадан с0 =  1, с, = ^ , с 2 = _  j j ’ "  ’ 

эканлигини топиш цийин эмас.

264. г + 1 г2 + ^ г5+... 265. 1+ ^- -4-г4 + 
45

266. 1 - 4 --- LZ .4
360

267. 1+ 2г + - ^г2+.. г
2

269. Сп
V5

- т
. П > О, R = л/5-

270. I4 - -  271. Х<-1)
"  z 2п +

2п+\ '

272. I -
(Яг)2

23 2 3 5 6  2 3 5 6 8 9 ГО- Я ' "  (!»..)•
= sin Яг.

К у р с а т м а .  /(г ) =  с0 + с,г + с,г2 + с,г3 + ... + с, г" + ... деб одиб, но- 
маълум коэффициентлар усулидан фоидаланиш ёрдамида сп(п =  1, 2 , 
...) коэффициентларни топамиз. Берилган шартлардан фойдалансак 
/(г) = г + с2г2 + с3г3 + ... + cnZ ‘ +... Бу даражали цаторни икки марта ^ад- 
лаб дифференциаллаймиз, /  (г) ва / " (г )  ларни берилган тенгламага 
олиб бориб куйиб, номаълум коэффициентларни топиш учун ушбу

2с2 =  О,

6 су + Я3 = 0,

4 Зс4 + Я2с2 = 0

(п + 2 )(п + 1 )сп+2 + Я2с„ = 0. 

тенгламалар системасини х,осил к,иламиз. Бу ердан

с2 = 0 , с = -  , с4 = 0 , Ln+2 (и+2)(я+1) " .....

эканлигини топамиз. Демак, к — 0, 1, 2, ... лар учун см = 0 экан. Мате­
матик индукция усулидан фойдаланиб.

2*+3 (2& + 1+2)(2£ + 1 + 1) 2*+! = (-0 *+1 х-2*+3

(2& + 3)!

тенгликнинг уринли эканлигини курсатиш кийин эмас. Бу ердан ке- 
раюти ёйилмани \осил к,иламиз.
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278.1 279.5. 280.15. 281.3. 282.4. 283.1 284.4.285.3.286.1.287. 3.

288. > min {л, m). 289. оддий нукта, n = w, 290. л + /л — 1. 291. 2л + 3/л.

292. J mm *  m’ 293. г =  ± 3/ нукталар — 1-тартибли ноллар.

294. (4А: + 1) у ,  & =  0, ± 1,±2,... нукталар — 2-тартибли ноллар. 295. z =  0

— 3-тартибли ноль. 296. г = 0  — 2-тартибли ноль, z = 2 i  — 1-тартибли 
ноль. 297. г =  0 — 2-тартибли ноль, z =  кп (к =  ±1, ± 2, ...) 1-тартибли 
ноллар. 298. г =  0 — 3-тартибли ноль, z ~ k n (k = ± l ,  ±2,...) 1-тартибли 
ноллар. 299. z -  (2к + 1)л/ (к =  0, ± 1, ±2, ...) — 2-тартибли ноллар. 
300. г = ±л/— 2-тартибли ноллар, z ~ ( 2 k + \ ) n i  (к  =  0, ±1, ±2, . . . )  — 
оддий ноллар. 301. z ~  (2к +  1)я (к =  0, ±1, ±2, . . . ) — 2-тартибли нол­
лар. 302. z ~ 2 k n i  (k =  0, ± 1, ±2, ...) — оддий ноллар. 303. г = 0 —
5-тартибли ноль. 304. г =  ±/ — 3-тартибли ноллар; z -  kn i (к = 0, + 1, 
± 2, ...) — оддий ноллар. 305. z =  — ni — 2- тартибли ноль; z =  kn i (к = 0, 
± 1, ±2, ...) — оддий ноллар. 306. г =  0 — оддий ноль; z ~  kni {к =  0,

± 1, ±2, ...) 2- тартибли ноллар. 307. г=(4£+ 1) ^  Ц к= 0, ±1, ±2,...) —2-

(к =  0, ±1, ±2,...) — оддий ноллар. 309. z =  0 — оддий ноль. 310. z.=  0 —
3- тартибли ноль. 311. г  =  0 — 2- тартибли ноль. 312. г = 0 — оддий ноль;

тартибли ноль; Zr^2nik (к =0, ± 1, ± 2; — ...)—оддий ноллар. 314. z — ± / —

3- тартибли ноллар; z -к п  (к  =  0, ± 1, ± 2,...)—оддий ноллар. 315. г = ± 2—

3 — тартибли ноллар; z =  2kn i (к =  0, + 1, ± 2,...) — оддий ноллар. 

316. z =  2kn (/t=0, + 1, ±2,...) — 2 — тартибли ноллар. 317. z ~ ± n i  —3- 

тартибли ноллар, колган барча z ~  кп (к =  0, + 2, ±3,...) нукталар —

оддий ноллар. 318. г = j  + кп (к =  0, + 1, ± 2,...) — оддий ноллар.

319. Ноллари йук. 320. г =  кп (к =  0, ± 1, ± 2,...) — 3- тартибли ноллар.

321. г = 0 — 2- тартибли ноль; г = кп (к = ± 1, ± 2,...) — 3- тартибли ноллар.

322. г =  0 — 3- тартибли ноль; z = 'fkn  ва Z = у  Vkn |l ± /' -ч/з j (к — ± 1, 

± 2....) — оддий ноллар. 323. z  = (2k + \ ) ^  ( к =  0, ± 1, ± 2,...) —3- тар­

тибли ноллар. 324. г =  4 нукта илдизнинг бир кийматли [ J z | тармоги 

учун 3-тартибли ноль булади. 325. Бу мисолда 2 та функция берилган.

л - т ,  п > т ,

махсус нукта, л < т .

> л, п = т .

тартибли ноллар 308. Z = J(2* + U * (l ± /\/з)

7 = i  (2А; + 1) я- (А; =  0, ±1, ±2,...) — 2- тартибли ноллар. 313. z = - 1 —2-
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чунки w = J z  функция икки кийматли функциядир. Бу функциянинг 

биринчи бир кийматли тармоги учун z = 2кп ± 5  нук>талар, иккинчи

бир кийматли тармоги учун эса z = (2к + 1) к  ± ~  (к  =  0, ±1, ± 2 ,...)
6

нукталар 2-тартибли ноль булади. 339. Зид эмас, чунки функция нолла- 
рининг лимит нуктаси а =  б нуктада функция голоморф эмас. 340. Зид 
эмас, чунки z -  1 нуктада функция голоморф эмас. 341. Факат чексиз 
узоклашган нуктагина лимит нукта булиши мумкин.  Масалан,  

f { z )  — sin ге О(С) ва ап =  пп (л =  1, 2,...) булса, / (а ,)  =*0 ва lim ап = <*>

булади. 342. Мавжуд эмас. К у р с а т м а .  Айтайлик,/ (г) функция г = О 
нуктада голоморф булса, унда шундай У ( О, к) атроф топиладики.

/(г) = О (V (0, е)) булади. Е  = ] деб белгилаймиз. Е тупламнинг
12я-1 J„=1

лимит нуктаси 0 булиб, Ое V (0, е). К(О, е) да g (z) з  О деб олсак, 
шартга кура v  г е Е  учунf i z )  =  g (г) булади. Ягоналик теоремасига кура

У ( 0, е) да f ( z )  =  0 булади, лекин шартга Kvpa / f - J - l  =
\2nJ

эди. Зиддият куйилган масала шартини каноатлантирувчи функция­
нинг мавжуд эмаслигини курсатади. 343. Мавжуд эмас. 344. Мавжуд эмас.

345. Мавжуд [ /(* )  = —Ц Д  346. Мавжуд. К у р с а т м а .  Айтайлик,
V z + i)

f i z )  функция 0 нуктанинг К(О, е) =  D атрофида голоморф булсин. 

Е  -  1—1 деб оламиз. Е  тупламнинг лимит нуктаси 0 е D. g (z) =  z2 де-

сак, g(?)<--a(D) булиб, g (z)

1, n= 1, 2,

ягоналик теоремасига кура D a a f(z) = g (z) =  Z7 булиб, бу функция куйил­

ган масала шартини каноатлантиради. 347. Мавжуд эмас. 348. Мавжуд 

эмас. 349. Мавжуд эмас. 350. Мавжуд. 351. Мавжуд. 352. Мавжуд эмас. 
353. Мавжуд эмас. 354. Мавжуд эмас. 355. Мавжуд. 356. Мавжуд эмас. 
357. Мавжуд эмас. 358. Мавжуд эмас. 359. Мавжуд эмас. 360. Мавжуд эмас. 

361. Мавжуд;/(г) =  1 + г. 362. Мавжуд эмас. 363. Мавжуд эмас. 364. Мав­
жуд; /(г ) = (г — I )5. 365. Мавжуд; f ( z )  =  (г — I)2. 366. Мавжуд эмас. 
376. К у р с а т м а .  Тескарисини фараз киламиз. Айтайлик !\ (г) купхдд

бирорта *ам нолга эга булмасин. У холда / ( г )  = -5-777 функция С  да

голоморф булади. г -»°° д а/(г ) -» 0 булганлиги сабабли (чунки z -» «■ да 

Л  №  ~ функция бутун комплекс текислик С  да чегаралан­

ган. Дар\акикат, f  (г) = 0 => 3 Л > О V г е {! г ! > учун I/ (г)! < 1 бу­

лади. Агар |/(z)| = М  десак, у \олда v ze  С учун \flz)\ < М + 1 тенг-

сизлик бажарилади. Унда Лиувилль теоремасига кура/ (z)=const ёки Pn(z) =

382



= const булади. Бу эса P Jz)  нинг берилишига зид, чунки шартга кура 

п > 1 да сп ф О эди. Зиддият фаразнинг нотугри, тасдикнинг тугрилиги- 

ни исботлайди. 380. Йук,- Масалан,/(г) =  z ва D =  {I z\ < 1). 394. 2 <1 гI <4.

Па| < |г| < Ы, агар |а| < |б| булса, 
395. 2 < I z+11 <°° . 396. 0 .  397. 1............................................ ...

0 , агар |а| > |б|булса,

398. 0< I z—/ I < 2 399. 5 < I г+2/l <6 . 400. 0 < к —2 + / l< 1 401. 1 < Ы  < 2. 

402. 1 <1г1< 2 . 403. 0 < I г— 1|<1. 404. 1<1г1<2.  405. 1 < к  -  И < 2 . 

406.0 < I г — /1 < 1.407. I  <|г| <2. 408. е— < к  — II < «“• 409.0 < I г - d < !.

410. о < к  + l! < “ • 411. I г I =  1 412. 0 . 416. -  j  I  ( J J  ; k l  <2.

00 1" (- if “ 
417. I  \z |>2 . 418. Ц 2 -  £

л=о z ■ а и=о

п + к -  1 
к -  1

419. 4- V  Г» * * " 1

4 ) ;  i?i < в-

4 )  ; ы >0.420. J-+ £ z " ; k  <1. 421. - ~ J  +

+ z  (—1)"(г—1)":0 < к —ll< 1. 422. - I  - L ;  Id > 1 423. £  ( i - - I
7/7 =  /  <.

424. (-1)” — .. 427. -  . 
(г-1) г-i

- У  (г-  D "; 0 <|г—1 1< 1428. - - Ц т  + I  Н ) " ^ ' 0 < к - 2/1 < 1.
,,=0 г ”=0 ' 1 '

429. £  ^ Г 1 ;1г+,| < 4 .4 3 0 .1  ^  (г- 1)Я=

sin [(л + 1)

= I (г-1)"; Х н Г 1 Xда ва

-\у (г-1)”

и 7 2л , , V  ( - 4 "  =  И  _  £  +  _ L  ■

431- -  * ь  (2^ Г ) ! ; ! г 1 < “ - 432‘ 5  (2«)!г2'1-4 2! 4!

6! г2 8 !;4 10!г6
о < ! г! < ~. 433- У, -Ц-; к ! < ~ .

/7= 1
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436.  437.  438.
Я=1 4 Z '' ’ /J=:OV ̂  У  ̂ /7 = 0

- £  7 - 7 -7 - }  X  (-7 ^ 1  ■ 4 3 9 . - — i _  + i  £ ( _ ! ) «  tz= 0 f__ 440  
„=1 (г+2) J r i V  -3 J 2(г- о  4 " о  (2 i)"

-Ц- + 5 X  441. — + V — — . 442 - L + _]_ + _ !_+  у  , z”__443
г-' „,2 (z- l)" г Л=1 л! гз 2!г „to («+3)!

V  ( - 1 )  1 1 ,2 л -2  1 у  ( - 1 ) '  1 -4 2"  ] _  I V  ( —1)” п

(2п)\ <• 444- 2 (2лг)’г2”+1 ’ 5‘ г2 2!г + J 0 (ЙТЗ)! г ' 446’

X — ’~ ~ +  X  ~ Г ^ " . 4 4 1 .  £  ~ т + X  “  • 448. Каторга ёйил-
и =1 г  /?=о 2 /7=1 z  «=о z

маиди.449. I  7^ " ~ ' 3 • 450. - L  + £ (- 1 )п(г - 2 Г .4 5 1 .1 (- 1 )Я+1 ^  +
/7=1 (£  + 2 )  £ —z я=0 „ =| Z

+  V  - L . г ,  v  - 3/1-4 . у  (-1 )"г” , r ,  v  (-•)” ,2" |

"  1 /7 = -1 /7 = 0 7 ^ /7 = — I

I V ’ ( “ О ”  2/7 О “  1 00 / 1 \/7+1 -2/7+1
+ S  ТТ^и г ■ 454. г + г + I  '„._2 • 455. -  K Z  + X  Д— Ту—  х  

«=о 5-4 и=2 л!г" 1 ^  (2я+1)!

х г2"4 . 463. t it  + ' L  <-< >” • (г - 2)"; 0 < | г -2| < Л .
'■ ~ я=о 5

464. 2 У  ( - 1 ) "  - - У  465. - ___L_________ 1 _  + у  (” +3)/” (г-/)я ■

,ы г „То 2 4(г—/) 4(г-/>2 „Г0 2"+4

0 < i г — /1 < 2. 466. Х (- 1 ) 2и+2 ’ I d > 1 467. X  c2nZ 4" X  с-2лг > бу
г  п=0 п=1

ерда с, = с_2л= ( - 1)" I  (2ГГГ)!(2/.+2* + 1)!’ (л =  °- К 2' - )• К у р с а т м а .

/,(г ) =  sin г ва/2 (г) =  sin 7  деб белгилаб, / (г) ни г нинг мусбат даражхта- 

ри буйича ва / 2(г) ни г нинг манфий даражалари буйича к,аторга ёйамиз:

2 л + 1
^ (г) = , пг = ^ ( - ,Г _ | _ _  (к|<те)>

/ 2U ) = s i n l = £ , - i r - - - ^  ( |d> ( ) )
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У х,олда бу к,аторларни купайтириш ёрдамида V -  {0 < ! z\ < ~} \алк,ада 
якинлашувчи ксракли Лоран к,аторини топамиз.

468. I  cnz + X  с- nz ’ буерда с = с = У  Ц — (и = 0, 1 2 ) 
н=0 /,=-! ' Д, *:!<//»-*)! '

- sin(l+!!f') -I , ,v, + ! „

469. - I - V 1 7 -  ЧИ<~ 470. I  Ц - г "  + I  ф ? " .
/1=0 l l  - \ Z  1 / /! = -*«  '  ,;=0 J  Z

/J = -oc

474 . х Ц р ' '  + £ - ^ т г " .  475 . +  x  ' я " ; A
5-4"+l ' 25 ^  ,00 4 "

476. I  ^ U - D " .  477. I  (Я+1)9Ы)Я (;- !)" +л=-оо 7 /,=0 V-2 /7=-oo 7

+«• f_lV,+1 _9/7+1 -■
+ z}~-*2~J3 (Z-V"- 478. I(i. + 2V"+,-U-,r.//=() H I  //=-«=

479. 1+ I  (-1)"+|2~2 + 15шЖ(г_1)"-'. 480_ _ £ £2-п-2г''.
n = -~  /7 = -oc ^  „ = 0

481. I  482. v-Lpf "  о + ^ 7 ^  + 1)-,,=-00 ll=0(2+/) 3(г+1) 9 27

V  8 / i v  l+ (—1),,4 ” 1 2/i 
- 1  ^Т<г+1). 483. I  ---- 5---- г . 484. (z - 2 y + 6 ( z - i y +

,7=2 / « = -«  J

+ 23( 2) +  5  +  V  (_[)" 48яг+72//+23 ( 2)~2n+l +  V  2 <~l>" x
2 ’ 1 (2/г+2 )! U  “  (2/г+2) !//=1 7 /7 = 1 V '

x( 16n2+24n+5)(z—2)2”. 485. Йук. К у p с ат м а . Берилган f ( z )  = j 

функция а=ос нуктанинг бирор уйилган атрофида голоморф булиши 

етарли. f lz )  функциянинг голоморфлиги zk = Ц- + 2пк (к е Z )  нукта- 

ларда бузилганлиги ва lim z.k = 00 булгани учун а =  °° нуктанинг ихтиёрий
к —>°о

уйилган атрофини олганимизда \ам бу атрофда J[z) функция голоморф 
була олмайди (чунки бу атрофда {г.} кетма-кетликнинг чексиз куп сон- 
даги нукгала^ри ётади) . 486. Х,а. 487. да. 488. Йук, 489. Йук, 490. Йук. 491. 
Йук. 492. Иук. 515. 1. 516. 0 —2-тартибли кутб; а=кп (£=±1, ±2, ...)
— 3-тартибли кутблар. 517. а= 2 — 1-тартибли кутб; а— 1 — 2-тартибли 
кутб. 518. а = — 1 — 1-тартибли кутб, а =  2 — 3-тартибли кутб. 530. z = 0
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— бартараф килинадиган махсус нукта; z=kn  (Аг=±1, +2 , ...) — кутб- 
лар. 531. г=0 — бартараф килинадиган махсус ну^та; z= ±(2n— \)rt (пе N)
— кутблар. 532. г=“  — кутб нук,та; г=— 1 — ута махсус нукта. 533. ва 
г=1 — бартараф килинадиган махсус нукталар; z= — 1 ута махсус нукта. 
534. г=0 — бартараф кдлинадиган махсус нукта; z~ kn  (к=±1, ±2, ...)
— кутблар. 535. г=°° — бартараф килинадиган махсус нукта; г=0 — ута

махсус нукта. 536. (к=±\ , ±2,...) — ута махсус нукталар. 537. г=О 

ута махсус нукта. 538. К у р с а т м а .  / (г )  = ------ функция учун

■

г = т- (к =±1. ±2,...) кутб нуцталар булиб, г=0  нукта бу кутб нукталар- 
к  '

нинг лимит нуктаси булади. г= 0  нуктанинг ихтиёрий тешик атрофини 
олганимизда х,ам Дг) функциянинг чексиз куп махсус нукталари (кутб- 
лари) ётганлиги сабабли г= 0  нуктаДг) функция учун яккаланган махсус 
нукта була олмайди. Функциянинг бундай нукталарига унинг яккалан- 
маган махсус нукталари дейилади. 540. z=  1 — 3-тартибли кутб; г=0 ва 
г = _ 1  _  1-тартибли кутблар. 541. z= kn  {к=  0, ±1, ±2, ...) — 1-тартибли 

Гу
кутблар. 542. г = ±-?у-(1-0 — 3-тартибли кутблар. 543. z= 2 i — ута мах­

сус нукта. 544. / — ута махсус нукта. 545. Бартараф килинадиган 
махсус нукта. 546. Бартараф килинадиган махсус нукта. 547. 5-таргиб- 
ли кутб. 548. 1-тартибли кутб. 549. 3-тартибли кутб. 550. Ута махсус 
нукта. 551. Агар п ф т  булса, т а х{п, гп}- тартибли кутб; агар п - т  булса, 
тартиби п дан катта булмаган кутб нукта (хусусан, бартараф килина­
диган махсус нук,та). 552. (п + т ) — тартибли кутб. 553. Агар п > т  булса, 
(п—т )  — тартибли кутб; агар п < т  булса, у \олда z —а нукта (т —п)- 
тартибли ноль. 554. (кп + 1 т ) — тартибли кутб. 567. т —п. 568. т + п  
569. т+ п .  570. г =  0 ва г=±1 — 1-тартибли кутблар; г=°°— 3-тартибли

ноль. 571. г=— 1 ва z = ~  + ^ ~ - — 1-тартибли кутблар; z =°° 3-тартибли

ноль. 572. Z = -Ш- ва г = — 1 -тартибли кутблар; г =°° — тутри нукта. 
v 2 V 2

573. г=0— 1-тартибли кутб; г  =±2/ — 2-тартибли кутблар; г =о» 5-тартибли 
ноль. 574. г=±/ —1-тартибли кутблар; z ута махсус нукта. 575. г =о° — 
ута махсус нукта. 576. г=°о — ута махсус нукта. 577. г=0 — 3-тартибли кутб;

_  ута махсус нукта. 578. г=— 1 —ута махсус нукта; г=°° —3-тартибли 

ноль. 579. z=2kK i (к=±  1, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; г=°° — кутблар- 
нинг лимит нуктаси. 580. z — 0 — 2-тартибли кутб; z=2kn (к=±\, ±2, ...)

— 1-тартибли кутблар; — кутбларнинг лимит нуктаси. 581. г = 
=(2k+\)iti (к =  0 . ±1, ±2 , ...) — 1-тартибли кутблар; г =  — кутбларнинг

лимит нуктаси. 582. г=0 — 3-тартибли кутб; z ~  2кп±  Лп(2+ \/з ) (к= 0,

±1, ±2, ...) — 1-тартибли кугблар; г=~ — кутбларнинг лимит нуктаси. 

583. г=0 — 1-тартибли кутб; г=±2/ — 2-тартибли кутблар; z=°° — ута 
махсус нукта. 584. z =  0 — кутбларнинг лимит нуктаси; г = “>— тугри 
нукта (одций ноль). 585. z = 0  — бартараф килинадиган махсус нукта: 

Z= 2 kn  ( к —±  1, +2, ...) — 2-тартибли кутблар; z~ °°  — кутбларнинг 
лимит нуктаси. 586. г=0 — бартараф килинадиган махсус нукта; z= ikx  
(к=±  1, ±2 , ...) — 1-тартибли кутблар; Zr=°= — кутбларнинг лимит нуктаси.



587. z = k n  (/r=± 1. ±2, ...) — ута махсус нукталар; г =<*> — яккаланмаган 

махсус нукта 588. г =±1 ва z= ± i — 1 -тартибли кутблар; г=°° — тугри нукта. 
589. г=0 — бартараф килинадиган махсус нукта; v=kn (к=±1, +2, ...) —

1-тартибли кутблар; г=“> —кутбларнинг лимит нуктаси. 590. г =0 — ута 

махсус нукта; г=“  — оддий ноль. 591. г=0 — ута махсус нукта; г=~ — 
тугри нукта. 592. ? = Ш  (к=0, ±1, ±2, ...) — 1- тартибли кутблар; г=°° — 

кутбларнинг лимит нуктаси. 593. г=0 — ута махсус нукта; z=°° — тугри 

нукта. 594. г=0 — ута махсус нукта; г=~ — 1-тартибли кутб. 595. г=1 — 
ута махсус нукта; г=°° — тугри нукта. 596. г=0 — ута махсус нукта; 

г=~  — ута махсус нукта. 597. г-1 — ута махсус нукта; z - 2 k n i (к=6, ±1, 
+2, . . . )— 1-тартибли кутблар; г =°° — кутбларнинг лимит нуктаси.

598. г = (2* + 1)-| (к = 0, ±1, ±2, . . . ) _  1-тартибли кутблар; 2= “  — кутб­

ларнинг лимит нуктаси. 599. г = (2А: + 1)у (к = 0, ±1, ±2,...) _  2-тартиб­

ли кутблар; г=°° — кутбларнинг лимит нуктаси. 600. г=0  —3-тартибли 
кутб; z=kn (к=±1, ±2 , ...) — 1-тартибли кутблар; ;=<« — кутбларнинг 

лимит нуктаси. 601. z=kn  (к= ±  1, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; г=°° —

Кутбларнинг лимит нуктаси. 602. Агар а * т п  + ̂  ( т -  0, ±1, +2,...) 

булса, у \олпа z~2kn+a  ва z= (2k+\)n—a ( к -  0, +1, ±2, ...) 1-тартибли 

цутблар; агар а = т п  + ^  булиб, т  жуфт сон булса, z = 2ht+^- ва т  Ток,

сон булса, г=(2& +1 )п+  у  лар — 2-тартибли кутблар; г =°° — барча

\олларда х,ам кутбларнинг лимит нуктаси. 603. Агар а *тп  ( т - 0, ±1, 
±2, ...) булса, у \олда z= (2 k+ \ ) п±а (к = 0, ±1, ±2 , ...) — 1-таргибли 
Кутблар; агар а - т п  булиб, т  ток сон булса, z=2kn  ва m жуфт сон 

булса, г=(2/:+1)7г лар — 2-тартибли кутблар; г=°° — барча лолларда 
\ам кутбларнинг лимит нуктаси. 604. г=1 — ута махсус нукта; г=°° — 

оддий нукта. 605. г-—2—2-тартибли кутб; г=2 — ута махсус нукта; г=“>

— 3-тартибли кутб. 606 ва 607. Z = —  (к=±1, +2, ...) — i -тартибли клтб-1сп
лар; г=0 — кутбларнинг лимит нуктаси; г=°° — 1-тартибли кутб. 608. г=0 
-- ута махсус нукта; г=те — оддий ноль. 609. г=0 —ута махсус нукта;

г=~ ута махсус нукта. 610. г = ~  ( * =±1, ±2,...) — ута махсус нук-кп

талар; г= 0  — ута махсус нукталарнинг лимит нуктаси; г=°° — ута мах­

сус нукта. 611. г = (2*+Г)л ^  = 0-±1’±2’■■■) — ута махсус нукталар,

Z—0 — ута махсус нукталарнинг лимит нуктаси; г =о° — тугри 

нукта. 612. г = (£ = ±1. ±2,...) — ута махсус нукталар; г= 0  —

ута махсус нукталарнинг лимит нуктаси; г=°° — ута махсус нукта. 

613. г = 2̂А-+1)п ^  = 0, ±1, ±2> ) —ута махсус нукталар; г=0 — ута мах­

сус нукталарнинг лимит нуктаси; г =°° — т$три нукта. 614. Агар п * т  
булса, у \олда г=°° нукта тах{л, т } -  тартибли кутб булади. Агар п ~ т  
булса, у \олда z =°° нукта ёки тартиби < п булган кутб нукта ёки тугри
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нукта булади. 615.

(л - т ) - тартибли кутб, агар п > т  булса,

тугри нукта, агар л < т  булса, 616. (п + т )-

(т - л) - тартибли ноль, агар п < т  б^лса.

тартибли кутб 617. л-тартибли кутб. 618. г=°° — тугри нукта (агар п*т 
булса, min {п,т}- тартибли ноль ва агар п =т  булса, тартиби п дан

{ |л - /п| - тартибли кутб, агар л * т  булса, 

ту'гри нукта, агар л = т  булса.
кичик булмаган ноль). 619.

621. Масалан, jiz)~z}. 622. Масалан, / (z )  = - y  + z. 623. Масалан,

f ( Z )  = —-— . 624. ——  (а *0 )  ёки az+b (а*0). 625. — 3—  (а *  0) еки 
z " - l z~a (Z-а)"

, 00+0̂ +...+а„г
f l0+ a , Z + . . . + a „ Z " ,  (а„^0).626.- у  + с. 627. ( г _ а|) ( г - а 2 ) . . . ( г - а п )  агаР

a0+ai z+ -+ a „ z
- + с. о н .  7 7-------------

*:=/ булса ва *еч булмаганда ат лардан бирортаси *0  булса), ёки

an+atZ+.-.+a.z" a0+a1£+...+a„+mz"+m
( ^ a,)(Z-a2)...(Z-Q„~  булга toaat*fl#)• 628. ?

(a„*0, a„+m*0). 631. К у р с а т м а .  А =°°булсин. У х,олда^л} _ {^} десак,

lim z„ = 0 ва lim /(z_) = lim sin —  = lim sin(;/i) = -/ lim shn = ~  = A 
n-»~ z„ n~>°° n- >~‘

булади. A *  0 булсин. У х,олда {zn} кетма-кетликни топиш учун

sin — = А

тенгламани ечамиз. Бу тенгламадан

— = Лгс sin А - 4 Ln{iA + Vl -  А2 )

еки

г  = ------- ■■■;— г  = --------1 ------ i ( к  =  0, ±1, ± 2 ,...)

Ln(iA + iJ\-A  \n(iA +^ l-A  )+2кж

эканлигини топамиз. Энди

Z„ = -----  1 ------ 1 я = 1, 2,...

1п(1Л+д/1-Л2)+2лга

деб олсак (бу ерда ■ J l-A 2 нинг битга киймати олинган), lim Z „  = О
П—

ва f ( Z , ) —A (n =  1 , 2 , . . . )  шартлар бажарилади. Демак, l im / ( г л) = Л .
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{г,}*- { 'jn Л+2/пп'}' 2=0 ЧУ1̂73 Яг) функциянинг яккаланмаган мах­

сус нуктаси булади. К у р с а т м а .  Пикар теоремасига кура ихтиёрий 

чекли А*А0 (А0—бирорта чекли комплекс сон) сон учун а нуктага ин- 

тилувчи шундай {гп} кетма-кетлик топиладики,

f ( z J = A  (п=  1, 2, ...)

тенглик бажарилади. О ва 1 сонларини оламиз. Аа бир вактнинг узида 

уларнинг хар иккаласига тенг була олмайди. Шунинг учун Пикар тео­

ремасига кура а нуктага интилувчи шундай {г„} кетма-кетлик топила­

дики, барча п= 1, 2, ... лар учун ёки f(z„)=0 ёки f(z„)=1 булади. Барча z„ 
нук,талар F(z) функциянинг кутблари булади, а нукта {г„} кетма-кет- 

ликнинг лимит нуктаси (функция кутб нукталарининг лимит нукта­

си) сифатида F(z) функциянинг яккаланмаган махсус нуктаси булади. 

636. г=0  — ута махсус нукта; чекли А0 мавжуд эмас. 637. z=0  — ута 

махсус нукта; Л0=0. 638. г=°° — ута махсус нукта; А0= 0. 639. г=0 — ута 

махсус нукта; чекли А0 мавжуд эмас. 640. г=°» — ута махсус нукта; A = i.  
641. z=°° — ута махсус нукта; Aa= —i.

632. А- оо булса, U„}= [ „ } ’ Л =  0 булса, {г„}= {~ ^}> Л *  0, °° булса,

VI б о б

А  4 I  5 --Й— - 6 —  7 2Х 2 ' 4‘ 2 (л + 1 )!' Ь- п\ 25 '

И . 1 12. 4,13. res f [ z )  = 1, res f ( z )  = -4-; res f i z )  =
г=0 z=i z=~i

-53 „ __7 
25’ (A•

14.
res f ( z )  =

z=e

=  ; res f i z )  = + , res f { z )  = -  - 4 ^ ;  res f i z )  = -  -Lt-. 
4v2 - a  4V2 4v2 - I f ' 4V2

Z=e г=е 4 z=e 4

15. '■“ . / « =  !■ 16. r e s f ( z ) = - j t -  res f i z )  = . 17. re s f i z )  = 0; 
г=-1 г=-/ lo г=»

ra s/ (z ) = l. 18. « м / ( г )  = | ;  res f i z )
Ъе

2-J2

,9 res f i z )  = 0;

Г7>=-Шгет/(г) = — .20. r a * ) = i - l ) ' ,  /t=0, +1,±2,... . 21. re s f(z )  = ~ Wz-кк '■ “

22. res f i z )  = Cj'. . 23. re s f ( z )  =  e, res f i z )  = -5 . 24. « » / ( * )г=о
= _L 

24
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25. res f ( z )  = 0; res / (г )  = ; rw / (г )
г=о 7Г

4 я (2л+1)(4л+1)
я=0.

±1, +2...... 26. /*т / (г )  = 
г=(-1)"|+»п

I f +2/" 1
— е° , л - жуфт сон,

JL-e 6
Гг

-у+(2л-1)тт
, п - ток, сон.

«?* f i z )
п+\ пгЦ-1Г+|«+лс

л -£+2лл
-4-е 6
S

__ 2_„ 6
7з

, л - жуфт сон,

-?+(2я-|)* л = 0 , ±1 , ±2,
, п -  ток, сон.

27. re s J U )  = 0.28. res f  (z) = 0. 29. res f ( z )  = - ±  ; « w /U )  = ^  sin2 4
г = 0 '  6  ’ г = з '

res

27 '

3°. res^ fiz) = > л=0, ± I , +2....... 31. ,=(„+i ) n, / ^ = I ,« = 0 ,± l .± 2 ,

32. ?rcsn f ( z )= o, „=0, ±1, ±2....... 33. res/ (г )  = sin i. 34. f ( z)  =

= — 1, n =  0, ±1, +2.........  35. res f i z )  = 0. 36. res f  (z.) = \.
z=I г=0

j 2 n - k

z = ^ r / (Z) = Ж ; * =  0>1,2 .......вал=1,2,3 ,... .37.0.38.0.39.-1.40.-1.

41. я3. 45. res / (г )  = - 4 ;  res J  (z) = I; res f  (г) = 0. 46. res f i z )  = -4-;
г=±1 l  г=о ;=«, г=,- 4

res/U ) = -£; res / (г )  = 0.
Z  =  ~ l  4  ? = «

47. r e s / U ) ^ ;  res/(Z)=-J-; 
’=2 64 г=0 64

res / (г)  = 0. 48. res
z=~2

<N II

O
nN res/ (г )  =г=0

1 .
6 4 ’

res f(z)  = -4.

49. res f i z )
г=0

= 0; res f ( z )
Z = 2 i

_  1023 
~ 256 ’

res f(z) =
z=-2l

1023 
256 ’

res / (г )  = 0.

50. res f i z )  = н Г 1 (2л)!
res/ (г ) = (-1)"

(2л)!

г=-1 (л-1)!(л+1) (л-1)!(л+1)! ’

51. res / ( z )  = tf" + res/ (г )  = -a  res / (г )  = -a ".52. res f ( z )  = 1;
z-a  г=0 г = »  г=о

res / (г )  = - i ; res f i z )  = 0. 53. res / (г )  = 0; res / (г) = 1;

res f i z )  = -1. 54. res / (г )  = 2 sin 2; res/ (г )  = -2 sin 2. 55’ res f ( z )  = 0;
г=~ г=-1 г=0

res / (г )  = 0; 56. res/ ( г) = - .Х ;  res / (г )  = ; res/ (г )  = 0.
4е
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57. resf ( z )  = 0; res f ( z )  = - \ e  ■ fcosV2 + ch-Jl)-, k = 0 , 1, 2, 3; 
г=0 1к+\ю 4 V )

Z = e

res /(z ) = °. 58. res / ( z )  = - ^ ;  res/ (г )  = 59. _ res^  f (z)  = _

— \(k=0,±\,±2...... ) 60. res f ( z )  =0 (fc=0,±l,±2.......) 61. res /fo> = -
г=*и  z=kn

— 1 (& = 0,± I ,±2.........) 62. res/(z) = res f  (z) = 0. 63. res f ( z )  = -
z=2 z=- z=2

-res / ( г) = - Ш .  64. res/ (г )  = - res/ ( г )  = I  .
z=2 г= ~  л=о л ! ( л + 1 ) !

65. res f  iz )  = -  res f  (z) = -  cos 1. 66. res f ( z )  = -  res / (г )  = - sin 2 x
г=~1 г= -3

у  42" ■ у  42"41 
(2я-1)!(2л)! (2л)!(2л+1)! 67. res / (z )  = 4 ;  res f ( z )  =

Z = 0  2  , _ 2Аяи

2kiti ^  ~±*’ ± 2 ..............  ̂ 6 8 - res/ (г )  = - res/ (г )  =г=0 г=~

f 0, агар л < 0 ёки л > 0 ва ток, сон булса,
= J (_ | W 2 69. res f ( z )  =

I (л+ТУГ ’ arai> ” =  ̂®ки ” > 0 ва жуфт сон булса. г=̂-

= (_ i)*+l 1 (* = ± 1,± 2 ,...),гю /(г ) = 4  = - 4 .  70.
к к - г=« л а-=| b

res / ^  =  ( - l ) * 2 / t W  = l , 2,  ...), 72. I. 73.24. 74. 4 .  7 5 . 0 . 7 6 . - # .
£=£ 71

77. -4 .  79. —2с0с,. 80. 4g(e). 81. c_„g(a) + ^ 2 ^ + . . . + 5 ^ , ' ^ ° )  .

82. nj(e). 83. —rtg(a). 84. ^ - y .  86. (1-2ег')л/. 87. 2(1-е-')л/. 88. 2л/. 89. 0.

90. —4л/. 91.2л/. 92. —. 93. —ni. 94. —2л/. 95. —2tc/(cos1 +sin 1). 96. 2л/.

97. _  98. - Щ  . 9 9 . - 4  in Зл/. 100. 0.101.2л/. 102. M n b l c o s I . ю з. 0.
2 3 3 4!

(04. 2л/. 105. - Щ .. 106. 2л/. 107, 0. 108. 2л/. 109. ni. НО. -2л/. 111. л/
4 36

112. 2л/. 113. О 114. О 115. ~ е 2т .  116. [cosl+sinl+i(sinl— cosl)] Я  . 117.0. 

118. Зл/. 119. 0.120.4n/(cosl—sinl) 121.- М .  122. у  O'- Osin 1. 123.- 4  л/.
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124. In i.  125. -2 m .  (26. л/. 127, - Ш  128. 0. 129. 32л/. 130. 0. 131. - Ц  . 

132. л/sin 1.133. - Щ  ■ 134. ',6 n i 135. 0. 136. 0. 137. 2л/. 138. -2л/. 139. 2л/.
o4 3

5
140. л/ (cosl+2sinl). 141. 0. 142. 5 (/ - l)e 2 . 143. -Юл/. 144. 0. 145, -

146. ~  • 147. ni. 148. 0. 149.1>0, лекин чегирмаларнинг йигишшси 0 га 

тенг. 150. 1-0 , лекин чегирмаларнинг йигишшси *0. 151. . 152. ДО п.

153. ". 154. я/ 155. 2л _  !56. 2л , 57. 11  я . |58. 2я( Vi ~ f  )■ 159. л/.

Va2-1

160. 2л/е-2”. 161. 362. _12в±*)Я 163. -2S- агар |а|< 1

(a -b y [ а ( а т  '  >-0

булса; , агар |а|>1 булса; 0 (бош киймат). агар |а|=1; а*±1 булса 

а -1
6 .

7 l(fl + 1)
(я=±1 булганда бош киймат мавжуд эмас). 164. ~ 2 ' агаР ИК*

1 -а

6 1 12 п(а +1) к 1-д
булса; 6 "у—  ’ агаР W> 1 булса; 2 fl8(e5_ , )  (бош Киймат), агар

|а|=1, а*+1 булса (а=±1 булганда бош киймат мавжуд эмас). 165.

агар п > 0 булса, ....
п\ 166. л/signa (а=0  оулганда интегралнинг бош-
0, агар п < 0 6V.’ica, 

киймати 0 га тенг). 167. —2rosign(Jma). 168. -у . 169. л. 170. я 171. , 2,г

172. -1? 173.0. 174. 175. 5 . 176. я 1 + 4 . 177. 2л .
2 «  в 1- а ‘ 1-а

10 , агар и = 2А булса,

178. | /- n * fl2*+1 .  179. ^ [ Т Г  !80. л2‘—(—/)».
2л -— -— ~—  , агар я = 2А- + 1 булса. 3 V 4 у

I 1—а

181. 5 .  182. £ .  183. f  184. Я .  185. 186. 0.187. я V2. 188. 4 $ .
6 2 4 4 12 j

189. f  . 190.0.191. 192. /-  . 193. *  , , . 194. 3- ?Д . 195.0.
4 27 4 а ап(а+Ь) 16а
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1 - 2 7£
206. гс(! — /)е~3,_6. 207. . 208. —г (cos 1 — 3 sin 1} 209. (3cosl+sinn.

210. -iL (2 cos 2 + sin 2). 251. ;t£>-2cos2. 212. |-e"2(4 --<?). 213. +c’~3).

2e

214. к(е-2+е~3). 215.яе~2(ссв4—sin4). 216. яе-'(со81+ ^ sin 1) 217. ке~г( | cos! — 

-sin)). 218. Y a ' ° '  2 l9 ~ ~ 2 V ~ - 2 Ж  i  g“  m - ^ a e ° ' 2 2 L  f  e ^ ’

к(а^+3а+3> -a . . .  ___ n____ f e f_123. . 224. —-,.,1 2Ч
2(b '-a  ) (  a b Jb Г ---  3 2

a

. 8Ц |  _ £  j| e~2  226. ni. 111. - n i .  228. re(2sin2—3sin3). 229. |  (cos 1 - -L)

230. *[e ~ ‘a' -  sin|a| j. 231. - S .  t  232. to . 233. - to .  234. л/. 235. -л/.
t +a

- Г  I t  — J in j w  j- --------  т T
4 L J "  -2 2

236. А . К у р с а т м а .  Берилган интегрални \исоблаш учун 141 -чизма- 

да курсатилган Г ,  ёпик, контурни олиб, ушбу

гр/?

л ^белгилашни киритамиз. Бу интегралнинг к,иимати 0 га тенг, чунки г

функция Г  R контур билан чегараланган сох>анинг ичида голоморф. Ик-
р R

кинчи томондан эса

0 = Ip, » J ^ *  + (1)
Ур у  к

—  функциянинг z - 0 нукта атрофидаги Лоран каторига ёйилмаси-

нинг бош кисми га тенг булганлиги сабабли (чунки г=0  нукта бу 

функция учун 1-тартибли кутб).



™  = ~ + g(z)  z z

булади. Бу ердаги g(j) функция г=0 нуктада голоморф. Агар геу булса, 
унда г= ре” , 0 < ф < i t , dz =  /ре'ф ва

о

j  = J ~y  +  j g(z)dz = /J </ф + } ?(г№ = -™ + { g(z)dz
Гр Yp Yp *  Yp Yp

булади. #(г) функция г = 0  нуктанинг атрофида чегараланган булга ни 

учун (чунки у г=0  нуктада голоморф) р-н>0 да \ g(z)dz -> 0 булади. У

ip
\олда охирги тенгликдан ушбу

iZ

lim f 2 -d z  = -m  . . .P-»o J г (2)
yp

тенгликни \осил киламиз. Жордан леммасига кура

lim \ S i  d z=  О
J г (j)

булади. Ундан ташкари

I ~  л  + j  dx = } 'А- dx = 2 i f  dx
-R

тенглик уринли. Энди (I) тенгликдар ни 0 га, R ни +°° га интилтириб 
лимитга утамиз (бунда (2), (3) ва (4)-тенгликлардан фойдаланамиз):

R

О = —ш + 0 + 2/ lim f dx.
р—»0 J X
R->+°° р

Бу тенгликдан

sinx dx = ж  . 
х 2

эканлиги келиб ч и кади.

237. Ж. 238. -Ж. 239. -у ). 240. - ^ (1  - е~аЬ). 241. | 2-(2 +

+ab)e~cb\. 242. М .  243. п (Ь -а ). 244. | 245. ■ 246. у .  247. ~
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250. r(/>)'C0Sf  25I r (p ) sin -£- ^  ) r f 1 V QS n 253 I pf O s i n  '1--. 

ap ap P У.Р) 2P p \ p ] 2p

254. -“ j  r| “  ] cos^p  ’ p ~ * булганда интегралнинг к,чймати га тенг.

255. -2.256.1. 257. - 3 . 258. 0.261. 1.262. 1. 263. 5 .264. 2 .265. 1.266. i . 267. 0.
268. 4.269. 5. 270. 1.271.1. 272. 6 .273. 3 .274. 1. 275. 0.276.0. 277. n. 279. a) I .
6 ) 3. 280. a) 0. 6 ) 4. 281. 2. 282. n. 283. n. 293. К у р с а т м а .  Гурвиц теоре- 
масидан фойдаланинг. 297. К у р с а т м а .  Масала шартидан/(г) функ­
ция D со\ада чекли сондаги аг  я ,, ..., ап нолларга ва Ьг  А,, Ьт 
кугбларга эга булиши келиб чикади" Унда

/(>) = (г-Я|)-(г~аи) г ,z\

деб олишимиз мумкин. Бу ерда f x(z)£.a(D) ва V геЛ  учун / ((г)^0. Агар

Ф(г)=(г—а,) ■■ (z—а )  /|(г) ва g(z)=—(z— bx) ... (Z—bm) деб белгиласак, 
Ф(г) ва f(z )  функцияларнинг D со^адаги ноллари устма-уст тушади 
\амда масала шартидан v  геЭД учун |ф(г)|>|£(г)! тенгсизликнинг бажа- 

рилиши келиб чикади. У \олда Руше теоремасига кура ф(г) (уз навба- 

тида /{z)) ва <p(z)+g(z) функцияларнинг D со\адаги ноллари сони тенг

булади. Ушбу /(г) - 1 = тенгликдан эса исбот келиб чи-
(z-0|) ,\z~om)

- - S _ (1-*-2e*). 248. -\ (1-й  + | - - e '“ ). 249. I , = I 2 = ^ .

Кади. 299. 0 . 300. а) 2 . б) 1 301. Хдр бир квадрантда биттадан илдизга эга. 
302. Иккинчи ва учинчи квадрантларда иккитадан илдизга эга.
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