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П Р Е Д И С Л О В И Е

К урс «Теория колебаний» ш ироко распространен  в высш их технических 
учебных заведени ях , а д л я  р я д а  специальностей он относится к  числу 
основных дисциплин ф ундам ентальной профилирую щ ей подготовки, поэтому 
предлагаем ы й сборник за д а ч  ок аж ет  больш ую  помощ ь студентам  при изуче­
нии этой дисциплины, будет способствовать развитию  навы ков реш ения при­
кладны х зад ач  с использованием  ЭВМ .

О сновная особенность сборника — его при кладная направленность. Он 
содерж ит задачи  по всем основным р азд ел ам  теории колебаний, вклю чая 
т ак ж е  разделы , вош едш ие в учебные курсы  теории колебаний только  в 
последнее врем я —  парам етрические колебания, случайны е колебания, устой­
чивость колебаний. П о сравнению  со «С борником зад ач  по теории ко л еб а­
ний», выш едш им в 1979 г. [1 ], в данном  издании частично переработаны  
многие разделы  и изъяты  задачи , не имею щ ие отнош ения к механическим 
системам. О сновная цель сборника — помочь изучаю щ им теорию  колебаний 
глубж е овладеть теорией и освоить м етоды  реш ения прикладны х задач . 
П оэтом у в сборнике практически д л я  всех за д а ч  даны  решения.

А втор с благодарностью  примет отзы вы , зам ечания и предлож ения чи­
тателей , которы е м ож но присы лать по адресу: 107005, М осква, 2-я Б а у м ан ­
ская , 5.



О С Н О В Н Ы Е  У С Л О В Н Ы Е  О Б О ЗН А Ч Е Н И Я

А — амплитуда колебаний;
С — электрическая емкость, конденсатор;
Ci — коэффициенты;
с — жесткость, коэффициент жесткости;
D — дисперсия;
Е — модуль упругости первого рода;
F — площадь поперечного сечения;
F„ — амплитуда возмущающей силы;
F ( t ) — возмущ аю щ ая сила;
G — модуль упругости второго рода;
J — полярный момент инерции массы;
J — сила тока;
Jxt J VI — геометрические характеристики поперечного сече-
j  р ', J h ния стержня;
J  0 — функция Бесселя нулевого порядка первого рода;
Y, — функция Бесселя нулевого порядка второго рода;
К — корреляционная функция;
k — коэффициент жесткости упругого основания;
L — индуктивность;
I — длина;
M — момент силы;
m — масса;
P — сила;
Pi — собственная частота колебаний;
Q — сила; обобщенная сила;
q — обобщенная координата;
R — диссипативная функция Релея; электрическое со­

противление;
S — спектральная плотность;
T — кинетическая энергия; период колебаний;
t — время;
u — напряжение электрического тока;
V — скорость
w — передаточная функция;
w — линейное ускорение;
X, Y, Z — перемещения в направлениях координатных осей

X, у, z;
Y(*) — отображение по Л ап ласу  оригинала;

a — коэффициент вязкого трения;
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—-логарифмический декремент затухания;
— перемещение точки в направлении i от дейстиин 

силы по направлению /;
— малый параметр; динамический коэффициент ии;1- 

кости;
— потенциальная энергия;
— плотность материала;
— нормальное напряжение; среднеквадратичное от­

клонение;
— время; касательное напряжение;
—• угловое перемещение;
— угловая скорость;
— частота свободных затухающих колебаний.



ЗАДАЧИ

Г л а в а  1. КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ С ОДНОЙ  
СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ

§ 1. Свободные колебания

1. Д л я  систем, изображенных на рис. 1, определить часто­
ты собственных изгибных колебаний.

ъ

Ь -
ь а

А ..^
& .......W  * ы  л

- а

Рис. 1
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2. Д ля  систем с постоянной изгибной жесткостью EJX 
(рис. 2), используя метод сил, составить дифференциальные 
уравнения малых свободных колебаний и определить частоты 
собственных колебаний. При составлении уравнений движения 
принять, что масса системы по сравнению с массой груза мала; 
массу груза считать точечной.

3. Д л я  систем, изображенных на рис. 3, составить диф ф е­
ренциальные уравнения малых свободных колебаний, используя 
метод сил и считая массы т  точечными. Определить частоты 
собственных колебаний.

4. Д л я  систем, изображенных на рис. 4, составить диф ф е­
ренциальные уравнения малых крутильных колебаний махович­
ка, имеющего момент инерции массы J, и определить частоты 
собственных колебаний. Считать, что в схемах г и д  подшипник 
длинный, т. е. угол поворота при изгибе равен нулю, a GJh =

5. Чувствительный элемент (датчик давления) (рис. 5) пред­
назначен для регулировки давления жидкости или пара в не­
котором объеме. При изменении давления поршень массой т.\ 
смещается и через шток приводит в движение исполнительный

т

Рис. 3

f

I
Рис. 4
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орган. Приведенная масса штока и остальных движущихся 
элементов прибора равна т 2. Определить частоту собственных 
колебаний датчика давления (поршня), считая, что трение 
уплотнительных колец о цилиндр весьма мало.

6. Груз массой т закреплен на абсолютно жестком неве­
сомом стержне длиной 3/, связанном двумя одинаковыми п ру­
жинами жесткостью с каж дая  (рис. 6). Определить частоту 
малых собственных колебаний маятника.

7. Решить задачу 6 при горизонтальном положении стержня.
8. Зубчатое колесо 1 (рис. 7) массой rri\ с жестко скреплен­

ным с ним водилом 2 массой т 2 лежит на зубчатой рейке 3. 
К свободному концу водила прикреплены без натяга пружины 4 
жесткостью с каж дая .  Составить дифференциальное уравнение 
малых свободных колебаний системы; определить частоту соб­
ственных колебаний.

9. Тяжелый цилиндр массой m =  Q/g,  радиусом г (рис. 8) ле­
жит на вогнутой поверхности, имеющей радиус кривизны R. 
К верхней точке цилиндра прикреплены пружины-растяжки 
жесткостью с каж дая .  Составить дифференциальное уравнение 
малых свободных колебаний цилиндра, считая, что проскальзы­
вание цилиндра по поверхности отсутствует. Исследовать влия­
ние радиуса кривизны поверхности R  на частоту собственных 
колебаний цилиндра и, в частности, определить ее, когда по­
верхность является плоскостью (R =  со).

10. Определить частоту собственных колебаний вертикально 
установленного маятника массой m (стержень считать абсолют­
но жестким) (рис. 9). Ж есткость пружин равна с.
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Рис. 7 Рис. 8

11. Определить частоту малых собственных колебаний дис­
ка индукционного гальванометра (рис. 10), представляющего 
собой стальной диск толщиной h = 2 мм, диаметром d = 50 мм. 
Жесткость пружины при кручении с=Л 4/ф =0 ,488  Н -м .

12. Стержень АВ жесткостью на кручение с на одном кон­
це имеет цилиндрический шарнир А,  а на другом — диск радиу­
сом R  и массой т  (рис. 11). Система укреплена на плоскости, 
наклоненной к горизонту на угол а. Считая, что диск может 
совершать колебательные движения качения без проскальзы ва­
ния, составить дифференциальное уравнение его малых свобод­
ных колебаний. Исследовать зависимость частоты собственных 
колебаний и их устойчивость от угла наклона а  плоскости.

...I "

Рис. 9 Рис. 10



Рис. 1 1

13. Чувствительный элемент уровня (датчик уровня) 
(рис. 12) состоит из поплавка диаметром d и массой т и по­
груженного в жидкость; системы рычагов, пружины ж ест­
костью с и противовеса массой т 2. При изменении уровня ж и д ­
кости Н 0 избыточная выталкиваю щая сила перемещает попла­
вок, что передается через систему рычагов регистрирующему 
или исполнительному механизму. Считая, что плотность ж и д ­
кости равна р, составить дифференциальное уравнение малых 
свободных колебаний поплавка и определить частоту его соб­
ственных колебаний, пренебрегая инерцией жидкости.

14. Диск массой т  с моментом инерции массы / 0 насажен 
на ступицу радиусом г (рис. 13). Ступица диска опирается на 
криволинейную круговую направляющую радиусом R. Соста­
вить дифференциальные уравнения малых свободных колеба­
ний диска, считая, что при его движении проскальзывание 
между ступицей и направляющей отсутствует. Д иф ф еренциаль­
ное уравнение движения получить двумя методами: по методу 
Л агр ан ж а  и по методу Д алам бера .
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15. На шероховатой наклонной поверхности (рис. 14) уста­
новлена тележка массой т,  удерживаемая пружиной ж ест­
костью с. Считая, что каж д ая  из двух колесных пар тележки 
имеет момент инерции массы J, радиус колес R,  а движение 
происходит без проскальзывания колес по поверхности, соста­
вить дифференциальное уравнение малых свободных колеба­
ний тележки.

16. Б ал к а  массой m = Q / g  (рис. 15) леж ит на цилиндре р а ­
диусом R. Составить дифференциальное уравнение малых сво­
бодных колебаний балки относительно положения равновесия. 
Определить частоту собственных колебаний балки и амплитуду 
Фо ш ах, при которой возможны колебания, приняв коэффициент 
трения скольжения равным |я.

i  _ i

Рис. 14 Рис. 15

17. Кольцо, имеющее радиус внутренней поверхности R, 
надето на вал диаметром 2 г (рис. 16). Определить частоту соб­
ственных колебаний кольца, считая известными его массу т 
и момент инерции массы относительно центра тяжести J.

18. Д л я  гашения колебаний маховика (рис. 17), вращ аю щ е­
гося с угловой скоростью со, можно применить маятниковый 
демпфер, представляющий собой специальной формы груз мас­
сой rn=^Q/g,  помещенный во внутреннюю полость маховика. 
Контактная поверхность груза имеет радиус кривизны R>, по­
верхность маховика R\ [ R \ < R 2 )-

Найти частоту собственных колебаний груза при останов­
ленном маховике (со=0) (сила тяжести направлена по оси у) ,  
а такж е частоту собственных колебаний груза при (o =  const 
(пренебрегая силой тяжести).
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Рис. 16 Рис. 17

При решении задачи принять, что R 2— R i = A R — м алая  ве­
личина; расстояние от точки контакта груза с маховиком до 
центра тяжести груза равно а; момент инерции массы груза от­
носительно оси, проходящей через центр тяжести груза, равен 
/ с, а расстояние от оси вращения маховика до центра тяжести 
груза равно г.

19. Массивный диск радиусом R  вращается равномерно с 
угловой скоростью со. На ободе диска шарнирно закреплен 
стержень, имеющий длину / и массу т  на свободном конце 
(рис. 18). Считая массу стержня малой по сравнению с мас­
сой т,  определить частоту собственных колебаний груза в по­
ле центробежных сил.

20. Груз массой т  укреплен на гибкой стальной стойке пря­
моугольного поперечного сечения жесткостью ci =  FJx, поддер­
живаемой двумя пружинами жесткостью с2 каж д ая  (рис. 19). 
Определить частоту малых собственных колебаний груза, счи­
тая массу стойки и пружин по сравнению с массой груза. В лия­
нием силы тяжести груза на изгиб стойки пренебречь.

21. Д л я  гашения крутильных колебаний на маховиках 
иногда устанавливают дополнительные массы, представляющие 
собой маятники в поле центробежных сил. Определить частоту 
собственных колебаний центробежного маятника (рис. 20), счи-

12



тая, что угловая скорость диска а ,  расстояние от осп враще­
ния диска до точки подвеса маятника г, момент инерции мас­
сы маятника относительно точки подвеса Jв , масса маятника т .

22. Н а ободе массивного диска радиусом R  жестко защ ем ­
лен гибкий стержень длиной I, несущий на свободном конце мас­
су т.  Диск равномерно вращ ается с угловой скоростью со 
(рис. 21). П олагая  жесткость стержня при изгибе равной E JX и

Рис. 20 Рис. 21

пренебрегая массой стержня по сравнению с массой груза, опре­
делить частоту собственных колебаний груза в поле центробеж­
ных сил.

23. Получить приближенное выражение для частоты колеба­
ний массы т  (см. задачу 22), воспользовавшись выражением 
для прогибов при продольно-поперечном изгибе в виде

Уо= У/ (1 + Л 7 Я Э), 
где N  — осевая растягиваю щ ая сила; Р э= я 2£ '/Х/4 Р  — критиче­
ская сила; у  — прогиб от действия поперечной нагрузки. П о­
строить графики зависимости безразмерной частоты колебаний 
р/ро в зависимости от a l  для точного (см. задачу 22) и прибли­
женного решения при /? =  /.

24. Стержень А В  (рис. 22) жесткостью EJX закреплен на 
конце жесткого рычага ВС,  вращающегося равномерно с угло-

Рис. 22 Рис. 23

13



вой скоростью со в горизонталкнпй плоскости. Определить ча­
стоту собственных колебаний т-пчр^111011 мас^ы т \ закрепленной 
в точке А  стержня (массой стерЖЬ*я пРенебр еч ь) , считая, что 
масса т  колеблется в плоскости / щения'

25. На ободе тяжелого дискя пс/ д 5,УС0М ^  (рис. 23) закреп­
лен стержень длиной /, жесткоРТ, , , } EJx,  несущии на конце м ас­
су т.  Определить частоту CQRrTR/ HHbI* колебаний груза при 
равномерном вращении диска. Ппп-"1Гая определить крити­
ческое значение угловой скороСти !Диска ПРИ которой часто­
та собственных колебаний груза р ^ вна НУЛЮ- ^ Р и Решенин за_

нерастяжимой нити длиной 21. г  J 0M0U]'b10 пружины в нити 
создается натяжение Т0 (рис. 2<п /~/читая> что натяжение в обо­
их участках нити одинаково и пос^™5111110’ 0ПРеделнть частоту 
малых собственных колебаний ,

28. Точечная масса m  закреп лрн3 струне длинои /, имею­
щей предварительное натяженнР г  Л 1РИС- '■ Составить диф ­
ференциальное уравнение м а л ь у ‘̂ ободных колебании массьь 
Построить график зависимости ц / оты собственных колебании 
от координаты положения массы у70’ Изменением натяжения 
струны в процессе колебаний и в^*иянием силы тяжести пре-

29. Груз массой m  укреплен Ня / онце УпРУг°го растяжимого 
безынерционного троса, намот^нно/ °  на барабан  (рис. 26).

дачи массой стеожня поенебпеъ.

со, закреплен стержень длиной / £ стк°стью EJX (см. рис. 23) .̂ 
На свободном конце стержень нргр//Г ма5 сУ т ' ЦентР О которой 
совпадает с центром вращен ия  пИр/Ка' 0 Г1Ределить частоту соб­
ственных колебаний груза, ппРнрй / )егая массой стержня.

о-? ____нси* тонкой абсолютно гибкой27. Груз массой т  укреплен на тонкой абсолютно гибкой

небречь.

\
\
\
\

Рис. 24
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Составить дифференциальное уравнение малых свободных про­
дольных колебаний груза при равномерном вращении б ар аб а­
на с угловой скоростью со. Д иаметр  барабан а  2г, площадь по­
перечного сечения троса F, модуль упругости материала тро­
са Е.  Определить моменты времени, в которые груз проходит 
через положение равновесия, считая, что в начальный момент 
времени t0 длина размотанной части троса равна /о, полная 
скорость движения и =  со^ +  Ах0, а Дхо= 0  (Ах0 — динамическое 
удлинение т р о с а ) .

Получить решение для частного случая co =  const, приняв 
//г =  100 кг, £ '= 1 0  ГПа, F = 1 0 -5 м2, u =  coi? =  l м /с ,  /о=1  с, / о =  
=  1 м.

30. Груз, имеющий массу т,  укреплен на конце абсолютно 
гибкого нерастяжимого безынерционного троса, намотанного на

wSPV/f//

J"EL
ш т щ  

t £ i/г

Рис. 27

-------------------------- - —АNT
< 1 >

у

Рис. 26 Рис. 28

барабан. Составить дифференциальное уравнение малых сво­
бодных поперечных колебаний груза при равномерном вращ е­
нии барабана  с угловой скоростью со (см. рис. 26). Получить 
зависимость амплитуды свободных колебаний от длины свобод­
ного участка троса I и угловой скорости барабана со. Р ассмот­
реть два случая: а) подъем груза с некоторой начальной длиной 
троса /0; б) опускание груза. Принять следующие условия: при 
t = to, фо =  0, ф  =  0 ( ф  — угол отклонения троса от вертикали).

31. Стальная безынерционная балка длиной /, имеющая из- 
гибную жесткость EJX, лежит на упругом безынерционном осно­
вании с коэффициентом постели k (рис. 27). Посредине балки 
закреплена точечная масса т.  Определить частоту собственных 
колебаний системы, если сечение балки представляет собой 
прямоугольник с основанием 6 см и высотой 1 см; длина балки 
1=2  м; коэффициент постели 6 = 4  к Н /м 2; масса т = 1 0 0  кг.

32. На стальной балке длиной 1= 1 м, имеющей поперечное 
сечение b X h  =  6 x 1  см2, закреплена масса т =  20 кг (рис. 28).
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Валка защ емлена одним концом и лежит на упругом основа­
нии, коэффициент постели которого k — 4 к Н /м 2. Пренебрегая 
Инерцией поворота массы, т. е. рассматривая ее как  точечную, 
определить частоту собственных колебаний. Массой балки и 
Инерционностью упругого основания пренебречь.

33. Стальная балка длиной 2 / =  200 см, имеющая попереч­
ное сечение Ь х /г  =  6 x 2  см2, торцевые сечения балки жестко 
Закреплены (рис. 29). Б алка  леж ит на упругом основании, 
коэффициент постели которого k — 2,5 к Н /м 2, и нагружена по­
средине массой т  =  50 кг. Определить частоту собственных ко-

г  -
кА

1 -с 1 X

Рис. 29

Аебаний массы т, пренебрегая силой тяжести балки и инерци­
онностью основания.

34. Используя метод Релея, определить частоту собственных 
колебаний системы (рис. 30) с учетом массы балки. Сосредото­
ченную массу т  считать точечной, т. е. ее моментом инерции

Рис. 30

Пренебречь. Изгибная жесткость балки EJX\ масса единицы 
■Длины балки т„.

35. Используя метод Релея, определить низшую частоту соб­
ственных колебаний массы т,  закрепленной посредине балки, 
Имеющей изгибную жесткость EJX и массу единицы длины б ал ­
ки т 0 (рис. 31).

ЕЪ

%
7Я77.
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36. Д л я  схем, изображенных на рис. 32, определить по ме­
тоду Релея частоты собственных колебаний, считая массы /71- 
точечными, а массу единицы длины стержней равной т ь

€

_£Д*_

I

О
EJx 
т,

_i_

щ __ ggr Ж  ___к
ГГЦ

I

л т1 А■\ mi I
\— V

а
J

3=0,71 .
1

ч
<N ~СЗ т 1

J

Р. , 4 2а

Рис. 32

§ 2. Свободные колебания систем с учетом сил сопротивления

37. Определить зависимость частоты собственных кр ути ль­
ных колебаний вала смесителя от вязкости среды, а так>не 
время, в течение которого амплитуда колебаний вала смесителя 
уменьшится в 10 раз после мгновенной остановки мотора, ecj]H 
скорость равномерного вращения перед остановкой равна ^  
(рис. 33). При решении задачи принять, что масса вала Majia 
по сравнению с массой лопастей. Момент инерции массы лопа-



стей 7 = 0 ,5  к г -м 2. Диаметр вала с/=0 ,005  м, длина вала 1= 
=  0,5 м. Коэффициент момента вязкого сопротивления движ е­
нию лопастей а  =  1,2 Н -м -с .

38. Д л я  определения коэффициента вязкости масла v можно 
использовать установку, показанную на рис. 34. Здесь массив­
ный стальной цилиндр высотой Н  и диаметром D\ подвешен на 
тонкой проволоке диаметром d  и длиной L  в стакане диам ет­
ром D. В стакан заливается масло и цилиндр приводится в ко­
лебательное вращательное движение. Считая, что момент со­
противления движению можно вычислить по формуле М = 
=  n H D l3(£>pv /4 (D 2—D i) (где со =  ф — угловая скорость, р — плот­
ность м асла) ,  определить кинематическую вязкость v соляро­
вого масла, имеющего удельный вес у =  9 к Н /м 3, если при

Рис. 35
проведении испытания в приборе, размеры которого ZDi =  0,1 м, 
£ > 2  =  0,12 м, Я  =  0,2 м, d =  0,001 м, /= 0 ,5  м, период свободных 
колебаний был равен т о  =  6,5 с. (Ж идкость считать безынер­
ционной) .

39. Д л я  системы, изображенной на рис. 35, составить диф ­
ференциальное уравнение малых свободных колебаний массы 
т,  считая, что сила сопротивления демпфера прямо пропорцио­
нальна скорости движения (Fay) .

40. Безударная муфта сцепления (рис. 36) служит для смяг­
чения влияния резких колебаний скорости ведущего вала на 
ведомый. Муфта представляет собой стальной диск 1, свобод­
но укрепленный на валу 3. П ередача усилия от вала к диску 
осуществляется через пружину 2. Считая, что сопротивление 
между валом и диском вязкое, определить коэффициент а  мо­
мента вязкого сопротивления движению в парс диск—вал, если 
известно, что логарифмический декремент свободных колебаний 
диска 6 = 1 ,5 ,  диаметр диска D =  0,1 м, толщина #  =  20 мм, д и а­
метр пружины Di =  30 мм, диаметр проволоки d\ = 3 мм, число 
витков пружины г =  9 м, модуль упругости материала пружины 
G =  80 ГПа, плотность стали р = 8 -  103 кг/м3.
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41. На абсолютно жестком стержне длиной 21 подвешен 
груз массой т (рис. 37). К середине стержня прикреплены две 
упругие растяжки-пружины жесткостью с каж дая . Груз поме­
шен в сосуд, заполненный вязкой жидкостью. В процессе м а­
лых свободных колебаний груза жидкость оказывает демпфи­
рующее влияние на систему. Определить коэффициент вязкого

Рис. 38

сопротивления движению системы, если период затухающих ко­
лебаний системы т о = 1 , 0  с при следующих параметрах системы: 
масса груза т =  1 кг, длина стержня 21 = 0,3 м, диаметр пружи­
ны D = 20 м, диаметр проволоки пружины d —2 м, модуль упру­
гости материала пружины G =  80 ГПа, число витков каждой 
пружины t =  6.
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42. Г идравли чески й  демпфер (катаракт) (рис. 38) представ­
ляет собой порш ень  массой т,  движущийся в жидкости. Иссле­
довать д в и ж е н и е  поршня, считая, что в начальный момент вре­
мени (  ̂=  0) поршень отклонен от положения равновесия на 
г/о=5 мм. О п р ед ел и ть  время, в течение которого отклонение 
поршня от п о ло ж ен и я  равновесия уменьшится в два раза, если 
жесткость п р у ж и н ы  с =  3 кН/м, диаметр цилиндра /)  =  0,1 м, 
диаметр отверсти й  d = 1 0  мм, число отверстий 2  =  25, масса 
поршня т =  2,73 кг, высота поршня # = 5 0  мм, динамический 
коэф ф и ци ен т  вязкости жидкости |я =  6- 10'"2 П а-с .

43. П р и б о р  представляет собой груз массой т, укреплен­
ный на д в у х  пружинах жесткостью с каж дая. Груз находится 
в трубке, заполненной  жидкостью. Сопротивление движению 
груза мож ет изменяться в зависимости от величины зазора м еж ­
ду грузом и стенками трубки и в зависимости от вязкости ж ид­
кости (рис. 3 9 ) .  Считая, что сопротивление движению груза 
прямо пропорционально скорости движения, т. е. ал;, трсбуется:

Рис. 39 Рис. 40

а) составить дифференциальное уравнение малых свободных 
колебаний груза ;

б) определить время, в течение которого амплитуда свобод­
ных колебаний уменьшится в 100 раз, приняв, что при / =  0, 
х  = 0, х  = х 0.

При решении задачи считать т = 50 кг, с =  1 к Н /м ,  а  = 
=  500 Н - с - м - 1.

44. Груз массой т  укреплен на абсолютно жестком безынер­
ционном стерж не длиной I (рис. 40), который удерживается в 
равновесии пружиной и демпфером. Последний имеет линейную 
характеристику трения / = ах. Определить частоту собственных 
колебаний системы и логарифмический декремент затухания ко­
лебаний, если т =  1 кг, /= 0 ,5  м, а = 0 , 2 м, диаметр пружины D =
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50 мм, диаметр проволоки пружины d = 5 мм, число витков t — 
=  5, модуль упругости G =  80 ГПа, коэффициент вязкого сопро­

тивления движению демпфера а  =  3- 102 Н -с  м_ | .
45. Д ля  измерения малых разностей давления газов (или 

малых колебаний давления) применяют жидкостной ^ -о б р а з ­
ный манометр с наклонной трубкой (тягомер Креля) (рис. 4 1). 
Определить частоту малых собственных колебаний жидкости, 
заполняющей трубку тягомера, считая, что ее плотность равна 
1>; сила сопротивления движению жидкости по трубке F = x x ,  
где .V — отклонение уровня жидкости от положения равновесия.

46. В начальный момент времени масса т  (рис. 42, а) откло­
нена от положения равновесия на расстояние х 0 и отпущена без 
начальной скорости. При скольжении по поверхности между

массой т  и поверхностью возникает сила трения, которую м ож ­
но рассматривать как силу «сухого» (кулонова) трения. Зависи­
мость силы кулонова трения Fт от скорости движения х  массы 
т  показана на рис. 42,6. Установить закон движения массы т.

47. Диск 1 насажен на вал 2 и удерживается от вращения 
пружиной 3, закрепленной одним концом на диске, а другим — 
на опоре (рис. 43). Считая, что система диск—вал— пружина 
имеет момент инерции массы J, а зазор между диском и поверх-

Рис. 41 Рис. 42

м
Рис. 43
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ностями кулонова трения А и Б  весьма мал, составить диф ф е­
ренциальное уравнение малых свободных колебаний диска, при­
няв, что при / —0 <р =  фо, ф о =  0. Выяснить характер движения и 
закон изменения амплитуды в зависимости от числа периодов 
колебаний, приняв, что восстанавливающий момент упругости 
пружины больше момента трения. Определить период коле­
баний.

и а 3 а н и е - П ри повороте ди ска  на угол <р длина пруж ины  изменяется
при ж им ается  к одной из поверхностей трения А  или Б.  С ила куло- 

трения пропорциональна силе п ри ж ати я ди ска к поверхности трения.

48. Используя метод фразовой плоскости, исследовать сво­
бодные колебания системы, изображенной на рис. 43 (см. усло­
вие задачи 47).

49. Д л я  механической колебательной системы, состоящей 
из груза массой т,  подвешенного на пружине жесткостью с, 
составить электрические аналоговые цепи.

50. Поршень масляного демпфера, имеющий массу т,  под­
вешен на пружине жесткостью с (см. рис. 38). Составить элект­
рическую аналоговую цепь малых свободных колебаний систе­
мы.

§ 3. Вынужденные колебания

51. Н а  рис. 44 приведена схема вибрографа — прибора для 
регистрации колебаний. Н а жесткой станине 1 прибора закреп­
лена катушка 2, сердечником которой является магнит 3, под­
вешенный на пружине 4. При движении магнита^ внутри катуш ­
ки в ней возникает электрический ток, который подается на 
регистрирующий прибор. Считая, что магнит 3 имеет массу т,  
а пружина 4 — жесткость с, составить дифференциальное ур ав ­
нение движения магнита и определить, при каком условии иска-
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жения записи колебаний будут минимальными (прибор записы­
вает вертикальные колебания основания, происходящие по з а ­
кону y =  ij0sin(i)t).

52. Безрычажный датчик контроля биения поверхности 
(рис. 45) состоит из измерительного стержня 1 массой т,  
укрепленного на двух плоских пружинах 2. Винтовая цилинд­
рическая пружина 3 служит для  приж атия измерительного 
стержня к контролируемой детали. Если контролируемая де­
таль 4 имеет биение поверхности относительно линии центров 
(величина биения определяется эксцентриситетом е) ,  то при 
вращении детали, угловая скорость которой о ,  измерительный 
стержень получает вертикальные перемещения.

Считая, что при отсутствии эксцентриситета ( е = 0 )  усилие 
прижатия измерительного стержня к детали равно Ro> и пре­
небрегая массой упругих элементов, определить предельную 
угловую скорость детали а ,  из условия непрерывности контак­
та при контроле детали, имеющей эксцентриситет е. Чему рав­
но измерительное усилие прибора (усилие, -с которым измери­
тельный стержень прижимается к детали) при оа =  0 ,1 оз.?

При расчете принять: т = 0,05 кг, г0= 5  Н, di =  50 мм, е — 
0,1 мм. Плоские пружины имеют длину / = 3 0  мм и попереч­

ное сечение b X h = 5X0,5 мм. Д иам етр  винтовой пружины D — 
5 мм, диаметр проволоки d =  1 мм, число витков i= 2 0 .  М ате­

риал пружин — сталь, £ = 2 0 0  ГПа, G — 80 ГПа.
53. Н а рис. 46 показан  стержень, торцевое сечение которого 

принудительно поворачивается ( 0 ( 0  —OoCOSooO- Такое возбуж ­

дение колебаний назы вается кинематическим. Считая, что 
имеют место установившиеся колебания, определить макси­
мальное нормальное напряжение в заделке.

54. Сечение стержня k  (рис. 47) имеет заданное вер ти кал ь­
ное перемещение y h(t) =yocosa>t. Считая, что имеют место уста­
новившиеся колебания, определить реакцию в шарнире.

55. Рычажный электроконтактный датчик (профилометр) 
(рис. 48), предназначенный для автоматического контроля вол­
нистости поверхности, состоит из измерительного стержня /, 
контактирующего с контролируемой поверхностью, и рычага 3, 
увеличивающего перемещение измерительного стержня L/1 раз. 
Измерительный стержень прижимается к контролируемой по­
верхности пружиной 2, имеющей жесткость С\. Рычаг 3 укреп­
лен на полупружинном шарнире 5, имеющем угловую ж ест­
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кость с 1. При выходе детали из поля допуска происходит зам ы ­
кание одного из контактов 4, т. е .поступает сигнал на отбраков­
ку. Производительность контроля пропорциональна скорости v 
перемещения детали относительно датчика. Однако скорость не 
может быть как угодно велика, так  как при больших скоростях 
возможно нарушение контакта в точке В\.

При массе измерительного стержня 1, равной т , и моменте 
инерции ]  массы рычага 3 относительно шарнира 0, пренебре­
гая силами трения, определить предельную скорость движения 
детали и., если уравнение ее поверхности имеет вид .v =  asin2nz/

Рис. 48 Рис. 49

/ А  (где А — длина волны неровности). Учесть, что при установ­
ке измерительного стержня на контролируемую поверхность 
пружина 2 имеет предварительный натяг х 0, а пружины шарни­
ра 5 — натяг ф0.

56. В механизме профилометра (см. рис. 48) при достаточ­
но большой скорости движения контролируемой поверхности 
относительно прибора возможно наруш ение' контакта между 
измерительным стержнем 1 и рычагом 3 в точке В 2. Считая, что 
профиль поверхности представляет собой синусоиду в виде х =  
=  a s in 2 n z /A ,  определить условие нарушения контакта в точке 
В 2. Момент инерции массы рычага равен J, угловая жесткость 
пружины шарнира 5 равна с2. Пружины имеют предваритель­
ный натяг фо= М 0/ с 2, где Мо — упругий момент в пружине 5 
после установки прибора.

57. На рис. 49 приведена схема триммера 1 руля высоты 
самолета. Величина момента инерции У массы триммера отно­
сительно точки подвеса О известна, но определить жесткость
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проводки управления статическим путем практически невоз­
можно. Поэтому частоту собственных колебаний триммера 
определяют по резонансной частоте колебаний системы. 
В экспериментальной установке к триммеру прикрепляют до­
полнительные пружины 2 и 3. Определить частоту собственных 
колебаний триммера, если резонансная частота системы равна 
«■и.

58. Д л я  уменьшения влияния колебаний основания на р а ­
боту приборов применяется пассивная виброизоляция — подвес­
ка (установка) прибора на мягких податливых амортизаторах.. 
Д л я  схем, изображенных на рис. 50, определить динамический

коэффициент (отношение амплитуды колебаний массы т  к 
амплитуде колебаний основания х 0) .

59. При работе однофазного электродвигателя развивается 
переменный крутящий момент М = М 0+ М isinco^. В этом случае 
в качестве виброизоляции применяют специальную подвеску 
(рис. 51), выполненную таким образом, что наклонные участ-

Рис. 51

ки -стальных полос пересекаются в центре подшипника. Такая 
опора оказывается весьма жесткой в вертикальном и горизон­
тальном направлениях, что необходимо для обеспечения нор­
мальной работы зубчатого колеса, закрепленного на валу дви­
гателя, и достаточно податливой при повороте двигателя в 
плоскости чертежа.
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Определить необходимые размеры поперечного сечения ЬХ 
Х 2b полос опор из условия, что динамический коэффициент 
передачи момента на основание не должен превышать 1/15, 
/3= 1 0 0  мм, /2=  1600 мм, /j =  50 мм, момент инерции массы дви­
гателя J — 20 к г -м 2. Определить такж е коэффициент запаса 
выносливости при Л?0= 5 0  Н -м , Mi =  30 Н -м , а0= 1  ГПа, м =  
=  105 с 1, o_i =  0,4 ГПа.

60. Д л я  уменьшения воздействия сил инерции, возникаю­
щих в машине (двигателе) из-за неуравновешенности вращ аю ­
щихся масс, на основании используются различные системы 
виброизоляции, например упругие подвески или опоры. Д л я  
схем, изображенных на рис. 52, определить динамический коэф-

Рис. 52

фициент передачи силы на основание в местах прикрепления 
упругих опор жесткостью с. Балки, на которых установлены 
двигатели, считать абсолютно жесткими.

61. Масса т  (рис. 53) подвешена на пружине жесткостью 
с = 7,2 кН /м . Верхний конец пружины связан с кривошипно- 
ползунным механизмом и может совершать возвратно-поступа­
тельное движение, описываемое уравнением x = jc0sinm^, где 
амплитуда лг0=  15,5 мм, а угловая скорость кривошипа со равна 
частоте свободных незатухающих колебаний массы т.  Считая, 
что коэффициент силы вязкого сопротивления демпфера а — 
=  27 Н -с /м ,  а масса т =  9,1 кг, определить максимальную си­
лу, растягивающую пружину, и коэффициент запаса усталост­
ной прочности пружины, считая, что ее диаметр 0  =  50 мм, д и а ­
метр проволоки r f = 5 мм. Пружина изготовлена из стали, имею­
щей следующие механические характеристики: тв= 8 5 0  М Па, 
тт= 6 0 0  М Па, т _ 1  =  300 МПа.

62. Масса т  (рис. 54) установлена на двух пружинах ж ест­
костью с каж д ая  и связана  с кривошипно-ползунньгм механиз­
мом через демпфер, коэффициент силы вязкого сопротивления
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которого равен а.  Составить дифференциальное уравнение д в и ­
жения массы т.  Определить напряжения, возникающие и пру­
жине, приняв диаметр пружины равным D,  а диаметр проволо­
ки пружины равным d, для случая, когда угловая скорость кри­
вошипа со равна частоте незатухающих колебаний массы т  на 
пружинах жесткостью с.

63. На массу т  (рис. 55), связанную с упором пружиной, 
имеющей жесткость с, и демпфером, коэффициент вязкого тре­
ния которого а, действует периодически изменяющаяся сила 
/7 =  /rosinco/. Определить частоту собственных колебаний мас­
сы т и те значения частоты возмущающей силы со, при кото­
рых максимальная сила, действующая на пружину, равна ам п­
литуде возмущающей силы.

64. Мотор массой т,  жестко укреплен на станине, имею­
щей массу т 2 (рис. 56). М ежду станиной и основанием имеет­
ся слой смазки; станина укреплена на основании с помощью 
двух пружин. Ротор мотора имеет массу т 0, центр которой 
смещен относительно оси вращения на величину е. Общ ая 
жесткость пружин равна с. Определить коэффициент вязкого 
трения смазки, при котором рассеиваемая энергия (работа сил 
трения) будет наибольшей при равномерном вращении ротора 
с угловой скоростью со.

Рис. 53 Рис. 54

Рис. 55
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6Г> Д ля  системы, изображенной на рис. 56, построить гра­
фик изменения амплитуды силы, действующей на пружины 
при установившихся колебаниях, в зависимости от частоты воз­
мущающей силы.

66. Н а двух стальных балках установлен двигатель, имею­
щий несбалансированную массу (рис. 57). Д л я  уменьшения 
амплитуды колебаний, возникающих при работе двигателя, в- 
систему введен демпфер вязкого трения. Считая, что масса 
двигателя т =  50 кг, ю =  63 с-1, а амплитуда возмущающей си­

лы при этом P o= 2000 Н, подобрать характеристику а  демп­
фера таким образом, чтобы коэффициент запаса усталостной 
прочности балки равнялся п а= 2. Б ал к а  имеет квадратное по­
перечное сечение ЬХ/г=500Х500 мм и изготовлена из стали СтЗ 
со следующими механическими характеристиками: сст=  
=  220 М П а, о„=400 М П а, o - i= 1 8 0  М Па. Д лина балки 1=1 м. 
Влиянием концентрации напряжений в заделке, а также влия­
нием абсолютных размеров и обработки на прочность балки 
пренебречь.

67. Д л я  виброизоляции машин и приборов в упругую под­
веску вводит диссипативные элементы — демпферы вязкого 
трения. Определить динамический коэффициент для схемы, 
изображенной на рис. 58. Принять для расчета следующие д а н ­
ные: т =  100 кг, со= 100 с - 1, а = 6 - 1 0 3 Н - с - м " 1, 1= 1 м, E J X =  
= 2 0  кН/м.
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68. Д л я  регистрации колебательных процессов при наличии 
различных случайных возмущений (толчки, удары) применяют­
ся низкочастотные вибрографы, имеющие для гашения возни­
кающих колебаний демпферы вязкого трения. Принципиальная 
схема такого прибора приведена на рис. 59. Здесь движение 
массы т,  подвешенной на пружине жесткостью с, демпфи­
руется силой движения груза, т. е. а  у, где у  — смещение массы 
относительно основания. Найти смещение, которое фиксирует

прибор как  функцию времени, если его основание движется по 
закону y 1 =  i/o(sin(o^+2sinl0o)/)- При решении задачи принять, 
что ро2 = с / т = 0 ,0 1 ( о 2 и n=a/2m=0,02ct>.

69. Д ля  записи вибрационных процессов используют магни­
тоэлектрические осциллографы с петлевыми вибраторами 
(шлейфами), представляющими собой тонкую ленту 1 (петлю) 
из немагнитного материала (обычно из бронзы), натянутую 
между полюсами постоянного магнита. Петля опирается на 
две ножевые опоры (призмы) 2\ в центре ее наклеено зеркаль­
це 3 (рис. 60). Н атяжение в ленточках петли создается с по­
мощью пружины 5, оттягивающей натяжной ролик 4. При про­
текании тока по петле ее ветви в результате взаимодействия с 
магнитным полем смещаются в разные стороны, и зеркальце 
поворачивается на угол, пропорциональный току. В связи с тре­
бованиями повышенной точности измерения при расчете виб­
раторов необходимо учитывать момент сопротивления движ е­
нию (М =  аф).

Составить дифференциальное уравнение малых свободных 
колебаний зеркальца петлевого вибратора, считая, что при про­
текании тока i по одной ленточке на нее действует сила F = B l i  
(В — индукция магнитного поля, I — длина ленточки в преде­
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лах  магнитного поля). Определить частоту собственных колеба­
ний системы. Н атяж ение в ветвях петли постоянно и равно Q, 
масса зеркальца /и3. расстояние между опорами ленточки 1\.

70. Н а рис. 61 приведена схема рамочного вибратора (шлей­
фа) осциллографа. В отличие от петлевого вибратора рамоч­
ный имеет чувствительный элемент, выполненный в виде р ам ­
ки 1 из нескольких витков проволоки, помещенной в поле по­
стоянного магнита. Чувствительность такого прибора выше, чем 
петлевого, так  как в магнитном поле расположено больше л и ­
ний тока. Регистрация колебаний рамки (рамка поворачивает­

ся на угол ф) при пропускании через нее тока осуществляется 
лучом света, отражаемого от зеркальца 2, укрепленного на 
рамке. Растяж ки , удерживающие рамку и зеркальце, изготов­
лены в виде сплошной ленты или стержня круглого поперечно­
го сечения.

Считая момент инерции J зеркальца и рамки относительно 
вертикальной оси равным / = 1 , 0 2 - 10~6 кг -м 2, определить часто­
ту собственных колебаний прибора. Р ам ка  подвешена на 
сплошной струне из бронзы ( d — 0,2 мм, G =  40 ГПа) длиной 
/ =  30 мм. Исследовать зависимость движения зеркальца от 
величины коэффициента вязкого трения а  (считая момент со­
противления равным омр) при подаче в систему тока i, создаю ­
щего внезапно приложенный вращающий момент M =  yW0 =  const. 
Момент М 0 пропорционален току i, т. е. М о = у ‘. Рассмотреть 
Д л я  указания значений а  определить частоты колебаний рам - 
следующие случаи демпфирования: 1) а = 0 ;  2) а = 0 , 6  У  c/J .  
кп (с — крутильная жесткость стержня).

71. Д л я  исследования крутильных колебаний вращающихся 
валов применяют специальные приборы — торсиографы 
(рис. 62). В торсиографе системы Гейгера массивный диск (м а­
ховая масса) 2 с помощью спиральной пружины 1 закреплен
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внутри легкого шкива 3, который жестко связан с валиком 4 
вращающимся в подшипниках 5. Шкив 3 с помощью легкого 
ремня соединяется с валом, движение которого исследуется. 
Таким образом, вращение шкива 3 с достаточной точностью 
повторяет вращение исследуемого вала. При равномерном вра­
щении вала маховик 2 такж е движется равномерно. При изме­
нении угловой скорости вала шкив 3 такж е изменяет свою ско­
рость, а маховик 2, обладающий значительной инерционностью, 
продолжает вращ аться равномерно. Разность движений махо­
вика и шкива фиксируется специальным механическим устрой­
ством (на схеме не показано). Стальной маховик имеет форму

Рис. 62

кольца, размеры которого d = 50 мм, D = 1 0 0  мм, 6 =  50 мм, и 
укреплен на пружине с угловой жесткостью с = 1 4 6  Н -м .

Составить дифференциальное уравнение относительных ко­
лебаний маховика при вращении шкива с угловой скоростью 
(d =  cdo+(i)iCOsW. Учесть, что в системе имеется демпфирование, 
причем демпфирующий момент пропорционален относительной 
угловой скорости маховика и диска. Коэффициент момента 
вязкого сопротивления а =  0,73 Н -м -с .  Определить сдвиг ф аз 
колебаний маховика и диска, а такж е логарифмический д екр е­
мент затухания колебаний прибора при /г =  50 с-1.

72. Д л я  уплотнения бетона, уложенного в основания фун­
даментов сооружений, применяют специальные приспособле­
н и я —-вибраторы. Вибратор (рис. 63, а) состоит из тяжелой 
рамы массой т,  на которой смонтированы два диска массами 
т х каждый. Диски вращаются в вертикальной плоскости и

Рис. (63
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противоположных направлениях с угловой скоростью м. На 
дисках закреплены грузы массой т 0 с эксцентриситетом е от­
носительно оси вращения. В конце процесса уплотнения 
свойства бетонного основания можно приближенно описать 
реологической моделью, представленной на рис. 63, б.

Составить дифференциальное уравнение установившихся . 
колебаний корпуса вибратора. Определить амплитуду колеба­
ний, считая, что в процессе работы корпус вибратора не от­
крывается от уплотняемой массы.

73. В бесконтактном датчике мембранного типа (рис. 64) 
зам еряется изменение давления в трубопроводе, зависящее от 
величины зазора между наконечником 2 и деталью 1. Регист­
рац и я  давления производится путем измерения прогибов мемб-

Рис. 64

раны 3 с помощью специального индикатора 4, имеющего 
подвижный стержень 5.

Считая, что давление на мембрану р изменяется пропорцио­
нально изменению зазора А, т. е., полагая, что

Л /? /Р о =  (р/ A ) A s m a t ,
(где р о — номинальное значение давления в камере прибора; 
е — амплитудная величина изменения зазора А в процессе 
контроля детали; со— угловая скорость детали; А — безраз­
мерный коэффициент), построить зависимость показания д ат ­
чика от угловой скорости детали, т. е. амплитудно-частотную 
характеристику прибора, если масса стержня 5 равна т,  
жесткость пружины индикатора, связанного со стержнем, рав ­
на с, а коэффициент вязкого сопротивления, возникающего при 
движении стержня, равен а.

При расчете принять: т = 0 , 0 5  кг; с = 2 - 1 0 3 Н /м ; р0= 2 Х  
ХЮ* Па; Д = 1  мм; е = 0 ,1  мм; площадь мембраны F =  300 мм2; 
А  =  0,5; Р = 1 ,  а коэффициент демпфирования, полученный на
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основании анализа свободных колебаний прибора, о =  
=  10 Н - с -м -1. Массой мембраны пренебречь.

( У к а з а н и е .  П ри изменении давл ен и я  на А р  на стерж ень действует 
сила со стороны мембраны, р авн ая  A p = $ F A p ,  где §  — коэф ф ициент пропор­
циональности, зависящ ий от упругих свойств мембраны, F  —  площ адь м ем ­
браны.

74. В качестве мультипликатора (увеличителя) в бескон­
тактных измерительных приборах часто используют гофриро­
ванные цилиндры — сильфоны. Незначительное изменение 
внутреннего давления в сильфоне вызывает относительно 
большое изменение его длины. Н а  рис. 65 приведена схема 
сильфонного датчика для автоматического контроля овальности 
деталей.

В корпусе 1 прибора на плоских пружинах 2 жесткостью 
с, подвешен цилиндр 4 массой т.  Цилиндр 4 жестко соеди­
нен с сильфоном 5, имеющим жесткость с2. Д авление в силь­
фоне связано с давлением в трубопроводе 6, равным р0. Усилие 
предварительного натяга 6о и регулировка прибора осуществ­

ляется пружиной 7 жесткостью с3. При выходе контролируемо 
го размера из поля допуска происходит замыкание одного из 
контактов 8 и дается сигнал на отбраковку.
Д л я  уменьшения времени затухания колебаний прибора при 
подаче детали на контроль в измерительную систему введен 
демпфер вязкого трения 3, сила демпфирования которого про 
порциональна скорости перемещения: FT — ах.

Считая, что изменение давления в сильфоне пропорциональ­
но изменению зазора между измерительным наконечником и 
деталью А р /р 0=  ( е / & ) А -sin со/, где с — амплитуда отклонения
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от цилиндрической формы, А — зазор между деталью и нако­
нечником, со — угловая скорость детали, А — коэффициент, 
построить амплитудно-частотную характеристику прибора. Оп­
ределить диапазон угловых скоростей со, в котором динамиче­
ская погрешность измерения не превышает ± 1 0 %  измеряемой 
величины (т. е. такой диапазон со, в котором амплитуда коле­
баний массы 4 отличается от статического отклонения не более 
чем на 10%).

Данны е для  расчета: /и= 0 ,1  кг; ct = 20 Н /см ; с2 =  5 Н /см ; 
Са=10 Н /см ; р 0=3  • 105 Па; Д = 1  мм; А  = 1 ,0 ;  эффективная пло­
щадь сильфона F = 4 0 0  м*. Коэффициент силы вязкого трения, 
определенный по осциллограмме свободных затухающих коле­
баний, равен а ~ 7 , 5  Н - с м -1.

75. Прицеп массой т  движется по неровной дороге с посто­
янной скоростью v (рис. 6 6 ,а ) .  Считая, что точка крепления 
прицепа к автомобилю (точка О) не имеет вертикальных пе­
ремещений, определить скорость установившегося движения си­
стемы, при которой амплитуда колебаний достигает м аксим аль­

ной величины. При решении считать, что жесткость шин 
весьма велика по сравнению с жесткостью рессор с. Профиль 
неровностей дороги можно описать уравнением А =  
относительно точки О равен / 0. Считать, что в рессорах возни­
кает вязкое трение с коэффициентом трения а. Массой колес 
прицепа по сравнению с массой т  можно пренебречь.

34



У к а з а н и е .  П ри решении задачи  прицеп м ож но п р е д с т а в и т ь  схемой, 
как  показано на рис. 66, б, причем h значительно м еньш ее I (т. с. поворот 
па угол ф приводит только к вертикальном у смещению т о ч к и  А ) .

76. К  системе, изображенной на рис. 43, п р и л о ж е н  внешний 
возмущающий крутящий момент, и зм еняю щ ийся во времени по 
закону M0sin at .  Составить систему д иф ф еренциальны х  уравне­
ний, определяющую установившееся периодическое движение 
диска.

У к а з а н и е .  Р ассм отреть полупериод Г /2 = я /Д  к о л е б а н и й  диска, со­
стоящ ий из д вух  участков движ ения  (см. решение з а д а л и  47). С ты куя  эти 
участки, получить уравнение д л я  определения п а р а м е т р о в  установивш ихся
колебаний.

77. Считая, что на систему, изображенную *та рис. 43, дей­
ствует периодически изменяющийся крутящий момент M ( t )  =  
= A l0sin со/, определить амплитуду у с т а н о в и в ш и х с я  колебаний 
и возмущающей силы.

У к а з а н и е .  При решении задачи  заменить к у л о н о в о  трение вязким , 
используя условия равенства рассеиваемой энергии за  п е р и о д  установивш их­
ся колебаний.

78. Решить задачу 47, считая, что на си стем у  действует 
возмущающий момент 7W= Л10- J - ,sin at,  а на диск дополни­
тельно к кулонову трению с коэффициентом трения дей­
ствует момент сопротивления, пропорциональный угловой ско­
рости диска и равный аср. Вычислить амплитуду установивших­
ся колебаний и фазовый угол. При решении воспользоваться 
указанием к задаче 77.

79. На массу т  действует возмущающая сила, изменя­
ющаяся по закону P ( t )  = Р 01 sin о / |  (рис. 67). С оставить  урав­
нение вынужденных колебаний груза и определить, при какой 
частоте (о возмущающей силы при установившихся колебаниях 
происходит резонанс (силами сопротивления пренебречь).

j ^ W W H ^ T

с

т
-  -  Pfij

P(t)
P(t)

I ТС
73-

ZJT
-ЦГ

t

Рис. 87 Рис. «Н
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80. На груз массой т,  подвешенный на пружине ж ест ­
костью с, действует сила притяжения P(t)  электромагнита 
(рис. 68). Силу притяжения массы т  магнитом можно прибли­
женно представить в виде

|  Р q sin со t  цр и 2jt/£ ̂  со t  ̂  (2 п - \ - 1) я
(.О при (2 f t+  1)л <  со^<  2 ( я +  1) я.

Составить уравнение вынужденных колебаний груза отно­
сительно положения равновесия (силами сопротивления пре­
небречь).

81. Исследовать движение массы т ,  закрепленной на конце 
консольной балки длиной /, при действии на массу единичного

0+6t
импульса силы ( J" P ( 0 d / = 1 )  (рис. 69). Массой балки  по 
сравнению с массой груза и затуханием при колебаниях пре­
небречь.

82. Исследовать движение массы т  (см. рис. 69) при дей­
ствии на нее внезапно приложенной силы Q, т. е. считая, что 
,Р(/) =  Q = c o n s t  (рис. 70).

Рис. 69 Рис. 70

83. Исследовать движение массы т,  закрепленной на конце 
консольного стержня (см. рис. 69), при действии на нее силы 
P ( t ) ,  изменяющейся по законам, изображенным на рис. 71.

84. Исследовать движение массы (см. рис. 69) при действии 
на нее линейно возрастающей нагрузки P ( t ) = a t .  Считать, что

о

при / — 0 у = у = 0 .
85. На массу т  (рис. 72, а) действуют периодические (пе­

риод равен Т) единичные импульсы силы Р (/) (рис. 72 ,6 ) 
одного знака. Исследовать вынужденные колебания массы и 
найти амплитуды ее отклонения от полож ения равновесия, а 
такж е скорости при этом периодическом движении. Ж есткость 
пружины равна с (с / т = р 0г); трением м еж д у  массой и н ап рав ­
ляют..';] пренебречь.



nt)

Рис. 71

P(t) 1 п п п
Рис. 72

86. В задаче 85 исследовать вынужденные колебания мас­
сы т  при действии на нее периодической импульсной нагрузки 
переменного знака (рис. 73).

87. Исследовать вынужденные колебания массы т  (см. 
рис. 72, а) при действии на нее периодических импульсов од­
ного знака конечной продолжительности t, и высоты h 
(рис. 74).

P(t)i.

[1

U7
Q _ J L

Б
p(t)l 

и  * -с П
. г  г t

Рис. |73 Рис. 74

88. В задаче 85 найти периодический установившийся ре­
жим движения массы т  с учетом силы трения (FTP— ay)  (см. 
рис. 7 2 ,а).

§ 4. Критические состояния и устойчивость колебаний

89. Скорость движения жидкости по различным грубопро- 
водам влияет на частоту их собственных колебаний. Скорость 
протекания, при которой частота колебаний системы равна  иу-
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лю, является критической. Д л я  системы, изображенной на 
рис. 75, составить дифференциальное уравнение малых свобод­
ных угловых колебаний, считая, что скорость протекающей 
жидкости и0 постоянна. Определить значение скорости проте­
кания о., при котором движение трубки будет апериодическим. 
М асса трубки т 0, ее длина I, площадь сечения отверстия F0, 
плотность жидкости р. Трубка может свободно вращ аться от­
носительно шарнира А.

90. Н а тонкостенной горизонтальной шарнирно опертой 
безынерционной трубе укреплена деталь массой (рис. 76). Ч е ­
рез трубу протекает идеальная несжимаемая жидкость со ско­
ростью и. Средний диаметр трубы d, толщина стенки 6, модуль

упругости м атериала грубы Е,  момент инерции сечения тру­
бы J х.

Определить скорость V* протекания жидкости по трубе, при 
которой частота свободных колебаний системы равна нулю. 
Начальным прогибом, связанным с действием силы тяжести 
системы, а такж е силами инерции переносного движения ж идко­
сти при колебаниях (в том числе и силой Кориолиса) пренеб­
речь.

9 i .  Диск разбрызгивателя, имеющий п  радиальных отвер­
стий (рис. 77), укреплен на полом валу, имеющем жесткость 
при кручении с. Скорость истечения жидкости из отверстий 
диска у0, момент инерции массы диска /.

Составить дифференциальное уравнение малых свободных 
колебаний диска относительно стационарного равномерного 
вращения, происходящего с угловой скоростью со (с учетом 
влияния протекающей жидкости). Ж идкость считать идеальной 
и несжимаемой.

Определить частоту собственных колебаний диска и ско­
рость v ., при которой частота становится равной нулю.

и"

Рис. 75 Рис. 76
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92. Решить задачу 90 (см. рис. 76) считая, что масса т  под­
креплена дополнительно пружиной, имеющей жесткость с.

93. Н а  гибкий стальной вал (рис. 78) диаметром d = 5 мм, 
длиной 2 / = 0 , 5  мм насажен диск диаметром D = 1 0 0  мм и тол­
щиной f t= 1 0  мм. Центр тяжести диска О, расположен на рас­
стоянии е= 1  мм от оси симметрии вала  О.

Получить дифференциальное уравнение малых свободных 
колебаний диска в векторной форме при постоянной угловой 
скорости вала, ограничившись только поступательным д ви ж е­
нием диска. Массой вала  по сравнению с массой диска пре­
небречь. Определить критическую угловую скорость вала  ю, и 
наибольшие напряжения в нем при ш == 100 с-1.

У к а з а н и е .  П од критической угловой скоростью  поним ается скорость, 
при которой ам плитуда колебаний м ож ет быть бесконечно больш ой.

94. Вращающийся консольный вал (рис. 79) длиной /, ж е ­
сткостью Е ] х имеет на свободном конце точечную массу т. 
Пренебрегая силами сопротивления и массой вала, определить 
критическую угловую скорость вала.



95. Гибкий вал  постоянного поперечного сечения, закреплен­
ный концами в коротких подшипниках, можно рассматривать 
как шарнирно опертую  балку длиной I и изгибной жесткостью 
Е ] х (рис. 80). Определить критическую угловую скорость в а ­
ла, при которой прямолинейная форма становится неустойчи­
вой.

96. Определить критическую угловую скорость гибких в а ­
лов постоянного поперечного сечения, при которой прямолиней­
ная форма становится неустойчивой, для случаев закрепления 
концов, изображенных на рис. 81.

97. Определить критическую угловую скорость полого вала 
с учетом движущейся по нему идеальной несжимаемой ж идко­
сти (рис. 82). Масса жидкости, приходящаяся на единицу дли­
ны трубы т и масса единицы длины трубы т 0, скорость движ е­
ния жидкости в трубе u =  const, изгибная жесткость вала  EJX. 
Кориолисовыми силами инерции жидкости пренебречь.

98. Чувствительный элемент прибора (рис. 83) состоит из 
пружины 1 жесткостью с, рычагов 2 массой т,  шанирно з а ­
крепленных в точках А,  и свободно движущегося штока 3 м ас­
сой т г. При стационарном режиме работы (&)!=const) момент 
силы инерции рычагов уравновешивается моментами сил тяж е­
сти штока и сжатия пружины. Определить частоту собственных 
колебаний штока и критическую угловую скорость.
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99. Определить частоту собственных колебаний масс регу­
лятора Уатта (рис. 84) при вращении его с постоянной угло­
вой скоростью оз. При выводе дифференциального уравнения 
малых свободных колебаний системы пренебречь влиянием вер­
тикального ^смещения масс т , на величину кинетической и по­
тенциальной энергий системы, а такж е  массой стержней но 
сравнению с массами т 1 и массой втулки т 2. Ж есткость пру­
жины сж атия равна с. Втулка, которая передает вращение 
массам т,,  может смещаться в вертикальном направлении.

100. Решить задачу 8, предполагая, что водило в положе­
нии равновесия направлено вертикально вверх, а пружины при­
креплены к водилу с некоторым предварительным натягом б 
(см. рис. 7).  Определить критическую длину водила /., т. е. 
такую длину, при которой частота малых свободных колебаний 
равна нулю.

101. Однородный стержень постоянного поперечного сечения, 
имеющий массу т  и длину /, прикреплен шарнирно (рис. 85) 
к оси, вращаю щейся равномерно с угловой скоростью со. И ссле­
довать малые свободные колебания стержня относительно по­
ложения статического и динамического равновесий (на рис. 85 
угол а  характеризует состояние динамического равновесия). 
Определить, при какой угловой скорости со. состояние равнове­
сия неустойчиво.

102. Невесомый жесткий стержень длиной I с массой т,  
укрепленной на его конце (рис. 86), шарнирно прикреплен к 
вращающейся с постоянной угловой скоростью <о втулке. Оп­
ределить критическое значение угловой скорости ш., при кото­
рой вертикальное положение стержня становится неустойчивым.
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Рис. 85 Рис. 86

Найти частоту малых свободных колебаний массы относитель­
но вертикального положения равновесия (при соСсо.) и часто­
ту ее колебаний относительно положения динамического равно­
весия (при с о > м .) .

103. Массивный диск (рис. 87) вращ ается равномерно с уг­
ловой скоростью со. В прорезь диска вставлен груз массой т,  
удерживаемый двумя одинаковыми пружинами. К аж д ая  пру­

жина имеет жесткость с и вставлена с предварительным натя­
гом б0.

Составить дифференциальное уравнение малых свободных 
колебаний груза. Определить критическую угловую скорость 
диска со. (скорость, при которой положение груза в центре 
диска оказывается неустойчивым).
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104. Ж есткая  рама вращается в горизонтальной плоскости, 
с постоянной угловой скоростью о  (рис. 88). По радиальному 
пазу рамы может скользить груз, имеющий массу т,  удержи­
ваемую пружиной жесткостью с. Используя метод Л агранж а, 
составить дифференциальное уравнение малых свободных ко­
лебаний груза относительно положения его динамического рав­
новесия, при котором масса т  находится на расстоянии х0 от

Рис. 88

оси вращения. Определить частоту собственных колебаний гру­
за и критическую угловую скорость рамы.

105. Тонкая, абсолютно жесткая пластинка толщиной б з а ­
креплена на круглом стержне диаметром d  и жесткостью v и 
обдувается воздушным потоком, имеющим скорость v 
(рис. 89).

Считая, что подъемная сила, возникающая при отклонении 
пластинки на малый угол а,  приложена на расстоянии Л/4 от 
свободного края пластины и определяется выражением

5/ = д р у 25 а

(где р — плотность воздуха; S  — площадь поверхности пластин­
ки; а — угол атаки),  исследовать зависимость частоты соб­
ственных колебаний пластинки от скорости потока и опреде­
лить критическую скорость дивергенции пластинки. Силой ло ­
бового сопротивления пренебречь.

У к а з а н и е .  П од критической скоростью  дивергенции пластинки пони­
м ается  скорость, при которой появляется  ещ е одна ф орм а равновесия при
а  =7̂=0.
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106. На упругом валике длиной I, имеющем жесткость на 
кручение с, закреплен массивный рычаг, момент инерции м ас­
сы которого относительно оси валика равен J (рис. 90). К ры ­
чагу приложена сила линия действия которой проходит 
через ось валика. Считая, что при повороте рычага линия дей­
ствия силы перемещается параллельно своему начальному по­
ложению, составить дифференциальное уравнение малых сво­
бодных колебаний системы. Определить частоту собственных 
колебаний и критическую силу F,  — такое значение силы, при 
котором частота колебаний становится равной нулю.

107. Груз массой т  укреплен с помощью упругих растяжек 
длиной I в постоянном однородном магнитном поле (рис. 91).

Определить частоту собственных колебаний груза, считая, 
что в процессе колебаний натяжение растяж ек  Т0 не меняется. 
Сила притяжения массы магнитом прямо пропорциональна 
квадрату расстояния до магнита: Fi,2=k\Q)02/ ( а , + А ' ) 2]. Опреде­

лить такж е зависимость критического значения Ф0 от н атяж е­
ния Т0, считая критическим такое значение, при котором часто­
та собственных колебаний груза равна нулю.

108. Груз массой m  (рис. 92), укрепленный на конце длин­
ного упругого стержня, помещен в постоянное однородное маг­
нитное поле с магнитным потоком Ф0. Считая, что при малых 
отклонениях груза от положения равновесия сила со стороны 
магнитного поля пропорциональна смещению х  (см. з а д а ­
чу 107), определить частоту собственных колебаний груза и 
критическое значение напряженности магнитного поля. В лия­
нием массы стержня пренебречь.

109. На шарнирно закрепленной невесомой балке укрепле­
на точечная масса m  (рис. 93). По балке с постоянной ско­
ростью и движется сосредоточенная сила R u. Определить 
(приближенно) закон изменения вертикального смещения мас-
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сы т  и установить, имеется ли критическая скорость v движ е­
ния силы R 0, при которой амплитуда колебаний массы т  без­
гранично возрастает.

§ 5. Параметрические колебания

110. М аятник (рис. 94) представляет собой груз массой т,  
закрепленный на невесомом стержне длиной /. Верхняя точка 
подвеса маятника совершает периодическое движение по з а ­
кону г/i =  r/0sin ш/. Исследовать устойчивость малых колебаний 
маятника при © = 1 0  с -1, /= 0 ,5  м, m =  1 кг, y „= 1 0  мм.

111. На рис. 95 изображена схема астатического маятника. 
При движении точки закрепления О маятника с некоторой ч а­
стотой о) вертикальное положение груза является устойчивым. 
Определить наименьшую частоту <0min, при которой система 
устойчива, если движение точки О совершается но закону /л 
=  y„sin со/, / =  0.2 м; у 0 =  5 мм.



112. Стальной абсолютно жесткий стержень постоянного по- 
пер»ечного сечения длиной /= 0 ,1 2  м, массой т — 0,2 кг шарнир- 
Но закреплен нижним концом на плите, совершающей колеба­

ния с амплитудой yo=10 мм (рис. 96). 
Считая движение опоры гармониче­
ским (г/4 =  г/osin ю/), определить, при 
какой наименьшей частоте сйлип вер­
тикальное положение стержня стано­
вится устойчивым.

Л /  Тонкая прямоугольная сталь-
7 / Г К /  ная пластинка размерами 6 X ^ X 5  по­

мещена в воздушном потоке (рис. 97). 
Один край пластинки закреплен ш ар ­
нирно, а другой имеет упругое закреп-

Рис. 96 Рис. 97

л еНие с общей жесткостью с. Скорость течения потока изме­
н я й с я  по закону w-f-i/0+i>iSin cat.

Составить дифференциальное уравнение малых колебаний 
{1л 9стинки и исследовать их устойчивость, считая, что V o ^ v ^  
J .°4ка приложения подъемной силы находится на расстоянии 
*/4 от передней кромки пастинки. Числовые данные для реше- 
НИЧ задачи: / = 6  =  0,2 м; 6 = 5  мм; р = 0 , 125 к г /м 3; 6 =  2,5 к Н /м ;  
Ш=М 0 0  с-1; и0= 3 0  м /с ;  Vr1= 5 . . .  10 м /с  амплитудное значение 
скС)рости.

У к а з а н и е .  П ри составлении уравнения м алы х колебаний м ож но счи- 
т а Ч  что подъем ная сила

Y —  0,5cvE p v 2,

гд^ С у = 2 л а  — коэфф ициент подъемной силы; Е  =  Ы — площ адь пластинки; 
Р плотность во здуха; v  — скорость потока; а  — угол атаки.

114. Упругий стержень длиной 2 / с шарнирно закреплен­
ными концами подвергается воздействию осевой периодически 
из*Ченяющейся силы P = P 0+ P iS in  ш/ (рис. 98).

Составить дифференциальное уравнение движения массы т,  
з а крепленной на стержне, при его малых поперечных колеба­
ниях. Массой стержня по сравнению с массой груза пренебречь, 
^ с л е д о в а т ь  устойчивость малых колебаний системы, если дли- 
на стержня 2 1 = 2  м, момент инерции площади поперечного се- 
чеИия /;с= 10-9 м4, модуль упругости материала £ = 2 0 0  ГПа, 
т ^ 5  кг, Р 0= 5 0  Н, Р , =  20 Н, ш = 1 0  с~‘.

115. Составить дифференциальные уравнения малых колеба­
ний массы т,  закрепленной на стойке длиной 21 (рис. 99), при 
действии на стойку периодически изменяющейся осевой силы
46
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P = P0+ P s m a t .  Исследовать устойчивость малых колебаний, 
считая: / = 1  м, /  =  10~9 м'*, £ = 2 0 0  ГПа, т = 5,2 кг, Р 0= 5 0  Н, 
P i = 20 Н, со =  30 с " 1.

116. М асса т  подвешена на двух струнах-растяжках длиной 
каж д ая  (рис. 100). Исследовать устойчивость малых вертикаль­
ных колебаний груза при изменении усилия натяжения по зако-

Рис. 100

ну Т =  То+ Т\ sin at.  Массой струн и их растяжимостью при ре­
шении задачи пренебречь. Принять 7’0= 2 0  Н, 7 i = 1 0  Н, ш =  
=  25 с-1, т  =  0,25 кг, 1=0,2  м.

117. Стальная балка  длиной I имеет на свободном конце 
точечную массу m  (рис. 101). Исследовать устойчивость малых 
вертикальных колебаний массы т,  если длина балки изменяет­
ся по закону l = l 0— U sin Ы.  При решении задачи массой б ал ­
ки по сравнению с массой т  пренебречь. Принять /0= 1  м, 1Х =  
=  0,2 м, т  =  2 кг, (о =  20 с " 1, / ^ = 8 , 3 - Ю^10 м \  £==200 ГПа.

118. М асса т  подвешена на абсолютно гибкой нсрастяжимой 
нити таким образом, что длина свободного участка нити равна 
/0 (рис. 102). Составить дифференциальное уравнение малых
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Рис. 102 Рис. 103

колебаний груза, если точка О (отверстие, из которого выходит 
нить) перемещается относительно своего среднего положения по 

закону У\ =  Уо sin at .
Дифференциальное уравнение колебаний получить двумя ме­

тодами: 1) используя теорему об изменении момента количества 
движения; 2) используя принцип Д алам бера .

119. Составить дифференциальное уравнение малых колеба­
ний маятника с периодически изменяющейся длиной нити 
(рис. 103). В произвольный момент времени длина нити м аят­
ника равна / = / 0+ / i  sin со/.

120. В тяжелой раме массой т ь подвешенной шарнирно в 
точке 0, установлен кривошипно-ползунный механизм, приво­
дящий в движение массу т  (рис. 104). При работе системы по­
ложение ее центра тяжести меняется вследствие изменения по­
ложения массы т.

Рис. 104 Рис. 105
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Составить дифференциальное уравнение малых колебаний 
системы, считая, что расстояние от точки подвеса до центра 
тяжести рамы U, а при горизонтальном положении крниошнпа 
расстояние от точки О i до центра массы т  равно /0; момент 
инерции массы рамы относительно точки подвеса угловая 
скорость кривошипа со, плечо кривошипа х 0. М ассами ползуна 
и кривошипа по сравнению с массой т  пренебречь.

121. М асса т,  укрепленная на маятнике, принудительно пе­
ремещается относительно его оси по закону x =  .vsinco/ 
(рис. 105). Составить дифференциальное уравнение малых ко­
лебаний маятника, пренебрегая массой стержня и рамы по 
сравнению с массой груза.

122. На вагонетке массой т  (рис. 106) закреплен растяж и ­
мый трос, конец которого жестко связан в точке А  со шкивом 
радиусом R.  В состоянии равновесия (при х =  0) длина троса 
равна /0, а натяжение в нем Т0. Расстояние от рельса до блока 
ioi~/o- Составить дифференциальное уравнение малых гори­
зонтальных колебаний вагонетки, если шкив совершает движе-

Рис. 106 Рис. 107

ние по закону cp =  cp0 sin cos, а вагонетка в начальный момент 
времени получает отклонение, равное х 0. Исследовать устойчи­
вость малых колебаний вагонетки, если 7'0= Ю 3 И, т  =  500 кг, 
/о=1 м, ф0 =  0,1 рад, / О1 =  0,7 м, площадь поперечного сечения 
троса £ = 1 0 ' 4 м2, /? =  0,1 м, со=10 с-1, модуль упругости троса 
£  =  200 ГПа. Трением в системе пренебречь.

123. Составить дифференциальное уравнение малых колеба­
ний массы т,  закрепленной на конце упругого стержня (см. 
рис. 92), в магнитном поле с переменным магнитным потоком 
Ф =  Ф о + Ф 1 sin со/. Амплитудное значение магнитного потока Ф 1
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считать малым, т. е. слагаемыми, содержащими Ф Д  можно пре­
небречь.

Исследовать устойчивость малых колебаний массы, считая 
т = 5 0 0  кг, /= 0 ,2 1  м. Изгибная жесткость стержня E JX =  
=  2• 103 Н -м 2; со =  200 с-1; a i = 1 0  мм; {kja.\z) Ф02=  10 И; 
(йФо/а!3) ® ^ !  Н.

124. В магнитном поле, создаваемом постоянным током 1и 
протекающим по бесконечно длинному жесткому проводнику 1, 
помещена шина 2 массой т  (рис. 107). По шине 2 пропускает­
ся ток l'i — 12о 12 \ sin со/. Взаимодействие двух магнитных полей 
создает силу притяжения шины 2 к проводнику 1, равную / ’ =  
= 2 (x / i /2//«b где (1 — магнитная проницаемость, а\ — расстояние 
между проводниками в произвольный момент времени.

Составить дифференциальное уравнение поступательного 
движения шины 2, считая, что жесткость каждой из удерживаю ­
щих ее пружин равна с, расстояние между проводником и ши­
ной в состоянии покоя (при / 2= / 2о) равно а0.

125. Полагая, что сила Р, приложенная к рычагу, изменяет­
ся по закону Р  =  Я0+ Л  sin со/ (см. задачу 106, рис. 90), иссле­
довать устойчивость малых колебаний системы. Принять с =  
=  80 Н -м , Р 0=  ЮО Н, £ , =  40 Н, R =  0,2 м, А =  10 с” 1, J =  
=  0,4 к г -м 2.

128. Вывести дифференциальное уравнение малых колебаний 
массы т  (см. рис. 25), движущейся с постоянной скоростью v 
по абсолютно гибкой струне. Натяжение струны Т ,, считать по­
стоянным.

127. На абсолютно гибкой нити длиной / подвешен маятник 
(рис. 108). Считая, что усилие натяжения нити Т =  Т0 =  const, 
исследовать устойчивость малых колебаний маятника. Статиче­
ский прогиб нити в точке подвеса маятника равен у ст, длина 
маятника /ь масса т. Принять, что при / =  0 точка подвеса м а­
ятника имеет вертикальное смещение у 0о, а ее скорость у оо=0;



маятник отклонен на произвольный угол ф. Рассмотреть дна
случая:

1) координата точки подвеса Si =  0,3 I, начальное натяжение 
7',, =  40 Н, длина маятника /i =  0 ,3/, масса маятника ш » 0 ,1  кг,
Уоо= 0,1 /;

2) Г0= Ю  Н, /[ =  0,1 / (остальные параметры те же, что и в 
варианте 1).

128. М асса т  укреплена на невесомом стержне длиной I 
(рис. 109). Верхний конец стержня (точка подвеса маятника) 
соединен с пружиной, имеющей жесткость с. Считая, что точка 
подвеса маятника О может совершать только вертикальные ко­
лебания, и пренебрегая массой ползуна т '  по сравнению с 
массой т,  исследовать устойчивость малых угловых колебаний 
маятника для двух случаев начальных условий:

1) при  ̂=  0 точка подвеса маятника имеет смещение относи­
тельно положения равновесия г/о =  40 мм, а ее скорость г/о= 0-

2) при / =  0 отклонение точки подвеса маятника от положе­
ния равновесия уо =  0, f/o=0,l м /с ,  т  =  0,2 кг, с =  1 кН /м ,  / =  
=  80 мм.

§ 6. Случайные колебания

129. Решить задачу о движении прицепа по дороге с неров­
ностями (см. задачу 75, рис. 66), считая, что неровности име­
ют случайный характер. При решении считать, что в результа­
те статистических исследований получена спектральная плот­
ность воздействия дороги на систему Sh {со) в зависимости от 
скорости движения v в предположении, что колебания системы 
можно рассматривать как случайный стационарный процесс

(со) =av/[((o2+ b v 2) 2л],

где г1 — скорость движения, м/с.
Определить среднеквадратичное отклонение пФ угла колеба­

ний ср в зависимости от скорости v движения прицепа. Постро­
ить график аФ(у) при следующих значениях параметров систе­
мы: / 0= 5 - 1 03 к г -м 2; с =  2-105 Н/м; I = 2 ,5  м; « = 1 0 5 Н с - м -1; 
с /=  1000 мм2/м; Ь =  2,5- 105 м2.

Примечание. Значения интегралов, получающихся при реше> 
нии задачи, даны в приложении 2.

130. Построить график изменения среднеквадратичного от­
клонения угла ф колебаний прицепа (см. задачу 129) в зависи­
мости от жесткости рессоры с при скорости движения прицепа 
с = 1 0  м/с. Числовые данные аналогичны данным, приведенным 
в задаче 129.

131. Определить среднеквадратичное отклонение ст,,, угловой 
скорости ср колебаний прицепа при движении его по дороге с 
Неровностями (см. задачу 75), если спектральная плотность 
воздействия дороги на прицеп

Sh (со) =  10 i'/[(25  у2 +  со2) 2л].



Числовые значения параметров системы принять такими же, 
как в задаче 129.

132. На точечную массу т,  закрепленную на невесомой упру­
гой балке длиной 2/ (рис. 110), действует случайная возму­
щающая сила f Демпфирование колебаний осуществляется 
демпфером вязкого трения с коэффициентом трения а. Спек­
тральная плотность случайного возмущения / определяется вы­
ражением

S/  (со) = ( 3 | / 2 я  (р 22 +  ы2) ■

Определить среднеквадратичное отклонение ускорения пере­
мещения массы у  ПрИ следующих параметрах системы: т = 
=  10 кг; / =  0,5 М; £  =  200 ГПа; а =  2000 Н -с -м " ' ;  p i = 1 0 5 Н 2/с; 
(32=100 с ’; Ь =  20 мм; h = 50 мм.

133. Определить среднеквадратичное отклонение реакций 
балки (см. рис. 1Ю) и наибольшее нормальное напряжение при 
колебаниях массы т  под действием случайной возмущающей 
силы f. Спектральная плотность стационарного случайного воз­
мущения f равна Sf  (со) =  Pi/2 n ( ^ 22+co2) (числовые данные ан а­
логичны данным задачи 132).

134. В установившемся режиме работы угловая скорость 
двигателя равна Q (рис. 111, а ) .  При этом момент двигателя М д 
уравновешивается моментом сопротивления М с.

Мс

Рис. 111

Считая, что момент сопротивления М с зависит от угловой 
скорости £2 (рис. 111,6), определить дисперсию отклонения 
угловой скорости от номинального значения Йо при действии на 
систему дополнительного стационарного случайного момента со­
противления ДЛ^ математическое ожидание которого т дм и



корреляционная функция /Сшт =  .Ое~а(г> известны. При решении 
задачи считать, что приведенный момент инерции системы равен 
/ ,  а изменением момента двигателя М л при малых отклонениях 
угловой скорости можно пренебречь.

135. В задаче 69 рассмотрены колебания петлевого вибрато­
ра магнитоэлектрического осциллографа (см. рис. 60). В реаль­
ных условиях протекающий ток имеет случайную составляю­
щую, т, е. он равен t= to  +  Ai, где г0 — среднее (расчетное) зн а­
чение протекающего тока, Аг •— случайная составляющая тока. 
Источником появления случайной составляющей тока может 
служить, например, беспорядочное тепловое движение электро­
нов в проводниках электрической цепи. Если ограничиться 
рассмотрением моментов времени работы осциллографа в мо­
менты времени, достаточно удаленные от начала работы, когда 
все переходные процессы в системе можно считать законченны­
ми, то колебания зеркальца, вызванные случайной составляю­
щей тока, можно рассматривать как стационарные колебания.

Считая, что воздействие случайной составляющей тока Аг на 
систему можно рассматривать как «белый шум» с известной 
постоянной спектральной плотностью 5д ,(со )=А \ найти средне­
квадратичное отклонение показаний осциллографа о,.

136. На консольной балке двутаврового поперечного сечеция 
установлен электродвигатель массой т  (рис. 112). Гашение ко­
лебаний осуществляется демпфером вязкого трения, имеющим 
коэффициент трения а. Пренебрегая массой балки и рассмат­

ривая двигатель как точечную массу, определить максималь­
ные нормальные напряжения, возникающие в балке при слу­
чайных вертикальных смещениях заделки (точка О). Случайное 
вертикальное смещение точки О ( у 0) можно рассматривать как 
стационарную случайную функцию с известной спектральной 
плотностью S y 0 (<в), равной

S  у0 (w) =  20/[(102- f  со2) 2л].

Провести числовое решение задачи при следующих значени­
ях параметров системы: £  =  200 ГПа; т =  300 кг; а =  
=  5■ 104 Н - с - м " 1; 1 ~ 2  м; сечение балки — двутавр № 10 ( / * =  
=  1,98-10-6 м4; W * = 3 ,9 7 - 10~5 м3).
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137. Определить среднеквадратичное отклонение ау массы т  
{рис. 113) и дисперсию DM изгибающего момента в заделке при 
действии на систему случайного стационарного возмущения 
P( t) ,  спектральная плотность которого

Sp  (со) =а/[(Ь2 + ы2) 2я].

P(t)
- Л

-V/T7

1 _  1л
Рис. И З

138. На консольной балке жесткостью EJ  закреплен мотор 
массой т  (см. рис. 112). Колебания системы, вызываемые ки ­
нематическим возбуждением — вертикальным перемещением з а ­
делки — гасятся демпфером жидкого трения, имеющим коэффи­
циент трения а. Кинематическое возбуждение происходит по 
закону

i/o= г/о 1 sin u t  + A y0(t),

где г/о; — амплитуда систематического смещения; Д г /о (0 — слу­
чайная стационарная составляющая смещения, имеющая спек­
тральную плотность S ai/0 = a i / [ ( p 2+ co2) 2л].

Определить среднеквадратичное отклонение разности между 
случайной составляющей смещения массы т ( Ау) и случайным 
смещением заделки Ау0.

139. Д ля  замера давления жидкости или пара используется 
прибор, схематично показанный на рис. 5. Давление Ар,  дейст­
вующее на поршень, площадь которого F, имеет наряду с си­
стематической составляющей Аро случайную составляющую Ар\  
с известной спектральной плотностью S др , = a i[ ( |3 2 +  co2) 2я]. 
При движении поршня между поршнем и цилиндром возникает 
сила трения, пропорциональная скорости движения Аг с коэф­
фициентом пропорциональности сс.

Определить среднеквадратичную погрешность показания 
прибора, считая, что его случайное отклонение Azj можно р ас­
сматривать как случайную стационарную функцию.

140. В общем случае действия сил поршень прибора для з а ­
мера давления (см. рис. 5) может иметь случайное перемеще­
ние, вызванное действием двух случайных возмущений: состав­
ляющей случайного давления Api (см. задачу 138) и случайных; 
колебанием основания, к которому прикреплен цилиндр (верти­
кальное случайное смещение Az0). Случайное вертикальное 
смещение цилиндра эквивалентно кинематическому возмуще­
нию системы. Спектральные плотности случайного давления 
Ар\  и случайного смещения Az0 соответственно равны
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5др, =  а 1/[(р12 +  со2)2я] и 5 Дго =  а 2/[(р22+ « 2) 2я
Считая, что при движении поршня на него действует сила 

сопротивления, равная ccAz, и полагая, что корреляция между 
случайными возмущениями отсутствует, определить среднеквад­
ратичное отклонение о дг , погрешности показания прибора 
(Azi  — случайная составляющая смещения штока).

141. Н а  поршень измерительного прибора (см. рис. 5) дей­
ствует случайное давление Ар\  в виде «белого шума» со спект­
ральной плотностью SsP i —N.  Прибор прикреплен к основанию, 
которое совершает случайные вертикальные колебания Az 0, 
спектральная плотность которых 5лог=а2/[(Р22+ ю 2)2я].  Под 
действием случайных возмущений Api  и Az 0 шток получает 
случайное смещение AZ\, что вызывает погрешность показаний 
прибора.

Считая, что корреляция между Ар\  и Az0 отсутствует, опре­
делить оптимальное значение жесткости пружины с, при кото­
ром среднеквадратичная ошибка измерения становится мини­
мальной.

142. М асса т  подвешена на пружине жесткостью с и связа­
на с демпфером вязкого трения, коэффициент трения которого 
сс (рис. 114). Точка крепления пружины совершает случайные

стационарные вертикальные колебания у 0. Корреляционная 
функция случайного смещения у 0 известна К у, (т) = D Vo е~а 1x1. 
Определить среднеквадратичное отклонение ускорения массы т.

143. Н а массу т = 1 0 0  кг (рис. 115), подвешенную на конце 
пружины жесткостью с = 4 0 0  Н /м ,  действует случайная возм у­
щ аю щ ая сила, ограниченная по модулю. Значения этой силы 
p( t )  заданы полем допуска, внутри которого они могут изме­
няться во времени произвольным образом.

Установить наихудший возможный закон изменения силы 
P( t ) ,  при котором в момент времени tk= 2 с смещение массы 
становится максимальным. Определить максимальное смещение 
груза. Полученное смещение сравнить со смещением от дейст­
вия внезапно приложенной постоянной силы, равной максималь-

Рис. 114 Рис. 115

55



но возможному значению P( t ) .  Принять, что при t =  0 смещение 
массы относительно положения статического равновесия и ее 
скорость равны нулю.

144. Масса т  находится под действием силы P( t ) ,  сообщаю­
щей ей в момент времени tk= 2  с наибольшее возможное смеще­
ние (см. задачу 143). Определить скорость массы т.

145. Масса т  =  100 кг закреплена на горизонтальной плос­
кости с помощью пружины жесткостью с =  400 Н /м  (рис. 116, а ) .

М еж ду грузом и основанием при движении груза действует 
сила трения, пропорциональная скорости движения груза 
(/7т = о и ;  а = 4 0 0  Н - с - м _1).

Установить закон изменения возмущающей силы F ( t ) , дей­
ствующей на массу и заданной полем допуска (см. рис. 116, б),  
при котором смещение массы в моменте времени th= 2 с стано­
вится наибольшим (при нулевых начальных условиях).

146. Д ля  определения тяги реактивного двигателя его уста­
навливают на стенде, состоящем из тележки и силоизмерите- 
ля — динамометра (рис. 117, а).  В связи с неравномерностью 
горения заряда  и его неоднородностью тяга R  в процессе р а ­
боты двигателя может изменяться произвольным случайным об­
разом в пределах R = R o ± A R  (рис. 117, б).

Определить максимально возможную погрешность п оказа­
ний динамометра в момент окончания работы двигателя при 
следующих параметрах системы: суммарная масса системы т =  
=  1000 кг, время работы двигателя 4  =  0,5 с, жесткость д ина­
мометра с = 9 0 0  кН /м ,  коэффициент силы вязкого сопротивле­
ния а = 4 - 1 0 4 Н - с - м _1, номинальное значение тяги R 0=  
= 2 - 1 05 Н, разброс тяги А/? =  ± 0 ,0 5  R 0. Изменением массы си­
стемы в связи с выгоранием зар яда  пренебречь.

147. Погрешность А прибора, замеряющего параметры коле­
бательного процесса какой-либо системы, линейно зависит от

S
Рис. 116

S
Рис. 117
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дополнительного смещения и скорости системы (вызнанных 
действием на систему случайной возмущающей силы 1'(1)

A =  aiX+a2x,

где а 1 и а2 — постоянные коэффициенты, а .г удовлетворяет 
уравнению вида m x + c x = P ( t ) .  Случайная возмущаю щая сила 
P( t )  задана -полем возможных значений (см. рис. 115, б) с 
границами, равными ± 1  Н.

Определить максимально возможное значение ошибки изме­
рения А в момент 4 = 0 , 5  с, если х(0) = х  (0) = 0 ,  т =  1 кг, с 
=  0,16 кН /м ,  « 1  =  1,73- 10~', а2 =  8 - 10~3 с.

148. Динамически устойчивое движение ракеты может со­
провождаться ее малыми колебаниями на траектории полета, 
которые вызываются в первую очередь разбросом тяги двига­
теля, линейным и угловым эксцентриситетами тяги и др. Д и ф ­
ференциальное уравнение малых угловых колебаний ракеты 
(рис. 118, а) по углу тангаж а имеет вид

/ 0ф + а ф = М о,

где / 0 — момент инерции ракеты относительно оси, проходящей 
через центр тяжести О; М в — случайный возмущающий момент 
(вызываемый, в  частности, газодинамическими эксцентрисите­
тами тяги), величина которого известна в виде поля допуска 
(рис. 118, б),  имеющего границы ± Ь ;  аф — восстанавливающий 
момент.

Определить область возможных значений угла отклонения 
ракеты от курса ф и угловой скорости ф [область на фазовой



плоскости (фОф] в момент времени th= 5 с. При решении з а д а ­
чи считать, что при / = 0  ф ( 0 ) = ф ( 0 ) = 0 ;  / о= 1 0 4 кг -м 2; а = 1 , 6 Х  
X IО 4 Н -м /р а д ,  \ Ь \ = 2  М Н /м .

149. В задаче 135 была определена среднеквадратичная 
ошибка показания осциллографа (см. рис. 60) (среднеквадра­
тичное отклонение угла поворота зеркальца) в предположении, 
что изменение угла Аф во времени можно рассматривать как 
случайный процесс. Это предположение справедливо только в 
случае, когда время затухания переходных процессов мало по 
сравнению со временем наблюдения и случайный ток At являет­
ся стационарной случайной функцией.

При малом затухании (малом коэффициенте п)  время пере­
ходных процессов может быть одного порядка со временем н а­
блюдения, а ток At не является стационарной случайной функ­
цией. Тогда теорией стационарных случайных процессов поль­
зоваться нельзя. Д л я  исследования малых колебаний зеркаль­
ца методами теории нестационарных случайных процессов тре­
буется дополнительная информация о случайном токе Ai, полу­
чать которую весьма трудоемко (необходимо знать математи­
ческое ожидание и автокорреляционную функцию во времени).

Определить максимально возможную ошибку показаний ос­
циллографа при нестационарном случайном токе Ai, если из­
вестно только поле возможных значений At с границами + а ,  
где | а |  =  |At'max[ = p t’o (например, IAimaxl = 0 ,0 5  t0).

150. М асса т  закреплена на абсолютно жесткой балке, 
имеющей момент инерции массы относительно левой опоры / 0 
(рис. 119, а).  П р авая  опора балки представляет собой пружи­
ну жесткостью с с демпфером вязкого трения (коэффициент 
трения а ) .  Н а  массу т  действует случайная возмущ аю щ ая си­
л а  Р ( t ) , заданная полем допуска (рис. 119, б).

Определить максимально возможное значение динамической 
реакции, возникающей между массой т  и балкой. Установить,, 
как изменяется динамическая реакция с уменьшением коэф­
фициента силы вязкого сопротивления а.  При решении задачи 
считать начальные условия нулевыми.

151. Как изменится выражение для динамической реакции 
N  max (при малом а)  в задаче 150, если возмущаю щая сила 
P( t ) ,  действующая на массу т,  изменяется во времени по зак о ­
ну Р (t) =asina>/ (где <в=ро)’ т. е. имеет место случай обычного 
резонанса.

152. Решить задачу 150 о движении балки под действием 
случайного, ограниченного по модулю возмущения (см. рис. 119), 
считая, что в начальный момент времени t =  0 балка имеет угло­
вую скорость фо, а ее смещение фо =  0. Определить закон изме­
нения во времени возмущающей силы P( t ) ,  при котором в мо­
мент времени tk= 2 n / P o  (где р 0 — частота свободных незату­
хающих колебаний системы) угловая скорость ф (4 )  достигает 
экстремального значения. Считать, что демпфирование колеба­
ний отсутствует ( а = 0 ) .
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§ 7. Н елинейны е колебания

153. Составить дифференциальное уравнение свободных ко 
лебаний системы, состоящей из двух дисков массами Ш\ и 
(диаметрами D\ и D 2 соответственно), связанных жестким 
стержнем длиной I (рис. 120). Верхний диск может перекаты- 
заться по опорной плоскости без проскальзывания. Массой сое­
динительного стержня пренебречь.

154. Ж есткий брус постоянного поперечного сечения длиной 
21 и массой т  шарнирно укреплен в точке Л и поддерживает­
ся двумя пружинами жесткостью с каж д ая  (рис. 121). Соста­
вить дифференциальное уравнение свободных колебаний бруса, 
считая зависимость силы сопротивления пружины от удлинения 
линейной, и определить_частоту собственных колебаний бруса.

155. Ж есткий брус длиной 21 постоянного поперечного сече­
ния массой т  подвешен за верхний конец и поддерживается

Рис. 120 Рис. 121

1 I

Г
Рис. 122
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двумя пружинами жесткостью с каж д ая  (рис. 122). Составить 
дифференциальное уравнение свободных колебаний и опреде­
лить частоту собственных колебаний бруса.

156. М асса т  может свободно (без трения) перемещаться 
вдоль направляю щих (рис. 123). По обеим сторонам груза уста­
новлены две одинаковые пружины жесткостью с каж дая .  Меж- 
ду упорами и пружинами имеется зазор А. Найти частоту коле­
баний системы в зависимости от амплитуды х 0.

Рис. 123 Рис. 124

157. Решить задачу 156, считая жесткости пружин различ­
ными (С\ и с2).

158. Масса т  (рис. 124) может свободно (без трения) пере­
мещаться по плоскости, контактируя попеременно с одной или 
другой пружиной. П ружины не прикреплены к грузу и в поло­
жении равновесия (при отсутствии зазора между пружиной и 
грузом) не напряжены. Ж есткости пружин различны и равны 
с 1 и с2. Определить частоту колебаний системы.

159. Д л я  уменьшения влияния вибраций на работу прибо­
ров последние устанавливают на амортизаторах, собственная 
частота которых значительно меньше частоты возбуждения. 
При этом желательно, чтобы отношение частоты вибраций к 
частоте малых свободных колебаний для всех объектов амор­
тизации было постоянным вне зависимости от их массы. О пре­
делить характеристику такого равночастотного амортизатора 
(зависимость перемещения от силы), если известно, что при 
силе Р = Р 0 перемещение объекта равно х0.

160. Считая, что правый конец нити закреплен (см. рис. 100), 
а начальное натяжение равно Т0, получить уравнение вертикаль­
ных колебаний массы m  с учетом изменения натяжения в ни­
тях, вызванного смещением массы. Решение изобразить на 
фазовой плоскости. Принять, что при t = 0 х = 0 ,  х = х 0.

161. к массе пг прикреплены свободно (без предварительно­
го натяга) пружины длиной /о и жесткостью с каж дая  
(рис. 125). Считая, что масса перемещается по плоскости с пре­
небрежимо малым трением, установить зависимость между 
частотой и амплитудой свободных колебаний массы, если в н а­
чальный момент времени ( f = 0 )  масса отклонена от положения 
равновесия на величину х 0.
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162. У становить  зависи м ость  м еж д у  частотой свободных ко ­
лебан и й  и скоростью  д в и ж ен и я  гр у за  (см. з а д ач у  161, ри-с. 125), 
если в начальны й момент времени м ассе  т  сообщ ена скорость 
А'о (отклонение о т  п олож ен и я  равновесия  х 0 = 0 ).

163. И сп ользуя  ф азовую  плоскость, построить реш ение з а д а ­
чи о к олебан и ях  м ассы  (см. рис. 125), считая, что трение м е ж ­
д у  опорой и массой отсутствует, а н атя ж ен и е  в п р у ж и н е  при 
равновесии массы  равно  Т0 (п руж и н ы  имею т предварительн ое  
н а т я ж е н и е ) .

И сходны е дан н ы е  д л я  расчета  следую щ ие: при t = 0 х 0=0 ,  
х 0= Ю  мм; / =  50 мм; с =  500 Н / м ;  т  =  0,1 кг; Т0=1  Н.

164. П остроить  траектори ю  д в и ж ен и я  массы (см. рис. 125) 
на фазовой  плоскости, счи тая , что м еж д у  массой и н а п р а в л я ю ­
щ ей возни кает  кулоново трение, а п руж и н ы  имею т п р ед в ар и ­
тельное н атяж ени е, равное  Т0. П ри  реш ении зад ач и  принять , 
что сила сухого трения F = F = 2 ,5 -10 - 2  Н ; Т0= \  Н ; т  =  0,1 кг; 
с =  500 Н / м ;  /0= 5 0  мм. Н а ч а л ь н ы е  условия : при t =  0 х 0= 0 ,  х0=  
=  10  мм.

165. М асса  m  за к р е п л е н а  на  нелинейном упругом  элементе, 
имею щем х ар актер и сти ку  F=CX+C\X3 (рис. 126). С остави ть  д и ф ­
ф ерен циальн ое  уравн ен и е  свободных колебаний массы  m  (п р е ­
небрегая  трением ) и установить  зависимость  м еж д у  частотой 
колебаний и амплитудой , счи тая , что в нач альн ы й  момент в р е ­
мени отклонение массы от п олож ен и я  равновесия  равно  А,  а 
скорость д ви ж ен и я  р ав н а  нулю .

Исходны е дан н ы е  д л я  расчета :  /4 =  1 с /м ;  е = 1 0 0  Н /м ;  с,** 
=  50 Н /м ,  т = 1 0 0  кг.

У к а з а н и е .  При решении задачи воспользоваться методом Лямунп 
ва — Линстедта, ограничившись первым приближением.



166. Р еш и ть  з а д а ч у  165, воспользовавш ись  методом л и н е а ­
ризации, т. е. з а м е н я я  нелинейную х ар актер и сти ку  пруж ины  
линейной из условия  миним ум а квадрати чн ого  отклонения  л и ­
нейной харак тер и сти ки  от нелинейной.

167. П олучи ть  зависимость  частоты  колебаний массы  
(см. з а д ач у  165) от амплитуды, используя  метод Г алерки н а .

168. И сп о л ьзу я  метод л и н еар и зац и и  по минимуму к в а д р а т и ч ­
ного отклонени я , определить  частоту  колебаний  массы  т  
(см. з а д ач у  156), считая , что ам п л и ту д а  колебан и й  р ав н а  А.

169. М асса  т (см. рис. 125) укреп лен а  д вум я  пруж и н ам и - 
р а с тя ж к а м и ,  им ею щ ими н ачальное  н атя ж ен и е  Т0. С читая , что 
к олеб ан и я  массы  происходят  без трения  ее о поверхность, о п р е ­
д ел и ть  такое значение начального  отклонения  х 0, при котором 
частота  колебаний  массы  равн а  5 с-1 . З а д а ч у  решить методом 
м алого  п а р а м е т р а  (методом Л я п у н о в а — Л и н д с т е д т а ) ,  о гр а н и ­
чившись первы м  при ближ ением . П рин ять , что т — 10 кг; /0=  
=  0,5 м; 7’о =  50 Н; с =  2 к Н /м .

170. И ссл ед о в ать  д ви ж ен и е  массы т  в магнитном поле 
Ф0 (см. рис. 92), если в начальны й момент времени (/ =  0) м а с ­
са отклонена от  п олож ен и я  равновесия  на величину х 0. П ри 
вы воде д и ф ф ерен ц и альн ого  уравнени я  д ви ж ен и я  массы  учесть 
первый нелинейный член силы п ри тяж ен ия.

О пределить  критическое значение начального  отклонения 
х 0 и построить гр а ф и к  зависимости  х 0 (Фо). У становить о б ласть  
значений х 0 и Ф0, при которых кол еб ан и я  массы устойчивы.

171. О пределить  частоту колебаний шины В (см. рис. 107 к 
к з а д ач е  124) при протекан ии  по п роводни ку  и шине п остоян ­
ны х токов /1 и / 2 одного  н а п р ав л е н и я ,  считая , что при t =  0 х =  
=  .v'o, х = 0 , а расстояние  м е ж д у  шиной и проводником в п оло­
ж ен ии  равновесия  равно а0 С и лу  взаим одействия  м еж д у  п ро­
водником и шиной при отклонении последней от п олож ен ия  
равновесия  [ F = 2 \ i I J 2l / ( a o + x ) ]  п редстави ть  в виде ряда , о г р а ­
ничившись р азл о ж ен и ем  его до членов х 3 вклю чительно. Р е ш е ­
ние зад ач и  провести методом м алого  п а р а м е т р а  (методом  Л я ­
п ун ова— Л и н д с т е д т а ) ,  взяв  в качестве  м алого  п а р а м е т р а  |ii =  
= х 0/ а 0.

172. Р еш ить  з а д а ч у  170 в предполож ении, что точки / ,  и 
/ 2 в проводнике и шине имею т противоп олож ны е нап равлени я .

173. О пределить  частоту  свободных колебаний шины В 
(см. рис. 107) при протекании по ней и по проводнику А по­
стоянных токов Л и / 2 одного н ап р авл ен и я ,  считая, что в н а ­
чальны й момент времени (/ =  0 ) отклонение шины от п о л о ж е ­
ния равновесия  равно  нулю, скорость д ви ж ен и я  равн а  х 0, р а с ­
стояние м еж ду  проводником и шиной в полож ении равн овеси я  
равно а 0, а сила их взаим н ого  п р и тяж ен и я  при отклонении от 
п олож ен ия  равновесия  F ^ 2 p . I \ I 2l /  (а0+ х ) . Реш ен ие  получить, 
используя  метод м алого  п а р а м е т р а  и огран и чи ваясь  при р а з л о ­
ж ении силы F в р я д  членам и не выш е л;3.
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174. И звестно  уравнение свободных колебаний м атем ати ч ес­
кого м аятн и ка

c p + ( g + / ) s im p  =  0 ,

где / — дли на  м аятн и ка .
Н ай ти  частоту  его свободных колебаний , огр ан и ч и ваясь  д в у ­

мя первыми членам и р азл о ж ен и я  sin ср в ряд. П рин ять , что в 
н ачальн ы й  момент времени м ая тн и к  отклонен на угол ф0. При 
решении зад ач и  применить метод м алого  п а р а м е т р а  и метод 
прямой ли н еар и зац и и  и сравнить  полученные результаты .

175. О пределить  частоту колебан и й  р ы чага  (см. рис. 90) при 
действии на него постоянной силы Ри. М ом ент  инерции массы J 
р ы чага  равен / ,  а ж есткость  в ал а  — с.

Считать, что ко л еб ан и я  ры чага  достаточно велики, поэтому 
при р азл о ж ен и и  в р яд  считать э ш ф  =  ф— гр3/ 6 . П ри н ять ,  что в 
начальны й момент времени угол поворота  ры чага  ф ( 0 ) = 0 , а его 
у гл о вая  скорость tp (0) =  ф0. П ри решении за д ач и  использовать  
метод  м алого  п а р а м е т р а  и метод  Г ал ер ки н а ;  полученные р еш е­
ния сравнить.

176. Т яж ел ы й  ры чаг  массой т  ж естко  закр еп лен  на валу  
длиной I и ж есткостью  с (рис. 127). Один конец в а л а  з а щ е м ­

лен, а другой проходит через подшипник. П ри колебании р ы ­
чага в подш ипнике возни кает  момент силы трения, проп орцио­
нальны й к в а д р а ту  угловой скорости ф в а л а  (Л4тр =  /гф2).

С читая , что м ом ент инерции массы ры чага  относительно оси 
в ал а  равен / ,  а расстояни е  от оси в ращ ен и я  до цен тра  тяж ести  
ры чага  равно /0, устан овить  зависи м ость  м еж д у  частотой ко л е­
баний ры чага  и начальн ы м  его отклонением  от полож ен ия р а в ­
новесия на первом и втором полупериодах  колебаний , а такж е 
значения  ам плитуд  в конце полупериодов (п р и бл и ж ен н ы е) ,  ис­
пользуя метод  м ал о го  п ар а м е т р а ,  т. е. п олагая  a  k / J  м алы м
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177. М асса  т  зак р е п л е н а  на конце нелинейного упругого 
элем ента  (пруж ины ) (рис. 128). У становить  зависи м ость  м еж д у  
ам плитудой вы нуж денн ы х колебаний  массы  и ам плитудой  г а р ­
монической возм ущ аю щ ей  силы Р =  Р 0 sin  at ,  считая , что х а ­
р актери сти ка  п руж ины  имеет вид Т=СХ + С\ХЪ, а трение  отсут­
ствует. Вычислить ам плитуду  колебаний , если Ро =  20 Н , ц> =  
=  10 с ^ 1, т =  10 кг, с —  1,5 к Н /м ,  с i =  2 М Н / м 3-

у м у  А  А  Д  д  д  ma £

Рис. 128

178. Д л я  системы, и зоб раж ен н ой  на рис. 128, определить, 
при каком  значении частоты во зм у щ аю щ ей  силы со* возм ож н о  
сущ ествование  двух реж и м о в  устан овивш ихся  колебаний . В ы ­
числить ам плитуду  колебаний  на  этих р е ж и м а х  (исходные д а н ­
ные см. в за д ач е  176).

179. П олучи ть  при бли ж ен н ое  (по методу Д у ф ф и н га )  р е ш е ­
ние уравнени я  вы н уж ден н ы х  колебаний массы  т  (см. з а д а ­
чу 177), считая , что в начальн ы й  момент врем ени м асса  т  
имеет м акси м ал ьн о е  отклонение х 0 от полож ен ия  равновесия . 
Ч и словы е  дан н ы е  те ж е, что и в з а д а ч е  177.

180. Р еш и ть  з а д а ч у  177 в предполож ен ии , что при дви ж ен и и  
м ассы  т  возни кает  сопротивление, п роп орцион альн ое  скорости 
дви ж ен и я ,  т. е. FT = ах,  где  а =  1000 Н - с - м ~ ‘.

181. П ри  реш ении з а д ач  о ко л еб ан и ях  системы с кулоновы м 
трением  обычно при ним ается , что сила  трения не зави си т  от 
скорости. О днако  более точные исследован и я  п о к азы ваю т , что 
это не всегда  о т р а ж а е т  физическую  сторону явления  и м о ж ет  
вы звать  качествен ное  и скаж ен и е  р езу л ьтато в  решения.

Н а  рис. 129, а  и зо б р аж ен  т а к  н азы в аем ы й  м а я тн и к  Ф роуда . 
М а с с а  т  у креп лен а  на конце ры чага  длиной /. Т очка подвеса  
м ая тн и ка  п р ед став л я ет  собой втулку, надетую  на вр а щ а ю щ и й с я  
с постоянной угловой скоростью Q вал . М е ж д у  втулкой  и валом  
возни каю т вязкое  (момент сил вязкого  трения  М в =  аф, где ф — 
у гл о вая  скорость м ая тн и ка )  и сухое трение  с нелинейной х а р а к ­
теристикой, и зоб раж ен н ой  на  рис. 129,6; величина м ом ента  сил 
сухого трен и я  р а в н а  М С = М ( Q— ф).

О гран и ч и ваясь  при р азл о ж ен и и  М ( Q— ф) в р я д  сл агаем ы м и , 
со д е р ж а щ и м и  ф до третьей степени вклю чительно, получить 
ди ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнение  свободных колебан и й  м аятн и к а .  
И ссл ед о вать  устойчивость м ал ы х  колебаний  (огран и чи ваясь  
только линейны м членом р азл о ж е н и я  м ом ента  т р е н и я ) .  П ри  р е ­
шении считать, что н о р м ал ьн ая  у гл о вая  скорость в а л а  £2 соот­
ветствует  точке перегиба  на гр аф и к е  (см. рис. 1 2 9 ,6 ) .
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Рис. 129

182. Тормозное устройство состоит из кольцевой колодки 1, 
надетой на вал  2 , в р а щ а ю щ и й с я  с угловой скоростью  Q 
(рис. 130, о ) .  Т о р м о зн ая  колодка  уд ер ж и в ается  от в ращ ен и я  с 
пом ощ ью  ры чага  и пруж ин  общ ей ж есткостью  с. М е ж д у  валом  
и торм озом  возн и кает  сухое трение, величина  которого зависи т  
от скорости в р ащ ен и я  в а л а  (рис. 130 ,6 ) .

И ссл ед о вать  устойчивость м ал ы х  угловы х колебаний  то р м о з­
ной колодки  относительно стац ионарн ого  вр ащ ен и я  ва л а .  П ри 
реш ении ограничиться  линей ны м  членом р а зл о ж е н и я  момента 
трения  в ряд.

183. И ссл ед о вать  устойчивость м ал ы х  свободных колебаний 
м а я тн и к а  Ф роуда  (см. з а д ач у  181), используя  метод  Ван-дер- 
П оля .  П рин ять , что момент инерции м а я тн и к а  /  =  0,15 к г - м 2, 
его м асса  т  =  5 кг, д ли н а  /= 0 ,3  м. К оэф ф и ц и ен ты  р а зл о ж е н и я  
м о м ента  сил трения  в окрестностях  точки перегиба следую щие- 
Af"(Q) = —0,0375 Н - м - с ,  Л Г ( д ) = 0 ,  М "'(Й) =0,045 Н - м - с 3. К о ­
эф ф ици ен т  м ом ента  сил вязкого  трения  сс =  0,015 Н - м - с .

184. П ровести  качественное исследован ие  изменений а м п л и ­
туды колебан и й  м ая тн и ка  Ф роуда  (см. рис. 129), считая , что в 
некоторы й н ачальн ы й  момент врем ени ( / = 0 ) м ая тн и к  отклонен 
« а  угол Чг0 = 0 , 1  р ад  (Чг0= 0 ) о т  п олож ен и я  равновесия  при 
£2=^0. П ри  исследовании исп ользовать  числовые дан н ы е  и ре-

Рис. 130
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зультаты  реш ения зад ач и  183. И зо б р а зи т ь  х ар актер  изменения 
амплитуды  на фазовой  плоскости.

185. О пределить частоту  колебаний  м а я тн и к а  Ф роуда, соот­
ветствую щ ую  устойчивому предельном у  ци клу  (см. з а д ач у  181).

186. О пределить  ам п ли туду  предельного  ц и к л а  колебаний , 
описываемы х уравнением

d2x fd t 2+ р0х  =  цр0[ 1 — x 2]dx/dt,

и исследовать его устойчивость при j x > 0 .
187. И сследовать  устойчивость м ал ы х  продольны х колебаний  

п л ан ер а  массой т,  буксируемого  сам олетом  с постоянной ск о ­
ростью и0 на гибком р а с тя ж и м о м  тросе  ж есткостью  с (рис. 131). 
С илу лобового сопротивления п л а н е р а  считать  равной  Fc=  
=  cxS p v 02/ 2, где сх — коэф ф иц иент  лобового  сопротивления; 5  — 
площ адь  миделевого сечения; р — плотность воздуха.

Г л а в а  2. К О Л ЕБА Н И Я  СИСТЕМ О Н ЕСК О Л ЬКИ М И  
СТЕПЕНЯМ И СВО БО ДЫ

§ 7. Свободные колебания*

188. Д в а  груза  м ассам и  т ,  и т 2 (рис. 132) скреплены  пру­
ж иной, имею щей ж есткость  с. О пределить  частоты м ал ы х  соб ­
ственных колебаний системы.

/77, ГП п

Рис. 132

189. С тальной  цилиндр радиусом  г и массой М  (рис. 133) 
м о ж ет  кататься  без п р оскальзы ван и я  по горизон тальной п л о ­
скости. К  оси ц и ли н д р а  подвешен м аятн ик , состоящ ий из 
с тер ж н я  длиной I с массой т  на конце.

* Силы сопротивления во всех задачах, если они не указаны, не учи­
тывать.
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С ч и тая  стерж ень  невесомым, а массу  т  точечной, составить 
д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравн ен и я  свободных колебаний системы» 
О пределить  частоты м ал ы х  собственных колебаний системы, ес­
ли М  = 2 кг; г = 0 ,1  м; / = 0 , 5  м; т  =  0,2 кг.

190. Д и с к  массой т, имею щий момент инерции / ,  свободно 
надет  на круглы й  ж естки й  вал  (рис. 134). Д и с к  у д ер ж и вается  
на вал у  пруж иной , имею щ ей средний диам етр  витка  D, число 
витков п и угол п о д ъ ем а  витка  а.

С остави ть  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  м ал ы х  свободных 
колебаний  диска , считая , что J = m D 2/ 2, а ж есткости  проволоки 
п руж ины  при изгибе и кручении соответственно равны  E Jх и 
GJ р.

О пределить  частоты  собственных колебаний  и исследовать  
их зависи м ость  от угл а  п одъ ем а  витка  а  в п ред елах  0 ^ а ^ я / 8 .

191. Н а  н атянутой  струне закр еп лен ы  две  массы  mi и 
(рис. 135). Н а т я ж е н и е  струны Т0 при м ал ы х  к олебан и ях  масс

Рис. 135

остается  практи чески  постоянным. С илой тяж ести ,  действую щ ей 
на м ассы , пренебречь . О пределить  частоты  собственных к о л е б а ­
ний системы.

192. Н а  конце консольной б алки  с ж есткостью  на изгиб E J X 
находится эл ектр о д ви гател ь  (рис. 136). М а с с а  эл ек тр о д ви га ­
теля  т ;  м ом ент инерции относительно оси, перпендикулярной 
плоскости ч ер теж а  и проходящ ей ч ерез точку  0 \  (центр инер­
ции) , равен  / оь

Вы числить погреш ность, которая  доп ускается  при определе­
нии частоты собственных колебаний системы, если двигатель  
р а ссм атр и в ать  к а к  точечную массу.
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Рис. 136

193. С тальной  вал  д и ам етром  d = 0,1 м несет две  сосредото­
ченные массы  ГП[ =  200 кг и т 2 =  250 кг (рис. 137). В ал  у к р е п ­
лен на трех опорах  так , что расстоян и я  от опор до к а ж д о й  м а с ­
сы составляю т  а =  1 м и Ъ =  2  м. С ч и тая  м ассы  точечными и 
пренебрегая  массой в ал а ,  определить  частоты  собственных к о ­
лебаний системы.

194. Д л я  систем, и зо б р аж ен н ы х  на рис. 138, составить д и ф ­
ф ерен циальн ы е у р ав н ен и я  м ал ы х  свободных колебаний  и о п р е­
делить  частоты  собственны х колебаний .

гкт,3

и г ЕЭХ ^ к  2т ,

\ 1 , Г 1с 1 f u  1 ZT г г \

21
ш

Я
7 ml1

Рис. 138

195. Н а  стальной б а л к е  прям оугольного  поперечного сечения 
(рис. 139) зак р еп лен ы  д в а  груза  mi =  m  и m 2 =  2m. О пределить  
частоты и ф орм ы  собственны х колебаний б ал к и ,  если т =  2 кг, 
/ = 0 , 5  м; Ь =  20 мм, h = 40 мм.
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196. Н а  однопролетной б ал к е  ж есткостью  EJX закреплены; 
три одинаковы е  точечные массы  т  (рис. 140). П рен еб р егая  м ас­
сой б ал ки ,  определить  частоты собственных колебаний системы.

ЕЗХ

197. О пределить  частоты  и формы  собственных колебаний 
укрепленной на  стойке пластины  массой т  (рис. 141), считая» 
что ж есткость  стойки при изгибе E Jх. М ом ент  инерции пластины 
относительно оси, перп ен ди кулярной  плоскости ч ер теж а  и про­
ход ящ ей  через центр тяж ести ,  равен J.

198. О пределить  частоты  и формы м ал ы х  собственных коле­
бан ий  системы (рис. 142), считая  массы  точечными. И зги б н ая  
ж есткость  всех участков  рам ы  о д и н ако ва  и р а в н а  E JX.

Я Ш ,
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199. О пределить  частоты и ф орм ы  собственных колебаний  
рам ы  (рис. 143). М ассой  стоек по сравнени ю  пластины  п р ен еб ­
речь; ж есткость  стоек при изгибе р а в н а  E JX. П л асти н у  считать 
абсолютно жесткой .

200. Д л и н н ы й  стальн ой  вал  постоянного поперечного сечения 
закреп лен  в коротких подш ипни ках  (рис. 144). П одш ипники 
располож ен ы  на ш вел л ер ах ,  за д ел а н н ы х  на стенку. Н а  вал у  
имеется диск массой т, момент инерции массы которого  отно­
сительно д и а м е тр а  равен  J.

П р ен еб регая  м ассам и  опорных ш веллеров , подш ипников и 
вала , определить частоты вертикальны х  собственных колебаний 
диска, если т =  320 кг, / = 1 2 , 8  к г - м 2, а = 1  м, Ь =  2 м, / =  0,6 м, 
d = 0 , 1 м; б ал к и  изготовлены  из ш в ел л е р а  №  16.

У к а з  а н и с. Короткие подшипники можно рассматривать как шарнир­
ные опоры. При определении жесткости системы закручивание швеллеров не 
учитывать.

201. Н а  рам е  круглого поперечного сечения (рис. 145) з а ­
креплены массы  т \ = 2 т  и т 2 = т.  О пределить  частоты и ф о р ­
мы в ерти кальн ы х  собственных колебаний системы, считая , что 
между ж есткостям и  стерж ней имеется зависи м ость  вида GJh — 
= 0 , 8  E JX.

202. Груз массой т  закреп лен  на гибком стерж н е  длиной / 
(рис. 146). С читая , что момент инерции массы  груза  относитель­
но его цен тральн ой  оси, перп ен ди кулярной  к плоскости черте-
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Рис. 146 Рис. 147 Рис. 148

ж а ,  р авен  J =  m l2/ 4, определить  частоты  и ф орм ы  собственных 
к олеб ан и й  системы в плоскости ч ер т е ж а .  Д ей стви ем  силы т я ж е ­
сти и м ассой  с т ер ж н я  при реш ении за д а ч и  пренебречь.

203. О пределить  частоты  собственных колеб ан и й  системы 
(см. з а д а ч у  2 0 2 ) с учетом силы тяж ести .

204. Н а  гибком стерж н е  длиной 21 з ак р еп лен ы  две  точечные 
массы  т.; и m 2 (рис. 147). Ж е с т к о с т ь  с т ер ж н я  на  изгиб р авн а  
Е ] х. П р е н е б р е га я  действием  силы т я ж е с ти  и массой стерж ня , 
определить  частоты  и ф орм ы  собственны х колебан и й  стер ж н я  
в плоскости ч ертеж а .

205. Три точечные массы  зак р еп л ен ы  на гибком стерж н е  
ж есткостью  E J X (рис. 148). П р е н е б р е га я  массой стер ж н я  и не 
учи ты вая  действие  силы тяж ести ,  определи ть  частоты и формы  
собственны х колебаний  системы в плоскости  ч ер теж а .

206. О пределить  частоты и ф орм ы  собственных колебаний  в 
плоскости ч ер т е ж а  системы, состоящ ей из двух масс  т,  с в я з а н ­
ных м е ж д у  собой гибким безы нерционны м  стерж нем  ж е с т ­
костью  Е1 х (рис. 149). М ом ент  инерции к а ж д о й  массы  отно­
сительно ц ен тральн ой  оси, перп ен ди кулярн ой  плоскости черте-
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Рис. 149

ж а ,  равен  J = m l2/ 4. В лияни ем  силы тяж е с ти  при реш ении з а д а ­
чи пренебречь.

207. О пределить  частоты и ф орм ы  собственных колебаний  
системы (в плоскости ч е р т е ж а ) ,  п ред ставляю щ ей  собой к оро­
м ысло с д в у м я  зак реп лен н ы м и  на нем одинаковы м и м ассам и  
т,  им ею щ ими момент инерции относительно ц ен тральной  оси, 
перп ен ди кулярной  плоскости чер теж а ,  р авны й /  =  т / 2/ 4 
(рис. 150). В лиянием  силы тяж ести  пренебречь . 

т.и

Ж
Ж

гп,Ц

.1/2.

Рис. 150

208. Д в а  т ела  м ассам и  гп\ и т 2, имею щие моменты инер­
ции J\ и / 2 относительно ц ен тральн ы х  осей, п ерп ен ди кулярны х  
плоскости  ч ер теж а , соединены упругим  стерж нем , изги бн ая  
ж есткость  которого E J X (рис. 151). П р ен еб р егая  массой соеди-

pt> т1

---------№г

02,тг

" Л О г

Рис. 151

нительного стер ж н я  и не учиты вая  действие силы тяж ести ,  вы ­
вести д и ф ф ер ен ц и ал ь н ы е  уравн ен и я  м ал ы х  свободны х к о л е б а ­
ний системы (в плоскости  ч е р т е ж а ) .

209. Д л я  системы, изображ ен н ой  на  рис. 151, определить  
собственны е частоты  колебаний , считая , что т 2= 2 т\\  / 2 =
=  2 / ,  =  m 2/2/ 2 ; /i =  /a= / .

210. О п редели ть  частоты  и формы  собственных колебаний  
системы в плоскости чер теж а ,  состоящ ей из точечной массы  т  
и двух  грузов м ассам и  т,  моменты инерции относительно ц ен ­
тр альн о й  оси, перп ен ди кулярной  плоскости ч ер теж а , J = m l 2/ 4 
(рис. 152). И зг и б н а я  ж есткость  соединительны х стерж ней  EJX. 
П р и  реш ении зад ач и  массой стерж ней  и силой тяж е с ти  пре­
небречь; д ли н у  с т ер ж н я  и р азм ер  I считать  равны м и.
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211. Н а  свободном в а л у  постоянного сечения закр еп лен ы  три 
м аховы е  массы, им ею щ ие моменты инерции / ь / 2, / з (рис. 153). 
С остави ть  д и ф ф ер ен ц и ал ь н ы е  уравн ен и я  м ал ы х  свободных к р у ­
тильны х колебан и й  м асс  и определить  частоты их собственных 
колебаний . П р и н ять ,  что м оменты инерции м асс  равны : / ;  =  
=  203,9 к г - м 2, / 2  =  611,8 к г - м 2, / З= 3 0 5 ,9  к г - м 2; д и ам етр  стал ь н о ­
го в а л а  d —50 мм, р асстоян и е  м е ж д у  м ассам и  h =  250 мм, / 2 =  
= 4 0 0  мм.

Рис. 153

212. О пределить  частоты собственных колебаний  систем 1 и 
2 (рис. 154), считая , что моменты инерции шестерен и в а л и ­
ков м алы  по сравнению  с м о м ен там и  инерции дисков J\ и / 2. 
Ж естко сти  валов  на кручение соответственно равны  С\ и с2, а 
п ередаточное  число зубчатой  п ередачи  u = z 2/ z 1; где г 2 и г, — 
числа зубьев шестерен.

//м  С1 аах ■
'*1

1

ч
_ т  ш
Г7= 2

Зг

Рис. 154

213. Д л я  систем, и зо б р аж ен н ы х  на рис. 155, состави ть  д и ф ­
ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравн ен и я  м ал ы х  свободных угловы х к о л е б а ­
ний; определить  частоты собственных колебаний . М ассам и  в а ­
лов  и колес  по сравнению  с м ассам и  дисков  пренебречь.

У к а з а н и е .  На приведенных схемах z  — число зубьев колес, с — кру­
тильная жесткость вала.

[
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214. С истема, со в е р ш а ю щ а я  крути льн ы е  колебания , состоит 
из трех м аховиков  (см. рис. 153), моменты  инерции которы х со­
ответственно равны  / 1 =  / ;  /г  —27; / з = 3 / .  М аховики  соединены 
вал ам и , имею щ ими крутильн ую  ж есткость , равную  с к а ж д ы й .

Рис. 155

Рис. 156 Рис. 157

О пределить  частоты  и ф орм ы  собственных колебан и й  системы 
(м ассой  в ал о в  п рен еб речь ) .  П роизвести  проверк у  прави льн ости  
полученны х форм колебаний , используя  свойство их о р то го н а л ь ­
ности.

215. С остави ть  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравн ен и я  м ал ы х  свобод­
ных (М =  0) колебан и й  системы дисков (рис. 156), считая  ж е с т ­
кость участков  в а л а  на  кручение равной  GJP. О пределить  ч а ­
стоты и ф орм ы  собственных колебаний .

216. О пределить  частоты  и формы  собственны х (М =  0) к о ­
л ебан и й  системы (рис. 157), считая , что ж есткость  в а л а  на к р у ­
чение р а в н а  GJP.

217. П олучи ть  х ар актери сти ч еск ое  уравнени е  д л я  о п р ед ел е ­
ния частот  собственны х колебаний системы (см. з а д а ч у  2 1 2 ), 
счи тая , что моменты  инерции м аховиков  равны  J\ и /г ,  а м о м ен ­
ты инерции зу б чаты х  колес  / /  и / г ' .  К р у ти л ьн ы е  ж есткости  в а ­
лов  соответственно равн ы  Ci и с2.

218. С у д о в а я  д в и га те л ь н а я  у стан о вка  состоит из двух  о д и ­
н аковы х дви гателей ,  имею щ их приведенны е к оси в р ащ ен и я  мо-



менты инерции J\ и J2 в р а щ а ю щ и х с я  частей (рис. 158). Д и ш а -  
тели  имею т оди н ак овую  скорость вр ащ ен и я  и приводя! но нра 
щ ение гребной винт, им ею щ ий м ом ент  инерции

С чи тая ,  что п ередаточное  число редуктора  u — z-J ' ь ж е с т к о ­
сти валов  системы равн ы  С\, с2, а т а к ж е  прен ебрегая  м оментами 
инерции зубчаты х  колес  р едуктора ,  составить д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ное уравнени е  м а л ы х  свободны х колебаний  системы и получить 
характер и сти ч еск о е  уравнение. З ату х ан и ем  в системе п рен еб ­
речь.

£ с, ш ЯU _
V7, ..т =: Гг 3'

ш °2 п
? г

— Е=
Ш _

Zz АС)
.К

V7, d В к
Рис. 158

219. Н а  стальн ом  в ал и к е  ж есткостью  с t н а с а ж е н ы  д в а  м а х о ­
вика, моменты инерции которы х /)  и / 2 (рис. 159). М аховики  
соединены м е ж д у  собой упругим элем ентом  — легкой кон иче­
ской оболочкой , к о то р ая  ж естко  скреп лен а  с п равы м  маховиком  
и м о ж ет  п р о с к а л ь з ы в ат ь  относительно  левого. К р у ти л ьн ая  
ж есткость  оболочки р ав н а  с2, а момент сил трения  проп орци­
о н ал ен  угловой скорости п р о скальзы ван и я .

С читая , что / i  =  5 к г - м 2, / 2= 2 к г - м 2, C i =  600 Н -м ,  с2 =  
=  300 Н -м ,  а коэф ф иц иент  вязкого  трения а  =  5 Н - м - с ,  с о с та ­
вить ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  свободных за ту х аю щ и х  ко ­
лебан и й  системы и вы числить значение  корней х ар ак тер и сти ч е ­
ского многочлена.

2 2 0 . К орпус автом оби ля  массой гп соединен с колесам и 
рессорами , им ею щ и ми ж есткость  с, и с2 (рис. 160). Р а с с т о я ­
ния от ц ен тра  массы  корпуса до подвесок равны  /, и 12. С читая , 
что м ом ент  инерции массы  корпуса  относительно цен тральной  
поперечной оси равен  J, и п р ен еб р егая  упругостью ш и н ,с о с т а ­
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вить ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  м ал ы х  свободных к о л е б а ­
ний корпуса  автом обиля  в продольной  плоскости. О пределить  
частоты собственных колебаний , если  с4 =  200 к Н / м ;  с2=  
=  250 к Н /м ;  / , =  1 м; / 2 =  1,5 м; / п = 1 ,5 - 1 0 3 кг; /  =  300 к г - м 2.

221. У становить, при как ом  соотношении м еж д у  п а р а м е т р а ­
ми автом обиля  (см. з а д а ч у  2 2 0 ) его частоты  собственных ко л е ­
баний равны  м еж д у  собой.

2 2 2 . С оставить  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  м алы х  сво бо д ­
ных колебаний автом оби ля  (рис. 161, а ) ,  кузов которого имеет 
м ассу  и момент инерции относительно цен тральной  поперечной 
оси т.  М асса  переднего и зад н его  мостов колес равн а  т ,  и т , ,  
ж есткость  рессор передней и задн ей  подвески с, и с2, а ж е с т ­
кость шин передних и зад н и х  колес  с и 2с, соответственно. П ри

реш ении считать , что в рессорах  имеется  вязк о е  трение с ко э ф ­
фициентом трения  а.  Р а с ч е т н а я  схем а  системы и зо б р а ж е н а  на 
рис. 161,6 .

223. О пределить  частоты собственных колебаний  авто м о б и ­
л я  (см. рис. 161) д л я  частного сл у ч ая  J0= m a b .  П р и н ять  с л е ­
д у ю щ и е  числовы е зн ач ен и я  п ар ам етр о в  системы: а = 2,3 м; Ь =  
=  0,94 м; т = 5 ,4 -1 0 '  кг; т 1 =  т 2= 650 кг; с 1= с 2 =  35 к Н /м ;  и =  0. 
Ж е с т к о с т ь  шин переднего  и заднего  колес считать одинаковой  
и равной  с =  1200 к Н / м .

224. Н а  рис. 162 схем атично и зо б р а ж е н а  п ер ед ача  с гибкой 
связью  (привод  токарн ого  с т а н к а ) .  В устан ови вш ем ся  р еж и м е  
работы  м ом ент д в и га те л я  ур авн о веш и вается  моментом сил р е ­
зан и я  (м ом ентам и  сил сопротивления  м ож н о  в первом п р и б л и ­
ж ен и и  п р е н е б р е ч ь ) ; н а п р яж е н и я  в ветвях  передачи  равн ы  ст10 

и о20-
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Рис. 162

С остави ть  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравн ен и я  м ал ы х  угловы х ко ­
л ебан и й  ш кивов /  и 2 и определить  частоты собственны х к о л е ­
баний, если 7?! = 1 0 0  мм, i? 2= 2 0 0  мм; м ом ент  инерции массы 
ведущ его  ш ки ва  1 и ротора  эл ек тр о д в и гател я  ^  =  0,08 к г - м 2; 
м ом ент инерции массы  ведомого ш кива  2 и ш пинделя  стан ка  
Л = 0 ,1  к г - м 2; / = 0 , 6  м; п л о щ адь  поперечного сечения гибкой 
св я зи  F = 2 см2; м одуль  упругости м а т е р и а л а  гибкой связи Е — 
=  100 М П а ;  угол упругого п р о ск ал ь зы в ан и я  гибкой связи  на 
ш киве  фо= 1 5 0 ° ;  коэф ф иц иент  трения  м еж д у  гибкой связью  и 
ш кивом  ^ , = 0 , 3 .

У к а з а н и е. Удлинения ветвей передачи, вызванные дополнительными 
напряжениями, возникающими при колебаниях шкивов, соответственно равны

Л/2 — Д^2

— a j > 

=-'#2Д^2*

Е

225. В кон струкциях  ременного п ри вода  стан ков  постоян­
ство усилия  н а т я ж е н и я  в ветвях  передачи  часто  осущ ест­
вл яется  за  счет и сп ользован ия  массы  д ви гател я .  Н а  рис. 163 
при ведена  схема верти кальн ой  ременной передачи, в которой 
ги б к ая  связь  за м ен ен а  упругими эл ем ен там и , р або таю щ и м и  на 
р астяж ен и е .

С остави ть  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  м ал ы х  свободных 
колебан и й  ш кивов привода, с ч и т а я ,ч т о  момент инерции массы 
верхнего  ш кива  равен  7 = 0 ,1  к г - м 2, а его радиус / ? 2= 2 0 0  мм; 
м ом ент  инерции массы  д в и гател я  и ниж него  ш кива  относитель­
но точки О / '= 0 , 1 2 5  к г - м 2, их м асса  т = 1 6  кг, ради ус  н и ж н е ­
го ш ки ва  /?1 =  0 ,1  м; момент инерции массы  ниж него ш кива  и 
ротора  д в и гател я  / j  =  0,08 к г - м 2; плечо /it =  0,5 м; ж есткость  
упругих связей  E F = 2 - 1 0 1 к Н - м 2, их д ли н а  / = 0 , 6  м, ф10= 9 ° 4 0 ' .  
О п р ед ел и ть  частоты  собственных колебаний  системы.

226. В современном маш иностроении получили ш ирокое 
применение с а м о н а т яж н ы е  передачи . Н а  рис. 164 и зо б р а ж е н а

77



Рис. 164

схема с ам о н атяж н о й  передачи. Д л я  упрощ ения  реш ения  гибкая  
за м к н у та я  связь  зам ен ен а  двум я  упругими эл ем ен там и , р а б о ­
таю щ им и на растяж ен и е .  К рутящ ий момент от э л е к т р о д в и г а ­
теля  1 на ведущ ий шкив 4 передается  через пару  ш естерен 2, 
закр еп лен н ы х  на осях д в и гател я  и ш кива  и связан н ы х  м еж д у  
собой кулисой 3.

В статическом  п олож ен ии  (как  и при устан ови вш ем ся  р е ­
ж и м е  работы  п ередачи  с зам кн утой  гибкой связью ) внеш ний 
момент М  урав н о в еш и в ается  моментом д в и гател я  1. П р и  у в е ­
личении внеш него м ом ента  М  в о зр а с тае т  и момент со стороны 
д ви гател я ,  т. е. увели чи вается  усилие зац еп лен и я  Р  — сила , п е ­
р е д а ю щ а я  м ом ент  со стороны ш естерни д в и гател я  на ш естер ­
ню ведущ его  ш ки ва  4. П ри  этом си ла  зац еп лен и я  о д н о вр ем ен ­
но н атяги вает  передачу , о тклон яя  кулису  3.
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С остави ть  д и ф ф ер ен ц и ал ь н ы е  уравнени я  м ал ы х  свободных 
колебаний  ш кивов п ередачи  и определить  частоты собственных 
колебаний , считая , что ш естерня  2 не п ерем ещ ается . М оменты 
инерции д в и ж у щ и х ся  масс, приведенны е к осям вр ащ ен и я  ш к и ­
вов, равны  и м асса  ведущ его  ш кива  с ш естерней т , ;  м о ­
д уль  упругости связей  Е, а их п л о щ адь  поперечного сечения F. 
М ассам и  кули сы  и упругих связей  пренебречь. П ровести  чис­
ловое  реш ение при следую щ их знач ениях  п ар ам етр о в  системы: 
/ ,  =  0,08 к г - м 2; / 2 =  0,1 кг-м ";  /«, =  0,16 кг; / =  600 мм; фю =  9°40; 
F = 2  см"; £ = 1 0 0  М П а ;  / ^ = 1 0 0  мм; 7^ =  200 мм; r t =  50 мм; 
г2= 4 0  мм.

227. М а с с а  т  укреп лен а  на двух р астя ж и м ы х  нитях д л и ­
ной U и U (рис. 165). С читая , что в процессе м ал ы х  колебаний 
груза  в вертикальной  плоскости н атя ж ен и е  Т„ в нитях не и зм е­
няется, определить частоты м ал ы х  собственных колебаний м а с ­
сы т.  М ом ент  инерции массы  относительно оси, перпендику-

m
х\ 0 ^  у

L  с тНи УЛУ//.

и •«... S lz

Рис. 165

лярн ой  ч ер теж у  и проходящ ей через центр т яж ести  груза , р а ­
вен J, ж есткость  нитей на р а с тя ж ен и е  E F 0. С тати чески м  см е­
щ ением, вы зван н ы м  массой груза , пренебречь.

228. С остави ть  д и ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравнени я  м алы х сво­
бодных колебаний вагонетки  массой га, д в и ж у щ ей ся  с постоян­
ной скоростью  v по натянутом у  тросу  (сила н а т я ж е н и я  тр о ­
са Г0) (рис. 166). М ом ент инерции массы  вагонетки  относи-

V

Si—

Рис. 166

тельно оси, п роходящ ей  через ее центр тяж ести  перп ен ди ку­
л я р н о  чертеж у, равен J. И зм енени ем  н а т я ж е н и я  Т0 в тросе 
пренебречь .

229. Точечный груз массой m  укреп лен  на свободной неве­
сомой р а с тя ж и м о й  нити, концы которой ж естко  закреп лен ы  на
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одном уровне на расстоянии один от другого. Н а  рис. 167 
и зо б р аж ен о  статическое состояние системы. Все величины, п р и ­
веденны е на чертеж е, считать  известны ми. О пределить  частоты 
собственных колебаний массы  в плоскости ч ертеж а, считая , что 
ж есткость  нити при р астяж ен и и  р а в н а  EF.

230. С оставить  д и ф ф ер ен ц и ал ь н ы е  уравнени я  м ал ы х  сво­
бодных колебаний массы  т,  д в и ж у щ е й с я  по р астя ж и м о й  неве­
сомой нити, концы которой закр еп лен ы  на одном уровне на 
расстоянии один от другого  (рис. 167). С корость д ви ж ен и я

массы относительно нити постоянная  и р ав н а  v. Ж е с т к о с т ь  
нити при р астя ж ен и и  EF.  П рин ять , что в начальн ы й  момент 
времени (/ =  0 ) координ аты  массы равны  х о= 0 , y 0= s 00.

231. В качестве  возбуди теля  крутильн ы х колебаний  м ож но 
и сп ользовать  м агнитоэлектрический  вибратор , н ап рим ер  шун- 
товой д в и гател ь  с раздельн ы м  питанием  обмоток я к о р я  и в о з ­
б у ж д ен и я  (рис. 168). О бм отка  во зб у ж д ен и я  1 п и тается  посто­
янны м током, а на обмотку  якоря  3 подается  переменное н а ­
п р яж ен и е  U =  t / 0sin  со/, частоту которого  м ож н о регулировать . 
К о л еб ан и я  я к о р я  2, имею щ его момент инерции м ассы  J, в ы зы ­
ваю т изменением  н а п р яж е н и я  в цепи я к о р я  на величину 
ccidcp/d/ (где а, —  коэфф ициент, зави сящ и й  от м агнитного  по-

8:)

Рис. 168 Рис. 169



тока  якоря; ср — угол поворота  я к о р я ) .  И зм енение н ап ряж ен и я  
в цепи якоря  в ы зы в а е т  возникновение тока, создаю щ его  э л е к ­
тром агн итны й момент M = « 2i ( а 2— коэфф ициент, зависящ ий 
от магнитного  потока якоря ; i — ток в ц еп и),  действую щ ий на 
якорь.

С остави ть  д и ф ф ер ен ц и ал ь н ы е  уравнени я  свободных к о л е б а ­
ний системы, счи тая , что к р у ти л ьн ая  ж есткость  торсиона р а в ­
на с, индуктивность цепи я ко р я  L,  а активное сопротивление 
его цепи R.  С и л ам и  сопротивлени я  в механической системе 
пренебречь. О пределить  корни характеристического  многочлена 
д л я  частного случая , когда  R ^ O .

232. Э лектром ехан ический  прибор, известный под названием  
конденсаторны й микрофон, схематически и зо б р аж ен  на 
рис. 169. Ц епь  состоит из б ата р е и  постоянного н ап р яж ен и я  V, 
к а т у ш к и  сам оиндукц ии  L, активного  сопротивления R 2, кон­
д ен сато р а  переменной емкости С и гибкого п роводни ка  2. К о н ­
ден сатор  имеет  одну неп одвиж ную  пластинку, с которой у п р у ­
го с в я за н а  д в и ж у щ а я с я  п ласти н к а  I массой т,  которая  п р ед ­
ст ав л я е т  собой звуковосп ри н и м аю щ ую  м ем бр ан у  микрофона. 
О на колеблется  под действием переменного д авл ен и я  р зв у к о ­
вых волн. С истем а  имеет  две степени свободы (две обобщ енные 
к о о р д и н а т ы ) — з а р я д  q кон ден сатора  и перем ещ ение  х  м ем ­
браны .

С остави ть  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  дви ж ен и я  п л асти н ­
ки 1 (м ем бран ы ) и изменения з а р я д а  q кон ден сатора , считая, 
что ж есткость  к а ж д о й  из п руж ин  0,5 с.

233. К о л е б а т е л ь н а я  систем а состоит из двух  дисков с м о ­
м ентам и  инерции массы  / ,  и / , ,  скрепленны х м еж д у  собой в а ­
лом, к р у ти л ьн ая  ж есткость  которого р а в н а  с (рис. 170). Опре-

Рис. 170

д ели ть  частоты собственных колебан и й  системы и установить 
закон  д ви ж ен и я  дисков, если в некоторы й начальн ы й  момент 
врем ени им сообщ ены одинаковы е по величине, но различны е 
по нап равлен и ю  угловы е скорости д ви ж ен и я  ф„ (считать, что 
при t = 0  ф1= 'ф 2= 0 ) .

§ 9. В ы нуж денны е колебан и я

234. О пределить  м ак си м ал ьн ы е  н орм ал ьн ы е  н ап р яж ен и я ,  
возн и каю щ и е  в б а л к е  (см. рис. 139) при действии на массу т ,  
периодической силы P = P asin (»t, где ш2=  1 / ( т 2622), Ро — зн а ч е ­
ние ам плитуды  силы.
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235. Д л я  систем, и зо б р аж ен н ы х  на рис. 171, определить  
коэф ф иц иент  динамичности, равн ы й  отнош ению ам плитуды  
в озм ущ аю щ ей  силы Р 0 к  ам плитуде  усилия, действую щ его  на
массу  т 2. П р и н ять  ____

c = l 3/ E I x\ m l= 2 m 2\ а = ] / гс / т 1.

■ PoSlnGJt 
К

t с-
£1х ^

I

Ely

Рис. 171

236. Т я ж е л ы й  э л ек тр о д в и гател ь  массой т  закр еп лен  на б а л ­
ке дли ной 31 (рис. 172). П ри  в ращ ен и и  ротора  м отора, и м е­
ю щ его эксцентрично р асп олож ен н ую  м ассу  т ь р а зв и в а е тс я  
ц е н тр о б еж н ая  сила  инерции F ^ - m ^ e  (где е — эксцентриситет  
массы  ротора, со — его у гл о в а я  скорость) .

Рис. 172

О пределить  частоты собственных колебан и й  и ам плитуды  
вы н уж ден н ы х  колебан и й  системы, если расстояни е  от оси б а л ­
ки до ц ен тра  массы  м отора  R =  l / 4, момент инерции массы  м о ­
то р а  относительно цен тральной  о с и / 0= т / 2/4 ,  у гл о в ая  скорость 
со= 2  У  Е1х/ ( т е ) 3. М ассой  б ал к и  по сравнению  с массой д в и ­
гател я  пренебречь .

237. Н а  м ассу  tn2 (рис. 173) действует  пери оди ческая  в о з ­
м у щ а ю щ а я  сила , р а в н а я  Р = Р 0sin  Ы.  П л о щ а д ь  поперечного се ­
чения стерж ней , соеди няю щ их массы , р а в н а  F, а м одуль  у п р у ­
гости Е.  У становить, при каки х  значениях  п ар ам етр о в  системы 
а м п л и ту д а  вер ти кал ьн ы х  колебаний  массы  т 2 р ав н а  нулю.

238. О пределить  п ар ам етр ы  системы, при которы х ам п л и т у ­
д а  колебан и й  м ассы  т 2 р ав н а  нулю, счи тая  частоту  со в о зм у ­
щ аю щ ей  силы зад ан н о й  (рис. 174).

239. Д в е  точечные массы  и т 2 н ах о д ятся  на ш арн и рн о  
закреп лен н ой  б а л к е  (рис. 175). Н а  систему действует  в о зм у ­
щ аю щ и й  момент M = M 0sin  cos. О пределить  п а р а м е т р ы  системы, 
при которы х ам п л и ту д а  колебаний  массы  rrii р а в н а  нулю.
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Рис. 174

Рис. 175

240. Д л я  гаш ен и я  колебан и й  массы  т 2, находящ ей ся  на 
конце мачты , исп ользуется  м аятн и ковы й  гаситель  колебаний 
(рис. 176). Н а  м ассу  т 2 дей ствует  периодическое возм ущ ение  
P = P 0sin  со/. С р ед н я я  изги бн ая  ж есткость  мачты  E JX. О п р ед е ­
л ить  п ар ам етр ы  м а я тн и к а  ( т и U) , при которы х ам п л и ту д а  к о ­
лебан ий  массы  т 2 р а в н а  нулю.

Рис. 176 Рис. 177

241. Д л я  гаш ен и я  крутильн ы х колебаний  при м ен яется  гаси ­
тель  колебаний  П р и н гла ,  в котором  массы  т  могут перем е­
щ ат ь с я  в р ад и ал ь н ы х  п а за х  ди ска  (рис. 177). О пределить  п а ­
р ам етр ы  т. и с, гасителя , при которы х ам п ли туда  угловы х ко ­
л ебан и й  ди ска  р ав н а  нулю (при зад ан н о й  частоте о) в о з м у щ а ­
ю щ его м ом ента  и угловой скорости ди ска  Q 0), если известны: 
во зм у щ аю щ и й  момент Ai‘=.Mosin со/, д ействую щ ий на диск; 
ж есткость  с в а л а ,  на котором н аходится  диск, момент инерции 
массы  ди ска  J и у гловая  скорость ди ска  при стац ионарн ом  р е ­
ж и м е  £20.
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242. Рассм отрен ны й в за д ач е  241 гаситель  колебании П р и н ­
г л а  имеет  недостаток  —  массы  т  с увеличением  угловой скоро­
сти Q 0 см ещ аю тся  из-за  д еф орм ац и и  пруж ин, и зм ен яя  с у м м а р ­
ный момент инерции системы. У к азать ,  к а к  надо изм енить  к о н ­
струкцию  гасителя , чтобы на  и н тер вал е  изменения Q 0 ( O ^ Q ^  
< Й о . )  массы о ставал и сь  относительно ди ска  неподвиж ны м и.

243. Н а  рис. 178 п о к азан  м аятн и ко вы й  гаситель  колебаний , 
устан овлен ны й на диске, в р а щ а ю щ е м с я  с угловой ско ­

ростью £2. О пределить  п а р а м е т р ы  т  и I м аятн икового  гаси теля  
колебаний , при которы х ам п л и ту д а  колебан и й  ди ска  р ав н а  
нулю.

244. Н а  систему, и зо б р аж ен н у ю  на рис. 145, в сечении з а ­
креп лен и я  массы  т 2 действует  в е р т и к а л ь н а я  п ери одическая  
си ла  P = P 0sin  и t. О пределить  доп ускаем ое  значение ам плитуды  
в о зм у щ аю щ ей  силы Р 0, если частота  во зм у щ аю щ ей  силы 
ш =  0 , 8  р,  (где pi —  п ер в ая  частота  собственных колебан и й  си ­
стем ы ),  d = 40 мм, 1=1 м, считая , что коэф ф и ц и ен т  п т= 3. М а ­
тер и ал  с т е р ж н е й —■ стал ь  СтЗ ( а т.р= а т.с= 240 М П а ) .

245. О пределить  н аи больш ие к ас а т е л ь н ы е  н ап р яж ен и я ,  в о з ­
н и каю щ и е  в стальн ом  в а л у  постоянного поперечного сечения 
(рис. 179) при действии периодического возм у щ аю щ его  м ом ен ­
та  A f = M 0sin  at ,  если J i = 2 J 2, УИ0 =  5 Н - м ,  d =  1 см; co2= 2 / ( / 2Su ), 
1=20  см, G =  80 Г П а . В ы числить коэф ф иц иент  з а п а с а  прочно­
сти в а л а  по пределу  текучести, если т т= 2 0 0  М П а .

246. Н а  стальн ом  в а л у  круглого  поперечного сечения, и м е­
ю щ ем ж естко сть  при кручении GJ„, з ак р еп лен ы  четы ре диска  
(см. рис. 156). О пределить  н аи больш ий крутящ и й  м ом ент  на 
в а л у  в устан ови вш ем ся  р еж и м е  колебан и й  при действии п е­
риодического в о зм у щ аю щ его  м ом ента  A f= A l0s in  cat, где со =  
=  0 , 8  рг (р2 — в т о р а я  частота  собственных колебан и й  систем ы ).

247. О п редели ть  наи больш и е  н а п р яж е н и я ,  во зн и каю щ и е  в 
в ал е  (см. рис. 157) постоянного поперечного сечения d = 40 мм 
при действии  на  него периодически изм ен яю щ егося  крутящ его
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м ом ента  M ==M 0s in (o / ,  если М 0= 3 0 0  Н -м ;  о )= 0 ,7  р 2 (р2— вто­
р ая  частота  собственных колебан и й  систем ы ).

248. Д в а  абсолю тно  ж естки х  ш ки ва  (рис. 180) соединены 
упругими связям и , р або таю щ и м и  на растяж ен и е  и им ею щ ими 
п р ед вари тельн ое  н атя ж ен и е  N 0= F c 0.

О пределить  частоты  собственны х колебаний ш кивов и в е л и ­
чину наи больш его  во зм у щ аю щ его  м ом ента  М 0, при котором н а ­
п р яж ен и е  в упругой связи  д остигает  нуля. П рин ять , что р а ­
диусы ш кивов: ^ ! = 1 0  см, /?2= 2 0 ем, их моменты и н е р ц и и / , =  
=  0,08 к г - м 2, / 2= 0 , 1  к г - м 2, д ли н а  упругой связи  / = 6 0  см, п л о ­
щ ад ь  ее поперечного сечения F = 2 см2, модуль  упругости Е — 
=  100 М П а ,  н а п р яж е н и е  п редвари тельн ого  н а т я ж е н и я  
о0= 2  М П а ,  частота  в о зм у щ аю щ его  м ом ента со =  0,8 р 2 (где р 2— 
в то р ая  частота  собственны х колебан и й  си стем ы ).

249. О пределить  закон  изм ен ен ия  н ап р яж ен и й  а, и а2 в у с т а ­
новивш ем ся  р еж и м е  колебаний  п ередачи  привода токарного  
стан ка  (см. з а д ач у  224, рис. 162) при действии на ведомы й вал  
периодического возм у щ аю щ его  м о м ента  сил резан и я  АМ =  
= M 0sin  со/.

250. Н а стальн ом  вал и ке  1 (рис. 181) д и ам етр о м  с/, ж естко  
закр еп лен  м ахови к  2, имею щ ий м ом ент  инерции массы  / , .  
Н и ж н и й  конец в а л и к а  ж естко  защ ем л ен , а верхний п о д д е р ж и ­
вается  подш ипником. Второй м ах о в и к  3 с моментом инерции 
м ассы  J2 свободно надет  на в а л и к  и п р и ж и м ается  к м аховику 2 
пруж иной  4.

С читая , что к м аховику  2 п р и ло ж ен  периодически и зм ен я ­
ю щ ийся м ом ент A I = M 0sin  соt, а м е ж д у  м ах о ви к ам и  имеется ку- 
лоново трение с коэфф ициентом  трения  ц, составить д и ф ф е ­
р енц иальны е у р авн ен и я  д в и ж е н и я  м аховиков  2 и 3. П ри со­
ставлени и  уравнени й  учесть, что п р у ж и н а  4, п р и кр еп л ен н ая  к 
м ахови к у  3 и верхней опоре, им еет  предварительн ы й осевой н а ­
тяг  So, вели чи н а  которого и зм ен яется  в процессе колебаний .

251. О пределить  н ап р яж ен и я ,  в о зн и каю щ и е  в элем ен тах  ко н ­
струкции при устан овивш ихся  ко л еб ан и я х  (см. рис. 181), счи­
т ая ,  что м е ж д у  м ах о ви к ам и  2 и 3 возн и кает  вязкое  трение и 
момент сил вязкого  трения М ^ = а л(ср,— <р2).

252. Н а  свободном конце консольного  в а л а  ж есткостью  с 
закр еп лен  ди ск  (момент инерции д и с к а  / 4) с надеты м  на него
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м ассивны м  кольцом (момент инерции к о л ь ц а  / 2) (рис. 182). 
К ольцо  у д ер ж и в а е т ся  на  диске  ребордам и . М е ж д у  диском  и 
кольцом  имеется  вязкое  трение. М ом ент  трения  п роп орц и он а­
лен  относительной скорости д в и ж ен и я  д и ск а  и кольц а  М т=  
=  а ( ф 1— ф2), где ф! — угол поворота  диска ;  ф2 —  угол поворота  
кольц а .

С остави ть  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  м ал ы х  колебан и й  
д и с к а  и кольц а  при действии на д иск  м о м ента  M = M 0sin  at .  
О п р ед ел и ть  ам плитуды  устан овивш ихся  колебан и й  ди ска  и 
кольц а .

253. С остави ть  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  д в и ж ен и я  п р и ­
цеп а  по дороге  с неровностям и (рис. 183), считая , что м асса  
при цепа  т,  м асса  колес  т и момент инерции массы  прицепа 
относительно поперечной оси, проходящ ей  через точку 0 , р а ­
вен Jо, ж есткость  рессор с, ж есткость  шин колес с,, скорость 
бу кси р о ван и я  v.
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П ри  реш ении за д ач и  принять , что точка  крепления  прицепа 
к м аш и н е  (точка О) не имеет  вер ти кал ьн ы х  перемещ ений, а 
проф иль  дороги о п и сы вается  уравнени ем  h = h 0( 1— cos 2 n x / l , ) ,  
где x = v t .  Учесть, что при ко л еб ан и ях  прицепа в рессорах  во з ­
н и каю т силы трения  F T= a ( y — г/4), пропорциональны е относи­
тельной скорости в ерти кальн ого  п ер ем ещ ен ия  кузова  и колеса.

О пределить  частоты  собственных колебаний и критические 
скорости буксировани я  при отсутствии трения  в рессорах.

254. А втом обиль  д в и ж е т с я  по дороге, имею щ ей пери одиче­
ские неровности (рис. 184). С читая , что проф иль дороги описы ­

в ается  уравнени ем  h = h 0( 1— cos 2 ял://0) , где x = v t ,  определить 
ам плитуды  углового  и верти кальн ого  ускорений при у стан ови в­
ш ихся ко л еб ан и ях  системы. П ри н ять ,  что м асса  автом обиля  
т = 6 0 0 0  кг; м ом ент  инерции массы  относительно цен тральной  
поперечной оси 7 = 1 , 2 - 103 к г - м 2; ж есткости  рессор ct =  
=  200 к Н / м  и с2= 2 5 0  к Н / м ;  рассто ян и я  до ц ен тра  тяж ести  
4 = 1  м, 4 = 1 , 5  м; скорость д в и ж ен и я  авто м о б и л я  и =  25 к м /ч ;  
ш аг  неровностей /„ =  5 м; вы сота неровностей h =  0,1 м.

265. О пределить  критическую  скорость д в и ж ен и я  ав то м о б и ­
л я  по дороге с неровностям и (см. з а д а ч у  254 ) ,  т. е. т ак у ю  с к о ­
рость и., при которой ам плитуды  вы н уж ден н ы х  колебаний д о ­
стигаю т м ак си м ал ь н ы х  значений.

256. С остави ть  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравнени я  вы нуж денны х 
колебаний  автом обиля  (см. з а д ач у  222, рис. 161) при движ ени и  
его со скоростью  v и по дороге  с неровностями, которы е п ри б ­
л и ж ен н о  опи сы ваю тся  уравнением  h= h„ (  1— cos 2 nx/l„).

257. Н а  рис. 185 и зо б р а ж е н а  схем а  центрифуги, п р е д н а з ­
наченной д л я  р азд ел ен и я  смеси ж и дкостей  по плотностям  ее 
компонентов. П ри  вращ ен ии  системы с угловой  скоростью  о> 
более  тя ж е л ы е  ф р акц и и  скап ли ваю тся  у стенок сосуда, а л е г ­
кие вы тесняю тся  в центр (б ли ж е  к оси в р а щ е н и я ) .  С лив  л е г ­
ких ф ракц и й  прои зводи тся  через ц ен тр ал ьн у ю  трубку.

И звестно, что из-за  технологических погреш ностей при 
изготовлении центр масс сосуда с  ж и дк остью  находится  на 
расстояни и  е (эксцентриситет  масс) от оси вращ ен ия .
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С оставить  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  д ви ж ен и я  ц ен тр и ­
фуги, считая  угловую  скорость со постоянной, а слив ж идкости  
равном ерны м , т. е. п о л агая ,  что м асса  т 1К н аходящ ейся  в со­
суде ж и дкости  изм еняется  во времени по закон у  т ж =  т , ( 1— t j  
/ t \ ) ,  где rri\ — м асса  ж и дк о сти  в начальн ы й  момент времени, 
11 — время, за  которое вы тек ает  вся ж и дкость . М асса  сосуда 
т\  намного больш е массы  трубки. Ж естк о сть  трубки при и зги ­
бе р ав н а  с. И зм енени ем  в ерти кальн ой  координ аты  ц ен тра  масс 
системы и колебан и ям и  ж и дкости  в сосуде пренебречь.

258. Н а  массу  пг, закреп лен н ую  на конце упругого с т е р ж ­
ня (рис. 186), действует единичный импульс J =  m u ( 0) .  С ч и ­
тая ,  что изгибная  ж есткость  стер ж н я  Е ] х, а момент инерции 
массы относительно цен тральной  оси, перп ен ди кулярной  к 
плоскости ч ертеж а, равен  J =  ml2/ 4, определить закон  движ е-

гги Г

Рис. 185

ния массы  и м ак си м ал ьн ы й  и зги баю щ ий момент в стерж не. 
В качестве  н ач аль н ы х  условий принять, что при t = 0 гори зон ­
тальн ое  смещение, угол поворота  и у гл о вая  скорость д в и ж е ­
ния груза  равны  нулю [и (0) = ср ( 0 ) = ф (0 ) = 0 ] . Влиянием  силы 
тяж ести  на д ви ж ен и е  системы пренебречь.

259. Д ем п ф ер  крутильн ы х колебаний (рис. 187) состоит 
из упругого эл ем ен та  4, несущ его на своем свободном конце 
кон тактн ое  кольцо 1, к которому пруж иной  3 п р и ж и м а е тс я  
м ах о в и к  2.

С ч итая , что на м ахови к  действует  периодически и зм ен яю ­
щ ийся  кр у тящ и й  момент M = M 0sinco/, а момент сил трения 
м еж д у  м аховиком  и кольцом  проп орцион ален  скорости их 
относительного  д в и ж е н и я  (с коэфф ициентом  пропорциональ-



ности ссх) ,  определить  ам п ли туду  устан овивш ихся  колебаний 
к о л ьц а  1. М ом ент  инерции массы  в а л и к а  и м ахови к а  равен  / .  
М ассой  упругого эл ем ен та  4, к ольц а  1 и пруж ины  3 п рен еб ­
речь (с, и с2 — ж есткости  при кручении).

260. М ассивны й контейнер 2 м ассой  т  подвешен на п р у ж и ­
не 1 ж есткостью  С\ (рис. 188). Д л я  ограничения  боковых п ер е ­
м ещ ений и см ягчения  боковы х удар н ы х  воздействий с л у ж а т  
легкие  вер ти кал ьн ы е  н а п р ав л я ю щ и е  3, п р и ж и м аем ы е  к ко н ­
тей н еру  и р и ж и н ам и  4 с изгибной ж есткостью  с2 к а ж д а я .  М еж-

Рис. 188 Рис. 189

ду  контейнером  и н ап р ав л я ю щ и м и  во зн и кает  вязкое  трение с 
коэфф ициентом  трения а .

С остави ть  ди ф ф ер ен ц и ал ьн о е  у р авн ен и е  в ерти кальн ы х  ко л е ­
баний контейнера при действии  на него силы F =  /-'(isina)/. М а с ­
сой н ап р ав л я ю щ и х  при составлении уравн ен и я  дви ж ен и я  пре­
небречь.

261. П р и  д ви ж ен и и  по дороге  со случайны м и неровностям и 
ко л еб ан и я  автом оби ля  вы зы ваю т  к олеб ан и я  сиденья с води­
телем . Т ак  к а к  м асса  автом обиля  нам ного  больш е сум м арной 
массы  водителя  и сиденья, то м ож н о  считать, что происходит
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одностороннее воздействие авто м о б и л я  на  сиденье. Н а  рис. 189 
п о к а за н а  схема виброизоляци и  сиденья водителя  от п о л а  авто ­
м оби ля  (точка 0 ) (т  —  с у м м а р н а я  м асса  сиденья и в о д и т ел я ) ;  
Си с* — ж есткости  п руж и н  упругой подвески сиденья; а  —  к о э ф ­
фициент вязкого  трения.

В резу л ьтате  о б р аб о тки  осц и лл о гр ам м ы  случайного стац и о ­
нарного  процесса  с  нулевы м  м атем ати ч еск и м  ож и дан и ем , в о з ­
ни каю щ его  при д ви ж ен и и  авто м о б и л я  с постоянной о п ред елен ­
ной скоростью  v, получена к о р р ел яц и о н н ая  ф ункц ия  в е р т и к а л ь ­
ного см ещ ен ия  точки О вида

(т) = / ) „ ,« - iM.

где D,la — дисперсия, а\  — п ар ам етр  затухан и я .
П олучи ть  в ы р а ж е н и я  д л я  дисперсий вертикального  у скоре­

ния водителя  с сиденьем (п руж и н ы  и дем п ф ер  м ож н о считать  
н е в е с о м ы м и ) .

§ 10. Критические состояния и устойчивость колебаний

262. Д и ск  массой т  закр еп лен  на гибком идеально с б а л а н ­
сированн ом  безмассовом  вал и ке  длиной 21, в р а щ а ю щ е м с я  с п о ­
стоянной угловой скоростью  со (рис. 190).

§$

т;Э
- Л .

С .^ < у

Рис. 191

С читая , что эк сцентриситет  массы диска  относительно оси 
в а л и к а  р авен  нулю, составить ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравн ен и я  
м а л ы х  колебаний ди ска  в систем е коорди н ат  xyz- вр а щ а ю щ е й с я  
со скоростью  со (ось z  яв л яется  осью  в р а щ е н и я ) .  В следствие  
сим м етрии  схемы м ож н о  считать, что поворот диска  в плоскости 
ч ер т е ж а  отсутствует, т. е, диск  соверш ает  только  в ер ти кал ьн ы е  
колебан и я .  О пределить  частоты колебаний диска  во в р а щ а ю ­
щ ей ся  системе координат, прен ебрегая  действием  силы тяж ести .

263. Вывести у р авн ен и я  м алы х  колебаний  ди ска  о тн о си тел ь ­
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но стац ионарн ого  р е ж и м а  в р ащ ен и я  с учетом эксцентриситета  е 
(см. рис. 78). У равн ения  получить во вращ аю щ ей ся  системе 
координат.

264. С остави ть  д и ф ф ер ен ц и ал ь н ы е  уравн ен и я  м алы х к о л е ­
баний ди ска  массой т,  насаж ен н ого  без эксцентриситета  на вал 
длиной 2 I (см. рис. 190) при вращ ен ии  его с постоянной угл о ­
вой скоростью  СО.

О пределить  значение  критической угловой скорости со., 
если поперечное сечение в а л а  имеет  разли ч н ы е  осевые моменты 
инерции, т. е. JX^ J V (наприм ер, прям оугольное  поперечное с е ­
чение) .

265. Н а  горизон тальном  в а л и к е  ди ам етром  d  и длиной 2 I 
укреплен  (без эксцентриситета)  массивный диск массой т  
(см. рис. 190). С остави ть  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравнени я  м алы х  
свободны х колебан и й  диска  при р авном ерном  вращ ен ии  в ал и ка  
с угловой скоростью  со. О пределить  ам плитуды  у стан ови вш и х­
с я  колебаний  диска . М ассой  в а л и к а  по сравнению  с массой д и с ­
ка  пренебречь.

266. С остави ть  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравн ен и я  м алы х свобод­
ны х колебаний в р ащ аю щ его  ди ска  массой т,  насаж ен н ого  на 
горизон тальны й вал и к  (см. рис. 190) прям оугольного  попереч­
ного сечения b X h  ( b < h ). О пределить  ам плитуду  у стан о ви вш и х ­
ся  колебан и й  ди ск а  и критическую  угловую  скорость со вал и ка  
с учетом силы тяж ести , действую щ ей на диск.

267. Н а  рис. 191 и зо б р аж ен  вр а щ а ю щ и й с я  с постоянной 
угловой скоростью  со стальной консольны й вал и к  длиной I и 
д и ам етр о м  d, несущий на одном  конце массивны й диск массой т.  
М ом ент  инерции массы  диска  относительно оси в ращ ен и я  р а ­
вен 7.

С читая , что имеется регу л яр н ая  прецессия, определить к р и ­
тическую  угловую  скорость в а л и к а  с учетом (}¥= 0 ) и без учета 
(7 =  0) гироскопического э ф ф ек та ,  если / = 1  м; Jx= nd '£/64 =  
=  490 см 4; 7 =  4,05 к г - м “; £  =  200 Г П а; т =  175 кг.

268. С тальн ой  вал  ди ам етром  d в р а щ а е т с я  в длинны х п од ­
ш ипн иках  (рис. 192). Н а  конце в а л а  н а с а ж е н  м аховик  р а д и у ­
сом R  и толщ иной 1г. С читая , что длинны й подш ипник м ож но 
рас с м ат р и в а т ь  к а к  глухую зад ел к у ,  составить д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ные уравнени я  м алы х  свободных колебаний  диска и вы числить 
значение  критической угловой скорости в а л а  со., если 7?= 0 ,3  м; 
/i =  80 мм; d = 0 , 1 м; 1=1 м. М ассой  в а л а  по сравнению  с массой 
д и ск а  пренебречь

П олученны й р езу л ьтат  сопоставить  с результатом  реш ения 
без учета  гироскопического эф ф ек та .

269. О пределить  критическую  угловую  скорость стального  
ва л а ,  закреп лен ного  в двух коротких п одш и п н и ках  (рис. 193), 
которы е м ож н о р ассм атр и в ать  как  ш арн и рн ы е  опоры. П ри  р а с ­
чете принять: D =  0,6 м; h =  80 мм, d=Q>,\2 м, а =  1 м, 1=3  м, 
£ = 2 0 0  ГП а.
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Рис. 193

270. Гибкий стальной вали к  длиной 21 с закр еп лен н ы м  на 
нем несбалан си рован н ы м  диском, м асса  которого т,  помещ ен 
в однородное  магнитное поле с постоянной н ап ряж ен н остью  
Фо (рис. 194). О пределить  критическую  угловую  скорость в а ­
л и к а  со,, если и зги бная  ж есткость  р ав н а  E Jх, а эксцентриситет  
ц ен тра  массы  относительно оси в ращ ен и я  е.

У к а з а н и е .  При положении груза посредине между магнитами их силы 
притяжения взаимно компенсируются. Ори отклонении же груза силы, дейст­
вующие на него со стороны магнитов, оказываются различными и их раз­
ность не равна нулю (см. решение задачи 107: AF =  Ft—F2). При решении 
принять

/ Г1 =  ^Ф 02/ ( а 1— х ) 2; Р2 =  кФ„2/ ( а , + х ) 2.

271 Т онкая  п р ям оугольн ая  абсолю тн ая  ж е с т к а я  с тал ьн ая  
пласти н ка  массой т,  зак р е п л е н н а я  на четы рех пруж инах , по ­
м ещ ен а  в воздуш ны й поток (рис. 195). С остави ть  д и ф ф е р е н ­
ци альн ы е  уравн ен и я  м алы х  свободных колебаний  пластинки  в 
верти кальн ой  плоскости, считая, что м еж д у  подъемной си­
лой F |, скоростью  потока и и углом п оворота  0  имеется следую ­
щ а я  зависимость:
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где F\ — подъем н ая  сила, п р и ло ж ен н ая  в точке 0 , н аходящ ейся  
на расстоянии / / 4  от  передней кром ки пластинки; С- — к о э ф ­
ф ициент подъем ной силы (п рои зводн ая  d C z/dO считается  извест­
ной) ; р — плотность воздуха.

И ссл ед о в ать  устойчивость м ал ы х  свободных колебаний 
пластинки.

Рис. 195

272. О пределить  критическую  скорость потока воздуха  и., 
при  которой к о л еб ан и я  пластинки стан овятся  неустойчивыми 
(см. з а д а ч у  271),  считая, что dCz/dQ =  3, Ci =  0,l кН /м , с2=  
=  0,05 к Н /с м ,  р =  1,25 к г - м 3, h =  20 см, Jv= m l 1/12,

273. Горизон тальн ы й полет  сам о л ета  (рис. 196) всегда со­
п р о в о ж д ается  дополнительны м и д ви ж ен и ям и , вы званн ы м и р а з ­
личны м и возм ущ ен иям и . О граничивш ись  возм ущ ен ны м  д в и ж е ­
нием сам о л ета  в в ерти кальн ой  плоскости [учитывая только  м а ­
л ое  см ещ ение по оси у  и м алы й угол  поворота ср (рис. 196)], 
т. е. р а с с м ат р и в а я  сам о л ет  к а к  систему с д вум я  степенями сво­
боды, получить у р авн ен и я  возмущ енного  д в и ж ен и я  и соотно-

Рис. 196
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шения, п озволяю щ ие исследовать  устойчивость н евозм ущ ен н о­
го горизонтального  устан овивш егося  полета.

П ри  выводе уравнени й  принять, что на хвостовое оперение 
дей ствую т только аэр о динам и чески е  силы F 20 и AF2, вектор ско ­
рости v практически  сох р ан яет  свое горизон тальное  н а п р а в л е ­
ние, а вектор тяги R  постоянен по модулю  и н ап р ав л ен  по оси 
сам о л ета  О О х

У к а з а н и е .  При установившемся горизонтальном движении действую­
щие на самолет аэродинамические силы F ш; F 2°, Л1ю, сила тяжести mg,  
сила тяги R и сила лобового сопротивления Х а взаимно уравновешены.

П ри  возмущ енном движ ени и  п оявляю тся  дополнительны е  
аэродинам и чески е  силы A F iA F 2 и А М {, которые при м а л ы х  ко­
л еб ан и я х  линейно зав и сят  от  п ри ращ ени й  углов атаки  Да! и 
Д а 2, т. е. мож но считать

A.Fi =  C iA a b  A F 2= C 2A a 2, А М ^ С з А а з ,
где Cj — постоянны е числа ( / = 1  . . .  3 ) .

Д л я  вы вода у равнени й  надо  получить в ы р а ж е н и я  д ля  Аос} 
в зависимости  от у  и ф, х ар ак тер и зу ю щ и х  возм ущ енное  д в и ж е ­
ние сам олета .

274. И ссл ед о вать  устойчивость м ал ы х  свободных колебаний 
ш кивов п ередачи  относительно устан овивш егося  р е ж и м а  ее р а ­
боты (см. рис. 162, з а д ач у  224), если при к о л еб ан и ях  возн и ­
каю т два  во зм у щ аю щ и х  момента: момент со стороны э л е к т р о ­
дв и гател я  A Mi —— fi 1ф I и момент сил р езан и я  А М 2= — ^2ф2=  
=  — 1 0 ф2 (ф 1 и ф2 —  скорости угловы х колебан и й  ш кивов, и 
р2 — коэфф ициенты  обратной  связи ) .

О пределить  значения  коэф ф иц иента  jii, при которы х к о л е б а ­
ния системы устойчивы.

275. М ех ан и ч еская  система (рис. 197) состоит из в а л а  1, 
свободно вр ащ а ю щ е го с я  в подш ипниках ; м ах о ви к а  2, ж естко
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скрепленного  с валом , и упругой м уфты 3. Н а  маховик 2 д ей ст ­
вует внеш ний крутящ и й  момент М =  а ф Ь величина которого п р о ­
п о р ц и о н ал ьн а  угловой скорости вал а .

С читая , что м е ж д у  м аховиком  и муфтой действую т силы  
вязкого  сопротивлени я, проп орцион альн ы е относительной угло­
вой скорости с  коэф ф иц иентом  пропорциональности  а ,  и прен е­
бр егая  инерционностью  муфты, определить  о б л асть  значений 
к о эф ф и ц и ен та  а, при к о торы х  д ви ж ен и е  м ахови к а  я в л яется  
устойчивым. П ри н ять ,  что с у м м ар н ы й  (момент инерции массы 
в а л а  и м ах о ви к а  / =  1 0 -4  к г - м 2, у гл о вая  ж есткость  м уфты с,=.  
=  1 Н -м ,  а = 0 , 0 0 5  Н - м - с .

276. У гл о вая  скорость волчка  в устан ови вш ем ся  р еж и м е  от­
носительно оси сим м етрии р а в н а  й 0 (рис. 198). Ц ентр  тяж ести  
волчка  расп о л о ж ен  на расстояни и  I от  точки О; сила  тяж ести  
волчка  р авн а  mg.  О пределить  частоты колебаний оси сим м ет­
рии (ось Oz)  волчка  относительно вертикального  полож ен ия . 
У становить  критическую  угловую  скорость £20,.

277. В е р т и к а л ь н ая  ось сим м етрии гироскопа (рис. 199) м о­
ж е т  свободно в р а щ а т ь с я  вокруг  точки О и у д ер ж и в ается  п ру­
ж и н а м и  в точке О,. П р у ж и н ы  взаи м н о  перп ен ди кулярны  и им е­
ю т ж есткость  с. О пределить  м ом ент  коли чества  д ви ж ен и я  ги ро­
скопа, необходимый д л я  его устойчивого вращ ен ия .

Рис. 199 Рис. 200

278. П олучи ть  уравнени я  возм ущ енного  д ви ж ен и я  оси си м ­
м етрии гироскопа (см. з а д ач у  277) д л я  случая , когда ж е с т к о ­
сти пруж ин  различны е. У становить, при каком  условии ось си м ­
м етрии гироскопа соверш ает  м а л ы е  периодические движ ени я . 
Н ай ти  критическую  угловую  скорость гироскопа й 0*. П ринять ,
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что ж естко сть  п руж ин  в н ап р авл ен и и  оси O x i р а в н а  с ь  а в 
н ап р авл ен и и  оси О у { р а в н а  с2.

279. М а с с а  м атем ати ческого  м а я тн и к а  п р е д с та в л я е т  собой 
гироскоп в кар д ан н о м  подвесе (рис. 200). Н а р у ж н о е  кольцо 2, 
ж естко  связан н о е  со стер ж н ем  3, несет подш ипники внутреннего 
кольц а , имею щ его противовес  массой т 3. Во внутреннем  к о л ь ­
це 1 в р а щ а е т с я  ротор гироскопа. С и л а  тяж е с ти  ротора  Q\, его 
моменты  инерции массы  JX2, J yi, J Zi, сила  тяж ести  вн утренн е­
го кольц а  Q2, его моменты инерции массы  J X2, J J гг. У гло­
ва я  скорость ротора относительно оси z  р ав н а  Q0. П р ен еб р егая  
массой стер ж н я  3, определить  частоты  м алы х  колебаний  си­
стемы.

280. Устойчивость монорельсовой тележ ки  (рис. 201) дости­
гается  с помощ ью  верти кальн ого  гироскопа. Ось гироскопа 
укреп лен а  в точке 0 \  так , что она м о ж ет  д ви гаться  только  в 
плоскости сим м етрии те л е ж к и  (в плоскости x xOz\) .  М а с с а  т е ­
л е ж к и  m  = Q/g,  момент инерции т е л е ж к и  относительно оси Ох\ 
равен  Jx0 (оси ж естко  связан ы  с тележ кой , ось z н а п р а в ­

лен а  по оси симметрии гироскопа, ось у  со в п ад ает  с осью у и 
ось л: п ерп ен ди кулярн а  плоскости z y ) . М ом енты  инерции гиро­
скопа относительно осей х, у, z  соответственно равны  Jx, / г 
(вследствие симметрии Jx = J y).  С и л а  тяж ести  гироскопа Q, 
центры тяж ести  тележ ки  и гироскопа н аход ятся  соответственно 
в точках  С\ и С2.

С остави ть  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  м ал ы х  свободных 
колебаний гироскопа относительно вертикали , счи тая  углы  0  и ф 
малы м и . П олучить характери сти ческое  уравн ен и е  д л я  о п р ед е ­
ления  частот собственных колебаний  и соотнош ение д л я  вы чис­
ления  критической угловой скорости й 0* гироскопа.

281. Гироскоп в кардан н ом  подвесе используется  к а к  п р и ­
бор д ля  изм ерения  угловой скорости (гиротахом етр)  (рис. 2 0 2 ). 
Н а р у ж н о е  кольцо гироскопа 1 закр еп лен о  на основании и в р а ­
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щ ается  вместе  с ним относительно оси у  у И з м е р я е м а я  у гловая  
скорость основани я  Q, у гл о вая  скорость ротора  2 гироскопа £20. 
П ри  вр ащ ен ии  нар у ж н о го  кольц а  гироскопа относительно оси yi 
ротор гироскопа п оворачи вается  относительно оси х  на угол б. 
Гаш ен и е  колебаний  внутреннего кольц а  4 гироскопа осущ ест­
в л яется  дем п ф ером  вязкого  трения 4, имею щ им коэфф ициент 
проп орциональности  а .

С остави ть  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравнени я  д ви ж ен и я  гироско­
па относительно угла  б, если сум м арн ы е  моменты инерции к о л ь ­
ца вместе  с ротором относительно осей х  и у,  ж естко  связан н ы х  
с кольцом, равны  Jx и момент инерции ротора  относительно 
оси симметрии z  равен О пределить  угловую  скорость Q, счи­
тая ,  что она очень медленно изм ен яется  во времени, т. е. Q — 0 .

282. Д и с к  радиусом  г, имею щ ий массу  т,  катится  без п р о ­
ск а л ь зы в а н и я  по горизон тальной  ш ероховатой  поверхности с 
угловой скоростью  Я (рис. 203).

С остави ть  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравн ен и я  м ал ы х  свободных 
колебаний  диска  в плоскости x O z  и и сследовать  их устойчи­
вость в зависи мости  от скорости д в и ж ен и я  Q. Толщ иной ди ска  
при составлени и  уравнени я  д в и ж е н и я  пренебречь.
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§ 11. Приближенные методы определения низших частот

283. В оспользовавш ись  методом  Р е л е я ,  определить  низш ую  
частоту  колебаний системы (рис. 204).  М ассы  Ш\ и т 2 (т 2 =  
=  2 mi)  считать точечными; массой б ал к и  пренебречь.

т т
Рис. 204

284. М етодом  Р е л е я  определить  низш ую  частоту  поперечных 
к олебаний  системы (рис. 205 ) ,  п рен еб р егая  массой балк и .

^ ^ ------------1

2ЕХ

т т

Рис. 205

285. М етодом  Р е л е я  определить  низш ую  частоту  колебан и й  
системы (рис. 206 ) .  М ассой  б ал к и  пренебречь .

286. Н ай ти  низш ую  частоту  колебаний  системы (см. з а д а ­
чу 195) по м етоду Р е л е я .

287. О пределить  низш ую  частоту  колебан и й  системы с уче­
том массы  б алки , если м асса  единицы дли ны  б ал к и  р а в н а  т 0 
(см. рис. 206),  причем т = 2 т 01.

288. О пределить  низш ую  частоту  колебан и й  системы (п р е­
н еб р егая  массой б а л к и ) ,  если ж есткости  п руж ин  c = E J x/ 2 l !' 
(рис. 207).



289. М етодом  Р е л е я  определить  низш ую частоту продольны х 
колебаний  системы (рис. 208 ) ,  состоящ ей из трех равны х масс  
т^ =  т й= т 3 — т,  соединенных безы нерционны м и стерж н ям и . 
П л о щ а д ь  поперечного сечения стерж ней  F, модуль  упругости Е.

290. О пределить  низш ую  частоту  продольны х колебаний си ­
стемы (рис. 209) м етодом  Р е л е я ,  счи тая  стерж ни б езы н ер ц и ­
онными.

291. О пределить  низш ую  частоту  продольны х колебаний  си­
стемы (рис. 210) м етодом  Р е л е я ,  счи тая  стерж н и  б езы н ер ­
ционными.

292. М етодом  Р е л е я  определить  низш ую  частоту  крутильн ы х 
колебан и й  системы (рис. 2 1 1 ) ,  п рен еб р егая  инерционностью 
вал а .

293. О пределить  методом  Р е л е я  низш ую  частоту  крутильн ы х 
к олеб ан и й  системы (рис. 2 1 2 ) ,  состоящ ей из четы рех  м аховы х

Jk.
I

W - b - W
Рис. 211 Рис. 212

масс, у  к а ж д о й  из которы х  м ом ент  инерции равен  J, соединен­
ных безы нерцион ны м и стер ж н я м и  с крутильной ж есткостью  с.

294. М етодом  Д о н к ер л е я  определить  низш ую  частоту к о л е ­
бан ий  системы в з а д а ч а х  283 и 285.

295. М етодом  Д о н к ер л е я  определить  низш ую  частоту  п р о ­
дольн ы х  колебан и й  м асс  в за д а ч е  288.

296. По м етоду  Д о н к ер л е я  определить  низш ую  частоту  к о л е ­
баний системы в з а д а ч а х  290 и 291.
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ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ

Г л а в а  1. К О Л ЕБА Н И Я  СИСТЕМ С О Д Н О Й  СТЕПЕНЬЮ
С В О БО Д Ы

§ 1. Свободные колебания
1 .

a) p = y rZ E J х ( а - \ - Ь ) / т а 2Ь2; 

б) р = У  \2 Е ] х1 т а 2 ( \ а  +  Щ \ 
в) р  =  У  (cl  +  2>Е J х/ m l 3)-

У к а з а н и е .  Дифференциальное уравнение движения в канонической 
форме для систем с одной степенью свободы имеет вид (по методу сил)

у = ё п (—ту),
где 6 ц — перемещение массы под действием единичной силы, совпадающей 
по направлению с перемещением, поэтому частота свободных колебаний
р =  1/У тбц.

2.
a) p  =  V E J X/ m l 3 ; б) p  =  V ^ E J  х/7  m l 3\ 

в) р  =  У  6 E J  x / m h 2 (h +  b);  г )  p  =  V \ 2 E J x/ m a 2 {Аа +  Щ .
В качестве  при м ера  определен ия  коэф ф иц иентов  п о д а тл и в о ­

сти д л я  статически  неопределим ы х систем рассм отри м  з а д а ­
чу 2, г. Р а з о р в а в  связь  (считая , что связь  м еж д у  массой т  и 
опорной поверхностью д в у сто р о н н я я) ,  п ри лож и м  к м ассе  т  си ­
л у  N  (р еакц и я  с в я зи ) .  В р езу л ьтате  имеем рам у , н агруж ен н ую  
силой N  и силой инерции J (рис. 213 ) .  М етодом  сил получаем  
д в а  уравн ен и я  относительно перем ещ ен ия массы  m  по осям у  
и z :
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y — 8iJ-\-822N; ( 1 )

0 = 6 21/ -Н б 22Л/; (2 )

где / = — ту.
И склю чив N,  имеем

У— — бп ту\  г д е  6 п =  6 п 6 22 — 612621/ ^ 22-

Таким образом , ч ас то та  колебан и й

р = \ / У  / г е б ( П ) .

И зл о ж ен н ы й  прием оп ределен и я  6 ц (1) д л я  статически  неоп­
р едели м ы х з а д ач  не требует  традиц ионн ы х вычислений (к ак  
п рави ло , довольно трудоем ки х) д л я  оп ределен ия  податливости  
системы 8 п (1) с п р ед вари тельн ы м  раскры ти ем  статической  неоп­
редели мости  и определен ием  п ер ем ещ ен ия  от единичной силы по 
н ап р авл ен и ю  см ещ ен ия  массы  при колебаниях . Е сли  на систе­
му н ал о ж ен о  несколько связей (наприм ер, систем а три ж д ы  с т а ­
тически н е о п р ед ел и м а) ,  то столько  ж е  м ож но получить и а л ­
гебраи чески х  уравнени й  д л я  оп ределен ия  реакций связей, кото­
ры е затем  и ск лю чаю тся  из диф ф ерен ц и альн ого  уравнени я .

3.

. i f  6nEJx i f 5 , 5 5 E J x
a > P - V  п,Кч з я - - . е р  6 > p - V s r ^-

4. А налогично  решению  зад ач и  2 ди ф ф ер ен ц и ал ьн о е  у р а в ­
нение м ал ы х  крутильн ы х к о л еб ан и й  д л я  всех схем имеет вид

^ + т Ь ф==а
С л едовательн о ,  частоты собственных колебаний  д л я  схем 

а —г (см. рис. 4) соответственно равны

а) Р — У Ч г '  б)

«> p = V 4 W - '  г) р - У Щ т 1 -

У к а з а н и е .  В вариантах г и д системы статически неопределимы, и для 
получения б[ необходимо сначала раскрыть статическую неопределенность.

5.

р =  V — х — •г  У /я, +  т2

6.
т / 5  с 1 g

р =  V  ■



7.

- V
8 . П оворот  зубчатого  колеса  на некоторый м ал ы й  У) 

в ы зы в ает  перем ещ ение его центра  на величину q>D/2. П р ц ол Ф 
точка  А  (точка креп лен ия  пруж ин  к водилу) см ещ ается  )(Этом 
личину б =  ф/— ф О /2 .  У читы вая , что момент инерции масс;а в е ~ 
леса  J t =  m tD2/8,  а момент инерции массы  водила  / 2 =  /п,*' ко- 
найдем  кинетическую  энергию  системы: ’

гр__ (яг, +  т 2) Р 2ф ^ ^ я г , # 2 т / l 2 \  ф2 яг2/Д ф 2
3 ) 2 4

И зм енение потенциальной энергии системы вы рази ли  
д еф о р м ац и ю  пруж ин  и угол п одъем а водила: ^ерез

П =  2 ^ -  +  да2ё'4 ' 0  —  cos Ф) =
^ __ D^\2 | m2g l

2

И спользуя  уравнени е  Л а г р а н ж а  второго рода, получа 
" , 1 2  r , u t i l + 4 c ( l  — D / 2 ) 2
^  Г ^  (9»ij + 6 яг2) d 2 +  8 яг2/ 2— 12тгЮ  v  ’

о тку д а  ч асто та  собственны х колебаний

Ф 2 .

^м

V- \2m2g l  — 48с ( / —■£>/2 ) 2 
(9яг, +  6 яг2) D 2 +  Sm2l 2— 12т2Ю  '

9. В процессе м ал ы х  свободных колебаний  ц и ли н дра  е»> 
нетическая  энергия ск л а д ы в ае т с я  из кинетической эн ерги ^ 0  ки_ 
щ ательного  д в и ж ен и я  и кинетической энергии поступател  в Ра ~ 
перем ещ ен ия: ^ного

7 = ( 1 / 2 ) / ф 2+ ( 1 / 2 ) т ( / - ф ) \
где J =  Qr~/2g — момент инерции массы цилиндра .

С учетом последнего

r = ( 3 / 4 ) ( Q / g ) / V .

И зм енени е  потенциальной  энергии системы вы зван о  ^ 
ж ен ием  (сж ати ем )  пруж ин  и подъем ом  ц и ли н дра  при e rQ acTH‘ 
ж ен ин  по вогнутой поверхности. П ри  повороте цилинд) дви- 
угол ф верхн яя  его точка  А см ещ ается  на величину S = 2 rq  а на 
т е н ц и ал ь н а я  энергия д еф о р м ац и и  п руж ин  По-

П 1 =  2с62/ 2  =  4сг2ф2.
П ри  отклонении ц и ли н дра  от п олож ен и я  равновесие, 

угол ф у гловая  коорди н ата  ф центра  его тяж ести  р ав н а  на

ф =Ф  r / ( R — r).

В таком  случае  изменение потенциальной  энергии пои 
ния ц и ли н д р а  *оже-
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n2=Q (R  — r )  (1 — cos }¥ )  =  -^ -Щ = т у -

П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и я  д л я  кинетической и потенциальной 
энергии в уравн ен и е  Л а г р а н ж а ,  получаем  уравн ен и е  м ал ы х  сво­
бодны х колебаний

/  2 q , 16 cq \  „ 
ф +  \ 3  (Я —0 +  3 ( ? ) ф —  ’

о т к у д а  с о б ств ен н ая  ч ас то та  колеб ан и й

1 /  --------£_
V 3 (R  —  r

16 cq
( R  —  r ) '  3 Q '

И з полученной ф орм улы  следует, что при R-*-r, р-+ оо, т. е. 
частота  колебаний в о зр астает  с уменьш ением  р ади у са  кривизны  
вогнутой поверхности.

10. _____________
p  =  V c / ( 2 m ) — g / ( 2 l ) .

И .  _____
■р= c / J m  = 2 2 4  с -1.

12. Д л я  реш ения за д ач и  удобнее всего воспользоваться  
уравнени ем  Л а г р а н ж а  второго рода.

В процессе колебаний  при отклонении с тер ж н я  А В  на н е ­
который угол ф от полож ен и я  равн овеси я  д иск  имеет  кинетиче­
скую  энергию

Г  =  т © 7 2  +  / т ф 2; =  ( 1)

где ф — угол закр у ч и в ан и я  стер ж н я .
Л и н е й н а я  скорость перем ещ ен ия  ди ска  v и у гл о вая  скорость 

с вязан ы  со скоростью  отклонения  стер ж н я  ф зависи м остям и

и =  /ф; я|з=(//7?)ф. (2)
П о тен ц и ал ь н ая  энергия системы р авн а  

П  =  сФ 2/ 2  +  mgy,
где у  — изменение вертикальной  координ аты  ц ен тра  тяж ести  
диска .

О чевидно, что

y  = l(  1— cos ф) s iп а ~  (frp2 sin  а ) / 2 . (3)
П од стави в  эти соотношения в уравн ен и е  Л а г р а н ж а  второго 

рода, получим
-  с (1 /Я ) г 4- m g l  sin а  п
ф + -------- --------------------- ф = 0 '

откуда  собственн ая  частота  колебан и й

У
с ( l / R ) ‘ +  m g l  sin а  

(3 /2 ) ml 2 -
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И з последнего соотнош ения следует , что частота  р о б р а ­
щ ается  в нуль (система неустойчива) при

sin а  = — сЦ ( m g R 2) .
13. П ри перемещ ении п о п лавк а  в верти кальн ом  нап равлен и и  

(напри м ер , вниз) на величину А х  возни кает  д о п олн и тельн ая  в ы ­
т а л к и в а ю щ а я  сила, р а в н а я  (n d2/4)yAx .  Д и ф ф ер ен ц и ал ь н о е  
уравнение  д ви ж ен и я  м ож но представи ть  в виде

[nil А х +  (n d 2/4)yAx]li  +  m 2A x { l32/ l i ) + c A x { l 22/ l i ) = 0 ,  
откуда  частота  собственных колебаний

Р =  V (nd2̂ / 4  +  cl22/ l x2) (nil +  m 2l 2l / l 2).

14. С оставим  д и ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнени е  движ ени я , ис­
п ользуя  уравнение  Л а г р а н ж а  второго рода.

К ин ети ческая  энергия диска

T = m v * / 2 + У Ф,2 -2 ,
где v — скорость д ви ж ен и я  диска  по н ап р авл яю щ ей ; <pv -— у г л о ­
в а я  скорость диска.

П о те н ц и ал ь н а я  энергия

П = m g ( R — r) (1— coscp).

Углы ф и ф! (рис. 214, а ) ,  а т а к ж е  скорость v связан ы  м е ж ­
д у  собой соотнош ениями

ф1 =  ^ - ф ;  v  =  (% —  r )  ф . (1 )

Рис. 214

С учетом последнего кинетическая  эн ерги я  диска  

7’= [ ( i ? - r ) / r 2] ( m r 2+ / )  (ф2/ 2 )  ■

П о д стави м  в уравн ен и е  Л а г р а н ж а  в ы р а ж е н и я  д ля  
ческой и потенциальной энергий:

(m r2+ / )  ф+ m g  [г2/  [R— г) ] s k u p = 0 .

кинети-

(2 )



П ри  рассм отрении м ал ы х  колебаний  (sintp^q)) частота  к о л е ­
баний p = V m g r 2/[(R — r) ( m r 2+ J ) ] .

П олучим  теперь д и ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнение  движ ени я , ис­
п ользуя  .метод Д а л а м б е р а .  И з  рис. 214, б м ож но запи сать

где N  — сила норм ального  д ав л ен и я ;  F — сила трения м еж д у  
ступицей и н а п р ав л я ю щ е й ,  преп ятствую щ ая  п р о ск альзы ван и ю  
диска.

У м н ож ив  уравнение  (3) на cos ср, а уравнени е  (4) на sin  ср 
и сл о ж и в  их, получим

И спользуя  у р авн ен и я  (1) и (5 ) ,  зап и ш ем  в ы р аж ен и е  д л я  си­
л ы  трения

В ы р ази м  координ аты  центра  тяж ести  ди ска  через угол <р:

П одстави в  в ы р а ж е н и я  (7) и ( 8 ) в уравнени е  (6 ) , получим 
у равнени е  (2 ) ,  вы веденное выше по методу Л а г р а н ж а .

15. Реш ен и е  этой зад ач и  аналогично  реш ению  зад ач и  14. 
Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  уравнение  м ал ы х  свободных колебаний  
имеет  вид

18. Р ассм о тр и м  произвольны й момент д в и ж ен и я  груза , ко г ­
д а  точка  ко н так та  см ещ ается  в полож ен ие  В  (рис. 215, а).  
П о лн ое  кон тактн ое  усилие р а зл о ж и м  на д в е  со ставл яю щ и е Nx 
и N y. Тогда ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравнени я  д ви ж ен и я  м ож но 
п редстави ть  в виде

где А х  и А у  — см ещ ен ия  центра  тяж ести  груза  при колебаниях .

т х =  — N  cos  ф +  F  cos ф; 

т у  =  N  cos  Ф +  / 7 s in  ф  — mg', 

/ ф =  — F r ,

(3)

(4)

(5)

т^соэф+г/эшф) = F — т ^ э т ф . (6)

F = — J ( R — r)y/r* . (7)

х — (R-—-г)э т ф ;  у — ( R — г) (1— совф). (8)

( т # 2- ) - 2 / ) ф + с # 2ф =  0,

где  ф — угол поворота  колеса.

16.

р  =  'Ротах =  и (*2 +  4 а2)/(12 +  а2 +  3 R d ) .

17.

( Q / g ) A x = N x; ( Q / g ) A y  =  N v— Q, (1)
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Рис. 215

И сп ользуя  принцип Д а л а м б е р а ,  рассм отри м  сумму момен­
тов всех сил относительно ц ен тра  тяж ести  гр у за  Сй

— / cA<p—N y (Л Всоэфф!— Ах)  cosAtp—N x (a-j-Д у ) .  '(2)

У читы вая , что Л Б  =  /?1Д ф 1 =  ̂ 2 (Д ф 1— Д ф), найдем  

Дф1 =  /?2 | ^ ; л я  =  / ? , / & ! ! ;  А х  =  а Д Ф.
Д ф 2

Т ак  к а к  Ay =  A B A q > = R iR 2 — величина высшего порядка
м алости , то , п о д с та в л я я  (1 ) в (2 ), получ аем  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
н о е  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я

( / с  +  arm)  Дф +  m g  (R{R 2/ A R  — а) Дф =  0. (3)

О т с ю д а  н аходим  ч астоту  со бствен н ы х  колебаний

р  =  V [ m g / ( J c  +  а?т)] (RXR 2/ A R  — а) .

В случае  в р ащ ен и я  м ахови к а  м ож н о  пренебречь ускорением  
силы т яж ести  и д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р авн ен и я  свободных коле­
баний гр у за  представи ть  в виде (рис. 215, б)

т А х = — N x+ m a 2r A W  ( Д Т  =  [а/ r )  Дф;

J сА(р =  N  ха — тыгг (RyAcpi— A x ) ,
где

Дф 1 =  Д ф ^ г /Д ^  и Дл:=аДф.

И с к л ю ч а я  из этих  уравнени й  Д ¥ ,  Д ф ь Дл: и N „  получаем



{ J c + a 2m )A cp+ rnazr [ ( R iR 2— aA R — a2A R / r ) A R [ A ( f= 0  
О тсю да находим  частоту  собственных колебаний груза:

19.
p  =  V [ m a 2r / ( J c-\-a2m)] (RiR i / A R  — a  — ar/г) .

р  =  ® У  R / l .

2 0 . Н а  рис. 216, а  п о к а за н о  полож ен ие  стойки в пр о и зво л ь ­
ный момент времени. В зяв  сум м у моментов относительно ш а р ­
нира, получим

— P I— m gy+P ia  =  0 . ( 1)

Т ак  к а к  P i = 2 c 2( y l— A y ) , а у i— уа / l ,  то после п р е о б р а зо в а ­
ний получим д и ф ф ер ен ц и ал ьн о е  ур авн ен и е  м алы х  свободных 
колебаний  м аятн и ка :

m y l+ 2 c 2{ ya / l — А у ) а — m g y = 0 . (2 )

П ро ги б  А у  (рис. 216, б) равен
А у — Р{1— а ) 2а / (3EJX) =  [а(1— а ) 2/ (3 EJx)](m y)

(при определении величины  Ау  силой тяж ести  пренебрегаем , 
п оэтом у  Р х =  Р1/а).

П осле  п реоб разован и й  из уравнени я  (2) получаем
2 с2а? / 1 — m g

У-
I ■ [ 2с,

аг (I—а)2
3 EJ х

Ч асто та  собственных колебаний

У =  0.

' = / :

2 c2a2/ l  — mg

т \  I +  2с,
а2 (1 — а.у 

3 E J X
■ у = о.
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При E J X=  со и а =  1/2 ц олучаем

P  =  V c / ( 2 t n )  — g / 2 l .
21.

р = с о У  t n r l /  J  в-

22. П ри  м алы х  к о л еб ан и ях  точечной массы  т  на нее д ей ст ­
вуют силы (во вр а щ а ю щ е й с я  систем е  к о о р д и н ат) ,  показанные- 
на рис. 217, а :  си л а  инерции / = — т г /0,«* ц ен тр о б еж н ая  сила  
инерции F = m a 2(R + l) ,  с и л а  инерции К ори оли са  (из-за  о т н о ­
сительной скорости д в и ж ен и я )  / 7к=2тсог/о и силы Q и N,  дейст-

Рис. 217

вую щ ие со стороны упругого стерж ня . П ри  м алы х  к олебан и ях  
м ож н о считать, что м асса  т  см ещ ается  только по оси у, поэто­
му, воспользовавш ись  принципом Д а л а м б е р а ,  получаем  сл еду ю ­
щ ие д в а  у р авн ен и я  (проек ти руя  силу F  на оси у  и z и считая  
угол  [} м а л ы м ) :

m y 0+ Q — m u 2y 0= 0 ,  (1)

2та>уо+гп(х)2 (R + l ) = N .
П р и  м а л ы х  ко л еб ан и ях  влиянием  си лы  К о р и оли са  на осевое 
усилие м ож н о  пренебречь , т. е. м ож но п олож ить

N = m a 2(R + l ) .  (2)
Р а с с м а т р и в а я  изгиб стер ж н я  (рис. 2 1 7 ,6 ) ,  получаем  у р а в ­

нение
E J*y"— f a - y ) N ± Q L l - z ) ,



или

Р еш ен и е  у р авн ен и я  (3) имеет  вид
у  = С\ ch а 2  +  С2 sh az- \ -y0— (Q/W) (/— 2 ) .

И з  краевы х  условий: z = 0 , у = 0 ,  у '  =  0  находим  Ci и С2

C { =  Ql /N — у 0] C2= - Q / ( a N ) .  (5)

Т а к  к а к  при z = l  у = у о ,  то из (4) с учетом соотношений (5) 
получаем

Q[(l/N)  ch a l — (1 / a N )  sh  al]— y 0 ch a = 0 .  (6 )

В оспользовавш ись  уравнени ем  ( 1 ) ,  исклю чим из (6 ) Q. П о с ­
л е  чего получим уравнени е

ala^EJ г 9 г\ iT\
у 0 +  [ ( a I ch al  — sh al )  m У0 '

М ож н о  п о к азать ,  что при со =  0 (a -> 0 )  после раскр ы ти я  н е­
определенности  скоб а  в уравнени и  (7) р ав н а  3E Jx/ m l 3, а это 
соответствует  частоте  собственны х колебаний точечной м ассы. 
Ч асто та  колебаний  стер ж н я  равн а

Р - Р о  / з т а ° h’̂ - s U  - З Т Г Т Ш  ( P . - Z E J M m P ) )  (8)

В в ы р а ж е н и е  (8 ) входит прои зведени е  аI, которое связан о  
с  угловой скоростью  со и частотой собственных колебаний  ро 
массы  соотношением

a l = Y  3 ( l + R / l )  (w/po).
23. Если к  м ассе  т  п р и ло ж и ть  силу  (стати чески ) ,  н а п р а в ­

ленную  по оси у  (рис. 218, а ) ,  то на стерж ен ь  будут  д ей ствовать  
силы  Q и N,  равны е

(3)
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Q = P + m a 2y 0; (1> 
N=Ma>2(R + l) .  (2)

П о н и м ая  под ж есткостью  ст ер ж н я  отнош ение с = Р /у 0, н а й ­
дем  у 0, воспользовавш ись  п ри бли ж ен н ой  ф орм улой д л я  п роги ­
бов при продольно-поперечном изгибе:

y 0= y / { l  +  N / P , ) t (3)
где

y = Q l 3/ ( 3 E J x).
П о д стави в  в вы р а ж е н и е  (3) соотнош ения (1 ) ,  (2 ) ,  после  

п реоб разован и й  получим

у ф  -
С ледовательно , ж есткость  системы (с учетом цен тробеж н ы х  

сил инерции) р авн а

с =  с0[ 1 +  ( 4 / я 2) ( а О 2]— гаю2,
где

c0= 3 E J x/ l 3; a 2= N / ( E J x ) = m ( o z { R + l ) / E J x.
З н а я  ж есткость , находим  п р и бли ж ен н ое  вы р а ж е н и е  д л я  ч а ­

стоты собственных колеб ан и й  массы  га:

P i = P o V 1 +  (4/л2) ( ^ ) 2- з ( 1 + Х о • (4>
Ч и словы е  зн ач ен и я  отнош ений р[р0 и pi/po при R  = l п р и веде­

ны ниже:

а/1 . .  . 0 ,5 I 2 3 4 5 6 7

PlPo ■ ■ . . 0,701 1,111 1,382 1,732 2,108 1,443 1,091 0

PlPo . ■ . . 1,031 1 ,1 1 2 1,391 1,761 2,176 2,614 3,066 3,527

Г р аф и к и  изм енения  отнош ений р/ро  д л я  точного реш ения 
[ф орм ула  (8 ) в реш ении за д ач и  22] и р , /р 0 [ф ормула  (4) в р е ш е ­
нии за д ач и  23] приведены  на рис. 2 1 8 ,6 .  И з  гр аф и к о в  следует, 
что только  в и н тервале  значений al  от 0 до 4 р  и p t м ал о  р а з ­
ли ч аю тся  м е ж д у  собой (м аксим ум  на 4 % ) .  П ри  а / > 4  п р и б л и ­
ж ен н ой  ф орм улой  (4) при определении частоты  п о л ьзо ваться  
нельзя .

24. Н а  рис. 219, а  п о к азан о  полож ен ие  массы  т  в состоянии 
р авн овеси я  с учетом сил инерции (м асса  см ести лась  н а  ую)  и 
при колебаниях , когда  м асса  га им еет  ещ е д оп олнительное  с м е ­
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щение у гк, зав и ся щ ее  от времени. Н а  рис. 2 1 9 ,6  п о к а з а н а  
масса с дей ствую щ и м и на нее си лам и  при колебаниях , где F2V 
и Ftz —  проекции силы F2 (см. рис. 219, a ) ,  J —  сила  инерции, 
Q и N  —  силы, дей ствую щ и е на  м ассу  со стороны упругого- 
стержня. К р о м е  приведенны х сил на массу  будет дей ство вать  
еще сила К о р и оли са  (см. реш ение за д ач и  22 ) ,  которой п р к  
малых колебаниях прен ебрегаем .

У равн ение  д в и ж е н и я  массы  т  имеет  вид
J-\-E2y— Q = 0

или
m {y2k— HI®2 (1\-\-У\0 +  У2к) + Q  =  0. (1)'

С илы  Q и N  м ож н о  н редстави ть  в виде
Q ==Q o+A Q ; N F 2z=mu)'2l, (2)

где  Q o = t f i ( o 2 ( / i  +  « / i o ) — сила, д ей ству ю щ ая  на  массу  в о ткл о ­
ненном состоянии равновесия;  A Q — до п о л н и тел ьн ая  сила, 
вы зв а н н ая  колебан и ям и .
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С и л а  N  при м ал ы х  ко л еб ан и ях  (без учета  силы К ориоли са)  
-остается неизменной к а к  в статике, т а к  и при колебаниях .

С учетом соотношения (2) уравнени е  (1) приним ает  вид

myth— m a 2y 2k +  AQ  =  0. (3)
Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  уравн ен и е  изогнутой оси стер ж н я  имеет 

вид

EJxy " — — N  (Ую-^Уы— — z ) . (4)
Т ак  к а к  у = у\ +  у 2 (см. рис. 2 1 9 ,6 ) ,  то, исключив из у р а в ­

нения (4) слагаем ы е , х а р а к т е р и зу ю щ и е  состояние равновесия , 
получим

„2„ ---------а 2 y2 k + b Q _ ( i _ z yу2' — а 2у 2 = (5)

Реш ен и е  уравн ен и я  (5) имеет  вид
у 2 = С х c h a z + C 2 s h a z + y 2k— (AQ/N)  ( t— z ) .  (6 )

П ри Z = 0 д о лж н ы  вы полняться  условия  г/2 =  0 , у 2' =  0, что 
возм ож н о  при

C 1= (A Q /y V )(Z - i /2fe); C2= - A Q / ( a N ) .  (7)
И з в ы р а ж е н и я  (6 ) при z = l  получаем  (с учетом соотно­

ш ений (7 ) )  зависи м ость

АП =  ,1 RJx  (a l )3chal
к / 3 (al  ch al  — sh a I9

О кон чательно  уравнени е  м алы х  колебан и й  массы  т  з а п и ­
сы ваем  в виде

E J х (aI)3 ch al
^ 2к ~Ь £ ml 3 ( a I c h a / — s h a Z )  

Ч астота  колебаний  массы  т  равн а

со У 2к =  0-

Р =  Ро V '

ЭЕ

(рис. 2 2 0 ) -

( a / ) 3 ch а I
3 (al  ch al  —sh al)

25. У равн ение  м ал ы х  колебаний

ml

массы  m имеет вид

Рис. 220
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т у к— mco2i/K+ Q  =  0 . 

З а п и ш е м  уравнени е  изогнутой оси стерж ня: 

EJ,xy " = N  (yK— y) +  Q{l— z ) ,

(1)

или

у " < а гу = а 2у к<  ( Q / E J X) ( l— z ) . 

П осле  реш ения  у р авн ен и я  (2) имеем
y = C l cos a Z + C ,  s in  aZ -\ -yK- \ - ( Q /N )  {l— z) .

(2)

(3)
Т а к  к а к  при z = 0  y  = y '  =  0, то д л я  постоянны х С\ и С2 по ­

л учаем

П ри  условии z  = l имеем у = у к и из уравн ен и я  (3) получаем  
зависи м ость

Q = [ E J xa 3 cos a l /  (s in  a l —a  I cos al)]yK.
И склю чив  из (1) Q, получим уравн ен и е  м ал ы х  колебаний  массы 

Ук +  ро2{ ( a / ) 3 cos a / / [3 ( s in  at— a / c o s  al)]— (со/'р0) 2}У к=0.

Ч асто та  колебаний  р авн а

Р =  p 0 l / ( a / ) 3cos  a / / [ 3  (sin  a l  — a l  co s  al)] — (со/ р 0)2.

26. В этом случае  на  груз, отклоненн ы й от п олож ен и я  р а в ­
новесия на величину у 0, действует  кром е  силы инерции т у 0 и 
силы упругости су0 ещ е ц е н тр о б е ж н а я  сила, р а в н а я  /псо2Уо, т. е. 
ди ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнени е  д в и ж е н и я  имеет вид

Т аки м  об р азо м , частота  собственны х колебаний 

р = У  с/щ,  — со2,

при с / т  — а>2р  — 0, т. е. д в и ж е н и е  стан ови тся  неустойчивым

28. Рассмотрим отклон ен н ое  от полож ен ия р ав н о в еси я  с о ­
стоян ие  массы т, (рис. 221, а). В с о о тв етств и и  с принципом 
Д а л а м б е р а

С\ =  —  (Ук+ Q l f N ) ;  C2= Q / ( a N ) .

m < /o + (с— т с о 2)г / о = 0 .

27.

р = У  2 Т  о/(ml).

m y =  — Т 0у / х 0 — Т 0у / ( 1 — х  о)
или

у  - \ -T 0y l / \ m x 0 (l х 0)] 0 .

О тсю д а  частота  собственны х колебаний

P  =  V T  0l / [ m x 0 ( I
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Рис. 221 1

Г р аф и к  этой зависимости  приведен на рис. 221 ,6 .
29. В процессе  в ерти кальн ы х  колебаний  на груз дей ствую т 

си ла  инерции mv,  сила  тяж ести  m g  и в о с с та н а в л и в а ю щ а я  си ­
л а  N = oF.  Д и ф ф ер ен ц и ал ь н о е  уравнени е  д ви ж ен и я  имеет вид

mv-\ -aF — mg,  (1)
где

и =  ̂ со +  Ах.

П олное  н ап р яж ен и е  а  в тросе м ож н о р а ссм атр и в ать  как  
сумму статического н а п р яж е н и я  и н а п р яж ен и я ,  вы званного  у д ­
линением  троса  Ах при к олебан и ях  груза:

aF = m g  + EFAx/x ,  (2)
где

x  = Ra>t = vt
С учетом (2) представи м  уравнение  (1) в виде

m A x + A x E F / ( v t ) = 0 .  (3)

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  уравнение  (3) яв л яется  уравнением  Б е с ­
селя, общий ин теграл  которого мож но п редстави ть  в виде

А х = С \  ( t i ) / i  (т) +  С2тУ 1 ( т ) ,  (4)

где Ci и С2— постоянные интегрирования; т = 2 У  E E t / m v  — 
б ез р аз м е р н а я  п ерем енн ая ; 1\ и Y \ — ф ункц ия  Б ессел я  первого 
п о р я д ка  первого и второго рода соответственно.

Вычислим скорость дви ж ен и я  массы т:
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4 * " Т Г  £ - { С .  - S [, 7 1 ( » ] - с = Ж  [хк, ( , ) ] } f £ .  (5)

И сп о л ьзу я  известны е соотнош ения м еж д у  ф ункциям и Бессе­
л я  нулевого и первого  п о р яд ка ,  получим

т/о(т) =  А [ тЛ (т)]; т^ о(х) =  (т)].

П редстави м  уравнени е  (5) в виде

A X = [ C J 0(r) +  C2Y0(x)][2EF /  mv)].  (6 )

П остоянны е и н тегрирован ия  найдем  из граничны х условий 
зад ач и  (при t = t0\ Д х = 0 ;  Ах=Алг0):

С , =  - Л Г ,  (То); С 2 =  Л / 1 ( т ь);

л = ____________________________
(То) Г 0 (т„)— / 0 ( t 0) Y I (т0)

Окончательное решение зад ач и  получим в виде

Ax  = Ax[h  (то) У, ( т ) - У ,  (то) Е/> (т)]. (7)
Н айдем  последовательны е моменты времени, в которые дви­

ж у щ а я с я  м асса  проходит через полож ение равновесия, т. е. мо­
менты времени, в которых А х = 0 .  И з (7) следует, что эти про­
м еж утки  времени определяю тся  соотношением

Л (т)/УI (т) =I[  ( t 0)/Yi ( т 0)  = c o n s t .  (8)
В соответствии с условиям и зад ач и

т0 =  2 V E F t 0/ m v  =  2 )Л0>°. 10“5 1 /(1 0 0 - 1) =  63,2.

И з реш ения уравнения  (2) получаем  значения моментов 
времени т„, в которых удлинение троса  равно статическому.

Рассм отрим  частный случай начальны х условий. Будем счи­
тать, что tо =  0. В таком  случае / о(0) =  1, У0 ( 0 ) = о о .  В связи с 
ограниченностью  скорости из уравнения  (6 ) следует, что С2 =  0, 
а С х= A x m v / (2EF)  и решение приним ает  вид

А х = т / ,  (т) A x0m v / ( 2 E F ) .
О тсю да следует, что Ах  равно нулю при / ,  (т п) = 0 .  Д л я  н а­

хож д ен ия  корней %п воспользуемся справочником [21 (tj==3,83: 
т 2 =  7,01; т з =  10,17 и т. д . ) .

М оменты времени tn, в которые Ал: равно нулю, равны
tn—r j m u /  (4E F ) .

30. Д л я  составления ди ф ф еренц иального  уравнения д в и ж е­
ния груза  применим уравнение Л а г р а н ж а  второго рода. П оло­
жен ие  тела  в любой момент времени определяется  двумя коор­
д инатам и: углом отклонения от полож ения статического равно­
весия ф и длиной разм отанной части троса  I. П оскольку I— 
=  a R t  — известная функция времени, в качестве  обобщенной 
координаты  выберем  угол ф.
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Кинетическая  энергия д ви ж у щ его ся  груза  в д ек ар то вы х  
координатах в ы р а ж а е т с я  в виде

Т =  0,5 пг(х2+ у 2),
где

A: =  / s in (p ,  y  — l coscp.
С учетом этого кинетическая  энергия груза  р авна  

T = 0 ,5 tn [ ( l sin <р +  /ср cos ф ) 2+  ( I cos ф— /ф sin ф ) 2 =

0,5 m  (/2+ / 2ф2)] (1)
П о тен ц и ал ьн ая  энергия груза  в отклоненном полож ении

Tl =  m g l ( \ — с о э ф ) .  (2 )

П о д ставл яя  уравнени я  ( 1 ) и (2) в уравнение Л а г р а н ж а

- Л Ё Ц + “ о.
dt  [ д <р /  <*Ф

получим ди ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнение  д в и ж ен и я  в виде 

Ф +  (2 / /7 )ф +  (g/l)  s in  ф  =  0.

П о л а г а я  отклонения  м ал ы м и  ( э ш ф ^ ф )  и уч иты вая  за в и с и ­
мость длины  разм отан ной  части троса от времени ( l = a R t ) ,  по­
лучим д и ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнени е  м ал ы х  свободных к о л е ­
баний

Ф +  2 ф / / - ) - ^ ф /  {(oRt) =  0 .  ( 3 )

В случае  подъем а груза  свободная  д ли н а  троса  в лю бой м о ­
мент времени t (п о л агая  l0=a)Rt0) р авн а

l=lo— bnRt==(aR (t0— t) =ti)Rt\,  (t\ = to— t ) , 

и диф ф ерен ц и альн ое  уравнение  дви ж ен и я  п ри ним ает  вид

Ф /,— 2ф/ ,/*! +  C T /(c o ^ , )  =  0. (4)

Реш ен ие  уравнени я  (3) м ож но представи ть  в виде

Ф = ( С 1/ т ) / , ( т )  +  (С 2/ т ) У 1( т ) ,  (5)

где / , ( т ) ,  К2 (т) — ф ункции Бесселя  первого пор ядк а  первого и 
второго рода соответственно; T =  2 K g '^ i / ( c o /? ) .

П остоянны е интегрирован ия  найдем  из нач альны х  условий 
задачи  (при t = t 0, ф =  фо, Ф  =  0) .  Д и ф ф ер ен ц и р у я  уравнение  (5) 
по времени t с учетом известных соотношений [2 ]: 

d
" Г  7I w ] —

(где h { i ) ,  Y2(т ) — ф ункции Б есселя  второго п оряд ка  первого 
м второго рода соответственно),  получим
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ф  =  —  ( C i / 2 ( t ) / t +  С 2 У 2 ( т ) / т ) .

И з н ачальны х  условий находим

С, = фотоК2 (то)/[/ , (то) У2 (т0) - / 2 (то) У, (т0)];

С2 = - ф о Т о / 2  (Т о) ДЛ (То) ^ 2  (т0) — / 2  (т0) ^1 (т)].

П одстави в  полученные в ы р а ж е н и я  д л я  постоянных интегри­
ровани я  С, и С2 в уравнени е  д ви ж ен и я  (5 ) ,  получим

Т° Л  (т ) ^2  ( т 0) — К,  (т)  / 2 ( т 0)
— Фо" Т ^1 (То) У 2 ( т 0) ^2 ( т в) К 1 (Т 0)

Р еш ен ие  уравн ен и я  (4) т а к ж е  м ож н о представи ть  в функ­
циях  Бесселя :

Ф =  т 3[С 1/ 3 ( т ) + С 2 У3 (т )] ,
где / 3 (т) и У3 (т) — ф ункции Б есселя  третьего п оряд ка  первого 
и второго рода соответственно.

П остоян ны е интегрирован ия  определим  из начальны х  усло­
вий задач и ,  подобно тому, как  это выполнено в примере 29. 

О кон чательно  получаем

m =  m —  l i ( - c ) Y 2 ( t a) —  Y , { x )  1г (т„)
Ф То2 / .  (т„) К, (Т0) — К, (Го)/ ,  (т„) ■

С лучай  опускания  груза  рассм отреть  сам остоятельно.
31. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  уравнени е  м ал ы х  свободных коле­

баний системы с одной степенью свободы имеет вид

т у + с у = 0 , ( 1 )

где у  — верти кальн ое  перем ещ ение груза ;  с — ж есткость  си­
стемы.

Д л я  определен ия  ж есткости  системы при лож им  в точке н а­
хож ден и я  массы т  к б алк е  единичную  силу Р. Тогда  ж ест ­
кость с = \ / у 1 (у ( — прогиб от единичной си л ы ).

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  уравнени е  изгиба б ал ки  на упругом ос­
новании имеет вид

EJxy lv+ k y = О,
или

у 1 v + 4 p41/ = o ) (2 )
где

4 р4= £ / ( £ / * ) .

П редстави м  решение уравнения  (2 ) в виде
У = У (0) v t+ y '  (0) v . + y "  (0) v3+ y " '  (0) i>t , (3)

где y ( 0 ) ,  у '  (0 ) ,  . . . — значения  прогиба и его производных в н а ­
ч але  координ ат  (при х = 0 ) ;  ь \ ( х ) — функции К ры лова :
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v 4 =  -j^sT (ch fix s in  {to — sh fix cos (to).

П олагая ,  что н ачало  координ ат  находится  посредине б алки  
(в  точке закр еп лен и я  м ассы ) ,  зап и ш ем  граничны е условия  д ля  
определения у ( 0 ) и у '  (0 ) и т. д.: 
при х = 0 у ' =  0, у " ' =  — \ / 2 E J x, 
при х = 1 / 2  у — 0 , у "  =  0

Учитывая, что v / — — 4р4и4, u2‘ =  y f, у31 =  «2; v l' =  u3, найдем

/Пч =  _2|^_ г>г (рг/2) г/3 ф//2 ) — у 1 ([У/2) t>4 ($1/2)
У '  > Jl  Ь v 12 (Pl /2) + W v 32 (pi /2)

Вычислим ж есткость  системы с = 1 / у 1. С н а ч а л а  определим  (5:

f, =  V  к /(4Е.1Х)- Р = 1  м - 1

Тогда р / / 2 = 1 - 2 / 2 = 1 ,  с = \ / у 1. П о сл е  вы числения получаем  
с = 9 ,4 4  к Н /м .
Ч астота  собственных колебаний

р  =  =  К 9440/100  ̂  9,7 с- '.
32. А налогично реш ению  задачи  31, уравнение  изгиба б а л ­

ки имеет вид
у =  Civ l -\-C2V2-\-C3v3-\-ClvIk.

Р а с п о л а га я  н ач ал о  координ ат  в левой  край н ей  точке балк и ,  
получаем С, =  С2 =  0. Д л я  сечения х = 1  имеем у "  — 0, 
E Ixy " ’=  — 1. И сп о л ьзу я  эти граничны е условия, найдем  п р о ­
гиб от единичной силы:

л  £У* »,* 0Ю +  4P4v, «Ю »4 (РО ‘
Учитывая, что р = 0 , 0 1 с м ^ 1 и р / = 1 ,  найдем  ж есткость  си ­

стемы
с =  1 / у и или с = 3 , 8  к Н / м  

и частоту собственных колебаний

р  =  V 'c T rn  =  V 3800/20 =  13,8 сГ1.

33. Ж естко сть  системы оп ределяется  так  же, к а к  и в з ад ач е
31. Д л я  определен ия  начальны х  п ар ам етр о в  в уравнени и  (3) 
реш ения зад ач и  31 имеем следую щ ие условия: при х = 0  у =  0 
и у ' = 0, при х = 1  у'  =  0 и Q =  EJxy =  — 1/2. В таком  случае  п р о ­
гиб б ал к и  в месте закреп лен и я  груза  (х=1)  от действия  еди ­
ничной силы равен

, 1 «.‘ ( Р О - М Р О М Р О
2E J X v t (p /) v ,  (PO +  4p<t/3 (PO v t  (pf) •

В рассм атриваем ом  случае

' ° г = ~ ^ г  s h p.v s in
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р / =  / | /  k / £ J x> или =  0,25, 

а частота  собственны х колебаний гр у за

Р =  у  -------^77-— , ИЛИ р  =  К1 С-1 .
^  У туЛ1 ) у

34. М етод  Р е л е я  основан на  равен стве  м а к си м ал ьн ы х  зн а ч е ­
ний кинетической и потенциальной  энергий при к о л еб ан и ях  кон­
сервати вн ы х  систем:

7 'т а х  =  П т а х -

М а к с и м а л ь н а я  ки нетическ ая  энергия системы
i

^ m a x  =  0 ,5 m y ft2 +  0 ,5  ^ m 0y2dz.
о

З д е с ь  второе с л агаем о е  п р е д с та в л я е т  собой наи больш ее  з н а ­
чение кинетической энергии б алки .

М а к с и м а л ь н а я  п отен ц и ал ьн ая  эн ерги я  (эн ерги я  изги ба  б а л ­
ки)

П т а х  =  0,5 сукг.
З д есь

c = 3 E J K/ l 3.
П рогиб  б ал к и  при к о л еб ан и ях  м ож н о  представи ть  в виде 

y ( t ,  z ) = y l (z )s in  pt.

Ф ун кци я  y i ( z )  д о л ж н а  качественно соответствовать  о ж и д а ­
емой ф орм е  колебан и й  и уд о влетво р ять  граничны м  условиям  
зад ач и .

В р ассм атр и в аем о м  случае  в качестве  yi{z)  м ож н о  взять  
уравнени е  прогибов б ал к и  от д ей стви я  некоторой силы Q, п р и ­
лож ен н о й  к м ассе  т  (рис. 222) .  П ри  этом

, ч Q13 Г 3 /  г  V  1 /  г  \ s]
У\ (?) — E J x  2 [  I J 2 {  I ) ‘

Э та  ф ункц ия  у довлетворяет  всем граничны м  условиям  з а ­
дачи  (при 2 = 0  y i = y i '  =  0, при z = l  у " — 0 ) .  Вычислим м а к с и ­
м ал ьн о е  значение кинетической эн ерги и  системы:
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Т  — •1 max —
Q / 2 V  , т,р> / Ql* \  С 3 /  г  у  1 ( г  V  

2 j )  2 ^  )  2 [ l3 E J , d z ,

или

T’maх =  "^Г (  i p  r ) ( w -)-Ц/WoO’

г
г д е  ц =  - у  ^ =  0-236 — коэфф ициент при ве­

д ен и я  массы системы.
Н аи б о л ьш ее  значение  потенциальной энергии

r W = ( c / 2 ) [ Q / 3/ ( 3 £ /* ) J 2.

П р и р а в н я в  Т max И П т а х ,  НЭХОДПМ СОбСТВвННуЮ ЧЭСТОТу KO-
л ебан и й  системы по ф орм уле

р  =  V с / (m  +  v m j )  =  У с / [ д а  +  (33 /140) щ а1\-

35. Р еш ен и е  зад ач и  аналогично приведенном у выше. В ы б е­
рем  ф ункцию  прогибов б ал к и  в виде

У\ (z) = y o sm n z /2 l .

Тогда коэф ф иц иент  приведения  массы
21

И =  тИ s in 2 l r d2:’
о

а собственн ая  частота  колебаний

p  =  V c / ( t t i - \ -  rtioL),
где c = 6 E J x/ l 3.
П о сл е  вычислений п олучаем  ц = 1 .
Е сли  в качестве  функции прогибов принять прогибы от неко ­
торой  сосредоточенной силы, п ри лож енной  к м ассе  т,  то коэф ­
ф ици ент  п ри ведени я  массы  б ал к и  ц = 3 4 / 3 3 ^ 1 , 0 3 .

36. Ф о р м у л а  д л я  вы числения собственной частоты к о л е б а ­
ний им еет  вид

P = V c / ( m  +  v>ni\),

где с —  ж есткость  системы; m s — коэф ф и ц и ен т  приведения м ас ­
сы; ц — р асп р ед ел ен н ая  м асса  системы.

П а р а м е т р ы  с и ц  д л я  схем, приведенны х на  рис. 32, а— е, 
соответственно равны :

c =  G d 4/ ( 8 Z ) ;3), 0,333;

c =  E J x/ l 3 ц » 0 , 1 2 1 ;  

c =  9 6 E J x/ 7 l 3 ц ж  0,445;
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c =  2 4 £ V * / /3  ц « 0 ,3 7 1 ;

с =  3 E J  xl 3/(a?b3) p. « 0 , 5 2 2 ;

c =  n d 4G/(66a)  ц « 0 , 0 4 ,

где i — число витков пруж ины . К оэф ф ици ен т  ц (см. решение 
за д ач и  34) оп р ед ел яется  с учетом конкретны х краевы х  усло­
вий схем, приведенны х на рис. 32.

Д л я  схемы, приведенной на рис. 32, е, в ф орм уле  д л я  о п р е ­
д ел е н и я  частоты  собственных колебан и й  необходимо зам ен и ть  
величину m на  /  (момент инерции м а с с ы ) .

§ 2. Свободные колебания систем с учетом сил сопротивления

37. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  уравнени е  м ал ы х  свободны х к о л е б а ­
ний в а л а  смесителя  имеет  вид

7 ф  +  аф  +  с ф = 0 ,

или

Ф +  2 т р  + . / ?2Ф =  0>

где
2 n = a / J ,  p z= c / J .

П о  условнию  зад аи и , п =  1 ,2 /(2  • 0,5) =  1,2 с-1; р 2=  Gjtd4/ ( 3 2 /7 )  =  
=  19,6 с-1, или р = 4 , 4 3  с-1 .

Т а к  к а к  р > п , то наступ ает  затухаю щ и й  периодический р е ­
ж и м  и реш ение у р авн ен и я  свободны х колебаний  ( 1 ) имеет вид

Ф = е ~ 1'2' (C icos4,25H -C2sin4,25^). (2 )

П остоян ны е  и н тегрирован ия  С\ и С2 найдем  из н ачальн ы х  
условий задачи : при t =  0  ф =  фо (фо —  угол скручивани я  в ал а  
при его р авном ерном  вращ ен ии) и ф = 0 .

П р и  равн ом ерн ом  вращ ении в а л а  со скоростью  Q угол скру­
чивания

Ф о = — aQ/c .
И сп о л ьзу я  н а ч аль н ы е  условия, найдем, что С 2= 0 , С i = — а  й / с .  
С учетом этого уравнени е  д ви ж ен и я  (2 ) п ри ним ает  вид

Ф =  — e ['2t co s  4 ,25t.

В рем я  t., в течение которого ам п л и ту д а  колебаний у м ен ь ш а­
ется  в 10 раз,  находим из условия  е~' ’21* = 0 ,1 ,  откуда /* =  1,9 с.

38. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  уравнени е  д в и ж е н и я  имеет вид

Ф-+ 2 /гф +  р 02Ф = 0 ,
п пН Z>,s .

г д е  2 Д =  у4~д  _ £ )  Pv’ У — момент инерции цилиндра.
Вычислим



. GJn 8- 105nrf532 

рй = T 7  =  ~ 1 c
и  2 «  =  0,046v. 

П оскольку
2 л  с  г-6,5 с,

\  Ро2 — п
окон чательно  получаем

«  =  ] /  Aj2- ^ =  ] / l , 0 2 2 i ^ - =  0,295 с""' и v =  12,826 м2 / с .

39. В оспользовавш ись  методом сил, получим следую щ ее д и ф ­
ф ерен циальн ое  уравнени е  м ал ы х  свободных колебаний м а с ­
сы т\

У =  Ьп(—m y ) + 8 i2(— a y  к ). (1)
У равнение (1) содерж и т  еще одно  неизвестное y h, т ак  как  

си л а  сопротивления  п р и ло ж ен а  не к м ассе  т,  а к безы н ер ц и о н ­
ной б ал к е  в точке К , поэтому надо  р а ссм атр и в ать  ещ е одно 
уравнение, св язы в аю щ ее  см ещ ение точки К  с силами, д ей ств у ю ­
щ им и на систему 

П о методу сил,
Ук=б2\ ( —т у ) + 8 22(— а у к ). (2)

И сследован и е  свободны х колебан и й  массы  т  сводится  т а ­
ким о б р аз о м  к реш ению  системы уравнени й  (1) и (2 ) .  Р е ш е ­
ние м ож н о искать  в виде

y = A d u \ у к =  Веи .
В р езу л ьтате  получаем  х ар актер и сти ч еско е  уравнени е  

третьей  степени вида

a ( j ^ - j ^ U 3 +  = U 3+  »— =  0 .
\ 0*1 О ц  J O21 ОцО|2*Н 611621^

Р а ссм о тр ен н ая  за д а ч а  относится к з а д ач а м  с «дробным
числом степеней свободы» (в дан ном  случае  «полторы степе­
ни свободы »),

40. С оставим  ди ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнение  д в и ж ен и я  диска . 
Н а  ди ск  дей ствует  инерционный момент — /ф , момент сил со ­
противления  пруж и н ы  — Сф и момент сил вязкого  сопротивле­
ния д ем п ф е р а  — аф. П о это м у  м ож н о зап и сать

/ ф 4 - а ф +  Сф =  0 ,
или

Ф +  2Яф +  р2ф =  0  =  0,

г д е  J  —  =  1,57• 10 ~з к г -м 2; 2n =  a / J ;  p t ^ c / J .
Ж е с т к о с т ь  пружины
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Частота собственных колебаний системы без демпфирования 

p =  V c / J , р =  24,3 с-1.

Логарифмический декремент определяется как б =  /гт0, где 

т0 =  2n / ) f  р 2 — п2. Отсюда приведенный коэффициент силы вяз­
кого сопротивления

п = Ь р /У Ь 2^  4л2; п — 5,64, 

а коэффициент момента вязкого сопротивления

a= 2 n /t= 2 - 5,64/1,57• 10-3= 7 ,18- 103 Н-м-с.

41. Дифференциальное уравнение свободных колебаний за­

пишем в виде
а  ■ cl + mg n

*Р +  2^7 (Р + - 2 ^ Г (Р =  0’

где a  — коэффициент момента вязкого сопротивления движе­
нию.

Частота собственных колебаний системы без затухания

p =  V (cly  mg)/2ml.

По формуле c =  Gd4/  (803/) находим с =  333 кн/м и, следова­
тельно, р =  14,0 с-1.

Период затухания колебаний

т0 =  2 я /] /р 2 — /г.2.

откуда

п — У р 2 — 4п2/т02.

После подстановки и вычисления получаем п~ 12,5 с-1.
Коэффициент сопротивления движению найдем из условия

2п = а / (2m l) ,

т. е.
a = 4 n m /= 4 - 12,5-10-0,15 =  75 Н-м-с.

42. При движении поршня в жидкости на него кроме силы 
инерции md2y/dt2 и силы упругости пружины су действует сила 
сопротивления, развиваемая демпфером. Эта сила пропорцио­
нальна скорости протекания жидкости через отверстия в порш­
не и, следовательно, скорости движения поршня:

F=ady/di.

Воспользовавшись принципом Даламбера, получим диффе­
ренциальное уравнение движения поршня

y+2ny+p2y = 0 .  (1)



Учитывая начальные условия задачи (при t — 0, у—у$, Уо~ 
=  0), представим решение уравнения (1) в виде

У =  Уое~п*cos [V pP — n2-t). (2)

Приведенный коэффициент вязкого сопротивления вычис­
лим по формуле

п =  [4л\х,Н /  (mz)](D /  е)А.

После вычисления получаем п~ 5,42 с-1 и р2 =  с /т  =  3 ■ 103/  
/2,73=1098,9 с-2.

Время t, в течение которого амплитуда уменьшается в 
два раза, найдем из условия г/=0,5г/0- Подставляя полученные 
значения п и р в уравнение (2), определим время, в течение 
которого происходит уменьшение амплитуды колебаний в два 
раза:

0,5у0 — у0е-п/',

откуда находим ^  =  0,14 с.
43. При движении груза на него действуют сила инер­

ции — тх, сила сопротивления пружин 2сх и сила вязкого со­

противления жидкости ах. С учетом этих сил дифференциаль­
ное уравнение движения груза представим в виде

х+2пх+р2х = 0,

где п — а/2да =  500/2• 50 5 с-1; р 2 =  2с / т - = ^ ^  =  40 с~2.
ои

Учитывая начальные условия, получим решение уравнения 

движения груза в виде x =  x0e~nt cos pxs, где P\ =  V p 2 — ti2 =  
=  3,87 с-1. Время затухания колебаний tт найдем из условия

откуда

* 1  In 100 =  1  In 100 =  0,92 с.п О

44. В соответствии с принципом Даламбера составим диффе­
ренциальное уравнение движения груза как уравнение равно­
весия при отклонении стержня на некоторый малый угол ср:

mgly= ml2q>— ca?cf—a2a<p=0. (l)

Обозначив 2п=а2а /  (ml2) , p2=  (ca2—mgl) /m l2, запишем диф­
ференциальное уравнение (1) в виде

Ф +  2/гср +  /А р= 0 . (2)

При п =  0 система имеет частоту собственных колебаний 

р  =  V  (са2 — mgl)/m l2.
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Для определения логарифмического декремента затухания 
колебаний вычислим жесткость пружины c=G d4/8D3i. После 
подстановки числовых значений получим с— 10 кН/м; р2=  
=  1600 с~2, или р — 40 с-1.

Приведенный коэффициент сопротивления демпфера п= 
=  а2а / (2m/2) =  (0,22-3-102)/2- 1 -0,52 =  24 с " 1. _______

Частота собственных затухающих колебаний р\~У р2-—п2=  
=  1600— 576=32 с-1.

Период затухающих колебаний х0=2л/р =  6,28/40 =  0,157 с, 
откуда логарифмический декремент затухания б =  пт0= 2 4 Х  
X  0,157-3,768.

45. Дифференциальное уравнение колебаний, полученное из 
уравнения Лагранжа второго рода, при отклонении столба жид­
кости от положения равновесия на величину х с учетом силы 
сопротивления имеет вид

г/4-2«х +  р2х =  0,

где 2« =  a/ffi =  4a sin $/[nd2ps (1 +  sin p)]; p* =  (2g/s) sin p, (так 
как сила тяжести неуравновешенного столба жидкости равна 

2xgpnd2/A), откуда частота px= Y p 2 — rî  и период т0 =  2я/р х.

46. При движении массы т  из начального положения (спра­
ва налево) дифференциальное уравнение движения можно 
представить в виде

т х х +  схх — F T =  0.

Так как при t =  0 х  =  0, х =  х0, то решение уравнения (1) 
имеет вид

■где р  =  У с/щ .

Время 11, соответствующее движению массы справа налево, 

находим из условия JCi (/i) =  0. Поэтому

ti= n /p .

Максимальное отклонение массы т  от нейтрального положе­
ния влево

* l m a x  =  —  x0+2FJmp2.

При движении массы т  слева направо дифференциальное 
уравнение движения представляется в виде (сила кулонова 
трения изменяет знак)

тх+сх2+/7т= 0. (3)

При начальных условиях t=t\, X2=*imax; х2 =  0 решение 
уравнения (3) имеет вид

•X2 =  (x« - ^ ) cos^ - ( $ ) -

125



После каждого полупериода амплитуда колебаний уменьша­
ется на 2FT(mp2), поэтому для п-го полупериода можно запи­
сать

хп= [хо— (2п— 1 )FT/(m p2)cospt+ ( — 1 )n~'F^/(т р2) . 

Колебания массы т  продолжаются до тех пор, пока

F Т <\  С/ Х(т— 1 ) ш а х / •

47. При закручивании свободной пружины на некоторый 
угол ф  ее длина изменяется на величину X. В рассматривае­
мой конструкции осевое смещение диска отсутствует, т. е. X— 
=0  и в упорах возникает сила реакции N. Для определения 
жесткости конструкции составим уравнения перемещений:

Ф = N[ S11 Nb 12,

( 1)
A =  M 6 2i+jV822,

где 611 и 612 — углы закручивания свободной пружины от дей­
ствия единичного момента и от единичной силы; 6 2! и 622 — 
осевое удлинение свободной пружины от единичного момента 
и от единичной силы соответственно.

Вычислим коэффициенты 6„. Приложим к свободной пру­
жине внешний крутящий момент 6 = 1, который вызовет в про­
волоке пружины внутренний крутящий и изгибающий момен­
ты M iK= ls in a , и M ]„= lcosa (a — угол подъема витков пружи­
ны). Приложение единичной осевой силы вызовет также внут­
ренние крутящий и изгибающий моменты М2к=  1 ■ A!cosa и 
М 2п=  1 -/?sina. В соответствии с методом Мора имеем

2r .R i 2v .R i о

а С Л4.И , 1’ , 0 ./s in 2 a  , cos2 a\

) a r j s + ) W\i s = 2^ l ( i n :  + T n 7 f  <2>
0 1 0

27iRi 2 Эя/?'
’ Mo

(sin2 a  , cos2 a'

U ' P 1 E J X

(cos2 a  , sin a\

GJ v j

fm M 2H , n
E J X

=

Л С 2" A  , С Af?K . 0 „  „ /cos2 a  sin a  \ ox
6^ =  ) GTpds+ ) ^ ds =  2n/?i3(-G77 +  G77):

271 R i  2;zR

612 =  621 =  \ ^ P ^ d s - 'r  \

0 n 0

- Л^ ‘2( щ -  +  - Ё ^ ) з1п2а; (4)

где i — число витков пружины.
Решение системы уравнений (1) с учетом ?ь =  0 позволяет 

получить следующее соотношение:

Ф =  с/М

где с = 6 22/(бц 612— 6122); М =  —ц>сй

с 1 = 6 1 2 /  ( 6 11 6 1 2-6 122 ) •
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В соответствии с полученным решением момент сил тре­
ния

УИтР= [iNR =  цс\(fR =  с*ф,

где c* =  fx/?ci; ц — коэффициент кулонова трения; R — радиус 
трущихся поверхностей.

В последнем соотношении нет знака минус, так как имеют­
ся две поверхности трения и МтР не зависит от того, по какой 
из поверхностей происходит контакт.

Таким образом, в процессе колебаний на диск действуют 

следующие моменты: момент инерции / ф, момент силы сопро­
тивления пружины Сф и момент силы трения с*ф, который 

всегда направлен против скорости движения ф. Дифферен­
циальное уравнение движения представим в виде

/ф +  С +  ф +  8 |£ПфС*ф =  0, (5)

где sign ф означает знак скорости движения ф.

По условию задачи при t— 0 диск отклонен от положения 
равновесия на угол фо.

Для первой четверти периода колебаний (при фо^ф^ФоО 
дифференциальное уравнение движения имеет вид

Ф+ (с/1—-с*//)ф =  0.

Для движения диска необходимо, чтобы выполнялось нера­
венство Сфо>с*фо или М > уИтР, как указано в условии задачи.

Решение уравнения движения для первой четверти периода 
колебаний имеет вид

ф =  фоСОЗ&1/,

где

k l= y  (c - c* ) / J 0.

Время движения в первой четверти периода t\ =  n/2k\.
При переходе через положения равновесия (ф =  0) изменяет­

ся знак момента силы сопротивления и знак момента инерции. 
Знак момента силы кулонова трения сохраняется, так как со­

храняется знак скорости ф. Поэтому движение во второй чет­
верти периода можно описать дифференциальным уравнением

ф+ (с+ с * )ф / /= 0 . (6 )

Учитывая начальные условия движения (t=t\\ ф =  0; ф =  

=  — фо^О, решение уравнения (6) представим в виде

Ф =  —  фо -г?- sin k 2i ,
«2

где k2= y  (c j+ c*)//. Отсюда следует, что в конце иолуперио- 
да при t2=n/2k2y t =  ti+t2= 0 ,5n (l/k i+ l/k2) отклонение диска от 
положения равновесия составляет
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Фо1 =  — Фо (^ 1/ ^ 2). (7)

скорость же движения срш =  0.

В третьей четверти периода дифференциальное уравнение 
движения имеет вид (1), но с начальным углом ф0Ь определяе­
мым выражением (7). В четвертой четверти периода движение 
описывается дифференциальным уравнением (б).

Проведя решение аналогично предыдущему (см. задачу 46), 
получим, что в конце первого периода амплитуда угла пово­
рота диска уменьшается до

ф01 =  фо(^1/ ^ 2 ) 2 =  фо(С— с*)/(с+ с*).

В конце п-го периода колебаний амплитуда равна 

(fon =  (po{k\/k2)2n =  (po[(c—c*)/(c+c*)]n.

Период колебаний

С + с*
V ‘-=r-+ V-

48. При наличии кулонова трения между диском и упорами 
дифференциальное уравнение свободных колебаний системы 
(см. задачу 47) имеет вид

/ф+Сф-fsign фс*ф=0. (1)

Будем считать, что в начальный момент времени t =  0 диск 

имеет некоторое отклонение фо и находится в покое (ф0 =  0). 
В таком случае в начале движения при изменении угла ф в пре­
делах 0 < ф ^ ф 0 уравнение (1) имеет вид

Ф о+ ^12Ф0 =  °. (2)
где

k * = (c —c*)/J.

При переходе диска через положение равновесия изменяется 
знак силы упругого сопротивления и знак силы инерции, и 
уравнение (1) принимает следующий вид:

Ф2 +  ̂ 22Ф2 =  0, (3)

где

k22=  (C+F*)/J.

В третьей четверти периода будет действительно уравне­
ние (2), в четвертой — уравнение (3) и т. д.

Решение уравнения (2) представим в виде

ф! =  Ci cos k\t + C2 sin k{t.

Учитывая, что при t =  0 ф1 =  фо, а ф1 =  0, получаем

Фо =  ФоСОЗ kxt, \

Ф1 =  — &1Ф0 sin kxt j ^
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Выражения (4) на фазовой плоскости (ф ; ф ) представляются 
в виде уравнения эллипса (рис. 223):

ф12/фо2+ф12/(^1фо)2=  1.

Решение уравнения (3) получим, учитывая, что при t—t i =  

=  я /2k\ ф2 =  ф1 =  0, а ф2 =  ф1 = — ^ 1фо- Тогда

Ф2=  — {kx/kl) Ф0 sin k2t,

ф о =  — & °ф 0 СО5 k 2t.
(5)

Здесь время t во второй четверти движения изменяется от 0 до 
t2. Конец второй четверти движения определяем из условия, 

что при t =  t2 ф2 =  0, откуда t2= n i2k2.
Система (5) на фазовой плоскости представляется также в 

виде уравнения эллипса (см. рис. 223):

Ф* ф2-
(&1Ф0/к2у ~  (6,ф„)2

=  1.

Подобным же образом находим решения для остальных 
участков движения. Так как kx< k 2, то движение системы яв­
ляется затухающим.

49. Дифференциальное уравнение свободных механических 
колебаний системы имеет вид

тх+ сх =  0. (1)

Дифференциальное уравнение колебаний тока в контуре 
представим в виде

L I +  ± I  =  0. (2)

Дифференциальное уравнение колебаний напряжения в кон­
туре будет следующим:

CU+U/L=0. (3)
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В соответствии со структурой уравнений (2) и (3) электри­
ческая аналоговая цепь является контуром, состоящим из кон­
денсатора емкостью С, катушки индуктивности L и выключате­
ля. Если на обкладках кенденсатора накопить электрический 
заряд, затем цепь замкнуть, то в ней возникнут колебания элек­
трического тока I и колебания напряжения с частотой р =

= 1/ У Т с .
50. Дифференциальное уравнение свободных затухающих ко­

лебаний поршня имеет вид

тх-\-ах-\-сх=0.

Дифференциальные уравнения колебаний тока и напряжения 
в электрических цепях представим в виде

L i'+ R i+ I/C = О, (1)

CU+U/R + U/L =  0. (2)

Уравнение (2) описывает колебания тока в цепи, состоя­
щей из катушки индуктивности L, сопротивления R и конденса­
тора С, соединенных параллельно. Уравнение (2) описывает 
колебания напряжения в контуре, состоящем из тех же элемен­
тов, но соединенных последовательно.

§ 3. Вынужденные колебания

51. При движении станины вибрографа по закону у =  
=  Уо s iп со/ магнит совершает колебания, описываемые диффе­
ренциальным уравнением

т у = —с (tji—у) , (1)

где у 1 и у — перемещения нижнего и верхнего концов пружины 
соответственно; у\—у — величина растяжения пружины, или 
величина смещения магнита относительно катушки.

Обозначим

г =  у\—у. (2)

Тогда

yQ =  z-\-y =  z — y0(o2sin at. (3)

Подставив в уравнение (3) значение у из (1) с учетом (2), 
получим дифференциальное уравнение малых вынужденных ко­
лебаний

z =  p02z =  y0(,r sin со/,

где р02= с/т .
Решение последнего уравнения имеет вид

Ро Iе0
Уо - sin cot.
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Наименьшие искажения колебаний, очевидно, происходят 
при р02<Сш 2- Тогда гж  — у0 sin at.

Знак минус показывает, что колебания магнита относитель­
но колебаний станины противоположны по фазе, т. е. магнит 
в этом случае остается неподвижным в пространстве.

52. При вращении детали с угловой скоростью со закон дви­
жения измерительного стержня выражается уравнением

x =  /sin© !1. (1)

При этом на стержень действуют сила инерции — тх, сила 
реакции R и сила упругости пружин Cia: + c2(a: + 6o) (где ct — 
суммарная жесткость плоских пружин; с2 — жесткость винтовой 
пружины; 8о — предварительный натяг винтовой пружины). 
В таком случае дифференциальное уравнение движения имеет 
вид

ТТЬХ -j- С\Х с 2 (х  -J- 60) =  R , 

или (2)

т х  - (С\ +Cn)x + R 0 =  R,

где с2б0==Ро-
Условие непрерывности контакта заключается в том, что си­

ла реакции R всегда направлена в одну сторону (вверх). Тогда 
предельную угловую скорость и. можно найти из условия, что 
минимальное значение реакции в течение периода хотя бы один 
раз становится равным нулю.

Подставляя уравнение (1) в (2), находим

(ро2—м2) sin b-)t-\-RJ (те) =R , (3)

где ро=  V  (Ci+c2)/m — частота собственных колебаний изме­
рительного стержня.

Рассмотрим возможные случаи.
При дорезонансном режиме работы (р02> м 2) минимальное 

значение реакции достигается в моменты времени, когда 
sin m/i =  — 1. При этом

—p02+ ^ + R 0/(me) > 0 ,  (4)
или

Ro/(me) > m 02— а 2. (5)

Для непрерывности контакта необходимо, чтобы условие (5) 
выполнялось во всем интервале возможных значений ы 
( 0 < ш < р 0), и если оно выполняется при со =  0, то и для всех 
(0= ^= 0 оно будет выполняться.

При ы =  0 Р 0>  (cj+c2)e.

Если условие (5) не выполнено, то возможны нарушения 
контакта, т. е. R =  0. Из условия (4) получаем следующее выра­
жение для предельной угловой скорости со:

wL  =  /zo2 —  R0/(me).
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Еще один случай нарушения контакта возможен при ш2> р 02 

$зарезонансный режим). При этом R =  0 в момент времени, ког­
да b)t2=\. Таким образом, еще одно значение предельной уг­
ловой скорости определяем по формуле

(0L =rPo2 + R  0/(те).

Динамическую реакцию при со =  0 ,1со2н. находим из уравне­
ния (2 ):

R=Ro-{-[ (с4+ с2)— m (0 ,ld)2, )2Je sin и2*/,. (6 )

Вычислим теперь параметры, входящие в уравнения (3) и 
;«5) . Жесткость винтовой пружины

Gd4 1010-0,0014 , тт.
2 8D4 ~  0,0053-20 — 4кН /м -

Жесткость двух плоских пружин

_  24EJX 24 - 2 • 1011 - 5 • 10-3 • 125 ■ I0-12 
1 13 — 27- 10-в -12

Предельная угловая скорость

= 9,26 кН/м.

«2*
_ l / c i  + ci , R„ i  /  4-103 + 9,26- К)3 , 5 СПл ^
-  V т \~~ml =  У  ----Ш ----- f  0,05.Ю-3=~-60° ’4с

Наконец, измерительное усилие прибора, определенное по 
формуле (6 ), равно

R =  5+1,3 Н.

53. Отбросив шарнир (заменив его реакцией N) и приложив 
к торцевому сечению неизвестный момент М (рис. 224), соглас­
но методу сил, получаем три уравнения

г/ =  бц (— my) + 6 i2-M + 6 i3Af;

'& =  б21 (— ту) -j-6 22^1 —{-бгз-ЛА;

У\== бз1 (— ту) +бзгЛ1 + 633Af,

где #,■/ — коэффициенты податливости; ■0 = -Оо cos at у i — верти­
кальное перемещение сечения, связанного с шарниром, у\ — 0.

J32
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Выразив из двух последних уравнений этой системы М и 
после преобразований получаем следующее уравнение относи­
тельно у:

у+ау =  Ь$о cos со̂ ,

где а, Ъ — коэффициенты, зависящие от 6 
При установившихся колебаниях имеем

у = ----г cos сог?.
J а —  со2

Определив у, находим М w N. Изгибающий момент в задел­
ке (см. рис. 224) равен

МИЗ=Л + 2Ш + М .

Максимальное нормальное напряжение в заделке равно

Omax—M.a3jW  х.

где Wx — момент сопротивления сечения.
54. Задачу следует решать аналогично задаче 53. В сечений* 

перемещение которого задано, прикладываем неизвестную си­
лу Р, отбрасываем опору, вводя еще одну неизвестную силу N, 
и методом сил получаем три уравнения:

У=Ьп (— ту) + 812N + 8\зРк, (1)

0 = 6 2 1  (— ту) + 622^ + бгз^5*, (2 J]

Ук =  631 (— ту) -ЬбзгА^+бззРй, (3)

где Pk — неизвестная сила, приложенная в точке k, ук~
=  Уо COS (i)t.

Из уравнений (2) и (3) находим Pk и N. Выражение для 
силы N имеет вид

щ ___(6 2 1 6 3 3  6 3 1 6 2 3 )  т у  бйзУо c o s

6 2 26 3 3  6 236 32

Исключая N и Pk из уравнения (1), получаем следующее 
выражение для определения у:

у + р2у =  by0 cos at, (5|

где р и b — коэффициенты, зависящие от б//.
Определив у из уравнения (5), находим N.
55. Перемещение стержня 1 на некоторую величину х вы­

зывает поворот рычага на угол ф =  х/1. В этом случае при дви­
жении вверх усилие в пружине 2 увеличивается, а в пружи­
нах 5 уменьшается. Таким образом, на стержень 1 действуют 

сила инерции — тх, сила сопротивления пружины 2с\ (х+х0), 
реакция опоры R и усилие со стороны рычага 3, равное

+ Сг(ф— фо)/^о-
При этом дифференциальное уравнение движения стержня 1 

имеет вид
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( m -\-J / / “ ) X-\- (Ct— C2/ l 2)x -\-  ( с ^ о  +  С г ф о / / )  — Ro-
Обозначив m + J/1г=М , c1= c 2//2 =  c, Ci%o+c2(p0/ / = P 0, предста­
вим дифференциальное уравнение движения измерительного 
стержня в виде

М х+cx-\-Pa =  R. (1)

Условие постоянства контакта заключается в том, что реак­
ция в точке В{ не изменяет свой знак, т. е. R ^ 0.

Поскольку профиль поверхности описывается уравнением 
х = с  sin 2яг/Л, уравнение движения измерительного стержня 
имеет вид

jt=asinco/, (2)

где

(ot =  2nzfA= (2л/A) vt. (3)

Подставляя уравнение (2) в (1) и учитывая условие R ^O , 
получаем

(Ро2— со2) a sin (ot + Po/M^O, (4)

где p0=}^c fM  — частота собственных колебаний рычага при­
бора.

Возможны два случая нарушения контакта (см. решение за­
дачи 52). При дорезонансном режиме (Ро2> со2) нарушение 
контакта возможно при

м 2==Ро2— P0faM.

Если параметры системы выбрать такими, чтобы выполнялось 

условие Я с>  С'1 ^ с" а =  р02Ма, то нарушение контакта не про­

изойдет.

При работе в зарезонансной области (со2> р 02) значение со, 
при котором возможно нарушение контакта, найдем из равен­
ства соотношения (4) нулю (при s inco /i= l). Тогда

а 2= р а2 + Р0/'аМ,

йли с учетом (3) получаем, что предельное значение скорости 
о» определяется формулой

v * =  (А/2л) V  р02 +  Р 0/(аМ).

56- v* = ~%r V po2+ T T ’ где (p02= c2/ j ).

57. Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний 
триммера имеет вид

/ф~)-[с-|-Дс1-[_С2 ) /"] ф =  c2/A'0sin со/.

При резонансе

сок2 = [с+  (с,-{-с2) /2] / / = р о 2+  [Ci+ с 2) /2/ /,
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Ро2 =  Юк-“ (С1 +  С2)/2// .

58. Динамический коэффициент определяется по формуле 

кЛПн =  а/х0 =  1 / 11— <о2/Р21 -

Для изображенных на рис. 50 схем а и б соответственно 
имеем

&дин=1/| 1— т а 21с\ и

£ д „н = 1 /|  1— 4тю2/3с|

59. Коэффициент динамичности выражается формулой

&дин=  1/1 1 JСО2/С |.

Так как йд„„=1/15, а работа мотора происходит в зарезо­
нансной области (р02> со2), то жесткость системы должны быть 
равна

с=/<о2==20-105716= 1,38-104 Н-м.

Будем считать участок U абсолютно жестким, а крепление 
опор к основанию как заделку. Раскрыв статическую неопреде­
ленность и вычислив угловое перемещение опоры двигателя, 
находим, что жесткость одной опоры

с,=  U,3EJx/ll. р )

Здесь момент инерции площади поперечного сечения Jx—
— bh?/\2 =  bilc, а модуль упругости стали £= 200  ГПа. Так как 
с =  2си то с учетом (1) находим & =  0,654 см. Принимаем Ь =  
=  6,5 мм, тогда h— 2 b = l3  мм.

В этом случае после вычислений получаем с= 2 с4=1 ,34Х  
Х Ю 4 Н-м, Адин= 1/15,1.

Как показывает расчет, наибольший изгибающий момент в 
стойке iWmax =  0,3 М, следовательно, в опасном сечении действу­
ет переменный момент

А Г т а х = 0 ,З Л 1 = 0 ,3 ( .М о + & д и н М 1  s in  at).

Среднее значение наибольшего напряжения в сечении 

orm =  0,3 M0fWx, от — 275 МПа.

Амплитуда напряжения

0 а= ^д и н О ,З Л 1 1/'1Гл:, аа= 1 1 0 М П а , 

а коэффициент запаса выносливости

аа/о j + ат/ав

60. Поскольку возмущающая сила имеет периодический ха­
рактер, амплитуда вынужденных колебаний системы

а= аСТ/ 11—со2/р021 -

Амплитуда реакции опоры пропорциональна амплитуде де­
формации упругой связи

от куд а
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Rrhh — — Rct11 1 — (02/Po2 J • 
Отсюда следует, что динамический коэффициент

&ДИН Рдин/Рст- 1/|1-(О 7  Р 2 IО

Таким образом, для приведенных на рис. 52 схем а—в со­
ответственно имеем

^дин =  1 / 11— шы^/с |;

^дин=  1/11— ты2/с\; 

клин =  1 /11 — 9тсо2/'20с |.

61. Обозначим смещение верхнего конца пружины через 
хи а массы — через х2. Тогда сила, действующая на груз при 
движении верхнего конца пружины, F=c(x\—х2).

Дифференциальное уравнение движения массы имеет вид

тх2-\-ах2—c(xi— х2) =  0,
или

х2+ 2пх2 + р02х2 =  (схо/т) sin соt.

Амплитуда колебаний груза относительно положения равно­
весия (считая (о =  Ро) равна

т—  1,55 1 Л7200 ,
•*20 =  -̂ - У  с / т =  27 ■■■ у -д-р =  1,615 см.

Сдвиг фаз в резонансном режиме равен л/2, поэтому пол­
ное удлинение пружины

•̂ max =  -*'2o_(_-̂cT =  -̂2o_b Q /с =  1,615—(—1,26 — 2,875 см,

где хСТ — растяжение пружины при статическом действии силы 
Q =  mg.

Максимальная сила, растягивающая пружину,

Рты =  с*тах =  7200-2,875-10-2=207 Н.

Найдем теперь среднее и амплитудное напряжение в пру­
жине

,  _ 8 QD _  8-91 -92,74 МПа,
т j[d3 3,14-(5-10-3)3 

8x,0cD 8-1,615-10-2-7200-5-10-2
=  118,5 МПа.

a nd3 3,14-(5-10-3)3

Коэффициент запаса прочности по пределу текучести

= Тт/  ̂ шах TT/(tm -j- Та) — д9 74+ТТ8 5 == 84. 

Наконец, коэффициент запаса усталостной прочности

= 2 , 2 2 .
1 // / , / 4 1  I I  92,74 , 118,5 \ 

л ,=  1/(та/т_1 +  тт/тв)= 1  /  (k—goo— I— 8ST-)
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62. Обозначим вертикальное перемещение штока через лгь а 
перемещение массы через х2. В таком случае на массу действу­

ет передаваемое через демпфер усилие F = a (x t— х2), сила инер­
ции тх2 и сила сопротивления пружин 2сх2.

В соответствии с принципом Даламбера, дифференциальное 
уравнение движения представим в виде

тх2 + 2сх2=ос(х, —х2).

Учитывая, что перемещение штока зависит от угловой ско­

рости кривошипа
X\ =  r sin u>t,

получим

тх2-\-ax2Jr 2cx2 =  acorcos оit,

или

"х2-\-2п'х2-\-p 2x2 =  2na>r cos со ,̂

где

2п =  а./т, p 2 =  2c/tn.

Решение этого уравнения имеет вид

х2= 2/шг sin (азt +  Q/У  (р02 — со2)2 + 4я2(о2 ;

tg 5 =  2пы/(р02 — со2).

Наибольшие напряжения в пружине возникают при ее наи­
большей осадке, т. е. при sin (©^-j-i) =  l. Так как по условию

СО =  Ро, ТО Х2тах~ Г•
Сила, соответствующая этой осадке, будет равна

Pl = cr.

Полная сила в пружине

P =  P l + mg/2=cr+mg/2.

Наибольшее напряжение

Т т а х  =  8  (cr+mg/2) D  ( l t d 3 ) .

63.

p = V Ро2 — л2 (где р 2 =  с /т , п = а / 2т ); со1 =  0;

CO., I 2 ( р 2 — 2п 2). '

64. Дифференциальное уравнение движения системы 

имеет вид

х + 2лх + p02x = F 0slnxt, (1)

где х — горизонтальное смещение центра массы системы, от­
считанное от положения статического равновесия; 2n =  a j (т\ + 
+ гп2); Ро2=с1 {т\ + т 2) ; F0 =  m0(o2e/(ml + m2) .

Решение уравнения (1) для случая установившегося дви­

жения имеет вид
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x = F 0 sin (cô  — e)/> ( ?02 — со2)2 4-4/г2со2, (2)

где e — фаза колебаний.
Вычислим работу сил трения (рассеянную энергию) за один 

период колебаний Т = 2 jt/ co:

2тс/« 2jt/co

Л тр=  5 ахА х=  5 =  .

о о

Значение коэффициента вязкого сопротивления а„  при кото­
ром рассеянная энергия становится максимальной, найдем из 
условия cL4Tp/da  =  0. Дифференцируя уравнение (3) по а  и 
учитывая, что п = а /[2х  (tfii+/n2)], получаем

(Ро2— ю2) 2— a,2032/(m i + m2)2=0 ,

откуда

a *= I (Ро— со2) /со I (т 1 + т 2). (4)

Подставив соотношение (4) в уравнение (3), вычислим мак­
симальное значение рассеянной за один период энергии

Ат ах= | nF02 (ш\ + т 2) /[2 (р02— со2)] |. (5)

В резонансном режиме (ро =  со) работа сил трения обратно 
пропорциональна коэффициенту трения а, что следует из урав­
нения (3).

65. Используя решение задачи 64, из уравнения (2) найдем 
амплитуду установившихся колебаний:

*о =  m0a>2e/[(mi +  т 2) V (р02 — w2)2 +  4л2со2 ].

Усилие, действующее на пружины, Fx =  cx.
Найдем значение угловой скорости, при которой амплитуда 

усилия, действующего на пружины, равна амплитуде возмуща­
ющей силы

г~> Crtl(\(0Ze 9
г  1 о =  сх0 = -------- т =  = = = — .. =  то® е.

(те, + тг) V (р02 —  <*>2)2 + 4л2ео2

Учитывая, что р 02 =  с / (ni\ +  tn2)> получаем 

Ро2 =  V(Po2 — со2) +  /г2со!2,

откуда

со, =  J^2Ро2 — 4п2 =  V 2 (Ро2 — 2П?).

На рис. 225 изображен график изменения амплитуды силы 
F\0 =  cx0 в зависимости от частоты возмущающей силы со. Из 
графика непосредственно следует, что при a =  a iF l0< .m 0a 2l, 
а при со =  coi F l0> m 0a 2l.

66. Дифференциальное уравнение движения массы двигате­
ля имеет вид

ту + ау + су =  Ро sin at,
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у+ 2пу + р0у =  (Р0/т ) sin at, (l)

где
2n =  a/m ; p02 =  c/m; c=3EJx/ l3

Приведем решение уравнения ( l)  для случая установивше­
гося режима колебаний

г/ =  Л sin (о^+ ф),

где А =уст/У(\ — со2/Ро2)2 +  (2/гсо/ро2)2; уст =  Ро/с; 1дф= 
=  2па/(р02 — ы2).

Полный прогиб балки равен у + уо, где у0 — прогиб от дей­
ствия силы тяжести мотора mg.

Таким образом, прогиб балки, а следовательно, и напряже­
ния в ней изменяются по несимметричному циклу.

Вычислим величину напряжения в заделке:

От =  mgl/ Wx= 6mgl/ (bh2) =  (6 • 50 • 10 • 1) /  (125 • 10~6) =  24 МП а .

Поскольку напряжения пропорциональны прогибам, ампли­
тудное напряжение можно вычислить следующим образом:

<Уа =  <yCT/ V  (1 — (о2/ро2)2 +  (2псо/ро2)2,

где

(7СТ =  P0l/W x =  =  9 6  М П а :  р°2 =  с / 'т  =  bE Jx/(mF) ,

р 2 =  6250 с 2.

Коэффициент запаса усталостной прочности определим по 
формуле

Л'а =  СГа /СТ_1 +  От /С!в ’

в которой единственным неизвестным является коэффициент п.
Из формулы (2) определяем гс=62,64 с-1, откуда а  =  2п т — 

=  2-62,64-50 Н-с-м-1.
67. Динамический коэффициент равен

£ди„ =  1 /К (1 — ®2//?о2)2 +  (2пи>/р02)2.

После подстановки числовых данных получаем &дин =  0,316.

0J1
Рис. 225



68. Дифференциальное уравнение движения массы т  отно­
сительно станины имеет вид

y + 2ny + p0n-y=y0a>2(sin со/+200 sin 10 сot) ,

где у — смещение массы т  относительно основания, 2n = rz/m-, 
р02 — с/т.

Запишем решение этого уравнения для состояния устано­
вившегося движения:

у0<о-
У--

У ( р „ 2 —  а)2)2 + 4л2ш2 

200о)=;/„

sin (at — Kj) -|~

: sin (10со^ — а 2),
V (p02 —  1 0(ко2) + 400я2ю2

где tg a t =  2/гсо/(со2 — р02); tg а 2 =  20/гсо/(ЮОсо2 — рй2).

Учитывая, что р02 =  0,01 «и2 и п =  0,02 со, окончательно получа­
ем, что относительное смещение массы т, которое записывает 
прибор, определяется выражением

У = Уо sin (со/ ос 1) —1— 2 г/о sin (Юсо/—-я2).

69. Дифференциальное уравнение малых свободных колеба­
ний зеркальца имеет вид

/ф+аф+Сф=Л1 (t),
или

ф+2пф+р02ф = м  (г)//,

где возмущающий момент M(i) = F Ma■
Вычислим жесткость системы. Приложим к зеркальцу еди­

ничный момент M l =  Fia=\ (рис. 226, а). При этом зеркальце 
повернется на угол ф[ относительно вертикальной оси. Считая, 
что h<til 1 (рис. 226,6), найдем

Fi=2Q$=2Q<pla/ll.
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Отсюда

М\ =  F \й =  2Q<pifl2//i =  Сф].

Следовательно, жесткость системы

c = 2Qa2jl\.

Момент инерции массы зеркальца относительно его оси вра­
щения

J =  mzb2/\2.

Таким образом, частота свободных колебаний зеркальца

р  =  V24Qa2/(m%  62) -  (а /2 /)2.

70. Дифференциальное уравнение движения рамки вибра­
тора имеет вид

Уф +  а ф -f с(р= М 0. (1)

Представим уравнение (1) в виде

Ф +  2/гср +  А,2Ф = М , (2)

где M =  M0/J.
Поскольку возмущающий момент М0 является внезапно при­

ложенным, т. е. удовлетворяет условию

М,J° {ти0 при t >  0, 

а начальные условия имеют следующий вид: при  ̂=  0  ф =  0 , 

Ф =  0, то решение уравнения (2) будет таким:

0 при t <  0,

Ф = Ф с т

где ф ст =  у И 0/ с  =  ч 1/ с ;

p0 =  Vc/J\ n =  a./2J\ Pi =  VР<? — п? ; 

tg$ =  Pi/n =  Vp02—n2/n .

После вычислений получаем

40-10®-3,14-16-10-12 л ш , .
С =  G J р/1— 3 .) g jQ_2 21Н/М,

P o = Y  с/ J  =  У 2,\/(\,02- 10~6-10) .

При отсутствии демпфирования
Р\=Ро=  1320 с-1; [} =  я/2.

При демпфировании (гс =  0 ,3р0)
Р\ =  1259 с-1; tgp=3 ,17; р^72°30 '.

На рис. 227 приведены графики ф/фст от pit для двух коэф­
фициентов п.

71. Обозначим абсолютную угловую скорость маховика if. 
Тогда инерционный крутящий момент, действующий на махо­

вик, равен Уф (/ — полярный момент инерции массы маховика).
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Рис. 227

Сила сопротивления пружины определяется разностью углов 
поворота маховика и шкива и составляет с(г|)— ф), где ф — угол 
поворота шкива.

Таким образом, дифференциальное уравнение движения ма­
ховика имеет вид

У ф =  а  (ф — ф) +  (г|) — ф) =  0.

Обозначим '\? =  \р-— ф. Тогда

У v 4 - «v =  cv =  — Уф.

Учитывая, что ф =  со =  со0-f- coj cos kt, получаем

V =  2 +  p02V =  k(i>l sin kt,

где 2n =  a /J ; p02 =  c /J .
Решение последнего уравнения имеет вид

v =  A sin (kt — р),

где А =  k со, /V  (Ро2 — k2)2 +  4n2k2.
Сдвиг фаз

Р =  arctg [2nk/(po2 — k2)\.

Логарифмический декремент затуханий определим по 
формуле

6 =  2 nti/У  р02 — п2.

Вычислим момент инерции маховика:

 7 яД4 11 __ £М  Ьу_
J — 32 D4J g '

После подстановки числовых значений получаем / =  
=  3,68-10-2 кг-м2.

Частота собственных колебаний (без затухания) и коэффи­
циент сопротивления соответственно равны

Ро =  V  146/(3,68-1(Г2) =  62,92 с Ч  

п — &/2J =  0,73/(2 • 3,68 • Ю^2) =  9,92.

Таким образом, получаем 6=1, сдвиг фаз р~53°30'.



72. Дифференциальное уравнение движения корпуса вибра­
тора имеет вид

Мх + ах-\- сх =  Р (t),
где

М = т  + 2 (то + rri\).

Возмущающую силу P(t) находим как проекцию на верти­
кальную ось сил инерции неуравновешенных масс:

P(t) =  2m 0co2e sin со/.

Амплитуда вынужденных колебаний вибратора

X0 =  X „ /V  (1 — 0)2/. Ра2)2 +  (2лсо/Ро2)2,

где xCT =  2mo®2e/c-, п =  а /2М; p0= V c / M .
73. Дифференциальное уравнение движения измеритель­

ного стержня индикатора при изменении давления имеет вид

тх-{-ах + сх =  Р  (t) =  Ар (t)F$
или

x-{-2nx-\-ko2x =  ApF$/tn =  В  sin со/,
где

2п = а /т ; k02=c/m-, B =A p0Fe$/(mA).

Решение уравнения (1) будет следующим:

х — хо sin (со/—ф ), 

где - “

(1)

(2)

(3)

(4)х0/хСТ =  k 2/ V  ( k 2 —  со2)2 +  4ft2 со2.

Подставляя числовые данные в соотношения (2) и (4), по­
лучаем

2п =  200, хСт = 1 ,5 м м .

График изменения Хо/хСТ в зависимости от а>/к0 (амплитуд­
но-частотная характеристика прибора) приведен на рис. 228 
(кривая 1).
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74. Дифференциальное уравнение движения цилиндра 4 (см. 
рис. 65) имеет вид

ttlX —[— ССХ —[— (с  j -j- С 2 -j- С3) х  =  Дp F  ,

или

х-\-2пх-\- р 2х =  В  sin at,

где 2м =а/т=0 ,75-Ю ^’/0 ,1 • 10~3 =  75 с-1; р02=  (с,+ с2+ с3) / т =  
=  (2000+50+1000) /0,1 =3,5-10~4 с “ 2; B = p aeAF/{m\) =  (3,5Х 
Х Ю 4-10 l -1 -4-10-‘)/(0,1 • 10 3) =  14 м/с2.

Статическое отклонение хСт=В/р02 =  14/(3,5-104) = 4- 10-4 м =  
==0,4 мм.

Зависимость частоты колебаний цилиндра от амплитуды 
имеет вид

а-о/ л-ст =  [ (1— со2/Р о2) 2+ ( 2 п и / р 02) 2]-'/2.

В рассматриваемом случае 2п/р0 =  75/уг 3,5-Ю4 =  0,4, по­
этому

X o / * c t  =  [ ( 1 - g)2/ P o2) +  (0,4 со/ро)2]-1/2.

График этой функции изображен на рис. 228 (кривая 2).
Там же приведено поле допуска на динамическую погреш­

ность измерения (заштрихованная полоса), уравнение которо­
го можно представить в виде

Хо/Хст =  1 ±0,1.

Точка пересечения поля допуска и амплитудно-частотной 
характеристики дает наибольшее допустимое значение угловой 
скорости контролируемой детали ютах=Ро2/3 =  62,5 с-1.

75. Для решения задачи воспользуемся уравнениями Лаг­
ранжа второго рода. Кинетическая и потенциальная энергия, а 
также диссипативная функция Релея соответственно равны

T =  tnv2/ 2 +  У ц ф 2/ 2 ;

П = с(/ср  — fi)2/2;

R  =  a(lcp — h)2/2 .

Подставив эти выражения в уравнение Лагранжа

—  V
дТ ОТ дЯ

df \ dq> / дф дф <?<р

получим

J 0ф + аI (/ф — к) + Ы (/ф — К) =  0,

или

Ф  +  2Яф +  р02ф =  b sin (!2nvt/lx — 4) +  p 2h jl,

где



b =--- I /Л| )• _| P{ 11 li.Y  far Tf p, 2/1/(4ялг));
I ' \ J Q . . ' J

2n a/-/./,,; / v  cl2/ J lr 

Решение уравнения (1) можно представить в виде 

d =.1 sin (2я<1'//7|— у) + ^cos  (2nvt/l\— •у) + £).

Очевидно, что D /;„//, а для определения постоянных Л и 
В получим систему уравнений

[р,2— (2ло//)2]Л— 2n(2nvfll)B =  b;

2п (2л;-//,) Л + [р— (2лс-//,) 2]Б =  О,

из которой находим

b\pn- — (2^vl!,)-]
Л

В

|/?0г —  (2л и // ,)2Г -! 4/?- (2лг///,)-’

2пй(2ли//,) ___
|/<,* • -r'.'U’/ / ;r | (2.-й-//,)2 '

Решение уравнения движения (1) можно представить в виде 

Ф <| и sin (2nvt/lo+ Р) +/io//,

где

I ' Л- 1 г>1> __________ ^ _________
V W - < 2 л «/ / , )2Т Т 4 ^ 2 ^ Т Л ) =

Максимальное значение амплитуды колебаний в зависимо­
сти ог скорости движения прицепа находим из условия

d(po/d^ =  0,

или

2 (2п/1) 2/г(г[р04— 2р02со2+со4 + 4п2со2] + 4[ (2м//) 2/i02co2+

Н P . W 0 4  (Ро2— со2+ 2 п 2) = 0 ,  (2 )
где а> =  2л~и/1].

После преобразований выражения (2) имеем

п2с,)4 + р„4со2—р06=0 .

При отсутствии затухания (н =  0) из последнего уравнения 
получаем, что наибольшего значения амплитуда вынужденных 
колебаний достигает при резонансе со =  р„ или v,, =  p J J 2л.

При наличии затухания в системе

СО -- |/ - Ро/2п2 ± j / p u8/4tt1 +  р,;;/ « 2■

Поскольку физический смысл имеет только действительный 

корень, то

v * =  (//2л) У  -  р 4/2п2 У~р*/№  | -р{]6/п2.
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76. Аналогично уравнению (5) решения задачи 47 дифферен^ 
циальное уравнение движения диска представим в виде

Уф-f сф+  sign фс*ф =  УИ0 sin (cot -|~ч),

где с =  622/ ( 6 ,16,2 — б?2), c* =  \jlRcv

Считая, что в некоторый момент времени ^о=0 в режиме ус^ 
тановившихся колебаний отклонение системы максимально 
дифференциальное уравнение на первом участке движени^ 
представим в виде

ф,+Ро4ф1 — fxsin((o/-b'y), (1^

где р „4 =  (с—c*)/J, \x=M0/J.
Решение уравнения (1) имеет вид

<pi =  C’iCOspi/+C2sinpi/+[|V (pi2—o>2)]sin (со/Ч-'у),

где у — начальная фаза возмущающего момента. 
Уравнение движения на втором участке (см. решение зада^ 

чи 47) будет следующим:

ф2+р22ф2 =  ̂ 5т(сог+ч), (2>

где р , 2 =  (с+ с*)//.
Запишем решение уравнения (2 ):

cp2= C 3 C O sp 2t + C 4s i n p 2t + [ ^ /  (Р 22— со2) ]sin (со^+ч) • (3>

Для определения постоянных интегрирования воспользуемся 
следующими условиями:

1 ) при движении системы на первом участке при  ̂=  0  имеем;

ф 1 0 , ф 1 ф 1шах!
2 ) при движении системы на втором участке при t= t  1 имеем: 

Ф2 =  0, ф2 =  ф1.
В конце второго участка (из условия периодичности) при 

t= t2=n/(a  имеем ср2= 0, а ф2= — ф 1шах.
Таким образом, для решения задачи получаем следующую, 

систему из шести уравнений с шестью неизвестными

С \,  С 2 ,  С 3 ,  С 4 ,  11, 4:
P iC 2+ ln o i/ (p i2— co2)]co s 'y  =  0; 

ф1шах =  С’1созр 1̂ + С 2з1пр1̂ +[ц./(р,2— co2)]sin(co^i+7 ) ;

—piCIsinp,t,+p,C2cosp,ti+[no)/(pi2— co2)]cos(co/,+

+т) = — P2C’3sinp2^+ p 2C4cosp2 î+[(xco/ (p22— со2)]cos (co/i+y) ; 

C3cosp2t,+C4sinp2t,+[n/ (p22—co2)]sin (co^+4 ) = 0 ;

C\+[[i/ ( p 2— co2)]sin^f=— {C3cosp2n/co+C4sinp2n/co+

+[ц/ (p22— CO2) lsin (л+ч) ];

— P2C3sin (р2л/со) +p2C4cos (р2л/со) +[|ico/ (р 22— со2) cos (л+

Tf)=Q-

146



77. Точное решение задачи об установившихся колебаниях 
при наличии в системе кулонова трения оказывается весьма 
сложным (ом. задачу 76). Упрощение может быть достигнуто, 
если предположить, что и при наличии кулонова трения в си­
стеме происходит гармоническое движение по закону

cp =  <p0sin (о /+ ч ).

При этом энергия, рассеиваемая за цикл, может быть опре­

делена по формуле

£/ =  4цЛГ/?ф0/2.

В последнем выражении учтено, что сила трения \iN прямо 
пропорциональна углу отклонения системы ф, поскольку N =  
= с  1ф (см. решение задачи 47).

При наличии в системе вязкого трения рассеянная энергия 
будет равна (см. решение задачи 64)

£/| =  алшфо2.

Приравняв энергии U и U\, найдем коэффициент эквивалент­
ного вязкого трения:

a = 2 \ iC \ / ( n w ) .

Амплитуда вынужденных колебаний системы с вязким со­
противлением, эквивалентным кулоному трению, равна

Фо =  Ф с  /  V  (\ - ы 2/ р 2)2 +  {2г т /р 12) \

где фст= Л4о/с — статическое отклонение системы при действии 
момента Ж0; с — угловая жесткость системы;

2п =  а / /  =  2р,с1/(ла>7); р03 =  с//.

Угол сдвига фаз у определим из соотношения 

lg 4 =  2ttco/(ро2— со2).

78. Дифференциальное уравнение движения системы пред­
ставим в виде

/ф+сц)+£’ф-[-;Ы§ПфС*ф=.М1|-|-М18т(о^. (1)

Уравнение эквивалентной линейной системы имеет вид

/ср+а0ф+Сф =  Л10-}-,М15т(о^, (2)

где а э — коэффициент эквивалентного вязкого сопротивления, 
определяемый из условия равенства энергии, рассеиваемой за 
цикл.

Считая, что установившееся движение гармоническое, т. е. 

ф =  ф0+ф18Ш(фН-ч), 

где ф о = М 0/с, вычислим энергию, рассеиваемую в системе, вос­
пользовавшись уравнением (1).

Энергия, рассеиваемая за период в демпфере вязкого тре­
ния, равна яаф]Со, а энергию, рассеиваемую в демпфере куло-
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нова трения, можно определить из зависимости момента сил 
кулонова трения Л'11|>=цЛ'/? =  цс1/̂ с|! от угла закручивания дис­
ка (). Выражение для МтР показывает, что работа, рассеивае­
мая силами трения за половину периода при несимметричном 
цикле отклонений, равна

[ (Л7т„гпа.х+Мтртт)/2]2ф1 =  2|lC [Рфоф1,

Приравнивая энергии, рассеиваемые за период в заданной 
и эквивалентной системах, получаем

ло'.,ф12(о =  яаф1СО+4р,с1Рф0(р ь

откуда

а :, =  а+ (4 fxCiP/я  ш) фо/ф i.

Амплитуду вынужденных колебаний при наличии вязкого
трения вычислим по формуле

Ф1 = /И , / с  I (1 —  С02//7,2)2 +  (2Г Ш /р2)2,

где 2н =  «:,/7; p„- =  c/J.
Угол сдвига фаз у определим, как и при взяком трении:

t g y ==2 « ( o / (р о 2— со2).

79. Дифференциальное уравнение движения массы имеет
вид

x+p02x=P (t) /т . (1)

Возмущающую силу P (t) можно разложить в ряд Фурье:

о / А -  п  Г - 4 / cos 2<ог‘ cos4co£ , cosGco^ V

'  (П - 1 о л _ 1Г  “ П з--- 3^5 1 5-7 (2)

Решение уравнения (1) равно сумме решений от каждого 
из возмущений (2):

.V-
2Р„ 4Р 0 "SJ cos 2лсо<

л с л т  ^  (2л— 1) (2 п + 1) (р02— 1 п-ц>г)'

Отсюда следует, что гармоническое движение смещено от­
носительно положения равновесия на величину хст= 2 Р 0/лс’. 

Резонанс наступает при р„ =  2пы, т. е. при

с о= р0/2; Ро/4; р„/6; . . .

80. Решение задачи аналогично решению задачи 79. В рас­
сматриваемом случае возмущающую силу можно представить в 
виде ряда Фурье

п Г 1 , 1 j. 2 /cos 2сat cos 4u>t , V
р « )=  Я 0 -  +  T sin С 0 ^ - - ^ - г т -  +  - о - + . . . )

Решение уравнения движения груза относительно положе- 
ния равновесия имеет вид
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I\ . Р п sin (Qt _  '21 \ _  cos 2пШ _____

Л ”  л с 2 т(р,{  — со2) л т Jmd(2n— 1)(2л . l ) ( / v  -42со2)

Полное перемещение груза

л'п—х-1 mg/c.

81. Дифференциальное уравнение движения массы при дей­
ствии произвольно!! возмущающей силы P(i) имеел вид

y+P«1y = ( l / m ) P ( t ) ,  (1)

где Ри=с/т\ c=3EJx/T.
Общее решение можно получить, используя преобразование 

Лапласа. Уравнение для изображения функции Y(s), соответ­
ствующее уравнению (1), представим в виде

(,v2 — ро2) У (.<?) =  yns J-- у о | /  (s)/ т , (2)

откуда

K( v )  ,J" s~ + р ‘ +  .7 '" '//,''J ' ' т  (s2 + р 02)

где Уо----у(О), ijo у{0), a / ( s )  — изображение функции Я  (/)• 
Переходя к оригиналу, получаем

/

У (0 =  .Vo COS +  sin p^t +  \ р(т) sin р 0 (г1 — т)с1т.
го ,пУо

0

Последний интеграл называют сверткой функций Я (0  и 
sin р„,г. Воспользуемся в данном случае уравнением (2). Так 
как P ( t ) — дельта-функция первого порядка, изображение ко­

торой равно единице, и у„ =  у„ =  0

Y(s)=\/[m(sz + pl;)\,

откуда

>',(/)=  sin p j / (mp„) .

Полученное решение называют реакцией системы на еди­
ничный импульс.

82. Так как P ( t ) = Q  и у0 — у„ =  0, то воспользовавшись пре­
образованием Лапласа, получаем

(s-+p„~) Y(s) =  Q/(tns).

откуда

Y(s) =  Q/[ms(s~+p0)]

и тогда

y ( t )= [Q /{mp02)\(\ — cospoO; У*(0— ) J s i n  I' '■

Из полученного решения следует, что при внезапном прило­
жении нагрузки прогиб у,пах в два раза больше, чем при ста­
тическом действии силы. Действительно.



f/max =  2 Q /  (mp0) = 2 Q / c  =  2 6 CT-

83. Рассмотрим силу P(t) ,  действующую на массу т  (см. 
рис. 71). Для случая, показанного на рис. 71, а, в интервале 
времена решение имеет вид

У—Уо (t)Po, 

где у2— (1 — cos p0t) / (т р 0г) .
В интервале времени решение будет следующим:

y=Po[yAt)— t>)}.

Окончательно получаем: 
при

У= Ро{1—cos p„t) / (т р 02), 

при t , ^ l

y =  /50(cos Ро (t ti) — cos pot]/(mpo2).

Аналогично для случая, представленного на рис. 71,6, бу­
дем иметь: 
при

У—Ро ( 1—cos p0t) /  (mp0z) ,

при

у = р 0[2— cos pQt cos Po(t— tl)]/{mp„2)

и при s > /2

y=p„[2cos p0(t2— t)— cos Po {t— Sj) — cos Pot]/(тр„г) .

84. Движение системы при однородных начальных условиях 

У0=Уо=0  имеет вид (см. решение задачи 81)

Т

y =  Sр  ̂ sin /?oTdx‘
0

В рассматриваемом случае

y = a ( t—sin p0t/p0) / (m p 0z)-, ( 1) 

y = a ( t — cos pat)/(mpo2). (2)

Решение (1) можно получить и операционным методом. 
Учитывая, что f(s )= a /s z, получаем

y (s )= a /[s2(s2+ p02)J.

откуда (переходя к оригиналу) имеем

y ( t ) = a ( t— sin Pot/Po)/{mp02).

85. Уравнение движения

y-\-Po2y = P ( t ) /m ,

где Р ( t ) — функция, составленная из периодически повторя­
ющихся импульсов, имеет периодическое решение с периодом Т



вынуждающей силы только при специально подобранных на­

чальных условиях г/0 =  (/(О) и у<>=у(0).
Пользуясь правилом отыскания изображения для периоди­

ческой функции и для дельта-функции, получаем

(s2+ /v )  Y(s) — sy0—y0= l/ [ m ( l—e-sT)].

Отсюда

K(s) =  (sy0+ija) / (s"+p*) + \/\m(s*+p<,t) (1— е-яТ)]; (1)
oo

у (*) =  Уо CO s pot -\- sill p0t 4- 2  sin Po ~  kt)
p° mp° kTo

где H (t) — единичная функция Хевисайда.
Из уравнения (1) получаем решение для интервала

y (t)= y 0cos p J+ d h /Р »)sin p„*+;[l/(mp0)]sin p0t. (2)

Для того чтобы решение (2) было периодическим, должны 

быть выполнены условия периодичности: Уо= У(Т), у0 =  у(Т), 
которые позволяют получить два уравнения для определения 
нужных начальных условий:

у0( 1— cos р0Т) — (//(J/p„) sin p j =  ( l/m p 0)sin p j ;

y„sin p j+ (y „ /p 0) (I-  cos p0T) =  (l/mp„)cos p j .

Определитель D системы равен

£>=2(1— cos p j )  /p 0.

Если T^2kn/p„, т. с. отсутствует резонанс (определить 
D¥= 0), то искомые начальные условия имеют вид

У и=  sin р07'/[2(1— cos р0Т) тр„]- (3)

у0=  — 1 /(2т ).

Подставив условие (3) в уравнение (2), получим искомое 
периодическое решение

УМ  2 ^ ( l -с-| Tfir CQS Pot +  Sin Po*}

или

y(t) =  (A/p0)sin(p0t+ a),

где A=\ /[m Y 2(\—cos р0Т)\\ tg a  =  sin р0Г /(1— cos p j ) .
Таким образом, амплитуда скорости хта)С= Л , а амплитуда 

перемещения хтах =■= Л /р0.
86. Решение для периода функции Р (t) можно представить 

в виде

Pt (t) =  (\ /m)[a(t)-a(t-T/2)].

Изображения P(t) и y(t) равны

/(*) =  (1— еГ5/2) [m ( l— e~Ts)\ =l/lm (l+ e-Ts'2)],



v 1 s- + p* in (S- +  /?„")

_k T  s

ft=о

Переходя к оригиналу, имеем

"It)  =  cos / У  4-^2- sin p,t -f —  V  ( -  1)»
1 0 t=0

X  Sin /?„ ^  — ,;T I II ( t - Щ .

Как и в задаче 85, периодическое решение с периодом Т 

возможно только при специальных начальных условиях г/0 и у„. 
Найдем их из условий

у (Т/2) = — «/„; у(Т/2) = —у0

и используем для нахождения решения y(t) в полупериоде 
0 < /< Т /2 :

y (t)= y 0cos /V+.(*/„/P")sin p„*+ ( l/m p 0)sin p j.

После вычисления получаем

) =" шцга (sin ^  - хт Ш к Ь  cos Pot);

У (П-4п  (C0S ^  +  1-Гсо%!t~2 Sin ^  )■

87. В интервале функцию Я(/) можно представить
в виде

P( l )=h[H( t )—I i ( i— tl) 1 

и, следовательно, изображения Р (/) и у(/) имеют вид 

/ (.s') =  /г (1 — (?-'■ ■')/[<; (1 — e-'Ts)\\

JIU + ih , h(\—e~st')
y(s)-

s"~ + Po' ' ms (s'- + (1 —e )

Переходя к оригиналу, получаем решение //(/) для одного 
периода:

ij(t) - //о cos /л/ + ~  Sin p j  - I A j(cos/7o(^ — 2fj)- COS /?ô |. (1)
Fo /nFo

Определим y0 и ;/,,, так же как в задаче 85, из условий 

У (Г) =  Уо, У(Т)=~у0:

h 1— cos р„Т + cos (Т —  / , ) — cos p„t,

~ ~ " ‘ P 0- 1— C H S  p j

• =  h sin p„T —-sin p 0 (T — t,)—sin p0t,
- 2mpa 1— cos p0T



Подставив уравнения (2) в выражение (1), после элемен­
тарных преобразований находим искомое решение в интервале 

О t <  Г:

y{t) =

и •h sin р —
_____О ~

т р0г

(/ , т ~*'\ cos pa\t-\ 2 !

Т
sin р„ .,

—j— ZroHI //() It- Г) 1

В интервале T ^ i^o o y  (I) изменяется периодически с пе­

риодом Т.
88. Дифференциал!,ное уравнение движения т  имеет вид

у + 2пу | р<?у =  (\/т)Р (t),

где 2/i =  а /т .
Переходя к изображениям, получаем

(s2 +  2 ps +  pi) V (.v) =  2/гг/о +  у0+ s у о -f ^  2  е
k=0

(1)

~kst

Для одного периода ( 0 < ^ 7 ' )  в сумме справа следует взять 
лишь первое слагаемое, приняв 6 =  0. Возвращаясь к оригина­
лам, получаем решение для первого периода:

У(*У- ;/о cos at. -j- П!,*+.Ул sin со 0t ■
т(0 о

sin 01,/

где со0= | fp g  — ri2.
Для того чтобы решение было периодическим с периодом

Т, нужно подобрать начальные значения г/о и г/о, используя 

условия периодичноеги:

ци =  у(Т); Уо =  У (Т). (3)

Дифференцируя (2), получаем y(t)- Из условий (3) найдем 

необходимые начальные значения у0 и у0:

Уо =

У о =

е пТ s in  со „Г

шю„ (е~'“ — 2en/ cos а)„Т 4- 1)

<>" cosca0r — -тг sin <■*,,7'

m (e2nl ~2епТ cos » аТ + I )

(4)

Подставив уравнения (4) в (2), получим искомое решение 
в интервале 0<г'^7', которое справедливо и для последующих 

интервалов.



§ 4. Критические состояния и устойчивость колебаний

89. Рассмотрим элементарный объем жидкости, выделенный 
из трубки сечениями х и х-\-Ах (рис. 229). Масса этого объема 
dm i=pF0dx (здесь mt=pF0-\ масса единицы длины столба жид­
кости) .

Рис. 229

На рассматриваемый объем действуют сила тяжести 

(dm ,g), касательная составляющая — сила инерции (dm,cp;c) и 
сила Кориолиса (2dm,а„ф). Момент сил относительно точки 
подвеса равен

d М =  — (£Чр+фх+2и0'ф ).^т ,

или

1

711 =  jj d/W =  — (?n\l2gq/2 +  / ^ ф ^ /З  +  ̂ от ^Ф ).

о

Запишем момент сил инерции массы трубки и силы тяжести: 

М\ =  — (то Ф/2/3 +  m0g<pl/2).

В соответствии с принципом Даламбера

М  -|- М 2 =  О,

или

•• . 3m,v0 ■ 3 g  „ 
ф+  mo + nhl Ф + Т Т Ф = о .

Отсюда находим, что частота собственных колебаний труб­
ки, заполненной движущей жидкостью, равна

Р =  У  3g/(2l) — {3ni\Vo/[2(mo+ mxL)\f. 

Движение является апериодическим при v y v ^  

v _

где

((/гао-Ь т\1)!т\] У 2g/(31).
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90. На рис. 230 изображено деформированное состояние си­
стемы при ее колебаниях. Изгиб трубы сопровождается появ­
лением центробежных сил инерции в жидкости, величина кото­
рых на единицу длины трубы составляет

q= m lv2/ рК)
jid”

где m ,=  -j- р — масса жидкости, приходящаяся на единицу 

трубы; р — плотность жидкости; рк — радиус кривизны трубы.

Дифференциальное уравнение изогнутой оси трубы имеет 
вид

^ \ E Jxy"] =  q, (1)

где Jx= n d s8 /8— осевой момент инерции сечения трубы.
Так как в выбранной координатной системе zOy (см. 

рис. 230) вторая производная прогиба отрицательна, то

q =  mlv2/ рк =  — m,v2d2y/dz2.

С учетом последнего уравнение (1) принимает вид

EJxy+mtv2y "  =  0. (2)

Решение уравнения (2) представим в виде

y = C lcos vz+.CiSin vz+ C j2 + C 4,

где v=  V  mlv-/(EIx).
Постоянные интегрирования определим из граничных усло­

вии: 1) при 2=^0 у = 0; 2) при 2  =  0 Mu= E Jxy "  =  0; 3) при 2  =  /

у' =  0; 4) при 2 = /  Q = —EJxy '" = —my0/2.
Последнее условие представляет собой выражение для пе­

ререзывающей силы Q, действующей в сечении стержня при 

z= l.
С помощью этих граничных условий представим уравнение 

изогнутой оси трубы в виде

у = — [(ту0) (2v3£ '/x)](sin Qz/cos vl— vz).



Отсюда следует, что уравнение движения массы при z = l 
имеет вид

y»+2EJ Xv'cosxly0/[m(sm xl—xl cos v/)] =  0.

Частота колебаний груза зависит от скорости протекающей 
жидкости:

Если скорость протекания жидкости у =  0, то из выражения 
(3) получаем известную формулу для определения частоты 
собственных колебаний

Частота колебаний равна нулю при cosv/ =  0, т. с. при v/ =  
=  л/2. Следовательно, критическая скорость протекания жид-

"* v V E J х/щ\ -----(л/2/) V E J  х/ mi-

91. Рассмотрим элементарный объем жидкости, движущей­
ся по радиальному отверстию со скоростью ;\ (рис. 231).

В процессе малых колебаний на него действуют дополнитель­

ная сила инерции переносного движения (\т,гц и сила Ко-

где т , — масса жидкости, приходящаяся на единиц\ длины от­

верстия; ср — отклонение угловой скорости диска от стационар­
ного значения со.

Полный момент сил инерции жидкости

р =  V 2E Jxxzcos vl/\m{sin xl -\-xl cos v/)]. (3)

К ОС I и

Рис. 231

.V/
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- [ф(г23 — r)/3 +  zvf (r P- r r ) j.

Кроме того, при колебаниях диска на него действуют мо­

мент инерции I ф и момент упругих сил со стороны вала (ф.
С учетом всех действующих на диск сил дифференциальное 

уравнение его малых свободных колебаний можно представить 
так:

nv„m, ( rL,= — г, = ) / 3
ф-

У - пт , (г. 3 —  /', )/:?
ф-

У -| пт , (/'2:l—  гi 3)/3
— ф =  0.

Найдем отсюда частоту собственных малых колебаний диска 
с учетом протекающей жидкости и скорость d * (из условия 

А =  0):

Р\
1/ nvams (г./ — г,2)

У •: л/и, (г25 —  г ,’ )/3  Ц У  I nni\ {г.. —■ г,")/3 

I . '  4с |У 4 пт , (г./ —г, )/3]

* » лот, (г,2 —  /-,-)

92. Решение этой задачи отличается от решения задачи 90 
только определением перерезывающей силы. При наличии пру­
жины следует считать, что

Q = _ _  F.]xy ' ' ’ =  —  (//*//„+ с г/,,) / 2 ,

откуда выражение для критической скорости протекания жид­
кости имеет вид

tg v /=  (v lc—2EJx\3)/c.

93. Рассмотрим отклоненное состояние диска (рис. 232, а). 
В этом положении на диск действует упругая восстанавлива­
ющая сила

—>■ — >

F e =  СГ\,

где с - жесткость вала при изгибе (с=  6E J x/ l :i).

Рис. 232

Так как г, = г  — е, то упругая восстанавливающая сила 

F e=  — с (г— е).

В этом случае дифференциальное уравнение движения 

в векторной форме имеет вид
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mr + c(r — e) =  0, (1^

где m — масса диска.
Представим уравнение (1) в проекциях на неподвижные 

координатные оси л: и у:

тх-\-сх =  се cos a t,

ту  + су =  се sin at.

При установившемся движении решение системы уравне­
ния (2) будет следующим:

х=\ер0‘У (ро2— ю2) Jcos at; (3)

У =  [еРо2/(Ро2— co2)]sin at,

где Ро= У  с/т .
Из уравнений (3) следует, что амплитуда колебаний неогра­

ниченно возрастает при а.-+р0= У  с/т .
При со<со. отклонение центра тяжести диска от оси враще­

ния равно rt-\-e, а при со>со. смещение центра тяжести диска 
происходит в сторону центра вращения, т. е. центр тяжести ди­
ска находится на расстоянии г,—е от оси вращения 
(рис. 232, б ).

Как следует из выражений (3), при весьма высоких скоро­
стях вращения (со->оо) происходит самоцентрирование диска 
(смещение г стремится к нулю).

В рассматриваемом случае масса диска

m =  nD2hp/4, т = 0,625 кг.

Жесткость вала

c=6EJx/ l3, с—2,35 кН/м 

Частота собственных колебаний

Po =  Vc7m, /?0=61 ,4  с -1.

Отклонение вала от положения равновесия (см. уравне­
ния (3))

Г [=Г  — е =  У х 2-\-у2 — е =  еа2/(р02 — со2),

или

1̂ =  1- 0 ^ ’ Г> =  1’6м м -

Определим силу, которая отклоняет стержень на 1,6 мм:

Р = с8 = сг1, Р = 3,77 Н

и вычислим наибольшие напряжения в вале по формуле 
o = M B/W x (где Ма= Р1 /2, Wx= n d 3/32). Окончательно полу­
чаем 0=38,4 МПа.



94. (o0 =  V 3 E Jx/(ml3).

96. В отклоненном положении (рис. 233) на вращающийся 
вал действует инерционная распределенная нагрузка интенсив­
ностью

д = т 0(а2у,

где т 0 —  масса единицы длины вала; со — угловая скорость ва­
ла; у —  прогиб вала.

К
X

тао}гуЛг

dz

Рис. 233

Составим дифференциальное уравнение изогнутой оси вала 
в системе координат, вращающейся с валом:

E JxyIY = q = m 0b)2y. (1)

Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид

v —k''= (V—k2) (V+k2) =  0,

где &4 =  m0<»7 (EJX) .
Запишем решение уравнения (1)

у=  C,sin kz-\-02cos kz-\-C3sh kz-\-Cch kz

и приведем граничные условия при шарнирном опирании кон­
цов вала:

у = у " =  0  при z = 0 ;

у = у "  =  0  при г—1.

Для определения постоянных интегрирования имеем систе­
му, состоящую из четырех однородных уравнений:

С х s i n c o s  kl +  C3 sh kl-\-C\ ch kl =  0;

C2 -j- C 4 =  0 ;

— k2C2 +  k2C\ =  0;

- Cxk2 sin kl — C2k2 cos kl +  C3k2 sh k l +  C3k2 ch k l =  0. 

Приравнивая нулю определитель этой системы, находим

sin kl ■ sh k l= 0 .

Наименьший отличный от нуля корень этого уравнения 
к1= я , т. е. критическая угловая скорость вала равна

со. -\n2/ l2) V E J X/ то-



96. Уравнение упругой линии при изгибе вала в системе 
координат, вращающейся вместе с валом, имеет вид (см. за­
дачу 95):

y = C 1sin kz-\-C2cos Az-f-Cjsh А'2 -j-C..ch kz, 

где k‘ =  m0(£>~/ (EJX) .
В случае консольного закрепления (см. рис. 81,а) гранич­

ные условия будут следующие:

при г =  0 //=«/' =0 ; 

при 2 =  / у "= у '"  =  0,

что позволяет для определения критической угловой скорости 
получить уравнение вида

cos kl- ch kl=  — 1. (1)

Решение последнего уравнения наиболее просто получить 
графически. Для этого достаточно найти координаты 
(kl) i (i= 1 ,2 ,. . .)  пересечения левой части уравнения (1) с 
прямой i|= — 1 (рис. 234).

Наименьший корень этого уравнения (kl) , =  1,875, а крити­
ческая угловая скорость

0.*= (3,52/I2) V E J x/m-

В случае крепления вала, как показано на рис. 81,6, соот­
ветственно имеем

при 2  =  0 у=у' =  0;

при 2 =  / у =  у' =  0,

что позволяет получить следующее уравнение для определения 
критической угловой скорости:

cos kl • sh kl — 1.

Наименьший отличный от нуля корень этого уравнения 
(kl) у — 4,9, а критическое значение \гловой скорости



to * =  (24/ l2) V  E J x/m-

97. В отклоненном от прямолинейного положения равнове­
сия состоянии на каждую единицу трубы действуют сила инер­
ции, вызванная вращением трубы с жидкостью, равная (ал0+ 
+/гс,)(|гг/, и центробежная сила инерции движущейся жидко­
сти, вызванная искривлением вала mlv2/p =  — m,v2y " 
(рис. 235) (знак минус определяется знаком кривизны).

Дифференциальное уравнение изогнутой оси вала предста­
вим в виде

EJxyiV =  (т о + т ^ ^ у —т ^ у " ,  (1)

или

,yv-ir k 2y " —k2ly=0,

k ^ n u v - /(E JX); k2=  (m0+ m 1)© 7 (£ '/s). 

Характеристическое уравнение для уравнения (1) имеет 

вид

kl+ W — /г/=0,

откуда

Л-1,2 - + i V W W W T ^ m ;

^з,4=  ± V W W + W ^ W Y n .

Решение уравнения (1) получим в виде

y =  C,sin C2cos X22 +,C3sh X32 + C tch X.

Постоянные интегрирования определим из условий 

при г= 0  у = 0 и у " = 0; 

при z = l у=  0 и у "  =  0.

Критическую угловую скорость найдем из уравнения

sin XiZ-sh Х31=0. (2)
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Левая часть уравнения (2) равна нулю в следующих слу­
чаях: X,f=kzt\ А*=0, т. е. при со =  0.

При k=\, т. е. Я,/=л, получим значение критической угло­
вой скорости

0)* =  К ^ E J х/[1л (mu+  mi)] — я?mi V2 т\)].

98. В соответствии с принципом Даламбера, уравнение дви­
жения рычага 2 можно получить, взяв сумму моментов отно­
сительно точки А всех сил, действующих на рычаг:

/л ф  +  т 2ф/]2/2  +  с/[2ф/2 — гп\ со2/22ф =  0,

где JАф — момент силы инерции рычага при колебательном 
движении; т 2ф/,2 — момент силы инерции штока; с / Д — мо­
мент силы сжатия пружины; т,(о2/22ф —-момент дополнительной 
инерционной центробежной силы, возникающей при отклонении 
рычага при колебании на угол ф; со =  со,/?4//?.

Отсюда собственная частота колебаний штока

I /~с/,2/2—т г®2и2
р V J A +mtl t2l'2 ■

При co2̂ co.2 =  c/12/(2m ,/22) малые колебания масс т , стано­
вятся неустойчивыми и нормальная работа чувствительного 
элемента регулятора скорости нарушается, тем самым критиче­
ское значение угловой скорости со. является верхним пределом 
рабочих угловых скоростей регулятора.

99. При малых колебаниях грузов т , их горизонтальные 
смещения Дг связаны с вертикальным смещением Ду втулки 
массой т 2 соотношением

ДУ= \Uf (^i+ ^)](tgcc+ tg $)Ar=kAr.

Для составления дифференциального уравнения движения 
грузов воспользуемся уравнением Лагранжа второго рода

А  (И  _  d-L JU д П — Г) m
<J<7 Yq _  dq 1 0q ~~ ' >

Составим выражения для кинетической и потенциальной 
энергий:

^ __ т 2Д//2 , , 0  т ,  (г  +  А /// к ) 2ы 2 .

1 2 2 ’

II =  tnig (Уо + А у) + С (у о + Д//)2/2.

где у0 — сжатие пружины при стационарном режиме работы ре­
гулятора.

Принимая на обобщенную координату q смещение А у, из 
уравнения (!)  получим

/ , 2/71, \ . •• , , 2т,ш2 \ . 2т1г(й2 ,,
(т 2 +  -£г" j Д у +  (с  ^  ) Д у - j- tn2g -г сУч j  — ъ-

Так как в стационарном режиме Ау=Ау=0, то
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m2g+cy0—2mira2/k=0,

и, следовательно, дифференциальное уравнение малых колеба^ 
ний регулятора можно привести к виду

Дг/ +  р 2А// =  0, 

где частота собственных колгбаний системы

р  =  Y  (к2 с — 2 т\ о>2) / (k2 пг2 +  2 т \). (2)

Из выражения (2) следует, что существует критическая 
угловая скорость регулятора

0).= ^2c/(2m i),

при которой собственная частота колебаний равна нулю.

100.
, m,g/(4c)—  D , -yf / m?g \2 m2gD

2  +  У { 8c J 8с '

101. При малых колебаниях стержня относительно положе­
ния динамического равновесия на стержень действуют момент 

сил инерции, равный / 0ср, сила тяжести Q=m g  и центробежная 
сила инерции, направленная перпендикулярно оси вращения и 
равная 0,5m/arsin (a+q>) (здесь угол а  определяет положение 
динамического равновесия, а ср — малое отклонение от поло­
жения динамического равновесия).

Уравнение малых колебаний стержня получим в системе 
координат, вращающейся с угловой скоростью ш. Стержень мо­
жет поворачиваться относительно оси, проходящей через шар­
нир. Для положения стержня, показанного на рис. 85, эта ось. 
перпендикулярна плоскости чертежа и проходит через точку О.

Приравнивая сумму моментов сил, действующих на стер­
жень, и момента инерции стержня относительно этой оси нулю, 
получаем уравнение

—  Л ф  +  0)2 s in  (a  +  ф) 4  1 co s  (a  +  —  ^  Т  s in

Учитызая, что J о -=ml2/3, и считая угол ф малым, ямееш

/о гг \ Я /БГ (i)'1
 ̂ cos ос — (п2 cos 2a  j ф + ~  ^ s i n  a  — — s ia 2 a  -=0. (l{i

Два последних слагаемых в этом уравнении соответствуют 

положению динамического равновесия при ф = ф = 0 , т. е. ия 

сумма равна нулю:

l,5g sin a //— 0,5(o2sin 2a=0 .

Следовательно, положение равновесия возможно при двух 

значениях угла а:

а( =  0 и « 2=arccos[3g'/(2co2/)]. (2)

11* 163



При а 4 =  0 из уравнения (1) следует, что колебания будут 
устойчивыми при

со2<1 ,5 £ //.

Критическая угловая скорость, при которой состояние рав­

новесия неустойчиво, равна <о.= У  1,5g/l.
Подставив в уравнение (1) а 2, получим, что при

со2 >3g /(2 l)

любое отклоненное состояние равновесия является устойчивым. 

102.

6>t =  V g /l; p ^ V g / l  — u2 и р=- (пУ 1 - |£V(/o)2)]2 .

103. Кинетическая энергия груза при малых колебаниях 
равна

r=0,5m x2+0,5mci)2.r,

где х — смещение груза, отсчитанное от оси вращения. 
Потенциальная энергия деформации пружин

П=0,5с[(6о+*)2+  (6„- *)2] =  с(602+ х2) .

Составляя функцию Лагранжа L=T — П и подставляя ее в 
уравнение Лагранжа, получаем

х-\- (2с— m(d2)x/m =  0,

откуда собственная частота колебаний

р  =  У  2с/ т — to2.

Критическая угловая скорость

=  с/т-

104. Дифференциальное уравнение относительного движе­
ния массы т  имеет вид

х-\- (с— тш *)х/т=0,

где х — отклонение массы т  от положения динамического рав­
новесия.

Частота колебаний и критическая угловая скорость соот­
ветственно равны

р =  У с /т  — и2; ю* =  У  с / т-

105. В процессе малых колебаний на пластинку действуют 
следующие силы: Y — подъемная сила; Мс — момент, создава­
емый упругим стержнем, и инерционная нагрузка.

Поскольку площадь поверхности пластинки s=bh, подъем­
ная сила

Y=npvzbha,

где р — плотность воздуха.



Момент Mr —cii, где с — угловая жесткость системы [с— 
=  GJV/ (21) = n d lG / (64/)].

Момент сил инерции пластинки /ф, где / =  (ЬНгр,/3) (Л+ 
-\-3d/2) — момент инерции массы пластинки относительно оси 
вращения (р ,— плотность материала пластинки).

Используя принцип Даламбера, составим дифференциальное 
уравнение движения в виде суммы моментов всех сил относи­
тельно оси вращения:

Ja+ ca— Y(3h/3+d/2) =0 ,
или

a-\-[c/J— яри2ЬМ 1/(2 /)] а= 0 , где ft,=3/i/4+d/2.

Отсюда частота собственных колебаний пластинки 

р --- У  с/ J  — npv2bhhl/(2J).

Нетрудно видеть, что существует критическая скорость

■у* y 2c/(npbhhl),

при которой частота колебаний равна нулю — система теряет 
устойчивость (происходит дивергенция пластинки).

106. Дифференциальное уравнение малых свободных коле­
баний рычага имеет вид

/ф+сср=/-’„/<!<р или ф + (с— Р 0# )ф = 0.

Частота собственных колебаний р = У  (с— P0R)/J. Критиче­
ская сила P, =  c/R.

107. Сила притяжения массы т  магнитом

F=k  Ф02/аД

Если массу сместить в горизонтальном направлении на ма­
лую величину x(.v<(i,) (рис. 236), то возникает сила, равная 
разности сил притяжения:

A F = F i—F, =  Ы\1/ ( а —х)2— &Ф02/  (а ,+ х )2«  4М>0х/а ,3,

где

Л = л ф „ 7 («.— * )2; F2= ^ф »7 (<*,+*)2.

Воспользовавшись принципом Даламбера, получим диффе­
ренциальное уравнение движения массы:

т  х-f- 2 Т„х/ 1=4кф02х/а ,3,

или
x-\-\2TJ (ml)— 4^Ф„г/ ( т а ,3) ]х=0.

При малых колебаниях частота собственных колебаний мас­
сы в магнитном поле

р =  У2Т  о/(ml) — 4k Ф u2/(m a,3).

Интересной особенностью полученного выражения для ча­
стоты является зависимость ее от Ф0, которое эквивалентно по 
своему влиянию «отрицательной упругости».



Каждому значению натяжения Т0 соответствует критическое 
значение магнитодвижущей силы

Ф* =  У Т 0а^/(2к1),

при котором частота р равна нулю. При этом значении Ф. 
состояние равновесия массы m является неустойчивым, т. е. 
колебания невозможны.

108. р =  У ЫгЕ/(АРт)-АкФ{?/{тЩ% Ф * = К bh*Еа?/ (\Ш*)

109. Воспользовавшись методом сил, получим дифферен­
циальное уравнение движения массы

у—f>u ( ту) -|-б12̂ о.

где бн =  Г/48EJ — прогиб балки в точке крепления массы т  от 
единичной силы; б!2 — прогиб в точке крепления массы т  от 
единичной силы, приложенной к балке на расстоянии z от на­
чала координат, или, что то же самое (по теореме взаимности 
перемещений), прогиб балки на расстоянии z от единичной 
силы, приложенной в месте крепления массы т.

Для 612 примем приближенное выражение

я я •б12« б п sin —j-.

Так как z=vt, то окончательно получаем следующее диф­
ференциальное уравнение колебаний массы т :

У+Ро2У= (Ro/m)sin nvt/l. (1)

При однородных начальных условиях г/(0) = у (0) = 0  реше­
ние уравнения (1) имеет вид



Из рассмотрения знаменателя выражения (2) следует, что 
имеется критическая скорость движения силы R„, которую 
можно найти из условия

/V  —  (л и ./ / ) 2= 0 ,

откуда

/* — £/?о/я =  (1/л) y ^ S E J /(13т).

Однако при этом значении скорости v в уравнении (2) 
имеется неопределенность, раскрывая которую (яv/l-*~p0), по­
лучаем

У— —iRo/(2mp0)\(l cos p j — sin Pot/Po).

Так как время движения силы но балке конечно, то конечно 
и смещение массы т , т. е. никакой критической скорости нет.

§ 5. Параметрические колебания

НО. Для составления дифференциальных уравнений движе­
ния воспользуемся методом Даламбера. Спроектируем все си­
лы, действующие на груз, на неподвижные оси xOty (рис. 237):

т х — —N sin ф, (1)

nuj=N  cos ф— mg. (2)

Рис. 237

Исключим из уравнения (1) силу натяжения N :

т (х  cos ф+г/ sin ф) = — mg sin ф. (3)

Координаты положения груза выразим через угол отклоне­
ния стержня от вертикали ф и смещение точки подвеса j/t:



y = l— I cos ф+г/„ (4)

x = l sin ф.

В таком случае

у =  1{ Ф sin ф-|~ф2соз ф)— г/и о  г sin со t,
. . . .  . (5)
Х = 1  (фСОЭ ф — cp2 sin ф).

Подставляя выражения (5) в уравнение (3) и считая угол ф 
малым, т. е. полагая со зф = 1 , з т ф  =  ф, ф“ =  0, получаем

Ф+Х^н//— (г/оСО2//) sin ф=0. (6)

Уравнение (6) обычно приводят к форме уравнения Матье

й2ф/с?тг+. (a-\-2q cos 2т)ф =  0,

где a = 4 g / (со2/ ) ; 2q=4y0/l; т=ш//2.
В зависимости от конкретных параметров системы малые 

колебания маятника будут устойчивыми или неустойчивыми. 
Устойчивым колебаниям соответствует положение изобража­
ющей точки на диаграмме Айнса— Стретта в незаштрихован- 
ных областях (см. приложение 1). Если параметры а и q тако­
вы, что изображающая точка попадает в заштрихованную об­
ласть, то колебания будут неустойчивыми.

В рассматриваемом случае а =  0,784; <7 =  0,04, что соответ­
ствует точке на диаграмме (см. приложение 1) в устойчивой 
зоне.

111. Решение задачи аналогично решению задачи 110. В от­
личие от него коэффициент а в уравнении Матье отрицателен. 
Таким образом, движение маятника устойчиво при со^396 с-1 
(при выполнении условия |а| <iqz/2 ).

112. C O m ln~  125 с-1.
113. Дифференциальное уравнение малых свободных коле­

баний пластинки аналогично уравнению движения, полученно­
му в задаче 110. Если пренебречь силой лобового сопротивле­
ния, которая при малых отклонениях пластинки весьма мала, 
то, считая в указанном решении скорость потока переменной и 
пренебрегая слагаемыми, содержащими vt2, получим диффе­
ренциальное уравнение движения в виде

d2a/dx2-|-(a +  2<7 cos2 t)a  =  0,

где

4 (cl2 Зл Ы гри02 V о  ^ Зл bl2pv„vi . j 1

7 ~ )' J  ' J ~ 3

При указанных в задаче параметрах и а=1,53 коэффициен­
ты уравнения Матье равны:

при Vi =  5 м/с 2<7=— 0,132, \q\ =0,066;

при 14=10 м/с 2^7=—0,264, |с/|=0,132.
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Из диаграммы Айнса— Стретта (см. приложение 1) следует, 
что при изменении амплитуды скорости потока в заданных пре­
делах колебания являются устойчивыми.

114. При составлении дифференциального уравнения движе­
ния можно воспользоваться приближенной формулой для оп­
ределения прогибов стержня при продольно-поперечном изгибе

где у0= — ту/с  — прогиб стержня от действия только попереч­
ной нагрузки, которой в рассматриваемом случае является 
сила инерции массы; с — жесткость стержня при изгибе; Рэ=  
=  riiEJx/(4L2) — критическое значение сжимающей силы.

Таким образом, дифференциальное уравнение движения 
можно представить в виде

После подстановки числовых значений находим а =  6,63; 
|<7 | =0,195. На диаграмме Айнса— Стретта (см. приложение 1) 
точка с такими координатами характеризует устойчивое движе­
ние.

115. В рассматриваемом случае жесткость балки при попе­
речном изгибе с=24Е1х/13, а критическая сила P3= n 2EJx/P. Ко­
эффициенты уравнения Матье будут определяться следующими 
выражениями:

После подстановки значений получаем а =  4,2; j 1 =  0,02. 
Точка с такими координатами находится в области неустойчи­
вости на диаграмме Айнса— Стретта (см. приложение 1).

116. Дифференциальное уравнение движения массы т  мож­
но представить в виде

У У«1 (1 Р/Ра),

у-\-\\ — Р / Р э) су /т  =  0,

или

y-\-(a-\-2q cos 2т) у =  0,
где

_4 24Р, 

О)2 я 21т
-  0,39.

или

У +  2(Т0 + ТХ sin a>t) y/{ml) =  0, 

d2y/dx2-]r (a +  2*7 cos 2x) y =  0,
где



Движение массы т  является устойчивым, так как точка с 
координатами а =  5,12; <7 =  1,28 находится в незаштрихованной 
области диаграммы Айнса— Стретта (см. приложение 1).

117. Дифференциальное уравнение движения груза предста­
вим в виде

Ограничиваясь линейной частью разложения функции 1/би 
в ряд по степеням получаем дифференциальное уравнение 
движения в виде

Это уравнение удобно представить в форме уравнения 
Матье

Подставив числовые значения параметров системы в выра­
жения для коэффициентов а и 2q, получаем а =  2,5; <7=0,75.

Решение уравнения Матье будет устойчивым или неустой­
чивым в зависимости от соотношения между коэффициента­
ми а и q. В рассматриваемом случае изображающая точка на 
диаграмме Айнса—Стретта (см. приложение 1) попадает в 
незаштрихованную область, т. е. движение груза при выбран­
ных параметрах системы устойчиво.

118. В произвольный момент времени точка перегиба нити О 
смещается из своего среднего положения на величину у,, а нить 
отклоняется от положения равновесия на угол ф (рис. 238).

Используя теорему об изменении момента количества дви­
жения, запишем

По методу Даламбера рассмотрим равновесие сил, действу­
ющих на груз в произвольный момент времени. Это сила натя­

жения нити N, сила тяжести mg и силы инерции тх  и ту.
Спроецируем все действующие на груз силы на вертикаль­

ную и горизонтальную оси:

у=  — 6н ту, 

где бн =  /7 (3 £ /* ) =  (/о— /.sin a t)3/(3E Jx).

d2y / d t 2+  ( я +2<7 c o s  2т ) у  =  0,
где

_  4 3 EJX. о 4 9 EJ х 11 .
r,->2 m l 3 ’ Z V ft, 2  m / 3  I >to2 ml03 ' *4 to2 m lo3 l0 ’

37 [m Vo f  Ух?ф] =  — mg (k +  yx) Ф, 0)

откуда

Ф +  2//1Ф/(/о +  ̂ 1) У\) — 0- (2)

m y = N cos ф — mg, 

m x =  — N  sin ф.

(3)

(Ь
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Рис. 238

Выразим координаты груза х и у через угол ср и длину 10: 
х=  (/0-t-i/i)sin ф; у =  (/„+*/,) (1— cos ф).

Подставив эти соотношения в уравнения (3) и (4) и исклю­
чив из них силу натяжения N, получим уравнение (2).

119. Дифференциальное уравнение движения матяника 
имеет вид

. 2 d/ • . g m п 
ф + т ^ + т ^ 0’

где /= /„+ ilsin ш/.
120. Изменение положения массы т  вызывает изменение 

момента инерции системы. В таком случае для составления 
уравнения движения удобно воспользоваться теоремой об из­
менении момента количества движения

£ ( / 0ф)“ 2М 01, (1)

где J0 — полный момент инерции массы системы относительно 
точки подвеса О; ф — угловое отклонение системы от положе­
ния равновесия; Mai— моменты внешних сил, действующих на 
систему относительно точки О.

Уравнение движения массы т  относительно рамы имеет вид

x = x 0sin со/.

Момент инерции системы

■/o =  -A+m (^o+*oSin со/)2. (2)

Момент сил тяжести относительно точки подвеса О при от­
клонении системы на угол ф равен

2M oi=  — т ,§/,ф — m g(/0+ x0sin со/)ф. (3)

Подставив выражения (2) и (3) в уравнение (1), получаем 
дифференциальное уравнение движения системы в виде

[7,+т (/„-}-x0sin со/)2]ф+2тх0со (/0+ x0sin со/X 

Xcos CD/^ +  g{mi î +  m (̂ o +  ̂ oSin со/) J ф =  0.
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121. Решение аналогично решению, приведенному для зада­
чи 120. Дифференциальное уравнение движения маятника 
имеет вид

•• , 2vr0 cos at • , g n
Ф+  -, —  77^7 +  ' Ф =  0,10 + х0 sin (ot

где ф — угол отклонения маятника от вертикали.
122. При отклонении вагонетки от положения равновесия на 

расстояние л: и повороте шкива на угол ф изменение длины 
троса (рис. 239) составит

Д/ =  #Ф +  Yl\x -\-х2— 10и 

или в случае малых колебаний (*<C/0i)

Д/=7?ф.

Рис. 239

Отсюда следует, что изменение натяжения в тросе

AT=AlEF/l0=REF<p/l0.

Тогда дифференциальное уравнение движения вагонетки 
можно записать так:

т х =  — (70+ A ^)s in  а,

где а — угол, на который отклоняется трос от вертикали при 
колебании вагонетки.

При малых колебаниях

sin a = a = x / l0i. (1)

С учетом (1) дифференциальное уравнение движения пред­
ставим в виде

x-j- (a-\-2q cos 2т)х =  0. (2)

Вычислим числовое значение параметров, входящих в вы­
ражение (2):
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а = 4 7 ’0/ (mar/,,,) =  4 ■ 103/  (500-102 ■ 0,7) =0,114;

2q=4REFq>0/  (fflo)2V„i) =4-0,1 -200- 109Х

Х Ю 4-0,1/(500- 10s-1-0,7) =2,28; <7=1,14.

Из диаграммы Айнса Стретта (см. приложение 1) следует, 
что малые колебания вагонетки неустойчивы.

123. Дифференциальное уравнение движения массы в маг­
нитном поле имеет тот же вид, что и уравнение в задаче 108:

тх-\-(с—&Ф7 /fli3)x=0 , (1)

где c =  3EJx/ l3; Ф = Ф 0+Ф,8ш со/.
С учетом малости амплитуды магнитодвижущей силы Ф, 

уравнение (1) принимает следующий вид:

г л-<1»0- 2£(Р0Ф
т  т а хл та.

или

где

dx/d\~ | (а-|- 2с/ cos 2т) х = 0,

4 I' с кФ„: \ п „ 4 26Ф0Ф,
d - гть ~ . '

со ( т т а ,3 I ' со- т а ,3

Нанося на диаграмму Айнса— Стретта точку с координата­
ми а=1,03; | «7 1 =0,02, находим, что движение массы устойчиво, 
так как точка находится в незаштрихованной области.

124. При движении шины се расстояние от проводника рав­

но а, =  а0- Ь.х-
Сила, действующая на шину при ее колебании

Л F =  F0—F2,

где

F q = - 2 |ч /1 / 201/ Q-Q,

F2=  2»i / / (/»  + /»»si'l,l>fL ~ g ^  (/2q4-/21 sin со/) (1 — —
2 д„ + х «0 w u  ’ 1 ’ \ Но

В этом случае дифференциальное уравнение движения 

имеет вид

тх-\-2сх =  AF,

или

[> ~ ё г < / » + si"  “ ' > ] - 21̂ г si"

125. Дифференциальное уравнение колебаний рычага 

имеет вид (см. рис. 90)

■ ■ I c  P„R P, R . \ п 
Ф +  Т --- 7----- f- s in  соt ф =  0.
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Обозначив at =  л/2 +  2т, после преобразований получаем 
коэффициенты уравнения Матье:

а-
4 С-PgR .
со2 2 q = -

4 P,R
J ’ J

Рассчитав числовые значения коэффициентов а=6 ,0  и 
<7=0,4, находим, что движение является устойчивым.

126. В произвольный момент времени положение массы оп­
ределяется координатой

x0= x 00+vt.

Дифференциальное уравнение малых свободных колебаний 
в таком случае имеет вид (см. решение задачи 28)

Тй I
У- У =  0.m ( l—x00— vt){x00 + vt)

127. Пусть в произвольный момент времени точка подвеса 
маятника смещена относительно положения равновесия на не­
которую величину г/0) а маятник отклонен от вертикали на 
угол ср (рис. 240). Тогда дифференциальные уравнения движе­
ния массы m имеют вид

тх\ =  — N  sin ф ; 

ту\ =  — N  cos ф— mg-

(1)
(2)

Подставив в эти уравнения значения координат

Xi =  s1-j-/1sin ф;

У i =  Уст~]гУо~\~.ЬС05 Ф 

и исключив из них силу N, находим

— i/osin ф =  — g-sinqp 

или, полагая угол ф малым,

qp-hte- —  ̂ о) ф /Л  =  °-
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Из условия равновесия узла точки подвеса маятника сле­
дует, что

N COS ф =  Т (г/о +  //ст) /S i +  ̂ O (i/o +  i/ст) / s2-

Выражая N  через у с помощью выражения (2) и учитывая 
соотношения (3), получаем

(l/sxs2) Tb (у0 -(- у„) =  mg — m [у — 1Х (ф sin ф +  ф2 cos ф].

Учитывая, что 1Т„уст/ (s,s.) =mg  и пренебрегая нелинейны­
ми членами в правой части уравнения (поскольку q:— малый 
угол), представим последнее выражение в виде

У о =  — TQy0l/(m sxs2),

или

У и "= Р~Уо=  °> (5>
где p2 =  TJ/ (ms,s,).

Решая уравнение (5) с учетом начальных условий (/ =  0, 

Уо=Уоо, Уо =  0), получаем уравнение движения точки подвеса 
маятника

//о =  г/ooCOS pt.

Подставим это выражение в уравнение (4):

Ф +  т- (8 +  УоР2 cos pt) ф■= 0.1 1

После замены pt= 2x получаем уравнение Матье 

(1“ф / < 1х” —I— ( а + 2^ cos 2 т )ф  =  0,

где a =  4q/{p2lt)\ C2q =  4y{)„/1<.
Подставив числовые значения параметров, находим а =  

=  0,0687; <7 =  0,665, что соответствует устойчивому движению.
Во втором случае получаем а =  0,825; <7 =  2. Точка с такими 

коэффициентами попадает в область неустойчивых колебаний.
В рассматриваемом случае, конечно, не может быть беспре­

дельно нарастающих угловых колебаний, так как система кон­
сервативна. Под неустойчивым движением следует понимать 
неустойчивость вертикальных колебаний (тенденцию к нара­
стающим колебаниям по углу ф ). Для правильного определения 
угла ф следует рассмотреть колебания с учетом нелинейных 
слагаемых.

128. Решение аналогично решению, приведенному для зада­
чи 127. В первом случае движение маятника будет неустойчи­
вым, а во втором-— устойчивым. 1) а== 0,0981, </ =  0,5; 2) а =  
=  0,0981, <7 =  0,07.

§ 6. Случайные колебания

129. При решении задачи 75 получено дифференциальное 
уравнение малых угловых колебаний системы
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где р02 =  сГ-/10.
Как известно, зависимость спектральной плотности выхо­

да ф от спектральной плотности входа h имеет вид

5ф(со) =  | (tco) |25Л(со), 

где | W (ia) |2 — квадрат модуля частотной характеристики си­
стемы.

Частотная характеристика системы равна передаточной 
функции системы, у которой оператор р заменен на оператор 

(со, т. е.

W i{m) =  W{p) \р=ш.

Передаточная функция системы W (р) равна отношению 
изображения по Лапласу соответствующей выходной величины 
к изображению входной величины:

W (p )= X Bbiyi(p)/XBX(p).

Передаточная функция для уравнения (1) имеет вид

ХУТ1 — cl/j„ + a lp /j„
W {Р) p̂  + aPp/J. + p^ '

где р — оператор дифференцирования (p =  d/d/).
Частотная характеристика системы

,уг .. . I (с + аг'®)
W (Ш)— Jo [(.ш)» + а /*да/У0 + р0»] •

Выражения для спектральной плотности Sh и модуля ча­
стотной функции можно представить в виде

=  10и/[(25у2+со2)2я]= 10и/( 15u+io) | г2 я ), 

(c l/ J „ r- (a l/ J0y  ( to )2

| (ia)2 + a l2 (i(a)IJ0 + p021 

Тогда выражение для дисперсии угла ф примет вид

W  (ш) |

п = - L  С [(с//У0)г —(а///0)2 (/CD)2] IQt/dco
2л )  |(гш)2 + а / 2/(й//0 + р 02|2|5г; + га>|2 ’

—  ОО

ИЛИ
оо

Л _ J ^ .  С ___________ [(cl/Joy - (a llJoy (t(0)2] do____________
2я  ,1 | U©)3 + (5 t»+ a/2/ / 0) (гсо)2 + (5val2/ J 0 + ре2) i<o + 5vp02 |2' '  '

—  ОО

В приложении 2 даны значения интегралов типа (2). В рас­
сматриваемом случае интеграл (2) соответствует интегралу / 3 
из приложения 2:

В Ф=  10о - М .- м Л /д ,  (3)
u 2а0 (а0а3 — д,дг)

где
a2< P o2+ a /25y / / 0; Ьо= 0; a0= l ,  al= a l2/J0+



+5и; &!==— (al/Jo)2\ Ьг= (сг /]0)г\ а3< 5 р 0 

После преобразований выражение (3) принимает следу­
ющий вид:

т2 D
5v p 2 (a//■/„)* + (al2U 0 + 5t>) (cl/У 0)8 

ф а1'г Г а,г пг- Л
Ро- [ p „ 2 +  5 i > ^ - + 2 5 t / 2 J

График изменения стФ в зависимости от скорости движения 
прицепа v показан на рис. 241.

бр-ЛГ3

Рис. 241

130. Среднеквадратичное значение отклонения угла опреде­
ляется выражением (см. решение задачи 129)

/ J 0 + 5v) (c l/J0y_  f  5ур0г (al/J^y + (al* 
^  1/ cl*a f cl2 „

v  -j ^ [ - 7 ;+5v

a I2
■ + 25v2

На рис. 242 приведен график изменения аф в зависимости 
от жесткости рессоры с. Предельное значение аф, при с->- оо 

равно
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(Тф, =  v  J 0(al2/ J 0 +  5v)/(al*).

131. Зависимость спектральной плотности производной 
функции от спектральной плотности функции имеет вид

0) 

(2)

S . =  co2S ф (со).

-В этом случае дисперсия скорости

оо

D* =  § со25 Ф (со) dco.
—оо

Поскольку

S i  (со) =  | Г (ш )  |2 Sh (со),

выражение для дисперсии скорости представим в виде (см. 
решение задачи 129)

D- =  —и я> 2л
т

(№)■*— |

s
'

сч•
4

? dco

т з+
осГ-

Г  + 7Г7 j  (»w)2 +
/ а  I2 \ 

[5v —  + Р\
/со +5vpa2

2 .(3)

Интеграл (3) можно преобразовать к виду

5v
cl2 \2 a l2

77 +15” -77+Р°г
a l2

a l2
25v2 +5v - j-  + p 02

J П
al*

График изменения ст̂  в зависимости от скорости движения 

прицепа v приведен на рис. 243.



132. Дифференциальное уравнение движения массы т  имеет
вид

y + a y / " i+ P < ry < fm , 

где р02=с/т-, c=6E Ix/ l3=Ebh3/12Р.
Спектральная плотность ускорения

S-; (о) =  (045у (со).

Учитывая, что спектральную плотность смещения у можно 
представить в виде

S y =  \ W  (i со)|2 S f =  т2 |(/ы)2 + а103/т +̂ 212 1 ^  + (.ffl)2|2 2л , 

найдем дисперсию ускорения
оо

1 Г* P,a>4dco ________________________

D y 2л
т &

г)
— оо

(/со)3 + ( ~^- + Р3) О'®)2 + (-~Г в* + Ро2 ) г'® =  Р2Р02

Из приложения 2 получаем

D  - — о-
), (afc/m + pо2)

у и 2от[ар2/от + р02 + р22]“ '

После подстановки числовых значений имеем ст̂- = 2 9  м2/с4.

133. В процессе колебаний на массу т, действует сила

F =  — my — ay + f  =  cy.

Вследствие симметрии реакции опор 

У? =  0,5 F=0,5 су.

Выразим спектральную плотность реакции через спектраль­
ную плотность перемещения:

S ;i(co) =0,25с25у(со).

Учитывая, что спектральная плотность перемещения массы 
связана со спектральной плотностью возмущающей силы соот­
ношением (см. задачу 132)

Sf (ш)

(0))=  |(/а>)г + а/ш/т + р*\* 2т2 ’ 

найдем спектральную плотность реакции

0,25сгр ,______________________________
s*=-

2m2 (/ш)* + (гсо)2 + ^  Р2 + р йгj  г'ш + р 02р2 •2л

Воспользовавшись приложением 2, найдем

2 __ р|£̂ ______ a/m + ft2______
~R~ 4т '2a (ар2/пг + Яо2+ Й22) ’

После подстановки числовых значений получаем стд2 =  З Н 2, 

откуда Or=  1,7 Н.
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Максимальное напряжение в балке

amax= R l/W x=6R l/(bh2).

Среднеквадратичное отклонение максимального напряжения

o„=oRlh /( Ix-2).

После подстановки числовых значений находим о„= 
=  10,2 МПа.

134. При возмущенном движении системы угловая скорость

Q =  йо-j- AQ .

Если возмущение А£2 мало, то момент сопротивления мож­
но найти как

Мс (Q) = М С (Q0) +  (d M Jd Q) 0„ 0, AQ.

Представим дифференциальное уравнение возмущенного 
движения при действии на систему случайного момента сопро­
тивления А Мс

IdAQ/d t= M R—Mc (Q0) — (dMc/dQa, A Q + АМС.

Поскольку МЯ= М С(£20) , то

IdAQ/dt+ (dM'/dQa, AQ=AM C.

Как известно, зависимость спектральной плотности от кор­
реляционной функции имеет вид

оо

5 ДЛ1(«) =  2̂ - ^ К\М{х) e£t0Tdi,
— оо

или, учитывая выражение для К а м ,

оо Г 0

S 0M =  ̂ ; D  ^ =  ̂  D  ^ e^~ l^ xdx +

D a

(а2 + ш2) п '
e-(«+to) T(jT

о

Спектральная плотность случайной угловой скорости AQ 
равна

5 да =  |Г(ш)|2.5 дм,

где | W (i о))| =  1
1 V  + (dM jdQ )2

Дисперсия отклонения угловой скорости

оо

^ Л а = 1г S " т д а
Dadco

1 + (сШс/<Эй)2] (to2 + a2) ’
— ОО

откуда

Dm- 20
ЦдМс/дQ) (a J  + dMc/dQ)] 
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135. При решении задачи 69 получено дифференциальное 
уравнение вынужденных колебаний зеркальца осцилографа 
вида

Ф +  2яср-}-/?02(р =  Л г, (1)

где n =  a/i\ A =  aBl-\0/gJ.

В случае, когда полный ток i = i0-\-Ai, угол поворота зер­
кальца можно представить в виде ф = ф 0+Дф, где ф0 — угол, 
соответствующий номинальному значению тока i0, а Дф — угол, 
вызванный случайным током Дi.

Для угла Дф из выражения (1) получаем

Дф+ 2пЛ(р-j-po2 Д Ф= Л A i.

Спектральная плотность угла Дф равна

5дф=У1“5л,1/ | (to )2-4-2ш(о-|-р021".
Дисперсия угла Дф (см. приложение 2) равна

оо
1* AfJ42dco nN А2

Лф ”  J  |(/а))2 + 2ni(0 + р 02|2 —  2пр0г '
—  ОО

Среднеквадратичное отклонение угла Дф будет следующим: 

ол,р=-(А/2р0) V 2nQ /п.

136. Дифференциальное уравнение движения массы т  при 
кинематическом возбуждении имеет вид

// 4" ~пУ РйУ ~  Ро2Уо>

где

2 rizM=a/m\ Po2 =  €>EJx/(ml:i).

Вычислим спектральную плотность вертикального смещения 
массы

•S»(co) =PolSya (to)/[| (йо)2+2ш со+ />02|22я].

Наибольший изгибающий момент в балке возникает в за­
делке и, следовательно,

М =  ( - т у — ау)1.

Его спектральная плотность

S m =  I11 — т  (гсо)2 — aico |2 5 У (со),

или

0  20р*12 [яг2 (гсо)4— а 2 (г© )2]
•Ьл, =  2л|(/со)2 + 2л1-а) + р 02|2 | 10 + гсо|2 

20/>„4/ 2 [от2 (iсо)4— а 2 (/со)2]

1(/а>)2 +  (2л + 10) а® )2 + (20л + ро2) Ш + Ю/?02|г-2л‘

Вычислим среднеквадратичное отклонение изгибающего 
момента М:



2 е с ,„ v ^ . 5р0*1г [(2л + Ю) т г + аг] 
ем =  )  ^ ( M) dco = ... п (20я + р 02 + 100) •

—  ОО

После подстановки числовых значений получаем ам2== 
=  5,4- 10е (кН-м)2, или ом = 2,32 кН-м.

Максимальное нормальное напряжение в заделке

Стах =  /  Wx,

Поэтому среднеквадратичное отклонение

Оотах==Ом/^7х== 2,32/3,97-10^5=29,3 МПа.

137. Дифференциальное уравнение движения массы т , со­
ставленное по методу сил, имеет вид

Ух~^п ( — ШУ\ аУ\)-\-&\чР • (1)

Вычислим спектральную плотность перемещения массы:

о / ч _______ б12SP (м)_______
| тЬц (iffl)* + a6,iico + 1 |2 *

Тогда дисперсия случайного смещения ух равна
ОО л

I f  Of2«dCD

)  I тбп (/в)3 + (а + 6m) 6„ (to)2 + (1 + 6аЗп) jco + Ь |2 '
— оо

Вычислим интеграл (2) (см. приложение 2):

D yi =  аб?2 (а +  Ьт)/[ 2 6а (1 +  йб,,а -f 626и щ)\.

Среднеквадратичное отклонение вертикального смещения 
массы га

°</i — V" D yi.

Изгибающий момент в заделке

М  =  Р1 + 21( — тУ\ — а-Ух). (3)

Воспользовавшись уравнением (1), исключим из уравнения (3) 
силу Р:

М = ( / /6 i2) (г/, +Ьх\тУх +  вцссй) - 2 /  (дай +аг/,)

или

At — (6ц /612 2) то/г/! -(- (^11/612 2) ос/г/, — /^/i/6j2- 
Спектральная плотность

5 Л =|\Г,(<ю) |2S yI (ш), 

где | W\ (ito) j — модуль частотной функции, равный

Wx (ш) =  (- ^ - - 2 )да/ (ш)2 +  (-|1—  2 )а /ш + - ^- .

С учетом значения выражение для принимает вид



a6f2 [&o (*«)4 +  *1 0 « ) 2 +  * 2]
S m = I тбц (гю)3 + (a + 6/и) 6,, (i'w)2 + (1 + 6,,6a) lw + Ьг |2 2л ’ 

где &0 =  m ^ 2 (6„ / 6,2— 2)2;

И У -
Дисперсия момента Ж (см. приложение 2) будет равна 

(1 + 68,,а) Ь0— тгабцб,— 6\{т  (a + bm) Ь2/Ь

28|[ma (1 + 6цЬа + 626n m)

138. Дифференциальное уравнение случайных колебаний 
массы т  имеет вид (см. решение задачи 136)

Ау+2пАу+р02А у=р02Ау0. (1)

Для определения среднеквадратичного отклонения разности

Ау—А г/о=е (2)

необходимо знать спектральную плотность случайной функ­
ции е. Для этого найдем сначала передаточную функцию (2).

Передаточная функция системы (1) (при нулевых началь­
ных данных) имеет вид

W (p)=A Y(p)/A Y0{p )=pa2/(p 2+2np+p02),

где A Y (р) и A Y0(p )— изображения функций А у и А у0 по Лап­
ласу.

Воспользовавшись преобразованием Лапласа для левой и 
правой частей уравнения (2), получим

E (p )=A Y (p )-A Y 0(p).

Передаточная функция системы (9) имеет вид

Wl =  E(p)/AY0(p) =  W (p )- l =  p(p+2n)/(p*+2np+p02).

Спектральная плотность равна

5 е (С О )Н ^ , (*«>) P W

или

о ____________ «1 [а*»)4—4п т г1____________
° е I (i со)3 + (2п +  Р) (Vffl)8 +  (Ро2 +  2nP) i (0  +  Рро2 12 2л *

Вычислим дисперсию разности е (см. приложение 2): 

г> —  ?  С (сЛ rln  — а » (Рог +2пр + 4п2)D e  ̂ Se (ы) do) 2п (/,ог +  2лр + р2) •

—  ОО

Среднеквадратичное отклонение разности перемещений

oE =  V D e.
139. Дифференциальное уравнение движения поршня под 

действием случайной составляющей давления имеет вид
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A z, +  2«Az, -{-p^Azx =  FApx/{mx +  да2),

где /7i[— масса поршня; /гаг— масса штока. 
Спектральная плотность смещения поршня

(г®) |2 5 д „  (со),

или

о  _________________________________u,F2______________________________

° Лг‘ (/к, + тг) I (гшГ + (2п + (5) (гсо)2 + (2/гр + р0г) гсо + Р р02 12 ^  '

Вычислим дисперсию перемещения Azt (см. приложение 2):
оо

г> __ (* с  л _  а >^2 2п + р

Лг,_ .1 ‘5A"ia(0“ (w1 + W2)»- -WP«[^P + Po2 + P2] '
—со

Среднеквадратичная погрешность показаний прибора (или 

среднеквадратичная ошибка прибора) стД21 =  у  D\Zi-
140. Дифференциальное уравнение движения со штоком 

имеет вид

Az, +  2nAzx +  PqAzx =  A pxF/(mx +  m 2) + P02Az0.

При действии независимых случайных возмущений диспер­
сия равна сумме дисперсий:

D\Zl — D^Zi (A/7j) D\Zi (AZtf).

Дисперсия каждого из возмущений в отдельности равна
оо

£>д„ (Аа) =  (Wi 1\П2), J I W  (/со) I2
— оо

оо

D AZi (Az0) =  A 4 J ! W (ш) р SA2dw,
— оо

где W  (гсо) =  1/| (г.ю)2 -\- р^\.
После вычисления интегралов (см. приложение 2) получим

ст2 _ n  _  £ !g i___________ (2,г+М _________1
Дг1 Лг> ( т ,  + от2)2 4np02Pi (2 /гр ,+ р02 + P i2)

!; L , Ро2Кг_______ (2я + Рг)________

4прг 4п(Зг (2п(52 + Ро2 + Рг2) '

141. Дифференциальное уравнение движения поршня 
со штоком под действием случайных возмущений имеет вид

Azj -|- 2nAZ\ -|- Aj2Az, =  /* A/?| / (да] -)- да2) -Ь Pq2Azq. 

Дисперсия Az, будет равна

D\z, =  D\z, (Ал )“Ь D\z, (Azo).

Здесь
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оо

D\z ,  (А р \ )=  J !VT |25 Ap,dco = N F 2
(ml +  m2y \ n p a’ ’

D ( \~  рога 2 (2n +  рг)
Дг‘ K o )  ' 4fi3/i (2 прг +  p<? +  (V ) -

Оптимальное значение жесткости пружины найдем из условия*

L d / W d / ^ ,= 0 , гд е  р*' =  с/(пц +  да2).

Д ля определения получаем уравнение
4 2 Л /с  „ 9  А К г п  

Уо* в к — А Р о* В К — А ’

где
N E 2

; Д =  * % ± Ы -; /С =  2«р2+ р 22.

/ АК \2 , АК2

Со 1 Ь. J В К—А

+  4;г ’ 4р2/г

Оптимальное значение жесткости пружины с* сущ ествует 
только при условии В К — Л > 0  и равно

(

АК  
в к __

142. Представим дифференциальное уравнение малых вер­
тикальных колебаний массы т при кинематическом возбужде­
нии в виде

у + 2п у + р 0гу = р 0-у0.
Д ля определения дисперсии ускорения у  найдем спектраль­

ную плотность перемещения у„ в зависимости от корреляцион­
ной функции ,

оо

^ о ( “ ) =  4  J /Гуо (т )е -гшгс1г =

2 DyCti=  £>УО (a^  +  to2) я
 ̂ g—(*! —  ̂ g — (a!+/(o)T(j^

О 0
^  Спектральная плотность вертикального смещения груза 
определяется выражением

5 , ( ю ) = | № ( ш )  |2 $„.(«>)■
где

| W  (т) | =  р(?/\(ш)2 +  2яш  +  р021.

Найдем спектральную плотность ускорения у:

о / ч io  ! \ 2D,/oa lWW
S y =  w45v =  ~\ (fto)2 +  2Ш  + Ро2 |г | « , +  1’Ш |г2л ' _______

Вычцслцм ^дисперсию вертикального ускорения по формуле
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D

со 2Dj,0a,©4;)04do)
у 2л 3 j (to)3 +  (2/z +  a ,)  (/to2) +  (2na, +  p02) i<o +  a,/?0* |

Воспользовавшись приложением 2, получим

a- =  К D r f h P ?  (a, 2 n  +  p 02) /[ 2 rt (2 ло, +  /?02 +  «i2)] •

143. Дифференциальное уравнение движения массы имеет
вид

mx-\-cx=P{t) .  (1)

Представим его решение при действии произвольного воз­
мущения F (t) при нулевых начальных условиях в виде

'к

*  =  ̂ 5т М * к - т ) Р ( т ) с 1 т ,  (2)
о

г д е  р 0 =  У с / т .
Н а рис. 244, а изображен график функции s i n p 0(*K—т),  где 

р о = 2  с " \  /к= 2  с.
Д л я  того чтобы отклонение груза было максимальным в 

момент времени tK— 2 с, необходимо, чтобы подынтегральное 
выражение было знакопостоянным, т. е. значение P(t)  в про­
межутке времени 0 ^ т ^ 0 , 4 3  было отрицательным, а при 0 ,4 3 ^  
^ т ^ 2  положительным.

Наибольшее значение х к получим при следующем законе 
изменения силы:

( — 1 при 0 < т <  0,43;
Р ( т )  =  { +  1 при 0 ,4 3 <  т < 2 .  ( )

График изменения возмущения во времени показан на 
рис. 244, б.

После вычисления интеграла (2) с учетом закона изменения 
силы Р ( т) (3) имеет лгтах= 58,б мм.

При действии ж е внезапно приложенной единичной силы 
F — 1 смещение массы в момент tK= 2 с равно 37 мм.

144. Скорость движения массы можно получить, продиффе­
ренцировав по параметру iK выражение для смещения (см. 
уравнение (2) в задаче 143). В общем случае производную ин­
теграла по параметру можно вычислить так:

b а) £(а)

Ш  S / (■ * .« ) < !* =  +  / [ а  (а), а].
а{ а )  Д(а)

В соответствии  с этим скорость движ ения груза
'к

i = - i -  cos Pq ( tK x )P  ( t) d t.
0
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Учитывая закон изменения функции возмущения

( — 1 п р и 0 < т < 0 , 4 3 ;
^  ^  1 +  1 при 0 , 4 3 < т < 2 ,

получаем
0 ,43  2

или л:(/к) = 3 8  мм/с.
145. Дифференциальное уравнение движ ения массы т, 

имеет вид

т х  +  а х  +  с х ^ Р  {t). (1)

Запишем его  решение:

'к
х = 1^  \  e " n(<‘" T )s in ^ K - * ) / > ( T ) dT, (2)

о

г д е  л  =  а / ( 2 /и). P = V p o 2 — « 2 . Ро2= с / г п -
Поскольку влияние вязкого трения на частоту колебаний 

весьма незначительно, можно принять

р  =  У р ^ - п 2 = | / ' 2 2- ( 0 , 2 ) 2 « 2  с - 1.

Подынтегральная функция в выражении (2) изменяет свой 
-знак в момент времени Ti=0,43 с (см. задачу 143). Следова­
тельно, закон изменения силы F ( т), при котором х  достигает 
максимального значения, будет таким же, как  и в задаче 143.

146. Дифференциальное уравнение малых колебаний систе­
мы относительно положения равновесия, соответствующего но­
минальному значению тяги R 0, имеет вид

mx-{-<xx-]r c x  =  Af?,  (1)

откуда
'к

e~ n(<K_T) sin p ( t K — т) AJ?(т) dr, (2)
о

г д е  п =  а/(2т) ,  P =  V P 2 — «2 > Ро2 =  с /т -
График подынтегральной функции e ' " ' f ~T)sin р (fK.(x) (при 
30 с-1, п —2 с- *) (рис. 245, а) имеет нули при т = 0 ,0 8 ;

0,185, 0,29; 0,395 с. Следовательно, закон изменения разброса 
тяги ДR имеет вид (рис. 245, б)



Д R  =

+  0,05/? при 0 < т < 0 , 0 8 ;
— 0,05/? при 0,08 < т < 0 , 185 
+  0,05/? при 0 , 1 8 5 < т < 0 , 2 9
— 0,05/? при 0,29 <. т <  0,395 
+  0,05/? при 0 , 3 9 5 < т < 0 , 5 .

выполнитьПосле интегрирования (которое проще всего 
графически) из уравнения (2) получаем

*m ax=75-10-\R 0/ [т р ) ;  * т а х = 5  см.
Такому сжатию пружины соответствует сила Р = с х тах=  

= 9 0 0 - 1 03• 5 0 - 10"3= 4 5  кН.
Следовательно, разброс тяги Д/? =  5% может вызвать ошиб­

ку в замере тяги, равную

A = ( P / R a) 100=22,5% .
147. Вынужденные колебания системы с одной степенью 

свободы при нулевых начальных условиях определяются следу­
ющими уравнениями (см. задачу 143):

тр о

_1_
т

К
^ s i n  р 0 (tK — х ) Р  ( г )  d t ;
О

' к

5 C O S ^ 0 ( / K — т ) Р ( т )  d t .

(1)
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Введя обозначения а 4= Л  cos а, а 2=  ( / l / p 0)s in  а, представим 
вы раж ение функции погрешности прибора в виде

А = х Л  cos ос+ (х /Ро)А sin а .  (2)
Подставим выражения (1) в соотношение (2), получим

'к
л  =  \  [sin Ро (*к -  тс) cos а  +  cos р 0 (tK -  X) sin а] Р  (т) d t,  (3)

т У 0  ч)О
ИЛИ

'к

Л =  -^ Г §  s i n t^ ( ^ K — т) +  ос] Р  (т) di.
0 о

Учитывая, что числовые значения коэффициентов уравне­
ния (3) равны А =  0,2; ос =  я /6 ,  найдем такие значения време­
ни т, при которых sin[4n(0,5—т ) + я / 6 ] = 0 .  И з последнего соот­
ношения следует, что 4я(0 ,5—х ) + я / 6 = м я  (где п — 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  
откуда получаем т ±=  1/24 с, т2 =  7,24 с.

Таким образом, закон воздействия возмущающей силы на 
■систему, при котором А достигает максимального значения, 
имеет вид

М-СМ при 0 < т < 1 , 2 4 ;
Р  (г) = 1 — 0,1 при 1/24 < т <  7/24;

1 +  0,1 при 7 / 2 4 < т < 1 / 2 .
Интегрируя выражение (3) с учетом закона изменения воз­

мущающей силы Р(х) ,  получаем, что наибольшее возможное 
значение ошибки прибора Дгаах = 5  мм.

148. Решение дифференциального уравнения малых угловых 
колебаний (см. условие задачи) в момент времени tK можно 
представить в виде вектора ф к на фазовой плоскости ф О ф  
(рис. 246, а ) .  Каждому закону изменения возмущающего мо­
мент М в в момент времени tK соответствует определенный век­
тор фк .

Рис. 246
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По-видимому, имеется такой закон изменения момента М в,. 
при котором модуль вектора фк (направленного под углом s 
к оси ф) достигает своего наибольшего значения (см. 
рис. 246, а ) .  Если изменять значение угла е в пределах 
О . . . 2я  и для каждого промежуточного значения е опреде­
лять | ф | max, то конец вектора ф к опишет на фазовой плоскости 
некоторую замкнутую кривую (см. рис. 246, а ) .

Поскольку для каждого значения е определяется | ф | Шах, 

полученная кривая является границей области возможных 
(наибольших) решений ф и ф.

Д л я  практического определения границ области возможных 
решений спроектируем вектор фк на прямую, определяемую 
единичным вектором е:

Определив максимальное значение проекции вектора реш е­
ния фс для фиксированного значения угла а  и закон изменения 
момента М в, соответствующий ф еш ах, находим по этому закону

рые являются координатами одной из точек границ области 
возможных значений решения.

Например, при а = я / 6  выражение (1) принимает вид (см. 
решение задачи 147)

Учитывая, что p0= Y a/ I 0~ 1 ,2 6  с-1, получаем Ti =  0,42 с, 
т 2= 2 , 9  с .

Следовательно, закон изменения М в, при котором фР дости­
гает максимального значения, имеет вид

Вычислим значение ф к для случая, когда закон изменения 
возмущающего момента имеет вид (3):

ф« =  (фк =  е )  =  (ф к  c q s a - f - J - s l n a ) . 0 )

значение компонентов вектора фк, т. е. значения ф„ и фк, кото-

Фе =  Т ^ 5  S'i n [ A ) ( ^ “ T) +  T r ]  M BdT. (2)
о

П олагая

найдем
sin[p0 (tK—т ) +  я /6 ]  =  О,

Ро (/к—т) + я / 6 = л ;  ро (tK—т) + я / 6 = 2 я .

(3)

'0 ,4 2 2 ,9
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о

+  5 sin /70( /K- T ) d t
2 ,9

2 Ь
J о Ро-

•1,66.

Аналогично

Фк/ Р о= [ 2 6 / ( / 0Р02)]-1,09.

Произведя подобные вычисления для различных значений1 
угла а, получаем следующие значения:

фк
ф к Р

О
5 - 1 0 - 2

О

30° 60°

4 , М О - 2 2 , 5 - 10 - 2 

2 , 7 - 10 - 2 4 , 2 - 10 - 2

90°

О
5 - 1 0 - 2

Область возможных значений решений, построенная в соот­
ветствии с приведенной таблицей, показана на рис. 246, б.

149. Дифференциальное уравнение возмущенного движения 
зеркальца имеет вид (см. решение задачи 135):

Аф +  2яАф +  / 702А ф = AM (t). (1)
Запишем решение уравнения (1) при нулевых начальных 

условиях:
t

Дф =  - у -  ^ e~n(t~x) sin р х (t — т) Aidt,

где A =  W —л2-
Д л я  получения максимального значения Д ф  возьмем верх­

ний предел равным бесконечности, а закон изменения At(x) —  
разрывным, следящим за знаком функции sin p t (t— т ) . Это 
позволит вычислить

Афтах 5 е ~ пе \ sin А 8 1 de. (2).

Афп
а Л

L о
3 71/P j

И нтеграл в выражении (2) можно представить в виде
'7t/Pi 27С/Р1

Ф (е) de  — ® (e)de-|-
7С/р,

. . - (* + I)n/Pi
+  ^ Ф(е) d e — . . . + (  — 1)* ^ ф(e)de

271/р, *7C/Pi
где Ф(е) = e _nesin р 4е.

После интегрирования получаем
( — П ф  \  оо — П Н  j

1 + е  Pl ) %  е Pl .
/=■!

1Э1



—пт.)
Р я д  2  е р' представляет  собой бесконечную геометри-

j - i

. / ( . - Л

д Ч ! - « “ )].

вескую  прогрессию, сумма которой равна
Окончательно находим

( —пт.
\ + е р'

Если п мало (при малом затухании), то, принимая р , « р 0, 
получаем

Д ф т ах ~ 2 аЛ /(э т п р 0).
150. На рис. 247 изображены масса m и балка в произволь­

ный момент времени. Воспользовавшись принципом Д аламбе- 
ра, получим дифференциальные уравнения движения массы и 
"балки:

m y  +  N  — Р  =  0;

/ 0ф +  а / . 2ф +  с 1 2ф =  — N1.
0 )
(2)

Исклю чая из системы уравнений реакцию N  и учитывая, 
'что г/ = / ф ,  получаем

( / o-f- ш/2) ф-|-Сх/.2ф-|-С^2ф =  Р1
или

Ф + 2 п ф + р 02ф =  Р / /  (Jo+ml2),
где 2 n = a L 2/ ( J 0-\-ml2); p02= c L 2/ ( J 0-\-ml2) .

Решение уравнений (3) представим в виде
t

* = ( 7 Г й т а  S е~П<‘~Х) s in А  ^ ~  т)  Pdx' (4 )

■где р { =  У р * —п2.
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Учитывая связь между у и ср, из уравнения (1) определим 
динамическую реакцию

N = P ( 1 ) — mld\[>/dt\
Учитывая выражение (4), найдем

д т — р н )  Р^ИИИ  I ____ ________ у
N  { }  У0 +  т1г +  +  Х

(
X  ^ sin [рх (t — т) +  р] P d r ,  (5)

г д е  B  =  VPo4j r ^ n2P\2’ P =  arc tg2«A /i»o2-
М аксимальное значение выражения (5) получается при р аз ­

рывном поведении возмущения Р ( т) (аналогично задаче 146), 
когда функция ^ ( т )  принимает постоянные значения, равные 
± а .  В этом случае подынтегральная функция берется по мо­
дулю.

Моменты разры ва функции Р(г)  определяются из условия 
sin[ptTK+ P J  = 0  или р,тк+ Р  =  £л, откуда тк=  (kn— P)pt.

Интегрируя уравнение (5), полагая t—т = е ,  получаем сле­
дующее выражение для наибольшего значения динамической 
реакции:

^  =  ~Т~\^тГ2----- [е~пе sin (A e +  P +  Pt)lo‘

— е~ПЕ sin (f te  +  р +  p,)|£ + . . . ] .
где B ^Bm r-a / lPop t  (7„+m/-) J ; tg  p1 =  a r c t g ( p , / n ) .

Д л я  получения наибольшего значения реакции JVmax при­
мем верхний предел равным бесконечности. Тогда

оо — n ( k T Z - f t )

sin (Р )-р,) +  2 sin р, ^  е
N ™ ах —  L 0 +  m l 2

Учитывая, что
- n ( k n —ft) ~  п ( п —3) I f  —ПК

р  1

k = \
окончательно получаем

^шах=  — уо J+°am~iг  +  Bi [sin Рcos р, - f c o s p s in p .

+  2 sin р[
е —n (7 C -p ) /P ,

1_Pnnipx

г д е  sinp==2/Z A /l '/ A)4 +  4/l2A 2; s i n р, =  р 0/ У р 2 +  п2.
При малых значениях коэффициента вязкого трения а  (или, 

что то ж е  самое, при п<С1) можно записать
s in ip = 2 п / р 0-, c o s p « l ,  sin р4» 1 ,  cos р, ж  п / р 0.
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Раскладывая е nizlPi и е n&/Pi в ряд  и оставляя только 
линейные члены разложения, из уравнения (6) получаем

N шах =  2а т 12р0/[пл  (J 0-(- m l 2)\.

151. При установившихся колебаниях решение уравнения 
движ ения (3) (см. задачу 150) имеет вид

Ф =  al S i n ( « r t - + P )

(У 0 +  ml2) У ( & — р<,2)г + 4 п г<о*’ 1

г д е  p=arctg[2rtco/(/?02 — ы2)].
Т ак  как ы =  р 0, то из уравнения (1) следует

Ф =  al  s in  +  p bi j  J  [ ( / 0 +  m l 2) 2np0].

Динамическая реакция

N = - m I $  + Р ( * )  =  - /;1 ^ 1 Г 2 п р 0 s i n ( f  +  P0t ) + a s m p 0t.

Амплитуда динамической реакции при малых а  равна
NmaK= p 0aml2/[2n (70+ m / 2) ].

Максимальное значение реакции N max при разрывном пове­
дении возмущающей силы P(t)  (см. задачу 150) на 30% боль­
ше, чем при P(t)  = а  sin p0t.

152. Дифференциальное уравнение малых вынужденных ко­
лебаний системы имеет вид

Ф + Р о2Ф = Р / /7 ,  (1)
где p 02 =  cL2/ ( / 0- f  т / 2); / = / 0- f m /2.

В соответствии с начальными условиями ( ф ( 0 ) = ф 0; 
ф ( 0 ) = 0 )  представим решение уравнения (1) в виде

'к

Фк=Фо cos p ()t K - r j - )  cos Pi) ~  P  dT’
0

или
t .

Фк — Фо +  у -  5 co s  (Зя — P'>T) P  M  dT- (2)

Следовательно, ф к =  ф к т ах ПРИ следующем законе изменения 
возмущающей силы:

-\-а при 0 т л/(2/?о);
— а  при п / ( 2р ()) <  т <  Зя/(2/?0);
+  а  при Зл/(2/?0) <  т <  5п/(2р0): 

а при 5n/(2p0) < x < 3 f i / P o = t K.
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Проинтегрировав уравнение (2) с учетом найденного закона 
изменения возмущающей силы Р  (t), получаем

|фтах| =  Фо +  б /а / (У р 0).

§ 7. Нелинейные колебания

153. Кинетическая энергия системы складывается из кине­
тической энергии 7\ верхней массы т ,  и кинетической энергии 
Т2 нижней массы т г.

Так как масса Шу совершает вращательное движение, по­
ворачиваясь в процессе колебаний на угол ф, и поступательное 
движение, перемещаясь горизонтально на расстояние х и то

Т

^2 =  1

1 = у [ ^ Х 1'Ф 2 +  /га1̂  I2]- I 1)

М асса т 2 совершает вращательное движение со ско­
ростью ф и два поступательных движения: л:2 по горизонтали и 
у2 по вертикали. Поэтому можно записать

' ^ Ч » 2 +  /712( ^ 2 +  У22) ] .  (2)

Изменение потенциальной энергии системы связано только 
с изменением вертикальной координаты у2 груза m2g :

П = m 2gy 2. (3)
Принимая в качестве обобщенной координаты угол поворо­

та ф, найдем
*! =  (),5фО,; x2= l  sin ф—0,5D,; y2= l (  1—с о зф ) ,  (4)

откуда
л-, =  0 ,5 Д ф ;  x 2-— (t cos ф — 0.5D ,) ф ; //_. = гр/ sin (5)

Подставив выражения (1) — (5) в уравнение Л агр ан ж а  вто­
рого рода, получим

•• , m2g l  sin ф __п
Ф  +  " j  / [ J  2 I )  2 \

-g- my lJ r  + m 2 l - j -  + - £ -  +  / 2— Ш , cos tp |

154.
2  Р а  | cos Ф СО.СС/ 1 ---------1 ) =  0 .
3 ' sin ф  ̂ у  1 — sin a  sin 2 ф \  1 +  sin а  sin 2 ф /

155.

а-

р = = У З с / m  cos ф.

| - j -  sincc +  - | ^  ( K l  +  s i n a  — | /  l — sin a = 0.

p =  V \?> g /4 ) \ c / (m g )+ \ / l \ .
156. Период колебаний системы можно разбить на четыре 

отрезка: два отрезка времени, в течение которых одна из пру-
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жин находится в контакте с упором, и два отрезка времени, в 
течение которых происходит свободное движение груза.

Движение груза при контакте пружины с упором описы­
вается уравнением

х =  (х0/ р 0) sin p0t, (1)

где х'о — скорость, с которой пружина (груз) входит в сопри­
косновение с упором; р0= у г с/т.

В соответствии с уравнением (1) время контактирования 
пружины с упором

ti — л/Ро.
Поскольку пружина входит в соприкосновение с упором со 

скоростью х0, время движения груза в свободном состоянии (в 
одну сторону)

t2= 2 А /х 0.
Период колебаний

7 = 2  (*,+*,) = 2  ( я / р „ + 2 Д Д 0). (2)
Представим последнее выражение в зависимости от ампли­

туды свободных колебаний х0. Наибольшее сжатие пружины, 
очевидно, равно х0—А, что в соответствии с уравнением (1) 
можно выразить через х 0:

х0— А = х 0/ р 0,
или

Хо Р о ( х 0 А). (3)
Подставим соотношение (3) в уравнение (2):

7 =  (2 /р 0) [ я + 2 А / (х0—А)].
Таким образом, частота свободных колебаний 

р = 2 п / Т = 2 р 0/ [ п + 2 А / ( х 0— А) ].

157. р  =  2 п / Т  =  7— - — . --------- лТг(Pi + Pz) [я +  2Д/(ЛГ0— Д)]
158. При движении груза в одну сторону (например, вле­

во) от положения равновесия дифференциальное уравнение 
движения имеет вид

Х\ +  Р\*\  =  0> (О
где Р \ = с хт-

Считая, что в момент прохождения грузом положения рав­
новесия (т. е. при х х= 0) скорость движения х 1= л 10, п редста­
вим решение уравнения (1) в виде

Xi =  (х10/ А )  sin р ^ .  (2)

Груз будет находиться в контакте с левой пружиной в те­
чение полупериода колебаний (2), т. е. в течение



t l= n / p i.
Аналогично время контакта груза с правой пружиной

ti п/Рг.
Период установившихся колебаний

Т — ;==л  (Р1 +  Р2)/ (Р1Р2) •

Частота свободных колебаний

p = 2 n / T = 2 V ~ W * / [ V ~ n ( V ~ c l +  У Ш
159. Частота малых свободных колебаний груза

р = У  с/т.  ,;? | |рзгаЯ1

Жесткость системы с определяется как отношение нагрузки 
к вызванному ею перемещению

с = Р /х .
Д л я  обеспечения постоянства частоты свободных колебаний 

необходимо, чтобы отношение с/т  было постоянным. Это воз­
можно в двух случаях: при постоянной нагрузке Р и при нели­
нейной характеристике пружины. В последнем случае для 
каждого значения груза Р жесткость пружины

c = d P /d x .

Из условия постоянства частоты свободных колебаний сле­
дует, что

P* = ( g / P ) ( d P / d x ) ,
откуда

( g /p2)\n Р = х + С „
или

P = e x p [ ( p V g ) ( x + C , ) J .

Значение постоянной интегрирования С, найдем из гранич­
ных условий задачи. При Р = РЯ, х = х а имеем

Ci= (g'/p2)ln  Р 0+Х„.

Окончательно выражение зависимости перемещения от при­
ложенной нагрузки принимает вид

* =  (g/Р')  In P/P„+x„.
160. Кинетическая энергия при движении массы т  опреде­

ляется выражением

Т = т х г/2 .
Потенциальная энергия

П =  г ( 6 , - Н ) 7 2 ,



где сб0 — Т0 — начальное натяжение нити; с8 = Т ,  — дополни­
тельное натяжение, вызванное колебанием массы; б — удлине­
н и е  нити при колебаниях массы.

Выразим б через отклонение х, ограничиваясь первым нели­
нейным членом разложения:

6 = 2  (I— / cos а) = х г//,
где а =  х / 1.

Окончательно потенциальная энергия деформации системы 
равна

П =  с(б 0+ х 2/ / ) 7 2 .

Подставим выражение для кинетической и потенциальной 
энергии деформации в уравнение Л агран ж а:

х-\- (2сЬ0/ т ) [ х / 1-\-хг /  (б0/2)] =  0.

Возьмем первый интеграл этого дифференциального уравне­
ния движения, для чего представим

d2t  • dx 1 d (хг) 
d t * ~ X dx==T  dx '

Тогда
X

Х‘ — а (4c60[ x
A0

ИЛИ

T? T + 6 .

г  =  ̂ , - ( 4 с 8 0/п>)[(*!- Л о г) / ( 2 / )  +  (*4—Л„*)/(46„Р)]. 
Используя начальные условия (при t = О, х =0 ,  х = х 0), нахо­

дим

' Q Сбо I Xо
m \ 21

■ | *0 —■
260/ 2

Последнее соотношение можно представить в виде кривой 
на фазовой плоскости.

161. При отклонении массы m от положения равновесия на 
произвольную величину х натяжение в пружинах (рис. 248) 
составляет

T =  c b l = c { \ ' T J + Z - l 0) ~ c x 1/{2lo). (1)

Спроектируем на горизонтальную ось силы, действующие на 
массу:

m,x =  — 2Tx/ l 0=  — сх2/1и2,
или

х ^ к х 3 =  0 , (2)
где k  =  c /{ml02).



Рис. 248

Введем^обозначение х = у .  Т огда

•• ==dy =  d îdf _  С.—=н^ У
д( dx dt dx У дх'

Подставим последнее соогнол^ние в уравнение (2):
у d y =  — k x 3dx.‘ ■ (3)

Интегрируя уравнение (3) с учетом начальных условий 
'(при t = 0 x = x 0, х = у = 0), получаем y2—k ( x 0i—x i) / 2 .

Учитывая, что у —х, из последнего соотношения имеем
г ___1

^_ Р ____ d*________ L 1/^  ̂ С de
)  V k (х0*~ х *) /2  — ^ A" J У Т ^ Т * ’Xq 8

где г=х/х<) — безразмерное перемещение.
Поскольку восстанавливаю щая сила Т [см. уравнение (1)] 

симметрична, для определения периода колебаний достаточно 
рассмотреть только одну четверть периода:

о ’
Здесь К {а, <р)— полный эллиптический интеграл первого рода, 
который является частным случаем эллиптического интеграла 
первого рода вида

где  a = : S i n a ,  a  =  c o sa [3 ] .
В рассматриваемом случае надо полож ить  а  =  я /4  и ф =  я /2 . 

Из таблицы значений эллиптического  интеграла [3] при а  =  45*
находим К  1,8541.
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С ледо вател ьн о , п ери од  колебаний груза

Т  =  1,8541 (4/0/jcc) Y m / c .

Круговая частота колебаний

p=0,85(x0/ l 0) V  с/т.
162. По методу Релея, для консервативной системы приме­

няется равенство наибольшей кинетической и наибольшей по­
тенциальной энергий системы:

Так как Т =  cS.l (см. решение задачи 161), a A / « x 2/(2 /0), то

Учитывая связь между частотой свободных колебаний и на 
чальным смещением (см. решение задачи 161), находим

163. Составим дифференциальное уравнение движения по­
добно тому, как это сделано в задаче 161:

т х  +  2 Т ок/1а -)- сх?/102 =  0 .
П ереходя к безразмерному смещению г =  х / х 0, получаем

Введем соотношение e =  ede /de . Учитывая начальные усло­
вия задачи, после интегрирования уравнения (1) имеем

е2= [2с/(да/0)][(7\>/с)(1 — е 2) +  ( х 02/ 4/0) (1 —  е ) 4]. (2)

Уравнение (2) описывает движение массы на фазовой пло­
скости (рис. 249).

164. Рассмотрим произвольный момент движения. Пусть, 
например, масса движется справа налево, так что х > 0 ,  а

Поскольку сила кулонова трения всегда направлена против 
скорости движения, дифференциальное уравнение колебаний 
представим в виде (см. задачу 163).

гд е
м.шах

0

П тах =  сх04/(4102).
Следовательно,

т х п /2  =  сх03/ (4/02) и х 0 =  V l0x Q \/ 2 т /с .

/ ? =  (0 ,85//0) ^  IqXq 2с/пг  =  1,02 V х 0/ l Qf r  с / т .

е +  2Тф/(  m l  о) +  сх 02ез/(т 102) =  0. ( 1)

х < 0  (см. рис. 248 к решению задачи 161).
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m x Jr 2 T Qx / t o - \ - c x 2/ l i)2 =  F.  (1)

П ерейдем к безразмерной координате е =  х / х 0:

е +  2 Г 0е (m h ) +  cx02e2/(mlo2) =  F / ( m x 0). (2)

Поскольку e =  ede/de, из уравнения (2) с учетом начальных 
условий (при ^ =  0 е =  е 0, е =  0) получаем

i = ± V 2

П одставляем  числовые значения входящих в это уравнение 
параметров:

е =  ±У~2 Y  — 50  ( е 0—  е) +  2 0 0 (е 02 — e ) - f 5 0 ( e 04 — е4). (3)

Исследуем движение массы на первом полупериоде колеба­
ний е0=  1, а е < 0 .

И з решения уравнения (3) имеем:
при t =  0 е = 1 ,  е =  0;
при е =  0 из соотношения (3) находим е =  — 20;
при t = T /2  е =  — 0,42, ё = 0 .
Д л я  исследования движения на втором полупериоде коле­

баний можно такж е использовать решение (3), но при этом 
следует считать, что ось х направлена влево (это ведет к из­
менению знаков е и е, что надо учесть в решении).

При е =  0 из соотношения (3) получаем е =  5,64; 
при t — T е = 0 ,  е ~ 0 , 1 5  (рис. 250).

Аналогично строим решение и на остальных участках дви­
жения.

Движение массы т прекратится, если в одном из крайних 
положений (левом или правом) восстанавливаю щая сила пру-



жин будет меньше (или равна) силы трения. Из этого условия 
найдем наибольшее отклонение, при котором невозможно сво­
бодное движение массы.

П олагая  в уравнении (2) ё = 0 ,  получаем е. =  0,124. Из 
расчета следует, что движение заканчивается на третьем полу­
периоде в точке на фазовой плоскости е = 0 ,  е ~ 0 ,1 .

165. Дифференциальное уравнение движения массы т  имеет
вид

тх~\-сх-\-СуХ3= 0 ( 1)
или

я + р Ъ с + ц г ^ О ,  (2)
где (д, — малый параметр.

Запишем решение уравнения (2) в виде ряда
. . .  ( 3)

П оложим

P2= P i 2+ M -a i+ ,^ a2) (4)
где ри а ,, а2 — постоянные.

Подставим выражения (3) и (4) в уравнение (2). Ограни­
чиваясь слагаемыми, содержащими ц, в первой степени, полу­
чаем

х04~ Pi2Xq-j- (jcx -f- Р\2хх -f- fljXo -f- х 0з) =  0. (5)
Уравнение (5) должно быть справедливо при любом малом 

значении ц, поэтому

• * о + Л * о  =  0 ,  (6 )

* i  +  Р \ Х 1 =  -  f a x о +  Х<?). (7 )

Учитывая начальные условия (при / =  0 х0= А ,  х , = х , —0), 
решение уравнения (6) представим в виде

х 0= А  cos p j .
Подставим это выражение в правую часть уравнения (7): 

х 1+ р 2х 1=  — (а4.А+0,75Л3) cos p j — 0,25;43cos 3pJ.  (8)
Решение уравнения (8) должно быть ограниченным, поэто­

му
а1А + З А 3/ 4 = 0

(в противном случае частота возмущения равна частоте сво­
бодных колебаний и *,->-оо). Отсюда получаем

а , =  — ЗАг/4.  (9)
Решение уравнения (8) с учетом начальных условий имеет 

вид
•̂ 1==|И з / (3 2 р 12) J (cos Зр^ — cos p j ) .
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Следовательно, в первом приближении полное решение диф ­
ференциального уравнения (1) можно записать так:

х = А  cos p 1/+p,[i43/ ( 3 6 p i2)](cos  3pit— cos p j ) .
Частоту свободных колебаний находим из соотношения (4) 

с учетом (9)
р ,2= р 2+ 3 |х Л а/4 .

В рассматриваемом частном случае р 4=  1,17 с-1.
166. Заменим нелинейную характеристику F=cx-{-clx 3 л и ­

нейной F = c 0x. Д л я  этого необходимо, чтобы
л
^ [соХ — (сх-\-  c,.x:3)]2 cU =  min.
о

Вычисляем интеграл и варьируем полученное выражение по 
неизвестному параметру с0. Тогда

с0 =  с + З с 'И 2/5 ,
откуда следует, что частота свободных колебаний массы

p  =  J^Co/m =  V  с / т  +  ЗсуА2/(Ът).
С учетом числовых значений входящих в уравнение п ар а ­

метров получаем р =  1,14 с-1.
167. Считая движение гармоническим, решение дифф ерен­

циального уравнения свободных колебаний (см. решение з а д а ­
чи 165)

x-\-p2x-\-\ix3= 0 (1)
ищем в виде

х0= А  cos(pJ+fx,).  ( 2)
Р еш ая уравнение (1) по методу Галеркина, необходимо, 

чтобы
2п/р,

§ (*о +  p2x tl +  цлг03) x 0dt  =  0. (3)
о

Подставив выражение (2) в уравнение (3), находим квад ­
рат частоты

Р12==Р2+ 0 ,7 5 |х Л 2.

Полученный результат совпадает с решением задачи 165 
по методу Л япунова— Пуанкаре.

168. Характеристику упругих элементов в рассматриваемом 
случае можно представить в виде

F = 0 при O^xsSjA;
F —c(x— А) при Д ^С л^Л .

Заменим действительную нелинейную характеристику ли ­
нейной

F^CoX.
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Определим среднеквадратичное отклонение линейной х ар ак ­
теристики от нелинейной:

Д Л

J  ~  с02х 2дх-\--д ]_ А ^ [с ( х — A) c0x f  dx. 
д д

Так как d / / d c 0 =  0, то
с0 =  (2 А 2-  2АА  -  Д2) с / (2 А 2 +  2 А А +  5Д2).

Частота колебаний равна

р  =  V с  (2А 2 — 2АА  -  А2)/т. (2А 2 +  2 ЛД +  5Д-П). 
Колебания возможны, если

2 А 2—2ЛД— Д2> 0 ,
откуда получаем

Л > 1 ,3 6 Д .
169. Уравнение свободных колебаний имеет вид (см. реш е­

ние задачи 161)
тх-\-2Тх/1—0. (1)

Вычислим полное натяжение в пружине:
Т = с А 1 + Т 0, (2)

где A l x x 2/ (2/0) •
Подставим выражение (2) в уравнение (1), считая х<С/»:

тел: +  2Т qX/10 +  сх3/102 =  0
ИЛИ

х-\- р2х-\-\иХ* =  0, (3)
где р2 =  2Т0/  (ml0) ; \ i = c / ( m l 2) .

Р еш ая уравнение (3) (см. решение задачи 165), получаем
P 2 =  P 2+2>\ i x 2/ 4 ,

откуда после вычислений находим х „ « 9 1 ,2  мм.
170. С ила, действующая на массу при отклонении се на х, 

равна
F = k$>02 /  (а1— х ) 2— кф02 / (а 1+ х ) 2ж 4 ( й ф 02/ а 12) {*/а{+ 2х 3/ а ^ ) .
Представим дифференциальное уравнение движения мас­

сы в виде
mx-\-cx—F

или
х-\-р2х-\ -^хг= 0.

Здесь
р2 =  с / т — 2кФ02/ (mat ' ) ; ц =  — 8k<b02/ ( m a f ) . (1)

Применяя метод малого параметра (см. решение з а д а ­
чи 165), получаем выражение для основного тона частоты сво­
бодных колебаний



р12= р г+ З ц х 02/4.  (2)
Подставив выражения (1) в уравнение (2), находим крити­

ческое значение ;t„(Pi =  0):
* + =  (с— 4/ЛФ„7а1‘) (6№ * / а г ) . (3)

Введем безразмерны!! параметр, зависящий от магнитного 
поля и жесткости системы: а  =  4^Ф02/  (са,3) .

Тогда решение (3) принимает вид
е2= 2  (1—а ) / ( З а ) ,  (4)

где е=д :„ . /а1.
Уравнение (4) представлено в виде кривой на рис. 251. По­

скольку е =  ̂ о* /Я |< 1 , заш трихованная область является об­
ластью устойчивых значений е и а  (областью устойчивых ко­
лебаний). Кривая соответствует критическим значениям е и а.

Рис. 251

При а ^ 0 , 4  е = 1 , 0 ,  т. е. движение происходит с ударами о 
магниты, и, следовательно, приведенное выше решение стано­
вится несправедливым.

171. Дифференциальное уравнение движения шины В имеет 
вид (см. решение задачи 124)

щ х  ! 2 сх  — [2 (J-/ j I / Як 2 ц / 1 / oI / ( ciq -)- л )] =  0.
Раскладывая 1 / (ао+ х)  в ряд  и полагая х = х й +  х х, полу­

чаем

х х +  р2х { +  HiP*i2 -  Hi2px,3 =  0, (1)
где ц ,= л \,/а0- р =  2 ц /4/ 2/ / (m a02) ; р~ =  2с / т — Р; = jc/a0.

Ищем периодическое решение уравнения (1) и частоту ко­
лебаний в виде

=  Хю-+- Hi-^u +
P i = P 2 +  C jH i +  С 2\Х\2, 

где x i0, x lt, х п и С, и С2 —  соответственно функции и постоян­
ные, подлежащие определению.



Подставляя выражения (2) в уравнение (1) и ограничи­
ваясь членами, содержащими \ i 2, получаем систему уравнений:

-*-10 -Ь Pi2-Xtf)= 0; (3)
Х\\ +  Р\2Х\\ =  С хх х0 (4)

х 12~\~ Р \ Х \ 1 =  С \Х ц  ■ С  2̂ t] о 2рХ10Х11рХ|!0. (5)

Учитывая начальные условия (при / = 0  х 10= 1 ,  х 1О =  0), ре­
шение уравнения (3) представим в виде (в такой форме реш е­
ние можно искать при условии р 2> 0 или 2с / т — р > 0 )

х,0== 1 - cos p j .
Решение уравнения (4) не должно содержать вековых чле­

нов, поэтому следует принять Ct =  0. Если решение уравне­
ния (4) соответствует однородным начальным условиям (хи =  
=  0=дс11 (0) = 0 ) ,  то

F , 1 Р  ̂ , Р о  ^ , 1 Р • ^
=  — 2 ^  + 3 -77  cos cos 2 a * +  з - ^ г s in ' ^ -

Подобным ж е образом получаем решение уравнения (5). Из 
условия, что коэффициент при множителе cos pit  в правой ча­
сти решения уравнения (5) равен нулю, следует, что

С2= 5 р 2/ ( 4 р г ) - 3 ( 3 / 4 .
П одставляя С2 во второе уравнение (2) и учитывая, что 

С , = 0, находим основную частоту свободных колебаний шины
р 2‘= р 2+  ( * о / а ) 2[ 5 р 7 (4 р ,2) - З р / 4 ] . (6)

Уравнение (6) необходимо решить относительно р ,2. Учиты­
вая, что P i2 =  P2+,C’v(j,2, можно в правой части этого уравнения 
принять р (2= р 2. Тогда

РГ= р 2+  (хь/ а оу[  5р2/  (4р2) — З р /4 ]=
=Ро2— Р +  (Хо/а-о) 2{5р2/[4  (р02— Р) ] — Зр/4}, 

где р 02 = 2 с / т .
172. Решение отличается от решения задачи 171 только зн а ­

ком р.
173. Принимая в качестве малого параметра p,i=Jcmax/ a 0, 

получаем уравнение движения в виде уравнения (1) в решении 
задачи 171. Решение уравнения (3) должно удовлетворять н а­
чальным условиям х ( 0 ) = 0  и х(0)=л:о, откуда

Х0= (Xa/Pi) sin Pit. 

Следовательно, x0msix= x 0/pi,  т. е. \ i i=x0/ a 0pi.
Р еш ая далее задачу, аналогично задаче 171, получаем, что 

основная частота свободных колебаний шины
Р \ =  Р2 +  (х0/а0р)2 [ 5 р 2/ ( 4 р 2) -  З р / 4 ] ,  

где р 2= 2 с / т — Р; р  =  2|x l J J / (та02) .



174. Приведем заданное дифференциальное уравнение к 
виду

ф +  £ ф / /  — £Ф3/(6/) =  0. (1)

Принимая в качестве малого параметра p ,= g / ( 6 / ) ,  полу­
чаем (с точностью до членов первого порядка относительно (л) 
частоту основного тона колебаний

Р \2 =  ( ё /1 )  ( 1 — фо2/ 8 ) . (2 )

Применяя метод прямой линеаризации, представим диф ф е­
ренциальное уравнение (1) в виде

ф + с ф = 0 .

Согласно этому методу, необходимо, чтобы уклонение л и ­
нейной характеристики от нелинейной было минимально, т. е.

^ Н [ (т  ф - | - ф 3) - ^ ] ф } 2йф = 0 .

Произведя вычисления, находим
с = Р 12= Р о 2 (1 — 5 ф 02/ 4 2 ) ,  (3 )

где p02= g / l .
Сравнивая выражения (2) и (3), получаем

А =  Ро2 (1 — 5 ф 02/4 2 )  - Р г  (1 — Фо2/ 8 ) =  0 ,0 0 6 р 02фо2.

175. Дифференциальное уравнение колебаний рычага имеет 
вид (см. решение задачи 106)

< р + р 2Ф + И Ф 3 =  0 ,

где р г =  (c— FR)/J;  lx = F R / ( 6J ) .
Основная частота, определенная по методу малого п ара­

метра,

Pi2 = P~-\- ( 3 / 4 )  (<(o/Pi )2[ F R / ( 6 / )  ] .  (1 )

Воспользуемся теперь методом Галеркина. Считая движение 
гармоническим и полагая ф 1 =  ф о з т  (p\t-\-a), потребуем р а ­
венства нулю интеграла

271/Pj

5 (Ф1 +  / > 4  +  № 3W i ^  =  0.
0

Учитывая, что Фо =  Фо/А» из последнего  выражения найдем 

Р\ = Р 2 +  (3/4) (Ф„/А f  [FR/(SJ)\.  (2 )

Таким образом, полученные решения (1 )  и (2 )  совпадают.
176. Дифференциальное уравнение малых свободных колеба­

ний рычага имеет вид

/ ф + ( т £ / 0 +  с ) ф 4 - s ig n ( f£ i2 =  0. (1)
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Здесь sign ф означает, что знак момента силы трения М тр =  
=  6ф2 совпадает со знаком скорости ф.

Представим дифференциальное уравнение (1) в виде

Ф +  р2ф =  sign фаф2 =  О,
где р2=  (mgl0+ c ) / J , a = k / J .

Поскольку необходимо выяснить зависимость частоты коле­
баний от начального отклонения ф0, за начальные условия 
примем

ф(0) ==а, ф(0) = 0 .
Рассмотрим первый полупериод движения. Здесь sign ф =  

=  — 1 и уравнение движения имеет вид

ф + р 2ф—аф 2= 0 .  (2)
Решение ищем в форме

ф==ф0+ « 1ф , + а 2(0 2+ . . р 2= р , 2+ С 1а + С 2а 2+ . . . (3)
П одставляя выражения (3) в уравнение (2) и пренебрегая 

членами, содержащими а  в степени выше второй, получаем си­
стему уравнений:

Фо +  Л 2 Ф о = 0 ;

Ф1 + А 2Ф1 =  Фо2—  С !Ф 0; (4)

Ф2+ А 2Ф2=  —  С,ф, —  Сгфо +  гфоф,.

В соответствии с начальными условиями решение первого 
уравнения (4) имеет вид

Фо— a c o s / V .  (5)
П одставляя это решение в правую часть второго уравнения 

(4) (при однородных начальных условиях надо принять Ci =  0, 
чтобы не было вековых членов):

Ф , =  (1 / 2 ) а 2— ( 2 /3 ) a 2cos р ^ +  (1/6) a 2cos2p,f. (6)

Подставим выражения (5) и (6) в правую часть третьего 
уравнения (4):

Фг +  А 2Ф2=  —  С,а  cos Pit — 2 a3/?!2 sin p xt  [(1/3) sin p xt  +

+  (l/3)sin2A *. (7)
В последнем уравнении содержится произвольная постоян­

ная С2, которую нужно определить из условия отсутствия резо­
нанса. Уравнение (7) можно преобразовать к виду

Фг +  А 2Ф1 ^  ( j p f c P — C.ci) cos p xt px2a? -(- 

+  ^ p 12a 3 - |-- |-p I2a3 c o s 2 pI  ̂— p x2a3 cos 3p xt. (8)
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Чтобы решение (8) не содержало вековых членов, должно 
соблюдаться условие

C2 =  Pi2a2/3.
И з второго уравнения (3) найдем частоту свободных коле­

баний

А : = P / V 1 + а 2а 2/3 .

При колебаниях (ограничиваясь двумя слагаемыми) ср =  
= tpo+ aq) i ,  и при t = n / p i  амплитудное значение угла

ф (я /Pi) = а х— — (а—4 а а 2/3).

Р ассм атривая  уравнение движения на втором полупериоде

Ф -|-  /?2ф -)- а ф 2 =  О,

можно получить выражение д ля  частоты

p2= p / V  1 + а 2а ,2/3  
и значение амплитуды в конце второго полупериода

а2 =  а 1—4 а!2/3.
Д ля  последующих полупериодов задача решается анало­

гично.
177. Уравнение движения массы т имеет вид

mx-\-cx-{-CiX3— P0sm at .  (1)
Уравнение (1) решаем по методу Галеркина, положив

xss^i=A :oSin  at .  (2)
Подставим (2) в уравнение (1) и потребуем равенства нулю 

интеграла
2ге/ш

/ =  ^ \ т х х - \-схх +  С\Хх3 — Р 0 s in  at]  Ar,d/ =  0,
о

где 2л/(о — период колебаний.
После интегрирования получаем

(3/4)с ,х03+  (с—т а 2) х 0—Р о = 0 .  (3)

Корни уравнения (3) удобно определить графически, по­
строив графики функций rji =  (3 /4 )CiX03 и t\2= P o — (с— т а 2) х 0.

В точке пересечения графиков tii и  г|2 получаем значение 
действительного корня уравнения (3), равного * о ~ 2 ,2 7  см 
(рис. 252)

178. В зависимости от значения частоты возмущающей силы 
изменяются и корни уравнения

(3/4) с,дс03+  {с— т а 2) х0—F0= 0  (1)
[см. уравнение (3) в решении задачи 177].
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Рис. 252

Аналитическим условием совпадения двух действительных 
корней этого кубического уравнения является условие D —  О 
при р'А= — q2 [2]. Здесь D = q 2-\-p3; q =  — 2F0/3cl; р =  4 (с— т а 2)/  
/ (9 с , ) .  Отсюда находим

<d*2= c /m - \ - [9 c J  (4m)][2F0/ (3ct) ]2/3.
Используя числовые данные задачи 177, получаем ш*2 =  

=  16,6 с-1. При этом q —  — 13,33; р —  —5,63.
Д л я  определения амплитуд корней уравнения (1) следует 

воспользоваться тригонометрической формой решения кубиче­
ского уравнения. Корни уравнения (1) будут следующие:

х01= — 2г cos ф /3; ( х 0) 2,3= 2 г  с о б [ ( я ± ф ) /3].

Так как  r = s i g n q y  | р | = — 2,38, a cos ф= < 7 \г3=  1, то корни 
уравнения (1) равны л:0 1 =  47,6 мм; (*0) г , з = — 2,38 мм.
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Тот же результат можно получить графически. С увеличе­
нием значения со прямая r\2= F — (с—т а ) 2х 0 на графике ri(xo) 
(рис. 253) поворачивается против вращения часовой стрелки. 
Искомому значению со* будет соответствовать такое ее положе­
ние, при котором она касается левой ветви графика t]i и пере­
секает его правую ветвь.

179. Д ифференциальное уравнение движения [уравнение (1) 
в решении задачи 177] представим в виде

тх-\-пцо2х =  (mco2—с )х— c1x3+ / 70sin at.  (1)
Используя метод Дуффинга, примем в качестве первого при­

ближения величину
x , = x 0 sinco/. (2)

Подставим х, в правую часть уравнения (1) и получим 
уравнение для вычисления второго приближения:

тх 2+ т а 2х 2=~-[(та2— с) х0— (3/4  ) с 4л:03+
+.Fo] sin о ) /+  ( 174) CiX02 sin 3at.

Поскольку рассматривается только периодическое решение, 
то для исключения векового члена необходимо, чтобы

(т а 2— с)х0—  ( 3 /4 ) с 1дг03+ / 70 =  0. (2)
Это уравнение совпадает с выражением для определения 

амплитуды вынужденных колебаний х0 по методу Галеркина. 
Если условие (2) выполнено, то второе приближение находим 
как  решение дифференциального уравнения

т'х2- \-та2х2 =  (1 /4)CjX03 sin Заt, 
откуда

х2= А  sin a t + B  cos a t —[ciX03f  (32a2m )] sin  3at.
Постоянные интегрирования А и В  определяем из началь­

ных условий. Так как  при отсутствии трения сдвиг фаз между 
возмущающей силой и смещением равен нулю, максимальное 
отклонение массы происходит в момент действия наибольшей 
силы, т. е. за  начало отсчета времени можно принять / = Г / 4 ,  
где Т = 2 п / а  — период. При этом х2= х 0 и я 2= 0 .

Используя эти условия, находим А = х 0— Cix03/ (32а2т ) ; В =
=  0.

Следовательно, приближенное решение уравнения вынужден­
ных колебаний имеет вид

х = Xosinco/—[ciXo3 (32со2/л) ] (sinco^— sin3co0.
Из уравнения (2) вычисляем * о = 2 ,2 7  см, тогда х — 2,27-

• s i n l 0 / = 0 , 3 6 3 - К Н  (sin 10/— sin 30/).
180. Дифференциальное уравнение движения массы т  имеет

вид

mx-\-ax-\-cx-\-C\Xb= F 0s in ( a t Jr ^ ) . ( 1)
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Здесь учтено, что при наличии сопротивления смещение х  и 
сила F имеют рассогласование по фазе (угол сдвига фаз (}). 
Приближенное решение уравнения (1) имеет вид

x =  x0sinco^. (2)
Подставляя выражение (2) в уравнение (1) и пренебрегая 

слагаемыми, содержащими sin3(o^, получаем

(— m<jL>2;co+cxo+0,75ciXo3—^ocosji) sina>/+ (ctcoxo—
—f 0sin{})cosG)f=0. (3)
Поскольку функции sinco/ и coso)t линейно независимы, для 

равенства нулю уравнения (3) необходимо, чтобы
— тй )2л:о+сл:о+0,75с1Хо3—F0cos$ =  x; а а х 0—/7osinp =  0. (4)
Система уравнений (4) определяет амплитуду колебаний Хо 

и сдвиг фаз р. Исключив из (4) [J, получаем
[ {с— т а 2) лго+0,75с,Хо3]2+  (aaxo)2= F o 2. (5)

На рис. 254 показано графическое решение уравнения (5), 
в котором

Л1 — [ (с) то з2) x0+ 0 ,7 5 c ix 03]2-f- (аюхо)2; r\2 =  F02.

Точка пересечения графиков r|i и г)2 позволяет получить зн а ­
чение амплитуды установившихся колебаний лго= 1,65 см. При 
этом сдвиг фаз p =  arcsinaA *o//;’o ~ 5 4 040'.

181. Предположим, что маятник совершает колебания отно­
сительно некоторого отклоненного от вертикали положения. 
Тогда дифференциальное уравнение его движения имеет вид

/ ф  +  acp-f tngl  s in  <р =  М  (Q— ф). (1)

Разложим функцию возмущения М  (Q— ф) в ряд  в о к р е с т ­
ностях номинального значения Q:

М  (Q— ф) =  УИ (Q) - М'  (Q) ф +  0,5/И" (Q) ф2 — 0 , 17М'"  (Q) Ф3 + ____
Ограничиваясь линейной частью разложения, получаем 

/ ф  +  [а +  М '  (й)] <р +  tng lф =  М  (Й).
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Отсюда следует, что при отсутствии колебаний (ср — ср= 0) 
угол отклонения маятника от вертикали равен

q>0= M ( Q ) / ( m g l ) .  (2)
Пусть ф =  ф— ф0, тогда можно записать

/т|)-(-[сС-{-М '  (Q  ) =  0 ,

При а + М / ( й ) > 0  система диссипативна, т. е. ее колебания 
являются затухающими.

При а-\-М'  (Q) < 0  система самовозбуждаю щаяся, т. е. воз­
можны возрастающие во времени колебания.

Вопрос о действительном поведении системы можно решить, 
если в разложении М (Q—<р) оставить нелинейные члены.

Рассмотрим разложение М (Й—ф), включающее члены треть­
его порядка. Тогда

/ ф +  [ а + А Г  (Q) ] { [ + m g l ^ = M "  (Q) ф2/ 2 — М ' "  (Й )ф 3/ 6 .
Обозначим (Q) = — ft,; M ' " ( Q ) / 6  =  6 2 - Тогда при

М "  (Q) = 0  можно записать

Уф — й, ф +  #2ф3 +  mglty =  0 .

П о л агая  p0= V m g l / J ;  f t — p 0t\ x  =  y p l)V h / ц =  6,/(У/70). 
получаем уравнение Р ел ея

х-\  х=\>.(\  — х 2) х,  (3)

г д е  A ^ d x / d O .
182. Нелинейное уравнение угловых колебаний тормозной 

колодки имеет вид

Уф -|- сф— М  (Q — ф) =  0 , ( 1 )
где J — момент инерции тормозной колодки относительно оси 
вращения вала. Ограничиваясь линейной частью разложения 
М  (Q—ф) в ряд, получаем

У ф +С ф  +  аф =  тИ (Q'), (2 )
г д е

d М  I
dQ |s2=a'’

Так как сф0 = .М (£ У ) ,  а так ж е  полагая ф =  ф о + ф 1 (где фо — 
угол поворота тормозной колодки при установившемся режиме, 
ф ! — дополнительный угол поворота при колебаниях колодки), 
из уравнения (2 ) имеем

Уф, + с ф , + а ф ,  =  0 . (3)
Из уравнения (3) следует, что угловые колебания тормозной 

колодки будут устойчивыми, если а > 0 , что имеет место при 
значениях \ & \ ^ \ Я * \  (рис. 255).



183. К ак  показано при решении задачи 181, уравнение дви­
жения маятника при нелинейной характеристике сил трения 
приводится к уравнению Релея  (см. уравнение (3) в решении 
задачи 181).

х  +  ро2х  =  [1хр0 [1 — х2р / 02\, (1)
где ( а + А П О ) ) / ( / р 0).

Решение уравнения (1) ищем в виде 
x — acos(p0t + 4),

где а и у — неопределенные, медленно изменяющиеся во време­
ни функции, т. е. такие функции, производные которых по вре­
мени имеют тот ж е  порядок малости, что и параметр ц.

Найдем скорость х:

х = а  cos (p0t +  f) — а р 0 sin (p0t +  4) — ay sin (p0i  - f  4).
Поскольку в решении имеются две неопределенные функции 

(а  и "f), необходимо, чтобы

а cos (ро^+'у) — ay sin (p0t + ^ )  = 0 .  (2)
Тогда

х — — ap 0s in (p 0̂ +if) ■> (3)
х = — aposin (pot+ ч )  —apo2cos (р0/-И )  —a^p0cos (pof+ т )  • (4) 

Подставим выражения (3) и (4) в исходное уравнение (1):

—aposin (pof+'f) —apoT cos (ро^+т) —
= — n [l -~ a 2sin2(p0/+ Y )]a Po2s in (p 0̂ + if) .  (5)

Д л я  определения неизвестных а и у воспользуемся уравне­
ниями (2) и (5), из которых можно записать

"Y =  ptpof 1—a2 sin2 (ро^+т)] s in (роН -т)cos(р0г -Н ) ;

а = а ц р 0[ 1 — a 2sin2 {pot+f)]sin2 {po t± t )  •

Рис. 255
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По методу Ван-дер-Поля, функции (6) можно заменить их 
средними за период значениями (при этом у считается парамет­
ром, а не функцией времени), т. е.

2я/р„

T =  f ^  \  Ч(т)</т;
о (7)

2п/р0

S a ( T ) d T .

о
Интегралы (7) удобнее вычислять, перейдя к новой незави­

симой переменной 0 = р от + ,у. Тогда

d O = p 0dT + Y dt.

Поскольку у имеет тот же порядок малости, что и параметр ц, 
можно считать, что

d 0 = p odT.
В таком случае

2л
а  =  ^ [ 1 — a2 s in2 0] sin2 0d0;

О
2я

y =  ^(1 — a2 s in2 0) sin 0 cos 0d0.

Ъ
П осле интегрирования получаем

1 - | а =); (8) 

' Г = ^ Ч И = о -

Уравнение (8) позволяет определить изменение амплитуды 
колебаний а во времени. Из общей теории нелинейных колеба­
ний известно, что равенство нулю правой части уравнения (8) 
свидетельствует о наличии предельных циклов (или состояний 
равновесия на фазовой плоскости). Найдем корни уравнения 
а = 0. И з (8) следует, что а = 0 при ai =  0 и аг— 2 / | ^ 3 .

Нулевой корень соответствует состоянию равновесия маятни­
ка, а ненулевой — периодическому движению.

Исследуем устойчивость равновесия и устойчивость периоди­
ческого движения маятника. Допустим,

a = a i + A a ,  (9 )
где а,—-корни  уравнения Ф ( а ) = 0 ;  Да — отклонения маятника 
от состояния равновесия или периодического движения. Подста­
вим выражение (9) в (8):

dAa/dt  —  (цро/2) Ф ( а (+ Д а ) .
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Разлож им  правую часть последнего уравнения в ряд, удер­
ж ивая  в разложении только линейные члены

d A a /d /  =  (ц .р о /2 )  {dO /da^A a .  ( 1 0 )

Решение уравнения (10) имеет вид
v-р . дф t 

Аа =  Се  2 da‘ ,

откуда следует, что видженне (или состояние равновесия) м а ят ­
ника устойчиво при d ® / d a , < 0  (если ц > 0 )  и неустойчиво при 
d 0 / d a , > O .  В рассматриваемом случае р ,= 0 ,0 1 5 > 0  (см. задачу 
181). Следовательно,

При a = a i  =  0
d<D/da, =  l / 2 :> 0 ,  

т. е. состояние равновесия неустойчиво.
При а = а 2= 2 } /Г3.

d<P/da2= — 1 < 0 .
Следовательно, предельный цикл колебаний является устой­

чивым, т. е. маятник, выведенный из положения, равновесия, со­
вершает колебания с медленно изменяющейся амплитудой, стре­
мящейся с ростом времени к предельному значению г|)ПреД (пере­
ходя к амплитуде угловых колебаний ij)), равному

^пред п \^Ь\/Ьъ  ^пред 0 J224 рад.У о
184. Поскольку начальный угол отклонения маятника гро 

меньше предельного (г|)о=0,1 рад, а •фПред=0,224 рад),  амплиту­
да колебаний маятника непрерывно увеличивается, стремясь к 
предельной. На рис. 256 пунктиром показана ф азовая траекто­
рия изображающ ей точки, характеризующей движение маятни-

Рис. 256
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ка. Сплошная замкнутая кривая изображ ает предельный цикл 
(установившееся периодическое движение маятника).

Если ^o>il5npefl, то движение маятника происходит с убываю ­
щей амплитудой (пунктир снаружи замкнутой кривой).

185. Решение нелинейного уравнения колебаний маятника: 
(см. решение задачи 183) рассматривали в виде

х — а co s (p 0̂ +"f).
Было получено, что 7  =  0, поэтому частота маятника, соответ­

ствующая устойчивому предельному циклу, равна р0.
186. После выкладок, аналогичных выполненным при реше­

нии задачи 183, получаем
ф (а) =  (а /8 )  (4—а 2); 1 |>(а)=0.

Приравняв Ф (а) нулю, находим а , =  0, 0 2  =  2. Первый корень- 
соответствует неустойчивому равновесию системы, второй дает 
амплитуду предельного цикла.

Продифференцировав выражение Ф (а )  по а (см. решение 
задачи 183) и подставив в него значение а, соответствующее 
предельному циклу, получим

(?Ф I 4 3 о 1 ^  п
^ L Ql= T - ^ fl22==- 1 < a

Следовательно, предельный цикл устойчив.
187. В стационарном режиме сила лобового сопротивления 

планера уравновешивается силой натяжения троса
cx0= c xSpv02/2,  (1)

где с — жесткость троса при растяжении; х 0 — удлинение троса 
при стационарном режиме полета.

Если планер совершает малые продольные колебания, его 
движение описывается уравнением
V

m x + c ( x 0 +  x) =  cxS  p (v 0 — x)2/ 2 , (2)
где х  — отклонение от положения равновесия.

При увеличении х  скорость планера уменьшается, поэтому 
в правой части уравнения (2) стоит знак минус.

Преобразуем уравнение (2) с учетом равенства (1):

д: +  р02х  =  — ц (2VqX — х2) =  F c,
где р02= с / т ;  n = c xp S / (2т) .

При колебаниях планера относительно положения равнове­
сия сила сопротивления долж на быть симметричной функцией х, 
поэтому Fc следует принять равной

F c =  — ц (2v 0x  — х  | х\).
Допустим, что х = а  cos(p0t+(f)  = а  cosQ.

Считая а  и ф переменными и применяя метод Ван-дер-Поля 
(см. задачу 183), можно записать (достаточно получить у р ав ­
нение для а)
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^ f = - 2̂ 5j \2v0a - a 2p0\ sin 01] sin2 0d0, 
o'

или da /d /  =  <D(a), где Ф (a) =  — (aii /p0)[2v0n— (8/3) ap0].
При a i = 0  и a2— 3v0n / ( 4 p 0) получаем Ф ( а ) = 0 ,  что соответ­

ствует наличию состояния равновесия (а i= 0 )  и предельному 
циклу с амплитудой a2= 3 v 0n/4p0.

Найдем производные Ф(а) по а при значении а, равном a t 
и а2:

d®/dc|a=a, =  — 2v0n /p0 <  0; 
d®/da|a=ai =  Зг»ся/(4р0) >  0.

Полученный результат свидетельствует о том, что положение 
равновесия (установившийся полет планера) является устойчи­
вым.

Г л а в а  2. КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ С НЕСКОЛЬКИМИ  
СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ

§ 8. Свободные колебания

188. Воспользовавшись принципом Даламбера, получим сле­
дующие дифференциальные уравнения движения:

т хХ\-\-с(хх— х 2) = 0 ;  

т2х2-\-с(х 2— Xi) = 0 .
Решение системы ищем в виде

* i = / l s i n p / ;  х 2= В  cos pt.
Д ля определения коэффициентов А и В запишем систему 

уравнений вида
(с—р2т ) А — сВ =  0;
—сА-\-(с—т2р2)В — 0.

Так как Л и В не равны нулю, то определитель системы дол­
жен быть равен нулю:

c — miP2 — с
=  0

— с с — rtizP2
или

р 2 \гп\ т2р 2 — {т\ +  т 2) с] =  0 .
Отсюда получаем

P i = 0 ,  p 2= V (m i + т 2) с / ( т \т 2)-
189. За обобщенные координаты примем угол поворота ци­

линдра ф и угол отклонения маятника от вертикали Ф. Вычислим 
кинетическую энергию цилиндра:

2п
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7 Х / ф»+Л1гУ ) / 2 ,
где J = M r 2/ 2.

Скорость движения массы т  складывается из скорости, пер­
пендикулярной стержню (/О) и скорости горизонтального пере­
мещения оси цилиндра (гф). Кинетическая энергия массы т 
равна

Т2— т  (/20 2+ г 2ф2+ 2 /г 0 ф  cos О) /2.

Изменение потенциальной энергии системы определяется вер­
тикальным смещением массы т:

Tl =  mgl  (1— cos § ) .
С оставляя функцию Л агр ан ж а  L =  T \-\-T2— П и подставляя 

ее  в уравнение Л агр ан ж а

(d/d/) (dL/dqi) —dL/dqi =  О,
получаем

(3 M r2/ 2  +  т г2) ф - f  mlrf t  cos О — то/rO2 sin 0  =  0;
/га/гфсоэ ft +  т.12Ь mgl  sin 0  =  0.

В случае малых колебаний в последних уравнениях следует 
пренебречь нелинейными членами и принять sin 0 = 0 ,  cos 0 = 1 .  
Тогда уравнения (1) примут вид

(ЗМ /2 +  т) г 2ф +  mlrb  == 0;

т 1гц> +  m l2 О - f  mglf t  =  0.

Д л я  определения собственных частот колебаний положим 
f = i 4 s i n p / ,  0  =  f i s i n p / .  Подставив эти выражения в уравне­
ния (2), из условия равенства нулю определителя системы одно­
родных уравнений найдем

А = 0; p2= Y l С Т
5М +  т) g

5 Al +  т) I — ml

- V -
( 1 ,5-2 +  0 ,2 ) - 1 0 ;4,6 с"

(1 ,5-2  +  0 ,2 )-0 ,5 — 0,2-0 ,5

190. Применяя метод сил, составим дифференциальные урав­
нения движения диска:

я ™ 3®» (  тх)-\-Ь\2( /ф );

Ф =  6i 2 ( —  тх)  +  622 ( —  J  ф).

Здесь б,-/— перемещения диска от единичных сил, приложен­
ных в направлении возможных перемещений. Вычисление 6,-/ 
показано в решении задачи 47.

Так как жесткость проволоки пружины при изгибе и круче­
нии соответственно равна EJX и GJ0, то можно записать
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Подставим эти выражения в уравнения (1) и найдем их  
решения в виде бг =  Л гз т ^ :

Графики изменения частот р\ и pi в зависимости от угла а 
приведены на рис. 257. При этом принято, что GIP=0,8EJX, а 
p0z= E J x (nnD3m).

191. Рассмотрим положения масс в произвольный момент 
времени (рис. 258, а ) .  На массы действуют силы, показанные на 
рис. 258,6. Воспользовавшись принципом Д алам бера ,  получим 
следующие дифференциальные уравнения:

С учетом выражений для a i  . . . сс3 система уравнений (1) 
принимает вид

+  T0(yi / l)— Т0(у2—У\)/1= 0] 
^ 2^2+  То ( у 2— У\) / 1 +  Т0у 2/ 1 =  0.

Отсюда собственные частоты колебаний масс будут равны

P \ , 2 = V  T J I - Y  [(/Я1 +  /И2) +  V  m\2 +  m22 — m\m2/(m\ni2)\-

ГП1У1 +  7’oCti +  7’oa2 =  0;
( 1)

m2y 2 +  Tq€C2~\~ TуИз — 0, 
где ai =  г/i//; a 2= (y2~ y \ ) / l , аз = УзИ-

15 за  
Рис. 257 Рис. 258



192. Дифференциальные уравнения движения массы щ, 
составленные по методу сил, имеют вид

У =  & 11 ( ~ w y )  +  612( — -/01Ф);

Ф =  6 21 ( — а д )  +  б22( — 7 01 ф).

Решение этой системы уравнений ищем в виде
у = А  sin pi, ф =  б  sin pt.

После преобразований получаем следующее уравнение для 
определения собственных частот колебаний системы:

Р 4—  (6 2 2 Л 1+ б и т ) р 7  (A mJ0l) + , 1/  (A mJ0i) =  0,

где Д =  бцб22— 612621 -
Отсюда квадраты частот колебаний

_ 2  O W o i  +  8 п т )  +  V  (622У 01 +  б „ т ) 2 — 4 Д т / 01 
2 т е Д / 01

П ервая частота колебаний pt при /щ-^О позволяет получить 
частоту колебаний точечной массы, равную 1 ^1 /( 6 п т ) . Н ай ­

дем  поправку к этой частоте, принимая / 01 малым, но не р ав ­
ным нулю. Преобразуем выражение для р г  к виду

5 „ т —
^22*̂ 01 2  6 1 1622т /  01—4/ о,Ат

■&2^01+бц/?г—^11т  1/ 1+  ГГ2
„2  = _________________ !________________________________

2Д - m J 01

Р азлож ив  корень в ряд и ограничившись только первым чле­
ном разложения, после преобразований получаем

Р\ =  1 / ( 6 ц о т ) -  (622Л,)/(4Д- да26„).

Второе слагаемое в этом выражении представляет собой ис­
комую погрешность в определении квадрата  частоты, если счи­
тать массу т  точечной.

193. Д л я  определения собственных частот колебаний много­
массовых статически неопределимых систем удобно воспользо­
ваться уравнениями движения, составленными по методу сил. 
При этом статическую неопределенность системы можно не 
раскрывать, а заменить лишние связи неизвестными силами Xi.

Выберем основную систему так, как  это показано на рис. 259. 
Силами, действующими на балку, являются силы инерции 
(— т у х и — тг /2) и неизвестная реакция X.

Перемещения точек приложения этих сил равны

Ух — тп\У\&п ■ да2у 26 1 2 -Ь ^ 6 13;

У2— — т\У\^2\ ГП2У2̂ 22-\~ ^ 6 2з!

У г— Ш\У\Ьз\ — /л.2/у2б'з2-Ь ^ 6 33.
П олагая  у х = С\ sin pt, у 2 = С2 sin pt, X = Х 0 sin pt  и учитывая,
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что г/з=0, получаем систему из трех однородных уравнений от­
носительно неизвестных Сь С2 и Х 0.

Уравнение частот этой системы имеет вид

(1 — т\Р2Ъп) — т.2Р2Ь 12 ®1з
— гпхР2ба ( \  — т-гр 2Ь22) б 23 = о

—  ШхрРЬгх — т2р2632 б33

Р4 [/И] (®и®зз— ®Гз) +

или

®11 ®12 ®13

т \ Г П 2  ®21 ®22 ®23

б31 632 б33

+  ГП2 (®22®33 —  ®2з)] Р 2 +  ®33 =  О-

Коэффициенты б,-/ определим методом М ора путем перемно­
жения по правилу Верещагина соответствующих эпюр 1, 2 я 3 
(см. рис. 259):

(1)

6, аг (1 — а)г . 
3 IE JX ’ 2̂2 =

Ь2 (1 — Ь ) \  .  13 

: ZIEJX ’ 3 48£У г ’

6оо =,2 3 = и 32 =
' Ьг

4EJX \ 3

где 1= 2 (а + Ь).
Подставив числовые данные в эти выражения и решив урав­

нение (1), находим pi =  101 с-1; р 2= 1 5 0  с-1-

-т ,у

^ д П Т Т Т т т п т т г ^

-ЩУг

" I

a h -а)

^ г т т т т П Т Т Т ^

t f t -n
0

0
0

( г . .
5— €

ТТтт Т Т т ч - ^

^ -г -г Г Г тттПТf L ,
--- /
Дг=Г

Яп -1
к

А21=1,052

— J  (
Яп -̂0,^5
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194. Дифференциальные уравнения малых свободных коле­
баний, составленные по методу сил, имеют тот же вид, что и в 
задаче 193.

Собственные частоты колебаний системы равны:

а) p ^ Z f i Z V E J J i t n P Y ,  А> =  Ю ,62]Л£J x/ ( m l 3) (см. рис. 138, а);;

б) л = 2 , 3 4 К £ Л 7 Ы 3); Р-1 ~  3,05 У E J x/(rnl3) (см. рис. 138, б);

в) p l =  2 M V E J x/(mP);  /?2 =  4 ,3 7 V E J x/ (ml 3) (см. рис. 138,в);

г) р, =  1,05 У  E J X/ (m l3); р 2= 6,06 У E J x/ ( /n l3) (см. рис. 138, г).
195. Дифференциальные уравнения движ ения системы, 

составленные по методу сил, имеют вид

Д л я  определения коэффициентов б г/ к каждой из точек креп­
ления масс приложим единичные силы и построим эпюры 1, 2 
изгибающих моментов (рис. 260). Перемножив их по правилу 
Верещагина, получим

Нахождение решения уравнений (1) в виде y \ = A {s'mpt, 
у2=== А 2 sin pt  позволяет получить систему однородных уравнений 
вида

Д л я  определения форм колебаний в уравнениях (3) положим: 
А\\ — 1 и р = р\. Тогда

или после подстановки А 2\= 1,052.
Аналогично при А\2= \  и р = р 2 получаем Л22 = —0,475. 
Формы колебаний 3, 4 изображены на рис. 260.

У\ =  6ц (— П1\У\) +  ^i2 ( т 2у2);
г/2  =  6я ( — /7i,jfj) +  622( — т ^ 2). О)

бц =  б22= 4/3/ (9EJX) ; 812 =  621 =  7/3/ ( 1 8 В Д . (2)

( б ц т ,р 2— l )Ai  + 8 \2m2p 2A 2 = 0-,
(3)

Подставим в уравнение (4) выражения для из (2):

(4)

откуда

А  =  °>89 V E J x/ (m l 3); р 2 =  3,7 У  E J x/ (m l 3)'.

Л 2i =  (1—6 n m ip i2) /  (6i2m2p i2)
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Числовые значения частот, соответствующие условию з а д а ­
чи, равны

Pi =  336 с-1, р 2 =  1400 с-1.
196. Воспользуемся методом сил и запишем уравнения дви­

жения

У\ =  6п ( — тУ\) +  6 i2 ( — ту2) +  *13 (— ту3У,

У2 =  ®21 ( — П1У\) +  *22 ( — т у 2) +  ®23 ( — тУз)',

Уз= ®3i ( — т ух) +  б32 ( — т у 2) +  ®зз ( — тУз)<
где бц =  2 5 612 =  3 9 X; 6 1 3 =  17Х; 622 =  8 1  X; 6гз= 39Я,; 6зз=25Л,; 

l = l 3/3888EJx.
Решение ищем в виде yi = Ai sin pt.
После преобразований, аналогичных приведенным в реше­

нии задачи 195, получаем следующее уравнение частот колеба­
ний системы:

2880 (л3— 1344 |х2+ 1 3 1  ц— 1 = 0 ,  (1)
где \ i= m l3p2/(3888EJx).

Решение уравнения (1) ищем графически. Н а рис. 261 пока­
зан  график левой части выражения (1). Из графика получаем 
три значения ц,, при которых левая часть уравнения ( 1 ) равна

нулю; |Xi =  0,00825; jli2 =  0,126; (х0 =  0,334. После подстановки и 
соответствующих преобразований находим

Рх =  5,65 У  E J x/ ( m l 3)',

р 2= 22,05 У Ж П А т Р у ,

P z = 3 6 V E J x / ( m P ) .
197. Положение центра тяжести пластины при колебаниях 

определяется горизонтальным х  и вертикальным у  смещениями 
и углом поворота ср пластины. В этом случае дифференциаль­
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ные уравнения малых свободных колебаний могут быть пред­
ставлены в виде

х ~  6 ц ( — тх)  | 6 ] 2 ( ту)  -f- 6 ]з ( Уф); 

у =  6 2j (— дах)-1- 6 22 (— тУ) +  Ь2з (— Уф); ( 0

Ф =  ®31 ( — тх)  +  6 32 ( — ту)  +  бзз ( — Уф)-
Коэффициенты 6 ij уравнений (1) определим перемножением 

по правилу Верещагина эпюр изгибающих моментов 1, 2, 3 от 
единичных" сил, приложенных к центру тяжести пластинки в 
направлениях х, у, ф (рис. 262, а—в): 6 ц =  /3/  (3EJX) ; 6 12 =  6 2i =  
=  /3/(4 £ /* ) ;  6 13= 6 3. =  /2/ ( 2 £ / х); 6 22 =  /3/ ( 4 £ / i );  6 2 3 = 6 3 2  =  
=  l2/  (2EJX) ; 8 3 3= l / ( E J x).

Б П

©

л И Л -
/

/

Рис. 262

В случае малых перемещений вертикальное перемещение 
центра тяжести пластинки у=1ц>/2. Тогда уравнения (1) при­
нимают вид

(2)
х  =  (— тх)  6 П | - [ — от6 12 — (2У/ 1) 4i3] У',

!/==(— /гах)621 i | — WT22— (2У/ 0 б23] г/.
П олагая  х = А ,  sin pi\ y = A 2 s \n p t  и учитывая, что J = m l 2/ 12, 

найдем собственные частоты колебаний:

А  =  Ы 8 5  V E J x/{ml% p ,  =  ̂ , 7 5 V E J x/(rnl3). (3) 
Д л я  определения формы свободных колебаний положим в 

уравнениях ( 2 ) х = А u s in p y  и y=Ai\S\np\t .  Тогда при р = р i 
. 1 — mq228v

21 ("гб,2 + J8U/I) Рг 

Аналогично при р = р 2 находим

15—5000

А* 1 — 1,15 Л]
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1—
-j4jo— ■— 0,87 Ayn.22"~ (тб12 +  Уб,3/ОР22

Проверкой правильности решения может служить условие 
ортогональности главных форм колебаний:

Ш\А\\А  12+trio А 2 1А  22 =  0.

В рассматриваемом случае при m 1 =  /n, =  m

ЛцЛ12+Л21Л22 =  0.

П олагая  Л П= Л 12, убеждаемся в выполнении условия 
ортогональности. Формы колебаний рамы показаны на 
рис. 162, г, д.

198. л  =  0 , 9 7 К £ . / , / Ы 3); p 2= 3 , 2 V E J x/ ( mP).
Формы колебаний и смещения масс ту и ш 2 изображены 

на рис. 263 а и б соответственно.

Рис. >263

199. Центр тяжести пластины может иметь линейные (вер­
тикальные и горизонтальные) и угловые перемещения, т. е 
система имеет три степени свободы. Выберем основную стати­
чески определимую систему так, как это показано на рис. 264:
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И с п о Ч э у я  метод сил, представим дифферсниальные урав- 
жения центра тяжести пластины в виденения д в ц

Х = ( — тх)  6 ц  ; ( n t y ) &  1 2 ~ ь (  -^ф) ^1 3 R ^n 'y  

У =  { —  тх)  62l -f- ( —  ту)  2̂2 +  (  —  -/ф) ^ 2з +  R&24’ (1)

=  ( —  т х ) 63, +  ( — ту)  б32 +  ( —  -/ф) йзз I- R&зз-
где ^  — к

К си ^ еизвестная реакция.
^ т е м е  уравнений (1) необходимо добавить уравнение 

Р ^н и й , учитывающее, что линейное перемещение в на­
п р ав л ен ^  и неизвестной реакции R равно нулю:

( — mx)& i\ |-( —  rtiy)b42+  ( —  / ф ) « 4 3  \~ и = 0. (2)
Здесь\  х, у  и ф — горизонтальное, вертикальное и угловое 

перемещ ^ }[]1Я массь1 1П соответственно.
д л я  ^ пределеппя коэффициентов уравнений (1) и (2) прило- 

гиба °  ^ Н0ВН011 системе единичные силы и построим эпюры из-
-  ^ х  моментов подобно тому, как это сделано в задаче 197. 
- CTV y  уравнений (1) можно упростить, если учесть, что 

левый у гол пластинки не имеет вертикального перемещения, 
между вертикальным смещением у и углом поворота ф 

ИМ°Учит зависимость вида у=1ц>/2.
но ^ 1вая что, момент инерции массы пластинки относитель-
стемV Т’̂ >а тяжести Ра0ен J =  ml2/ 12, получаем следующую си-

* У равнений:

А' = ( — тх) 6И — |/гг.б]2 +  -g -  У +  R&и;

у=  ( тх) б2] — ( т&22 -g -  ^2з) У "Г R&24! (3)

О =  ( — тх) 641 — ( mf>42 4— g- 643 ] у -\- Rb±\.

l r W коэффициенты б«, используя эпюры 1, 2, 3 и 4
1 Ч:. 264):
6,1 *= I2/ (3EJ  х) ; б13= б 11= / 3/ ( 4 £ / , ) ;  б13=бз1 =  /2/ ( 2 EJX)- 
Y,/' = б 41 =  /3/ (6E J у) ; 6 \ = l 3/ (4E J x)- 6 „  =  б,г= / 7 ( 2 £ / « ) ;
624 — б42 =  Г /  (4EJX) ; б34= б 43 =  Г / (£ /* ) ;  8,, =  2l1/ (3E J X). 

тоты ^п  агая y=A 2s'm pt, 7?=/?0sinp/, определим час-
СВ̂ ободны х колебаний системы:

А  =  1 Л 5 К £ Л / М 3); р 2. Ъ , Ъ З У  E J x/{mP).  ;•

_  установления форм свободных колебаний примем х =
1 ^ n s i n / ? / ;  у =  г/| =/1 isin/7,/. Тогда из системы (3) получаем

Л 21= 1 , 0 5 Л И.
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Положив х — х2—A i2sinp2f, t/ — t/2—A 22sinp2t, находим вторую 
форму колебаний А 2= — 0,95Л 12-

Формы свободных колебаний при А п =А  i2= l  изображены 
на рис. 264 пунктиром.

200. р, =  71,2 с р 2 =  466 с 1.
201 . рх =  0,685 V E J x/(rnPj, р,  = 1,4 V E J х/(щ13).
Формы колебаний, соответствующие этим частотам, изобра­

жены на рис. 265, а и б.

Рис. 265

202. Рассмотрим отклоненное от положения равновесия со­
стояние системы (рис. 266, а). Вычислим потенциальную энер­
гию системы как энергию изгиба стержня

П=су-!2 .
где c=3EJx/ l 3 — жесткость при изгибе консольной балки.

Кинетическая энергия груза

Т  =  отйо2/2  -\- Уф02/2, 

г д е  й0 =  « + ф / / 4  (см. рис. 266, а).
При рассмотрении малых колебаний
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у =  (ф I— U.) СОБф =  ф /— и.
Применяя метод Л агран ж а , получаем уравнения малых ко­

лебаний

ти  +  т / ф / 4  +  с (и — ф/) =  0; 

т и  +  5да/ф/4 +  4с  (ф/ — и) =  0.
Решение этих уравнений ищем в виде u=AiCospt;  ф=Л2С05/?/, 

что позволяет получить уравнение частот

Нулевой частоте (р i =  0) соответствует движение системы, 
как жесткого целого (рис. 266, б );  частоте р2 соответствует 
форма колебаний изгибного характера (рис. 266, в).

Из условия ортогональности форм колебаний можно уста­
новить соотношение между амплитудами. Так как

ftlUoi Uq2~\~$ф11ф12 == 0» 
то, полагая «01 =  ы02= 1  (см. рис. 266,6 , в) ,  находим ф и =  
=  4 / (5 / ) ;  ф 12= - 5 / / .

203. В отличие от решения задачи 202 потенциальная энер­
гия системы с учетом силы тяжести равна

Выражение для кинетической энергии остается таким же, 
как и в задаче 202.

Уравнения движения груза имеют вид

И з этой системы уравнений после соответствующих преоб­
разований получаем уравнение частот

или
р 1 =  29 с /;2/(4/ге) =  0.

Отсюда находим
Р\ = 0 ;  p 2 =  j / 8 7 £ V / ( 4 m / 3).

"4  Ф "4" (и ^ф) 

и +  А /ф  +  ̂ - ( / ф - и )  +  5 е т  =  0.

р
откуда

гд е  c = 3 E J / l \
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204. Рассмотрим положение стержня в произвольный мо­
мент времени (рис. 267, а). Кинетическая энергия системы 
равна

r  =  m 1u 12/2 + m 2U22/2.
При определении потенциальной энергии изгиба стержня 

его можно рассматривать как балку на двух опорах 
(рис. 267, б).  Поскольку изгибающие моменты в верхней и ниж­
ней точках равны нулю, то

В = с и и 2/2,
где c = 6EJx/ l 3.

Рис. 267

Из рис. 272, а следует, что в случае малых колебаний 
|cos а  — 1)

u u = a l — « 1; а / = ы 2/2.
С учетом последнего представим уравнения движения масс

з виде

т\Щ — сих — м2 =  0;

ffi2M2 -j- U-2 2 " =  0- 

Характеристическое уравнение для этой системы имеет вид 
/o2[m 1m 2p2— (cmi/4+cm2) ] =  О,

откуда
А  =  0; Pi =  V  {стх +  4cm 2)/(4m , т 2)-

Нулевой частоте соответствует вращение стержня без изги­
ба, а частоте р2 — форма колебаний, изображенная на 
рис. 267, в.



205. Рассмотрим положение системы в произвольный момент 
времени (рис. 268, а). В соответствии с принципом Д алам бера  
система, нагруженная силами инерции, находится в равнове­
сии, поэтому реакция опоры

R =  — тщ — 2 т щ — т щ  (1)

Момент сил инерции относительно шарнира равен нулю, т. е.

т 1щ-\ \т.1и,г-\-ЪтХщ=0 . (2)

Рис. 268

В уравнения (1) и (2) входят четыре неизвестные величины 
(R, «ь  и2, и3). Д л я  получения недостающих уравнений рассмот­
рим изгиб стержня под действием сил инерции:

E J xy " =  - R z  +  ( -  т ' щ ) { г - 1) + (  — 2 т и 2) ( г - 21).
После двукратного интегрирования, учитывая соотноше­

ние (1), получаем
E J  ху =  (тщ +  2 т и 2 +  т и 3) z 3/ 6 —

— тщ (z — l f / 6  — 2 mu.2{z — 2 l f / 6 - {-Cz- \-D .  (3)
Постоянные интегрирования С и D находим из граничных 

условий задачи: при z = 0 у = 0; при z = 3 у = 0.
И з первого граничного условия имеем D =  0, а из второго —

С  =  — (19Рт щ  + 5212т и2+ 2712т и 3) / 18.

Окончательно уразнгние и зогнутой  оси стер ж н я  имеет вид

E J xy =  (mul +  2т и2-\-ти3) ( j --------г - ) -
2>1гг

■тщ ( г - 1)3 4 1гг \  л  •• ( (г-  — 2 т и 2
-2 iy 1г2

186  9

И з рис. 268, а следует, что
У1= — у =  из/3—и 1; у2= — У =  2и3/3— и2

(4)

( 5)
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Используя соотношения (5), из уравнений изогнутой оси (4) 
получаем два недостающих уравнения:

Уравнения (2), (6), (7) образуют полную систему уравне­
ний. После преобразований получаем следующее уравнение для 
определения частот:

Нулевой частоте соответствует вращение стержня без изги­
ба, т. е. движение абсолютно жесткого тела (рис. 268, б).

Найдем связь между амплитудами при второй форме коле­
баний (р = р 2)■ Рассмотрим систему уравнений (2) и (6), в ко­
торых примем и{2= Ai2Sinp2t . Тогда

4 А 22+ ЗА32——А 12; 11,5Л22+7Л зг= —А 12.
Считая Л ,2= 1 , получаем Л 22=0 ,61 ,  Л 32= — 1,15.
Аналогично, полагая  в уравнениях (2) и (6) A^s'mptf  и 

считая Л 13=1, находим, что при колебаниях ,по третьей форме 
Л 23 =  — 0,485; Л зз= 0 ,31.

Вторая и третья формы колебаний системы приведены на 
рис. 268, в н е  соответственно.

206. Формы колебаний системы можно определить из следу­
ющих соображений. Система (рис. 269, а) имеет две нулевые 
частоты, соответствующие поступательному и угловому движ е­
ниям тела как жесткого целого. Эти формы колебаний изобра­
жены на рис. 269, б, s.

откуда находим

А  =  0; р 2=  1,23 V  E J x/(mP)\  p 3 =  3 , 8 V E J x/ ( m l3).



Д ве другие изгибиые формы — симметричную и кососиммет­
ричную — можно найти из условий ортогональности.

Пусть «и, « 12, « 13, «14 — линейные перемещения левой массы, 
соответствующие различным формам колебаний; «21, Uti, «23, 
«24  — линейные перемещения правой массы; с р п ,  <pi2, Ф13, фи — 
угловые перемещения левой массы; ф2ь ф22, фгз, ф24 — угловые 
перемещения правой массы.

Третья форма колебаний (симметричная изгибная форма) 
долж на быть ортогональна первой форме (поступательному 
движению), т. е.

т « 11ы)з + т ы 21ы2з + / ф 11ф,з+/ф21ф2з=0.
Поскольку фп =  ф12= 0, то полагая ыц =  «21=1, получаем 

u 13= U 2 3 = 0  (случай « 1з = « 2з= ^ 0  относится к первой форме ко­
лебаний).

Кроме того, третья форма колебаний долж на быть ортого­
нальна второй:

т м 1гы1з + т ы 22ы23+ / ф 12<р1з+/ф22ф2з =  0.
П олагая  «i2 =  — 1, «2 2 = 1  и учитывая, что « 13= « 2з =  0, а ф 12=  

=  ф23= 3 / (4/) находим, что ф 1з = —фгз- На рис. 269 ,г показана 
третья форма колебаний.

Аналогично из условия ортогональности четвертой и первой 
форм колебаний можно записать

т-1-  ы14+ т  • 1 ■ «24+ / ф 140 + / ф 24 • 0 = 0 .
откуда

« 1 4 = ---- « 2 4  = ----- 1 •
Учитывая ортогональность четвертой и третьей форм, полу­

чаем
т ■ 0 • 1 -\-т ■ 0 (— 1) + 7 ф 13ф14+/ф2зф24=0,

или
ф 1 4  =  ф 2 4

Наконец, из ортогональности четвертой и второй форм коле­
баний имеем

,т-( — 1) '( '— У)А~т-\ ' \  J J ^  Ф24=  0>

или
ф 1 4  =  ф 2 4  =  — 16 /(3 /) .

Четвертая форма колебаний изображена на рис. 269, <3.
Частоты колебаний определим, используя найденные формы 

колебаний. Поскольку третья форма колебаний (см. рис. 269, в) 
является симметричной, рассмотрим правую часть системы 
(рис. 269, е ) .

Д л я  определения жесткости системы при угловых колеба­
ниях приложим к массе единичный момент и найдем угол по­
ворота



ф13 =  6и =  /(2 £ 7 а.).
Соответствующие частоты колебаний равны

А =  0; p 3= K l / ( A 1) =  V b E J x/{mP)  =  2 №  V E J x/ { ml 3).
Четвертой частоте колебаний соответствует кососимметрич­

ная форма. Поэтому силовую схему можно представить так, как 
это изображено на рис. 269, ж.

Д л я  определения частот воспользуемся уравнениями Л а г р а н ­
жа. Кинетическая и потенциальная энергия системы соответ­
ственно равны

7 W c p 7 2 + m « 07 2 ;  П = с у 2/2,
где ы„ =  и-)-/ф/ы; с =  24£7х/ / 3; г/ =  /ф/ 2 — и.

Уравнение движения и уравнение частот имеют вид
( / + ш / 7 1 6 ) ф + т / и / 4 + с / 2ф /4 — clu/ 2 =  0; 

т / ф / 4  +  m u— с /ф /2 + с и  =  0; 
р у , п р 2- 9 с ( Р т + 1 ) / \ 6 ]  =  0.

Частоты, соответствующие кососимметричным формам коле­
баний, равны

/>2 =  0; р,  =  V  Ш Е Т Ж т Щ  =  8,2 V E J x/ ( m l 3).
207. Система имеет четыре степени свободы и соответствен­

но четыре формы колебаний: две кососимметричные 
(рис. 270, а, в) и две симметричные (рис. 270, б, г).

Определение частот кососимметричных форм колебаний ан а ­
логично определению, приведенному в задаче 206. После соот­
ветствующих преобразований находим

I /

Ц2=Ц93/1 У"=51

*1
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/7 ,= 0 ;  />3 =  4,7 V E J х/(тР)-
Д л я  вычисления частот симметричных форм колебаний рас­

смотрим правую часть системы с жесткой заделкой на одном 
конце (рис. 270, д ).

Выведем дифференциальные уравнения движения, исполь­
зуя метод сил:

гг =  6 1 , ( — tnti) +  6,2 ( — Уф): Ф = бл ( — да«) +  622 ( — Уф).
По методу М ора с применением правила Верещагина опре­

делим коэффициенты 6,,:
б„ =  31/3/ ( 4 8 £ /х ) ;  б12 =  621 =  3/2/(4 £ У Х) ; б23 =  / / ( £ / * ) .

Таким образом частоты симметричных форм колебаний равны 

f t = U K E J / ( m l 2)] />4 =  6,5 К х/ (т 12)-
П олагая  « 2 2  =  «2 4=  1, находим углы

Ф22 =  0,93//; ф24 =  — 3,3//.
208. П оложение системы в произвольный момент времени 

определяется четырьмя независимыми координатами у\, г/г, ф) 
и фг (рис. 271, а ) .

Кинетическая энергия этой системы равна

Т  =  я г ,у ,/2 - j -  /га2г/22/2 +  У ,ф ,2/2 -f- У гФг2/ 2 •

Потенциальную энергию деформации системы удобно вы ра­
зить через относительные линейные у к и угловые ф„ перемеще­
ния масс. Считая массу m неподвижной (рис. 2 7 1 ,6 ) ,  приложим 
к концу упругого стержня силу Q и момент М. Тогда угол по­
ворота и прогиб стержня будут соответственно равны

y& =  6iiQ +  6i2-M; 
ф& =  б21<2 +  б22-М.

где 6 п = /7 ( 3 £ У с ) ;  6 12= 6 21 =  /2/  (2EJX) ; 6 „ = / / ( £ / , ) .
И з этой системы уравнений определим Q и М:

Q =  (622/А) у К — (6,2/А) фк; j 
М = — (62,/ А) г/к +  (6,,/А) фк,{  

г д е  Д =  6„622- 6 2 г= [ ^ / ( £ У , ) ] 2/ 6 .
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Вычислим потенциальную энергию  деформации изгиба 
стерж ня:

тт _  С M.rdz  _  е m  +  Qz)2 А„ МЧ , QM12 , О2/ 3 _
11"  .1 2£У с )  2EJX 2E J X ^  2 E J X ^ 6 E J X

о о
2

Зд есь
^пФ,(2-Ь«12фК«/к +  а22г/к2- (1)

а и — 2Дг£Уд;(6 П б̂12 И +  з б12̂ 2) — 2 I '

#12 — 9Д2EJX \}  (^И®22 +  ®?2) 2 М 12 j - 612б22

a 22 =  oT2p7-f®22” ^12®22 +  -^- ®22') =  ‘ Л

3 E J X.
2 12 ’

- 2 Д 2 £ / ^ ^ 2  —  ‘•- 1 2 - 2 2  “ Г  “з “ - 2 2 J "2| 1/3 •

К ак следует из рис. 271, а:

У к = У 2— г/1— /гфг/2— / 1Ф2/ 2 — / 1Ф1/ 2 — /ф! =

=  Уг—yi— /2Ф2/ 2 -—//ф 1 /2 ;  (2)

ф к  =  ф 2 — ф ь

где / /  =  /-)- /i/2 .
Подставив выражения (2) в уравнение потенциальной энер­

гии деформации ( 1 ), получаем
П =  ЬиЦ) 12 +  Ь22ф2“ +  ̂ ЗзУ1“_)_ btiy2~-\-b 12ф1ф2~Н

+  &13ф1*/1 +  & 1 4 ф 1 ( / 2 +  Ь23ф2У1 +  ^ 2 4 ф 2 У 2 +  b34t/l i/2,

где
6 и  =  а 1 1 + ( / 1 , ) 2 а 22 / 4 — / / а 1 2 / 2 ;  6 2 2 = о , , + / 2 2 а 2 2 / 4 —

— /2^ 12/ 2 ; &зз= ^44 =  0 2 2 , bi2 = -—2 a n  +  / i ' a i 2/ 2 +
+  /2Qi2/ 2 — / / / 2^22/ 2 ; foi3 =  a i2— W  0-22", 614 =  —

^23=---Cl\2 + I2CL22', ^24 =  #12---/2^ 22! ^34 = ---2a22-
Воспользовавшись теперь уравнением Л агр ан ж а ,  запишем 

систему дифференциальных уравнений движения

/  /Ф - ] -  2 6 ц ф ,  +  6 1 2 Ф 2 +  ^13^1 +  Ь14у 2 =  0;

j 2ф2 ] ft, 2ф] -[-2 &22ф2 623(/i -|- й24^о= 0;

М\У\ - ( -  6 1 3 Ф 1 +  ^ 2 зФ 2 +  2 6 3 3 1 / 1  -(- йа4г/2= 0 ;

М2У2 <VPi -f- 624Ф2 "Т~ 634У1 "h 2 644У2 0.

209. Решение дифференциальных уравнений малых свобод­
ных колебаний, полученных в задаче 208, ищем в виде г/,= 
= A t cos р/; фг =  sin pt, что позволяет получить следующее 
уравнение для определения р:
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Ь13 *14

*23 ^24
- О Т , / ? 2 *34

*34 26,4 — т 2р2

2 * п — J\P2 b\ о
*12 2&22— J'lP2 "i,:, “ /t _
ft13  6 0 3  2  * 3 3 —  n 2 ^

* 1 4  * 24

ИЛИ
J lJ2m im ,y - \ - a lpe+ a 2pi-{-a3p2+ a i=0.

Поскольку система имеет две степени свободы, соответству­
ющие движению абсолютно жесткого тела, четыре корня ур ав ­
нения должны быть нулевыми, т. е. коэффициенты а 3 и а 4 р ав ­
ны нулю.

Отличные от нуля частоты определим из уравнения

J iJ2m lm2pi-\-alp2-\-a2=0.  (1)

Подставив в это уравнение выражения для *;/, находим

а { — — 2 \J {J>in\ *44 J \J 2/и.2*зз+  J  j тхтФп -f- J 2П1\тФ\\\ =
=  — (13/16) m?lF J х;

а2 =  л  У 2 (*34 —  4633Й44) | -  / j / T l o  (*23 —  4&22*33) +  ^ l/W l(* 2 4  4 #22*44) +  

+  У 2 ^ 1  (4 ЙП Й44 —  - j -  У П ГПч (46 П *23 *?з) +

+  тгт> (4*п *22— *23) =  (21/32) (m E J x/ l f .

Собственные частоты колебаний определим из уравне­
ния ( 1):

Pi,2- О ;  />3 =  0,447 V E J x/(m&)\ р ^ Ъ ,Ь 2 У E J х1(тИ(тЩ.
210. Система имеет пять степеней свободы (положение к а ж ­

дого из грузов определяется вертикальным смещением и углом 
поворота, а положение центральной точечной массы — только 
ее вертикальным смещением).

Двум степеням свободы (движение системы как  жесткого 
целого) соответствуют нулевые частоты Pi =  P2 =  0  и формы дви­
жения, показанные на рис. 272, а и б.

Третья форма колебаний ортогональна двум первым:
m u \ i u \ 3~{- т и 2\ м2з +  niU z \Uw\ -J  <pi 1Ф 1з~Ь-У фз1фзз — 0 ; ( 1 )

т и 11ы13+ т ы 22ы2з + т ы 32ыи + / ф 12ф13+ / ф з 2ф5з = 0 . (2 )
Поскольку фп =  фз1 =  0 и un = u2i =  u3i =  1 из уравнения (1) 

следует, что
«31 +  ̂ 23+^33 =  0 .

Принимая Ui3 = « 33=  — 1, находим и2з= 2 .
Аналогично, подставляя в уравнение (2) значения « 3 2 =  1, 

и ,2 = и iз =  £/33= • — 1, ф 12 =  фз2 = 1Д  получаем и22 =  0. С ледователь­
но, третья форма колебаний является симметричной 
(рис. 272, в ) .
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Условие ортогональности четвертой формы колебаний трем 
первым позволяет получить следующие соотношения:

«и~Ь«24~Ь#з4= :0; (3)

—  # 1 4  +  м 34 +  ^ ф 1 4  +  ^ |  Ф з4 =  0 ;  ( 4 )

— «14 +  2^24 — % 1  +  — Ф13Ф14 +  ~  ФззФз4 =  0. (5)

Поскольку четвертая форма колебаний долж на быть косо­
симметричной, т. е. — «3 4  =  — 1 , из соотношения (3) полу­
чаем «24=0. Кроме того, ф н = Ф з 4 и из уравнения (4), полагая 
«34= 1 , находим ф14= ф з 4 =  —ml/J  = —А/1.

LLl2~~1 Llz t- I
" Р*-----  г

а

Четвертая форма колебаний показана на рис. 272, г.
П ятая, симметричная, форма колебаний ортогональная пер­

вым четырем. После выкладок, аналогичных предыдущим, при­
нимая « 15 =  «35=  1, получаем ф15=  — Ф з 5 = З т / / ( / ф 13)  =  12/ (/ф13) ; 
и25 =  —2. Эта форма колебаний изображена на рис. 272, д.

Частоты колебаний можно определить, используя найденные 
формы свободных колебаний. Д л я  нахождения частот, соответ­
ствующих симметричным формам колебаний, рассмотрим систе­
му как шарнирно закрепленную балку, нагруженную по концам 
моментами M =  Jp2ф и инерционными силами Р и Рг, Р ,  (рис. 
272, е).
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Из условия равновесия системы Р\-{ -Рз=Р2, т. е. и2 =  2и1. 
Представим дифференциальное уравнение изогнутой оси балки 
в виде

EJ ху " = M Jr tnulp~z—ти2р2 (z—/).
После интегрировании и определения постоянных имеем

E J , y  -  М  f  +  £  т щ ? - £ £ £  т г , у - ( м 1 + * .  (6) 
При z = l

У =  — (« i+.Иг) = —3Ui.
Тогда из уравнения (6) получаем

3EJxul =  Ml2/2-\ -mull3pz/3.  (7)
Поскольку y ' z=0— —ср, из уравнения (6) следует

EJx([) =  Ml-\ -mull2p2/2. (8)
Учитывая, что M = Jp2ф, приведем (7) и (8) к виду 

(— т / ' > 7 3 + 3 £ / ж) и 1- / р 2/2Ф/ 2 = 0 ;
ml2p2u l/2-\-/(Jlp2—EJx)<f=0. (9)

Соответствующее уравнение частот будет таким: 
р'1— 5 2 £ / vp ;y ( m / 2+ 144 [—■£/ж/ ( т / 3)]2 =  0.

Отсюда находим частоты симметричных форм колебаний:

/>з=1,71 У  E J x/ ( m l 2); />5 =  7 V  E J  х/(тЩ.
При отыскании форм колебаний остались неопределенными 

углы ф 13 и ф is- Их можно вычислить, используя одно из уравне­
ний (9) и известные частоты р3 и рь. Так, принимая ы13 = — 1, 
находим ф 1 з = — 5,5//, а при и хъ — \ ф 15— —2,2//.

Частоты колебаний, соответствующие кососимметричным 
формам колебаний, находим аналогично тому, как показано в 
решение задачи 206. Значения частот р2 и р 4 будут следующие:

Р‘2 =  (); Pi =  3,88 V Е  J x/ ( m l 3).
211. Д л я  составления дифференциальных уравнений движ е­

ния воспользуемся принципом Д алам бера .  Р ассм атривая  к а ж ­
дую из масс, найдем, что в процессе колебаний на массу дей­
ствуют момент сил инерции и момент сил упругости. Считая, 
что ф 1< ф 2 < ф з <  (ф .— углы поворота дисков), имеем

— J 1ф1+-М1 =  0;
—/гф2~Ь (М-2—Afj) = 0 ;

ИЛИ / Зф з — Af3 =  0,
— /,ф1 +  с ,(ф 2—Ф1) = 0 ;

— / 2ф 2 +  с 2 ( ф 3— ф 2) — Ci  (ф 2— Ф1) = 0 ; 
j зфз Сг (ф 3 ф 2) = 0 .



Решение последней системы уравнений будем искать в виде 
<pi=^isinp/. Уравнение частот имеет вид

„6 _ 4 / Cl + C* | Ci I \ | „ г •Л + Л  + -/'3 „ а  
Р  Р  \ - г г г  +  т  +  т3)  +  с ' с '- J , J 2J 3 р 2~ ° -

Учитывая, что ci =  GJv/ l l и c2= G J p/ l 2, получаем следующие 
значения собственных частот колебаний:

Pi =  0; р2= 92,4 с - ‘; р 3 =  151,6с-'.
212. Пусть ф! — угол поворота левого диска; ф2 — угол по­

ворота правого диска; ф /  — угол поворота шестерни / ;  ф2' — 
угол поворота шестерни 2.

Вычислим кинетическую и потенциальную энергии системы:
Т -- - J 1 ф;2/2 -|- J 2ф22/2;

II =  с, (ф, — ф,у- /2  +  с2 (ф2 — ф2")2/ 2 .
Между углами поворота шестерен имеется зависимость вида

ф / = — ф2'ы.
Исключив из выражения (1) угол ф, и воспользовавшись 

уравнением Л агр ан ж а ,  получаем

Л ф 1 + ( ф ! + и ф 2/ ) = 0 ;

/ 2ф2->-С2(ф2/—ф2) = 0 ;  (2)

ис\ ( ф ^ ^ ф г ^  + С2 (ф2^— Ф2 ) = 0 .
Последнее из этих уравнений означает, что в любой момент 

времени моменты упругих сил, действующие на шестерни со 
стороны валов, уравновешены.

Исключив из выражения (2) угол ф2',  имеем

т "  I ^ 1 ^ 2  I C iC y l l  л

•Р* +  ф2 =  ° ; (3)

г  ** I С л С о Ч  I С л С ^ и ?  /л

ЛФ2 + ^  +  7 ^ + 7 7  ф2 =  °-

Уравнение частот для системы (3) будет следующим:

Р2 [ J\ J 2P1 — (Л  и2 - г  Л ) 6iti= + c2' 1 =  °> 

откуда следует , что собственные частоты колебаний равны

n 1 f  с\°2 J >и2 -А =  0; Л
!•/ 2

213. Уравнения угловых колебаний дисков следует составить 
аналогично тому, как это сделано в задачах  211 и 212. Частоты 
колебаний для приведенных на рис. 155 а — д схем соответствен­
но равны:
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а) Л  =  °; P i =  Y т т :

б) P \ = V c / 2J \  p2= Y 2c / J \

в) р х =  0,8 У  с / У ;  р 2 =  1,97 Y c / J \

г» « - о ;

=  z 4/ z 3);

д) р, =  0,651 V с / J-, р2 — 1 , 2 5 6 с / / .
214. Уравнения движения систем можно получить по методу 

Л агр ан ж а .  Кинетическая и потенциальная энергии системы 
соответственно равны

7 '= / ф 17 2 + 2 / ф 22/ 3 + 3 / фз7 2 ;

П = с ( ф 1—фг)2/ 2 + с ( ф 3— ф2) 72.
Дифференциальные уравнения движения имеют вид

/ф 1+ с(ф 1—ф2) = 0 ;
2 /ф г—с(ф ,—ф2) + с ( ф 2—ф3) = 0 ;  (1)

3/фз — С(ф2—ф3) = 0 .

Решение системы уравнений (1) ищем в виде ф.— Л^оэр^, 
поэтому можно записать

(c—Jp2) A l— cA2= 0;

- с А , +  ( 2 с - 2 1 р 2)А 2- с А 3=0;  (2)

— сЛ24~ (с—3 /р~) Л з = 0.
Отсюда получаем уравнение частот

р’[р‘- 7 ^ 7 ( 3 / )  +  ( с / / ) 2] = 0 .
Следовательно, частоты колебаний системы будут равны

P i =  0; р 2 =  0,755 У  c/J-  р3 =  1,33 У с /J.
Н айдем связь между амплитудами колебаний для каждой из 

форм колебаний. При нулевой частоте (первая форма) из си­
стемы уравнений (2) получаем Л И= Л 21= Л 31.

Д л я  второй частоты колебаний имеем 
Л 22== (с—/ р 22)Л 12/с = 0 ,4 3 5 Л 12; Л ,2= с Л 22/ ( с — ЗУр22) = — 0,615Л1г.

Наконец, для третьей частоты колебаний амплитуды коле­
баний будут следующими:

Л 23 =  — 0,77Л13; Л 33 =  0,179Л13.
Формы колебаний показаны на рис. 273. При построении 

принято
Л ц = Л 12 = Л 13= 1 .
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а, п

Проверим полученные формы колебаний, используя условие 
ортогональности. Представим условие ортогональности форм 
(например, первой и «торой) :в общ ем виде

/ Л и Л 12+ - 2 / Л 21Л 22+ 3 / Л 31Л з2= 0 .  (3)

Подставим в уравнение (3) значения амплитуд Л у первой и 
второй форм колебаний:

/ ( 1  • 1 + 2 •  1 • 0 ,435— 3• 1 0 ,615)  = / ( 0 , 0 2 5 )  « 0 .

И з условия ортогональности для первой и третьей форм по­
лучаем

/ ( 1  • 1 - 2 - 1  - 0 ,7 7 + 3 - 0 ,1 7 9 )  = / - 0 , 0 0 3  « 0 ,  

а для второй и третьей форм —
/  ( 1 • 1— 2 • 0,77 ■ 0,435— 3 • 0 ,615 + 0 , 179) =  0.

215. Обозначим c = G J v/ 1, тогда дифференциальные уравне­
ния движения дисков можно представить в виде

/ ф 1+ с ( ф 1—<р2) = 0 ;

/ ф 2 — с ( ф ! —  ф 2 ) + с ( ф 2 — ф 3)  = 0 ;

j ф з — С (  ф 2 — ф з )  +  с  (  ф з — ф 4 )  =  0 -

2 / ф 4+ 1с ( ф 4— ф з )  = 0 .

Принимая ф ( = Л ;5шр/, получаем уравнение частот 
11 с , , „  /  с \ 2 „ 5 /  с \3 ‘

Рис. 273

Р2 0.
2 J  и  ~  у  2 [ J

Отсю да находим частоты колебаний 

Р \ =  0. р 2 =  0.б56 Y c / J \  pz=  1,335 Y  c/J\ р4=  1,82 Y c / J .
Н а рис. 274 показаны соответствующие формы колебаний. 

К ак  видно, условие ортогональности форм колебаний выпол­
няется.

216. Уравнение частот системы имеет вид

/’1 [ р 6 ” | т " ‘ + . , 8 ( т ) > г - 8 ( 7
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Корни этого уравнения (собственные частоты) следующие:
р =  0; р 22 =  0,613 с / / ;  р 32 =  2 ,26с//;  р 2 =  5,8 c/J.

Формы свободных колебаний характеризуются следующими 
амплитудами отклонений дисков: 

первая форма

Фп =  1; ф21 — 1; Фз1 =  1; ф 4 1 = 1;
вторая форма

ф 1 2 = 1 ;  ф 22 =  0 ,3 8 7 ;  ф 32= — 0 ,0 3 7 5 ,  ф 42= — 0 ,4 5 5 ;

третья форма
ф )3= 1 ;  ф 2з =  — 1 ,26 ; ф 33 =  — 0 ,9 6 6 ;  ф43= 0 , 4 1 2 ;

четвертая форма
ф 14= 1 ; ф24 =  — 4 ,8 ; фз4= 6 ,2 2 ; ф44= — 0 ,8 .

217. Выражение для потенциальной энергии деформации си­
стемы остается тем же, что и в решении задач  212, а в вы р аж е­
нии для кинетической энергии появляются два новых слагае­
мых:

Т  =  Л ф , 2 / 2  +  Л ф 22 / 2  +  ( ф / ) 2/ 2  +  / 2'  (ф2' ) 2/ 2 .  

Исклю чая из выражений для кинетической и потенциальной 
энергии угол фИ (см. решение задачи 212) и используя уравне­
ние Л агр ан ж а ,  получаем следующую систему уравнений:

J 1ф1+С1ф1+С1«ф2/ = 0;

( / / - { - / / и 2) ф 2/-| -С 1«ф 1-|- ( c l U2- { - C 2) ф / — С г ф г^ О ;

/ 2ф2 —  С2ф 2/ +  С2ф 2 =  0.
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Принимая 9 i =  9 i0= s i n  pt, получаем уравнение частот
p2{ j зР1 jV2 (ct7s-\-C3Ji)-\-JiJ3C2]p‘'-\-

+  (cic2— c 2u2)J2+ c lc2J3+ ( c 2c3— c22)J l}=0,
где / 3 =  / 1, и2+ / 2 ' ;  c 3 —  c 1u 2+ c 2.

218. Кинетическая и потенциальная энергии системы соот­
ветственно равны

T — J 1ф12/ 2 + / 2ф22/ 2 + / з ф з 2/2
П = С [  (фр ф] ) 2/2 —(—С] (фг— ф2' )  2/ 2 + С г ( ф з '— ф3) 2/2.

Здесь ф / ,  ф2' и ф /  — углы поворота зубчатых колес редук­
тора.

На рис. 275 изображена схема работы редуктора, из кото­
рой следует

ф1/ =  — — иф3'; ф,, =  ф2'.z

Исключая с учетом последних соотношений из уравнений 
( 1 )  углы ф /  и ф 2'  и используя уравнения Л агран ж а , получаем 
следующие дифференциальные уравнения движения:

/ 1 ф 1 + с 1 ( ф , + М ф / )  = 0 ;

Л < р 2+ C i  ( ф г + . Ы ф з ' )  = 0 ;

/ з ' ф з + с 2 ( ф з — ф з ' )  = 0 ;

С 1 Ы ( ф 1 + Ы ф з ' )  + С 1 Ы ( ф 2 +  М ф з ' )  + С 2 ( ф з ' — ф з )  = 0 .

Выразим ф з '  из последнего уравнения:
/ __ Сафз С|Ц (<pi +  ф5)

2ctu2 +  С;

Исключая из уравнений движения угол ф 3' ,  получаем сле­
дующую систему дифференциальных уравнений:

J\  Ф1 +  ci\ j Ф] а,\ 2Ф2 +  3Ф2 =  0;

У2Ф2 Й12Ф1 + #пФ г “Ь й:1зФз =  0; (2)

У зФз ~Ь а\ 3Ф1 “Ь а\ 3Ф2 +  2 иа,\ зФз =  0,

г л р  а  _ с ,гц г +  с ,с2 . _  с ,ги3 .
11 2с,и2 +  с, ’ а >2 2с,ц2 +  с2 ’ 13 2с,ц2 +  сг ’

Уравнение частот системы (2) имеет вид

*Л J i J зР3 [2ий[зУ[У2 (У ^ з -Ь  Уг̂ ЛО] Р4"

+  [2ма13а п (У i +  Уг) — # 23 (У1 +  У2) — #?2Уз] Р2 — 

2а13 [и (а2, а 22) #1з(#12 +  #п)] =  0.
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Нетрудно показать, что свободный член последнего уравне­
ния равен нулю. Это следует и из физических соображений — 
система может вращ аться как  жесткое тело.

219. Р ассматривая  динамическое равновесие каждого махо­
вика, получаем два уравнения следующего вида:

■ЛФ1 + С 1 (ч>1— ф2) + “ (ф1 — Фз)=0; (О

J 2Ф2 — Cl (Ф1 — ф2) — с2 (Фз — ф2) =  0, (2)
где ф! — угол поворота левого маховика, ф2 — угол поворота 
правого маховика; ф3 — угол поворота контактного кольца дем ­
пфера.

Рассматривая равновесие безынерционной упругой оболоч­
ки, получаем третье уравнение

а  (Ф1 ^  Фз) — с2 (фз— Фг) =  0. (3)

Решение системы уравнений (1) — (3) ищем в виде 
Фг =  Л ге я',  что позволяет получить сл ед у ю щ ее  характеристи­
ческое уравнение:

(Аз/, 4-Я,а +  Cj) — с, — р а
с (& J2 -f- С\ -)- с2) ■ с 2 

к а  с2 — (Аа +  с2)
=  0,

или
^5/ i / 2o+A,4/ i / 2c2+A,3a  ( / 4+ / 2) (<^1 —с2) -j-X“CjC2(A -f-/2) = 0. (4)

Имеем систему с дробным числом степеней свободы. Из 
уравнения (4) получаем два нулевых корня (А,1>2~ 0 ) ,  соответ­
ствующие вращению системы как  абсолютно жесткого тела. 
Д л я  нахождения остальных трех корней составим следующее 
уравнение:

Подставив в него числовые данные, получаем 
А,3+60Л,2+ 6 3 0 Х + 1 2  600 =  0,

откуда находим
Л з = —53,1; ^ 4,5 =  (—3 ,4 5 ± П 6 ,5 ) .

220. В качестве обобщенных координат выбираем вертикаль­
ное смещение центра тяжести копуса у  и угол его поворота ф 
(рис. 276).

П отенциальная и кинетическая энергии системы при коле­
баниях равны

П =  С[ ( у + ф А )2/ 2 + с 2(у—ф/2) 2/2;

Г = т г / 7 2 + / ф 7 2 .
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Подставив эти выражения в уравнения Л агр ан ж а  второго 
рода, получаем

m y+ ci  ( у + ф/i) + с 2(у— y k )  = 0 ;
Jср—(— с,/, ( у + ф ^ )  сг1г (у—<р/2) = 0 ,

или

У +  а пУ +  а 12ф — 0; ф +  А21У +  Й22ф =  0, (а)
где

an =  (cl+ c 2)lm; а Х2=  (cili— c2l2) / m ;

2̂1 (̂ 1̂ 1 ®22 (̂ 1̂ 1 “Ь^2^2 ) /  ̂  •
Решение системы уравнений (а) ищем в виде г /= Л  sin р/; 

Ф = б  sin р?. Собственные частоты колебаний

Р1,2 =  у /Г (Оц + * г22)/2 +  У  [(<2ц — #22)/2]2 +  <Ц̂ 2\> 
откуда после подстановки числовых значений получаем 

Pi =  16,5 с-1; р2 — 50 с-1.
221. Равенство частот собственных колебаний системы воз­

можно при выполнении следующих условий:
с,/, =  с2/2 и (с1/,2+ с 2/22) / / =  ( с ,+ с 2) / т .

Если ввести обозначение р2= J / m ,  то эти два условия можно 
свести к одному

p2— hl2-
222. З а  обобщенные координаты выберем вертикальное пе­

ремещение центра тяжести кузова у, его угловое перемещение 
Ф и вертикальные перемещения переднего и заднего мостов у\ 
и г/г (см. рис. 161). Выражения для кинетической и потенциаль­
ной энергий и диссипативной функции Релея  имеют вид

Т  _  Л ф г , m y 2 . m , r / , z т 2у г г .
2 ' 2 ' 2 "т" 2 ’ 

п =  y  {У +  Ф^ — У1)2 +  y  (У -  Уа ~  Уд2 +  С1Г  +

R  =  y  (У +  Ф Ь -  ух )2 +  -f- (у — уа  - г/2)2.

Рис. 276



Подставив Т, П и R в уравнения Л аг ран ж а , получаем сле­

дующие уравнения движения:

У0ф + а (а 2 + &2) Ф +  (с2<х> + с, ft2) ф -\-a(b — a) t/ + (c,ft — с2а) у —

—  а  Ьух +  ааг/г —  Ci ft г/, +  с 2у2а  =  0;

m y +  2ay  +  (ci +  c2) y  +  a (ft  — a)q> +  (c,ft — с 2а )ф  —

—  а  (#1 +  Уг) — c l*/l — С2г/2 =  0 ;

тп\Ух-\-ъу\+(.с + сх)ух— айф — С1&Ф — ау — с,ф =  0;

m2i/2 +  “ */г +  (2с +  с2) У 2 +  “ аф +  с2аф — Щ — с2г/ =  0.

223. З а  независимые переменные (обобщенные координа­

ты) примем перемещения у\ и у2 центров тяжести переднего и 

заднего мостов. Силы вязкого сопротивления примем равными 

нулю ( а = 0 ) .

Введем новые неизвестные Z\ и z2, положив zl=y-̂ -q>a\ z2=  
= у — фft. Тогда

y =  z,b/(a+ b)+ z2a/(a+b)-, y = z l/{a+b) —  z2/(a+ b ).

П ровод я  решение подобно тому, как это сделано в задаче

222, получаем две независимые системы дифференциальных 

уравнений вида

\mbzx +  с, ( a + f t )^  — c ( a + f t ) t / i= 0 ;

\/П\У\ (с -f- Cl) у i C\Z\ =  0;

\mcLZ2 Ci (a -j- ft) г 2 — с (a -)- ft) y2 =  0;

1/ад2+ ( с  +  с,) у2 — c ,z ,= 0 .

Частный случай J^m a b  эквивалентен расчетной схеме, 

приведенной на рис. 277.

Система уравнений (1) описывает колебания переднего моста 
и некоторой массы m2= m ft/(a+ ft) при неподвижной массе т 3, 
а система уравнений (2) — колебания заднего моста и некото­
рой массы тз—та/ (a+ft) при неподвижной массе т 2.



И з  системы уравнений (1) после соответствующих п ре об ра ­

зований и подстановки числовых значений находим р\ — 
=  8,27 с-1; р з— 48,5 с-1, а из системы уравнений (2) получаем 

р 2 =  9,9 с-1; р 4= 4 8 ,8  с-1.

224. Удлинения верхней и нижней ветвей передачи при коле­

баниях шкивов равны

Удлинения A / i ,2 м ож но выразить через дополнительные н а ­

пряжения по форм улам , приведенным в условии задачи:

В процессе колебаний на каждый из шкивов действуют м о­

мент сил инерции и момент сил натяжения в ветвях передачи. 

Дифференциальные уравнения свободных колебаний шкивов 

имеют вид

•ЛФ1 +  R\F  (Act, — Ао>) =  0;

Л ф 2 +  (Ась Aai ) =  О-

С учетом соотношений (1) и (2) систему уравнений (3) 

м ож но представить в виде

Ф1 ~Ь R \ a.3fPi/ J 1 R \ R i F J i = 0 ;
(4)

ф2 — ЦпР а зФ1 / J  2~\~ R  22F  ̂ зФг/ J  i — 0.

где а3 =  (а1-\-а /̂ала2.
И з уравнений (4) после преобразований  находим

Р\ =  0; р2 =  V R\Fclz (М  /  / ,  +  /?2/ 2), р 2 =  146,3 с ’ 1.

225. Н а  рис. 278 и зображ ен о положение системы в п рои з­

вольный момент времени. Вычислим кинетическую и потенци­

альную энергии системы:

А Л — ^?1ф1— Я 2ф; Л/2——— ^1ф1-Ь^?2ф2- (1)

AZi =  a iA o i; А12= а 2Аа2. (2)

Рис. 278 Рис. 279
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Т -—Лф12/2 +  •/2<Р22/2 + J i '^ 2/2;

П = с А / ,2/2  +  сМ 22/2 + mg [hi sin ф-|- h , (cos ф — 1)],

где c— EF/l.
Удлинения упругих связей равны

А / 1 =  /?icpi— /?2ф2— л: cos <рю;

Д/2 =  ̂ 2ф2— R1 ф2—X COS фю,

или, учитывая, что x^hity,

АЛ =  / ? 1 ф |— Л?2ф 2— /iii)1 cos ф Ш;
(2)

Л /2 =  ^ 2 ф 2 — / ? 1 ф 1 —  / l l^ iC O S  ф ю .

Подставим вы ражения (1) с учетом соотношений (2) в у р ав ­

нения Л агран ж а :

•• , 2 cR r  2 cRiR i  n .
Ф1 +  - т р Ф ! ----7 ^ ср2 =  0;

2 cR 1R 2 . 2 cRS  л  
Ф2= — ф,  +  - у -  ф2+ 0 ;

(3)
■ 2 cV cosy10 + mg*, =  (?.

J 1 J j

Угол ф м ож но представить как  сумму угла фо от статическо­

г о  приложения нагрузки mg и угла ф! при колебании системы, 

т. е.

Ф = Ф о +  Ф ь

П ри  этом в статическом состоянии ( ф = 0 )  справедливо соот ­

ношение

2 c A i^ 0cos q>\o-{-mgh\ =  0.

С  учетом этого третье уравнение в системе (3) принимает 

вид

•ipi+^cft^cos фюф/^1/ = 0.

Алгоритм определения частот аналогичен изложенному в 
задаче 193. Окончательно получаем, что частоты собственных 

колебаний системы равны

pi =  0; р 2= 1 8 7  с-1; р3— 270 с-1.

226. Вычислим кинетическую и потенциальную энергии си­

стемы при колебании шкивов (рис. 279):

Т = / 1ф 1 2 / 2 + / 2ф 2 2/ 2 + т 1х 7 2 ; (1)

n  =  cA /i2/2 + c A /22/2 + m ig (r i+ /- 2) (1— cos ф ),

где c— E F / l—  жесткость упругих связей; A/i и А /г —  удлине­
ния упругих связей, равные

Д/1 = / ? 1 ф 1 — # 2ф 2 —X cos фю;

Д/г —  — ^ 1ф 1_Ь-/?2ф2—х cos фю-



М еж ду углом qpi п оворота ведущего шкива 4 и углом ф по­
ворота кулисы 3 имеется зависимость вида

ф 1 =  г|)(1+г2Д 1), J2)

где r\>=x/(ri+r2).
И з  вы ражения (2) следует, что х—Г{Цц. Тогда уравнения 

(1) принимают следующий вид:

Т =  Лф22/2  +  ( / ,  +  m ss)  Ф12/2;

П  =  у  [(/^ —  г, cos ф10) Ф! —  /?2Фг]2 +  y  [ —  (# i +  rx cos Фю) Ф! +

+  /?2ф2]2 +  tmg (Г, +  Г 2) 1̂ — COS ф, J.

Используя уравнения Л аг р ан ж а  второго рода, получаем 
дифференциальные уравнения движения 

•• . Г 2EF
, + m 1r 1* ) / v < i

2EFRlRi

(Ri2 +  Г!2 COS2 ф, о) +  m ,g r, ] ф, — 

ф2 — 0;
(У.+т.г,®) I 

2EF  _  , 2EF  п  „ А
Ф2 -Jj R\R'2̂\ R 2 Ф2 — 0-

И з последних уравнений после соответствующих преобразо­
ваний и подстановки числовых значений получаем p i= 34 ,6  c~‘j 

р2 =  179 с-1.

277. Н а  рис. 280 и зображ ен а  м асса  m в произвольный мо­
мент времени t. П оскольку натяжение в нитях Т0 принимается 

постоянным, горизонтальным смещением массы  можно прене­
бречь.

Дифференциальны е уравнения движения имеют вид 

my— —  (Tosm a t-f Tosin а 2),

J(p= — {TJii-\-T0hi ).

Учитывая, что sin а , =  (г /+ Ьф /2 )/„ s in  а 2=  (у—Ь ф /2 )/ /„  

sin  а 2=  {у— 6 ф /2 )/ Zi, / i , =  ( fc /2 )s in (a i+ a ) ,  h2— (b/2 ) s in (ф— a 2) , 
а также считая а  и ф малыми, получаем



И з этих уравнений теперь м ож но записать уравнение частот:

Tt (l\ + lt) Т0Ь (1г 11)
2- Р Ч till ,/2 

Ttb(lt — lx) 
Ч Л х1г -р’ + Ы '- т ё У т г

о,

или

1, + 1г AJ + mb2
*,/2 4 mJ ] То-

Тд b b + 2 (/, + 12) __ q
2 mJ lih

В частном случае при l\ — h = l  движения по у и <р незави­

симы и частоты малых собственных колебаний равны

A - V 2 7 V M ) ' ;  p2 =  V(T0b/2J)(2 + b/l).

228. В произвольный момент времени положение вагонетки 

определяется тремя координатами: x,y-\-h, ф (рис. 281). П ри  

этом горизонтальная координата является независимой функ­

цией скорости  движения вагонетки {х— х0-\-vt), а две другие 

■связаны между собой следующим образом :

my =  (T0 sin ос, +  Г 0 sin а 2) — mg,

/ ф  =  -  Г А  +  Г Л .

Учитывая, что

sin oci «  (г/+&ф/2) / « 1; sin а 2«  (у— 6ф /2)Д 2; 

h\£zh-\-y—х sin oti; h2~h-\-y— (/—*)sin а 2,
:получаем

У 4" [27 о̂/(те^)] А  (О У +  (То//те) А (^ ) ф =  — g', 

4 +{TQ/J )A 2(t) y +  (T0b/2J) Л , (О ф  =  0,



где

Л , (t) =  b{l—b)/[(x0+vt—b/:2) (l—x0—v t^ b /2) -2];

Л 2(/) =& [/— 2{*о+ 0*)]/[(*о+ и*— 6/2 ) (/— Xo— flf— й/2) -2].

229. Рассм отрим  произвольное отклоненное от положения 

равновесия состояние системы (рйс. 282, а ) .  В  соответствии с

Рис. 282

принципом Д ал ам бера  дифференциальные уравнения движения 

массы  м ож но представить в виде

тх= — Ticos a i +  r 2cos а2; ту— — (T isin a i+ T 2sin a2)-\-mg. (1) 

И з  рис. 282, а следует, что 

cos a i =  (xq-\-x) / (s io+ A s i); 

cos a2=[l\— {xq-\-x)]/(S2 0 + A S 2 ) ; 

s in  a i =  (yo+y)/ (s io+ Asi) 

s in  a 2=  (yo+y) /  {s20+As2) .

П ри  этом натяжения в ветвях нити равны 

Ti — Tio-{-ATi] T2= T 2q-\-AT2.

П одставляя эти соотнош ения в уравнения движения (1) и 

сох р ан яя  члены, линейно зависящ ие от приращений номиналь­

ных значений, получаем
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Удлинения ветвей нити связаны  следующими зависимостями 

с  приращ ениями усилий:

&Si =  ATiSl0/{EF) = A 7 ’iS io /(c /i); As2= AT2s20/{ch ). (3)

В  уравнения (2) и (3) входят шесть неизвестных величин 

(х, у, АТ\, А То, As,, As2). Дополнительными геометрическими 

уравнениями могут служить тождества

s in2 a i+ c o s 2 a i =  1;

s in2 a 2+ cos2 a2— 1,

которые позволяют получить (с  учетом выведенных выше соот ­

ношений) следующие два уравнения:

As i =  (i/o /s io )y+ (*o /s io )* ;

Входящ ие в систему уравнений (2) статические натяжения 

ветвей имеют между собой зависимость в виде уравнений рав ­

новесия

из которых легко получить

Подставив соотнош ения (3), (4) и (5) в уравнения (2), имеем

A s2= [  (h—x о) /  s20]x+ (yo/s2o) У- (4)

(5)

(6)

Зд есь

Уог ( Ти , Г20 \ E F  ( х* . (/, — Л:„)• V .



П ол агая  x=As\ npt, y =  Bs\npt, находим уравнение част от  

«п  — Р2 «12 

£3̂21 «22 Р2
о,

или

Отсю да

Р4 —  («11 +  «22) Р2 «12 “Ь «И «22 — О- 

Р\,2=^/~ («п + « 2г)/2 + [(йц + «2 i)/2]2 +  a “2.

В  частном случае располож ения массы  т  в середине пролета 

(x0= h / 2, S io = S 2o=So ) начальные натяжения в ветвях 7’10=  

=  Т2о-То- П ри  этом система уравнений (6) распадается  на дна 

независимых дифференциальных уравнения:

mx+2[T0(yo2Js03) +EF (x02/s03)]x==0-, 

my+2[T0(x02/s03) +EF  (y02/s03) ]у = 0.

Частоты вертикальных и горизонтальных колебаний соответ­

ственно равны.

А  =  V [2/(otsq3)] (Г0у02 +  EFx<?)\

А  =  V  [2/ (m s 03)] (Т 0л:02 +  EFy0 2). (8)

И з  выражений (7) м ож но найти частоты колебаний для ряда 

частных случаев. П ол агая  х0— 0, т. е. рассм атривая  вертикаль­

ные колебания груза на растяжимой нити (см. рис. 282, б) (при 

этом s0= y 0; Го— mg-/2; /i =  0 ), находим

А  =  K g '/s ,,; P2= V 2 E J/(m s0).

Если во втором  уравнении (7) принять уа =  0, получаем 

частный случай колебаний массы т ,  расположенной  посредине 

упругой нити( рис. 2 8 2 ,е ). В этом случае

А  =  У г4 £ ,/ ?/(от/1); р 2= У Щ Т Ц Щ ,  

где Го' —  натяжение, при котором  z/„~0.

230. Дифференциальные уравнения движения массы  m ан а ­

логичны уравнениям (6 ), полученным в задаче 229, но в отличие
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от них величины ЛГо, Уо, Т\о И Г2о являются функциями скорости  

движения массы  и и времени t.
В соответствии с начальными условиями задачи м асса  m 

начинает двигаться из положения, изображ енного на рис. 283, 

описывая в стационарном  движении дугу эллипса. Уравнение 

эллипса в обозначениях, приведенных на рис. 283, в полярной 

форм е имеет вид

S io= S oo /(l—е cos a i)  =  s0o /( l— ex0/sl0). (1)

Учитывая, что Si0= s 00+ u /, из уравнения (1) получаем

Xo— vtje,

где

e =  l\/{s\0'\- ^2о) =  A /^5oo +  "j/"'500^^12)-

В торая  координата массы  m при ее стационарном  движении 

равна

y0 =  V sm ~ x02-

Натяжения Г 10 и Т 20, соответствую щ ие стационарному 

движению, определим из уравнений

[щх.0 =  Т 20 (А + х0)/ s2o — Т iqXq/510;

[гпу0= Т  ю у0/ +  — mg-

Реш ая эту систему уравнений относительно Г 10 и Т2а 
с учетом полученных выше соотношений, находим

у  ___ _________________ Уо ~1~ &___________________.

10 m (y js ^ )  [I + Vo/(/,—  x0)] ’

___________Уо + £_________ .
20 /и (г/0/х20) [(/, —лг0)/дг„ + 1 ] ’ 

где yQ =  (vyy0) [(1 -  \/l2)-(sl0~ x 0/ly /y02\.

231. Изменение напряжения в цепи якоря  в произвольный 

момент времени равно приложенному напряжению , т. е.

Ul-\-uh-\-uv=  Uq sin a>t. (1)

Учитывая, что UL=Ldi/dt, UR= R it Uif= 'x ld(p/dt, представим 
уравнение (1) в виде

L d i7 d /+ /? /+ a id< p /d /=  U0 sin at. (2)

Запиш ем дифференциальное уравнение вращ ения якоря:

/  d2(p/d/2-f-C(p=a2i, (3)

где a 2i —  электромагнитный возмущающий момент.

Решение однородных уравнений (2) и (3) ищем в виде i— 
— А\еа‘-, ф = А 2еа‘, что позволяет получить следующее характе­
ристическое уравнение:



Xs (R/L)X2 -\-[(o.1clz-\-cL) /  (J L)\'K-\-Rc /  (J L) —0.

В  частном случае весьма малого активного сопротивления це­

ни якоря  ( R x 0) получаем следующие значения корней:

Я ,= 0 ;  Va.3 =  + У ~ °"аУ г - - ± i V t
а .а .

JL •

232. В состоянии равновесия конденсатор имеет заряд  q0, а 

пружины сжаты  на величину х0 (силой, с которой пластины кон­

д ен сат ора  притягиваются между собой).

Ппи колебаниях заряд  и смещение соответственно равны

q =  (]o+Aq, х = * о + Л * -

Емкость конденсатора С обратно пропорциональна р а сст оя ­

нию между электродами

C = a l (I— х),

где а —  некоторая постоянная; I — расстояние между пластина­

ми в отсутствие заряд а .

П ри  выводе уравнений движения воспользуемся уравнениями 

Л аг р ан ж а . Потенциальная энергия системы (электрическая и 

упругая)

П  =  — U Aq-\-c (Ах-\-х0)г/2.

Р азл агая  вы ражение для потенциальной энергии в ряд и ог- 

раниичваясь квадратичной частью разложения, получаем

П ^ 1- ^ А ^ ~ ^ А д А х + ^ А х * + [ ^ ( 1 - х 0)- и ]\ д  +

сх° - ^
Ах +  const.

Вы раж ения в квадратных скобках равны нулю из условия 

равновесия системы. Сум м а кинетической и магнитной энергий

T=mAx2l2-\-LAq2/2.

Энергия, рассеиваем ая системой (из-за активного сопротив­

ления в электрическом контуре),

D=RA q2/2.

Таким образом , дифференциальные уравнения свободных к о ­

лебаний системы имеют вид

тАх+ сАх — ~ Д<7 =  0;

LAq+ RAq + '—^-  — ^  Дх =  0.

233. Кинетиечская и потенциальная энергии системы соответ­

ственно равны

Г = / 1ф 12/ 2 + / 2ф27 2 ; П  =  с ( ф 1+ ф2)7 2 ,  

где ф 1 и фг —  углы поворота дисков.
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Используя уравнения Л аг ран ж а , запишем дифференциаль­

ные уравнения движения дисков:

7,ф|-1 с (ф ! — Ф2) =  0; 

Л ф г + с  (Ф2 — ф|) =  0.

Представляя решение системы уравнений (1) в виде ф 1 =  

— A\sin pt, ц>2= А 2 sin pt, получаем следующее уравнение ч ас­

тот:

р 4- С ( / 1+ / 2) р 2/ ( / 1/ 2) = о .

Отсю да находим частоты собственных колебаний дисков

Р\ -Oi P i--'VC (-Л +  J  2) / (.J \J 2l •

Закон  движения дисков с  учетом кратных нулевых корней 

имеет вид

$1пРг‘ -

§  9. Вынужденные колебания

234. Дифференциальные уравнения вынужденных колебаний, 

составленные по методу сил, представим в виде

У! =  би ( — /ra iy ,+ p ) +  fii2( — ГП2У2)'’ ^

У% =  6 -21 ( — т  1 "уj +  р) -г S22 ( — m jijo).

Решение системы уравнений (1) ищем в ф орм е у\=Ах sin at, 
У2— А2 sin at- Подставив у, и y2 в уравнения (1 ), найдем значе­

ния амплитуд колебаний Л , и Л 2:

р  6  1 1 ( I — //226 22^ ”) + б j 2т гы2

1 ° (1— б,,/я,ш2) (1— 621т г<в2)— 6f2tfz,/n2(D4 ’

6 2 1

° (1— бмт,ш2) (1— 6г2/п2(о2)—

П о условию задачи а 2=  1/(т2б22) • Следовательно,

Л ,--- 8 /0/3/ ( 9 £ 7 ж) ; Л 2 =  —  64Р013 (63Е/к) .

или с учетом найденных в задаче 195 соотношений

А , = — 8 Р0Р/ (9Е1Х) ; Л 2 = — 64Р0/3 (6 3 £ /* ) .

В процессе колебаний на массы  т.\ и т 2 действуют периоди­

ческие силы F i = — P— т.\У\ и F2 = — т 2у2, амплитудные значе­

ния которых равны

Fю — 0 ; F20 =  2 ^ 0^ 22/612- 
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Рис. 284

Н а  рис. 284 п оказана эпю ра изгибающ их моментов, из кото­

рой видно, что опасным является сечение закрепления массы  т 2, 
в котором  действует

Л4тах =  4 6 Р 0//21 .

Наибольш ие напряж ения в балке

4 Р о/б22

235. Обозначив через Х\ и х2 перемещение массы ni\ и « 2, с о ­

ответственно получаем следующие дифференциальные уравнения 

движения системы:

(1)
* i  — {Р о s in  a t  Ш\Х̂ ) 6j] -J- ( б]2;

x 1 ~ {  ГП\Х\) ^21 + ( —  ГП2Х 2) 629.

Для случая, показанного на рис. 171, а  коэффициенты уравне­

ний системы (1) равны

6u = t l / c + / 7 ( 3 £ / * ) ] / 2 = 2 / ( 3 c ) ;

6 i2= 6 2i =  /3/  (6FJX) — 1/ (6 с ) ; б22 =  б12.

В установившемся, режиме колебаний решения уравнений (1) 

ищем в виде a:i = лгю sin ы/; x2= x 2osin

Подставив эти вы ражения в систему уравнений (1 ), получаем

Я 0 (1 — ffl2®'6rs) бц
Л-цг

( 1 — /я,а>г6м) (1 — тг(о"Ьгг)-

F* о fti j (о2$2 ]б] 1

-т,га.и4 й>'.)

X-2Q — ------  .
(1 — т,ы2ди) (1 — S22) — j',

С  учетом исходных значений окончательно имеем 

* io = 4 4 /y  (45с); х20= — 8Р0/ (45с ) .
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Усилие, передаваемое на м ассу т 2 со  стороны массы т и рав­

но

P i= 2 c (x lo—X2o) ==2,31 Р0.

Коэффициент динамичности передачи силы равен 

kM„= P i/P 0=2 ,3 l.

Для случая, показанного на рис. 171,6, коэффициент дина­

мичности

/^дин= 4 ,5 .

236. Р азл ож им  полную силу инерции F0 на две составляю­

щие: Fv= F 0sin (iit н FZ =  FOcos со/, направленные соответственно 

перпендикулярно осевой линии балки и вдоль нее. Положение 

центра массы м отора в любой момент времени определяется 

двумя независимыми координатами —  его вертикальным пере­

мещением у и углом поворота ф.

Используя метод сил, м ож но записать

Ч (Fy ~~ ту) 6 П f  (F z/? — J ф) б ,2;

Ф (Fy — ту) 6 21 +  (FZR —  Уф) 6 22,

где / = J0-\-mR2 — момент инерции массы двигателя относи­

тельно его основания.

Коэффициенты уравнений (1) определим по правилу Вере­

щагина

бм =  4 / 7 ( 9 £ / * ) ;  б12= б 21= 2 / 7 ( 9 £ / * ) ;  б „  =  Р / ( 3 £ / х) .

Частоты свободных колебаний системы найдем из уравнений 

(1 ), приняв в них Fy= F z =  0. П олагая y =  c{s\npt, y = c Isinpt' 
после преобразований  получаем две частоты колебаний:

А  =  1,43 V E J x/{ml3); />2 =  3,96 V  E J x/(mP).

Решение системы уравнений (1) ищем в виде 

y = A ls'm <af+.A2cos и t\

Ф =  В | s in co ^ “ |- S 2c o s  u)t. ( 2 )

Подставляя вы ражения (2) в уравнения (1) и учитывая 

связь между компонентами центробежной силы инерции, полу­

чаем следующую систему уравнений для определения постоян­

ных Аи А2, В 1, В 2:

(1— W(o26 | 1) А j— /o)26 i2Bi = F об11;

(1 —т  ы и ) А о— / со“*612^ 2= ^ 0^ 612 ',

(1— В |— [ = F  0 6 12;

( 1—-1(1й2б22) В2— ^1(0‘!б|2Л 2 =  /* oR822-
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Решив эту систему уравнений, находим

А ,=  ( /У Л )  [ (1— /ю 2б „ )б и + /о )2б12г] = — 104F J3/  (227EJX) ;

Л2=  (/^о/А) [ (1—  т ш 26 и )б 12+ т со 26 126 12] =  — 72FJ3/(227EJX);

Bi =  (F0R /A)j[ (1— Jш2б22) б12+ / w2612622] = —  18FJ2/ (227EJX) ;

B2 =  (F0R/)A)[ (1 — mco26 „ ) б22+ т ш26122] =  5F04/227EJX,

где Д =  (1— т (о 26 и ) (1—  /со26 22) —  т /ш 46 122.

И з выражений (2) следует, что амплитуды вынужденных 

линейных и угловых колебаний соответственно равны

Уо=У  A 2 +  -A22 =  QM7F<p/(EJx)\

Фо =  V  В{2 +  В22 =  0,319 / У 2/ ( £ J x).

237. Дифференциальные уравнения движения м асс, с о ст ав ­

ленные по методу сил, имеют вид

Х\ =  ( Ш\Хj) -(- ( Ш2Х2 -f- Р)'.

х 2 =  621 ( Ш \Х 1 ) -( - б22 ('— ГПоХ-2 +  Р ).

Решение системы ( 1 ) ищем в виде х ,— x2=Bsincot.
Для определения А и В получаем следующую систему уравне­

ний:

(1— S n ^ i C D 2 ) А — 6 i 2^ 2tt)2В — Р об 12>

— 621 оз2А-\~ (1 — 822т 2(д'2) В — Роб22- 

Отсюда находим амплитуду колебаний массы т 2:

во2 (1 — бц/и,©2) + m,6f2®s 

0 (1 — 6n miC02) (1— 6r2m2co2)— Wjmofijjfisi®4

Амплитуда колебаний массы т 2 равна нулю при

*22 (1 — *11 щ  “ 2) +  m i * iW  =  о,

эткуда получаем связь между частотой возмущающей силы и 

параметрами системы

G>2 =  6 22/[ / r e i  ( * 11*22 —  * 12)]- (2 )

Л евая  часть вы ражения (2) представляет собой парциаль­

ную частоту колебаний массы т.\ (частота колебаний массы т х 
при жестко закрепленной массе т 2) . Коэффициенты этого у р ав ­

нения равны

* п  =  2 l/(EF); 612  =  621 =  l/(EF); б 22 =  ̂ / (EF).

238. Амплитуда колебаний массы т 2 равна нулю при

СО2 =  Ь 22/[Щ \  (* 1 1 * 2 2 —  * 12)]»

*где

бн =  б22= 4 / 3/ (9EJX) ; 8l2—7l3/(\8EJx) .
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239. Воспользовавш ись методом сил, запишем дифференци­

альные уравнения движения масс:

У\ =  6ц ( —  Ш\У\) - |- б12 ( ТП2У2) +  ^ i3A l;
(1)

У2 =  ^ 21 ( —  Ш\У\) +  ̂ 22 ( —  ГП2У2) +  623М .

Так как ух должно быть тождественно нулю, то из системы 

( 1 ) получаем

612m 2i/2 =  б 13Л1 ; 

у2 =  б22т 2У2 +  б2зЛ1 - (2 |

Решение системы (2) будем искать в виде y2= ^ s in ( j) / .  П ос­

ле преобразований  получаем

— ю2б\2т 2А = 613^ ;

( 1— 622^ 2© ^)^  = 623^-  (3)

И з системы (3) находим связь между частотой возмущ аю ­

щего момента а> и параметрами системы, при которых ампли­

туда колебаний массы т х равна нулю:

G)2 =  6i3/[tfi2 (622613— 623612) ]•

240. Н а  рис. 285 п оказан о  положение системы при колеба­

ниях (мачта заменена стерж нем ). Координаты массы т х можно 

выразить через угол ср и смещение массы т 2 следующим об р а ­

зом:

x , = x 2+ / is in  ф; У\ =  1\ (1— cos ф ) .

Д ля вывода уравнений малых колебаний м асс т х и т 2 вос­
пользуемся методом Л аг ран ж а . Запиш ем кинетическую и по­
тенциальную энергии:

Т  ̂ гп\Х̂ /2 -|- ?ЩУ\-/2  "j- /̂ \

n  =  m ,g ( l— cos ф) +сх22/2 ,

где с —  жесткость балки на изгиб, равная  3EJx/ l3.
П осле преобразований  получаем систему дифференциальных 

уравнений вида

(.т х т 2)х 2 + с*2 + m\lxq> =  E0sin cot;

т\1\ 'х2-{- m,\gl\4==Q, ( 1)

Решение этой системы будем искать в виде х2 =  Аъ'т <д/;ф =  

=  f is in  соt. Амплитуда колебаний массы т 2 равна

A =  (l/A)[P0(gll~ l{ W )m x],

где А — определитель системы алгебраических уравнений, со­

ответствующих ( 1 ).

Амплитуда колебаний А равна нулю при

0?  =  g/lu

где У g/U — частота колебаний маятника при неподвижной 

м ассе т 2.
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241. Составим дифференциальные уравнения малых коле­

баний системы, воспользовавш ись методом Л аг ран ж а . П ри  к о ­

лебаниях диска угловая скорость равна

S3 =  &2о-)- А £2,

где £20 —  угловая скорость диска при стационарном  режиме; 

A Q =cp  —  дополнительная угловая скорость диска при колеба­

ниях.

При колебаниях массы т  смещ аются на величину х от по­

ложения динамического равновесия. П ри  динамическом равн о­

весии массы находятся на расстоянии I от оси вращ ения. 

Кинетическая энергия системы

7 W ( Q 0+ A Q )V 2 + 2 m {[ (Q 0+ A Q ) (Z-f-x)]2- fх2}/2,

потенциальная —

П =  cq)2/2-j-2c 1 [Xq-\-x )2/2,

где х0 —  растяжение пружины при стационарном  режиме в р а ­

щения. Обобщ енная сила равна М. П осле преобразований  из 

уравнений Л аг р ан ж а  второго рода получаем два дифференци­

альных уравнения вида

ftp , 4 m l Q a . .  . ,

<Р =  T T ^ F  +  T+lmF х =  М о Sin со/,

х  — 2ьу<р+  (Cj//ra — Q02) x = O .

Решение этой системы будем искать в виде ц>— Л sin со/; х =  
=  Bcos со/.

После преобразований  получаем, что амплитуда колебаний 

диска

(M 0/A)[Ci/m— Q02) — ю2], 

где А —  определитель системы (1 ).

Рис. 285
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П арам етры  гасителя колебаний, при которых амплитуда 

угловых колебаний диска равна нулю, определяются соотнош е­

нием
со2 =  c ,/m — Я 02,

т. е. гашение колебаний происходит в том случае, когда частота 

возмущ ающ его момента равн а частоте колебаний массы т  на 

вращ аю щ ем ся с постоянной угловой скоростью  Я 0 диске.

242. Н а  рис. 286 п оказана измененная конструкция гасите­

ля Прингла, в которой пружины имеют предварительный натяг 

х0. В этом случае массы  т  будут прижаты к диску до тех пор, 

пока сила m l0Qo2, действующая на м ассу  т ,  не станет равной 

силе предварительного сж атия пружины, т. е.

m l0Q02= x 0cl.

Рис. 286

243. Для гашения вынужденных колебаний диска, п рои схо­

дящих с частотой со, необходимо, чтобы частота колебаний м а­

ятника р  равнялась  о>, т. е. а = р .  Следовательно, частота коле­

баний маятника, находящ егося на вращ аю щ ем ся с постоянной 

угловой скоростью  Я 0 диске, равна

р =  Q У"Ь]Т.

244. Дифференциальные уравнения вынужденных колебаний 

системы имеют вид

У1 — бц ( /П2У2-\-Р)г

у2= 6 21( — Ш\У\) ~\~ $22 ( ' ГП2У2 +  Р)<

где б11 =  б12= б 21= = Г /(3 £ /х ) ; 8^=231/(\2EJX) ■,ml=2m\ m 2= m ;  

P = P osin<0 f. (П ри  решении считаем GJk=0,8EJx) .
Решение системы уравнений (1) будем искать в виде

Ух— A [S in  со/; y2— A 2sin a t. (2)

Подставив соотнош ения (2) в уравнения (1 ), найдем амплиту­

ды вынужденных колебаний:

Л ,=  1,085Р ,/» / (EJX) ; Л 2= 5 ,0 2 Р 0Г /  (EJx) .



Вычислим теперь силы, действующие в точках закрепления 

масс:

F i = —mlyl — 2mA 1co2sin coZ=0,8P0sin сot;

F2— P— m2y2=  (P 0-f Л 2ш2т ) sin  o ) /= 2 ,9 4 P 0sin ut.

Опасным сечением рамы является сечение заделки. Ампли­

тудные значения изгибающ его и крутящего моментов в этом 
сечении равны

MU0= (F i0+ F20)l=3,74P0l-,

MK0= F i0l=2,94 PJ.

В соответствии с теорией наибольших касательных н ап ря­

жений эквивалентное напряжение в опасной зоне равно

0ГЭ =  (1 /W x) / Ж + Ж о  =  4,75 Р 0/  W x,

где U7j.=nd3/32  —  момент сопротивления при изгибе бру са 

круглого поперечного сечения.

И з  условия прочности (Тэтах<сттр/п т находим, что допуска­

ем ая амплитуда переменной возмущающей силы равна 
Р о ^ Ю б Н .

245. Решение этой задачи аналогично решению задачи 234.

П оскольку 6 i= 6 12 =  / / ( G / p), a 822==28ll= 2 l/ (G JP) , то ампли­

туды установивш ихся колебаний дисков равны

Л ,=  — 6ИМ 0; Л 2=й 12М 0.

змв на

Рис. 287

Найдем максимальные значения моментов, действующих на 
вал:

М1ъ=Ма-\-А iO)"/1 =  — ЗМ 0;

■Л̂20 )2/ 2====--М0.

Н а  рис. 287 и зображ ен а  эпю ра кутящих моментов от дей­

ствия на вал моментов Mi0 и Л420.



Наибольш ее касательное напряжение

Тша X= A W /  (0,2d3) = Ш 0/ (0,2d3) =

=  4- 5/0,2• 10“6=  100 М П а .

Коэффициент

/гт — Тт/Ттах— 200/100 =  2.

246. Дифференциальны е уравнения вынужденных колеба­

ний аналогичны уравнениям свободных колебаний в задаче 215, 

за  исключением четвертого уравнения, которое в правой части 

содержит возмущающий момент М. Решение этой системы 

уравнений удобно искать в ф орм е c p ^B iS m c o ^  что позволяет 

получить следующие соотношения:

(с— /ш2) ^ — сВ 2= 0;

— (2с— /со2) В 2— сВ3= 0;

— cB2+ (2 c — /<в2) В 3— сВ 4= 0 ;

— сВ 3+ ( с — 2/ ш2) £ 4= М 0.

П осле решения этой системы получаем следующие значения 

для углов закручивания: В , =  0,373М0/с ; В 2= 9 ,274 Л10/с ; В ,=  
=  — 0,841 Мо/с-, В 4= — 0,352 М0/с. Отсю да следует, что ампли­

тудные значения крутящих моментов на участках вала равны

Mi2=c(Bl—B2) =0,102 М0;

М23 =  с(В2—В3) =  1,112 М 0;

M3l—c(B3— В 4) =  — 1,193 Мо.

Таким образом ,

^ т а х =  | -Л̂34 | •

247. Решение аналогично решению задачи 256.

Амплитуды вынужденных колебаний дисков имеют следу­

ющие значения:

В 1 =  3,08 М0/с; В2=  1,135 М 0/с ;

В3=  — 0,1 М0/с; Вк=  — 0,02 Ма/с.

Отсю да амплитуды крутящих моментов

A f„ =  1,945 М 0; A f„ = l ,2 3 5  М 0; М 34=  — 0,19 М0.

Наибольш ее касательное напряжение в вале

W “ A fm ax/lFp=  1,945 M0/W p= l , 945-300/0,2 Х

Х64-10-6=45 ,5 .

248. Н а  рис. 288, а и зображ ен о произвольное отклонение си­

стемы от положения равновесия. Удлинения верхней и нижней 

ветвей упругой связи соответственно равны

A / i= /? i9 i— /?2ф2; А /*=  —  Rwi+Rtffz-
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Дополнительные напряж ения в ветвях связи м ож но опреде­
лить из соотношений

Alt — AoJ/E; Al2=Ao2l/E.

Н а  рис. 288, б изображ ены  шкивы с действующими на них 

дополнительными усилиями. И з  рассм отрения равновесия ш ки­

вов следует, что

J 1Ф1 +  R \ F  (Аст[ —  Д 02) =  0 ;

J 2Ф2 +  R 2 F  (Acr2 —  A ctj) =  М .

П осле преобразований получаем

*Pi а „ Ф 1 - ) -  CL\ 2Ф2 = =  0 ;

Ф2 Й21Ф1 ""Ь ®22ф2 — М /  J 2,
где

ail= 2 R 1EF/ ( / , / ) ;  а12= — 2RlR2EF/  ( J J ) ; 

a21= - 2 / ? , / ? 2£ F / ( / 2/ ) ; a22 =  2R2REF/ ( J J ) .

П ол агая  ф !—Ае'Р1 и <р2= В е {р*, после преобразований  (см. 

задачу 188) находим собственные частоты:

А - 0 ;  ^ ( 4 г  +  т г ) '  р'-- 187с~'

(нулевой корень соответствует малому повороту шкивов в од ­

ну сторону; при этом дополнительные напряж ения в связях не 

возникаю т ).

Для определения амплитуд малых вынужденных колебаний 

шкивов получаем следующие вы ражения:

„ _____________________________ .
Л  [ (« И —  ш2) («22— Ш2) — а 12а 22]'

ф  _________________________М, (д11 ю~)__________________

0 J 2 [ (Л ц —-со2) (а 22— ш2) — а 12а 21]'

П осле подстановки исходных значений и соответствующих 

преобразований  получаем <р10 =  - 0 ,5 9 5 - 10~4, ф2о=0,51 • 10~4 М 0.

Рис. 288
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C i= .ao+ A 01=(To+,£ (^i<P'i— -^гфг) //; 

о 2= а о+ А 0 2 ==сго+£' ( ^ 2ф2— Ri<s>i)/l,

или а , =  сг0=  — 0,0269 M 0sin со/; а 2 =  а 0+0,0269 M 0sin ш/. Н ап ря ­

жение в одной из ветвей равно нулю при М„ =  73,4 Н-м.

249. Дифференциальные уравнения малых вынужденных к о ­

лебаний имеют следующий вид (см. решение задачи 224):

Ф 1+^12£ а зФ1//1~^|/?2̂ азф2//1 =  0; 

ф2— R tR M ^t/Jz+ R S F a^/J^M usm  соt.

Решение этой системы уравнений ищем в виде ф1 =  

= ф ю З т  со/, ф2— <p20sin соt, поэтому

________________ Mq R IR 2Fa3______________.

ф10” 7 1Л<й= [со* — (R*F/Jl + R^F/Ji) а,] '

= ________(»j2 Ri2a3/J])__________
™  J te>*[a>* — (R l*F /J1 + R t*F /Jt) a 1] '

Изменение напряжений в ветвях передачи связан о с  удли­

нением ветвей (см. зад ачу  224):

А =  Я 1ф1о— /?2ф2° gin сог?;
‘ я, я,

ДСТ2: = ^ =  ^ . 'Ь оГ ^ .Ф й . 5{псоЛ 
а2 я2

Таким образом , законы изменения полных напряжений в 

ветвях передачи будут следующими:

O i= Oio+AoioSin со/;

O2= a 2o+ A 0 2osin  соt.

250. Дифференциальные уравнения движения м ахови­

ков 2 и 3 представим в виде

У1 Ф1 +  С1Ф1 — M T =  M 0sm  со*;

J  2Ф2 М т — 0,

где ф, и ф2— углы поворота маховиков; с,ф , и с2ф2 —  силы 

упругого сопротивления; УИТ —  момент сил трения между п о­

верхностями маховиков.

М еж ду моментом сил кулонова трения и распределенным 

нормальным давлением рп имеется зависимость

.Мт=  /  фРпрё-Р,

где jFk —  площадь поверхности трения (контактная поверх­

ность); pn= N /F K; р —  полярная координата площадки dF, N —

Полные напряж ения в ветвях упругой связи равны
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сила нормального давления, равн ая  N0-\-AN; N0= б0/ б (1 — сила 

предварительного сж атия пружины; AN —  динамическая сост ав ­

ляю щ ая силы нормального давления.

Вычислим жесткости упругих элементов системы. Ж есткость 
валика

В  процессе колебаний нормальное давление периодически 

изменяется, что связано с удлинением (укорочением) пружины 

при ее закручивании.

Найдем связь между углом поворота маховика ф 2 и изме­

нением силы нормального давления AN. П оскольку высота 

пружины (ее предварительная осад ка б0) при повороте м ахо ­

вика 3 на угол ф2 не изменяется, уравнения перемещений пред­

ставим в виде

A N 8 z i — ф 2,

где 8,р и бц —  осадка свободной пружины от действия внеш­

него момента М и единичной осевой силы соответственно; б2р 

и 621 —  углы закручивания свободной пружины от тех ж е сил. 

В соответствии с методом М о р а

Учитывая, что М Рк= .М  sin сс, МРа= М  cos a, Af2K =  sin а, и 

считая, что длина проволоки пружины s = n £ > i/ c o s a  (где i —  

число витков пружины ), найдем

c1 =  G /p/ / 1 =  n d 14G /(3 2 /1).

8iP-\-AN8n  —  0;

(2 )

62p =  nD M
sin2 a  . cos2 a

G77 cos a  ’

И з уравнений (2) имеем

б , п  ал (E J х  + O Jp) sin 2a

о ,, и  E J X cos2 a  + G Jp sin2 a  '

° 21 “ EJ~GJ~ 
p

1 (EJx + QJpy Sin2 и ] I
-\-GJ p cos2 a

4 E J x cos2 a  + QJp sin2 a J cos a ']
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Считая угол а  малым ( s i n a ^ a ;  c o s a ^ l ;  s in2a = 0 ) ,  полу­

чаем

E Jх + G J

Ф2 =  я DMi/^EJ х).

Введем обозначения: с., =  М /ф2; nt =  AN/ц,.
Найдем вы ражение для момента си л  трения:

о , /2

M T= ^ PPn[iAF =  PnP ^ 2яр2ар =  ̂ ( Д З _ с?1з)(

К d'12

или

М т =  ц (/Vo +  А -V) ( А 3 -  <А3) / [3 ( D ,2 -  df)\.

П ри  выводе уравнений движения (1) необходимо учесть, 

что момент сил кулонова трения М т всегда направлен против 

относительной скорости движения м аховиков , т. е. знак момен­

та сил трения определяется знаком р азн ост и  ф(— ф2.

Окончательно дифференциальные уравнения колебаний м а­

ховиков имеют вид

J 1Ф] -j- с j rPi sig п (ф 1 фо) д ~ 2 j ’T' (N 0 "Ь Щ Фз) =  М о s in  <в/,

• • IX £) 3__(j 3
J 2ф2 +  с 2ф2 — sign (ф, — ф2) -3 D\__A\ (No +  « 1Ф2) =  0.

251. Дифференциальные уравнения движения маховиков 

представим в виде

ЛФ1 + a2 ((ft — Ф2) +  С]Ф1 =  М0 sin (»t; (

У 2 ф2 -|- а.\ (ф2 — ф[) с 2 ф2 =  0 ,

где ci= n d liG/(32li ) ; c2= d /,£ / ( 6 4 D i ) .

И з второго уравнения системы (1 ) получаем

Ф1 =  — (У2Ф2 +  а 1Фг -(- с2Фг)- (2)

П родифференцируем  один ра з  п ерв ое  уравнение системы (1) 

и подставим в него выражение (2 ):

~Ф~ Ф2 +  СЛ +  ̂ 2) Ф +  —  2'и--- Ф2 +U.J 1̂

+  (^1+^2)ф2 +  ̂ - ф 2 = Л 1 „0 )С 0  5 0)/1. (3)



Реш ение уравнения (3) ищем в виде

92 =  -A2sin co/-f Z?2cos юг1. (4)

П одставив (4) в выражение (3), получаем систему у р ав ­
нений

( 4 т  + ̂ г )  Л ,-  И-Л + Л )»3 + (с, + с.)»| В2_ 0 ;

•ЛЛ 0)4_  A c i J :Л с. (02 +  fi£2_^ .

[(*Л ”Ь ^ 2) 0)3 — (сi +  с2) w] Л 2— АГ0со,

из которой определим А2 и В2 (выполнить самостоятельно).

Амплитудное отклонение маховика 3 от положения равнове­
сия равно

Ф :о  —  V  Е \ 2 +  В \2.

Используя решение задачи 250, найдем внутренние силы в 
пружине:

Л “ § > : N - N« + ̂ - t + i BJT 7 ~ 2't -

где 60 —  предварительный натяг пружины.

Отсюда наибольшие напряжения в пружине:

CTmax —  A J /  V / х ~  Е ( р 2о/ ( 2 j l )  J

SND , dG , (Е ! 2G) d 
^ -  " 6 о г п 5 7 + Ф 2 0 - '--7тГ «•max ли3 ия ОН 1 ™  nDi 

Из уравнения (2) можно записать

Ф ,  =  - i -  ^  ( У 2 ф 2  - f  а г р , +  с 2 Ф 2 )  d t ,

т. е.

Ф, =  Л, sin соt -(- В х cos соt,

гд е А _ ( л а н  £ ) | Ч - А , ;  В, _  +

Амплитуда колебаний маховика 2 равна

Ф ю —  К  Л )2 +  В / 2, 

а наибольшие напряж ения в валике

Тгпах ̂  32С)ф10/(яС ?1 ).
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252. Воспользовавш ись принципом Д ал ам бсра , получим сле­

дующие дифференциальные уравнения малых колебаний диска 

и кольца:

(1)
Л Ф 1 +  £ ((i + а  ('Pi — Ф2) =  М 0 sin (j)t,

У2ф +  а (ф 2 — <ft) =  0.

Решение системы (1) будем искать в виде

Ф i=A  sin ojt-\-B cos со/; ф ,=  С sin соt-\-D cos соt.

Для определения произвольных постоянных А, В, С и D с о ­

ставим систему уравнений вида

(С— /до2) А— acoB+acoD =  M 0; 

асоЛ-f- (с— /,со") В— aioC =  0;

— а со В — 72<-о3С — асо/) =  0;

— асоЛ— асо С — / 2arZ) =  0.

И з  системы (2) получаем

Л =  М„[ (с— /.со2) (//о / '+ сГ со2) — /acrco'J/A 

B =A l0aJ.\iy‘/А\

С—М0 [ (с— /,о г )сг о г—J 2а 2со4]/А;

D—M J2 асо3 (с’— / iCo2) /А,

(2)

где

А

/ ,  0 ) 2  —  C X C D

0

— а  о»

а  со 

0

О

— асо

— J  2&>2 

асо

асо

О

— асо

—  / о  со'2

Амплитуды установивш ихся колебаний диска и кольца с о ­

ответственно равны

Фю = |/Л2 +  £ 2; ф 20 =  K C 2 +  ZX

253. Н а  рис. 289 и зображ ен а расчетная схема конструкции. 

Вы раж ения для кинетической и потенциальной энергии систе­

мы и для диссипативной функции Релея имеют вид



Рис. 289

Подставив эти выражения в уравнения Л аг ран ж а , имеем: 

/„ф +  ос/ (/ф — yt) -f- cl (/Ф — r/,) =  0;

W i0 i~  a(y l — у,) — с ( /ф — ^ )  +  с, (у, — А) =  О,

или

2/2
Ф +  2ЯФ +  /У Ф  — т  у, —  ̂ - г / ,= 0 ;

01 +2й]0! +  /?1О01 +^2001 — 2 ^ /ф  — /?Ш^Ф =  ̂ 2оА,

где 2 «  =  а/2/ / 0; 2nl =  a/m1] p<? =  c ly J0] p]Q =  c/mx\ р|, =  <?,/»,.

При отсутствии силы трения (сх =  0) частоты собственных 
колебаний

^ о2+/?ш + а4А2
2 -  I7 \ 2 

а критические скорости  буксирования

— A r / V

v\, — l\p\/ (2 л ); v2.^ lxp2/  {2л).

254. Потенциальная энергия деформации рессор  при движе­

нии машины по неровной дороге равна

п ■ =  - г -  ( у + ф ^1  —  h \ Y + Ц -  ( 0 — ф 4  -  ^ 2) 2 . (1)

где fti и Л2 —  подъем переднего и заднего колеса при движ- 

нии автомобиля соответственно.
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Учитывая, что положение автомобиля на дороге определяет­

ся  координатой x — vt, а расстояние между осями машины L =  

=  l\ + h, получаем

h\ =  h0(\—cos2nvt/l0); 
h2=ho(\—cos2n(vt+L)/lo). '  '

Кинетическая энергия системы

T =  myy2 + J&/2 + mvy2. (3)

И з уравнений (1) —  (3) получаем дифференциальные урав ­

нения малых колебаний:

"  , С , +  С2 „  , С , / , --C2/ j  m ___  c , f t 2 +  егй2 .

Ж ----т ф т  ’

ГЪ | C1̂ 1~t"C2̂ 2 I __ Ĉ lxhi + С2/2Л2
ф.-f y y  ф —  y  

Уравнения (4) уд обнее представить в виде

, . . 2nvt . . . 2nvt 
У +  а\\У + « 22Ф =  &! — o2cos -7--- b ft3sin --,

t о 4 0

Ф +  Я21У +  ̂ 22T =  bx' — bo' cos -j- b3' s in ^ ^ ^-
‘ (I ‘ n

(4)

(5)

где

b\ — (^1 -f- c2) hjtn\ bo— -£■ -f- C2 cos —j- j;

63 =  4 r  c2sin^-\  bl' =  (cll l + c 2l2)h0/J ;
TIL I  0

b2 — -j- [c\l\ +  c ° s fe3, =  -7- c2/ 2s i n ^ - .

Реш ение системы уравнений (5) будем искать в виде

. . 2ли/ , „  , 2nvt
y =  y0 + Acos—--- \-В sin —— ;

L О О

, , 2лvt , „ . 2яи^
Ф =  Ф0 +  A  COS --- f- Вх Sin ~yI п I ft

(6)

1 0 

где

Уо (b\d22’ b! Qi2) /A i, Л [а12Ь( — Ь2(о 22 и ) ]/А;

В  — [Ь3( а 22— со2) — a i2&3 ,]/A ; Ф о=  [cL\\b\'— a2\b\)JА\\

Ai =  [a2ib2—b2' ( а п — о)2)]/А ; В , =  [й3' (a lt— со2) — a 2ib3]/A; 

A i= a n a 22— 012021; Д = ( а ц — со2) (а22— <в2) —  а ^ й  (o — 2nv/l0. 

Вы раж ения (6) м ож но представить так:

y =  y0 + VA2 +  B? sin (со^ +  р);

Ф =  Фо +  V А\2 +  A 2 sin (и# +  Р)>
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тогда выражения для амплитуд вертикального и угл ового  

ускорений будут следующ ие:

П осл е подстановки числовых значений получаем (/„ =  7,5 м /с2, 

Ф0= 0 ,2  р а д / с 2.

255. Так как в рассмотренной системе (см. решение зад а ­

чи 254) затухание не учитывается, критические скорости  движе­

ния соответствуют случаям резон ан са , т. е.

где р I и р2 —  частоты собственных колебаний.

256. П ри  движении автомобиля по неровной дороге п ру ­

жины с жесткостью с и 2с, характеризую щ ие податливость шин 

передних и задних колес, получают дополнительные сж атия h> 
и h2. Следовательно, в выражении для потенциальной энергии, 

приведенном в решении задачи 222, последние два слагаемые 

будут такими: c (y i- h i)2 и 2с{у2— h2)2/ 2.

Так как расстояние между осям и автомобиля равно а-\-Ь =  
=  /l +  ̂ 2, то

Дифференциальные уравнения движения автомобиля по д о­

роге с периодическими неровностями совпадают с уравнениями 

свободных колебаний, полученными в задаче 222, кроме двух 

последних, которые не являются однородными и правые части 

которых сооответственно равны с/г, и 2ch2.
257. Пусть т = т 0+т\(\— tft\)— сум м арная  м асса  сосуда 

и находящейся в нем жидкости. Дифференциальные уравнения 

движения массы т. имеют вид

где е —  отклонение массы  т  от положения равновесия.

Введем следующие обозначения m H =  m 0 + m i —  сум м арная  

м асса  при / =  0; т = mtt/[{m0-\-rri\)t\]—  безразм ерное  время. 

Тогда уравнения (1) м ож но представить в виде

vlt =  l0pi/2n; v2, =  l0p2/2n,

то-гг 4- cx =  cec.os со/; at 4

m ^ f  + cy =  ce sin соt,
(1)

XJr mH( 1— T)

ec cos о)/

!
У-r ma (i — T)

m„ (1— t)  ’

ec sin a t (2)
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Учитывая, что dt =  mntidx/ml и р2= с / т и, заменим в уравне­

ниях системы (2) дифференцирование по t дифференцировани­

ем по г:

+  W - S T * .  Т З т "  =  еР2 \ 'т7 ^

'ЯИ .
v 9 COS ---  t ,Т(1)\ & т 1

Т— -{т, 1-т ’

■ "hi. t

d 2!/ . Пп(т п f V  у r n o ( m« t Y  S'n 'n ' ,T0>
1 ~ - - ера[£Г**) ~ T = 4 ■

П ереход я  к безразмерным координатам хх= х /е  и ух =  у/с, 
окончательно получаем

Ъ + Р '- С ^ 1') 1 = Г = Т = т (ш 7 ‘ ' ) со$ 

i , + / » ( = 7  <i)’ -i r r r -  т = г  ( s f ' ) s ln  “  s r

258. Дифференциальные уравнения движения груза получе­

ны в решении задачи 202 и имеют вид

» + 4 - ф + ^ - ( « - ф 0 = ° ;

- 5 - в (1)
м +  т  ̂ Ф +  4 — (ф/ — и) =  ° .

Р еш ая  уравнения (1) при указанны х начальных условиях, 

получаем уравнения движения системы:

20 У , 9 У „  у..
М "29""яГ 29 m/>2 s i n M

20 У , 20 У . „ ,

ф 29 ml 29 mlp2 Р'1 ’

где р2=  V ( 5 т ) .
Движение центра тяжести груза при этом описывается урав ­

нением
, 1  , 25 У , . 4 У , ,

“ о -  «  +  -J Ф* -  29 t +  29

Вычислим силы инерции, действующие на груз:

4
Z7 =  —  Я Ш о  =  29 -//> 2  s i n  Pit-,

5
М =  — У ф =  — 29 ЛР1 sin

Наибольший изгибающий момент возникает в сечении А 
стержня (рис. 290) и равен

^ ш а х  =  +  Т  =  A  J P>1 =  0 ’6 4 3 У  ^ E J x /(m l)-
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259. Запиш ем дифференциальные уравнения движения м а­
ховика и контактного кольца:

/qpi +  oc, (<pj — ф2) +  с 2Ф1 = M 0 sin coif;

«1  (Ф2 —  Ф1) +  С1ф2= 0 ,

где ф! и фг —  углы поворота маховика и кольца.

Решение уравнений (1) м ож но представить в виде

0 )

ф! =Ai  sin cos со

Ф2 =  Л 2 sin <at + B2 cos at.

Подставив вы ражения (2) в уравнения (1 ), находим

(2 )

А , =
— /о>2

D
Мп: Во

с, — /со2 с ..

где D =  ( с ,+ с 2— /со2) 2+. (с ,— /со2) 2с22 (а ^ш 2).

Амплитуда установивш ихся колебаний

Ф 20 =  У А-22 +  В$ .

260. Решение аналогично решению задачи 259. Уравнение 

вертикальных колебаний будет следующим:

AC =  j4 iS ina^+ /42COSCi)/,

где

Л1= ^о{[1-|-16с22/ ( а 2ы2)]{с1— mc02)+ 4 c 2}/D ;

А2~  — F0 16с2V(£>асо) ; £> =  4с22(с ,— т © 2) 2/ ( а 2со2) +

+ (ci+ 4c2— т а 2)2.
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261. Н а  рис. 291 п оказано положение сиденья с водителем 

в произвольный момент времени.

Д ифференциальное уравнение движения массы т  имеет 

вид

/ад2 +  а(г/2 — У\) + с(у2— У\) =  0. (1)

Второе уравнение получим, рассм отрев  равновесие системы 

подвески (считая пружины и демпфер невесомыми);

Ci(yi—yo)=c(y2—yi)+a(y2—yi). (2 )

Систему уравнений (1) и (2) м ож но представить в виде

У 2 +  2 пу2 +  р0*у2 — 2 пух — р<?У\ =  0;
(о)

2пу2 +  РгУ2 — 2пух — р#ух — р?ух =  — pfy0,

где 2n =  a /m ; р02=с/т-, р х2= с {1т.
Для нахождения передаточных функций перейдем к и зобра ­

жению  ,по Л апл асу . П ри  нулевых начальных данных из у р ав ­

нений системы (3) получаем

(р2+2пр+р02) У2 (р ) — (2пр+р02) У 1 (р) = 0 ;

(2пр+р02) Y2(p) —  (2пр+ро2+ р 2) Y1 (р ) = — pi2Y0(p).

П ередаточная функция между возмущением (вход) и пере­

мещением массы (выход) равна

W I п\ = _________ р'~ (2HE±£i_LEl1_________
2 п р г +  (/?о2 +  P i 2) Р г -1- 2 п р ? р  +  р 04 +  Po2/> i2 '

Спектральная плотность у ск орен и я  у2 равна

S у\ =  ° * 4 •S’ .?/ 2 »

а спектральная плотность вертикального смещ ения —

5 9, н = 1 ^ и  l2^ , » .

Для определения спектральной плотности перемещ ения уг 
необходим о найти SUo по известной корреляционной функции

S y, =  jj К  у 0 (т )е- <“ 'с1т =

=  D г/о ! +  С02
e- (“ ‘- /0))Td t+ ^  g—(“1+^)Т(1т

-  о о

П осл е  преобразований  выражение для Sy2 м ож н о пред . 

ставить в виде

S у2 = D y ^ p ^  [ — 4/г2 (ш ) ' ’- |- (гы 4) (/>о2+ А 2)Ь

где Д =  |2n(to))4-f-(2nai+p02+ p i2) ( ш ) 3+

+ [ a i( p o 2+ p i2) + 2 n p i2] ( ic o )2+ [ p i2 (po2+

+ 2 na i)+ po 4]t®+cci (Po4+Po2 P i2) I2-
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Вычислим дисперсию ускорения:

ОО

D  - =  J-  [ S- dco.
Уг 2л J г/«

— оо

Воспользовавш ись приложением 2, получаем

f f 2 [4л2 (я ,а4— а 2а 3) — а 0а 3 (р»2 + p t2)]

Уг У*~ а 0 ( a 0a 3s +  а , 2а 4— а , а 2а 3) ’

где

a, =  2mcxi+Po2+ P i2; a 4=oci (p04+ p02p i2) ;

а2= а ,  (Ро2+,Р!2) +2мр!2; а ^ р ^  (р02+2п«1) + р 04; 

а 0= 2 п .

§ 10. Критические состояния и устойчивость колебаний

262. Пусть в произвольный момент времени t положение 

центра тяжести диска определяется вектором г (рис. 292). В о с ­

пользуемся для описания движения диска уравнением Л аг р ан ­

ж а  второго рода.

Кинетическа энергия диска

T=m(vx2+vy2) / J0 о)2/2 , (1)

где vx, vy —  проекции абсолютной скорости  центра тяжести дис­

ка на оси х н у ,  J о —  момент инерции массы  диска относитель­

но оси , перпендикулярной плоскости диска и проходящей через 

центр тяжести диска (точка O J .
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Так как абсолю тная скорость движения центра тяжести 

диска

v =  xi+yj+\<a хУ].

где

i j  k 

[со X  г] =  0 0 со 

х у О

i, j , k — орты осей, то проекции ск орост и  на о си  х и у 
м ож но определить как скалярные п рои зведения :

vx =  (vi) =  х — со г/, 

vy =  (vj) =  y+a>x.

Потенциальная энергия изгиба вала

П =сг2/2=с (х2+у2)/2,

где c=6EJx/ l3 —  жесткость вала.

Уравнения Л аг р ан ж а  имеют вид

(2)

(3)

d dL dL q .  ___ g

' dt ()у dy (4)

где L =  T— П  —  функция Л аг р ан ж а .
Подставляя <в уравнения (4) вы ражения для потенциаль­

ной (3) и кинетической (1) энергий с учетом соотношений (2 ), 

получаем дифференциальные уравнения малых колебаний дис­

ка во вращающей ся системе координат:

х+(Ро2 —  со2) л —  2 со г/ =  0; 

у+ (р02 — ш2) у+ 2 c o i = 0 ,

где р02=с1т.
Приняв x=Aeipt, y~Beiv\ получим уравнение частот 

(р02 — со2) —  — 2со ip

2wip (ро2 — о>2) — р2
=  0,

или

[ ( р о 2— со2) — р 2]2= 4 со2р 2. (5)

И з решения уравнения (5) получаем (во вращающей ся си­

стеме координат) две частоты колебаний диска:

Р\=Ро— со; р 2= ро+ ш .

263. П олож ение центра тяжести диска (точка 0\) при коле­

баниях относительно стационарно вращ аю щ ихся  осей уО х 

определяется вектором г (рис. 293), равным

r=ri+e,
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Рис. 293

где Г\ —  вектор, характеризующий смещение оси  вала. Н а  

рис. 293 п оказано положение точек О' и О /,  соответствующее 

случаю , когда со< со , (см. решение задачи 93). Для показанного 

располож ения точек О и Ot в стационарном  режиме справедли­

во уравнение равновесия

ты2х0= с (х 0— е). (1)

Для случая со>ш* уравнение (1) принимает вид 

то)2х0= с  (х0+е).

П ри  стационарном  движении диска векторы г и Г\ коллине- 

арны (точки О", О и Ot находятся на одной прямой 0 "х ) . 

Угол ф характеризует малые отклонения вектора е от оси О "  х, 
а х и у —  малые смещения центра тяжести диска .во в ращ аю ­

щейся системе координат.

Кинетическая энергия системы

T=m (vx2-\-vy2) / 2 —|—/ о (о )+ ,ф )72 ,

где vx= x — со у, vy=y-\- сох (см. решение задачи 262); У0 —  момент 

инерции относительно точки О.

Потенциальная энергия изгиба вала

П = с л 12/ 2  =  с[ (*— е соэф )2+(г/— е э т ф )2]/2.

Таким об разом , положение центра тяжести диска (точка O i) 

определяется в подвижной системе координат хО'у  тремя н еза­

висимыми переменными х, у и ф. П оэтом у при подстановке вы­

ражений для кинетической и потенциальной энергий в уравне­

ние Л аг р ан ж а  получаем три уравнения

т  (х — о)у) — т со (г/ +  cox) -f-c (х— ecos ф) =  0;

т  (у +  ых) +  щч> {х— соу)-\-с (у — е sin ф) =  0; (2)

J 0<v + c (x— е cos ф) е sin ф — с (у— е s in ? )  е cos ф =  0.

Так как в задаче рассм атриваю тся малые колебания относи­

тельно стационарного реж им а, то мож но принять х = х 0+х\,
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y = y i, а также coscp= I; s iпср == tp; Х\ц~ j/iq)~0 (в стационарном 

режиме считаем, что ось х направлена по прямой, проходящей 

через T 0 4 K i r O " O O i ) .

Система уравнений (2) после преобразований  и исключе­

ния уравнений равновесия диска при стационарном  режиме 

вращ ения принимает вид

где р„- =  с/т , рс =  се/]„.
Следует отметить, что система (3) справедлива как для 

случая так и для случая ю > со* .
264. Пусть сх —  жесткость вала при его изгибе в направле­

нии главной оси  инерции х, а с „ — в то ж е в направлении оси у. 
Вы раж ение для кинетической энергии системы имеет такой же 

вид, как и в решении задачи 262, а потенциальная энергия равна

В о  вращающей ся системе координат дифференциальные 

уравнения малых колебаний имеют вид

где kx- =  cx/m', ky су/т-
Принимая х^ Aeipt и у= Beipt, из уравнений (1) получаем

Р ] - Р ' (k K- + k f  +  2(0=) +  (kx> -  (02) (ky2-  0,2) 0 , (2)

В соответствии с представлением решения в виде л: /1е,р', 

у = В е1Р‘ движение диска является устойчивым, если риг являют­

ся действительными. Если ж е р 12 комплексно-сопряженные ве­

личины вида р ,,2=±»А., то решение содержит функцию еи, 
неограниченно возрастаю щ ую  во времени, т. е. при некотором 

значении угловой скорости со* происходи! неограниченный рост 

амплитуд колебаний и, следовательно, малые колебания явля­

ются неустойчивыми. Такая угловая скорость системы и являет­

ся критической.
Условие появления комплексно-сопряженных корней м ож но 

получить из уравнения (2) в виде

-f  (Ро2 — Cl)2) х\ — 2 (ox, 0;

У\ +  (Рп~ — ®2) У\ +  2о)у, - - Ро2еф =  0; 

Ф +  А 2-«оФ— Р\2У\; °>

(3)

Ц = схх2/2+суу2/2.

х +  (kx- - о)2) л' — 2 ыу — 0, 

у -j-(ky'2 — со2) у -f 2 (»х =  О,
(1)

откуда

к Л-~ : k и~ - - 2со2

kx~-\-ky~-\ 2(0-’ j (kA' ky-) \ H<*>- (kx- ky~),
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И з последнего неравенства следует, что имеется целая о б ­

ласть значений критических угловых скоростей.

265. К ак и в задаче 262, решение удобно вести во в ращ аю ­

щейся системе координат. Однако в отличие от указанной з а ­

дачи в выражение для потенциальной энергии необходимо д о­

бавить слагаемое T\\ =  mgyu где у\ —  координата центра тя­

жести диска в неподвижной системе координат Х\0\ух 
(рис. 294), зависящ ее от силы тяжести.

Переходя к вращающей ся системе координат х()1у, получаем 

IT 1 =  mg (xsino)/+r/cosft)/).

П олная потенциальная энергия будет равна

П = с (х2+у2) /2+mg (xsinai+ycosat),

где c=2End*f4P.
Вы ражение для кинетической энергии останется тем же, что 

и в задаче 262, поэтому дифференциальные уравнения движения 
будут следующими:

х  -| - (k- — 0)2) х — 2 о»г/ +  g sin cot =  0;

У -f ( к- -j- 0)2) у -f 2oix j g соз о>t =  0, '

где k2=c/m.
Решение уравнений (1) для установившихся колебаний бу­

дем искать в виде x = / ls in  ой, у = В cos at. (2)

Подставляя эти выражения в уравнения (1 ), получаем не­

однородную  систему уравнений для определения Л и В , из к о ­

торой находим А =  В = — g/k2.
Критическое значение угловой скорости найдем из условия 

равенства нулю определителя однородной системы уравнений. 

Окончательно получаем с>*=/г/2.



266. Дифференциальные уравнения движения во в ращ аю ­

щейся системе координат (см. решение задачи 265) имеют вид

x-f-(kx' - о)-) х  — 2(i)ij — ^sinoiZS 

у -( (ky- — о)-) у -\-2ых =  g cos соt,
(1)

где kxi =  4Ebli'/  (т Г ) , ky=4Ehb3/  (ml3) .
Если решение уравнений (1) искать в виде x=v4sin  at, у =

— Вcos at, то амплитуды установивш ихся колебаний будут еле 

дующими:

/г гг —  4 со2 . Г1 кхг — 4ыг
А =  —g В

kXik!/-— -°)2 (*г2 И */)

Критическая угловая скорость валика

( " * = = =  | /  ^ . г - ^ у “ / | 2  ( k x~ -\ ky~)\.

Кроме того, имеется область критических скоростей, получен­

ная при решении задачи 264.

267. П ри  вращении изогнутого валика с угловой скоростью  

относительно оси АВ (рис. 295) иа отклоненный и повернутый

диск действуют силы инерции, перпендикулярные оси ЛВ При 

этом полная сила инерции, действующая на элементарную м ас­

су  dm , равна

d F  (I /гс‘"-г,.

Учитывая, что г, г-\-у, представим силу инерции dF к 

виде суммы двух составляющ их:

d F  =  d F , b  dF,,

где clFi == d/raco2y, dF , =d/reo>2r. 
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Равнодей ствующая сила d /7! равна т<»2у и направлена 

вдоль оси Оу. Сила d F 2 созд ает  момент относительно оси Ох, 
препятствующий повороту диска. Поскольку угол поворота 

диска относительно оси х  мал, момент силы dF-, равен

М х - 0)2ф ^ у-(\т, 0)2ф J ,

т

где J —  моментинерции массы диска относительно оси вращ е­
ния.

Таким образом , со стороны диска на валик действуют сила 

/•’) и момент Мх.
Воспользовавш ись методом сил, получим уравнения смещ е­

ний точки крепления диска:

у=8цГП(й2у— б12со2/ф ; ц>=8пгП(,гу— S22co2/(p,

или

(1— бц/псо2) у+ 8 12(о2/Ф =  0;

(1)
821ты2у—  ( 1+ 622со2/ )ф  =  0,

где 8 „= IV (3 S JX), б12 =  б21= — Г~/(2EJх), 622 =  / / ( Щ , Jx= nd4/  

/64  —  момент инерции площади поперечного сечения валика.

И з  равенства нулю определителя системы (1) найдем у р ав ­

нение для критической угловой скорости валика:

И з  второго корня уравнения (2) получаем мнимое значение 

для угловой скорости  валика.

Если момент инерции массы диска мал и им м ож но пренеб­

речь, т. е. рассм атривать диск как точечную м ассу , то критиче­

скую  угловую скорость найдем из уравнений (1) при / —-О:

со2 =  VV(m8u) =  Y  3EJx/(mlz)- (4)

Числовые значения критических частот со*, вычисленные по 

форм улам  (3) и (4 ), соответственно равны 165 и 130 с-1. Таким 

об разом , гироскопический эффект, делая систему более жесткой, 

сдвигает критическое значение угловой скорости в область б о ­

лее высоких частот.

268. Критическая угловая скорость, вычисленная с учетом 

гироскопического эффекта, равна со* « 1 3 8  с-1. Если гироскопи­

ческий эффект не учитывать, то со* 1»  127,8 с-1.
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Рис. 296

269. С  учетом гироскопического эффекта критическая угло­

вая скорость ю *«1 7 3  с-1, без учета —  ю*1~158,6 с-1.

270. Рассм отрим  силы, действующие на диск (рис. 296). 

Пусть Г] —  прогиб валика, е —  эксцентриситет центра массы 

диска относительно центра вращ ения, Fyпр= — сгх —  сила упру­

гости, действующая на диск со  стороны валика, AFm —  сум м ар­

ная сила притяжения магнитов.

В  соответствии с принципом Д ал ам бера  дифференциальные 

уравнения движения при постоянной угловой скорости  диска 

имеют вид

где pz=c/m =6E]x/m l2.
Сум м арная  сила притяжения магнитов

A.Fm=&<Do2/ (а—.х)'2—,kOi2/ (а-\-х)2.

Расклады вая последнее вы ражение в ряд и ограничиваясь 

линейной частью разложения, находим

Д/гм=4&Ф02.х'/а3.

П осле подстановки уравнение (1) принимает вид

*+[р2— 4£Ф02/ (ma3)]x=p2ecos at. (3)

И з  уравнений (2) и (3) следует, что система, н аходящ аяся  

в магнитном поле, имеет две критические угловые скорости

271. Пластинка имеет три степени свободы: вертикальное 

перемещение по оси z и два угловых ср и 0.

A F
х  +  Р2х — ер'2 cos at -)- 

У +  Р2У =  ер~ s in  at,

(1)

(2)

w*i =  У р2- ■ 4АФо2/(may, a t2 = р.
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П оворот  пластинки на угол 0 приводит к появлению угла 

атаки относительно потока воздуха. П ри  этом возникает а э р о ­

динамическая подъемная сила (см. условие зад ачи ). Кроме 

того, вертикальные перемещения пластинки создаю т упругие 
силы в пружинах. И х  равнодействующая

F—— С\ (z—0 //2 + Ф/г/2)—  с, (г— 0//2— ФЛ/2) —

— с2 (2+ 0//2+фй/2 ) —  с2 (г+0//2— фЛ/2).

Определим моменты сил упругости относительно централь­

ных осей х и у.

Мх= — С] ф/i2— сгф h2,

Afy=2ci (z— 0//2) I— 2c2(z-f 0//2) I.

Дифференциальные уравнения движения пластинки имеют 
вид

■/уО +  у  (c i +  сг) 2̂0 +  (tf2 — Ci) Iz — ̂  у  рг»2 0 =  0; (2)

Уравнение (3) не зависит от уравнений (1) и (2 ), поэтому 

из него м ож но найти частоту угловых колебаний пластинки от­

носительно оси х:

Остальные две частоты определим из уравнений (1) и (2 ), 

полагая z=AeP*, Q=BeP‘. Подставив вы ражение для z и 0 в 

уравнения (1) и (2 ), после преобразований  получаем определи­

тель D системы однородны х алгебраических уравнений:

И з  условия равенства нулю определителя D получаем х а р а к ­

теристическое уравнение вида

mz  +  2 (С\ +  с2) z-J- (ct — с2) Ql — у -  hlQ =  0; (1)

•̂ дгф +  (С) +  с2) Ф —  0 . (3)

Р — hV  ( î +  с2)/(4 J  х),

Р 4+ а гР2+ а  4— 0, (4)
где

2 (с, + с2) Flt)l
4mJy
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Необходимы м условием отрицательности действительных 

частей корней характеристического уравнения (4) является по­

ложительность его коэффициентов (для биквадратного уравне­

ния это условие является такж е и достаточным):

10 4

2 (с, + с2) (С1 + С2 ) I 2 
т  2 J,

> 0 ,

( с ,+ с2)2 I 2 / С , — сг d cz pi/2

mJy 1 « d0 2 т

2 (с, + с2)

(с ,— с3) 12

I

условий (5),

'°ТГУ> 0 ' 

(6)

(5)

(6)

колебания пластинкиП ри  выполнении 

устойчивы.

272. Колебания пластинки будут устойчивыми, если корни 

характеристического уравнения (4) (см. решение задачи 271) 

имеют отрицательные действительные части. Для этого необхо­

димо, чтобы коэффициенты а2 и в уравнении (4) были поло­

жительными.
Значения аэродинамической силы F10, при которых к оэф ф и ­

циенты а2 и а 4 об ращ аю тся  в нуль, являются критическими, 

поэтому критические значения скорости  v найдем из условий

а 2= 0 ;  а 4= 0 .  (1)

Подставив числовые значения парам етров системы, из усл о­

вий обращ ения в нуль коэффициентов а2 и а« соответственно 

находим о* t =  32,6 м/с, и*2= 7 3  м/с.

273. П ри  «м алом » возмущенном движении с индексом нуль 

сок ращ аю тся  и уравнения движения, полученные по методу 

Д ал ам бера , имеют следующий вид (рис. 297):

^ и+ А ^1 + А ^2+ /?Ф = 0, (1)

/Иц-f-AM,— Д ^У = 0, (2)

где Fи, Ми —  соответственно сила инерции и момент инерции 

самолета относительно оси, перпендикулярной плоскости чер­

тежа и проходящей через точку О '.
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Получим вы ражения для приращений углов атаки Дссц 

и Д а2. Д ля крыла угол Доц равен углу ф минус угол « ск оса»  

потока, равный y/v, т. е.

Д а 1= Ф — y/v.

Хвостовое оперение при малых ф и у имеет вертикальное 
смещение

У1= У —Ц>1,

поэтому м ож но принять, что приращ ение угла атаки Д а 2 зави ­

сит только от угла « ск оса»  потока и равно

Д а 2 = - % - ( ф  1 — У).

Таким образом , имеем следующие вы ражения для п ри ращ е­
ний сил ДFi, ДF2 и момента ДМ ,:

A F — y/v); AF2= C 2(<fl/v— y/v)\

ДМ i =  C 3 (Ф— y/v). W

Подставив вы ражения (3) в уравнения (1) и (2 ), после 

преобразований  получаем

д ^ у +  _ 2 i ± £ l  д v _  J h L  ф _  ф = 0;
’ mv у т  v т  

•• , ( С 3 —  С,1) .  , С 2/= • С ,  А  . . .

ф + ---7v--- Ах)У+-лГ(р--- 7-ф =  0,

где Дvy =  y.
П олагая A vy =  Aeu , ф =  Belt , из системы (4) находим 

характеристическое уравнение

№ а2Х -f а 3 =  0,

„  _  С>1 , С, + С2 ___________с , , Ctl ( С .  +  С . )  , С , /  ( С , - С , / ) .
где «1 +  mw • «а у +  ^  7w ’

„  _ ( С ,  + Л) (С ,— С ,/) с 3 „  ч
йз-----« -------7v-------Т^Г  (С Н  с 2).

Н еобходим ое условие устойчивости невозмущенного движе­
ния самолета:

а ;>  0.

Необходим ое и достаточное условие устойчивости невозму­
щенного движения (критерий Гурвица):

аха2— а3>  0.

274. Дифференциальны е уравнения движения шкивов имеют 

вид (см. решение задачи (241))

ф1+ а Пф!— а 12ф2 =  Р1фь 

ф2—  «21ф 1+«22ф2 = --^2ф2-
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Запиш ем характеристическое уравнение для этой системы 

А,3+  (^2— P l)^2+  (а п +  а 22--PlP2) ^ +  (а И?2— а 22Р0 = 0.

ИЛИ

А3+ (1 0 —  рОА2+ (2 1  420—  10р!)Я,+ (51 000— 16 320[ii) = 0 .

Необходимы м условием устойчивости движения является 

условие положительности коэффициентов характеристического 

уравнения, т. е. р < 1 0 ;  P i< 2 1 4 2  и P i< 3 , l .  Следовательно, Pi 

должен быть меньше 3,1.

Достаточным условием устойчивости решения является вы­

полнение критерия Гурвица. Для уравнения третьей степени 

должно выполняться условие А 2> 0 :

(10— р,) (21 420— Ю РО — (51 000—  16 320Л,) >  0,

от к у д а— о о < р 1< 3 4 ;  4 8 0 < P i< o o .

Сопоставляя эти неравенства с необходимым условием, п о­

лучаем интервал возможны х значений р , : — о о < р 4< 3 ,1 .

275. П ри  движении маховика происходит его проскальзы ва­

ние относительно контактного кольца муфты. Обозначив угол 

поворота маховика через фь а угол поворота контактного коль­

ца через ф2, запишем дифференциальное уравнение движения 

м аховика:

/ ф  - f-  а , (ф , —  ф 2)  =  а ф ; , ( 1 )

где а ]  (ф , —  ф 2)  — момент сил трения.

М омент сил трения

М тр =  2 я/?6а  ( ф , —  ф 2)  R  =  ^  (<р, —  ф 2) .

Д ифференциальное уравнение движения контактного кольца 

имеет вид

а [ (ф 2— ф 1 )+ с1ф2= 0 .  (2)

Приняв ф! =Ае\*, ф2= В ен, получаем следующее уравнение 

для определения парам етра А:

y- i ? AJ+ V ^ = 0 ' (3)

И з реш ения уравнения (3) получаем три корня:

Л , - о .

Движение маховика будет устойчивым, если:

а) корни и \3 отрицательны —  в этом случае возмущ ен­

ное движение ( ф !  и ф 2 )  затухает со  временем;

б) корни и Аз комплексно-сопряженные с отрицательной 

действительной частью —  в этом случае движение (ф 1 и ф2) 

имеет периодический характер с уменьшающейся амплитудой.

Необходимым и достаточным условием отрицательности к о р ­
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ней уравнения (3) является условие положительности его к оэф ­

фициентов, т. е.

/ с !— a a i > 0 ,  oil—a > 0 .  (4)

И з  второго условия (4) следует, что устойчивое движение 

происходит при cci> а ,  т. е. при аа\>а2. Подставляя это нера­

венство в первое условие (4 ), получаем Jc1> a a l> a i, откуда

а <  К с ^ = М 0 - 4= 1 0 - 2 Н-м-с.

П оскольку при этом должно выполняться условие а < а — 
=  0,005 Н-м-с, окончательно получаем, что движение устойчиво 

при а < 0 ,0 0 5  Н-м-с.

276. Дифференциальное уравнение вращ ения волчка вокруг 

неподвижной точки имеет вид

dK/dt=M,

где К —  главный момент количества движения волчка (кинети­

ческий момент) относительно неподвижной точки О.

В общем случае вектор К равен

Л  =  /со,

где J —  матрица моментов инерции тела (моментов инерции 

относительно осей х, у, г, жестко связанных с волчком ); оз —  

вектор угловой скорости  волчка при возмущенном движении. 

М атрица J имеет вид

J x J  xy J  Xz

J = j  ух J y ■ J  у z

jz x J  zy J z

Как известно, полная производная вектора К связан а с ло­

кальной производной в подвижной системе координат соотно­

шением

dK/dt =  d'K/dt +  [со' X  К], (1)

где со — вектор угловой скорости  подвижной системы коорд и ­

нат, н е об я зат ел ь н о  ж естко связанной с волчком, т. е. в общ ем  

случае си ф  со'.

Если локальная производная берется в системе координат , 

ж естко связанных с  волчком, то со =  со', и получаем уравнения 
Эйлера

d'K/dt J- [со X  ~К\ =  М.



П роецируя уравнение (1) на подвижные, но не связанные с 

волчком оси  х', у', z' (рис. 298), находим (не употребляя штрих 

в локальной производной):

х ' / “I- К Ky t » z '  ~  Мх'\ 

йКу'/dt -\-КХ'^г' — Kz'&x' =  Му'\ (2)

d  К  z ' /  d t  - )-  К  у ’ К x' U>y'  ~  A i z '.

О си  х ' , у', z' участвуют в движении волчка (при малых ко­

лебаниях), но не участвуют в его собственном вращении. О сь  

Ог' всегда совпадает с осью  симметрии волчка Ог. П оэтому 

угловые скорости м г  , соу ■ и м ож но рассм атривать как м а­

лые величины.

П ри  малых движениях оси симметрии гироскопа полная 

угловая скорость волчка g )= Q o + o / . Запиш ем проекции векто­

р а  © ' (при малых отклонениях от невозмущенного состояния), 

(см . рис. 298):

< v « 6 ;  % .~ с р .

р\! Проекции кинетического момента на оси  х ' , у', z', являю ­

щ иеся главными осями инерции тела, следующ ие:

/ С х' J  К у '  J  О у ,  К  Z' = j z (3iz>

где со*«  0; соу да ср; сог«  L>0 -1- у .

Рис. 298
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Запишем моменты силы тяжести относительно осей х', у\ 
z '  (при малых углах х' =  х и у' « у ) :

Л12' « 0 ;  M y '^m gx ', M x'^ m g y ', 

где х' =  1ц, y' =  lQ-

И з уравнений системы (2) получаем (вследствие симметрии 

Jx= Jy) линейную систему дифференциальных уравнений

J XQ +  J ZQ 0 ф —  / n g / 0  =  O ;

И з  третьего уравнения этой системы следует, что <вг=  

= c o n s t= Q o .
Умножив первое уравнение системы (3) на мнимую единицу 

i и сложив его со вторым уравнением, получаем

где Y=0-f-iVp.

Характеристическое уравнение для (4) будет следующим 

(решение ищем в виде у —Сех*):

277. П ри  малом отклонении оси  гироскопа от вертикального 

положения м ож но получить следующие дифференциальные 
уравнения движения (см. решение задачи 276):

В  рассм атриваем ом  случае на гироскоп кроме силы тяжести 

действуют упругие силы со  стороны пружин.

Н а  рис. 299 п оказано положение точки D\ оси гироскопа в 
произвольный момент времени.

J.гф— - /А 9 — tngl ф =  0;

ш г =  0.

(3)

ч - 1т. (4)

l 2 — i ~  Q0l  — mg 4- =  0 .
J  X  J  X

а  е г о  корни равны

В озм ущ ен ное движение волчка устойчиво, если

Следовательно, критическая угловая скорость  волч'ка

2 _____
Qo* =  j- V m g lJx.

J  z

0 - j -  J  zQq ф / J x — /  J  x 

Ф —  J zQ jb U x  =  M y- /Jx.
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Рис. 299

Вы раж ения для моментов имеют вид 

МХ' =  (mg/2— 2 с/) /0;

(2)

Му' =  (mg/2— 2с/) /ср.

С  учетом выражений (2) дифференциальные уравнения дви­

жения (1) м ож но записать так:

Корни характеристического уравнения системы (3) (см. р е ­

шение задачи 276) будут следующие:

278. Дифференциальные уравнения движения гироскопа 

имеют вид (см. решение задачи 277):

(3)

Движение гироскопа устойчиво, если

Jz%  >  V ZJxl (mg — 4с/).

0 + 7 7 -Q оФ —277 (mg — 4c2l)Q =  0; 

ф — 7 7 (Л 0 - 2 Т 7  W H  =  °>

(1)
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Решение системы (1) ищем в виде Q=A lext, <р= А 2еКг. Тогда 

характеристическое уравнение для системы (1) имеет вид

mgl + 21s (с, + с2)

+  -4 7 т- (m g— 4cj/) (/ад — 4сЛ) =  О,

или

А.4—}— —[—О4— 0 .

Найдем корни уравнения (3 ):

h\,i =  Y  — я 2/2  ± К «2 2/4  — at.

(2)

(3)

Если а 2> 0 ,  й4 > 0  и, кроме того, а 22— « 4 > 0 ,  то корни м ож но 

представить в виде

^ i , 2 = i  V"” а 2/2  + К о 22/4  — а 4,

т. е. в этом случае движение оси  симметрии гироскопа является 
периодическим.

И з условия а22— 4а4= 0  находим критическую скорость

Q L = j i r  [xtrV(mg — 4cxl) {tng—Ac2l)-\-j-{mg—2c:l — 2cJ- .̂

279. Для вывода дифференциальных уравнений малых коле­

баний воспользуемся уравнением Л аг р ан ж а  второго рода.

Н а  рис. 300 п оказан о положение системы в произвольный 

момент времени t. О си  х, г/, г ж естко связаны с внутренним 

кольцом 1. П ри  колебаниях прям ая ОО' всегда находится в 
плоскости yz.
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Кинетическая и потенциальная энергии ротора равны

J . - J.. , J ,
Тх- ф - (61» + ^ ) + - ^  « » , + #  <  +  со* ;

I I 1= m ,gr/(1 — cos 7 ).

Кинетическая и потенциальная энергии внутреннего кольца 

и противовеса будут соответственно равны

Г г= ^ ( У + 5 Й + ф - < + 4 р

П 2=  tnigl (1 — cos 7 );

Г з = ^ - ( 1 з2+ лз2+ £ 2); 

rr3= m 3g [ (/+ a ) —  (/+ acos 0)cos f)].

Считая, что углы 0 и ■у малы, вычислим проекции угловой 

скорости  рот ора  и внутреннего кольца на оси х, у, z и х2, у2, г2:

0. ir; “ 2i = q o+ t0;

0) ^  =  0 , ®„t =  T, £0г2= = у 9 « 0 .

Определим координаты центров тяжести всех трех масс:

h= ir>  Ъ=1г> Ъ ~ У + а )т>

£ i =  A ^2— h £ з = ^ + я ;  т ] з= а0 .

П одставляя эти выражения в уравнения Л агранж а 

d_ дТ_дТ  £П п.
d ^ e  c)0+ d 0 " ~ U’ At <)Ч+ д у ~~U’

получаем

Л  9 — =
I t '

= 0 ,

где

J, —Jxi-\-Jx2-\-M 3az\ Jz =  Jyi~\~fугЛ'

+  (mi + m2)l'2+m3(l+ a)2-, A=[(m x+ m 2)l+

+ (l+ a)m 3\g.

Решение системы (1) ищем в виде 0 = C ,c o s p / ,  'y =  C 2sm ,pf. 

Для определения частот получаем уравнение

____t ± У"'Q°2) Р2+ A” f l Q, (2)
J t «/ i>» 2

И з  уравнения (2) легко найти частоты колебаний p t и р 2-
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280. Кинетические энергии рот ора  гироскопа и тележки с о ­
ответственно равны

Т =  Т У

т J < yI о — 2 ’

а потенциальные —

n = Q a t ( l —  cos 0 )— Q ( f l ,+ a 2) (1— cos <p);

П 0= — Q 0/0( l — cos ф ).

Р от ор  гироскоп;! получает дополнительные угловые ск о ­

рости 0 и ф, вызванные угловыми смещениями рот ора  и 

тележки. Вектор угловой скорости  ф направлен по оси  jc,.

П роектируя угловую скорость ф на оси  л* и г-, получаем 

угловые скорости  о»Л. и сог р от ора : ыЛ. =  ф с о з 0 ,  c o .=  Q0+  

Ч-ф sin 0.

Движение рот ора  в направлении 0 созд ает  угловую ск о ­

рость, направленную по оси  у и равную  ыу =  0.

Координаты центра тяжести ротора:

£ =  (tf ,+ a2)cos ф + а ,с о з  0; £ =  ( a ,+ a 2)s in  ф ; jc1= a 1sin 0.

Воспользовавш ись уравнениями Л аг ран ж а  второго рода, 

получаем следующие дифференциальные уравнения движения 
системы:

(Jy+ma^) 0 — / 2Я0ф — Q ai0  =  O;

\J х~\~m, (ci\ г^о0 —  [Q (O i+ a 2)+ Q o 4 ]  ф==0.

Решение системы (1) ищем в виде 0 =  Д с о 5 / ? ^ ,  ф== 

=  А о sin/?/. Тогда уравнение частот имеет вид

4 Jz&о2 (т а *  -|- J ,,) [Q (ах -f а->) + Q 0̂ o]— [/я (#i + я2)2 + J  х] Qa\ (

Р  ( J + mat2)[ J х + т  (а, + а,)3] Р  ~г

I Qa\ [Q (Й1 +  й 2) +  Qo^o] __Q
(J,,+  т а ,2) [Jx + m (я, + д2)2] 

или рА — а 2/7 2 - )- а4 =  0.

Для устойчивого движения необходимо, чтобы корни у р ав ­

нения (2) были действительными, а это выполняется при усл о­

вии а 22— 4 а4> 0 .  Поэтому критическая угловая скорость гиро­

скопа определяется из условия ct22= 4 a 4.

281. Для вывода дифференциального уравнения движения 

воспользуемся уравнением Л аг ран ж а  второго рода. 

Кинетическая энергия системы

0ш //2 .
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Н а рис. 300 п оказано положение кольца с ротором  в про­

извольный момент времени. Угловые скорости со*, со,, и яв­

ляются проекциями полной угловой скорости (о на подвижные 

оси х, у, z (оси .г, у, z участвуют в движении кольца, но не уча­

ствуют в собственном вращении рот ора ):

co =  Q0-f-Q+6.

П роектируя со на оси  х , у , z, получаем

сох =  6; coy =  Q c o s 6 ;  сог = У 0—- Q s in  6.

Вы раж ение для кинетической энергии в случае малости 

принимает вид

T =Jx62/2+ JyQ2/2+ J0Q0— Й6)2/2.

Запишем вы ражения для потенциальной энергии системы я 
функции Релея:

П  =  с/262/2; R =  а б 2/2.

Уравнение Л аг р ан ж а  второго рода в рассматриваемом  слу­

чае следующее:

_L— = о
dt д'ь д8 с?6

Подставив в это уравнение вы ражения для Т, П  и R, полу­

чаем дифференциальное уравнение движения гироскопа:

б +  2яб +  р026 =  — A  QQ0,

где 2n = a / J x; p02 =  cl2/ Jx.
Если частота свободных колебаний прибора р0 велика, то 

его движение при ненулевых начальных условиях быстро зату­

хает и угол Л определяется только правой частью уравнения

6 =  —J0QQ0/(cP).

Следовательно, угловая скорость

Q  =  — 6 с / 7 ( / 0£2„).

282. Рассм отрим  неподвижную систему координат 0,XYZ с 

центром в точке касания диска с плоскостью (рис. 301).

Пусть в некоторый момент времени плоскость диска откло­

нилась от вертикали на малый угол 0, а касательная к диску в 

точке его контакта с плоскостью составляет угол Ф с осы о 0,Y , 

т. е. оси диска х, у, z составляют с осями X, Y, Z малые углы 

0-и Ф. Вектор угловой скорости диска

Й =  0 7 ,+ Й 2ё 2 +  0зёз.

где еи е2, е2, е3— единичные векторы, направленные по осям 

х , у, z\ Qj =  — Ф  cos 0, й2= 0 ,  йз IQ I — составляющ ие угловой 

скорости  Q.
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Вычислим момент количества движения диска относитель­
но точки О :

К  =  К \€\ -|- К. 2&2 К з^згт_̂ — Л Ф  COS 0£?i -f- Л 0^2 С 2̂6̂ ,

где А =т г2/ 4, С = т г2/ 2 —  соответственно экваториальный и 

осевой моменты инерции массы диска.

Используя теорему об  изменении момента количества дви­

жения, получаем следующие дифференциальные уравнения:

А ( — Ф cos 01) +  Л0Ф sin 0 -Ь CQ0 =  °;

Л0 +  С й Ф cos 0 +  Л Ф 2 sin 0 cos 0== iV2r;

C il=  — Nyr,

где Mv и Nz—  проекции реакции N на оси Oz и Оу.
В случае малых колебаний и постоянной угловой скорости  

(Q =  const) имеем

AQ +  СМ > =  N zr;

Л Ф  — C Q 0 = O . (1)

Рассмотрим  движение центра массы диска. Так как точка О  

находится в состоянии мгновенного покоя, то ее скорость равна

v =  vxex + v 2e2 + v3e3=0-ei -f rQe2 + (— rQ) e3,

Выразим составляющ ие абсолютного ускорения в направле­

нии осей х, у, z через угловые и линейные скорости:

ш, =  и,— и2£2з-|-УзЯ2; wz= v 2— и3й, +  и!йз;

(О з =  Уз—

Рис. 301
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Дифференциальные уравнения движения центра массы ди­

ск а  в таком случае имеют вид

mw{ =  т  (« 1  — v2Q3 +  ^зФг) :=  N x - mg с о  s 0;

mw2=m (vo — V'Ailx+V\ Q^=Ny\ (2)

т щ  =  т  (v3 — +  ^ 2̂ 1) =  N Z — mg sin 0.

Используя введенные выше обозначения и пренебрегая не­

линейными членами, из последнего уравнения системы (3) по­
лучаем

— тг  (0 +  Qijj) =  N z — mgQ. (3)

Исключив из уравнений (1) и (3) величины Nz и Ф, имеем

. (C + mr')CQ2lA  — mgr г
0Н 0 ~ C l ’

где Ct —  произвольная постоянная, определяемая из начальных 

условий.

Частота малых колебаний диска

Р -  У  _  у  (за*- - ?- ),

Малые колебания диска устойчивы при g /3 r.

§ 11. Приближенные методы определения низших частот

283. Зад адим ся некоторой статистической нагрузкой, при­

нимая определяемую ее кривую прогибов за  ф орм у  колебания 

системы (рис. 302). В этом случае максимальная потенциаль­

ная энергия равна работе внешних сил, т. е.

где Ух —  прогибы, вызываемые принятой системой нагрузки.

М аксим альная кинетическая энергия

Ттах=='2_

П риравняв  Ттах и Птах, находим

р2=2Р,г/,-/2т,г/Д (1)

П ри  расчете удобно за  принять силы тяжести, т. е. Р ( —
— mtg. В этом случае форм ула для частоты колебаний прини­

мает вид

p*=g?,miyl/'Zmiyi2. (2)

Для определения прогибов у, и уг построим эпюры изгиба­

ющих моментов от заданных сил и от единичных сил по на-
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Рис. 302

правлению г/, и уг (рис. 302, эпюры 1 и 2). П ерем нож ая  эпюры 

по правилу Верещ агина, находим

*/,=  11 / У 7 ( 9 £ / , ) ;  «/2= 2 3 / У 7 ( 1 8 £ / * ) .

Подставив в формулу (2) вы ражения для yv и г/2, получаем

p  =  0 , m V E J x/tn l\

284. /? =  0,71 V F J x/(m l%

285. В  рассм атриваем ом  случае м ож но принять следующее 

приближенное вы ражение для прогибов:

y= y0sin hz/31.

М аксим альная потенциальная энергия равна

И т ах =  4 -  F JX ]  V  =  J  хУ(р )\

а максимальная кинетическая энергия сосредоточенных м асс —  

Т’ тах =  Р 2 [tnyj- Sin2 ~  +  т,Уи2 Sin2 2п/3^ j  2.

Част ота собственных колебаний

/7= 1 ,1  y^F J x/(ml2).

286. Перемещ ения м асс будут следующие: 

y i=y3= 8 lm g l:>{3888EJx)-, у2=  I59mgl3 (3888EJX) .
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Частота собственных колебаний

p =  b,7\Y E J x/(m l3).

287. М аксим альная кинетическая энергия в этом случае ( с  

учетом кинетической энергии распределенных м асс балки) бу ­

дет следующая:

з/

4
О

М аксимальная потенциальная энергия (см. реш ение зад а ­

чи 285).

Птах= 4
Частота собственных колебаний

Т щах  —  Р2 ту о2 -т +  4- J Уо2"1оsin2 -Ж d~

/
л4£ /  „ m l /  EJ*

■-----3----------- =  0-91 V -ЩГ’

108--j- (m + m0l) I ,4

2 8 8 . Максимальная потенциальная энергия системы 

Пюах =  i  Е J хУо2 (-&J J  Sin2 d2 +  4- Уо2 (sill* |  +  Sin*

М аксимальная кинетическая энергия

7’ тах =  у  Р22"1Уй2^-  

Н изш ая  частота собственных колебаний системы

p=\,35VEJx/(ml3).

289. Для определения частоты по методу Релея восполь­

зуемся формулой (см. решение задачи 283)

3 I з

P2 =  g ] £ y im l (1)
г=! I i=i

Н а  рис. 303 показаны  эпюры осевых усилий 1, 2, 3, необхо­

димых для вычисления прогибов уи у2, у,.
П осле вычисления получаем

yi=3lmg/(EF)\ y2=5lmg/(EF); y3=6lmg/ (EF).

Подставив г/i в выражение (1) ,  находим

р==0 ,45  У  EF/(m l).

290. р  =  0 ,775УEF/(ml).

291. /7 =  0,65 К  EF/(ml).
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292. П ри  крутильных колебаниях вы ражение для низшей 

частоты колебаний м ож но представить в виде

р 2 =  2 Л ^ф 4/Е/гфг\ (1)

где Mi —  статически приложенные моменты, которые м ож но 

взять пропорциональными моментам инерции М,=а1й ф ,—  

углы поворота маховых м асс.

Для определения углов ф, приложим к валу моменты М{ и 

построим эпюры 1 и 2 (рис. 304) от М ь а также эпюры от еди­

ничных моментов. Углы закручивания

ф !=  (A li—(—А1о) / су, ф2= М 2/ с 2+  (A lj+ A lj) / Су.

"(Ъ+Ъ)

' ©

Рис. 304
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Гак как M1 =  a f l, М2= а / 2, то после преобразовании п i мири 

женпя (1) получаем квадрат низшей частоты:

•Л (А + -Л) r / J 2 , J\ Л- J 2 \

Ч T, ■+ y 4 ^ T  + ^ — ) 
p2=  ----------------

—2 { j I + j  2.У + Jz

293. p  =  0 ,3 5 K c77 -

294. П о методу Донкерлея, низшую частоту колебаний си ­

стемы найдем по формуле

1 /Р“— WPi ' +  1/Рг2+  • • ■ + 1 /Рп,

где Pi —  парциальная частота колебаний массы т,-.

В  задаче 283 парциальные частоты колебаний равны

р ,2= 1 / ( т 1б11) ;  Рг2=  1 / ( т 2б22) ,

где 8ц=1213/  (27EJX) ; вм= 1 2 /* / (2 7 £ /1).

Таким об разом , частота р равна

р  =  0,865 V E J X/mi*.

В задаче 295 имеем т ,  и т 2, поэтому частота колебаний в 

этом случае будет

Р = 1 , 0 6 К £ Л / ( Л

295. Н изш ую  частоту колебаний найдем из вы ражения

1/р 2= 1 / р ,2+ 1 / р 22+ 1 / р Л

где р ,2= 1 / ( т 6 и ); р 22=  1 / ( т б 22) ; р32 =  1 / ( т б 33) ; 

би = 3 / / ( £ £ ) ;  6n =2l/{EF ); бU= l/(E F ) .

П осле вычислений находим

р  =  0,41 EF/(ml)-

296. р  =  0,7 V EF/(tnl)\ р  =  0,58 V EF/(m l).
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П Р И Л О Ж Е Н И Я

П р и л о ж е н и е  1. ДИАГРАММА АЙ НСА-СТРЕТТА

Колебания, описываемые уравнением Матье у+ (a + 2q cos 2т) (/ =  0, устой­
чивы если точка с координатами (a, q) находится в незаштрихованной об­
ласти диаграммы Айнса—Стретта, и неустойчивы, если в заштрихованной 

области (рис. 305).

Рис. 305

П р и л о ж е н и е  2. ИНТЕГРАЛЫ, ВСТРЕЧАЮЩИЕСЯ 

ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ДИСПЕРСИИ

В общем случае интегралы, получающиеся при определении дисперсии 
случайной функции но известной ее спектральной плотности, можно привести 

к виду

ОО

i‘ О (гсо)
Л ,=  \ I лА (;ш) |2

—  ОО

где

А (/со) =  а„ (ico)" +  а , (/со)'*-1 +  . . .  +  а,„ 

G (iu ) =  bt (/со)2" - 2 +  bt (/да)2" - 4 -! ■ ■ ■ + Ьп

Для п =  1

ОО

6 (  I C O  й 0I* fed со_______ b о п

/ ,= Г  J  |а„/со Ь « , |2 2а0®1 Я ’
—  ОО
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Для л =  2

г — С [6о (гй))5 + »,] dto ~  0+ аг

2~  J I «О (г®)2 + « 1  (г®) + аг |2 ~  2а„а1 п'

Для п =  3

со , , я0а,62
_  Г [М*'со)4+ 6, (До)»+ 6.] dm - а гб0 + д ,6 ,-  Д|

3 '  I й0 (/со)2 + я2гш + а3 |2 — 2д0 (я<>я3 — а,яг) п‘
—  ОО

Для п =  4

ОО

С* [»„ (гю)6 + 6, (г<0)4 + ь, (|<в)2 + 68] dtp 

4~  '  I «о (гса)4 + й, (id))3 + аг (/со)2 + a, (iffl) + я4|2~
—  ОО

«0*30̂ ( ^1^4 *"Ь ^2^з) ^0^3 ̂  1 "Ь ~Ь ^ (^0^3 ■ Л 1̂ 2)
.__  4_____________________  2 ТТ

2а0 (а0а32 + a ,2a4— д,а2а3)
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