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СОКРАЩ ЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

О. — определение 
С. — следствие 

Т. — теорема 
JI. — лемма

3. — замечание 

П. — пример

▲ ▼ — начало и конец доказательства 

R n — «-мерное пространство

Е" — /i-мерное евклидово пространство с евклидовой нормой и

скалярным произведением
а => Ь — из а следует b

а «  b — утверждение а и b эквивалентны

g' — однопараметрическая группа отображений
г, a, q — векторы в R n

ab или (а, Ь) — скалярное произведение в Е п

, V ,/  — градиент функции, вектор в £ 3, если г е £ 3
дх

а х Ь, [а, Ь] — векторное произведение в Е г 

^  — оператор, действующий из R n в £ 3, если г е £ 3, qe  Л"

24qU(q) — оператор, задаваемый матрицей вторых производных и 

действующий из Л" в Л"

det - — матрица вторых производных
dqda

|| ̂ ||, det || а,у|| — матрица с элементами и ее определитель 

VE\u\ — градиент функционала Е[и\, элемент сопряженного функ­

ционального пространства

(и, и) — скалярное произведение в гильбертовом пространстве, 

или скобка Пуассона двух функций
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Светлой памяти моего друга и жены Наташи

ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящий учебник написан на основе лекций, читавшихся 

автором на механико-математическом факультете МГУ для сту­
дентов специальности «Математика». Предлагаемый курс теоре­

тической механики включает как механику систем с конечным 
числом степеней свободы, так и механику сплошных сред. Изло­

жение материала строится на единой методической основе — ва­

риационных принципах, из которых получаются уравнения дви­

жения и динамические граничные условия. Предполагается, что 
читатель знаком с математическими дисциплинами, соответству­

ющими первым трем курсам специальностей «математика» или 
«прикладная математика». В настоящий курс вошли наиболее прин­

ципиальные, узловые вопросы, возникающие при построении мо­

делей механических систем, и методы их исследования. При из­

ложении материала автор стремился к краткости путем использо­
вания векторной и операторной форм записи соотношений.

Автор ставил перед собой задачу — познакомить профессионала- 

математика с идеями и методами классической механики, пока­

зать взаимосвязь математики и механики. Наиболее сложная задача, 

по мнению автора, — научить построению новых механических 

моделей, достаточно точно и просто описывающих механические 

явления. Решение этой задачи — цель университетского образова­

ния по специальности механика, достижение которой требует уг­
лубленного изучения механики и ряда физических дисциплин.

Вдумчивый читатель может заметить, что многие задачи, стоя­

щие перед современной математикой, имеют непосредственное 

отношение к механическим моделям, поскольку в механике ис­

пользуются такие математические модели, как, например, конеч­

ные и бесконечномерные дифференцируемые многообразия, тео­

рия обобщенных решений дифференциальных уравнений в част­

ных производных, теория групп, вариационное исчисление в целом, 

теория случайных процессов и так далее. Автор видит одну из своих



задач в том, чтобы помочь профессионалу-математику найти при­

ложения и задачи в механике, соответствующие его математичес­

кой специальности, облегчить чтение литературы по механике. В 

книге совершенно не затронуты вычислительные аспекты задач 

теоретической механики, которые составляют отдельный курс вы­
числительных методов.

Двойная нумерация формул в каждом параграфе сохраняется 
при ссылках внутри соответствующей главы. При ссылках на фор­

мулы из другой главы добавляется впереди еще одна цифра. Оп­
ределения имеют двойную индексацию: параграф, порядковый 

номер в параграфе. Теоремы, леммы, следствия и примеры нуме­

руются при необходимости внутри параграфов одной цифрой. Для 
понимания текста рекомендуется ознакомиться со списком сокра­
щений и обозначений.

Автор выражает глубокую благодарность профессорам В.Г. Де­

мину и В.А. Сарычеву, прочитавшим рукопись и сделавшим ряд 

полезных замечаний, способствовавших ее улучшению, а также 

доценту Н.П. Степаненко за помощь в оформлении рукописи. Ав­
тор надеется, что книга окажется полезной студентам, аспирантам 

и научным работникам, специализирующимся в областях теоре­

тической и прикладной математики, собственно механикам, а также 

инженерам, желающим углубленно изучить современные методы 
теоретической механики.



Глава 1 

ВВЕДЕНИЕ

§1 .1 . МЕХАНИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ОКРУЖАЮЩЕГО МИРА. 

МЕТОДОЛОГИЯ МЕХАНИКИ И ЕЕ ВЛИЯНИЕ 

НА НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ПРОГРЕСС

Формирование человеческой цивилизации и ее развитие нача­

лось в ту эпоху, когда «человек разумный» (homo sapiens) обрел 

способность обобщать наблюдаемые факты, абстрагироваться от 
их непосредственной реализации и полученный опыт использо­

вать в своей последующей деятельности. На начальном этапе раз­
вития существовало опытное понимание законов природы: бро­

шенный камень или палка падают на Землю, дерево плавает в 

воде, а камень тонет, удар каменного топора разрушает ствол де­
рева и так далее. Человек понимал все это и умело пользовался в 

своей непростой жизни. В дальнейшем при переходе к более слож­
ным видам деятельности (строительство морских парусных судов, 

каналов, зданий, пирамид) потребовалось первоначальное осмыс­

ление всего замысла, проектирование и расчет будущей конструк­

ции. Это неотвратимо привело к созданию моделей окружающего 

мира, на основе которых можно было реализовать соответствую­

щие замыслы. Возникла потребность в измерениях, счете, методах 

построения геометрических фигур, определении площадей и объ­

емов. Человек столкнулся с необходимостью перемещать тяжелые 

предметы на значительные расстояния, разрушать горные породы

и, наоборот, создавать необходимые по форме элементы строитель­
ных конструкций. Мореплавание и военное дело поставили на 

повестку дня вопросы навигации, измерения времени, баллисти­

ки пушечных ядер, вопросы управления парусным кораблем и т.д. 

Так зародились две древнейшие фундаментальные естественные 

науки — математика и механика. Их эволюция была длительной и 

порой противоречивой, но всегда запросы одной приводили к раз­

витию другой, к взаимному обогащению.

Рабочий инструмент механики — модель, пригодная для опи­

сания определенного класса природных явлений. В механике изу­

чается движение окружающего нас мира, изменение взаимного
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расположения макроскопических материальных тел. Модель клас­

сической механики включает в качестве составляющих различные 

математические модели: евклидово пространство, множества, 

многообразия, дифференциальные уравнения и многое другое. 

Кроме того, формулируются механические законы взаимодейст­

вия введенных объектов, в результате чего возникает динамичес­
кая модель механической системы, позволяющая рассчитать ее 
движение. Встает законный вопрос: какое все это имеет отноше­

ние к окружающему нас миру? Этот вопрос решается на основе 
эксперимента: если поведение реального тела совпадает с доста­

точной степенью точности с поведением, предсказанным механи­

ческой моделью, то мы должны констатировать, что созданная 
модель «правильно», точнее удовлетворительно, описывает окру­

жающий нас мир. Другими словами, мы правильно определили те 

характерные свойства окружающих нас объектов и законы их по­

ведения. Однако следует отдавать себе отчет в том, что созданная 

модель всегда является приближенной и невозможно доказать «тео­

рему единственности», т.е. утверждение, что данная модель абсо­

лютна, и невозможно другое приближенное описание явлений на 
основе другой модели. История физики и механики, в частности, 

подтверждает справедливость этого утверждения. Предпочтение 

следует отдавать наиболее простым моделям, кратчайшим путем 

приводящим к необходимому результату. Следует также всегда 

иметь в виду, что всякая модель имеет ограниченную область своего 

применения. Если говорить о классической механике, то она не 

описывает с нужной степенью точности движение материальных 
объектов со скоростями, близкими к скорости света, и объектов 

микромира. Здесь используются другие модели: теория относи­

тельности и квантовая механика.

Хотя в последнее время и возникли области современной тех­

ники, где требуется применение моделей, отличных от моделей 

классической механики, последняя не утратила своего значения 

как фундаментальная наука, являющаяся базой и основой про­

гресса современной техники. Речь идет о таких ее отраслях, как 

машиностроение, авиация, транспорт, космонавтика. Классичес­

кая механика не утратила своей роли и в формировании мировоз­

зрения на проблемы возникновения и развития Вселенной. Зако­

ны механики прекрасно служат для описания природных процес­

сов на Земле и других планетах Солнечной системы, для расчетов 

межпланетных космических полетов. Во всей этой обширной об­

ласти явлений нет необходимости привлекать более сложные мо­

дели, так как вносимые ими поправки лежат в пределах требуе­

мой точности.
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В современном естествознании с успехом используются меха­

нические модели при описании соответствующих явлений. Это 

относится к ряду разделов физики, химии, биологии, геологии и 
географии.

§ 1.2. ОСН ОВН Ы Е ЭТАПЫ СТАНОВЛЕНИЯ МЕХАНИКИ 

КАК ТОЧН ОЙ  НАУКИ. РОЛЬ ОТЕЧЕСТВЕННЫХ УЧЕНЫ Х 

В РАЗВИТИИ МЕХАНИКИ

Отметим основные вехи развития механики. Длительный пе­
риод ее развития характеризовался накоплением эксперименталь­

ных фактов, их обобщением, формированием простых законов 

статики. Переломным моментом следует считать 1687 г., когда 

появился знаменитый трактат И. Ньютона «Математические на­

чала натуральной философии», где были сформулированы основ­

ные законы механики, предложена динамическая модель движе­

ния тел. Появлению этого трактата предшествовали труды вели­

ких ученых, математиков и механиков, таких как И. Кеплер, 

Т. Браге, Г. Галилей, Р. Декарт, X. Гюйгенс. Каждый из них внес 
свою крупицу знаний в общечеловеческую копилку. На фунда­

менте, заложенном И. Ньютоном, быстро начало строиться зда­

ние механики: в XVIII в. оформляется ряд научных центров в Ан­

глии, Франции, Италии, Германии и России. Значительный вклад 

в развитие механики в XVIII в. внесли Д. Бернулли, И. Бернулли, 

Л. Эйлер, П. Лаплас, Ж. Д’Аламбер. Девятнадцатый век охаракте­

ризовался созданием Ж. Лагранжем аналитической механики. В 
это время происходит формирование таких разделов механики, как 

теория упругости, аэро- и гидромеханика. В аналитической меха­

нике осуществляется переход к гамильтоновой механике, углубля­

ются и развиваются методы небесной механики. Ярчайший след в 

механике оставили труды В. Гамильтона, Г. Кирхгофа, С.В. Кова­

левской, А.М. Ляпунова, М.В. Остроградского, А. Пуанкаре, 

Л. Пуансо, С. Пуассона, В. Томсона (Кельвина), П.Л. Чебышева, 
К. Якоби. Двадцатый век начался с создания А. Пуанкаре и А. Эйн­

штейном теории относительности. Однако очень скоро выясни­

лось, что ньютонова модель по-прежнему прекрасно описывает 

подавляющее большинство наблюдаемых движений, а разработан­

ные математические методы с успехом могут быть применены в 

новых научных направлениях. Вместе с открытием теории относи­

тельности XX в. привел к революционному взрыву в развитии тех­

ники (авиастроение, воздухоплавание, кораблестроение, ракето­

строение, робототехника и т.д.). Все эти новые направления пот­

ребовали создания новых механических теорий, описывающих
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поведение современных материалов в сложных физических усло­

виях. Современная механика, базирующаяся на новейших моде­

лях математики, таких, как вариационное исчисление в целом, 

дифференциальная геометрия конечных и бесконечномерных мно­

гообразий, теория дифференциальных уравнений в банаховых про­
странствах, представляет разветвленную область человеческих зна­
ний о природе, охватить которую во всей ее глубине не представ­

ляется возможным одному человеку. Во второй половине двадцатого 

века механики получили новое мощное средство исследований — 

быстродействующие вычислительные машины, что привело к со­

зданию специальных методов моделирования и исследования при­
родных процессов, базирующихся на численном эксперименте.

Широк и многообразен вклад отечественных ученых в разви­

тие механики — J1. Эйлера, М.В. Остроградского, С.В. Ковалевской, 

П.Л. Чебышева, Н.Е. Жуковского, А.М. Ляпунова, И.В. Мещерско­

го, К.Э. Циолковского, А.Н. Крылова, Б.Н. Галеркина, С.П. Тимо­
шенко, С.П. Королева, М.В. Келдыша.



Глава 2 

КИНЕМАТИКА

В основе модели классической механики лежат представления

о пространстве, времени и материи. Пространство и время суть 

формы существования материи.

1. Физическое пространство, заполненное материей, в класси­

ческой механике моделируется однородным изотропным трехмер­

ным евклидовым пространством Е 3. Однородность и изотропность 

пространства означают, что при выборе в нем системы координат 

все реперы равноправны независимо от их начала и ориентации.

2. Абсолютное время как характеристика длительности процес­

сов одинаково во всех точках пространства и не зависит от каких- 

либо характеристик материи.

3. Материальная система характеризуется тремя объектами (Q, 

2(П), ц), где Q — множество в Е 3, E(Q) — кольцо подмножеств 

множества Q, ц — мера, отображающая кольцо £(Q) в R*. Мера 

ц{А), где А е E(Q), определяет свойство инерционности материи и 

называется массой вещества, заключенного во множестве А.

4. Движение материальной системы есть непрерывная группа 

отображений Q в Е 3, обозначаемая g': Q -> Е 3, t в R 1 и задаваемая 

в какой-либо системе координат функциями г = г(/, г0), где г е Е 3, 

г0 еП , f е Л 1. Параметр г называется временем, а само понятие 

движения связывает две формы существования материи — про­

странство и время.

В классической механике изучаются механические системы, со­

стоящие из конечной совокупности точек и твердых тел.

0.1. Материальной точкой называется геометрическая точка М, 

которой приписана масса т  > 0. В этом случае Cl = М, E(Q) = {0, М}, 

ц(Л/) = т, |i(0 ) = 0.

0.2. Твердым телом называется механическая система (Q, E(Q), 

ц), при движении которой не меняются^асстояния между любы­

ми ее точками, т.е. |г(/, г0(1)) - г(/, г0<2))| = |r0O) - r0(2)|, Vr0(l), г0(2) е Q, 

?е R'.

В кинематике изучаются характеристики движения как данно­

го без объяснения причин, его вызывающих.
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§2.1. ТРАЕКТОРИЯ, ЗАКОН ДВИЖ ЕНИЯ, СКОРОСТЬ 

И УСКОРЕНИЕ ТОЧКИ. РАЗЛОЖЕНИЕ СКОРОСТИ 

И УСКОРЕНИЯ ПО ОСЯМ  ЕСТЕСТВЕННОГО 

ТРЕХГРАННИКА

Пусть О х]х2хз — декартова система координат в трехмерном 

евклидовом пространстве £ 3. Положение точки М относительно 

репера 0 xjx2x3 определяется в каждый момент времени радиусом- 

вектором г с координатами (х,, х2, х3).

0.1.1. Отображение временной оси R1 в евклидово пространст­

во £ 3 называется законом движения точки и задается в виде г = 

= г(/), г е £ 3, t е R}.

0.1.2. Траекторией движения точки называется множество то­

чек L, через которые проходит точка в процессе движения.

Отметим два способа задания траектории — параметрический 
и функциональный. В первом случае £  = {г:г е £ 3, г = г(г/), 

не / с  /г1}, где / — интервал в R 1 (/может совпадать со всей осью 

R '). Во втором случае L = {г : г е £ 3, /,(г) = 0, /2(г) = 0}, где /,, / 2 — 

дифференцируемые функции, градиенты которых линейно неза­
висимы в точках, принадлежащих L. Второй способ задания тра­

ектории годится только для случая, когда траектории — гладкие 
кривые.

Закон движения точки, когда известна ее траектория, может 

быть определен путем задания отображения u = u(t), и е /, t е R\ 
где параметр t играет роль времени.

0.1.3. Скоростью материальной точки называется вектор

dt

В механике принято обозначать дифференцирование по време­

ни точкой, т.е. v(/) = r(r). В декартовой системе координат v(/) = 

= (х,(0 . x2(t), х3(/)).
0.1.4. Ускорением материальной точки называется вектор

. . d 2 г(/) ...
w(/) = ---~  = r(t)

dt

с проекциями в декартовой системе координат X|(f), x2(t), х3(/)-
П. Пусть вектор г(/) задан своими проекциями x, = /?cos/, 

х2 = Rs'mt, х3 = 1/2at2, /> 0. Траектория точки есть винтовая линия 

на цилиндре радиусом R с переменным шагом. Скорость v(/) оп­

ределяется координатами х, = - Лsin/, х2 = Rcost, х3 = at. Конец 

вектора v(t) описывает винтовую линию с постоянным шагом, ко­

торая называется годографом скорости. Вектор ускорения w =
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= (-R cos t, -R sin t, а) описывает окружность радиусом R с цент­

ром на оси Ох3. Справедливо утверждение: ускорение точки равно 

скорости точки при ее движении по годографу, т.е. w(t) = v(t). Если 

взять другой параметр, например заменить t на /3, то закон движе­

ния изменится: х, = R cos t3, х2 = R sin t3, х3 = 1/2at6, а траектория 

останется прежней.

С траекторией движения в каждый момент времени можно свя­

зать подвижную ортогональную систему координат МхпЪ, начало 

которой совпадает с точкой М, а осями являются касательная т, 

главная нормаль п и бинормаль b = т х п. Здесь т, п, b — единичные 

векторы по осям системы координат МхпЬ, называемой трехгран­

ником Френе. Если s — естественный параметр траектории, озна­

чающий длину дуги ММ0 , где М0 — какая-либо точка на кривой, 
то справедливы формулы Френе

dr(s) ^d2r(s)
,  = _  ,  = р(J, _  

где p(s)_l — кривизна траектории. Зададим закон движения точки 

в виде r = r(j(0), где s — естественный параметр, и представим 
скорость и ускорение точки в проекциях на оси естественного трех­

гранника выражениями

v = v(t)x, w = ^ t  + —  n, v(t) = is(t) 
dt p

§ 2.2. КРИВОЛИНЕЙНЫ Е КООРДИНАТЫ. СКОРОСТЬ И 

УСКОРЕНИЕ ТОЧКИ В КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ

Рассмотрим взаимно однозначное дифференцируемое отобра­

жение двух областей трехмерных пространств

ср: К -> «/, К с Я 3, U aE \  г eU, qeV . (2.1)

Отображение ср определяется заданием функций

г = r(q) о  X; = Xi (qu q2, q3), /= 1, 2, 3 (2.2)

и будет взаимно однозначным, если якобиан 

д(хи х2, х3) f Q 

Ъ)

в области V. Область V вместе со своим дифференцируемым вза-. 

имно однозначным отображением на область U называется ло­

кальной картой, а набор (qb q2, q3) — криволинейными координа­
тами в Е 3.
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Движение точки в евклидовом пространстве £ 3 можно задать 

с помощью отображений

г = r(q), q = q(/), t e I c R ' .  

Тогда скорость точки

_ dr = dr_ • dr = 
dt 3q dq

DX:

dqj Ч = (Ч1.Ч 2.Яз)-

(2.3)

(2.4)

Построим в каждой точке области U базис (£|, |2> £з)> гДе

2\^
дх1 дх2 дхъ 

dq, ' dq,■ ’ dq,) ’
И, =

и представим скорость точки в виде разложения по этому базису 

криволинейной системы координат в виде

(=1
(2.5)

Величины Н'• называются коэффициентами Ламе. Единичные 

векторы направлены по касательным к координатным кривым, 

проходящим через рассматриваемую точку. Координатные кривые 

определяются равенствами r = r(qx, q2, ft), когда изменяется одна 

из трех величин, а две другие постоянны. Формула (2.5) есть раз­

ложение скорости по базису криволинейной системы координат.

Если ) =  0 для любого i * j  в каждой точке области U, то кри­
волинейная система координат называется ортогональной.

Для отыскания ортогональных проекций вектора ускорения на 
базисные векторы криволинейной системы координат рассмотрим 

функцию

дг

являющуюся квадратичной формой переменных (qb q2, ft). Имеем

(2.6)W: v£ = —  —  v 
H, dq, •

Заметим, что из соотношений (2.5) вытекают равенства .

Представим (2.6) в виде

я ,

2-4819

d д Г  d 
dt dqj dt
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и, используя предыдущие равенства, окончательно найдем

И;

d д Г  
dt dq,

дТ'

dq,
(2.7)

Величины u>i суть ортогональные проекции вектора ускорения 
на орты криволинейной системы координат. Если криволиней­

ная система координат ортогональна, то справедливо представление

з

w =
i=l

П.1. Цилиндрические координаты (р, ф, г) определяют поло­
жение точки в пространстве £ 3 с помощью формул х, = р cos ф, 

х2 = р sin ф, х3 = г, 0 < р < оо, ф mod 2л. Далее,

дх, дх2 дх3\ . _
и .  = \.

дх2 дхЛ . п\ и
= I a f j  = (-Psin(P’ Pcos<P’ 0 )=* я ф = Р’

я д ,  =

Зф

дх,

Hz

дх2 дхъ 

dz ’ dz
= (0, 0,1) => Я г = 1.

Тогда v= р^р + рф£ф + г£,. Поскольку Г' = 1/2у2 =1/2(р2+р2ф2+z2), 
то проекции ускорения на оси цилиндрической системы коорди­

нат равны

ш» = тт:

а ’ф

з г  дТ_ 
ар

ш . =
1

dt ар

d д Г  
dt Зф

d дТ'

р-рф

а г ч  1 d

а г
az

= Z .
//, V dt dz 

Якобиан

а(*|,*2.*з) = 

а(р, ф, z) р

и отличен от нуля всюду, кроме точек на оси Ох}.
П .2. В сферических координатах (г, ф, 0) задают положение 

точки с помощью соотношений

х, = г sin 0 cos ф, х2 -г sin Osin ф, x3 =/-cos0,

0 <г<оо, 0 < 0 < л, ф mod 2л.

18



Тогда

Hrb)r = (sinBcoscp, sin0sinф, cos0), Hr = 1,

= (-/'втОмпф, r sin0cosф, 0), t f ^ r s in O ,

Я е^0 = (/-СО5 0СО8ф, ГСО50 51Пф, — Г sin 0), Я 0 = Г .

Скорость точки представляется в виде v = r\r ч- /* sin 0ф^ф + г0£е , 

и поскольку скалярные произведения = £Д 0 = £ф£0 = 0 , то

Т  = ^-v2 = + r2 sin2 0ф2 + л202).

Проекции ускорения на оси сферической системы координат 

равны

1 ( d дТ' дТ'\ " _„;„2Q,;.2 _q2

= я ; 1л " 5г " ^ г ; = г " г51п 0ф - г 0 ’

= 1 ( d дТ' дТ'\ 1 d /2  j 2 дч 
ф Я ф V dt Эф Зф J г sin 0 Л

"'е я Д *  30 30 J г
j j ( r 2Q)-r2 sin0 cos0cp2

Якобиан перехода от декартовой системы координат к сфери­

ческой равен -г2 sin 0 и обращается в нуль на оси Ох3.

§ 2.3. СЛОЖ НОЕ ДВИЖ ЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ. 

ЛЕММА О  ПРОИЗВОД НОЙ  ОРТОГОНАЛЬНОГО 

ОПЕРАТОРА. ТЕОРЕМА СЛОЖ ЕНИЯ СКОРОСТЕЙ

Иногда целесообразно рассматривать движение точки относи­

тельно подвижной системы координат. В этом случае говорят о 

сложном движении материальной точки, имея в виду, что движе­

ние точки относительно неподвижной системы координат S зада­
ется посредством движения подвижного репера 5| и движения точ­

ки относительно подвижного репера 51,. Говорят, что система ко­

ординат Cx,x2x3 (репер S,) движется относительно неподвижной 

системы координат 0 ^ 2£3, если точка С перемещается в системе 

координат S и изменяется ориентация осей подвижного репера 5, 

относительно неподвижного репера S. В соответствии с рис. 1

RM = Rc+ rr. (3.1)

Здесь Г = || у у || — оператор перехода от системы координат Сх]х2х3 

к системе ОЕ,,Е,2̂ з- Оператор Г принадлежит группе вращений трех­
мерного пространства 50(3) и зависит от времени. Большими бук-
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вами обозначены векторы в неподвижной системе координат 

0 ^ 2£з> а маленькими — в подвижной системе Сххх2х3. Абсолют­
ная скорость точки М  (скорость относительно неподвижной сис­
темы S)

= + Гг + Гг (3.2)

получена путем дифференцирования равенства (3.1).

Л. Оператор А = Г-1 Г кососимметричен (А = -А') и эквивалентен 
операции векторного умножения, а именно, Ar = (о х г, V г е Е 3.

▲ Заметим, что операция транспонирования ортогонального 

оператора приводит к обратному оператору Г' = Г 1. Продиффе­

ренцируем равенство Р 1Г = £ ’ и получим (Г-1 )"Г + Г _1Г = 0. Да­

лее, (Г~‘ )Т  = (Г ') Г = (Г)'Г  = (Г'Г)' = у4' и предыдущее равенство 

можно переписать в виде А' + А = 0, что и доказывает кососиммет­
ричность оператора А. Т

Оператор А в системе координат 5, зададим матрицей

0 -со3 со2

А = “ 3 0 -со,

-СО 2 со. 0

з

и определим вектор со = £со*е* , где ек — орт по оси Схк. Тогда
*= 1

непосредственно проверяется равенство At = to х г для любого г е Е . 

Вектор ю — собственный вектор оператора А с нулевым собствен­

ным значением — называется угловой скоростью вращения системы 
координат .У] относительно S. Формула (3.2) представляется в виде

Уя = Ус + Г(Г_1Г)г + Гг = Ус + Г[в, г] + Гг.
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Обозначим \е = Vc + Г[со, г], Уг=Гг . Величины \е, \г называются 

соответственно переносной и относительной скоростью точки М. 
Справедлива теорема сложения скоростей: абсолютная скорость 

точки М равна геометрической сумме переносной и относитель­

ной скоростей

Равенство (3.3) записано в системе координат О^^Е,з- Его можно 

переписать в подвижной системе Сххх2х3, если умножить на опе­

ратор перехода Г-1 в виде

Относительная скорость \г есть скорость движения точки отно­

сительно подвижной системы координат iS,, а переносная скорость 

\е равна абсолютной скорости точки Мх, принадлежащей реперу 

и совпадающей в данный момент времени с точкой М.

П. Пусть две палочки Охх и Оху2 движутся в плоскости 0 ^ 2> 
имея точки О и Ох неподвижными. В точке пересечения палочек 

находится кольцо М  (рис. 2). Требуется найти абсолютную ско­

рость кольца М, если известны законы изменения углов ф , и ф 2, 

которые образуют палочки с неподвижной осью ОЕ,х.
Введем два подвижных репера S]t S2 и согласно теореме сложе­

ния скоростей запишем

Здесь индекс 1 относится к системе координат Оххх2х3 (репер

5,), а индекс 2 — к системе координат 0 1у]у2у3 (репер S2). По­

скольку начала реперов £, и S2 неподвижны, то

Вектор г, = ОМ, г2 = 0\М . Несложные вычисления приводят к 

равенствам

где е3 — орт оси 0^3. Следует только помнить, что при дифферен­

цировании оператора, представленного в матричном виде, вычис­
ляются производные всех элементов соответствующей матрицы. 

Полученные выражения для переносных скоростей позволяют их 

найти как по величине, так и по направлению (см. рис. 2). Очевид­

но, что относительные скорости У ^ Г , !-,, Уг2=Г2г2 направлены

(3.3)

v a =  v <- + v n  у е =  Г ~' V C + K  Г], \г = Г . (3.4)

va = vel + vrl=vc2 + vr2.

Vel = Г^ГГ 'Г^г,, 

Уе2 = Г2(Г2-‘Г2)г2,

совф* -втф*. О 

Г* = этф*. совф* 0 , к = 1, 2 .

О 0 1

Г, ’fir, - ф,е3 х г, Г2 ' f 2r2 - ф2е3 х г2 ,



по палочкам Ох, и 0 ху2 соответственно. Это обстоятельство по­

зволяет в свою очередь построить геометрический вектор абсо­

лютной скорости кольца М (прямые а, и а2 параллельны осям Ох, 

и Оху2). Стороны параллелограмма MKXNK2, диагональ которого 
MN есть абсолютная скорость кольца Л/, равны | МКХ | = | V?j | sirr'ot,

I мк71 = I v rfl sin_la, где a = я/2 + ср2- <р,, Уе1 | = |ОЛ/|ф,, |Уе2| = |0 [ М |ф2. 

Тогда по теореме косинусов из треугольника MNK, получим

\Уа\= sin- 'a^f|OM p + ф2|0 ,М |2 - 2ц>хц,2\ОМ\\ОхМ\сosa .

§ 2.4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТЕЙ 

ПРИ П РОИ ЗВОЛ ЬН ОМ  ДВИЖ ЕНИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА. 

УГЛОВАЯ СКОРОСТЬ ТВЕРДОГО ТЕЛА. ПРОСТЕЙШ ИЕ 

ДВИЖ ЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА: ПОСТУПАТЕЛЬНОЕ 

ДВИЖ ЕНИЕ, ВРАЩ ЕНИЕ ВОКРУГ НЕПОДВИЖ НОЙ ОСИ

Согласно определению 0.2 твердым телом называется система 

материальных точек, расстояния между которыми не изменяются 

в процессе движения. Отсюда следует, что с твердым телом можно 
связать систему координат Сххх2х3, относительно которой все точ­

ки твердого тела будут неподвижны. Радиус-вектор произвольной 
точки М твердого тела

^л/ = ^ с+ Г г' (4-1)

где Г — оператор перехода от системы координат Сххх2х3 к непо-
___ з

движной системе координат С ^ , ^ 3, а г = СМ = Х х;е/ в системе
/=|

координат Сххх2х3. Проекции вектора г на оси Схх, Сх2, Сх3 равны 

хх, х2, х3 соответственно и постоянны. После дифференцирования 

равенства (4.1) с учетом леммы о производной ортогонального опе­

ратора получим

Уд/ = v c +Г[«о, г], а>хг = Г-‘Гг. (4.2)

Вектор со в системе координат Сх,х2х3 и ему соответствующий 
вектор П = Гсо в системе называется угловой скоростью твер­

дого тела. Векторное равенство (4.2) в неподвижной и подвижной 

системах координат имеет вид

Vw =Vc + Q x R , R s T r , \м = vc +сохг. (4.3)

Соотношение (4.3) называется формулой Эйлера и задает рас­

пределение скоростей точек твердого тела. Точка С — начало по­

движной системы координат — называется полюсом.
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Рис. 3 Рис. 4

Отметим свойство ортогональных операторов: Г[а, b] s [Га, ГЬ] 

для любых a, b £ Е3.

JI. Угловая скорость твердого тела не зависит от выбора начала 

подвижной системы координат и ее ориентации.

А  Пусть Ciy]y2y3 — еще одна система координат, жестко свя­

занная с телом, и

®л/ = Rc + |CCil + ГГ,г„ г, = СХМ ,

где Г, — оператор перехода от системы координат С ^ у ^  к системе 

OC|X2x3. Вектор г, задан в системе координат С1у1у2у3, оператор Г, не 

зависит от времени. Тогда Ум -Ус, + Г(Г «ПГ.г, - Vc + Г[со, Г]Tj ], 

где VC| = R c +СС] — скорость нового полюса. Далее, VW = Vс ,+ 

+ Q x R  = VCi + ГГ][соj, Г]], R = ГГ)Г|, П = Гш, t o ^ T f1©. Отсюда следу­

ет, что угловая скорость твердого тела не зависит от выбора по­

движной системы координат и является в этом смысле инвари­

антной характеристикой движения твердого тела. ▼

0.4.1. Говорят, что твердое тело движется поступательно, если 

на всем интервале времени его угловая скорость равна нулю.

В этом случае оператор Г постоянен и ориентация подвижного 

репера Cxtx2x3 относительно неподвижного 0^ 1̂ з не меняется. 
Все точки твердого тела имеют одну и ту же скорость: У ^  = У с для 

любой точки М твердого тела.

0.4.2. Говорят, что твердое тело вращается вокруг неподвиж­

ной оси, если в процессе движения две точки твердого тела О и С 

неподвижны.

Выберем подвижную и неподвижную системы координат так, что­

бы точки О и С лежали на осях и Ох3. Оси и Ох3 совпадают,
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а угол между осями i и Ох, равен <р(0- Собственно движение и 
состоит в изменении угла ср. Тогда

СОвф -вШф 0

R = Гг, Г = БШф СОвф 0

0 0 1

Далее

\м = Г[со, г] = [Q, R],

СОБф БШф 0

п
1

п
- II -БШф СОвф 0

0 0 1

-Sin фф 

совфф 

О

- COS фф

- sin фф

О

0 -1 0

= Ф 1 0 0
0 0 0

ю = фе3.

Угловая скорость © направлена по оси Ох3 и равна ср . Каждая 

точка твердого тела описывает окружность с центром на оси Ох3, а 

ее скорость в системе Оххх2х3 равна \м= ф [е3, г] = ф (~х2е, + х,е2), где 

х2, х3 — координаты точки М; е,, е2, е3 — орты осей Охи Ох2, Ох3.

§ 2.5. КЛАССИФИКАЦИЯ М ГНОВЕННЫ Х ДВИЖ ЕНИЙ 

ТВЕРДОГО ТЕЛА. УРАВНЕНИЕ ВИНТОВОЙ ОСИ

Под мгновенным движением твердого тела понимается распре­
деление скоростей точек твердого тела в данный момент времени. 

Справедлива формула Эйлера \м = \с + [Q , R], Умножим это ра­

венство скалярно на £2 и получим VMQ = VCQ , т.е. скалярное про­
изведение скорости произвольной точки М  твердого тела и его 

угловой скорости не зависит от выбора точки М. Величины О, 

VCQ являются инвариантами данного распределения скоростей 
точек твердого тела в том смысле, что они не зависят от выбора 
полюса С. Классификация мгновенных движений твердого тела 
базируется на этих инвариантах и приведена в таблице.

Тип мгновенного движения Значения инвариантов

1. Мгновенный покой Q  = 0, Vc = 0

2. Мгновенно-поступательное движение П = 0, Vc * 0

3. Мгновенно-вращательное движение п  * о, v cn  = 0
4. Мгновенно-винтовое движение f i ^ O ,  Vf Q  * 0

В случае мгновенного покоя скорости всех точек твердого тела 

в данный момент времени равны нулю. Мгновенно-поступатель­
ное движение характеризуется тем, что все точки твердого тела в
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данный момент времени имеют одну и ту же скорость. В третьем 

п четвертом случаях поставим задачу об отыскании в теле таких 

тчек, скорости которых параллельны вектору угловой скорости 

О 'Ото означает, что VA/ = VC+ [О, R] = хО, к е Л1. Умножим полу­

ченное равенство векторно на Q и найдем — [О, Vc] = |0, [О, R] ] = 

0 (0 , R) - RO2. Отсюда

r  = n * 2Vc + Q0(O°,R), О0 = О | О Г1,

Уд/ = vc + [о0, [О0, Vc]] = vc + о°(о°, vc) - vco02 = о°(о°, vc).

Легко понять, что точки твердого тела, скорости которых па­

раллельны вектору О , заполняют в теле прямую

Ra, =Rc + n ^ 2Vc + ш > XeRl- (5Л)

Если VcO = 0 (мгновенно-поступательное движение), то ско­

рости этих точек равны нулю и прямая (5.1) называется осью мгно- 
ненного вращения. В противном случае, когда VcO * 0, тело со- 
нершает мгновенно-винтовое движение и прямая (5.1) называется 

пинтовой осью.
В подвижной системе координат Сх\х2хъ уравнение винтовой 

оси примет вид

Гл/= ^ ^ с+ Л < в , X eR '. (5.2)
со

§ 2.6. НЕПРЕРЫВНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА. 
ЛКСОИДЫ

Рассмотрим теперь не мгновенную картину распределения ско­

ростей точек твердого тела, а его непрерывное движение во вре­

мени. Уравнение (5.1) представим в виде

R M(t, X) = R c(0 + т  * (0 + Ш (0 , X ,teR '. (6.1)
V/

Отображение (6.1) определяет в трехмерном пространстве линей­

чатую поверхность — подвижный аксоид, которую заметает ось 

мгновенно-винтового движения. Предполагается, что на рассмат­

риваемом интервале времени 0 (0  ф 0. Другая линейчатая поверх­

ность —подвижный аксоид, определяется из уравнения (5.2) в виде

rM(t, X) = + Xa>(t), X ,te R ]. (6.2)
<о (!)
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Уравнение (6.2) задано в подвижной системе координат и, сле­
довательно, подвижный аксоид жестко скреплен с движущимся 
телом. В каждый момент времени поверхности (6.1) и (6.2) имеют 
общую прямую мгновенную винтовую ось.

Т. Подвижный и неподвижный аксоиды касаются в каждый мо­
мент времени, и движение твердого тела представляется как каче­
ние подвижного аксоида по неподвижному с проскальзыванием вдоль 
общей образующей мгновенной винтовой осью.

▲ Необходимо показать, что подвижный и неподвижный ак­
соиды имеют общую касательную плоскость. Введем в рассмотре­

ние точку К, принадлежащую винтовой оси, радиус-вектор кото­
рой в неподвижной системе координат задается формулой (6.1) 
при дополнительном условии X = X(t), где Л(/) — произвольная диф­
ференцируемая функция. Точка А"движется по неподвижному ак- 
соиду, а значит, ее абсолютная скорость принадлежит касатель­

ной плоскости к неподвижному аксоиду.
Свяжем подвижную систему координат с телом и применим 

теорему сложения скоростей для вычисления абсолютной скорос­
ти точки К. Имеем \п = \е + \г. Переносная скорость \е равна ско­
рости точки М, принадлежащей твердому телу и совпадающей в 
данный момент времени с точкой К, т.е. равна скорости точки, 
лежащей на винтовой оси. Относительная скорость \Г принадле­
жит касательной плоскости к подвижному аксоиду, так как отно­
сительное движение осуществляется по кривой на подвижном ак- 
соиде. Касательные плоскости к двум аксоидам в точке К пересе­
каются по винтовой линии, на которой лежит вектор \е. Тогда из 

равенства Vfl = У* + Vr вытекает, что касательные плоскости совпа­
дают, поскольку все три вектора Va, Уе, Vr лежат в одной плоскос­
ти — общей касательной плоскости к двум аксоидам.

Общая касательная плоскость к двум аксоидам изменяет с те­
чением времени свое положение в пространстве в результате ка­
чения одной поверхности по другой. При этом проскальзывание 
осуществляется только вдоль общей образующей — мгновенной 

винтовой оси. ▼

§ 2.7. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ДВИЖ ЕНИЯ ТЕЛА: 

ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ И  ВРАЩ ЕНИЕ 

ВОКРУГ НЕПОДВИЖ НОЙ ТОЧКИ

0.7.1. Движение твердого тела называется плоскопараллельным, 

если скорости всех его точек параллельны неподвижной плоскос­

ти во все время движения.
Пусть эта плоскость есть (Х ,^ . Рассмотрим произвольную точ­

ку М твердого тела. Тогда УдДз = 0 (Jj3 — единичный вектор по оси
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0£,3) или R w^3 = 0 . Интефируя последнее соотношение, найдем 

т е- фаектория точки М находится в плоскости, 
параллельной плоскости 0 ^ 2. Если А/, и Л/2 — две точки твердо­

го тела, то М\М2Zl3 = \MХМ 2|coscc, a = Z (M lM 2, £3) • Отсюда следу­

ет, что угол а в процессе движения не меняется, так как расстоя­

ние между двумя точками твердого тела | Л/,Л/21 и скалярное про­

изведение Л/|Л/2̂ 3= (R i(/)-R2(0)^3 = (R i(0) — К2(0))4з постоянны. 

Если угол а = 0 (точки А/,, М2 лежат на перпендикуляре к плос­

кости 0 £]£2), то они имеют одинаковые скорости и описывают 
конгруэнтные кривые в параллельных плоскостях, поскольку 

R2(r) = R|(r)+ \М,М2\ и вектор \МХМ 2\ постоянен. Следователь­

но, для полного изучения плоскопараллельного движения твердо­

го тела достаточно изучить движение его точек в каком-либо сече­

нии тела плоскостью, параллельной плоскости 0£,^2.
В дальнейшем будем изучать движение фигуры, полученной 

сечением твердого тела плоскостью 0^,^2. Пусть система коорди­

нат Схtx2x3 жестко связана с телом (рис. 4). Тогда

R м ~ R c + R = Rc + rr>

coscp -sin ф 0

I' = sin ф СОБф 0

0 0 1

Скорость точки Л/равна V w = У с + П х Нвсистеме координат 0 ^ 2Чз 

или vA/ = vc + co х г в системе Сххх2х3, где П = Гсо, со х г = Г 'Г г .  

Угловая скорость со = фе3 , поскольку

0 -1 0

Г"'Г = 1 0 0

0 0 0

Здесь е3 — орт по оси 0^3 или Ох3, которые перпендикулярны 
плоскости рисунка.

В случае плоскопараллельного движения второй инвариант 
VCQ = 0 и возможно только ф и  первых типа движений (см. табли­

цу): мгновенный покой (Vc = n  = 0), мгновенно-поступательное 
движение (Vc * 0 ,n  = 0) и мгновенно-вращательное движение 
(Q *0). В последнем случае ось мгновенного вращения всегда ор ­
тогональна плоскости 0\|̂ 2, аксоиды — цилиндрические поверх­

ности с образующей ортогональной плоскостью 0 ^ 2. Пересече­

ния аксоидов с плоскостью Ot,tE,2, называются подвижной и непо­
движной ценфоидами, а их точка касания — ценфом мгновенного
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вращения. Движение фигуры, полученной сечением твердого тела 

плоскостью O t,^ , представляется в виде качения без проскальзы­
вания подвижной центроиды, жестко связанной с телом, по непо­

движной центроиде. Радиус-вектор центра мгновенного вращения 

точки Р в подвижной и неподвижной системах координат опреде­

ляется выражениями (6.1), (6.2) при Х = 0

R/> = R c + Q~2[Q, Vc], тР = со~2[ю, vc], fi = <в = ф .

Сформулируем правило геометрического построения центра 

мгновенного вращения, если известны скорости двух точек твер­

дого тела, лежащих в плоскости Сх,х2: центр мгновенного враще­

ния лежит на пересечении перпендикуляров к скоростям двух то­

чек (рис. 5).
П. Пусть палочка АВ движется так, что ее концы скользят по 

осям £?£,, 01,2 соответственно. С палочкой АВ жестко связано твер­

дое тело, совершающее плоскопараллельное движение (система 
координат Сх,х2). Положение палочки задается углом <p(t). Ско­

рости точек А и В направлены по осям 0 ^ , 0&,2, центр мгновенно­
го вращения Р  является вершиной прямоугольника АОВР и опи­

сывает дугу окружности LPNс центром в точке О, так как \0Р\ = \АВ\. 

Дуга LPN или ее часть являются неподвижной центроидой. Заме­

тим, что отрезок | СР\ = \/2\АВ\ и точка Р  описывает в системе ко­

ординат Сх,х2 дугу окружности АР В, которая является подвижной 

центроидой. Движение отрезка АВ представляется как качение без 

проскальзывания подвижной центроиды АРВ по неподвижной LPN. 

Если задан закон изменения угла ф(t), то скорость точки М  

Уд/ = фе3 х РМ  .
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0.7.2. Движение твердого тела называется вращением вокруг 

неподвижной точки, если во все время движения одна точка твер­
дого тела остается неподвижной.

Пусть начала неподвижной и подвижной систем координат со­

впадают. Полагая подвижную систему координат жестко связан­
ной с телом, найдем

R =  Г (/ )г , Удг =  П  X R ,  Уд/ =  (О X Г.

Здесь Г е 50(3) — оператор перехода от подвижной системы 

0х\х2хт, к неподвижной 0 ^ ^ 3, П = Гш — угловая скорость тела. 

Уравнения подвижного и неподвижного аксоидов

R=  А.С1(/), г= |ito(/), X, ц, / е R 1 

определяют конические поверхности с вершиной в точке О (рис. 8).

§ 2.8. СЛОЖ НОЕ ДВИЖ ЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА.

ПАРА ВРАЩ ЕНИЙ

Рассмотрим две системы координат — неподвижную О ^ ^ з  и 

подвижную Су1у2у3 (рис. 9). Твердое тело, с которым связана сис­

тема координат Рх{х2х3, движется относительно подвижной систе­

мы координат Су^утуу Требуется описать распределение скорос­

тей точек твердого тела в абсолютном движении, т.е. в движении 

относительно неподвижной системы координат О^Е^з-
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Рис. 9 Рис. 10

Радиус-вектор точки М

Rw= R c+ r 1(r/<,) + r2rA/ 2>), (8.1)

где ортогональные операторы Г,, Г2 задают преобразования от сис­

темы координат Су1у2у3 к и Рх\Х2хъ к Су1у2уз соответствен­

но. Векторы Rw, R c заданы в системе з> вектор тР(]) — в 

системе Су1у2у3, а вектор Гд/2) — в системе Рх\х2х3. Продифферен­

цируем равенство (8.1) и получим

носная и относительная угловые скорости. Далее Г|У/>( , ,= 

= Г,гя(|) = УРг — относительная скорость точки Р в системе Су^гУз, 

Vc+ Г,[со/'), гР(1>] = \Ре — переносная скорость точки Р. Оставшиеся 
слагаемые в формуле (8.2) представляются в виде

Угловая скорость П ]= О е — переносная угловая скорость, 

Q 2 = С2Г — относительная угловая скорость твердого тела. Формула

(8.2) с учетом (8.3) представляется в виде

С другой стороны, по формуле Эйлера в абсолютном движении 

\м = \р + пя х РМ , где Q0 — абсолютная угловая скорость твер­

дого тела в системе координат з- Сравнение этих двух выра­

жений приводит к равенствам

Г,[raj1*, Г2гм(2)] = [Г,©!0, Г,Г2гл/ 2)] = О, х РМ, 

Г,Г2[сй(22\ гм(2)] = [Г,Г2со<22>, r ,r2rw(2)] = П2 х РМ.

(8.3)

Vм - УРе + УPr + №е + Or) X РЛ/. (8.4)



Vр - У Ре + У  Рг, Q.n -  Пе + Пг. (8.5)

Полученный результат сформулируем в виде теоремы: если твер­
дое тело движется в системе координат, которая в свою очередь 

перемещается относительно неподвижной системы координат, то 

абсолютная скорость полюса (точка Р твердого тела) находится 

как сумма переносной и относительной скоростей, а абсолютная 
угловая скорость — как сумма переносной и относительной угло­
вых скоростей.

0.8.1. Сложное движение твердого тела называется парой вра­
щений, если У с =0, V/>r=0, Qe = -i2r.

В этом случае согласно (8.4) \м = \Ре = ц, хСР, т.е. все точки 

твердого тела имеют одинаковую скорость и, значит, тело совер­

шает мгновенно-поступательное движение. Величина скорости 

Q.e хСР называется моментом пары вращений. Если условия в оп­

ределении (8.1) выполняются во все время движения, то тело со­

вершает поступательное движение. Очевидно и обратное утверж­
дение: всякое поступательное движение твердого тела можно пред­

ставить как сложное движение с помощью подходящей пары 
вращений.

Из теоремы о сложении движений вытекает следствие: всякое 

движение твердого тела складывается из поступательного перенос­

ного движения и относительного движения — вращения тела во­

круг начала подвижной системы координат. В самом деле, пусть 

начало подвижной системы координат точка С совпадает с точ­
кой Р твердого тела, а оси Суи Су2, Су3 параллельны во все время 

движения соответствующим осям неподвижной системы коорди­

нат 0 ^ 2̂ 3. Тогда \Pr = 0, Qe = n ,= 0 . Переносная скорость точ­

ки М \е = \р, а относительная \r = Qr x РМ , т.е. соотношение 

У м = \Р + ClxPM (формула Эйлера) выражает теорему сложения 

движений.

§ 2.9. ТЕОРЕМА СЛОЖ ЕНИЯ ВРАЩ ЕНИЙ. УГЛЫ ЭЙЛЕРА. 

КИНЕМАТИЧЕСКИЕ Ф ОРМ УЛ Ы  ЭЙЛЕРА

Пусть реперы S0, 5,, ..., Sn имеют одинаковое начало (точка О) 

и движутся друг относительно друга. Считая репер 50 неподвиж­

ным и связывая с репером Sn твердое тело, представим радиус- 
вектор его точки М в виде

где Гъ к= 1, ...,и, — оператор перехода от репера Sk к реперу 5*.,, 

а г — постоянный радиус-вектор точки М в репере Sn. Все операторы

(9.1)
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Гк принадлежат группе вращений трехмерного пространства, зави­

сят от времени и определяют взаимное движение реперов Sk и 5 ^ .

Т. Угловая скорость твердого тела в абсолютном движении рав­

на сумме относительных угловых скоростей реперов £,, Sn, т.е.

Ъ  = Пк = Г ,.. .Г ксо(кк\ c o ^ x . i y ' r * .  (9.2)
*=i

▲ Продифференцируем соотношение (9.1) по времени и получим 

\ м = Г,(Г1_1Г1)Г2 ... Г„г + ... + Г, ... Г„(Гл“1Гп)г,

По лемме о производной ортогонального оператора Г*-1 Г* = юкк) х и

Ум = Г|[coj1*, Г2 ... Глг] + ... + Г, ... Г><">, г] =

[Г1со<1), R] + ... + [rt ... Гла>̂ >, R] = (9.3)

где П^=Г] ... Гifok(k) — угловая скорость репера Sk относительно 

репера представленная в координатах репера 50. Отметим, 

что о о — та же угловая скорость, но представленная в координа­

тах репера Sk. В абсолютном движении репера Sn (твердого тела) 

относительно репера справедлива формула Эйлера VM=Q„ х R, 

сравнивая которую с формулой (9.3) убеждаемся в справедливости 

теоремы о сложении вращений. ▼

Введем на многообразии 50(3) локальную систему координат — 

углы Эйлера. Твердое тело будем отождествлять с репером S3. Пусть 

точка О — неподвижная точка твердого тела, а Ох,х2х3 — репер S3. 

С неподвижным репером S0 отождествим систему координат 

Ос,j£,2̂ 3- Линия пересечения координатных плоскостей 0^ 2 и Ох,х2 
(линия ON) называется линией узлов (рис. 10). Введем подвиж­

ный репер 5, (система координат ONL^3). Движение репера 5, 

относительно репера 50 есть вращение вокруг неподвижной оси 

О^з на угол V)/, который называется углом прецессии. Репер S2 (сис­

тема координат ONL{x3) повернут относительно репера 5, на угол 

9, который называется углом нутации, вокруг линии узлов ON. 

Наконец, репер S3 повернут относительно репера S2 на угол <р, 

который называется углом собственного вращения, вокруг оси Ох3. 

При движении твердого тела углы Эйлера (ф, 9, ф,) изменяются, и 

движение твердого тела представляется в виде сложного дви­

жения, состоящего из трех относительных вращений вокруг соот­

ветствующих осей. Переход от репера S3 к реперу 50 задается со­

отношением

32



R = Гз(у)Г1(Э)Г3(ф)г,

cos а -sin а 0 1 0 0

Г3(сх) = sin а cos а 0 , Г, (9) = 0 cos 9 -sin 9

0 0 1 0 sin 9 cos 9

По теореме сложения вращений угловая скорость твердого тела 

со = vj/^з + 9е0Лг + фе3, (9.5)

где единичные векторы !;3, е0№ е3 заданы в системе координат 

0х\х2хъ и имеют проекции

£3 = (sin 9 sin ф, sin 9 cos ф, cos 9), е0Л,= (cos ф, -sin ф, 0), 

е3 = (0, 0, 1).

Обозначим проекции угловой скорости со на оси подвижного ре­

пера Ох}х2х3 через р, q, г и, используя соотношение (9.5), получим 

кинематические формулы Эйлера

р = ф sin 9 sin ф + 9 cos ф,

q = ф sin 9 «Жф - 9 вшф, (9.6)

г = vj/ cos 9 + ф .

Координаты (у, 9, ф,) на SO{3) не определяются однозначно, 

если угол 9 = 0 или 9 = л, поскольку плоскости 0 ^ 2 и Охххг со­
впадают и линия узлов ON не определена.

§ 2.10. УСКОРЕНИЯ ТОЧЕК ТВЕРДОГО TEJIA. ТЕОРЕМА 

СЛОЖ ЕНИЯ УСКОРЕНИЙ ДЛЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Изучим распределение ускорений точек твердого тела. Как и 

ранее, свяжем с телом систему координат Сх]х2х3 и получим век­

торное равенство Rw= Rc(0 + Г(/)г, продифференцируем его два 
раза и найдем ускорение точки М (рис. 11). Имеем

R м = - Rc + П<о, г1>

RM = W*, = R c + Г (Г _1Г)[со, г] + Г[ю, г] (10.1)
= Wc + Г[со, [со, г]] + Г[е, г], е = <о.

При дифференцировании была использована лемма о произ­

водной ортогонального оператора (см. § 2.3). Спроектируем уско­
рение точки М  на оси подвижной системы координат Сх,х2х3 и 

получим
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,*1

( 10.2)
у/м = wc +woc + wBp, wc = r _1R c , 

woc = [oo, [со, r]], wBp= ex r .

Ускорение называется осестремительным, поскольку woc =

= co2d, где d = M M ', а точка M ' — ортогональная проекция точки 

M  на вектор угловой скорости о , проходящий через точку С. Век­

торы е и wBp называются угловым ускорением и вращательным 

ускорением соответственно. Соотношение (10.2) определяет поле 

ускорений точек твердого тела я  называется формулой Ривальса.

Если точка М движется относительно системы координат Сххх2хъ, 
т.е. г = г(0 , то при дифференцировании вектора получим

- V м  - + Пев, г] + Гг,

R л/ = = R c + Г[со, [со, г]] + Г[е, г] + 2Г[ш, г] + Гг.
(10.3)

По сравнению с формулой (10.1) в выражении ускорения в (10.3) 

содержатся два дополнительных члена. В системе координат Сх]х2х3 
равенство (10.3) примет вид

+ wc , we = Г 'R c + [оо, [оо, г]] + e x г, 

wr = r, wc = 2 [(0, vr], \r = r.
(10.4)

Ускорение we называется переносным ускорением точки М и 

равно согласно (10.2) абсолютному ускорению точки Мь совпа­

дающей в данный момент времени с точкой М  и неподвижной 

относительно системы координат Cxix2xi . Ускорение wr — отно­

сительное ускорение, а ускорение wc — добавочное или кориоли- 
сово ускорение.
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П. Пусть колесо радиуса R катится без проскальзывания по оси 

0£,t и закон движения его центра Р  имеет вид 1= at2. По диаметру 

колеса движется точка М  по закону s= bt3 (рис. 12). Требуется оп­

ределить абсолютное ускорение точки М. Свяжем с колесом сис­

тему координат Рх\х2 так, что точка М движется по оси Рхх. Точка 

К — центр мгновенного вращения колеса (колесо катится без про­

скальзывания и скорость точки контакта с дорогой равна нулю) и 

по формуле Эйлера vP = a>R. Тогда со = -R~ll и е = со = -R~xl . Пере­

носное ускорение точки М

у/е = у/p +w0C + wBp =/$, -co2je, + zR&2 ,

где 4,, е ,, е2 — орты осей Рх{, Рх2, соответственно. Относи­

тельное и добавочное ускорения точки М  равны wr=i'e,, wc=2coie2. 

В проекциях на подвижный репер Рххх2 получим

ш, = 1 coscp - a 2s + s = 2асоБф-4a2bR~2t5 +6bt,

и>2 = -/ вшф + es + 2cos = -2asin ф - 14abR~xt3.

Угол ф зависит от / и начального положения точки контакта 

колеса с дорогой, а именно ф = ф0 - l(t)R~\ где ф0 — значение угла 
Ф при t= 0.



Глава 3 

ДИНАМИКА ТОЧКИ

§3 .1 . ОСН ОВН Ы Е ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

И ЗАКОНЫ ДИНАМИКИ

Аксиоматическое построение динамических механических мо­

делей базируется на основных понятиях и законах механики. Выше 

были даны определения механической системы и ее движения, но 
ничего не сказано о причинах, вызывающих движение. Во второй 

главе предполагалось, что движение механических систем задано, 

и изучались его свойства. В динамике речь пойдет о причинах, 

вызывающих движение, и об определении движения, когда эти 

причины известны. Сформулируем ряд постулатов и определений, 
на которых базируется механика.

* Материальные точки взаимодействуют друг с другом. Это взаи­

модействие служит причиной движения и моделируется силами.

0.1.1. Сила есть векторная величина, описывающая взаимо­

действие материальных точек. Говорят, что сила приложена к ма­
териальной точке.

0.1.2. Все множество материальных точек в £ 3 называется Все­
ленной.

0.1.3. Материальная точка называется изолированной, если 
можно пренебречь ее взаимодействием с остальными точками Все­
ленной.

П е р в ы й  з а к о н  д и н а м и к и  (закон инерции Галилея). 
В пространстве Е3 существует система координат 5, относительно 

которой всякая изолированная материальная точка находится в 

покое или в состоянии равномерного прямолинейного движения.

0.1.4. Система координат S называется инерциальной. ..

0.1.5. Системой отсчета в механике называется система коор­

динат S в £ 3 и система координат на числовой оси времени.

Т. Система координат Su движущаяся поступательно с посто­

янной скоростью относительно инерциальной системы координат S, 
является инерциальной системой координат.

▲ Рассмотрим изолированную материальную точку М. Закон 

ее движения в инерциальной системе координат S имеет вид R = Rq +
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+ V0t, где ( е й 1 и R^, V0 — постоянные векторы. Начало системы 

координат 5| (точка О,) движется относительно системы координат 

5 по закону 00\ = А + Bt и справедливо равенство R = А + В/+ Гг(/), 

где Г — постоянный ортого­

нальный оператор, определяю- М 

щий ориентацию репера 5, от­
носительно репера S (рис. 13).

Отсюда находим

r(0 = r0 + vr,

r0 = r l(R0-A), (1.1)

v = r !(V0-B).

Из равенства (1.1) следует, Рис и

что изолированная точка М
движется равномерно и прямолинейно относительно системы ко­

ординат 5,, а значит, система координат 5, инерциальна. ▼

С.1. Для любой изолированной материальной точки найдется т а ­

кая инерциальная система координат, в которой эта точка покоит­

ся и совпадает с началом системы координат.

Согласно (1.1) достаточно выбрать В = V0 и А = Rq.

С.2. Инерциальные системы отсчета образуют галилееву группу 

размерности 10.
В самом деле, для задания инерциальной системы отсчета нуж­

но задать: а) /0 е R} — новое начало отсчета времени на числовой 
оси; б) А, В 6 £ 3 -  движение начала новой инерциальной систе­

мы координат 5,; в) Г е SO (3) — ориентацию осей системы коор­

динат 5, относительно инерциальной системы координат S.

С.З. Ускорение материальной точки относительно инерциальной 
системы координат инвариантно относительно галилеевой группы.

▲ Законы движения материальной точки в двух инерциальных 

системах отсчета связаны соотношениями

R(0 = А + В /+ Гг(т), т = t- iQ.

Отсюда после двукратного дифференцирования по времени 

получим

R {t)= r i{ t- t0). ▼

Во второй главе неоднократно рассматривались два типа сис­
тем координат — подвижные и неподвижные. Опыт познания ма­

терии свидетельствует о том, что во Вселенной не существует аб­

солютно неподвижных объектов, с которыми можно было бы свя­

зать неподвижную систему координат, поскольку все материальные
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объекты движутся друг относительно друга. В дальнейшем под 

неподвижной системой координат будем понимать инерциальную 
систему координат. На практике всякую систему отсчета связыва­

ют с тем или иным материальным объектом. В частности, в каче­
стве инерциальной системы координат выбирают систему коор­

динат с началом в центре масс Солнечной системы (точка внутри 

Солнца) и с осями, направленными на звезды (система Коперни­

ка). Как показывает опыт, эта система координат с большой сте­

пенью точности является инерциальной, т.е. всякая «изолирован­

ная» материальная точка движется относительно этой системы 
координат «почти по прямой с постоянной скоростью».

В т о р о й  з а к о н  д и н а м и к и  (Ньютон). Ускорение 
материальной точки относительно инерциальной системы коор­

динат прямо пропорционально силе, приложенной к точке, и об­

ратно пропорционально ее массе, т.е.

где F — вектор силы, т  — масса точки, w — ускорение точки.

В «Математических началах натуральной философии» (1687 г.) 
И. Ньютон сформулировал этот закон так: «изменение движения 

пропорционально приложенной силе и происходит в направле­

нии силы», понимая под этим равенство = F

И. Ньютон сделал ко второму закону примечание: если на ма­

териальную точку действуют две силы, то ее ускорение будет рав­
но геометрической сумме ускорений, вызванных действием каж­

дой силы по отдельности (закон параллелограмма сил). Другими 

словами, если W| = /tt'Fi , w2 = /w“'F2, to w = + w2 , и поскольку 

w = m“'F , to F = F, + F2. Здесь F,, F2 — действующие на точку силы. 

wb w2 — вызываемые ими ускорения, a w, F — результирующие 
ускорение и сила соответственно.

Т р е т и й  з а к о н  д и н а м и к и  (Ньютон). Силы, описы­

вающие взаимодействие двух точек, равны по величине, направ­
лены по прямой, соединяющей точки, и противоположны, т.е.

F)2 = -F2] = \М\М2, , где F12 — сила, действующая на первую точку 
со стороны второй, a F21 — сила, действующая на вторую точку со 
стороны первой.

С.4. Величины ускорений взаимодействующих материальных т о ­

чек обратно пропорциональны их массам. Имеем

т\У/\ =F I2, т 2w2 =F2l, F]2 = -F21 => |^4 =
w 2 т  |
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В динамике рассматривают две основные задачи: первая — оп­

ределение закона движения по заданным силам, вторая — опреде­

ление по заданному закону движения действующей на точку силы. 

Решение первой задачи возможно, когда внешние силы заданы, 

например, как функция времени, координат и скоростей матери­

альной точки, т.е. F = F(f, г, г). В этом случае соотношение (1.2) 

представляет собой систему обыкновенных дифференциальных 

уравнений г = m_1F(/, г, г), и речь идет об отыскании его общего 

решения г = г(t, г(0), г(0) ) , где г(0), г(0) — начальные условия дви­

жения. Для отыскания общего решения могут быть использованы 

методы теории обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Описанная модель не единственна. В механике встречаются также 
такие модели, когда сила зависит от всей предыстории движения 

точки, например,

I

F = \g(t, т, г(т), г(т))Л.
—оо

Соответствующие уравнения движения имеют интегродиффе- 

ренциальный вид.

Вторая основная задача, задача определения силы по заданно­

му движению, имеет два аспекта. Если задано движение г = r(t), то 

сила отыскивается путем двукратного дифференцирования по вре­
мени и использованию соотношения (1.2). Если же задано семей­

ство движений г = r(t, С],. . . ,  с6), си ... ,с 6 — произвольные пара­

метры, и имеется соглашение о модели сил, например, F = F(t, г, г), 

то определение силы как функции времени, координат и скорос­

тей сводится к задаче обращения функций

г = г ((, с , , ..., с6), г = г (г, с , , ..., с6),=>

=>с, г, г), / = 1......6,

на основе теоремы о неявной функции. Далее сила определяется 

из второго закона Ньютона в виде

F = #г'г(/, с„ ..., с6) = Ф(г, г, г).

Масса есть мера инерции материальной точки, т.е. ее склон­

ности сохранять равномерное и прямолинейное движение отно­

сительно инерциальной системы координат. Чем больше масса 

точки, тем большую необходимо приложить к ней силу для при­

дания ей определенного ускорения. Следствие из третьего закона 

динамики позволяет по измерениям ускорений устанавливать от­

ношения масс тел к выбранной эталонной массе.
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В настоящем курсе классической механики предполагается, что 

взаимодействие материальных точек обусловливается только их 

взаимным расположением и взаимными скоростями в данный 
момент времени.

Все величины, используемые в механике, размерны. В качестве 

основных величин принимаются: длина — размерность метр [м], 

время — размерность секунда [с] и масса — размерность кило­

грамм [кг]. Производные величины измеряются в следующих еди­

ницах: скорость — [мс-1 ], ускорение — [мс~2], сила — [кгмс-2]. 

Сила в 1 кгмс' 2 называется ньютоном [н].

§ 3.2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖ ЕНИЯ 

МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ В ДЕКАРТОВОЙ 

И КРИВОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМАХ КООРДИНАТ, 

В ПРОЕКЦИЯХ НА ОСИ  ЕСТЕСТВЕННОГО ТРЕХГРАННИКА

Пусть материальная точка движется относительно инерциаль­

ной системы координат. Уравнения движения точки в декартовых 

координатах Ox,x2x3 согласно второму закону динамики имеют вид

тхк == X k(t, х,, х2, х3,х {, х2,х3), к = 1, 2, 3, (2.1)

где х{, х2, х3 — координаты точки М, Хь Х2, Хъ — проекции векто­

ра силы F на оси Ох,, Ох2, Ох} соответственно. Система уравне­

ний (2.1), вообще говоря, — нелинейная система обыкновенных 
дифференциальных уравнений шестого порядка.

С траекторией точки М  можно связать естественный трехгран­
ник МтпЬ (см. § 2.1). Используя ранее найденные выражения для 

проекций ускорения на оси естественного трехгранника, получим 

уравнения движения материальной точки в виде

Уравнения движения материальной точки в криволинейной сис­
теме координат представляются в форме

Здесь для проекций ускорения на оси криволинейной системы 

координат использованы выражения (2.2.7) (см. § 2.2). Величины

(2.3)

3 Qx
Qi = FI;,#, = — — называются обобщенными силами, а урав-

* = 1
нения (2.3) принимают вид уравнений Лафанжа
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(2.4)

Функция Т называется кинетической энергией материальной 
точки.

П. Напишем уравнения движения материальной точки по плос­
кости Ох,х2 в полярной системе координат под действием силы 

F = -for - 8Г .

Декартовы координаты связаны с полярными равенствами 
х, = rcos <р, х2 = rsin ф, 0 < /■ < со, ф mod 2л. Коэффициенты Ламе и 

единичные векторы по осям полярной системы координат равны.

Поскольку = 0 (система координат ортогональна), то г = г\г + 

+ гф4ф, Т = 1/2/иг2 = 1/2m(r2 + г2ф2). Вычисляя обобщенные силы, 

найдем выражения

§ 3.3. ТЕОРЕМЫ  О КОЛИЧЕСТВЕ ДВИЖ ЕНИЯ 

И О  М ОМ ЕНТЕ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ.

ПЕРВЫ Е ИНТЕГРАЛЫ

0.3.1. Величина Q  = ms называется количеством движения.
Т. Производная количества движения по времени равна силе, дей­

ствующей на материальную точку.

▲ Доказательство очевидно:

Последнее равенство выражает второй закон динамики. ▼

Qr = Щ>гя г = -{кг£,г - е г%г - егф4ф)^г = -кг - г г,

£ ? Ф  = Ф  = -{кг^г - - ЕГф^ф)^ф/- = —ЕГ2ф.

Уравнения движения примут вид

*£-£-<2. =-И***)-*.dt Эф Эф
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0.3.2. Величина G = г xmv называется моментом количества дви­

жения материальной точки.

Т. Производная момента количества движения материальной 

точки по времени равна моменту силы, действующей на точку.

▲ Под моментом силы относительно точки О понимается век­

тор */^o(F) = г х F . Далее имеем

= rx/nr + rxwr  = r x F  = -^(F). ▼

0.3.3. Функция /(г, г, t) называется первым интефалом урав­

нений движения rrir = F(r, г, /), если она постоянна на каждом ре­

шении уравнений движения.

С.1. Если проекция силы на неподвижную ось равна нулю во все 
время движения, то уравнения движения материальной точки име­

ют первый интеграл: проекция количества движения на эту ось по­
стоянна — закон сохранения количества движения.

▲ Пусть е — орт неподвижной оси и Fe = 0. Тогда eQ = eF = 0 и 
eQ постоянна. Т

С.2. Если проекция момента силы на неподвижную ось равна нулю 
во все время движения, то уравнения движения материальной точки 

имеют первый интеграл: момент количества движения относитель­

но этой оси постоянен — закон сохранения момента количества дви­
жения. __

▲ Пусть е — орт неподвижной оси и = 0. Тогда

eG = e^o(F) = 0 => Ge = const. ▼

П. На материальную точку действует сила F = (-сх,, -сх2, 0). Про­

екция силы F на ось Ох3 равна нулю и, значит, тх3=0 => тх3=const. 

Количество движения в проекции на ось Ох3 сохраняется. М о­
мент силы относительно начала координат

A (F ) :

Здесь в|, е2, е3, — орты координатных осей. Поскольку ^ ( F ) e 3 = 

= 0, то Ge3 = т (х{х2 - х2х^) = const — закон сохранения момента 

количества движения относительно оси Ох3. Заметим, что для вы­
числения момента силы или количества движения относительно 

оси необходимо вычислить соответствующий момент относитель­

но какой-либо точки, лежащей на этой оси, и спроектировать по­

лученный вектор на ось.
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В цилиндрической системе координат х, = р cos <р, х2 = р sin ср и 

яГ1 Ge3= р2ср . Рассмотрим движение проекции точки на плоскости 

Ох\Х2 (рис. 14). Площадь сектора КМ'О равна

5  = i  |р2( ф У ф ^ - ^  = | р 2ф-
о

Величина S называется секторной скоростью и постоянна, так 
как она пропорциональна значению интеграла момента количест­

ва движения. Другими словами, справедлив закон площадей: если 

момент силы относительно неподвижной оси Охъ равен нулю, то 

радиус-вектор проекции материальной точки на плоскость Ох,х2 
за равные промежутки времени заметает равные площади.

§ 3.4. РАБОТА СИЛЫ . ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ СИЛОВЫ Е 

ПОЛЯ. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМ ЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ 

ЭНЕРГИИ. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ

Пусть г = г(0 — закон движения материальной точки, F — сила, 

действующая на точку, a dr = rdt — действительное перемещение.

0.4.1. Элементарной работой силы на действительном переме-
з

щении называется дифференциальная форма dA = Fdr = ^X jd x j.
1 =  1

Если материальная точка в процессе движения по траектории 

переместилась из положения Р0 в положение Р, то работа силы на 

этом перемещении представляется криволинейным интегралом 
(рис. 15) 

р

А= fFdr.

Ро
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0.4.2. Если в каждой точке области D трехмерного евклидова 

пространства задан вектор силы F(r, t), то говорят, что в области 
D задано силовое поле.

0.4.3. Силовое поле называется потенциальным, если существует
Я Я

силовая функция С/(г, /) и F = Vrt/(г, /), где V, = е, + ^ - е , +
ОХ | ОХ 2

+ — е3 — оператор фадиента по просфанственным координатам.
иХ  з

0.4.4. Стационарное потенциальное силовое поле называется 

консервативным. В этом случае силовая функция не зависит от 

времени.
Важным свойством силовых полей является независимость ра­

боты от пути, соединяющего две фиксированные точки области

D. Сформулируем известную теорему анализа о независимости 
криволинейного интефала от пути интефирования: если силовое 

поле, заданное в односвязной области D, является стационарным

( — ■ = 0) и безвихревым (rot F = 0), то оно консервативно, и работа 

силы при перемещении из точки Р0 в точку Р  зависит только от 

этих точек и не зависит от пути, их соединяющего. Из условия

дХ дХ
rot F = 0 следуют условия Коши ——  = —— , к, /= 1, 2, 3, полного

дх, дхк
дифференциала выражения Fdr. Здесь функции Хх, Х2, Х3, завися­

щие от х1,х2, х3, — компоненты вектора F. При вычислении рабо­

ты получим

р р

А= jFdr=  \dU = £/(г)-£/(г0). (4.1)

Ро Ро

П. Рассмофим силовые поля на плоскости Оху, порождаемые 

силовыми функциями t/| = ф и U2 = -г-1, где (г, ф) — полярные ко­

ординаты. Силовые поля Fk = VrUk(r), r = (x,y), к= 1, 2, определе­
ны на всей плоскости Оху, за исключением начала координат, и 

консервативны. Если из плоскости Оху исключить луч, соединяю­
щий начало координат с бесконечно удаленной точкой, то в полу­

ченной односвязной области D работа сил не будет зависеть от 

путей, соединяющих две фиксированные точки. Однако это ста­

новится неверным для первого силового поля, если рассмафивать 

всю плоскость с выколотым началом координат. Рассмофим в 

качестве пути замкнутый контур — единичную окружность 5, = 

= {(х, у ) : х = cos ф, у = sin ф, 0 < ф < 2п}. Тогда в первом случае

A = j > ^ d x  + ̂ d y  = j,d4> = 2n. 

S, 5,
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Функция Ux многозначна, и работа силы по замкнутому контуру, 

охватывающему начало координат, равна 2л. Во втором случае

J, '  j , ( *  + г )  S/

так как dr= О вдоль контура 5,. В этом случае обход начала коор­

динат не влияет на величину работы, хотя область определения 
силового поля неодносвязна.

0.4.5. Величина Т = 1/2тг2 называется кинетической энергией 
материальной точки.

Т. При движении материальной точки дифференциал кинетичес­

кой энергии равен элементарной работе действующей на точку силы 
на действительном перемещении.

А  Имеем

dT = mrdr = т ~ rdt = mrdr = Fdr. T 
dt

C .l. Приращение кинетической энергии материальной точки при 

ее перемещении из точки Р0 в точку Р равно работе силы на этом 
перемещении

р

Т(т) - Т’(го) = jFdir,

Л>

где г0, г — скорости материальной точки, соответствующие ее по­
ложениям Р0 и Р.

С.2. Производная от кинетической энергии по времени равна мощ­

ности силы, действующей на точку, т.е.

4 L  = N, N = Fr.
dt

Доказательства следствий 1 и 2 очевидны.
С.З. Если силовое поле консервативно, то полная механическая 

энергия точки сохраняется при ее движении.

А  В случае консервативного поля работа силы на пути Р0Р рав­

на разности U{r) - U(г0), где U(г) — силовая функция, а г0, г — 

радиусы-векторы точек Р0, Р соответственно. Назовем потенциаль­

ной энергией консервативного силового поля величину У(т) = -£/(г). 

Из первого следствия найдем

Т(г) - Т(т0 ) = U{г) - U(г0) => Т(г) + К(г) = Т(г0) + К(г0) = И.

0.4.6. Сумма кинетической и потенциальной энергий называ­
ется полной механической энергией.
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Таким образом, полная механическая энергия материальной 

точки Е=Т+ V=h постоянна вдоль траектории — закон сохране­

ния энергии. ▼
Если силовое поле консервативно и задана постоянная полной 

энергии И, то все траектории движения с полной энергией И рас­

положены в области возможных движений Dh = {г : U(г) + И > 0}.

П.1. Рассмотрим движение материальной точки в однородном 

силовом поле F = -mge3 (падение точки в пустоте). Здесь g — уско­

рение свободного падения, е3 — орт вертикальной оси Охъ. Поле 

консервативно и его потенциальная энергия V=mgге3. Полная 

энергия \/2тт2 + wgre3 = h — закон сохранения энергии. Область 

возможных движений Dh = {г : h - /я#ге3 > 0} — полупространство. 

Уравнение движения точки mr = -mgre3 имеет решение г = г(0) + 

+ v(0)t- 1/2g/2e3, где r(0), v(0) — начальные условия движения. Легко 

показать, что траектория движения есть парабола, расположенная 

в вертикальной плоскости, являющейся линейной оболочкой век­

торов е3, v(0) и проходящей через точку, радиус-вектор которой 

равен г(0).
П .2. Пусть материальная точка движется под действием силы 

F = mf\(r)r + w/2(r, г)г. Момент количества движения G = |r, mr\ 

изменяется согласно уравнению

G = [г, /я/,г] + [г, mf2г] = / 2G.

Полагая G = Ge, где (7=|G| получим Ge + Ge = f 2Ge. Умножим 
последнее равенство скалярно на ё и, учитывая равенство её = 0 

(е — единичный вектор), найдем Ge2 = 0 . Поскольку в случае об­

щего положения (7*0 (если (7=0, то движение происходит по 

прямой, проходящей через начало координат), то ё = 0 и вектор е 

постоянен. Далее ге<7= 0, т.е. движение точки происходит в плос­

кости. Сила m/|(r)r консервативна, так как

dA = mf\ (r)rdr = ш/, (r)rdr  = dU,  U = Jm/, (r)rdr.

Согласно теореме об изменении энергии

d T  = - d V  + m f2rdr  => = m2f 2{r, r ) r 2, E = T  + V.

Функция/2(г, г), если речь идет о модели сил сопротивления, 

противоположных скорости точки, отрицательна, и полная энер­

гия Е убывает, когда г * 0 .  Область возможных движений Dh- 

= {г : U(г) + И > 0} в зависимости от вида силовой функции U(г) 
представляется либо шаром, либо объединением шаровых слоев.
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§ 3.5. ДВИЖ ЕНИЕ ТОЧКИ П О  П РЯМ ОЙ  

В СОПРОТИВЛЯЮ Щ ЕЙСЯ СРЕДЕ.

МЕТОД ФАЗОВОЙ  ПЛОСКОСТИ

Прямолинейное движение материальной точки является про­

стейшим типом движения материальной точки. Получим необхо­
димые и достаточные условия прямолинейного движения свобод­

ной материальной точки. Пусть движение материальной точки 

относительно инерциальной системы координат прямолинейно, 

т.е. г (г) = г0 + х,(0е], где г0, е,(| е, | = 1) — постоянные векторы. Тог­

да F = тт = /яхе,, т.е. сила, действующая на точку, направлена по 

оси Ох, (е, — орт оси Ох,). Уравнения движения в проекциях на 

оси Ох2, Охз имеют вид тх2 = 0, тхъ = 0 и их решения х2 = х2(0) + 

+ x2(0)f, х3 = х3(0) + х3 (0)/. Достаточные условия прямолинейности 

движения представляются равенствами х2 (0) = х3 (0) = 0 .

Рассмотрим несколько случаев прямолинейного движения вдоль 
оси Ох.

1. Движение под действием силы, зависящей от времени. Имеем

тх = F(t) => x(t) = х(0) + x(0)f + | J/и' 1 F(Z,)dE,ch.
oo

2. Движение под действием силы, зависящей от скорости. Имеем

mx = /r(x)=> = v = x.

Vo

Обозначая через Ч'(и) первообразную функции m[F(v)]~x, полу­

чим ¥(и) - 4>(и0) = t ,v  = y¥-\t + '¥(vо)) и 

/

x(t) = х(0) + + *Р((;0) )Л .

о

П.1. Если F = -сх, с>  0 — сила сопротивления пропорциональ­

на скорости, то

Щ  = - ” l nу, т-'(/ + чр(ц)) = e" ^ /“ h,^ ) = Voe-i'_

Закон движения точки

( -с-1 }
x(t) = х(0)- mv0c Me m -1 .

Когда / стремится к бесконечности, х(Г) стремится кх(0) + mc~lv0.
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П .2. Пусть F= mg- /ncf2sign v — модель падения тела по верти­

кали с учетом сопротивления воздуха. Предположим, что в на­

чальный момент времени х(0) = х(0) = 0. Тогда

\ Г dv 1 yfg + J c v
I g - e S ' l f c  J i - J i v "

С учетом начальных условий равенство ^ ( v )  - Ч'(О) = t, представля­

ется в виде

1 п  1  ~ "  ‘  №  ')■

Ясно, что при t -> оо v(t)  -> ylgc~l , т.е. тело будет падать с по­

стоянной скоростью. Нетрудно найти и закон движения x(t).
3. Движение материальной точки под действием силы, завися­

щей от положения точки. Если сила F =  F(x) , то существует сило­

вая функция U(x) и интеграл энергии

^ - - U ( x )  = h, U ( x ) =  \F (x )d x .  (5.1)

0.5.1. Плоскость с координатами (х, х )  называется фазовой 

плоскостью.
0.5.2. Однопараметрическое семейство кривых

СА = {(х, х ) : 1/2/их2 - U ( x )  = h}

на фазовой плоскости называется фазовым портретом.
Множество Ch, вообще говоря, есть объединение конечного или 

бесконечного числа фазовых траекторий. Начальные условия дви­

жения (х(0), х(0)) определяют односвязную компоненту множе­
ства Ch — фазовую траекторию, по которой в дальнейшем движет­

ся точка на фазовой плоскости. Закон движения материальной 

точки определяется из соотношений

±\ ! г Щ  ч\ = ф ( 4  ф М - ф Ы  = ^’ х  = Ф - 1(^ + Ф (х 0)).
J p ( h  + U(xj)

Отметим ряд свойств фазовых кривых:
а) фазовая кривая симметрична относительно оси Ох (см. (5.1));

б) через каждую точку фазовой плоскости проходит только одна 

фазовая кривая (теорема существования и единственности реше­

ний дифференциальных уравнений);
в) точки с координатами (хк, 0), где хк — корни уравнения 

dU(x)/dx= 0 (стационарные точки силовой функции), являются фа­

зовыми кривыми и называются положениями равновесия;



г) если точка (х, 0) не является положением равновесия, то через 

нее проходит фазовая траектория, касательная к которой в этой 

точке ортогональна оси Ох. Другими словами, фазовые траекто­

рии пересекают ось Ох в регулярных точках под прямым углом.

▲ Вычислим

dx
dx + -  I~ dx\

____________ 1 dU(x)

2-(h + U(x)) = ±j2- } d* г 
m V/я J  h + U(x)

Числитель дроби отличен от нуля, а знаменатель равен скорости 

точки х = 0 . ▼
II. Пусть масса материальной точки т  = 2, потенциальная энер­

гия V= - [ / (x )  = -cos х и точка движется по оси Ох. Уравнения дви­
жения и интеграл энергии представляются в виде

т- dV 
2х = - —j— = - sin х, 

dx
х2 cos x = h .

Линии уровня полной энергии Ch = {(х, х):х = ±4h + cosx} обра­

зуют фазовый портрет (рис. 16). Если А < -1, то множество Сн пус­
то. При h = -1 Сн = {х = 0, х = пк, k, eZj — множество положений 

равновесия. Когда -1 <й< 1, фазовые траектории суть замкнутые 
линии и движение периодично. Та­

кой тип движения называется либра- 

ционным. Значению полной энергии 

h = 1 соответствует набор положений 

равновесия {х = 0, х = п + пк, к eZ} и 

сепаратрис, их соединяющих. Движе­

ние по сепаратрисам называется ли- 
митационным, а время движения по 

сепаратрисе к положению равновесия 

стремится к бесконечности. В самом 

деле, если выбрать сепаратрису в верх­

ней полуплоскости и начать движе­

ние из точки х = 0, х = 42 , то

л

- f
dx

л/1 + cosx

При х —> к  время движения t -> ос.

Если И > 1, то движение ротацион­
ное и х стремится либо к +<», либо к -ао 

в зависимости от знака скорости. 

Фазовый портрет 2л-периодичен по 
координате х.
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Вычислим наклон касательной к сепаратрисе, лежащей в верх­
ней полуплоскости х > 0, при х -> л. Имеем

4. Рассмотрим задачу о движении гармонического осциллятора 

под действием периодической силы. Гармоническим осциллято­
ром называется материальная точка, движущаяся под действием 

восстанавливающей силы, пропорциональной отклонению точки 

от некоторой фиксированной точки на прямой (например, начала 
координат), т.е. F= -сх. Если на точку массой т  кроме восстанав­

ливающей силы действует сила сопротивления — 2/иех и перио­

дическая сила тА cos со/, то уравнение ее движения примет вид

тх = -сх - 2тех + тА cosco/. (5.2)

Параметр е характеризует свойство вязкости внешней среды.
Рассмотрим различные ситуации.

а) Свободные колебания гармонического осциллятора (в = А = 0). 

Общее решение уравнения (5.2) в этом случае имеет вид х=А\ cos vf+ 

+ /42sin W, v2 = с/и"1 и описывает гармонические колебания на соб­
ственной частоте v. Произвольные постоянные Аь А2 определяют­

ся из начальных условий движения (х(0), х(0)). Полная энергия 

/2(тх2 +сх2) = И сохраняется. Фазовые траектории СА суть эллип­
сы, и движение по ним периодично с периодом 27iv-1 (рис. 17, а).

0.5.3. Частота v называется собственной частотой колебаний 
гармонического осциллятора.

б) Затухающие колебания гармонического осциллятора (А = 0). 
Если е положительно и v > е, то общее решение уравнения (5.2) в

этом случае имеет вид х = еЕ' (/1, cos v.t + А2 sin v„/), v. = -y/v2 - e2 ■

yfl + cosx V2

-sinx l

X X

X

a 6

Рис. 17
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Рис. 18 Рис. 19

Колебания затухают и x(t) стремится к нулю при t -> оо. Характер 

фазовой траектории представлен на рис. 17, б. Точка (0, 0) являет­

ся положением равновесия, и все фазовые траектории стремятся к 
ней при t -> оо.

Если вязкость достаточно велика s > v, то движение теряет ко­

лебательный характер и x(t) монотонна, начиная с некоторого мо­

мента времени.

в) Если е * 0 и А ф 0, то решение уравнения (5.2) складывается 

из общего решения однородного уравнения и его частного реше­
ния. Общее решение однородного уравнения при t -> оо затухает и 

при больших значениях времени не будет практически влиять на 

характер движения (см. п. б). Вынужденные колебания (частное 

решение) описываются соотношением

Колебания происходят на частоте вынуждающей силы со с ам­

плитудой В(со) и со сдвигом фаз ср(со), где

Зависимости амплитуды и фазы от частоты (амплитудно-фазо­

вые характеристики) представлены на рис. 18.

Если частота вынуждающей силы со совпадает с собственной 

частотой гармонического осциллятора v и сопротивление движе­

нию равно нулю (е = 0), то вынужденные колебания описываются 

уравнением

Амплитуда колебаний растет по линейному закону. Это явле­

ние называется резонансом.

A^(v2 - co2)cosco/ + 2есо sin со?]
= ,8(со) cos(co f - ср(со)).

(v2 - со2)2 +4е2со2

x(t) = ^-sinco/.
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§ 3.6. ДВИЖ ЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

В ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОЛЕ СИЛ.

Ф ОРМ У Л Ы  БИНЕ

0.6.1. Сила F =J{t, г, г)г, где г — радиус-вектор материальной 

точки в инерциальной системе координат, называется централь­
ной силой.

Уравнение движения материальной точки имеет вид

/иг = f(t, г, г)г. (6.1)

Л. При движении точки под действием центральной силы траек­

тория движения есть плоская кривая.
А  По теореме об изменении момента количества движения

и вектор момента количества движения G = {г, /иг] постоянен. 

Поскольку скалярное произведение Gr = 0, то движение происхо­

дит в плоскости {г : г е Еъ, Gr = 0}, проходящей через начало коор­

динат с нормалью G. ▼

Введем в плоскости движения полярную систему координат 

(г, ф). Скорость и ускорение точки в проекциях на оси полярной 

системы координат равны (см. § 2.2) v = rer + гфеф, w = (г - г<р2)ег + 

+ (/чр +2/чр )ер , где еп еф — орты полярной системы координат. 

Уравнения движения в полярной системе координат примут вид

/и(гср + 2гф) = 0.

Из второго уравнения (6.2) следует закон площадей г2ср = с . По­

скольку полярный радиус r(t) > 0, то полярный угол ф(/) изменяется 

монотонно со временем, если с*0.  Тогда функция ф = ф(0 имеет 

обратную t= t(ф) (теорема о неявной функции), и траектория дви­
жения может быть представлена в полярных координатах уравне­

нием г= г{ ф).

Найдем зависимость скорости точки от угла ф, если задана по­

стоянная площадей с и траектория движения г=г{ф). Имеем

w  = ^ ( F )  = [r,/r] = 0,

т!(г-/чр2) = /\ F = | F |,
(6.2)

2 -2 2-2 V  =  Г  +  Г  ф

или
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+ U,2 U = Г -1
(6.3)

— первая формула Бине.

Действующая на точку сила определяется из первого уравне­

ния (6.2) в виде

если учесть, что операторы дифференцирования по времени и по 

углу ф связаны соотношением d/dt- cr~2d/dy. Соотношение (6.4) 

называется второй формулой Бине и позволяет определять цент­

ральную силу, действующую на точку, если известна ее траекто­

рия и постоянная площадей.

§ 3.7. ДВИЖ ЕНИЕ ПЛАНЕТ. ВЫВОД ЗАКОНА 

ВСЕМ ИРНОГО ТЯГОТЕНИЯ ИЗ ЗАКОНОВ КЕПЛЕРА

Многолетние результаты наблюдений за движением планет 
Солнечной системы, полученные датским астрономом Тихо Бра­

ге, были проанализированы Иоганном Кеплером, который сфор­

мулировал три закона движения планет. И. Кеплер рассматривал 

планеты как материальные точки.

Первый закон. Все планеты движутся по эллипсам, в одном из 

фокусов которых находится Солнце.
В полярной системе координат (/*, ф), полюс которой совпадает 

с Солнцем, траектория планеты представляется в виде

1 + ССО$(ф - ф0) ’

где р — параметр орбиты, е — эксцентриситет, ф0 — долгота перигелия.
Втрой закон. Площади, описываемые радиусом-вектором пла­

неты относительно Солнца, пропорциональны времени движения 

планеты.
Второй закон постулирует справедливость закона площадей

Третий закон. Для планет, движущихся по эллипсам, квадраты 

времен их обращения пропорциональны кубам больших полуосей 

эллипсов.

Отношение Т2/сz3 одинаково для всех планет Солнечной систе­

мы, где Т — период обращения планеты, а — большая полуось ее 

эллиптической орбиты.

\d<p
(6-4)
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Найдем силу, под действием которой движутся планеты Со­

лнечной системы. Эту задачу решил И. Ньютон после того, как 
им была предложена модель механической системы.

Система координат Sxyz, начало которой совпадает с Солнцем, 
а оси направлены на неподвижные звезды, считается инерциаль­
ной. Пусть ось Sz ортогональна плоскости орбиты какой-нибудь 

планеты, а г, <р — полярные координаты планеты в плоскости ор­

биты. Согласно второму закону динамики

mz = Fz,

mr = F => m[r — rep2) = Fr, (7.1)

/я(др + 2гф) = Fy.

Поскольку z s 0, to Fz = 0. Из второго закона Кеплера, вычис­

ляя производную по времени, найдем г2ф + 2тр = 0. Сравнивая 

полученное выражение с третьим уравнением (7.1), получим F^ = 0. 

Следовательно, сила F = Frer — центральная сила. Для определе­

ния ее величины воспользуемся второй формулой Бине. В рас­
сматриваемом случае

« = /•-' = /J_l[l + е cos(cp - фо)],

Р _ т с2и2 _ с 2 (7-2)

Р ~ г2 ’ Ц "  Р '

Получим ряд соотношений для эллиптической траектории 
(рис. 19). Имеем

г = --- ^---=>2а = гр +гл = гг̂ — + -г̂ —, а = - ~Р ■ . (7.3)
1 + есозф  р 1 + е 1-е 1-е

Здесь гр = |5/>|, гл = \БА\ — расстояния от Солнца до перигелия 

Р  и афелия А соответственно, а — большая полуось эллипса. Далее

| 05| = а - гр = а - а( 1 - е) = ае,

где О — центр эллипса. Пусть F  — второй фокус эллипса. Если 
М — произвольная точка эллипса, то |Л/5| + \MF\ = 2а. Малая полуось 

эллипса Ъ = | ОК\ определяется из треугольника OKS по теореме 

Пифагора b2 = а2 - a V  = ар. Секторная скорость равна паЬТ~{ = 1/2с, 

где с — постоянная интеграла площадей, Т — период обращения 

планеты, nab — площадь эллипса. Отсюда

2 _ 4п2а2Ь2 _ 4п2агр _ <?_ _ 4я2д3
j i  j i  ^ р т2

Отношение а3/Т 2 постоянно для всех планет Солнечной систе­

мы по третьему закону Кеплера, и, следовательно, постоянная ц
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11 формуле (7.2) есть характеристика силового поля, описывающе- 

10 взаимодействие Солнца и планет Солнечной системы. Силовое 

п,)ле (7.2) консервативно и его силовая функция

Таким образом, Солнце притягивает все планеты, и сила при- 

,я*ения прямо пропорциональна массе планеты и обратно про- 

порциональна квадрату расстояния от Солнца до планеты.

Естественно предположить, что все материальные точки (тела 
лоСтаточно малых размеров по сравнению с расстоянием между 

"Ими) притягиваются друг к другу по закону всемирного тяготения

|Д£ /И], т 2 — массы материальных точек, г — расстояние между 

ними, у —гравитационная постоянная. Зависимость (7.5) была экс- 

|1еЕ>иментально проверена с высокой степенью точности и тем са- 
мь1м было установлено фундаментальное свойство материи — гра­

витационное взаимодействие материальных объектов. Постоянные 

wh т 2 в законе всемирного тяготения называются гравитацион­

ными массами, а постоянная во втором законе механики mw = F 
на3ывается инертной массой. Многочисленные эксперименты, в 

четности законы Кеплера и законы падения тел на Землю, пока­

зали, что эти две характеристики материи совпадают, т.е. инерт- 

наЧ масса равна гравитационной. Гравитационная постоянная 

У =6,669- 10“п н-м2кГ2.

§ 3.8. ДВИЖ ЕНИЕ ПЛАНЕТЫ В ЦЕНТРАЛЬНОМ 

Н ЬЮ ТОНОВСК ОМ  ПОЛЕ СИЛ. УРАВНЕНИЕ КЕПЛЕРА. 

СВЯЗЬ  МЕЖДУ ИСТИННОЙ И ЭКСЦЕНТРИЧЕСКОЙ 

АНОМ АЛИЯМ И

И. Ньютон поставил и решил прямую задачу механики: опре- 
деЛить движение планеты, притягиваемой Солнцем с силой, об- 

Ратно пропорциональной квадрату расстояния между ними, т.е. с 
си^ой F = -/Я|лг~3г, где т  — масса планеты, ц — гравитационный 

паРаметр, г — радиус-вектор планеты относительно Солнца. Сис­

тема координат с началом в Солнце и осями, направленными на 
звезды, считается инерциальной. Решение задачи разобьем на не­

сколько этапов.
1. Определение траектории движения. Поскольку движение про­

исходит в центральном поле сил, то согласно второй формуле Бине

(7.4)

V _ У ™\™2 

г2
(7.5)
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Отсюда получаем дифференциальное уравнение

решение которого представляется в виде 

« = -T + -Tecos(<P~(Po).
с с

(8.1)

где е, ф0 — произвольные постоянные, определяемые из началь­

ных условий движения. Соотношение (8.1) приводится к виду

Из формулы (8.2) следует, что траектория движения есть кони­

ческое сечение: эллипс, если е< 1; парабола, если е= 1; гипербо­
ла, если е> 1.

2. Закон движения. Уравнение Кеплера. Элементарная работа си­
лового поля

Центральное ньютоновское поле тяготения консервативно и его 

потенциальная энергия К=-шцг-1. Из теоремы об изменении ки­

нетической энергии следует закон сохранения полной механичес­
кой энергии

Здесь г, ф — полярные координаты планеты в плоскости ее дви­

жения. В случае центральных сил справедлив закон площадей 
г2ф = с, используя который перепишем равенство (8.3) в виде

Функция Уэф(г) называется эффективной потенциальной энер­

гией. Задача об изменении величины r(t) фактически свелась к 

задаче о движении материальной точки единичной массы по пря­

мой под действием консервативной силы с потенциалом Кэф(г). 

Для исследования этой задачи воспользуемся методом фазовой

г =
1 + есоз(ф - ф0) ’

Р (8.2)

ту.2

2 (8.3)

vM  = h, Уэф(г) = £ 1 -±. (8.4)



Рис. 20 Рис. 21

плоскости. Фазовый портрет движения изображен на рис. 20. Если 

И < 0 , то функция r[t) ограничена и движение происходит, очевид­

но, по эллипсу. Пусть замкнутая фазовая траектория пересекает 
ось абсцисс в точках с координатами гр и гА. Интеграл энергии

(8.4) в этих точках примет вид

Отсюда следует, что гР и гА являются корнями квадратного уравнения

По теореме Виета гр + гл = -ц/Г1, а с другой стороны, гр + гл = 2а, где 
а — большая полуось эллипса. Эксцентриситет орбиты определя­

ется из формулы (7.3)

При h > 0 фазовые траектории пересекают ось абсцисс в одной 

точке г=гр, соответствующей минимальному расстоянию от мате­

риальной точки до притягивающего центра. Из формулы (8.2) сле­

дует, что rp = p{ 1 + е)-1 = + е)~К Интеграл энергии (8.4) в точ­

ке (гр, 0) имеет вид

(8.5)
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Отсюда, исключая гр, найдем эксцентриситет орбиты. Имеем

(1 + е)2 - 2(1 + е)~
Ц

Постоянная е в формуле (8.2) предполагается неотрицательной. 
Тогда в последней формуле нужно выбрать знак «+» перед радика­

лом и получить формулу (8.5) в случае А > 0. Вывод: при А = 0 

эксцентриситет е = 1 и движение происходит по параболе; при А > 0 

эксцентриситет е > 1 и движение происходит по гиперболе. В обо­
их случаях r(t) стремится к бесконечности при t -> оо. Скорость 

r(t) при движении по параболе стремится к нулю, а при движе­

нии по гиперболе — к положительной величине при стремлении t 
к бесконечности.

Найдем зависимость r(t) в случае эллиптического движения 

планеты (А < 0). Из интеграла энергии (8.4), разделяя переменные 

и выражая постоянные А, с2 через постоянные а, е, получим

Здесь г0 — момент прохождения планетой перигелия. Знак «+» со­

ответствует изменению г от гр до гА, а знак «-» — от гА до гр. Введем 
вспомогательную переменную w по формуле

Интефал в (8 .6) вычисляется в элементарных функциях и равен­

ство (8.6) представляется в виде

Соотношение (8.8) называется уравнением Кеплера и вместе с 
равенством (8.7) определяет зависимость г от времени неявным 

образом. Заметим, что при вычислении интефала (8.6) знак «+» 

соответствует изменению w от 0 до п, а знак «-» — от я до 2л. 

Угловая переменная w называется эксценфической аномалией и 
имеет простой геомефический смысл (рис. 21). Посфоим на боль­

шой оси эллипса окружность радиусом а. Если прямая М'МК 
ортогональна к ОР, то | КМ\: \ КМ' \ = b : а (эллипс получается из 

окружности преобразованием сжатия по оси Оу в b/а  раз). Пло­
щадь криволинейной фигуры SMP равна площади фигуры SM'P, 
умноженной на коэффициент b/а. С другой стороны, по закону 
площадей

(8.6)

Р

r= а( \ - е cos w). (8.7)

iv - е sin w = n(t- t0), n = \il/2a 3/2. (8.8)
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$ s m p  - ~ ?o),

где T — период обращения планеты по эллипсу, а паЬТ 1 — по­

стоянная секторная скорость. Поскольку SSM,P = S0M.P- SdOSM., то 
приходим к равенству

Сравнивая выражения (8.9) и (8.8), приходим к выводу, что сред­
няя аномалия n(t- t0) = 2nT~\t- t0) и Г2<Г3 =4л2ц-1 — третий закон 
Кеплера.

3. Связь между истинной и эксцентрической аномалиями. Поляр­

ный угол 9, измеряемый от точки перигелия, называется истин­
ной аномалией. Поскольку 9 = <р - ф0, то согласно (8.2) и (8.7) с 
учетом (8.5) получим

Формулы (8.11) и (8.12) связывают истинную и эксцентричес­
кую аномалии.

§ 3.9. ДВИЖ ЕНИЕ НЕСВОБОДНОЙ 

МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ. ГОЛОНОМ НЫ Е СВЯЗИ. 

КОНФИГУРАЦИОННОЕ ПРОСТРАНСТВО. ПРИНЦИП 

ОСВОБОЖ ДАЕМОСТИ ОТ СВЯЗЕЙ

Заслуживают внимания механические модели, в которых пере­

мещения точек стеснены определенными условиями. Например, 
точка должна все время находиться на поверхности или линии.

0.9.1. Говорят, что на перемещения материальной точки нало­

жена голономная двусторонняя связь, если в процессе движения 

радиус-вектор г(0  удовлетворяет уравнению /(r(f), t) = 0 .

nab , 
Т

и далее

па2 - 4 o2esimt>

ш - esmw = (8.9)

а(1-е2) 
г = г-1---- к

1 + ecos9
= о (1 - ecosu>). (8.10)

Из соотношения (8.10) определяется

(8 .11)

Далее

(8.12)
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0.9.2. Множество М= {г: г е £ 3, Дг, t) = 0} называется конфигу­

рационным многообразием или пространством материальной точки 

со связью.

Функция Дг, t) предполагается дифференцируемой и градиент 

Vr/(r, t) ф 0, когда г е М.
0.9.3. Действительным перемещением точки называют вектор 

dr, удовлетворяющий соотношению Vrfdr + df/dtdt = 0 .

0.9.4. Возможным перемещением точки называют вектор 5г е

6 $vr/=  0}.
Оператор Vr означает вычисление градиента по компонентам 

вектора г. Многообразие М  определяет поверхность в трехмерном 

евклидовом пространстве Е г.
Если df/dt= 0, то многообразие называется стационарным. В этом 

случае траектория точки принадлежит поверхности М и Vrf(r)dr = О, 

т.е. dr е ТГМ — действительные перемещения принадлежат мно­

жеству возможных.
Если условий, ограничивающих движение точки, два (/j(r, t) = О, 

/2(г, 0 = 0), то конфигурационное многообразие М ={г: г е Еъ, 
fk(г, /) = 0, к = 1, 2}. При фиксированном 1 множество М представ­
ляется линией в трехмерном пространстве, а касательное простран­

ство TJA ={%'.£, е Е 3, i ^ rfk = 0 , к= 1,2}, если начала векторов % 
совпадают с концом вектора г, определяет касательную к линии М.

Предполагается, что векторы {V ,./*}^ линейно независимы на М.

Размерность конфигурационного пространства М  совпадает с 

размерностью касательного пространства TJA и равна п = 3 - /, где

I — число связей, наложенных на перемещения точки (/= 1  для 
Поверхности и /= 2 для линии). Если число связей 1=3, то конеч­

ные уравнения fk(r, t) = 0 , к= 1, 2 , 3, определяют положение точки 

в каждый момент времени, и задача динамики, т.е. задача опреде­

ления движения по заданным внешним силам, теряет смысл.

3. Множество М  может оказаться неодносвязным, например, в 

случае/=  [(х-2)2 + д?2 - 1][(х+ \)2 + / ~  1] =0. В механике под кон­
фигурационным многообразием точки понимается односвязная 

Компонента множества М.
При наличии связей материальная точка несвободна и к ней 

нельзя применить второй закон Ньютона, который сформулиро­

ван для свободной материальной точки. Однако следует заметить, 

что связи, наложенные на перемещения точки, на практике реа­

лизуются как взаимодействие различных материальных систем. 
Сформулируем принцип освобождаемое™ от связей: воздействие 

связи на движущуюся материальную точку описывается силой, 

называемой реакцией связей. Движение материальной точки при 

наличии голономных связей можно рассматривать как движение
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свободной точки при условии, что к действующим на точку ак­
тивным силам добавляются силы реакции связей.

П. а) Пусть /1 = г2 - I2 = 0, г е Еъ — голономная связь. Тогда 

М= S2 = {г: г е Еъ, /,(г) = 0} — двумерная сфера, Т,М= : £ е £ 3, 
2г£ = 0} — касательная плоскость к сфере.

б) Если /, = г2 - /2 = 0, / 2 = х3 = 0, то М= 5 1 = {г : г е Ег, г2 - /2 = 0, 

х3 = 0} — окружность на плоскости Ох,х2 и Т,М= ^ е £ 3, 2г£ = 0, 
е3£ = 0} — касательная к окружности. Здесь е3 — орт оси Оху

§ ЗЛО. УРАВНЕНИЯ ДВИЖ ЕНИЯ ТОЧКИ 

П О  ПОВЕРХНОСТИ И  ПО КРИВОЙ. АКСИОМА 

ИДЕАЛЬНЫХ СВЯЗЕЙ. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА ПЕРВОГО 

РОДА С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ МНОЖ ИТЕЛЯМИ

Согласно принципу освобождаемое™ от связей, воздействие 

связей на материальную точку моделируется силой R, называемой 

реакцией связей. После введения реакции связей связи можно иг­

норировать и рассматривать точку как свободную. Уравнение дви­

жения точки получим из второго закона динамики. В случае по­
верхности имеем уравнения

mw = F + R, /Дг, /) = 0, (10.1)

где F —активная сила, действующая на точку, a /j (г, 0 = 0 — уравне­

ние связи. При движении точки по кривой уравнения примут вид

mw = F + R, /,(г, t) = 0, /2(г, t) = 0. (10.2)

Системы уравнений (10.1) и (10.2) содержат шесть неизвестных 

(компоненты векторов г(/) и R(0), а число уравнений в первом 
случае — четыре, а во втором — пять. Системы уравнений (10.1),

(10.2), состоящие из дифференциальных и конечных уравнений, 

не могут быть решены, так как число неизвестных превосходит 
число уравнений.

Дополнительные условия, очевидно, должны содержать инфор­

мацию о характере реакций связей.

0.10.1. Связи называются идеальными, если работа реакций 

связей на любом возможном перемещении равна нулю, т.е.

5А = R5r = 0 VSr е TJA- (Ю.З)

Условие (10.3) называется в механике аксиомой идеальных свя­

зей. Из соотношения (10.3) следует, что вектор R ортогонален ка­

сательному пространству Т^М и принадлежит линейной оболочке

векторов , где /= 1 в случае поверхности и 1=2 в случае
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кривой, т.е. R  = Yû -кУrfk- Уравнения (10.1) и (10.2) представля­

ются в виде *=|

« r  = F + A.,Vr/i, /,(г, г) = 0, (10.4)

mr = F + X{Vrf x + X,2Vr/ 2, / ,(г ,/) = 0, / 2(г,/) = 0. (10.5)

Неизвестные функции времени Я., и Х2 называются множителя­

ми Лагранжа, а уравнения (10.4), (10.5) — уравнениями Лагранжа 

первого рода с неопределенными множителями. Отметим, что число 

уравнений и число неизвестных совпадают в обоих случаях.

§ 3.11. УРАВНЕНИЯ ДВИЖ ЕНИЯ ТОЧКИ 

П О  ПОВЕРХНОСТИ И ПО КРИВОЙ В НЕЗАВИСИМЫХ 

КООРДИНАТАХ. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИЙ СВЯЗЕЙ

Рассмотрим движение точки по многообразию М= {г : г е Е г, 
J[t, t) = 0}. Введем в некоторой области трехмерного пространства 

криволинейную систему координат (qh q2, q3), положив q3=Ax\, 
х2, х3, t). Координаты qx, q2 можно, например, выбрать согласно 
условиям q| =JCj, q2 = x2, если Э//Эх3* 0  в рассматриваемой области 

пространства. Тогда r = r(q, t) и уравнения движения свободной 

материальной точки (связь отброшена и заменена реакцией) в кри­

волинейных координатах примут вид (см. § 3.2)

i w k ~Wk =Qk’ к = 1’ 2’ 3, Q k = n kHk + fi\kHk. (11.1)

Здесь %к — единичные векторы по осям криволинейной системы 

координат, Нк — коэффициенты Ламе (см. § 2.2), Т= \/lm2 — ки­

нетическая энергия точки, зависящая от q , q, t. Если точка дви­

жется по многообразию М и связь идеальна, то в уравнениях (11.1) 
следует положить <73 = 0 и R=  /Й;3. В самом деле, реакция связи R =

дхЛ2 ( дхЛ2 ( Эх3У  

d q j  + l ^ 3J

1 / 2

Далее имеем

<73 = / (х „  х2, х3, t) => б3т = £  J L  J iL
к=\ ахк 6Яш

где 83т — символ Кронекера. Следовательно, УгД т = 0 при т = 1, 2 

и реакция R направлена по вектору £3. Таким образом, обобщенные 

силы Qx, Q2 не содержат реакции связи R, и первые два уравнения 

системы ( 11.1) определяют движение точки по поверхности в

62



независимых координатах ди q2. После того как найдено решение 

(<7,(/), <?2(0 ), зависящее от начальных условий q2(0), 9,(0),
q2(0) , из третьего уравнения системы (11.1) определяется множи­

тель Лафанжа А(0 и тем самым реакция R(0, обеспечивающая 
движение по поверхности q3=0, поскольку R(t)^3//3 = X.

Если точка движется по кривой, определяемой связями/, (г, t) = 0, 

/2(г, 0 = 0 , то в качестве криволинейных координат выберем вели­

чины <?2=/|(г, /), 9з= /2(г, /). Координата q\ может быть выбрана, 

например, равной если в рассматриваемой области простран­
ства якобиан

0 .
д(х2,х 3)

Тогда замена переменных (х,, х2, х3) -» [qx, q2, q3) взаимно одно­

значна по теореме о неявной функции. Уравнения движения в 

криволинейных координатах имеют вид (11.1), где реакция связей 

R = X{4rf\ + X2Vrf2. Найдем компоненты обобщенных сил в (11.1), 

порождаемые реакцией связей R(0- Имеем

Далее

4k=fk-\(xi^x2>x3,t)=^bkm = yrfk- iS~ ' к = 2’ 3' т  = 1,2,3.
9 °Чт

Здесь Ькт — символ Кронекера. Отсюда следует, что

R 4 ,//l  = O' R^2#2 = -̂1> R2s3#3 = ^2’
Если в системе уравнений (11.1) положить q2 = 0, q3 = 0, то пер­

вое уравнение, содержащее переменную <7,(0 , определяет движение 
точки по кривой в зависимости от начальных условий <7|(0), 7,(0). 

После того как найдено движение по кривой, из двух последних 

уравнений определяются множители Лафанжа А,|(0, М О  и тем 
самым реакция связей R(0, обеспечивающая движение по кривой.

§ 3.12. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМ ЕНЕНИИ 

КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ ПРИ ДВИЖ ЕНИИ 

НЕСВОБОДНОЙ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ. ЗАКОН 

СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ. ДВИЖ ЕНИЕ П О  ИНЕРЦИИ

При движении материальной точки по гладкой поверхности, 

заданной уравнением Дг, 0 = 0, реакция связи R = XVrf  совпадает с 

нормалью к поверхности. Используя принцип освобождаемости
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от связей, запишем уравнение движения >очки и об изме_

нении кинетическои энергии в виде

mr = F + R, d ^  = Fdr + Rdr.

Поскольку V.fdr + ̂ -dt = 0, то Rdr , 5/ , с
J rJ dt к-ijj-dt. Если поверх­

ность стационарна (df/dt= 0 ), то работа p& iw ,.,.. „__
к , *1 «кции связи на действи­

тельном перемещении равна нулю (кот = О) и ^(\/2тт2) - Fdr Если
кроме того, силовое поле консервативно (¥dr = dU(r^  то и ^ст
место интеграл энергии Т+ V=h, V=-U, у  _ i n  m i2

При движении точки по кривой ^  ir ■ г е £ з г/г л - Q
/2( г, /) = 0} реакция связей, если они идег^ьны r  = ^ ’v  /  + X V f '
Теорема об изменении кинетической эне»-,,,,,., ’ 1 2 2'

к , Ргии в этом случае пред­
ставляется в форме

Если связи стационарны(5/</аг= О, /= ^  2) а активная сила р 

консервативна (F = Vrt/(r)), то имеет место :iaKOH сохранения энергии

~  + У{г ) = А, К = -С/.

С. Траектория точки при движении по , -
' . ' F , инерции по гладкой ста­

ционарной поверхности является геодезичвс̂ -0^ KD

А Поскольку поверхность стационар»^ а акт“ я сила равна
нулю (движение по инерции), то из закоНа сохранения эне ии
следует, что материальная точка движете» „ __ „

: , 2 .ч с постоянной по моду­
лю скоростью (v2 = const). Уравнения дви*ения точки в ц*_

ях на оси естественного трехгранника имеют вид (см § 2 1) 

m^ j = K  = 0, ^ = R „ = R ,  0= R b.

Отсюда следует, что нормаль к повеРхНости совпадает с глав. 

ной нормалью к траектории, а такие криЬь,е и являются по _ 
делению геодезическими. ▼

§ 3.13. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ МАЯТНИК

0.13.1. Математическим маятником Называется материальная 
точка, движущаяся под действием силы Тчжести по гладкой qk 

ружноети, расположенной в вертикально^ плоскости
Пусть окружность расположена в плосКости 0  ось 0  в 

тикальна и конфигурационное многообразие _ |г . г £ £-з
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Рис. 22 Рис. 23

/, = X, = 0, / 2 = д/х2 + *3 - / = О} (рис. 22). Введем цилиндрические 

координаты (г, ф , z), положив х, = z, x2 = psnKp, х3 = -pcos ф. При 

движении точки по окружности /, = г = 0, / 2 = р - / = 0. Освободим 

материальную точку от связей и запишем уравнения ее движения 
в цилиндрических координатах. Реакция связей R = X,Vrf x + X2Vr/ 2 

и внешняя сила F = -mge3 (е3 — орт вертикали) порождают обоб­

щенные силы

6z =-i4ge3f +  ̂ V , / i f +  X2V r/ 2 g ,  (13.1)

Qp = - ^ 3|  + W l |  + X2Vr/ 2| .

Если заметить, что v ,/* , где qk принимает значения
dqk 8qk

z, р, a f *  есть функция;*, в которой г = г(ф, z, р), то соотношения

(13.1) примут вид

0ф = -mgpsiny, Qz = Xb Qp = mgcosq + X2.

Поскольку T = 1/2тг2 = 1/2/и(р2ф2 + р2 + z2) , то уравнения дви­

жения в цилиндрических координатах представляются в виде
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d дТ дТ
= (?р => /я(р2ф) = -m^psincp,

= Qz => mz = \ |,

= Qp => /я(р - рф2 j = mg совф + X2 ■

dt Эф Эф

d dT dT
dt dz dz

d dT dT
(13.2)

Полагая выполненными условия связей (р = /, z = 0), получим 
из системы (13.2) равенства

ф + со2 sinф = 0, со2 =gl~\ ^

А., = 0, Х2 = -mg cosy - /я/ф2.

Первое уравнение системы (13.3) определяет движение мате­

матического маятника, а два последних — реакции связей.

Уравнение движения математического маятника может быть 

получено из теоремы об изменении момента количества движе­
ния. Вектор момента количества движения G = [г, /яг] = /я/2фв], а 

момент активной силы и реакции связей относительно оси Ох,

По теореме об изменении момента количества движения отно­
сительно оси Ох! получим

Уравнение (13.4) совпадает с первым уравнением системы (13.3) 

и определяет движение математического маятника.

Уравнение движения (13.4) допускает интеграл энергии

Семейство кривых СА = {(ф, ф ): 1/2ф2 - со2 совф = А} на фазовой 

плоскости (ф, ф) изображено на рис. 23. Аналогичный фазовый 

портрет был рассмотрен в примере § 3.5. Отметим основные свой­

ства движения.

а) Изменение угла ф аналогично изменению координаты х при 

движении материальной точки единичной массы по прямой в по­
тенциальном поле с потенциалом К=-со2со&х.

б) Положения равновесия ф = 0, ф = я (угол ф задан по модулю 

2л) соответствуют значениям постоянной энергии h = -со2 и h = со2.

«А>е, = [r,(-/nge3)]e, +[г, (A.,Vr/i +̂ -2Vr/ 2)]e1 =

= - [е2, e3]e,mg/sh^ + [г, (А.,е( + Х2тг 1 )J е, = -mgl sin ср.

=> /я/2ф = -mgl sin ф . (13.4)

(13.5)
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в) При | И | < ю2 имеет место колебательное движение. Зависи­

мость угла ф от времени определяется из соотношения

dq>

Фо
у2(/г + со2 cosф|

= t. (13.6)

Полагая А = -<o2coscc, а  = тахф(?) и вводя новую переменную и 
по формуле и sin (a/2) = sin (ф/2), представим интеграл (13.6) в виде

иJ du = со/, к = sin у .

Отсюда следует, что переменная и является эллиптическим сину­

сом и = sn(cof, к) (см., например, Э.Т. Уиттекер, Дж.Н. Ватсон. Курс 

современного анализа. Ч. 2. М., 1963). Здесь для простоты приня­
то, что в начальный момент времени ф(0) = 0. Эллиптический си­

нус изменяется периодически в пределах от -1 до 1, а угол ф будет 

соответственно меняться периодическим образом от -а до а. Пе­

риод колебания маятника выражается через полный эллиптичес­

кий интеграл первого рода

Т = - К ,
СО

К

■

I du

^(l-M2) ( l- * V )

Полный эллиптический интеграл К вычисляется путем разло­
жения подынтегральной функции в ряд по переменной к2и2. Имеем

к  = j ( i + 1 *  V  +...  + 1' З2:: ^ л-М

+(х)2*2+(т ? )г*

+ .. du

л/1 -и2

1-3-... (2/1-1) 

2-4-...-2 п
-2л

Если к мало, то к = sin(a/2) « a/2 и

“ I
со 1/  ' 16

Т=  2n f i  + s i +..

Здесь a  — амплитуда колебаний математического маятника.

г) Если h > со2, то движение имеет ротационный характер — угол 

Ф меняется монотонно. Обозначая через к2 = 2со2(Л + со2)-1 < 1 и вводя 

новую переменную M = sin^/2), представим интеграл (13.6) в виде
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и
к du

"о

snl- ^ Д

Переменная и представляется как эллиптический синус, если, как 

и прежде, принять ф(О) = 0. При изменении времени от нуля до 

ка~]К, где К — полный эллиптический интеграл (13.7), угол ф

меняется от нуля до я, если ф > 0 , 

а период полного оборота Т= 
= 2 ка-1 К.

д) Если h = со2, то к = 1 и замена 

переменных и = sin (ф/2) позволя­
ет привести интеграл (13.6) к виду

со t f du

~ h  - и

1 1 +и
2 1 - и

(13.8)

если в начальный момент време­
ни ф(0) = 0. Движение происходит по сепаратрисе, лежащей в верх­

ней полуплоскости фазовой плоскости, от точки ф = 0 к точке ф = я. 
Из соотношения (13.8) ф = 2arcsin th со/. При г->оо угол ф -» я. 

Исследуемое движение не является периодическим и называется 
лимитационным.

На рис. 24 изображена зависимость периода при движении ма­

тематического маятника от его полной энергии И.

§ 3.14. УРАВНЕНИЯ ДВИЖ ЕНИЯ ТОЧКИ 

В НЕИНЕРЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ.

ТЕОРЕМА ОБ ИЗМ ЕН ЕН И И  КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ 

ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ

Если система координат O&fakз инерциальна, а система коор­
динат Ох{х2х3 движется относительно нее, то абсолютное ускоре­

ние точки М  по теореме сложения ускорений равно (см. § 2.10)

w„ = v/e + wr + wc, wr = r, wc = 2[co,r],

we = w0 +[«#,[©, r]] + [e, r], (141)

Здесь w„, we, wn wc соответственно абсолютное, переносное, 

относительное и кориолисово ускорения точки М; со, в — угловая 

скорость и угловое ускорение подвижной системы координат 

Оххх2х3; г — радиус-вектор точки М  в подвижной системе координат.

Пусть точка М  свободна и на нее действует сила F. По второму 

закону динамики с учетом равенств (14.1)
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mv/a = F=>/wwr = F + Je + Jc, Je = -rrme, J c = -mwc. (14.2)

Величины Je, J c называются силами инерции переносного дви­

жения и Кориолиса соответственно. Уравнения (14.2) можно трак­
товать следующим образом: движение точки относительно неинер- 

циальной системы координат происходит согласно второму зако­

ну динамики для инерциальных систем при условии, что в число 

сил, действующих на точку, включены силы инерции переносно­
го движения и Кориолиса.

Если Т= 1/2/и г2 — кинетическая энергия точки в относитель­

ном движении, то согласно (14.2)

dT = Ydt + 3edr + Jcdr.

Заметим, что элементарная работа силы инерции Кориолиса 
J cdr = -2/и[ю, r]rdt = 0. Таким образом, справедлива теорема об 
изменении энергии в относительном движении: дифференциал 

кинетической энергии точки в относительном движении равен 
сумме элементарных работ активной силы и силы инерции пере­

носного движения на относительном перемещении, т.е.

dT= Fcfir + 3edr. (14.3)

Найдем условия, при которых из теоремы (14.3) следует закон 
сохранения энергии в относительном движении. Пусть активная 

сила консервативна: Fdr = dU(г).
JI. Элементарная работа силы инерции переносного движения пред­

ставляется полным дифференциалом по переменной г, если угловое 
ускорение подвижной системы координат е = 0 .

▲ Имеем

Sedr = —/n{w0(O + [со, [со, г]] + [е, r]jdr = ^

= d\ -nrn0(t)r + j  /п[ш, г]21 - т[е, r]dr.2
Последний член в выражении (14.4) является полным диффе­

ренциалом, если е = 0, поскольку

[е, r]dr = (е 2х 3 - е3x2)dx{ + (e3x, - zxx3)dx2 +

з
+ (elx2-e2xl)dx3= Y j Xidxi 

i=i
и из условий Коши

, , . 1 2  3 
dXj дх, ' ’ ‘  ' • ’

следует ej = е2 = е3 = 0 , а угловая скорость подвижной системы ко­

ординат со постоянна. ▼
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Если ускорение начала подвижной системы координат w0 посто­

янно в системе координат Оххх2х3, то имеет место интеграл Якоби
1 _ 1 ^
2 « r  +/nw0r-i-ffi[<», г] -U(r) = h.

Ответим на вопрос: как при этом движется подвижная система 
координат Оххх2х{! Направим постоянный вектор со по оси Ох3 и 

найдем проекции ускорения точки О на оси неподвижной систе­

мы координат O&fat,з- Ось Ох3 не меняет ориентацию в инерци- 
альном пространстве, поскольку

| ( г ( 'Ы  = Г(<)(»хез + ^ ) = 0 .

Здесь Г(?) — ортогональный оператор, определяющий переход 
от системы координат Оххх2х3 к системе O&fat,3; е3 — орт оси Ох3, 
постоянный в системе координат Оххх2х3, оператор со х = Г ; со — 

угловая скорость системы координат Ох1х2х3. Оператор Г принадле­

жит группе вращений трехмерного пространства и задается матрицей

cos со? -sin со? 0

г (0  = sin со? cos со? 0

0 0 1

если считать оси 0 ,£ 3 и Ох3 сонаправленными, а угол между ося­

ми и Охх равным со?. Ускорение точки О в системе координат 

O&iht,з Равн°
Wx = wx cos со? - w2 sin со?,

W0 = T(?)w0 =* W2 = ivx sin со/ + w2 cosco?, (14.5)

W3=w3.

Интегрируя дважды соотношения (14.5), найдем закон движе­

ния точки О — начала подвижной системы координат

Ь  = -- ĵ-cosco? + ̂ _sinco? + V,t + £10, 
coz со1

= --^ 3-sin с о ? cosco?+ F2? + £2o>
со со

^з = -j-t2 +^3( + ̂ 30-

Проекция точки О на плоскость Ох̂ 2 движется равномерно 
по окружности

(£| _ “ ^ю)2 + ($2 ~ ^21 ~ ̂ 20)2 = (w\2+ и>22)® 4, 

центр которой перемещается с постоянной скоростью по прямой.
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§3.15. ДВИЖ ЕНИЕ ТОЧКИ ОТНОСИТЕЛЬНО ЗЕМЛИ: 

ОТНОСИТЕЛЬНОЕ РАВНОВЕСИЕ,

ПАДЕНИЕ ТОЧКИ В ПУСТОТЕ

Допустим, что система координат 0&&2Чз> центр которой со­
впадает с центром Земли, а оси направлены на «неподвижные» 

звезды, инерциальна. Ось Ох%3 совпадает с осью вращения Земли. 

Неинерциальная система координат Olxlx2x3 жестко связана с Зем­

лей и равномерно вращается вокруг оси 0хх3, совпадающей с осью 

Oi43. Обозначим через г радиус-вектор свободной материальной 

точки в системе координат Охххх2х3 и запишем уравнения движе­

ния в виде

™  = ~ (г2̂ з/2 г ~ wn2[e3> 1е3, г]] - 2/иП[е3, г]. (15.1)

Здесь т  — масса точки, ц — гравитационная постоянная Зем­
ли, П — угловая скорость вращения Земли, е3 — орт оси Оххг. Два 

последних слагаемых в равенстве (15.1) представляют силу инер­

ции переносного движения, вызванную вращением Земли, и силу 

инерции Кориолиса.

1. Равновесие точки на поверхности Земли. Вес тела. В этом слу­

чае радиус-вектор г постоянен, а на точку действует реакция свя­

зей — Р (реакция опоры).

0.15.1. Весом тела называется сила, равная и противоположно 

направленная реакции опоры.
Уравнение (15.1) с учетом реакции связей представим в виде

-р - ^ 5 7 Т г - '”а 2Ы еЗ 'г1]-°- (152)

Считая Землю шаром с радиусом R и определяя ускорение сво­

бодного падения g(r) = m_lP, получим из соотношения (15.2)

g(R) = — -—j- R + R cos9e,. (15.3)

Здесь R — радиус-вектор точки на поверхности Земли, 9 —гео­

центрическая широта места (рис. 25). Единичный вектор в) орто­

гонален оси 0 ,х3 и направлен по оси Охх3, если точка лежит в 

плоскости Охххх3. Обозначим через g0 ускорение свободного паде­

ния на полюсах Земли (g0 = цЛ~2) и из формулы (15.3) получим

g(R) = goyj\ + n 4R2go2 cos29 - 2ЛП2£о' cos29 . (15.4)

Поскольку g0 »  D.2R (g0 = 289Cl2R), то из (15.4) следует прибли­

женное равенство
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Рис. 25 Рис. 26

£(R ) *  So
_ Q 2R  cos2S

ч До j
(15.5)

Формула (15.5) показывает как изменяется ускорение свобод­

ного падения или вес тела mg(R) на поверхности Земли в зависи­

мости от геоцентрической широты места.

Угол между местной вертикалью и экватором Земли (угол <р) 

называется астрономической широтой места. Из рис. 25 легко по­
лучить

mgoSinS 1  ̂ п 
1БФ = ------ —--- 1----- = ---- 5— — tg&.

mg0 cos9 - m Q R cos$ l - f i g 0 R

2. Падение точки в пустоте. Рассмотрим движение свободной 

материальной точки в системе координат Oxyz, начало которой 

расположено на поверхности Земли на астрономической широте 

Ф , а ось Oz вертикальна (рис. 26). Ось Ох направим по параллели к 

востоку, а ось Оу — к северному полюсу Земли. Если р — радиус- 

вектор точки М  в системе координат Oxyz, то поле силы тяжести в 
окрестности точки О можно представить в виде

g(R + p) = g(R )+ О(р). (15.6)

Здесь R — радиус-вектор точки О относительно центра Земли. 

Полагая отношение р/R  малым, ограничимся в (15.6) первым чле­

ном, что соответствует однородному полю силы тяжести, действу­

ющему на материальную точку М в окрестности точки О. Уравне­

ние движения (15.1) в этом приближении примет вид
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Проинтефируем уравнение (15.7), обозначив оператор 2Q х че- 

рез А и представив его в виде

P + /lp = g. (15.8)

^Нтефируя по времени уравнение (15.8) и учитывая началь- 

ные Условия р(0) = 0, р(0) = 0, получим

Р + Ар - gt => “ (е^'р) = eA'gt.

«& = mg(R)-2m[n,p]. (15.7)

Д^лее

Р = е At feATxdTg. (15.9)

Изложим экспоненты в (15.9) в ряды, вычислим интефалы и 
найдем

H ) V
p(0 = Z-

Antп*п+2

к=0 ^ ' к=0ПКП + 2)

Первые ф и  члена ряда (15.10) равны

р(') =
gt2 AgP A2gt4 

~2 6~ + ~24~ +

(15.10)

(15.11)

Поскольку вектор О  в системе координат Oxyz имеет проекции 
(0, Qcoscp, fisincp), то оператор

0 - Б Ш ф СОБф

Л  =  2 f i sin cp 0 0 »

-С О в ф 0 0

-1 0 0

Л 2 =  4 Q 2 0 — s i n 2 ф s in  ф c o s  ф

0 s in  ф c o s Ф - COS2 ф

и проекции вектора р(/) на оси Oxyz равны

4-х % ^П^совф /3 + ••• >

1 J 4
У =% -4-Q g sinфcos<pt + ..., 

о

z = + ^ Q 2gcos29?4 + .

(15.12)
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Из формул (15.12) следует, что при падении в северном полу­

шарии на широте ср точка отклоняется в основном на восток и в 

меньшей степени на юг. Поскольку угловая скорость вращения 

Земли П = 7,27-10'5 с"1, то в рядах (15.12) при временах падения 

порядка 100 с (высота падения около 50 км) можно ограничиться 

с достаточной степенью точности выписанными членами.

§ 3.16. МАЯТНИК ФУКО

Рассмотрим движение материальной точки по поверхности сферы 

в неинерциальной системе координат Oxyz, связанной с равномерно 
вращающейся Землей. Практически это движение можно реали­
зовать, если привязать тяжелый металлический шар к достаточно 

длинной тонкой нити, второй конец которой закреплен. Подоб­

ный опыт был впервые поставлен французским физиком Ж. Фуко 
в 1851 г., в ходе которого присутствующие могли наблюдать враще­

ние плоскости колебаний маятника, вызванное вращением Земли.

Пусть точка подвеса маятника есть начало координат (точка 

О), ось Oz направлена по местной вертикали, ось Ох — на восток, 

а ось Оу — на север. Если длина нити / и сила ее натяжения Т 
(реакция связи), то уравнение движения материальной точки в 
неинерциальной системе координат примет вид

mr = mg-2m[n, г]-Tr~lr. (16.1)

Здесь g = -gez — ускорение силы тяжести (сумма гравитацион­

ного притяжения и переносной силы инерции), ег — орт оси Oz, 
Q = (0, П coscp, О sincp) — угловая скорость вращения Земли, 

г(х, у, z) — радиус-вектор материальной точки. Кроме того, имеется 

связь г=/. Уравнение (16.1) имеет решение г = -/ег, T=mg, соот­
ветствующее положению равновесия, когда маятник висит по 
вертикали.

При движении точки по гладкой сфере в однородном поле силы 
тяжести имеет место закон сохранения энергии

поскольку сила инерции Кориолиса и реакция связи не соверша­

ют работу на действительных перемещениях. В окрестности поло-

1 .
2 m r - m gr =  h , (16.2)

жения равновесия х = у = 0 , z = -l координата 

соотношение (16.2) представляется в виде

(16.3)
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Здесь постоянная энергии И принята равной -mgl + e. Из равен­

ства (16.3) следует, что величины х, у, х, у будут малы во все вре­

мя движения, если положительная постоянная е, определяемая на­

чальными условиями движения, мала. Считая колебания маятни­

ка малыми в определенном выше смысле, оставим в уравнении
(16.1) только члены, линейные по х, у, х, у .

Проектируя уравнение (16.1) на оси системы координат Oxyz, 
получим

х = - 2 0 z coscp + 2Пу sincp - ̂  у ,

у = -20х sincp (16.4)
т I

Т ~
z = - g + 2 0 * coscp - — j  ■ 

т i

Из последнего уравнения системы (16.4) следует, что Т« mg с 
точностью до членов порядка х, у, х, у , если учесть уравнение связи 

и первые два уравнения системы (16.4). В рассматриваемом при­

ближении представим первые два уравнения системы (16.4) в виде

j^ O s in c p y - g r 1* , ^1 6 5 j

у = - 2 0 sincp;c-grliy-

В уравнениях (16.5) оставлены члены, линейные по х, у, х, у . 
Введем комплексную переменную w = x+ iy и перепишем систему

(16.5) так:

iv + 2 0 /sin cpu> + gl~lw = 0 . (16.6)

Характеристическое уравнение

X2 + 2 0 /sin срХ + g/ " 1 = О

имеет корни Х1( 2 = -/О sin ср ± /со, где со2 = g/ ' 1 + О2 sin2 ср. Общее ре­

шение уравнения (16.6)

w = e“'n sm р'( С] cos со / + С2 sin со /),

где С,, С2 — произвольные комплексные постоянные, можно трак­

товать как движение точки в плоскости Оху по эллипсу, который 

вращается против часовой стрелки с угловой скоростью О sin ср.

Рассмотрим два случая начальных условий.

а) Пусть w(0) = 0, ib(0) = w0. Тогда С, = О, С2 = со'‘ш0 и решение

Ц /) = e-'nsin<e' ^ s ir rn / .



б) Пусть ш(0) = wQ, ib(0) = 0. Тогда

w(t) = e"'nsin<p'«;0^cos(o? + — -sinta/j .

Траектории точки в этих случаях изображены на рис. 27. 

Колебания маятника Фуко происходят почти в плоскости, ко­

торая медленно поворачивается с угловой скоростью flsincp. Эф ­

фект вращения плоскости колебаний максимален на полюсах и 

отсутствует на экваторе Земли.



Глава 4 

ДИНАМИКА СИСТЕМЫ N ТОЧЕК

§ 4.1. СИСТЕМА СВОБОДНЫХ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК 

И  УРАВНЕНИЯ ЕЕ ДВИЖ ЕНИЯ.

ТЕОРЕМ Ы  ОБ ИЗМ ЕНЕНИИ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖ ЕНИЯ 

И  О  ДВИЖ ЕНИИ ЦЕНТРА МАСС

0.1.1. Механическая система (fi, ]T(fi), ц) называется системой
N

N  материальных точек, если Q = ( J Л/,-,, где М( — точка трехмер-
/=1

ного пространства.

Кольцо 1 (0 ) содержит 2м элементов вида {0, Л/,, ..., MN, Л/, U 

U М2, ..., Q}, представляющих всевозможные объединения по к эле­
ментов из N, где к = О, 1, ..., N. Мера ц на кольце Е(Г2) будет зада­

на, если определить ц(Л/,) = т„ /= 1, ..., N. Здесь т, — масса точки

N

Mh а масса всей системы М = ц(П) = .
i=i

0.1.2. Движением системы материальных точек назовем одно­

параметрическую непрерывную группу отображений множества О 
в Еъ, т.е.

g ' : Q -> Ег, r, = r,(/), t е R\ i= 1, .... N.

Параметр t называется временем. В дальнейшем предполагаем, 

что функции г,(0  дважды дифференцируемы по времени и опре­
деляют положение точки в инерциальной системе координат.

N

На точку Mj действует сила F, = гДе F/e) — внеш-
j= l j* ‘

няя сила — результат взаимодействия точки А/, с материальными 

объектами, не входящими в множество О, F,y(/) — внутренняя сила — 

результат взаимодействия точек Л/, и Му По третьему закону ди­

намики (см. §3.1) сила ¥^  =-¥ ̂  и направлена по прямой, со­
единяющей точки М, и Му

Для каждой свободной материальной точки запишем уравне­
ние движения
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m,r,= F„ ¥, = F/e) + £  FV<0, i = l,...,N
J*i, 1

(1.1)

Если задать модель взаимодействия точек друг с другом и с 

остальными точками Вселенной, например определить функции 

¥i(t, г, ..., Гу, Г( ....г^), то уравнения (1.1) представятся как систе­

ма обыкновенных дифференциальных уравнений порядка 6N. 
Предполагая выполненными условия теоремы существования и 

единственности решений, определим движение системы как об­

щее решение системы (1.1), а именно г, = г,•(/, г,(0), ..., г^(0), 
Г](0)..., Гдг(О)), /= 1, . . . ,  N. Таким образом, начальное состояние сис­

темы (набор начальных условий г,(0), ..., гДО), г,( 0 ) г^(0)) за­

дает единственным образом движение системы.

0.1.3. Вектор Q = 2>,г,- называется количеством движения сис- 
ы\

темы N материальных точек.

-1 N
0.1.4. Точка С, радиус-вектор которой гс = Л/ X  mirb называ­

ется центром масс системы N материальных точек/

Т.1. Производная по времени от количества движения системы 
равна сумме внешних сил, действующих на точки системы, т.е.

▲ Согласно уравнениям (1.1) имеем

По третьему закону динамики силы ¥ ^  попарно уничтожают­
ся, так как

Теорема 1 называется теоремой об изменении количества дви­

жения системы N  материальных точек. Справедлива также теоре­
ма о движении центра масс.

Т.2. Центр масс системы движется как материальная точка массы 
М под действием силы, равной сумме внешних сил, действующих на 
все точки системы, т.е.

N

( 1.2)

Mrc =¥, F = lF,(e). (1.3)
i=i
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▲ Сформулированная теорема является следствием теоремы 1. 

Достаточно только заметить, что по определению центра масс

Q = Мтс . ▼

С.1. Если проекция суммы внешних сил на какое-либо неподвиж­
ное направление равна нулю, то проекция количества движения сис­
темы на это направление постоянна или проекция радиуса-вектора 
центра масс на это направление движется с постоянной скоростью — 

закон сохранения количества движения.
N

▲ Пусть е — орт неподвижного направления и 'е = 0. Тогда
/=1

Qe = (Qe)' = 0 и Qe постоянна. Далее Qe = М гс е и гс е постоян­

на. ▼
0.1.5. Система материальных точек называется изолированной, 

если можно пренебречь взаимодействием ее точек с точками Все­

ленной, не входящими в рассматриваемую систему, т.е. F/e) = О, 

/= 1, ..., N.
С.2. Центр масс изолированной системы движется равномерно и 

прямолинейно, поскольку на основании теоремы о движении центра 

масс гс = 0 .

П. Пусть две материальные точки А/, и М2 соединены сжатой 

пружиной и движутся как одна материальная точка в однородном 

поле силы тяжести. В некоторый момент времени пружина осво­

бождается и расталкивает матери­

альные точки (рис. 28). Уравнения 

движения системы имеют вид

/я, г, = w,g + F,2,

т2 r2 = m2g + F2l.

Поскольку F12 = -F21 — сила, 

развиваемая пружиной, то М'гс =
= Л/g, М  = mv + m2. Центр масс дви­

жется по закону гс = l/2gt2 +
+гс (0)/' + гс (0), описывая парабо­

лу. Движение материальных точек 

после прекращения действия пру- РИС. 28

жины будет также происходить по
ветвям парабол. Следует отметить, что закон взаимодействия то­

чек (модель пружины) не влияет на движение центра масс систе­
мы точки С. Количество движения системы в проекциях на гори­

зонтальные оси 0 ^, и 0£,2 сохраняется.
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§ 4.2. М ОМ ЕНТ КОЛИЧЕСТВ ДВИЖ ЕНИЯ 

ОТНОСИТЕЛЬНО НЕПОДВИЖ НОЙ ТОЧКИ 

И  ЦЕНТРА МАСС. ТЕОРЕМ Ы  ОБ ИХ ИЗМ ЕНЕНИЯХ

Пусть OZ,] ^ з  — неподвижная инерциальная система коорди­
нат и г15 rN — радиусы-векторы точек системы.

N

0.2.1. Вектор G = £[г,, /и,г,] называется моментом количеств 
1=1

движения системы материальных точек относительно неподвиж­

ной точки О.
Введем систему координат — репер Кенига — с нача­

лом в центре масс системы и с осями С\{, параллельными осям 

неподвижной системы координат. Система координат С^,'42'^з' 

движется поступательно, так как ее угловая скорость равна нулю.

0.2.2. Движение системы N  материальных точек относительно 

репера Кенига называется движением относительно центра масс.

Справедливо векторное равенство г, = гс + г/, где гс — радиус- 

вектор центра масс в системе О ^ ^ з ,  г/ — радиус-вектор точки 

Mj относительно системы .координат С^'^'^з'- Движение относи­

тельно центра масс характеризуется функциями г, '(0, * =1, • N.
Т.1, (первая теорема Кенига). Момент количеств движения сис­

темы относительно точки О равен сумме момента количества дви­
жения центра масс относительно точки О и момента количеств 
движения системы в ее движении относительно центра масс, т.е.

N

G = [гс , M rc ] + G', G' = £[r/, /и,г/].
1=1

▲ Согласно определению центра масс

гс = Л /'1 X т,г, = М Л X Щ{гс + г/) =
/=1 i=i

= гс  + А Г 1X  /и,г/ = > £  /п,г/ = 0.
/=1 /=1

Далее

N

(2 .1)

(2.2)

/=1

Nr

■SI
= [гс ,Л /гс ] + Х[г/,/я,г/] +

1=1

/), m,(гс +г;) =

' N N

J=i
+ Гс>2 > ,г /

1=1

(2.3)

Два последних слагаемых в формуле (2.3) равны нулю согласно

(2.2) и справедливо равенство (2.1). Т
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Т.2, (теорема об изменении момента количеств движения сис­

темы относительно неподвижной точки О). Производная момента 
количеств движения системы относительно неподвижной точки О 
равна сумме моментов внешних сил относительно точки О, т.е.

dt ,=i

▲ Используя уравнения (1.1), вычислим производную

(2.4)

= £  (['■-> « л ] + [г-> « л  В = Z h »  F/e)l + I  
/=1 /=11 /=1

ЛГ

■ /.5 Л  
i*>

'(')

Поскольку внутренние силы направлены по прямой, соединяю­

щей точки Mj и Mj и = -Fy/'\ то

N

X
1=1

r„ Z F }0
1
2

(  N Г M l  * / Л *
\

I + I r . F*' 
j ’ ji

j*' Vi, 7 = 1L J i, i=1L /

/V Г ,

I, y=lL

(') =  0.

Таким образом, справедливо равенство (2.4). ▼

Т.З. (теорема об изменении момента количеств движения сис­
темы относительно центра масс). Производная момента количеств 
движения системы относительно центра масс равна сумме момен­
тов внешних сил относительно центра масс, т.е.

dG' N
dt

= I ^ c ( F / e)), ^ c (F ,(e)) = r/xF,w .

▲ Воспользуемся равенствами (2.1), (2.4) и получим

W  = [гс> м *с] + = Z [(rc + гД F f  > 
<=11

По теореме о движении центра масс

(2.5)

(2.6)

N

м *с = => [гс , Мгс ] = 
1=1

N . v' 
rc ,SF| 'l 

1 =  1

Вычитая правую и левую части последнего равенства из соот­

ветствующих частей равенства (2.6), получим (2.5). ▼
ДГ __

С.1. Пусть Х ‘/^0(Р/е))е = 0, где е — орт неподвижной оси в 
ы 1

системе координат Тогда проекция вектора G на эту ось
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постоянна — закон сохранения момента количеств движения отно­
сительно неподвижной оси.

Доказательство очевидно следует из теоремы 2.

Найденный первый интефал называется также законом пло­

щадей.

Пусть неподвижная ось совпадает с осью 0\ъ и е = е3 — орт оси
N

" г_ ■ NОЕ,3. Тогда скалярное произведение Ge3 = , г, ]е3

N / ' • \ Ы 
= X m;Ui/^2; — ̂ 2/^1») и постоянно. В цилиндрических координа- 

(=1 ' ' 
тах \и = р,- С05ф„ 42/ = р,- ипф„ %3i = Zj и

tvili-Z,2ikv =р,2ф/ = 2  dOi/dt,

где о ,  = 1/ 2р,2 ф, — секторная скорость, т.е. скорость изменения 

площади фигуры, заметаемой проекцией вектора г, на плоскость 

0 ^ 2- Таким образом, закон сохранения момента количеств дви-
N

жения относительно оси 0\3 означает постоянство суммы X  mi°i
/=1

(обобщенный закон площадей).

N ___ . .

С.2. Если = 0, то вектор G постоянен — закон со­

хранения момента количеств движения. Это утверждение справед­
ливо для изолированных систем.

N ___

С.З. Если Х *^с(1г/е)) = 0, то вектор G’ постоянен — закон со- 
ы I v '

хранения момента количеств движения относительно центра масс.
N ___

С.4. Если X  ■^с(Р,(е>)е - 0 > г̂ е е — °Рт оси неизменного направле-
/=1

ния, то величина G'e постоянна — закон сохранения момента коли­
честв движения системы относительно оси, проходящей через центр 
масс.

С.5. Если система материальных точек изолированна, то репер 
Кенига является инерциальной системой координат и момент коли­
честв движения относительно центра масс постоянен.

▲ По теореме о движении ценфа масс начало репера Кенига 

движется равномерно и прямолинейно, а его ориентация относи­

тельно инерциальной системы координат по определению не ме­

няется. Следовательно, репер Кенига — инерциальная система 

координат. Момент внешних сил относительно ценфа масс равен 

нулю, и, значит, по теореме 3 вектор G' постоянен. Т
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§ 4.3. КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ СИСТЕМЫ 

В АБСОЛЮ ТНОМ ДВИЖ ЕНИИ И В ДВИЖ ЕНИИ 

ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРА МАСС. ТЕОРЕМЫ 

ОБ ИХ И ЗМ ЕНЕНИИ

N ,
0.3.1. Величина Т = 1/2£ т,г, называется кинетической энер-

/ = |

гией системы N материальных точек в абсолютном движении.

Здесь г, — радиус-вектор точки Л/, относительно инерциальной 
системы координат

N
0.3.2. Величина Т’ = 1/2£/и,г/ называется кинетической энер-

i=i
гией системы N материальных точек в движении относительно 

центра масс.
Здесь г/ — радиус-вектор точки М, относительно репера Кенига. 

Т.1 (вторая теорема Кенига). Кинетическая энергия системы в 
абсолютном движении равна сумме кинетической энергии центра масс 
и кинетической энергии системы в движении относительно центра 
масс.

▲ Поскольку г, = гс + г, , то

Т ^ 1 т , ( г с+ г;)2 =\ мсх2с +7,' + гс 2 > /г/. 
z 1=1  ̂ /=|

Последнее слагаемое равно нулю, так как по определению центра
N

масс £  т,г/ = 0 . ▼
/=1

Т.2. Дифференциал кинетической энергии системы в абсолютном 
движении равен сумме элементарных работ внешних и внутренних 
сил на действительных перемещениях точек, т.е.

dT = i  ¥^dri + £ f Pdr,. (31)
/=1 /,у = 1

▲ Заметим, что г,dr, = г,dr,. Используя уравнение (1.1), получим 

dT = ’Z miridri = X  ms,dr, = X  •
/ = 1 /=1 / = 1 /.y = l

Работа внутренних сил

z i } 4  4  (р{'Ч+ г{;Ц ) = i  £  F<'4r,. -r,)
/.7=1 i. 7 = 1 ',7  = 1

не равна, вообще говоря, нулю. ▼
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Т.З. Дифференциал кинетической энергии системы в движении 
относительно центра масс равен сумме элементарных работ внеш­
них и внутренних сил на относительных действительных перемеще­
ниях точек, т.е.

Учитывая теорему о движении центра масс Mrc = X F ,(e), по­

лучим (3.2). ▼

С.1. Теоремы об изменении кинетической энергии можно предста­
вить в форме

Здесь W, W' — мощности сил при абсолютном и относительном 
перемещениях точек соответственно.

0.3.3. Назовем набор х=(г,, ..., rN) е EiN — конфигурацией 

системы в инерциальной системе координат 3, а набор

х' = (г,', ..., rN') — конфигурацией системы в осях Кенига.

С.2. Если система в моменты времени t0 и f, имеет конфигурации 
х$ мх,, то приращение кинетической энергии при движении системы 
из конфигурации в конфигурацию х, равно работе сил вдоль траек­
тории движения, т.е.

Интегральная форма теорем об изменении кинетической энер­

гии получается путем интегрирования равенств (3.1) и (3.2).

0.3.4. Говорят, что система консервативна, если существует 

функция U(rb ..., Гд,) и F,= VrU, i=  1, ..., N, в некоторой односвяз­

ной области конфигурационного пространства E3N.

/=1 i.j-l

▲ Воспользуемся теоремами 1 и 2 и найдем

N I \ N

(3.2)

N N
dT = dT' + Mrcdrc = £F,<Arc + IF , .* / .

<=i i=i

N

*o

Аналогично в движении относительно центра масс

(3.3)

(3.4)
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С.З. В случае консервативной системы имеет место закон сохра­
нения энергии Т- U=h, или Т + V=h, где V=-U — потенциальная 
энергия.

В самом деле, работа сил на элементарном перемещении dA =

= I  VrUdг, = dU ,n  криволинейный интефал в равенстве (3.3) пред-

Если в качестве момента времени г, рассмафивать произволь­
ный момент времени t и движение x = x(t), то вдоль этого движе­

ния сумма кинетической и потенциальной энергий постоянна, т.е. 

Т+ V= h.
Аналогичным образом можно получить закон сохранения пол­

ной механической энергии Т' - U' = h из равенства (3.4), если силы

§ 4.4. ЗАДАЧА ДВУХ ТЕЛ.

УТОЧНЕНИЕ ТРЕТЬЕГО ЗАКОНА КЕПЛЕРА

Рассмофим движение двух тел, взаимодействующих по закону 

всемирного тяготения. Считаем, что размеры тел малы по сравне­

нию с расстояниями между ними и их можно рассмафивать как 

материальные точки. Примером такой системы может служить 

Солнце и одна из планет Солнечной системы, если пренебречь их 

взаимодействием с другими планетами.
Обозначим через г,, г2 радиусы-векторы материальных точек 

относительно инерциальной системы координат 0 ^ ,^з>  и запи­
шем уравнения их движения в виде

N

i=1
ставляется в виде

Следовательно, из равенства (3.3) вытекает 

Щ )- и (Х1)=1\10)- U(xo) = h.

(4.1)
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Здесь mt, т 2 — массы точек,/ — гравитационная постоянная. 

Применяя теорему о движении центра масс к рассматриваемой 
изолированной системе, получим

(ш, + т 2)гс = 0 => rc = Vc/ + rc (0).

Центр масс системы движется равномерно и прямолинейно. 

Движение относительно центра масс можно определить через вза­

имный вектор г = г2-Г|, используя формулы

т 2 т ,
ri = гс ---- -—  г> г2 = гс +--- — г (4 2)w, + т2 1 т\+т2 '

Формулы (4.2) получены из решения системы линейных урав­
нений

г2 - г, = г, /и,г, + m2r2 = (т ] + т 2)гс.

Умножим первое уравнение системы (4.1) на (~/я2), второе — 
на /И], сложим результаты и придем к уравнению

f(m l+ m2)

л3
(4.3)

Пусть т ] = М0 — масса Солнца и /Л/0 = ц — гравитационный 

параметр Солнца. Уравнение (4.3) представится в виде

ц(1 + т ,М 01)
r = -~ --- i--- -г,

г3
(4.4)

где т, = т 2 — масса планеты. Аналогичное уравнение рассматри­

валось в § 3.8 при исследовании движения планеты в поле тяготе­

ния Солнца в предположении, что Солнце является началом не­

подвижной системы координат. Для уравнения (4.4) сообразно 

результатам § 3.8 справедлив уточненный третий закон Кеплера

7]2 4тс2 _  ^ ( l  + fflfMp1)

а3 |i(l -I- rn, Л/о 1) => а;3

4л

полученный путем простой замены гравитационного параметра ц 

на |л( 1 + Здесь 7} — период обращения планеты, а, — боль­

шая полуось эллипса, описываемого радиусом-вектором г. Отно­

шения для планет Солнечной системы малы. Например, 

для самой большой планеты Юпитера это отношение равно 
9,55x10^.
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§ 4.5. ЗАДАЧА N  ТЕЛ, ВЗАИМОДЕЙСТВУЮ Щ ИХ 

ПО ЗАКОНУ ВСЕМ ИРНОГО ТЯГОТЕНИЯ.

ЛЕММА ЛАГРАНЖА-ЯКОБИ. НЕОБХОДИМ ОЕ УСЛОВИЕ 

ОГРАНИЧЕННОСТИ ВЗАИМНЫ Х РАССТОЯНИЙ

Задача о движении системы N материальных точек, взаимодей­

ствующих по закону всемирного тяготения, может служить мо­

делью Солнечной системы и изучается механиками и математика­

ми уже более трехсот лет. Если при N=2  задача интегрируется, то 

уже при N>2 невозможно найти общее решение уравнений дви­

жения. Однако в ряде частных случаев удается сделать некоторые 

суждения о характере движения системы.
Уравнения движения представим в виде

" W ' - X t --^т 'т \зп 1 = 1......N - <5,1>

Ь f

Здесь /  — гравитационная постоянная, — масса материаль­

ной точки. Поскольку система изолирована, то оси Кенига, свя­

занные с центром масс системы, являются инерциальной систе­

мой координат. Для Солнечной системы репер Кенига совпадает 
с системой координат Коперника. В уравнениях (5.1) будем счи­

тать, что радиусы-векторы г, материальных точек заданы относи­

тельно осей Кенига (%&£з- Вектор момента количеств движения 
N

G = £[г,, /я,г,] в изолированной системе постоянен. Кроме того,
/ = !

система консервативна и имеет место закон сохранения энергии

1 N N fm m
Т + V = h, 7' = I lm , r , 2, ..(5.2)

Z  1 = 1 K J

Л.1. Справедливо неравенство

G 2 < 277, / = £ > ,г 2. (5.3)
;= |

Величина / называется полярным моментом инерции системы.

▲ Воспользуемся неравенством Коши-Буняковского и получим

I \21'П (г< - г>) J



Ответим на вопрос: каково движение системы, когда в нера­

венстве (5.3) имеет место равенство? Равенство будет иметь место, 

если г, = ш х г, и сог, = О, а вектор а> направлен по вектору G. Тогда 

G2 = I 2со2, Т = 1/2/со2, и система вращается как твердое тело с по­

стоянной угловой скоростью.

JI.2 (лемма Лагранжа). Если г у = г, - г,-, то

▲ Поскольку центр масс системы совпадает с началом системы
N

координат, то £  mJi = 0 и

Отсюда непосредственно следует равенство (5.4). ▼

Л.З (формула Лагранжа—Якоби). При движении системы N ма­
териальных точек справедливо равенство

где V — потенциальная энергия (5.2), И — постоянная энергии.
А Потенциальная энергия К(г,, ..., Гдг), определенная в (5.2), 

является однородной функцией порядка -1, т.е.

Справедливость этого свойства докажем так. Рассмотрим функцию

Правые части уравнений (5.1) равны -VГ V. Используя это об­

стоятельство, получим

(5.4)

Далее

/  = 4А-2К, (5.5)

N

Z v / r , . = - K .

ДА.) - К(А.Г|, ..., XrN)-X  1 ], ..., rN), X е RK

Далее
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/  = 2Х  т,т,т„ j  = 2 1  m,r} + 2]Г w,r,r, = 4 Г - 2 £  V,. Кг,- =4Г + 2K.
i=i /=1 /=1 /=1

Из интефала энергии следует 4 7 = 4/1 -4V и далее равенство
(5.5). Y

Т.1, (теорема Якоби). Необходимым условием ограниченности вза­
имных расстояний между материальными точками при движении под 
действием закона всемирного тяготения является условие отрица­
тельности полной энергии И < 0.

А  Допустим противное: пусть И > 0 и взаимные расстояния ог­
раничены, т.е. | Гу(/) | < оо, V/, j, t е [0, +»[. Тогда согласно формуле

(5.4) офаничена величина /(/) при t е [0, +»[. Интефируя дважды 

по времени соотношения (5.5), получим

/  Т

I(t) = 2ht2 + /(0)f+ / (0 )- 2 JJk (t)A A . (5.6)

о о

расстоянии означает, что

Здесь функция V(t) = F(r,(0, ..., Гд̂ г)). Офаниченность взаимных

N Л 1/2
]Гг, < R . Функция -2V{t) в шаре

V/=l /

радиусом R больше или равна положительному числу a (R). Из со­

отношения (5.6) в этом случае получим неравенство

I(t) > (2h + a(R))t2 + 7(0)/ + /(0).

Отсюда следует, что при h > 0 функция I(t) не офаничена. Проти­

воречие доказывает теорему. ▼

§ 4.6. ДВИЖ ЕНИЕ СИСТЕМЫ НЕСВОБОДНЫ Х N  ТОЧЕК. 

ГОЛОНОМ НЫ Е СВЯЗИ. КОНФИГУРАЦИОННОЕ 

МНОГООБРАЗИЕ СИСТЕМЫ. ВОЗМ ОЖ НЫ Е 

ПЕРЕМ ЕЩ ЕНИЯ

Уравнения движения системы свободных А'точек представим в 

виде одного векторного уравнения в просфанстве E3N. Для этого 

обозначим через х = (г,, ..., rN) е E3N, г, е Е 3, /'= 1, ..., N. Здесь 

!*,(/) — радиус-вектор /-й материальной точки в инерциальной сис­

теме координат. Система векторных уравнений (4.1) представля­

ется в виде одного векторного уравнения

Л х  = J  (х, х, t), &  =(F1, . . . ,F VV), -6 ^

J i  = diag{/и,, mu mu т г, m2, m2, m N, mN, mN}.
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0.6.1. Говорят, что на систему наложены двусторонние (удер­
живающие) связи, если в процессе движения вектор х(/) удовле­
творяет условиям

t) = 0 ,j = 1, ..., /. (6.2)

Функции fj предполагаются дифференцируемыми по всем ар­
гументам.

0.6.2. Множество Л/= {х : х е EiN,fj(x, t) = 0 , j= l ,  ..., /} называ­

ется конфигурационным многообразием (пространством) систе­
мы N материальных точек.

Предполагается, что система векторов линейно незави­
сима при любом х е М.

0.6.3. Связи называются стационарными, если

§ •  О, 7 = 1,...,/.

0.6.4. Возможным перемещением точек называется вектор

6х = (5Г|, ..., 6г„) € TxM={t, е E3N, %Vxfj = 0, j=  \ , ..., /}.

Здесь ТХМ  — касательное пространство к многообразию М  в 

точке х.

JI. Если конфигурационное многообразие стационарно (связи ста­

ционарны), то вектор скорости х е ТХМ .

А Пусть х = х(/) — движение системы и jJ(x(f)) = 0 , у= 1, ..., /. 

Тогда

^  = Vx/ ,x  = 0, j  = 1,..., I => х еТхМ. Т

0.6.5. Нормальным пространством к многообразию в точке х 
называется линейное пространство

NXM  = |л: Л eE iN, r\ = '£JXjVxf J, А.у е Л ‘|.

Нормальное пространство есть линейная оболочка векторов 

{ V j ^ , .  Размерность нормального пространства dim NXM= I, а раз­

мерность многообразия М  по определению есть размерность каса­

тельного пространства ТХМ и равна п = 3N- I. Заметим, что каса­

тельное пространство линейно и является ортогональным допол­

нением нормального пространства.

Многообразие М  предполагается связным и обладает структу­
рой дифференцируемого многообразия.
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§ 4.7. ИДЕАЛЬНЫЕ СВЯЗИ. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА 

ПЕРВОГО РОДА. ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП 

ДАЛАМБЕРА-ЛАГРАНЖА

Сформулируем принцип освобождаемое™ от связей: связи, 
наложенные на перемещения точек системы, можно отбросить, 

заменив их воздействие на точки силами (реакциями связей), и 

рассматривать после этого движение системы как движение сис­

темы свободных материальных точек под действием активных сил 

и реакций связей.
Согласно принципу освобождаемое™ от связей уравнения дви­

жения системы примут вид

/и,г, = F, + R ,, /' = 1,..., N => J i  х = 9  + 31 . (7.1)

Здесь 31 = (R , ..., Ид,). R, — реакция связей, действующая на 

точку А/„ F, — активная сила. К уравнениям (7.1) следует добавить 

уравнения связей

Полученная система содержит 6jV неизвестных величин (векто­

ры х и 31), а число уравнений равно 3JV+ 1<6N. Предполагается, 

что l< 3N, так как в противном случае, когда /= 3N, задача дина­

мики теряет смысл: векторы rh ..., rN могут просто быть определе­

ны из конечных уравнений (7.2).
В случае, когда 1<3N, число уравнений меньше числа неиз­

вестных, и задача не имеет определенного решения. Чтобы избе­

жать этой неопределенности, сформулируем дополнительные ус­

ловия, касающиеся природы реакций связей.

Аксиома идеальных связей: связи называются идеальными, если 
работа реакций связей на любых возможных перемещениях равна 

нулю, т.е.

Из аксиомы идеальных связей (7.3) следует, что вектор 31 при­

надлежит нормальному пространству NXM и представляется в виде

7 = 1

Равенство (7.4) означает, что 3N неизвестных величин, компо­

нент векторов R,, ..., Rw выражаются через / неизвестных множи­

телей Лагранжа Х,, ..., Уравнения (7.1) принимают вид

Q1

Jj(\, t) = 0 ,j=  1, ..., /. (7-2)

3t = I  bjVxf j . (7.4)



J l x  = &  + 'Z xj wxfj => m,ri = F ; + Z * v v »-,//> i = 1. N ’ (7-5)
7=1 7=1

и называются уравнениями Лафанжа первого рода с неопреде­

ленными множителями. Совместно с уравнениями связи (7.2) они 

образуют полную систему уравнений движения системы, в кото­
рой число неизвестных совпадает с числом уравнений.

Если в аксиоме идеальных связей (7.3) заменить реакции R, на 

разности (/я,г, -F,), то получим вариационный принцип Д’Алам- 

бера—Лафанжа

N

£ (/я,Г; - F;)бг, = 0, V6x = (бГ|,..., SrN) еТхМ. (7.6)
/=1

В векторной формулировке

{jlx-ZF  |бх = 0, Уд>х еТхМ

вариационный принцип Д’Аламбера—Лафанжа означает справед­
ливость второго закона динамики в проекции на касательное про- 

сфанство ТХМ  конфигурационного многообразия.

§ 4.8. ВЫ ВОД О Б Щ И Х  ТЕОРЕМ ДИНАМИКИ 

ИЗ ПРИНЦИПА Д’АЛАМБЕРА-ЛАГРАНЖА

Рассмафивается система N материальных точек с идеальными 

голономными связями.

Т.1. Если связи допускают поступательное перемещение системы 
как твердого тела вдоль некоторого фиксированного направления, 
то производная от количества движения системы в проекции на это 
направление равна сумме внешних активных сил в проекции на это 
направление.

▲ Пусть е — орт фиксированного в инерциальной системе ко­

ординат направления и А“ — фуппа перемещений вдоль этого 

направления, т.е.

ha : EiN -» EiN, (г,, ..., Гд,) -» (г, + ае , ..., Гд,+ ае), а  е R}.

Выражение «связи допускают перемещения вдоль оси с ортом е» 

означает, что

^(г, + ае , ..., Гуу+ае, /) = 0 Va е R\j= 1, N.

Отсюда
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df i  д  
-± = E V > -  0.

ot=0 '=>
(8.1)

Из условий (8.1) следует, что вектор (е ,..., е) принадлежит ка­

сательному пространству ТХМ. Заменяя в вариационном принци­
пе Д’Аламбера—Лафанжа (7.6) 6г, на е, получим

N

/=1

N

(8.2)
<=]

Далее

N

I  т,г,е = Qe, £  F,e = £  F,He,
<=i i=i ;=i

где Q  — количество движения системы, F/e) — внешняя сила, дей­

ствующая на точку с номером /. Внутренние силы по фетьему 
закону динамики взаимно уничтожаются. Таким образом, из ра­

венства (8.2) следует утверждение теоремы

dt
(Q«) = £ F < 'V

1=1

Т.2. Если связи, наложенные на систему, допускают поворот сис­
темы как твердого тела вокруг некоторой фиксированной оси, то 
производная от момента количеств движения системы относитель­
но этой оси равна сумме моментов внешних активных сил относи­
тельно этой оси.

▲ Не нарушая общности, считаем, что фиксированная в инер- 

циальном просфанстве ось, относительно которой связи допуска­

ют поворот системы как твердого тела, совпадает с осью 0$3. С о­

гласно условию теоремы точка (Г(а)г,, ..., Г(а)г^) при любом а е й 1 

принадлежит конфигурационному многообразию М, если ему при­
надлежит точка (г,, ..., Гд,). Здесь Г(сс) е SO(3) и задает поворот на 

угол а вокруг оси 0£,3. В координатах ОЕ, , ^ з  имеем

Г(а) =

cos а 

sin а 

0

-sin а 

cos а 

0

По условию теоремы

f j{Г(а)г,,..., Г(а)гдт,г) = 0 Va ей1, J = 1,...,/:

dh
da

а=0 1 = 1

d Г(а) 

~do~'
0, j  =

(8.3)

a=0
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Непосредственной проверкой доказывается, что

где е3 — орт оси 0£,3. Из равенства (8.3) следует, что векторы е3 х г, 

являются возможными перемещениями точек системы. Заменим 

в вариационном принципе Д’Аламбера-Лагранжа (7.6) 8г, на е3 х г, 
и получим

Здесь левая часть есть производная от проекции вектора мо­

мента количеств движения на ось е3, а правая — проекция на ось 

е3 момента внешних сил. Т
Т.З. Если связи стационарны, то дифференциал кинетической энер­

гии системы равен сумме элементарных работ активных сил на дей­
ствительных перемещениях.

▲ В случае стационарных идеальных связей действительные 

перемещения принадлежат классу возможных, т.е. (dr,, ..., dr^) е 

е ТХМ, так как

Остается заменить в вариационном принципе Д’Аламбера—Ла­

фанжа (7.6) возможные перемещения 8г,- на действительные dr, и 

получить равенство

N N

X  mi*i [е3 > Г; ] = X  F, [е3 > Г, ] ■ (8.4)

Поскольку вектор е3 постоянен, то

а по известному свойству внуфенних сил

£Р /[е3, г,] = ХГГ,-, F ^ j e 3.

Таким образом, равенство (8.4) преобразуется к виду

N N

1=1

из которого непосредственно следует теорема



dT = dA, T = j- X  m jf , <£4 = £ F,dr,. ▼

Особенностью доказанных теорем является то обстоятельство, 

что в их формулировках отсутствуют неизвестные реакции связей, 
что позволяет в ряде случаев сделать суждения о характере движе­

ния системы. Очевидно, что с учетом реакций связей, когда сис­

тема рассматривается как свободная, могут быть написаны любые 

общие теоремы механики (см. § 4.1—4.3), но в них будут присутст­

вовать, вообще говоря, неизвестные силы — реакции связей.

§ 4.9. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА ВТОРОГО РОДА

В вариационном принципе Д’Аламбера—Лафанжа, справедли­

вом для систем с идеальными голономными связями, набор воз­

можных перемещений должен принадлежать касательному про­

странству к конфигурационному многообразию, т.е. (6г,, ..., brN) е 

£ ТХМ. Таким образом, координаты вектора х и вектора возмож­

ных перемещений должны удовлетворять определенным услови­

ям. Идея Лафанжа состоит в ведении набора независимых пара­

метров, через которые выражаются координаты всех точек и век­

торы возможных перемещений. Математическая реализация этой 

идеи базируется на понятии дифференцируемого многообразия и 
его сфуктуры.

Пусть М а  £ зл/ — конфигурационное многообразие системы N 
материальных точек. Размерность многообразия п = 3N- I, где / — 
число связей, а само многообразие

М= {х • х е t) = 0, j  = 1....../}.

Многообразие М предполагается односвязным, функции Jj(x, t) — 
дифференцируемыми по всем аргументам, а векторы ( V j ^ ,  — 

линейно независимыми на М. Для каждой точки х0 е М существу­

ют ее окрестность Uz(Xq) = Л/П £с, где В( = {х : х е £ 3/v, |х - Xq| < е}, 
и отображение (Jr(xQ) на область V«-мерного пространства Rn. Это 

отображение может быть построено, например, так: в качестве 

независимых координат qb ..., qn (п = 3N- f) выберем компоненты 

вектора х при условии, что оставшиеся / компонент вектора х можно 

выразить из уравнений связей через выбранные компоненты. Для 

этого якобиан

(9.1)
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Рис. 29

в окрестности U^Xq). Условие (9.1) всегда может быть удовлетво­

рено надлежащим выбором компонент вектора х, поскольку сис­

тема векторов { V J ^ ,  линейно независима на М. Отображение ф 

области V на U^Xq) называется локальной картой и задается диф­

ференцируемыми функциями

Ф : г, = г,(а. О, »' = 1. •••, N, (г,, ..., rN) е

6 £4(хо) с  Е*N, q = (?„ ..., qn) е Va Rn. J 9‘2)

Пусть (V, ф) и (К', ф') — две локальные карты и пересечение 

фКП ф'К' * 0  (см. рис. 29). Тогда возникает отображение (ф')_|<>ф 

области R" на область Л”, определяемое функциями q' = q'(q> t). 
Это отображение взаимно однозначно и имеет обратное ф~'оф', оп­

ределяемое функциями q = q(q', /). Предполагаем, что эти функ­

ции дифференцируемы. В этом случае локальные карты называ­

ются совместными. Набор совместных карт при условии, что каждая
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точка многообразия имеет образ на одной из карт, называется ат­
ласом. Построенная конструкция задает структуру дифференци­

руемого многообразия.

Таким образом, всякая кривая на многообразии х = х(/) имеет 

свое изображение на локальной карте q = q(/).
Согласно формулам (9.2) вектор возможных перемещений

Sr/ = Z - | r 59*, , = 1......N 'к=\°Як
(9.3)

и возникает линейное отображение ф ТХМ, определяемое 

формулами (9.3): вектору возможных перемещений 8х е ТХМ  со­

ответствует вектор 6q € R".
Воспользуемся формулами (9.2), (9.3) и преобразуем принцип 

Д’Аламбера-Лагранжа. Дифференцируя по времени формулы (9.2), 

получим

dr, " дг: . дг, 
7= Z l^rV k  +dt =i дЯкк=1 dt

Отсюда

дг, _ дт, 

дЯк дЯк ’

С учетом равенств (9.5) преобразуем выражение

N N ,n  f a  N ,n  f a

L miT,br, = X  m,ri ~ ^bqk = £  m,r,-z+-6qk = 
/=1 i,k=\ °Qk i,k — \ Qk

= S
*=1

n

= E
k=1

n

=  1

A d J L ^ m r.A ^ L .
dt дЯк ы\ ' ' dt дЧк

ЬЯк =

d дТ дг,

d дТ дТ

t ^ dt дЯк дЯк
6 qk.

ЬЯк =

N т . г 2 

/=1 1

(9.4)

(9.5)

(9.6)

Работа активных сил на возможных перемещениях

N ^  '

1=1 4=|V/=| °Як
?>Як = Е  Ок̂ Як-

к = I
(9.7)

Величины Qk называются обобщенными силами. Объединяя 

выражения (9.6) и (9.7), представим вариационный принцип 
Д’Аламбера—Лагранжа в виде
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Вариации 5qk в выражении (9.8) произвольны. Это обстоятель­
ство позволяет получить из (9 8 ) уравнения Лафанжа второго рода

d 8Т дТ г! /, 1

d , w r w r ~ Q l' 4 = 1......"• (9-9)

положив, например, Sqk = 1, а все остальные bqm = 0 .

Кинетическая энергия системы согласно (9.4) представляется в 
виде

,2

T - - \ ir n { ± ^ q k ^  j = Т2+Т]+Т0, 

T2 = j 'L mi['L-^-4k] = j  Х М ч ,t)qkqs, (9.10)
z , = 1  \к=\б<1к J  1 k,s=\

В случае стационарных связей dr/5f=0, Г, = Г0 = 0, а Т= Т2 — 

квадратичная форма по обобщенным скоростям qk . В ряде случа­

ев активные силы порождаются силовой функцией U*(V\, .... г№ /), 
а именно F, = VrU* Тогда обобщенные силы Qk равны

о  = У  F  -  у  v  и * - ди^ () 
к 5  ‘ Sqk ,§  f' dqk dqk ’ (91])

U(q,t) = U*(rb ...,rN,t)
г/=г/(ч> 0

Введем функцию Лафанжа Z,(q, q,t) = T + U и представим урав­

нения (9.9) в виде

d 8L dL =0< к = {......n (9 12)
dt dqk 8qk

Системы уравнений (9.9) и (9.12) описывают движение меха­

нической системы с голономными идеальными связями. Порядок 

этих систем 2л, так как каждое уравнение содержит вторые произ­

водные обобщенных координат по времени. Начальные условия 

движения (q(0), q(0)) определяют закон движения системы q(/) на 

локальной карте, а отображение (9.2) позволяет найти закон дви­

жения каждой точки г,(0 в трехмерном евклидовом просфанстве.
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§ 4.10. ПЕРВЫ Е ИНТЕГРАЛЫ УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА 

ВТОРОГО РОДА. ТЕОРЕМА НЕТЕР

0.10.1. Первым интегралом уравнений Лагранжа второго рода

(9.12) называется функция /(q , q, t ) , принимающая постоянное 

значение на каждом действительном движении системы q(/).
Отыскание первых интефалов движения системы позволяет либо 

понизить порядок системы дифференциальных уравнений, либо 
вообще найти ее общее решение. Как правило, первые интефалы 
уравнений Лафанжа второго рода выражают законы сохранения 

таких характеристик системы, как количество движения, момент 
количеств движения, энергия системы.

0.10.2. Обобщенная координата qk называется циклической, если 
от нее не зависит функция Лафанжа L, т.е. dL/dqk = 0.

В этом случае согласно уравнениям (9.12) количество

8L 

дЯк

постоянно вдоль всякой фаектории движения. Величина рк назы­
вается обобщенным импульсом, а первый интефал (10.1) — законом 
сохранения импульса, соответствующего циклической координате.

Уравнения Лафанжа второго рода допускают первый интефал, 

если функция Лафанжа не зависит явным образом от времени, 

т.е. dL/dts 0. В самом деле, умножим каждое уравнение системы

(9.12) на qk и сложим результаты. Получим

П

I

Рк (10.1)

d dL ) • dL ■'
dt

= 1
к=\

d ( 9L ■) 31 ■■ 
—1 — Qk 1 - — "
dt \ dqk 

Отсюда

Як
dL

дЯк дЯк
Як - ^  + ̂  = 0 . 

dt dt

d_
dt

у  dL ■ 11 _ dL

t ^ k qk Lr  d t •

и если dL/dt = 0, то 

l k ' * - L - h-
( 10.2)

Первый интефал (10.2) называется обобщенным интефалом 

энергии, или интефалом Якоби.
В ряде случаев удается получить первый интефал уравнений 

движения, когда существует однопарамефическая фуппа отобра-

7 * 99



жений конфигурационного пространства в себя, обладающая ря­
дом свойств.

Т.1 (теорема Э. Нетер). Пусть ha : R" -> R", а  е ]-а0, а ^ , — одно­
параметрическая дифференцируемая группа отображений конфигу­
рационного пространства в себя со свойствами'.

Г. A“q(/) = q(f, а), q(/, 0) = q(/), q = (?,, ..., qn) e RT\

2°. T(q(t, a), q(/, a), t) - r(q(r), q(f), t)

У ■ I  <2, =  0.

a=0

Здесь T — кинетическая энергия системы, Qk — обобщенная сила. 
Тогда уравнения движения

d дТ дТ =Qkt k = (10.3)
dt dqk dqk 

допускают первый интеграл

3. Условия 2°, 3° в случае существования функции Лагранжа 
заменяются одним условием

2°'. Z,(q(f, a), q(f, a), t) = L(q(f), q(f), /).

▲ Из условия 2° получим

dT(q{t, a), q(f, a), j  w  gT dgk  ̂ дТ ддЛ =0

da k̂\\dqk da dqk da J .

Полагая в равенстве (10.5) a  = 0 и используя уравнение (10.3), 
найдем, что

\

= 0. (10.6)
а=0

Согласно условию 3° члены, содержащие обобщенные силы Qk 
в равенстве (10.6), в сумме равны нулю, а само равенство (10.6) 

представляется в виде

/ я __л
= 0,

а=0

откуда и следует утверждение теоремы.
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Если имеет место условие 2°', то доказательство теоремы ана­

логично при условии, что уравнения Лагранжа второго рода име­

ют вид

d dL dL _ q
dt dqk dqk

Заметим, что условие 3е означает равенство нулю элементар­

ной работы активных сил на возможных перемещениях, порожда­

емых группой й“ (для этого достаточно умножить условие 3° на 

вариацию 8а).
П.1. Пусть две материальные точки движутся по цилиндричес­

ким поверхностям /^г,) = у 2 + z 2 - а 2 = 0 и /2(г2) = у2 + z 2 - а 2 = О 
соответственно в силовом поле с потенциальной энергией

К(г„ r2) = mxgzx + m2gz2 + |(г, - г2)2,

где т х, т2 — массы точек, g — ускорение силы тяжести, с — жест­

кость пружины, соединяющей точки. В качестве лагранжевых ко­

ординат можно выбрать величины (хь ф,, х2, ф2), через которые 
выражаются координаты точек (х,, ух, zx) и (х2, у2, z2) по формулам

Х ,=Х „ х2 = х2)

ух = ах cos ф[, у2 = а2 со5ф2, ф|, ф2 mod 2л, (10.7)

zx = Q\ s irupz2 = а2 8тф2.

Функция Лагранжа имеет вид

L = ^-{x] + а,2ф?) + - ^(х^  + a ^ )- m ,g a ,s im p 1-

-m2ga2 втф2 -||(х, - х2)2 + а ,2 + а\ - 2а,а2 со5(ф, -ф2)]- ^  ‘ *

Пусть группа А“ есть сдвиг вдоль оси Ох на величину а, т.е. 

Ааг, = Г! + аех, Наг2= г2 + аех, где ех — орт оси Ох. Очевидно, что 

лагранжиан (10.8) инвариантен относительно этой группы отобра­

жений. Тогда по теореме Нетер первый интеграл

I  =
дТ д(*1+а) t дТ д(*2+а) 

Зх, да дх2 да
= тххх + т2х2.

а=0

Механический смысл этого интефала — закон сохранения ко­

личества движения системы вдоль оси Ох. Этот результат можно 

было бы также получить из теоремы об изменении количества дви­

жения (см. § 4.8).
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Связи, наложенные на перемещения точек системы, допускают 

поворот системы как твердого тела вокруг оси Ох, и справедлива 
теорема об изменении момента количеств движения (см. § 4.8)

е* ^ ( r i  х /я,г, + г2 х тгг2) = [гь F,]ex + [r2, F2]ex. (10.9)

Согласно формулам (10.7)

^-(г, х /и,г, + г2 х т2г2)ех = /эт,а,2ф, + /и2о|ф2.

Далее

Fi = -Vr, V = -mlgez - c(r, - r2),

*2 = -Vr2 V = -m2gez - c(r2 - r,),

fri, F, ]ex +[r2, F2]ex = -/n,ga, совф! -m2ga2 cos<p2.

Соответственно равенство (10.9) принимает вид

mxa}i$x +m2a2if>2 = -mxgax coscp, - m2ga2 cos9 2.

Если дополнительно предположить, что g = 0, то получим закон 
сохранения момента количеств движения относительно оси Ох

m]a2ip] + т 2а2(р2 = G

где Gx — постоянная величина. Этот первый интеграл можно так­

же получить из теоремы Нетер, если в качестве группы отображе­
ний принять отображение (хь ср,, х2, ср2) -»• (х,, ср, + а, х2, ф2 + а).

П .2. Пусть к связям, рассмотренным в примере 1, добавлены 
еще две связи х, = Лф,, х2 = кц>2, т.е. материальные точки движутся 

по винтовым линиям с одинаковым шагом. Система имеет две 

степени свободы и обобщенные координаты (ф,, ф2). Допустим, 

что поле силы тяжести отсутствует (g = 0) и лагранжиан

_ т  | 

L ~ 2
(к2 + в,2)ф? + ^ ( к 2 + о2 )ф2 -

[*2(<Pi -Фг)2 + а\ +а1 -2e,a2cos^, ~Ф2)|.

На фуппе отображений конфигурационного пространства Л“ : 

Ф! —> ф| + а, ф2 -> ф2 + а  функция Лафанжа сохраняет свое значе­

ние, и по теореме Нетер имеет место первый интефал (10.4)

/  =
дТ д(ф! +сс) t дТ с{Ф2 +сх) 
Зф) да дф2 да

-а=0

= Ш\[к2 + о2 |ф( + т2[к2 + а(2|ф2.
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§4.11. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИЙ СВЯЗЕЙ 

С П О М О Щ ЬЮ  УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА ВТОРОГО РОДА

Уравнения Лагранжа второго рода можно использовать для оп­

ределения реакций идеальных голономных связей. Пусть М= {х : 
х е E3N,fj(x, t) = 0 ,j=  1, ..., /} — конфигурационное многообразие 

системы с идеальными голономными связями и q(<71( ..., qn) — ло­

кальные координаты на М. Отбросим связь /,(х, t) = 0 и заменим 

се влияние на механическую систему согласно принципу осво­

бождаемое™ от связей силами реакции

Реакции (11.1) имеют такой вид, если связи идеальны, т.е. ког­
да их работа на возможных перемещениях равна нулю (аксиома 

идеальных связей)

^ " (l)5x = 0 V5X1V*/,.

Если связь /,(х, О — 0 не учитывается, то система имеет п+ 1 
степеней свободы, ее конфигурационное многообразие Мх = {х : х е 

е Ew , f/x, 0 = 0, j  = 2, ..., I) и набор (qu ..., q„, j,) — локальная 

система координат на Мх, где 5, = /j(x, t). При s, = 0 точка х е  М, а 
набор (qx, ..., qn) является локальной системой координат на М. 
Кинетическая энергия системы

Работа активных сил, в число которых входят реакции связи 

R i(l), ..., R/y(1), на возможных перемещениях равна

Продифференцировав тождество/i(x(q, j ,, t), t) = sx, получим

( 11.1)

Тогда



Уравнения Лафанжа второго рода представим в форме

d_dTL _dTL _ 0
dtdqk dqk Qk’

^_дТ\_дТ\= 0
dt Si, йу, 11'

(11.2)

В уравнениях (11.2) функция X.^0, неопределенный множител] 

Лафанжа, определяет величины реакций связи (11.1). Рассмофик 
такой класс движений, когда 5, = 0 , т.е. точка x(t) движется nt 

многообразию М. Реализация этих движений обеспечивается вы 

бором функции >.](?). При 5, s 0 первые п уравнений системы (11.2 

переходят в уравнения Лафанжа второго рода, описывающие дви 
жения системы по многообразию М

d дТ дТ п 
dtdqk dqk У*'

(11.3)

где Т(q, q, t) = 7|(q, 0, q, 0, t ) . Функция \t(f) определяется из пос 

леднего уравнения системы (11.2), если найдено решение уравне 

ний (11.3) q = q(0-
П. Две материальные точки, соединенные невесомой нитью 

движутся по гладкой горизонтальной плоскости Оху. Система имее' 

ф и  степени свободы, и ее конфигурационное многообразие

М = Ix:x(x1,y „x 2,y2)e E 4, /(х) = у/(х, - х2)2 + (у, - у2)2 =/}.

В качестве обобщенных координат выберем координаты ценф; 

масс системы (хс, ус) и угол «р (см. рис. 30). Поставим задачу найт1 

движение системы и реакцию связи (силу натяжения нити)

Отбросим связь и введем ко 

ординату согласно условик

л/(*1 -х2)г +(^1 -Ут)2 =1 + 3 
Используя связь между де 

картовыми координатами то 

чек и независимыми коорди 

натами

*i = *с -

х2 =хс +

m2(l + s) coscp 

m{ + m2 '

mx(l + s) cos9 

Щ\ + m2
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т ,( /+ .s)sin<p w,(/ + j)sinp
у, = yr --- 1------- , у2 = Ус + — --------■

1 с т х + т2 т\+т2

найдем кинетическую энергию системы

Т\ = - у (* с  +>'c) + -y-[i2 +(/ + ^)2ф2 

М = гп\ + т2,

т ,т 2
т г = — *—— . 

т х+ т2

Поскольку внешние активные силы отсутствуют, то уравнения 

Лафанжа второго рода (11.2) примут вид

Мхс = 0, Мус = О, 

mrs - mr(l + s)<p2 = X.

mr(l + s)2q> = 0,

При 5 = 0 получим из первых фех уравнений закон движения 

системы хс = xc (0 )f + хс (0), ус = yc (0 )f + ус (0 ), ф = ф(0 )/+ ф(0 ), а 

из последнего уравнения — множитель Лафанжа Х = -тгЦ ф (О))2. 

Реакция связи, действующая на первую точку,

д/ д/ ) _ X/ у - у 1 

ax t 'dy j-  i (X[ Х2’ У] Уг)
R l2= X V .f  = X

и соответственно на вторую —

r 21 = x v r f  = x s l

дх2 ' ду2
J  [х2-хх,у2-ух).

Другими словами, нить в процессе движения натянута с посто­

янной силой, равной |4

§ 4.12. РАВНОВЕСИЕ СИСТЕМЫ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК. 

ПРИ Н Ц ИП  ВОЗМ ОЖ НЫ Х ПЕРЕМ ЕЩ ЕНИЙ.

ТЕОРЕМА ЛАГРАНЖА ОБ УСТОЙЧИВОСТИ 

ПОЛОЖ ЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ

Пусть на систему наложены стационарные голономные иде­

альные связи. Тогда кинетическая энергия системы представляет­

ся квадратичной формой

T’i i  q) = f  Ш у
U =1
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Уравнения движения системы записываются в одной из двух 
форм

где (?*(q, q, /) — обобщенная сила, U(q, t) — силовая функция.
0.12.1. Говорят, что система материальных точек находится в 

равновесии в положении q0, если q = q0 есть решение уравнений
(12.1) или (12.2).

Поскольку кинетическая энергия представлена квадратичной 

формой по q , то решение q = q0, где q0 постоянно, удовлетворяет 
соответственно уравнениям

Уравнения (12.3) означают, что в положении равновесия обоб­
щенные силы равны нулю. В случае консервативных сил, когда 

U = U(q), положения равновесия согласно (12.4) суть стационар­

ные точки силовой функции.

Система уравнений Лафанжа второго рода эквивалентна прин­
ципу Д’Аламбера—Лафанжа

В положении равновесия последнее равенство принимает вид

и справедлив принцип возможных перемещений.

Необходимым и достаточным условием того, чтобы система, 

на которую наложены идеальные голономные стационарные свя­

зи, находилась в равновесии при q = q0, является равенство нулю 

работы активных сил на любых возможных перемещениях.

Равенство (12.5) можно переписать в исходных декартовых ко­
ординатах в виде

d дТ дТ _ 0 
dt dqk dqk * ’

к = 1,..., п, ( 12 . 1)

d dL dL 0 

dt dqk dqk
= 0, к = L = T + U, (12.2)

Qk = 0, к = 1,.... n. (12.3)

(12.4)

П
6 ^ = Z 0 * 5 ^ = O  V5q e Rn, (12.5)

N

bA = XF/Sf/ =0 V8x = (8r,,..., бг„) e TXM .
/=i

где F, — активная сила, действующая на точку А/,.

106



П.1. Материальная точка движется по поверхности z = x2 + у2 в 
силовом поле с силовой функцией U = -mg(t)z под действием силы 

сопротивления F = -кг. Независимыми координатами Лагранжа 

могут служить декартовы координаты х и у. Поскольку Щх, у, t) - 

= -mg(t) (х2 + у2), т(х, у, х2 + у2), г(х,у,2хх + 2уу), то обобщенные 

силы равны

Qx = ~ i^ ~ k* %  = ~2т ^ ) х - к[х  + 4х (хх + уу)\

Qy = Щ- - кг Щ  = -2mg(t)y - к[у +4у(хх + уу)\

В положении равновесия х = у = 0 и Qx = Qy - 0. Отсюда следу­

ет, что имеется единственное положение равновесия х = у = 0 .

Предположим, что всякое решение уравнений Лагранжа второ­

го рода существует при любом / > 0. Не нарушая общности, можно 

считать, что положению равновесия системы соответствуют нуле­

вые значения координат qx = q2 = ... = qn = 0 .

0.12.2. Положение равновесия q = 0 называется устойчивым 

по Ляпунову, если для любого е > 0 ( е < е0) найдется 8 ( e ) > 0, 

такое, что при любых начальных условиях (q(0), q(0)) е Въ =

= j(q, q):[z(<72+ 9,2)j < б| решение (q(r, q(0), q(0)), q(/, q(0), q(0») e 

еД. при любом 0 (рис. 31).

Рис. 31



Т (теорема Лафанжа). Если силовая функция U(qu ..., qn) в поло­
жении равновесия имеет изолированный максимум, то это положе­
ние равновесия устойчиво по Ляпунову.

3. Потенциальная энергия V=-U имеет в устойчивом положе­

нии равновесия изолированный минимум.

А  Рассмофим фазовое просфанство системы R2n, которому при­
надлежат обобщенные скорости и координаты. Пусть в положе­

нии равновесия q = q = 0 силовая функция U также равна нулю и 
имеет изолированный максимум, т.е. существует окрестность Bto, 
в которой нет других стационарных точек. Поскольку связи ста­

ционарны, а силы консервативны, то уравнения движения (12.2) 

имеют первый интефал — закон сохранения энергии T-U-h. На

всякой сфере Sr = j(q, q): Jj(g ,2 + <7,2) = r2 j ,  r< e0, являющейся ком­

пактом в R2n, дифференцируемая неофицательная функция Т- U 
достигает максимального и минимального значения. Пусть SE, 
е < е0 — сфера в R2" и А(е) > 0 — минимальное значение функции 

Т- U на SE. Поскольку функция Т-U  непрерывна в Вч и обра­
щается в нуль при q = q = 0 , то найдется такая окрестность нуля 

Въ, для которой Т- U< А(е). Все фаектории движения, начинаю­

щиеся в окрестности Вь, не попадают на сферу St, так как для всех 

этих движений постоянная энергии А < А(в), а А(е) — минималь­

ное значение энергии на Se. Следовательно, движение устойчиво 

по Ляпунову. ▼
Суждение о наличии изолированного минимума потенциаль­

ной энергии может быть получено на основе критерия Сильвесфа 

положительной определенности квадратичной формы. Потенци­
альная энергия V=-Uраскладывается в ряд Маклорена в окрест­

ности положения равновесия q = О

..., ..... Л Э И о )  1 i  а ^ (о )

Первые два члена разложения равны нулю, фетий представля­

ет квадратичную форму

Если квадратичная форма V2 положительно определена, то функ­

ция V имеет в нуле изолированный минимум. Согласно критерию 

Сильвесфа положительная определенность будет иметь место тогда 

и только тогда, когда все главные диагональные миноры мафицы 

В положительны
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>0.

bn\ ■■■ bn„

Заметим также, что квадратичная форма V2 может быть приве­

дена к диагональному виду ортогональным преобразованием, при­
надлежащим группе вращений «-мерного пространства SO(n), а 

именно

Величины Х|, ..., х„ называются коэффициентами устойчивос­

ти Пуанкаре, и устойчивость имеет место, если все они положи­

тельны.

П.2. Две материальные точки одинаковой массы т  связаны не­

весомым стержнем длины а и перемещаются в вертикальной плос­
кости Оху. Точка Л/, скользит по гладкой кривой у = 1/2а(х2-х4). 

Обозначим угол между прямой МХМ2 и осью Оу через ср (рис. 32, а). 
Система имеет две степени свободы. Обобщенные координаты х и 

Ф, а силовая функция

U = -mg(yx + у2) = -mgaix1 - дг4) + mga совф.

Стационарные точки силовой функции удовлетворяют уравне­
ниям

q = r Q ^ K 2 =i(Z?q, q) = i(AQ ,Q ),

A = r _12fr = diag{X|, ...х„}.

= - Imga^x- 2л:3) = 0, = - mgaбшф = 0,

У 6 У 4

2

-1 х -1 X

М 2 1

а б

Рис. 32



решения которых х=0, ± \ /4 l ,  ф = 0, к. Таким образом, система 
имеет шесть положений равновесия при различных сочетаниях зна­
чений х и ф (рис. 32, б). Устойчивым является положение равно­
весия х = ф = 0 , так как для него

д2и{°) л= --------= 2 mga > О,
дх1 

д2и(о)
= --------у -  = mga > О,

дф

? т  ? т  о
йхдф 5дсЭф 

и коэффициенты устойчивости Пуанкаре положительны.

а2к(о)
дх2 

Э2К(0) 

Эф2



Глава 5 

ДИНАМИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

§5 .1 . ДВИЖЕНИЕ СВОБОДНОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА.
ПОЛЕ РЕАКЦИЙ СВЯЗЕЙ. ПРИНЦИП Д’АЛАМБЕРА- 
ЛАГРАНЖА. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Определение твердого тела и кинематические характеристики 
его движения приведены во второй главе. Согласно определению 
0 .2  твердым телом называется система материальных точек 
(Q, £(Q), ц), взаимные расстояния между которыми не меняются в 
процессе движения, т.е. | г ( t, г0(1)) -  г ( t, r0(2)) | = | г0(1) -  r0<2) | V г0(1), 
г0(2) € Q.

Пусть твердое тело занимает область П,е Е3 — дви­
жение твердого тела. Свяжем с твердым телом систему координат 
Рххх2хз и представим группу g' в виде

г (0  = гР(0 + Г(г)р. ( 1.1)

Вектор р постоянен в системе координат Рххх2хг и определяет в 
ней положение произвольной точки N  твердого тела, r(/),rP(t) — 
радиусы-векторы точек N и Р в инерциальной системе координат 
O ^ i соответственно, Г(/) — ортогональный оператор, принад­
лежащий группе вращений трехмерного пространства 50(3). Дви­
жение твердого тела будет полностью задано, если задать движе­
ние полюса Р (вектор rP(t)) и оператор Г(/), определяющий ори­
ентацию твердого тела. Таким образом, свободное твердое тело 
имеет шесть степеней свободы, а его конфигурационное многооб­
разие М =  E3xSO( 3).

0.1.1. Говорят, что на систему материальных точек (Г2,Е(П),ц) 
действует силовое поле, если в каждой точке множества Q, (илиО) 
задано векторное поле f  (р, ?)•

Векторное поле предполагается суммируемым по мере ц и

F(j4)=JM|x, А еЕ(Г2).
А

Сила FG4) называется результирующей силой или главным век­
тором сил, действующих на множество А.
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Заметим, что в определении 1.1 силовое поле f  приложено к 
материальным точкам, имеющим радиус-вектор r(p, t) и принад­
лежащим изменяемому в процессе движения множеству П„ а опе­
рация интегрирования (суммирования) осуществляется по непо­
движному множеству Q. В различных моделях механических сис­
тем поле f  (р, t) может определяться как объект, зависящий от 
вектора г (р, /) и его производных по времени и по пространст­
венным переменным.

Для системы свободных материальных точек постулируется ва­
риационный принцип Д’Аламбера-Лагранжа: поле ускорений 
г(р, 0  таково, что

J(r-f)5rrf|i=0 V5r(p). ( 1.2)
n

Отсюда следует, что г = f , т.е. поле ускорений совпадает с сило­
вым полем. В случае конечного числа материальных точек соот­
ношение (1.2) представляется в виде

N
ХДг,- -  :)бг,т,- = 0 V5r,- е Е 3.
/ =1
В твердом теле существуют связи

/■(■*,, г2) = i[r(p j, /) -  г(р2, /)]2 = ^ ( p i - p 2)2 V p „p 2 e a  (1.3)

Здесь тк = т(рк, t), к=  1, 2. Возможные перемещения удовлетворяют 
равенству

5/= (г, -  г2) (5г, -  бг2) = 0. (1.4)

Связи (1.3) порождают в твердом теле поле реакций. Предпо­
ложим, что поле реакций связи идеально, т.е. работа поля реак­
ций на возможных перемещениях равна нулю. Связь между точ­
ками, радиусы-векторы которых г, и г2, порождает реакции R ,2 и 
R21. Если связь идеальна, то

R125r, + R2i5r2 = 0 (1-5)

для любых 6г,, 8г2, удовлетворяющих (1.3). Из равенств (1.4), (1.5), 
учитывая произвольность вариаций 5г,, бг2, получим

R 12 = - R21 = W ,  Г], r2)(r, -  r2) ( 1.6)

(для этого достаточно вначале положить бг2 = 0 , а затем 5Г) = 0). 
Здесь \(t, г,, г2) — неопределенный множитель Лагранжа. Очевид­
но, что \(t, г,, г2) = k(t, г2, Г]). Реакции связи R12, R2I описывают
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взаимодействие двух точек и удовлетворяют третьему закону ди­
намики: силы взаимодействия направлены по прямой, соединяю­
щей точки, равны и противоположно направлены.

Суммарное поле реакций связей в точке г, определяется интег­
ралом

R(f, г,) = Ja.(/, г„ г2)(г, - r 2)4 i(2). (1.7)
о

Здесь суммирование ведется по р2, от которого зависит вектор 
r2(p2, t). Поле реакций связей (1.7) идеально, поскольку его работа 
на любых возможных перемещениях равна нулю. В самом деле

8А = jR(t, г,)5г,</ц(1) = | Jx(/, г,, г2)(г, -  г2)8г,й?ц(1)ф (2) = 
п on

= J г2, Г])(г2 -  г,)5г2ф (1)ф (2)-
QQ

Тогда

25А = J j\(r, г,, г2)(г, — г2)(бг, - 8г2)ф (1)ф (2) = О, 
пп

если учесть соотношение (1.4).
Согласно (1.1) возможные перемещения точек твердого тела 

представляются в виде
8г = 6i>+ 5Гр = 8i> + (8ГГ_1)Гр. (1.8)

Покажем, что вариация оператора 8Г, умноженная на оператор 
Г-1, эквивалентна векторному умножению, т.е. 8ГГ_1 = 8а х , где 
8а — произвольный вектор трехмерного пространства. По опреде­
лению вариации следует рассмотреть произвольное однопарамет­
рическое семейство Г(Р), р е ]-р0, р0[ и найти

8Г = 5Г(Р)
эр 8р.

р=о

Согласно лемме о производной ортогонального оператора (см. 
§2.3)

^ Г - = . х .ар
Обозначим а8р = 8а и, учитывая равенство Гр = г -  гР, представим
(1.7) в виде

8г = Ьгр + 8а х (г -  rp) Vbrp, 8а е Е 3. (1.9)



Работа поля реакций связей на возможных перемещениях (ак­
сиома идеальных связей) с учетом (1.9) равна

8А = JR(/, r)(Si> + [ба, (г -  гя)])ф  = 0 .
п

Учитывая произвольность векторов 8i> и 5а, получим соотно­
шения

JR(/, г)</ц = 0, J [(r-i> ),R (f, г)]ф  = 0 . (1.10)
п п
Первое равенство в (1.10) означает, что результирующий век­

тор поля реакций связей равен нулю, а второе, что и момент поля 
реакций равен нулю. В таком случае говорят, что система сил (поле 
реакций связей) эквивалентна нулю.

Согласно принципу освобождаемое™ от связей принцип Д’Алам­
бера—Лагранжа ( 1.2) для твердого тела имеет вид

J ( r - f - R ) 8rJ(x = 0 V8r e .£ 3.
n
Отсюда, учитывая идеальность связей, получим

K r-f^ S r , +[8а ,(г -г ,) ]| ф  = 0 VSr^Sa е £ 3. ( 1.11)
п
Соотношение (1.11) представляет принцип Д’Аламбера—Лафан­

жа для свободного твердого тела. Полагая в(1.11)8а = 0 и  учиты­
вая произвольность вектора 5г/>, получим теорему об изменении 
количества движения твердого тела

^  = F, Q = |гф, F = J f4 i. (1.12)
a n

Поскольку радиус-вектор ценфа масс твердого тела (точка Q  
определяется равенством

M rc = Jr ф , М  = |ф , 
п п

то соотношение ( 1.12) можно представить как теорему о движе­
нии ценфа масс твердого тела Мтс = F , где М  — масса тела.'

Если в равенстве (1.11) положить 8i>=0, то, учитывая произ­
вольность вектора 8а, получим теорему об изменении момента 
количеств движения. Имеем

Д ( г - «•/.), (г -Г )]ф  = 0
п

и далее согласно (1.12)
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rP х J(r -  f)4 i = 0.
n

Таким образом, получим 

! £  = Д (Г ) ,  G = f[r, г]ф ,
_  о (1.13)

* A (f)  = J[r,f]4i.
n

Равенство (1.13) выражает теорему об изменении момента ко­
личеств движения твердого тела относительно начала системы ко­
ординат: производная момента количеств движения равна момен­
ту внешних активных сил. Величины F, ^ ( f )  называются соот­
ветственно главным вектором и главным моментом относительно 
точки О поля активных сил.

Равенство (1.13) останется справедливым, если в нем заменить 
вектор г на вектор г' = г -  гс. При доказательстве этого факта сле­
дует учесть определение центра масс и теорему о движении цент­
ра масс. Таким образом, получим равенство

^  = Д . (  f), G '= f [ r ' ,r '] 4 i ,
п

Ж с {1)= |[г',Г]ф, 
п

выражающее теорему об изменении момента количеств движения 
относительно репера Кенига.

§ 5.2. ТЕНЗОР ИНЕРЦИИ, МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ, 
ЭЛЛИПСОИД ИНЕРЦИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА

Пусть твердое тело вращается вокруг неподвижной точки О, 
которую примем за начало инерциальной системы координат 

|£2£з- Если £2 — мгновенная угловая скорость твердого тела, то 
момент количеств движения и кинетическая энергия тела опреде­
ляются формулами

G = J[r, г ]ф  = Д г ,[П ,г ]]ф ,

n п (2.1) 
2Т = j r % =  j[a ,r fd n , 

п п
поскольку согласно формуле Эйлера г = П х г . Отметим также 
равенство 2T=GC2, вытекающее из формул (2.1). Обозначая
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•̂11 -/1 2 “ •Лз
2Т = (Л2, О), J = —J n J  22 ~̂ 23

- /,3 - 2̂3 ~̂ 33

проекции векторов П и г н а  оси системы координат ОЕ, , ^ 3  через 
(Q l 0.2, П3), ( ^ ,42. 4з). получим

2 Т = /Г(02^3 -  П £ 2)2 + {П &  -  П, ^ ) 2 + (П&2 -  W  =
£3

= J j jQ  ̂+ J 22^2 "*■ 3  33̂ 3 “  ^  12̂ 1^2 “  2/23^2^3 “  2 /  13Q1Q3 , (2.2)

й̂ = { р  -  ̂  )ф. J ij = J k&jdv, i * j-
n n

Величина Ja называется моментом инерции тела относительно 
оси 0 £„ а величина Jy (/ *J) — центробежным моментом инерции. 
Квадратичная форма (2.2) представляется в виде

(2.3)

0.2 .1 . Симметричный тензор J называется тензором инерции 
тела в системе координат или оператором инерции.

Очевидно, что G = /£2 . Заметим, что компоненты оператора 
инерции Jy зависят от ориентации тела в системе координат О ^ ^ з  
и, следовательно, зависят от времени, если тело вращается вокруг 
неподвижной точки О.

Перейдем к новой системе координат Oxtx2x3 с помощью орто­
гонального оператора Г. Справедливы формулы

Гр = г, Гоо' = П, Г €£0(3),

2Т = Дг, Гю']2ф  = (/Гсо', Гсо') = (/'со ', оо'). 
п

Отсюда следует закон преобразования тензора инерции при 
переходе к новой системе координат J' = Г-1 УГ. Пусть оператор Г, 
зависящий от времени, таков, что система координат СЦхрс3 жестко 
связана с телом. Тогда компоненты тензора J' будут постоянными 
величинами. Согласно теореме алгебры существует ортогональное 
преобразование Г0, приводящее квадратичную форму (/'со', со') к 
каноническому виду, когда матрица Г0_1/Т 0 = diag{^, В, Q  и

2 Т = Ар2 + Bq2 +С г2, (о = Г01ю ' = [p ,q ,r). (2.4)

Ортогональное преобразование Г0 эквивалентно переходу к 
новой системе координат Oxyz, также жестко связанной с телом, в 
которой оператор инерции имеет диагональный вид. Оси Ox, Оу, Oz 
называются главными осями инерции, а постоянные величины 
А, В, С — главными моментами инерции тела относительно точки
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О. В главных осях инерции центробежные моменты инерции рав­
ны нулю.

Остановимся на ряде свойств тензора инерции.
1°. Задача отыскания главных осей инерции совпадает с зада­

чей определения собственных векторов оператора инерции, когда 
справедливо соотношение /со = Ххо, и совпадает с задачей отыска­
ния условного экстремума кинетической энергии на сфере S 2 = 
= {со : cd2 = 1}.

2°. Главные моменты инерции являются корнями характерис­
тического уравнения

det|| /  -  А,£|| = 0 .

3°. Собственные векторы, отвечающие различным корням Хк 
характеристического уравнения, ортогональны, а корни \к дейст­
вительны.

0.2.2. Моментом инерции тела относительно оси е, проходя­
щей через начало координат и имеющей орт е, называется величина

Je = J[e,r]24 i .
п

Величина [е, г]2 равна квадрату расстояния от точки, радиус- 
вектор которой равен г, до оси е.

Т (Штейнер). Момент инерции тела относительно оси е равен 
сумме момента инерции относительно оси е', проходящей через центр 
масс тела и параллельной оси е, и произведения массы тела на квад­
рат расстояния между осями е и е'.

▲ Пусть ось е совпадает с осью Oz системы координат Oxyz, а 
г — радиус-вектор точки твердого тела. Обозначим через гс ради­
ус-вектор центра масс тела точки С и получим равенство г = гс + г', 
где г' — радиус-вектор точки твердого тела относительно осей 
Кенига. Тогда

Je = j[e> (гс + г')]2ф  = J[e, гс ]2ф  + 2 j[e,rc ][e,r']4i+ |[е,г']2</ц. 
n n n Cl

Второе слагаемое равно нулю по определению центра масс, а 
первый и последний члены равны Md2 и J,, соответственно. Здесь 
d — расстояние между прямыми е и е', М  — масса тела. Таким 
образом, справедлива теорема

Je = Je. + Md2. Т

Если мгновенная угловая скорость твердого тела, вращающего­
ся вокруг неподвижной точки, направлена по оси е и равна сое, то 
кинетическая энергия тела
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r  = i  J[e, г]2фш 2 = 1 / сш2,
n

где Je — момент инерции тела относительно оси е. С другой сто­
роны, Т= 1/2 (/со, со) и, следовательно, / е = (/е, е), где У — тензор 
инерции тела относительно неподвижной точки.

0.2.3. Главные оси инерции тела относительно центра масс на­
зываются главными центральными осями инерции.

JI. Если точка К принадлежит главной центральной оси инерции, 
то одна из главных осей тензора терции относительно точки К со­
впадает с главной центральной осью инерции.

▲ Пусть точка К принадлежит оси Cz и рассматривается опера­
тор инерции относительно репера Kx'y'z', координатные оси ко­
торого параллельны главным центральным осям Сх, Су, Cz (рис. 33). 
Используя свойства главных центральных осей инерции и опре­
деление центра масс, получим

Jx.z, = |x'z'd\i = Jx(z -  a)d\i = Jxzd\x -  a Jxd̂ i = 0. 
n n n n

Аналогично имеем Jy.z, = 0. Следовательно, Kz' — главная ось 
инерции тензора инерции относительно точки К. ▼

Главные моменты инерции тела относительно некоторой точ­
ки удовлетворяют неравенствам А + В > С, В+ С > А, С + А >  В,

поскольку

А + В - С =  j2 z2d\i > О,
п

В + С -  А = |2x 2d\x > О, 
п

С + А -  В = JV ^nS O . 
п

0.2.4. Поверхность второго по­
рядка (Jp, р) = 1 называется эллип­
соидом инерции Коши.

В главных осях инерции урав­
нение эллипсоида инерции имеет 
вид Ах2 + By2 + Cz2 = 1. Эллипсоид 
инерции есть геометрическое мес­

то концов векторов угловых скоростей со, при которых кинетичес­
кая энергия тела равна 1/2. При этом нормаль к поверхности эл­
липсоида совпадает с' вектором момента количеств движения g, 
так как n = Vra(/©, со) = 2/оо = 2g.
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§ 5.3. ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
С ОДНОЙ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ.
ДИНАМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА.
СЛУЧАЙ ОДНОРОДНОГО СИЛОВОГО ПОЛЯ

Применим принцип Д’Аламбера—Лагранжа (1.10) к твердому 
телу, имеющему одну неподвижную точку

|(r-f)5rdn = 0, 5r = 5 axr V5a е Е 3. (3.1)
п
Поскольку 5а произволен, то соотношение (3.1) эквивалентно 

равенству

Д г ,г ]ф =  J[r,f]4 i, (3.2)
п п

левая часть которого равна производной по времени вектора мо­
мента количеств движения G, а правая — моменту внешних сил 
относительно неподвижной точки О, являющейся началом инер- 
циальной системы координат Пусть система координат
Oxyz жестко связана с телом и ее оси суть главные оси инерции 
оператора инерции относительно точки О. Если Г(0 — ортогональ­
ный оператор перехода от системы координат Oxyz к системе ко­
ординат О Е ,^ з, то г = Гр,

G = {[г, г]</ц = Г J[p, р ]ф  = Tg,
n n

и равенство (3.2) представляется в виде

^  = rg + rg = Jt0(f). (3.3)

По лемме о производной ортогонального оператора Г 'Г  = шх, 
и соотношение (3.3) в проекции на оси подвижной системы коор­
динат Oxyz примет вид

£  + « * *  = ■>.('). 8 = <з4)

J = diag{/l, В, С}, m0(f) = J[p, Г '^ р ц .

Векторное уравнение (3.4) эквивалентно системе трех скаляр­
ных уравнений, называемых динамическими уравнениями Эйлера



c jfc  + {B -A )p q  = mz.

Здесь p, q, r, mx, my, mz — проекции соответственно вектора a> и 
момента сил на оси подвижной системы координат Oxyz.

Если положение подвижной системы координат Oxyz относи­
тельно инерциальной системы задать тремя углами Эйлера 
у, 0, ф, то кинематические уравнения Эйлера имеют вид (см. § 2.9)

р = Ц1 Sin0 БШф + 0 СОБф,
q = vj/ sin0 совф -  0 БШф, (3.6)
г  =  vj/ COS0 +  ф .

Уравнения (3.5) и (3.6) образуют полную систему дифференци­
альных уравнений шестого порядка относительно неизвестных р, 
q, г, у, 0 , ф, описывающую вращение твердого тела относительно 
неподвижной точки. Моменты сил тх, ту, mz должны быть заданы 
как функции переменных t, р, q, г, у, 0 , ф.

Рассмотрим случай движения твердого тела с одной неподвиж­
ной точкой в однородном поле силы тяжести, когда f  = -g£3, где 
5з — орт оси 0!;3. Дифференцируя по времени равенство £3 = Ге3, 
найдем

^  + о>хе3 =0. (3.7)

Здесь е3 — орт вертикали в системе координат Oxyz. Уравнение
(3.7) называется уравнением Пуассона.

Уравнение (3.4) представляется в виде

J ^ -  + <oxJ<o = -Mg[pc , е3], (3.8)

где рс — радиус-вектор центра масс тела в подвижной системе 
координат Oxyz, М  — масса тела. При вычислении правой части 
уравнения (3.8) использовались равенства

|рф = Мрс , m0(f) = |[р, (-^ез)]^  = ~ Щ р с , е3].
п п
Обозначим проекции вектора е3 на оси подвижной системы 

координат через у1; у2, у3 и получим очевидные равенства
у, = sin0 вшф, у2 = sin0 собф, у3 = cos0. (3.9)
Уравнения (3.7), (3.8) можно рассматривать как замкнутую сис­

тему уравнений относительно неизвестных р, q, г, у1; у2, у3.
170

B ^  + ( A - C ) p r  = rny , (3.5)



Система уравнений (3.7), (3.8) имеет три первых интеграла. 
Умножим уравнение (3.8) скалярно на е3 и после преобразований 
получим

/ ^ е 3 -[ш ,е 3ра> = 0.

Согласно уравнению (3.7) заменим — [ш, е3] на ё3 и предста­
вим последнее равенство в виде (/со, е3) = 0. Отсюда /сое3 = G3 — 
закон сохранения момента количеств движения относительно оси 
Ос,3. В развернутом виде получим

Ару, + Bqy2 + Сгу3 = G3. (3 .10 )

Если уравнение (3.8) умножить скалярно на со и воспользовать­
ся уравнением (3.7), то придем к равенству

J = -Mg[pc , е3]оо = - MgPc

Отсюда

(̂7и>, a>) + Mg{pc , е3) = ^Л. (3.11)

Соотношение (3.11), где h/2 — полная энергия, представляет 
собой закон сохранения энергии при движении твердого тела в 
однородном поле силы тяжести.

Кроме того, имеет место тривиальный интеграл

Y i + Y 2 + Y 3 = 1 .  (312)
следующий из соотношений (3.9).

Три первых интеграла (3.10), (3.11), (3.12) не позволяют в об­
щем случае проинтегрировать автономную систему дифференци­
альных уравнений (3.7), (3.8). Существуют три случая, когда такая 
интеграция возможна:

1) случай Эйлера, когда рс = 0;
2) случай Лагранжа, когда А= В и рс = lez;
3) случай Ковалевской, когда А = В= 2С  и pcez = 0.
Здесь ег — орт оси Oz. Ниже будут рассмотрены подробно два 

первых случая.

§ 5.4. СЛУЧАЙ ЭЙЛЕРА: ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
ВОКРУГ ЦЕНТРА МАСС

Случай Эйлера можно также реализовать при вращении твердого 
тела вокруг неподвижной точки по инерции, когда внешние актив­
ные силы отсутствуют. Разобьем решение задачи на несколько этапов.
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1°. Определение вектора со. Уравнение (3.8) при рс = 0 порожда­
ет замкнутую систему дифференциальных уравнений и имеет вид

Скалярное умножение уравнения (4.1) на М  приводит к перво­
му интегралу

определяет кривую четвертого порядка, описываемую концом век­
тора угловой скорости {ю:со е Е г, /ю ш  = А, ( /со )2 = G2}. Предполо­
жим, что А > В 2  С и введем новую постоянную D, удовлетворяю­
щую равенству G2 = hD и имеющую размерность момента инер­
ции. Из равенств (4.2) и (4.3) выразим р 2 и г2 через q2, решив 
систему уравнений

Ар2 + Сг2 = А -  Bq2,
А У +  C2r2 = h D -B 2q2.

Имеем

Постоянная D должна удовлетворять неравенствам А > D £ С. 
Из соотношений (4.4) и второго уравнения системы (3.5) с учетом 
равенства ту = 0 найдем q в виде

Уравнение (4.5) определяет в области \q\ < min (f, g) на фазовой 
плоскости (q, q ) замкнутую кривую, симметричную относительно 
осей координат. Рассмотрим различные случаи интегрирования 
уравнения (4.5).

а) Случай общего положения, когда /V  0, g *0 , /* g .  Разделяя 
переменные в уравнении (4.5) и вводя новую переменную s=qg~{, 
если />  g, получим

У %  + <ах/<в=0 . (4.1)

(Ло)2 = G2 => А 2р2 + B2q2 + C2r2 = G2, 

который вместе с интегралом энергии (3.11) 
Ар2 + Bq2 + Сг2 = А (4.3)

(4.2)

(4.4)

q - ± n (4.5)



f -т.=-----=  = = fn(t -  r0), k = ^r<  1.
.'Р Й ) 7

Переменная q выражается через эллиптический синус в виде 
q = g sn (fit (t -  t0); к) и изменяется периодически от -g  до g. Период 
функции q(t) определяется через полный эллиптический интеграл 
первого рода

Г = 4 К (к) f ds. , К (к)=  [ . ds = .  (4.6)

Если g >/, то переменная q представляется в виде q = /  sn (gn х
х (*-»ь); ^  < 1-

После того как найдена компонента угловой скорости q(t), две 
остальные проекции угловой скорости на главные оси тензора 
инерции p(t) и r(t) определяются из соотношений (4.4) как перио­
дические функции времени.

б) В случае f = g  получим уравнение

решение которого имеет вид q = /th  [nf ( t -  f0)]. При t -> + <x> вели­
чина q(t) стремится к /, a p(t) и a(0 согласно (4.4) стремятся к 
нулю. Движение тела стремится к стационарному вращению во­
круг оси, совпадающей со средней главной осью инерции — осью 
Оу. Решение имеет асимптотический характер.

в) Система уравнений (4.4), (4.5) имеет также стационарные 
решения трех типов:

0  = Л, g = 0, f * 0 = > p  = ± r j B Q f ,  q = г = 0;
1А (А -С У

D = В, /  = g *0 = >  р = г = 0, q = ± / ;  (4.7)

D - C ,  / . о ,  g » 0 = ,p  = 9 = 0, r = ± j ^ H 5 g .

Решения (4.7) соответствуют вращениям твердого тела вокруг 
одной из главных осей инерции.

2°. Определение углов Эйлера. Вектор момента количеств движе­
ния g = /со = {Ар, Bq, Сг) направлен по оси 0^3 инерциальной сис­
темы координат и постоянен. С другой стороны, его проекции на
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главные оси инерции Ox, Оу, Oz представляются посредством углов 
Эйлера формулами (G sin 9 sin tp, G sin 0 cos cp, G cos 9) (рис. 34). 
Отсюда следуют равенства

Ар= G sin 0 sin ф,
Bq= G sin 0 cos ф, (4.8)
Cr= G cos 0 .

Поскольку величины p, q, г найдены выше как функции време­
ни, то из равенств (4.8) легко определить два угла Эйлера 0 и ф из 
соотношений

cos9- t '  °“ Ф” с 1 п0'

Определение угла прецессии у требует вычисления интеграла 
по времени от выражения, полученного из кинематических урав­
нений Эйлера (3.6) и соотношений (4.8)

у  = *7COS(P = g [a ~x s in ^  + iT 1 cos2 ф| > 0 . (4.9)

В случае общего положения углы 0 и ф изменяются периоди­
чески с периодом Т, определяемым формулой (4.6), а угол ц/ мо­
нотонно возрастает. Если время, за которое угол у возрастает на 
2п, несоизмеримо с периодом Т, то движение непериодично по 
всем углам Эйлера и называется почти-периодическим. Тело ни­
когда не возвращается в исходную конфигурацию, хотя в некото­
рые моменты времени будет как угодно близко к ней.
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В случае соизмеримости этих величин движение периодично. 
Почти все движения тела непериодичны, а мера начальных усло­
вий движения, при которых движение периодично, равна нулю, 
если рассматривать любое ограниченное множество начальных 
условий в шестимерном фазовом пространстве (р, q, г, у, 9, ф).

§ 5.5. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ПУАНСО 
ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА С ОДНОЙ НЕПОДВИЖНОЙ 
ТОЧКОЙ ПО ИНЕРЦИИ. УСТОЙЧИВОСТЬ 
СТАЦИОНАРНЫХ ВРАЩЕНИЙ. РЕГУЛЯРНАЯ ПРЕЦЕССИЯ

Представление о том, как происходит движение тела в случае 
Эйлера, было дано Л. Пуансо. Докажем две леммы, из которых 
будет следовать геометрическая трактовка движения.

Л.1. Нормаль к эллипсоиду инерции тела в точке Р, лежащей на 
оси мгновенного вращения, коллинеарна постоянному вектору момен­
та количеств движения.

▲ Эллипсоид инерции в главных осях инерции, определяющих 
систему координат Oxyz, описывается уравнением Ах2 + By2 + Cz2 = 1, 
а нормаль к нему имеет компоненты (2Ах, 2By, 2 Cz). Если точка Р 
принадлежит эллипсоиду инерции и оси мгновенного, вращения, 
то ее координаты равны x = Xp,y=Xq,z = Xr, X е R1 и нормаль n = 2Х 
(Ар, Bq, Сг) = 2Xg. Далее Х2(Ар2 + Bq2 + Сг2) = 1 и А.2 = (27)-1. ▼

Л.2. Касательная плоскость п к эллипсоиду инерции в точке Р 
неподвижна в инерциальном пространстве.

▲ Для доказательства леммы достаточно показать, что расстоя­
ние от неподвижной точки О до плоскости я постоянно, так как в 
лемме 1 уже показано, что нормаль к плоскости тс неизменна (она 
совпадает с постоянным в инерциальной системе координат век­
тором G). Пусть ОК — перпендикуляр, опущенный из точки О на 
плоскость я (рис. 35). Тогда

\ОК\ = = G -] (хАр + yBq + zCr) =

= XG"1 (Ар2 + Bq2 + Сг2) = G~x4 Т Т ,

а кинетическая энергия тела и величина момента количеств дви­
жения суть первые интегралы движения. Т

Таким образом, эллипсоид инерции, который можно отожде­
ствить с рассматриваемым телом, в процессе движения касается 
неподвижной плоскости л в точке, принадлежащей вектору мгно­
венной угловой скорости. Отсюда следует, что скорость этой точки 
равна нулю и эллипсоид инерции катится без проскальзывания
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по неподвижной плоскости. Геометрические места точек следов 
точки Р на плоскости я и на эллипсоиде инерции называются гер- 
полодией и полодией соответственно. Все полодии — замкнутые 
кривые в случае общего положения, так как они определяются 
периодическими функциями времени p(t), q{t) и r(t) в системе ко­
ординат, связанной с главными осями эллипсоида инерции тела. 
Почти все герполодии в случае общего положения незамкнуты 
(почти-периодическое движение тела) и заполняют всюду плотно 
кольцо на плоскости % с центром в точке К.

Рассмотрим вопрос об устойчивости стационарных вращений, 
имея в виду близость возмущенных и невозмущенных значений 
р, q, г. Семейство полодий на эллипсоиде инерции Ах2 + By2 4 
+ Cz2 = 1 определяется уравнением

жает семейство полодий на единичную сферу х? + у2 +z2 =1. Образ 
полодий в новых координатах есть пересечение единичной сферы 
и эллипсоида АХ2 + BY2 + CZ2 = d~2, d - \OK\. Варьируя начальные

особая точка имеет гиперболический тип и существуют полодии, 
которые покидают любую малую окрестность конца средней полуоси. 
Например, это асимптотические движения, рассмотренные выше.

Рассмотрим важный с практической точки зрения случай дви­
жения динамически симметричного твердого тела, когда А = В*С. 
Движение тела в этом случае описывается элементарными функ­
циями и называется регулярной прецессией.

1

Рис. 36

Z

У

условия, можно получать раз­
личные значения параметра d и 
соответствующие ему полодии 
(рис. 36). В окрестностях кон­
цов большой и малой полуосеР 
эллипсоида инерции полодии 
порождают особую точку типа 
центр. Если А < В < С, то стаци­
онарные вращения вокруг осей 
Ох и Oz устойчивы: при малых 
возмущениях начальных усло­
вий угловая скорость вращения 
тела остается все время вблизи 
соответствующей оси. Напро­
тив, вращение вокруг средней 
оси эллипсоида инерции, оси 
Оу, неустойчиво, так как эта
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Векторное уравнение (4.1) в проекции на ось Oz в этом случае 
имеет вид Сг = 0, и, следовательно, проекция угловой скорости 
на ось симметрии Oz постоянна, т.е. г= г0. Из третьего уравнения
(4.8) следует, что угол нутации 0 постоянен и cos 0О= Cr0G~], а из 
соотношения (4.9) получим у = GA~l. Угловая скорость собствен­
ного вращения ф = r0 -  \j/ cos90 согласно кинематическим уравне­
ниям Эйлера (3.6) и далее

Таким образом, в случае регулярной прецессии угол нутации 
постоянен, а углы прецессии и собственного вращения суть ли­
нейные функции времени

Ось симметрии тела Oz составляет постоянный угол с осью О^3, 
по которой направлен вектор G, и описывает вокруг нее конус, а 
тело равномерно вращается вокруг оси Oz. Регулярная прецессия 
есть сумма равномерных вращений вокруг осей 0£3 и Oz.

§ 5.6. СЛУЧАЙ ЛАГРАНЖА ДВИЖЕНИЯ СИММЕТРИЧНОГО 
ТВЕРДОГО ТЕЛА

В случае Лагранжа два главных момента инерции тела относи­
тельно неподвижной точки совпадают А = В ф С, а центр масс тела 
находится на оси его динамической симметрии: рс =/ег, где ег — 
орт оси Oz.

Для составления уравнений движения воспользуемся методом 
Лафанжа. Уравнения Лафанжа второго рода для описания дви­
жения твердого тела можно получить из вариационного принципа 
Д’Аламбера-Лафанжа (1.11), если выбрать на шестимерном кон­
фигурационном многообразии твердого тела локальные коорди­
наты. Для этого достаточно, например, задать радиус-вектор по­
люса гР как функцию криволинейных координат {qb q2, ft) и вы­
разить компоненты ортогонального оператора Г через углы Эйлера 
в формуле (1.1). Выполняя преобразования, аналогичные проде­
ланным в § 4.9 с заменой суммирования на интефал по мере, по­
лучим уравнения Лафанжа второго рода, описывающие движение 
свободного твердого тела.

В случае твердого тела с одной неподвижной точкой остаются 
ф и степени свободы и функция Лафанжа равна

L ~ T + U . \ + ? 2) + Сг2 -m g lt& y
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Здесь т — масса тела, g — ускорение силы тяжести, Jj3 — орт 
вертикальной оси 0£,3. Согласно кинематическим уравнениям Эйле­
ра (3.6) получим

Эj + С(ср + у  cosG)2 -m gl cos0, (6.1)L = + V2 sin20)

поскольку скалярное произведение = cos 0. Лагранжиан (6.1 
не зависит от циклических обобщенных координат <р, у  и времени 
Это обстоятельство позволяет получить три первых интеграла:

п - д к
ф Эф 

dL

С(ф + у  cos0) = Gz,

Ру = = Лу sin2 0 + С(ф + у  cosG) cos0 = G3, (6 .2 )

Ыу4^02 + у 2 sin20j + С(ф + у  cos0)2 + mgl cos0 = И.

Два циклических интеграла означают постоянство проекци 
вектора момента количеств движения на ось симметрии тела Oz 
вертикаль 0£ 3 соответственно, а последний интефал выражает за 
кон сохранения энергии. Исключая с помощью двух цикличесю 
интефалов ф и у из интефала энергии, представим его в виде

(<73 -  G cos0) G] . п .
------------------—  + + mgl cos0 = h.\ aq 2 +

2 2 /lsin 0

Далее 

sin20 0 2 =
r 2 

h ~ 2 С
2 2 mgl

COS0 sin20 - f ^ - - ^ - c o s 0l  .

Введем обозначения

и =  COS0, —г 
A 2 С

=  a ,
2 mgl

= P, =  a , = b

и запишем интефал энергии в форме

( f ) ‘  = /(»)•  / ( » )  = ( а - И ( 1 - " 2) - ( " - Н 2 (6.3)

Поскольку Д±1) = -(а  5- Ь)2 < 0, то функция /м ) на отрезке [-1, 1] 
имеет два действительных корня, иначе уравнение (6.3) не будет 
иметь действительных решений при а * Ь. График функции Дм) 
является кубической параболой с положительным коэффициен­
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Рис. 37

том р при и3 (рис. 37, а). Обозначим корни функции Л и) через щ, 
и2, иъ и представим ее в видеДм) = р(м -  m,)(m -  и2)(и -  и3), и, < м2 < м3. 
На фазовой плоскости (и, и) в области |и|< 1 уравнение (6.3) оп­
ределяет замкнутую кривую, симметричную относительно оси абс­
цисс (рис. 37, б). Решение уравнения (6.3) представляется перио­
дической функцией, которая выражается через эллиптические 
функции Якоби. Период движения определяется интегралом

Если и, < и2 < и3 (случай общего положения), то сделаем замену 
переменных

и = и, cos2x + и2 sin2x, х 6

отображающую периодическое движение по кривой £ на фазовой 
плоскости на окружность. Отсюда следует, что

Замена переменных (6.4) справедлива в области \ии и2\ и экви­
валентна введению угловой координаты при периодическом из­
менении переменной и вдоль контура S (рис. 37, в).

Разделяя переменные в уравнении (6.3) с учетом замены пере­
менных (6.4), получим

9-4819, 129

«2

и - щ =  -(и, - M2)sin2х, 
и - и 2 =  ( и 1 -  h 2 ) c o s 2 х ,

(6.4)

л /2  2̂ 1О < к = —-----L < 1.



-К sin х

Тогда sin x = sn(l/2A/p{щ -  ux )(t - 10), k), где sn (x, k) — эллипти­
ческая функция Якоби, рассмотренная в § 5.4. Период изменения 
угла 9 согласно формулам (6.4) выражается через полный эллип­
тический интеграл первого рода в виде

Л/2 dx

V R M3 ~u\) о V1

Т =
л /р ("з  - » | ) k2 sin2 х

Из первых двух соотношений (6.2) определим угловую скорость 
прецесии

(?з -  Gzu a -b u
1 - и 2

А( ' - “ 2)

и скорость собственного вращения

<р =
м(о -  Ьи)

1 - и 1

(6.5)

(6.6)

Функции ф, ф периодичны по времени. Однако приращения 
углов \|/ и ф за период могут оказаться несоизмеримыми с 2я, и в 
целом движение окажется почти-периодическим.

Исследуем движение точки Р — конца единичного вектора ег, 
направленного по оси динамической симметрии тела. Точка Р 
описывает на единичной сфере кривую L, заключенную между

двумя параллелями cos 0 j = м, и cos 02 = 
= и2 (рис. 38). Скорость точки Р состав­
ляет с меридианом, проходящим через 
нее, угол 5 и

tgS = vj/sinG a -b u
0

(6.7)

поскольку (cos0 ) = ±Л//(м ). При м = м, 
и и = и2 функциями) обращается в нуль, 
a tg8 принимает предельные значения 
± 00. Отсюда следует, что кривая L каса­
ется параллелей, соответствующих уг­
лам 0 , и 02. Числитель отношения (6.7) 
обращается в нуль при и. = ab~\ Пусть 
и. находится вне интервала [и,, и2).
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Рис. 39

и2]. Тогда vjI при движении не меняет знак и кривая L имеет вид, 
указанный на рис. 39, а.

Если и. е [И|, м21, то скорость прецессии у меняет знак и кри­
вая L образует петли (рис. 39, б).

Если величина |и.| < 1, то м. > их. Допуская противное (м, < И|), 
оудем иметь Дм.) = (а -  ри.) ( 1 -  и.2) < 0 , но тогда при и> и, функция 
f[u) не может иметь корней на отрезке [ - 1, 1], так как на этом 
отрезке оба ее слагаемых отрицательны: (а -  ри) (1 -  и2) < 0 и 
- ( а -  Ьи)2 < 0.

Величина и. может совпасть с корнем и2 и по правилу Лопиталя

lim tg5:
U-+U2

1 j m ^ £ =  П т - 2Й̂ Э
u-m2 и->ы2 /'(« )

0 .

Следовательно, на верхней параллели имеются точки возврата 
кривой L (рис. 39, в). Этот тип движения будет приближенно ис­
следован в § 5.8.

§ 5.7. ВЫРОЖДЕННЫЕ СЛУЧАИ ДВИЖЕНИЯ ТЯЖЕЛОГО 
СИММЕТРИЧНОГО ТЕЛА: РЕГУЛЯРНАЯ ПРЕЦЕССИЯ. 
ВРАЩЕНИЕ ВОКРУГ ВЕРТИКАЛИ,
АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ДВИЖЕНИЯ

Рассмотрим ряд вырожденных случаев движения волчка Лаг­
ранжа, когда уравнение Дм) = 0 имеет кратные корни.

а) Регулярная прецессия. Пусть уравнение Ди) = 0 имеет кратные 
корни М| = м2 и |и,| < 1. Тогда кривая и2= /(и ) на фазовой плоскос­
ти (и, и) вырождается в точку и угол 0 постоянен (cos © = «,). Co­
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Рис. 40 Рис. 41

гласно формулам (6.5) и (6 .6) угловые скорости у и ф также по­
стоянны, и тело совершает регулярную прецессию. Указанное дви­
жение будет иметь место, если начальные условия движения, от 
которых зависят коэффициенты многочленами), выбрать так, чтобы 
одновременно выполнялись равенствами,) = 0 и f'(u x) = 0 .

б) Стационарные вращения. Пусть корни уравнения/и) = 0 удов­
летворяют условиям и, = и2 = 1 и и3 > 1. ТогдаД1) = -(а  -  Ь)2= 0,/'(1) = 
= -2(а -  Р) -  2Ь(а -  Ь) = 0 и на коэффициенты многочлена /[и) на­
ложены условия а = Ь, р = а. Многочлен Ди) принимает видДм) = (1 -
-  и)2[р(1 + и) -  а2]. Корень и3 = (о2 -  Р)Р-1. Если и3 > 1, то а2 > 2р, или

При возмущении начальных условий вырождение снимается, и 
кривая у = А и) становится кривой общего положения, когда 
-1 < и, < и2 < 1 (рис. 40). Однако корни и, и м2 остаются близкими 
к единице и ось симметрии тела во все время движения близка к 
вертикальному положению. Такое поведение тела называется «спя­
щим волчком», а условие (7.1) есть условие устойчивости спящего 
волчка в указанном смысле.

Если условие (7.1) нарушено (для этого угловая скорость соб­
ственного вращения в начальный момент должна быть достаточно 
малой), то корень и, оказывается меньшим единицы, а корень 
и2 = и3= 1 (рис. 41). В этом случае движение вдоль фазовой кривой 
к точке и = 1 описывается соотношением

Интеграл в левой части (7.2) расходится при и -»  1, а ось сим­
метрии волчка стремится к вертикальному положению при /->  +<ю. 
Движение непериодично и имеет асимптотический характер. Кроме

G]
~ ~  > Amgl. (7.1)

U
(7.2)
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того, в данном случае существует решение 0 = 0 , соответствующее 
твердому телу, вращающемуся вокруг вертикали. При малом воз­
мущении начальных данных вырождение снимается, и величина и 
становится периодичной в пределах [m(, м2]. Стационарное враще­
ние вокруг вертикали в этом случае неустойчиво.

Кратные корни могут удовлетворять условиям м, = и2 -  -1 и м3 > 1, 
если а = -(3, а = -Ь и Дм) = (1 + и)2 [рw — р -  а2]. В этом случае дви­
жение есть стационарное вращение вокруг вертикальной оси, ког­
да центр масс лежит ниже неподвижной точки О. При возмуще­
ниях корни М|, «2 остаются вблизи -1  и, следовательно, это стаци­
онарное вращение всегда устойчиво.

§ 5.8. ПРИБЛИЖЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА В СЛУЧАЕ ЛАГРАНЖА, 
ПСЕВДОРЕГУЛЯРНАЯ ПРЕЦЕССИЯ

Если корни уравнениями) = 0, расположенные на отрезке [-1, 1], 
удовлетворяют условию |м, -  м2| «  1, то кубическую параболу Дм) 
на отрезке [м,, м2] можно приближенно аппроксимировать квадра­
тичной параболой и проинтегрировать полученное уравнение в 
элементарных функциях. Эта замена эквивалентна разложению 
функции Дм) в окрестности, например, точки и2 в ряд Тейлора и 
использованию в дальнейшем двух первых членов этого разложе­
ния. Заметим, что ряд Тейлора будет содержать всего три члена, 
так как функция Дм) есть многочлен третьего порядка.

Пусть тело начинает движение, когда ij/(O) = 0(O)=O, 0(О)=0о, 
ф2(0 )» C~'mgl- Последнее условие означает, что кинетическая 
энергия тела в начальный момент времени значительно превосхо­
дит характерную потенциальную энергию поля силы тяжести. Тогда 
коэффициенты многочлена Дм) (см. формулы (6.3)) равны

b = ХА~х, o = 6cos0o, $ = 2mglA~\ a = pcos0o, JC = С<р0.

Многочлен Дм) принимает вид

Дм) = P(cos0o -  и) [ 1 -  м2 -  Ь2р_| (cos 0О -  м)].

Заметим, что b2Р"1»  1 согласно сделанным предположениям. 
Ряд Тейлора функции Дм) в окрестности корня м2 = cos 0О имеет вид

Ди2 + 1>) = -p[sin20ot> +(Z>2p-' -  2cos 0O) v2 -  t>3].

Здесь v = u -  cos0o. Поскольку Ь2р_|» 1 ,  корень M|*cos0o -  
-P6“2sin20o. После замены функции Дм) функцией -p[sin20ot> + 
-i-^P-1 -  2cos 0o)t>2] получим дифференциальное уравнение
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'do')2
.dt) = - P sin20oi; + ( i 2p 1 -  2cos90 )u2|. (8.1)

Продифференцируем соотношение (8.1) по времени и найдем

^  + p ^ - 2 c o s 0 oj t; = - | s i n 2eo. (8.2)

Решение уравнения (8.2) с учетом начальных условий имеет вид 

sin20o
v =

2 й̂2р 1 - 2 cos0
- j ( c o s v r - l ) ,  v = ^ l - 2c° S29° P x b

Угол нутации 0 есть периодическая функция времени и
В  ̂0

COS0 a COS0O + 0 (cosЫ -1 ). (8.3)

Угловая скорость прецессии согласно (6.5) равна

у = а ~ ^  * -b  sin ~2в0и.
1 -  и

Отсюда с учетом (8.3) угол

vjI = -  b~] sini/j + у (0).

Коэффициент р/(2b) = , и, значит, угловая скорость пре­
цессии не зависит от угла 0О и мала. Скорость собственного вра­
щения ф = фо -  ф cos0 и близка во все время движения к <р0, так 
как у имеет порядок р/(2Ъ) «  ф0, где ф0 = ф(0 ) .

Описанное движение называется псевдорегулярной прецессией, 
поскольку величины 0 , ф, ф в процессе движения отличаются от 
постоянных на малые периодические высокочастотные колебания. 
Визуально движение «быстрого» волчка воспринимается как регу­
лярная прецессия.

§ 5.9. ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ 
НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИЙ

Задача о вращении твердого тела вокруг неподвижной оси важ­
на с точки зрения многочисленных практических применений.

Пусть твердое тело вращается вокруг неподвижной оси ОЬ,ъ. 
Система координат инерциальна, а система Оххх2х3 жестко
связана с телом и ось Охъ совпадает с осью ОЕ,г (рис. 42). Угловая 
скорость со = фе3 , где ср — угол между осями и Охь а е3 — орт
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Рис. 42 Рис. 43

оси Ох3. Неподвижность оси реализуется ее закреплением в под­
шипниках в точках О и Р на оси 0£3. Связи, вынуждающие тело 
вращаться вокруг оси 0 £3, порождают силовое поле реакций свя­
зи, заданное на поверхностях контакта тела с другими телами, вхо­
дящими в конструкцию подшипников. Для исследования движе­
ния твердого тела достаточно знать две характеристики поля реак­
ций связи — главный вектор и главный момент поля реакций связи 
относительно точки О. Поле реакций связи эквивалентно двум 
силам R o ^ o , Х20, Х30), Rp(XlP, Х2Р, 0), действующим на тело в точ­
ках О и Р соответственно, и моменту Л̂ вз, направленному по оси 
Ох3. Главный вектор и главный момент реакций связи относи­
тельно точки О в проекциях на подвижную систему координат 
Оххх2хг представляются в виде

R = R0 + R/> = (Х ю + Х\Р, Х 20 + Х 2Р, Х 30), (9 1)
Д  = [O P xR /,] + JV1e3 = (-aX 2P,a X iP, N t), а=\ОР\.

В выражениях (9.1) содержится шесть неизвестных величин, 
определяющих силовое воздействие реакций связи на тело, вра­
щающееся вокруг неподвижной оси.

Теоремы об изменении момента количеств движения и о дви­
жении центра масс тела выражаются равенствами (см. § 5.1 и 5.3)

/  %  + со х /со = Ж0(f) + Д , 
dt (9.2)

* Рс + Iе0’ I-*0’ РсФ _ F + R0 + R/>.
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В уравнениях (9.2) все векторные величины заданы в подвиж­
ной системе координат Оххх2х3, жестко связанной с телом. Угло­
вая скорость оо = (ое3, со = ф , а тензор инерции

•Л1 “ •Лг - ,Лз
J = -У, 2 J 22 -J 2 3

- J u ~̂ 23 ■̂33
Величина М  — масса твердого тела, рс — радиус-вектор его 

центра масс. Ускорение центра масс вычислено по формуле Ри- 
вальса (см. § 2.10). Система уравнений (9.2) состоит из шести урав­
нений и содержит семь неизвестных величин ср, Х]0, Х20, Хю , 
Ххр, Х2Р, TV,. Момент активных сил ^йо(Г) и главный вектор актив­
ных сил F предполагаются заданными функциями времени, угла <р 
и угловой скорости ср . Задача окажется корректной, если сделать 
еще одно предположение о характере связей, а именно определить 
величину момента Nx, характеризующего трение в оси вращения 
тела. Например, если связь идеальна, то трение отсутствует и 7V, = 0.

Уравнение, определяющее закон вращения твердого тела в слу­
чае идеальных связей, получится, если спроектировать первое урав­
нение системы (9.2) на ось Ох3. Имеем

/ 33^  = Д (Г )е 3 =АГ(ф,Ф,/) ,  (9.3)

а оставшиеся пять уравнений позволяют определить реакции свя­
зей в точках О и Р.

С практической точки зрения важно, чтобы величины реакций 
связей в точках О и Р не зависели от величин угловой скорости и 
углового ускорения. Если связи идеальны и момент внешних сил 
относительно оси 0 £ 3 равен нулю, то твердое тело будет вращать­
ся с постоянной угловой скоростью согласно уравнению (9.3). 
Найдем условия, при которых главный вектор и главный момент 
реакций связей не зависят от угловой скорости со.

JI.1. Главный вектор реакций связи не зависит от угловой скорос­
ти равномерно вращающегося тела, если центр масс тела находится 
на оси вращения: рс = /е3 — статическая балансировка тела...

▲ Правая часть второго уравнения (9.2) не будет зависеть от 
левой при постоянной угловой скорости, если [©, [со, рс]] = 0. От­
сюда следует

[«3 . (е 3> P e l l  = ~Х \С е 1 -  Х2С е 2 =

где е , ,е 2> е3 — орты осей системы координат Оххх2хъ. Тогда 
х 1с = х 2с =  0 — условия статической балансировки и рс = /е3. ▼
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JI.2. Главный момент реакций связи не зависит от величины угло­
вой скорости равномерно вращающегося тела, если ось вращения Ох3 
есть главная ось инерции тела, т.е. Jn = J\3 = 0 — динамическая ба­
лансировка тела.

▲ Из первого уравнения системы (9.2) следует, что главный 
момент реакций связей при постоянной угловой скорости не бу­
дет зависеть от ее величины, если со х /о  = 0. Поскольку ю = ые3, то 
последнее условие принимает вид / |3е] -  J)2е2 = 0. Отсюда следуют 
условия У,з = / , 2 = 0, означающие, что ось вращения тела Ох3 явля­
ется главной осью инерции. Т

3. В случае произвольного закона вращения твердого тела ус­
ловия статической и динамической балансировки тела обеспечи­
вают независимость реакций связи от угловой скорости и углово­
го ускорения вращения тела.

Условия статической и динамической балансировки означают, 
что ось вращения тела является главной центральной осью инер­
ции тела. Нарушение условий балансировки приводит к возник­
новению динамических реакций, квадратичным образом завися­
щих от величины угловой скорости. Эти реакции в современных 
быстроходных машинах могут быть значительными и привести к 
вибрациям (гармоническим колебаниям конструкций на частоте 
вращения тела) и быстрому разрушению элементов конструкции.

§ 5.10. ФИЗИЧЕСКИЙ МАЯТНИК. ТЕОРЕМА ГЮЙГЕНСА

В качестве примера рассмотрим задачу о вращении твердого 
тела вокруг неподвижной оси в однородном поле силы тяжести — 
задачу о физическом маятнике.

Пусть тело вращается вокруг неподвижной оси Ох3, J33 — мо­
мент инерции тела относительно оси Ох3. Инерциальную систему 
координат выберем так, чтобы ось 0\3 совпадала с осью вращения 
тела Ох3, а однородное поле силы тяжести было задано в виде 
(gsin а, 0, geos а) в системе координат 0 ^ ,^ 3. Подвижная систе­
ма координат Ох,х2х3 выбрана так, что центр масс тела находится 
в плоскости Qxjx3 и имеет координаты (х1С, 0, хзс). Обозначим угол 
между осями 0 ,̂ и Ох, через ф и найдем компоненты силового 
поля в системе координат Ох]х2х3, жестко связанной с телом, в 
виде (gsina соБф, -gsina вшф, geos а) (рис. 43).

Спроектируем уравнение, описывающее изменение момента 
количеств движения (9.2), на ось Ох3 и получим

п
(Ю.1)
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Поскольку векторы f и е3 не зависят от переменных, по кото­
рым ведется интегрирование, то

*/^o(f)e3 - JprfM
n

е3 = А/[рс, f]e3 = -M gxxc sinasin<p,

где M  — масса тела. Уравнение (10.1) представляется в форме
Mx,c g sina .Ф + -----^ -------вшф = 0. (10.2)

■'зз
Если ось вращения физического маятника горизонтальна, то 

a = я/2. Обозначим xic через / и введем новый параметр /' = 
(приведенная длина физического маятника). Уравнение (10.2) при­
мет вид

ф + ̂ 8тф  = 0. (10.3)

Уравнение (10.3) совпадает с уравнением, описывающим дви­
жение математического маятника (см. § 3.13). Справедливо утверж­
дение: движение физического маятника совпадает с движением 
математического маятника, длина которого равна приведенной 
длине физического маятника, если начальные условия движения 
ф(0), ф(0) одинаковы.

По теореме Штейнера момент инерции тела относительно оси 
Ох3 равен / 33 = Л/ / 2 + / 3, где / 3 — момент инерции тела относитель­
но оси, проходящей через центр масс С и параллельной оси Ох3.

Введем величину p = -Jj3M ^  , которая называется радиусом инер­
ции тела, и получим равенство /' = /+ р2Г\ Пусть точка О, лежит 
на оси Охъ, прямая 0 ,С 02 перпендикулярна оси Охг и |0,02| = /'. 
Точка 0 2 называется центром качания физического маятника, так 
как математический маятник, состоящий из груза на нити 0 {0 2 
(точка О, неподвижна), колеблется так же, как и физический ма­
ятник.

Т (Гюйгенс). Центр качания — точка 0 2 — и неподвижная точ­
ка 0\ взаимны, т.е. движение твердого тела вокруг оси, параллель­
ной оси Охз и Проходящей через точку 0 2, описывается тем же урав­
нением, что и движение тела вокруг оси Оху

А Для доказательства идентичности двух уравнений достаточ­
но показать, что приведенные длины математических маятников 
в этих двух случаях одинаковы. В первом случае приведенная дли­
на /' = /+ р2/"1, а во втором приведенная длина равна /" = ( / ' -
-  /) + p V ' -  О-1, так как расстояние от центра масс до оси враще­
ния равно /' -  /. Заменяя /' -  / на р2/"1, получим I" = р2/ "1 + /= / '.  Т
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Если колебания малы, то sin <р приближенно равен ф и  уравне­
ние (10.3) заменяется линейным уравнением

Ф  + -£-ф = 0 ,

описывающим колебания гармонического осциллятора (см. § 3.5).
Период малых колебаний маятника Т = 2njl'g~] и достигает ми­
нимума, когда приведенная длина маятника /' минимальна. Имеем 

f р.

Таким образом, если математический маятник может иметь 
сколь угодно малый период колебаний, то период малых колеба­
ний физического маятника при движении вокруг различных па­
раллельных друг другу горизонтальных осей ограничен снизу ве­
личиной Tmm=2nyjpg-' .



Глава 6

ВАРИ АЦ И О Н Н Ы Е П РИ Н Ц И П Ы  
И АНАЛИТИЧЕСКАЯ М ЕХАН И КА

§6.1. КАНОНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА. 
ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Уравнения Лафанжа второго рода содержат вторые производ­
ные обобщенных координат. Зададимся целью преобразовать урав­
нения Лафанжа к форме Коши, т.е. к такому виду, когда левые 
части уравнений суть первые производные искомых величин, а 
правые — их функции. Новая форма уравнений движения более 
удобна при исследовании свойств движения, как будет видно из 
дальнейшего.

Введем новые переменные — канонические импульсы

Формулы (1.1) определяют преобразование Лежандра — замену 
переменных q -> р, р = (рх,... ,рп), q = (qu ...,qn) . Функция Лафан­
жа L(q, q, t) выступает в роли производящей функции преобразо­
вания. Поскольку (см. § 4.9)

и det ||A (q, /)|| > 0, преобразование Лежандра (1.1) в явном виде 
задается соотношением р = Aq + b и всегда существует обратное 
преобразование q = y4_l(p -b ). Таким образом, преобразование 
Лежандра (1.1) является взаимно однозначным и определяет за­
мену переменных. Обратная замена переменных р -> q может 
быть представлена как преобразование Лежандра с производящей 
функцией

dL ■ ,
Pi=-ZT, ' = 1, dq ( 1.1)

L = T + U, T(q, q, /) = | (/l(q ,/)q , q) + 

+(b(q, /), q) + r0(q, /); U = U(q, t)

П

H {p, q, /) = 2 > ,q ,  -L (q , q,f)
/=i

( 1.2)
q -> p
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Запишем ее полный дифференциал

dH = V BHdp + VaHdq + ^ d t ,
И Ч d t

dH  = рdq + qdjt -  V д Ldq -  VqLdq -  ^ dt.

Во второй строке члены, содержащие dq , взаимно уничтожа­
ются в силу соотношений (1.1). Сравнивая коэффициенты в двух 
выражениях дифференциала dH, получим соотношения

первое из которых и есть обратное преобразование Лежандра. 
Функция Я(р, q, t) называется функцией Гамильтона.

Уравнения Лафанжа второго рода
jL v  i _ у  /  = Оdt 4L 0

с учетом соотношений (1.1) и (1.3) переписываются в виде р = -V qH 
и совместно с первым уравнением (1.3) образуют систему канони­
ческих уравнений Гамильтона

Система дифференциальных уравнений (1.4) имеет порядок 2п, 
разрешена относительно первых производных и задает фазовый 
поток — преобразование 2и-мерного фазового пространства пере­
менных (р, q) в себя, определяемого общим решением уравнений (1.4)

Здесь (р0, q0) — начальные условия — обобщенные импульсы и 
координаты в момент времени t - 0. Пространство переменных 
(р, q, t) размерности 2п+ 1 называется расширенным фазовым про- 
сфанством. Как и прежде, правые части уравнений (1.4) удовле­
творяют теореме существования и единственности решений (на­
пример, непрерывны вместе со своими частными производными 
по всем переменным).

Свойства канонических уравнений Гамильтона
1. Если координата qj циклическая, т.е. dL/dqj = 0, то Pj = PjQ — 

первый интефал уравнений движения (1.4).
А Из условия dL/dqj= 0 следует, что и dH/dqj = 0 (см. (1.3)) и 

далее pj = 0 . ▼

(1.3)

dp, дН(р, q, t)
dt dq,
dq, дЯ(р, q, t)
dt dp,

(1.4)

g ':R 2n^ R 2n, p = p(/,p0,q0), q = q(f, Po.Qo). > e R' ■



Наличие одной циклической координаты понижает порядок 
системы канонических уравнений на две единицы. Функция Га­
мильтона в этом случае не зависит от переменной qу, а переменная 
Pj постоянна и равна своему начальному значению. Уравнения (1.4) 
образуют в этом случае корректно определенную систему диффе­
ренциальных уравнений порядка 2п -  2, если исключить уравне­
ния с номером / = /  Переменная <7у может быть найдена после отыс­
кания общего решения полученной системы квадратурой

2. Если функция Гамильтона не зависит явно от времени, то 
она постоянна вдоль всякой траектории движения, т.е. #(р, q) = /? — 
первый интеграл уравнения (1.4), обобщенный интеграл энергии.

▲ Производная функции Гамильтона //(p. q, /) в силу уравне­
ний движения (1.4) имеет вид

и если dH /dt- 0, то функция Н постоянна на всякой фазовой тра­
ектории. Т

Покажем, что полученный интеграл обобщенной энергии со­
впадает с интегралом Якоби (см. §4.4.10)

Это непосредственно следует из определения функции Гамиль­
тона (1.2) и определения преобразования Лежандра (1.1).

3. Выясним структуру функции Гамильтона. Поскольку L = 
= L2(Ч> Q. 0 +  M q, Q. 0 +  Ц(Ч, 0 ,  где Lk, к = 0, 1, 2 — однородные 
функции Эйлера соответствующих порядков по переменной q, то

и Н = L2-  L0 = Т2-  Т0 ~ U. В случае, когда связи стационарны 
(Г, = 7̂  = 0), а силы консервативны U = -V (q), функция Гамильто­
на Н{р, q) = 74 Уне зависит от времени и постоянна вдоль всякой 
фазовой траектории. Это обстоятельство выражает закон сохране­
ния энергии.
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П. Пусть обруч радиусом R вращается вокруг вертикального 
диаметра по заданному закону, а по нему скользит без трения бу­
синка массой т (рис. 44). Обозначая угол поворота обруча вокруг 
вертикали через 0 и определяя положение бусинки на обруче уг­
лом ф, найдем функцию Лафанжа

Здесь У — момент инерции обруча относительно диамефа О 'О ", 
g — ускорение силы тяжести. Поскольку закон вращения обруча 
задан, то 0 = 0(f) и система имеет одну степень свободы, Опреде­
ляемую углом ф. Обобщенный импульс и функция Гамильтона за­
даются выражениями

• дН Рф 
mR2 '

Если обруч вращается с постоянной угловой скоростью, то 
0(О = <о/ + 0о и dH/dt = 0. В этом случае канонические уравнения 
Гамильтона имеют первый интефал обобщенной энергии

L = ^ 2  + т\  s*n2(P + (Р2) + mgRcosy.

Рч> = Эф = m R н  = ~ 1  = 
р2 ^ 02(О w/?2 02( /)8Ш2ф -  mgR совф,

л гг
= -  —-  = mR2 втфсовфО2^) -  mgRsinq,



+ mR2 sin2<p)co2
-  mgR cos<p = h.

2mR2 2
Если дополнительно предположить, что to = 0 (обруч неподви­

жен), то получаем задачу о движении математического маятника 
(см. § 3.13), а написанный выше интеграл становится просто зако­
ном сохранения энергии.

§ 6.2. ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП 
ГАМИЛЬТОНА-ОСТРОГРАДСКОГО
В КОНФИГУРАЦИОННОМ И ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВАХ

Траектории, описывающие движения механических систем в 
расширенном конфигурационном и фазовом пространствах, обла­
дают замечательным свойством — они являются экстремалями 
некоторой вариационной задачи, доставляют стационарные зна­
чения функционалу действие.

Рассмотрим постановку вариационной задачи в расширенном 
конфигурационном пространстве п+  1, точками которого являют­
ся наборы (q, t). Пусть кривая у0 = {(q, t ) :q e  Rn, t e  [/„, /,], q = q(f)h 
где q(/) является решением уравнений Лафанжа второго рода:

Таким образом, у0 — действительная фаектория (рис. 45). Рас­
смофим класс окольных фаекторий {у}, где у = {(q + 8q,7): q + 6q е 
e Rn, t e [r0, f,], 6q(/0)= SqĈ j) = 0}. Вариация 6q(f) — произвольная 
функция из класса С 1, обращающаяся в нуль на концах офезка [t̂ , /,].

0.2.1. Отображение класса окольных фаекторий {у} в Л1, опре­
деляемое равенством

*0
называется функционалом действие по Гамильтону.

0.2.2. Вариацией функционала действие называется выражение

Вариационный принцип Гамильтона—Осфофадского форму­
лируется следующим образом: функционал действие по Гамильтону 
принимает стационарное значение на действительной траектории в 
классе окольных траекторий, т.е. вариация б^уо) = 0 .

j - V qL - V qL = 0, L (q,q,/). (2.1)

5[у]= {Z,(q + Sq, q + 6q, t)dt, (2.2)
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А Первая вариация функционала 5[у] при у = у0 согласно опреде­
лению равна

= f л- ^ L
4  = 1'о

и после интефирования по частям принимает вид

« м - i ^  ™
'-'о 1„

Внеинтефальный член в выражении (2.3) обращается в нуль,
так как bqk(t0) = bqk(t,) = О, к = 1......п, а выражение в квадратных
скобках под знаком интеграла равно нулю, поскольку у0 — дейст­
вительная фаектория, удовлетворяющая уравнениям Лафанжа (2.1). 
Следовательно, вариация 55 [у 0] = 0. ▼

Верно и обратное утверждение: если вариация SSjy*] = 0, где у* 
принадлежит классу окольных траекторий, то у *  = у0 — действи­
тельная фаектория. Справедливость этого утверждения следует из 
выражения первой вариации (2.3) и основной леммы вариационно­
го исчисления. В данном случае из равенства нулю первой вариации

'о
и независимости вариаций bqk(t) = 0 , к=  1, ..., п, вытекает справед­
ливость уравнений Лафанжа второго рода

AL___ d dL _ q . _ |
dqk dt dqk ’ *

когда qk= q *(t ), k = 1......п. Это и означает, что у* — действитель­
ная траектория движения механической системы.

3.1. В случае неконсервативной системы нельзя указать функ­
ционал, стационарное значение которого достигалось на дейст­
вительной траектории. Однако в этом случае эквивалентны сле­
дующие утверждения:

*1 П
\(bT + bA)dt = 0, ЬА= 'ZQk^k V 5q (/)eC \
<2 k=l
bq(t0) = bq(tl) = 0 < * -£ v gir - V llir  = Qk, к = 1......п.

где q(r) — действительная траектория. Первое из вышеуказанных 
утверждений составляет содержание вариационного принципа Га­
мильтона—Остроградского для неконсервативных систем.
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3.2. Можно показать, что стационарное значение функционала 
действие является минимумом, если разность /, -  /0 достаточно мала. 
Это обстоятельство связано с другим названием обсуждаемого 
принципа — принципа наименьшего действия Гамильтона— 
Остроградского.

Вариационную задачу, рассмотренную выше, можно сформу­
лировать в расширенном фазовом пространстве, что оказывается 
важным при рассмотрении вопросов интегрируемости каноничес­
ких уравнений Гамильтона. Обозначим через Г={(р + 6р. q + 8q, 
t ) : р, q, 8р, 5q е Rn, te  [/0, /,], 5q(/'0)= 6q(/|) = 0} кривую в расши­
ренном фазовом пространстве и пусть при 5p = 8q = 0 кривая Г0 
является решением системы канонических уравнений Гамильтона

р = - V 4H, q = V рН . (2.4)

Все функции времени принадлежат классу С1. Таким образом, 
определено семейство окольных траекторий {Г}, которому принадле­
жит действительная траектория Г0 (рис. 46). Функционал действие 
с учетом связи между функциями Лагранжа и Гамильтона прини­
мает вид

5[Г] = } ЪРкЯк -Щ р ,  ч. О * =1
dt . (2.5)

Здесь буквы р, q употреблены для краткости вместо букв р + 5р, 
q + 8q. Вычисляя вариацию функционала 5[Г] на действительной 
траектории, получим

55[Г0] = J(p5q + q8p -  V рНдр -  VqH6q)dt.
f0

Интегрируя по частям с учетом граничных условий, найдем 
h

85[Г0]= ]|(ч ~ V /,Я)бр - (р  + V9# ) 8q]cfr.
*0

Отсюда следует, что вариация 85[Г0] = 0, если p(r), q(0 удовле­
творяют каноническим уравнениям Гамильтона (2.4), и, наобо­
рот, из условия независимости вариаций 8р(0 , 8q(0  следуют урав­
нения (2.4) согласно основной лемме вариационного исчисления.

Таким образом, доказана справедливость принципа наимень­
шего действия в фазовом пространстве системы: функционал дей­
ствие *У[Г], заданный на пространстве окольных траекторий {Г}, 
принимает стационарное значение на действительной траектории, 
т.е. 8£[Г0] = 0.
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3.3. При построении функционала (2.5) использовалась связь 
между функциями Лагранжа и Гамильтона и преобразование Ле­
жандра р = VqL . В дальнейшем переменные р, q рассматривались 
как независимые и из стационарности функционала действие были 
получены обратное преобразование Лежандра q = Vp#  и дина­
мическое уравнение р = - У ЧН .

3.4. Класс окольных траекторий может быть сужен путем вве­
дения условий 6р(/0)= 6р(/|) = 0. Семейство окольных траекторий в 
этом случае обозначим {Г*}, Г* = {(р + 6р, q + 8q, t) : р, q, 5р, 6q е Rn, 
5q(/,)= 5p(/,) = 0, / = 0, 1}. Легко проверить, что стационарное значе­
ние функционала действие 5[Г*] на этом пространстве окольных 
траекторий с закрепленными концами также достигается на дей­
ствительном движении механической системы. Это утверждение 
составляет принцип наименьшего действия в форме Пуанкаре.

§ 6.3. ПРИНЦИП НАИМЕНЬШЕГО ДЕЙСТВИЯ ЛАГРАНЖА

Пусть голономные идеальные связи, наложенные на переме­
щения точек механической системы, стационарны, а силы кон­
сервативны. Тогда имеет место интеграл энергии

Рассмотрим в конфигурационном пространстве системы дей­
ствительный путь P0 = {q : q(0 е Rn, /е  [f0, f|]}, удовлетворяющий 
уравнениям Лагранжа второго рода

Г + К = л, Т = \ ± а ч (<x)qiq j , V = V(q).
L  i » - 1

(3.1)
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(3.2)

В моменты времени t0, ?, кривая р0 проходит через точки Р0, Рг 
(рис. 47). В качестве окольных путей будем рассматривать гладкие 
кривые, проходящие через точки Р0, Рь при условии, что времен­
ная параметризация q = q(/) удовлетворяет закону сохранения энер­
гии (3.1) с одной и той же постоянной А. Отсюда следует, что 
временной интервал, соответствующий каждой кривой р, вообще 
говоря, отличен от временного интервала [f0, г,], так как скорость 
движения q в каждой точке кривой р определяется из интеграла 
энергии (3.1). Введем вспомогательный параметр т е [?0, /,], пара­
метризующий окольные пути р, т.е. q = q(i). Тогда возникает вза­
имно однозначное отображение /= /(т) для каждой кривой р = 
= {q : q е /?", q = q(/(x)), /, т е  R}, х е [/0, /,]} и верно соответствие 
q(/(f0)) => Р0, q(/(r,)) => Рх. Для действительного пути t = т.

Рассмотрим функционал «укороченное» действие

отображающий множество окольных путей {р} в числовую прямую.
Принцип наименьшего действия Лагранжа: функционал «уко­

роченное» действие И̂ [р] принимает стационарное значение на 
действительном пути (5Ж[р0] = 0 ), если окольные пути проходят 
через точки Р0, Я, и движение по ним происходит с той же пол­
ной энергией, что и по действительному пути.

А Функционал (3.3) и интеграл энергии (3.1) при переходе к 
переменной х представляются в виде

Исключая t’ с помощью интеграла энергии из выражения функ­
ционала Ŵ fp], найдем

'('■)
\УЩ = \2Tdt,

'('о)
(3.3)

(3.4)

r(q\ q)(/') 2 + K(q) = A, q = q '( /')-1.

И^[р]= }o (q ',q )A , Ф = 2^T(q', q)(A-K(q)),

(3.5)
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Заметим, что 5qk(tj) = 0, / = 0, 1, и имеют место правила диффе­
ренцирования

Если путь действительный (р = р0), то справедливы уравнения 
Лагранжа (3.2), выражения в квадратных скобках под знаком ин­
теграла в (3.6) равны нулю и бЖ[р0] =0, т.е. функционал «укоро­
ченное» действие на действительном пути принимает стационар­
ное значение. ▼

Верно и обратное утверждение: если 5И/ [р*]=0, то Р* = Р0 — 
действительный путь. Справедливость этого утверждения вытека­
ет из выражения вариации (3.6) и основной леммы вариационно­
го исчисления. Следует только заметить, что для всех кривых пара­
метризация t= t(x) такова, что

Отметим еще раз, что предыдущее соотношение эквивалентно 
интегралу энергии.

Введем в и-мерном конфигурационном пространстве метрики

dr dt  ̂h -  K(g) dt ’
d_= t>d_= г (д'>д) d

5Г(д’,д) дТ

dq'k

аГ(д',д) д Г ( д ,  д) Г(д', д)
dqk dqk А -К (д)‘

Тогда вариация в (3.5) представляется в виде

(3.6)

§ 6.4. ПРИНЦИП НАИМЕНЬШЕГО ДЕЙСТВИЯ 
В ФОРМЕ ЯКОБИ. УРАВНЕНИЯ ЯКОБИ

(4.1)

149



и представим «укороченное» действие в виде 
р  р

Щ \ =  \ p {h ~ V {q j)d s=  jdp. (4.2)
Ро Ро

Интефал (4.2) выражает длину кривой (3 в метрике Якоби р, а 
принцип наименьшего действия утверждает, что действительный 
путь системы из положения Р0 в положение Рх есть кривая на­
именьшей длины, геодезическая в римановом пространстве R" с 
метрикой Якоби, так как его вариация равна нулю на действи­
тельном пути. Другими словами, принцип наименьшего действия 
в форме Якоби позволяет найти действительный путь среди всех 
гладких кривых, соединяющих начальную и конечную конфигу­
рации системы, при условии, что движение происходит с задан­
ной полной энергией И.

Допустим, что действительное движение от точки Р0 к точке Я, 
таково, что существует координата, монотонно изменяющаяся со 
временем, например <7, (t) > 0, / е [/0, Г,]. Тогда действительный путь 
и близкие к нему окольные пути могут быть параметризованы ко­
ординатой qv Полагая qk = qk(qx), к = 2, ..., п, представим «укоро­
ченное» действие (4.2) в виде

91 ('|
Ж[Р] = j  12(А -К (ч)) (4-3>

* (/o )V i J = ]

Здесь штрих означает дифференцирование по qx. Уравнения 
Эйлера экстремалей функционала

d d̂ j R(q',, q., <7i) 0 ^ (q i ,  q., qx)
— U, К  — 2 ,  ft,

d4\ dq'k 8qk

R = 2 (h -V (q .,q ])) '£aij(q ., q})q; q), q. = (q2, . . . ,q n)
',7 = 1

определяют действительный путь и называются уравнениями Яко­
би. Уравнения (4.4) суть уравнения геодезических линий в кон­
фигурационном пространстве с метрикой Якоби.

П. Пусть Т = 1/2 (qj + q\) , V(q) = 0. Тогда R = 2h(1 + q22(q\)), если 
траектория движения может быть представлена в виде q2 = q2{q\). 
Уравнение Якоби примет вид

i - М ^ щ . о .
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Далее

9г( >/( 1 + ?22)) = с,* => д2 = + с2

Полученный результат означает, что точка, движущаяся по инер­
ции в плоскости, перемещается по прямой. Постоянные с,, с2 оп­
ределяются по граничным условиям из уравнений q20 = cxqx0 + с2, 
q2] = cxqu + с2. Определитель этой системы равен qw -  qu. Если q]0 -
-  qn *  О, то параметризация q2 = q2(q{) возможна.

§ 6.5. ОПТИКО-МЕХАНИЧЕСКАЯ АНАЛОГИЯ

Принцип наименьшего действия в форме Якоби и принцип 
Ферма в оптике позволяют установить аналогию между траекто­
риями материальной точки, движущейся в консервативном поле, 
и световыми лучами, распространяющимися в неоднородной изо­
тропной среде.

Сформулируем принцип Ферма. Пусть свет распространяется в 
трехмерном евклидовом пространстве. Физическая среда предпо­
лагается изотропной и неоднородной, т.е. скорость света в каж­
дой точке пространства не зависит от направления светового луча, 
но различна в разных точках пространства. Рассмотрим две точки 
A q , A h  гладкую кривую р, их соединяющую, и функционал

где п(г) — коэффициент преломления, с, v (г) — скорости света 
в вакууме и в среде, г — радиус-вектор точки, ds = (d x2 + dx22 + 
+ d x 2)'12 — евклидова метрика. Криволинейный интеграл (5.1), вы­
численный вдоль р, называется длиной оптического пути, а вели­
чина с '/ ,[р ]  определяет время распространения света от точки Aq 
до точки Ах. Принцип Ферма утверждает, что свет распространя­
ется от точки A q д о  точки А] за кратчайшее время или истинный 
оптический путь р0 кратчайший, т.е. 8Z,[p0] = 0.

Теперь обратимся к задаче о движении свободной материаль­
ной точки в трехмерном пространстве под действием консерва­
тивных сил с потенциалом У(г). Действительная траектория, со­
единяющая две точки Aq и  Аь может быть найдена как экстремаль 
функционала «укороченное» действие, записанного в форме Якоби:

А
(5.1)

А

т  = 1. (5.2)



Здесь А — постоянная энергии. Если положить п (г) = Л/2(Л -  К(г)), 
то функционал «укороченное» действие совпадает с функциона­
лом (5.1) и, следовательно, истинный оптический путь окажется 
действительной траекторией материальной точки единичной мас­
сы. В этом и состоит оптико-механическая аналогия, проиллю­
стрированная в таблице.

Оптика Механика
Оптический путь р Окольный путь р

Истинный оптический путь (30 Прямой путь, действительная траек­
тория р0

Длина оптического пути Z,[p] Функционал «укороченное» 
действие И^р]

Принцип Ферма 51[|30] =  0 Принцип наименьшего действия 
Лагранжа-Якоби 8И [̂ро] =  0

П. Коэффициент преломления света в атмосфере Земли можно 
аппроксимировать соотношением

n(z) = Ло(1 -  kz), 0 <z <z*,
где z — высота над поверхностью Земли, к — постоянная. Выбе­
рем систему координат с началом на поверхности Земли так, что­
бы начальная точка светового луча A$ лежала на оси Oz. Согласно 
оптико-механической аналогии материальная точка единичной 
массы должна двигаться в потенциальном поле с потенциалом

К(г) = h -  i n2(z) = h -  i п] (l -  2kz + k2z2).

Заметим, что kz «  1 в диапазоне рассматриваемых высот и мож­
но принять

V(t) « А -  1/2п02 + n02kz.

Уравнения движения точки представляются в форме 

r = -V rK(r) = -gez, g = n20k, 

где ег — орт оси Oz. Тогда закон движения точки

г(/) = z0ez + v 0/ —̂ - е г, \1=п 1(\-2кхй)

соответствует движению точки р  однородном поле силы тяжести, 
а ее траектория — парабола с вертикальной осью. Следовательно, 
все световые лучи в атмосфере Земли представляются параболами 
с вертикальными осями.

152



§ 6 .6 . ИНТЕГРАЛЬНЫМ ИНВАРИАНТ
ПУАНКАРЕ-КАРТАНА. УСЛОВИЕ ГАМИЛЬТОНОВОСТИ
ФАЗОВОГО ПОТОКА

Пусть Г = {(р(0, q(0, t) : р, q e  R". te  |/0, /,) с  /?1} — гладкая 
кривая в расширенном фазовом пространстве голономной меха­
нической системы и

5[г] = Jprfq -  Hdt (6 .1)
г

— функционал действие. Рассмотрим однопараметрическое семей­
ство кривых {Г(а)}, определяемых соотношениями р = р(/. а), 
q = q(/, а), /0(а) < t < /,(а), а0 < а < а, и вычислим вариацию функ­
ционала действие

55[г(а)] = 5 | [p (r ,a )q ( /,a )-Я(р(/, a), q(/, а ) , /)]<*.
' о ( “ )

По определению

s c rw  \1 ^ [ ^ ( а )] г /„а и \I ^?i ( a ).
5Ч г (а)] = а ^ 5а = (рч -  и 1 - , Ла)- ^ Г '

—  . . . .  -6а
5а v За

-(p q -# )|  dto(a) §а + pSqi'-Ma) + (6 .2)
V*"* 1̂/=/0 (а) да Ч'/=М“ )
/|(а)

+ I  [ ( Ч - V ^ ) 5 p - ( p  + V9W)5qpf
'о(“ )

Символ вариации 5 означает первый дифференциал по пере­
менной а, т.е. 5а= да/даЪа. Обозначим q(r, а )8? + 5q(г, а) = Aq и 
возьмем в качестве кривых семейства {Г(а)| фазовые траектории 
механической системы, удовлетворяющие уравнениям Гамильтона

p = -V qH , q = VрН . (6.3)

Тогда вариация (6.2) примет вид

s 4 r (a )]  = (p4q - H 8 C ; (°J> I6-4»

Отличием рассматриваемой вариации от вариации в принципе 
Гамильтона—Острофадского является варьирование концов тра­
екторий по времени и выбор в качестве класса кривых действи­
тельных фазовых траекторий механической системы.
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Пусть семейство кривых {Г(а), а0 < а < а,} образует замкнутую 
трубку действительных траекторий, т.е. кривые Ск = {р = р(/*(а), а), 
Q = qC^a), а), t= tk(а), а0 < а < а,}, к = 0, 1, суть замкнутые конту­
ры в Rln+i (рис. 48). Тогда р(^(а0), а0) = р(Г*(а,), а,), q(f*(a0), а0) = 
= q(^(ai), a,), tk(а„) = /*(а,), & = 0, 1, другими словами, Г(а0) = Г(а,). 
Вычислим интефал

М г («)1 = " Й Н *  -  И -  - ^ М  ■ »■
«о “ о
С другой стороны, согласно (6.4)
«1
|55|г(а)| = |(pc(q -  Hdt) -  |(pc?q -  Hdt).

ao Ci Q

Отсюда следует, что криволинейный интефал

/  = |(p</q -  Hdt), (6.5)
с

вычисленный по замкнутому контуру С, охватывающему некото­
рую трубку действительных траекторий, в расширенном фазовом 
пространстве сохраняет свое значение при переходе к другому кон­
туру, охватывающему ту же трубку траекторий. Интефал (6.5) но­
сит название интефального инварианта Пуанкаре—Картана. В 
частности, если в качестве контуров выбирать сечения трубки тра­
екторий плоскостями t = const, то для этих сечений dt = 0 и интег­
рал (6.5) примет вид

' - И 4 ' ( а д
Интефал (6 .6) называется относительным интефальным инва­

риантом Пуанкаре.
Рассмофим систему дифференциальных уравнений

р = р (р> q> *), q = Q(p,q,'); p .q e ^ " . (6-7)
определяющую фазовый поток в R2n+1. Напомним, что фазовым 
потоком называется однопараметрическая фуппа отображений 
g ‘ : R2n -> Rln, (ро, q0) -► (р, q), порождаемая общим решением 
уравнений (6.7).

Сформулируем первый критерий гамильтоновости фазового 
потока.

Если для любого контура С е R2n интеграл (6 .6) постоянен вдоль 
соответствующей трубки траекторий, то система уравнений (6.7) 
гамильтонова, т.е. P = -V ?#(p, q, t), Q = Vp#(p, q, t).
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Рис. 48 Рис. 49

▲ Пусть контур С задан в виде С = {(р, q) : р = p(f, a), q = q(f, а), 
а0 < а < а,}. Интеграл (6 .6) и его производная вдоль фазового 
потока принимают вид

Поскольку I — относительный интегральный инвариант, то его 
производная по времени вдоль фазового потока равна нулю.

По теореме Стокса

где С — произвольный гладкий контур в R2n, с  — поверхность, 
натянутая на контур С. Если криволинейный интеграл по произ­
вольному контуру равен нулю, то выполняются условия Коши

Это означает, что дифференциальная форма £  А'Дх)^, — пол-
/=|

ный дифференциал по переменным (х,, ..., х2и) = х.
Если принять х = (р, q) и применить теорему Стокса к интегра­

лу (6 .8), то получим

( 6 . 8)

с

п
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P</q -  Qdp = -dH(p, q, t),

где t рассматривается как параметр. Отсюда следует, что Р = -WqH, 
Q = VpH  и фазовый поток гамильтонов. ▼

Второй критерий гамильтоновости фазового потока.
Если для любого контура С, охватывающего одну и ту же произ­

вольную трубку фазовых траекторий в расширенном фазовом про­
странстве, постоянен интеграл (6.5), то фазовый поток гамильто­
нов и гамильтониан равен Я(р, q, t).

А Рассмотрим в расширенном фазовом пространстве R 2n+ 1 про­
извольную трубку фазовых траекторий и произвольное семейство 
контуров, охватывающих ее (рис. 49). Поверхность трубки фазо­
вых траекторий I  зададим в виде

£ = {(Р, q, t) : р = р(ц, a), q = q(n, а),
t= /(ц, а), ц е [цо, ц,], а е [oq, а ,] }.

Если зафиксировать параметр ц и изменять параметр а, то бу­
дем иметь замкнутый контур Сц. Изменение параметра ц соответ­
ствует семейству контуров {Сц}, охватывающих трубку Е.

Интегральный инвариант Пуанкаре—Картана и его производ­
ная по параметру ц равны

/(и )=  J(pq a -H t a)da,
«о

dl(\x) %  «
- Г Г -  = ДРмЯв + РЧвц -  -  Htm jda =

 ̂ «О
-  а ]

= (pqM -Я ГМ) [ ^  + J(pMqa - p aqM -  Я „/а + Я а/Ц)<*х.
«о

Индексы а и ц внизу означают частные производные по соот­
ветствующим параметрам. Поскольку величина /(ц) — интеграль­
ный инвариант, то ее производная по параметру ц равна нулю. 
Внеинтегральный член равен нулю, так как значения функций при 
a = а0 и a = aj соответствуют одной и той же точке (контур Сц зам­
кнут), а выражение под знаком последнего интеграла преобразу­
ется к виду

Y ~ ~ v pH Ра"
я ,

V  ' ц

дн
dt da. (6.9)

Здесь дополнительно принято условие t # 0 при ц е [щ,, ц,], 
позволяющее при каждом фиксированном а определить взаимно
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однозначное соответствие между ц и г. Интефал (6.9) равен нулю 
при любом произвольном выборе функций qa, pa, ta и представля­
ется в виде

0.

По теореме Стокса подынтефальное выражение в последнем 
интефале есть полный дифференциал функции q, t) по всем 
переменным, а произвольность функции позволяет сделать вы­
вод, что эта функция равна постоянной и. следовательно, имеют 
место равенства

р + У9Я = 0 ,  q - V pH = 0 ,  Ш --8 И -  = 0. (6.10)

Соотношения (6.10) показывают, что рассматриваемый фазо­
вый поток гамильтонов. ▼

§ 6.7. ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА КАНОНИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ ИНТЕГРАЛА ЭНЕРГИИ. 
УРАВНЕНИЯ УИТТЕКЕРА

Обобщенный интефал энергии канонических уравнений Га­
мильтона существует, если функция Гамильтона #(р , q) не зави­
сит от времени. Допустим, что интефал энергии Н(р, q) = И может 
быть представлен в виде

Р\ = -К{Р*, q*, Л, ?,), (р*. q*) = (/>2, .... рп, <72, <7„)• (71)

Для этого достаточно, чтобы дН/др\ *  0 в некоторой области 
фазового пространства.

Рассмофим в фазовом просфанстве произвольный контур С, 
на котором Я(р, q) = И. Контур С порождает трубку фазовых тра­
екторий в расширенном фазовом пространстве R2n+\ вдоль кото­
рой постоянен относительный интефальный инвариант Пуанкаре

I = <Jpdq = j  (p*</q* -  Kdqx j, (7.2)
с с*

где С* — проекция контура С на пространство переменных (р*, q*, 
<7,). Контур С и фазовые фаектории спроектируем на 2л-1-мерное 
просфанство переменных р*, q*. q{ (рис. 50).

В пространстве Л2" " 1 возникает фазовый поток с интефальным 
инвариантом Пуанкаре—Картана (7.2). Согласно второму крите-
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рию гамильтоновости фазового потока полученный фазовый поток 
гамильтонов, а соответствующие ему дифференциальные уравнения

dp к 
dq\

дК
дЯ/с’

d4k
dqx

дК
дРк '

к = 2,..., п, (7.3)

называются уравнениями Уиттекера. Функция АГ(р*, q*, <?,) и пере­
менная qx играют соответственно роль новой функции Гамильто­
на и времени. Система (7.3) имеет порядок 2п-2, а ее общее реше­
ние определяет фазовую траекторию, т.е. зависимости р*, q* от qx. 
Переменная />, определяется из (7.1), а зависимость qx от / требует 
вычисления квадратуры

'  = } ( !? ■ ]  dQ\ + 'о ■др\
Я ю

П. Движение планеты в центральном поле консервативных сил 
описывается гамильтонианом

Н (рг, / V r) =
Piр1_ ^ _______

2ю т 2тг2
V(r),

где г, ф —- полярные координаты в плоскости орбиты, рп рф — 
обобщенные импульсы, У(г) — потенциал консервативных сил. 
Гамильтониан Н(рп г) сохраняет свое значение вдоль всякой

Рис. 50 
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фазовой траектории. Обозначим постоянную полной энергии че­
рез А и найдем

pr = ± p m h - r - 2p l-2 m V {r ) .

В области рг> 0 выбирается знак «+», а в области рг < 0 — знак 
«-». Рассмотрим в качестве новой независимой переменной коор­
динату г в области рг> 0. Новый гамильтониан и уравнения Уитте­
кера представятся в виде

К[г, рф, ф, А) = - p m h - r 2pl ~2m V (r),

dI ±  -  SK _ n 
dr Эф ’

dty _ дК _ Pip _____
r^2mhr2 -  p \ -  2mr2V(r) 

Отсюда />ф = />ф(0),

j  P<M dr
Г

ф = ф0 +

t — tr\ +

r0
r

I
fo rp m h r2 -  p l(0 )-2 m rl V(r) 

mrdr

? j2 m h r 2 - p 2(0)-2m r2V(r)

Аналогично получаются уравнения в области рг < 0.

§ 6 .8 . ТЕОРЕМА ЛИУВИЛЛЯ
О СОХРАНЕНИИ ФАЗОВОГО ОБЪЕМА

Т. Однопараметрическая группа отображений 

g ' : Л2л-> R2n, p = p(f, Ро, q0), q = Q(/, Ро, qo), * е R\

где р0, q0 — начальные условия движения при t = 0 (фазовый поток), 
сохраняет объем фазового пространства, если группа g  порождается 
каноническими уравнениями Гамильтона.

▲ Рассмотрим произвольную область V0 в фазовом пространст­
ве R2n в момент времени t= 0 (рис. 51). Тогда

" ( ')=  \...\dP \ -dPndq\-dqn =
К (8.1)
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(8.2)

Здесь V, = g'V0 — образ области V0 в 
момент времени t, v(t) — объем об­
ласти V, . Если момент времени t до­
статочно мал, то справедливы разло­
жения в ряды Тейлора

P(0 = P o-V 9# | м) '+ 0 ( / 2), 
q(r) = q0 + VpH | ,=0 /+ 0 ( /2).

где О (t2) — члены порядка малости t2 
и выше. В разложениях (8.2) исполь­
зованы канонические уравнения

р = -У ?Я, q = V pH , Я(р, q, t),
описывающие фазовый поток механической системы. Якобиан ото­
бражения g', входящий под знак интеграла (8 .1), равен

д[ри ..., pn,q u ...,q„)

Рис. 51

J(t) =

= det

д(/?ю> РпО’ 9ю> •••, Япо]

£ - v „ / f t + o ( r ! - v „ h / + o ( ,2)

V " '  + 0 ( ' 2) £  + V „ №  + 0 (r 2)

Здесь E — единичная матрица пхп,

д2 H , У ЧЧН  = д2н
d P idqj d q jd q j

32H
* V ppH  =

d2H
d q ,d p j dPjdpj

i, 7 = 1,..., я.

Все частные производные вычислены в момент времени / = 0. 
При раскрытии определителя /( /)  получим разложение вида

А ') = 1 + / Ё  i=i
( d2H + э 2я ] + o lt2)
\ fydqi dqidpi) \ )

/=0
Коэффициент при t обращается в нуль и 

dJ(0) _ d 0(t2)
dt dt

= 0.

1=0
Таким образом, производная фазового объема

Г rdJ(O)
dt = J " - ] ~ l t  Pi° -■ dP'<odQ i o =°-

Уо
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Если момент времени /= 0  заменить на некоторый произволь­
ный момент t0, то аналогичные рассуждения с заменой t на 1 - t0 
приведут к равенству du>(t0)/dt=0. Отсюда следует, что J(t) = 1 и 
v(t) = v ( 0 ) .r

§ 6.9. ТЕОРЕМА ПУАНКАРЕ О ВОЗВРАЩЕНИИ

Теорема Лиувилля о сохранении фазового объема позволяет 
установить еще одно важное свойство фазового потока гамильто­
новой системы — свойство почти повторяемости фазового состоя­
ния системы в случае ограниченности в фазовом пространстве 
областей, определяемых неравенством Н(р, q) < h.

Пусть область фазового пространства Dh = {x : х = (р, q) е R2”, 
#(р, q) < И] ограничена и Ле/2 (xq) = {х : |х — XqI < е/2} — окрест­
ность произвольной точки, целиком лежащая в Dh. Обозначим через 
g! однопараметрическую группу отображений — гамильтонов фа­
зовый поток со свойствами:

1 ■ £  Dh = Аг
2°. vol ^  Dfj = vol Dh\

3°- £  Bi/2 (щ) <= Dh>
4°. vol g  Bt/2 (xo) = vol Bz/2 (xq).
Свойства Г, 3° следуют из того, что вдоль фазовых траекторий 

сохраняется гамильтониан #(р, q), поскольку он предполагается 
независящим от времени, а свойства 2°, 4° выражают теорему Лиу­
вилля о сохранении фазового объема.

Т. В любой окрестности Вг/2 (х0) для любого Т> 0 найдется точ­
ка х., такая, что |g'* х . -  х*| < е, где t* > Т.

А  Обозначим через An = g nT Вt/2{xо) и рассмотрим последова­
тельность }и” 0. Если множества Ап попарно не пересекаются 
(ЛкГЛ т = 0  Vic, т), то

vol (J А„ = f>oL4„ = |>о1Яе/2(х0) = со,
п=0 /1=0  п=0

НО
а> оо

Ап с  Dfj и vol (J А„ < voWf, < оо.
п=0 п-0

Противоречие позволяет сделать вывод о том, что при некоторых 
к и т (т > к) множества Ак и Ат пересекаются. Сделав к шагов 
«назад», найдем, что А0 Г) Ат_к ф 0. Пусть х е А0 Г\Ат_к и сущест­
вует х» = е Aq . Далее |х -  х*| < е , так как оба эти элемента 
принадлежат В ^ х ^ ). Таким образом, траектория движения, на­
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чавшаяся в точке х . из области Ле/2(хо), в момент времени г. = 
=  ( т -к )  Т> Т оказывается на расстоянии, меньшем б о т  своей на­
чальной точки. ▼

Теорема Пуанкаре утверждает, что существует «достаточно мно­
го» фазовых траекторий в ограниченной области Dh, которые «воз­
вращаются» к своей начальной точке.

Множество Ак П Ат имеет положительный объем и обязательно 
пересекается с некоторым множеством А,. Обобщая доказательст­
во теоремы, можно сделать вывод, что существует траектория, дву­
кратно возвращающаяся в е-окрестность начальной точки. Даль­
нейшее обобщение приводит к выводу о существовании траекто­
рий, возвращающихся произвольное число раз в е-окрестность 
своих начальных условий. Это свойство справедливо для доста­
точно малой окрестности любой точки области Dh. Другими сло­
вами, теорема Пуанкаре о возвращении утверждает, что в области 
Dh имеется всюду плотное множество траекторий, возвращающих­
ся в любую сколь угодно малую окрестность сьоего начального со­
стояния. Среди этих траекторий находится важный класс движе­
ний — периодические движения, когда начальное состояние по­
вторяется в точности. Однако теорема Пуанкаре не исключает 
возможности существования асимптотических движений, когда тра­
ектория навечно покидает окрестность своего начального состояния.

П. Материальная точка массы т движется по плоскости Оххх2 в 
консервативном поле с потенциалом К(х,, х2) = х 2 + х2 + х2 . Функ­
ция Гамильтона Н -  \/2пГх(рх2 + р22) + К(х,, х2) представляет полную 
энергию системы, а постоянная энергии И изменяется в диапазоне 
от -27/256 до +оо. Область {Н(р, х) < И} ограничена и почти все 
движения в ней обладают свойством возвращаемости. Однако при 
И > О существуют асимптотические движения с начальными усло­
виями, когда \/2р22(0)т~] + х24(0) + х23(0) = 0, х2(0) * 0. Фазовый 
поток, спроектированный на плоскости (рь х,). (р2, х2), соответст­
венно имеет вид, представленный на рис. 52.



§ 6.10. КАНОНИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ. 
ПРОИЗВОДЯЩАЯ ФУНКЦИЯ КАНОНИЧЕСКОГО 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Рассмотрим систему канонических уравнений Гамильтона

р = - V qH, q = Vptf, W(p,q,r), (p, q) e Rln (10.1)

и замену переменных
p = p(P, Q, t), q = q(P, Q, /)<=>P = P(p, q, /), Q = Q(p, q, t). (10.2)

0.10.1. Замена переменных (10.2) называется канонической, если 
в области ее определения в фазовом пространстве (р, q) имеет место 
тождество

p6q -  P6Q = 55*(р, q,/), 5Q = ^ 5 q  + - ^ 6p. (10.3)

Функция S* может быть выражена через переменные (Р, Q), и 
тогда тождество (10.3) следует рассматривать в пространстве пере­
менных (Р, Q). Время t при этом является параметром.

Допустим, что каноническая замена переменных (10.2) такова, 
что в некоторой области фазового пространства существует зави­
симость р = p(q, Q, 1). Это возможно, если det ||5Q/5p|| *  0 и имеет 
место теорема о неявной функции. Тогда функция

S(q, Q, t) = S*(p, q, t)|p=p(q Q „ (10.4)

называется производящей функцией канонического преобразова­
ния. Тождество (10.3) принимает вид

-  Р М )  • £ ( j f

из которого в силу независимости величин 5qh 6Q, следуют ра­
венства

г ' - щ -  " * f -  ' - 1......"  п 0 '5)
Соотношения (10.5) определяют свободное каноническое пре­

образование по его производящей функции при условии, что
" d2s 
\dQ, dqj

может быть использована для отыскания Q = Q(p, q, t) на основе 
теоремы о неявной функции.

det *  0. В этом случае последняя группа уравнений (10.5)



Может оказаться, что в соотношениях (10.2) в некоторой об­
ласти фазового пространства det ||ЭР/др|| *  0. В этом случае р = p(q, 
Р, /)> в качестве независимых переменных в тождестве (10.3) мож­
но выбрать переменные (Р, q) и представить его в виде

Q5P + p5q = 5»У,, 5 ,(Р ,q,/) = 5*+PQ|p=p(p q . (10.6)
|Q=Q(P q.')

Из тождества (10.6) следуют формулы, определяющие канони­
ческое преобразование

' • - Л - t = i ......"• ( ,°-71

при условии det d2s] * 0 .
I d/> dqj

Возможны и другие способы определения канонических пре­
образований, когда в качестве независимых переменных прини­
маются переменные

(q, Л , Qim. О/.).

П.1. Пусть п = 1, a S(Q,q) = Qq. Тогдар = dS/dq = Q, P=-dS/dQ = -q. 
Импульсы и координаты меняются ролями.

Если St(Pq) = Pq, то p = dS]/dq= Р, Q = 8Sx/dP = q и преобразова­
ние тождественное.

П.2. Найдем условие, при котором линейная замена перемен­
ных на плоскости

Р= au(t)p+an(t)q, Q= a2](t)p + a22(t)q 

является канонической. Условия (10.3) в этом случае примут вид

pbq- P5Q = p&q-  (аир + anq) (а2]Ьр + a22bq) = bS*(p, q, t).

Функция S* будет существовать при выполнении условий Коши

-  [а21 (al I Р + а\2?)] = \р -  (а\ 1Р + а\2я)а22 ]■

Отсюда следует, что определитель преобразования аиа22 -  
~ fli2a2i= Ь а само преобразование сохраняет площадь. Функция 
S* равна

S*(p, q, t) = -\ /2 a ua2lp2 -  1/2ana22q2 -  a]2a2ipq.

Если a21 * 0, to p = a2l~l(Q -  a22q) и производящая функция ка­
нонического преобразования равна
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s(0, q, t) = - ̂ { Q  - 022Я)2 - ап°2Ч - oX2 q{Q - а22я)-
Покажем, что канонические преобразования сохраняют форму 

канонических уравнений движения Гамильтона (10.1). Перепишем 
тождество (10.3) в виде

Pd q-P d Q  = dS{Q,q, t ) - ^ d t ,

принимая q, Q  за независимые координаты. Отсюда следует тождество

prfq -  Hdt = PdQ -  ( я  + | £ )  dt + dS. (10.8)

Выберем в пространстве (р, q, t) произвольный замкнутый кон­
тур с. Ему соответствует контур С в пространстве переменных 
(Р , Q , 0  и контур с* в пространстве переменных (q, Q, t). Вычис­
ляя криволинейный интефал вдоль этого замкнутого контура от 
правой и левой частей тождества ( 10.8), получим

|(prfq -  Hdt) = | (PrfQ -  Kdt) + §dS,

K (V ,Q ,t) = H  + ^
(10.9)

(p, q)->(P, Q)
Интефал от полного дифференциала функции dS по замкнуто­

му контуру с* равен нулю. Левая часть тождества (10.9) представ-

Рис. 53 
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ляет собой  интегральный инвариант П уанкаре-К артана и не 
меняется при замене контура с на контур, охватывающий ту же 
трубку траекторий в расширенном фазовом пространстве (р, q, г) 
(рис. 53). При этом контур С в пространстве переменных (Р, Q , t) 
также охватывает трубку траекторий, являющуюся образом труб­
ки траекторий в переменных (р, q, ,). Следовательно, выражение

| (P J Q - Kdt)
с

есть интегральный инвариант Пуанкаре-Картана фазового п ото­
ка в переменных (Р, Q, г), и согласно второму критерию гамиль- 
тоновости фазового потока дифференциальные уравнения этого 
потока представляются каноническими уравнениями Гамильтона

Р = -V e tf, Q  = V PK. (10.10)

В дальнейшем будет показано, что среди канонических преоб­
разовании существует преобразование, при котором новая функция 

амильтона ( , Q, t) тождественно равна нулю, а канонические 
переменные (Р, Q) постоянны в силу уравнений Гамильтона (10.10).

§ 6. 1 1 . КРИТЕРИЙ КАНОНИЧНОСТИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ. 
БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ КАНОНИЧЕСКИЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Введем переменную х = (р, q) 6 R}» и тавим ю часть 
тождества (10.3) в виде

*=i = 2f x sbxs . ( 1 1 .1)
5 = 1

Если преобразование (р, q) (Р> Q) _  каноническое) то диф.
ференциальная форма ( 1 1 .1) должна быТь полным дифференциа­
лом по переменным (* „  что будет аведливо вы. 
полнении условии Коши

dXm(x ,t )  dXs(\ ,t)
~ " д х 5 ~ ~ д х т ’ s- w = l .- . ,2  п. ( 1 1 .2)

0.11.1. Скобкой Лагранжа системы функций {P., назы­
вается выражение 1

f ( S Q L dPL _dQ L dPL) _ r  ,

Д I  дхк дхт дхт дхк)  I** ’ * т ] ’ 

где хк, хт обозначают одну из переменных (/?„ ..., рп, qb ..., qn), от
которых зависят функции Я ,(х ,/), Q.(x /)
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У словия Коши (11.2) напишем в явном виде для различных 
групп переменных, используя соотнош ения ( 1 1 .1 ) и определение 
скобки Лагранжа. Имеем

dqk

дРк \ui ' д(1т т) дЯт £\ ' дРк 
к, т = 1, ..., п.
Таким образом, каноничность замены переменных может быть 

установлена путем вычисления скобок  Лагранжа в условиях (11.3).
Рассмотрим каноническую замену переменных (р, q) -> (р(е), 

q (e)), 0 < е < е0, зависящую от параметра е и определяемую произ­
водящей функцией

S ,(p ( e), q. е) = P(e)q + е //(р (е ), q, е).

где Я (р (е ), q, е) — некоторая дифференцируемая функция своих 
аргументов. Согласно формулам (10.7) имеем

dSt / \ дНP = ^r-L = p(E) + S-^f?-,F 5q FV ' 5q (11.4)

ч(в) = т т т  = q + Edp(e) 5p(e)

Соотнош ения (11.4) при e = 0 определяют тождественное пре­
образование.

0.11 .2 . Бесконечно малым каноническим преобразованием 
(р, q) -> (Р, Q ) называется преобразование

Р = р + ф (0 )  = р -  V9# (p , q, 0)dz, (11.5)
Q = q + </q(0) = q + VpH(p, q, 0)de,

где ф (0 ), rfq(O) — первые дифференциалы отображения (11.4) по 
параметру е  при е = 0.

Преобразование (11.5) линейно зависит от приращения пара­
метра dz. Из формул (11.5) следует, что производные по параметру 
е  отображения (р(е), q(E>) совпадают по форме с каноническими 
уравнениями Гамильтона

= ~V9# (p ,  q, 0), ^ М  = у рЯ ( p ,q ,0 ) .  (11.6)
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Если параметр е отождествить со  временем, то соотнош ения 
(11.6) суть канонические уравнения Гамильтона, записанные при 
/=  0. Разложим в ряд Тейлора общее решение канонических урав­
нений Гамильтона и получим

р = р0 +р(0, Po,qo)' + O (f2) = po - V 9tf(p 0,q 0,0 ) / + C>(f2),

q = q0 + q(0, p0, q0)f + 0(r2) = q0 + V pH{ p0, q0, 0)/ + 0 ( /2).

Здесь p0, q0 — начальные условия движения при t= 0, 0 ( /2) — 
малые порядка t2 и выше. Отсюда следует, что первый дифферен­
циал фазового потока при t = 0

Ф(0) = -VgH(Ро, q0, 0)dt, rfq(0) = VpH(р0, q0, 0)dt

определяет бесконечно малое каноническое преобразование.
В дальнейшем будет показано, что фазовый поток, порождае­

мый гамильтоновой системой, можно рассматривать как однопара­
метрическую  группу канонических преобразований фазового 
пространства.

§  6.12. Ф УН КЦ И Я ДЕЙСТВИЯ И ЕЕ СВОЙСТВА

Рассмотрим действительную фазовую траекторию р = p(f, р0, q0), 
q = q(*> Ро, Чо)> 1 е гДе Ро, qo — значения обобщ енных импульсов 
и координат в момент времени t = 0. Функцией действия назовем 
интеграл

S = \ (w ~ H )d t= \ L d t,  (12.1)
о о

вычисленный вдоль действительной фазовой траектории. Аргумен­
ты функции S  можно выбирать различным образом, например (р0, 
q0, t). Однако в дальнейшем предположим, что, используя общее 
решение уравнений движения, можно представить р0 = р0(/, q, q0) 
при выполнении условия det ||dq/6p0|| 0, и будем рассматривать е 
качестве аргументов функции действия переменные (q, q0, t).

Вариация функции действия представляется в виде
2 р dS о dS о

5ч + гч ^ 64» '
/

5S = J(q5p + p8q -  VqH5q -  V pHb\>)dt = (12.2)
о

= p5q -  p08q0 + j[(q -  У /,Я)бр -  (p + V9#)Sq]<*.
о
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Интефал во втором выражении вариации в (12.2) равен нулю, 
гак как вдоль действительной фазовой траектории справедливы 
уравнения Гамильтона. Тогда 55= p6q -  p05q0 и сравнение с пер­
вым выражением вариации функции действия дает

Ро

d S (q ,q 0, / )
aq

dS(q,q0,t)
5q0

(12.3)

Из ранее сделанного предположения det ||dq/dp0|| * 0 вытекает 
условие

О *  det дРо
aq = det

d2S (q ,q0,t)
aqaq0

Таким образом, функция действия S(q, q0, /) является произво­
дящей функцией свободного канонического преобразования пере­
менных (р0, q0) в переменные (р, q), зависящие от параметра t. Это 
означает, что фазовый поток есть однопараметрическая группа 
свободных канонических преобразований с производящей функ­
цией действия.

Вычислим производную функции действия по времени вдоль 
действительной траектории

dS = as , as •
dt dt  ̂ 3q Ч'

С другой стороны, согласно (12.1)

pq -  ЯdS
dt

Сравнивая эти два выражения и учитывая соотнош ения (12.3), 
получим

55
dt ♦ * |§ , < И  = о. (12.4)

Функция действия удовлетворяет уравнению в частных произ­
водных первого порядка (12.4), которое называется уравнением 
Гамильтона—Якоби. В функции Гамильтона Я  аргументы р, заме­
нены в уравнении (12.4) на частные производные dS/dq; .
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§  6.13. УРАВНЕНИЕ ГА М И Л ЬТ О Н А -Я К О Б И . 
ТЕОРЕМ А ЯКОБИ

Уравнение Гамильтона—Якоби (12.4) позволяет по-новому п о­
дойти к проблеме интегрирования канонических уравнений Га­
мильтона.

0.13 .1 . Полным интегралом уравнения Гамильтона—Якоби на­
зывается функция S(q, a, t), а  = (а ,, ..., а „), такая, что:

1) ^(q, а , 0 удовлетворяет уравнению Гамильтона—Якоби дл5 
лю бого набора а  из некоторой области R";

Следует подчеркнуть, что задача отыскания полного интегралг 
не совпадает с задачей отыскания общ его решения нелинейного 
уравнения первого порядка в частных производных (12.4) и зна­
чительно проще последней. Решение первой задачи неоднознач­
но: если найден какой-то полный интеграл 5”(q, a , t), то произ­
вольная замена переменных а  -> а »  позволяет записать, вообще 
говоря, другое решение 5*(q, a . ,  t) = 5(q , а  (а*), t).

Т (Якоби). Если 5 (q , а , t) — полный интеграл уравнения Гамиль­
тона—Якоби, то выражения

где а , Э е R" — постоянные, суть 2п первых интегралов каноничес­
ких уравнений Гамильтона

▲ Заменим а  на Q в функции 5 (q , a , t) и возьмем функцик 
5(q, Q , t) в качестве производящей функции свободного, канони­
ческого преобразования

Заметим, что К = 0, так как 5(q , Q, t) удовлетворяет уравненик 
Г амил ьто на—Якоби

q и а.

(13.2)
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Канонические уравнения Гамильтона в переменных (Р, Q) при­
мут вид

P = - V q A' = 0, Q = V PK = 0.

Отсюда следует, что новые переменные (Р, Q) постоянны. Обо­
значим Q = a , Р = -р  и убедимся, что выражения (13.2), опреде­
ляющие связь между новыми и старыми переменными, переходят 
в выражения (13.1), из которых легко получить общее решение 
канонических уравнений Гамильтона. Для этого достаточно вос­
пользоваться теоремой о неявной функции, разрешить вторую се­
рию уравнений (13.1) относительно q (это возможно, так как де­

терминант det *  О ) и найти q = q(/, а , р ). Первая серия ра-
dq да

венств (13.1) тогда определяет р = р(/, a , р). Постоянные (а ,£ )  задают 
траекторию движения и могут быть выражены через начальные 
условия движения (р0, q0). Если полный интефал совпадает с функ­
цией действия, то постоянные (a, р) суть начальные условия дви­
жения (q0, Ро). ▼

Не следует думать, что задача отыскания полного интефала 
уравнения Гамильтона—Якоби может быть решена для любой га­
мильтоновой системы. Однако на этом пути открываются новые 
возможности, связанные с конкретным видом функции Гамиль­
тона (от нее зависит сфуктура уравнения Гамильтона—Якоби). При 
этом существенную роль ифает удачный выбор обобщ енных ко­
ординат (<?,, ..., qn).

§  6.14. ОТЫ СКАНИЕ П ОЛ Н О ГО  ИНТЕГРАЛА УРАВНЕНИЯ 
ГА М И Л Ь Т О Н А -Я К О Б И  М ЕТОД О М  РАЗДЕЛЕНИЯ 
П ЕРЕМ ЕНН Ы Х

Остановимся на ряде сфуктурных особенностей функции Га­
мильтона, позволяющих находить полный интефал уравнения 
Гамильтона—Якоби.

1°. Если гамильтониан не зависит явно от времени (dH/dt = 0), 
то полный интефал можно искать в виде

S(q, a, t) = -ht + WQ(q, a), a  = (a ,, ..., ct„),

где a„ = -h, а функция 1V0 зависит от меньшего числа переменных 
и удовлетворяет уравнению
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2°. Если к тому же координата qx циклическая (dH/dqx =0), т 
ее можно выделить из функции fV0 и искать полный интеграл в вил

S= -h t+ a ,q , + W{(q2, ..., qn, a), 

где функция Wx удовлетворяет уравнению

J  dW, 8W X
V dq2 dq„L,q2, - , q „  = A.

Следует помнить, что соответствующие детерминанты должны 
быть отличны от нуля:

det
d2Wn
да дц

*■ 0, det 52(a  i g i+ g Q
9a 5q

* 0.

3°. Допустим, что гамильтониан имеет следующую структуру:

Н =  -F(/i(/>i. Я\), Яп))-

Тогда возможно полное разделение переменных при отыскании 
полного интеграла, а именно

S = - h t + f j Wk{qk,a k), h = F (a x, a „ ) .  
k = 1

Рассмотрим систему обыкновенных независимых друг от друга 
дифференциальных уравнений первого порядка

Л
dWk
дЯк

из которых, используя теорему о неявной функции, получим

dWk
дЯк

Як

= Гк(Як, « * )  => w k{qk, <**) = \Fk{<lk> <*k)dqk ■
9*0

Поскольку гамильтониан Н  должен зависеть от обобщенных 
импульсов (/>,, ..., р„), то естественно предполагается, что

0
дрк дрк

и условия теоремы о неявной функции выполнены. Легко прове­
рить, что полный интеграл

п Чк
S = - F ( a , , . . . , a „ ) / + X  \Fk{qk, a k)dqk

*=i 9*0
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удовлетворяет уравнению Гамильтона—Якоби

dS
dt

если учесть тождества

/к(рк(Яь “ *)> Як) = к=  1, п. 

Далее

det d2S
dqk да j - п ^ - п*=i k = \

dfk
=  1 \&Pk

*  0 ,

так как

dfk dFk
= 1 .

dp k dak
Таким образом, найденное решение уравнения Гамильтона- 

Якоби является полным интегралом, и задача интегрирования ка­
нонических уравнений Гамильтона решается на основе теоремы 
Якоби.

4°. Гамильтонову систему с гамильтонианом

Н= G\(p\, qt, G2(j>2, Я2, G3(..., Gn(pn, qn) ...)

можно проинтегрировать методом Гамильтона—Якоби путем пол­
ного разделения переменных. Будем искать полный интефал в виде

П
S = -h t+ '£ lWk(qk,a k,a k+]), а , = А, а „ +|= 0 .

*=1
Рассмоф им систему дифференциальных уравнений

V dqk

Поскольку dGk/dpk *  0, то, разрешая эти уравнения относитель­
но d\Vk/dqk, найдем

дЯк
Тогда

-  Sk {Як > а к’ а к+])-

Як

к=I

Определенная таким образом функция 5(q, a , t) является пол­
ным интефалом уравнения Гамильтона—Якоби и верно второе
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условие в 0 .13 .1 . (см. стр. 170). Для проверки этих условий доста 
точно заметить, что

О к (Sk [як , а * > а *+| ), Як , а * + ! ) -  а к , к = 1 , п,

' ( з о л - 1
U Рк) 

о,
,-i

фо .

Рк = ik  (Чк • а к , “ *+1)

з 25  _ % к(дк, а к, а к+О 
до.} дяк да j

, j  = k; 

j  < к,

det d2s
8ajdqk = n

k=\
3Gk
dPk

П. Свободная материальная точка массы т движется в поле с 
потенциалом К(г) = kz -  т\х/г, где ц, к — постоянные, г=|г|. Дви­
жение будем описывать с помощ ью параболических координат 
(£, л, ф)- Имеем

х  = уГ̂ г) совф, 0 < 4 < +°°,

У -  [̂̂ Ц БШф, 0 < г| < +оо,

■г = 2  ( 4 - г l), ф ггк^2тт.

Кинетическая энергия и обобщ енные импульсы представляют­
ся в форме

r - f( * 2 + у 2 + z2) - т • 2
+ Т Ф

Pi, =
_ mk{% + л)

Р п
n(S + Ц)

2л Рч, = т^ЛФ-

Функция Гамильтона и уравнение Гамильтона—Якоби прини­
мают вид

н  = Щ + 2 ц ^  | р 2 2тц  £

35

/я(̂  + л) ' 2/и̂ л С+П + 2
2 Г я\Л2 

+ лdt т{% + л)
05
Я;

a s
зл

(S -n ) .

1 Г35 
2Щг\\ду) £, -t- л 22/иц + | (^ -л )  = <

Полный интеграл уравнения Гамильтона—Я коби, учитывая 
цикличность координаты ф и независимость гамильтониана от 
времени, найдем в виде

S = -h t + а ,ф +  ЩЕ>)+ Щ п ).
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Имеем

1
fdW A I2 , 2Л I(dW 2)

т(% + л) { 94 J т ( 4  + л) 1 9г) J
Последнее уравнение после умножения на (£, + г|) принимает вид

(d W x (d\v7
Ч ^ ’ 1 ) + Ч ~ * Г ’ пг 0,

ф'=§(жГ^-2"*,+15!-''5’
Ф 2 —2r\(dW2

м V дт|

Переменные 4 и г| независимы, и, значит, функции Ф| и Ф2 
должны быть постоянными, т.е. Ф, = а 2, Ф2 = ~а г- Отсюда находим

о  IV,
~ = ^l(^> а 1> а 2)>

* а г - ^ Ь + 2» „ , - | 4 г + Ч

= ^ ( л ,  а ,,  /г, а 2).

ч», = ± к f, А: г а 1«Л -т -Л  - а 22 1 2 2т Л,

И', = / ^ ( ^ . а ^ А . а г ) ^ ,  = / ^ (п ,  а ,,  A, a 2)dr\.

Система первых интефалов вытекает из теоремы Якоби

_ _  95 _  ^  _  95 _  ^  _ 8S_ _ 
h  д£ T i> 5т1 2’ Ар 5ф 1>

о Э5 Щ  dfV2 
1 9а] 5а, 9а, ’

_  дЩ  д\У2 
Р2 9 а2 9 а2 ’

_ 9 И  
Рз 9А 9А
Соотнош ения, содержащие р, и Р2, определяют траекторию 

материальной точки в параболических координатах, а последнее 
равенство позволяет найти закон движения.
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§  6.15. СКОБКИ ПУАССОНА И ИХ СВОЙСТВА. 
ТЕОРЕМ А ПУАССОНА

При вычислении производной функции в силу канонически* 
уравнений Гамильтона полезным является понятие скобки Пуассона.

0 .15 .1 . Скобкой Пуассона двух функций / ( р, q, /), g(p, q, t) 
называется выражение

, ,5 л >
Отметим ряд свойств скобок Пуассона:
а) (f, g) — ~(g, f)  — кососимметричность;
б) (If, g) = if, Ag) = X(f, g) — билинейность;
в) (/i + /2, g) = (f\, g) + (f2> g)•

d , r . 4 . 1' а /  Л Л ,  eg '

Д) (fi, (f2, /з ))  + (/г. (/з> /i)J  + (/з, (/i, / 2)) = о для любых дважды 
дифференцируемых функций — тождество Якоби.

Доказательства свойств а) — г) очевидны. Покажем справедли­
вость свойства д).

Пусть

ф * = £ ( | Ц ^ - - т Ц г - ] .  л = 1. 2, 3,V д<7/ dp, dp, dq,)

Ъ ы  = 1
/=1

А, от = 1, 2, 3,д<7, <Э/>, dp, dq,

— линейные дифференциальные операторы первого порядка, ис­
пользуя которые представим левую часть тождества Якоби одним 
из выражений

(Ф^Ф^ — Ф 3Ф 2 — Ф 2з)У|'
(Ф 3Ф| -  Ф|Ф3 -  Ф 3|) / 2,
(Ф ,Ф 2 - Ф 2Ф, - Ф , 2) / 3.

0.15.2. Дифференциальный оператор С - Ф 2Ф3 -  Ф3Ф2 называется 
коммутатором двух линейных дифференциальных операторов.

JI. Коммутатор С есть линейный дифференциальный оператор 
первого порядка.

А  Общий вид линейного дифференциального оператора в 2п- 
мерном фазовом пространстве таков:

2л
X  = Е Л 'Д х )— -, X =

/=1 oxi
17£



Коммутатор двух линейных дифференциальных операторов X  
и Y равен

п ^ 2  п
C = X Y - Y X  = Y X i - £ -  У У ,—  -  У Y . -S -y .^  ' Лу. ^  1 Лу . "   ̂ Я г .

2л
У.

/-1 а*/ w -i }=\ dxi
/ 2 л

V  У
\а 2л

_  у f j r а У дХ,
8 1

М = 1 dx,, ~  2L,
и = 1 1 ' ах, dXj j dXj dxJ

и является линейным дифференциальным оператором первого 
порядка.

Каждое из выражений (15.2) представляет собой , таким обра­
зом, линейный дифференциальный оператор первого порядка, 
примененный к одной из функций / , ,  f 2 или / 3. Следовательно, 
каждое слагаемое в левой части тождества Якоби не содержит вто­
рых частных производных от функций f\ ,f2, f y  С другой стороны, 
по определению скобки Пуассона 15.1 в каждом слагаемом тожде­
ства Якоби обязательно должна присутствовать вторая частная 
производная от одной из функций/ , , / 2 и л и /3. Отсюда следует, что 
все слагаемые в левой части тождества Якоби взаимно сокраща­
ются и их сумма равна нулю. ▼

Т (Якоби). Если / , ( р, q, t) и / 2(р, q, t) — два первых интеграла 
канонических уравнений Гамильтона

р = - V , t f ,  q = V рН, (15.3)

то их скобка Пуассона ( / j , / 2) также является первым интегралом 
уравнений (15.3).

▲ Первые интегралы сохраняют свои значения вдоль фазовых 
траекторий уравнений (15.3), т.е.

dfk Д Г dfk . dfk . \ dfk
w - m q' + £ p‘ r * -  ( 1 5 .4)

M\dq, dpt dpi d q j  dt 1 dt

Вычислим производную скобки Пуассона ( / j , f 2) вдоль траекто­
рии гамильтоновой системы, используя ранее отмеченные свойст­
ва. Имеем

d(f\, f 2)/dt = ( ( / j , / 2), Н) + (d fjdt,/ 2) + (/j, Э/j/S /).

Согласно (15.4) частные производные dfk/dt=-(fk, Н). Таким 
образом, согласно тождеству Якоби получим

d(fi, f 2)/dt= (Я , (f2, / , ) )  + (f2, (fb Я )) + ( /1, (Я , / 2)) = 0.
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Следовательно, скобка Пуассона двух первых интегралов (/j,_ 
постоянна вдоль фазовой траектории и есть первый интефал ура 
нений (15.3). ▼

П. Рассмоф им систему N  свободных материальных точек, 
качестве обобщ енных координат выберем декартовы координа' 
точек (*,, ..., xN, у и ..., yN, Zj, ..., zN) и представим уравнения дв 
жения в форме канонических уравнений Гамильтона (15.3). Обо 
щенные импульсы равны рХк -  ткх к, рУк - т кук, pZk = mkz 
где тк — масса материальной точки. Допустим, что величины

суть первые интефалы. Величина Qx есть проекция количест 
движения на ось Ох, а величины Gx и Gy — проекции векто 
момента количеств движения на оси Охи Оу соответственно. Bi 
числим скобки Пуассона ( Gx, Gy) и ( Qx, Gy). Имеем

Следовательно, первыми интефалами являются также проек 
ция момента количеств движения на ось Oz и проекция количест1 
движения на ось Oz.

§  6.16. ТЕОРЕМ А ЛИУВИЛЛЯ О ВПОЛНЕ 
ИН ТЕГРИРУЕМ Ы Х ГАМ ИЛЬТОНОВЫ Х СИСТЕМ АХ

Задача интефирования системы обыкновенных дифференци 
альных уравнений порядка 2л в случае общ его положения эквива 
лентна задаче об  отыскании 2п независимых первых интефалов 
Если уравнения являются системой канонических уравнений Га 
мильтона, то достаточно знать п первых независимых интефало] 
в инволюции, чтобы найти ее общее решение.

0.16.1. Говорят, что два первых интефала F{(\, t), F2(x, t), x = (/?, 
..., p„, qx, ..., qn) находятся в инволюции, если их скобка Пуассон!

Qx = Z / V  Gx = £ ( y kPzt -  zk рУк) и Gy = ± ( z kpXk ~ x kpZk) 
к—1 к “  1 к “ 1

'2* V*k J  k = \

(/•„ F2) = 0.
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В дальнейшем будем использовать оператор

1  ̂ f  n " i  Еп = dias { ! , 1} (ихи )
С Л U II (лхл)

для вычисления скобки Пуассона и краткой записи уравнений 
Гамильтона, а именно

Оператор /  невырожден, так как / 2 -  2̂п-
Т (Лиувилль). Если Ех(\, Г), F„(\, t) — система независимых 

первых интегралов в инволюции, то канонические уравнения (16.2) 
интегрируются в квадратурах. Это означает, что для отыскания 
общего решения необходимо вычислить ряд первообразных.

▲ Поскольку функции /?,(*, 1), ..., Fn(\, t) независимы, то ранг 
матрицы \\dFk/8Xj\\, k=  1, ..., п, j =  1, ..., 2п, равен п. Не нарушая 
общ ности, будем считать, что det \\dFk/dPi\\ * 0. Если это не так и 
det ldFk/dXjl ф 0, где х} принимает значения , ..., Plj , q, ^, ..., q^, 
то всегда можно сделать каноническую замену переменных, при 
которой обобщ енные координаты qim перейдут в обобщ енные им­
пульсы Р’■ и в новых переменных det ||Э/’* /д />/ || * 0.

Таким "образом, система уравнений Fk(y, q, t) = ak, к=  1, ..., п, 
разрешима относительно р и эквивалентна равенствам

Ф*(х, t) = pk- f k(q, а, 0 = 0, к = 1, ..., п, а = (о ,, ..., ап). (16.3)

Л. Функции {ф*}"^! образуют систему первых интегралов в инво­
люции на многообразии М =  {х : Fk{\, t) = ak, k=  1, ..., n} с  R2n.

▲ Если зафиксировать набор (а ,, ..., а„), то для всякой фазо­
вой траектории, лежащей на М, функции ф * = 0, k=  1, ..., п, т.е. 
(ф,, ..., ф„) — совокупность первых интегралов. Так как ф * = 0 на 
М, то Vx<pk 4 = 0 для лю бого вектора 4 из касательного простран­
ства ТХМ = {$  : t>&Rln, i^ xFk = 0, к=  1 , ..., п} и, следовательно, 
УХФ* принадлежит ортогональному дополнению  NХМ = {"П : г| =

П
-  к̂ } к касательному пространству ТХМ, т.е.

л

хЧ>к -  H^knFxFm. Вычислим скобку Пуассона

{F „ F 2) = VxF] IV xF2, 

х = / У хЯ (х , /) .

( 16.1)

( 16.2)

П п
(ф/t» Ф|) ? хф* • I  VхФ/ — ^-km^х^т ' ? S  x^j

(16.4)

так как функции Fm и Ь) находятся в инволюции. Т



Поскольку

(ф* > Ф/) = [Р к -  f k  (q. а. ')> Pi -  f i  (ч. а- 0 ) = = °,

то имеем равенства

|»Л = 1» (16.5)

Рассмотрим дифференциальную форму "Lpkdqk-  Hdt на много 
образии М  и покажем, что она есть полный дифференциал функ 
ции lV(q, a, t), где а = (а,, ..., ап) рассматривается как параметр 
Имеем

ЦРк^Як -  Hdt = X /* ( q ,  a, t)dqk -  # ( f (q ,  а, /), q, t)dt, (16.6) 
*=i *=1

где f=  (/j, ..., /„ ) . Условия Коши полного дифференциала выраже 
ния (16.6) представляются равенствами (16.5) и условиями

dfk _ d ff(f (q , а , /), q, f) _ " d H .d fj 8H. 
dt dqk dfi dqk dqk ’

k = \ , n ,  (16.7)

где Я . = Я(Г, q, t). Поскольку f k(q, a, t) = pk, то с учетом равенств.
(16.5) получим

dPk _  д/к " dfk _ dfk " ay; ЭЯ. 
dt dt .~j 0 ,̂ ' э / a/;-

С другой стороны, в силу канонических уравнений Гамильтон: 
dpk/dt= -dH,/dqk, что и доказывает справедливость равенств (16.7) 

При изменении параметров ах, ап справедливо равенство

dW (q, a, t) = J ^ p kdqk + 1 ~  Hdt.

Заменим а на - Q  и примем функцию W(q, -Q , t) за производя 
щую функцию канонического преобразования от переменных (р, q 
к переменным (Р , Q ). Имеем

£ Pkdqk -H d t - X PkdQk в d W (q, - Q ,  /) ,  
*=i /  *=i

_ _ d W  о _ d W  
Pk dqk ’ Pk -  dQk ■
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Новый гамильтониан А"(Р, Q , t) согласно предыдущему тождеству 
равен нулю, и следовательно, новые канонические переменные 
постоянны. Другими словами, выражения

d\V(q,a,t)
а , ,  -* «■  * = 1...... "■

суть первые интефалы исходных канонических уравнений движе­
ния, отличные от заданных.

Для вычисления функции W'Xq, a, t) необходимо вычислить кри­
волинейный интефал в расширенном конфигурационном про- 
сф анстве (q, t)

Л)
w  = J Ё Л ( 4> a’ -  Я (Г(ч> a> ')> Ч. ' ) Л  ’ 

;Л *=1 '

где /Iq — начальная точка, л А — произвольная точка просфанства 
(q, t). Указанный интефал не зависит от пути, соединяющ его точ­
ки Aq и А.

Покажем в заключение, что detl ^ У  *0 - Имеем ■■■=

Далее

/ ) ( /(q , а, /), q, t) -  о, =* х | 5 - = S/« •h
k?\Qfk

Отсюда

detlllr ll-detlll^ll = 1||5Л  II ||5flm I 
и поскольку / *  =  pk, TO

detl J^-ll = ( det|||^ -||l *  0.

§  6.17. ПЕРЕМ ЕНН Ы Е Д Е Й С ТВ И Е -У ГО Л

Канонические переменные действие—угол удобны для описа­
ния движения вполне интефируемых гамильтоновых систем и, что 
особенно важно, позволяют исследовать движение близких к ин- 
тефируемым системам возмущенных систем.

Пусть Н(р, q), (р, q) е R2n — гамильтониан механической си с­
темы с п степенями свободы и

р = -VqH, q = V pH
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— канонические уравнения Гамильтона. Допустим, что уравнения
(17.1) интегрируемы методом Гамильтона—Якоби, т.е. уравнение 
Гамильтона—Якоби

f M f ' " ) ' 0
имеет полный интеграл

п н
5 (f, q, a) = -h t  + '£tWi{qi, a), a  = ( a , , ..., a „), a „ = A ,

/ - 1

найденный методом разделения переменных. Рассмотрим ^ан< 
ническое преобразование от переменных (р, q) к переменным (а, |

п I
с производящей функцией W* (q, а ) = а ) • Име

/ 1
dJV* п 3 W * . ,

Р , ~ dqt ’ Р, _  5а,- ’

Предположим, что все кривые

^  [ / -  „ д ЩЯ1, « )с ,=  ^

в соответствующих плоскостях замкнуты, и обозначим

/ = 1, - . . я .

Величины /,, /=  1, ..., п зависят от величин а ,, ..., а„, поскольку 
контуры интегрирования С, определяются выбором постоянных 
а ,, ..., а„; пусть

Э(/|,- ’ /")  / о
9 ( а , , . . . ,а „ )

Тогда на основе теоремы о неявной функции можно выразить 
a t, ..., a„ через / , ,  ..., / „ и  получить производящую функцию кано­
нического преобразования H^q, I) = JV*(q, a (I)), I = ( / , , ..., /„). Связь 
между старыми (р, q) и новыми (I, <р) каноническими переменны­
ми определяется соотношениями

P i= Ж ’ / = 1’ ( 17-2)

а гамильтониан АГ(1, ф) = Я (р , q) = h(l) в новых переменных. Пере­
менные (I, ф) называются переменными действие—угол, а гамиль­
тониан К зависит только от переменных действие / , ,  ..., /„.
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Рассмотрим некоторые свойства переменных действие—угол. 
Найдем изменение переменной ф, при обходе контура Су Соглас­
но (17.2) имеем <p, = q>,(q, I), и поскольку на контуре С; все пере­
менные действие постоянны, то

Угловая переменная ср, изменяется на 2тс при обходе контура С, 
л остается постоянной при обходах всех других контуров. Тогда из
[17.2) следует, что переменные р и q зависят от угловых перемен­
ных ф|, ..., ф„ 2я-периодическим образом: их значения не меняют­
ся при изменении углов фь ..., ф„ на величины, кратные 2я.

Производящая функция Щц, I) является многозначной функ­
цией переменных qu ..., qn. При обходе контура С, ее приращение 
равно 2л/,-, так как

2я /, = | p jq , = § d W dqi= A W,{qi, I ) .

с, с, '

Поскольку гамильтониан Д 1) не зависит от угловых перемен­
ных, то из канонических уравнений Гамильтона

i  = - V pt f = 0 ,  <p = V ,К  = ю(1)

найдем I = 1(0), ф = ю (1(0))/ +ф (0). Движение в переменных дейст­
ви е -у гол  можно интерпретировать как равномерное движение на 
л-мерном торе Тп = {(фь ..., фп) : ф(. е R\ mod 2я, / = 1, ..., ri). Сам 
тор и угловые скорости co,(I), i=  1, ..., п, задаются в начальный 
момент времени переменными действие.

Движение в исходных переменных согласно формулам (17.2) 
представим в виде рядов Фурье

1  ■ С * /" '4'. к -(*.....keZ"

a - E < V ' 11' * - i.... "■k€ Z”

Здесь Z  — множество целых чисел. Если отношение ш,/соу = mjmj, 
где /и„ rrij — целые числа, то говорят, что в системе имеет место 
вырождение. В случае, когда отношения всех частот рациональ­
ны, — полное вырождение. При полном вырождении движение
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периодично, и его период равен наименьшему общ ему кратному 
частот <»!, ..., (о„. В общ ем случае, когда отношения частот ирра­
циональны или имеет место частичное вырождение, движение на­
зывается условно-периодическим.

Переход к каноническим переменным действие—угол в боль­
шинстве случаев связан с вычислением интегралов, которые не 
выражаются через элементарные функции, и требуется привлече­
ние специальных функций. Рассмотрим простой, но важный с точ­
ки зрения практики случай, когда процедура перехода к перемен­
ным действие—угол возможна в рамках элементарных функций. 
Речь пойдет о  гармоническом осцилляторе, функция Гамильтона 
которого имеет вид

где р = mq, т, к — масса точки и жесткость пружины соответст­
венно. Уравнение Гамильтона—Якоби имеет вид

dS
dt 2m \dq)

2 k 2a2+ —S— = 0,
. dq ,

а его полный интефал

S (q ,h ,t) = -h t+  W (q,h), W  = ±jyl2m h-m kq2 dq.

Контур

Ch = {(Я , я)' P = = ±^2m h-m kq2

представляет соб ой  эллипс на плоскости  (р, q). Переменная 
действие

/(Л) = ^ -  ^ p d q ^ M ti, а = yl2mh, Ь = Ы к ~ \

где а, b — полуоси эллипса (криволинейный интефал по контуру 
СА равен площади фигуры, офаниченной кривой СЛ). Таким о б ­
разом, 1= Лео' 1 или А = со/, где со = -Jk/m — частота колебаний гар­
монического осциллятора. Производящая функция каноническо­
го преобразования

W* (q, / )  = ±jy]2m al -  mkq2dq 

и справедливы соотнош ения
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■J2m<al -  mkq2 '

Вычисляя интеграл, из второго равенства получим

(17.3)

Обобщенный импульс р выражается через переменные дейст­
вие — угол /,  ф посредством формулы

Общее решение канонических уравнений /=  -дК/дф = 0, ф = 
= дК/д1= со представляется в виде /=  / ( 0 ) ,  ф = со/ + ф ( 0 ) ,  а формулы
(17.3) и (17.4) определяют движение в исходных переменных.

§  6.18. М ЕТОД ВАРИАЦИИ ПРОИЗВОЛЬНЫ Х 
П О СТО ЯН Н Ы Х В ТЕОРИИ ВОЗМ УЩ ЕН И Й

Пусть # (р , q, t) = # 0(р, q, /) + Б#,(р, q, t) — функция Гамильто­
на и е — малый параметр. Кроме того, при е = 0 уравнения Га­
мильтона р = - V 9# 0, q = V pt f 0 интегрируемы методом Гамильто­
на—Якоби, т.е. известен полный интеграл 5”(q, а , t) уравнения Га­
мильтона—Якоби

Возьмем полный интеграл 5(q, a , t) в качестве производящей 
функции канонического преобразования от переменных (р, q) к 
переменным (а, Р), определяемого формулами

Новый гамильтониан возмущенной системы при е * 0 равен

Р  =  л /2  /И /й ) СОЗф. 

Новый гамильтониан

( 1 7 . 4 )

K(I) = Н{р, q) 1^ ч) _> (/ ф) = А = со/.

К (а, р, О = Щ- + Я 0(р, q, t) + ёЯ , (р, q, 01 

= гН х(р, q, Ol(p,q)-»(a,p) = £Я *1 (а, р, /).
1 8 5

(р,Ч)->(о,Р)



Уравнения Гамильтона принимают вид

a  = EVptf ,* (a , р, /),

(3 = -ЕУаЯ ,*  (а, р, *).
(18.1)

Уравнения (18.1) называются уравнениями возмущенного дви­
жения и их правые части имеют порядок е, т.е. переменные а , р 
эволюционируют медленно. Уравнения (18.1), как правило, неин- 
тегрируемы, но они имеют удобную форму для численного интег­
рирования.

§  6.19. УРАВНЕНИЯ В О ЗМ У Щ ЕН Н О ГО  ДВИЖ ЕНИЯ 
В П ЕРЕМ ЕН Н Ы Х Д Е Й С Т В И Е -У ГО Л  И М ЕТОД 
УСРЕДНЕНИЯ. ЭВОЛ Ю Ц И Я П ЕРЕМ ЕНН ОЙ  
ДЕЙСТВИЕ В ЗАДАЧЕ ВАН ДЕР ПОЛЯ

Рассмотрим голономную механическую систему с п степенями 
свободы, описываемую гамильтонианом Я(р, q) = Я0(р, q) + еЯ,(р, q) 
и обобщ енными силами Q(p, q) = (zQx, ..., еQ„). Здесь s — малый 
параметр. Предположим, что известна каноническая замена пере­
менных (р, q) -> (I, ф), где I, ф — переменные действие—угол в 
задаче с гамильтонианом Я0(р, q). Тогда

Д)(Р. Q) I (р, q) -► (I, ф) = ^ю(1)

и угловые переменные (фх, ..., ф„) е 7’" = {ф : ф,- e R\ m od 2п, 
i=  1 ,..., и}. Уравнения движения в исходных переменных получа­
ются из вариационного принципа Гамильтона—Остроградского в 
форме Пуанкаре

Вариации 6р, 8q произвольны и обращаются в нуль при t = t0 и 
t=  Вариационный принцип в новых канонических переменных
I, ф представляется в форме

(19.1)

и имеют вид
р = - У 9Я  + 0 ,  q = V рН .

О
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Вариации 51, 6q> также произвольны и обращаются в нуль при 
/=  t0 и t= tx. Из принципа (19.2) согласно основной лемме вариа­
ционного исчисления получим уравнения движения

и обобщ енные силы содержат малый параметр е, то уравнения
(19.3) представим в стандартной форме

ние которой 1 = 1(0), ф = <в(1(0)? + ф(0)). В невозмущенном движе­
нии точка движется по тору с постоянной скоростью.

В возмущенном движении при малом s ф 0 переменные дейст­
вие изменяются со  скоростью порядка е, а частоты со (I) получают 
малые добавки порядка е.

Рассмотрим систему с одной степенью свободы (я = 1) и усред­
ненное уравнение

Допустим, что решения уравнений (19.4) и (19.5) с начальными 
условиями (1(0),  ф(0)) и /(0 ) = 7(0) таковы, что функции I(t) и J(t) 
при t е [0, е"1] принадлежат компакту К а  R 1. Кроме того, предпо­
лагаем, что функции / ( / ,  ф), со (Г) и F(J) непрерывны вместе со  
своими первыми производными, когда I, /  б А 'и ф е 5 |, а  функ­
ция со (Г) > ю0 > 0. В этом случае справедлива теорема.

Т. Решение уравнений (19 4) /= / ( ? ,  1(0), ф(0)) отличается от 
решения усредненного уравнения (19.5) J(t) = J(t, 1(0)) на отрезке време­
ни [0 ,  е ' 1] на величину порядка е , если б достаточно мало, т.е. спра­
ведлива оценка \l(t) -  J(t)\ < се, где с — постоянная, не зависящая от г.

(19.3)

Поскольку новый гамильтониан

щ ,  Ф) = а д  + еа д  ф ), кх = щ Р, 4) | (р> ч) _ (1> ф)

I = ef(l, ф), ф = ю(1) + eg(I, ф),

f ( i , ф) = - у ф̂ ( 1,ф )+ 1 :е Г ( 1 , Ф К ^ , (19.4)

га(1 ) = V/АГ0(1), g(l, ф) = V /А ',(I , Ф) -  £  f?*(l, yp iQ k-

При е = 0 имеем невозмущенную задачу I = 0 , ф = со (I), реше-

(19.5)
о



▲ Из уравнений (19.4), (19.5) следуют соотнош ения 

/ ( f )  = / (0 )  + в j ^ ( / ) A  + е } ( / ( / ,  <р)- F ( / ) )  А ,

J(t) = I(0) + z jF (J )d z .
0

Тогда

/ ( , ) -J ( , )  = e '\ (F (I)-F (J ))< k

v(t)

+ e
/ * ( / , фЦ>

J G ) ( / )  +  Z g ( l ,  ф )J
Обозначим |/(f) -  /(0| = 2 и, учитывая условие Липшица \F(J) -

-  F(/)| < L\I-J\, следующее из ограниченности первых производ­
ных на К, получим

I
z(t) £ zL Jz(t)A + 8

<р(г) / * ( / ( 0 )  + Е Ч / , (ф ) ,  ф )

ш (/(0))
(1 + еч/2(ф))Лр (19.6)

Заметим, что при выводе неравенства (19.6) использовались 
условия

e< co0f  max lg(/,cp)|l ,0 ) ( / )> е )0, / ( / , ф ) , я ( / , ф ) € С 1(АГх5'1),
\ / е К ,  ( р е о  у  '  '

из которых следует обратимость функции ф = ф(0 и ограничен­
ность функций ц/ , ( ф) и н/2(ф)- Учитывая, что

2| /*(/(0),ф )< /ф  = 0 
о

и равенство / * ( / ( 0 )  + еч/|(ф), ф ) = /* ( /( 0 ) ,  ф) + Бу3(ф), где функция 
у 3(ф) ограничена, получим на отрезке времени [0, б"1] неравенство

I
z(t) < zL Jz(x)A + zM . (19.7)

Здесь М  — постоянная, ограничивающая второй интеграл в не­
равенстве (19.6). Согласно неравенству Гроноулла из (19.7) следу­
ет неравенство z (0  ^ еЛ /ехр (zLt) и при f € [0, е '1] получим z (0  i  
< 8М  exp L.
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Докажем неравенство Гроноулла. Пусть y(t) = еМ exp (sLt) и удов­
летворяет уравнению

I
у(/) = е М  + zL jy ( i )d i .

о

Тогда для x  — z — y  справедливо неравенство

х (/)  < гЬ | х (т )А . 
о

Пусть функция а (/) < 0 такова, что 
t

x(f) = a[t) + eL Jx(x)rfr. (19.8)
о

Интегральное уравнение (19.8) имеет решение

x(f) = а (/) + еL Ja(T)eEi^~TW  < 0. 
о

Следовательно, z(t) < y(t) = еМ  exp (zLt). ▼
Для механической системы с числом быстрых угловых пере­

менных, большим или равном двум, принцип усреднения также 
позволяет получить более простую систему уравнений

j  = eF(J), F(J) = (2я) " J . . .  |f(J, y )d< \ >i...d <pn . (19.9)
о о

О дн ако,утверждение об  е-близости решений усредненной си с­
темы (19.9) и исходной системы (19.4) на асимптотически боль­
шом интервале времени [0, s '1], вообще говоря, неверно.

В основе дальнейшего рассмотрения этой проблемы лежит тео­
рема о  среднем значении функции f(I, <р) на торе Т" и на невозму­
щ енной траектории 1 = 1(0), q> = co(I)r+ <р(0) при отсутствии резо­
нансов между частотами шх(Т), ..., ю„(/)- В случае резонансов, ког- 
да ю(1) • к = 0, к е Z", Z — множество целых чисел, необходимо 
изменять структуру уравнений (19.9). На практике часто пользу­
ются уравнениями (19.9) для изучения эволюции движения, о со ­
бенно в тех случаях, когда аттракторы (притягивающие множест­
ва) исходной возмущенной системы и усредненной системы со ­
впадают, что дает уверенность в правильности приближенного 
описания движения системы.

В качестве примера рассмотрим задачу Ван дер Поля — задачу
о  движении гармонического осциллятора под воздействием некон-
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сервативной силы Q = ep(a2 -  q2), где (р, q) е R2 — канонические 
переменные, б — малый параметр, а — постоянная. Функция Га­
мильтона гармонического осциллятора имеет вид (см. § 6.17)

Здесь т — масса материальной точки, к — жесткость пружины. 
Переходя к переменным действие—угол ( / ,  <р) по формулам (17.3) 
и (17.4), получим новый гамильтониан К= юI, а уравнения возму­
щенного движения (19.3) примут вид

Усредняя правые части уравнений (19.10) по углу ф , получим

Переменная действие /  имеет два стационарных значения / j  = 0 
и / 2 = 2ка2(яА, первое из которых неустойчиво, а второе устойчиво. 
Почти все решения J(t) стремятся к / 2 при t -> оо. В исходных 
переменны х р, q реш ению  / = / 2, ф = со /+ ф (0) соответствует  
устойчивый предельный цикл, описывающий автоколебательный 
процесс.

§  6.20. П РИ Н Ц И П  Н АИ М ЕН ЬШ ЕГО ПРИНУЖ ДЕНИЯ 
ГАУССА. УРАВНЕНИЯ ДВИЖ ЕНИЯ ГО Л О Н О М Н Ы Х 
СИСТЕМ  В Ф О РМ Е  АППЕЛЯ

Действительные движения голономных механических систем 
удовлетворяют дифференциальному вариационному принципу 
Д ’Аламбера—Лагранжа, из которого следуют уравнения Лагранжа 
второго рода. Принципу Д ’Аламбера—Лагранжа можно придать 
другую форму — форму принципа наименьшего принуждения 
Г аусса.

Рассмотрим систему N  материальных точек с голономными 
идеальными связями fj(\, t) = 0 , j=  1, ..., /, х = (rb ..., Гд,) е E3N. Если 
q = (<?!, ..., q„), n = 3 N - l  — локальные координаты на конфигура­
ционном многообразии М =  {х : х е E3N, fj(x , t) = 0, j  = 1, ..., /}, то 
rv = rv(Q> 0>  v = 1> —, N. Пусть на каждую точку действует активная 
сила Fv.

(19.10)
ф  =  (0 -  Б 2  БШ ф СОЗф

(19.11)
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называется принуждением по Гауссу.
Смысл принуждения по Гауссу — среднеквадратичное уклоне­

ние действительных ускорений rv от ускорений точек в освобож ­
денном от связей движении w v' 1Fv. Принуждение по Гауссу, вы­
раженное через локальные координаты и их производные, есть 
функция q, q, q, t , поскольку

rv = + ? r >  Fv = Fv(x, x, /),
k-\0<lk ™ (20.2 )

0.20.1. Функция

< 2 0 ' , )

rv = Z  + Z  — g -g k 9 j +
a2r„ . . a2ru

2dtdqk ^ d q k d q j 1 dt

Как функция обобщ енных ускорений qx, ..., q„ принуждение 
по Гауссу Z = Z 2 + Z, + Z 0, где Z 2, Zj — квадратичная и линейная 
формы по обобщ енным ускорениям соответственно, a Z 0 не зави­
сит от обобщ енных ускорений.

Принцип наименьшего принуждения: принуждение по Гауссу как 
функция обобщенных ускорений принимает минимальное значение на 
действительном движении.

▲ Рассмотрим Z(q, q, q, t) как функцию от q ,  считая q, ,q, t 
фиксированными величинами, соответствующими состоянию си с­
темы в момент времени t. Стационарные точки Z  в этом случае 
определяются соотношениями

# -  = 0, к = 1 , п. (20.3)
dqk

Учитывая соотнош ения (20.1) и (20.2), получим

Ж . - Х ' п ,  f г  г - F  ) J * Z -
о'Чк "  ? ,  Ч  v "  m j  d q k -  U  V V V’ d q k  ’

поскольку ЭгJdqk = drjdqk . Таким образом, соотнош ения (20.3) 
принимают вид

X (m vrv - F v) ^ -  = 0» k = l ,...,n .  (20.4)
v= 1 OQk

С другой стороны, согласно принципу Д ’Аламбера—Лагранжа 

X  (mvf v - F v) ^ S 9* = 0  V8q е Л". (20.5)
*=1, v=l СЧк
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Из соотнош ений (20.5) следуют уравнения (20.4), которые п ос­
ле соответствующ их преобразований принимают вид уравнений 
Лагранжа второго рода

iw k - % r rQk’ к=1' ' п- (Ж6)

Следовательно, соотнош ения (20.3) определяют действительные 
обобщ енные ускорения qb ..., qn.

Для того чтобы определить характер стационарной точки при­
нуждения по Гауссу Z (q, q, q, t ) ,  вычислим в этой точке второй 
дифференциал по q

d' z  -  £  = lc,s=laeilk°Qs у=1*,5=1 “ Qk °4s

N (  п f a
= 2X  Z f H f o l >o.

v=l \ к = 1 0 Як )

Второй дифференциал обращается в нуль только тогда, когда 
все dqk = 0 , поскольку выражение d 2Z  совпадает с удвоенной ки­
нетической энергией системы при замороженных связях

1 N Г п Qr ' 2

z  V = 1  \к=\ас1к /

Положительность второго дифференциала во всей области зна­
чений обобщ енных ускорений свидетельствует о  наличии мини­
мума принуждения по Гауссу в стационарной точке. ▼

Представим принуждение по Гауссу в виде Z = Z*+ Z*+ Z*,
* 1 N * N * , N F 2

^ 2 = y 2> vrv2, z ,  = - X  Fvifv> Z 0
L  v=l v=l v - \ m v

и обозначим Z*=  ,S(q, q, q, t ) .  Тогда условия (20.3) примут вид

8Z _ dS у p drv _ QS q  _ q lr-\  n 
.? ,F v8* _ 8¥  &  ’ ......

Отсюда следуют уравнения движения голономных систем в 
форме Аппеля

- f " & .  * - l ...... »■ ,20.7)

Уравнения (20.7) совпадают с уравнениями Лафанжа второго 
рода (20.6). Функция 5 (q , q, q, t )  называется энергией ускорений.
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§  6.21. Н ЕГОЛ ОН О М Н Ы Е СВЯЗИ. УРАВНЕНИЯ РАУСА 
С НЕОПРЕДЕЛЕННЫ М И М НОЖ ИТЕЛЯМ И

Голономные двусторонние связи определяют пространство воз­
можных положений точек системы — конфигурационное много­
образие системы. В ряде случаев возникают связи иного типа, 
при которых накладываются ограничения на ск орости  точек 
системы.

0.21.1. Неголономными двусторонними линейными связями 
называются условия

!> * *  ( ч . + М ч ,0  = °- 5 = 1...... т • (21 1 )
к  = \

если соотнош ения (2 1 .1) не представляются в виде

± / , (q ( t ) , t )  = 0, 5 = 1 , . . . , /и. (21.2)

Если условия (21.1) имеют вид (21.2). то они эквивалентны го- 
лономным связям f s(q, t) = cs, s=  1 , .... т, где с, — произвольная 
постоянная, и рассматриваемая механическая система является 
системой с голономными связями и имеет п -т  степеней свобо­
ды. Вопрос о  возможности сведения условий (21.1) к равенствам
(21.2) решается на основе теоремы Фробениуса об  интегрируемости 
пфаффовых форм: система пфаффовых уравнений

П
= Y askd4k +bsdt = 0, s = l , .... т, 

к=1
тогда и только тогда вполне интегрируема, т.е. приводится к виду
(2 1 .2), если 2-формы cfc)t = 0, 5= 1 , .... /я, когда 1-формы соу = 0. 
5 = 1 т.

Воздействие неголономных связей (21.1) на точки механичес­
кой системы описывается реакциями связей Qk\ к = 1, .... л. Сфор­
мулируем принцип освобождаемости от удерживающих неголоном­
ных связей: наложенные связи (2 1 .1 ) могут быть отброшены и за­
менены реакциями связей Qk\ к=  1, .... я, а движение полученной 
системы удовлетворяет принципу Д ’Аламбера—Лагранжа, в кото­
ром обобщ енные силы Qk следует заменить на Qk+ Qk .

0.21.2. Возможные перемещения 5q определяются Как произ­
вольные векторы из R", удовлетворяющие соотношениям

X fls*(q. t)bqk = 0 , 5 = 1,..., /и. (21.3)
*=I
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0.21.3. Неголономные связи (21.1) называются идеальными, если 
элементарная работа соответствующих им сил реакций связей на 
любых возможных перемещениях равна нулю, т.е.

=о.
*=1

Ранг матрицы ||asJ , s=  1, ..., т, к =  1, ..., п, предполагается рав­
ным т, и, следовательно, число независимых вариаций обобщ ен­
ных координат равно п -т .  По определению это число п -  т на­
зывается числом степеней свободы неголономной механической 
системы.

Принцип Д ’Аламбера—Лафанжа в случае неголономных иде­
альных связей имеет вид

t i ^ W k ~ W k ~ Qk) bqk = 0 '

где возможные перемещения 5<7,, ..., bqn удовлетворяют соотнош е­
ниям (21.3). Уравнения движения получим методом неопределен­
ных множителей Лафанжа. Имеем

Здесь Xs(t) — неопределенные множители Лафанжа, а вектор 
5q произволен в R". Тогда справедливы уравнения Рауса с неопре­
деленными множителями

= 0 ‘ + ,1 ,Х а ‘ - * - • ...... "• <2,4>

которые совместно с уравнениями связей (2 1 . 1) образуют полную 
систему п + т уравнений относительно п + т неизвестных qx, ..., qn, 
Х.|, ..., Хт.

Принцип наименьшего принуждения Гаусса справедлив также 
для механических систем с идеальными неголономными линей­
ными связями: принуждение по Гауссу Z(q, q, q, t ) ,  рассмаф и- 
ваемое как функция обобщ енных ускорений qu ..., qn , принимает 
минимальное значение на действительном движении.

Продифференцируем по времени уравнения связей (21.1) и 
получим

П
+ g s( q ,q , f )  = 0, s = l , . . . ,m.  (21.5)

*=i
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Принуждение по Гауссу Z (q , q, q, t) определяется формулой
(20.1). Решим задачу на условный экстремум: найдем экстремаль­
ные точки принуждения по Гауссу при условиях (21.5), считая, 
что изменяются только обобщенные ускорения, а величины q, q, t 
фиксированы. Имеем

где Xs, s=  1, ..., т — неопределенные множители Лагранжа. Урав­
нения (21.6) согласно (20.3), (20.4) и (20.6) совпадают с уравне­
ниями Рауса с неопределенными множителями для систем с него- 
лономными связями (21.4).

Характер условного экстремума определяется знаком второго 
дифференциала

вычисленным в точке экстремума при условии, что величины d'qk, 
к -  1 , ..., п, удовлетворяют соотношениям

Здесь Xs°, 5= 1 , ..., т — значения множителей Лагранжа в точке 
экстремума. Как показано в § 6.20, второй дифференциал положи­
телен во всей области значений переменных dqx, ..., dqn, а значит, 
он будет положительным и при условиях (21.7). Таким образом, 
принуждение по Гауссу минимально на действительном движении.

П. Рассмотрим обруч, катящийся без проскальзывания по го­
ризонтальной плоскости. Допустим для простоты, что плоскость 
обруча всегда вертикальна (рис. 54). Положение обруча зададим 
координатами х, у  точки контакта К с горизонтальной плоскостью 
Оху, углом ф между плоскостью Oxz и плоскостью обруча и углом 
Ф, определяющим поворот обруча вокруг нормали п. Кинетичес­
кая энергия обруча по теореме Кенига (см. § 4.3) равна

Здесь т — масса обруча, J2 — моменты инерции обруча от­
носительно диаметра KCL и нормали п соответственно. Точка С 
есть центр масс обруча, и моменты инерции обруча относительно 
всех диаметров одинаковы. Скорость точки К по теореме сложе­
ния скоростей равна

(21.6)

di  z +  = 4 Z >
s,k = 1

(21.7)
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v* = хех + уеу + v[n, (-/?е,)],
где ех, еу, е2 — орты неподвижной системы координат Oxyz, R — 
радиус обруча. Неголономная связь (условие качения обруча без 
проскальзывания) имеет вид \ к = 0. Проектируя вектор \ к на оси 
Ох и Оу, получим

х  + \\iR coscp = 0, у  + \р/? sincp = 0.

Возможные перемещения 8х, 5у, бср, 6v*/ удовлетворяют соотн о­
шениям 8х+ 5yiR coscp = 0, 8у + 8»рЛ sincp = 0. Система имеет, таким 
образом, две степени свободы. Неголономная связь идеальна, так 
как возможные перемещения точки контакта, в которой приложе­
на реакция связи, равны нулю и, следовательно, равна нулю рабо­
та реакции связи на возможных перемещениях. Уравнения Рауса 
с неопределенными множителями представляются в форме

тх = Х}, ту = Х2, / ^  = 0,
y 2V = A.,/?coscp + Х2/? sincp.

Исключая переменные Я,(, Х2 и используя уравнения связей, 
получим уравнение (У2 + mRl )\\i = 0 . Таким образом, углы ср и iy в 
процессе движения равны ср = Ю|/+ср(0), у  = co2f + v (0 ). Тогда х = 
= -со2Л coscp, у  = -ю 2Л sincp и х = -o ^ co f '/ fs in <р+ л^,_у= С02с0|-1/? coscp + 
+ _у0. Центр масс обруча точка С движется равномерно по окруж­
ности, а сам обруч равномерно вращается вокруг вертикального 
диаметра и нормали.

§  6.22. УРАВНЕНИЯ АППЕЛЯ ДЛЯ Н ЕГОЛ О Н О М Н Ы Х 
СИ СТЕМ . ЗАДАЧА О  ДВИЖ ЕНИИ КОНЬКА

В предыдущем параграфе была получена система п + т уравне­
ний (21.1), (21.4), описывающая движение механической системы 
с неголономными связями и содержащая неопределенные множи­
тели Лафанжа X,, ..., Хт. Движение системы может быть описано 
п -  т динамическими уравнениями относительно переменных 
qy, ..., q„ и уравнениями связей (2 1 .1)

Используя соотнош ения (21.3), выразим часть зависимых воз­
можных перемещений б<7,, ..., 5qm через возможные перемещения 
bqm+x, ..., 5q„, предположив, не нарушая общ ности, отличным от 
нуля определитель

а „  .■■ а \т

а т\ -  а т„
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Представим уравнения (21.3) в виде

А \ , т S f l l ,  т =  ~Л л+ 1, л ^Ч т+1, л>

SQ l, т=  (^ 9 l>  •••> ^Ят)> ^ Ч т+1 , л =  (^ 9т+ 1>  •••> ^ 9л )»

^ т+1,л = К 1  ' = 1 . •••. m ,j= m + l, ..., п.

(22.1)

Вариации 8qm+1 „ произвольны, а вариации 5qt т согласно (22.1) 
равны

SQl, rn A  |t т -̂ т+1, л Ч̂т+1, л* (22.2)

Вариационный принцип Д ’Аламбера—Лафанжа для системы с 
неголономными связями представим в виде

(22.3)

где 5^|, ..., 5qn связаны соотношениями (22.2). Заменяя 5qi т через 
независимые вариации 8qm+] „, представим (22.3) в виде

(22.4)

Здесь согласно (22.2) 8^  = к = 1 ,.. . ,т . Продиффе-
r=m+l

ренцируем по времени уравнения связей (2 1 .1) и получим

Л , mQl, m + Ал+1,лЧт+1,л + <*(Ч> Q> { )  ~  О-

Рис. 55Рис. 54



Як = 1 ^  + М ч > ч -0 ^ = | г  (22.5)
r=m+1 °Чг

Воспользовавшись равенствами (22.5). представим принцип 
Д ’Аламбера—Лагранжа в виде

Отсюда следуют равенства

I
г=т+\ l ! # - ^ l r + l r _ a  к = ° -' oQr dgr

Поскольку вариации bqr г=т+\...... п. независимы, то выпол­
няются условия

f {  Ж - Q к \ ф -  + 4£— 0г = 0- г = т + \.....и.
t \ ^ q k > дЯг dqr

Обозначим через

s  (Ят*1...... ? n .Q .q .0  = ‘S'(4 .4 »Q ., )|i „Ч|, т *Чт.|, п

( ? * = а  + Х 0 * Ц * -
к =1 ° Q r

и получим уравнение Аппеля для неголономных систем 
♦

Я ^  *
= Qr . r = m *  1...... п. (22.6)

oqr

Уравнения (22.6) совместно с /и уравнениями неголономных 
связей (2 1 .1 ) образуют полную систему п дифференциальных урав­
нений относительно функций qb ..., q„ и их производных.

В качестве примера рассмотрим задачу о  движении фигурного 
конька по горизонтальной плоскости. Конек будем считать твер­
дым телом, центр масс которого точка С совпадает с центром конька 
и имеет ск орость  Vc , направленную вдоль лезвия конька АВ 
(рис. 55). Кроме того, конек может поворачиваться вокруг верти­
кальной оси , проходящей через центр масс С. Уравнение неголо- 
номной связи, выражающее условие коллинеарности векторов V c 

—̂
и А В , имеет вид

л: sincp -  >» coscp = 0, (22.7)

где х, у  — координаты центра масс С, ср — угол поворота конька 
вокруг вертикали. Найдем энергию ускорений S, воспользовавшись
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формулой Ривальса для ускорений точек твердого тела (см. § 2.10). 
Имеем

S  =  ^  j r 2d\X =  ^  | | r c  +  (В X p +  (D X  ( (В  X p ) 2 jd |i  .

n n

Здесь f i  — область, занимаемая твердым телом, ц — мера, свя­
занная с распределением масс в теле, г, гс  — радиусы-векторы 
произвольной точки тела и центра масс, со = (рег, ег — орт верти­
кальной оси, р = г — гс. Так как в дальнейшем при вычислении ле­
вой части уравнений Аппеля (22.6) важна только зависимость энер­
гии ускорений S от обобщ енных ускорений х, у, ф, то предста­
вим S в виде

S = m .(x2 + y 2) + i / c p 2 + ... , (22.8)

где точками обозначены члены, не зависящие от ускорений. Здесь 
т — масса тела, J — момент инерции тела относительно верти­
кальной оси , проходящей через центр масс С. При вычислении 
интегралов в (22.8) учитывались равенства

j p 4 i  = 0, [со, р] • [со, [со, р]] = 0.
п

Выберем в качестве независимых вариаций 5ср и 5х, выразив 
вариацию 5>» через Ьх при условии cos(p ^ 0 в  виде 5у = 5х tgcp. П ро­
дифференцировав условие связи (22.7), получим

х sintp -  у  cos<p + хф coscp + уф sin<p = 0.

Энергия ускорения S* равна

S *  = у  х 2 + y ( x t g c p  + хф + уф tgtp)2 + ^ J4>2 + ■■■ ■

Поскольку обобщ енные силы Qx = Qy = 0 Ф = 0, то Q* = Q* = 0. 
Уравнения Аппеля примут вид

^ т -  = 0 => тх + т(х tg9 + хф + уф tgcp)tg<p

Щ г- = 0 => /ф  = 0.
Эф

Уравнения (22.9), (22.7) образуют систему дифференциальных 
уравнений, описы ваю щ ую  движение конька. Исключая у  из

= 0 ,
(22.9)
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первого уравнения системы (22.9) с помощ ью соотношения (22.7), 
получим уравнение

х  + хф tg(p = О,

из которого с учетом второго уравнения системы (22.9) найдем

х = v0 costp, ф = (Ot + ф(0).

Тогда у  = v0 sin ф и х  = а + i>0o r ' sin ф, у = b -  t>0(o-1 cos ф.
Здесь t>0 — начальная скорость центра масс конька, со — началь­

ная угловая скорость вращения конька вокруг вертикали. Конек 
описывает окружность с центром в точке с координатами (а, Ь) и 
с радиусом с 0со"'. Угловая скорость конька ф постоянна, а движе­
ние центра масс С происходит по окружности с постоянной 
скоростью.



Глава 7 
МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ

§ 7 .1 .  МАЛЫ Е КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ Ы
О КОЛ О П ОЛОЖ ЕНИ Я РАВНОВЕСИЯ. НОРМ АЛЬНЫ Е
КООРДИНАТЫ . СВОЙСТВА СОБСТВЕННЫ Х ЧАСТОТ

Рассмотрим голономную механическую систему со стационар­
ными идеальными связями и консервативными силами. Функция 
Лагранжа в этом случае равна

Конфигурационное многообразие системы стационарно, а ее 
кинетическая энергия представляется квадратичной формой по 
обобщ енным скоростям (см. § 4.9). Движение системы описыва­
ется уравнениями Лагранжа второго рода

Напомним определение 12.1 (см. § 4.12): решение уравнений
( 1 .2) q = q0, где q0 — постоянная, называется положением равнове­
сия механической системы. Равновесные конфигурации системы 
удовлетворяют уравнениям

Не нарушая общ ности, будем считать, что положению равно­
весия соответствует q0 = 0, и разложим функцию Лагранжа в ок ­
рестности точки q = 0 , q = 0 в ряд Тейлора. Имеем

4 = (<7i , . . . , q „ ) s R n. ( 1 .1)

( 1.2 )

£(Ч>Ч)=4 - К(0) -
/,У=1 (1-3)
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где точками обозначены члены порядка малости три и выше по 
отнош ению  к переменным q, q. Заметим, что коэффициенты 
ЭК(0)/б<7, = 0, /=  1, п, а К(0) можно отбросить как несуществен­
ную константу. Если ограничиться в разложении (1.3) квадратич­
ными членами, то полученный лагранжиан будет описывать по 
определению малые колебания системы в окрестности положения 
равновесия. Итак, в дальнейшем будем изучать движение системы 
с лагранжианом

Матрицы А и В — симметричные. Уравнения Лагранжа, опи­
сывающие малые колебания,

представляют собой  систему линейных дифференциальных урав­
нений с постоянными коэффициентами и могут быть проинтег­
рированы в общем случае, в то время как исходные уравнения 
движения, вообще говоря, нелинейны и их интегрирование не­
возможно. Найдем общее решение уравнений (1.5).

Л. Квадратичная форма \/2(Aq, q ) ,  определяющая кинетическую 
энергию системы, положительно определена, т.е. (Aq, q )>  c(q, q ), 
c > 0 V q е Rn.

▲ В самом деле, если существуют q . * 0  и (Aq,, q . ) < 0 ,  то
N

= 1/2Y ,mi4  ^ 0  Для системы N материальных точек, но г, =

= dr,/<3qq.. Поскольку это отображение невырождено, то при q . *  О 
найдутся г, *  0 и Т будет больше нуля. Таким образом, квадратичная 
форма (Aq, q) > 0 на единичной сфере Sn = {q :(q , q) = 1} и дости­
гает на ней положительного минимума с>  0, поскольку сфера Sn — 
компакт, т

Согласно известной теореме высшей алгебры пара квадратич­
ных форм, из которых одна положительно определена, может быть 
линейным невырожденным преобразованием приведена к кано­
ническому виду, т.е. существует замена переменных

и справедливы соотнош ения ( Aq, q ) = (P TAPQ, Q ) = (Q, Q ) ,  (Bq, 
q) = ( P TBPQ, Q ) = (AQ, Q ), где A = diag {A.,, ..., А.л}. Функция Лаг­
ранжа в новых переменных и уравнениях Лафанжа примут вид

(1.4)

(1.5)

q = Р Q, det ||/>|| *  0 ( 1.6)
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L2 (O’ Q )4 (Q , Q )4 (A Q , Q),
Q + AQ = 0 => Qk + XkQk = 0 , k = l,...,n .

(1.7)

Уравнения (1.7) имеют общ ее решение:

а) Хк = ш2к > 0 => Qk = Cu  cos u>kt+ C2k sin шkt;

б) Xk = 0 => Qk = C\kt+ C2k, (1-8)

в) Хк <0  Qk -  C\ke^~ * +C 2ke * .

Величины Cu , C2* — произвольные постоянные, определяемые 
по начальным условиям движения. В случае, когда все Хк > 0, по­
ложение равновесия q = 0 , q = 0 устойчиво по Ляпунову, так как 
согласно (1.8) Qk{t) ограничены; потенциальная энергия V(q) име­
ет в нуле изолированный минимум и положение равновесия ус­
тойчиво по Ляпунову в силу точных нелинейных уравнений дви­
жения (см. теорему Лагранжа, § 4.12). В этом случае фазовая тра­
ектория (q(0, q(0) остается в окрестности положения равновесия, 
и аппроксимация лагранжиана квадратичными членами справед­
лива при всех t > 0.

В случаях б) и в) фазовая траектория покидает окрестность по­
ложения равновесия за конечный промежуток времени (в рамках 
теории малых колебаний положение равновесия неустойчиво), и 
аппроксимация лагранжиана квадратичными членами будет законна 
только на конечном интервале времени. В дальнейшем будем рас­
сматривать случай, когда все Хк > 0.

0.1.1. Величины а к -  л/ *̂~ - к = 1 , ..., п, называются собствен­
ными частотами колебаний системы около устойчивого положе­
ния равновесия.

0.1.2. Векторы uk=P Q w , к=  1, ..., п, Q(k) = (0, ..., О, 1, 0, ..., 0) 
(единица на к-м месте) называются собственными формами.

О.1.З. Координаты ((?,, ..., £>„) называются нормальными коор ­
динатами.

Остановимся на ряде свойств нормальных координат, собст­
венных частот и форм.

С.1. Решение уравнения (1.5) согласно Эйлеру ищется в виде 
q = и ехр(ко/). Далее, система однородных уравнений

(-со2Л + В)и = 0 (1.9)

имеет ненулевое решение, если определитель det ||Д -  и>2А\\ = 0. 
Корни характеристического уравнения det ||2?-со2/1|| = 0 со,2, ..., со„2,
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очевидно, совпадают с квадратами собственных частот, а векторы 
и1; ..., и„ являются соответствующими решениями уравнения (1.9).

С.2. Рассмотрим задачу о собственных векторах пары симмет­
рических операторов А и В. Имеем ХАм = Ви. Характеристическое 
уравнение det||5- АЛ|| = 0 имеет п корней А.,, ..., Х„, и система 
собственных векторов {и,, ..., и„} совпадает с набором собствен­
ных форм.

С.З. Справедливы равенства

(Ли,, иу) = 5,у, (Яи„ и,) = X, 5,у, V/, j  = 1, ..., п,

где 5у — символ Кронекера, равный единице при i= j  и нулю при 
i * j - П .

Поскольку q = XQfcU* I т о

к=\

l 2 = \[ Ai G*u*. =
V- *=i *=i J  z  V k =i *=i J

= ^  " y )0 /6 y - ( * » / . aj)QiQj\

С другой стороны,

Li

Сравнение этих двух выражений доказывает утверждение след­
ствия.

С.4. Найдем экстремумы квадратичной формы (i?q, q) при ус­
ловии (Aq, q) = 1. Стационарные точки определяются из уравнений

VflO(q) = Bq -  2XAq = О, Ф = (5q , q) -  Ц /lq, q).

Отсюда следует, что стационарные значения функции (5q , q) 
равны X = со*2 и достигаются на собственных формах ufc. Если со б ­
ственные частоты расположить в порядке возрастания 0 < coj < ш2 ^
< ...<С 0„, то

со, = rnin j—----- ( ,  со „ = шах ) - -----
ч (Aq, q) Ч ( /lq ,q )

С.5. Общее решение уравнений (1.5) представляется в виде

П
4 =  L u* (Cu  coscokt + C2k sinco*f)

*=i
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и является суперпозицией гармонических колебаний вдоль линейно 
независимых собственных форм. Если в Rn ввести скалярное про­
изведение с помощ ью положительно определенного оператора А в 
виде (Aq, q), то собственные фор­
мы образуют в R" ортонормиро- 
ванный базис (см. С.З).

П. Изучим малые колебания 
двойного математического маят­
ника, состоящ его из двух мате­
риальных точек, соединенных с 
неподвижной точкой двумя не­
весомыми палочками (рис. 56).
Считаем, что массы материаль­
ных точек равны т и длины па­
лочек одинаковы и равны /. Сис­
тема имеет две степени свободы, 
и ее конф игурационное п ро- РИС 56
странство диф феоморф но тору
Т2 = {ф], ф2 : ф* е Rl, mod 2я}. Точки перемещаются в вертикаль­
ной плоскости 0 ^ 2  под действием силы тяжести. Функция Лаг­
ранжа равна

1 (ф 1,ф 2 ,ф 1 ,ф 2) = ^ / 2(2ф? +фз +2<p,(j>2 COS^i - ф 2)) +

+ Ю#/(2с05ф, +COS(f>2)-

Положения равновесия определяются из уравнений

f;Z.(0, О, Ф| - Ф2) _  _ 2Wg/sir^| = 0 => ф, = пк, к = 0, ± 1 ,...,
5ф,

dL(0,0, Ф,, Ф2) , . „ п
— -— ------------ - = -m g ls  1Пф2 = 0 => ф2 = ял, л = О, + 1, . . . .

5ф2

Существенно различны четыре положения равновесия

(Ф , = 0, ф2 = 0), (ф, = 0, ф2 = я),

(ф, = я, ф2 = 0), (ф, = я, ф2 = я).

По теореме Лагранжа первое положение, когда обе палочки 
направлены вниз по вертикали, устойчиво. Лагранжиан, описы ­
вающий малые колебания в окрестности этого положения равно­
весия,

L2 = ^m l2(l^ ]  +2ф,ф2) -^ т ^ /(2 ф ^  +ф^).
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Обозначим g //= c о02 и, разделив лагранжиан на ml2, получим 
.2

L20 = у  (Лф, ф ) - ~ - ( 5 ф ,  ф), А =
2 1

, В==
2 0

, Ф = Ф|1
1 1 0 1 Ф 2II"

Собственные частоты и формы удовлетворяют уравнению (Аш2-
-  (о025)и = 0. Характеристическое уравнение det \\Az -  Z?|| = 0, где z =

= со2ю0' 2, имеет корни Z\ -  2 - Л ,  z2 = 2 + л/2 . Соответствующие им 
ортонормированные собственные формы равны

« , = 4 ( 1 ,  Л),

Справедливы соотнош ения (Ли,, uy) = 5у, Общее решение ура 
нений Лафанжа второго рода имеет вид

(ф|, Ф2 ) = u, Cn c o s ^ j f + C12s i n ^ J f ,

л ,

u2l С21 cosy/2 + у/2 t + С22 sin\/2 + л/2 Jj-1

§  7.2. ПОВЕДЕНИЕ СОБСТВЕННЫ Х ЧАСТОТ 
П РИ ИЗМ ЕНЕНИИ Ж ЕСТКОСТНЫ Х 
ИЛИ И Н ЕРЦ И ОН Н Ы Х ХАРАКТЕРИСТИК

Рассмоф им две механические системы с одинаковым числом 
степеней свободы, совершающие малые колебания около устой­
чивого положения равновесия. Пусть Аь Л2 — мафицы инерции, 
Вх, В2 — мафицы жесткости и соответственно L(p) = 1 /  2(Apq, q ) -
-  l/2(Bpq, q ) — лафанжианы систем один и два (р=  1, 2).

0 .2 .1 . Говорят, что система I более жесткая, чем система II, 
если А, =А2 = А и (5 ,q , q) > (B2q, q) для лю бого q е R".

Т (Релей). Если система I более жесткая, чем система II, то 
с о > cdk2, к=  1 , ..., п, где частоты собственных колебаний систем 
занумерованы в порядке их возрастания, т.е. О <а>]р< са2р < ... <ы пр, 
P= 1, 2.

▲ Рассм оф им  механическую систему с лафанжианом

Z-2 = ^ ( ^ q , q ) - i ( ^ ( i ) q , q ) ,  B(s) = В2 + -  В2), 0 < s < 1.

Она обладает набором собственны х частот и форм {tot ( j) , 
М 5)}"*ы> Для которых справедливы равенства (см. § 7.1)
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(Auk(s), u k(s)) = 1, C0 2* ( s )  = (B(s)llk(s), U * ( s ) ) ,

(2.1)
co2* ( j ) /1 u * (5 )  = B(s)ak(s).

Дифференцируя первые два равенства по 5, получим

Заменяя в первом соотнош ении (2.2) B(s)uk(s) на co2*(5)/lu*(.s) и  
учитывая второе соотнош ение (2 .2), будем иметь

Отсюда соЛ(1) > соЛ(0) или соА| > шк2. ▼
0.2 .2 . Говорят, что система I более инерционна, чем система

II, если В] = В2 = В и (y4,q, q) > (A2q, q ) для лю бого q € Rn.
T (Релей). Если система I более инерционна, чем система II, то 

Ю*1 -  к = \ ,  ..., п, где частоты собственных колебаний систем 
занумерованы в порядке их возрастания, т.е. О < со1р < <я2р < ... < соП/), 
Р= 1, 2.

А  Рассмотрим механическую систему с лагранжианом

L2 = i ( / l ( s ) q , q ) - i ( ^ q , q ) ,  A(s) = А2 + s(Ax -  А2), 0 < s < l .

Собственные частоты и формы колебаний этой системы обла­
дают свойствами

Используя третье соотнош ение (2.3), получим из второго ра­
венства (2.4)

(.A(s)uk(s), u * ( j ) )  = 1 , со2*(s) = ( Buk(s), uk(s)), 

(o2k(s)A(s)uk(s) = Buk(s).
(2.3)

Далее

(2.4)
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- ( ( 4  - л 2К ( 4 и*(*)) = W ( 5)

Тогда

d(0̂  = -  ® I (5) ( ( 4  -  Аг К  ( 4  “ * (J)) *  0.

Отсюда следует, что соЛ(1) < соЛ(0) или соА1 < тк2. Т

§  7.3. ПОВЕДЕНИЕ СОБСТВЕН Н Ы Х ЧАСТОТ 
П РИ НАЛОЖ ЕНИИ СВЯЗИ

Пусть малые колебания системы с п степенями свободы около 
устойчивого положения равновесия стеснены дополнительной свя­
зью вида lq = 0, где 1 = (/,, ..., /„) *  0 — постоянный вектор, q = (<7,, 
..., q„). При наложении одной дополнительной связи число степе­
ней свободы уменьшается на единицу, и полученная таким обра­
зом система также совершает малые колебания около устойчивого 
положения равновесия. Другими словами, исходный квадратич­
ный лагранжиан

^2 = ^ ( ^ q ,q ) - ^ ( f i q ,q )  (3.1)

переходит в квадратичный лагранжиан с положительно опреде­
ленными матрицами инерции и жесткости. В качестве независи­
мых лагранжевых координат можно взять, например, координаты 
(q2, ..., qn), если /, ф 0, выразив из уравнения связи координату qx в

П
виде <7, = - / f '  YjhQk и подставив это выражение в лагранжиан

к=2
(3.1). Пусть собственные частоты исходной системы расположены 
в порядке возрастания со, < со2 < ... < со„, а у системы со  связью 
собственные частоты малых колебаний v, < v2 < ... < v„_,.

Т. При наложении линейной связи на систему, совершающую ма­
лые колебания, собственные частоты полученной системы, располо­
женные в порядке возрастания, разделяют собственные частоты 
исходной системы, расположенные в том же порядке, т.е. со, < v ( < 
<co2 < v 2 <co3 < ... < со„_, < v„_, < со„.

▲ Уравнения движения системы со  связью составим исходя из 
вариационного принципа Д ’Аламбера—Лагранжа. Предваритель­
но перейдем к нормальным координатам исходной системы, осу ­
ществив невырожденную замену переменных q = PQ. Лагранжиан 
и уравнение связи представятся в виде
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l 2 = ^ ( q , q ) - ^ ( a q , q ) ,  l q  = o,

L = Р т\, Л = diag{coj\...,co2}.
(3.2)

Принцип Д ’Аламбера—Лагранжа с учетом связи примет вид

d dL2 5Z/2
z
к=1 dt dQk д<2к

8Qk + x  kbQk = 0,

где x  — неопределенный множитель Лагранжа. Используя незави­
симость вариаций bQk, получим систему уравнений

Qk + ® 2kQk + *Lk = 0, к = 1 , ..., п, 

Y ,LkQk -
(3.3)

к=\

решение которой найдем в виде Qk = uke'vl, x  = x 0e'v', где щ, ..., и„, 
х 0 — постоянные. Характеристический определитель системы (3.3) 
равен

= 0

- V 2 + со 2 0 0 0 Ц
0 - V 2 + СО 2 0 0 l 2

0 0 - v 2 + со2 . 0

0 0 0 . - v 2 + со2

и 1 3 • К 0

и в развернутом виде представляется в форме 

^ n H - v 2) + . . .  + ^ n ( » l - v 2) = o. (3.4)

Если все Lj *  0, то среди корней v ,, ..., v„_, нет корней, равных 
со,, ..., со„ и уравнение (3.4) имеет вид

4 А /
/ 2 2 \ ИД
( М *  - V  j m=l

ю 2т  - V 2 ) = 0.

График функции / ( v 2) = £  Lk(a k ~ у2) характеризуется вер-
к = \ » '

тикальными асимптотами в точках \> = а к , и поскольку функция 
/ ( v 2) в промежутках между двумя соседними асимптотами меняет­
ся монотонно от -оо до +оо, то корни уравнения / ( v 2) = 0 находятся
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между соответствующими абсциссами асимптот, т.е. со2* < v2k_
<  С02*+ |.

Если Lj = 0 для каких-либо значений у, то из всех произведени 
в левой части уравнения (3.4) выносится член (соу2 -  v2) и корен 
Vj = coy. Остальные корни находятся между оставшимися корням 
со*, что легко показать аналогично случаю, когда все Lj* 0. Т

§  7.4. ВЫ НУЖ ДЕННЫ Е КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ Ы  
ОКОЛО ПОЛОЖ ЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ

Пусть на систему, совершающую малые колебания, действуе 
внешняя гармоническая сила, работа которой на возможных пере 
мещениях равна

5А = F6q = a5q cos соt, a = (a,, an).

Здесь со — частота гармонической обобщ енной силы F. Пр 
переходе к нормальным координатам получим

5A = FP3Q = P T¥6Q, Р Т¥ = Ь cos со/, b = (А„ ..., Ьп).

Уравнения движения в нормальных координатах примут вид

Qk + a\Qk = bk coscof, k = l,...,n .

Частное решение этих уравнений, описывающее вынужденны 
колебания системы, представляется в форме

(Jk = —у coscot, ы * о ) к;
7 ' “  (4.1)

Qk = t sincoА/, со= ш А.

Второй случай в (4.1) соответствует резонансу, когда частот 
внешней силы совпадает с одной из собственных частот системь 
В этом случае по соответствующей нормальной координате на 
блюдаются возрастающие по амплитуде колебания, а по осталь 
ным координатам — гармонические колебания на частоте вынуж­
дающей силы.

При отсутствии резонансов будут иметь место ограниченные 
гармонические колебания на частоте вынуждающей силы. Пере­
ход от нормальных координат к исходным осуществляется по фор­
мулам

q = ^Q b cos со/, Q = diag {(со2, -  со2)-1, ..., (со2„ -  со2)"1}.
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§  7.5. ВЛИЯНИЕ ДИССИПАТИВНЫ Х СИЛ НА МАЛЫЕ 
КОЛЕБАНИЯ И УСТО ЙЧИВОСТЬ ПОЛОЖ ЕНИЯ 
РАВНОВЕСИЯ

‘ 0 .5 .1 . Линейной диссипативной силой будем называть о б о б ­
щенную силу

если оператор D симметрический, постоянный и положительно 
определенный.

Функция /?(q) называется диссипативной функцией Релея. 
Уравнения движения с учетом диссипативных сил примут вид

Aq + Bq = -D q , (5.1)

где А и В — матрицы инерции и жесткости соответственно.
Умножив уравнения (5.1) скалярно на q , получим теорему об 

изменении энергии системы

d_
dt

1 ( /lq ,q )  + | (S q ,q )  = - ( / ) q ,q ) < 0 .  (5.2)

Когда диссипативные силы отсутствуют (Z)= 0), полная меха­
ническая энергия системы сохраняется (/4q, q) + (5q, q) = 2h, а при 
наличии диссипации она убывает, если q * 0.

Решение уравнения (5.1) будем искать в виде q = u ехр(А./). Име­
ем

(АХ2 + DX+ В)и = 0. (5.3)

Однородная система линейных алгебраических уравнений (5.3) 
имеет ненулевое решение, если X является корнем характеристи­
ческого уравнения

det |\АХ2 + DX + В\\ = 0. (5.4)

Л. Все корни характеристического уравнения (5.4) имеют отри­
цательные действительные части.

▲ Пусть Х| = а  + /р, р * 0, — корень уравнения (5.4) и u, = V, + 
+ /W| — отвечающий ему собственный вектор. Тогда Х2 = а -  /'Р и 
u2 = V| — /W| также будут собственным значением и собственным 
вектором задачи (5.3), поскольку матрицы А, D, В действительны, 
а именно

(Al?k+ DXk+ В)и* = 0. к= 1 .2 . 
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Тогда

(Ли,, U2)X2, + (Z)U,, и2)Х, + (Яи,, и2) = О,

(Аи2, щ)Х22 + (Du2, и,)Л.2 + (Ви2, и,) = 0.

Так как матрицы A, D, В симметрические, то (Ли,, и2) = (Ли2. 
(D u,, и2) = (Du2, и,), (5и ,, и2) = (Ви2, и,) и А.,, Х2 являются 
квадратного уравнения

(Ли,, u2)X2 + (Z>u,, u2)X + (Яи,, u2) = 0.

П о теореме Виета

' 2 (Л и ,,и 2) ( 4 v „ v i )  + (i4 w ,,w ,)

так как операторы А и D положительно определены. Следователь­
но, действительные части комплексно-сопряженных корней от­
рицательны, и соответствующее им решение имеет вид

q = (С , + (С2)и,е(а+'р)'+  (С, -  /С2)и2е(а-'Р)',

где С,, С2 — произвольные постоянные.
Если Х3 — действительный корень характеристического урав­

нения (5.4) и и3 — соответствующая ему собственная форма, то X- 
является корнем квадратного уравнения

САи3, u3)X2 + (Z>u3, u3)A. + (5u 3, u3) = 0. (5.5)

Обозначим второй действительный корень квадратного урав­
нения (5.5) через X . П о теореме Виета получим

х 3 + х ' - ( ^ Ц < 0, Х , Х * = ^ 2| > 0.
(Ли3,и 3) (Ли3,и 3)

Корни А.3, X* имеют одинаковый знак ( (5 u 3, и3) > 0) и отрица­
тельны. Соответствующее корню Х3 решение суть q =  C3u3 ехр(Х3, t), 
где С3 — произвольная постоянная. Т

Положение равновесия асимптотически устойчиво, поскольку 
общ ее решение уравнения (5.1) представляется в виде суммы эк с­
понент, показатели которых имеют отрицательные монотонно убы­
вающие действительные части и lim q(f) = 0.



Глава 8 

ТЕОРИЯ УДАРА

§ 8 .1 . УДАРНЫ Й ИМ П УЛЬС. ОСНОВН Ы Е УРАВНЕНИЯ 
И ТЕОРЕМ Ы  ТЕОРИИ УДАРА

При изучении движений механических систем в ряде случаев 
приходится иметь дело с ситуациями, когда скорости отдельных 
точек системы претерпевают значительные изменения за очень 
короткие промежутки времени. П одобное поведение механичес­
ких систем обнаруживается при соударении тел (биллиардные 
шары, взаимодействие пули или снаряда с преградой и т.д.). Все 
эти явления моделируются в механике ударными взаимодействия­
ми и изучаются в теории удара.

0 .1 . Говорят, что система материальных точек испытывает удар, 
если в какой-то момент времени скорость хотя бы одной ее точки 
изменяется на конечную величину.

Для понимания этого явления рассмотрим задачу об  ударе по 
материальной точке. Пусть точка массы т движется по прямой 
под действием сил, зависящих от времени. Если через x(t) обозна­
чить ее координату, то уравнение движения этой точки имеет вид

mx = F{t) + Fn(t), Fn(t) =
О, t e R '  /[О , л -1], 

пР, /е|Ь , л-1].
( 1. 1)

Здесь F(t) — ограниченная функция времени, а Р — константа. 
Скорость материальной точки и ее закон движения найдем интег­
рированием по времени правой и левой частей уравнения ( 1 .1) в 
виде

0 ,4 (12)
х(г) = х(0) + х(0)/ + j -  J J[F(n) + Fn(r})]dr}dZ, .

о о
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Рассмотрим момент времени /> 0  и перейдем в соотношениях
(1.2) к пределу при п - >  оо. В результате получим

*(0  = * ( ° ) + ^ ] И $ ) ^  + £ .
о

* ( о = * (° )+ ( x ( ° ) + + ~  i  \ F i .
о о

Обозначим х(0) через t>(0), lim x(t) = v(+ 0) и, переходя к пре-
f->+ о ' 7 '  7

делу в (1.3) при / -> 0 ,  найдем

mA v =P,  Av  = t>(+0) -  l>(0), jc(+0) = jc(0).

Таким образом, скорость точки в момент времени /= 0  изме 
няется на конечную величину /я ' 1 Р, а ее положение остается преж 
ним. При переходе к пределу л -> да сила Fn стремится к беско 
нечности на интервале времени, стремящемся к нулю. В резуль 
тате оказывается, что сила как мера взаимодействия материальны 
точек представляется в виде обобщ енной функции (распределе 
ния или линейного функционала на пространстве непрерывш 
функций). Воспользовавшись определением обобщ енной фун 
ции Дирака

5( Г - /0): С ( / ) э  / ( , ) - > /(Г 0) е Rl, t0 е  / с  Л1, 

получим lim Fn(t) = / >5(г). Здесь С{1) — множество непрерывшП~* со '  V
функций на интервале I.

0 .2 . Сила Р 8(0 называется ударным импульсом интенсивно 
ти Р, приложенным к материальной точке в момент времени t -

Расширяя класс функций, описывающих силовое взаимодейс. 
вие материальных объектов (рассматривается класс линейных функ­
ционалов на пространстве непрерывных функций), можно запи­
сать второй закон Ньютона динамики точки в виде т'х = F+ Pb(t). 
Отсюда следует, что ускорение точки понимается как обобщенная 
функция или линейный функционал, заданный на пространстве 
непрерывных функций.

Сделаем ряд обобщений.
1. Если к свободн ой  материальной точке в момент времени 

t = t 0 приложен ударный импульс Р 5 ( г - /0) интенсивности 
Р = {Р\, Р2, Я3) е Е 3, то основное уравнение удара для материаль­
ной точки представляется в виде

mAv = Р, Av = v(t0 + 0) -  v(/0 -  0).
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2. Если система свободных материальных точек в момент вре­
мени / = 0 испытывает ударные воздействия, то уравнения ее дви­
жения принимают форму

где Р /е)5(0 , Ру(,)5(0 — внешние и внутренние ударные импульсы, 
приложенные к точке с номером /. Интегрируя уравнения движе­
ния по времени от -е  до +е, предполагая, что силы F,(e), F,y(,) огра­
ниченны, и переходя к пределу при е -»  0, получим основные урав­
нения удара для системы свободных материальных точек

Распространяя третий закон динамики (см. § 3.1) на величины 
внутренних ударных импульсов (Р ,-/0 = — Ру/°) и суммируя уравне­
ния (1.4), получим теорему об  изменении количества движения 
системы при ударе:

где ус — скорость центра масс системы.
Очевидно, что и момент количеств движения системы при уда­

ре изменяется согласно уравнению

При ударе материальная точка скачком меняет скорость, а ее 
положение в пространстве не меняется. Следовательно, в процес­
се удара изменяется кинетическая энергия точки, хотя она не ис­
пытывает действительных перемещений. Это обстоятельство свя­
зано с тем, что сила, действующая на точку в момент удара, стано­
вится бесконечно большой, а работа, совершаемая ею на бесконечно 
малом перемещении, конечна. Для определения этой работы вос­
пользуемся уравнениями (1.4) и найдем

(1.4)

МА\С = Z P,-e)> Л/ = £ > ( , Avc  = v c (*+ 0 ) - v c ( / - 0 ) ,

(1.5)

215



где AT  — изменение кинетической энергии системы свободж  
материальных точек при ударах, а Д А — работа ударных импул 
сов. Равенство (1.5) составляет содержание теоремы Кельвина 
изменении кинетической энергии системы свободных материал 
ных точек при ударах.

§  8.2. УДАР В СИСТЕМ Е С ИДЕАЛЬНЫ МИ 
ГО Л О Н О М Н Ы М И  СВЯЗЯМ И

Пусть на систему N  материальных точек наложены идеаль­
ные голономны е связи и ее конфигурационное многообразие 
(см . § 4.7, 4.8)

М = { ( г „  ..., r N):  х = (г], ..., Гдг) е E 3N,fj(x , t) = 0 , j =  1 , ..., / } .

Если в момент времени /=  0 среди активных сил обнаружив 
ются ударные импульсы, то в системе возникают ударные реак­
ции связей R, 5(0, /=  1, N, интенсивности которых подчиняют­
ся аксиоме идеальных связей

N
X R ,8r, = 0 V5x = (5г,, . . . ,  бгдт) е ТХМ.
1=1

В рассматриваемой модели предполагается, что связи сохра­
няются в процессе удара. О свобож даясь от связей и заменяя их 
воздействиями на материальные точки в момент удара ударны­
ми реакциями связей, представим основные уравнения удара ( 1 .4) 
в виде

m, Av, = Р, + R „ i = l , . . . , N ,  (2 .1)

где Р, — интенсивность активного ударного импульса, приложен­
ного к точке с номером /. Из (2.1) на основе аксиомы идеальных 
связей для ударных импульсов получим основное уравнение удара 
для голономных систем с идеальными связями

N
Х(/я,Д у, - Р ,)8г, = 0  V8x е ТХМ.  (2.2)
/=1

Соотношение (2.2) аналогично вариационному принципу Д’Алам- 
бера—Лагранжа и может быть переписано в независимых коорди­
натах q = (<7,, ..., qn). Поскольку отображения r, = r,(q, t), i=  1 ,..., N, 
непрерывно дифференцируемы и Дг, = г,(г+ 0) -  г , ( / -  0) = 0, то функ­
ции q = q(/) непрерывны и Aq = 0. Далее,
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Заметим, что символ Д означает скачок функции в момент уда­
ра при / = 0. Так как возможные перемещения

то соотнош ения (2 .2) представляются в виде

I
к=\

дт, дг, . .  *  дг, 
У  mi zr-'-zr-1-A q с -  У  Р,

/;t i  Я  дЯк
dqk = 0 V8q е Л". (2.3)

Используем очевидные равенства

/=1

1 "  « дг,- . от,- I
Г ' 2 § Ч , ? А , ,  + ^ 1 '

dQk /=1

и перепишем (2.3) в виде

X
*=1

дТ
дЯк

5qk = 0  V5q е R\

N  Or.

Величины Pk называются обобщенными ударными импульса­
ми. Поскольку вариации 5qk независимы, то из последнего соот­
ношения получим уравнения удара в обобщ енных координатах

дТ
д<1к

= Рк, к = 1,..., и, (2.4)

из которых определяются скачки обобщ енных скоростей в момент 
удара. Уравнения (2.4) линейны относительно Дqk, к -  1, ..., п, и 
определитель системы положителен.



§  8.3. УДАР ТВЕРДОГО ТЕЛА О ПОВЕРХНОСТЬ

Ударные явления наилучшим образом моделируются при стол­
кновении твердых тел. Существуют различные схемы столкновений 
в которых учитывается конечность процессов взаимодействия

процессы деформи-

точке контакта К возникает ударная реакция R =  Rnb(t) + R,, где 
п — нормаль к неподвижной поверхности, Лп5(0 — ударная нор­
мальная реакция связи, a R , -  ограниченная касательная реакция 
связи (гипотеза Ньютона) (рис. 57). При ударе абсолютно твердо­
го тела в нем возникает поле ударных реакций связей, эквивален­
тное нулю, т.е. главный вектор и главный момент поля импульсоЕ 
ударных связей равны нулю.

Запишем теоремы об  изменении количества движения и м о­
мента количеств движения тела относительно центра масс:

mrc  = F + /?n5(/) + R t,
/со + to х /со = М с  + а х /?пб(/) + а х R T,

где т, J — масса тела и его тензор инерции относительно некото­
рой системы координат Схix2x3, связанной с телом, гс — радиус- 
вектор центра масс тела относительно инерциальной системы ко­
ординат, © — абсолютная угловая скорость, F, М с — главный век­
тор и главный момент относительно точки С поля внешни? 
активных сил, а =  СК . Заметим, что величины F, М с, со, R, ко­
нечны, проинтегрируем уравнения (3.1) по времени на интервале 
[-е , б] и устремим е к нулю. В результате получим уравнения ударе 
тела о  неподвижную поверхность в виде

/иДус = Л п, /Део = а х Л п ,  (3.2)

рования сталкива­
ющихся тел. Одна­
ко простейшая иде­
ализация столкно­
вения базируется нг 
двух гипотезах: кон­
такт тел осущ ест­
вляется в одной точ­
ке и происходит 3£ 
бесконечно малое 
время. В этом слу­
чае в момент ударе 
тела о неподвиж ­
ную поверхность е

Рис. 57
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где Avc  = vc ( /+  0) -  vc ( / -  0), Aco = (o(f+  0) - c o ( / -  0), a vc  — скорость 
центра масс тела. Так как шесть уравнений (3.2) содержат семь 
неизвестных скалярных величин: R и компоненты векторов Avc , 
Лео, то их определение из этих уравнений без дополнительных 
гипотез невозмож но. Сформулируем одну из них — гипотезу 
абсолютно упругого удара: кинетическая энергия тела при ударе 
сохраняется

где vc , со — скорость центра масс тела и его угловая скорость до 
момента удара соответственно. Выразив Avc  и Доа из (3.2) и под­
ставив эти значения в (3.3), найдем

В ходе преобразований отброшен посторонний корень квад­
ратного уравнения R = 0, поскольку в этом случае удара нет. Заме­
тим, что величина R должна быть положительной, а это происхо­
дит в том случае, когда абсолютная скорость точки К тела в момент 
удара (точнее ее предел по времени слева) в проекции на нормаль 
п отрицательна (vc + со х а)п < 0. Далее из условий (3.2) получим

П.1. Абсолютно упругий удар шара о поверхность. Предполо­
жим, что центр масс шара совпадает с его геометрическим цент­
ром. В этом случае векторы а и п всегда коллинеарны и а х п = 0. 
Из формул (3.4), (3.5) найдем

R = -2m vc n, Avc = -2 (v c n)n, Да> = 0.

Полученные результаты справедливы при произвольном невы­
рожденном тензоре инерции шара относительно его центра масс. 
Вектор скорости центра масс шара лежит в плоскости, образован­
ной векторами vc , п и составляет с касательной плоскостью к по­
верхности в точке контакта угол, равный соответствующему углу 
до удара.

Уравнения (3.2) могут быть дополнены другим условием, на­
пример, условием абсолютно неупругого удара

t(vc  + Avc )2 + i ( / (a >  + Ato), (<в + Am)) = + ^ ( /© . ш), (3.3)

2(vc  + © х a)n (3.4)

2(v c  +ca x a)n
m 'n,

(3.5)
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(v* + А\к)п = 0 => (vc + eo xa +Дус + Да> xa)n = 0, (3.6)

где vk, Avk — скорость точки контакта до удара и ее изменение 
процессе удара. Другими словами, скорость точки контакта поел 
удара оказывается лежащей в касательной плоскости к неподвиж 
ной поверхности в точке контакта. Подставляя Дус , Да> из (3.2)
(3.6), получим

Из сравнения формул (3.7), (3.8) и (3.4), (3.5) видно, что при 
абсолютно неупругом ударе модули соответствующих величин i 
два раза меньше, чем при абсолютно упругом ударе.

П.2. Однородный кубик массы т  движется поступательно вдол! 
оси Сх, со скоростью vc и натыкается на уступ в точке К (рис. 58) 
Свяжем с кубиком систему координат Сх1х2х3. Тогда vc = veI,m = 0. 
п = -в! и а = (Ь, -Ь, 0), где е„ /=1 ,2 ,3 , — орты системы координат 
Сххх2хъ, 2b — ребро кубика. Тензор инерции кубика относительнс

(vc +оо х а)п
(3-7

и далее из (3.2)

(ус + о  х а)п

(3.8)

системы координат Сх1х2х3 равен 

J=  2/ЗтЬ1 diag{ 1, 1,1}.

R п
г

Если в момент соприкосно­
вения с преградой имеет местс

Рис. 58

Avc = - укв], vc(/ + 0) = iy e „  

Дш = а»(/ + 0) = - ^ е 3.
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В случае абсолютно неупругого удара согласно формулам (3.7),
(3.8)

2 2
R = -̂ mv, Avc =-yue ,,

vc(f + 0) = jf e ! ,  Дсо = ш(г+ 0) = -|^e3.

Обобщая вышесказанное, назовем неупругим ударом тела о 
поверхность с коэффициентом восстановления к такой удар, когда

R (1 + £)(vc + <о х а)п 

/я-1 + ( / _1(а х п), (а х n)j

Соответственно

Avc = m~]Rn, До» = /?/~'(а хп).

При к = 1 получим абсолютно упругий удар, а при к 
лютно неупругий.

§ 8.4. УДАР ДВУХ ТЕЛ. ТЕОРЕМА КАРНО

Рассмотрим неупругий удар двух тел (рис. 59). Пусть контакт 
двух тел в момент удара происходит в точке К и п — нормаль к 
общей касательной плоскости в точке контакта. Обозначим че­
рез ш„ /=1 ,2 , массы тел и тензоры их инерции относительно 
центров масс С„ / = 1, 2. При­
меняя теоремы об изменении 
количества движения и момен­
та количеств движения для каж­
дого тела, получим

m,Av, = R n, т2А\2 = -R п,

^ДШ] =(Э] х п)Л, (4.1)

J2Aco2 = -(а2 х n)R,

где а, = C jK, /= 1, 2. Уравнения

(4.1) дополняются условием на 
изменение при ударе нормаль­
ных компонент скоростей точек 
тел, совпадающих с точкой кон­
такта,

(3-9)

(3.10) 

= 0 — абсо-
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[v, + AV| + (со| + Д«0 |) x a, - v2 - Av2 - ( © 2  + Дш2) x аг1п =

= -к (у, + о , x a, - v2 -fi>2 x a2)n,

где к — коэффициент восстановления, 0<к< 1. Подставляя Av„ 
Де>„ /'= 1, 2, из уравнений (4.1) в (4.2), найдем величину ударного 
импульса

R = ____________(1 + М(у, - v 2 + ( °1  х а 1 - ° > 2  х а2)п__________  3

т \' + т г +(-/Г1(»1  *п), (а, хп)) + (у2'(а2 хп), (а2 х п))

и далее из (4.1) приращения скоростей центров масс и угловых 
скоростей тел

Ду. = /пг'Лп, Ду, = -яь'Лп,
. , (4.4)

До, = RJ| (а| х п), д«в2 = -RJ2 (а2 х п),

где R заменяется согласно (4.3). При к= 1 имеет место абсолютно 
упругий удар, а при к = 0 — абсолютно неупругий удар.

П. Если тела представляют собой шары, центры масс которых 
совпадают с их геометрическими центрами, то всегда а, хп = а2хп = 0 
(векторы а, коллинеарны вектору п). Тогда согласно (4.3), (4.4)

Д(0| = Дш2 = О,

Ду ( l^ ) ( ( v ,- v 2),n )n

1 (mf1 + /И2')/И|

ду2 = (1 + Аг)((у, - у2), п) 

(fflf1 + /я2 ')*/И-.

Заметим, что если одно из тел достаточно массивно и непо­
движно, например т 2 = || J21| = <», v2 = <о2 = 0, то формулы (4.3), (4.4) 
совпадают с формулами (3.9), (3.10).

При неупругом ударе двух тел с коэффициентом восстановле­
ния к кинетическая энергия системы убывает за счет перехода ее 
части в тепло. Вычислим изменение кинетической энергии

д Т = i Z  {Ц (у< + Av-)2 - v-2 + (У/(®/ + Д{0-)’ К  + А®<))-

- (Л©/.«/)} = Т* + ^(/и,Ду,у, +(У,Доо„ со,)),

-I (4.5)

Т* = + (J i * ° h До,))-
1 = 1
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Величина Т* называется кинетической энергией потерянных 
скоростей. Согласно соотношениям (4.1), (4.3)

* (1 + £)2[(у, - У2 + о , X а, - to2 X а2)п]2

2Z [ m'r‘ +(уг'(а-хп)’ (а<хп))]

2
]|T(m,Av,v, + (У,До,, о ,)) = (у, - v2 + о , х а, - ш2 х = (4.6)
/=I

(1 + А:)[(у, - v2 н- со, х а, - to2 х а2)п] = _ 2 т*

Z [ m'r‘ +(-/Г'(а< хп)> (а< хп))]

Тогда из (4.5) и (4.6) следует

* 1 * 1 _ к *
ДГ = Г -7~=-гГ =- J—f r  <0. (4.7)

1 + А: 1 + Л

Соотношение (4.7) составляет содержание теоремы Карно: при 
неупругом ударе двух тел потеря кинетической энергии равна ки­
нетической энергии потерянных скоростей, умноженной на поло­
жительный коэффициент (1 - к)/( 1 + к). При к= 1 (абсолютно уп­
ругий удар) кинетическая энергия сохраняется, а при к = 0 (абсо­
лютно неупругий удар) потеря кинетической энергии наибольшая 
и равна кинетической энергии потерянных скоростей.

Теорема Карно, доказанная в случае неупругого удара двух тел, 
очевидным образом обобщается на случай удара тела и материаль­
ной точки или двух материальных точек. Для материальной точки 
достаточно положить тензор инерции равным нулю и отбросить 
уравнения, определяющие изменение угловой скорости.

§ 8.5. УДАР ПРИ НАЛОЖЕНИИ ИДЕАЛЬНЫХ 

ГОЛОНОМНЫХ СВЯЗЕЙ

Пусть q = (<7i, •••, <7„) е R" — обобщенные координаты механи­
ческой системы с идеальными стационарными голономными свя­
зями и Л/ — ее конфигурационное многообразие. Допустим, что в 
некоторый момент времени /0 конфигурация системы такова, что

/i(q) = 0, ...,/m(q) = 0, m<n. (5.1)

Функции/ s(q), 5=1, ..., m, предполагаются дифференцируемы­

ми, а векторы {v^/, J " [ — линейно независимыми. Когда условия

(5.1) выполняются во все последующие моменты времени, будем
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говорить, что на систему накладываются дополнительные идеаль­
ные стационарные голономные связи, если возникающие при этом 
реакции удовлетворяют аксиоме идеальных связей

£  Ufa, = 0 V5q е TqM{ = {sq:5q е R", V f s5q = 0, 5 = 1 , ( 5 . 2 )
i=I 1 ’

Здесь Rj — обобщенные реакции связей, 5q = (5<7,, ..., 8qn) — воз­
можные перемещения, принадлежащие касательному пространст­
ву к новому конфигурационному многообразию системы

Л/, = {q: q е Rn,f s(q) = 0, 5=1..... т}.

Согласно (5.2) вектор R = (Rt, ..., R„) принадлежит ортогонально­
му дополнению к TqMx и в момент удара представляется в виде

1 М ( '- ' о К Л ,  Xs eR\
5= 1

(5.3)

где Xs — неопределенные множители Лагранжа.
Освобождаясь от связей (5.1), заменим их реакциями (5.3) и 

представим уравнения удара согласно (2.4) в виде

i f - 5  =  1 dqk '
к = 1,..., п. (5.4)

Вектор обобщенных скоростей системы после удара q + Aq дол­
жен принадлежать касательному пространству к новому конфигу­
рационному многообразию TqMx. Это условие записывается в виде

V9/ 5(q + Aq) = 0, s = 1, (5.5)

Уравнения (5.4), (5.5) образуют полную систему уравнений от­
носительно п + т  неизвестных Aqt, ..., Aqn , А.,, ..., Хт. Получим ре­
шение системы (5.4), (5.5) в явном виде, воспользовавшись мат­
ричной формой записи. Пусть q, Aq , А, — матрицы-столбцы. По­

скольку Т = ̂ (Aq, q ) , где А = ||о,у|| — положительно определенная 

матрица п х п, то уравнения (5.4), (5.5) записываются в виде

AAq = V j\ , V J

. Ё/ж
dq{ Sq\

К !.' 8fn,
дЯп

, (v?/)A q  = -(v?/)q , (5.6)

где штрих означает транспонирование матрицы. Тогда
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Aq = A-'VqfX , (v4f)A ~ 'vqf\ = - (v ,/ ) 'q ,

X = - ( V K V  ( V H

-i

Aq = - Л '1 V

-i

(V ,/) Л-'V,/ (V9/ ) q .

П. В твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной оси Ох3, 
попадает пуля массы т и застревает в нем. Конфигурационное 
пространство системы до момента встречи пули с телом М= S ] х Еъ, 
а после того, как пуля застряла в теле, Л/, = S 1. Координаты точки 
тела, в которую попадает пуля, рассматриваемая как материальная 
точка, представим в неподвижной системе координат Ох1х2х3 в виде 
(/coscp, /sincp, И), где cp — угол поворота тела вокруг оси Оху Если 
jc,, х2, х3 — координаты пули, то в момент удара (наложение свя­
зей) /| = *1 - /coscp = 0, f 2 = x2 - /sincp = 0, /3 = х3 - И = 0. Поскольку 
А = diag{/3, т, т, т }, где У3 — момент инерции тела относительно 
оси Охъ, то уравнения (5.6) примут вид

У3Аф = X]I sincp - X2I coscp,

/иДх, = Xh /sincp Дф + АХ| = - / sincpф - xh 

тАх2 = Х2, - /cosip Дф + Ах2 = / coscpф - х2, 

тАх3 = Х3, Дх3 = - х3.

Не нарушая общности, положим ср = 0 в момент удара. Тогда 

/иУ3
-тхи Х2 — (/ф - jc2), Х2 = -тх3,

ml + У3

Дф = - __Ы

ml2 +
Ax, =

ml + У3
(/ф- x2),

ДХ| = - Ax3 = - хъ.

В рассматриваемом случае имеет место теорема Карно: потеря 
кинетической энергии при наложении на голономную систему со 
стационарными связями дополнительных стационарных связей 
равна кинетической энергии потерянных скоростей.

$ 1
А Обозначим через Т =^(/lAq, Aq) кинетическую энергию 

потерянных скоростей и получим

AT’ = i ( 4 q  + Aq), (q + Aq))- ̂ (Aq, q) = T* + (/lAq, q).
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(AAq, q) = (v , A ,  q) = [ l, (v qf )  qj = - fx, (vqf )  Aq] =

= - ( V q/ X ,  Aq) = - (/lAq, Aq) = - 2T*.

Таким образом, AT=-T*. ▼

§ 8.6. УДАР ПО ТЕЛУ, ВРАЩАЮЩЕМУСЯ ВОКРУГ ОСИ. 
ЦЕНТР УДАРА

Пусть тело вращается вокруг неподвижной оси Охг и Оххх2хъ — 
система координат, связанная с телом (см. § 5.9, рис. 42). Если в 
момент времени /= 0 тело испытывает удар Р6(0, приложенный в 
точке D с координатами (rf,, d2, d2) = d, то в правых частях уравне­
ний (5.9.2) следует добавить момент ударного импульса d х Р8(0 и 
ударный импульс Р5(?) соответственно. Кроме того, реакции связей 
в точках О и Р, вообще говоря, будут иметь импульсный характер. 
Проинтегрируем уравнения (5.9.2) по времени от -е до е, перейдем 
к пределу при е -» 0 и получим уравнения удара

JAco = d х Р + OP х Rp,
(6.1)

ЩАол х рс) = Р + Rp+ R0,

где R/., Rc — ударные реакции связей. Поскольку Rf = (Х1Р, Х2Р, 0), 
R0 = (Л', 0, Х20, XJO), Аса = Acoe3 (е3 — орт оси Ох3), то из шести урав­
нений (6.1) определяются шесть неизвестных величин.

Найдем условия, при которых во время удара не возникают 
ударные реакции связей, т.е. R ^=R o = 0. Из второго уравнения
(6.1) при RP= R0 = 0 следует, что импульс Р ортогонален плоскос­
ти, содержащей векторы Аса, р с. Примем эту плоскость в качестве 
плоскости Ох|Х3. Тогда рс =(Х|, 0, х3) и Р = МА(ох{е2. Из первого 
уравнения (6.1) при R;>= 0 следует, что вектор d может быть задан 
с точностью до произвольного слагаемого вида \е2. Назовем цент­
ром удара точку, удовлетворяющую уравнению ./Лео = d х Р, когда 
d = (db 0, d3). Последнее уравнение эквивалентно трем скалярным 
уравнениям

УГзДсо = A/Acojc,d3, J23A(i> = 0, /33Асо = Л/Лсох,^. (6.2)

Условия (6.2) будут выполнены при произвольном Аш * 0, когда

Из уравнений (5.6) следует

У23 = 0, d\ = У33(Л/Х|) flf3 = У|3(Мх|) 1.

226



В заключение ci

кают ударные peaKUj сформулируем условия, при которых не возни- 
тело подвергается уд. ̂ ции связей, когда вращающееся вокруг оси Ох3 
ложен в плоскости tyaapy внешних сил: если центр масс тела распо- 
должен быть равен Ох^х3, то центробежный момент инерции 2̂3 
быть направлен по . ^ нулю; произвольный по величине удар должен 
дить через центр уд5,̂ > оси Ох2, а его линия действия должна прохо-

где X, — координата
если центр масс тел* 'Та центра масс. Описанная ситуация возможна, 

'^ла не лежит на оси вращения (х, * 0).

'Чцара



Глава 9

ДИНАМИКА ДЕФОРМИРУЕМОГО 
ТВЕРДОГО ТЕЛА

§ 9.1. МОДЕЛЬ УПРУГОГО ТЕЛА.

ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ УПРУГОГО ТЕЛА

Рассмотрим механическую систему (Q, E(Q), ц), где Q — одно­
связная область в Е3, £(Г2) — кольцо измеримых по Лебегу подмно­
жеств множества Q, ц — мера на Z(Q), определяемая неотрица­
тельной интегрируемой по Лебегу функцией p(r): Q -> R + по фор­
муле d\i=p(r)dxldx2dxi . Функция р(г) называется плотностью тела и

ц(Л) = |p(r)d!x, А е £(Q), dx = dx\dx2dx2,

масса вещества, приписываемая множеству А. 
Движение механической системы

g ' : П -> Е3, R= R(r, /) е Е 3, г е £}, t е R1 (1.1)

определяется дифференцируемой по г функцией R(r, /). Диффе­
ренциал отображения (1.1) равен

dR = Jdr, J  =
дХ,\

dXj
(1.2)

где Xh xh i= 1, 2, 3, — соответ­
ственно координаты векторов R 
и г в инерциальной системе ко­
ординат (рис. 60). Дифференци­
ал (1.2) определяет отображение 
окрестности каждой точки тела 
при движении с точностью до 
малых первого порядка относи­
тельно величин dxu dx2, dx2.

0.1.1. Оператор C = J TJ  на­
зывается тензором деформа­
ций Коши—Грина.
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0.1.2. Твердое тело называется деформируемым, если в процес­
се движения изменяются взаимные расстояния между его точками.

В предыдущих главах изучались абсолютно твердые тела, ко­
торые не деформировались ни при каких силовых воздействиях 
и движениях.

Изучим отображение (1.2) или, другими словами, деформацию 
элементарной частицы тела. Имеем

(</R, dR") = (Jdr', Jdr") = (Cdr', dr"),

где dr', dr" — векторы двух материальных точек элементарной час­
тицы, под которой понимается достаточно малая окрестность не­
которой точки тела. Оператор С — симметрический и положи­
тельно определенный, так как СГ=С, (Cdr, dr) = (dR, dR )>0 и 
согласно дополнительному предположению (Cdr, dr) > k(dr, dr), 
k> 0 для всех частиц тела. Обращение к в нуль означает, что при 
деформациях объем элементарной частицы обращается в нуль, что 
противоречит экспериментальным данным. Квадратичная форма 
(Cdr, ^приводится ортогональным преобразованием dr= Ud%, Uе 
е S0(2>) к каноническому виду

(CUd%, Udt,) = (lJ~xCUd%, d ^  = (л2̂ ,  dfc) =

= x\d£ + x\d£+x\d&. (1'3)

Координатные оси Oxx, Ox2, Ox3 инерциальной системы коор­
динат преобразуются оператором U~] в оси 0^х, 0\2, 0^3 — глав­
ные оси деформации элементарной частицы. Величины X,, Х2, Х3 
называются главными удлинениями. В главных осях О ^ ^ з  де~ 
формация частицы есть растяжение—сжатие частицы в Я.,, Х2, Х3 

раз по координатным осям.
Из соотношения (1.3) следует приводимость к каноническому 

виду билинейной формы, а именно

(JUd%\ JUdl,") = (\d%, Adi,").

Обозначим Adi, = dr\w получим соотношение

(JUA^di]', JUA~ldi\") = (di\', di\") V dr\', dt\" e Ё3,

из которого следует сохранение скалярного произведения. Тогда 
существует ортогональный оператор Vи V(JUA~X) = I, где I  — еди­
ничный оператор. Отсюда получаем представление /=  К_1АU~x. 
В результате движение элементарной частицы можно предста­
вить в виде композиции четырех движений: поступательного дви­
жения, определяемого движением ее центра по закону R = R(r, t),
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поворота вокруг центра как твердого тела (оператор U~l), дефор­
мации, т.е. растяжения—сжатия по трем взаимно ортогональным 
осям (оператор Л) и последующего поворота деформированной 
частицы вокруг центра как твердого тела (оператор К '1).

0.1.3. Механическая система (сплошная среда) называется уп­
ругим телом, если потенциальная энергия деформаций каждой эле­
ментарной частицы есть функция главных удлинений А.,, Х2, Х3, т.е.

Функция (1.4) называется удельной потенциальной энергией 
упругих деформаций и зависит, кроме главных удлинений, от вы­
бранной частицы (вектор г) и от ее исходной ориентации (опера­
тор 0(т) е 50(3)). Это означает, что свойства элементарной части­
цы могут изменяться от точки к точке упругого тела (свойство 
неоднородности) и могут различаться в зависимости от направле­
ния деформации (свойство неизотропности). Например, упругие 
свойства деревянного бруска зависят от места и ориентации воло­
кон древесины. Изменение формы элементарной частицы (она из 
сферы превращается в трехосный эллипсоид) происходит под дей­
ствием сил, и работа сил, вызывающих деформацию, равна потен­
циальной энергии упругих деформаций.

Если упругая среда однородна и изотропна, то удельная потен­
циальная энергия деформаций любой ее частицы зависит только 
от главных удлинений частицы, т.е. е=е(Х,, Х2, Х3).

0.1.4. Тензор Е= 1/2(С- I) называется тензором конечных де­
формаций, а величины е,= 1/2(х2 - 1), /= 1, 2, 3, — главными де­
формациями.

Если положить R = r + u(r, /)(и(г. t) — вектор перемещений), то 
найдем

Главные деформации е,, г2, е 3 являются корнями характеристи­
ческого уравнения

Величины 1£, П£, Ш £ называются инвариантами тензора ко­
нечных деформаций и связаны с главными деформациями соот­
ношениями

=  £ l +  е2 +  Е3’ 4 f  =  е1Е2 +  б2£3 +  £3e l' е I е2е3-

е - е (г. 0(г), А.,, Х2, А.3). (1.4)

de t|£  -  е/|| =  0 Е 3 -  l f  б 2 +  II £ е - Н1£  = О,

(1.6)
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В теории упругости выбирают в качестве аргументов удельной 
потенциальной энергии деформаций инварианты тензора конеч­
ных деформаций, так как в недеформированном естественном 
состоянии, когда u(r, /) = 0, эти инварианты равны нулю. Потен­
циальная энергия упругого однородного изотропного тела пред­
ставляется функционалом

£[u]= Je(I£ , I I £ , I I I £ )& . (1.7)
Q

§ 9.2. МАЛЫЕ ДЕФОРМАЦИИ. ФУНКЦИОНАЛ 

ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЭНЕРГИИ МАЛЫХ ДЕФОРМАЦИЙ

В дальнейшем рассматриваем однородное упругое изотропное 
тело. В ряде случаев деформации упругих тел достаточно малы 
(|е,| » 0-Н0-2), и потенциальная энергия деформаций элементар­
ной частицы в предположении гладкости соответствующей функ­
ции может быть разложена в ряд Тейлора

е(1Е, П£ , 1П£ ) = е(0, О,0) + ^  % Е +

, ! ^ ( 0 , 0 ,0 )  2 * (0 ,0 ,0 )  , 3v (21)

где 0(е3) означает члены порядка малости три и выше по главным 
деформациям s,, в2, е3. Положим е(0, 0, 0) = 0 и покажем, что 
де (0, 0, 0)/Э1£ = 0. Если внешние силы отсутствуют, то упругое тело 
находится в состоянии покоя относительно соответствующей инер- 
циальной системы координат, т.е. u(r, t) = 0 на Q. Согласно прин­
ципу Д’Аламбера—Лафанжа работа упругих сил на возможных 
перемещениях в состоянии равновесия равна нулю:

1 J J,,7=1U l £ Эм,у ЭН£ duj 

де ^Illjr

+

ЭН I f  duj

(2.2)
5 Ujjdx = 0.

u = 0

Поскольку d l lЕ/duy = d i l lЕ/dUy = 0 при и = 0, a д\Е/диу* 0, то ра­
венство нулю в (2.2) возможно согласно основной лемме вариаци­
онного исчисления только при условии Эе(0, 0, 0)/Э1£ =0.

231



Ограничимся в (2.1) квадратичными членами по переменным
8у  И ПОЛУЧИМ

е = кх\\ + к2\\Е, (2.3)

где кь к2 — постоянные. Если, кроме того, предположить, что 
| Ujj|«  1 и ограничиться в (2.3) квадратичными членами по пере­
менным Uy (при этом отбрасываются члены порядка малости три 
и четыре), то найдем

Величины ву, i , j=  1, 2, 3, являются компонентами симметрич­
ного тензора малых деформаций ||еД а функционал (2.4) опреде­
ляет потенциальную энергию малых деформаций (классическая 
теория упругости). Потенциальная энергия деформаций элемен­
тарной частицы должна быть положительной, иначе в процессе 
деформации работа сил по изменению формы частицы будет от­
рицательной, т.е. будет происходить выделение, а не затрата энер­
гии. Условия положительной определенности квадратичной фор­
мы (2.3), представленной в виде

е = к\
( 3 'I 
£ Е»

2 3

+ *2 Z ( e,VEi,- - 4 )
V/=l i<j

выражаются неравенствами > 0, 0 < -k2k f l < 3.
Подынтегральное выражение в (2.4) обозначим также через е и 

представим в виде

Коэффициенты X и ц называются коэффициентами Ламе. В ряце 
случаев используются также коэффициенты Е, v — модуль упру­
гости и коэффициент Пуассона соответственно, связанные с ко­
эффициентами Ламе формулами

х -  E v  ц _  Ж
(l-2vXl + v)’ 2(1 + v)

Значения упомянутых коэффициентов для различных упругих 
тел можно найти в справочниках.

Квадратичный функционал потенциальной энергии упругих 
деформаций (2.4) соответствует классической теории .упругости
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малых деформаций и, как будет показано выше, приводит к ли­
нейным дифференциальным уравнениям в частных производ­
ных, описывающим движения и равновесия упругих тел. Однако 
замена компонент тензора конечных деформаций Zy на компоненты 
тензора малых деформаций еу влечет за собой неинвариантность 
функционала (2.4) по отношению к группе вращений упругого тела 
как твердого тела. Функционал (2.4) можно использовать только в 
тех случаях, когда среди перемещений упругого тела отсутствуют 
его вращения как твердого тела.

§ 9.3. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ УПРУГОГО ТЕЛА. 

ТЕНЗОР НАПРЯЖЕНИЙ

Пусть движение упругого тела таково, что выполнены соответ­
ствующие условия (малость деформаций и величин \иД) и приме­
нимы соотношения классической теории упругости малых дефор­
маций, в частности функционал потенциальной энергии упругих 
деформаций представляется интегралом (2.4). Вариационный прин­
цип Д’Аламбера—Лагранжа для упругого тела представляется в виде

Упругое тело предполагается свободным, а векторное поле воз­
можных перемещений 5u(r, t) — произвольным. Желая в дальней­
шем ограничиться классическими решениями уравнений движе­
ния, предполагаем, что функции u(r, t), 6u(r, t) обладают доста­
точной степенью гладкости по временной и пространственным 
переменным.

Представим выражение работы упругих сил на возможных пере­
мещениях в виде

(pii + V f’Juj-f, 8u)-(F, 5u)gn = 0 V5u,

(3.1)
n

(3.2)

где п(у,, y2> Уз) — вектор внешней нормали к поверхности дП.
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Обозначим величины де/ди  ̂= р,р i , j = 1, 2. 3, и рассмотрим опе­
ратор Р= I/?,у||, называемый тензором напряжений. Оператор Асим­
метричен, так как

п  -

Pj Зм„
де де„и

~ij деа дич - 

и согласно (2.5) де/де,. = де/де.г Если через

1 де
2 де,, I * J,

W
dP\j *dp2j з dp3j

vy=i Sxj j=\ 8x j j-1 /

обозначить поле внутренних упругих сил, то, учитывая произволь­
ность вариации 5и в области Г2 и на границе 9П, а также основную 
лемму вариационного исчисления, получим из вариационного урав­
нения (3.1), принимая во внимание (3.2), равенства

рй = W + f, Рп = F на дП. (3.3)

Соотношения (3.3) представляют собой уравнения движения 
упругого тела и динамические граничные условия

3. Обычно второе условие (3.3) выполняется на той части гра­
ницы да, перемещения точек которой произвольны. На осталь­
ной части границы задаются кинематические граничные условия, 
например u(r, t) = 0 — условие закрепления точек границы, кото­
рое следует понимать как двусторонние удерживающие голоном- 
ные идеальные связи.

Найдем явный вид уравнений движения упругого тела в случае 
малых деформаций (классическая теория). Для этого представим 
компоненты векторного поля W в виде

7=1 ОХ]

де
диI1 j '

дхI
(X.divu + 2jiM,,) + n— (м|2 +М2|) +ц_Й_(М|3 +м3|) =

дх-.

= (*- + n)-^rdiv,| + n
f д2и{ 

дх,2

д2Ы|

дх\

дАи,

дх\ у

= (^ + ^ ) ^ divu + ^AMiЭх,

и аналогично

w k =(^ + ^ ) ^ - div4 + ^ " * ,  к = 2,3.
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W = (X + |i)Vdivu + цДи.

Уравнения движения в явном виде принимают вид

pii = (X + (i)Vdivu + цДи + Г. (3.4)

Движение упругого тела описывается системой линейных диф­
ференциальных уравнений в частных производных гиперболичес­
кого типа.

Представим динамические граничные условия в (3.3) в явном виде

^divuy* + = Fk, к = 1,2,3.
дхк

Здесь Fk — компоненты поля поверхностных сил в системе ко­
ординат Ох]х2х3.

Выявим механический смысл компонент тензора напряжений Р. 
Пусть Qh — область в трехмерном пространстве, целиком принад­
лежащая упругому телу и представляющая собой трехгранную пи­
рамиду с вершиной в некоторой точке и гранями, параллель­
ными координатным плоскостям (рис. 61). Пусть п — нормаль к 
основанию пирамиды, \MK\ = h — высота пирамиды. На поверх­
ности пирамиды приложены силы F„, -F,, -F2, -F3, описывающие 
взаимодействие рассматриваемой части упругого тела с внешней 
упругой средой. Сила F„ задана на основании пирамиды, а силы 
-F], -F2, -F3 — на боковых гранях, ортогональных соответствую­
щим координатным осям. Принцип Д ’Аламбера—Лагранжа для 
области fiA имеет вид

(pii + V£[u]-f, 5u)n -(F, 8u)an̂ =0  V5u. (3.5)

Таким образом, получим
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Пусть 5u = а  е Е3, где а  — постоянный вектор. Тогда

^  де да,-
(V£[u], 5u) = f X Я д dx = О, 

=i диц dxj

так как dajdxj = 0, i,j=  1, 2, 3. Оставшиеся члены в (3.5) с учетом 
произвольности вектора а  представим в виде

j*(pu — f)rfx — Jf</ct = 0. (3.6)

П* an„

Разделим обе части равенства (3.6) на Л2 и применим для оцен­
ки интегралов теорему о среднем. Тогда

(pii - f)| ^  - -Uf a  - r n  - ¥2s2 - в д  = о. (3.7)
п п

Здесь г* принадлежит Ол, а величины F„, F,, F2, F3 вычислены в 
некоторых точках соответствующих граней пирамиды, Sn, Slf S2, 
S2 — площади фаней пирамиды. Поскольку

= [“"пТз'*0’ = ^ = 1,2,3,л-> о /2

то, переходя к пределу в (3.7) при Л —> 0, получим равенство

F„ = FiYj + F2y2 + F3y3. (3.8)

Из динамического фаничного условия Pn = F получим равен­
ства на соответствующих фанях пирамиды

¥п=Рп, -¥к = Р(-ек), к = 1, 2, 3.

Обозначим F„ = p„, F* = p* = (р1к, р2к, ргк), к = 1, 2, 3, и предста­
вим равенство (3.8) в виде

Р„ = PiYi + P2Y2 + РзУз- (3-9)

Вектор р„ называется напряжением в точке М на площадке с 
нормалью п, рь р2, р3 — напряжения в точке М  на площадках, 
ортогональных координатным осям. Таким образом, столбцы мат­
рицы Р суть компоненты вектора напряжений на соответствую­
щих площадках, ортогональных координатным осям. Формула (3.9) 
позволяет найти напряжение на площадке с нормалью п, если из­
вестны компоненты тензора напряжений Р или напряжения на 
трех площадках, лежащих в координатных плоскостях.

В упругом теле возникает тензорное поле напряжений, харак­
теризующее напряженное состояние в каждой точке упругого тела 
и связанное с полем внутренних упругих сил W.
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§ 9.4. ПРОДОЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ УПРУГОГО СТЕРЖНЯ

Под стержнем будем понимать цилиндр О = Z) х [0, /], когда 
I »  diamZ). Здесь D — область на координатной плоскости Ох2х3 
(рис. 62). Материал стержня однороден и изотропен, а ось Ох, 
проходит через центр тяжести сечения D. Поле внешних массовых 
сил f(r, t) = /(х ,, 0в|, где е, — орт оси Ох,. Пусть внешние поверх­
ностные силы на боковой поверхности цилиндра равны нулю, т е. 
Р п = 0 на dDx [0, /], где п — внешняя нормаль к боковой поверх­
ности, Р — тензор напряжений. Тензорное поле напряжений Р(г, t), 
г е П, разложим в ряд Тейлора в окрестности каждой точки (х,, 0, 0), 
т.е. в каждом сечении стержня плоскостью, ортогональной оси 
Ох,. Имеем

Р(г, /) = Р ( * , « „ » ) '* *, + ■■■■ (4.1)

Поскольку величины х2, х, изменяются в малых пределах (стер­
жень тонкий), то в разложении (4.1) ограничимся первым членом. 
Это означает, что напряженное состояние принимается одинако­
вым для всех точек какого-либо сечения стержня, но может, вооб­
ще говоря, изменяться для различных сечений. Из условия Р п = 0 
на 3D у. [0, / j, учитывая то обстоятельство, что нормаль п описы­
вает единичную окружность в плоскости Ох2х3 и принимает, на­
пример, значения е2, е3, следуют условия

Рп = Ргъ = Рп = Р\г =Рн ~ (4.2)

Таким образом, все компоненты тензора напряжений, за ис­
ключением ри, равны нулю.

Компоненты тензора напряжений связаны с компонентами тен­
зора деформаций равенствами (см. § 8.3)

Ри = 4г~ = X® + 2ц<?„, / = 1, 2, 3,
Эе" (4.3)

„ _ 1 де ^ 1 де _ „ . .
Pij 2 де0 2 deJt ^ »' J ’

выражающими обобщенный закон Гука для однородной изотроп­
ной среды. В рассматриваемом случае получим etj = Q, i*  j , и

А.0 + 2це22= 0, Я.© + 2це33 — 0, 0 = £,, ■+• е22 + £33. (4.4)

Из уравнений (4.4) определим е22 и е33 в виде

- Г, И0 = 7---еи .
е и = е п = ~ 2 ( ^ ) еи'
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Тогда согласно (4.1) и последующего замечания, учитывая ра­
венства (4.3), получим

п (х t\-E— LPm xi’ 4 -  Е дХ[ ’ х + ц

Переменная и,(г, /) для всех точек сечения стержня зависит толь­
ко от координаты х,. Следовательно, в процессе деформации вся­
кое сечение стержня остается плоским и перемещается вдоль оси 
Ох|. Переменные и2 и м3 определяются из уравнений (4.4) с уче­
том равенств ик(0, х2, х3, /) = 0, к = 2, 3, в виде

„»(г. Х к-  2,3.
ку ' 2(Х + ц) Эх, *

Поле внутренних массовых сил равно (см. § 8.3)

W = f f i l t0 .0 l = -±(Х® + 2цц,,) = Е д2“'(Х'*' ’ ') 
v Эх, J ’ Эх, Эх, v и

Уравнение движения (3.3) в проекции на ось Ох, представляет­
ся в форме

р&  = £ т т + /(* '’ ')> *4-5)
o t  OX  j

где и(х,, г) = М|(х,е,, t) — смещение точек сечения стержня с номе­
ром х, вдоль оси Ох,. Неоднородное волновое уравнение (4.5) опи­
сывает продольные колебания стержня под действием внешней 
продольной силы / (х,, ().

Уравнения движения (3.3) в проекциях на оси Ох2 и Ох3 теряют 
смысл, так как переменные и2 и м3, определяющие перемещения 
точек некоторого сечения стержня, отыскиваются из условий (4.4) 
и выражаются через переменную м,(х,, /)-

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях стержня, когда 
/(х,, г) = 0 и заданы фаничные условия и(0, /) = /;(/, /) = 0 — усло­
вия закрепления концов стержня. Обозначим х, через s и предста­
вим уравнение (4.5) в виде

£ о = а г *Ц., а2 = £  (46)
Э/2 ds Р

Решение уравнения (4.6) найдем по методу Фурье, полагая 
v= T(t) X(s). Имеем

}  = а24 ^  = -ю2 => f + u 2T = 0, * "  + ̂ - *  = 0, ’= ± .(4 .7 )
I X  Q*  OS
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Общее решение последнего уравнения

= С, cos — s + С2 sin — s. 
v ’ а а

Постоянная ш определяется из граничных условий

*(0) = Х(1) = 0 => С, = 0, C2sin^-/ = 0.

Уравнение (4.6) будет иметь нетривиальное решение, если С2 * 0. 
Тогда sintOfc/a-1 = 0 и

о = к = 1,2,....

Величины называются собственными частотами коле­

баний стержня и образуют в совокупности спектр собственных 
частот. Каждой собственной частоте со* соответствует собственная 
форма Xk(s) = sin(co*a-l.s), определенная с точностью до постоян­
ного множителя. Поскольку общее решение уравнения

Тк +ы\Тк =0, 

следующего из (4.7), представляется в виде

Тк = к cosco kt + А2к sinco*/,

где А\Ь А1к — произвольные постоянные, то продольные колеба­
ния стержня описываются формулой

v(s,t) = coscokt + А2к sinco*f)sin —  s. (4.8)
*=i а

Коэффициенты АХк, А2к определяются из начальных условий 
v(s, 0), b(s, 0), если последние представить в виде рядов Фурье на 
отрезке [0, /]

°) = X  а'ь sin ^  s’ *К5» °) = X  sin ~jr s ■
*=i *=i

Тогда из (4.8) следует при / = 0 равенства

и далее А]а - а1к, А2к-юк'а2к.
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Собственные формы Хк (s) удобно нормировать, используя для 
этого норму пространства Ь2{[0, /]), которому принадлежит функ­
ция v{s, t), так как в каждый момент времени существует и огра­
ничен функционал кинетической энергии 

/

Г[/)] = 1 Р5|,)2Л, 

о

где S — площадь области D. Имеем

С\ Jsin2^ s *  = l=>C2 = J j .  

о

В результате получим ортонормированный базис \хк (s 

X*(s) = ]f j s i n ^ s  в пространстве скоростей Н 0 = /): v(s, t) 

L2([0, /]), i>(0, 0 = i>(/, /) = 0}, т е.

I

= 8**,
о

где Ъкт — символ Кронекера: Функции Xk*(s), к= 1,2, ..., суть нор­
мальные формы собственных колебаний, а к= 1, 2, — соб­
ственные частоты колебаний системы с бесконечным числом сте­
пеней свободы.

В заключение заметим, что функция v(s, t) принадлежит кон­
фигурационному пространству системы Н] = {u(s, t): v(s, t) e 
e fV2]([0, /]), y(0, t) = v(l, 0 = 0}, где W2 (\Q, /]) — пространство Со­
болева функций, суммируемых вместе с квадратами первых про­
изводных на отрезке [0, /]. Пространство Я, есть область опреде­
ления функционала потенциальной энергии упругих деформаций

*н=?№)2* <«>
о

и содержит обобщенные решения рассматриваемой задачи.

§ 9.5. КОЛЕБАНИЯ СТРУНЫ И БАЛКИ

Изучим движение двух одномерных упругих систем — натяну­
той струны и балки.

Рассмотрим цилиндрическое упругое тело (струну) с образую­
щей, параллельной оси Ох,. Основанием цилиндра служит круг, 
радиус которого г0 много меньше высоты цилиндра /. Ось Ох,
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совпадает с осью цилиндра. Для простоты будем рассматривать 
такие движения струны, когда ее ось остается в плоскости Оххх2. 
Деформированное состояние оси струны зададим соотношениями

А', = (1 + e)s+ m,(s, t), Хг - u2(s, t), 0 < e «1 , 0 <s<l. (5.1)

Концы струны закреплены — ик(0, t) = uk(l, t) = 0, к= 1, 2, а 
параметр е характеризует первоначальное растяжение струны.

Пусть на струну действует поле массовых сил f (г, /) = (/j (s, t), 
f2(s, t), 0), а поверхностные силы на боковой поверхности струны 
отсутствуют. Как и в § 9.4, примем тензор напряжений Р для всех 
точек ортогонального сечения струны одинаковым, когда р,, = pn(5, t), 

а р22 = Рзз = Р\2 = Р\з= Ргг = 0- Эта аппроксимация называется гипо­
тезой плоских сечений Кирхгофа—Лява. Функционал потенциаль­
ной энергии упругих деформаций в этом случае аналогичен функ­
ционалу (4.9), соответствующему продольным колебаниям стерж­
ня, и имеет вид

где £|(s, t) — деформация упругой оси струны. Согласно формулам
(5.1), гипотезе плоских сечений и определению главной деформа­
ции 0.1.4 главная деформация, характеризующая растяжение уп­
ругой оси струны, равна

Функционал (5.2) с точностью до членов второго порядка мало­
сти по производным dux/ds, du2/ds с учетом малости е представим 
в виде

/ ( / 2 / \ 2̂\ “

2 / fifdu.
ds

е и  j + e\ -^r-
V ds V ds )

0 V ) _

Первый член в (5.3) определяет потенциальную энергию прямо­
линейной растянутой струны и не влияет на уравнения движения. 
Согласно закону Гука ESe= Т0 — натяжение струны. Положим

(5.2)

о

о

ds. (5.4)
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При вычислении кинетической энергии струны будем считать, что 
энергия сечения совпадает с энергией материальной точки, лежа­
щей на оси струны, т.е.

/

7'[" ] = ^Ро J («\ +uj)ds,  
о

где р0 — линейная плотность материала струны (р0 = pi).
Вариационный принцип Д’Аламбера—Лагранжа и следующие 

из него уравнения движения представим в форме 
/

Др0(м|8«] + м25м2) - /^м, - /25ы2 + ESu[bu\ + TqUj&Uj = О 

о

V8m,,8m2 е Я, = |u(s,t):u(s,t) е ^ 2'([0,/]),и(0,/) = u(l,t) = о|, (5.5)

, _ д_ 
d s '

д2И\= ES ^  + f ], 
ds

(5.6)

- т д2“2 + f- ‘ 0 2 +'2 ‘
ds

(5.7)

Ро

д2и2

При выводе уравнений (5.6) и (5.7) следует выполнить в (5.5) 
интегрирование по частям в двух последних членах и учесть гра­
ничные условия. Уравнение (5.6) совпадает с уравнением (4.5) и 
описывает продольные колебания в струне, а уравнение (5.7) — 
соответственно поперечные колебания струны. Набор собствен­
ных частот и собственных форм поперечных колебаний определя­
ется согласно методу Фурье (см. § 8.4) и равен

К ’ ГЛ С = , ’ y*(*) = | f sinx 5’ ь2 = ^

Аналогично § 8.4 общее решение уравнения (5.7) при /2 = 0 за­
дается формулой

0 = Е(Дн cosV*/ + Ак1 sinv*r)Jy sin -±s,

где коэффициенты Ак1, Ак2 подлежат определению из начальных 
условий движения. В рассматриваемом приближении продоль­
ные и поперечные колебания струны полностью разделяются. Соб­
ственные частоты поперечных колебаний меньше соответствую­
щих собственных частот продольных колебаний струны \к < со*, 
к= 1,2,..., так как Т0 < ES.
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Еще одна модель изгиба прямолинейного стержня соответству­
ет модели упругой балки, когда первоначальная деформация стру­
ны равна нулю (Т0 = 0). Также предполагаем, что продольные силы 
отсутствуют и продольные перемещения точек оси балки м,(х,, t) 
равны нулю. Под действием поперечного поля сил /2Сх,, t) возни­
кают перемещения точек оси стержня (балки) по оси Ох2. При 
изгибе балки так же, как и раньше, справедлива гипотеза плоских 
сечений, так как внешние поверхностные силы предполагаются 
равными нулю, а стержень достаточно тонким. Поле перемеще­
ний точек балки выразим через и2(х,, t) — перемещение оси балки 
в проекции на ось Ох2. Единичный вектор касательной к оси бал­
ки т*(1, и2), а нормаль n ~(-и2, 1), где штрих означает диффе­
ренцирование по х,. Согласно гипотезе плоских сечений точка 
балки А/, радиус-вектор которой г(х,, х2, х3) переходит в процессе 
изгиба в точку Л/*, радиус-вектор которой г* = лг,е| + х2п + х3е3 + 
+ и2(х|, t)e2- Главная деформация частицы, соответствующая на­
правлению оси 0.x,, вычисляется по формуле (1.5) § 8.1 и равна

В выражении (5.8) оставлены члены, линейные по компонен­
там вектора перемещений оси балки. Рассматривая элементарный 
объем балки dxldx2dxi по аналогии с найденным ранее выражени­
ем потенциальной энергии упругих деформаций стержня или стру­
ны, получим соответствующий функционал

D

Величина EJ называется изгибной жесткостью балки. Если, как 
и ранее, кинетическую энергию балки принять равной

о

то вариационный принцип Д’Аламбера—Лагранжа представится в 
форме

—  -1 »- i/2"(x„/)*2. (5.8)

dxi,

(5.9)

(5.10)



Здесь и2(х,, t) обозначена через v(s, t), ах, — через s. Функции 
v(s, t), bv(s, t) принадлежат конфигурационному пространству 
#2 = {f(s, t): v(s, t) e Щ\[0, /]), u(0, t) = v(l, t) = 0}, если концы бал­
ки закреплены. Здесь Щ 2([0, /]) — пространство Соболева функ­
ций, суммируемых вместе с квадратами вторых производных на 
отрезке {0, /]. Поскольку

/ /

\v"bv"ds = !>"&>'£' - + JuIV5t;<fc,
о о

5t>(0, /) = Si>(/, /) = 0,

то принцип Д’Аламбера—Лагранжа принимает вид

/

J(p0i3 + EJv'v - / 2 Jdvds + EJv"(l, t)5u'(l, t) - EJv"(0, /)&>'(0, t) = 0.
0
Учитывая произвольность вариаций bv(s, t), 6t/(0, 0> 8v'(l, t), 

приходим к уравнениям

f W f W -  <5П >дг ds4 Ро

f"(0, t) = /) = 0. (5.12)

Уравнение (5.11) описывает поперечные колебания балки, а со­
отношения (5.12) суть динамические граничные условия, которые 
вместе с кинематическими граничными условиями (условиями 
закрепления концов балки) образуют полный набор граничных 
условий. Общее решение однородного уравнения (5.11), описы­
вающее собственные колебания балки, можно также получить ме­
тодом Фурье разделения переменных.

§ 9.6. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ УПРУГИХ ТЕЛ

Важной с точки зрения практики является задача о собственных 
колебаниях упругих конструкций: зданий, мостов, башен, больших 
космических конструкций, различных машин и т.д. В рамках про­
стейшей модели их можно рассматривать как упругие тела и, учи­
тывая малость деформаций и отклонений точек той или иной кон­
струкции, использовать линейную классическую теорию упругости.

Пусть однородное упругое тело занимает в естественном неде- 
формированном состоянии область Q в трехмерном пространстве 
и находится под действием стационарного поля внешних сил f(i/. 
Предположим, что на перемещения точек упругого тела наложены
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кинематические связи u(r, t) = 0 при г е Г,, где Г, — часть фаницы 
дП положительной меры (mesr| > 0). Под мерой фаницы Г( пони­
маем площадь ее поверхности. Если поверхностные силы F равны 
нулю, то вариационное уравнение движения (принцип Д’Алам- 
бера—Лафанжа) имеет вид (см. (3.1))

(pii + V£[u]-f, 5u) = 0 V5ue#|,

Уравнение (6.1) эквивалентно системе уравнений в частных 
производных (3.4) и динамическим фаничным условиям (3.3) на 
части фаницы Г2 = ЭП/Г,. Частное решение задачи (6.1) и0(г), опи­
сывающее равновесную конфигурацию упругого тела, удовлетво­
ряет вариационному уравнению

Если поле массовых сил f(r) принадлежит пространству 
сопряженному Я,, то задача (6.2) имеет единственное решение 
и0(г) е Я,. Линейный оператор теории упругости Lu = V£[u] ото­
бражает конфигурационное пространство Я, в сопряженное про- 
сфанство Я_,. Квадратичная форма £" [u] = l/2(Z,u, и) положитель­
но определена и офаничена в Я,, что выражается неравенствами

— норма пространства Я,. Доказательство существования и един­
ственности задачи (6.2), неравенств (6.3) и ряда последующих ут­
верждений выходит за рамки данного курса и имеется, напри­
мер, в книге С.Г. Михлина «Вариационные методы в математи­
ческой физике» (Наука, 1970).

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях упругого тела с 
частично или полностью закрепленной фаницей. После замены 
переменных u = u0(r) + v(r, t) уравнение (6.1) представим в виде

pv + L\ = 0. (6.4)

Его решения ограничены в фазовом пространстве системы 
Я0 х Я м так как имеет место интефал энергии

{и: М/(г ,/)е ^ 2'(П), / = 1,2,3; и|г. = о)
(6.1)

Я

(V£[u0] - f, 8и) = 0 V 5и е Я,. (6.2)

12,1’
(6.3)

где с,, с2 — положительные постоянные, а
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2 (р'г> v) + £[v] = A.

Здесь Я 0 = |v: i), е £2(0), v|r = 0, i = 1, 2, 3| — пространство ско­

ростей точек упругого тела. Полагая v = w(r)exp(/vr), получим из 
уравнения (6.4) задачу на собственные значения оператора теории 
упругости

Отметим ряд свойств собственных векторов и собственных зна­
чений оператора L.

а) Собственные значения действительны и положительны.
▲ Если ц* = ак + i P*H\vt = y4 + / гк, где ак, р*, у*(г), zk(r) действи­

тельны, то L wk = nj-w* и (Lучк, wк ) = fi*(w*, wk ), где черта означает 

комплексное сопряжение. Оператор L действителен и симметри­
чен, что следует из его структуры

Тогда (Lv/k, у/к), (v/k, w* ) — действительные числа и, следова­

тельно, \хк — действительное число. ▼
б) Собственные векторы, отвечающие различным собственным 

значениям, ортогональны в гильбертовом пространстве Я0.
▲ Если W], ц, и w2, ц2 (|Л| * ц2) — собственные векторы и собст­

венные числа, то (Z-w,, w2) = n,(w,, w2) и (Z-w2, w,) = n2(w2> wi)- По­
скольку оператор L симметричный, то (Lw,, w2) = ( iw 2, w,) и 
(ц, - n2)(W|, w2) = 0. Отсюда следует равенство (w,, w2) = 0. ▼

в) Множество векторов w(r), удовлетворяющих условию 
(Lw, w) < h, компактно в Я0, так как компактно вложение простран­
ства Соболева 1V2 (Q) в L2(Q). В этом случае спектр оператора

L{\ik) ” . существует и дискретен, lim vk = + ж , собственные век-
к-* оо

торы образуют ортонормированную систему в Я0 и Я,.

Таким образом, собственные колебания упругого тела представ­
ляются в виде суперпозиции гармонических колебаний

Коэффициенты Ак1, Ак2 подлежат определению из начальных 

условий v(r, 0), v(r, 0), представленных в виде обобщенных рядов 

Фурье по системе ортонормированных собственных форм.

L w = (iw, ц = pv2. (6.5)

и = —2- 
тп дх„ '
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§ 9.7. ВОЛНЫ В УПРУГОЙ СРЕДЕ

Рассмотрим процесс распространения возмущений в упругой 
среде. Пусть Q — достаточно большая область, занимаемая одно­
родной упругой средой; BR={г; г е £ 3, | г | < R) — шар, целиком 
принадлежащий П. Уравнение движения (4.3) имеет вид

pii = (А. + n)Vdivu + цДи. (7.1)

когда поле внешних сил отсутствует.
Вектор перемещений u(r, t) в начальный момент времени от­

личен от нуля в достаточно малой области, целиком принадлежа­
щей шару Вс, 0 < е «/?. В пределе при Л-»<ю рассматриваемая за­
дача трактуется как задача о распространении возмущений в бес­
конечной упругой среде, покоящейся на бесконечности.

Воспользуемся известным результатом векторного анализа: вся­
кое гладкое векторное поле в трехмерном евклидовом пространст­
ве представимо в виде суммы потенциального и соленоидального 
полей, т.е.

u(r. t) = и,(г, /) + и2(г, /), Vxu,=0 ,  V u 2 =0,

Здесь V — оператор Гамильтона. Рассмотрим движение упру­
гой среды на некотором интервале времени, когда поле переме­
щений u(r, t) и все его вторые частные производные равны нулю 
на поверхности шара BR.

Используя представление (7.2) и скалярно умножая уравнение
(7.1) на оператор Гамильтона, получим

Векторное поле, фигурирующее в квадратных скобках в соот­
ношениях (7.3) и (7.4), обращается в нуль на поверхности шара BR 
и, следовательно, с учетом соотношений (7.3), (7.4) равно нулю во 
всем шаре BR, т.е.

(7.3)

С другой стороны, согласно (7.2)

(7.4)

pii, = (А. + 2ц)Ди,. (7.5)

Волновое уравнение (7.5) описывает распространение в упру­
гой среде волн расширения, сопровождающихся изменением объема
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элементарных частиц. Скорость распространения волн расшире­
ния равна

Если уравнение (7.1) умножить векторно на оператор Гамиль­
тона, то получим с учетом соотношений (7.2) равенство

Поскольку V [ри2 - цДиг] = 0 и функция, заключенная в квад­

ратные скобки, равна нулю на поверхности шара BR, то имеет место 
равенство

Волновое уравнение (7.6) описывает процесс распространения

в упругой среде волн сдвига, скорость которых равна с2 = VHP* ■ 
Волны сдвига не сопровождаются изменением объема элементар­
ных частиц, так как div u2 = 0.

Начальные возмущения в области Ве (функции u(r, 0) и й(г, 0)) 

представимы в виде суммы потенциального и соленоидального 
полей и служат начальными условиями для уравнений (7.5) и (7.6), 
описывающих распространение волн расширения и сдвига. Ско­
рость распространения волн расширения с, больше скорости волн 
сдвига с2. Это обстоятельство используется для определения эпи­
центра землетрясения: по разности времен прихода волн расши­
рения и сдвига At можно вычислить расстояние / до эпицентра 
землетрясения, а именно /=Д/(с21 - cf1 ).

Когда возмущение доходит до границ области Q, занимаемой 
упругим телом, разделение задачи (7.1) на две независимые задачи 
(7.5) и (7.6) становится, вообще говоря, невозможным.

Распространение возмущений в покоящемся газе, который также 
можно рассматривать как упругую среду при условии малых пере­
мещений частиц, описывается уравнением (7.1). Однако для газа

коэффициент Ламе ц = 0 и р-1, с2 = 0. В газе существуют толь­
ко волны расширения, и скорость их распространения с, называ­
ется скоростью звука.

V х [pii2 - цДи2] = 0.

рй2 = цДи . (7.6)



Глава lfy
Ч_______________________________

ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ И ГАЗА

§ Ю-i- Ва ри а ц и о н н ы й  п р и н ц и п  
Д,АЛА1МВера_ лагранжа в ЗАДАЧЕ о  д в и ж е н и и  

ИДЕАЛЬНОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ.
п о л е  Реакций с в я зе й , ура вн ен и е  Эйлера

Пус1\ система материальных точек занимает область Q в трех­
мерном пространстве, распределение масс задается постоянной 
плотнос>ью р так, что ф  = pdx, dx= dxldx2dx3, а движение системы 
g есть отображение области Q в себя. В дальнейшем будем инте­
ресовать полями скоростей 
v(r, t) и ускоренИй w(r> j), где 
радиус-|,екТ0р г характеризует 

ФиксированНуЮ точку М об­
ласти П(рИС 63). Через точку 
Л/проХфцят различные части­

цы спл0щной среды, и v(r, t), 
w(r> 0 Суть скорость и уско­
рение Истицы, находящейся 
в данщщ МОмент времени в 
точке lif 7акой способ описа­

ния характеристик движения 
прина^ежит Эйлеру. Ранее 
при изу̂ ении дВИЖенИя упру­
гого те;|а вектор г характери­

зовал Определенную частицу 

тела и Личины u(r, /), “(г> О,

и г̂’ ^  Обозначали перемеще- 
ние> %рость и ускорение этой частицы. Такой способ описания 
движе^ принадлежит Лагранжу. Используя описание движения 
по Эй.-|еру̂  представим закон движения частицы на отрезке вре- 
мени |() (/ + То)] в ВИде

Рис. 63

R 4  + v(r,/)t + ^w (r, г)т2 +о(т2), т е [0, т0]. (1.1)
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Поле ускорений w(r, t) можно найти, если известно поле ско­
ростей v(r, t). По определению имеем

5v 3R + ду

т=0
vdR дх d(t + т)

^ Л у ( г, t) ■ Эу(г>/)

(1.2)

Рассмотрим такие движения сплошной среды, когда объем вся­
кой элементарной частицы не меняется. Пусть D, — произвольная 
область, принадлежащая и g'D, — ее образ в момент времени 
t+ т. Тогда

dR(r, t, т)

дг
dx.volD, = volg'D, => jdx = Jdet

D, D,

Так как область D, произвольна, то якобиан 

5R(r, /, т)
det

дт
= 1 Vt е [Г, Г -н т0].

Используя равенство (1.1), найдем 

5R(r, t, т)
det

dr
= 1 + tdivv(r, t) + o(x)

и далее согласно (1.3) 

dR(r, t, т)
-^det
dx dr

= divv(r, t) = 0.

(1.3)

Условие (1.4) называется условием несжимаемости или услови­
ем неразрывности среды. Условие несжимаемости (1.3) наклады­
вает ограничения на возможные перемещения частиц сплошной 
среды, а именно

5 det
|5R(r, Г,0)

dr
= 0
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По определению вариация

5R
= lirn i det

5(R + X5R)
-1

дг Х->0 А дг

= lim J- [l + к div6R + о(А.) - l] = div6R(r, t).

Таким образом, поле возможных перемещений 5R(r, t) удовле­
творяет условию

div5R(r, 0 = 0 (1-6)

и соленоидально, т.е. 5R = rot B(r, t). Введем согласно принципу 

освобождаемости от связей поле реакций связей SR, (г, t) в облас­

ти Q. Кроме того, на границе дП перемещения частиц таковы, что 
они не пересекают границу и все время остаются внутри области 
Q или на ее границе. Это обстоятельство следует трактовать как 
связь, наложенную на перемещения точек системы, а эквивалент­
ное ей поле реакций связи F(r, t) есть поверхностная сила. Воз­
можные перемещения точек на границе дО. удовлетворяют усло­
вию n8R < 0, где п — внешняя нормаль границы. С другой сторо­
ны, используя теорему Остроградского—Гаусса и равенство (1.6), 
получим

Jdiv5Rdx= Jn8Rcfe = 0.
П дП

Следовательно, n5R = 0 на дП. Аналогичным образом доказыва­
ется равенство nv = 0 на границе дП.

0.1.1. Сплошная среда называется идеальной несжимаемой 
жидкостью, если каждая элементарная частица при движении со­
храняет свой объем, при деформациях элементарной частицы не 
совершается работа и поле реакций связей идеально, т.е.

f^8Rd!x+ [F5Rcfo = 0 (1.7)

П дП

на любых возможных перемещениях (1.6) (аксиома идеальных 
связей).

Если на жидкость действует поле внешних массовых сил f(r, /), 
то ее движение удовлетворяет вариационному принципу Д’Алам- 
бера — Лагранжа



для любого поля возможных перемещений 5R(r, t), удовлетворяю­
щего условию (1.6) и условию n6R = 0 на 3Q. Воспользуемся мето­
дом неопределенных множителей Лагранжа и представим соотно­
шение (1.8) в виде

J[(pw - pf)5R - />div5R]fifcc - |F5Rrfo = 0. (1.9)

n an

Здесь связь n5R = 0наЗО заменена силовым полем поверхност­
ных сил, р(г, 0 — неопределенный множитель Лагранжа, называе­
мый давлением. Поле возможных перемещений 5R в (1.9) произ­
вольно. Преобразуем член, содержащий div 6R, по формуле Ост- 
роградского—Гаусса и получим

J(pw - pf + V/?)6Rdx - J(F + pn)8Rdo = 0. (110)
П 8П

Учитывая произвольность поля возможных перемещений, со­
гласно основной лемме вариационного исчисления получим из
(1.10) равенства

w = f--V/>, F = -/>n. ( I l l )
P

Первое уравнение называется уравнением Эйлера и согласно 
(1.2) имеет вид

%  + g v  = f-±V/>, (1.12)
ot от р

а из второго соотношения (1.11) следует, что поле поверхностных 
сил направлено по нормали к поверхности.

Уравнение Эйлера (1.12) совместно с уравнением неразрывности
(1.4) составляют полную систему нелинейных дифференциальных 
уравнений, описывающих движение идеальной несжимаемой жид­
кости в области Q. Система содержит четыре уравнения в частных 
производных относительно неизвестных функций у,, v2, v3, и р, 
где у,, у2, у 3 — проекции вектора скорости v на оси инерциальной 
системы координат. Граничные условия для скорости v(r, t) выра­
жаются равенством vn = 0 на 5Q. Давление р(т, t) и поверхностная 
сила F(r, 0 на dQ определяются с точностью до произвольной по­
стоянной.

В проекциях на оси инерциальной системы координат Ох1х2х3 
уравнение Эйлера (1.12) записывается в виде



Траектория каждой частицы жидкости R = R(/, г0) может быть 
найдена после определения поля скоростей v(r, t) путем решения 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений

^ L  = „,(R,/), / = 1,2,3, R, r0 е Q.
dt

Здесь Rj — проекция вектора R на ось Охп г0 — вектор, харак­
теризующий положение частицы (точки жидкости) в начальный 
момент времени.

Если жидкость находится в состоянии покоя (v = 0) в однород­
ном поле силы тяжести, когда f = -ge3 (е3 — орт вертикали), то из 
уравнения Эйлера Ур = -pge3 определим давление р = р0- pgx}. Здесь 
р0 — произвольная постоянная. Рассмотрим твердое тело, зани­
мающее область D и целиком окруженное жидкостью. Поверх­
ностная сила, действующая на тело, равна F = -ра , где п — нор­
маль поверхности dD. Результирующая сил давления

Р=  |f da = - ^pndo.

dD  dD

Умножим последнее равенство на произвольный вектор а и, 
использовав формулу Остроградского—Гаусса, получим

Ра = J рлп da = - Jdiv(pa) dx =
8D D

= - jV/?a a!x = pge3a volZ).

D

Таким образом, сила P, называемая силой Архимеда, равна 
pge3 vol D. Если вес тела окажется большим силы Архимеда pg vol Д 
то тело начнет погружаться, в противном случае — всплывать.

§ 10.2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ИДЕАЛЬНОЙ 

БАРОТРОПНОЙ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ ИЛИ ГАЗА

0.2.1. Сплошная среда называется идеальной баротроп ной жид­
костью или газом, если удельная потенциальная энергия дефор­
маций зависит только от изменения элементарного объема, т.е.

е = е(0, £ = det
5R
дг

(2.1)

Здесь R(r, t, т) определяется формулой (1.1). Функция (2.1) мо­
жет быть найдена в результате эксперимента по сжатию газа в ци­
линдре. При движении сжимаемого газа изменяется его плотность.
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Движение газа будем описывать в переменных Эйлера. Пусть 
D — произвольная конечная область, в которой изучается движе­
ние газа. Материальные точки, занимавшие в момент времени t 
область D, перемещаются согласно закону (1.1). Если Ро, E,0dx — 
плотность и объем элементарной частицы в момент времени t, а р, 
E,dx — в момент времени /+т, т е [0, т0], то имеет место закон 
сохранения массы р^ = Po£o- Тогда удельная потенциальная энер­
гия деформаций зависит только от плотности газа р(г, t), т.е. 

e = e(PoioP~')-
Поскольку никаких ограничений на перемещения точек систе­

мы нет, то вариационный принцип Д’Аламбера—Лагранжа в пере­
менных Эйлера имеет вид

p(w-f)5R + ||84 dx - jFSRJa = 0 V5R(r,/). (2.2)

’  J  BD

Здесь -де/д^Ы, — работа внутренних упругих сил. Силовые поля 
f(r, t) и F(r, 1) определяют воздействие материальных точек, не 
входящих в систему, занимающую область D, на точки рассматри­
ваемой материальной системы. В предыдущем параграфе была 
определена вариация

5  ̂= 5 det
5R(r, /)

Эг
= divSR.

Обозначим de/di, = -р(г, /) и найдем

J| fsZ,dx= jV/>5Rfl!x- J/m5R<fo.
D q D BD

Тогда (2.2) запишется в форме

j(pw - pf + Vp)5R dx - J(F + />n)5R da = 0
D BD

и далее

w = f - - Vp, F = -pn. (2.3)
P

Соотношения (2.3) суть уравнение Эйлера и динамическое гра­
ничное условие (п — внешняя нормаль к 3D). Уравнение Эйлера 
имеет вид (1.12). Условие де/д£, = -р обычно задают в эквивалент­
ном виде как уравнение состояния среды

Р = Ф(Р). (2.4)
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Например, в случае изотермического движения газа, когда его 
температура Т постоянна во всем объеме газа, уравнение состоя­
ния среды есть уравнение Клапейрона p = RTp, где R — газовая 
постоянная.

Масса элементарной частицы газа p^dx в процессе движения не 
меняется. Отсюда следует, что

д_
дх

p(R(r,/, т), t + x)det
5R(r, t, т)

дг
= 0

т-0

и далее

5РдГ?’ — + Vp(r, r)v(r, t) + p(r, t) divv(r, /) = 0. (2.5)

При вычислении производной использовалось представление 
движения в форме (1.1). Уравнение неразрывности (2.5) предста­
вим в виде

~  + div(pv) = 0. (2.6)

Уравнение Эйлера (2.3), уравнение неразрывности (2.6) и урав­
нение состояния баротропной среды (2.4) составляют полную сис­
тему нелинейных дифференциальных уравнений в частных про­
изводных, описывающую движение идеальной баротропной жид­
кости или газа. Число уравнений (пять) совпадает с числом искомых 
функций У|, и2, у3, р, р. Второе соотношение в (2.3) есть динами­
ческое граничное условие, когда внешняя поверхностная сила F(r, t) 
предполагается заданной. Заметим, что в предыдущем параграфе 
при изучении движения несжимаемой идеальной жидкости сило­
вое поле поверхностных сил F(r, t) на границе дО. рассматривалось 
как неизвестное поле реакций связи, а граничным условием явля­
лась кинематическая связь vn = 0 на dQ. Давление р(г, /), вообще 
говоря, является просто удобной вспомогательной переменной при 
описании движения баротропной идеальной жидкости или газа. 
Его можно исключить из уравнений, имея в виду равенство

= р.

Рассмотрим задачу о малых возмущениях покоящегося баро- 
тропного газа. Полагая поле внешних сил отсутствующим и поле 
скоростей v(r, t) = 0, получим соотношения Vp = 0, dp/dt = 0, р = Ф(р), 
из которых следует р = р0, р = р0, где р0, р0 — постоянные величины. 
Возмущенное движение описывается функциями v(r, t),p = pQ + р',
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р  = Ръ + р'. Имея в виду малость величин v, р', р/, линеаризуем урав­
нения, описывающие движение баротропного газа, и получим

^  - -Podi''”, <27>

Уравнения (2.7) суть линеаризованные уравнения Эйлера, не­
разрывности и состояния баротропного газа. Далее найдем

— v%- = a2vdiw
8t2 Ро dt

или

^  = а2 Дт. (2.8)
dt

Волновое уравнение (2.8) описывает распространение возму­
щений в идеальном баротропном газе. Постоянная а называется 
скоростью звука. Решение гиперболического уравнения с посто­
янными коэффициентами (2.8) может быть найдено методами тео­
рии уравнений в частных производных.

В качестве еще одного примера рассмотрим задачу о равнове­
сии баротропного газа, подчиняющегося уравнению Клапейрона 
p=RTp, при постоянной температуре в однородном поле силы 
тяжести f = -ge3. Пусть газ находится в вертикальном цилиндре, 
площадь основания которого равна единице, а суммарная масса 
газа т. Равновесное состояние газа описывается уравнениями

Vp = -pgei , |^ = 0, р = RTp.

Отсюда получим

у Р = - # е 3

и далее

д
Vlnp = -къъ => lnp = -fcc3 + lnpQ, к = -§=.

KI

Таким образом, плотность р определяется соотношением

P = P o ^ 3-

Постоянную Ро найдем из условия

т  = Jp0e => Ро = тк.
о
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В заключение заметим, что при описании состояния сжимае­
мого газа появляется новое понятие — скалярное поле температу­
ры, изменение которого описывается законами термодинамики. В 
результате задача определения движения сплошной среды оказы­
вается связанной с задачей определения температурного поля. 
Изучение этих вопросов выходит за рамки данного курса механики.

§ 10.3. ИНТЕГРАЛЫ БЕРНУЛЛИ, КОШИ 

И БЕРНУЛЛИ-ЭЙЛЕРА

В ряде случаев при движении идеальной жидкости можно ука­
зать первые интегралы, выражающие законы сохранения тех или 
иных характеристик движения.

Уравнение Эйлера (1.12) представим в форме Громеки—Лемба, 
заметив, что

Проверка тождества (3.1) производится непосредственным вы­
числением его правой и левой частей. Уравнение движения в форме 
Громеки—Лемба принимает вид

0.3.1. Линиями тока называется семейство линий, касатель­
ные к которым совпадают с вектором скорости в рассматривае­
мый момент времени.

Согласно определению линии тока являются решениями диф­
ференциального уравнения

в котором t рассматривается как фиксированный параметр, 3 5 -  

параметр вдоль линии тока. Семейство линий тока зависит от вре­
мени как от параметра.

Если d\/dt = 0, то движение называется установившимся, и всякая 
линия тока является траекторией частиц, ее образующих, поскольку 
в этом случае траектория частицы есть решение уравнения

Заметим, что уравнение состояния баротропной жидкости или 
газа может быть представлено в виде р = Ч'Ср), поскольку, как по­
казывает опыт, плотность есть монотонно возрастающая функция

(3.1)

(3.2)
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давления. Исключение составляет модель несжимаемой жидкос­
ти, когда плотность принимается постоянной.

Т.1. Если движение жидкости установившееся, внешние силы по­
тенциальны, а жидкость баротропна, то имеет место интеграл 
Бернулли вдоль каждой линии тока

'~ * P (p ) ,V ( r ) ,h .  Р (Р )’ \ ц jj- <33>

Здесь V(r) — потенциал силового поля и f(r) = -V V(г), И — посто­
янная для рассматриваемой линии тока.

А Пусть у — линия тока и т = dt/ds — единичный вектор, каса­
тельный к линии тока. Вектор т коллинеарен вектору скорости 
v(r). Умножим правую и левую части уравнения (3.2) скалярно на 
х и найдем

^v (v 2)x-[v х rotv]x = -VKt- VA.

Второй член полученного соотношения равен нулю, а все ос­
тальные члены представляют собой производные по направлению 
т, т.е.

| ( т +Н ' 0'

Отсюда и следует интеграл Бернулли (3.3). Найденный первый 
интеграл выражает закон сохранения энергии элементарной час­
тицы жидкости при ее движении в потенциальном поле. Т

Допустим, что в области D, в которой рассматривается движе­
ние баротропной идеальной жидкости, поле скоростей v(r, t) по­
тенциально, т.е. v = V<p(r, t). Другими словами, движение жидкос­
ти безвихревое (rot v = 0) в области D. Скалярная функция <р(г, /) 
называется потенциалом скорости. Уравнение (3.2) принимает вид

< 3 -4 >

Т.2. Если движение баротропной идеальной жидкости в области 
D безвихревое, а массовые силы потенциальны, то в области D име­
ет место интеграл Коши

+ ̂  + V(,) + P{p).g (l). <3.5)

Здесь У(г) — потенциал массовых сил (f = -V К(г)). Функция Р(р) 
определена в (3.3).
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N' т>0

Л/т=0

Рис. 64 Рис. 65

▲ Уравнение (3.4) представим в виде

Выражение под знаком градиента есть функция, зависящая толь­
ко от времени, и следовательно, справедливо равенство (3.5). ▼

Если дополнительно к условиям теоремы 2 предположить, что 
движение жидкости установившееся, т.е. dy/dt = 0, то интеграл 
Коши (3.5) совпадет с интегралом Бернулли (3-3). Функцию g(t) в 
этом случае следует рассматривать как постоянную во всей облас­
ти движения. Полученный интеграл называется интегралом Бер­
нулли—Эйлера и отличается от интеграла Бернулли тем, что по­
стоянная в правой части не зависит от выбора линии тока.

В качестве примера рассмотрим задачу об истечении несжи­
маемой идеальной жидкости из отверстия малой площади в сосу­
де (рис. 64). Пусть уровень жидкости в сосуде Я, S — площадь 
поверхности цилиндрического сосуда, s — площадь сечения от­
верстия на глубине Я. Давление воздуха (поверхностные силы на 
свободной поверхности жидкости) равно р0. Поле массовых сил 
есть поле силы тяжести f = -ge., ег — орт вертикали. Рассмотрим 
процесс истечения жидкости как безвихревое установившееся те­
чение идеальной несжимаемой жидкости, пренебрегая понижением 
уровня жидкости на изучаемом интервале времени. Эти условия 
будут выполняться с достаточной степенью точности, если S »  s 
и если с момента начала течения прошло некоторое время и тече­
ние приобрело установившийся характер. Обозначим скорость 
понижения уровня жидкости в сосуде через и, а скорость истече­
ния из отверстия — через V Уравнение неразрывности имеет вид 
Sv = 5 К, а интеграл Бернулли—Эйлера представляется в форме
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V P i .
T  + sz + p

(3.6)

Рассмотрим линию тока жидкости, начинающуюся на свобод­
ной поверхности. Интеграл (3.6), вычисленный в точках, принад­
лежащих свободной поверхности и выходному сечению, представ­
ляется в виде равенства

Ро
+  J^L + g H = ±V*+ .

2 р 2 р

Отсюда найдем V2 — v2 = 2gH или с учетом условия Su = sV 

у 2_ 2ЯЯ  

1 - ( ^ ) 2

Если пренебречь отношением s/S «  1, то получим формулу 
Торричелли У2= 2gH, определяющую скорость истечения жидкости 
из малого отверстия в сосуде.

§ 10.4. ВИХРЕВЫЕ ДВИЖЕНИЯ ИДЕАЛЬНОЙ 
БАРОТРОПНОЙ ЖИДКОСТИ. ТЕОРЕМА ТОМСОНА 
И ЕЕ СЛЕДСТВИЯ

Рассмотрим совокупность материальных точек (элементарную 
частицу), занимающих в момент времени t шар малого радиуса с 
центром в точке, радиус-вектор которой равен г. Если через dr 
обозначить вектор из центра шара к какой-либо его точке, то поле 
скоростей в элементарной частице равно

v(r + dr, 0  = v(r, + dr +...
дг

Членами второго порядка малости относительно dr пренебре­
жем, а оператор д\/дг представим в виде

% - с * А- с 4
ду
дг -ш дч__( 5v ̂ 5 

дг 1дг)

Оператор С симметричен, а оператор А кососимметричен и со­
ответствует операции векторного умножения: Adr = ш х dr, а> = 
= 1/2 rot v. Симметрический оператор С определяет поле скоростей 
деформаций элементарной частицы, а оператор А — ее вращение 
как твердого тела. Поле скоростей точек элементарной частицы
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представляется суммой переносной скорости центра элементарной 
частицы, поля скоростей деформаций и поля скоростей вращения 
элементарной частицы как твердого тела, т.е. v(r + dr, t) » v(r, t) + 
+ Cdr + со x dr.

0.4.1. Вектор П = rot v называется вихрем скорости.
Рассмотрим «жидкую» материальную линию L, состоящую из 

одних и тех же материальных точек. Для материальной линии спра­
ведлива параметризация (рис. 65)

R(s, t, т) = r(s) + v(r(s), /)т + ... , 0 < s < s0, 0 < т < т0. (4.1)

Вычислим интеграл

r [L]= Jv(r(s),/)a(M)*, a = g ,  (4.2)

о

где a(s, 0 — единичный вектор, касательный к линии L, a s — 

натуральный параметр.
0.4.2. Интеграл (4.2) называется циркуляцией скорости вдоль 

кривой L.
Если L — замкнутый контур, то Г[£] — циркуляция вдоль кон­

тура L.
JI. (Томсон). Производная по времени циркуляции скорости вдоль 

материальной жидкой линии вычисляется по формуле

f t }*(Ф)> ')а(5’ '')*= I v2(^) " \у2(м ) +
о (4.3)

So

+ Jw(r(s), r)a(s,f)<fe.

о

▲ Производная по времени в (4.3) равна

Отсюда и следует равенство (4.3), если учесть выражение для 

ускорения (1.2). ▼
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С.1. Если жидкий материальный контур L замкнут, то тонка М 
совпадает с точкой N и

d_
dt (4.4)

l  L

C.2. Если на замкнутый контур L натянуть гладкую поверхность
I , то по формуле Стокса

Здесь п — нормаль к поверхности Е, из конца которой обход 
контура L происходит против часовой стрелки. Согласно равенст­
ву (4.4)

Т (Томсон). Если массовые силы потенциальны, а идеальная жид­
кость баротропна, то циркуляция по любому жидкому материально­
му контуру остается постоянной во все время движения.

▲ Уравнение Эйлера (2,3), описывающее движение жидкости в 
этом случае, имеет вид

и согласно формуле (4.4) циркуляция скорости по замкнутому кон­
туру L постоянна. ▼

С. (Лагранж). Edui в начальный момент времени поле скоростей 
идеальной баротропной жидкости, движущейся в потенциальном поле, 
было безвихревым (rot v = 0), то вихрь скорости будет равен нулю во 
все время движения.

▲ По теореме Томсона и следствию 2

|пп^/о = 0

во все время движения для любой гладкой поверхности I , поскольку 
вихрь скорости С1 в 0 в начальный момент времени. Учитывая про­
извольность поверхности I , приходим к выводу, что П = 0 в рас­
сматриваемой области движения во все моменты времени. Т

!>va<& = ф rotvn da = j>Qn do.

L z z

w = -VK-V/>, />(,)= p = * ( ,) .

Далее

^wads = - V + VP)ads = - + P)ds = 0
L L L

z
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Теорема Томсона и ее следствие позволяют выделить важный 
класс потенциальных течений идеальной баротропной жидкости, 
когда поле скоростей v(r, t) ищется в виде Vcp(r, t), где <p(r, t) — 
скалярное поле — потенциал скоростей. Особенно эффективным 
оказывается этот подход при исследовании плоских движений иде­
альной несжимаемой жидкости, так как в этом случае применим 
аппарат теории функций комплексного переменного и конформ­
ных отображений.

§ 10.5. ВИХРЕВЫЕ ЛИНИИ И ТРУБКИ. 

ТЕОРЕМЫ ГЕЛЬМГОЛЬЦА

0.5.1. Линия, касательная к которой совпадает с вектором вих­
ря, называется вихревой линией.

Семейство вихревых линий является общим решением диффе­
ренциального уравнения

^ Г  = п(г(4 ') ’ a  = rotv-

0.5.2. Совокупность вихревых линий, проходящих через зам­
кнутый контур, никакая часть которого не является вихревой ли­
нией, называется вихревой трубкой.

0.5.3. Циркуляция скорости вдоль контура, охватывающего 
вихревую трубку, называется интенсивностью вихревой трубки.

Покажем, что определение 5.3 корректно, т.е. не зависит от 
выбора контура, охватывающего вихревую трубку. Пусть £ — вих­
ревая трубка и L, L' — два контура, охватывающие трубку I  (рис. 
66). Если MN — вихревая линия, по которой проведен разрез трубки
I , то контур MNL'N'M'L ограничивает поверхность I . По теореме 
Стокса имеем

J rotvn da = Jvds + (£vds + Jvrfs - <j)vds.

I  MN L' N 'M ' L

Здесь ds — элементарный вектор, касательный к соответствую­
щей кривой. Вихрь скорости принадлежит касательной плоскости 
к вихревой трубке I , ап -  нормаль к Е. Значит, скалярное произ­
ведение rot vn = 0. Циркуляции по кривым MN и N'M' равны и 
противоположны по знаку, так как интегрирование ведется вдоль 
одной и той же кривой, но в противоположных направлениях. 
Отсюда следует, что

|>vds =

L L'



Рис. 66 Рис. 67 Рис. 68

Т.1 (Гельмгольц). При движении идеальной баротропной жид­
кости в потенциальном поле сил частицы жидкости, образующие 
вихревую линию в начальный момент времени, образуют вихревые 
линии во все последующие моменты времени.

▲ Пусть L вихревая линия, а Е, и Е2 — Две поверхности, цели­
ком состоящие из вихревых линий, и L = I ,  П Е2 (Рис- 67). Вектор 
вихря Q принадлежит касательной плоскости в каждой точке по­
верхностей Е], Е2 и ортогонален к соответствующим нормалям: 
Q п = 0 на Е, и Е2. При движении поверхности Е, и Е2 переходят в 
поверхности gTE, и #'Е2, где gT — однопараметрическая непрерыв­
ная группа преобразований

gTr = r + v(r, f)T + . . . ,T€ [О, т0].

Произвольный замкнутый контур С на Е, или Е2 преобразуется 
в контур g'C и по теореме Томсона

|ivds =

С g'C

С другой стороны, по теореме Стокса 

= J rotvnrfo = О,

где D — часть поверхности Ej или Е2, офаниченная контуром С. 
Равенство нулю последнего интефала следует из того, что Q п = О 
на Е, и Е2. Тогда

g'C g'D

и. поскольку контур С произволен (соответственно произвольны 
области D и g'D), то Qn = 0 на £ТЕ, и gxЕ2. Другими словами, по­
верхности, образованные вихревыми линиями, переходят в поверх­
ности, также образованные вихревыми линиями. Отсюда следует, 
что пересечение поверхностей П g'E2 есть вихревая линия

с D
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(вектор rot v в точке, принадлежащей пересечению, принадлежит 
двум касательным плоскостям, а значит, он касается линии пере­
сечения). ▼

Т.2 (Гельмгольц). При движении идеальной баротропной жид­
кости в потенциальном поле сил интенсивность любой вихревой трубки 
остается постоянной.

▲ Согласно первой теореме Гельмгольца вихревая трубка Е при 
движении жидкости переходит в вихревую трубку gT2, а контур L, 
охватывающий I, переходит в контур g'L (рис. 68). По теореме 
Томсона

l g'i-

что и означает сохранение интенсивности вихревой трубки. ▼
Вихревые движения воздуха в атмосфере Земли и воды в океа­

нах существенным образом влияют на погоду и климатические 
условия в тех или иных районах Земли. Модель идеальной баро­
тропной жидкости не годится для описания движения воздуха в 
атмосфере Земли и воды в океанах на больших временных интер­
валах. В частности, при движении воздуха условие баротропности 
заменяется уравнением состояния, содержащим температуру, и 
уравнения движения дополняются уравнением, описывающим из­
менение температурного поля. При движении воды в океанах на 
больших интервалах времени существенным оказывается вязкое 
трение. Эти обстоятельства влияют на рождение, развитие и дис­
сипацию вихревых движений (циклонов) в атмосфере и океанах 
Земли.

§ 10.6. ДИССИПАЦИЯ ЭНЕРГИИ ПРИ ДВИЖЕНИИ 

ЖИДКОСТИ. УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ-СТОКСА

Простейшая модель диссипативных сил была рассмотрена в 
теории малых колебаний (см. гл. 7), когда соответствующие обоб­
щенные силы порождаются квадратичной диссипативной функ­
цией Релея. Аналогичная модель рассеяния энергии, хорошо со­
гласующаяся с экспериментом, может быть построена в случае 
движения баротропной жидкости.

Изменение расстояний между точками элементарной частицы 
определяется тензором скоростей деформаций (см. § 10.4)



В частности, ((*/R)‘, dr) = (Cdr, dr), поскольку R = г + v(r, t)x + .... 
(dR)' = ds/drdr, а точка означает дифференцирование по т и под­
становку т = 0. Квадратичный по скоростям диссипативный функ­
ционал, описывающий рассеяние энергии в однородной изотроп­
ной вязкой жидкости, должен зависеть от инвариантов тензора 
скоростей деформаций (6.1), так как он обязан сохранять свое зна­
чение при замене исходной системы координат на систему с другой 
ориентацией. Инварианты тензора скоростей деформации равны

Квадратичный диссипативный функционал зададим в виде

Здесь к\, к2 — постоянные, характеризующие вязкость жидкос­
ти, П — область, в которой рассматривается движение вязкой жид­
кости. Симметричный тензор скоростей деформаций С можно пу­
тем замены системы координат привести к диагональному виду 
diag{ch с2, с3}. Подынтегральное выражение в (6.2) примет в этом 
случае вид к\(сх + с2 + съ)2 + к2(схс2 + С|С3 + с2с}). Из условия положи­
тельной определенности последнего выражения по переменным 
с,, с2, с3 вытекают неравенства к, > 0, 0<-к2кх~' <3. Функционал
(6.2) представим в форме

где ц называются коэффициентами вязкости и связаны с посто­
янными ку, к2 равенствами Х = 2кх + к2, 2ц = -к2. Заметим, что функ­
ционалы (6.2) и (6.3) аналогичны квадратичным функционалам 
потенциальной энергии в теории упругости малых деформаций 
(см. § 9.2). Работа диссипативных сил на возможных перемещени­
ях представляется вариацией

з
I с = 1 с ,  = divv,

/=1
3

IIIc =det||cJ.

(6.2)
Q

(6.3)

bAd = ~(vZ)[v],5R) =

= - J  ХИу«Иу8Н + ц £
гл l>j-1

(6.4)



Если в выражении (6.4) вектор возможных перемещений 5R 
заменить на вектор действительных перемещений dR = \dt, то с 
учетом квадратичности функционала (6.3) получим

dAd = —(VZ>[v], v)dt= -2D[\]dt.

Следовательно, вязкие силы рассеивают в единицу времени 
мощность — 2 Z)[v],

Вариацию (6.4) добавим в левую часть принципа Д’Аламбера— 
Лагранжа (2.2) и получим

J{[p(w - f) + V/>]5R -8Ad}dx- J(F + pn)5Rda = 0.

n an

(6.5)

Вариацию (6.4) преобразуем с использованием формулы Ост­
роградского—Гаусса (преобразования аналогичны произведенным 
в § 9.3). Имеем

5А„

п

3 D
div(XdivvSR) - XVdivvSR + 2ц  Су — —

/, > i dxi
dx =

= - j\di^divvn5Rdb +

ЭП

jj\ dxj \ы\
*Vdivv5R-2n£—- [t.CgSR, + 2 ц £  ^ T 5Ri

n

= j|(A. + n)Vdivv + nAv]5Rfl!x -

3 dCa
dx = (6.6)

-JI
an

A.divvn5R + 2ц ]Г Суу jbR,
/,7=1

da.

Здесь У), y2, Уз — компоненты внешней нормали п к поверхнос­
ти д&. При преобразованиях в (6.4) учитывалось равенство

= At;, + ^-divv. 
' дх,

Вариационный принцип (6.5) с учетом равенства (6.6) прини­
мает вид

J[pw - pf + Vp - (к + ^Vdivv - hAv]SR dx - 

- j(F + pa- Xdivvn -^Qi)5R<&t = 0.
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Поскольку вариация 8R произвольна, то из (6.7) согласно ос­
новной лемме вариационного исчисления получим уравнения 
Навье—Стокса

8у  д \
ЭГ+ЭГ¥~

(6.8)
= f - — Vp + ——  Vdivv + — Av 

Р Р Р

и граничные условия

F = -pn + Xdiv vn + 2цОш, (6.9)

если вариация 5R на поверхности Ш  также произвольна (сво­
бодная поверхность). Если вязкая жидкость движется внутри 
фиксированной области П, то на ее границе ЭП принимаются 
обычно граничные условия: v(r, /) = 0 на дП и соответственно 8R = О 
на 8С1.

Правая часть равенства (6.9) представима в виде Ра, где Р= 
= || ру || — симметричный тензор напряжений с компонентами

Ра = -Р + d̂>v v + ' = !. 2, 3;

f  dv, d v j )
i, j  = 1,2,3, i * j .

Для несжимаемой жидкости div v = 0, плотность p постоянна, a 
уравнения Навье—Стокса принимают вид

^  + | %  = f--V p + vAv, (6.10)
at от р

где v = цр~' — кинематический коэффициент вязкости. Отметим, 
что свойство вязкости несжимаемой жидкости характеризуется 
одним параметром.

Уравнения Навье—Стокса (6.8) совместно с уравнением состо­
яния р = Ф(р) и уравнением неразрывности

dt

образуют полную систему нелинейных дифференциальных урав­
нений в частных производных, описывающую движение баротроп­
ной вязкой жидкости. Точное интегрирование этих уравнений уда­
ется лишь в редких случаях.
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П. В качестве примера рассмотрим установившееся движение 
вязкой несжимаемой жидкости по наклонной плоскости в поле 
силы тяжести (рис. 69). Пусть толщина слоя жидкости равна И. а 
скорость v = v(y)i, где i — орт оси 
Ох. Легко проверить, что урав­
нение неразрывности div v = 0 
справедливо для выбранного 
поля скоростей, а уравнения 
Навье—Стокса (6.10) в проек­
циях на оси Ох и Оу принима­
ют вид

V——у* + gsina = 0,
дУ (6.11)

i - ^  + gcosa = 0.
р ду

Рис. 69

Вследствие стационарности 
движения давление р = р(у)• На свободной поверхности при у=И 
давление атмосферного воздуха постоянно и равно р0. Из второго 
уравнения (6.11) находим

P = Po + Pg cos a(/j - у),

так как при у= И давление должно совпадать с р0. Это следует из 
граничных условий (6.9), которые принимают вид

- Ро\ = - P{h)'i + 2цС j, ^ = pv, j = n.

0
dv(h)

ду
0

2С =
dv(h)

ду
0 0

0 0 0

Отсюда получаем p(h) =р0 и dv(h)/dy = 0. Первое уравнение сис­
темы (6.11) имеет решение

sina hy-

удовлетворяющее условию ди(И)/ду = 0.
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Вычислим количество жидкости, протекающей через сечение, 
ортогональное оси Ох и имеющее по оси Oz единичный размер. 
Имеем

Найденное решение задачи описывает ламинарное течение 
жидкости и реализуется экспериментально при малых значениях 
безразмерного параметра R = v0h\~] (число Рейнольдса), где v0 = 
= Qh~' — среднее значение скорости жидкости. Эксперименталь­
ная реализация найденного решения свидетельствует об его ус­
тойчивости. При увеличении числа Рейнольдса ламинарное тече­
ние становится неустойчивым, и движение жидкости приобретает 
турбулентный характер, когда траектории отдельных частиц име­
ют сложный хаотический характер. Математическая теория турбу­
лентных движений выходит за рамки данного курса теоретичес­
кой механики.

и
gh3 sina 

3^
о
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