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КИРИШ 

Ушбу дарслик педагогика УНИБерситетлари учун к,абул 
к,илинган Ба Олий Ба урта махсус таълим вазирлиги 

томонидан таСДИI91анган дастур асосида ёзилди. 
ДаРСЛИlЩа )(ак;и:к;и:й функциялар назариясининг улчомарга 

доир к,исми )(амда Функционал анализнинг метрик фазолар 

булими иложи борича содца тилда баён к;и:линди. Асосий эьтибор 

талаба(бакалаБР )ларнинг берилаётган янги тушунчалар 

маъносини яхширок, тушунишларИI'а к,аратилди. Айрим хосса 

ва тасдик., теоремаларнинг мураккаб исботи келтирилмади. 

Уйлаймизки, к;и:зик,увчан талаба, керак булганда узи учун зарур 
булган, ушбу китобда берилмзй к,олган маълумотларни топади 

ва билимини ошириб боради. Дарслик охирида бу со)(ага доир 

барча му)(Им китоблар рУйхати келтирилган. 

Улчов тушунчаси туплам функцияси )(ак,ида маълумот 
бериш билан бошланади Ба ТУFРИ чизик,даги улчов, 

текисликдаги улчов к,андай берилиши кераклиги 

тушунтирилиб, сунгра умумий )(олдаги - абстракт улчов 

тушунчаси берилади. 

Бизнинг бундай йул тутишимиздан мак,сад умумий 

к,онуниятни ТУFРИ ИЛFаб олишга ёрдам бериш холос. 

МаСi1лан, кесманиНl улчови сифатида унинг узунлигини 
олиш шарт эмас. Кесмага к,андайдир уеулда, бирор к,оида 

билан мусбат сон мое к.УЮБЧИ муноеабат, функция берилса 

булди, фак,ат бу муноеабатга кУра, умумий нук,таси булмаган 

икки кесмага мос сон )(ар бир кеемага мос сонлар 

ЙИFиндисига тенг булишини талаб к,илиш етарли. 

Бу хосса нафак,ат кесмалар, балки ихтиёрий табиатли 

тупламлар учун улчов тушунчасини умумлаштиришга хизмат 

к,илади. 

Узлуксиз функциялар учун ёки узилиш нук,талари «жуда 

куп» булмаган функциялар учун Риман интегралини 

х.исоблаш математик анализ курсидан маълум. Кейинчалик 

Риман интеграли баъзи бир функциялар синфи учун мавжуд 
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эмаелиги, яъни бу интеграл ёрдамида айрим функцияларни 

интеграллаб булмаелиги аНИIqraнгач, янада кенгрок; интеграл 
-Лебег интегралини киритиш зарурияти ТУFИЛДИ. Маеалан, 
Дирихле функцияеининг Риман интеграли мавжуд эмаслигини 
биламиз. Бу каби миеолларни истаганча келтириш мумкин. 

Курамизки, Риман интеграли тушунчаеини математикада 
к)'плаб ишлатиладиган мух,им функцияларга татбик; к;илиб 
булмаЙди. Шу еабабли Риман интеграл и тушунчаеини 
кенгайтириш маеалаеи тyFилади. 

Бу маеала билан кУп математиклар ШУFYлланиб, Риман 
интегралининг турли умумлаштиришларини топишган. 

Буларнинг ичида энг мухими Лебег томонидан киритилган 
интеграл тушунчаеидир. 

Лебег интеграл и к;уришнинг аеосий FOяеи шундаки, унда 
функция берилган (а,Ь] еегментни булакларга булаётганда, 
функция к,ийматлари х,иеобга олинади. Бу юя бирйула Риман 
интеграли мавжуд булган функциялар синфидан кенгрок; 

функциялар еинфи учун интеграл тушунчаеини аник,лашга 
имкон беради. 

Риман ва Лебег FOяларини бошк;ача яна куйидагича хам 
солиштириш мумкин: 

Айтайлик, к;ийматлари хар хил булган К;ОFOз пуллардан 

бир к;оп бор. Бу пулларнинг умумий ми~орини к;андай к;илиб 
топган маък;ул? Икки каееирдан бири пулларни бир четдан 

олади ва ми~орларини к;Ушиб боради. Иккинчиеи эеа аввал 
пулларнинг микдорига к;араб ажратиб чик;ади: маеалан, 10 
е)'мликларни бир тУп, 50 е)iмликларни бир ТУП ва хоказо. 
Кейин хар бир тУпни алох,ида еанаб к.Ушиб чик;ади. 

Мана шу каееирлардан биринчиси, ифодали к;илиб 
айтганда «РимаН», иккинчиеи «Лебег» булади. Юзаки 

к;араганда бу икки уеулда хиеоблашларнинг бир-биридан 
уетунлиги еезилмаеа-да, ушбу дареликда биз Лебег 

уеулининг катта имкониятларга эга эканлигини кУрамиз. 

Маълумки, функция ТУFPи чизикда, яъни сонлар ук;ида 
аник,ланган булеа, унинг аник,ланиш еохасини бир нечта 
булакларга булиш ёрдамида Риман интеграли курилади. 
Аммо функция ТУFPи чизи~а эмае, балки бирор улчовли, 
яъни улчов киритилган тупламда аНИК1Iaнган булеа, бу 
тупламни оралик;ларга булиш деган тушунчанинг узи 
маънога эга эмае. Шунинг учун функциянинг к;ийматларидан 

фойдаланиб интеграл к;уриш маъкул. 
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Як,инлашиш тушунчаси математик анализнинг энг асосий 

тушунчаларидан бири х,исобланади. Икки соннинг бир-бирига 

як,инлиги улар айирмаси модулининг нолга як,инлиги билан 

аНИIqIаниши талабага мактаб математика курсидан мамум. 

Худди шунингдек, икки сонли функциянинг бир-бирига 

як,инлиги, уларнинг бир хил нук,тадаги к,ийматлари 

айирмаси модулининг аргумент буйича максимуми нолга 

як,инлиги билан аНИIqIаниши мумкин. 

Энди икки вектор, икки матрица ёки икки 
акслантиришнинг бир-бирига як,инлиги к,андай аНИIqIанади, 

деган саволга жавоб дарров топила крлмаЙди. 

Шунинг учун ихтиёрий табиатли тупламлар элементлари 

орасида як,инлашиш тушунчасини аник,лашда ёрдам 
берадиган масофа тушунчасини киритиш масаласига 

китобда кенг урин берилган. Масофа тушунчаси киритилган 

туплам метрик фазо деб аталади. Дарсликда метрик 

фазоларга доир деярли барча мамумотлар уз аксини топган. 

Математика к,улланиладиган барча сох,алардаги объектлар 

ичида кYnpoк, учрайдиганлари, асосан метрик фазодан иборат 

БУлади. Шу сабабли, унда к,иск,артириб акслантириш принципи 

ва унинг к,улланилиш сох.асига доир хулоса ва таСДИIqIар мисол 

ва масалалар ёрдамида кенгрок, тушунтирилган. 

Дарслик охирида интегралланувчи ва квадрати билан 

интегралланувчи функциялар синфи метрик фазо булиши 

кУрсатилган. 

Ушбу китобни ёзишда узининг к,имматли маслах.атларини 
аямаган профессор Р. н .FанихУжаевга, доцентлар 

М.Мадиримов ва У.Тошметовга уз миннатдорчилигимизни 
билдирамиз. 



1 БОБ. ТУПЛАМНИНГ к.УВВАТИ 

1-§. ТУпламнинг IQ'Ввати тушунчаси 

1. Чекснз 1jпламлар. 
Одатда, чекли ва чексиз тупламларни бир-биридан фарк. 

к.иладилар. Элементларининг сони чекли булган туплам 

чек:лu туплам деЙилади. Математикада купинча чек:сuз 

туnламлар билан иш кУришга ТУFPи келади. Умуман, чексиз 
туплам дейилганда шундай тупламни кузда тутиш керакки, 

бу тупламдан битта, иккита ва х.оказо элементларни олганда 

хам, унда яна к)'плаб элементлар к.олаверади. Масалан, барча 

натурал сонлар туплами, ТУFPи чизикдаги нук;талар тУплами, 

хамма кУп)\адлар туплами чексиз тупламларга мисол БУлади. 
Тупламлар назариясининг яратилишига сабаб булган илк 

муаммо к.уЙидагидан иборат эди: «чексиз тупламларни 

улардаги бор элементлар мик.цори буйича фаРIQIаш мумкинми, 

агар мумкин булса, уларни к.андаЙ фарIQIаймиз?» Бу савол 

к.адимдан файласуфлар ва математикларни к.изик;гириб келган. 

Бир томондан, чексиз тупламларнинг )\ар бири чексиз 

элементлардан таш кил топганлиги туфайли улардаги 

элементлар бир хилда «куп», деб хисоблаш равшандек 

К-Уринади. Иккинчи томондан, масалан, туб сонлар туплами 

натурал сонлар тупламининг к.исми булганлиги туфайли, 

чексиз куп элементлардан таш кил топган булса )\ам, туб 

сонлар натурал сонларга к.араганда камдек туюлади. 

Бундай муло)\азалар ва к.арама-к.аршиликлар чексиз 
тупламлар учун «элементлари кУп», «элементлари сони тенг» 

ва шунга Ухшаш фикрлар нимани англатишига аник. таъриф 
берилмаганлиги сабабли хосил булади. 

r.KaHTop биектив акслантириш тушунчасидан фоЙдаланиб, 
чексиз тУпламларни солиштириш мумкинлигини аНИIQIади. 

2. Тулламлар орасндаги акслантирнш. 
l-таьрuф. Агар А тупламнинг )\ар бир а элементига бирор 

f к.оида буйича В тупламнинг аник. битта, Ь элементи мое 



i\Yйилган булса, у х,олда А туплам В тупламга аксланmиРWlган 
дейилади ва [:A~ В кУРинишда ёзилади. Берилган fк.оида эеа 
аксланmириш деЙилади. 

Шунингдек, Ь элемент а элементнинг f акслантиришдаги 
образи (акси) дейилади ва [(а) каби ёзилади. 

Аraр А,сА булеа, у х,олда А, к,исм т:Уплам элементларининг 
образлари тУпламини [(А,) орк,али белгилаймиз: 

f(A)={f(x)1 xEAJ 
Айтайлик, [:A~B акслантириш, Ь эса В тупламнинг 

ихтиёрий элементи булеин. А тупламнинг Ь элементга 
аксланувчи барча элементларидан иборат к,иеми Ь элементнинг 
nрообрази (асли) дейилади ва ['(ь) каби ёзилади. 

Araр В,сВ булеа, у х,олда В, к,ием т:Уnлам элементларининг 
прообразлари тулламини ['(В

1
) билан белгилаймиз: 

[-'(В,)={ х [(х) Е В,}. 
Масалан, А= В= R, яъни А х,ам, В х,ам R х,ак,ик,и:й сонлар 

тулламидан иборат, f:A~B акслантириш f(x)=sinx формула билан 
берилган булеин. У х,олда ь=о сонининг прообрази a=k1t (kEZ) 
кУРинишдаги сонлардан иборат булади: ['(О)={ k1t I kEZ}. 

2-mаьриф. Агар [:A~B акелантириш учун [(А)=В, яъни 
А тУплам В т:Уnламнинг устига акслантирилган булеа, у х,олда 
f сюрьекmив аксланmириш (сюрьекция) деЙилади. 

З-mаьриф. Агар [:A~B акелантириш учун x,:;t~ дан 
f(xJ;t{(x2) келиб чик,еа, f mескариланувчи ёки иньекmив 
аксланmириш (иньекция) деЙилади. 

4-mаьриф. Агар [:A~B акслантириш х.ам инъектив, х,ам 
еюръектив акслантириш булса, у х.олда f биекmив ёки узаро 
бир ~иймаmли аксланmириш деЙилади. 

Баъзида бундай акелантириш А ва В тупламлар ораеидаги 
узаро бир к,ийматли моелик деб х.ам аЙтилади. 

5-mаьриф. Araр: 
а) х,ар бир аЕА элементга битта ва фак,ат битта ЬЕ В 

элемент мое келеа; 

б) х,ар бир ЬЕ В элемент битта ва фак,ат битта аЕА 
элементга мое келеа, у х,олда А ва В тупламлар орасидаги 

моелик узаро бир ~иймаmли маслик деЙилади. 
Куйидаги таедик,ларнинг уринли эканлигини куриш 

к,ийин эмае: 

1(). Айний акелантириш I:A~A биектив БУлади. 
20. Агар [:A~B биектив акелантириш булса, у х.олда 

теекари акслантириш [-':B~A мавжуд ва у х.ам биектив 

акелантириш БУлади. 
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ЗО. Агар [:A~B ва g:B~C биектив акслантиришлар булса, 

у "олда уларнинг композицияси g/:A~C "ам биектив 
акслантириш БУлади. 

3. Теиr к;увваТJIИ 1jwIaм.лар. 'fYп.лaмнииr к;увва1И тушунчаси. 
б-таориф. Агар А ва В ryпламларнинг бирини иккинчисига 

биектив акслантириш мумкин булса, улар тенг ~увваm.ли 

тупламлар дейилади ва А - В куринишда ёзилади. 

БОШJ<aча айтганда, агар А ва В тулламлар орасида узаро 

бир I<ийматли мослик урнатиш мумкин булса, у "олда бу 

тупламлар тенг I<Yвватли тупламлар деЙилади. 

7-таьриф. Бирор F тупламнинг элементлари орасида 
берилган I<андайдир «-» муносабат: 

1) рефлексивлик: а-а, ихтиёрий элемент узи билан шу 
муносабатда; 

2) симметриклик: а-Ь булса, у "олда Ь-а; 
З) транзитивлик: а-Ь ва Ь-с булса, у "олда а-с 

каби шартларни I<аноатлантирса, F тупламда эквивалентлик 
муносабати берилган деЙилади. 

l-теорема. Тупламлар орасидаги тенг ~увватлилик 

муносабати эквиваленm.лик муносабати БУлади. 

Исботи. ЮI<оридаги 1 0 -ЗО таСДИI<лардан I<уйидаги 

хоссаларнинг уринлилиги келиб ЧИI<ади: 

1) А - А; 

2) Агар А - В булса, у "олда В - А; 

З) Агар А - В ва В - С булса, у "олда А-С. 
Бу эса тенг I<Yвватлилик муносабати рефлексивлик, 

симметриклик ва транзитивлик хоссаларига эга, яъни 

эквивалентлик муносабати эканлигини кУрсатади. Теорема 

исбот БУлди. 

Келгусида тенг I<увватли тупламлар эквивалент 

тупламлар деб "ам юритилади. 

Мисоллар. 1. А- барча натурал сонлар туплами, В-барча 

мусбат жуфт натурал сонлар туплами булеин. Бу тупламлар 

орасида биектив акслантиришни I<уйидагича урнатиш 

т 
мумкин: [:п~2п, f -I:m~ - . 

2 
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2. А- барча натурал сонлар туплами, В- барча бугун сонлар 

туплами БУлсин. Ушбу f(x)=(-l)Х [%] (буерда, ХЕА,[%] эса % 

нинг бугун к,исми) акслантириш бу тУпламлар орасида узаро 

бир к,ийматли мослик урнатади. Масалан, 1 ~O, 2~ 1, 3~-1, 
4~2, ... 

3. Ихтиёрий [а;Ь] кесманинг нук;rаларидан иборат туплам 
ихтиёрий бошк,а бир [c;d] кесманинг нук;rаларидан иборат 
тупламга тенг к,увватли булади. Узаро бир к,ийматли 

d-c 
мосликни ~йидагича урнатиш мумкин: У =-Ь-(Х -а)+с. 

-а 

Агар А ва В элементлари сони чекли булган тупламлар 

булса, у х,олда уларнинг эквивалентлиги элементларининг 

сони тенглиги билан бир хил БУлади. 

Чексиз тупламларнинг барчаси узаро эквивалент, яъни 

тенг к,увватли эмасми, деган савол ТУFилади. Бундай 
эмаслигини кУрсатамиз. 

2-теорема. Натурал сонлар mуnламu N ва Jt;а~u~uй сонлар 
mуnламu R mенг ~увваmлu mуnламлар эмас. 

Исботи. Фараз к,илайлик, N ва R тенг ~вватли ва N ни 
R га акслантирувчи fбиектив акслантириш мавжуд БУлсин. 
R да Ll=[O; 1] кесмани олиб, уни тенг уч кесмага ажратамиз. 
1 нин г образи шу кесмаларнинг камида бирига тегишли 
эмас. Бу кесмани Ll\ билан белгилаЙмиз. Ll\ кесмани тенг уч 
кесмага ажратамиз ва 2 нинг образи тегишли булмаган Ll

2 
кесмани танлаб оламиз. 

Бу жараённи чексиз давом эттириб, {Ll
n

} кесмалар кетма­

кетлигига эга буламиз. Бу кетма-кетлик учун ~йидаги 

хоссалар уринли: 

1) Ll\::JLl
2
::J ... ::JLlv::J ... ; 

2) f(n)~Lln (nEN) 

ва Lln кесманинг узунлиги з1" тенг булиб, п~оо да О га 

интилади. Ичма-ич жойлашган сегментлар принципига кУра, 
бу кесмаларнинг барчасига тегишли булган ягона с Hyк;ra 

мавжуд. Аммо CELln ва f(n)~Lln булганлиги туфайли, х,еч бир 
n натурал сон ушбу с нинг прообрази була олмаЙди. 
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Демак, fбиектив акслантириш эмас. Бу эса фаразимизга 
зид, яъни N ва R тупламлар орасида узаро бир ~ийматли 
акслантириш урнатиш мумкин эмас. Теорема исбот БУлди. 

Шундай ~илиб, чексиз тупламларнинг хаммаси хам тенг 
~вватли эмаслигига ишонч хосил ~илдик. 

8-mаьрuф. Берилган А тУпламга тенг ~вватли (эквивалент) 

булган тУпламлар синфи А билан белгиланади ва А ни А 
тупламнинг 1<;уввати ёки кардинал сони деб аталади. 

Чекли тупламнинг ~ввати (кардинал сони) сифатида 
бу туплам элементларининг сони олинади. 

Саволлар ва мamI\Лар 

1. Чекли ва чексиз тупламларга мисоллар келтиринг. 
2. Эквивалент тупламларни таърифланг, мисолларда 

тушунтиринг. 

3. Тупламнинг ~ввати деганда нима тушунилади? 
4. I<.yЙидаги маШIqIарда f нинг А ни В га Утказувчи 

акслантириш эканлигини кУРсатинг. )(ар бир акслантириш учун 
унинг сюръекция, инъекция ёки биекция эканлигини аНИIqraнг. 

4.1. А-математикадаги атамалар, В-узбек тили алфавити 
булсин, f:A~B акслантириш хар бир атамага у бошланадиган 
х.арфни мос ~яди. 

4.2. А=В - ха~и~й сонлар туплами; f:A~B акслантириш 
а) f(x)=sinx; Ь) f(x)=x3-3x; с) f(x)=3'; d) f(x)=x.\ формула 

билан аНИIQ1анади. 

4.3. А-текисликдаги барча мунтазам учбурчаклар тУплами, 
В-текисликдаги барча айланалар ryплами; f:A~B акслантириш 
х.ар бир учбурчакка унга ички чизилган айланани мос ~яди. 

4.4. А={(х,у): О<Х<I, О<у<I} текисликдаги квадрат нук:галари 
туплами, В - (0;1) интервал нук;галари; f:A~B акслантириш 
к.уЙидагича аник.ланади: хар бир М ЕА нук.танинг 
координаталари х=О,а jарз ... , y=O'/3j/\/\ ... чексиз унли каср 
кУринишида ёзилади ва МЕА нук:гага Z=О,аj/3jа~/3рз/3з ... ЕВ мос 
к;УЙилади. 

5. Куйидаги машк,ларда берилган тупламларнинг бирини 
иккинчисига биектив акслантиринг: 

5.1. (О; 1) интервал ва (O;cx:J) нур. 
5.2. (0;00) нур ва туrри чизи~. 
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5.3. Ихтиёрий айлана ва учбурчак томонларидан тузилган 
синик, чизик,. 

5.4. [а;Ь] кесма ва (c;d) интервал. 
6. Агар А\В- В\А булса, А-В эканлигини исботланг. 
7. Агар АеВ ва A-АuС булса, у х,олда В- BuC эканлигини 

исботланг. 

8. Куйидаги тасдик, уринлими: «Агар А=>В, С=:>О ва А-С, 
В- О булса, у х,олда А \В-С\D БУлади». 

2-§. 'fYпламлар IQ'Вватиии солиштириш 

1. I\Yвватларни солиштириш. 
Икки А ва В тУплам берилган булса, уларнинг к,увватлари 

х,ак,ида к,уйидаги мулох.азаларни айтиш мумкин: 

1) бу тупламлар узаро эквивалент, яъни уларнинг 
к,увватлари тенг; 

2) А тУплам В тУпламнинг бирор В, к,исмига эквивалент, 
аммо В туплам А нинг х.еч J9lНдай к,исмига эквивалент эмас 

(ёки В тУплам А тУпламнинг бирор А, к,исмига эквивалент, 

аммо А тУплам В нинг х.еч к,андай к,исмига эквивалент эмас); 

3) А тУплам В ТУI1Ламнинг бирор В, к,исмига эквивалент 
ва В туплам А тупламнинг бирор А, к,исмига эквивалент; 

4) А тУплам В тYnламнинг х.еч к,андай к,исмига эквивалент 
эмас ва В тУплам А нинг х.еч IQlндай к,исмига эквивалент эмас. 

Агар А ва В тYnламлар чекли булса, учинчи ва туртинчи 

х,оллар рУй бермами. Баъзи А ва В чексиз тУпламлар учун 

туртинчи х,олнинг уРинли булмаслигини кУРсатиш мумкин. 

Иккинчи х.олда А тупламнинг к,уввати В тупламнинг 
к,увватидан катта (В тупламнинг к,уввати А тупламнинг 

к,увватидан катта дейилади) ва А> В (А < В) куринишда 

белгиланади. 

Учинчи х.олда А ва В тупламлар эквивалент БУлади. Бу 
тасдик, келгусида исботланадиган Кантор- Бернштейн 

теоремасидан келиб чик,ади. 

Берилган А тупламнинг к,увватини аНИК)Iашн ин г табиий 
усули бу - тупламни бирор к,уввати маълум тупламга 

биектив акслантиришдир. Аммо куп х,олларда аник, бир 

биектив акслантиришни к,уриш мураккаб масалага аЙланади. 

Шу сабабли, тупламларнинг тенг к,увватлилик белгиларини 
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топиш маеалаеи вужудга келади. I<yйида шундай белгиларнинг 

иккитаеи билан танишамиз. Бу белгилар r.KaHTOp томонидан 
топилган, лекин уларнинг иеботини анча кейин Ф.БернштеЙн 

келтирган. 

2. Оралик. тУпламнинг к.уввати. 
9-таьрuф. Агар Сс8сА булса, 8 туплам А Ба С тупламлар 

учун оралu~ туnлам деЙилади. 

3-теорема. Агар бuрор туплам иккита тенг ~увватлu 
туnлам учун оралu1f, туnлам булеа, у :{олда бу учта туnламнuнг 

~увваmларu узара тенг БУладu. 
Исботи. А, 8 ва Ступламлар берилган булиб, Сс8сА ва 

А-С булеин. Агар 8=А ёки 8=С булса, теорема раБшан. 

Айтайлик, Д;е8 булеин. Теорема шартига кУра, Т:A~C 

биекция мавжуд. Ихтиёрий ХЕА учун унинг образи х'=Т(х) 

элемент С тупламга, демак, А тупламга )\аМ тегишли БУлади. 

Шунинг учун х' элементнинг Т акелантиришдаги образи 

х"=Тх'=Т(Т(х» ни топиш мумкин. РаБшанки, х"ЕА. Шу х" 

элементни Т2(х) билан белгилаЙмиз. ТЗ(х) билан Т2(х) 

элементнинг образини, умуман, 1"(х) (п=2,3, ... ) билан 1"-1 
(х) элементнинг образини белгилаЙмиз. 1"(х) кУРинишдаги 
элементларни х элементнинг вориелари деб атаЙмиз. 

Агар бирор z элемент А \8 тупламга тегишли булеа, ёки 
А \8 тупламга тегишли бирор элементнинг Бориеи булеа, 
бу z элементни 1f,opa деб атаЙмиз. к.ора элементлар туплами 
буш эмае, чунки Д;еВ. Куриш мумкинки, "ора элемент х 

нин г образ и Т(х) хам "ора булади, чунки агар х бирор аЕА\8 
элементнинг вориеи булеа, у холда "андайдир ПЕ N учун 
х=1"(а) булади ва Т(х)=Т(ТП(а»=Тп+l(а) дан Т(х) хам а 

элементнинг вориеи эканлиги келиб чи"ади. 

А тупламнинг крлган элементларини O~ деб атаЙмиз. 

Шундай "илиб. А туплам узаро кесишмайдиган о" Ба "ора 
элементлар еинфига ажратилади. 

Энди хар бир ХЕА элементга к;уйидаги уеулда f(x) 
элементни мое к;Уямиз: 

f( \) = { л, шар х о" булеа, 

Т(л). al'ap х к,ора БУлса. 

Бу к,оида А ни 8 га акслантириш БУлади. 
)(ак,ик,атан хам, ХЕА булеин. Агар х о" булса, у халда 

ХЕ8, чунки x~A\8. Аммо f(x)=x, демак. f(X)EB. Агар х к,ора 
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булса, у хрлда f(x)=T(x), аммо т: A~C ва СеВ, бундан f(X)EB. 
Равшанки, бу акслантириш биектив. Теорема исбот БУлди. 

3. Кантор-Бернштейн теоремаси. 
4-теорема. Агар икки А ва В m.VnламлаРI1Uuг х,ар бuрu 

uккинчиеининг ~иeMигa эквивалент булеа, у х,алда улар узара 

эквивалент булади. 
Бошк.ача айтганда, агар ~AI-В ва B:=JB1-A булса, у хрлда 

A-ВБУлади. 
Исботи. A1- В булганлиги сабабли f: B~AI биекция 

мавжуд, ~ орк.али В 1 тупламнинг шу акслантиришдаги 
образини белгилаЙмиз. У холда f ни В 1 даги акслантириш 
деб к.арасак, у В 1 ни ~ га акслантирувчи биекция БУлади. 
Шунинг учун А2 - Вl' бундан эса эквивалентликнинг 

транзитивлик хоссасига кУра ~-A БУлади. Энди ~eAlcA 
эканлигидан 3-теоремага асосан A1-A экан. Шартга кУра 
A1-B, бундан эса А-В келиб чик.ади. Теорема исбот БУлди. 

Миеал. ТУFPи ЧИЗИI<Даги ихтиёрий интервал ва ихтиёрий 

сегмент тенг кувватли. 

)(ак.ик.атан хам маълумки, хар бир сегментга тегишли 

бирор интервал, хар бир интервал га тегишли бирор сегмент 

мавжуд. Барча сегментлар, шунингдек, барча интерваллар 

тенг к.увватли булганлиги сабабли Кантор-Бернштейн 

теоремасидан керакли тасдик. келиб чик.ади. 

Саволлар ва маШI\Лар 

1. к.ачон А тупламнинг куввати В тупламнинг кувватидан 
кичик (катта) дейилади? Мисолларда тушунтиринг. 

2. Оралик. туплам нима? Мисоллар келтиринг. 
3. Оралик. тупламнинг куввати х,ак.идаги теореманинг 

мазмуни нимадан иборат? 

4. Кантор-Бернштейн теоремасининг мазмуни нимадан 
иборат? Бу теорема исботи режасини ёзинг. 

5. Агар А туплам В тупламнинг бирор В1 к.исмига эквивалент 
булса, А тупламнинг куввати В тупламнинг кувватидан катта 

эмас дейилади ва А s В кУРинишда ёзилади. «s»-муносабатнинг 
нок,атьий тартиб муносабат эканлигини, яьни унинг рефлексив, 

транзитив ва антисимметрик эканлигини кУРсатинг. 
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6. I<.Yйидаги теоремани исботланг: Агар А тупламни В 
тупламга акслантирувчи сюръекция мавжуд булса, у холда 

В:-:; А БУлади. 

7. Айлана нук;галари тУпламининг к;уввати унинг диаметри 
нук;галари К;УВБатидан кичик эмаслигини кУРсатинг. 

8. Кантор-Бернштейн теоремасидан фойдаланиб, ихгиёрий 
доиранинг ихтиёрий квадратга эквивалентлигини исботланг. 

3-§. СаНОI9IИ тУпламлар ва уларнинг хоссалари 

1. Сано~и тjnламлар, МИСOJшар. 
JO-mаьрuф. Натурал сонлар туплами ва унга эквивалент 

булган тупламлар caH01\J1U mуnламлар деЙилади. СаноI<\ЛИ 

тупламнинг к;уввати ХО (алеф-нол) билан белгиланади. 

х,ар к.андаЙ саНОI9IИ тУплам чексиз кетма-кетлик шаклида 
ёзилади: А={а/, а2 , ••• , ап, ... }, яъни санок.ли туплам 
элементларини номерлаб чик;иш мумкин. 

Масалан, 1) бутун сонлар туплами; 
2) учга каррали булган натурал сонлар туплами; 
3) В = {п2П I ПЕ N }; 4) В={ f(п) I ПЕ N, f-к;атъий монотон 

функция} тупламлари санок.ли тулламларга мисол БУлади. 
2. Caнo~ ljn.ламларllШlГ чексиз тjпл.aм.лар орасJЩaПI уРин. 
5-теорема. Хар ~aHдaй че1ССUЗ mуnламнuнг CaH01\J1U ~иCM 

mуnламu мавжуд. 

Исботи. Айтайлик, В чексиз туплам БУлсин. Ундан битта 
элемент танлаб оламиз Ба уни Х/ орк;али белгилаЙмиз. В тУплам 
чексиз булганлигидан В\{х/} туллам БУш эмас. Бу тУпламдан 

яна бир элементни танлаб олиб, уни ~ билан белгилаЙмиз. 

СУнгра В\{х/ ,~} дан Х] элементни танлаб оламиз. Шундай давом 
эттириб, В тупламнинг номерланган, яъни санок.ли С={х/, 
~, ... , Хп " •• } к,исм ТУlUJамига эгаБУламиз. Теорема исботбУлди. 

Бу теорема саНОI9IИ тупламлар барча чексиз тупламлар 

орасида мухим урин тутишини, яъни чексиз к;увватларнинг 

энг кичиги эканлигини курсатади. 

6-теорема. Хар к;андай сано~лu mуnламнuнг че1ССUЗ к;исми 

санок;лu туплам бf'ладu. 
Исботи. Айтайлик, A-саноI<\ЛИ туплам, В-унинг чексиз 

к;исми булеин. А ryпламнинг элементларини номерлаб чик.амиз. 

Натижада В ryпламнинг элементлари хам номерланган БУлади. 
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в тYrmaM элементларининг номерларини усиш тартибида 

жойлаurrиpaмиз ва 1,2,3, ... сонлар билан КflЙТa номерлаб ЧИКflМИз. 
Демак, В - саНОIqIИ тYrmaM. Теорема исбот БУлди. 

Натижа. CaHo~и туnламдан ун инг чекли ~исмини айи­
ришдан ~ОСUЛ булган туnлам ~aм caHo~и булади. 

3. Чекли кетма-кетликлар 1jпламининг caHO~. 
Иккита (пр n

2
, ••• , nk) ва (тр т2 , ••• , т.) чекли кетма­

кетликлар (кортежлар) берилган булеин. Агар k=s ва 
ихтиёрий i учун m;=n; булса, бу кортежлар тенг, акс х:олда 
тенг эмас деЙилади. 

7 -теорема. Элементлари натурал сонлардан иборат барча 
чекли кеmма-кеmликлар туnлами К caHo~и БУлади. 

Исботи. Р орк;али усиш тартибида жойлаштирилган барча 

туб сонлар туплами { РРР2' ... 'Рп' ... } ни белгилаЙмиз. "ар 
бир натурал сонлардан иборат (пр n2, ••• , n

k
) кортежга 

а = p~' . р;2 ... р;' натурал сонни мое к;Уямиз. Сонни туб 

к)iпайтувчиларга ажратишнинг яroналиги х:ак;идаги теоремага 

асоеан, х:ар хил кортежга х:ар хил натурал сон мое келади. 

Натижада К тУплам натурал сонлар тупламининг чексиз 

к;исмига эквивалент булади, бундан К нинг саНОIQIИ эканлиги 

келиб чик;ади. Теорема исбот БУлди. 

Натижа. Индекслари натурал (iIJ i2J •• '} iJ кортежлардан 

ибо рат a'I'2"'" элементлар туnлами caHo~и. 

4. Саноl\ЛИ 1jпламлар бирлашмасининг саноI\ЛИЛИГИ. 
8-теорема. Сано~ли сандаги сано~ли туnламларнинг 

бирлашмаси caHo~и туnлам БУлади. 
Исботи. Айтайлик, Ap~, Аз, ... , AnJ ••• саНОIQIИ сондаги 

саНОIQIИ тупламлар берилган булеин. Уларнинг х:ар бири 

чексиз кетма-кетлик куринишида ёзилиши мумкин: 

АI ={ aIIJ aI2J аIз ,· •• , a
Im 

, •• , }, 

~ ={ а2 !, а22 , а2з ,· •• , а2m ,· • , }, 

Бу тупламларнинг бирлашмаси натурзл ИНДекслари билан 

фарк, к,илувчи апm элеме~лардан ибора'г булади B''t "Ар ~, 
Аз, ... , Ап,· " туплау, r элементлари тенг~ёки тенг 
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эмаслигига БОFЛИк, булмаган х.олда чексиз кУп БУлади. Шу 
сабабли, юк,оридаги 7-теоремага асосан, бирлашма еаноК)IИ 

туплам экан. Теорема исбот БУлди. 

Бу теоремадан саноК)IИ тупламларнинг хоссаларини 

ифодаловчи бир нечта натижалар келиб чик,ади: 
l-натижа. Чеклu сондаги саНОlfЛU mуnламларнuнг 

бuрлашмасu саНОlfЛU туплам БУладu. 

2-натDЖa. СаНОlfЛU сондаги узаро кесuшмайдuган чеклu 

mуnламларнuнг бuрлашмасu саноlfЛU туплам БУладu. 
3-натDЖa. Чеклu ва саНОlfЛU mуnламларнuнг бuрлашмасu 

саноlfЛU mуnлам БУладu. 

Саволлар ва маIIII\Лар 

1. СаноК)IИ тупламни таърифланг. 
2. СаноК)IИ тупламга мисоллар келтиринг. 
3. Чексиз тупламлар ичида саноК)IИ тупламлар к,андай 

урин тугади? 

4. I<.ачон иккита кортеж тенг дейилади? 
5. (l,6,3) кортежга к,андай натурал сон мое келади? 
6. 225 га к,андай кортежни (учликни) мое к.Уй"иш мумкин? 
7. Туб сонлар тУпламининг саНОIqIИ эканлигини исботланг. 
8. ТекиCЛИI<ЦaГИ иккала координаталари х.ам бyryн сонлардан 

иборат булган HYI9'aJlap тYnлами саНОIqIИ эканлигини исботланг. 
9. СаНОIqIИ тупламдан чекли тYnламни айиришдан х,оеил 

булган тупламнинг саНОIqIИ эканлигини кУрсатинг. 
10. СаНОIqIИ тУпламларнинг кесишмаси (айирмаси) x,a~a 

нима дейиш мумкин? Жавобларингизни мисолларда асосланг. 

11. х,адларининг сони саноl<,JlИ, леки н бирлашмаси санОI9IИ 
булмаган чекли тYnламлар системасига миеол келтиринг. 

4-§. Рационал ва алгебраик сонлар тУпламларининг 
санОI\Лилиги 

1. Рационал сонлар тУпламининг саноI\ЛИЛИГИ. 
9-теорема. Рацuонал сонлар mуnламu саноlfЛU. 
Исботи. Маълумки, х,ар к,андай рационал сонни иккита 

бугун сонларнинг ниебати Е. (Ч;t:О) кУРинишда ёзиш мумкин. 
q 
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Аввал, р ва q натурал сонлар булганда, .Е кУРинишдаги мусбат 
q 

касрларни КflP3ЙМиз. БytЩай касрлар тYnлами элеменглари нагурал 

индексли а кУРинишдаги тупламга эквивалент, демак санОIqIИ. 
pq 

Худди шунга Ухшаш манфий касрлар тУплами хам саНОIqIИ. 
Рационал сонлар тYrmами эса мусбат касрлар тYrmами, манфий 

касрлар тУШIами ва {О} тупламларнинг бирлашмасидан иборат 

булганлиги сабабли, 3-натижага асосан саНОIQ1И туплам БУлади. 

Теорема ис6от БУлди. 

2. Алгебранк сонлар фламннннг сано~лнгн. 
10-теорема. Барча алгебраuк сонлар туnламu caHoТV1и. 
Исботн. Алгебрадан маълумки, алгебраик сон деб 

коэффициентлари бутун сонлардан иборат п-даражали апхп+ 

an_txn
-
t+ ... +atx+ao к9щзднинг илдизи булздиган хак,ик,ий ёки 

комrmекс сонга аЙТилзди. Бундай кУРинишдаги п-даражали 

кYrцaдлар т9rmамини РП ОРl\али белгилаймиз. БутYnлам (ап, ап_1' 
... , аl' а.) к)fpинишдаги БYJYН сонлар кортежлари т9rmамиra 
эквивалент. Шунинг учун саНОIQ1И. Барча БYJYН коэффициентли 

'" 
кУпхддлар туплами - U Рn тУШIам, 8-теоремага асосан саноКJIИ· 

n=1 

Хар бир КYrЦaД чекли сондаги илдизларга эга. Демак, алгебраик 

сонлар туплами саНОIQ1И сондаги чекли тупламларнинг 

бирлашмасидан иборат. Бирлашмадаги т1Пламлар умумий 

элементларга эга булиши мумкин, шу сабабли алгебраик сонлар 

тУШIамининг куввати саНОlQ1идан катта эмас. Аммо чексиз 

тУШIам, чунки рационал сонлар алгебраик сонлар тупламининг 

к,исми. Демак, 6-теоремага асосан алгебраик сонлар т9rmами 

саНОIqIИ. Теорема исбот БУлди. 

3. Чекснз на саноl\ЛИ тjnламнннг бирлашмаси. 
ll-теорема. Агар бuрор А чексuз туnламга чеклu ёки 

caHolVlu К туплам ~Ушuлса. у Jfолда AuK туnлам А туnламга 
эквuвалент БУладu. 

Исботи. 5-теоремага асосланиб, А дан саНОI\ЛИ О 

к;исмини ажратамиз ва А \0 тупламни Е орк..али белгилаЙмиз. 
у холда A=EuD, AuK=EuOuK тенгликлар уринли БУлади. 
8-теореманинг l-натижасига кура 0- OuK, ва Е- Е, бундан 

AuK-А эканлиги келиб чик;ади. Теорема исбот БУлди. 
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Саволлар ва маШI\Лар 

1. Рационал сонлар тупламининг саНОI9lИ эканлигини 
исботланг. 

2. Алгебраик сонларга мисол келтиринг. 
3. KOМIUIeKc алгебраик сонлар т-упламининг саНОI9lИЛИГИНИ 

исботланг. 

4. к.уЙидаги тупламларнинг санок.ли эканлигини 
исботланг: 

4.1. Текисликдаги, учларининг координаталари рационал 
сонлардан иборат учбурчаклар туплами. 

4.2. Текисликдаги, марказининг координаталари рационал 
сонлардан, радиуси натурал сондан иборат айланалар т-уплами. 

4.3. Сонлар Ук.ида, узаро кесишмайдиган кесмалар т-уплами. 
5. Агар В чексиз тYnлам ва f:B~N инъектив акслантириш 

мавжуд булса, у х,олда В тупламнинг санок,ли эканлигини 

исботланг. 
6. Агар В чексиз тУплам ва f:N~B сюръектив акслантириш 

мавжуд булса, у х,олда В тупламнинг санок,ли эканлигини 

исботланг. 

5-§. Санок;сиз 1jпламлар 

1. Санок;снз тYnлам, хоссаларн. 
ll-таьрuф. СаНОIQIИ булмаган чексиз туплам саНО1<;СUЗ 

туnлам деЙилади. 

12-теорема. ТУЕРи ЧUЗU1<;дагu [О; 1] сегментнинг НУ1<;тШlарu 
туnламu саНО1<;СUЗ туnлам БУладu. 

Исботи. Фараз к.илаЙлик, [О; 1] сегментдаги нук:галар 
т-уплами саноI<;ЛИ булеин. У х,олда бу т-упламнинг элементларини 

номерлаб ЧИIQiШ МУМКИН: 

[0;1] = { хl' ":!' Хз , ... , Хт , ... }. 

Энди [0;1] даги барча х.ак.ик.иЙ сонларни чексиз унли 
каср к-уринишида ёзамиз: 

Х1 =0,alla12a13··.aln···' 
~=0,а21а22а2з···а2П···' 
Хз =0,а31аЗ2азз··.азп···, 
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Агар [0;1] сегментга тегишли, лекин юк;оридаги кетма­
кетликда учрамайдиган хо сонни кУрсата олсак, теоремани 
исботлаган БУламиз. Бунингучун хо сифатида хо=0,Ь(Ь2Ьз ... Ьm ... 
(b(::;t:. а(1' b2 ::;t:. а22 , Ьз::;t:. азз , ... , bm::;t:. аmm , ... ) чексиз Унли касрни 
к;араш кифоя. Бу хо Е [О; 1] элемент х, ларнинг бирортасига тенг 
эмас, демак, бу кетма-кетликда ЙУк;. Теорема исбот БУлди. 

13-теорема. Агар В чексиз туnлам санок;сuз булиб, Кунинг 
чеICЛи ёки санок;ли к;исми булса, у ~олда В\К туnлам В туnламга 
эквивалент БУлади. 

Исботи. Ушбу В\К=Атуплам чекли ёки саНОIQ1И булиши 
мумкин эмас, акс х,олда 8-теореманинг 3-натижасига кУра 

В= Ku(B\K) чекли ёки санок,ли булар эди. Шунинг учун 
l1-теоремага асосан AuK-А, бундан В-В\К муносабат келиб 

чик;ади. Теорема исбот БУлди. 

Натижа. Ихтиёрий чексиз туnлам узига эквивалент хос 

к;исмга эга. 

Бундай хоссага фак;ат чексиз тупламларгина эга, шу 

сабабли баъзи х,олларда чексиз туплам узин инг бирор 

к;исмига эквивалент булган туплам деб х,ам таърифланади. 
2. Континуум IQ'Вватли тjnламлар, мисоллар. 
12-таьриф. [О; 1] сегментдаги нук;талар тупламига 

эквивалент булган тупламлар континуум к;увватли туnлам 

дейилади ва унинг к;уввати с орк;али белгиланади. 

14-теорема. ИхтиёjJUЙ [а;Ь] (а<Ь) сегментдаги нук;талар 

туnлами континуум к;увватли туплам БУлади. 
Исботи. АгаРУЕ [а;Ь] ва ХЕ [0;1] булса, ух,олда y=(b-а)х+а 

ЧИЗИIQ1И функция бу тупламлар орасида узаро бир к;ийматли 

мослик Урнатади. Демак, [а;Ь] - континуум к;увватли тУплам. 
Натижа. Ихтиёрий [а;Ь) ёки (а;Ь] ярим ормик;лар, шунингдек, 

(а;Ь) интервалдаги /fУ1}талар туnлами континуум к;увватга эга. 
15-теорема. Са/fок;ли туnламнинг барча к;исм 

туnламларида/f тузилга/f туплам коитинуум к;увватга эга. 

Иcбom. Лйтайлик, А санок.пи тУплам 6ерилган булеин. Унинг 

элементларини а(, а2 , аз , ... , ап , ••• кетма-кетлик кУРинишида 

ёзиб оламиз. Бу элементлар бир-биридан индекслари билан фарк; 
к;илади. Агар индекслар кетма-кетликлари тУпламининг, яъни 

ихтиёрий, к;атъий усувчи натурал сонлар кетма-кетликлари 

(чекли ёки чекеиз) тупламининг (0;1] ярим оралик;к;а 
эквивалентлигини курсатсак, теоремани исботлаган буламиз. 

Маълумки, (О; 1 J ярим оралик;к;а тегишли сонни ягона усулда 

21 



чекеиз, иккилик санок. сисгемасидаги унлик каср кУринишида 

ёзиб олиш мумкин. Куйидаги усулда х.ар бир 0,(11(12 ... касрга 
к.атьий усувчи {k

n
} натурал сонлар кетма-кетлигини мое к;Уямиз: 

кетма-кетлик х.ади сифатида касрнинг (111=1 буладиган хона 
номерлари олинган, масалан, 0,010010001 иккилик касрга {2, 
5, 9} кетма-кетликни мое к;Уямиз. Шундай к.илиб, (0;1] ярим 
оралик.цан олинган х.ар бир сонга битта ва фак.ат битта кетма­

кетлик мое келади ва аксинча, х.ар бир к.а1ЪИЙ усувчи кетма­

кетлик аник. битта сонни аник,лайди: масалан, {2,4,7, ... } кетма­
кетлик 0,0101001 ... сон ни аНИlQlаЙДи. Шундай к,илиб, (0;1] ярим 
оралик. ва барча кprьий усувчи кетма-кетликлар тYrmами орасида 

узаро бир lQ1йматли мослик уРнатилди. Бу эса барча к.атьий 

усувчи кетма-кетликлар ryrmами, яъни санок,ли тYrmамнинг 

барча к;исм тYrmамларидан тузилган тYrmaM континуум к.увватли 

эканлигини исботлаЙДи. Теорема исбот БУлди. 

з. х,аlQlIQlЙ соилар тjпламииииг саиок.сизлиги. 
1-§ даги 2-теоремадан R нинг санок.сизлиги келиб чик.ади. 

Энди унинг к.уввати к.андаЙ де ган саволга жавоб берамиз. 

16-теорема. Xa~и~ий сонлар туnлами континуум ~увваmли 

тУnлам. 
Исботи. (О;I)-Rэканлигини кУРсатиш учун (0;1) ингервалда 

аник,ланган у = tg л(2х - 1) функцияни к;араш етарли. 
2 

Бу теорема ва санок.сиз туплам хоссаларидан 1\Уйидаги 

натижалар келиб чик.ади: 

l-натижа. ИррационШI сонлар туnлами континуум lfYвватга 

эга. 

х,ак.ик.атан х.ам, барча иррационал сонлар тупламини 1 
билан белгиласак, I=R\Q-R булади. 

Маълумки, алгебраик булмаган х.ак.ик;иЙ сон трансцендент 

сон деЙилади. 

2-иатижа. Барча трансцендент сонлар туnлами континуум 

~yввamгa эга. 

Исботи. R-х.ак;ик;иЙ сонлар туплами, А-алгебраик сонлар 

туплами булеин. У х.олда R\А-трансцендент сонлар 

тупламидан иборат булади. 16-ва 13-теоремалардан 

трансцендент сонлар тупламининг континуум 1\Увватли 

туплам эканлиги келиб чик.ади. 
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Саволлар ва мaml\Лар 

1. к.андаЙ тУплам санок,сиз дейилади? 
2. Санок,сиз тУпламга мисол келтиринг. 
3. Хак.ик;иЙ сонлар тYrmамининг санок,сизлигини исботланг. 
4. Континуум к;увватли туплам к,андай туплам? Унинг 

санок,сиз тупламдан фарк,ини кУрсатинг. 

5. Кесмани интервал га узаро бир к,ийматли акслантирувчи 
узлуксиз функция мавжудми? Жавобингизни асосланг. 

6. Айлана нук,талари тупламининг санок,сизлигини 
кУрсатинг. 

7. Куйидаги тупламларнинг к.увватини аНИIQIанг: 
7.1. Доира нук;галари туплами. 
7.2. Парабола нук;галари туплами. 
7.3. Комплекс сонлар туплами. 
7.4. ТекиCJIИJ<дarn иррационал координагали нyк;raлар 'fS1плaми. 
7.5. Текисликнинг битта координатаси рационал, 

иккинчиси иррационал булган нук;галари тУплами. 

7.6. Параллел ТУFpи чизик.лар туплами. 
7.7. Концентрик айланалар туплами. 
8. Текисликда, узаро кесишмайдиган айланалар тУплами 

к,андай к.увватли туплам? 

9. Текисликда, иxrиёрий иккитасининг орасидаги масофа 
бирдан кичик БУлмаган нyк;raлар ryпламининг к.увваги топилсин. 

6-§. 1'Упламлар х;алк;аси. ТУпламлар алгебраси 

ТYnламлар системаси деганда элементлари тупламлардан 
иборат тУпламни тушунамиз. 

JЗ-таЬрUф. Агар Н тупламлар системасининг исталган 
иккита А ва В элементлари учун АпВЕН ва AilBEH 
муносабатлар уринли булса, у х,олда Н система туnламлар 

~ал~асu (к,иск,ача ~ал~а) деЙилади. 

14-таьрuф. Агар Н тупламлар системасининг бирор Е 
элементи ва шу системанинг исталган А элементи учун ЕпА=А 

тенглик уРинли булса, у х,олда Е элемент Н системанинг бuрлuк 

элементu деЙилади. 

Хал~ада бuрлuк элемент(агар бор булса) ягана буладu. 
15-таьрuФ. Бирлик элементга эга булган Н тупламлар 

х,алк,аси тупламлар алгебрасu деЙилади. 
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Мuсол. Бирор Е туплам олиб, унинг барча i<\ИСМ 

т)lпламларидан тузилган Н т)lплам ocrилар сисгемасини крраймиз. 

Исталган иккита АЕН ва ВЕН учун АпВЕН ва МВЕН 
муносабатларнинг уринли эканлиги Н нин г тузилишидан 

к)lpиниб турибди. Демак, бу тупламлар системаси х,aJща ташкил 

этадн. Е тУШIамнинг узи Н система учун бирлик элемент БУлади. 
Демак, Н тУШIам остилар системаси айни ваlQ'да тулламлар 

алгебраси х,ам экан. 

Келryсида 1 ОРi<\али индекслар тупламини белгилаЙмиз. 
17-теорема. Исmалган сондаги {Н ,aEI} у;ал~алар 

а 

сисmемасининг "есuшмасu Н = n н а у;ам у;ал~а буладu. 
аЕ/ 

Исбаги. Айтайлик, А,ВЕ Н БУлсин. У х,олда ихгиёрий аЕI 
учун А,ВЕН БУлади. Энди Н нинг х,злкр эканлигидан ихгиёрий 
аЕI учун ~B, МВЕН кел~б чикрди. Демак, АпВ, МВЕН. 

Бу теорема I<\Yйидаги тушунчани киритишда асосий 
вазифани бажаради: 

Фараз IQ1Лайлик, {F
a

, aEI} х,алi<\алар туплами берилган 
ва ихтиёрий аЕI учун HcF

a 
булеин. 

15.1-mайрuф. Агар {F } ларнинг бирор Ра элементи учун 
а О 

РаО с Fa шарт ихтиёрий аЕ 1 учун бажарилса, яъни 
F ао =(1 F а булса, у х,олда х,алi<\а Н системани уз ичига олган 
мuнuмШl X{JЛ~а деЙИЛади. 

18-теорема. Хар lfандай Н mуnламлар сисmемаси УЧУН ШУ 
сисmемани уз uчuга олувчu ягона мuнимал у;ал~а мавжуд. 

Келryсида Н тупламлар тупламини уз ичига олувчи 

минимал х,алк;а ~(H) кУринишда белгиланади. 
16-mайрuф. Бирор Н тупламлар системаси lO'йидаги уч 

шартни i<\аноатлантирса, у ярим у;аЛlfа дейилади: 

1.0ЕН. 
2. Ихтиёрий А, ВЕН учун АпВЕН. 
3. A1cA шартни к;аноатлантирувчи Ар АЕН элементлар 

учун Н да узаро кесишмайдиган чекли сондаги~,~, ... , Аn 
элементлар топиладики, улар учун A=AIU~U ... uAn тенглик 
уРинли БУлади. 

Шуниси эътиборлики, ярим х,алi<\ани уз ичига олган 

минимал х,алi<\а элементларини, шу ярим х,алi<\а элементлари 

ОРi<\али ифодалаш, яъни топиш мумкин экан. 
19-теорема. Берuлган Н ярим у;ал~анu уз uчuга олган В(Н) 

мuнимал у;ал~анuнг у;ар бuр А элеменmu Н ярим у;ал~адан 
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олинган сони чекли узаро кесuшмайдuган A1, ~, Аз, ... ,Аn 
туnламларнuнг бuрлашмасuдан иборат, яъни )fap бир AE~(H) 
ушбу куринишга эга: 

A=AIU~U ... uAn, А,ЕН, i=1,2, ... ,n, А,пА)=0, i;tj. 
(1) 

Исботи. Н нин г элементларидан тузилган (1) 
I<Yринишдаги т)Тпламлар системасини F орк,али белгилаЙмиз. 
Агар A,BEF булса, у холда уларнинг хар бири узаро 
кесишмайдиган тупламларга ёйилади: A=uA" B=uBj, А" 
ВЕН. Энди, Н ярим халк.а эканлигидан С =АпВ ЕН БУлади. 

) ') , ) 

Яна бир бор ярим халк,а таърифидан фойдаланиб, 

A,=UPi)ukD'K' Вj=чС~sЕj<ушартларни к,аноатлантирувчи узаро 
кесишмайдиган D'K,b Е t1 лар мавжудлигини аник.лаЙмиз. 
Булардан АпВ, МВЕР келиб чик,ади. Демак, F тYrmaM халк,а 
экан ва Н ни уз ичига олади. Теорема исбот БУлди. 

Куп масалаларда тупламлар системаси Н дан олинган 

санок,ли сондаги элементларининг бирлашмаси ва 

кесишмасини к,арашга ТУFpи келади. Шу туфайли к;уйидаги 

таърифни киритамиз: 

17-таьриф. Агар Н тYrmамлар халк,асида АnЕН, п=1,2,З, ... 

"" 
муносабатдан A=UAn ЕН муносабат келиб чик,са, у холда 

n=l 

бундай халк,а СУ -у;ал~а деЙилади. 

Бирлик элементга эга булган а -у;мк.а а -алгебра деЙилади. 

Мисол. Агар Неифатида N={l,2,З, ... ,п, ... } тУпламнинг 
барча к,ием тYnламларидан тузилган туплам остилар туплами 

к,аралеа, у холда Н т)Тпламлар еистемаеининг халк,а булиши 

уз-узидан равшан. Ундан ташк,ари, N тупламнинг еанок.ли 
еондаги к,ием тупламларининг ЙИFИНДИСИ хам унинг к,ием 

тУплами БУлади. Демак, Н т'Ynламлар системаси а -х.алк.а экан. 

Айни вaк;rдa Н а -алгебра хам БУлади. Чунки N тYrmамнинг 
узи Н нинг бирлик элементи вазифаеини бажаради. 

18-та-ьриф. Агар Н тYrmамлар халк,аеидаАnЕН, п=1,2,З, ... 

"" 
муноеабатдан А=ПАn ЕН муносабат келиб чик,еа, бундай 

n=1 

х.алк.а 8-)(O.Il~а деЙилади. 
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Саноллар на Ma~ap 

1. )(алк,ада бирлик элемент яroналигини исботланг. 
2. Т)tпламлар алгебрасига мисоллар келтиринг. 

3. 18-теоремани исботланг. КуРсатма: х= UA тYrmамнинг, 
АЕН 

яъни Н га кирувчи барча тYrmамлар бирлашмаси Х нинг тYrmaM 
остилар тУплами булган М(Х) J\алк,а ичидан Н ни уз ичига 
олувчи барча J\алк,алар кесишмасини к,аранг. 
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11 БОБ. МЕТРИК ФАЗОЛАР 

1-§. Метрик фазо таърифи ва мисоллар 

1. Метрик фазонинг таърифи. 
l-maьpuф. Агар Х 1)inламнинг ихгиёрий икки х ва у злеменгига 

мусбаг сонни мое ~вчи р(х,у) функция берилган булиб, у: 

1) р(х,у) ~ О; р(х,у) = О ~ х = у; 

2) р(х,у) = р(у,х) (симметриклик аксиомаси); 

3) р(х,у) ~ p(x,z) + p(z,y) (учбурчак аксиомаси) 
шартларни к;аноатлантирса, у х,олда р(х,у) функция метрика 

(масофа) деЙилади. 

Агар Х тупламда р метрика киритилган булса, у х,олда 

Х метрик фазо дейилади ва (Х,р) кУринишда белгиланади. 

Битта тУпламда метрикани турлича киритиш мумкин. 

2. Метрик фазога МИСОJUIар. 
1) х.ШQЩИЙ сонлар: X=R. Масалан, бу тупламда х ва у 

сонлар орасидаги масофа 

p(x,y)=ly-xI 
каби киритилади. 

2) п-улчамли Евклид фазоси: X=Rn да Х=(ХР~' ... 'Хп) ва 

У=(УРУ2' ... 'Уn> нук;галар орасидаги масофа р(х,у)= ~ (у, - ХУ 
формула ёрдамидах,исобланади. Бундай метрика киритилган 
Rn фазо, к;иск;ача, R; орк;али белгиланади. 

Хусусан, п=2 булганда бу метрик фазо Евклид текислиm 

деЙилэди. 

3) Агар п-улчамли Rn фазонинг х=(хрх2 , ... ,хn> ва 

У=(УI'У2'···'УП) нук;галари орасидаги масофа р(х,у)= il y~ - X~ I 
~=l 

каби аник;ланса, у х,олда Rn метрик фазо булади (исботланг) 
ва R\n орк;али белгиланади. 
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4) Агар п-улчамли Rn фазонинг Х=(Хl'х2 , ... ,х п) ва 

У=(У('У2""'У) нук:галари орасидаги масофа р(х,у)= тах n I:s;ksn 

IYk-Хkl каби аНИIqIанса, у "олда Rn метрик фазо булади 

(исботланг) ва R~ оркали белгиланади. 

ос) 

5) Х=.€2={Х=(ХI'Х2""'Хп , ••• ), Х,Е R ва LX,2 < +оо}. 
,=( 

00 

Бу тупламда метрика р(х,у)= L(Y, - хУ каби аншqшнади. 
1=1 

6) Х=С[а;Ь] туплам [а;Ь] кесмада берилган узлуксиз 

функциялар тупламида, метрикани куйидагича киритамиз: 

р(х,у)= т[аьх] ly(t)-x(t)l. Бунинг метрика булишини текшириш 
tE а, 

кийин эмас. 

Метрика аксиомаларидан биринчи ва иккинчисининг 

уринлилиги равшан. Учбурчак аксиомасини текширамиз. 
Ихтиёрий tE[a;b] нук:га ва x(t), y(t), z(t) функциялар 

учун ушбу муносабат бажарилади: 

Ix(1)- y(1)1=I(x(t)- Z(1»+(z(1)- y(1»1 :::; IX(1)- z(1)1+lz(t)- y(t)l· 

Бу тенгсизликдан 

~~ Ix(1)- y(1)1 ~ ~~ Ix(t)- z(t)1 + ~~; Iz(t)- y(1)1 

булиши келиб чикади. Охирги тенгсизлик 
р(х,у) s p(x,z)+p(z,y) 

эканини билдиради. 

7) С[а;Ь] да метрикани куйидагича "ам киритиш мумкин: 
ь 

р(х,у)= fi у - х I dt. Бу метрик фаза С([а;Ь] аркали белгиланади. 
а 

1 

8) С[а;Ь]да P(X,y)=(j(Y-Х)2 dtУ функция метрика 
аксиамаларини каноатлантиради. Бу метрик фаза С2 [а;Ь] 
аркали белгиланади. 
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9) Айтайлик, Х, буш булмаган ихтиёрий бир туплам 
БУлсин. Ундан олинган х, УЕХ учун 

{
l' агар x;t= у булса, 

р(х,у)= ~ 
О, агар х = у булса, 

шарт билан функция аник,лаЙмиз. Бу функция метрика 

аксиомаларини I<;аноатлантиради. 

Бундай аник,ланган метрика дискрет метрика, метрик 
фазо эса дискрет метрик фазо деЙилади. 

Метрик фазоларra мисоллар к:Уплиги I<;Yйидагидан келиб 

ЧИI<;ади: 

Айтайлик, (Х,р) метрик фазо ва М с Х нинг ихгиёрий 

I<;Исм тУплами БУлсин. У холда р(х,у) функция м тУпламда хам 
метрика булади ва (М,р) ни метрик фазо деб I<;араш мyмI<ИН. 

Бу метрик фазо (Х,р) метрик фазонинг I<;Исм фазоси деЙИЛади. 

CaвOJIJIap ва мaml\Лар 

1. Метрика аксиомаларини аЙтинг. 
2. Метрик фазони таърифланг. 
3. Метрик фазоларга мисоллар келтиринг. 
4. Текисликдаги А(хl'У\) ва B(~,y2) нук;галар учун p(A,B)=~-

x\I+!Y2-у \1 каби аник,ланraн функция метрика буладими? 
5. ТУFPИ чизи~а: 
а) р(х,у)=х3_у3; 

Ь) р(х,у)=lх3-у31; 
с) p(x,Y)=larctgx-аrсtgyJ 

функцияларнинг I<;айси бири метрика булади? 
6. М={а,Ь,с} т)Тпламда р(а,с)=р(с,а)=р(а,Ь)=р(с,Ь)=2, 

p(b,c)=p(b,a)=l каби аНИI<;Ланган Р функция метрика 
буладими? р учбурчак аксиомасини I<;аноатлантирадими? 

7. Агар М={а,Ь,с} тупламда р(а,Ь)=р(Ь,с)=1 шартни 
I<;аноатлантирувчи р метрика берилraн булса, у х,олда р(а,с) 

I<;андай I<;ийматларни I<;абул I<;Илиши мумкин? 

8. Метрика аксиомалари I<;Yйидаги икки аксиомага тенг 
кучли эканлигини исботланг: 

1. р(х,у)=О<=:> х=у. 
2. р(х,у) :s:; p(x,z)+ p(y,z). 
9. Айланада p(A,B)-ватар узунлиm БУйича ва p(A,B)-кичик 

ёй узунлиги БУйича А ва В нук;галар орасида метрика киритиш 
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мумкинлигини текширинг. Бу метрикаларнинг бирини 
иккинчиси орк;али к;андай ифодалаш мумкин? 

10. Уч улчамли фазода координаталар бошидан чик;увчи 
нурлар т:Ynлами икки нур орасидаги масофа сифатида улар 
ташкил к;илган бурчаклар кичигининг радиан улчови олинса 

метрик фазо булишини к)iрсатинг. 

11. Купхадлар фазосида p(PI'P2)=IPI(0)-Р/0)I функция 
метрика аксиомаларини к;аноатлантирадими? 

12. Айтайлик, (М,р)-метрик фазо, А бирор туплам ва 
f:A~M акслантириш берилган БУлсин. Ихтиёрий Х,УЕАучун 

РI (x,y)=p(f(x),f(y» 
каби аник;ланган функцияни к;араЙмиз. Бу функция А 
тупламда метрика булиши учун f акслантиришнинг 
инъектив булиши зарур ва етарли эканлигини исботланг. 

13. Бутун сонлар туплами Z да аник;ланган 

{
О, 

р(т,п)= ~ 
З~ , 

агар m = n булса, 

агар m *- n булса, 

функция метрика булишини исботланг. Бу ерда k сони т-п 
айирманинг туб ёйилмасида к;атнашган 3 нин г энг катта 

даражаси. Масалан, р(21,0) = ~, р(21,з) =.!.. Мустак;ил равишда 
3 9 

р(5,7), р(7,-2), р(7,25)ларни хисобланг. 

14. Натурал сонлар туплами N да аник;ланган 

1т пl { О, 
а) р(т,п)=~; Ь) р(т,п)= 1+_1_, 

т+п 

функциялар метрика буладими? 

агар m = n булса, 

агар m *- n булса, 

15. Агар М тупламда р метрика булса, у '(олда 

р)(х,у) = р(х,у) 
1 + р(х, у) 

функция '(ам М да метрика булишини исботланг. 
16. Айтайлик, f функция [0;00) да аник;ланган ва 
1) f(O)=O; 
2) усувчи; 

3) ихтиёрий х, у учун f(x+y) :о; f(x)+f(y) БУлсин. 
Агар А тупламда р метрика берилган булса, у холда 

p)(x,y)=f(p(x,y» 
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функция х.ам А да метрика булишини исботланг. 

17. Айтайлик, fфункция [0;00) да аник;ланган ва узлуксиз 
булиб, 

1) f(O)=O; 
2) усувчи; 
3) (0;00) оралИI<Да иккинчи тартибли х.осиласи мавжуд 

ва Г'(х) < О БУлсин. 
Агар А тупламда р метрика берилган булса, у х.олда 

Pt (x,y)=f(p(x, у» 
функция х.ам А тупламда метрика булишини исботланг. 

18. Агар Pt ва Р2 бирор М тупламда берилган метрикалар 
булса, у х.олда ихтиёрий a

t 
ва а2 мусбат сонлар учун 

p(x,y)=a
t
P

t
(x,y)+a

2
p2(x,y) функция х.ам М т-упламда метрика 

булишини исботланг. 

2-§. Метрик фазода Яl\Инлашиш тушунчаси 

1. ЯlQlнлашувчв кетма-кетликлар. 
Айтайлик, (Х,р) метрик фазода бирор {хп } кетма-кетлик 

берилган БУлсин. 
2-таорuф. Агар ихтиёрий е>О сон учун шундай no(f:) номер 

топилиб, барча n>no(f:) лар учун Р(Хп,х)<е тенгсизлик 
бажарилса, у х.олда {хп} кетма-кетлик х фазода х элементга 
~Wf./l{lшадu дейилади ва Jim х n = Х ёки х ~ х орКfШИ белгиланади. 

n."oo n 

Бу х элемент {хп } кетма-кетликнинг лuмuтu деЙилади. 

Метрик фазода кетма-кетлик лимитини куйидагича х.ам 
айтиш мумкин: 

Агар n~ да р(х ,х) ~ О, яьни lim р(х ,х)=О булса, у х.олда 
n n----)'Х) n 

бу кетма-кетлик Х фазода х элементга 5ЩИнлашади деЙилади. 
Умуман олганда, метрик фаза элементлари нафак,ат 

сонлардан иборат булиши, балки ихтиёрий табиатли к,андайдир 
элементлардан иборат булиши х.ам мумкин. Шу сабабли кетма­

кетлик лимитининг тушунчаси кенг татбикк,а эга. 

Масалан, xn(t)=tn кУРинишдаги Функциялар кетма-кетлиги 
C t[O;l] фазода айнан нол, яьни 8(t)= О функцияга як,инлашади. 

I I 1 
х,ак,ик,атан, бу фазода р(хп,8)= flt n -oldt= ftndt= n+l' 

() о 

демак, n ~oo да Р(Хп ,х) ~ О булади. 

31 



Бу кетма-кетлик С[О; 1] фазода 8(t)=O функция га 

ЯlQ1нлашмайди, чунки бу ,\олда Р(Хп,8)= ~~ Itn-Ol= ~a:.c tn= 1 

булади, яъни n ~CO да р(хп ,х) + О. 

2. ЯlQlнлашувчи кетма-кетлик хоссалари. 
l-теорема. Я~uнлашувчи кеmма-кетлик фа~ат битта 

лuмитга зга. 

Исботи. Фараз IQ1лайлик, {хп } кетма-кетликнинг лимити 

иккита, яъни хп ~X, хп ~y ва х"#у булеин. У ,\олда метриканинг 
учбурчак акеиомасига кУра, 

О ::; р(х,у) $ Р(Х,Хп)+Р(Хп'У) 
БУлади. 

Аммо, бу тенгеизликнинг унг томони n~CO да О га 

интилади, демак, р(х,у)=О, бундан х=у келиб чик;ади. 

2-теорема. Иxmuёрий р(х,у) метрика узининг аргуменmлари 
х ва у злеменmларнuнг узлуксuз функциясидир, яони агар хп ~x 
ва УП~У булса, у :{олда Р(ХП'Уп)~ р(х,у) БУлади. 

Исботи. Ихтиёрий турт элемент x,y,Z,UEX учун 

Ip(x,y)-p(z,u)l::; p(x,z)+p(y,U) (1) 
тенгсизлик уРинли. 

Метриканинг учбурчак акеиомаеидан фойдаланиб, 
р(х,у)::; p(x,z)+p(z,y) ::; p(x,z)+p(z,u)+p(u,y) (2) 

тенгсизликларни ёзиш мумкин. Бундан 

р(х,у) - p(z,u)::; p(x,z) +р(и,у) 
келиб чик;ади. Бу тенгсизликда х, у ларни мое равишда z, u 
лар билан, z, U ларни мое равишда х, у лар билан алмаштириб, 

p(z,u) - р(х,у)::; p(x,z) +р(и,у) (3) 
тенгеизликка эга буламиз. (2) ва (3) дан (1) келиб чик;ади. 

Энди (1) тенгеизликда z ва u ларни мое равишда хп ва 
уп билан алмаштирилеа, 

'р(х,у) - p(xn,y)l::; Р(Х'Хп)+Р(У'Уп) 
тенгеизлик ,\оеил БУлади. Бу тенгеизликнинг унг томони, 

теорема шартига кУра нолга интилади, бундан эеа Р(Хп 'Уп)~ 
р(х ,у) келиб чик;ади. Теорема иебот БУлди. 

3-теорема. Агар {хп } kemMQ-кеmлик х га я~инлашса, у 

:{олда бу кетМQ-кеmликнинг ихmиёрий {X II,} ~иCM кеmма­

кеmлиги :{ам шу х га я~иНЛQшади. 
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Бу теореманинг исботини мустак;ил бажаринг. 

4-теорема. Агар {Хп } кеmма-кетлuк Х га я~uнлашса ва Хо Е Х 
тайип бuр элемент булса, у ~олда {p(x

n
,x,,),n=I,2, ... } сонлар 

туnламu чегараланган БУладu. 
Исботи. Умумий х.ади СП =Р(Хп'Х) булган сонли кетма­

кетликни к;араЙмиз. Бу {сп} кетма-кетлик як;инлашувчи 

булганлиги сабабли, у чегараланган БУлади. Унинг юк;ори 

чегарасини К билан белгилаймиз: сп ~ К. Метриканинг 
учбурчак аксиомасига кУра 

р(хп 'xo)~ р(хп ,х)+р(х ,xo)~ К +р(х 'Хо)=К! 
б:Улади. Теорема исбот БУлди. 

з. Баъзи метрик фазоларда як;инлашиш тушупчасининr 

маънолари. 

а) Дискрет метрик фазода кетма-кетлик як;инлашувчи 

булиши учун бу кетма-кетликнинг х.амма элементлари бирор 

х.адидан бошлаб бир-бирига тенг булиши зарур ва етарли. 
б) п-улчамли Евклид фазосида {X(k)} кетма-кетликнинг 

х элементга як;инлашиши учун X(k) вектор координаталари 
мос равишда х вектор координаталарига як;инлашиши зарур 

ва етарли. 

n 
,,( щ )2 

Масалан, R; да p(X(k),X)= ~ х, -х, ~O(k---+oo) булса, 

X(k) ~ Х '-1 2 Б U 
у х.олда 1 i ,1- , , ... ,п улади. 

в) Айтайлик, С[а;Ь] фазонинг элементларидан иборат 

{xn(t)} кетма-кетлик учун xn(t) (t)EC[a;b], яъни 

Р(Хп'Х)= ~~~~ I хп(!) -x(t)1 ---+ О, n 00 

БУлсин. Бундан ихтиёрий кичик Е>О сони учун шундай ПО 

натурал сон топиладики, l1>n
o 
булганда 

~~~ IXIl(t) -Х(t)I<Е 

булиши келиб чик;ади. 

Демак, t нинг [а;Ь] даги барча к;ийматлари учун n>n" 
булганда 

IXIl(t) -Х(t)I<Е 
тенгсизлик уринли экан. Бу эса {х (t)} кетма-кетликнинг x(t) 
функцияга текис як;инлашишин~ билдиради ва аксинча, 
{xn(t)} кетма-кетлик [а;Ь] кесмада x(t) га текис як;инлашса, 
у х.олда Р(Хп'Х) ---+ О булади. Демак, С[а;Ь] фазода метрика 

33 



маъносида я~нлашиш текис як.инлашиш тушунчаси билан 

устма-уст тушар экан. 

Саволлар ва машl\Лар 

1. Як.инлашувчи кетма-кетликни таърифланг. 
2. Кетма-кетлик лимитининг ягоналигини исботланг. 
3. R2, Ю ва С[О;I) фазоларда як.инлашувчи кетма-

кетликларга мисоллар келтиринг. 

4. Агар хп~а Ба р(хп,уп)~О булса, у холда уп~а эканлигини 
исботланг. 

5. I<,yйидаги функциялар кетма-кетлиги курсатилган 

фазода f(x)=O функцияга як.инлашадими? 

nx 
1) f(x)= 2 2' а) С[О;I); Ь) C 1[O;1); 

п 1 +n х 
2) fп(х)=хе-nx , а) С[О;10); Ь) C

1
[O;10); 

I I 2 

3) fп(х)=n-S .,J2nxе-Z"Х ,а) C[O;l]; Ь) С2 [О;1]; 
sшnx 

4) f (х)=--, а) С[-п;п); Ь) C
1
[-7t;7t). 

п n 

6. R;, R1П, R""П фазоларда метрикага нисбатан 
як.инлашиш билан биргаликда координаталари буйича 

як.инлашиш тушунчаси хам к.аралади. Агар l~ X(k) m =хm (т= 1, 

... ,п) булса, у холда {X(k)}=((X(k)p X(k)2' ... , х(k)п)} нукгалар 
кетма-кетлиги х=(хl' Xz, ... , хп) нукгага координаталар 

БУйича я~нлашади деЙилади. 

Савол: Ri фазода МП = ( n : I ; n2
: 1) нук;галар кетма-кетлиги 

координаталар БУйича к.андай Hyк;raгa як.инлашади? Бу кетма­
кетлик R/, R,} фазоларда шу Hyк;raгa я~нлашадими? 

7. R; фазода як.инлашувчи ихтиёрий кетма-кетликнинг 
координаталар буйича хам як.инлашувчи ва аксинча, 

координаталар буйича як.инлашувчи кетма-кетликнинг 

метрика БУйича хам як.инлашувчи эканлигини исботланг. 

34 



3-§. Метрик фазода баии топологик 
тymунчалар 

1. ОЧИI\ ва ёПИI\ шарлар, нук;танинr Е-атрофи. 
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо берилган БУлсин. Келгусида 

метрик фазо элементи ёки метрик фазо НYI<Гаси бир хил 

маънода ишлатилади. 

З-таьрuф. Бирор ХОЕХ HYКJ'a ва р> О сон учун ушбу 
S(xo,r)={XE Х: р(х ,x.)<r} туплам Х фазода очu~ шар; 

S (xo,r) ={ХЕ Х: р(х ,x.):;:;r} туплам ёnи~ шар деЙилади. 
Шу хо HYКJ'a шарнинг марказu, r сон шарнинг радиуси 

деЙилади. 

3арурият ТУFИлганда {ХЕХ: p(x,x)=r} тупламни х,ам 
ишлатамиз, ухо марказли, r радиусли сфера деЙилади. 

4-таьрuф. S(Xo,E) очи" шар хо НУКJ'анинг Е-атрофu 
дейилади ва О.(х) каби белгиланади. 

HYКJ'a атрофининг баъзи хоссаларини урганамиз. 
10. )(ар бир HYI<Гa узининг ихтиёрий атрофига тегишли. 
)(а"и"атан, агар Е>О булса, у х,олда р(а,а)=О<Е, шунинг 

учун аЕО (а). 

20. Бир НУКJ'анинг ихтиёрий икки атрофи кесишмаси 
х,ам шу НУКJ'анинг атрофи БУлади. 

)(a~"aTaH, агар Е<8 булса, у х,олда 0.(а)п06(а)=0.(а) 
булиши тушунарли. 

30. Агар ХЕО (а) булса, у х,олда х НYКJ'анинг О (а) да 
ётувчи атрофи м~вжуд. • 

)(а"и"атан, айтайлик, p(a,x)=d БУлсин. ХЕО.(а) элемент 
учун 8=E-d>0 сонни "араЙмиз. Агар УЕ06(х) булса, у х,олда 
метриканинг учбурчак аксиомасига кура 

р(а,у):;:; p(a,x)+p(x,y)<d+8=d+(E-d)=Е 

БУлади. Демак, УЕО.(а). Бундан 06(х)сО.(а) келиб чи"ади. 
40. Бир-биридан фар"ли икки ну"танинг узаро 

кесишмайдиган атрофлари мавжуд. 

)(а"и"атан, айтайлик, а,ЬЕХ, a;tb ва p(a,b)=r булеин. 
Е=Г/з булганда О.(а) ва О.(Ь) атрофларнинг кесишмаслигини 
курсатамиз. Фараз "илайлик, бу атрофлар умумий х Hyк;raгa 
эга булеин. У х,олда 

р(а,Х)<Е, р(Ь,Х)<Е ва р(а,Ь):;:; р(а,х)+ р(Ь,х)<2Е=2Г/з <r. 
Бу эса шартга зид. 
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2. Чегаралашан 1jплам. 
5-mаърuф. Агар (Х,р) метрик фазодаги М туплам бирор 

шар ичида жойлашган булса, у х,олда бу туплам чегараланган 

туплам деЙилади. 

Бу таърифнинг куйидаги таърифга эквивалент эканлигини 

текшириш к;ийин эмас: 

Агар (Х,р) метрик фазодаги М тУпламга тегишли барча Х 

ва у нук;rалар учун р(х,у)<К тенгсизликни к;аноатлантирувчи 

К мусбат сон мавжуд булса, у х,олда М туплам чегараланган 

деЙилади. 

Агар бир тупламда икки хил метрика берилган булса, у 

х,олда к;аралаётган М туплам бир метрикага нисбатан 

чегараланган, иккинчи бир метрикага нисбатан чегараланмаган 

булиши мумкин. 

Масалан, N натурал сонлар туплами Р(П,m)=/п-m/ 
метрикага нисбатан чегараланмаган, лекин 

{
О, 

PI(n,m)= 1 +_1_, 
m+п 

агар m = n булса, 

агар m :f:. n булса, 

метрикага нисбатан чегараланган тупламдир. Чунки 1 дан 
фаРIQIИ барча n ларда pl(l,n)<2, яъни бу метрикага нисбатан 
барча натурал сонлар туплами маркази 1 Hyк;raдa радиуси 2 
га тенг очик; шар ичига жойлашган БУлади. 

з. Тyuламнинг уриниш, лимит IIYI\талари. 

Айтайлик, (Х,р) метрик фаз ода бирор М туплам 

берилган БУлсин. 

6-mаърuф. Агар ХоЕХ НУIQ'анинг ихтиёрий атрофида М 

тупламнинг Хо дан фарIQIИ элементи мавжуд булса, у х,олда 
Хо нук;та М тупламнинг лимит Hy~macи деЙилади. 

Мuсоллар. 1. Ихтиёрий (Х,р) метрик фазодаги S(xo,r) очик; 
шарнинг лимит нук;талари туллами S (Хо'Г) ёпик; шардан 
иборат БУлади. 

2. Сонлар ук;идаги баъзи тупламларни к;араймиз: 
а) Е 1 = N натурал сонлар туплами БУлсин. Бу тупламнинг 

бирорта х,ам лимит нук;таси мавжуд эмас. 
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Ь) E2={I/
n 

: п=1,2, ... } БУлсин. Бу тупламнинг биргина 
лимит ну~аси О бор ва 0f1" Е2 • 

с) Ез=(О; 1). Бу тупламнинг лимит нук;талари [О; 1] 
кесманинг барча ну~аларидан иборат. 

d) E
4
=(0;I)nQ БУлсин. Бу тупламнинг лимит ну~алари 

,\ам [0;1] кесманинг барча ну~аларидан иборат. 
7-mаорuф. Агар ХоЕХ ну~анинг ихтиёрий атрофида М 

тупламнинг камида битта элементи мавжуд булса, у ,\олда 

Хо Hy~a М нинг урuнuш Hy~macu деЙилади. 
Лимит Hy~a уриниш ну~аси булади, лекин аксинчаси 

,\ар доим ,\ам уринли эмас. Масалан, чекли тупламнинг ,\ар 

бир ну~аси уриниш ну~аси булади, аммо лимит Hy~a 

була олмаЙди. Юк;оридаги Е 1 ва Е2 тупламларнинг барча 
ну~алари уриниш ну~алари булади. 

4.ТYnламнингёпилмаси. 
8-mаорuф. М тупламнинг барча уриниш нук;талари 

тУплами М билан белгиланиб, М нинг ёnuлмасu деЙилади. 

5-теорема. Ихmui/рuй М, М l ва М2 тупламлар учун 
~yйuдaгu муносабаmлар урuнлu: 

l)МсМ ; 

2)М=М; 

- -
З) агар M 1cM2 булса, у х;олда М1 с М2 буладu; 

4) М1 uM2 =М, uM2 • 

Исботи. Биринчи хосса тупламнинг уриниш нук;таси 

таърифидан келиб чик;ади. 

Иккинчи хоссани исботлаЙмиз. Биринчи хоссага асосан 

М с М . Шунинг учун М с М муносабатни исботлаш етарли. 

Айтайлик, х Е М БУлсин. У ,\олда бу ну~анинг ихтиёрий 

Е атрофида М га тегишли Х 1 нук;та топилади. Энди Х 1 
ну~анинг радиус и Е 1 =E-р(Х,ХI»О булган атрофини оламиз. 
Агар z Е О., (X1) булса, у ,\олда 
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p(Z,X)$ p(Z,X)+ Р(ХI'Х)<Е, 

яъни ZEO,(X) БУлади. Шундай к;илиб, 0'1 (х) С О,(х). Аммо 

х) Е М , демак, х)нинг Е)-атрофида М га тегишли Х2 нук;та 

мавжуд. Шунинг учун Xz Е 0'1 (х) с О,(х). Лекин OJx) шар х 

нук;танинг ихтиёрий атрофи булгани учун х Е М . 
Учинчи хоееа уз-узидан равшан. 

Туртинчи хоееани иеботлаЙмиз. Айтайлик х Е М) U M z 
булеин, у )\олда х нук;ганинг ихтиёрий О.(х) атрофида 

M)uM2 га тегишли Х) элемент мавжуд. Агар х j!: М) ва х fi'. M z 

булса, у )\олда х нинг шундай 0'1 (х) ва О" (х) атрофлари 

мавжудки, бу атрофлар мое равишда М) ва М2 тупламлар 
билан кееишмаЙди. Энди E=min(EI'E2) деб олеак, у х.олда х 
нук;танинг О.(х) атрофи M)uM

2 
туллам билан кееишмаЙди. 

Бу эеа Х нинг танланишига зид. Демак, Х нук;та М) ёки М z 

тупламлардан камида биттаеига тегишли, яъни 

М] uM2 С М) uM2 • 

Тескари муносабагнингуРинлиги: M)cM)uM2 ва ~cM)uM2 
муносабаглардан х.амда учинчи хоссздан келиб чик;ади. 

Саволлар ва маШI\Лар 

1. Метрик фазода очик; (ёпик;) шарларни таърифланг. 
2. Нук;танинг атрофи к,андай аник,ланади? 
3. Нук;та атрофининг к;андай хоееалари бор? 
4. Тупламнинг лимит нук;таси к;андай нук;та? 
5. Тупламнинг уриниш нук;таеи к;андай Hyк;ra? 
6. ТУпламнинг ёпилмаси к,андай аник,ланади? 
7. Туплам ёпилмаси хоссаларини аЙтинг. 
8. Метрик фазода иккита, х,ар хил радиуели очик, шарлар 

устма-ует тушиши мумкинми? 
9. Бирор метрик фазода радиуси 3 га тенг булга н шар 

радиуеи 2 га тенг булган шарнинг к,исми булиши мумкинми? 
10. Метрик фазода r>O радиуели шар БУш тУплам булиши 

мумкинми? 

11. Агар (Х,р) метрик фазонинг бирор с нук;гаси а ва Ь 
нук;галардан фарк,ли булиб, р(а,Ь)=р(а,с)+р(с,Ь) шартни 
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к,аноатлантирса, у '(олда с нук;та а Ба Ь нук.талар орасuда 
ёmадu деЙмиз. 

а) Агар с нук;та а ва Ь нук.талар орасида, d нук;та эса ава 
с нук.талар орасида ётса, у '(олда d нук.та а Ба Ь НуlQ'алар 
орасида ётишини исботланг. 

Ь) Агар с нук.та а Ба Ь нук.талар орасида ётса, у '(олда а 
HYlQ'a сва Ь нук.талар орасида ётмаслигини исботланг. 

с) Агар с нук;та а ва Ь нук;талар орасида, d нук;та эса а ва 
с нук.талар орасида ётса, у '(олда с нук;та d Ба Ь нук;талар 
орасида ётишини исботланг. 

d) Метрик фазонинг ихтиёрий икки нук.талари орасида 
'(ар доим шу фазонинг камида битга нук;таси ётади, деган 
тасдик, туrpими? 

12. Метрик фазода кесма mушунчасuни киритиш мумкин: 
[а,Ь] кесма.Цеб шу фа:юнинг а, Ь ва бу нyIQ'aлар орасида ётадиган 
барча нyIQ'aЛаридан ташкил топган: тУпламга aйfилади. 1-§ даги 
2-, 7-, 10-, ll-мисоллардаги ва дискрет метрик фазодаги 
кесмалар lQiНДай булади? Бу кесмалар чегараланганми? 

13. Метрик фазода '(ар хил икки кесма фак,ат иккита 
умумий нук.тага эга эканлигини кУрсатинг. 

14. Айт8ЙЛик, с нук;та а ва Ь нук;талар орасида ётсин. )(ар 
доим [a,b!=[a,c]u[c,d] муносабат уРинлими? 

15. R
2 

текиеликда '(ар к,андай тУFpи туртбурчакнинг 
чегараланган тУплам эканлигини кУрсатинг. 

16. Ихтиёрий метрик фазода як;инлаШУБЧИ кетма­
кетликнинг чегараланган туплам эканлигини исботланг. 

17. Сонлар ук;идаги х, =(_1)' +~ (nEN) нук,талар 
n 

тупламининг уриниш Ба лимит нук.таларини топинг. 

18. Е тУплам R; текисликдаги рационал координатали 
нук;талар туплами булса, унинг ёпилмасини топинг. 

19. R; текиеликда фак;ат иккита: АО,3), 8(3,0) лимит 
HYlQ'ara эга булган Е тупламга мисол келтиринг. 

4-§. Метрик фазодаги ОЧИI\ иа ёПИI\ тYnламлар 

1. :Епи~ 'ljплам ва унинг хоссалари, мисоллар. 
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо булеин. Бу фазода МеХ 

тУплам оламиз. 
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9-mаърuф. Агар А" = М булса, у холда М ёnи~ туплам 
деЙилади. 

Ихтиёрий (Х,р) метрик фазода S (хо,г) ёпик, шар, Х нинг 
узи буш туплам Ба хар бир чекли туплам ёпик, тупламларга 
мисол БУлади. 

Шунингдек, (R, p(a,b)=lb-al) ТУFРИ чизикда ихтиёрий 
[c,d] кесма ёпик, туплам БУлади. 

6-теорема. а) Чеклu сондаги (/nи~ mуnламларнuнг 
бuрлашмасu яна ёnи~ туплам буладu; 

б) uxmuёрuй сондаги ёnи~ mуnламларнuнг кесuшмасu ёnи~ 
mуnлам БУладu. 

Исботн. Бу хоссани икки туплам учун исботлаш етарли. 
а) Айтайлик, F

1 
Ба F

2 
ёпик, тупламлар булсин, яъни 

Р) = F; Ба Р2 = F2 уринли. У холда S-теоремадаги 4-хоссага 

кУра F) u F 2 = F; u F 2 = F) u F2 • Таърифга кура F
1
uF

2 
ёпик, 

туплам. 

б) Айтайлик, ихтиёрий сондаги {F} А ёПИI<; тупламлар 
<Х <ХЕ 

системаси берилган ва х уларнинг кесишмаси булган F= п F 
а " 

тупламнинг уриниш нук,таси БУлсин. У холда х нинг 
ихтиёрий атрофида F нинг камида битта, масалан, х) 
элементи маБЖУД Ба кесишманинг хоссасига кУра а нинг 

барча I<;Ийматлари учун Х) Е F" БУлади. Бундан ихтиёрий а учун 

XEF -F 
а - а, яъни xEnF,,=F келиб ЧИI<;ади. Демак, F ёпик, 

туплам. Теорема исбот БУлди. 
2. Очик; тyuлам ва унииг хоссалари, мисоллар. 
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо, МеХ бирор тУплам БУлсин. 
IO-mаърuф. Агар х нук,танинг М тупламда бутунлай 

жойлашган бирор атрофи мавжуд булса, у холда х нук,та М 
тупламнинг uчкu Hy~тacи деЙилади. 

Агар М тупламнинг хамма НУIqалари ички булса, у очu~ 
туплам деЙилади. 

Ихтиёрий (Х,р) метрик фазода S(xo,r) очик, шар, R да 
(а;Ь) интервал ОЧИI<; тупламга мисол БУлади. 

R да Q рационал сонлар туплами очик, туплам эмас, 
чунки рационал сон Q га ички HYIqa була олмайди, яъни, 
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ихтиёрий рационал соннинг хар бир атрофи фа~ат рацион ал 

сонлардан иборат эмас. 

Шу каби иррационал сонлар туплами хам очи~ туплам 

эмаслигини куриш мумкин. 

Бу тупламларнинг R да хам ёпи~ туплам булмаслигини 
к)iриш ~ийин эмас. 

7-теорема. Бuрор GcX mуnламнинг очи/<; булuшu учун унинг 
mулдuрувчuсu F=X\G=CG mуnламнuнг ёnи/<; булuшu зарур 
ва еmарлu. 

Исботи. ЗарурuЙЛuгu. Айтайлик, G очи~ т)iплам булеин. У 
холда хар бир XEG Hyк;ra бутунлай G да жойлашган атрофга 
эга. Демак, буarpoф F билан кесишмаЙДИ. БYJЩан кУРинадики, 
F нинг бирорта хам уриниш нук;таси G га кирмаЙДи. Демак, 
F ёпи~ т)iплам. 

Еmарлuлuгu. Айтайлик, F=X\G ёпи~ тУплам булеин. У 
холда G дан олинган, яъни F га кирмаган ихтиёрий нук,та 
F билан кесишмайдиган, демак, G да бутунлай жойлашган 
атрофга эга, яъни G очи~ туплам. 

Haтmкa. Буш туплам 0 ва Х фазо )faM очu/<;, )faм ёnи/<; 

mУпламлардuр. 
8-теорема. Ихmuёрuй сондаги очu/<; mуnламларнuнг 

бuрлашмасu ва чеклu сондаги очu/<; mупламларнuнг кесuшмасu 
очu/<; mуплам БУладu. 

n n 

Исбо1И. Ушбу r;;(X\G )=X\(uGa ) ва u(X\G)=X\(n G) 
а а 1=1 I 1=1 I 

тенгликлардан ва ю~орида исботланган теоремалардан келиб 
чи~ади. 

Саволлар ва машI\Лар 

1. I<.андаЙ туплам ёпи~ туплам дейилади? 
2. Ёпи~ тупламга мисоллар келтиринг. 
3. I<.андаЙ туплам очи~ туплам дейилади? 
4. Очи~ тУпламга мисоллар келтиринг. 
5. ~вa ё~ т)iпламлар орасида к,андай боFJ1аниш мавжуд? 
6. Очи~ хам, ёпи~ хам булмаган тупламларга мисоллар 

келтиринг. 

7. Ихтиёрий метрик фазода ёпи~ шар ёпи~ туплам 
эканлигини исботланг. 
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8. Ихтиёрий метрик фазода очик, шар очик, туплам 
эканлигини исботланг. 

9. Текиеликда мусбат координатали нук:галар тУплами 
очик, туплам буладими? Жавобингизни асосланг. 

10. Ихтиёрий А < В сонлар учун E={fEC[a;b]: А<f(х)<В} 
тупламнинг очик, туплам эканлигини кУрсатинг. 

{ 
х+у > 5' 

11. 2 2 ' теНГСИЗlIиклар системаси билан анИIQIанган 
х +у <100 

тУпламнинг R; фазода очик, тУплам эканлигини исботланг. 
{ 
x+3y-2z~6; 

12. 2 2 2 2 тенгсизликлар системаси билан 
х +у +z ~ 5 

аНИIqIанган тУпламнинг Rg фазода ёпик, туплам эканлигини 
исботланг. 

{ у> х2 + l' 
13. 2 - 2 ' тенгсизликлар системаси билан аНИIqIанган 

х +у <64 

тУпламнинг R; фазода очик, хам, ёпик, хам эмаслигини 

кУРсатинг. 
14. С[а,Ь] фазодаги кУпхадлар туплами очик, хам, ёпик, 

хам эмаслигини исботланг. 

5-§. Соплар ~аги очик; ва ёпик; тYnламлар ва 
уларнивг тузилиши 

1. Ташкил ~ЧИ орали~р ва уларнннг хоссалари. 
(R,p) метрик фазода ихтиёрий (а,Ь) интервал очик" 

ихтиёрий [а,Ь] сегмент ёпик, тУпламга мисол БУлади. 
ll-maЬрuф. Бирор G очик, тУплам берилган булеин. Агар 

(a,l3)cG Ба щ?:G, I3~G булса, у холда (а,l3) интервал ташкШl 
~Шlувчu оралu~ деЙИЛади. 

9-тюрема. G ОЧU~ туnламнuнг бuр-бuрuдан фар~u (a
l
,l3

l
) 

ва (а2,13}) ташкШl ~Ш1увчu оралu~арu умумuй Hy~maгa зга эмас. 
Исбрти. Фараз к,илайлик, (a

l
, (3) ва (а2 , (3) интерваллар 

бир-биридан фаРIqIИ (яъни a l*a
2

, 131*132 муносабатлардан 
камидаj)ири уринли) булиб, умумий ~ Hyк;raгa эга БУлсин. 

у "олда al<~<131' a2<~<132 тенгсизликлар уринли БУлади. Бу 
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", 

тенгсизликлардан а2<~<131' а\<~<132 тенгсизликлар келиб 
чик-ади. Бунда икки хрл булиши мумкин: а2<а\ ёки а2 >а\. 

Агар а2<а\ булса, у х.олда a\E(a
2
,I3)cG. Бу муносабат 

бажарилиши мумкин эмас, чунки а\ ~G. 

Агар а2>а\ булса, у х.олда a 2E(a\,I3)cG. Бундай булиши 
х.ам мумкин эмас, чунки a>~G. Теорема исбот БУлди. 

Бу теоремадан к;уйидаги натижалар келиб чик-ади: 
l-натижз. Агар G очи~ туnламни ташкWI ~Wlувчи иккита 

интервал умумий Hy~тaгa эга булеа, у :х;олда бу интерваллар 

бир-бирига айнан тенг булади. 

2-натижз. Буш булмаган очи~ туnламни ташкWI ~Wlувчи 
турли орали~ар системаси чекли ёкu caHo~идup. 

Исботи. Агар х.ар бир ташкил К-ИЛУБЧИ оралик.дан 
биттадан рационал нук:га олинса, у х.олда бу нук:галардан 
тузил ган М туплам кУпи билан санок.ли булади Ба G ни 
таш кил К-ИЛУБЧИ турли оралик.лар системаси М билан узаро 
бир к-ийматли муносабатда БУлади. 

2. Чегараланган очик, тУпламнинг тузилиши. 
10-теорема. Агар G буш булмаган очи~ ва чегараланган 

туnлам булса, у :х;олда G нинг :х;ар бир Hy~тacи G ни ташкWI 
~Wlувчи интерваллардан бирuга тегишли буладu. 

Исботи. Айтайлик, а нук:га G тупламнинг ихтиёрий 
элементи булеин. Ушбу F=[a;+oo)nCG тУпламни тузамиз. 
[а;+оо) ва CG т)'пламларнинг ёпик.лигидан, F х.ам ёпик-тУплам 
БУлади. Тузилишига кура F туплам буш эмас Ба к;уйидан 
чегараланган. Бу F тупламнинг 1\Уйи чегарасини а билан 
белгилаЙмиз. Равшанки, аЕ F БУлади. Шунингдек, а>а, чунки 
а Ба ундан чапдаги х.амма нук:галар F тУпламга кирмаЙДи. 

Бундан ташк-ари, [a,a)cG. Акс х.олда, шундай Ь Hyк;ra 
мавжуд булиб, ЬЕ[а,а) ва b~G булар эди. Бу муносабатлардан 

ЬЕ F ва Ь<а уринли эканлиги келиб чикдци. СУнгги тенгсизлик 
а нин г F учун куйи чегара эканлигига зид. 

Натижада а учун 

а>а, a~G, [a;a)cG (1) 
муносабат уринли эканлиги кУрсатилди. 

Худди шунга Ухшаш 
13<а, I3~G, (l3;aJcG (2) 

муносабатни к-аноатлантирадиган р нук:ганинг маБЖУДЛИГИ 
кУрсатилади. 

Бунинг учун (-оо;аJnСG тупламни тузиб, юк-оридагига 

Ухшаш мулох.азалар юритиш керак. 
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(1) ва (2) муносабатлардан (р;а) интервал G учун ташкил 
Iq1ЛУВЧИ оралИI<;, ва aE(j3;a) келиб ЧИI<;,ЗдИ. Теорема исбот БУJЩИ. 

3-натижа. Агар G буш булмаган очи~ ва чегараланган 
туnлам булиб, (j3;a) интервал G га бутунлай кирган булса, у 
х;олда G ни ташкил ~uлувчи ва (j3;a) интервални бутунлай уз 
ичига олган интервал мавжуд булади. 

ЮI<;,оридаги 2- ва 3-натижалардан I<;,Yйидаги теорема 
келиб ЧИI<;,ади: 

Н-теорема. Буш булмаган, чегараланган G туnламнинг 
очи~ туnлам булиши учун уни сони чеlCЛи ёки caHo~и булган 
Узаро кесишмайдuган интервалларнинг бирлашмаси куринишида 
ёзиш мумкин булuшu зарур ва етарлu. 

3. Чеraраланган ёпи~ тYnламнинг тузилиши. 
Айтайлик, F чегараланган ёпиI<;, туплам булиб, S=[a;bJ 

уни уз ичига олган энг кичик сегмент БУлсин. У ,\олда 

CsF=S\F туплам О'lИI<;, БУлади. 
Агар CsF буш булмаса, унга ll-теорсмани татбиI<;, I<;,илиш 

мумкин. Натижада I<;Yйидаги теоремага келамиз: 
12-теорема. Ихmuёрий чегараланган ёnи~ F туnлам ёки 

сегмент буладu, ёки бuрор сегментдан сони чеlCЛи ёки caHo~и 
uнтерваллар системасини чи~арuб ташлаш нати:ж:асuда J(Oсuл 

~uлuнган туnламдан иборат БУлади. 
12-таьрuф. О'lИI<;, CsF тупламнинг ташкил I<;,илувчи 

оралИl91ари Fryпламнинг тулдuрувчи орали~арu деЙилади. 

Саволлар иа МaIПl\Лар 

1. Ташкил I<;,илувчи оралИI<;, I<;,андай т:Уплам? 
2. Ташкил I<;,илувчи оралИIqIар I<;,aндай хоссаларга эга? 
3. Чегараланган ОЧИI<;, туплам I<;,андай тузилган? 
4. Чегараланган ёпиI<;, тУплам I<;,aндай тузилган? 

6-§. Мукаммал тjплвмлар. Канторнинг мукаммал 
тjплами 

1. t.лFИз ~, узида зич тУплам, мисоллар. Айтайлик, 
(Х,р) метрик фазода М туплам берилган БУлсин. 

lЗ-таьрuф. Aгap~EM булиб, ~ НУl(Ганингбирор атрофида 
М тупламнинг ~ дан БОШI<;,а НУl(Гаси булмаса, У ~олда ~ HYl(Гa 
М тупламнинг ёлFUЗ Hy~тacи деЙилади. 
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Масалан, сонлар y~a М=(О,2)u{З} тУпламни к,арасак, 3 
HYl9'a бу тупламнинг ёЛFИЗ нук,таси булади. 

14-mаърuф. Агар Е тУпламнинг бирорта хам ёЛFИЗ НУl9'аси 
булмаса, у "олда буНДай тУплам узuда зuч mуnлам деЙилади. 

Масалан, координаталар текислигида иккала 

координатаси хам рационал сонлардан иборат нук,талар 

туплами узида зич тупламга мисол БУлади. 

15-mаърuф. Агар тУплам фак,ат ёЛFИЗ НYI<J'алардан иборат 

булса, бундай туплам дискреm mуnлам деЙилади. 

Мuсоллар. з-§ даги Е} ва Е2 тУпламлар дискрет тупламга, 
Ез ва Е4 тупламлар узида зич тУпламга мисол БУлади. 

2. Х;осила тjплам, мукаммал тУплам, мисоллар. 
16-mаърuф. М тупламнинг барча лимит НУl9'аларидан 

иборат булган туплам М тупламнинг ~осuла mjinламu 

дейилади ва М' орк,али белгиланади. 

з-§ даги мисоллар учун Е'}=0, Е'2={О}, Е'з=[О;l], 

E'4=[O;l] БУлади. 
17-mаърuф. Агар М=М' булса, у холда М мукаммал 

mjinлам деЙилади. 

Энди сонлар )/I\идаги мукаммал тУпламларни уРганамиз. 

13-теорема. ИхmuёjJUЙ кесма мукаммал mуnлам БУладu. 

Исботи. [а;Ь] кесманинг ихтиёрий х НYI<J'аси унинг лимит 
НУl9'аси эканлиги бевосита кУриниб турибди. Энди [а;Ь] 

кесманинг ташк,арисида унинг лимит НУl9'аси ЙУI<',J1игини 

курсатамиз. 

Агар ~ нук,та [а;Ь] кееманинг лимит НУl9'аси булиб, унга 

тегишли булмаса Ба аниlQIИК учун ~<a булса, у холда ~ нyI<Ганинг 

а-'; а-'; 
(';--2-' ';+-2-) атрофи [а;Ь] кесманинг бирорта хам 

нук,таеини уз ичига олмаЙДи. Ву эса ~ НYI<J'анинг [а;Ь] кеема 
учун лимит нук,та эканлигига зид. Теорема иебот БУлди. 

Равшанки, мукам мал тУплам ёпик, туплам БУлади. Аммо 
хар к,андай ёпик, тУплам хам мукаммал тУплам була олмаЙДи. 
Маеалан, икки элементдан иборат {1,2} туплам ёпик" лекин 
унинг хоеила туплами буш тупламдан иборат. 

Чегараланган ёпик, туплам мукам мал булиши учун У 

узида зич туплам булиши кераклиги равшан. 

Ёпик, тупламнинг тузилиши хак,идаги 12-теоремадан 
к,уйидаги таедик, келиб чик,ади: 
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14-теорема. Иxmuёрuй чегараланган, буш булмаган мукам.мал 
туnлам ёlCи сегмент дан uборат, ёlCи бuрор сегментдан узаро 

lCесuшмайдuган, УМУМUЙ чегара Hy~тaгa зга булмаган ва 
чегараларu шу сегментнинг чегараларuга тенг булмаган, сони 

чеlCЛU е·lCи сано~лu uнтервалларuнu чu~арuб ташлаш 

натuжасuда ~ОСUЛ булган туnламдан uбораm БУладu. 
З. Кантор тУплами ва униш хоссалари. 
Назарий жих,атдан мух.им щамиятга зга булган мукаммал 

тупламлардан бири - Канторнинг мукаммал ryпламидир. 

Ихтиёрий n учун ап =о ёки ап =2 булган, О,а\а2 ••• ап ••• 

кУРинишдаги барча чексиз, учлик санок; системасидаги :Унли 

касрларни к;араЙмиз. Бундай сонли ryплам Кантор тYnламu 
дейилади ва РО билан белгиланади. 

Бу туплам ~йидаги хоссаларга зга: 
10. РО чегараланган тУnлам. 
Хак;ик;атан, х,ар бир хЕ РО учун O~ ~1 тенгсизлик уринли. 

Демак, Рос[О,I]. 
2) РО муlCОММал тУnлам. 
Исботи. Бу тупламнинг х,ар бир НYI(Гаси унинг лимит 

НYI(Гаси булишини, яъни РоСРо' зканлигини фсатамиз. 
Айтзйлик, х=0,й\а2 •• .ап ••• НYIQ'a РО ryплзмнинг исгалraн 

нук.таси ва Е ихтиёрий мусбат сон БУлсин. Ушбу 2-k<Е 
тенгсизликни к;аноатлантирувчи k шrгурал сонни танлаб оламиз 
ва ~ =о булса, унинг уРнига 2 ни, ёки аксинча, a

k 
=2 булса, 

унинг уРнига О ни ёзамиз. Натижада '(ОСИЛ булган сон х нинг Е 

атрофига тегишли БУлади. Демак, РоСРо' муносабат уРинли. 
Энди Р 'сР зканлигини куРсатамиз. Бунинг учун бирор 

о о 

х=0,а\а2 ••• ап••• ~P[)[O;I] нук.та РО ryпламнинглимит НYI(Гаси 
була олмаслигини к)iрсатиш етарли. I<,aралаётган х сон учун 

к;андайдир kда ak=l булиб, ak+1' ak+2' ••• лардан камида бири 1 
дан фаРI91И булади, акс х,олда бу сонни фак;ат О ёки 2 билан 
ёзиш мумкин булиб, У Р тупламга тегишли буларди. Демак, 

0,а\а2 • • .ak~\l < х < 0,a\a2 •• .ak+\2 

интервал фак;ат О ва 2 билан ёзиш мумкин булмаган 
сонлардан ибо рат булиб к;олади. Шундай к;илиб, х НYI(Ганинг 

РО тупламга тегишли эмаслигидан х нинг РО га тегишли 
булмаган сонлардан иборат атрофининг мавжудлиги келиб 

чик;ади. Демак, РО га тегишли булмаraн HYI(Гa бут:Уплам учун 
лимит нук.та була олмаЙДи. Бундан РО туплам барча лимит 
нук.таларини уз ичига олиши, яъни Ро'СРо келиб чик;ади. 
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30. Р" континуум 1\увваmли тУnлам. 
Исботи. РО туnламдан олинган )(аР бир О,й 1 а2 •• .ап ••• каерга 

a
k 
=2 булган k ларни уеиш тартибида ёзиб, {k) уеувчи кетма­

кетликни мос ~ямиз. Маеалан, 0,020020002000020 ... га {2, 5, 
9, 14, 20, ... }кетма-кетлик мое келади. Бу моелик РО ва барча 
к,атьий усувчи кетма-кетликлар туплами орасида узаро бир 
к,ийматли мослик БУлади. 1 бобдаги 15-теоремага аеосан, барча 
бундай кетма-кетликлар туплами континуум к;увватга зга. 

Кантор тупламини бошк,ача х.ам тузиш мумкин. Бунинг 

1 2 
учун д= [0,1] сегментни оламиз ва уни "3 ва "3 нук:галар 

билан тенг уч к,исмга булиб, ундан унинг урта к,исмини, 

яъни (~,~) оралик,ни чик,ариб ташлаЙмиз. Колган икки 
еегментларнинг х.ар бирини яна тенг уч к,иемга буламиз ва 

уларнинг урта к,исмлари булган (i,%) ва (~,~) оралИIqIарни 
чик,ариб ташлаЙмиз. Натижада TyPrra сегмент х.оеил БУлади. 
Бу еегментларнинг х.ар бирини яна тенг уч к,иемга булиб, 

уларнинг урта к,исмларини чик,ариб ташлаЙмиз. Бу жараённи 
чексиз давом эттирамиз. 

о 1/3 2/3 

о 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 '6/9 

Натижада д=[О, 1] сегментдан 

G" = (~,Лu(i,%)U(~'~)U(217 '227 )u(277'287 )u(~~ ,~~)u(~~ ,~~) 
u ... очик, туплам чик,ариб ташланган БУлади. 

Колган туплам, яъни Ро=д\Gо туплам, юк,орида чексиз 
учлик касрлар орк,али к.урилган Кантор тупламининг узи 

БУлади. Буни текширишни ук;увчига к,олдирамиз. 

Саволлар ва мamI\Лар 

1. Х;осила тупламни таърифланг, миеоллар ке.IJТИрИНГ. , 
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2. Мукам мал туплам к;андай аНИl9Iанади? 
3. Кантор тУплами к;андай тузилган? 
4. Кантор туплами к;андай хоссаларга эга? 
5. Агар М сонлар ук;ида зич туплам булса, у холда 

ихтиёрий аЕ R ва г>О учун (а-г;а+г) интервалда М га 
тегишли камида битта HYl9'a мавжуд булишини исботланг. 

6. Рацион ал сонлар тYnламининг хосила тУпламини топинг. 
7. Е'={I, 1/2' 1/), ... , I/n, ••• } булган Е туплам мавжудми? 

Мавжуд булса, мисол келтиринг. 

8. Томони 1 га тенг квадрат олиб, уни тенг тУк;к;из булакка 
буламиз ва марказий квадратнинг ички НУI9'аларини ташлаб 

юборамиз. Колган саккизта квадрат билан хам шундай иш 

тутамиз. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз. п-к;адамдан 

сунг к;олган НУl9'алар тУпламини Sn билан, улар кесишмасини 

~ Sn =So билан белгилаЙмиз. Бу S" туплам Серпинский гuлами 

деб юритилади. Бу тYnламнинг ёПИI9IИГИНИ исботланг. 

9. Мукам мал тупламнинг ёПИI9IИГИНИ исботланг. 
10. Ёпик;, лекин мукаммал булмаган тупламга мисол 

келтиринг. 

11. Агар МеМ' (ёки М'еМ) булган холда, М туплам 
хак;ида нима дейиш мумкин? Жавобингизни асосланг. 

7-§. Метрик фазода компакт 1jпламлар 

1. Компакт 1jnлам таърифи, мисоллар. 
ТYfpи чизик;нинг, яьни сонлар Ук.ининг ажойиб хоссаларидан 

бири ШУКИ, ундаги чегараланган ихтиёрий чексиз тYnлам камида 

битта лимит Hyк;raгa зга. Лекин ихтиёрий метрик фазода бундай 

содца натижа, умуман айтганда, уРинли эмас. 

Шунинг учун I\}'йидаги саволнинг i<;Yйилиши табиий: 

Метрик фаэода к;андай тупламлар синфи учун юк;оридаги 

хосса саl9Iанади? 

Шу сабабли I\}'йидаги мух.им таърифни киритамиз: 
18-mаьриф. Агар (Х,р) метрик фазодаги МеХ тупламнинг 

элементларидан тузилган ихтиёрий кетма-кетликдан М нинг 

бирор элементига як;инлашувчи к;исм кетма-кетлик ажратиб 

олиш мумкин булса, у холда М тУплам Х да комnакm деЙилади. 
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Мuсоллар. 1. ТУFpи чизи~аги J(ap "андай кесма; 
2. Текисликдаги [>0 радиусли ёпи" шар; 
3. Текисликда координаталари а :$ Х :$ Ь, с :$ У :$d шартларни 

"аноатлантирувчи (х;у) НYIQ'алар тУплами компакт тУпламлар 

БУлади. 

2. ТУпламнинг компакт булаши учун зарурий шартлар. 
15-теорема. Комnакm mуnлам чегараланган буладu. 

Исботи. Бунинг учун бирор М компакт туплам олиб 
чегараланмаган булеин, деб фараз ~амиз. У J(олда М дан 

ихтиёрий Х] Hyк;ra олиб, радиуси [] = 1 га тенг S(x] ,Г]) шарни 
кУРамиз. М чегараланмаганлиги учун у бу шарда тУла жойлашган 

булмаЙди. М т:Упламнинг S(xl'[]) шарга кирмаган бирор Х2 
элементини оламиз. У J(олда p(Xp~)~[] БУлади. Энди радиуси 

[2=[(Xp~)+1 га тенг S(~,f) шарни ~иб, М тУпламнинг бу 
шарга кирмаган "з элементини оламиз. Бундай элемент мавжуД, 

чунки М чегараланмаган тУплам ва Р(Х] ,Х) ~ [2 БУлади. Бу 
жараённи истаганча давом эттириш мумкин. Натижада {xn} 
(xnEM) кетма-кетлик ва усиб борувчи {[n} сонли кетма-кетлик 
J(ОСИЛ булиб, улар учун 

p(xp xn)+1 = fn> fn.] (п=2,3, ... ), [n- [n.] ~ 1 
тенгсизликлар бажарилади. 

Демак, ихтиёрий п>m~2 натурал сонлар учун 

p(XpXn)+ 1 = fn> fn.] ~ [m = р(Х] 'Xrn)+ 1 
муносабатлар уринли булишини текшириш "ийин эмас. 

Булардан ва 

тенгсизли кдан 

f n :$ [m +р(хm,Х), 
яъни p(Xrn,xn)~1 муносабат келиб чи"ади. 

Охирги тенгсизлик {xn} кетма-кетликнинг узи J(aM ва 

унинг бирор "исми J(aM фундаментал була олмаслигини, 
яъни я"инлашувчи була олмаслигини курсатади. Бу эса М 
тупламнинг компактлигига зид. Теорема исбот БУлди. 

Бутеореманингтескариси уринли эмас. Масалан, .€2 фазода 
ушбу е]=(1, О, О, О, ... ), е 2=(0, 1, О, О, ... ), е 1 =(0, О, 1, 
О, ... ), ... элементлардан иборат чегараланган тупламни тузамиз. 
Бу элементларнинг ихтиёрий иккитаси орасидаги масофа 

р(еrn ,е п)=J2 га тенг (mо;еп). Шунинг учун бу кетма-кетлик ва 
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унинг х,еч к,андай к,исми як,инлашувчи булмайди, демак, 

тузилган туплам компакт эмас. 

16-теорема. Комnакт туплам ёnи~ БУладu. 
Исботи. Айтайлик, М туплам компакт булиб, ёпик, 

булмасин. У х,олда М ёпик, булмаганлиги учун {хп}сМ 

як,инлашувчи кетма-кетлик мавжудки, унинг лимити булган 

Ь элемент М га тегишли булмаЙди. Энди, М компакт 
булганлиги учун, бу кетма-кетликдан М тупламнинг а 
элементига як,инлашувчи к,исм кетма-кетлик ажратиб олиш 

мумкин. Аммо {хп } кетма-кетлик иккита, ава Ь турли лимитга 
эга булиши мумкин эмас. Бу зиддият М компакт тYnламнинг 
ёпик, булиши кераклигини билдиради. Теорема исбот БУлди. 

Компакт тупламнинг ихтиёрий ёпик, к,исм тУплами х.ам 
компакт тУплам булишини исботлашни ук,увчига машк, 
сифатида к,олдирамиз. 

3. п-улчамли Евклид фазосида компакт тtпламлар. 
17-теорема. Rn фазода М туnламнuнг комnакт булuшu 

учун унинг чегараланган ва ёnин; булuшu зарур ва етарлu. 

Исботи. ЗарурuйлuгU юк,оридаги теоремадан келиб чик,ади. 
Етарлuлuгu. Айтайлик, М чегараланган ва ёпик, т)Тплам 

булеин. М чегараланган булганлиги сабабли уни уз ичига 

олувчи п-улчамли параллелепипед Р, яъни Р={х=(хр 
~' ... 'Хп): a,~,.:::;b" i=I,2, ... ,n}, мавжуд. Бу параллелепипеднинг 
компакт туплам эканлиги n та, [а;Ь] кесмаларнинг Декарт 

I I 

кYnайтмаси каби тасвирланишидан келиб чик,ади. Энди, м 
туплам Р нинг ёпик, к,исм туплами булгани учун компакт 
БУлади. Теорема исбот БУлди. 

Саволлар ва маШIVIар 

1. Компакт туплам к,андай туплам? 
2. ТYnлам компакт булиши учун зарурий шартларни айтинг. 
3. Rn фазода тYnлам компакт т)Тплам булишининг зарурий 

ва етарли шартлари к,андай? 

4. Компакт тУпламнинг ёпик, к,исм туплами компакт 
булишини исботланг. 

5. Компакт тупламларнинг кесишмаси компакт туплам 
эканлигини исботланг. 

6. Иккита компакт тупламнинг бирлашмаси компакт 
булишини кУрсатинг. 
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7. C[O,I] фазода ~йидаги тупламлар компакт туплам 
буладими? 

а) C[O,I] нинг узи; 
б) коэффициентларининг модули 1 дан катта булмаган 

барча к)/пхадлар туплами. 

8. Айтайлик, E={fEC[O,I]: [(О)=О, f(l)=I, ~~~lf(x)I~I} 

БУлсин. Бу туплам С[О, 1] фазода компакт туплам буладими? 

8-§. Метрик фазоларда узлуксиз акслантиришлар 

1. Узлуксиз акслантириш, мисоллар. 
Айтайлик, (Х,р) ва (У,р) метрик фазолар булиб, Х 

ни У га акслантирувчи Т акслантириш берилган БУлсин. 

Акслантиришнинг нук.тада узлуксизлиги таърифини 

берамиз. 

19-mаьрuф. Агар Х тупламдаги \, нук.тага як.инлашувчи 
ихтиёрий {хп}сХ кетма-кетлик учун ушбу ТХП ~ ТХо муносабат 
у да бажарилса, у холда Т акслантириш х() Hy~maдa узлуксuз 
деЙилади. 

20-mаьрuф. Агар ихтиёрий 1::>0 сони учун шундай 8>0 
сон топилиб, Рх<Хо,Х)<8 шартни к.аноатлантирувчи барча х 
лар учун Ру(Т(хо),Т(Х»<1:: тенгсизлик ~ажарилса, у холда Т 
акслантириш хо Hy~maдa УЗЛУКСUЗ деиилади. 

21-mаьрuф. Агар Ь=Т(х) нук.танинг ихтиёрий У атрофи 
учун Х тупламда хо нук.танинг T(U)cV шартни 

к.аноатлантирувчи U атрофи мавжуд булса, у холда Т 
акслантириш хо Hy~maдa УЗJ1уксиз деЙилади. 

Бу уч таърифнинг тенг кучлилиги ёки бошк.ача айтганда, 

эквивалентлиги функция учун исботлангани каби исботланади. 

Мuсоллар. 1. C[O;I] фазони R га акслантирувчи Т:x~x(l) 
акслантириш ихтиёрий аЕС[О; 1] «Hyк:ra,>дa узлуксиз булади, 
бу ерда х ва а «нук.талар,> деганда, [О; 11 кесмада узлуксиз 
функциялар тушунилади. 

х,ак.ик.атан, 1::>0 сон берилган булеин. У х,.олда 8=1:: деб 
оламиз. Энди 

рс(а,х)= ~~~ Ix(t)-а(t)I, p(TaJx)=lx( 1 )-а( I )I~PL (а,х) 

булганлиги сабабли, РС<а,х)<8 шартдан р(Та,ТХ)<1:: 

тенгсизликнинг келиб чик.иши ТУlJlунарли. 
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2. С,[О;l] фазони R га акслантирувчи T:X-H(l) 
акслантириш 8(t)=0 нук;тада узлуксиз эмас. 

х.ак,ик,атан, xn(t)=tn кетма-кетлик С,[О;l] фазода 8(t)=0 
функцияга як,инлашади, лекин тхп= хп(1)=1, Т8=О. Демак, 
{тхп } кетма-кетлик Т8 га як,инлашмаЙди. 

22-таьрuф. Агар Т акслантириш Х нинг х.ар бир нук;тасида 

узлуксиз булса, у х.олда Т узлуксuз акслантuрuш деЙилади. 
Х метрик фазонинг элементлари турли табиатли, хусусан, 

функциялардан иборат булиши мумкинлиги айтилган эди. 
Шу сабабли Х да аНИlQ1анган акслантиришнинг к,ийматлар 
т:Ynлами сонли т:Упламдан иборат булса, бу акслантириш 
функция деб эмас, балки функцuонал деЙилади. 

Хусусан, Y=R булган х.олда, узлуксиз акслантириш 
узлуксuз функцuонал деЙилади. 

Масалан, С[О;l] фазони R га акслантирувчи T(x)=x(l) 
акслантириш, бу ерда х(1) сон x(t) функциянинг 1 нук:гадаги 
к,иймати, узлуксиз Функционалга мисол БУлади. 

2. Изометрия, униш узлуксизлиги. 
Айтайлик (Х,р) ва (У,р) метрик фазолар ва T:X~Y 

акслантириш берилган БУлсин. 
2З-таьрuф. Агар Х фазодан олинган ихтиёрий а ва Ь 

нук.талар учун рх(а, Ь)= р (Т(а),Т(Ь» тенглик бажарилса, у 

х.олда Т uзометрuк аКСЛQ1Iтuрuш ёки uзометрuя деЙилади. 
Равшанки, х.ар к,андай изометрия узлуксиз акслантириш 

БУлади. 
Текисликдаги х.ар к.андаЙ х.аракат, хусусан, параллел 

к-учириш, буриш, ук. симметрияси изометрияга мисол БУлади. 
з. Узлуксиз акслаlПИРИШНИИГ хоссалари. 
18-теорема. Айтайлuк, Т: X~ У акслантuрuш Х фазонuнг 

а нук;тасида, Р:У ~Z акслантuрuш У фазонuнг Ь=Т(а) 
нук;тасида узлуксuз БУлсuн. У )\олда Х ни Z га акслантuрувчu 
x~P(T(x» мураккаб акслантuрuш а нук;тада узлуксuз БУладu. 

Исботи. Z фазодаги с=Р(Т(а» нук:ганинг ихтиёрий W 
атрофини оламиз. F акслантириш Ь=Т(а) Hyк:raдa узлуксиз 
ва с=Р(Ь) булганлиги сабабли, Ь нук;танинг F(V)cW шартни 
к,аноатлантирувчи V атрофи мавжуд. Шунингдек, Т 
акслантириш а нук.тада узлуксиз булганлиги сабабли, а 
нук.танинг T(U)cV шартни к,аноатлантирувчи U атрофи 
мавжуд. У х.олда F(T(U»cT(V)cW га эга буламиз. Бу эса 
x~P(T(x» акслантиришнинг а нук;тада узлуксиз эканлигини 

кУРсатади. Теорема исбот БУлди. 
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19-теорема. Агар Т акслантuрuш Х метрик фазонu У метрик 
фазога аке эттuрувчu узлукеuз акслантuрuш булеа, у wлда У 
фазодан олuнган ихтuёjJUЙ ОЧU~ туnламнuнг Х фазодагu 
nрообразu ОЧU~, ёnи~ туnламнuкu эеа ёnи~ буладu. 

Иcб011l. Айтайлик, G тУплам У да очик; булеин. Х фазодаги 
D=T'(G) тУпламнинг барча НYJ<IW1ари ички нyI<J'a эканлигини 
исботлаЙмиз. 

Фараз IQUIайлик, аЕО ва Т(а)=Ь булеин. У холда bEG 
ва G очик; булганлигидан Ь нук;та G тупламнинг ички 
нук;гаси БУлади. Шунинг учун бу НУКJ'анинг G га тУлалигича 
тегишли булган V атрофи мавжуд. Т акслантиришнинг а 
Hyк;raдa узлуксизлигидан а НУКJ'анинг шундай U атрофи 
мавжуд булиб, T(U)cV БУлади. У холда T(U)cG, бундан 
эса UcD=T'(G) келиб чик;ади. Бу эса ихтиёрий аЕО 
нук;ганинг D га тегишли атрофи мавжудлиги, яъни а ички 
Hyк;ra эканлигини исботлаЙДи. Шунинг учун D очик; туплам. 

Епик; тупламнинг тулдирувчиси очик; эканлигидан, У 
фазода бири иккинчисига тулдирувчи тупламларнинг 

прообразлари Х фазода хам бири иккинчисига тУлдирувчи 
булишидан ва теореманинг исбот к;илинган к;исмидан 

иккинчи к;исмнинг исботи келиб ЧИк;aдJf. Теорема исбот БУJЩИ. 
Узлуксиз акслантиришда очик; тУпламнинг образи хар доим 

JVlМ очик; БУлавермайди. Масатшн, x40sinx узлуксиз акслангириш 
учун (-л:;1t) интервалнинг образи [-1; 1] кесмадан ибораг. 

Саволлар ва маllIl\Лар 

1. Узлуксиз акслантиришни таърифланг. 
2. Узлуксиз акслантиришга мисоллар келтиринг. 
3. Узлуксиз акслантиришга берилган таърифларнинг 

эквивалентлигини исботланг. 

4. Изометрия к;андай акслантириш? 
5. Изометриянинг узлуксизлигини исботланг. 
6. Узлуксиз акслантиришнинг хоссаларини аЙтинг. 
7. Ю фазони узига Утказувчи (x,Y)40(2x-3у+4,-х+4у) 

акслантириш берилган: 

а) (2,3) нук;ганинг образини; 
б) (-4,4) нук;ганинг образини; 
в) у=х туrpи чизик; образини; 

г) абсциссалар ук;ининг прообразини топинг. 
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8. С[О, 1] фазони R га :Утказувчи 
I 

F: 1" ~ fCx2 -f 3 (x»dx акслантириш берилган. F(sinтcx) ни 

" 
топинг. F-I(~J га тегишли иккита элемент курсатинг. 

9. ~2 фазони С[О,I]га :Утказувчи F:(x,y)~q>(t)=xt2_2yt 
акслантириш берилган. (-1,1) нук,танинг образини топинг. 
Шунингдек, 

а) f(t)=3tЧ4t; 

б) f(t)=5t2-2; 
В) f(t)=sint функцияларнинг прообразларини топинг. 
10. Куйидаги F:С[а;Ь]~Rфункционалларни узлуксизликка 

текширинг: 

а) F(f) = тах f(x); 
aSxSb 

б) F(f) = min f(x); 
aSxsb 

ь 

в) F(f) = J f(x)dx. 
а 

9-§. Компакт тyuламлар ва узлуксиз акслантиришлар 

1. Компакт тjпламнинг узлуксиз акслантиришдаm образи 
~. 

20-теорема. Комnак:m mуnламнuнг узлук:сuз ак:сланmuрuш 

наmuж:асuдагu образu к:омnак:m mуnлам БУладu. 
Исботи. Айтайлик, М компакт туплам ва T:M~Y 

узлуксиз акслантириш булеин. У х.олда М'=Т(М) 
тупламнинг компакт эканлигини исботлаЙмиз. 

М' тУпламдан ихтиёрий {ХпD'} кетма-кетлик олиб, Хп ОРlqlЛи 
Хп ' нук:ганинг Т акслантиришдаги прообразини белгилаймиз: 

Хп'=Т(хп>. У х.олда М т)inламдаги {Хп} кетма-кетликка эга БУламиз. 
М компакт туплам булганлиги сабабли бу кетма-кетликдан 

М тупламнинг бирор с нук:гасиra як,инлашувчи {хnl } к,исм 

кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин. Т акслантиришда бу к,исм 
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кетма-кетлик {Хп'} НИНГ {X~k} ~CM кетма-кетликка Y'rади. Т 
акслантиришнинг с нyк;faдa узлуксизлигидан 

limх'п =limT(xn )=Т(limхп )=Т(С)ЕМ'. k~:t) "k40C1 k k--+oo L. 

Шундай к;илиб, М' тУпламдан олинган '(ар бир кетма­
кетлик М' нинг элементига як;инлашувчи ~CM кетма-кетликка 
эга. Бу эса М' тупламнинг компакт эканлигини бющиради. 
Теорема исбот БУлди. 

2. Узлуксиз функционалнинг хоссалари. 
Айтайлик, (Х,р) метрик фазода f узлуксиз функционал 

берилган булеин. 

21-теорема. f функцuонал МеХ комnакm mуnламда 
чегараланган ~aMдa узuнuнг энг каmmа ва энг кuчuк 
~uймаmларuга эрuшадu. 

иcбoпt. 20-теоремara асосан, f функционалнинг к;ийматлар 
тУплами [(М)= Е, компакг тУплам БУлади. Демак, Е чегараланган, 
яъни шундай а ва Ь сонлар топилиб, ~x)g, БУлади. Бундан f 
функционалнинг М да чегараланганлиги келиб чИt<;aдИ. 

Е туплам чегараланган. Шунинг учун унинг аник; юк;ори 
ва аник; к;уйи чегаралари мавжуд. Энди a.=supE белгилаш 

1 
киритамиз ва О га як;инлашувчи {- } кетма-кетликни оламиз. 

n 

1 
Аник; юк;ори чегаранинг таърифига кура, {-} кетма­

n 
кетликнинг '(ар бир '(ади учун М тУпламга тегишли шундай 

хп НУl(Галар топилиб, бу НУl(Галар учун 

1 
а. - - < [(хп) < а., (п= 1 ,2, ... ) (1) 

n 
тенгсизликлар уринли БУлади. )\осил булган {хп } кетма-
кетликдан М тупламнинг хо НУl(Гасига як;инлашувчи {х". } 

к;исм кетма-кетлик ажратамиз. Бу х HYl(Гaдa f функционал 
о 

узлуксиз. Шу сабабли ЛХо ) = lim лх". ) = а БУлади. Демак, f 
k ... "" 

функционал узининг энг катта к;ийматини к;абул к;илади. 
Шунга ухшаш, f функционалнинг энг кичик к;ийматга 

эришиши исботланади. Теорема исбот БУлди. 
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3. Кантор теоремаси. 
(Х,р) метрик фазода унинг бирор М к;исм туплами ва f 

Функционал берилган булеин. 
24-таьрuф. Агар ихтиёрий 1;>0 учун шундай 0>0 топилсаки, 

Р(Хl'х)<о шартни к;аноатлантирувчи х.ар к;андай XI'~E М учун 
If(x)-f(~)1 < 1; 

тенгсизлик бажарилса, у х.олда f Функционал М тупламда 
текис УЗЛУJCСUЗ деЙилади. 

М тупламда текис узлуксиз функционалнинг шу тУпламда 
узлуксиз булишини кУриш к;ийин эмас. 

х,ак;ик;атан, айтайлик, хо нyк;ra М тYrmaMгa тегишли булеин. 
х,адлари М тупламга тегишли булиб, хо Hyк;raгa як;инлашувчи 
бирор {хп } кетма-кетликни тузиб оламиз. У х.олда ихтиёрий 
1;>0 учун шундай 0>0 топиладики, етарлича катта n ларда 
Р(Хп,х)<о тенгсизликнинг бажарилишидан If(хп)-f(х)I<1; 
тенгсизликнинг бажарилиши келиб чик;ади. Демак, хо Hyк;raгa 
як;инлашувчи ихтиёрий {хп } кетма-кетлик учун {f(xn)} сонли 
кетма-кетлик [(х) га як;инлашади. Бу эса f функционалнинг 
хо нyк;raдa узлуксиз эканлигини билдиради. Танлашимизга кура 
хо Hyк;ra М тУпламнинг ихтиёрий нук;гаси булганлиги сабабли, 
f Функционал М тупламда узлуксиз БУлади. 

Куйидаги теорема Функционал текис узлуксизлигининг 
етарли шартини ифодалайди: 

22-теорема(Кантор). Агар Х метрик фазодагuf фУНJCЦUОНал 
МеХ комnакт туnламда Y3/lYJCCU3 булса, у J(олда f фУНJCЦUОНал 
шу туnламда текис УЗЛУJCСUЗ БУладu. 

Исботи. Айтайлик, f Функционал М тупламда узлуксиз, 
лекин текис узлуксиз булмасин. У х.олда е мусбат сон учун 

r(xl'x1/)< 1, If(xl)-f(x/)/?-e шартлар асосида М тупламнинг 
Х 1 ва xlF нук;таларини танлаб олиш мумкин. Энди, М 
тупламнинг r(x

2
,x

2
/)<1/

2
, lf(x

2
)-f(x

2
/) Ize шартларни 

к;аноатлантирувчи Х2 ва Х2 'нук;талар жуфтини танлаЙмиз. 
Шу каби r(x,x /) < 1/, If(x )-f(x /) ~I; шарт ларни ппп n n I~ 

к;аноатлантирувчи нук:галар жуфтини танлаш чексиз давом 

эттирилиб, {хп } ва {xnF} нук,.талар кетма-кетлигига эга 

БУламиз. Компакт туплам М нинг нук,.таларидан тузилган 

{хп}кетма-кетликдан як,.инлашувчи {Хn, /} к;исм кетма­

кетлик ажратиб олиш мумкин. Бу к;исм кетма-кетликнинг 

лимити хоОМ булеин. Иккинчи кетма-кетликнинг шу 

номерларга мос х.адларидан тузилган {Хn, /} к,.исм кетма­

кетлик х.ам х" нук,.тага як,.инлашади. Энди танланишга кУра 
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&~I f(хп)-f(хп')I~ I f(xn)-f(x)l+ I f(x)-f(xp)1 
булганлиги сабабли, унгтомондаги кУшилувчиларнинг камида 

бири n га БOFЛИк. булмаган х,олда </2 дан кичи к була олмаЙди. 
Бу эса функционалнинг Х нук.тада узлуксизлигига зид. 

Теорема исбот БУлди. " 

Саволлар ва маШI\Лар 

1. Узлуксиз акслантиришда компакт тупламнинг образ и 
к.андаЙ туплам булади? 

2. Акслантириш билан функционал к.андаЙ фарк. к.илади? 
3. Текис узлуксиз функционални таърифланг. 
4. Кантор теоремасининг мазмуни нимадан иборат? 

10-§. Тула метрик фазолар. ТУлдирувчи фазо 
х;аl\Идаги теорема 

1. Фундаментал кетма-кетликлар. 
Маълумки, сонли кетма-кетлик як,инлашувчи булиши 

учун у Коши шартини к.аноатлантириши зарур ва етарли. Бу 
хосса катта ах,амиятга эга булиб, х,ак;ик;ий сонлар тУпламининг 
тулалигини кУрсатади. 

)(ак.ик.иЙ сонлар тупламининг бу хоссаси х,ар к.андаЙ 
метрик фазо учун уринлими, деган савол ТУFилади. Бу 

саволга жавоб бериш учун ~йидаги таърифни киритамиз: 
25-mаьрuф. Агар (Х,р) метрик фазодан олинган {хп} кетма­

кетлик Коши шартини к.аноатлантирса, яъни ихтиёрий &>0 
учун шундай п(&) номер мавжуд булиб, Р(Хп'Хm)<& тенгсизлик 
барча п, m~п(&) учун бажарилса, у х,олда {Хп} кетма-кетлик 
фундаментал кеmма-кеmлuк деЙилади. 

23-теорема. Фундаментал кеmмa-кеmлuк чегараланган БУладu. 
Исботи. Таърифга кУра, Е=1 учун п(&) номер мавжуд 

булиб, Р(Хп'Хm)< 1 тенгсизлик барча п, m~п(&) к.иЙматлар 
учун бажарилади. Хусусан, k>n(g) ва n~k учун х,ам Р(Хп'~)< 1 
тенгсизлик уринли БУлади. Энди k ни тайинлаб оламиз, у 
х,олда маркази Xk нук.тада, радиус и 

r=max(p(xl'xk), P(~,Xk)' ... , p(Xk_I'Xk), 1) 
булган шар {хп } кетма-кетликнинг барча х,адларини уз ичига 
олади, яъни {хп } кетма-кетлик чегараланган БУлади. Теорема 

исбот БУлди. 
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24-теорема. Яlfuн.лaшувчи кеmмa-кетлик фундаментал 6улади. 

Иcбoпt. Айгайлик, {хп} кетма-кетлик а НYI<J'aГa ЯIQiЮIашсин. 
у ~олда 1::>0 сон учун шундай П(I::) номер топилиб, барча 

П~П(I::) учун р(Хп,а)</>/2 тенгсизлик уРИЮIи БУлзди. Демак, 
п,m~П(I::) лар учун Р(ХП'Хm)~р(хп,а)+р(а'Хm)<1::/2+1::/2=1:: 
муносабат уРИЮIи. Бу эса {хп} кетма-кетликнинг фундаментал 
эканини билдиради. Теорема исбот БУлди. 

2. Тула метрик фазонинг таърифи, мисоллар. 
26-таьрuф. Агар Х метрик фазода ихтиёрий фундаментал 

кетма-кетлик ЯI<ИЮIашувчи булса, у )\олда Х тула метрик 

фазо деЙилзди. 

Мuсоллар. 1. X=R, p(x,y)=ly-xj; (R,p) - тула метрик 
фазолиги уз-узидан равшан. 

2. х=~п, Р(Х,У) = ~)YI -хУ (~n,p)_ тула метрик фазо 
1=1 

БУлзди. Унинг тулалиги бу метрика буйича ЯI<инлашиш, 
координаталар буйича ЯlQfнлашиш билан бир хиллигидан 

келиб ЧИI<ЗДИ. 

3. Х = Q, p(r2 ,fl)=lr2-r,," МаЪJIyМКИ, (Q,p) тула булмаган 

метрик фазога мисол БУлади. Масалан, {r. = (1 + ~)"} рационал 
СОЮIар кетма-кетлиrи фундаментал, аммо Q да Я)QfЮIашмаЙДИ. 
Унинг лимити е сони булиб, рационал сон эмас. 

4. С[а,Ь) тУла метрик фазо БУлади. Унинг тУлалигини 

курсагиш учун узлуксиз функциялардан ибораг иxrиёрий {xn(t)} 
фундаменгал кетма-кетликнинг (а,Ь] кесмада узлуксиз функцияга 

ЯIQlliЛашишини курсагишимиз керак. 

Айтайлик, {хп(о} фундаментал кетма-кетлик БУлсин. 

С[а,Ь) фазодаги ЯI<инлашиш функцияларнинг текис 

ЯI<ИЮIашишига эквивалент (2.3-параграф) экаЮIИГИ маълум. 

'(ар бир тайин tE[a,b) НYI<Гзда {xn(t)} сонли кетма-кетлик 
фундаментал булганлиги сабабли, як,ИЮIашувчи БУлзди. 

Унинг лимитини xo(t) билан белгилаЙмиз. {xn(t)} кетма­

кетлик \,(t) Функцияга текис ЯI<инлашувчи булгани учун 
х (t) ФУНКЦИЯ узлуксиз булзди: х (t)EC[a,b). 
о о 
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3. Ичма-ич жойлашrан ёпик, шарлар кетма-кетлиrи. 
Математик анализ курсида уРганилган, ичма-ич жойлашган 

сегментлар кетма-кетлиги х;щидаги теоремага Ухшаш теорема 

тУла метрик фазолар учун х.ам уринли булар экан. 

25-теорема. Айmaйлuк, (Х,р) тула метрик фазода ёnи~ шарлар 

кеmма-кеmлиги (Sn = Sn(an,&'n)) беРW1ган булиб, u:xтиёрий т >n 
учун S т С S n ва П~ОО да En ~O шарmлар бажаРW1син. У :vJлда бу 

шарларнинг умумuй ~иcми бuргuна Hy~тaдaH и60рат БУлади. 

Демак, ичма-ич жойлашган ёпик, шарлар кетма­

кетлигининг умумий к,исми уларнинг радиуслари нолга 

интилганда Hyк;ra булар экан. 

Исботи. Берилган S, шарларнинг марказларидан иборат 
булган куйидаги кетма-кетликни тузамиз: 

(1) 

Теорема шартига кУра, m>п учун атЕ Sn . Шунинг учун 

р(ат,ап)~ Еп ёки П~ОО да р(ат,ап)~О БУлади. Бу эса (1) кетма­

кетликнинг фундаментал эканини билдиради. Х тУла метрик 

фазо булганлиги учун бу кетма-кетлик бирор аЕХ элементга 

як,инлашади. Энди ихтиёрий Sm ёпик, шарни оламиз (m­

тайин натурал сон). У холда а Е &:n булади, чунки ат , ат+l'''' 

нук,талар кетма-кетлиги (1) кетма-кетликнинг к,исм кетма­
кетлиги булганлиги учун а нук:гага як,инлашади. Бу кетма-

кетликнинг хар бир х.ади s:. га тегишли ва S--,. ёпик, булганлиги 

учун а Е &:n , m =1, 2 , ", . Демак, а Е;:'" Sm БУлади. 
m=1 

Энди а нук,танинг ягоналигини исботлаш учун 

00 

тескарисини фараз к,иламиз. Айтайлик, Г'\ S т тупламга а 
m=l 

нук;гадан фарк,ли яна бир Ь элемент тегишли БУлсин. У холда 
О < р(а,Ь) ~ p(a,an) + р(ап,Ь) ~ 2E

n 
ва п~оо да En~O булганлиги учун р(а,Ь)=О, яъни а=Ь БУлади. 
Теорема исбот БУлди. 

Келтирилган теореманинг тескариси хам уринли. 
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26-теорема. Агар (Х,р) метрик фазода 25-теорема 

шарmларuнu ~ноаmлантuрувчu Y;QP ~aHдaй ёnи~ шарлар Kemмa­
кеmлuгu буш булмаган умумuй ~иCMгa эга булса, у :х;олда Х 
тула метрик фазо БУладu. 

4. Тулдирувчи фазо ,\аIQlДaГИ теорема. 
Куйида Функционал анализнинг асосий ~оидаларидан 

бири булган т:Улдирувчи фазо J(a~аги теоремани келтирамиз: 
27-таърuф. Агар (Х,р) метрик фазо учун шундай (Х*,р*) 

тУла метрик фазо мавжуд булиб, Х фазо Х * нинг '(амма 
--

ерида зич (яъни Х:::> х·) булса, у '(олда (Х* ,р*) метрик 

фазо (Х,р) фазонuнг тулдuрувчuсu деЙилади. 

Масалан, Q рационал сонлар туплами p(r,q)=lq-rl 
метрикага нисбатан тула змас. Аммо R '(а~~й сонлар 
туплами p(x,y)=ly-xl метрикага нисбатан тула метрик фазо. 

Шунингдек, биламизки, Q туплам R да зич, яъни Q = R, 
демак, R фазо Q фазонинг тулдирувчиси БУлади. 

27-теорема. ИxmueРUй (Х,р) метрик фазо тулдuрувчuга эга 
булиб, у Х нинг элеменmларuнu уз урнида к;олдuрувчu uзoметрuя 
aHи~uгидa ягона буладu, яшu Y;QP ~aHдaй икки тулдuрувчu 
фазонuнг бuрuнu uккuнчuсuга акс эттuрувчu ва Х фазонuнг Y;QP 
бuр нук;mасини .уз урнида ~лдuрувчu uзoметрuя дouм мавжуд. 

Исботи. Аввал, агар т:Улдирувчи фазо мавжуд булса, унинг 

ягоналигини исботлаЙмиз. Айтайлик, (Х* ,PI) ва (Х** 'Р2) 
фазолар (Х,р) фазонинг тулдирувчилари БУлсин. Бизнинг 

ма~садимиз учун ~идаги: 

1) <р - изометрия; 

2) ихтиёрий ХЕХ учун <р(х)=х хоссаларга зга булган 
<p:X*~X** акслантиришнинг мавжуД1IИГИНИ к:УРсатиш етарли. 

Бундай <р изометрияни ~идагича анИlQlаймиз: Ихгиёрий 
бир Х*ЕХ* HYl(J'a оламиз. У ,\олда тулдирувчи фазонинг 
таърифига асосан Х * га як.инлашувчи ва Х нинг элементларидан 
тузилган {Xr,} кетма-кетлик мавжуд БУлади. к.олаверса, бу кетма­
кетлик Х** фазога '(ам тегишли. Х** тУла булганлиги учун {х } 

u П 

кетма-кетлик бирор Х**ЕХ* * HYКJ'aгa як;инлашади. Уз-узидан 
равшанки, х** HY1(J'8 {Хп } кетма-кетликни танлашга боFЛИ~ змас. 

Акслантиришни <р(Х*)=Х** куринишда аНИJqIаЙмиз. 
Равшанки, ихтиёрий ХЕХ учун <р(Х)=Х БУлади. 

Энди фараз к.илаЙлик, {Хп } ва {уп} лар Х фазодаги 
фундаментал кетма-кетликлар булиб, улар Х* фазода мос 
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равишда х* ва у* НУl9'аларга, Х** фазода мое равишда х** 

ва у** нук;галарга як;инлашувчи булеин. У х.олда метриканинг 
узлукеизлигига аеоеан 

Рl(Х',у') = lim Pl(XII 'YII) = limp(xlI,y,J, 
n~'XI /1 )-.r:. 

муноеабатлар, яъни р.(х* 'У*)=Р2(Х** ,у**) тенглик уринли. 
Шундай к;илиб, <р биз излаган изометрия БУлади. 

Энди тулдирувчи фазонинг мавжудлигини иеботлаЙмиз. 
Агар метрик фазода икки {Хп} ва {х' п} фундаментал кетма-

кетликлар учун Iim р(х., х:) = о бажарилеа, у х.олда улар 
n-+", 

эквивалент дейилади ва {Хп}-{Х' п} I<:Yринишда белгиланади. 

Бу мунocaбar эквивалентлик муносабаги булади (ис6отланг). 

Демак, Х метрик фазодаги фундаментал кетма-кетликлар 

тУплами }'заро эквивалент булган кетма-кетликлар еинфларига 

ажралади. Энди биз (Х* ,р*) фазони ~йидагича ающлаймиз: 

Х * нинг элементлари деб узаро эквивалент булган 
фундаментал кетма-кетликлар еинфларига аЙтамиз. 

Агар х*, У*ЕХ * икки еинф булса, биз уларнинг х.ар 
биридан {хп} ва {уп} фундаментал кетма-кетликларни олиб, 
Х* фазода метрикани 

р'(х', у') = lim p(x
lI

, у,) (1) 
n~oo 

кУРинишда аник;лаймиз (бунинг метрика булишини мустак;ил 

исботланг). 

Энди Х метрик фазони Х* метрик фазонинг lQ1eM фазоеи 
деб х.иеоблаш мумкинлигини кУрсатамиз. 

Ихтиёрий ХЕХ элементга шу элементга як;инлашувчи 
булган фундаментал кетма-кетликлар еинфини мое к;Уямиз. 
Бу еинф БУш эмае, чунки бу еинф стационар булган (яъни 
х.амма Хn элементлари Х га тенг БУЛI-ан) кетма-кетликни уз 
ичига олади. Агар x=limxn, y=limyn булеа, у х.олда 

n-+оо n-+оо 

р(х,у) = lim Р(Х.,Уn)· Шу тарзда ",ар бир ХЕХ га юк,орида 
.-+00 

айтилган еинфни мое к.УЙеак, Х ни Х * га изометрик 
акслантириш х.оеил БУлади. Шунинг учун Х ни унинг Х * даги 
образи билан айнан тенг деб х,иеоблаЙмиз. 
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Х ни Х * нинг х;амма ерида зич эканлигини исботлаЙмиз. 
Айтайлик, Х*ЕХ* ихтиёрий элемент ва 1»0 БУлсин. х* синфга 
тегишли булган бирор {Хп}ЕХ* фундаментал кетма-кетликни 
оламиз. по натурал сон шундай булсинки, ушбу Р(Хп,Хm)<1> 

тенгсизлик ихтиёрий П,m>п" лар учун бажарилсин. У х;олда m 

буйичалимитгаУ-Гсак, р'(х ,х') = limp(x ,Х ) ~ 8 тенгсизлик 
n т~oo n m 

ихтиёрий п>по учун бажарилади. Демак, Х * ну~танинг 
ихтиёрий атрофида Х нинг элементи мавжуД, яъни Х нинг 
ёпилмаси Х* га тенг. 

Них;оят, Х* нинг тула эканлигини исботлаЙмиз. Аввал 

шуни айтиш керакки, Х* нинг таърифига кура, Х нинг 

элементларидан х;осил булган ихтиёрий х" Х2 ' ... , Хп ' ... 
фундаментал кетма-кетлик Х* нинг бирор х* элементига 

я~нлашади, аНИ~ОFИ, шу элементни уз ичига олувчи синф 

билан аНИlqшнган х* элементга я~нлашади. Х фазо Х* фазода 
зич булгани туфайли Х* нинг элементларидан тузилган 

ихтиёрий х*" Х*2' ... , Х*п' ... фундаментал кетма-кетлик учун 
унга эквивалент булган ва Х нинг элементларидан тузилган 

х!' ~, ... , Хп ' ... кетма-кетлик мавжуд. Буни кУРсатиш учун хп 
• 1 

сифатида Х нинг ушбу р(хn,х n) < - тенгсизликни 
n 

~аноатлантирувчи ихтиёрий элементини олса БУлади. )(осил 

булган {хп } кетма-кетлик Х да фундаментал ва демак, бирор 
х* элементга я~нлашувчи БУлади. Шунингдек, бу х;олда {х* } 
кетма-кетлик х;ам х* га я~нлашади. Теорема исбот БУлди. n 

Саволлар ва маШl\Лар 

1. l<.андаЙ кетма-кетлик фундаментал дейилади? 
2. Фундаментал кетма-кетликка мисоллар келтиринг. 
3. Фундаментал булмаган кетма-кетликка мисоллар 

келтиринг. 

4. Тула метрик фаз о ~андай аНИJqIанади? 
5. Тула метрик фазога мисоллар келтиринг. 
6. Тулдирувчи фазога таъриф бери!!г. 
7. Тулдирувчи фазога мисоллар келтиринг. 
8. Кетма-кетликлар учун киритилган эквивалентлик 

тушунчаси эквивалентлик муносабати булишини курсатинг. 
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9. I<.ачон икки метрик фазо изометрик дейилади? 
10. l<.андаЙ кетма-кетликлар эквивалент дейилади? 

Мисоллар келтиринг. 

11. 27-теорема исботини к.исмларга ажратинг (режасини 
ёзинг). 

1 I 1 
12. Сонлар Ук.ида х" =2"+2Т+ ... +"2п"" кетма-кетликнинг 

фундаментал эканлигини исботланг. 

13. уп(х)=хп функциялар кетма-кетлиги: а) С[-0,5;0,5]; 

б) С[О;I] фазода фуидаментал кетма-кетлик буладими? 

14. ~П фазоиинг тулалигини исботланг. 
15. R\П фазоиинг тулалигини исботланг. 
16. С[а;Ь] фазонинг кУпх,адлардан иборат к.исм фазоси 

тула буладими? 

17.26- теоремани исботланг. 

11-§. I\иск;артириб акслантириш принципи 

1. Акслантирвшиинг iQ'ЗFалмас ~си. 
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо ва Т: Х ~ Х акслантириш 

берилган булеин. 

28-mаьрuф. Агар Х фазодаги бирор а нук:га учун Т(а)=а 

тенглик уринли булса, у х,олда а нук:га Т акслантиришнинг 

~ЗFШlМас нy~macu деЙилади. 

Мucоллар. 1. Сонлар ук,ида берилган T:x~x2 акслантириш­
нинг к;УЗFaЛмас иук:галари х=х2 тенглама ечимларидан, яъни 

О ва 1 дан иборат . 

{и = 2х+3у-2 
2. 1 формулалар текисликни уз-узига 

v=x+Y+ 

акслантиради. Бу акслантиришнинг к;УЗFалмас нук:галари 

{Х = 2х+3у-2 
У = Х + У + 1 системанинг ечимидан, яъни (-1; 1) иук:гадан 

иборат. 
3. Агар у(х) функция [О; 1] кесмада узлуксиз булса, у х,олда 

у2(х)_у(х)-х2 функция х,ам [0;1] кесмада узлуксиз функция 
БУлади. Шунинг учун Т(у)=у2 - У - х2 формула билан аНИIqIанган 

акслантириш С[О;I] фазони уз-узига акслантиради. 
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Бу акслантиришнинг к;УзFaЛмае Н)'КJ'алари у2(х)_у(х)-х2=у(х) 

функционал тенгламанинг узлукеиз ечимларидан, яъни 

у = 1 +.Jl + х2 ва У = 1-..jl;";i функциялардан иборат БУлади. 
2. I\иСlQIртириб акслантириш. 
Айтайлик, (Х,р) метрик фазони уз-узига аке эттирувчи 

T:X~X акелантириш берилган булеин. 

29-таьриф. Агар Х фазодан олинган барча х ва у нук;галар 
учун 

р(Тх, Ту) ~ ар(х,у) (*) 
тенгеизликни I<;аноатлантирадиган а (О<а< 1) еон мавжуд 
булса, у х,олда Т к;иск;артириб акслантириш деЙилади. 

Маеалан, Х=[0;1/3], p(x,y)=ly-xl, Т(х)=х2 булеин. Агар 
Х 1 ва ~ лар, кееманинг ихтиёрий НУl9'алари булеа, у х,олда 

p(TxI'T~)=1~2_x/I=I~ +xJlx2-Х 1 1 ~ 2/з ·lх2-х1 1= 2/з·р(хl'~) 
БУлади. Демак, а=2/з Ба Т акелантириш I<;иеI<;артириб 
акелантириш экан. 

28-теорема. Агар Т к;иск;артириб акелантириш булеа, у 
~олда Т узлукеиз БУлади. 

иcбoпt. Айтайлик, а нyк;ra Х фазонинг ихтиёрий нук;гаеи 
ва 1;;>0 булеин. У х,олда р(х,а)<1;; шартни I<;аноатлантирувчи барча 
ХЕХ лар учун (*) тенгсизликка кУРа I<;Yйидагига эга буламиз: 

р(Тх,Та) ~ ар(х,а) < аl;; < 1;;. 
Бу эеа ихтиёрий а HYl9'aдa Т акелантиришнинг узлукеиз 

эканлигини билдиради. Теорема иебот БУлди. 

3. I\иСI\артириб акслантириш принципи. 
Тула метрик фазоларда берилган х,ар хил тенгламаларнинг 

ечимлари мавжудлиги Ба ягоналигини иеботлашда, 

I<;иеI<;артириб акелантириш принципи мух.им Ба фойдали 

уеуллардан бири еифатида ишлатилиб келинади. 

29-теорема. (Х,р) тула метрик фазода берuлган ~ap бир Т 
к;иек;артириб акелантириш ягона К;УЗFQлмае нук;тага эга, яши 
Тх=х тенгламанинг ягона ечuми мав:JlCуд. 

ИСботи. Айтайлик, ао Hyк;ra Х фазонинг ихтиёрий нук:гаеи 
булеин. Т акслантириш Х фазони уз-узига акелантиргани учун 

а" НУI<;танинг образи хам Х фазога тегишли БУлади. Бу нук:гани 
а 1 билан белгилаймиз, яъни a1=T(a). Энди а 1 НУI<;танинг 

образини топиб, уни а2 билан белгилаЙмиз. Бу жараённи 
чекеиз давом эттириб, Х фазонинг элементларидан тузилган 

G1=T(ao)' а2=Т(а)=Т2(ао), ... , an+l=Hal1)=Тn+l(ao), ... (2) 
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кетма-кетликка зга БУламиз. 
Бу кетма-кетлиюшнг фущаментал зканлигини куРсатамиз. 

I<,иск;артириб акслантириш таърифидан Ба метриканинг 

учбурчак тенгсизлигидан ихтиёрий n Ба m натурал сонлар 
(m>п) учун 

р(ап,аm)=р(Т"(а),Т"'(а»=р(Т"(а),Т"(аm_п»:5 апр(ао,аm_п) :5 
:5 аП(р(ао,а l )+р(аl'а2)+ . .. +р(аm_П_l'аm_п» :5 аП(р(ао,аl)+ 

аn 

+ap(ao,al)+·· .+am-n-lp(ao,al»:5 l-а p(ao,al) 

муносабат Уринли БУлади. Энди а< 1 БУлганлиги сабабли, n 
етарлича катта БУлганда бу тенгсизликнинг Унг томонини 

исталганча кичик I<;ИЛИШ мумкин. Демак, {ап} кетма-кетлик 

фундаментал экан. Бундан {ап} кетма-кетлик ЯI<;инлашувчи 

lim а. == G ва Х фазонинг тУлалигидан аЕХ келиб чик;ади. Т 
.-+" 
узлуксиз акслантириш БУлганлигидан 

Т(а) = T(lim аn ) = lim Т(аn ) = lim аn+\ = а. 
n~OO n~OO n~OO 

Демак, а к;УЗFaЛмас нyк;ra зкан. 

Энди к;УЗFалмас НyкJ'анинг ягоналигини исботлаЙмиз. 

Фараз I<;ИЛайлик, к;УЗFалмас HyкJ'a иккита Т(а)=а ва Т(Ь)=Ь 
БУлсин. У холда р(а,Ь)=р(Т(а),Т(Ь»:5 ар(а,Ь) муносабатдан 
р(а,Ь)=О ва демак, а=Ь келиб чик;ади. Теорема исбот БУлди. 

Исботланган теорема, одагда, к;иск;артириб акслантириш 

принципи деб юритилзди. 

СавOJшар ва М8IIII\Лар 

1. J<yЗFaЛмас НyкJ'З I<;андай HyкJ'a? 
2. I<,иск;артириб акслантиришни таърифланг ва мисоллар 

келтиринг. 

3. I<,иск;артириб акслантиришнинг узлуксизлигини 

исботланг. 

4. I<,иск;артириб акслантириш хак;идаги асосий 
теореманинг исботи режасини тузинг ва шу асосда исботланг. 

5. Текисликни уз-узига акслаНТИРУБЧИ 

{и = х(у - 1) - 2у2 + 5у + х - 3, 

v = -х(у + 1 ) + 5 
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акслантиришнинг к;УЗFалмас НуlQ'аларини топинг. 

6. ТУFРИ чизи~а берилган f(х)=5хЧ2х+3-2siпх 
акслантиришнинг к;УЗFалмас НуlQ'аси мавжуд эмаслигини 

к'Урсатинг. 

7. f(x)=sinx функция сонлар ук;ида к;иск;артириб 
акслантириш буладими? 

{ и = О,7х +О,8у, 
8. v = О,2х _ О,О5у система билан аник,ланган f:(x,y)~(u,v) 

акслантириш текисликни: а) R/; б) R/ фазо деб к;аралса, 
к;иск;артириб акслантириш буладими? 

9. f(x)=VIOOO-хфункция [9;10] кесмани узига 
акслантиришини курсатинг. У к;иск;артириб акслантириш 

буладими? 

12-§. I\иСl\артириб акслаитириш прииципииииI' 
татБИl\Лари 

1. Дифференциал ва интеграл теигламаларга татБИIQI. 
Узлуксиз функциялар фазоси С[а;Ь] да ихтиёрий у=у(х) 

функция учун 

х 

Ау = уо + J f(t,y(t»dt 

каби аник,ланган акслантириш берилган булеин. Буерда, уо 
бирор сон, х, ХоЕ[а;Ь], [(х,у) икки узгарувчили узлуксиз 

функция булиб, (Хо'У) НуlQ'ани уз ичига олувчи бирор 
G ={ (х;у) : а ~ х ~ Ь, уо -с < у ~ Уо +с } 

сох.ада иккинчи аргументи у буйича Липшиц шартини 
к;аноатлантиради, яъни G сох.ада к;уйидаги муносабат 
бажарилади: 

If(x'Yl)-f(х'У2)1 ~ LIYl-у21, 
буердаги L сони G сох.а билан аник,ланувчи ва (X;Yl),(X;Y2)EG 
НYIQ'аларга БОFЛИК; булмаган мусбат сон. 

I<,aралаётган А акслантириш бирор хо нук;ганинг Ix-хоl<Е 
етарлича кичик атрофида к;иск;артириб акслантириш 

эканлигини к)ipсатамиз. 

)(ак;ик;атан, айтайлик, у(х) ва y1(x) функциялар С[а,Ь] 
фазонинг ихтиёрий элементлари БУлсин. У х.олда 
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х 

р(Ау,Ау,)= .?e1~J !Ay(x)-АУ,(х)1 $ .?e1~J fl f(t,y(t»-f(t,y,(t»ldt $ 

х 

$ .?e1~J fLly-у,ldx=LIх-xJ.?е1~J]у(х)-у,(х)l=ар(у,у,) 

муносабатга зга БУламизо Шунингдек, Ix-xol<'/L БУлган 
атрофда a=Lix-хоl<l БУлади, яъни шу ,\олда А IQ1СI<;артириб 
акслантириш БУладио 

С[а,Ь] фазонинг тУлалигидан А акслантиришнинг яroна 

~ЗFалмас НYIQ'аси мавжудлиги келиб ЧИI<;адио 

Демак, у=Ау тенгламанинг ёки 

х 

у = уо + J f(t,y(t»dt (1) 
"о 

интеграл тенгламанинг узлуксиз ечими мавжуд БУлиши 
учун, f(x,y) функция Ix-xol<'/L атрофда L узгармас сонга 
кУРа Липшиц шартини I<;аноатлантириши етарли зкано 

Куриш мумкинки, (1) интеграл тенглама УО=У(Х) 
бошланFИЧ шарт билан берилган 

у' =f(x,y) (2) 
дифференциал тенгламага тенг КУЧЛИо Демак, ЮI<;оридаги 
муло,\азалардан (2) дифференциал тенглама ечимининг 
мавжудлиги ва яroналиги келиб ЧИ I<;ади о 

2. Алгебрaдarи татбци. 
I<,yйидаги тенгламалар системасини I<;араймиз: 

Х = i:a;kxk +Ь, О=1, 2, 000' П)о 
k=1 

(3) 

Бу тенгламалар системасини n улчамли вектор фазодаги 
Х=(ХI'~'ОООХп) вектор ва Т=(а) матрица ОРI<;али ифодалаб, 
х=Тх кУРинишда ёзиш МУМКИНо Агар n улчамли вектор фазода 
Х=(ХI'~'оооХп) ва У=(УI'У2,оооу)лар учун 

р(х,у) = maxlx, - у,1 
1'51$11 

каби аНИJ9Iанган метрикани JVlpacaк, у ,\олда ихтиёрий иккита 

х'=(х/ ,~' ,ООО'Хп') ва х"=(х," ,~" '0-- 'Хп ") HYJ<;Тa учун 
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р(Тх' Тх")=р(у' у")= тах Iy' -у" 1 тах "1 Q I (х' _х" )1 :::; 
, '1::;,S:n I I I::S;;Isn ~ l! k k 

=р(х' ,х") '?J,~~ f:l а" 1 
муносабатга зга буламиз. 

k 

Бундан Т акслантириш к.аралаётган метрикага нисбатан 
к.иск.артириб акслантириш булиши учун 

2:1 Q,k 1= а < 1, i = 1,2, ... ,n (4) 
k 

тенгсизликларнинг уринли булиши етарли эканлиги келиб 

чик;ади. Демак, (3) тенгламалар системаси ягона ечимга зга 
булиши учун (4) тенгсизликларнинг уринли булиши етарли. 

3. Математик та~лдаги татбlll\И. 
Куйида ошкормас функциянинг мавжудлиги х,ак;идаги 

теоремани исботлаймиз: 

3О-теорема. Айтnайлwc, f(x,y) фУНКЦИЯ G={(x,y): а:::;х:::;Ь, -
оо<у<+оо) сщада х бjJйuча УЗЛУКСUЗ ва у бjJйuча мусбаm, 

чегараланган )(Осилага зга бjJлсuн (О < m :::; fy' :::; М). У )(Олда 
f(x,y)=O mенглама [а;Ь] кесмада ягона у=у(х) У3/1УКСUЗ ечuмга зга. 

Исботи. qa;b] фазони уз-узига акс эттирувчи 

1 
Ау = у - -Лх,у) 

м 

акслантиришни к;араЙмиз. Бу акслантиришнинг к;и:ск;артириб 
акслантириш эканлигини курсатамиз. Агар у. ва У2 
функциялар С[а;Ь] фазонинг злементлари булса, у х,олда 

1 1 
p(AY.,AY2)=IAy.-Ау21=I(у.- м f(x'Y.»-(У2- м f(X'Y2»I= 

1 т 
=1(Y.-Y2)- м fy(x,Y.+8(Y2-У.»(У.-У2)1:::;ll- м 1·ly.-у21=«р(у.,У2) 
БУлади. Бу ерда 0<<<<1. 

Демак, ихтиёрий Уо(Х)ЕС[а;Ь] функция учун у.=Ауо, 
У2=Ау., ... функциялар кетма-кетлиги як;и:нлашувчи булади 

ва Нт Уn = У функция f(x,y)=O тенгламанинг [а;Ь] кесмадаги 
n->оо 

ягона у=у(х) узлуксиз ечими БУлади. Теорема исбот БУлди. 
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Саволлар ва маШl\Лар 

1. Дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги ва 
ягоналиги хаI<идаги теоремани аЙтинг. к,андай I<илиб 
дифференциал тенгламани таlфибий ечиш мумкин? 

2. n номаълумли n та тенгламалар еиетемаеининг ечими 
мавжудлигининг етарли шарти Rn фазодаги метрикаларга 
I<андай БОFЛИI<? 

3. Берилган а муебат еоннинг квадрат илдизини 

б .. ~ >Г 1 а фо 
,,"со ~ашда ихтиерии Х() - v а учун Х. = -2 (Х._ 1 + -) рмула 

Х._ 1 

билан ~илган кегма-кетлик ЯI<Инлашишидан фойдаланиш 
мумкинлигини иеботланг. 

4. I<,yйидаги рекуррент формулалар билан берилган 
кетма-кетликларнинг ЯlQfнлашувчи эканлигини иеботланг 

ва лимитини хиеобланг: 

Х п_1 а) Х П = , 
2+Х П_ I 

1 
5. Цх)еС[а;Ь] БУлеин. у(х) + 2" siny(x)+f(x)=O тенглама ягона 

у(х)еС[а;Ь] ечимга зга эканлигини иеботланг. 



111 БОБ. УЛЧОБ БА УЛЧОВЛИ тУпЛАМЛАР 

1-§. Улчаш тушувчаси 

Ма'ЫIУМКИ, улчаш х,ак,ида тушунчага эгамиз: узунлик, 
юза, х,ажм, ОFИРЛИК ва х,оказо кабилар. Узунлик - кеема, 

маеофани, юза - текиеликдаги яееи фигуралар юзасини, 
х,ажм - фазовий жиемлар х,ажмини, ОFИРЛИК - бирор бую м 

ёки нареа ОFИРЛИГИНИ улчашда ишлатилади. 
Умуман олганда, кеема, фигура, жием, буюм ва 

нареалар битта ном остида - туплам деб юритилишини 

х,иеобга олеак, у х,олда улчаш бирор тупламга сон к,иймат 
бериш деб к,аралиши мумкин экан. 

Мuсол. Ихтиёрий бир Х={а, Ь, с} тупламни олаЙЛик. 
Унинг к,ием тупламлари буш тупламдан бошк,а, яна 7 та 
эканини биламиз: {а}, {Ь}, {с}, {а,Ь}, {а,е}, {Ь,е}, {а,Ь,е}. 
Мана шу к,ием т:Упламларга сон к,ийматлар бериб чик,аЙЛик. 

Битта а элементли {а} тупламга 1, {Ь} га 2, {с} га 3, {а,Ь} 
га 4 ва х,оказо к,уйидагича булеин: 

1. {а} 1,{Ь} 2,{е} 3,{а,Ь} 4,{а,е} --+5,{Ь,е} --+ 6,{а,Ь,е} --+7. 
~ -+ -+ --+ 

Сонларни к,андай бериш уз к,Улимизда булгани учун уни 

сал бошк,арок, к,илиб узгартиришимиз мумкин: 
II.{ а} --+ 1, {Ь} --+ 2, {с} -> 3, {а,Ь} -> 3, {а,е} --+4, {Ь,е} --+ 5, {а,Ь,е} --+6. 
Ёки яна бир оз узгартиреак: 
Ш.{а--+а}-> 1, {Ь}-> 2, {е}-> 3, {а ~а,Ь}-> 2, {а--+а,е}--+4, {Ь,е}--+6, {a--+а,Ь,е}--+8. 
Бу жараённи иетаганча давом эттириш мумкин. 
Демак, юк,оридаги 7 та тупламга сон к,ийматларни 

хох,лаганча беришга ва узгартиришга х,ак,к,имиз бор эканда. 

Шу туrpими? 

Албатта нотуrpи! 
Сабаб нимада? 

Биз юк,оридаги к,ийматларни беришда х,еч к,андай 
к,онуниятга риоя к,илмадик. Агар к,андайдир к,онун ва к,оида 

аеоеида иш олиб бормаеак, у х,олда улчаш тушунчаеининг 

х,еч к,андай маъноеи к,олмаЙди. 
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Келинглар, бирор х,аётий мисол олиб унинг устида 

мулох,аза юритиб кУраЙлик. 
Биздан к,андайдир буюмнинг ОFИРЛИГИНИ улчаш талаб 

к.илинсин. Уни тарозига к;:Уями:ща - улчаймиз, масзла XflЛ БУЛэди. 

ЭНди шундай х,ошrг булиши мумкинки, тарозимиз тошлари буюм 

ОFИрлигини улчашга етмай к,олэди. Нима К;ИЛИШ керак? Бунинг 
й:Ули жуда осон: буюмни бир неча булакларга ажратамиз ва х,ар 

бир булак ОFИрликларини топиб кУшиб чик,амиз. 
Худци мана шу юя улчов aниIqlашнинг асосий к.оидаларидан 

бири сифатида олинади. Юк,орида к:Урганимиз, т:Yrmамларга 
сон к.иЙмат бериш - улчаш, сон к.иЙматлар эса т:Yrmамнинг 

улчови деЙилади. 

Туnламнuнг улчовu, бuрлашмасu шу mуnламга mенг ва 

умумuй ~иCMгa зга булмаган булакларu улчовларu ЙUFUндuсuга 
mенг булuшu зарур. 

Бу к,оида улчовнuнг асосий хоссаси х,исобланади. 

ЭНди аввалги, Х={а,Ь,с} т:YrmaM ва унинг к.исм т:Yrmамлари 
ва уларнинг улчови мисолига к.аЙТСак. Учала х,олда х,ам бир 

элементли т:Yrmамлар :Улчови бир хил берилган. Дастлаб, 1 х,олни 
кУРаЙлик. Икки элементли {a--->а,Ь} тупламнинг улчови 
аник,ланишга кУРа 4 га тенг. Агар уни икки булакка {а--->а} ва 
{Ь} тупламларга ажратсак {a--->a,b}={a--->a}u{b}, у х,олда 

киритилган к,оидага кУРа {a--->а,Ь} тупламнинг улчови уз 

булаклари улчовлари йиmндиси: 1 +2=3 га тенг булиши керак. 
Бу эса {a--->а,Ь} тупламнинг улчови сифатида 4 ни 

олишимиз нот:Yfpи эканини билдиради. Худди шунингдек, 

{а--->а,с} тупламнинг улчови 5 эмас 4, {Ь,с} ники 6 эмас 5, 
{a--->а,Ь,с} ники 7 эмас 6 булиши кераклиги келиб чик.ади. 

Эътибор берсак, 11 х,олда улчов ТУFpи аНИl9lанганига 
ишонч х,осил к.иламиз. Шунингдек, 111 х,олда х,ам улчов 

НОТУFpи берилган. Негалигини узингиз текшириб кУринг. 
Келгусида улчовни юк.оридагидек, тупламга унинг 

улчовини " ---+" каби мослик орк.али эмас, балки содда к;илиб 
т({а--->а,Ь})=4 каби белгилаЙмиз. 

Бу ердаги m инглизча "measure" -улчов сузининг 
биринчи х,арфи. 

Келишувга асосан, Х={а,Ь,с} тУпламдаги улчовни (11 ",олда 
ТУFРИ берилган) к.иск.ача 

m({a})=l, т({Ь})=2, т({с})=3, т({а,Ь})=3, 
т({а,с})=4, т({Ь,с})=5, т({а,Ь,с})=6 
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каби ёзамиз. 

Асосий хоссадан IO'йидаги формула келиб чик,ади: 
т( {с} )=т( {Ь,с})-т( {Ь}). 

Яъни, "каттарок," туплам улчовидан унинг к,исм 

туплами улчовини айириб, к.олган к,исм тупламнинг 

улчовини топиш мумкин экан. 

х.ак,ик,атан, асосий хоссага кура 
т({Ь,с})=т({Ь}) + т({с}) 

БУлади. Бундан т( {с}) ни топсак, юк,оридаги формула келиб 

чикдци. 

Саволлар ва мапщ.лар 

Куйидаги маШIqIарнинг ,<ар бирида Х={а,Ь,с} туллам ва 
унинг к,исм тYnламлари иштирок этади. 

1. Берилганларга кУра к,олган 4 та к,исм тупламларнинг 
улчовини аНИIqIанг: 

а) т({а})=2, т({Ь})=2, т({с})=2. 

Ь) т({а})=1, т({Ь})=2, т({с})=2. 
с) т({а})=3, т({Ь})=3, т({с})=4. 

d) m({a})=lj2, m({b})=2j3, m({c})=3j5. 
е) т({с})=3, т({а,Ь})=3, т({а,с})=4. 
f) т({с})=6, т({а,Ь})=20, т({а,с})=10. 
g) т({Ь})=4, т({а,Ь})=6, т({а,с})=4. 
h) т({а})=5, т({а,Ь})=8, т({Ь,с})=4. 
i) т({Ь})=3, т({Ь,с})=30, т({а,с})=37. 
J) т({а,Ь,с})=7, т({а,Ь})=3, т({а,с})=4. 

2. I<,yйидагича берилганлар улчов була олмаслигини 

тушунтиринг. 

а) [({с})=3, [({а,Ь})=2, [({а,с})=6. 
Ь) g({a})=II, g({a,c})=4, g({b,c})=10. 
с) [({Ь})=13, [({а,Ь})=15, [({а,с})=4. 

d) g({a,b,c})=6, g({a,b})=2, g({a,c})=3. 
е) [({а,Ь,с})=7, [({а,Ь})=3, f({a,c})=3. 
f) g({a,b,c})=7, g({b,c})=3, g({c})=4. 
g) [({Ь,с})=6, f({a,b,c})=12, [({а})=8. 
3. Агар т({а,Ь})=3, т({а,с})=4 булса, у ,<олда т(Х)=8 

була оладими? 
4. Агар т({а,Ь})=4, т({Ь,с})=5 булса, у ,<олда т(Х) нинг 

к,иймати к,андай сонларга тенг булиши мумкин? 
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2-§. ТУплам функцияси 

Сиз, албатта, функция тушунчаси билан 1-бобда 

танишгансиз. Одатда, функция икки туплам орасидаги 

муноеабат сифатида аНИIqlанади. Бу ерда биз бирор тУпламда 

берилган ва х.ак;ик;иЙ сон к;иймат к;абул к;иладиган 
функцияларни к;араймиз. 

Ушбу параграфда элементларининг узи х.ам туплам 
булган, тупламлар туплами устида берилган функциялар 

урганилади. Келгусида тупламлар туплами деганда 

элементлари тупламлардан иборат тупламни тушунамиз. 

l-mаърuф. Тупламлар тупламида берилган функция 

mуnлам фУНКЦUЯСU деЙилади. 
Демак, тУплам функциясининг арryментлари тУпламлардан 

иборзг экзн. 

Лraр функция ающланган тУплам тУпламлар х.алк;аси булса, 
у х.алда бу функция х.алк;ада берилган функция деЙилади. 

Албатта, биз тУплам Функциясининг к;ийматлари х,ак;ик;ий 

сонлардан иборатлигини таъкидлаб ~ишимиз лозим. 

Т'Уплам функциясига мuсоллар кУраЙлик. 
1. Аввалги параграфда аник.лаганимиз - улчаш туплам 

функцияси эканини сезиш к;ийин эмас. 
2. Агар Х={а,Ь,с} булса, унинг барча тУплам остилари 

туплами Е={ (о ,{а},{Ь},{с},{а,Ь},{а,с},{Ь,с},{а,Ь,с}} да fтУплам 
функциясини к;уйидагича аник.лаш мумкин: 

f(0) = О, f({a})=l, f({b})=2, f({c})=3, f({a,b})=4, 
f({a,c})=4, f({b,c})=5, f({a,b,c})=7. 
Шуни таъкидлашни истардикки, бу ердаги сон 

к;ийматларни истаганча узгартириб янги-янги туплам 

функцияларини х.осил к;илишимиз мумкин. Эьтибор беринг, 
улчовни анИl9lаwда бундай эркинлик ЙУК; эди. 

Аввaлrn параграфнинг 2-маш:к;ида берилган функцияларнинг 

х,ар бири, к;олган к;исм тУпламлардаги к;ийматлари к;андай 
аник.ланмасин, ryплам функциясига мисол БУЛади. 

3. Ушбу F(A)= fx 2dx функциях.ак;ик;ийсонларнингихгиёрИЙ 
А кесмасига бирор сонни мое к;Уювчи тУплам функциясидир. 

)\ак;ик;атан,агар А=[0,2] булса, у х.олда 
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Худди шунингдек, А=[-3,О] учун F([-3,0])=9, 
A=[1,3]u[5,6] учун F(A)=36, 
А=[-I,I] учун F(А)=2/з БУлади. 

4. Агар хаI<ИI<ИЙ сонларнинг ихтиёрий А кесмаси учун 

туплам функциясини g(A) = fX 3dX каби аНИIqlасак, у холда 
А 

2 1 12 g([O,2b = JX3dx = JX3dx = _х 4 
= 4 

[О.2] о 4 о 

g([ -3,0])=-81/4' g([ -1,1 ])=0 
БУлади. 

Охирги мисолдан куринадики, туплам Функцияси 
манфий I<ийматлар хам I<абул I<ИЛИШИ, буш булмаган 
тупламда О га Teнr булиш'и мумкин экан. 

Туплам функциясининг хоссаларини урганамиз. 

Айтайлик, бирор Е тупламлар тупламида f туплам 
Функцияси берилган булеин. 

2-таьрuф. Агар Е дан олинган ихтиёрий чекли сондаги 
(масалан, n та), ихтиёрий иккитаси узаро кесишмайдиган 

A1, ~, ••• , А" т-упламлар учун уларнингбирлашмаси А =ОА, 
1=1 

хам Е га тегишли булиб, 

n 

ЛА) = L ЛА,) (1) 
1=1 

тенглик уринли булса, у холда f туплам функцияси чеклu -
аддuтuв деЙилади. 

Айтайлик, f тУплам функцияси туnламлар ~ал~асu Е да 
берилган булеин. У холда чекли сондаги тупламлар 
бирлашмаси яна Е халI<ага тегишли БУлади. Шунинг учун 
халI<ада берилган бирор туплам функцияси чекли-аддитив 
булиши учун ихтиёрий икки, узаро кесишмайдиган А1 ва 
~ (Al~ =0) тупламлар учун 

f(AIU~) = f(A 1) + f(~) (2) 
шарт бажарилишини талаб I<илиш етарли, чунки индукция 

буйича (1) тенглик ихтиёрий, узаро кесишмайдиган чекли 
сондаги тупламлар учун уРинлилиги келиб чик,ади. 

Охирги (2) тенглик туплам Функциясининг аддuтuвлuк 
хоссасu деЙилади. 
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Демак, тYrmамлар х..алк.асида берилган тУплам функцияси 

учун чекли аддитивлик ва аддитивлик бир хил маънони 

англатар экан. 

Юк.орида келтирилган 2-мисолдаги тУплам функцияси 

аддитив эмас, яъни [({а,Ь}) *- [({а}) + [({Ь}), чунки [({а,Ь})=4 
ва [({а})=1, [({Ь})=2. 

Шунингдек, 1-, 3- ва 4- мисоллардаги тynлам функциялари 
аддитив эканлигини текшириш кийин эмас. 

З-таьрuф. Агар (1) тенглик нафак.ат чекли, балки 
санок.ли сондаги узаро кесишмайдиган тупламлар 

бирлашмаси к'Уринишида тасвирланган А лар учун уРинли 

булса, яъни саНОIQ1И сондаги ихтиёрий иккиси узаро 

кесишмайдиган Ap~, ... , Ап , ••. тупламлар учун уларнинг 

'" 
бирлашмаси А = U А, х..ам Е га тегишли булиб, 

1=1 

'" 
ЛА) = L ЛА,) (3) 

1=1 

муносабат уринли булса, у х..олда f туплам функцияси 
саНО1(.Лu-аддuтuв деЙилади. 

Юк.оридаги 3- ва 4- мисолларда келтирилган туплам 

функциялари саНОIqIИ-аддитив БУлади. Текшириб куРинг. 

Туплам функциясининг к.абул к.иладиган к.иЙматлари 
чегараси х..ак.ида нима дейиш мумкин? 

Умуман олганда, туплам функцияси хох,лаганча Kaтra 

к.иЙмат к.абул к,ила олади. 

Аммо х..алк.ада берилган мусбат ~uйматлu чекли-аддитив 

туплам функцияси яхши бир хусусиятга эга: 

l-теорема. Агар Е тупламлар хал~асuнuнг А ва В 

элементларu учун ВеЛ булuб, [(А) ~иймaт чеклu сон булса, у 
холда [(В) ~иймaт хам чеклu сон буладu. 

Исботи. Хак.ик.атан, f туплам функциясининг 
аддитивлигидан 

[(А) = [(В) + [(А\В) (4) 
тенгликка эга буламиз ( Е х..алк.а эканлигидан А \В х..ам Е га 
тегишли ва [(А \В):?: О ). Агар [( В)=ОО десак, у х..олда юк.оридаги 
тенгликдан [(А)=оо келиб чик.ади. Бу эса шартга зид. Демак, 

[(В) чекли. Теорема исбот БУлди. 
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Биламизки, БУш тУплам )(ар к;андай тУпламга IQfCM БУлади. 
Туплам Функциясининг буш тупламдаги к;иймати к;андай 

булишини текшираЙЛик. 

2-теорема. Агар mуnламлар J\l1Л~аси Е да берuлган f mуnлам 
Фун"цuяси учун f(A) ~иймamи чек.ли булган бирорmа А mуnлам 
мавжуд булса, у Jfолда f(0)=0 булади, ЯlJни f нинг буш 
mуnламдаги ~иймamи нолга mенг. 

Исботи. )(ак;иIQПан, aйтaйJlик, А Ба В тУпламлар Е нинг 
элементлари )(амда В с А БУлсин. Агар f(A) чекли булса, 
юк;оридаги хоссага кУРа f(B) )(ам чекли Ба (4) тенгликка кУРа 

f(A\B) = f(A) - f(B) (5) 
БУлади. Бу тенгликда В = Адесак, 

f(0) = f(A) - f(A) = О. 

Бу эса бизга керакли натижадир. Теорема исбот БУлди. 

Энди баъзи мyJQiM таСДИl9Iарни эслатиб Утамиз. 
3-теорема. Агар А, (i = 1, 2, ... ) mуnлШtfJШр "амаювчи, 

яши ич.ма-ич жойлашган mуnламлар 

А( ::> ~::> ... ::> A j ::> '" 

"еmма-"еmлuги ва ПА, = Qj булеа, у JfOлда 
,""1 

00 

А! =(А! \A2 )v(A2 \Аз>v···=U(А, \AI+J (6) 
1=1 

mенгли" уринли булади ва унг томондаги бирла~анuнг 
~ушuлувчuлари узаро "ecи~aЙди. 

Исботи. КуРиниб турибдики, тенгликнинг Унг томони 
- А( нинг IQfСМИ. Энди А( нинг узи Унг томоннинг к;исми 
эканлигини куРсатамиз. 

Агар Х Е А( булса, у )(олда барча А; лар А( нинг к;исми 
булганлиги учун шундай бир n номер топиладики, ХЕАп ва 
X!i!:An+l БУлади. Демак, ХЕАп\Ап+(. Бундан керакли тенглик 
келиб чик;ади. Теорема исбот БУлди. 

'" 
4-теорема. Агар A=U А, булиб, ундаги ~УШШ1увчuлар Узаро 

1=1 

"есиш.маса ва Вn = ОА, белгШ1аш "иритеа", у JfOлда ПВn ==0 
I=n+1 n=1 

БУлади. 
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Бу ерда I<Yриниб турибдики, ВN тупламлар камаювчи 
кетма-кетлик ташкил к,илади. 

Исботи. Агар бирор k да ХЕ B
k 
булса, у холда шундай бир 

m>k номер топиладики, ХЕАт БУлади. Аммо барча i> m ларда 
x~A" чунки улар узаро кесишмаЙДи. Бундан барча n > m ларда 
x~Bn эканлиги келиб чик,ади. Шундай к,илиб, барча Вп ларга 
тегишли элемент мавжуд эмас экан. Теорема исбот БУлди. 

'" 
5-теорема. Агар А = U А, булuб, ундаги А; ~ушuлувчuлар 

1=1 

усувчu кеmма-кетлuк mашкuл ~uлса, яьнu 

А1 С ~ С •.. С А. с ... 
булса, у Jtолда 

БУладu. 
Шунингдек, тенгликнинг унг томон ида турган 

к,Ушилувчилар узаро кесишмаЙДи. 

Бу хоссанинг исботини машк, сифатида узингизга 
к,олдирамиз. 

Энди келтирилган теорема ва хулосалар ёрдамида чекли 
к,иймат к,абул ~иладиган санок,ли-аддитив туплам 
Функциясининг баъзи хоссаларини кУРиб чик,амиз. 

б-теорема. Бuрор Е Jtал~ада берuлган чеклu-аддumuв f 
mуnла", функцuясu сано~лu-аддumuв булuшu учун Е дан 

., 
олuнган, у",у",ий кесuш.масu буш булган (n А, = 0) ихmиерий 

1=1 

ка.маювчu А; (i=l, 2, ... ) mУпла.млар кеmма-кетлuгu учун 
f(A) ~ О булuшu зарур ва еmарлu. 

Исботи. Агар f саНОIqIИ-аддитив булса, у холда умумий 
кесишмаси БУш булган А;Е Е камаювчи т}'пламлар кетма­
кетлиги учун (6) ва (5) формулаларга кУРа 

муносабатга зга буламиз. Бундан f(A) ~ О келиб чик,ади. 
Тескариси. Айтайлик, теорема шартлари бажарилсин ва 

ос> 

А;Е Е узаро кесишмайдиган тупламлар хамда А = U А, АЕ Е 
/=1 

булеин. Ушбу белгилашни киритамиз. У холда 
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Bn=A\(~u~u ... uAn) Е Е 
каби тасвирланади ва f нинг чекли аддитивлигидан 

n 

/(А)= L,/(A,)/(A,) + /(Вn ) 

келиб чик;ади. Аммо шартга кУра, f(Bn)~O ва шунинг учун 

00 

/(А) = L,/(A,) 
1=1 

уринли. Демак, fтуплам функцияси саНОIqIИ-аддитив экан. 

Теорема исбот БУлди. 
7-теорема. Айтайлuк, Е ~ал~ада чеклu ~uйматлu, 

caHo~и-aддитив f туnлам функцuяси берuлган булеин. Агар 
ж 

Е даги А туплам учун А = U А, шарт бажарuлиб, А, Е Е 
1=1 

туnламлар усувчи кеmма-кеmлик ташкuл этса, у ~олда 

f(A)= lim f(A.) (8) 
'-->00 , 

муносабат Уринли. 

Худци шундай тенглик А;Е Е тYrrламлар камаювчи кетма-

"" 
кетлик ХОСИЛ к;ил:иб, А = n А, (АЕ Е) шартни к;аноатлантирганда 
хам уРинли. 

Исбо1и. Айтайлик, А;Е Е тYrrламлар усувчи кетма - кетлик 

ХОСИЛ к;илсин. У халда бизга керакли натижа (7) тенгликдан 
келиб ЧИIQЩИ. 

f саНОIqIИ-аддитив булгани учун уни (7) га к;Уллаймиз: 

1=2 

Бу эса (8) га тенг кучлидир. 
Энди А;Е Е тупламлар камаювчи кетма - кетлик ташкил 

к;илган хол 6-теоремадан келиб чик;ади. Чунки бу холда 

00 

П(А, \А) = (о 
1=1 

булиб, 6-теоремага кУра f(A \А) ~ О ва бу "ам (8) га тенг 
кучли. Теорема исбот БУлди. ' 

Айтайлик, f туплам Функцияси булеин. 
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'" 3' -mаърuф. Агар А, => ~ => ... => А, => ... ва ПА, = iZJ учун 
1=1 

f(Ап> ~ О булса, у холда f УЗЛУКСUЗ деЙилади. 
КелтириЛI'аН 6- ва 7- теоремалар т)iплам Функциясининг 

узлуксизлиги х.ак.идаги теоремалар деб к.аралиши мумкин. 

Мана биз туплам Функцияси билан танишдик ва унинг 

баъзи хоссаларини кУриб чик,цик. 

Бир оз олдинга кетиб шуни айтиш МУМКИНКИ, кеЛI'Усида 

урганадиган асосий тушунчамиз улчов - туплам 

функциясининг хусусий холидир. Яъни улчов айрим хоссаларга 

зга булган тУплам функцияси сифатида киритилади. 

Саволлар ва МamI\Лар 

1. Туплам функцияси манфий к.иЙматлар к.абул к.ила 
оладими? Иррационал-чи? 

2. )(ар доим хам тУплам функциясининг буш тУпламдаги 
к.иЙмати О га тенг буладими? 

З. СаНОIQIИ-адцитив туплам функцияси чекли-аддитив 

буладими? 

4. Чекли-адцитив тУплам функциясининг к.иЙмати 00 га 

тенг булиши мумкинми? 

3-§. У лчовнинг таърифи ва хоссалари 

Ушбу параграфда чекли улчовга таъриф берамиз ва 

унинг хоссаларини кУриб чик.амиз. 
4-таърuф. Айтайлик, Х ихтиёрий туплам ва унинг к.исм 

тупламларидан тузилган бирор Е тупламлар алгебраси 
берилган булеин. АнИIQIаниш сщаси Е булган т(А) тУплам 
Функцияси учун: 

а) ихтиёрий Ае Е учун т(А) ~ О; 

б) т(А) саНОIQIИ -адцитив 
шартлари бажарилса, m туплам функцияси Х да чеклu улчов 
деЙилади. 

Демак, улчов деганда к.иЙматлари чекли ва мусбат булган 
саНОIQIИ-адцитив туплам функциясини тушунар эканмиз. 

Кулайлик учун келгусида "чекли улчов" урнига, оддий 

к.илиб, улчов сузи ишлатилади. 
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Улчовларнинг баъзи хоссаларини кУриб У'гаЙЛик. 
i) Буш тУпламнинг УЛЧОБИ нолга тенг: т(0)=О (бу хоссани 

олдинги параграфда исботлаган эдик). 

ii) Агар А Ба В тупламлар Е нинг элементлари булиб, 
ВеА булса, у ,\олда т(В)::;;т(А) булади (УЛЧОБНИНГ 

моноmонлu/С хоссаси). 

Бу хосса 2-§ даги (2) формуладан келиб чик,ади: 
т(А) - т(В) = т(А\В) ~ о. 
iii) '(ар бир А учун т(А) ::;; т(Х) уринли. Бу ii) дан 

келиб чик,ади. 

Шундай к,илиб, берилган УЛЧОБ тупламлар алгебраси Е 

да чегараланган экан. 

iv) Агар Е нинг ихтиёрий А элементи учун А с U А, 
, 

булиб, бу ердаги к.Ушилувчиларнинг сони чекли ёки саНОIqIИ 

булса, у ,\олда 

т(А) ::;; L т(А,) 
тенгсизлик уРинли БУлади. 

Бу хоссани uсбоmлаш учун ,\ар бир А; тупламдан В; к,исм 

тупламларни к.уйидагича ажратиб оламиз: 

В) = АгА, В2 = (~\A)пA , 
Вз = [~\(A) u~)] пА, ... 

Куриниб турибдики, В; лар Е нинг элементи Ба узаро 

кесишмаЙДи. к.олаБерса, А :::> uB .. Энди А туплам uB, 
бирлашмага к,исм булишини текшириш к,олди. Агар хЕ А 

булса, у ,\олда шундай бир номер i топиладики, шартга 
куРа ХЕА. БУлади. Агар х бир нечта А ларга тегишли булиб , J 

к,олса, у ,\олда бу индекслардан энг кичиги i булсин деЙмиз. 
Бундан ХЕВ; булади Ба керакли муносабат келиб чик,ади. 

Энди УЛЧОБНИНГ санок,ли-аДДИТИБЛИГИНИ Ба 

монотонлигини эътиборга олсак, 

т(А) = L тВ, ::;; L m(А,) 
БУлади. 

Худди 6-теоремадагидек, туплам Функцияси каби 

УЛЧОБНИНГ хам узлуксизлиги исботланади. 
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8-теорема. Е дан олuнган, умумuй кесuшмасu буш булган 

(ПА, =0) uxтuёрuй камаювчu А, и=1, 2, ... ) туnламлар 
1=1 

кетма-кеmлuгu учун т(A)~ О БУладu. 

Саволлар ва маШI\Лар 

1. Туплам функцияси ва улчовнинг фарк,ини кУрсатинг. 
2. У'лчовнинг аник;ланиш со'(аси ихтиёрий тупламлар 

туплами булиши мумкинми? 

3. 2-§ нинг 4-мисолида келтирилган туплам функцияси 
нега улчов була олмайди? 

4. Х={а,Ь,с} тупламни олаЙлик. Унинг к;исм 
тупламларидан тузилган Е={0, {с}, {а,Ь}, Х} тупламлар 

алгебрасида берилган 

[({с})=3, [({а,Ь})=4, f({a,b,c})=f(X)=7 
туплам функцияси улчов буладими? 

5. )(ак,ик,ий сонлар тУпламида аник;ланган h(A) = f sinxdx 
А 

тУплам функцияси улчов буладими? Бу ерда А ихтиёрий кесма. 

4-§. 'fYFри ЧИЗИlЩаги улчов ~аl\Ида 

ТУFРИ чизикдаги улчов тушунчаси ва унинг баъзи 

хоссаларига бир оз тУхталиб УтаЙлик. 
ТУFРИ чизик;ца бирор (а;Ь) интервал ёки [а;Ь] сегмент 

берилган булса. унинг узунлuгu ёки улчовu деб одатда Ь-а сонга 
аЙтилади. Агар тУплам бир нечта кесишмайдиган интервал 
ёки сегментларнинг бирлашмаси каби тасвирланган булса, 
у '(олда унинг улчовини топиш учун '(ар бир интервал ёки 
сегмент узунлигини топиб !<\Ушиб чик;илади. 

Бошк;ачарок; характердаги туплам берилганда, масалан, 
[О; 1] сегментдаги Q рационал сонлар (нук:галар) тупламининг 
улчовини топиш талаб к;илинганда, к;андай иш тутишимиз 
лозим? У'зи Q тупламнинг узунлигини улчаб буладими? Бу 
мисолга кейинрок; к;айтамиз ва унинг улчови, яъни узунлиги 

О га тенг булишини кУрсатамиз. 
Энди умумий '(олда тугри чизикда ихтиёрий тУплам учун 

улчов тушунчасини киритиш масаласини к)'раЙлик. Тупламнинг 

улчови турлича киритилиши мумкинлигини биламиз. 
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!<уйида узунлик тушунчасига асосланган улчов киритиш 

усули келтирилади. 

5-таьрuф. Агар ТУFРИ чизикдаги G туплам учун уни уз 
ичига олувчи бирор [а;Ь] сегмент мавжуд булса, уни 

чегараланган туnлам деЙмиз. 

Маъnумки, орали~деганда (а;Ь), [а;Ь] дан таш~ари [а;Ь) 

ва (а;Ь] куринишдаги тупламлар х.ам тушунилади ва 

уларнинг узунлиги х.ам Ь-а га тенг. 

Айтайлик, G бирор тУплам, [а;Ь] уни уз ичига олувчи 

знг кичик сегмент БУлсин. Фараз ~илайлик, GI' G 2, "0' 
Gп, .... лар сони чеюIИ ёки саНОIQ1И оралИlQ1ар системаси булиб, 
G нинг '(ар бир нук:гаси G, и= 1, 2, 3, ... ) оралИlQ1арнинг 

бирортасига тегиJШIИ БУлсин. Бу х.олда G с U G, БУлади. Энди 
, 

О; билан G, орали~нинг узунлигини белгилаЙмиз. G ни 
~опловчи бундай G, оралИlQ1ар системасини жуда КУП усул 
билан тузиш мумкин. Масалан, G.=[a;b] деб олсак, у ,(ОJЩа 

G с G 1 ' яъни G битта ~опламага зга. Демак, L О, ЙИFИНДИ 
, 

х.ам ~опламанинг танланишига ~араб х.ар хил ~ийматларга 
зга БУлади. Равшанки, '(ар бир ЙИFИНДИНИНГ к.иЙмати мусбат: 

L о, > О, чунки О, лар орали~ узунлиги булганлиги учун 
, 

мусбат сонлар. Демак, L О, ЙИFиндилар системаси ~йидан 
, 

чегараланган ва шунинг учун у ани~ ~йи чегарага зга. 

6-таорuф. Берилган G туплам учун тузилган 2: о, 
, 

ЙИFИндилар системасининг ани~ ~йи чегараси G нинг ташк;u 
улчовu дейилади ва у m*( G) ор~али белгиланади, яъни 

mO(G) = in(L д,. 
, 

Изщ. а) L о, > о О булгани учун m*(G) ~ О БУлади. 
, 

б) m*(G) :s:: Ь-а тенгсизлик уринли. 
х.а~и~атан, х.ар ~андай кичик сон 1»0 учун G туплам 

(а-е, Ь+е) орали~~а ~исм БУлади. Бундан 
m*(G) < Ь - а + 21> 

келиб чи~ади. Бу ерда 1> ихтиёрий булганлигидан 
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m*(G) ::; Ь - а 

тенгсизликни хосил к;иламиз. 

7-mаьрuф. Ушбу 

m.(G) = Ь - а - т*(СЕ) 
формула билан аНИК/Iaнган сон G тупламнинг uчки улчови 
деЙилади. Буерда CG =[a;b]\G. 

Уз наБбатида m,(G) ~ О, чунки CG туплам хам [а;Ь] 
нинг к;исми Ба демак, m*(CG) :-::; Ь-а тенгсизлик хам уринли. 

Ташк;и Ба ички УЛЧОБНИНГ бир нечта хоссаларини кУриб 

Утамиз. 
9-теорема. Ихmuёрий G mуnламнинг таш~и улчовu унuнг 

ички улчовидан кuчик эмае, яьни 

m,(G) :-::; m*(G). 
Исботи. Аник; к;уйи чегаранинг таърифига кУра, ихтиёрий 

кичик мусбат сон Е учун G тупламни уз ичига ОЛУБЧИ 
шундай Gl' G 2, Gз , ... оралик,лар системаси топиладики, 

L О/ <т'(С)+& (1) 

тенгсизлик бажарилади. Бу ерда 8 сон G оралик; узунлиги. 

Худди шунингдек, CG туп~амни /уз ичига ОЛУБЧИ 
шундай FI' F2, Fз , ... оралик,лар системаси топиладики, 

L S/ < т'(СС)+& (2) 

тенгсизлик бажарилади. Бу ерда S, сон F, оралик; узунлиги. 
Ушбу {G} Ба {F) оралик;nар системасинингтузилишига кУРа, 

G с U G, Ба CG с U ~ . 
Демак, 

(3) 

)(осил к.илинган (1),(2) Ба (3) муносабатларга кура, 

Ь - а:-::; LO/ + LS, :-::; т'(С) + т'(СС) + 2&. 

Бу тенгсизлик ихтиерий кичик сон Е>О учун УРИНЛI1 
булганлигидан 

т,(С) :-::; m*(G) 
муносабат келиб чик.ади. Теорема исбот БУлди. 

10-теорема. Агар Д во В mуnломлор учун деВ булео, у Jfолдо 



щ(А) s; т,(В) , т*(А) s; т*(В) 
муноса6атлар Урuнлu. 

ll-теорема. Агар чегараланган G туnлам чеклu ёки саноl\ЛU 
сондаги G l' G 2, • •. туnламларнuнг 6uрлашмасuдан и60рат, 

яьнu G = UG, 6улса, у Jfолда 

m'(G) s; :Lm'(G,) 

тенгсuзлuк урuнлu 6уладu. 

12-теорема. Агар чегараланган G туnлам учун G = UG, 

6улса ва G, лар узаро кесuшмаса, у Jfолда 

щ(G) ~ :Lщ(G,) 

6Уладu. 
Келтирилган теоремалар худди 9-теоремадаги каби таШIQ1 

ва ички улчов таърифларидан фойдаланиб исботланади. 

Энди, тУFpи чизикда Лебег маъносида киритилган улчов 
таърифини берамиз. 

8-таьрuф. Агар G тупламнинг m*(G) ташк,и улчови ва 
унинг m.(G) ички улчови узаро тенг, яъни 

m(G) = m.(G) = m*(G) 
булса, у х,олда G туплам улчовлu туnлам дейилади х,амда 
унинг улчови m(G) ОРI\али белгиланади. 

Бу таъриф умумий булиб, улчов I\айси тупламда 

берилаётганига БОFЛИI\ холос. Келгусида ТУFpи чизи~аги 
улчовли туплам деганда, шу таъриф маъносидаги улчовли 

тупламни тушунамиз. 

13-теорема. Агар G туnлам улчовлu 6улса, у Jfолда CG 
тулдuрувчu туnлам JfaM улчовлu 6уладu. 

Исботи. Шартга кУра, G улчовли булганлиги учун 
m(G) = m.(G) = m*(G). 

Ички улчовнинг таърифига кУра, 
m.(G) = Ь - а - m*(CG) = m(G) 

ёки 
m*(CG) = ь - а - m.(G) = Ь - а -m(G). 

Худди шунингдек, 

m.(CG) = Ь - а -m*(G) = Ь - а -m(G) 
ни х,осил I\иламиз. Булардан 
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m(CG) = m,(CG) = m*(CG) 
тенгликлар, яъни CG тупламнинг улчовли эканлиги келиб 
чик;ади.Теорема исбот БУлди. 

Ту.ри ЧИЗИIqJ.аги УЛЧОRlIИ ryпламлар х,алк;а ташкил к;илади. 

УЛЧОБНИНГ бу х,алк;ада адцИТИБ булишини кYPcarиш К;И:ЙИН эмас. 
КуйИдаГИ теорема унинг санОIQIИ-а,пдитив экaI-UIИfИНИ билдиради: 

14-теорема. Агар [а;Ь] сегмент да жоилашган Gl' G2,···, 

улчовлu туnламлар кеmма-кеmлuгu берuлган булса, у Jf;олда 
х 

уларнuнг бuрлашмасu G = UG, туплам улчовлu БУладu. 
1=1 

Шунuнгдек, агар G,n G]=0 (#j) булса, у Jf;олда 
х 

т(С) = Lm(G,) 
1=1 

mенглuк Урuнлu. 
Исботи. Айтайлик, G,n G]=0 (i;tj) булеин. Ушбу 

n 

A=UG, 
1=1 

тупламни к;араЙмиз. Теореманинг шартига кура, AncG. 
Юк;оридаги 10-теоремага асосан 

n 

m,(С) ~ т,(Аn ) = т(Аn ) = Lm(G,) 
1=1 

тенгсизлик келиб чик;ади. Бу тенгсизлик ихтиёрий n учун 
уринли булганлиги сабабли у п-+оо да х.ам уринли. Демак, 

х 

т.СС) ~ Lm(G,). (4) 
1=1 

Энди G тупламнинг тузилишига Ба х.ар бир G, нинг 
улчовлигига асосан, 9-теоремага кура 

(5) 

тенгсизликка эга буламиз. 

Шундай к;илиб. 4-теоремага Ба (4), (5) ларга асосланиб 
х х 

Lm(G,) <; т.СС) <; т'(С) <; Lm(G,) 
1=1 
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теНГСИЗЛИЮlарни ёза оламиз. Бундан 

х 

т,СС) = т'СС) = LmCG,) 
1=1 

тенглик келиб чик.ади. Теорема исбот БУлди. 

Улчовнинг бу хоссасидан фойдаланиб, шу параграф 
бошида келтирилган [0;1] сегментдаги Q рационал сонлар 
тупламининг улчовини топамиз. 

Айтайлик, G={c} т)lFpи чизикдаги бир элементли туплам 
булеин. Уни бошк.ача, G=[c;c] сегмент кУринишдаёзиб оламиз. 
Бу тупламнинг улчови, яъни узунлиги m(G)=m([c;c])=c-с=О 
га тенг. 

Маълумки, рационал сонлар санок.пи булганлиги учун 

уларни номерлаб чик.иш мумкин: Q)O.I)={X 1, Х2 ' ХЗ ' ••• }. 

Агар G
k 
={x

k
} белгилаш киритсак, у х.олда 

00 

Q[O.I]=UG~ 
k=1 

тенгликка келамиз. Энди бунга юк.оридаги 14-теоремани 

к.Улласак ва х.ар бир Ек нинг улчови О га тенглигини 

эътиборга олсак, Q'O;I) нинг улчови О эканлиги келиб чик.ади. 
Умумий х.олда к.араганимизда х.ам к.уЙидаги хулоса 

уринли булади: 

lS-теорема. TYFPU чuзu~дагu ~ap ~aHдaй чегараланган 
сано~лu mуnламнuнг улчовu О га mенг. 

Бу теореманинг исботи худди х.озирги мисол исботи каби 

олиб борилади. Узингиз бажариб кУринг. 

Саволлар ва маШl\Лар 

1. Битга HYI<\ГaдaH иборат тупламнинг улчовини ички ва 
ташк.и улчовлар ёрдамида )(Исобланг. 

2. ТУFРИ чизи~аги улчов учун 6- ва 7- теоремаларни 

айтинг ва исбот I91линг. 

3. Улчови О га тенг туплам кУпи билан санок.пидир, 
таСДИFИ НОТУFpи эканлигини исботланг. 

4. Кантор тУпламининг улчови О га тенглигини кУРсатинг. 
5. Чегараланган G тУплам улчовли булиши учун ихтиёрий 

чегараланган А туплам билан 

т*(А) = m*(AпG) + m*(AпCG) 
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тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини 

иеботланг. 

6. [0;1] даги еонлар унли каер куринишида ёзилган. А 
орк.али бундай ёзувида камида битта 7 к.атнашган еонлар 
(нук.талар) тупламини белгилаЙЛик. Бу тупламнинг улчовли 

булишини куреатинг ва унинг улчовини топинг. 

ЕЧWlUШU. Аввало, А тУпламнинг к,андай тузилганини к)lpaйлик. 

Дастлаб, А1 орк,али [О; l]даги )'или каер ёзувининг верryлдан 

кейинги биринчи рак.ами 7 булган сонлар тУпламини белгилаймиз. 
Бундай сонлар (0,7; 0,8) интервалдан иборатлиги равшан, яъни 
A

1
=(0,7; 0,8). Унинг улчови, яъни узунлиги 0,1 га тенг. 
Энди [О;I]\А( тУпламдан )'или каер ёзувининг, вергулдан 

кейинги иккинчи рак.ами 7 булган еонлар тупламини 
ажратиб оламиз ва уни ~ орк.али белгилаЙмиз. 
~ туплам узунликлари 0,01 булган 9 та (0,07; 0,08), (0,17; 

0,18), (0,27; 0,28), (0,37; 0,38), (0,47; 0,48), (0,57; 0,58), (0,67; 
0,68), (0,87; 0,88), (0,97; 0,98) оралИIqIар бирлашмаеидан 
иборат. Демак, ~ тУпламнинг улчови 0,09 га тенг. 

Худци шунингдек, А, орк.али [O;I]\(Alu~) тупламдаги 
унли каер ёзувининг верryлдан кейинги учинчи рак.ами 7 
булган еонлар тУпламини белгилаймиз. Бу ryплам узунликлари 

0,001 булган 81 та оралик;лар бирлашмаеидан иборат. Демак, 
Аз тупламнинг улчови 0,081 га тенг ва хоказо. Бу жараённи 
чекеиз давом эттириш мумкин. 

Натижада А = А( u ~ u Аз u ... ни хосил к.иламиз. Бу 
ерда хар бир А, чекли сондаги узаро кееишмайдиган 

интерваллар бирлашмаеидан иборат улчовли туплам. Демак, 

А х.ам улчовли ва унинг улчови 

1 9 9/1-1 
m(А) = m(A1 )+m(A2 )+ ... -+-+ ... +-+ ... = 1 

10 100 10/1 
га тенг. 

I<yйидаги миеолларда [О; 1] нинг баъзи к.ием тупламлари 
берилган. Уларнинг улчовли булишини к'Урсатинг ва улчовини 

топинг. 

7. Унли каер ёзувида 7 рак.ами к.атнашмаган сонлар туплами. 
Н. Унли каер ёзувида 4 ёки 5 рак.амларидан бири 

к.атнашмаган сонлар ryплами. 

9. Унли каер ёзувида иккита4 ва 5 рак.амлари к.атнашмаган 
сонлар туплами. 



IV БОБ. УЛЧОВ ТУШУНЧАСИНИ 
УМУМЛАШТИРИШ 

1-§. Текисликдаги Лебег улчови 

Келинглар, текисликдаги ТУFPи туртбурчак, параллело­
грамм, учбурчак, трапеция, к)Тпбурчак, доира ва х,оказо 

фигураларнинг юзи ~андай х,исобланишини эслаЙлик. 
Дастлаб томон узунлиги 1 бирликка тенг булган квадрат 

юзини 1 га (1 кв.бирлик) тенг деб олиб, сУнгра томонлари 
узунликлари а ва Ь булган т)ТFpи т)Тртбурчак юзи аЬ (кв.бирлик) 
га тенглигини кУРсатар эдик. Колган фиryралар юзи эса шулар 
асосида х,исобланади: параллелограмм ТУFPи туртбурчакка 

келтирилиб, учбурчак параллелограммга тУлдирилиб, трапеция 

ва купбурчак учбурчакларга 

ажратилиб к)Трилади. 

Доира юзини топишда эса 
унинг ичига Ба таш~ариеига 

мунтазам к)Тпбурчаклар чизиб, 

улар юзаларининг лимити 

топилар эди. 

Текиеликда координаталар 

системаси киритилган булеа, 

у х,олда ушбу 

d 

с 

О а r, 

l-шакл. 

а $ х ~ Ь, с ~ у ~ d (1) 
шартларни ~аноатлантирувчи (х;у) нукгалар туплами бирор 
ТУFpи туртбурчакни таСБирлаЙди. 

Бу ТУFРИ туртбурчакнинг томонлари мое равишда Ь-а ва 
d-c узунликларга эга булгани учун унинг юзини (b-a)(d-e) 
га тенг деб олишимиз табиий (l-шаклга ~apaHГ). 

Худди шунингдек, 
а < х < Ь, с < у < d (2) 

шартларни Jqlноатлантирувчи (х,у) нукгалар тУплами х,ам худди 
уша тУFpи т)Тртбурчакни таСБирлайди, фаJqlТ бу х,олда тУFpи 
1)ipтбурчак томонлари JGlралаётган тУпламга тегишли булмаЙди. 

Унинг юзасини х,ам (b-a)(d-e) еонга тенг деб оламиз. 
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Демак, тугри туртбурчак томонлари координаталар 

Ук.ларига параллел булса, унинг юзи берилган а, Ь, с, d 
сонлари орк,али топилар экан. 

Шу тугри туртбурчакнинг 

450 га бурилган х.олатини v 
к,араЙлик(2-шакл). Равшанки, 

бу тугри туртбурчакнинг юзи и 

х.ам (b-a)(d-c) га тенг. Аммо 
координаталар системасида t 
берилган муносабатларга кУра, 
аввало унинг тугри туртбурчак ~ ~-+--v 

~~~---7----~~----
эканлигини аник.лаш, кейин О k т n 
эса томонлари Ь-а ва d-c 2-шакл. 
булишини топиш керак. 

Бизнинг вазифа эса берилган k, 1, т, n ва s, t, U, V лар 

ёрдамида тугри туртбурчак юзини аник.лашдан иборат. 

Агар параллелограммнинг бир томони координата 

Ук.ларидан бирига параллел булса, у х.олда унинг юзини 

юк,оридаги каби, ТУFРИ туртбурчак юзаси тушунчасига 
асосланиб топиш мумкин (З-шакл): 

SE=(m-k)(d-с)=(п-l)(d-с). 

Аммо х.ар доим х.ам 
ихтиёрий параллелограммнинг 
бирор томон и координата 

ук,ларидан бирига параллел 

булиши шарт эмас. 

Демак, бу х.отща текиCЛИI<ЦaГИ 
ихтиёрий фигура юзини топиш 
формуласини, худди элементар 
геометриядагидек, келтириб 

чик,ариш мумкин эмас экан. 

Ушбу параграфда фак;ат 

d 

с 

о 

/ 
k I 

З-шакл. 

/ 
mn 

махсус ТУFРИ туртбурчаклар ёрдамида юза ёки умумийрок, 

к;илиб айтганда, улчов тушунчаси к,андай киритилишини 
кУриб чик,амиз. 

Келгусида бuз mYFpu mурmбурчак деганда томонлари 
координаталар у~ларuга nараллел булган mYFpu 
mурmбурчакнuгuна тушунамиз. 

Зарурият ТУFИлганда бу тугри т.Уртбурчакларни х.ам турли 
синфларга ажратиш мумкин. 
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Юк;оридаги (1) шартлар билан берилган т)fFpи тУртбурчак 
ifnuIf; mYFJJU mурm6урчак деЙилади. Шунингдек, (2) шартлар 
билан берилган ТУFpи туРтбурчак очuк; mУЕРи mурm6урчак 
деЙилади. Колган барча холларда, яъни бир томонли (масалан, 

а ~ х<Ь, c<y<d булганда, фак;ат бир томон тУFpи туРтбурчакка 
тегишли), икки томонли, уч томонли ТУFpи туртбурчаклар 

ярим очuк; mУЕРи mУрm6урчак.лар деЙилади. 
Текисликдаги барча ТУFpи туртбурчаклар тупламини Р 

орк;али белгилаЙмиз. 

х,ар бир т)fFpи туртбурчак учун элементар геометриядаги 
юза тушунчасидан фойдаланиб, унинг УЛЧОБИНИ аник,лаймиз: 

- буш тупламнинг УЛЧОБИ О га тенг; 
- буш булмаган, шунингдек, а, Ь, с Ба d сонлари 

билан аник,ланган (ёпик;, очик; ёки ярим очик;) Е ТУFРИ 
туртбурчакнинг УЛЧОБИ 

(b-a)(d-c) 
га тенг. 

Шундай к;илиб, Р дан олинган хар бир Е ТУFрИ 

туртбурчакка унинг т(Е) УЛЧОБИ мос к;)iЙилди. Бу УЛЧОБ 
к;уйидаги шартларни к;аноатлантиради: 

а) т(Е) УЛЧОБ манфий булмаган хак;ик;ий сон; 

n 

Ь) т(Е) УЛЧОВ аДДИТИБ, яъни агар Е = UE, Ба i;tj 
1=1 

булганда Е пЕ =0 булса, у холда , J 

n 

m(Е) = L:m(E,) 
1=1 

БУлади. 
Охирги тенглик бир нечта узаро кесишмайдиган ТYFI>и 

rypтбурчаклар бирлашмасининг юзаси, бирлашмага кирган хар 

бир ТYfPи тУРтБУРЧак юзаларини топиб 

ЙИFИШ кераклигини БИJЩИради. 

Бундай булиши эса табиий 

(4-шакл). 

Бизнинг эндиги вазифамиз фак;ат 

тугри турт6урчаклар учун аник,ланган 

m(E)-улчов ту-шунчасини бошк;а, 

кенгрок, тупламлар синфи учун, а) о 
ва Ь) хоссаларни сак,лаган холда 
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киритишдан ёки бошк.ача айтганда, давом этгиришдан иборат. 

Дастлаб УЛЧОБНИ элементар тупламлар деб номланган 

тупламлар учун аник,лаЙмиз. 

l-таьрuф. Агар текисликдаги 

тупламни к,андайдир усулда узаро 

кесишмайдиган, чекли сондаги 

т)irpи туРтбурчаклар бирлашмаси Е! 

к)ipинишида таСБИРЛаш мумкин ,,, 
булса, у х,олда бундай туплам 

элементар ёки содда туплам 

~~. О 
5-шаклдаги туплам 5-ШGКЛ. 

элементар т:Yrmамдир. Бу шаклда у 4 та туrpи туртбурчакларга 
ажратилган. КуРиниб турибдики, бундай ажратиш яroна эмас. 

Куйидаги тасдик. бизга к)'п керак булади: 

l-теорема. Ихтuёрuй икки элементар туnламларнuнг 

бuрлашмасu, кесuшмасu, айuрмасu ва cuммeтpиK айuрмасu JfG.М 

элемент ар туnлам БУладu. 

Бошк,ача айтганда, элементар тупламлар туплами х.алк,а 

таш кил к,илар экан. 

Исботи. Икки Т:YFPи т)ipтбурчакнинг кесишмаси яна т:Yrpи 

туртбурчак булиши тушунарли. Айтайлик, А ва В тупламлар 

элементар т:Yrmамлар БУлсин. У х.олда 

A=UE, ва 

'.} 

булади. Бу ердаги Е Ба Q. лар чекли сондаги ТУFРИ , J 

т)iртбурчаклар. Уларнинг кесишмаси 

'.} 

х.ам элементар туплам, чунки ЕГ'lQJ ларнинг х,ар бири туrpи 
туртбурчак Ба уларнинг сони чекли. 

Икки туrpи туРтбурчакнинг айирмаси элементар т:Уплам 

булиши равшан. Шунинг учун тyrpи туртбурчакдан бирор 

элементар тУпламни айириб, яна элементар туплам х,осил 

](,ИЛамиз. Чунки бу жараён, худди икки элементар тупламнинг 

кесишмаси каби к.аралиши мумкин. 
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Айтайлик, А ва В икки элементар тYnлам булеин. У "олда 
уларнинг "ар иккисини "ам уз ичига олган Е т)ТFpи тУ'Ртбурчак 
топилади. ЭI-ЩИ 

AuB = Е \ [(Е \ А) п (Е \ В)] 
тенгликка Ба юк.орида айтилганларга кУра, А Ба В нинг 
бирлашмаси "ам элементар туплам БУлади. Бундан Ба 

А \ В = An(Е \ В), мВ = (AuB) \ (АпВ) 
тенгликлардан элементар ту-пламлар айирмаси ва симметрик 

айирмаси яна элементар туплам булиши келиб чик;ади. 

Теорема исбот БУлди. 

Энди ихтиёрий А элементар тУпламнинг т'(А) УЛЧОБИНИ 
аНИIqIаЙмиз. 

Агар 

A=UE, 

булиб, Е, лар узаро кесишмайдиган туFpИ туртбурчаклар 

булса, у "олда А нинг УЛЧОБИ 

т'(А) = Lm(EJ 
каби аНИIqIанади. 

'9'ЛЧОБНИНГ бундай анИIqIаниши А ryплам чекли сондаги т)ТFpи 
т)ipтбурчаклар орк;али к.андай таСБИРЛанишига боFЛИК; эмас. 

)(ак;ик;атан, айтайлик, А икки хил ёйилмага эга булеин: 

,=1 }=I 

буерда, Е, Ба Q лар туrpи туртбурчаклар "амда #k булганда 
E,nEk=0 Ба i;ej булганда Q,nQJ=0. 

маыIмки,' икки туrpи туртбурчакнинг кесишмаси EnQ , J 

яна т)ТFpи тУртбурчак булади Ба А нинг таСБирланишига кУра, 

, 11 

Е, =U<E, nQ), Qj =U(E, nQ). 

у х.олда ТУFрИ туртбурчак учун УЛЧОБНИНГ аддИТИБЛИК 

хоссасига кура, 

11 , 

Im(E,) = IIm(E, п Q) = Im(Q). 
1=1 ,=1 1=1 1=1 
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Хусусан, ТУFPи туртбурчаклар учун т' улчов берилган m 
улчов билан устма-уст тушади. 

Элементар тупламлар учун шу усулда киритилган улчов 
мусбат ва аддитив эканлигини куриш к;ийин эмас. 

Элементар тупламларда аНИКJIанган улчовнинг баъзи 
хоссаларини куриб чик;амиз. 

2-теорема. Агар А эле.ментар mУnла.м ва {Ал} - чеклu ёки 
caHOf\JlU сондаги эле.ментар mУnла.млар берuлган булuб, 

AcUA" 
" 

шарт бажарuлса, у ~олда 

m'(А) ~ L m'(А,,) 
.муносабат Урuнлu. 

Бу хоссадан элементар тупламлар учун ани~анган 

улчовнинг CaHOf\JlU аддuтuвлuгu келиб чик;ади. 
3-теорема. Айmайлuк, А эле.менmар mуnла.м CaHOf\JlU 

сондаги, узаро кесuш.маЙдuган {Ал} эле.ментар mУnла.млар 
бuрлаш.масu курuнuшuда mасвuрланган булсuн: 

у ~олда 

00 

m'(А) = Lm'(An ) 

n=1 

mенглuк Урuнлu. 
Бу хосса «сано~и сондаги, узаро кесишмайдиган 

тУпламлар бирлашмасининг улчови улчовлар ЙИFИНДИСИга 
тенг» деб -ук;илади. 

N 

Исботи. Ихтиёрий чекли N сони учун А::::> U А, ва 
n=) 

улчовнинг аддитивлик хоссасига кура 

N N 

т'(А) ~ m'(U Аn ) = L m'(Аn ) 
n=) n=) 

булишини ани~аЙмиз. Энди n ~ ос) да лимитга -утиб, 
00 

m'(А) ~ L:m'(An } 

n=1 
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тенгсизликка келамиз. Бу тенгсизлик Ба 2-теоремадаги 

тенгсизлик биргаликда бизга керакли натижани беради. Демак, 

т' УЛЧОБ саНОIqIи-аддИТИБ экан. Теорема исбот БУлди. 

Маълумки, текисликдаги барча тупламлар элементар 

тупламлардан иборат эмас. Шунинг учун УЛЧОБ тушунчасини 

фак,ат томонлари координата ук,ларига параллел булган тугри 
туртбурчакларнинг чекли сондаги бирлашмасидан таш кил 

топган тупламлардан кура кенгрок, тупламлар синфи учун 

кенгайтиришга )(аракат к,иламиз. 

2-mаьрuф. Агар текиеликда к,аралаётган А туплам бирор 

ТУFРИ туртбурчак ичида жойлашган булса, у )(олда А 

чегараланган туплам деЙилади. 

Чегараланган тупламни ТУFРИ туртбурчаклар билан 

к;оплаш мумкин. 

Чегараланган тупламлар учун ташк,и УЛЧОБ тушунчасини 

киритамиз. 

З-mаьрuф. А тупламнинг mаш~u улчовu деб 

fJ'(A) = inf {Lm(Pk )} 
AcUp' k 

сонга аЙтилади. 

Бу ерда к;уйи чегара (инфимум) А тупламни К;ОПЛОБЧИ 

барча чекли ёки санок,ли сондаги P
k 
тугри туртбурчаклар 

бирлашмаси буйича олинади. 
Бу таърифдан куринадики, текисликдаги ихтиёрий 

тупламнинг улчови уни К;ОПЛОБЧИ ТУFРИ туртбурчаклар 

УЛЧОБИНИНГ лимити сифатида топилар экан. Масалан, доира 
УЛЧОБИНИ(ЮЗИНИ) топиш учун У иложи борича кичик УJlЧОВЛИ 

т)lгрит)lpтбурчаклар (квадратчалар) билан к;опланади (6-шакл). 
Элементар геометрияда эса 

бундай вазифани мунтазам 

купбурчаклар бажарар эди, яъни 

доира юзи мунтазам 

купбурчаклар юзаларининг 

лимити сифатида топилади. 

Равшанки, агар А элементар 

туплам булса, у х.олда т*(А)= 

т'(А) тенглик уринли. Бу хосса О 

элементар тУпламни нг таърифидан 

келиб чик;ади. 
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ТеКИСЛИI<даги ихгиёрий тYrmамлар учун ~идаги таСДИIQ-IИ 

айтиш мумкин: 

4-теорема. Агар А ва {Ап } mекuслuкдагu ихmиёрий чеклu 

ё·ки caHo~и сондаги mуnламлар булuб, улар учун 

AeUA/I 
/1 

шарm бажарuлса, у :{олда 

11'(А)::; LI1'(A/I) 

муносабаm урuнлu БУладu. Хусусан, агар АеВ булса, у :{олда 
m*(А)::;m*(В) mенгсuЗJlUК Урuнлu. 

Исботи. ТашI\И улчовнинг таърифига кУра, "ар бир Ап ва 
ихтиёрий Е>О сон учун шундай бир чекли ёки саНОIQIИ {Р nlJ 
турри туртбурчаклар системаси топиладики, А. с U Р.! ва 

k 

ва 

р'(А)::; LLm(p"k)::; :L>'ц,) + &" 
11 k n 

БУлади. Олинган Е>О сон ихтиёрийлигидан керакли тасдик; 

келиб чик;ади. Теорема исбот БУлди. 

4-maьрuф. ТеКИСЛИI<да А тYrmaM берилган. Агар ихтиёрий 

кичик муcбaI' Е сон учун шундай бир В элеменгар ТУПЛаМ топилиб, 

m*(АдВ) < Е 
шарт бажарилса, у "олда А тУплам улчовлu mуnлам деЙилади. 

Худди шу усулда тупламнинг ички улчови тушунчасини 

киритиб, улчовли тYnламлар синфини аНИIQIаш мумкин. 

5-maьрuф. ТекиCЛИI<даги бирор А тУпламнинг uчкu улчовu деб 

11,(А) = sup {Lm(Pk ) } 

vP.cA k 

сонга аЙтилади. Бу ерда аник; юк;ори чегара (супремум) А 

тупламнинг ичига жойлашган барча чекли ёки саНОIQIИ 

сондаги P
k 
ТУFPИ туртбурчаклар буйича олинади. 

Куйидаги тасдик;ни машк; сифатида исботланг: 

95 



5-теорема. Текuслuкдагu А mуnлам улчовлu булuшu учун 
щ(А)=т*(А) булuшu зарур ва еmарлu. 

Мана, текисликда "ам улчовли туплам тушунчасини 
аник.лаб олдик. Бу ерда киритилган улчовли тупламнинг 

маъносини 6-шаклдаги мисол жуда яхши очиб беради. Яъни, 

туплам улчовли булса, уни «жуда катта аНИlQIикда,) 

элементар туплам билан я~инлаштириш мумкин экан. 

Текислимаги бундай усулда анИIqIанган улчовли т)iпламлар 

Лебег маоносидаги улчовлu mjJnлaмлар деЙилади. Arap текисликдarn 
бирор Е т)iплам берилган булса, у "олда Е нинг барча улчовли 

IQ{CM т)iпламлари т)iплами МЕ ОрJVlЛи белгиланади. 
Келгусида улчовли тупламлар туплами МЕ даги улчовни 

m ор~али белгилаЙмиз. Умумийликни чегараламаган "олда, 
т(Е)= 1 деб олишимиз мумкин. 

б-теорема. Улчoвлu mjJnлaмJtwtг mулдupyвчucu ~ улчoвлu БУлaдu. 
иcбoпt. Т)iпламлар устидаги амалларга доир формулалардан 

бири 

(Е\А)А(Е\В)=МВ 
тенглиман ва Е\В т)iпламнинг хам элементар т)iплам булишидан 
Е\А нинг улчовли экани келиб чи~ади. Теорема исбот БУлди. 

7-теорема. Чеклu сондаги улчовлu mуnламларнuнг 

бuрлашмасu ва кесuшмасu яна улчовлu mуnлам буладu. 

иcбo11l. Исботни иккита ryплам учун кУРсатиш етарли. 

Чунки ихгиёрий, чекли n та булган "ол индукция усули билан 
исботланади. 

Айтайлик, А1 ва ~ икки улчовли туплам БУлсин. Демак, 
ихтиёрий Е>О сон учун шундай В 1 ва В2 элементар ryпламлар 
топиладики, улар учун 

1l*(А 1дВ 1 ) < Е/2, 1l*(~ДВ2) < Е/2 
шартлар бажарилади. Маълумки, 

(AIU~) д (B1uB2) с (А1дВ 1 ) u (~дB2) 
муносабат уринли, у "олда булардан 

1l*[(AIU~) д (B1uB2)] ~ m*(АlДВl)+m*(~ДВ2) < Е 
келиб чи~ади. Аммо B1uB2 элементар туплам, шунинг учун 
AIU~ улчовли туплам БУлади. 

Икки улчовли туплам кесишмасининг улчовли булиши 

6-теоремадан ва 

Al~ = E\[(E\Al)U(E\~)] 
муносабатдан келиб чи~ади. Теорема исбот БУлди. 
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Натижа. Улчовлu туnламларнuнг айuрмаеu ва еимметрик 
айuрмаеu улчовлu туnлам БУладu. 

Бундай хулосанинг уринлилиги юк.оридаги 6-, 7-
теоремалардан Ба 

A,\~ = A{1(E\~), A,~ = (A,\~)u(~ \А, ) 
тенгликлардан келиб чик.ади. 

8-теорема. Агар AI'~' ... , Ап узаро кееuшмайдuган улчовлu 
тупламлар булеа, у Jfолда 

1'( t Ak ) = t Ji{ Ak ) 

теuглuк урuнлu БУладu. 

Бу теореманинг исботини мустак.ил иш сифатида 

УЮ'БЧИНИНГ узига к.олдирамиз. 

Хусусан, бу теоремадан ихтиёрий А улчовли туплам учун 

/l(E\A) = 1 - /l(A) 
муносабат келиб чик.ади. 

Юк.оридаги 7-теореманинг таСДИFИ санок.ли сондаги 
тупламлар учун хам уринли. 

9-теорема. Сано~лu сондаги улчовлu туnламларнuнг 

бuрлашмасu ва кесuшмасu яна улчовлu туплам БУладu. 

Исботи. Айтайлик, Ар ~, ... , Ап , ••• санок.ли сондаги 
~ 

УЛЧОБЛИ тупламлар системаси Ба А = U А" БУлсин. Ушбу 
• n=1 

11-1 j' 

А;, = А" / U А, белгилаш киритамиз. У холда :1 = U ·1" БУJl(:lДИ Ба 
~ 11,=,1 

А'п тупламлар узаро кесишмаЙди. 7-теорема Ба унинг 

натижасига кура, барча А'п лар улчовли булади. Энди 8-
теоремага Ба ташк.и УЛЧОБНИНГ таърифига асосан 

t Ji{A'k) =Ji(~ A~ ) ~ l' * (А) 
муносабатлар ихтиёрий чекли n учун уринли. Шунинг учун 

к.атор як.инлаШУБЧИ, яъни ихтиёрий Е>О сон учун шундай 
бир N номер топиладики, 
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Lfl(A',)< ~ 
n>Л' 2 

булади, яъни к.аторнинг к.ОЛДИFИ исталган кичик сондан ,ам 

кичик 6улиши маълум. Теорема ис60т 6Улди. 

Саволлар ва маШl\Лар 

1. Агар Е улчовли туплам 6ули6, унинг А к.исм туплами 
х,ам улчовли 6улса, у х,олда Е\А тупламнинг х,ам улчовли 

6улишини курсатинг. 

2. Чекли сондаги улчовли тупламлар 6ирлашмаси, 
кесишмаси, айирмаси ва симметрик айирмаси х,ам улчовли 

эканини ис60тланг. 

3. Текисликдаги ва ТУFРИ чизик.цаги улчов х,амда ташк.и 
улчовлар таърифини так.к.осланг. Хулосаларингизни ёзиб 

мулох,аза к.илинг. 

4. Текисликдаги т Ле6ег УЛЧОБИ учун 3-606 2-§ даги 3-, 
4-, 5-теоремалар уринли эканлигини текширинг. 

5. Агар А тупламнинг ташк,и улчови О га тенг булса, у 
х,олда унинг УЛЧОБЛИ 6улишини ис60тланг. 

6. Текиеликда ~йидаги Фигуралар 6ерилган: 
А = {(х,у) : 1 ~ х2 < 9; 4 < у2 ::; 25}, 

в = {(х,у) : sinx <~; у::; 1}, 

с = {(х,у) : 1 ~ х2 < 4; lyl > 2}, 
о = {(х,у) : х2 + у2 < I}. 
Улар орасида к.аЙси бири элементар туплам эканини 

аник,JШНГ. 

7. Текисликдаги ихтиёрий чекли тУплам элементар туплам 
эканини курсатинг. 

8. Икки элементар тупламнинг бирлашмаси ва кесишмаси 
яна элементар туплам булишини к)iрсатинг. 

9. Элементар тупламларда УЛЧОБНИНГ аддитив 6улишини 
исботланг. 

10. Бирор F тупламни улчови истаганча кичик 6улган 
элементар тупламга жойлаштириш мумкин 6улса, унинг 

улчовли булишини ва УЛЧОБИ О га тенглигини исботланг. 

11. ТУFРИ чизик.цаги Кантор туплами улчовли эканини 
курсатинг Ба унинг УЛЧОБИНИ топинг. 
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Натижа. Улчовлu mуnламларнuнг айuрмасu ва симмеmрик 
айuрмасu улчовлu mуnлам БУладu. 

Бундай хулосанинг уринлилиги юк,оридаги 6-, 7-
теоремалардан ва 

A,\~ = Aг\(E\~), A,,1~ = (A,\~)u(A2\A,) 
тенгликлардан келиб чик,ади. 

8-теорема. Агар A,,~, ... , An узаро кесuшмайдuган улчовлu 
mуnламлар булса, у ~олда 

Jl( ~ Ak ) = ~ Jl( Ak ) 

mеliгЛUК урuнлu буладu. 
Бу теореманинг исботини мустак,ил иш сифатида 

ук,увчининг узига к,олдирамиз. 

Хусусан, бу теоремадан ихтиёрий А улчовли туплам учун 

Il(E\A) = 1 - Il(A) 
муносабат келиб чик,ади. 

Юк,оридаги 7-теореманинг таСДИFИ саноКJIИ сондаги 

тупламлар учун х.ам уринли. 

9-теорема. Сано~лu сондаги улчовлu mуnламларнuнг 

бuрлашмасu ва кесuшмасu яна улчовлu туплам буладu. 

Исботи. Айтайлик, Ар ~, ... , A
n

, •.• саноКJIИ сондаги 
, 

улчовли тупламлар системаси ва А = UA" БУлсин. Ушбу 
1/=1 

А;, = А" IUA, белгилаш киритамиз. У х.олда А = ОА" булади ва 
~ 11=1 

A'n тупламлар узаро кесишмаЙди. 7-теорема ва унинг 
натижасига кура, барча A'n лар улчовли булади. Энди 8-
теоремага ва ташк,и улчовнинг таърифига асосан 

t Jl(A'k) =Jl(Q A~ ) ~ J.l * (А) 
муносабатлар ихтиёрий чекли n учун уринли. Шунинг учун 

!=I 

к,атор як,инлашувчи, яъни ихтиёрий Е>О сон учун шундай 

бир N номер топиладики, 
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~)1(A'k) < ~ 
II>Л' 2 

6улади, яъни к.аторнинг к.ОЛДИFИ исталган кичик сондан ",ам 

кичик 6УJl И иН1 маълум. Теорема ис60т 6Улди. 

Саволлар ва маШI\Лар 

1. Агар Е улчовли туплам 6ули6, унинг А к.исм туплами 
х.ам улчовли 6улса, у х.олда Е\А тупламнинг х.ам улчовли 
6улишини курсатинг. 

2. Чекли сондаги УЛЧОБЛИ тупламлар 6ирлашмаси, 
кесишмаси, айирмаси Ба симметрик айирмаси х.ам улчовли 

эканини ис60тланг. 

3. Текисликдаги ва ТУFРИ чизикдаги улчов х.амда ташк.и 
улчовлар таърифини так;к;осланг. Хулосаларингизни ёзи6 

мулох.аза к.илинг. 

4. Текисликдаги т Ле6ег УЛЧОБИ учун 3-606 2-§ даги 3-, 
4-, 5-теоремалар уринли эканлигини текширинг. 

5. Агар А тупламнинг ташк.и УЛЧОБИ О га тенг 6улса, у 
х.олда унинг УЛЧОБЛИ 6улишини ис60тланг. 

6. Текиеликда к.уЙидаги фигуралар 6ерилган: 
А = {(х,у) : 1 ~ х2 < 9; 4 < у2 ~ 25}, 

в = {(х,у) : sinx <~; у ~ 1}, 

С = {(х,у) : 1 ~ х2 < 4; lyl > 2}, 
D = {(х,у) : х2 + у2 < 1}. 
Улар орасида к.аЙси 6ири элементар туплам эканини 

аНИIQ1анг. 

7. Текисликдаги ихтиёрий чекли туплам элементар туплам 
эканини курсатинг. 

8. Икки элементар тYnламнинг 6ирлашмаси ва кесишмаси 
яна элементар туплам 6улишини кУрсатинг. 

9. Элементар тупламларда УЛЧОБНИНГ аддитив 6улишини 
ис6отланг. 

10. Бирор F тупламни улчови истаганча кичик 6улган 
элементар тупламга жойлаштириш мумкин 6улса, унинг 

улчовли 6улишини ва улчови О га тенглигини ис60тланг. 

11. ТУFРИ чизикдаги Кантор туплами улчовли эканини 
курсатинг ва унинг УЛЧОБИНИ топинг. 

9Н 



Бундан ва (1) тенгсизликдан 

m(А)"; Im(Ak ) 

тенгсизлик келиб чик;ади. Шу билан 20 хосса хам исботланди. 
Математик анализнинг купчилик масалаларида баъзи бир 

т)lпламларни чекли сондаги тУпламларнинг ЙИFИндиси сифатида 
эмас, балки чексиз сондаги т)lпламларнинг ЙИFИндиси сифатида 
ифодалашга т)iFpи келади. Масалан, доиранинг юзини х;исоблаuща 
уни сони чексиз булган туrpи туртбурчакларнинг ЙИFИндиси 

шаклида ифодаланишидан фоЙДаланилади. Бундай масалаларда 

улчовнинг аддитивлик хоссаси етарли булмай к;олади ва шу 

сабабли бу хосса умумийрок; булган ва К.)1Йида таърифланадиган 

санок,ли-аддитивлик ёки (J - аддитивлик деб аталадиган хосса 

билан алмаштирилади. 

8-таьрuф. Агар т улчовнинг G
m 
аНИIqIаниш сохасидан 

олинган, санок,ли сондаги узаро кесишмайдиган А" ~, ... , 
~ 

Ап , ... тупламлар учун UA, Е Сm булганда, 
'~I 

же '" 

m(U Ak ) .,; L m(Ak ) 

k=1 k=1 

тенглик уринли булса, у холда т улчов (Т-аддитив jJлчов 

деЙилади. 

Текисликда аНЮуIaнган улчов (1-§га к;аранг) cr-аддитив 
улчовга мисол БУлади. 

Мuсоллар. 1. Айтайлик, Х={х" х2 , ••• } - бирор санок,ли 
х 

туплам БУлсин. Ушбу LPn = 1 шартни к;аноатлантирувчи {рп} 

мусбат сонлар кетма-кетлигини оламиз. Маълумки, Х нинг 
барча к;исм тупламлари халк;а таш кил к;илади. Шу халк;ада 
улчовни к;уйидагича аник,лаймиз: 

хар бир А с Х учун m(А) = LPJl' 

Куриниб турибдики, бу т(А) улчов cr-аддитив улчов 
БУлади. Шунингдек, т(Х)= 1 экани равшан. 

2. Аддиmив. аммо и-аддитив бjJлмаган jJлчовга мuсол. 
Айтайлик, QIII,II туплам [0;1] кесмадаги барча рационал 
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сонлар туплами БУлсин. Энди QIO 11 нинг [0;1] даги ихтиёрий 
(а;Ь) очик, интервал, [а;Ь] кесма еки (а;Ь], [а;Ь) ярим очик, 
интерваллар билан кесишмаси куринишидаги АаЬ тупламлар 
туплами G

m 
ни к,араЙлик. Куриниб турибдики, G

m 
даги 

тупламлар ярим х.алк,а таш кил этади. Бундай аНИКJIанган 

АаЬ Е G m тупламлар улчовини 

т(Ааь)=Ь-а 
каби аник.лаЙмиз. 

Бу улчов ада,итив, аммо а-аддитив эмас. Чунки таърифга 
кУра m(Q\O;,j)=l, аммо улчовни а-аддитив деб олсак, саНОIqIИ 
сондаги улчови Обулган НYI<Талар бирлашмаси сифатида Q\O;I\ 

нинг улчови О га теНГ. Демак, бу улчов а-аддитив була олмайди. 

Н-теорема. Агар G
m 
ярим ~ал~ада берuлган m улчов а­

аддumив булеа, у ~олда унuнг ~(Gm) ~ал~агача давами булган 
m улчав ~aM а-аддиmuв БУлади. 

Исботи. Айтайлик, AE~(Gm)' BE~(Gm)' п=1,2, ... ва 
00 

A=U Bn,BsnBk =0 k~s 
n=l 

БУлсин. У х.олда G
m 
ярим х.алк,ада шундай А1 ва Вш т)'пламлар 

топиладики, 

А = U А/, BII = U Bm , n = 1,2 ... , 

булади. Шунингдек, бу тенгликларнинг унг томонидаги 

тУпламлар узаро кесишмайди, бирлашмалар эса чекли сондаги 

i Baj лар буйича олинади. 
Энди С . = в пА белгилаш киритаЙлик. У х.олда С 

ПIJ ЛI J ШJ 

тупламлар узаро кесишмайди ва 

00 

А/ = UUCIII/' Bm = UC/I// 
11:::1 I J 

муносабатлар уРинли БУлади. 

Ярим х.алк.а G
m 
да берилган m улчовнинг а-аддитивлигидан 

m(А) = fLm(Cnl/ 1 m(BnJ = Lm(Cnl/} 
n=1 , 

тенгликларни, шунингдек, 1.1 нинг ~(Gm) да анИIqIанишига КУРа 

Jl(A) = Lm{AJ, Jl(BJ = Lm(BnJ 
) I 
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Бундан ва (1) тенгсизликдан 

k=1 

тенгсизлик келиб чи"ади. Шу билан 2" хосса х,ам исботланди. 
Математик анализнинг кУпчилик масалаларида баъзи бир 

тУпламларни чекли сондаги тУпламларнинг ЙИFИНДИСИ сифатида 
эмас, балки чексиз сондаги тУпламларнинг ЙИFИндиси сифатида 

ифодалашга 1)iFpи келади. Масалан, доиранинг юзини х.исоблаuща 
уни сони чексиз булган тУFPи ryртбурчакларнинг ЙИFИндиси 

шаклида ифодаланишидан ФОЙДаланилади. Бундай масалаларда 

улчовнинг аддитивлик хоссаси етарли булмай "олади ва шу 
сабабли бу хосса умумийро" булган ва I<;yЙида таърифланадиган 
саНОI9IИ-аддитивлик ёки cr - аддитивлик деб аталадиган хосса 
билан алмаштирилади. 

8-mаьрuф. Агар m улчовнинг G
m 
аник.ланиш сох,асидан 

олинган, санок;ли сондаги узаро кесишмайдиган Ар ~, ... , 
ос 

An, ••• тупламлар учу н UA, Е Gm булганда, 
.(.=1 

'" се m(U Ak ) =:; I m(Ak ) 

тенглик уринли булса, у х,олда m улчов (j-аддumuв улчов 
деЙилади. 

Текиеликда аник;ланган улчов (l-§ra "аранг) cr-аддитив 
улчовга мисол була1l,И 

Мuсоллар. 1. Айтайлик, Х={Хр х2 , ••• } - бирор санок;ли 
ж 

туплам булеин. Ушбу LPn = I шартни "аноатлантирувчи {pn} 
n=1 

мусбат сонлар кетма-кетлигини оламиз. Маълумки, Х нинг 

барча "исм тупламлари х,ал"а таш кил "илади. Шу х,алк.ада 
улчовни ~йидагича аник;лаймиз: 

х,ар бир А с Х учун m(А) = I р". 

Куриниб турибдики, бу т(А) улчов cr-аддитив улчов 
БУлади. Шунингдек, т(Х)=1 экани равшан. 

2. Аддumuв, аммо (j-аддumuв булмаган улчовга мuсол. 
Айтайлик, QIO,II туплам 10; 1] кесмадаги барча рационал 
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сонлар туплами булеин. Энди QIO I1 нин г [О; 1] даги ихтиёрий 
(а;Ь) очик; интервал, [а;Ь] кесма еки (а;Ь], [а;Ь) ярим очик; 
интерваллар билан кесишмаси кУринишидаги АаЬ тупламлар 
туплами G

m 
ни к;араЙлик. Куриниб турибдики, G

m 
даги 

тупламлар ярим х,алк;а таш кил этади. Бундай аНИК)lанган 

АаЬ Е G
m 
тупламлар улчовини 

т(Ааь)=Ь-а 
каби аНИК)lаЙмиз. 

Бу улчов аддитив, аммо cr-аддитив эмас. Чунки таърифга 

кУра m(Q,o;I,)=l, аммо улчовни cr-аддитив деб олсак, саноК)lИ 
сондаги улчови Обулган нук;галар бирлашмаси сифатида Q'O;I] 
нинг улчови О га тенг. Демак, бу улчов cr-аддитив була олмайди. 

Н-теорема. Агар G
m 
ярим :х;ал~ада берuлган m улчов а­

аддumuв булса, у :х;олда унuнг Э{(Gm) :х;ал~агача давомu булган 
m улчов :х;ам а-аддumuв БУладu. 

Исботи. Айтайлик, АЕЭ{(Gm), ВЕЭ{(Gm), n=1,2, ... ва 
ас 

А = U Вn,В• nBk = 0 k ~ s 
n=1 

БУлсин. У х,олда G
m 
ярим х,алк;ада шундай Aj ва В"' т)'пламлар 

топиладики, 

A=U A),Bl1 =U B/II,n=I,2 ... , 
) 

булади. Шунингдек, бу тенгликларнинг унг томонидаги 

т:Упламлар узаро кесишмайди, бирлашмалар эса чекли сондаги 

i Baj лар буйича олинади. 
Энди С _ = в . n А белгилаш киритаЙлик. У х,олда С -

ШJ n' J Ш] 

тУпламлар узаро кесишмайди ва 

ас 

А) = UUCl1Y ' B/II = UC/II/ 
n=1 , 

муносабатлар уРинли БУлади. 

Ярим х,aJща G
m 
да берилган m улчовнинг cr-аддитивлигидан 

n=1 I 

тенгликларни, шунингдек, J.1 нинг Э{(Gm) да анИК)Iанишига кУРа 

Jl(A) = :Lm{AJ, Jl(BJ = :Lm(Bn,) 

J I 
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х 

тенгликларни ёзамиз. Булардан J1(A) = L>(BJ булган бизга 
/=1 

керакли натижага келамиз. Теорема исбот БУлди. 

Бу теоремадан кУРинадики, берилган улчовнинг давоми 

учун а-аддитивлик хоееаеи еак.ланади, демак, улчовни 

бошидано1\. бирор "ал1\.ада берилган, деб олеак булаверар экан. 

3-§. Улчовни Лебег маъносида давом эттириш 

Ушбу параграфда биз бирор Е тупламнинг 1\.ием 
тупламларидан тузилган, 1\.андаЙдир G

m 
ярим "ал1\.ада 

берилган, cr-здцитив m улчовни Е нинг барча I\.Ием ту-пламлари 
учун аник,лаш маеалаеи билан шyFyлланамиз, яъни 1-§ даги 
FOЯНИ умумий "олда амалга оширамиз. 

Айтайлик, Е бирор туплам ва уни уз ичига олган G
m 

ихтиёрий ярим хал1\.а, m эеа G
m 
да берилган cr-аддитив 

улчов булеин. У холда Е даги "ар бир А тупламни G m нинг 
элементлари ёрдамида 1\.оплаш мумкин, яъни шундай бир 

{Вп } тупламлар борки, А с UBn БГлади. 

9-mаърuф. Ихтиёрий А с Е учун 

J./(A) = infLm(B,,) 

" 
тенглик билан аник.ланган J.L*(A) еонни А тупламнинг mашк;u 
улчовu деЙмиз. Бу ерда инфимум А ту-пламни 1\.опловчи барча 

чекли ёки еаНОIQIИ {BnEGm} тупламлар системаеи БУйича 
олинган. 

Эътибор береангиз, 1-§ да Gm ярим "ал1\.а вазифаеини 

барча типдаги 'fYFpи тУРтбурчаклар туплами бажарган эди. 

3-бобнинг 4-§ да эеа худди шу ярим "ал1\.а еифатида барча 
очи1\., ёпи1\. ва ярим очик. интерваллар ту-пламини олган эдик. 

Шу эелатилган "оллардаги каби бу ерда "ам I\Yйидаги 
теорема уРинли: 

12-теорема. Агар АЕ Е ва {Ап}сЕ uхmиёрuй чеклu ёкu 
санок;лu сондагu mуnламлар берuлган булuб, улар учун 

AcUA" 
n 

шарm бажарuлса, у у;олда 
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11 

муносабаm Урuнлu. 

Исботи. 1-§ дагидек исботланади. 
JO-mаьрuф. Агар ихтиёрий кичик мусбат Е сон учун 

шундай бир В Е ~(Gm) туплам топилиб, 

f.l*(AдB) < Е 
шарт бажарилса, у "олда А туплам улчовлu (Лебег буйича 
улчовли) туплам деЙилади. 

Бу ерда киритилган Ба фак.ат УЛЧОБЛИ тупламлар учун 

аник.ланган m~f.l* функция Лебег улчовu дейилади Ба 

к.улаЙлик учун у m~f.l орк.али белгиланади. 

У'ЛЧОRfIИ тупламлар синфи х,алк.а ташкил к.илиши, УЛЧОБНИНГ 
cr-аддИТИRfIИГИ, узлуксизлиги худди 1-§ дагидек исботланади. 

Саволлар ва маШl\Лар 

1. Лебег буйича уЛЧОВЛИ икки тупламнинг бирлашмаси 
УЛЧОВЛИ булишини курсатинг. 

2. Лебег буйича УЛЧОБЛИ тупламнинг ТУЛДИРУБЧИСИ 
улчовли булишини курсатинг. 

3. Лебег буйича улчовли икки тупламнинг кесишмаси 
улчовли булишини к:Урсатинг. 

4. Лебег буйича улчовли икки чегараланган тупламнинг 
айирмаси улчовли булишини к:Урсатинг. 

5. Лебег буйича улчовли икки А Ба В тупламлар учун 
f.l(AuB) = f.l(A) + f.l(B) - f.l(AпB) 

муносабат уринли эканини исботланг. 



< 

теНГЛИЮIaРНИ ёзамиз. Булардан р(А) = L Р(Вn ) булган бизга 

керакли натижага келамиз. Теорема исбот БУлди. 
Бу теоремадан кУРинадики, берилган улчовнинг давоми 

учун ст-аддитивлик хоссаси саJ<Ланади, демак, улчовни 

бошиданок, бирор хмк,ада берилган, деб олсак булаверар экан. 

3-§. У лчовни Лебег маъносида давом эттириш 

Ушбу параграфда биз бирор Е тупламнинг к,исм 
тупламларидан тузилган, к,андайдир G

m 
ярим халк,ада 

берилган, а-аддитив m 'Улчовни Е нинг барча ,,"см т)1пламлари 
учун аНИIqIаш масаласи билан шyryлланамиз, яъни 1-§ даги 
FOяни умумий х,олда амалга оширамиз. 

Айтайлик, Е бирор т'Уплам Ба уни уз ичига олган G
m 

ихтиёрий ярим х,алк,а, m эса Gm да берилган a-аддИТИБ 
УЛЧОБ БУлсин. У х,олда Е даги х,ар бир А т'Упламни G

m 
нинг 

элементлари ёрдамида к,оплаш мумкин, яъни шундай бир 

{Вп } т'Упламлар борки, А с UBn БГлади. 

9-mаьрuф. Ихтиёрий А с Е учун 

f./(A) == in(Lm(B,,) 

" 
тенглик билан аНИI9Iанган ~*(A) сон ни А т)1пламнинг mаш~u 

улчовu деЙмиз. Бу ерда инфимум А тУпламни к,ОПЛОБЧИ барча 

чекли ёки саНОIQIИ {BnEGm} т:)1пламлар системаси б'Уйича 
Q}1ИНган. 

Эътибор берсангиз, 1-§ да G
m 
ярим халк,а Базифасини 

барча типдаги т:)1Fpи тУРтбурчаклар т:Уплами бажарган эди. 
3-бобнинг 4-§ да эса худди шу ярим х,алк,а сифатида барча 
очик" ёпик, Ба ярим очик, интерваллар тУпламини олган эдик. 

Шу эслатилган х,оллардаги каби бу ерда хам I\Yйидаги 
теорема уРинли: 

12-теорема. Агар АЕ Е ва {Ап}сЕ uxmuерuй чеклu е·кu 
caHO~U сондагu mуnламлар берuлган булuб, улар учун 

AcUA" 
" 

шарm бажаРШlса, у х;олда 
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'муносабаm Урuнлu. 

Исботи. 1-§ дагидек исботланади. 
JO-mаьрuф. Агар ихтиёрий кичик мусбат Е: сон учун 

шундай бир В Е 91(Gm) туплам топилиб, 
1l*(MB) < Е 

шарт бажарилса, у х;олда А туплам улчовлu (Лебег буйича 

улчовли) mуnла'м деЙилади. 

Бу ерда киритилган ва фак;ат улчовли тупламлар учун 

аник,ланган m~ll* функция Лебег улчовu дейилади ва 

к;улайлик учун у m~1l орк;али белгиланади. 

УЛЧОВJIи 1)iпламлар синфи халк.а ташкил к.илиши, улчовнинг 
cr-аддитиВJIИГИ, узлуксизлиги худди 1-§ дагидек исботланади. 

Саволлар на М3ШI\.IIар 

1. Лебег буйича улчовли икки тупламнинг бирлашмаси 
УЛЧОRJIИ булишини курсатинг. 

2. Лебег буйича улчовли тупламнинг тулдирувчиси 
улчовли булишини кУрсатинг. 

3. Лебег буйича УЛЧОRJIИ икки т)lпламнинг кесишмаси 
улчовли булишини курсатинг. 

4. Лебег буйича УЛЧОБЛИ икки чегараланган тупламнинг 
айирмаси улчовли булишини кУрсатинг. 

5. Лебег буйича улчовли икки А Ба В тупламлар учун 
Il(AuB) = Il(A) + Il(B) - Il(AпB) 

муносабат уринли эканини исботланг. 



Исботи. Бу ерда икки х,олдан бири булиши мумкин: 

танланган а сон учун ёки k>a, ёки k:::; а. 
Агар k>a булса, у х,олда 

E{f >а} = Е, 
агар k::; а булса, у х,олда 

E{f >а} = !о 
булади ва бу тупламлар улчовли. Теорема исбот БУлди. 

6-теорема. Агар f(x) функция улчовлu функция ва k узгармас 
сон булеа, у холда f(x)+k ва kf(x) функцuялар хам улчовлu буладu. 

Исботи. Теореманинг таСДИFИ 
E{f+k > а} = E{f >a-k} 

тенгликдан х,амда k>O булганда 

ва k< О булганда 

E{kf>a}=E{j>~ } 
k 

Е {kf > а} = Е {j < ~ } 
k 

тенгликлардан келиб чик.ади. 

Агар k=O булса, у х,олда охирги икки тенгликнинг унг 
томонидаги тупламлар уз маъносини йJк.отади. Аммо бу х,олда 

kf(x)=O булиб, 5-теоремага ас оса н kf(x) функция улчовли 
БУлади. Теорема ис6от БУлди. 

7 -теорема. Агар f(x) ва g(x) функциялар Е туnламда 

улчовлu булса, у холда E{f> g} туnлам улчовлu БУладu. 
Исботи. Барча рационал сонларни Гl' Г2 ' ... , f

n
, •••• 

к"Уринишда номерлаб чик.амиз. У х,олда 

E{f >g} =U[E{F > f~}(1E{g<rk}] (1) 
k=1 

тенгликни ёзишимиз мумкин. 

Бу тупламлар тенглигини I<;yЙидагича исботлаш мумкин: 

(1) тенгликнинг чап томони унинг унг томонининг к.исми 
эканлигини кУрсатамиз. Агар хЕ E{f>g} булса, у х,олда f(x»g(x) 
тенгсизлик уринли БУлади. У х,олда f(x) ва g(x) сонлари учун 
шундай бир f

k 
рационал сон топиладики, 

f(x) > f
k 

> g(x) 
тенгсизлик бажарилади. Шундай к.илиб, хЕ E{f > rk} ва 

хЕ Е{ g<rk} муносабатларга келамиз. Демак, 
XEE{f> fk}nE{g < fk} 
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БУлади. Бундан х Е О[Еи > rk}n E{g < r,}] муносабат келиб чикдди. 

Энди х элементнинг ихтиёрийлигидан 

E{f > g}C О [E{f > fk}n E{g < fk}] (2) 
k=1 

муносабатни оламиз. 

(1) тенгликнинг унг томони унинг чап томонининг к;исми 

эканлигини курсатамиз. Айтайлик, х Е О[Еи > r,}n E{g < r,}] 
k =] 

БУлсин. У )(олда камида битта гл рационал сон топиладики, 

XEE{f >гл}nЕ{g<гл} БУлади. Демак, xEE{f >гл } Ба xEE{g< гл} 
булиб, ушбу f(х»гл Ба g(x)<r

n 
тенгсизликларни оламиз. 

Булардан f(x»g(x) тенгсизлик келиб чик;ади. Бу эса xEE{t>g} 
эканини билдиради. Энди х элементнинг ихтиёрийлигидан 

'" 
Еи > g}::::> U[E{J > rk}n E{g < r, }] 

k=1 

келиб чик;ади. Бундан Ба (2) муносабатдан (1) тенгликнинг 
уринлилиги исботланади. Энди теорема исботига к;аЙтамиз. 

Хар бир раЦИОl-!ал сон f k учун E{f > r
k

} ва Е{ 9 < rk } 

тупламлар улчовли. Улчовли тyYmамларнинг саноКJIИ сондаги 

бирлашмаси яна улчовли булгани учун, (1) тенгликнинг 
УНГ томонидаги туплам улчовли. Демак, E{t>g} туплам 
улчовли. Теорема исбот БУлди. 

8-теорема. Агар [(х) ва g(x) функцuялар Е тjmламда улчовли 
булса, у :{олда f(x)+g(x) ва f(x)-g(x) функциялар :{ам Е 
mупламда улчовли буладu. 

Исботи. Бу теореманинг исботи 

E{f + 9 > а} = E{f> а - g}, 
E{f - 9 > а} = E{f> а + g} 

тенгликлардан ва 7-теоремадан келиб чик;ади. 

9-теорема. Агар [(х) ва g(x) функцuялар Е туnламда улчовли 
б.Vлса, у :{олда уларнuнг купайmмаси f(x)g(x) функция :{ам Е 
m.\\пламда улчовли булади. 

Исботи. Агар [(х) улчовли булса, у х.олда r(x) Функuиянинг 
улчовли булиши агО булганда 

E{j2 > а}= Еи >fп }u Е{! < -~} 
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Исботи. Бу ерда икки х,олдан бири булиши мумкин: 

танланган а сон учун ёки k>a, ёки ks а. 
Агар k>a булса, у х,олда 

E{f >а} = Е, 
агар k::; а булса, у х,олда 

E{f >а} = 0 
булади ва бу тупламлар улчовли. Теорема исбот БУлди. 

б-теорема. Агар f(x) фУНКЦИЯ улчовлu фУНКЦИЯ ва k узгармае 
еон булеа, У :{олда f(x)+k ва kf(x) функцuялар:{ОМ улчовлu БУладu. 

Исботи. Теореманинг таСДИFИ 
E{f+k > а} = E{f >a-k} 

тенгликдан х,амда k>O булганда 

Ба k< О булганда 

E{kf>a}=E{J>~ } 
k 

E{kf>a}=E{J<~ } 
k 

тенгликлардан келиб ЧИI\ади. 

Агар k=O булса, у х,олда охирги икки тенгликнинг унг 
томонидаги тупламлар уз маъносини йУк,отади. Аммо бу х,олда 

kf(x)=O булиб, 5-теоремага асосан kf(x) функция УЛЧОБЛИ 
БУлади. Теорема исбот БУлди. 

7-теорема. Агар f(x) ва g(x) функцuялар Е mуnламда 
улчовлu булеа, У :{олда E{f> g} mуnлам улчовлu БУладu. 

Исботи. Барча рационал сонларни Гр Г2 , ... , Гп ' ••.. 

куринишда номерлаб ЧИI\амиз. У х,олда 

E{f >g}=О[Е{Р> rJnE{g<rJ] (1) 

тенгликни ёзишимиз мумкин. 

Бу тупламлар тенглигини куйидагича исботлаш мумкин: 

(1) тенгликнинг чап томони унинг унг томонининг I\ИСМИ 
эканлигини кУрсатамиз. Агар ХЕ E{f>g} булса, у х,олда f(x»g(x) 
тенгсизлик уринли БУлади. У х,олда f(x) ва g(x) сонлари учун 
шундай бир f

k 
рационал сон топиладики, 

f(x) > r
k 

> g(x) 
тенгсизлик бажарилади. Шундай I\илиб, ХЕ E{f > rk} Ба 
xEE{g<rJ муносабатларга келамиз. Демак, 

ХЕ E{f > fk}nE{g < rk} 
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БУлади. БyJ-Щан х Е О[Еи > rk}n E{g < rJ] муносабат келибчикдци. 

Энди х элементнинг ихтиёрийлигидан 

E{f > g}C U[E{f > rJn E{g < rk )] (2) 

муносабатни оламиз. 

(1) тенгликнинг унг томон и унинг чап томон ин инг к,исми 

эканлигини курсатамиз. Айтайлик, х Е U[E{j > r, }n E{g < r,}] 
~ = I 

БУлсин. У J(олда камида битта гп рационал сон топиладики, 
хЕ E{f >rn}nE{g<rn} БУлади. Демак, хЕ E{f >гп } ва хЕ E{g< гп} 
булиб, ушбу f(x»r ва g(x)<r тенгсизликларни оламиз. 

n n 
Булардан f(x»g(x) тенгсизлик келиб чик,ади. Бу эса xEE{f>g} 
эканини билдиради. Энди х элементнинг ихтиёрийлигидан 

келиб чик,ади. Бундан ва (2) муносабатдан (1) тенгликнинг 
уринлилиги исботланади. Энди теорема исботига к.аЙтамиз. 

х,ар бир рационал сон rk учун E{f > rk } ва E{g < rk} 

тупламлар улчовли. Улчовли тYrmамларнинг саноКJIИ сондаги 
бирлашмаси яна улчовли булгани учун, (1) тенгликнинг 
унг томонидаги туплам улчовли. Демак, E{f>g} туплам 
улчовли. Теорема исбот БУлди. 

8-теорема. Агар f(x) ва g(x) функцuялар Е mуnламда улчовли 
булеа, у )lолда f(x)+g(x) ва f(x)-g(x) функциялар )laM Е 
mуnламда улчовли БУлади. 

Исботи Бу теореманинг исботи 
E{f + g> а} = E{f> а - g}, 

E{f - 9 > а} = E{f> а + g} 
тенгликлардан ва 7-теоремадан келиб чик,ади. 

9-теорема. Агар f(x) ва g(x) функцuялар Е mуnламда улчовли 
б.Vлса, у )lолда уларнинг Kynaйmмacи f(x)g(x) функция )laM Е 
m)\nламда улчовли БУлади. 

Исботи. Агар f(x) улчовли булса, у J(олда r(x) ФУНКllИЯНИНГ 
улчовли булиши агО булганда 

E{j2 > а}= Еи >Га }u Е{! < -~} 
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тенгликдан, а<О булганда 

E{f2> а } = Е 
тенгликдан келиб чи~ади. Булардан ва ушбу 

f(x)g(x) = .!.[r(x) + g(x)j - .!.[r(x) - g(x)j 
4 4 

тенгликдан тасди~нинг туrpилиги келиб чи~ади, чунки унг 

томондаги функциялар 8- теоремага асосан УЛЧОRЛи. Теорема 
исбот БУлди. 

10-теорема. Агар g(x) ФУНКЦИЯ Е туnламда улчовлu булuб, 

1 
Е нинг ихтиёрий х элементuда g(x),c О булеа, у ~олда -) 

g(x 

ФУНКЦUЯ ~aM Е туnламда улчовлu буладu. 
Исботи. Агар g(x) УЛЧОRЛи функция булса, у х.олда а>О 

булганда, 

Е{ ~>a}=E{0<9<±} 
туплам; а < Обулганда, 

Е{ ~>a}=E{9>O}UE{9<±} 
туплам; а=О булганда, 

Е { ~ > а} = Е {g > о} 
g 

v v 1 Ф 
тупламлярнинг улчовли эканлигидан -- ункциянинг 

g(x) 

улчовлилиги келиб чи~ади. Теорема исбот БУлди. 
ll-теорема. Агар f(x) ва g(x) Функцuялар Е туnламда улчовлu 

булuб, Е нинг ихтиёрий х элементuда g(x),c О булеа, у у;олда 

лх) Ф Е ~ д ~ б~ д g(x) ункцuя у;ам туплам а улчовлu ула и. 

Исботи. Бу теореманинг ТУFРИЛИГИ 

j (х) = лх)-'­
g(x) g(x) 

муносабатдан х.амда 9- ва 10-теоремаларнинг таСДИFидан 

келиб чи~ади. 
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12-теорема. Агар С(х) фУНКЦИЯ Е туnламда У3/1уксuз булеа, у 
х;олда С(х) бу туnламда улчовлu БУладu. 

Бу теореманинг исботини мустак.ил бажариш учун 
к.олдирамиз. 

3-§. Улчовли функциялар кетма-кетлиги 

Улчовли функциялар тУпламида к.Ушиш, айириш, булиш 
ва купайтириш амаллари бажарилар экан. I<yйидаги теорема 

улчовли функциялар кетма-кетлиги устида лимитга :Yrиш 
х,ам уринли эканини к)ipсатади: 

13-теорема. Айmайлuк, улчовлu Е mуnламда [,(х), [2 (х) , ... 
улчовлu функцuялар кетма-кетлuгu берuлган БУлсuн. Агар Е 
туnламнuнг х;ар бuр х Hy~тaeидa 

[(х) = limfn(x) 
п--.оо 

mенглuк бажарuлса, у х;олда [(х) фУНКЦИЯ Е mуnламда улчовлu 

БУладu. 
Исботи. Айтайлик, [п(х) ~ С(х) булеин. У х,олда ушбу 

{х: ЛХ) < С} = UU U{x: f",(x) < С -~} О) 
k "m>n k 

муносабат уРинли. 

х.ак.ик.атан, айтайлик, х чап томондаги тУпламга тегишли 
булеин. У х,олда С(х)<с, демак, шундай бир k номер топиладики, 

2 ~ 
лх) < с - k булади. К.олаверса, k ни хох,лаганча капа к.илиб 

олиш мумкинки, капа n ларда х,ам m ~ n х,ол учун 

1 
fm(x)<c- k 

тенгсизлик бажарилади. Бу эса х элемент (1) муносабатнинг 
унг томонига х,ам тегишли эканини билдиради. 

Аксинча, агар х элемент (1) муносабатнинг унгтомонига 
тегишли булса, у х,олда шундай бир k номер топиладики, 
етарлича капа m лар учун 

1 
r (х) < с-­

J", k 

тенгсизлик бажарилади. Бу эса [(х)<с эканини, яъни х элемент 

(1) тенгликнинг чап томонига тегишлилигини билдиради. 
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Шартга кУра [п(х) функцияларнинг х,ар бири улчовли, 

яъни {х: fm(x} < с -~ } тупламлар ихтиёрий m ва k лар учун 
k 

улчовли БУлади. Маълумки, улчовли тупламлар туплами (7-

алгебра ташкил этади. Демак, (1) тенгликка асосан 
{х: [(х) < с} 

тУплам х,ам улчовли БУлади. Бу эсаf(х) функциянинг улчовли 

эканини билдиради. Теорема исбот БУлди. 

ЭквивалеlПЛИК 
Келгусида улчови нолга тенг тУпламлар ~анчалик мух,им, 

балки уларни эътиборга олмасак х,ам булаверар, каби 
саволларга жавоб излаЙмиз. 

Улчовли функция таърифидан кУРинадики, унинг улчови 
О га тенг тУпламдаги ~ймати х,еч ~андай рол УЙнамаЙДи. 

Умуман, бирор хосса Е тупламнинг О улчовли ~исмида 
бажарилмаса, бу хосса барибир бажариляпти дейишга 
асосимиз бор. 

Шу сабабли бизга керакли булган айрим таърифларни 
берамиз. 

2-mаьриф. Бирор улчовли Е тУплам учун Il(E»O булеин. 
Агар бирор хосса улчови нолга тенг А с Е тупламда 

бажарилмай, Е тупламнинг ~олган ~смида (яъни Е\А 
ryпламда) бажарилса, у х,олда бу хосса Е mУnла.мда деярли 
бажарuлади деЙилади. 

I<yйидаги таъриф жуда мух,им таърифлардан бири 
х,исобланади: 

З-таьриФ. Агар Il({X: [(х) :f;. g(x)}) = Обулса, [(х) ва 
g(x) функциялар Е тупламда эквивалент деЙилади. 

Бунинг маъноси шуки, берилган икки функция Е 
тУпламнинг деярли х,амма жойида устма-уст тушади. Шунинг 

учун х,ам Е тупламда эквивалент булган икки функция бир­
бирига деярли mенг дейиш уринли БУлади. 

Масалан, [О; 1) кесмада берилган Дирихле функцияси 

{ 
1, агар х Е Qбулса, 

[(х) = 
О, агар х Е 1 булса 

ва шу (О; 1) да айнан О га тенг: 8(х)=0, функциялар 

эквивалент, яъни деярли тенг функциялар, чунки улар бир­

биридан саНОJqIИ нук;галарда фаРI< ~ади. Биламизки, саНОJqIИ 
тупламнинг улчови О га тенг. 
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14-теорема. Улчовли Е туnламда aHи~aHгaH [(х) фУНКЦИЯ 
бирор бир улчовли g(X) Функцияга эквивалент булса, у ~олда 
унинг узи ~aM улчовли БУлади. 

Исботи. Функцияларнинг эквивалентлиги таърифига кУРа, 
{х: [(х)<а} Ба {х: g(x)<a} 

тупламлар бир-биридан фак,ат УЛЧОБИ нолга тенг булган 

к,исмлари билан фарк, к,илади. Демак, бу тупламлардан бири 

улчовли булса, у холда иккинчиси х.ам улчовли БУлади. 

Теорема исбот БУлди. 
Классик анали:ща функцияларнинг эквивалентлиги мух.им 

рол Уйнамайди, чунки у ерда асосан узлуксиз функциялар 
урганилади. Узлуксиз функциялар учун эса эквивалентлик 

айнан тенгликни билдиради. 

ХаIQщатан, агар икки узлуксиз [(х) ва g(x) Функциялар 
бирор [а,Ь] сегментнинг хо нук:гасида устма-уст тушмаса, 
яъни [(х) '" g(x) булса, у холда уларнинг узлуксизлигига 
кУра хо нинг шундай атрофи топиладики, бу атрофнинг 
барча х НУI9'алари учун [(х) '" g(x) БУлади. Бундай атрофнинг 
улчови нолдан фар~ли мусбат сон. Демак, узлуксиз 
Функциялар устма-уст тушмаса, эквивалент була олмаЙди. 

4-§. Деярли ЯI\Иилашиш 

4-mаъриф. Бирор Е улчовли туплам берилган булиб, 
Jl(E»O БУлсин. Агар Е тупламда аник,ланган {fn(x)} 
функциялар кетма-кетлиги улчови нолга тенг булган бирор 

А тупламнинг таш~арисида (яъни Е\А тупламда) [(х) 
функцияга я~нлашса, у холда {fn(x)} функциялар кетма­
кетлиги [(х) функцияга деярли я~инлашувчи деЙилади. 

БОШI<Зча айтганда, {х :limf.(x) * [(х) } тупламнинг улчови 
n~'" 

нолга тенг булса, {fn(x)} кетма-кетлик [(х) га деярли 
я~инлашади деЙилади. 

Масалан, [п(х)=хп кУРинишда берилган функциялар кетма­
кетлиги [0,1] кесмада [(х)=О функцияга П~ОО да деярли 
я~нлашади. Чунки {х: lim хn * о} = {l} Ба бу бир элементли 

n~'" 

т-уплам улчови О га тенг. 

15-теорема. Агар улчовли Е туnламда [п(х) улчовли 
Функцuялар кеmма-кеmлиги [(х) функцuяга деярли я~инлашса, 

у ~олда [(х) функция Е туnламда улчовли БУлади. 
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Исботи. Бунинг учун А = {х : lim [,,(х) = f(x)} тупламни 
n-+'" 

к;араймиз. Теорема шаргига КУРа, Il(E\A)=O. Демак, Цх) функция 
Е\А тУпламда улчоRЛИ (нафаI<;ат f(x), балки ихтиёрий функция 
улчови нолга тенгryпламда улчоRЛИ БУлади). 13-теоремага кУРа 

f(x) функция А тУпламда УЛЧОRЛи. Шундай lQ1Либ, Цх) функция 
Е да УЛЧОRЛи экан. Теорема исбот БУлди. 

Текис Jll\lllfJIашиш 
Функциялар кетма-кетлиги учун текис ЯI<;инлашиш 

тушунчаси билан яхши танишсиз. 

Шундай булса х.ам, бу керакли таърифни эслатиб Утамиз. 
5-maьрuф. Лraр ихтиёрий Е>О сон учун шундай бир по =По(Е) 

номер мавжуд булиб, барча П>По лар Ба барча хеЕ учун 
Ifn(x)-f(x)1 < Е 

тенгсизлик бажарилса, у х.олда Е тУпламда аНИlQIанган {fn(x)} 
функциялар кетма-кетлиги шу тупламда f(x)ra mе"ис 
я~uнлашувчu деЙилади. 

~лчовли функцияларнинг I<;Yйида келтириладиган 
хоссалари биз кеЛГУСИда аНИlQIамок;чи булган интегрални 
I<YРИllЩа асосий вазифани УтаЙДи. 

6-mаьрuф. Лraр Е тУшfамда аНИlQIанган х,.аI<;ИI<;ИЙ f(x) 
функция улчоRЛИ булиб, унинг lQ1йматлари тУплами чекли ёки 
саноIQIИ БУлса, у x.QJJДa бундай функция содда функция деЙИЛади. 

16-теорема. Е mуnламда берuлган ~aмдa ~uймаmларu 
mуnламu чеклu ёки санок;.лu {у" У2' ... , Уп' ... } mуnламдан 
uбораm булган f(x) фун"циянuнг улчовлu булuшu учун 

Ап = {ХЕ Е : f(x) = Уп}' n = 1, 2, ... 
mУnлам.ларнuнг улчовлu булuшu зарур ва еmарлuдuр. 

Исботи. 3арурuЙЛuгu. Айтайлик, fулчошIИ БУлсин. Битга 
элементли туплам {уп} улчовли булганлиги учун унинг 

прообрази An=fl({yn}) улчовли БУлади. 
Еmарлuлuгu. Айтайлик, барча Ап , (п=1,2, ... ) лар улчовли 

булеин. У х.олда ихтиёрий с сон учун Е=и>с)= UAn 
у",е(с.сс) 

тенгликдан ва Ап ларнинг улчовлилигидан f нинг улчоRЛИ 
эканлиги келиб ЧИI<;ади. Теорема исбот БУлди. 

J(yЙИдаги теорема жуда мух.им: 

17-теорема. Е туnламда аНUl\Ланган f(x) фун"цияулчовлu 
булuшu учун бу фун"цuяга шу mуnламда mе"ис я~uнлашувчu, 
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улчовлu {fn(x)} содда фУНКЦUЯJ/ар кетма-кетлuгu мавжуд булuшu 
зарур ва етарлuдuр. 

Исботи. ЗарурuЙЛuгu. f(x) функцияни улчовли деб, унга 
текис я~инлашувчи улчовли {fn(x)} функциялар кетма­

кетлигини ~йидагича тузамиз: х,ар бир тайинланган n 
натурал сон учун улчовли f(x) функция 

т m+l 
-~f(x)<--
n n 

тенгсизликни ~аноатлантирадиган НУlQ'аларда (бу ерда m -
бутун сон) [п(х) функцияни ушбу 

т 
/,,(х) =-

n 
тенглик билан аник;лаЙмиз. У х,олда [п(х) содда функция 
булиб, {fn(x)} кетма-кетлик П~ОО да [(х) га текис ЯlQfнлашади. 

х.а~и~атан, [п(х) функциянинг таърифланишидан Е 
нинг х,ар ~андай х элементи учун 

1 
Ifn(x) - лх)1 <-

n 
тенгсизлик уринли эканлиги равшан. Бу эса П~ОО да {fn(x)} 
кетма-кетликнинг [(х) га текис я~инлашишини кУРсатади. 

Етарлuлuгu. Берилган Е тупламда аник;ланган {fn(x)} 
улчовли содда функциялар кетма-кетлиги [(х) Функцияга 

текис я~инлашувчи булса, у х,олда 4-теоремага асосан [(х) 
функция улчовли БУлади. Теорема исбот БУлди. 

Егоров теоремаси 

Текис ЯlQfнлашиш билан ю~орида киритилган деярли 

ЯlQfнлашиш орасида ~андай БОFЛаниш борлигини к;уйидаги 

теорема кУрсатади: 

18-теорема. Айтайлuк, улчовu чеклu Е туnлам ва ундаги 
[(х) функцuяга деярлu Я1<;uнлашувчu [п(х) улчовлu Функцuялар 

кетма-кетлuгu берuлган БУлсuн. У ~олда ~ap бuр 8>0 сон учун 
шундай бuр Ео с Е улчовлu 1<;исм туnлам тоnuладuкu, унинг 
улчовu Е нинг улчовuдан куnи бuлан 8 га ФаР1<; 1<;uладu ва Ео 
туnламда [п(х) кетма-кетлuк [(х) га текис Я1<;uнлашадu. 

Исботи. Исботнинг асосий FОЯСИ теорема шартини 

~аноатлантирувчи Ео тУпламни ТОПИllЩан иборат. Ю~оридаги 
15-теоремага кУРа [(х) улчовли БУлади. Энди 
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Еn"' = П{х: I/,(x) - j(x)1 <~} 
I~n т 

тупламни к;араЙмиз. 

Бу Еп m туплам тайин n Ба m ларда, ихтиёрий i ~ n лар учун 

I/,(x) - j(x)1 < ~ 
т 

шартни к;аноатлаНТИРУБЧИ барча х лар тУпламини ифодалаЙДи. 

Айтайлик, 

булеин. Еп m тУпламларнинг аник;ланишига кУра, тайин т лар 
учун 

БУлади. 

Маълумки, cr-аддИТИБ улчов узлуксиз, шунинг учун 

ихтиёрий т ва ихтиёрий 8>0 учун шундай бир по(т) номер 
топиладики, 

БУлади.Агар 

х 

Ей = ПЕ:~(",) 
111=) 

деб олсак, бундай аник;ланган ЕБ туплам теорема шартини 
к;аноатлантиради. 

х,ак;ик;атан, {~(x)} кетма-кетлик ЕБ тупламда [(х) га текис 
як;инлашади. Чунки, агар ХЕ ЕБ булса, у )\олда ихтиёрий m 
учун i >по(m) булганда 

тенгсизлик уринли. 

1 
I/,(x) - /(x)1 < -

т 

Энди Е\ЕБ туплам УЛЧОБИНИ ба)\олаЙмиз. Куриниб 
турибдики, )\ар бир т учун !J(E\Em)=O. Бундан 

I/(Е\Е"' )= (Е'" \Е П1 )<0/2"' r 1I,,(т) J.l n()(m) 

келиб чик;ади. Шунинг учун 
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УС ос 

f1(E \ Е о ) = f1(E \ ПЕ,~,(",» = f1(U(E \ E~o(m»)::; 
/17=1 т::::) 

Теорема исбот БУлди. 

s-§. Улчов БУйича ЯI\Иилamиm 

Энди УЛЧОRЛи функциялар синфида яна бир ЯlQ1нлашиш 

тушунчаси билан танишамиз ва турли хил лимитга Утиш 

амалларини кУриб, уларнинг хоссаларини урганамиз. 

7-mаьрuф. У'ЛЧОRЛи Е тупламда [(х) УЛЧОRЛи функция 
ва {fn(x)} улчовли функциялар кетма-кетлиги берилган 
булеин. Агар '(ар к;андай мусбат а сон учун 

limf1({X: 1J,,(x) - j(x)1 ~ а}) = О 
n---+'XI 

муносабат уринли булса, у '(олда {fn(x)} кетма-кетлик [(х) 
функцияга улчов буйuча я~uнлашувчu дейилади ва fn=:>f 
кУринишда ёзилади. 

Юк;орида киритилган деярли як;инлашиш билан улчов 

буйича як;инлашиш орасида к;андай БОFланиш бор, де ган 

саволга к;уйидаги теорема жавоб беради: 

19-теорема. Айтайлuк, f(x) функцuяга деярлu Я~U1fЛашувчu 
{fn(x)} улчовлu функцuялар кеmма-кеmлuгu берuлган булеин. У 
~олда {fn(x)} функцuялар кеmма- кеmлuгu [(х) функцuяга 
улчов буйuча ~aM я~uнлашувчu буладu. 

Исботи. 15-теоремага кура, [(х) улчовли булади. 

Айтайлик, А орк;али [п(х) ларнинг [(х) га як,инлашмайдиган 

нук:галар тYrmами белгилансин: А = {х :!~/.,(x) * [(х)}. Теорема 
шартига кура, А нинг улчови нолга тенг. I<.YЙидаги 
тупламларни киритамиз: 

Ek(cr)={x: I fk(x) - [(х) I ~ а}, 
х 00 

Rn(a) = UEk(a), м = nRn(a). 
k=n n=} 

Бу тупламларнинг УЛЧОRЛи эканлиги равшан. Шунингдек, 

R1(a) ::::) ~(a) :::> ••• 
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муносабат уРинли. У холда улчовнинг узлуксизлик хоссасига 

асосан П~ОО да 

~(Rn(cr» ~ ~(M) 
БУлади. Энди М с А эканини к-урсатамиз. 

х,ак,ик,атан, агар x()~A булса, яъни 

lim !,,(х) = лх) 
n-+хо 

булса, у холда берилган ихтиёрий cr > О учун шундай бир n 
топиладики, k ~ n булганда, 

I fk(xo) - [(хо) I < cr 
БУлади. Бу эса xo~Rn(cr) эканини, к;олаверса, Xo!iEM 
булишини билдиради. 

Аммо j.t(A)=O ва шунинг учун ~(M)=O, чунки МеЛ. 
Шундай к,илиб, П~ОО да 

j.t(Rn(cr» ~ О 
экан. Энди Еп(а) с Rn(cr) эканлигидан теореманинг хулосаси 
келиб чик.ади. Теорема исбот БУлди. 

Бу теореманинг тескариси уРинли эмас, яъни функциялар 
кетма-кетлигининг улчов БУйича як;инлашишидан уларнинг 
деярли як;инлашиши келиб чик;маЙди. 

х,ак;ик.атан, }(аР бир натурал k учун ( 0,1] ярим оралик.ца 
f/k) , [

2 
(k), •.•• , f

k 
Щ, •... 

Функциялар кетма-кетлигини I\)'йидагича аНИIqIаймиз: 

{ 

i-l i б .. 
~Щ= l,arap k<X~k улса, 

О, к.олган х.олларда. 

Бу функцияларни k= 1, 2, ... учун ~иб оламиз ва бир четдан 
номерлаб чик;амиз. Натижада улчов БУйича нолга як;инлашувчи, 
аммо бирорта хам нyк;raдa нолга як;инлашмайдиган функциялар 
кетма-кетлигини хосил к;иламиз. 

Бу мисол 19-теореманингтескариси уринли эмаслигини 
таСДИIqIаса хам, I\)'йидаги тасдик; уринли булади: 

20-теорема. Айmайлuк, {fn(x)} улчовлu Функцuялар Kemмa­
кеmлuгu [(Х) функцuяга улчов 6уйuча я~uнлашувчu 6Улсuн. У 
;wлда 6у кеmма-кеmлuкдан [(х) функцuяга деярлu я~uнлашувчu 

Vnk (х)} ~UСМUЙ кеmма-кеmлuк ажраmu6 ОЛUШ мумкин. 
Бу теореманинг исботи юк;орида I\)'рилган мисол FOяси 

каби куРсатилади. Шу мисолнинг, масалан, {fk(k)} к;исм кетма­
кетлиги нолга деярли як;инлашади. 
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Саволлар ва МaпIl\Лар 

1. Айтайлик, {fn} ва {gn} улчоВlIИ функциялар кетма-кетлиги 
мое равишда [(х) ва g(x) га улчов БУйича ЯIQПUIaшеин. У 
холда {fn+ gn}, {fngn} кетма-кетликлар мое равишда f+g га ва 
fg га улчов БУйича ЯlQiнлашишини к:Vреатинг. 

2. Айтайлик, {fn} УЛЧОR1IИ функциялар кетма-кетлиги [(х) 
га улчов БУйича ЯlQiнлашеин. Агар барча n лар учун [п(х)~а 
шарт бажарилеа, у холда [(x)~a тенгеизлик деярли 
бажарилишини к)ipеатинг. 

з. Агар [(х) улчов буйича ЯIQ1нлашувчи {fn(x)} функциялар 
кетма-кетлиги g(x) га хам улчов буйича як;инлашеа, у холда 
[(х) ва g(x) ларнинг эквивалентлигини иеботланг. 

4. Аввалги миеолдаги улчов буйича як;инлашиш деярли 
як;инлашиш билан алмаштирилеа, хулоеа уринлилигича 

к;оладими? 

I 
\ 



VI БОБ. ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛИ 

1-§. Интеграл тymyнчаси ва уни IQ1)ИШНИНГ 
биринчи усули 

Узлуксиз функциялар учун ёки узилиш НYIQ'алари «жуда 

кУп» БУлмаган функциялар учун Риман интегралини хисоблаш 
математик анализ курсидан маълум. Кейинчалик Риман 

интеграли баъзи бир функциялар синфи учун мавжуд 

эмаслиги, яъни бу интеграл тушунчаси ёрдамида айрим 
Функцияларни интеграллаб булмаслиги аНИI9Iангач, янада 
KeНГPOI< интеграл - <Jlебег интеграли» тушунчаси киритилади. 

Шу жараённи I<ИСI<ача эслаб утаЙлик. 
Бирор [а;Ь] сегментда аНИI9Iанган [(х) функциянинг 

Риман интегралини куриш учун [а;Ь] оралИI< узунликлари 
n та булакка булинади ва "ар бир булакдан биттадан Hyк:ra 
танланиб, интеграл ЙИFИНДИ тузилади. Сунгра булаклар 
узунликлари энг каттаси О га интилганда (бу "олда П~<Х) 

булади), тузилган интеграл ЙИFИНДИ лимити текширилади. 
Агар лимит мавжуд булса ва [а;Ь] оралИI<НИ булиш усулига 

х.амда "ар бир булакдан олинган нук:галарнинг танланишига 
БОFЛИI< булмаса, бу лимит [(х) функциядан [а;Ь] сегмент 
БУйича олинган Риман интеграли деЙилади. 

Агар [а,Ь] сегментда аНИI9Iанган [(х) функция сифатида 

f {
l, агар х рационал булса, 

(х) = 
О, агар х иррационал БУлса. 

Дирихле функциясини олсак, у "олда ЮI<орида 
келтирилган таъриф БУйича бу Функциянинг Риман интеграли 

мавжуд булмайди. 

"аI<ИI<атан, агар ажратилган булакларнинг "ар биридан 
олинган ва интеграл ЙИFиндида ишлатиладиган нук:галар 

рационал I<ИЛиб танланса, интеграл ЙИFИндилар Ь-а га, демак, 

лимит "ам Ь-а га тенг БУлади. Агарда олинаётган нук:галар 
иррационал I<илиб танланса, у "олда интеграл ЙИFиндилар 
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хар бир n да О га тенг ва демак, лимит хам О га тенг БУлади. 
Бундан кУРинадики, интеграл ЙИFИндилар кетма-кетлигининг 

лимити булакчалардан олинган НУIgаларнинг танланишига 

БОFЛИ~ экан. Бу эеа f(x) ни Риман маъноеида интеграллаб 
булмаслигини билдиради. 

Бу каби миеолларни истаганча келтириш мумкин. 
КуРамизки, Риман интеграли тушунчаеини математикада 

Iфиаб ишлагиладиган МУХ.ИМ функцияларга тmб~ к;илиб булмас 
экан. Шу сабабли Риман интеграли тушунчаеини кенгайтириш 
масаласи тyruлади. 

Бу маеала билан кУп математиклар ШYFYлланиб, Риман 
интегралининг турли умумлаштиришларини топишган. 

Буларнинг ичида энг мухими Лебег томонидан киритилган 

интеграл тушунчаеидир. 

Лебег интеграли ~ришнинг асосий юяси шундаки, унда 
Функциянинг аНИl9Iаш сохаси булган [а;Ь] сегментни 
булакларга булинаётганда аргумент ~ийматларининг 

я~нлиги эмас, балки функция ~ийматларининг я~нлиги 

хисобга олинади. Бу юя бирйула Риман интеграли мавжуд 
булган Функциялар еинФидан KeHГPO~ Функциялар синфи 
учун интеIpал тушунчасини аНИl9Iашга имкон беради. 

Риман ва Лебег юяларини бош~ача яна ~идагича хам 
СОЛИlliТириш мумкин: 

Айтайлик, ~ийматлари хар хил булган ~оюз пуллардан 
бир ~оп бор. Бу nyлларнинг умумий ми~орини ~ай ~иб 
топган маъ~л. Икки кассирдан бири пулларни бир четдан 

олади ва МИI<Дорларини к;Ушиб боради. Иккинчиси эса аввал 

пулларнинг МИI<Дорига ~араб ажратиб чи~ади: маеалан, 1 О 
еумликларни бир ТУП, 50 сумликларни бир ТУП ва хоказо. 
Кейин '(ар бир тУпни алО'\ида санаб ~иб чи~и. 

Мана шу кассирлардан биринчиси, ифодали ~илиб 
айтганда «Риман», иккинчиси «Лебег» БУлади. Юзаки 

~apaгaндa, бу икки усулда '\Исоблашларнинг бир-биридан 

устунлиги сезилмаса-да, ушбу даРСЛИIща биз Лебег усулининг 

катта имкониятларга эга эканлигини куРамиз. 

Чегараланган функциянинг Лебег интеграли 
Айтайлик, туFpИ ЧИЗИI<Да 11 улчов аНИl9Iанган булеин. 

Аввало, Лебег интегралини [а;Ь] сегментдаги улчовли Е 

тупламнинг характеристик функцияси учун аНИl9IаЙмиз. 
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Ушбу 

{
I, х Е Е, 

f~ (х) == 
. О, х i!: Е 

функция Е тУnламнинг характеристик функцияси деЙилади. 

Энди [Е(х) функциянинг Лебег интеграл и деб fl(E) сонга 
(яъни Е тупламнинг улчовига) айтамиз ва к;уйидагича 

белгилаймиз: 

(L) ffE(x)dx= Il(E). 
Е 

Буерда, (L) белги интеграл Лебег маъноеида эканлигини 
билдириб туради. 

Шунингдек, 

{
k,XE Е 

Лх)== 
О,Х Е: Е 

функция учун Лебег интегралини 

(L) ff(X)d,u == k,u(E) 
Е 

тенглик билан аНИlQIаш кераклиги тушунарли. 

Умумий ~ОЛ (l-усул). Функцияларнинг ~йматларига кУРа 

интеграл I<;YPИШ. 

Маълумки, функция т'Yfpи чизикда, яъни еонлар YIQща 

аНИlQIанган булса, унинг аНИlQIаниш СОJ\асини бир нечта 
булакларга булиш ёрдамида Риман интеграли к;урилади. Аммо 

функция тYFPИ ЧИЗИI<Да эмае, балки бирор улчовли, яъни 

улчов киритилган тYrmaмдa аНИlQIанган булса, бу тупламни 

оралИlQIарга булиш деган тушунчанинг узи маънога эга эмае. 

Шунинг учун Функциянинг к,ийматларидан фойдаланиб 

интеграл I<;YPишни уРганамиз. 

Улчовли Е тупламда аНИlQIанган ва чегараланган [(х) 
функциянинг аник, к,уйи ва аник, юк,ори чегаралари мое 

равишда А ва В орк,али белгиланган булеин. Энди [А,В] 

еегментни к,андайдир уеулда n та к,иемга буламиз: 
А = уо < У) < У2 < ... < Yn-) < Yn = В. 

Биз Ev (У=О, 1, 2, ... , n-l) орк,али yv~f(x)<yv+) 
тенгеизликни к,аноатлантирадиган х нукталардан иборат 

туnламни белгилаймиз, яъни Е ={х Е Е : у ~ [(х) < у +)}. v v v 
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Берилган f(x) функция улчовли булганлиги учун Е 
у 

т}tnлам уЛЧОR1IИ БУлади. 

Энди ушбу 

.-1 .-1 

S. == Lyv,u(Ev), S. == LYV+I,u(Ev) (1) 
у=о v=o 

ЙИFИндиларни тузамиз (sn ва Sn мое равишда ~йи ва юк;ори 
ЙИFИндилар дейилади) ва к;уйидаги таърифни киритамиз: 

J-mаьрuф. Агар ,\,.(= тах [У,+I - у,,]) нолга интилганда 
Os,'Sn-1 

(п~оо) sn Ба Sn ЙИFиндиларнинг лимити мавжуд булиб, улар 
бир-бирига тенг булса ва бу лимит УП НУКJ'аларни танлаб 
олишга БОFЛИК; булмаса, у х,олда бу лимит [(х) Функциянинг 

Е тупламдаги Лебег интеграли дейилади ва бу интеграл 
юк;оридаги, хусусий х,оллар каби ушбу 

(L) JЛх)d,u ёки 
Е 

(L) Jлх)dx 
Е 

к)iринишда белгиланади. 

Бундай интегралнинг мавжудлиги х,ак;ида тасдик; ва 
теоремалар к)iп. Шулардан бирини келтирамиз: 

l-теорема. Агар f(x) фУНКЦUЯ улчовлu Е mуnламда улчовлu 
ва чегараланган булеа, У )fOлда унuнг Лебег uнmегралu мавжуд. 

Исботи. Чегараланraн Ба улчовли [(х) функция олиб, 

унинг учун (1) каби sn ва Sn ЙИFиндилар тузиб, уларнинг 
умумий лимитга эга булишини кУРсатамиз. 

Бу функция чегараланraн булганлиги учун унинг аник; 
~йи Ба аник; юк;ори чеraралари мавжуд ва бу к;ийматларни 

мое раБишда А ва В орк;али 6елгилаЙЛик. 
[А,В] сегментни икки усулда n та ва k та к;исмларга буламиз: 

А = уо < УI < У2 < ... < Уп-I < уп = В, (2) 

А = У'о < У'I < У'2 < ... < y'k-I < y'k = В. (3) 
Агар 

белгилашларни киритсак, у х,олда уп ва у'у булиниш 

нук:галари учун 

(У = О, 1, ... , п-l ), 
ва 

(У = О, 1, ... , k-l ) 
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t 

тенгеизликлар бир Baк;rдa бажарилади. Бу тенгеизликлардан 

эеа к;уйидаги муноеабатлар келиб чик,ади: 

n-l n-I 

S" - Sn = L: (УУ+l - yJf.L(EJ ~ AL f.L(E..) = Af.L(E), 
у=о 1'=0 

k-l k-l 

S~ -S~ = L:(y'V+l-у'Jf.L(Е'v) ~ALf.L(E:,) = Af.L(E), 
у=о у=о 

буерда, S'k ва S\ сонлар (ЙИFИндилар) (3) булиниш учун 
тузилган к;уйи ва юк,ори ЙИFиндилар. 

Энди (2) ва (3) кУРинишдаги булиниш нук:галарини, яъни 
уп ва у'п булиниш нук:галарининг J\аммаеини бирлаштириб, 
янги булиниш нук:галари еифатида оламиз. Бундай булинишга 

мое s" n+k ва S" n+k ЙИFИндиларни тузамиз. Натижада SN ва s' k 
ЙИFИндилар камаймайди, шунингдек, Sn ва S' k ЙИFИндилар эса 
ортмаЙДи. 

Демак, 

S'k ~ S"n+k ~ S"n+k ~ S\ 
тенгсизликлар уРинли БУлади. 

(4) 

х,ак.ик.атан, агар (Уу' Yv+l) оралик;ни бирорта, янги ~ Hyк:ra 
ёрдамида (Уу ,~) ва (~, Yv+l) оралик,ларга булсак, у J\олда ушбу 

уп ~( Е) ~ yy{E(yy~ f < ~)} + ~~{(~ ~ f < Yy+I)} 
тенгсизлик бажарилади. Бундан кУРинадики, sn ~ s" n+k ' яъни 
к;Ушимча булиниш нук:галари киритилиши натижаеида К;УЙИ 

ЙИFИНДИ камаЙмаЙди. 

Худди шунингдек, ушбу 

Уу+1 ~( Еп) ~ ~~{E(yy~ f < ~)} + Уу+1 ~{(~ ~ f < Уу+)} 
тенгсизликни х.ам ёзишимиз мумкин. Бундан кУРинадики, янги 
нyк:ra киритиш натижаеида Sn ЙИFИндининг мое '\<Щи к,иймати 
ортмае экан, демак, Sn юк,ори ЙИFИндининг узи х,ам ортмаЙДи. 

Юк,оридаги (4) муноеабатлардан к-уринадики, (sn,S) ва 
(s' k'S' k) оралик,лар (s" n+k'S" n+k) орали~ан иборат умумий 
к,иемга эга экан. Демак, Sn ,S' k'Sn ва S' k еонларнинг J\аммаеи 
узунлиги 2л.~(Е) дан Kaтra булмаган орали~а жоЙлашган. 

Бу ердаги л. муебат еонни исталганча кичик к,илиш 

мумкинлиги ва математик анализдаги як,инлашиш 

принципидан {Sn} ва {Sn} кетма-кетликларнинг умумий 
лимитга эга эканлиги келиб чик,ади. 
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Демак, таърифга кУра ихтиёрий чегараланган УЛЧОВJIи 

[(х) функциянинг Лебег интеграли "ар доим мавжуд экан. 

Теорема исботбУлди. 

Саволлар ва машl\Лар 

1. Дирихле функциясини Лебег маъносида интегралланг. 
2. Ушбу 

{ 

1, агар 
f(x) = 

х\ агар 

1 
х*-, 

n 
1 

х=­

n 

функция [О; 1] да Риман буйича интегралланувчи булишини 
кУрсатинг ва уни интегралланг. 

3. Олдинги мисолдаги функцияни Лебег маъносида 
интегралланг. 

4. Улчови нолга тенг булган т,:Упламда аНИIqIaнган ва 
чегараланган функция Лебег маъносида интегралланувчи 

ва бу интеграл О га тенглигини исботланг. 

5. Кесмада Риман маъносида интегралланувчи функция 
Лебег маъносида х.ам интегралланувчи булишини ва бу 

интеграллар устма-уст тушишини исботланг. 

2-§. Лебег иитегралииииг хоссалари 

Чегараланган УЛЧОВJIи функциялар учун Лебег интеграли 

худди Риман интеграли каби к;уйидаги хоссаларга зга: 

2-теорема. Агар Е mуnламда улчовлu булган ва чегараланган 

[(х) функция учун т ~ [(х) ~ М mенгсU3/1UК бажарилса, у :{олда 

тf1(E) ~ JЛХ)d,u ~ M,u(E) 

mенгсuзлuк урuнлu БУладu. 
Исботи. Бу х.олда тузилган SN ва Sn ЙИFиндилар учун 

m/l(E) ~ sn ~ Sn ~ MIl(E) 
тенгсизликлар уринли. )(осил к;илинган тенгсизликларда 

тегишли лимитларга :Утилса, юк;оридаги муносабатлар келиб 

чик;ади. Теорема исбот БУлди. 

1, 

l' 

I , , 

I 



l-натижа. Агар улчовли [(х) фУНКЦИЯ Е туnламда манфий 
булмаса, у >;олда унинг бу туnлам буйича олинган интеграли 

>;ам манфий булмайди, яьни агар [(х);о: О булса, у >;олда 

fЛХ)d,u;о: О 
/, 

БУлади. 
2-на11lЖa. Агар Е туnламнинг улчови нол (яши Il(E) = О) 

булса, у >;олда >;ар ~Hдaй чегаРШ1анган улчовли [(х) фУНКЦИЯ учун 

fЛХ)d,u =0 
/0 

БУлади. 
3-натижа. Ихтиёрий с узгармас сон учун 

fСЛХ)d,u = с fЛХ)d,u 
Е 

тенглик Уринли. 

3-теорема. Агар Е, Е" (i = 1, 2, ... ) улчовли туnламлар 
булиб, улар учун 

о() 

E=UE, (Е, п Е; = 0,i *- j) 
1=1 

муносабат уринли ва [(х) улчовли фУНКЦИЯ Е туnламда берuлган 

булса, у >;олда 

fЛХ)d,u = :t fЛХ)d,u 
Е 1=1 / .. ', 

тенглик бажарuладu. 

Ингегралнинг бу хоссаси унинг тула аддumuвлuги деЙИЛади. 

4-теорема. Агар улчовли Е туnламда [,(х) ва [2 (х) улчовли 
Функцuялар берuлган булса, у >;олда 

fU;(x)+ f2(X»d,u = fJ;(xp',u+ ff2(X)d,u 
Е ~ ~ 

тенглик уринли. 

S-теорема. Агар улчовли Е туnламда берuлган [(х) ва g(x) 
улчовли функциялар узаро эквивалеlfm булса, у >;олда 

fЛХ)d,u = fg(x)d,u 
1,' /, 

6Улади. 
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б-теорема. Агар улчовлu Е mуnламда f(x) ва g(x) улчовлu 
функцuялар учун [(х) ~ g(x) булса, у :{олда 

fЛХ)d,u ~ fg(x)d,u 
/'. /. 

БУладu. 
7-теорема. I(yйuдагu mенгсuзлuк урuнлu: 

fЛХ)d,u ~ flлх)r',u. 
f.' /'. 

8-теорема. Агар [(х) ~ О ва 

fЛХ)d,u = о 
Е 

булса, у :{Олда [(х) функция Е mуnламда деярлu нолга mенг буладu. 

Бу тасди~ ва хулосаларнинг исботи бир оз узгаРТИРИIШIар ва 

белгилаIШIар ёрдамида худци Риман интеграли учун берилraн 

исботларга Ухшаш булганлиги сабабли келтирмадик. Исботларни 

мycт~ маш~ сифатида тиклашга х.аракат килинг. 

Лебег интегралини х.исоблашга доир мисоллар. 

]-мuсол. Ушбу 

[(х) = ' {х
з х - иррационал булса, 

1, х - рационал булса, 

функция [0;1] да Риман буйича интегралланувчими? Лебег 
буйича-чи? Унинг [0;1] даги интегралини х.исобланг. 

Ечuш. Бу функция [О; 1] да Риман буйича интегралланувчи 
эмас, чунки унинг узилиш ну~талари туплами улчови 

нолдан фарlQIИ. [0;1] кесманинг деярли барча нук;галари [(х) 
Лебег буйича интегралланувчи, чунки у улчовли ва 

чегараланган. Унинг Лебег интегралини х,исоблаш учун [(х) 
ни унга эквивалент булган g(x)=x J функция билан 
алмаштирамиз. У х.олда 

1 1 1 
(L) fЛх)dx=(L) fg(x)dx=(L) fX 3dx=(R) fxJdx=-. 

[0,1] [0.1] О О 4 

2-мuсол. Агар [(х) функция [а;Ь] да f(x) х,осилага эга ва 
f(x) [а;Ь] да чегараланган булса, у х.олда f(x) нинг [а;Ь] да 
Лебег буйича интегралланувчи булишини исботланг. 
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Ечuш. Шартлардан келиб чи~адики, С(х) [а;Ь] да УЛЧОRЛи 
(5-боб 1-§, 2-мисол) ва чегараланган. Маълумки, УЛЧОRЛи 
ва чегараланган функция Лебег БУйича интегралланувчи. 

Демак, С(х) функция [а;Ь] да Лебег БУйича интегралланувчи. 

Саволлар на M3IIllQlap 

2 1 б~ 
х ,агар х - иррационал па х > - улса, 

3 
1. 

[(х) = , 1 б~ 
х , агар х - иррационал па х < - улса, 

3 
О, рационал нук,таларда 

функция учун (L) fлх)dx ни "исобланг. 
1011 

2. Айтайлик, f(x) функция [а;Ь]да улчовЛи ва чегараланган 

БУлсин. Araр ихтиёрий СЕ[а;Ь] учун (L) fлх)dx=О булса, у 
(0.<1 

"олда [а;Ь] да f(x) деярли нолга тенг эканлигини исботланг. 
3. Araр чегараланган f(x) функция [а;Ь]да Лебег буйича 

интегралланувчи булса, у "олда F(x) Ба If(x)1 функциялар 
[а;Ь]да Лебег буйича интегралланувчи буладими? 

3-§. Риман на Лебег интегрwшариии солиmтириш 

Маълумки, Риман интеграли ТУFpи чизима берилган 
функциялар учун аНИl9Iанган. 

9-теорема. Агар [а;Ь] еегменmда f(x) фУНКЦUЯ учун Риман 
интеграли мавжуд булеа, у JfOДiJa бу функция учун Лебег uнmeгралu 
~ мавжуд буладu ва бу интеграллар узаро ycm.мa-ycm mушадu. 

Исботи. Айтайлик, f(x) функциянинг [а;Ь] сегментда 

Риман интеграли мавжуд БУлсин. У "олда I<,YЙИДагилар уРинли: 
f(x) функция чегараланган; 
f(x) функциянинг узилиш нук;галари улчови нолга 

тенг, яъни f(x) функция деярли узлуксиз. 
Булардан f(x) нинг [а;Ь] сегментда улчовли эканлиги келиб 

чи~и. Демак, f(x) функция чегараланган ва улчовли. У "олда 
l-теоремага кУра f(x) функция учун Лебег интеграли мавжуд. 
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Энди [(Х) функциянинг Риман ва Лебег интеграллари 

узаро тенг булишини кУрсатамиз. 

Одатдагидек, [а;Ь] сегментни n та [",,;Xk+
1
) сегментчаларга 

буламиз. Лебег интегралининг 2-теоремада келтирилган 

хоссасига асосан, шу ["";~+l) сегмент учун 

X~+I 

mkд,xk ~ (L) fj(x)d,u ~ Mkд,xk 

тенгсизликни ёзамиз, бу ерда M k = Xk+ 1 - Xk ' ffik ва Mk мос 
равишда [(Х) функциянинг [Xk;Xk+1) сегментдаги ~йи ва 
юк.ори чегаралари. Бу тенгсизликдан фойдаланиб, 

n-l n-l ХА+! 

SN = Lmk~k ~ :L(L) Jf(x)d,u = 
k=O k=O 

ь п-1 

=(L) Jf(x)d~~:L~~k =Sn 
а k=O 

(*) 
муносабатга келамиз. Бу ердаги sn ва Sn лар [(Х) Функциянинг 
[а;Ь) сегмент БУйича тузилган Дарбу ЙИFиндилари. 

Берилишига кУра, [(Х) функциянинг [а;Ь] сегментда 

Риман интеграли мавжуд. Шу сабабли, таърифга асосан, 

ь 

limsn = limS" = (R)fлх)dx (**) 
а,,--+О а"......о 

а 

муносабатлар уринли. Буерда а. = тах (дxk ). 
O~ks:n-I 

~к.оридаги (*) ва (**) муносабатлардан бевосита 
~йидаги тенглик келиб чик.ади: 

ь ь 

(R) fЛх)dx = (L) fЛХ)d,u. 
а а 

Теорема исбот БУлди. 

4-§. Содда фувкциялар учун Лебег интеграли 

Энди Лебег интегралини к.уришнинг бошк.а бир, 
иккинчи усули билан танишамиз. 
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5-606 4-§ да содца функция 1)'IIIYНЧaCИНИ киригган эдик. Мана 
шу содца ФУНКЦИWIар учун Лебег иmerpaли 1)1l.IYНЧaCИНИ берамиз. 

Шунингдек, уша ердarи 17 -теоремага кура ихгиёрий улчовли 
функцияга текис ЯlQiНЛашувчи содца функциялар кетма-кетлиrn 

мaвжyд1IИГИ ИJ-freI]JЗЛ ~ишда асосий рол Уйнайди. 

Фараз I<;илайлик, Е тупламнинг бирор улчовли А 
к;исмида аник,ланган [(х) содда функция берилган булиб, 

Уl' У2' ... , Ул' ... унинг барча к;ийматлари булеин. 
Ушбу 

Ал = {ХЕА : [(х) = Ул}, n = 1, 2, ... 
тупламларни оламиз. Бу тупламлар 5-бобдаги 16-теоремага 

кУра улчовли. Демак, Il(Ал) сон аник; к;ийматга эга. 
Куйидаги 

(1) 
n=) 

к;аторни тузамиз. 

2-таьрuф. Агар [(х) содца функция орк;али х,осил к;илинган 

(1) к;атор абсолют як;инлашса, у х,олда унинг к;иймати [(х) 

функциянинг Ле6ег шtтегралu дейилади ва у ушбу 

JЛх)d,u = i>n,u(AJ 
А n=l 

кУРиниwда ёзилади, [(х) функция эса Il улчов БУйича А 
тУnлаМда шtтегралланувчu ёки жaм.лaнyвчu функция деЙилади. 

Бу таърифда [(х) содда Функциянинг к;ийматлари булган 
ул сонлар бир-биридан фарк,ли деб к;аралди. Умуман, содда 

функцияларнинг Лебег интегралини унинг к;ийматлари бир­
биридан фарк,ли булмаган х,ол учун х.ам аник,лаш мумкин. 

10-теорема. Агар А = UBt,Bt nВ} =0, k '# l,k = 1,2, ... булuб, Цх) 
k 

функция J(Op бuр Bk тj!nлaмдa jfзгaрмос Gc сонга тенг булса, у JfOIlда 

JЛХ)dji = Lc .. ,u(B .. ) (2) 
А .. 

тенглuк урuнлu буладu ва [(х) функцuянuнг uнтегралланувчu 

булuшu учун унг mомондаги к;аторнuнг як;uнлашувчu булuшu 
зарур ва етарлuдuр. 

Исботи. Содда функциянинг бир-биридан фарк,ли 

к;ийматларини УI' У2' ... , ул,··· орк;али белгиласак, Ал ={ХЕА: 
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с(х)=уп} туплам учун Аn = UBk муносабатга ва f.l(An ) = Lf.lЩ) 
с, = ~' .. 

тенгликка эга буламиз. Булардан (1) ва (2) к;аторларнинг 
тенглиги келиб чик;ади. Теорема исбот БУлди. 

Содда функциялар учун аНИIqIанган Лебег интеграли 
"ам к.уЙидаги хоссаларга зга булиши осон курсатилади: 

А. jl!;(x)+ f2(X)}i,u= J.r.(x)d,u+ Jf2(x)d,u. 
А А А 

В. Ихтиёрий k узгармас сон учун 

Jkf(x)df.! = k Jf(x)df.! 
А А 

тенглик уринли. 

С. S"лчовли А тупламда чегараланган f(x) функция 
интегралланувчи, к;олаверса, агар А да If(x)1 ~ м булса, у "олда 

IIf(X)d,u1 ~ Мр(А) 
БУЛади. 

Бу хоссаларнинг исботи содда функциялар ёрдамида 
тузилган (1) каби к;аторлар як;инлашувчи булишидан келиб 
чик;ади. 

СавОJШар ва M8IIIIVlap 

1. у = [Х] функцияни [3,13] тУплам БУйича интегралланг. 
Буерда [х]- белги х нинг бугун к;исми. 

1 
2. [0,13) да у = PI Функцияни интегралланг. 
3. [0,17) да y=sin[x] Функция интегралланувчи буладими? 

Агар интегралланувчи булса, у х.олда унинг интегралини 

}\Исобланг. 

4. Ихтиёрий n учун 

1 1 1 
ЛХ) = --, агар -- < х < - булса, 

n+2 п+1 n 
функция [0;1] оралик;z:щ интегралланувчи зканини кУРсатинг 
ва бу интегрални х.исобланг. 
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s-§. Умумий Х;ОЛ учун Лебег интегралининг 
таърифи (2-усул) 

Буерда, аввалги 3-§ да содда функциялар учун 
киритилган интеграл ёрдамида улчовли функциялар учун 

Лебег интеграли тушунчасини аник,nаЙмиз. 

Айтайлик, Х бирор туплам ва F ундаги к,исм тупламлар 
а-алгебраси, 1.1 эса F да берилган а - аддитив улчов булеин. 

ll-теорема. А mуnламда интегралланувчи, содда 

функцuялардан ибо рат {fn(x)} кеmма-кеmлик текис я~инлашувчи 
булеа, у :{олда ушбу 

1 = !,~ f/',(x)d,u 
А 

лимит мавжуд. 

Исботи. Текис як,инлашиш хоссасидан А тупламда текис 
як,инлашувчи ихтиёрий {fn(x)} содда функциялар кетма­
кетлиги учун п, m ~OO да ушбу 

supl/',(x) - 1т (x)1 ~ о 
ХЕА 

муносабат уринли булиши келиб чик,ади. 

Содда функциялар учун Лебег интегралининг Со хоссасига 
кУра, 

I f j;,cx )d,ll- J 1т (X)d,lll S ,ll(A )s<~fl/', (х) - /,,, (х)1 
тенгсизлик уринли. 

Бунда н ва юкрридаги тенгсизликдан 

1" = f/,,(X)d,u 
А 

сонлар кетма-кетлигининг фундаменталлиги келиб чик.ади. 

Демак, 111 кетма-кетлик як,инлашувчи БУлади. ТеореМ<1 исбот БУлди. 
12-теорема. Агар {fп(х)} ва {9 11 (Х)} кетма-lCеmЛUlCлар А 

туnламда цнтегралланувчu булган содда функциялардан uбораm 

б.~'лuб, шу mуnламда f(x) Функцияга mекие я~uнлашеа. у :>:;олда 
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!,~~ f/',(x)d,u = !,~ fgll(x)d,u 
~ А 

БУладu. 
Иcбom. Айтайлик, {fn (х)} ва {gn (х)} содда функциялар кетма­

кетлиги [(х) функцияга текис як.инлашсин. У х.олда П~OCJ да 

su~fп(х)-f(х)I~О ва sU~Q,(х)-f(х)I~О (*) 
'ЕА хеА 

муносабатлар уринли БУлади. Булардан ва содда функциялар 

учун Лебег интегралининг А, В, С хоссаларига кура, 

IJ/" (x)d,u - !gll(X)d,u1 = IJ{[/"(X) - [(х)] -[gll(Х)-

- f(x)]}d,ul ~ 1JLr.'(X) - f(X)}i,u1 + Ipgll(X) - f(X)}i,u1 ~ 
~ ,u(A)supl/,,(x)- f (х)1 + ,u(A)suplgll(x)- f (х)1 

теА хеА 

тенгсизликка эга буламиз. Бундан ва (*) муносабатдан 

!,~ f/',(x)d,u = !,~ fgll(x)d,u 
А А 

тенглик келиб чик.ади. Теорема ис6от БУлди. 

З-mаьрuф. Ушбу 

1 = lim f/,,(x)d,u 
11-»00 

А 

лимит А тупламда [(х) функцияга текис як;инлашувчи {fn(x)} 
содда функциялар кетма-кетлигининг танланишига боFЛИк. 

булмаса, у '(олда бу лимитнинг 1 к.иЙмати [(х) функциянинг 
А тУпламда /l улчов буйича Лебег uнmегралu дейилади ва 

JЛХ)d,u 
А 

куринишда белгиланади. 

Агар [(х) функциянинг /l улчов БУйича А тУпламда Лебег 
интеграли мавжуд булса, у '(олда бу функция uнmегралланувчu 

ёки жамланувчu функция деЙилади. 
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13-теорема. Агар <р(х) фУНКЦИЯ Е туnламда uнтегралланувчu 

булuб, [(х) улчовлu фУНКЦия УЧУН If(x)l:$; <р(х) mенгсU3!1UК uxmuёрuй 
ХЕ Е да бажарuлса, У :{олда [(х) фУНКЦUЯ :{ам Е да 
uнmегралланувчu буладu ва 

f!Лх)ld.и :$; jqJ(x)dJl 
1. Е 

муносабаm YPиНJIи. 
Бу теореманинг исботини мустак;ил машк; сифатида 

УlO'вчиларнинг узига к;олдирамиз. 



VII БОБ. ИНТЕГРАЛЛАНУВЧИ 
ФУНКЦИЯЛАР СИНФИ 

Ушбу бобда интеграллаНУБЧИ Ба КБадрати билан 

интегралланувчи функциялар туллами метрик фазо булиши 

курсатилган. 

1-§. Интеграл белmси остида лимитга Утиш 

Риман интеграли билан БOFЛИ" масалаларни ечишда баъзан 

интеграл 6елгиси остида лимитга :Угишга доир бир "анча хулоса 

ва таСДИКJIардан фоЙДаланилади. Лебег интеграли учун хам 

шундай хоссаларнинг айримлари уРИЮIИ БУлади. 

Айтайлик, Х улчовли туплам Ба f.l ундаги улчов булеин. 
Х нинг бирор А улчовли "исм тупламини оламиз. 

l-теорема. Айтайлик, rp(x) функция А да интегралланувчи 
булеин. Агар (f,,(x)} функцuялар кеmма-кетлиги А туnламда 
ЛХ) функцияга я~инлашса ва барча ХЕА, nEN ларда 

Ifn(x)1 ~ <р(х) 
шартни ~аноаmлантирса, у ::{олда лимит функция f ::{ам А 

uнтегралланувчu булади ва 

lim J fn (x)d~ = J f(x)d~ 
П~ООА А 

тенглик бажарuладu. 

Исботи. Теорема шартидан f(x) учун If(x)1 ~ <р(х) булиши 
келиб чи"ади. Шунинг учун 6-бобдаги 6-теоремага кура, 
f(x) х.ам интегралланувчи БУлади. 

6-бобдаги 2-теоремага асосан, ихтиёрий кичик Е>О сон 

учун шундай 0>0 сони топиладики, /1(8)<0 шартни 
к.аноатлантирувчи 8 улчовли туплам учун 

6Улади. 

fqJ(Х)d,и < ~ 
н 4 
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Егоров теоремасига кура, В ни шундай танлаш мумкинки, 
{fn(x)} функциялар кетма-кетлиги А\В тупламда текис 
як,инлашади. Демак, шундай бир N номер топилиб, барча 
n ~ N ва х Е А\В учун 

IЛх) - fn (x)1 < 2.и(; \ В) 
муносабат уринли БУлади. У х,олда If(x)1 ~ <р(х), Ifn(x)1 ~ <р(х) 
булгани учун 

JЛХ)d.и - J/',(x)dp = J(r(x) - fn(x)}1p + JЛХ)d.и - J/',(x)dJL 
А А А\В В 8 

тенгликка ва (1) га кУРа 

IJf(X)dJL- J/,,(X)dJlI~f+~+~=& 
булишини топамиз. Теорема исбот БУлди. 

Бу теоремадан фойдаланиб, I<;Yйидаги теоремаларни 
исботлаш мумкин: 

2-теорема. Айmайлик, А mУnла.мда берилган ffix)} 
инmегралланувчи функцuялар кеm.ма-кеmлиги 

~(x) 5f/x) 5 ... 5J,.(X) 5 ... 
шарmни ~аноаmланmирсин ва бирор К сони учун 

J/',(x)dJL ~ к 
А 

meнгсuзлик барча n ларда уРинли БУлсuн. У JfOлда «п(х)} функцuялaр 
кеm.ма-кеmлиги f(x) функцuяга деярли я~инлашади, f(x) ~ А 
mYnдa.мдa инmегРШlЛанувчи булади ва 

lim f fn (x)d~ = f f(x)d~ 
n~A А 

mенглик баJlCарuлади. 
3-порема. Агар (f,,(x)} мycбam УЛЧ08lШ фyнкцuялaр кem.мa-кemлuгu 

f(x) функцuяга деярли ~uнлашса ва бирор К сони учун 

J/',(x)dp ~ к 
А 

mенгсuзлик барча n ларда урин.ли булса, у J\(}лда f(x) ~a.м А 
mуnла.мда инmегралланувчи булади ва 

JЛХ)d.и ~ к 
А 
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шарт бажаРWlадu. 

2-§. Ивтегралланувчи фувкциялар метрик 
фазоси(L1 фазо) 

Айтайлик, Х улчов.ли тУплам ва /l ундаги улчов БУлсин. 
Биз, асосан /l(X) < 00, яъни Х тупламнинг улчови чекли 
сон булган ,<олни уРганамиз. 

Х тУпламда интеrpалланувчи барча фУНКЦИЯ1Iар тУпламини 
(синфини) L.(X, /l) ОРI<ЗЛи белгилаЙмиз. 

Лебег интеrpaли хоссаларццан интеrpaлланувчи функциялар 

ЙИFИндиси ва бирор сонга кУпайтмаси хам интеrpалланувчи 

булиши келиб ЧИJW(И. Булар ~a ёзилади: 
[(х), g(X) Е L.(X, /l) => f(x)+g(X) Е L,(X, /l), 

а ихтиёрий сон, [(х) Е L.(X, /l) => af(x) Е L.(X, 11). 
Демак, L.(X, 11) туплам ЧИЗИIQIИ фазо ташкил lQUIади. 
Изщ. Функциялар тенг дeraндa, f(x)=g(x) тенглик деярли 

барча х лар учун уРинли булган ,<ол тушунилишини эслатиб 

Утамиз: 
[(х) = g(x) <=> /l{ х : [(х) ~ g(x)} = О. 

Энди, L.(X, 11) ryпламда масофа тушунчаси ~йидагича 
киритилади. 

4-теорема. Иxmиёрийf(х), g(x) Е L/X, р) функцuялар учун 

p(J,g) = ЛЛх)-g(х)ldр (2) 
х 

формула L /Х, р) да метрика aHи~aйди. 
Иебели. Метрикааксиомалари бажарилишини текширамиз: 

1) p(f,g) ~ О экани равшан. 

p(j,g) = о <=> ]Лх) - g(x~dp = о<=> Лх) = g(x). 
х 

2) p(f,g) = p(g,t) экани равшан. 
3) Ихтиёрий [(х), g(x), h(x) Е L.(X, /l) учун 

p(J,g) = ЛЛХ) - g(x~dp = ]Лх) - h(x) + h(x) - g(x)ldp s 
х х 

s ЛЛх)-h(х)ldр+ ]h(x)-g(х)ldр=р(J,h)+р(h,g). 
х х 

l-таорuф. ЧИЗИIQlИ фазо L.(X, /l) юк;оридаги (2) метрика 
билан биргаликда L. фазо деЙилади. 
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Шу (2) метрика ёрдамида аник,ланган як,инлашиш уртача 
я~и1Ulашиш деб юритилади. 

5-теорема. L} фаза тула метрик фаза БУлади. 
иcбant. Айгай:лик, L\ фазода {~(x)} фундаменгал кетма-кетлик 

берилган булеин. Яъни {fn(x)} кетма-кетликучун п, т--)<Х)да 

p(fn,fm) ~ О, яъни Лfп(х) - gm(x)ld~ -; о 
х 

булеин. У х,олда индексларнинг шундай бир П\ < П2 < ... 
усувчи к,исмий кетма-кетлиги топиладики, 

1 
p(f f )= Лf (x)-f (x)ld., <-

п t ' 011+1 Х DI!; °11+1 r 2),. 

тенгсизлик уРинли БУлади. Бундан ва 2-теоремадан 

1/.,1+1/., -1.,1+··· 
к,аторнинг Х да деярли як,инлашувчилиги келиб чик,ади. 

Шунинг учун 

1., + ([n, - 1., )+ ... 
к,атор х,ам Х да бирор f(x) функцияга деярли як,инлашади: 

f(x)= Нт fn (х} 
k-+oo k 

Демак, L\ фа:юда фундаментал булган кетма-кетлик деярли 

як,инлашувчи к,исмий кетма-кетликка зга. Мана шу Vn. (х}} 
к,исмий кетма-кетлик f(x) га )1ртача як;ин.лашишини к)ipcaraмиз. 

Берилган {fn(x)} кетма-кетлик фундаментал булганлиги 
учун, к,андай кичик Е > О олмайлик, етарлича катта рва q 
лар учун 

лln. (х) - I.
q 
(x)ldp < с 

х 

БУлади. 3-теоремага асосланиб, бу тенгсизликда q буйича 
интеграл остида лимитга Утамиз: 

Лln. (х) - f(x)ldp ~ с. 
х 

Бундан f(x) Е L\(X, 1-1) ва [n. (x}--t [(х) келиб чиiади. 

Маълумки, метрик фазода фундаментал кетма-кетлик 

бирор лимитга як,инлашувчи к,исм кетма-кетликка зга булса, 
у х,олда кетма-кетликнинг узи х,ам шу лимитга як,инлашади. 
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Демак, L1 фазодаги ихтиёрий фундаментал кетма-кетлик 

L1 да як;юmашувчи экан. Теорема исбот БУлди. 

з-§. Квадрати билаи интеrpаллавувчи фувкциялар 

метрик фазоси(~ фазо) 

Айтайлик, Х УЛЧОRЛи т:Уплам ва Il ундаги улчов ва Il(X)<CX) 
булеин. Функция берилган деганда Х да аник;ланган УЛЧОRЛи 
функцияларни тушунамиз. 

2-mаьрuф. Агар Х да берилган f(x) функция учун 

Jf 2(x)d,u < СХ) 
х 

булса, у ,<олда f(x) функция квадрати БШlан uнmегралланувчu 
функция деЙилади. 

Квадрати билан интегралланувчи функциялар т::Yrmамини 
(синфини) L2(X, 11) орк;али белгилаЙмиз. 

б-теорема. LjX, р) mуnлам чuзu~u фазо БУладu. 
Исботи. Айтайлик, f(x), g(x) Е L2(X, 11) булеин. у ,<олда 

(f(x) + g(X»2 $ 2(f2(x)+g2(x» 
тенгсизликдан 

(f(x)+g(X»2 $ 2(Jf2(x)d,u+ Jg 2(x)d,u) < СХ) 
х х 

келиб чик;ади, яъни f(x)+g(x) Е L2(X, Il). 
Худди шунингдек, ихтиёрий а. сон учун 

J(qf(x)Y d,u = а2 
Jf

2
(x)d,u < СХ) 

х х 

муносабатдан а.С(х) Е L2(X, Il) келиб чик;ади. Теорема исбот 
б:Удци. 

Энди, LiX,I1) да масофа тушунчасини аник;лаЙмиз. 
Дастлаб квадрати билан интегралланувчи функциялар 

интегралига алок;адор ва келгуси хулосаларда ишлатиладиган 

баъзи тенгсизликларни к:УРиб чик;амиз. 

7-теорема. Иxmuёрuйj(х), g(x) Е L/x,,u) функцuялар учун 
Кошu-Буняковскuй тенгсuзлuгu деб аmаладuган 

( 
Jf(X)g(X)d,u)2 ~ Jf 2(x)d,u Jg 2(x)d,u (3) 
х х Х 
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mенгсuзлuк ва 

I I I 

ии(х) + g(x)Y df.l J :<=; (.!f
2
(X)d,u у + (!g2(X)d,u J2 (4) 

mенгсuзлuк jfрuн.лu. 

Исботи. Ихтиёрий 'л сони учун 

J(J(x) + A,g(x)Y dJ12 О 
х 

булиши равшан. Бундан 

Jf 2 (x)d,u + 2А ff(x)g(x)d,u + )} f g 2(X)d,u 2 О 
х х )( 

келиб ЧИI<;.ади. Маълумки, 'л га нисбатан а'ЛЧ2Ь'Л+с квадрат 
учхад I<;.ИЙматлари мусбат булиши учун унинг дискриминанти 
манфий булиши керак: О=4Ь2 - 4ас :<=; О. Демак, Ь2 :<=; ас. 

ЮI<;.оридаги тенгсизликда 

Jf
2
(x)d,u = с, Jf(x)g(x)d,u = Ь, fg

2
(x)d,u = а 

х х х 

эканини эътиборга олсак, (3) тенгсизлик хосил БУлади. 
Энди, (4) тенгсизликни исботлаш I<;.иЙинчилик 

ТУFдирмайди: 

J(J(x) + g(x)Y df.l = Jf
2
(x)df.l + 2 JЛх)g(Х)df.l + Jg 2(x)df.l ~ 

х х х х 

Теорема исбот БУлди. 
Агар (3) тенгсизликда g(x)=l деб олсак, 

(jЛХ)df.l J :<=; f.l(X) jf2
(x)df.l (5) 
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муносабатга эга буламиз. 

8-теорема. Иxmuёрийj(х), g(X) Е LfX, J1) функцuялар учун 
I 

p(f,g) == (j(J(X) -g(x)Y dJ1 У (6) 

формула метрика ани1(ЛаЙди. 

Исботи. Метрика аксиомалари бажарилишини текширамиз: 
1) p(f,g) ~ О экани равшан. 

P(1,g) == о ~ f(лх) - g(x») dJ1 == О ~ f(x) == g(x). 
х 

2) p(f,g) = p(g,f) экани равшан. 
3) Метриканинг учбурчак аксиомаси (4) теНГСИЗЛИI<Дан 

келиб чик;ади. Ихтиёрий [(х) , g(x), h(x) Е L.(X, /l) учун 
I I 

p(f,Q) = (.f(r(X)-g(Х))2dР У = (f([f(X)-h(Х)]+[h(х)-g(Х)])d/l)2 ~ 
I I 

~ (!(r(X)- h(x»)2 dJ1 Г + (!(h(X) - g(x»)2 d,u J == p(f,h) + p(h,g). 

З-таориф. Чизик;ли фазо L2(X, /l), юк;оридаги (6) метрика 
билан биргаликда L2 фазо деЙилади. 

Шу (6) метрика ёрдамида аник,ланган я~нлашиш уртача 
квадратик я~инлашиш деб юритилади. 

9-теорема. L
2 
фазо тула метрик фазо БУлади. 

Иcбmи. Айтайлик, ~ фазода {fn(x)} фундаменraл кетма-кетлик 
берилган булеин. Яъни {fn(x)} кетма-кетликучун п, m --)00 да 

) 

ииn(х)- fm(x)Yd,u Г ~ о 
булеин. У '(олда (5) тенгсизликка асосан 

) 

}In (х) - 1т (x)ld,ll $; [ц(X)]~ (f(rn (х) - /" (х)У d,u У ~ о 
муносабат уРинли БУлади. Демак, берилган {fn(x)} кетма-кетлик 
L) фазода '(ам фундаментал булар экан. 
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Худди L
1 
фазонинг тулалигини иеботлаганимиздаги каБJ.-I 

мулох.азалар юритиб, {fn(x)} кетма-кетликдан {J", (х)} к,ием 
кетма-кетлик ажратиб оламиз ва у бирор f(x) функцияга 
деярли як,инлашади. 

Энди бу к,ием кетма-кетликнинг етарлича катта k ва / 
х.адлари учун уринли булган 

f(r", (х) - !'" (х)у dJL < & 

х 

тенгеизликда 3-теоремадан фойдаланиб 1 ~ 00 лимитга Утамиз. 

Натижада 

J(r", (х) - лх) f dJL :<:; & 

х 

муноеабат х.оеил к,илинади. Бунда н f(x) Е L2 ва fnk ~ f келиб 
чиJ\э,ци. 

Метрик фазода фундаментал кетма-кетлик бирор 

лимитга як,инлашувчи к,ием кетма-кетликка эга булеа, у 

х.олда кетма-кетликнинг узи х.ам шу лимитга як,инлашади. 

Демак, L2 фазодаги ихтиёрий фундаментал кетма-кетлик 

L2 да як,инлашувчи экан. Теорема исбот БУлди. 
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