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К,имматли онамнинг 
хотирасига багишлайман.

С У З  БОШ И

Мавкур китобни ёзишда В. И. Ленин номидаги 
Тошкент Давлат университетининг физика-математика 
(кейинчарок эса механика-математика) факультетларида 
бир неча йиллар давомида у^илган лекциялапдан фойда­
ланиб:

1. Дарсликнинг илмий жи^атдан жиддий булиши;
2. Унинг ^ажми деярли катта булмай, университет- 

ларнинг механика-математика ва педагогика институтла- 
рининг физика-математика факультетларининг программа- 
лари асосида тузилиши;

3. Методологик масалаларни фаннинг тарихий ривож- 
ланиши билан узвийлаштириб берилиши каби принцип- 
ларга риоя ^илишни лозим топдик.

Биринчи принцип уз навбатида «Хаь^и^ий узгарувчи­
нинг функциялари назарияси» дарслиги уз ичига цандай 
илмий материал парни олиши зарур, деган масалага бево­
сита боглицдир. Бу масала рус тилидаги математик ада- 
биёгда асосан П. С. А л е к с а н д р о в  ва А. Н. Кол-  
м о г о р о в л а р  томонидан тузилган ва 1938 йилда биринчи 
марта нашр этилган « Т е о р и я  ф у н к ц и й  д е й с т в и ­
т е л ь н о г о  п е р е м е н н о г о »  китобида ^оницарли ^ал



цилинган. Шунинг учун ^ам методологии жи^атдан юцо- 
ридаги 1 ва 2- принципларни бажаришда курсатилган 
дарсликнинг ва бошца мавжуд манбаларнинг ижобий 
хислатларидан фойдаландик.

3-принципга келганда эса бу китобда баён этилган 
илмий фактларни ёритишда биз уларнинг тарихий ривож- 
ланиши масаласини купрок; назарда тутдик.

Бу дарсликдан педагогика институтларининг физика- 
математика факультетлари студентлари з̂ ам фойдалана 
олишлари учун биз цушимча XI бобни, асосан педагогика 
институтларининг программаларига кирган булиб, универ­
ситет программаларига кирмаган материалларга багиш- 
ладик.

Юцорида баён этилган принциплар китобда асосан акс 
эттирилган булса, автор мамнун булар эди. К,ул ёзмани 
нашрга тайёрлашда физика-математика фанлари кандидати 
Ж. Хожиев уз устига китобнинг илмий му^аррирлигини 
олиб, куп кимматба^о масла^атлар берди. Унга самимий 
миннатдорчилигимни билдираман.

Т .  А .  САРИМСОКрВ
Тошкент, 1967 йил, август.
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I Б О Б

Ту п л а м л а р  н а з а р и я с и д а н

АСОСИЙ МАЪЛУМОТЛАР

1-§,Туплам тушунчаси

Туплам тушунчаси математиканинг бошлангич тушунчаларидав 
биридир. Одатда бу тушунча таърифсиз цабул цилинади. Бунинг 
сабаби шундаки, бу тушунчага бериладиган таърифнинг узи ^ам- 
янада соддароц тушунчага асосланган булиши керак; аммо биз бун- 
дай тушунчага эга эмасмиз. Шунинг учун туплам таърифини цидир- 
масдан, уни мисоллар билан тушунтирамиз.

Масалан, узбек алфавитининг барча ^арфлари туплам ^осил ци- 
лади, дейиш мумкин; шунингдек, Тошкент шаэдидаги ^амма урта- 
ва бошлангич мактаблар, ^амма бутун мусбат сонлар, ^амма узлук­
сиз функциялар, бирор китобнинг са^ифалари, тугри чизицдаги барча 
нуцталар хам туплам ташкил этади. Бундай мисолларни чексиз куп1 
келтириш мумкин. Умуман, туплам тушунчасини англашда унииг 
турли нарсаларнинг бирлашмаси (мажмуаси) эканлигини унутмаслик 
керак.

Берилган тупламни ^осил цилган нарсаларни тупламнинг э л е ­
м е н т л а р и  дейилади. Тупламнинг элементлари турли нарсалардан, 
масалан, функциялар, сонлар, мактаблар ва ^оказолардан иборат 
булиши мумкинлигини юцоридаги мисоллардан куриб турибмиз. 
Одатда туплам берилганда унинг элементлари бир ёки бир неча 
белгиларга мувофиц аницланган булади. Бу белгиларга асосланиб, 
^ар бир нарса берилган тупламнинг элементи эканлиги ёки элементи 
эмаслигини айта олиш мумкин.

Туплам тушунчаси янада аёнийроц булиши учун шуни айтиб 
утиш керакки, тупламда бир хил (бир-биридан фарц цилиб булмай- 
диган) элементлар булмайди. Масалан,

(х — I)2 (х +  1)3=  О

тенгламанинг барча илдизлри туплами 1, 1, — 1, — 1, — 1 элемент- 
лардан иборат булмасдан, балки 1 ва — 1 элементлардан иборат.

Бундан буён цулаплик учун буш  т у п л а м  тушунчасини кири- 
тамиз: агар тупламнинг бирорта хам элементи булмаса, ундай

&



•тС/плам 6ifiu туплам дейилади. Буш туплам 0  (баъзан эса А ёки
0) билан белгиланади.

Бундан буён тупламларни латин алфавитининг А, В, С, . . X, 
У, Z сингари бош ^арфлари билан, тупламларнинг элементларини 
эса а, Ь, с, . . х, у, z каби кичик ^арфлари билан белгилаймиз. 
Бирор а  нарса А тупламнинг элементи эканлигини

af-A

шаклда ёзиш цабул цилинган; а нарса А тупламга тегишли эмаслиги

а £ А

куринишда ёзилади. }(ар цандай а нарса учун юцоридаги муносабат­
лардан бири, албатта, уринли булиши табиийдир.

Тупламлар назариясининг тарихи деярли узоц эмас. Бу со^адаги 
биринчи жиддий ишлар XIX асриинг иккинчи ярмида цилинган. 
Шунга царамай, хозирги вацтда тупламлар назарияси математиканинг 
жуда ^ам кенг ва чуцур ишланган цисмларидан бири булиб, бу 
назария мазкур курснинг (ва >;атто бутун математиканинг) асосий 
пойдевори ^исобланади.

2- §. Тупламнинг цисмлари 
ва тупламлар устида амаллар

Бундан кейин доимо цуйидаги асосий тушунчалар ва амаллар 
билан иш олиб боришга тугри келади.

1-т а ъ р и ф .  Агар А тупламнинг хар бир элементи В туплам­
нинг хам элементи булса, А туплам В тупламнинг цисми дейи­
лади ва бу муносабат

А с: В
шаклда ёзиладиi

Таърифдан ,^р цандай А тупламнинг узи узининг цисми, яъни

Л с  Л
экани бевосита к\финади.

Буш 0  туплам эса ĵ ap цандай “Тупламнинг цисмидир.
Л ва 0  тупламлар А тупламнинг хос  м ае цисмлари дейилади; 

А тупламнинг хамма бошца цисмлари эса унинг хос ц и с м л а р и  
дейилади.

М и  ̂о л л а р: 1. А туплам 1 ва 2 рацамлардан, В туплам эса 1, 
2, 3, 4, 5 рацамлардан иборат булсин, яъни

А =  {1, 2), |1, 2, 3. 4, 5}

булсин, у з^олда А туплам В нинг хос цисми булади.
2. А — |1, 2, 5, 6} ва В — {1, 2, 3, 4, 5) тупламларнинг х;еч 

бири иккинчисининг цисми эмас.



3. ^амма тоц сонлар туплами барча бутун сонлар тупламининг 
хос цисмидир.

4. А туплам
л:*— 1 =  О

тенгламанинг илдизларидан, В туплам''эса

х4— 1 =  О

тенгламанинг цациций илдизларидан иборат булса, А туплам В нинг 
хосмас цисми булади.

2- т а ъ р и ф .  X ихтиёрий туплам булиб, А туплам унинг би­
рор щеми булсин. X тупламнинг А га кирмаган барча влемент- 
ларидан иборат тупламни А нинг X га цадар тулдирувчи туп­
лами дейилади.

Тулдирувчи тупламни СХ(А) каби белгилаймиз. Мисол учун, агар 

Л = ( 1 ,  2}, /? =  {!, 2, 3, 4, 5}
булса, у цолда

СВ(А) =  (3, 4, 5}
булади.

3- т а ъ р и ф .  Агар А туплам В тупламнинг цисми булса ва В 
туплам А нинг цисми булса, А туплам В тупламга тенг дейи­
лади ва бу муносабат - •

А — В -

шаклда ёзилади; демак, А — В тенглик икки А с В  ва BczA му- 
носабатларнинг биргаликда бажарилишига эквивалентдир. 

Масалан, А туплам 1 ва — 1 элементлардан, В эса ушбу

{х— 1)* (* + ! ) ■ =  О

тенгламанинг барча илдизларидан иборат булса, А туплам В туп­
ламга тенг булади.

4- т а ъ р и ф .  А ва В икки ихтиёрий теплом брлсин. Агар С 
туплам А ва В тупламларнинг барча элементларидан иборат 
булиб, бошца элементлари булмаса, у \олда С туплам А ва В 
тупламларнинг йигиндиси дейилади ва

А[)В =  С

куринишда ёзилади (1-шакл).
Шуни цайд цилиб утиш керакки, агар бирор элемент А тупламга 

цам, В тупламга цам кирса, бу элемент С тупламда бир марта 
^исобланади.

Агар Лег В булса, бу ^олда А\ ]В =  В, хусусий ^олда ЛЦЛ =  Л 
булади.

М и с о л л а р :  1. Л туплам 1, 2, 3, 4, 5 рацамлардан, В туплам 
эса 0, 2, 4, 6, 8 рацамлардан иборат бул<;а, бу тупламларнинг

*  7



йигиндиси булмиш С туплам О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 рацамлардан 
иборатдир, яъни:

(1, 2, 3, 4, 5) U {0, 2, 4, 6. 8} =  {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8)

2. А туплам ^амма жуфт бутун сонлардан, В туплам эса 3 га 
булинадиган барча бутун сонлардан иборат, яъни

А =  {±  2, ± 4 ,  ±  6, . .  .), В =  ( ±  3, ± 6, ± 9 ,  ±  12, . . .)  
булса, у >;олда:

С — А[]В =  { + 2, + 3 ,  + 4 ,  + 6, + 8, + 9 ,  . .  .}.

1- шакл.

5-т а ъ р и ф .  Икки А ва В тупламларнинг умумий элемент­
ларидан тузилган С туплам А ва В тупламларнинг умумий цисми 
ёки купайтмаси дейилади (2- шакл) ва

С =  А[ \ В ёки С =  А-В
куринишда ёзилади.

М и с о л л а р :  1. Агар

А =  { 1, 2, 3, 4, 5}, В =  {0, 2, 4, 6, 8) 
булса, у з^олда

\  А П б = ( 2 ,  4}
булади.

2. Агар
А =  {+,2, + 4 ,  + 6, + 8, + 1 0 ,  + 1 2 ,  . .  .],

В — {+ 3, +  6, +  9, +  12, . . . )
б^лса, у з^олда

Л П 5  =  { ± 6, ±  12, +  18, +24, . . . )
булади.

Хусусий ^олда, ё А с В , ё А =  В, ё>5 =  0  булса, у ^олда 
шунга мос равишда Л Л #  =  А, А[ )А =  А, А Л 0  =  0  булади.
b '



Агар А ва В тупламларнинг умумий элементлари булмаса, у цолда 
А П В =  0  булади.

6- т а ъ р и ф .  А тупламнинг В тупламга кирмаган барча эле- 
ментларидан тузилган С туплам А ва В тупламларнинг айир- 
маси дейилади ва унинг учун

С =  А В

белги иитатилади (3-шакл).
М и с о л л а р :  1. Агар

А = [ 1 ,  2, 3, 4, 5),
В =  (0, 2, 4, 6, 8}

булса, у холда
А \ В =  (1, 3, 5}

булади. 3- шакл.
2. Агар

Л =  {±  2, + 4 ,  + 6, + 8, +  10, +  12, +  14, . ..},
В — {+ 3, + 6, + 9 ,  + 1 2 ,  . . .}

булса, у ^олда
А \ В  =  {+ 2, + 4 ,  4 8, ±  Ю, ±  14, . . .)

булади.
7- т а ъ р и ф. Биринчи элементи X тупламга ва иккинчи эле­

менти У тУпламга кирган барча (х, у) жуфтлардан иборат 
туплам X  ва У тупламларнинг Д е к а р т  (т угр и ) куп ай т м аси  
дейилади, бу кУпайтма одатда

[X, У] .
каби белгиланади.

М и с о л л а р :  1. R — цациций сонлар туплами булиб, X — R ва 
У — R булса, у ^олда [R, /?] — текисликдаги барча нуцталар туп­
лами булади.

2. N — барча бутун сонлар туплами булиб, X — N, У — N булса, 
[N, /V] — текисликдаги координаталари бутун булган барча нуцталар 
тупламидир.

3. Агар Rn фазо п улчовли фазо булиб, X  = R k, У =  R1 булса, 
у ^олда

[Я*, /?/] =  #*+<
булади.

Тупламлар устидаги юцорида киритилган амаллар ушбу хосса- 
ларга эга:

1. Л и Я  =  £ 1М;
2. Л иЯ1) С =  ( Ли Я ) и С  =  Л1)(ЯиС);
3. ЛП(ЯПС)  =  ИПЯ) ПС ;



4. (ЛиЯ)ПС =  (ЛПС)и(ВПС).
5. ( А \ В ) [ \ С  =  ( ВП О \ ( В ПС ) .
Бу тенгликларнинг исботлари бир-бирига ухшаш булгани сабабли, 

уларнинг биттасини, масалан, 4-тенгликни исбот цилиш билан чек- 
ланамиз. 4- тенгликни исбот этиш учун чап томондаги (A U В) f| С 
тупламнинг ^ар бир элементи унг томондаги (Л П С) Щ # fl С) т>п- 
ламнинг ^ам элементи эканлигини ва, аксинча, (А П С) U (В П С) нинг 
цар бир элементи ( Л и ^ ) П С  тупламнинг ^ам элементи эканлигини 
курсатиш керак.

а £ (A U В) П С булсин деб фараз цилайлик. Бундан, купайтманинг 
таърифига мувофиц, a f A { J  В ва а (-С муносабатлар келиб чицади; 
а UВ муносабатдан эса а г-А  ёки а ^ В  муносабатлардан камида 
биттасининг уринлилиги келиб чицади; агар а(- А муносабат уринли 
булса, у ^олда а £ А П С булади, агар а(- В муносабат уринли бул­
са, у ^олда а £ В П С булади. Демак, ^ар иккала ^олда \лм 
а £ (А П С) (J (В П С) муносабат келиб чицади, яъни 4- тенгликнинг 
чап томонидаги тупламнинг ихтиёрий элементи унг томондаги туп­
ламнинг ^ам элементи экан.

Энди а £ (А П С) U (В |~| С) булсин деб фараз цилайлик. У з^олда, 
йигиндининг таърифига асосан, а ( - А [ \ С  ёки а £ В П С муносабат- 
ларнинг камида биттаси уринли: агар а £ А П С булса, бундан a f  А 
ва а ^ С  муносабатлар келиб чицади, агар a ^ B f \ C  булса, бундан 
а £ В ва а {-С муносабатлар келиб чицади. Демак, a f  A U В ва 
а ■- С муносабатлар ^амма вацт уринли. Булардан эса а - ( Л U В) f| С 
муносабат келиб чицади, яъни 4-тенгликнинг унг томонидаги туп­
ламнинг ихтиёрий элементи чап томондаги тупламнинг \ам элементи 
экан. Шу билан 4-тенглик исбот этилди.

3- §. Тупламлар системаси.
Тупламни синфларга ажратиш

Энди х бирор узгарувчи булиб, унинг цийматлари бирор X  туп­
ламни ташкил этсин ва j^ap бир х га Ах туплам мос келтирилган 
булсин. Элементлари Ах тупламлардан иборат Н тупламга т у п л а м ­
л а р  т у п л а м и  ёки т у п л а м л а р  с и с т е м а с и  дейилади. Келгу­
сида тупламлар системасини

/У =  (Л,}, ( *£Л)
шаклда ёзамиз.

М и с о л л а р :  1. Агар
X =  (1, 2, 3......... п)

булса, у цолда
Н =  {Лх, Лг, Л3, . . ., Лл}

булади.
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2. Агар
Х =  (1. 2, 3, . . п, . ..}

булса, у цолда
Н =  {Л,, Л2, Л3, . . ., Ап, . . .}

булади. Одатда бундай тупламлар системаси т у п л а м л а р  к е т м а -  
к е т л и г и  дейилади.

3. Агар хОу текисликни олиб, X туплам деб, Ох уцни ва Ах 
туплам деб Ох ук ни х нуцтада кесиб утувчи вертикал тугри чи- 
зицни олсак, у цолда Н тупламлар системаси текисликдаги барча 
вертикал тугри чизицлардан иборат булади.

Икки тупламнинг йигиндиси ва купайтмаси каби, ихтиёрий туп­
ламлар системаси Н =  {Л_г), (л:^Х) ни цосил цилувчи Ах туплам­
ларнинг йигиндиси ва купайтмаси тушунчаларини киритиш мумкин.

И =  \АК\, (п - - X) тупламлар системасини ташкил этувчи А г 
т у п л а м л а р н и н г  й и г и н д и с и  (цисцароц, тупламлар системаси­
нинг йигиндиси) деб шундай С тупламга айтиладики, Ах туплам­
ларнинг ^ар бири С тупламнинг цисми булиб, С тупламнинг хар 
бир элементи Ах тупламларнинг камида биттасига царашли булади. 
Тупламлар системасининг йигиндиси учун

С =  U Ах
х ( - Х

белги ишлатилади.
Масалан, тупламлар системаси учун юцорида берилган учиичи 

мисолда тупламлар системасининг йигиндиси. текисликдаги барча 
нуцталардан иборат.

Н =  |Ах], ( х^Х)  т у п л а м л а р  с и с т е м а с и н и н г  к у п а й т ­
м а с и  деб, шундай С тупламга айтиладики, С тупламнинг >$ар бир 
элементи барча Л г тупламларга киради ва Ах тупламларнинг барча- 
сига кирувчи цар цандай элемент С тупламга цам киради. Туп­
ламлар системасининг купайтмаси цуйидагича белгиланади:

Масалан, X туплам деб 1 дан катта булган барча ^ациций сон­
ларни ва Ах туплам деб

\z\ < х
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча комплекс сонларни олсак, у 
х;олда С =  П Ах туплам цуйидаги

х ( - Х

| г | <  1
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча комплекс сонлардан иборат 
булади.

Тупламлар системасининг Декарт купайтмаси таърифини, содда- 
лик учун, тупламлар кетма-кетлиги учун берамиз. Н =  [А,. Л2, ....

11



Ап, . . . }  тупламлар кетма-кетлигининг Д е к а р т  ( тугри)  к у п а й т ­
м а с и  деб, элементлари барча

(а1; аъ а3......... ап, . . .), а, £ Д , I =  1, 2, 3, . .  п, . . .

кетма-кетликлардан иборат тупламга айтилади. Тупламлар кетма- 
кетлигининг Декарт купайтмаси цуйидагидек белгиланади:

Оо
П Л,.
л-1

М и с о л л а р :  1. Агар R цациций сонлар туплами булиб,

Л;=  R, 1 <  i <  п ва Ai =  0 , i >  п 
булса, у цолда

оо /I
Г1 л,= П л,= /?л,
г- i  i=i 

п улчовли фазодан иборат.
2. Агар Лг =  R, i =  1, 2, 3, . . . ,  п, . . .  булса, у ^олда

00
П Л ,=  Я00, 
i=i

яъни координаталарининг сони саноцли (6- § га каранг) булган фазода» 
иборат.

Агар И =  {Ах\, (х ^Х)  тупламлар системаси берилиб, бу систе­
мага кирувчи цар цандай икки тупламнинг умумий элементлари 
булма'са ва бу системанинг йигиндиси М булса, у ^олда М туплам 
ц и с м л а р г а  (ёки с и н ф л а р г а )  булингаи дейилади; Ах тупламлар 
М тупламнинг с и н ф л а р и  дейилади. Масалан, натурал сонлар 
туплами жуфт ва тоц сонлардан иборат икки синфга булинади.

М туплам синфларга булинган булсин. Агар бу тупламнинг икки 
а ва Ь элементлари бир синфга тегишли булса, уларни б е р и л г а н  
б у л и н м а г а  н и с б а т а н  э к в и в а л е н т  дейилади ва а ~ b шакл- 
да ёзилади.

Эквивалентлик муносабати цуйидаги хоссаларга эга:
1. С и м м е т р и к л и к  х о с с а с и .  Агар а — Ь б£/лса, у %олда 

b — а.
2. Т р а н з и т и в л и к  х о с с а с и .  Агар а — Ь, Ь — с булса, у  

холда а — с булади.
3. Р е ф л е к с и в л и к  х о с с а с и .  Хар цандай а элемент (]з- 

i/зига эквивалент, яъни: а — а.
Энди М тупламда бирор цоидага мувофиц тупламнинг баъзк 

элементларини эквивалент дейиш мумкин булсин ва бу эквивалент- 
лик симметриклик, транзитивлик ва рефлексивлик хоссаларига эга 
булсин деб фараз цилайлик. У холда бу эквивалентлик муносабати 
М тупламни синфларга булади.
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Шундай эканини исботлаймиз. М(а) синфи деб, М тупламда а га 
эквивалент булган барча элементлардан иборат тупламни айтамиз. 
Рефлексивлик хоссасига кура, х;ар бир а элемент уз синфига кнра- 
ди. Энди, агар М(а) |~| Мф) =f= 0  булса, М(а) — Мф) муносабат 
уринли булишини курсатамиз.

М(а) ва Мф)  синфлар умумий с элементга эга булсин, деб фараз 
цилайлик. У з$олда, синфларнинг таърифига асосан, а — с, b — с\ 
демак, симметриклик хоссасига биноан с ~ Ь ,  булардан эса, транзи­
тивликка кура, а —-Ъ.

Энди Ь' элемент Мф) синфнинг ихтиёрий элементи булсин. 
У холда а — b — Ь' ва транзитивликка кура а — Ь', яъни Ь' ь М(а). 
Демак, Мф) М(а). а' элемент М(а) синфнинг ихтиёрий элементи 
булсин деб фараз цилайлик. У ^олда а ~ а ' ,  симметриклик хосса­
сига асосан а'— а ва а ~ 6  булгани учун, транзитивликка кура, 
а'~~Ь, бундан эса Ь-— а', яъни а' (  Мф)\ демак, М(а)^Мф).  Шун­
дай цилиб, М ф ) М ( а )  ва М(а)^Мф),  яъни: М( а ) - Мф ) .

Ми с о л .  М сифатида барча натурал сонлар тупламини оламиз. 
Агар иккита а ва b натурал сонни 3 га булганда улар тенг кол- 
дицца эга булса, бу сонларни эквивалент деймиз. Бу эквивалентлик 
муносабати М тупламни 3 та М0, /И, ва М.} цисмларга булади. Бу 
ерда Mt (/ =  0, 1, 2) туплам 3 га булганда цолдиги / булган барча 
натурал сонлардан иборат.

4-§. Тупламларни бир-бирига акс 
эттириш

Турли тупламлар орасидаги богланиш акс эттириш тушунчаси 
орцали урнатилади.

1-т а ъ р и ф .  Иккита X ва У туплам берилган булсин. Агар 
маълум бир !\оида буйича X тупламнинг \ар  бир элементига Y 
тупламнинг биргина элементи мос куйилганбС/лса, X туплам У га 
акс эттирилган дейилади ва бу муносабат

/ : Х - * У
шаклда ёзилади.

Баъзан
f l X - > Y

акс эттиришни X  тупламда аницланган ва цийматлари У да булган 
ф у н к ц и я  деб х;ам аталади. Жумладан, У деб ^ацикий (комплекс) 
сонлар тупламини олсак, у ^олда

f :  X -у Y
акс эттиришни X  тупламдаги ^ а ц и ц и й  ( к о м п л е к с )  ф у н к ц и я  
дейилади.

М и с о л л а р :  1. Агар R ^ациций сонлар туплами булса, у ^олда
У =  / М  =  *8 

функция R ни R га акс эттиради.
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2. Дирихле функцияси

__ , . ( агар х — рационал булса, 1.
\  агар х — иррационал булса, О

^ациций сонлар тупламини 0 ва 1 сонларидан иборат тупламга акс 
эттиради.

3. Агар С [а_ билан [а, b] сегментдаги1 барча узлуксиз функция­
лар тупламини белгиласак, у цолда

ь
f(x) -*■ j/(x )  dx

а

мослик С[а, *] ни R га акс эттиради.
X тупламнинг Y тупламга барча акс эттиришларининг узи туп­

лам цосил цилади. Бу туплам Y* билан белгиланади.
М и с о л л а р :  1. {1, 2} тупламнинг {а, Ь\ тупламга барча акс 

эттиришлари туплами цуйидаги элементлардан иборат:

(1 - > а, 2 - а), (1 — а, 2 — b), (1 — Ь, 2 -> а), (1 — 6, 2 -  Ь).

2. Х,ациций сонлар тупламининг узини узига барча акс эттириш- 
лар туплами цациций сонлар тупламида аницланган барча цациций 
функциялардан иборат.

Берилган / :  X  -» Y акс эттиришда х элементга мос келувчи у 
элемент учун у  =  f(x) белги ишлатилади ва уни х нинг т а с в и р и 
дейилади. Масалан, юцорида келтирилган у — х3 акс эттиришни 
олсак, бунда 2 сонининг тасвири 8 га тенг, ± 3 нинг тасвири + 27 
га тенг ва цоказо. Умуман, X  тупламнинг бирор Р цисми берилган 
булса, Р туплам барча элементларининг У даги тасвирларидан ибо­
рат булган туплам Р тупламнинг f  акс эттиришдаги т а с в и р и  
дейилади ва у f (P) билан белгиланади.

Y тупламнинг ихтиёрий у  элементи бернлган булсин. X  туплам­
нинг у  га утувчи барча элементларидан иборат цисми у  эл&менти- 
нинг ас  ли дейилади ва у f ~ \ y )  шаклда ёзилади. Умуман, Y  нинг 
Q цисми берилса, X  нинг Q тупламга утувчи цисми Q нинг ас  л и 
деб аталади ва f~ \Q )  каби ёзилади. Масалан, юцоридаги Дирихле 
функцияси билан берилган акс эттйришда 0 элементнинг асли барча 
иррационал сонлар туплами, 1 элементининг асли эса барча рацио­
нал сонлар тупламидан иборатдир.

1 Иккита а ^амда Ь нукта ва улар орасидагм ^амма нуцталардан иборат туп­
лам с е г м е н т  дейилади ва [а, Ь) куринишда ёзилади; агар тупламга а кириб, 
Ь кирмаса ёки Ь кириб, а кирмаса ва улар орасидаги ^амма нуцталар кирса з^амда 
тупламнинг бошца элементлари булмаса, бундай туплам я р и м  с е г м е н т  ( я р и м  
и н т е р в а л ,  я р и м  о р а л  и к) дейилади ва мос равишда [а, Ь) ва (а, Ь] кури­
нишда ёзилади. Агар тупламга а ва Ь нуцталар кирмай, улар орасидаги ^амма 
нуцталар кирса ^амда тупламнинг бошца элементлари булмаса, бу туплам и н т е р ­
в а л  (о р а л и к) дейилади ва (а, Ь) куринишда ёзилади.
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Агар У тупламнинг ^ар бир элементи X тупламнинг камида бир 
элементига мос цуйилган булса, у ^олда X  туплам У тупламнинг 
у с т и г а  а к с  э т т и р и л г а н  дейилади. Агар У тупламда шундай 
элемент мавжуд булсаки, бу элементнинг асли буш туплам булса, 
у холда X  туплам У тупламнинг и ч и г а  а к с  э т т и р и л г а н  
дейилади. Мисол учун, ^а^и^ий сонлар тупламини узини узига акс 
эттирувчи куйидаги икки функцияни олайлик:

у — х3, у  =  хг.
Равшанки, буларнинг биринчиси устига акс эттириш, иккинчиси эса 
ичига акс эттиришдир.

Ичига акс эттиришни доим устига акс эттиришга келтириш мум­
кин; бунинг учун бу акс эттиришда У тупламни X  тупламининг 
тасвири билан алмаштириш керак. Шундай цилиб, керак булганда, 
ихтиёрий акс эттиришни устига акс эттириш деб олиш мумкин.

Энди му^им бир таърифни киритамиз.
2-т а ъ р и ф .  f : X  - У устига акс эттириш берилган булсин. 

Агар У даги %ар бир элементнинг асли ягона бир элементдан 
иборат б^лса, у %олда бу акс эттириш узаро бир цийматли акс 
эттириш (мослик) дейилади.

М и с о л л а р :  \. у  =  х3 функция хакикий сонлар тупламини 
узини узига бир цийматли акс эттиради.

2. R+ манфий булмаган барча ^ацикий сонлар туплами булсин. 
Ушбу

У  —  х "

функция R ни R+ устига акс эттиради. Бу акс эттириш узаро бир 
цийматли эмас, чунки, масалан, 1 сонининг асли иккита элементдан: 
1 ва — 1 сонларидан иборат.

Ихтиёрий
f : X - * Y

устига акс эттириш берилган булсин. Бу акс эттириш X  тупламни 
синфларга ажратади; бу синфлар У туплам элементларининг аслла- 
ридан (яъни f ~ \ y )  лардан) иборат. Хосил булган синфлар тупла­
мини Z билан белгилаймиз. Цуйидаги

f~\y )~ У
мослик Z тупламни У тупламга акс эттиради. Равшанки, бу акс 
эттириш узаро бир цийматлидир.

5- §. Тупламнинг цуввати

Одатда чекли ва чексиз тупламларни бир-биридан фарц цилади- 
лар. Элементларининг сони чекли булган туплам ч е к л и  т у п л а м  
дейилади. Математикада купинча чексиз тупламлар билан иш ку- 
ришга тугри келади. Умуман чексиз туплам дейилганда шундай 
тупламни кузда тутиш керакки, бу тупламдан битта, иккита ва
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^оказо элементларни олганда, унда яна элементлар колаверади. 
Масалан, натурал сонлар туплами, цамма той, сонлар туплами, тугри 
чизицдаги цамма нуцталар, цамма узлуксиз функциялар туплами- 
нинг цар бири чексиз тупламдир.

Энди иккита чекли Л ва В тупламлар берилган булиб, уларни 
■сон жицатдан солиштириш керак булсин. Бу масалани цуйидаги 
икки усул билан ечиш мумкин:

1) бу тупламлар элементларининг сонини цисоблаб чициб, чиццан 
сонларни солиштириш;

2) агар шундай бир цоида мавжуд булсаки, бу цоидага* мувофиц 
А тупламнинг хар бир элементига В тупламдан биргина элементни 
мос келтирилганда В тупламнинг хар бир элементига А тупламда 
цам биргина элемент мос келса, яъни А ва В тупламлар орасида 
узаро бир цийматли мослик мавжуд булса, у х,олда бу тупламлар 
элементларининг сони жицатидан бир хил булади.

Иккинчи усулни яхшироц тушуниш учун мисол курамиз. Маълум 
бир аудиториядаги барча стуллар А туплам ва бу аудиториядаги 
барча студентлар В тупламни ^осил цилсин. Агар цар бир студентга 
битта стул турри келса ва, аксинча, ^ар бир стулга битта студент 
тугри келса, у цолда бу аудиториядаги студентлар сони стуллар 
сонига тенг деймиз ёки стуллардан иборат булган А туплам билан 
студентлардан иборат булган В туплам орасида узаро бир цийматли 
муносабат мавжуд деймиз.

Келтирилган усулларнинг фарци чексиз тупламларни солиштир- 
ганда куринади. Биринчи усул буйича чексиз тупламларни фарц 
цилиб булмайди. Аммо иккинчи усул билан, масалан, натурал сон­
лар тупламининг барча ^ациций сонлар тупламидан фарцли экан­
лигини, яъни бу тупламлар орасида узаро бир цийматли муносабат 
мавжуд эмаслигини курсатиш мумкин (7- § га царанг).

1- т а ъ р и ф .  Агар А ва В тупламлар орасида узаро бир ций- 
матли муносабат мавжуд булса, у %олда бу тупламлар эквивалент 
ёки тенг цувватли тупламлар дейилади ва

А — В
куринишда ёзилади. _

Одатда А тупламга эквивалент булган тупламлар синфи А билан 
белгиланади ва Л ни Л тупламнинг ц у в в а т и  ёки к а р д и н а л  сони 
деб аталади. Чеклн тупламнинг цуввати (кардинал сони) сифатида 
одатда’бу туплам элементларининг сони олинади.

Тупламларнинг эквивалентлиги, эквивалентлик тушунчаси нинг 
(3-§ га царанг) рефлексивлик, симметрик ва транзитивлик хоссала 
рига эгалиги бевосита текширилади. Тупламларнинг эквивалентлигига 
оид мисоллар келтирамиз.

1. Агар А туплам хамма бутун мусбат сонлардан, В туплам 
эса цамма бутун манфий сонлардан иборат булса, бу тупламлар 
эквивалент булади. Эквивалентлик, масалан, цуйидагича урнатилади: 
мусбат п сонига манфий — п сони мос цуйилади.
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4- шакл.

2.. Агар Л туплам натурал сонлардан ва л  туплам ~  (и — нату­
рал сон) куринишидаги сонлардан иборат булса, бу тупламлар учаро 
эквивалент булади. Эквивалентлик натурал п сонига — сонини мос
ц„ гш билан урнатилади.

3. Агар Л ва В иккита ради­
услари турлича булган айланалар- 
нинг нуцталаридан иборат булса, 
бу тупламлар эквивалент булади.
Эквивалентликни, мисол учун, цуйи­
дагича урнатиш мумкин: бу айла- 
наларни концентрик жойлаштириб, 
уларнинг бир радиусда ётган нуц- 
таларини бир-бирига мос келтира- 
миз; бу мослик айланалар орасида 
узаро бир цийматли муносабат ур- 
натади (4-шакл).

Чекли тупламларнинг цуввати 
сон булгани учун уларнинг цув- 
ватларини бир-бири билан солишти­
риш мумкин. Шунингдек, ихтиёрий туплам цувватларини солишти­
риш учун цуйидаги таърифни киритамиз.

2- т а ъ р и ф. К,увватлари а  ва Р булган А еа В тупламлар 
берилган бУлсин:

А =  а, В =  р.

Агар А ва В тупламлар эквивалент булмаса ва В тупламда 
А тупл'лмгл эквивалент В' кием мавжуд бС/лса, В т у п л а м ­
н и н г  ц у в в а т и  А н и н г  ц у в в а т и д а н  к а т т а ,  А т у п ­
л а м н и н г  ц у в в а т и  э с а  В т у п л а м н и н г  ц у в в а т и д а н  
к и ч и к  д е й и л а д и  в а

а  <  Р ёки Р >  а
шаклда ёзилади.

Масалан, агар
А =  (2, 4, 6, 8, . . 200}, А =  100,

В =  {1, 2, 3, 4, 5, . . ., 150}, В  =  150

булса, у цолда А туплам В тупламга эквивалент эмас, аммо унинг 
В'--= {1, 2, . . ., 100) цисмига эквивалент. Демак,

1  =  100 <  В =  150.

Равшанки, цар цандай чекли тупламнинг цуввати х;ар цандай 
чексиз тупламнинг цувватидан кичик.

Энди чекли тупламларнинг баъзи хоссаларини келтирамиз.

2 Саримсоков Т. А.

J / S S f O
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1) Ихтиёрий икки А ва а  чекли тупламларнинг ^уъваиюриГ 
солиштириш мумкин, яъни уларнинг цувватлари учун цуйндаУи { 
муносабатдан бири албатта уринлидир: Д

Л  =  В, Я  <  В, А >  В. I
2) Агар (1, 2, 3, . .  п\ туплам Nn билан белгиланса, у цолд!

Nu N2, N3, Nn, . . .  \
тупламлар барча чекли «эталон» тупламларни беради, яъни ихтиё­
рий чекли туплам Nu N2, , Nn, . . . тупламларнинг биригагина 
эквивалент булади.

3) Икки А ва В чекли тупламлар йигиндисининг цуввати чекли 
булиб, _____  _____

(А 1)Я) =  А +  В — (А[\В) 
формула орцали топилади.

Бу фикрларни чексиз тупламларга умумлаштириш учун цуйидаги 
саволларга жавоб бериш керак:

1) Бир-бирига эквивалент булмаган чексиз тупламлар мавжудми?
2) Ихтиёрий иккита чексиз тупламни узаро солиштириш мум- 

кинми, яъни ихтиёрий икки А ва В чексиз тупламлар учун
Л ^-В , А > Ъ ,  А < В

муйосабатларнинг бири албатта уринли буладими?
3) Чексиз «эталон» тупламлар системасини тузиш мумкинми?
4) Агар чексиз А ва В тупламлар берилган булса, бу тупламлар 

йигиндисининг цуввати нимага тенг?
Х,озирча биринчи саволгагина ижобий жавоб олинган: масалан, 

барча натурал сонлар туплами ва барча цациций сонлар туплами 
узаро эквивалент эмас (7- § га царанг).

Иккинчи савол фацат маълум шартни цаноатлантирувчи (тула 
тартибланган) тупламлар учунгина ижобий цал цилинган ([1] нинг 
III бобига царанг).

Учинчи масала цали хал цилинмаган. Бу саволнинг бир цисми 
булган цуйидаги савол яцин кунларгача к о н т и н у у м  п р о б л е -  
м а с и  номи билан машцур эди: N — натуралсонлар туплами ва 
R — цациций сонлар туплами булсин. Цуввати N <  А <  R тенгсиз­
ликларни цаноатлантирувчи А туПлам мавжудми? 1?у проблема 
1963— 1964 йилларда америка олими П. Д. К о э н  томонидан хал 
цилинди. Коэннинг олган натижа си анча мураккаб булгани учун 
унинг устида тухтаб утирмаййиз.

Туртинчи савол цам иккинчи савол каби маълум шартни цаноат­
лантирувчи тупламлар учун ечилган ([1] нинг III бобига царанг); 
аницроги, бундай тупламлар учун цуйидаги теорема исботланган: 
а га р  _

_____  А <  а, В <  а \
б у л с а , у  х о л д а  (A U В) <  а. Бу китобда айтилган теореманинп 
баъзи бир хусусий цолларигина исботланади (6, 7-§ га царанг). j



6- §. Саноцли тупламлар
Чексиз тупламларнинг энг соддаси натурал сонлар тупламидир. 

tllyura асосан цуйидаги таърифни киритамиз.
1-т а ъ р и ф .  Натурал сонлар туплами ва унг2 эквталент бул­

ган тупламларга саноцли. тупламлар дейилади.
Бу таърифдан куринадики, хар цандай саноцли тупламнинг эле- 

ментларини барча натурал сонлар билан номерлаб чикиш имконияти 
бор; демак, санокли тупламни цуйидаги чексиз кетма-кетлик шак­
лида ёзишимиз мумкин:

Энди санокли тупламларга оил бир неча теорем аларни исбот 
циламиз.

6. 1. Те о р е ма .  Ч екли ёки  сан оц л и  т уп л а м л а р н и н г  
сони  ч екл и  ёки  сан о ц л и  й и ги н ди са  х а м  ч ек л и  ёки  
сан оц л и  т уп л ам ди р .

Теореманинг мазмунини тушунишни осонлаштириш учун уни бир 
неча цисмга ажратамиз:

а) х а д л а р и н и н г сони ч ек л и  б у л га н  ч екл и  т у п л а м л а р ­
н инг йиги ндиси  ч екл и ди р;

б) х и д л а р и н и н г сони  ч ек л и  б у л га н  сан оц л и  т у п л а м ­
л а р н и н г йпги ндиси  сан оц л и  т уп лам ди р;

в) х и д л а р и н и н г сони  сан оц л и  б у л га н  ч ек л и  т уп л а м ­
л а р н и н г йириндиси чекли  ёки  сан оц л и ди р;

г) х и д л а р и н и н г сони сан оц л и  б у л га н  с а н о ц л и  т уп ­
л а м л а р н и н г  йигиндиси сан о ц л и  т уп л а м д и р .

И с б о т .  Биринчи цисм уз-узидан равшан. 1\олганларининг ^амма- 
сини исботламасдан, улардан бирини, масалан, туртинчисини исбот­
лаймиз; иккинчи ва учинчи цисмлзрнинг исботи шунга ухшаш булади.

Ьсаноцли тупламлар берилган булсин. Бу тупламлардан ^ар бирининг 
Элементларини натурал сонлар билан номерлаб чицамиз:

Ушбу
Ai, А2, А3, . . ., Ak, . . .

(«)

Ak : a f \  a f \  a f \  . . .



Бу кетма-кетлик цуйидаги цоида буйича тузилди: агар i +  k <  
< /  +  I булса, у цолда a f ] элемент а{р  дан илгари ёзилади; агар 
i +  k =  /  +  I ва i <  j  булса, у цолда а\к) элемент а</> дан илгари 
ёзилади.

Энди (2) кетма-кетликда бир хил элементлар учраса, уларнинг 
биттасини олиб цолиб, цолганини учирамиз. Натижада янги кетма- 
кетлик ^осил булади:

Бу кетма-кетлик чекли ёки чексиз булади. Охирги кетма-кет­
ликнинг элементларидан тузилган туплам

А — U A k
k = i

тупламга тенг, чунки А нинг цар бир ар  элементи (3) кетма-кет- 
ликда камида бир марта учрайди ва, аксинча, цар бир cs элемент 
(2) кетма-кетликда учрайди, демак, А тупламга киради. (3) кетма- 
кетликдан А нинг саноцли туплам эканлиги куринади.

6. 2. Т е о р е м а. \ а р  ц андай  ч екси з т уп лам н и н г са н о ц ­
л и  т уп л ам дан  и борат  цисм и м авж уд .

Бу теорема саноцли тупламларнинг чексиз тупламлар орасида 
энг соддаси эканлигини курсатади.

Ис б о т .  Е ихтиёрий чексиз туплам булсин. Бу тупламдан би­
рор элемент олиб, уни аг билан белгилаймиз. Бунинг натижасида 
Е буш булиб цолмайди, шунинг учун ундан иккинчи бошца бир 
элементни олиш мумкин; бу элементни а2 билан белгилаймиз ва 
цоказо. Е тупламдан элементларни бу тарзда ажратишни чексиз 
давом эттириш мумкин, чунки Е чексиз туплам. Шундай цилиб, 
турли элементлардан иборат булган ушбу

f l l ,  Cln, Qg, . . . , й п , . . .

кетма-кетликка эга буламиз. Бу кетма-кетликнинг эЛементларидан 
иборат туплам Е тупламнинг саноцли цисмидир.

6. 3. Т е о р е м а .  А га р  чекси з Е т уп л а м га  ч ек л и  ёк и  
- сан оц ли  А т уп л а м  цуш илса, у  х о л д а  E\JA т уп л а м  Е 

т уп л а м га  эк ви ва л ен т  б ул а д и , яъни: Е [ ] А — Е.
И с б о т .  6.2- теоремага асосланиб, тупламдан бирорта саноцли 

D цисмини оламиз ва Е \  D тупламни Р билан белгилаймиз. У 
цояда:

Е ~  PUD,  E U A  =  PU (D U А)
тенгликлар уринли булади. 6.1- теоремага асосан, D ва D\] А лар 
саноцли туплам булгани учун D ~  D U А муносабат уринли. Бундан 
ва Р  — Р муносабатдан Р U В  — Р U Ф  U А) ёки Е ~  Е U А муно­
сабат келиб чицади.
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6. 4. Т е о р е м а. А га р  чекси з Е т уп л ам  сан оц си з б$лса  
ва  А ун и н г чекл и  ёки  сан оц л и  цисм и б ул са , у  х о л д а  
Е \ А  т уп л а м  Е т уп л а м га  эк в и ва л ен т  б ул ади .

И с б о т .  Х,ацицатан з̂ ам Е \ А  =  М туплам чекли ёки саноцли 
булиши мумкин эмас, чунки акс холда Ё туплам ^ам чекли ёки 
саноцли булар эди. 6.3- теоремага асосан, М \] А — М; бундан 
Е ~  Е \  А муносабат келиб чицади.

6.1 ва 6.3- теоремалардан ^ар кандай чексиз туплам узига 
эквивалент хос цисмга эга экани куринади.

Маълумки, чекли тупламларнинг бундай хоссаси йуц. Шунинг 
учун цуйидаги таърифни цабул цилиш мумкин.

, 2- т а ъ р и ф .  ( Д е д е к и н д  т а ъ р и ф и . )  Агар Е туплам 0зи- 
нинг бирор хос цисмига эквивалент булса, Е туплам чексиз 
дейилади. Аммо бу таъриф кейинроц бирмунча таицидий муло^а- 
заларга учради.

Энди амалда куп учрайдиган баъзи бир тупламларнинг цувват- 
ларини топишга утамиз.

/ 6. 5. Т е о р е м а .  Р а ц и о н а л  со н л а р  т уп л ам и  сан оц л и -  
дир.

И с б о т .  R+ билан мусбат рационал сонлар тупламини, R_ би­
лан эса манфий рационал сонлар тупламини белгилаймиз. У з^олда 
хамма рационал сонлар тупламини цуйидаги куринишда ёзишимиз
мумкин:

я  =  я + и { 0 } и я _ ,
бу ерда (0) билан биргина ноль сонидан иборат тупламни белги- 
ладик.

Агар R + ва R_ тупламларнинг саноцли эканлиги курсатилса, 
у холда 6.1- теоремага мувофиц, R цам саноцли булади.

R_ туплам R+ тупламга эквивалент булганлиги учун R нинг 
саноцли эканлигини исботлаш кифоя.

Маълумки, цар цандай мусбат рационал сонни ~  куринишида
ёзиш мумкин (р ва q бутун мусбат сонлардир, бу сонларни з^атто 
узаро туб деб ^исоблаш мумкин). R тупламнинг элемевтларини 
номерлашда цуйидаги цоидага амал циламиз.

Аввал махражи ва суратининг йигиндиси иккига тенг булган 
рационал сонларни номерлаймиз, с унг махражи ва суратининг й и р и н -  
диси 3 га тенг сонларни номерлаймиз 'ва хоказо; бу номерлашда 
икки рационал соннинг махражи ва суратининг йигиндиси бир-би- 
рига тенг булса, у холда сурати кичик булган рационал сон кичик- 
роц номерга эга булади.

Бу цоидага мувофиц мусбат рационал сшларни номерлаб чиц- 
сак,

1 __ 1 2 1 3 1 21̂ | ' ^2 2 ’ ^ ! 1 * ’ 3 ’ ^5 ] > ^6 ~~ 4 » ^7 "2** • * *
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•кетма-кетликка эга буламиз. Натижада цар бир мусбат рационал 
чюн биргина номерга эга булади ва бу кетма-кетликда аниц бир 
уринни эгаллайди. Демак, R + саноцли туплам.

К,уйидаги жумлалар 6.5- теоремага ухшаш исбот цилинади:
а) координаталари рационал сонлардан иборат булган текислик- 

нинг цамма нуцталари саноцли туплам цосил цилади;
б) координаталари рационал сонлар булган п улчовли Эвклид 

фазосидаги барча нуцталар туплами саноцлидир.

7- §. Саноксиз тупламлар

Турри чизиц нуцталаридан иборат туплам натурал сонлар тупла­
ми каби куп учраб турадиган чексиз тупламлар жумласидандир. 
Шуниси таажжублики, тугри чизиц нуцталари туплами (ва цатто 
[О, 1] сегментдаги нуцталар туплами) натурал сонлар тупламига 
эквивалент эмас, яъни тугри чизиц нуцталарини номерлаб чициш 
мумкин эмас. Бу фикр цуйидаги теоремада исботланади.

7. 1. Т е о р е м а .  [О, 1] сегм ен т н и н г н у ц гп гл а р и д а н  и б о ­
р а т  т уп л а м  сан оц си зди р .

Бу теорема 5- § да келтирилган тупламларни солиштириш усул- 
ларининг иккинчиси биринчисидан цулайроц эканлигини курсатади. 
Биз цуйида бу теореманинг икки хил исботини келтирамиз.

Б и р и н ч и  и с б о т и :  £=- [ 0 ,  1] сегментнинг нуцталаридан ибо­
рат туплам саноцли деб фараз цилайлик. У цолда Е нинг барча 
элементларшш номерлаб чициш мумкин:

-'v 1, -̂ 2» *3- . . . , Хл, . . . , (1)
яъни:

Е =  {xv хг, х3............хп
1 9Е ни ва у  нуцталар билан учта тенг сегментга буламиз:

1°' -в 1 т- !]• а  ‘1-
Равшанки, х1 элемент бу учала сегментнинг цар бирига тегишли 
булолмайди. Демак, уларнинг'  камида биттасига кирмайди. Уша 
сегментни Ех билан белгилаймй§ (агар бундай сегментлардан икки- 
та булса, уларнинг чапроцдагисини Ег билан белгилаймиз) (5- шакл). 
Энди Ех сегментни учта тенг сегментга буламиз. Бу сегментлар­
нинг камида биттасига х2 нуцта кирмайди; уша сегментни би­
лан белгилаймиз (бундай тупламлар иккита булса, чапроцдагисини

1 л.
3  3
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Е2 билан белгилаймиз). Е2 сегментни уэ навбатида яна учта тенг 
сегментга буламиз; буларнинг орасида х3 нуцта кирмаганини Е3 
билан белгилаймиз ва ^оказо.

Натижада бири иккинчисининг ичига жойлашган 
Е ~э Е{=> Е2 zd Е3 . . .  ZD EnZD . . .

сегментлар кетма-кетлигига эга буламиз. Бу тупламларнинг ясали­
шига кура, хп нуцта Еп сегментга кирмайди.

Еа сегментнинг узунлиги ^  булиб, п ортганда нолга интилади.
Лимитлар назариясидаги маълум теоремага асосан, Еп сегментлар­
нинг барчасига кирувчи биргина у  нуцта мавжуд:

у ^ Е п ( л =  1, 2, 3, . . . ) .

Бу у  нуцта Е тупламга тегишли булгани учун (1) кетма-кет­
ликда учрайди, яъни, шундай т топиладики, бу т учун у  — хт бу­
лади. Иккинчи томондан,

хт 6 Ет, У ^  Ет
муносабатлардан у  =£ хт келиб чицади. Бу царама-царшилик теоре­
мани исботлайди.

Т е о р е м а н и н г  и к к и н ч и  и с б о т и .  [О, 1] сегментдаги нуц­
талар туплами саноцли булсин, деб фараз цилайлик; у з^олда бу 
тупламнинг элементларини натурал сонлар билан номерлаб чициш 
мумкин. Номерлаш натижасини (1) кетма-кетлик шаклида ёзамиз. 
Фаразимизга мувофиц, хк С [0, 1] ва [0, 1] сегментнинг з̂ ар бир 
элементи (1) кетма-кетликда булади. (1) кетма-кетликдаги з$ар бир 
сонни чексиз унли каср куринишида ёзамиз1:

^ = 0 ,  . . .  а») . . .

*2= 0, а<2>а<%12> . . .  а.™ . . .
х3=  0, a f a ^ a f  . . .  a f  . . .

Энди [0, 1] сегментда булиб, (1) кетма-кетликка кирмайдиган би­
рор х0 сонни/ топа олсак, у з^олда [0, 1 ] сегментдаги з^ациций сон­
лар тупламининг саноцсизлигини исбот этган буламиз. х0 сифатида 
х0 =  0, Ьф2Ь3 . . . Ьт . . .  (Ьг=/= a j1», Ь2ф  a f \  . . .  , Ътф  а ^ \  . . .) 
чексиз унли касрни олиб, бу каср (1) кетма-кетликка киради деб фараз 
цилайлик. Бу холда х0 (1) кетма-кетликдаги бирор хк сонга тенг, 
яъни х0=  xk булиши керак. Аммо бу тенгликнинг бажарилиши 
мумкин эмас, чунки Ькфа^>. Бошцача айтганда, бу натижа цил-

1 Х|а^ик;ий сонларни чексиз унли касрга ёйишнинг мумкинлиги з^а^ида 59- § 
га каранг.
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ган фаразимизга зид. Дем&к, [О, 1] сегментдагн сонлар туплами 
саноцсиз туплам экан.
•?С«Таъриф.  |0,11 сегментдаги нуцталар тупламига эквивалент 
булган тупламларни континуум кувватли тупламлар дейилади. 
Табиий, албатта, континуум цувватига эга булган цар цандай туплам 
саноцсиз тупламдир.

Энди континуум кувватли тупламлар цацида бир неча теорема 
исбот циламиз,

• J  7. 2. Т е о р е м а .  Х<ар ц а н д а й  /а , Ь ]  сегм ен т  к о н т и н у ­
у м  ц у в в а т га  э га .

И с б о т .  Х,ацицатан цам, агар [а, Ь] сегментнинг узгарувчи эле- 
ментини г билан, [0, 1] сегментнинг узгарувчи элементини х билан 
белгиласак, у з^олда z =  а +  (Ь — а) х алмаштириш бу сегментлар­
ни бир-бирига узаро бир цийматли акс эттиради. Демак, [а, Ь] 
сегмент континуум цувватга эга.

Бу теоремадан ва 6. 4- теоремадан бевосита цуйидаги натижа 
келиб чицади:
г  ' 7. 3. Натижа. J(ap ц ан дай  / а ,  Ь) ёки  (а , Ь] я р и м  о р а л и ц ­
л а р  s a  (а , Ь) о р а л и ц  к о н т и н уум  ц увв а т га  э га .

7. 4. Т е о р е м а .  К о н т и н уум  ц у в в а т га  э г а  б у л га н  и к к и  
Ех ва  E? ( E1f]Ei =  Q;/)  т уп л а м л а р н и н г йигиндиси  х ^ м  
к о н т и н уум  ц увва т га  э га .

И с б о т .  Ег туплам конти нуум цувватга эга булгани сабабли 
[0, 1] сегментга эквивалент ва Ё2 туплам эса [1, 2] ярим оралиц- 
ца эквивалент, натижада Е1 ва £ 2 тупламларнинг йигиндиси [0, 2] 
сегментга эквивалент булади 7. 1- теоремага асосан, 10,2] сегмент 
континуум цувватга эга. Демак, Е1 (J Е2 туплам цам континуум цув-

р а т  б у л и б , E / k  =  1, 2 , 3 , . . .) т уп л а м л а р н и н г х а р  бири  
к о н т и н уум  ц у вв а т га  э г а  б у л с а , у  х о л д а  Е т уп л а м  хам- 
к о н т и н уум  ц увв а т га  э г а  б ул а д и .

И с б о т .  Усиб борувчи ва яцинлашувчи сонларнинг цуйидаги 
кетма-кетлигини оламиз:

Ех туплам (аъ аг | ярим оралицца эквивалент, Е2 туплам (а2, а3] 
га эквивалент ва цоказо. Еп туплам (ап, ап у  | ярим оралицца эк­
вивалент ва ^оказо. Натижада Е туплам {a, oj оралицца эквивалент 
булади; бу оралиц эса континуум цувватга эга. Демак, Е туплам 
цам континуум цувватга эга.

7. 6. Изоц. 7. 4 ва 7. 5-теоремаларда Ег П Е2 =  0 ва Ekf\Ek' =  
=  0  (кфк')  шартлар талаб цилинган эди. Аммо бу теорема лар 
юцоридаги шартларсиз хам уринлидир; буни исботлашни уцувчи- 
ларнинг узларига цолдирамиз.

а =  аг <  а2 <  а3 < . . . < а п < а п+1 < . . . - >  Ь <  +  со
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Охирги теоремадан цуйидаги натижалар келиб чицади:
7. 7. Натижа. Х^амма х а ц и ц и й  с о н л а р  т уп л а м и  к о н ­

т и н уум  ц увва т га  э га .
Бу натижадан цамда 6.4 ва 6.5- теоремалардан бевосита цуйи­

даги натижани оламиз:
7. 8. Натижа. Х а м м а  и р р а ц и о н а л  со н л а р  т уп лам и  

к о н т и н уум  ц увва т га  эга .

8- §. Тупламларнинг кувватларини 
солиштириш

Икки Л ва 6  тупламлар берилган булса, улар цацида цуйидаги 
муло^азаларни юритиш мумкин:

1) бу тупламлар узаро эквивалент;
2) А туплам В тупламнинг бирор S t (c:B)  цисмига эквивалент, 

аммо В туплам А нинг хеч цандай кис ми га эквивалент эмас (ёки 
В' —Л1(с:Л ) ва А туплам В нинг ^еч кандай цисмига эквивалент 
эмас).

3) А — Вх, (Вгс:В)  ва В ~  Л1; (Лхс= Л);
4) А туплам В нинг цеч цандай цисмига эквивалент эмас ва 

В туплам А нинг з̂ еч кандай цисмига эквивалент эмас.
Агар А ва В тупламлар чекли булса, учинчи ва уРтинчи ^ол" 

лар руй бермайди. А ва В тупламлар баъзи бир шартларни цано- 
атлантирганда чексиз тупламлар учун з̂ ам туртинчи цолнинг уринли 
булмаслигини курсатиш мумкин (масалан, [1] нинг III бобига ца­
ранг).

Биринчи хрлнинг чекли ва чексиз тупламлар учун руй бериши 
мумкинлиги олдинги параграфларда келтирилган мисолларда ку- 
рилди. Иккинчи ва учинчи ^олларнинг содир булиши мумкинлиги 
цуйидаги мисоллардан куринади.

И к к и н ч и  ^ о л г а  м и с о л .  Л — рационал сонлар туплами ва 
В — ^ациций сонлар туплами булсин. Arap Bt сифатида В туплам­
нинг бирор саноцли цисмини олсак, у ^олда Л — В1 булиб, В туп­
лам Л нинг ^еч бир цисмига эквивалент эмас {7.1 - теоремага асо­
сан).

У ч и н ч и  ц о л г а  м и с о л .  Л ва В саноцли тупламлар булсин. 
Агар Л дан саноцли Аг цисмини ва В дан саноцли В, цисмини 
олсак, у ^олда Л ~ Вг ва В ~  Ах булади.

Охирги мисолда А - —В. Бу тасодифий нарса эмас, балки уму; 
мий цонуниятдир.

Т е о р е м а  ( К а н т о р  — Б е р н ш т е й н  т е о р е м а с и ):А га р  ггк- 
ки  А ва В т уп л а м л а р н и н г х а р  бири  иккинчисининг  
ц и см и га  эк в и ва л е н т  б ул са , у  х о л д а  у л а р  у за р о  эк в и ­
ва л ен т  б ул а д и .

И с б о т .  Теореманинг шартларига_ бикоан:

Л ~ В Х (В. с : В) ва В Ах (А^с: А).
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А1 ва Bx тупламлар мос равишда А ва В тупламларнинг хос 
цисмлари булсин, деб фараз цилайлик, чунки акс цолда, маса­
лан, Аг=  А булса, у эдлда В ~  А, дан В ~ Л  муносабат келиб 
чицади.

В ва А, тупламлар эквивалент булгани сабабли бирор / :  В — Ах 
узаро бир цийматли акс эттириш мавжуд. Бу акс эттириш B^czB) 
тупламни Ах нинг бирор Л2 цисмига акс эттиради. Натижада 
АгСгАхСА  ва демак, Л2~ Л .

Агар А\ нинг А га эквивалентлиги исбот этилса, у цолда AX~~B 
булганидан, А нинг В га хам эквивалентлиги келиб чицади.

Узаро бир цийматли /  акс эттириш билан А ни Л2 га акс эт- 
тирганимизда Л! (с: Л) бирор Л3(с :Л 2) тупламга, Л2 (cz Ах) эса би­
рор Л4 тупламга акс эттирилади ва ^оказо. Бу узаро бир цийматли 
акс эттиришлардан* цуйидаги муносабатлар келиб чицади:

А \  Ai'-^ Л.24 Л3 
Л1 \ Л 2~  А , \  Л4 
Л2 ' Л3 - Л4 \ Л 5 
Л3 4 Л4~  Л5 \

Бу муносабатларнинг тоц уриндагиларини оламиз:
Л \  Ах~~
Л2 \  -43~ ^ Ц \ Л 5 
Л4 \ Л 5'̂ *-- Л6Ч Л7

Бу муносабатларнинг чап ва унг томонидаги тупламларни ало ̂  и да 
цушиб, ушбу

(Л \ Л г) и (А2 \  Л3) и (Л4 \  Лв) и . . .  ~  (Л2 ч Лз) и (Л4 Л )  и
Ш Л ч Д Ш  . . .  - ( 1)

эквивалентликка эга буламиз. ..
Энди цуйидаги айниятларнинг уринли эканини исбот циламиз:

А =  р и ( л \ л 1) и ( л 1 \ л , ) и ( л 3\ л 3)и  . . .  | 
Л = Р и ( Л 1\ Л 2) и( Л2\ Л з ) и ( Л з \ Л 4)и  . . .  Г ()

ОО

бу ерда Р =  П Ак. Булардан бирини, масалан, биринчисини исбот 
й-1

этамиз; иккинчисининг исботи шунга ухшашдир. А тупламнинг 
бирор а элементини оламиз ва уни (1) айниятнинг унг томонига 
киришини курсатамиз. Бу элемент Ak(k =  1, 2, 3, . . .)_тупламлар- 
нинг ^ар бирига кириши мумкин, ёки а Ап, лекин аТ Л л+1. Агар 
а(: Ак (к — 1, 2, 3, . . . )  булс^, у цолда а -  Р; агар а £  Ап булса-ю,



лекин а(ГЛ„+1 булса, у цолда а(^ Ап \ Л я+1. Демак, иккала ^олда 
^ам а элемент биринчи айниятнинг унг томонидаги тупламга ки­
ради.

Агар а унг томоннинг элементи булса, у з^олда а £ А, чунки 
Рс=А ва (Аа \ А „ +1)с= А.

Айният исбот булди.
(2) айниятларни ушбу

А =  IP U (А, \  Л2) U (Л3 \Л «) U (Л3 \  Л6) U • • •] U
U 1(Л \  U (Л2\ Л 3) U (Л4 \ Л 5) U . . . ] ;  (3)

Л ,=  [Р и (Аг \  А2) и (Л3\  Л4) и (Л5\  Л6) и . • •] и 
Ш(Л2\Ла)11(Л Л  Л5)и  . . . ]

куринишда ёзамиз.
Бу айниятларнинг унг томонларини солиштирсак, цар бирининг 

биринчи урта цавсдаги ифодалари айнан бир-бирига тенг, иккинчи 
урта цавсдаги ифодалари эса (1) муносабатга мувофиц узаро экви­
валент. Модомики, (3) айниятларнинг унг томонидаги тупламлар 
узаро эквивалент экан, уларнинг чап томонидаги А ва Л, туплам­
лар хам узаро эквивалент. Шу билан теорема исбот этилди.

Ихтиёрий икки Л ва В тупламларни солиштиришда туртинчи 
^ол истисно этилса, теоремага асосланиб, ушбу натижани айтиши- 
миз мумкин:

Л ва В тупламлар узаро эквивалент, демак, улар тенг цувват- 
лидир, ёки булардан бири, масалан, Л туплам иккинчисининг хос 
цисмига эквивалент, аммо шу билан 'бирга В туплам Л нинг ва на 
узига, ва на унинг бирор цисмига эквивалент эмас, бу ^олда Л нинг 
цуввати В нинг цувватидан кичик булади.

МАШЦ УЧУН МАСАЛАЛАР

1. а) X  — бирор туплам ‘'булиб, Ах ва А-, тупламлар унинг их- 
тиёрий цисмлари булсин. У цолда цуйидаги айниятлар уринли:

Х \ ( Л 1ПЛ2) =  ( Х \ Л 1) и ( ^ \ Л 2),
* Х М Л х и л ^ Х ч Л Л Г К ^ А ) .

б) X  — бирор туплам булиб, Аа (а ~ I) тупламлар унинг ихтиё- 
рий цисмлари булсин. У цолда цуйидаги айниятлар исботлансин:

* \  П Л = и ( X - A J ,

Х \ и Л а= П ( ^ \ Л а).
* а а

2. Агар Л тупламда п та, В тупламда т та элемент булса, 
уларнинг [Л, 5] Декарт купайтмасида нечта элемент бор?

3. Цандай Л ва В тупламлар учун [Л, В\ ва [В, Л] тупламлар 
тенг булади?
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4. Учта элементдан иборат барча урнига цуйишлар тупламини 
S3 билан белгилаймиз. Чизицли алгебрада урнига цуйишларни уза­
ро купайтириш амали киритилган. Иккита а ва Ь урнига цуйиш- 
лар берилганда шундай учинчи бир с урнига цуйиш топилиб, нати­
жада

ас — cb,
яъни

с-1ас =  b
муносабат уринли булса, бу икки а ва b урнига цуйишларни эк­
вивалент урнига цуйишлар деймиз.

а) Киритилган эквивалентлик муиосабати рефлексивлик, транзи- 
тивлик ва симметриклик хоссаларига эгалиги исботлансин.

б) Киритилган эквивалентлик муносабати S3 тупламни синфлар­
га ажратади. Ss туплам нечта синфга ажралади? Дар бир синфда 
нечта элемент бор? Хар бир синфга кирувчи элементларни топинг.

5. п та элементдан иборат барча урнига цуйишлар тупламини 
Sn билан белгилаймиз. S„ туплам учун 4- масаладаги саволларни 
^ал цилинг.

6. А *гуплам {1, 2, 3} элементлардан, В туплам эса {а, Ь) эле- 
ментлардан иборат. А тупламни В тупламга неча усул билан акс 
эттириш мумкин, яъни ВА туплам нечта элементдан иборат?

7. А туплам п та элементдан, В туплам т та элементдан ибо­
рат булса, ВА туплам нечта элементдан иборат булади?

8. Агар А ва В саноцли тупламлар булса, у эдлда уларнинг 
[А, В\ Декарт купайтмаси цам саноцлидир. Шуии исботланг.

9. Агар А,, А2, А3, . . .  , Ап, . . .  — саноцли тупламлар кетма- 
кетлиги булса, у цолда уларнинг Декарт купайтмаси континуум 
цувватга эгалиги исботлансин.

10. Монотон функциянинг узилиш нуцталари туплами купи би­
лан саноцли эканини исботланг.

11. (0, 1) ва [0, 1] тупламлар орасида узаро бир цийматли му- 
! осабат урнатинг.

12. Агар А ва В тупламлар континуум цувватга эга булса, у 
холдч уларнинг Декарт купайтмаси.., цам континуум цувватга эга 
булишши исботланг. л

13. Агар Ах, А2, As, . . .  , Ап, . . .  континуум цувватга эга бул- 
гаи тупламлар кетма-кетлиги булса, у ^олда уларнинг Декарт ку­
пайтмаси ^ам континуум цувватга эгалиги исботлансин.

14. 10, 1] сегментдаги барча узлуксиз функциялар туплами кон­
тинуум цувватга эгалиги исботлансин.

15. [0, 1] сегментдаги барча монотон функциялар туплами кон­
тинуум цувватга эгалиги исботлансин.

16. Коэффициентлари рационал булган хамма куп ^адлилардан 
иборат тупламнинг саноцлилиги исботлансин.

17. [0, 1) ярим сегмент нуцталари билан [0, +  со) тупламнинг 
нуцталари орасид;; узаро бир цийматли мослик урнатилсин.

28



I I  Б О Б

НУЦТАНИ ТУПЛАМЛАР

Бу бобда элементлари тугри чизиц нуцталаридан иборат туп­
ламлар билан шурулланамиз. Келажакда бу тупламлар н у ц т а  л и 
т у п л а м л а р  дейилади.

9- §. Лимит нуцта

Тугри чизицдаги £ нуцтанинг а т р о ф и  деб и;у нуцтани уз ичига 
олган оралицца айтилади. Дар бир нуцта чексиз куп атрофга эга.

1- т а ъ р и ф .  Агар £ нинг хар цандай атрофида Е туплам­
нинг камида битта £ дан фарцли нуцтаси булса, g нуцта Е туп­
ламнинг л и м и т  нуцт аси  дейилади.

Агар Е тупламнинг |  элементининг бирор атрофида бошца эле­
мента булмаса, у холда |  ё л г и з  н у ц т а  дейилади.

9. 1. И з о ц л а р :  а) Агар £ нуцта Е тупламнинг лимит нуцтаси 
булса, у Е тупламга кириши цам, кирмаслиги цам мумкин (шу 
параграфдаги 2 ва 4- мисолларга царанг).

б) g нуцта Е тупламнинг лимит нуцтаси булса, у ^олда |  нинг 
ихтиёрий атрофида Е тупламнинг чексиз куп нуцталари мавжуд. 
Буни курсатиш учун тескарисини фараз циламиз, яъни |  нуцтанинг 
шундай атрофи мавжудки, бу атрофга Е тупламнинг сони чекли 
элементларигина киради. Шу элементларни, масалан, хъ х2, х3, . . 
хп билан белгилаймиз.

Бу ^олда £ нинг лимит нуцта эмаслигини курсатамиз. xt (i — 
4= 1, п) нуцталар орасида с, га энг яцин нуцта битта ёки купи би­
лан иккита булиши мумкин. £ га энг яцин нуцтагача булган ма- 
софани б билан белгилаймиз, у цолда (g — 6, |  +  б) оралиц |  дан 
бошца (агар £ £ Е булса) Е тупламга кирадиган бирорта цам нуцта­
ни уз ичига олмайди. Демак, с, нуцта Е туплам учун лимит нуцта 
була олмайди.

в) Агар £ 0с £  ва |  нуцта Е0 тупламнинг лимит нуцтаси бул­
са, у эдлда |  нуцта Е нинг хам лимит нуцтаси булади.

г) Чекли туплам бирорта цам лимит нуцтага эга эмас; унинг 
цар бир нуцтаси ёлгиз нуцта булади.

М и с о л л а р :  1. Ех туплам натурал сонлардан иборат. Бу туп­
ламнинг бирорта цам лимит нуцтаси йуц. Чунки ихтиёрий ^ациций
а сонни олиб, унинг (а — а +  ^ ) атрофи олинса, бунда £,нинг
(агар а (- £ , булса, а дан бошца) бирорта хам элементи булмайди.

2. Ег туплам -- (п — 1, 2, 3, . . .) куринишдаги сонлардан ибо­
рат. Бу тупламнинг биргина 5 =  0 лимит нуцтаси бор ва 0~сЕ2.

3. Е3 туплам (0, 1) оралицдан иборат. [0, 1] сегментнинг хамма 
нуцталари Е3 нинг лимит нуцталариди р.
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4. £ 4 туплам tO, 1] сегментдан иборат. Бу тупламнинг лимит 
нуцталари цам (0, 1] сегментдан иборат.

5. Еь туплам (0, 1) оралицдаги цамма рационал сонлардан ибо­
рат. Бу тупламнинг лимит нуцталари цам [0, 1] сегментни цосил 
цилади.

Дар^ацицат, [0, 1] сегментнинг }̂ ар цандай I нуцтасининг ихти­
ёрий атрофида чексиз куп рационал сонлар мавжуддир, чунки ра­
ционал сонлар тугри чизицда зич жойлашган (бу уцувчига анализ 
курсидан маълум).

Демак, таърифга мувофиц [0, 1] сегментнинг хар бир нуцтаси 
£ 5 туплам учун ^ам лимит нуцта булади.

6. Ей туплам Ег ва £ 4 тупламларнинг йигиндисидан иборат, яъни 
£ 0= £ ,  (J £ 4. Бу тупламнинг лимит нуцталари цам [0, 1] сегмент­
дан иборат.

Е тупламнинг ^амма лимит нуцталаридан иборат булган туплам 
^ о с и л а  т у п л а м  дейилади. Уни Е' билан белгилаймиз. Юцори­
даги мисолларда келтирилган тупламларнинг хосила тупламлари 
цуйидагилардан иборат:

Е\ = 0, Я' = (0), £,' = [0, 1],
Е[ =  [0, и, е : =  [о, 1], £,; =  [о, ц.

Бу мисоллардан куринадики, берилган Е туплам билан унинг Е' 
цосяла туплами орасида турли муиосабатлар булиши мумкин.

Масалан, юцоридаги мисоллар учун цуйидаги муиосабатлар ба­
жарилади:

£;<=£!, E3 czEl ,  £ 4= £ ; ,  Е5 с : Е ’., Е ’с с : Е й.

Аммо Е2 билан Е'2 орасида бу муносабатлардан бирортаси цаг.1

ёлриз нуцталардангина иборат булса, бундай туп­
лам ё л р и з  ( д и с к р е т )  туплам дейилади.

Юцоридаги мисолларда келтирилган £ , ва £ 2 тупламлар ёлриз 
тупламлардир.
- Агар тупламнинг бирорта з̂ ам ёлриз нуцтаси булмаса, бундай 
тупламни у з и д а  з и ч  т у п л а м  деймиз; мисолларимиздаги Ея, 
£ 4, £ 5 тупламлар узида зич тупламлардир.

Агар Е а  Е' булса, Е туплам узида зич туплам булади ва, 
аксинча.
1 2- т а ъ р и ф. Агар Е нинг %амма лимит нукталари узига те­
гишли булса (яъни E 'czE  булса), у  %олда Е туплам ёпиц трп- 
лам дейилади.

Бу таърифга мувофиц, чекли (шу жумладан буш) туплам, ли­
мит нуцталари булмагани сабабли, ёпиц булади.

Масалан, юцоридаги мисолларимизда Еъ £ 4, £ 6 тупламлар ёпиц 
тупламлардир.

бажарилмайди.
' Агар туплам
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Агар Е — Е' булса, у цолда Е туплам м у к а м м а л  туплам 
дейилади. Масалан, £ 4 мукаммал тупламдир. Равшанки, мукаммал 
туплам.цам ёпиц, цам узида зич тупламдир.

E =  E( jE'  туплам Е тупламнинг ё п и г и  дейилади.
Энди цуйидаги масалани курамиз. Цандай шарт бажарилганда 

чексиз туплам лимит нуцтага эга булади?
Масалан, натурал сонлардан иборат булган Ег чексиз туплам 

булса-да, бирорта цам лимит нуцтага эга эмас.
9. 2. Т е о р е м а .  ( Б о л ь ц а н о - В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  

Х,ар цандай  ч ега р а л а н га н } ч екси з Е т уп л а м  л;еч б у л - 
м а га н д а  бит т а л и м и т  н уц т а га  э га .

И с б о т .  Е туплам чегараланганлиги сабабли шундай [а, Ь] сег- 
мент мавжудки, Е туплам бу сегментда жойлашган булади. [а, b]
сегментни - =  с нуцта орцали тенг иккига булиб, [а, с] ва
[с, Ь\ сегментларни хос и л циламиз. Бу сегментлардан ^еч булма- 
ганда биттасида Е тупламнинг чексиз куп элементлари булади. Да- 
ци^атан, агар бу сегментларнинг цар бирида Е тупламнинг фацат 
сопи чекли элементларигина булганда эди, [а, b] сегментда цам Е 
пинг фацат сони чекли элементлари булар эди. Бу эса Е тупламнинг 
чексизлигига зид.

Шундай цилиб, [а, с] ва [с, b] сегментларнинг камида бирида 
Е нинг чексиз куп элементи жойлашган. Шу сегментни (бундай 
сегментлар иккита булса, чапдагисини) [аь Ьх\ билан белгилаймиз.
|аи Ьх) сегментни яна [аь сх] ва [сь Ьх] (с ,=  — иккита сег-
ментларга буламиз. Бу сегментларнинг хам хеч булмаганда бирида 
Е пинг чексиз куп элементи ётади. Уша сегментни (бундай сег­
ментлар иккита булса, чапдагисини) [а2, Ь2] билан белгилаймиз.

Бу процессии чексиз давом эттириб, цар бирида Е нинг чексиз 
куп элементлари ётадиган ушбу

[a, b] =о [а,, Ьх] ■=> [а2, Ь2] => . . . (1)

сегментлар кетма-кетлигини цосил циламиз. \ап, Ьп] сегментнинг
узунлиги -^ г"  га тенг ва у п - +  со да нолга интилади.

Демак, лимитлар назариясидаги маълум теоремага асосан, бу 
сегментлар кетма-кетлиги биргина умумий g нуцтага эга булади, 
яъни:

liin ап =  lim bn =  (2)
п -+  СО П-*- 00

Энди £ нуцта Е нинг лимит нуцтаси эканлигини исбот этамиз. Бу- 
пииг учун |  нинг ихтиёрий (а, (3) атрофини олиб, унда Е нинг чек­
сиз куп элементлари борлигини курсатамиз.

1 Unpop сегмент ичига жойлаштириш мумкин булган тупламни ч е г а р а л а н -  
r; i i i  т у п л а м  дейилади.
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Модомики, I f  (a, P) булган экан, (2) га мувофиц, шундай [ant bn\ 
сегментни топиш мумкинки, п етарлича катта булганда, [ап, bj„]C 
С (а, Р) муносабат бажарилади. [ап, Ьп] сегмент Е тупламнинг (чек­
сиз куп элементларига зга булгани учун (а, р) оралиц цам Е /нинг 
чексиз куп элементларига эга, яъни s нуцта Е тупламнинг лимит 
нуцтаси.

9. 3. И з о х. Агар чексиз Е туплам лимит нуцтага эга Йулса, 
у цолда Е туплам чегараланган ва чексиз E0(cz E) циемга этщ. Бу 
фикрнинг исботини уцувчиларга цолдирамиз.

{О- §. Яцинлашувчи тупламлар 
ва кетма-кетликлар

Е чегараланган туплам булиб, унинг хреила туплами Е' булсин, 
у цолда, равшанки, Е' з;ам чегараланган туплам булади. Е' чега­
раланганлиги учун унинг аниц юцори Ря ва аниц цуйи а £ чегара- 
лари мавжуд. Бу чегаралар мос равишда Е нинг го ц о р и ва ц у й и 
лимитлари дейилади.

Бошцача айтганда, Е тупламнинг юцори (цуйи) лимити деб Е' 
тупламнинг юцори (цуйи) чегарасини айтамиз. Одатда Е туплам­
нинг юцори (цуйи) лимити

Р£ =  lim Е ( а Е — lim £ )

куринишда ёзилади.
Е тупламнинг цамма лимит нуцталари [а£, (3/;] сегментда 

жойлашганлиги уз-узидан тушунарли.
Агар чегараланган Е туплам биргина £ лимит нуцтага эга бул­

са, у цолда Е ни яцинлашувчи туплам деймиз ва Е нинг £ га 
яцинлашишини Е -> § куринишда ёзамиз. 1\уйида яцинлашувчи туп- 
ламларга оид икки теорзмани исбот циламиз.

10. 1. Т е о р е м а .  1) А г а р  ч е га р а л а н га н  Е т уп л а м  £ га  
яцин лаш еа, у  х о л д а  £ нинг ихт и ёри й  ( х х, х г)  ат роф и -  
дан  т аи щ ари да  Е т уп лам н и н г куп и  б и л ан  сони ч екл и  
эл ем е н т л а р и ги н а  булиш и м ум к и н .

2) А ксинча, а га р  |  н и н г ихт и ёри й  ( x lt х 2)  ат роф и -  
дан  т аш цари да  ч екси з Е т уп лам н и н г куп и  би л ан  сони  
ч ек л и  эл ем е н т л а р и  б ул са , у  х о л д а  £

И с б о т .  !)(*, ,  х?) оралиц £ нинг ихтиёрий атрофи булсин цам- 
да Е s ури.ши булсин. Чегараланган Е тупламнинг (хъ х2) ора- 
лицдан ташцарида чексиз куп элементлари мавжуд деб, фараз 
цилайлик. У цолда бу элемег 'ардан иборат E0(cz Е) туплам Боль- 
цано-Вейерштрасс теоремасигг. :осан, энг камида битта лимит нуц­
тага эга булади, ана шу лимит нуцта т] булсин. Бу нуцта Е учун 
цам лимит нуцта булади.

Демак, Е туплам иккита лимит нуцтага эга, бу эса теорема­
нинг шартига зид.
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2) Аксинчасини исбот этамиз. Бу максадда |  нинг Е туплам 
учун лимит нуцта эканлигини ва |  нинг ягона лимит ну^талигини 
курсатиш кифоя.

5 нуцта Е тупламнинг лимит нуцтаси, чунки £ нинг ихтиёрий 
атрофида Е нинг чексиз куп элементлари мавжуд.

Энди £ нинг ягона лимит нуцта эканлигини курсатамиз. Даци- 
цатан хам, Е туплам g дан бсшка яна бирорта т) лимит нуцтага 
эга деб фараз цилайлик; масалан, т] <  |  булсин.

Ушбу х, <  г] <  х2 <  ^ <  х3 тенгсизликларни цаноатлантирувчи 
учта хь Хо, х3 нуцталарни оламиз. т| лимит нуцта булганлиги учун 
унинг (я,, Хо) атрофида Е тупламнинг чексиз куп нуцталари бор. 
Демак, |  нинг (х2, х3) ; зофидан ташцарида Е нинг чексиз куп 
элементлари мавжуд, бу эса теореманинг шартига зид. Демак, Е 
туплам биргина лимит нуцтага эга.

10. 2- т е о р е м а .  Х^ар ц ан дай  яц и н лаш увч и  Е т уп л а м  
саноцлидир.

И с б о т .  10. 1. Теоремага мувофиц,

оралицларнинг х;ар биридан ташцарида Е тупламнинг сони чекли

элементларидан иборат тупламни Еп билан белгиласак, у цолда

муносабат уринли, чунки EnczE  ва, аксинча, Е нинг ихтиёрий эле­
менти Еп тупламларнинг бирортасига киради. Еп тупламларнинг 
цар бири чекли; демак, Е туплам купи билан саноцли (6. 4- теоре- 

•>ia). Энди яцинлашувчи туплам тушунчасига яцин булган яцинла­
шувчи кетма-кетлик тушунчасини киритамиз.

Агар хар бир п учун аниц хп сон мос келтирилса, у холда 
xlt х2, . . .  , хп, . . . сонлар кетма-кетлиги берилган дейилади. Бу 
кетма-кетлик кисцача |хп} куринишда ёзилади. Берилган кетма- 
кетликдаги турли номерли цадлар бир-бирига тенг булиши ^ам 
мумкин.

Агар бирор номердан бошлаб кетма-кетликнинг цамма элемент­
лари а сонининг ихтиёрий е >  0 атрофида, яъни \хп — а | <  е 
(п - /г 0) булса, у холда \хп) кетма-кетлик а сонига я ц и н л а ш у в ­
чи к е т м а - к е т л и к  дейилади. (Бу .тзьриф анализдан маълум.)

М и с о л л а р .  1. Ушбу . г

кетма-кетликни олай'лик; бу кетма-кетлик яцинлашувчи эмас, би- 
роц туплам маъносида икки элементдангина иборат.

элементлари бор. Е нинг
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2. Ушбу
О, 1, 2, 3, 4, 5, 5, 5, . . .

кетма-кетлик яцинлашувчи, лекин туплам маъносида 6 элементдан 
иборат. Бу икки кетма-кетлик туплам маъносида лимит нуцта ларга 
эга эмас, шунинг учун бу мисоллардаги тупламларнинг яцинла- 
шувчилиги з^ацида гапиришнинг цожати йуц.

3. Ушбу
1 J_  JL _L 1
>. 2 > 3 • 4 -  •

кетма-кетлик эса туплам маъносида з а̂м, кетма-кетлик маъносида 
цам яцинлашувчи. Сонлар кетма-кетлиги учун Больцано — Вейер- 
штрасс теоремасини цуйидагича ифодалаш мумкин:

Х,ар ц ан дай  ч е га р а л а н га н  {лг„| к ет м а -к ет л и к д а н  
я ц и н лаш увч и  [хп } к е т м а -к ет л и к н и  аж рат иш  м ум к и н .nk

Бунинг исботини уцувчиларнинг узларига цолдирамиз.

11-§. Епик туплам
ва косила тупламларнинг хоссалари

Энди ёпик ва з^осила тупламларнинг содда хоссалари билан та- 
нишамиз.

11. 1. Т е о р е м а .  XflP ц ан дай  Е т уп л а м н и н г Е' х о с и л а  
т уп л а м и  ёпиц т уп л ам ди р .

И с б о т .  Агар Е' тупламнинг лимит нуцталари булмаса, теоре­
мани исботлаб утиришнинг з^ожати йуц. Энди Е' учун хй бирор 
лимит нуцта булсин; бу нуцтанинг Е' га киришини курсатамиз. 
Бунинг учун х0 нуцтани уз ичига олган ихтиёрий (хъ х2) оралицни 
оламиз. Бу оралицда Е' нинг \еч булмаганда битта £ ( ф  х0) эле­
менти булади, чунки х0 нуцта Е' учун лимит нуцта. Бу Н, нуцта 
Е туплам учун лимит нуцта булади, чунки £ £ Е'. Шунинг учу^> 
(хи х2) оралицда Е тупламнинг чексиз куп элементлари булади. 
Демак, х0 нуцтанинг из(тиёрий (хь хг) атрофида цам Е тупламнинг 
чексиз куп элементлари мавжуд. Бу эса хв нинг Е учун лимит 
нуцта эканлигини курсатади, яъни: х0 (уЕ'.

11. 2. Т е о р е м а .  А га р  £ , с г £ 2 б ул са , £ '< r £ 's. Бу теорема
9. 1-даги в) изоз^нинг бевосита натижасидир.

11. 3. Т е о р е м а .  X flp  ц ан дай  Е т уп л а м н и н г Е (— Е[ )Е' )  
ёп и ги  ёпиц т уп л а м д и р .

И с б о т .  х0 нуцта Е тупламнинг лимит нуцтаси булсин. Агар 
х0 £ Е муносабат курсатилса, теорема исбот этилган булади. х0 нуц­
танинг ихтиёрий атрофида Е нинг цеч булмаганда битта I ( ф x j  
нуцтаси булади.

Бу ерда цуйидаги икки цол булиши мумкин:

1) 1 ^ Е ;  2 ) 1 £ Е ' .
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Биринчи ^олда х0 нинг ихтиёрий атрофида Е нинг э̂ еч булма- 
ганда битта элементи мавжуд булади; демак, Е учун х0 лимит 
нуцта булади, яъни: х0 (^E'czE.

Агар £ £ £ '  булса, у цолда |  нинг ихтиёрий (х\ х") атрофида 
Е тупламнинг чексиз куп элементлари булади, бундан эса х0 нинг 
ихтиёрий атрофида Е тупламнинг чексиз куп элементлари борлиги 
келиб чицади. Демак, Е нинг цар бир лимит нуцтаси Е учун ^ам 
лимит нуцта экан, яъни x0^ E ' d E .

Агар Е тупламнинг узи ёпиц туплам булса, у ^олда Е'с= Е, 
демак, Е =  E\J Е '~  Е, яъни ёпиц тупламнинг ёпиги узига тенг.

Куйидаги теорема бевосита исботланади.
11. 4. Т е о р е м а .  Е т уп л а м н и н г ёпиеи б у л га н  Е т уп­

л а м  узи н и н г ё п и т  Ё  га  т ен г, яъни:

Е  =  Е .

11. 5. Т е о р е м а .  И кки  т уп л а м  йигиндисининг х о с и л а  
т уп л а м и  у л а р н и н г х о с и л а  т уп л а м л а р и н и н г йигинди-  
си га  т енг, яъни : ( А \ ] В ) '=  А ' \ ]В ' .

Ис б о т .  Агар А' U S 'c :( /!  IJfi)'. [А\ )В) 'а  А' \ }ВГ муносабатлар 
бажарилса. теорема исбот булади. Бирор i  нуцта А ва В туплам­
ларнинг камида бирининг лимит нуцтаси булса, A U В нинг ^ам 
лимит нуцтаси булади. Шу билан биринчи муносабат исботланди.

Иккинчи муносабатни исбот этиш учун A U В нинг бирор % ли­
мит нуктасини оламиз. У з^олда |  нинг ихтиёрий атрофида А ва В 
тупламлардан камида биттасининг чексиз куп элементлари булади.

Бундан куринадики, доимо £ нуцта бу тупламлардан камида 
бирининг лимит нуцтаси булади, яъни: Ъ,^А'\]В'.

11. 6. Натижа. %а д л а р и ш ш г сони  ч екл и  б у л га н  т уп ­
л а м л а р  йигиндисининг х о с и л а  т уп л а м и  у л а р н и н г х о ­

д и л а  т уп л а м л а р и н и н г йириндисига т енг, яъни:
( д и л и  . . .  1 М „ г = л ; и л ; и  . . .  и а п.

7. И з о Бу натижа, умуман, ^адларининг сони чексиз 
булган тупламлар учун уринли эмас. Бунга мисол келтиришни 
уцувчига колдирамиз.

11. 8. Т е о р е м а .  С они ч ек л и  ёпиц т уп л а м л а р н и н г  
йигиндиса х а м  ёпиц т уп л а м д и р .

Бу теорема икки ёпиц туплам учун исбот этилса кифоя, чунки 
индукция нули билан умумий ^ол цам шу ^олга келтирилиши 
мумкин.

F, ва F.;, ёпиц тупламлар булсин. Бу тупламларнинг ёпиц экан- 
лигидан ва 11. 5- теоремадан

(^i и /=■*)'= /=*; и ^  и ^
муносабат бевосита келиб чицади. Бу эса Ft (J F2 тупламнинг ёпиц 
эканлигини курсатади.
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Лекин туплам ^адларининг сони чексиз булган холда теорема 
уринли булмаслиги мумкин.

Масалан,

M o . - i ) ,  =  | ] ,  F ,=  [ l  1

F  =  \n ~ l n 1 
n [ n ’ n +  l J ’ ‘ '  •

Тупламларнинг ^ap бири ёпиц тупламдир. Аммо уларнинг йигин­
диси [0, 1) ярим оралицца тенг; бу туплам эса ёпиц эмас, чунки 
1 нуцта бу туплам учун лимит нуцта булиб, тупламнинг узига 
кирмайди.

11. 9. Т е о р е м а .  Xfldл а р н и н г сони  ихт и ёри й  б у л га н  \ 
(ч ек л и  ёки  чекси з) ёпиц т уп л а м л а р н и н г к уп а й т м а си  
(ум у м и й  цисм и) х а м  ёпиц т уп л а м д и р 1.

И с б о т .  Fe ёпиц туплам булиб, унинг индекси g бирор Г туп­
ламнинг элементлари буйича узгарсин, яъни £ нинг цийматлари 
Г  тупламнинг элементи булсин, деб фараз циламиз.

Ушбу :
ф  =  П F, (1)

тупламни тузиб, унинг ёпиц эканлигини исбот этамиз.
Теореманинг шартига мувофиц £ нинг Г  даги ^ар бир цийма- 

тида F, туплам ёпицдир. (1) муносабатдан Ф с: /v (£ £ / '/  муноса­
бат бевосита келиб чицади. Бундан эса Ф'с= F[cz F> булади (чун­
ки F* ёпиц). Бу муносабат |  нинг Г  даги х,ар цандай цийматида 
уринли булганлиги учун

Ф 'а  П Ff--= Ф 
е

муносабат келиб чицади. Бу эса Ф тупламнинг ёпиц эканини кур­
сатади. ♦

11. 10. Т е о р е м а .  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Ф араз ц и лай -  
л и к

F\, F . . ., Fп■, . . .  (2)

ч е га р а л а н га н , ёпиц ва  буш  б у л м а га н  т у п л а м л а р  кет ­
м а -к ет л и ги  б улси н . А га р  Fn+1czF n (п =  1, 2, . . . )  б ул са ,

оо
у  х о л д а  б у  т уп л а м л а р н и н г куп ай т м аси  Ф — П буш  

б у л м а га н  ёпиц т уп л а м  б ул ади .
Бу теорема анализдаги бир-бирининг ичига жойлашган кесма- 

лар ^ацидаги лемманинг умумлашмасидир.
И с б о т .  Ф тупламнинг ёпиц экани 1 1 . 9 -  теоремадан келиб 

чицади. Агар Ф нинг ^еч булмаганда битта элементи борлиги кур­
сатилса, теорема исбот этилган булади.

1 Шуни эсда тутиш керакки, буш туплам \ам ёпиц туплам ^исобланади.
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Аввал (2) кетма-кетликдаги узаро тенг тупламлардап биттасини 
колдириб, бошцаларини чицариб ташлаймиз. Бунинг натижасида Ф 
туплам узгармайди. (2) кетма-кетликда долган тупламларни

V . , ......... • • •  <3>
куринишда ёзамиз.

Бунда икки ,^ол булиши мумкин:
1. (3) кетма-кетликдаги тупламларнинг сони чекли.
2. (3) кетма-кетликдаги тупламларнинг сони чексиз.
Биринчи холда Ф туплам (3) кетма-кетликдаги сунгги туплам­

га тенг булади ва теореманинг шартига мувофиц у буш туплам 
булмайди. Демак, бу хол учун теорема исбот булди.

Иккинчи ^олда F тупламдан Fn2 тупламга кирмайдиган хг эле- 
ментини оламиз, Fn2 тупламдан Fn тупламига кирмайдиган х-2 эле­
ментни оламиз ва з^оказо.

Натижада
хъ хг, xk, . . .  (xk '£F„k) (4)

элементлар кетма-кетлиги цосил булади ва бу элементларнннг их­
тиёрий иккитаси бир-бирига тенг эмас.

(2) кетма-кетликдаги тупламларнинг хар бири чегараланган, 
демак, (4) кетма-кетлик хам чексиз ва чегараланган тупламни 
ташкил этади. Бу тупламни М билан белгилаймиз. Больцано—Вей- 
ерштрасс теоремасига асосан, М тупламнинг камида битта лимит 
нуцтаси бор. Бу лимит нуцталардан бири х0 булсин. Бу лимит 
нуцта Ф тупламнинг элементи эканлигини курсатамиз. Бунинг учун 
х0 нуцтанинг Fп тупламларнинг цар бири учун цам элемент экан- 
лиги исбот этилса кифоя.

Энди Fп туплам (2) кетма-кетликдан олинган ихтиёрий туплам 
булсин.

(3) кетма-кетликнинг тузилишига мувофиц Fn =  F„k (Fnk— (3) 
кетма-кетликдаги тупламлардан бири).

Fnk+ia  Fnk муносабатдан

x k> x k + b  • • • (5 )

кетма-кетликнинг ^амма элементлари F — Fп тупламга киради, 
деган хулосани чицариш мумкин. (5) кетма-кетликнинг элементла­
ридан иборат тупламни Mk билан белгилаймиз.

М ва Mk тупламларнинг фарци k — 1 элементдан иборат бул­
гани учун хд нуцта Мк туплам учун ^ам лимит нуцта булади. 
Демак, х0 нуцта Fп туплам учун цам лимит нуцта булади, чунки 
MkczFn. Лекин Fn ёпиц туплам булганлиги учун Fn, яъния0(2) 
кетма-кетликдан олинган ихтиёрий Fп тупламнинг элементи экан, 
демак, х0 нуцта, купайтманинг таърифига мувофиц, Ф туплам учун 
)$ам элемент булади.

11. 11. И з о х .  Агар Fk тупламларнинг чегараланганлиги талаб 
цилинмаса, теорема уз кучини йуцотиши мумкин; масалан, Fk —
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=  [k 4- o°) (k =  1, 2, 3, . . .) тупламларнинг j^ap бири ёпиц булиб, 
уларнинг умумий цисми буш туплам булади.

Энди яна тупламларнинг юцори ва цуйи чегаралари, юцори ва 
цуйи лимитлари тушунчаларига цайтамиз.

11. 12. Т е о р е м а .  А га р  Е т уп лам н и н г аник, ю цори  
(ан и ц  ц уйи) чегараси  £ у зи га  к и р м а са , у  х о л д а  £ н у ц ­
т а Е т уп л ам н и н г л и м и т  н уц т аси  б ул ади .

Ис б о т .  Дар^ацицат, £ нуцта Е тупламининг аниц юцори чега­
раси булсин ва 1~^Е муносабат уринли булсин. У ^олда аниц юцо­
ри чегара таърифига мувофиц ^ар цандай е ( > 0) учун (£— е; £) 
оралицда Е тупламнинг цеч булмаганда битта элементи мавжуд 
булади. е ( > 0 )  ихтиёрий сон булганлиги учун £ нуцта Е туплам­
нинг лимит нуцтаси булади. £ нуцта аниц цуйи чегара булган ^ол- 
да цам бу теорема шунга ухшаш исбот этилади.

И. 13. Натижа. Xflp цан дай  буш  б у л м а га н , ч е га р а л а н ­
ган , ёпиц т уп лам н и н г аниц ю ц ори  ва  аниц цуйи ч ега ­
р а л а р и  у зи га  ки ради . 

11. 14. Т е о р е м а .  X flp ц ан дай  буш  булм аган , Е т уп ­
л а м н и н г аниц ю ц ори  (ан и ц  ц уй и ) ч егараси  Е уч ун  эн г  
Унг (чап) н уцт а б ул а д и .

И с б о т .  Дарцацицат, ЬЕ нуцта Е тупламнинг аниц юцори чега­
раси булса, у з^олда ЬЕ дан унгда Е нинг бирорта ^ам элементи 
булмайди.

Демак, Е' нинг цам ЬЕ дан унгда бирорта элементи булиши 
мумкин эмас. Шунинг учун Ь£ нуцта Е тупламнинг энг унг эле­
менти булади, чунки ЬЕ дан унгда Е =  Е U Е' тупламнинг бирорта 
цам элементи йуц. Шунга ухшаш, агар аЕ нуцта Е тупламнинг 
•аниц цуйи чегараси булса, у цолда аЕ нуцта Е ту. ламнинг энг 
чап элементи булади.

Юцори ва цуйи лимитларнинг таърифига мувофиц, Е туплам­
нинг юцори (цуйи) лимити Е' тупламнинг энг унг (энг чап) эле­
менти булади. )

Агар Ьв аниц юцори [аЕ аниц цуйи! чегара булиб, Е учун ли­
мит нуцта булса, у ^олда ЬЕ (аЕ) нуцта Е учун юцори (цуйи) ли­
мит булади, яъни Е тупламнинг аниц юцори (аниц цуйи) чегараси 
узининг юцори (цуйи) лимитига тенг.

12-§. Борель—'"Лебег теоремаси

Т а ъ о и ф. Е бирор нуцтали туплам ва М бирор оралицлар 
системаси булсин. Агар Е нинг %ар бир нуцтаси учун М систе- 
мада бу нуцтани Цз ичига оладиган оралиц мавжуд булса, у  хол­
да М оралицлар системаси Е тупламни цоплайди дейилади.
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12. 1. Т е о р е м а .  ( Б о р е л ь  — Л е б е г  т е о р е м а с и ) .  А га р  
ёпиц ва  ч е га р а л а н га н  F т уп л а м  сони чекси з о р а л и ц ­
л а р  сист ем аси б и л ан  ц о п л а н га н  б ул с а , у  х о л д а  бу  
сист ем адан  F ни ц оп л ай д и ган  сони чекл и  о р а л и ц л а р  
сист ем асини а ж р а т и б  олиш  м ум ки н .

И с б о т .  Ёпиц ва чегараланган F тупламни цоплайдиган сони 
чексиз тупламлар системасини М билан белгилаймиз ва /И систе- 
мада F ни цоплайдиган сони чекли оралиц тар системаси йуц, деб 
фараз циламиз. Б>ндан F нинг чексиз туплам эканлиги келиб чи­
цади. Модомики, F чегараланган туплам экан, демак, шундай 
[а, Ь] сегмент мавжудки, бу сегмент F тупламни уз ичига олади,
яъни F cz[a, Ь]. с \ ~ а- ^ - )  нуцтани олиб с| ва Фх —
=  F П [с, Ь] тупламларни тузамиз.

Фаразимизга мувофиц, бу тупламларнинг иккаласини бирданига 
М системадан олинган сони чекли оралицлар системаси билан 
цоплаб булмайди, чунки акс ^олда F туплам ^ам /И системадан 
олинган сони чекли оралицлар системаси билан цопланган булар 
эди.

Агар Fx (ёки Фх) туплам М дан олинган сони чекли оралиц­
лар системаси билан цопланмаган булса, у ^олда [а,. 6 ,| билан 
[а, с] (ёки [с, 6]) сегментни белгилаймиз. Агар Z7, туплам ^ам, Ф х 
туплам з̂ ам М дан олинган сони чекли оралицлар системаси билан 
цопланмаган булса, у з^олда |а,, 6,] сифатида (а, с] ва |с, Ь] сег­
ментлардан ихтиёрий биттасини олишимиз мумкин.

Равшанки, F n i ^ i  b j  туплам чексиз булади. Энди
нуцтани олиб, F^=F{] \ av сх] ва Ф2= £ П 1С1- 6il тупламларни 
тузамиз. Агар F2 (ёки Ф2) туплам М дан олинган сони чекли ора­
лицлар системаси билан цопланмаган булса (фаразим юга мувофиц 
ёки F2, ёки Ф2 туплам М дан олинган сони чекли орйлимар сис­
темаси билан цопланмайди), [а2, b2] билан [а^ с,] (ёки [cx, 6J) 
сегментни белгилаймиз.

Бу процессии давом эттириш натижасида

[а. Ь\ з  [аг, by\~) [а г, Ьг\ з  . . .  (1)

сегментлар кетма-кетлиги з^осил булади ва F f| [а„, bn\ =  F п ( п — 
=  1, 2, 3, . . .) туплам фаразимизга мувофиц М системадан олин­
ган хеч цандай сони чекли оралицлар системаси билан цоплан­
майди; демак, бу тупламларнинг ^ар бири чексиз туплам булади. 
(1) сегментлар кетма-кетлигида [ап, Ьп] сегментнинг Ьп— а„=
— узунлиги п чексизликка интилганда нолга интилади. Де­
мак, бу сегментлар кетма-кетлиги (Кантор теоремасига асосан) 
сегментларнинг з^аммаси учун у мумий булган биргина нуцтага эга 
булади. Б> нуцтани х0 билан белгилаймиз ва унинг F туплам 
элеманти эканлигини исбот циламиз. Бунинг учун FfJlfli. Ьх]
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тупламдан хх нуцтани, F П [а2, Ь2\ тупламдан х2 нуцтани (х2 ' х}), 
F П [я3, Ья] тупламдан х3 нуцтани (хгФ хх< х3ф  х2) ва ц'оказо 
нуцталарни оламиз.

Энди, (1) га асосан, Umxn— х0 булиши куринади; демак, х0
П-+ оо

нуцта F туплам учун лимит нуцта булади. Лекин F ёпиц туплам 
булганлиги учун х0 f  F. Бундан фойдаланиб теоремани исбот цила­
миз. Бунинг учун юцорида килган фаразимизга зид натижа келти- 
риб чикарилса кифоя.

Дарцакицат, теореманинг шартига мувофиц, х0 нуцтани М сис- 
темадаги бирор б =  (а, р) оралиц цоплайди. п деярли катта бул­
ганда \ап, Ьп] сегментнинг узунлиги исталганча кичик цилиниши 
мумкинлигидан ва [а„, Ьп] сегмент х0 нуцтани уз ичига олганлиги 
сабабли [ап, bn] cz б муносабатнинг бажарилиши келиб чицади. Бу 
муносабатдан эса FC\\an, b„\ cz 6 муносабат бевосита келиб чица­
ди; демак, F [\[ап, Ьп] туплам М системадан олинган биргина б 
оралиц билан цопланди. Бу натижа эса [ап, Ьп\ сегментларнинг 
юцорида айтилган хоссасига зид1.*

12. 2. Изоц . . Агар  теореманинг шартида F тупламнинг ёпиц 
эканлиги ёки чегараланганлиги бажарилмаса, Борель—Лебег тео- 
ремаси уз кучини йуцотади.

Бу изоцнинг т\'трилигини мисолларда куриш мумкин. Тегишли 
мисолларни тузиш уцувчига тавсия этилали2.

13-§. Цуюцланиш нуцталари
1-т а ъ р и ф .  Агар £ нуктанинг ихтиёрий атрофида Ё туп­

ламнинг саноксиз элементлари мавжуд булса, I нуцта Е туп­
ламнинг ц ую ц л ан и ш  н уцт аси  дейилади.

М и с о л. 9- параграфда мисол сифатида келтирилган Е3, Et ва 
Е6 тупламларининг цуюцланиш нуцталари [О, 1] сегментдан ибо­
рат; Еъ Е2 ва Еъ тупламларнинг эса бирорта цам цуюцланиш нуц­
таси йуц.

Дар цандай цуюцланиш нуцтаси лимит нуцталиги хамда саноц- 
сиз тупламларгина цуюцланиш нуцтасига эса булиши мумкинлиги 
таърифдан бевосита келиб чицади.

Агар (х', х") оралицнинг чегара нуцталари х' ва х" рационал 
сонлар булса, бу оралицни р а ц и о н а л  о р а л и ц  деймиз.

Бундан кейин баъзан цуйидаги теоремалардан фойдаланамиз.
13. 1. Т е о р е м а .  Э л ем ен т л а р и  р а ц и о н а л  о р а л и ц л а р -  

дан  иборат  б у л га н  сист ем а сан оц л и  т уп л ам ди р . Бу 
теорема 6. 5- теореманинг натижасидир.

1 Бундан кейин теореманинг исбот булганини цис^алик учун * белгинн ^уйиш 
билан курсатамиз. Бу белги сатрдан бир os пастга цуйилади.

2 Мазкур бобнинг охирида келтирилган машь;ларга мурожаат килинса ^ам 
булади.
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13. 2. Т е о р е м а .  (х ', х") ор а л и ц  ихт иёрий  I н уц т а ­
нинг би рор  ат роф и  булси н . У  х о л д а  I н уцт ани  у з  ичи­
га  о л га н  ва  (х ', х") о р а л и ц д а  ж ой л аш ган  (у', у") р а ­
ц и он ал  о р а л и ц  т узи ш  м ум ки н .

И с б о т .  Дарцацицат, агар у ’ ва у" рационал сонлар х '<  у '<  5 
ва £ <  у" <  х" тенгсизликларни цаноатлантирадиган цилиб олинса, 
у цолда (у', у") оралиц теореманинг шартларини ^аиоатлантирган 
булади.*

13. 3. Т е о р е м а  ( Л и н д е л ё ф  т е о р е м а с и ) .  X flp цандай  
сан оц си з Е т уп л а м н и н г ц ую ц л ан и ш м ас н уц т а л а р и ­
дан  иборат  б у л га н  т уп л а м  эн г  куп и  б и л ан  сан оц ­
ли  т уп л а м д и р  (х ус у с а н , Е нинг ц ую ц л ан и ш  н у ц т а л а ­
р и д а н  и б орат  т уп л а м  сан оц си з т уп л а м  б ул ади ) .

И с б о т .  |  нуцта Е тупламнинг цуюкланишмайдиган нуцтаси 
булсин. У цолда Е тупламнинг купи билан саноцли элементларнни 
уз ичига олган g нуцтанинг (*', х") атрофи мавжуд. Иккинчи тео­
ремага мувофиц £ нинг (у', у"), яъни (х'< у ' <  \  <  у"< х") рацио­
нал атрофи цам мавжуд ва бу атроф цам Е тупламнинг купи би­
лан саноцли элементларнни уз ичига олади.

13. 1 - теоремага мувофиц, хамма рационал оралицлардан ибо­
рат туплам саноцли тупламдир.

Демак, уларни номерлаб чициш мумкин.

Si, S2, . . ., б(!, . . .  (1)

цамма рационал оралицлар булсин. Юкоридаги мулохазага му­
вофиц, Е тупламнинг цуюцланишмас цар бир нуцтаси (1) кетма- 
кетликдаги шундай рационал оралицда жойлашган буладики, бу 
оралицда Е тупламнинг купи билан саноцли элементлари булади. 
Фараз цилайлик,

ана шундай рационал оралицлар кетма-кетлиги булсин.
Натижада, 6. 1- теоремага мувофиц, (2) кетма-кетликдаги цам- 

ма рационал оралицларда Е тупламнинг купи билан саноцли эле­
ментлари булади.

Теорема исбот булди, чунки Е тупламнинг цар бир цуюь^ла- 
нишмас нуцтаси (2) кетма-кетликдаги рационал оралицларнинг би- 
рига, албатта киради ва бу оралицларнинг цар бирида Е туплам­
нинг купи билан саноцли элементлари булади. *

13. 4. Т е о р е м а .  J(ap цан дай  Е т уп л а м н и н г ц у ю ц л а ­
ниш н уц т а л а р и д а н  иборат  т уп л а м  м у к а м м а л  т уп л а м  
б у л а д и .

И с б о т и .  Е тупламнинг цуюцланиш нуцталаридан иборат туп­
ламни Q билан белгилаймиз.

Аввало, Е туплам чекли ёки санокли булса, у цолда Е туп 
лам (биринчи таърифга мувофиц) бирорта хам цуюцланиш нуцта-
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сига эга була олмайди. Демак, Q буш туплам булади; буш туп­
лам учун эса теорема уринлидир.

Энди Е туплам санок сиз булсин. Теоремани исбот цилиш учун 
Q нинг ёпиц эканини ва узида зичлигини исботлаш керак.

Дастлаб Q тупламнинг ёпиц эканлигини исбот циламиз. хп 
нуцта Q тупламнинг ихтиёрий лимит нуцтаси ва (х', х") унинг 
ихтиёрий атрофи булсин, деб фараз цилайлик. У ^олда (л-', х") 
оралицда Q нинг х;еч булмаганда битта £ нуцтаси булади ва бу 
нуцта Е туплам учун цуюцланиш нуцтаси булади; демак, £ нуцта­
нинг ихтиёрий атрофида ва, шу жумладан, (х', х") оралицда Е 
тупламнинг саноцсиз элементлари мавжуд.

Бундан куринадики, х0 нуцта Е туплам учун цуюцланиш нуц­
таси, яъни: x0(^Q. Демак, Q ёпиц туплам.

Энди Q нинг узида зич туплам эканини исбот циламиз. Q узи­
да зич булмасин, деб фараз циламиз. У ^олда Q тупламнинг ка­
мида битта ёлгиз нуцтаси булади; бу нуцтани | 0 билан (агар бу нуц­
талар сони бирдан ортиц булса, уларнинг бирортасини £0 билан) бел­
гилаймиз. Бир томондан | 0 нинг шундай (х \ х") атрофи мавжуд­
ки, бу атрофда Q нинг g0 дан бошца бирорта цам нуцтаси бул­
майди. Аммо, иккинчи томондан £0 нуцта Е тупламнинг цуюцланиш 
нуцтаси булганлиги учун унинг ихтиёрий атрофида, шу жумладан, 
(х', х") оралицда Е тупламнинг саноцсиз элементлари мавжуд. 
Л и н д е л ё ф  теоремасига мувофиц Е тупламнинг (х', х") оралиц- 
даги цуюцланишмас нуцталари купи билан саноцли тупламни таш­
кил этади; демак, (х', х") оралицда Е тупламнинг саноцсиз цуюц­
ланиш нуцталари мавжуд, яъни £0 нуцтанинг ихтиёрий (х', х") 
атрофида Q тупламнинг саноцсиз элементлари мавжуд экан. Бу 
натижа эса юцоридаги фаразимизга зид. Демак, Q узида зич туп­
лам экан..;.

13. 3 ва 13. 4 -теоремалардан цуйидаги теорема бевосита келиб 
чицади.

1 3 .5 .Т е о р е м а  ( К а н т о р —Б е н д и к с о н  т е о р е м а с и ) .  Xflp  
ц ан дай  ёпиц Е т уп л ам н и  Е =  Q U М  кури н и ш да  ёзиш  
м ум к и н .

Бу ерда Q мукаммал туплам ва £* тупламнинг ^амма цуюцла­
ниш нуцталаридан иборат, М эса санокли туплам булиб, Е туп­
ламнинг цуюцланишмас нуцталаридан иборат.

2 - т а ъ р и ф .  Агар Е тупламни иккита ёпщ;, б£/шмас ва уму­
мий нуцталарга эга булмаган тупламларнинг йигиндиси шаклида 
ёзиш мумкин брлмаса, Е тупламни т ут аш ган  т уп л а м  дей­
миз.

13. 6. Т е о р е м а  С егм ент  т ут аш ган  т ^ п ш м д и р .
И с б о т .  Ихтиёрий [а, Ь\ сегмент берилган булсин. Бу сегмент­

ни туташмаган туплам деб фараз циламиз. У цолда таърифга му­
вофиц уни

la, 6] =  / W a (Fl П/г2= 0 )
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куринишда ёзиш мумкин; бунда Ft ва Р2 тупламлар ёпиц, буш- 
мас тупламлар.

а нуцта Z7! тупламнинг элемента ва £ нуцта F2 тупламнинг 
цуйи чегараси булсин. Агар £ =  а булса, у цолда £ £ Рь аммо £ 
нуцта F2 тупламга цам киради, натижада: /4  П А 0 ,  бу эса 
шартимизга зид.

Агар I г'= а булса, у з^олда [а, £) ярим оралиц бутунлай F x 
тупламга киради; бундан эса £ нукта [а, £) ярим оралицнинг ли­
мит нуцтаси ва, демак, Fl нинг цам лимит нуцтаси эканлиги ке­
либ чицади. Яна шартимизга зид булган Р\(]РгФ 0  натижага 
келдик.*

14- §. Ички нуцталар ва очиц тупламлар

Энди ёпиц тупламлар Оилан узвий богланган очиц тупламларни 
урганишга утамиз.

1-т а ъ р и ф .  Агар £ нуцтани уз ичига олган ва Е тупламга 
бутунлай кирган (х' .̂ х") оралиц мавжуд булса, |  нуцта Е туп­
ламнинг ички нуцт аси  дейилади.

2- т а ъ р и ф. Агар Е тупламнинг %амма нуцталари ички нуц­
талардан иборат булса, у %олда Е тУплам очиц  т уп л а м  
дейилади. Буш тУпламни %ам очиц туплам деб щсоблаймиз.

М и с о л л а р :  1. Х,ар цандай (а, Ь) оралиц очиц тупламдир.
2. }^амма з^ациций сонлар туплами очиц туплам з^осил цилади.
Лекин [а, Ь] сегмент очиц туплам з^осил цилмайди, чунки а 

ва Ь нуцталар ички нуцталар эмас.
14. 1. Т е о р е м а .  С они и хт и ёри й  б у л га н  очиц  т уп ­

л а м л а р н и н г йигиндиси х а м  очиц т уп л ам ди р .
Ис б о т .  G — U Gr туплам очиц G тупламларнинг йигиндиси

булсин (Г ихтиёрий цувватга эга булган туплам). G тупламнинг 
ихтиёрий х элементининг ички нуцта эканлигини курсатсак теоре­
ма исботланади.

Модомики, x ^ G  экан, демак, х нуцта G, тупламларнинг би- 
ронтасига киради; G-0 шу тупламларнинг бири булсин, яъни х £ G: . 
Лекин О;0 очиц туплам булганлиги учун шундай (а, Р) оралиц мав­
жудки, бу оралиц бутунлай Ge га киради, яъни (а, р) с : Gc< 
ва х £ (а, Р) ст G ,.

Демак, (а, Р) с : G ва х нуцта G туплам учун з̂ ам ички нуцта 
булади. *

14. 2. Т е о р е м а .  С они ч ек л и  очиц  т у п л а м л а р н и н г  
куп ай т м аси  очиц  т уп л а м д и р .

п
Ис б о т .  Р =  П G туплам очиц G тупламларнинг купайтмаси 

t|-i
булсин. Агар Р буш туплам булса, у з^олда таърифга биноан, у
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очиц туплам. Р буш булмаса, унинг ихтиёрий .v0 элементини ола­
миз. У цолда купайтманинг таърифига мувофиц, х0 ■- Gk (k =■■ 1, 2, 
. . . , /г) ва цар бир /г учун шундай (а,,, р/г) оралиц топиладики, бу 
оралиц бутунлай Gk тупламга киради, яъни:

(ай, pft) cz Gk ва х0 -  (а„, pft).
Энди а  =  max (04, а 2, . . ., а„) ва Р =  min(P1, Р2, . . Р„) сон­

ларни олиб, (а, Р) оралицни тузамиз; бу оралиц учун цуйидаги 
муносабатлар бажарилади:

х0 (а, р) <= (ак, pft) c G *  (k =  1, 2, . .  ., л).
П

Демак, (а, Р) cz (1 Gt — Р ва х0 нуцта Р тупламнинг ички нуц- 
i=i

тасидир.*
Агар сони чексиз очиц тупламларнинг купайтмаси олинса, у 

цолда теорема уз кучини йуцотиши мумкин.
Масалан,

°"=(—I - i '  i  + т) ( « = ' . 2 . . . . )

тупламларнинг цар бири очиц туплам, лекин уларнинг купайтмаси

ёпиц тупламдир.
14. 3. Т е о р е м а .  А га р  G т уп л а м  очиц б ул са , у  х о л ­

да  ун и н г CG т ул д и р увч и си  ёпиц б ул а д и .
И с б о т .  CG тупламни ёпиц эмас деб фараз цилайлик. У цол- 

да CG га кирмайдиган унинг х0 лимит нуцтаси мавжуд. Демак, 
x0^G; G очиц туплам булганлиги учун х0 нуцтанинг шундай 
(а, Р) атрофи мавжудки, бу атрофнинг цамма нуцталари G тупламга 
киради, яъни (а, Р) cz G ва х0 £ (а, Р).

Бундан куринадики, (а, Р) оралицда CG тупламнинг бирорта 
цам элементи йуц, бинобарин х0 нуцта CG тупламнинг лимит нуц­
таси була олмайди. Бу натижа эса фаразимизга зид.

14. 4. Т е о р е м а .  А г а р  F ёпиц л п у п л а м  б ул са , ун и н г  
CF т $лди рувчи си  очиц  т уп л а м  б ул ади .

И с б о т .  CF тупламнинг ихтиёрий х0 нуцтасини олиб, унинг 
ички нуцта эканлигини курсатамиз.

F ёпиц туплам булганлиги учуп х0 нуцта F нинг лимит нуц­
таси була олмайди, чунки х0 £ CF. Шунинг учун х0 нуцтани уз 
ичига олган ва F тупламнинг бирорта цам нуцтасини уз ичига 
олмаган (х', х") оралиц мавжуддир. Демак, бу оралицнинг цамма 
нуцталари CF тупламга киради, яъни х0 нуцта CF тупламнинг 
ички нуцтас булади.%

Е чегараланган туплам ва а =  \п[Е ва 6 =  sup£ булсин. У 
цолда S =- [а, Ь] сегмент Е ни уз ичига олган энг к и ч и к  с е г ­
м е н т  дейилади,
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14. 5. Т е о р е м а .  А г а р  F ч ега р а л а н га н  ёпиц т уп л а м  
б ул и б , S ун и  уз и чи га  о л га н  эн г  ки чи к  сегм ен т  б ул са , 
у  х о л д а  CSF ( =  [ a b f  F) т уп л а м  очиц б ул ади .

И с б о т .  Бу теорема 14. 2, 14. 4- теоремалардан ва ушбу 
CSF =  (а, Ь) П CF айниятдан бевосита келиб чицади. Бу айниятни 
исбот циламиз. х0 f  С SF булсин; бундан XqCF, аммо а -  F ва b F 
(бу муиосабатлар 11. 13-натижадан келиб чицади), шунинг учун 
х0-/= а, х0ф Ь. Бундан х0^(а,  Ь) экани куринади; иккинчи томон­
дан, х01 CF.

Демак,
х0 '^(а, Ь) П CF.

Аксинча, х0 -  (а, Ь) П CF булсин; у ^олда х0 с- CF, демак, х0ТЕк 
бундан ва х0 С- (а, Ь) муносабатдан х0 £ CSF экани келиб ч и ц ад и .^

14. 6. Натижа. А г а р  очиц  G т уп л а м  [а , Ь] сегм ен т ­
нинг цисм и б ул са , у  х о л д а  [a , b ] \ G  т уп л а м  ёпиц т уп ­
л а м  б у л а д и ; а га р  ёпиц F т уп л а м  (а, Ь) орал и ц н и н г  
цисм и б ул са , у  х о л д а  (a , b ) \ F  т уп л а м  очи ц  т уп л а м  
б ул а д и .

Лекин F ёпиц туплам булиб, [а, Ь] сегментда жойлашган бул­
са, у ^олда [a, b] \ F  туплам ёпиц ^ам, очиц з̂ ам булмаслиги 
мумкин.

Масалан, F =  [— 1, + 1 ] ;  [а, Ь] =  [— 2, 2] булсин, у з^олда 
[a, b ] \ F  =  [— 2, — 1)U(1, + 2 ]  булади. [ - 2 ,  — 1) ва (1, 2] туп­
ламларнинг з̂ ар бири ёпиц з̂ ам эмас, очиц з̂ ам эмас, чунки — 1 
лимит нуцта булиб [— 2, — 1) тупламга кирмайди ва — 2 бу туп­
ламнинг ички нуцтаси эмас; (1, 2] туплам шунга ухшаш текшири- 
лади.

15- §. Чегараланган о ч и ц __
ва ёпиц тупламларнинг тузилиши

Чегараланган очиц ва ёпиц тупламларнинг тузилишини урганиш 
келгуси боблар учун катта аз^амиятга эга.

Очиц G туплам берилган булсин. Агар (а, р ) с  G ва a^G,  
P^G  булса, (a, 0) оралицни G тупламнинг т у з у в ч и  о р а л и р и  
дейилади.

15. 1. Т е о р е м а .  Очиц G т у п л а м га  нисбат ан  т у зу в ­
чи т ур л и  (аи р,) ва  (а2, о р а л и ц л а р  ум ум и й  н уц т а га  
э г а  эм ас .

Ис б о т .  (ах, ва (аа, Р2) оралицлар туплам маъносида тур- 
лича (яъни а,, ларнинг камида бири уринли) булиб,
умумий I нуцтага эга булсин; у холда

“ j < i  <  Pi, a 2 <  S <  Рг

тенгсизликлар уринли булади.
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Бу тенгсизликлардан
а 2<С 5 Pl> а 1<С £ Ра

тенгсизликлар бевосита келиб чицади.
Бунда икки хрл булиши мумкин:

ё а 2<  (Xj ёки а 2 >  а 1#

Агар а , <  ctj булса, у ^олда а х ^  (а2, p2)c rG ; сунгги муноса­
батлар эса бир вацтда бажарилиши мумкин эмас, чунки a  
Зиддият келиб чицди.

Агар а 2 > а !  булса, у ^олда аг (alt рг) cz G; бу_муносабатлар 
jtaM бир вацтда бажарилиши мумкин эмас, чунки а.2^д, яна зид- 
Дият келиб чицди. *

» Бу теоремадан бевосита цуйидаги натижа келиб чицади.
15. 2. Натижа. А га р  очиц О т уп л а м га  нисбат ан  и к к и  

т узувч и  о р а л и ц л а р  ум ум и й  н уц т а га  э г а  б у л с а , у  х о л ­
да  бу  о р а л и ц л а р  би р -би ри га  ай н ан  т ен г б ул а д и .

15.^3. Натижа. Буш  б у л м а га н  очиц О т уп л а м га  нис­
бат ан  т узувч и  т ур л и  о р а л и ц л а р  сист ем аси ч екл и  ёки  
сан оц л и ди р .

Ис б о т .  Дацицатан ^ам, агар цар бир тузувчи оралицдан битта- 
дан рационал нуцта олинса, у ^олда бу нуцталардан тузилган М 
туплам энг купи билан саноцли булади ва G га нисбатан тузувчи 
турли оралицлар системаси М билан бир цийматли муносабатда 
булади.*

15. 4. Т е о р е м а .  А га р  G буш  б у л м а га н  очиц  ва  ч ега ­
р а л а н га н  т уп л а м  б ул са , у  х о л д а  G нинг хо-Р би р  н уц ­
т аси G га  нисбат ан т узувч и  б и рорт а  о р а л и ц ц а  ки ради .

И с б о т .  а нуцта G тупламнинг ихтиёрий элементи булсин. Ушбу 
F — [а, +  cc )nCG тупламни тузамиз. [а, -f- оо) ва CG тупламлар­
нинг ^ар бири ёпиц булганлиги учун F туплам ^ам ёпиц. F туп* 
ламнинг тузилишидан унинг цуйидан чегараланганлиги ва буш эмас- 
лиги бевосита куринади. F нинг цуйи чегарасини а  билан белгилаймиз; 
a ^ F ,  чунки F ёпиц туплам. a  чунки а ва ундан чапдаги цамма 
нуцталар F тупламга кирмайди. .*

Бундан ташцари, [a, a)czG. Акс х,олда, яъни la, a)aiG булган­
да, шундай Ь нуцта мавжудки, Ь £ [о, а) ва Ь { 0  муносабатлар 
уринли булади. Бу муносабатлардан куринадики, b £ F  ва b <  а; 
сунгги тенгсизлик а  нинг F учун цуйи чегара эканига зид.

Натижада, а  учун

1) а  > а ,  2) a £ G ,  3) [а, а ) с О  (Л)
муносабатларнинг уринли эканлиги курсатилди.

Худди шунга ухшаш, цуйидаги муносабатларни цаноатлантира- 
диган Р нуцтанинг мавжудлигини курсатиш мумкин:

1 ) р < а ,  2) Р £ G, 3) (p. aJczG. (Я)
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Бунинг учун F =  [— оо, а] П CG тупламни тузиб, юцоридагига ух­
шаш мулоцазалардан фойдаланиш керак.

(А) ва (В) муносабатлардан (Р, а) оралицнинг G га нисбатан 
тузувчи оралиц эканлиги ва а (р, а) экани бевосита куринади.*

Шу параграфдаги теоремалардан ва уларнинг натижаларидан 
цуйидаги теоремалар келиб чицади.

15. 5. Т е о р е м а .  G очиц , ч е га р а л а н га н  ва  б$ш  б $ л м а -  
ган  т уп л а м  б $ли б , (а, Р) о р а л и ц  G га  б ут ун л а й  к и р га н  
б у л с а , у  х о л д а  О нинг т узувч и  о р а л и ц л а р и  ораси да  
(а, р) о р а л и ц н и  б у т у н л а й  у з  ичига  о л га н  о р а л и ц  м ае-  
ж уддир.

15.6. Т е о р е м а .  Ч егарал ан ган  х а р  кан д ай  о ч и к  G ( Ф О̂  
т уп л ам н и  G =  2 s* . =  (“ *. Р*) (“ * t  G, Pft G) к у р и н и ф

ь
да  ёзиш  м у м к и н ; бу  ерда  б* л а р  G нинг т узувч и  о р а ­
л и ц л а р и  6* п б * - = 0  (а га р  k Ф к' б ул са ) ва  б* о р а л и ц -  
л а р д а н  и б орат  си ст ем а э н г  куп и  б и л ан  сан оц л и  б ул а д и .

Энди буш булмаган, чегараланган, ёпиц тупламларнинг тузили- 
шини текширишга утамиз.

F чегараланган ёпиц туплам булиб, S уни уз ичига олган энг 
кичик сегмент булсин. У ^олда 14. 5 -теоремага асосан, CSF очиц 
туплам булади. Агар CsF  буш туплам булмаса, унга юцоридаги 
15.6-теоремани татбиц цилиш мумкин. Натижада цуйидаги теоре­
мага келамиз.

15. 7. Т е о р е м а .  J(aP цан дай  ч е га р а л а н га н  ёпиц F  
т уп л а м  ё сегм ен т ди р, ёки  б и р о р  сегм ен т дан  сони ч ек ­
л и  ёки  сан оц л и  о р а л и ц л а р  сист ем асини ч и ц ари б  т аш - 
лаш  н ат иж асида  х о с и л  б у л га н  т уп л а м д и р .

Чицариб ташланган оралицларнинг чегара нуцталари F тупламда 
цолади.

Аксинча, бирорта сегментдан сони чекли ёки саноцли оралицлар 
системаси чицариб ташланса, у цолда ,\осил булган туплам ёпицдир.

Очиц CsF  тупламнинг тузувчи оралицларини F тупламни т у л ­
д и р у в ч и  о р а л и ц л а р и  деймиз.

Юцоридаги мулоцазалардан бевосита куринадики, чегараланган 
ёпиц F( J= 0 ) тупламнинг ёлгиз нуцталари фацат икки турли були­
ши, яъни бири тулдирувчи икки оралицнинг умумий чегараси, 
иккинчиси эса а ва Ь нуцталар (агар бу нуцталар тулдирувчи ора­
лицнинг чегара нуцталари булса) дан иборат булиши мумкин, бу 
нуцталарнинг бири айтилгандек булиб, иккинчиси шундай булмас­
лиги ?̂ ам мумкин.

Бу жумладан цуйидаги теоремани чицариш мумкин. 
j  15. 8. Т е о р е м а .  Х,ар цан дай  ч ега р а л а н га н  м у к а м м а л  
■ Р(Ф  0 ) т уп л а м , ёки сегм ен т дан  и борат , ёки  би рорт а  
сегм ент дан  у за р о  кеси ш м аган , ум ум и й  ч ега р а  н уц т а га  
э га  б у л м а га н  ва  ч е га р а л а р и  шу сегм ент нинг у ч л а р и га
I

)
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т ен г б $ л м а га н , сони ч екл и  ёки  сан оц л и  ор а л и ц л а р н и  
ч и ц а р и б  т аш лаш  нат иж асида  х о с и л  б у л г а н  т уп л а м -  
дан  иборат .

2
( " 9 ’ 9

16- §. Кантор тупяампари

До= [0. 1] сегментни олиб, унинг устида цуйидаги амалларни 
бажарамиз.

1 2Аввал бу сегментни ва нуцталар билан уч цисмга булиб,

ундан , -|-) оралицни олиб ташлаймиз. Натижада [о, 1 ] ва

lj сегментлар цосил булади. Аов -= [о, 1 ] ва Д01=  l |  
сегментларнинг цар бирини яна тенг уч ’’цисмга буламиз, улардан 

j ва ( -fj ,  j оралицларни олиб ташлаймиз.

Натижада Д000=  [0, 1 ] ,  А001=  [- |, 1 ] ,  Д010=  [ р  -9 ], Д0и =

=  [■9 . 1 ] сетентлар цосил булади. Бу сегментларнинг цар бирини
яна тенг уч цисмга булиб, улардан тегишлича 4 та оралицни олиб 
ташлаймиз; натижада 8 та сегмент ^осил булади. Бу процессии 
чексиз давом эттирамиз (6-шакл).

1  г  1  8 19 20 ZS 26 '•
■27 27 27 27 27 2 7, 27 27

j 11)------------■
'Э  9  1 3  9  9

6- шакл.

Юцоридаги процессии чексиз давом эттириш натижасида Д0=  [С, 1] 
сегмен-тдан ушбу

«•-& l)u{ti I)и
и (.Д. S ) u ( g ,  8 )} и . . .

очиц туплам олиб ташланган булади. 15.8-теоремага мувофиц, цол- 
ган Р0( =  Д0 G0) туплам мукаммал тупламдир.

Gо ва Р0 тупламлар К а н т о р  т у п л а м л а р и  дейилади.
Энди бу тупламлар элементларининг арифметик характеристика! 

сини берамиз. Б унинг учуй сонларнинг учли каср шаклида ёзили! 
шига мурожаат циламиз.
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Маълумки1, [0,1] сегмент орасидаги ^ар бир сонни цуйидаги
учли каср шаклида ёзишимиз мумкин:

0, аъ а2 . . .  ап . .  . (аг =  0, 1,, 2; i =  1, 2, . .  .)•

Лекин ^ ( / = - 1 , 2 ;  k =  1, 2, . . .) куринишдаги сонларни, яъни юцо­
ридаги амалларни бажаришда булиш нуцталарига тегишли сонларни 
икки куринишда ёзишимиз мумкин:

о, 0 . . . 010000 ..

о,
li— \ 

0 . .. 02222 . ..
/Г

0, 0 . . . 020000 ..

0,
ft—1 

0 . . . 01222 . ..

Бу икки куринишдан бир рацами учрамайдиганини цабул циламиз. 
Бошца 5̂ ар цандай сон учли каср шаклида биргина куринишда 
ёзилади.

1 2 \Юцоридаги амалларни бажаришда До= [0 ,1 ] сегментдан (у , )
оралицни олиб ташлаган эдик; яъни биринчи амал натижасида [0,1 ] 
сегментдан шундай сонлар олиб ташландики, уларни учли каср 
шаклида ёзганимизда биринчи учли рацами бирга тенг, иккинчи
амални бажарганимизда Д00=  |о , ^  J ва Aoi=  l j  сегментлардан

тегишлича j i ,  оралицларни олиб ташлаган эдик; яъни
иккинчи амал натижасида шундай сонлар олиб ташланадики, уларни 
учли каср шаклида ёзганимизда иккинчи учли рацами бирга тенг 
булар эди ва ^оказо. /г- амал бажариш натижасида [0,1] сегмент­
дан шундай сонлар олиб ташланадики, уларни учли каср шаклида 
ёзганимизда /г-учли рацами бирга тенг булади. Демак, юцоридаги 
амалларни бажариш натижасида [0, 1] сегментдан бирорта учли ра­
цами бирга тенг булган ^амма сонлар чицариб ташланган булади.

Агар [0,1] сегментдан олинган ихтиёрий х сонининг бирор учли 
каср рацами бирга тенг булса, у G0 тупламга киради, акс цолда у 
сон Р0 тупламга киради, яъни Р„ тупламга кирган сонларнинг учли 
рацамлари 0 ва 2 дан иборат.

Т е о р е м а .  Р 0 т уп л а м  к о н т и н уум  ц увв а т га  э г а .

1 Сонларни учли, умуман р  ли касрларга ёйиш ^ацида 59-параграфга каранг.
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Т е о р е м а н и н г  б и р и н ч и  и с б о т и .  Р0 туплам саноцли бул­
син, деб фараз цилайлик, у цолда Р0 туплам

{*1. ......... хп, . .  .) (1)
кури нишда ёзилади. Бунда икки х,ол булиши мумкин: х1 нуцта ё Д00 
да, ёки Д01 да ётади (Д/А ik сегментлар юцорида киритилган); хг 
нуцта ётмаган Д0, ни билан белгилаймиз. ох га кирувчи цамда 
х2 ни олмаган Д0;- ни а2 билан белгилаймиз ва цоказо. Натижада 
бир-бирининг ичига жойлашган цамда я-си хп нуцтани уз ичига 
олмаган

^1, ^2’ ^8» • • ■» п̂' • • •  (2)
сегментлар кетма-кетлигига эга буламиз. 11. 10- теоремага асосан 
буларнинг умумий цисми буш эмас цамда Р0 тупламнинг ясалишига 
кура бу кесишма Р0 га тегишли. Демак, умумий цисмининг барча 
элементлари (1) кетма-кетликда учраши керак, масалан, умумий 
цисмининг у  элемента (1) кетма-кетликда л-уринда учрасин, яъни 
у  =  хп. Аммо о„ нинг ясалишига кура, хп нуцта ст„ га кирмайди, 
демак, умумий цисмига цам кирмайди. Зиддиятлик келиб чицди.

Т е о р е м а н и н г  и к к и н ч и  и с б о т и .  [0.1] даги цар бир сонни 
унли касрга ёйиш мумкин булгандек, бу сегментдаги цар бир сонни 
иккили касрга ёйиш мумкин:

х =  0, мУз . .  . in . . . ,  is =  0, 1.
Аксинча, бу куринишдаги з̂ ар бир иккили касрга [0,1] даги битта
нуцтани мос цуйиш мумкин. Унли касрдаги каби [0, 1] даги
сонлар икки усул билан, цолган сонлар эса бир усул билан иккили 
касрга ёйилади.

Иккинчи томондан, юцорида курсатилганидек, Р0 тупламнинг цар 
бир элементини цуйидаги учли каср шаклида ёзиш мумкин:

5 =  0, / ,  j 2 . . .  /„ . .  ., Js =  0,2.

Аксинча, бу куринишдаги цар бир учли касрга Р0 нинг битта нуц­
таси мо С келади; Р0 даги нуцталар икки усул билан, цолган
нуцталар эса бир усул билан бу куринишдаги учли касрга ёйилади.

Энди [0,11 сегмент билан Р0 орасида -узаро бир цийматли мос- 
ликнн урнатамиз: [0, 1] сегментдан

х — 0, i î2î  . . .  . . .

нуцтани (иккили каср шаклида ёзилган) олиб, унга Рп тупламнинг 
цуйидаги элементини мос цуямиз:

5 == 0, / 1/ 2/'8 * • Jn • • • »
бу ер-а / 3 =  о, агар is =  0 булса ва j s =  2, агар is =  1 булса. 
Бундан, [0,1] сегмента континуум цувватга эга булгани учун, Р0 
тупламнинг цам континуум цувватга эгалиги келиб чицади.*
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MALUK УЧУН МАСАЛАЛАР

1. Бирор Е туплам ва унга тегишли булмаган £ нуцта берилган 
булсин. Е тупламдан |  нуцтагача булган масофа р(|,Е) деб р(|, х) 
(хr- Е) сонларнинг цуйи чегарасига айтилади. р(|, Е) соннинг нолга 
тенг булиши учун| нуцта Е учун лимит нуцта булиши зарур ва 
кифоялиги исботлансин.

2. Е—ёпиц туплам булиб, £ унга тегишли булмасин. У цолда 
шундай х ^ Е нуцта мавжудки, унинг учун: р(£, х) =  р(£, Е) тенг­
лик уринли булади, бу ерда р х) сон £ нуцтадан х гача булган 
масофа. Шуни исботланг.

3. Саноцсиз тупламнинг камида битта цуюцланиш нуцтаси мав­
жудлиги исботлансин.

4. К, М, N тупламларнинг цуюцланиш нуцталарининг туплам- 
ларини мос равишда К 0, Мй, №  орцали белгилаймиз. Агар К  =  М  U N 
булса, /С®— М° U А'0 тенглик исботлансин.

5. >^ар цандай ёпиц туплам сони саноцли очиц тупламларнинг 
купайтмасига тенглиги исботлансин.

6. (а, Ь) интервалнинг сони саноцли узаро кесишмайдиган ёпиц 
тупламларининг йигиндисига тенг булолмаслиги курсатилсин.

7. [0,1] сегмент хадларининг сони континуум цувватга эга, узаро 
кесишмайдиган мукаммал тупламларнинг йигиндисига ёйилсин.

8. Шундай М туплам тузингки, М(п) ф  М (п+1\  п — 0, 1, 2, . .  . 
тенгсизлик уринли булсин.

9. Шундай М туплам тузингки, M{i) =/= 7И(/+1>, г= 0 , 1, 2, . . . ,  п, 
аммо М</+|)=  0 , i >  п булсин.

10. Борель—Лебег теоремасига тескари теорема уринлими?
11. М" туплами [0, 1] даги барча рационал нуцталар туплами- 

дан иборат буладиган М туплам мавжудми?
12. [0 , 1] да шундай иккита умумий нуцтаси булмаган Мх ва 

М 2 тупламлар топилсинки, уларнииг з$ар бири [0, 1] нинг з^амма 
ерида зич, континуум цувватга эга ва Af1UM2=  [0, 1] тенгликни 
цаноатлантирсин.

13. [0,1] да шундай узаро кесишмайдиган Mv М2, М8.........
00

Мп, . . . тупламлар топилсинки, U М , =  [0,1] булиб, уларнинг з̂ ар
1

бири [0,1] нинг з^амма ерида зич ва континуум цувватга эга булсин.
14. [0,1] ни цуйидаги куринишда ёзиш мумкинми:

Ю,1]=  U М„ Mt n M , =  0 ,  i * j ,  М ^ М „  М ^ 0 .  
i- 1

15. Масалани цуйишдан илгари цуйидаги усул билан Q туплам- 
ни ясаб оламиз.

До = [ 0, 1] сегментни олиб, унинг устида цуйидаги амалларни
1 2  3 4бажарамиз. Аввал бу сегментни -g-, ва -g- нуцталар билан беш
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цисмга булиб, ундан 1-̂ -, -g-j оралицни олиб ташлаимиз. Натижада

Доо— [0, ~ \  ва А01=  11 ,  lj сегментлар цосил булади. Л00 ва А01 
сегментларнинг ^ар бирини яна тенг беш цисмга буламиз, улардан 
(1 , l j  ва оралицларни олиб ташлаймиз. Натижада А000=

=  [®* 25] ’ ^ 001==[fe’ s’!’ Л°10==: [~5’ 25]’ ^ 011= [25* *] сегментлар 
^осил булади. Бу сегментларнинг цар бирини яна тенг беш цисмга 
булиб, улардан тегишлича 4 та оралицни олиб ташлаймиз; натижа­
да 8 та сегмент цосил булади. Бу процессии чексиз давом эттира- 
миз. Юцоридаги процессии давом эттириш натижасида А0=  [0,1] 
сегментдан ушбу

° = <Т- 4)и{4 |}и 
и « 1  й и ( | .  P ) u ( f .  f ) u ( f ,  f » U  . . .

очиц туплам олиб ташланган булади. К,олган A \ G  ту ламни Q би­
лан белгилаймиз.

Q мукаммал туплам эканлигини курсатинг.
16. Х,ар цандай туташган туплам ё сегмент, ё интервал, ё ярим 

сегмент, ё бутун тугри чизиц, ё нуцта булишини исботланг.

j  1 4 ,

*11 Б О Б

УЛЧОВЛИ ТУПЛАМЛАР

Тугри чизицда бирор (а, Ь) оралиц (ёки сегмент) берилган булса, 
бу оралицнинг (сегментнинг) узунлиги ёки улчови деб, одатда, b—а 
сонга айтилади. Энди тугри чизицдаги ихтиёрий нуцтали туплам 
учун улчов тушунчасини киритиш масаласи тугилади. Тупламнинг 
улчови тушунчасини турлича киритйш мумкин; улчов тушунчаси 
узунлик тушунчасини умумлаштирий] натижасида келиб чиццан. 
Улчов назариясини француз математик лар и Э. Борель, К. Жордан 
ва А. Лебег яратган.

17- §. Тупламнинг улчови

'' Е чегараланган туплам ва [а, Ь] ш > тупламни уз ичига олган 
энг кичик сегмент булсин1. Фараз цилайлик, бх, б2, б3, . . .  сони 
Чекли ёки саноцли оралицлар системаси булиб, бу оралицларнинг

1 Бундан кейин асосан чегараланган тупламлар билан иш курамиз.



чегара нуцталари Е тупламга кирмасин, аммо Е нинг цар бир х 
нуцтаси б,(г =  1, 2, . . .) оралицларнинг бирортасида жойлашган 
булсин. (д,( билан бг оралицнинг узунлигини белгилаймиз. Бундай
оралицлар системасини чексиз куп тузиш мумкин. У ^олда

i
йигинди цам чексиз куп цийматга эга булади, аммо У(х;>  0, чунки

i

(1. оралицнинг узунлиги. Демак, йигиндилар системаси цуйидан
/

чегараланган ва шунинг учун у аниц цуйи чегарага эга.
1 - т а ъ р и ф .  Ь ,  йигиндилар системасининг аниц цуйи чега-

i /
расини Е тупламнинг т а ш ц и  у л ч о в и  деймиз ва уни \i*(E) билан 
белгилаймиз. 4

17. 1. И з о ш л а  р: a) ^ jx ,>  0 булганлиги учун ц*(Е)^- 0 бу-
i

лади.
б) ц,*(£)< Ь — а тенгсизлик уринли; ^ацицатан ^ам цар цандай 

е(>  0) учун E cz(a— е, b +  е). Бундан:
\х*(Е) < Ь  — а +  2е

ёки е ихтиёрий булганлиги учун
ц*(£) < 6  — а.

Ушбу
ц*(£) =  ( Ь - а )  — р*(СЕ) (СЕ =  [а, Ь ]\Е )

мицдорни Е тупламнинг ички улчови деймиз. ц.*(Е) >  0, чунки 
CEcz[a, b] ва уз навбатида р.*(СЕ) Ь — а.

17. 2. Т е о р е м а .  Е т уп л а м н и н г т аш ци у л ч о в и  ун и н г  
ички ул ч о ви д а н  к и ч и к  эм а с , яъни:

М £ ) <  (**(£)•
И с б о т .  Аниц цуйи чегаранинг таърифига мувофиц, ^ар цандай 

кичик • мусбат т| (>  0) сони учун Е тупламни уз ичига олган шундай 
6Ж, б2, б3, . . .  оралицлар системаси мавжудки, ушбу

У ^ <  V*(E) +  л (1)
i

(|х/ сони б, оралицнинг узунлиги) тенгсизлик бажарилади.
Шунга ухшаш СЕ тупламни уз ичига олган шундай б', б,, б ,̂ . . .  

оралицлар системаси мавжудки, булар учун з̂ ам ушбу

2 V i<  Ц*(С£)+ г! (2)
i

(|ij билан б' оралицнинг узунлиги белгиланган) тенгсизлик бажа­
рилади.
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{8г} ва {б'} оралицлар системасининг тузилишига кура: 

Ecz Uб/ ва C £ c U 6 ;.

Демак,
ЕЦСЕ =  [а, 6]c(U6)U(US;) .

i i  i
(3)

(1), (2) ва (3) муносабатларга мувофиц:

Ь — а < 2 |* г + 2 н ч <  1л*(£ ) +  М'*(С£) +  2т1-

Ихтиёрий кичик г] ( >  0) учун сунгги тенгсизлик бажарилганлиги 
сабабли, ундан

z-т а ъ р и ф .  (А. Л е б е г  т а ъ р и ф  и.) Агар Е тупламнинг ц*(Е) 
таиащ улчови унинг ,и*(£) ички С/лчовига тенг булса, у %олда Е ни 
$лчовли туплам деймиз ва унинг улчовини ц (Е) билан белгилай­
миз, яъни:

Бу таъриф маъносида улчовли тупламни (L) улчовли т уплам  
дейилади. Юцоридаги мулоцазалардан |л([а, Ь]) =  b — а ва ц((а ,Ь))= 
~ Ь  — а тенгликларнинг уринли эканлиги бевосита куринади.

17. 3. Т е о р е м а .  Агар Е туплами улчовли булса, у \ 
холда СЕ хам  улчовли туплам булади.

И с б о т .  Е улчовли булганлиги учун:

(4) ва (5) дан:
ц(С£) =  |а*(С£) =  ц*(С£) =  Ь — а — ц(£)

тенглик лар, яъни СЕ тупламнинг улчовли эканлиги келиб чицади.*

ц * (£ )  <  ц *(Я )

муносабат келиб чицади.»
V / Энди туплам улчовининг таърифини берамиз.

ц(£) =  ц*(£) =  ц*(Е).

ц(Е) =  Ь-* а — ц*(СЕ). 

Ички улчовнинг таърифига мувофиц:

ц.*(£) =  Ь — а — ц*(С£)
ёки

ц*(СЕ) =  b — а — ц*(£) =  b — а — ц(£). 

СЕ тупламнинг цушимчаси Е га тенг булганлиги учун 

ц*(СЕ) — b — а — ц(£).

(4)

(5)



М и с о л .  F ёпиц туплам, [а, b] сегмент F ни уз ичига олган 
энг кичик сегмент ва бх, 62, . . .  лар F тупламга нисбатан тулди- 
рувчи сони чекли ёки саноцли оралицлар системаси булсин. Бу 
оралицлар системасининг йигиндисини G билан белгилаб, цуйидаги 
муносабатни ёзишимиз мумкин1:

№ )  =
i

Ушбу
F =  [а, й ] \  G =  CG (6)

тенгликдан F тупламнинг улчовли эканлиги келиб чицади, чунки G 
улчовли туплам.

(6) дан фойдаланиб

H(F) =  b — a — [i(G) =  b — а —
i

тенгликни ёзишимиз мумкин.
Демак, цар цандай чегараланган ёпиц туплам улчовли тупламдир. 

/ 17. 4. Т е о р е м а  (А. Л е б е г  т е о р е м а с и )Е т уплам нинг 
Улчовли булиши учун у ни

Е  =  G \]ex\ e 2 (7)

куринишда ёзиш мумкинлиги зарур ва кифоядир.
Бу тенгликнинг унг томонидаги G, ех ва е2 тупламлар ихтиёрий 

берилган т)(> 0) сонига мувофиц цуйидагича тузилган: G узаро ке­
сишмайдиган сони чекди оралицлар системасининг йигиндисидан 
иборат, ег ва е2 цар бири ташци улчови rj сонидан кичик булган 
тупламлар. (7) тенглик бажарилганда цуйидаги муносабат цам 
уринли булади:

H(G) — rj <  ji(£) <  (i(G) +  т). (8)
З а р у р и й л и г и н и н г  и,с б о т  и. Е тупламнинг улчовли эканли- 

гидан фойдаланиб, уни (7) куринишда ёзиш мумкинлигини курсатиш 
керак. Е туплам улчовли булгани учун:

ц .( £ )  - ц ,* ( £ )  =  ц * ( £ ) .

Ташци улчов таърифидан фойдаланиб, узаро кесишмайдиган шундай 
бх, 62, . . .  оралицлар системасини тузишимиз мумкинки, булар учун 
цуйидаги муиосабатлар уринли булади:

2 > (6 () <  ц(Е) (9)

Ес: [ }8г  (10)

1 G очик; туплам булгани учун унинг улчови, таърифга биноан, тузувчи ора- 
лик;ларнинг узунликлари йигиндисига тенг.
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Агар 6lt 62, . . .  оралицлар системасининг сони саноцли булса, у 
цолда булардан шундай дастлабки п тасини, цолганлари учун цуйи­
даги тенгсизлик бажариладиган цилиб, ажратиб оламиз:

2(1(6,) <  Т]. (11)
1=П + 1

Бунинг доимо бажарилиши мумкин, чунки (9) тенгсизликка асо-
03

сан 2 ^ / )  Цат0Р яцинлашувчи. Агар 61, 62, . . .  оралицлар систе-
г-1

сининг сони чекли булса, у цолда буларнинг цаммасини олиш керак.
Энди 61, 62, . . 6„ оралицларнинг йигиндисини G билан белги­

лаймиз, яъни:

G =  U б,.
г-1

Е тупламнинг G га кирмаган элементларидан иборат булган 
тупламни ег билан белгилаймиз; (10) муносабатга биноан:

e jC  U б(. (12)
1*=П+\

G тупламнинг Е тупламга кирмаган элементларидан иборат бул­
ган тупламни ег билан белгилаймиз.

G, elt е2 тупламларнинг тузилишига мувофиц
Е =  G (J \ е 2 (7)

тенглик уринли булади.
G туплам узаро кесишмайдиган п та оралицларнинг йигиндиси- 

дан иборат булгани учун улчовли туплам булади ва

fi(G) =  2>(6,).
i-1

(11) ва (12) муносабатлардан эса

И*(ег) <  Л

тенгсизлик келиб чицади. Агар у*(е2) <  л тенгсизликнинг уринли 
эканлиги курсатилса, теореманинг зарурийлик цисми исбот этилган 
булади. Буни исбот этиш учун, СЕ (СЕ =  [а, Ь] \Е)  тупламни уз 
ичига олган, узаро кесишмайдиган ва

У И(6;) <  ц(С£) +  I  (13)
k

тенгсизликни цаноатлантиридиган б', 6’, . . .  оралицлар системасини 
тузамиз.

СЕ туплам 17. 3- теоремага асосан улчовли булганлиги учун 
б ', 6j, . . .  оралицлар системасини тузишимиз мумкин.
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(9) ва (13) тенгсизликлардан

2 ^ ( бг)+ 2 ^ 6 * )  <  +  П(СЕ) +  т) =  ф — а) +  т] (14) 
( ' к

муносабат келиб чицади. Иккинчи томондан,
EczU^i,  C £ c :U 6 ft;

i k
демак,

E u CEcz[{ и б , ) \  и (б, п бА)) и ( и б;).
i i,k k

Бу муносабатдан

ь-а< у:  |Li(6,) +  ) -2 и (б /  п б;) (15)
I к I ,  к

тенгсизлик келиб чицади.
(14) ва (15) тенгсизликлардан:

Ф -  а) +  (6( П бА) < 2 ^  + 2 ^ )  <  Ф ~  а) +  Л- (16)
I, k i k

Бундан:
2 ^ ( б ; п б;) <  л. (17)
i. к

е2 тупламнинг таърифига мувофиц, уни
е2=  G П СЕ 

куринишда ёзишимиз мумкин. Аммо
вг— G Г) CEcz U (бг П б;),

I, к
чунки

Gcz U б, ва C £ c :U 6 L
i к

Демак,

№ ) < 2 . ^ п б ; )  (18)
it k

ёки (17) га мувофиц:
ц * (е г) <  11

тенгсизлик уринлидир.
К и ф о я л и к н и н г  и с б о т и .  Энди Е тупламни ушбу

Е =  G U е, '  е, (7)
(бу ерда G сони чекли ва узаро кесишмайдиган оралицлар систе­
маси, еъ ег лар ташци улчовлари т)( >  0) сонидан кичик булган 
тупламлар, яъни:

М*(^)<Л. ^ ( « г Х Ч ,  (19)



г) — ихтиёрий кичик сон) куринишда ёзиш мумкин деб, унинг ул­
човли эканини исбот этамиз.

Бунинг учун е1 тупламни уз ичига олган, узаро кесишмайдиган 
ва цуйидаги тенгсизликни цаноатлантирадиган б ', б', . . .  оралицлар 
системасини тузамиз:

2и -(6)) <  Я (20)
{

Шунга ухшаш, е2 тупламни уз ичига олган, узаро кесишмайдиган 
ва цуйидаги тенгсизликни цаноатлантирадиган б", б', . . .  оралиц­
лар системасини тузамиз:

I ^ X r i .  (21)
i

(19) тенгсизликларга биноан, {б'} ва {б"} оралицлар системасини 
тузишимиз мумкин.

(7) тенгликдан фойдаланиб, цуйидаги муносабатларни ёзамиз:

f c G l M c z G l K U e , )
i

ёки

ц*(£) <  n(G) + 2 и ( 6/) <  и-(О) +  л- (22)
I

Бу тенгсизлик (20) га асосан ёзилган. Бундан ташцари,
CEczCG U е2 (CG =  [а, Ь] ч G) (23)

муносабат уринли.
Дар^ацицат, агар х нуцта СЕ ва CG тупламларнинг элементи 

булса, у цолда (23) муносабат уз-узидан келиб чицади. Агар х СЕ, 
лекин x '^CG булса, у цолда x^- G ва (7) тенгликка мувофиц, 
х еъ демак, бу цолда цам (23) муносабат уринли.

(23) муносабатдан эса
CEczCG U (1)6;) (24)

муносабат бевосита келиб чицади, чунки
е2<= U б" 

i
(24) ва (21) муносабатлардан

Ц*(С£) <  fi(CG) <  fi(CG) +  г] (25)
i

тенгсизлик келиб чицади. Бу тенгсизликдан ва тупламнинг ички ул­
чови таърифидан фойдаланиб, ушбу

ц*(£) — b — а — |я*(С£) >  Ь — а — ц(СО) — т] =  ^(G) — rj (26)

муносабатни ёзишимиз мумкин, чунки
G =  [a, b] \  CG.
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17. 2- теоремага мувофиц,
ц*(£) < ц*(£). (27)

(22), (26), (27) муносабатлардан фойдаланиб,
M(G) -  л <  М £ )  <  № )  <  WG) +  Л (28)

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин; булардан эса
0 < ц* ( £ ) - щ ( £ ) < 2 т] (29)

тенгсизлик бевосита келиб чицади.
т](> 0) ихтиёрий кичик сон булганлиги учун (29) дан ушбу

ц.*(£) =  =  \i(E)

тенглик ёки, таърифга мувофиц, Е тупламнинг улчовли эканлиги 
келиб чицади ва (28) га асосан:

(1(G) —  ц  <  (i(£ ) <  n(G) Ч- т).*

18- §. Улчовли тупламлар 
одида теоремалар

18. 1. Т е о р е м а .  Агар Еи Е 2, . . . ,  Еп улчовли туплам­
лар булса, уларнинг йигиндиси *алс улчовли туплам  
булади; йигиндининг хадлари узаро кесишмайдиган 
т упламлардап иборат булса, йитндининг улчови л;ад- 
лар улчовларининг йигиндисига тенг булади.

И с б о т .  Теорема ^адларининг сони икки тупламдан иборат 
булган х;ол учун исбот этилса кифоя, чунки цадларининг сони п та 
тупламдан иборат булган ^олни математик индукция ёрдами билан 
хадларининг сони икки тупламдан иборат булган ^олга келтириши- 
миз мумкин. Ег ва Е2 улчовли тупламлар булсин.

17. 4 -теоремага асосан, £ , ва Е2 тупламларни

Et =  Gx[]e[ 4 е[, £ 2= G 2U^Xe"  (1)

куринишда ёзишимиз мумкин. Бу куринишда Gx ва G3 тупламлар­
нинг ^ар бири сони чекли ва узаро кесишмайдиган оралицлар сис­
темасининг й и р и ндисидан иборат; е\, е'2, е" ва е\ ташци улчовлари
г](>0) дан кичик булган тупламлар; т)(> 0) эса аввалдан берилган 
ихтиёрий кичик сон. Демак,

Р*{е[) <  Л> <  Л. V*{e\) <  Л ва р*(е^ <  г\. (2)
(1) тенгликлардан

^ 1U £ 2= ( G 1UG2) U( ^ ; Ue ; ) \ e  (3)
тенглик келиб чицади, бу ерда ес .е\ U е '( с  белги урнига тенглиц 
белгисини доимо ишлатиб булмайди).
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(3) тенгликда G =  Gj U G2 туплами яна сони чекли оралицлар 
системасидан иборат булиб, уларни тузувч и оралицларининг цамма- 
сини узаро кесишмайдиган дейишимиз мумкин.

(2) тенгсизликлардан цуйидаги тенгсизликлар осонгина келиб 
чицади:

И*(е,' U е'2)<  2г), U е\) <  2г),
\а*(ё) <  2г).

Натижада, 17. 4-теоремага асосланиб, (3) тенгликдаги Е1 U Ег туп­
ламни улчовли туплам дейишимиз мумкин, бундан ташцари:

H(G, U G2) — 2г! <  ц(Е, U Е 2) <  ^(Gi U G2) +  2rj. (4)

Энди теореманинг иккинчи цисминн исбот этамиз, £ } ва Е2 
тупламларнинг умумий цисми булмаса, у цолда:

K£ i U Е2) =  1х(Ег) +  ц(Е2).

Дарцацицат, (4) тенгсизликдан фойдаланиб,

U Ег) =  lim fx(Gj U G2) (5)
7 ) - 0

муносабатни ёзишимиз мумкин.
Иккинчи томондан:

M-(̂ i U Gz) =  n(Gi) +  fi(G2) — n(Gj П G2). (6)
(5) ва (6) муносабатлардан:

U £г) =  lim n(Gi) - f  lim n(G2) — lim |j,(Gi ft 0 2) (7)
T]-0 TJ-.0 TJ-O

келиб чицади.
(1) тенгликлардан 17. 4 -теоремага асосан

H(Gi) — Л <  n(£i) <  fi(Gi) +  Л
ва

H(G2) — т) <  ц(Е2) <  n,(Ga) +  т)

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин.
Булардан: "

limn(Gi) = K £'i).

lim fi(G2) =  ц(Е2) ^
’l—о

муносабатлар келиб чицади.
Агар lim |x(Gj П G2) =  0 тенглик исбот этилса, теореманинг иккин- 

i)-0
чи цисми исбот этилган булади.

(1) тенгликлардан G1czE1 [}е\ ва G2czE2 Ue” муносабатларнинг 
уринли эканлиги келиб чицади.
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Бу муносабатлардан эса:

G1 П U е\) П (Ег U <) =  (£ х П Е2) U
U [е\ П (Е2 U е’2)] U (£i П е2]ае\ IJ е\,

чунки ва Е2 тупламлар бирорта цам умумий элементга эга эмас. 
Демак, |д.(0х П G2) <  2ц, чунки р [е[ U е') <  2ц. Бу тенгсизликдан

эса
lim n(G 1n G 2) =  0 (9;
ч-о

муносабат бевосита куринади.
(7), (8) ва (9) муносабатлардан исбот этилиши керак булган 

тенглик келиб чицади:
ц(£х U Е2) =  +  а(£2).*

18. 2. Т е о р е м а .  Улчовли Ег ва Ег тупламларнинг 
айирмаси хам улчовли тупламдир; агар Е2а Е г булса, 
у холда  

\  Е2) =  nCfi) — [А^а) 
булади.

И с б о т .  Ушбу
С(Ех\ Е 2) =  СЕ1[]Е2

тенглик уринли1.
Бу тенгликнинг унг томонидаги тупламлар улчовли булганлиги 

учун чап томонидаги туплам цам 18. 1-теоремага асосан улчовли 
булади; £ , - Е2 туплам С(Е1 \  Е2) тупламга нисбатан цушимча туп­
лам булганлиги учун улчовли булади.

Энди теореманинг иккинчи цисмини исбот этамиз. Бунинг учун

Ех= (Ех\ Е 2) U Е2
тенгликдан ва 18. 1-теоремадан фойдаланамиз. Бу тенгликнинг унг 
томонидаги Е1 \  Е2 ва Ег тупламлар улчовли, узаро кесишмайдиган 
тупламлардир. Демак, 18. 1-теоремага мувофиц

M'(Ei) =  Ц {Ei \ Е 2) +  [i(E2)

1 Бу тенгликни одатдаги усул билан исбот цилиш мумкин, яъни чап томон- 
даги тупламнинг з̂ ар бир элементи унг томондаги тупламга киришлигини ва аксин­
ча, унг тамондаги тупламнинг з̂ ар бир элементи чап томондаги тупламга кириш­
лигини курсатамиз.

Дар^ацицат, л £ C { t \  Е2) булсин. Бундан, х £  Е1'- Е 2 ёки х<1 Е1 ва х (: Е2, 
демак, x f C E l [ j E 2, ёки х £ Еъ демак, х (- С Е г, бундан х £ С£, (J Е 2. Натижада 
С(£г \  ЕJ  тупламнинг хар бир элементи СЕ1 (J Е ,  тупламга >;ам кирар экан

Энди х £ СЕх U Е 2 булсин; бундан ёки х ( : СЁъ ёки х £ Е 2 келиб чицади. Агар 
х ^СЕх  булса, у з^олда x f  Е и демак, x f  Е Х' . Е2, яъни: х £ С(ЕХ\ Е г). Агар * £  £> 
булса, у >̂ олда x f E r ^ E 2, демак, *£C (£'1v £ 2), яъни СЕХ [J Е 2 тупламнинг хар 
бир элементи C(Ei ^ E 2) тупламга э̂ ам кирар экан.
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еки
H(£i \Е 2) =  (j, (£j) — [x (£*)

тенгликларни ёзишимиз мумкин.
18. 3. Т е о р е м а .  Агар [а, Ь\* сегментда ж ойлашган  

Улчовли Ev Ei, Е3, . . Еп, . . .  т уплам лар кетма-кет­
лиги берилган булса, у холда уларнинг йигиндиси бул-
м и ш Е ^ = \}Е ^  туплам хам  улчовли булади. Бундан
ташцари агар Et П Е,— 0  булса, у холда:

\у{Е) )•
/= 1

Бу тенглик тупламлар улчовининг тула аддитивлик хоссасини 
ифодалайди.

И с б о т .  Теоремани аввал E t П Е ~  0  (/ =f= у) ^ол учун исбот 
эта м из.

Ушбу

Ап— U£( ва Вп— U Et 
i=i г-л+i

тупламларни тузамиз.
Л„<=£( =  Ап+  Вп) муносабатдан:

П
= ц (Л л) = 2 К £ /) (Ю)

г=1
келиб чицади, чунки Ап туплам 18. I-теоремага асосан улчовли ва
Е, f]E ~  0  (i=h j). (10) тенгсизлик цар цандай п учун уринли ва

00
'\^ i(E i) цатор яцинлашувчи. Шунинг учун берилган ихтиёрий 
/=i

г]( >  0) сон учун шундай п сонини топиш мумкинки, цуйидаги тенг­
сизлик бажарилади:

ЫЕ)<т\., (11)
i= n + 1

Энди кесишмайдиган шундай б<*>, , . . .  (k =^0, 1, 2, . .  .) 
оралицлар системасини тузамизки, улар учун ушбу

Апс  у  , ^ ( 6 l 0)) <  М +  Л. (12)

En+kcz у  в|*>, ^ ц (6 ? > )  <  ц(Еп+к) +  J  (k =  1, 2, . . .) (13)



муиосабатлар бажарилсин. Ап ва Еп+к тупламлар улчовли булган­
лиги учун юцоридаги кесишмайдиган оралицлар системаси мавжуд. 

(12) ва (13) муносабатлардан ушбу

£ c U U  №
k i

муносабат бевосита келиб чицади.
Бу муносабатдан фойдаланиб, цуйидаги тенгсизликларни ёзиши- 

миз мумкин:
___ ОО

ц*(£) <  ’У У (б</°) <  ц(Л„) 4  Л +^>J*(En+k) +
ft. t Ar-1

00 00

=  V(A„) +  Л "*■ T1-
A -1  * =  1

(11) тенгсизликдан фойдаланиб, ушбу

ц*(Е) <  (1(А„) +  ЗТ] (14)

тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Маълумки,
ц*(£) <

Бундан, (10) ва (14) муносабатлардан фойдаланиб, цуйидаги тенг­
сизликларни ёзамиз:

цИп) <  М £ ) <  Н-*(£ ) <  Iх(Ап) +  3т1 (15)
СКИ

О <  ц*(Е) — ц*(£) <  Зг|. 

т](> 0) ихтиёрий сон булганлиги учун сунгги муносабатдан 

И*(£) =  Ц*(£) =  ц(£)
тенглик келиб чицади.

(15) муносабатдан:
Л

|ii(E)— |д(Л„)| =  \]i(E)—  ̂ ц ( £ , ) |  <  3t|.
l =  i

Демак,

(i(£) =  lim \ \ ( Е , )n-+coJimi1
ёки

ц(£) =
i-i

Шу билан Ei П Ej— 0  (i =£ j)  хол учун теорема исбот этилди.
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Агар Еь Ег, . . .  тупламлар улчовли булиб, умумий нуцталарга
оо

эга булса, у цолда Е =  [jEt тупламни
i-i

Е =  Ei U (Е2 \Е)) U (Е3 n Е2 \ E i) U . . .

куринишда ёзиб, бу цолни исбот этилган цолга келтиришимиз мум­
кин, чунки охирги тенгликнинг унг томопидаги

Elt Е2\ Е Ъ E3\ E i\  Ег, . . .
тупламлар узаро кесишмайди.*

18.4. Т е о р е м а .  Xflp цандай саноцли Е туплам улчовли 
ва унинг улчови нолга тенг1.

И с б о т  Е саноцли туплам булганлиги учун унинг элементла- 
рини

хг, X2, *3, . . .

.кетма-кетлик шаклида ёзишимиз мумкин. Биргина xk элементнинг 
узидан иборат булган тупламни Ек билан белгилаймиз.

У холда:

E =  [)Ek
*-i

Ек туплам, улчов таърифига мувофиц, улчовли булади ва унинг 
улчови нолга тенг (чунки битта нуцтадан иборат тупламни узун­
лиги истаганча кичик булган оралицца жойлаш мумкин). Демак, 
18. 3-теоремага мувофиц Е туплам цам улчовли булади ва унинг 
улчови нолга тенг.*

Шуни цам айтиб утиш керакки, 18. 4-теореманинг тескариси 
доимо тугри булмайди, яъни улчови нолга тенг булса, тупламниг.г 
саноцли булиши шарт эмас. Бунинг тугрилигини курсатиш учуй, 
мисол сифатида Канторнинг Р0 тупламини оламиз. Маълумки, Кан- 
торнинг Р0 туплами G0 тупламнинг тулдирувчиси ва

демак, |i.(PH) =  0, чунки P —GGi. Лекин бизга маълумкиг?^'саноц- 
сиз туплам. Бу мисолдан саноцсиз тупламнинг улчови хам нолга 
тенг булиши мумкин эканлиги куринади.*

18. 5. Т е о р е м а ,  [а, Ь] сегментда жойлашган, сони 
чекли ёки саноцли улчовли тупламларнинг купайтма­
си Хам улчовли тупламдир.

1 Бу теорема саноцли гуплам чегараланмаган булса ^ам уртмн.
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И с б о т .  Ev Е2,... улчовли тупламлар булиб, уларнинг з̂ ар бири 
[а, b] сегментда жойлашган булсин.

Е — П Е, тупламни тузамиз.

Маълумки,
СЕ =  [J CEt (GE =  [а, Ь ]\Е )

ва Е, туплам улчовли булганлиги учун СЕ1 туплам ,^ам улчовли 
тупламдир. 18. 3-теоремага мувофиц, СЕ туплам цам улчовлидир. 
Демак, Е цам улчовли булади, чунки у СЕ тупламга нисбатан 
цушимча туплам.*

18. 6. Т е о р е м а .  Агар [а, b] сегментда жойлашган 
улчовли EiCzE^d . . .  тупламлар кетма-кетлиги берил­
ган булса, у холда

тенглик уринли булади.
00

И с б о т .  Аввало U£* ни Е билан белгилаймиз ва цуйидаги
i-i

тенгликни ёзамиз:

£  =  £ 1U(£2\ E 1) U ( £ 3 \ E 2)U . . .  U(£„v£„_i )U . . .

Бу тенгликнинг унг томонидаги \Еп \  £„_!)(« = 1 , 2 ,  . . .; с 0=  0 )  
тупламлар улчовли ва узаро кесишмайдиган булганлиги учун 
18. 3-теоремага мувофиц:

оо

(=i 
ёки

п
ц(£)' =  lim £,_i).

п-+<х> 1=1
Аммо 18. 2-теоремага мувофиц:

№@1 \  £(_i) — ^(£() l^(E1_ 1)i
бундан

\ } i ( E i \ £ , _ J  =  ii(En).

Демак,
i=l

ц(£) =  lim |а(£л).*/»-*•»
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18. 7. Т е о р е м а .  Агар \а, Ь] сегментда жойлашган 
улчовли Е{=)Ег э̂ . . .  т упламлар кетма-кетлиги берил­
ган булса, у  холда

М-f =  Н тц(£„).
П — 1 }  п - +  00

Ис б о т .  Берилган тупламларнинг купайтмасини Е билан белги­
лаймиз, яъни:

00

Е =  П Еп.П= 1
Бундан:

С£ =  U СЕп;
л-1

EnzDEn+l дан CEncz СЕп+1 муносабат келиб чицади ва СЕп туп­
ламларнинг цар бири улчовли булади, чунки Еп улчовли туплам. 

18. 6 -теоремага мувофиц:
ц(С£) =  lim ц(СЕп).

/!-*■ оо

Бундан
b — а — (I (СЕ) — Ь — а — lim ц(СЕп)

П-+ со
ёки

Ь — а — ц(С£) =  lim 16 — а — ц (СЕП)].
П-* оо

Аммо
b — а — \и(СЕ) =  (1(f)

ва
Ь — а — ц(С£„) =  ц(£„).

Демак,

ц(£) =  ц( П Е„) =  lim ц(£„).*
Л = 1  /  П —  00

18. 8. Т е о р е м а  (Н. Л у з и н  т е о р е м а с и ) .  Агар Е туп­
лам улчовли булиб, унинг улчови мусбат булса, у  холда  
истаганча кичик  л (>  0) учун ш ундай м укам м ал  Я(<=£) 
туплам топиш мумкинки, б у  туплам учун ушбу

|4Р) >  Ц(Е) — Л
тенгсизлик баж арилади.

И с б о т .  Улчовли Е тупламни уз ичига олган энг кичик сегмент 
[а, Ь\ булсин. СЕ туплам цам улчовли булганлиги сабабли хар 
цандай т)(>0) учун шундай сони чекли ёки саноцли бх, б2, . . .  
оралицлар системасини топиш мумкинки, булар учун цуйидаги 
тенгсизлик бажарилади:

V n(fi*) <  V(CE) +  г, (16)
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[а, b] сегментдан filf 62, . . .  оралицларни чицариб ташлаш натижа­
сида ^осил булган тупламни F билан белгилаймиз.

F ёпиц туплам булиб, F aE  ва

V(F) — Ь — а —
к

булади. Бундан (16) га мувофиц:

ц(Е) >  Ь — а — ц(С£) — т) =  |х(£) — rj. (17)

К а н т о р  — Б е н д и к с о н  теоремасидан фойдаланиб, F тупламни

F =  P\JD

куринишда ёзишимиз мумкин; бу ерда Р мукаммал туплам ва у 
F нинг ^амма цуюцлашган нуцталаридан иборат, D туплам энг 
купида саноцли ва Р f) D =  0 .

18. 4 -теоремага асосан, n-(D) =  0; демак,

li(F )= li(P[]D) =  li(P).
(17) га мувофиц

ц,(Р) >  ц(£) — г] ва PdFaE.^

Бу теореманинг моцияти шундаки, у ^ар цандай улчовли туп­
ламни улчови унинг улчовига истаганча яцин ва узининг цисми 
булган мукаммал туплам билан алмаштиришга имконият беради.

19- §. Улчовли тупламлар синфи

1 - т а ъ р и ф .  Агар В тупламни сони санокли булган, очиц Gv 
Gг, . . . ,  G„, . . . тупламларнинг купайтмаси шаклида ёзиш мум­
кин булса, яъни

*=I

тенглик уринли булса, у %олда уни G& типидаги туплам дейи­
лади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар Е тупламни сони саноцли булган, ёпщ Ft, 
Fг, . . ., Fn, . . .  тупламларнинг йигиндиси шаклида ёзиш мумкин 
б^лса, яъни

со
Е -

А-1

тенглик Уринли булса, у %олда Е тУплам F* типидаги тУплам 
дейилади.
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3 - т а ъ р и ф .  Агар Е туплам, очиц ва ёпиц тупламлар устида 
цушиш ва купайтириш амалларини чекли ёки саноцли марта 
бажариш натижасида хрсил этилган булса, ундай тупламни Борель 
ёки (В) туплам дейдилар. Чегараланган (В) тупламни (В) улчов­
ли туплам дейдилар.

Масалан, FQ ва Os тупламлар Борель тупламлари булади.
Агар Fa (ёки G i) типидаги сони саноцли тупламларнинг йигин- 

диси (ёки купайтмаси) олинса, у яна F„ (ёки G,,) типидаги туплам 
булади, яъни янги типдаги тупламлар цосил булмайди. Аммо Fa 
типидаги сони саноцли тупламларнинг купайтмаси олинса, у хол­
да умуман янги Fas типидаги туплам цосил булади. Шунга ухшаш, 
Gf, типидаги сони саноцли тупламларнинг йигиндиси умуман 
янги Gi, типидаги тупламни беради.

F̂ b типидаги тупламларни йигиш натижасида Fas„ типидаги ва 
G;,a типидаги тупламларни купайтириш натижасида Go®« типидаги 
тупламлар цосил булади ва цоказо; бунинг натижасида цосил бул­
ган цамма тупламлар (В) т у п л а м л а р  с и н ф и н и  ташкил этади. 
(В) тупламлар синфи, уларнинг тузилишига кура, математикада 
foht муцим ацамиятга эга.

Т е о р е м а .  J(ap цандай (В) улчовли туплам  (L) улчов­
ли булади.

И с б о т .  Бу теорема 18. 3 ва 18. 5 -теоремаларнинг натижасидир.
Лекин бу теореманинг тескариси доимо тугри эмас, яъни шун­

дай (L) улчовли тупламлар мавжудки, улар (В) улчовли булмайди. 
Биринчи марта бундай мисолни москвалик математик М. А. С у с ­
л и  н тузган. У киритган тупламларга (Л) т у п л а м л а р  дейилади. 
Суслин кашф этган (А) тупламлар синфи (В) тупламлар синфидан 
кенгроц, аммо (А) тупламлар синфига кирган цамма тупламлар цам 
(L) улчовлидир.

Энди цуйидаги савол тугилади.
Чегараланган ва (L) маъносида улчовсиз туплам мавжудми? Бу 

саволга ижобий жавоб бериш мумкин, лекин бунга тегишли мисолни 
биз 60- параграфда келтирамиз.

20- §. Витали теоремалари

Т а ъ р и ф .  Е нуцтали туплам ва S сегментлар системаси 
Щлсин. Агар \ар цандай x( f E)  ва ихтиёрий е( >  0) учун шундай 
Д сегмент мавжуд булсаки, ушбу Д £ 5, х (  Д, ц(Д) <  е муноса- 
батлар бажарилса, Е тупламни Витали маъносида S сегментлар 
системаси цоплайди деймиз. Бу таърифда сегментлар биргина нуц­
тада и иборат эмас деб фараз цилинади.

20. 1. Т е о р е м а  ( В и т а л и  т е о р м а с и ) .  Агар чегараланган  
Е т уплам Витали маъносида S сегментлар системаси 
билан цопланган булса„ у холда бу сегментлар систе-
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масидан, шундай сони чекли ёки саноцли  (А*) сегмент- 
ларни аж ратиб олиш мумкинки, улар учун

А у Л А* =  0  | i * ( £ \ U A * )  =  0k
т енгликлар баж арилади.

И с б о т  (С. Б а н а х  ис боти) .  Е тупламни уз ичига олган ва 
чегараланган бирор б оралицни оламиз; б оралицца бутунлай кир- 
маган сегментларни S системадан чицариб ташлаймиз. Бунинг на­
тижасида цолган сегментлардан иборат булган системани S0 билан 
белгилаймиз; S0 система ^ам Е тупламни цоплайди. Энди S0 сис­
темадан бирор Aj сегментни оламиз; агар Еc=Aj булса, у цолда 
теорема исбот этилган булади.

Акс цолда S0 системадан ихтиёрий иккитаси кесишмайдиган

Ai, А2......... Д„ (1)
П

сегментларни оламиз. Агар булса, у ^олда теорема яна
/г= 1

п
исбот цилинган булади; акс холда, яъни £ \  (J Aft=̂= 0  булса, ушбу

k=\

Fn=  U A „ G„=6\F„k=\
тупламларни тузамиз ва S0 системадан 'очиц Gn тупламга кирган 
сегментларни оламиз. Бу олинган сегментлар узунликларининг юцори 
чегарасини \ п билан белгилаймиз.

Равшанки
О <  fx(6).

Gn тупламга кирган сегментлардан узунлиги у  Я,п дан катта бул­
ган сегментни олиб, уни Дл+1 билан белгилаймиз, яъни

ц(Ап+1) >  (1)

G„ тупламнинг тузилишига биноан Ая+1 сегмент (1) кетма-кет- 
ликка кирган бирорта ^ам сегмент билан кесишмайди. Натижада 
ихтиёрий иккитаси кесишмайдиган

At. А2, . . ., Д„, Дл+1
л+1

сегментлар кетма-кетлиги з^осил булади. Агар яна Е а  (J А. булса,
*=i

у ^олда теорема исбот этилган булади; акс ^олда юцоридаги про­
цессии чексиз давом эттирамиз.

Натижада ихтиёрий иккитаси кесишмайдиган

Ai, А2......... Ая, Дл_).1, . . .



сегментлар кетма-кетлиги цосил булади. Энди бу сегментлар кетма- 
кетлиги учун

ji* (E \ U Aft) =  0 (2)

тенгликнинг бажарилиши курсатилса, теорема исбот цилинган бу­
лади.

Узунлиги Дй сегментнинг узунлигидан беш марта катта ва 5'рта 
нуцтаси1 Aft нинг урта нуцтаси булган сегментни А'к билан белги- 
ланмиз; демак,

И'(Дй) =  5ц(Ай).

Ak(k >  п) сегментларнинг цаммаси а оралицда жойлашганлиги ва 
узаро кесишмаганлиги учун

оо

2 ,M-(Af t)< + o o

оо

тенгсизлик келиб чицади, яъни ’\^ [i(A A.) цатор яцинлашувчи булади
к-1

Энди вацтинча цар цапдай натурал п сони учун

£ \  и л* с и л ;  (3)
f t=  1 k  — n

муносабат бажарилган дейлик. У цолда бу муносабатдан цамда 

[х(А  ̂ цаторнинг яцинлашувчилигидан (2) тенгликнинг бажари-
А-1
лиши келиб чицади. Демак, теоремани исботлаш учун (3) муноса- 
батни исботлаш цолди. У ни исботлаймиз.

Оо
Дарцацицат, х £ Е \  U Ak булсин, у цолда цар цандай п учун

&=1 -к
x^Gn ва S0 системага киргау шундай А сегмент мавжудки, 
х £ AaGn.

Лекин цар цандай п учун
A czGn (4)

муносабат бажарилмайди, чунки

Н-(А) <  К <  2Кд п+1)
тенгсизликлар, ц(Дл+1) —*■ 0 учун, бирор п дан бошлаб бажарилмайди.

а  +  Ь
1 [а, Ь] сегментнинг $рта нуцтаси деб с —  — s—  нуцтани аитамиз.
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(4) муносабат бирор п дан бошлаб бажарилмаганлиги сабабли 
худди шу п лар учун

АП Fn̂ 0
муносабат уринли. Бу муносабатни цаноатлантирадиган энг кичик 
сонни п0 билан белгилаймиз. У цолда

АП Fn~  0 .  п < п 0
АП F „,^0 .

Булардан ва FkczFk+1 (k — 1, 2, . . . )  дан 

А П АЛо̂ = 0  ва AczGn0-i  
муносабатларни ^осил циламиз. Сунгги муносабатдан эса:

ц(А) <; K '-i  <  2fi(A„„).
оо

Бу ва AflA„. ф  0  дан АсгА' ва, демак, Ac: U А' келиб чи-
*=л й

со
цади. Натижада х Ac: U А'к, яъни (3) муносабат исбот этилди.*

k= n
20. 2. Т е о р е м а .  20. 1 -теореманинг шартлари баж а- 

рилганда, хар  цандай е( >  0) учун шундай сони чекли ва 
узаро кесишмайдиган Аь Д2, . . Дп сегмент лар систе­
маси мавж удки, улар  учун

U Aft) < e .
k=\

И с б о т .  б, S, S0 лар 20. 1-теоремадаги маънога эга булсин. 
Уша теоремага мувофиц узаро кесишмайдиган шундай { Аа } 

(А;.сгSo, k = \ ,  2, . . .) сегментлар мавжудки,

Iх*(Е\ U Aft) =  0. (2)
ft-i

Агар {Аа} система сони чекли сегментлардан иборат булса, теорема 
исбот этилган булади.

Агар {ДА} система сони саноцли сегментлардан иборат булса, 
у з^олда:

оо

^ ( Д . Х ^ б ) ;
А -1

шунинг учун цуйидаги тенгсизликни цаноатлантирадиган шундай п 
сонини курсатиш мумкин:

00

] ^ ( Л * ) < е .  (5)
k=n+1
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Иккинчи томондан:

Е \  U А4с ( £ \  U Aft) U U А,;
*=■1 й — 1 k= n  + \

ОО

(2), (5) ва сунгги муносабатдан \х*(Е \  U Aft) <  е келиб чицади. Бу
к~ 1

эса исбот этилиши зарур булган тенгсизликдир.*

М А Ш Ц  УЧУН М А С А Л А Л А Р

1. Улчовли Еъ Е2, . . .  тупламлар кетма-кетлиги берилган бул­
син. Е* билан юцоридаги тупламлар кетма-кетлигининг чексиз 
кетма-кетлик цисмига тегишли элементларидан иборат тупламни 
белгилаймиз. £* тупламнинг улчовлилиги исбот этилсин.

2. Дар цандай мукаммал туплам улчови нолга тенг булган му- 
каммал цисмга эгалиги курсатилсин.

3. Хар цандай чегараланган Е туплам учун мос равишда Fa ва 
(I, типидаги шундай А ва В тупламларни тузиш мумкинки, улар 
цуйидаги тенгликларни цаноатлантиради:

ц(Л) =  ц,*(£), \х(В) =  ц*(Е).
Шу жумла исбот этилсин.

4. Чегараланган Е туплам улчовли булиши учун цар цандай 
чегараланган А туплам учун цуйидаги тенгликнинг бажарилиши 
зарур ва кифоя:

ц*(Л) =  }х*{Л П £) +  П С£).

Бу теорема (Каратеодори теоремаси) исбот этилсин.
5. [а, Ь\ сегментдан олинган хар цандай б оралиц учун шундай 

улчовли Е туплам тузилсинки, унинг учун цуйидаги муносабатлар 
бажарилсин:

(х(бП£)>0,  fx(6 П СЕ) >  0.

6. Е чегараланган туплам булиб, ушбу

Е = [ ]  Ек, Еха Е 2а Е 3а  . . .
*=i

муносабатлар бажарилса, у цолда

!!*(£„)- |л * (£ )

уринли. Бу муносабат исбот этилсин.
7. п улчовли фазода ички ва ташци улчовлар тушунчаси кири- 

тилсин. Шу бобдаги улчов тушунчасига оид цайси теоремалар бу 
цол учун уринли?
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IV Б О Б

УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР

21- §. Функция тушунчаси 
ва унинг узлуксизлиги

Биринчи бобда киритилган функция тушунчасини эслатиб ута- 
миз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар X тупламнинг хар бир х элементига би­
рор кридага мувофиц У тупламдпч биргина у  элемент мос кел- 
тирилса ва бунинг натижасида У  тупламнинг %ар бир элементи 
учун X  тУпламида камида битта элемент мос келса, X туп­
ламда функция берилган дейилади ва бу муносабат

У — f  (х)
куринишда ёзилади.

Киритилган таърифда X  ва У тупламлар элементларининг та- 
биати ихтиёрий булиши мумкин. Таърифнинг асосий мазмуни бу 
икки тупламнинг элементлари орасидаги муносабатни аницлашдак 
иборатдир. Яна шуни ^ам айтиб утиш керакки, таърифга мувофиц 
X тупламнинг турли элементлари учун У тупламдан биргина эле­
мент мос келиши ^ам мумкин.

Бу таъриф XIX асрда яшаган немис математиклари Д и р и х л е  
ва Р и м а н  томонидан берилган булиб, функциянинг ^озирги замон 
таърифи ^исобланади.

Агар X  ва У тупламларнинг элементлари ^ациций сонлардан 
иборат булса, у цолда:

y  =  f ( x )  ( х ^ Х ,  у с  У)
муносабат математик анализнинг умумий курсида берилган функ­
ция тушунчасининг худди узи булади. Бу ^олда /  ни цациций 
узгарувчи х нинг функцияси дейилади. Баён цилинаётган бобда 
мана шундай функциялар билангина шугулланамиз.

Агар X  тупламнинг элементлари п улчовли Эвклид фазосининг 
нуцталаридан иборат булса, яъни х =  [хъ хъ . . ., хп) ва У туп­
ламнинг элементлари ^ациций сонлар булса, у ^олда:

У — f  (xlt х2.......... xn) = f ( x )
п узгарувчининг функцияси булади.

2 - т а ъ р и ф .  ( Коши т а ъ р и ф и . )  Бирор Е тУпламда f ( x )  
функция берилган булсин. Агар хар кандай мусбат г сон учун 
х0 нуцтанинг шундай (х ', х") атрофи мавжуд булиб, (х', х")[) Е 
тупламнинг х,ар бир х элементи учун

\ f ( x ) — f ( x 0) | < 8
тенгсизлик бажарилса, у  холда f  (х )  функция нуцтали Е туп­
ламнинг х0 нуцтасида у з л у к с и з  (Е тупламга нисбатан) дейи-
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лади. Агар Е тупламнинг %ар бир нуцтасида f  (х ) функция у з ­
луксиз булса, у уолда /  (х ) функция Е тупламда у з л у к с и з  
дейилади.

Бир неча узгарувчининг функцияси учун цам узлуксизлик ту- 
шуичаси шунга ухшаш берилади. п улчовли фазонинг бирор Е цис­
ми берилган булсин. Агар ^ар цандай мусбат е сон учун х° нинг 
(i =  1, п) шундай (xi, x i)(i =  1, п) атрофи мавжуд булсаки, Е туп- 
ламиинг координаталари тегишли атрофга кирган цар бир х -- (хи 
х2..........хп) (х\ <  * ,< * " ;  i — 1, п) нуцтаси учун

!/(*?> х%..........x°n) — f ( x  1, х 2, х „ ) |< е
тенгсизлик бажарилса, у цолда f ( x v  х2..........хп) функция (х?, х \,
. .  ., Хп) ^ Е  нуцтада у з л у к с и з  дейилади.

3- т а ъ р и ф .  Агар х0 нуцтада f  (х )  функция узлуксиз булма­
са, у  %олда бу нуцта f  (х )  нинг узилиш нуцтаси дейилади.

Бу цолда ихтиёрий е >  0 учун цандай S 0 ни олмайлик,
\х — х0\ <  б

тенгсизликни цаноатлантирадиган нуцталар ичида шундай х нуцта 
мавжудки, унинг учун

\ f(x)— /(лг0) | > е
тенгсизлик бажарилади.

f ( x )  функциянинг ихтиёрий Е тупламдаги аниц юцори ва аниц 
цуйи чегаралари, тебраниш тушунчалари1 математик анализнинг 
умумий курсида Е туплам оралицдан иборат булган хол учун цан­
дай берилган булса, умумий цолда худди шу каби булади.

Бу тушунчалар ёрдами билан х0 нуцтада f ( x )  функциянинг 
узлуксизлигини яна цуйидагича бериш мумкин. х0 нуцта Е туп­
ламнинг лимит нуцтаси булсин (Е туплам ёпиц ёки ёпиц бу мас- 
лиги цам мумкин). Агар /  (х) нинг х0 нуцтадаги тебраниши нолга 
тенг булса, у цолда f  (х) функция х0 нуцтада Е  тупламга нисба­
тан у з л у к с и з  дейилади ( Бэ р  таърифи).

Бу таърифдан бевосита куринадики, агар хь х ъ . .  ., хп, 
нуцталар кетма-кетлиги Е тупламдан олинган булиб, х0 нуцтага 
яцинлашса ва бу нуцта f  (х) учун узлуксиз нуцта булса, у цолда 
ушбу

f{Xn)-+f{X0) (П-+ ОО)

муносабат уринли булади. Сунгги натижани функциянинг нуцта­
да узлуксизлиги таърифи сифатида цабул цилиш цам мумкин эди 
(Ге й не таърифи).

Бу турли таърифларнинг барчаси узаро эквивалентдир. Бу эк- 
вивалентлик математик анализ курсида тула баён цилингани учун 
биз бу ерда бунинг устида тухтаб утирмаймиз.

1 Бу тушунчалар >;а^ида 55- параграфга царанг.
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Бу таърифлардан узлуксиз функцияларнинг йигиндиси, айирма­
си, купайтмаси ва булинмасининг (булувчи функция нолга тенг 
булмаган ^олда) узлуксизлиги умумий анализ курсида цандай кур- 
сатилган булса, шу каби курсати- 
лади.

Энди узлуксиз функцияларга 
мисоллар келтирамиз.

1- м и с о л .  [О, 1] сегментни 
мунтазам учбурчакнинг асоси си­
фатида олиб, y =  f(x)  функция 
сифатида шундай функцияни ола- 
мизки, унинг графиги 7 - шаклдаги 
учбурчакнинг икки ён томонидан 
иборат булсин. Бу функциянинг 
аналитик ифодаси цуйидагича бу­
лади:

| агар х [О, -|rj булса, У  3-х,

^   ̂ |  агар х'£ lj булса, Т^3(1— х).

2 - м и с о л .  f(x) функция [0, 1] сегментда цуйидагича аницлан- 
ган: агар х ^ Р 0 булса, f(x) — 0 (бунда Р0— Канторнинг мукаммал 
туплами). Р0 га нисбатан тулдирувчи оралицларда функциянинг 
геометрик тасвири диаметри тегишли оралицца тенг булган юцори 
ярим текисликдаги ярим айланадан иборатдир (8- шакл).

Бу функциянинг аналитик ифодаси цуйидагича булади:

Iarap х'(^Р0 булса, О

агар ал<  * <  Ьп булса, ] / ( Ц р 1)2— (лс— ап— ^ р ' ) 2’

бунда (ап, b j  — Канторнинг Р0 тупламига нисбатан ихтиёрий тул­
дирувчи оралиц. Бу функция 10, 1 ] сегментнинг з̂ ар бир нуцтасида 
узлуксиз булади. Агар х0 £ (ап, Ьп) булса, у цолда х0 нуцтада f(x) 
нинг узлуксизлиги бевосита унинг аналитик ифодасидан куринади.
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Агар х0 £ Р0 булса, у цолда дг0 нуцтанинг истаганча кичик (*<,—
— б, х0+  б) атрофини шундай цилиб оламизки, бу атроф билан 
кесишган тулдирувчи (ап, Ьп) оралицларнинг узунлиги е дан кичик 
булсин (8 — ихтиёрий мусбат сон).

Демак, f ( x )  нинг тузилишига мувофиц (х0— б, х0+  б) атроф- 
нинг цар бир нуцтасида

О <  f ( x )  <  е

тенгсизлик бажарилади; лекин / ( х 0) =  О, чунки х0 £ Р 0, шунинг 
учун

1 / М  —  /  (-Yo) I <  е

тенгсизлик (х0— б, х0-{- б) оралицнинг хамма нуцталари учун ба­
жарилади. е ( > 0 )  ихтиёрий кичик сон булганлиги учун f ( x )  нинг 
хй ((' Р0) нуцтада узлуксизлиги ва шу билан бирга f ( x )  нинг [0, 1] 
сегментда цам узлуксизлиги келиб чицади.

22- §. Узлуксиз функцияларнинг 
асосий хоссалари

1 - т а ъ р и ф. Агар х нинг Е даги уамма цийматлари учцн 
шундай Узгармас К сони мавжуд булсаки, унинг учун

I f ( x ) < K

тенгсизлик бажарилса, f  (х ) функция Е тУпламда чегараланган 
дейилади.

22. 1. Т е о р е м а .  Агар f  (х) функция чегараланган ва 
ёпиц Е тупламда берилган булиб, бу тупламда у зл у к ­
сиз булса, у  холда f  (х) функция Е тупламда чегара­
ланган булади.

И с б о т .  / ( х) ни Е тупламда чегараланмаган деб фараз цила- 
миз. У цолда цар цандай натурал п сони учун Е тупламда шун­
дай хп нуцта топиладики, унинг учун цуйидаги тенгсизлик бажа­
рилади:

f ( x n) >  №. (1)

Е чегараланган булганлиги учун

Х \ , Х 2, .  • . ,  Х пУ .  .  .

нуцталар кетма-кетлиги ^ам чегараланган булади. Б о л ь ц а н о— 
В е й е р ш т р а с с  теоремасига мувофиц {*„) кетма-кетликдан бирор- 
та х0 нуцтага яцинлашувчи [хПк ) цисмни ажратиб олиш мумкин. 
Е ёпиц туплам булганлиги учун х0^Е.  f ( x )  функция Е тупламда 
узлуксиз булганлиги учун

/(* „ !  )> f(x„2 ), . . ., f  (хп  ̂ ), . . .
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кетма-кетлик яцинлашувчи булиб, унинг лимити / ( х 0) га тенг бу­
лади ( Г е й н е  таърифига царанг). Иккинчи томондан (1) муноса- 
батга асосан:

I /(*„* )1 >  л*.

яъни k нинг бирор цийматидан бошлаб [f(xn )} кетма-кетлик эле­
ментларининг абсолют циймати истаганча катта nk сопдан катта 
булади, демак, [f  (хПк)\ кетма-кетлик яцинлашувчи була олмайди. 
Бу эса юцоридаги натижага зид.;,:

22. 2. Т е о р е м а .  Ёпиц ва чегараланган Е тупламда  
апицланган узлуксиз f ( x )  функциянинг цабул цилади- 
ган цийматларидан иборат Ф туплам ёпиц туплам- 
дир.

И с б о т .  Ф тупламнинг цар цандай лимит нуцтасини узига ки- 
ришлигини исбот циламиз. у0 нуцта Ф тупламнинг ихтиёрий лимит
нуцтаси ва yv у2......... У,„ . . . нуцталар Ф тупламдан олинган ва
у0 нуцтага яцинлашувчи кетма-кетлик булсин. Ф тупламнинг уп 
элементига Е тупламдан мос келган нуцтани хп билан белгилай­
миз (функциянинг таърифига кура камида битта шундай нуцта 
мавжуд), яъни

Уп= f ix  п) (хп С: £)•
Е чегараланган ва ёпиц туплам булганлиги учун х1У х2, . . .  

хп, . . .  кетма-кетлик камида битта х0 лимит нуцтага эга булади 
(Б о л ь ц а н о—В е й е р ш т р а с с  теоремасига асосан) ва бу лимит 
нуцта Е тупламга киради, яъни: х0 ( Е.

[хп\ кетма-кетлик х0 нуцтага яцинлашувчи ва / ( х) функция 
х0 да узлуксиз булгани учун: f (xn) f  (x0)\ иккинчи томондан, 
Уп=~ /  (хп) - У а- Демак, y0^ f ( x 0). х0 {-Е булгани учун у0(̂ Ф му­
носабат келиб чицади.*

Ф ёпиц туплам булганлиги учун унинг цуйи ва юцори чегара- 
лари узига киради, булар f(x) нинг энг кичик ва энг катта ций­
матлари булади.

Бу муло^азадан эса бевосита натижа сифатида цуйидаги теоре­
ма келиб чицади.

22. 3. Т е о р е м а .  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Ёпиц ва 
чегараланган Е тупламда берилган узлукси з f  (х) функ­
циянинг цийматлари орасида энг кичик ва энг катта 
циймати мавж уддир.

2- т а ъ р и ф. Агар \ар цандай е >  О учун шундай б >  0 сон 
мавжуд булсаки, ушбу

\х'— х"\ <  б

тенгсизликни цаноатлантирувчи Е тупламдаги %амма х' ва х" 
нуцталар учун

! / ( * ') — / ( * " ) ! < *
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тенгсизлик бажарилса, f ( x )  функция Е тупламда текис  уз­
л укс из  дейилади.

Бу таърифни функция узлуксизлигининг иккинчи таърифи би­
лан солиштирганда цуйидаги фарц куринади.

Функция узлуксизлигининг иккинчи таърифидаги (21- §) е > 0  
сони (х\ х") атрофни танлаб олишга ва уз навбатида бу атрофии 
танлаб олиш х0 нуцтага цам боглиц булиши мумкин эди. Шу 
параграфдаги текис узлуксизлик таърифида (х', х") атрофни танлаб 
олиш биргина е (>  0) га боглицдир.

Х,ар цандай текис узлуксиз функция оддий маънода цам уз- 
луксиздир, аммо бунинг тескариси доимо тугри булмайди. Бу фикр- 
ни тасдицловчи мисоллар уцувчига умумий анализ курсидан маъ- 
лум.

Аммо узлуксиз f(x)  функция ёпиц тупламда берилган булса, 
унинг учун Канторнинг_ цуйидаги теоремаси уринлидир.

22. 4 Т е о р е м а .  Ёпиц ва чегараланган Е тупламда  
берилган хар  цандай узлуксиз f ( x )  функция бу туп­
лам да текис узлуксиз булади.

И сбо.т. / (х)функцияниЕ тупламда узлуксиз, лекин текис узлук­
сиз эмас деб фара-з циламиз. У ^олда ^ар цандай б >  0 сони учун 
шундай е >  0 сони ва Е тупламда шундай икки х' х" нукта мав­
жудки, бу нуцталар учун

\х'— яГ\ < б  
\ f ( x ' ) - f ( x " ) \ > e  

муносабатлар уринли булади.
Энди б га кетма-кет - i, . . . ,  . . .  цийматларни бериб,

\хп ~ 1 / Ю — / Ю 1 > е ( « = 1 > 2. •••)  (2)
тенгсизликларни ёзишимиз мумкин, бу ерда хп ва х’п •- Е (п — 1, 
2, . . .).

Е чегараланган туплам булганлиги учун 
х', х'2, . . . ,  . . .

*
кетма-кетликдан бирорта х0 нуцтага яцинлашувчи

кетма-кетлик цисмини ажратиб олишимиз мумкин. В ёпиц туплам 
булганлиги учун х0 ~ Е булади. (2) га мувофиц

I х о -  I ^  I +  +  k
муносабатларни ёзишимиз мумкин.

Бу муносабатлардан эса

Х п , '  Х п , ’ •  • •» x n k  • •  • •
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кетма-кетликнинг ^ам х0 нуцтага яцинлашиши бевосита келиб чи­
цади. х / ^ Е )  нуцтада f ( x )  функция узлуксиз булганлиги учун, 
х0 нинг шундай (х', х") атрофини топиш мумкинки, (х', х")(]Е 
тупламнинг ^ар цандай элементи учун

\ f (x0) — f(x)  \ <  J
тенгсизлик бажарилади.

Энди \х ’п } ва \х" ) кетма-кетликларнинг х0 нуцтага яцинла- 
к k

шувчилигидан фойдаланиб, шундай п0 сонини топиш мумкинки,
k >  л„ булганда х ’п ва х"п нуцталар (х', х") оралицца кирган бу-k k
лади, чунки бу оралиц х0 нинг атрофи.

Демак, k >  п0 булганда:

l / « . ) — / K J K I / K J — / W I  +  |/(*о) — f ( x n )1 <
К К К ft

^ 6 I 8
~2 ~2 6

муносабатларни ёзишимиз мумкин; бу натижа эса (2) муносабат- 
ларга зид.*

23- §. Узлуксиз функциялар 
кетма-кетлиги

Функциялар кетма-кетлиги билан кейинги бобда тулароц шу- 
гулланамиз. Бу ерда эса узлуксиз функциялар кетма-кетлигига- 
оид биргина теореманинг исботини келтириш билан чегараланамиз. 
Б у теорема келгусида зарур булади.

Е тупламида
/ iW -  / 2w ........../ „ ( 4  . . .  (1)

функциялар кетма-кетлиги аницланган булсин. Агар

/ И 4  / г ( 4  • - f n(xо ) ,  - •  •

сонлар кетма-кетлиги бирор лимитга эга булса, у ^олда (1) кет­
ма-кетликни х0( ^ Е )  н у ц т а д а  я ц и н л а ш у в ч и  деймиз; бу ли- 
митни f ( x 0) билан белгилаймиз. Агар (1) кетма-кетлик Е туплам­
нинг цар бир нуцтасида яцинлашса, у холда бу кетма-кетлик Е 
т у п л а м д а  я ц и н л а ш у в ч и  дейилади ва лимит функцияни f(x)  
билан белгилаймиз.

Бу таърифни аницроц цуйидагича ифода цилиш мумкин.
1 - т а ъ р и ф. Агар \а р  цандай е (>  0) сон ва %ар цандай 

х0( г  Е) нуцта учун шундай натурал п0 сони мавж уд булсаки, 
барча п >  п0 учун

\ f n  ( Х о) ~ / ( А ' о ) |  <  Е

тенгсизлик бажарилса, у  холда (1 ) кетма-кетлик Е тупламда 
f  (х ) функцияга яцинлашувчи деймиз.
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Бу таърифда п0 сони е га ва х0 нуцтага боглицдир.
2- т а ъ р и ф. Агар 1- таърифда п0 сони е сонигагина боглиц 

булиб, х0 нуцтани танлаб олишга боглиц булмаса, яъни

! /« (* )— /» ( * ) ! <  8 (п > по)
тенгсизлик х нинг Е т$пламдаги хамма цийматлари учун баж а­
рилса, у %олда ( 1)  кетма-кетлик Е тупламда текис яцинлаша- 
ди дейилади.

Бу икки таъриф орасидаги фарцни уцувчи умумий анализ кур­
сида мисолларда курган.

Текис яцинлашиш тушунчаси математикада асосий тушунчалар- 
дан цисобланади ва бу тушунча математик анализда систематик 
равишда цулланади.

23. 1. Т е о р е м а .  Агар Е тупламда аницланган

f i ( x)> f 2(х )> • • •> fn (x)> • • • (1)

узлуксиз функциялар кетма-кетлиги шу тупламда 
f  (х) функцияга текис яцинлашса, у  холда лимит  
функция f  (х ) хам  Е тупламда узлукси з булади.

И с б о т .  Е тупламдан ихтиёрий х0 нуцтани оламиз. Бу нуцта­
да f  (х) нинг Е га нисбатан узлуксизлиги курсатилса, теорема ис­
бот этилган булади.

(1) кетма-кетлик f ( x )  га текис яцинлашувчи булганлиги сабаб- 
ли ихтиёрий е ( > 0 )  сон учун шундай натурал п0 сонини топиш 
мумкинки, Е  тупламнинг >^амма х нуцтаси учун

I / M — / „ ( * ) ! <  f  ( п > п 0) (2)

тенгсизлик уринли булади. f n(x) функция х0 нуцтада Е тупламга 
нисбатан узлуксиз булганлиги учун х0 нуцтанинг шундай (х', х") 
атрофи мавжудки, (х', х ) f| Е тупламнинг цар цандай х нуцтаси 
учун цуйидаги тенгсизлик бажарилади:

\ f n 0 (x o ) — f n 0 ( x ) \ < ~  (3)

(2) тенгсизликда х ни х0 га алмаштирилса, ушбу

\ f (x0) — fn0 (*o)l < |  (4)

муносабат цосил булади.
(2), (3), (4; тенгсизликлардан (х', х") П Е тупламнинг ихтиёрий 

х нуцтаси учун цуйидаги тенгсизлик келиб чицади:

I f ( xo) f ( x )  I <  \ f ( x 0) — / По (x0) | +  I f„ c (x0) — / Пг (x) I +

+  \ f n S X ) — f ( * ) \  < e-*



Бу теоремадан бевосита цуйидаги натижа келиб чицади.
23. 2. Натижа. Агар бирор узлуксиз функцияларнинг

f \(x ) ,  f %(x), . . f n(x), . . .
кетма-кетлиги узлукли  f ( x )  функцияга яцинлашса, 
бу яцинлашиш текис яцинлашиш булмайди.

Шундай цилиб, узлуксиз функциялар кетма-кетлигининг текис 
яцинлашиши лимит функциянинг узлуксиз булиши учун кифоя 
экан; аммо бу шарт зарурий шарт эмас. Зарурий ва кифоявий 
шартларни XX асрнинг бошларида итальян математиги А р ц е л  а 
топган.

24- §. Узлуксиз функциянинг 
^осиласи мавжуд булган нуцталардан 
кборат тупламнинг тузилиши

Маълумки, узлуксиз f ( x )  функциянинг х  нуцтадагн ^осиласи
деб

М -  /(J, +  g - / w  (И

ифоданинг 8 — 0 даги лимитига (агар бу лимит мавжуд булса) 
айтилади.

Агар б -> 0 да / 6 (х) лимитга эга булмаса, у холда х  нуцтада 
хосила мавжуд булмайди.

by параграфда узлуксиз f ( x )  функциянинг цосиласи мавжуд 
булган нуцталардан иборат тупламнинг тузилиши цандай эканли­
гини аницлаймиз.

Т е о р е м а .  Узлуксиз f  (х) функциянинг х1осиласи f  ’(х)  
мавж уд булган туплам типидаги туплам булс дг. 
Хусусан, бу туплам улчовлидир.

И с б о т .  Ушбу

|f i i l <  - ,  I 1 < -  (2)1 1 1 ^  m 1  ̂ m •
тенгсизликлар бажарилганда цуйидаги

I/s, (3)

тенгсизликни цаноатлантирадиган нуцталардан иборат тупламни 
F билан белгилаймиз. Fm п туплам ёпиц булади, чунки унинг 
лимит нуцтаси х0 га яцинлашувчи хар цандай {хк | (х,, £ Fm п, к --- 
=  1, 2, . . .) кетма-кетликнинг элементлари учун 81 ва б2 лар (2) 
тенгсизликни цаноатлантирганда (3) тенгсизлик бажарилади ва бу­
нинг чап томони узлуксиз функция булганлиги учун х0 нуцтада 
^ам (3) тенгсизлик бажарилади, яъни х0 нуцта рт п тупламга ки­
ради.
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Вп =  \}Fm. n ва D — ПВп
т п

тупламларни тузамиз. D туплам тузилишига мувофиц, Z7 5 типида­
ги туплам булади.

Агар f i x )  нинг ^осиласи мавжуд булган нуцталардан иборат 
тупламнинг D тупламга тенглиги курсатилса, теорема исбот килин-
ган булади

Агар х нуцтада / '  (х) мавжуд булса, у ^олда ^осиланинг таъ­
рифига м'/вофиц ихтиёрий натурал п сони учун шундай е ( > 0 )  
сони топиладики, | б | е булганда

\ f  (х) — f h (х) | ~

тенгсизлик бажарилади; яъни п ^ар цандай натурал цийматга эга 
булганда х (- Вп булади, чунки

I/б, W  —  Д  (X) | <  | Д  (х) —/ '  (х) | + |  / '  (X) — Д  (х) I <
< 1 + 1 = 1  
^  2п ^  2п п ■

Демак. x f  D, чунки D =  П-в„-
П

Энди аксинча, х нуцта D тупламнинг элементи булса, бу нуц­
тада ^осиланинг мавжудлигини курсатамиз.

(1) ифодадаги б сонига!(/п  =  1 2 .  .) куринишидаги циймат-
ларни бериб, ушбу {/ { (х)( функциялар кетма-кетлигини тузамиз.

т
х нуцта Вп тупламнинг элементи булганлиги учун, шундай т0 
сонини топиш мумкинки, m > m 0 булганда ушбу

(4)
т т ф

тенгсизлик бажарилади. Бундан маълум Коши белгисига мувофиц 
{/,(х)| кетма-кетлик лимитга эга; бу лимитни / 0(х) билан белги-

Энди

лаимиз
Энди х f  Вп булганлиги сабабли уша т0 да I б | <  1  ни цаноат-т0

лантирувчи б учун

\ U x ) ~ f ±  ( * ) ! < ^
тс

тенгсизлик хам бажарилади, яъни / г(х) б — 0 да / 0(х) га якинла- 
шади.

Демак, / 0(х) ^осиланинг таърифига мувофиц / '  (х) га тенг бу­
лади ёки D нинг ^ар бир нуцтасида косила мавжуддир.*
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25-§. Бирорта х,ам нуцтада 
хосилага эга булмаган узлуксиз 
функция мисоли

Бирорта цам нуцтада цосилага эга булмаган узлуксиз функция- 
ларни биринчи марта В е й е р ш т р а с с  тузган. К>уйида келтирила- 
диган мисолни В а н-д е р-В а р д е н тузган.

Фо(х) функциянинг х нуцтадаги циймати \пх — х\ га тенг бул­
син; бу ерда пх сони х га энг яцин булган бутун сон. ф0(х) иинг 
геометрик тасвири 9- шаклда берилган булиб, даври бирга тенг

-1 (kбулган даврий функциядир. Бу функция цар бир
бутун сон) сегментда чизицли булиб, унинг бурчак коэффициента 
±  1 га тенг булади.

Энди

4"
функцияни тузамиз.

Бу функция цам даврий булиб, унинг даври га тенг (10-

шакл); цар бир 2^рг| сегментда ф„ [х) чизицли функция ва
унинг бурчак коэффициента +  1 га тенг.

Энди
10- шакл.

оо,

f(X) =  ^ ф п(х)
л=0
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функционал цаторни тузамиз. | ф„ (х) | <  ~  булганлиги учун бу ца-
тор текис яцинлашувчи ва ф„ (х) функциялар узлуксиз булганлиги 
учун, 23. 1- теоремага мувофиц, f (x ) цам узлуксиз функция бу­
лади. Ихтиёрий х нуцтани олиб, бу нуцтани уз ичига олган цуйи­
даги сегментлар кетма-кетлигини тузамиз:

А«=  i W 1; I ~  бУтУн сон)

Д„ сегментда доимо

X =я 4П+1

тенгликни цаноатлантирувчи хп нуцталарни танлаб олишимиз мум­
кин. сонда фА(х) (k >  п) функциянинг даври бутун сон 
марта жойлашгани учун k >  га ларда

Фа (*я) — Фй (*) _  п

Л <  га ларда ф* (х) функция Ak ва Апа  Ак оралицларда чизицли 
булгани учунfc <  га да

Фй М  —  фй (*) _  +  j 
хп— х  -  '

Шундай цилиб,
Фй (Хп) — Фк (*) ^  j  0, k >  п.

±  1, k <  га

тенгликлар уринли. Булардан цуйидаги муносабатлар келиб чи- 
.цади: .

' бутун жуфт агар п 
сонга тоь; булса,

оо . ( - П
f (Хп) — / (X) =  ф к (Хп) — <fk (X) _  +  1)

х п—  •* ш т  Хп—  х
k- о  А-о [бутун ток; агар п

■ сонга жуфт булса
Бу муносабат зса

f (Хп) — f (х)

ифоданинг га чексизга интилганда цеч цандай чекли лимитга эга 
була олмаслигини бевосита курсатади.

Аммо га чексизга интилганда: хп х.
Демак, f(x)  функция х нуцтада цосилага эга булмайди. х их­

тиёрий нуцта булганлиги учун f(x) бирорта нуцтада цам цосилага 
эга эмас.
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26-§. Функциянинг досила сонлари

Маълумки, f(x)  функциянинг ^осиласи

мавжуд булиши ва булмаслиги мумкин, лекин цуйидаги турт ифо­
данинг ^ар бири аниц бир маънога эга булиб; ё чекли цийматга, 
ёки +  оо га, ёки — оо га тенг:

D+f,  D+f, D~f, D _f мицдорлар /  нинг к о с и л а  с о н л а р и  де­
йилади.

Агар DJrf —D+f (D~f  — D_f)  булса, у з^олда f(x)  функция 
у н г  (чап) з ^ о с и л а г а  э г а  дейилади ва бу з^осилалар f'+(x) 
(f__(x)) билан белгиланади.

Табиийки, функциянинг одатдаги маънода з^осиласи мавжуд 
булиши учун юцоридаги туртта з^осила сонларнинг бир-бирига тенг 
булиши зарур ва кифоядир.

М и с о л л а р .  1) f(x) — \x\ функция х — 0 нуцтада турли унг 
ва чап з^осилаларга эга.

п- Ui+ц^т =D*f{x)-
ft-+о 11 =  D + /W ;

lim tl * ± ĥ -JSxl  =  D+f (х)\

Tim f{x +  h)- f(x}- =D-f(xy,
h - — 0 11

л— о

2)

функция учун x =  0 нуцтада:

D+ f  =  — 1, D + / =  1, D _ f  =  — 1, D~f =  1.

3)
1 1axsin2 — +  tocos2—, * > 0

f ( x ) =  0 x =  0
cx sin2 — +  dx cos21 , x <  0 x 1 X

бу ерда a <  b; с < d .
35



х =  О нуцтада:

D+f  — a, D+ f  =b ,  D _ f  =  c, D~ f  =  d,
Бу мисоллар, цацицатан цам, цосила сонларнинг турли булиши 
мумкинлигини курсатади.

Досила сонлардан IX бобда фойдаланамиз.

М А Ш Ц  УЧУН М А С А Л А Л А Р

1. [а, b] сегментда аницланган f(x) функция шундай булсаки, 
E{f (x ) >a )  ва Е ( / (х) <  а\ тупламлар цар цандай а да очиц бул- 
са, бу функциянинг узлуксизлиги исботлансин.

2. Чегараланган f(x) функциянинг Д сегментдаги тебраниши 
деб, бу функциянинг шу сегментдаги аниц юцори ва аниц цуйи 
чегараларнинг айирмасига айтилади. f(x) функциянинг Д сегмент­
даги тебранишини а) ( / ,  Д) билан белгилаймиз. Агар A, cz Д2 булса, 
у цолда со(/, Ах) <  со ( /, Д2) булиши исботлансин.

3. g — бирор нуцта булсин. Д уртаси £ булган сегмент булиб, 
узунлиги нолга интилганда со ( /, Д) нинг лимитга интилиши ис­
ботлансин. Бу лимит / (я) нинг |  нуцтадаги т е б р а н и ш и  дейила­
ди ва со (/, |)  билан белгиланади.

4. f(x) функциянинг £ нуцтада узлуксиз булиши учун (о(/, | ) =  
=  0 шартнинг бажарилиши зарур ва кифоя. Шу исботлансин.

5. f(x) ихтиёрий функция булсин. со(/, |)  >  а (а ихтиёрий сон) 
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча £ лар туплами ёпиц туплам 
эканлиги исботлансин.

6. Ихтиёрий функциянинг узлукли нуцталари туплами (буш ёки 
буш булмаган) шундай тупламки, бу туплам купи билан сони са­
ноцли ёпиц тупламларнинг йириндисига тенг, яъни Fa типидаги 
тупламлардир. Шу курсатилсин.

7. [О, 1] сегментдаги барча рационал сонларни номерлаб чица- 
миз:

гъ Гъ г3, . . . ,  Гяк, . . . 

ва f(x) функцияни цуйидагича аницлаймиз:

00

Бу функциянинг [О, 1] да узлуксизлиги исботлансин.
8. Агар f(x) функция туташган Е тупламда узлуксиз булса, 

бу функциянинг Е тупламда цабул циладиган цийматлари туплами 
Ф цам туташган эканлиги исботлансин.



V Б О Б

УЛЧОВЛИ ФУНКЦИЯЛАР

27- §. Улчовли функциянинг таърифи 
ва унинг хоссалари

Узлуксиз функция тушунчасига баъзи маънода яцин ва мате­
матик анализ учун муцим ацамиятга эга булган улчовли функция 
тушунчасини келтирамиз.

Аввал баъзи белгиларни киритамиз: а бирор цациций сон бул­
син; узгарувчи х мицдорнииг f  (х) >  а тенгсизликни цаноатлннти- 
радиган цийматларидан иборат булган тупламни Е \ f  (х) >  а) билан 
белгилаймиз. Шунга ухшаш Я { / ( * ) >  а}, Е {/ (х)  4. а| ,  Е \ f { x ) = a \ ,  
Е (а < / ( х )  <  Ь\ тупламларнинг хар бири узгарувчи х нинг катта 
цавс ичида ёзилган муносабатларни ^аноатлантирадиган цийматла- 
ридан иборат.

1-т а ъ р и ф .  Агар кар цандай щ щ ций а сони учун Е { / (х) >а )  
туплам улчовли булса, у  \олда улчовли Е тупламда берилган 
f ( x )  функция1 Улчовли функция дейилади.

Бундан кейин Е \f(x)  >  а) тупламни Е  ( / >  а\ куринишда ёзамиз.
Бу таърифда (L) маъносида улчовли тупламлар цацида ran бор- 

ганлиги учун f  (х) функция цам (L) улчовли дейилади. Агар Е ва 
E \ f > a ) тупламлар (В) улчовли булса, у цолда f ( x )  функция 
цам (В) улчовли дейилади.

27. 1.' Т е о р е м а .  Агар f ( x )  функция Е тупламда у л ­
човли булса2, у холда хар  цандай а ва b лар учун

1) £ { / < а ) ,  2) Е [а  / <  Ь), 3) Е {/== а},
4) £ { / > « ) ,  5) E { f < a \

тупламларнинг хар  бири хам  улчовли булади. 
2. Агар ихтиёрий а ва Ь ларда 1), 2), 4), 5) туплам­

ларнинг бирортаси улчовли булса, f ( x )  функция Е 
тупламда улчовли булади.

И с б о т .  1) Е ва Е { f  >  а) тупламлар улчовли булганлиги учун

£ { / < а } = £ \ £ { / > а }

айниятдан £ { / - < 0 } тупламнинг улчовчи эканлиги келиб чицади.
2) Е{а <  /  b) =  Е [а <  / |  f) Е { /  4  Ь} тенгликнинг унг томо- 

нидаги тупламлар улчовли, демак, £  {а < / < . & }  туплам цам ул- 
човли.

1 f  (х) функция Е  тупламда чексиз цийматларга эга булиши ^ам мумкин, 
аммо цийматининг ишораси доимо аниц булиши керак. Бу талабии келгусида ку- 
лайлик учун киритдик.

2 Бу ерда ва келгусида улчовли туплам ва функциялар (L) маъносида ишла- 
тилади.
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3) £ { / =  a) =  ft E { a ------< / < a H — \ тенгликнинг унг т°-n*=\ \ n n I
монидаги тупламлар улчовли булгани учун 18. 5- теоремага муво­
фиц, бу туплам >;ам улчовли булади.

4)ц£ { /  > а \  =  £ { / > а }  L)£{/ =  a} тенглик уринли. Бу ерда 
^ам унг томондаги тупламлар улчовли, демак, Е { f  а] туплам 
>;ам улчовли.

5) Е [ f  <  а\ — Е { / <  а] \  Е { / =  а) тенгликдан £ { / < а }  туп 
ламнинг улчовлилиги келиб чицади.

Юкоридаги 1) — 5) тенгликлар бизга 1-боб дан маълум булган 
усул билан исбот этилади. Теореманинг иккинчи цисми биринчи 
кис ми га ухшаш исбот ла над и.*
^ Д 2 7 . 2. Т е о р е м а .  Агар f  (х) функция Е тупламда у л ­
човли булса, у  холда бу функция Е тупламнинг ихтиё­
рий улчовли Ег цисмида хам  улчовли булади.

И с б о т .  1-таърифга мувофиц, ^ар цандай ^ациций а учун 
£ , { / >  а) тупламнинг улчовли эканлиги курсатилса, теорема ис­
бот этилган булади. Бу тупламнинг улчовлилиги ушбу

Ei { f > a } = E 1f \ E { f >a }

тенгликдан бевосита келиб чицади, чунки Ег ва £ { / > а }  туплам­
ларнинг >̂ ар бири теореманинг шартига мувофиц улчовли, демак, 
18. 5 - теоремага мувофиц E1{f^>a\  туплам ^ам улчовли.*

27. 3. Т е о р е м а .  {Ek} сони чекли ёки саноцли, хар  
бири Iа, Ь] сегментда бутунлай жойлашган, улчовли  
т упламлар кетма-кетлиги булсин. Агар f ( x )  функция  
бу тупламларнинг хар  бирида улчовли булса, у  х о л ­
да f ( x )  уларнинг E = \ ] E k йитндисида хам  улчовли

k
булади.

И с б о т .  1-таърифга ва теореманинг шартига мувофиц ^ар цан­
дай k учун Ek ва Ek { /  >  а) тупламларнинг ^ар бири улчовлиубу- 
лади. Демак, 18. 3 га мувофиц Е — []Ek туплам ^ам улчовли бу­
лади. '*

Энди
E { f > a )  =  U Ek{ f > a )  

k
тенгликдан эса f(x)  функциянинг Е тупламда улчовли эканлиги 
келиб чикади.*

27. 4. Т е о р е м а .  Агар f ( x )  функция улчовли Е туп­
лам да узгарм ас k сонига тенг булса, у  холда  f  (x )  
Улчовли функция булади. Дар^ацицат.

C ( , v , ( агар k а булса, Е,
Е { / >  а) =  |  агар k < a  булса, О.*

00  j  J
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27. 5. Т е о р е м а .  А гар f ( x )  улчовли функция булибг 
k узгармас сон булса, у холда f ( x )  +  k ва k f ( х)  ф унк­
циялар х а м  улчовли булади.

И с б о т .  Ушбу
E { f + k > c t )  =  E { f > a  — k),

Е \kf >  а) =
arap k >  О булса, Е [ / >  , 

агар k <  О булса, Е { /<  -^}

тенгликлардан f(x) +  k ва kf  (х) функцияларнинг улчовли эканли- 
ги келиб чицади.

Агар k — О булса, иккинчи тенгликнинг унг томони уз маъно- 
сини йуцотади, аммо бу ^олда kf(x) айнан нолга тенг булганлиги 
уч^н 27. 4 - теоремадан kf(x) функциянинг улчовли эканлиги ке­
либ чицади.*

27. 6. Т е о р е м а .  Агар f  (х) ва у (х )  функциялар Е 
тупламда улчовли булса, у холда  £ { / >  <р) туплам  
улчовли булади.

И с б о т .  Ушбу

£ { / > ф }  =  U [ £ { / > / - } п £ { ф < г } 1г
(йигинди г нинг хамма рационал цийматлари буйича олинади) тенг- 
ликдан £ { / > ф }  тупламнинг улчовлилиги бевосита келиб чицади.* 
^  27. 7. Т е о р е м а .  Агар  / (х) ва ф (х) функциялар Е туп­
ламда улчовли булса, у холда  f ( x )  +  <f(x) ва f  (х)  —
— ф (х) функциялар хам  Е т упламда улчовли булади.

И с б о т .  Ушбу
£ { / +  ф >  а) =  £ { / >  а ~  ф}>
£ { / — ф >  а) = £ { / > а  +  ф} 

тенгликлар ёрдами билан бу теореманинг исботи 27. 6- теоремага 
келтирилади.*
М 27. 8. Т е о р е м а .  Агар f  (х) ва ц>(х) функциялар Е 
тупламда улчовли булса, у холда f  (х) -у (х) функция  
хам  Е т упламда улчовли булади.

И с б о т .  Агар /  (х) =  ф (х) булса, у ^олда / 2(х) нинг улчовли­
лиги а^-0  булганда

E { f 2> a ]  =  £ { / >  V ^ ) U E { f < - У а \  
тенгликдан, а <  О булганда

Е {/*>  а} =- Е
тенгликдан куринади.

Умумий ^олда теореманинг тугрилиги

/(х )  • ф (х) =  i -  [/(* ) +  ф (х)]2 — j  [ /(х ) — ф (х)]2
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тенгликдан келиб чикади, чунки унг томондаги функциялар 27. 7 
ва 27. 8- теоремаларга асосан улчовли булади.*

27. 9. Т е о р е м а .  Агар ц>(х) функция Е тупламда ул ­
човли булиб, ц ( х ) ф О  булса, у  холда функция хам  
Е да улчовли булади.

Т е о р е м а н и н г  и с б о т и

тенгликдан бевосита келиб чицади., 
c l  27. 10. Т е о р е м а .  Агар f  (x) ва <р(х) функциялар Е

-тупламда улчовли булса ва <р (х) ф  0, у холда ф унк­
ция хам  улчовли булади. '

Бу теореманинг туррилиги ушбу

LW, =  f (x). _ L
Ф (х ) J  к ' ф (х)

муносабатдан ва 27. 8- теоремадан бевосита келиб чицади.*
27. 11. Т е о р е м а .  Агар f  (x) функция Е т упламда у з ­

луксиз булса, у холда f  (х) б  у  тупламда улчовли бу­
лади.

И с б о т .  Аввало /•’ =  £ ' { / <  с} тупламнинг ёпицлигини исбот 
циламиз. Дархакицат, агар х0 бу туплам учун лимит нуцта булса 
^амда хп х0 (хп£ F) булса, у ^олда /(л :„ )< с  ва функциянинг 
узлуксизлигига мувофиц: / ( х 0) < с ;  бундан: х0 £ F, демак, F ёпиц 
туплам.

Энди теореманинг тугрилиги

£ { /  > с} =  Е \ Е  { /  <  с) — E \ F

тенгликдан келиб чицади, чунки Е ва F тупламларнинг ^ар бири 
улчовли.*

2 - т а ъ р и ф .  Агар

\i(E [ f  ф  ф}) =  0 булса' f{x) ва ф(х)

функциялар Е тупламда узаро эквивалент дейилади.
f(x) ва ф (лс) функцияларнинг эквивалентлилиги / — ф курини­

шида ёзилади. Икки эквивалент функция Е тупламда бир вацтда 
улчовли ёки улчовсиз булиши таърифдан бевосита куринади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар бирор хосса рлчови нолга тенг А ( а  Е) 
тупламда бажарилмай, Е (\l (E)  >  0) тупламнинг цолган цисми- 
да (яъни Е \  А тупламда) бажарилса, у  хрлда бу хосса Е туп­
ламда деярли бажарилади дейилади.

Масалан, Е тупламда узаро эквивалент булган икки функция 
бир-бирига деярли тенг.
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28- §. Улчовли функциялар кетма-кетлиги. 
Лебег, Рисс, Егоров теоремалари

28. 1. Т е о р е м а .  Улчовли Е т упламда улчовли f t (x), 
/ 2 (х), . . .  функциялар кетма-кет лиги берилган булсин. 
Агар Е тупламнинг л;ар бир нуцтасида

/ (л г )  =  lim/ Л * )
Л-*-со

тенглик баж арилса, у  холда f ( x )  функция Е да ул ­
човли булади.

И с б о т .  Ихтиёрий узгармас а сонини олиб, v4

Em.k =  E { f k > a  +  ±}
ва <

00
F =  П Е ,т, п ' 1 т, k

тупламларни тузамиз. 18. 5- теоремага мувофиц бу тупламлар ул- 
*ювли булади.

Агар
E [ f > a } =  U Fm n

т, п

тенгликни исбот цилсак, у холда 18. 3 - теоремага асосан 28. 1-тео­
рема исбот цилинган булади.

Бу тенгликни исбот цилиш учун цуйидаги икки муносабатнинг 
Тугрилигини курсатиш кифоя:

E { f > a \  с  U F (1)
т, п

UFm n c z E { f > a } .  (2)
т, п

х0 нуцта Е { / >  а] тупламнинг ихтиёрий элементи булсин, яъни 
f (x0) а; бу тенгликдан фойдаланиб, етарли катта натурал т. 
сони учун ушбу

f { x 0) >  а +  1

тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Аммо Umf k(x0) — f ( x 0)\ демак,
k-+ 00

шундай натурал п сонини топиш мумкинки, унинг учун 

f k(x0) > 0  +  1  (агар k >  п булса)

ёки

муиосабатлар уринли булади. Бундан куринаднки,



яъни Е { / >  а) тупламнинг ихтиёрий х0 элемента U F туплам-
т, п

га ^ам кирар экан.
Демак, (1) муносабат исбот булди. Энди (2) муносабатни исбот 

циламиз. х0с  U Fт п булсин; у ^олда шундай т ва п натурал
т, п

сонлар мавжудки, улар учун х0 £ Fт д муносабат уринли. Сунгги 
муносабатдан, барча k >• п учун

хо^Ет. к
ёки

fk (*о) >  а  +  1

муносабат келиб чикади.
к га нисбатан лимитга утсак, цуйидаги тенгсизликни ёза ола- 

миз:

/ ( х 0 ) > а  +  ^ > а

ёки бошь;ача айтганда:
x0^ E { f > a } ,

Демак, (2) муносабат >̂ ам исбот булди.*
28. 2. Из о ^ .  Агар

l im / я (х)  =  /  (х)
Л — QO

муносабат Е тупламнинг ^ар бир нуцтасида эмас, балки Е туп­
ламда деярли бажарилганда ^ам (яъни бу муносабат бажарилма- 
ган ну^талардан иборат булган тупламнинг улчови нолга тенг бул­
са) теорема уз кучини са^лайди. Бунинг тугрилигини курсатишни 
у^увчининг узига тавсия ^иламиз.

Т а ъ р и ф  (Ф. Р и с с  т а ъ р и ф и ) .  Улчовли Е тупламда деяр­
ли чекли1, улчовли f  (х) функция ва деярли чекли, улчовли \ fn(x)\ 
функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. Агар щр цандай 
мусбат а сони учун ушбу

lim ,u (Е \\fn — / | > а } )  =  О 
«-*•00

муносабат2 бажарилса, у %олда {/„(*)) функциялар . кетма-кет­
лиги /  (х) функцияга улчов буйича яцинлашади дейилади ва /„ = > /  
куринишда ёзилади.

К,уйидаги Л е б е г ,  Е г о р о в ,  Л у з и н  теоремаларини исбот ^и- 
лишда функдияларни деярли чекли деб ало^ида айтиб утирмаймиз.

1 Агар /  (х) функциянинг чексиз кийматга эга булган нуцталаридан иборат 
тупламнинг улчови нолга тенг булса, f (х) ни Е  тупламда д е я р л и  ч е к л и  
деймиз.

а Агар *0 нуцтада /„  (х0) ва /  (х0) функциялар чексиз кийматга эга булиб, 
ишоралари бир хил булса, аницмасликка йул цуймаслик учун, х0 нуцтани 
Е  {I fп — /  I >  °} тупламга киритамиз.
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28. 3. Т е о р е м а  (А. Л е б е г  т е о р е м а с и ) .  Улчовли Е 
тупламда f  (х) функцияга деярли яцинлашувчи улчов­
ли \ fn(x) } функциялар кетма-кетлиги берилган бул­
син. У холда  {/„ (х)\ функциялар кетма-кетлиги Е 
т упламда f ( x )  функцияга улчов буйича хам  яцинла­
шувчи булади.

И с б о т .  28. 1 ва 28. 2 - ларга биноан f(x ) функция Е туплам­
да улчовли булади.

Цуйидаги тупламларни тузамиз:
Л =  £ { | / |  =  +  со}, Лв =  Я { | / л | =  +  оо}, В — Е [fa ./*/},

С = л и (U А п) и в ,  E„(a) =  E { \ f k- f \ > a } ,П= 1
се со

Rn (ст) =  (J Ek (ст), Р =  П Rn (а).k — П П — 1
Бу тупламларнинг з̂ ар бири теореманинг шартларига кура ул­

човли ва
Ц (С) =  0. (3)

Ушбу
Rx(a)zD /?2(а)= э . . .  

муносабат ларга ва 18. 7- теоремага мувофиц
lim ц (/?„ (о)) =  [I (Р). (4)

П-+ оо
Энди

P c z C  (5)
муносабатнн исбот циламиз. Бунинг учун Р тупламдан ихтиёрий 
х0 элементни оламиз. Агар х0![С булса, у х;олда

lim f n(x0) = f ( x  о)
П -*■ оо

булади. Демак, шундай натурал п сони топиладики, унинг учун

I A W — /(*о)1 ^ (& > « )  
тенгсизлик бажарилади, ёки бошцача айтганда:

x0JE h(a), ( &> « )
бундан x0Z P ;j (сг) ва х0(ГР муиосабатлар ^осил булади. Шу билан
(5) муносабат исбот булди. (3), (4), (5) муносабатлардан

Птц,(Р„ (ст)) =  О
П-+ Q0

тенглик келиб чицади. Шу билан, Ф. Р и с с  таърифига мувофиц, 
теорема ^ам исбот этилди, чунки

Еп (ст) с  Rn (ст)
ва, демак,

Ц №.(<*)) =  И-(£  U/ я — f \ > ° )  0, п-+ о о . ,
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Лекин теореманинг тескариси доимо тугри булмайди, яъни ул­
чов буйича яцинлашишдан деярли якинлашиш келиб чицмайди. 

Мисол [0, 1) ярим оралицда сони чекли
/ ,<Л)М , f {k)(x)......... f i k)(x) (k =  1, 2, . . , )

функциялар кетма-кетлиги берилган булиб,

г ' - Ч  1 )’ к)f \k\x) =
1, х£  

О,
k

1 -1  1_
к ' k

(/ =  1, k)

тенглик уринли булсин. Бу функцияларни 
Фг (х) =  f \ l) (х), фг (х) =  / \ 2\х \  ф3 (х) =  f f \x ) ,  ф4 (х) =  /<3> (х), . . .  

кетма-кетлик куринишида ёзамиз. Бу функциялар кетма-кетлиги 
улчов буйича нолга интилади; дарцацицат, агар ф„ (х) =  f \h) (х) бул­
са, у ^олда ^ар цандай а (0 <  а ^  1) сон учун

Е [ \ Ч > п \ > а } ~  | Ц г ~ ’ т )

тенглик уринли булади. Бундан

Ц(^{ | фя | > о г)) =  у ^ 0 ,  га -*■ оо,

чунки га—> оо да k ^ам чексизликка интилади. Иккинчи томондан 
Ф„(;с)-*0 муносабат [0, 1) ярим оралик,нинг бирорта цам нуцтаси­
да бажарилмайди. Дацицатан ^ам, агар х0 Г [0, 1) булса, у ^олда 
^ар цандай k учун шундай I сони топиладики, улар учун ушбу

\ l~ k ~ '  I )

муносабат бажарилади, демак, f \ k\xQ) =  1. Бо1щачасига айтганда

ф! (Х01 Фа (*„).......... Ф„ (Х 0), . .  .

сонлар кетма-кетлигида бир сони чексиз марта учрайди. Демак, 
бу кетма-кетлик х0 нуцтада 0 га яцинлашмайди. х0 нуцта ихтиё­
рий булгани учун ф„ (jc) кетма-кетлик (0, 1) нинг >>еч цандай нуц­
тасида 0 га интилмайди.

Бу мисолдан ва Лебег теоремасидан улчов буйича яцинлашиш 
тушунчаси деярли яцинлашиш тушунчасига цараганда кенгроц 
эканлиги куринади; деярли яцинлашиш тушунчаси эса цар бир 
нуцтада яцинлашиш тушунчасидан кенгроцдир.

28. 4. Т е о р е м а .  Агар \fn(x)\ функциялар кетма-кет­
лиги Е тупламда улчов буйича f  (х) ва g  (х) функция- 
ларга яцинлашса, бу функциялар узаро эквивалент  
булади.

Ис б о т .  Дар цандай с ( > 0 )  учун

E { \ f - g \ > o } c E { \ f n- f \ > ^ } U E { ] f n - g \ > ^ }
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муносабат доимо уринли. Бу муносабатдан эса f(x) ва g (х) функ­
цияларнинг узаро эквивалентлиги бевосита куринади, чунки теоре­
манинг шартига кура унг томондаги тупламларнинг ^ар бирининг 
улчови п — оо да нолга интилади; демак, ц ( £ { | / — g \^>о})--0 
тенглик уринли, яъни

/ — £•*
Улчов буйича яцинлашиш тушунчаси деярли яцинлашиш ту- 

шунчасига нисбатан кенгроц булса х,ам, цуйидаги теорема урнн- 
лидир.

28. 5. Т е о р е м а  (Ф. Р и с с  т е о р е м а с и ) .  Агар \ f n(x)\ 
функциялар кетма-кет лиги Е тупламда f  (х) ф унк­
цияга улчов буйича яцинлашса, у холда бу функция­
лар кетма-кетлигидан шундай {fni (х)} функциялар кет- 
ма-кетлиги цисмини ажратиб олиш мумкинки, улар  
Е тупламда  /  (х) га деярли яцинлашувчи булади.

И с б о т .  К,уйидаги шартларни цаноатлантирадиган (ал), {е„} ва. 
{«(| сонлар кетма-кетлигини тузамиз.

оо
оп >  0, lim ол =  0, е„> 0, вл <  +  со , t ix <  л 2<  . . .

П-~ Q0 /2=1
ва

! l / n, — / I  > ° i l ) < Fi
н(£  Wfn,— / 1 > стз ) ) < в’

(6)>

Сунгги тенгсизликларни ёзишга ^ацлимиз, чунки п -*■ оо да: 
ц ( £ { | / л - / | > о } ) - . 0 .

Энди \ f  (*)) функциялар кетма-кетлигини Е тупламда деяр­
ли яцинлашувчи эканлигини курсатсак, теорема исбот цилинган. 
булади. Ушбу

Rm=  и E{\f„k - f \ > o k\, Q = f \ R mfe—m m—1
тупламларни тузамиз. / ? р  R2 zd . . .  муносабатлардан ва 18. 7- 
теоремага мувофиц

— и :Q). т -+ 00
муносабат келиб чицади.
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Иккинчи томондан, (6) га мувофиц:
оо

м- (# J  <  2 е*-к=т
00

Демак, j.1 (/?,„) • 0, т — оо, чунки ^ е й<  +  со. Бундан эса уз нав-
fe~i

батпда
(г (Q) =  О

тенглик келиб чицяди.
Энди E \ Q  тупламнинг j$ap бир нуцтасида {/„ (х)} функция­

лар кетма-кетлигининг яцинлашувчи эканлигини исбот циламиз.
Бирор т0 учун х0 £ Е \  Q муносабатдан x0~̂ R муносабат ке­

либ чицади. Бундан, агар булса, х0~Е  ( | /  — / | > а й). 
Демак,

I fnk (х0) — /  (Хо) I <  (k >  т0)

ва cjft—> 0 да f nk(x0) - f ( x 0), яъни {/„ft(*)} функциялар кетма-кет- 
лиги Е тупламда деярли яцинлашади.*

28. 6. Т е о р е м а  (Д. Ф. Е г о р о в  т е о р е м а с и ) .  Улчовли 
Е тупламда f ( x )  функцияга деярли яцинлашувчи ул ­
човли {fn (х)} функциялар кетма-кетлиги берилган 
булсин. У холда х<*Р цандай е ( > 0 )  учун шундай улчов­
ли Р ( а  Е) тупламни топиш мумкинки, унинг учун 
ц (Р) >  ц (Е) — е муносабат бажарилади ва [ fn (х)} функ­
циялар кетма-кетлиги Р да f ( x )  функцияга текис 
яцинлашади.

Ис б о т .  Шу параграфдаги Лебег теоремасини исбот цилишда 
ушбу

П тц .(^л(ст)) =  О
я — оо

муносабатни келтириб чицарган эдик, бу ерда:

/?„(<*) =  П £ { ( / * — / | >  сг).
k=n

Энди цуйидаги шартларни цаноатлантирувчи \ак) ва (8к} сон­
лар кетма-кетлигини тузамиз:

ak + l <̂  °*> ак ” 0 (k —>■ оо)
00

Ьк >  О, н,(RnЮ ) < 5 *  ва 2  8к <  +  со-
k̂ \
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оо

2  цаторнинг яцинлашувчилигидан фойдаланиб, теореманинг 
k-i

шартида берилган е учун шундай т0 сонини топамизки, унинг 
учун

2  « » < '  <7> 
к—тв

тенгсизлик бажарилсин.
К,уйидаги тупламларни тузамиз:

<?= J #  (ak), Р =  Е \е .
k - m 0 nk

(7) га асосан ц ( е ) < е ,  демак, ц(Р) >  ii(E)-— е.
Агар |/„(х)} функциялар кетма-кетлигининг Р да f(x) функ­

цияга текис яцинлашишини исбот цилсак, теорема исбот этилган 
булади.

х ^ Р  булсин, демак, х^е. т ни шундай танлаймизки, 
ва сгт <  е булсин (от - 0 булгани учун бундай т сони мавжуд). 
У ^олда x~£Rnm(om). Бошцача айтганда, k пт булганда

Бундан ушбу
I A W — / W I < а т № ^ > т 0)

муносабат ва бундан эса
\ fk(x)—f ( x ) \ <  s (k >  яш0)

муносабат бевосита келиб чицади.
[fn{x)} функциялар кетма-кетлигининг Я тупламда /(х )  функ­

цияга текис яцинлашиши сунгги муносабатдан куринади, чунки 
бунда пт сони в сонигагина боглиц булиб, х га боглиц эмас.*

28. 7. Из о ^ .  18. 8 -теоремага мувофиц Егоров теоремасида Р 
туплам сифатида мукаммал тупламни олиш мумкин эди.

29- §. Лузин теоремаси

Функциялар i азариясида узлуксиз функциялар синфи гоят катта 
эх;амиятга эга. 27.11- теоремадан маълумки, ^ар цандай узлуксиз 
функция улчовли функция булади.

Энди узлуксиз функциялар билан улчовли функциялар орасида 
(уларнинг тузилиши маъносида) цандай муносабат бор, деган савол 
тугилади. Бу саволга Лузин теоремаси жавоб беради.

Т е о р е м а  (Н. Н. Л у з и н  т е о р е м а с и ) .
Агар f(x )  функция Е т упламда улчовли булса, у 

холда цандай е ( >  0) сон учун шундай ёпиц F (czt)
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тупламни топиш мумкинки, у тупламда f (x )  ф унк­
ция узлуксиз булади ва

li(F) >  [1(f)  — е
муносабат уринли.

Ис б о т .  Е тупламни цуйидаги куринишда ёзамиз:

£  =  U £ I — п <  f{x) п\.
Л=|

Сунгра
£„ =  £{ — /z <  f(x) <  п] а  Е { — in +  1) < / ( * )  <  п +  1} 

муносабатдан ва 18.6- теоремадан ушбу

(-1 (£) =  lim ,u{Е { — п <  fix) <  н))
п-*- СО

муносабат келиб чицади. Бу тенгликдан фойдаланиб, х;ар кандай 
е ( > 0 )  ва‘етарли катта булган натурал N сони учун ушбу

|-1(£д,)=ц(£ {— N < / ( * ) <  Л/}) >  ц(£) — е (1)
тенгсизликни ёзишимиз мумкин.

Энди [—N, N] сегментни тенг 2 nN цисмга буламиз {п — ихти­
ёрий натурал сон);

о№ =  — N, а\п) =  — N +  а(2л) =  — А’ +  , а£> =  — N +

-4-  — а (л) =  /Vт  п, . . и2лЛ, JV-

£<*' билан £  {(2^ ,  < / ( * )  <  (£ =  1, 2 , __ _ 2яА;)

тупламни белгилаймиз. Ушбу
2nN

En =  E { -Л /  < / ( * )  < N }  '=  U E f \  ££> П Щп) = 0  ik Ф I)k=\ v
тенгликлар уз-узидан тушунарли. £^> Тупламнинг хар биридан (18.8- 
теоремага асосан) улчови цуйидаги тенгсизликни цаноатлантирадиган 
ёпиц /г*!) туплам цисмини ажратиб оламиз:

^ ( П п)) > ц ( £ П - ^ у  *

Fп билан F[n) тупламларнинг k буйича пигинлисини белгилай-
2nN

миз, яъни F =  (J Я Ч  Ёпи^ Fп тупламнинг улчови 
k=\
2nN 2nN

И  ( Fn )  =  2 м  < ^ n ) )  >  2  ( ^ л ) )  - J  =  u ( £ a ) - | ; ( 2 )
A=1 *-1



тенгсизликни цаноатлантиради. Ёпиц Fп тупламда f n(x) функциями 
цуйидагича аницлаймиз:

агар х £ F%] булса, f n(x) — а ^ щ

f n (л:) функция Fп тупламда узлуксиз булади.
Агар х нуцта Fn тупламнинг элемента булса, у F*n)(/e=  1, 2, 

. . 2nN) тупламларнинг биригагииа киради.
Агар х £ /•*"'( с : Eln)) булса, у холла:

< ! ,  <  f(x) аТ.
Демак,

О <  f(x) — f n(x) <  a f  — al-i =  ± , (х £ Fn булса), 

ёкн х нинг Fn дан олинган ^амма цийматлари учуй

I / M  —  f n(x ) \<~
тенгсизлик уринли, чунки

2 nN

Fn = /и |П л)-
с»

Энди F — П Fn тупламни оламиз. Ушбу
I

Fn <=EN, Fn =  EN \ ( E N \F „ )  (3)
ва (2) муносабатлардан

И (£ л' Fn) (4)
ни оламиз. (4) ва

оо
F =  П FnП— 1

дан

F =  EN\  | U (En Fn)}
П— I

муносабатни топамиз. Бундан ва (4) дан цуйидаги тенгсизлик келиб 
чицади:

ц (F) >  ц (EN)— ^  ~  =  Ц (En) — с. (5)
/1=1

Хар цандай натурал п сон у чу ;
F„=>F

муносабат бажарилганлиги учун f n(x) функция F тупламда узлук­
сиз булади ва цуйидаги

\f(x)—f nM \ < ~  (x£F)

ад



тенгсизлик бажарилади. Сунгги тенгсизлик F тупламнинг j âp цандай 
элементи учун уринли; демак, {/„(я)) функциялар кетма-кетлиги F 
тупламда узлуксиз ва унда f(x) функцияга текис яцинлашади.

23.1- теоремага асосан f(x) функция F тупламда узлуксиз булади 
ва (1), (5) муносабатларга асосан

u(F) >  \i(En) — е >  |i(£) — 2е
тенгсизликлар бажарилади.*

Баъзи авторлар функциянинг Лузин теоремасида ифодаланган 
хоссаларини улчовли функциянинг таърифи сифатида оладилар ва 
ундан функциянинг Лебег маъносида улчовли эканлигини келтириб 
чицарадилар.

М А Ш К  УЧУН М А С А Л А Л А Р

1. [0,1] да f 2{x)......... f n(x)> ■ ■ ■ узлуксиз функциялар кетма-
кетлиги берилган булсин. Е—бу кетма-кетликнинг [0,1] даги барча 
яцинлашиш иук/галари туплами булсин. Е туплам Fq0 типидаги туп­
лам эканлиги исботлансин.

2. [0,1] да f(x) га яцинлашувчи
fi(x), Мх),  . . f n(x), . . .

^лчовли функциялар кетма-кетлиги берилган булса, f(x) нинг улчов- 
лилиги исботлансин.

3. [0,1 j да аницланган ихтиёрий функциянинг узилиш нуцталари 
туплами Fe типидаги туплам эканлиги исботлансин.

4. [0,1] да Fn типидаги ихтиёрий Е туплам берилган. [0,1] да 
аиицланган шундай f(x) функция тузилсинки, бу функциянинг узи­
лиш нуцталари туплами Е тупламдан иборат булсин.

5. [0,1] да аницланган улчовли f(x) ва g(x) функциялар берил­
ган ва 0 <  f(x) <  1 тенгсизлик уринли булсин. Бу функцияларнинг 
суперпозицияси g(f(x)) улчовлими?

6. [0,1] да улчовли ва деярли чекли f(x) функция берилган. [0,1] 
да аницланган шундай камаювчи gix) функция мавжудлиги исбот-- 
лансинки, ^ар цандай а учун

ц(£|£ >  а)) =  [х(£ { / >  а))

тенглик уринли булсин.
7. [0,1] аникланган улчовли ва деярли чекли f(x) функция берил­

ган. Ушбу

ц ( £ { / > А } ) > 1  | 1 ( £ { / > Я } ) < 1  H > h

шартларни каноатлантирувчи h сонининг мавжудлиги ва ягоналиги 
исботлансин (Л. В. К а н т о р о в и ч  м а с а  л ас и).



ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛИ

y i  Б О Б

30- §. Чегараланган функциянинг 
Лебег интеграли

Улчовли тупламлар ва улчовли функциялар тушунчаси билан 
танишгандан сунг чегараланган улчовли функциялар учун Лебег ин­
теграли таърифини бериш мумкин. Агар улчовли f(x) функция би­
рорта Е тупламда аницланган булса, у тупламни бошидаиоц [а, 6] 
сегмент билан алмаштириб олишимиз мумкин; бунинг учуа Е туп­
ламни уз ичига олган энг кичик Д сегментни олиб, унинг Д \  Е 
кием и да f(x) функцияни айнан нолга тенг цилиб олиш керак.

Аввало Лебег интегралини улчовли Е тупламнинг характеристик 
функцияси учун аницлаймиз.

функцияни Е тупламнинг х а р а к т е р и с т и к  ф у н к ц и я с и  де­
йилади.

Бу хусусий хол учун Лебег интеграли цуйидагича аницланадщ

| формула билан аницлаймиз.
( Умумий холга утиш учун Л ва Б  билан f (x)  функциянинг мос 

равишда аник цуйи ва аниц юцори чегаралариии белгилаймиз ^амда 
|A, Bj сегментни цуйидагича п цисмга буламиз:

Ушбу

ь
(L) j  f E(x)dx =  р(Е).

а

функция учун Лебег интегралини
ь

(L) | f(x)dx =  k\i(E)
а

Л  =  у  о <  У \ < У г <  . . .  <  У п—1 <  Уп =  В -
Сунгра

(v=0, п — 1)
билан

< / ( * )  <  у,1+1
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тенгсизликларни цапоатлантирадиган нуцталардан иборат тупламни 
белгилаймиз. f(x) функция улчовли булганлиги учун e-v (v=0,  п— 1) 
тупламлар улчовли булади.

Энди ушбу
п—  1 л—1

s = 2  у ^ е)' s  =  2  ^v+iK^v)
v= 0  v= 0

йигиндиларни тузамиз (s ва 5 ни мос равишда цуйи ва юцори йигин­
дилар деймиз) ва цуйидаги таърифни киритамиз.

Т а ъ р и ф. Агар кп. ( =  max [у — г/]) нолга интилганда
______  0<£v*n_l

{ti —у оо) s ва S йигиндиларининг лимити мавжуд булиб, бир-бирига 
тенг бдлса ва бу лимит y v нукталарни гпанлаб олишга 6 о р л щ  

булмаса, у  цолда бу лимитни f(x) функциянинг Е тупламдаги 
Лебег интеграли дейилади ва бу интеграл юцоридаги хусусий
доллар каби, ушбу (L) \ f (x)dx символ билан белгиланади.

Е
Т е о р е м а !  Агар f(x ) функция Е тупламда улчовли ва 

„^ араланган  булса, у холда унинг учун Лебег интег­
рали мавжуддир.

И с б о т .  Чегараланган ва улчовли f(x)  функцияни олиб, унинг 
учун s ва 5  йириндиларнинг умумий лимитга эга эканлигини курса­
тамиз. Бу функция чегараланганлиги учун унинг аниц юцори ва 
аниц цуйи чегэралари мавжуд; улар мос равишда А ва В булсин. 
[А, 5] сегментни цуйидагича щ  ва пг цисмларга буламиз:

А =  уо <  ух <  у2 <  . . .  <У П1- 1  <  Ущ = -б> 0)
А =  у0 < у\ <  у; <  . . .  <  у'П1_ х <  У'П1 =  в. (2)

Булиниш нуцталарини шундай цилиб оламизки, улар учун ушбу 

p v+1 — У, <  ^ (v =  0,пх — 1)

|у '+1 — У' <  ^ (v =  0,п. — 1) 
тенгсизликлар бажарилсин; бу ерда Я = «1ах {Яя,, Я„2),

К, =  max (^v+1 — У)’ \  =  max (у',1+х—у').0<v<n,—1 0<v<«2—1

{Цуйидаги муносабатларнинг уринли эканлиги уз-узидан куринади:
Л,—1 П!—1

>s— s = 2  ^ v+ i — у.) и (eJ < х 2  и- (eJ = v  (£ )>
v =  0 v = 0

Пч—1 Ла—1

s '  — s ' =  2  (у*+1— Ю Iх « )  <  ^ 2  м-« )  =  V  (£)•
v *= 0 v «= 0
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Энди (1) ва (2) булиниш нуцталарни, яъни г/ч, г/' нуцталарнинг 
з^аммасини булувчи нуцталар сифатида оламиз ва тегишли s", S" 
йириндиларни тузамиз. Бунинг натижасида s ва s' йириндилар ка- 
манмяйди, S ва S' йириндилар эса ортмайди, яъни

s ' < s " < S ' < S '  (3)

тенгсизликлар уринли булади. Дархацнкат, агар (г/„, у.,+ 1) оралик- 
ни бирорта янги с нуцта ёрдами билан (г/.;, с), (£, у.1+х) оралицлар- 
га булсак, у холда ушбу

<  у^  {Е (y.,^Cf <  s)} +  {E (I < /  <  yv+|)}

тенгсизлик бажарилади. Бундан куринадики, цуйи йиринди s бу­
нинг натижасида камаймайди.

Шунга ухшаш, ушбу

0,+iM- (е) >  \Е (у, < /  <  £)} +  yv+iM. [Е (!; <  /  <  yv+1)}

тенгсизликни ^ам ёзишимиз мумкин; бундан цам куринадики, янги 
£, нуцтани киритиш натижасида 5  йигиндининг тегишли ^ади орт- 
мас экан, демак, юкори йигинди S нинг узи ^ам ортмайди.

(3) муносабатлардан куринадики, (s, S) ва (s', S') оралицлар 
(s", S") ораликдан иборат умумий цисмга эга экан. Демак, s, s', 
S  ва S' сонларнинг хаммаси узунлиги 2Х\х(Е) дан катта булмаган 
оралицда жойлашгандир. X ни истаганча кичик цилиш мумкин- 
лигидан ва математик анализдаги умумий яцинлашиш принципига 
мувофиц s, S йириндиларнинг умумий лимитга эга эканлиги келиб 
чицади.

Демак, юцорида берилган таърифга мувофиц .^ар цандай чегара­
ланган улчовли f(x) функция учун Лебег интеграли доимо мав­
жуд.*

31-§. риман ва Лебег интегралларини 
солиштириш

Математик анализнинг умумий курсидан маълумки, [а, b] сег­
ментда берилган ва чегараланган f(x) функциянинг Риман нитегра- 
лини аницламоцчи булсак, аввало у сегментни цуйидагича п ';:Гсмга 
буламиз:

а — х0 <  х1 < х 2 <  . . .  <  хп =  6 

ва цуйидаги ■ йигиндиларни тузамиз:
п—1 л —1

s =  2 mv(*,+1- * v), 5  =  К м  — *,);
v - 0  V - 0
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бу ерда и ,  ва Ма сонлар f(x) функциянинг [xv, xv+1l сегментдаги 
мос равишда аник, цуйи ва аник, юцори чегаралари, s, S йигинди- 
лар Дарбу йигипдиларидир.

Агар Кп ( -= max ( х — дс )\ нолга интилганда, s ва 5  йи-
V I ^ /

риндиларнинг лимита мавжуд булиб, бир-бирига тенг булса ва бу 
лимитлар х, нуцталарни танлаб олишга боглик булмаса, у холда 
f(x) функцияни [а, Ъ] сегментда Р и м а н  м а ъ н о с и д а  и н т е г -  
р а л л а н ч в ч и  ф у н к ц и я  дейилади.

Энди бу таърифни 30- § да берилган Лебег интегралининг таъ­
рифи билан солиштирсак, икки нарсанп сезамиз:

а) Лебег интегралини таърифлашда чегараланган fix) функция­
нинг аргумента узгарадиган |а, Ь] сегментни эмас, балки f(x) функ­
циянинг узининг цийматлари узгарадиган [Л, В\ сегментни п цисмга 
булган эдик;

б) Лебег интегралини таърифлашда туплам улчови тушунчаси- 
дан фойдаландик; бу тушунчасиз Лебег интеграли таърифини бериб 
булмас эди.

Риман ва Лебег интеграллирини таърифлашда цуйи ва юкори 
йигиндиларни тузиб, лимитга утган эдик. Агар берилган функция 
чегараланган ва улчовли булса-да, Риман маъносидаги интеграл 
таърифини беришда тузилган цуйи ва юцори йигиндилар лимитга 
эга булмаслиги мумкин. Лекин Лебег маъносида бундай функция­
лар учун интеграл доимо мавжуд.

Агар бирор fix) функциянинг Риман маъносида интеграли мав­
жуд булса, унинг Лебег- маъносида >;ам интеграли мавжудлигини 
ва бу икки маънодаги интегралларнинг бир-бирига тенглигини 32- § 
да исбот циламиз.

Демак, интегралнинг Лебег таърифи унинг Риман таърифига 
кура умумийроц экан.

Бу фикрни мисол билан тушунтирамиз. (0,1) ораликнинг рацио­
нал нуцталаридан иборат тупламнинг характеристик функциясини 
оламиз. Бу функция учун Риман интеграли мавжуд эмас, аммо 
Лебег интеграли мавжуд ва унинг таърифига мувофиц бу функция­
нинг интеграли нолга тенг, чунки рационал нуцталардан иборат 
тупламнинг улчови нолга тенг (30- § дйги характеристик функция­
лар учун Лебег интегралининг таърифига каранг).

Т е о р е м а  (А. Л е б е г  т е о р е м а с и . )  [а, Ъ] сегментда f (x )  
функциянинг Риман интеграли мавж уд булиши учун  
унинг бу сегментда деярли узлуксиз булиши зарур ва 
кифоядир.

И с б о т .  З а р у р  л иги .  f(x) функция \а, Ь] сегментда интег- 
ралланувчи булиши учун, аввало чегараланган булиши кераклиги 
Риман интегралининг таърифидан бевосита куринади.

Чегараланган fix) функциянинг [а, Ь] сегментдаги узилиш нуц­
таларидан иборат булган тупламни Q билан белгилаймиз ва Qn =
=  Q [ш(х) 4 }  булсин; бу ерда со(х) билан fix) функциянинг х нуц-
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тадаги тебраниши белгиланган. Хар бир узилиш нуцта Qn туплам 
ларнинг бирига, албатта киради, шунинг учун

( 1)П=1
Энди Qn тупламнинг ёпицлигини курсатамиз. Дархакикат, ага[) 

х0 нукта Qn туплам учун лимит нуцта булса, у цолда х{, ни уз 
ичига олган з̂ ар цандай оралиц Qn тупламнинг >;еч булмаганла 
битта нуцтасига эга булади, демак, бу оралицда f(x)  функциянинг
тебраниши ~  дан кичик булмайди. Демак, Q„ ёпиц туплам ва шу­
нинг учун у улчовли булади. (1) тенгликдан Q тупламнинг з;ам 
;улчовли эканлиги келиб чицади. ^(Q) >  0 деб фараз циламиз, у 
холда Qn тупламлар орасида шундай Qr туплам топиладики, унинг 
учун ушбу

,и (Qr) =  а  >  0 (2)
муносабат бажарилади. Дар^ацицат, агар

u (Qp) =  0, р =  1, 2, . . .  
булганда эди, у цолда

|x(Q) =  limfi(Q„) =  0 (3)
П -+ 03

булар эди, чунки
Q, cr Q2 d  . . .  сz Q „ c z -----

(3) муносабат фаразимизга зид, шунинг учун (2) муносабат уринли. 
Энди [а, b] сегментни п та [ak, ak+l] (k =  0, п— 1) сегментларга 
булиб, ушбу

Л— 1

2 ® * < fl*+l— ак) <4>k=0
йигиндини тузамиз; бу ерда юй билан fix) функциянинг [ak, аь+л 1 
сегментдаги тебраниши белгиланган. Бу йириндидан Qr тупламнинг 
бирорта цам нуцтасини уз ичига олмаган \ак, ak+x] сегментларга 
тегишли хадларни ^ицариб ташлаймиз. Qr туплам буш булмаган- 
лиги учун (чунки u (Q,) >  0), (4) йигиндидан з^амма хадлар чикиб 
кетмайди. Демак, ушбу

Л— 1

21 (a k+ i — a k) >  2  ®* (a k+i а к) >  ~ A d  (a k+\ a k) (5) 
ft-0 k k

тенгсизликлар уринли булади; бу ерда билан чикариб ташлаго 
натижасида к,олган сегментларга тегишли хадлар йигиндиси белги­
ланган. Аммо:



чунки V ' га кирган хадларга тегишли \ah, ak+1) сегментлар сис- 
темаеи Qr тупламни бутунлай уз ичига олади. Шунинг учун, (5) 
тенгсизликдан ушбу

tl—1 

a=i
тенгсизлик келиб чикади; бундан эса

п—  1

lim X
S  "ft (aft+i — ^  0 ( Ьп =  max (а*+1 — а*)\ _0 V 0<*<л—1 /

муносабат ёки f(x) функциянинг [а, b} сегментда интегралга эга 
эмаслиги келиб чикади.

Демак, агар [а, 61 сегментда чегараланган f(x) функция учун 
(j. (Q) >  0 булса, у х;олда бу функция Риман маъносида интеграл- 
ланувчи булмас экан. Шундай к,илиб, /(х) функциянинг интеграл- 
ланувчи булиши учун, унинг \а, b] сегментда чегараланган ва деяр­
ли узлуксиз булиши зарур экан.

К и ф о я л и г и .  Чегараланган ва деярли узлуксиз fix) функ­
цияни [а, ' Ь] сегментда Риман маъносида интегралга эга эмас, деб 
фараз цилайлик. У ^олда шундай е ( >  0) сони топиладики, унинг 
учун [а, b] сегментни ^ар цандай сегменгчаларга булганда х,ам 
ушбу

2® ft(a*+i — ak) > *  (6)
k

тенгсизлик бажарилади. Энди натурал г сонни ушбу

г > 2- ^ >  (7)

тенгсизликни каноатлантирадиган килиб оламиз ва f(x) функция­
нинг тебраниши ~  дан кичик булмаган нуцталардан иборат Qr
тупламнинг улчови мусбат эканлигини исбот киламич 

Бунинг учун
"У*

2<o*(a*+ t - a * )
k

йириндини тузам и з ва уии

Щ (Oft+1 - -  ак) =  2  “ ft (a*+1 — ак) +  2  “ ft Фк+1 — ак) (8)
к к п

куринишда ёзамиз; бу ерда V  ва >}" тегишлича <  у  ва >•

— ли хадларнинг йириндисидан иборат. /(х) функция [а, 6] сегментда
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чегараланган булганлиги учун шундай k (>  0) сони мавжудки, 
унинг учун ушбу

\ f ( x ) \ <k  (x^[a,b])  
тенгсизлик бажарилади. Бундан

0 <  о)А <  2k
тенгсизлик келиб чицади. (7) ни ^исобга олиб, ушбу

— а*) <  7  — ak) <  *1~Г  <  (9)
к к

2 4 *  (ak+1 — ak) <  2k 2  {ak+i — ak) =  2kl (10)
k k

муносабатларни ёзамиз; бу ерда

1 (ak+i— а*).
к

(6), (8), (9), (10) муносабатлардан

s <  2 м* (а*+х ~  ak) <  \ + 2kl
к

муиосабатлар келиб чицади, бундан эса I >  ^  >  0.

Энди [а, 6| сегментни тенг 2п[п =  1, 2, . . .) циемга буламиз. 
Юцоридагига ухшаш бу булишларнинг цар бирига тегишли 1п сон 
ушбу

тенгсизликни цаноатлантиради.
1а, Ь\ сегментни тенг 2п циемга булганими да f{x) функция­

нинг тебраниши — дан кичик булмаган сегментчаларнинг йиринди-
сида (туплам маъносида) тузилган тупламни Нп билан ва улар­
нинг умумий цисмини Н билан белгилаймиз, яъни:

Н =  П н п-
П— \

Ушбу Нп+1 cz Нп муносабат уринли, чунки (п +  1) булишга тегишли
бирорта сегментча учун cofe > 7  булса, у х;олда п булишга тегишли
бирор сегментча бу сегментчани уз ичига олади ва узунлиги икки 
марта катта булгани учун унда f(x) функциянинг тебраниши
~  дай кичик булмайди, албатта.
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Демак,

[i(H) =  lim ц(Нп) =  lim /„ >  (11)
П-*оо Л-*<»

Н тупламнинг хар бир нуцтасида f (x)  нинг тебраниши -р дан ки­
чик булмаганлиги учун ушбу

HdQrczQ
муносабатларни ёзишимиз мумкин. Бундан эса (11) га мувофиц
цуйидаги

m > » ( Q r ) > r k > 0

тепгсичлнк келиб чицади. Шу билан кифоялик з̂ ам исбот булди.*

32- §. Чегараланган функция Лебег 
интегралининг асосий хоссалари

32. 1. Т е о р е м а  ( у р т а  ц и й м а т  ха  ц и д а г и  т е о р е м а ) .  
А гар Е тупламда улчовли f(x) функция учун т <  / ( х) <  М 
тенгсизлик баж арилса, у  холда1:

т\х,(Е) <C^f(x)dx <  Aia(E).
Е

И с б о т .  5 ва S  йигиндиларнинг тузилишига мувофиц ушбу 

т\\(Е) ^  s <1 S Myi(E)
тенгсизликларни ёзишимиз мумкин. Бу тенгсизликларда тегишли 
лимитга утилса, юцоридаги муиосабатлар келиб чицадн.*

Лебег интегпалининг цуйидаги 32. 2, 32. 3 ва 32. 4- хоссалари, 
унинг таърифидан ва 32. 1-теоремадан бевосита келиб чицади.

32. 2. Натижа. Агар Е тупламда улчовли f(x) функция 
манфий булмаса, у холда унинг интеграли хам  манфий 
булмайди, яъни агар f ( x ) >- 0 булса,

§f(x)dx >  0 ."
Е

32. 3. Н а т и ж а .  Агар  — 0 ва улчовли f(x) функция 
Е тупламда чегараланган булса, у холда \ f (x )d x  =  0.

Е
32. 4. Н а т и ж а .  Агар с узгармас сон булса, у холда

j cf(x)dx ■-= с [f (x)dx .
______________ Е Е

1 Интег рал символи олдида L  харфи ёзилмаган булса-да, келгусида у интегрални 
Лебег интеграли деб тушунамиз.
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32. 5. Т е о р е м а .  Агар Е =  U Et (Ек ПЕ ъ= 0, k^k') ва f(x)
t =  I '

улчовли булса, у  холда
ОО

\ f (x)dx  =  2  \f(x)dx\ (1)
Е  1=1 E i

бу тенгликларда Е ва Е, (i =  1, 2, . .  .) тупламлар улчовли деб 
^исобланади.

Интегралнинг бу хоссасини унинг т у л а  а д д и т и в л и к  хоссаси 
дейилади.

И с б о т .  Аввал ушбу

Е =  £ , U Е,, (Е1(\Ег=  0)

хусусий ^олни курамиз. f(x) функция Е тупламда чегараланган­
лиги учун шундай А ва В сонлар мавжудки, улар учун ушбу

А <  f(x) <  В
тенгсизликлар бажарилади. [А, В] сегментни у0, уь . . уп нуцта­
лар билан п цисмга булиб, цуйидаги тупламларни тузамиз:

ev =  £(г/, < / ( х )  <  г/,+1), 
е =  Ех(у , < / ( х )  г/,+1),
< = £ ,(* /, < / ( х )  <  (А+1).

Ушбу е’ Ue’=  ev( g ' n ^ =  0) тенглик уз-узидан тушунарли.
Булардан цуйидаги тенглик келиб чицади:

Л—1 Л—1 Я—1 ‘
V ц(е').

V=»0 V= 0  v = 0

Бу тенгликда Ьп(К ~  т а х  (У*+1—У' )) ни нолга интилтириб ли-
\  0 - < v < n + l  /

митга утилса, Лебег интегралининг таърифига мувофиц 

§f(x)dx =§f(x)dx +§f(x)dx
Е i ,  Е.,

тенглик келиб чицади. 
tl

Агар Е — U £; (п—натурал сон) булса, у ^олда
г=1

П
§f{x)dx =  V  j/(x )dx  (2)

тенгликни юцоридаги хусусий ^олдан математик индукция ёрдами 
билан бевосита келтириб чицариш мумкин.
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Е =  U В, (Ek fl Ek‘=  0, к ф k')
i=  I

оо

булсин. Бундан \х(Е) =  \  келиб чицади. \х(Е) <  +  оо булган-
4ssd
i=  1

лиги учун
00

^  И(£г) —* О, п — ОО. (3>
i = n  +  \

00

U £, ни Rn билан белгилаймиз. Хадларининг сони чекли бул-
/ = Л + I
гани учун (2) тенгликка асосан

П

§f(x)dx =  V  j‘f(x)dx +  j  f(x)dx (4>

тенгликни ёзишимиз мумкин. 32. 1 - хоссага мувофиц:

Лц(/?„)< J /(х)а?л: <  B\x(Rn). (5)
*п

(3) га асосан ц(^л) п -- 00■ Демак, (5) дан:

| / (д :)^ д :-^  0, л  —* со,

*я
(4) ва охирги муносабатлардан (1) тенглик келиб чикади.*

32. 6. Т е о р е м а .  Агар улчовли Е тупламда улчовли  
fi{x) ва f 2(x) функциялар берилган булса, у холда:

j  ( / i  W +  Ux))dx =  j f x(x)dx +  §f2(x)dx. (6)
E E E

И с б о т .  Аввал хусусий ^олни курам из. /,(х) ва f.,[x) функция - 
лардан бири, масалан. / 2{х) функция Е тупламда узгармас с сонга 
тенг булсин. Бу холда Лебег интеграли таърифидан фойдаланиб, 
ушбу

j ( / iM  +  f 2(x))dx =  \fi,{x)dx +  си(Е) (7)
8 E

тенгликни ёзишимиз мумкин. Энди / х(х) ва f 2(x) ихтиёрий чегара­
ланган улчовли функциялар булсин.

/,(дс) функциянинг цийматлари узгарадиган [А, £] сегментни 
(/,„ //„ . . . ,  уп нуцталар ёрдами билан п та кисмга буламиз ва 
ушбу

е, =  Е(уv < / Х(х) <  /yv+1j (v = 0 , а — 1) 
тупламларни тузамиз.

Энди умумий >;олга утамиз, яъни
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32. Б-теоремадан ва (7) тенгликдан фойдаланиб
п—1

J { /iW  + f M ) d x  = 2  J [/,(*) + /s(*)W *>
v-0

n— 1

^  j [г/v +  / 2М¥* = s+  |Д(хШ
v —0 ct ll

муносабатларни ёзамиз.
LLlyura ухшаш ;/v урнига //,+1 ёзилса, ушбу

тенгсизлик келиб чикади. Демак.

s • ■ j / . . ( A ' ) d * < j  {f\{x) - f  f , (x) \dx <  S  +  j f?(x)dx.
E E I-

Энли бу муносабатларнинг чаи ва унг томонида /■„( =  max (f/v+i—
{)< v -< П — \

— Уч )) нолга интилганда лимитга утилса, (6) тенглик келиб чикади.* 
Интегралнинг 32. 3, 32. 5 ва 32. 6- хоссаларидан куйидаги на­

тижа келиб чицади.
32. 7. Натижа. Агар улчовли f(x ) ва g(x ) функциялар  

Е тупламда эквивалент булса, у холда:

j  f ( x ) d  х  =  j  g  (x) dx.
E t

И с б о т .  Дар.^ацицат, улчови нолга тенг е тупламда f(x) ф g(x) 
булсин ва Е [\C!ze тупламда f(x) =  g{x) булсин. У холда

J ( / — g)dx =  j ( / — g) dx+  j  ( f - g ) d x
E e fif) СБе

тенглик уринли булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи 
интеграл нолга тенг, чунки \х.(е) — 0. Иккинчи интеграл хам нолга 
тенг, чунки E[\Che тупламда f{x) =  g(x).it.

32. 8. Т е о р е м а .  Агар Е тупламда улчовли f (x)eay(x)  
функциялар берилиб, f(x) <  ф(дг) булса, у  холда

jf(x)dx ^cjjy(x)dx. (8)
L-. Е

И с б о т .  f(x) функцияга тегишли у.; булиш нуцталарини олиб, 
е., тупламларни тузамиз. ev тупламда ушбу ф(х) '>  f(x) ^  у, тенг­
сизликлар бажарилади.

Демак,

|ф (x)dx Ф(x)dx

in



Бу муносабатнинг унг томонидаги йигинди jjf(x)dx га интилади,
8

шунинг учун бундан (8) тенгсизлик келиб чицади.*
32. 9. Т е о р е м а. Цуйидаги

|j /( .* )d * |< J |/(* ) |d .*  (9)

тенгсизлик уринли. 
И с б о т .  Ушбу

E i=  £ { /(* )>  0J, £ 2=  £ { /(* )<  0}

тупламларни оламиз. 
Энди (9) тенгсизлик

\\f(x)dx\ =  IJ f(x)dx — l\f(x)\dx\ < j / (* )d x  +  ̂ \f(x)\dx,
E Ex Е й E t Et

^\f(x)\dx =  lf(x)dx - f  ||/(х)|а(х
Я,

муносабатларнинг чап ва унг томонларини солиштиришдан бевосита 
келиб чикади.*

32. 10. Т е о р е м а .  Агар f(x) >- 0 ва \f(x)dx  =  0 булса, у
£

холда f(x) функция- Е тупламда деярли нолга тенг.
И с б о т .  А1 сони билан f(x) функциянинг юцори чегарасини 

белгилаб, ушбу

£ " £ к т г < / м < т )

Е+= E1\JE2\J - • Е+с:Е 

тупламларни тузамиз. Равшанки, Е{х :f(x) >  0} =  £+ ва ушбу

!*(£„) <  j/W rf*  < ' i^ r  i  f {x)dx =  0
Еп 8 +

муиосабатлар у'ринли. Демак, и(Еп) =  0 (п =  1, 2, . .  .). Бундан:

Iя(£+) =  0.*

32. 11. Т е о р е м а .  Агар [а, Ь] сегментда f(x) функция  
учун Риман интеграли мавжуд булса, у  х;олда бу ф унк­
ция учун Лебег интеграли хам  мавжуд булиб, бу ин- 
т еграллар узаро тенг булади.

I I с бот.  f(x) функциянинг [а, b] сегментда Риман интеграли 
мавжудлигидан цуйидаги хулосалар келиб чицади: 1) f(x) чегара- 
ланган; 2) f(x) нинг узилиш нуцталаридан иборат тупламнинг улчови 
нолга тенг ёки f(x) деярли узлуксиз.
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f(x) нинг [a, b\ сегментда деярли узлуксизлигидан, Лузин тсо- 
ремасига мувофиц, унинг 1а, Ь] сегментда улчовли эканлиги келиб 
чицади.

Бу хулосалардан эса f(x) функция учун Лебег интегралининг 
мавжудлиги келиб чицади (30- § даги теоремага царанг).

Энди f(x) функциянинг Риман ва Лебег интеграллари узаро 
тенглигини исбот циламиз.

[а, Ь] сегментни п та [xk, xft+1] сегментчаларга буламиз ва Лебег 
интегралининг 32.1 - хоссасидан фойдаланиб, ушбу

Kk+\
mk(AxkX ( L )  j  f(x)dx < Mk(Axk) (10)

xk
тенгсизликларни ёзамиз; бу ерда Axk=  хк+1— xk, mk ва Mk мос 
равишда f(x) нинг \xk, xk+l] сегментдаги цуйи ва юцори чегарала- 
ри. (10) дан:

гг— 1 л— I xk + l  Ь л—1

s =  j  fMdx =  (L)^f(x)dx^.^MkAxk^S , (11)
к— 0 &-=0 a k = 0

бунда s ва S йигиндилар f(x) нинг [a, b\ сегментдаги Дарбу hhfhh- 
дилари.

f(x) функциянинг ta, b] сегментда Риман интеграли мавжуд 
булганлиги учун, унинг таърифига мувофиц, ушбу

ь
l ims =  lim 5 =  (R) \f(x)dx (12)

“« -0 a
муносабатлар уринли булади; бу ерда ап— шах (Ахк).

Q<k<n—1
(11) ва (12) муносабатлардан бевосита цуйидаги тенглик келиб 

чицади:
ь о

(R) f(x)dx =  (L)§f(x)dx.:,
а а

33- §. Лебег интеграли остида
ЛИА4ИТГЭ уТИШ

Улчовли Е тупламда аницланган улчовли ва чегараланган Jf n(x)] 
функциялар кетма-кетлиги берилган булиб, бу кетма-кетлик улчовли 
F(x) функцияга одатдаги маънода (ёки деярли, ёки улчов маъно­
сида) яцинлашувчи булсин. У ^олда

lim [ fn(x)dx =  | F(x)dx (1)
Л- CO t  Е
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муносабат доимо уринлими, деган савол турнлади. (1) муносабат- 
нинг, умуман айтганда, доимо уринли эмаслигинп цуйидаги мисол- 
да куриш мумкин.

Масалан, f n(x) функция [0,1] сегментда цуйидагича аницланган 
булсин:

0 , ^ ( 0 ,  i ) .

п, (»■ 4 ) .
У холла >̂ ар цандай х( £  [0,1 ]) учун ушбу

lim f n(x) =  0
/1-*СО

тенглик уринлидир, лекин
1
j f n(x)dx =  1, 
о

яъни (1) муносабат бажарилмас экан.
Энди, f n(x) функциялар кетма-кетлиги учун ка план шартлар 

бажарилганда (1) муносабат уринли булади, деган савол тугилади. 
Бу саволга А. Лебегнинг цуйидаги теоремаси жавоб беради.

33. I. Т е о р е м а  (А. Л е б е г  т е о р е м а с и ) .  Улчовли Е 
т упламда улчовли ва чегараланган {fn(x)} функциялар  
кет ма-кет лиги берилган булиб, бу кетма-кет лик ул ­
човли Е(х) функцияга улчов маъносида яцинлашувчи 
булсин. Агар Е тупламнинг хам м а элемент лари учун  
ва х&Р цандай нат урал п сони учун ушбу

I/ « (*)| <  К
тенгсизликни цаноатлантирадиган К  сони мавж уд 
булса, у холда бундай ф ункциялар кетма-кетлиги учун  
(1) муносабат уринли булади.

И с б о т .  Е тупламда ушбу
I^WJ < К (2)

тенгсизлик деярли бажарилади; дар^ацицат, {fn(x)\ кетма-кетликдан 
Рисс теоремасига асосан шундай [fn (х)} кетма-кетлик цисмини 
ажратиб олишимиз мумкинки, у F(x) функцияга деярли яцинла- 
шади:

деярли
fnk (X)----- Пх).

Энди
1/ад (*)| <  К

тепгсизликда лимитга утилса, (2) муносабат келиб чицади. Ихтиё­
рий о (>  0) сон учун

Ап(а) =■ E(\fn— F\>a);
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Вп(о) =  E(\fn— F| <  a) 
тупламларни тузамиз. У цолда

|\ f n{x)dx — j F(x)dx| <  j  | f n(x) — F(x)\dx =  j  |/„(л:) — F(x)| dx +
E E E An(a)

+  j  \fn{x) — F{x)\dx. (3)

B„(*>
И„(а) тупламда

//„(*) — ^(х)| <  2/C 

тенгсизлик деярли бажарилганлиги учун цуйидаги

f [ fa— F\dx <  2/vji(/l„(a)) (4)

муносабат келиб чицади. Иккинчп томондан (32. 1- хосса)

[ I fn(x) — F(x)\ dx <. oj.i(Bn(o)) <  a; i(E).

(3), (4) ва охирги муносабатлардан:

|\ f n(x)dx — ] F(x)dxI <  2Ku(/ln(o)) +  оц(Е). (5)
E li

Ихтиерий кичик e (>  0) сон учун, a ( >  0) ни

° <  ЩйЁ) ^
тенгсизликни цаноатлантирадигап цилиб оламиз. Тсореманинг шар,- 
тига мувофиц цар цандай ст(> 0) учун

1л(А„(о)) —* 0, п —» со.

Демак, шундай натурал п0 сон мавжудки, унинг учун

2Кц(Ап(а)) < ~  (п >  п0) (7)

муносабат уринли булади.
Энди (5) тенгсизликни (6), (7) ларга мувофиц цуйидагича ёзи* 

шимиз мумкин:

Ц f n(x)dx—^Fix)dx\ <  с ( я > я 0).
Е Е

Бу муносабатдан эса теореманинг исботи келиб чицади.*
33. 2. Изоц .  Агар теореманинг шартида {/„(*)} кетма-кетлик 

F(x) га деярли яцинлашса ва \fn{x)\ <  К  (п =  1, 2, . . . )  тенгсизлик 
£  тупламда деярли бажарилса, у ^олда теорема уз кучини сац- 
ланди.
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34- §. Чегараланмдган функциянинг 
Лебег интеграли 
Жамланувчи функциялар

Улчовли f(x) функция Е тупламда аницланган булсин. Аввал 
f(x) ни Е тупламда манфий эмас, яъни f(x) 0 (х f  Е) деб фараз 
циламиз ва ушбу

глгн J  агар € п бУлса’ №
" 1  агар f(x) >  п булса, п

функцияни тузамиз. Бу функция Е тупламда улчовли ва чегара­
ланган, демак, унинг Лебег интеграли мавжуддир.

I - т а ъ р и ф .  Агар

lim \[f(x)]ndx (1)
Я-оо Е

мавжуд булса, бу лимитни fix) (~'j> 0) функциянинг Е тупламда 
Лебег интеграли дейилади ва у J f(x)dx билан белгиланади.

Е
Е тупламда улчовли ва мусбат f(x) функция Лебег иитегралига 

эга булиши учун

jlf(x)]ndx
Е

интегралларнинг чегараланган булиши зарур ва кифоядир, чунки 

| [f(x)]ndx <, §lf(x)]n+1dx
Е И

тенгсизлик п нинг ^амма кийматлари учун бажарилади.
Манфий функциянинг >̂ ам Лебег интеграли худди шунга ухшаш 

аницланади.
У мумий ^олда, яъни улчовли / ( х) функция Е тупламда ихтиё­

рий ишорага эга булса, Е тупламни икки узаро кесишмайдиган Ех 
аа Е2 цисмларга ажратамиз:

£ ,=  £ { f(x )>  0},
Ео= E\f(x) <  0[;

яъни Ej нинг ^ар бир нуцтасида f(x) манфий эмас, Ег нинг хар 
бир нуцтасида эса f(x) манфий.

Агар
 ̂f(x)dx, j f(x)dx 

k, £i
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интегралларнинг jqap бири мавжуд булса, у ^олда f(x) нинг Е туп­
лам буйича интегралини

jf(x)dx =  j f(x)dx +  j f(x)dx (2)
E E,  Eа

формула билан аницлаймиз.
2- т а ъ p и ф. Улчовли f(x) функциянинг Е тупламда, юцоридаги 

маънода, интеграли мавжуд ва чекли булса, ундай функцияни Е 
тупламда жамланувчи функция деймиз.

Энди жамланувчи функцияларнинг хоссалари билан танишамиз. 
34. 1. Т е о р е м а .  Улчовли f (x )  функциянинг ж амла­

нувчи булиши учун, \f(x ) | функциянинг ж амланувчи бу­
лиши зарур ва кифоядир; агар  |/(х)| ж амланувчи булса, 
у холда ушбу

|\f(x )d x \ <:]\f(x)\dx
Е  Е

муносабат уринли булади.
И с б о т .  Ушбу

j  \f(x)\dx=\f(x)dx —§f(x)dx
E E,  E,

тенгликнинг уринли экани уз-узидан куринади. Бундан ва (2) тенглик- 
дан теорема бевосита келиб чицади, чунки £ 2 тупламнинг таърифига
мувофиц j‘f(x)dx <  0 булади.*

Е  2
К,уйидаги 34. 2 — 34. 7-хоссалар шунга ухшаш осон исбот эти- 

лади; бу хоссаларда учрайдиган функциялар улчовли деб ^исоб- 
ланади.

34. 2. Т е о р е м а .  Агар k узгарм ас сон булса, у  холда  
<\j kf (x)dx  =  k\jf (x )dx .
Е Е

34. 3. Т е о р е м а .  Агар  / — g  булса ва булардан бири- 
нинг интеграли мавж уд булса, у  холда иккинчисининг 
хам  интеграли мавж уд булади ва

\f (x )d x  =  \g (x )dx .
Е  £

34. 5. Т е о р е м а .  Агар / ( л 0 ва ^ f(x)dx  — 0 булса, у
Е

холда f (x )  функция Е тупламда деярли нолга тенг.
34. 6. Т е о р е м а .  Агар f(x )  функция Е т упламда ж ам­

ланувчи булса, у  холда Е нинг хар цандай улчовли Е0 
цисмида хам  f (x )  ж амланувчи.

34. 7. Т е о р е м а .  f (x )  ва F(x) функциялар Е туплам­
да улчовли булиб, булар орасида \f(x )\^ F (x) (х  (z Е)
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муносабат уринли булсин. Агар F(x) ж амланувчи 
булса, у л;олда f (x )  хам  ж амланувчи булади ва

\ \ f ( x ) \ d x < \  F(x)dx.
■ Е  Е

34. 8. Теорема ( и н т е г р а л н и н г  т у л а  а д д и т и в л и г и  ца- 
цида) .  Агар f ( x )  функция Е тупламда ж амланувчи бул­
са ва Е узаро кесишмайдиган сони саноцли, улчовли Ех, 
1̂ 2 9  ° • •» о • • (Ek [\Ek' — 0> k k )  тупламларпинг 
йигиндисидан, иборат булса, у х^олда: 

jjf ( x ) d x  =  J )  j‘f(x )d x .
Е  * = 1  E k

И с б о т .  Аввало теоремани /(х )^> 0  булган цол учун исбот эта- 
миз. 32. 5-хоссага асосан

ч  00 СО

\[f{x))ndx -  V  j  [/(x)]„ofx<Y  j  f(x)dx (3)
E  k = \  E k k = \  E k

муносабат уринли булади. (3) тенгсизликдан фойдаланиб,

\fW dx (4)
£ k = l k̂

муносабатни ёзишимиз мумкин. Иккинчи томондан 32. 5 га асосан 
ихтиёрий натурал т сон учун

т

[[f(x)]ndx > 2  fIf(x)]ndx.
'е  / 2 = 1  E k

Б у  муносабатда аввал гг ни, сунг т  ни чексизга интилтириб, ушбу
с»

|"/(x)i/x> V  f̂(x)dx̂  (5)
£  k =  \ E k

тенгсизликни цосил циламиз. (4) ва (5) тенгсизликлардан, биз ку- 
раётган цол учун, теореманинг исботи келиб чицади. f{x) <  0 бул­
ган цол учун цам теорема худди шунга ух'наш нсбот этилади.

Умумий цол учун теореманинг исботи (2) формуладан ва юцо- 
рида курилган цоллардан бевосита келиб чикади.

34. 9. Теорема. Агар f ( x )  ва g (x ) функциялар Е туп- 
лам да ж амланувчи булса, у холда уларнинг f ( x ) + g ( x ) =
— ф(х)  йитндиси хам  ж амланувчи булади ва

\ y (x )d x =  \ f ( x ) d x +  ]g(x)dx.
Е  Е  Е



И с б о т .  1. Аввал f(x) ва g(x) функциялар манфий булмаган 
^олни курамиз. Бу ^олда [ф]„< [ /]„ +  [&!„< 1ф]2„ булади. Демак,
j  [ф]лй?х< j  [/]пЛс + ([g1„dx< j [<f\2ndx .  Бундан, га — оо да ушбу
Е  Е  /'■ Е

\ < p ( x ) d x ^ f ( x ) d x  +  j g ( x ) d x ^ j  ф( x ) d x
И Е Е Е

муиосабатлар келиб чикади. Шу билан курилаётган хусусий хрл учуй 
теорема исбот булди.

2. Агар fix) '>■ 0, g(x) <  0 булса, у >рлда Е+= Е \ ф ( х ) > 0 |  
тупламда ушбу f(x) =  ф(я) +  (— g(x)) тенглик уринли булади. Шунга 
yxiuauj Е~ — £{ф(а') <  0} тупламда ушбу

— g(x) = f (x) + (— Ф(а:))
тенглик уринли булади. Бу тенгликлардан фойдаланиб, 2- х;олни 
1-^олга келтиришимиз мумкин.

3. f ( x )  <  0, g(x)  - 0. 4. f  (х) 0, g(x)  0 доллар ? а̂м, 2- холга 
ухшаш, 1 - холга келтирилади.

Энди теоремани умумий хрлда ^ам уринли эканлигини курсатиш 
учун ушбу

£ + = £ { Ф> 0 }  =  £ , { / >  0, £ > 0 ,  ф > 0 } и £ 2{ / > 0 ,  g- < 0 ,  
ф >  0) и  ^ з { /  <  о, g >  0, ф > 0 } ,

£ - = £ { Ф < 0 !  l i y  f  0 , g < 0 ,  Ф <  0} U ^ 2{ / <  О, / Г  О, 
ф <  0} и  E :i{ f  <  О, g  <  О, ф <  0)

тенгликлардан ва 34. 8-теоремалан фойдаланилса кифоя.*
34. 10. Т е о р е м а .  ( И н т е г р а л н и н г  а б с о л ю т  у з л у  к с из ­

л и т  и  ̂а к, и да.) Агар f ( x )  ф ункция Е т уплам да ж а м ла ­
нувчи булса ва ЕЪЕ2, . .  ., Ет, . . . т уплам лар  кетма-  
кет лигининг х а р  бири Е нинг цисми (яъни Епа Е )  булиб,
1' (Ет)  0 (т —> со), у холда \f(x )d x  0 (т со) ва их-

тиёрай берилган  е (>  0) учун шундай б (>  0) сони мав- 
жудки, и (£ т ) -■ 6 булганда

\ f ( x ) d x  <  s
Ет

булади.
И с б о т .  (2)формулага асосланиб, теоремани / и ) '  - 0 булган ^ол 

учун исбот этсак кифоя. f(x) функциянинг жамланувчи булганли- 
гидан ихтиёрий е(>  0) учун шундай натурал га сони мавжудки, 
унинг учун ушбу

\ { f ( x )  —  [f(x)}n} d x < ~  (6)
Е

тенгсизлик бажарилади.
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Демак,
lim \fjx)dx:>\[f(x)}ndx. (15)
Ш-оo'E

Агар /(л:) функция деярли чекли булса, у цолда (15) дан п - -■ сп 
да бевосита (14) келиб чицади. Агар бирорта улчови мусба'т е туп­
ламда f{x) = + 00 булса, у ^олда ихтиёрий tl учун ушбу

\ 1 f(x)\ndx >  яц(е)
Е

тенгсизлик бажарилади, демак, (14) тенгсизликнинг унг томони 
чексизга тенг булади.,.

34. 13. Теорем а. Е  тупламда манфий булмаган, усиб 
борувчи, улчовли

fx{x), f-Ax), . .., f n (х), . . .
функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. Агар

lim f n(x) = f(x)

булса, у х;олда:
11П1

0О£
[/ „ (x)dx=jf{x)dx. (16)

Исбот .  34. 12-теоремага мувофиц:

\f(x)dx<. lim \fn(x)dx. (17)

Теореманинг шартига кура lim \fn{x)dx мавжуд ва

lim \fn(x)dx =- lim \f(x)dx. (18)
П ~ *  00 J-. t l - '  CD J 7

Иккипчи томопдан, хар цандай я учун
/«(*) <f(x) ,

ва бундан:

\ f n(x)dx <  \f(x)dx.
b b

Демак, ti га нисбатан лимитга утганда цам

lim \fn(x)dx^c\f{x)dx. (19)
Е

Энди (16) муносабат (17), (18) ва (19) лардан келиб чицади.* 
Бу теоремадан натижа сифатида бевосита цуйидаги теоремани 

келтириб чнцариш мумкин.
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34. 14. Теорема .  Е  тупламда улчовли ф,(Л:), Фг(^), . . .  
функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. Агароо
Ф „(л :)> -0  (га = 1, 2, . . .) ва ^ Л р„ (л:) =  f(x) булса, у холда:

п - I

j'f(x)dx — [ф„ (х)с/х.
i £ п ~ \

п

Буни исботлаш учун 34. 13- теоремани /п(х )= '% ?фДх) функ-
А-1

цнялар кетма-кетлигига татбик цилиш керак.
34. 15. Натижа. 34. 14-теореманинг ш артлари бажарилса 

ва ушбу

< +  оо
n J E

тенгсизлик уринли булса, у холда Е  тупламда
Пшфя (лг) =  0 (20)П-* оо

муносабат деярли бажарилади.
со

Исбот .  Бу з̂ олда f(x) = ''V V ,i(x) функция жамланувчи ва, де-
/1=1 00

мак, деярли чекли булади. Шунинг учун у  ф„(*) цатор деярли
1

яцинлашади ва бу цаторнинг яцинлашиш нуцталарида (20) муноса­
бат уз-узидан бажарилади.^

МАШК УЧУН МАСАЛАЛАР

1. Лебег интеграли учун булаклаб интеграллаш формуласиии 
ёзиш мумкинми?

2. Р0— II бобда киритилган Кантор мукаммал туплами булсин. 
Агар

f(Y\ = { р° бУлса> °-
■ I x f  [ 0 , l ] \ P 0 булса, 1

булса,
1
[f(x)dx

^исоблансин.



3. Q — II боб, 15- масалада тузилган туплам булсин. Агар 

булса.
1
|' f(x)dx
о

цисоблансин.
4. Q — II боб, 15-масаладаги туплам булсин. Агар

fix) =
булса,

булса, 1, 
x £ [0 , l ] \ Q  булса, х

0
§f(x)dx
1

^исоблансин.
5. Агар /х(х), f  :(x), . . ., f n(x), . . ., F(x) — функциялар Е  туп­

ламда улчовли булиб, Е  да аникланган ихтиёрий улчовли g(x) 
функция учун

lim \fn(x)g(x)dx = \F{x)g{x)dx

муносабат уринли булса, бундан
lim f n(x) = F{x)
Л-*- оо

муносабатнинг деярли уринлилиги келиэ чицадими?
6. (Е. Т и т ч м а р ш  мае а л ас и.) Р0— II бобда киритилган 

Кантор туплами булсин. Агар f(x) функция Р0 да 0 ва Р0 га цушма 
булиб, узунлиги 3~п га тенг интервалда п га тенг булса,

1
\f(x)dx = 3
о

исботлансин.
7. Агар f n[x) >  0 ва \fn(x)dx ■— 0, булса, у з̂ олда f n(x) =>- О,

’и
аммо f n{x) нинг 0 га деярли яцинлашиши шарт эмас. Шуни исбот- 
ланг.

8. Ушбу
f -МА_ dx — о

I  1 + \fn\
муносабат /„(*)=>- 0 га эквивалент эканини курсатинг.



КВдДРАТИ БИЛАН ЖАМЛАНУВЧИ 
ФУНКЦИЯЛАР

|<вадрати билан жамланувчи функциялар синфи математикаиипг 
турли со^аларида му^им татбицларга эга булган функциялар сип- 
филир. Бу функциялар синфи уз хоссалари билан п улчовли Эвклид 
фазосига жуда яцин. Бу бобда мана шу функциялар билан h i у гул
ланамич

VI I  Б О Б

35- §. Lp синфлари ва асосий тенгсизликлар.

Бундан кейин Е  билан тугри чизицдан олинган улчовли туп- 
ламни белгилаймиз.

Т а ъ р и ф. Функцияларнинг Lp(E) синфи деб ушбу
j \f(x)Ydx
Е

интеграли мавжуд булган барча длчовли f(x) функциялар тупла­
ми ни айтилади.

М и со л  лар: 1) L^a, b) синфи (а, Ь) оралицда жамланувчи бул­
ган функциялардан иборат. Бу синфни одатда L билан белгилаи- 
дилар.

2) /(х) = _1__. функция L2(0, оо) синфига киради.
3) Агар улчовли f(x) функция чекли (а, Ь) ораливда чегаралан­

ган булса, у >̂ олда ^ар цандай р{ >  0; уч\ н, f(x) £ Lp(a, b).
14-/2

4) Ушбу I/I <  — тенгсизликдан чегараланган Е  тупламлар
учун L2(E)c L(E ) муносабат бевосита келиб чицади. Аммо, аксин-
часи (яъни, L czL 2) уринли эмас. Масалан, /(х) = — функция

V *
(0,1) оралицда жамланувчи булиб, унинг квадрати (/ 2(х) — — j шу 
ораликда жамланувчи булмайди. Дар^ацицат,

1 1
Г dx 0 \dx

= З т  = 0°-0-Vх о
35.1. Т е о р е м а ( Б у н я к о в с к и й — Щ в а р ц  т е н г с и з л и г и ) .  

Агар f (x )  ва g(x) функциялар L2 синфга кирса, у холда 
f (x )  g {x } !- L ва

|J/(-v)g-(A :)dx|< ([j|/W |2rf^ ][ JljtfjO fA * ]} (I)
муиосабатлар уринли.
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Исбот .  f(x)-g(x) купайтманинг жамланувчилиги ушбу 
2|gt*)-/W| <  Р (х )  -f g2{x)

муносабатдан бевосита келиб чицади. (I) тенгсизликнинг уринлили- 
гини курсатиш учун цуйидаги
|  \Ч  +  gYdx =  y?<\jf 2dx +  2X\jf-gdx -f ^g^dx = aKl + 2 ЬХ +  с >  О

тенгсизликка мурожаат циламиз. Бу ерда: а =  >f 2(x)dx, Ь =
= \f(x)g(x)dx ва с — J g2(x)dx. Маълумки, аХ2-\-2ЬХс  ифода X 
нинг ^амма ^ациций цийматларида манфий булмаслиги учун а(>  0;, 
Ь, с коэффициентлар ушбу

62< ас
тенгсизликни цаноатлантириши зарур ва кифоядир. Бундан эса (I) 
тенгсизлик бевосита келиб чицади.*

35. 2. Н а т и ж а .  Агар f(x ) ва g(x) функциялар L p(p >  2) 
га кирса, у холда: f{x)-g(x) £ Lp/2. ((I) тенгсизлик f p/2.gp/2 
функцияга гтатбиц цилинсин).

35. 3. Натижа. Агар Дх) ва g(x) функциялар L 2 га кир­
са, у холда /  ± g хам L 2 га киради.

Бу натижа (/  + g )2= / 2± 2fg + g2 тенг лик дан келиб чицади, 
чунки унинг унг томонидаги функциялар жамланувчи функция- 
лардир.

35. 4. Т е о р е м а  (Х ё л д е р  т е н г с и з л и г и). Агар f(x)(z Lpy 
g (x )^L  [Р > \ ) б^лса, у х;олда f(x)-g(x) ̂ L  ва 

р —1

7  5 1

муносабатлар уринли булади.
И сбот .  Ушбу

\g(x)\ <  \f(x)\p~l (1)

тенгсизликни цаноатлантирадиган нуцхалардан иборат тупламни А 
билан белгилаймиз. Демак, (1) га асосан, А тупламда

\f(x)-g(x)\ < \ f (x f  (2)
тенгсизлик уринли ва f(x)-g(x) функция А тупламда жамланувчи 
булади, чунки f (x )^ L p. А тупламнинг тулдирувчиси С А тупламда 
эса

I
If  M l <  k w r -1

ёки
р

lf(x)-g(x)l <  |£(*)|p_1 (3)
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тенгснзликлар бажарилади, яъни f(x)-g(x) функция С А тупламда 
х,ам жамланувчи булади, чунки g(x) ^L . Демак, f(x)-g(x) Е

р — 1
тупламда хам жамланувчидир. (2) ва (3) тенгсизликларга асосан:

- Р—
\)f-gdx\ < J|/-g|rfx +  jj\g\P~' </*<

I Л CA A CA_P_ n
< \U i+  l г), j | / № <  dx ва f|g f~ ‘ dx <  §\f\Pdx,

CA CA A A

(Л = J \f\pdx, h=~-)\g\p~xdx)- (4>
Дгар /,=  О ёки /2= О доллар истисно цилинса ва (4) тенгсиз- 

ликдаги f(x) ва g(x) функцияларни мос равишда
р - l  п - 1

функциялар билан алмаштирилса, (4) нинг чап томони узгармайди,
— 1— L

аммо унг томонидаги хар бир >̂ад 11р ■!., р га тенг булади. 
Демак,

\\f-gdx\ < / /  •/* р ={\\f\Pdx) 'P{\\g\p~'dx) р ( II)
Агар /! ёки /о лардан бири нолга тенг булса, у цолда fix) ёки 

g(x) функция нолга эквивалент булиб, ( II)  тенгсизлик уринлилигича 
цола беради*.

35. 5. Теорема. (М и н к о вс к ий в а К о ш и  тен г с из лик- 
лари). А zap f (x )e a  g(x) функциялар Lp (р '^Л ) синфига 
кирса, у холда:

-L -L . i_
[ \ f  + g\pdx}p +  (Ш>

тенгсизлик уринли булади.
Исбот .  Хёлдер тенгсизлигига биноан:

j I/ +  g\pdx = j |/ +  g\ • |/ -f g\p~ldx <  J  |/|.\f -f g\p~'dx +

+  1 |g| • I/  +  g\p~xdx <  j j \f\Pdx j /P j j I/ +  g\Pdx\ p +

+ \\\g\pdx\p \^\f + g\Pdx\ p 
Бу муносабатнинг икки томонини

S ,f|/+  g\pdx I " 
мицдорга булинса, ( I I I )  тенгсизлик келиб чицади.*
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р = 2 булса, ( I I I)  дан Кошининг
|Д  ̂ | j

j jl/4- gfdx j +  j [g*dx\ 1 (IV )

тепгсизлиги келиб чицади.
Бу тенгсизлик L„ синфини урганишда катта а^амиятга эга.

36' §. Норма. Ур?а маъкода яцинлашиш 
ва суст яцинлашиш

L.,— L 2(a, b) синфидан олинган ^ар бир f(x) функцияга 

+  ] /  \f\x)dx
а

■сонни мос цуямиз ва бу сонни f(x) нинг  н о р м а с и деймиз ва 
нормани 1/1 билан белгилаймиз.

L 2 синфида норма тушунчасининг киритилиши, унга фазо сифа- 
тида цараш имконини беради. Бу эса норманинг цуйидаги хосса- 
ларига асосланган:

1. Ш  0; f(x) — 0 булгандагина |/|| =  0.
2. М Н Ш
3. к / +  г ! <1/1 + И  (учбурчак аксиомаси).
I ва 2- муносабатлар норманинг таърифидан бевосита куринади, 

3-тенгсизлик Коши тенгсизлигидан келиб чицади. Нормадан фой- 
даланиб Z.2 фазода Эвклид фазоси учун уринли булган купгина 
фактларни исбот этиш мумкин. Тегишли фактлар цуйида келтири- 
лади. Шунинг учун цам бу бобнинг бошида биз L2 фазони п ул­
човли Эвклид фазосига хоссалари маъносида яцин деб айтган эдик. 
L 2 синфига биринчи марта немис математиги Д. Х и л б е р т  бундай 
нуцтаи назардан цараган; шу сабабли L2 синфини Х и л б е р т  фа­
зоси деб >̂ам атайдилар. Бу фазода икки /  ва g нуцталар (L 2 
нинг элементларини унинг нуцталари цам дейилади) орасидаги 
масофа сифатида улар айирмасининг нормасини цабул циламиз, 
яъни:

Р(/. £) =  ! / — &■
Албатта, икки эквивалент функция бу фазода биргина нуцта 

сифатида цабул цилинади. Юцоридаги норманинг хоссалари р(/, g) 
масофа учун цам уринли булади, чунки р ни норма орцали ифода 
цнлдик.

Масофа ёрдами билан Хилберт фазосида нуцталар кетма-кетлиги 
учун яцинлашиш тушунчасини (демак, лимит нуцта тушунчасини) 
киритиш мумкин.

1-таъриф. Агар р(/„, / ) = \\fn— /|| — 0 (л -  со) б!]лса, у \олда 
/ (6  1г) нуцтани f v / 2, . . . , / „ ,  . . .  (/„ £ Ь2, п = 1, 2, . . .) нуц-
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талар кетми-кетлигининг лимита дс.ймиз ва
/„--/ ёки lim / „= /  (1)Я -*■ оо

куринишида ёзамиз.
Келтирилган яцинлашиш тушунчаси билан одатдаги функциялар 

кетма-кетлигииннг яцинлашиши орасидаги фарцни доимо эсда тут- 
моц керак.

Норманинг таърифига мувофиц (1) муносабатни яна цуйидагича 
ёзиишмиз хам мумкин:

ь
/ ( * )№ — 0.

а

Юцорида берилган таъриф маъносидаги яцинлашишни у рта 
м а ъ н о д а  яцинлашиш дейилади. Бу яцинлашиш тушунчасига оид 
бир неча хоссани исбот циламиз.

36. I. Теорема.  У р т а  маънода яцинлашувчи \fn(x)) 
кетм а-кетлик биргина лимитга эга.

Исбот .  \fn(x)\ кетма-кетлик икки турли /  ва g (~ / ) лимит- 
ларга эга деб фараз цилайлик; яъни /„ - /  ва f n- g  (п со) 
булсин. Учбурчак аксиомасидан фойдаланиб

I I / — s I K I I / — f l  +  \ \ fn —  £ l l

тенгсизликни ёзншимиз мумкин. Бу тенгсизликнинг унг томони 
п — оэ да нолга интилади; демак, биринчи аксиомага мувофиц 
/ — g ёки /  ва g функциялар /_ .г фазода, илгари актганимиздек, 
бир нуктанк'гина тасвирлайди; бу эса фаразимизга зид.*

36. 2. Теорема.  Агар /„ /  булса, у холда \\fn\\ — 1|/||.
Исбот.  Бу факт цуйидаги муносабатдан бевосита келиб чицади:

l l l/ J— ll/lil <11/в— /II
(чунки #/J < II/II + ||/„— /II ва ll/ll <||/Л +  |1/„— /||).*

Норманинг бу исбот цилинган хоссаси унинг у з л у к с и з л и г и 
дейилади.

Энди урта маънода яцинлашиш тушунчаси деярли ва улчов 
буйича яцинлашиш тушунчаларига нисбатан цандан м\носабатда 
эканлигини аницлаймиз.

36. 3. Теорема. Агар (f n(x)} функциялар кетма-кетлиги 
ур та  маънода f(x) га яцинлашса, у холда бу кетма- 
кетлик f(x) га улчов буйича хам яцинлашада.

Исбот .  Х,ар цандай мусбат а сони учун цуйидагн муносабат- 
лар уринли булади: 

ь
Р2(/«. / )= ] ( / « —  / )2“ * >  j { fn ~ f?d x > o M A n{o))\

а Ли(о)
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бу ерда
Ап(а) = £(|/п— / |>  а).

Теореманинг шартига мувофиц:
Р ( / « . / ) - " 0 ,  я — оо;

демак,
lim ц[£(|/„—  /| >  а)] =  lim ц[Лл(ст)] =  О,П-* со П-*-со

яъни
/„—*• f, tl *■ CO.*

Исбот этилган теоремадан ва Рисс теоремасидан фойдаланиб цуйи­
даги теоремани айтиш мумкин.

36.4. Теорема.  Агар {/ „ (* )} функциялар кетм а-кетли ­
ги ур та  маънода f(x) га яцинлашса, у холда бу кетма- 
кетликдан деярли яцинлашувчи {f „ k(x)} кетм а-кетлик 
цисмини аж р ати б  олиш мумкин.

2-таъриф.  Агар { f k(x)\ функциялар кетма-кетлиги учун ушбу
ь

Р 2(/ ш . / я )  =  j  I fm (x)— f n(x)fdx  0  (2 )
а

муносабат бажарилса ( т  билан п бир-бирига боглиц равишда 
чексизга интилганда), бу кетма-кетликни фундаментал кетма- 
кетлик деймиз.

Бу таърифнинг биринчи таърифдан фарци шундаки, бу ерда 
{/„(*)) кетма-кетликнинг лимита цацида бирор нарса дейилмайди.

Бу таъриф цациций сонларнинг яцинлашиши цацидаги Коши 
белгисига ухшашдир.

Математик анализдан маълумки, сонлар кетма-кетлиги учун 
яцинлашишнинг Коши белгиси бажарилса, у кетма-кетлик лимит 
нуцтага эга булади.

Мана шунга ухшаш факт L2 фазодан олинган кетма-кетлик лар 
учун цам уринлими ёки йуцми, яъни агар бирорта {/„(*)) функ­
циялар кетма-кетлиги учун (2) муносабат бажарилса, (1) муносабат 
хам бажариладими, деган савол тугилади.

Бунга аксинча саволнинг уринли’' эканлиги уз-узидан равшан. 
Юцоридаги саволга цуйидаги теоремгг жавоб беради.

36. 5. Т е о р е м а  (Фиш ер  теоре  м а си). Агар \f„ (л:)) функ­
циялар кетма-кетлиги фундаментал булса, у холда L 2 
фазода шундай f(x ) функция топиладики, бу функцияга 
!/n(jc)} кетм а-кетлик у р т а  маънода яцинлашади.

Исбот .  Кетма-кетликнинг фундаменталлигидан фойдаланиб, 
хар бир натурал k сони учун шундай натурал tik ва nk+1 сонлар- 
пи мос келтирамизки, улар учун ушбу 

ь
)\fnk+1M —fnk(x)?dx< i  (k = 1, 2, . . . )
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муиосабатлар бажарилсин. Бундан
со

ft-i
экани келиб чицади.

Буняковский — Шварц тенгсизлигига биноан: 
ь
\\fnk+l(x)—fnk (x)\dx^V a — b\\fnk+i(x)— f nk (х)||;
U

ч
демак, fnk+1(x) — f „ k (x)\dx катор ^ам яцинлашувчи булади.

*= 1 а
34. 15- теоремага мувофиц:

к=1
цатор з̂ ам деярли яцинлашади. Бундан эса {/  (х)) кетма-кетлик­
нинг деярли яцинлашувчилиги келиб чицади.

Энди f(x) функцияни цуйидагича тузамиз:
lim f „ k (х), агар х нуцтада бу лимит чекли цийматга эга

fix) =  Г  б '̂ЛСа’J ' о. агаР тегишли нуцтада бу лимит мавжуд булмаса ёки со га 
тенг булса.

Тузилган f(x) функцияни L., фазога киришлигини ва \f„(x)} 
кетма-кетликнинг урта маънода лимити эканлигини курсатамиз. 
Аввал \/Пк (х)} кетма-кетликнинг /(х) га урта маънода яцинлашувчи 
эканлигини курсатамиз.

Дар^ацицат, Ф а т у  теоремасига (34. 12) мувофиц:
? *

КпГ] [fnk (х) —f n, (x)?dx :> j \fnk (x) — f(x)]4x\V-0Oa
лекин: ь

jV n * (x)— f n, (x)fdx < e (k > n0, v >  n0)-,
a

бу ерда n0 сони e(>0) га богли^. Демак, 
ь
' lfnk (X) — f(x)]2dx < e (k > /z0)

еки

J \fnk (x) — f(x)]2dx = 0, (3)
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яъни {f„k(x)) кетма-кетлик урта маънода f(x) функцияга яцинла- 
лашади. Энди {f„(x)\ кетма-кетликни цам f(x) га урта маънода 
яцинлашишини курсатамиз.

Коши тенгсизлигига мувофиц:
Ь , * 1

S J I/W-/»W№! /а= S! [(/—/я*) + (/лА —fn)]2dx j /а<а а
b i Ь ,

< | J[/  — fnh № |  Л+  \\lfnk — fn?dx| (4)
а  а

бу ерда унг томоннинг биринчи цади (3) га асосан п — оо нолга 
интилади, иккинчи цади цам {/^(я)} кетма-кетликнинг фундамен- 
таллигига асосан п ва пк со да нолга интилади.

Демак, \f„(x)\ кетма-кетликнинг узи хам урта маънода / ( а ) 
функцияга яцинлашар экан. / „— f(z^ 2 экани (4) дан куринади, 
у цолда f(x) нинг L» га кириши

f(x) = (/(*) — /„(*)) +  / п(х) £ L2
тенгликдан келиб чикади.*

36. 6. Натижа. Фишер теоремасининг ш арти Оажа- 
рилганда ушбу Ь Ь

.1 fl{x )dx  = 1 f 2(x)dx
а  а

муносабат хам уринли булади.
Исбот .  Коши тенгсизлигига мувофиц:

b ,Д 1> ,д * 1/а
) ' /„2(x ) rfx  | < )  j  f\x)dx ; +  I j  [/(x) — /„(x)]2̂  | ,

b
\ j f\x)dx | ' < j j  f?Ax)dx \ +  j j  (f(x) — f„(x)l2dx J !

Булардан ва {/,.(*)) кетма-кетликнинг f(x) га урта маънода яцин- 
лашишидан:

imJfn(x)dx  = ^ р Ш х
тенглик келиб чицади. *

L 2 фазонинг Фишер теоремасида келтирилган хоссасига унинг 
т у л а л и к  х о сса си  дейилади, бу хосса тугри чизиц нуцталаридан 
иборат фазонинг тулалик хоссасига ухшашдир.

3-таъриф. L 2(a, b) фазодан олинган f(x ) ва <f(xj функция- 
ларнинг скаляр купайтмаси дёб цуйидаги

ь
\f{x)y{x)dx = (/, ф)
а

сонни айгпилади.
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4 та ъ р и ф. Амр | f„(x)\ (/„ (• /.s) функциялар кетма-кетлиги на 
ихтиерий ф(х) ( (  /.„) функция учун

(/„. Ф) - (/. Ф)
муносабат бажарилса, у \олда {/„(*)) кетма-кетликни / (х) га 
cyan яцинлашади дейилади.

36. 7. Г с о р с м а .  Агар \fn(x)} функциялар кетм а-кет­
лиги ур та  маънода f(x) га яцинлашеа, у холда бу кет- 
мл-кетлик f(x) га суст маънода хам яцинлашади.

И с Г» о т. Теореманинг шартига ва Буняковский—Шварц тенг- 
сшлигига асосан

Кф fn—f )I = 1(ф. /„) — (Ф. /)1 <11ф11 •!!/«— /1Н 0 (л — оо) 
муносабат уринли булади.*

Бу параграфда келтирилган тушу нчаларнинг ва хоссаларнинг, 
масалан, норма, урта ва суст маънода яцинлашиш ва уларга оид 
теоремаларнинг L„(a, b) {р~̂ > 1) синфи учун ^ам уринлилигини кур- 
сатиш мумкин.

Ушбу
37- §. Ортонормал системалар

~ап -f \ V „c o s  пх +  6„sin пх) (1)
л=1

цатор т р и г о н о м е т р и и  цатор  дейилади; бу ерда а0, av bv
а.г, b2, . . .  коэффициентлар узгармас сонлардир1.

(1) цаторни f(x) функцияга яцинлашади деб фараз цилиб, ап 
ва Ьп коэффициентларни f(x) функция орцали ифода циламиз. 
Бунинг учун цуйидаги

00

f(x) = -^а0+ ^ (a „c o s  пх +  b„sin пх)
Я = 1

тенгликнинг икки томонини cos тх  га {т  — натурал сон) купайти- 
риб [0,2 я] сегментда з̂ адлаб интеграллаймиз2.

Натижада ушбу
2? , | л, л = т

cos тх  cos nxdx — { 
и [ 0, л ф т.

2х

Jcos тх  sin nxdx = 0.
1 Француз математиги Фурье иссицликнинг тарцалиш масаласн билан шурул- 

ланиши натижасида берилган функцияни (1) цатор шаклида тасвир этиш масала- 
сини цуйган.

2 (1) цатор f(x) га шундай яцинлашеинки, натижада уни ^адлаб интеграллаш 
мумкин булсин. Масалан, бу яцинлашиш [0,2 л ] сегментда текис бажарилса, (1) 
цаторни ^адлаб интеграллаш мумкин.
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тенгликларга асосланиб,
2тс

ат = j'/(^)cos mxdx (2)
О
2*

~\f{x)smmxdx (3)
о

формулаларга эга буламиз.
Ленин f(x) функция олдиндан берилган булса, уни (1) цатор 

шаклида тасвир этиш мумкинлиги, умуман айтганда цеч цаердан 
келиб чицмайди. Шунинг учун масалага бир оз бошцача цараймиз, 
яъии масалани цаторни ёзишдан эмас, балки функция ни беришдан 
бошлаймиз ва бу функцияни тригонометрик функциялар ёки уларга 
ухшаш бошца функциялар системаси орцали ифода цилищга ури­
на миз.

Келгусида бизга цуйидаги таърифлар зарур булади.
1-таъриф .  Агар

11,*' = к,
ф/*)-ф k(x)dx=\ (4)

’а 10, 1фк

тенгликлар бажарилса, ф^х) ф2(*......... ф„(х), . .. функциялар
кетма-кетлиги [а, Ь) сегментда ортонормал системани ташкил 
этади дейилади.

Масалан,
1 cosx sin* cos 2л: sin2x

}̂ 2п у  п’ Vn’ Vn Vn
функциялар кетма-кетлиги [— я, я] сегментда ортонормал систе­
мани ташкил этади.

2-таъриф .  {фА(х)| ортонормал система ва f(x ) функция 
L 2 фазодан олинган ихтиёрий функция булсин. ck = (/, фй) (k = 1,
2,. . ,)сонни f(x) функциянинг (фй(л:)} системага нисбатан Фурье коэф-

со

фициенти ва 2  ckyk{x) цаторни Фурье щтори дейилади.
k=i *

П

Энди Sn(x) = ^  ck4>k(x) й и р и н д и н и  тузиб, бу йигинди билан f(x) 
*=i

функция орасида L 2 фазода аницланган масофага нисбатан цандай 
муносабат булиши мумкин, деган масала билан шугулланамиз. 

Бунинг учун цуйидаги мицдорни цисоблаб чицамиз:
ь

р\Sn, f )= \ [S n{x) — f(x)fdx,
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О О О О
p\S„, f )^ U s % - 2 f .S n+ f 2)dx= $Snd x - 2 $ f.S ndx+]jf4x, (5)

a a a с

b я n

jstdx  = ^  cfk(ф„ фл) = ^ 4

\f-Sndx = V  с*(/, фА) =  У /V, чунки (/, фk) = ck.
а k=l А=1

Демак, (5) тенгликни ушбу
Ь л п

9\Sn,f) = j/ V x - У ]  cl = ll/Ц2-
“ *=1 /г-1

куринишда ёзишимиз мумкин. Бу формулани Б е с с е л  а й н и я т и  
дейилади. Бу ми^дор манфий булмаганлиги учун:

(6)

п

ъ
с к т

к̂ \
Бу тенгсизлик п нинг ^амма натурал цийматлари учун уринли; 
демак,

с% <11/1*. (7 )
к=\

(7) ни Б е с с е л  т е н г с и з л и г и  дейилади. Агар (7) да тенглик 
бажарилса, яъни

С% = II/II2 (8)
к~1

булса, у ^олда бу тенгликни ёпиг^лик ф о р м у л а с и  ёки Пар- 
с е в а л  т е н г л и г и  дейилади.

3-таъриф. Агар (8) тенглик L2 дан олинган ихтиёрий f(x) 
функция учун бажарилса, у холда (фл(х)} система L 2 да ёпиц 
дейилади.

(6) дан (8) га асосан:
lim р(5„, / ) = 0.П— со

Демак, ёпиклик формуласи бажарилганда йиншди Sn(x) Х,илберт 
фазосидаги масофа маъносида (ёки урта маънода) f(x) га я^инла- 
шар экан.



37. 1. Тео рем а  ( Р и с с — Ф и ш е р  теоремаси) .  {с„ } сонлар
оо

кетма-кетлиги учун цатор яцинлашувчи булиб,
*=i

<Pi(*X фе(АГ), . . . ,  ф„(ДГ), . . .
\а, Ъ) да аницланган ортонормал функциялар кетма- 
кетлиги булсин, у холда L 2 фазода биргина шундай 
f (x ' функция мавжудки, унинг учун: а) с„ сонлар Фурье 
коэффициенти булади; б) ёпицлик формуласи бажари- 
лади.

Ф„(х)) функциялар кетма-кетлигидан {£„(*)} 

йириндилар кетма-кетлигини тузамиз ва

Исбот .  Аввало
П

S„(x) = У ^ Ф ^ )
лт так=\

{S„(x)} кетма-кетликнинг фундаменталлигинн курсатамиз. 
Бунинг учун р\Sm, S„) (т  > п) масофани ^исоблаймиз.

p%Sm, S n) = f V
а\ JBjUi *=л + 1

т
dx = V  с,сА(фг, фА) = V  ск.

( ,  *=/;+! k=n+ 1
Теоргманинг шартига кура, хар цандай е{ >  0) учун т  > п > п0 
булганда

ck <  е
___ I

муносабат уринли булади.
Демак,

p4Sm. Sn) <  е, т >  п>  п0.
Бу муносабат {S„(x)} кетма-кетликнинг фундаменталлигинн кур- 

сатади. Бундан Фишер теоремасига мувофиц, (5„(л:)) кетма-кетлик­
нинг бирор f(x) функцияга урта маънода яцинлашувчи эканлиги 
келиб чицади, яъни p2(S„, /)-> 0, п —>>°о. 36. 7- теоремага муво­
фиц, бундан (S„(x )} кетма-кетликнинг f(x) га суст маънода ^ам 
яцинлашувчилиги келиб чицади, яъни з̂ ар цандай g(xX^L^) учун:

ь ъ
lim jg W - Sn(x)dx =^g(x)f{x)dx. (1)

A m m o  n >  k булганда
» * Г

|фk(x)-Sn(x)dx = j j  J ^ c , ( ф„ фА) dx — ck\
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бундан ва (1) дан:

(Фа. / )  =1фk(x)-f(x)dx = ck,
а

яъни ск сон /  нинг Фурье коэффициента эканлиги, лсмак, тсоре- 
манинг а) цисми исбот этилди.

Теореманинг б) цисми {S„{x)| кетма-кетликнинг f(x) функцияга 
урта маънода яцинлашишидан, яъни ушбу

П
9\Sn, / ) H l/li2- Y V - :-о

лшззЧлк=\
мупссябатдан келиб чикади.

Энди f(x) нинг биргиналигини исбот циламиз. Рисс- Фишер тео- 
ремасининг а) ва б) шартларини цаноатлантирадиган функция иккита 
деб фараз циламиз ва иккинчи функцияни g(x) билан белгилаймиз. 
У  ^олла а) шартга мувофик, ch сонлар /  ва g функциялар учун 
Фурье коэффициенти булади ва б) шартга кура:

р(5„, / ) — О, p(S„, g )-*0.
Булардан р(f, g) = 0 ёки / — g. Аммо L s фазода узаро эквивалент 
функцияларни битта элемент деб цисоблаганимиз учун а) ва б) 
шартларни цаноатлантирадиган функциянинг биргиналиги келиб чп- 
кади.*

4-таъриф. Агар L t (а, Ь) фазода функциялар систе-
масига ортогонал булган бирорта -\ам функция мавжуд булма­
са', бу функциялар системасини тула система дейилади.

37. 2. Изоц. Бу таърифда (ф*(х)} функциялар системасининг 
ортонормал булиши талаб цилин майди.

37. 3. Тео р е м а ,  jck\ сонлар кетма-кетлиги учун,
00

+ со  булиб, {ф„(лг)} ортогонал функциялар систе-
k=\
маси булсин. У  холда L 5 фазода Фурье коэффициент- 
лари ck ларгй тенг булган биргина f{x ) функциянинг 
мавжуд булиши учун  (фл(лг)] функциялар системасининг 
т у л а  булиши зарур ва кифоядир.

Исбот .  К и ф о я л и г и .  {ф„(*)} ортонормал функциялар сис- 
темаси булиб, f(x), g(x) функциялар бу системага нисбатан бир 
хил Фурье коэффициентларига эга булсин; яъни

ь ь
|/(*)ф*(x)dx = §g(x)yk(x)dx ( k  —  1, 2, ...).
а а

1 Айнан нолга тенг функцияга эквивалент булган функция цар цандай функ­
циялар системасига ортогонал булганлиги учун бу таърифда бундай функциялар 
истисно цилинади.
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Бундан *
J ( f(x) — g(x))yk(x)dx =  0.
a

(ф*(х)} системанинг тулалиги таърифига мувофиц / — g —- 0. Шу 
билан кифоялик исботланди.

3 а р у р л и г и. Теореманинг шартини цаноатлантирувчи функция 
биргина f(x) булиб, (ф„(х)} функциялар системасини тула эмас деб 
фараз килайлик; у ^олда айнан нолга тенг функцияга эквивалент 
булмаган шундай со(х) функция топиладики, унинг учун 

ь
[ш(х)ф (̂х)й?х = 0 ( * = 1 , 2 , . .  .).

а

Бундан куринадики, ш (х)+ /(х) функция ^ам теореманинг шартини 
цапоатлантиради. Бу эса /(х) нинг биргиналигига зид.*

37. 4. Теорема .  Ортонормал {ф„ (х)} функциялар сис­
темасининг т у л а  булиши учун унинг ёпик, булиши зарур 
ва кифоядир.

Исбот .  К и ф о я л и г и .  {ф„(х)} функциялар системаси ёпиц 
булсин. Агар бирорта /(х) (("■ L 2) функция бу системага нисбатан 
ортогонал булса, у холда: 

ь
ck=^f(x)qk(x)dx = 0 (k =  1, 2, . . .).

а

Бундан ёпицлик формуласига мувофиц
ОО

I f T - Y f i  = о ёки / — О
a=i

муносабат келиб чицади. Бу эса {ф„(х)} системанинг тулалигини 
курсатади.

З а р у р л и г и .  Энди, аксинча, (ф „(х )} система тула булсин. 
Ёпицлик формуласи бирорта ф(х) функция учун уринли эмас, деб

фараз циламиз. У  ^олда: У,с% <  Цф'|2 (ск= (ф, фА)).ЦО
Рисс— Фишер теоремасига мувофиц, "шундай /(х) функция то­

пиладики, унинг учун ушбу
ь °°
|/(х)ф/г(х)й?х = ck, ll/ f-  
а k~\ 

тонгликлар бажарилади ва /(х) — ф(х) функция |ф„(х)} системага 
инсбатан ортогонал булади. яъни: 

ь
j[/ (x ) — ф(х)]ф/,(х)агх = 0 ёки /  ~  ф.
а

Сунгги муиосабатлар Ц/|) < Ijipjj тенгсизликка зид.*
138



МА1Щ УЧУН МАСАЛАЛАР

1. L2 фазода суст яцинлашишдан улчов буйича якинлашиш 
келиб чицмаслигига мисол тузинг.

2. Агар |f„(x)\ функциялар кетма-кетлиги L2 фазода f(x) га 
суст яцинлашса, у >;олда Ц/ J  <С М булишиии исбот цилинг.

1
3. Агар |/(х)ф(лс)а?х з̂ ар цандай f(x) ( Z.2(0,1)) функция учун

о
мавжуд булса, у цолда ф(х) £ L-, булишиии исботланг.

4. Сони чекли функциялар системасининг L2 да тула була ол- 
маслигини курсатинг.

5. Lp (рУ>1) фазонинг тулалиги курсатилспп.
6. Агар р > 1 булиб, М и н к о в с к и й  тенгсизлигида тенглик 

белгиси уринли булса, у холда g(х) = kf(x) тенглик исбот этилсин.
7. Lp фазода (р >1) урта маънода {/„(х)| (/„ ■: 1.р) функциялар 

кетма-кетлиги f(x ) (£  Lp) га яцинлашснн. У  цолда ушбу
ь

\ l f n ( X )  — f(x)]rdx-+0, tl-^ с о ,  (1 <г<Г/))
а

муносабатнинг уринлилиги курсатилсин.
8. Ушбу

f(x) = х*

функция цандай а ларда Z,p[0,l] фазога тегишли булади?

VIII Б О Б

?ЗГАРИШИ ЧЕГАРАЛАНГАН ФУНКЦИЯЛАР. 
СТИЛЫЬЕС ИНТЕГРАЛИ

38- §. Узгариши чегараланган функциялар

Муцим ва купгина татбицларга эга булган функциялар орасида 
узгариши чегараланган функциялар синфи катта ацамиятга эга.

Гаъриф.  [а, Ь\ сегментда аникланган Ф  (х) функция берил­
ган булсин. Агар [а, Ь\ сегментни

а = а0< а1< а2< . . .  <  ап = Ь
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нщталар билан ихтиёрий п цисмга брлганимизда а, (г =  1, 2.........
п) нщталарни танлаб олишга боглиц булмаган ва ушбу

П
^ \ Ф { а , ) - Ф ( а , _ 1) \ < К  (1)

I
тенгсизликни каноатлантирадиган узгармас К  сони мавжуд бул­
са у %олда Ф (х )  функция [а, b] сегментда узгариши чегаралан­
ган дейилади.

Келгусида (1) тенгсизлик нинг чап томонидаги йигиндининг аниц 
юкори чегарасини ([а, Ь\ сегментни цисмларга турлича булишлар 
тупламига нисбатан) У* {Ф )  билан белгилаймиз ва бу сонни, Ф  (х) 
функциянинг [а, Ь\ сегментдаги т у л а  у з г а Р иши Деймиз.

М и с о л  л ар: 1) [а, b] сегментда ани^лангаи ва монотон усув­
чи Ф (х)  функция (яъни, агар х<г/ булса, Ф (х )<ФО/) )  чегара­
ланган узгаришга зга, чунки унинг учун (1) куринишдаги ^ар цан- 
дай йигинди Ф(Ь) — Ф(а)  га тенг.

Шунга ухшаш, \а. Ь\ сегментда аницланган ва монотон кама- 
ювчи Ф(х)  функция ^ам (яъни, агар х^Су булса, Ф(х)>Ф(г/ ))  
чегараланган узгаришга эга.

2) [а, b] сегментда чегараланган ва Л и п ш и ц  шартини1 цано­
атлантирувчи / (х) функциянинг узгариши чегараланган булади.. 
Дар^ацицат, Липшиц шартига мувофиц:

|/ (< W  — f (a k) | <  A (ak+, — ak)\
бундан: У* ( / )<  А ( Ь — а), яъни /  нинг узгариши чегараланган.

Энди узгариши чегараланган функцияларнинг тузилиши ва хос- 
саларини урганишга утамиз.

38. 1. Теорема ,  (а, Ь] сегментда узгариши чегара­
ланган икки Ф г(х ) т  Ф 2(х ) функцияларнинг йигинди­
си, айирмаси ва купайтмаси узгариши чегаралан­
ган функциялар булади.

Исбот.  Дархацицат, [а, Ь\ сегментни ихтиёрий п кисмга бу­
либ,

П П * П
2  I Ф (at) -  ф (а,_г) I <  2  I Фг (а;) — фг I + 2 I ф* W  -
i- 1 <=1 i-i

— Фг (at-i) I
тенгсизликларни ёзишимиз мумкин; бу ерда: Ф  (х) — Ф х (х) -)- Ф 2(х)_ 
Бундан

УЬа (Ф )^ У Ьа(Ф1) +  УЬа(Ф2)

1 Агар ихтиёрий х. и (£ [а ,  6], х < //) нуцталар учун \ f ( x )— f(y)\ <
< А (у — х) тенгсизликни цаноатлантирувчи мусбат ва узгармас А сони мавжуд 
булса, f (х) функция [a, ft] сегментда Л и п ш и й  ш а р т и н и  цаноатланти- 
р я л и дейиладд.
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ёки Ф(х) функциянинг узгариши чегараланганлиги бевосита келиб 
чицади. Айирма учун цам теорема шунга ухшаш исботланади.

Энди Фг(х) ва Ф,(х) функцияларнинг купайтмасини оламиз:
Ф(х) = Ф1 (х)-Ф.г (х).

р =  sup | Ф х (х), g = sup | Ф2 (х) | булсин. Бу з̂ олда:
а< х< Ь а<х<Ь

IФ (ak+i) — ф («*) I <  I ф 1 (ak+J  • Ф 2 (ак +.,) — Фх (а*) • Фг(ак+х) | +
+ I Фх (а*)' Фг (а*+1) — Фх (а*) Ф* (а*) I < ЯIФ1 (ак+х) — Фх (а*) I +

+  р |Ф ,(а*+1) — Ф*(а*Л.
Бундан

^  (Ф) <  qvba (Фх) + pv;; (Ф2),

яъни Фг-Ф3 функциянинг узгариши чегараланган.*
38. 2. Теорема.  Л гар  а < с < b булса, у холда:

Уьа(Ф) = Уса(Ф) + У»с(Ф). (2)

Исбот .  Агар с нуцта булиш нуцталаридан бирига тенг, маса­
лан, с — ат булса, у цолда

П— 1
IФ  (а;+х) — Ф  («() I = IФ  (Я/+х) — Ф  (а М l

rt—1
+ \ ] | Ф ( а т ) — Ф (а,)| (3)

i=m

тенглик уринли булади. [а, Ь] сегментни ихтиёрий майда цисмлар- 
га булиш хиссбига бу тенгликнинг унг томонидаги йириндини 
1/с (ф) _|_ у* (ф) Сонга истаганча яцин цилиш мумкин. Шунинг учун

я—1
1/^(Ф) = 5и р ^ | Ф ( а г+1) - Ф ( а /) | > ^ ( Ф )  +  ^ ( Ф )  (4)

г-о

муиосабатларни ёзишимиз мумкин.
Иккинчи томондан, ихтиёрий цисмларга булинган [а, Ь\ сег­

ментни олиб, цушимча с булиш нуцтаси киритилса, (1) тенгсиз- 
ликнинг чап томони ортишигина мумкин. Шунинг учун с булиш 
нуцтасими ёки булиш нуцтаси эмасми, бари бир, (3) га мувофиц 
цуйидаги тенгсизлик уринли:

—1
?  | Ф  (а1+1) -  Ф  (а,) I <  П  (Ф) +  Vbc (Ф).

1-- О
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Бу тенгсизлик чап томонининг юцори чегараси олинса, ушбу

Vba (Ф) С Vca (Ф) 4- Vbc (Ф) (5)

тенгсизлик келиб чицади.
(2) тенглик (4) ва (5) тенгсизликларнинг натижасидир.*
38. 3. Теорема ,  [а, Ь] сегментда узгариши чегара­

ланган л;ар цандай Ф  (х ) функция икки монотон усув­
чи функциянинг айирмаси сифатида ёзилиши мумкин. 

Исбот .  К,уйидаги

F (х) = VXa (Ф), G (X) = Va (Ф) — Ф  (X)
функцияларни киритиб, уларнинг хар бирининг монотон усувчили- 
ги курсатилса, теорема исбот этилган булади.

38. 2- теоремага мувофиц:

Уа(Ф) — Уа(Ф) = УУХ(Ф) >  о |агар у > X булса],

яъни F (х) монотон усувчи функция. 6' (.V) функция ^ам монотон 
усувчи. Дархацицат, у +.> х булсин. У холда:

G (у)- G  (х) = VI (Ф) -  Уха (Ф) - Ф (у ) + Ф (х) =
= V4 оФ) — [Ф (у) — Ф  (х)} >  О,

чунки
^ ( Ф ) > | Ф ( г / ) - Ф ( х ) | . *

Сунгги теореманинг мо^ияти шундаки, бунинг ёрдами билан 
узгариши чегараланган функцияларнинг баъзи хоссаларини монотон 
усувчи функцияларнинг хоссасидан келтириб чикариш мумкин ва 
аксинча. Масалан, узгариши чегараланган Ф(х) функция бирон х0 
нуцтада унгдан узлуксиз булса, у ^олда F (х) ва G (х) функциялар 
^ам шу нуцтада унгдан узлуксиз булади. Масалан, бу жумлани 
F (х) функция учун исбот этамиз.

Ф  (х) функциянинг х0 нуцтада унгдан узлуксизлигидан фойда- 
ланиб, ихтиёрий берилган е > 0 учун шундай б > 0 сонни топамиз- 
ки, агар Xj— х0< б ва Xj > х0 булса,"*

\Ф(ху)- Ф (х  0) | < !  (6)

тенгсизликни ёзишимиз мумкин.
Энди [х0, b] сегментни п та х0 < х, < . . . < хп = Ь цисмга 

буламизки, улар учун цуйидаги тенгсизлик уринли булсин:
n—1
V  IФ  (**+1) -  Ф  (**) | > V" (ф) -  Т-4ШвА



х1 нуцтани олишда < л:0 +  б тенгсизликка рноя цилишимиз 
керак. У  цолда (6) га мувофиц:

/1—1 п—1
УЬХ,(Ф )<  ^ \ ф (хк+1) — Ф(хк)\ +  4  <

/с—0 Л=1
— Ф  (хА) | +  е < К*, +  е

ёки
^ :(Ф ) = < ( Ф ) - ^ , ( Ф ) < 8 ;

бундан эса [■'(х) функциянинг х — х0 нуцтада унгдан узлуксизли- 
ги бевосита келиб чицади.

38. 4. Натижа. Агар узгариши чегараланган Ф (х ) 
функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булса, у холда F  (х) 
ва G (х) функциялар хам шу сегментда узлуксиз бу­
лади.

38. 5. Натижа. Бирон функциянинг [а, Ь] сегментда 
узгариши чегараланган булиши учун, унинг иккита 
монотон усувчи функциянинг айирмаси сифатида ёзиш- 
нинг мумкинлиги зарур ва кифоядир.

Бу натижа 38. 1 ва 38. 3- теоремалардан бевосита келиб чи­
цади.

Энди узлуксиз ва узгариши чегараланмаган функцияга мисол 
келтирамиз.

Ф  (х) = х cos у, (х /- 0)

Ф(0) = 0
булсин. Бу функция л: — 0 нуцтанинг атрофида сони чексиз мак­
симум ва минимум нуцталарга эга. {\уйидаги жадвални тузамиз:

-  1 1  1  -LX "А» (у ,  ̂ ' * *» П*"**

Ф(Х) = — 1, + 1  ........  ( - 1 ) " - !  . . .

Бундан куринадики:

1I ^  \ л  I 1 \ 3 , 5 , 7 ,  , 2п + I
2 J ф (_L\ _ ф I. 1 ) -f -  - i-  - > 1 +I k j k + 1) 2 6 12 *■' я (л + 1) ^
*-1

яъни Ф(х) функциянинг [0, 1] сегментдаги узгариши: VJ, (Ф) =»
—*= СО ,

38. 6. Теорема .  Агар [а, Ь]  сегментда аницланган 
ва узгариши чегараланган Ф  (х ) функция бирон
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х„( г; [a, bj) нуцтада узлуксиз булса, у холда бу нуц та­
да ф (х ) — Vxa ( Ф ) функция хам узлуксиз булади.

Исбот .  х„< b булсин; ср(х) функциянинг х„ нуцтада унгдан 
узлуксизлигини курсатамиз. Бунинг учун [х0, b] сегментни шун­
дай

х0=а0< а1< а2< . . .  <а„ = Ь
п та кисмга буламизки, ихтиёрий е > 0 сони учун цуйидаги муно­
сабат уринли булсин:

П—1
^  1Ф  (д,+1) — Ф (а,) | > УХа (Ф) — е. (7)
(-0

Чап томондаги йигинди булиш нуцталари купайганда усишигина 
мумкин; шунинг учун хг нуцтани цуйидаги тенгсизлик уринли 
буладиган килиб танлаб оламиз:

| Ф  (хх) Ф  (о0) | < е.
У  ^олда (7) дан:

* П—1
V\ (Ф) < 2е + 2  Iф {а‘+1) -  Ф М  К  2е + К, (ф)-

I— 1
Бундан:

Vxa — К  ф (X,) — ф (х0) < 2е ёки ф (х0 + 0) — ф (х0) < 2е; 
е ихтиёрий булганлиги учун:

ф (х0 +  0) = ф (х0).
ф(х0— 0) = ф(хо! тенглик хам худди шунга ухшаш исбот этилади, 
яъни ф (х) функция (агар х0 > а булса) х0 да чапдан узлуксиз. 
Xycycnt'i х0 = b (х0 ----- а) >;олда ф (х) ни х0 нуцтада чапдангина (х0 
нуцтада унгдангина) узлуксизлигини курсатиш кифоя.*

38. 7. Теорема .  /а, b/ сегментда аницланган функ­
цияларнинг чексиз системаси Р  = (/} берилган булиб, 
бу функциялар системаси бирон узгармас М сони би­
лан чегараланган булса, яъ1ни:

| 0 ( j c ) | < i M  ( * £  [а, Ь)\ Ф ^ Р )  (8)
булса, у холда ихтиёрий саноцли Е  а  [а, Ь] туплам  
учун Р  системадан шундай (Ф п (х)\ функциялар кет- 
ма-кетлигини аж р ати б  олиш мумкинки, бу кетма- 
кетлик  Е  тупламнинг хар бир нуцтасида яцинлашуе- 
чи булади.

Исбот .  Е  туплам саноцли булганлиги учун унинг элемент- 
ларини (х,, | кетма-кетлик шаклида ёзиб, ушбу

Я 1= {Ф (х 1) } (Ф £Р) 
тупламни тузамиз; бу ерда Ф нинг узи Р  системада узгаради.
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(8) шартга кура Нх туплам чегараланган булади. Демак, 
Б о л ь ц а н о  — В е й е р ш т р а с с  теоремасига мувофиц бу туплам- 
дан яцинлашувчи кетма-кетликни ажратиб олиш мумкин:

ФО»(ATi), П тФ * ,»^ ) = av
П~*оо

Энди цуйидаги чегараланган кетма-кетликни тузамиз:
Ф<‘>(*2)........

бу кетма-кетлик ка ^ам Больцано — Вейерштрасс теоремасини тат- 
бик цилиб. хг нуцтада яцинлашувчи

Ф\2) (̂ г), Ф^Нхг), Ф (32) (х2), . . . ;  НтФ<2)(*г) =  а2
П-+ во

кетма-кетликни з̂ осил циламиз. Бу процессии чексиз давом этти- 
риб цуйидаги яцинлашувчи, сони санокли кетма-кетликларни ту- 
зишимиз мумкин:

Ф\{) (хг), Ф<» (хг), . .  ; lim Ф(п1) (хг) = а,
Ф<2> (хг), Ф<,2) (*„), . .  .; НтФ<2) (х2) = аг

Ф\т)(хт), ФТ\хт), . . .; П т Ф<т)(хт) = а„
(9)

Бу кетма-кетликларнинг т- си ( т — 1)- сидан (функцияларнинг но- 
мерларини сацлаб цолган цолда) ажратиб олинган. (9) кетма-кет­
ликларнинг диагоналида жойлашган элементлардан цуйидаги

Ф\1) (х), Ф<22) (лг), Ф (33) (х), . . .  (10)

кетма-кетлик тузилса бу кетма-кетлик саноцли Е  тупламнинг ?qap 
бир нуцтасида яцинлашувчи булиб, биз излаган кетма-кетлик бу­
лади. (10) кетма-кетлик Е  тупламнинг ^ар бир нуцтасида яцинла- 
шади, чунки агар xk^ E  булса, у цолда (Ф*,п)(**)} кетма-кетлик 
тузилишига кура я  —► оо да ak га яцинлашади.*

38. 8. Теорем а, [a, bj сегментда аницланган ва усув­
чи функциялар системаси (чексиз) Р =  {Ф\ берилган 
булиб, бу функциялар системаси бирон узгармас М 
сони билан чегараланган, яъни

| Ф (х) | <  М (х [а, Ь]; Ф^Р)
булсин, у холда Р системадан [а, b/  сегментнинг хар  
бир нуцтасида усувчи бирон ср (х) функцияга яцинла­
шувчи кетма-кетликни ажратиб олиш мумкин.
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Исбот .  38. 7-теоремадаги саноцли Е  туплам сифатида [а, 6] 
сегментдан з̂ амма рационал нуцталарни ва а нуцтани (агар а ир- 
рационал булса) олиб, берилган Р  системага шу теоремани тат- 
биц циламиз. У ^олда Р системадан Е  тупламнинг хар бир нуц- 
тасида чекли лимитга эга булган Н ■= {Ф(п) (х)| кетма-кетликни 
ажратиб олишимиз мумкин, яъни:

Нш Ф(п) (xk) — ak- 01)
П-+СО

Энди Е  тупламнинг з̂ ар бир нуцтасида циймати (11) лимитнинг 
унг томонига тенг ifi(x) функцияни курамиз, яъни i|)(x) = aA 
(хк( Е). ^(х) функция Е  тупламда аницланган булиб, усувчи функ­
ция булади, чунки Р системадан ажратиб олинган {Ф <г,)(л:)1 функ- 
цпялар кетма-кетлигининг з̂ ар бир элементи усувчи функция (тео­
реманинг шартига кура). Демак, агар х, ва xt нуцталар Е  туплам- 
га тегишли булиб, х,<. х,- булса, у з̂ олда:

'И *,) < 1’ (*/)-
Энди ijj (х) функцияни (а, b] ярим оралицнинг хамма иррацио- 

нал нуцталарида куйидагича аницлаймиз:
г|з(дс) =  sup И’ (**)},хк<х

бу ерда хк ва х мос равишда Е  тупламнинг рационал ва • ирраци- 
онал нуцталари. Равшанки, г|з(х) функция узилишига кура [а, Ь] 
сегментда усувчи функциядир. Демак, ip(x) функциянинг у зи ­
ли ш н у ц т а л а р  и дан иборат Q туплам купи билан саноцли 
булади1.

1 Бу фактнинг уринлилигини курсатиш учун | ф (х +  0) — ф (х) | >  (бунда
к О  0) ихтиёрий бутун сон) тенгсизликни цаноатлантирувчи нукталардан иборат 
тупламнинг чекли эканини курсатиш кифоя.

Дархакицат, агар бу туплам чексиз булса.,. ундан якиплашувчи (усиб ёки 
камайиб борув'ш) кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин Бу кетма-кетлик яцинла- 
шадиган |  нуцтада ф (£ — 0) ёки ф (| +  0) ликЛтлардан камида биттаси мавжуд 
булмас эди; бу эса фаразимизга зид. Буфактни цуйидагича хам исботлаш мумкин. 

ф (х) монотон функция булгани учун унинг чап ва унг лимитлари мавжуд:
ф (х +  0) =  lim ф (I), ф (х — 0) =  lim ф|£)

£-*лг Е-лi>x 6<.v
Ушбу (ф (х — 0); ф (х +  0)) узилиш интервалининг узунлиги булган сон ф (х) 
нинг х нуцтадаги с а к р а ш и  дейилади. ф Ос) монотон функция булгани учун тур- 
лн узилиш нуцталарининг узилиш интерваллари (ф (х -f- 0); ф (х — 0)) кесишмай- 
ди (купи билан умумий учга эга булиши мумкин). Агар бундай узилиш ингервал- 
ларининг ,\ар биридан биттадан рационал сонни танлаб олсак, у холда бундай 
ннтервалларнинг сони купи билан саноцли булади. Узилиш интерваллари билан 
узилиш нуцталари орасида бир цийматлн мослик булгани учун узилиш нуцталари 
.%ам купи билан саноцли булади.
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Агар хщ нуцта ф(х) нинг узлуксиз нуцтаси булса, у ^олда:
Н т Ф (л>(х0) = ф(х„). (12)П-*- оо

Дар^ацицат, ихтиёрий г >  0 учун Е  тупламда шундай х1 ва xf 
нуцталар мавжудки, улар учун:

х, <х0< хj  ва ф ( X j )  — -ф (х() < ~

муиосабатлар уринли.
(11) га мувофиц Х ( ва X j  нуцталар учуй шундай натурал п 0 

сони мавжудки, улар учун п >  п0 булганда ушбу

I Ф <Л) С*;) -  Ф (* ,)I < | , | Ф(П) (*,) -  (х,) | < |
тенгсизликлар уринли булади.

ф (х) нинг тузилишига мувофиц, бу муносабатларга асосланиб, 
п > п0 булганда цуйидаги тенгсизликларни ёзишга ,\ам ^ацлимиз:

■ф (*о) — е < ф(п) (X i )  <  Ф {п) (X j )  <  ф (АГ0) +  е.
Аммо

Ф (л) (х;) <  Ф (л) (Х0) <  ф<л) (*,).
Шунинг учун п >  я0 булганда

Ф (*о) — е <  ф<п> (*о) <  Ф (х0) +  е
тенгсизликлар уринли булади ва бундан (е > О ихтиёрий булган­
лиги учун) (12) муносабат келиб чицади. Натижада ушбу

lim Ф <л) (х) — ф (х) (13)П-+ Оо
тенглик [а, Ь\ сегментнинг купи билан саноцли Q цисмидагина ба- 
жарилмаслиги мумкин. Шуни назарда тутиб, 38. 7- теоремани Я  
кетма-кетликка татбиц циламиз; Е  туплам сифатида Q нинг (13) 
муносабат бажарилмаган нуцталарини оламиз. Бунинг натижасида 
Н кетма-кетликдан [а, Ь] сегментнинг ĵ ap бир нуцтасида яцинла- 
шувчи # ! = [Фп (х)} кетма-кетлик цисмини ажратиб олиш мумкин. 
Энди ф(х) сифатида ушбу

Ф(х) = Нш Ф„(х)
П -*■ оо

функция олинса, у усувчи булиб, биз излагая функция булади.*
38. 9. Т е о р е м а  ( Х е л л и  теоремаси ) .  [a, Ь/ сегментда 

аник,ланган функциялар системаси (чексиз) Н — {Ф (х)\ 
берилган булиб, бу функциялар системаси ва уларнинг 
/а, Ь] сегментда тула узгариши бирон узгармас М со­
ни билан чегараланган, яъни

| Ф  (■*)!< Ж , К * ( Ф )< М  ( * £  [а, Ъ], Ф^Н)
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булсин, у холда Н системадан [а, Ь] сегментнинг хар  
бир нуцтасида бирон узгариши чегараланган Ф (х) 
функцияга яцинлашувчи кетма-кетликни ажратиб 
олиш мумкин.

Исбот .  Н системанинг ихтиёрий Ф  элемента учун цуйидаги 
муносабатларни ёзишимиз мумкин:

| F W |  = | ^ ( Ф ) | < М ;  | G (х) [ =  | f  (дс) — Ф  (дс) | -<2М.
(F (х) } системага 38. 8- теоремани татбиц цилиб, ундан бирон / (х) 
функцияга яцинлашувчи [Fn(x)} функциялар кетма-кетлигини аж­
ратиб оламиз, яъни:

lim ^„ (x)=-f(x).
П-+ 00

Х̂ ар бир Fn (х) функцияга Gn (х) = F „ (х) — Ф „ (л:) функцияни мос 
келтириб {Gn (д:)} функциялар кетма-кетлигига 38. 8-теоремани 
татбиц циламиз. Натижада [а, Ь\ сегментда бирон ф (х) га яцинла­
шувчи {Gn/i(x) } функциялар кетма-кетлиги ^осил булади, яъни:

lim G (х) = ф(дс),

у цолда {F„ (x) — Gn (х)) функциялар кетма-кетлиги Н система­
дан ажратиб олинган булиб, ^ (x )= f(x ) — ф(х) функцияга [а, b] 
сегментда яцинлашади.*

39* §. Стильтьес интеграли

Бу параграфда Риман маъносида интеграллаш процессининг 
умумлаштирилган муцим бир цоли — С т и л ь т ь е с  и н т е г р а л и  
билан шурулланамиз. Бу интеграл тушунчаси э^тимолликлар на- 
зариясида ва назарий механиканинг баъзи масалаларини цал ци- 
лишда р о я т  катта ацамиятга эга. Шунинг учун Стильтьес интег­
рали тушунчасини англатишни мисоллардан бошлаймиз.

1)
Х\, х2, •. у Хп

лар ва буларга мос равишда

Ръ Pi..........Рп (P i>  0, 2  Д  =  1* 1 =  2- • • - п \

сонлар берилган булсин. Бу х;олда тасодифий узгарувчи | мицдор 
берилган дейилади; бунда xt лар £ нинг цийматлари, pt лар эса 
уларнинг мос эцтимоллари. ф билан \ нинг бирон функцияси бел- 
гиланса, у цолда ф (I) функция х,ам тасодифий узгарувчи булади 
ва унинг математик кутилиши, таъриф буйича цуйидаги тенглик 
билан аницланади:

п

м  1ф(5)} =  2 сР (^ ^ -  W1
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Бу ^олда тасодифий узгарувчи % нинг цийматларини (а, Ь) оралиц- 
ца тегишлилик э^тимоли 2  pt га тенг.

a<xi<b
Агар тасодифий узгарувчи § узлуксиз мицдор булса, у ^олда 

унинг цийматларининг (а, Ь) оралицца тегишлилиги э^тимоли юцо 
ридагига ухшаш

b ОО

| р (х) dx, р{х) >  0 ва Ч p(x)dx = 1
а —во

га тенг. У з̂ глда ф(£) нинг математик кутилиши ушбу
+ «•

М {ф(S)} = J" ф(x)p(x)dx (2)
—оо

формула билан аницланади.
2) Иккинчи мисол сифатида цуйидаги масалани курамиз. Те*

кисликда х уцининг хь х.,........ хп нуцталарида, мос равишда mlt
т 2, . . т п массалар жойлашгам булсин. Механикадан маълумки, 
бирлик масса у уцининг у = 1 нуцтасида потенциал ^осил цилади 
ва бу потенциал х, нуцтадаги массага тугри пропорционал ва те­
кисликдаги (у = \, х = 0) ва [у = 0, х = xt) нуцталар орасидаги 
масофага тескари пропорционал, яъни х, нуцтадаги масса ушбу

гт,
Ф , =

V i +Х?
потенциални ^осил цилади. Демак, хъ хъ . . . ,  хп нуцталардаги 
т ь т-„ . . ., mk массалар {у — 1, х = 0) нуцтада цуйидаги потен­
циални ^осил цилади:

п п т

ф = 2 ф ' = с 2 т г + 1 -  (з)«-I t-i
Агар массаларнинг х уцидаги тацсимоти узлуксиз булиб, хх <

< х <  хг оралицдаги масса ушбу

j  т  (х) dx

интегралга тенг булса, у ^олда потенциал ф цуйидаги интегралга 
тенг булади:

+ 00
Ф = с ГV ь J  y i + * (4)

Энди табиий равишда юцоридаги (1), (2) ва (4) тенгликларнинг 
£нг томонидаги ифодалар хусусий ^оли буладиган шундай интег-
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■раллаш аппарата тузиш мумкин эмасми, деган са вол тугилади. Бу 
саволга Стильтьес интеграли ижобий жавоб беради.

Энди Стильтьес интегралининг умумий таърифини, унинг мав- 
жудлик шартларини келтирамиз ва хоссаларини урганамиз.

[а, Ь\ сегментда икки / (х) ва ф (х) функциялар аницланган 
булсин. Риман интегралини таърифлашдагидек [а, Ь] сегментни 
цуйидаги нуцталар билан п цисмга буламиз:

а = а0< ах< а2< •• • < ап = 6; шах(аг— a;_ j) = ап. (5)
1</<л

Хар бир цисмдан бирон х; нуцтани олиб, ушбу
л Чч*

S  = 2  /  (*i) {ф (a i) — ф (а1-1)} (6)
1-1

йнгиндини тузамиз.
Таъриф .  Агар ап нолга интилганда S йигинди [а, Ь] нинг 

цандай булинганидан ва х1 нуцталарнинг цандай танланишидан 
цатъи назар аниц бир I  лимитга интилса, у х(олда шу лимит 
Стильтьес интеграли дейилади ва бундай ёзилади:

ь
lim 5 = / = j* /  (х) d ф (х).

• » - °

Бу ерда лимитга утиш а, ва х,(г — 1, 2, . .  .) нуцталарни танлаб 
олишга, яъни [а, Ь] сегментни цисмларга цандай булишга ва бу 
цисмлардан нуцталарни танлаб олишга боглиц булмаслиги керак.

Бу таърифнинг аниц мазмуни цуйидагича: з̂ ар цандай е > О 
учун шундай б > 0  сон мавжудки, ап < б булганда (ап= max(at—

— 1))
|/ — «S | <  е

тенгсизлик бажарилади. f(x) ни и н т е г р а л л а н у в ч и  ф у н к ­
ция, ф(х)ни и н т е г р а л л о в ч и  ф у н к ц и я  дейилади. Уз-узидан 
равшанки, агар ф (х) = х булса, у цолда /(х ) нинг Стильтьес инте­
грали унинг Риман интегралининг худди узи булади, яъни Риман 
интеграли Стильтьес интегралининг хусусий цоли экан.

Теорема .  Агар [а, Ь] сегментда f  (х) узлуксиз ва 
Ф (х ) узгариши чегараланган функциялар булса, у хол­
да С ти льтьес  интеграли I  мавжуд булади.

И сбот .  /(х ) нинг [а, b] сегментда узлуксизлигига мувофиц 
ихтиёрий е > 0  учун шундай б > 0  мавжудки, |x j— х21 Ь бул- 
гаида |/ (x x) — / (х2) | < е  булади. [а, b] сегментни (5) га ухшаш 
а„ б буладиган цилиб п та цисмга буламиз, шу булиш­
га мос S йириндини [(6) формулага каранг] тузамиз. Сунг цар 
бир [а,_ъ a j сегментни майдароц цисмларга буламиз:

Щ- 1  = ah о< аи х< а:, 2< . . .  <аь щ = at.
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Бу булинишларга мос S' йигиндини тузамиз:
П П1 

i = l  /■= 1

1/(*/. >) — /(*/) I < е экани равшан, чунки:
аг- a;_ i < a „ < 6  ва a;_ r < a,, a,_r<  xt at.

Шунинг учун S ' йигиндидаги ^амма f (x l f) ни мос равишда f(x,) 
билан алмаштирилса, натижада ^осил булган йигинди билан S' 
йигинди орасидаги фарцнинг абсолют ^иймати ушбу

I ф (а,.,) — ф(a,, , ) |<  ЕК  (ф)

ми^дордан катта булмайди. Аммо бу алмаштириш натижаснда S ' 
йигинди S  йигиндига алмашади ва 15 — S ' | <  zVba (Ф) тенгсизлик 
уринли булади. Энди [а, Ь\ сегментни икки усул билан шундай 
кисмларга буламизки, улар учун тегишли а сонларнинг (а булиш 
натижасида ^осил булган ^исмлар узунликларининг максимуми) 
з̂ ар бири б дан катта булмасин. Бу икки булишга мос йигинди- 
ларни S j ва S 2 билан белгилаймиз ва бу икки булишни бирлаш- 
тиришдан (яъни икки усулга кирган ^амма булиш ну^таларидан 
тузилган янги булиш) ^осил булган булишга мос йигиндини S' 
билан белгилаймиз. Юцоридаги муло^азаларга мувофиц равшанки:

1 — S ' | -< eVa (<р) ва | S2 — S' | <  eVa (ф).
Демак,

I S t— S21 <  2eVa (Ф). (7)
Ушбу

Si, S t, . . ., Sn, . . .  (8)

йигиндиларнинг кетма-кетлигини тузамиз; буларни тузишда Sn 
йигиндига тегишли at — a;_ t айирмаларнинг максимумшш п ■* оо 
да нолга интиладиган ^илиб оламиз. У  ^олда | Sn+p — S„ | хам п 
ортиб борганда ^ар цандай натурал р учун нолга ннтилади, яъни 
ихтиёрий е > 0 учун шундай натурал п сони мавжудки, иомери 
бундан катта булган йигиндиларга тегишли а сонлар б (> 0 )  дан 
катта булмайди, демак, уларнинг айирмасининг модули (7) га му- 
вофи!̂  2еУд(ф) дан катта булмайди. Демак, Коши критерийсига 
мувофиц {5 „} йдаиндилар кетма-кетлиги бирон лимитга эга була­
ди, бу лимитни I  билан белгилаймиз. Агар ихтиёрий S* йигинди 
берилган булиб, унинг учун а < б булса, у ^олда (8) кетма-кет- 
ликдан олинган номери деярли катта Sm йигинди билан S* йигин-

П I

1=1 /-1
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дининг орасидаги фарцнинг абсолют циймати ^ам 2еУа(ф) дан 
катта булмайди, яъни:

15* — / 1 = lim  J 5m — 5* I ■< 2&Vba (Ф).m
Натижада а камайиб нолга интилганда унга тегишли S* йигинди 
(унинг (8) кетма-кетликка кириш-кирмаслигидан цатьи назар) / га 
интилади.* Энди Стильтьес интеграли ёрдами билан (1), (2) ва (3), 
(4) тенгликларни умумий равишда цандай ёзиш мумкинлигини кур- 
сатишни уцувиигя тяи^ия циламиз.

10- §. Стильтьес интегралининг 
асосий хоссалари

40. 1. Хосса.
ь

j  f i x ) йф (X) +  j  Tj) (X) d(f (x) =  j { / ( x) +  гр (*)} d  ф (jc)
a a a

тенглик уринли ва бунинг кап томонининг мавжуд- 
лигидан унг томонининг мавжудлиги келиб чицади.

И сбот .  Дар^ацицат,
П П

5 =  \ Ц [/ и () + г1;(^)]{ф(а/) — ф (a ^ ))  = 1ф (ai) '
1 i-1 

П
—  Ф (<3i_i)l +  lp (*,) {ф (а() — Ф (fl(_i)} =  5 , +  5г. 

г-1
Агар ап нолга интилганда S, ва S 8 йигиндилар мос равишда 

/, ва /а лимитларга интилса, у ^олда 5 = 5 ,+  S, йигинди / = 
= / ,+ 1, йигиндига интилади; бу ерда:

b b ь
l x =  | / (* ) dq> (X), /2 = j  1|5 (X) d(f (X ), ва / = J  {f(x)  +  lp (X)) d  ф (х).

а а а

40. 2. Хосса.
ь ь ь
J  f{x) d ф (jc) 4- \ fix ) dtyix) = f fix ) d {ф (лг) +  if u )J
a  a a

тенглик уринли ва бу ерда хам  чап томоннинг мае- 
жудлигидан унг томоннинг мавжудлиги келиб чицади.

Бу хосса 40. 1 - хоссага ухшаш исботланади.
40. 3. Хосса. Агар a  <  Ь < с  булса, у  холда:

b о с
j  f ix ) d(pix) +  j f ( x )  d Ф (*) = j  fix ) d ф (x).
a b a
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Бу тенглик интегралларнинг хаммаси мавжуд булган­
да уринли. Бу хоссанинг исботи юцоридаги 40. 1- хоссанинг ис­
боти каби содда, аммо бунда унг томондаги интегралга мос йигин- 
дини тузишда, яъни [а, с| сегментни цисмларга булишда Ь нуь;та- 
ни булиш ну^таси ^илиб олиш керак. Яна шуни ^ам айтмок

с Ь

лозимки, ^f(x )d  ф(х) интегралнинг мавжудлигидан j  fd  <[. ва
а а

в

\fd  ф интегралларнинг мавжудлиги келиб чицади. Лекин аксин- 
*
часи умуман ^ар ва^т уринли эмас. Бунга мисол келтирамиз. 
[— 1, 4-П сегментда к,уйидагича тузилган / (х) ва ф(х) функция­
лар берилган булсин:

I агар — 1 < х 0 булса. 0,
/(■*) = п , ^ , г- 1агар 0 < х -< 1 булса, —.

Равшанки,

( агар — 1 < х <  0 булса х, 
ф (X) — | агар о ^  х 1 булса, 0.

0 I
\f(x )d  ф (х) = 0. \f(x)dy(x) = 0.
i о

чунки (— 1,0] сегментда /  (х) — 0 ва 10,1J сегментда гг. (х) ~ 0. 
Аммо

+|
J  f(x )d  ф (л:)
—I

интеграл мавжуд эмас, чунки 1— 1, + 1 ] сегментни кисмларга 
булганимизда а , _ ,< 0 < а ,  ^исмга мос ^ад (ноль ну^та булиш 
нуктаси булмаган ^олда) ^уйидагича булади:

о, = {ф (at) -  Ф (al_ l)\f(xi) = — ~  (агар * >  0 булса).

Бундан куринадики, xt нолга истаганча яцин булганда а1 сони 
истаганча катта цилиниши мумкин, демак, тегишли йигинди ли­
митга эга булмайди.

b. ь
40. 4. Хосса. j kf (л:) dh ф ( * )  = kh j  /  (л;) d ф (лг) (ft ва А

а а

узгармас сонлар). ь ь
40. 5. Хосса. Ушбу j /  (л?) d Ф (лг) ва j  ф (л?) d f  (х ) интег-

а а

ралларнинг бирининг мавжудлигидан иккинчисининг 
мавжудлиги келиб чицади ва цуйидаги тенглик уринли;
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b b
f  f ( x ) d  Ф ( * )  + j  ф ( x ) d f (x )  = f (b )  ф (b) — f  (a) q> (a ) =

= 1 / (* )ф  (-*)]£• (!)
Бу тенгликни б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  ф о р м у л а с и  дейи­
лади. ь

Исбот .  j / (л:)d ф(х) интеграл мавжуд деб фараз цилиб, 39-
а

параграфдаги (6) йигиндига ухшаш цуйидаги йигиндини тузамиз:

а „ —Ь,Оо=а булганлиги учун йигиндидан lf(x )ф(х)]£ ифодани 
цушиб ва айириб ташланса, ушбу:

п— 1 Л—1

s  = f ( xn) 9 Ю  +  Z j/ M >  Ф («/) — Z j f ( xi+i) Ф Ф (О0) =
/=1 1=1

П— 1

=  Г / М  ф W ]а -  { [ / (6 )  — / ( * „ ) ]  Ф (6) +  2  Ф ^  f / ^ l + l )  —  / ( * / ) ]  +  

+  I / ( * i )  —  / ( а ) ] ф ( а ) }  =  [ / М ф М ] *  — S '

тенглик келиб чицади; бу ерда S ' — сунгги катта цавс ичидаги 
ифода.

S' йириндининг тузилишига диццат билан царалса, у цам 5 
йигиндига ухшаш тузилган булиб, бундаги фарц S' да [а, b] сег­
ментни булиш нуцталари сифатида х0— а < X j<  х2< . . .  < хп=Ь 
нуцталар иштирок этаётгани; av а2, . . ., a „_ j нуцталар (яъни 5 
ни тузишда булиш нуцталари сифатида олинган нуцталар) эса те- 
гишлича * ,<  ах-< х2, х2<  а2<  хз> • • •> <V-i< -̂л тенгсизлик-
ларни цаноатлантиришидадир. Равшанки, ап~  max(am — а,) нолга

0</«л—1
интилганда, (5„= max (xi+1 — xt) цам* нолга интилади. Фаразимизга

0<i<n—1 «#
мувофиц, an —i- 0 да S  нинг лимит» мавжуд, демак,

S '  =  [ /  М  Ф {x)]ba —  S

тенгликдан, юцоридаги мулоцазага мувофиц, р„- 0 да 5 ' нинг
лимита мавжудлиги келиб чицади. Бу лимит эса Стильтьес интег-ь
ралининг таърифига кура j" ф (х) d f(x) га тенг. Аксинча, сунгги

а
лптеграл мавжуд деб сЬараз цилсак эди, юцоридагига ухшаш,ь
\f(x)dy(x) интегралнинг мавжудлигинн курсатиш мумкин эди.* 
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41-§. Стильтьес интеграли 
остида лимитга утиш

41. 1. Теорема ,  [а, Ь] сегментда аницланган узгари­
ши чегараланган ц>(х) функция ва f (x )  функцияга 
текис яцинлашувчи узлуксиз \fn(x)) функциялар кетма- 
кетлиги берилган булсин. У холда:

( 1)

Исбот .  Теореманинг шартига кура fix ) функция узлуксиз 
булади, шунинг учун сунгги муносабатнинг унг томонидаги интег­
рал мавжуд (39- параграфдаги теоремага асосан).

39- параграфнинг (6) тенглигидаги 5 йигинди учун цуйидаги 
муносабатларни ёзишимиз мумкин:

|S| =
/=1

бу ерда

Бундан, равшанки:

/(•*;) {ф (ai) — Ф (<2/-i)l I <  max | /  (х) | V ' | ф (а,) ■
a<x<b

— ф(а/-х)|<Л4/^(ф),

Mt = max \f(x) [.
a< x< b

у ^олда:

J* /„ ix) dcp(x)— f f{x) d ф (x)

Лекин теореманинг шартига кура:

0 i n —у оо);

демак, (1) муносабат уринли.
41. 2. Т е о р е м а  ( Х е л л и  теоремаси ) .  [а, Ь] сегментда 

аницланган узлуксиз f ( x )  функция ва бу сегментнинг 
хар бир нуцтасида чекли ф (х) функцияга яцинлашув- 
чи \уп(х)\ функциялар кетма-кетлиги берилган бул­
син. Агар натурал п сонининг хамма цийматлари учун 
ушбу

^ ( Ф „ ) < М (2)



тенгсизлик бажарилса (М узгармас ва п га бог лиц 
булмаган сон), у холда:

ь ь
lim \ f ( x )d y n(x) = |/(лг)< /ф (л).П~* 00 •'

а а

Исбот .  (2) га асосан:

(3)

(4)
тенгсизликни ёзишимиз мумкин; дарцацицат. [а, b) сегментни 
ихтиёрий т  та кисмга булиб,

т

У ] | ф в (0() — <Л1 ( « = ] ,  2, . . . )
г-1

тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Ьундан п — со да лимитга утилса,
т

Т ] | Ф (аг) —  ф (а,_х) | <  м
г- 1

тенгсизлик ^осил булади. Аммо [а, Ь] ни т  кисмга булиш ихтиё- 
рийлигидан (4) тенгсизлик келиб чицади.

Энди ихтиёрий е >  0 учун [а, Ь\ сегментни шундай т  та 
fO/_i> ad цисмларга буламизки, у цисмларнинг ĵ ap бирида интег-
ралланувчи f(x) функциянинг тебраниши ^  дан кичик булсин,
У ^олда:
b т  ai т  Qi

j / (* ) d ф (х) ■ 'У ]  f  f(x )d  ф(х) = У ]  f  lf(x)—/ (а (_,)]йф (х) +
г—I а, г_I

4- /(Q j-i) f dy(x) ва j* d ф (x) = ф (аг) — ф (at_ J  (г = ]7m).
i-l

Равшанки:

чунки

Бундан:

а1—1

а/—1

|/(х) — / (а г_ х)| < ЗЛГ

S  f I/  w  — /  d ф w  < 3^ У ]  с  (ф) =
/ - 1  г-i ‘-1

= 3̂ ^ (ф )< 4 -
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Демак, 
ь

J/ (JC ) d ф (*) =  ^ / ( a , _ i )  [ф (a,) — ф (a,_!)] +  a |  (| a  |<  1).
i-i

Шунга ухшаш:
и rn

J  f(x) d фя (л:) = ^ / ( а , _ г) [фЛ (at) — фл (a,_,)] fo t„  у  (| a„ I <  I).
a i-I

|ф„(л:)} функциялар кетма-кетлигига к,уйилган шартларга асо­
сан, шундай натурал п0 сони мавжудки, п>  п0 булганда ушбу

т  m

2 /  1ч>. (“ J  — f .  (“ i- Jl — I»  (“ i) — ф_  <i i-1 <=1
тенгсизлик уринли булади. Демак, п >  п0 булганда, бу тенгсиэ- 
ликка асосан цуйидаги тенгсизликни цам ёзишимиз мумкин: 

ь ьj f(x )d  фл (х) — j f{x) d ф (x) < e.

в нинг ихтиёрийлигидан ва бу тенгсизликдан биз исбот этмоц- 
чи булган (3) муносабат келиб чицади.*

MALUK УЧУН МАСАЛАЛАР

1. Узгариши чегараланган ва узлуксиз функцияни икки усувчи 
ва узлуксиз функцияларнинг айирмаси сифатида ёзиш мумкинлиги 
курсатилсин.

2. Монотон функция саноцли ва >̂ар ерда зич тупламдан ибо­
рат узилиш нуцталарига эга булиши мумкинлиги мисолда курса­
тилсин.

3. Х̂ ар цандай узгариши чегараланган функцияни узилиш нуц- 
таларида погонали ва узгариши чегараланган узлуксиз функция­
ларнинг йигиндиси сифатида ёзиш мумкинлиги исбот этилсин.

4. 41. 2-теорема ( Х е л л и  т е о р е м а с и )  ёрдами билан:ь
j /  ix) dg (х) i f  (х) узлуксиз ва g (х) узгариши чегараланган функ-
а
ция) интегрални ^исоблаш масаласици g (х) функция узлуксиз бул­
ган .̂ олга келтириш мумкинлиги курсатилсин.

5. Ушбу f(x) — xpsin(^9) {х Ф  0); / ( 0 ) = 0  функция р ва q 
параметрларнинг ( —  оо <  р, q < + со )  цандай цийматлари учун 
[0, I] сегментда тула узгариши чегараланган булади ва уларнинг 
цандай цийматлари учун узгариши чегараланган булмайди?



6. Цуйидаги функциянинг [О, 1] сегментда тула узгариши х,и- 
соблансин:

f(x) = х 2 COS ~  (х ф  0 )

/(0 ) = 0.
7. Агар | f{Xj) — f (x 2) К  К  | хг— х2\р тенгсизлик бажарилса, 

f(x ) функция р(>  0) тартибли Липшиц шартини цаноатлантиради.
Агар |а, Ь\ сегментда f  (х) функция р- тартибли Липшиц шар­

тини к>аноатлантирса, g (х) функция q- тартибли Липшиц шартиниь
цаноатлантирса ва p + g >  1 булса, у ^олда: |/ (х ) dg (х) мав-

а
жуд булишини исботланг.

IX Б О Б

ЛЕБЕГНИНГ АНИКМАС ИНТЕГРАЛИ.
АБСОЛЮТ УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР

42-§. Монотон функциянинг 
досипаси

Бу параграфда мазкур боб учун зарур булган монотон функ- 
цияларга оид баъзи фактларни ва улардан келиб чи^адиган нати- 
жаларни келтирамиз.

42. 1. Т е о р е м а  (Л е б е г  теоремаси ) .  \а, Ь\ сегментда 
аницланган ихтиёрий монотон функция бу сегмент­
нинг деярли хар бир нуцтасида чекли хосилага эга.

Исбот .  Аввал теоремани узлукЬиз монотон функциялар учун 
исбот этиб, сунгра узлуксиз булмаган монотон функциялар учун 
уринлилигиии курсатамиз. Бунинг учун узлуксиз функцияларга 
оид цуйидаги леммани исбот циламиз.

42. 2. Лемма (Ф. Р и с с  л ем маси ) .  [а, Ь] сегментда 
аницланган узлуксиз ср (х) функция берилган булсин. Е  
туп лам  [а, Ь] сегментнинг шундай ички х нуцталари- 
дан иборатки, бу нуцталарнинг хар биридан унгда

ф ( 5 ) > ф (”*0 ( * < 5 )  (1)
муносабатни цаноатлантирадиган  Е нуцта мавжуд 
булсин. У  холда Е  очиц туп лам  булиб, уни тузувчи
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(ak, bk) оралицларнинг л;ар бирада ф(а,,) ' ф (Ьк) тенг­
сизлик бажарилади.

Л е м м а н и п г  исботи.  Е  очиц туплам, чунки !■ > л„ па 
Ф(Б) > ф(х0) булса, у холда ф нинг узлуксизлигига мувофиц хп 
нинг бирон атрофидан олингап х нинг цамма цийматлари учун ^ам 
ушбу | > х, ф (g) >  ф (дс) тенгсизликлар уринлплигича цолади. Агар, 
масалан, ф камаювчи функцня булса, у холда Е  буш туплам бу­
лади.

Энди (alv bk) оралиц Е  га нисбатан тузувчи оралицларншп би­
ри булсин. Бу тузувчи оралицдан олинган ихтиёрий х нуцта учуй 
ф(х)<. Ф (Ьк) тенгсизликнинг уринлилиги курсатилса, у цолда х ни 
ак га интилтириб, бизга зарур тенгсизликни хрсил циламиз.

Дархацицат, хх нуцта х ва Ьк нуцталар орасида булиб (яъни 
х < х 1< Ьк), ушбу

ф(*х)>ф Фк) (2)
тенгсизликни цаноатлантирадиган ва Ьк га энг яцин нуцта булсин. 
У цолда х, = Ьк тенгликнинг уринлилигини курсатамиз. Агар бун- 
дай булмаса, Е  нинг таърифига кура шундай с, < bk нуцта мав­
жудки, унинг учун

Ф (* i)  <  Ф ( U  (3)
тенгсизлик уринли; иккинчи томондан:

ф (Ei) <  ф Фк\ (4)
Сунгги (2), (3) ва (4) тенгсизликлар зиддият ^осил цилади. Демак, 
х, = Ьк ва юцоридаги мулохазага кура ф (ак) -< ф (bk), яъни лемма 
исботланди.

42. 3. Изоц.  (1) шартларни цаноатлантирувчи х нуцтани, цу- 
лайлик учун, унгга кутарилиш нуцтаси деймиз. Чапга кутарилиш 
нуцтаси таърифи цам шунга ухшаш берилади: агар х нуцта учун

I  < х, ф (|) >  ф (х)
шартларни цаноатлантирувчи £ нуцта топилса, х ч а п г а  кутарп-  
лпш н у ц т а с и  дейилади. Юцоридагига ухшаш чапга кутарилиш 
нуцталари туплами очицлпги цамда бу тупламни тузувчи (ак, Ь,.) 
оралицларда

Ф (а*) >  Ф Фк)
муносабатларнинг уринлилигини курсатиш мумкин.

Энди монотон f  (x) функцияни \а, b] егментда узлуксиз деб, 
теореманинг исботига утамиз, масалан, f(x) камаймайдигаи булсин. 
Ушбу

a) D+f  < + со, б ) D +/ < D _ /
тенгсизликлариинг (D+f , D+f  ва D _ f  белгилар тугрисида 26- § 
га царалсин) деярли уринлилигини фараз цнлган цолда теоремани 
исботлаймиз.
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атлантирган цолда, барча рационал цийматларни цабул цилади, 
яъни

бу ерда R — рационал сонлар туплами. Аммо цуш рационал сом- 
лардан иборат булган туплам саноцли булгани учун (5) йигинди 
цадларининг сони саноцли. Демак, агар Есс ларнинг цар биришшг 
улчови ноль эканлиги курсатилса, Е* тупламнинг улчови цам нол- 
лиги келиб чицади.

Шундай цилиб, теоремани исботлаш учун Есс тупламнинг ул­
чови ноль эканлигини курсатиш кифоя.

хС Егс булсин. У  ^олда D _ / < c  булганлиги учун, х дан чап- 
да ётувчи цамда

тенгсизликни цаноатлантирувчи £ нуцта мавжуд. е, —  х < О булга­
ни учун (6) тенгсизликдан

тенгсизликни цосил циламиз. Шундай цилиб, х нуцта g (х) = f (x )— 
—сх функциянинг чапга кутарилиш нуцтаси. Бу функцияга Рисс 
леммасини ва унинг изоцини татбиц цилиб, чапга кутарилиш нуц- 
таларидан иборат булган очиц тупламнинг тузувчи оралицлари 
учун

тенгсизликни цосил циламиз.
Юцорида олинган х нуцта топилган (ак, bk) оралицларнинг би 

рида ётади. Бу нуцтада

тенгсизликларни цаноатлантирувчи нуцтани топиш мумкин. Кейин- 
ги ясашларимизни (ak, bk) оралицларнинг ичида бажарамиз.

(8) тенгсизликлар х нуцтанинг f (x )— Сх функция учун унгга 
кутарилиш нуцтаси эканлигини курсатади. Бу функциянинг (ak, bk) 
оралицдаги барча унгга кутарилиш нуцталари туплами очиц булиб,
11 Саримсоков Т. А, 161

£*=  У Есо (5)
C ,c (-R

(6)

— > /  (х) —  сх

f (a k) — cak> f(b k) — cbk

ни, бундан эса
f{bk) — f(a k)< c{bk — ak) (7)

D+ f  > с
булгани учун (ak, bk) оралицда

(8)



Дар^ацицат, б) тенгсизликни /, (х) = — / (— х) функцияга тат­
биц цилинса, цуйидаги тенгсизликнинг деярли бажарилиши келиб 
■чицади:

o +/ .=  d - / < d _ / 1= d +/.
Бундан ва а), б) лардан ушбу

D+f  <  D_ f  <  D~f < D +f  <  D+f  < oo
тенгсизликларнинг деярли бажарилиши келиб чицади; булардан 
эса чекли ^осиланинг деярли мавжудлиги аниц куриниб турибди.

Теоремани тула исботлаш учун а) ва б) тенгсизликларни ис- 
ботлаш цолди.

а) тенгсизликни исбот этмоц учун
Е х = \х: D+f(x ) =  со} ва Е0 = [x:D+f(x) > с}

тупламларни киритамиз; Е аа Е с экани равшан. Агар D+ f(x) >
> с булса, у ^олда шундай | (>  х) нуцта мавжудки, унинг учун:

f it )- fW  .  
l - i  >с'

бундан, агар g(x) = f(x ) — сх деб олсак, у ^олда: g (l)>  g (х). 
Демак, Ес туплам g(x) функция учун юцоридаги леммада аниц- 
ланган (ak, bk) оралицларда жойлашган. Шу билан бирга, уша лем- 
маларга асо:ан, ушбу

f(bk) — cbk > f(ak) — cak ёки с (bk— ak) < f(b k) — f (a k)
тенгсизликлар бажарилади. Бундан:

(bk— ak) <  V  [f(bk) — /(a*)] < f(b ) — /(a).
!г к

Бу тенгсизликлардан куринадики, с етарли катта булганда (ak, bk) 
оралицларнинг узунликлари йигиндиси истаганча кичик цилиниши 
мумкин. Демак, тупламнинг улчови нолга тенг, яъни а) му 
носабат деярли /Уринли.

б) тенгенялйги ^ам юцоридаги муло.хазаларни кетма-кет татбиц 
килиш билан исбот этилиши мумкин. Бу тенгсизликка тескари 
булган

D+f  > D _ f
тенгсизликни цаноатлантирувчи нуцталар туплами Е* ушбу 

D _ f< c < C < D +f
тенгсизликларни цаноатлантирувчи нуцталар туплами ЕсС ларнинг 
йигиндисига тенг; бунда с ва С сонлар, с <  С муносабатни цано-
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бу туплам (akj, bkl) (/=  1, 2, . .  .) тузувчи оралицларнинг йигин- 
дисига тенг, шу билан бирга бу оралицларнинг чегарасида

/ (akj) Сак/ <  /  (by) Cbk)
ёки

/ fty ) /  (akj) *'• С а*,).
Буни / индекс буйича йигиб

S  ( V  -  V  <  g- 2  1/0а/) — /(«*/>] <  ̂  (/  (**) — / Ю 1
/' /

ни .\оспл циламиз. (7) дан фойдаланиб

2  “  “ */) —  а  к )
/

га, k буйича йигиб эса

k j  k

муносабатларга эга буламиз. Куринадикн, (akj, bkj) оралицлар систе­
маси, (ak, bk) оралицлар системаси каби, Егс тупламни коплайди, 
аммо (акр bkj) оралицларнинг узунликлари йигиндиси (ak, bk) лар 
узунликларининг йигиндисидан кичик.

Есс тупламнинг цар бир х нуцтаси учун (ak/, bkj) оралицлар- 
нинг ичида юкоридаги ясашларни кайтариш мумкин. Натижада 
янги учинчи хил (akjm, bkJm) {т  — 1, 2, . . .) снстемани ва туртин- 
чи хил (ак/тп, bkjmn) (т, п = 1, 2, . ..)  системани цосил циламиз 
ва булар учун:

Ф к / т п  a kjm n ) <  (2 Ф к ] т  a kjm ) <  ~q Ф к /  a k j) '
т  п т

Бу ифодани к ва у буйича йигиб ва (9) дан фойдаланиб

-  “ V - )  <  i r ) ‘ 2  ( ?  л *  -  «>
к / т п k

тенгсизликларни ёза оламиз.
Бу ифода курсатадики, туртинчи цадамда олинган (akjmn, bkjmn) 

оралицларнинг (Есс тупламни цоплаган цолда) узунликлари йигин- 
диси илгариги цадамда олинган оралицларнинг узунликлари йигин- 
дисидан кичик. Агар юцоридаги ясашларни давом эттирсак, у цол- 
да р-цадамдаги ораликлар системаси цам Е сс тупламни цоплайди

( С  Рва бу системадаги оралицларнинг узунликлари йигиндиси ф-а) 
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дан катта булмайди ва, демак, р етарли катта булганда, уни их­
тиёрий сондан кичик цилиниши мумкин. Бундан ЕсС тупламнинг 
улчови нолга тенглиги келиб чицади.

Ш у билан теорема узлуксиз монотон функциялар учун исбот 
цилинди.

Энди теоремани узлукли монотон функциялар учун исботлай- 
миз.

Эслатамизки, ихтиёрий монотон функция фа кат биринчи тур- 
даги узилишларга эга булиши мумкин. Шунинг учун ^ар цандай 
нуцтада fix ) функциянинг унг ва чап лимитлари мавжуд:

/(•*: +  0) =  lim / (|), f ix  — 0) = I irn /  (£)
i>x i<x

Дар^ацицат, бирор томондан бир нечта турли лимит циймат- 
ларнинг мавжуд булиши функциянинг монотонлнгига зид. (fix—0), 
/ (х +  0)) оралиц узилиш оралиги, бу оралициннг узунлиги, яъни 
f(x  + 0 )— f(x  — 0) га fix) функциянинг л- нуцтадаги с а к р а ш и  
дейилади. f(x) функция монотон булгани учун турли узилиш ора- 
лицлари (купи билан умумий учга эга булиши мумкин) кесишмай- 
ди; агар ^ар бир оралицдан биттадан рационал сонни танлаб ол- 
сак, бундай оралицларнинг сони купи билан саноцли булишини 
курамиз. Демак, монотон функциянинг узилиш нуцталари купи 
билан саноцли экан.

Узлукли монотон функциянинг ^осиласи мавжудлигини текши- 
риш учун Рисс леммасини умумлаштирамиз. f(x) функция узлук­
сиз булмаса ^ам купи билан биринчи турдаги узилишга эга бул­
ган функция булсин. Агар х нуцта учун

х<1, max [f(x), f (x  — 0), f ix  +  0)\ < f i l  — 0)

тенгсизликни цаноатлантирадиган | нуцта мавжуд булса, х нуцта 
унгга кутарилиш нуцтаси дейилади (42 3- изо^даги таъриф билан 
солиштиринг). Юцорида келтирилган Рисс леммасидаги муло^аза- 
ларни такрорлаб, барча унгга кутарилиш нуцталаридан иборат бул­
ган тупламнинг очицлигини ва бу тупламни тузувчи (ak, bk) ора- 
лицларда

/ (а * +  0) < /(*> *-0)

тенгсизликнинг уринлилигини хосил циламиз. Бу эса теореманинг 
исботини узгаришсиз утказиш учун кифоя. Шу билан теорема гу­
ла исботланди.

38. 3 ва исботланган теоремадан цуйидаги натижа келиб чи- 
цади.

42. 4. Натижа (Л еб е г  н а ти ж а си ) .  Узгариши чегара­
ланган хар цандай функция деярли хар бир нуцтада 
чекли хосилага эга.
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42. 5. Т ео р е м а  ( Ф у б и н и  т е о р е м а с и ) .  [а, b/ сегмент­
да ушбу

цатор берилган булиб, унинг хадлари камаймайдиган 
(усиб бормайдиган) функциялар булсин. У  холда бу ца­
торни деярли хар бир нуцтада хо-длаб дифференци- 
аллаш мумкин, яъни деярли хар бир нуцтада:

11 с б о т. Теореманинг умумийлигини чегараламасдан /„ (а) = О 
ва ^амма /„ функцияларни камаймайдиган деб фараз цилиш мум- 
кии. f'n(x) ва У(л:) лар деярли ^ар бир нуцтада мавжуд, демак, 
[а, b] да улчови Ь — а га тенг булган шундай Е  туплам мавжуд­
ки, бунинг ^ар бир нуцтасида х,ам f'n(x) (п = 1, 2, . . .), ^ам S'(x) 
лар мавжуд. х (£ Е ) ва ихтиёрий | учун, ушбу

муносабатни ёзамиз. Чап томондаги ифоданинг ^адлари манфий 
булмагани сабабли бундан ихтиёрий натурал N учун:

тенгсизликни ва N ни со га интнлтириб, f n (х) ларнинг манфий 
эмаслнгини ^исобга олинса,

тенгсизлик келиб чицади.
Энди охирги (11) муносабагда хакицатда деярли хар бир нуц­

тада тенглик уринлилигини курсатамиз. (10) муносабат уринли 
булгани учун, шундай k топиладики, (10) цаторнинг S„k хусусий 
йигиндиси учун:

S ( x ) = f l ( x ) + f 2(x )+  . . . (10)

S ' (л?) — /,’ (.*) + f , (л:) 4- . . .

2  tin (D  -  fn (*)]
S ( Z ) - S ( x )

%-х
П= 1

1-х

2  [/«® - м * )  1 ^ sg)-s(x )
<  1 - Х1 - Х

Бундан I  jc да лимитга утиб

2 / „ w < s ' w
П— 1

СО

(11)

0 < S (b )- S nk(b)<-k (А= 1, 2 . .  .).



айирма камаймайдиган функция эканлигндан барча х учун

О <  S  (*) — S„k (х) < 2*.
Бундан

J ] [ S  (x) — S,,k (x)|
*=i

каторнинг [а, Ь] сегментнинг цар бир нуцтасида яцинлашувчанли- 
ги (цатто текис яцинлашувчанлиги) келиб чицади. У ^олда (11) 
муносабатни исботлаганимиз каби, ушбу

00

2 [ 5 ' w - s ;  M i
*-i *

цаторнинг деярли цар бир нуцта да яцинлашувчанлигини келтириб 
чицарамиз. Бу цаторнинг умумий цади S ' (х )— Sn (х) деярли цар
бир нуцтада нолга интилади, демак, деярли цар бир нуцтада
S'n (х) > S ’ (х). Иккинчи томондан, агар (11) муносабатда < ишо- к
раси турганда эди, цеч цандай хусусий йигиндилар S' (х) га инти- 
ла олмас эди. Шундай цилиб, (11) да деярли цар бир нуцтада 
тенглик булиши керак. Бизга эса шуни исботлаш керак эди.*

Энди цосиласи деярли цар бир нуцтада ноль булган ^амда цеч 
цандай оралицда узгармас сонга тенг булмаган монотон узлуксиз 
функцияга, яъни жиддий монотон узлуксиз функцияга мисол кел- 
тирамиз. (О, 1) дан бирор t сонини танлаб олиб, индукция ёрдами 
билан [О, 1) сегментда аницланган цуйидаги функциялар кетма- 
кетлигини хузамиз: <р0(х) = х; ф„ (х) функция [О, 1 ] сегментда 
аницланган ва узлуксиз булиб, цар бир (а, (3) = (к ■ 2~п, (к -j- 1)2~") 
(к — натурал сон) куринишдаги оралицда чизицли булсин. У  о̂л- 
да уп+1(х) функцияни цуйидагича аницлаймиз: х ~ а  ва х = Р 
нуцталарда фя+] (х) = ф„ (х) (а, Р) оралицнинг уртасида, яънн х ~

а + ji = —тр  нуцтада:
/ о -f~ р \ 1 — t \ . /о\

Фл + l \ ) =  “ а "  Ф« (а ) +  ~2 Ч>« (Р):

бу ерда t юцорида танлаб олинган сон, fa, — ) па ( --у-, Р )
оралицларда эса фл+1(х) ни чизицли деб ^исоблаймиз.

Равшанки, бундай аницланган фл(х) функциялар усувчи функ- 
циялардир ва

0< ф „ (х )< ф л+1(х )<  1.



Шунинг учун {<?„(*)} кетма-кетлик бирор камаймайдиган <р (х) функ­
цияга яцинлашади. Бу ср(х) функциянинг узлуксиз, жиддий усиб 
борувчи ва деярли ,\ар бир нуцтада ,\осиласи нолга тенг эканли­
гини исбот циламиз. Бунинг учун [0, 1] сегмент дан бирон х нуц- 
тани оламиз на ^ар бири бу нуцтани уз ичига олган ва бир-бири- 
нинг ичига жойлашган (ал, (Зл) оралицлар кетма-кетлигини тузамиз, 
бу ерда

ccn= kn-2~n, РЛ= (6Л+ 1)-2“ л.

Равшанки,

Фя+i (P n+ i) —  Фя+i ( a „ + i )  = —2—  [ф„ (Р„) — фл («„)].

Бундан ва

ФР (otp) =  ф (а,), фр Фр) =  ф Фр)
тенгликлардан

Ф ( P „+ i )  —  Ф (an+i) =  —у -  [ф ( Р я)  —  ф К ) ]  

тенгликни, бундан эса
П

Ф ( Р « ) - Ф К )  = П - ^  ( е * = ± 1 )
*=1

тенгликни ^осил цилиш мумкин. Бундан

ф ( Р я ) ~ ф ( “ л) >  О

ва п —*■ оо да

ф (Ря) — ф  w  <  (Ц - ^ )П- 0

муиосабатлар келиб чицади. Демак,-»ср (х) узлуксиз, жиддий усувчи 
функция ва унинг ^осиласи (мавжуд булган нуцталарда) цуйидаги 
ифоданинг п —>■ со даги лимит цийматига тенг:

Аммо бу ифоданинг лимити ёки аниц булмайди, ёки чексиз, ёки 
нолга тенг. Натижада хосила мавжуд булган ^амма нуцталарда: 
Ф' (л:) = 0.

42. 1- теоремага асосан .̂ осила деярли ^ар бир нуцтада мав­
жуд. Демак, деярли ^ар бир нуцтада ф' (л:) = 0.*
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43- §. Лебегнинг аницмас интеграли

1. Анализнинг умумий курсидан маълумки, [а, Ь\ сегментда 
аницланган узлуксиз f (x ) функция ва унинг Риман маъносидаги 
аницмас интеграли

?
F{x) = l f { f id t  + F (  0) (1)

а
учун цар бир нуцтада

F' (х) = f(x) (2)
муносабат уринли; F (х) функция f(x) нинг б о ш л а н в и ч  (прими­
тив) функциясидир.

Шунга ухшаш ибора Лебег интеграли учун з̂ ам уринлими, 
яъни агар / (х) жамланувчи булиб, узлуксизлиги талаб цилинмаса, 
(1) ва (2) муносабатлар сацланадими? Бу масала 43. 2- теоремада 
ечилади.

Дастлаб цуйидаги теоремани исботлаймиз.
43. 1. Т ео р е м а .  Агар f ( x )  жамланувчи функция 

булса, у холда унинг Лебег маъносидаги аницмас ин­
теграли

л
F (x )  = l f { f ) d t  + C

узгариши чегараланган функция булади.
И сбот .  F (х) нинг [а, b] да мавжудлиги f(x) нинг жамланув- 

чилигидан келиб чицади. Агар f(x) функция манфий булмаса, бу 
уз-узидая равшан, чунки бу холда F (х) функция камаймайдиган 
■булади ва, демак, унинг узгариши чегараланган. Агар f(x) ишора- 
си турли цийматларга эга булса, уни икки манфий булмаган функ- 
цияларнинг айирмаси сифатида ёзишимиз мумкин, яъни:

f(x )= f+ (x )—f_(x), (3)
бу ерда:

г , , [ агар х нуцтада / ( х ) >  0 булса, fix),
ч J + ^  ~  \ агар х нуцтада /  (х) <  0 булса, 0.

, _  ( агар х нуцтада f(x) >  0 булса, 0 
/_ (х ) — | агар х Ну^тада f(x) <  0 булса, — fix).

Демак, бу цолда F (х) иккита камаймайдиган функциянинг 
айирмасига тенг булиб, яна узгариши чегараланган булади.*

43.2. Т е о р е м а  (Лебег  теоремаси) .  Ж амланувчи f  (х) 
функциянинг аницмас интеграли F  (х) деярли хар бир 
нуцтада циймати f  (х) га тенг хосилага эга.

Исбот .  42. 4-натижага ва 43. 1-теоремага мувофиц F(x) 
■функция деярли цар бир нуцтада цосилага эга. Энди (2) тенглик-
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нинг деярли з̂ ар бир нуцтада уринлилигини f(x) манфий булма- 
ган з̂ ол учун курсатиш кифоя, чунки умумий з̂ ол (3) муносабат 
ёрдамида бу з̂ олга келтирилади. f  (х) манфий булмагани учун унга 
монотон усиб яцинлашувчи потопали г|>л (х) функциялар кетма-кет­
лиги мавжуд1. Равшанки if>n(x) нинг аницмас интеграли F (х) де­
ярли з̂ ар бир нуцтада F'n (х) з̂ осилага эга ва F'n (х) =  (х), сунгра 
F  (х) функцияни 33. 1-теоремага асосан

оо

f i  (х) + ^  \-Fk+i (х) — Fk (*)] 
k - \

цатор сифатида ёзсак ва бу цаторга 42- § даги Фубини теоремаси- 
ни татбиц цилсак, теорема исботланади.

43. 3. Теорема ,  /а, bj сегментда аницланган f ( x )  
функцияга нисбатан бошланеич F (х) функциянинг 
т^ л а  узгариши чегараланган ва

ь
§\f(x )\dx.
а

И сбот .  [а, Ь] сегментни ихтиёрий п та цисмга булиб, з̂ ар бир 
[ak_ v ак) цисмда узгармас цийматга эга булган пого-
нали г(х) функцияни тузамиз. У  з̂ олда:

b п ak п

j  е (x)f(x) dx = 2  Ч  J  fix ) dx = 2  Ч  \F Ю  — F  (aft_ j)] <
a ft—l ak—\ *=1

n

k ~ \

\ак_ъ ак) ярим сегментлардан энг каттасининг узунлиги иста­
ганча кичик цилиб олинса ва

( 1, F(ak) — F(ak_ 1)>  О 
е* — I О, F (ak) — F (ак_ х) = О

I — 1, F (ak) — F [ak_ J  < О
П

булса, у з̂ олда [F (ak) — F (ak_j)] йигинди Vba(F) га истаганча
*=1 \ 

яцин цилиниши мумкин. Демак, '
ь ь

V7* (F) = sup f s(x) f(x ) dx <  f ]/ (x) I dx. (4)

1 Фл (*) функцияларни, масалан, цуйидагича олиш мумкин:
j агар х нуцтада f (х> > п булса, п

Ч’л (*) — | агар х ну^тада г- _ _  < f (х) <  1 =  1 , 2 , . . : ,  2"• п булса, Ц рр.
1’аишанки, (х) функция поронали булиб, п — оо да монотон усиб f  (х) га

яцинлашади.



Сунгги тенгсизликда, цацицатда, тенглик муносабати уринлилигини 
курсатамиз. Бунинг учун f {x )  га деярли яцинлашувчи погопали 
<|)л(х) функциялар кетма-кетлигини оламиз ва цуйидаги функция- 
ни тузамиз:

г агар я  (л:) >• 1 булса, 1 
Хп (х) = j агар — 1 < я  t|)„ (х) <  1 булса, я  %  (х),

I агар яг[5„ (х) <  — 1 булса, — 1.
У  ^олда деярли /  (х) >  О булган нуцталарда lim Хп (х) =  1, деярли

П

f (x )  <  0 булган нуцталарда lim п'кп(х) = — 1.
П

Бундан:
lim ^ „(x )/ (x ) =  |/(х)|.П

Иккиичи томондан, ушбу
1 У * )/ (* )К 1 / М |

тенгсизлик уринли булганлиги учун ва 33. 2- пзоцга асосан: 
ь ь

lim j  я  г|)л (х) f (x )  dx = j  \f(x) | dx.
n a a

Бунгава (4) га мувофиц:
ь

Vba (?) =  j  | f(x)\dx.
a

2. 43. 2- теоремани кучайтириш мацсадида цуйидаги таърифни 
кирнтамиз.

Т аъри ф .  [а, Ь] сегментда бирор улчовли / ( t )  функция аншу 
ланган булсин. Агар x( (z [а, b]) нуцтада

x+h

l im l  j  \f{t) —  f {x )\d t  =  0a-о л J
муносабат бажарилса, у %олда бу нуцта f  (х ) нинг Лебег нуц­
таси дейилади.

43. 4. Т ео р ем а .  Агар х н уц та  f  (t) функциянинг Ле­
бег нуцтаси булса, у холда бу нуцтада аницмас ин­
теграл X

F ( x ) =  j  /  ( t )d t
а

нинг хосиласи f  (х) га тенг.
Исбот .  Равшанки,

x+h
F { x +  h ) - F V >  _ f { x )  =  l_ j  { f ( t ) _ f { x ) ]  dt>

X
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ёки
x+h

FJx+Ji\.^LS*) _ / W | < i  j  |f ( t ) - f (x )  \dt.

Агар x нуцта /  (t) нинг Лебег нуцтаси булса, у ^олда сунгги тенг- 
сизликдан F '(x )= f(x ) келиб чицади.*

43. 5. Т еорем а .  Агар f ( x )  функция /а, Ь] сегментда 
жамланувчи булса, у холда [а, Ь] сегментнинг деярли 
хар бир нуцтаси f  (х ) нинг Лебег нуцтасидир.

Исбот .  Аввало, деярли ^ар бир х^ [а, Ь\ нуцтада 43. 2 га 
мувофиц цуйидаги тенглик уринли:

x + h

lim 4- f | f (f )  — r | dt = ) f(x) — r | (r — рационал сон),
Л-0

чунки f (t) билан бирга [а, b] сегментда \f(t) — г | функция ^ам 
жамланувчидир.

Сунгги муносабат бажарилмаган нуцталардан иборат Qr туп­
ламнинг улчови нолга тенг. ^амма рационал сонларни номерлаб 
чициб/ ушбу

Q = U Qr. U Q (1 / I---h оо)л=1 п
тупламни киритамиз; бу ерда Q(|/|  = -F оо) туплам / (х) нинг 
циймати чексизга тенг булган нуцталардан иборат. ц (Q) = О бул­
ганлиги учун Р — [a, b]\Q туплам нуцталари f  (t) нинг Лебег 
нуцталари эканлиги курсатилса теорема исбот этилади.

Ихтиёрий е > О сонни ва Р тупламдан ихтиёрий х0 нуктани 
олиб, шундай рационал гп сонни топамизки, унинг учун

\f(xQ) — rn \ < (5)
тенгсизлик бажарилсин. У  ^олда:

W f ( t )~ r n\ - \ f\ t )~ f (x 0)l\ < |
ёки

x„ +  h X-,+ 'l

J  If ( t ) - r n\ d t~ ~  f  \ fb i— f(x0)\dt\*C~
Xn X

тенгсизликлар >̂ ам бажарилади. Лекин (h ) < б булганда (б сони е 
га боглиц) ушбу

х„+П

|х J 1/(0 — rn\dt — \f(x0) — r„ll <у
л:,

тенгсизлик уринли булади ёки (5) тенгсизликка мувофиц:
xu+h

I  j \f{t) — rn\dt<^z;
*0
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демак,
ДГо+ft

7Г j  \ f (t )~ f (x Q)\dt<&
Х0

тенгсизлик уринли булади, яъни х0 Лебег нуцтаси..,,
43. 4 ва 43. 5- теоремалардан бевосита цуйидаги натюкага ке- 

ламиз:
43. 6. Натижа. Агар f  (х ) функция [а, Ь] сегментда 

жамланувчи булиб,
X

F {x )= \ f (x )d x
а

булса, у холда [а, Ь] сегментнинг хар бир нуцтасида 
F ' ( x )= f ( x ) .

43. 7. Т ео р ем а .  Ж амланувчи f ( x )  функциянинг хар 
бир узлуксиз нуцтаси унинг Лебег нуцтаси булади.

И сбот .  х0 нуцта f(x) нинг узлуксиз нуцтаси булсин. У хол­
ла ихтиёрий е >  0 учун, шундай б >  0 сонини мос келтириш мум- 
кинки, 11 — х01 <  б булганда

If ( t ) — f (x 0)l  < е
булади.

Бундан
х0+h

77 j  \f(t)—f(x Q)\dt< e

тенгсизлик ёки х0 нуцта f  (х) нинг Лебег нуцтаси эканлиги келиб 
чицади. *

44- §. Абсолют узлуксиз функциялар

Энди абсолют узлуксиз функциялар синфини киритамиз. Бу 
функциялар синфи, узгариши чегараланган функциялар синфидаи 
торроц булиб, жамланувчи функцияларнинг аницмас интеграли би­
лан яцин богланган.

1-таър иф .  [а, Ь] сегментда аницланган f(x) функция берил­
ган булсин. Агар ихтиёрий е( - 0) учун шундай б (> 0 )  мавжуд 
булсаки, цуйидаги сони чекли ва з̂ ар иккиси узаро кесишмайди-



^ар цандай сегментлар системаси учун ушбу
П

*=i
тенгсизлик уринли булса, у ^олда / (х) функция [а, b] сегментда 
абсолют узлуксиз дейилади.

Таърифдан равшанки, ^ар цандай абсолют узлуксиз функция 
одатдагм маънода ^ам узлуксиз; буни курсатиш учун юцоридаги 
таърифда п — 1 цилиб олиш кифоя.

Абсолют узлуксиз функцияга мисол сифатида Липшиц шарти- 
пи, ЯЫ1И ушбу

|/ (*2) — f(Xi)\ <k\x.2~-Xl\
тенгсизликни цаноатлантирувчи функцияни олишимиз мумкин.

44. 1. Теорема .  Агар / (х ) ва ср(х) функциялар абсо­
л ю т  узлуксиз булса, у холда уларнинг йириндиси, 
айирмаси ва купайтмаси хам  абсолют, узлуксиз функ­
циялар булади. Бундан ташцари, агар берилган сег­
ментда  ф (х ) нолга тен г булмаса, у холда хам  уша
сегментда абсолют узлуксиз булади.

Исбот .  Йигинди ва айирманинг абсолют узлуксизлиги цуйи­
даги тенгсизликдан бевосита келиб чицади:

| {/(**) ± Ч Ч М  —  {/(а*) ± ф(а*)} | <  \f{bk) — f { a k)\ +
4- I ф (6*) —  ф (а*) |.

Hf ва Н лар билан мос равишда \f(x)\ ва | ф (jc) j ларнинг 
аниц юцори чегарасини белгилаб, ушбу

\f(bk)<?(bk) —  /(а*)ф (а*)| = !{/ (& * ) Ф (&*) —  /(<**) ф(&*)} +
+  I/  (а*) ф (bk) —  /  (ak) ф (ak) } | <  Н ? | /  (bk) —  /  (ak) | +

+ 1 ф (bk)*r- ф (ak) |
муносабатларни ёзишимиз мумкин."Бундан эса f(x)q>(x) купайт- 
манинг абсолют узлуксизлиги келиб чицади.

Теореманинг шартига кура: |Ф (х)|>-л>0, чунки ф(х) нолга 
тенг эмас. Шунинг учун

1 1 < JjP fe ) —Ф (ак) I
Ф (b /г) ф (а*) №

яъни —j-y абсолют узлуксиз ва, демак, /  (х) • — • хам абсолют Ф \х) ф W
узлуксиз булади.

44. 2. Т ео р ем а ,  [а, Ь] сегментда абсолю т узлуксиз
функция бу сегментЬг чегараланган узгаришга эга.



Исбот .  f(x) функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булсин. е= 1 
га мос б сонини олиб, узунликларининг йигиндиси б дан кичик 
булган узаро кесишмайдиган ва сони чекли (п та) ораликлар сис- 
темасини тузамиз:

{(а*. ьк))

у ^олда ушбу
п п

— а* ) < 6- " S i / ( 6ft) — /(Q*) К  1

тенгсизликлар уринли.
Энди [а, b] сегментни, цар бирининг узунлиги б дан кичик, т. 

та цисмга буламиз, яъни:

(2 =— 1̂̂  ̂ 2̂̂  ̂• • • ^  т̂ * ^

£4+1 б (& == 0, 1, 2, . . . .  m 1).

Сунгра, \ck, ck+l\ сегмент узаро кесишмайдиган ва сони чекли цан­
дай цисмларга булинмасин, цуйидаги тенгсизлик уринли булади:

Vc*+1( / X l  ва, демак, V t(/ )< m ,k
яъни f(x) нинг узгариши чегараланган. *

Бу теоремадан куринадики, узлуксиз-у, аммо абсолют узлук­
сиз булмаган функциялар мавжуд экан (38. 5- теоремадан кейин- 
ги мисолга царанг).

44. 3. Теорем а .  Xflp цандай абсолю т узлуксиз F  (х ) 
функцияни и кки та  камаймайдиган абсолют узлуксиз 
функцияларнинг айирмаси шаклида ифода цилиш 
мумкин:

F { x ) = V  (at) -  G (х), V  ( * )  =  V I [Л-

И сбот .  Теоремани исботлаш учун 44. 2 ва 38. 3- теоремалар- 
га асосан V (х) ва G (х) функцияларнинг абсолют узлуксизлигини 
исботлаш кифоя. Агар V (х) нинг абсолют узлуксизлигини курсат- 
сак, 44. 1-теоремага асосан, G (х) = V (х) — F (х) цам абсолют уз­
луксиз булади. V (х) нинг абсолют узлуксизлигини исботлаймиз.

Ихтиёрий е ни олиб, F (х) нинг абсолют узлуксизлиги шарти- 
дан б ни топамиз. Узунликларининг йигиндиси б дан кичик бул­
ган (av bt), . . ,  (а„, Ьп) оралицларни олиб,

П П
^ [ У ф к)- У (а к)} = ^ У ° ау ]  (1)
4=1 4= 1
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йигиндини цурамиз. Бу й и р и н д и

т nk
2  2 i f ( % /+1) - f ( % ) i  (2) 
ft=1 /—О

йигиндиларнинг юцори чеграсига тенг, бу ерда ak — xk < хк <  . .  .<
< хЬч = £>А эса (ak, Ьк) оралицларнинг ихтиёрий булинмасидир. 
Равшанки,

п к - \

bk~  ak =  ^  <**• /+! — %)•
/=о

Барча (a*, оралицларнинг узунликлари йигиндиси б дан ки- 
чпк булгани учун, F (х) нинг абсолют узлуксизлигига асосан, з̂ ар 
бир (2) ифода s дан катта эмас. Аммо у холда (1) ^ам е дан 
lcirra булмайди. бу эса V (х) нинг абсолют узлуксизлигини курса- 
тади.*

44. 4. Т ео рем а ,  [а, b]  сегментда абсолют узлуксиз 
f  (х) функция берилган булиб, унинг цийматлари 
[А, В] сегментда жойлашган булсин. Агар [А, В] сег­
ментда берилган ty(y) функция Липшиц шартини ца- 
ноатлантирса, у холда мураккаб ty(f(x)) функция 
абсолют узлуксиз булади.

И с б о т .  'Ь (у) Липшиц шартини цаноатлантиради, яъни
1Ф(г/г) —  Ф Ы 1  < k\yt— г/i) 

тенгсизлик уринли. Демак, ихтиёрий узаро кесишмайдиган, сони 
чекли (п та) ва [а, Ь\ сегментда жойлашган \(а,., bk)\ оралицлар 
системаси учун ушбу

2  I * t / (M  -  Ф [/(о*)! К  k 2  \f(bk) ~ f ( a k)\
*-i *=i 

мунвсабат уринли.П
Агар ^  (bk— ak) йигинди истаганча кичик булса, у холда f(x) 

k*= i
нинг абсолют узлуксизлигига мувофиц "бу муносабатнинг унг то- 
мони цам истаганча кичик булади. *

44. 5. Т еорем а .  Агар [а, Ь] сегментда аницланган 
абсолют узлуксиз f ( x )  функциянинг хосиласи f ( x )  
деярли хар бир нуцтада нолга тенг булса, у холда 
f  (х) узгармас сонга тенг.

И сбот .  / ' ( х ) = 0  тенгликни цаноатлантирувчи нуцталардан 
иборвт тупламни Е  билан белгилаб, ихтиёрий е(>0)  сонни ола- 
миз. Агар х(^Е булса, у цолда етарли кичик А (>0 )  сони учун 
ушбу

l l f e + J - w i  < .  (3)
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тенгсизлик ^ринли булади. [х, х +  h] (h мусбат па (3) тепгсизлпк- 
ни ^аноатлантиради) сегментлар системаси Витали маъносида (20- 
параграфга ^аранг) Е  тупламии ^оплайди.

Шунинг учун 20.2- теоремага мувофиц з̂ ар иккнси узаро кс- 
сишмайдиган, сони чекли ва [а. Ь] сегментда жойлашгаи шундай

Xi+ lh l а2 ~ \хг> Xo+h21........ ап= [Х,„ xn+ h „ |
(xk< хк+1) сегментлар системасини тузишимпз мумкинкн, Е  туп­
ламнинг булар ^опламаган кисмипипг ташци улчови, олднндац 
берилган ихтиёрий б > 0 сондан кичик цилиннши мумкин.

[а, Ь\ сегмент дан о,, а2, . . ., ал сегментларни чицариб ташлаш 
натижасида ^осил булган оралнклар

[а, хх), (xt+ hv хг), (х2+/и, х3)........ (x„_i +  h„_v хп),
(х„ +  К  Ь] (4).

лардан иборат булиб, булар узунликларшшиг нившдиси б дан 
кичик булади, чунки:

п п

b — а = [ х ( £ ) < 2  +  (**(£ n U +
*=i Л-1

ёки
П

2  v- ы  > ъ — а — б- й-1
Энди f(x) нинг абсолют узлуксизлигидан фойдаланиб б ни 

шундай кичик цилиб олинган дейишимиз мумкинки, унинг учун 
f(x ) функциянинг (4) орал1щлар системасндаги орттирмаларннинг 
йигиндиспнинг модули е дан кичик, яъни:

П—I
I (/ (* i)- / (a ) )+ 2  i / ( W -  /  (**+  M  +  {f(b)-f(xn+kn)} |<е(5) 

ft-i
булсин.

Иккинчи томондан ак сегментларнинг тузнлпшига кура:

!/ (**+  hk) — f(x k)\< thk;
бундан:

П

2  \f(.xk + hk)-f(Xk )I k=\
чунки:

n n

2 Л*= <b — a.
ft=i k=i

(5) ва (6) лардан:
f{b) — f  (a) < e (H -  b — a)

<  t{b — a), (6)



ва е нинг нхтиёрийлипсдан
/ ( & ) = / (а)

тенглик келиб чикади.
Аммо юцори лаги мулоцазаларни ^ар цандай [а, х] (а <  х <  Ь) 

сегмент учун жорпй этншимиз мумкин эди. Шунинг учуй [а, Ь] 
сегментдан олинган ихтиёрий х учун цам

яъни f(x) функция узгармас сонга тенг экан.*
44. (». Натижа. Агар икки абсолют узлуксиз f ( x )  ва 

ij) (х ) функцияларнинг хосилалари f  (х ) ва '¥ (х ) Узаро 
эквивалент булса, у холда бу функцияларнинг айир- 
маси узгармас сонга тенг.

2-таъриф .  Агар 43-параграфдаги (1) нинг унг томонидан 
олинган интеграл остидаги f(t) функция жамланувчи булса, у 
хрлда унинг чап томонидаги F (х) функцияни Лебегнинг аницмас 
интеграли дейилади.

44. 7. Теорем а .  Лебегнинг аницмас интеграли F (х ) 
абсолю т узлуксиз функциядир.

И с б о т .  Маъ умки цар цандай е >  0 учун шундай 5 сони 
мавжудки, агар е тупламнинг улчови б дан кичик, яъни ц (с) <  б 
булса, у цолда:

Хусусий цолда, яъни узаро кесишмайдиган сони чекли \(ak, 
Ь̂ )\ (k — 1, ri) оралицлар системасининг узунликларининг йигин- 
диси б дан кичик булса, у цолда:

яъни F(x) абсолют узлуксиз.*
44. 8. Т е о р е м а  (Л е б е г  теоремаси ) .  [а, Ь] сегментда 

аницланган абсолют узлуксиз Р (х )  функциянинг хо- 
силаси ф (х ) жамланувчи ва хар бир х  учун:

f(x) = / (а ),

j  f (f)d t  < г.
е

У  j  f (t )d t  <е.
ak \

Аммо

булардан:
П

2 { р Фи) — F lak)\ < s,
k=\

X

|  Ф (лт) dx — F  (дг) — F  (a).
a

176



И с б о т .  44. 3- теоремага асосан абсолют узлуксиз функцияни 
иккита камаймайдиган абсолют узлуксиз функцияларнинг айирма­
си шаклида ифодалаш мумкин; шунинг учун теоремани камаймай­
диган абсолют узлуксиз функциялар учун исботлаш кифоя.

44. 2-теорема ва 42. 4- натижага асосан F (х) нинг хоснласи 
деярли ^ар бир нуцтада мавжуд; уни <pU) билан белгилаймиз. 
(р(х) нинг жамланувчанлигини курсатамиз.

F (х) нинг цосиласи ушбу
0h(x)=F{x + 'l  - Г{х-]

нисбатшшг лимптига тенг1. F (х) камаймайдиган булгани учун 
Фн(х) манфий эмас ва h -* 0 да [а, b] пинг деярли ĵ ap бир нуц- 
тасида ф(л:) га яцинлашади. ф(х) нинг жамланувчанлигини курса­
тиш учуй 34. 12- (Фату) теоремасидан фойдаланамиз. Бунннг учун 
Фп (х) функциялардан [а, Ь] сегмент буйича олинган интеграллар- 
нинг чегараланганлигини курсатамиз.

Дар^ацицат, ушбу
ft {1+h ft
j  Фк (x) dx = ~   ̂ F(x)dx — ~ <\>F{x)dx=r-
a a + h  a

3+Й a+h
= ~ J  F(x)dx— -j -̂J F(x)dx

ft a

кфода h —>■ 0 да F  (P) — F (а) га интилади ва, демак, чегараланган 
булади. Шундай цилиб, Фату теоремасини татбиц цилиш мумкин. 
Бу теоремадан F' (х) = ф (х) нинг жамланувчанлиги билан бирга

j  F ' (х) dx F ф) — F (а) <  F (Ь — 0) — F (а +  0)
a

тенгсизлик ^ам келиб чицади. Агар a  — a, >- Ь булса, у ^олда 
F' (х) ^осила [а, Ь] да жамланувчи ва

ь
[  F ' (х) dx <  F  ф — 0) — F (а +  0).
а

F{x) функция а ва Ъ нуцталарда узлуксиз булгани учун 
ь
J F ' (х) dx < F (b) — F  (а). (7)
а

F  (х) абсолют узлуксиз булганда (5) тенглик уринли булишини 
курсатамиз2.

1 Агар х +  h сони [а, 6] сегментдан ташцарига чициб кетса, F  (х) ни уз­
гармас цилиб давом эттирамиз.

2 42- § нинг охирида келтири'ган мисолдан куринадшш, узлуксиз (з̂ атто 
жиддий монотон' узлуксиз) функциялар учун (5) да <  ишорасн булиши мумкин.

12 Саримсо^ов Т. А, 177



Ушбу

G(x) = j  f(x)dx
a

функцияни киритамиз. G (x) функция 44. 7-теоремага асосан аб­
солют узлуксиз ва 43. 6- натижага всосан деярли ^ар бир н^цтада 
G' (х) = ff (х). Аммо иккинчи томондан F' (х) = ф (х); шуниыг учун 
Н (х) =  F {х) — G (х) айирманинг ^осиласи деярли ^ар бир нуцтада 
нолга теп г.

Демак, 44. 5- теоремага асосан Н (х) узгармас С0 сонга тенг. 
У  ^олда:

X
F (х) = G (х) + Н(х) = j  ф (£) d\ +  С0.

а

Агар х — а булса, С0 = F (а). Шу билан теорема тула исбот этилди.
Шундай цилиб, абсолют узлуксиз функция уз ^осиласининг 

аникмас интегралидир.
44. 7-: ва 44. 8- теоремалардан ^уйидаги му^им натижа келиб 

чи^ади.
44. 9. Натижа. F  (х ) функция бирор жамланувчи функ- 

циянинг аникмас интеграла булиши учун абсолю т уз­
луксиз булиши зарур ва кифоя.

45- §. Бошлангич функцияни тиклаш

Бу ерда яна илгари 43- параграфда [фшлган масалага кайта- 
миз. Аниь;роц килиб айтганда [а, Ь\ сегментда ани^лаиган, узлук­
сиз f(x) функциянинг ^осиласи f '(x ) >̂ар бир нуктада мавжуд 
булио, чгтараланмаган булса, ушбу

\X \
f(x) = f (a )+ \ f '; (t)dt (1>

тенглик уринлими, деган масалани цараймиз.
Бу тенгликнинг унг томонидаги ифода б о ш л а н г и ч  ф у н к ­

ц ия  дейилади.
44- параграфдаги сунгги асосий натижадан, f(x) абсолют узлук­

сиз функция булса, бу масала ижобий жавобга эга экани курина- 
ди. Аммо биз (1) тенгликнинг бажарилиш шартларипи f  (х) нинг 
узига боглам ай, балки унинг хосиласи / ' (х) га боилаб, унинг урин- 
лилигини билмо^чимиз. Бу масалага тегишли ь;уйидаги теоремами 
келтирамиз.

45. 1. Тео рем а .  Агар косила функция f  (х ) х а̂р бир 
нуцтада мавжуд б^либ, чекли ва жамланувчи булса, 
у холда (1) тенглик $ринли.

X
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ган.
45. 2. Лемма, (а, Ь] сегментда бирор чекли у (х ) функ­

ция берилган булсин. Агар [а, Ь] сегментнинг \ар бир 
нуктасида у (х ) функциянинг косила сонлари манфий 
булмаса, у л;олда у (х )  усувчи функциядир.

I I  с бот. Бирор s>  о олиб,
фх ( X)  =  ф  {X)  +  Е (X)

ф>пкциянн тузамиз.
Фараз цилайлпк, фх (Ь) < ф! (а) булсин. Агар с — булса, у 

.̂ олда
Ф1Ф) — фх (с), ф, (с) — ф, (я)

айирмаларнинг камида биттасп маифин. [и,, £>,| билап [а, с], [с, Ь] 
сегментларнинг фг (йг) < ф, (о,) муиисабатни [упноатлантириладига- 
нини (иккаласи .-̂ ам цапоатлаптнрилса, чапдагнснин) бслгилаймиз.
Агар fi =  булса,

<Pi (bi) — Ф, (сО, Ф гЮ  — ф^а,)
айирмаларнинг камида бири манфиидир. \а2, Ь*] бплан [аи г,1, 
[flt fej] сегментларнинг <£>t ф2) < Ф1 (аг) мупосабатни цаноатланти- 
радиганини (иккаласи ^ам ^аноатлантирилса, чапдагнснни) белги- 
лаймиз.

Бундай ясашларни давом эттириб (Ьп) < ф! (ап) тенгснзликни 
^апоатлантирувчи \[ап, 6„]| сегментлар кетма-кетлигини цурамиз.

а'о ну^та [ап, Ьп] сегментларнинг ^аммасига тегишлн нуцта бул­
син. У  ^олда ^ар бир п да

(Ьп) Ф х (Хо), ф\ (А'о) Ф\ (оп)

айирмаларнинг биттаси манфий. Агар <pt (6J  < фх (х0) булса, hn = 
=  bn — х0 ва агар фх (Ьп) > ф, (х„) булса, /гп— ап— х0 деб оламиз. 

Равшанки
д  _  ф! (х о +  h n) —  cpt (х8) , « ti и, ^  и-пЛ

Агзр iy  кетма-кетликдан чекли ёки чексиз лнмитга эга булган 
{Д„А ) кетма-кетлик ^исмини танлаб олсак, косила сон учун

D фг (х0) ц. О
тенгспзлик влинади. Аммо бунинг булиши мумкиа эмас, чунки

D фх (х) >  е.
Шундай 1̂илиб, ф1(6) < ф х(а) тенгсизлшшннг булиши мумкпн 

эмас, демак,
f  1Ф) >  ФХ (а),

И с ё о т. Теореманинг исботи цуйидаги учта леммага асослан-
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яъни:
Ф (b) -f s b >• ф (а) +  s а.

Бундан е сон ихтиёрий булгани учуй:
Ф  (Ь) >  ф (а).

Бу ерда а ва Ь лар ихтиёрий булгани учун лемма исботланди.
45. 3. Лемма, [а, Ь] сегментда улчови нолга тенг бул- 

ган ихтиёрий Е  т$плам  берилган булеин. У  х^олда 
шундай усувчи узлуксиз g (х ) функция мавжудки, Е  
т:упламнинг х,ар бир х нуцтасида:

g' (X) =  +  оо.
И с бот. Дар бир натурал п сони учун ушбу

Gn=>E, v-Gn< ~
шартларни ^аноатлантирувчи очиц тупламыи тузамиз. Gn П [а, х\ 
тупламнинг улчовини Ьп (х) билан белгилаймиз, яъни

<М*) = И °/«Л [а , *1},
(х) функция усувчи, манфий эмас, узлуксиз ва

% (х) < ^
тенгсизликни ^аноатлантиради. Шунинг учун

4=1
цатор [а, Ъ] да текис я^инлашувчи; бу цаторни g (х) билан белги­
лаймиз. g(x) функция манфий эмас, усувчи ва узлуксиз.

п сони берилган ва х0 f  Е  булса, у з̂ олда | h | етарли кичик 
булганда [х0, х0+ h] сегмент бутунлай Gn нинг ичида ётади. Бун- 
дай h ларда (цулайлик учун h >  О дейиш мумкин) ушбу

’т*п(•*•<)ft) ~  I1 [G„ U [fl> х(у\ U Gn П (xotj ft)\ =  't]п(хо) "Ь ft
муносабат уринли. Бундан: * /

Фл («в+ h) — грп (х01 _  , 
h ~  •

Аммо бундан, натурал N сони кгандай булмасин, | h | етарли кичик 
булганда

N
g (x „ + h )— g (х0) ^  т|)л (х .+  К) — (х,) _  А/ 

h ^  h 
П~ 1

Демак,
g' Ы  =  +  ° ° .

Лемма исботланди.
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45. 4. Лемма, [а, Ь] сегментда чекли ф ( х )  функция 
берилган булсин. Агар [а, Ь]  сегментнинг деярли л;ар 
бир нуцтасида ф (х ) функциянинг барка косила сонла* 
ри манфий булмаса ва [а, Ь] нинг х1еч цандай нуцта- 
сида у (х ) нинг х;еч бир косила сони — со га тенг бул­
маса, у х;олда ф (х ) усувчидир.

И сбот .  ф(х) функция ^осила сопларндан камида биттаси ман­
фий булгап [а, Ь\ сегментнинг пукталари тупламини Е  билап бел- 
гилаймиз. Леммапинг шарти буйича

Е  = 0.
45. 3- леммага асосан шундай узлуксиз усувчи g(x) функция 

мавжудки, Е  тупламнинг ĵ ap бир иу^тасида
g' (Х)= +  оо.

Бирор е > 0 олиб, ушбу
Ф(х) = Ф(х) + г g(x)

функцияни киритамиз ва Ф(х) нинг ^еч бир ^осила сони [а, Ь\ 
сегментнинг ^еч цандай ну^тасида манфий булолмаслигинн курса- 
тамиз. ^аци^атан ^ам, g(x) усувчи булгани учуй ушбу

Ф ( х + Н ) — Ф  (х) ф (x +  h.) —  ф (х) 
h h

. тенгсизлик уринли, бундан эса [а, Ь\ сегментнинг Е  тупламга те-
■ гишли булмаган ихтиёрий х нуцтасида

£К£> (х) > 0
ни топамиз (чунки Е  дан тацщарида ф (х) нинг ^осила сонлари 
манфий эмас). Агар х £ Е  булса, ушбу

Ф С* +  hn) — ф (х)
К

ифода ^уйидан чегараланганлиги (чунки акс ^олда ф (х) нинг би­
рор ^осила сони учун D<p(x) = — -о буларди) ва g' (х) = +  о° 
булгани учун: Ф' (х) = +  сю. Шундай ^илиб, [а, Ъ] сегментнинг 
з̂ ар цандай нуцтаси учун

ОФ (х) >  0.
Бундан, 45. 2-леммага асосан, Ф(х) усувчи, яъпи х < у да

Ф(х) <  Ф  (У),
яъни:

Ф (х) +  eg (х) < ф (у) +  eg(y). 
е сонни нолга интилтириб, ушбу

ф (х) ф (у)
ифодани оламиз. Шуни исботлаш керак эди.,



. , I агар f  (х) <  п булса, / '  (х)
Фп (х) — ( агар / / (х) >  п булса, я.

Равшанки,
1ф„(*)1 < ! / ' ( * )  I. (2)

Бундан, 34. 7- теоремага асосан, фл (х) нинг жамланувчилиги келиб 
чи^ади. Ушбу

Т е о р е м а н и н г  н е  б о т  и. К ^йидаги  ф ункцияларни киритамиз.

л

К (х )  =  / М  — j  Ф A x)dx

белгини киритиб, R n(x) нинг усувчилипши курсатамиз. Деярли 
j$ap бир ну^тада

R n  ( х )  =  / '  ( х )  —  Ф„ ( * )  > 0

тенгсизлик уринли булгани учун, Rn(x) нинг бирор .^осила сони 
манфий булган ну^талар тупламининг улчови нолга тенг. Иккинчи 
томондан, ф„ (х) <  п булгани учун:

x + h

j  |  Фn( t ) d t < n .
X

Бундан эса:
Rn {х +  A) — Rn( x )  ^  f  ( x + h )  — f  (х)■ Ti >  i  п.

Охирги муносабат Rn (х) функциянинг ^еч бир ^оенла ooini — со 
га тенг б^лолмаслигини курсатади. Шунинг учун, 45. 4- леммага 
асосан R„(x) усувчиднр. Демак,

Rn{b )> R n(a),
яъни:

f ( b ) ~  / ( а ) > \  Ф„ (х) dx.

Аммо /  "
lim ф„ (х) =  / '  (х).
П-+ оо

Буни ва (2) ни к узда тутиб, 34. 11- теорема ни татбиц цнлеак,
ь ь

lim J ф„ (х ) dx=  \ f  (x) dx
a  a

мупосабатнн оламиз. Демак,
ь

f  Ф) — f  {а)> \  f  (х) dx.
а
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Агар юцоридаги муло^азаларни — /  (х) функцияга татбиц цилсак
ь

f ( b ) — f ( a ) <  j / '  (x)dx
a

муносабатни оламиз. Охирги икки муиосабатдан
ь

f ( b )  =  /  (а ) +  j / ' U )  dx
а

келиб чи^ади. Бу билан теорема тула исботланди.
Энди иккита мисол келтирамиз.
1. Ушбу

а

f ( x )  =  х  2 sin— ( Q < * < : 1 )

/ ( 0 )  -  о

функция [0, 1] сегментнинг ^ар бир ну^тасида чекли х;осилага 
эга:

j_ __i_
f  (х) =  ~ х 2 s i n ^  — X 2 cos Y  (х >  0)

/ ' ( 0 )  =  0

ва бу косила жамланувчи функция булади, чунки

I/ ' (х)\

Шунинг билан f ( x )  функция 45. 1- теореманинг шартларини цано- 
атлантиради ва, демак,

X
f{x )  =  \ f ' { t ) d t .

о
2. Ушбу

f ( x )  =  x2cos^- ( 0 < X < 1 )

/ ( 0 )  =  0

функция ^ам [0, 1] сегментнинг з̂ ар бир ну^тасида чекли \осила- 
га эга, аммо унинг з^осиласи жамланувчи функция булмайди. Дар- 
з^ацицат, агар а  <  р <  1 булса, у з^олда [а, р] сегмептда f  (х) че- 
гараланган ва шунинг учун:

з
j  / '  (t) d t  =  р* cos ̂  — a* cos
а
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Агар ап = У Рл =  булса, у *олда

К

ап
булади. Лекип [ая, (3J сегментлар п — 1, 2, . . . булганда узаро

Оо
кесишмайди; шуиинг учун, агар Е  =  U [“ л> P J булса, у ^олда:

— +  °°>
£ /2=1

яъни f ' ( x )  жамланувчи эмас. Бу мисол курсатадики, Лебег маъ- 
носида интеграллаш процесси з^ам ^осила-функция ёрдами билан 
бошлангич функцияни тиклаш масаласини тула ^ал цилмас экан. 
Бу масалани Лебегнинг интеграллаш процессини умумлаштирувчи 
Перрон-Данжуа интеграллаш процесси тула ^ал цилади.

МАШК УЧУН МАСАЛАЛАР

1. [— 1, + 1 ]  сегментда ани^ланган шундай функция тузил- 
синки, бу функция 0 нуцтада ^осилага эга булиб, долган барча 
ну^таларда узлуксиз булсин.

2. [О, 1] даги узлуксиз функциянинг ^осиласи мавжуд булган 
ну ̂ талари туплами D улчовли эканлигини ва Fau типидаги туп- 
лам эканини исботланг.

3. [О, 1] даги узлуксиз f  (х) функциянинг ^осиласи / '  (х) (бу 
функция илгариги масалада киритилган D тупламда ани^ланган) 
улчовли эканлиги исботлансин.

4. [О, 1] да ани^ланган узлуксиз f ( x )  функциянинг [О, 1] нинг 
^ар бир нуктасида / '  (х) ^осиласи мавжуд булсин. / '  (х) функция 
[О, 1] сегментнинг ^ар бир нуктасида узлуксиз булолмаслиги ис­
ботлансин. \

5. / ( х) функция [а, Ь\ да ани^ланган булиб, бу орали^пинг 
з^ар бир нуктасида f  (х) ^осиласи ^мавжуд булсин. У ^олда / '  (х) 
функция (а, Ь) ва f  (а) ва / '  (b) орасидаги барча ^ийматларни ка­
бул ^илиши исботлансин.

6. Агар f  (х) ^ар бир ну^тада мавжуд булса, у биринчи тур- 
даги узилишга эга булолмаслиги исботлансин.

7. [О, 1] даги барча рационал сонларни номерлаб чи^амиз:

ва
ОО

Л=1
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функцияни тузамиз (IV боб, 7 - масалага ^аранг). Бу функция [0,11 
сегментнинг барча иррационал ну^таларида хосилага эга булиб, 
рационал нукталарида хосиласи мавжуд эмаслигн исботлансин.

8. [0, 1] да узлуксиз f ( x )  функция берилган булсин. Бу функ­
циянинг п- ^осиласи мавжуд булган нуцталари тупламипн D<n) би­
лан белгилаймиз. Бу тупламнинг улчовли экани исботлансин.

9. [а, Ь\ да ани^ланган /  (х) функция берилган булиб, у \а, Ь\ 
нинг деярли ^ар бир нуцтасида чекли хосилага эга. Бундан /  (х) 
нинг узгариши чегараланганлиги келиб чпцадими? (Бу масалани 
42. 3- теорема билан солиштиринг.)

X Б О Б

МЕТРИК ФАЗОЛАР

46- §. Метрик фазо тушунчаси.
Мисоллар

Математик анализнинг асосий амалларидан бири лимитга утиш 
тушунчасидир. Бу амални турри чизи^ ну^таларидан иборат туп- 
ламда жорий этишда биз икки нуцта орасидаги масофа тушунча- 
сидан доимо фойдаланиб келган эдик. Аммо лимитга утиш маса- 
ласига кенгроц цараладиган булса, асосий мазмун олинган туплам 
элементларининг табиий тузилишида эмас, балки унинг икки эле- 
менти орасида масофа тушунчасини кирита билишдадир. Бу муло- 
хаза француз математиги М. Ф р е ш е н и  1906 йилда метрик фазо 
тушунчасига олиб келди.

Т а ъ р и ф. Агар бирон X  mi/пламнинг узини £/зига тугри 
(Декарт) купайтмаси [X, X] ни [0, сс) = R \  тупламга акс эт- 
тирувчи р (х, у) функция мавжуд булиб, у цуйидаги шартларни 
(ёки метрик аксиомаларни) щноатлантирса, X  туплам метрик 
фазо ташкил этади дейилади:

1) Р(х, у ) > 0  ва р(х, у) =  0 муносабат х — у  булгандагина 
бажарилади,

2) р (х, у) =  р (у, х) (с и м м е т р и к л и к а к с и о м а с и),
3) р (х, у) р (х, z) -f- р (z, у) ( у ч б у р ч а к  а к с и о м а с  и).
р(х, у) функцияни эса м е т р и к а  дейилади. Метрик фазонинг 

элементларини унинг н у ^ т а л а р и  деб ^ам юритилади. Метрика- 
нинг ю^оридаги хоссаларига одатдаги тугри чизиц, текислик ва 
Эвклид фазоларидаги масофа тушунчаларини умумийлаштириш деб 
г[ам ^араш мумкин.

Энди бир неча мисол келтирамиз.

185..



1. X  — ихтиёрий туплам булсин; ушбу

о (х. и) =  [ агаР х У бУлса>
\ агар х =  у  булса, О

функция метрик фазо аксиомаларини ь;аноатлантиради.
2. п улчовли векторлардан нборат Rn ~  \х: х  =  (ах, а 2. • •

а л)} тупламда нккн .г =  (alt аа, . . ап) ва у  =  (6Х, 62...........
векторлар учун масофа ушбу

П \  1 /
^  _ \ /2

у) =  W J  (1)

куринпшда кнритилса, у ^олда Rn метрик фазони ташкил этади; 
бу эса маълум Эвклид фазосидир.

I ва 2- аксиомаларнинг бажарилиши уз-узидан равшан. Учбур- 
чак аксиомасини Коши — Буняковский1 тенгсизлигидан келтириб 
чицарамиз.

Учта

X — (Ctj, 0-%, • • •, /̂|)> У (^1’ 2̂» • • •> &п)* % == (̂ 1> *̂2» ■ • м Сд) 
нуцтанн олиб, ушбу белгилашларни киритамиз:

dt =  bt — а„ et=  Ci— fy, бундан: с,— a ,=  <?,.
У ^олда

п  п  п  п

ра (х , г) =  2  (ci— a()3== 2  е,)2 = ^  d] -j- 2 ^  +
i= l  i= l  i= l /=1

+  2 е' ^  2  + 2 /  2  ^  +  . 2  ^  ~/=i ;- i   ̂ /-1 i - i  г=1

l / " ^  df +  \ f  ̂ e l  ]  =  (P (x, tj) - f  p (y, z))\ Бундан: 
i=  1 /— 1 /

p(x, г) < p (jc, г/Н -р(г/, г).*

Шуни з а̂м айтиш кераккиЛ агар я  ..улчовли векторлар тупламида 
масофа бош^ача киритилса, у яна метрик фазо булиб, ю^оридаги

( п \ 2 п п
2  af i i  I < а! ^  6,- тенгсизлнкдан келтириб Ч1щарамиз. Бу 
(=1 /  ;=1 i=i 

тснгсизлик эса ушбу

\ f = l  /  i= l  i= l  i- 1 /=1  
■айниятдаи бевоситл келиб чикади.
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Эвклид фаэосидан фар^ли булади. Масалан, Rn тупламда метри* 
кани ушбу

>(х, у) =  ^  I ai— bt (2)

формула билан ^ам бериш мумкин; бу масофа учун метрика ак- 
сиомаларининг уринли эканини курсатишпи уцувчига тавсия эта- 
миз.

3. /2 — Дилберт фазоси ^уйидагича апиклапади:

/ 2 \Х X — (Qj, а 2, • • •)> .а, +  00
(=i

яъни U нинг элементлари хамма ^а^и^ий сонлар кетма-кетлигидан 
иборат булиб, бу сонлар квадратларииинг йигипдисидан иборат 
^атор яцинлашувчи ва

Р(х, у) — 2 (Ь‘~i=i

7,

бу ерда
л: =  (аь а* . . .) f  12, 
у =  (bv Ъ.ъ . . .) £  / 2.

Биринчи ва иккинчи аксиомаларнинг уринлилиги равшап, уч- 
бурчак аксиомасининг бажарилишини курсатамиз. Дар^а^ицат, их- 
тиёрий натурал п сони учун

lL{bk— akf
к-l < ( 2 а* 

\*=1 j

L
(3)

U-1
тенгсизлик уринли (2- мисолга ^аранг). Бу тенгсизликнинг унг то- 
монидаги ^адларнинг ^ар бири п оо да лимитга эга, чунки х е /2 
ва у  £ / 2. Демак, (3) нинг чап томонидаги ифода ^ам камаймайди- 
ган ва чегараланган булганлиги учун лимитга эга. (3) да х ни 
(— х) га алмаштириб

к 7а

2 ( 6 ft+  akf  I +  ( 2 ^
A -1 U -l

V.
(4)

тенгсизликни ёзишимиз мумкин. (4) дан учбурчак аксиомаснни кел- 
тириб чицариш жуда осон. Бунинг учун 12 фазодан учта:

х =  (&1, аз, . . .), у  =  (bi, bfy . .  .), z =  (с„ . . .)

нуцталарни оламиз ва 2- мисолдагидек ^уйидаги белгилашларни 
киритамиз:

dt =  b, — а1г el = c i — bt\ равшанки, с, — at — d t +  et.
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(4) тенгсизликдан фойдаланиб, 2 мисолдаги каби усул билан 
/ оо у / ,  /  00 у / а / оо у д

( 2 а/)2j  <  ( 2 а<)‘ J  +  ( 2 (ci ~

ёки р (х , г) ■ п (л:, у) +  р  (*/< г) тенгсизликни чи^арамиз.

Келгуси мисолларда з а̂м биринчи ва иккинчи аксиомаларнинг ба- 
жарилиши уз-узидан равшан булганлиги учун биз уларнинг исбо- 
ти устида тухтамаймиз.

4. X туплам [а, Ь] сегментда аникланган ^амма узлуксиз функ- 
циялардан иборат. Бу тупламда метрикапи ^уйидагича киритамиз:

р(х, у) =  m a x \x(t)  — y(t)\  (5)
a<t<b

Учбурчак аксиомасининг бажарилишини курсатамиз. Ихтиёрий 
Ь] нуцта ва x(t), y(t), z (t)(^X  функциялар учун ушбу

\x(t) — z(t)\ = \[x(t) — y{t)] -f- [y{t) — z(t)]\ ^ \ x { t )  — y( t ) \ +
+  \y(t) — z(t)\ <  max \x(t) — y{t)\ +  max \y{t) — z (t) | =

=  P(x, y) +  p(y, z) 
муносабатлар бажарилади. Бундан:

P(x, z) <  p (x, y) +  p(y, z).
Бу фазони С [a, b] билан белгилашади.

5. Lp [a, b](p 1) фазоси ^ам метрик фазо (V II бобга ^аранг). 
Бу фазодан олинган икки функциянинг фар^ ^иладиган ну^-

таларидан иборат тупламнинг улчови нолга тенг булса, уларни 
битта нуцта деб ^исоблаймиз. Ушбу

x ( t ) ^ L p [a, b] ва y{t)V-Lp [а, Ь] 

функциялар учун масофани цуйидагича ани^лаймиз:

Р (х, У) =  | j  [х (t) — (*)]р d t j  ”• (6)

Учбурчак аксиомаси Минковский тенгсизлигидан бевосита келиб 
чицади (VII бобга ^аранг).

6. X  туплам ^амма чегараланган ^аци^ий сонлар кетма-кетли- 
гидан иборат, яъни:

X  =  \ x : x  =  (alt а„ . . .); \ak \ < M x, k =  1, 2, . .

Агар иккита х =  {аь а2, . . .) (\ak \ ^  Мх, к  =  1, 2, . . .), у  =  
=  (Ьи Ь2, . . .) {\bk \ < М у, k =  1, 2, . . .) нуцталар учун масофа

р (х, у) =  sup | а, — 6, | (7)
i

тенглик билан атщ ланса, бу туплам ^ам метрик фазога айланади. 
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Д ар^ацщ ат учбурчак аксиомаси ь;уйидагича текширилади:

| о , — с , | < | а ( — 6 ,| +  \Ь, —  с, | <  sup | а, — bt \ + s , u p \ b t —  с; | =

= Р (*. у) +  Р (У< 2)
[z =  ( с j, с,, . . .), \Ci \  <  M z, i  =  1, 2, . . .]

Бундан:
sup | a, — ct | ---- p (x, 2) <  p (x, у) +  p (у , z).

i
Бу фазопи m билам белгиланади.

7. X  туплам ^амма яцинлашувчи сонлар кетма-кетлигидан ибо­
рат, яъни:

X  — {х: х  =  (аъ а2, . . .); П т  ап =  а)
П

Равшанки, Х а т ,  яъни X  нинг ^ар бир элсмспти т нинг >;ам 
элементидир. Демак, X  да т даги масофа киритилса, у ^ам мет­
рик фазони ташкил этади. Бу фазони с билап белгилайдилар.

8. X  туплам ^амма ^аки^ий сонлар кетма-кетлигидап иборат, 
яъни:

X  =  {х: х  =  (аъ а 2, . .  .)}.

Бу тупламда икки х =  (аъ а2, . . .) ва у — (Ьъ Ь2, . .  .) ну^талар 
учун масофани ^уйидагича киритамиз:

п ( г  ,л =  _L I ak bk I
P ( ’ У) ^ 2 ”- 1 + \ak - b k \ (8)

k
Учбурчак аксиомаси ушбу

|a  +  6| IQ-1 | \b 1
^  1 _ L  i n  I ' 1 -U  I h  I1 +  |а  +  Я  ^  l +  | a |  ^  1 + | 6 |

тенгсизликдан келиб чиедани учун дастлаб (9) ни исбот этамиз. 
а ва b ларнинг ишоралари бир хил, масалан, а >  О, b >  0 булсин; 
у ^олда:

\ a - \ - b \  a +  b _  а , Ь ^  а , Ь
_ _ - 'Г  1 1 ~ _ i _ и <~- 1 ■ „ “I1 +  I a+61 1 -\-a + b l + a  +  6 ' l + a  +  6 1 +  а 1 1 +  6'

Энди а билан Ь нинг ишоралари турли булсин ва, масалан,
I а | >  | Ь |. У  ^олда:

| a  +  6 | < | a | .  (10)

Иккинчи томондан, f ( x )  =  y ^ x функция усувчи, чуики / '( * )  =  

=  Бундан ва (10) дан



келиб чицади. Шундай цилиб, (9) тенгсизлик доим уринли. Энди 
учбурчак тенгсизлипши исботлаймиз. (9) га мувофгщ:

<г> со

„  / V IS _ _L I Ck I _ 1 I в*- Ьд>+ 6*- C/; I ^
p ’ jxscA  2Й 1 +  I a f t -  Cftl Z j 2 ^ r +  I ak-  b ^ + b ^ - T k | "»

/*■—1 ft=l
CO 00

, 1 | a* — 6* I , 1 | bk — ck \
**вА~к « + I a* — 6* | +  2M + | b„-cb 1 ~ P (* ’ У )т р (№  г)’ 
ft—i ft-1

бу срда z =  (cb c2, . . .), шу билан учбурчак аксиомаси исботлан- 
ди. Бу метрик фазо s харфи билан белгиланадк.

9. X туплам [а, Ь] сегментда ани^ланган хамма улчовли функ- 
циялардан иборат. Агар икки функция бир-биридан фар^ цилали­
га и нуцталардан иборат тупламнинг улчови нолга тенг булса, улар- 
пи тупламнинг битта элемента деб хисоблаймиз.

Икки x(t) ва Lj(t) функциялар орасидаги масофани ушбу

р (*’ у ) ~ )  i + (|* ( « - H o i  d t
а

формула билан аниклаймиз. 8- мисолдагидек бу ^ол учун хам уч­
бурчак аксиомаси бажарилади; долган икки аксиоманинг уринли- 
лиги равшан. Бу фазо S [a , b\ билан белгиланади.

47- §. Метрик фазода я^инлашиш 
тушунчаси

Г а ъ р и ф .  Метрик X  фазода бирон \хп) кетма-кетлик берил­
ган булсин. Агар п -> оо да р (хп, х) -► 0 булса, бу кетма-кетлик 
X  фазонинг х элемеитига ящнлашади (хп -► х ёки l im хп =  х)

\  4 дейилади; бу якинлаишити (боища v якинлашишлар билан адаш-
тирмаслик учун.) м е т р и к а  м а ъ н р с и д а  я ь ; и н л а ш и ш  %ам
дейилади. j

Бу х ну^тани \хп] кетма-кетликнинг л и м и т  и дейилади.
47. 1. Т е о р е м а .  Х1ар  бир я ц и н л а ш у в ч и  к е т м а -к е т л и к  

биргина  л и м и т  н уц т а га  эга б у ли ш и  м у м к и н .
И с б о т .  Дарха^и^ат, хп ->х ва хп ->у, яъни лимит ну^талар

иккита булсин: х ва у. У ^олда учбурчак аксиомасига мувофиц:

О <  Р (х, у) < р  (X,  хп) +  р (хп, у).

Аммо бу тенгсизлнкнинг унг томони п -*■ со да нолга интилади; 
демак, |> (х, у) =  0, яъни х = у.
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47. 2. Т е о р е м а .  р (х ,  у)  м асоф а х  ва у  э л е м е н т л а р -  
нинг  у з л у к с и з  ф ун к ц и яс и ,  я ъ н и  агар  х п -> х  ва у п -» у  
б$лса, у  х;олда:

Р(*я» Уп) Р { х ,  У)-
И с б о т. Аввало ихтиёрий х, у, г, и ^ Х  турт нуктл учун

|Р(*. У) —  Р(г< « ) |< р (* ,  г) +  р(у, и) (1)
тенгсизлик уринли. Х,а^икатан ^ам, учбурчак аксиомасндап фой- 
даланиб

Р (х, у ) < р (  х, г) +  р(г. У) <  р (х, г) + р(г, и) +  р(и, у) (2)
тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Бундан:

р(х, y) — p(z, и) <  о (х, г) + р(у, и),
бу тенгсизликда х, у  лар билан мос равишда г, и ларнииг урин- 
лари алмаштирилса:

р (2, и) — р(х, у )< р (х ,  г) +  р (У, и) (3)
тенгсизлик з^осил булади. (2) ва (3) лардан (1) келиб чи^ади. (1) 
дан (z ва и мос равишда хп ва уп билан алмаштирилса) теорема- 
нинг шартига кура:

|Р(*„. Уп) — Р (*. У ) \ < Р ( х п, х ) + р ( у п, у) -у 0.
Бундан:

Р(х„, уп) — р (х, у ) .,
К,уйидаги теореманинг тутрилиги уз-узидан куриниб турибди.

47. 3. Т е о р е м а .  А гар  {х п} к е т м а -к е т л и к  х  нуц т а га  
я ц и н л а ш с а ,  у  л;олда у  к е т м а -к е т л и к н и н г  ихт иёрий,  
{хПк} ц и см и  х^ам шу н у ц т а га  ян ,инлаш ади.

47. 4. Т е о р е м а .  А га р  {лг„} к е т м а -к е т л и к  х  нуц т а га  
я ц и н л а ш с а ,  у  х;олда р ( х п, х 0)  со н л а р  т у п л а м и  негара-  
л а н г а н  б ула д и  (бу ерда х 0( ^ Х )  а н и ц  бир нуцт а).  

И с б о т .  Дар^а^и^ат, учбурчак аксиомасига кура:
р (хп, х0) <  р (хп, х) +  р (х, х0) <  М +  р (х, х0) =  К,

чунки р (х„, х) я^инлашувчи сонлар кетма-кетлиги булганлиги учун 
чегараланган булади; М эса уларнинг юцори чегараси.

Энди метрик X  фазода баъзи бир геометрик тушунчаларни ки- 
ритамиз.

Ушбу
S(a, г)=*\х:р(х, а ) < г \  (5  (а, г )= { х :р (х ,  а ) < г ) }

туплам ш а р  ( ё п и ^  шар) ,  а  ну^та шарнинг м а р к а з и ,  г ( > 0 )  
сони унинг р а д и у с и  дейилади. Ушбу {х:р(х, а) =  г) туплам 
маркази а ну^тада, радиуси г булган сфера дейилади. а ( ^ Х )  
ну^танинг е а т р о ф и  деб, шу ну^та маркази булган ва радиуси
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е га тенг шарга айтилади; бу атрофии 5  (а, е) билан белгилаймиз. 
Равшанки, х0 ну^та бирок \хп} кетма-кетликнинг лимит ну^таси 
булиши учун х 0 нинг ихтиёрий атрофи бирон номердан бошлаб 
шу кетма-кетлик шшг з^амма элементларини уз ичига олиши зарур 
ва кифоядир.

Агар A (czX )  тупламнинг з^амма элементлари бирон шарнинг 
ичида жойлашган булса, А туплам метрик X  фазода ч е г а р а -  
л а н г а н  дейилади.

Баъзан фазода элементлар кетма-кетлигининг лимита тушунчаси 
(метрика тушунчаси киритилмагаи з^олда) бевосита аникланган бу­
лиши \лм мумкин. Агар бу фазода метрика киритилиб, шу мет­
рика м.тыюсида аникланган лимит нукта тушунчаси, ^.бевосита ки- 
ритнлган лимит ну^та тушунчаси билан бир хилда булса1, у з^олда 
бу фазо м е т р и к а л а ш т и р и л г а н  фазо дейилади.

Энди 46- параграфда мисол сифатида келтирилган метрик фа- 
золарда я^инлашишнинг конкрет маъносини ани^лаш билан шугул- 
ланамиз.

1. 1- мисолдаги фазодан олинган бирон кетма-кетлик я^иила- 
шувчи булиши учун бирон номердан бошлаб у кетма-кетликнинг 
з^амма элементлари бир-бирига тенг булиши керак.

2 — 3. Rn ва /2 фазолардан олинган \хп) кетма-кетликнинг х 
элементга я^инлашиши учун хп нукта координаталарининг мос ра­
вишда х нинг координаталарига я^инлашиши зарур ва кифоя.

у  А
{ a V - a f )  - 0  {к-*

\k=i }
-> со), у ^олда аь i =  1, 2, . . п {к -> оо) ва, аксинча, /2
фазода з^ам худди шунга ухшаш муносабатлар бажарилади.

4. \xn(t)} кетма-кетлик С [а, b] фазонинг элементларидан ту- 
зилган ва хп (t) -*■ х (t) булсин, яъни:

р(х„, х) =  шах| х„ (t) — л:(£) | -> 0, га -> оо.
a<t<b

Бундан, ихтиёрий е > 0  учун шундай натурал п0= п0(е) сон мав- 
жудки, п >  «„ булганда: -*

max | х„ (t) — х (£)f <  е.
a<t<b

Демак, t{(^[a, b]) нинг з^амма ^ийматлари учун ti^> п0 булганда:
\ X n ( t )  —  X { t ) \  \ < 8 .

Бу эса {xn(t)} кетма-кетликнинг x(t) га текис я^инлашишининг 
худди узидир. Равшанки, аксинча, [xri{t)) кетма-кетлик [а, b] сег- 
мептда x(t)  га текис я^инлашса, у з^олда р (хп, х) -*■ 0. Демак,

1 Бош^ача айтганда, бирон кетма-кетлик учун бевосита аникланган лимит 
иук,та билам метрика ёрдами билан киритилган лимит ну^та бир-бирига тенг 
булса.

Дарз^щи^ат, агар Rn да р(хп, х) =  У
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С [а, b] фазода метрика маъносида яцинлашиш маълум текис я^ин- 
лашиш тушунчасига эквивалент экан.

5. Lp[a, b] фазода метрика маъносида р(хп, х) =  j  | хп (t) —
а

— x(t) \p dt->  0 (п-> со) я^инлашишни р - д а р а ж а л и  у р та  
м а ъ н о д а  я ц н и  л а ш и ш дейилади. р — 2 булганда у та маъиода 
яцинлашади дейилади (2- даражали сузлари нушилмайди).

6. \хк\ кетма-кетлик т фазонииг элементларидан тузилган ва

хк -> х {к -» со ) булсин; бу ерда
xk =  {a[k\  a!f\ . . .), х — (аь аг, . . .)

ва
р (xk, х) =  sup | а\к) — а, \ -*■ 0 (k-+  оо).

i

Супгги муносабатдан куринадики, ĵ ap цаидай е >  0 учун шундай 
натурал я 0 =  я 0(е) сони мавжудки, унинг учун k > n 0 булганда

р (хк, х) =  sup | a\k) — а, | <  е.

Бундан, i нинг ^амма ^ийматлари учун k >  п0 булганда:

I a {k) —  a l I <  8-

Аксинча k >  п0 булганда i нинг з^амма цийматлари учун

I a\k) —  | <  е

булса, у холда k -> оо да р (хк, х) -> 0 булиши равшан. Демак, т 
фазода мегрика маъносида я^инлашиш координаталар буйича текис 
я^инлашиш билан эквивалент экан.

7. с фазо т нинг ^исм-фазоси булганлиги учун бу фазода ^ам 
я^инлашиш маъноси худди т фазодагидекдир.

8. s фазода метрика маъносида я^инлашиш координаталар буйи­
ча якинлашишга (умуман айтганда текис эмас!) эквивалент. Дар- 
^аци^ат,

xk =  (а\к\  a f \  . .  .), х =  (аь аг, . . .) ва xk -» х (k со) 

булсин. У ^олда k >  п0 (е) булганда:

1 I а\к) — 0/1 

^ U 2‘ i + \4 k)- ai\г=1
Бундан хар цандай i учун ^ам k >  п0 (г) булганда:

1 а , |
2‘ 1 +  | а*й> — аг |

13 Саримсо^ов Т. A. I



Ленин бу тенгсизликнинг чап томонида i ни тайинлаб ^уйиб, k 
буйича лимитга утилса, ^уйидаги муносабат ^осил булади:

| а\к) — а, | -» 0, k -> со .

Аксинча, i нинг ,^ар бир ^иймати учун k -» оо да | a\k) — at | -> О 
булсин. е ( >  0) ни ихтиёрий ^илиб олиб, натурал k сонни

ОО

2 2г 2
i—k + l

тенгсизлик уринли буладиган 1̂ илиб танлаб оламиз. У ,%олда:

1 I а(п) — щ I 1 | а <п>— аг|
Р К ’ Х)~  1 +  |а< "> -а ,| “ ^ 2  1 +  1 f l f - а , !  +

*=1 i=1 
k

^  л , и(гл) — аг | V  1 I а/Л> — а‘ I , е
+

.......... .......................  ..........21 1 + 1  a f - a , !  ' 2 -
i=«4-l 1—1

Унг томондаги йигиндида ^адларнинг сони чекли булганлиги учун, 
k ни аницлаб куйиб, /г0=  п0 (е) ни шу цадар катта ^илиб оламизки, 
п  >  п0 булганда

k
1 |ajn)— а, | ^  б

l 2‘ l +  | a f ) - a ; | < 2 
<= l

тенгсизлик бажарилсин. Натижада /г >  /г0 булганда р (хп, х) <  е.

48- §. Епик ва очиц тупламлар

1 - т а ъ р и ф .  Метрик X  фазода бирон М туплам, берилган 
булсин. Агар х0 нщтанинг ихтиёрий атрофида М тупламнинг 
камида битта, х0 дан фарк^ли, элеуенти мавжуд булса, яъни 
xiap кандай е >  0 учун

S  (х0, е) П (Л1\ {*„}) Ф 0

Уринли булса, х0 нукта М. нинг лимит нуцтаси дейилади. Агар 
М =  М =  М  (J М' тенглик бажарилса, М туплам ёпщ  туплам 
дейилади; бу ерда М' билан М нинг ^амма лимит нуцталаридан 
иборат туплам белгиланган. М туплам М нинг ё п и р и  дейилади. 
М туплам ани^ланишига кура ёшщ туплам булади.

'Гурли метрик фазоларда ёпии; тупламларга мисоллар келтира- 
миз.
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1. Бизга маълумки, тутри чизиудаги j^ap цандай [а, 6] сегмент 
ёпщ  туплам булади.

2. ХаР цаидай метрик фазода ёпиц S(a, г) шар ёпиц туплам- 
дир; хусусан, С |а ,  Ь\ фазода куйидаги тенгсизликни цаноатланти- 
радиган функциялардан иборат туплам ёпиь; тупламдир:

I f \ : K .
3. Хар ^апдай метрик фазода чекли туплам ёпи^; шу жумла- 

дап буш туплам ^ам ёпш<; ^исобланади.
2- т а ъ р и ф. Агар х нуктанинг М тупламда бутунлай жой- 

лашган, атрофи мавжуд булса, х ну^та М тупламнинг и ч к и 
ну  ^ т а  с и дейилади. Агар М тупламнинг ,\амма нукталари ички 
булса, у  очиц туплам дейилади.

Масалан, тугри чизикда .^ар кап дай (а, Ь) оралиц очи^ туплам 
булади. ^ ар  ^андай метрик X  фазода S(a, г) — |х :р (а , х ) < г \  
шар очи^ туплам булади; хусусан, | / | <  К тенгсизликни цаноат- 
лантирадиган, С [а, Ь\ фазодан олинган функциялардан иборат туп­
лам очиц туплам булади.

Метрик фазода ёпик ва очпк тупламлар учун, худдн пккпнчи 
бобдагидек, куйидаги хоссалар уринли.

48. 1. Хосса. х 0 н уц т а  М  т у п л а м н и н г  л и м и т  нуцт а-  
си булса , ун и н г  и х т и ё р и й  ат роф ида  М  нинг чексиз куп  
э л е м е н т л а р и  м авж уд.

Буни исбот этишни у^увчига тавсия киламиз. Бу ерда ва кейин- 
ги ибораларда киритилаётгап тупламларни метрик X  фазодан олин­
ган, деб фараз циламиз.

48. 2. Хосса. \ а р  цандай  vW(c=jK) т у п л а м н и н г  ёпиги-  
нинг  ёпиги Ж нинг ё п и т г а т е н г :  М  = М.

И с б о т .  х £ ~М булсин. У ^олда бу нуктанинг ихтиёрий е ат­
рофида М  га тегишли x t ну^та топилади; сунг хх нуктанинг 
атрофини оламиз, бу ерда ех=  е — p(,v, х,). S  (хь ег) нинг тузил и- 
шига кура 5  (х1г е,) с  S  (х, е) экани равшан. Аммо х ^ М  демак, 
х нинг е, атрофида М  га тегишли х2 нукта мавжуд; <  е бул- 
ганлиги учун x2^ S { x ,  г). Ленин S (х, е) шар х нуктанинг ихти­
ёрий атрофи булгаилиги учун х £ М%.

48. 3. Хосса. А га р  M 1c z M 2 булса , у л;олда  тИ,с: /И2. 
Б уш  т у п л а м н и н г  ёпири л;ам буш  т у п л а м .  Бу хосса уз- 
узидан равшан.

48. 4. Хосса. Й игиндининг ёпири х^адлари ёп ицлари-  
нинг  йигиндисига  т енг, яъни:

щ т ж  =  ж ;  и м 2.

И с б о т .  л ( М, U М 2 булсин; у холда х нуктанинг ихтиёрий 
5  (х , е) атрофида /Wj (J М2 га тегишли х, элемент мавжуд. Агар 
хТ!Лх ва х1[М2 булса, у ^олда х нинг шундай S (х, g j  ва S (х, кг)
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атрофлари мавжудки, бу атрофлар мос равишда М 1 ва М а туп- 
ламлар билап кссишмайди, яъни: S(x,  e1)f |A f1 = 0  ва

S(x, е2) П М2— 0 .

У з^олда х пу|\танинг 5  {х, г) атрофи (е =  m in ta , е2)) Мг\] М2 
туплам билан кесишмаган булиб, зиддият з^осил булар эди. Д е­
мак, бундан келиб чи^адики, х нукта М1 ёки тупламлардан 
камида биттасига тегишли, яъни:

M1\JM2c iW 1\JAT2.
Тоскари муносабатнинг уринлилиги М2 iSa M2cz М1 U М2
муиосабатлардан ва 48. 3- хоссалардан келиб чикади.*

48. 5. Т е о р е м а .  С они ч е к л и  ёпик, т ^ п л а м л а р н и н г  
йиеиндиси я н а  ёпицдир.

И с б о т .  Бу теоремани икки ёпи^ туплам учун исбот килипса 
кифоя: Ft ва Ft ёпи^ тупламлар ва х  улар йигипдисининг, яъни 
Ft (J F2 =  F тупламнинг лимит ну^таси булсин. Модомики, F учун 
х лимит ну^тадир, демак унинг ихтиёрий е атрофида F нинг чек- 
сиз куп элементлари мавжуд. У з^олда S (х, е) да ёки Fj нинг, ёки 
F2 нинг чексиз куп элементлари мавжуд булади; яъни х нукта 
ёки F, учун, ёки F2 учун лимит ну^та булади. Аммо уларнинг 
jqap бири ёпи^ туплам булганлиги учун x ^ F j  ёки x (-F 2 муноса- 
батлардан бири, албатта, уринли. Бундан эса х f  F муносабат ке­
либ чи^ади, бу эса F нинг ёпшушгини курсатади.*

48. 6. Т е о р е м а .  Сони и х т и ё р и й  б улга н  ёпик, т у п л а м -  
л а р н и н г  к уп а й т м а си  ёпик, т у п л а м  булади .

И с б о т  и. \FJ (а £ Л)  ёшщ тупламлар системаси ва х улар 
купайтмасининг, яъни П Fa — F тупламнинг лимит нуцтаси бул-

а
син. У х;олда х нинг ихтиёрий е атрофида F нинг камида битта 
х  дан фарцли элементи мавжуд ва, демак, а  нинг хамма кий- 
матлари учун xl (  Fa, чунки /v-gap ёпик. Демак, бундан: £ П ^ а=

а

=  F, яъни F ёпик; туплам.* ■*
48. 7. Т е о р е м а .  М  т у п л а м н и н г  М ёпиги  М  ни  уз  

ичига  о л га н  энг  к и ч и к  ёпик, т уп ла м д и р .
И с б о т .  F ихтиёрий ёпик туплам булиб, М ни уз ичига ол­

еин, яъни М d  F, у з^олда М нинг з^амма лимит ну^таларидан 
иборат М' туплам F га киради, чунки F ёпи^, яъни: М 'а  F. Де­
мак, М = М U M'cz F. Шундай килиб, М туплам М ни уз ичига 
олган ихтиёрий ёпи^ F тупламнинг ь;исми экан.*

48. 8. Т е о р е м а .  G (c z X )  т у п л а м н и н г  очик, б ули ш и  
учун , ун и н г  т $ лд и р у вч и си  F  =  X \ G  т у п л а м н и н г  ёпик, 
б ули ш и  за р ур  ва киф о я .

И с б о т .  а ) 3 а р у р л и г и .  G очиц булсин; у з^олда з^ар бир 
x(C- G) пук^та бутунлай G га кирадиган атрофга эга. Демак, бу
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атроф F билан кесишмайди. Бундан равшанки, F тупламнинг би- 
рорта .v'im лимит пуцтаси G га кирмайди, яъни F спиц туплам.

б) К и ф о я л и к .  F -■ X  G ёпиц булсин; у цолда G дан олин- 
ган ихтиёрий нуцта G да бутунлай жойлашган атрофга эга, яъни 
G очнц туплам булади.*

48. 9. Натижа. Б уш  0  т у п л а м  ва X  ф азо  .\ам  очиц 
х а м  г ни к, ш у п л а м л а р д и р .

48. 10. Т е о р е м а .  С она  и х т и ё р и й  б у л га н  очиц  т$п- 
л а м л а р н и н г  йигиндиси  ва сони ч е к л и  б у лга н  очиц  т уп -  
л а м л а р н и н г  к$п а й т м а си  о ч и ц  т у п л а м л а р  булади.

И с б о т .  {GJ (а^Л) очиц тупламлар системаси булсин. У ^ол- 
да уларпинг тулдирувчилари Fa = X \ G a 48. 8 - теоремага асосан, 
спиц тупламлар булади ва X \ U G a =  П Fa тенгликка ва 48. 6-

а  а

теоремага биноан U Ga йигииди очиц тупламдир.
&

Шунга ухшаш, агар Gt тупламларнинг цар бири очиц булса
П

G =  ПО/ туплам очиц булади, дар^ацицат, / ^ X X G ,  ва [)F.=F  
i= i i

тупламлар ёпиц булади (48. 5- теоремага биноан). Демак, G =
П

— X  \  F — X  \  U Fl очиц туплам булади. У цувчиларга бу теоремани

48. 5 ва 48. 6- теоремаларга бадиццат солиштиришларини тавсия
циламиз.

49- § Тула метрик фазолар

Хакикий сонлар туплами тула экани, бошцача айтганда з^ацн- 
ций сонлар кетма-кетлиги учун Коши белгиси бажарилса, бу кет­
ма-кетлик яцинлашувчи булиши математик анализнинг умумип 
курсидан маълум. Бу факт, яъни тугри чизицнинг тулалиги унинг 
муцим хоссаларидан бири булиб, математик анализда катта а^а- 
миятга эга.

Энди тугри чизицнинг бу хоссаси ^ар цандай метрик фазо учун 
хам уринлими, деган саволни цуйиш мумкин. Масалани аницроц 
ифода цилиш учун цуйидаги таърифни киритамиз.

1 - т а ъ р и ф. Агар метрик X  фазодан олинган \ хп' кетма- кет- 
лик Коши белгисини цаноатлантирса, яъни ихтиёрий е >  0 
учун шундай натурал пс сон мавжуд булсаки, р (хгг хт) <  е тенг- 
сизлик п вл т сонларнинг ns дан катта булган хамма щймат- 
лари учун бажарилса, {хп\ кетма-кетлик ф у н д а м е н т а  л к е т ­
м а - к е т л и к  дейилади.

Агар X  фазода цар цандай фундаментал кетм ж етли к  яцинла­
шувчи булса, у т у л а  ф а з о  дейилади. Равшанки, ^ар цандай 
яцинлашувчи кетма-кетлик фундаментал булади. Юцоридаги савол-
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ни энди ^уйидагича ифода ^илиш мумкин: ^ар цандай. метрик фа­
зо тула буладими? Бу саволга бериладиган жавоб ^ар доим ижо- 
бий булавермайди.

М и с о л л а р :  1. X  туплам ^амма радионал сонлардан иборат; 
бу тупламда масофа р (гь г 2) = \ — г21 формула билан аникла- 
нади. Равшанки, X  метрик фазо; аммо бу фазо тула эмас, чунки
{/■„= (1 + “ ) J туплам рационал сонлар кетма-кетлигидан иборат
булиб, рационал сонга яцинлашмайди.

2. [а, Ь\ сегментда ани^ланган ^амма ^а^и^ий функциялардан 
иборат туиламни олиб, унда масофани ^уйидагича ани^лаймиз:

Коши — Буняковский тенгсизлигидан фойдаланиб, бу масофа учун 
учбурчак аксиомасининг уринлилигини курсатиш ь^ийин эмас. Мет- 
риканинг долган икки аксиомаси уз-узидан равшан. Демак, бу 
метрик фазо ва у С 2 [а, Ь\ куринишда ифодаланади; аммо бу фазо 
з^ам тула эмас, чунки бу метрикада узлуксиз функциялар кетма- 
кетлиги яна узлуксиз функцияга я^инлашиши шарт эмас. Конкрет 
мисол келтирамиз. Масалан, {ф„ (t) =  arctgnt, — 1 - Г t < 1} узлук­
сиз функциялар кетма-кетлиги фундаментал, лекин бирорта ^ам 
узлуксиз функцияга я^инлашмайди. Бу кетма-кетлик метрика маъ- 
носида узлукли

функцияга яь;инлашади.
46- параграфда мисол сифатида келтирилган ^амма метрик фа- 

золар тула.
Бу хоссани уларнинг баъзилари у,ч\ нгина исботлаймиз.
3. С [а, Ь] фазонинг тулалиги. Бу^фазодан \xn(t)\ фундаментал 

кетма-кетликни олиб, унинг я^инлашувчи эканлигини курсатамиз. 
п, со да

экани берилган. С [а, 61 фазода я^инлашиш текис я^инлашиш ту­
шунчаси билан» эквивалент эканлигини 47- параграфда курсатган 
эдик. Шуиинг учун (1) дан {xn(t)} кетма-кетлик учун Кошининг 
текис я^инлашиш шартининг бажарилиши келиб чицади. x0(t) 
функция, [x„(t)\ кетма-кетликнинг лимити булиб, узлуксиз функ­
ция булади, чунки я^инлашиш текис я^инлашишдир. Натижада 
p (x n, Xq) —* 0, д:„(£) (; С [а, 6] ва, демак, С [а, b] фазо тула фазо- 
Дир.

Р(хп, хт) ^ 0 ( 1)
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4. / 2 фазонинг тулалиги. Бу фазодан олинган {*„) (хп =  (а!"),
Оо

а{2п\  . . •), <  +  00) кетма-кетлик фундаментал булсин. Их-
i- i

тиёрий е >  0 учун, шундай натурал //0 сон мавжудки, улар учун:
со

г>2 (*„, =  2  (af* — а!"0 )2 <  «  >  «о- (2)
i=i

Бундан, ,\ар ^андай k учун:
(а<"> — a<,m>)z < е, т. п > //„;

яъни )̂ аР бир k учун {а<”>} ^а^и^ий сонлар кетма-кетлиги яцинла- 
шувчи. Бу кетма-кетликнннг лимитами ак билап белгилаб, х =

сю

= (av  аг, . . .) элементни кос ил килямиз. Агар 2 а / <  +  °о ва,
(-1

47- параграфдаги мисолларда юритилгаи муло^азаларга мупофиь;,
limp(x„, х) — 0 муносабатларпинг уринлилнги курсатилса, / 2 фа-
«-*•00
зонинг тулалиги исбот этилган булади.

(2) тенгсизликни ^уйидаги куринишда ёзамиз:
ОО р  00

2  И л> — а ' т ))2 =  2  (а\п) — а 'т>)2 +  2  (аГ  — а ‘т ))г <  е- 
i = l  1 = 1  / = р  + 1

бу ерда р ихтиёрий натурал сон. Бундан ихтиёрий р учун:
р

2  (ajn) — a<m))2 <  е,
/=1

ёки р билан /я ни анщ лаб цуйиб, /г буйича лимитга утилса, ушбу
р

а\т))2 < е
i=i

тенгсизлик келиб чи^ади. Бу тенгсизлик ихтиёрий р учун уринли; 
шунинг учун бунда р буйича лимитга утиш мумкин. У ^олда

00

2  (а, — а<т))2 <  е; (3)
1= I

Со

бундан ва 2  (а<т))2<  +  со муносабатдан куйидаги тенгсизлик бе-
(=1

восита келиб чи^ади:
оо

2  а? <  +  °°- 
/=i

199



Демак, х — (а„ а 2, к- Сунгра е >  0 ихтиёрий булганлиги
учун (3) дан

lim р (хт, х) =  О
ГП-+ оо

тенглик келиб чицади.
5. т фазонинг тулалиги. {хп} кетма-кетлик фундаментал бул­

син. хп = {а\п\  а("\ . . . ) ^ т  булганлиги учун \ а ^ \  <  Мп (i =  1,
2, . . .) тепгсизлик уринли ва ихтиёрий е учун шундай натурал п0 
сон мавжудки, улар учун:

9 (х„, x j  <  е, я, т >  я 0
ёки

sup | а\п) — а<т) | <  е, я, т >  я 0. (

Бундан:
I а(п)_ а (т) | < е , • Я, т >  п0 (4)

муносабатнинг i га нисбатан текис бажарилиши келиб чикади. 
Демак, ихтиёрий i учун | af'*] кетма-кетлик я  буйича яцинлашув­
чи булади; унинг лимитини а, билан белгилаб,

х  =  (а1( а2, . . .)

элементни цосил циламиз ва х(- т, р (хп, х) —* 0 муносабатларнинг 
уринлилигини исбот циламиз.

(4) да т га нисбатан лимитга утилса:

] а<"> — а, | <  е я  >  я 0 (5)

тенгсизлик келиб чицади ва бу цамма г лар учун уринли. Бундан:

| а, | <  | af*+1) — а, | +  | а<я*+1> | <  е +  Мл>+1

тенгсизликни цамма i лар учун цосил килиш мумкин, яъни х — 
= (alt а2, . . . ) ( ;  m муносабат келиб чикади. (5) дан равшанки:
sup | а\п) — at | < . е, я  >  я 0 ёки р (хп, * ) <  е, я  >  я 0. е >  0 ихтиёрий 

i -■* 
булганлиги учун бундан

&(*„, л ) —» 0  ёки хп—*х  (я —* оо)

муносабат келиб чикади. Демак, т фазо тула фазодир.
6. S  фазонинг тулалиги, 47- §, 8- пунктда келтирилган якинла- 

шиш маъносидан осонгина келтириб чицарилиши мумкин.
Энди метрик фазоларни тулалигига оид баъзи теоремаларии 

келтирамиз. _
49. 1. Т е о р е м а .  Т$ ла  м е т р и к  X  ф азода  Sn = S n{an,e.) 

ёпиц ш а р ла р  к е т м а -к е т л и ги  б ер и лга н  б улиб ,  б у л а р  
уч у н  цуйидага  ш а р т л а р  баж арилсин:

Sn+1cz S n ( я  = 1, 2, . . .) ва еп —  0, п —> со.
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У  х о л д а  бу ш а р ла р н и н г  у м у м и й  ц и см и  биргина  н уц -  
т ад ан  иборат  булади .

И с б о т .  К,уйидаги кетма-кетликни тузамиз:

а1> а2> • • •> ai> • • • (6)
бунда а, нуцта шарнинг маркази. Теореманинг шартига кура 
an+P(zSn (Р =  1. 2, . . . ) ;  шунинг учун

Р К + р, а„) < еп
ёки

?(ап+р, a j —* 0; п -* о о .
Демак, (6) кетма-кетлик фундаментал кетма-кетликдир. X  тула 
фазо булганлиги учун бу кетма-кетлик я^инлашувчи булади ва 
унинг лимита а(^Х.

Энди ихтиёрий S m ёпик, шарни оламиз (т — аниц, натурал сон); 
у_*олда a ^ S m, чунки ат, ат+ь . . . нуцталар. S~m га киради ва 
Sm ёпи^. т ихтиёрий булганлиги учун

а £ S m, т =  1, 2.............
Демак,

о б  П 5 т .т
Энди П S m га а нуцтадан бошца яна бирор b элемент ^ам тегиш-

т
ли деб фараз циламиз. У ^олда, бир томондан, ^ар ^андай п учун

0 <  р (а, Ь) =  а  <  р (а, а„) +  р (а„, Ь) <  2е„

муносабат уринли; иккинчи томондан, п —> со да е„ —» 0. }(осил 
булган зиддиятдан а =  b тенглик келиб чи^ади. ^

49. 2. Т е о р е м а .  А гар  м е т р и к  X  ф азода , 49. 1 - т ео­
р е м а н и н г  ш а р т л а р и н и  ц а н о а т л а н т и р а д и га н  \ а р  цан-  
дай ёпикс ш а р ла р  к е т м а -к е т л и г и  буш  б у лм а га н  у м у ­
м и й  цисм га  эга  булса , у  л;олда X  ф азо  т у л а  булади.

И с б о т .  Фундаментал {хп) кетма-кетликни олиб, ^ар цандай 
натурал р ( >  0) сон учун ^уйидаги тенгсизликни цаноатлантнради- 
ган натурал nk сонни танлаб оламиз:

Р (•'’/I/; +Р' ^  Г?1'

Ушбу S k =  S \хПк> ёпи^ шарларни караб чп^амиз.

Равшанки, S k+1a S k, чунки x ^ S k+1 булса, у ^олда:

Р (х. хч ) < Р  (х, хПк+1) +  р (хПк+1, хПк ) <  i  i  =  ^ = г ,
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яъни x ^ S k. Теореманинг шартига кура бу ёпиц шарларнинг ^ам- 
масига тегишли х0 элемент мавжуд. Агар \хп) кетма-кетликнинг 
х0 га яцинлашишп курсатилса, теоремамиз исбот этилган булади. 
\хПк } кетма-кетлик цисми булиб х0 га яцинлашади, чунки

Р (*„*, *0) < р Ц - ^ 0 .

У  холда бутун \хп] кетма-кетлик цам х0 га яцинлашади, чунки 
ушбу

р (хп, х0) <  р (хп, хч ) +  р (хПк> х0)
тенгсюликнинг унг томо-ни п ва nk етарли катта булганда иста- 
ганча кичик цилиниши мумкин.* ^

Бу параграфни цуйидаги му^им таъриф ва исботсиз келтирил- 
гап теорема билан тугатамиз.

2 - т а ъ р и ф .  Агар X  ихтиёрий метрик фазо булиб, шундай 
X* фазо мавжуд булсаки, а) X фазо X* нинг цисми ваб) X  туп­
ламнинг ёпиги X* га тенг, яъни X  =  X * булса, бу х;олда X  туп­
лам X* нинг р м м а  е р и д а  з и ч  дейилади. Агар шу билан 
бирга X * тула булса, X* метрик фазо X  фазонинг тулдирувчиси 
дейилади.

Масалан, тутри чизицдаги ^амма рационал сонлардан иборат 
булган туплам метрик фазо булса, у ^олда тугри чизицнинг узи 
унга нисбатан тулдирувчи фазо булади. Булардан биринчиси тула 
фазо эмас, иккинчиси эса тула фазо.

Куйидаги теоремани исботсиз келтирамиз.
49. 3. Т е о р е м а .  Х^ар цандай  м е т р и к  ф азо  т у л д и р у в ­

чи  ф а зо га  эга.

50- §. Сепарабел фазолар

Т а ъ р и ф .  X метрик фазо булсин. Агар X  нинг %амма ерида 
зич ва сан/щли ёки чекли туплам мавжуд булса, у %олда X  се 
парабел фазо дейилади.

Равшанки, агар X  да чекли А туплам зич булса у ^олда 
X  = А.

М и с о л л а р .  1. Rn сепарабел фазо.
Дар^ацицат, Rn фазода координаталари рационал сонлардан 

иборат цамма нуцталар тунлами А саноцли булиб, Rn нинг ^амма 
ерида зич булади.

2. С [а, Ь] — сепарабел фазо. Коэффициентлари рационал сон- 
лардан иборат хамма куп ^адлилар тупламини Р билан белгилай- 
миз. Р саноцли ва С [а, b] нинг ^амма ерида зич булади. Р нинг 
сапоклнлиги равшан. Унинг С [а, b] фазонинг ^амма ерида зичлиги 
математик апализдаги маълум Вейерштрасс теоремасидан келиб 
чицади.
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3. lp — сепарабел фазо. А туплам цуйидаги куринишда булган 
нукталардан иборат туплам булсин:

А =  \ х : х  = (rv г2.......... гп, 0, 0 . . . ) ) ;

бу ерда Г/ лар ихтиёрий рационал па п ихтиёрий натурал сои. А 
нинг 1р да зичлигини курсатамиз. Дар^а^и^ат, х — (at, а2, . . 
ихтиёрий элемент ва е >  0 ихтиёрий сои булсин; п натурал сон 
булиб, унинг учун

2  \ * х < %  
i= ti-f 1

тенгсизлик бажарилсин. А тупламдан шундай х0 --- (rh r s, . . ., гп,
О, . . .) элементни оламизки, бу нуцта учун

2 1  ai Г‘У <  ¥/=!
тенгсизлик бажарилсин. У ^олда:

п 00

[р (х,  х 0) у  2 1 a i — r t i" + 2  I a i \р <  ¥ + у = е/>
i=  1 l—n+ l

ёки
р (X, х0) <  8

тенгсизликлар хам бажарилади. Сунгги тенгсизликдан ва х нинг 
1р нинг ихтиёрий элементи эканлигидан А нинг 1р нинг хамма ери- 
да знчлиги келиб чикади.

4. s — сепарабел фазо. А туплам 3- мисолдагидек булиб, х =  
=  (аь а2, . . .)£ S  ихтиёрий элемент булсин. Х,ар бир ап учун, 
унга я^инлашувчи |г<*>} рационал сонлар кетма-кетлигини тузамиз, 
яъни k * со  да г№ —* аПт

Энди А дан ушбу
{Xw} [*<*> =  (/-<*>, r[k\  . . r f ,  0, 0, . . .)]

элементлар кетма-кетлиги олйнса, у ^олда уз-узидан равшанки, 
k —»со да

x[k) —г> х

Демак, А туплам санет^ли булиб s нинг хамма ерида знч, чун­
ки х ундан олинган ихтиёрий элемент эди.

5. т фазо сепарабел эмас. Бу фазодан ^уйидаги тупламни 
оламиз:

Q =  {х: х =  (dj, а2, т, at — 0 ёки 1).
Равшанки, Q континуум ^увватга эга. Агар Q дан икки турли х 
ва у элементлар олинса, улар орасидаги масофа р (х, у) =  sup | а, —



— fyj — 1. Бундан фойдаланиб т сепарабел эмаслигини исбот эга- 
миз. Бунинг учун т нинг цамма ерида зич ва сансжли А туплам 
мавжуд деб фараз ц и лам из. А нинг цар бир элементи атрофида
радиуси е =  -i тенг шарни оламиз. У ^олда бу шарларнинг йигин-
дисида т фазонинг цамма элементлари жойлашган булади. Аммо 
элементлари юцоридаги шарлардан иборат туплам саноцли булган­
лиги \ чуи, уларнинг з̂ еч булмаганда биттасининг ичида т нинг 
камида иккита турли х, у  элементлари жойлашган булади. Шу 
икки х ва у  элементлар кирган шарнинг марказн х0 нуцтада бул­
син. У >^олда ушбу

1 <  Р (х, у)<р(х , х0) +  р (Хо, у) <  ~  +  j-  = |-

зиддият келиб чицади. Бу зиддият эса килгап фаразимиз натижа- 
сида ^осил булди. Демак, т фазо сепарабел эм.-ic.

51-§. Метрик фазода компактли 
тупламлар

Тугри чизицнинг ажойиб хоссаларидан бири шуки, унда жой­
лашган ва чегараланган цар цандай туплам камида битта лимит 
нуцтага эга. Бу факт эса Больцано — Вейерштрасс теоремасидан 
келиб чицади. Лекин ихтиёрий метрик фазода бундай содда нати- 
жа, умуман айтганда, уринли булмайди. Шунинг учун цуйидаги 
саволнинг цуйилиши табиий. Метрик фазода цандай тупламлар син- 
фи учун Больцано — Вейерштрасс теоремасининг мазмуни сацланиб 
цолади? Мана шу саволнинг цуйилиши муносабати билан цуйидаги 
му^им таърифни киритамиз.

1- т а ъ р и ф .  Агар метрик X  фазодан олинган М тупламнинг 
элементларидан тузилган ихтиёрий кетма-кетликдан бирон 
х ( ^ Х )  элементга яцинлашувчи цисмий кетма-кетлик ажратиб 
олши мумкин булса, бу туплам к р м п а к т л и  т у п л а м  дейи­
лади.

Агар бу хосса X  фазонинг узи учун уринли булса, у ^олда X  
к о м п а к т л и  ф а з о  дейилади Больцано — Вейерштрасс теорема- 
сига кура тугри чизицда ^ар цандай чегараланган туплам компакт­
ли туплам булади.

Равшанки, компактли тупламнинг ихтиёрий кисми яна компакт­
ли туплам булади.

51. 1. Т е о р е м а .  К о м п а к т л и  т у п л а м  чега р а ла н га н  
булади.

И с б о т .  A (czX )  компактли туплам булиэ, чегараланган бул- 
млсни, деб фараз циламиз. А дан ихтиёрий х х нуцтани марказ ци- 
ли5 олиб, радиуси r x =  1 га тенг булган /-,) шарни цурамиз.
А чегаралапмаганлиги сабабли бу шарда бутунлай жойлашмайди.



S (jCj, r x) шарга кирмаган А тупламнинг бироп х2 элемеитини ола­
миз. У ^олда: о (х„ х2) >  г х. Энди радиуси г 2~  р (л:,, х2) +  1 га 
тенг S {хь г2) шарим куриб, А тупламнинг бу шарга кирмаган 
бироп х3 элсмснтмим оламиз; бундай элемент мавжуд, чунки А 
чегараланмагаи туплам ва r (xv х3) >  г 2. Сунгра радиус» г3 =
— р(х,. х3) -h 1 га тенг S (хъ г3) шарни цурамиз ва бу процессии, 
А туплам чегаралапмаганлиги сабабли чексиз давом эттиришимиз 
мумкип. Натнжада \хп) (хп £ А) кетма-кетлик ва усиб борунчм (г„| 
сонлар кетма-кетлиги ^осил булиб, ушбу

р (xv хп) +  1 =  Гп >  гп—j (п =  2, 3, . . .)
тенгсизлнклар бажарилади.

Энди ихтиёрий п >  т >- 2 натурал сонлар учун

Р (*i, хп) +  1 =  гп >  гп_ х > гт\ р (*„ хт) +  I =  гт 
муиосабатлар уринли. Шунинг учун

P(*i. хп) <  р (.*„ хт) +  р (хт, хп)
тенгсизликдан;

г т < ( г т — 1) +  Р(хт, хп)
ёки

Р (хт, хп) >  1
муиосабатлар келиб чикади.

Сунгги муносабат курсатадики, на \хп) кетма-кетликнинг узи 
ва на унинг кием и фундаментал була олмайди, демак, якинлашув- 
чи хам булиши мумкин эмас. Бу эса зиддиятга олиб келади, чун­
ки \хп) кетма-кетликнинг элементлари компактли А тупламдан 
олинган. *

Бу теореманинг тескариси, умуман айтганда, уринли эмас, яъни 
туплам чегараланган булса у компактли булиши шарт эмас. Буи­
га 12 фазодан конкрет мисол келтирамиз. /2 фазодан ушбу

ej = (1, 0, 0, . .  .), е2 = (0, 1, 0, 0, . .  .), е3= (0, 0, 1, 0, 0, ...), ...
элементлардан иборат чегараланган тупламни тузамиз, бу элемент- 
ларнинг ихтиёрий иккитаси орасидаги масофа р (е„„ е„) = [ 2  
(т ф п ) га тенг, шунинг учун бу кетма-кетлик ва унинг з̂ еч ^ан- 
дай кисми якинлашувчи булмайди, демак, тузилган туплам ком­
пактли туплам эмас.

Метрик фазода компактлик тушунчаси билан якнндан богли^ 
булган тушунчани киритамиз.

2- т а ъ р и ф. А метрик X  фазодан олинган бирор туплам ва 
е > 0 бирор сон булсин. Агар А дан олинган ихтиерий х элемент 
учун В да шундай у  элемент мавжуд булсаки, булар учун р (х, 
у) <  е тенгсизлик Гринли булса В ( а Х )  туплам А тЦпламга нис- 
батан г-турга эга дейилади. Агар В чекли туплам булса, у  
х1олда Л т у л а  ч е г а р а л а н г а н  дейилади.



М и с о л л а р .  1) Rn фазода цар цандай чегараланган А туплам 
чекли е-турга эга, яъни А тула чегараланган.

2) Текисликда координаталари бутун сонлардан иборат туплам 
V2 „—2— турни ташкил этади.

3) / 2 фазода А тупламни цуйидагича аниклаймиз. Агар

I I 1 > I ^2 I ^  ~2 ’ • • ■ > I I 2«> • • •

:енгсизликлар бажарилса, х =  (а1, а2, . . .) f  А бу туплам ихтиёрий 
е >  0 учун чекли е-турга эга. Дар^ацицат, берилган г >  О учун
натурал а сонни ^  буладигап цилпб таплаб оламиз. А дан
олилган цар бир х =  (аь а2, . . .) нуцтага шу тупламнинг узидан 
олнпган г

х* =  [аъ а2, . .  ., ап, 0, 0, . . .) (1)
нуцтани мос цуямиз. У ^олда

р (х, **) =  ( 2
\к=п+\ k = n + 1

(1) куринишдаги нуцталардан иборат В туплам Rn фазода чегара­
ланган; демак, В туплам ихтиёрий е >  0 учун чекли -турга эга,
натижада А туплам е-турга эга булиб, тула чегараланган бу­
лади.

4) Юцоридаги {еп} кетма-кетликдан иборат туплам чегараланган
 ̂ |/  2 

булиб, тула чегараланган эмас. Агар е <  —— булса, унинг учун
сони чекли е-турни куриб булмайди.

Компактлик, тулалик ва тула чегараланганлик тушунчалари ора- 
сида цандай богланиш борлигини цуйидаги теоремадан куриш 
мумкин.

51. 2. Т е о р е м а .  Т у л а  м е т р и к  X  ф азода  ж о й л а ш га н  
А т у п л а м н и н г  к о м п а к т л и  б улр ш и  учун ,  ун и н г  т у л а  
ч е га р а л а н га н  б ули ш и  за р ур  ва  к и ф о я .

И с б о т .  З а р у р и й л и к .  Компактли А тупламни тула чегара- 
ланмаган, яъни бирон е > О учун А да чекли е-тур йуц, деб 
фараз цилайлик. У ^олда А дан олинган ихтиёрий х, нуцта учун, 
шундай х2 нуцта мавжудки, р (хь х2) >  е. Сунгра шундай х3 нуц­
та мавжудки, р (х2, х3) >- е булади ва цоказо. Бу процессии давом 
этгириб, цуйидаги тенгсизликларни цаноатлантнрадиган [хп] кет- 
ма-кетликни тузамиз:

Р (Хп> х т)  >  Е. т ф  п.
Равшанки, бундай кетма-кетликдан ^еч цандай яцинлашувчи кет­
ма-кетлик цисмини ажратиб олиш мумкин эмас. Бу эса А нинг 
компактлнлнгига зид.
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К и ф о я л и к .  Энди X  тула фазо булиб, Л(<=Х) тула чегара­
ланган туплам булсин. А нинг компактлилипшн курсатамиз. Их- 
тиёрий {хп} кетма-кетлик А шшг элементларидан тузилган бул­
син. Хар бир &k = --(k  =  1, 2, . . .) учун А да мос равишда чекли 
вь-турни курамиз:

a\k\ a f \  . . а<*>.

Марказлари е, турии ташкнл этувчп пуцталарда жойлашган па 
радиуслари 1 га тенг шарларни курлмпз. Бу сони чекли шарлар 
А тупламни бутунлай цоплайди. Улардан камида биттаси, маса­
лан, уни S, билан белгиланлнк, |.v„) кетма-кетликнинг чексиз ;л'' } 
кетма-кетлик цисмини уз ичига олади. Сунгра марказлари ч., = 
=  -1 _  турни ташкил этувчп нуцталарда жойлашган ва радиуслари

i- га тенг шарларни цурамиз. Бу шарларшшг сони \ам  чекли бул­
ганлиги учун, улардан камида биттаси, масалан, упи So билан бел- 
гилайлик, \х'п\ кетма-кетликнинг чексиз |а'”| кетма-кетлик цисмпни 
уз ичига олади ва з^оказо. Бу процессии чексиз даном эттпрамиз.

Энди цуйидаги кетма-кетлпкларнинг

x v хч.......... А'«- • • •

диагоналида жойлашган элементлардан кетма-кетлик тузамиз:

х\, х2, . . ., х<£>, . . .  (2>

Бу кетма-кетлик фундаментал кетма-кетлик булади, чунки х(пп) эле- 
ментдан бошлаб (2) кетма-кетликнинг ^амма элементлари Sn шар- 
да (бу шарнинг радиуси ~  га тенг) жойлашган булади. Аммо мет­
рик X  фазо тула булганлиги учуй (2) кетма-кетлик лимитга эга, 
яъни А тупламдан олипган ихтиёрий \хп\ кетма-кетликдан якин- 
лашувчи {х^} кетма-кетликни ^осил цилдик, демак, А компактли 
туплам.*

51. 2- теоремада зарурий ва кифоявий шартлар берилган булса- 
да, бу теоремадан конкрет метрик фазоларда фойдалапиш осон 
эмас. Махсус метрик фазоларда жойлашган тупламлариинг ком- 
пактлилигини аниклаш учун одатда махсус компактлилик белги- 
лари ахтарилади. Биз бу масала билан икки s ва С [а, b| фазоларда 
иш курамиз.

51. 3. Т е о р е м а  (s ф а з о д а  к о м п а к т л и л и к  б е л  г п с и  
^ а ц и д а г и  т е о р е м а ) .  А т у п л а м  s ф азодан  о л и н га н  бу­
ли б ,  A t ун и н г  I- н о м е р л и  (i  = 1 ,  2, . . .) к о о р д и н а т а л а р  л-  
дан т у зи л га н  т у п л а м  булсин . А нинг к о м п а к т л и  6у-
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л и ш и  учун  A t т у п л а м л а р н и н г  ч егараланган  б ули ш и  
за р ур  ва киф оя .

Сонлардан иборат Л, тупламнинг ю^ори чегараси i га богли^ 
булиши ^ам мумкин.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Бизга маълумки, s фазода я^инлашиш 
координаталар буйича якиплашишдир (2- §, 8- мисол). А туплам 
компактли (47- §, 8- мисол) булганлиги учун Л, лар ^ам компакт­
ли ва, демак, чегараланган булади, чунки Лг тугри чизикда жой- 
лашган туплам.

Л < и ф о я л и г и .  A(cz S) шундай туплам булсинки, унинг учун
ю^орида тузилган Л( тупламларнинг ^ар бири чегараланган булсин.

00

Ихтиёрий е ( >  0) ни олиб, натурал р сонни ^  = ~  <  е му-
k —p+  I

носабат уринли буладиган ^илиб танлаб оламиз \ Сунгра ^ар бир
л: =  (аь а2........ ар, ар+1, . . .) ( £  S) элементга у =  (аь а2, . . ., ар,
О, . . .) ("£ S элементни мос ^уямиз. Бу куринишда тузилган у
элементлардан иборат тупламни В билан белгилаймиз. Равшанки,

t
00 00

р (*. ^) =  2 i b ;r f i - i < S ^ < E ;
k=*p+ 1 k= p+  1

яъни В туплам А га нисбатан е-турни ташкил этар экан. Аммо 
В эса, тузилишига кура, Rn фазода бутунлай жойлашган ва чега­
раланган туплам. Демак, В чекли е-турга эга, натижада Л туп­
лам ^ам чекли е-турга эга, яъни Л тула чегараланган ва 51.
2- теореманинг кифоялик шартига ва s нинг тулалигига мувофрщ 
Л компактли туплам булади. *

Энди С [а, Ь] фазода компактлик белгисини берамиз. Бу белги- 
ни ифода 1\илиш учун куйидаги икки тушунчани келтирамиз. [а,Ь] 
сегментда аникланган бирор Ф — {ф(£)} функциялар системаси 
берилган булсин. Агар t нинг хамма кийматлари ва Ф системанинг 
^амма элементлари учун

( t m  b], Ф£Ф)
тенгсизликни ^аноатлантирадиган сони мавжуд булса, Ф функ­
циялар системаси текис чегараланган дейилади. Агар ихтиёрий е > 0  
учун шундай б >  0 сони мавжуд булсаки,

| *i — ** | <  6
тенгсизлик бажарилганда Ф системага тегишли ихтиёрий ф (t) функ­
ция учун

IТ (ti) — Ф (**) ( <  s 
булса, Ф система текис даражада узлуксиз дейилади.

51. 4. Т е о р е м а  ( А р ц е л а  т е о р е м а с и ) .  [а, Ь] сегм ент ­
да а н и к л а н г а н  у з л у к с и з  ф у н к ц и я л а р  сист емаси С [а, Ь]
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фазода компактли булиши учун, бу функциялар сис- 
темасининг текис чегараланган ва текис даражада 
узлуксиз булиши зарур ва кифоя.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Ф туплам С [а, Ь] фазода компактли 
булсин. У з^олда 51. 2 - теоремага мувофи^, ихтиёрий е ( >  0) учун
Ф да чекли -турни ташкил этувчи

Ъ> Ъ> • • •. Ч>;, (3)
функциялар мавжуд булади. Бу функцияларнинг ^ар бири [а, 6] 
да узлуксиз булганлиги сабабли чегаралангандир, яъни:

|ф,|</<(> i = 1, 2.........р.

Чекли -|~турнинг таърифига кура, Ф дан олинган ^ар цандай ф
элемент учун (3) даги сони чекли функциялар ораспда шундай фг 
функция топиладики, унинг учун

Р(Ф, фг)== шах | ф (£) — ф, (£) I <  4
a<t<b 0

тенгсизлик уринли. Натижада:

IФ I <  I Ф; I +  т  <  4  <: К, К  =  шах К, +  V,
й й 1 < К р  J

яъни Ф система текис чегараланган. Сунгра (3) кетма-кетликдаги 
чекли - турни ташкил этувчи, функцияларнинг ^ар бири узлук­
сиз ва уларнинг сони чекли, демак, улар [а, Ь] да текис узлуксиз; 
демак, берилган j  учун, шундай 6( сони мавжудки, бунинг учун 

’ цуйидагиларни ёзишимиз мумкин: агар | tY— t2 | <  б, булса, 

I ?/ (^i) — ф/ (t2) I <  т -  АгаР I I <  5 булса (б =  шах 6;), у ^ол- 
да ихтиёрий ф £  Ф учун нинг (3) функциялар орасида р (ф, фг) <
<  тенгсизликни цаноатлаитирадиганини олиб, ушбу

I ?  (ti) — ф (t2) | <  | ф ( t j  — ъ  ( it) +  ^  ( t j  —  фi ( t2) +  ъ  (t2) — «р ( t2) <  
<|<P(*i) — Ф/(*i) I +  I 4>i (*i) —  ф|(**)1 +  |ф/(^)~<Р(^)| <

^  8 , 8 I 8
<  3- +  Т  +  з = е

муносабатларни ёза оламиз. Шунинг билан Ф системанинг текис 
даражада узлуксизлиги ^ам курсатилди, яъни теореманинг зарур- 
лик кисми исбот этилди.

К и ф о я  л и г и .  Ф система текис чегараланган ва текис дара­
жада узлуксиз булсин. Агар ихтиёрий е >  0 учун унга нисбатан 
С la, b} да чекли е - тур мавжуд булса, бу системанинг С [а, Ь] 
фазода компактлилиги курсатилган булади.
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К ва б цуйидаги муносабатларни цаноатлантирадиган сонлар 
булсин: | ф | -<  К  (цамма ф ( £  Ф) учун); агар | t t — t2 | <  б булса,
M * i)  — q > (f t) |< J -(*амма ф ( £ Ф )  учун).

Энди [а, 61 сегментни
t0 =  a < t i < t ? <  . . .  < t n = b

нуцталар билан хар бирининг узунлиги б дан кичик п та кпсм- 
ларга булиб, бу нуцталарнинг х;ар биридан вертикал тугри чизиц 
утказамиз. Ординаталар уцида [— К, К] сегментни

Уо = —  К  <  Ул < Уъ< • • - < У т  =  К
р

нуцталар билан хар бирининг узунлиги га тенг т та цисмга бу
либ, бу нуцталарнинг хар бирида горизонтал тугри чизицларпи 
утказамиз. Натижада ушбу [а < t  <  b, — К <  % -< К\ тугри турт- 
бурчак цисмларга булиниб, бу цисмларининг горизонтал томонлари
-g- ва вертикал томонлари б дан кичик булади. яъни тугри турт-
бурчакда тур тузилди. Энди цар бир ф ( Ф) функцияга учлари 
(tk, у,) ' нуцтада жойлашган синиц b(t) функцияни мос цуямиз (агар 
функциянинг графиги туташган кесмалардан иборат булса, бу функ­
цияни синиц деймиз). Тузилган турнинг учлари да, тузилишига кура 

g
b(tk) — ф (4 ) | <  -g-(& =  0, 1, 2, . .  ., п) тенгсизлик бажарилади. 
Сунгги ва

I ф (f*+i) —  $ (tk+i) I < - J. IФ (**) — Ф (*»+,) I < j  

тенгсизликлардан:

I
тенгсизлик келиб чицади.

tk+l] сегментда 0 (t) чизицли функция булганлиги учун

тенгсизлик t  нинг [tk, tk+1] сегментдаги з^амма цийматлари учун 
бажарилади.

Энди [а, Ь\ сегментнинг ихтиёрий t  нуцтасини олиб, чапдан 
унга энг яцин турган tk нуцтани оламиз (бу булиш нуцтаси;. У 
з^олда:

I ф и )—  ̂(t) | <  | ф (t)— ф цл) | + 1 ф (tk) — о )tk) | H-
+  1W - W K *

тенгсизлик уринлидир. Демак, сони чекли синиц 0 (t ) функциялар 
Ф системага нисбатан чекли е- турни ташкил этади, яъни Ф 
система тула чегараланган системадир.



52- §. Кнсцартириб акс эттириш принципи 
ва унинг татбицлари

Тула метрик фазоларда берилган турлм тенгламаларнинг ечпм- 
ларишшг мавжудлиги ва ягоналнгнпм исбот этишда цисцйртирпб 
акс эттириш нрипципи му^им ва фомдали метод сифатпда ншлати- 
лпиш мумкип. Х,озир мана шу приицип билан у^увчпин кискача 
таииштирамиз. Т метрик X  фазопниг узипи-узига акс эттириш бул- 
сип. Агар X  фазодан олинган ихтиёрий х ва у элементлар учун

Р (Г х, Ту ) < а-р(х,  у). (1)

тенгсизликни ^аноатлантиоадиган а ( 0 < с с <  1)сопи мавжуд булса 
у ,\олда Т ни ц и с ^ а р т и р и б  а к с  э т т и р и ш  дейилади. (1) га 
мувофиц, агар я —» оо да хп — • х0 булса, у молдл Тхп—*Тх0, яъни 
Т акс эттириш узлуксиз булади.

Т е о р е м а  (к, и с ^ а р т и р и б а к с  э т т и р и ш  п р и н ц и ­
пи).  Т у л а  м е т р и к  X ф азода  а н и ц л а н га н  л;ар цандаа  
ц и сц а р т и р и б  акс эт т и р и ш  биргина ц у з г а л м а с  нуц-  
т ага  эга, я ъ н и  Т х  =  х  т ен гл а м а н и н г  биргина ечим и  
мавж уддир.

И с б о т .  Метрик X  фазодап ихтиёрий х0 иуцтани олиб, ушбу 

х ,=  Тх0, х2=  Т х ,=  Т2хо, х3=  Тхг =  Т*хо..........хп= Txn_ i ~ 7 nxn, . . .

кетма-кетликни тузамиз ва бу кетма-кетликнинг фундамеиталли- 
гини курсатамиз. Дарз^щицат, (1) ва учбурчак аксиомасига муво- 
фик:

Р (хп, хт) =  Р (Тпхо, Ттх0) ■= р (Г % , TnXm_n) <  а"р (х0, xm_n) <  
< a n | p U 0, х1)-\-р(хь х2) +  . . .  + p ( x m_n_ 1,

<  anp (х0, хх) j 1 +  a  +  a 2+  . . .  +  a '”- ”- 1 ) <  ■ p (x0, хг).

n деярли катта булганда бу тенгсизликнинг у иг томоии пста- 
ганча кичик ^илиниши мумкин, чунки a <  1. Демак, (хп} кетма- 
кетлик фундаменталдир. X  фазо тула булганлиги учун {х„[ кетма- 
кетликнинг фундаменталлигидан унинг я^инлашупчилиги келиб 
чи^ади, яъни:

1 im хл =  х.
П-*-оо

Т узлуксиз акс эттириш булганлиги учун:

Тх =  Т (lim-vn) =  lim Txn — lim Jtn+1 =  x.
n ~ *  ОО П - *  00 П -+  "o

Демак, x ^узгалмас ну^та.
Энди лузгал.мае ну^танинг ягоналигини исбот циламиз. Дар^а- 

ци^ат, Тх =  х ва Ту =  у, яъни к у зга л мае пуцта нккита булсин.



У з^олда р(х, у)=р(Тх ,  Ту)^.а,-р (х, у) (а <  1); бундан 
р (х, у) =  0 ёки х =  у. *

Бир неча мисол келтирамиз.
1. у = у(х)  теигламада ф функция | а, Ь] сегмент да аницлангаи 

булиб, Липшиц шартини цаноатлантирсин ва [а, Ь] сегментни узи- 
ни узига акс эттирсин, яъни:

кетма-кетлик яцинлашувчи ва унинг лимити ф акс эттиришнинг 
ягона цузгалмас нуцтаси булади.

2. Цуйидаги тенгламани текширамиз:

Бу тенглама п улчовли векториал фазони узининг узига акс эт- 
тиришини ифода цилади ва буни у — Тх  куринишда хам ёзиш 
мумкин. К,исцартириб акс эттириш принципини бу тенгламага 
татбиц цилиш учун тегишли шартларни аниклашимиз керак, яъни 
цандай шартлар бажарилганда бу акс эттириш (1) тенгсизликни 
цаноатлантиради. Бу шартларни аницлаш эса берилган фазода мет- 
риканинг киритилишига боглицдир. Масалан:

к=1

тенгсизлик уринли булиши керак. Демак, (3) муносабат бу хусу- 
сий цол учун цисцартириб акс эттириш шартини беради.

чу цолда
| Ф (х^  — ф (Я]) |.. <  ос | д;г х х | (0 < ос <  1), 

х0. * 1  = ф (дс0), х2= ф (Jfi), . . .

Ук=  +  Ь‘ == 1, 2...........п). (2)

а; р (X, у) =  шах | а ,— р, |; х =  (ах> а 2.......... а„),
1 <1<П
У (Р]> Рг» • • •» Рп)»

Бу з^олда ихтиёрий иккита
х '=  (а '; а 2...........а'п), х" =  (а ’, а"2, . . а ’)

нуцталар учун:

р (Тх', Тх") =  р (у', у") =  шах | р; — ^  | =  шах 2  а1к (а’к — а") | <
i *

i k
Бундан (1) шарт бажарилиши учун

П

(3)
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б)
п

pt*. у) =  2 1 а '— м -  
/=1

Бу >̂ олда:
п

р(7У, 7 V ) = р(у', Л “ 2 |Р1-Р<1

V
I

/«|

< 2 2 К 1 - К ~ а * КI и
v<  р (х', х") max ^  | а,к |.

Бундан кисцартириб акс эттириш шарти цуйидагидан иборат 
булади:

2 | а , * | < а < 1 .  (4)

в) ^ 

р(х,  у) =  | 2 ( а ,  — p,)2j  •

Бу х;олда Коши — Буняковский тенгсизлигига биноан:

p*(t/'. у") =  2 ( 2 а »<“ * — “ !> )*<  2 2  х,,)-I \ k I l k
Бу ^олда ^ис^артириб акс эттириш шарти цуйидагича буллди:

2 ° ? * < а ' < L -5>

Юцорида курилган уч цол учун топилган цисцартириб акс эттириш 
шартларининг цаммаси кифоявий шартлардир. (3), (4) ва (5) шартлар- 
нинг ^ар бири бажарилганда, шу параграфдаги теореманинг исбо 
тидагидек, (2) тенгламанинг биргина ечимга эгалигини курсатиш 
мумкин.

3. Охирги мисол сифатида ушбу

§ = / ( * . * / )  (6) 

г/0= ф (л :0) (бошланрич шарт) (7)

дифференциал тенгламаии куриб чицамиз. Тенгламанинг унг то- 
монидаги f ( x ,  у) функция, (х0, у0) нуктапи уз ичига олган текис- 
ликдаги бирон G сохада аницлангаи узлуксиз ва

I / ( * .  Ух)— f i x ,  у г) \ < К \  у 2 |
Липшиц шартини цаноатлантиради, деб фараз циламиз { К— узгар- 
мае сон).



Энди (6) тенгламапи бирон ix0— с, х0 с] сегментда, (7) бош- 
ланрич шартни г^апоатлантирадиган биргина у -- (х) ечимга эга- 
лигини исбот этамиз (бу эса Пикарнипг маълум теоремасидир).

Аввало (6) тенглама, (7) шарт бажарилганда, цуйидаги содда 
интеграл тенглама шаклида ёзилиши мумкин:

X
'У (X) =  у о ) j ( t ,  •'->( t)) dt. (8}

l'o

f ( x ,  у) функция G сохада узлуксиз булганлиги учун, (х0, у0) нуц- 
тани уз нчнга олган, бирон G'czG сохада чегараланган булади, 
яъни |/ ( х ,  у) \ <  rf. Сунг с сонни шундай таплаб оламизки, унинг 
учуп цуйидаги шартлар бажарилсин:

а) Агар | х — х01 ^  с, \y — y„\<lcd  булса, у >^олда: (х, у) £ G'.

б) Кс < 1.
[х„ — с, х0+  с] сегментда аншуганган ка | ф(х) — у0 \ < cd тенгсиз- 
ликни цаноатлантирадиган узлуксиз {0} функциялар системасипи 
Ct билан белгилаймиз ва бу системада метрикани куйидагича ки- 
ритамиз:

Р ('h  'W =  max | (х)— ф2 (х) |.
X

Метрик Cj фазо тула, чунки у тула С [а, b] фазонинг- ёгащ 1̂ исми- 
дир. Ушбу

X
$(х) = у 0 + ^ f ( t ,  y( t ) )dt  (9)

.Vo
акс эттиришда х{^ [х0 — с, х0 +  с] булсин. У з^олда бу акс этти­
риш С, фазони узини узига !<;ис^артириб акс эттиради. Дарз^аци- 
цат, ф £ С ( ва х ^  [х0 — С, х0 — С, х0 +  с] булсин. У з^олда •

IУ (х) — у 01 = \ f ( t ,  ф (t))dt cd

муносабат уринли ва, демак, (9) акс эттириш С г фазони узини узи­
га акс эттиради. Энди:

X
hPi(х) — 11)2(X )I < ф!( t ) ) — f ( t ,  <pt ( t ) ) \ d t ^ .

х0
<  К с max I Ф, (t) — ф2 (t) I =  Кс p (ф„ фа).

t
Бундам Кс < 1 булганлиги учун (9) акс эттиришнинг ^исцарти- 
рувчм акс эттириш эканлиги келиб чицади. Д емак, шу параграф- 
даги теоремага кура (8) тенглама С, фазода бошлангич (7) шартни 
каноатлаптирадиган биргина ечимга эга.
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1. Цандай а  ва р лар учун ушбу

р (х, у) =  I ха — i f  I3 
функция тугри чизицда метриками беради?

2. 1а, Ь\ да аницланган хамда узлуксиз хосилага эга булган 
функциялар тупламини С^а, Ь\ билан белгилаймиз. C j[a, b\ да 
цуйидаги функциями аницлаймиз:

Р ( / .  ё)  =  s u p |/ (x )  — £ (* ) | +  \ f '  (а) — g'  (a) I,
a < x< b

p(f ,  g) нинг C j[a, b\ да метрика эканлиги исботлансин.
3. Барча бир номаълумли купцадлилар туплами 5  ни оли5, их­

тиёрий иккита
f ( x ) =  a0+  а,х . . .  +  апхп, 
g (х) =  b{)+ Ьхх  +  . . .  +  Ьтхт 

купцадлилар учун цуйидаги функцияни тузамиз:

MALUK УЧУН МАСАЛАЛАР

2 1 a< — bi I2;1= о
бу ерда, агар i >  ti булса, a, =  О ва агар i >  т  булса; bt — 0. 
Р(/> ё)  функциянинг S  да метрика эканлигини исботланг цамда 
бу метрикага нисбатан 5  нинг тулдирувчисини топинг.

4. 3- масала
Р(/> ё) =  max la , — bt \

О< / <  оо

функция учун ечилсин.
5. 4- масалада компактлилик белгисининг зарурий ва кифоявий 

шарти топилсин (бу масалани 51. 4- теорема билан солиштиринг).
6. К,исцартириб акс эттириш принципини (52- § га царанг) ушбу

П

г 1 =  Ь‘ (г =  1. 2, . . . ,  п)
к= 1

тенгламага метрика
5

Р(*> у) = 2 l  ai ~ bi\ +  тах \ а! ~ Ь/\
I— 1 s+ \< j< n

булганда татбиц этилсин.
7. 6- масала метрика

s. / л  у/ ,
Р(*- У) = +■ т а х \а} — bj\ + 2  \ a i ~ bk\ A

i=i  s t + K j K s ,  V i-.V j+ i J

булганда ечилсин.

P ( / .  g) - V



XI Б О Б
К?ШИМЧАЛАР

53- §. Цувватлар устида амаллар.
Ихтиёрий катта кувватпарнинг мавжудлиги

Икки чекли А ва В тупламлар берилган булсин. Агар А да га 
та, В да гп та элемент булса, у х;олда бу тупламлар йигиндиси 
А{}В да га + /га та элемент булади. Тупламнинг цуввати тушун­
часи чекли туплам элементларининг сони тушунчасининг умумлаш- 
тирилгап ^оли булганлиги сабабли, ихтиёрий цувватларни ^ушиш 
амали таърифини куйидагича бериш мумкин.

Икки А ва В тупламлар умумий элементларга эга булмасин, а 
ва р тегишлича Л ва В ларнинг ^увватлари булсин. А\}В  туплам­
нинг цувватига а ва Р кувватларнинг й и г и н д и с и  дейилади ва

® -Й Р
шаклида ёзилади.

Тупламлар системаси {Xz, т £  /} берилган булиб, бу систем а- 
даги тупламлар узаро кесишмасин ва Х т нинг куввати а .  булсин. 
Барча а т кувватларнинг й и г и н д и с и  деб, тупламлар системаси 
йигиндисининг цувватига айтилади.

Масалан, о> — санокли тупламнинг куввати, с — континуум цув- 
ват булса, 6 ва 7- параграф теоремаларига асосан:

СО - j -  Ш =  СВ

О) - f  С =  С

с +  с = с (1)
Сони санокли ш ларнинг йигиндиси ^ам ш га, сони санокли с лар­
нинг йигиндиси с га тенг.

53. 1 - и з о ^ .  (1) формулаларга ^араб куйидаги гипотезани ай- 
тиш мумкин: агар А чексиз туплам булиб, куввати 'а га тенг бул­
са, у ^олда а  +  а  =  а . Бу гипотеза ихтиёрий чексиз г^увват учун 
^озиргача исботланмаган; аммо у тула тартиблапган тупламлар 
учун уринли ([I] га каранг). „

Энди ^увватлар купайтмасининг таърифига утамиз.
А ва В чекли тупламлар булиб, уларнинг элементлари сони мос 

равишда га ва пг га тенг булсин. А ва В ларнинг Декарт купайт- 
маси А х  В п-т  та элементдан иборат.

Бунга кура ихтиёрий тупламлар учун цуйида1и таърифни бе­
риш мумкин.

А ва В  — ихтиёрий тупламлар ва а, р — уларнинг кувватлари 
булсин. а  ва р кувватларнинг к у п а й т м а с и деб, А ва В туп­
ламларнинг Д екарт купайтмаси А х В  нинг ^увватига айтилади ва

а-Р
шаклида ёзилади.
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Тупламлар системасининг Декарт купайтмасидан фойдаланиб* 
сони ихтиёрий цувватларнинг купайтмасини хам таърифлаш мум­
кин.

Масалан, N натурал сонлар туплами булса, N x N  з а̂м санокли 
туплам булгани учун

со • (о =  о>;

агар R тугри чизи^ нуь;таларп туплами булса, R X R текислик 
ну^талари туплами булгани ва R з а̂м R х  R ларнинг цувватлари 
с булгани учун (54-§  га царалсии)

с • с — с.
53. 2. Изоз^.  Х,ар ь^андай чексиз я кувват учун

а-а  — а
муносабатни гипотеза сифатида ёзиш мумкин. Бу гипотеза хам' 
тула тартибланган тупламлар учунгипа исботлаигап.

53. 3. Изох; .  Ихтиёрий цувватларпинг чекли соплардан фар^и 
(1) формулалардано^ курипади; иккинчи муз^им би|. фарц шуки, 
сони ихтиёрий ^увватларни 1̂ ушиш ва купайтириш мумкин. Учин- 
чи фарц шундаки, цувватларнинг айирмаси тушумчасини (^увват- 
ларнииг йигиндиси, тупламларнинг йигиндиси ор^али таърифлаига- 
нидек) тупламларнинг айирмаси орцали таърифлаш мумкин эмас. 
Да^ицатан з^ам, агар А х В  тупламлар берилиб, А нинг ^уввати а, В 
нинг цуввати р булса, А, В туплам, а  ва р лар узгармаган з^олда* 
чексиз, чекли ёки буш булиши мумкин, шунинг учун бу туплам­
нинг цуввати тугрисида з̂ еч нарса айтиш мумкин эмас ва, демак,. 
а  — Р ани^ бир маънога эга эмас.

Агар А, В — чек ли тупламлар булиб, п, т мос равишда бу 
тупламлар элементларининг сони булса, А тупламни В тупламга 
барча акс эттирилишлари сони тп га тенг. Х^ки^атан з^ам, А туп­
ламнинг з^ар бир х элементи, В элементларининг сони т та бул­
гани учун В га т та усул билан акс эттирилиши мумкин.

Д да я  та элемент булгани хамда хар бир элемент бонща эле- 
ментларга богликмас равишда В га т усул билан акс эттирилиши 
мумкинлиги сабабли А нннг В га барча акс эттирилишлари сони 
тп га тенг. Бунга кура ихтиёрий ^увватларни даражага кутариш- 
ни куйидагича таърифлаш мумкин.

Л ва В тупламлар берилиб, А нинг кувпатн а, В пинг кувва- 
ти р га тенг булсин. У холда А нинг В га барча акс эттирилиш­
лари туплами ВА нинг кувватига р нинг а - д а р а ж а с и  дейилади 
ва Р“ шаклида ёзилади.

Масалан, N натурал сонлар туплами ва Z2- - (0, 1} туплам бул­
са, N нинг Z2 га з^ар бир акс эттирилишинн цуйидаги куриниш- 
да ёзиш мумкин:

1 2 3 . . .  п . . .
h  г 2 1з
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бу ерда is =  j j .  Бундам чикадики, N нинг Z2 га цар бир акс 
эттирилишига

О, h it . . .  ts . . .
иккили касрнп мос цуйиш мумкин. Натижада туплам билан 
бутун киеми ноль булган барча иккили каерлар туплами орасида 
узаро бир кнйматли мослик урнатилган булади. Аммо бутун цис- 
ми ноль булган барча иккили каерлар туплами с континуум цув- 
ватга эга.

Шундай цилиб, агар N нинг цуввати со булса, нинг цувва- 
тн 2Ш булиб,

2 со =  с.
Бу ерда, умуман, чекли сонлар учун 2*>  ос тенгсизлик уринли.

Бу цол тасодифий х,ол эмас, бунда цуйидаги умумий теорема 
уринли:

53. 4. Т:е о р е м а .  А бирор т у п л а м  булиб , ун и н г  цувва-  
т и  а  булса, у  л;олда А нинг  барча  ц и с м -т у п л а м л а р и  
сист емасининг цувват и  2а А нинг  цувват идан  кат т а,  
яъни:  2’ >  а.

И с б о т .  Бирор А = {а) туплам берилган булиб, В =  {Ь} туп­
лам А нинг барча цисм-тупламларидан тузилган система булсин. 
Бу системага, хусусан А нинг бир элементли цисмлари, буш туп­
лам ва А нинг узи киради.

В нинг цуввати А нинг цувватидан катталигини исботлаш учун 
В да А га эквивалент булган цисм борлигини, аммо В нинг А га 
эквивалент эмаслигини исботлаш керак.

В дан А нинг бир элементли кисмларидан иборат цисмий сис- 
темани ажратиб олсак, бу цисмий система А га эквивалент були­
ши равшан.

Энди В и№нг А га эквивалент эмаслигини курсатамиз.
Аксини фараз цилайлик, яъни Л булсин. У цолда В систе- 

манинг элементлари билан А нинг элементлари орасида узаро бир 
цийматли мослик урнатиш мумкин, я'ыш В ва А нинг элементлари 
маълум бир жуфтларга богланган булади:

Лт о., АТ В, и £ А.
Бу жуфтларнинг бирортасини олайлик: Л, <->а. Бу ерда икки 

цол булиши мумкин: ё Лх туплам Л нинг кис ми булгани учун а 
пи уз ичига олади ёки А_ туплам Л нинг цисми була туриб, а ни 
уз ичига олмайди.

Б у холларга к араб А тупламнинг элементини мос равишда 1- 
ёки 2- тур элементлар дейилади. Демак, 1- тур элементлар шун­
дай элемептларки, уларнинг

Az а
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жуфтларидаги А. туплам а ни уз ичига олади, 2- тур элементлар 
шундай элементларки, уларнинг

Дт<-»а

жуфтларидаги Ах туплами а ни уз ичига олмайди. Барча 2- тур 
элементлар тупламинн А' билан белгнлаймнз. А' нинг

А'< > а
жуфтнпн оламиз. Бу ерда икки хол булиши мумкин: ё а элемент 
1- тур элемент, ё 2- тур элемент. Агар а 1- тур элемент булса. а 
элемент А' га кнриши керак, аммо А' тузилишига кура, 2- тур 
элемеитлаодан иборат. Демак, бу ^олимпг булиши мумкин эмас. 
Агар а 2- тур элемент булса, а элемент, бир томондан, таъоифга 
асосан А' га кирмаслиги керак, иккпнчн томондан, Л' нинг тузи­
лишига кура, а элемент Л’ га кнриши керак. Яма ^арама-^арши- 
ликка келдик. Демак, бу ^олмппг \ам  булиши мумкин эмас.

Шундай цилиб, А' тупламнинг мавжудлнгп царама-царшиликка 
олиб келаяпти. Демак, А ва Б тупламлар узаро эквивалент эмас. 

Умуман ^уйидаги теорема уринли.
53. 5. Т е о р е м а .  А гар  X  ва Y  т у п л а м л а р н и н г  цувват -  

л а р и  мос равиш да  а ва  р булиб ,  0 >  1 булса, у  л;олда:
Р > а .

Усувчи бу теорема хасида П. С. Александровнинг китобига 
^араши мумкин.

53. 4- теорема аслида ^уйидаги тасдикни умумлаштиради:
А гар  п к а т у  р а л  сон булиб ,  я  >  /  б у л с а ,

2 п > п
т ен гси зл и к  у р и н л и .

Шунга ухшаш, п >  4 да
2п >  п3

тенгсизлик уринли булгани учун цуйидаги таеднц тугри булса ке­
рак: агар а цувват  а >  4 т е н гс и зл и к н и  ц а н о а т ла н -  
тирса,

2*> а2
т ен гс и зл и к  у р и н л и .  Аммо бу тасдиц хрзиргача исботлапма- 
ган.

54- §. Тупламларнинг Декарт купайтмаеининг 
Кусзати

Энди тупламларнинг Декарт купайтмасини текшнриш билан 
шугулланамиз.

54. 1. Т е о р е м а .  А гар  А ва В  са н о к ли  т у п л а м л а р  
булса , у л а р н и н г  П,екарт куп а й т м а си  л;ам са н о ц л и  бу­
лади .
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И с б о т .  А ва В лар саноцли булгани учун уларни куйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:

А =  {%, а2.......... ап, . . .}
В =  \Ь„ Ь2, . . ., Ьп, . . .}

Бу тупламларпинг Декарт купайтмасини эса цуйидагича ёзиш мум­
кин: ,

(аь bx), (av b2), . . ., (аь Ьп), . . .
(а2, Ьх), (а2, Ь2), . . ., (а2, Ьп), . . .

А х В  =
(ап, Ьх), (ап, Ь2) . . ., (ап, Ьп),

Бу жадвалдаги элементларни 6. 1- теоремадагидек, цуйидагича 
номерлаб чикамиз:

i
(&i> 6j), с2=  (ciit b2)t с3 = {g2j bi), ('i -= (flj, b3), 

c5=  (a2, b2), c6 — (a3, bi), c7 — (alr 64), . . .  (1)

Бу кетма-кетлик цуйидаги цоида буйича тузилди: агар i -\- k <j-\-e 
булса, у цолда (а„ bk) элемент (ар Ье) дан илгари ёзилади; агар 
i +  k =  /  +  е ва i <  j  булса, у цолда (а,, bk) элемент (а,, Ье) дан 
илгари ёзилади.

(1) кетма-кетлик эса А х  В тупламнинг сапоклилигини курса- 
тади. #

Худди шунга ухшаш цуйидаги теорема исботланади:
54. 2. Т е о р е м а .  А гар  А и А г, . . ., А п са н о ц л и  т у п л а м ­

л а р  булса , у  л;олда бу т у п л а м л а р п и н г  Д е к а р т  купайт -  
маси

А == А] х  Л 2х  . . .  X Ап
л;ам саноцлидир .  

54. 3. Натижа. п у л ч о в л и  ф азрдаги  барча координат а-  
л а р и  бут ун со нлардан  иб орат  н у ц т а л а р  т у п л а м и  са­
н оцлидир .

Бу натижанинг исботи барча бутун сонлар туплами М нинг 
саноцлилигидан ва п улчовли фазодаги бутун координатали нуц­
талар туплами

Мп =  М х  М х  . . .  X м
п марта

га тенг булганлигидан келиб чицади.
54. 4. Натижа. п у л ч о в л и  ф азодаги  барча р а ц и о н а л  

к о о р д и н а т а л и  н у ц т а л а р  т у п л а м и  R n саноцлидир .
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Бунинг исботи рационал сонлар туплами R нинг саноцлилиги- 
дан (1- бобга каранг) ва

R n  =  / j  х  х  _ _ х

п чарта

тенгликдан келиб чицади.
Энди А„ Л2, . . Л„, . .  . тупламлар кстма-кетлиги берилган 

•булсин. Ушбу
Вп— Ахх  Л2х  . . .  х  Лп 

кетма-кетликни тузамиз. Барча Вп тупламларнинг

U в п
п—1

йигиндисига Л„ Л2, . . .  Л„, . . .  кетма-кетликнинг ч а л а  Д е к а р т  
купайтмаси деймиз.

54. 5. Т е о р е м а .  Агар  А„ А.„ . . ., А„, . . . са н о к ли  т уп ­
л а м л а р  б^лса , у  л;олда у л а р н и н г  ч а л а  Д е к а р т  к у п а й т ­
маси  х;ам саноцлидир .

И с б о т и .  5 „ = Л 1х Л 2х  . . .  X  Л„ тупламларнинг саноцлнлиги
00

юцоридаги 54. 1 -теоремадан, В =  U Вп тупламнинг саноцлилиги
п- i

эса 6. 1- теоремадан келиб чицади.
54. 6. Натижа. Б арча  р а ц и о н а л  к о э ф ф и ц и е н т л и  куп  

^ а д л и л а р н и н г  т у п л а м и  Р  саноцлидир .
И с б о т и .  Даражаси п — 1 дан катта булмаган рационал ко­

эффициентли куп ^адлилар туплами Рп~х аслида п улчовли фазо- 
даги барча рационал координатали нуцталар тупламини ташкил
этади, демак, 54. 4- натижага асосан саноцлидир. Р туплам, Р л-1

00

тупламларнинг йигиндисига тенг, яъни Р =  U Я"-1 булгани учун
п= \

саноцлидир.*
54. 7. Натижа. Б арча  а л ге б р а и к 1 сонлар  т у п л а м и  са­

н о ц ли д и р .
И с б о т .  Бутун коэффициентли куп ^адлилар туплами саноцли 

булгани учун ^амда х;ар бир куп зсадли сони чекли нлдизга эга 
булгани учун алгебраик сонлар туплами сони санокли чекли туп­
ламларнинг йигиндисига тенг. Бу туплам эса 6. 1 - теоремага асо­
сан саноцлидир.

54. 8. Натижа. Трансцендент  с о н ла р  т у п л а м и  к о н т и ­
н у у м  цувват га  эга.

Бунинг исботи 54. 7- натижадан хамда 6 ва 7- параграфлардаги 
теоремалардан бевосита келиб чицади.

1 Агар бирор сон коэффициентлари бутун сонлардан иборат булган бирор 
кугцаднинг илдизи булса, бу с о н  а л г е б р а и к  с о н  дейилади. Бу таърифни 
цаноатлантирмайдиган сонлар т р а н с ц е н д е н т  с о н л а р  дейилади.



Энди саиоксиз тупламларнинг Декарт купайтмаси билан шу- 
рулланамиз.

54. 9. Т е о р е м а .  А гар  А ва В  т у п л а м л а р  к о н т и н у у м  
цувват га  эга  булса, у л а р н и н г  Д е к а р т  купайт м аси  х,ам  
к о н т и н у у м  ц увват га  э га .

И с б о т .  А ва В континуум цувватга эга булгани учун А =
— /  =  [О, 11 ва В — /  — [0, 1] деб олиш мумкин. У ^олда А X В 
нинг элементлари текисликдаги Р — {0 -< х <  1, 0 -< 1 /-< 1 }  квад- 
ратнинг пуцталари тупламидан иборат. Теоремани исботлаш учун 
бу квадратнинг нуцталари билан I =  [0, 1 ] сегментнинг нуцталари 
орасида узаро бир цийматли муносабатни ур атиш кифоя. Бундай 
муносабат цуйидагича урнатилади: агар (р, q) ( р  булиб,

Р = О, Р\Р% . . .  рп ,
<? =  О, q1q2 . . .  qn . . .

чексиз унли касрга ёйилса, бу (р, q) га /  даги ушбу

0 , P l Q l  Р 2<?2 P S<?3 • • ■ Р г Д п  • • •

элемен^ни мос цуямиз. Равшанки, '-5у мослик узаро бир цийматли- 
Дир.*

Индукция йули билан цуйидаги теоремани исботлаш мумкин.
54. 10. Т е о р е м а .  А гар  А и . . . ,  А п к о н т и н у у м  цувват -  

л и  т у п л а м л а р  берилган  б$лса, у л а р н и н г  Д е к а р т  к у ­
пайт м аси  л;ам к о н т и н у у м  цувват га  эга.

Бу теоремадан хамда п улчовли фазо п та тугри чизицнинг 
Декарт купайтмасига тенг булгани ва тугри чизиц нуцталари туп­
лами континуум цувватга эга булганидан цуйидаги натижани хо- 
сил цилиш мумкин.

54. 11. Натижа. п у л ч о в л и  ф а зо  к о н т и н у у м  цувва т га  
эга.

55- §. Функциянинг тебраниши.
Функциянинг узилиш нуцталари
тупламикин( тузилиши

Бирор Е тупламда берилган f \x )  функция х —> х0 да (х, х0 (- Е 
ва х0 нуцта Е нинг лимит нуцтаси) цеч цандай лимитга интил- 
маслиги мумкин. Бу ^олда f ( x )  функциянинг х нуцта Е буйича 
х0 га интилгандаги юцори ва цуйи лимитлари урганилади. Юцори 
ва цуйи лимитларнинг таърифларини эслатамиз.

^ар  бир е >  0 учун х0 нуцтанинг е атрофи U (х 0, е) ни олиб, 
Mt ва т£ билан мос равишда f ( x )  функциянинг E f ] U ( x 0, е) туп­
ламда цабул циладиган цийматларининг юцори ва цуйи чегарала- 
рипи белгилаймиз. Шундай цилиб:

= sup (/(*)), тг =  inf (f ix))
х £ . Е  PI U(x0. t) x ( - E  PI M .r„ , e)
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е сони камайганда Мг фацат камайиши мумкин, шунинг учун в 
нолга иптилганда аниц бир лимитга интилади, я ъ п п П т М  мавжуд;

« • О *
бу лимитни (агар хар ь^андай к >  0 учун УИе = - ) -  о .  булса, у -f-oo 
га тенг булади) / ( х) функциянинг х ну^танинг Е туплам буйича 
х0 нуцтага ициплашгандаги ю ц о р и  л и м и т и  дейилади на

T im /(х) „ lim /л-х0 еки ^исцарок *о> /
х £  Е

билаи белгиланади.
к камайганда тг сони фа^ат ортиши мумкин, шунинг учун 

lim ///, мавжуд, уни \ \mf (x)  ёки l im/  билан белгилаб, f ( x)  функ-
Е Л'-А'о х„. Е

х ( - Ь

циянинг х ну^танинг Е туплам буйича х0 ну^тага интилгандаги 
1̂ у й и  л и м и т и  дейилади. Шуни айтиш керакки,

lim f  (х) =  — со

тенглик фа^ат хар кандай к учун т — — со тенглик бажарплган- 
дагина уринли. Доимо:

lim / - <  lim /
i„ , /■ to. E

экани равшан. Хусусан, агар х0 (- Е булса, у х;олда:

1 п £ / < /(* < > )<  lim /  .

х». Е  *0, Е

Агар Е = R1 ёки мос равишда R2 булса, куйидаги содда белгилар- 
ни ишлатамиз: lim а / ,  limaf .

Ю^оридаги муло^азалардан цуйидаги теорема ^осил ^илинади:
55. 1. Т е о р е м а .  Б ирор  Е т у п л а м д а  аник,ланган f ( x )  

ф у н к ц и я  х  у зга р увч и  Е  т у п л а м  буйича а га я ц и н л а ш -  
ганда аник; бир л и м и т га  эга  б ули ш и  у ч у н  цуйидаги  
ш арт нинг баж арилиш и  за р ур  ва киф оя:

i l l Н а .  в / - Й Ш в 1 £ / .

Бу Х10лда:
lima. Ef  = i i E a .  Ef  =  i i^ e . Ef ‘

Бу теоремадан ва функциянинг узлуксизлиги таърифидан ^уйи- 
даги натижа келиб чи^ади.

55. 2. Натижа. /  (х )  ф у н к ц и я  узи н и н г  а н и ц л а н и ш  со- 
х;асига т егиш ли  а н уцт ад а  у з л у к с и з  б ули ш и  у ч у н  цу-  
йидаги ш арт нинг б аж арилиш и  зарур  ва ки ф о я :

lima/  =  lima/ ;



бу ^олда уз-узидан

lima/  =  Нша/  =  /  (а)

муносабат уринли. ___
55. 3. Изо^. Агар limа Ef  =  — оо булса (бу фацат а нуцта 

Е га кирмаган цолдагина булиши мумкин, чунки а £ Е ^олда: 
я / > / ( а ) ) .  У У>лда П т я Ef  =  — оо, шунинг учун ^ам

\  Нша Е/ =  — оо.

Шунга ухшаш, агар Иша) £ /  =  +  оо булса, у цолда:

lim«, £ / =  +  со.

Т а ъ р и ф .  /  функция Е тупламда атщланган булсин. Ушбу

a)a . E f = ^ a. Ef — 'l™a. J

ифодага /  функциянинг а (- Е нуцтадаги (Е  туплам бС/йича) т е б ­
р а н и ш и  дейилади.

Бу lima я / ,  lima Ef  лар чекли булса, Е сон манфщ» эмас; 
агар цуйидаги шартларнинг камида биттаси бажарилса:

£ /  =  +  оо, hm a Ef  *  — оо,

у сон +  со га тенг, цеч цандай учинчи цолнинг, яъни limn Ef  =  
=  — со ёки lima Ef  =  +  оо ^олнинг булиши мумкИн эмас, чу нки 
f ( x )  функция а нуцтада аниц f ( a )  цийматни цабул цилади ва

Ef  > / ( « )  >  Ef-

Шундай цилиб, coa Ef  ё манфий булмаган сон, ё 4- со га тенг. 
Агар Е сегмент ёки интервал булса, Ef  белги урнига соддароц 
соа/  белгиьи ишлатамиз.

Энди юцоридаги натижани цуйидагича айтиш мумкин:
55. 4. Т е о р е м а .  Е т у п л а м д а  а н и ц л а н га н  / (х )  ф у н к ­

ц иянинг  а Е н уцт ад а  у з л у к с и з  б ули ш и  у ч у н  /  ( х )  нинг  
бу н уц т а са  Е б уйича т ебраниш и н о л га  т енг б ули ш и  
за р ур  ва к и ф о я .

Бу теоремадан фойдаланиб., цуйидаги теоремани исботлаймиз.
55. 5. Т е о р е м а .  Т угри  чизицдаги  бирор очиц  ёки  ёпиц  

Е т $ п ла м д а  а н и ц л а н га н  f  ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  нуц-  
т а ла р и д а н  иборат  С т у п л а м  G, т ипидаги  т уп ла м д и р  
(у буш ёки Е га тенг булиши ^ам мумкин).

Бу теорема билан цуйидаги теорема эквивалентдир.
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55. 6. Т е о р е м а . /  ф у н к ц и я н и н г  у з л у к л и  н уц т а л а р и -  
дан иборат. D т у п л а м  FQ типидаги т $ плам дар  1.

Бу теореманипг исботи ^уйидаги лсммага асослангаи.
55. 7, Лемма. Б ер и л га н  е учун  уш бу

(О г /  н х, Е J

т ен гси зл и к н и  ц а н о а т ла к т и р у в ч и  барча н уц т а л а р д а н  
иборат  E f (v) т у п л а м  ёпицдир „

Л е м м а н и и г и с б о т и .  а нуцта Ef (к) тупламнинг лимит пуц- 
тасн булсин. У ,\олда а нуктанинг ихтиёрий U =  U (я. 71) атро­
фида мп, , . /  > «  тенгсизликни каноатлаитирувчп а' иу^та мавжуд.

/VI ва т билан мос равишда /  функциянинг а даги юцорп ва 
^уйи чегараларини белгилаймиз. U да а' пуцтанипг бирор атрофи 
жойлашганлиги учун

М  ’.;> lim((, / ;  / . >  rn.

Шунинг учун
М — т ма, ,:/'■ > е.

Агар F f  <  е булганда эди, у холда U ни шундай таплаш 
мумкин булардики, натижада М — т < е  тенгсизлик уринли бу- 
ларди.

55. 6 - т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  55. 4 - теоремага асосан /
со |

функциянинг барча узилиш ну^талари туплами (J Ef { —) йигиндн-
П= 1 П

га тенг. Аммо леммага асосан £ / ! —) туплам ёпгщ. Шу билан 55.
6- ■’■еорема, демак, 55. 5- теорема хам исботланадп*.

56- §.Узлуксиз чизицлар. 
Жордан оа Пеако чизицлгри

Текисликдаги чнзик деганда бич текисликда харакат кнлувчп 
моддий нуцтанинг изини тасаввур ^иламиз. Бу, албатта, >̂ еч цан- 
дай таъриф эмчс, Ж о р д а н  чизик4нинг ашщ таърифини цуйидагича 
берган:

Т е к и с л и к д а г и  ч и з и ц деб, х , у координаталарн
х =  (p(t),
y = rp(t) (1)

1 Бу теоремадан R -^ D  тупламнинг 0 Й типидаги туплам эк,чилиги бевосита
келиб читали; аммо С =  E f] ( R ^ D ) ,  I: туплам очиц ёки ёпик, булгани учун,
G,- типдаги туплам ^амда иккита 0'4 типидаги тупламлар купаитмаси Gs — туп­

лам булгани учун, С ,%ам G- тупламдир.

1 {3 Саримсоков Т. А. 225



тенгламаларни цаноатлантирувчи текисликдаги барча нуцталар туп- 
ламипи айтилади. бу ерда <p(£), \|э(£) лар /„ t Т сегмемтда 
аницланган узлуксиз функциялардир.

Бу маънодаги чизиц Ж о р д а н  ч и з и т  дейилади.
Жорданнинг таърифи бизнинг чизиц туррисидаги тасаввуримпз- 

га тугри келади. Хакикатан хам, агар t  узгарувчини вацт деб ца- 
расак. у холда (1) тенгламалар t вацтнинг [10, Т] оралицдаги турли 
кийматларнда текисликда харакат цилувчи нуцтанинг координата- 
ларини н(|)одалайди

Шуниси цизикки, ф (t) ва г|;(£) узлуксиз функцияларни шундай 
танлаш мумкин эканки, текисликдаги бирор квадрат ичидаги хар 
бир нуцтанинг координатаси бирор t  ■ ft0, Т\ да (1) тенгламалар 
билан аникланади.

Шундай килиб, Жордан чизиги t  узгарувчи \t0, Т] сегментда 
узгарганда квадратнинг ичидаги хар бир нуцтадан утиб, квадрат- 
нинг юзини тулдириши мумкин.

Айтиб утилган хоссага э^а булган чизиклар П е а н  о ч из иц-  
л а р и  дейилади, чунки бун^Дай чизикларнинг м авж удлт и ни Пе а -  
н о курса'гган. Агар [/„. Т] сегментдаги турли t  ларга текисликнинг 
турли нуцталари мос келса, (1) тенгламалар билан берилган Жордан 
ч и з и р и  с о д д а ё й ёки к а р р а л и  н у ц т а с и з  Ж о р д а н  ч и з и р и  
дейилади. Агар t  — t0 ва t — T  ларда (1) тенглама текисликда 
биттагина нуцтани ифодаласа, яъни Жордан ч и з и р и н и н г  бошланрич 
нуцтаси /И0 |ф(£0), i|>(£0)! ва охирги нуцтаси М 1ф(7), ф(7')[ уст- 
ма-уст тушса, Жордан ч и з и р и  ё п и ц  булади. Агар K„, Т\ сегмент­
да tn ва Т лардан бошца текисликда битта нуцтани ифодаловчн 
турли t x ва t2 лар мавжуд булмаса, ёпиц Жордан ч и з и р и  с о д  д а  
ё п и ц  к о н т у р  ёки к а о р а л и  н у ц т а с и з  ё п и ц  Ж о р д а н  
ч и з и р и  дейилади.

Агар Жордан ч и з и р и н и  ифодаловчи (1) тенгламалар t нинг икки 
ёки ундан ортиц цийматларида текисликда биттагина нуцтани ифо­
даласа, бундай нуцтани Жордан ч и з и р и н и н г  к а р р а л и  н у ц т а с и  
дейилади.

Куйидаги теоремаларни исботсиз келтирамиз.
56. 1. Т е о р е м а .  Х аР цандай содда ёпиц Ж о р д а н  чи­

зири т е к и с л и к н и  и к к и т а  очйц  т у п л а м га  аж рат ади,  
бу т ^ п л а м л а р н и н г  бири ч и зи ц ц а  нисбат ан и ч к и  булиб ,  
и ккин чиси  эса т аш ци  булади.

56. 2. Т е о р е м а .  %ар цандай  П еано чизиги  к а р р а ли  
н уц т а л а р га  эга.

57- §. Тугриланузчи чизицлар
Ушбу

* =  ф(£),
У =  'Н*)

тенгламалар Жордан чизирини ифодаласин, бу ерда ф(£) ва \|з (£)
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[/“о, Т | согмситдагн узлуксиз функциялар. [f0, Т | ссгмоптпн ушбу 
t0< t ! < t 2<  . . .  < t n = T 

пуцтлллр билли ихтиёрий п цисмга буламиз ва

yk = W k)
Civn пллшллрии киритамиз.

Учллрн
Л1„(л'о, ?/0), М Ахь г/i), . .  М„_, (хя_ 1, //„_,), /И „(JC„. уп) 

пуцтялардан иборат булган синиц чизикни тузамиз. Бу синиц чн- 
зицпм Жордан ч и з и р и  и ч и г а  ч и з и л г а н  синиц чизиц деб атан- 
мнз. [jv синиц чизицнинг Мк ва Мк+1 нукталарпни туташтирувчи 
кесманинг узунлигини ck билан белгнлаймиз. Тузилган синиц чизиц- 
нинг периметри

П—1

Р =  2 е*
*=о

га тенг. Аммо

Ск ~  ^ ( хк+1 хк)2 (Ук +1 % )”
булгани учун:

n—1

р  = S  ^  (**+1 ~  + {Ук+1 — У*)2->-1»ГЯЯ
/<=0

[/„, 7] сегментнинг элементар кисмлари сони п ни (ёки синиц чп- 4 
зиц кисмлари сонини) чексизга шундай интплтпрамизки, барча \t,., 
tk+, | кесмаларнинг узунлиги Atk - h+i — *к (ёки сшшц чнзицплпг 
барча кисмлари узунлиги) нолга интилспн. Агар бунинг натижлси- 
да Жордан ч и з и р и н и н г  ичига чизилган синиц чизицнинг периметри 
р биртр чекли лимитга иитилса .^амда бу лимит [£0, Т\ сегмент­
нинг булинишига боглиц булмаса, бу лимитни берилган Ж  о р д а и 
ч и з и р и  н и н  г у з у н л и г и ,  чизицни эса т у р р и л а н у в ч и  чн-
з и к дейилади.

Т е о р е м а .  Ж о р д а н  чизири
х — Ф (0.
У =  t(: [.v0> Т\

т у гр и л а н у в ч и  б улиш и  у ч у н  ф(£) ва  ( /)  ф у н к ц и я л а р ­
нинг xtap бири [t0, Т] сегм ент да узгариш и чегараланган  
б ули ш и  за р ур  ва киф оя .

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Берилган чизиц тугриланувчи булсин 
деб ф ар аз цилайлик. Бу Жордан ч и зи р и ш ш г  ичига чизилган синиц 
чизицнинг периметри

П—1

р  =  2 е*л=о
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нинг лимити мавжуд демакдир. Atk лар нолга иптилганда р нинг 
лимита мавжудлигидан [£0, Т | сегментнинг барча булинишларига 
мос келувчи р ларнинг цийматлари туплами чегараланганлигидан 
келиб чицади. Бундан ва ушбу

I Ч+\ — xk I <  cfe. I Ук+1 — Ук I <  ck 
тспгсизликлардан ушбу

П— 1 П—1

2 1 ва 2 i% + . - & ik=О *=0
йигиндиларнинг чегараланганлиги, яъни x — ^( t )ba y = ^( t )  фупк- 
цияларнинг цар бири [£0, Т] сегментда чегараланган узгаришга эга- 
лиги келиб чицади.

К и ф о я л и г и .  ф ( 0  ва г|з(£) функцияларнинг цар бири [^0, Т] 
сегментда узгариши чегар-аланган булсин. Бу демак ушбу

П—I П—1

**i ва 2 i & + i — &iк=0 к = О
йигиндилар чегараланган демакдир. Аммо, равшанки.

с* < К + > ~  хк\ + \Ук+1~Ук\
ва

а—1

к
к - О

периметр чегараланган. р периметрнинг барча цийматлари туплами 
чегараланганлиги учун у юцори чегара L га эга.

Энди Дtk лар нолга интилганда (ва демак, синиц чизиц булак- 
ларининг узунлиги нолга интилганда), узгарувчи р периметрнинг 
L га интилишини курсатамиз. Бунинг учун, ихтиёрий 8 >  0 учун 
шундай б >  0 топилишини курсатиш керакки, барча k лар учун

IА4 1 < 6
булганда

| р -  L | <  8
тенгсизлик уринли булсин.

Хацицатаи цам, юцори чегаранинг таърифига асосан, [t0, Т\ 
сегментнинг цар цандай булипишида цам

P < L ,  (1)
аммо [t0, Т ] сегментни Sn нуцталар системаси билан шундай п 
та цисмга булиш мумкинки, бу булинишга мос келувчи синиц чи­
зицнинг периметри р0 учун

тенгсизлик уринли. 
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[/о, Т\ сегментии .S’ иуцталар систем юи пил п  эл.'мептар [tk 
t k+11 сегментларга булиб, б ссщиии шундай кичик цилиб таилай 
мизки, иатижада

| Д**|  < 6

^амда ф(^) ва г|ЧО функцияларнинг [tk, tk+1] сегментда!и тобраииш- 
лари мк (ф) на п>„ (г|') лар ^  дан кичик булсин. ф(£) ва ty(i) функ­
циялар узлуксиз булгани учун бундай б доим топилади. Иккинчи' 
булиш.чпга (яъни 5  система нуцталари ёрдами билан тузилган 
булипишга) мос келувчи синиц чизицнинг периметрини р билап 
белгиланмиз. 5„ ва S  системаларни бирлаштириш натижасида \о- 
сил булган S' нуцталар системасини олиб, [t(), Т] сегментни S' 
пуцталар системаси билан буламиз. Бу булннишга мос келувчи си­
ниц чизицнинг периметрини р' билан белгилаймиз. Равшанки,

Р' >  А (3)
чупки S' система 5  системага янги нуцталарни куйиш иатижаси- 
да >^осил цилинган, бундай булиниш эса синиц чизицнинг пери­
метрини фацат ошириши мумкинлиги равшан.

Энди шуни назарда тутиш керакки, tk ва tk+1 нуцталарининг 
орасига бирор янги нуцта киритилса, у ^олда синиц чизиц пе- 
риметри

с ’к +  с\
дан ортиц узгаролмайди. Бу ерда с'к ва с" эски ск булакни алмаш- 
тирган икки янги булакларнинг узунликлари.

Аммо

I ф ('**) — Ф(4)1 н-1 "Ф (^*) — 'Ф (^*) I,
С* <  I Ф (**+l) — Ф I + | $ (tk+,) — 1|5 ('*) |.

Булардан
с* +  с ; < 2 К ( ф )  +  со*(г|>)}

муносабат келиб чицади; бу ерда (ф) ва со* (г|з) лар ф ( t )  ва гр (() 
функцияларнинг [tk , tk+i] сегментдаги тебранпшлари.

Шундай цилиб, агар tk ва tk+1 орасига янги бир булиниш нуц- 
таси киритилса, у ^олда синиц чизицнинг периметри 2 | со,, (ф )-f- 
+  соА(г|з). дан ортицца оша олмайди. Буни назарда тутиб, >^амда 
[г'о, Т] сегментнинг иккинчи булинишида ихтиёрий к учун

ы* (ф )< £ ; о)пф) £,

эканлигини эслаб, учинчи булинишни (яыш S' системага мос ке­
лувчи булинишни) иккинчи булиниш нуцталари системаси S ' га би- 
ринчи булиниш нукта лари системаси S ’0 ни бирлаштириш натижа-
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тнда хосил цилинган, деб цараш мумкинлягидан, учипчи булиниш- 
га оид периметр

„ I е , е \ е
П leTi +  8n) ~  Т  

coi: да п орткцца оша олмайдн.
Бу демак,

Р ' < Р  +  Ъ '  W
(2), (3) ва (4) тенгспзлпклардан:

г - I 8^ — j  <- Р + -g 
ёки 1

L — е <  р. (5>)
(1) ва (5) тенгсизликлардан:

/,л— е < р < L . '
Шундай цилиб, цар цандай е >  0 учун шундай б >  0 топила- 

дики,
| А ^  | < б

булганда
| L — р  | < 6,

яъни: l i mp =  L. Бу эса берилган чизицнинг тугриланувчи эканли-
Д /-.0

гини курсатади.

58- §. Квадратлзмувчи ва кубланувчм сох,алэр. 
Туштамнилг Жордан маъноеидаги улчови

Текисликда содда ёпиц контур С берилган булсин. А билан С 
нинг ичида ётган сох1ани белгилаймиз. Энди g  билан А соха ичи- 
да ётувчи ихтиёрий куп бурчакли соцанинг юзини, g ' билан эса 
А ни уз ичига олган ихтиёрий куп бурчакли со^анинг юзини бел­
гилаймиз. Бундай куп бурчакли соцаларни чексиз куп усуллар би­
лан тузиш мумкин, шунинг учун g  ва g ' лар чексиз куп турли 
цийматларни цабул цилади. Равщанки, jg-f туплам юцоридан чега­
раланган, шунинг учун бу тушгам аниц юцори чегара Q га эга;

туплам эса цуйидан чегараланган, шунинг учун аниц цуни 
чегара Q' га эга. Доим g - ^ g '  булгани учун

Q Q'-
Агар Q ва Q' лар тенг булса, уларнинг циймати

P =  Q =  Q'

ни А соцанинг ю зи  дейилади. Бу цолда А сохапи к в а д р а т л а -  
н у в ч и  с о ц а  дейилади, бу термин билан А соханшп юзи Р га 
тенг булган квадрат билан солиштириш мумкт.лчги кайд цилиб 
утилади. Агар А соца учун Q <  Q' тенгсизлик уринли булса, А
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соханинг юзи тугрисида i апщ>иш маъиога эга эмас. I>v холла А 
со.\а баъзи бир маъпода Q ва С/ сонлар билаи аиикланади. И'ушшг 
учун Q ни А нинг и ч к и юзи,  Q' ни эса .4 ниш т а ш ц и  юз и  

дейилади.
Уч улчовли фазодаги со^аларни улчаш масаласп хам шуига 

ухшаш ,\ал цшшпади: А сохада ётувчи барча куп ёклп со.\а ,\нжм- 
ларипипг апиц юцори чегарасига А соханинг ички х а ж м и, /1 со- 
хани уз ичига олувчи барча куп ёцли соха ^ажмлариннпг аппц 
куйи чегарасига А соханинг т а ш ц и  р ж м и  дейилади. Агар А 
соханинг ички х,ажми ташци хажмига тенг булса, бу соха к у б- 
л а н у в ч и с о ^ а дейилади.

Энди тугри чизицдаги тупламлар билан шугулланамиз.
Тугри чизицдаги тупламларнинг улчовини турлича кирнтнш 

мумкин. Жордан тугри чизикдаги тупламнинг улчовини цуйидаги- 
ча беради: [а, Ь] сегментда бирор Е туплам берилган булсин. [а, b] 
сегментни ушбу

а0 =  *,>< X i <  х 2<  . . .  <  хп =  b

нуцталар билан элементар сегментларга буламиз:
ak = \xk, x k+l], (k =  0, 1, . . . .  и — 1)

s билан Е тупламга тегишли барча ак сегментларнинг узуилигиии, 
s' билан эса Е тупламнинг камида битта нуцтасини уз ичига ол- 
ган барча а к сегментларнинг узунлигини белгилаймиз. [а, Ь\ сег- 
ментни чексиз усул билан булиш мумкинлигидан s ва s' ларнинг 
чексиз турли цийматлар кабул килиши келиб чикади. s кийматлар 
туплами юцоридан чегараланганлиги сабабли аник юцори чегарага 
эга, s' кийматлар туплами к\йидан чегараланганлиги сабабли аниц 
цуйи чегарага эгз. Доимо s s' булишидан S ларнинг аниц юкр- 
ри чегараси, s ’ ларнинг аник цуйи чегарасидан катта эмас. Агар 
бу аниц юкори ва аниц куйи чегаралар бир-бирига тенг булса, 11 
туплам Ж о р д а н  м а ъ н о с и д а  у л ч о в л и  дейилади. Агар апиц 
юкори ва аниц куйи чегаралар тенг булмаса, Е нинг улчови туг- 
рисида гапириш маънога эга эмас. Бу з^олда Е улчовлимас па s 
ларнинг аниц юкори чегарасини Е нинг и ч к и  у л ч о в и  ва s' лар­
нинг цуйи чегарасини Е нинг т а ш р  у л ч о в и  дейилади.

Бу таърифлардан илгариги параграфда киритилган юзларни ва 
х,ажмларни улчаш билан Жордан маъносида тугри чизицдаги туп- 
ламларни улчашнииг мохиятлари бир хил экани куринади.

59-§. Ханиций сонларни р  ли 
касрларга ёйиш

Куп масэлаларда хакикий сонларни унли касрларга, иккили ва 
учли касрларга, умуман р ли касоларга ёйиш дай фойдаланилади. 
Тулалик учун биз бу параграфда шу масала билан шугуллана- 
миз.
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Аввал биз хакикий сонларни чексиз унли каср шаклида ёзиш 
мумкиплнгини курсатамиз. Агар х хациций сон булиб, бутун п 
сонига тенг булса, у холда уни ушбу

х — п, 0 0 . . .  0 . . .

курипишда ёзамиз. Агар х бутун сон булмаса, у холда х  вони п 
ва п - f  1 бутун сонлар орасида булади, яъни: п х < п +  1. Эн­
ди | /7, п -1- 1] сегментни 10 та узунлиги бир-бирига тенг булган 
cei ментларга буламиз:

=  [  >̂ ^ \ ()1 ’ А] =  | tl -f- у у ,  tl -)- ], .  .  . ,  Д9 =  Itl -f- - j g ,  <! 1 j

х ни ti +  (т, р — натурал сонлар) куринишдаги сон эмас, деб
фараз цилсак, х сон A, (i =  0, L» . . , 9) сегментларнинг биридаги- 
на жойлашган булади; чунки. акс цолда, ушбу х£Д, ,  х( ^Аг+, му-
носабатлар уринли ва х = п +  куринишда булиб колади, бу
эса фаразимизга зид. Бинобарин, х ^ Д ,  ( / ,=  0, 1.......... 9) булсин;

г, ни; х нинг б и р и н ч и  у н л и  р а к а м и  деймиз. Д, =  I п А— ~ ,1 Г J <1 I 10
п +  | сегментни яна узунлиги бир-бирига тенг 10 та сегмент 
га буламиз:

=  | re +  To’ я  +  То +  

=  Iп +  То +  Ш*• л  +  Тб +  Ш? '

л .,0 — п -f- 1() +  102, я-+- ш |

Юцоридаги фаразимизга мувофиц х бу сегментларнинг биридагина 
ётади, х жойлашган сегмент Д;;  (i2=  0, 1, . . ., 9) булсин. /2 них  
нинг и к к и н ч и  у н л и  р а з а м и  деймиз. Д, t сегментни яна узун­
лиги бир-бирига тенг 10 та сегментга булиб, х ни уз ичига слган 
биргина сегментни .. (1Я =  0, 1, . . 9) билан белгиласак, х нинг 
у ч и н ч и у н л и р а к а м и н и  аниклаган буламиз. Бу амални юко- 
ридаги фаразимизга асосланиб, чексиз давом эттиришимиз мумкин. 
Натижада ушбу

h ’ 2̂> з̂> ■ • Iп' ■ • • 
сонлар кетма-кетлиги хосил булади ва бу сонларнинг цар бири ёки 
0, ёки 1, ёки 2, . . ёки 9 га тенг булади. ik ни х  пинг А - у ч л и  
р а з а м и  деб, х ни

х =  п, i j i  • • • ik ■ . .



куринишда ёзамиз. Демак, юкоридагп фаразимиз бажприлгапда хар 
цандай ^ациций х соинии чексиз учли каср куршшшида ёзипшмнз
мумкии. Энди ^ациций х сини п +  куринишда булган .у>лни
курамиз. Бу холда х ушбу

сегментларнинг >̂ ар бири ичида жойлашган булади.
Ленин бу сегментлардан сунггисини яна узунлиги бир-бирига 

тенг 10 цисмга булсак, у хрлда х  ушбу Д/д . . сегментнинг
унг охири ва Д ,, , , сегментнинг чап охири булиб цолади,11*2 • • • 1„л1п
яъни х булиниш нуцталардан бири булади. Б> холда х нинг р ун- 
ли разами бир цийматга эга эмас, балки икки ip— 1 ва ip циймат- 
га эга булади ва бу >рл р +  1, р +  2 ва хоказо унли ракамлар 
учун ^ам уринли булади.

Шунга мувофиц х сон Д(. . . .  ip— 1 сегментнинг унг охири 
булса, у

куринишда ва х сон Д, , сегментнинг чап охири булса, у уш-1 • * • п

куринишда ёзилади. Бу эса арифметикадаи маълум булган элемен

ни икки куринишда ёзиш мумкин.
(Масалан, 0,124999 . . =  0, 125000 . . .).
Демак, хар ка и дай хацикий х [ ф п - \ - ~ \  сои биргина ушбу

чекли унли каср шаклида ёзилади ва бунда:

0 < / * < 9  ( * = 1 , 2 .......... р).
Бу >рл учун юцоридаги амалларни бажарсак, х ушбу

х =  п, iji2 . . . ip_iip — 1 999 . . .

р
бу

х — п, 1 ^ 2  . . . 000 . . .

тар фактдир, яъни х;ар кандай п +  ~  куринишдаги оддий каср-

„ т ^ ..
чексиз каср куринишида езилиши мумкин; агар х =  п -f- булса.



х =  я, Мг • - • ip — 1 999 . . .  =  я, ixi2 . . . ip_ xip ОСЮ . . .

икки куринишда ёзиш мумкин.
Энди, аксинча, хар бир.чексиз унли каср учун биргина хациций 

сои мос келишипи курсатамиз.
Дархацицат, ушбу

я, / , / ,  . . . j q . . .  (jk= 0, 1, . . ., 9, k =  1, 2, 3, . . .) (1)

чексиз учли каср берилган булсин. Цуйидаги

Iя , я ч -  1|, | я +  уд, л + т к ;) " + То +  1 ^ ’ r a + fe +  W ! ’ •••

[„ , i± I л . J l .  /7 _i_ _1_ . I /?+ 11 ,п.
. . . ,  \П~Г JQ I • • •  ~  J Q<7 ’ ~  10 * * * 10? J’

бу цолда х  ни

сегментларни тузамиз.
Математик анализнинг умумий курсидан маълумки, агар Дх, 

Д2, . . !Л„, сегментлар кетма-кетлиги берилган булса ва бу сег­
ментларнинг узунлиги чексиз камайиб борувчи булиб, уларнинг 
катта номерлиси кичик померлисининг ичида жойлашган булса (яъни 
A a + , c : Ак булса), у цолда бу сегментларнинг цаммасига киоадиган 
биргина нуцта мавжуддир. (2) сегментлар кетма-кетлиги учун бу 
шартларнинг бажарилиши бевосита куриниб турибди. Шунинг учун
(2) сегментлар кетма-кетлигининг цаммасига кирадиган биргина нуц­
та мавжуддир; бу нуцтани х билан белгилаймиз.

Энди х ни чексиз унли каср шаклида ёзамиз. Агар j k рацам- 
лариинг цаммаси бирор номердан бошлаб ё 0, ёки 9 га тенг бул­
маса, у холда х биргина усул билан (1) куринишда’ ёзилади. Агар
j р = / '„ + , =  . . .  = 0  (ёки 9) булса, у цолда л: =  я  +  ~  булади,
яъни х чекли унли каср булади. }(ар сафар 6} холни ажратмаслик 
учун чекли унли касрнинг икки куринишидан доимо бирини цабул 
килиш мумкин эди.

Юцоридаги мулоцазаларни баёге этишда (я, я  +  1] сегментни 
цар сафар тенг ун цисмга булмай.^тенг 2, ёки тенг 3, ёки тенг 
р (р — натурал сон) цисмларга булсак, х ни чексиз иккили, чексиз 
учли, чексиз р ли каерлар куринишида ёзишимиз мумкин. Куп хол- 
ларда хацикий сонларни чексиз иккили каср куринишида ёзишдан 
фойдаланадилар.

60-§. Улчовсиз туплам мисоли

Энди улчовсиз туилямлар мавжудлигини курсатамиз ^амда бар­
ча улчовсиз тупламлардан тузилган системанипг цувватини ^исоб- 
лаймиз.
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53- параграфга асосан тугри чизицнинг барча цисмларидан ту­
зилган тупламлар системасининг цуввати 2е га тенг,. бу ерда с — 
континуум цуввати. Улчовли тупламлардап тузилган тупламлар 
системасининг цувватини хисобласак хам худди шу натпжага ке- 
ламиз, яъни цуйидаги теорема уринли.

60. 1. Т е о р е м а .  У л ч о вл и  т у п л а м л а р д а п  т у зи л га н  
т у п л а м л а р  сист емаси М  нинг цувват и 2° га тенг, я ъ н и : 
М  = 2С.

И с б о т .  Улчовли тупламлардап тузилган система, тугри чизиц- 
даги барча тупламлардап тузилган системанинг цисми булгани учун, 
унинг цуввати 2е дан катта эмас, яъни:

м  ;.2г,
тескари тенгсизлик А1 >  2е эса цуйидаги теоремадан келиб чицади.

60. 2. Т е о р е м а .  Улчоаи н о лга  тенг б улга н  т § плам -  
л а р д а н  т у з и л г а н  S  сист еманинг цувват и  2е га тенг,

И с б о т .  Юкоридаппа ухшаш, дастлаб

2Г
тенгсизлик олипади. Тескари тенгсизлик уринлилигшш курсатиш 
учун улчови нолга ^амда цуввати с га тенг булган бирор улчовли 
Ё тупламни оламиз (бунинг учун, масалан, Канторннпг мукаммал 
р0 тупламини олиш мумкин). Е нинг ^ар ка н да и цисми (^ар цан- 
дай цисмининг ташци улчови ноль булгани учун) улчовли туплам 
булиб, улчовли нолга теш . Демак, 2 l' a  S. Аммо

Ё — с ва (2h) — 2е
булгани учун

S >  2F.
Бу ва юцоридаги тенгсизликлар 60. 2- теореманинг исботи ни 

беради.
Шу билан 60. 1 - теорема хам исботланди.
60. 1- теорема курсатадики, тугри чизиц да умуман «цанча» туп­

лам булса, улчовли тупламлар хам «шунча». Демак, бу йул билан 
улчовсиз тупламларнинг мавжудлигини аницлаб булмайди.

Шу сабабли биз улчовсиз тупламларнинг мавжудлигшш курса­
тиш учун бевосита мисол келтирамиз.

60. 3. Т е о р е м а .  Ч егараланган  ул ч о в с и з  т у п л а м  м а в ­
жуд.

И с б о т .  Чегараланган улчовсиз туплам мисоли цуйидагича цу-
рилади. Бунинг учун j— +  ^-j сегментнинг иуцталари орасида
эквивалентлик тушунчасини киритамиз: агар х ва у нинг айирма­
си л — у сон рационал булса, улар эквивалент дейилади. Бу экви­
валентлик 3- § да киритилган эквивалентлик тушунчасининг ба|)ча



сегмент узаро эквивалент булган элементлардан иборат К (лг).

кесишмайдигап синфларга булинади. Энди бу синфларнинг цар би- 
ридан биттадаи элемент танлаб олиб, бу таилаб олинган элемент 
лар тупламипн А билан белгилаймиз.

сегментда! и ба^ча рационал сонлар тупламини номерлаб чикамиз:

Ак билан А тупламни гк сонига силжитишдан хосил булган туп­
ламни белгилаймиз, бунда агар х(~А булса, у холда х +  гк (- Ак ва 
агар х '^ А к булса, у холда х — г к ( Л.

Хусусан, А0— А. Ак туплам А тупламдан гк га силжитиш ор- 
цали цосил цилингани учун

xQ J— j ,  j синфларга ажралади, бунда х £ К(х)  хамда турли 

синфлар кесишмайди. Шундай цилиб, [ — у ,  -f- -i j сегмент узаро

А тупламнинг улчовсиз эканлигини исботлаймиз.

г0=  0, гь r2, г s, . .

т мАк=  т*А — а, 
т*Ак= т * А  =  {1. (к =  1, 2, . . .) 

Дастлаб Р >  О эканини исботлаймиз. Равшанки,

Бундан, 18- § га асосан:
со

1 =  т * [— -i«*[—4- + 4 1< "г* |UL*=0 JL*=0 J k=0
яъни

( 1)

Akd \ - ~  +  | | ,  fc = 0, 1, 2, 3, . . .
Бундам:

Бундан эса 18- § га асосан:



lyilANHI
a  - f  a  -f- a  - f  . . .  < 3 .

m
a  =  0. (2)

(I) ни (2) мунисабатларни солиштириб

tn^A < rn*A

teilli'M wimkiiii .Х.ОСИЛ циламиз. Бу А  тупламнинг улчовснллпгипи кур- 
СЯТЯДИ. *

Улчшюнз тупламларнинг мавжудлигини курсатдик. Энди улчов- 
CIM тупламлар «цанча» эканини аницлаймиз.

00. 4. Т е о р е м а .  У лчовсиз  т у п л а м л а р д а п  т у з и л г а н  
тупламлар сист ем асининг цувва т и  2е га тенг.

' I I с б о т .  Ушбу
В  <  2е (3)

Tt'in сизлик юцоридаги теоремалардаги тепгсизликлар каби исботла- 
иали. Тескари тенгсизликни исботлашда цуйидаги леммага асосла- 
иимиз.

<Ю. 5. Лемма. А гар  А т у п л а м  у л ч о вси з  булиб , В т у п ­
л а м  у л ч о в л и  б улса , у  л;олда бу т у п л а м л а р н и н г  й и ги н ­
диси A U В ул ч о в с и з  булади .

Л е м м а  н и н г  и с б о т и .  Агар Л11В  улчовли булганда эди, у 
хрлда 18. 2 - теоремага асосан (Д U В)  ̂В =  А  хам улчовли булар 
эди. Бу эса лемманинг шартига зид. *

Г е о р е м а н и н г  и с б о т и г а  утамиз.
ПО. 1- теоремага асосан улчовли тупламлар системаси М нинг 

цуввати 2е га тенг. 60. 3- теоремада тузилган А тупламга М даги 
тупламларнинг ^ар бирини цушиб, янги L тупламлар системасини 
з^осил циламиз. 60. 5- леммага асосан L даги тупламларнинг з̂ ар 
бири улчовсиз. Демак,

L cz Н.
Бундан: _

Г  < 7 7 . (4)

Аммо, тузилишига кура, L система /И га эквивалет булгани учун

Ш = Т.
Бундан ва 60. 1 - теоремадан'

Г  =  2е.

(1) дан эса

2е <  Н (5)

муносабатни з^осил циламиз. (3) ва (5) лар теоремапи исботланди. *
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61- §. Куп узгарувчилар функцияларининг 
Лебег интегралы. Фубини теоремаси

Соддалик учун Лебег интегралинн икки узгарувчининг функ- 
цияси учун аниклаймиз.

Лебег интеграли тушунчасини киритиш учун аввал текисликда 
улчови нолга тенг туплам тушунчасини киритамиз. Бирор D =  
=  | а < л : < 6 ,  с < £ / < * / )  тугри туртбурчакни ва ундан бирор М 
тупламни оламиз. Агар ихтиёрий е >  0 учун юзларининг йигинди- 
си s дан кичик булган чекли ёки санокли D, =  | а с: х <  6, с ■< 
^.y- iCd | тугри туртбурчаклар билан М тупламчи цоплаш мумкин 
булса М нинг улчови нолга тенг дейилади.

D тугри туртбурчак сони чекли Db D-2..........D,n тугри туртбур-
чакларга бургнган булсин. D, ларнинг >̂ ар бирида у^гармас сонга 
тенг булган функция га п о г о н а л и  ф у н к ц и я  дейилади. Агар 
погонали h (х, у) функция Dj да /?, га тенг булса, у холда бу функ­
ция учун Лебег иитеграли цуйидагича аницланади:

т

f h (х. у) dx dy =  ^ / 1, | Df |, 
b /=  i

бу ерда \Dj\  сон Dt тугри туртбурчакнинг юзи. Энди ихтиёрий 
функция учун Лебег интеграли 30- § даги каби берилади. VI боб- 
да бир узгарувчи функциясининг Лебег интеграли учун олинган 
хоссалар икки узгарувчининг (ва, умуман -п узгарувчининг) фупк- 
цияларига деярли узгаришсиз утказилади; булар устида биз тухтаб 
утирмаймиз.

Аммо бу холда мухим бир янги масала — такрорий интеграллаш 
масаласи пайдо булади.

Икки узгарувчининг узлуксиз функциясини икки каррали Риман 
интеграли иккита бир узгарувчининг иптеграллари оркали цуйидаги 
формула буйнча берилади:

(Ч г 1fix , у) dxdi/ =  j  U f i x ,  y)dy  j dx.
*

Лебег интеграли учун хам шунга ухшаш формула уринли.
Т е о р е м а  ( Ф у б и н и  т е о р е м а с и ) .  ср (х ,  у) ф у н к ц и я  D =  

=  \а -< х  <.  Ь, с <  у  <  й\ т ^гр и  т ур т б ур ч а кд а  ж а м л а н у в ­
чи булсин . У л;олда: 1) агар бу ф у н к ц и я д а  у  ни  т ан-  
л а б  олиб , х  нинг  ф ун к ц и я с и  деб царасак , д е я р л и  х,ар 
бир у  у ч у н  ф (х ,  у)  ф у н к ц и я  х  нинг  ж а м л а н у в ч и  ф у н к ­
ция  с идир, 2)- уш бу

Ъ
J ф f-v, y ) d x
а

и н т егр а л  с -с у  <  d сегмент да у  нинг  ж а м л а н увч и  ф ун к -  
циясидир, 3) уш бу

Я
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j  j  Ф (x> У) d x d y ^ j  j ф (.*, у) dx \ dy ( I)

ечглик  уринли. Агар x  ва у ларнинг уринларини ал- 
цитирсак, ушбу

» I d >
I ф (х, у ) dy\ dx  =  j  j  (( (x , у) dx dy 

рмула уринли булади.
И с б о т .  Теореманинг умумийлигини кямайтнрмаган ^олда ф (х, //}

4 нкцияни манфий эмас деб олиш мумкин. I>у э^олда ф (ic, у) фупк- 
u яга монотон усиб деярли яцинлашувчи потопали hn(x, у) функция- 
j ) кетма-кетлиги мавжуд. Ушбу

ёп (У) =  j  К  (X у) dx

гнкцияларни киритамиз. Бу функциялар //,, (х, у) функцияларнинг 
илиш чизицларига мос келмагап (1арча у лар учун апицланган. 
(у) функциялар кетма-кетлиги п -► оо да монотон усувчи. Уидан 
шкари, погонали функциялар учун (1) формула уринли булади 
gn(y) функцияларнинг интеграллари юкоридап чегараланган:

(2)

j  ёп (У) dy=  j  I j" hn (X, у) dx dy =  i' [  hn IX, y) dx dy -
! *L>

. y) dx dy

I 13- теоремага асосан gn{y) функциялар кетма кетлиги деяпли 
р бир у да яцинлашувчи. gn (y) функциялар кетма-кетлигн яцин- 
шадигаи бирор у — г( ни танлаб оламиз. У холда деярли хар бир 
да

k n ( X,  Т ,)—  ф ( * ,  Y]).

Демак, 34. 1 3 -теоремага асосан, ф (х, т,) функция х га нисба- 
н жамланувчи ва деярли хар бир rt да:

» />
J* hn (х, у) dx -► [ф(х, г,\)dx. (3)

идан чицадики,
и

j  ср(х, у) dx (4)

еграл деярли хар бир у  учун маънога эга. (2), (3) па 34. 13- 
емага асссан (4) интеграл х нинг улчовли функцияси ва 

а ( ь ,
j Н ф(*> y)dx  ; d y =  Jj ф(х, у) dx dy.

?зэ
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