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Ушбу китоб 1988 йилда «Ук,итувчи» нашриётида нашр этилган «Хисоб­
лаш методлари. 1-к,исм» дарслигининг давомидир. Дарслик муаллифнинг 
Тошкент Давлат университета (хрзирги Узбекистан Миллий универси- 
тети)нинг математика, амалий математика ва механика факультетлари- 
да, университет кршидаги олий укув юртлари ук,итувчиларининг малака 
ошириш факультетида \амда Самарканд Давлат университетининг тат- 
бик^гй математика факультетида узок, йиллар давомида ук,иган маъруза- 
лари асосида ёзилган булиб, университетларда ук,итиладиган «Хисоблаш 
математикаси га кириш», «Хисоблаш методлари» ва «ЭХМ да амалиёт» 
фанлари учун мулжалланган дастурларнинг иккинчи к,исмига тула мос 
келади.

Мазкур дарсликда оддий дифференциал тенгламалар учун Коши ма­
саласи ва чегаравий масалалар, хусусий хосилали дифференциал тенгла­
малар хамда интеграл тенгламаларни такрибий ечиш учун яратилган ме­
тодларнинг тажрибада синалган, мутахассислар томонидан эътироф этил- 
ганлари уз аксини топган.

Дарслик университетларнинг «математика», «механика», «статистика», 
«татбикий математика» хамда «ахборот технологиялари» ихтисосликлари- 
нинг бакалавр ва магистрларига мулжалланган булиб, ундан олий техника 
укув юртлари, педагогика олийгохларининг талабалари ва аспирантлари хам 
фойдаланишлари мумкин. Шунингдек, ушбу китоб хисоблаш марказлари 
ходимлари, ик^гисодчилар, мухандис-техниклар хамда хисоблаш математи­
каси билан к,изикувчи барча китобхонларга мулжалланган.

Шу пайтгача узбек тилида хисоблаш методларидан дарслик ва укув 
кулланмалари булмаганлигини эътиборга олиб, дарсликнинг бу к.исмида 
Хам купгина методларнинг гояларини яхширок, тушунтириш учун мисол 
ва машкдар келтирдик. Укувчилар барча методларни тулик, ва мукаммал 
узлаштиришлари учун «Хисоблаш математикасидан мисол ва масалалар 
туплами»ни нашр этиш мулжалланмокда.

«Хисоблаш методлари. 2-кдсм» китоби узбек тилида илк тажриба булиб, 
жузъий камчиликлардан холи булмаслиги мумкин. Шу боисдан китоб кулёз- 
масини эътибор билан ук,иб чик,иб, камчиликларни бартараф этиш ва уни 
такомиллаштириш борасида к,имматли фикр-мулохазалар билдирган 
ф.м.ф.д., УзФА хак,икдй аъзоси Т.Б. Буриевга, ф.м.ф.н., доцент F.I1. Ис- 
матуллаевга, ф.м.ф.н. С.А. Бахромовга хамда нашриёт ишларини амал га 
оширган профессор Н.А. Халиловга миннатдорчилик билдираман.

МУАЛЛИФ



8-боб

ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН КОШИ МАСАЛАСИНИ 

ЕЧИШДА ТАКРИБИЙ МЕТОДЛАР

Илмий ва татбикдй масалаларда купинча шундай оддий диф ­
ференциал тенгламалар учрайдики, уларнинг умумий ечими квад- 
ратураларда ифодаланмайди. Ечими ошкор куринишда топилади- 
ган дифференциал тенгламалар синфи нщ оятда тор. Масалан, 
содда куринишга эга булган

du , 2 , 2—---- X + X + и
dx

тенгламанинг умумий ечимини элементар функциялар оркдли ифо- 
далаб булмайди. Бу ечим мураккаб тарзда каср тартибли Бессел функ­
циялари ёрдамида ифодаланади. Куп лолларда ечимнинг хдтто шун­
дай тасвирини хдм билмаймиз. Ш унинг учун хдм бундай тенглама­
ларни у ёки бу такрибий метод билан ечишга тугри келади.

Такрибий ечим аналитик куринишда ёки жадвал шаклида изла- 
нишита кура такрибий методлар икки гуру^га ажратилади: анали­
тик методлар ва сонли методлар.

Оддий дифференциал тенглама учун Коши масаласи ва чегара­
вий масала куйилади. Коши масаласи чегаравий масалага нисбатан 
анча енгилдир. Ш унинг учун хдм айрим хрлларда чегаравий масала 
Коши масаласига келтириб ечилади. Биз бу бобда Коши масаласи­
ни ечиш учун аналитик методлардан Пикар ва даражали кдгорлар 
методини куриб чикдмиз. Бошкд аналитик методларни (Чаплигин, 
Ньютон-Кантарович, кичик параметр методпарини) [7, 20, 33] 
дан куриш мумкин. Бу бобнинг бошкд кием и сонли методларга 
багишланган. ЭХМ ларнинг ривожланиши билан аник,лик тартиби 
юкрри булган сонли методларга эътибор кучайди. Аммо аналитик 
методлар х,озир хам уз мо^иятини сак/тайди, чунки Коши масала­
сини куп кддамли айирмали методлар билан ечишда жадвалнинг 
бошидаги кийматларни топиш учун, одатда, аналитик методлар 
ишлатилади. Бу бобдаги такрибий методлар битта тенглама учун 
хдм, тенгламалар системаси учун хам деярли бир хил кулланилади.
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8.1-§. КОШИ МАСАЛАСИНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШНИНГ 
АНАЛИТИК МЕТОДЛАРИ

8.1.1. Кетма-кет якднлашиш методи. Ушбу биринчи тартибли

dx

дифференциал тенгламанинг

и(х0) = и0 (1.2)

дастлабки ш артни кдноатлантирадиган ечимини топиш , яъни 
Кош и масаласини ечишнинг гоя жи\атидан энг соддаси Пикар- 
нинг кетма-кет якднлаш иш  методидир.

Методнинг мохияти куйидащдан иборат: Кошининг (1.1) — (1.2) 
масаласи ушбу

и(х)  — и0 + j f( t ,u )d t  (1.3)
ч

интеграл тенгламани ечиш билан тенг кучлидир. Аникдик учун х> х0 
деб оламиз (х< х(1 кол \ам  шунга ухшаш). (1.3) тенгликда и(х) 
номаълум функция урнига ихтиёрий функцияни, нолинчи якднла- 
шишни, масалан, и(х) = и0 ни куйиб, интеграллаш натижасида би­
ринчи якднлашишни хосил кдламиз:

х
и\ {Х) = Щ + \f( t ,u ,)d t.

*0
Кейин (1.3) тенгликда номаълум и функция урнига топилган м, 
функцияни куйсак,

; {х ) = ио + x)dtл2 \

хо
иккинчи явднлашиш хрсил булади. Бу жараённи давом эттириб, п- 
якднлашиш учун

ил(х) = и0 + j f ( t , u n l)dt (п= 1,2 ,...) ( 1 .4 )
ч

формулага эга буламиз.
Фараз кдлайлик, f (x ,u )  ушбу шартларни кдноатлантирсин:
1) D = {0 < х — х0 < а, и - и  <Ь) сохада хар иккала аргумента 

буйича узлуксиз функция, бу ерда а ва b — кдндайдир мусбат 
сонлар. Бундан
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М  = т а х |/(х ,и ) |
x,ugD

мавжудлиги келиб чикдди.
2) f i x , и ) функция D сохада и га нисбатан Липшиц шартини 

кдиоатлантирсип, яъни шундай L  сони мавжуд булсинки, ихтиёрий 
х, 0  < х — х0 < а ва и нинг иккита ихтиёрий й ва й ,\й-и0\<Ь, 
й - и  < h к,ийматлари учун

|/(х ,м ) - /(х ,м ) |<  ( 1 .5 )

тенгсизлик бажарилсин. У холда {ип(х)} кетма-кетликх0 < х < х 0 + h, 
бу ерда

A = m m (a ,~ ) (1.6)

ораликда текис якднлашиши ва лимит функция

и{х) = Ш и л [х) ( 1 .7 )п—»со ' '
(1.1)—(1.2) Коши масаласини кдноатлантириши дифференциал тенг­
ламалар курсида (мае. [41]) курсатилган.

Якднлашиш хатолиги е„ ( х )  = |и ( х ) - и п (х)| ни бахолаш учун (1.3) 
тенгликни (1.4) тенгликдан айирамиз, у холда

u ( x ) - u j x )  = j j ' f { t , u ) - f [ t , u n_^j dt.
XQ

Бу ердан х0 < х < х0 + h учун

х
еп (х) = |и (х ) -и я (х)| < ||/ (? ,м )- /( / ,м „ _ , )|dt

х0

га эга буламиз. (1.5) Липш иц шартига кура

If { t , u ) - f ( t , u n̂ )\  < ь \ и ( х ) - и „_1 (х)( = Le„_, (х)

Хосил булади. Демак,

£п ( х ) < Х |е я_, (t)dt  (п = 1 , 2, ...). (1-8)
л0

Бу ерда е0 М = и (х) ~ 110 ■ Лагранж формуласидан фойдаланиб, х0 

< х < х0 + h учун

е0(х) = |м (х )-м (х 0)| = ( х - х 0)|м '(^)|, (х0 < х)

тенгликни хосил килам из.



Бундан |г/'(лг)| = |/(4,м(<^))| < М  булганлиги учун

е0(4 ) ^ М ( х - х 0)

тенгсизлик келиб чикдди. Энди (1.8) формуладан фойдаланиб, 
куйидагиларга эга буламиз:

X X 2
е, (х )< L j s 0( t ) d t< L M j ( t - x 0)dt = L M [*^>- ,

х 0 Х0

е2 (х) < Z, J е, (t)dt<  ^  |(г -  х0 ) 2 dt = L2М  ,
л0 *0

е^ х ) - ж Л ^ ) Г  ( « - 0 ,1 ,2 , . . . ) .  (1.9)

Охирги формуладан [х0, х0 + h] кесмада п -> оо да ел(х) нинг 0 га 
текис якинлаш иш и келиб ч и кади.

М и с о л .  Кетма-кет як,инлашиш методи билан

и' = 1 + х — и (1.10)

дифференциал тенгламанинг

и( 0) = 1

дастлабки шартини каноатлантирадиган такрибий ечими топилсин.
Е чиш . Дастлабки як,инлашиш сифатида и0(х) = 1 ни олсак, у холда

х
и(х) = 1 + J(1 + t — u)dt

о
булганлиги учун куйидагиларга эга буламиз:



Бешинчи як,инлашиш us(x) нинг хатолигини бах,олаймиз. Ихтиёрий а ва b лар 
учун

D = {О < х < а, |м-1|<б} 

сохада (1.10) тенгламанинг унг томони

/  (х, и) = 1 + х  — и

аникданган ва узлуксиз булиб,

| / ( x ,u )<  j 1+х—tij <|х| + j u-1 |< а  + b -  М.

Arap а = 1 ва 6 = 1 деб олсак, у \олда (1.6) тенгликка кура

Куриб чикдан мисолимиз нихоятда содца булиб, барча интег­
раллар аник, хисобланди. Амалиётда учрайдиган масалаларда интег­
ралларни аник, хисоблаб булмайди, уларни такрибий равишда то­
пиш керак, бу эса куп мехнат талаб кдлади. Ш унинг учун хам кет­
ма-кет якднлашиш методи бошк,а методларни куллаётганда ёрдамчи 
метод сифатида ишлатилади. Кетма-кет якднлашиш методини

дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун хам куллаш 
мумкин. Бунинг учун

булади. D сохада бизнинг >̂ ол учун Липшиц доимийси

L -  т а х |/Д х ,и ) | = 1.

Энди (1.9) формуладан фойдаланиб, 0 < х < — да

|е5(jc)| = |м(х)-и5(х)| < 2 I5 ■
’ 6! 360

ни ^осил киламиз. Демак,

е 5 = т а х е 5
360-64

= 4,34 10-5.

( 1. 12)

« (*о)  = «о (1.13)

X ( X X У
/  = > \ f d t =  jf ,dt, . . . ,  j  f„dt



вектор-функцияларни киритиб, (1.12)—(J .13) вектор-дифференциал 
тенгламани ушбу

й  (х ) = й (хд) +  И  х, ii^dx
XQ

вектор-интеграл тенглама шаклида ёзиб оламиз. У х,олда и к) (х )  

(к = 1 , 2 , ...) кетма-кет якднлашишлар

U(k\ x )  = u0{ x ) + ] f ( t , u ^ ))dt
*0

формула ёрдамида аникданади. Одатда, йю(х) = й0(х) деб олинади.
8.1.2. Даражали каторлар методи. Айрим лолларда биринчи х,амда 

юкрри тартибли оддий дифференциал тенгламаларни ечиш учун 
ечимни Тейлор ёйилмаси куринишида тасвирлаб, бу ёйилманинг 
маълум микдордаги хадлари саьутанади. Даражали кдторлар мето­
ди бошкд методларни куллаш учун ёрдамчи метод булиб, даст­
лабки к,ийматнинг унча катта булмаган атрофида кулланилади. 

Ушбу

и(я) = f [x ,u ,u ' ,u”,..., (1-14)

и-тартибли оддий дифференциал тенгламанинг

и (хо ) = ио > и' (хо) = К  >•••>м<" !) ( * 0  ) = ио '] (1-15)

дастлабки шартларни каноатлантирадиган ечимини х0 нинг би- 
рор атрофида топиш талаб кдлинсин.

Фараз кдлайлик, /(х,м,м',...,м(" ф у н к ц и я  барча аргументла- 
ри буйича (х0,и0,и'0,...,и{0"~])') дастлабки нуктада аналитик булсин, 
яъни у шу нуктанинг бирор атрофида даражали кдторга ёйилсин:

/^х,м,м',...,м<"“1)) =

= Е  Са„а,...а„ (Х-* » Г Ч « -и 0У ' . . ^ - и Г Т ’
CCq>(Xj

бу ерда а 0, а ,,  ..., а п м анф ий булмаган бутун сонлар  булиб, 
С узгармас коэффициентлар. У холда Коши-Ковалевская те-C(qCC|
оремасига кура (1.14) тенгламанинг (1.15) шартларини кдноат- 
лантирадиган и(х) ечими х.. нуктада аналитик функция булади, 
шунинг учун хам уни Тейлор катори ёрдамида ифодалаш мумкин:
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бу ерд а  |x -x 0|< r  (1 .16) к ,аторнинг д астл аб ки  п та  и(х0), 
и' (х0),...,и>"~')(х0) коэффициентлари (1.13) шартлардан топилади. 
Энди (1.14) тенгликни мураккаб функцияни дифференциаллаш 
кридасига кура х га нисбатан дифференциаллаб,

„(-+•) =  ^ + у
& U S u {k)

ни хосил кдламиз (бунда кулайлик учун и"1'1 = и деб олинди). Бу 
ерда им урнига унинг кдйматини (1.14) дан келтириб куйиб, 
курамизки, м(" + 0  микдор х,и,и',...,и<п'1> ларнинг тула аникданган 
функциясидир. Уни f{x ,u ,u ', . . . ,u{n~X)} деб белгилаймиз, у холда

и(„+1> = у- u у  (1.17)

Шунга ухшаш (1.17) тенгликни х га нисбатан дифференциаллаб,

(п+2) _ S/i у .  3/, (*+1)

ва и{п) нинг урнига унинг кдйматини (1.14) дан келтириб куйсак,

и(»+2) = у- (1-18)

га эга буламиз. Бу жараённи давом эттириб, курамизки, ихтиёрий 
(п + к) тартибли хосила х, и, и', и{пА) нинг тула аникданган 
функцияси булади. Кулайлик учун /  = /  деб олиб, (1.14), (1.17), 
(1.18) тенгликларда х, и, и', и{"Л)лар урнида дастлабки кдймат 
х(), м0, и'0, м0(п1) ларни куйиб, куйидагига эга буламиз:

иГ Ю = и{"+к){х0) = / к {х0,и0,и'0,...,и0{яА)}. (1.19)

Энди (1.19) ни (1.16) га куйсак,

л-1 (Р)

-  X ^ ( х - х° У + Z 77(х - хо У ( 1 .2 0 )

келиб чикдди.
10



Якднлашиш радиуси г ни аникдаш масаласи анча мураккабдир 
(к,. [30, 36]), бу масалани биз бу ерда кдрамаймиз. Агар (1.14) тенг­
лама чизи^ли булса, яъни

и (л) =  р0(х) +  р {(х)и  +  . . .  +  Рп(х)и{п 1}

ва pj^x)^  =  0 ,  1,  . . . ,  п)  коэффициентлар А' га нисбатан бутун функ­
ция булса, у холда г = со деб олиш мумкин, яъни (1.16) даражали 
щ т о р  барча х  лар учун якднлашади.

М и с о л . Ушбу

тенгламанинг
и(0) = 0, м'(0)=1

дастлабки шартларни к,аноатлантирадиган ечимининг даражали кдгордаги ёйил- 
масининг бир неча х,адлари топилсин.

Е чиш . (1.21) тенгламани иккинчи хосиласига нисбатан ечамиз:

Бу тенгликнинг хаР иккала томонини кетма-кет дифференциаллаймиз:

Энди (1.22) — (1.23) тенгликларда и(0) = 0,и'(0) = 1 ^ийматларни куйсак,

и * (0 ) = 1, и ” (o ) =  l,w /f/ (0 )  =  0, и (0 ) =  -1 ,  и '  (0 )  = - 1 0  

келиб чикдди. Бу к^ийматларни (1.16) га куйиб, куйидагини х°сил к^иламиз:

и -х и ' + и" -1  = 0 (1.21)

it f 1 и = ХИ —и + 1. ( 1 .2 2 )

гл”-и  л-хи”—2 ш \ 
ип -2и"+хи",-2{и,)1-2 и и \ 

wv =3u",+xu,v -6и'и"—2иит, 
u VI =4w 'v+jtwv—6(и ")2—8w 'um~ 2 u u ,Y.

(1.23)

xu(x) = X + —  + 6 40 360
+

векторларни киритиб, вектор шаклида ёзилган ушбу

(1.24)

тенгламалар системаси ва

и



дастлабки шартни кдноатлантирувчи ечимни даражали кдтор кури-
нишида излаймиз. Бунинг учун / ( х ,й )  нинг / • ( /  = 1,2,...,п) ком-

I —(0) \понентлари ух0,и j ну^тада аналитик булишини фараз кдламиз. 
У холда (1.24) тенгламанинг (1.25) шартни кдноатлантирадиган ечи­
ми х буйича аналитик булиб, куйидаги куринишга эга булади:

й(х0)  = и (О} (1 -2 5 )

“ M = z i4 r L (x - xo У- (1.26)
р  =  о

Бу ерда

й(х0) = й(0), й '(х 0) = / ( х , й (0))

булиб, ёйилманинг бошкд коэффициентларини топиш учун (1.24) 
тенгликни мураккаб функцияни дифференциаллаш кридасига би- 
ноан кетма-кет дифференциаллаймиз:

d2u = Qf_ , д / ' du = dj' + 8f_ 
dx2 дх дй dx дх дй '  ’

дщ ди2 ди„

% L % L
dui 6w2

Бундан эса

(X0 ) = fx (■x(0) >U<0) ) + 7i (■X,.H(0) ) 7 (x0 , u0 )

келиб чикдци. Ш унга ухшаш кейинги й{р)(х0) (р = Ъ,4,...) хосила- 
ларни топиш мумкин. Ш ундай кдлиб, (1.26) формал кдторни ту- 
зиш мумкин. Бу кдторнинг якднлашиш масаласи мураккаб булган­
лиги учун биз кдрамаймиз. Ш уни хам таъкидлаб утиш керакки, 
агар (1.24) тенглама чизикди

d“x = A (x)u  + f ( x )

булиб, А(х ) матрица ва /  (х) вектор-ф ункция х га нисбатан бу- 
тун функция булса, у холда (1.26) катор барча х лар учун якд н - 
лашади.

12



8.2-§. ТУРТТА ЭНГ СОДДА СОНЛИ МЕТОД

Биз бу ерда энг содда ва аникушк ж щ атидан куполрок, булган 
методларни куриб чикдмиз. Бу методлар катта аникдикни талаб 
кдлмайдиган ечимнинг такрибий кдйматини унча узун булмаган 
ораликда аникдаш учун ишлатилади.

8.2.1. Эйлер методи (синиц чизик^иар методи). Фараз кдлайлик,

и' =  f ( x , u ) ,  и(х0) = щ (2 .1 )

Коши масаласи ечими и(х) нинг ип(х), хп = х0 + nh (п =1, 2,...) так,- 
рибий кдйматини к,адами h булган бир улчовли мунтазам турда 
аникданиши талаб кдлинсин. Куп такрибий методларни яратишда

*„+i
u(xn+i ) =  « W  +  J f {x ,u(x) )dx  (2.2)

X
тенгликдан фойдаланилади. Бу тенглик (2.1) тенгламани интег- 
раллашдан келиб чикдди. Энди (2.2) тенгликдаги интегрални так,- 
рибий равишда чап тугри туртбурчаклар формуласи билан алмаш- 
тирамиз (7-бобга к;.) ва и(х)  нинг такрибий кдйматини упоркдли 
белгилаб, куйидагини х,осил килам из:

Уп+1 = Уп +  hf ( x n’ уХ  п = 0 > 2, ... (2.3)

Бу тенгликнинг геометрик маъноси куйидагидан иборат: М(х0, 
и(х0)) нуктадан утувчи и = ы(х) интеграл эгри чизикди учлари 
Мп(хп, уп) нук,талардан утувчи М0М [М2... синик, чизик, (Эйлер синиц 
4U3UFU) билан алмаштирамиз. Синик, чизик, бугинининг бурчак 
коэффициента

Ш ундай кдлиб, Эйлер синик, чизоти МлМп+1 бугинининг хдр бир 
Мп учидаги йуналиши (2.1) тенглама интеграл чизигининг Мп нук,- 
тадан утадиган у'п = f ( x n,y„) йуналиши билан устма-уст тушади. Би- 
нобарин, уп ларни топиш учун ушбу формулаларга эга буламиз:

Уя+1 = у„ +  а  У„,

А У„ = hf(x„, Уп) (П = 0, 1,2, ...).

Эйлер методининг камчилиги аникликнинг пастлиги ва хато- 
нинг систематик равишда жамланишидадир.

13



Эйлер методининг якинлашиши ва хатолигини бахолаш масала­
сини куриб чикамиз [21]. Фараз кдлайлик, Дх, у) кдраластган ора- 
ликда х буйича узлуксиз булиб, и буйича Липшиц шартини кдноат- 
лантирсин:

\ f ( x ,u 1) - f ( x , u i ) \< L\u2-u l\ (2 .4 )

ва бундан ташкари,

v = f + f dL < N (25)
dx дх ди

булсин. Энди

ея = уЙ-  uixп) (2 .6 )

оркал и уп такрибий ечимнинг хатосини белгилаймиз. У холда (2.2) 
тенгликдан куйидагини хосил кдламиз:

= е л+1 =
хп+1

Уп+1 - У , -  j  f ( x ,u ( x ) ) d x . (2.7)
х„

Ю крридаги (2.3) ва (2.7) дан

х п+\

Аеп =¥(х„ ,У„)~  j  f ( x , u ( x ) ) d x  (2.8)
хп

келиб ч и кади. Охирги интегрални булаклаб интеграллаймиз:

л’и+1 хп+1

|  /(х ,м (х ))< *  = [ (х -х „ +|) / ] ^ " +1 -  J  ( х - х я+1)^«& ,
хп х п

бундан эса

хп+1 */1+1
j  f ( x , u ( x ) ) d x - h f ( x „ , u ( x n))= j ( x - x „ +l)^ -dx  (2 .9)

хп х п

келиб чикдди. Энди Аея ни куйидагича ёзамиз:
х п+\

Ае,, = A[ / ( w J - / ( * * X xJ ) ]  + A/(* „ ,w (x« ))“  J  f ( x , u (x ) )d x ,
х п

кейин
\ f ( x„’yn) - f { x „ ’u (xn))\ ^ L \y„-u (x»)\ ^  L \£,\-

14



Липшиц шартидан фойдалансак,
ли+1

Аеи = heL\cn\ + h f {x n,u(x„))~ J  f ( x , u ( x ) ) d x  (|0| < l) (2.10)

ифода хосил булади.
Ю крридаги (2.5) ва (2.9) дан куйидаги батога эга буламиз:

лп+1
¥{х„,и (х„) )~  J  f ( x , u ( x ) ) d x J ( x - x „ +l) ^ d x

< |  |х -х „ +1|с6с = ^ N h 2.

(2 .11)

Энди (2.10) ва (2.11) муносабатлардан

|Ае„ Н £ я+1 - e n\^hL\eJ + ^N h2 

ба^они хосил к,иламиз. Маълумки,

k +i | - k | ^ k +.
шунинг учун хам

K+i| -  (l + hL)\en\ + \ N h 2 (2 .12)

яъни биз шундай муносабатга эга булдикки, у |е„| маълум булган­
да |е„+1| ни бахолайди. Биз |е„| учун шундай бахони топишимиз 
мумкинки, у факдт маълум микдорлар оркали ифодаланади. 
Хак,ик,атан хам,

a =l  + Lh, (3 = ~Nh2, е0 =0

деб олиб, (2 .1 2 ) тенгсизликни

\En J ^ a \en\ + P (« = 0 , 1, 2 ,...) 

куринишда ёзишимиз мумкин, бундан эса

|£,| < Р , ^ ^  -  а  |£l| + Р ~ Р (l + a )>

|е3| < а |е2| + Р ^ a/?(l + a )  + р  = p ( l  + a + а 2},

\ ^ Р { 1
р[ап-\)

+ а + а  +... + а "  ) = — — ~  / а- 1
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муносабатларга эга буламиз. Охирги тенгсизликда а  ва (3 ларнинг 
кдйматини куйсак,

хрсил булади. Маълумки, барча t > 0 учун 1 + t < е? тенгсизлик урин- 
лидир, бундан ташкдри, nh = хп— хи ни эслаб, методнинг хатоли­
ги учун натижавий батога эга буламиз:

Бундан курамизки, h -» 0 да гп -> 0 булади. Ш у билан бирга хар 
бир чекли ораликда h -> 0 да Эйлер методининг якднлаш иш и 
келиб чикдди.

Табиий равишда шундай савол тушлади: (2.3) муносабат хисоб­
лаш хатолигига нисбатан тургунми ёки йук,ми, яъни хисоблаш- 
нинг бирор кддамида йул куйилган хато кейинги кддамларда че- 
гараланган буладими ёки кладам нинг ортиши билан ортиб бора- 
дими?

Фараз кдлайлик, бирор кддамда, масалан, у1} нинг аникда- 
нишида

<5о=|Уо->,о| 

хатога йул куйган булайлик, у холда

У, =  Уо + ¥ { х 0,Уо) 

булиб, биринчи кддамдаги хато

<5, = |й  -  У, I = | У о ~ У о + h [ /  (х0 ,у 0) -  /  (х0, yQ )]| <

<80+hL80 =(1 + hL)80

тенгсизлик билан аникданади. Ш унга ухшаш

д2 = \у2 - у21 < <5, + hL8{ = (1 + hL^f 8 0,

s n = |Уп -Уп\^  0  +hLT 3о ^  е1(х"~'ч)8й.

Бундан курамизки, нолинчи кддамдаги хато кейинги кддамларда 
тартиб жихатдан узгармай крлар экан. Бу эса Эйлер методининг 
Хисоблаш хатолигига нисбатан тургунлигини курсатади.
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2
и' -  и -----(0) = 1 (2.13)и

Коши масаласи ечиминингжадвали Эйлер методи ёрдамида [О,IJ оралицда h = 0,1 
к,адам билан тузи леи н.

Е чиш . Такрибий хисоблаш натижалари 1-жадвалда берилган булиб, такдос- 
лаш учун жадвалнинг охирги устунида ечимнинг аник, киймати келтирилган.

1-жадвал
(2.13) дифференциал тенгламани Эйлер методи билан интеграллаш

1 - м и со  л. Ушбу

п X и
f ( x , u )  =

-  и -  — zjejlIи
Ли = 0,1/(х, и) и = \Jl + x2

0 0 1 0 0 1

1 0,1 1 0,09 0,009 1,00499
2 0,2 1,009 0,16749 0,016749 1,01980
3 0,3 1,02575 0,255558 0,025558 1,04403
4 0,4 1,05131 0,27709 0,027709 1,07703

5 0,5 1,07902 0,38394 0,038394 1,11804

6 0,6 1,11741 0,43727 0,043727 1,16619
7 0,7 1,16118 0,48084 0,048084 1,22066
8 0,8 1,20916 0,51436 0,051436 1,28062

9 0,9 1,26050 0,53856 0,53856 1,34534

10 1 1,31436 1,41421

8.2.2. Эйлернинг такомиллаштирилган методи. Бу методнинг асо­

сий гояси куйидагидан иборат: Аввало, х , = хп + ' h нук^тадаги
и + -  2

2
у  , нинг оралик, цииматини

П+2

ул+1 = Уп + \ hf„ = Уп + \ hf { x„,y„) (2.14)

формула ёрдамида хисоблаймиз. Кейин Д х ,  у) нинг 
урта нуктадаги

/  \

v 'И+1 л+1

/  , = /

2— М. Исроилов 17

.Ш

1 Ahfcers i , t ,



кдйматини хисоблаб, охирида

У„+1 =y„ + ty  1 (и = 0 ,1, 2, ...) (2.16)

деб оламиз. Бу формула билан у{х)  нинг такрибий кдйматини 
топиш Эйлернинг такомиллаштирилган методи дейилади. Бу ме­
тоднинг аннкдиги Эйлер методига нисбатан бирмунча каттадир. 
Агар L, JV, ва /V, узгармас сонлар

\ f { x , y 2) - f ( x , y x)\<L\y2 - у ,  |,

< N X, d 2f
d x 2

(2.17)

тенгсизликлардан анню анса, у х,олда 8 .2 . 1  дагидек мулохаза юри- 
тиб, Эйлернинг такомиллаштирилган методи учун куйидаги ба- 
Хони чик,ариш мумкин [21]:

(\+hL+~h2L2]~l

~“М \ 4 ( y - + £ )  n l , L  ■ <2-18>

Бундан курамизки, хар бир берилган х  учун еп хатолик h -» 0 да h1 
дек нолга интилади.

2-мисол. (2.13) тенглама и(х) ечимининг х = 0,2 п (и = 1, 2, 3, 4, 5) нук,талардаги 
к,иймати (2.14) формула билан топилсин.

Ечиш. Буерда h = 0,2,f(x,u) = и -
2-жадвалда келтирилган.

х —х+1 деб оламиз. Хисоблаш натижалари

1-машц. (2.17) шарт бажарилганда (2.18) ба>;о исботлансин.

(2.13) тенгламанинг ечимини (2.14)—(2.16) 
формулалар ёрдамида топиш

2-ж адвал

п «, \ ч . ”*г
un+i

"+2
ДUn = hf

Л+2
0 0 1 0 0,1 1 0,018

1 0,2 1,018 0,01928 0,3 1,03728 0,05513

2 0,4 1,07313 0,03649 0,5 1,10962 0,06874

3 0,6 1,14187 0,04763 0,7 1,21061 0,11161

4 0,8 1,25348 0,05833 0,9 1,31181 0,12362

5 1,0 1,37710
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8.2.3. Эйлер-Кошининг такомиллаштирилган методи. Методнинг 
гояси куйидагидан иборат: Олдин

Уп* 1 = у „ + ¥ „ ,  /„+, = / ( * „ +|>Я.+1) (2.19)

«купол якднлашиш»ни, кейин эса изланаётган у(х) ечимнинг так­
рибий кдйматини

Уп+1 -  Уп + \ { fn  + fn) (2.20)

формула ёрдамида аникдаймиз.
Фараз кдлайлик, L ва /V, микдорлар (2.17) муносабатларни 

к;аноатлантирсин ва М, M v М 2 узгармас сонлар

£ < м . , £
дх 1 ~ ду

(2 .21)

тенгсизликлардан анинутансин. У холда (2.18) батога ухшаш (2.20) 
такрибий ечимнинг хатолиги учун куйидаги бахр уринлидир [2 1 ]:

)£„1 < ~ \ ^  + Ъ{М,+ММ2) 1+0,5/iI 
1-0,5 hL (2.22)

3 -м и со л . х  = 0,2 п (л = 1, 2, 3 ,4 , 5) нуцталарда (2.13) тенглама ечимининг 
такрибий к,ийматлари (2.19)—(2.20) формулалар ёрдамида топилсин.

Хисоблаш натижалари 3-жадвалда келтирилган.
3 - ж а д в а л

п ип - /  2 я
*„+i Я +1 2 •'И+1

h - 
2 *п + *п\\

0 0 1 0 0,2 1 0,016 0,016

1 0,2 1,016 0,01892 0,4 1,05384 0,03327 0,05219

2 0,4 1,06819 0,03649 0,5 1,10962 0,06874 0,08293

3 0,6 1,15112 0,04909 0,8 1,24930 0,05770 0,10679

4 0,8 1,25791 0,05901 1 1,37593 0,06491 0,12392

5 1 1,38183

Энди 1- ва 2- жадвалларни солиштириб курсак, 2-жадвалда h кдцам икки 
марта катта б^лса \ам топилган та(фибий кийматлар аникрокдир.

Бу ерда \ам шуни айтиш керакки, кадамнинг икки марта катталигига кара- 
масдан 3-жадвалдаги натижа 1-жадвалдагидан яхшидир.

2-м а ш к,- (2Л7) ва (2.21) шартлар бажарилган деб олиниб, (2.22) ба\о исбог- 
лансин.
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8.2.4. Итерацион ишлов берилган Эйлер-Кошининг такомиллаш­
тирилган методи. Бу методнинг мохияти шундан иборатки, ушбу

«купол як,инлашиш»ни олиб,

}{Р1 = У„ + \  /  (*„, Л ) + / ( ^ +i>У(п̂ ]) 

( р  =  1 ,2 , . . . )
(2.23)

итерацион метод кулланилади.
Иккита ва кетма-кет якднлаш иш нинг мос равишда- 

ги унли ракдмлари устма-уст тушгунга кддар бу итерацион жара- 
ённи давом эттириш керак. Ш ундан кейин

деб олиш лозим, бу ерда уМ иккита yj *\ ва у''; | 11 нинг устма-уст 
тушган кисми. Борди-ю, уп такрибий кдйматга итерацион ишлов 
бераётганда уч-турт итерациядан кейин керакли микдордаги унли 
ракдмлар устма-уст тушмаса, у х,олда h кддамни кичрайтириш ке­
рак. Ш уни хам таъкидлаб утиш керакки, хар бир кддамда хатолик 
/г3 тартибга эга булади, шунинг учун хам хисоблашларда итерация 
жараёни кенг кулланилади.

4 -м ис ол .  Итерацион ишлов бериш методи билан (2.13) тенглама ечимининг 
х = 0,1 нук,тадаги и(0,1) к,ийматининг 5 та хонаси устма-уст тушадиган ани1утк да  
топилсин.

Е чиш . Бу ерда h = 0,05 деб оламиз, f ( x 0, и0) = /(0 ; 1) = 0 булганлиги учун 

=  у 0 = 1 деб, ушбу методдан

га эга буламиз.
Итерацион жараённи тузатамиз:

^  =1 + 0,025 1
0,05(0,05-1)+!

= 1,001188;

y f^  = 1 + 0,025 1,001188-
0,05(0,05-1)+!

= 1,001245;
1,001188

= 1,001248; v[4) = 1,001248.
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Шундай к,илиб, y t = и (0,05) = 1,001248 га эга булдик. Энди x t = 0 ,0 5  ва 
y t = 1,001248 деб олсак, у холда

/  ( V 1) = -V. = 0,049935V 1 1/ у

булиб, (2.23) итерацион жараён куйидагича ёзилади: 

v lv) = 1,001248 + 0 ,0 2 5
fv-1) 0,1(0,1-1)+1

0 ,0 4 9 9 3 5  +
у!

Бу ерда куйидагиларни хосил к,иламиз:

у ^  =  1,004806; у р  = 1,004975; >-*3) = 1,004983; у ^  =  1 ,004985.

Бир хонага яхлитлаб олсак, (0,1) = 1,004982 га эга буламиз. Аник, к,иймат эса

и  (0,1) =  +  (ОД)2 = 1 ,004975.

8.3-§. РУНГЕ-КУТТА МЕТОДЛАРИ

8.3.1. Умумий тушунчалар. Куйидаги

и = f ( x , u ) ,  и(х0) = и0 (3.1)

Кош и масаласининг аник, ечимини и(х) оркдли белгилаймиз. Кд- 
ралаётган сохада Дх, и) етарлича силлик, функция булсин, у холда

« (х. ) '- и (хо) = S  J i  “(t) (хо) + 0К +' ) ’
*=> ' (3.2)

(х, = x0+h, h> 0 ).

Энди «(*,) нинг такрибий кдйматини и, оркдли белгилаб, (3.2) 
тенгликда крлдик, хддни ташласак,

S hkДм0 = их- и 0 = Е т т  M<t)(xo) (3.3)
к = 1 К '

ёйилма хосил булади. Бу ёйилмадаги м'(х0), м"(х0), ... хосилалар
(3.1) тенгликдан аникданади. Кейинги хисоблашларга кулайлик 
тугдириш учун ушбу операторларни киритамиз:

£) = | -  + / А ,
дх ди

D2 = ~  + 2 f  —2-“- + f 2 ~ , (3 4)
дх дхди ди

-i3 д З  д З

^ = ^ у + з / 4 - + з/ 2- ^ - + / 3| - ,
дх дх  ди  дхд и д и
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бу е р д а /= / ( х ,  и) (3.1) тенгламанинг унг томони. Бу операторлар 
учун куйидаги тенгликлар уринлидир:

D [y + z) = Dy + Dz, 
D(yz) = zDy + yDz ,

(3.5)

0 ( 0 ; z) = D -.- + 2 0 / 'Z ) ( | )

D ( D - ( z j ) . D - ' ( z ) - * „ D U ) - D -  ' ( I )

М а ш  к,. Барча натурал m > 2 сонлар учун (3.5) тенглик исбот килинсин.

Мураккаб функцияни дифференциаллаш коидасини куллаб,
(3.1) тенгламадан ва (3.4) тенгликлардан кетма-кет цуйидагилар- 
ни топамиз:

Бу тенгликларнинг унг томони (х0, ик)  нук^тада хисобланган деб 
«.араймиз. Шундай к,илиб, (3.3) ёйилмадаги барча иш(х0) хосила- 
ларни назарий жихатдан хисоблаш мумкин. Аммо (3.6) форму­
лалар нокулай ва катта булганлиги сабабли уларни Аи0ни топиш 
учун нмалиётда бевосита куллаш мушкулдир.

Рунге Аицни хисоблаш учун (3.3) нинг урнида рг. узгармас ко­
эффициентлар билан олинган

(3.7)

(3.6)

(3-8)

k.(h) = h f %  п,) ( /=  I- 2, ... , г)

функцияларнинг

Ali0 = PrA (h) + Pr2k2 i h ) + - + P,rk, i h ) (3.9)
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чизшдш комбинациясини олишни таклиф этди, бу ерда

4 - = x0+a.jh, а, = 0 ,

П, = Щ + Д Л  (й) + Рак2 (/?) + ... + Д. (/г) 

ва а., Д — узгармас сонлардир. Ш ундай кдлиб,

ki( h) = ¥ ( x 0,u0), 
k2(h) = h f ( x 0 + a 2h, ,u0 +p2lkt ),

къ { h) =  ¥ ( * о  +  « з А > «о  +  Д Л  +  Рпкг )>

К  (h) = ¥ ( * о  +  а Л  м о +  Р Л  + • • • +  Pr,r- A - i  i h ))-

(3.10)

Бу ерда а ,  Д лар маълум булса, h ни танлаб, кетма-кет Аг.(й) 
ларни хисоблаш мумкин. ргГ х , Д.. параметрлар шундай танлан- 
ганки, ихтиёрий / (х ,  м) функция ва ихтиёрий h кддам учун (3.3) 
ва (3.7) ёйилмаларда h нинг имкони борича юкрри даражасигача 
булган хадлар устма-уст тушсин. Бошцача айтганда,

<Рг (л) = И (дс,) - м0 - prik; (ti)

функция

Ф, (°) = <?' (°) = -  = <Р(0) (°) = °> ^
+ 1) ( о ) *  о

хоссаларга эга булиб, prj, а., Д. лар шундай танланиш и керакки, 
ихтиёрий h ва f  (х, «) учун 5  мумкин кдцар катта булсин. Рунге- 
Кутта методининг хатолиги, яъни и(хх) — и0 билан (3.9) формула 
ёрдамида хисобланган унинг такрибий кдймати орасидаги фарк, 
хар бир кдламда

Rr(h) = ĥ ^ )- ° ^ ^ h (3.11)

га тенгдир. Бу ерда s — Рунге-Кутта методининг аницлик тартиби. 
(3.9) куринишидаги формулалар Рунге-Кутта формулалари дейи­
лади. М етоднинг асосий гояси Рунге (1895) томонидан таклиф 
этилган булиб, кейинчалик биринчи тартибли тенглама учун Хейн 
(1900) ва Кутта (1901) янада такомиллаштирдилар, Нистрем, Цур- 
мол ва бошкдлар кщори тартибли тенгламалар учун кулладилар. 
Биз куйида бу методнинг айрим хусусий холларини куриб чик,а- 
миз. Бу методнинг умумий холларини [7,13] дан кдраш мумкин.
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8.3.2. Биринчи тартибли Рунге-Кутга методи. Бу холда г = 1 булиб, 

<pl (h) = u(x0 + h ) - u ( x 0) - p uk f ( x 0,u0),

<pl(h) = u’(x0+ h ) - p nf ( x 0,u0) 

муносабатлар уринли булади. Бундан h = 0 да

9 i ( 0 ) = u' (x0) - Puf ( x 0, y0)

тенглик ка эга буламиз. Ихтиёрий /учун  фак,ат р п= 1 булгандагина 
q>[ (0) = 0 булади. Нихоят,

д>;(0) = и"(хо)

булганлиги туфайли, умуман айтганда, нолга айланмайди. Ш ун­
дай кдлиб,

Au0 = hf(x0,u0) (3.12)

такрибий формула хар бир кддамда

2
(х0 <£ <х0 +/г)

хатога эга. (3.12) формула 8.2-§ даги Эйлер формуласи билан уст­
ма-уст тушди. Эйлер формуласи Рунге-Кутта формуласининг энг 
хусусий холи булиб чикди.

8.3.3. Иккинчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бу ерда г = 2  булиб,

ц>2 (h) = и(х0 + fi)-u0- [ p 2lkl (h) + p22k2(h)],

<p'2(0) = u'(xo) - [ p 21k;(0) + р22к'2 (0 )] = / 0 - [р2]/ 0 + p22f 0], (3.13)

(°) = м” (•*о ) -  [Рпк " (°) + Р п К  (°)]

тенгликлар бажарилади. Шундай кдлиб, <р2 ( 0 ) = 0  булиб, <р2 ( 0 ) = 0  

булиши учун

Р » + Р п =  1

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. (3.10) тенгликдан кури- 
ниб турибдики, А:''(0 ) = 0  ва к” (0) ни топиш учун к2 (h) нидаража- 
ли кдторга ёйиб, h1 олдидаги коэффициентни топиш керак:

к2 { к ) = ¥ { Ч +Х2к и0 + Р 2М 0 ) =

= h\ / 0 + h (а 2 ±  + Ц2Х/ 0 А ) /  + £ (а 2 1  + p 2 t / 0 А ) 2 /  + ... (3.14)
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Бундан куриниб турибдики,

(3.15)

Энди (3.6) ва (3.15) ни (3.13) га куйиб, курамизки, ср2 нолга 
айланиши учун

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Курсатиш мумкин­
ки, умуман айтганда, <р"(0) нолга тенг эмас. Ш ундай кдлиб, ри , 
р22, а2, /321 ларни

шартлардан аникдаб олсак, хар бир кддамдаги хатолик учун

га эга буламиз. (3.16) дан курамизки, р22 ф 0, а 2 ф 0, /32| ф 0, а 2 = /321.
(3.16) тенгликлар эса 4 та номаълумли 3 та тенгламалар система- 
сидан иборатдир. Ш унинг учун хам у чексиз куп ечимга эга. Барча 
ечимлар учун хатолик (3.17) га тенг. Амалиётда (3.16) система­
нинг шундай ечимларини танлаш керакки, хисоблаш учун кулай 
формулаларни берсин. Биз шулардан икки вариантини оламиз.

Биринчи вариант. а2 = (l2l = 1 булсин, у холда р22 = Р2, = 2 булиб, 
куйидаги формулаларга эга буламиз:

такрибий формула келиб чикдди.

8.3.4. Учинчи тартибли Рунге-Кутга методи. Бу холда г -  3 булиб,

1 — 2р21а 2 , 1  2‘Р22@2\

Рц + Р2 2 = 1.

(3.16)

(3.17)

Аии ~ + к2), к{ = h f ( x 0,u0), к2 = h f ( x 0+h,u0 +£,). 

Иккинчи вариант. а 2 = /32| = |  ва р22= 1, р2Х -  0 булса, 

Аи0 = k2, k x = h f ( x 0,u0), k2 = h f [ x 0 + ~, м0 + y j

<р}л  (0) = u^] -  [ f t ,4'* (0) + p32k(2j) (0) + p3Jk'},] (0 )] ( j  = 1,2,3) (3.18)
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тенгликлар уринлидир. Энди (3.18) тенгликларда k\J) (0) (i,j  = 1,2,3) 
ларнинг ифодаларини топиб келтириб куйсак, у холда <р3' (0 ) = <р3"(0 ) = 
= (р”(0 ) = 0  тенгликларнинг бажарилиши учун ушбу системани хосил 
кдламиз:

а2 = Pi 1,
« 3  =  P i  1 Р з 2 ’

Рз\ + Ръг + Рзз = 1’

а2Ръ2 + азРз3 = ^  >
I  
3’

1

Ргг « 3  Рзз

(3.19)

■̂гРзгРзз —

Бу система 6  та тенгламадан иборат булиб, 8  та номаълумга эга, 
шунинг учун хам бу системанинг ечими чексиз купдир.

Иккита вариантни курамиз:
а) Аввало, а 2 = р2х = j ,  а 3 = 1 деб оламиз. У холда осонлик би­

лан куриш мумкинки, (3.19) системанинг крлган номаълумлари 
1 2 га тенг булади. Ш ундай кдлиб,Рз 1 1’РзI — Рзз ~ 6 ’ 3̂2 з

Д м 0 -  \  +4к2+к}) 

такрибий формулага эга буламиз, бу ерда

К = ¥ { х 0,щ) ,  к2 = h f{x0 + ^h ,  и0 + ^ к х ,̂ 

к3 = h f  (х0 +h,u0- k x+ 2кг).

(3.20)

б) Энди 

деб олсак, у холда 

булиб,

п 1 3
а 2 ~  Р г  1 ~~ 2 ’ ~  4

п — п а 3 2 1 4
Рз 1 ~ 1 Р$2 -  4 ’/*31 ~ ~g>Pl2 ~ з'’Лз “ д

Аи0 = -  (2А:, + 3к2 + 4къ) (3.21)

такрибий формула келиб чикдди, бу ерда

К = ¥ (*С1’мо)’ к2 = ty [xa + h2 ’ и>+
0 2

k3 = hf[x0 + -̂h, и0 + ~к2}.'о  ■ 4 ■ 
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Хар иккала (3.20), (3.21) такрибий формуланинг хатолиги

^ ( А ) = 5 4 * Г ( « ) -

8.3.5. Туртинчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бунда г  = 4 булиб, 
такрибий формуланинг параметрларини аникдаш учун куйидаги 
тенгламалар системасига эга буламиз:

СС 2 /̂ 215

®3 =  Р з 1 Р з 2 ’

=  Рл] "*■ P i2  +  P 43 >

Р м + Р п + Р п + Р м  =!.

а 2р 42+ а 3р 43+ а 4р 44 2 ’

Р42 ®3 РлЪ а4 Р44 3 ’ (3.22)

^2 ̂ 42 а 3 Р 43 ^4 /*44 4 ’

а гРз2Рл 3 + a iP n P u  + а зРлзР44 =  g"’

@-га зРъ2Рп + a2a iPiaPu + ®за 4р4зРм = g>

P 32 P 4 3 ^  а 2 Р 42 Р 4 4  а ; Р 4 3 Р 44 ~  2 ’

а г/^32^4з/544 =  24'

Бу системада хам номаълумларнинг сони тенгламалар сонига нис­
батан иккитага купдир. Амалиётда энг куп кулланадиган туртинчи 
тартибли формула

А и0 = ~ (kt + 2 к2 + 2кг + к4)

булиб, бу ерда

к, = h f ( x 0,u0), к2 = h f^x0+ j h , u „ + ^ k ])j, 

к3 = h f \ x 0 + ^h ,uQ+ ~ k2 j , k4 = h f ( x 0+h,u0+k}).

И ккинчи формула сифатида

Аи0 ~ — (А̂  + 3̂ 2 + + ^4 )

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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ни олишимиз мумкин, бу ерда

К = ¥ ( х 0,1‘0), к2 =hf{x0 +^h,u0+ ^ k l 

къ = A/ ( * 0 + \ h’u0 ~ \ к\ +к2)>

¥(■к. = ¥ \х„  +h,un + ~к1 + \ к

(3.26)

Бу формулалар биринчи марта Рунге (1895) томонидан таклиф 
этилган булиб, уни Кутта (1901) ривожлантирди, Гилл (1951) к,айта 
урганиб чикди. Хисоблаш амалиётида Рунге-Кутта методлари ора- 
сида туртинчи тартиблиси кенг кулланилади.

У ёки бу Рунге-Кутта методини куллаш натижасида Аи() нинг 
такрибий к,ийматини ва натижада и, =и(х0 +h) ни топамиз. Кейин 
дастлабки кийматлар сифатида х, = хп + h ва м, = и(хп +h) ни олиб, 
яна бир h ёки бошка /г, ф /г кддамга силжитишимиз мумкин. Бу 
жараённи давом эттириб, изланаётган ечимнинг кийматларини ке­
ракли нук,таларда топиш мумкин.

1 -мисол .  [0; 0,4] ораликда (3.23), (3.24) формулалар ёрдамида h = 0,1 кдцам 
билан

и = 2хи, м(о) = 1

Коши масаласининг ечими топилсин.
Ечиш.  Жараённинг бошланишини курсатамиз:

к{ = 2hx0u0 = 0,1 • 2 • 0 • 1 = 0,

к2 = 2h [x0 +  + \ к\ ) = 0-1'2 0,05 = 0,01,

к} = 2h |х 0 + |  )(м0 + ^ * 2 ) = 0,1 -2-0,05-1,005 = 0,01005, 

к4 = 2h (x 0 + *)(и0 + *з) = 0,1 -2 -0,1 1,01005 = 0,020201.

Бу ердан

Ди0 = ^(0+2-0,01+2-0,01005+0,020201) = 0,01005

ва натижада и, = и0 + Д«0 = 1 + 0,01005 = 1,01005.

К,олган яцинлашишлар хам шунга ухшаш хисобланади. Хисоблаш нати- 

жаси 4-жадвалда келтирилган. Шундай к,илиб, м(0,4) = 1,173510. Такдослаш
2

учун и = е аник, ечимни келтирамиз, бундан

и (0,4) = е°’16 = 1,1735109.
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4-ж ад в ал

(3.27) Коши масаласини (3.23), (3.24) формулалар ёрдамида ечиш

п X и к = 0,1 • 2 хи Аи

0 0 1 0 0,00000
0,05 1 0,01 0,02000
0,05 1,005 0,01005 0,02010
0,10 1,01005 0,020201 0,020201

— • 0,060301 = 0,01005 
6

1 0,10 1,010050 0,020201 0,020201
0,15 1,020150 0,030605 0,061200
0,15 1,025352 0,030706 0,061521
0,20 1,040811 0,42039 0,041632

i - 0 , 1841563 = 0,030760 
6

2 0,20 1,040810 0,041632 0,041632
0,25 1,061620 0,053081 0,106163
0,25 1,067351 0,053368 0,106735
0,30 1,094178 0,065651 0,065651

—-0,320181= 0,053363 
6

3 0,30 1,094174 0,065650 0,065650
0,35 1,126999 0,078890 0,157780
0,35 1,133662 0,079353 0,158707
0,40 1,173527 0,093882 0,093882

-■0,476019 = 0,079336 
6

4 0,40 1,173510

8.3.6. Рунге-Кутта методининг вддамдаги хатолиги. Рунге прин­
ципи. Бибербах [57] Тейлор формуласи буйича ёйилмадан фойдала- 
ниб, u' = f ( x ,u )  тенглама учун Рунге-Кутта методининг хатолиги- 
ни  бахрлаш макрадида ушбу

6MV|^-x0|5|w5-l|
\и{хху Щ\< ------- jjvlip— 1

тенгсизликни топган эди, бу ерда М ва N  шундай танланган сон- 
ларки, \ х - х 0\< а \и -щ \< Ь  сохдца

29



муносабатлар бажарилиши керак.
Агар / (х, и) мураккаб аналитик ифодага эга булса, бу форму­

ладан фойдаланиш куп кийинчиликлар тугдиради. Ш унинг учун 
хам амалиётда хар хил билвосита усуллардан фойдаланилади. Кла­
дам ни кичрайтириш хисобига аникликни ошириш учун \к2 - к 3\ ва 
| ,̂ -  к2 1 айирмаларни тузиб, буларнинг биринчиси кейингисининг 
бир неча фоизини ташкил этиши талаб кдлинади. Агар бу шарт 
бажарилмаса, у холда кддамни кичрайтиришга тугри келади.

к _£
Ш унинг учун хам ^  сонни «сезувчанлик улчами» деб к,араш 

мумкин [21]. Фараз кдлайлик, тартиби s булган Рунге-Кутта мето- 
дини куллаётган булайлик ва х ечимни кдцираётган ну^та булсин. 
Бу ечимни, аввало, h калам билан, кейин 2h кадам билан топамиз. 
Кддам h булганда х, = х0 + h нукта учун (3.11) формулага кура

u{xl) = ul+ Ahs+\ A  = <p̂ M , 0 < 4 < h

муносабатга эга буламиз. Бу ерда хатолик Ahs+' га тенг. Хатоликни 
х = х0 + 2 h нуктада хомаки хисоблаш учун хар бир кадамда хато­
лик hs+[ га пропорционал деб фараз киламиз, у холда х нуктада 
хатоликнинг жами 2Ahs + 1 булади, яъни

и(х) = м<2) + А 21?*' (3.28)

муносабат келиб чикади. Агар биз хисоблашни 2h кадам билан ба- 
жарсак, у холда х = х0 + 2h нуктада хатолик A(2h)s+l булиб,

и(х) = ит + A2s+lhs+l (3.29)

тенгликка эга буламиз.
Энди (3.28) ва (3.29) тенгликлардан хатоликнинг бош хадини 

Хосры киламиз:

(О ( \ ~ ~и^  /О ТА\и - " ( * )=  (3-30)

Бу тенглик Рунге принципи дейилади. Уни куйидагича тавсифлаш 
мумкин: Аниклик тартиби s булган Рунге-Кутта методининг h кадам-



даги хатосини топиш учун бу ечимни 2 h кдцам билан топиш керак. 
Изланаётган хатолик ечимнинг h ва 2h кдцамдаги к.ийматлари айир- 
Маси модулининг 2' -1  га булинганига тенг. Топилган такрибий к,ий- 
Матнинг аникдигини орттириш мак,садида топилган такрибий кдй- 

: матга хатолик бош хадининг микдорини кушиш керак:

и(х) = г/^ + (3.31)

5 , Агар (3.30) ифоданинг абсолют кдймати берилган аникдикдан 
кичик булмаса, у холда h кддамни икки марта кичик кдлиб олиш 

-• Керак.

М аш  к;. 1-мисолдаги кддам бу бандда айтилган шартларни каноатлантири- 
ШИ курсатилсин.

8.3.7. Кутта-Мерсон методи. Рунге принципига асосланиб h 
Кадамни узгартириш усули куп мехнат талаб кдлади. М ерсон 1958 
Йилда Рунге-Кутта методини узгартириб, бошкдча куринишда так- 
лиф этди. Бу метод ани^ликка эришиш учун h кладам ни автоматик 
равишда ва зудлик билан танлаш усулини беради. Бу формула куйи- 
дагидан иборат:

Дмо = \ ( к х+Лк4+къ) + 0 (й5),

буерда

к\ — — hf{x0,u0), 

кг = у А/(-*Ь + \ к> ио Н )>

кг = |й /(х о + |/г ,

К  = ~hf{x0+~h,

К = \ h f { x Q+h, « „ + !* ,- |й з + 6 *4).

Ушбу методнинг устунлиги шундан иборатки, h нинг юкрри дара- 
жаларини уз ичига олган к,аторнинг хадларини ташлаб юбориш хдсо- 
бига хосил булган е хатолик

5е = /с, -  ̂  А3 + 4к4 -  к5 (3.34)

формула билан аникутанади. Шу билан бирга И кдламни узгартириш 
мезони куйидагидан иборат: агар (3.34) ифоданинг микдори берил-

(3.32)

(3.33)
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ган е хатоликка нисбатан 5 мартадан куп булса, у холда кддамни 
икки марта кичик кдлиб олиб, хдсоблашни кдйтадан бажариш ке­
рак; агар унг томон берилган е аншутикдан ^  марта кичик булса, 
у холда h кддамни икки марта ошириб, х,исоблашни такрорлаш 
керак. М ерсоннинг тасдигига кура, бу метод доимий h кддам би­
лан олинган стандарт Рунге-Кутта методига нисбатан хисоблаш- 
ларни 2 0 % га «.искартиради.

М аш  к,. 1-мисол Мерсон методи билан ечилсин.

8.3.8. Оддий дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун 
Рунге-Кутта методлари. Нормал куринишда ёзилган биринчи тар­
тибли оддий дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун 
Хам юк,орида келтирганимиздек иш тутиб, параметрларни аник,- 
лаш учун алгебраик тенгламалар системасини чикдриш мумкин 
[7]. Л екин бу ерда хосил буладиган ифодалар мураккаб ва алгеб­
раик системадаги тенгламаларнинг сони хам куп булади. Ш унга 
ухшаш

U(n) = f { x , u , и(п~х)  ̂ (3.35)

«-тартибли оддий дифференциал тенгламалар учун хам Рунге-Кут­
та методлари ишлаб чикдлган [7].

Маълумки, алмаштиришлар бажариб, (3.35) тенгламани диффе­
ренциал тенгламалар системасининг нормал шаклига келтириш мум­
кин. Биз юкррида к(к  = 1 ,2 ,  3,4) тартибли Рунге-Кутта методи­
нинг формулаларини чикдрган эдик. Бу формулаларни бемалол тенг­
ламалар системаси учун хам к,уллаш мумкин.

Фараз кдлайлик, ушбу

и' = f ( x , u , z ) ,  z' = f 2(x,u,z)  

тенгламалар системасининг

и ( х 0 )  =  м0 , z ( x 0 )  =  Z0

дастлабки шартларни каноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
кдлинсин. Мисол учун биз бу ерда (3.23), (3.24) формулаларни 
куллаймиз. Битта тенглама булган холга ухшаб параллел равишда 
Аи0, AZg сонларни анивугаймиз:

Aw0 = — (kj + 2к2 +2ку + к4),
, ' (3.36)

Az° = +2 /2 +2 /3 + /4),
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б у  е р д а

к\ — hf\ (*o > wo > zo ) ’ h ¥ 2  {xo >uo’ zo )>

2̂ “■ hf\ ( 0̂ + ) UQ + о i 20 * Ь 2̂ ~~ bfl ( *̂0  ̂  ̂W0 ‘ л ’ Z0  ̂ ) ’

= A/ i  ( , л , k2 *o + v Mo+^->zo + T ) ,  /з =*л(*0 +^r>Mo + V  >zo + 2 / ’

— h f  (x0 + /г,z<0 + къ, z0 + /3), /4 — hf2 (х0 + /г,м0 + , z0 + /3). 

Натижада
и, = и0 + Ам0, z, = z0 + Az0

га эга буламиз.

З-мисол.  Рунге-Кутта методи билан к,аршилик курсатувчи мух,итда маятник- 
нинг тебраниш тенгламаси

d  <р „ dtp
— г- + 0,1 —— + 5 sm ю = 0 
d t d ,

нинг <р (0) = 0,2, <р(0) = 0,1Гф = ~
\ at

дастлабки шартларни каноатлантирадиган ечими топилсин.

(3.37)

Ечиш.  Ушбу алмаштиришни бажариб, (3.37) тенгламани

<P=V>
i//=-(5sin<p+0,li/), <р(0)=0,2; i//(0)=0,l (3.38)

тенгламалар системаси шаклида ёзиб оламиз. Хисоблашларни (3.36) формула 
ёрдамида бажарамиз. Бу ерда ^ам кадамни h = Л? = 0,1 деб оламиз. Бизнинг хдлда 
Л, ва /. куйидаги формулалар ёрдамида аник/тнади:

ks = 0, li/0, /, = - 0 ,1(5 sin <р0 + 0,li//0

, U = -0,1кг =0 , l |v0 + | ) ,

3̂ = 0. l ( n + f  )

i 4 = 0, l ( i /0 + /3 ), l4 = -0,1 5sin|<p0 + у |  + 0,1(|//0 + /3 )

Хисоблаш натижалари 5-жадвалда келтирилган. Жадвалдан курамизки, 
Ф(0,1) = 0,204939; Ф(0 ,2) = 0,198059.
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8.3.9. Бир кддамли методларнинг якинлашиши. Бу бандца (1.1) Коши 
масаласини сонли ечишда ишлатиладиган турли методларнинг шун­
дай гурухини куриб чикдмизки, бунда и(х) j (х0 < х} < хп < х0 + %) 
кдйматларнинг у. якднлашишлари кетма-кет хосил булсин. Фараз 
кдлайлик, т белгиланган булиб, сонли интеграллаш жараёнида барча 
j>  т учунy i нингкийматлари кдндайдир функционалнинг кдйма- 
тидек аниклансин:

=F{AXj>->XJ+l-m>yj>->yj+l-m)- (3-39)

Сонли интеграллашнинг бундай усули т цадамли метод дейилади. 
Ю кррида куриб чикдлган методларнинг барчаси ушбу умумий ху- 
сусиятга эга: такрибий ечимнинг кейинги нук^адаги кдймати ечим­
нинг факдт олдинги нук,тадаги кдйматига боглик, равишда аник,- 
ланган эди, демак, бу усулларга мос келадиган хисоблаш форму- 
лаларини (3.39) куринишда ёзадиган булсак, т = 1 булган холга 
тугри келади. Бундай методлар бир цадамли методлар дейилади.

Ш у пайтгача биз бир кддамли методларнинг факдт бир кдцамда- 
ги хатолигини текширган эдик. Энди бир кддамли методларнинг 
умумий хатолигини бахщашни ва унинг якднлашишини куриб чи- 
кдмиз. Бир кддамли метод учун (3.39) формула куйидаги кури ниш - 
га эга:

uj+] = F ( f ; x J,hj ,uj ), hj = х /Ч1 - х у. (3.40)

Реал хисоблашлар натижасида топилган у  х якднлашишлар (3.40) 
муносабат билан эмас, балки

y^ = F ( f - x j ,h],y j ) + 5j, x (3.41)

муносабат билан боглангандир. Бундаги 5,+| кушимча хад куйида­
ги сабабларга кура хосил булади:

а) хисоблаш жараёнидаги яхлитлашлар;
б) f (x ,  и) нинг кдйм атини  топиш даги хатоликлар; бу хато- 

ликларнинг манбаи ш ундаки, кдралаётган Дх, и) ф ункция реал 
диф ф еренциал тенглам анинг кдндайдир якднлаш иш идан ибо­
рат, бундан таш кдри, купинча Д х, и) ни Э Х М  да хисоблаш  
ж араёнида бу ф ункция ЭХМ  да элем ентар  ф ункциялар билан 
якднлаш тирилади;

в) айрим холларда у  нинг кдймати (3.39) тенгламага тенг куч- 
ли булган, аммо у  га нисбатан ошкор куринишда берилмаган 
тенгламадан топилади, бундай холда <5,, шундай ташкил этувчига 
эга буладики, у ошкор булмаган тенгламанинг такрибий ечимидан 
келиб чикдди.
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Биз курдикки, (>_. куп омилларга богдик;, шунга кдрамасдан 
уни /fадамдаги яхлитлаш хатолиги дейилади.

Ш унга ухшаш дастлабки маълумотларни аник^ашдаги хатолик 
ва яхлитлаш хисобидан бошлангич шарт и0 изланаётган ечимнинг 
и(х0) кдйматидан фар к, кдлади.

Фараз кдлайлик, и(х) дифференциал тенгламанинг изланаётган 
ечими, и(х) (/' = 0 , 1 , 2 ,. . .)  лар эса и(х) = у. шартларни кдноатлан- 
тирадиган ечимлари булсин. Энди е„ = и„(хп) -  и(хп) хатоликни ку­
йидаги куринишда ёзиб оламиз:

£п = иД *я) "«о (* ,.)+ «о (*>.)-«(*,,) =

= Y l ui {x, ) - uj-A xn)\+ [uo{x„ ) -« (* ,)]•  (3-42)
м

Кейинги муло\азалар учун ушбу леммани келтирамиз:
Л е м м а . Фараз кдлайлик, и,(х) ва и2(х) функциялар и' = / (х,и) 

дифференциал тенгламанинг ечимлари булиб,/(х, и) ва унинг хоси- 
ласи f u(x, и) узлуксиз булсин. У холда ушбу

u2(b ) -u i (b) = (u2{ a ) -u ] (a))exp| | / и(х,«(х))<&| (3 4 3 )

тенглик уринли булади, бу ерда

й[х) = их (х) + 0 (х )(и 2 (х )-м 1 (*)), 0  < в ( х ) < 1 . 

И сботи .У ш бу

и[ = f ( x ,u 2), u[ = f { x ,u x)

тенгликларнинг биридан иккинчисини айириб, хосил булган / (х, и2) — 
/(х , их) айирмага Лагранж теоремасини куллаймиз:

f { x ,u 2) - f ( x , u , )  = f u(x,H){u2 - и , ) ,

бунда и (х) = иj (х) + в[х)  (и, ( х ) - и ,  (х )) . Натижада и2 -  ut га нисба­

тан куйидаги чизшуга дифференциал тенгламага эга буламиз:

(и, -  и,) = / и (х,й)(и2 -  и,).

Буни интеграллаб, (3.43) тенгликни хосил кдламиз.
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Энди

а =х . ,  b = хл, и, (х) = u h j (о), и, (х) = uj (х) 

булсин, у холда (3.43) тенгликка кура

Uj {х„) ~ u.i л (*„) = [uj ( x j ) -  ujA (Xj)] exp 11 f u (x, Sj (x)) dx J , (3.44) 

бунда
й] (x) = uJA (x) + в  (Uj (x) -  Uj_x (x))

Хосил булади.
Шунга ухшаш

щ { х „ ) - и  (х„) = (г̂ 0 (х0) -  и (х0)) exp j | / „  (х, м0 (х)) tfr j . (3.45)

Ю коридаги (3.42), (3.44) ва (3.45) тенгликлардан куйидагиларга 
эга буламиз:

е» = Х л ехр|  } л ( х>йЛ дг) ) ^ |  + £оехр |  }/(*>«(. (*))<&!> (3.46)

бунда rij = Uj (ху) — uhX (ху), j  = 1 , 2 ,... .

Биз (3.41) тенгликдан ушбуни хосил киламиз:

П у  =  «,■ { x j  )  -  { x j  )  =  У i  ~  “ ; - i  { x j  )  =  r j  +  ’ ( 3 -4 y )

бунда

'/  ' 7' ( /• • ''/  •>’. ■ ) ", i (x •)•

Аввало, г нинг маъносини тушуниб олайлик, F ( f , x jA , h j^ ,y JA) 
(3.40) формула ёрдамида хисобланган сон, и._,(ху) эса дифференци­
ал тенгламанинг «у ,(хч) = г  , шартни каноатлантирадиган аник ечи- 
мининг х; нуктадаги киймати. Демак, г  каралаётган методнинг бир 
Кадамдаги хатолиги булиб, бунда хисоблаш (х ,, у, ,) нукгадан бош- 
ланиб, яхлитламасдан олиб борилади, кадам эса hJ t = х  — х , булади. 
г микдор методнинг цадамдаги хатолиги дейилади.

Ф араз килайлик, кулланилаётган м етоднинг якинлаш иш  
тартиби s булсин, у холда каралаётган интеграллаш  оралиги

х 0 < Xj < х„ < х0 + X  га мос келадиган барча j  лар учун

\rj\<ch]:\ (3.48)
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тенгсизлик уринли булади.
Куйидаги белгилашларни киритамиз:

sup Ш < ж -
х0 < х <х0 + х

h -  шах h . ,, 8 = шах 5
1 < j < N  1 j  I 1

Бу белгилашларни хисобга олиб, х0 < x f < хп < х0 + X  булган­
лиги учун ушбу батога эга буламиз:

ех р | ] / ,  [x,uj (jc))<fej < exp[l(x„ - х у) | < exp{LX}.

Бу тенгсизликдан фойдаланиб, (3.46) дан куйидаги бахони топа­
миз:

( г ,  \
e„[<exp(LX ) £ ( | г , | + |ву| ) + |«0| ■ (3.49)

Энди биз (3.48) ни куполлаштириб, |/*у| учун ушбу батога эга була- 
миз:

\rj\<chs ( x j - x j_,). (3.50)

Бу бах,они (3.49) га куйсак, натижада

|е„ | < exp (LX)\ £  (ch’ (дг, -  хн ) + |S, J) + |е01

< exp (LX )(chs (x„ - x 0) + nS + |e0|) < ( 3  5  j )

< exp(LX)(c(X  -  x0)hs + iV5 + |e0|). (h< N)

хосил булади. Бу бахо шуни курсатадики, И -» 0 да шах (е„ I —> 0XQ<X„<X()+X' '
учун, яъни (3.40) бир кдцамли метод якднлашувчи булиши учун 
бир вак,тда N8  0  ва |с„| -» 0  муносабатлар уринли булиши ке­
рак. Шундай к,илиб, интеграллаш кддами етарлича кичик булганда 
Хамда хисоблаш хатолиги ва бошлангич шартнинг хатолиги (йукр-  
тилмас хато) s0 кичик булганда, бир кладам л и методлар билан (ху­
сусий холда Рунге-Кутта методи билан) хосил к,илинадиган ечим 
аник, ечимга як,ин булади.
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X —хАгар h кадам доимий, яъни h = - N булса, у холда (3.51) ни 
Куйидагича ёзиб олиш мумкин:

\e^< exv(LX)[c(X  -  x0)hs + +\s0^. (3.52)

Бу баходан курамизки, агар h -» 0 да ушбу

£ 0 -> 0 , ~  -> 0  (3-53)

муносабатлар уринли булса, у х,олда [х0, X] чекли ораликнинг их­
тиёрий нуктасида бир кадамл и метод билан топилган такрибий 
ечим аник, ечимга якинлашади. ___

Хусусий холда, агар е0 = 0, <5, = 0(/ = 1, N  j булса, у холда (3.52) 
бахо

|ея| < с (Х  -  x0)exp(XL)hs

куринишга эга булади, бу методнинг хатолигидир.
Реал хисоблаш жараёнида [х0, Х\ ораликнинг ихтиёрий нуктаси- 

да берилган s-тартибли аникдикдаги бир кадамли метод билан то­
пилган такрибий ечим дастлабки Коши масаласининг ечимига hs 
тезлик билан якинлаш иш и учун (3.52) формулага кура

e0 =0(h'+' ) , S  = 0(h'+l)

шартлар бажарилиши етарлидир. Бу шартларнинг бажарилиши наза- 
рий жихатдан мумкин булса хам, реал хисоблашларда булар ни таъ- 
минлаш кийин. Одатда, ЭХМ да h ни узгартирганда е0 ва 5, (/ = 1, /V) 
хатоликлар абсолют киймати билан куйидан чегараланган. Э \М  нинг 
хоналилиги сакданса, кадамни кичрайтирганда хам е0 йукотилмас 
хато умуман узгармайди.

Такрибий ечим хатолигини яхлитлаш хисобидан келиб чиккан 
кисми — хисоблаш хатолиги эса (3.52) бахода Ь/h  купаювчи кат- 
нашганлиги учун /г —> 0 да h 1 тезлик билан усиб боради. Юкори- 
да курганимиздек, методнинг хатолиги hs тезликда камаяди. Ш у­
нинг учун хам h нинг микдорига б о т и к  равишда такрибий ечим 
тулик хатолигининг бош кисмини, одатда, ё метод хатолиги (h 
нинг нисбатан катта кийматларида), ёки хисоблаш хатолиги (h нинг 
жуда кичик кийматларида) ташкил этади. Агар дастлабки шарт купол 
равишда берилган булса, у холда йукотилмас хатолик хам бошка 
хатоликларга нисбатан устун булиши мумкин. Аммо кадамни жуда
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катта ёки жуда кичик кил и б олганда метод хатолиги ёки хисоблаш 
хатолиги энг устун чикдди ва демак, катта ёки жуда кичик кддам- 
лар учун хисоблаш натижаси яроксиз булиб кол ад и. Ш унинг учун 
Хам h нинг шундай кдйматини танлаш керакки, (3.52) нинг унг 
томони энг кичик кдймати и кабул киле и н. Купол килиб айтганда, 
методнинг хатолиги билан хисоблаш хатолигининг улушлари тенг 
булишини таъминлаш керак. Бу ерда йукртилмас хатоликнинг хам 
улуши катта булмаслиги керак. Бу холда хисоблаш жараёни мувоза- 
натга келтирилган (балансланган) булади. Хисоблаш амалиётида метод 
хатолиги микёсида йукртилмас хато ва хисоблаш хатоси натижага 
таъсир килмаслигш а эришилади. Бу ерда айтилган мулохазалар (3.52) 
бахога асосланган, унинг узи эса оширилгандир. Масалан, яхлитлаш 
хатоликлари хар хил ишорага эга булиб, бир-бирининг урнини тулди- 
риши (компенсация кдлиши) мумкин, формула хатолиги хисоб­
лаш жараёнининг хар бир кддамида уз ишорасини сакдаши шарт 
эмас ва х.к. Аслида буларнинг хаммаси юк;оридаги манзарани унча 
узгартирмайди.

Ю кор и да айтилганлардан шундай хулосага келамизки, хисоб­
лаш жараёнини ташкил кдлаётганда хисоблаш методини, h кддам 
микдорини, натижанинг талаб кдлинган аниклигини, дастлабки 
маълумотларнинг аникдигини ва хисоблаш аникдигини узаро му- 
вофикдаштириш керак. Баъзан шундай мувофикдаштириш учун мо- 
дел тарзидаги масалалар каралади. Бу омилларни кисман мувофик,- 
лаштириш (3.52) бахо асосида олиб борилади. Хисоблаш амалиёти 
курсатадики, масалаларнинг берилган синфи ва ЭХМ нинг аник, 
бирор типи учун кддамнинг юкрридан ва куйидан чегараланган 
шундай сохаси мавжудки, унда танланган метод хатолигининг бош 
Хади такрибий ечимнинг тул и к хатолиги микдори хасида яхши та- 
саввур беради. Бу соханинг куйи чегараси ЭХМ нинг хоналилигига 
жиддий равишда бокликдир. Хоналилиги катта ЭХМ лар учун бу 

куйи чегара кичикдир, чунки бунда 5 кичик булиб, ~ нисбат узи- 

нинг критик ну^тасига h нинг кичикрок, кдйматида эришади.

8.4-§. КУП КДДАМ Л И АЙИРМАЛИ МЕТОДЛАР 

8.4Л. Масаланинг куйилиши. Бу бандца

^  =  / ( х , и ) , ы ( 0 )  =  ы0 (4 .1 )

Коши масаласини ечиш учун кддами h  = х  доимий булган
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турни киритамиз ва ЛА тур устида аникданган функцияларни 
у„ = и(х„), /„ = f ( x n,y„) орк,али белгилаймиз. Биз бу ерда Коши 
масаласини т-кддамли айирмали методлар билан такрибий ечишни 
куриб чикдмиз. Бу методлар орасида кенг кулланиладиганлари

т  т

Уп = 2  а«лУ*--‘ + /7Z  (4.2)i=l i=0

муносабат билан аникданади, бу ерда ат ва bmi лар и га боглик, булмаган 
коэффициентлар. Бу методлар чизицли-айирмали методлар ёки чи- 
зщли-айирмали схемалар дейилади. (4.2) тенгламага уп ни олдин то­
пилган >»0, ) \ , ... , j>n_, цийматлар оркдли ифодаланадиган рекуррент 
муносабатдек кзраш керак. Хисоб п - т  дан, яъни

т т

ym='Zj amiym_i +k^Tbm,fm__.l
/=) ы о

тенгламадан бошланади. Бундан курамизки, хисобни бошлаш учун 
т та у0, y t, ... , ут1 дастлабки кийматларни курсатмок, керак. Бу 
ерда у0 = и0 бошлангич шартдан топилади, долган , у2, ... , j ’m , 
ларни эса бошка методлар, масалан, Рунге-Кутта методи ёрдамида 
топиш мумкин. Кейинги мулохазаларда у0, y v ... , ут̂  дастлабки 
к^йматлар берилган, деб фараз к;иламиз.

Агар Ьт0 = 0 булса, у холда (4.2) метод ошкор ёки экстраполя­
цией дейилади, бу холда уп ошкор равишда ун_пГ упчя ,, ... , у п , ор- 
к,али ифодаланади. Агар Ьт0 * 0 булса, у холда метод ошкормас ёки 
интерполяцион дейилади. Бу ерда уп

у„ ~ К Л¥(х„ ,у„) = Ф(у„-„,у„-т+1< - ,Л - 1) 

чизик,пи булмаган тенгламадан топилади, бунда
т

ф (Л -т >Л-и+1 V ,„ V ,) = +fibmif „4 ).
r-=l

Одатда, дастлабки я^инлаш иш  у ^ ] ни уп_} га тенг деб олиб, бу 
тенглама Ньютон методи билан ечилади.

Хисоблаш амалиётида (4.2) куп кддамли методларнинг хусу­
сий холи булган Адамс методлари кенгтаркдлгандир. Бунда и'(х)  
факдт хп] ва хп икки ну^тага кура аппроксимация цилинади, яъни 
а , ~ 1 , а = 0 , / = 2 , 3, ... , т.т  1 7 mi  7 7
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Шундай кдлиб, Адамс методлари

Уп = У п-1 . (4.3)

куринишга эга. Агар Ьт0 =. О булса, Адамс методлари экстраполяци­
ей булиб, Ьт(] ф 0  булганда эса интерполяциондир.

Кейинчалик (4.2) айирмали методларни урганишда ат. ва bmi 
коэффициентлар танланишининг аппроксимациянинг хатолигига 
ва тургунлик хдмда якднлаш иш  масаласига таъсирини куриб чи­
пами з.

8.4.2. Куп кддамли методаардаги аппроксимациянинг хатолига. Диф­
ференциал тенглама ечимини аппроксимациялашдаги хатолик ёки (4.2) 
айирмали схеманинг богланишсизлиги деб

микдорга айтилади.
Т а ъ р и ф. Агар h -> 0 да

муносабат уринли булса, ди-кдцамли схема [х0 ,х0 + X ] ораликда диф­
ференциал масалани ечимда аппроксимация цилади дейилади.

Биз хозир ат. ва bmj коэффициентларга боглик, равишда h -> О 
да аппроксимация тартибини аник,лаймиз.

Фараз кдлайлик, к,аралаётган функциялар керакли силлик^пикка 
эга булсин. Энди /(*„_ />м(хп-/)) = u’{x n-i) ва x„-i = х„ ~ ih эканли- 
гини эслаб, х  = хп нуктада Тейлор формуласига кура

тенгликларга эга буламиз. Бу ифодаларни (4.4) га куйиб, куйида- 
гини )фсил кдламиз:

т т
Кп- 1 -h u(x„)-Yua»A x>,->) (4.4)
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к.  = - uix„ y 1L a" i 4 ! ^ u(k){x»}
/=1 k=0 

i-Q £=I ' >' -ihPY

1 Н Ч  +K ^ ) - Z  t!
\  t=l J  m=\

m
«w (xn) + o(/?" )=

/=о J

= T : ) + Z-Л* V и<*'1 (*")+ 0 (A*)’k=1

бу ерда

Кулайлик учун куйидаги леммада

= 1> ат: = -а т„ / = 1, 2 ,...,/и (4.5)

деб оламиз.
Л е м м а . Фараз кдлайлик, и(х) ихтиёрий силлик, функция булсин,

lim У -Л-*П '
, j u ( x - i h )

= м '(х),

т

\i™ Y ;b’>’‘f ( X~ ih’ u ( x - i h ) ) =  f ( x ,  u(x))

(4.6)

муносабатлар уринли булиши, яъни (4.2) айирмали схема (4.1) 
тенгламани аппроксимация кдлиши учун

А д - А , -  0, bm0+bml + -  + Ьтт -1

тенгликларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. 
И с б о т и . Тейлор формуласига кура

(4.7)

u (x - ih )  = i t(x )- ihu’(x) + 0(h2y  

f ( x ~ i h ,  i t (x- ih)}  = f ( x ,  u(x) )  + 0(h).

Бу ифодаларни (4.6) нинг чап томонига куйиб, куйидагиларга эга 
буламиз:
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( Jn \ 1
lim X й™ .f\x,u(x)) + 0(h) = f ( x ,u ( x ) ) .h-*ti *—■ \ /

Л

h-> 0 “  "" 'VV/-0 J )

Бу муносабатлар уринли булиши учун

т

X я™ = °’ ~Yaia'nu = U X 6™ = 1

ёки (4.5) га кура

! - Х а-  = (4.8)

тенгликларнинг уринли булиши зарур ва етарлидир. Энди

тенгликларни хисобга олсак, (4.7) тенглик, демак, лемманинг 
исботи келиб чикдди.

булади ва (4.2) схема р-тартибли аппроксимацияга эга дейилади.
Осонлик билан куриш мумкинки, агар и(х) функция р-дара­

жали купхад булса, у холда (4.9) шартлар бажарилади ва гпА = О 
булади. Демак, бу холда (4.2) айирмали схема барча /^-даражали 
купхад учун аник, тенгликка айланади. Умид к,илиш мумкинки, 
и{х) нинг ечими /?-даражали купхадлар билан яхши як,инлашади- 
ган (4.1) дифференциал тенгламалар учун гп етарлича кичик була­
ди.

Шуни таъкидлаш керакки, (4.9) шартлар ат, Ьт. (/'= 0,1, ... , т) 
ларга нисбатан ушбу

л  =1 -  X а«<> А>= ~Х 1а*ч -  X  к
Ы /=О 1=0

Агар
А =  А, = ... =А = 0 (4.9)

булса, у холда

X я™ = l ' 1 ? - '  ( ia<>« ~ кЬ»ч) = ° ’ к = 1 2>->Р (4.10)
i /=*0
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2т + 2  та номаълумли чизик^и алгебраик тенгламалар системасини 
Ташкил этади. Энди (4.8) ни эътиборга олиб, (4.10) ни боищача 
ёзишимиз мумкин. Натижада ушбу 2т та номаълумли р  та тенг­
ламалар системасига эга буламиз:

т т
Z  = S  *кА (ia™< -кЬт/) = 0 ,к  = 2,3,...,р, (4.11)
/ = 1 Ы

Ьт0 коэффициент эса
т

ьт0= 1 - 2 ь«
ы

формула ёрдамида топилади. (4.10) система ортиги билан аникдан- 
ган булмаслиги учун р < 2 т  деб талаб кдламиз. Бу талаб шуни бил- 
дирадики, m-кддамли айирмали методлар аппроксимациясининг тар­
тиби 2т дан ошмайди.

Ш ундай кдлиб, аппроксимациянинг эришиши мумкин булган 
энг юкрри тартиби ошкормас хол m-кддамли методлар учун 2т 
булиб, ошкор (bmQ -  0 ) хол учун 2т - 1 дир.

Адамс методларида ат[ = 1, ат2 =...= атт = 0 булганлиги сабабли 
р-тартибли аппроксимация учун (4.11) шартлар куйидаги куринишга 
эга булади:

т  т

Ъ к̂ = Ш ’ к = 1 2’ b"° = 1 " S ^ -  (4-12)
/=1 /=1

Бу системанинг детерминанти Вандермонд детерминанти булиб, / 
хар хил кдймат к,абул кил ад и, шунинг учун х,ам бу система ихтиё­
рий т учун ягона ечимга эга.

Бундан курамизки, Адамснинг w -кддам л и методида аппрокси­
мациянинг энг юк,ори тартиби ошкормас ^ол учун т + 1 булиб, 
ош кор (ЬтП = 0 ) хол учун т дир.

8.4.3. Адамснинг экстраполяцион методлари. Ю кор ида айтгани- 
миздек, Адамснинг m-кдцамли ошкор

т
У„=Уп- (4.13)

/= 1

методи учун аппроксимациясининг энг юкрри тартиби р = т. Но- 
маълум коэффициентларни топиш учун (4.12) система бу холда 
ушбу куринишга эга:
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jn .
= ш ’к = 0’ l’ (4.14)

Хар бир муайян m учун (4.12) системани ечиб, bmV bmV ... , bmm 
ларни топамиз. Агар т = 1 булса, у холда Адамс методи ушбу

Эйлер методига айланади.
Адамс машхур инглиз артиллериста Бошфорт илтимосига кура 

уз методларини 1855 й. яратган эди. Бу методлар кейинчалик уну- 
тилган булиб, асримизнинг бошида норвегиялик математик Ш тёр- 
мер томонидан кдйта очилди.

Осонлик билан топиш  мумкинки, т = 2, 3, 4, 5 булганда мос 
равишда аппроксимация тартиби т га тенг булган куйидаги ме­
тодларга эга буламиз:

Амалиётда Адамс методлари т =  1 ,2, ... ,10  лар учун ишлатилади.
Машц. Адамс методлари т = 6, 7, 8, 9, 10 лар учун чщарилсин.

Адамс методларини куришда бошкдча ёндашиш хам мумкин. 
Фараз кдлайлик,

та!фибий к,ийматлархисобланган булиб, п> к + 1 булсин. К ейин­
ги уп ни хисоблаш учун алгебраик интерполяциялашдан фойдала- 
намиз. Бунинг учун м'(х) нинг ушбу

к  + q + 1 та нущ'алардаги кдйматларидан фойдаланиб, (к +q)  тар­
тибли Лагранж интерполяцион купхддини курамиз (5.4-§):

Уп=У,-1 + ¥ „ - 1

Уп = Уп-1 + } ( 3 - / „ 2), т = 2;

Уп = Уп-1 + ~(23/„_, - 1 6/„_2 + 5/„_3 ) ,т  = 3;

Уп =Л -1+ ~(55 /„„ ,-59 /„_2+ 3 7 /„ ^ -9 /п_4), w = 4;

Л  = Л -1 + ̂ о ( 1901/ - .  -2774/„_2 +2616/„_3 -  

-1274/и_4+251/„„5), ш = 5.

(4.15)

(4.16)
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бунда

®А+? + . ( * )  =  ( Х ~  ) { Х ~ Х„-к )•••(*  -  ,  )•

Тугунлар бир хил узок^икда жойлаш ганлиги х  - xj { = h учун 
х  = хп] + th алмаштиришни бажарамиз. У холда

x - x n_,_j=h(t + j ) ,  ю,+?+Дх) = /г*+*+Ц*+1?+1(;),

бунда

®*+4+i ( 0  =  (г +  *)(?  +  / с - 1 ) . . .? ( ? - 1 ) . . . ( г - ^ ) ,

®*V i ( * - 1  ч ) = И Г 7 А*+* (к ~ J)'-U+ ? )!-

Бу холда (4.17) купхад куйидаги куринишга эга булади:

Lk, q + rt) = s  . (4.18)

Бу купхаддан фойдаланиб, куйидаги тенгликни ёзамиз:

u'{x ) = Lk+q{x„-\+th) + rk+q(xn̂ + th) ,  (4.19)

бунда rk+Q (jc„_! + th) интерполяциянинг крлдик; хади. Агар /fx, и) 
к,аралаётган сохада (k, + q + 1 ) тартибли узлуксиз хусусий хосила- 
ларга эга булса, у холда крлдик, хадни куй идагича ёзиш мумкин:

гк+А хп-х + ^ )  = ( ^ T ) T ® ^ '( 0 M<i+‘?+2)(J7 )• (4.20)

Бу ифодани биз [хп хп\ ораликда ишлатамиз. Ш унинг учун, агар 
q > 1 булса, х„_х_к <г}< хп_1+ч в а агар д = 0 булса, хп_,„к < г)< хп деб 
кдраймиз.
Ушбу

Хп 1
и(х„) = и(хп_,) + |  u'{x')dx = u(xn_x') + h^u'(xn_l + th)dt

х п -\  0

формулада м '(х ; 1  +th) ни (4.19) формуланинг унг томони билан 
алмаштирамиз, у холда куйидагига эга буламиз:
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и (х ) = м(хи_,) + h jL k+l/ (х„ч +th)dt + h |rt+f; (х„_, + th) =
о о

(4.21)

бунда

(4.22)

Бу ерда ю* +1?+1 (t ) уз иш орасини саклайди ва u{k+q+2) (х„_, + th) уз­
луксиз булганлиги учун крлдик, \адни  куйидагича ёзиб олишимиз 
мумкин:

булса. Хосил к,илинган (4.21) формуладан \ар  хил айирмали схема 
ва улар учун колдик \аднинг ифодасини курсатиш мумкин. Бу м е­
тодлар q > 1 булганда интерполяцией дейилади, q = 0  х,олга мос 
келадиган метод экстраполяцион дейилади. Бундай аталишларнинг 
сабаби куйидагидан иборат: Lm+q (х) интерполяцион купхддни куриш- 
да катнашадиган, (4.10) тугунларни уз ичига олган энг кичик ора- 
лик, \ х пА_к, *„_1+¥]дир. Агар q = 0 булса, каралаётган [хп_и х п\ ора- 
лик [хпА_к, лг„_, ] ораликдан ташкарида ётади; ш унинг учун х,ам 

х„~\, х„] ораликда экстраполяция килинади; агар q > 1 булса, 
х„-1+ч~] оралик [х„_,, х„] ораликни уз ичига олади ва бу ерда 

асл маънода интерполяция килинади.
Аввал о, экстраполяция методини куриб чикамиз. q = 0 булган 

ХДП учун (4.21) формулани куйидагича ёзиб оламиз:

(4.23)

бунда ^ ^ хп-1+?> агар q > 1 булса ва < 4 < хи , агар q = 0

У-0

к+\

= « ( - v , ) + А2 **!*нм'( v *  )+Rnl = (4.24)

= « (x„-i) + /?1 л  )+
у=|
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бунда т = к  + 1 ва Ъщ = bf}H  булиб, q = О булганда у (4.22) ф ор­
муладан аникданади:

1 (  , w - 1 V ф + 1 )...((+ т -1 ) .
К  = И )  J dt ' (4-25)

у'= 1 , 2 , ... , т.

Крлдикхад Rr m эса q = 0  булганда (4.23) дан куйидагича
хисобланади:

Rn,m = V w‘m + 1 ) +  1) - ( t+ m ~ l)dt- (4.26)
О

Бу белгилашларда (4.24) куйидаги куринишга эга:
т

u(xn) = u(x„_l) + h '£bmju'(x„4 ) + Rnm. (4 27)
j=i

Бу формула хисоблаш учун яроксиздир, чунки унда номаълум 
Rnm колдик; \ад, изланаётган ечим хосиласининг ушбу кийматла­
ри

и'{хп__т), и ,(хя. т+1),...,и’(х„.1) (4.28)

ва и(хпЛ) катнашади. Агар ечимнинг

«(*,-.). .....»(*и)

аник кийматлари маълум булса, у х,олда (4.1) тенгламага кура (4.28) 
микдорларнинг аник кийматини топишимиз мумкин эди:

«'(*„_,) = /  (*„_, и (х„^)), j  = 1,2,. .м.

Аммо бизга изланаётган

— У,-1 ( п>т)

ечимнинг факат такрибий кийматлари маълум ва булар оркали 
хосиланинг y'„_j такрибий кийматини топиш мумкин:

yl-j = f { x„-j’y»-j) = fn - j J  = (4.29)

Энди (4.27) формуладаги хосилаларни (4.29) такрибий киймат­
лари билан, и(хп_,) ни эса унинг такрибий киймати уп t билан ал-
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маштирамиз ва Л ^крлдик, хддни ташлаймиз, натижада куйидаги 
такрибий тенгликка эга буламиз:

келиб чикдди. Ш ундай кдлиб, биз яна (4.13) тенгликка келдик. 
Бундан курамизки, Ьт. коэффициентларни икки хил усул билан 
топишимиз мумкин: (Я 14) системанинг ечими ёки (4.25) интег- 
ралнинг кдймати сифатида.

Мисол учун т = 5 булганда bmj нинг сонли кдйматини ва Rn т 
нинг ифодасини келтирамиз:

М аш ц. (4.25) ва (4.26) формулалар ёрдамида т = 6, 7, 8, 9, 10 учун bmj ва 
Rnm лар топилсин.

Биз юк;орида (4.18) Лагранж интерполяцион формуласидан фой­
даланиб, натижада (4.25), (4.26) формулаларни чикдрдик. Ш унга 
ухшаш Ньютоннинг иккинчи интерполяцион формуласини куллаб,
(4.30) формула урнига/(х , и) функциянинг тугун нук^аларидаги 
кдйматлари эмас, балки чекли айирмалари кдтнашадиган Адамс­
нинг экстраполяцион формуласини чикдришимиз мумкин. Бу фор­
мула куйидагича ёзилади:

(4.30)

Бу тенгликнинг унг томонини уп деб оламиз, у х,олда
т

У п  = У п - Д ^ Ъ щ / п - , (4.31)

2774 , _  2616  , =  Г274 

720 ’ 53 72СГ’ 54 720~’
ь.

(4.32)
^ h 6u(6)U ) .  
288 >

19087 д 6 
60480 (4.33)

17280

Бу ерда

о
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А‘%к эса £ (x) функциянинг xk, x k+l - , x k+j нук,талардагикдйматла- 
ри буйича тузилган /-тартибли чекли айирмасидир (5-бобга к,.). (4.33) 
формуланинг колдик, ̂ адини куйидагича ёзиш мумкин:

Kn,m = hm+2cm+/ m+2)(S).

М а ш  к. (4.33) формула исботлансин.

Энди (4.33) формуланинг т = 4 булгандаги хусусий хрлини 
Караймиз:

Бу ерда п = 4 деб оламиз, у хрлда

Ду4 = + i  Д^ 3 + ±  А2 | 2 + 1А3̂ , + f g .АХ- (4-35)

Хисоблашни (4.35) формула билан бажариш учун куйидаги жад- 
валдан фойдаланган маъкул:

л: У А у

л

&Уо
У,

*У,

У
А У , д 3$ , н

* 3 У
АУз ^ 3

* 4 •К,

ЛУ4
Х 5 Уз

(4.35) формуланинг унг томонидаги барча микдорлар аник, булиб, 
жадвалнинг пастки кия сатрида жойлашган. Биз Ду4 ни топамиз, 
дем ак, шу билан у 5 ^ам аню утанади . Т опилган у 5 га кура 

= h f(x5,y5) ни ^исоблаймиз ва чекли айирмалар жадвалини яна 
бир к*ия сатр билан тулдирамиз. Кейин (4.34) да п = 6  деб олиб, 
хисоблашни давом эттирамиз.
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8.4.4. Адамснинг интерполяцион методлари. Юкррида Адамснинг 
интерполяцион методи

формула билан аникданиб, Ьт0 ф 0 эканлигини айтган эдик. Бу ме­
тод аппроксимациясининг тартибир -  т + 1 булиб, Ьт. коэффици­
ентлар р = т + 1 булганда (4.12) системадан, яъни

системадан топилади. Бундан т = 1 учун аппроксимация тартиби икки 
булган методни хосил киламиз:

Бу метод трапеция методи деб хам аталади. Биз т -  2, 3,4, 5 
булганда мос равишда ушбу р  = т + 1 тартибли аппроксимацияга 
эга булган методларни хосил кдламиз:

Юкрридаги ошкормас методларда изланаётган уп чизикди булма­
ган куринишда катнашади. Ш унинг учун хам бу тенгламалардан уп 
ни топиш учун итерация методини куллаш керак. Масалан, туртин- 
чи тартибли Адамс методи учун итерацион метод куйидагича кулла- 
нилади:

бу ерда s — итерация номери. Дастлабки якднлашиш у‘(1) сифатида 
Адамснинг учинчи тартибли ошкор методи ёрдамида топилган 
ечимни олиш мумкин, яъни

т
(4.36)

Уп -  Уп-\ + /и-1 ) ’ Р ~2-

л = л - 1+4 ( 251̂ +646^->-264

^ = ^ + i4 ( 4 7 5 /" + 1 4 2 7 /" -'“ 7'
+ 482/^3-173/„_4+27/„_5) , р  = 6.

(4.37)
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у(а] = y„-i+ 4 [ 23̂ ( x»-i ’ у*-') 16 f  (x"-z>y «-I ) +

+  5 / ( ^ - з > Л - з ) ] -

Агар — < M  булса, у холда (4.34) итерацион метод ящ нлаш увчи

булиши учун ^ - < 1 шарт бажарилиши керак, бу эса етарлича

кичик h учун доимо бажарилади. Агар (4.34) да факдт битта итера­
ция олсак, яъни 5  = 0  булса, у холда предиктор-корректор (башо- 
ратчи-тузатувчи) методи деб аталувчи методга эга буламиз.

Адамс интерполяцион формуласини Лагранж интерполяцион куп- 
хади ёрдамида хосил кдлиш ни курамиз, бунинг учун (4.21) фор- 
мулада q = 1 деб оламиз. У холда

Энди (4.21) ва (4.23) формулаларда q = 1, k  = т— 1 деб олиб, куйи­
даги формулаларга эга буламиз:

Биз (4.24) формуладан (4.31) формулами к;андай чикдрган булсак, 
худди шунга ухшаш мулохазалар юритиб, (4.36) формуладан куйи­
даги формулани чикдрамиз:

Бу эса (4.3) формула билан устма-уст тушади.
Энди (4.39) формула ёрдамида т = 0, 1, 2, 3, 4, 5 лар учун

(4.41) Адамс интерполяцион формуласи коэффициентларини кел­
тирамиз:

= и ) + /г]Г b'mju'iKxn_j ) + R '„m,
(4.38)

(4.39)

(4.40)

Уп = ^ - i +AS f e - y (4.41)
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Адамснинг экстраполяцион ва интерполяцион методларини так,- 

крслаймиз. Бунинг учун (4.31) формулани

т-1

У„ = Уп-1 + hY ib"-ujfn-j (4.42)

формула билан солиштириш керак, бу формула (4.41) формуладан 
т  ни т -l билан алмаштириш натижасида х,осил булади, чунки бу 
формулаларни куриш учун бир хил сондаги, яъни т  та нукргалардан 

фойдаланилади. Жумладан, (4.31) формулада

хя-т,хя_т+1,...,хя_1г (4.43)

(4.42) формулада эса

х„-т+1^„_т+2,- ,хп_1,хп (4.44)

тугунлардан фойдаланилган.

Маълумки, и'(х) функцияни [хп ,, х„ ] ораликда (4.43) тугунлар 

ёрдамида курилган интерполяцион купхдд билан якцнлаштиришдан

(4.44) тугунлар ёрдамида курилган купхдд билан якинлаштириш аник,- 
рокдир (6 -бобга к,.). Шу маънода Адамснинг интерполяцион методи 

экстраполяцион методига нисбатан аникрокдир. Буни яна \ам яхши- 
рок,англаш учун (4.31) ва (4.42) формулаларнинг крлдикхддларини 

т  = 1, 2, 3, 4 учун (4.26) ва (4.40) формулалар ёрдамида топамиз 
((4.40) формулада т  ни т-\ билан алмаштириш керак):



Булардан куринадики, R'nm , нинг сонли коэффициентлари Rn т ни- 

кига нисбатан анча кичикдир.

Энди Адамс интерполяцион формуласининг бошкд куриниши- 
ни, яъни f(x, и) чекли айирмаларининг кийматлари кдтнашадиган 

куринишини келтирамиз, бунинг учун Ньютоннинг иккинчи ин­
терполяцион формуласини (4.21) формулага куйиб, куйидагига эга 
буламиз:

4у«-1

- —  А4£
720 ? "-4

бу ерда

& = ¥„ с*+1 = 7^  \{t-\)t(t + \)...(t + m-\)dt.
о

(4.45) формуланинг кдвдик, хадини куйидагича ёзиш мумкин:

К,т =Ьт+3ст+2и{т+3)(1;).

Агар (4.33) формула билан (4.45) формулани такдосласак, унда 
куриниб турибдики, чекли айирмаларнинг тартиби ошган сари (4.45) 

формулада чекли айирмалар олдидаги коэффициентлар абсолют 
Кийматлари билан (4.33) формуладагига нисбатан тезрок, камайиб 

боради. Бундай холда эса, уз навбатида, (4.45) ёйилмадаги хддлар 
абсолют к,иймати билан (4.33) дагига нисбатан тезрок, камаяди.

М аш и,. (4.45) формула исботлансин.

Энди (4.45) формуланинг т  = 3 булгандаги хусусий х,олини 
кдраймиз:

АУл-1 =£>«-\ Д^ д-1 - г2 А2^„_2 - ~ А3̂„_з - ̂  A4$„-i. (4.46) 

Бу ерда п = 5 деб оламиз, у холда куйидаги хосил булади:

Ау4 = ^  1 А^ 4 - ±  Д3̂ з - У А% - ̂  А% . (4.47)

= 1 -  —А| , -  —  А 2£ ? - - - Д 3£2 «̂-1 12 п̂-2 24 я̂-3

3 863 д б£  д /и+1 £

~ 1 б 0  _  60480 <5"-6 Л  1’

(4.45)
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Хисоблашни (4.46), (4.47) формулалар билан бажариш учун куйи- 
даги жадвалдан фойдаланган маъкул:

X У Ау % = W д 5 д^ ДЧ

*0 Уо
Wo

* i Ух Д 25о

ду. д350

*2 У 2 ^2 Д 25,

А?2 А%

*3 У3 ^3 Д %

Д?3

*4 У4 ^4 Д ^ з А %

АХ* Д^4

*5 У 5

Хисоблашни (4.45) формула ёрдамида олиб борганда

^ д ^ ,  a 2̂ _2,..., Д П № 1

номаълум айирмаларнинг дастлабки як;инлашишлари Адамснинг 

экстраполяцион методи ёрдамида \исобланади. Дар^акдкдт, у^У) 

ни (4.33) формула ёрдамида хисоблаш керак. Бу эса q '>] ни топиш- 

га имкон беради, натижада долган айирмаларнинг дастлабки якдн- 

лашишини топиш мумкин булади.

Дастлабки я к,и н л а ш и шл ар н и топишнинг бошкдча усулини хдм 
курсатиш мумкин. Буни (4.47) формула мисолида курамиз. Бу фор­
муланинг унг томонида ва жадвалнинг погонали синик, чизигининг 
пастцда

45, Л%4, Л2Ь , А % , А (4.48)

айирмалар жойлашган булиб, уларнинг кдйматлари номаълум. 
Буларни итерация методи билан топиш учун уларнинг дастлабки 
якднлашишини курсатиш керак. Агар И кддам тугри танланган 
булса, у холда охирги маъноли ракдмнинг бир неча бирлиги чега- 
расида

Д4̂ 0) = Д Х

булади, шунинг учун д4£, нинг дастлабки якднлашиши сифатида 

Д4с, = A4qn деб олишимиз мумкин. Бу эса (4.48) айирмаларнинг

£5(0), Д̂ |0), Д2£3(0), Д3| <0), Д4£,(0) (4.49)
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дастлабки якднлашишларини куйидаги формулалар ёрдамида то- 

пишга имкон беради:

A ^ = A % +A*tf\

Д2§3(0)= Д 2<§2 + Д3̂ 0),

А ^ 0 )= А ^ з + Д 2^ 0),

^ 0 )= ^ 4 + а ^ 0).

Энди (4.49) дастлабки як,инлашишларни (4.47) формулага куйиб, 

AjW ни ва

Ау{р=у,+ А у^ 

ни топамиз. Бундан кейин

^  = hf[xsJ ? )

ни хисоблаймиз. Агар ф  = c,f] тенглик бажарилса, у холда у5 = у^] 

деб олиб, у5 ни хисоблашни тугатамиз. Агар ^  ф ^  булса, у холда 

£5(|) га кура (4.49) айирмаларнинг янги

(4.50)

кдйматини кетма-кет куйидаги формулалар ёрдамида хисоблай­

миз:

А ^ = ^ - ^ ,

Д 2$з( , ) = ^ °- Л 4 з >

д ^ ' ^ д ^ - д 2 ^ ,

д 4 | 0 )  = Д3̂ 1) _ Д 3(К1.

Топилган (4.50) кдйматларни (4.47) формулага куйиб, Ду42) ни, 

демак, ни топамиз. Агар y f  ) = булса, у холда у5 = у ^  деб 

оламиз. Акс холда итерацияни давом эттирамиз. Табиийки, итера- 

цияни куп давом эттиришнинг фойдаси йук,. Кладам шундай танла- 

ниши керакки, битта ёки иккита итерация етарли булсин. .у. топил- 

гандан кейин шу усул билан у6 ва х. к. топилади.
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8.4.5. Куп «дцамли айирмали методларнинг тургунлиги, якинла- 
шиши ва хатолигини ба^олаш*. Бу бандда т  ни белгилаб, кулайлик

учун ат, = a,., bmj = b, деб ёзамиз. У  холда (4.2) ва (4.4) тенгликлар

мос равишда куйидагича ёзилади:

т т

У п = ^ а ^ п ^  + ^ ь ^ п ~ п  (4.51)
/=1 /=0

т т

и (х«) = Z  а‘и )+ hl L bi f { xn-, ’м (*-«)) + hrn-1> (4.52)
/= 1 /=о

бунда гп_х (4.1) дифференциал тенгламани аппроксимациялашдаги 
хатолик булиб, аппроксимация тартиби р булса, яъни (4.9) шарт 
бажарилса,

Гп-\ = 0 (/2Р)

булади.

Табиийки, (4.1) Коши масаласини (4.51) такрибий формула 
билан топишда хисоблашнинг хар бир кддамида хатоликка йул куйи- 

лади. Бу хатоликлар уч омилга боглик,. Биринчидан, дастлабки (4.1) 
дифференциал тенглама (4.51) чекли-айирмали тенглама орк;али 
муайян аник/i и к билан алмаштирилган ва бундай алмаштиришнинг 

микдори г (4.52) тенглик билан аншутнади. Иккинчидан, (4.51) 
формула буйича хисоблаш муайян аник/шкда олиб борилади ва ях­
литлаш хатолиги ап_ , куйидаги тенгликдан аникданади:

tn т

yn=Y ,a-y^ + hH b' f ( x̂ y ^ ) - an-1. (4.53)
i=l /=0

бунда микдор нинг амалда (4.51) формула ёрдамида хисоб- 

ланган кдймати. Учинчидан, * = m ,m-l,...,A^/V = j^--~ бул­

ганда такрибий ечимнинг хатолиги е, =ы(х, )->;, жадвалнинг 

боши j,. =>>,.(/ = 0 , 1,...,/я- 1) ни кураётгандаги е, = и(х;) - 

(/ = 0 , 1,..., /и - 1) хатоликларга боглик;.

Энди (4.53) тенгликни (4.52) дан айириб, такрибий ечимнинг 

хатолиги i;n учун куйидаги айирмали тенгламага эга буламиз:

* Мазкур бандни ёзишда [23] дан фойдаланилди.
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m rn -

£„ = Z  a<s»-‘ +hH  bi f  (x*-i>yn-i+e„_,) - 
i= l /=0

(4.54)

- /(^л-1. )J + 4-1 +«»-!•

бунда n = m, m + \, ... , N кийматлари и кабул килади.
Юкоридаги (4.54) айирмали тенглама чизик^ли булмаганлиги 

учун такрибий ечим хатолигини текшириш мушкулдир.
Хисоблаш амалиётида, одатда, такрибий ечимнинг хатолиги­

ни хосил килишда юкоридаги омил хам катнашади.

Одатга кура, биз аник, ечимга яхши якинлашишимиз учун тур 

кддамини кичрайтириб боришимиз керак. Кадамнинг кичрайти- 

рилиши эса п [п = j нинг ортиб бориши билан боглик — бу 

эса куп микдордаги кадамлар учун хисоблашни бажаришни талаб 

к,илади; кадам белгиланган булиб, х нукга дастлабки х0 нуктадан 

узок масофада турганда хам шунга ухшаш холат пайдо булади.

(4.51) формулани куп марталаб к^ллаганда хатолик тупланиб, уму- 

ман олганда, хатоликнинг микдори кадамдан кадамга ортиб боради. 

Кддамнинг сони ошган сари бу хатонинг узгариш конунини билиш 

катта ахамиятга эга. Бу конун эса дастлабки дифференциал масалага 

Хамда танланган (4.51) хисоблаш коидасига богликдир. Агар (4.51) 

хисоблаш коидаси номувофик танланган булса, такрибий ечим ха- 

толигининг усиши шунча тез булиши мумкинки, кадамларнинг сони 

унча катта булмаса хам, бу хатолик рухсат этилган чегарадан чикиб 

кетиши мумкин. Хатолиги шундай конун билан усадиган (4.51) хисоб­

лаш коидаси нотуррун дейилади. Бундай коидалар катта сондаги 

хисоблашлар учун ярамайди.

1-т а ъ р и ф. Агар коида буйича топилган такрибий ечим h -»0 

да дастлабки масаланинг аник ечимига якинлашса, мазкур хисоб­

лаш коидаси тургун дейилади.

Энди (4.51) хисоблаш коидаси тургун булиши учун унинг ко- 

эффициентлари кдйси шартни каноатлантириши кераклигини куриб 

чикамиз.

Фараз килайлик, Оху текислигида шундай О соха мавжуд булсин- 

ки, у куйидаги шартларни каноатлантирсин:

1) (4.1) Коши масаласи аник ечимининг графиги шу сохада 

ётсин;

2) хар бир етарлича кичик h учун (4.52) формула ёрдамида 

топилган ечим хам шу сохада ётсин;

3) бу соха Оу уки йуналиши буйича каварик булсин, яъни Оу 

УКига параллел булиб, четки нукталари D да ётувчи хар кандай
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тугри чизик, D да ётсин. функция шу сохада узлуксиз булиб,
ду

д/(х,у)
< L шартни кдноатлантирсин.

ду

Шу шартлар бажарилган деб, елни бахолаймиз. Лагранж фор- 

муласига кура куйидаги тенгликка эга буламиз:

f{x„4 ,y„_j + е„^)-/(хпЧ,упЧ) = 1„_;е„ч , (4.55)

бу ерда

^  = tyf  (Х”-1 ’ У*-1 + e”- ^ J  ) ’ 0< e-J < 1 •

Энди (4.55) ни (4.54) га куйиб, ея учун куйидаги ифодани хосил 
кдламиз:

т  т

£„ = T ,a‘£r.-i + hlL b̂ £»-i +hr"-x +«„-!• (4.56)
i=l г=0

Бу айирмали тенгламада b.(i = 0, 1, ..., т) коэффициентлар олдида 

h купаювчи булиб турибди, шунинг учун кутиш мумкинки, h етар­
лича кичик булганда такрибий ечим хатосининг рафторига* bi лар­
нинг таъсири а (г = 1 , 2 , т) ларга нисбатан камрок, булади. 

Энди

т

Чп = hY ,bil«-i£’’~i+ hr”-1 +a»-i (4.57)

деб белгилаб олиб, (4.56) тенгликни

£„ = E « ,V ,+ ^  (4.58)
/=1

куринишда ёзиб оламиз.
Биз 7-боб 12-§ да аник.мас интегралларни хисоблашда (12.8) 

айирмали тенгламанинг ечимини (12 .12) куринишда ёзиб олган эдик. 
Агар шундан фойдалансак, (4.58) тенгламанинг ечимини

m—I п

£» = £ aT £, +£ 4 : L j<?, (4.59)
/=0 j=m

* Р а ф т о р  (русча «поведение») узини тутиши деган маънони англатади.
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куринишда ёзишимиз мумкин. Бунда кдтнашадиган Г^1 (/ = 0,1, 

т - l) Грин функциялари хакдаа маълумки (7-боб 12-§ га к,.), улар 

(4.58) айирмали тенгламага мос келадиган

бир жинсли чизикди-айирмали тенгламанинг фундаментал ечимлар 

системасини ташкил этади. Демак, улар бу тенгламанинг бошкд фун­

даментал ечимлар системаси А/V  (у = 0,1,...,/с, -1;/ = 1,2...,q) дан 

махсусмас матрицали алмаштириш натижасида хосил кдлинади, бу 

ерда /2, / сонлар ушбу

т

А(Я)^Ят - Х а^ = °  (4.60)
j=1

характеристик тенгламанинг карралиги мос равишда к., к , ... , к 

У  к/ = т  булган илдизларидир. Куриниб турибдики, п -> »  да
ч 1=1 )

(/ = 0,1,..., т  - 1) функцияларнинг рафтори A/V ( j  = 0, к: -1, 

i = 1,^) функцияларнинг рафтори билан анщланади. Энди (4.57) 

дан qn нинг кдйматини (4.59) га куйиб, куйидагини хосил кдла­

миз:

т-1т~ 1 п т  я-i

(ао +аЛ  (4-61)
/=0 j=m i-0 j~m

Бу тенгликда е._. олдидаги коэффициентларни йигиб, уни бош- 

кдча куринишда ёзамиз. Бунинг учун s = j  - i деб оламиз, у холда 

т  < j  < п, 0 < / < т  булганлиги учун 0 < s < п булади. Энди s ни 

белгилаб олиб, hesls олдида турган коэффициентларни

йигамиз. Бу ерда / = j  — s ва т  < j< п булганлиги учун т  — s < i< n  — s 

булади. Иккинчи томондан эса 0 < i<  т. Шунинг учун хам max
m in  (т.п-s)

(0 , т  — s) < i < min(m, n — s) булиб, hejs олдида I  fŷ n+m-i-s
/-max(0,m  ,v|

коэффициент туради. Демак, (4.61) тенгликни куйидагича ёзиш 

мумкин:
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т - 1 и m in (m ,B - i)  „_1

e*=Ẑ '4+AZ/,fi, Z fc/4rL-s■+Хг -̂-Л/го+а/)’ (4.62)
s=0 5=0 /=m ax (0 ,w -5 ) j = m

бунда m< n< N.

Энди (4.62) тенгликнинг унг томонида гп кдтнашадиган хадни 
ажратиб ёзамиз:

m in (m ,0 )

K S n Z bir(m-i = Ч . £ А / 1 И )-
/=ш ах(0 ,/и - «)

Бу хадни (4.62) тенгликнинг чап томонига кучирамиз ва аввалги 

е0, е,, ... , ет ] хатоликлар к,атнашадиган хадларни алохида ёзамиз. 
Натижада (4.62) тенглик куйидаги куринишга эга булади:

+ m - i - s
i - m - s

£, +

+*2 > ,  x  * '
s = m  i=0 y=w

Кдралаётган D соханинг аник^анишига кура |/s| < L тенгсизлик ба- 

жарилади, бундан таищари, маълумки Г ^ ] = 1 (7-боб 12-§ га к;.).

Демак, еи олдидаги коэффициентни пастдан куйидагича бахо- 
лаш мумкин:

l-hb0l„>l-hL\b0\.

Шунинг учун хам h етарлича кичик \ h < j булганда гп олдидаги

коэффициентни доим мусбат кдлиш мумкин, бу эса (4.63) тенглик­

ни куйидагича ёзишга имкон беради:

m in jw , n - s )
- , ( т)  

n + m - i - s 8V +
r - i ;  № " +"- I  ^

u ”  U = 0  i = m - s

n - \  min(w,/7-.v) n -1

+AZ ̂ e > Z b ‘ r£L-,+Z r i " l - i (h ri + a i )!
(4.64)

Охирги тенглик xn нукталаги такрибий ечимнинг еп хатолиги
(4.52) хисоблаш формуласининг параметрлари, е0, е,, ... , sm_, даст­
лабки хатоликлар, хисоблашнинг хамма погоналаридаги формула-
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нинг хатолиги, яхлитлаш хатолиги хдмда хт, хт+1..., xn t нук^талар- 

даги такрибий ечимнинг хатоликлари оркали ифодаланади. Бизни п ->

оо да еп хатоликнинг рафтори кизиктиради. (4.64) формулага кура гп 

хатонинг рафтори хусусий холда (/ = 0 ,1,..., т - 1) ёки бунга 

тенг кучли булган Я"яу (у = 0 ,1  - 1; / = 1 , 2 , функциялар­

нинг рафторига богликдир. Олдинги бандда (4.52) формуланинг 

коэффициентлари

А( 1 ) .1 - £ а ,= 0
7=1

шартни к,аноатлантиришини курган эдик, бу эса (4.60) тенглама 

доимо к = 1 ечимга эга эканлигини курсатади. Шунинг учун хам энг 

кулай холда п —>со да (/ = 0 ,1,...,/и - 1) функциялар модули буйича 

чегараланган булишига умид кдлиш мумкин.

Агар А(Х) = 0 характеристик тенгламанинг барча л.,, ... , }.ц 

илдизлари модули билан бирдан ошмаса ва модули бирга тенг 
булганлари каррали булмаса, у холда илдизлар шарти бажарилган 

деймиз.

Куриниб турибдики, А/V  (у = 0,1,...Д( — 1; / = 1,2,...,q) функция­

лар чегараланган булиши учун илдизлар шартининг бажарилиши 

зарур ва етарлидир.
2-таъриф . Агар илдизлар шарти бажарилса, у холда (4.52) 

хисоблаш методлари туррун дейилади.

Биз тургунликнинг икки хил таърифини келтирдик, бу таъриф- 
ларнинг тенг кучлилигини 7-боб 12-§ да бу ерда каралаётган маса- 

лаларнинг хусусий холи булган аникмас интегралларни такрибий 
Хисоблаш коидаси учун курсатган эдик.

Биз бу ерда 2-таърифдан 1-таърифнинг келиб чикдшини, яъни 
илдизлар шарти бажарилганда (4.52) формула ёрдамида топилган 
такрибий ечим п -»оо да (4.1) тенгламанинг ечимига текис якднла- 

шишини курсатамиз.
Айтайлик, илдизлар шарти бажарилсин, у холда

K ’h s s , H ' 1 = r « = r  (4.65)
0<n<N

булиб, шу билан бирга h 0 да / ’нолдан фарвуш чекли лимитга 
интилади.

Фараз килайлик, е.(/ = 0, 1 , ... , т  — 1), г. ва а лар учун куйида­

ги бахолар уринли булсин:

|е,.| < = 0 ,w-l);|r;.| < г;|се/ 1 < а;у = m,N.
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Бу бахдларни ва (4.65) ни хдсобга олиб, (4.64) дан куйидаги бато­
га эга буламиз:

и-1
|£„| <P£ + hQ^\es\ + T(n-m)(hr + a), (4 .6 6 )

s = m

бунда

l+hLZM г^%\
Р = тГ — i=l r>- 7=1 

Т =

__ '■__ П = _____
l-hL\b0\ ' *  1-Ai|*b| 

Г

\-hL\bf\'

Куриниб турибдики, h -> 0 да Р, Q ва Т микдорлар чекли ли-

митларга интилади.
X—х

Энди п- m < — лигини хдсобга олиб ва ушбу

Ре = a, ha = b, T(hr + a )
Х-Xq _ 

h
С

белгилашларни киритиб, (4.66) тенгсизликни куйидагича ёзиб ола­
миз:

л - 1

|<Ф« + Ь £ К 1 + С’
s=m

бунда m < п < N. Бу формуладан кетма-кет куйидагиларга эга була­
миз:

\em+x \ < a + b\em\ + c < а + с + Ь(а + с) = (а + с )(1  + £),

К +2 \<a + c + b (|ем | + |£т+11) < (а + с) (1 + b f  ,

|ет+зИ (« + с )(1 + ̂ ) 3

\еп\<(а + с)(1 + Ь Г .

Барча п ларда еп ни ба^олаш учун юкрридаги бахрни куполрок кдлиб 
оламиз:

X-Xts
|e„|< (а + с )(1  + й)" < (а + с )(1  + Ь) * =

= (a + c)(\ + hQ) * <(a + c)ehQ h = (а + с)ев(х дг°>
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Демак,

max |е„| <{а + с)е
m<n<N ‘ 1 4 '

Q{x-

Шундай кдлиб, такрибий ечимнинг хатолиги еп учун куйидаги те- 

кис батога эга буламиз:

max е I <
m<n<N

е (4.67)

Юкорида курдикки, илдизлар шарти бажарилса, h -> 0 да Р, Q, 
Тчекли лимитга интилади. Шунинг учун хам (4.67) дан курамиз­

ки, такрибий ечим аник, ечимга текис интилиши учун

£ —> 0 , г —> 0 , -у- —> О
А->0 £->0 П £ ->0

шартлар бажарилиши керак.
Юкоридаги (4.67) бахо купол, амалиётда татбикд кам, чунки 

унинг таркибидаги Р, Q, Т микдорларни эффектив равишда ба­
холаш кийин. Аммо бу бахонинг яхшилик томони шундан ибо- 

ратки, унинг ёрдамида хисоблаш жараёнининг якднлашиш шарт- 
ларини аниклаш ва якинлашиш тезлигини сифат жихатидан ба­

холаш мумкин. Хусусий холда бу бахо шуни курсатадики, ечим 
изланаётган ораликнинг узунлиги X — х0 ортиши билан такрибий 
ечимнинг хатоси тез усади. Бундан ташкари, (4.67) бахо шуни 

курсатадики, (4.52) формуланинг хатолиги уч кисмдан иборат. 

Хатоликнинг биринчи кисми дастлабки маълумотларнинг хато­

лиги билан боглик булиб, /г-> 0  да в нинг рафторига боклик. 
Одатда, жадвалнинг бош кисмини куришда кулланадиган алго­

ритм шундай танланадики, h кичиклашганда е кичиклашади. Ха- 
тонинг иккинчи кисми дастлабки дифференциал тенгламани ай­

ирмали тенглама билан алмаштиришга боглик, у h -> 0 да кама- 
яди, чунки р-тартибли аппроксимацияга эга булган айирмали 

схемалар учун r=  Q(hp).

Нихоят, хатоликнинг учинчи кисми (4.52) формула ёрдамида 

Хисоблаш хатолигига боглик булиб, h -> 0 да ~ нинг рафторига 

боглик Агар хисоблаш формуласи танланган булса, гп ва г ларнинг 

h га богликлиги конуни аник булади. Бизнинг ихтиёримизда h, е, 

а, ларни танлаш колади. Уларни оптимал равишда танлаш учун ай­
рим мулохазаларни айтиш мумкин.

Фараз килайлик, хозирча а  белгиланган булсин. Биз h ни кич- 

райтириб, хатоликнинг биринчи ва иккинчи кисмини камайтириш 
Хисобидан умумий хатони камайтирамиз. Лекин бу узокка бормай-
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ди, маълум пайтдан бошлаб хато яна усиб боради, чунки h ни 

кичрайтирган сари ^  нинг микдори ошиб боради. Шунинг учун 

х,ам h нинг шундай оптимал кдйматини топиш мумкинки, бу кдй- 

матда (4.67) нинг унг томони энг кичик булади. Купол кдлиб айт- 

ганда, бу оптимал кдймат шунга олиб келадики, хатоликнинг уча- 

ла кдсми бир-бирига тенг булиши керак. Агар биз (4.67) нинг унг 
томонини яна хам камайтирмок,чи булсак, у холда хисоблаш аник,- 

лиги а  ни оширишимиз керак. Агар 8 = 0(hm) ва а = 0(hr) булса, у 
Холда (4.67) бахога кура хисоблаш жараёни /гттартибдаги тезликда 
аник, ечимга текис якднлашади.

Шуни яна бир бор таъкидлаш керакки, (4.67) бахо якднла- 
шишни таъминлаши учун (4.52) айирмали метод учун тургунлик 

шартлари бажарилиши керак. Агар бу шартлар бузилса, у холда h -> О 
да (4.67) тенгсизликнинг унг томони даражали ёки курсаткич функ- 

циядек чексиз усиб боради.

Купинча тургун хисоблаш методлари орасида цатъий тургун ме- 

тодлари ажратилади. Бундай методлар учун яна бир кушимча талаб 

куйилади: |я| = 1 айланада факдт битта X = 1 илдиз ётиши керак. 

Тадкдкртлар шуни курсатадики, кдтъий тургун жараёнларнинг якдн- 

лашиш рафтори анча яхши булади.

Юкррида курилган Адамснинг барча методлари к,атъий тургун - 

дир, чунки А (Я) = Ят+| - Ят = О характеристик тенглама бирга тенг 

булган битта туб илдизга ва нолга тенг булган m-каррали илдизга 

эга.
Айирмали методларни хосил кдлиш учун бонщача ёндашиш 

Хам мумкин.
Мисол учун ушбу

х„

u(xn) = u(xn_2)+ J  u'(x)dx = и(хп_2)+ J  f(x ,u )dx

х п-2 х п-2

тенгликни курайлик. Бундаги интегрални такрибий равишда Симп­

сон квадратур формуласи билан алмаштирсак,

Уп = Уп-2 + \ (Л-2  + 4 Л-1 + Л ) (4.68)

Хисоблаш кридасига эга буламиз. Биз биламизки, бу методнинг 
(Симпсон квадратур формуласининг) кщдик, хади куйидагига тенг:

г« = ~ щ иЧ ^ ) ’ Хп-2 ^  ^ V
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Бу метод учун характеристик тенглама А  (Я) = А2 -1 = 0 булиб, 

унинг илдиздари А, =-1, Aj =1. Шунинг учун \ам (4.68) метод 

тургун, аммо кдтъий тургун эмас.

Ушбу Эйлер методи

Уп =  Уп-1 +  hfn- 1

эса кдтъий тургундир.
Биз 7-боб 12-§ да аникдтс интегралларни такрибий хисоблаш 

учун

Ул+1 = -4уд + 5у„_, + 2 /?(/„_, + 2/„)

методни курган эдик. Бу метод учун характеристик тенглама 

А {1) = А2 + 4А - 5 = 0 булиб, унинг илдизлари А, = -5 ва А2 = 1 эса 

илдизлар шартини кдноатлантирмайди. Шунинг учун хдм бу ме­

тод тургун эмас ва хисоблаш учун ярамайди.

Тургун ва кдтъий тургун такрибий методларнинг фар кин и яхши 
тушуниш учун бир мисол курамиз. Осонлик билан куриш мум­

кинки,

и' = -2м +1, ы(0) = 1 (4.69)

тенгламанинг аник; ечими

м(х) = 0,5е^2х +0,5 (4.70)

булиб, бу ечим дастлабки шартга нисбатан тургундир, яъни даст­
лабки кдйматнинг кичик микдорда узгариши х -» да да ечимнинг 

кичик микдорда узгаришига олиб келади. Хак,икдтан хдм, даст­

лабки шартни м(0 ) = 1 + е га алмаштирсак, у \олда ечим

и(х) = (0,5 + е)е“2х +0,5

куринишга эга булиб, факдт геЛх га узгаради.

Энди (4.1) дифференциал масалага (4.68) Симпсон формуласи­
ни куллаймиз, у х,олда

Уп = Уп-2 +  \ (~2Уп-2 -  8y„-i ~ 2Уп + 6 ) ,  У0 = 1

ёки

, 3-2А , 2 h , ,лпл\

У п ~ 3 + 2А 3 • 2h •’ 3 • H i ' " ( 1)

формула хосил булади. Бу ерда уп сифатида дастлабки шартни ола­

миз. Аммо (4.71) метод икки кддамли булганлиги сабабли хисобни



бошлаш учун yt нинг кдйматини бериш керак. у, нинг кдймати 

сифатида (4.70) аник, ечимнинг х = h даги кдйматини оламиз, 
яъни

v, = 0,5^ 2/7 +0,5. (4.72)

Биз (4.71) ва (4.72) ларни бирлаштириб, ушбу

8 А 3-2А 2h

У" ~  3+2ТгУ^ '  + 3+2А + 3+2А ’

у0 =1, у, = 0,5<?~2A +0,5
(4.73)

айирмали масала ечимининг рафторини текширамиз. Бу масалага 

мос келадиган характеристик тенглама

Я 2 +  — - Я  -  ~ ~  =  0  (4.74)
3+2/; 3+2Й v ’

нинг ечимлари

л _  -4A+V9-2A2 , _  4A+V9-2A2 

А ' 3+2/г ’ 2 _ _ _ ...3+ 2А " '

дан иборат. Бундан курамизки, (4.73) га мос келадиган

_ _ J S А 3-2 А

^  "  3+2А ■>’^ 1 + 3+2А •V"-2

бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

уи=сЛ '+ с2У

булиб, осонлик билан куриш мумкинки, (4.73) айирмали тенг­

ламанинг хусусий ечими у„ = g булади. Шунинг учун хам (4.73) 

айирмали тенгламанинг умумий ечими

У н  =  С Л "  ^  ^ 2 ^ 2  ^

булади. Номаълум с, ва с2 коэффициентларни топиш учун дастлаб­

ки шартлардан фойдаланамиз:

1 1 л -I 1 ! -2 /; 1с, н- с-, + —  1, с\А, + £-> А, -I- - — — 6? + - .1 2 6 1 1  2 2 6 2 2

Бу тенгламаларни ечиб,
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С,

5 20h+('}+2h)l2+3e'u

С-

5 20й+(3+2й)(2+3<Г2''

nh^ lh2

ларни хосил килам из. Шундай кдлиб, (4.73) айирмали масаланинг 

ечими

Ечимнинг бу куринишидан унинг п ->■ оо даги рафторини осон- 
лик билан аникдаш мумкин. Хдкикдтан хам, куриниб турибдики, 

хар кдндай белгиланган етарлича кичик h > 0 учун

Демак, « ^  оо да (4.75) даги биринчи хад нолга интилиб, иккинчиси 
чексизга интилади. (4.69) масаланинг (4.70) аник ечими х-> оо да 0,5 

га интилади. Равшанки, уп такрибий ечимнинг хатолиги чексизга 
интилади ва (4.73) методнинг (4.69) масалага кулланштиши нотур- 
рундир. Шуни хам таъкидлаш керакки, хатоликнинг бундай уси- 

ши яхлитлаш хатолиги билан богаикэмас, чунки (4.75) формула 
уп нинг аник, математик ифодаси булиб, (4.73) формулада хисоб­

лаш рационал сонлар устида олиб борилса, хосил килинган к,ий- 
матлар (4.75) формула ёрдамида хисобланган кий маг билан устма- 

уст тушиши керак. Бунинг сабаби (4.68) методнинг тургун, аммо 
кдтъий тургун булмаганлигидадир. Айнан мана шу кдтъий тургун- 
ликнинг йуклиги уп нинг рафторини аниьутайди. Буни куйидагича 

тушунтириш мумкин: (4.73) айирмали тенгламада уп 2, уп уп лар 

кдтнашганлиги учун у иккинчи тартибли айирмали тенгламадир, 

шунинг учун \ам у иккита Я," ва Я2" фундаментал ечимга эга. 

(4.73) формула ёрдамида курилган уп кетма-кетлик битта фунда­

ментал ечимга эга булган биринчи тартибли дифференциал тенг­

лама ечимини аппроксимациялаш максадида курилади. Дифферен­

циал тенгламанинг бу фундаментал ечими Я," кетма-кетлиги би­

лан аппроксимацияланади, Я2 кетма-кетлик эса «зарарли» булиб, 

тез нолга интилиши керак. Аммо хар кдндай h > 0 сон учун 

^|> 1  булиб, Я" нолга интилмасдан, тебраниб чексизга интила-

Уп = С1
V

/
+

6
(4.75)

булади.

< -4h+49-2h2 

3 • 2/г
<  , 4h+\[9-2h2 >  j

’ 1 I Л/,
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ди ва нотургунликнинг келиб чикдшига сабаб булади. Шуни таъ­

кидлаш керакки, h -» О да А., ва Х2 тургунлик купхадининг 

илдизларига якднлашади. Хакд^атан хам, h -> 0 да (4.74) купхад 

X2— 1 = 0 куп^адга айланади. Бу ерда кдтъий тургунликнинг зарур- 

лиги якдол куринади. Агар характеристик купхдянинг биттасидан 

ташкдри долган хамма илдизлари абсолют кдймати билан бирдан 

кичик булса, у холда бу «зарарли» илдизларнинг даражалари айир­

мали тенгламанинг ечими булиб, п оо да нолга интилади ва 

нотургунлик холати пайдо булмайди.

Биз куриб чикдан тургунлик h -» 0 даги тургунликдир. Келти­

рилган мисол курсатадики, метод тургун, аммо к,атъий туррун булма- 

са, исталганча кичик И учун нотуррунликка олиб келади.

8.4.6. Одций дифференциал теигламаларнинг каттик, системасини 

такрибий ечиш. Олдинги бандда (4.1) Коши масаласини (4.2) айир­

мали методлар билан такрибий ечганда тургунлик ва к,атъий тур­

гунлик тушунчасини киритган эдик. Бу тушунчалар нихоятда уму­

мий булиб, улар (4.1) дифференциал масала ва уни аппроксимация 

кдлувчи (4.2) айирмаларнинг куп характерли хоссаларини хисобга 

олмайди. Жумладан, бу тушунчаларда (4.2) айирмали схеманинг унг 

томонидаги bv bv ..., bm коэффициентлар хеч к,андай таъсир курса- 

та олмайди. Бу тушунчалар

т

Уп-^Уп- ! =0 
/=1

бир жинсли айирмали тенгламанинг барча ечимлари п -> со да чега- 

раланганлигини курсатади, холос.

Фараз кдлайлик, дифференциал тенглама ечимининг у ёки бу 

узига хос хусусиятлари олдиндан маълум булсин. У холда бу узига 

хос хусусиятлар айирмали тенгламанинг ечимида хам сакданиши 

керак.

Айтилган гапларни тавсифлайдиган ушбу Коши масаласини 

курайлик:

= Ли, х > 0, и(0) = и0. (4.76)

Фараз кдлайлик, X < 0 булсин, у холда тенгламанинг ечими

и(х) = и0еХх

монотон камаяди, демак, ихтиёрий h > 0 учун
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тенгсизликни к,аноатлантиради, бу эса и(х) ечимининг тургунлиги- 

ни билдиради.
Табиийки, (4.76) тенгламани аппроксимация к,илувчи айирма­

ли масаланинг ечими х,ам (4.77) га ухшаш тенгсизликни к,аноат- 
лантириши керак. Шу нук,таи назардан (4.76) масалани Эйлер мето­

ди билан ечишни курамиз:

тенгсизлик бажарилиши учун |1 + kh\ < 1 тенгсизликнинг бажари­

лиши зарур ва етарлидир.
Уз навбатида, И О  холда бу шарт h кддам учун ушбу

чеклашга тенг кучлидир. Шундай кдлиб, (4.78) айирмали метод

(4.80) шарт бажарилгандагина тургундир.
1-т а ъ р и ф. (4.2) айирмали метод абсолют равишда тургун дейи­

лади, агар у барча h > 0 учун тургун булса ва шартли равишда тур­
гун дейилади, агар у h га нисбатан бирор шарт бажарилганда тургун 

булса.

Бундан куринадики, Эйлер методи шартли равишда ((4.80) шарт 

бажарилганда) тургун экан. Агар |я| етарлича катта булса, у холда

(4.80) шарт h кддамга нисбатан к,аттик, шартдир, бундан «кдттик,» 

тенглама атамаси келиб чикдан.

М и с о л .  Ушбу

—  = -100и + 100, й (0) = 2 (4.81) и к
dx

Коши масаласининг аник, ечими и(х) =

= 1 + exp(-100x) (1 -чизма) булиб, х> 0,05 бул­

ганда аник, ечим 1 дан учинчи хонасидагина ^  I

фарк, к,илади (масалан, «*(0,05) = 1 + е ^  = j  . V  и(х)=1+ехр(-100х)

= 1,0067).

Айирмали тенгламанинг ечими —----------------------- 1— ►

у„+1 = ( 1  + Щ у „ , п = 0 ,1,2 ,... 

Бундан куринадики, (4.77) бахо, яъни

к +,И л |

(4.78)

(4.79)

(4.80)

1 х
уп =  1 +  (1  -  ю о hy 1-чизма.



эса фак,ат |1-100/г|<1 булгандагина аник, ечимни такрибий тасвирлайди, демак, 

h < 0,02 к,аттик, шарт бажарилиши керак. Агар бу шарт бузилса, масалан, h = 0,05 

булса, у холда уп нинг к,ийматлари: у0 = 2, = —3, у2 = 17, у3 = -63, у4 = 257, ... 

булиб, аник, ечим билан х,еч к,андай алокдси булмайди.

Аник, ва такрибий ечимларни такдослаб курамизки, ехр(—ЮОх) ни ап п рок ­

симация ^иладиган такрибий ечимдаги (1 — 100/г)" хдд к,адамни йириклаштиришга 

имкон бермайди, аслида эса х > 0,05 к,ийматларда exp(-100x) нинг ечимдаги 

Хиссаси учинчи хонада таъсир к,илади.

Бу мисолдаги факт к,аттик, тенгламаларга хос булган умумий вазиятни на- 

мойиш этади: ечимда шундай хад борки, интеграллаш оралигининг деярли 

>;амма ерида унинг \иссаси кичик булиб, бундай тенгламаларни ечиш учун 

мулжалланмаган методларни куллаганда тургунликни сакдаш учун h ни кичик 

к,илиб олиб, бу хадни етарлича аник, аппроксимациялаш керак.

Кдттик, тенгламани ечиш учун мулжалланган методлардан бири 
бу Эйлернинг ошкормас методидир. Уни (4.76) тенгламага кулла- 
сак, куйидаги хосил булади:

бажарилади. Демак, (4.82) метод абсолют равишда тургун метод- 

дир.
Олдинги бандлардаги оддий дифференциал тенгламаларни сон- 

ли ечиш учун курилган методларни узгаришсиз бундай дифферен­
циал тенгламаларнинг системаси

ни ечиш учун хам куллаш мумкин. Биз аввал m-тартибли А квадрат 

матрицани узгармас элементли матрица деб к,араймиз. Агар А матри- 

цанинг хос сонлари катта таркдлишга эга булса, у холда (4.83) 

системани ечишда кушимча к,ийинчиликлар тугилади.

2-таъриф. Узгармас А(тхт) матрицали (4.83) дифференциал 

тенгламалар системаси цаттиц дейилади, агар Relk< 0  к = 1, 2 , ... , 

т  (яъни система Ляпунов буйича асимптотик тургун) ва

Уп+\ =Уп + ^У,ы (Я <о).

Бундан

(4.82)

булиб, ихтиёрий h > 0 лар учун (1 - ЯЛ) ' < 1 тургунлик шарти

(4.83)

max \ ReXk
\^k<m

нисбатан катта булса. Бу ерда 5 цаттик^гик сони дейилади.
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Агар А матрица х га боглик, булса, у холда Хк = Хк(х), к = 1,2, 

т  булади.
Хар бир х учун

max l/teA^x)!

V(х ) 1 ; ( , (4.84)
 ̂ / m in  \Relk(xumin

1 <к<т

цаттик^шк сонини аник^даш мумкин. Бу холда к.аттикдик хоссаси 

Интеграллаш оралигининг узунлигига боглик, булиши мумкин.

3-т а ъ риф. Ушбу

— = А (х) и
dx v ’

система (О, X) интервалда к,аттщ дейилади, агар барча х е (О, X) 

учун ReXk(x)< 0, k = 1, 2, ... , т  ва s = sup s (х) сон катта 

б^лса. "е(0';°
Амалиётда, агар s > 10 булса, система цаттик, саналади, аммо 

кимёвий кинетика, боищариш, электр занжирлари ва боища ма- 

салаларда s сони 106 ва ундан хам катта булиши мумкин.
Фараз хилайлик, (4.83) системанинг А матрицасини Q 'A Q  

Ухшаш алмаштириш ёрдамида диагонал матрицага келтириш мум­

кин булсин. У холда и = Qd алмаштиришни бажариб, (4.83) сис­

тема ушбу

Q'AQi )  (4.85)
dx

эркли тенгламалар системасига келтирилади (бу ерда QrxAQ ва А 

матрицалар бир хил хос сонларга эга).
Фараз кдлайлик, т  = 2 ва

Q 'A Q  =

булиб, Я, > 0,Яз > 0 ва Я, »  Я2 булсин. Бу холда (4.85) система 

ушбу

= -Я,Я2 (4.86)■Jli '/,! ' 
dx dx

иккита эркли тенгламалар системасига аиланади.
Бу тенгламаларни ечиш учун Эйлер методини кулласак,

0 , . „ +l = ^ l / i  _  ^ Я | й ,„ ,  # 2.я*1  ~^2п ~ h k f i 2n

айирмали тенгламалар хосил булиб, уларнинг ^i„=^!(x„), 

&2„ = $ 2 (х„) ечимлари тургун булиши учун h кддам бир ва^тда

73



икки A,/i < 2, X2h < 2 шартни кэноатлантириши керак. Я ,«Я 2 булган- 

лиги учун бу шартлар h < чеклашга олиб келади. Бу огар шартдан 

кугулиш максадида (4.86) система ни ечиш учун Эйлернинг ошкор­

мас методини куллаб, куйидаги га эга буламиз:

Q _ frit! Q _ $2П

и"+] ~ uxji ’ 2>"+| “  M^h '

Бу метод ихтиёрий h > 0 учун тур fv ид и р. Шунинг учун хам бу 
ерда h кладам ни тургунлик нук,таи назаридан эмас, балки аншушк 
эхтиёжига к,араб танлаш керак.

Умумий чизикди булмаган тенгламалар системаси учун к.аттик,- 

лик тушунчаси юк,оридагига ухшаш киритилади.
Фараз кдлайлик, ушбу чизикди булмаган тенгламалар системаси 

берилган булсин:

~  = /(х ,й ),х>  0, (4.87)

бу ерда

й(х) = (м,(х),м2 (х),...,ми(х))Г ,

/(х ,и ) = ( /  (x ,u)f2 (x ,u ),...,fm (x ,u )f .

Энди (4.87) системанинг бирор ечимини д(х) оркдли белгилай­

миз ва

л (Х,Н х ) ) .

оркдли элементлари

аи М М )  = ' /И^ (Л,); i J  = 1.2 ,...,/я

лардан иборат булган матрицани белгилаймиз.

Фараз кдлайлик, Я* (х) (к = 1,2,...,/и) лар Л(х,д(х)) матрица- 

нинг хос сонлари булиб, s(x) эса (4.84) тенглик билан аникдан- 

син.

4-т а ъ р и ф . (4.87) система &(х) ечимда ва берилган (О, Л") ин- 

тервалда щаттщ дейилади, агар:

1) барча х е (О, X ) учун Relk (х) < 0, к = 1 ,т\

2) s ~ сони катта булса.
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Мисол сифатида кимёвий кинетиканинг ушбу чизшуш булма- 

ган масаласини келтирамиз [49]:

= -°’04mi +10Ч «з^1  (0) = 1»

= -0,04м, - 104м2и3 — 3 • 107 м|, м2 (0) = 0, (4.88)

^  = 3-107м22,м3 (0) = 0.

Бу тенгламаларни кушиб чикрак,

А  = (м,+м2 +м3) = 0 (4.89)

\осил булади, бундан эса м, + м2 + м3 = с ва дастлабки шартлардан 
фойдаланиб, м, + м2 + м3 = 1 ни хосил кдламиз, Демак, юкрридаги 

системанинг битта интеграли маълум. Шунинг учун хам у иккинчи 

тартибли системага келтирилади. Бу системанинг (0,100) интервалда 

к,аттик,лик сони s ~ 105.
Кдттик; системани ечишга мулжалланган айирмали методларни 

текшириш учун мод ел тарзида ушбу тенглама кдралади:

~  = Ям, (4.90)
dx

бу ерда X —ихтиёрий комплекс сон. Бу тенглама хдк.икдтан х,ам

(4.83) системани моделлаштириши учун уни А матрицанинг барча X 

хос сонлари учун текшириш керак.
Агар (4.2) айирмали методни (4.90) тенглама учун кулласак, у 

куйидаги куринишни олади:

т

]Г(я, - 1л^)упЧ = 0 , п = т ,т  + 1,..., (4.91)
/=о

бу ерда а0 = 1 ва /л = Xh — комплекс параметр. Агар (4.91) тенглама­
нинг ечимини уп = q" куринишда изласак, у холда с? учун ушбу

т

£ (0 ,- ^ , .) ? "- '=  0 (4.92)
/=о

характеристик тенгламага эга буламиз.
Биз бу ерда катти к, система учун оддий тургунликка нисбатан 

торрок, булган /1-тургунлик тушунчасини куриб чикдмиз.

Аввал куйидаги таърифни келтирамиз:
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5-т а ъ р и ф . (4.2) айирмали методнинг тур/уилик сщаси деб (4.91) 
методнинг тургунлигини таъминлайдиган /и = kli комплекс текис- 
лик барча нукталарининг тупламига айтилади.

Эйлернинг ошкор методи

У„+1=У„ + ¥(хп,уп)

учун (4.91) метод

Уя+1 = ( 1 + м)у„, М = 

куринишга эга булади.

Бу методнинг |1 + ц\ < 1 тургунлик шарти ц = + ijx2 комплекс 

узгарувчи учун (ju, + I ) 2 + nl <1 ни билдиради. Бундан куринади- 

ки, бу методнинг тургунлик со^аси маркази (-1, 0 ) нук,тада булган 

бирлик доирадан иборат.
Эйлернинг ошкормас методи

л +1 =у„ + ¥ { х я,уп+,)

учун (4.91) метод

У17+1 ~ J д Уп

куринишга эга булиб, унинг тургунлик сохдси маркази ( 1 ,0 ) нук,- 
тада булган бирлик доиранинг тацщи нук.таларидан иборат.

6 -т аъриф . Айирмали метод А-туррун дейилади, агар унинг тур­

гунлик со^аси Re/л < 0 ярим текисликни уз ичига олса.

Шуни таъкидлаш керакки, ReX < 0 булганда (4.90) тенглама­
нинг ечими асимптотик тургундир. Шунинг учун х,ам Л-тургун 

айирмали метод абсолют равишда тургун булади (барча h > 0 учун 

тургун), агар дастлабки дифференциал тенгламанинг ечими тургун 

булса (чунки Re/л = hReX).

Равшанки, Эйлернинг ошкормас методида /1-тургун булиб, ош­
кор методида эса Л-тургун эмас.

Бир кдцамли иккинчи тартибли айирмали метод сифатида тра­
пеция формуласи деб аталувчи

УпА =У„ + ^[f(x„,y„)+f{xn,y„,,)] (4.93)

методни курсатиш мумкин. Бу метод учун (4.91) метод

2 + ц
у»+ • = Т-,;У«[Л
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к^ринишга эга. Куриниб турибдики, ~ < 1 булиши учун Rep < О

булиши зарур ва етарлидир. Демак, (4.93) метод Л-тургундир.

Кдттщ системаларни ечишда /1-тур гун методлардан фойдаланиш 
макрадга мувофикдир, чунки уларнинг тургунлик шарти h кддамга 

боглик.эмас.
Тургунликнинг бошкд куринишлари, умуман, кдттик, система­

ларни сонли ечиш методлари хасида чукур ва кенг маълумотлар- 

ни [4,5,47] дарсликлардан ва хусусан [13,38,49] монографиялар- 
дан олиш мумкин.

9-боб

ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 
УЧУН ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

9.1-§. МАСАЛАНИНГ КУЙИЛИШИ

9Л Л. Чегаравий шартлар ва чегаравий масала. Фараз кцлайлик, п - 

тартибли оддий дифференциал тенглама

и(п) = f(x,u,u\...,uinA)} ( 1.1)

берилган булиб, унинг и=и(х) ечимини чекли ёки чексиз [а, Ь] 

ораликда топиш талаб кдлинсин. Бу ораликда т  та х(. нукд-аларни 

оламиз:

а < х, < х2 < ... < хт < Ь.

Бу нуцталарда и(х) функция ва унинг и'(х),...,и<"^{)(х) хосила- 

ларининг кцйматларини бирор кридага кура богловчи п та тенглама 

Хам берилган булсин:

f j (u(x]),u'(xl),...,u(n l}(x] u(xm),u'(xm),...,u<"~n(xm)j = 0 ( 1.2 )

у = 1 , 2 , . . . ,  п.

Куйидаги масалани кдраймиз: (1.1) тенгламанинг [а, Ь] оралик,- 
да п та (1 .2 ) шартларни кдноатлантирадиган и(х) ечими топилсин.

Агар т  = 1 (х,= а) булса, у холда Коши масаласига, яъни (1.1) 
тенгламанинг ( 1.2 ) дастлабки шартларни кдноатлантирувчи ечими­

ни топиш масаласига келамиз. Агар т  ~ 2 (х,= а, хг- Ь) булса, у 

холда (1 .1), ( 1.2 ) масала икки нук,тали ёки чегаравий масала де­
йилади. Агар т  > 2 булса, у холда (1.1),(1.2) масала т  нуцтали ёки 
куп ну^тали масала дейилади.



Куп нук^али масалага мисол сифатида бир неча таянчларда ётган 

курилиш тусинининг урта чизигини топиш ёки икки нуклада мах,- 
камланган юклатилган эгилувчан ипнинг солкдяаниш масалалари- 

ни курсатиш мумкин. Занжирли куприкларни хисоблашда солкдла- 
ниш масаласи шунга олиб келади.

Битта дифференциал тенгламага жуда куп чегаравий шартлар 
куйиш мумкин, у холда улар хар хил чегаравий масалаларга олиб 
келади.

1-ми с о  л. Ушбу

и" = f(x ,u ,u ')

иккинчи тартибли дифференциал тенглама берилган булсин. Бу ерда (1.2) чега­

равий шартларнинг куйидаги турт хилини курсатиш мумкин:

1) и (а)=А , и (Ь)=В; 2) и' (а)=А1, и' (b)=Bl ; 1 

3) и(а)=А,и' (Ь)=В\, 4) и' (а)=Аи и (Ь)=В. J (L3)

Чегаравий масала ечимининг мавжуд ва ягоналигини текшириш Коши масала- 

синикига нисбатан анча мураккабдир. Чегаравий масаланинг ечими мавжуд 

булмаслиги, ёки ягона ечимга эга булиши, ёхуд чексиз куп ечимга эга булиши 

мумкин.

2-м исол . Ушбу

и" + и = 0, и(0) = и(7г) = 0

чегаравий масала чексиз куп

u(x) = esin х

куринишдаги ечимга эга, бу ерда с — ихтиёрий узгармас сон.

Куйидаги чегаравий масала

и" + и=0, и(0)=0, к(х0)=1

х0нукта 0<х0<я шартни к,аноатлантирганда ягона

/ ч sin X 
и(х)  = ----

sin -Xq

ечимга эга булиб, х0 = к булганда умуман ечимга эга эмас.

Биз бундан кейин (1.1), (1.2) чегаравий масаланинг ечими мав­
жуд ва ягона деб фараз к,иламиз.

9.1.2. Чизщли чегаравий масала. Энди умумий чегаравий масала­
нинг мухим хусусий холи булган чизщли чегаравий масалани кура- 
миз, бу холда (1.1) дифференциал тенглама ва (1 .2 ) чегаравий 

шартлар чизикдидир.
Чизиьути «-тартибли дифференциал тенглама кулайлик учун, 

одатда, куйидагича ёзилади:
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L(u)=f(x), (1.4)

бу ерда

L[u) = р0 (x)«w + р{ (х)и(л_1) +... + рп (х)и

б^либ, /  (х) , Pi (х) (/' = 0 , я) функциялар купинча берилган [а, Ь\ 

ораликда узлуксиз функциялар деб кдралади.

Соддаликучун (1.2) чегаравий шартда [а, b] ораликдинг х, = а 
ва х2 = b четки нук^алари кирган деб кдраймиз. Агар чегаравий шартлар 

куйидаги куринишга эга булса

Г§ (и) = Уъ (# = 12,..„и), (1.5)

улар чизицли дейилади, бу ерда

г9 (м) = Т [ а »яи{к) И + h / k) (й)]
А=0

ва , а  а,«•, Ри,к берилган сонлар булиб, барча & - 1 , 2 , ..., п учун

У . (К *| + |̂ 9,ft|) Ф О 
к=0

шарт бажарилиши керак.
Чизикди чегаравий шартлар сифатида (1.3) шартларни олиш 

мумкин, чунки уларни

а0и(я) + а,и'(а) = у, /30u(b) +р1и'(Ь) =

куринишда ёза оламиз. Хдкдкдтан хам, бу ерда

«о = А> = Ь  у = А, а { = ft =0, у1 = В

ва х- к. деб олсак, 1-мисолдаги шартлар келиб чикдди.

Ушбу

и(а) = и(Ь), и'[а) = и'(Ь)

даврийлик шартини хам чизикди чегаравий шартлар деб кдраш мум­

кин.

Агар [а, Ь\ ораликдд /  (х) = 0 булса, дифференциал тенглама 

бир жинсли дейилади, акс холда у бир жинсли эмас дейилади; агар 

барча у  ̂ = 0 (# = 1 , 2 , ..., п) булса, чегаравий шартлар бир жинсли 

дейилади, акс холда улар бир жинсли эмас дейилади; агар диффе-
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ренциал тенглама ва чегаравий шартлар бир жинсли булса, чегара­

вий масала бир жинсли дейилади.

Бир жинсли масала хар доим и(х) = 0 тривиал ечимга эга. Аммо 

куп холларда бу масаланинг хар доим хам мавжуд булавермайди- 

ган нотривиат ечими катта ахамиятга эга. Шунинг учун хам Ци) = О 
дифференциал тенгламага ёки Г (и) = 0 чегаравий шартларга Я 
параметр киритилади ва бу параметрни узгартириб, шунга эриши- 

ладики, Я нинг айрим кдйматларида чегаравий масала ечимга эга 

булади. Параметрнинг бу кдйматлари масаланинг хос сонлари, уларга 
мос келадиган нотривиал ечимлар масаланинг хос функциялари дейи­

лади.
9.1.3. Дифференциал тенгламалар системаси учун чегаравий ма­

сала. Фараз кдлайлик, [а, Ь\ ораликда чизикди оддий дифференци­
ал тенгламалар системаси берилган булсин:

и[ + рп (х)их +рп (х)и2 +... +pln(x)un = f ]{x), 

и'2+р21(х)щ + р22{х)и2+... + р2„(х)и„ = / 2{х), '

<  + Рпх + Рм [х)щ + ... + рт (х)ип = /„ (*),

бу ерда рч(х) ва Дх) лар [а, Ь] ораликда узлуксиз функциялар.

Кулайлик учун ушбу

матрица ва векторларни киритамиз, бу ерда Т— транспонирлашни 

билдиради. Бу белгилашларда (1.6) системани ушбу

вектор куринишда ёзиш мумкин.
Фараз кдлайлик, (1.7) системанинг ечимлари куйидаги кури­

нишда берилган чегаравий шартларни к,аноатлантирсин:

Л(х) = [#,.(*)], 

f ( x )  = [ /  (x ),f2 ( х ) , (х)]Г , 

« (* ) = [«, (х),и2(х),...,ип(х)]Т

й' + А(х)й = f (x ) (1.7)

a rku(xk) = yk, 1 < к < m, m > 2 , ( 1.8 )

бунда
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маълум матрица ва вектор булиб,

т

^ s k = п, а < х, < х2 < ... < хт = Ь.

Табиийки, (1.6), (1.7) чегаравий масала ягона ечимга эга були- 

шига умид килиш учун барча к учун (1 .8 ) чизик^и комбинациялар 

чизик^и эркли булиши керак. Шунинг учун хам а Тк матрицанинг 

ранги sk га тенг деб фараз кдпамиз. Бу шартни унга тенг кучли булган

куринишга эга булади ва одатда, х, = а, х2 = b деб олинади.

Шуни хам таъкидлаш керакки, я-тартибли чизик,ли оддий диф­
ференциал тенглама учун (1.1), (1 .2 ) чегаравий масалани узгарув­
чиларни алмаштириш ёрдамида (1.6), (1.7) куринишда ёзиш мум­
кин.

9.2-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИК^И ЧЕГАРАВИЙ 
МАСАЛАНИ КОШИ МАСАЛАСИГА КЕЛТИРИШ

Фараз кдлайлик, [а, Ь] ораликда

deta^as *■ 0 , s = 1,2 ,...,m

шарт билан алмаштирамиз.

Агар m = 2 булса, у холда чегаравий шарт

(1.9)

а |7'й(х,) = 7,,а27'й(х2) = у2

и" + р(х)и' + q(x)u = / ( х ) (2.1)
дифференциал тенглама берилган булиб, унинг 

а0и(а) + a tu'(a) = А, 

p0u(b) + plu'{b) = В,
(2.2)
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чегаравий шартларни к,аноатлантирадиган ечимини топиш талаб 

кдлинсин.
Ечимни

u = cy + z (2.3)

куринишда излаймиз, бунда с — узгармас сон, у = у{х) ечим (2 .1) 

тенгламага мос келадиган

у" + р(х )у ' + q(x)u = 0 (2.4)

бир жинсли тенгламанинг нолдан фарьуш ечими булиб, г = z(x) эса

z" + p(x)z' + q(x)z = f (x )  (2.5)

тенгламанинг кдндайдир ечими булсин. Равшанки, ихтиёрий с учун
(2.3) формула билан аншуганган и = и{х) ечим (2.1) тенгламанинг 

ечими булади. Ихтиёрий с учун (2.2) чегаравий шартнинг биринчи - 
си бажарилишини талаб кдламиз, у холда

са0у (а) + a0z (а) + саху' (а ) + axzf (а) = А

ёки

[a0y(a) + a ly '(a)jc + a0z(a) + alz'(a) = А (2.6)

Хосил булади. Бу тенглик барча с парт бажарилиши учун с олдидаги 
коэффициент нолга айланиши зарур ва етарлидир, яъни куйидаги 

тенгликлар бажарилиши керак:

a0y(a) + axy'{a) = 0 , (2.7)

a0z{a) + axz'{a) = А. (2.8)

Агар ихтиёрий с ф  0 учун

y(a) = a xc, y'(a) = -aQc i2-9)

деб олсак, у холда (2.7) тенглик бажарилади, (2.8) тенгликни 

таъминлаш учун а 0 ф  0 булганда

z (a) = -ao’ Z'(a) = 0 (2.Ю)

ва а, ф 0 булганда

деб олиш мумкин.
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Шундай кдлиб, у = у (х) бир жинсли (2.4) тенгламанинг (2.9) 

дастлабки шартларни кдноатлантирадиган Коши масаласининг ечи­

ми булиб, z = z(x) эса (2 .1 0 ) ёки чегаравий шартларни кдноатлан- 
тирадиган (2.5) тенглама учун Коши масаласининг ечимидир. Шу 
билан бирга и = су + z функция ихтиёрий с учун х = а нукдада 

чегаравий шартларни «.аноатлантиради.
Энди с узгармасни шундай танлаймизки, и = и(х) функция х = b 

нукдада (2 .2 ) чегаравий шартни цаноатлантирсин, яъни

[Ру {Ь) + Ply'(b)]c +p0z{b) +ptz'(b) = В,

бундан

с = в~Ро*(ь)-№ (ь)
Poy{b)+Pi/(b)

келиб чикдди. Бу ерда

РйУ{Ь) + Р\У'{Ь)ф 0 (2.12)

шарт бажарилади, деб фараз кдлинади.
Шундай кдлиб, (2.1), (2.2) чегаравий масала иккита у(х) ва 

z(x) функция учун иккита Коши масалаларига келтирилди.

1-эслатма.  Агар (2.12) шарт бажарилса, у холда (2.1), (2.2) чегаравий 

масала ягона ечимга эга булади. Акс холла бу масала ё умуман ечимга эга эмас, 

ёки чексиз куп ечимга эга булади.

2-эслатма.  Агар (2.1) тенглама бир жинсли, яъни / ( х )  = 0  булиб, А = 0 

булса, у холда (2Л0) ва (2.11) шартларга кура z{a) = 0 ва г'(а) = 0 , демак, 

z (x )s0  келиб чикдди. Шунинг учун хам и — су (х) булиб, и(х) функция (2.9) 

бошлангич шартни кдноатлантирадиган (2.4) тенгламанинг ечимидир. Бу холда

в

А) у(ь)+Р\у'{ь)

булади.

9.3-§. ЧЕКЛИ-АЙИРМАЛИ МЕТОД ЁРДАМИДА ИККИНЧИ 
ТАРТИБЛИ ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАНИ ЕЧИШ

9.3.1. Чекли-айирмали метод fohch. Фараз кдлайлик, а < х < b 

ораликда

L[u) = и" + р[х)и' + q(x)u = /  (х) (3.1)

дифференциал тенглама ва



Рои(ь) + Р]И'(ь) = y2, |j30| + |a| * o  (3.3)

чегаравий шартлар берилган булиб, бу чегаравий масала ягона 

ечимга эга булсин.
Кдралаётган [а, Ь\ ораликди тугунлар деб аталувчи

х,. = а + ih(i - 0,1,..., TV; h = (b- a )/ N) (3.4)

нук,талар ёрдамида N та тенг булакларга булиб, тур хосил кдламиз. 
Хар бир тугунда (3.1) — (3.3) лардаги хосил ал ар ни сонли диффе- 

ренциаллаш формулалари буйича функциянинг айрим ну^талар- 
даги кдйматларининг чизик^ти комбинацияси оркдли ифодалай- 

миз. Натижада / = 1, 2, ..., /V— 1 холда и(х.) ларни топиш учун /V-1 та 
тенгламага эга буламиз.

Агар булар билан чегаравий шартлардан (/ = 0 ва / = N) келиб 
чикддиган тенгламаларни хам бирлаштирсак, у холда ы(х0), u(xt), 
..., u(xN) га нисбатан N + 1 та тенгламалардан иборат системага эга 

буламиз.
Чекли-айирмали методни куллаганда куйидаги масалалар ечили- 

ши керак:
1) сонли дифференциаллаш формулаларини шундай танлаш ке­

ракки, улар хосилани яхши якднлаштирсин ва бу формулада функ- 
циянинг тугун нукдаларидаги к,ийматлари кдтнашсин;

2 ) хосил булган система ечимининг мавжудлиги текширилсин;

3) бу системани ечиш методи курсатилсин;
4) хосил булган натижанинг аникдиги бахолансин.
9.3.2. Оддий дифференциал тенглама ва чегаравий шартларни 

алгебраик тенгламалар системаси билан алмаштириш. Биз бу ерда 
[а, Ь\ орал и куш (3.4) тугун нук,таларни танлаб, (3.1) дифференциал 

тенгламани факдт ички тугунларда кдраймиз, яъни х = х. (/ = 1 , 2 , 
..., N — 1) ва (3.2) — (3.3) чегаравий шартларни эса мос равишда 

х0 = а ва xN = b нукталарда кдраймиз; (3.1) тенгламада х = х.деб ола­

миз:

u"(xi) + p(xi )u'(xl) + q(xi)u(xi) = / ( х ^ ,  N (3.5)

/=  1, 2,..., N- 1

ва бунда кдтнашадиган м'(х,) ва и" (х,) ларни и(х) функциянинг 

х_р х, хж нук^алардаги кдймати, яъни и(х. ,), и(х), «(х.+|) ор- 

^али ифодалаймиз. Бунинг учун х. нук,та атрофида и = и(х) функ­

ция [а, Ь\ ораликда туртинчи тартибли узлуксиз хосилага эга деб 
фараз кдлиб, и(х._,) ва м(х/+|) функцияларнинг Тейлор формуласи
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буйича ёйилмасини ёзамиз (крлдик, хдцни эса Лагранж формасида 

оламиз):

и(х1+1 ) = и(х,-) + £и ' (х,) + уГ и'(х, ) + ~ » т (х,) + 

+ и,у (х,- + в И) , 0  < в < 1,

и (х,_,) = и (х,) - ~ и' (х,) + ~  и” (х, ) - -  и" (х, ) + 

+ ~^и‘У (*, -0)h), 0 < 0Х <1.

Бу формулалардан куйидагиларга эга буламиз:

ui ^ l M ^  = u'(xi ) + 0(h),

. ^ : | М  = И'(Х1.) + 0(А)>

“± xl± lM xH ). = u ' {Xi) + о(А»).

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9) 

(3.10)

Бу ифодаларнинг чаи томони мос равишда унг косила, чап коси­

ла ва марказий косила дейилади. Шунга ухшаш м"(х, ) учун куйида­

ги симметрик ифодага эга буламиз:

2" ' "I*, <> = u' ( Xi) + 0(/г2). (3.11)

Энди (3.5) тенгликда и'(х,) ва и"(х,) ларнинг урнига (3.10), 

(3.11) ларни куйиб ва 0(/г2) ни унг томонга утказиб, куйидагини 

Хосил килам из:

и(хм )-2и(х,)+и(х,_{)
+ р(х,)

u{xi+l)~u{Xi-l)
h2 ■ гу-ч 2 h

+ q(xi)u(xj) = / (х ,)  + 0 (/г2)

(3.12)

еки

1 - jP (X ')  ы(х;_,)-[2 - /г29 (х,)]м(х,)+ 1 + Н2р{х,) и(хг+1) =

= h2p(xi) + 0 (/г4), (3.13)

/=  1, 2, ..., N -1.
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Щунга ухшаш (3.8), (3.9) лардан фойдаланиб, (3.2), (3.3) чега­

равий шартлар учун куйидагиларга эга буламиз:

(a0h -а, )и(х0) + а,«(х ,) = hy{ + 0(/г2), (3.14)

~/3lu(xN_l ) + (pl +hp0)u(xN) = hy2+0(h2). (3.15)

Энди (3.13) — (3.15) ларнинг унг томонида 0 (/г4) ва О (А2) к,ол- 

дик, хадларни ташлаб юборамиз, натижада

1 y ,.i-[2-h1q(xi)\yi + 1 + ~р {х,)

= h2f(X i), i = 1,2,...,tV— 1, 

{(*оЬ-а\)Уо + а \У\ = hY\>

~P\yN - 1  +(Pi + hPo )yN = hT2

Ум =

(3.16)

(3.17)

(3.18)

хосил булади.
Бу ерда у. оркдли и{х) нинг такрибий кдймати белгиланган. 

Кейинчалик кулай булиши учун куйидаги белгилашларни кири­

тамиз:

д = 1

X, =

2

a, -ha.Q

р(х ,), С  = 2~h1q(xi), В, = 1+ j />(*/)»

_«]__ а = у = __А__ л _ ЙГ2
’ 1 /гао- a i  ’ 2 P\ + hj3Q ’ 2 /3|+Л/30

(3.19)

Бу белгилашларда (3.16) — (3.18) системани куйидагича ёзиб 

оламиз:

4Ум -с,у, + в,ум =h2fn

yQ= x [yl +§[, • (3.20)

y N =  * 2 . > V l  + ^ 2 -

Бу системанинг матрицаси уч диагоналли булиб, куйидаги кури- 

нишга эга:

■ 1 X, 0 ... 0 0 0

А ~С\ в, ... 0 0 0

0 0 0 .•• ANA ~CN-1 Bn i

0 0 0 ... 0 х2 1



Шуни таъкидлаш керакки, (3.16) ифода дифференциал тенглама­

ни 0(h2) хатолик билан, (3.17) ва (3.18) лар эса чегаравий шартлар­
ни 0(h) хатолик билан алмаштиради. Куриниб турибдики, диффе­

ренциал тенглама чегаравий шартларга нисбатан каттарок, аник+тик- 

да алмаштирилади. Бундай аник^ик мак,садга мувофик, булмай 

Колиши мумкин, у холда и’(а) ва и'(£)аншфок; формулалар билан 

алмаштирилади (5-боб 16-§ га к,.):

Умуман олганда, кушимчах 2, х.+2, х _ 3, х +3ва х- к. тугунларда 
и(х) функциянинг кдйматини олиб, чегаравий масалани каттарок, 

аник,ликда алмаштириш мумкин. Аммо бу алгебраик системани му- 

раккаблаштириб юборади, табиийки, бундай системани сонли ечиш 

Хам огар масалага айланади. Шунинг учун хам хисоблаш амалиётида 

шундай системалар к,араладики, уларнинг аник^иги катта булмаса 
Хам куриниши содда булиши керак. Аник,ликни ошириш учун h 

кичикрок, кдлиб олинади. Шу сабабларга кура, купинча (3.1) —

(3.3) чегаравий масалани ечиш учун (3.20) куринишдаги система 
олинади.

9.3.3. Максимум (принципи) ва уии чекли-айирмали тенгламалар 
системаси ечимининг мавжудлигини текширишга куллаш. Олдинги 

банддаги (3.20) система ечимининг мавжудлигини курсатиш учун 

салмок/ш бош диагоналга эга булган матрицалар \акдцаги леммани 

куллаш мумкин (б-боб 9-§ га к;.). Аммо биз бу ерда бошкдча иш 

тутамиз. Аввало, максимум (принципи) хак,идаги леммани келтира- 

миз. Бу принципнинг кулланиш доираси анча кенг, у нафак,ат од- 

дий ва хусусий хосилали дифференциал тенгламаларни ечиш нати- 

жасида хосил буладиган (3.20) куринишдаги системани текшириш 

учун, балки бу методларнинг якднлашишини текшириш ва хатоси- 
ни бахолаш учун хам ишлатилади.

Фараз кдлайлик, куйидаги икки шарт бажарилган булсин:

Бу шартлар А., В., С. коэффициентларнинг мусбатлигини таъ- 
минлайди.

ва

M'(xo) = ^ [ - 3« W  + 4m(x , ) - m(x2)] + у Н * (^ )

U' (Х" ) = i  [" (XN~2 ) ~ 4W (*ЛМ ) + 3« {XN )] + \ W" (§ ) .

1) 4 max|/>(x)| < 1,
7 2  a<x<b I v

2) q(x) < 0, a < x < b.

(3.21)

(3.22)
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Кейинги мулохазаларни соддалаштириш мак,садида (3.2) — (3.3) 

чегаравий шартларда а, = Д = 0 деб оламиз, у холда х{ = х2 = О 

булиб, (3.20) система куйидаги куринишга эга булади:

Ау> - 1 ~ С,у, + В,ум =h/„i = l,N - l;

Uq = , UN = $2.

Бу система ечимининг мавжудлигини курсатиш учун бунга мос 
келадиган

АУ\-1 - Cty, + В,ум = 0, / = 1, N  - 1, = 0 (3.24)

бир жинсли система факдт yQ = ух = ... = yN =0 тривиал ечимга эга 

эканлигини курсатишимиз керак, чунки бу холда (3.24) система­
нинг детерминанта

- С , я ,
0  . .. 0 0 0

А - с г в 2 .. 0 0 0

0 0 0 • • A n _  2 1

:

B n -  2

0 0 0  . .. 0
A n -  1 ~ Q v - i

нолдан фарк,ли булади. Аммо бу детерминант (3.23) системанинг 
Хам детерминанти булиб, D *  0 тенгсизлик бу система ечимининг 
мавжуд ва ягоналигини таъминлайди.

Фараз кдлайлик, кандайдир zx, •••, zN сонлар берилган булиб, 

Z-, & const булсин. Ушбу айирмали операторни киритамиз:

Л(г,-) = А&_\ -C,z, + BiZM , i = 1,2,..., N +1.

1-л е м м а (максимум принципи). Агар (3.21), (3.22) шартлар ба­
жарилса ва / = 1, 2, ..., TV — I учун

A (z ,)> 0 (A (^ )< 0 )

булса, у холда zx, ••., ^сонлар орасида zi) ёки zN энг катта мусбат 
кдйматга (энг кичик манфий кдйматга) эга булиши мумкин.

И  с б о т и. Айтайлик,

Л(г,-) > 0,/ = 1,2,..., N -1

(3.23)
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тенгсизликлар уринли булсин. Тескарисини фараз кдламиз, айтай- 

лик, Zi лар узининг энг катта мусбат кдймати М ни / = к 

( l < k < / V - l )  булганда кдбул кдлсин, яъни 

булиб, zk + i ёки zk , сонларнинг \еч булмаганда бирортаси М дан 

кичик булсин. У холда

л (г*) - Akzk_ 1 Ckzk + Bkzk+1 -

l - jP (X k )  Zk. x- [2 - h2q(xk)\M + 1 + ~p(xk)

\-^p(xk) M  - [2 - h2q (xk)] M + 1 + jp {x k) 

h2q(xk)M  < 0,

Zk+i < 

M  =

чунки лемма шартига кура Ак, Вк, Ск коэффициентлар мусбат булиб, 

гк+л ёки 7.к:_„л сонлардан хеч булмаганда бири М  дан кичик. Демак, 

A(zk) < 0. Бу эса лемма шартига зиддир. Бундан эса бизнинг фара- 

зимизнинг нотугрилиги ва энг катта мусбат кдймат факдт z,t ёки 

гл.булиши мумкинлиги келиб чикдди. Лемманинг тасдиги А(г,-) < 0 

учун хам худци шунга ухшаш исботланади. Энди (3.24) системанинг 

факдт тривиал ечимга эга эканлигини курсатамиз. Яна тескарисини 
фараз кдлиб, бу система нолдан фарк,ли ечимга эга деб хисоблай­
миз, яъни уг у2, ..., >'V| сонларнинг орасида хеч булмаганда биттаси 

нолдан фарк^ти булсин. Бу ерда хам (3.21), (3.22) шартлар бажарил- 

ган деб фараз кдламиз ва бундан ташкдри, барча / = 1, 2, ..., N-1 

учун А (у, ) = 0 тенгликлар уринлилигини хисобга оламиз. Шунинг 

учун хам лемманинг тасдигига кура у. сонларнинг энг катта мусбат 

Киймати (энг кичик манфий кдймати) факдт у0 ва yN булиши мум­
кин. Лекин у0= yN = 0, демак, yv у2, ..., ул_,лар нолга тенг булиши 

керак. Шундай кдлиб, (3.24) система факдт тривиал ечимга эга 
булиб, (3.23) система ягона ечимга эга.

9.3.4. Айирмали хайдаш методи ва унинг тургунлиги. Биз 4-бобда 
умумий куринишдаги матрицага эга булган Д'-тартибли системани 
Гаусснинг номаълумларни йук,отиш методи билан ечишда 0(ДР) 
микдорда арифметик амаллар бажарилишини курган эдик. Агар мат­
рицаси уч диагоналдан иборат булган (3.20) системани ечишда Га­
усс методи буйича тузилган стандарт дастурга мурожаат кдлсак, 
ЭХМ 0(ЛЧ) микдорда амал бажаради. Аммо (3-20) системада нолдан 

фарк/ш элементларнинг микдори 0(N). Шунинг учун хам 0(АР) мик,- 
дордаги амалдан 0(N) таси мазмундор амал булиб, крлган 0( /V3) 
таси мазмунсиз амалдир, чунки улар нолни бирор сонга купайтириш 
(булиш) ва нолни нолга кушиш (айириш) дан иборат. Демак, (3.20) 
системани Гаусс методи буйича тузилган стандарт дастур ёрдамида
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ечиш ортик^а амал бажаришга олиб келиб, мак^садга мувофик, 

булмайди.
Утган асрнинг эллигинчи йилларида бу нук,сондан кутулиш 

макрадида уч диагоналли матрицага эга булган чизиьуги алгебраик 

тенгламалар системасини ечиш учун Гаусс методининг шундай 
варианта ишлаб чикдлдики, у матрицанинг фа^ат нолдан фарк,- 
ли элементлари устида амал бажаради. Бу вариант ̂ айдаш методи 
деган ном олди. Хайдаш методида арифметик амалларнинг сони 

О(N) га тенг. Хозирги вак,тда хайдаш методининг узи хилма-хил 
вариантларга эга ва улар хилма-хил масалаларни ечишга мулжал- 

ланган [46] .
Шундай кдлиб,

А,у,_х -С,у, + В,ум =h2f i, i  = \,2,..;N-\ (3.25)

айирмали тенгламалар системаси ва

Jo = ххух + Я,, yN = x2yN_t + &2 (3.26)

чегаравий шартлар берилган булсин. Бу ерда А., Д, CPf r xt, х2, , 

д2 берилган сонлар. Биз (3.25) системанинг ечимини куйидаги

Ум = a l+iy,+pM, i = 0,1..., jV- 1 (3.27)

куринишда излаймиз, бу ерда а,+| ва Д+| хозирча номаълум сонлар.

(3.27) тенгликдан куйидагиларга эга буламиз:

У, = а ;Ум + 0/>

Ум = а му, + рм = а,ххмуы + ам р, + рм .

Бу ифодаларни (3.25) тенгламага куйсак,

[ 4 -а,-(С,.- Да,+1) > м + [>,(Да,.+| -С,) + ДА+, ~h2f l] = 0 

келиб чикдди. Куриниб турибдики, агар

Д - «,■ (С/ - Д «, 1) = 0, Pi (Да,ч, - с , ) + ДА,, = /г2/

тенгликлар бажарилса, у холда (3.25) тенглик уринли булади.

Шундай кдлиб, а. ва Д. ларни топиш учун ушбу рекуррент фор- 

мулаларга эга буламиз:



aN ва PN микдорларни эса (3.26) чегаравий шартдан ва (3.27) тенг- 

ликда i = N  — 1 булганда хосил кдламиз:

aN — х2, р  ̂ = ^ 2  ■

(3.27) формула ёрдамида хдсоблашни бажариш учун у0 нинг кдймати- 

ни топиш керак, бу эса (3.26) чегаравий шартдан ва (3.27) тенгликдан 

/ = 0 булганда хосил булади:

у  =

Шундай кдлиб, (3.25) — (3.26) чегаравий масаланинг аник ечи­

мини топиш учун ушбу %айдаш методи деб аталувчи алгоритмга эга 

буламиз:

(/ _____А/____л _  Й/Н)+1 —h~f
а < Ci-Bia j+] ’ ' С ,-Врм  ’

/ = 1,2,..., TV -1; 

a N = х2, Рн = $

Ум = a u iy ,+ P u l , i = 0 , l , . . . ,N - I ,  

у0 = (0, + х,а1)/(1 -х,а,).

(3.28)

Бу ерда yt лар чегаранинг чап нуктасидан бошлаб кетма-кет то­

пилади, шунинг учун хам (3.28) формулалар чапдан щйдаш 4>орму- 
лалари дейилади. Шунга ухшаш унгдан хайдаш формулаларини хам 

чикдриш мумкин:

£ - В‘ п - 1' -,‘ / = 12 /V — Г

'4 l  =  * | >  77, = # „

У, =4ыУы-i-ni+l, i = 0,1,..., - 1;

У N =  ( ^ 2  +  "̂ 2̂1 N ) / 0 ~  X 2^N  ) •

(3.29)

Айрим холларда чапдан ва унгдан хайдаш методларининг комби- 

нациясини олиб, царама-щрши %айдаш методи деб аталувчи метод- 

ни ишлатиш маъкулдир.

1-машк. (3.29) унгдан х,айдаш формулалари исботлансин.

Агар а коэффициентлар модули билан бирдан кичик булса, у 

Холда (3.28) хайдовчи формулалар тургун деб аталади.



Бундай холда (3.27) рекуррент формулалар буйича хисоблаш олиб 

борилганда келиб чикдциган яхлитлаш хатоликлари усмайди. 
Т е орем а . Агар куйидаги шартлар

(3.30)

бажарилса, у у,олда щйдашни бажариш мумкин ва у тургун булади.

И  с б о т и. Хак,икдтан хам, 0 < ад, = х2 <1 эканлиги теорема шар- 

тидан келиб чикдди. Фараз кдлайлик, 0 < а м < 1 булсин, у холда

булади, чунки сурат ва махражнинг хадлари мусбат булиб, махраж 

суратдан катта. Шундай кдлиб, барча / = 1,2, N —1 учун 0 < а, <1. 

Энди 0 < jc, <1 шарт 0 < а, <1 шарт билан бирга у0 ни анивугайди- 

ган формулада махражнинг нолдан фарклилигини таъминлайди. 
Шуни исбот кдлиш керак эди.

Э сл ат м а .  Шуни х,ам таъкидлаш керакки, х га к,уйилган шартларни юм- 

шатиш мумкин. Масалан, агар (3.30) шартлар урнига ушбу

шартлар бажарилса, у \олда теореманинг тасдиги уринлилигича крлади.

2-м a hi к,- (3.31) шартлар бажарилганда хайдаш методининг туркунлиги ис- 

ботлансин.

3-м а ш ц. (3.32) шартлар бажарилганда хайдаш методининг тургунлиги курса­

тилсин.

9.3.5. Чекли-айирмали методнинг яцинлашиши. Асосий f o h  ту- 
шунарли булиши учун чегаравий шарти энг содда булган ушбу 
чегаравий масалани кдраймиз:

0 < а, =
С, -Д,-а/+1 (С, -В)-Aj)+ Ai +(1-а/+1 )В,

<1

А, > 0, й, > 0, С,- > А, + В,, С,- Ф А, + В,-,

0 < ,Vj, х2 < 1
(3.31)

еки

Aj > 0, Bj > 0, Cj > Aj + Вп 0 < х,, х2 < 1, 

х, + х, < 2 (3.32)

L(u) = и" + р(х)и' + q(x)u = f (x ) ,

и (а) = у,, и(Ь) = 7 , •
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Олдингидек фараз кдлайлик, и(х) ечим [а, Ь\ да туртинчи тар­

тибли узлуксиз хосилага эга булсин. У холда (3.6), (3.7) формула­

лардан

= и"(Х/) +# .ulv (xi+ Bh),|0| < 1,

= «' (х, ) + £  и " (X/ + 0, h) , |0, | < 1

Хосил булади. Энди 9.3.3 дагидек

A (^ )s4 z ,_ , -C ft + B fa

деб оламиз, бу ерда Ар С, В. коэффициентлар (3.19) формулалар 

билан аникданади.
Фараз кдлайлик, и(х) — чегаравий масаланинг изланаётган ечи- 

ми булсин. У холда юкрридаги ифодаларни (3.12) га куйсак,

-^A(u(xi)) = f i +Bi (3.34)

Хосил булади, бу ерда/ =/(х,.),

^  = 12 [U‘V (Xi +8h) + 2P (Xi ) (Xi + 9ih)] •

Аммо Ar С., В. коэффициентлар f t ни яхлитлаш билан хисоблана- 

ди, шунинг учун хам реал хисобланадиган у. лар урнига yt такри­

бий кдйматлар

"■ - p H * )  = i = 1,2,...,iV— 1, (3.35)

У о =Ур J'w = 72

муносабатларни каноатлантиради, бу ерда а. яхлитлаш хисобидан 

Хосил булган хатолик. Ечимнинг аник, кдймати билан унинг такри­

бий кдймати орасидаги фаркди

=u(X i)-y,

деб белгилаймиз, |е, | ни бахолаймиз ва к;айси холларда якднлаши- 

шини аник^аймиз. Энди (3.34), (3.35) формулалардан фойдаланиб, 

е, ни аникуташ учун
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A{El) = h2(Rl+ai) , i  = l,2,...,N-l,

£0=0 ,£n =0

системага эга буламиз.

Биз |е, | ни бахолаш учун шундай К(х) функция курамизки, у 

Iе/1 учун мажоранта булсин, яъни

\e,\<V(Xi), V(x)>0.

Мажоранта куриш учун куйидаги леммадан фойдаланамиз: Ф а­
раз кдлайлик, tQ, tv ..., tN, ва Т0, Tv ..., TN(T>{)) кдндайдир сонлар 
булсин.

Л е м м а  (мажоранта ^акдца). Фараз кдлайлик, куйидаги шарт­
лар бажарилсин:

1) |тах|р(х)| <1;

2) q(x)<  0;

3) Л(Т’) < -|л(?,.)|, i =  l,2,...,iV-l;

4) |̂о| - т0, |?w| ̂  TN.

У холда

И  с б о т и. Ушбу t + Т. йигиндини кдраймиз. Лемманинг учинчи 
шартига кура

л(/, + т;) = л (0 + л (7 ;)< о .

Максимум принципи хакддаги леммага кура / + Т. сонлар ораси- 
да энг кичик манфий кдйматни t0 + Т0 ёки tN + TN кабул к,илиши 

мумкин. Лемманинг туртинчи шартига кура бу сонлар манфий эмас, 
демак, барча i учун / + Т. > 0. Шунга ухшаш Г — / > 0 эканлигини 

курсатиш мумкин. Охирги иккита тенгсизлик курсатадики, 

-Tj < ti <Ti ёки /, [ < Т;. Лемма исботланди.

Энди ёрдамчи масалани кдраймиз:

L(u)°V” + p (x )V  + q(x)V = -1,

V(a) = 0,V(b) = 0

ва унинг ечимини К(х)деб белгилаймиз. Барча а < х < Ь  учун 
V (х) >0 эканлигини курсатамиз. Хакдкдтан хам, агар (а, Ь) да
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V (х) < 0 тенгсизликни кдноатлантирадиган нукталар топилса, у 

холда У(х) функция [а, b] да узлуксиз булганлиги учун шу орал и к- 

нинг бирор \ ну^тасида узининг мусбат булмаган минимумига эри- 

шади. Бу холда У"{£) > О, У'(4) = О, У(4) < 0 ва q{£) < 0 булган­

лиги учун биз > 0 тенгсизлиюса эга булар эдик. Бу эса 

Карама-кдршиликка олиб келади, чунки V (х) функция b(V^ = -1 

тенгламанинг ечимидир. Демак, барча х е (я, Ь) учун V(х) > 0. 

Энди

W(x) = rV(x)

функцияни киритиб, т мусбат параметрни шундай танлаймизки, 

Щ х .) сонлар |е,| лар учун мажоранта булсин. Бунинг учун и(х) 

функция Ци) = / (х) тенгламанинг ечими деб фараз кдлиб, (3.34) 

формулани

j 2-h.[и (х ,)] = L[u (Xi)] + R, (и)

куринишда ёзиб оламиз. Шунга ухшаш Щх) учун

^A(W {xi)) = L(w{xi)) + Ri {W) = -x + Ri {W) 

ни хосил кдламиз, бу ерда

R, {W) = X̂ [ W IV (х,. + eh) + 2P(xl)Wm(xi +0,й)],

Н<1, №<1.

Демак,

A(w(xl;)) = -ih

Куйидаги белгилашларни киритамиз:

1 _ !L w,v (х, +Qh)- 2Р(х,) Wm(Xi + 6xh) (3.37)

Р  = max|»(x)[, М% = т а х ^ 'Ч х ) ! ,
айх<Ь* V 71 4 4 71

М4 = шах I W'v (х)|, М = — Мл +~РМ3.
a < x < b ' I 12  6

Буларни эътиборга олиб, (3.37) дан куйидаги ларга эга буламиз: 

A (w (X, )) < -rh2 (\ - ^ М4 - h~ РМЪ j  = -zh2 (l -h2M),
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бунда h кддамни 1 — h 2 Л/ > 0 тенгсизликни к,аноатлантирадиган кдлиб 
оламиз. Шундай кдлиб,

Л ( Г  (* ,) )<  -Th2([-h2M ) ,  i = 1,2,...,N  -1,

(3.38)
W(x0) = W{xN) = 0.

Энди (3.36) дан курамизки,

\А(е.,)\<Ь2(112М +8), i = 1,2,...,jV- 1, (3.39)

бунда

М = ~М,+\  РМ,, М , = max\ит (х)|,
12 6 a<x<b I '*

М. = тах|и/к (х)|, |а,| < 8.
a<x<b I v /] I I

Агар биз х параметрни

л(ж(х,.))<-|л(е,.)|

тенгсизликни кдноатлантирадиган кдлиб танлаб олсак, у холда 
е, = sN = 0 хдсобга олинганда мажоранта хакддаги леммани кулла- 
шимиз мумкин. Бунинг учун (3.38) ва (3.39) тенгсизликларга 
кура

-гh2 (1 - h2M )  < -h2 [h2M  + 8 )

ёки

. Mh2 5
Т ^ --- у + --- у .

1 -Mh2 \-Mh

Шундай тенгсизликни к,аноатлантирадиган т учун 2-леммадан

\si\<W(xi ) = rV{xi )

ёки

W - { ш м + ш м ) ¥ ^ ' ‘ ‘ 0 х - - ^  О-4»)

батога эга буламиз; [а, Ь\ ораликда V(x) узлуксиз булганлиги учун 
у чегаралангандир.

Шунинг учун хам, агар h -> 0 да 5 < 50h2 булса, у холда (3.40) 

тенгсизликдан s(h) = max|е,-1 = 0(й2) келиб чикдди.
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Теорема.  Фараз щилайлик,

и” + р(х)и' + q(x)u = f (x ) , и(а) = у,, и(Ь) = у2

чегаравий масаланинг и(х) ечими [а, Ь] оралщда туртинчи тартибли 
узлуксиз %осилага эга булсин ва куйидаги шартлар бажарилсин:

1) |max|/?(x)| < 1, 2) q(x) < 0, 3) 8 < 80h2.

У  х,олда царалаётган чегаравий масала учун айирмали метод 0(h2) 

аницликда текис яцинлашади.

Э сл ат м а .  Агар а 0а !< 0  ва /?0 >0 тенгсизликлар уринли булса, теорема 

(3.1)—(3.3) чегаравий масала учун хам уринли булади.

Бу ва бунга ухшаш теоремаларнинг нук,сони шундан иборатки, унда номаъ- 

лум ечимнинг учинчи ва туртинчи хосилалари кэтнашади. Одатда, бу хосилаларни 

бахолаш огир масала. Шунинг учун \ам бу теорема фак,ат назарий ахамиятга эга.

М а ш  к. Ушбу чегаравий масала

и"- 2 хи'- 2и = -Ах, 

и(0) = 1,и(1) = 1 + е = 3,718282

юк,орида келтирилган хайдаш методининг иккала варианта ёрдамида такрибий 

ечилсин ва натижа и(х) = 1 + ех аник, ечимнинг к,ийматлари билан солишти- 

рилсин.

9.3.6. Чекли-айирмали метод ёрдамида иккинчи тартибли чи- 
зшуш булмаган чегаравий масалани ечиш. Куйидаги чизикди булма­

ган

и” = f(x ,u ,u ') (3.41)

дифференциал тенглама ва

a0u (a )- a lu'(a) = yl , P0u(b)~ j8,m'(b) = у2 (3.42)

чегаравий шартлар берилган булиб, бунда а0, а , , р0, р} бир хил ишо- 

para эга. Шу билан бир га, фараз кдлайлик, Дх, у, z) функция Oxyz 

фазонинг y sa z  ларга нисбатан кдбарик, булган бирор G со^асида 
узлуксиз функция булсин.

Олдингидек

X,■ = а + ih (/ = 0,1,...,N , (b - a)h =

тугунлар ёрдамида [а, b] ораликди N та тенг булакка булиб, (3.41) 

тенглама ва (3.42) чегаравий шартларни такрибий равишда ал- 
маштириб, (N  + 1) та уа, уг ..., yN номаълумларга нисбатан ушбу
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Ум-bi+y,
A2 " 2Л

« о ^ о  -  «1 — h- -  =  7i> Ро-У/у + P\ = /2

(3.43)

(TV + 1) та чизшуш булмаган тенгламалар системасини хосил кдгта- 
миз. Куйидаги белгилашларни киритамиз:

(3.44)

Юкрридага (3.43) системани ечиш учун итерация методами куйида­
ги схема буйича куллаймиз:

^-2y\ J+lh y ^
= /

i = 1,2,..., IV- 1

^ [ У '+1,] = Гр [УУ+1)] = у2.

(3.45)

Бу ерда юкрридагиу индекс итерациянинг номерини билдиради. 
Итерациянинг хар бир кдаамида чизик^и алгебраик тенгламалар 

системасини ечишга тугри келади. Бу система махсус куринишга эга 
булганлиги учун унинг ечимини ошкор куринишда ёзиш мумкин 

(бунинг исботини [7] дан кдранг):

У?+1) = \  [  А>h  (b-a) + Ду, + а,у2 ]  •

{а0У2- PoYi)+ h2j^ g ikf IО) 
к ’

(3.46)

к=\

Л(у)= / Х к ’ У к
U )  У к +1 У  к - 1

2 h

бунда а, Ь, а0, а г Д., Д , ух, у2 — маълум сонлар булиб, Д ва ̂ куйидаги 

формулалар билан хисобланади:

А  = [ [ а о Р о { Ь - а ) + а оР\ + щ Р о ] >

8ik

1 l ■ а  
[l(Xn + -

1
Д

1 )(*Д ,-Д ,ЛГ-£) (i< k ),

(ka° + "  P°N ~ t )  (f - k)'

(3.47)
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Шуни хам таъкидлаш керакки, (3.47) формулада gjk лар итера­

ция номерига бошик эмас, шунинг учун уларни бир марта хисоб- 

лаб куйиш кифоядир.

Кдралаётган методнинг якинлашишини текшириш анча му­

раккаб иш булиб, Дх, у, г) функция G сохада у ва г ларга 

нисбатан

Липшиц шартини кдноатлантирган хол учун бундай тадкдкрт [7] да 

келтирилган.

9.4.1. Чизшуш хол. Олдинги бандда к,араб чикдлган чекли-айир­

мали методлар универсал булиб, ечимнинг дискрет нукталардаги 

жадвалини беради. Аммо физика ва механика масалаларини ечишда 

баъзан ечимни аналитик куринишда топиш керак булиб кдлади. Одат- 

да, бундай холда ечимнинг катта аникдиги талаб кдлинмайди, аммо 

аник ечим урнига кандайдир функцияни топиш талаб кдлинадики, 

у чегаравий шартларни аник, кдноатлантиради ва дифференциал тенг­

лама билан боглик булган кандайдир шартларни каноатлантиради. 

Бундай муносабатлар шундай тузиладики, уларни кдноатлантира- 

диган функция такрибий равишда берилган дифференциал тенгла­

мани хам ка ноатл антирад и. Бу муносабатлар хар хил методларда хар 

хил олинади, уларнинг асосийлари билан вариацион методларни 

Караганда танишиб чикамиз. Биз бу ерда коллокация методи билан 

танишиб чикамиз.

Фараз килайлик, куйидаги чегаравий масала берилган булсин:

R(x,y,z)~ f{x ,y ,z )  | < L̂\y -у\ + L2\z ~z

9.4-§. КОЛЛОКАЦИЯ МЕТОДИ

L(u) = и” + p(x)u' + q(x)u = f (x ) , (4.1)

Г1 (и) ее a0u(a) + asu’ (a) = yt, |a0| + |a, | Ф 0, 

Г2 (и) ее p0u(b) + p y ib )  = y2,\P0\ + |Д | Ф 0.
(4.2)

Базис функциялар деб аталувчи ушбу

Y0(x),Yl (x),...,Y„(x) (4.3)
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чизицли эркли функцияларни шундай танлаймизки, улар орасида 
К0(х) бир жинсли булмаган

Л (^о) = А  (^о) = Уг (4-4)

чегаравий шартларни каноатлантириб, крлганлари У, (х)(/ = 1, nj эса 

бир жинсли чегаравий шартларни каноатлантирсин:

/ Ж )  = 0, Г2 (Y,) = О (/ = М ) . (4.5)

Хусусий холда (4.4) чегаравий шартлар бир жинсли булса 

{Т\ = Ь  = 0), у холда Yq (х ) = 0деб олиб, фак,ат куйидаги

^ (х ) ,Г 2(х),...,Г„(х)

системани кдраш мумкин.
Энди (4.1), (4.2) чегаравий масаланинг ечимини базис функ­

цияларнинг куйидаги ЧИЗИК.ЛИ комбинацияси шаклида кдцира-
м итмиз:

и(х) = У0(х) + £ с ,.^ (х ) . (4.6)
i=i

Бу холда и(х) (4.2) чегаравий шартларни каноатлантиради. Хакцкэтан 
Хам, чегаравий шартлар чизикди булганлиги сабабли

ГЛ‘‘ ) .Г , (У „ ) * ± с 1Г(Г,) = г1+± с г 0 = г,
/=1 /=1

Шунга ухшаш

Г2 (и) = у2-

Энди (4.6) ни (4.1) га куйиб, куйидагига эга буламиз: 

R(x,cl ,c2,...,c„) = L (u )- f(x )  =

= L(Y0)- f (x )  + ± c lL(Yi). (4.1)
/'=I

Агар q (/ = 1, и) ларнинг бирор кдймати да

/?(х,с,,с2,...с„) = 0, а < х < b

булса, у холда и(х) функция (4.1), (4.2) чегаравий масаланинг 

ечими булади. Аммо, умуман олганда, коэффициентларни бундай
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танлаб олиш купинча мумкин булмайди. Шунинг учун хам 

Я (х,с1,с2,...с„) функциянинг коллокация (устма-уст тушиш) нуц- 

талари деб аталувчи, етарлича зич олинган х,,х2, ...хя ну^таларида 

Л(х,с,,с2,...,с„) = 0 тенгликнинг бажарилиши талаб кдлинади. 

Шундай ну^таларда (4.1) дифференциал тенглама аник^бажарила- 

ди. Натижада ушбу чизикди алгебраик тенгламалар системасига эга 

буламиз:

К(х,,с,,с2,..„сп) = О,

(4.8)

Агар (4.8) система ечимга эга булса, у холда бу системадан ср с2, ..., сп 
коэффициентларни аникдаб, чегаравий масаланинг ечимини (4.6) 

куринишда топамиз. __

(4.8) система ягона ечимга эга булиши учун ^  (-*)(* = 1.и) куйи­

даги шартларни кдноатлантириши керак:

1) бу функциялар чизик^ли эркли булиши керак;
2) агар р(х), q{x), /(х) функциялар [а, Ь\ да узлуксиз булса, у 

Холда [а, Ь] да Y.(x) функциялар биринчи ва иккинчи тартибли 

узлуксиз хосилага эга булиши керак;
3) Y{(х), К2(х), ... , Yn{x) функциялар ёрдамида хосил кдлинган 

система ЦУ,(х)), L(Y2(x)), ... , L(Yn(x)) ихтиёрий ва бир-биридан 
фарк^ли равишда танлаб олинган х нукдалар учун Чебишев систе- 
масини ташкил этиши керак.

Чебишев системасининг таърифини келтирамиз: 

<р, (х)(/ = 1,2,...,я) функциялар [а, Ь\ да Чебишев системасини таш­

кил этади дейилади, агар [а, Ь] ораликдан олинган бир-биридан 

фар]<уш ихтиёрий х,, х2, ... , хп учун

Ф,(х,) (р2(х{) ... ^я(х,) 

ф, (х2) р2(х2) ... (р„(х2)

P iW  % (*») - фД х»)

аник^овчи нолдан фарк^ли булса.
Коллокация тугунлари сифатида Чебишев купхадларининг ил- 

дизларини хам олиш мумкин. Биз кдраб чиркан методдан фаркди 
булган сплайн-коллокация методи хам кдралади. Бу методда такри­
бий ечим сплайн-функция шаклида топилади. Бу метод юкрридаги 

метод билан чекли-айирмали метод орасида туради.
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М и с о л . Коллокация методи ёрдамида куйидаги чегаравий масала ечилсин: 

и’ - и = х , м(0) = 0, м(1) = 0. (4.9)

Е чи ш . Базис функциялар сифатида чегаравий шартларни к,аноатлантиради- 

ган Yn = хп (1-л) функцияларни оламиз. Коллокация тугунлари сифатида

1 1 3
*, = 4 - *2 = J -  *з = 4

нукталарни оламиз ва учга базис функция билан чегараланамиз:

ПДфо,

иъ (х) = с,х (1-х) + с2х2 (1-х) + с3х3 (1-х).

Буни (4.9) тенгламага цуйиб, куйидагига эга буламиз:

R (х.с, ,с2, с3) = с, (-2 -х+ х2) +

+с} (2-6х-х2 + х3) + с} (6jc-12x2-x3-x4) - х.

Бу ерда коллокация нук,таларини к,уйиб, куйидаги чизикли алгебраик тенг­

ламалар системасини хосил к^иламиз:

-560с|+112с2+189с3=64,

-36с, -18с2 -с3 = 8,

560с,+676с2+603с3 = -192.

Бу системани ечиб, такрибий ечим учун куйидаги ифодага эга буламиз:

«з (х) = х(1 -х)(0,1547868 + 0,1325682х + 0,0414476х2).

9.4.2. Чизтуш булмаган х,ол. Фараз кдлайлик,

L (и) = /  (х ,и ,г /),

и(0) = 0,и(1)=0 (4А°)

чизшути булмаган чегаравий масала берилган булиб, у ягона ечимга 

эга булсин. Бу ерда хам биз юк;оридаги усулни куллаб, (4.8) систе­
мага эга буламиз. Аммо бу ерда (4.8) система чизиьуш булмаган 
алгебраик тенгламалар системасини ташкил этади. Бу системани

2-бобдаги методларнинг бири билан, масалан, итерация методи 
билан ечиб, (4.10) тенгламанинг такрибий ечимини (4.6) кури­
нишда тасвирлаймиз.

2-м исол . Коллокация методи билан чизик,ли булмаган ушбу чегаравий ма­

салалар ечилсин:

и" = х2+и2,. и(0) = 0, ы(1) = 0. (4.11)
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Е чи ш . Базис функциялар сифатида

К0 = 0, У|=х(1-л:), Y2 = x 2 ( 1 -х )

функцияларни, коллокация нук,талари сифатида х, = 0,25 ва х2 = 0,75 ни оламиз. 

У холда ечимни м(х) = с,)/|(х) + с2}2 (-х:) каби излаймиз, хатолик эса

Л (х ,с ,,с2) = -2с, + (2-6х)с2 - 

~{ciY\2 + 2Cjс2F|Y2 + с2 Y2 ) - x

куринишда булади. Коллокация нук,таларини куйиб, куйидаги чизик,ли булмаган 

тенгламалар системасига эга буламиз:

-2 с,+ 0 ,5с2 = ^  + (0,035с,2+0,009с,с2+0,002с2),

-2с, - 2,5с2 = ^  + (0,035с,2 +0,053с,с2+0,020с|).

Аввал биринчи тенгламани 5 га купайтириб, иккинчи билан цушсак, янги 

тенглама хосил булади, кейин иккинчисини биринчисидан айириш натижасида 

иккинчи тенглама хосил булади:

с = Д . - 0 ,018с,2 - 0 ,012с, с, - 0,003с,2,1 96 | 1  ̂ л

с2 = - ^  - 0 , 0 1 2 С|С2 - 0,006с2.

Бу системани кетма-кет як,инлашиш методи билан к,уйидагича ечамиз: 

с , .,41 = - щ -  0,018с,2,; - 0 , 0 1 2 с, уС2;- - 0 ,003с2;,

^ y +i = - ^ - 0 . 0 J2 f Iiy<:2 i / - 0,006C|y.

Нолинчи яцинлашиш сифатида

сш = _ 9^6 = - ° ,°729, с20 = - ̂  = -0, 1667 

ни оламиз; кейинги як^инлашишлар куйидагидан иборат:

с ,, — -0,0731, с2, = -0,1667, 

с|2 — -0,0732, с22 = -0,16 7 0.

Бир хонага яхлитлаб олиб, с, = -0,073; с2 = -0,167 ни \осил к^иламиз. Ш ун­

дай к,илиб, такрибий ечим сифатида

м (х )= -х (1 -х ) (0 ,073+0,167х)

ни олишимиз мумкин.
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10-боб

ХУСУСИЙ Х.ОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ

10.1-§. УМУМИЙ ТУШУНЧАЛАР

Хусусий хосилали дифференциал тенгламалар фан ва техника- 
нинг турли сохаларида учрайди, аммо уларнинг ечимини ошкор 

куринишда чекли формула шаклида топиш камдан-кам холларда 
мумкин булади. Шу муносабат билан математик физика масалалари 

деб аталувчи хар хил хусусий хосилали дифференциал тенгламалар­
ни, хусусий хосилали дифференциал тенгламалар системаси ва ин­
теграл тенгламаларни такрибий ечиш методлари мухим ахамиятга 
эгадир.

Бу ва кейинги бобларда биз математик физика масалаларини 

такрибий ечишнинг айрим кенг таркалган методларини куриб 
чикрмиз. Математик физика курсларида узгарувчиларнинг сони п{>2) 

ва хосилаларнинг тартиби т(>2) булган тенгламалар кдралади. Биз 
асосий дикдатни икки эркли узгарувчили иккинчи тартибли хусу­
сий хосилали чизикгги дифференциал тенгламаларга кдратамиз. Бун­

дай тенгламалар мисолида кэраладиган методларнинг асосий гояси 
яхши тушунарли булиб, хисоблаш схемаси хам соддарок, булади.

Шуни хам таъкидлаш керакки, битта тенглама учун кэраладиган 
методларни бир неча номаълум функцияларни уз ичига олган тенг­
ламалар системаси учун хам татбик; кдлиш мумкин.

10.2-§. ТУР МЕТОДИ, ТУРЕУНЛИК, 
АППРОКСИМАЦИЯ ВА ЯК.ИНЛАШИШ

Тур методи (чекли-айирмали метод) хусусий хосилали дифферен­

циал тенгламаларни ечишнинг кенг таркдлган методларидандир.
10.2.1. Тур методининг гояси. Тур методининг гояси билан

тенглама учун Дирихле масаласини ечиш мисолида танишамиз. Бун­

да а, Ь, с, d, е, g коэффициентлар ва /  озод %ад чегараси Г дан 

иборат булган чекли D сохада аникданган икки х{ ва х, узгарувчи­

ларнинг функцияларидир. Бу функциялар G = Gl/Г ёпик, сохада 

аникданган хамда G да о > 0, с > 0 ва g< 0 шартларни кдноатлан- 

тиради, деб фараз кдламиз.
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Фараз кдлайлик, (2.1) тенгламанинг G да узлуксиз ва Г да 

берилган кдйматларни кдбул киладиган, яъни

(2.2)

ечимини топиш талаб кдлинсин, бунда ср = <р (х,, х ,) е Г узлуксиз 

функциядир.

Такрибий ечимнинг сонли кдйматларини топиш учун йх,х2 те- 
кислигида

хи = Хю +Щ, х2к = х1й+ щ , (i ,k = 0,± 1,±2,...)

параллел тугри чизикдарнинг иккита оиласини утказамиз. Бунда А, 

ва h2 мос равишда абсцисса ва ордината йуналишларидаги цадамлар 
дейилади. Бу тугри чизикдарнинг кесишган нук^алари тугунлар дейи­

лади, тугунлар туплами эса турни ташкил этади. Одатда, /г, ва h2 

кдцамлар бир-бирига боглик, равишда танланади, масалан, Л, = h, 

h2 = Aha (А ва а кандайдир сонлар), хусусий х,олда /г, = h2 = h. Шу­

нинг учун хам кдралаётган тур битта h параметрга боглик; булиб, 

кладам кичрайганда h~> 0.
Агар иккита тугун 0х{ ук,и ёки 0х2 укд буйлаб туриинг шу 

йуналиши буйича бир-биридан бир кддам узокушкда жойлашган 
булса, уларни к,ушни тугунлар деймиз.

Факдт С да ётган тугунлар тупламини кдраймиз. Агар бирор ту- 

гуннинг туртала кушни тугунлари тупламда ётса, у холда бу тугун- 
ни ички тугун деймиз. Ички тугунлар тупламини тур сох,а деймиз ва 

Gh оркдли белгилаймиз. Агар тугуннинг хеч булмаганда бирорта 
кушниси Gh да ётмаса, у холда бу тугун чегаравий тугун, уларнинг 

тупламини эса тур соханинг чегараси деймиз ва ГИ оркдли белгилай­
миз (2-чизмада ички тугунлар 0 билан ва чегаравий тугунлар 
* билан белгиланган).

Агар Gh тур соха Гн чегараси би­

лан биргаликда кдралса, у холда 

у ёпиц тур соха дейилади ва 

Gh = ChUrh оркдли белгиланади.

Биз Слтур устида аншутан- 

ган у(х, ,  х2) функция учун 

yik- у (х,., х2к) белгилаш кирита­

миз ва хар бир (г, к) = (х1;, х2к) 

тугун учун (2.1) тенгламада кдт- 

нашадиган барча хосилаларни 

булинган айирмалар билан куйи­

дагича алмаштирамиз:

105



бунда yjk микдорлар и(хр х2) ечимнинг турнинг (/, к) = (xn, х2к) 
тугунидаги такрибий кдйматларидир. Тенглама коэффициентлари- 

нинг (/', к) тугундаги кдймати ни ajk, bik, с.к, dik, eik, g.k, f ik, оркдтш 
белгилаймиз. Хосилалар урнига (2.3)—(2.6) такрибий кдйматлари- 

ни куйиб, натижада (2.1) дифференциал тенгламага мос келадиган 
куйидаги айирмали тенгламага эга буламиз:

Lhyik = { j Ч  {yi+u  ~ 2У!к + Ум.к) + щ ;  {Уммх ~

-У,-и +1 - Ум* + У мл А) + %  {У1,к+\ - 2yik + yi,k-1) + (2.7)п2

+ ( >W - Ум,к) + щ  (yiMI - yi,k-1) + ВисУй = fik ■

Бундай тенгламани хар бир ички тугун учун ёзиш мумкин. Агар 
(/, к) чегаравий тугун булса, у холда у.к ни бу тугунга якднрок, 
булган (р нинг Густидаги к,ийматига тенг деб оламиз (чегаравий 

тугунларда у!к ларнинг кдйматини бошк;ача йул билан топишни 
биз кейинрок, куриб чикдмиз). Шундай кдлиб, ечимнинг ички ту- 
гунлардаги у.к кдйматини топиш учун алгебраик тенгламалар сис­

темасига эга буламиз. Бу системада тенгламаларнинг сони номаъ- 
лумлар сонига тенг. Агар бу система ечимга эга булса, у холда уни 
ечиб, ички тугунларда кддирилаётган ечимнинг такрибий кдйма- 
тига эга буламиз.

Биз бу ерда тугри бурчакли туртбурчакдан тузилган турни кур- 

дик. Кейинчалик боища хилдаги турларни хам куриб чи^амиз.

10.2.2. Тургунлик, аппроксимация ва якднлашиш. Фараз кдлай-
т

лик, чегараси Г = ( J  Гу булган сохада ушбу



L(u) = f  

Д(и)|. = Rj (и) = (jjj, j  = 1,2,...,m

(28)

(2.9)

чегаравий масала берилган булсин. Бу ерда L — ихтиёрий иккинчи 

тартибли чизикуш дифференциал оператор, R  — биринчи тар­
тибли дифференциал оператор ёки чекли алгебраик ифода, хусу­

сий \олда Ru = и ва/, <р2, <р2, ..., (рт — берилган функциялар.

Энди G да ётувчи кандайдир Gh тур сохани курамиз, кейин Uh 

оркали Gh нинг нукталарида (тугунларда) ани^утанган uh функция­

ларнинг фазосини белгилаймиз, L. оператор U. даги функциялар-
О

ни бирор G, с  Gh тур сохада аникданган функцияларга утказсин; 
о "

Gh да аникданган функциялар тупламини Fh оркали белгилаймиз. 

Чегаравий шартларни аппроксимациялаш учун G соханинг Г чега- 

расига мос келадиган Ть тур чегарасини танлаб, Ф /Л оркдли Fjh да 

аникданган функциялар тупламини белгилаймиз.

1-т аъриф .  Агар X  с: У булиб, & функция Уда аникданган 

булса, у холда f> нинг X тупламдаги изи деб шундай функцияга 
айтиладики, у X тупламда аникданган ва бу ерда ?) билан устма-уст 

тушади.
Агар # функция Gh ни уз ичига олган тупламда аникданган 

булса, у холда д нинг Gh даги изини [#]л о р кал и белгилаймиз.

Фараз кдлайлик, U (2.8) ва (2.9) чегаравий масала ечимлари- 
нинг фазоси, Г (2.8) тенгламанинг унг томонидаги/функциялар­
нинг фазоси , Ф у эса Г. да аникланган функцияларнинг 

фазоси булсин.

2-т аъриф .  Фараз кдлайлик, U, Uh, F, Fh, Ф; , Ф Jh фазоларда

нормалар аникданган булсин. Бу нормалар мосланган дейилади, агар 

h -* 0 да хар кандай етарлича силлик; и е U, /  е F,<pj е Ф] функ­

циялар учун куйидаги

муносабатлар уринли булса.
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булса, у холда мЛ тур функцияси (2.8), (2.9) чегаравий масаланинг 
ечимига ящнлашади дейилади.

Агар h га боглик, булмаган С > 0 ва а  > 0 узгармас сонлар учун

тенгсизлик бажарилса, у холда як;инлашишнинг тартиби h га нисба­
тан ст га тенг дейилади.

Тур устида ушбу

Lh (uh) ~ fh ’ (2 -10)

Rjh{uh) = <Pj„ { j  = l ,2 , . . . ,m )  (2 .11)

масалани караймиз, бу ерда Lh ва Rjh — чизик^ли операторлар. 
Энди куйидаги белгилашни киритамиз:

+ £ { Ы н ) - [ к , м ] , |  + Ь > - ы , | | .  1  (2Л2)I Ф/'А °jh )

4 - т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий силликм,/, ^функциялар учун 
h -> 0 да W(h) 0 булса, у холда (2.8), (2.9) чегаравий масала­
ни (2 . 10), (2 . 1 1 ) тур устидаги масала аппроксимация килади дейи­
лади.

Агар (2.10) тенгламанинг унг томонини

Л Ц  = / ( * 1/>*2*)

деб олсак, у холда W(h) нинг таърифига кирган ||Л '[/]/, ||f мик- 
дор нолга тенг булади. Аммо айрим холларда аникликни ошириш 
учун (2 .8) тенгламанинг унг томони (/, к) нуктада f ix u, х2к + 0 ,5h2) 
деб олинади.

5-т а ъ р и ф. Тур устидаги (2.10), (2.11) масала тургут (коррект) 
дейилади, агар h < /г0учун h га боглик булмаган М 0 ва Af узгармас- 
лар топилиб, улар учун ушбу тенгсизлик бажарилса:



Бу таърифдан курамизки, чизик^и масала учун тургунлик f h ва 
<pjh функцияларга боглик эмас.

Бу таърифнинг маъносини тушунтиришга харакат кдламиз. 
Чизикди масала учун (2.10), (2.11) айирмали схема чизикли алгеб­
раик тенгламалар системасидан иборат. Шунинг учун хам (2.13) 
тенгсизликдан f h -  0, q>jh = 0 булганда (2 . 10) — (2 . 1 1 ) тенглама­
лар системаси факдт тривиал ечимга эга. Бундан эса Кронекер- 
Капелли теоремасига кура (2.10), (2.11) масала унг томонидаги их­
тиёрий f h> (pjh учун ягона ечимга эга. Демак, чизикли масалада 
тургунлик шартидан айирмали тенгламалар системасининг унг то­
мони ихтиёрий функциялар булганда хдм ягона ечимга эгалиги ке­
либ читали.

Агар и[ , и\ функциялар куйидаги

Цм\= Л  > Rjk“h = Vjh > J  = 1» 2 , ■■ •, Щ 

Lh“l = /Л Rjhul = <p)h> J  = 1.2 , - ,m

айирмали масалаларнинг ечими булса, у холда Lh ва /?.лоператорлар 
чизик^ти булганда (2.13) тенгсизликка кура куйидагига эга була­
миз:

1 К - “* Н
т

< М01Lhul -  Lhul\Fh + Y J Mj | V '  -  К» и1\ф ъ =

" 1  ^ (2-14)
= Мо \ft -  fh\Fh + Y j Mj \\<p)k -  •

Шундай кдлиб, агар тенглама ва чегаравий шартларнинг унг 
томони бир-биридан кам фарк, кдлса, у холда тургунлик шарти 
бажарилганда турдаги масаланинг ечими бир-биридан кам фарк кдла­
ди.

Юкррида келтирилган якднлашиш, аппроксимация ва тургун- 
ликнинг таърифидаги Uh,Fh,<&jh фазоларда аникданган нормалар 
мухим ахамиятга эга. Шундай холлар булиши мумкинки, (2.13) тенг­
сизлик айрим нормалар учун бажарилиб, бошк^алари учун бажарил- 
майди. Хар гал (2.13) тенгсизлик нима сабабдан бажарилмаслигини 
текшириш керак.

Агар нормалар нокулай олинганлиги сабабли (2.13) тенгсиз­
лик бажарилмаган булса, у холда Uh,Fh,<bjh фазоларда нормалар- 
ни бошкача танлаб, (2.13) тенгсизликнинг бажарилишини таъ-
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минлаш керак. Агар (2.13) тенгсизлик норманинг хеч бири учун 
хам бажарилмаса, у холда бу айирмали схеманинг нотуррунлигини 
билдиради.

Биз юкррида турдаги нормалар мосланган булиши керак деган 
эдик. Масалани текширишда купинча \\\\Uh ва ||j|(/ ларнинг мосланган 
нормалари сифатида куйидагилар олинади:

«t L  = SUP \итп
h  О <т<М  

О <n<N

||м|| = sup \и(х,у
а<х<Ь
О <у<Т

(2.15)

еки

“X *  = SUR, ’

О<у<Т V а
и\\ц = sup dx.

(2 .16)

Бу нормаларда h = (b — а )/М ( М — бутун сон), N = [ T/h2].
Фараз кдлайлик, и & U булсин. = Lh [u]h -  f h микдор масала­

нинг ечимидаги тенглама аппроксимациясининг хатолиги дейилади, 
r h =  R jh  [u\h -  <Pjh ( J  -  2 , . . .  m  )  микдорлар эса масаланинг ечимида­
ги чегаравий шартлар аппроксимациясининг хатолиги дейилади. Ушбу

Ро (а) = ||4 И  -  fh\Fh ’ pi (h ) = К  М * “ ‘Ы Ц

белгилашларни киритамиз.
Агар и функция (2.8), (2.9) масаланинг ечими булса, у холда

р ( /г) = £ р л /г)
h  О

микдор (2.8), (2.9) дифференциал масалани (2.10), (2.11) айир­
мали схема билан аппроксимациялашда ечимдаги хатонинг улчови 
дейилади. Агар h 0 да p(h) -» 0 муносабат уринли ва и функция 
(2.8), (2.9) масаланинг ечими булса, у холда (2.10), (2.11) айир­
мали схема (2.8), (2.9) масалани ечимида аппроксимация цилади 
дейилади; h -» 0 да р(И) нинг тартиби ечимдаги аппроксимация - 
нинг тартиби дейилади.

10.2.3. Тургунлик ва аппроксимациянинг як,инлашиш билан ало- 
каси. Бу тушунчалар орасида куйидаги алокд мавжуд: аппроксима­
ция ва тургунликдан якднлашиш келиб чикдди.
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Филиппов теоремаси. Фараз щлайлик, (2.10), (2.11) турдаги ап­
проксимация куйидаги шартларни цаноатлантирсин:

1) дифференциал масаланинг ечими (т -к)т а турдаги чегаравий 
шартларни анщ  к,аноатлантиради\

К ] Л и \  = ( Pj»’ j  =  k  +  \ , . . . , m ,

яъни
P j ( h )  = 0, j  = k  + 1,

2) ушбу
R.huh = 0 ,  j  = k + l,...,m

бир жинсли чегаравий шартларни цаноатлантирадиган Uh даги функ­
цияларнинг синфида тур/унлик шарти бажарилади:

IK IL  *  ^ o l M I L  + Z ^ I I ^ a L  •
м  1

У  %олда цуйидаги тенгсизлик уринли булади:
к

K - K l L  - T . MJ p j ( h)- (2.17);=о

Агар айирмали масала дифференциал масалани аппроксимация щ лса, 
уу;олда h-^  Ода

муносабат уринли булади.
И с б о т и . Теореманинг 1) шартидан Rjh (щ -  [и]Л) = О J  = & +1, 

... , т келиб чикдди, 2) шартда эса uh ^рнига uh— [u]h ни куйиб, 
Куйидаги га эга буламиз:

I K - K I L *  ^ M 4 L»u ^ L^ ui \ l h + 

Ъ м № » щ - л л < 1 ,
j =1 1

Бунда Lhuh = f h, Rjhuh = <pjh ни куйсак, у холда pfh) нинг таърифидан 
(2.17) келиб ч и кади. Агар аппроксимация уринли булса, яъни h ->0 
да j  = 0, 1 , ..., к учун pj(h) 0 ва р(/г) 0 муносабатлар уринли 
булса, натижада (2.17) тенгсизликдан теореманинг иккинчи гас- 
диги

келиб чикади.
ill



Э с л а т м а .  Агар м ослик шарти бажарилса, у холла силлик, и функциялар 
учун h —>0 да (2 .1 3 ) муносабатда лимитга утиб, куйидаги

т

тенгсизликни хосил ьуыамиз. Бундан эса (2 .10 ) — (2 .11 ) дифференциал масала­
нинг корректлиги келиб чикдди. К упинча шу йул билан, яъни аввал (2 .1 3 )  
тен гсизликни , кейин ундан (2 .1 8 ) тенгсизликни хосил к,илиб, (2 .1 0 ), (2 .1 1 ) 
куринишдаги дифференциал масалаларнинг корректлиги текширилади ва улар- 

нинг ечими мавжудлиги хамда ягоналиги исбот кдлинади.

Энди айирмали схемаларни куриш ва уларни текшириш тугри- 
сида айрим мулохазаларни айтиш мумкин:

1. Аввало, турни танлаш, яъни G соха ва Г  контур ни кандайдир 
тур соха билан алмаштириш коидаси курсатилади.

2. Кейин конкрет равишда битта ёки бир нечта айирмали схема 
КУрилади; аппроксимация шартларининг бажарилиши текширилади 
ва аппроксимациянинг тартиби аникданади.

3. Курил га н айирмали схеманинг тургунлиги текширилади. Бу 
эса энг мухим ва ofhp масала хисобланади. Агар айирмали масала 
аппроксимация ва тургунликка эга булса, юкоридаги теоремага кура 
у якинлашади.

4. Айирмали схема тенгламаларини сонли ечиш масаласи карала- 
ди. Одатда, тенгламаларнинг сони куп булиб, бундай системани 
ечиш куп мехнат талаб кил ад и. Шунинг учун хам тур методида 
хосил буладиган системаларни ечиш учун махсус методлар яратил- 
ган ва яратилмокда,

Биз бундан кейинги баёнимизда ю кор ид а киритилган тушун- 
чаларни эллиптик, параболик ва гиперболик тенгламаларни сон­
ли ечиш жараёнида имкони борича туларок ёритишга харакат кдпа- 
миз.

10.3-§ . ЭЛЛИПТИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТУР 
М ЕТОДИ  БИЛАН ЕЧИ Ш

10.3.1. Эллиптик дифференциал тенгламаларни айирмали тенгла­
малар билан аппроксимациялаш. Биз бу бандца куйидаги

■) т
г ( \ д и 8 и , ди ди г

+ + + + (3.1)

эллиптик тенгламани (2.7) айирмали тенглама билан алмаштирган- 
да хосил буладиган хатоликни бахолашни куриб чикамиз. Бу ерда
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хисоблашлар содда булиши учун аралаш хосиланинг олдида-

ги коэффициентни b(xt, х2) = 0 деб олдик. Кейинги бандларда ёзув- 
ни яна \ам к^искдрок, кдлиш мацсадида купинча модел тарзидаги 
тенгламаларни кдраймиз. Бундай тенгламаларга кулланиладиган ме­
тодлар яхши узлаштирилса, умумий холда хам берилган тенглама­
лар учун кдралаётган методларни куллаш мумкин. (3.1) дифферен­
циал тенгламанинг и (х, у) ечимини туртинчи тартибли хусусий 
хосилаларга эга деб фараз кдлиб ва Тейлор формуласидан фойдала- 
ниб, (2.3) — (2.6) такрибий тенгликлар урнида куйидагиларни 
хосил к,иламиз:

Ум,к-У<-\,к _ (  ди ')  + A12 f  a 3M

2л1 6 ( 3 .2 )

< £ < х и+1),

У:,к+\- У1,к-\ _ ( J3i<_ |

(*w -i ^ V ^ x 2MI),

У м,к-2У1к +У/-1,к _ Г АЛ + f f (  ВАи

 ̂ V дх> ) ( х и ,хгк) 12 V 8х> )
-  £l -  * 1,/+1 )>

У>М\ ~2у‘к +У'’,к-1 _  (  &U _
’i  ' 12 l & 2

(3.3)

д2и | _1 h\
dxljL.*2*)

12

< Х2,М )•

(3.4)

(3.5)

Энди (3.2) — (3.5) лардан фойдаланиб, (2.7) дан куйидаги га 
эга буламиз:

т { д2и 8 2и , ди / 8и 1
А л  -  ik <* щ  *  & “|(Ш +

12 Г'Мах,41 у
2 ( 54м 

+ а  c ik -Гл
(«,•*»)

+24 | Й  + М к
[ех> А ^ ) ....

8 — М . И срои лов 113



бунда h =  h v a  =  h2/ h x булиб, Rjk— крлдик, хад. Агар ушбу

М , = max
J  G

дЪи 5Ъи L М, = max д4и д4и
ёх( дх2 J с 1 дх[4 а*2

белгилашларни киритсак, колдик, \т учун

Ц„ I < £  { ( К  I + <*1 |J>, I) М, + 2 ( 1 4 1 + а  \1,1) М ,} (3.6) 

бахо уринли булади. Демак,

Ц,У* - f ik = { L {“) ~ / }(,-*) + Rik = Rik ■

Бундан курамизки, (3.1) дифференциал тенгламани (2.7) айир­
мали тенглама билан алмаштирганда Rik хатолик хосил булиб, унинг 
h кддамга нисбатан тартиби № дир. Агар R.k крлдик, хадни ташласак, 
тур устидаги yjk функциялар учун

v , = / .  <3-7>

тенгламалар системасига эга буламиз. Хусусий холда ушбу

p L  + p L  = f {Xi, X2)
дх{ дх2 (3.8)

Пуассон тенгламаси учун h = h2=  h квадрат турни кдрасак, у холда 
(3.7) тенгламалар системаси

Ум,к + Ум,к + У,мх + У/,к-1 -  *Ул = tffik  

куринишга эга булиб, (3.6) дан крлдик, хад учун

(3.9)

(3.10)

о  (i,k+ l) 

0 ,к)

(г-1,к)

U  0 ,к - 1 )

З-чизма.

бахога эга буламиз. (3.9) айирмали 
тенгламада (/, к) тугун учун туртта 
куш ни тугунлар 3-чизмадаги беш 

—О нук^али андаза буйича жойлашган. 
(i+1,к)  10.3.2. Айирмали тенглама хосил 

кдлиш учун аникмас коэффициент­
лар методи. Юкрридаги дифферен­
циал тенгламани (/, к) нук,тада ай­
ирмали тенглама билан алмаштир-
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ганда хар бир хусусий хосилани алохида-алохида булинган айирма- 
лар билан алмаштирган эдик. Дифференциал тенгламани тулалигича 
айирмали тенглама билан алмаштириш хам мумкин. Хозир кдрала- 
диган метода, а тур соха тугри туртбурчакдан иборат булиши шарт 
эмас, тур учбурчаклар, параллелограммлардан иборат ёки умуман 
нотекис булиши хам мумкин. Дифференциал тенгламани (/, к) ту- 
гунда айирмали схема билан алмаштириш учун (/, к) тугун атрофи- 
да маълум тартибда жойлашган Р та тугунни кдраймиз. Кулай були­
ши учун (/, к) тугунни 0 оркдли белгилаб, кщ ган тугунларни 1 , 2 , 
. . . ,  Роркдли белгилаймиз. Энди с.аникдоас коэффициентлар билан 
ушбу

чизикди комбинацияни тузамиз, бунда //.микдор и нинг j  тугундаги 
кдймати. Фараз кдлайлик, и функция (и + 1) тартибли хосилаларга 
эга булсин, у холда и. ларни 0 тугун атрофида Тейлор кдторига 
ёямиз:

Бу ифодаларни (3.11) га куйиб, и функциянинг бир хил хоси- 
лалари олдидаги коэффициентларни кушиб чицамиз, натижада

Бу ерда а 1к коэффициентлар с. лар оркдли чизикди равишда ифо- 
даланади. Крлди^хад эса eh"+iKMn+, куринишга эга булади, бунда 
|0| < 1, К  кдндайдир сон булиб, h га боглик, эмас; h нинг узи эса О 
тугун ва j(J  = 1,2, , Р) тугунлар координаталари айирмаларининг 
модули буйича энг кичиги хамда

р

2 > а - (3.11)

(3.12)
j =  1 , 2 , ... , .

max max
i+k=n+ 1 СG 8x[dxj

Энди G сохада (n + 1) тартибли узлуксиз хосилага эга булган 
хар кдндай и(х{, х2) функция учун



тенгликнинг бажарилишини талаб кдтамиз. Бунинг учун с. коэффи­

циентларни шундай танлашимиз керакки, 0 < i + к < п шартни каноат- 

лантирувчи барча i ва к учун (3.14) тенгликнинг чап ва унг томонла- 

рида - , олдидаги коэффициентлар устма-уст тушсин. Бу эса
V ̂ 1 ̂ 2 ) о

с,, с2, ...,  с,, номаълум коэффициентларга нисбатан куйидаги чизикли 
алгебраик тенгламалар системасига олиб келади:

«00 = g 0(i + k  = ° ) ’

«10 = 0̂ ’ а 01 = 0̂ (*' + к =  ̂) ’

«20 = ° 0’ «02 = С0’«11 = + к = 2),
«зо  = « 2 1  =  « 1 2  «оз — 0  ( i  к — 3 ) ,

« и0 =«и-М = - V l  = а 0« = 0 ( /  + /с = и).

Агар бу система ечимга эга булиб, ечим с.(/ = 0, 1, ..., Р) булса, 
у холда

(3 .15)
j =0

Энди крлдик, хадни ташлаб юбориб, и. нинг тур устидаги такри­
бий кий мат и ^.учун ушбу

Р

=/« ( з .1б)

айирмали тенгламага эга буламиз. Бу тенглама (3.1) дифференци­
ал тенгламани 0 тугунда О(hn+/) аникушкда алмаштиради.

Чегарадан узокрок, ички тугунлар учун айирмали тенгламани ту- 
зишда к;атнашадиган тугунларининг жойланишини (3.16) дагидек 
саклаш максадга мувофик, булади. Чегарага я кин тугунлар учун бу 
холатни сакдаш хар доим хам мумкин булавермайди. Аммо карал а- 
ётган методда тугунларни бироз бошкача жойлаштириб, дифферен­
циал тенгламани керакли аник/гакда айирмали тенглама билан ал- 
маштириш мумкин. Бу метод чегаравий шартларни аппроксимация 
килиш учун хам яхши натижага олиб келади.

И з о ^ .  Ш уни эсда сакдаш керакки, берилган дифференциал тенглама учун 
у ёки бу аник^пикдаги айирмали схем а куриш учун дифференциал масаланинг 
ечими керакли тартибли х,осилаларга эга, деб фараз к,илиш керак. Бу эса, уз 
навбатида, тенглам анинг коэф ф ициентларига, сох;ага ва чегаравий шартларда
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цатнашадиган функцияларга маълум шартларни куйишни талаб к,илади. Агар бу 
шартлар ечимнинг маълум тартибли хосиласини таъминласа, айирмали схем а­
ни \ам шу тартибли аникликда излаш керак. Бу ердаги талаблар квадратур фор­
му лаларни танлаш га оид тавсияларга ^хшайди.

10.3.3. Пуассон тенгламаси учун ашщмас коэффициентлар мето­
ди асосида айирмали схема куриш. Фараз кдяайлик, G сохд квадрат 
булиб, шу сохдца ушбу

дх{ 3X2

Пуассон тенгламаси учун айирмали j  ___________ ____________ -
схема куриш талаб кдлинсин.

Бундай схемани икки хил тур ус­
тида бажарамиз. Аввало, кодами И га 
тенг булган квадрат турни кдраймиз,
4-чизмада курсатилганидек, 0 тугун ---------------- -----------------
атрофида 1, 2, 3, 4 билан белгилан­
ган тугунларни оламиз. Бу ерда х, ва 
х2 тенг хукукди булганлиги хдмда
тугунлар симметрик равишда жой-  ̂ j
лашганлиги сабабли айирмали ап- 
проксимацияни куйидаги куриниш- 4-чизма.
да излаш мумкин:

= сйщ + с, (и, + щ, + щ + щ ). (3.18)

Кдралаётган сохада (3.17) тенгламанинг ечими туртинчи тартибли 
узлуксиз хосилаларга эга деб фараз кдлиб, (3.18) ифода учун куйи- 
дагига эга буламиз:

0

4-чизма.



бунда
xw - h <  < x10 + h, x20 -  h < r)j < x20 + h, j  = 1, 2,3,4.

Бу ифодани соддалаштириб, куйидагмни хосил кдламиз:

V  = ( со + 4с,) Щ + 4с, ~ ^  + R (h), (3 .19)

бунда R{h) — крлдикхад. (3.19) ифода (3.17) тенгламани аппрокси­
мация кдлиши учун

с0 + 4q  = 0, 2cxh2 = 1 

шартлар бажарилиши керак. Булардан эса

келиб ч и кади. Шундай кдлиб, натижада куй и да гига эга булдик:

V o  = J h2 («I + W2 + М3 + «4 -  4м0) = (ды)0 + R (h). (3.20)

Агар М4 орк,али туртинчи хосилаларнинг G даги максимуми мо- 
дулини белгиласак, у холда R(h) кол дик, хад учун ушбу бахога эга 
буламиз:

|/?(/*)|<4|c,|^24M4 = 4f  М4 . (3.21)

Юкоридаги (3.20) ифодада (Аи)0 ни f 0 оркали алмаштириб, 
R(h) колдик хадни ташлаб юборсак, натижада и нинг турдаги 
такрибий кдймати у. учун ушбу

У\ +У2+У-3+У4 - 4 у0 = 2  h2f 0

айирмали тенгламага эга буламиз. Бундай аппроксимациянинг хато-л
лиги МА дан ошмайди.



И з о * .  (3 .1 0 ) ва (3 .21) ба^оларни со - х  
лиштириш шуни курсатдики, (3 .10 ) ба^о ^
(3 .2 1 ) га нисбатан 8 марта кичик. Ш у­
нин г учун хам ам алиётда 3-чи зм адаги  
схем а ишлатилади.

Маш к- Колдик, \ад R(h) учун (3 .21) 
ба\о курсатилсин.

Энди Пуассон тенгламасини то- 
монлари h га тенг булган мунтазам ^ 
учбурчаклардан тузилган тур усти­
да айирмали схема билан алмаштирамиз (5-чизма). 0 тугун учун 
айирмали тенглама тузишда уни куршаган 1, 2, 3, 4, 5, 6 тугунлар- 
ни олиб, куйидаги чизикди комбинацияни тузамиз:

5-чизма.

4«о  = Е сл
j=0

(3.22)

Агар 0 тугуннинг координаталарини (х,, х2) деб олсак, у холда 
равшанки, 1, 2, 3, 4, 5, 6 тугунларнинг координаталари мос ра­
вишда куйидагидан иборат:

(х, + h,x2), |х, + |,х, + Ау ^ ), |х, 

(х, - h ,x 2), ^х, - | , х 2

h h S  I ,x2 + - r

h h-Jb 
Xl + 2 ’X2 - ^ ~

Бу ерда хам x ва x тенг хукувуш булганлиги хамда тугунлар
симметрик равишда жойлашганлиги сабабли с, = с2 с, деб оли-
шимиз мумкин. Энди (3.22) ифодадаги и,, и2, ... и6 ларни 0 (х,, х2) 
тугун атрофида Тейлор формуласи буйича ёйиб ва соддалаштириш- 
лар бажариб, куйидаги га эга буламиз:

+с.

Lhu0 =  с 0и0 + c ^ U j  =  ( с 0 +  6 с , )м 0 +

2 I дх} + дх} J0 Т 4 ? 4 !\ е А-,2 +  dxi JU .V ,2 +  дх\ у 0

(3.23)
+ R (h ) .

Бу ифода Лаплас операторини аппроксимация кдииши учун

л 3/г2 ,
С0 +  6с, =  0 ,  - у -  С, = 1

деб олиш керак, бундан эса
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Шундай кдлиб,

-  ^2 [Wl + M2+M3+«4+«5+H6-6w0]

-т̂г + —'
О

+ Л(А). (3.24)

Агар ы(хр х,) ечим G да олтинчи тартибли хрсилаларга эга 
булса, у холда крлдик, хад учун куйидаги бахога эга буламиз:

Биз (3.24) тенгликдан куйидаги хулосаларга келамиз: ушбу 

У{ +У2+Уъ+Уи+У5+У(,- 6 Л  = О

айирмали тенглама Дм = 0 Лаплас тенгламасини ^аник^икда ап­
проксимация кдлади; А и = /  Пуассон тенгламасини

айирмали тенглама /г4 аниьушкда аппроксимация кдлади,

айирмали тенглама эса Ш аншушкда аппроксимация кдлади.
10.3.4. Чегаравий шартларни аппроксимациялаш. Фараз кдлай­

лик, чегараси /’дан иборат булган G сохада L u - f  биринчи чегара­
вий масалани (Дирихле масаласини) ечиш талаб кдлинсин, яъни

муносабатларни кдноатлантирадиган u{xv х2) функция топилсин. 
Кулайлик учун томонлари h дан иборат булган квадрат турни кдрай- 
миз (6-чизма).

Фараз кдлайлик, (/, к) тугун ГИ чегарадаги кандайдир тугун 
булсин, уни 5орк,али белгилаймиз, xt йуналиши буйича (/ + 1 , к) 
ички тугунни С орк,али ва х х йуналишида Гчегаранинг В га энг 
якдн ну^тасини А оркдли белгилаймиз. Купинча (р(В) = (р(А) деб

с  3И2 ,  ЗА4 / . /.ч 
У\+У2 + У ъ + У л + У 5 + У ь -  6Уо = - у  /о +  у 2~ (А/) 0

У\ + У2 + Уз + У4 + Уз + Уб -  6Уо = -y - fo

Z [m (x,,x2)] = f ( x u x2), (х ,,х 2) е G, 

и(х1,х2) |г = (р(х,,х2) (3.26)



олинади. Бу усул чегаравий шарт­
ни турнинг энг як,и н тугунига од­
дий кучириш дейилади. Оддий 
кучирганда йул куйютган хатолик­
нинг микдорини аникдаймиз. Фа­
раз кдлайлик, А ва В  нук,таларнинг 
координаталари (х ,.— 5 ,̂ х1к) ва 
(хи , х1к) булсин. У холда

u ( B )  = u ( A ) - 8 a u 'Xi ( $ , х 2к) =

= <р(А)-8ли  ̂ (4 ,хи ),

бунда хи -  8Л <4 < х г  Энди дА < h 
ни эътиборга олсак, оддий кучи- 
ришда йул куй ил га н хатолик 0(h) булади. Демак, (/, к) тугун учун 
0(h) аник«ликда

Ч, = (Р(А) (3.27)

тенгликка эга буламиз.
Агар яна бирор ички нуктадан фойдалансак, у холда и(В) нинг 

Хисоблаш аниьушгини орттириш мумкин. Бунинг учун u(xv хг ) 
нинг С = (xv + h, х2к) нук^тадаги кдйматидан фойдаланамиз:

u(A) = u(xu - 8 A,x2k) = u ( B ) - 8 Au'xi [в) + ^ и "х2 (в),

бунда В = (хь■ -  98А, х2к), 0 < в < 1 ва шунингдек,

и (С) = u(xu + h ,x2k) = м (в ) + /гм; (й ) + у ы ", (Я ),

бунда А = ( jc,, +dlh,x2k), 0 < 0, < 1 .
Бу тенгликлардан биринчи хосилани йукртсак, куйидаги хосил 

булади:

и(В) = h(p(A)+S Аи{С)
И+8а

■ о (/>•).

Агар О(Н2) ни ташласак, у холда (/, к) чегаравий тугун учун 
О (И2) аник^икда

И<р(А)+ёлу ^ к
h+sA (3.28)Ун =

тенгликка эга буламиз. Шундай к,илиб, биз хар бир чегаравий 
(/, к) тугун учун (3.27) ёки (3.28) тенгликни ёза оламиз. (3.28)

121



формула Коллатц формуласи ёки чизщли интерполяция формуласи 
дейилади.

Аппроксимациялашнинг аник,мас коэффициентлар методини 
куллаб, юк,ори тартибли аницликка эга булган чегаравий шарт­
ларни аппроксимациялаш формулаларини чик,ариш мумкин.

Энди иккинчи жинс чегаравий шарт

ди
дп

= <р(х , , х 2 ) (3.29)

ни айирмали шарт билан алмаштиришни куриб чикамиз. Бу х,ол 
биринчи чегаравий масалага нисбатан анча мураккабдир, чунки бунда 
изданаётган функциянинг нормал хосиласи кзтнашади. Нормал хосила 
функциянинг тур тугунлардаги к,ийматларининг булинган айирма- 
лари билан алмаштирилиши керак. Биз умумийликни сакдаш учун 
тугри туртбурчакли турни к,араймиз:

х, = хш + //г,, х2 = х20 + Щ  (/, к = 0, ± 1, ± 2 ,...).

Фараз кдлайлик, В нукта координаталари (х,., х2к) булган че­
гаравий нукта булсин, А эса В  нук,тага як,инрок, булган /'чегара- 
нинг нук,таси, С(хи_,, х2к) — ички нук,та, D (х,., х2 к_,) — чегаравий 
нук,та ва п Г  нинг А нук,тасидаги ташк,и нормал булсин (7-чизма). 
Нормал и билан Ох, ук, орасидаги бурчакни а  билан, Ох2 ук, 

орасидаги бурчакни эса В билан белгилаймиз. Энди = а  (А)
дп г х '

шартни В  нук,тадаги айирмали шарт билан алмаштириш масаласи­
ни курамиз. Нормал буйича хосиланинг таърифига кура

ди
дп

J ^ c o s  a + ~ c o s  р.  
дх\ дхг

Фараз к,илайлик, В  нук,тада 
нормалнинг йуналиши А нук^а- 
даги йуналиш билан бир хил 
булсин; А билан В орасидаги ма- 
софа 0 (h l + h2) булганлиги учун 
бу ф ар ази м и з н ати ж аси д а 
0 {h s + h2) хатоликка йул куямиз. 
Демак,

ди
дп И)

ди
дп (В)
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Энди хусусий хрсилаларини булинган айирмалар билан алмаш- 
тириб, куйидагига эга буламиз:

cos а  + а "1 cos /3 + 0  (/г, + (р(А)
Щ "2

ёки крлдик, хадни ташлаб,

COS “  + cos^ W  (3.30)

тенгликка эга буламиз. Шундай кдлиб, бу формула (3.29) чегара­
вий шартни (/, к) е r h тугунда айирмали шарт билан 0(hl + h2) аник,- 
ликда алмаштиради; (3.30) куринишдаги ифода барча (i,k )  е Ги ту- 
гунлар учун ёзилиши керак, шундагина биз (3.29) чегаравий шарт­
ни аппроксимация кдлувчи айирмали шартларни топган буламиз (а 
ва р лар А е Г к нук^танинг функцияларидир).

Учинчи чегаравий шартни аппроксимация кдлиш учун юкрри- 
даги биринчи ва иккинчи чегаравий шартлар аппроксимацияси­
нинг комбинациясини оламиз.

10.3.5. Айирмали схеманинг тургунлиги. Биз ёзувни кцскдрок.кцлиш 
макрадида айирмали схеманинг тургунлигини Пуассон тенгламаси 
учун Дирихле масаласини ечиш мисолида куриб чикдмиз.

Ф араз кд л ай л и к , G со^а тугри бурчакли туртбурчак 
G = {0 < < а, 0 < х2 < Ь) булиб, Г  унинг чегараси булсин. Шундай 
u{xv х2) функцияни топиш керакки, у G да

0 * * (3 .3 ,)

тенгламани кдноатлантириб, Гчегарада Дирихле шартини кдноат- 
лантирсин:

u\r =<p(xi,x 2), (3.32)

бунда (р(х\,х2) маълум функция. Фараз кдлайлик, (3.30) — (3.32)

чегаравий масала G = GUT сохада ягона ечимга эга ва бу ечим С да
д̂ и д̂ и--т ва ~г узлуксиз хрсилаларга эга булсин.
(Щ дХ2

Биз куйидаги тугри бурчакли туртбурчаклардан иборат булган 
турни ^араймиз:

хи = ihv i = 0 ,1 ,...,М, Mhx = а;1 ^  ^

x2k=kh2, k=0,l,...,N, Nh2=b.
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Энди G да ётувчи барча тугунларни G° деб олиб, чегаравий 
нукдалар 1\ сифатида /"да ётувчи тугунларни оламиз. Кейин

Л д2и д2и А и = —у + — 
ct*i дх2

Лаплас операторини га тегишли нук,таларда 3-чизмадаги беш 
нук т̂али андаза ёрдамида

Л „  _  У м ,к -2 У 0 с+ У 1 -1 ,к  , 3 ' а + 1 - 2 >’л + Д * - 1  _  f  
а иУис -  —  ' 72 ..... +  1,2 -  J i k  >

х Ь (3.34)
/ = 1 ,2 ,...,М - 1 ,  k  = \ ,2 ,.. . ,N -l

айирмали схема билан аппроксимация кдламиз. Агар А, -  h ,h 2 = ah 
(а  = const) булса, ухрлда 10.3.1 даги натижадан курамизки, (3.34) 
аппроксимациянинг хатолиги

\Rik(h )\ < ^ (l + a 2)M 4 

дан иборат. (3.32) шартни куйидагиларга алмаштирамиз:

Ул\rh = <Р('A ,kh2) ,{ ih l ,kh2) s  Th. (3.35)

Кдралаётган со\а тугри бурчакли туртбурчак булганлиги туфай- 
ли (3.35) аппроксимациянинг хатолиги нолга тенг. Чегарадаги (3.35) 
к^йматлар маълум булганлиги учун уларни (3.34) тенгламага куйиб, 
кейин маълум хдцларни унг томонга утказиб, куйидаги чизик,ли 
алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз:

Lhyik = f lk, / = 1 ,2 ,...,М -1 ; k = \ , 2 . . . , N (3.36)

Равшанки, (3.36) тенгламалар фак,ат чегара якднидаги тугун- 
ларда (3.34) тенгламалардан фарк, кдлади. Масалан, (/, 1) куриниш­
даги тугунларда (3.36) тенглама куйидаги куринишга эга булади:

У м ,\ -1уп + У 1-\ ,1  , У-,,2- 2 Уп _  f  4>(ih1 , ° )  _

т? Jn ~~hT~~~WiV

(3.36) системада тенгламаларнинг сони номаъдумларнинг сонига тенг. 
Шунинг учун хам (3.34) системанинг матрицасини Gh тур устидаги 
функцияни узига акслантирадиган чизикди оператордек к,араш мум­
кин.

Энди (3.34), (3.35) тенгламалар системасининг ягона ечими мав­
жудлигини курсатамиз.
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I -л е м м а . Фараз кдлайлик, #(А) = {# * }  микдорлар Gh =G°UTh 
тур устида аникданган кандайдир функция булсин. Агар G° 
соханинг тугунларида Ah d (h) £ О шарт бажарилса, у холда i){h] узи- 
нинг энг катта кдйматини G h нинг чегарасида, яъни Гн да кабул 
кдлади.

И с б о т и . Тескарисини фараз кдламиз. Айтайлик, iJUn узининг 
энг катта кдйматини ички нукл ада к,абул кдлсин. Умуман айтганда, 
бундай нук^талар куп булиши мумкин. Улар орасида шундай 
( i,k )  е СА° тугунни танлаймизки, # /+1 к , к , к+1, &. к1 кдй- 
матларнинг бирортаси &ik дан катъиян кичик, масалан, b i+ lk<ftik 
булсин. У  холда (/', к) тугунда куйидагига эга буламиз:

чунки &l+ljc- ft ik<0 булиб, к,олган кичик кавслар ичидаги ифода 
мусбат эмас, (3.37) тенгсизлик эса лемма шартига зиддир. Демак, 
бизнинг фаразимиз нотугри экан. Шу билан лемма исботланди.

2-л е м м а. Фараз кдлайлик, 0(A) микдорлар Gh тур устида аник,- 
ланган кдндайдир функция булсин. Агар G° нинг тугунларида 
AhiJh < 0 шарт бажарилса, у холда узининг энг кичик кдйма- 
тини Gh нинг чегарасида, яъни Th да к,абул кдлади.

Бу лемма хам худци олдингисидек исботланади.
Т е о р е м а  (максимум принципа). Фараз цилайлик, = {&ik} мик­

дорлар Gk да аницланган булиб, G\ тугунларда

тенгламаларни каноатлантирсин. Ух,олда узининг модул буйича 
энг катта щйматини Th чегарада кабул килади.

Теореманинг исботи 1-ва 2-леммалардан келиб чикдци.
Бу теоремадан f jk = 0 в а  cpjk = 0 булганда (3.35) ва (3.36) бир 

жинсли тенгламалар системаси факдт нол ечимга эга эканлиги 
келиб чикдди. Чунки, агар д и'} м  О б^лса, у холда dth> узининг энг 
катта ва энг кичик кдйматларини максимум принципига кура Th 
чегарада кабул кдлади; аммо Гнда §ih) = 0 , демак, бутун Gh сохада 
dih) = 0 . Шунинг учун хам (3.34), (3.35) айирмали схема ягона ечим­
га эга.

(3.37)

Ahf>ik = 0, / = 1,2,..., М - 1 ;  k = \ , 2 , - , N - \
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Энди (3.34) айирмали схеманинг тургунлигини курсатамиз. Бу­
нинг учун 10.2.2 даги таърифларни бу ердаги холга куллаймиз. 
Фараз кдлайлик, Uh, Fh ва Фк лар Gh , G°h ва Ги ларда аникданган 
функциялар фазоси булсин. Бу фазоларда шундай нормалар ки- 
ритамизки, улар узлуксиз функциялар фазоларидаги нормалар билан 
мослашган булиши керак. 10.2.2 даги 5-таърифга кура, (3.34), (3.35) 
айирмали схемалар тургун булиши учун /г, ва h2 га боглик, булма­
ган шундай С узгармас топилиб, (3.34), (3.35) масаланинг ечими

«(Л) = {yik} УЧУН

«(А) < с  |/(*>| + L {h) 
I\и„ I F  И/7. 1Г

бахо уринли булиши керак. Биз Uh, Fh, ФА фазоларда куйидаги 
нормаларни киритамиз:

niax|^|, ||/(/!)|| = m ax\fik
Gh 11 "Oi C“

= max \(pik 
ф* r*

Энди юкрридаги бахони урнатиш учун Гершгорин кридасига кура 

функция учун мажорант функция курамиз. Ушбу

Р (х ,, х2) = a20xf + апххх2 + а02х 2 + я10х, + а01х2 + а00 

иккинчи даражали купхад учун

P ik =  ^ P \(i,k) ’

чунки 10.3.1 даги (3.4), (3.5) формулаларда кдтнашадиган туртин­
чи тартибли хосилалар Д х,, х2) учун нолга тенг.

Энди W(xv х2) мажорант функцияни куйидагича аниклаймиз:

w  ( * i> * 2) = { [(«2 + Ь2) -  (х ,2 + х22) ] If (h)Ц  + ||<'Рт Ц  .

Ушбу г (х ,,х 2) = (я2 + Ь2 ) -  (х ,2 т х] ) функциянинг геометрик маъ- 
носини тушунтирамиз: 8-чизмада чегараси Г булган G соха тасвир- 
ланган. Бу чизмада ОА диагоналнинг узунлиги 7сг + Ь2 та тенг булиб, 
z(xt, х2) = 0 эгри чизик, маркази координаталар бошида ва радиуси 
ОА = л/а2 + Ь2 булган айланани билдиради. Шундай кдлиб, агар 
(х ,,х 2) е  G булса, у холда z(xv х2) > 0 булиб, G соханинг фак,ат
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A(a, b) нук,тасида нолга айланади, аммо 
бу нукта G‘h’ га теги шли эмас. Демак,

> 0-

Осонлик билан куриш мумкинки, СЦ 
нинг барча нукталарида

^ W ik =AW\(jk)= - fгЩ
II F„

i = l ,  2, ... , М - 1 ;
* = 1 , 2 ,  ... , N — 1.

Шунинг учун dlh) = uih] -  W  айирма G° тугунларда

Д^(А) = fW  +||/(Л)|| > 0
II II Fh

тенгсизликни каноатлантиради. I-леммага кура узининг энг катга 
кдйматини Гн да кабул кдлади. Аммо чегарада куйидаги муносабат 
уринлидир:

1 м ь с ц
щ

<0.

Шундай кдлиб, G,, да &<h} < 0, яъни и(М< W. Шунга ухшаш G° да 
§ih> = uih> + W  функция учун куйидаги тенгсизликларни х,осил кдла­
миз:

Ah&{h] < 0, #(л)[ > 0.•г*

У холда 2-леммага кура Gh да f)ih] >0 ёки U[h) > -W  тенгсизлик
< W бахони курсатдик. Бундан

^IKIU +*s)lk<'"L.+lk(l

уринли булади. Демак, Gh да 
эса

IL W  II <r IlH/ll <r I  / V  о. A2 'i II f W  II -u IL (* )
ИФА

хосил булади. Агар С = max jl ,~ (a 2 + b1 )| деб белгиласак, у холда 
охирги тенгсизликдан



келиб чик^ади. Бундан эса (3.34), (3.35) чегаравий масаланинг тур- 
гунлиги хам келиб чикдди. Демак, (3.34), (3.35) айирмали масала 
(3.31) тенгламанинг аник,ечимига як,инлашади ва як,инлашиш тар­
тиби 0(h2) булади, чунки якднлашиш тартиби аппроксимация тар­
тиби билан устма-уст тушади. Бошкд чегаравий шартларда (3.1) тенг­
лама учун тур методининг тургунлик масаласини [5, 24, 44] дан 
куриш мумкин.

Тур методида хосил буладиган чизик/ш алгебраик тенгламалар 
системасини 3-бобдаги методлар билан ечиш мумкин. Аммо бу сис- 
темаларни ечиш учун махсус методлар яратилган.

10.3.6. Рунге коидаси. Ечимнинг хатолиги учун юкррида келти­
рилган бахолар маълум нукронга эга. Бу бахоларда изланаётган ечим 
хосилаларининг модули кдтнашади. Одатда, уларнинг микдорини 
биз билмаймиз.

Амалиётда тур методи билан аникданган такрибий ечимнинг ха- 
толигини бахолаш учун 9.3.6 дагидек Рунге цоидаси ишлатилади.

Фараз кдлайлик, и(хг х2) бирор чегаравий масаланинг аник, ечи­
ми булиб, uh(x{, х2) эса кддамлари h = h ва /г2= ah  (а = const) 
булган тур методи билан топилган такрибий ечим булсин. Такрибий 
ечим eh(xv х2) хатолигининг h га нисбатан тартиби маълум булади. 
Айтайлик, хатоликни такрибий равишда

eh(xl,x2)« K (x [,x2)hp

куринишда ёзиш мумкин булиб, К(хг  х2) бунда G сохада чегара- 
ланган мусбат функция ва р  мусбат сон булсин. Фараз кдлайлик, 
uh(xv х2) ва u2h(xv х2) мос равишда h ва 2h кддамда тур методи 
билан топилган чегаравий масаланинг ечимлари булсин. У холда

м (х ,,х 2)  = u/:(xt,x2) + е а( х , , х 2) ,  м ( х , , х 2)  = u2k(xpx2) + e2A(x , , x 2)

ёки
иЬ- и7Ъ=г2Ь-ги

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликнинг унг томонига

sh & K (xt,x2)hp, s2h « K (xl,x2)2p hp = 2peh

ларни куйсак,

« * - « 2* * ( 2р- 1)е*(х„дс2) 

келиб чикдци, бундан эса

га эга буламиз. Бу ифоданинг кулайлиги шундаки, уни хар доим 
Хисоблаш мумкин ва кутиш мумкинки,

128



кдймат uh га нисбатан аник, ечимга якднрокдир. Шу йул билан uh 
нинг кдйматини аникрок,топиш мумкин. Амалиётда куйидагича иш 
тутилади: такрибий ечимни берилган тугунларда h ва 2h кадамлар 
билан хисоблаб, uh ва u2h кдйматлар такдосланади. Агар бу кдй- 
матлар берилган хоналарда устма-уст тушса, у холда такрибий ечим 
сифатида г^олинади. Акс холда h кддамни иккига булиб, uhh кдй- 
мат хисобланади. Кейин аник^ликнинг етарлилигини билиш учун 
юкрридагидек иш тутилади.

Чегаравий к,ийматлар Коллатц тенгламаси буйича топилгавда (3.1) 
тенглама учун Дирихле масаласини такрибий ечишдаги хатонинг 
тартиби h га нисбатан р = 2 булади. Демак, бу холда

' „ _ uh~u2h 
h ~ 3

10.3.7. Матрицали хайдаш методи. Эллиптик типдаги дифферен­
циал тенгламани тур методи билан ечганда хосил буладиган чизик,- 
ли алгебраик тенгламалар системасининг матрицаси махсус кури- 
нишга эга. Бундай матрицаларда нолдан фаркди элементлар фак,ат 
бош диагоналда ва унга параллел булган иккита кушимча диагонал­
да жойлашади; матрицанинг крлган элементлари нолга тенг. Юкррида 
айтганимиздек, матрицанинг бундай хусусиятини хисобга оладиган 
махсус методларни кдрашга тугри келади. Бундай методлардан бири 
матрицали хайдаш булиб, М.В. Келдиш томонидан таклиф кдлин- 
ган эди. Бу методни эллиптик тенгламалар беш ну ктали андаза буйича 
аппроксимация кдлинганда хосил буладиган чизшдш алгебраик тенг­
ламалар системасига куллаш мумкин. Шуни хам таъкидлаш керак­
ки, эллиптик типдаги тенгламада (3.1) тенгламага ухшаш аралаш 
хосила кдтнашмаслиги керак (к,. [24]). Бу методни G = {0 <х, < а,
0 < х2 < Ь) сохада (3.31) Пуассон тенгламаси учун куйидаги

м (0 ,х 2) = (р, ( х 2) ,  и (а ,х 2) = (р2(х2),  м (х , , 0 )  =(//, ( х , ) ,м ( х , , б )  = ц/2 ( х , )

чегаравий шартларни кдноатлантирувчи биринчи чегаравий масала­
нинг ечимини топиш учун куллаймиз. Биз бу ерда (3.33) турни 
кдраймиз ва /г, = /г, а  = И21ц2 деб белгилаб оламиз. Натижада (3.34) 
ва (3.35) муносабатлардан куйидаги айирмали схемага эга буламиз:

Ум,к + [ а У<,к- 1  - ( 2  + 2a ) y ik+ y lMl]  + y,-Uk= h 2f ik, (3.38)

i  =  1 , 2 ,  1 \ к -  1 , 2 ,  1,

9 — М . И сроилов 129



Уок ~ Ф\ ( Х 2 к)’ Ум ~ Фг (Х2к ) ’ к — 1,2,..., N 1,| 

У л  = Vi (*u  ) ,  Ут =  V 2 { x Xi) ,  i = \ , 2 , . . . , M J
(3.39)

Фараз кдпайлик, M « N  булсин. Куйидаги векторни киритамиз:

У =(.Уп’Уя>-,Уим-\)Т ■

Бу векторнинг компонентлари х, = хи тугри чизикда ётган тугун- 
ларда х,исобланган тур устидаги функциянинг «.ийматларидан ибо­
рат. (3.38) системани куйидаги вектор-матрица куринишида ёзиб 
оламиз:

Ум + Лу, + Ум = f i, i  = \,2,...,M-\,

Уо =Фо*Ум =Фи >

(3.40)

(3.41)

бунда матрица (Л"— 1 ) тартибли уч диагоналли матрица булиб, ку­
йидаги куринишга эга:

А =

- ( 2  + 2 а )  а 0 . . 0 0 0
а  - ( 2  + 2 а ) а . 0 0 0

0 0 0 . а - ( 2  + 2а )  а
0 0 0 . 0 а  - ( 2  + 2а )

/ ,=

h2f { xu,xn )~ a 4'i (*u) 

hlf{x u ’x2i)

h f ( X\i’X2,N-2 )

h2f { xu’x2,N-\)-av2 (*i/)

<Po

*Pl ( хп )

(рх {х22) (р2 ( х22)
> Фм =

% ( X2,W-1 ) Фг (-^г.лм )

Шундай к,илиб, (3.38) тенгламалар системасини ечиш учун
(3.41) чегаравий шартларда (3.40) айирмали тенгламаларни ечи- 
шимиз керак. Бу масалани хайдаш методи билан ечамиз. Бунинг 
учун (3.40) системада Ум  векторни йукртиб, .ум  ни куйидаги 
куринишда ёзамиз:

Й-, = * ,£ + « , .  (3-42)
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бунда Х.ва z, номаълум матрица ва вектор булиб, уларни (3.40) 
тенгламадан топамиз; ни (3.40) га олиб бориб куямиз:

Ум +{A + Xi)yi + zi = / . (3.43)

Энди (3.42) да / ни / + 1 билан алмаштириб, натижасини (3.43) 
га келтириб куйсак, куйидаги \осил булади:

( Е  + ( А + Х , ) Х М ) y i+l = f , - Z j - ( A  + X t) zM.

Бу тенглик ихтиёрий Д+1 вектор учун бажарилиши керак, демак,

Е  + ( В + Х , ) Х М = 0,

1 - 1 , - { В + Х , ) 2 м = 0.

Бу ердан Ху, Xv  . . . ,  Хм матрицаларни ва ZV Z2, ... ,ZM векторлар- 
ни топиш учун ушбу рекуррент муносабатларга эга буламиз:

Хм = -(В  + Х,)-\  (3.44)

(3.45)

Бу формулалар ёрдамида хдсоблашни бошлаш учун Х х = 0 ва 
Z, =Ф 0 деб оламиз. Шундай кдлиб, (3.44), (3.45) формулалар ёр­

дамида Xi матрицаларни ва г, векторларни топамиз. Бу микдорларни 
топиш жараёни тугри у^айдаш дейилади. Кейин у м = фм деб олиб,
(3.42) формула ёрдамида Ум-v  — векторларни топамиз. Буж а- 
раён тескари %айдаш дейилади. Матрицали хдйдаш методида асосий 
^исоблаш хджмини (М  — 1) тартибли тескари матрицаларни 
Х м  = -  (Л + X t)“' формула ёрдамида топиш ташкил этади. Матри- 
цаларнинг тартиби ошган сари унинг тескарисини топиш куп мох­
нат талаб кдлади. Шунинг учун \ам М  »  N  булганда хдйдаш йуна- 
лишини Ох, укининг йуналиши билан бир хил к,илиб олдик. Агар 
N  »  М  булса, у \олда матрицали хдйдаш йуналишини Ох2ук,ининг 
йуналиши билан устма-уст тушадиган к;илиб, матрицали л;айдаш 
йуналишини узгартириш керак.

Энди матрицали )<айдаш методининг тургунлик масаласини куриб 
чик,амиз. Бунинг учун куйидаги леммани исботлаймиз:

1-л е м м a. (JV—1) тартибли симметрик А матрицанинг барча Я (А) 
хос сонлари ушбу формула билан аникданади:

l k (A) = - 2 - 2 a ( l  + c o s ^ ]j, k = l ,2 ,- ,N - l .
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И с б о т и . Кулайлик учун р -  N -  1 ва 2/S = -(2 + 2а) - А белгилаш 
киритсак, у холда А матрицанинг характеристик тенгламаси куйи­
дагича ёзилади:

Dp (X) = det(A-XE) =

2 р а 0 . . 0 0 0
а 2/3 0 . . 0 0 0

0 0 0 . . а 2 р а
0 0 0 . . 0 а 2 р

=  0 .

Биз Dp(X) ~ 0 тенгламанинг илдизларини топиш учун Dp (Я) 
нинг ошкор куринишини топамиз. Бунинг учун Dp (Я) аник/ювчи- 
ни биринчи устун элементлари буйича ёямиз, натижада

Dp (X) = 2 l3 D ^ (X )-a 2Dp_1{X)

ёки

Dp (Я) = 2/JDp_, (X) + a 2Dp_2 (Я) = 0 (3.46)

\осил булади.
Бу тенглама иккинчи тартибли бир жинсли чекли-айирмали тенг­

лама булиб, характеристик тенгламаси

q 2 (X )-2 p q (X ) + a 2 = 0

дан иборат. Равшанки,

qx(X) = P + J p 2- a 2,q2{X) = p -y ll3 2- a 2.

Демак, (3.46) тенгламанинг умумий ечимини куйидагича ёзиш 
мумкин:

Dp (X) = c,q?(X) + c2qP(X).

Бу ерда сх ва с2 узгармас сонларни шундай танлаймизки, куйидаги 
дастлабки шартлар бажарилсин:

С\Ч\ (Я) + с2̂  (Я) = Dj (Я) = 2/3, 

cxq2x (X) + c2q2 (Я) = £>2 (Я) = 4/32 -  а 2.

Бу чизик«ли тенгламалардан с, ва с2 ларни топамиз:

„  _  Р+Л1 Р^ Р 2~а2
2yj р ^ - а 2̂
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Д е м а к ,

» Л Х) = 2 Jp 2-a
(p  + j p 2 - a 2J "  - ( p - y fp 2 - a 2

p+i

Бу ифодани нолга тенглаштириб, А матрицанинг хос сонларини 
топамиз:

ч р  + 1

p - ip 2-*

яъни

бунда

Р + ^ Р 2- а 2

Р~4Р2-а 2

= 1 = е2 nki

(3.47)

ж к пк
<Рк ~ р+Г ~ ~N'

Агар (3.47) чап томонининг сурат ва махражини р + ĵ p 2 -  а  га 
купайтирсак, натижада

\2„2
= е 2ц>к,

Хосил булади ва демак,

Р +л]р2 - а 2 = а е “Р (3.47, а)

Бунда ft  номаълум сон, чунки р = -  - (/ + 2 + 2а ) . Осонлик билан 
куриш мумкинки, (3.47, а) тенгликни

Р к = a c o s ( p t = c c c o s ~

Каноатлантиради. Шундай кдпиб,

M ^ )  = - 2 - 2 a ( l  + cos*J-).

Лемма исботланди.
Н а т и ж  а. А матрицанинг барча хос сонлари \хк {А)\>2 тенгсиз- 

ликни кдноатлантиради.
Агар барча j  = О, 1, ... , М учун \\Х,\\ < 1 б^лса, матрицали %ай- 

даш методи яхлитлаш хатолигига нисбатан тур рун дейилади (к,. [24], 
249-6.). Бу ерда матрицанинг ихтиёрий нормасини олиш мумкин. 
Агар |р0|| 1̂ булса, у х,олда куриниб турибдики, (3.42) ва (3.45) 
алгоритмлар хдооблаш хатолигига нисбатан тургундир.
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Энди ||Х; || < 1 лигини курсатамиз. Фараз кдлайлик, s вектора 
матрицанинг Хк (А) хос сонига мос келадиган хос вектори булсин. 
Унда хос соннинг таърифи ва 1 -лемманинг натижасидан куйидаги - 
га эга буламиз:

As = As, ||Л«|| = |Xk |\\s\\ > 2 |s|.

Фараз килайлик, бирор / учун |jZ,|| < 1 булсин ва биз ||А',+| || < 1 
эканлигини курсатамиз. У холда |||| = 0 булганлиги сабабли бар- 
ча / = 1, 2, ... , М учун ||Х,|| < 1 эканлиги келиб чикдди. Бунинг 
учун s билан аникданадиган ушбу

<T=-(^ + X ,)s  = X -11s 

векторни оламиз. Равшанки, ||Х,|| < 1 булганлиги учун 

||ст|| = ||Л£ + Х ;5|| > ||Л*|| - 1 > 2 Щ  -  |.vi! = ||s||.

Аммо s = X Ma , демак, ||̂ /+1<т|| = \\s\\ < ||cr||. Бундан эса ||Jf,-+1|| < 1 
келиб чикдди. Шу билан матрицали хайдаш методининг яхлитлаш 
хатолигига нисбатан тургунлиги курсатилди.

10.3.8. Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини ечишда Либ- 
ман методи. Фараз кдлайлик, (3.31) Пуассон тенгламасининг G 
сохада (3.32) чегаравий шартни кдноатлантирадиган ечимини то­
пиш талаб кдтинсин. Биз бу ерда беш нук^али андазадан квадратик 
тур учун (/г, = h2 = И) фойдаланамиз. У холда (3.34) дан куйидаги 
содда айирмали схемани хосил килам из:

Уя =  \{У м ,к +У м ,к +У,,к- 1 +  У,М1 ( 3 -4 8 )

чегаравий шартни эса

ул =(р(А) (3.49)

шаклда оламиз. Бу ерда юкрридаги тенгламаларнинг сони /V жуда 
катта булиши мумкин, шунинг учун хам бу системани итерация 
методи билан ечиш маъкулдир. Биз итерация методини Либман [59] 
курсатган усул буйича куллаймиз. Бунинг учун турдаги тугунларни 
куйидагича турларга ажратамиз: Чегаравий тугунларни биринчи тур 
тугунлар деймиз. Камида битта кушниси чегаравий тугун булган 
барча ички тугунларни иккинчи тур тугунлар деймиз. Олдинги турлар­
га тегишли булмаган ва камида битта кушниси иккинчи турга те­
гишли булган барча ички тугунларни учинчи тур тугунлар деймиз
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ва х- к. Шундай к,илиб, Gh даги барча тугунларни чекли микдорда- 
ги турларга ажратамиз, шу билан бир га хар бир тугун факдтгина 
битта турга тегишли булади. _

Фараз щ лайлик, ( j  = 1,2,...,7V) ечим Gh сохадаги (3.48),
(3.49) айирмали чегаравий масаланинг j  тугундаги аник, ечими булсин. 
Энди yv у2, , yN ларга ихтиёрий . . . ,у $  киймат берамиз
ва буларни (3.48), (3.49) айирмали масаланинг нолинчи як,инлаши- 
ши деймиз. Биринчи як,инлашиш у[Т| ни топиш учун (3.48) га кура 
у[П) нинг туртта кушни тугундаги к,ийматининг уртача арифмети- 
гидан ~ f  нинг 1-тугундаги к^ийматини айириш керак. Кейин 
ни топиш учун нинг туртта кушни тугундаги к,ийматларининг

/г2Уртача арифметигидан -4-  /  нинг 2-тугундаги к,ийматини айириш 

керак ва х- к. Шунга ухшаш у^  лардан фойдаланиб, y f 1 ларни
топамиз ва х- к. ___

Энди z(jn> = уj ~ y jn) деб белгилаб, барча j { j  = l,iv ) учун

lim z ^  = О

тенглигини курсатамиз.
Ха^икдтан х,ам, z1"' (3.48), (3.49) айирмали чегаравий масала­

нинг f jk = 0 ва чегаравий шартлар нолга тенг булгандаги ечимидир. 
Шунинг учун хам навбатдаги я^инлашиш ^  олдинги zf~'} як,ин- 
лашишларнинг туртта куш ни тугундагиларининг уртача арифмети- 
гига тенг. Хусусий холда

|z,(1)| < f l - М =  maxlz^l,
I 1 I \ 4 /  i<y<wl J I

чунки биринчи тугуннинг камида битта кушниси Гк чегарада ётади 
ва унда чегаравий шарт нолга тенг. Шунга ухшаш

Ц п| < [ \ - ^ М , ..., |ẑ | < = аМ ,

а = 1 -4  w <1.

Бу жараённи давом эттириб,у га боЕтик, булмаган ихтиёрий п учун

|г<й)| <а"М

тенгсизликни хосил циламиз. Бундан эса п -» оо да г|,и| -> 0 келиб 
чик;ади.
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Куриниб турибдики, бу алгоритм хисоблаш хатолигига нисбатан 
тургундир, чунки бирор кдцамда йул куйилган хатолик кейинги 
кддамда камайиб боради.

Бу усулнинг хисоблаш учун кулайрок, булган схемасини курит 
учун оркдли и-тузатмани белгилаймиз:

Равшанки, s f 1 ни х,исоблаш учун юк,оридаги усулга кура у 1-1 
ни х,исоблаб, кейин

айирмани топиш керак. Барча кейинги в'"] [п > 1) х,исоблашлар zip 
ни хисоблагандек олиб борилади, яъни в ”1 ни топиш учун нолли 
чегаравий шартлар ва f ik = О деб олиб, Е р ]] ларнинг туртта кушни 
тугундаги кдйматларининг уртача арифметигини олиш керак.

деб олиб, бу такрибий тенгликнинг хатолигини ба^олаймиз. Рав- 
шанки,

е («) =  у ( " +О _  > )j ' I * 1 1

у холда куйидагига эга буламиз:

Энди

(3.50)

бундан эса

Z  е("] + £

Шундай к,илиб, (3.50) такрибий тенгликнинг хатоси

—  а т+1М (3 .51)

микдорга тенг булиб,бунда

а  = 1 - 4 М = max |z(,0)I, z[0) = у[0) - у ..
1</<ЛМ 1 I 1 ] 1
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Шуни хам таъкидлаш керакки, (3.51) куполлигига карамасдан, 
жиддий равишда г',0’ = }>'■" -  у , ларга боглик,- Шунинг учун хам у{р  
дастлабки як^инлашишларни танлаш учун кушимча маълумотлардан 
фойдаланиш керак. Айрим холларда берилган турда ечиш керак булса, 
аввал бу масалани йирикрок, турда ечиб, кейин интерполяция ама- 
лини бажариб, натижада у{<- ] учун берилган турда озми-купми крни- 
к,арли к,ийматни хосил кдлиш мумкин.

М и с о л .  Куйидаги

дх. дх]
-2х,

П уассон тенгламасининг ечими {0 < ;q ,  х2 < 4 } квад- 
ратнинг 9-чи зм ада курсатилган 1—9 нуцталардаги 
к;иймати топи лси н. Чегаравий шартлар 9-чи зм ада 
курсатилган.

Е ч и ш .  Gh со х а н и н г тугунларин и 9 -ч и зм а д а  
курсатилганидек белгилаб чик>амиз ва (3 .4 8 ) тенг­
ламани куйидагича ёзиб оламиз:

а
(3.48а)у] = 4 (Уа+Уь+Ус+У<1) +

9-чизма.

бунда (лг,) орк,али j - тугуннинг абсциссасини белгилаймиз; а, Ь, с, d  лар эса j -  
тугунга кушни тугунлар. Чегаравий шартларнинг симметриклигига кура

У^У^У^УуУ^У,
тенгликлар келиб чиадци. Ш унинг учун хам факдт у г у2, ... , у6 ларни топиш 
кифоядир. Кдралаётган турда А = 1. Дастлабки як,инлашишларни танлаш учун 
куйидагича иш тутамиз: у^  ни топиш  учун h = 2 деб олиб, (3 .4 8 а ) дан куйи- 
дагига эга буламиз:

(0) 1 22-2-2 
У 4 (0+ 0+ 0+ 16) -

4 7 4

_у[0  ̂ ни топиш  учун (3 .4 8 а ) да h = -Jl деб оламиз, у холда

У>(°). 9.

Ш унга ухшаш
(°) 1 /п п п „ч 2-2-1у\ ’ = — (0+0+0+8) + —

Энди берилган т^рда h = 1 кдцам билан куйидагиларни хисоблаймиз:

^ 0 ) = 1 (8 + 1 6 + 8 + 8 ) + ^ 11,5;

y f ] = 1 (3 + 8 + 0 + 8 )  + = 5 ,7 5 ;

(0) 1 (0 + 8 + 3  + 3) + ^ -
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Хисоблашларнинг крлганлари 9-жадвалда келтирилган. Биз факрт 6 та итерация- 
ни олдик, аслида х,исоблашни t"'  етарлича кичик булгунича давом эттириш к е­
рак. Итерация жараёни се кин якднлаш иш ининг сабаби к,адамнинг катталигида 
(А = 1). Ж адвалнинг охирги сатрида берилган дифференциал тенглама

и(х|; х2) = х,х2(4 -  х ,) 

аник, ечимининг тугунлардаги к,иймати келтирилган.

9-ж ад  в ал

j 1 2 3 4 5 6

У ?
9 11,5 5,75 8 3 4

У? 8 ,8125 12 6 7,75 2,9375 4

yf] -0 ,1 8 7 5 0,5 0 ,25 - 0 ,2 5 - 0 ,0 6 2 5 0

У? 0 ,1875 - 0 ,1 5 6 2 - 0 ,1 2 5 0,25 0,0625 - 0 ,0 9 3 8

‘ У ’
-0 ,0 4 5 3 0 ,1562 0 ,125 - 0 ,1 2 5 - 0 ,0 5 4 7 0 ,0938

0 ,703 - 0 ,0 5 3 9 - 0 ,0 5 6 2 0 ,125 0 ,0547 - 0 ,0 5 8 6

-0 ,0 2 7 5 0 ,0 6 6 4 0 ,0625 -0 ,0 5 6 2 - 0 ,0 2 8 7 0 ,0 5 8 6

45} 0 ,0 3 2 2 - 0 ,0 2 7 8 -0 ,0 2 8 1 0 ,0 6 2 5 0 ,0302 - 0 ,0 2 8 4

8 ,9975 12,0125 6 ,0000 7 ,9438 2,9713 3 ,9716

«* 9 ,000 12,0000 6 ,0000 8 ,0000 3 ,0000 4 ,0 0 0 0

Умумий узгарувчан коэффициентли (3.1) эллиптик тенглама учун 
чик,арилган (3.7) оддий итерация ва Зейдел методлари билан ечиш 
хамда хатони ба\олаш мумкин. Бу масалалар [7] да келтирилган.

10.3.9. Фурьенинг тез алмаштириши. Фараз кдлайлик, а(п) (п = 0,
1 , ... , Л"—1) комплекс сонларнинг чекли кетма-кетлиги булсин. 
Биз Фурьенинг тез алмаштириш (ФТА) алгоритмини куриб чик,а- 
миз. Бу алгоритм а(п) кетма-кетлик учун Фурьенинг дискрет алмаш- 
тиришида (ФДА) энг тежамкор алгоритмлардандир. Анщрок, кдлиб 
айтганда, ФТА

/ (* )  = Х М Ф ™ ,  k = 0,1,...,7V-1 (3.52)

алмаштиришни ва унга тескари булган

= . (3.53)
к= 0

алмаштиришни х,исоблаш учун ишлатилади. Кейинчалик кулай були­
ши учун
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белгилашни киритиб, f ( k ) ва а(п) ни куйидаги куринишда ёзамиз:

N - 1

(3.55)

(3.56)

Бу ифодалар мос равишда Фурьенинг чекли цатори ва Фурьенинг 
дискрет коэффициенти дейилади.

Агар а(п) лар хакдкдй сонлар булса, у холда Д/с) нинг мавхум 
к,исми Im fik )  куйидагига тенг:

(3.55)—(3.57) куринишдаги функциялар математикада ва унинг 
хилма-хил татбикдарида, жумладан, айирмали тенгламаларни ечиш­
да, статистик маълумотларни ишлашда, рак,амларнинг спектрал тад- 
кдкдца учрайди. Аммо як,ин вак,тларгача ФДАкам ишлатилар эди, 
чунки берилган а(п) ва Ж*" учун f ( k )  нинг барча ДО), Д 1 ) ... , ДЖ—1) 
к,ийматларини хисоблашда N2 та купайтириш амалини бажариш 
керак.

Шуни таъкидлаш керакки, агар N  куп булувчиларга эга булса, у
2тг ktiХолда sin——  сонлар орасида бирхиллари куп учрайди. Шунинг 

учун хам уларни гурухлаб, купайтириш амалини камайтириш мум­
кин. Шу гоя га асосланган ЭХМ  да хисоблаш учун тежамкор алго- 
ритмни Жим Кюли ва Жон Тьюки таклиф кдлишган [58]. Бу алго­
ритм Фурьенинг тез алмаштириши ёки Фурьенинг тез дискрет ал- 
маштириши дейилади (ФТДА). Бу алгоритмда N = Т  ёки N = Зр 
булса, алгоритм тежамкор булади. ЭХМ  да дастурлаш кулай булиши 
учун N = 2 ‘ деб оламиз. Умумий холда N = гх г2 .... г деб к,араш 
мумкин. Бу хол [26, 27, 50] ларда мукаммал *;аралган ва хар хил 
татбикдари келтирилган. Берилган Ь а  и ларнинг иккилик санок, 
системасидаги ёйилмасини ёзамиз:

(3.57)

(3.58)

бу ерда kj ва п. лар 0 ёки 1 га тенг. Куйидагича
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a(n) = a(n0, n ], . . , , n rl) 

белгилашни киритиб, (3.55) йигиндини

f ( t ) .  £

= ^  ЦГк"о 
”0=°

2 > 2* \ . . £  .....ин )
(3.59)

куринишда ёзиш мумкин. Энди к нинг (3.58) ёйилмасидан фойда- 
ланиб, ички

£  W ^ a ( n 0, (3.60)
Яр-1 =

йигандини бошкд куринишда ёзамиз. Равшанки,

W 2Р 1 *о"„ \( fff^P 2Р_12 к 1 яиг р--1"р~

Бу купайтмада иккинчисидан бошлаб барча купаювчилар 1 га тенг. 
Хакдкдтан хам, 1 < у < р — 1 булсин, у холда = I ва np_t k l J 
бутун сон (чунки пр _, к. ифода 0 ёки 1 га тенг вау > 1) булганлиги 
учун куйидаги тенгликлар уринли булади:

W = W = w N n „ ,k ,2 J ~
- 1 .

Шундай кдлиб, W 2 кПр~' = W 2 "р тенглик бажарилади ва де­
мак, (3.60) йигиндини

1 2Р_'Л *оа1(*0,«0,...,ир_2) =  ^  W р~'0 а(и0,и,,...,ирЧ)
Пр-1 = 0

куринишда ёзиш мумкин. (3.59) ифодада охиридан битта олдинда 
турган йигиндини

2PlfIp-\̂0

] Г  Wk2P "р~2 а { (к0,п0,. . . ,пр_г ) (3.61)
пр- 2 =

каби ёзиб оламиз. Кейин к2р 2пр_2 сонни

2 ^ 2 пр_2 (к0 + 2kt) + 2Р V 2  (к2 +... + 2р~ъкрХ)

Г Т1,к2р-2 п„_2 ,] т(кг1+2кА2р-2п„ 2куринишда тасвирлаб, W р 2 = W  р тенгликнинг чин-
лигига ишонч хосил кдламиз. Натижада (3.61) куйидаги куриниш- 
ни олади:
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1

a2 (£0,« 0, . . „ V 3) =  Z  W{k'>+2kx)2P ”p-2a](k0,n0,.. .,np_2).
" p - 2  = 0

Худци шунга ухшаш навбатдага кддамда куйидаги

аъ{к0,к„к2,п0,...,пр__4) = £  W^ +2k'+2 *2)2 "р~3а2
" р -3  = 0

хос ил булиб, охирида

f { k ) = j ^ W k"0ap__l (k0,kl,.. .,kp_2,n0)
по=0

келиб чикдди.
Шундай кдлиб, (3.55) йигиндини хисоблаш учун ФТА алшрит- 

ми куйидагидан иборат: аввало, ква  п сонларнинг (3.58) ёйилмаси- 
ни ёзиб ва а(я) = я(я0, и,, ... , и ,) белгилаш киритиб, иккита 
наддан иборат булган куйидаги йигиндиларни хисоблаймиз:

^ {к0,п0,...,пр_2)=  ]Г  W2” к<’Пр-'а(п0,п],...,пр_1),
"р -1  = °

а2(к0,к1,п0,...,пр_3) =

= Z  W{k!>+2k')2P Пр-2а1(к0,п0,...,пр_2),
"р-2=0

а р - 1 (^0’ 1̂>’”’^2’Ио)

*  Y, ^  + +2 ^ ^  а р~ 2 {k0 А > ■ ■'''’ к р -Ъ  > ■ - > ■ « 0  > « 1  )>
«1 =0

/ W = Z ^ " 0v . K ^ p - , V 2 .« o)-
«0=0

Энди /(А) (А; = 0,1, ..., JV—1) йигиндиларнинг ФТА алгоритми 
билан топилгандаги купайтиришлар сонини хдсоблаймиз. Равшанки, 
с,(А:0, и0, ... , лр_2) функция факдт а2(&0, ... , л ^ )  функция-
нинг кдйматини хисоблашда керак булади, аммо бунда о,(/с0, п0, ... ,и 2) 
ни факдт икки марта п 2= 0 ва « 2= 1 булганда хисоблаш керак. я 2 
нинг хар бир кдймати учун а,(^0, я0, ... , пр 2) ни хисоблаш иккита 
купайтиришни талаб кдлади. Демак, а{{к0, п0, ... , п _2) ни хдсоблаш 
учун купайтиришнинг умумий сони туртга тенг. ^.ейинги хар бир
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я(£0, k v ... ,k._v n0, n{, ... , прЧ_х) йигиндини хисоблаш учун хам 
турттадан купайтириш амалини бажариш талаб кдтинади. Йишнди- 
ларнинг сони эса р  га тенг. Шунинг учун хам берилган к  учун f(k )  
ни хисоблашга 4р = 41od2/V та купайтириш керак. Барча к  ларни 
к  = 0, 1, ... , N~l учун хисоблашда сарфланадиган купайтиришлар- 
нинг сони 4pN  = 4Mod2./Vra тенг. Бу сон (3.55) йигиндини бевосита 
хисоблаш учун сарфланадиган N 2 та купайтиришга нисбатан анча 
кичикдир.

10.3. 10. Декомпозиция методи. Эллиптик тенгламани айирмали 
тенгламалар системаси билан алмаштирганда система матрицаси А 
нинг тартиби ички ну^талар сони N  га тенг булади. Агар Лаплас 
операторида узгарувчиларнинг сони к булиб, хар бир узгарувчи буйи­
ча кддам h га тенг булса, тугунларнинг сони N  = o | ^ j та булади. 
Масалан, к = 2, h = 10-2 булганда N  *  104 булади. Бундан ташка­
ри, матрицанинг куп элементлари нолдан иборат булиб, махсус 
структурага эга. Нихоят, бу матрица ёмон шартланган, яъни энг 
катта хос соннинг энг кичик хос сонга нисбати 0(h~2) га тенг.

Эллиптик тенгламалар учун курилган айирмали тенгламаларнинг 
бу хусусиятлари махсус тежамкор методларни ишлаб чикишни та­
лаб кдпади.

Хозирги вак;тда Пуассон тенгламасини ечишда хосил буладиган 
чекли-айирмали масалани ечиш учун иккита тугри тежамкор ме­
тод мавжуд. Уларнинг бири декомпозиция методи (буни редукция 
методи, циклик редукция методи ёки узгарувчиларни тоц-жуфт тарз- 
да йщотиш методи хам дейилади) булиб, Гаусс методининг мо- 
дификациясидир. Иккинчиси эса Фурьенинг тез алмаштиришига 
асосланган узгарувчиларни ажратиш методидмр. Агар тугри туртбур- 
чакда хар бир йуналиш буйича тугунлар сони N  булса, у холда хар 
иккала тежамкор метод учун арифметик амалларнинг сони 
Q = 0 ( m n  N) та.

Матрицали хайдаш методи тугри метод булиб, мураккаб шакл- 
даги чегарага эга булган айирмали эллиптик тенгламага кулланила- 
ди. Аммо матрицали хайдаш методи Q = 0(N 4) та арифметик амални 
ва ораликдаги маълумотларни сакдаш учун катта хотирани талаб 
Кил ад и. Шу билан бирга, агар унг томони ва чегаравий шартлари 
билан фарк кдпадиган бир кдгор масалаларни ечиш талаб кдтинса, 
у холда хайдаш матрицаларини хотирада сакдаш хисобига матрица­
ли хайдаш методида иккинчисидан бошлаб кейинги вариантлар учун 
амаллар сонини 0(N 3) гача камайтириш мумкин.

Энди декомпозиция методини куриб чик,амиз. Фараз кдлайлик, 
чегараси Г  дан иборат G = {0 < xt < а, 0 < х, < Ь) сохада Пуассон тенг­
ламаси учун ушбу
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^ T  + j T  = - f { xi>xi)> и\ = (р(х1,х2) дх\ дх2 (3.62)

Дирихле масаласини ечиш талаб кдпинсин. Биз А, = a/Nv h2 = b/N2, 
дс1(. = ihv x2j = jh2 деб олиб, Gcox,a ва Гчегарани мос равишда куйида- 
гилар билан алмаштирамиз:

(3.62) тенгламага беш нук^али андазани куллаб, Лапласнинг куйи­
даги А айирмали операторини хосил кдламиз:

Аввал о, (3.62, а) системани куйидаги вектор тенгламалар системасига 
келтирамиз:

бунда Y j ва f j  векгорларнинг компонентлари мос равишда у . ва f  
ларнингу'-устундаги кдйматларидан иборат булиб, В — квадрат мат­
рица. Бу матрицани аникдаш керак.

Агар (3.62) тенгламанинг унг томонини чегара як,инида узгартир- 
сак, у холда / = 0, i = /V, булгандаги чегаравий нук^аларда ytj = 0 деб 
олишимиз мумкин.

Энди (3.62) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Г h = {х„., 0 }  и  [a, x2J }  U { *„ ,  Ь} U {о, x2J}.

АУу = AiУi) + л 2Уу> ‘ = 1. Ni - J  = 1, W2 ~ Ц  (3.62, a)

Бунда

(3.63)

-Уи-\+ {2у - ^ \ у  \ ~ y,j+1 = hl<hj’
1 < i < N, -1, 1 < j  < N2 -1, 

Jo, = yN]j = 0, o < j < N 2,
(3.64)

Ую=<Рю> УiN2 = (PiN2 ’ 0 < i < N P  
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бунда q„ = fy, агар 1 < i < N x - 1, 1 < j  < 1, 1 < j  < N2 -1  булса,

Юкрридаги Yj ва F j векторларни куйидагича аникдаймиз:

Бу ва (3.64) дан курамизки, (3.62) айирмали масала (3.63) век­
тор тенгламалар системасига тенг кучлидир.

Энди N2 = 2" деб олиб, декомпозиция методини тавсифлашга 
утамиз. Бу методнинг гояси шундан иборатки, (3.63) системадан 
аввал ток; рак.амли у ,  векторлар, кейин ракдмлари 2, 4, 8 ва к. га 
каррали булган векторлар йукртилади.

Индекснинг j  = 2, 4, 6, ... , N2 — 2 (бунда N2 = 2") кдйматлари 
учун куйидаги учта тенгламани ёзамиз:

—У j + BY j+1 — У j+2 = -fy+i.

Иккинчи тенгламанинг хар иккала томонини В  матрицага купайти- 
риб, кейин бу учала тенгламани кушиб чикдмиз:

4 l j ~ f j + h\ (Poj ,  Ч jV, -1,1 / j V i - 1 ' j + ^1 V N i - I J -

j  = 1, 2,...,Ar2- l ,  

= ( v tj,<P2j,-,<PNI-l.j)T > araP j  = ^2 бУЛСа-
Айирмали В  операторни куйидагича аникдаймиз:

(3.65)
Jo; = Уич =  °-

- У  ,-2 + ЯУ у-i -  У j = / V i , 

- Y j . x+ b Y j - Y jm = F j ,

(3.66)

бунда

S (l) = ( й(0)) - 2 E ,  S (0) = 5,
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Юкрридаги (3.66) система факдт жуфт рак,амли у , номаълумлар- 
дан иборат булиб, уларнинг сони  ̂N2 -  1 га тенг. Агар (3.66 ) сис- 
темадан жуфт ракдмли Y,  лар топилса, у х,олда ток, ракдмли но­
маълумлар

тенгламалардан топилади.
Худди (3.63) системадан ток, рак^амли векторларни йук,отгани- 

миздек, (3.66) системадан у индекслари 2 га каррали булиб, 4 га 
каррали булмаган векторларни йукртамиз ва X- к. Индукцияни куллаб 
исбот кдлиш мумкинки, йукртишнинг к кадамида (к = 1 , 2 ,..., п) 
куйидаги система хосил булади:

бунда В'к 11 матрицалар ва р {к 11 векторлар куйидаги рекуррент му- 
носабатлардан топилади:

Шундай кцлиб, хисоблаш жараёни Гаусс методига ухшаш тугри 
ва тескари юришлардан иборат. Тугри юриш (3.68) ва (3.69) фор­
мулалар ёрдамида В (к) матрицалар ва p ikl векторларни топишдан 
иборат. Тескари юриш эса к = я дан бошлаб (3.67) тенгламалар сис- 
темасидан Y,  векторларни топишдан иборатдир.

Юкрридаги алгоритмлар шу куринишда икки сабабга кура реал 
хисоблашлар учун ярамайди. Биринчидан, хисоблашнинг хар бир 
боск,ичида умумий структурага эга булган В<к> матрицанинг теска- 
рисини топиш зарурлиги туфайли бу алгоритм тежамкор эмас. Ик- 
кинчидан, (3.69) формуланинг унг томони хисоблашда нотургун, 
чунки В(к~|} матрицанинг нормаси бирдан катта булса, хисоблаш 
хатолиги йигилади.
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- Y j - 2 Д - ,  + B {k- ' ]Y j  - Y  i+2,k-\ =  F - к~]) 

j  =2k-',3-2k-',5-2^',...,N2- 2 k-\

Fo = f »,Yn2 = F n2,
(3.67)

Bm = ( B ^ ) 2- 2 E ,  k =  1 , 2 , ... , n - 1 , (3.68)

к = 1,2,..., и- l , y  = 2k ,2-2k ,Ъ-2к ,...,N2- 2 k. (3.69)



Энди биз шу нукронлардан кутулишга харакат кдламиз.
Аввало, Btk> матрицами 2к та уч диагоналли матрицаларнинг 

купайтмаси шаклида тасвирлаш мумкинлигини курсатамиз.

р ]( а )  = а ,

p 2̂ ( a )  = {p 2k( a ) f  - 2 ,  к = 0,1 ... ^•70')

купхддлар кетма-кетлигини кдраймиз. Агар а  = 2 cos <р булса, у х,олда 

4cos2 2к<р-2 = 2 (l  + cos2t+1<p)-2 = 2cos2к+'(р 

тенгликларга кура
р 2к ( а )  = 2 cos* q>

келиб чикдди. Демак,
. (2/-1)тг а, = 2 cos .

2

сонлар р2к{а)  купхдднинг илдизлари булади. Энди (3.68)  билан
(3.70)  ни солиштирсак, В,к> ни куйидаги купайтувчиларга ажрат- 
ган (факторизация кил ган) буламиз:

* (i> = n ( s - 2 c o s ^ £ ) .

Агар (3.63)  ва (3.65) тенгликларни солиштирсак, у холда В матрица 
j  га боклик, булмаган уч диагоналли матрица эканлигини курамиз. 
Демак,

Bkl = S - 2 c o s M ^ ^ , /  = l,2,.. . ,2* (3.71)

матрицалар хам уч диагоналли матрицалар ва шунинг учун В,к> мат- 
рицанинг тескарисини топиш урнига кетма-кет Вк1 уч диагоналли 
матрицаларнинг тескарисини топиш кифоядир. Хакикдтан хам,

(  2к \

в {к)& =
v H  ;

тенгламанинг ечимини топиш талаб килинсин.
Агар # 0 = g0,&2к = 0 деб олсак, у холда (3.72) системани ечиш 

куйидаги

Вк1Ь1=Ъ1̂ ,1 = \,2,...,2к (3.73)
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тенгламалар системасини кетма-кет ечишга келтирилади; Я^матри- 
цалар уч диагоналли булганлиги сабабли (3.73) системанинг х,ар 
бирини хайдаш методи билан ечиш мумкин.

Энди шундай р {к) ва q ik> векторларни топамизки,

F (k) = В ^ р {к)+ q{k) (3.74)

тенглик уринли булсин. Бунинг учун (3.74) ни (3.69) га келтириб 
куямиз, натижада

+B(k-,̂ B ^ ')p (k'l) + q (k~')]j + B ^ p {̂ L  + q {j J -1

хосил булади. Бу ердан (B (k~,))2 = В (k) + 2 £  тенг л икни хисобга олиб, 
куйидаги тенгламага келамиз:

’ J ( Р) -  Я) J + 9 j =2 р у +  q)_2L  +

«(*"0 , d(A-1) / n(ft“‘) _|_ П
1 j +2k- ' + B  \ P j - ^ + P.

Энди ни шундай танлаб оламизки, куйидаги тенглик бажарилсин:

а {к) -  2Ът + а {̂ 1) + а{к~']4 j - £ P j  +<ry_2t-i + q J+2k-'-

У  холда (3.75) тенгламани (В к~и) 1 га купайтирамиз, натижада

а  s ) ~ P j - 2 l -> + P j +2k-' +<l j  

Хосил булади, бунда
-(*-1) — (*) — (*-i)
S: = Р ~Р ■1 1 1

Бундан

rj J

келиб чикдци. Агар (3.67) нинг унг томонига (3.74) га кура

р ( к - 1) = s(*-‘)n (*-') +я(*-0 
J  I J

ни к^йсак,
B(k-i)p(k-i) = q (i-n + y  + у

J  j -2k-1 j+2
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\осил булади, бунда 

Бундан эса

келиб чикали.
Шундай кдлиб, декомпозиция методининг алгоритми куйида- 

гидан иборат:
Хисоблашдар циклда к индекс буйича олиб борилади. Аввал к  = 1,

2 , ..., и—1 учун

/ г и 2*-' ' 2*"‘ ' (3.76)

тенгламалар ечидади ва

д(к) - 2 Ъ {к)+ а{к~'] + а{к~1)4j Z "  +tlj-2kA qj+2kA

векторлар топилади, бу ерда / = 2*, 2-2к, ... , 2"—2*. Хисоблашлар 
к = 1 дан бошланади ва бу \ол учун

pW = 0,qf' = F j J  = l,2,...,N2- l

дастлабки шартлар берилган булади.
Юкррида айтганимиздек, (3.76) система куйидаги соддарок^сис- 

темаларни ечишга келтирилади:

Вк̂ К1=Ъ1_КГ1 = \ ,2,-Л к-\ (3.77)

у = 2 * , 2 - 2 * , 3 - 2 \ . . . , 2 й- 2 \

бунда
Ъ + я (*",) + в (*_|)U 0 J  ~  P j _ 2*-1  +  P j+ 2k-' 4

_  ?(*->)
2

Хар бир у = 2к, 2-2к, ... , 2п- 2* учун (3.77) системалар белгилан­
ган /учун ечилади. Вк v , матрица у га бо гл и к бул ма гаи л и ги туфайли 
хисоблашни шундай ташкил этиш керакки, матрицанинг тес- 
кариси бир мартагина топилсин.

Барча p\k),Qj векторлар топилгандан кейин декомпозиция мето­
дининг тескари юриши бажарилади, яъни к = и дан бошлаб

148



(3.78)

тенгламалар ечилади ва

Yj = p {p ,] + tf-[) 

векторлар хисобланади, бу ерда

к = и, л - 1, ...,2, 1; j  = 2к-х,3• 2м ,5 • 2м ...,2й - 2*Л

Олдингидек белгиланган j ,  к лар учун (3.78) система куйидаги сод­
да системалар кетма-кетлигига

Bk_u Wl,j= W l- u >l = \,2,...,2k-\ 

j  = 2к~х, 3 • 2к~', 5 ■ 2к~А, . . . ,  2" -  2к~х 

келтириб ечилади, бунда

Woj = q ik~l)+ Y J-2*-' + Y J+2*-', W ^ J

Шундай к^либ, Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини 
декомпозиция методи билан ечишни куриб чикдик. Агар турда х, 
буйича ну^таларнинг сони /V, = 2" ва х, буйича /V, булса, у холда 
декомпозиция методида арифметик амалларнинг сони 0(A '|7V2log2Ay 
эканлиги [46]да курсатилган. Шу билан бирга [46] да декомпозиция 
методининг хдр хил масалалардаги татбикц келтирилган. Равшанки, 
агар Nl = N1=N  булса, у холда Фурьенинг тез алмаштиришидагидек 
арифметик амалларнинг сони 0(N 2\og2N) булади. ФТА дан деком­
позиция методининг устунлиги шундаки, бу ерда хос функциялар­
ни билиш шарт эмас. Шу туфайли хам бу методни учинчи чегаравий 
масалани ечиш учун хам куллаш мумкин.

10.3.11. Айирмали операторлар учун хос к,ийматлар мае ал ал а ри. 
Узгарувчиларни ажратиш методи (ёки Фурье методи) узгармас ко­
эффициентли айирмали тенгламаларнинг ечимини топишда ва якдн- 
лашишни текширишда кенг кулланилади. Бу метод айирмали масала 
ечимини операторнинг хос функциялари буйича ёйишга асослан- 
ган.

Маълумки, хар бир айирмали чегаравий масалани операторлари 
бирор чекли улчовли //7" чизик^и фазода аникданган оператор тенг­
лама сифатида к,араш мумкин.

Биз аввал бир улчовли, кейин куп улчовли масалаларни к,арай- 
миз. Фараз кдпайлик, СА| = [х1( = ih,, i = 0, N ], /г, = а / N{ j  турда куйи­
даги айирмали чегаравий масала берилган булсин:
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(3.79)

Берилган у( = а {, ут= ^2чегаравий шартлардан фойдаланиб, (3.79) 
системадан у0 ва yN номаълумларни йукртиш мумкин. Натижада
(3.79) системага тенг кучли булган ушбу системага эга буламиз:

Энди у = (yx,y2, — ,y N_i)T векторлар тупламида А операторни куйи­
даги

оператор тенглама шаклида ёзиш мумкин булади. Бу тенглама (3.80) 
тенгламанинг унг томони билан бир вак,тда чегаравий шартларни 
х,ам хисобга олади.

Шундай кдлиб, айирмали масала (3.81) оператор тенгламани 
вужудга келтиради. Бу оператор Gh[ тур соханинг факдт ички нук- 
таларида аншутанган. Купинча А операторни Gh соханинг барча 
ну^таларида аниьуганган ва четки нук^аларида нолга айланадиган 
y0=yN = 0 функцияларнинг Н1̂  фазосида аниьутанган деб кдраш 
максадга мувофик, булади. У холда А оператор бутун Gh] да

формулалар билан аникданади. Бу оператор иккинчи айирмали %оси- 
ланинг оператори дейилади.

Биз 6-бобда умумий куринишдаги матрицаларнинг хос сонлари 
ва хос векторлари (функциялари) ни топишни куриб чик^ан эдик.

У1-1~2У1+УМ 
hi2 (3.80)

бунда

h

(Ay). = -A 1yi,i = 2,3,...,N1 -2 ,

Ay = f (3.81)

(Ay). = - A ,y,., i = 1 , 2 , . . . , - 1 ,  y0 = yNi = 0 (3.82)
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Юкоридаги (3.82) тенгликлар билан аникданган А оператор ушбу 
махсус куринишга эга булган

2 -1 0 0 . . 0 0 0
-1 2 -1 0 . . 0 0 0
0 -1 2 -1  . . 0 0 0

0 0 0 0 . . -1 2 -1
0 0 0 0 0 -1 2

матрицадан иборат. Маълумки, А оператор (матрица) учун хос сон­
лар масаласи куйидагидан иборат: шундай Я сонларни (хос сонлар 
ёки хос щйматларни) топиш керакки, ушбу

Ау = Лу (3.83)

тенглама нотривиал ечимга эга булсин. А матрица (N — 1) тартибли 
махсусмас симметрик матрица булганлиги туфайли (А^—1) та хакдк^й 
мусбат хос кдйматларга ва уларга мос келадиган (N — 1) та чизикуш 
эркли хос функцияларга эга. Бу хос сонлар ва хос функцияларнинг 
ошкор куринишини топамиз. Бунинг учун (3.79) ва (3.82) дан фой- 
даланиб, (3.83) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

+ я>, =0> • =  ̂2) _ N^_^

Н' (3.84)
Уо =Уи, = ° ’ /?i = a / N t.

Энди а  = /г,2 А белгилаш киритиб, (3.84) системани

yi_l ~ ( 2 -a ) y i +yM =0, i = 1, 2,... ,Af1 -1  (3.85)

куринишда ёзиб оламиз. Бу иккинчи тартибли айирмали тенглама 
булиб,

д2 -  (2  -  а)д  + 1  =  0

унинг характеристик тенгламасидир. Бу тенгламанинг илдизларини 
qx ва q2 орк,али белгилаймиз, у холда (3.85) тенгламанинг умумий 
ечими

y * = w ? + c 2qZ (3.86)

булиб, с, ва с2 — ихтиёрий узгармас сонлар. Энди y0=yN = 0 чегара­
вий шартлардан

с, +с2 = 0, clg,'Vl +c2q2' =0 
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бир жинсли системага эга буламиз. Бу система нотривиал ечимга эга 
булиши учун унинг детерминанти нолга тенг булиши керак, яъни

Я Г‘ = Чг ■

Аммо qxq2 = 1 , шунинг учун хам q fNl = 1 , яъни qx бирнинг 2Nx 
тартибли идцизи экан. Демак,

nik

q<f) = екрк = е К  (£ = 1, 2, . . . Д - 1).

Шундай кдпиб, бир томондан

ч\ ='
иккинчи томондан (3.86) тенгламадан

q\k̂  = cos (р + i sirup,

келиб чикдди. Охирги икки тенгликдан 

хосил булади, бундан эса

а  = 2 ( l -c o s ф) = 4sin2 j  = 4sin2 

Шундай кдлиб, (3.84) масаланинг хос сонлари куйидагиларга тенг:

Я* = ^ sin22%’ k = 1’ 2> -’ Ni~ 1’ (3.87)

бунда h]Nl = а. Энди q]q2 = 1 ва с2 -  —с, тенгликларни хисобгаолиб, 
хос функцияларни (3.86) формуладан топамиз:

у! = с, (<?Г -  я" ) = (я? -  ЯГ ) = с, (ет« ~ е -^ ) .

Бундан с, = j -  деб олиб, хос функция учун куйидагига эга буламиз:

у Р = з т ^ - ,  к,т = 1, 2, . TV, — 1 . (3.88)

Хос сонлар учун (3.87) формуладан

О < Я, <... < Я,„ < Я„,+1 <... < A,v , < ~
«1

Хосил булади. Охирги тенгсизликни яхшилаб булмайди, чунки
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.  4 2 7i h

N ~ A?C0S TcT

булиб, Пгп еш 2 ^  = 1. Энди куйидаЯ, нинг бахрсини топамиз. Бу­

нинг учун а  =п\  / 2а деб белгилаб, Я, ни куйидагича ёзамиз:

Доимо /г, < а / 3 деб олишимиз мумкин. У холда Я =  ̂ булади.

ораликда монотон камаювчилигини хисобга олсак,

sin а

ЯЪНИ

я, >

2 к 

9

келиб чикдди.
Юкррида аникданган / 0̂) фазода скаляр купайтма ва нормани 

куйидагича киритамиз:

( -V, -I Л|; 2
( u , d ) = j ^ h lu j m, \\u\\ = .J(u,u)  = £ / г , и

ая=1 \ m=l у

Энди (3.88) функцияларнинг Я '"' да ортогоналлигини курсатиб, 
нормасини топамиз. Маълумки,

пк\т . nk->msin —— sin —
N N

N

О, агар к2 Ф к{ булса,

, агар к2 = к { Ф 0 булса, (3.89)

О, агар к2 = к{ = О булса

(б-боб, (7.11) формулага к,.). Бундан эса функцияларнинг ор- 
тогоналлиги ва

3(*)Г -  h У  sin2 * —  = A - L  = -  я, 2 2 ,sin

яъни

Г,(‘ )

келиб чикдди. Шундай к,илиб.

153



Vk (xu )  =  ^ |  s in  , i,k = I, Nx - 1 ,  /г, TV, =  a (3.90)

функциялар системаси H m> фазода ортонормал базисни ташкил эта- 
ди. Демак, Я(0) да аникданган х,ар кандай функцияни (3.90) базис 
буйича ёйиш мумкин.

Биз

= i = 1,2,...,Nx Уо= yNi = 0 (3 .9 !)

чегаравии масала ечимини

"Н _____
У> = у  (XU) = X  с* (х '-), * = 1. - 1  (3.92)

*=1

куринишда излаймиз. Буни бажариш учун (3.91) тенгламанинг унг 
томонини Фурьенинг чекли кдторига ёямиз:

л
= 1' ) ’ (3.93)

к=\ к

бунда
л N\~{
л  = (/ ,л ) = \ £  / ц к (хи), к = 1,2,...,Nx - 1 . (3.94)

/ =  1

Энди (3.92) ва (3.93) ларни (3.91) га куйиб,

z , cl M i xu ) = - z i f  Ю
*=1 к= I

ни хосил кдтамиз, (3.83) ва (3.87) лардан курамизки, Л,м(х1(.) = 
= -А* Дх,.). Шунинг учун хам ик{хи) ларнинг чизюуш эрклилигидан

скХк = f  к, к  = 1, 2 , . . . ,  А ',- 1

келиб чикдди. Бундан эса у (х|;) нинг Фурье коэффициентларини 
хосил кдтамиз:

ч (3.95)

Энди )ч ва /̂ ДХ|.) лар хисобланиб машина хотирасида сакман га н деб 
фараз кдлиб, (3.91) масалани Фурье методи билан ечганда бажарили­
ши керак булган купайтириш ва булиш амалларининг умумий сонини
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Хисоблаймиз. Хар бир к учун f  к Фурье коэффвдиентларини топишда 
TV,—1 та купайтириш бажариш керак, барча f  к (к = 1, 2, ..., N — \ ) 
ни топиш эса (N —1)2та купайтиришни талаб кдиади; (3.95) форму­
ла буйича q ларни топиш учун Л^—1 та булиш амалини бажариш 
керак; (3.92) формула буйича барча у. ларни топишда (7V(—I )2 та 
купайтириш амали сарфланади. Шундай кдилиб, бу алгоритм 2(А^—I)2 
та купайтириш ва N —1 та булишни талаб к^илади.

Фараз килайлик, чегараси Г  дан иборат булган G = {0 < х, < а, 
О < х2 < Ь) сохада Пуассон тенгламаси учун ушбу

! ?  + 1 ?  = / ( ^ М г = 0 ’ (3’96)

Дирихле масаласини ечиш талаб кил и ней н.
Биз /г, = a/N v h2 = b/N2 деб олиб, xv -  /А,, х2] = ih2 тугри чизик,- 

ларнинг кесишган нукталари ёрдамида Ссохани Слтур соха ва Гни 
Гк тур чегара билан алмаштирамиз.

Энди (3.96) тенгламадан беш нуктали андаза ёрдамида Лаплас- 
нинг куйидаги айирмали операторини хосил килам из:

{ а у \  =  - Д 1У и -  А 2Уу» (*ii>x2 j )  е  G h ,

i = \ ,N ,-\ J = l,N2-\,y\Th =0.

Бу ерда одатдагидек,

h 'y 'J = ^ { У * и ~ 2У>) + y - ' j ) ’ А 2Уи = ^ {у , ,.1+1 - 2 У у + У 1, н ) -

Дирихле масаласини ечишда чегаравий шартлар нолдан фаркпи 
булса, Аи = f  оператор тенгламанинг унг томонини узгартириб, 
чегаравий шартлар нолга тенг булган холга келтириш мумкин. Энди 
GhUFh турда аникданган ва Гн да нолга айланадиган функциялар­
нинг f f h) чизик/ш фазосини киритамиз. Бу фазонинг улчами 
(N — 1) (N2— 1) га тенг. Бу фазода скаляр купайтма ва нормани 
куйидагича киритамиз:

( « J )  = Z  £  h2И<А ’ IIм! = л/(м’м)-
/=1 7=1

Анализдан маълум булган кисмий йигиш формуласини куллаб, курса- 
тиш мумкинки, ихтиёрий учун (Аи,&) = (и,А9) тенглик
бажарилади. Демак, А — уз-узига кушма оператор. Энди А оператор 
учун хос сонлар масаласини кдраймиз:
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А оператор уз-узига кушма (ва мусбат) булганлиги учун унинг 
(А^—l)(N 2— 1) та хакдкдй хос сонлари мавжуд, хос функциялар эса 
//"" да ортонормал базисни ташкил этади. Бу хос сонлар ва хос 
функцияларнинг ошкор куринишларини топамиз. Осонлик билан 
куриш мумкинки, А, ва Л2 операторларнинг хос сонлари мос ра­
вишда куйидагилардан иборат:

4  2 7tk\h\ 4  ? Ttk'yh'j г t »г 1 » \ Г7 7Ял = - Tsin —— ,Я,. -  - - s i n  — к, = 1,7V,- 1 Д ? = 1,7V,-1 .*' й| 2д *2 2Ь ’ 1 ’ 2 ’ 2

Бу сонларнинг мумкин булган барча йигиндиларини оламиз:

А„ = А„ + Я к =4sin2̂  + 4sin2^ ,*4*2 *1 2 2 а  /,2 2 b

кх = 1, /V, -1 ; к2 =l,N 2- 1.
(3.97)

Шунингдек, куриш мумкинки, А, ва Л2 операторларнинг хос функ­
циялари мос равишда куйидагилардан иборат:

Vk, ( jr,/) = ^ sin- l p L>*1 = 1>N,- 1 , /  = 1 , А , - 1 , х 1; =ihv

) ' ^ / in АГ '  - A'- = 1 . ^ 2 - 1> У = 1. ЛГ2 - 1. ^  =  A -

Бу функцияларнинг мумкин булган барча купайтмаларини туза- 
миз:

/ V  (*./,*2,-) = (*.,)/**2 К - ) = Ш - sin sin~ г - • (3.98)

(3.89) тенгликдан фойдаланиб, курсатиш мумкинки, цк]кг (х,, х2у)

функциялар If"  фазода киритилган скаляр купайтма ва норма буйича 
узаро ортогонал булиб, нормалари биргатенг. Шундай кдлиб, (3.98) 
функциялар туплами //"' фазода ортонормал базисни ташкил этади 
ва t f  h) да аникданган >̂ ар кдндай функцияни шу базис буйича 
ёйиш мумкин.

Биз ушбу



\Уц + А гУ,, = fa , i  = \,N{ - \ , j  = \,N2 -\,

у.. = 0уч lAh

чегаравии масаланинг унг томонини
/V, - 1  N 7

(3.99)

*1=1 fij”1 2 

Фурье кдторига ёйиб, у.. ечимни куйидагиУ
Д̂  - 1  n 2 -

У, -  £  £  cklk2fj-klk2 {xM’x2j)
*,= 1 *2=1

куринишда излаймиз. Бир улчовли масаладагидек, бу ерда хам курса- 
тиш мумкинки,

А

с -  fklk2
1̂2

Юкррида курдикки, бир улчовли масалани ечиш учун Фурье 
методи 0(Д^2) та арифметик амални талаб кдлади. Худди шу йул 
билан курсатиш мумкинки, икки улчовли масалани Фурье методи 
билан ечиш 0 ( /V,2 /V2) та арифметик амални талаб кил ад и. Бу метод 
самарасиз булганлиги сабабли амалиётда кулланилмайди. Аммо икки 
улчовли узгармас коэффициентли чегаравий масалани ечишда Фу­
рьенинг тез алмаштириш ва хайдаш методини биргаливда куллаб, 
яхши натижага эришиш мумкин.

Хаки^атан хам, (3.99) чегаравий масала берилган булсин. Биз 
ДО < j<  N2) н и н г  бирор кийматини белгилаб олиб, у ъа/.. ни фак,ат 
/(/ = 1, 2, ... , N — 1) нинг функцияси деб караймиз, у холда ySj ъа/.. 
ларни (3.92) ва (3.93) лардагидек (3.89) масаланинг хос функция- 
лари буйича ёямиз:

N \-\ N] -! л

У и = £  С* {X2j ) Vk (XU U = £ / *  { X2j ) Pk u , ) •
k=\ k=]

Бу ифодаларни (3.99) га куямиз:

N\ — 1
£  К  (Л/ ) ЛЛ  {ХМ ) + Л2 (с* (*2J )) Цк (хи )} =
к=1

■ V j л

=  £ л ( * 2/К Ы -
к=\
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Бундан Aliuk (л,,) = -А.кц (х и) ни хисобга одсак, куйидаги хосил бу­
лади:

Энди цк (хи)(к  = 1,2...,Ni - 1 )  функцияларнинг чизшуш эрклили- 
гини хисобга олсак, у холда

j  = 1,2,...,N2 - 1 .

Энди (3.100) системани хар бир к учун хайдаш методи билан куйи­
даги формулалар ёрдамида ечамиз:

Шундай кцлиб, (3.97) айирмали масалани ечиш учун, аввало,
(3.101) формулаларга кура хар бир j  учун /' нинг барча /, (х2у), 
/, (x2 j), . . ./ V| i (x2 j) Фурье коэффициентларини Фурьенингтез ал- 
маштириши ёрдамида хисоблаймиз. Биз юкррида курганимиздек, 
0 (/V,log,/V,) та арифметик амал бажариш керак. Демак, барча j  = 1,2, 
..., N2 — 1 учун Фурье коэффициентларини хисоблаш учун сарфланган

еки

(-*-2,7+1 )  2 с к [ X2j )  +  С* ( Х2,/-1 )  ^2 ^кСк ( Х2/)  ^2 f k  ( Х2 , )  —

ехуд

Ct ( x 2,y+l) ( 2  +  h 2 K  ) Ск ( X2j ) +  Ск (-*7,7+1 ) ~  ^ h f k { X2 j ) ’

j  = l,Nl - l , k  = 1 ,N2 - 1, с, (0) = с, (а) = 0.

Бунда лк ва f k (x2j) лар олдин курсатганимиздек,

(3.100)

(3.101)
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арифметик амалларнинг сони O^/V-Jogj/V') та. (3.100) системани бар­
ча к = 1, 2 , . . . ,  N2— 1 учун хайдаш методида сарфланадиган амаллар­
нинг сони 0(/V| /V,) та. Ни\оят, Ск(x2j) топилгандан кейин у.. ечимини

Уч = Z  С* (х27)м* (*„■)> * = U ,..., JV, - 1, j  = 1,2, . . . , - 1
* = 1

Фурьенинг тез алмаштириши билан хисоблашда 0( /V, TV2log2 /V,) та 
амал бажариш керак.

Шундай кдлиб, мазкур метод билан (3.99) системани ечиш учун

методни куллаш учун бир улчовли масаланинг хос сонлари ва хос 
функцияларини ошкор куринишда топиш керак. Агар масаланинг 
хос сонлари ва хос функция л арининг ошкор куринишини топиш 
мумкин булмаса, бу методни куллаб булмайди. Бундай доллар учин- 
чи типдаги чегаравий масала ёки коэффициентлари узгарувчан ва 
ажралмайдиган масала булган чегаравий масалалардир.

Юкррида айтилган методларнинг хаммасини ушбу Гельмгольц 
тенгламаси

учун Дирихле масаласини ечишда куллаш мумкин, бу ерда /л — 
берилган узгармас сон.

М а ш ^ .  <7 =  {0  < jc, < 1, 0 < х г < 1} со хада ушбу П уассон  тен глам аси  учун 
Дирихле масаласи ечилсин:

10.4-§. Ч ЕБИ Ш ЕВН И Н Г ОПТИМАЛ ОШ КОР ИТЕРАЦИОН 
М ЕТОДИ ВА УНИНГ АЙИРМАЛИ ЭЛЛИПТИК 

ТЕНГЛАМАЛАРГА ТАТБИ^И

Биз бу ерда Чебишев купхади илдизларининг хоссаларидан фой- 
даланиб, ошкор итерацион методнинг якднлашишини тезлашти- 
риш масаласини курамиз ва уни эллиптик типдаги тенгламаларни

0(ДГiV yo g ^ ) та, { a ( * i / > * 2j )} хос функциялар ёрдамида ечиш 
учун 0 (/V,2 N j ) та ва нихоят оддий Гаусс методи билан ечишда 
0( ^ 3TV23) та амал сарфланади. Шуни хам айтиш керакки, мазкур

д и д ио и о и , / \ /  \ ^+ № = {хх,х2),(хх>х2)& G,

u(0 ,x2 ) = u(],x2 ) = u(xl ,0) = u(xx,i) = 0.
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аппроксимациялашда хосил буладиган айирмали системани ечишга 
куллаймиз.

10.4.1. Чебишев купхадларининг иккита масалага татбици. Биз
5- ва 6-бобларда

TJpc) = 2' " cos (п arccos х) (4.1)

Чебишев кущадлари билан танишган эдик. Бу купхаднинг бош ко­
эффициента 1 га тенг булиб, у [—1, 1] кесмада энг кам огувчи 
кущаддир. Ихтиёрий [а, Ь] кесма учун

2 х - а - Ь  1 ^  , - л ^  ^ 7  t ---------- , -1  < f < 1, а<  х< о
Ь—а

алмаштириш воситасида (4.1) купхдд куйидаги куринишга эга бу­
лади:

Tla'b\x) = cos a r c c o s (4. 2) 

Бу куп\ад нинг максимал огиши

тах|7,[о’Л](х)| =
а<х<£>' I 2 2 ” - 1

булиб, унинг илдизлари куйидагилардан иборат:

Хк= ^  + ^ с о * ! Щ ^ , к  = 0,1,...,п-1. (4.3)

Энди куйидаги масалани ечамиз: х = 0 нуклада 1 кдйматни кдбул 
кдладиган купхадлар орасида [а, Ь\ кесмада нолдан энг кам огади- 
ган л-даражали Р (х) купхад топилсин. Равшанки, изланаётган купхад 
(4.2) купхаддан узгармас купаювчи билан фарк, кдлиши керак, 
яъни

= Т - -  (4.4)т1а,Ь]( 0)

Биз кейинчалик 7̂ ]а ,,|(0) ф 0 деб кдраймиз.
Агар 7"„|а А|(0) = 0 булса, у холда кдралаётган масала даражаси аник, 

п булган купхадлар синфида ечимга эга эмас. Масалан, биринчи 
даражали купхад Рх (х) = ах + 1 учун

max |Р(х)| = |а| + 1
-1< Х< Г 1 1 1

ва у а = 0 булганда минимумга эришади. Аммо бу холда Р^х) би­
ринчи даражали купхад булмай крлади.

Агар Ь> а >  0 булса, (4.2) ва (4.4) лардан куйидагини хосил 
кдламиз:
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P„(*) = Р„ cos[п arccos j , (4.5)

бунда

Р„ = I cos I л arccos- ^ 1  . (4.6)

Энди

белгилаш киритсак,

а  \-£,
~ь’ Р«= ТЩ (4-7)

Р = / I I 1cos| л arccos
V РоV

(4.8)

Хосил булади. 
Куйидаги

соз(л arccos(-z)) = (-1)" соз(л arccos z) = 

= (- l)"0 ,5 ^ z  + Vz2 - l )  + ( z - J . -1 (4.9)

аиниятлар ихтиерии хак,ик,ии еки комплекс г сонлар учун уринли 
эканлиги маълум.

Агар (4.9) да z = 1/р0 деб олсак, унда

Ро У  On Ро
- J 7 r l = ± - J ± - ,

Ро

булиб, бунда р 0 нинг (4.7) даги ^ийматини куйсак,

z - J z ^ Z 1 = l-Vl-(l-g)2(l+gr2 = = 1-Vf
" _ “(Й )/ (1 + 5 ) '  1-$ 1 + ^ ’

П ~ 1  1+Vfz + yjz -1  = —v-
1->7Г

ларни хосил кдламиз. Бу ифодаларни (4.9) га куйсак, (4.8) куйи­
даги куринишга эга булади:

■.я 2р5*Р „= 2(-1)"(р "+ р -лГ '= ( -1 ) л > 
1+р2"

бунда p = (\-ylZ )/(l + yl$) . Шундай кдлиб, х = 0 нуктада 1 кий- 
матни кабул киладиган купхадлар орасида [а, Ь\ кесмада нолдан энг 
кам огадиган л-даражали купхад куйидаги куринишга эга:

Р„(х) = (-1 )"qn cos | л a r c c o s (4. 10)
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бунда

(4.11)

Бу купхаднинг илдиздари (4.3) формула билан топилади. 
Энди иккинчи масалага утамиз. Ушбу

купхад учун г,, г2, ..., тя параметрларни шундай танлаш керакки,

микдор узининг минимал кдйматига эришсин.
Кдралаётган купхад FJ0) -  1 шартни кдноатлантиради. Шунинг 

учун хам бу масала Чебишевнинг (4.10) купхади ёрдамида ечилади.
(4.12) нинг илдиздари

деб олсак, у холда FJA) нинг нолдан огиши минимал булиб,

булади, бунда q микдор (4.15) тенгликлар билан аникданади.
П ( -1 "1 п Параметрларнинг (4.16) тенгликлар билан аникданадиган ]т;>

тупламини оптимал дейиш табиийдир.
Шуни хам таъкидлаш керакки, {тк параметрларнинг тупла-

ми оптимал булиши учун тк ни (4.16) тенгликларда курсатилган

F „ ( A )  =  ( l - T 1A ) ( l - r 2A ) . . . ( l - r „ A ) (4.12)

(4.13)

купхаднинг

Я* = ^  + 12Г/1со8! 2̂ Д  = 1,2,...,«
2 2 2 п

(4.14)

илдиздари билан устма-уст тушиши керак, бунда

(4.15)

Демак,
(4.16)

max \F„(X)\ = q,

тартибда олиш шарт эмас. Бунинг учун {^'} ( туплам Чебишев
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купхддлари илдизларининг Ik \ туплами билан устма-уст туши- 
ши етарлидир.

10.4.2. Чебишевнинг оптимал ошкор итерацион методи. Матрица­
си мусбат аникданган ва симметрик булган ушбу

Ay=f
тенгламалар системасини кдраймиз. Бу системани ошкор ностацио- 
нар метод

* ^ + ^ = / , *  = 0,1,2,.. (4.17)

билан ечамиз, бунда у0 берилган вектор. Бу ерда итерацион параметр- 
ларни оптимал равишда топиш масаласи г р т2, .., тп параметрларни 
у —у хатоликнинг нормаси минимал буладиган кдлиб танлашдан 
иборат. Бундан кейин норма деганда векторнинг учинчи нормасини 
тушунамиз, яъни z -  (г,, z2, z j  нинг нормаси

Из J=1

Куйидаги теоремада (4.17) итерацион методни оптималлашти- 
риш масаласи келтирилган.

Т е о р е м а . Фараз цилайлик, А мусбат аницланган симметрик м а т ­
рица булиб, hmin(A) > 0 ва Атах(Л) унинг энг кичик ва энг к а т т а  хос 
сонлари булсин. Бундан ташк,ари, итерациянинг сони п берилган булсин. 
Ух,олда (4.17) методлар орасидаги параметрлар куйидагича:

бунда
-  u i l , r k 1 2 ....."• (4Л8>

(2к-\)ж , , 0 (4-19)=cos- ——, к = 1,22 п

танланган метод  ||у п -  у|| хатоликнинг энг кичик цийматини таъ- 
минлайди ва бу хатолик учун куйидагича ба%о уринлидир:

(4.20)
бунда

а — -  р = Е = AohlL'I) (A iw
q- ~  I V  ’ р 1 + ^ ’  ̂ ^ ( А У  (4-21)

И с б о т и. Хатолик zk-  У ,-у  учун куйидаги тенгламага эга була­
миз:
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zK±L_z± + AZk = o5 k = 0 , l , . . . , n - \ , z n = y 0 - y .  (4.22)
T k + 1 7

Бу тенгламадан Zk (к = 1, 2, и) учун куйидаги ифода келиб 
чикдци:

z* = (£’- tk̂ X£'-tk.l̂ )...(£-M )z0, 

бундан & = п  булганда
z = Тгп п О

ни хосил килам из, бунда

Т = ( Е -  ХА\Е-ХПЛА)...(Е (4.23)

Теорема шартига кура А симметрик матрица. Шунинг учун хам 
Г матрица симметрикдир ва унинг нормаси спектрал радиусга тенг 
булиб (3-бобга к,.), куйидаги тенгсизлик уринлидир:

| У < )% 0||, (4.24)

бунда & сон Г матрицанинг модули буйича энг катта хос сонидир. 
Маълумки, (4.24) бахони яхшилаб булмайди, яъни шундай г(| вектор 
топиладики, унинг учун (4.24) да тенглик белгиси олинади.

Теоремани исботлаш учун тр г2, .., тп ларни шундай танлаш 
херакки, Щ минимумга эришсин.

Фараз кдлайлик, Хк (к =1, 2, ..., m) сонлар А матрицанинг хос 
сонлари булсин. Умумийликка зиён етказмасдан

О< 1 . (Л) = Х<Х< ... <Х = Х (А)
im n v у  1 2 m  tn ax  v '

деб олишимиз мумкин. (4.23) га кура

Щ = max |(1 - т ,  Хк )(1 - т 2Хк)...(! -  т„Хк )|.

Равшанки,

бунда
Щ < max |F„(A)|,

/Чшп

F „ ( A )  =  ( 1 - t , A ) ( 1 - t 2A ) . . . ( 1 - t „ A ) .  

Шундай к,илиб, биз юкррида курилган ушбу 

min max I /%; (Я)|Т|,г2 яп>„, ̂ .4)<л<Я1пах С̂))

минимакс масалага келдик. Равшанки, rk лар учун юкорида хосил 
кдлинган (4.16) формула (4.18), (4.19) формулалар билан устма-



уст тушади. Параметрларнинг танланган к^иймати учун огишнинг 
микдори |#| = <?„, бунда qn (4.21) формула билан аникданади. Теоре­
ма исботланди.

Параметрлари гД4.18), (4.19) формулалар билан аникданган (4.17) 
итерацион метод Чебишевнинг ошкор итерацион методи дейилади.

Татбикдарда купинча шундай масалалар учрайдики, уларда А 
матрица ёмон шартланган булиб, Amax (А) / Amjn (А) нисбат каттадир. 
Бу холда р бирга як,ин булиб, итерация секин якднлашади. Берил­
ган е  аниьушкка эришиш учун (4.17) итерациянинг сонини хисоб- 
лаймиз. (4.20) баходан q< е булганда

I k - y h e lK - ^ l l

ни хосил кдламиз, бунда qn микдор (4.21) буйича аникданади. Шун­
дай кдлиб, биз

L+p21 > 2
Р Е

тенгсизликка эга буламиз. Буни t = р~" га нисбатан ечсак,

1 i +-vT 7— > -------п
Р  £

келиб чикдди. Охирги тенгсизлик бажарилиши учун 1 /р" > 2/е, яъни

1п(2/ s)п>п „(£) = --------
1 п ( 1 / р )

деб олиш кифоядир.
Энг ёмон холда, яъни § = Ат1п(Л)/Атах(Л) кичик булганда куйида- 

гига эга буламиз:

t a i . i i . f e T
р i i - j f .

ва (4.24) дан итерация сони учун ушбу такрибий кдйматни хосил 
кдламиз:

1п(2/е)
«о(е) = 2>Г

Шундай кдлиб, кичик £ учун Чебишевнинг ошкор итерацион 
методи £ аникдикка эришиш учун п0(е) = 0(1 / V7) микдордаги ите- 
рацияни талаб кдлади. Бу методнинг

n±yZL + Ayk = f  (4 .2 5 )
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оддий итерацион методдан устунлиги хам шундадир, чунки (4.25) 
метод учун «й(е) = 0(1/^) (к;.[45], 97-6.).

Назарий жщатдан тк параметрдарни ихтиёрий тартибда ишлатиш 
мумкин. Масалан, улардан (4.16) да курсатилган тартибда ёки тес­
кари тартибда фойдаланиш мумкин, яъни

Лекин бу методни амалда куллаганда параметрдарни куллаш тар- 
тибининг методнинг сонли тургунлигига мухим равишда таъсир 
ьуишши аникданган. Шу маълум булганки, параметрлар ихтиёрий 
тартибда ишлатилса, хисоблаш хатолиги йул куйиб булмайдиган 
даражада усиб боради. Гаи шундаки, бу метод, умуман айтганда, 
итерациядан итерацияга утганда хатоликнинг монотон камайишига 
кафолат бермайди. Хатолик тенгламаси (4.22) ни куйидагича ёзамиз:

zk+l= (E -tk+{A)zk.

Итерациядан итерацияга утиш оператори Е -тк+1А нинг нормаси 
бир неча кушни итерацияларда бирдан катта булиши мумкин, бу 
эса хатоликнинг усишига олиб келади. Баъзан хисоблаш хатолиги 
шунчаликусиб борадики, натижада ЭХМ нинг арифметик курил- 
масида тулиб-тошиш пайдо булади,

Хозирги вак,тда алгоритм асосида хк итерацион параметрдарни 
шундай тартиблаш мумкинки, натижада (4.17) итерацион метод 
тургун булади. Бу алгоригмнинг муфассал баёни [43] да келтирил- 
ган.

Э с л а т м а .  Купинча А матрицанинг минимал ва максимал хос сонлари  
Лmm(А) дамда Лта11(Л) маълум булмай, балки уларнинг чегарапари маълум булади:

О < 71 < l mi„(A) < Хтах(А) < у 2 .

Бундай холла, агар

•То = -^ --Р о = Й >У 2 У\+У2 '+S
Тд , (2к -\)л . . ,  (4 .26)Хь = — - — Jl- = cos--------— ,к = 1,2,..., Л

\ + P o t k 2 п

деб олсак, у \олда теореманинг хулосаси уринлилигича к,олади, яъни хатолик  
учун уш бу ба\о уринли булади:

бунда

(4 .27 )
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Шундай кдлиб, Чебишевнинг итерацион методини муайян тенг­
ламалар системасига куллаш учун куйидагиларни бажариш керак:

1) А матрицанинг симметриклигига ишонч хосил кдлиш (ёки 
берилган матрица уз-узига кушма операторнинг матрицаси эканли- 
гини исботлаш);

2) А матрица спектрининг у, ва у2 чегараларини аншугаш;
3) (4.26) формула билан топилган тк итерацион параметрларни 

шундай тартиблаш керакки, натижада метод тургун булсин.
10.4.3. Чебишев итерацион методининг модел масалага татбикд 

Пуассон тенгламаси учун чегараси Г булган бирлик G={0<xp х2< 1} 
квадратда ушбу Дирихле масаласини кдраймиз:

d2U d2U  ^
—у  + ‘ — 2  = ~ / ( х )> х  е  (х , , х2) е  G,
ЙС( дх2

и(х) = 0, х = ( х , , х2) е  А .

G сохада h кдцамли квадрат тур киритамиз, яъни

Gh ={х,у =(x,(i), x ‘y))}

тупламни оламиз, бунда х,(/> = ih,x{2J) = jh , i , j  = 0,1,.., N,hN = 1. 
Одатдагидек, Gh оркдли ички нук,талар тупламини ва Гк оркдли 
чегаравий нукдалар тупламини белгилаймиз.

Дифференциал масалани айирмали масала билан алмаштириш 
натижасида ушбу системага келамиз:

У1-\,г2Уц+Ум,1 _ f
72 ...............  и2 ~ ~ 1,р (4.29)

У , о = У ! м  = 0 , y O J = y Nl = 0 , i J  = \ , 2 , ~ , N - \ .

Бу мисолда математик физиканинг куп улчовли масалаларини 
аппроксимациялашда хосил буладиган тенгламалар системасининг 
характерли хусусиятлари як^ол куринади. Бундай системаларнинг 
матрицаси юкрри тартиблилиги, нол элементларининг жуда купли- 
ги ва хос сонларининг катта сочилиши билан характерланади.

Хакдкдтан хам, (4.29) системанинг тартиби Gh тур нук^талари- 
нинг сони билан устма-уст тушади ва ( N -1)2 га тенг. Одатда, h = 0,01 
деболинади. Бу холда системанинг тартиби 9801 = 104 га тенг булади.

Системанинг хар бир тенгламасида бештадан ортик, булмаган нол­
дан фарк,ли коэффициентлар бор. Демак, нолдан фар куш элемент­
лар сонининг барча элементлар сонига нисбати 5/(N-\)2=0(h2) дан 
ортмайди.



Агар (4.29) системани Ау = /матрицали куринишда ёзсак, у холда 
А матрица уз-узига кушма операторнинг матрицаси эканлигини ва 
унинг энг кичик хамда энг катта хос сонлари

8 . 2  ттИ 8 2 7th
у  -  —  sin - -  ,/ •?= — cos —  h2 2 h2 2

формулалар билан аникданишини 10.3.2 да курган эдик.
Бундан

е У| 2  n h  n 2h 2 г\/ 7 4 \ /» m

^ = J ^ = tg Т  = _ 4_  + 0(А }

келиб чик,ади. Демак, £ жуда кичик ва (4.28) системанинг матрица­
си ёмон шартланган.

Биз (4.28) системани (4.17), (4.28) Чебишев итерацион методи 
билан ечамиз. Навбатдаги итерация У*+1) = { y f ' 1' ни хисоблаш - 
ни куйидагича ташкил этамиз:

Аввал маълум якцнлашишлар буйича
(

y i - K J  1 у '4 + y M . i  , У / . Н  L>4 + -VM + 1  . Г-------- ----------+------------------- +J
J

богланишсизликни хисоблаймиз, кейин у '.к11' ларни

> T >=> f +w f > U  = l, 

формулалар билан хисоблаймиз. Шу билан бирга

уТ '} = уТ ] =ЪУоГ ^ У (ш '} =0, =
Итерацион метод я к,и н л а ш и ш и н и н г те зл и ги

параметр билан аникданади.
Дастлабки хатолик 1 /г марта камайиши учун керак булган ите- 

рациянинг сони п ни бахрдаймиз. Биз (4.27) тенгсизлик ва (4.28) 
ифодадан qn учун куйидаги бахрга эга буламиз:

\\у„ - у\\̂ 2р " Цл-Д7!-

Шунинг 2р" < е , яъни
и > пп( е ) = ln-2-/ltl —

£ Р
булишини талаб кдлиш керак. Кичик /г лар учун

In — «  2 Ve и 7гйр
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такрибий тенгликлар бажарилади. Демак,

Бундан шундай хулосага келамиз: эллиптик типдаги дифферен­
циал тенгламани аппроксимацияловчи айирмали масалани Чебишев 
итерацион методи билан ечишда е аникушкка эришиш учун лозим 
булган итерациянинг сони п0(е) нинг микдори 0(/г1) булади.

Агар бу системани оддий итерация ёки Зейдел методи билан 
ечсак, п0(е) = О (А-2) булар эди.

10.4.4. Чебишев итерацион методининг эллиптик тип тенгламани 
аппроксимацияловчи айирмали тенгламага татбик,и. Чебишев итера­
цион методини умумий эллиптик типдаги дифференциал тенглама­
га куллаш схемаси юкррида модел масалада курганимиздек булади, 
аммо бу ерда, одатда, спектрнинг чегаралари олдингидек аналитик 
формада топилмайди. Шунинг учун хам спектр учун у ёки бу бахр- 
лардан фойдаланилади.

Энди биз <7 = {0 < х ,< /,, 0< х2</2} тугри туртбурчакда ушбу 
эллиптик типдаги

тенгламани аппроксимация к,илиш масаласини караймиз. Тугри 
туртбурчак (7 нинг Г чегарасида

шарт берилган булсин.
Фараз кдлайлик, барча (х|,х2)е С ’учун ушбу тенгсизликлар ба- 

жарилсин:

G сохада х, ва х2 йуналишлар буйича кддамлари ht ва h2 булган 
турни караймиз:

^j~q(xl,x2)u = f ( x t,x2) (4.30)

м(х,,х2) = т {х ]Гх2), (хгх2) е г (4.31)

0<С, <£,(*,,х2)< С2,,

0 <Сп~ K(xi’xd -  C2V
0 < d< q(xr x2) < d2.

(4.32)

xf'1 = /А,, x\J] = jh 2, xjf = (xl'\ x2 }), 

А Д  =/p h2N2 =l2, y iy= y (x..),

/ = 0,l,...,W p j  = 0,\,...,N2.

Энди ушбу белгилашларни киритамиз:
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Ни\оят, Ги оркдли G * ссданинг чегарасини белгилаймиз.
Юкрридаги (4.30), (4.31) дифференциал масалани иккинчи тар­

тибли аппроксимацияга эга булган ушбу айирмали схема билан ал- 
маштирамиз:

(4.33)

Бу ерда

(А*, (а,Дч у))у + (Д*2 (а2АХ2 у))у -  dijyj = - f i},

у = ц , агар X £ f] булса. (4.34)

ds =qv,
aUj = 0 ,5(*, (х^ ,jc‘^ ) + A2 (х}'-» , х(2п)),

« 2 ,,/ =  Э Д  (* iW > 4 ; ) )  +  к г ( x j ” , x {f X)) ) .

Энди (4.33), (4.34) айирмали масалани

Ay=f (4.35)

оператор тенглама куринишида ёзиб оламиз, бунда А — уз-узига 
кушма оператор. Бу оператор хос сонларининг y j ва у2 чегараларини 
аникдаймиз.

Аввало, шуни таъкидлаш лозимки, (4.33) тенгламани мос ра­
вишда узгартириб, х.Е Гк учун у =  0 деб олишимиз мумкин. Шундай 
кдлиб, (4.33) ва (4.34) ларга тенг кучли булган ушбу

(А , ( « А 2 У))ц + (А« (а2АХ2 у))„ -  d..y.4 = -~f.,
i = 1,2,...,TV, -1,7 = 1,2,...,N2 — 1, (4'36)

yv = 0, агар х.Е Гк булса, (4.37)

тенгламалар системасига эга буламиз, бунда f u микдорлар/~дан 
факдт чегара атрофида фарк, кдлиши мумкин. Энди Gh турда аникдан- 
ган ва Гк да нолга айланадиган функциялар фазоси Н(М ни карай- 
миз. Бу фазода скаляр купайтма ва норма куйидагича аникданади:

Af'j-l А/2-1
(y,z) = Z  h, z  h^jZy, \\y\\ = J(y ,y). 

i-\ /=i

Кейин Hm фазода А операторни



( Д Д  = -  (A 'i (« 1л ,, y )).j - ( л ч ( а 2А.Х, у)),/ + 4/>V ’
“ /А Q 0\

i =1,2,...,jV, -1, _/ = l,2,...,iV2 -1 V 7

формулалар билан аникдаймиз. У холда (4.36), (4.37) айирмали схе- 
мани Hw фазосида (4.35) оператор тенглама куринишида ёзиши- 
миз мумкин.

Фараз кдлайлик, у, ft еЯбулсин. Демак, бу функциялар (4.34) 
чегаравий шартларни, яъни

у . = у . = у. = у  = $ .  = § . , .= § .  = & = О
у  о/ у  N))  J  ю  У iN2 <V N\j ю  п\'2

шартларни к,аноатлантиради. Бундай функциялар учун куйидаги
N] - 1  N2 -1

-  £  Z  [au+i.j(yM,j -  v ) - y,-ij)]v,j =
/V, - 1  ,V2 - 1

= -  £  £  а (уц + £  £  а1М(уи - у  , , )(), = (4.39)
i =  1 ./=1 i'= l J ~ l  

iVj —I A'2-1'
= £  £  aUj(yt} y, • )(/>.. -  i) )

м  7= 1

айниятларнинг бажарилишини осонлик билан куриш мумкин. Шунга 
ухшаш

Л', -1 N2 -1
-  £  Z  Г«2,,,/+1(Лу+1 - Д /_,)]#*■ =

/=1 7= 1

л/,-1 лг2-1 (4.40)
= Z  Z  Ч; О'.. Г.. ;)(/». />, , ,)•

Энди (4.39), (4.40) лардан фойдаланиб, (Ду, #) скаляр купайт­
ма учун ушбу айниятни хосил кдламиз:

(ду ,#) = !> , £ м  ..ч+/=1 7 = ' 2 ’’Ч  Й1 Л  Л1
I/ -̂/-1»./ И "7

' (4.41)
Л/,-1 W2 , w  ч /VL-1 .V2-1

+ 5  5 * а « Н г §  а д ,

Бу ерда у ва ^ ларнинг уринларини алмаштириб, барча 9 е  Н 
учун (Ду, #) = 0>,Д)# лигига ишонч хосил кдламиз. Демак, (4.33) 
ва (4.34) айирмали схемага уз-узига кушма Д оператор мос келади. 
Энди (4.41) айниятда # =удеб, куйидагини хосил *;иламиз:
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вектор учун (4.42) дан курамизки, (А у ,у )  скаляр купайтма купи­
ла гша тенг:

N\ Л,2-' / \2 лг,-1 мг ,
(А у, у) = £й, £  к  ( + £  й, £>; г - M i - 1

Биз 10.3.2 да А операторнинг спектри учун куйидаги формула- 
ни хосил кдпган эдик:

о 4 - 2  4 . 2 n k j h 7
К  = — sm — + — Sin --,4^ ,h} 2/, h2

4 . 2 n h. 4 * 2—  s m ---L+ —  s m
h} 21, h\

4 2 7zh-, 4= — cos - + —  COS
'2/ ,' h i

к, =  1, TV, -l,fc2 = 1,TV2 -1.

Бундан эса куйидагилар келиб чикдди:

5 = Я ш т ( ^ ) -  —  2/7»

2 nh2
и ;-

Демак, (А у, у) учун куйидаги тенгсизликларуринлидир:

6||y|2< (ij,j)< A | | v f. (4.43)

Энди (4.32) шартлардан фойдаланиб, (4.42) дан куйидаги бахо- 
ларга эга буламиз:

/3,(Ау,у) + d, ЦуЦ2 < (Ау,у) < f}2(Ау,у) + d2 ||>>||2,
A =CU + c]2, (32 =C,+C2. (4A4)

Охирги (4.43) ва (4.44) тенгсизликлардан

7i|M f ^ ( A y , y ) < y 2 \\yf ,

/, = /3,5 +d„ 7 2 = /3,Д + й?2 

ларни хосил кдламиз.



Шундай кдлиб, биз у, ва у2 ларни топдик. Буларга кура (4.26) 
дан хк итерацион параметрдарни аникутаймиз ва (4.27), (4.28) фор­
мулалар буйича хатоликни бахолашимиз мумкин.

Шуни таъкидлашимиз керакки, (4.33), (4.34) айирмали масала­
ни (4.36), (4.37) айирмали масалага келтиришимизнинг сабаби А 
операторни аникдаш ва спектрини бахолаш эди. Итерация пара- 
метрлари тк лар аникдангандан кейин итерацияни бевосита (4.33), 
(4.34) схема учун олиб бориш мумкин. Аввадо,

= -(Дх, (а, ДХ2у)),;. + (Кх2 (а2АХ2 у)).. + dtj,у{к) -  f y, 

i = 1,2,..., A1, - l , j  = 1,2,...,N2 ~\

бовинишсизлик хисобланади, кейин навбатдаги якднлашиш

у(М) = у {к) - г 'к+Х к\ i = l,2,...,N]-\ ,j  = l,2,...,N2- lij I/ ч ‘J '

топилади. Чегаравий шартлар (4.34) буйича аникданади:

10.5-§. ПАРАБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН 
АЙИРМАЛИ СХЕМАЛАР

Бу бандда параболик тенгламаларни тур усули билан ечишда ке­
либ чикддиган айирмали схемаларни куриш ва уни текшириш би­
лан шугулланамиз.

10 .5 .1 . Икки цатламли айирмали схема. Фараз кдлайлик, 
G = {0 <х < /, 0 < t < Т) сохада ушбу

ди д2и v . -  . .(5 .1)

параболик тенгламанинг (иссикдик утказувчанлик тенгламасининг)

и(х, 0) = и0(х) (5.2)
дастлабки шарт ва

м(0 ,t) = nx{t),u{l) = p2(t) (5.3)

чегаравий шартларни кд н о а тл а н т и р ад и га н u(x,t) ечимини топиш та­
лаб кдлинсин. Бу ерда и0(х), /.it(t), n2(t) — берилган функциялар. 
Маълумки, (5.1)—(5.3) масаланинг ечими мавжуд ва ягона [53]. Ке­
йинги мулохазаларда u(x,t) барча керакли хосилаларга эга деб фараз 
кдтамиз.'

173



Айирмали схема куриш учун 
G сохдни х ва t координаталар 
буйича мос равишда h = 1/М ва 
х = Т/N булган тугри бурчакли 
туртбурчак тур билан коплаймиз 
(10-чизма). Кейин Gh,r = {(ih,xk), 
i = Q,M, к = О, N} тур соханинг 
(J, к) = (ih, тк) тугунларида аник,- 
ланган U(h) функцияни кддира- 
миз, U{h) функция и функция- 

_  нинг Gh,г турдаги кдймати була­
ди. Олдингилардек (/й,г турда аникданган y(x,t) функция учун 
у* = y(Xj,tk) белгилаш киритамиз. 2

Энди (5.1) тенгламани аппроксимация кдлиш учун ва —;г 
Хосилаларни (ih, кг) нукдада дх

ди
6t (ih ,k t)

(5.4)

к к- Л -У ;

(ih,kx)
(5.5)

д2и
дх2

у !-\~2У? +Ум

(ih,kx)
(5.6)

такрибий формулалар билан алмаштирамиз. Айирмали масалани 
Хосил кдлиш учун (5.4) билан (5.6) ни (5.1) тенгламадаги хосила­
ларнинг урнига куямиз хамда (5.2) ва (5.3) дастлабки ва чегаравий 
шартларни аппроксимация кдламиз. Натижада куйидаги айирмали 
масала хосил булади:

к+\ к к , * , к 
Уi - ) ’i _  Уу-\~2У! +УМ + ф к

т h2 (5.7)

Уо №\ (h )> Ум

У,

H2(tk),k  = 0,N; 

и0 (xi), i = О, М. (5.8)

Агар (5.6) да к ни (к+1) га алмаштириб, натижасини хамда
(5.4) ни (5.1) тенгламага куйсак, куйидаги айирмали масалага эга 
буламиз:
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(5-9)
i = \,М —\, к = О,N — I;

Уо+1 = й('*+1), Ум' = th(*k+i)>b = О.Ж-1,
у° =и0(х,), i = О,М.

(5.10)

Бу ерда <р* сифатида куйидаги ифодаларнинг бирортасини олиш 
мумкин:

Шундай кдлиб, (5.1)—(5.3) параболик тенгламанинг аппрокси- 
мацияси сифатида биз (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) айирмали тенгла- 
маларга эга булдик.

Бирор Lu = /  дифференциал масаланинг (х,.,^) тугунда 
Lh (u(h)) = / л айирмали масала билан алмаштиршцда иштирок этади- 

ган туплами андаза дейилади. Юкрридаги (5.8) ва (5.9) айирмали 
схемалар 11-чизмада курсатштган андазаларга мос келади.

a) б)

Энди (5.7), (5.8) айирмали схеманинг аппроксимацияси тарти- 
бини аникдаймиз. Бунинг учун (5.7) га дифференциал масаланинг 
аник, ечимини куямиз. Равшанки,

f ( xi’h )X  J f (x, tk) d x , \ dt \ f(x,t)dx.п \ т  ( 1
Г ;-----  Я X: -----X , - -  к  X: -----'2  '2

О 0 ,к+1)

О--------6 -------- о
(1-1,к) (i,k) (i+l,k) О (i,k)

11 -чизма. а — икки цатламли ошкор схема, 
б — икки к;атламли соф ошкормас схема.

и (х ,к х + т )-и (х ,кт )  _  I

г
u (( i -Y )h  , t ) - 2 u ( i h  ,t)+aiy(i+ \)h  ,т)
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Шунинг учун х,ам

u ( x , t + r ) - u ( x , t ) u { x - h , t ) - 2 u ( x , t ) +u ( x + h j )  , , 
— (р{х, I ) '■

т

д и  д 1,
dt 2 dt2(*■'+«

Г
h 2 д 4и 

]2 дх4
-<p(x,t) =

(x + rj,t)
= f(x ,t)-(p (x ,t) + 0(r + h2).

Агар (pf = f( ih ,k r)  деб олсак, у холда (5.7), (5.8) айирмали ма­
сала аппроксимация хатолигининг тартиби 0(г + И1) булади, чунки 
дастлабки ва чегаравий шартлар аник, бажарилади. Шунга ухшаш 
курсатиш мумкинки, (5.1)—(5.3) масаланинг (5.9), (5.10) айирма­
ли схема билан аппроксимациясининг тартиби 0(т + И2).

Шуни айтиш керакки, (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) схемалар
(5.1)—(5.3) тенгламани бир хил хатолик билан аппроксимация 
кдлишса хам, улар уртасида катта фар к, бор. Хдкикдтан хам, (5.7) 
дан куйидаги муносабат келиб чикдди:

у-+1 = у> +т^ у>-1 ~2у‘ +у‘+]У (5.11)h

у 1’(i = 0, М) маълум булганидан бирин-кетин барча у) (/' = 1, М - 1) 
ва х-К. ни топиш мумкин. Шундай кдлиб, ifh) функцияларни (5.11) 
формула буйича ошкор равишда топиш мумкин. Шунинг учун хам
(5.7), (5.9) схема ошкор дейилади.

Энди (5.8) тенгламани узгартириб, куйидагича ёзамиз:

/ = 1,2 ,...,А/-], (5.12)

у ^  = /л*+1 -  А/, ((k + 1)г), >i+1 = ^  ^  ((* + 1)г).

Барча y f( i  = l, М -\ )  маълум булганида бу муносабатлар 
у -~], / = 1, М -1  номаълумларга нисбатан чизикди алгебраик тенгла­
малар системасидан иборат. Шунинг учун хам (5.9), (5.10) схема 
ошкормас дейилади. (5.12) системани куйидагича ёзиш мумкин:

Ау = Ъ, (5.13)

бунда у = {yk+\ ...,yk*\} — номаълум вектор,
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Ъ векторнинг координаталари эса

bj=<

jf+T<pf+1+~Aif+1,7  = l, 
h

y f  + r(Pj+<> 2 <  j  < M  - 2 ,

j4 - i + + ”  a4 +1 >;' = M - 1 •

/1 матрица уч диагоналли булганлиги учун (5.13) системани хай­
даш методи билан ечиш мумкин.

Энди (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) схемаларни уз ичига олган уму- 
мий схемани куриб чикдмиз.

Ушбу

A0, = -U 0 ,+1- 20,+0,--i). h
Am  ̂ ~ [и(х + h, t) -  2и(х, t) + и{х -  h, /)]

белгилашни киритиб, куйидагини хосил кдламиз:

у‘ у±- = oAyf+1 + (1 -  и) Ay. +(р- , к = 1,М-1. (5.14)

Бу схемада сг (Е [0,1] узгармас сон вазн дейилади. Хусусий холда
(5.14) дан о = 0 да (5.7) ва а = 1 да (5.9) келиб чикдди. (5.14), (5.8) 
схема вазний схема дейилади. Бу схема факдт а  = 0 булгандаг ина 
ошкор булади; 0 < а  < 1 булганда эса ошкормас булади. (5.9), (5.10) 
схема бошкд ошкормас схемалардан фар к, кдлиш учун соф ошкор­
мас схема дейилади. Агар о- = ~ булса, биз куйидаги олти нуцтали 
симметрик схема деб аталувчи схемани хосил кдламиз:

уГ - у? -(Ду,*+1+Ду*) + ф*. (5.15)
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( i- l.k + l)

f l - W

(i+ l,k + l)  Бу схема 12-чизмадаги 
олти нук^али андаза буйи­
ча тузил ад и.

Энди (5.1)—(5.3) диф­
ференциал масалани (5.14) 
айирмали схема билан ап­
проксимация к,илганда 
Хосил буладиган хатолик­
ни аникдаймиз. Бунинг 
учун (5.14) масаланинг

0+1,к)а,к)

12-чизма.
ечимини y f  = u(x[,tk) + zf куринишда ёзамиз, бу ерда и(х,() функ­
ция (5.1), (5.3) дифференциал масаланинг аник, ечими. Хатолик 
учун куйидаги тенгламалар системасига эга буламиз:

^ = o-Azf+1 + (1 -  ст)Дг(* + г*,

i = \,М -\,к  = 0 , iV — 1, (5.16)
z* = zkN+l = О, к = О, N - 1, z° = 0, i = О, М.

Унг томонда кэтнашадиган турдаги функция куйидагига тенг:

гк _ u(x„tk + 1)-u(xj,tk) + оАм1 + (1-ст)Ди1 +(рк
W t+l )  К ’  1(1, Л )  Г ‘

(5.17)

Бу функция (5.1), (5.3) масала ечимидаги (5.14) схема аппрокси- 
мациясининг хатолигидир. Бу хатолик тартибини аникдаш учун
(5.17) ифодада к;атнашадиган барча функцияларни (х^к+ г/2) нукуа 
атрофида Тейлор кдторига ёямиз:

ди 2 дЗг д  и ди
~dt (х, ,tк +г/2) 24 д Р (x,.tk+£,) ^

+ 0(т ),

Н , = А и
( x i y t k + т )

I + ТАГ"l(xhtt +rl2) 2 dt

(*,.<*«/2) 

+0(r2) =
(Ч.<*«/2)

д2и h2 д 4и г  . ди
-------+ -------------- +  _ . Д  —
дх2 12 qx4 2 dt

+ 0 (x2+h2).
(Xj,tk л-х 12)

Шунга ухшаш

Н К Xi t tk )

д 2и h 2 d 4u т ди___ |_
дх2 12 dx4 1

1<5
31 <ч
1 + 0(т +й2).

(Xj,tk+T/2)
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Бу ифодаларни (5.17) га куйсак,

д и  д  и

d t дхг
+ г(ст--)Д1 \ а ди

d t
+ <pf + 0(r2 +h2)

(х,-,/*+г72)

ни хосил кдламиз. Энди
д и  д 2и

dt

дан фойдалансак, у холда

“ * ~ - ( P i  - / ( * / > * *  +  t / 2 )  +  t | c t - 0 Vг, 1 \tdu 
d t

+ 0(r2 +h2)
(А,'к +1/2)

келиб чикдди. Демак, <pf = / (х ,.,^+  т/2) деб олсак, у холда 
rf = 0 (т + A2 j , агар / ^ 0,5 булса ва /;•* = 0 (т2 + А2) , агар г = 0,5 булса.

Шундай к,илиб, (5.15) олти нуктали симметрик схема (сг =  ̂
учун г,к = 0 (г2 + А2).

10.5.2. Икки кдтламли айирмали схемаларнинг тургунлигини тек- 
шириш. Кулайлик учун куйидаги векгорларни киритамиз:

Ук =(ук̂ у1> -,укм \ <?к 1).

А = > fi2 = (h2,vI , - , v? ) t■

Ушбу (x0,tk), (x,,tk), ..., (xM,tk) тугунлар тупламини /г-к,атлам дей­
миз, шунинг учун хам j?* ва фк векторларни uh ва <рн функция­
ларнинг fc-кщламдаги кдйматидек кдраш мумкин. Куйидаги норма- 
ларни киритамиз:

у* = max yf , \\фк = max U* ,
II I' 0<г<Л/1 I II И ()<i<M I I

IIй || = max Luf , ш = max u* .
,f 11 0 < k < N '  I II 2  II 0 < k < N ' “  I

T а ъ p и ф. Айирмали схема С фазонинг турдаги нормасида тургун 
дейилади, агар А ва г га боглик, булмаган шундай узгармас с, сон 
топилиб, унинг учун

max у  ̂ = с
0<k<N II П

(max)(||Д,I, И  ||у0||)+тах||ф*||) (5Л8)

бахо уринли булса.
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Энди (5.7), (5.8) айирмали схеманинг тургунлигини текшира- 
миз.

1 -т е о р е м а . Агар г < /г2/2 булса, у  х,олда (5.7), (5.8) айирмали 
схема С фазонинг шурдаги нормасида mypiyttdup.

И с б о т и. (5.7) тенгламани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

y k+l = (1 -2 р )ук + p jv , + р у км  + т(рк.

бунда р = т/!г. Агар max \ук11 j га ички (1у к + 1) нук^ада эришилса, у 
х,олда

mfx к'*+‘ | = m p-1(1~ 2р )ук + р ук_\ + РУм +T(Pi\ ^

< (1 -  2 р )  II jJ* I + 2р ||j>* j) + т Ьрк j) = || j?* + т \\(рк I.

Акс холда 

Демак,

I k+1 I yt < max(l^*+II ’ 1̂ 2+i I) ^ max (ЯД Ц, IДг ||).

Iу ы  || < max (|u, I, \\ц21|, ||j« || + т ||«p* ||j. (5.19)

Энди (5.7), (5.8) масаланинг ечимини

у11 =$ * + vJ1

куринишда ёзиб оламиз, бунда $ к (5.7), (5.8) масаланинг унг 
томони <рк = 0 булгандаги ечими, wk эса (5.7), (5.8) масаланинг 
чегаравий ва бошлангич шартлари нолга тенг булган ечими. (5.19) 
га кура д к учун куйидагини хосил к,иламиз:

<max L J L L J ,\.к+1 < <

< maxy|/i,|,|/i2|, 

Иккинчи томондан w* учун (5.19) га кура

, II— II _„ , .
w k +1

<  ш* +  Т №!>* < w k ~'
+х[ <рк + ф к+[

< .. .< £ г
j =о

г < Т max0</<iVг

бу ерда (к+  1) г < Гдан фойдаландик. Шундай к^илиб, куйидагига 
эга буламиз:
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< max ш , , \шг , + Т maxО </<,У<PJ

( II— II \
maxi ||Д| , р 2|, Г + max \\Sj

J 0<у < tv II 11

бунда cl=m ax(l, 7). Бу тенгсизлик барча к ,0 < к <  N учун уринли, 
демак, айирмали схема С фазонинг турдаги нормаси учун тургун 
экан. Теорема исботланди.

Т аъ р и ф . Айирмали схема шартли равишда туррун дейилади, 
агар тур кддамлари г ва h орасида бирор муносабат уринли булганда 
у  тургун булса. Агар тур кдцамлари г ва h орасида ихтиёрий муноса- 
батлар булганда хам айирмали схема тургун булса, у холда у  шарт- 
сиз равишда туррун дейилади.

Юкрридаги теоремада тургунликни г < h2/2 шарт бажарилганда 
исботладик. Демак, (5.7), (5.8) схема шартли равишда тургун экан.
(5.7), (5.8) схема ошкор булганлиги учун хисоблаш жуда кулай. 
Навбатдаги кдтламда y ii[ вектор ошкор формулалар ёрдамида ол- 
динги кдтламда топилган у к вектор буйича хисобланади. Аммо бу 
схеманинг шартли равишда тургунлиги г кладам ни жуда кичик кдлиб 
олишга мажбур кдлади. Масалан, h = 0,01 булса, унда г < 0,0005 
булиб, Т = 1 да ечимни топиш учун камида 20 000 та кдтлам олиш 
керак. Бу эса жуда куп хисоблашларни талаб кдлади ва амалий иш- 
ларда ярамайди.

Энди (5.9), (5.10) ошкормас схеманинг тургунлигини текшира- 
миз.

2-т е о р е м а. Ихтиёрий h e a r  цадамларда (5.9), (5.10) масаланинг 
ечими учун (5.18) бщо уринлидир.

И с б о т и. Олдинги теореманинг исботидагига ухшаш (5.9) ифо­
дани куйидагича ёзамиз:

к +1 . / А + 1 , к +1 &+1\ к . к+ \ i ^  ^  \ жУ/ + р{-у ,-1 + 2 у, -  у,+1 ) = у, +Щ ,\ < 1 <М- 1. (5.20)

Кдймати модули билан Цз̂ +'Ц га тенг булган y,t+l ларнинг ора­
сида / индекси энг кичик кдйматни кдбул кдладиганини оламиз. 
Агар /' = 0 ёки / = М булса, у холда (5.19) нинг бажарилиши рав- 
шан. Фараз кдлайлик, энди / *  0 ва / *  М булсин, у холда / нинг 
таърифига кура |yf+1| > |yf_V| ва \yf+11 > \ум \. Шунинг учун хам
ы *+,Ч . ум l+ K i'l ва sign (2 у ^ 1 ■уК



| [ r t ,  ,11 I k+\ I £+1 . /  k+\ , ^  £+1 k + 1 \\
Ik II= к ( \-\у ‘ + Р \ ~ У м + 2 У! - У г - \ ) | =

= |_y* +T<pf+1| < I^ H  + r  ||̂ *+l||.

Шундай к,илиб, барча h ва г кддамларда (5.8), (5.9) схема учун 
(5.19) батога эга булдик. Исботнинг кщ ган кдоми 1 -теореманинг 
исботидек тугайди. Шундай кдлиб, (5.8), (5.9) схема шартсиз ра­
вишда тургун экан.

Ошкормас схеманинг шуниси яхшики, вак,т буйича г кдцамни 
анча катта кдлиб олиш мумкин, аммо к,атламдан к,атламга утишда 
уч диагоналли тенгламалар системасини ечишга тугри келади. Бирок, 
бир улчовли 5фл учун бу К.ИЙИНЧИЛИК тугдирмайди. Хусусий хщда 
у к  маълум булса, хдйдаш усули билан О(М) та амал бажариб, уш  
векторни топиб олиш мумкин, яъни кдтламдан кдгламга утишда 
арифметик амалларнинг сони такрибан ошкор схемадагидек булади. 
Бундан курамизки, амалда ошкормас схемани ишлатиш маъкулдир, 
чунки ЭХМ да хисобланганда машина вак,тини тежайди.

Энди (5.14) вазний схемани текширишга утамиз. Айирмали схе- 
малар назариясида матрица билан бу матрица яратадиган оператор- 
ни фар к, кдлишмайди. Бундан кейин биз х,ам шундай кдламиз. Биз
д оркдли (0 ,д „  ..., Ъ м х, 0) векторга (0, д # „  ..., д  0) 
векторни мос куядиган операторни (матрицани) белгилаймиз. Агар 

= фк = 0 деб олсак, у хдлда (5.14) айирмали схема куйида­
ги куринишга эга булади:

/ +1= у *+ то А у*+,+ г( 1 -< г)А /
ёки

( £ - r o A ) y * +i =(£' + т(1-о-)Д)у,4 , 

у . +] = ( Е - т а А У '( Е  + т ( 1 - о ) А ) у к.

Шундай кдлиб, (5.14) тенгламалар системаси
у к + 1  =  S j M

куринишда ёзилади. Бунда кдтламдан кдтламга утиш матрицаси

S = (£ —тоД)ч (.Е + т(1 —ст))
дан иборатдир. Фараз кдяайлик, S  матрицанинг хос сонлари 
Я,, Л2, ..., Яд, | дан иборат булсин. .S'матрица симметрик булганлиги 
учун ll^lj = тах|Я,| муносабат уринлидир. Энди ни 5матрица- 
нинг хос функциялари буйича Фурьенинг чекли к,аторига ёямиз:
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М-1---- л  runо V  /-т * ?ги< 
V, = 2 .  С> п 7

/7 = 0

Равшанки,

. . RnihAsm - - 2 s i n ^ +s i n ^ M  
/ l i

. • 2 xnh 4 sin —о . к т п  a . n m h= ----- ^ - s r n  — = -^ s m — .

Шундай кдлиб, А операторнинг хос сонлари s>n2

(и = 1, 2, Л/—1) га тенг. Демак, S матрицанинг хос сонлари

булади. Шунинг учун хам
М-1

у™ = Syk =... = S*+,yo X  я ;+,с„ s i n ^ .
и = 1 /

Бундан курамизки, (5.14) схема тургун булиши учун |Яя| < 1 тенг­
сизлик бажарилиши керак. Демак, биз a  ва г ларга нисбатан шундай 
шартларни топишимиз керакки,

-1 < < I
1+таЬп

тенгсизликлар уринли булсин. Агар г > 0 булса, у холда $ >0 булган­
лиги учун юк,оридаги тенгсизлик г & п(1—2а) < 2 муносабат билан
тенг кучли булади. Агар ст > -  булса, охирги тенгсизлик барча т>0

1лар учун бажарилади. Агар а  < -- булса, у холда

(1-2<?)тах г>„ 2(1-2сг) (5-21)

булиши керак.
Шундай кдлиб, (5.14), (5.8) айирмали схема дастлабки маълу-

мотларга нисбатан тургунлигининг етарли шартларини урнатдик.
Жумладан, <рк = 0, и. = ц =  0 булса, у холда ст > булганда (5.14),

I(5.8) айирмали схема шартсиз равишда тургун булиб, сг < -  булган­
да (5.14), (5.8) схема (5.21) шарт бажарилганда тургун, яъни шартли 
равишда тургун булади.
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Агар дифференциал оператор ёки чегаравий шартлар биз кдраган
(5.1)—(5.3) чегаравий масалага нисбатан мураккаб булса, у х;олда 
айирмали масала хам мураккаб булади ва унинг тургунлигини мак­
симум принципи ёки Фурье методи билан текшириш маълум кд- 
йинчиликлар тувдиради ёки умуман мумкин булмайди. Бундай холда 
энергетик ба^олар методикан фойдаланилади.

Юкрридагидек Ук оркдли uh нинг /r-кдгламдаги кдйматини бел­
гилаймиз, яъни уь = (0, у*, ..., у км_,, 0). Яна ушбу

белгилашни киритамиз. Бунда биз куйидаги тенгликларни хосил 
кдламиз:

Энди векторлар учун wl2 (11 -бобга к,.) фазонинг турдаги скаляр 
купайтмаси ва нормасини киритамиз:

Равшанки, (5.14) тенгламани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Бу тенгламани (5.22) ва (5.23) тенгликлар асосида куйидагича ёзиб 
оламиз:

Охирги тенгликнинг хар иккала томонини 2ryj< = l[yk+\ -  j « )  
вектор билан скаляр купайтирамиз. Натижада куйидаги хосил бу­
лади:

(5.23)

у* =стДу*+| +(1-сг)Ау* +фк.

У,к = | д (у*+| + у* ) + г(ст-0,5)А .р* + <рк.

+2т2 (ст -  0,5)(Ду/, у ‘ ) + 2(^ , ) . (5.24)

Ушбу
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к,исмий йигиш формуласида at = ~ j ~ l , bi = i)[ деб ва bs= i)( = 0, 
bM-  iJM= 0 тенгликларни кисобга олиб,

(дМ ) -  “t  h ■ # -  - 1  *( -Ш1
ы  *  ' /= 1  \ h  )  I M i

ни хрсил к,иламиз. Энди А операторнинг симметриклигидан фойда- 
ланиб,

(ду*+| +yt), у м  — ) = (Ajp*+1, Ук+')-(А у к, я )  = ||̂ |[ -| Н ,

тенгликка эга буламиз. Охирги иккита муносабатдан фойдаланиб,
(5.24) ни куйидагича ёзиб оламиз:

.. ,(2 ,1 м2 и м2 и м2
2 т Щ  + р <+|| +2т2(ст-0,5)||з7/| = |я| +2т (у*,фк). (5.25)

01Бу тенглик w2 фазонинг турдаги иормаси буйича энергетик аи- 
ният дейилади.

Энди ушбу 2
\ab\ < Е а 2 + — ■I I 4к

£ тенгсизликда а = р?/ф Ь = ||ф* | деб олиб, [у^фк j скаляр купайт- 
ма учун куйидаги

||й>^1-е РЧ| +47 IF  II

тенгсизликни ^осил к^иламиз. Бунинг натижасида (4.25) дан куйида­
ги бахр \осил булади:

2т (1-£)|Ы|2 + r(cr-0,5)fe|
it 1(2 к  п 2  а  п 2

+||.У*+1|| <1^1 ||г(| • (5-26)

Хозиргача г ихтиёрий сон эди, энди 0 < е < 1 деб оламиз. У х,олда 
а  > 0,5 шарт бажарилганда катта кдвслар ичидаги ифода манфий 
булмайди. Шунинг учун хам (5.26) дан ушбу

| я+||̂  ̂||f | + -̂||<р< f  (5-27^

ба\о келиб чикдди.
Курсатиш мумкинки, о < 0,5 булганда (5.27) ба\о уринли були­

ши учун
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4(0,5—(7) (5.28)

шарт бажарилиши керак. Энди (5.27) бахони кетма-кет куллаб,

Бу тенгсизлик эса (5.14), (5.8) схеманинг бошлангич маълумот- 
лар хамда унт томонга нисбатан тургунлигини билдиради.

Шундай кдлиб, (5.14), (5.8) айирмали схема о > 0,5 булганда 
шартсиз равишда тургун булиб, а  < 0,5 булганда г ва h кддамлар 
орасида (5.28) шарт бажарилгандагина тургун булади.

М а ш к - (5.28) шарт исботлансин. К ^ р с а т м а .  ||{>||2 < -4-|#]|2 тенгсизликдан  
ф ойдаланилсин. 1 й2

Биз бошлангич шартлар ва унг томонга нисбатан тургунлик ма­
саласини куриб чикдб, чегаравий шартга нисбатан тургунлик маса- 
ласига эътибор бермадик. Агар ^ ,(0  ва n2(t) функциялар диффе- 
ренциалланувчи булса, у холда чегаравий шартларни нолга айлан- 
тириш мумкин. Х,акдк,атан хам, F(x,t) = /,(,(/)(1 -  у )  + м2(х ) '} Функ­
цияни олсак, у холда д (х, t) = и(х, t)-F (x , t) функция (5.1) тенг­
ламанинг унг томони |/(х,/) + -~/г(х,/)| дан иборат булиб, нолли 
чегаравий ва бошлангич шартларни кдноатлантирадиган ечимини 
беради.

Шунга ухшаш бир жинсли булмаган (5.14), (5.8) айирмали ма­
салани бир жинсли чегаравий шартли масалага келтириш мумкин.

у к , п Щ /=о 11 11

° 1 ГII IIба^они хосил кдламиз. Унг томондаги йигинди ^  J|J(*)f ^  интег­
рал учун квадратур йигинди булганлиги сабабли шундай С, топила- 
дики,

Г

тенгсизлик бажарилади. 
Бу ерда

|/(0||= j f{ x ,t ) d x
\ 1/2

Демак, V

Т

J

186



у Фараз кдлайлик, у ■ айирмали масаланинг ечими булсин. Куйи- 
Двги тур функцияни киритамиз:

ук, агар 1 < i < М -1 булса, 
О, агар / = О ва / = М булса.

Бу функция чегаравий шартлари бир жинсли булган ушбу айир­
мали масалани к;аноатлантиради:

,*+1

бунда

= сгА§к+] +(1-сг)ДГ +цгк, i = 1,М-1,

Г = 9 т ,  #* = 0, Ьи = О,

q>- -  - 7  M,k+1 > агар i = 1 булса,
h h

v f  =\ $ ,  arap 2< i< M  - 2  булса,

Vm-i 2 h
/4 -  — y.k+[, arap i = M -1 булса.

Шундай кдлиб, тенгламанинг унг томонини бироз узгартириб, 
бир жинсли булмаган (5.14) айирмали масалани чегаравий шартла­
ри бир жинсли булган айирмали масалага келтириш мумкин.

10.5.3. Ящшлашиш тезлигини бахолаш. Фараз кдлайлик, (5.1) 
дифференциал масаланинг ечими и булиб, y f эса (5.14), (5.8) айир­
мали масаланинг ечими булсин, гк оркдли эса аппроксима- 
циянинг хатолигини белгилаймиз (к;. (5.16), (5.17)). Агар биз u{h) 
оркдли аник, ечимининг турдаги кдйматини белгиласак, у холда 
I = dh) ->f айирма ечимнингтур устидаги хатолиги булиб,

——L~ - = стДzk +(l — ег) Az* +(рк -  f k + гк, 

i = 1, 2 , М- 1

тенгламани кдноатлантиради. Агар = /(я,-,/* + ~j деб олсак, у 
Холда z- ушбу

= crAzk+' + (1 - a)Azk + r k, / = 1, M - 1,
0 к 

z , = м о -U =0А/
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масаланинг ечими булади. Агар к,аралаётган масала тургун булса, у 
х,олда (5.27) бахо уринли булади. Бундан эса

к - 1 N -1
II *H2 ^  V  * II- II2 ^ V  * II- II2 ^ Т ||_ ||2z <2- ,— кл  ^ 2-!—г-Ч ^ — max гу
II 111 j =0 2 в  II II j =() 2 е  II II 2е o < j< N -\  II II

келиб чикдци. Шундай кдлиб, т ах ||z* | як,инлашиш тезлиги 0(r + h2) 

булади, агар о *  0,5 булса ва 0(г2+ h2) булади, агар а  = 0,5 булса.

М а ш  к- Ушбу
ди  д2и 

+ — -  = 2х  
^  дх

тенгламанинг куйидаги
и(х, 0) = х(1 — х) ( 0 < х < 1 ) ,

« ( 0 ,  t)  =  0 ,  и (  1 ,  0  =  1 ( 0  <  / <  Т)

бош лангич ва чегаравий шартларни к.аноатлантирациган такрибий ечими то- 
пилсин хамда натижа и(х, t) = х(\—х + t) аник, ечим билан солиш тирилсин.

10.5.4. Айирмали схема куришнинг баланс методи. Иссикдикутка- 
зувчанлик, диффузия, тебраниш ва т .к .  турли хил физик жараён- 
лар иссикдик, масса, хдракат микдори, энергия ва х-к. сакданиш- 
нинг интеграл формадаги крнунлари билан тавсифланади. Матема­
тик физиканинг дифференциал тенгламаларини чик,аришда кичик 
хажм учун сакданиш крнунини ифодаловчи муайян интеграл муно- 
сабатдан (баланс тенгламасидан) ишни бошлашади. Тенгламада к,ат- 
нашадиган функцияларнинг барча керакли хосилаларини мавжуд 
деб фараз кдлиб ва баланс тенгламасидаги хажмларни нолга интил- 
тириб, дифференциал тенглама хосил кдлинади. Чекли-айирмали 
методнинг физик маъноси шундан иборатки, биз узлуксиз мухдт- 
дан унинг кдндайдир дискрет моделига утамиз. Табиийки, бундай 
утишда физик жараённинг асосий хоссалари са*утанишини талаб 
кдлиш керак. Бундай хоссалар к,аторида, биринчи навбатда, сакда- 
ниш к,онунлари туради. Тур сох,ада сакданиш крнунларини ифода- 
лайдиган айирмали схемалар консерватив схемалар дейилади. Кон- 
серватив айирмали схемаларни хосил кдлиш учун тур сохада эле- 
ментар хажм учун ёзилган баланс тенгламаларида к,атнашадиган 
интегралларни ва хосилаларни такрибий айирмали ифодалари билан 
алмаштириш керак. Консерватив айирмали схемаларни хосил кдлиш- 
нинг бундай усули баланс методи ёки интеграл-интерполяцион jме­
тод дейилади. Баланс методини куллашга мисол сифатида иссикдик 
утказувчанликнинг стационар тенгламаси учун биринчи чегаравий 
масалани кдраймиз:
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jL
dx |p(x) -  q(x)u + f(x )  = 0 , 0 < x < 1, 

u(0) = a ,u (  1) = p,

(5.29)

(5.30)

бунда p(x), q(x), fix )  лар етарлича сил л и функциялар булиб, 
р(х)>р, > 0, q(x)>0 шартларни кдноатлантиради, а  ва /3 эса берилган 
сонлар. Бу шартлар бажарилганда (5.29), (5.30) чегаравий масала 
ягона етарлича силлик, и(х) ечимш эга булади. Айирмали схема куриш 
учун [0, 1] кесмада мунтазам

& = {х= ih, i = 0,1, ...,N, hN= 1} 

т$рни оламиз. Куйидаги

X , = xi ±~, w(x) = р(х)~и(х), = W
2 /±- V. 2 „

белгилашларни киритиб, (5.29) тенгламани 
интеграллаймиз, натижада

X ),Х ,
'  2 ' +2

ораливда

I л
! — w t -  J  q(x)u(x)dx + J  f(x)dx = (

2

тенглама хосил булиб, у 

тенгламасини аникдайди. Энди

X ,,Х j
/ + -  2 2

(5.31)

кесмада иссик^икнинг баланс

J  q(x)u(x)dx
х Л '~2

х .*+2
интегрални унинг щ J  q(x)dx такрибий кдймати билан алмашти- 

риб, куйидаги белгилашларни киритамиз:

(5.32)

189



Натижада (5.31) тенглама

W  1 - W  '/+- i— 
2 2 - d iui + Ф, = О (5.33)

куринишга эга булади. Энди vv j ни м(х) нинг тур нуцталаридаги

кдйматлари орк,али ифодалаймиз. Бунинг учун 

[х ; |, xi ] кесмада интеграллаймиз, натижада

du __ w(x)  
dx р (х) ифодани

dx

Хосил булади. Агар

я, =
\_i

1 Г  dx

V  J

(5.34)

(5.35)

деб белгилаб олсак, (5.34) дан куйидаги такрибий тенгликларни 
х;осил кдламиз:

u i~ u i - 1 
w. > w. 1

и м - Щ  

3'+1 h

Бу ифодаларни (5.33) тенгламага куйиб, изланаётган функция- 
нинг х; |, хр х.+{ нук^алардаги кдйматини уз ичига олган ушбу

:[«/+! (мм  ~щ)~ «,■ (и,- -  и,--1) ]  -  + <Pi = О (5.36)

айирмали тенгламага эга буламиз. (5.36) тенгламани сол тур соха­
нинг барча ички нукталари, яъни / = 1, 2, ..., N- 1 учун ёзсак, у 
холда N +  1 та н0, ир ..., номаълумли N— 1 тенгламалар система- 
сига эга буламиз. Иккита етмаган тенгламани (5.30) дастлабки шарт- 
дан хосил кдламиз:

u0 = cc,uN=p. (5.37)

Айирмали масаланинг ечимини дифференциал масаланинг ечи- 
мидан фар к, кдлиш учун уни у о р кат и белгилаймиз, демак, у = у(х), 
х £ й)( . Энди (5.36) ва (5.37) тенгламаларни бирлаштириб, (5.29), 
(5.30) чегаравий масала учун куйидаги айирмали схемага эга буламиз:

1
- у [ ам (Ум ~У,)~а, (у, ~Ум ) ] -  dtyt + (р, = 0,

/ = 1,2,...,N~],
Уо =а, yN =/3.

(5.38)
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Бу системани хайдаш методи билан ечиш макрадга мувофик, булади. 
Бунингучун (5.38) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Чегаравий масаланинг коэффициентларига куйилган шартлар- 
дан а.> 0 ва d. > 0 келиб чикдди, булардан эса С > Ai+Bj ни, яъни 
Хайдаш методининг тургунлик шартини хосил кдвдик. Демак, (5.38) 
айирмали масала ягона ечимга эга ва бу ечимни хайдаш методи 
билан топиш мумкин.

Энди (5.29) дифференциал тенгламани (5.38) айирмали тенг­
лама билан алмаштирганда юзага келадиган аппроксимация хатоли- 
гини текширамиз. Бунинг учун (5.29) тенгламанинг чап томонини 
Lu(x) ва (5.38) тенгламанинг чап томонини L^. оркдли белгилай- 
миз, яъни

Фараз кдлайлик, §(х) етарлича силлик, функция булиб, # = §(х) 
унинг (oh турдаги кдймати булсин. Энди

бахо уринли эканлигини курсатамиз. Бунинг учун Ltp i оператор тар- 
кибидаги г).±] = &(х. ± К) ни х. нук,та атрофида Тейлор кдторига ёямиз. 
Равшанки,

бунда

Ьи(х) = £ ( р (х) % ) ~ 9 {x)l>(*) + /  (*)>

LKyt = ^  1ам  (ум  ~ у' ) ~ а‘ (я  ~ у< )] d‘y‘ + Ъ■

ь1р1 -  ь щ  = т 2) (5.39)

Демак,

Иккинчи томондан

£«(*,.) = р (х,)д" +p'(xi)&; -q (x i)9 i + f(x i).

Бу муносабатлардан

+  К а ^ р ) & ,;  _ / ( X ; ) )  +  0 ( A 2 )
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ни хосил кдламиз. (5.39) шарт бажарилиши учун

= p'{x,) + 0{h2), M l  = p(Xi) + 0(h2), (5.40)

<Р, = f(x )  + 0(hz), d. = q(x) + 0(A2) (5.41)

тенгликлар уринли булиши керак.
Энди к(х) = -1 , деб белгилаймиз ва к(х) ни х 1 нук^а атрофи-

Р\Х)
да Тейлор к,аторига ёямиз, натижада

/ I (  \
к  j + х - х 1 к ' , + 1  • 1 1 х - х  ,

i— 2 V 2 ) 1—  ̂0 /— ̂ 2 )
1  = 1  (  k ( x ) d x = i-  |

h  h  X/, ,

kml +0(hA)\idx = k , +~k" x +о(/г3)

к" , +

хосил булади. Демак,

24 к,
2

ai=P. 1 ~ 

Шунга ухшаш

Булардан эса

h2 ;̂-о.i ^  + 0 lh4) = p - * _ i_  + o (h3)/-o,5 1 ’ F>-1- 24 *, i ;

a,+i = p
h2 k"

/Д 24 k,
2

/>,+ l+/V± 
2 2

pi+L + p ,_ i 
2 2

■о( а2) = л  + о( а2),

0 (a2) = jP'( x,.) + 0(A2)

ларга эга буламиз, булар эса (5.39) ни исботлайди. (5.41) тенглик­
ларнинг бажарилишини курсатиш кдйин эмас. Хакдкдтан хам, d ва 
<р. ни мос равишда q(x) ва f(x )  билан алмаштириш (5.32) интег- 
рални урта тугунли тугри бурчакли туртбурчак формуласи билан 
хисоблашдан иборатдир. Маълумки, бундай формуланинг кол дик, 
хади 0(А3) (7-бобга к,.). Шундай кдлиб, биз (5.40), (5.41) тенглик- 
ларни ва шу билан бирга (5.39) бахони курсатдик. Бу эса Lty i опера­
тор Lu(x) ни (5.29), (5.30) масаланинг ечимида А га нисбатан ик­
кинчи тартибли аппроксимация кдлишини курсатади.

1 - э с л а т м а .  (5.38) айирмали схемани амалда куллаш , унинг коэффициент- 
ларини топиш  учун (5.32) ва (5.35) интегралларни аник, х,исоблаш шарт эмас.
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Коэффициентларни тогжш учун 0 (h2) ёки бундан юцори аник,ликка эга булган 
квадратур ф ормулалар билан такрибий х,исоблаш мумкин. М асалан, (5 .32) ва

(5.35) интегралларга тугри туртбурчаклар формуласини кулласак, коэффициент-

ларни хосил к,иламиз.

Курсатиш мумкинки, (5.38) айирмали масаланинг ечимлари кет­
ма-кетлиги {.уДх,)} h-* 0 да C(ojh) турли фазода дастлабки (5.29), 
(5.30) дифференциал масаланинг и(х) ечимига иккинчи тартиб би­
лан якцнлашади, бошкдча кдлиб айтганда,

бахр уринли булади (к,.[28]).
2 - э с л а т м а .  Баланс методини бошк,а чегаравий масалалар учун ) а̂м к,уллаш 

мумкин. Бундан ташкари, р(х), q(x), Дх)  функциялар узилиш га эга булган лол­
ларда \ам айирмали схеманинг я»;инлашишини текшириш учун коэффициент- 
ларни (5.32) ва (5.35) интеграллар орк,али ифодалаш катта ахамиятга эга.

10.5.5. Тежамкор айирмали схемалар. Фараз кдлайлик, чегараси 
Г булган G -  {0 < х2< 1} сохдда ушбу икки улчовли иссик^ик 
утказувчанлик тенгламасини ечиш талаб кдлинсин:

Бунинг учун вак,т ва фазо буйича куйидаги турларни киритамиз:

Gh турнинг ички нук,талар туплами (/, j  = 1, 2, ..., N - 1) ни 
op кал и ва Gh нинг чегарасини Ги оркдли белгилаймиз.

Юк,орида бир улчовли иссик^лик утказувчанлик тенгламасини 
ечишда ошкор ва ошкормас схемаларни куллаган эдик. Бу ерда х;ам 
шундай схемаларни курамиз. Бунинг учун куйидаги белгилашларни 
киритамиз:
1 3— М. И сроилов 193

лар куйидагича топилади: d f = q (x ,} , t p f = =р

Агар трапециялар формуласини кулласак,

,/u+/;+i
2

]\Уъ ~~и  сг™ 1 = т а х  у й(1 , ) - а ( х 1) < M h

u(x,t) = /л(х,1),х е Г ,0 < t < Т, 
и(х,0) = и0(х), х eG + Г.

(5.42)

юг = {tk = к г ,  к  = 0, N  - 1, N t  = 1},

G h = i Xij = ( x U’ X2 j ) ’ X4 = ih ’ X 2 j  = J h > h j  = Q’ N ’ hN =  l} .



^ = ^ ( У м , 1 ~ гУи+У1-^\ (5.43)

АгУу = ^  (Ау+i -  2А + Д'/.у-!), (5.44)

АУц = А1Уу+АгУг  (5.45)

Бу белгилашларда ошкор схема куйидагича езилади:

у к+[- у к и
= Щ , X,J £0)h, t k & a r ,

Уij ~ P-(x.jj,tk+1), Ху e Гh, tk e toT, (5.46)

УЦ = u0(xv), xv e G h,k  = 0, 

ошкормас схема эса куйидагича ёзилади:

v k+ [ - v k

-JLT—  = АуГ '. еа* .

А  — И(ху>̂к и)’ е Fh, tk £СОг, ^

у ° .= и 0(Ху), ху e G h, k  = 0.

Дастлабки ва чегаравий шартлардан фойдаланиб, (5.46) айирма­
ли схеманинг ечими навбатдаги кдтламда

у к; '  = y k +TAyk, k = 0 , N - l ,  x y e a h

ошкор формула ёрдамида топилади. Бу ошкор схеманинг устунлиги- 
дир. Аммо бу схеманинг му\им камчилиги унинг шартли равишда 
тургунлигидадир. Курсатиш мумкинки, (5.46) схема тургун були­
ши учун г буйича кладам г < 4 h1 шартни кдноатлантириши керак 
[45, 46]. Агар h -  0,01 булса, у холда (4.42) тенгламанинг ечимини 
Т = 1 да топиш учун /V = 40 000 та калам бажарилиши зарур. Агар 
фазовий узгарувчилар х,, х2, ..., хр ларнинг сони р та булса, у холда 
ошкор схема тургун булиши учун г < — h p тенгсизлик бажарили­
ши керак. Шу сабабларга кура параболик тенгламаларни ечишда 
ошкор схема кам ишлатилади. Биз кейинги бандда курамизки, ги- 
перболик тенглама учун ахвол бошкдча булиб, ошкор схемада t = 0(h) 
булганда хдм тургунлик сакданади.
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Энди ошкормас схемани куриб чи^айлик. (5.47) схемада г ва h ни 
кдндай олсак хам у тургун булаверади. Бу схеманинг камчилиги 
шундан иборатки, хар бир ва^т кдтл амида

у Т  - тАуГ' =  У > п  x i, е  <°k> j  =

>-Г < 5 '4 8 )

тенгламалар системасини ечиш лозим. Бу системада у|+1 номаълум- 
ларнинг сони (/V- 1 )2 та. Агар бу системани Гаусс методи билан 
ечадиган булсак, 0(АГ6) та арифметик амал бажариш зарур. Ишнинг 
яна бир мушкул томони шундан иборатки, бундай системани Баку­
нин г хар бир кдтламида ечиш лозим, бу эса хисоблаш ишини яна 
Хам купайтириб юборади.

Фазовий узгарувчиларнинг сони иккита ёки ундан куп булганда
(5.48) система матрицасининг куринишини хисобга олган холда сис­
темани ечиш методларини куриш макрадга мувофикдир. Бу метод­
ларнинг бири — Фурьенинг тез алмаштириши билан биз 10.3-§ да 
танишган эдик. Бу методлар куп улчовли масалаларни бир улчовли 
масалалар кетма-кетлигига келтириб ечишга асосланган. Бундай кел- 
тириш натижасида шундай айирмали методлар вужудга келадики, 
улар ошкор ва ошкормас схемаларнинг икки яхши хусусияти: абсо­
лют тургунлик ва ечишнинг соддалигини узида мужассамлаштира- 
ди. Бу методлар эллигинчи йиллардан бошлаб хар хил номлар — 
узгарувчан йуналишли методлар, парчаланиш методлари, каср цадам- 
ли методлар, локал-бир улчовли методлар остида математик физика 
масалаларини ечишда кенг кулланила бошланди. Хрзир бу методлар 
умумий тежамкор методлар номи билан аталади (тула маълумот 
учун к- [28,46,47,56]).

Узгарувчан йуналишли метод. Биз хозир шу узгарувчан йуналиш­
ли методлардан бири булган буйлама-кундаланг айирмали схема ёки 
Писмен-Рэчфорд схемаси деб аталувчи методни куриб чикдмиз.

Бу методда &~к,атламдан (k + I) кдтламга утиш икки боск>ич- 
дан иборат. Биринчи боскичда

± 0  = \ y P +A2)i Xi/e n h (5-49)

системадан орадаги yi} 3 кдйматлар аникданади. Иккинчи боскичда
к+  *

эса топилган уц 2 «.ийматлардан фойдаланиб,

АГ + 1
У /у У;) - 

”0,5т = v r *  + д 2уТ  ’ xif 6 (5.50)
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системадан v,■'] лар топилади. Бунда Д^ваД^у айирмали нисбатлар 
(5.43) ва (5.44) формулалар билан аникданади. (5.49) тенглама фа- 
к,ат X! узгарувчи буйича ошкормас булиб, (5.50) тенглама факдт х2 
узгарувчи буйича ошкормасдир. Шунинг учун хам бу (5.49) ва 
(5.50) тенгламалар системалари аввал х, йуналиш буйича, кейин х, 
йуналиш буйича бир улчоили хдйдаш методи ёрдамида ечилади. Ме- 
тоднинг номи х;ам шундан келиб чицкдн.

Бу системаларнинг ечиш алгоритмлари куйидагидан иборат:
(5.49) системани

0,57 у Д  +(1 - у ) у ^  + 0,5yy.^ j= -F *  (5.51)

куринишда ёзиб оламиз, бунда

у  =г/Г2, F ? = y.j +0,5тД2̂ *..

Бу системани j(J  = 1, 2, ..., 7V-1) нинг \ар бир белгиланган
к,ийматида / узгарувчи буйича \айдаш методи билан ечамиз. Хайдаш

к + L ji+ 1
методики куллашучун y 0 j2 ва y Nj2 (j = 1, 2, ..., N -l)  чегаравий 
кийматларни билиш керак. Бунингучун (5.50) тенгламадан (5.49) 
тенгламани айирамиз, натижада

. 1  к к+1

у Г ^ Ч - - Ы ^ 1- у к9)

к+~ к+~
\осил булади. Бу формула асосида y0J 2, yNj 2 чегаравий кийматлар- 
ни куйидагича топамиз:

У , , , 2 п К
к + ~ 

У щ 2

к к+] 
ftv/' + ftv/ _ ТА 1U " ~ V nj2 4 2

/ 1-2......Y- I .

j  нинг хдр бир белгиланган кийматида (5.51) системани х, йуна­
лиш буйича хдйдаш методи билан ечганда 0(N) та арифметик амал

кл I
бажарилади. Демак, барча y,*i ни топиш учун 0 (N2) та арифметик 
амал бажарилади.

к + \

Барча y.t 2 лар топилгандан кейин (5.50) тенгламалар система­
сини ечамиз. Бу тенгламалар системасини куйидагича ёзиб оламиз:
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о,5ГУ^ +(\-r)y-;'  + 0 ,5 / ^ ; : ,= -ф ,;,

у= тк2~,ф{ =yi/ 2 +0,5Aг2>>* 2. (5.52)

Куриниб турибдики, хар бир белгиланган /(/ =1, 2, ..., N -l)  
учун бу системани j  узгарувчи буйича хайдаш методи билан ечиш 
мумкин. Бунда чегаравий шартлар (5.42) масала буйича

куринишда аник^ланади; (5.42) системадан барча у|+1 ларни топиш 
0(N2) та арифметик амални талаб кдлади.

Шундай к,илиб, маълум у,* ларга кура у*+| ларни топиш узга­
рувчан йуналишли метод буйича 0(N2) та арифметик амални талаб 
кдлади. Курсатиш мумкинки, буйлама-кундаланг метод абсолют 
турFyH булиб, и(х, t) етарлича силлик, булса, аппроксимация тарти- 
би 0(г2+ И2) булади ва 12 нинг турдаги нормасида такрибий ечим 
аник, ечимга 0(г2 + И2) тезликда я^инлашади (к,.[46, 47]).

10.5.6. Узгарувчан коэффициентли иссшушк утказувчанлик тенг­
ламасини ечиш. Коэффициентлари узгарувчан булган куйидаги ис­
сякли к утказувчанлик тенгламаси учун биринчи чегаравий масала­
ни кдрайлик:

бунда р(х, t), р(х, /)./(*, t) етарлича силлик, функциялар булиб,

шартларни к,аноатлантирсин. Хар бир белгиланган /учун {x.,f) нук,-

айирмали нисбат билан аппроксимация к,иламиз. Бунда a(x.,t) коэф­
фициент баланс методидагидек иккинчи тартибли аппроксимация 
шартларини кдноатлантириши керак:

= (| ( ^ ( х’0 | )  + / ( х’0 ’ О<х</’ 0 <* <7 \  

и [ х , 0) = ип ( х ) , и ( 0 , ? )  = /л, ( t ) , u ( l , t ) = ju2 (/), (5.53)

С, > р(х, t) > С2> 0, р(х , /) > С3 > 0 (5.54)

тада in  = ~~i^p{x,t) |“-j дифференциал ифодани

(5.55)
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Ф м ’О+дО,-/) 
2

2

4 р * * й  = р М + о(л2),
(5.56)

Баланс методида курганимиздек, a{x.,t) ни куйидаги

a{xi,t) = ^ ^ x̂ , a {Xi,t)

а= 2P(xi-\^P(xi’̂
p(A',._|,f)+ jt>(X/,0

формулаларнинг бирортаси билан \исобласак, (5.56) муносабатлар 
уринли булади. Шундай к^илиб, (5.53) дифференциал тенгламага 
ушбу вазний айирмали масала мос келади:

Бунда t -  tk+ 0,5т ва о = 0,5 булса, у холда (5.57) схема аппрок- 
симациясининг хатолиги r = 0 ( r 2+ h 2) булиб, сг^0,5 булганда 
г= 0 (г  + /г2) булади. Шундай к,илиб, биз ошкормас схемага эга 
булдик. Бу системани ечиш учун \айдаш методини куллаш мумкин. 
Айирмали схеманинг тургунлигини текширишда, олдинги бандлар- 
да кдраганларимиздан ташк.ари, коэффициентларни музлатиш прин­
ципи хам ишлатилади. Бу принцип узгарувчан коэффициентли ма­
салани узгармас коэффициентли масалага келтиради. Мисол учун 
(5.57) схемада а  = 0 ва/(х, 0 = 0 деб олиб, куйидаги ошкор схема- 
ни к,араймиз:

Фараз кдлайлик, р(х., t), а(х., t) коэффициентлар узгармас 
булсин, яъни р(х., t) = р = const, a(xt, t) = а = const. У холда (5.58) 
тенгламани 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

i = \,2,...,М-\,

У) — и о { Х1 )̂’ У о  ~ № \ { ч ) ’ У м  ~ Р г  ( } к ) -

(5.57)
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| 2
Маълумки, бу ошкор схема г, < 2 /г булганда, яъни

— < V  (5.59)
р  2 v

булганда тургун булади.
Коэффициентларни музлатиш принципи шуни тасдикдайдики, 

агар барча х. ва t = tk+ 0,5т лар учун

1 ^ 1  < *1 (5 60)
p ( x h l )  2 У ;

тенгсизлик бажарилса, у холда (5.58) схема тургун булади. Агар 
С >  а(х., t) >С2> 0, р (х., 0>С3> 0 муносабатлар маълум булса, у 
холда

cj _
h 2 2  С ,

бажарилганда (5.60) тенгсизлик уринли булади. (5.58) схеманинг 
тургунлигини кдтъий равишда асослашни [47] дан кдраш мумкин.

Агар о > 0,5 булса, у холда коэффициентларни музлатиш прин- 
ципидан (5.57) схеманинг абсолют тургунлиги келиб чикдди.

10.5.7. Чизикли булмаган иссицлик утказувчанлик тенгламасини 
ечиш. Куйидаги чегаравий масалани караймиз:

(5.61)
и(.г,0) = и0 (лг),г/(0,/) = (/),м(1,/)= ц2 (/).

Одатда, чизикли булмаган тенгламаларда р(и) функциянинг уз- 
гариш сохаси олдиндан маълум булмаса, ошкор схемалар ишлатил-
майди. ______

Соф ошкормас схема у - ' 1 (/ = 1 ,М  -1  j номаълумларга нисбатан 
чизикли системани хам, чизикли булмаган системани хам ташкил 
этиши мумкин. Ушбу схема



да а = - \̂ р[у- ) + />(у*_, )] деб олсак, у холда у*+1(/ = I, М -1 )  но- 
маълумларга нисбатан чизитути, абсолют тургун булиб, аппрокси­
мация хатолиги г = 0(г + /г2) булади. Бу системанинг ечими хайдаш 
методи билан топилади.

Купинча (5.53) тенглама учун ушбу

£ + 1 к 
У/ -  -v/

А + 1 к+\
+  1 “ > ’/

' W ) - -
А - + 1  *  +  |  “VM

р Ы +')+р Ы - П (5.63)

соф ошкормас схема ишлатилади. Бу схемани куллаш учун у ёки бу 
итерацион метод кулланилади. Масалан, итерацион жараённи куйи­
дагича олиб боришимиз мумкин:

_ 1 а у
, V(S+1)_..(S+1) 

, (S) ) У м ____У;____
~а\У), (S)  U ;_____ >/-1_.._ ■ / ( у ; - ) .

(5.64)

бу ерда итерация номери. Бу итерацион жараёндан курамизки, 
чизиьути булмаган коэффициентлар олдинги итерацияда, яъни у* 
да хисобланади, у ^ 1 нинг дастлабки яцинлашиши сифатида у* 
олинади. Агар т кдаам к,анча кичик булса, бу дастлабки я^инлашиш 
шунча яхши булади. Агар коэффициентлар силлик, булиб, р(и) > С2 > О 
шарт бажарилса, одатда, икки-учта итерация крникдрли натижага 
олиб келади. Хар бир янги итерацияда у !Ж) нинг кушматлари
(5.64) системадан хайдаш методи билан аникданади. Шунингдек,
(5.64) системани ечиш учун иккинчи тартибли аникушкка эга булган 
предиктор-корректор схемаси хам ишлатилади. Бунда &-к,атламдан 
(к + 1) к.атламга утиш икки боскулда бажарилади. Биринчи боск^ич- 
да хайдаш методи билан ошкормас чизгауш система

к +— , 
у-, -У ?  _  1 

0,5г h

к+-  к + 
2 .

к+-- к+— 
2 2

У о 2 = A (h + 0 ,5т), у  м 2 = у  2 (tk + 0,5т)
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ечилиб, орадаги у, 2 (i = 0,1,..., М) к^ийматлар топилади. Иккинчи
£-f--

боскичда эса a(y).f(y) чизикди бул маган коэффидиентлар у = v( 2 
да хисобланиб, у,к*' ларни топиш ^йидаги олти нуктали симмет­
рик схема

к+\ к ,- у, =J_ ......... ^ к н—
У 27 ! + 1

V У

к + \ к+\ Ум ~у< . . -а\ >'• 2

+/

г \
к+-

У,
\

асосида олиб борилади

, / = 1,2,...,М -1, .y0M = (f*+1), xt;' = № (/*+|)

10.6-§. ГИПЕРБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ АЙИРМАЛИ 
МЕТОДЛАР БИЛАН ЕЧИШ

Бу бандда соддалик макрадида бир жинсли гиперболик тенглама 
учун Коши масаласини ва биринчи чегаравий масалани куриб чик,а- 
миз.

10.6Л. Коши масаласини ечиш. Маълумки, Коши масаласи куйи- 
дагича куйилади: (7 = {/ > 0, — мСх <°°} соадда икки марта узлуксиз 
дифференциалланувчи шундай u(x,t) функцияни топиш керакки, 
бу со\ада у

(6.1)
d t 2 дх ‘

дифференциал тенгламани кдноатлантириб, t = 0 тугри чизикда

= у/(х) (6.2)

дастлабки шартларни цаноатлантирсин, бунда <р(х) ва ip(x) берил­
ган функциялар.

Дифференциал тенгламани айирмали тенглама билан алмашти- 
риш учун Ghi= a>hajT турни киритамиз, бунда

&={x=ih, i = 0, ±1, ±2,..., h > 0},

cot={?,=&, к = 0,1,2,..., t > 0},

кейин 13-чизмадагидек беш нукдали андазадан фойдаланамиз. Бу 
андаза асосида курилган схема уч щ тламли схема дейилади. Бу анда­
задан куйидаги айирмали схема келиб чикдди:
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0 -1 ,к)
О--------ф

Q (i,k+l) 

(i,k)

_А+1 А"1 к  ̂ к кУ/ Z +Уы
2 , 2 т h

/ -  О, ±1, ±2,..., & = 1,2,...
(6.3)

и  а ,к -1)

1 3 -ч и з м а .

Биз биламизки, бу схема (5.1) диф­
ференциал тенгламани 0(г2+ И2) аник,- 
ликда аппроксимация килади. Чегара­
вий шартнинг иккинчисини

У/ -У ;
X (6.4)

билан алмаштирсак, у хрлда аппроксимация тартиби 0(т) булади. 
Аммо чегаравий шартни хам 0(т2) анщликда аппроксимация к;илиш 
мумкин. Хак,ик;атан хам,

и (х ,т) - и (х ,0)  ди (х,0)  х д 2и (х ,0) 2 ч----------------- = — - —  + -- ------------- У U(T )
т at 2 8ti

ёйилмадан хдмда (6.1) дифференциал тенгламадан хосил буладиган

d 2u{xf i )  _  д 2ф , 0)

S t1 дх1

муносабатдан фойдаланиб, куйидагига эга буламиз:

д и ( х ,0) _  и(х,т) -и{х,0)  г т»( г ) , п , г 2л _ _  .. 2 (р(Х) + ЩТ ).

Бундан эса
у)-у! _ (6.5)

га эга буламиз. Агар <р(х) нинг аналитик ифодаси берилган булмаса, 
у холда <р"(х) ни 0(А2) аник«ликда

A2<Pi = V (<р(*м) -  2<р(х,-) + ( р (х^, )

билан алмаштириш мумкин, натижада

У- у 1-= ¥ (х ,)+ ^ 2<Р1 (6.6)

га эга буламиз.
Шундай кдлиб, дастлабки шарт, (5.3) ва (5.6) дан куйидагилар- 

ни хосил к,иламиз:
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у° =(р(х1), у' =(p(xi) + ry/(xi) + T2-A 2(pt, (6.7)

>>f+1 =2yl + r 2A2yf —yf~\ i = 0,±1,±2,...*=1,2,... (6.8)

Бундан курамизки, у? ва у ’ (/ = 0,±1,±2,...) к,ийматлар (6.7) дан 
маълум. (6.8) дан барча к = I, 2, ... учун кетм а-кет аввал 
y j( i  = О,±1,±2,...), кейин _у,3(/ = 0,±1,±2,...) ва^.к. ларни топиб ола­
миз.

Параболик тенгламада схеманинг тургунлиги учун кддамлар ора-
1 ?сида т < 2 h шартнинг бажарилиши кераклигини курган эдик. Энди 

гиперболик тенглама / =  ̂ учун кдндай шартни бажариш керакли­
гини текширамиз.

Фараз кдлайлик, ихтиёрий i ва у > 2 учун М (хг /.) тугунда у{ 
нинг к^ийматини (6.8) формула билан топиш керак булсин. Бунинг 
учун (6.8) да k = j - 1 деб олиб, курамизки, у{ нинг кдймати 
Ум > У' ' ’ З’/-!1 ва у/“2 лар оркдли ифодаланади. Агар j  > 3 булса, уз 
навбатида, у/-1, y/jj1, ^/“2 ларнинг к^тйматлари паст катламлар- 
даги у ^ 2, ^ 2, у/"2, y t f ,  y t f ,  у/'\ у/Г,3, у/'4 лар орк;али ифо­
даланади. Бу жараённи давом эттириб, охирги натижада у/ ни 
y°(m = i + s,s = 0 ,± l, . . . ,± j-2 )  ва y [m(m = i + s,s = 0,±1,...,+ j  -1 ) 
орк,али ифодалаймиз. Бу к,ийматларнинг барчаси тенг ёнли A.MCD 
учбурчак ичида ётади (14-чизма). Бу учбурчакнинг учи А/Ц, t.) 
нукл ада булиб, бир томони Ох укдда, долган икки томони М С ш  
МЭдан иборат. Улар Ох ук̂ и билан ±arctg у, у = r/h = const бурчакни 
ташкил этади. MCD учбурчак (6.8) айирмали схеманинг аницланган- 
лик учбурчаги дейилади.

м

у / \ S

./у/ N.
/ '/ \

У/ / \ N
/ / \ у

/ \ \
С

14-чизма.
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Шундай кдпиб, у- нинг киймати М нуцтада (6.8) тенглама ва 
CD хамда EF кесмаларда ётувчиу® ва у 1т дастлабки кийматлар
о р кал и аникланади. Математик физикадан маълумки, и(х, t) ечим- 
нинг М(хг г) нукл ада i n киймати (6.1) тенглама х,амда М(хп t) нук,- 
тадан утувчи

t —t.= х —х., t -?.= —х + X. (6.9)
J  ' J  1 v 7

характеристикалар t=  0 туфи чизикда ажратадиган кесмадаги шартлар 
билан, яъни АВкесмадаги бошлангич шартлар билан бир кийматли 
равишда аниьуганади. (6.1) тенгламанинг (6.9) характеристикалари 
узаро перпендикуляр булиб, Ох ук,и билан ~ ва ~  бурчакларини 
ташкил этади; МАВ учбурчак (6.1) дифференциал тенгламанинг аниц- 
ланганлик учбурчаги дейилади.

Фараз килайлик, турнингг радами h дан катта булсин (14-чиз- 
ма). Бу холда LMAB < LMCD ва tg(LMCD) = у >1 булиб, айирмали 
тенгламанинг аникланганлик учбурчаги дифференциал тенглама­
нинг аникутанганлик учбурчаги ичида ётади. Шунинг учун хам CD 
кесмада бсрилалиган дастлабки шартлар М нуклада ечимни аникдаш 
учун етарли эмас. Агар биз АС ва DB кесмаларда бошлангич шарт­
ларни узгартирсак, (6.1), (6.2) масаланинг ечими бутун G с о х д т , 
жумладан, М нуктада узгариши керак. A m m o  у/ нингтурдаги ций- 
мати М нуктада бундай узгаришларга боглик, булмасдан, узгармай 
Колади. Демак, у > 1 булганда (6.7), (6.8) айирмали масаланинг ечи­
ми А-»0 да (6.1), (6.2) Коши масаласининг ечимига якинлашмайди; 
(6.7), (6.8) айирмали масала (6.1), (6.2) дифференциал масалани 
аппроксимация килганлиги сабабли у тургун була олмайди, чунки 
аппроксимация ва тургунликдан якинлашиш келиб чикиши керак. 
Бундан биз шундай хулосага келамиз: у = т/h = const булганда тур 
методи билан топилган такрибий ечимлар кетма-кетлиги А-»О да 
якинлашиши учун у < 1 шартнинг бажарилиши зарурдир, яъни диф­
ференциал тенгламанинг аникданганлик учбурчаги айирмали тенг­
ламанинг аникданганлик учбурчаги билан устма-уст тушиши ёки 
унинг ичида ётиши керак. Умумий холда дифференциал тенглама­
нинг аникданганлик учбурчаги эгри чизикди учбурчак булади, аммо 
бу \олда х,ам дифференциал тенгламанинг аникланганлик учбурча­
ги айирмали схеманинг аникданганлик учбурчаги ичида ётиши ло- 
зим. Бу шартнинг бажарилиши учун тур кддамлари маълум муноса- 
батда олиниши, яъни турнинг махсус танланиши талаб килинади. 
Дифференциал тенгламанинг коэффициентларидан ва бошлангич 
шартларидан маълум силликлик талаб килинганда такрибий ечим­
лар кетма-кетлигининг Коши масаласи ечимига якинлашиши учун 
юкоридаги шарт етарли булади.
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10.6.2. Биринчи чегаравий масалани ечиш. Биз энди тебраниш 
тенгламаси учун С = {0 < х<  1, 0 < / < 7} со^ада ушбу биринчи чега­
равий масалани куриб чикдмиз. Яъни Ссо^ада икки марта узлук- 
сиз дифференциалланувчи и(х, t) функцияни топиш керакки, бу 
сохддау

^  = - "  (6.10)
5г &"

тенгламани кдноатлантириб, / = 0 тугри чизивда

м(х,0) = <р(х), д-~ (х,0) = у ( х )  (6 .1 1 )

дастлабки шартларни ва

и(0,0 = nft), u(l,t) = fx2(t),0< t<T  (6-12)

чегаравий шартларни кдноатлантирсин. Бу масалани тур методи би­
лан ечиш учун ушбу

Ghr = {х, = ih, i = OJd ,  hM = \\tk = k t ,k  = o j/ , N r = Т)

турни киритамиз ва 13-чизмадагидек уч кдтламли андаза буйича
(6.1) дифференциал тенгламани (6.3) даги айирмали схема билан 
алмаштирамиз, бу ерда / ва к куйидаги к,ийматларни кдбул кдлади:

/= 1,2, ..., М -\; к = 1,2, ..., N - 1.

Дастлабки шартлар учун (6.7) формуладан фойдаланамиз. Чегаравий 
шартлар куйидагича ёзилади:

Уо+1 = А', (>*+, ). Ум' = ,“2 )> к = 0,l,...,iV-1.

Буларнинг хаммасини бирлаштириб, айирмали схеманинг куйидаги 
Хисоблаш алгоритмига эга буламиз:

у ;° = ср(х,), yl  = Ф(х,) + ту/ (х,) + -гг  л 2<р,., (6 .13 )

y f +l = 2 y f  + r 2A 2>f i = 1 ,2 , . . . ,М - 1 ,  (6 .14 )

y io+>=Hl {ti+l) , y ti: l = n2 ( t ^ ) , k  = 0 , l , . . . ,N - l .  (6 .15 )

Юкррида курдикки, бу схема (6.1), (6.3) чегаравий масалани 
0(т2+ h2) аник«ликда аппроксимация кдлади. Курсатиш мумкинки, 
(К-[42, 47, 24]), агар ихтиёрий е> 0 учун т ва h кддамлар куйидаги
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шартни ^аноатлантирса, (6.7), (6.10), (6.11) схема тургун булади. 
Биз бунинг исботига тухталиб утирмаймиз.

М и с о л .  Тур методи билан G = { 0 < x < l ,  0 < /< 1} сохдда

д 2и _  д 2и 

dt2 дх2
тур тенгламасининг

«(0 ,?) = «(!,/) = 0 (0  < t < 1), 

и(х,  0) = sin лх, ~  (х, 0) = 0

чегаравий ва дастлабки шартларни цаноатлантирадиган такрибий ечими топил- 
син.

Е ч и ш .  Бу ер д а  /г = 0 , 1  ва т = 0,8/г = 0 , 0 8  д еб  о л а м и з .  К е й и н  

Iр ( х )  = s i n n x ,  <р"(х)  = -л - 2 s in  я л : >\амда 1 р ( х ) =0  л и г и н и  \исобга олиб, (6.5) фор- 

мулани ку'йидагича ёзамиз:

у) = у!  + " у  <P"{xi ) = ( l  -  0 , 0032тг2 j  sin кх , .
Энди л 2 операторнинг куринишини эътиборга олсак, хисоблаш учун куйидаги  

алгоритм ^осил булади:

= sin тгх,-, у )  = 1̂ -  0 , 0032/г2 ) sin гг*,-, / = 1,2,  1,

Уо+1 =̂ w+l =0, * = о, 1.... лг- 1,

y f +[ = 0 , 6 4** ,  + 0,72j/* + 0 ,6 4 * * , -  у*"1.

Хисоблаш ни фак,ат 0 < х < ~ учун бажарса етарли булади, чунки u=u(x,t)  ечим-
1

нинг графиги х = 2  текисликка нисбатан симметрик равишда жойлашган.

10.7-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ГИПЕРБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШДА 

ХАРАКТЕРИСТИКАЛАР МЕТОДИ

10.7Л. Квазигиперболик дифференциал тенгламалар системаси ха- 
рактеристикаларининг тенгламалари. Маълумки, \ар к,андай хусусий 
хос ил ал и дифференциал тенгламаларни алмаштиришлар бажариш 
натижасида унга тенг кучли булган биринчи тартибли дифференци­
ал тенгламалар системасига келтириш мумкин. Куп жихатдан бун­
дай системалар назарий урганишда х;ам, такрибий ечишда хам маъ­
лум афзалдикларга эгадир.



Ёзув мураккаб булмаслиги ва асосий роя тушунарли булиши учун 
иккита биринчи тартибли хусусий хрсилали дифференциал тенгла­
малар системасини кдраймиз:

функциялар х, у, и, & узгарувчиларнинг бирор узгариш сохдсида 
узлуксиз дифференциалланувчи функциялардир. Бундай сиетемалар 
квазичизик^ти дейилади. Агар а , Ь..коэффициентлар фак,ат х ва у  га 
богдик; булса, у холда (7.1) система ярим чизик*ли дейилади. Агар, 
бундан таищари, ва /2 лар и ва $ га нисбатан чизикди функция 
булса, у холда (7.1) система чизиьуш система дейилади.

Квазичизикди системалар купинча газодинамика масалаларида 
учрайди.

Фараз кдлайлик, G соха Оху текисликда ётсин ва и(х, у), i)(x, у) 
функциялар (7.1) системанинг G сохада узлуксиз дифференциалла­
нувчи ечими булиб, С эса G сохада жойлашган каррали нукуаларга 
эга булмаган силлик, эгри чизик, булсин. Биз бу ерда и = и(х, у) ва 
Ь= д(х, у) ечимнинг С устидаги кдйматига кура (7.1) системадан

д и  д и  д 9  о д
фойдаланиб, С устида Р\ -  <1\ -  ~у > Рг ~ tx • ch ~ Sy хусусии 
хосилаларнинг кдйматини аникдаш масаласини кдраймиз.

Аввало, (7.1) системадан курамизки, С эгри чизик, устида рр р2, 
qf, q2 хусусий хосилаларнинг кийматлари

дифференциал муносабатларни кдноатлантиради. Шундай ь;илиб, рг 
р2, qv q, ларни аник^аш учун туртта биринчи тартибли чизикди 
тенгламага эга буламиз.

Энди С устида dx О деб фараз кушиб, (7.3) ни

(7.1)

Бу ерда

а =  а..(х, у , и, ■&), Ь= Ь.£х, у, и, &), f= f(x , у, и, &)

‘*uP\+c‘up2 +buqi +bi2q1 = f v

aziPi + a2 iP2 + b2i4i + b22q2 = /2
(7.2)

муносабатларни ва С эгри чизик, устида

p^dx + q{dy = du,p2dx + q2dy = d& (7.3)



куринишда ёзиб оламиз ва (7.3), (7.4) муносабатлардан рх ва р2 ни 
йукртамиз, натижада д[ ва q, га нисбатан куйидаги системани хосил 
кдламиз:

(budx — audy)q] + (b[2dx - al2dy)q2 = f tdx — audu -  a]2d§ , 1 
[b2id x -a 2ldy)ql +(b22d x -a 22dy)q2 = f 2d x -a 2]d u -a 22dft.\ (7-5)

Агар бу системадан qi ва q2 ни топиш мумкин булса, у холда
(7.4) дан р] ва р2 ни топамиз. Биз Сустида dx *  0 деб фараз калган 
эдик, акс холда dy ф 0 булиб, (7.4) нинг урнига

dx du  dx d d
(7-6)

муносабатларга эга буламиз ва (7.5) нинг урнига

(audy-budx)p\ + (a]2dy -  bl2dx) р2 = f tdy -  budu -  bnd§A 
(a2idy-b2ldx)p{ + (a22dy -  b22dx) p2 = f 2dy ~blxdu -  Ъ22с1щ (^.7)

системага эга буламиз. (7.5) ва (7.7) системаларнинг аникдовчилари 
фак,ат ишораси билан фар^^илиши мумкин. (7.5) системанинг де- 
терминантини Д оркдли белгилаймиз:

bndx — andy bl2d x -a ]2dy 
b2]d x -a 2ldy b22d x -a 22dy (7.8)

Бу ерда икки холни курам из:
1) Д детерминант С эгри чизик,нинг бирорта ну^тасида хам нол- 

га айланмайди;
2) Д детерминант С эгри чизик, устида айнан нолга тенг.
Биринчи холда (7.5) система qv q2 га нисбатан ягона ечимга эга,

демак, С эгри чизи^нинг хар бир нук,тасида м(х, у) ва &(х, у) лар- 
нинг Сдаги к^ийматлари хамда (7.1) система буйича бу функциялар- 
нинг хусусий хосилаларини топиш мумкин.

Иккинчи холда (7.1) системанинг ечими мавжуд деб фараз к,ил- 
ганлигимиз учун (7.5) система уриндош булиши керак. Аммо Д = О 
булганлиги учун (7.5) система чексиз куп ечимга эга булади. Шун­
дай кдлиб, иккинчи холда и{х, у), д(х, у) ларнинг Сустидаги кий- 
матлари буйича ечимларнинг хусусий хосилаларини С устида бир 
кийматли равишда аникдаб булмайди. С эгри чизик, билан ечим- 
нинг бу эгри чизик, буйлаб олинган кдймати биргаликда (7.1) сис­
теманинг (х, у, и, #) фазодаги характеристик эгри чизиги дейилади. 
Бу эгри чизик, буйлаб (7.1) системанинг ечими тармокданиши мум­
кин. Схарактеристика характеристик эгри чизикдинг Охутекисли- 
гидаги проекцияси булади.
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С характеристикага утказилган уринманинг Ох у к,и билан таш­
кил этган бурчагининг тангенси Я = ^  куйидаги тенгламани к,ано- 
атлантиради:

Ьп —Ха2] Ь22—Ха22 '  ' '

Белгиланган (х, у, и, ■&) нуктада бу Я га нисбатан квадрат тенгла­
ма булади. Агар бу тенгламанинг илдизлари хакдаий ва хар хил 
булса, у холда (7.1) система (х, у, и, д) нуктада гиперболик система 
дейилади. Агар бу хусусият (х, у, и, д) фазонинг бирор сохасининг 
х,ар бир нуктасида уринли булса, у холда (7.1) система бу сохада 
гиперболик системани ташкил этади дейилади. Биз фак а̂т гипербо­
лик системаларни кдраймиз.

Равшанки, (7.1) гиперболик системанинг берилган и(х, у), д(х, у) 
ечими аник^панган G соханинг хар бир нущасида (7.9) тенглама 
иккита хакик,ий хар хил ечимга эга булиб, улар берилган ечимга 
мос келадиган характеристикаларга утказилган уринмаларнинг ик­
кита йуналишини анивутайди. Берилган ечимга мос келадиган
(7.9) тенгламанинг илдизлариниЯ, ваЯ2 орк;али белгилаймиз (улар х 
ва у нинг функциялари булади), натижада куйидаги иккита тенгла­
малар системасига эга буламиз:

dy = 1 (х, y)dx, dy = 12(х, y)dx.

Бу тенгламаларнинг хар бири 6’сохани тушовчи бир параметрли 
эгри чизикдар оиласини — бу тенгламанинг интеграл чизшугарини 
ташкил этади. G соханинг хар бир нуктасидан оиланинг биттагина 
эгри чизиш утади. (7.9) тенгламани биринчи тартибли иккинчи да- 
ражали дифференциал тенглама сифатида кдрасак, у холда (7.1) сис­
теманинг берилган ечими и, д учун иккита бир параметрли эгри 
чизик«лар оиласи ёки характеристикалар оиласига эга буламиз. G 
соханинг хар бир нуктасидан хар бир оиланинг биттагина характе- 
ристикаси утади. Агар (7.1) система к.атъий квазичизик,ли булса, у 
холда унинг харакгеристикаси система ечимининг танланишига кдгь- 
ий боишк, булиб, факдт ечим маълум булгандагина уни анитухаш 
мумкин. Ч изш ут система учун а.., b коэффициентлар и, д ларга 
боглик, булмайди ва шунинг учун хам (7.9) тенгламадан характерис- 
тикаларни и, & ларга боглик, булмаган холда анивушш мумкин.

Фараз кдлайлик, С эгри чизик, Ох.у те кисли гида (7.1) система­
нинг и, & берилган ечимига мос келадиган характеристика булсин. С 
эгри чизикда Д детерминант нолга тенг. Аммо (7.5) система уриндош 
булганлиги учун Л детерминантда мос равишда 1- ва 2- устунлари- 
ни озод хадлар билан алмаштириш натижасида хосил буладиган А,
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ва А2 детерминантлар хам нолга айланиши керак. Шундай к,илиб, С 
эгри чизикда и, г) куйидаги учта муносабат билан боглангам:

А = О, Д = 0,А 2= 0.

Аммо бу шартлар узаро эркли эмас. (7.1) система гиперболик бул- 
ганлиги учун А = 0 ва, демак, бу детерминантнинг устунлари ора- 
сида чизик^и бокланиш мавжуд. Шунинг учун хам Д = 0, Д, = 0 ва 
Д = 0, Д2= 0 шартларнинг биридан иккинчиси келиб читали. Биз бу 
шартлардан асосийси сифатида

А = 0,Д = 0 (7.10)

ни оламиз. Шундай кдлиб, С характеристикада и(х, у), г)(х, у) ечим 
характеристика тенгламалари деб аталувчи иккита (7.10) шартлар 
билан богланган. Булардан биринчиси характеристика йуналиши- 
нинг тенгламаси, иккинчиси эса характеристика устида дифферен­
циал муносабат дейилади.

Шуни таъкидлашимиз керакки, агар биз характеристикани эмас, 
характеристик эгри чизикни к,арасак, у холда у (7.1) системанинг 
бир неча ечимига тегишли булиши мумкин. Агар ечимнинг узлуксиз 
дифференциалланувчи булишидан воз кечсак, у холда ечим узлук­
сиз була туриб, биринчи хосилалар фак,ат характеристика буйлаб 
узилишга эга булиши мумкин. Бундай ечимларни куйидагича то­
пиш мумкин:

Фараз кдлайлик, и{1)(х,у), 9{1)(х,у) ва иа)(х ,у ),д (2)(х,у) лар
(7.1) системанинг иккита ечими булиб, улар (7сохада узлуксиз хоси- 
лага эга булишсин, С эса хар иккала ечимга тегишли булган харак­
теристик эгри чизи ^инг Оху текислигидаги проекцияси булсин. 
Куйидаги ечимни к,араймиз:

и(х,у) - 

Ц х,у):

и,(1)(х,у ) С нинг бир томонида,
1(2){х,у) С нинг иккинчи томонида;

гИ'^х,^) С нингбиртомонида, 
д(2){х,у) С нинг иккинчи томонида.

Бу ечим G сохада узлуксиз, аммо С да хосилалари узилишга эга. 
Юкрридагилардан куйидаги хулосага келамиз: характеристика- 

лар йуналишларининг тенгламалари куйидагилардан иборат:

^  = \ (х ,у ,и ,9), ^  = Л2(х,у,и,&), (7.11)

бунда Я ваЯ,
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тенгламанинг илдизлари. Характеристикалар устидаги дифферен­
циал муносабатлар

(7.13)

еки
(XlA + B)du + Cdd + Mdx + Ndy = 0(/=1,2) (7.14)

дан иборатдир, бу ерда

(7.15)

/j 2̂2 а22 f l

Шуни таъкидлаш керакки, агар (7.1) система чизикди ёки ярим 
чизик,ли булса, яъни ajp Ьц коэффициентлар и, # га боглик, булма- 
са, у холда Х2 ва Я, лар хам и, & га боглик, булмай, (7.11) система 
куйидаги куринишга эга булади:

Бундай характеристикаларни Оху текислигида и, д  ечимга боглик, 
булмаган холда топиш мумкин. Квазичизик/ти булган холда харак­
теристикалар и, й ечимга боклик; 
булиб, характеристикалар тури- п 
ни куриш билан бу тур тугунла- У ^
рида и ва д ечимларнинг ^ийма- /\
тини топиш бир вак^тда олиб бо- /  \
рилиши керак. /  \

f  = A ,(w ) ,- f  = A2(^ v).

10.7.2. Характеристика тенгла­
маларини сонли ечиш. Охутекис- 
лигида координаталари Ц , >',) ва

1 2

(х2, у2) булган 1 ва 2 нукталарии О
*-
х

оламиз (15-чизма). Фараз кдлай- 15-чизма.
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лик, бу нукталарда (7.1) системанинг изланаётган и, # ечимлари- 
нинг «.ийматлари маълум булсин. Уларнинг 1 ва 2нук,талардаги к,ий- 
матларини « р ва и2, д} оркдли белгилаймиз. Кейин характеристи- 
каларнинг биринчи оиласига мансуб булиб, характеристика йуна- 
лиши буйича йуналган ва / ну угадан чикддиган тугри чизик,ни, 
шунингдек, 2 ну угадан чикддиган характеристикаларнинг иккинчи 
оиласига тегишли булган характеристика буйича йуналган тугри чи- 
зик,ни утказамиз. Бу тугри чизикдар кдндайдир 3-нукуада кесишади. 
Кейин (7.11) ва (7.14) тенгламаларни /ва 3 нук^аларни х,амда 2 ва 3  
нук,таларни бирлаштирувчи чизикдар буйича интеграллаймиз, на­
тижада ху у3 номаълум координаталарни \нмда (х3, у3) нук,тадаги и,
& ечимнинг кугйматлари и3, ни топиш учун куйидаги тенглама- 
ларга эга буламиз:

3
Уз -  у, = jx t(x, y,u,&)dx (7.16)

Уъ ~ Уг = j\  (*> У, u,&)dx (7.17)
1

3
J{[A(.r ,у ,и,§)А(х,  у , и ,д )  + В(х,y , u , $  j\du  + C(x,y,u,  &)d§  +
i

+M(x ,y ,u ,b)d x  + N(x,y,u ,d)dy]  = 0, (7.18)

3

J{A2 \_x,y,u,ft)A(x,y,u,&) + B(x,y,u,&')~\du + C(x,y,u, j})d& +
2

+M(x ,y ,u , $)dx  + N(x,y,u, ft )dy}  = 0. (7.19)

Бу интегралларни бирор такрибий метод билан хдсоблаб, х3°\ 
у3(|), и3(|), #3(|) такрибий ечимларни топиб оламиз. Бу ерда икки 
метод — Эйлер методининг аналоги ва трапециялар методининг ана­
логиям куллаш мумкин. Биз шулардан биттасини келтирамиз. Бу 
метод адабиётларда Массо методи дам дейилади.

10 .7 .3 . Эйлер методининг аналоги. Кулай булиши учун 
-Ч? = л (х ,, у , ), = л2 (X), у2), белгилашларни киритамиз ва А, В, 
С, М, /V ифодаларнинг (х., у .) (/ = 1,2) нукталардаги кушматларини 
мос равишда А(|), В'", C<n, М (1), N'[> оркдли белгилаймиз. Юкрри- 
даги (7.16)—(7.19) интегралларни хдооблаш учун чап тугри бурчак- 
ли туртбурчаклар формуласини куллаймиз, натижада х,"', у ,(]|, и,11’, 
9,'11 ларни топиш учун куйидаги такрибий чизик^и алгебраик тенг­
ламалар системасига эга буламиз:
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„(1) _ „ ~ 1 (0/ (1) \ 
Уз У\ — Л .1 V з -̂ i

V30 - у 2 ~ Л2 }2(хз0) - х 2),

(Я^Д"' + < )Ж ) -и 1) + С,(,)(0<1) -Я 1) + М1,»(х<1) - х 1) + < )(̂ <1)- У]) -О,

+ S f ) ( « ' ,) -и 2 ) + C f  -г>2)+ (х ‘1) - х 2)+ Л ^  (у ?  - у 2) £ О

Бу тенгликларнинг \ар бирининг хатолиги 0(h2) булиб, бунда 
h = шах Цхз0 -  х, [ ,|хз0 -  х2[|. Бу системадан топилган х3(|>, у3(|), w3(l), 
$3Ш такрибий к,ийматларнинг аник^иги етарли булмаслиги мумкин. 
Чунки 1 ва 2  ну^талардан чикдан характеристикаларни тугри чи- 
зикдарнинг кесмаси билан алмаштирдик, аслида эса улар эгри чи- 
зикди характеристикаларнинг кесишиш нукдаси булиши мумкин. 
Бундан ташкдри, эгри чизик,ли интегралларни тугри чизик, буйича 
олинган интеграл билан алмаштирдик, маълумки, бу куш и мча ха- 
толикка олиб келади. Шу муносабат билан х3(|), у3(|), и3(1), #3(|) лар- 
нинг аникрок, 1<;ийматини топиш масаласи тугилади. Аникдашти- 
ришнинг бир неча усуллари бор. Буларнинг бири куйидагичадир: 

Олдин топилган биринчи як^нлашиш Я(|), 3, Я(|)2 3 дан фойдала- 
ниб, кейинги як,иплашиш сифатида куй и да ги урта арифметик сон- 
лар олинади:

О (2) _ 1 / 3 (1) , 1 (1) \ 1 (2) _ 1 / ; (D 2 (,) 'l
/Ц,1 ~ 2 I IJ '’3 Г 2’2 ~ 2 \ 2,2 2,3 Г

Худди шунга ухшаш / = 1,2 учун куйидаги микдорлар аникда- 
нади:

Бу ерда Л3(1), 53(|), С3(1>, М3(1), А^" сонлар А, В, С, М, N детерми- 
нантларнинг биринчи я^инлашишда топилган х3(|), у3(1), и3(1), #3(1) 
нук^гадаги киймати; J -нук^ада изланаётган иккинчи як^инлашиш х3(2), 
у3{2), ы3<2), #3(2) лар кетма-кет куйидаги чизикди алгебраик тенглама­
лар системасидан топилади:

Уз2’ -У\ = К ? { 4 г) -*),>

У\2)-У2 =Я2.2 U 2)-^ 2)^
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Бу системаларнинг биринчисидан аввал координаталарнинг аник,- 
ланган х3(2), у}(2) к^ийматларини, кейинги системадан эса изланаёт- 
ган функцияларнинг аник^ланган и3(2), #3<2) кдйматларини топамиз. 
Агар aHniyinK етарли булмаса, бу итерацион жараённи давом этти- 
рамиз. Кдчонки топилган иккита кетма-кет я^инлашишнинг к,ий- 
матлари керакли аник^икда устма-уст тушса, жараённи тухтатамиз. 
Агар h етарлича кичик булса, одатда, иккита аникдаш етарли була­
ди, чунки кейинги як,инлашишларда аник«лик ошмайди. Шундай 
кдлиб, маълум (хр у г иг #,) ва (х2, у2, и2, &2) нук,талар буйича 
учинчи (х3, у3, и}, Ь3) нук,тани топиш масаласини ечдик. Биз бу 
методни (7.1) система учун куйиладиган хдр хил масалаларга кулла- 
шимиз мумкин. Шуларнинг айримларини куриб чик,амиз.

10.7.4. Коши масаласи. Фараз кдлайлик, (7.1) система, 10.7.1 да 
аник^анган етарлича силлик, С ва бирорта нук,тасида хам характерис­
тик йуналишга эга булмаган эгри чизик, берилган булсин (16-чиз- 
ма). Коши масаласи куйидагича куйилади:

и, д функцияларнинг С нинг бирор ёйида берилган к,ийматлари 
буйича (7.1) системанинг ечими топилсин. Бунинг учун ёйда бир- 
биригаякин нуь;талар оламиз. 16-чизмада /, 2 , . . . , бнук.галаролин- 
ган. Аввал 1 ва 2  нуклалар буйича юкрридаги метод га кура 7- нук?а- 
ни топамиз (яъни унинг координаталарини ва и, & нинг бу нук,тада-

ги к,ийматини). Бу ишни кдлиш 
мумкин, чунки / ва 2 ну^талар

21 с учун керакли микдорлар дастлаб-
I ки шартлардан маълум. Кейин 2
20 ва ^ ну^талар буйича ну юани

I ва х-к. 5ва 6 нукталар буйича/7-
-718 ну^тани топамиз. Энди 7, 8, 9, 10,

О
16-чизлш.

7 5  11  нухталарни дастлабки нукта- 
лар деб к,абул к,илиб, бу жараён­
ни давом этгирамиз. Бу жараён асе 
«учбурчак» тулдирилгунча давом 
эттирилади (17-чизма). Бунда ас 
кдндайдир синик, чизик, булиб, а 
нук^адан чикддиган биринчи оила-
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17-чизма.

га мансуб булган характеристикага 
як;инлашишдир, Ьс эса b нукгадан 
чикддиган иккинчи характеристика­
га як^инлашиш булади.

Бундай куришни Сэгри чизик,- 
нинг бошкд томонидан хдм бажа- 
риш мумкин. Шунда биз adb «уч- 
бурчак»ка эга буламиз, бунда ad 
томон а нукдадан чикдциган ик­
кинчи оилага мансуб характерис- 
тиканинг якднлашиши булиб, db 
томон b нукдадан чикддиган би­
ринчи оилага мансуб харакатеристиканинг як^инлашишидир. Аник, 
ечим учун бу со^а а ва b четки нукталардан чикдб, ечимга мос 
келувчи туртта характеристикадан ташкил топади.

10.7.5. Гурса масаласи. Гурса масаласида (7.1) системанинг шун­
дай и, # ечимини топиш керакки, у куйидаги шартларни к,аноат- 
лантирсин: а нукдадан чикдциган иккита ab ва асхарактеристикада 
и, # функцияларнинг к,ийматлари берилган булиб, бу к^ийматлар а 
умумий нукдада устма-уст тушсин. Равшанки, берилган и, $ функ­
циялар хар бир характеристикада характеристика дифференциал 
тенгламаларини к;аноатлантиради.

Бу масалани сонли ечиш учун бир-бирига я^ин булган нукда- 
ларни, масалан, 18-чизмадаги 1, 2, 3, ...., 7 нукдаларни оламиз. 
Юкрридаги методга кура / ва 4 нукталардан фойдаланиб <?-нукда- 
ни, 5ва 5 нукдалар буйича 9-нукдани, 9ва 6 нукдалар буйича 10- 
нукдани, 10 ва 7 нукдалар буйича /7-нукдани топамиз. Кейин 1,8, 
9, 10, 11 ларни янги нукдалар кдтори деб к,абул цилиб, бундай 
жараённи давом эттирамиз. Бу жараён давомида элементар туртбур­
чаклар эгри чизикди туртбурчакни аппроксимация келадиган си- 
ник, «туртбурчак»ни курамиз. Бу туртбурчакнинг икки томони ab ва 
ас характеристикаларнинг берилган ёйидан иборат булиб, бошк,а 
иккитаси b ва с нукдалардан чи- 
кддигаи характеристикаларнинг 
ёйларидан иборат. Равшанки, ab 
ва cd чизикдар характеристикалар­
нинг бир оиласига тегишли булиб, 
ас ва bd лар боища оиласига те- 
гишлидир. Демак, биз шундай соха 
курдикки, унда берилган к,иймат- 
ларга кура ечимни куриш мумкин.

10.7.6. Биринчи аралаш маса­
ла. Фараз ^илайлик, ас ёй (7.1) 
системанинг характеристикасида
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ётсин, ab ёй эса бирорта нук,та- 
сида хам характеристик йуна- 
лишга эга булмасин (19-чизма). 
Биринчи аралаш масала куйида­
гича куйилади: и ва д функция- 
ларнинг ab ва ас ёйлардаги к,ий- 
матлари буйича (7.1) система­
нинг ечими топилсин. Бунда 
куйидаги шарт бажарилиши ке­
рак: умумий а нукдада функция- 
ларнинг кдйматлари мувофик,- 
ланган булиб, а нукдадан чикд­

диган иккинчи оиланинг характеристикаси cab бурчавда ётиши лозим. 
Бу масаланинг ечилиши Коши масаласини ва Гурса масаласини кет- 
ма-кет ечишга келтиради. Биз аввал abd эгри чизикди учбурчакни 
аппроксимация келадиган «учбурчак»да ечимни курамиз. Бу учбур­
чак ab ёй хамда а ва b нук^талардан чикдб, хар хил оилаларга ман­
суб булган характеристикалар билан чегараланган. Шу билан бирга 
номаълум булган ad характеристика хамда бу характеристика тугун- 
ларидаги и ва 9  ларнинг к,ийматлари хам маълум булади. Энди cad 
сохада масаланинг ечилиши Гурса масаласини ечишга келтирилади, 
чунки и ва д ларнинг кдйматлари а нуктадан чикдциган хар иккала 
характеристикаца маълум.

10.7.7. Иккинчи аралаш масала. Бу масала куйидагидан иборат: и 
ва д функцияларнинг ab характеристикаца к^ийматлари хамда харак­
теристик йуналишга эга булмаган ас эгри чизикда уларнинг чизикди 
комбинацияси аи + /33 = / маълум булса, (7.1) системанинг и ва д 
ечими топилсин. Бунда а, /3,/функциялар ас ёйда берилган. Бундан 
ташкдри, а нукдадан чикувчи иккинчи характеристика cab бурчак- 
дан ташкдрида ётади ва ab эгри чизикринг а нук,тасида и ва д нинг

*уийматлари аи + /3# = /  тенглик- 
 ̂ ни кдноатлантиради.

Бу масалани ечиш учун куйи­
дагича иш тутамиз: ab характерис- 
тиканинг ёйида /, 2 ,3 , 4 , ... нук^а- 
ларни оламиз (20-чизма). И ккин­
чи оила характеристикаси буйлаб
1 нук,тадан ас эгри чизикди ке- 
сувчи тугри чизик, утказамиз. Ф а­
раз кдлайлик, у ас ни 5 нук^тада 
кессин. Иккинчи оила характерис­
тикаси устидаги дифференциал му­
носабат ва чегаравий шартдан 5 
нуклада и ва д ларнинг к;иймати- 
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ни топамиз. Кейин 5  ва 2  нуклалар буйича 6  нуктани, 6 ва 3  нук,та- 
лар буйича 7нук,тани топамиз ва \.к. Х,осил килинган £ 6, 7, ... 
нуклалар к,аторини дастлабки нуклалар кагори деб олиб, бу жараён­
ни давом эттирамиз. Шундай килиб, ab ва ас эгри чизшугар билан 
Хамда b ну^тадан ас эгри чизи^ни кесгунга к;адар иккинчи оила 
характеристикам билан чегараланган сохадаги тур нук^аларида и ва 
Ь ечимнинг кийматларини топамиз.

М а ш к -  Характеристика методи билан к,уйидаги квазичизикуш

тенгламалар системасининг
и(о, у) = cosy, &(о, у) = sitry (0,5 < у < 1)

чегаравий шартларни к,аноатлантирувчи ечимининг бир неча к,ийматлари топил- 
син (такрибий ечим и = e~*cosy, д = e~xsinу аник, ечим билан солиштирилсин).

11-боб
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ 

ЕЧИШНИНГ ВАРИАЦИОН МЕТОДЛАРИ 
ВА УНГА ЯКИ II МЕТОДЛАР

11 .1-§ . ВАРИАЦИОН МАСАЛАЛАР БИЛАН 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИНГ 

УЗАРО АЛОКАСИ ХАКИДА

Вариацион ^исобнинг дастлабки масалалари XVII асрда юзага 
келган булиб, уша ва^тдан бошлаб вариацион хисоб математика- 
нинг мухим тармоги сифатида ривожланиб келмокда. Вариацион 
хисоб функционалларнинг экстремумини топиш билан шугуллана- 
ди. Вариацион масалаларга брахистохрона (Я. Бернулли), нурнинг 
бир жинсли булмаган мухитда тарк;алиш йулини топиш (П. Ферма) 
ва у к  буйлаб айланма харакат к,илиб силжиётган жисм энг оз кдр- 
шиликка учраши учун унинг шакли кандай булиши кераклиги 
(И. Ньютон) хаки да in масалалар киради. Вариацион хисоб масала- 
ларини ечишга J1. Эйлер катта хисса кушган.

Вариацион хисоб методлари механика, бошкдрув назарияси, ма­
тематик физика ва шу каби сохаларда кенг кулланилади. Бу соха- 
ларда масалаларни ечиш учун уни ё дифференциал тенгламага ёки 
бирор функционалнинг минимумини топишга келтирилади. Бу боб-
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да кдраладиган методлар хам коллокация методи каби такрибий 
ечимни аналитик шаклда ифодалайди.

Масаланинг мохиятини тушуниш учун энг содца
Ъ

J(u) = j  F(x,u,u')dx (1 -1 )
а

функционални кдраймиз, бунда F (х, у, z) берилган функция булиб, 
уч улчовли Евклид фазосининг бирор сохасида х, у, z узгарувчилар- 
га нисбатан иккинчи тартибли хосилаларигача узлуксиздир.

Фараз килайлик, и(х) функция [а, b] ораликда узлуксиз булиб, 
(а, Ь) да узлуксиз хосилага эга ва \а, Ь] нинг чекка нук^аларида

и(а) = у,, иф) = у2 (1.2)

шартларни кдноатлантирсин.
и = и(х) функциянинг s -атрофи деб функцияларнинг шундай 

D = {и.(х)} оиласига айтиладики, улар [а, Ь\ нинг барча нук^таларида

\uj(x)-u(x)\ <£

тенгсизликни кдноатлантирсин, (о, Ь) да и.(х) узлуксиз хосилага 
эга ва (1.2) чегаравий шартларни кдноатлантирсин. Бундай оилага 
кирадиган функциялар тащослашга жоиз ёки содда кили б жоиз 
функциялар дейилади. Вариацион хисобнинг асосий масаласига кура 
жоиз функциялар орасида шундай и*(х) функцияни топиш керак- 
ки, у (1.1) функционалга абсолют минимум берсин:

J{u) > J(u*).

Энди D оилада J(u) функционалга минимумни таъминлайдиган 
и*(х) учун зарурий шартни топамиз. Шу максадда

Ц(а) = ц(Ь) = 0 (1.3)
шартларни кдноатл антирад и ган узлуксиз хосилага эга булган rj(x) 
функцияни оламиз. Кейин ушбу uf(x) = и(х) + tr](x) функцияни 
кдраймиз. Бунда / — кичик параметр, шунинг учун хам uf(x) Dоилада 
ётади, деб фараз килиш мумкин. Бу функцияни / функционалга 
куямиз, у холда

Ь

J (и,) ~ j F (х ,и ( х )  + tri(x),ii'(x) + trj'(xj)dx (1-4)
а

ифода келиб чикдди. Бу ифодани / нинг функцияси деб кдраймиз: 
Л и,) = (pit). Бу функция хосиласининг t=  0 нук;тадаги к,иймати / 
функционалнинг биринчи вариацияси дейилади ва d/каби белгиланади:



Худди шунга ухшаш

к,иймат Уфункционалнинг иккинчи вариацияси дейилади. (1.4) ифо- 
дадан dJ ва д г.1 вариациялар учун куйидаги ифодаларни топамиз:

Энди (1.3) чегаравий шартларни хисобга олиб, (1.5) ни б^лаклаб 
интеграллаймиз:

Маълумки, 1/)(0нинг t -  О нуктада экстремумга эга булишининг шарти 
<р'(0) = 0, яъни 6 J  = 0. Шунинг учун ^ам (1.7) тенгликда щ(х) функ- 
циянинг ихтиёрийлигидан (1.2) чегаравий шартларни кдноатлантн- 

радиган ва (1.1) интефалга минимумни таъминлайдиган и*(х) функ­
ция

дифференциал тенгламани кдноатлантириши керак. Бу тенглама Эй­
лер тенгламаси дейилади. Шуни хам таъкидлаш керакки, м*(х) функ­
ция /функционалга минимумни таъминласа, у холда <р'ф) = d2J> 0 
булиши керак.

Мисол сифатида

функционални оламиз. Бу ерда [о, Ь] да р(х) узлуксиз хосилага эга 
булиб, р(х) > р > 0 шартни кдиоатлантиради. q(x) ва fix )  функция­
лар эса узлуксиз булиб, q(x) > 0 деб фараз кдламиз.

Равшанки,

(1.7)

5F __ d  6F 
ди  dx дг/ ( 1.8)



Шунинг учун хам (1.9) интеграл учун Эйлер тенгламаси

ОХга еки

~  (р(х)и*’)~д(х)и* = /(х), и *(а) = у{, и*(Ь) = у2 (1 .10)

2 (р(х)ы *') — 2q(x)u * - 2  f (x )  = О

чегаравий масалага келади; бу ерда чегаравий шартларнинг бажари- 
лиши и*(х) функциянинг D оилага киришидан келиб читали.

Шундай кд/тиб, биз куйидаги теоремани исбот к,илдик:
1-т е о р е м а. Агар и*(х) функция жоиз функциялар орасида ( 1.9) функ- 

ционалнинг минимумини таъминласа, у  %олда у (1.10) чегаравий маса­
ланинг ечими булади.

Энди тескари теоремани куриб чик,амиз.
2-т е о р е м а. Агар и*(х) функция (1.10) чегаравий масаланинг ечи­

ми булса, у х;олда у жоиз функциялар орасида J(u*) функционалнинг 
минимумини таъминлайди.

И с б о т и  . Фараз кдлайлик, и*(х) (1.10) чегаравий масаланинг 
ечими булсин. Ихтиёрий и*(х) жоиз функцияни олиб, и(х) — 
и*(х) = к(х) белгилаш киритамиз, и(х) ва и*(х) функциялар [а, b] 

орал икании г чегараларида бир хил кдйматларни кабул килганлиги 
учун е(х) функция узлуксиз хосилага эга булиб, е(а) = е(Ь) = 0 
шартларни кдноатлантиради. Энди и(х) = и*(х) + е(х) ни (1.9) ин- 
тегралга куямиз:

Уртадаги интегралнинг биринчи хадини булаклаб интефаллай- 
миз, натижада

келиб чикдди. Чунки и*(х) ечим (1.10) чегаравий масаланинг ечими 
булиб, е(а) = е(Ь) = 0. Шунинг учун хам (1.11) тенглик куйидаги

b

ь
\{ри *' е + qu * е + / e )dx = р(х)и *’ (x)s(x)
а  а

ъ

- J  ~ (p(x)u*')-q(x)u*~f(x) £(x)dx = 0

(1.12)
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куринишга эга булади. Бошида куйилган шартга кура р{х) > 0 ва 
q(x) > 0. Шунинг учун хам (1.12) даги охирги хад манфий эмас ва 
\ар кдндай и(х) жоиз функция учун

J{u)>J{u*)
тенгсизлик уринли булади. Бундан ташкдри,

тенгликдан ре '2 + qe2 мантий булмаган узлуксиз функция булган- 
лиги учун [а, Ь\ д а^ е '2 + qs =0 эканлиги келиб чикдди. Маълумки, 
р(х) > 0. Шунинг учун хам е'(х) э  0 ва е(х) = const булиши керак. 
Аммо ораликнинг четларида с(х) нол булганлиги учун [а, Ь\ да 
е(х) = и(х) — и*(х) айнан нол булиши керак. Демак, J(u) = J(u*) фа- 
к,ат и = и* булгандагина бажарилади. Теорема исботланди.

Биз энг содда масалада чегаравий масала билан вариацион маса­
ла орасидаги богланишни куриб чикдик. Биринчи теорема чегара­
вий масалани вариацион масалага келтиради, иккинчиси эса аксин- 
ча, вариацион масалани чегаравий масалага келтиради.

Энди м у рак кабро к  фу н к ц ио налла р н и куриб чик^амиз. Агар

чегаравий шартларни кдноатлантирадиган функциялар орасида к,иди- 
рилса, у холда Эйлер тенгламаси 2п тартибли булиб, куйидагидан 
иборат:

функционалнинг минимуми к,идирилса, у холда Эйлер тенгламаси 
куйидаги тенгламалар системасидан иборат:

8F d 8F _  q

(1.13)
а

функционалнинг минимуми

(1.14)
и(Ь) = у0, и'(Ь) = y j , ..., и{п)(Ь) = у

du dx du' + dx1 du" dx" du{n)
(1.15)

Агар

Q

du, dx duI
(1. 17)

dF d 5F
du dx duKк K
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Бошкд томондан чегаравий масалалар орасида купинча уз-узига 
цушма деб аталувчи масалалар учрайди. Бундай масалалар хусусий 
Холда куйидагича тавсифланади: кдндайдир функционал мавжуд- 
ки, унинг минимумининг шарти, яъни мос равишдаги Эйлер тенг­
ламаси берилган чегаравий масала билан устма-уст тушади. Бундай 
чегаравий масалани ечиш учун унга мос келадиган функционал- 
нинг минимумини таъминловчи и*(х) ф ункцияни, масалан ,
(1.11) чегаравий масала учун (1.9) интегрални топиш кифоядир.

Вариацион хисоб куп улчовли фазо учун хам яхши натижаларни 
беради. Биз бу бобда вариацион методларга якин булган методларни 
хам куриб чикдмиз.

11.2-§. ОПЕРАТОР ТЕНГЛАМАЛАРНИ ГИЛЬБЕРТ 
ФАЗОСИДА ВАРИАЦИОН МЕТОДЛАР БИЛАН ЕЧИШ

Аввало, функционал анализдан айрим тушунчаларни эслатиб ута- 
миз.

1-т а ъ р и ф. Бир ёки куп узгарувчининг хаки кий ёки комплекс 
функцияларининг А'туплами чизшуш (ёки линеал) дейилади, агар 
и е  К  ва § ЕК  булганда и + д ЕК  булиб, ихтиёрий (хаки к;ий ёки 
комплекс) доимий а сон учун аи & К булса.

2 -т а ъ р и ф . / =1(и) функционал чизицли дейилади, агар у К ли- 
неалда аникданган булиб, ихтиёрий иккита и ва ?) жоиз функция­
лар учун куйидаги тенгликни каноатлантирса:

1(аи + Р&) = а !(и ) + pi(ft),

бунда а  ва/3 — ихтиёрий узгармас сонлар.
3-т а ъ р и ф .  К  = {и(х)} функциялар тупламида А оператор анщ- 

ланган дейилади, агар хар бир и(х)ЕК функция учун бирор конунга 
асосан ягона & = fi(x) функция мос куйилган булса. Бунда х сон ёки 
вектор булиши мумкин. Функциялар орасидаги бу мосликни симво­
лик равишда куйидагича ёзиш мумкин:

Ь = Аи.
К  функциялар туплами А операторнинг аии^ланиш сощси дейи­

лади.
1 -м и с о л . Фараз килайлик, Р(х), Р,(х), ... , Рп(х) функциялар \а,Ь] оралиада 

узлуксиз булсин, у \олда

п-тартибли чизицли дифференциал оператор дейилади. Бу операторнинг аникла- 
ниш со\аси К = С"[а, Ь] дан иборат булиб, кийматлари С\а, Ь] да ётади. Агар бу 
операторни и = u{x)^<f[a, b]ra кулласак, у >̂ олда ушбу
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d nu dn и̂
P° (X)~dx" + P [(x)dx"-T + + P,,{X)U = f i x )

я-тартибли дифференциал тенгламани

А и  = f ( x )

оператор тенглама шаклида ёзиш мумкин, бунда f(x )— маълум узлуксиз функ­
ция.

2 -м и с о л .  Айтайлик, С берилган со*а булиб, и(х, у)еСЦО) булсин. Энди 
К = {и(х, у)} функциялар тупламини оламиз. У \олда ушбу

операторни (Лаплас операторини) К т^пламда и(х) функцияга к^лласак,

д г и  д 2 и
АЫ ~  ------ 4 - — -к-

д х 2 д у 2

дифференциал ифода келиб чикдди. Буни бирор маълум функцияга тенглаш- 
тирсак,

Ли =Дх, у)

Пуассон тенгламасини хосил к,иламиз. Хусусий х°лда f(x ,y )=0 булса,

Ди = О

Лаплас тенгламаси келиб чицади.

Шундай кдлиб, оддий ёки хусусий ^осилали дифференциал тенг­
ламаларни умумий нук^таи назардан оператор тенглама деб караш 
мумкин.

4-т  а ъ р и ф . А оператор аддитив дейилади, агар хдр кдндай м ,е А", 
и2&К функциялар учун

А (м, + и2) = Аих + Аи2

тенглик бажарилса.
5-т  а ъ р и ф . А оператор бир жинсли дейилади, агар х,ар к,андай 

и&К ва ихтиёрий а  сон учун

Л(аы) - а А и
булса.

6-т а ъ р и ф. А оператор чизицли дейилади, агар у аддитив ва бир 
жинсли булса.

Демак, ихтиёрий их&К, u2S K ва ихтиёрий а, /3 сонлар учун чи- 
зикуш оператор

А [аи{ + j}u2 ) — аАи, + (ЗАи2 

тенгликни каноатлантиради.
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Фараз кдтайлик, К  бирор G сохада аникданган ва узлуксиз и(р) 
функдияларнингтуплами булсин. Агар и, # Е К булса, уродца

(и,#) = juddp
G

сон (функционал) и ва д  функцияларнинг скаляр купайтмаси дейи­
лади, бу ерда д функция 9 га кушма комплекс функцияни билди- 
ради. Равшанки,

(и,&) = (^ й ) . (2.1)

Агар А'гупламдаги функциялар \ак,ик,ий булса, у холда 

(и,д) = Ju-ddp = jftudp -  (#,и)
а а

тенгликлар уринли булади. Хар иккала холда хам и(х) функция - 
нинг нормаси

I N = 7 ( m,w)

формула билан аникданади.
Фараз кдлайлик, Я  — бирор Гильберт фазоси булсин, НА линеал 

сифатида Я  нинг хамма жойида зич булган функциялар тупламини 
оламиз. А аддитив оператор НА да аникданган булсин.

7-т аъ р и ф . А оператор мусбат дейилади, агар хар бир иЕНЛ 
элемент учун

[Аи,и^> 0 (2.2)

муносабат уринли булиб, шу билан бирга тенглик факдт и = О булган- 
дагина бажарилса.

8-т а ъ р и ф. А оператор мусбат ани^анган дейилади, агар (2.2) 
тенгсизлик урнига ундан кучли булган

I |2
(Аи,и)>у2 |м| , у 2 = const (2.3)

тенгсизлик бажарилса.
9-т аъ р и ф  .А  оператор симметрик (уз-узига цушма) дейилади, 

агар иЕНл, ifE Нл элементлар учун

(Ли,г>) = (и,Л&)

тенглик уринли булса.
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3-м и  со  л. С 2[а,Ь] га тегишли ва и(а) = 0, и(Ь) = 0 чегаравий шартларни к,ано- 
атлантирадиган функциялар тупламида аницланган

Аи = -  и’

операторнинг симметриклиги ва мусбатлиги к^рсатилсин.
Е ч и ш.
а) Агар и ва 9 жоиз функциялар булса, у холда

ь ъ
j(dAu-uAd)dx =  j(-9u'+ufi) dx = (ub’-$u') |* =  О,
а а

шунинг учун хам
b ь
j&Audx = juAddx, 
а а

ЯЪНИ

(А и,9)= {и,А $).

Шундай к,илиб, А оператор симметрикдир. Равшанки, « А 0 да

ь ь ь
(Аи,и) = juAu dx = -  juu"dx =  - и м '  \ba + Ju,2dx > О,

a a a

ЯЪНИ

(Au,u)>0.

б) Чегаравий шартлардан куриниб турибдики, и'=0 функция и = 0 тенг- 
ликни каноатланти ради tan ягона функция. Шунинг учун хам u s  0 булгандаги- 
на (Ли, и) = 0. Демак, А мусбат оператор.

Энди куйидаги леммани исботлаймиз:
1-л е м м а. А оператор Н комплекс Гильберт фазосида симметрик 

булиши учун ,\ар бир и ^ Н А учун (Л и , и) скаляр купайтманинг 
хак;ик,ий булиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и . Хак,ик;атан хам, агар Л  оператор симметрик булса, у 
холда

(Л и ,и )  = (и ,Л и ) = (Л и ,и ),

яъни (А и, и) хакдоий сон.
Энди етарлилигини курсатамиз. Ушбу

(ш,#) = г(и ,$), (u,i&) = (2.4)

тенгликларни хисобга олиб, куйидаги айниятни курсатиш мумкин: 

4(Лм,#) = (.<4(и + #),и + $ ) - ( .4 ( и - # ) ,м - # )  +

+ i[(A (u  + id ) ,u  + id )  - [ Л ( и  - - i d)^.  (2 -5)
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Энди и ва й ларнинг уринларини алмаштириб, куйидагига эга була­
миз:

4 (Ад,и) = ( А(и + ft),и + f t ) - (A ( f t -u ) , f t -u )  +

+г'[(Л(# + iu),ft + ш ) - ( Л ( д - ш ) ,# - ш ) ] .

Бу тенгликнинг барча хадларини кушма комплекси билан алмашти­
риб, скаляр купайтманинг (2.4) хоссасини назарда тутган \олда 
(Аи, ft) скаляр купайтманинг х^и^ийлигини хдсобга олсак, куйи­
даги натижа келиб чикдди:

4 (и, Aft) = (А(и + ft),u + 9}-(А (и  -ft),u  -# )  +

+i [ ( А(и + ift),u + ift )̂~^A(u -  ift), и -  /#)]. (2-6)

(2.5) ва (2.6) тенгликлардан

(Au,ft) = (и, Aft)

келиб чик,ади, яъни А оператор симметрик экан. Лемма исботланди.
Бундан кейин А операторни мусбат деб кдраймиз, борди-ю Гиль­

берт фазоси \ак,ик,ий булса, кушимча равишда уни симметрик деб 
фараз кдтамиз.

1 - т е о р е м а . Фараз щлайлик, А оператор НА да аницланган, чи- 
зщли ва мусбат булсин. У%олда

A u = f  (2.7)

оператор тенглама ягона ечимга эга.
И с б о т  и. Фараз кдтайлик, иккита ы, £ НА ва и2 £ НА (щ *  щ ) 

ечим мавжуд булсин. А операторнинг чизикдилигидан

А(их- и 2) = § ва (А(щ —и2),и1 —и2) = О

келиб чикдди. Бу мумкин эмас, чунки А мусбат оператор ва 
и, -  и2 ф 0 . Шундай килиб, (2.7) тенглама ягона ечимга эга.

2-т е о р е м а. Фараз цилайлик, А оператор НА да аницланган ва 
мусбат булиб, 1(и) функционал куйидаги куринишга эга булсин:

I(u) = (A u ,u ) - ( f ,u ) - (u , f ) ,  (2.8)

бунда f= f ( p )  (2.7) тенгламанинг унг томони. Агар (2.7) тенглама 
бирор и * ечимга эга булса, бу ечим (2.8) функционалга минимумни 
таъминлайди. Аксинча, агар шундай и Е НА элемент мавжуд булиб, 
у 1(и) функционалнинг минимумини таъминлайдиган булса, у  %олда и 
элемент (2.7) тенгламанинг ечими булади.
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И с б о т и. а) А операторнинг мусбатлигадан ва (/ , и) = (и, /) тенг- 
ликдан Ни) функционалнинг фа кат хак,икдй кий мат кабул кдли- 
ши келиб чикдди. Фараз кддайлик, и е  НА ихтиёрий элемент булсин, 
у холда и = и*+ у  деб оламиз. Леммага кура НА комплекс Гильберт 
фазосида А нинг мусбатлигидан унинг симметриклиги келиб ч и ка ­
ди. Демак,

I(u) = (A u ,u ) - (u , f )~ ( f ,u )  = (A(u* +у), u * + y ) - ( u * + y , f ) -  

-  (/ , и * +у) = 1(и*) + (Ау,и*) + (Аи*, у) + (Ау, у) -  (у, / )  -  (/ , у) =

= 1(и*) + (у, A u * - f ) + (A u *  - f , y ) + (Ау,у).

Ф аразга кура A u * ~ f  = 0 ва (Ау, у) > 0, шунинг учун хам

Шу билан теореманинг биринчи kjic m h  исботланди.
б) Ихтиёрий uG  НА элемент ва ихтиёрий Я хакикий сонни ола­

миз. У холда и + ли £ Н л булиб,

Бу муносабатлар ихтиёрий Я хаки кий сон учун уринли булади, 
агар

булса. Агар и ни iu га алмаштирсак, у холда юкрридаги мулохазалар
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I(u)^I(u*) + (Ay,y)>I(u*).

1(и + Хи) > 1(и)

тенгсизлик бажарилади. Аммо

= /̂ м| + Я^м,м| + Я ^к,и| + Я2(^ м ,м )-Я (/ ,м )-Я (м ,/ ) 

= l{u j  + х[и, Аи -  / j  + Х (А и  -  f,u)+  Я2 (Я и ,и ) .

Бундан куй ид а ги келиб чикдди:

2ЛКе(Аи — / ,м) + Я2(Аи,и)> О
еки

2 R e (A u -f ,u )  + X(Au,u)>0, агар Я > 0  булса,

2 Яе(Ли -  / , и) + Х(Аи, и) < 0, агар Я < 0 булса.

R в(Аи-/,и)  = 0 (2.9)



Im(Au -  f  ,u) = 0 (2.10)

тенгликка олиб келади, (2.9) ва (2.10) тенгликлардан

(Аи— f , и) = 0 (2 .11)

келиб чикдди. Агар фазо х,ак,ик,ий булса, у холда (2.9) тенглик урни- 
га бирданига (2.11) хрсил булар эди. Бунда НА ни Я  нинг хдмма 
жойида зич эканлигини хисобга олсак,

Хосил булади. Теорема исботланди.

11.3-§ . ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИК^И ЧЕГАРАВИЙ 
МАСАЛАНИ ВАРИАЦИОН МАСАЛАГА КЕЛТИРИШ

Бизга ушбу оддий дифференциал тенглама

чизикди чегаравий шартлар берилган булсин, бунда [а, Ь] ораликда 
Р(х), Q(x), F(x) функциялар узлуксиз хамда |а0| + |а,| ф 0, |/50| + *  0. 
Бу чегаравий масалани вариацион масалага келтириш учун, аввало, 
уни уз-узига кушма булган куриниигга келтириш керак. Бунинг 
учун унинг хамма хадларини

шунинг учун хам (3.3) тенгламани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

A u - f  = 0

и" + Р(х)и' + Q(x)u = F(x) (3.1)
ва

(3.2)

\ P ( t ) d t

р(х) = е“

~ (p u ') -q u  = / , (3.4)
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Ушбу

бунда
Р (х) > 0 ,q{x) = - p  (х) Q (x),f(x) =р (х) F  (х).

Аи = -  —  (pu') + qu
ах

чизи^ли операторни киритиб, куйидаги га эга буламиз:

Au = ~f,

(3.5)

(3.6)

бундар(х),р'(х), q(x),f(x) функциялар [а, Ь] ораликда узлуксиз.
Аввал (3.2) чегаравий шартлар бир жинсли булган х;олни кура- 

миз:

а хи'(а) + а ои(а) = 0, ]ао| + |а,| *  0,1 
Рхи'ф) + Р0и(Ь) = 0, \po\+\pl\^o.\ (3.7)

Шу билан бирга умумийликка зиён етказмасдан а, > 0 ва /3, > О 
деб к;арашимиз мумкин.

Энди и{х) функцияларнинг [а, Ь] ораликда иккинчи тартибли 
Хосиласигача узлуксиз (м (х )е С 2 [а , 6 ]) ва (3.7) бир жинсли шарт­
ларни кдноатлантирадиган К = {и(х)} тупламида А операторнинг уз- 
узига кушмалигини (симметриклигини) курсатамиз. Фараз к,илай- 
лик, иЕ К ва ft£ К ихтиёрий функциялар булсин. (3.5) га кура

b г- Ь

(Аи,&) = | -~(pi/') + qu ftdx = -  j-^(pu'ft)dx +

- pu 'ft + jpu'ft'dx + jquftdx =(—pu'iJ + p ftm)| + 

udx.

(3.8)

a

(3.7) бир жинсли шартдан фойдаланиб,

( - pu'ft + pft'u) |*= 0 
эканлигини курсатамиз. Хакдаатан хам,

{-pu'ft + pft'u)|*= p(a)[u'(a)ft(a) -  ft'(a)u(a)] 

-p(b)[u\b)ft(b)-ft\b)u(b)\, 

u(x) ва ft(x) функциялар

a {u'(a) + a 0u(a) = 0,

a \ft'(a) + a oft(a) = 0 
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бир жинсли чегаравий шартларни кдноатлантиради. Агар а, ф О булса, 
у  холда

и'(а) = - а̂ и{а), д'(а) = - а̂ д  (а) (3 . 1 1 )

булиб, агар а 0 ф 0 булса, у холда

и(а) =-^-и'(а), &(а) = --^- д'(а)  (3 . 1 2)
®-0

тенгликлар уринли булади. Масалан, а, ф О булсин, у холда 

м '(я )# (а )-# '(а )м(а ) = —— и(а)'д(а) + —  и(а)'&(а) = 0ai

тенглик бажарилади. Худди шунга ухшаш а 0 ф 0 булганда хамда 
/}0 ф 0 ёки Д ф 0 булганда

и '(а)9(а)-§ ’(а)11(а ) =0, u’(b)9(b)-u(b)d\b) = Q

эканлигини курсатиш мумкин. Демак, (3.10) га кура (3.9) тенглик 
уринли экан. Шундай килиб,

u(x)dx = (и,АЬ),(Ли,#)= | —j-(pb') + qd

яъни А — симметрик оператор.
Энди к;айси шарт бажарилганда А оператор мусбат булишини 

аникдаймиз. Айтайлик, иЕ К  булсин, у холда

Г
(Лм,ы )= jj (pu’) + qu ndx -

-рии
b

ь
+ jj  ̂р и '2 + q u 2~\jdx.

(3.13)

М аълумки, р(х) > 0, шунинг учун хам (3.11) тенгликдан А опе­
ратор мусбат булиши учун куйидаги шартлар бажарилиши керак:

q(x) > 0, а< х<Ь  (3.14)
ва

и(а)и'(а) > 0, и{Ъ)и'{Ь)< 0. (3.15)

Фаразимизга кура а, > 0 ва Д > 0 , шунинг учун хам (3.7) чегара­
вий шартга кура (3.15) шартлар
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тенгсизликларга эквивалентдир.
Шундай кдлиб, (3.6), (3.7) чегаравий масала (3.14) ва (3.15) шарт­

лар бажарилганда 11.2-§ даги 2-теоремага кура функцияларнинг 
К  синфида куйидаги

функционалнинг минимумини топиш масаласига тенг кучлидир. 
(3.13) формулага кура

Агар а х> 0 ва /},> 0 булса, у холда (3.11) муносабатга кура

Крлган холларда хам 1{и) учун шунга ухшаш ифодаларни хосил 
кдлиш мумкин. Бу функционаллар кутшнча юклатилган ва баъзан 
аралаш хам дейилади.

Энди (3.6) масалани (3.2) бир жинсли булмаган чегаравий шарт­
лар бажарилганда курамиз. Шу билан бирга (3.12) ва (3.14) шартлар 
бажарилган деб фараз кдламиз. (3.2) шартларни кд ноатла нт и рад и ган 
функциялар синфида А оператор, умуман айтганда, симметрик ва 
мусбат эмас. Шунинг учун хам 11.2-§ даги 2-теоремани куллаб булмай- 
ди.

Фараз кдпайлик, г = z.(x) S  С2 [а, 6] функция (3.2) шартни кдно- 
атлантирсин, у холда

оператор тенгламанинг ечими булади. Демак, иЕКъа А оператор 
функцияларнинг К  синфида симметрик ва мусбат. Ш унинг учун 
Хам г)(х) функция (3.6) ва (3.20) чегаравий масаланинг ечими булиб, 
11. 2-§ даги 2-теоремага кура

1{и) = (Аи,и) + 2 (f,u) (3.17)

/(ы) = -  — р ( ф 2 (a) + ̂  рф)и2 (Ь) +
a  1 ft

(3.18)

(3.19)

Aft = —f(x ) — Az (3.20)



/(0 ) = (Ад, 0 ) + 2 (/ , 0 ) + 2(^z, &)

функционалнинг минимумини таъминлайди. Бундан (3.13) форму­
лага кура

/(&) = ~рМ'
п

’ + J|̂  pb'2 + qd2 + 2 f  ft + 2'd'AzJ dx. (3.21)

(3.19) тенгликдан курамизки, (3.6) ва (3.2) чегаравий масаланинг 
ечими куйидаги функционалнинг минимумини таъминлайди:

Il(u) = -p (u -z ) (u '-z ')\ьа +
ь

+ JJ р(и '-z ' ) 2 + q { u - z f  + 2 { u - z ) f  + 2 ( u - z ) Az dx —

■ —p(u - z)(u'- z') ba + j{pu'2 +qu2 +2fu)dx+  (3 .2 2 )
a

b

+ j[pz'2 +qz2 -2fz^dx+2 ^ -p u 'z ’ - quz + (u -  z) Az^dx.
a  a

Буни булаклаб интеграллаб ва соддалаштириб, куйидаги га эга була-

Ь

+ |[рм '2 +qu2 +2 fxi\dx-

миз:

/, (и) = -р(х)(и -  z)(u' + z')

о

'^_PZ'2 +qz2 + 2 fz\dx.
(3.23)

Фараз кдлайлик, а, > 0 ва /?, > 0 булсин, у холда (3.2) чегаравий 
шартлардан куйидагилар келиб ч и кади:

и'(о) = - - -  — и(а), z \ a) = - ~ - — z(d),(Х\ а] aj а|

uXb)=7i ~ ^ b)> z '{b )= ' ri r ^ z{b)-
У холда

7i («) = ^  [ 2 ,̂ м(а) -  а в и2 (а)] -  [ 2 j/2 w(Z>) -  Д, г/2 (£)] +

Ь /

+ j[pu '2 +qu2 + 2 fu ^ d x - J ~ ^  ̂ 2y1z ( a ) - a az2(a ) J -
а  ^

- f p - [ 2 Y2z ( b ' ) ~  P o z I ( b ) ] +  | [p z '2 + ^ 2 + 2/ z]d rj.
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Катта к,авс ичидаги ифода муайян ифода булиб, и(х) функция га 
боглик, эмас, шунинг учун хам /((м) функционал урнига куйидаги 
функционални к,араш мумкин:

/2 (м) = ~  [2 гЛа) - а о«2 («)] -  [2Г2Ф) - А У  (*)] +
Ь

+ j^pu'2 + qu2 + 2 fu  j  dx.
a

Шундай кдлиб, (3.6) ва (3.2) бир жинсли булмаган чегаравий 
шартлар билан берилган чегаравий масала (3.14) ва (3.16) шартлар 
бажарилганда (3.24) функционал учун вариацион масала билан тенг 
кучлидир.

Э с л а т м а .  Агар а ,= 0 ва булса, у холда

и(а) =  z(a) =  —а„

булиб, (3.23) ва (3.24) дан /(и) функционал сифатида куйидагини олиш мум­
кин:

ь
{(и) = ~Е^р-^2у2и{Ь) -  Р0и2(Ь)]  ̂+ |(pw'2 + qи + I fu^dx.

а

Агар а { ф 0 ва /3( = 0 булса, у ^олда

u(b) =  1(b) =  ■ £ -
НО

булиб,
ь

I ( u )  =  ¥ ^ - ^ 2 у хи ( а )  ~ a 0 w 2 ( f l ) J  +  § { р и '2 +  ^  +  2 / w j d x

* а

булади. Них,оят, а, = ^ ]= 0  булса, у х,олда /(«) функционал куйидаги содда кури- 
нишга эга булади:

ь

П и) = Дри’2 + Я1*1 + 2 fu )d x .
а

11.4-§. РИТЦ МЕТОДИНИНГ КОЯ СИ

Ритц методи вариацион масалани такрибий ечишга мулжаллан- 
ган. Соддалик учун бирор чизикди К = {и} функциялар тупламида 
аникданган ушбу

I(u) = (A u,u)-2(f,u)  (4-1)

функционални кдраймиз, бу ерда А — мусбат симметрик чизикди 
оператор, Др) — берилган узлуксиз ф ункция. Ф араз кдлайлик,
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К  синфнинг функпиялари куйидаги чизикди чегаравий шартни кдно- 
атлантирсин:

К{и) = у/(р), (4.2)

бу ерда R — маълум чизиьуш функционал, гр(р) — берилган функ­
ция.

Энди етарлича силлик, чизикли эркли

<Ро(р 1<р>(р )’ - ’ <рЛ р )

функциялар кетма-кетлигини шундай танлаймизки, <ро(р) бир жинс­
ли булмаган

R(<pB) = v ( p )

чегаравий шартни каноатлантириб, долган л ар и бир жинсли шарт­
ларни каноатлантирсин:

R((pi) = О, /' = 1,2

Чегаравий ушбу
п

\l/„(p,ai , a 2,... ,a„)=<p0( p ) + ' ^ ai(pi(p)  (4.3)

чизикли комбинацияни оламиз,

R (v„) = R(<pt, ) + £  аР  = RtVo) = v  (р)
i=o

булганлиги сабабли ихтиёрий аг а2, ап учун гр^К.
Эвди (4.1), (4.2) вариацион масаланинг ечимини (4.3) куриниш­

да излаймиз. Бунингучун у/„(р; а,, аг, ..., а„)ифодани (4.1) функцио- 
налга куйиб, куйидагига эга буламиз:

1 (Ун} = (4.4)

бунда F п та а{, а2, ..., ап узгарувчига боглик, булган маълум функ­
ция. Биз av av  ..., ап ларни шундай танлашимиз керакки, F(ip) 
минимумга эришсин. Бунинг учун ах сонлар куйидаги

! г 0’ £ = 0 ’ - ’ £ = 0  (4 -5)

тенгламалар системасининг ечими булиши керак. Бу системани ечиб, 
I(ipn) га минимум берадиган а и а2; ...~ап ларни топамиз; бу к,ий- 
матларни (4.3) га куйиб, керакли такрибий ечимни хосил кдяамиз:
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Шуни хам таъкидлаш керакки, муайян холларла бу такрибий 
ечимни топиш жараёни жуда содда. Чунки амалиётда учрайдиган 
мухим холларда 1{и) функционалда учрайдиган интегралларда ин­
теграл остидаги ифода и, и'х, и\, ..., ларга нисбатан иккинчи дара- 
жали купхад булиб, (4.5) система av а2, ..., ап ларга нисбатан чи- 
зи1ути алгебраик тенгламалар системасидан иборат булади. Амалиёт­
да етарлича аник^ликка эришиш учун п = 2, 3, 4, 5, хатто айрим 
Холларда п = 1 деб олсак хам етарли булади.

11.5-§. РИТЦ МЕТОДИ БИЛАН ЭНГ СОДДА 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАНИ ЕЧИШ

Фараз кдтайлик, бизга уз-узига кушма дифференциал тенглама

d-(p(x)u')-q{x)u = f (x )  (5.1)
dx

ва энг содда чегаравий шартлар

и(а) = у^ и(Ь) = у2 (5.2)

берилган булсин, бунда р(х), р'(.х), q(x),f(x) функциялар [а , Ь\ да 
узлуксиз булиб, р(х) > 0, q(x) > 0. 11.3-§ даги эслатмага кура (5.1),
(5.2) чегаравий масала (5.2) чегаравий шартларни кдноатлантиради- 
ган mGC2[o, b\ функциялар тупламида куйидаги

Ь
1(и) = jj^р(х)и12 +q(x)u2 + 2/(x)mJc/x (5 .3)

а

функционал учун вариацион масалага тенг кучлидир.
Ритц методини куллаш учун шундай

фа(х),фJ(х),Ф2(х), ...,ф„(х)

чизикди эркли функциялар системаси (базис функциялар)ни оламиз- 
ки, (р0(а) = у{, (р0(Ь) = у2 булиб, колганлари бир жинсли чегаравий 
шартларни кдноатлантирсин: <р,.(д) = ср,(Ь) = 0.
Вариацион масаланинг ечимини куйидаги чизиьути комбинация

п
V/„W = <p„(x) + ̂ ^ ( x )  (5.4)

/ = 1
шаклида излаймиз, бунда at(i = 1,2, ..., п) — узгармас сонлар. Кури- 
ниб турибдики, wn(x) чегаравий шартларни кдноатлантиради:
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К (« )  = Ур ¥„(h) = Y2- 

Энди (5.4) ни (5.3) функционалга куямиз:

/(V„ ) = И Р(х) <р'0(х) + а,р/(.г) + q{x)

+ 2 f(x ) Ч>о Сх) + 2  a i % (х.) [ dx S  F  (,a,, a2
(5.5)

Бу ифодадан a  (j = 1 ,2 , .... n) га нисбатан хусусий х,осила олиб, 
куйидаги системани хос ил кддамиз:

1 efL
2 да. j l / K * )  <p'Xx) + J^ a ^ ;(x ) <Pj(x) +

+q(x)
гг

(Po(x) + ^ a i<Pi(x) <p,(x) + f ( x)<Pi (x) \dx = 0

еки
n u
XX f[p(x)(p'i(x)(p’j(x) + q(x)(pi(x)(pJ(x)']dx = 
i=i a

b

= -  §_p(x)(p '0 (x)<p'j (x) + q(x)cp0 (x)<Pj (x)  + cpa (*)/ (*)] dx,
a

ёхуд (/'= 1, 2, ..., n)
П

Е 4 й' =й/'
бу ерда

(5.6)

bj =-l[p(x)(p'0(x)(p'j(x) + q(x)(p0(x)(Pj (x) + cp0(x)f(x)]dx, (5.7)
a

( i , j  = \,2,...,n).

Куриниб турибдики,

Л = М  (5.8)

матрица симметрик матрицадир. Энди (5.5) системани ечиб, f(ipj га 
минимум берадиган функцияни (5.4) куринишда ёзамиз. Шуни таъ-
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кидлаш керакки, ечимнинг аникдиги купинча базис функциянинг 
танланишига боглик,.

М и с о л . К,уйидаги
и"~и = х, и(0) = 0, и(1) = 0 (5.9)

чегаравий масала Ритц методи билан ечилсин.
Ечиш . Чегаравий шартлар бир жинсли булганлиги учун <р0(х) = 0 деб ол­

сак, п = 2 деб олиб, <р,(х) = х(1 -  x), <р2 (х) = х 2 (1 -  х) ни оламиз. (5.9) чегара­
вий масалани (5.1) масала билан солиштириб курсак, р(х) = 1, q{x) = 1, f(x )  = х. 
Шунинг учун хам

I 1
A,j = ^(р)(х)(р)(х) + <pj (x)(pj (x)^dx, bj = ~ ^ f(x)(p j{x)d x(iJ = 1,2).

о о

Хисоблашлар курсатадики,

, _  1 А _  1 Л -  11 А -  А - П  А _  1
6| “ 12 ’ 2 " 20 ’ 11 " 30 ’ 12 _ 21 60 ’ 22 ~ 7 ■

(5.5) система к,уйидаги куринишга эга:

11 11 1 И 1 1
30 4,1 + 60 "2 “ ' 1 2  ’ 60 й| + 7 й2 ~ ~ 20 •

7 69
Бу системанинг ечими эса а, = --гх-, а7 = -~ г^ -* 1 43 1 МЪ Демак,

i/2 (х) = х (1 -х )| -
_7____69^
43 473 *

Урнига к,уйиб текшириб куриш мумкинки, аник, ечим

. . shx
U(X)=W \ -X-

Мисол тарик,асида аник, ечим билан такрибий ечимнинг к,ийматларини х = 0,5 
нук,тада солиштириб курсак, «(0,5) = —0,057; ^2(0,5) = —0,059.

11.6-§. МИНИМАЛЛАШТИРУВЧИ КЕТМА-КЕТЛИК 
ВА РИТЦ МЕТОДИНИНГ ЯКИНЛАШИШИ

Ушбу
Ь

I(u)= jF(x,u,u')dx (6-1)

функционални [а, Ь\ ораликда узлуксиз хосилага эга ва

и(а) = у,, и(Ь) = у2 (6-2)

чегаравий шартларни к,аноатлантирадиган функциялар тупламида 
кдраймиз (жоиз функциялар синфида).
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Фараз кдлайлик, К и) куйидан чегараланган булсин ва шундай 
и*(х) жоиз функция топилсинки, у куйидаги шартни кдноатлан- 
тирсин:

m i n  1{и) = т *  = / ( и * )  _
И

Агар шундай ип(х) (п = 0,1,2,...) жоиз функциялар кетма-кетлиги
мавжуд булиб, /функционалнинг кий мат и т*  минимумга як,ин- 
лашса, яъни

т „  = /(и*) —» т  — 1 ( и )

булса, у холда {ип} кетма-кетлик минималлаштирувчи кетма-кет- 
лик дейилади. Кетма-кетликнинг минималлаштирувчи булишидан 
унинг як,инлашувчи булиши келиб чик^айди, яъни Ди„) ̂  I(и*) 
дан ип ^ хи * келиб чик,майди. Якинлашиш Iип ^ и *) юзагакели- 
ши учун и„ кетма-кетликни куриш методи айрим шартларни кдно- 
атлантириши керак.

Минималлаштирувчи кетма-кетлик курилгандан ва унинг и* га 
якинлашиш шарти аникдангандан кейин энг огир масала крлади, 
бу и (х )-и „(х )  хатоликни бахолаш масаласи. Бу масалани айрим 
Холларда ечиш мумкин. Энди (6.1) функционал учун и(х) га якдн- 
лашадиган и„(х) = y(x,al,a^,...,a„) функциялароиласиникурамиз. 
У (4.6) функция билан устма-уст тушиши шарт эмас. {«,*(*)} кетма- 
кетлик минималлаштирувчи кетма-кетлик булиши учун канакд шарт 
бажарилиши кераклигини куриб чикдмиз.

Т аъ р и ф  .и„(х) = у (х, ал, а2, ..., ап) функциялар оиласи А"жоиз 
функциялар тупламида С1 тула дейилади, агар хар бир и(х)Е К, 
ихтиёрий е > 0 сон учун п нинг шундай кий маги ва av а2 ..., ап 
параметрларнинг шундай мажмуасини курсатиш мумкин булсаки, 
улар учун 1

|м(х)-ми(х)| < е, |m'(x)~m'(jc)| < s, a < x < b

тенгсизликлар бажарилса.
Т е о р е м а . АгарF(x,и,и') функция {а < х < Ь,~оо < и,и' < оо} с(щк)а 

узлуксиз булиб, ип(х) = у (х ,а , ,а 2, ...,ап) функциялар оиласи эса пусиши 
билан кенгайса ва С 1 тулалик хоссасига эга булса, у  хрлда Ритц методи 
билан курилган |м„(л:)| кетма-кетлик минималлаштирувчи булади.

И с б о т и. Фараз кдлайлик, К  синфда и*(х) функция 1(х) функ­
ционалга минимумни таъминласин, и*ЕКш ип(х) функция С1 тула­
лик хоссасига эга булсин. Демак, ихтиёрий д > 0 сон учун шундай п 
ва а\,аг, ..., а„ кийматлар топиладики, барча л: е  [а, Ь] да ип(х) = 
у (х, а , , а , , а„) учун куйидаги шартлар бажарилади:
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м*(л:)-мл(л:)| < S, j и * '(х ) -и 'п(л:)| < S.

Равшанки,

/[l(*(x)]</j^Mn(x)J.

Энди Fix, и, и') нинг узлуксизлигидан ихтиёрий г > 0 учун шундай 
д > О ни танлаш мумкинки,

О <  * ( х ) ]  <  5

тенгсизлик бажарилади. Аммо бу тенгсизлик Ритц методи буйича 
курил ган м*(х) учун яна ^ам яхширок, бажарилади, чунки

/[и*(х)] < /[м'(х)] < I[u„ix)},

д > 0 ихтиёрий сон булганлигидан

lim /Г ип (х)] = / [г/ * (х)] = т *  (6.3)
п —*ъо L  J  L

келиб чи^ади. Теорема исботланди.
Энди минималлаштирувчи кетма-кетликнинг як;инлашиш ма­

саласини , яъни (6 .3) тенгсизликдан  к,айси ш артлар баж арил­
ганда

lim и„(х) = и*(х)

уринли булишини куриб чикдмиз. Бу масалани (6.1) интеграл учун 
курадиган булсак, катта тадкдкрт олиб боришга тугри келар эди. 
Ш унинг учун хам биз бу масалани энг содда масала учун, яъни

ь
1(и) = |[/?(х)и'2 + q(x)u2 + 2 / (x )w jA  (5 4 )

а

функционалнингминимумини и(а) = у , , и{Ь) = у2, и е С1 \а,Ь\ шарт­
лар бажарилганда топиш масаласи учун куриб чик;амиз. Маълумки, 
бу масала куйидаги

~[р(х)и'\-qix)u = f ix ) ,  uia)  = у,, u{b) = y2 (6.5)

чегаравий масалага тенг кучлидир.
Т е о р е м а . Агар цуйидаги

1) pix), p'ix), q{x) ва fix) функциялар [а, Ь\ да узлуксиз;
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2) р(х)> 0, q(x) > 0, а < х  < Ь;
3) {ип{х)} функциялар кетма-кетлиги (6.4) вариацион масала учун ми- 
нималлаштирувчи булсин деган шартлар бажарилса, у %олда бу к ет-  
ма-кетлик [а, Ь] оралицда (6.5) чегаравий масаланинг ечими и *(х) га 
текис ящнлашади.

И с б о т  и. Равшанки,

\и*(х)-ип(х)\= * ' ( ? ) - и ' (0 ] < *  ^  ^\и*'(x)-u 'n(x)\dx. ( 6 . 6 )
а а

Охирги интегралга Буняковский тенгсизлигини куллаймиз:

|]и*'(х)-и'(х)|<* < | *' (л) — м' (jc)]2 . (67)

Охирги интеграл учун ушбу тенгсизликларни давом этгирамиз:

I I  и *'( x ) - w ' ( x ) J  fibcj <

J р(х)[и*'(х)-и 'п(х) J  e fc jb-a
m in  p (  x )

f  ь

b~a
min p ( x ) (6.8)

j[  p(x) (U *' (x) -  u'n (x )f  + q(x) (u*(x)-un (x) )2 dx

Энди ушбу тенгликни курсатамиз:
b ,  ̂ .

(Х)~ К (*)] + 4(x)[u\ x)^ u„(x)~\ \dx-
a

= I (U„) - I (U ) .

Бунинг учун (1.12) тенгликдан фойдаланамиз:

(6.9)

I(и) -  1(и*)+ Д р(х)е '2 +q(x)e2 }dx. (6.10)

Бу тенгликда и(х) ихтиёрий жоиз функция ва е(х) = и(х)—и*(х). Шу­
нинг учун х,ам (6.9) ни \осил к,илиш учун (6.10) да и(х)= ип(х) деб 
олиш кифоядир. Энди (6.6), (6.10) муносабатларга кура куйидагини 
Хос ил кдламиз:
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Бу бахонинг унг томони х га боглик, эмас, х  эса [а, b] нинг ихтиё­
рий нук'гаси. Теорема шартига кура «'->» да К и) — /(«*)-» 0. Шунинг 
учун хам (6.10) тенгсизликка кура минималлаштирувчи {и(х )} кет­
ма-кетлик (6.4) масаланинг ечими и*(х) га нисбатан текис як,инла- 
шади. Теорема исботланди.

11.7 -§ . ПУАССОН ВА ЛАПЛАС ТЕНГЛАМАЛАРИ УЧУН  
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР ХДМДА УЛАРНИ РИТЦ 

МЕТОДИ БИЛАН ЕЧИШ 

11 .7 Л . Пуассон ва Лаплас тенгламалари учун чегаравий масала-
лар._Айтайлик, G текисликдаги бирор соха булиб, Гунинг чегараси 
ва G = GUr булсин.

Фараз кдяайлйк, бизга

Д и 4 “ + ^ 1  = - / ( ^ Л  f(x,y)EC(G) (7.1)
дх ду

Пуассон тенгламаси берилган булсин. Бу тенгламанинг /чегарада

и\т =ф(х,у) ' (7.2)

шартни кдноатлантирадиган ечимини G со\ача топиш талаб кдлин- 
син, бунда <р(х, у) берилган функция. Агар ф(х, у) = 0 булеа, у холда

м|г = 0 (7.3)

булади.
Биз, аввало, (7.1), (7.3) чегаравий масалани ечамиз. Узининг

биринчи ва иккинчи хосилалари билан G да узлуксиз хамда Гчега- 
рада нолга айланадиган жоиз функциялар синфи D = {и(х, >>)} да

Аи = -A.it (7-4)

операторнинг симметриклиги ва мусбатлигини курсатамиз. Бунинг 
учун Гриннинг [1] ушбу

Я( )dxdy = 1Pdx+@dy ^  ̂
G г

формуласидан фойдаланамиз. Фараз килайлик, u&D ва д GO булсин. 
Ушбу ифодани курамиз:
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Энди Грин формуласида Q = , - P  = u — - f t— деб
дх  дх  д у  д у

олиб, и\г = 0 ва Ц г =0  чегаравий шартларни хисобга олсак, у  холда

дЬ а д и
)dx+{uTx ~ * f) )dy =  0

(7.6)

еки

( А и , & )  -  ( и ,  А д )

келиб чикдди. Демак, А оператор симметрик. Энди унинг мусбатли- 
гини аникдаймиз:

(Au,«) = - j j « [ ? ^ ] d x d y = - j J
с  у дх ду J

+жи

д  (  д и \  д  ди dxdy +

d x d y .

Биринчи интегралга Грин формуласини куллаб, чегаравий шарт- 
лардан фойдалансак, куйидагига эга буламиз:

( Л и , и )  = -  j  ~ u ~ d x +f t ^ - d y  +

ди  \2 / д и  '
дх J у д у

(7.7)
dxdy.

Демак,

( А и , и )  = JJ ?̂е)2+ (ёо.
дх I \ д у

dxdy > 0. (7.8)

Агар {Аи, и) = 0 булса, у холда (7.8) формулага кура

д и  _  ди  __ q
дх д у

Бундан и(х, у) = с ва (7.3) чегаравий шартдан



Шундай кдпиб, А = — Д оператор мусбат экан. Бундан келиб чи- 
кддики, (7.3) бир жинсли чегаравий шартларни кдноатлантирадиган 
(7.1) масала 11.2-§ даги 2-теоремага кура ушбу

функционалнинг D синфда минимумини кдпириш билан тенг куч- 
лидир. (7.8) формулага кура бу функционал куйидаги куринишга 
эга:

Энди (7.1) чегаравий масалани (7.2) бир жинсли булмаган чегаравий 
шартлар билан кэраймиз.

Фараз кдлайлик, Dx = функциялар синфи G да ик­
кинчи тартибли узлуксиз хрсилаларга эга ва (7.2) чегаравий шарт­
ларни цаноатлантирадиган функциялардан иборат булсин. 11. 3-§ да- 
гидек шундай z(x,y)E C 2(G) функцияни курамизки, у (7.2) чегара­
вий шартни кэноатлантирсин. Ушбу

функцияни киритамиз, бу ерда и(х, у) бир жинсли булмаган чега­
равий шартни кдноатлантиради. У х^олда д(х, у) функция Гчегарада
(7.3) шартни кдноатлантиради:

лум функция. Ушбу & = д(х,у) функция (7.13), (7.12) чегаравий м а­
саланинг ечими булиб, (7.9) формулага кура

функционалга минимум беради. Бу тенгликда аввалги и(х,у) узга- 
рувчига кайтиб, скаляр купайтма ва чизик/ти операторнинг хосса- 
ларидан фойдаланиб, куйидагиларни х;осил кдламиз:

I(u - z )  = (А(и — z),u — z) — 2(и — z , f )  + 2(и -  z, Az) =

I (и) = (Аи,и) -  2 (и, f ) (7.9)

(7.Ю)

ё(х,у) = и(х,у) -  z(x,y) (7.11)

(7.12)

(7.13)

( д̂ 7 д̂ 7оператор тенгламанинг ечими булади, бунда Az = -\ - %I Ял»*дх ду'
маъ-

l l(§) = ( A & ,§ ) - 2 ( § , f )  + 2(d,Az) (7-14)

= (A u,u)~2(f, и) + (и, Az) -(z,Au) + 2(z ,f) -(A z,z) .
(7.15)
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Бу тенгликдаги охирги иккита хдд и(х, у) га бог лик, булмаганлиги 
туфайли (7.12) функционалга минимум берадиган и = и(х,у) функ­
ция куйидаги

/, (и) = (A u ,u )-2(u ,f)  + [(Az,u)-(Au,z)~^ (7.16)

функционалга хам минимум беради.
Эндй (7.16) функционални шундай функционал билан алмаш- 

тирамизки, унда г  функция катнашмайди. Бунинг учун (7.6) фор- 
мулада ишлатилган алмаштиришдан фойдаланамиз:

(Az, и) -  (Аи, z) = ||(Ẑ M -  uAz)dxdy =
' ■ . ; С

f I du dz\ , j  du dz\ , f j  8u . dz \ ,
J K ,  " J </v "

Бу ерда n вектор f r a  нисбатан ташки норма.) ва

си  _  ди  dy ди  dx dz. _  dz dy __ dz dx 
dn dx ds dy ds ’ dn dx ds dy ds '

Бундан

-II o(.v.v)

ни хисобга олиб, куй идагини хосил килам из:

(Az,u)-(Au,z)= J t p ( x ,y ) ^ - ^ i jd s .  

Иккинчи томондан, (7.7) формулага асосан 

(Au,u) = - j u ~ d s  + j j
Г G

г с L _

(7.17)

du \2 ( du
дх I 1 dv

dxdy =■ 

dxdy.
(7.18)

Энди (7.17), (7.18) ларни (7.16) формулага куйсак, куйидаги 
келиб чикали:

,(«)= JJ dxdy -  j(p(x, у) ~  ds

Бу формуладаги охирги хад и(х. у) функцияга б о т и к  эмас. Шунинг 
учун хам (7.1), (7.2) чегаравий масала D] жоиз функциялар синфида
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1 ) "  + ( f  I  ~ 2 f "
dxdy (7.19)

функционал учун вариацион масала билан тенг кучлидир. 
Хусусий х;олда f(x, у) = 0 булса, биз

Аи = О (7.20)

Лаплас тенгламасига келамиз, у \олда (7.1), (7.2) чегаравий масала 
Дирихле масаласига айланади. (7.19) формуладан курамизки, Дирих­
ле масаласининг и(х, у) ечими Z), синфда

/3(м)= Л dxdy (7.21)

Дирихле интегралига минимумни таъминлайди.

11.7 .2 . Дирихле масаласини Ритц методи билан ечиш. (7.20) ва
(7.21) Дирихле масаласини Ссо\ада ечиш учун шундай эркли функ­
циялар системасини (базис функцияларни)

¥Лх’У)’¥М,у),..., цгп(х,у)<ЕС2(G) 

тузамизки, улар куйидаги шартларни к;аноатлантирсин:

Vo (л:’ 3;)|г =(Р(Х’ У)>
¥-,(х , у ) |г = 0  (/ = 1,2,

У х>олда ихтиёрий а,, я2, ..., аи узгармас сонлар учун ушбу
я

м„(^.У) = |/(Д^>’) + Х а/,//Дх’>7) (7.22)
/=1

чизикди комбинация жоиз функциялар синфига киради. Энди
(7.22) ифодани (7.21) интегралга куйиб, куйидагига эга буламиз:

—+ У"1 ас ^  '
ду/̂
~дх

d\j/j
~ёу dxdy. (7.23)

Биз а,, а2, ..., ап ларни шундай танлаб оламизки, (7.23) интеграл 
минимумга айлансин. Бунинг учун минимумнинг зарурий шартлари 
бажарилиши керак:
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(7.24)

( j  = 1, 2 ,..., n).

Ушбу

(/ = 0 ,1,..., n, 7 = 1, 2 ,..., n)

белгилашни киритиб, (7.24) системани куйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:

Бу чизикди алгебраик тенгламалар системасини ечиб, аг а2, ап 
коэффициентларни аникдаймиз. Шу коэффициентлар билан олин- 
ган ип(х, у) функция Дирихле масаласининг такрибий ечими булади. 
Бу ечимнинг аникдиги гр.(х, у) базис функцияларнинг танланишига 
ва уларнинг сонига боглик,.

Ритц методининг умумийрок, хусусий хосилали тенгламалар учун 
чегаравий масалаларга кулланилишини [3, 19, 20, 21, 22, 32] дан кдраш 
мумкин.

М и с о л . G = {0 < х, у<1]  сохдпа

Дирихле масаласи ечилсин.
Ечиш . Бу ерда чегара х = 0, х = 1, у  = 0, у - l  тугри чизик;(ар булганлиги учун 

базис функцияларни куйидагича танлаймиз:

Аиа[ + А12а2 +... + А1г1ап — Д,,, 

А2\Щ A22Q2 **■ — А02 >
(7.25)

А,\а\ +А га2 +--+Аппап -~А„-

Аи = 0, и\Г = х (7.26)

Wf(x,y) = х(1 -  х)у( 1 -  у), 

Ч/2(х,у) = х2(\ -х )у (  1 -  у), 

11/3(х,у) = х(1 -  х)у2( 1 -  у)
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ва чизик^ли комбинация™ ушбу

м3 (х ,у ) = х 3 + ху (1—лг)(1—>■) (в] + а2х + аъу ) (7.27)

куринишда оламиз. Равшанки, ихтиёрий а,, а2, а3 учун и}(х ,у) функция 
(7.29) чегаравий шартларни к,аноатлантиради. Хисоблашлар курсатадики, (7.25) чи- 
зиьуш алгебраик тенгламалар системаси ^уйидагидан иборат:

1
45 ' 90 "2

1
а2 + м  а3 -

1
90 3 

1
12 ’

1 4 1 1
90 «1 + 525 2̂ -  20 >
1 1 4  1

90 а> + 1 8 0 fl2 + 5 2 5 fl3 “ 24-

Бу системанинг ечими й{ =
45
26 ’

105
"2 - -jfi-. «з

Бу цийматларни (7.27) га куйиб, берилган масаланинг такрибий ечимини топа- 
миз:

, Л 3 /1 vi л/45 105иг(х ,у )  = х + ху(1 -  х)(\ -  у ) \ ^  +

11.8-§. РИТЦ МЕТОДИНИНГ ХАТОЛИГИНИ БАХОЛАШ 
ВА УНИНГ ЯК,ИНЛАШИШ ТАРТИБИ

Ритц методининг як^нлашишини ва унинг тартибини ба^олаш 
борасида академик Н.М. Крилов катта изланишлар олиб борган. Биз 
бу ерда энг содда \олни курамиз, бошк,а доллар [20] да ва унда 
курсатилган адабиётларда келтирилган.

Айтайлик, ушбу уз-узига кушма

—j -(pu') + qu = f  ( 8 .1 )
ах

дифференциал тенгламанинг

м(0) = и{ 1) = 0 (8.2)

чегаравий шартларни кдноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
кдлинсин. Бу ерда [0,1] ораликда

р(х)>р„, q(x) > 0 (8.3)

тенгсизликлар уринли ва р'(х), q(x), Дх) функциялар [0,1] да уз­
луксиз деб оламиз.

Энди (8.1), (8.2) чегаравий масалани ечиш учун Ритц методини 
куллаймиз. Айтайлик, и* (х) функция
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w„0) = X < w *(*)
*=1

функциялар орасида

I (и) = pu'2 + qu2 -  2/м j  dx

функционалга минимумни таъминловчи функция булсин. Бу ип(х) 
функцияни (8.1), (8.2) чегаравий масаланинг и*(х) аникечим ига 
я-якинлашиш деб карашимиз мумкин.

Энди

е = тах|ы*(х)-и*(х)| (8 4)0<.г<1 I I 4 '

белгилаш киритиб, еп нинг нолга интштйшини ва нолга интилиш 
тезлигини аникдаймиз.

Кдралаётган [0,1] ораликда квадрата билан интегралланувчи 
Хакр^ий функциялар фазосини кдраймиз. Бу фазода скаляр купайт- 
ма ва нормани куйидагича киритамиз:

{g,h)= jg(x)h(x)dx, ||g||= j j g 2(x)c/x. (8 5 )
о

Буняковский ва Коши тенгсизликларига кура
1
Jg(x)/z(x)£/; -Ik lN H I’ l k +AN M + l ! 4  (8 .6)

Равшанки,

g  < max g(x) , g  min \h(x) < \hg < g  m ax\h(x)\
II II 0 S .v < l 1 11 0 < x < l 1 11 11 11 11 0 < v < l 1 1

ва ||flg|| = |fl|j|g|| (о — узгармас сон).

Бизга |w*)|, ||w*j| ва ||w*| ларни бахолашга тугри келади. Маълум- 
ки, функционалнинг биринчи вариацияси

1
31  = ^[ри *’ц’ + qu*q -  fri]dx

о

хар кдндай г)( х ) е С 1 [ОД] функция учун нолга тенг. Шунинг учун 
хам г\(х) = и * (х ) деб олиб, куййдагига эга буламиз:



Бундан
i i 
|/?(х)[«*']2 £&< jf(x)u*'dx,
О о

чунки q(x)>(). Буняковский тенгсизлищни куллаймиз:
1
|р(х)[и *']2 dx < ||/|| • \\и *'||.
О

Кейин куйидагиларга эга буламиз:
1
|[м *']2 dx < - - 1|/|| • (jи *||

ёки
||м*'||2 < —-||/1М|и*||.II II Ра II- II II II (8.7)

Охирги тенгсизликнинг унг томонида номаълум р  *|| микдор кдт- 
нашади, бундан ушбу

И 4 И  <8 -8 >II 11 J  11 11 . .

Стеклов тенгсизлиги ёрдамида кутуламиз. Бу тенгсизлик [0,1] да 
узлуксиз, g'(x) хрсилага эга (чекли микдордаги нук,талардан истис- 
но равишда) ва квадрати билан интегралланувчи функция учун 
уринлидир. Шу билан бирга

1
l)g(0) = gO) = 0 ёки 2) jg(x)dx = 0

о
шартларнинг бирортаси бажарилиши керак. Юкрридаги шартлар ба­
жарилганда g(x) функция ва унинг хосиласи учун куйидаги катор- 
ларни ёза оламиз:

g(x) = X  bk sihknx, g'(x) = Y knbk cosknx.
k =1 *=l •

Бу кдторларга Парсевал-Стеклов тенглигини куллаймиз, натижада

1 И 2 = ‘- | > 2 ’ I k f  =-1 'L { knhc f
1  к * }  1  ы  \

келиб чикдди. Булардан (8.8) тенгсизлик осонлик билан \осил була­
ди. Кдралаётган и*(х) функция g(x) функцияга куйилган шартлар­
ни кдноаглантирали, шунинг учун (8.8) тенгсизликка кура

1
7Z 1

249

IIи *'Ц < -■ ||м *11.II II ТГ " II



Буни (8.7) тенгсизликка куйсак,

Нм *1 < ЛРо
келиб чикдди.

Энди max Iи * (л:)| ни бахолаймиз. Агар 0 < х < -  булса, у холдап<г<1 ' ' 2

и * (х)| = \u*'(t)dt <
(L ^

Jl 2dx

2 (1 Л
f(и *' (O f dt

О о у° ;
< -г-  И *11V2 11 11

ва агар 1 < х < ] булса, у холда

1
f  \ 

1 2 ( \ 
] 2

и * (х)| = Jw *' (t)dt < J l  2dx 
1

|(м*'(?))2 dt
1

< 4=  \\u* 
\2

ч2 J K2 J

Демак,

(8.10)

Энди \и *"|| ни бахолаймиз, бунинг учун берилган (8.1) тенгламадан 
фойдаланамиз:

-р(х)и *"- р ’(х)и*'+q(x)u* = f ix ) .

Бунда Коши тенгсизлигига кура

IIри *"1 < ||р'и *'|| + \qu *|| + Ц/Ц (8.11)

келиб ч и кади. Куйидаги белгилашларни киритамиз:

|И| = тах|//(х)|, |Ы| = р < max q(x).
"  "  0 < х 5 1  1 « и  н 0< .г< 1

Юкрридаги (8.9), (8.12) тенгсизликлардан

IIри * 1  < ll/ll + ll/ll + ll/ll = т ||/|

Хосил булади, бунда
Р о Л Р о К

T = J L + P +\.
Р о ж P o n

(8 .12)

(8.13)

Энди ушбу масалага Ритц методини куллаймиз, бу методда ба­
зис функциялар сифатида ортонормалланган

ц/к (х) = л/2 sin кпх (Аг = 1,2,...) (8.14)
функцияларни оламиз.
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Аник, ечим и*(х) учун курилган Фурье тригонометрик кдтори- 
нинг и-кдомий йигиндисини У (х) оркдли белгилаймиз:

п
¥Л х ) = ^ Ьк sm k n x .

к=1

Ушбу
оо

и * (х) -  Yn(x) = ^  Ък s m k n x
/Ыл+1

айирмани олиб, ||и * -Yn ||, ||и *' -Y'n ||, ||ы *' -У„']| ларнинг орасидаги му­
носабатларни урнатамиз. Бунинг учун Парсевал-Стеклов тенглиги- 
ни куллаймиз:

2 к~п+1

; f - 2

\\и *’ = 1Z-

оо

I  Ъ2Ъ1 =
к=п+\

п 2(п+1)2 V 1 1
' - U V

2 ск=п+1 .n + lj  * !

00

I  =
к=п+\

л 4(и+1)4 j
2 ^  1 

*=»+! v » + J  к

Бу тенгликлардан куйидаги муносабатлар келиб чщ ади:

IIй * -у-1 - !и *' -у;1 - ?(^1" *" -г-1-

К,аралаётган 1{и) функционалнинг ва и‘Лх ), У„(х ) функцияларнинг 
таърифига кура

/(и„ *) -  I(u*) < I(Yn) -  /(и*).

Бу тенгсизликни хдмда (6.9) формулани хцсобга олиб, куйидагига 
эга буламиз:

I г- -I• Г  , ■)

dx <

(8.15)

~и *’) +q{un* - u * f
о

\г-
^ J[р (у ; -» * ')2 + я{к -и * ) dx.

Ушбу

А = 1ИИ™“ Р(х) (8-16)

белгилашни киритиб ва (8.10), (8.13) тенгсизликлардан фойдала- 
ниб, куйидагини хрсил к^ламиз:
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J [p (^ ' - « * ’)2 + ^ , - w ‘ )2] dx<
О

< + p|y. - m‘'|2 < (я +£-)|у; - и*'|2

ва
И , ||2 1 II „ ||2 1 II , ||2
к ' - «  <------------— —т к  ^

тг2(и + 1)' тг2(и+1)

■ — — -|ИГ-р]п2{п +1)2

1

(8.17)

(8.18)

Энди (8.15), (8.18) тенгликлардан фойдаланиб, куйидагини келти- 
риб чикдрамиз:

II и, -и  *'|| < -1т(я + —- II f t .
р 1 \  л ) л 2 {п+1 )2||‘ 11

Кейин (8.10) тенгсизликни и„(х) - и  (х) функцияга куллаб, охир­
ги натижага келамиз:

е„ = max |и* (х) -  w* (х)| < -!_||и* -  и" \0<х$1 I I. л/2 •* (I Й+1

бунда

(л •
2 р „  \ я-

L = - -
р0к

Мураккаб дисоблашлар курсатадики, я -̂оо да е„ = Ц ба\они олиш 
мумкин, бунда 1 { — маълум сон. и2

Ритц методининг тургунлик масаласи академик В.К- Кобулов- 
нинг ишларида кдраб чи^илган [22].

11.9-§. ГАЛЁРКИН МЕТОДИ

11.9.1. Галёркин методининг гояси. Ритц методининг асосий кам- 
чилиги шундаки, у факдт оператори симметрик ва мусбат булган 
тенгламаларга кулланилади. Академик Б.Г. Галёркин 1915 йидца шун- 
дай метод таклиф килдики. у Ритц методига нисбатан умумийдир. 
Бу метод хеч цандай вариацион масала билан ботик, эмас, шунинг 
учун хам у батамом универсал метод хисобланади. Бу методни эл- 
липтик, параболик ва гипербол и к тенгламаларга, хдтто улар вариа­
цион масала билан ботик; булмаса хам, катта муваффа^ият билан
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куллаш мумкин. Агар тенгламанинг оператори симметрик ва мусбат 
булса, Галёркин методи осонрок, йул билан Ритц методи берадиган 
такрибий ечимни беради. Такрибий ечимнинг коэффициентларини 
аникдайдиган чизик^ти алгебраик тенгламалар системаси бир хил 
булади. Галёркин методининг якцнлашишини академик М. В. Кел- 
диш курсатган.

Энди Галёркин методининг асосий гояси билан танишамиз. Ф а­
раз кцлайлик.

Аи =/(х, у) (9.1)

тенглама берилган булиб, А — кдндайдир икки узгарувчили диффе­
ренциал оператор булсин ва (9.1) тенгламанинг ечими бир жинсли 
чегаравий шартларни кдноатлантирсин. Бу масаланинг ечимини ку­
йидаги куринишда излаймиз:

ип(х,у) = Х а кУ’к(х ,у), (9-2)
*=*1 ■

бу ерда гр£х, у), тр2(х, у), ..... , грп(х, у) функциялар берилган G
сохада тулик, булган чизик^и эркли \ipk(х)} w системанинг аввалги 
п таси булиб, бир жинсли чегаравий шартларни кдноатлантиради. 
Такрибий ечим ми(х, у) аник, ечимга айланиши учун ея(х, у) =
= А{ип(х, у)} —f  (х, у) ифода айнан нолга айланиши керак. Агар еп(х, у) 
узлуксиз булса, бу талаб еп(х, у) функция W к системанинг
барча функцияларига ортогонал булиши билан тенг кучлидир. Аммо 
бизда фа^ат п та av ау ..., ап узгармаслар булганлиги сабабли орто- 
гоналлик шартининг факдт п тасини кэноатлантира оламиз. Бу шарт­
лар куйидаги тенгламалар системасига олиб келади:

\\{л[ип ( x ,y ) ] - f ( x fy))\i/j (х ,у )dxdy = 0
с;

ёки

\\А[и„ (х,у)ц/] (x,y)]dxdy = \\f{x, y)y/j(x,y)dxdy (9.3)
с а

(/•=1,2,...,«).

Ушбу система а! коэффициентларни топиш га хизмат кил ад и. Агар 
А оператор чизюуш булса, у хдлда бу система а,, а2, ..., ап ларга 
нисбатан чизикли алгебраик тенгламалар системасидан иборат була­
ди. Бу системадан я ларни топиб (9.2) га куйсак, керакли такрибий 
ечимни хрсил килам из.
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М и с о л .  Ушбу

и" + и = —х, и(0) = 0, м(1) = 0 (9.4)

чегаравий масаланинг ечими топилсин.

(Осонлик билан куриш мумкинки, аник, ечим и(х) = &>ПХ — х ).
sin 1

Ечиш.  (9.4) чегаравий масалага Ритц методини куллаб булмайди, чунки 
бунда и олдидаги коэффициент q (х) = 1>0. Бу мисолда (9.2) такрибий ечимини

куринишда к,идирсак, у холда ип(х) чегаравий шартларни каноатлантиради.
Биз бу ерда, аввало, п = 2 деб оламиз, у холда xpt(x) = x ( l—x), tp2(x) = х 2( 1 - х )  

булиб,

ип(х) = х (1 -х )  (at + a2x +  . . .  +  апх"-') (9.5)

и2(х) = х (1— х) ( о ,  +  а2х) 

булади. и2(х) ни (9.3) га куямиз, натижада

jA(u2)y/tdx=- jxtf/i(x)dx,
о о

jA (u2)y/2dx = -  ^xy2(x)dx
о о

еки

j*[—2fl|+a2(2—6х)+ х(1—x)(fl|+fl2^ )]^ (l — x)dx
о

о
1
J [ —2fl| +  а2 (2 — 6х) + х ( 1 -х ) ( а ,  + а2х)\ х2 (1 -  x)dx
о

о

тенгламалар системасини хосил килам из. Интегралларни хисобласак,

+

3 3 _ 1 
10 й1 + 20 й2 “ 12’ 
3 3 1 

20°' + 105 ° 2 = 20
3
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71 7
келиб чикали. Бундан а, ------- ,а 7 = —  ва

369 41

/ 71 7 \
i m U l х)и2 {х) = х( 1 -  х)( 369 + 41 ^ ‘

га эга буламиз.
Энди п = 3 булсин, у ^олда t/'iW = jc(1—■х), грг(х) = х2(1 —х) трг(х) = хг(\—х)

ва
и3(х) = х(\ — х) (а,+ а2х+  а3х2)

деб оламиз. Бу ерда иг(х) ни и3(х) = и2(х) + а3грг(х) куринишда ёзиб олсак, у 
*олда (9.3) система куйидагича ёзилади:

1 1
+ агА(ч> ъ ] \ ^ \dx — — ц/\(1х,

0 о

1 1
j^A (и2) + а3A (y/̂ ŷ y/jdx = — jxif/2dx,

l l 
|[Л(«2)+ М (^ з )]^ з л  = ~ \ x v i dx.
о о

Биз бу ерда п = 2 булган х,олда \исобланган 

1 1 1
jA (u 2)4/]dx, jA (it2)if/2dx, Jxî j (x)dx , j"xi//2dx 
o o o o

лардан фойдаланишимиз мумкин. У \олда ар а,, а3 ни аниклаш учун куйидаги 
тенгламалар системасига эга буламиз:

3 3 19 1 
10 а' + 20 "2 + 210 "3 ~ 12 ’
3 13 79 1--dt 4* ---- Q-\ ---- Cl̂  — ---

20 1 105 2 840 3 2 0 ’
19 79 103

210 ° l + 840 °2 + 1260 °3 30'

Бу системанинг ечими

a = 0 ,381910 ; a2= -  0 ,194144 ; a =  -0 ,0 2 3 4 12 .

Шундай килиб,

иг(х) = x(\ -x ) (0 ,381910  — 0 , 194144л: — 0 ,023412x2). 
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11.9 .2 . Галёркин методи ёрдамида хос сон ва хос функцияларни 
топиш. Куйидаги

бир жинсли чегаравий шартларда хос сонлар ва хос функцияларни 
топиш масаласини куриб чикдмиз.

Бу масаланинг ечимини топиш учун [а, b] ораликда тулии;, икки 
марта дифференциалланувчи ва (9.7) чегаравий шартларни кдноат- 
лантирадиган р г<рг  ... ,<рп базис функцияларни танлаб, хос функция- 
нинг такрибий ечимини куйидаги

куринишда излаймиз, бу ерда а. — номаълум узгармаслар. Кейин бу 
функциядан (9.6) тенгликнинг тула кдноатлантирилишини талаб 
кцлмасдан, бу тенгликнинг чап томони <pv <p2, ... ,</>„ базис функция - 
ларга ортогонал булишини талаб кдиамиз. Бу бизни куйидаги тенг­
ламалар системасига олиб келади:

Хосил кдлганимиз п та номаълумли п та бир жинсли тенглама­
лар системасидир. Бу система нолдан фаркути ечимга эга булиши 
учун унинг детерминанта нолга тенг булиши керак:
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Ьи = -̂ х ( Р(х ) и')~ q(.x)u + Ям = О (9.6)

дифференциал тенглама учун энг содда

и(а) = и(Ъ) = О (9.7)

И, (*) = ]£«№•(*) (9-8)

(9.9)

(у = 1,2,..., п).

Охирги системани куйидагича ёзиш мумкин:

п
Х (а ,у+ Я^.)а; =0 (у =1,2,...,и), (9.10)

бу ерда
b h

(9.11)
а а



a u +A/3n a 2l +Xp2]... anX +ЯД, 

а12+ Щ 2 a22+kp22...an2+xp„2
(9.12)

Бу тенглама я г а  нисбатан «-тартибли тенглама булиб, п та 
А1('°,А^Л),...,Я ^> илдизларга эга. Хдр бир Я = к[п) учун (9.10) тенгла­
малар системаси нолдан фарк^ли а\к),d,k),...,а{к) ечимга эга булиб, 
Я'"1 га мос келадиган хос функцияни куйидагича ёзишимиз мум­
кин:

Маълумки, бу функциялар узгармас сон купайтувчи аникдигида 
топилади.

Биз биламизки, (9.6) тенгламанинг хос сонларини топиш учун Я 
нинг шундай к,ийматларини топиш керакки, (9.6), (9.8) чегаравий 
масаланинг нолдан фарьуш ечими мавжуд булсин. (9.10) система
(9.6) тенгламага я^инлашиш сифатида хосил булганлиги туфайли 
топилган Я,(я),Я2("),... кийматлар мос равишда Я, (9.6) тенгла­
ма хос к,ийматларининг якинлашиши булиб, uj,l)(x),u(„2)(x),... функ­
циялар мос равишдаги хос функцияларнинг якинлашиши булади.

М и с о л . Ушбу

чегаравий масаланинг жуфт хос функцияларига мос келадиган аввалги иккита 
хос сонлари топилсин.

Осонлик билан куриш мумкинки, бу масаланинг аник, ечими куйидагилар- 
дан иборат:

Ечиш . Базис функциялар сифатида

ларни оламиз, у холда чегаравий шартларни к,аноатлантирадиган такрибий ечим­
нинг умумий куриниши куйидагича булади:

ui„k\x) = Y j a(ik)(p,(x) .

и’ + Ям = 0, и(-1) = м(1) = 0

ipi = 1 -  х2, ц>2 = х2 (l -  х2) , ..., <р„ = х2п 2 1̂ -  х21

Биз аввал п = 2 деб оламиз, у холда
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и2 (х) = ( l -  х 2 ) (а, + а2х 2 ), 

u’i (х) = 2(я2 -  ах) х  -  4а2х 3,

«5 М  = 2(^2 -  в[ ) -  12я2х 2

булиб, (9.10) тенгламалар системаси куйидаги куринишга эга булади:

1
j"ĵ 2 (а2 -  а{ ) -  12й2х2 + Я (l -  х2 + а2х 2 -  x2 ^dx = 0,
-l

i
J^2 ( а 2 -  fl[ )  -  \ 2a2x2 + Я^1 -  x 2 ^ a ,  + a2x2 ) J x 2 ( l  -  x2 ĵdx = 0.
-l

Бундаги интегралларни \исоблаб соддалаштирсак, натижада

(35-14Я) 0| + (7-2Я) о2 = 0,

(21-бЯ )а, + (33-2Я )а2 = 0

системага эга буламиз. Бу системанинг детерминантини нолга тенглаштирсак, Я 
ни аниьуиш учун

Я2-  28Я + 63 = 0

характеристик тенглама *осил булади, унинг илдизлари А[2) = 2,467438, 
Я22> = 25,532562 лардан иборат.

Хос сонларнинг аник; ифодасидан куйидагиларни >̂ осил к,иламиз:

Я, = 2,4674011, Я2 = 22,206609.

Бундан курамизки, биринчи хос соннинг абсолют хатоси 3,7 • 10~5 булиб, 
иккинчисининг нисбий хатоси 15% дан иборат. Энди Я ^  нинг к,ийматини 
(9.12) системага к^йиб, о,= а, а2= —0 ,2207498а га эга буламиз, бундаги узгар- 
мас сонни эса

J [ 4 2)w ]  dx = 1
-1

нормаллаштириш шартидан топамиз, чунки бу шартни и{х) = cos- y  ечим 
каноатлантиради. Бундан а = 0,9990673 ва

«!(1) (х) = 0,9990673(l - x 2 ) ( l  -0 ,2 2 0 7 4 9 8 х 2 )

ни \осил к,иламиз.
Энди п = 3 деб олиб, учинчи як,инлашишни

иъ(х) ={\ -  Х2 ) ^ !  + й2Х2 +
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к^ринишда излаймиз. Юкрридаги амалларни бажариб, Л ни аникдаш учун ушбу

лардан иборат. Булардан ва хос сонларнинг аник, к,ийматларидан курамизки, 
биринчи хос соннинг к,иймати 4 • 10~6 аникушкда топилди, иккинчи хос сон- 
нинг антфшги эса 0,9 %.

Энди я,<3> нинг к,ийматини (9.13) системага к,уйиб, а,, а2, аъ ларни аник,- 
лаймиз, улар а узгармас купайтувчи анизушгида топилади, а  ни uj3) (х) нинг 
нормаллашганлигидан топсак, а = 0,9999729 = 1 булади.

Натижада биринчи хос функция к,уйидаги куринишга эга булади:

Юк,оридагага ухшаш боища масалалар учун хос сон ва хос функ- 
цияларни Галёркин методи билан топиш мумкин. Масалан,

чегаравий шарт учун хос сон ва хос функцияларни аникдайдиган 
система

ва {̂ .} иккинчи тартибли хусусий хрсилаларга эга булган, (9.14),
(9.15) чегаравий масалани кэноатлантирадиган функцияларнинг тулик, 
системаси. Хос сонларнинг такрибий щгйматини топиш учун (9.16) 
системанинг детерминантини нолга тенглаштириш керак.

4А3 -  450А2 + 8910Я -  19305 = 0

характеристик тенгламани \осил к,иламиз, бунинг ечимлари

А[3)= 2,467401108, ^ 3)= 22,293406... 

А̂ 3)= 87,739193...

(х) = ( l -  .v2 ) ( l  -  0,233430л-2 + 0 ,018962л:4 ).

-f- Ли — О (9.14)

тенглама ва

и|г =0 (9.15)

булиб, бу ерда
п

иЛх’У) = '£ а№(х’У)
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11.10-§. ЭНГ КИЧИК КВАДРАТЛАР МЕТОДИ

И .10 .1. Энг кичик квадратлар методининг р о я с и . Фараз к,илай- 
лик, Я — х̂ ак.ик.ий Гильберт фазоси ва А — чизикди оператор булиб, 
к,ийматлари Я  да ётсин \амда унинг D (А) аник^апиш со\аси Я  
нинг хдмма жойида зич булсин.

оператор тенгламани кдраймиз, бунда и eZ) (А) изланаётган эле­
мент булиб,/эса Я  нинг бирор элементидир. Фараз к.илайлик, бу 
тенглама ягона ечимга эга булсин.

Биз (10.1) тенгламага куйидаги

функционални мос куямиз ва (10.1) тенгламанинг ечимини излаш 
масаласини D (А) да бу функционалга минимумни таъминлайдиган 
элементни топиш масаласи билан алмаштирамиз. Равшанки,

бу ерда и* элемент (10.1) тенгламанинг ечими. Мазкур методнинг 
энг кичик квадратлар методи дейилишининг сабаби (10.1) тенгла­
манинг ечимини топиш (10.2) функционални минимумлаштиришга 
асосланганлигвдадир.

Энди /(и) функционалнинг минимумини куйидагича кддира- 
миз: чизшути эркли {^.}, <p.ED(A) элементлар кетма-кетлигини 
танлаймиз ва (10.1) тенгламанинг ечимига я-якднлашишни

куринишда излаймиз, бу ерда а — номаълум сонлар. Улар шундай 
танланадики, <рх, <р2 ... , <рп элементлар устида тортилган Dn(A)G.D(A) 
фазо остида 1(и) = \\Аип—/||2 функционал минимумга эришсин. Бу 
галаб а {, а2 ... , алларни аникдаш учун куйидаги

чизикди алгебраик тенгламалар системасига олиб келади. Агар а * , 
а*2 ... , а * лар (10.4) системанинг ечими булса, у  \олда ип ушбу

Ушбу
A u= f (Ю.1)

I(u) = \ A u -f\ 2 (10.2)

min I(и) = I (и*) = О,

(10.3)
ы\

(10.4)

260



формула ёрдамида топилади.

11.10.2 . Чизшуш чегаравий масалага энг кичик квадраглар мето- 
дини куллаш. Биз ушбу

L(u) = и” + р(х)и' + q(x)u = f(x )  (10.5)

иккинчи тартибли дифференциал тенгламани

Гх(и) = а 0и{а) + ахи'{а) = А, Г2(и) = Pnii{b) + P\ii'{b) = А (10.6)

чегаравий шартларда энг кичик квадратлар методи ёрдамида ечиш 
масаласигамуфассал тухталибутамиз. Бунда(10.5), (10.6) масалаягона 
ечимга ва бу ечим [а, Ь\ да икки марта узлуксиз хосилага эга деб 
х^исоблаймиз. Куйидаги шартларни кдноатлантирадиган <р.(х) 
(/ = 0 ,1 , 2...) функциялар системасини кдраймиз:

1) <р.(х) функциялар [а, Ь\ да икки марта узлуксиз хосилага эга;
2) \ар к,андай п учун р, (х), <р2 (х)... , <рп(х) функциялар [а, Ь\ да 

чизивуш эркли;
3) <р0(х) функция (10.6) чегаравий ш артларни, кдлган  <р.(х) 

функциялар эса бир жинсли чегаравий шартларни к,аноатланти- 
ради:

/ > ,)  = 0, Г2(ф,) = 0, / = 1,2,...;

4) (р.(х) функциялар (10.6) чегаравий шартларни кдноатланти- 
радиган С2[а, b] синфда тулицсистемани ташкил этади.

Э с л а т м а .  С2[а, Ь\ га тегишли булган ва (10.6) чегаравий шартларни цано- 
атлантирадиган и(х) функциялар синфини F орк,али белгилаймиз; {<р[х)} функ­
циялар системаси /"синфида тулик, дейилади, агар ихтиёрий е > 0 сон ва ихти- 
ёрий u(x)&Fфункция учун шундай п ва шундай д., а, ... , ап узгармаслар топил- 
саки,

|u0>(^) -  м*у)(х)| < е, j  = 0, 1, 2, а < х  < b 

тенгсизлик уринли булса. Бу ерда

и„(х) = <р0(х) + j^a,.<p,-(x). (Ю.7 )
/ = I

Бу таъриф шуни билдирадики, \ар кдндай жоиз u(x)EFфункция 
учун шундай ип{х) функция тоииладики, етарлича аниьушкда [а, Ь]
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да и(х) ни унинги'(-х) ва «'(•*)^осилалаРи билан биргаликда як,ин- 
лаштиради.

Энди (10.5), (10.6) чегаравий масаланинг ечимини (10.7) кури- 
нишда излаймиз, ип(х) функция а ; ларнинг ихтиёрий к,ийматида
(10.6) шартларни кдноатлантиради. а.ларни шундай танлаймизки, 
ип(х) имкони борича (10.5) тенгламани яхширок, як^инлаштирсин. 
Биз ип(х) ни (10.5) тенгламага куйиб,

га эга буламиз. Деярли \ар доим р„(х) = 0. Биз шундай иш к^илиши- 
миз керакки, |р„(х)| имкони борича кичик булсин. Шу макрадда

микдорни к^араймиз ва ах, а2 ... , аяномаълум сонларни шундай 
танлаймизки, ег„ энг кичик к,ийматга эга булсин.

Агар р(х), д(х) G L2[a, b\ функцияларнинг (р, q) скаляр купайт- 
масини, одатдагидек,

Изланаётган <з,, а2 ... , аипараметрларни топиш учун куйидаги 
системани \осш  киламиз:

Ци„)~/(х) = р„(х)

= \pl(x)dx

(/>><?) = jp(x)q(x)dx

каби аникдасак, у ^олда е2„ = 1{ип) булиб, бу ерда 

/ («)= Iт  -  /ц2 = (1(И) -  /, ци) -  л .
Равшанки,

L{un ) = L((p0) + £а,.Д<р,.),

dx,

бунда
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b

а у = a j, = \L(<p,)L((pj )dx,
а

Ь

Pj = j f ( x)L(<Pj )dx
а

белгиларни киритиб, юк,оридаги системани
п

Y^a nai =Pj> J  = 1 2 , - , п (10 .8 )
/=1

куринишда ёзиб оламиз.
Шуни таъкидлаш керакки, (10.8) системанинг матрицаси сим- 

метрик булиб, унинг детерминанта L(<p,), L(<p2),..., L(<pn) лар учун 
Грам детерминантидир. Фараз кдлайлик, (10.8) система ягона ечимга 
эга булиб, а *  , а *  ... , а *  унинг ечими булсин. У х,олда и{х) га 
яцинлашиш сифатида

п

ijn(x ) = Y s a *‘
i- 1

олинади.
Энди (10.8) системанинг к,ачон ягона ечимга эга булиши масала- 

сини куриб чикрмиз. Системанинг ягона ечимга эга булиши факдт 
{^(х)} системанинг танланишига боглик, булмасдан, балки (10.5),
(10.6) чегаравий масаланинг табиатига хам боглик,. Хусусий хдлда

Ци) = 0, Г, (и) = 0, Г2 (и) = 0 (10.9)

бир жинсли масала факдт нулли ечимга эга булишига \ам боглик,- 
дир. Ёзувни кдск^артириш макрадида а 0 = pQ = 1, а, = /3, = 0, хрлни 
к,араймиз. (10.8) системанинг матрицаси а = {а(Д  булиб, унинг де­
терминанта Д = deta булсин.

1-т е о р е м а. Агар (10.9) чегаравий масала фацат и(х) = 0 тривиал 
ечимга эга булса, у  %олда А^О ва (10.8) система ягона ечимга эга 
булади.

И сб о ти .У ш б у
п

]Г а ,у£,.=0, у= 1 ,2 ,..„  л
/ = 1

бир жинсли тенгламалар системасини к,араймиз. Бу система фак,ат 
b = 0 тривиал ечимга эга эканлигини курсатам из. Бунинг учун

ёки ушбу
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j  тенгламани b. га купайтириб, натижасини j  буйича 1 дан п гача 
кушиб чик,амиз:

t b j i o j h ,  = f Z I ^ i% , ) 6/(<Py)cfe = 0- (10.10)
j =1 1=1 а (=1 j =1

Агар
п

uJ x) = '£ bi(P,(x)
i=1

белгилашни киритсак, у хрлда (10.10) муносабатни

b
J l 2 (un')dx=Q
а

куринишда ёзиш мумкин. Бундан эса L(un) = 0 келиб чикдци. Энди 
<р(.х) базис функциялар <р{а) = <p.(b) = 0 (/ = 1, 2, ..., п) шартларни 
кд н о аг л а н т и р и ш и н и эсласак, ип(а) = ип(Ь) = 0 келиб читали. Демак, 
/> „) = 0, Г2(ип) = 0. Шундай кдлиб, ип(х) функция (10.9) чегаравий 
шартларни каноатлантиради ва теорема шартига кура ы (х) = 0 ёкиП
^Ь/<р/(х) = 0. Аммо (рх(х), <р2(х), ...., ^ я(х) функциялар чизик^и
/=1

эркли, шунинг учун \ам ип(х) = 0 шартдан Ь1 = 0 келиб читали. Д е­
мак, А^0 ва (10.8) система ягона ечимга эга. Теорема исботланди. 

Куйидаги

Г\(и) = и{а) = 0, Г2(и) = и(Ь)= 0 (10.11)

хусусий .холла (10.5), (10.6) чегаравий масала учун энг кичик квадрат­
лар методининг якднлашишини курсатамиз. Фараз кдлайлик, и*(х) 
функция (10.5), (10.11) чегаравий масаланинг аник, ечими булиб, 
и*(х) унинг энг кичик квадратлар методи билан топилган л-як,ин- 
лашиши булсин. Шуни таъкидлаш керакки, (10.11) чегаравий шарт- 
ларда

п
%(х) = 0 ва и*п(х) = Y j a*(pl(x)

ЫI
булади.

2-т е о р е м а . Агар куйидаги икки шарт бажарилса, у  х,олда энг 
кичик квадратлар методи билан топилган [ия(х)| функциялар кетма- 
кетлиги L2 фазода и *(х) аниц ечимга интилади:

1) (10.5), (10.11) чегаравий масала ягона и *(х) ечимга эга;
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2) шундай узгармас М сон мавжудки, [а, Ь] да %ар цандай икки 
марта дифференциалганувчи ва оралищинг четки нуцталарида нолга 
айланувчи и(х) функция учун

Гь ' 1/2
l | £ ( w ) | !> - j j  J m 2 ( x ) J x

\ а
тенгсизлик уринли.

И с б о т и . 1) шартга ва 1-теоремага кура {«„ (х)| кетма-кетликни 
куриш мумкин; [<Р, (*)} кетма-кетлик С2[а,Ь] синфда тулик;, шу- 
нинг учун хдм (эслатмага к.) \ар кдндай е>0 сон учун шундай /Vва 
о., а2 ... , o v гтараметрлар то п илади к и,

!(£(м* ) - | ^ 1 (ф ,)\\<~ (10.12)

тенгсизлик бажарилади.
N f  N Л

i(M*) = / ,X a'jL(<?)')  = L =Ь(иу)
1=1 V <=1 )

тенгликларни ,\исобга олсак, у холла (10.12) тенгсизликни куйида- 
гича ёзиш мумкин:

\\f~L(uN)\\<- .̂ (10.13)

Энди uN(x) функцияни а, , а2 ... , aN параметрлар тупламида
I (их ) = \\L(un ) -  /||2 функционални минималлаштириш натижаси- 
да хрсил булган и*(х) функция билан алмаштирамиз. Равшанки, 
и*(х) функция учун (10.13) тенгсизлик бажарилади. Демак,

\ H ^ )-L (un)\\<~

Агар п > /Удеб олсак, у ^олда

\\Lu * —L u*n\\ = \\L(u * ~u*N)\\< ~

тенгсизлик уринли булади. Теореманинг 2) шартидан фойдалансак, 
бундан

||m*-wv ||< M\\l ( u * - un \̂\<£ 

келиб чикдци. Энди е нинг етарлича кичиклигини ^исобга олсак,

lim ||м *-Mv|| = 0
п —>сО

хрсил булади ва теорема исботланади.
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11.11-$. ВАРИАЦИОН-АЙИРМАЛИ МЕТОДЛАР. 
ЧЕКЛИ ЭЛЕМЕНТЛАР МЕТОДИ

Биз олдинги бобларда чегаравий масалаларни чекли-айирмали 
методлар ва вариацион методлар билан такрибий ечиш масаласини 
куриб чиккан эдик. Бу методларнинг \ар бирининг устунликлари ва 
камчиликлари бор. Агар дифференциал оператор мусбат аникданган 
ва симметрик булса, вариацион методни куллаш натижасида х,осил 
булган чизиьуш алгебраик тенгламалар системасининг матрицаси хдм 
мусбат аникданган ва симметрик булади. Аммо бу матрица туда, 
яъни нолдан фарвуш элементлари жуда куп булади. Ш унинг учун 
\ам матрицанинг тартиби катта булса, бундай системани ечиш жуда 
куп ме\нат талаб к,илади. Иккинчи томондан, чекли-айирмали ме- 
тодда матрица уч диагоналли булиб, чизикди алгебраик тенгламалар 
системасининг матрицаси сийрак булади. Аммо дифференциал опе­
ратор мусбат аникданган хдлда системанинг матрицаси мусбат аник,- 
ланмаган булиши мумкин.

Кейинги йилларда шундай методлар яратила бошландики, улар 
вариацион ва айирмали методларнинг ижобий томонларини узида 
мужассамлаштирган. Бу методлар вариацион-айирмали методлар (чекли 
элементлар методи) дейилади. Бундай методларни куриш учун ва­
риацион методларда {̂ .} базис функциялар сифатида чекли бардор- 
ли функцияларни* (финит функцияларни) олиш керак. Бундай 
функциялар ечим мавжуд булган сохднинг фак,ат кичик ьдисмида- 
гина нолдан фаркдидир.

Биз биламизки, агар

функционал аникданган сохддан олинган ва и (0) = и (1) = 0 шарт­
ларни к,а н оатл а нт и р ад и га н и (х) функция (11.1) функционал учун 
минимумни таъминласа, у ^олда у

чегаравий масаланинг ечими булади. Аксинча, агар и(х) ечим (11.2) 
чегаравий масаланинг ечими булса, у  ̂ олда и (х) ечим (11.1) функ- 
ционалнинг аник/ганиш со^асида унинг учун минимумни таъмин- 
лайди.

* Функциянинг б а р д о р и  (русча «носитель») чекли дейилади, агар функ­
ция ; «>) ораликда аник^анган булиб, бу оралик,нинг чекли к,исмида нолдан 
фарк^и булса.

( 11.1)

тт + и = f(x)> м(°) = "0) = 0их ( 11-2)
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Вариацион-айирмали методнинг мо^иятини тушуниш учун 
со = (х, = ih, i = oN ; hN = l) турда

<Pi(x) =

(x -x ^ )/ h ,  х е ( х м ,х,.), 

(xi+l-x)/h, x e (x i ,x i+l), 

о, х < ф ,ч ,х,.+|)
(11.3)

финит функцияларни олиб, уларни базис функциялар сифатида 
кдбул к^иламиз. Финит ipfx) функциянинг бардори supp <р/(х) орка­
ли белгиланади, бизнинг хрлда supp tp.(x) = (*._,, х ж ). Так,рибий 
ечимни

N - 1

ы

куринишда кддирамиз, бу ерда а. коэффициентларни вариацион 
алгоритм буйича аник^лаймиз. Бу \олда (11.1) функционал учун 
минимумни таъминлаш шартидан

N-]
2  Аиа: = ь] ’ У = 1,2,..., TV—1 (11.4)
/=1

тенгламалар системаси келиб чикдди. (4.6), (4.7) формулаларга кура

1 1 
A,j = |[фДх)ф'(х) + ф1.(х)ф/(х)]й6с, bj = |/<рДх)<&. (П .5)

о о

Унча мураккаб булмаган ^исоблашлардан A , i , j =  1,2,..., TV— 1 
лар учун куйидагиларни ^осил кдпамиз:

2 1 . .-Т + - ,  1=1,  
h2 6 ’

1 1 . . . . .
-7 2 + 7 ’ J = l ~ l  г + 1’ h 6
о,

(11.6)

\i- j  >1-

Шундай к,илиб, вариацион алгоритмни (11.3) финит функция- 
ларга кудлат  натижаси бизни (11.4) тенгламалар системасига кел- 
тирди. Бу кдндайдир айирмали тенглама булиб, айирмали методлар- 
да хосил буладиган тенгламаларга ухшащцир. Бу системанинг мат­
рицаси уч диагоналли булиб, \исоблаш учун кулай. Бундан ташкдри.
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(11.5) ва (11.6) дан курамизки, (11.4) системанинг матрицаси сим- 
метрик матрицадир.

Фараз килайлик, G со\а Оху тскислигила кдндайдир чегаралаи- 
ган со^а булиб, чегараси Гбулсин. Куйидаги белгилашни кирита- 
миз:

а  = (а ,,  а 2), j а  | = а ,+  а 2, бунда а х, а 2 — бутун сонлар. Бизга ке- 
йинчалик L2(G), W2k(G) ва IVt(G) Гильберт фазолари керак була­
ди, бу фазоларда скаляр купайтма ва норма куйидагича аницла- 
нади:

L2(G) да

белгилаймизки, W 2 (G) га тегишли булган функциялар Гда нол- 

га айлансин. Фараз к^лайлик, берилган и(х, у) G w2 (G) функция- 

ни G = {0 < х < а, 0 < у  < Ь) со\ада булак-булак чизиьути функция 

билан аппроксимация к,илиш талаб к,илинсин. Бунинг учун (7 ни 

х. = ihr  у = jh 2 (/г, = а/М, h2 = b/N) тутри чизик/iap билан G тугри 
туртбурчакларга булиб чик,амиз, кейин х;ар бир Gr ни диагонал 
билан иккига буламиз (21-чизма), яъни G ни учбурчакларга булиб 
чикдмиз. Хар бир (хр у) га шундай <рч(х,у) функцияни мос куямиз- 
ки, у (х., у )  тугунда бирга тенг булиб, бошк,а тугунларда нолга 
тенг ва \ар бир учбурчакда чизиьуш функциядир. Киритилган тур 
учун барча <ру(х, у) ларни куйидагича

W2 (G) да

0 к к 
Энди W 2 (б)орк;али IV2 (G) фазонинг шундай фазоостисини

О к
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21 -чизма.

1 - 5 ,  0  < 5 < 1, 0  < t < s ,
1 О <5 < I, s <t < 1,
1 + 5 -/ , - 1 < 5 < 0 ,  0 </<5 + 1, 
1+5, -  1 < 5 < 0, 5 < ? < 0,
1 + t, -  1 < 5 < 0, -  1 < t < 5,

1 - 5  + 0  < 5 < 1, 5 -  1 < ? < 0

(11.7)

киритилган функция оркдли ифодалаш мумкин. Бу функциянинг 
бардори 22-чизмада курсатилган. Энди <рц(х, у) ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

cpij(x ,y) = (p ^ r i,y ^ j ']. (11.8)

Бу функциялар Курант 
фунщиялари деб аталади. 
Берилган и(х, j )G  w22 (G) 
функция учун

Uij =u(xi ,y j ), i = 0,M ,

j  = OJV

сонларни киритиб,

м м
4h(x,y) = ^ J ^ U ij(piJ(x ,y)

1=0 j = 0 22-чизма.
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чизикди комбинациями тузамиз, бу ифода и (х, у) ни булак-булак 

чизщли тулдириш дейилади. Равшанки, uh g C(G)Aw'2(G). Агар 

и е  w!,Aw22 булса, у хрлда

га эга буламиз, бунда йигинди G нинг ички нук^талари буйича 
олинади.

Энди вариацион-айирмали метод билан тугри бурчакли туртбур- 
чак сохдда Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини ечамиз. 

Фараз кдлайлик, G = [0 < х < а, 0 < у <Ь) со^ада

Дирихле масаласининг такрибий ечимини топиш талаб кдлинсин. 
Бу масалани Н =  L2(G) Гильберт фазосида к,араймиз. Масаланинг 
оператори А куйидаги

дифференциал ифода билан берилган булиб, аниьутаниш сох^аси

Курсатиш мумкинки, А мусбат аникданган оператор. Оператор сим­

метрик ва мусбат аникданган булганлиги учун (11.10) масалани 

ечихцда Ритц ёки Галёркин методини куллашимиз мумкин. Бу ерда 

х,ар иккала метод \ам устма-уст тушади. Шунинг учун х,ам такрибий 

ечимни Галёркин методи шаклида кдцирамиз. А операторга мос ке- 

ладиган энергетик фазони НА оркдли белгилаб, унда скаляр купайт- 

ма ва нормани куйидагича аникдаймиз:

М-1 N -1

uh(x,y) = Yj ^ u ij(Pj(x,y)

A u = f(x ,y ), и\г=0 (П-9)

8х2 ду2,

D(L) = |н : мен>2 (G),u |f = 0|. Энди (11.8) масалани куйидагича ёзи 

шимиз мумкин:

Аи = f , f& L ,. 

Равшанки, А оператор симметрик:

( 11.10)
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Галёркин методи асосида куйидаги интеграл тенглик ётади:

[и,9] = (/,&), f&Li-

Ихтиёрий § &НА функция учун (11.10) тенгламанинг умумлашган 
ечими бу тенгликни к.аноатлантиради.

Такрибий ечим uh{x,y) ни

М -1 N-)

Щ(х,у) =
Ы1 у=1

куринишда излаймиз, бундаги а коэффициентларни Галёркин 
методи асосида

[“а ] = </><?>«)> * -1, / =1,ЛГ -1

системадан топамиз. Бу системани куйидаги матрицали куриниш­
да ёзишимиз мумкин:

бунда

А а = f , <1U 1>

а = (ajpOj!, ..., -i,2’

> • " !  a W - l , JV - l  )  >

/  =  ( / ц > / 2 1 > - “ > • " >  / w - l . A ' - l )  >

^  — (Дуй)’

л » = [ > » .о и ]= J
a ijkl

fki = j/(x,y)% ,(x,j)rfx^,
G

Gte = GAsupp<pw, Gm = G^Asuppp...



Хар бир учбурчакда ф (х, у) чизик^и булганлиги учун уларнинг 
\осиласи бу учбурчакда узгармас сондир. Шунинг учун хдм А лар- 
ни осонлик билан хдсоблаш мумкин:

агар к = г, / = j  булса,

--у, агар к = i +1, / = j  булса,
К

О, агар I =  j  +1, к = i ёки к = i + 1 булса,

-^ , агар к = i- 1, I = j  булса,

О, агар I = j  - 1, к = /  -1 ёки к =  / булса;

-у, агар k = i, I = j  булса,
h2

О, агар к ~ i + 1, 1 = j  ёки I = j  +1 булса,

-  -L, агар к = i, I = J +1 булса,
h 2

О, агар к = i- 1, I = j  ёки I = j  - 1  булса, 

агар к = /, 1 = у - 1 булса.
h2

Топилган к,ийматларни (11.11) га куйсак, у куйидаги куриниш- 
га эга булади:

2air ai-'.raMJ , 2e.y-«/,y-i-e/,y+i _ г 
"  А? " Л'-‘

/ = 1,2,..., Л/-1, у = 1,2,..„ JV-1,

бунда aoj = aMj = aig = aiN = 0 деб х;исобланади. Шундай кдлиб, 

Галёркиннинг вариацион-айирмали методи асосида булак-булак 

чизиьуш (11 .8) базисда (11.9) масала учун маълум беш нук,тали 

схемага келдик. Аммо бу ерда fy = ( / ,  Фу) махсус куринишга 

эга.

8(Pjj . S<Pki \ _ ,
д у  ’ д у  )

d(Pij . д<рк1 \  _  _ 

д х  ' д х  J
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12-боб

ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ 
ТА^РИБИЙ ЕЧИШ

12.1-§. ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ 
АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАРИ

Интеграл тенглама деб шундай тенгламага айтиладики, унда и(х) 
номаълум функция аник, интеграл белгиси остида кдтнашади. Маса- 
лан,

ь
g(x)u(x) - Я jK(x,s)u(s)ds=f(x)(a<x<b), (1.1)

а

бу ерда g(x), К(х, s) ва /(х) берилган функциялар ва X берилган 
параметрдир (купинча у 1 ёки —1 деб олинади). К(х, у) функция 
интеграл тенгламанинг узаги (ядроси) ва fix) функция тенглама- 
нинг унг томони (ёки озод %ади) дейилади. Шуни таъкидлаш ло- 
зимки, X комплекс хам, хдкдкрй \ам булиши мумкин, лекин хва 
s доим хдк,ик,ий к,ийматни кабул кдлади.

Агар g(x) = 0 ва /, = — 1 булса, у холда (1.1) тенглама

ь

^K(x,s)u(s)ds — f(x) (1.2)
a

куринишга эга булиб, Фредгольмнинг I  жинс интеграл тенгламаси 

дейилади. Агар барча хе  [а, />] учун g(x) ^  0 булса, у холда (1.1) тенг­

ламанинг хар иккала томонини g(x) га булиб, кдйта белгилаб чик,- 

сак, уни

ь
u(x)-xjK(x,s)u(s)ds=f(x) (a<x<b) (1.3)

а

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама Фредгольмнинг I I  жинс ин­
теграл тенгламаси дейилади. Агар [а, b] ораликринг айрим нук,та- 
ларида g(x) = 0 булиб, бошкд нук,таларида g(x) * 0 булса, у холда

(1.1) тенглама Фредгольмнинг I I I  жинс интеграл тенгламаси де­
йилади. III жинс тенглама кам урганилган, лекин татбик^ларда 

учрайди.
Юкрридаги (1.1), (1.3) тенгламалар бир жинсли булмаган тенг- 

ламалар дейилади. Агар (1.3) тенгламада/(х) = 0 булса, у холда
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b

u{x) — Я Ja'(x, 5) и (s)ds = 0 (a<x<b)
a

Фредгольмнинг бир жинсли тенгламаси дейилади. Бу тенглама доимо 
пути (тривиал) и(х) = 0 ечимга эга. Агар X параметрнинг айрим к,ий- 
матларида тенглама нотривиал ечимга эга булса, бундай к,ий- 
матлар К(х, s) узакнинг ёки унга мос келадиган (1.4) тенглама­
нинг хос щйматлари (хос сонлари) дейилади, уларга мос келади­
ган нотривиал ечим эса хос функциялар дейилади. Ушбу

ь

и{х)-Х |^(5, х) и (s) ds=f(x) (а <х<Ь) (1.5)
а

тенглама (1.3) тенгламага боиговчи дейилади.
Фредгольм тенгламаси назариясининг асоси куйидагидан ибо- 

рат:
1. Агар X сон К(х, s) узакнинг характеристик сони булмаса, у 

хрлда ихтиёрий Дх) озод хдц учун (1.3) тенглама ягона ечимга эга.

2. Агар X сон (1.4) бир жинсли тенгламанинг хос сони булса (унга 

q>K =q>k(x), к = 1, п хос функциялар мос келади), у хрлда Я

ь
и(х) -Я jK(s,x)u(s)ds = 0 б)

а

богловчи тенгламанинг х,ам хос сони булади. (1.4) ва (1.6)тенг- 
ламаларнинг X хос сонига мос келадиган хос функцияларининг 
микдори бир хил булади.

3. Агар бир жинсли тенглама нотривиал ечимга эга булса, у хрлда 
бир жинсли булмаган тенглама, умуман айтганда, ечимга эга булмай- 
ди. У ечимга эга булиши учун

ь
{ f ’¥k) = j f ( x)Vk(x)dx = 0, к — \,п 7)

а

ортогоналлик шартининг бажарилиши зарур ва етарлидир, бу ерда 

грк(х) к = Yji богловчи K(s, х) узакнинг берилган хос сонига мос 

келадиган хос функцияларидир.

4. (1.4) тенглама хос сонларининг туплами чекли масофада ли­
мит нук̂ тага эга эмас. Агар хос сонларнинг туплами чексиз булса, 
у \олда лимит нук,та чексизликда ётади.

Татбикдарда K(x,s) узаги симметрик булган, яъни

К(х, s)= K(s, х)
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Фредгольм тенгламалари катта а^амиятга эга. Симметрик узак ку- 

йидаги хоссаларга эга:
1. Хар кандай симметрик узак х,еч булмаганда битта хос сонга 

эга.
2. Симметрик узакнинг барча хос сонлари х.ак̂ ик.ийдир.

3. Симметрик узакнинг хдр хил Я ва ц(Х ф ц) х о с  сонларига 

мос келадиган <р(х) ва ц>{х) хос функциялари [а, Ь\ ораликда уза- 

ро ортогонал, яъни
а;

j(p(x)y/(x)dx = 0.
а

Амалиётда куйидаги куринишдаги

X
jK(x,s)u(s)ds = f(x) (1.8)
а

ва

u(x)-XjK(x,s)u(s)ds = f(x) (1.9)
а

интеграл тенгламалар \ам куп учрайди, булар мос равишда Воль- 
терранинг Iщмда I I  жинс интеграл тенгламалари дейилади.

Ушбу

~ [AT(x,s), агар а < s < х булса,
Л Д Х ,.? )  =  -S

[0 , агар s > х булса,

функцияни киритиб, (1.8) ва (1.9) Вольтерра тенгламаларини мос 

равишда K(x,s) узакли Фредгольм тенгламаси куринишида ёзиш 

мумкин. Аммо куп х,олларда Вольтерра тенгламаларини мустак^л 
равишда текшириш (ва такрибий ечимини топиш) мак,садга муво- 
фик, булади.

Вольтерранинг I жинс тенгламасига мисол сифатида Абелнинг 
ушбу

j S ?  = / W  (0 < “ <1) <1-10)

тенгламасини олиш мумкин, бу ердаДх) узлуксиз х;осилага эга булган 
маълум функция. Маълумки, (1.10) тенгламанинг ечими куйидаги 
формула билан аникданади:

/ ч sin ак 
и{х) = ---

к
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Агар К(х, s) ва f(x) лар узлуксиз дифференциалланувчи функция­
лар булиб, барча xG[a, b] учун К(х, х)^0 булса, у ^олда Вольтер- 
ранинг (1.8) 1 жинс интеграл тенгламаси Вольтерранинг (1.9) 
II жинс интеграл тенгламасига келтирилади. Хакик^атан \ам,
(1.8) тенгламанинг >̂ ар иккала томонини л: буйича дифференциал - 
лаб,

х
К(х,х)и(х) + jK'x(x,s)u(s)ds = f'(x )

а
ёки

и{х) +1^, (х, s)u(s)ds = f x (х) (а < х < Ь)
а

тенгламани хрсил к,иламиз, бу ерда

а  (.V. s ) , / ; ( .y )
К(х,х) К(х,х)

Шунинг учун >;ам биз кейинчалик Вольтерранинг II жинс тенгла- 
масини *;араймиз.

Юкррида келтирилган тенгламаларнинг х,аммаси х,ам чизищи ин­
теграл тенгламалар дейилади, чунки уларда изланаётган и(х) функ­
ция биринчи даражада кдтнашади. Чизикди булмаган интеграл тенг­
ламалар \ам куп учрайди. Ушбу

ь
и(х) - Я JК\х, s, u(s)]ds = f(x)

а

Урисон тенгламаси ёки

ь

и(х) - k jK(x,s)F(s,u(s))ds = f{x)
а

Гаммерштейн тенгламаси чизикли булмаган интеграл тенгламага 
мисол була олади.

Интеграл тенгламалар математиканинг узида ва унинг турли 
татбик^арида учрайди. Дифференциал тенгламаларда Коши маса- 
ласи Вольтерра интеграл тенгламасига, эллиптик тенгламаларда- 
ги чегаравий масала Фредгольмнинг II жинс интеграл тенглама­
сига, параболик ва гиперболик тенгламалар эса Фредгольмнинг 
I жинс тенгламасига келтирилади.

М исол . Куйидаги я-тартибли оддий дифференциал тенглама учун Коши 

масаласи
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<р{п) + P fix )^"  " ( jc )  + ... + P„(x)<p = f(x ). 

<p(a) = 0, <p'(a) = 0,..., (pi n '\a) = 0
( I . I I )

берилган булсин. Бу масалани интеграл тенгламага келтириш мумкин. Хак,ик,атан 

хам,

деб оламиз, бу ерда и(х) янги номаълум функция. (1.12) тенгликни к марта диф- 

ференциаллаймиз, натижада куйидагига эга буламиз:

Ш у билан бирга барча 1 < к < п — 1 учун <рш(а) = 0 шартнинг бажарилиши рав- 

шандир. <ptk>(х) лар учун топилган ифодаларни (1.11) тенгламанинг чап томонига 

куйиб, куйидагига эга буламиз:

Шундай к,илиб, (1.11) масала Вольтерранинг II жинс (1.13) интеграл тенглама- 

сини ечишга келтирилди. (1.13) дан и(х) ни топиб олиб, <р(х) ни (1.12) формула 

ёрдамида аник^аймиз. Бунга ухшаш мисолларни куплаб келтириш мумкин.

Бу бобда асосий масала куйидагилардан иборат: 
1) Я нинг берилган к,ийматларида бир жинсли булмаган интег­

рал тенгламанинг аник, ёки такрибий ечимини топиш;
2) бир жинсли тенгламанинг хос сонлари ва хос функцияларини

12.2-§. КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАР ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ

12.2Л. Хисоблаш алгоритмлари. Интеграл тенгламаларни такри­
бий ечишда амалиётда кенг кулланиладиган усуллардан бири бу 
тенгламада катнашадиган интегрални у ёки бу

( 1. 12)
а

а

Iр п\х) = и(х).

X
и(х) + jl((x,s)u(s)ds = f(x ),

(1.13)
а

оунда

K(x,s) = Р[(х) + р2( х )~ -  + ... + р„(х)

топиш.

(2.1)
а j
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квадратур формула (кв.ф.) билан алмаштиришдан иборатдир. Бу 

ерда х{, х1, ...хп ва А{, Ап лар мос равишда кв.ф. нинг тугунлари 

,\амда коэффициентлари булиб, улар Ф(х) функцияга боглик, эм ас,
П

R{Ф) эса К.ОЛДИК, хдд. Бу формулада А.> 0 ва ^  Aj = Ъ - а шартлар
.и

бажарилади, деб фараз килам из. Мисол сифатида 7-бобда кэралган 

куйидаги формулаларни келтирамиз:
1. Умумлашган тугри туртбурчаклар формуласи:

х ,= а  + ( j - 1)А, h = —̂ , A: = h, j  = 1,2,...,п.
П

2. Умумлашган трапециялар формуласи:

X j = a  + ( j - \ ) h ,  h = ~ - ~ ,  А \ = А п = ^ ,  Л; = h, j  = 2,п-\.

3. Умумлашган Симпсон формуласи (я = 2т + 1 деб оламиз):

х =а + (j  -1 )h, h = ^ a , Д = A2n+l = Н-,
2т 3

4 = 4  = - = 4m = 4 = 4 =  - = 4„-1 = ~ ■

4. Гаусс формуласи:

X ,  = x f  + A, = ~ “ A)"\
J 2 1 2 J 2 j

бу ерда x<n> ва А'."' лар [—1,1] сегмент учун курилган Гаусс форму- 
ласининг тугунлари ва коэффициентларидир.

Энди (1.3) интеграл тенгламани такрибий ечиш масаласига 
утамиз. Бунинг учун (1.3) тенгламада х = х, (/ = 1, п) деб оламиз. У 
хрлда

ь __
м(х,) - Я ̂ K(xns)u(s)ds - f(x,) (i = l,n) (2-2)

a

муносабатлар хрсил булади. (2 .2)даги интегралларни (2 .1) кв.ф. 
билан алмаштирсак, куйидагиларга эга буламиз:

и(х,) - я £ 4 ^ ’x j )МЦ ) = f ( x ,
7=1

/?,■ = /?[AT(x,-,s)m(s)], / = 1,и. • (2.3)
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(2.3) системада ХК микдорларни ташлаб юбориб, и(х) ечимнинг хр 
х2, ... , хп тутунлардаги уг у2, ... , уп такрибий к^йматлари учун ушбу 
чизшуш алгебраик тенгламалар системасини хрсил кдламиз:

yl - & AJKijyj = f, (/ = !,/*), (2.4)

бу ерда 

Кейин

j-1

К¥ = К{х„х^ f  = f(x,).

|0, агар i ф j  булса,

" |l, агар i = j  булса.

Кронекер белгисини киритиб ва

У ,= ± * М
м

ни ^исобга олиб, (1.17) системани ушбу куринишда ёзамиз:

f J{Sij-XAJKij)yJ = f  (/ = М ). (2 .5)
}=1

Агар

Л (Л) = det(Sff -XAjKv) ф О (2.6)

булса, у холда (2.5) система ягона уг у2,..., уп ечимга эга булади ва 
бу ечимни 3-бобдаги усуллар билан топиш мумкин. Бу кийматлар- 
га кура интерполяциялаш йули билан (1.3) тенгламанинг такри­
бий цийматини бутун [а, Ь\ орали к, учун топамиз. Одатда, бундай 
формула учун

П
у(х) = fix ) + aj К (х, Xj ) уJ (2 .7)

j=1

интерполяционформулаолинади,равшанки,><х) = у (/ = 1, •

Ушбу

А(Я) = 0

и-даражали алгебраик тенгламанинг узаро фар*уш Хт

im < п) илдизлари, умуман олганда, Kjx, s) узак хос сонларининг 

такрибий к^йматини беради. Агар у\к) (‘ = 1, я; к = 1,т^ лар (2.5) сис­

темага мос келадиган
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i f e - w w " - »
y=l

(2 .8 )

бир жинсли системанинг ечими булса, у х,олда узакнинг хос функ- 
циялари такрибий равишда

<Pk(x) = h Y JAjK {x,xj )y f ) (к = ^ т ) (2.9)
i=1

формулалар ёрдамида топилади ва булар (1.4) бир жинсли тенгла­
манинг такрибий хос функциялари булади.

Куриниб турибдики, (2.3) системада XR. кднча кичик булса,
(2.5) системада биз шунча кичик хатоликка йул куйган буламиз. 
Шунинг учун х,ам кв.ф.ни танлаш катта а\амиятга эга. Агар тугун 
ну^таларни кднча куп олсак, бир томондан, XR. кичик булиб, ик­
кинчи томондан, (2.5) системанинг тартиби шунча ошади ва уни 
ечиш огирлашади. Купинча алгебраик аниьушк даражаси юк,ори 
булган Гаусс формулалари ишлатилади. Шуни \ам таъкидлаш ке- 

ракки, агар К(х, s) ва Дх) функциялар даврий булиб, уларнинг 
даври Ь—а булса, у хрлда тугри туртбурчаклар формуласининг аник,- 
лик даражаси Гаусс формуласининг аншушк даражасига тенг була­
ди ва бу хдгща тугри туртбурчаклар формуласини куллаш маъкул- 
дир. Номаълум функция ёки узак оралик.нинг четки нукталарида 
нолга айланиши олдиндан бизга маълум булса, у хрлда Марков 
формуласини ишлатиш макрадга мувофик, булади.

Агар К(х, 5) узак ва Дх) озод хддлар анча силлик, булса, у \олда 
юкрри аникликдаги кв.ф.ни ишлатишни oiyiani мумкин. Чунки бу 

Холда и(х) \ам шунча с пляшут и к ка эга булади. Хак.икатан \ам,

агар f k\x) ва (x,s) лар мавжуд х,амда узлуксиз булса, у х,олда
{к)

(1.3) тенгламани Смарта дифференциаллаб, и (х) нинг мавжудли- 

гига ишонч ^осил кдламиз:

Ь
и(к)(х) = Я JK (kk\x,s)u(s)ds + f ik\x). (2-10)

а

Куйидагиларни таъкидлаш мак с̂адга мувофикдир: агар берил- 
ган тенгламада Дх) озод хдц ёки К(х, s) узак силлик булмаса, у 
хрлда тенглама устида алмаштиришлар бажариб, озод \ад ва уза- 
ги силлик, булган янги тенгламани ^осил к,илиш мумкин. Маса- 
лан, узак силлик, булиб, озод хдд махсусликка эга булсин, у 
хрлда

&(х) = и(х) - f(x)
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функцияни киритиб,

ь ь
г)(х) - I  ̂ K(x,s)d(s)ds = xjK(x,s)f(s)ds

а

тенгламани хосил кдламиз, яъни берилган тенглама куринишига 
эга булган тенгламани хосил килдик, лекин унинг озод хади ол- 
дингига нисбатан силликдир, натижада д (х) ечим х,ам силликрок, 
булади. г)(х)ни топгандан кейин и(х) =д(х) + fix ) ни хам топамиз.

Купинча К(х, s) ёки унинг К' (х, s) хос ил ас и s = х диагоналда узи- 
лишга эга булади. Бу холда тенгламани куйидагича узгартириш 

керак:

Энди иккинчи интеграл остидаги функция узилишга эга 

булмайди, чунки s=x диагоналда u(s)—u(x) нолга айланади.
Ь

майди, шунинг учун хам уни осонлик билан хисоблаш мумкин ва 

у ^андайдир <р(х) функцияни беради.
Татбикдарда купинча шундай тенгламалар учрайдики, улар- 

нинг узаги

куринишга эга булади, бу ерда Н (х, 5) силлик, функция. Бундай 
узакли тенгламадан узаги такрорланган тенгламага утиш макрадга 
мувофикдир. Бундай узаклар s=х диагоналда махсусликдан холи була­
ди.

Энди (1.2) тенглама хамда чизикди булмаган интеграл тенгла­
маларни такрибий ечишга кискача тухталиб утамиз. Ушбу

м

чизинути алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу сис- 
темани ечиб, хг х2, ..., хп нукталардаги у{, у2, ..., уп такрибий

Ь Ь
и{х) 1 - Я jK(x,s)ds - Я|/Г(х,5)[м(5) - u(x)]ds =/(х).

a J  а

интегралга келсак, унда номаълум функция кдтнаш-

K(x ,s)=Ĥ l  (0 < а < 1)

Я jK(x,s)u(s)ds = /(х) (2.11)
а

тенгламанинг такрибий ечимини топиш учун

п
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ечимни топамиз. (1.2) тенгламани ечиш нокоррект масалага ки- 
ради.

Агар бизга

ь
и (х )=  |л^[х,5',и(^)]с/.у + f ix )

чизикди булмаган Урисон тенгламаси берилган булса, у хрлда 
юкрридагидек иш тутиб, ушбу

у. = Z  А'К (х- >х/ >yj)+fi(i=l>n)
j=i

чизик,ли булмаган тенгламалар системасига эга буламиз. Бу система- 
ни Ньютон методи билан ечиб, yv у2, ..., уп ларни топишимиз 
мумкин. Такрибий ечим сифатида

п

У(х) = X  Л1К (х’ XJ > У)) +/W
7=1

ни олишимиз мумкин.

12.2.2. Хатоликни бах,олаш. Энди К(х, s) узак ваДх) озод \ад к 
тартибли узлуксиз ^осилага эга деб фараз к,иламиз. У хрлда 
(2 .10) тенгламадан курамизки, и(х) ечим х,ам к тартибли ^осила- 
га эга.

Агар (2.5) система аникдовчисини ва Д(А) элементларининг ал­
гебраик тулдирувчиларини Ду(Я) оркдли белгилаб олсак, у х,олда 
Крамер кридасига кура ечимни куйидагича ёза оламиз:

1 П
*  = A ( I ) Z V r  (2.12)

(2.3) системадан эса

ы(х') = (2.13)

хрсил булади.
Энди такрибий ечимнинг х. нук^адаги хатолигини г]. орк,али 

белгилаймиз:

jj ,= m(x,)- j ,

ва 1](х) = и(х) - у{х) деб оламиз, бу ерда у(х) (2.7) формула билан 
аникданади. (2 .12) ва (2.13) тенгликлардан
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» - в д 1 М ,

келиб читали. Кулайлик учун куйидаги белгилашларни кирита- 
миз:

п ■ I
?  М

В = max , R' = max Я[, R = Л[АГ(х,х)мГ5)1,
i |Л(Я )| а<х<ъ

Lk = max
a<x.s<b

ekK(x,si
дхк

8 К (x,s)

as*
, М. = max

a<x<b

{k) i \ w (л:)

Осонлик билан курит мумкинки,

N,1 - \Цвя"

ва

?7 (х ) = и(х) - у(х) - А ^  А. К (х, Xj ) [ м (х .) - .у. ] + АЛ

7=1

муносабатлар уринлидир. Бундан эса

7 =  1

< |А|Л* +|А|2 LoBR'YJAj = [Aj/?* +|Я|2 L0BR\b-a)

(2.14)

келиб чикдди. (2.14) ба,\ода /?* дан ташкдри к.олган узгармасларни 
^исоблаш мумкин. Я*узгармас эса Ф(з) = K(x,s)u(s) функция учун 
курилган кв.ф. крлдик,хдяи абсолют ^ийматининг хЕ[а, b] буйича 
олинган максимумидир. 7-бобдан биламизки, юкррида келтирилган 

кв.ф.нинг крлдик, хдди

(2.15)

куринишга эга булиб, «факдт п га боглик, булган узгармас сондир. 
Маълумки:

1. Умумлашган тугри бурчаклар формуласи учун
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2. Умумлашган трапециялар формуласи учун

î b—а) /
ап = (т = 2).

3. Умумлашган Симпсон формуласи учун

а = I t *  (т = и, п = 2р + 1).
" 2880/ ^

4. я тугунли Гаусс формуласи учун

а„ ----- г- у-~'- , т 2п.
[(2и)']3 (2п+1)

(2.14) тенгликдан ушбу батога эга буламиз:

|/?(Ф)|<а max (ф<и)(̂ ')|-a<s<b ) I

Бизнинг \олда Ф (s) = К (x,s) и (л) (х-параметр) булганлиги учун 

Лейбниц формуласига кура

д s*л=и

ва бундан

max|0 (m4.v)|<£c,tZ^C/( (2Л6)

келиб чикдци. Lk ни аник^паш учун (2.10) тенгликда модулга ута- 
миз:

\и(к)(x̂ <\X\LkM0(b-а)+Fk, Fk = тах|/(*|(х)|;

бундан эса

Мк <\x\L,(b-a)M0+Fk. (2.17)

Шундай к,илиб, (2.16) ва (2.17)лардан

т

пт|Ф<”>(ф|А|(*-*Ж0£ с :1 Л _ *  +//*- v </) I I



бахрни хрсил киламиз, бу ерда

т т

С{=Щ (Ь-а)^с:,М „-кХ 2 = ^C iL kFn_,k (2.19)
А=0 к--0

хисобланиши мумкин булган узгармас сонлар, чунки К(х, 5) узак 

ва/(х) озод х,ад маълум. Энди S0 = max|y(x)| деб белгидаймиз, на-
а<х<Ь

тижада (2.14), (2.15) ва (2.18) лардан куйидагиларга эга буламиз:

|m(jc)| < |t7(x)| + |j(x)| < Я Я *  + |Я|2 L0B(b-a)R*+S0 <

< ||Я| + |Яр L0B(b — а)| <хп (С^Мц + С2) + .Ŝ

ёки

М 0 < {|Я| + |Я|2 L0B(b - а)) а„(С ,М 0 +C2) + S0.

Агар

1 -«„С, {|Я| + |Я|2 ^й(б-а)} > 0 (2.20)

тенгсизлик бажарилса, у хрлда

ц в \

0 ' (121) 

Демак, ij. ва г/(х) хатоликларни маълум микдорлар оркдли ифода- 
лаш мумкин.

Шундай кдлиб, агар (2.20) тенгсизлик бажарилса, (2.21) х,ам 
бажарилади ва бундан Я хос сон эмас деб тасдик^аш мумкин. 
Хакщатан хам, акс холда и(х) га (1.4) бир жинсли тенгламанинг 
ихтиёрий (модули буйича етарлича катта) ечимини кушиш мум­
кин, бундан эса (2 .21 ) тенгсизликнинг бажарилмаслиги келиб 
чик,ади.

Келтирилган бахрлар хос сон ва хос функцияни топишда йул 
куйилган хатоликни ба^олаш учун >;ам имкон беради. Бунга кискдча 
тухталиб угамиз.

Я нинг бирор узгариш со^аси, масалан, |Я| < г доирани оламиз.
п

Будоирада maxY|AJ<A булсин. У х;олда (2.21) тенгсизликда В ни
л 1т'° *='

билан алмаштирамиз. Агар Я
|л (я )|

1 -а„С, |Я| 1 , | з | г (Ь-а)К

1+|я>4 1 Э Д
> 0 (2.22)
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тенгсизликни кдноатлантирса, у хрлда X хос сон булмайди. Шунинг 

учун \ам хос сонлар Я к^ийматларининг шундай тупламида жойла- 
шиши керакки, у ерда (2 .22) тенгсизлик бажарилмаслиги керак.

12.2.3. Вольтерранинг II жинс интеграл тенгламасини квадратур 
формула ёрдамида ечиш. Юкррида биз

д:

и(х) - X jK(x,s)u(s)ds =f(x) (а < х < b) (2.23)
а

тенгламани (1.3) Фредгольм тенгламасининг хусусий ^оли деб 
кдраш мумкин деган эдик. Шунинг учун хам бу ерда, агар j  > i 
булса,

К = ОУ

булади, натижада (2.4) система куй ид а ги учбурчак матрицали чи- 
зик,ли алгебраик тенгламалар системасига келади:

/' __
7/ - AjKvyj = /  (/ = 1, и). (2.24)

j = 1

Агар

1 - Я ДАТ,.,. * О (/ = 1,л) (2.25)

тенгсизликлар бажарилса, у х,олда (2.24) дан кетма-кет куйидаги- 
ларни х,осил к,иламиз:

У\~ f\ (1 — А̂4, АГ,,) 1,

у2 = ( / 2 + ЯДК21у,) (1 -ЯДК22)“',

У„ = ' яХ/'1,А-,!;г; (1 -ХА„Кппу 1.
V

Бу ерда Д. коэффициентларни кичикрок, кдлиб танлаб олиш \исо- 
бига берилган Я учун (2.25) шартни \ар доим кдноатлантириш мум­
кин.

М и с о л .  Кв.ф.усули ёрдамида ушбу

I
и(х) - J A e _JCJ«(.s)rf.y = (]-х)ех q  26)

интеграл тенгламанинг такрибий ечими топилсин.
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Е ч и ш . Тугунларни х{ = 0, х2 = х3 = 1 деб олиб,

1

|ф($)йЬ ; Ф(0) + 4Ф| - | + Ф(1)

Симпсон формуласини куллаймиз. К^риниб турибдики,

“ ^12  _  к \ъ _ К2\ - ^31  - К22 - е4 , К23 - е2,

1 1 2
Kyi =  j  е2, К33 = <?, f x = 1, fi=~e\  f3 = 0. 

Шунинг учун хам (2.4) система к,уйидаги куринишга эга булади:

Ух = 1,

Я 2«4Л +-в2Л

У з

еки соддалашшришдан сунг

( 1 

2е2у2 + еу 3

= 1.

2е2>>2 - (6- е )у3 =  0,

Г 1 Л 1 1

24 -  2е4 Уг ~е2Уз =  ,2е2-

Бу системани ечиб, куйидагиларни топамиз:

у, = 1, ^=1,00048, >>3=1,00526.

Интеграл тенгламани ихтиёрий х Е  [0,1] учун ушбу куринишда ёзиш мумкин:

2 (
у(х) =  (1 - х)е 4,00192е 2 + 1,00526е *
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12.3-§. ИХТИЁРИЙ УЗАКНИ БУЗИЛГАН УЗАККА 
АЛМАШТИРИШ ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ

12.3.1. Бузилган узакли интеграл тенглама.
Таъриф . Кп(х, s) узак бузилган дейилади, агар уни куйидаги 

куринишдаги жуфт купайтмаларнинг чекли йигиндиси шаклида 
ёзиш мумкин булса:

K„(x,s) = Yj Ai(x)Bi(s), (3 .1)
/=1

бунда А.(х), худди шунингдек, В.(х) (/ = 1,л) функциялар чизи^- 

ли эркли деб кдралади. Чунки акс хрлда (3.1) чизи1дти комбина- 
циядаги хадларнинг сонини камайгириш мумкин. Бундай узаклар 
учун

и(х) = f(x) + x jK n(x,s)u(s)ds (3 2)

Фредгольмнинг II жинс интеграл тенгламаси осонлик билан ечила- 
ди. Ха^икдтан \ам, (3.1) ифодани (3.2) тенгламага куйсак,

и(х) = /(х) + Х^С,А1(х) (3 .3)
/=1

тенглик ̂ осил булади, бунда

ь
С, = Jfi).(5,)M(S,)flb' (/ = 1,я)

а

хрзирча номаълум микдорлар. Ушбу

h

/  = jf(s)B,(s)ds,

b

aii =
a

белгиларни киритамиз. (3.3) ифодани (3.2) тенгламага куйсак,

/ ( * )  + Я ^  С, 4  (х) = f ix )  +Я j X  A, ix)B, (л)
/-1
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ифода хосил булади. Унинг хдр иккала томонини Дх) га к.ис^арти- 

риб, А,(х) (г = 1,л) лар олдидаш коэффициентларни тенглаштира- 

миз (А(х) лар чизикди эркли булганлиги учун), натижада С ларни 

топиш учун ушбу

Q =fi + ̂ Z a yCj(i = l,n)
i

ёки (3-4)

Z ( * , - 4 H W .  ( ' - Я
У=1

чизикди алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. (3.4) сис­
теманинг аншуювчисини

A(A) = det(Stf-Aa? )

орк,али хамда А. (А) = [i,j = \,nj оркали <5. - Ад.. элементларнинг 

мос равишдаги алгебраик тулдирувчиларини белгилаймиз.
Агар д(А) ф 0 булса, Крамер кридасига кура

Ci -  д(я) E ^ W - ^  ( / _ 1,и) •

Бу к,ийматларни (3.3) га куйиб, ягона ечимни топамиз:

Ф ) =т +щ Е Е  д,, (Я)Л 4  М = 

= / W + ^ E E Ayi(A) 4 W / / ( j ) ^ ( j ) * =  (з.5)

= /w + A p ^ / ( j)* ,
а

бу ерда

А ( ^ 7 А )  =  £ Х A Jt { Л ) А 1( х ) В . (s ).

Ы\ (=1

(3.5) тенгликдан

* ( * . ; * ) ( 3 . 6 )

функция (1.3) интеграл тенгламанинг резольвентаси эканлиги ке­
либ чикдди.
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1- м и сол . Ушбу

1

и (х ) =  х + A J ( x 2 + s 2}u(s)ds
(3.7)

интеграл тенгламанинг ечими топилсин.

Е ч и ш . Равшанки, К(х, s) —х2 + ^  бузилган узак, (3.7) тенгламадан

и(х) =  х + я ( с , Х 2 + С2 ̂

ни х,осил к,иламиз, бу ерда

1 1 

С, = ju(s)ds, С2 =

(3.8)

(3.9)

(3.8) ни (3.9) га к,уйиб, куйидаги

С, = — + А 
1 2 + 0-5

еки

Л + а ( ) с 1 + с 2)

С) +(1_у )с2 = ?
(3.10)

чизищи алгебраик тенгламалар системасини \осил кдламиз. Системанинг аник,- 

ловчиси эса ушбуга тени

А(Я) =

Агар булса, у *олда

1 --

1 - -z

=  1 -
2А _  4А2 

1  45~' (3.11)

I  А
С,

I+A.
=  4 60 

Д (А)

булади ва (3.9) тенгламанинг ечими

и(х) =  х +
ЗА 10(3+A)jc2+15+A 

4 45-30А-4А^

формула билан аникуганади.

290



12.3.2. Бузилган узакнинг хос сонлари, хос функциялари ва ре- 
зольвентасини топиш. Юкррида айтганимиздек, Кп{х, s) узакнинг 

хос сонлари

Д (А ) =  0 (3 .1 2 )

тенгламадан топилади. Агар Хк (к = 1 , 2 т<  п) сон (3.12) тенг­
ламанинг ечими булса (равшанки, Хк ф  0), у холда Kn(x,s) узак­
нинг мос равишдаги хос функцияси, яъни

ъ

й(х) = Хк JКп (x,s)u(s)ds
а

бир жинсли тенгламанинг нотривиал ечими

ф*(*) = а* £ с /* Ч (х)
/=1

куринишга эга булади, бу ерда с  (А) ушбу

Ё (« ,- А Л )С/*’ . 0  (/ = М )

бир жинсли тенгламалар системасининг нотривиал ечимлари.
Шуни хам таъкидлаш керакки, агар Х = Хк сон Кп(х, s) узакнинг 

хос сони булса, у холда бир жинсли булмаган (1.3) тенглама ё 
ечимга эга эмас, ёки чексиз куп ечимга эга.

2-ми с о л. Ушбу

Кг(х, s) =  x2+s2

узакнинг 0<х, 5<1 со\ада хос сонлари, хос функциялари ва резольвентаси то- 

пилсин.

Е ч и ш. Ушбу
1

й(х) = A + s2 )[U(s)ds

а

бир жинсли система ечимини

й(х) = я ( с х 2 +с 2 ) (313)

куринишда ёзишимиз мумкин. с  ва С 2 коэффициентлар эса вдйидаги (к,. (3.10)) 

системадан аник^анади:

у



Энди (3.14) системанинг (3.10) аншуговчисини нолга тенглаштириб.

М*) = 1-4 - ^  = 0.

хос сонларнинг ^ийматларини топамиз:

Я, = _| (5+ 3> /5 ), ^ = - | ( 5 - З Л ) .  (3.15)

Х ос сонларнинг \ацик,ийлиги узак симметриклигининг натижасидир.

Агар Л=Лк (к = 1 ,2 ) булса, (3.14) системанинг иккинчиси биринчисининг 

натижаси булади, шунинг учун \ам биз куйидагига эга буламиз:

\сУ]-хкс7{к) =о

с  = -У *  с  
1 2 ■

Бу тенгликнинг унг томонига Лк нинг (3.14)к,ийматини куйсак,

с™ = S d ll\ с{2) =-Jsc(22)

келиб чик,ади. Бу к,ийматларни (3.13) га куйиб, куйидаги иккита хос функция- 

ни хрсил к^иламиз:

Ч>1 (х) = 0 | ^1 - \[Ех2 ^ , <Р2 (х) = а2 ( l  + n/5x2 j .

~(&)
Бунда а к = Хк С\ *  0 булиб, бу сонлар хос функцияларни нормаллаштириш- 

дан, яъни

.2
(х) с/х = ccj~ |^1 ± V5x2 j  dx = 1

о
дан топилади. Равшанки, сск = --̂ б(з±>/5|. Шундай килиб,

Ф\ (^ ) = ^ ^ 6 [ W f j ( l -л/5х2) ,  ф2{х) = +

берилган узакнинг нормаллаштирилган хос функцияларидир.

Резолъвентани топиш учун (3.11) аншуговчининг алгебраик тулдирувчила- 

рини топамиз:

А] 1 (^) = 1 ~ 'j > Д]2 (^) = у > ^21 W  = ^22 ('*■) = 1 “ у '

Шунинг учун \ам

К2 (x,s) = А, (х)В, ( s )  + A2 ( х ) В 2 ( j) ,

Л[ ( х ) = х 1 , Вх ( s )  = 1, А2 ( х )  =  1, В2 (s) =  s 2
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тенгликларни назарда тутиб, (3.6) формулага к^ра резольвентани куйидагича 

ёза оламиз:

2Я 4Я 

3 45

Агар Я ^ | ( 5 ±3^5) булса, у ^олда бир жинсли б^лмаган (3.7) интеграл тенг­

ламанинг ечими (3.5) формулага кура

и(х) = f(x )  + Я J

|\-~0х2+з2) + Ях

2Я 4Я 

3 45

формула орк,али ифодаланади.

12.3.3. Ихтиёрий узакни бузилган узак билан яцинлаштириш.
Ихтиёрий К(х, s) узакли

интефал тенгламани такрибий ечиш учун К(х, s) узакни (3.1) кури- 
нишдаги Кп(х, 5) бузилган узак билан алмаштириб, кейин хосил 
булган (3.2) интеграл тенгламани 12.3.1 даги усул билан ечамиз. 
Бу ерда куйидагиларни таъкидлаш лозим: Ихтиёрий узакни берил­
ган аникдикда Кп{х, 5) бузилган узак билан алмаштирганда А пара­
метр К(х, s) узакнинг хос сонидан кднча узок, булса, (3.2) тенглама 
ечимининг хатолиги шунча кам булади. Аксинча, Я параметр хос 
сонга кднча як,ин булса, Крс, s) ни К(х, 5) га шунча як̂ инрок, кдлиб 
алмаштириш керак, шу холдагина такрибий ечимни керакли аник,- 
ликда топиш мумкин. К(х, s) ни Кп(х, s) билан алмаштиришнинг 
усуллари куп, биз айримларига тухгалиб утамиз.

Агар К(х, 5) узак [а, b] о рал и кд а х буйича юк,ори тартибли сил- 
ликликка эга булса, у холда Кп(х, s) бузилган узак сифатида К(х, s) 
нинг Тейлор каторининг к^исмини олиш мумкин:

бунда х0 сифатида [а, Ь\ ораликринг ихтиёрий ну^тасини олиш мум­

кин. Одатда, хц = деб олинади. ИГунга ухшаш мулохазаларни

ь
u(x) = f(x) + Я J  К(х, s)u(s) ds (3.16)

а
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 ̂буйича х,ам айтиш мумкин. Бузилган узакни куриш учун икки 
каррали Тейлор к^аторининг чекли к,исмини олса хдм булади:

М = й Р 1' - м .

Фараз кдлайлик, Т = Ь—а булсин ва К(х, s) узак 27’даврли три- 
гонометрик кугтхдд билан як;инлаштириш [/] шартини кдноатлан- 
тирсин. У щдда

кп (*>s) = i ao(s) + Z a p (s) cos Щх-

деб олишимиз мумкин, бу ерда a (s) (р = 0, 1,2, ...) Фурье коэф- 
фициентлари:

aP(s) = y  \K(x,s)cosE~̂ dx.

Шунга ухшаш муло^азалар s узгарувчи учун х,ам уринлидир. Кп(х, s) 
сифатида икки каррали Фурье цаторининг чекли к;исмини олиш 
\ам мумкин:

i т и t п
1_, 1 ’S T  РЯХ  1 V й» QTZS 
_п  Л-__  > п  т с  ____ 4. _  > л  гг\с^ ...Kn{x,s)=Ta00+-Yj apo^ ,̂  + - Y апа cos-'- +
4 2 Т 2 оа

р =1 <7=1

П П
, Х -4 V -' Рпх Qits
+l S L aP4 cos - --cos ,

p=\ q = I

бу ерда
b b

арч = rT JJ^ (x^)C0sZpC0S y 5(ix*.

Шу мак,садда 5-бобдаги \ap хил интерполяцион формулалардан \ам 
фойдаланиш мумкин. Масалан, х аргумент буйича Лагранж интер­
поляцион формуласини кулласак,

К (х, s) = V  — f°v  L—г К (x.,s),
"к ’ ^(х-х,У(х,) У ■' >’

са(х)=(х-х1)(х-х2)...(х-х„).

Келтирилган формулалардан тацщари Чебишев, Лежандр ва 
бошкд ортогонал купхадлар буйича ёйилмалардан фойдаланиш 
мумкин.
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12.3.4. Хатоликни бах,олаш. Куйидаги теорема уринлидир: 
Теорема. Фараз щлайлик, ушбу

ва

а

и(х) = / (х )  +А |АГ(х, s)u{s)ds (3.17)

h

W  = fn w  + я J Kn (x> ■s)#„ ('«)<* (3.18)

интеграл тенгламалар берилган булиб, yn(x,s,k) (3.18) тенгламанинг 

резольвентаси булсин %амда у̂йидаги

b

j\K(x,s)-K„(x,s)\ds<8, (3.19)
а

\f{x)- f„(x)\<e, (3.20)

b

§yn(x,s,X)\ds <B  (« = 1,2,...) (3 21)

a

тенгсизликларнинг бажарилиши маълум булсин. Агар шу билан бирга
(3.17) тенглама чегараланган ечимга эга булиб,

|A|s(l + |A|B)<l (3.22)

шарт бажарилса, у %олда (3.17) тенгламанинг и(х) ечими ягона ва

(3.23)

ба^о уринли булади, бунда F0 = max|/(x)|.

Исботи.  Фараз кдлайлик, М= sup |«(х)| булсин. Кулайликучун
а<х<Ь

(3.17) тенгламани цуйидагича ёзамиз:

h

u(x)-X^Kn{x,s)u{s)ds = Ф(х), (3.24)

бунда
ь

Ф (х) = / (х) + А |(^(х ,5 )- /Ся(х,х))г/(5)й?5. (3.25)

(3.24) тенглама Кп(х, s) узагининг резольвентаси уп(х, s, А) булган- 
лиги учун унинг ечими
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и(х) = Ф(х) + Я jyn(x,s,X)<P(s)ds (3.26)
а

куринишга эга булади. Энди (3.25) ва (3.26) тенгликлардан цуйила- 
ги бахоларга эга буламиз:

Ь
|ф(х)| < |/(х)|+|я| ||а:(х,5)-а:я(х,5)||м(5)|йЬ < f 0+\х\8м ,

а

Ь
|и(х)| <|ф(х)| + |Я| ||у„(х,Я)||Ф(л')| ds <

а

< F0 + |Я|<5М + |Я|(̂ 0 +\к\8М)В,

М< Fa +\X\8M + \X\(F0 +|Я|8М)В.

Бундан (3.22) тенгликни хисобга олсак, куйидаги келиб чикдди:

f0(i+|a|b)
М  ~ Г̂ |я|5(1+|я|в)' (3.27)

Шундай к,илиб, (3.22) шарт бажарилганда fix) ни кдндай танла- 
шимиздан к,атъи назар, (3.17) тенгламанинг барча ечимлари ягона 
узгармас сон билан чегараланган булар экан. Бундан эса Я нинг 
хос сон эмаслиги ва (3.17) тенгламанинг ягона ечимга эгалиги келиб 
чикдди. Чунки, агар Я узакнинг хос сони булса, у х,олда (3.17) тенг­
ламанинг бирор ечимига узакнинг хос функциясини кушиб,
(3.17) тенгламанинг бошк,а ечимини хосил калган булар эдик. Агар 
биз модули буйича етарлича катта булган хос функцияни куш сак 
(хос функцияни ихтиёрий сонга купайтирсак х,ам у хос функция- 
лигича колади), у х;олда (3.17) тенгламанинг абсолют киймати би­
лан етарлича катта ечимини топган булар эдик.

Шу билан (3.17) тенглама ечимининг ягоналиги исботланди. 
Энди (3.23) бахони курсатамиз. Бунинг учун (3.18) ва (3.24) тенг- 
ламалардан куйидагини хосил килам из:

Ъ
и (х) - (х) - Я JКп (х, s)(m(s) - &И (5)) ds = Ф (х) - /„ (х)

а

ёки
Ь

и(х)- д„ (х) = ф (х)- /„  (х) + Я jV„ (х,^;Я)(Ф (s)~ fn(s))ds. (3.28)
а

Бундан эса



Лекин
b

|Ф (х) - /„ (х)| = Я J( К(х, s) - Кп (х, s)) u(s) ds +
Cl

+/(х)-/„(х)| < е + |Я|<5М.

Демак, (3.27) ва (3.28) муносабатлардан

Iи(х)-Ъи(*)| <£+ЩВ£+М8\Х\{\+Щв )<

бах,о келиб чикдди. Теорема исботланди.
Натижа .  Агар и-*оо да Кп(х, 5) узак ва/п(х) озод хдд мос ра- 

вишда К(х, s) ва/(х)ларга текис якднлашса х,амда (3.21) бахр уринли 
булса, у хрлда &„(х) \ам и(х) га текис я^инлашади.

М и с о л . Ушбу

о

интеграл тенглама ечилсин.

Х,озирча f(x) ихтиёрий узлуксиз функция булсин. К2(х, s) узак сифатида

2

и(х) + xshxs ■ u(s)ds =  / (х) (3.29)

(3.30)

(3.31)

о
(3.32)

Интеграл тенгламанинг ечимини

д-, (х) = Clx2+ С 2.т4+ f(x ) (3.33)

куринишда излаймиз. Энди

2 2
(3.34)

о и

белгилашлар киритиб, (3.33) ни (3.32) га куйсак,
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С ,х2 + С ,х4 - х2 ( С4  + -^-] Х f C ' Cl
64 384j  6 v384 2048

тенглик келиб чик,ади. Бундан х1 ва х4 олдидаги коэффициентларни нолга генг- 

лаштириб, С, ва С2 ларни топиш учун

(3.35)

63 „ с 2 .

64 1 Ж - 7 ' ’

_ С, 12287 _
384 2048 2 h

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими

С, .  0 . 1 6 9 3 2 б ( ' ™ / ,  ,  А ) . с ,  , 0 , , 6 « 2 6 ( А  + | | Л )  ,3.56,

дан иборат. Шунинг учун х;ам #,(х) ечимни куйидагича ёзишимиз мумкин:

<?2(х) = Д х )  + {0,169326

о

12287 s" ) 4 ( s 63 з
с ---+ —

2048 S+ 384 Г *  I 384 + 64 S
f ( s ) d s .  ( 3 . 3 7 )

Бундан резольвента учун ушбу ифода келиб чик,ади:

i п n i c o ix  2 \ 12287 } 4 I s  63 3
Г2 (х, s, 1, = 0,169326 x ,  + ш )  + х + _  s

Осонлик билан куриш мумкинки,

i
2
J]x2 (л:,5,1) < 0, 032.

о

Энди (3.30) ва (3.31)лардан

J  1

]|*<^)- *2М *  < H i t *  = 11-м,2'̂

х.осил булади. Бу ерда х < - булганлиги учун б сифатида б = 3 10“
120-6-2

ни олишимиз мумкин. Бизнинг хол учун г =  0 лигини \исобга олиб, (3.23) бахо- 

дан к,уйидагига эга буламиз:

F0|A|5(l+U|£)2 F0-3-10-7(l + 0,032)7 7
Ц х )- Э 2(х) < V - J i '  ^ ---V- = 3.7 -10 К ,
1 1 1- А б(1+ А В) 1-3-10 (1+0,032) 0

бунда F0 - max / ( * )  ■ Шундай килиб, ихтиёрий узлуксиз f(x) озод хад учун

0<х<̂
(3.29) тенгламанинг такрибий ечими (3.37) формула билан аник,ланади’ (С р С,
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коэффициентлар (3.36) формулапар ёрдамида топилади) ва такрибий ечим ку­

йидагича ба^оланади:

j«(x)-i)2(x)| < 3,7 • 10"7 F0.

X
Агар f(x )  = 2-ch-— б^лса, у *олда /^=1 булиб, ечим u(x)s\ булади. Бу \олда

такрибий ечимнинг ош кор куринишини топиш учун (3.34), (3.36) ва (3.37) форму­

лалардан фойдаланамиз:

f\ = { ~ sh \ + 4ch | - 4’ /2 = + f2 + 24’25sh 1  + 1  ’

/, = 0,1230386, / 2 = 0,0152542;

C, = 0,1249983, C2 = 0,0025968.

Шундай к,илиб,

f>2 (x) = 2 -  ch J  + 0,1 249983jc2 + 0 ,0025968*4 .

x 2 x4
Arap ch — ни 1 + -g- + билан алмаштирсак, у холда г < 10^8 булиб, так­

рибий ечим

#2(х) = 1 - 0 ,0000017х2- 0,0000073х4 

куринишга эга булади.

12.4-§. MOMEHTJIAP МЕТОДИ ВАУНИНГ БУЗИЛГАН 
УЗАК МЕТОДИ БИЛАН АЛОКДСИ

12.4.1. Моментлар методи. Фараз кдтайлик, [а, Ь) ораликда <р{(х), 
<р2(х),... узлуксиз, чизик,ли эркли ва ортонормал функциялар сис- 
темаси берилган булсин. Шу билан бирга {<р{х)} системани С\а, />] 
функциялар фазосида туликдеб кдраймиз. Бунинг маъноси шун- 
дан иборатки, агар ихтиёрий F(i)eC[o, b] учун 

b

jV(x)(f>. (x)dx = 0 (/ = 1,2,...)
а

чексиз куп тенгликлар бажарилса, у хряда /7(х) = 0  булади. 
Моментлар методида ушбу

п

и„(х) = Д х Н ^Г О Р .О О  (4.1)
/=1

бир жинсли булмаган чизикди комбинацияни караймиз. Бунга п та 
С номаълум коэффициентлар киради, уларни куйидаги мулохаза- 
лар ёрдамида танлаймиз. Юкрридаги ujx) ушбу

Ъ

Lu = м(х)-Я |^(х,л’)м(х)-/(х) = 0 (4.2)

а
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интеграл тенгламанинг аник, ечими булиши, яъни Lu= О булиши 
учун ушбу

j b u n ■<pj (x)dx  =  О (/ =  1,2 ,...)

чексиз куп тенгликларнинг бажарилиши етарлидир. Лекин бизнинг 
ихтиёримизда фак,ат п та С коэффициентлар бор ва шунинг учун 
х,ам юкрридаги тенгликларнинг факдт п тасини кдноатлантира ола­
миз:

|Хип ■ (pi (x)dx  =  | ип(х )-  f  (х ) -  Я ^К{х, s)un (s)ds

а

i = 1,2,...,п.

(x)dx =  О,

(4-3)

Бу тенгликлар Lun функциянинг {</>.(х)} система буйича аввалги п 
та моментининг нолга тенглигини курсатади. Энди

Lun =  А | ^ (х ,х ) (р ; (5 )< *|- Я |А Г (х ,5 )/(л ')Л '

эканлигини эътиборга олсак, у холда С,, С2,..., С ларни топиш 
учун ушбу системага эга буламиз:

YJ CJ { а у - Щ }  = Ху, ( /  =  1 ,2 , . . . ,и), (4.4)

бунда

ь ь

a ,j = j(Pi(x)(Pj(x)dx, Д , =  jd x  jK (x ,s)(p i (x)(pJ (s)d?,

у; = р х  |к(х^фД*)/(Ф^
а а

Агар (4.4) системанинг детерминанти

D(X) = det(aiJ-XPij)

нолдан фарк,ли булса, у холда системадан ягона равишда С,, С2, 
...,Сп ларни аник,лаш мумкин. Сунгра /)(А)=0 тенгламадан К(х, s) 
узакнинг Хх,Хг,...,Хп хос сонларинингтакрибий к,иймати топилади. 
Куйидаги
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£ с , ( а , - А ^ , )  = 0 O'= 1,2,...,и)

,/=i

бир жинсли чизик^и алгебраик тенгламалар системасининг нотри­

виал ечимини топиб, осонлик билан к. хос сонга мос келадиган
~{к)
и (х) такрибий хос функцияни куриш мумкин.

Юкрридаги мулохдзаларда {</>.(х)} системанинг ортонормаллиги 
ортик,ча булиб, факдт тулалиги ва аввалги п тасининг чизик,ли эрк- 
лилигини талаб цилиш етарлидир, чунки хдр кдндай система- 
ни ортонормаллаштириш мумкин.

Шуни хдм таъкидлаш керакки, моментлар методининг гояси 
Галёркин методининг (11 -бобга к;.) гояси билан устма-уст тушади.

12.4.2. Галёркин методининг бузилган узак методи билан алок,аси. 
Моментлар методи К(х, s) узакни махсус равишда куйида курилган 
Кп(х, 5) бузилган узак о р кали алмаштириш билан тенг кучлидир: 

Фараз килайлик, \<р[х)) ортонормал система булсин. К(х, s) ни х 
узгарувчи буйича Фурье кдторига ёямиз ва Кп(х, s) сифатида бу 
каторнинг к,исмий йигиндисини оламиз:

i= 1

бунда о
г), (v) =  ^K{x,s)q>i (x)dx.

а

Энди, агар
b

Lnu = u(x)-k jK n(x,s)u(s)ds - f(x) = О

a

тенгламага моментлар методини кулласак, у холда топилган ечим
(4.2) тенгламанинг ечими билан устма-уст тушади. Чунки Кп(х, s) 
узак учун курилган (4.4) система факат/?. коэффициент билан фарк 
Килиши мумкин, аммо |3..=6..тенглик уринлидир. Буни курсатиш 
учун {̂ >,(х)} системанинг ортогоналлигидан фойдаланиб, куйида- 
гига эга буламиз:

ь ь
pj = jdx jK„(x,s)(pi(x)(pJ(s)ds г=

а а

ЬГ hC= J dx J Л  WVi (Х)%  (S)'ds =
a a

= X  ( J )<P, (S) dS h  (k ^Pk (X) dX= (S) ^  (s) js -
a a a
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Иккинчи томондан

ь ь
Ьд = jdxjK(x,s)(pi(x)(pJ(s)ds

а а

Ь ь ь
j<p;(s) jK(x^)(pi(x)dx ds = j(pj(s)ftj(s)ds,
a a a

натижада

Шундай кдлиб, хдр иккала тенгламанинг такрибий ечими уст- 
ма-уст тушади. Аммо Кп(х, л) бузилган узакли тенгламанинг мо­
ментлар методи билан топилган ип(х) ечими унинг аник, ечими- 
дир. Бу эса моментлар методининг узакни махсус равишда бузил­
ган узак билан алмаштирилган бузилган узак методи билан тенг 
кучлилигини билдиради. Бундан келиб чикддики, такрибий ечим 
билан аник, ечим орасидаги хатоликни бах,олаш учун 12.3.4 даги 
теоремадан фойдаланиш мумкин.

М и с о л . Маълумки, торнинг тебраниши масаласининг узаги

бир жинсли интеграл тенгламанинг хос сони ва хос функцияларини топишга 

келтирилади.

Биз п =  3 деб олиб, (4.5) узакнинг аввалги иккита хос сони ва уларга мос 

келадиган хос функцияларни такрибий равишда топамиз. Бунинг учун (4.5) узак­

нинг К(х, s) =K(s, х) симметриклигини эътиборга олиб, <pv<p2 ва <р3 функциялар­

ни к,уйидагича танлаймиз:

куринишда излаймиз. Бизнинг х,олда (4.4) система бир жинсли булиб, в ва bfJ 
куйидагига тенг:

(4.5)

тенгликлар билан аникданган

ь
Lu = и(х) - \^K(x,s)u(s)ds = О (4.6)

а

<Р[(х) = 1, ср2(х) = х(1 - х), <р3(х) = х( 1 - х )(1 - 2 х ),

такрибий ечимни эса

и} (х) = С, + С2х( 1 - х) + С3х( 1 - х)(1 - 2х) (4.7)

а и - 1, а13 - %  - OJ3 - а32 - °12 ~ °2\ ~ g' > агг ~ 30 ’ азз - 210  ’
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Мисол учун bn ни хисоблашни курайлик:

Ь\2 =  \dx J AT (л: (1 - s)ds =

о о
1 Гх 1

=  |dx J (1 —jc)jj>(1 - s)ds + | x (l- ^ )i( l - s)ds

о Lo x

Топилган коэффициентларни (4.4) га куйиб,

6
(4.8)

бир жинсли чизик^и алгебраик тенгламалар системасини хосил к.иламиз. Систе­

манинг детерминанта куйидагига тенг:

Буни нолга тенглаштириб, хос сонларнинг такрибий ^ийматини топамиз:

Топилган ва А2 ларнинг цийматини (4.8) тенгламага к,уйиб, С,, С2 ва Съ 

ларни аник/гаймиз:

я = я, учун С =  -0,011756 С2, С3=0;

А = Я2 учун С =  С =  0, С3 — ихтиёрий сон.

Бу цийматларни (4.7) га куйиб, к,уйидаги

хос функцияларни топамиз. Бу ердаги С2 ва С3 узгармасларни хос функцияларни

D{1) =
63504000

А = 9,8751; X = 4 0 ;  А = 170,1249.1 2 3

И(1)(х) = С2 [-0,011756+х(1-х)], 

и'2̂ (х) = С3х( 1 - х)(1 - 2х)

нормаллаштириш J i}-k\x) dx= 1 шартидан топамиз, натижада

о L

и'\ х) = -0,0684 + 5,817х(1 - х), 

и (х) = 14,49х(1 - х)(1 - 2х)

нормалланган хос функцияларни аник,лаймиз.
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Аслида (4.5) узак чексиз куп Хк = (кп)2 (к=1,2...) хос сонларга эга, уларга 

мос келадиган хос функциялар эса

и̂ к\х) = 'J l sin кпх.

Хос сонларнинг топилган такрибий к,ийматини уларнинг аник, к,иймати

Я, = ж2 = 9,8695877,..., Я2 = 39,47835...

билан солиштирсак, уларнинг нисбий хатолиги S ) =0,00056 ва 5 (я2 ) =0,013 

булади. Х ос функцияларга келганда уларнинг хатолигини 12.3-§ даги метод би­

лан ба\оласак, биринчи хос функциянинг абсолют хатолиги етарлича кичик 

булиб, иккинчисиники эса анча каттадир.

12.5-§. ЭНГ КИЧИК КВАДРАТЛАР МЕТОДИ

Олдинги 12.4-§ даги каби <р,(х), (р2(х),..., <рп(х) чизшуш эркли 
функциялар (координат функциялар) системаси берилган булсин. 

Ушбу
ь

Lu = и(х) - X jK(x,s)u(s)ds - f(x) = 0 (5.1)
а

интеграл тенгламанинг такрибий ечимини

П

М *) = Х С > ,(* ) (5.2)
ы

куринишда излаймиз, бунда С,, С2,..., С изланаётган коэффици­
ентлар. (5.2) ифодани (5.1) тенгликнинг чап томонига куйиб, ушбу 
борланишсизликка эга буламиз:

rn(x) = -f(x) + Y jCi\i/i(x,X), (5.3)

бунда
1=1

ь ___

|//,(х,Я) = (р,{х) - Я jK(x,s)cpl(s)ds |/ = l,«j. (5.4)

Энг кичик квадратлар методига (б-боб) кура Ср С2,.., Сп коэф­
фициентлар ушбу

1 = \{гЛ х)}2йх= J -Д*) + 2 ( > г(х,Я)
/=1

dx (5 .5)

интегрални минимумга айлантириш шартидан топилади. Бу шарт 
куйидаги алгебраик тенгламалар системасига олиб келади:
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I ; / = J (x)+s  cWi(л’я) yj (x ’я)л =°’
a L <=> J

O' = 1,2..., и ) . (5.6)

Ушбу
Ь

(Vi,Yj)= \Vi(xjL)Vj(x,X)dx, fj = if,tyj) (5.7)
a

белгилашларни киритиб, (5.6) системани энг кичик квадратлар 
методининг нормал системаси шаклида ёзиш мумкин:

(i//i,i//,)C, +(ц/1,у/2) С 2 +.. 

) С, +(у/2,у/2)с 2 +.

■ + {v\ ,¥п)С„ = / ,

■ + {V2 , V n ) Cn =/2’

(Vn>Vi)c t +(у/ тЧ'2)С2 +■ . + (\[/п п ) ̂ п ~ fn"

Куриниб турибдики, (5.8) системанинг матрицаси [bpjp) I сим- 
метрикдир. Агар (5.8) системанинг детерминанта

D ( X )  = det[(i//,,i//y.)]

нолдан фарк^ти булса, у холда (5.8) системадан ягона равишда Ср 
С2,..., С коэффициентлар аник^анади ва (5.2) формула ёрдамида 
ип(х) такрибий ечим топилади.

12.4-§ дагидек энг кичик квадратлар методини хам К(х, s) узак­
нинг аввалги бир нечта хос сонлари ва уларга мос келадиган хос 
функцияларини топиш учун кудлат мумкин. Бунинг учун/(х)=0 
деб олиб, D(X) ни нолга тенглаштирамиз ва хосил булган я-дара- 
жали алгебраик тенгламани ечиб, хос сонларнинг такрибий к,ий- 
матини топамиз. Одатдагидек, X урнига бирор хос соннинг такри­
бий к,иймати куйилиб, мос хос функция топилади.

М и с о л . Ушбу

I
и(х) = 3 - 2х - 5.x2 + | (xs + х2) u(s)ds

-I

интеграл тенглама энг кичик квадратлар методи билан ечилсин.

Бу ерда п= 3 деб олиб, координат функциялар сифатида <рх(х)= 1, <р2(х)=х, 

Зх2~1
<р2(х) = — j —  Лежандр купхдцларини (6-бобга к,.) оламиз ва такрибий ечимни 

«з (х) = С', , С2х + С3
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,xv + r 2w- '

-I

1

куринишда излаймиз. Бу холда (5.4) формулаларга кура

Г, (х) = 1 - J (xs + х 2 )ds = 1 - 2х2,

у/2 (х )  = х  - | (xs + х 2 )sds = 

-1

X

щ(х)
Зх2-1

| (xs + х2)
2 Ч 3s -1

ds =
Зх2-1

Энди (5.7) формулалар ёрдамида (5.8) системанинг коэффициентларини топамиз:

14
(V'i . V'i ) = . (Vu V2) = (^2 > V i ) = (V2 ’ ) = 0^3. V2) = 0 : 

=('¥ъ,'¥\)
15

2 2 
,(^2-̂ 2) = 27 Л¥з>¥ъ) = 7'

f\ - h ~ 9 ’ ^  _ _ у •

Натижада куйидаги системага эга буламиз:

14 С А с
Т5 15 ~ У  ’

2_ с - 4
27 2 9 ’

-  8 С + 2с - 4 
L5 1 "5 ~ ~ Т\

Осонлик билан куриш мумкинки, бу система ечими к,уйидагидан иборат:

Шундай цилиб,

4, С2 = -6, С3 = 2.

и3 (х) = 4 - 6х + 2 ■ = 3 - 6х + Зх2.

Бу эса тенгламанинг аник, ечимидир.

12.6-§. КОЛЛОКАЦИЯ МЕТОДИ

Бу ерда х,ам

Lu == и(х) - X jK(x,s)u(s)ds - f(x) = О (6 . 1)

интеграл тенгламанинг ип(х) такрибий ечимини топиш учун 12.5-§ 

дагидек {<р;(х)} ва {</>;(х, Я)} функциялар системасини киритамиз ва
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п

«„(*) = z  Ci(Pi(x) (6.2)
/=1

деб олами^ Кейин Lun(x) богланишсизликнинг берилган

х = Xj ( j  = 1 ,nj турнинг ну^таларида (коллокация нук.таларила) 

нолга айланишини, яъни

Lun(Xj) = £ с> ,(х ,,А )- /(х ,)  = 0, j  = 1,2,...,и
ы

булишини талаб киламиз (бу ерда а < хх< х2<...< хп < Ь). Натижада 
С,, С2,..., С номаълум коэффициентларни топиш учун

П __
С,у/,(х,.,А) = /(ху), j  = 1,n (6 .3)

/=1

тенгламалар системасига эга буламиз. Агар системанинг детерми­
нанта

D{X) = det[y/;(x; ,A)] ф 0

булса, у холда (6.3) системадан С,, С2,..., С ягона равишда топи­
лади ва (6 .2) формула ёрдамида ип(х) такрибий ечим аникуинади.

Агар D(X)=0 булса, у холда бу тенгламадан К(х, s) узак хос 

сонларининг А/( (к = 1,«) такрибий к^ймати топилади. Кейин (6.3) 

системада /  (х,) = 0 (у = 1 ,nj ва А = хк деб олиб,

£ с / * у ( х , Л )  = °, j  = Vn 
i =1

бир жинсли тенгламалар системаси хосил кдлинади. Бу система­

нинг Ctik) (/ = 1 ,nj нотривиал ечимлари К(х, s) узакнинг Хк = Хк 

хос сонига мос келадиган хос функциясини такрибий равишда 
аниьутайди:

и к\х) = J^C^cp^x).
/=1

М и с о л . Ушбу
1

и(х) = х - х2 + j (xs + х 2 )u(s)ds 

-l
тенгламанинг такрибий ечими коллокация методи билан топилсин.

Бунинг учун такрибий ечимни

Зх2-\
иъ(х) = С, +■ С\х + С3 — ^—
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куринишда кидирамиз ва уни тенгламага куйиб, боитанишсизликни топамиз 

(12.5-§ даги мисолга к,.):

г3(х) = C,i//,(x) + С2у/2(х) + С3у 3(х) - f(x )  =

г п i 2\ С2 ^ Зх2~1 2 = С[(1 - 2х ) + х + С3 — 2 --- х + х .

Коллокация нукталарини xt = —\, х2=0, х3 = 1 деб оламиз ва нукталарда бота- 

нишсизликнинг нолга айланишини талаб к,иламиз. Натижада

-С, - 1 с 2 + С3 =-2,

- с , - 1 с 3=0, 

-с, + - - с 2 +с3 = о

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими Ct =  —1, С2= 3, Съ = —2 дан иборат. 

У >̂ олда такрибий ечим

Зх2-1
ы3 (х) = -1 + 3jc - 2 • — -—  = 3jc(1 - х) 

булиб, у аник, ечим билан устма-уст тушади.

12.7-§. ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ КЕТМА-КЕТ 
ЯК.ИНЛАШИШ МЕТОДИ БИЛАН ЕЧИШ  

12.7Л. Фредгольм тенгламасини такрибий ечиш. Бу методда

Ь

и(х) =  / ( х )  + Я jV(x,,?)i<(,s)<i? (7 1)

интеграл тенгламанинг ечимини Я нинг даражаларига нисбатан 
жойлашган кдтор шаклида излаймиз:

и(х) =  q>0 (х ) + Хфх (х) + Х2ф2 (х) + ... (7.2)

Бу каюр ни (7.1) тенгламага куйиб

Фа (х ) + Хфх (х) + Я 2ф2 (х ) +..

= / (х )  + Я |^(х,5)^ф0(5') + Яф( (5") + Я 2ф2^ )̂ + .. .̂ ]
а

Я нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенг- 
лаштирсак, натижада куйидагиларга эга буламиз:
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<Р„ М  = /(*),
b

(р](х)= jK(xj)q>o(s)ds, (7.3)
а

b

(р2(х)= ^K{x^)(pl (s)ds.

Агар такрорланган узак деб аталувчи ушбу

AT, (x,s) = K(x,s),

ь
K2(x,s) = jK(x,t)Kl (t,s)dt,

а

Ь

К} (x,s)= |АГ(х, t)K2 (t, s)dt

функцияларни киритсак, у холда изланаётган </>,(х), <р2(х),... функ­
циялар учун куйидаги ифодаларга эга буламиз:

ь

Ф0 (*) = /(*), (рп(х) = jK n(xj)f(s)ds (л = 1,2,...).
а

Энди (7.2) каторни куйидагича ёза оламиз:

Ъ Ъ
и(х) = /(*) + А |ЛГ,(x,.v)/ (s)ds + Я2 ^К2(x,s)/ (s)ds +... =

ь
= f(x) + X^K i(x,s) + XK2(x,s) + ..̂ \f(s)ds = (7-4)

а

b

= f(x) + X^R(x,s\X)f(s)ds,

бунда

R(x,s\X) = A'l(,v,.v) + XK2(x,s) +... (7.5)

интеграл тенгламанинг резольиентасидир.

Фараз к,илайлик, D — {а < х, s < Ь) сохада |̂ T(x,s)| < М ва 

|/(х)| < N булсин, у \олда (7.3) формулалардан индукция методи- 

га кура

М) У



\<рп(х)\< N[M(b-a)]" (« = 0,1,2,...) 

тенгсизликлар уринли булади. Шунинг учун х,ам

1
|А| <

М{Ь~а)
(7.6)

тенгсизлик бажарилганда (7.2), (7.4) ва (7.5) к,аторлар текис я купи­
ла шад и. Интеграл тенгламанинг такрибий ечими сифатида

ll„(X) = Y j^k(Pk(X)
к=о

ни олиш мумкин, бунинг хатолиги куйидагига тенг:
сс

£„ = \u{x)-u„w\5  2  И* -
к-п+1

| к ы[М(Ь-а)\?.\У

XI

Мисол сифатида
1

и{х) = ех ~^е~х + ê~x~su(s) ds

интеграл тенгламанинг ечимини тоиамиз. Бу ерда \K(x,s)\ = е

1, |/(*)| = < 2,6  ва Я = ^ булганлиги учун (7.6) як,инла-

шиш шарти бажарилади. Осонлик билан куриш мумкинки,

<М*)= J= J 6
о

ч 1 -j I j -v 3+е
е - - е as = е ---

2 / 4

<рк(х) = е
-X 3+<Г2 (  1-е-2

(к = 1,2,...).
4 ^ 2

Бу ифодаларни (7.2) каторга куйиб, аник, ечимни топамиз:

( \ X 1 -X . -х 3+£
и(х) - е - е -he

9 ж

£ _ У
•24-2

= ех ~-ех +ех- = ех
2 2

Хар доим хам бу мисолдагидек (7.3) интеграллар аник, хисоблан- 
майди. Шунинг учун хам (7.3) интеграллар учун 12.2-§ дагидек 

бирор
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j 0 (x)dx = '^ A kO(xk)
к=i

кв.ф. ни куллашга тугри келади.
Куйидагича белгилашлар киритамиз:

Kj =K (x i,xj ), q>nl=q>„(xi), / = / ( * , ) •

ТТТу билан бирга Фп(х) нинг такрибий к,ийматини фш ва и(х) нинг 
такрибий к,ийматини у. деб белгилаймиз. У хрлда (7.3) формуладан 
куйидагига эга буламиз:

<Poi =f>
b п

(Рч =  jK(xn s)(pu(s)ds =  Е  Л / А . <'°. •
a ■/“ *

п

Фи Х Л А’ </V
>=1

ва умумий холда

М

Бу формулаларга кура хисоблашни куйидаги жадвал буйича ба- 
жариш мумкин:

1 2 п <Porfi Ф
1 i У,

*1 Я Л А . Х А ^ ^ А , <Poi Х ф и X  ф21 Уп

*2
ХА2К п М 2К„2 Ф 02 A<Pi2 h  (Р22 У, 2

Xп М Л „ ХА 1Cп in ХА Кп пп П п ^ Ф г п Уш

Бу жадвал икки к,исмдан иборат. Биринчи к,исми квадрат жадвал 
булиб, унинг элементларини хосил кдлиш учун К(х, s) узак (х, х) 

нук^аларда хисобланади ва бу к.ийматЯА сонга купайтирилади. Жадвал 

иккинчи к,исмининг биринчи устуни <po(x)=f(x) функциянинг х  

нук,талардаги к;ийматидан тузилган. Кейинги (ф\, устун) устуннинг
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1-, 2- ва хрказо элементлари куй и даги формулалар ёрдамида топи­
лади:

формулалар ёрдамида хисобланади. Худди шунга ухшаш яна ке- 
йинги устунлар элементлари ^исобланади. Хисоблаш жараёнини 
охирги хисобланаётган устуннинг элементлари берилган аник/шк- 
дан кичик булгунича давом эттирамиз. Бундан кейин топилган 
устунларнинг элементларини сатрлар буйича кушиб, охирги устун 
элементларини, яъни и(х) ечимнинг х. нуктадаги у. такрибий к,ий- 
матини топамго:

Бу к,атор (7.6) шарт бажарилганда я^инлашади. Х,ак,ик,атан хам, фа­
раз к;илайлик, |<р0, | = \ft \ < N  булсин, ухолда

бах.ога эга буламиз. Бу бахдлардан (7.7) к,аторнинг як,инлашувчи- 
лиги келиб читали.

М a in к. Ушбу

12.7.2. Вольтерра тенгламасини такрибий ечиш. Маълумки, агар 
К(х, s) ва Дх) функциялар D =  {а < s < х < Ь} со^асида узлуксиз 
булса, у х̂ олда Вольтерранинг II жинс интеграл тенгламаси

Я нинг ихтиёрий кийматила ягона ечимга эга. Мазкур ечимни ку- 
йидаги куринишда излаймиз:
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Хфи = Y jXAJKyAj’ ^Фи

Кейинги Ф2. устун элементлари эса

Л2Фп = ^ А̂ и(Щ,)Л2ф22 = ^ ХА1КгМФи)’-

У', -  4>0i + Лфи + Я 2<Р2; + ... (7.7)

|Фь! = <NM\X\^A^NM\X\{b~a).
7=1

Бу жараённи давом эттириб,

Щ<М[м\Х](Ь-а)У (и = 1,2,...)

тенгламанинг ечими е =  10-4 ани^ликда топилсин.

И'(х)-Я jK(x,s)u(s)ds = f(x) (7.8)



Бу кдторни (7.8) тенгламага куйиб, кейин А нинг олдидаги бир 
хил даражали коэффициентларни тенглаштирамиз, натижада

<PD(x) = /(*)><Р*(*) = jK(x,s)(pk_l(s)ds,k = l,2,- (7.10)
а

тенгликлар келиб чикдди. 12.7.1 даги белгилашларда

<7Л1>

бахрга эга буламиз. Агар (7.8) тенгламанинг такрибий ечими сифа­
тида (7.8) к,аторнинг аввалш п та хадини олсак, у холда (7.11) тенг- 
сизликка кура хатолик учун куй и даги бахрга эга буламиз:

е„ = |и(х) -ия(х)| =
'ST'

к, • (7.12)

Бу ба.\о анча купол. Куп холларда абсолют хатолик бундан анча 
кичик булиши мумкин. Буни мисолда курамиз.

Мисол.  Ушбу
X

и(х) - j(s-x)u(s)ds=x, 0 < х < 2 

о

интеграл тенгламанинг ечими е =  10~5 абсолют хатолик билан топилсин.

Бу ерда N = x <  2, \К(х, s)| < 2, А= 1, Ь-а< 2 булганлиги учун (7.11) дан

2к+]

бах,ога эга буламиз. Бундан эса
■х> пк

= 2 I  — < ю-5 
" *=Г+1 к'-

тенгсизлик бажарилиши учун п = 11 булиши лозим. Аслида бундай эмас. Х,ак,ик,атан 

)^ам, ip0(x) =  х деб олиб, кетма-кет куйидагиларни \осил к,иламиз:



Бундан курамизки, etl= 10 5 булиши учун п =  5 етарлидир. Шундай килиб, так,- 

рибий ечим сифатида

х3 , х5 х1 х9 хи«(х)ЗИ5(х) = х - ^ +|г-^- + |у--|п 

ни олишимиз мумкин. Куриниб турибдики, аник, ечим и =sinx.

Агар (7.10) интеграллар аник, олинмаса, у холда квадратур фор- 

мулалардан фойдаланишга тугри келади. Масалан, [а, Ь\ о рал икни п 

га булиб, умумлашган трапециялар формуласидан фойдаланамиз. 

Бунинг учун ^ = Xj = а + ih, Кц = K(Xj ,Xj), <ри = q>k(х,) деб 

белгилаймиз х,амда <рк(х), ип{х) ларнинг такрибий кийматини мос 

равишда фк,,Ут оркали белгилаб, куйидагига эга буламиз:

P*+i (*,-)= jK(Xi,s)(pt{s)ds =
о

= |[^0<Рм +2(ATn<pt , +Ka<pt2 +... + К^(рк^ )  + Ки(рк,

еки

*' h Г
Фк + iJ  =  2  i№ko+2{Ki\Vk\+Ki2Vk2+ - "+ K i4_ lv k J _ l ) Jr 

~\ 1  ̂ 1 ,2 , . . . ,  YI.

Барча фк1 [к = 0, я) ни хисоблаб булгандан кейин ип(х) нинг уп1 так­

рибий киймати

Я /=
ы о

формула ёрдамида аниктанади.

Бошка квадратур формулаларни хам куллаш мумкин. Масалан,

xi = а + ih, h = b~“ нукталар ёрдамида [а, Ь] оралик»и 2п булакка 

булиб,
х2 /

<Р*+1,2/ = <Pk + l{X2i) = lK (xv,s)(pk(s)ds
о

интегралга Симпсон формуласини куллаб, такрибий киймат учун 
куйидаги формулага эга буламиз:

Фк+\,И ~  ~^\_Кц,<)ФкО + ^(^-21,\Фк[ + ̂ И ,зФ к З  +'̂ 2Z.2i-l<Pt,2j-l ) +

+ 2 ( К гигф п  + К 21лФкА +-”+'̂ 2i,2i-2<P*,2i-2)+

i =  1,2

Ток, i лар учун фк . интерполяция йули билан топилади.
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Кетма-кет як,инлашиш жараёнини

К-л-11 ^ „

шарт бажарилгунча давом эттириш керак, бунда llyll = max Ь (х)|, £
I' 'I а<Х<Ь * ' 'I

— берилган нисбий хатолик. Бу шарт шуни курсатадики, жараённи 

тухтатиш учун иккита кушни кетма-кет якднлашишлар натижаси- 
ни солиштириш керак. Агар улар як^н булишса, у х.олда керакли 
аник,ликка эришилган деб х.исобланади.

(7.9) тенгламани такрибий ечиш учун унга кирадиган интеграл- 
ни тугридан-тугри бирор кв.ф. билан алмаштириш мумкин. Юкрри- 
да курганимиздек, бу макрадда умумлашган трапециялар формула­
сини куллаш макфулдир. Мазкур формулаларни куллаб, куйидагига 
эга буламиз:

Xj

м(х,)-А |_К(х,.,.?)м(.?)(& = 
о

=  У> ~ ~ у 1 Л го У ° + 2{К пУ> + КпУг + — + K iJ--ly i-X) + к иу ^  =  f ^ x , )

ёки

X--^[К'оУо + 2 (Knyi +... + KiJ_jyi_i) + K„yl] - f„

бундан эса

2 " j =1

келиб чикдяи. Шундай кдлиб, биз кддам-бакддам у. ларни топиб 
оламиз.

1-м аш  к- Ушбу 1

и(х) = х + Я Jxsu(s)ds 
о

интеграл тенглама учун куйидагиларнинг туфилиги курсатилсин:

А (я) = 1 - ^ , D(x,s,X) = Xxs, и(х) = .
j  J —Я

2-м а ш ц. Куйидаги 1

и(х) = Х + Я ji'(A'+,S') u(s)ds 

о

тенглама учун ,  .

А(Я) = I - 3 Я - ? 2 Я2,

D(x, .v; Я) - Хх(х + .V) + Я2л-1 ̂  xs - j  ■* _  у  s ^

эканлиги курсатилсин.
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