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SQ‘ZBOSHI

Oliy o^quv yurtlarida oliy matematika, yo^nalishlarga qarab 
u yoki bu hajmda o‘qitiladi. Oliy matematikani o‘qitishdan 
ko'zlangan asosiy maqsad: bir tomondan : shu -tanning asosiy 
lushunchalari, tasdiqlari, turli usullari hanida, bqshqa matematik 
ma’lumotlar bilan tanishtirish boisa, ikkinchi tomondan amaliy 
masalalarni matematik usullar yordamida yechishga o‘rgatishdan 
iborat. Ayni paytda talabalami mantiqiy fikrlashga o‘rgatish ham 
oliy matematikaning vazifalaridan biri hisoblanadi.

O'zbekistonda kadrlar tayyorlash tizimini tubdan isloh 
qilish jarayonida talabalami o'quv materiallari bilan, ayniqsa darslik 
va o‘quv qo'llanmalari bilan ta’minlash muhim ahamiyatga ega.

Oliy matematika kursi bo^yicha turli darajada yozilgan va 
maqsad hamda yo'nalishlari xilma-xil bo‘lgan qator darslik va 
o'quv qoilanmalari mavjud. Ammo davlat ta’lim standartlari o‘quv 
dasturlarini zamon talablariga moslashtirishni va qayta ко4 rib 
chiqishni taqozo etadi.

Mazkur qoilanma davlat ta’lim standartlari asosida 
yozilgan bo'lib, u ma’lum tartibda ma’ruza va paragraflarga ajratilib 
bayon etilgan.

Oliy matematikada o‘rganiladigan mavzulami hajmi katta 
bo'lmagan ma’ruza va paragraflar bo‘yicha yozilishi talabalarga 
mavzu mazmuni va mohiyatini chuqurroq anglashga yordam beradi 
deb o^ylaymiz.

Ushbu qo41anma 53 ta ma’ruzadan iborat bo4lib, ularda 
sonlar o4qi, Dekart va qutb koordinatalari sistemasi, determinantlar 
va matritsalar, ular yordamida tenglamalar sistemasini yechish, 
vektorlar va kompleks sonlar, tekislikda to ^ r i  chiziq va uning turli 
ko'rinishdagi tenglamalari, ikkinchi tartibli egri chiziqlar, bir 
o'zgamvchili funksiya, uning hosila va differensiallari, Teylor 
formulasi, differensial hisobning tatbiqlari, funksiyaning^ aniqmas 
va aniq integrallari, aniq integrating tatbiqlari, qatorlar, fazoda 
koordinatalar sistemasi, fazoda tekislik va to‘g4ri chiziq, ikkinchi 
tartibli sirtlar, fazoda vektorlar va ulaming ba’zi tatbiqlari, vektorlar 
analizining elementlari, ko'p o'zgaruvchili funksiya limiti, 
uzluksizligi, hosila va differensiallari, karrali integrallar, birinchi
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tartibli va ikkinehi tartibli oddiy differensial tenglamalar, egri 
chiziqli integrallar, sirt integrallari, maydonlar nazariyasining 
elementlari, matematik fizikaning ba’zi bir tenglamalari, ehtimollar 
nazariyasining asoslari mavzulari bayon etilgan.

Dastlabki ma’ruzalarda haqiqiy sonlar, tenglamalar va 
tengsizliklar haqida qisqacha ma’lumotlar keltirildi. Ular, 
fikrimizcha “elementar matematika”dan oliy matematikaga o‘tishda 
“ko‘prik” vazifasini bajaradi.

Qo‘llanmani yozishda biz quyidagilarga:
1) har bir mavzuning ravon, ixcham, matematik qat’iylik 

bilan bayon etilishiga;
2) mavzulaming bir-biriga uzviy bog‘liklikda, ma’lum 

ketma-ketlikda, kerakli isbotlar bilan yoritilishiga;
3) turli amaliy masalalami yechishda matematik usullaming 

tatbiqlariga e’tibomi qaratdik.
Ma’lumki, oliy matematikaning turli sohalarga tatbiq 

doirasi nihoyatda keng. Ayniqsa, fizika, mexanika masalalarini, 
shuningdek texnik hamda iqtisod masalalarini yechishda matematik 
usullardan har doim foydalaniladi.

Kitobda oliy matematikaning tatbiqlariga misol va 
masalalar qisman keltirilgan bo‘lib, mualliflarning rejalariga ko‘ra 
yoziladigan «Oliy matematikadan masalalar to‘plami» da kengroq 
va batafsii to‘xtab o‘tilish ko'zda tutilgan. Shuni ham aytish 
kerakki, ko'p yillar davomida mualliflarning mazkur kurs bo‘yicha 
o‘qigan ma’ruzalari kitobni yozish jarayonida katta yordam berdi.

Kitob qo‘lyozmasini sinchiklab o‘qib, uni ilmiy va uslubiy 
jihatdan yaxshilanishiga o‘z hissasini qo‘shgan O'zbekiston Milliy 
universiteti Mexanika-matematika fakulteti “Matematik analiz” 
kafedrasi professori X.T.Mansurovga mualliflar tashakkur izhor 
etadilar.

Mualliflar



1-MA’RUZA

Haqiqiy sonlar 
Haqiqiy sonlar to‘plami.

Haqiqiy sonning absolyut qiymati

Son tushunchasi matematikaning muhim tushunchalaridan 
biri. Ular

1 ) natural sonlar (1,2,3,•••)>
2) butun sonlar (..., -2, -1,0, 1, 2,...),
3) ratsional sonlar (oddiy va o‘nli kasrlar),
4) irratsional sonlar

boMishi mumkin. Bunday sonlar, ular ustida bajariladigan amallar, 
amallaming bajarilish qoidalari o‘quvchiga maktab, kollej va 
litseylarda o‘qitiladigan matematika fanidan ma’lum.

Oliy matematika kursi davomida ko‘p hollarda haqiqiy 
sonlarga duch kelamiz. Shuning uchun haqiqiy sonlar haqidagi 
asosiy ma’lumotlarni qisqacha bayon etamiz.

1.1. Ratsional va irratsional sonlar

Ma’lumki, — ko‘rinishida ifodalaniladigan son ratsional 
4

son deyiladi, bunda p  - butun son, q-esa natural son bo‘lib, ular 
o‘zaro tub, ya’ni (p,q)=l. Ravshanki, oddiy kasrlar ratsional son 
boiadi.

Agar — kasrning maxraii 10, 100, umuman 10 ning natural 
Я

darajalari (10") bo'Isa, bunday oddiy kasr o‘nli kasr deyiladi. 
Masalan,

• 2  _L _ £  - oddiy kasrlar,
2 17 11 9

_L = o, 7, —  = 11,2, —  = 0,23 - o‘nli kasrlar boUadi.
10 10 100
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tartibli va ikkinehi tartibli oddiy differensial tenglamalar, egri 
chiziqli integrallar, sirt integrallari, maydonlar nazariyasining 
elementlari, matematik fizikaning ba’zi bir tenglamalari, ehtimollar 
nazariyasining asoslari mavzulari bayon etilgan.

Dastlabki ma’ruzalarda haqiqiy sonlar, tenglamalar va 
tengsizliklar haqida qisqacha ma’lumotlar keltirildi. Ular, 
fikrimizcha “elementar matematika”dan oliy matematikaga o‘tishda 
“ko‘prik” vazifasini bajaradi.
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3) turli amaliy masalalami yechishda matematik usullarning 

tatbiqlariga e’tibomi qaratdik.
Ma’lumki, oliy matematikaning turli sohalarga tatbiq 

doirasi nihoyatda keng. Ayniqsa, fizika, mexanika masalalarini, 
shuningdek texnik hamda iqtisod masalalarini yechishda matematik 
usullardan har doim foydalaniladi.

Kitobda oliy matematikaning tatbiqlariga misol va 
masalalar qisman keltirilgan boiib, mualliflaming rejalariga ko‘ra 
yozilSdigan «Oliy matematikadan masalalar to‘plami» da kengroq 
va batafsii to‘xtab o‘tilish ko‘zda tutilgan. Shuni ham aytish 
kerakki, ko‘p yillar davomida mualliflaming mazkur kurs bo‘yicha 
o‘qigan ma’ruzalari kitobni yozish jarayonida katta yordam berdi.

Kitob qo‘lyozmasini sinchiklab o‘qib, uni ilmiy va uslubiy 
jihatdan yaxshilanishiga o‘z hissasini qo‘shgan 0 ‘zbekiston Milliy 
universiteti Mexanika-matematika l'akulteti “Matematik analiz” 
kafedrasi professori X.T.Mansurovga mualliflar tashakkur izhor 
etadilar.

Mualliflar



1-MA’RUZA

Haqiqiy sonlar 
Haqiqiy sonlar to‘plami.

Haqiqiy sonning absolyut qiymati

Son tushunchasi matematikaning muhim tushunchalaridan 
hiii. Ular

1) natural sonlar (1,2,3,■■■),
2) butun sonlar (..., -2, -1,0, 1, 2,...),
3) ratsional sonlar (oddiy va o‘nli kasrlar),
4) irratsional sonlar

bo'lishi mumkin. Bunday sonlar, ular ustida bajariladigan amallar, 
amallaming bajarilish qoidalari o‘quvchiga maktab, kollej va 
litseylarda o‘qitiladigan matematika fanidan ma’lum.

Oliy matematika kursi davomida ko‘p hollarda haqiqiy 
sonlarga duch kelamiz. Shuning uchun haqiqiy sonlar haqidagi 
asosiy ma’lumotlarni qisqacha bayon etamiz.

1.1. Ratsional va irratsional sonlar

Ma’lumki, — ko‘rinishida ifodalaniladigan son ratsional 
Я

son deyiladi, bunda p - butun son, ty-csa natural son bo‘lib, ular 
o‘zaro tub, ya’ni (p,q)=l. Ravshanki, oddiy kasrlar ratsional son 
bo‘ladi.

Agar — kasming maxraji 10, 100, umuman 10 ning natural 
4

darajalari (10n) bo‘lsa, bunday oddiy kasr o'nli kasr deyiladi. 
Masalan,

. 3  1 23 8— , — , — , ------oddiy kasrlar,
2 17 11 9

—  -.0 ,7 , = 11,2, = 0,23 - o‘nli kasrlar boiadi. 
10 10 100

5



— ratsional son -  oddiy kasr berilgan bo‘lsin. Boiish 
Я

qoidasidan foydalanib p  butun sonni q natural songa boiamiz. 
Agar bo‘lish jarayonida biror qadamdan keyin qoldiq nolga teng

bo'Isa, u holda bo'lish jarayoni to'xtab, — kasr o‘nli kasrga
Я

aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr chekli o‘nli kasr deyiladi.
p  ni q ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etib, ma’lum 

qadamdan keyin yuqorida aytilgan qoldiqlardan biri yana bir marta 
uchrashi, so‘ng undan oldingi raqamlar mos ravishda takrorlanishi 
mumkin. Odatda, bunday o‘nli kasr cheksiz davriy o‘nli kasr 
deyiladi. Takrorlanadigan raqamlar (raqamlar birlashmasi) o‘nli 
kasming davri deyiladi.

53
Masalan, —  ratsional son 1,4722... = 1,47(2) o‘nli 

36
kasrga keladi. Bu cheksiz davriy o‘nli kasr bo‘lib, uning davri 2 ga

teng: ^  = 1,47(2).
36

v  Demak, har qanday — ratsional son chekli o‘nli kasr yoki
я

cheksiz davriy o‘nli kasr orqali ifodalanadi.
Aksincha, har qanday chekli o‘nli kasmi yoki cheksiz

davriy o‘nli kasmi — ko‘rinishida ifodalash mumkin.
<7

Masalan,
3 103

1,03 = 1-
100 100

3

-  10 3 10 1 
1

0, (3) — 0,3333... — 0 + — I— ~ н— — + — —  — — —  — — 
10 102 103 , 1  10 9 3

10
(bunda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yig‘indisini
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lopish formulasidan foydalanildi) boiadi.
Demak, har qanday chekli yoki cheksiz davriy o'nli kasr 

ratsional son orqali ifodalaniladi.
Shunday qilib, ixtiyoriy ratsional son chekli yoki cheksiz 

davriy o'nli kasr orqali va aksincha, ixtiyoriy chekli yoki cheksiz 
davriy o'nli kasr ratsional son orqali ifodalanadi.

Ammo cheksiz davriy bo'lmagan o‘nli kasrlar ham mavjud. 
Masalan,

1,1010010001..., 1,4142135..., 2,7182818... 
sonlar cheksiz davriy bo‘lmagan o'nli kasrlar bo'ladi (bu sonlardan
ikkinchisi y jl ni, uchinchisi esa e sonini ifodalaydi). Ravshanki, 
bu sonlar ratsional sonlar bo‘lmaydi.

Ta’rif. Cheksiz davriy bo'lmagan о ‘nli kasr irratsional son 
deyiladi. Masalan,

1,4142135... = >/2, 3,141583... = яг, 2,718281... = e
sonlar irratsional sonlardir.

1.2. Haqiqiy son. Haqiqiy sonlar to‘plami va 
uning xossalari

Ta’rif. Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan 
haqiqiy sonlar deyiladi.

Masalan,

-2 , 7 ^ ,  -3 ,  л/2 , 7Г,
2

sonlar haqiqiy sonlardir.
Odatda, matematikada turli matematik obyektlami, 

jumladan haqiqiy sonlami, alohida-alohida o‘rganilmasdan, 
ulaming bir nechtasini birgalikda o‘rganiladi. Bu to‘plam 
tushunchasiga olib keladi.

To‘plam matematikaning boshlang‘ich tushunchalaridan 
bo‘lib, uni narsalaming ma’lum belgilar bo'yicha birlashmasi 
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, 2, 4, 6 sonlardan tashkil 
topgan to‘plam, bir nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlardan tashkil 
topgan to‘plam deyilishi mumkin. To‘plamni tashkil etgan
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narsalami uning elementlari deyiladi.
Biz haqiqiy sonlardan tashkil topgan to'plamlanu qaraymiz. 

Ular sonli to‘plamlar deyiladi. Bundan keyin sonli to‘plam deyish 
o‘miga qisqacha to‘plam deb atayveramiz.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan uning 
elementlari esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, A ,В ,...

to‘plamlar, a , b to‘plam elementlari.
Agar a biror A to‘plamning elementi bo‘lsa, a e A kabi 

yoziladi va «a  element A to‘plamga tegishli» deb o‘qiladi. Agar 
a shu A to‘plamga tegishli bo‘lmasa, uni a <£ A kabi yoziladi va 
« a element A to‘plamga tegishli emas» deb o‘qiladi.

Odatda, barcha natural sonlardan iborat to‘plamni N  harfi: 
N = {1,2,3,...}, 

barcha butun sonlardan iborat to4plamni Z harfi:
Z = {...,-2,-1,0,1,2,...}, 

barcha ratsional sonlardan iborat to‘plamni Q harfi:

Q = ^ ' - p e Z ,  q e N ,  (/?,^) = l | ,

barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plamni R harfi bilan 
belgilanadi.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan boisa, 
u chekli to‘plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi.

Masalan,
A = {2,4,6,8,10,12,14}

chekli to‘plam,
N  = {1,2,3,

cheksiz to‘plam bo'ladi.
Shuni ta’kidlash kerakki, to‘plamni tashkil etgan elementlar 

orasida aynan bir-biriga teng bo‘lgan elementlar to‘plamning 
elementi sifatida faqat bir martagina olinadi.

Aytaylik, ikki E  va F  to‘plamlari berilgan bo‘lsin. Agar 
E  to‘plamning barcha elementlari F  to‘plamga tegishli bo‘lsa, E



lo'plam F  to‘plamning qismi deyiladi va E a  F  kabi yoziladi. 
Masalan,

N  czZ c zOcz R
lio'ladi.

Agar E a  F  va F a. E bo‘lsa, E  va F  bir-biriga tehg 
lo'plamlar deyiladi va E = F  kabi yoziladi.

E va F  to‘plamlaming barcha elementlaridan tashkil 
topgan to‘plam, bu to‘plamlar yig‘indisi (birlashmasi) deyiladi va
li F  kabi belgilanadi. E  va F  to'plamlaming barcha umumiy 
elementlaridan tashkil topgan to‘plam, bu to‘plamlaming ko‘payt- 
ntasi (kesishmasi) deyiladi va E П F  kabi yoziladi. E to‘plam- 
uing F  to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan tashkil 
topgan to‘plam E to‘plamdan F  to‘plamning ayirmasi deyiladi va 
E \ F  kabi yoziladi.

Masalan,
/* = {1,2,5,8,11,13}

В = {2,4,6,8,10,12}
U^plamiar uchun

A vjB = {1,2,4,5,6,8,10,11,12,13},

A n B  = { 2,8},

A \ B  = {1,5,11,13},

B \ A  = {4,6,10,12},
sliuningdek,

N u Z  = Z , N r \ Z  = N  , Z \  iV = {...-3 ,-2 ,-1 ,0 }  
bo‘ladi.

Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to'plam bo‘sh 
to‘plam deyiladi va 0  kabi belgilanadi.

Odatda, chekli A to‘plam elementlari soni m(A)  orqali 
belgilanadi.

1-misol. Dunyo okeanida 19 ta suvosti chuqurliklari 
rna lum, ularning chuqurligi 7 km. dan oshadi. Ulardan 16 tasi
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Tinch va Hind okeanlarida, 4 tasi Hind va Atlantika okeanlarida. 
Har bir okeanda nechtadan suvosti chuqurliklari bor?

Yechilishi. A to‘plam bilan Tinch va Hind okeanlaridagi 
suvosti chuqurliklarini, В  to‘plam bilan Hind va Atlantika 
okeanlaridagi suvosti chuqurliklarini belgilaymiz. Masala shartiga
ko‘ra m(A)  = 16, m (5 ) = 4 bo‘ladi. Ayni paytda 

т ( Л и 5 )  = 19 ekanligi ma’lum. Ravshanki Hind okeanidagi
suvosti chuqurligi А СЛ В to‘plamni tashkil etadi. Bu to'plamning 
elementlari quyidagicha topiladi:

m ( A r \ B )  = m( A)  + т(В)  -  т ( А и  В) = 16 + 4 -1 9  = 1.
Shunday qilib, Hind okeanida 1 ta, Tinch okeanida 15 ta, Atlantika 
okeanida 3 ta suvosti chuqurliklari bor ekan.

Endi barcha haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan R 
to‘plamning xossalarini keltiramiz:

1) R to ‘plamda (to ‘p/am elementlari orasida) qo'shish, 
ayirish, kopaytirish, bo'lish, darajaga ко Parish, ildiz chiqarish 
amallari kiritilgan bo ‘lib, bu amallarning bajarilish qoidalari ham
о ‘rinli bo (ladi\

2) R to ’plamda (to'plam elementlari orasida) ieng, katta, 
kichik tushunchalari kiritilgan. Ixtiybriy a <£ R , b e  R, с e R 
haqiqiy sonlar uchun

a = b , yoki a > b , yoki a <b 
bo ‘lib, a < b , b < с bo ‘lishidan a <c bo 'lishi kelib chiqadi;

3) R zich to 'plam bo 4adi, ya ’ni ixtiyoriy a g R , b g R 
haqiqiy sonlar uchun аф Ь bo ‘Isa, и holda a va b sonlar orasida 
istalgancha haqiqiy son bo ‘ladi.

2 —misol. Agar r -  ratsional, a  - irratsional son bo‘Isa, 
r + a  sonning irratsional son bo *lishi isbotlansin.

Yechilishi. Berilgan r va a  sonlaming yig‘indisini /? 
deylik: f } ~ r  + a .  Ravshanki, bu tenglikdan a ~ / 3 - r  boiishi 
kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, p  ratsional son boclsin. Unda f3~r  soni, 
ikki ratsional son ayirmasi yana ratsional son bo'lganligi uchun



ratsional. son bo‘ladi: /3 .-r  = a  ratsional son. Bu esa berilishiga 
ko'ra a  ning irratsional son boiishiga ziddir. Ziddiyatning kelib 
chiqishiga ft  ning ratsional son bo‘lsin deyilishi sabab bo’ldi.
1 )cmak, (3 irratsional son.

1.3. Soular o‘qi. Sonlarni geometrik tasvirlash

To'g'ri chiziq va bu to‘g‘ri chiziqda biror nuqta olib, uni О 
harfi bilan belgilaymiz (1 -chizma).

|----------- 1 --------------1--------------|--------------1------- ►
« 0 a

1 -chizma

Bu О nuqta nol sonining geometrik tasviri deyiladi. О 
nuqta to‘g‘ri chiziqni ikki nurga ajratadi. О nuqtadan o‘ng 
lomondagi numing yo‘nalishini musbat, chap tomondagi numing 
yo'nalishini manfiy deb qaraymiz. So'ng o'lchov birligi (uzunligi 1 
ga teng kesma) ni olamiz.

Natijada yo‘nalishga ega bo‘lgan to‘g‘ri chiziq, О nuqta va 
o'lchov birliklaridan iborat sistema hosil bo‘ladi. Uni sonlar o‘qi 
deyiladi.

0 ‘lchov birligi deb qabul qilingan a kesmani О nuqtadan 
boshlah, sonlar o‘qining o‘ng tomoniga joylashtira boramiz. Uni bir 
marta joylashtirganda bir uchi О nuqtada bo'lib, ikkinchi uchi 
aniqlagan nuqta 1 sonining geometrik tasviri boiadi. Shu tarzda 
birlik kesmani ikki marta, uch marta va h.k. marta joylashtirib 
sonlar o‘qida 2, 3 va h.k. sonlaming geometrik tasvirlari topiladi.

Xuddi shunday usul bilan birlik kesmani О nuqtadan chap 
tomondagi nurga joylashtira borib -1, -2, -3, va h.k. sonlaming 
geometrik tasvirlari aniqlanadi (2-chizma).

_____ !______J__;___ 1______ !--------- 1--------- !--- 1---- i------- *
•3 - 2  -1 0  ‘ 1 2  5 /2  3

2-chizma
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Aytaylik, qaralayotgan son ratsional son boMsin; masalan,

~ . Bu sonni tasvirlovchi nuqtani topish uchun awal o'lchov

birligini О nuqtadan o‘ng tomonga ikki marta joylashtirib, ikki 
sonni tasvirlovchi nuqta topiladi, so4ngra bu nuqtadan boshlab

oichov birligining qismini qo‘yib, sonni geometrik

ifodalovchi nuqta topiladi (2-chizma).
Umuman ratsional sonlar to'plami О dan olingan har bir 

ratsional songa to4g‘ri chiziqda bitta nuqta mos keladi. Biroq, sonlar 
o‘qida shunday nuqtalar borki, ular birorta ham ratsional sonning
tasviri boimaydi. Masalan, VlO sonini olaylik (bu son irratsional 
son boiadi). Tomonlari 3 va 1 ga teng bo4lgan to'g'ri 
to'rtburchakni qaraymiz (3-chizma).

3-chizma

Bu to'g'ri to'rtburchakning OB diagonali, Pifagor teoremasiga 
ko'ra OB2 = ОС2 + ВС 2 bo4ib,

OB = 4 o C  + ВС 2 = л/9 + 1 = >/l0 bo‘ladi. Sirkulning uchini О 
nuqtaga qo'yib, radiusi OB ga teng bo‘lgan aylana chizilsa, bu 
aylana sonlar o6qini D nuqtada kesadi. Ravshanki, OB = OD .

Demak, л/lO soni geometrik tasvirlovchi nuqta D nuqta
bo‘ladi.

Sonlar o‘qida shu kabi nuqtalar cheksiz ko‘p bo‘lib, ular 
irratsional sonlaming geometrik tasvirlari boiadi. Ma’lumki, barcha 
ratsional hamda barcha irratsional sonlardan tashkil topgan to‘plam 
haqiqiy sonlar to‘plami boiib, u R harfi bilan belgilangan edi.

Ko‘rsatish mumkinki, (u maxsus adabiyotlarda, masalan [2]

12



(la isbotlangan) liar bir haqiqiy songa sonlar о‘qida bitta nuqta '. a 
aksincha, sonlar o‘qidagi har bir nuqtaga bitta haqiqiy son mos 
keladi. Bu haqiqiy sonlar to‘piami R bilan sonlar o‘qining 
uuqtalari to‘plami orasida o‘zaro bir qiymatli moslikda ekanligini 
bikliradi.

Kelgusida to‘g‘ri chiziqning nuqtasi deganda haqiqiy sonni, 
haqiqiy son deganda to'g‘ri chiziqning nuqtasini tushunamiz.

Endi ba’zi-bir sonlar to‘plamlarini keltiramiz, ulardan, 
kelgusida ko‘p foydalamladi.

Aytaylik, a e R  , b e  R sonlar berilgan boiib, a < b
bo'Ism.

a,b  va ular orasidagi barcha haqiqiy sonlardan tashkil 

topgan to'plam segment deyiladi va [tf,/?] kabi belgilanadi:

[a, b\ = { x e R : a < x < b \

Xuddi shunga o‘xshash ushbu (a ,6 ), (й,б], [a,b),  
lo'plamlar quyidagicha ta’riflanadi:

(a,b)  = {x e R : a < x < b) - interval,

[a,b) = {x e R : a < x  < b) - yarim interval,

(a ,b\ = {x e R : a < x < b) - yarim interval.

Bunda a va b sonlar [a ,b ], (a ,b ), [a, b) va [a,b\ 
to‘plamlaming chegaralari deyiladi. Shuningdek 

\a,+co) = { x e R ' . x > a ) ,

( - 00,a) -  [x e R : x  < a ) ,

( - 00,+ 00) = R

deb qaraymiz.

1.4. Sonning absolyut qiymati va uning xossalari

Biror x haqiqiy sonni (x e i? )  qaraylik. Bu son musbat 

(x > 0 ), rnanfiy (x < 0) yoki x = 0 bo‘lishi mumkin.
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Agar .*>0 bo Uganda shu л: ga teng, л '< 0  boigandashu 
songa qarama-qarshi - x  ga, x = 0 bo'lganda 0 ga teng 
boiadigan son x ning absolyut qiymati deyiladi va |x| kabi 
belgilanadi. Demak,

■ , j x, agar x > 0,

[-x , agar x < 0.

Masalan, |7| = 7 , |-2 | = - ( - 2 )  = 2, =

Sonning absolyut qiymati quyidagi xossalarga ega:
1) Ixtiyoriy x haqiqiy son uchun

|x| > 0, |x| = |—xj, x < |x |, - x  < |x|
munosabatlar o‘rinli,

2) Agar x haqiqiy son
|x| < a (a > 0) 

tengsizlikni qanoatlantirsa, u
-a  < x <a

tengsizliklami ham qanoatlantiradi va aksincha.
3) Agar x haqiqiy son

|x| > a
tengsizlik qanoatlantirsa, u

x > a , x < —a 
tengsizliklami ham qanoatlantiradi va aksincha.

4) Ikki x va у  haqiqiy sonlar uchun

a) |x + jv|< |x| + |jh| ,

b) |x -> ’|>|x|~|>>|, 

d) |x-j^| = |x|-|_v|,

X
e)

bo‘ladi.
5) Ushbu

14



nmnosabat o'rinli.
3-Misol Agar a,h,c: haqiqiy sonlar uchun a >b> с

In  i ' I s a ,

|a -  + |c -  aj - 1£> -  c|
h i / i i l s i n .

Yechilishi. Ravshanki, a > b  boigani uchun a - b >  0
Im'lib,

\a -b \ -  a - b  

boiadi, a >c boigani uchun c — a<  0 bo‘lib,
|c -a \ -  —(c — a) = a - c  

bo'ladi, b > с bo‘lgani uchun f r - c > 0 b o ‘lib
\b -c \ = b - c

boiadi. Demak,
\ci-b\ + \ c - a \ - \ b - c \  = a - b  + a - c - ( b - c )  = 2 ( a - b ) .

1.5. Matematik belgilar

Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z va so‘z birikmaiari 
o'mida maxsus belgilar ishlatiladi:

1) «agar ... boisa, u holda ... boiadi iborasi «=>» belgi 
orqali yoziladi;

2) ikki fikming ekvivalentligi ushbu « <=> » belgi orqali 
yoziladi;

3) «har qanday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari 
o'miga « V » belgi ishlatiladi;

.4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o'miga « J » belgi 
ishlatiladi.

Shuningdek, tasdiqlaming isboti boshlanganligi « < » belgi, 
tugaganligi esa «► » belgi orqali ifodalanadi.
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Mashqlar
1. 80 ta matematika olimpiada qatnashchilardan 60 tasi 

shaxmat ishqibozi, 50 tasi shashka ishqibozi va 40 tasi shashka va 
shaxmat ishqibozlari. Olimpiada qatnashchilaming qanchasi bu 
o‘yinlarga befarq emas.

2. Ma’lumki, ikki radiusdan tashkil topgan a  markaziy 
burchak tortib turgan yoyning uzunligi / = Ra  ( a  radian
oichovda) boiadi. Yer sharining ekvatorida 1° burchak tortib 
turgan yoy uzunligi topilsin (yer sharining ekvator radiusi 
R = 6300 km deb olinadi).

3. Biologiyada o‘rganiladigan bir hujayrali hayvonlar har 
minutda har biri ikkiga boiinib ko‘payadi. Agar bitta olingan 
bunday hayvon 100 minutda ko‘payib, ulaming soni n taga yetsa, 
dastlab olingan ikkita hayvonning ko’payib. ulaming soni ham n 
taga yetishi uchun qancha vaqt kerak boiadi?

4. A to‘plam 3 ga boiinuvchi barcha natural sonlar 
to‘plami, В esa 5 ga boiinuvchi barcha natural sonlar to‘plami 
boisa, A n  В to‘plam qanday boiadi?

5. Л = {х€Лг|2 < х < б ||,  5  = {л'еЛ^|1<х<4|| va 

С = |x  e jVJx2 -  4 = o|j boisa,

1) B u C  2) A n B n C  3) A^j B^j C 4) ( A n B ) u ( B u C )  
to‘plamlar topilsin.
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2-MA’RUZA 

Tenglamalar va tengsizliklar

Oliy matematikaning turli sohalaridagi masalalari, ko'p 
hollarda tenglama va tengsizliklami yechish bilan hal.qilinadi.

Odatda, berilgan tenglama va tengsizliklar, ularga teng 
km'hli, ayni paytda soddaroq boigan tenglama va tengsizliklar bilan 
.ilmashtiriladi. Ularni yechib, berilgan tenglama va tengsizliklaming 
vccliimlari topiladi.

2.1. Chiziqli va kvadrat tenglamalar

Maiumki, nomaiumga nisbatan birinchi darajada boigan 
k-nglama chiziqli tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda 
ushbu

ax + b -  0 (1)
ko4imshda boiadi, bunda a va b berilgan sonlar.

(1) tenglama:

1) а Ф 0 boiganda yagona x  = ----yechimga ega boiadi,
a

2) a = 0, b ~ 0 boiganda yechimlari cheksiz ko'p 
(i \I iyoriy son tenglamaning yechimi) boiadi.

3) = 0, Ьф 0 boiganda yechimga ega boimaydi.
1-misol. Ushbu

2л;- 5  2x+\  x  _---------+ —----- + * = —+2
4 3 4

tcuglama yechilsin.
^Bu tenglamaning har ikki tomonini 4 va 3 sonlarming 

eng kichik umumiy karralisi 12 ga ko'paytirib

l 2 . ^ z l  + i 2 . ^ 1  + \2x = l 2 - -  + 24 ,
4 3 4

ya m

3 (2 x -5 )  + 4(2x + l) + 12x = 3x + 24 
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boiishini topamiz.
Soddalashtirish natijasida keyingi tenglik quyidagi 

6x — 15 + 8x + 4 + l 2x — 3x+ 2 4 ,
ya’ni

23x = 35
ko‘rinishga keladi. Ravshanki, bu tenglama berilgan tenglamaga

35teng kuchli boiib, uning yechimi x = —  boiadi. ►
23

Maiumki, nomaiumga nisbatan ikkinchi darajada boigan 
tenglama kvadrat tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda 
ushbu

ax2 +bx + c = 0 (fl^O ) (2) 
ko‘rinishda boiadi. Bunda a,b ,c  berilgan sonlar boiib, kvadrat
tenglamaning koeffitsiyentlari deyiladi.(2) tenglamaning yechimi, 
uning diskriminanti

D = b2 -  4ac
gabogiiq:

1) agar D >  0 boisa, (2) tenglama ikkita haqiqiy 
yechimga ega boiib,

-b  + yfD - b - j Dx, =■
2 a 2 a

boiadi;
2) agar D — 0 boisa, (2) tenglama bitta haqiqiy yechimga 

ega boiib,
b

x, = x2 = ■
2 a

boiadi;
3) agar D < 0 boisa, (2) tenglama haqiqiy yechimga ega 

boimaydi.
2-misol. Ushbu

27 62x1 + ----- + ■
x + 4 2x + 7 x - 4  2x — 1

tenglama yechilsin.
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•4 Ravshanki, 2.Г + 7x -  4 = (x + 4)(2x -1 ) . Berilgan 

iciij'.lamaning har ikki tomonini (x  Ф -4 , (* + 4 ) ( 2 x - l)

У М  ko fKiytirib topamiz:

2x2+ 7 x - 4  + — -(x + 4 ) ( 2 x - l )  + 
x + 4

21 ilx "  + 7 x - 4 )  6 / \ /  \
+ — Ц ------------- ' = - Д _ ( *  + 4 )(2 х -1 ).

2x + 7 x - 4  2x -1  A '
Natijada

2x2 + 7x -  4 + 4x2 -- 2x + 27 = 6x + 24
boMib,

6x2 -  x -1  = 0 
lin'ladi. Bu tenglamani yechib

l± V l + 24 1 ±5v = -------------- = ------
L2 12 12

x -,= ~ — bo‘lishini topamiz. Biroq, x - ~  da 
2 “  3 2

quralayotgan tenglama ma’noga ega emas. Demak, berilgan 

ii'iij-’Jamaning yechimi x = — — bo‘ladi.^

2.2. Determinantlar va ularning xossalari

Matematikaning qator masalalarini yechishda ma’lum 
\ossalarga ega boigan ifodalardan foydalaniladi. Bunday maxsus 
ilodalardan biri determinantlardir.

Aytaylik, 4 ta a ,b ,c ,d  haqiqiy sonlar berilgan bo'lsin.
U shbu ad -  be ayirtna (son)ni berilgan sonlami yo‘l va ustun 
ko'rirushida joylashtirib, quyidagicha

a b
с d
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: ad -  be. (3)
a b
C d

(3) ifbda 2-tartibli determinant deyiladi. Bunda a , b , c , d - 
determinantning elementlari, a,b va c,d  sonlar mos ravishda 
determinantning birinchi va ikkinchi yo‘llari, a, с va b,d  sonlar 
determinantining mos ravishda birinchi va ikkinchi ustunlari, a, d 
sonlar determinantning bosh diagonali, b, с sonlar determinantning 
yordamchi diagonali deyiladi.

Odatda determinantning elementlarini ikkita indeks 
qo‘yilgan harflar bilan belgilanadi. Bunda birinchi indeks yo‘lni, 
ikkinchisi esa ustunni bildiradi. Masalan, a2l son determinantning
ikkinchi yo‘l birinchi ustunida turgan element boiadi.

Ikkinchi tartibli determinant ta’rifiga ko‘ra 
-3  5) _ . .

41,

ifodalaymiz. Demak,

7 2
= - 3 - 2 - 5 - 7  = - 6 - 3 5 :

sin A' cos x! 

-cos*  sinx
= sin x ■ sin x  -  cos x ■ ( -  cos x) = sin2 x + cos2 x = 1

boiadi.
Endi ikkinchi tartibli determinant

\a2\ «221 
ning asosiy xossalarini keltiramiz:

1) Determinant yo'li ustuni bilan almashtirilsa, shuningdek 
ustunini yo ‘li bilan almashtirilsa, uning qiymati
о ‘zgarmaydi.
Bu xossaning isboti determinant ta’rifidan kelib chiqadi.

2) Determinantning y o ‘lini o'zaro almashtirilsa, uning 
ishorasi о ‘zgaradi:



а \\ а \2

а,,

^Ravshanki,

^Hit'll [̂2̂ 21 — (̂ 12̂ 21 1̂1̂ 22) 2̂1 2̂2
а,, ап

3) Determinantning biror yo'lida turgan barcha elementlarni 
hiror o'zgarmas к songa ko‘paytirilsa, determinantning qiymati 
hum к ga ко ‘payadi:

au anka[X kal2

Ct-ii a22 1 2̂2

kau kal2
^Haqiqatdan ham,

r k(l\ k(X̂CL̂  j — к 1̂ 22 1̂2̂ 21 ) ^
22

a\\ a\2 
&21 2̂2

boiadi. ►
4) Determinantning bir yo iidagi elementlari ikkinchi у о lidagi 

с I emeriti ariga propersional bo‘Isa, determinant 0 ga teng bo‘ladi:
a,

012
ka j j kâ  -y

<Bu tenglik determinant ta’rifidan kelib chiqadi. ►
5) Determinantning bir y o ‘lidagi elementlarni ybiror songa 

ко (paytiribf ikkinchi yo ‘lidagi mos elementlarga qo shilsa, 
determinantning qiymati о ‘zgarmaydi:

a ,, -f ka-,, an + k a21 &\1 1̂2

a2l ^22 flf') j a2i
A  Determinant ta’rifidan foydalanib topamiz:

au +ka2[ ai2 +ka22
a21 Cl22

—  Q22 (̂ 11 ^̂ 21 ) 2̂1 (̂ 12 ^^22 )

йцОуу  +  k a r  ‘ Cl у \ CI21^12 k&2\^22 ~~ ^\\^22  2̂1^
a2\ 2̂2

Endi uchinchi tartibli determinant tushunchasini keltiramiz. 
Aytaylik, 9 ta #ip#i2’^i3*^2P^2?. >^235^3 p ̂ 32 >̂*зз sonlar
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berilgan boisin. Bu sonlarni uchta yoi, uchta ustun tarzida 
joylashtirib yozilishidan hosil boigan ushbu

ci1 j cix 2 ux ̂
cu a*j23

«31 3̂2 3̂3
ifoda uchinchi tartibli determinant deyiladi. Uchinchi tartibli 
determinant son boiib, uning qiymati

22 23

a32

Cl12

a,

«г
+ ar

ga teng boiadi. Demak,
a .. <2,

a. a23

32 6/'33

a,

32

Masalan, ushbu

(X,

*33

d =

-a .
a21
a. '"33

+ a,

я32

32

(3)

2 3 4:
3 4 5:

uchinchi tartibli determinant ta'rifiga binoan

</ = 1-
3 4 2 4 2 3

- 2 - + 3
4 5 3 5 3 4

ga teng boiadi.
Uchinchi tartibli determinantlarda ham determinant 

elementlari, yoilari, ustunlari, bosh va yordamchi diagonaliari 
tushunchalari xuddi ikkinchi tartibli determinantlardagi kabi 
kiritiladi. Shuningdek, uchinchi tartibli determinant ham, ikkinchi 
tartibli determinant singari xossalarga ega boiadi.

Faraz qilaylik, biror
j#lj Cl\2 Cl̂
a2X а21 а1Ъ (4)

*31 аЪ2

22



uchinchi tartibli determinant berilgan boisin. Bu determinantning 
himr aik (/ = 1,2,3; к = 1,2,3) elementini olib, shu element
lovlashgan yo6lni hamda ustunni o'chiramiz. Ravshanki, qolgan 
elementlari ikkinchi tartibli determinantni hosil qiladi. Bu
deferminantga Qik elementning minori deyiladi va u M ik kabi
belgilanadi.

Masalan, (4) determinantning C l element turgan yo'lni 
h;imda ustunni o‘chirish

£ ll l  ( -12 c /13

C\n 0 ^

tuitijasida ikkinchi tartibli ushbu

м 31 = ",2 *13
01 )-)

ilciorminant hosil bo‘ladi. Bu (4) determinantning a,, elementi
minori bo‘ladi. Ravshanki, (4) determinant 9 ta minorga ega.

Ushbu

(-1  T k -Mik

miqdor (4) determinant Cl[k elementining algebraik to‘ldimvchisi 

deyiladi. U Aik orqali belgilanadi. Demak,

А = Н Г - л * й .
Masalan,

2 0 3 
1 2  0
3 0 1

dolcrminantning =3 elementining algebraik toidiruvchisi
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4 . =  И )
1+3 1 2 

3 О
= !•(!• 0 -2 - 3 )  = -6

bo‘ladi.
1-Teorema. Determinantning biror yo'lida joylashgan 

barcha elementlarning ularga mos algebraik to ‘Idiruvchilari bilan 
kopaytmasidan tashkil topgan yigindi shu determinantning 
qiymatiga teng bo 4adi.

^Buteoremani

« 1 1 « 1 2 « 1 3

« 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3

determinantning birinchi yoiida joylashgan яи ,а 12,а 13 
elementlaridan foydalanib isbotlaymiz.

Ravshanki, bu au , a, 2, al 3 elementlarning algebraik 
to6 Idiruvchilari

4, =H) =l

4 2 = ( - i  f 2 - M „ = -

bo‘ladi. Unda

«II *4l «12̂ 12 + «1з4з ~ «11
« 3 2  « 3 3

« 2 2 « 2 3

« 3 2 « 3 3

« 2 1 « 2 3

« 3 1 « 3 3

« 2 1 « 2 2

« 3 . « 3 2

« 21  1
« .2

« 3 2  <

+ ax

boiib, bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda (3) ga ko‘ra uchinchi 
tartibli determinant teng ekanini topamiz. Demak,

« 11 « 1 2 « 1 3
« 2 2 « 2 3 « 2 1 « 2 3

+  « ,3
« 2 1 « 2 2

« 2 1 « 2 2 « 2 3 — an « 1 2
« 3 2 « 3 3 « 3 2 « 3 3 « 3 1 « 3 2

« 3 1 « 3 2 « 3 3
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Eslatma. Biz yuqorida ikkinchi va uchinchi tartibli 
ih iii minantlar bilan tanishdik va ulaming xossalarini bay on etdik 

Xuddi shunga о ‘xshash n — tartibli (n  > 3)

Cl и  &  12 ••• ^ \ n

ci i a* у 2

ani an2
th h rminani tushunchasi kiritiladi va ulaming xossalari 
n'ryuniladi.

2.3. Determinantlarni hisoblash

Ma’lumki, ikkinchi tartibli determinant, ta’rifga ko‘ra
Cl\ j ^ 1 2

a2l ci22
Cly \Ct22 l̂\2Cl2\

ho ladi.
Uchinchi tartibli determinant, ta'rifga ko‘ra

" n a \~, a v

« 2 2 Cl2

" ч « 3 2 a ,

^ 2 2 a rs a 2\ a 23 Cl~)\ Cl 22

=  « 1 1 2 +  a u
C l^ C l\\ Cl} i a 33 Cl ̂  j Cl-y^

boiadi. Bu tenglikda qatnashgan ikkinchi tartibli determinantlarni 
liisoblab topamiz:

an ахъ

an a23 = e, 1 («22 • a^ - а2т, cTIsTisT ■ам

"ll a ̂2 аъъ
1 (l{, (a21’ ^32 ■a22 ■«31 ) '~ 1̂1̂ 22̂ 33 2̂ 23«3I + «I3«21̂ 32 (5)

^ l l« 2 3 « 3 2  « 1 2 « 2 I« 3 3  « 1 3 « 2 2 « 3 I

Demak, uchinchi tartibli determinant 6 ta had yig' indisidan 
iborat boiib, ulaming uchtasi musbat ishorali, uchtasi manfiy 
isliorali boiadi.

Musbat va manfiy ishorali hadlarni yozishda quyidagi 
lasvirlangan sxemalardan foydalanish qulay boiadi:
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3;
/

Agar uchinchi tartibli determinantni quyidagi ko'rimshda yozib 
olsak

auana„auan

a 2\a 22a 23a 2 i a 22

aMai2ai3ai\ai2
determinantning qiymatini Sarryus usuli deb ataluvchi usul bilan 
ham hisoblash mumkin:

4

4-

ч 4  4X

3-MisoL Ushbu

у

2 3 7
5 4 1
6 8 9

determinant hisoblansin.
■<Bu determinantni hisoblashda (5) formula va keltirilgan 

sxemadan foydalanamiz:
2 3 7

5 4 1
6 8 9

= 2- 4- 9 + 3- l- 6 + 7- 5- 8 -  7- 4- 6 -  3- 5- 9 - 2 - l - 8

= 72 + 18 + 2 8 0 -1 6 8 -1 3 5 -1 6  = 51. ►
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Determinantni (ayniqsa, yuqori tartibli determinantlarni) 
iilnolthslida determinantning xossalari va yuqorida keltirilgan 
iHtnrniadan foydalaniladi. Misol tariqasida bitta . 4-tartibli 
i(pU i miiiantning hisoblanishini ko‘rsatamiz. Aytaylik, ushbu

1 2 3 4
0 2 5 9
0 0 3 7

-2 -4 -6 1
ilt'iriminantni hisoblash lozim boisin. Awalo determinantning 
iilimclu yoiini 2 ga ko‘paytirib-4-yoiiga qo‘shamiz. Natijada 5- 

koia ^
1 2  3 4!
0 2 5 9!

0 0 3 7
0 0 0 9

Ini'Imli. Keying! determinantning birinc'

Д =

jii yoiini birinchi ustun
Inn alinashtiramiz. Unda 1-xossaga koia

|l 0 0 0|
2 2 5 91
3 0 3 7
4 0 0 9i

ltd huh
lindi keltirilgan teoremadan foydalanib (determinantning 

bit iik In vok Ida joylashgan elementlari bo'yicha) topamiz:
|l 0 0 0|

Д =

i -4 .  = ( - i f

2 2 5 9
3 0 3 7
4 0 0 9 

2 5 9 
0 3 7 
0 0 9

1 ■ At, + 0 • An + 0 • Ли + 0- Au

54 + 0 + 0 -  0 -  0 -  0 = 54.
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2.4. Chiziqli tt|||amalar sistemasi Kramer usuJ.

Ikkita chiziqliiti<[ama]ardan iborat ushbu

1°2I \ y = b 2 (6)
sistema ikki x va , . .
, .. .. . , Ш lumh chl2Klli tenglamalar sistemas deyiladi, bunda аи л,> n ^
, , 122 sonlar tenglamalar sistemasinini
koeffitsiyentlan, *, v . , ^  ozod ^

(6 > s ,stemani4lffi,s ,yem landanushbu

a12
, a22 Ideterminantni, so'ngi j . . .  I

elementlarni ozod hadi»tmg ™ ”^ mS blrinchi ustunidagij

b\ an
~"Z '̂>1 I

determinantni, ikkinck„ ■ , I
almashtirib e emen^a™ oz°d hadlar bilan j

a [ I h {

j Cl2\ 
determinantlar hosil qi^

Demak, (6) hol<|a har ^  д
determmantlarga ega Ц  ’ v ’ >

2-Teorema. Ц и М и

Clx
=A.

tenglamalar sistemasi k, , „ . л" bo Is in. Agar
1) А Ф 0 bo'lsAt, .

iu (7) sistema yagona (x , y )
yechimga ega bo lib,



Ы< huh;
2) Д = О bo‘lib, Av;*0, Д 0 bo ‘Isa, и holda (7)

thii niu yechimga ega bo ‘Imaydi;
3) Д = Д v = Д v = 0 bo ‘Isa, и holda (7) sistema cheksiz ко ‘p

i r, hitiiga ega bo ladi.
< (7) sistemaning birinchi tenglamasini a22 ga, ikkinchi

lintlamasini -an ga ko‘paytirib, "se<ng ulami hadlab qo‘shib 
Inpunn/

a, ^â ~x + flpfl,, v = a21b],
- a 21a!2x -  ai2a22y = - a l2b2

a j j а т, a q ■> a i  j ) x a a \^b2 
Kxyingi tenglikdan

A ■ A" = A v,
y* HI

A
Nm lislu kelib chiqadi.

Shuningdek, (7) sistemaning birinchi tenglamasini - a 2] ga,
ibltiiH In tenglamasini au ga ko‘paytirib, so‘ng ulami hadlab 
t|t«‘ iliif̂  topamiz:

1̂1̂ 21*̂  1̂2*̂ 21.̂  b\^2l ’ 
aua2ix + ana22y  = b2au

^2\Ь\'
Bu tenglikdan

a -7 = a v,
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ya ni

boiishi kelib chiqadi.
Shunday qilib berilgan tenglamalar sistemasi quyidagi 

|" A -x  =  A v

\ b- y  = Д ,
ko‘rinishga kelib. sistema Д =* 0 bo‘lganda yagona yechimga ega 
bo‘lib,

x=r Д, ; _ Ay 
A ’ У A

boiadi.
Shunga o‘xshash A = 0 boiganda sistema yechimga ega 

boimasligi, A = Av = Aj; = 0 boiganda sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega boiishi ko‘rsatiladi. ►

4-misoI. Uskbu
J 2x + 3y = 1 

\3jc + 5.v = 4
sistema yechilsin.

■^Bu sistema uchun A, Av, A x larni topamiz:

A =
2 3 1 3II 0 1 чО II > II

3 5 .X 4 5
= 5 -1 2  = -7 ,

Demak,

x

A, =

A, -7

2 1 

3 4
= 8 - 3  = 5.

A,
A 1 

boiadi. ►-
5-misol. Ushbu
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= 5-(-0 ,14)-  0,35 - (-2) = -0 ,7+  0,7 = 0 

4 - ( - 0 , 1 4 ) - 2 - ( - 2 ) Д о , 56 + 4= 3 ,44*0

[ 5х -  2у = 4,
[0 ,35л-0 ,14у  = 2

*i\h пн/ ycchilsin.
•4 Bu sistema uchun A, A (, A r lami topamiz:

5 -2
0,35 -0,14

4 -2
V 2 -0,14

Demak, berilgan sistema yechimga ega emas. ►
Uchta chiziqli tenglamalardan iborat ushbu

аих + а]2у  + а ^  = Ьх,

a2xx + a22y  + a2iz = b2, (8)
а чх + аЪ2у  + a3,z = /?,,

M .u-ina uchta x ,y  va z noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi
ilrviladi, bunda au ,a]2,an ,a2],a22,a2̂ ,a^ ,an ,an sdh'lar tengla-
inal.it sistemasining koeffitsiyentlari, bx,b2 va b:, sonlar ozod
li.uil.tr deyiladi.

(8) sistemaning koeffitsiyentlaridan quyidagi
au a\2 «13

A = «2! Cl22 «23

«31 «32 «зз
ikliinchi tartibli determinantni hosil qilamiz. So‘ng bu deter- 
minantning birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarini mos ravishda
П /i/od hadlar bilan almashtirib quyidagi determinantlarni tuzamiz:

A
b, Cl\2 «13 a ll b i « 1 3 au a]2 h

= b2 « 2 2 « 2 3 , A , = ch \ b2 « 2 3 > Д 2 = U 2\ a n b2

b. d-̂ 2 « 3 3 а ъ\ A O y 3 aM (X 32 b >

Demak, (8) sistema berilgan holda har doim A,AV,A, ,A,
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determinantlarga ega bo‘lamiz.
3-Teorema. Faraz qilaylik,

anx  + al2y  + anz -  bv

< a21x + a22y  + a23z -  b2, 

aixx  + ai2y  + an z = . 
tenglamalar sistemasi berilgan bo‘bin. Agar

1) А Ф 0 bo‘Isa, и holda (8) sistema yagona ( A\ v, ") 
yechimga ega bo 'lib,

A.. A.
У =

A ' A ' A
bo ‘ladi;

2) A = 0 bo‘lib, Ал * О, А . Ф 0, A ^ 0  bo‘Isa, и holda 
(8) sistema yechimga ega bo'lmaydi;

3) A = A  ̂ = Ai, =A z = 0 bo'lsa, и holda (8) sistema
cheksiz ко ‘p yechimga ega bo ‘ladi.

•^Bu teoremaning isboti 2-teoremaning isboti kabidir. ►
6-misol. Ushbu

^2x + 3 y - z  — 5,

x  + у -r2z - 1 ,
2 x - y + z = l

tenglamalar sistemasi yechilsin.
A  Awalo sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan A deter- 

minantni hisoblaymiz:
2 3 -1

= 2 + 12 + 1- (-2 ) -  (-4 ) - 3  = 18.A = 1 1 2 
2 -1 1

Demak, berilgan sistema yagona yechimga ega. Endi 
Ax, A , A. determinantlarni hisoblaymiz:
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5 3 -1

7 1 2 = 5 + 6 + 7 - ( - 1 ) - ( - 1 0 ) - 2 1  = 8,

1 -1 1

2 5 -1
= 1 7 2 — 14+ 20 — 1 — ( —14) — 4 — 5 = 38,

2 1 1 f
\2 3 5 \

1 1 7 = 2 + 4 2 -5  —10—(—14) —3 = 40.

2 -1 1

Unda
_ _ _8_ _ 4 

X ~ A ~ 18 ~ 9 
_ А ^ _ 3 8 _ ]1 9

У ~ A ~ 18 ~ 9 
 ̂ _ 40 _ 20

" ~ Д ~ 18 ”  9
I»»'ladi. ►

Yuqorida keltirilgan tenglamalar sistemasining yechimini
lopish usuli Kramer usuli deyiladi.

Shu usul bilan n ta chiziqli tenglamalardan tuzilgan n ta
v,, x ,,..., xn noma’lumli tenglamalar sistemasi

' a nxx+ йрХ? н— •+ a \ n X n  '

£ to + a22x2 +•■ • + « lA

О11

«„Iх1 + a „ 2 X 2  + ‘• • + a n n X „

i\i ham yechish mumkin.
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2.5. Chiziqli va kvadrat tengsizliklar

Maiumki, ushbu ax + b s  0, ax + b>  0, ax + b < 
ax + b < 0  ko'rmishdagi tengsizliklar sodda chiziqli tengsizlikl 
deyiladi, bunda a,b  berilgan sonlar, x  esano1 malum.

Chiziqli tengsizlik
ax + b>  0 (9)

ni yechish usuli:
ax + b>  0, 

ax > -b.
Keyingi tengsizlikning yechimi a ning ishorasiga bogiiq

boiadi:
a) Aytaylik, a > 0 boisin. Bu holda tengsizlikning ikki 

tomonini a ga boisak, tengsizlik ishorasi o‘zgarmaydi va

a
boiadi. Demak, bu holda tengsizlik yechimlari cheksiz ko'p boiib, 

h \
ular —  , -foo to‘plamni (yechimlar to^plamini) hosil qiladi.

- a )
b) Aytaylik, a < 0 boisin. Bu holda tengsizlikning har ikki 

tomonini a ga bo isak, tengsizlik ishorasi qarama-qarshisiga 
o‘zgaradi va

* < - *
a

boiadi. Demak, bu holda ham tengsizlik yechimlari cheksiz ko‘p 
{ &boiib, ular —oo,----to‘plamni (yechimlar to‘plamini) hosil

a j
qiladi.

d) Aytaylik, a = 0 boisin. U holda b>  0 tengsizlik hosil 
boiadi. Bu tengsizlik bajarilgan, yoki bajarilmagan boiishi 
mumkin. Birinchi holda ixtiyoriy son berilgan tengsizlikni yechimi 
boiadi. Ikkinchi holda esa hech qanday son yechim boia olmaydi.
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7-misol. Ushbu ' : :
j - 1  jc- 3 x - 2x --------> -----------------

2 4 3
h nysizlik yechilsin.

^Berilgan tengsizlikning ikki tomonini 12 ga ko4paytirib 
inpamiz: /

1 2 x - 6 ( x - l ) > 3 ( x - 3 ) - 4 ( ^ - 2 )

1 2 x -6 x  + 6 > 3x —9 —4x + 8.
Natijada 7 x > - 7  boiib, undan x > ~ l  boiishi kelib 

i lnqadi. Demak, berilgan tengsizlikning yechimlar to'plarni 
( l;+oo) boiadi. ►

Maiumki, ushbu
ax2 + bx + с > 0, ax1 + bx + с > 0,

ax' +bx + c < 0, ax2 +bx + c<0.
U'ligsizliklar kvadrat tengsizliklar deyiladi, bunda a, b, с berilgan 
•.onlar, x nomaium.

Kvadrat tengsizliklami yechishda
a hamda D = b2 -  4ac 

miqdorlaming ishoralari muhim.
Masalan,

ax2 + bx + c>  0
inigsizlikda a > 0, D > 0 boisin. Ravshanki, bu holda 
m ’ ¥bx + c = 0 kvadrat tenglama ikkita x, va x2 ildizlarga ega 
boiib,

ax2 + bx + с = a (x -  x, )(x  -  x2)
boiadi. Qaralayotgan tengsizlik ushbu

a ( x - x ,  ) ( x - x 2) > 0
va uning ikki tomonini a ga boiish natijasida

( x “ x1) (x -x -1) > 0
koiinishga keladi. Bu tengsizlik intervallar usuli yordamida 
vrchiladi.



Aytaylik, x, < x2 bo‘lsin. Unda, berilgan tengsizliknin 

yechimi xe(-co ,x ,)u (.v ,,+ oo ) bo‘lib, yechimlar to'plam 

(—oo,x, ) u ( x 2,+oo) bo‘ladi.
Endi kvadrat tengsizliklar va ulaming yechimin! 

ko‘rsatuvchi jadvalni keltiramiz:

Tengsizliklar a D Yechimlari

1 ax2 + bx + с > 0 a > 0 D >  0 (-oo;x, )и (л :2;+оо)
2 ax2 + bx + c> 0 a > 0 D > 0 (-co ;x ,]u [x 2;+oo)

3 ax2 + bx + c>Q a > 0
| 

fcl
! 

11 о f h ) ( b ) -oo;----- | u ------ ;+oo
V. 2a J V 2a J

4 ax2 +bx + c> 0 a > 0

t I 
b

! 
и о (-ao,+ac)

5 ax2 + bx + c>  0 
ax1 +bx + c>  0

a > 0 D<  0 (—oo,+oo)

6 ax2 +bx + c>  0 a < 0 D >  0 ( X| 5 Xj )
7 ax2 + bx + с > 0 a < 0 £>>0 [x,,x2]
8 ax2 + bx + с > 0 a < 0

1
11 О 0

9 ax2 +bx + c > 0 a < 0 11 о 11

» 
1^

-

10 ax2 + bx + с < 0 a<  0 D >  0 (-o o ;x ,)u (x 2;+oo)
11 ax2 + bx + с < 0 a < 0 D > 0 (-o o ;x ,]u [x 2;+co)
12 ax2 + bx + с < 0 a < 0 11 О

13 ax'  + bx + с < 0 a > 0 II о
* II

и
°

-
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н

l l \

< / \

i b x  +  с <  0  
I b x  +  с <  0

a  <  0 D<  0 ( —C O ,+O o)

i b x  ■+ с <  0  
+ b x  +  с <  0

a  >  0 D<  0 0

+  b x  +  с <  0 a  >  0 £> =  0 0

+ b x  +  с <  0 a  >  0

о 
|

llQ 
i

Ь
X \  2  a

+ b x  +  с <  0 a  >  0

o 
!

AQ

(л ил: )

+- b x  +  с <  0 a  >  0 D >  0 [ * , ,  x 2 j

+  b x  +  с >  0 a  <  0 D <  0 0

8-misol: Ushbu
2x ( x  + 2 ) > x ( 7 x  + \Q) + \

h nr\i::lik. yechilsin.
<4 Soddalashtirish natijasida

2x 4x 7x~ *ь 10x +1,

5x 4~ 6x -f 1 5= 0 
Im' I;idi. Keyingi kvadrat tengsizlik uchun

a ~ 5 > 0, Z) = 3 6 -4 -5 - l  = 16> 0

-6  ± 4 d  -6 ±  4 x,
2 a  1 0

Im hidi. Unda jadvalning 19 dagi formulasiga ko‘ra berilgan 

и nj'.sizlikning yechimi (yechimlar to‘plami) —1,—  bo‘ladi. ►
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3-MA’RUZA

I cliislikda Dekart va qutb koordinatalari sistemasi

v 3.1. Dekart koordinatalari sistemasi

Irkislikda ikkita o‘zaro perpendikulyar OX  va OY  to‘g‘ri 
(o'qlarni, ulaming musbat yo‘nalishlar,i 1-chizmada 

,̂i111in)  oiaylik.
Aytaylik, OX  o‘qi gorizontal, OY  o‘qi vertikal joylashsin

| I I In. 111.I).

1-chizma

OX va OY  to‘g‘ri chiziqlar koordinata o'qlari ( O X - 
ih*Ni. ..il;n o‘qi, OY - ordinatalar o‘qi), ular kesishgan О nuqta 
biionlmaUi boshi deyiladi.

Hu ikkala o‘q uchun bir xil bo‘lgan o‘lchov birligi-masshtab 
Hliliiti (u/unligi 1 ga teng kesma) ni olamiz. Natijada, O X , OY  
liiHiMliiiaia o'qlari va ularda tayinlagan masshtab birligidan iborat 
ilMi mi.i hosil boiadi. Bu sistema tekislikda Dekart koordinatalari 
tMilriiiasi deyiladi.

I jidi tekislikda ixtiyoriy M  nuqtani oiaylik (2-chizma).
-*• ii

Б M

► ^О

2-chizma
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M  nuqtadan abssissa o‘qi OX  ga MA , ordinata o'qi OY 
ga MB perpendikulyar tushiramiz. Bu peфendikulyar OX  o‘qida 
O A , OY  o‘qidan OB kesmalami ajratadi. Hosil bo‘lgan OA v 
OB kesmalaming uzunliklarini qanday ishora bilan olinishini 
quyidagi qoida aniqlab beradi:

1) agar A nuqta OX  o‘qida О nuqtadan o‘ng tomonda 
joylashsa, unda OA kesmaning uzunligi "+" ishora bilan, О nuq
tadan chapda joylashsa, unda OA kesmaning uzunligi ishora 
bilan olinadi.

2) agar В nuqta OY  o‘qida О nuqtadan yuqorida joylash
sa, unda OB kesmaning uzunligi "+" ishora bilan, О nuqtadan 
pastda joylashsa, unda OB kesmaning uzunligi ishora bilan 
olinadi.

Ishoralari keltirilgan qoidaga ko‘ra olingan OA va OB 
kesmalaming uzunliklarini mos ravishda x va у  orqali 
belgilaymiz:

x = OA, у -  OB..
Odatda, x  ga M  nuqtaning abssissasi, у  ga esa M  nuq- 

taning ordinatasi, umuman x  va у  ga M  nuqtaning koordinatalari 

deyiladi. M  nuqta koordinatalar orqali M ( x , y )  kabi yoziladi.
Demak, tekislikdagi ixtiyoriy nuqta o‘zining koordinatalari 

x  va у  lardan tuzilgan (x , y )  juftlik bilan to‘la aniqlanadi.
Aytaylik, x va у  haqiqiy sonlar berilgan boisin. 

Tekislikda koordinatalari shu x  va у  bo‘lgan nuqta quyidagicha 
topiladi: OX  o‘qida x  haqiqiy son, OY  o‘qida у  haqiqiy son
joylashtirilib, shu nuqtalardan mos ravishda OX  va OY  o'qlariga 
perpendikulyar o‘tkaziladi. Bu perpendikulyaming kesishish nuqtasi 
izlanayotgan nuqtani aniqlaydi.

Masalan,
A(  3 ,2), B ( - 1,3), C ( - l , - l )  

nuqtalarning tekislikdagi tasvirlari 3-chizmada ko‘rsatilgan.
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3-chizma

Mslatma. Abssissa o ‘qida joylashgan bare ha miqtalarning 
ordinata о ‘qida joylashgan barcha nuqtalarning 

sisst/lari nol b o ‘ladi. Koordinatalar boshining koordinatalari
(11,0) ho ‘ladi; О  ( 0 ,О) .

Yuqqiida aytilganlardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: 
likislikdagi ixtiyoriy nuqtaga x va у  haqiqiy sonlardan tuzilgan

hill,i (.v, v) juftlik mos keladi. Aksincha, ixtiyoriy x  va у  haqiqiy 

mMiLudari tuzilgan (x ,y}  juftlik tekislikda bitta nuqtani ifodalaydi.

3.2. Qutb koordinatalari sistemasi

Tekislikda tayin О nuqta va bu nuqtadan chiqqan tayin
О Г muni (sonlar o'qini) olamiz. So4ng masshtab birligini 
lanlaymiz.

Odatda, О nuqta qutb, OP nur esa qutb o‘qi deyiladi (4- 
rhi/ma).

------------------------------------- ---------------- ---------*
0 P

4~chizma

Tekislikda ixtiyoriy M  nuqtani ( О nuqtadan farqli) 
olaylik. О nuqta bilan M  nuqtani tutashtirib, OM kesmani hosil 
qilamiz. OM  ning uzunligini p ,  qutb o'qi OP bilan OM 
miming tashkil etgan burchakni <p deymiz (5-chizma).



р
5-chizma

Bunda p  qutb radiusi, <p esa qutb burchagi deyiladi. Bu p  va (p s 
lar tekislikdagi nuqtaning holatini aniqlaydi. Ular M  nuqtaning 
qutb koordinatalari deyiladi. M  nuqta qutb koordinatalari orqali 
quyidagicha yoziladi:
M{p, (p) .  Odatda, 0 < p  < +00, § < ( p <2 n  deb olinadi.

Bu holda tekislik nuqtalari bilan, uning qutb koordinatalari 
orasida (O  nuqtadan tashqari, О nuqta uchun p  — 0 bo‘lib, (p - 
aniq emas) o‘zaro bir qiymatli moslikda bo‘ladi. Bunday sistema 
qutb koordinatalar sistemasi deyiladi. Tekislikdagi har bir nuqta 
(nuqtaning holati О nuqtadan tashqari) bu sistema yordamida to‘liq 
aniqlanadi.

Shunday qilib, tekislikda nuqtaning holati Dekart 
koordinatalar sistemasida (x,_y) bilan, qutb koordinatalari

sistemasida esa ( p,(p) bilan aniqlanadi. Nuqtaning Dekart va qutb
koordinatalari orasida bog‘lanish mavjud.

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasini olib, qutbni О 
nuqtaga, OP qutb o‘qini esa OX  o‘qiga joylashtiramiz 
(6-chizma):
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ftfcxlik (lii bimr M  nuqtani olaylik. Uning Dekart koordinatalari 
!#()') ( M (a ,v )) , qutb koordinatalari (p , (p'j \J /I \p ,(p ^  bo‘l-
Ш ft «In/inadan ko‘rinadiki AOBM  to‘g‘ri burchakli uchburchak 
(p'llh ( >li v, MB~y,  OM = p, <BOM-<p bo'ladi.

ЛOHM dan topamiz:
л - pcoscp, у  = psintp  ( 1)

Itn lormulalar M  nuqtaning Dekart koordinatalarini uning 
f|Ml|t k'Mtldl natalari orqali ifodalanishini ko'rsatadi.

Sliuningdek A OBM  dan topamiz:

p - = ^ x 2+ y \  tg<p = ^~. (2)
X

Mu lormulalar M  nuqtaning qutb koordinatalarini uning 
(toliid ( koordinitalari orqali ifodalanishini ko‘rsatadi.

Masalart, С  nuqtaning Dekart koordinatalari

I I. г S  boisu. (с ’(1,л/з)) , uning qutb koordinatalari (2 ) 

5iMiHil.i)’,a ko'ra
r.— r  . л/з я

P = v  1 + 3 = 2 , tg<p = —  , cp = -

7t
Hit Imli Agar D nuqtaning qutb koordinatalari /7 = 3, r/> = — 

lm'1'..i, j /)["3 ,^ ] 1  uning Dekart koordinatalari (1 ) formulaga ko‘ra

III i I. ii 11

3.3. Ikki nuqta orasidagi masofa. 
Kesmani berilgan nisbatda bo4ish

l" .Ikki nuqta orasidagi masofa. Tekislikda ikki A va В 
11н«|(;11.и' berilgan boiib, uning koordinatalari mos ravishda ( x,, y t)



va (x2,^ 2) bo‘lsin: A В Bu nuqtalami to‘g‘
chiziq bilan birlashtirish natijasida AB kesma hosil bo'ladi. В 
kesmaning uzunligi A va В nuqtalar orasidagi masof- 
ifodalaydi. Masofani d bilan belgilaylik (7-chizma).

Berilgan nuqtalaming koordinatalariga ko‘ra d  ni topamiz. 
Keltirilgan chizmadan ko’rinadiki, t\ABC- to‘g‘ri burchakli 
uchburchak bo‘ lib, Л С = x2 -  х,, BC = y 2 - y l, AB = d 
bo‘ladi. Pifagor teoremasiga ko^ra

d  (-̂ 2 "̂1 ) + (-̂ 2 .̂ 1 )*"
ya’ni

d ^y](x2 - x\ f  +{Уг~У1 f  (3 >
bo'ladi. Bu ikki nuqta orasidagi masofani ifodalovchi formuladir.

Xususan, koordinatalar boshi 0 (0 ,0 )  bilan A(x,  y  ) nuqta 
orasidagi masofa

OA = л]х1 + y 2
boiadi.

Masalan, tekislikda A( 1,2) va 5 (4 ,6 ) nuqtalar berilgan 

bo‘lsin. Bu nuqtalar uchun x ,= l ,  _y, = 2; x2 =4,  y, = 6
bo‘lishini e’tiborga olib, A va В nuqtalar orasidagi masofani (3) 
formuladan foydalanib topamiz:
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d = ^ 4 - - 1)2 + (6 -  2 f = V9TT6 = 5.

M isol Qutb koordinatalarida berilgan M x (p {, <P\ ) va

\ / Г ,(/>,) nuqtalar orasidagi masofa topilsin.
< Aytaylik, bu nuqtalar tekislikda 8-chizmada 

«им! 11)*лndek tasvirlansin:

jl’j

> ^ 1

p
-*•

8-chizma

Keltirilgan chizmadan
M XM 2 = d , OM] ~ p {, < POM, = <px

OM2 = p 2, < P O M2 =<p2
< -  <p2 ~(p{ 

lii 1 Ir.liini aniqlaymiz.
Endi M/JAl ,  uchburchakni qaraylik. Kosinuslar

irnK-masiga ko‘ra
d 2 = p 2 + p i - 2p xp 2 cos(<p2 -<px)

V»l tli

d = JpT+  p \ -  2р,рг cos (<p2 -  ̂ )
Iи 1 hidi. ►

2°. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish. Tekislikda ikkita 
l( Vp V,) va B[x2, y 2) nuqtalar berilgan bo‘lib, ularni to‘g‘ri 

iln/.iq bilan birlashtirish natijasida AB kesma hosil qilingan. 
Slumingdek, biror musbat Л son ham berilgan ( / l> 0 ) .
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AB  kesmada shunday С nuqtani (nuqtan 
koordinatalarini) topish kerakki,

bo‘lsin. Bujarayon AB  kesmani berilgan nisbatda bo'lish deyila 
Izlanayotgan С nuqtaning koordinatalarini x va у  deyl 

(9-chizma):

Y

X

9-chizma

Ravshanki,
AD -  x  -  x,, CE = x2 -  x 

hamda, AACD va ACBE laro‘xshash. Binobarin
AD AC
СЕ CB

bo‘ladi. Demak,

x =
1 + A

bo‘lishi kelib chiqadi.
Xuddi shunga o‘xshash
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likbl litpilmli.
ф  Nliumlay qilib, berilgan A^xx, y x) va В (x ,, V,) nuqtalarni 

alilni'.lubn liosil bo‘lgan kesmani berilgan A son (A > 0 ) 

Ihlii bn'luvchi C (x ,v ) nuqtaning koordinatalari

X| + Ax 2
Т Г Г

y { + Ay2 
1 + A

l i t» '"
Nnsiisan, C ( x , y )  nuqta AB kesmani teng ikkiga 

In iniqia bo‘lsa, (ya’ni AC = CB) у ho\da
AC
CB

= Я  =  1

(tyllli ( ( v, r ) nuqtaning koordinatalari

x = . У-

Masalan, /1(2,9) va £ ( -4 ,3 )  nuqtalarni birlashtiruvchi

Ah ki sniani A - — nisbatda
5

HtM |) и и m; > koordinatal ari 
7

Я = — I bo‘luvchi С ( x, >’) 
CB 5 )



Mashqlar

1. Uchlari A(-5;  3), 5 ( 2 ; - 4 )  nuqtalarda bo’lgan 

kesma berilgan. С (x; у ) nuqta kesmani — nisbatda bo

C(x; v) nuqta koordinatalari bilan AB  kesma uzunligi topils

2. Bir uchi (8; 2) nuqtada, o‘rtasi (4 ,-12 ) nu
bo‘lgan kesmaning ikkinchi uchi koordinatalari topilsin.

3. Tekislikda diagonallari koordinata o‘qlari bo‘ 
joylashgan, ularning kesishgan nuqtasi koordinatalar bo 
bo‘lgan kvadrat berilgan bo‘lsin. Agar kvadratning diagonali 
teng bo‘lsa, uning uchlarining koordinatalari topilsin.

4. Tekislikda M(2;6) nuqta berilgan. Abssissa o‘qi 
nuqtadan d =10 ga teng masofada joylashgan nuqta topilsin.

5. Agar A nuqtaning Dekart koordinatalari x=l, y=l bo 
uning qutb koordinatalari - p,  <p lar topilsin.



4-MA’RUZA 

Vektorlar

4,1, V>klor tushunchasi va vektorlar ustida amallar

I iiln.iula, tcxriikada va fanning turli sohaiarida uchraydigan 
Si i hi tin lie ha bo‘ladi. Ulardan biri faqat son qiymati bilan 

(niasatan, uzunlik, og‘irlik, hajm va h.k) ikkinchisi esa 
i|i vm.Hi bilan birga yo‘naiishi ma’lura bo‘lgandagina 

lytî iin (masalan, tezlik, kuch va h.k) hisoblanadi. Odatda, 
Imlilagi miqdorlar skalyar miqdorlar, ikkinchi holdagi 

jillnt i".a vektor miqdorlar deyiladi.
Vn'nalishga ega bo‘lgan to‘g‘ri chiziq kesmasi vektor 

ib.)l 11 1 clii/mada ko'rsatilgandek tasvirlanadi:

1 -chizma

4 MiH|lii vi kiorning boshi, В nuqta vektorning oxiri deyiladi, vek- 
Г/i esa AB  kabi belgilanadi. Vektorlami bitta harf bilan 

$ Mfilanadi, bunda harf ustiga strelka qo‘yiladi, masalan, a .

IHtHiiiniii’ u/unligi vektorning uzunligi deyilib, uni AB (yoki

|фкн1ч belgilanadi. Agar a vektorning uzunligi 1 ga teng, \a\ -  1
Nti Un и bn lik vektor deyiladi.

Nj’ai vektorning boshi va oxiri ustma-ust tushsa, u nol
infcfoi iK viladi: 0 . Bu vektorning uzunligi 0 ga teng 6 = 0  bo‘lib,

iii(iii(i vi> nalislu aniq emas.

Ikki a va b vektorlar berilgan bo‘lsin. Agar:
I ) bu vektorlaming uzunliklari bir-biriga teng:

’) ular bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziqlarda 
j>11 hi lir.au,
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3) yo‘nalishi bir tomonga qaragan boisa, bu vektorlar 
biriga teng deyiladi va a - b  kabi yoziladi.

a a /
a :

2-chizma

Keltirilgan ta’rifdan, har qanday a vektomi parallel ravis 
vektor boshini tekislikning ixtiyoriy nuqtasiga ko‘chiri 
murakinligi kelib chiqadi (2-chizma).

Ikki a va b berilgan boisin (3-chizma):
12

lb
________ « _______*  c *
A В

3-chizma

Bu vektorlarning boshlari A va С lami bir nuqta О 

keltirib, tomonlari lal
-*

AB va b = CD bo'lgan parallelogram

yasaymiz (4-chizma).

Cr

4-chizma

О nuqtadan E  nuqtaga qarab yo‘nalgan, uzunligi OE ■

diagonalning uzunligiga teng bo‘ lgan OE  vektor a va b vektorlar 
yig‘indisi deyiladi va a + b kabi yoziladi.

Keltirilgan ta’rifdan
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а + b = b + a
ll.lo krlil) cliiqadi.

ll.ii qanday a = AB vektor uchun unga qarama-qarshi
: | s  vektor rnavjud bo‘lib, ular bir xil uzunlikka ega, 

qarama-qarshi tomonga yo'nalgan bo'ladi (5-chizma).

5-chizma

K.ivshanki,
a + \( - a ) - O .

Ikki a va b berilgan bo'lsin. a vektordan b vektorni 
lllffiwtsi deb, shunday с vektorga aytamizki,

b + с = a
liuli Vektorlar ayirmasi с -  c i -b  kabi yoziladi.

Yuqoridagidek, tomonlari |a| va b boclgan parallelogramm 

H§§nvmiz (6-chizma):

M.i lumki, AB vektor a va b vektorlar yig'indisi ЬоЧаг edi. Bu
|Hii;illelogrammning ikkinchi diagonali CD vektor a va b
и к;orlar ayirmasi bo4ladi: CD = a — b .
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a —b = a  + ( -b ).
Biror a vektor va к son berilgan bo‘lsin.

Uzunligi |A:| -|a| ga teng, yo‘nalishi esa к > 0 bo'lganda

vektoming yo‘nalishi bilan bir xil, k < 0  bo‘Iganda a ni 
yo‘nalishiga qarama-qarshi bo‘Jgan vektor к son bilan
vektoming ko‘paytmasi deyiladi va к -a kabi yoziladi.

Masalan, a, 2a, ( -З )я  vektorlar 7-chizma
tasvirlangan:

---- =— ►a
2a

 ̂ _ _ _

7-chizma

Odatda ( - l)a  vektor - a  kabi yoziladi. Ravshanki,

~BA -  AB
bo‘ladi.

Aytaylik, a nol vektor bo‘lmasin.
Bu vektorni uning uzunligi ja| ga bo‘lib, (ya’ni vekto

Дг ga ko‘paytirib) ushbu 
r l

Ravshanki,

a I
—- = e e
a \

birlik vektorga kelamiz. Keyingi tenglikdan
a — \a\-e (1 )

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu hoi har qanday vektor uning uzunligi 
bilan birlik vektor ko‘paytmasi sifatida ifodalanishini ko‘rsatadi.
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4.2. Vektorlarning skaiyar ko‘paytmasi va vektorlarning 
koordinatalari

Ikkita a va b vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu vektorlarning 
bnshlarini bir nuqtaga keltirib ular orasidagi burchakni (p deylik. 
(K-clnzma)

-—")
I Ishbu

\a\ • COS (p

iniqdor a va b vektorlarning skaiyar ko‘paytraasi deyiladi va 
(o,b) kabi belgilanadi:

[a,b}~ a ■ b -cos(p (2)
Vektorlarning skaiyar ko‘paytmasi quyidagi xossalarga ega: 
1) (d,b)  = (b ,d)
2) a,  b va с vektorlar uchun (a + b ,c)  = (a ,c) + (b ,c)

boiadi.
3) (а,Й) = |а |2 bo‘lib, Ja| = yj(a,a) bo‘ladi. ,

4) X son uchun (Aa,b)  = (а,ЛЬ) = Л(а,Ь)  bo‘ladi;

5) d va b vektorlar orasidagi <p burchak uchun 

(a , b )
cos cp --.Ц iir bo‘ladi.Hr

7ГRavshanki, <p = — boisa, a va b vektorlarning skaiyar
2

koLpaytmasi
^a ,b j = 0



bo‘lib, bu vektorlar o‘zaro perpendikulyar boiadi.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va a — A 
vektorni olamiz (9-chi/ т а ).

A va В nuqtalardan OX  o‘qiga perpendikulyarl 
tushiramiz. Ulaming OX  o‘qidagi asoslari A',B ' boisin.

Shuningdek A va В nuqtalardan OY o‘qiga perpendikul 
yarlar tushiramiz. Ulaming OY o‘qidagi asoslari A", B ” bo‘lsin 
A'B' kesma a vektoming OX  o‘qidagi proyeksiyasi, A"B" 
kesmaesa a vektoming OY o‘qidagi proyeksiyasi deyiladi.
Ular

ax -  A'B', a v = A"B"
kabi belgilanadi.

Agar (p -o‘tkir burchak (9-chizma) bo‘lsa, proyeksiy 
musbat ishora bilan, <p -o'lmas burchak bo‘lsa, proyeksiya manfr 
ishora bilan olinadi.

Odatda ax va a v lar a vektoming koordinatalari deyiladi. 
a vektor koordinatalari orqali quyidagicha

a{ax,ay) yoki d = {ax,a>]
yoziladi.

Agar OX  o‘qdagi birlik vektor i , OY  o‘qidagi birlik 
vektor j  deyilsa, u holda

a = ax- l+ay - j  (3)
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hu'ladi. Demak, har qanday vektor birlik vektorlar / va j  orqali
(\) formula bo'yicha ifodalanadi.

Yuqorida keltirilgan chizmadan ko'rinadiki, a vektoming
u/imligi

a

ho‘l;idi.
Endi koordinatalari orqali berilgan vektorlarning yigbindisi, 

nvirmasi, songa ko'paytirish va skaiyar ko’paytmalarimng
I lot lalarinrkeltiramiz:

Aytaylik, a va b vektorlar koordinatalari orqali berilgan
bo'lsin.

=  { a x ’ a y } ’ b = { b ' , b y } .

U holda
+ b = { a x +bx, ay +by] 

- b = { a x - b x, ay - b y} 

Ха = {Лах,Аау}

boiadi.
Shuningdek,

(a,b) = axbx +ayby

Г»у.ииб,
a b  + a b

cos (p -  — ; / ■— (4 )

bo'lndi.
Keyingi tenglikdan a = \ax, avj , b = {bx,bv| vektorlar-

nmg perpendikulyar boiishi uchun
aA  + a y b v = 0  

l«) lishi zarur va yetarli ekanini topamiz.



Aytaylik, a — yax,ax j vektoming OX  va OY  koordinat 

o‘qlari bilan tashkil etgan burchaklar mos ravishda a  va /? 

boisin. b vektomi 6 = {1,0} deb olib, (4) formuladan foydalanib
a

cos a  - (5)
V ? 0 a;+a;

boiishini topamiz.

Shuningdek, b vektomi b = (0,1] deb olib, yana (4) 
formuladan foydalanib

<x>sp = - ~ = 7  (6)
yj“; + a :

boiishini topamiz.

Odatda, cos a  va cos/? sonlar a vektoming 
yo‘naltiruvchi kosinuslari deyiladi.

( 5) va (6 ) tengliklardan

COS” oc +  c o s  r +  —— — -  =  1

boiishi kelib chiqadi.

2 , 2 ' •> 
a* + a v a r +(K

Mashqlar

1. 6 (0 ;-2 )  va c (-3 ;4 ) vektorlar berilgan boisa, 

а — ЪЪ — 2c vektoming koordinatalari topilsin.

2. a (7;3) va 6(5; 2) vektorlar berilgan. \a + b 
hisoblansin.

3. = 3, b 4, a b = 30° boisa, с - 3 a + 26

vektoming uzunligi topilsin.
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5-MA’RUZA

Kompleks sonlar 
Kompleks son tushunchasi

Aylaylik, a va b haqiqiy sonlar boisin. Ushbu 
a -  hi

IIimIii kompleks son deyiladi. Bunda i =  \ / - T  boiib, u mavhum 
(HiIlk ilcyiladi.

Kompleks sonlar bitta harf, ko‘pincha Z harfi bilan 
Myil.madi:

г - а Л -bi.
Dnn.ik, kompleks son ikki a va bi qismlardan iborat bo‘ladi.
I Nliiula. a son z kompleks sonning haqiqiy qismi deyiladi va 
Ц|< kabi belgilanadi:

a = Re r  .
b '.on csa z kompleks sonning mavhum qismi deyiladi va Itnz 

kill >i belgilanadi:
b = l m z .

Masalan, z = 2 + 3/' kompleks son uchun R ez = 2, 
hn 3 boiadi.
, 11 f  bi kompleks sonning mavhum qismining ishorasi bilan farq

i|iluvchi a - b i  kompleks son Z ning qo‘shmasi deyiladi va z 
knbi belgilanadi:

z —a - b i .
Ikki z l = a ]+b]i, z 2 - a 2+b2i kompleks sonlar 

Ih-i ilgan boisin. Agar
ax = a 2, bx - b 2 

boisa, z ] va z2 kompleks sonlar teng deyiladi va z , = z ,  kabi 
\o/.iladi.

5.1. Kompleks sonlar ustida amallar

Ikkita
z, = a, + bx ■ i, z2 = a2 + b2 ■ i 

57



kompleks sonlar berilgan bo‘ lsin.
Ushbu

(a, + a2) + (bx + b2) • / 

kompleks son z, va z2 kompleks sonlaming yig‘ indisi deyiladi v 
z ,+ z 2 kabi belgilanadi:

2i + z2 = ( ai + a2) + {b\ + b2) • i .
Ma’ lumki,

Demak,
z = R ez + /m z-/

Re(z, + z2) = Rez, + R e z 2,

lm (z, + z2) = 7/wz, + Imz2.
Yuqorida keltirilgan qoidadan foydalanib topamiz:

z + z = (a +  bi) + (a -b i)  =  (а  + я ) + (6  + (-Z>))/ = 2 a .
Ushbu

( a , - o 2) + ( 6 . - 6 2) - /  

kompleks son z, kompleks sondan z2 kompleks sonning ayirmasi 
deyiladi va z, — z2 kabi belgilanadi:

z, - z 2 = (ai - a 2) + (b] ~b2)-i.
Demak,

R e(z, -  z2) = Rez, -  R ez2,

Im (z, -  z2) = 7/«z, -  /w z2.
Ravshanki,

z - z -  (o  + b i ) - ( a -b i )  = (a -  a) + (b - ( - b f j i  = 2bi 
boMadi.

Ushbu
(a,a2 - 6 Д ) + (a]b1 + афх) • i 

kompleks son z, va z2 kompleks sonlaming ko‘paytmasi deyiladi 
va z, • z2 kabi belgilanadi.
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I slatrna Ushbu 
a 4 0 • i = a - haqiqiy son 
() + /;■ / = bi - sof mavhum son 
(> + / = / ,  0 — / — —i 

inuii4\,ih<ttlarni kelishuv sifaiida qaraymiz. 
tlllllil

?  = i ■ i = (0 +1 • i)(0  +1 • /) = -1  + 0 • i = - t

b-i = (b + 0-i)(0 + \ -i ) -0  + bi = bi
(mi Imh Utnuman,

.( .2 - i •

i1 = / ’ • i = - i  ■ i = 1,
• s *4 1  •I - i

-4/1 i *4«+l • *4и+2 i *4/1+3 ;I -  1, i  — z, z — — I ,  i  — h  
( ti 11.1111 r a I son) boiadi.

Ravshanki,
z - z = (a + bi)- (a -  bi) -  (a • я -  b '(~b)) +

-+- (  (  —b )  +  a  ’ b ) i  — { a ~  +  0  • /  ~  a *  +  6  ~
hi’in.ik, kompleks son o ‘ zining qo'shmasiga ko‘payganda 
lin p;iyima haqiqiy son ЬоЧаг ekan.

Ushbu
a ]a 2 + b ]b 2 i агЪх- а лЪг .

; т о + ~ о ’ 1
a2 + 2̂ a2 + 2

i.i»mplcks son z, va z2 (z2 Ф 0) kompleks sonlaming nisbati yoki

hu'linmasi deyiladi va —  kabi belgilanadi:
2̂

-! a\a2 + btb2 | a2b, - а хЪг . ( z ^  ( l )
z ,  a \  +  b ;  a ;  +  b ;

z,
Amaliyotda zx va z2 kompleks sonlaming nisbati —



kasming surat va maxrajini maxrajda turgan kompleks sornr 
qo‘ shmasiga ko‘paytirish bilan topiladi:
zt _ a, -I- bxi _ (л, + bti)(a2 -  b2i) _  axa2 + btb2 a2bx -  a}b2
z, a-y+bj (tf, + b j){a 2 — b j) a; + b2 a2 + b2

Masalan,
3 + 2/ _ (3 + 2 / ) ( 4 - 5 / ) _  2 2 - 7 /  22 7 .
4 + 5 / ~ ( 4  + 5 / ) (4 -5 / ) " "  41 ”  41 41*'

Yuqorida kiritilgan qo‘ shish, ayirish, ko'paytirish va bo‘ li 
amallari uchun amallarning bajarilish qoidalari o ‘ rinli bo‘ ladi:

Z + 0  =  Z,  Z , + Z 2 = Z 2 + Z „  ( Z , + Z 2 ) +  Z3 = Z 1 + ( Z 2 + Z 3 ) ,

0 ■ z -  0, 1 • z = z, Zj • z2 -  z 2 ■ Zj,

( z ,  - r 2 ) - 2 ,  =  Z, - ( z 2 • Z j ) ,  ( z ,  + Z 2 ) - Z 3 = Z ,  - Z j + z 2 - Z j

5.2. Kompleks sonni geometrik tasvirlash

Aytaylik, tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi 
z = a + bi kompleks son berilgan boisin (1 -chizma).

iI /

ir, M
о i Z  — Ct +!•£'

11
t111

0
...  ........ —a

1-chizma

Ravshanki, koordinatalari a va b bo‘ lgan (a,b) juftli 

tekislikda bitta nuqtani ifodalaydi. Uni M  deylik: M (a ,b ). В

nuqta z = a + bi kompleks sonning geometrik tasviri deyiladi.
Demak, har bir kompleks songa tekislikda bitta nuqta v 

aksincha, tekislikdagi har bir nuqtaga bitta komplleks son mo 
qo‘yiladi. Bu kompleks sonlar to‘plami bilan tekislik nuqtala '

60



(ft înini orasida o'zaro bir qiymatli moslik mavjudligini bildiradi. 
§ЙУИ< mi/;uda tutib XOY  tekislikni kompleks tekislik deb ham
mwM\

OX o'qida haqiqiy sonlar joylashadi: z ~ a  + Q i-a .  
IhiiiHiH1 udiun OX  o'qni haqiqiy o ‘q deyiladi. OY o 4qida sof 

sonlar joylashadi: z - 0  + bi~bi .  Shuning uchun OY 
(Ицш mavhum o4q deyiladi. t ; -

Kompleks sonlaming yig‘ indisi va ayirmasini sodda 
ik talqin etish mumkin.
Ravshanki, har qanday z ~ a  + bi kompleks son uchun

0/  vektoming OX  va OY o ‘qlardagi proyeksiyalari mos 
MNl'iM.i a va b boiadi (2-chizma)

Aytaylik,
z, = a, + £>,/, z2 -- a2 + b2i 

|hi I'hii Ma’ lumki, z - ,= z ,+ z 2 uchun

0
2-chizma

= (a, + a2) + (bj -f b2) • i
Мм l<«li ( Uchizma).

+

и

3-chizma
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Bundan ko‘ rinadiki, oz3 vektoming koordinata o'qlarida

proyeksiyalari oz, va oz2 vektorlarning shu o ‘qlardagi m 
proyeksiyalari yig‘ indisidan iborat bo‘ ladi. Demak,

oz3 = oz, + oz2

z, va z2 vektorlar ayirmasi z} = zt - z2 ~ zl+ ( - z 2) 4-chizma 
geometrik talqin etilgan.

5.3. Kompleks sonning trigonometrik shakli (ko‘rinishi). 
Kompleks sonning moduli va argumenti

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasini olamiz.
Biror

z = a + bi
kompleks sonni qaraymiz. Ravshanki, bu son tekislikda nuqtani 
tasvirlaydi (5-chizma):

¥

+X
0

4-chizma

■U£ 
; Cl a

5-chizma
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(I vektoming uzunligi, ya’ni 0 nuqtadan Z nuqtagacha bo‘ lgan 
iiuisola z kompleks sonning moduli deyiladi va |zj kabi 
hrl)»ilnnadi.

Ravshanki, z ~  a 4* bi kompleks sonning moduli 

|z| = 'sfa7 + b 2

(>o I.kIi (Pifagor teoremasidan foydalanildi). oz vektor bilan OX  
i* *(i orasidagi (p burchak z kompleks sonning argumenti deyiladi 
\ t\ ai ).’ : kabi yoziladi:

(p ~ arg z
Kompleks sonning argumenti 2 ктг (A: = 0 ,±1,±2,...)

HhujUkda ( z = 0 dan tashqari) bo'lib, uni ushbu
0 < a r g < 2/r

Hiunosabatda qaraymiz.
Yuqorida keltirilgan 5-chizmadan ko4rinadiki,

a . b b
eos<^ = —, sin (p~~,  tg(p--~ (2)

r r a
lin'hb, bu formulalar yordamida kompleks sonning argumenti
li»| »i l.uli.

Masalan, z = 14* i kompleks sonning moduli 

ĵ l = r = #  + l2 = yfl ,
iiiiMimciiti esa

tgcp -1 ,  <p~ 45е, arg z = 45°
ho Lull.

(2) tengliklardan topamiz:
a = r cos (p, b~rs\n(p

I )emak,
z = a + bi

Iminpleks sonni ushbu
z ~ r  cos <p 4- r sin <P'i~ г (cos <p 4- i sin <p)

|и» nmslida yozish mumkin. Kompleks sonning bu kokrinishi uning 
hij’oMomctrik ko‘ rinishi (shakli) deyiladi. Kompleks sonning bu
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ko‘ rinishi ko‘p masalalami hal etishda qulaylik tug‘diradi.
Ikki

z, = rx (cos^ , + /s in ^ ,) ,  z2 = r2 ( cos q>2 + i sin cp2 ) 
kompleks sonlami qaraymiz. Ulaming ko‘paytmasi

z, -z2 = rx -r2 [(cos#>, -cos^ 2 -s in ^ , -sin^2) +

+ / ( sin (pK cos <p2 + cos <px sin <p2) J =

- r x-r2 [cos(^>, + >̂2) + /'sin(^>1 + #>2) ]  
bo‘ ladi. Bu tenglikdan

|z,-r2| = /i-r, =|z||-|z2|,

arg (г, • z2) = (px + (p2 = arg z, + argz2
bo‘ lishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, ikkita kompleks sonlar ko‘paytirilgand 
ko‘paytmaning moduli modullar ko‘paytmasiga argumenti es 
argumentlar yig‘ indisiga teng bo‘ ladi.

Endi z, va z2 kompleks sonlaming nisbatini qaraymiz.
zx _  rx (co s<px + i sin (px) _  i] (cos^, + i sin (px) (cos <p2 -  isin <p2) 
z2 r2 (cos <̂>2 + i sin (p2) r2 (cos^2 + ?'sin^2)(cos$?2 -  isin (p2) 

rx [(cos  (px cos (p2 + sin (px sin <p2) + i (sin <px cos <p2 -  cos (px sin w2)]  

r2 (cos2 <p2 +sin2 <p2)

= -5-[c o s (щ -  <p2) + i sin (<px -  <p2)]
Г 2

Bu tenglikdan

arg—  = <P\-<P2 =  argz, -  arg z2
Z 2

boiishi kelib chiqadi.
Shunday qilib ikki kompleks sonning nisbati olinganda
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Mlnli,lining moduli surat moduli bo‘ lingan mahraj moduliga teng, 
nlnli.iining argumenti surat argumentidan mahraj argumentini 
Hvliivmiga tengbo‘ ladi.

lindi z = r (cos 43 + /sin#?) kompleks sonning darajasini
i|M invnii/.

Bu sonning n-darajasi (n-natural son) yuqorida aytilganiga
кн i.i

•... • z = r • r ■... • r"V-----  ̂ 4-----V-----J
i та n та

cos (^  + >̂+ ••• + $») + /sin(^ + ^ + - - + ^ )

VH tn

z" -  r“ (cos n<p + i sin n<p) (3)
im I.uli. Bu tenglik Muavr fonnulasi deyiladi.

Masalan,

z = 1 + / r = , (p Л
4 .

kumpleks sonning 10-darajasi
.\io / /г у °Г  Юл- . . Юя1̂) .\ ^ . 

(I i-/) = (v 2 ]  cos + isin  — 32(0 + /) = 32г 
\ 4 4 J

bn' l,itli
Aytaylik, z kompleks son va n -natural son berilgan 

liu'lsm n -darajasi shu z songa teng boigan w kompleks son, 
m? = z, (4)

t kompleks sondan olingan n -darajali ildiz deyiladi va \fz kabi 
ln’l îlanadi:

w->[z .

Faraz qilaylik,
z = r (c o s ^  + /sin#>), w = p(cos4* + /s in xF )

lio l .m. U holda Muavr formulasidan foydalanib, (4) tenglikni 
t|iividagieha

p"  ( c o s пЧ1 + isin nyY ) = r (cos <p + isin (p)
m’ , Keyingi tenglikdan



ya ni

р* = г,

п*¥ ~(р + 2кк (к -  0 ,±1,±2,...) 

р  = ^ \
(р + 2 кк

boiishini topamiz. Demak,

= 4 z  = Vr (р + 2кп . . <р + 2кл 
cos—---------- + 1 sm —----------- (A: = 0,±1,±2,...) (5)

n n
(5) ko'rinishdagi sonlar orasida faqat n tasigina turlicha boiishin 
ko'rsatish mumkin. Ular к ning

к = 0 ,l ,2 , .. . ,w - l  
qiymatlarida hosil boiadi.

Shunday qilib, z kompleks sondan olingan n-darajal 
ildizning n ta qiymati boiib, ular

<р + 2кя . . (p + 2kn 
cos------------+ i sm —----------

fonnuladan topiladi. 
Misol. Ushbu

(k = 0,1,...и- l )  (6)

w
ildizning qiymatlari topilsin. 

«4 Ravshanki,
/  Ъп . . Ъп cos—  + /sm-~\ + i = \f2
. 4  4

boiadi. (5 ) formuladan foydalanib topamiz:
f

w

Ъп
-  + 2 кк Ъп

+ 2 к л
cos- -H'sin-

= ^2 ( п 2кпЛ п 2к я Хcos — + + / sin — +
- U 3 J И з J . (к = 0,1,2)
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loi'llsin.

Vn/ilsin.

Mashqlar

.Quyidagi kompleks sonlaming moduli va argumenti

a) z = - 7 -г ;

b) z -  -  cos — 4 i sin — ;
5 5

.Ushbu kompleks sonlar trigonometrik ko‘ rinishda

a) - 2 ;
b) +iy[2 .
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6-MA’RUZA

Yuqori darajali tenglamalar

Chiziqli va kvadrat tenglamalar birinchi va ikkinchi daraj 
tenglamalar bo‘ lib, ulami yechish o ‘quvchiga maium. Endi yuqo 
darajali tenglamalami qaraymiz.

Quyidagi
@nX +Яи |Х* + • • • + OjX + CIq = 0 (1)

tenglama n -darajali tenglama deyiladi, bunda a0,ax,...a n berilg 
sonlar (haqiqiy yoki kompleks), x noma’ lum son, n -natural so
an *  0 •

Aytaylik, A'0 haqiqiy yoki kompleks son bo‘ lsin. Agar 

a„x" + an-iXo~' + ••• + a,x0 + a0 s 0 
bo‘ lsa, x0 son (1) tenglamaning yechimi deyiladi. (1) tenglamanin 
barcha yechimlarini topish bilan u yechiladi.

6.1. Ko‘phadlar va algebraning asosiy teoremasi

Ushbu
anx" + an_ lx"~1 + — h a,x + a0 

ifoda ko‘phad deyiladi, bunda a0,al,...a ll sonlar ko‘phadning 
koeffitsiyentlari, n esa ko‘phadning darajasi. Ravshanki, 
qaralayotgan ko‘phad x ga ( x o ‘ zgaruvchiga) bog‘ liq. Uni f ( x )  
kabi belgilash mumkin:

— dnX + H---- + + CIq

Agar A'’ son uchun

/ ( * * )  = 0
boisa, x* son f ( x )  ko‘phadning ildizi deyiladi.

Faraz qilaylik,
f ( x )  = anxn + ап_хх"'л + • • • + axx + a0,

$?(*) = bnx" + bn_xxn~x +--- + blx + b0 
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bo'phadlar berilgan boisin. Agar
ak = b k iyk = 0,1 ,2 ,...,л) 

lid' Isa. bu ko'phadlar teng deyiladi va f {x )  -  <p{x) kabi yoziladi.

Ravshanki, / ( x )  va <p(x) ko‘phadlaming yigindisi 

l {\)  ayirmasi / ( x ) - < p ( x ) ,  ko‘paytmasi f(x)-<p(x)

viuia ko'phadlar boiadi.
Aytaylik, f ( x )  hamda g(x)  ko'phadlar berilgan boisin.

/ ( v) ko'phadni g ( x )  ko‘phadga boiamiz:

/ ( x )  = g (x )-< 7 (x )  + r ( x ) .  (2)

Odatda, q(x)  boiinma, r (x )  esa qoldiq deyiladi. Bunda 

r( \) ko‘phadning darajasi g ( x )  ko‘phadning darajasidan kichik 
bu kuli.

Agar (2) tenglikda r (x )s= 0  boisa, /  (x )  ko‘phad g ( x )  

knpliadga boiinadi deyiladi. ( g ( x )  ni /  (x )  ning boiuvchisi 
hflin .Icb yuritiladi).

Aytaylik, / ( x )  ko‘phad berilgan boiib , uni x - a  ga

!*•>' Ij’.nnda boiinma q ( x ) , qoldiq esa r (x )  boisin:

/ ( x )  = ( x —a ) -^ (x )  + r ( x ) .

Ravshanki, bu holda qoldiq r (x )  o ‘ zgarmas songa teng 

Ihi laili: r(x ') — c.  Demak,
f (x )  = (x -a) -q(x)  + c.

Keyingi tenglikda x - a  deyilsa, 
f ( a )  = c

bo lishi kelib chiqadi. Bu esa / ( x )  ko‘phadni x - a  gaboiishdan 

I i o m I boigan qoldiq, / ( x )  ko‘phadning x = a dagi qiymatiga 
i• ид boiishini bildiradi.
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Demak, x — a son ./ (x )  ko‘phad ildizi boiishi uchun f  (x )  ning
x — a ga qoldiqsiz bo‘ linishi zarur va yetarli boiadi.

Odatda, bu tasdiq Bezu teoremasi deyiladi.
Agar / ( x )  ko‘phad ( x - a ) *  ga boiinsa (/r > l ) ,  a son 

f {%)  ning karrali ildizi deyiladi. Ayni paytda, f ( x )  ко‘ phad

( x - a ) * +l ga boiinmasa, a son / ( x )  ko‘phadning к karrali 
ildizi deyiladi. Bu holda

f ( x )  = ( x - a ) k-(p(x)

boiib, <p(x) ko‘phad x - a  ga boiinmaydi.
Quyidagi tasdiqni isbotsiz keltiramiz.
Tasdiq. Darajasi bir dan kichik bo ‘Imagan har qanday 

ко ‘phad kamida bitta ildizga ega bo ‘ladi (bu ildiz kompleks son 
bo ‘lishi ham mumkin).

Aytaylik, «-darajali
./ (x )  = anx“ + an_,x"-1 H—  + a,x + a0

ko'pbad berilgan boisin. Bu ko‘phad yuqorida keltirilgan tasdiqqa
ko‘ ra kamida bitta a, ildizga ega: f  (a , ) s 0 .

Shuning uchun
/ ( x )  = ( x - « , ) - ^ , ( x )

boiadi, bunda (x )  ко‘ phad boiib, uning darajasi n — 1 ga teng.

Agar n>\  boisa, unda (p[ (x )  ко‘phad ham tasdiqqa 

ko‘ ra kamida bitta a 2 ildizga ega. Demak,

(p\ (x )  = (x  -  a2) • cp2 ( x ) , <p2 (x )  - ko‘phad.

Natijada / ( x )  ко‘phad ushbu

f ( x )  = ( x - a l) ( x - a 2)-<p2(x) 
ko‘ rinishni oladi. Bu jarayonni davom ettirish bilan

f ( x )  = an( x - a l) (x -cc2) . . . ( x - a „ )
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Ifiinlikka kelamiz. Keyingi tenglikda ax,a 2,.. .a n sonlar orasida 
n’ /aio bir-biriga tenglari boiishi mumkin. Demak,

/ ( * )  = « , . ( * - «  i f  (x - a 2)kl . .\ x - a sf'
I'll' 111';.

k^+k2+--- + ks = n, i Ф j  da

a , * a j  ( i j  = 1,2,. ..s).
Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
Teorema (algebraning asosiy teoremasi). Har qanday n -

darajali (n > l) ко phad n ta ildizga ega (har bir ildiz necha
rah boisa, shuncha marta hisoblanadi).

6.2. Yuqori darajali tenglamalarni yechish

Algebraning asosiy teoremasi 
anxtl + an-iXH~l + — i- axx + a0 = 0 (3)

knglamaning n ta yechimi mavjudligini ifodalasa ham, umumiy 
Itolcla bu yechimlarni topish algoritmlarini aniqlab bermaydi. (3) 
u-nglamani yechish masalasi hozirga qadar katta muammo boiib , u 
nyrim xususiy hollardagina hal etilgan.

(3) tenglamaning yechimi tenglama koeffitsiyentlari ustida 
t|olshish, ayirish, ko‘paytirish, boiish va ildiz chiqarish amallarini 
hiijarishdan hosil boigan ifoda bilan aniqlansa, (3) tenglama 
iadikallarda yechiladi deyiladi.

Eslatma. Agar a = a + bi kompleks son (3) tenglamaning
vcchimi boisa, a sonning qo ‘shmasi a — a —bi kompleks son 
ham (3) tenglamaning yechimi boiadi.

Endi (3) tenglama radikallarda yechiladigan ba’zi hoJlarini
qaraymiz.

Ravshanki, n = 2 boiganda (3) tenglama avval oiganilgan 
kvadrat tenglamaga keladi:

ax2 + bx + с = 0.
Bu tenglama har doim ikkita ildizga ega:

- b + \Jb2 —4 ac —b ~ 4 b 1 -  4 ac



(diskriminant b2 -4 a c  > 0 bo‘ lganda, x, va x, lar haqiqiy va turl 

sonlar; b2 -  4ac = 0 boiganda x, = x, boiib , ildiz karrali 

b -  4ac < 0 boiganda x, va x2 lar bir-biriga qo‘ shma komplek
sonlar boiadi).

Endi (3) tenglamaning keyingi xususiy hollarini qaraymiz.
a) « = 3 boisin. Bu holda (3) tenglama

ajX"1 + a2x~ + ayx + a0 = 0 ,,
ko‘rinishga keladi. Qulaylik maqsadida keyingi tenglamani 
quyidagicha

+ atx2 + a2x + a3 = 0 (a0 5tO) (4)
yozib olamiz. (4) tenglama quyidagicha yechiladi:

1) (4) tenglamaning ikki tomonini a0 ga boiib , topamiz:

2) (5) tenglamada x = у  -  - -̂ 

almashtirish bajaramiz. Unda (5) tenglamaning chap tomoni ushbu

x ' + />,x2 + b2x + ЬЪ = 0 ,, (5)

bunda bk ~ —  (k = 1 ,2,3).
an0

b,

ko'rinishga kelib, quyidagi

almashtirishdan so'ng ( 5) tenglama 
/  + py + q = 0

ko‘ rinishni oladi.
3) (6) tenglamaning yechimini 

у  = n + v
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(g)
3

uliaitni qanoatlantirishi talab etiladi.
Ravshanki, (7) va (8) munosabatlardan qaralayotgan и va 

г I.и quyidagi

t2 - v t -  — = 0 
'  3

к \ .xirat tenglamaning ildizlari ekanligi kelib chiqadi (Viyet 
H:i»u*masi).

4) у  = и -f v ni (6) tenglamadagi у  ning oiniga qo'yamiz: 

{u 4- v) + р(м  + v) + qr = 0.
Natijada

W? + 3w2V 4- 3^v2 4- v3 4- pu 4- /?v 4- q = 0 ,
yam

(w3 4- У'1 4 -^ 4 - {bllV 4- р )(м 4 -v) = 0 (9)
I н» ladi.

Maiumki, w*v = —— . Unda 3t/v4-/) — 0 boiib , (9)

b<»' шiishda izlaymiz, bunda и va v lar ushbu

if 4- v 1 4- q = 0 , ya’ni w3 4- v3 = ~q

y ) + py + q = 0

I m  i! la m a

ко rinishga keladi. Demak, 

u ni’ iamani yechish ushbu

= - ?

_ Z  (l0)
~ 27

isicrtmni yechishga keladi.

з j P и -v = -------
27

5) (10) tengliklardan ko‘ rinadiki, u 1 va v  lar ushbu



kvadrat tenglamaning yechimlari boiadi. Bu kvadrat tenglam 
yechib topamiz:

Demak,

.3 .

1 4 27

и = t. = —-  +,
4 27

4 27

(П)

v u , 2 = - « J s L + £ i
2 V 4 27

6) (11) va (12) tengliklardan

„ J _ £ + t + £ l
V 2 v 4 27

( 12)

v = Л - —

(13)

. 2 V 4 27 
boiishini topamiz. Demak, (6) tenglamaning yechimi

Л1 . —  (14)
4 .27 \ 2 \ 4 27

boiadi.
(14) tenglik Kardano formulasi deyiladi. Bu formula

M +  V

yigindidan iborat boiib , har bir w va v lar uchtadan qiymatga ega. 
Unda и + v yig‘ indining qiymatlari 9 ta boiadi. Bu qiymatlar 
ichida uchtasigina (6) tenglamaning yechimi boiib , bunday и va v 
ning qiymatlari ushbu

Puv =
3

munosabatda boiadi.
7) Aytaylik, и va v ning (13) tengliklaming 

qiymatlaridan biri ul va v, boisin. Unda
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—l + л /з -i -1  — >/з- г
l i i  2  w p  : w 3  “  2  W p

- 1- л/З- / -1  +  л/з-/
V4 = --------- ----- — v v,  =  --------------- --------------- V.,

Iwt
S) (6) tenglamaning yechimlari
Г, =--Ux + vp

1 -kF - '
v , ^ - - ( u t + v ]) + - ~ - ( u ] - v l), : (15)

-= - ^ (w ,+ V ,) -^ ~ - (W i- V |)

lib, berilgan tenglamaning yechimlari
/>, 6, 6, 

*1 =  V, -  Y , *2 = ^ 2  3 >

Ц|1 III! I I
lm isol Ushbu . , ,,

x3 -  9x2 + 2 lx -  5 = 0
l̂ iivliima ycchilsin.

4  [berilgan tenglamada
x = у + 3 ■■■■•■

#|»»hi .liin ish bajaramiz. Unda
(v  + 3 ) ’ - 9 ( y  + 3):’ + 2 l ( v  + 3 ) - 5  = 0

И m
y3 — 6j/ + 4 = 0

Mh l.iih (14) formuladan foydalanib topamiz.

и = V -  2 + V 4^ 8  = tf-2  + Ъ
Ravshanki, bu kub ildizning qiymatlaridan bin

w, = 1 + /
Ini l.uli Unda

v  = ... -■  -  - 1  -  i

3 0 + 0



У, =2 ,  у 2 = - 1 - у / з ,  y , = -  1 + у/з 
boiadi. Demak, berilgan tenglamaning yechimlari

x, = 5, x2 = 2 -  V3, x3 = 2 + л/з
boiadi. ►

b) n = 4 boisin. Bu holda (1) tenglama
a4x4 + a3x3 +a 2x2 + a xx + a0 =  0 (16) 

ko‘ rinishga keladi.
(16) tenglama radikallarda yechiladi. Uning yechi 

algoritmi mavjud (qaralsin, [1]).
Eslatma. n>  5 bo ‘Igan holda (3) tenglamani 

radikallarda yechilishi masalasi haqida ко ‘p izlanishlar ol 
borilgan. Natijada quyidagi xulosaga kelingan.

Agar (3) tenglamaning darajasi besh va undan katta bo ‘Is 
(3) tenglama umumiy holda radikallarda уechilmaydi.

Endi yuqori darajali tenglamalaming radikallar 
yechiladigan yana ayrim xususiy hollarini keltiramiz. 

d) Ikki hadli tenglamalar.
Ushbu

ax"+b = 0 ( a *  0) (17)
ko'rinishdagi tenglama ikki hadli tenglama deyiladi. В 
tenglamaning yechimi

— I ^V a
boiadi.

2-misoL Ushbu
x5 +32  = 0

tenglama yechilsin.
Л Ravshanki,

х = ^ П .
Endi - 32 sonni kompleks son sifatida qarab 5-ma’ruzad 

keltirilgan formuladan foydalanib topamiz:
-3 2  = 32 ( cos n  + / sin л ) .

boiib, (15) formulaga ko‘ra



Kompleks sondan ildiz chiqarish qoidasiga ko‘ ra

(k -- 0,1,2,3,4)

\/ 32 = .^32(cos;r + /s in ;r )

л + 2кл . . я + 2кжл
cos- - + /sm -

Йн IihIi Demak,
ж

\, - 2| cos— + / sm-
7t^ It4 ( Ъп . . ЗяЛ

cos------hzsm — —
J j . > 1 I 5 5 J

7/T . . In  ,  ̂
t, ,\ .v, = 2  cos——t-1 sm—  !, A, = 2

V

c) Uch hadli tenglamalar.
I Ishbu

ax2" + bx“ + c = 0 (a  ^ 0)
im'imislidagi tenglama uch hadli tenglama deyiladi. 

Berilgan tenglamada
x“ = i

H im .iitlirish bajaramiz. Natijada berilgan tenglama
at2 + bt + c = 0 

к vmli.ii lenglamaga keladi va uning yechimlari
-b i  yl b2 —4 ac

9л- . . 9л-' 
cos—  + ;sm —

Ini' l;ul: Demak,

Kt'vmgi tenglikdan

h,2='

X = -

2 a

-b ±  yjb2 - 4 ac
2 a

l-b t 'J b 2 - 4 ac

In. hshini topamiz.
3-misol. Ushbu

i, nvLima yechilsin.

2 a

л6- 3 x 3- 2  = 0

(18)



<  (18 ) formuladan foydalanib topamiz:

3 ± >/9 — 8 13 + 1
x =

Demak,

Ravshanki,
ДО = V 2 .

ДО = VT = i- cos-
2 кл■ + z sm -2кл\

(к = 0 ,1 ,2).

Bundan,
v 0) _= 1,

bo‘ lishi kelib chiqadi. 
Shuningdek,

x (2> - \ [ l -  лр2 •

boiib, undan

2/r . .  2л (1) 4л- . . 4лг 
cos—  + zsm — , a', = co s—  + ism  —

3 3 2 3 3

f 2кл . . 2кл\ / . cos-------ь/sm—— I [k = 0,1,2)
v

Яо(!1= -Й , -(2) _  3. (
? . 1лcos—  + zsm-

з ;

2л-
v

/ . 4л(2) з/r ( 4л x, ' = v 2 • cos—
3 3

\

boiishini topamiz.cos —  + zsm- 
V 3  ̂ у

Shunday qilib, berilgan tenglamaning yechimlari
2л . .  2л 4л . .  4л , /rх, = 1, x2 = cos— + zsin— , x, = cos—  + zsm — , x4 = v2,

■ f t

3 3
2л . . 2л^ cos— + zsm

V у
x6 =>/2

3 3
boiadi. ►

Mashqlar
Quyidagi tenglamalar yechilsin:

1. 2x3- 5 x 2 + 8 x - 3  = 0
2. * 4 +1 = 0
3. 6x4 + 19x3 - 7 x 2 - 2 6 x  + 12 = 0
4. x 3 -  5x2 + 28  = 0 
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7-MA’RUZA

Tekislikda to‘g‘ ri chiziq va uning 
turli tenglamalar)

Tekislikda to'g'ri chiziq sodda, ayni paytda muhim 
!*»tniu-iiik tushunchalardan biri. Uni tekislikdagi nuqtalar to‘plami 
(iHit|i.ilaming geometrik o ‘mi) sifatida tushuniladi.

Ma’lumki, tekislikdagi nuqta o ‘ zining x va у  
(tttiMiliiKilalari bilan toiiq  aniqlanadi. Bu x va у  sonlar turli

ijlymailami qabul qilganda (x,y)  juftliklar turlicha boiib, ular turli
HiH|ial.imi tasvirlaydi. Odatda, bunday nuqtalar o ‘ zgaruvchi nuqta 
llryilatli. Agar o ‘ zgaruvchi nuqtaning koordinatalari x va у  lar 
Miloi bogianishda boisa, u holda bunday nuqtalar to‘plami 
||(pomc(rik o ‘ mi) biror geometrik shaklni ifodalashi mumkin. 
Ниц' I.in ish esa geometrik shaklning tenglamasi deyiladi.

7.1. To‘g‘ ri chiziqning umumiy tenglamasi

Faraz qilaylik, tekislikda ikkita tayin M x (x ., }\) va 

M.(K,,y2) nuqtalar berilgan boisin. Bu nuqtalardan baravar
H/ut|likda turgan nuqtalar biror to‘g‘ ri chiziqda boiishini, bunday 
iHit|(alar to'plami (geometrik o ‘ rni) to‘g ‘ ri chiziqni ifodalashini 
(iimiwur qilish mumkin. Shu xususiyatdan foydalanib undagi
tt /^aiuvchi P ( x, у ) nuqta koordinatalari orasidagi bogianishni 

uz (1-chizma).
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м \р = \[(х - хл)2 +{y~y>  f '

M 2P = J ( x - x, f  + ( y - y 2f
bo‘ lib,

yj(x -  x, f  + (y -  V, )2 = J(x -  x2 f  + (y -  у2 )2
bo'ladi. Bu tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘ tarib, so‘ 
qisqa ko‘paytirish formulasidan foydalanib topamiz:
x2 - 2x,x + x2 + y 2 -  2y}y  + y\ — x2 -  2x,x + x2 + y 2 -  2y2y  + y\ 

Keyingi tenglikdan 
2(x2 -x , ) -x  + 2(>'2- y l) -y  + (xf +y]  - x 22 - ^ 2) = 0 

bo‘ lishi kelib chiqadi. Agar
A = 2 ( x2 -  x ,),

B = 2 (^ 2 - y , ) ,
С = x2 + y 2 -  x2 -  y\

deyilsa, unda
Лх + By + C =  0 (1)

boiadi.
Demak, to4g i i  chiziqdagi ixtiyoriy P(x, y) nuqtaning x v 

у  koordinatalari (1) tenglama bilan bogiangan. Binobarin, b 
tenglamani to‘ gbri chiziqning tenglamasi boiadi.

Odatda (1) tenglama to‘ g‘ ri chiziqning umumiy tenglamas; 
deyiladi.

Eslatma. Agar tekislikdagi /1 ( л0, y Q) nuqtaning x{), y0
koordinatalari (1) tenglamani qanoatlantirsa, yani

Ax0 + By§ + С = 0
bo‘Isa, A nuqta to'g'ri chiziqda yotadi, tenglamani qanoatlan 
tirmasa, ya ’ni

Axq + B y -f С Ф 0
bo Isa, A nuqta to ‘g (ri chiziqda yotmaydi.

1-misol. Ushbu
3x -  2y -  8 = 0 (2)

Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra



Mon berilgan lo'g'ri chiziq tekislikdayasalsin. 
^M a’ lumki, ikki nuqta to‘ g‘ ri chiziqning tekislikdagi 

Inlilitti (o'liq aniqlaydi.
Aylaylik, x = 0 bo‘ lsin. Unda (2) tenglikka ko‘ ra

In'lnth I V-mak, (0, -4) nuqta to‘ g‘ ri chiziqda yotadi.
Aytaylik, у — 0 bo‘ lsin. Unda (2) tenglikka ко‘ ra

Tenglamasi 3x -  2y  - 8  = 0 bo‘ lgan to‘g‘ ri chiziqning
i Jikila joylashishi 2-chizmada tasvirlangan. ►

Ravshanki, (1) tenglama bilan berilgan to‘ g‘ ri chiziqning 
MH'iliMagi holati (vaziyati) tenglamadagi A,B,C  sonlarga bogiiq 
Й|( liidl

I) (1) tenglamada С = 0 bo‘ lsin. Bu holda (1) tenglama

lm imishga kelib, bu to‘ g‘ ri chiziq koordinatalar boshidan o ‘ tadi.
2) (1) tenglamada A ~  0 bo‘ lsin. Bu holda (1) tenglama

3 • 0 ~ 2j> -  8 = 0, 2y  = -8 , y  = - 4

8 2
3 x - 2 - 0 - 8  = 0, 3x = 8, x = —= 2 —

3 3
2 ^2 — ,0 nuqta to‘ g‘ ri chiziqda yotadi. Bu

nuqtalarni tekislikda yasab, ular orqali to‘ g‘ ri

(ЙИ#Ч"‘ ikazamiz (2-chizma).

/
,/

/

2-chizma

Ax + By = 0
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с
Ву + С =  0 , ya’ni у  —----- [ В *  0)

В
ko‘rinishga kelib, bu to‘g‘ ri chiziq OX  o ‘qiga parallel boiadi.

3) (1) tenglamada 5  = 0 boisin. Bu holda (1) tenglams
С

Ax + C = 0 , ya’ni x = -----
A

koiimshiga kelib, bu to‘ g‘ ri chiziq OY o ‘qiga parallel boiadi.
4) (1) tenglamada A = С = 0 boisin. Bu holda { 

tenglama
By = 0 , ya’ni у  = 0 

ko‘ rinishiga kelib, bu to‘g ‘ ri chiziq OX  o ‘ qini ifodalaydi.
5) (1) tenglamada B = C = 0 boisin. Bu holda ( 

tenglama
Ax = 0, ya’ni x = 0 

ko‘ rinishga kelib, bu to‘g‘ ri chiziq OY o ‘ qini ifodalaydi. 1
Demak, to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi 

Ax + By + С = 0
da А Ф 0, В ^ 0, С ^ 0 boisa, u holda bu to‘g‘ ri chizj 
koordinatalar boshidan ham o ‘ tmaydi, koordinata o ‘ qlariga parall| 
ham boimaydi.

1°. To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamas 
Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror £ to‘g‘ ri chiziq 
ni olaylik. Bu to‘g‘ ri chiziq OX  o ‘ qiga parallel boimasin. Binoba 
rin, I to‘ g‘ri chiziq OX  o ‘ qini kesib o ‘ tadi. To‘ g‘ ri chiziqninj 
OY  o ‘ qi bilan kesishgan nuqtani B,  OX  o ‘qining musba 
yo‘ nalishi bilan tashkil etgan burchakni a  deylik (3-chizma).
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To‘ g‘ ri chiziqda ixtiyoriy M  = M  (x , y) nuqtani olamiz. 
ilgan chizmadan ko‘ rinadiki, BMC -  to‘ g‘ ri burchakli 

Ui'lihiiichak, <CBM~<X,  BC — x, MC  = у  — b .
/М /С uchburchakdan

y - b
tga = -------

x
йп Ir.lиili topamiz. Bu miqdor to‘ g‘ ri chiziqning burchak

11 ilsiyenti deyiladi va A bilan belgilanadi:
k -  t g a .

Natijada
y  — b

к ~ ------- bo‘ lib, undan
x

у  = кх + b (3)
tin li .lii kelib chiqadi.

Demak, to‘ g‘ ri chiziqdagi ixtiyoriy M ( x , y ) nuqtaning x 
vn i' koordinatalari (3) tenglama bilan bogMangari.

Ushbu
у  = kx + b

It Ml'I.una to‘ g‘ ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi 
•If siladi.

(3) tenglama к va b larga bog‘ liq bo‘ lib, to‘ g'ri chiziqning
li kislikdagi vaziyati shu к va b lar bilan to‘ liq aniqlanadi. 

и
Masalan, a  = — , b = 2 bo‘ lgan to‘ g‘ ri chiziq tenglamasi

4
у  -  x + 2

, 71 ,Im ladi, chunki к = t g — = 1.
4

Eslatma. Agar to 'g ‘ri chiziqning umumiy tenglamasi 
Ax + By + C = 0 (4)

Ravshanki, В -  R(0;b)  bo‘ lib, b esa OB kesmaning
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к = - -

da В Ф О bo ‘Isa, uni to g ‘ri chiziqning burchak koeffitsiye 
tenglamasiga keltirish mumkin.

Haqiqatdan ham, (4) tenglamani у  ga nisbatan yechib,
A С

y  = ----- x ------ ,
В В

so‘ng

, ь = - £
В В

deyilsa, unda (4) tenglama ushbu
у  = kx + b

ko‘ rinishga keladi. Bu to‘g ‘ri chiziqning burchak koeffitsiyen 
tenglamasidir.

2°. To‘ g‘ri chiziqning kesmalar bo‘yicha tenglama
Aytaylik, tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror 
to‘ g‘ ri chiziq berilgan bo‘ lsin. Bu t to‘ g‘ ri chiziq koordinatal 
boshidan 0 ‘ tmasin va u OX  o ‘qidan a = OA kesmani, О 
o ‘ qidan esa b = OB kesmani ajratsin (4-chizma).

Y Ai
&N

f

X j\

v\.i \л  i \
b ^

4-chizma

Qaralayotgan to‘ g‘ ri chiziqda ixtiyoriy M = A / ( x ,y )
nuqtani olamiz. Keltirilgan chizmadan ko‘ rinadiki:
OAB , CAM  uchburchaklar to‘ g‘ ri burchakli uchburchaklar, 
<ЭС=х, M C =y,. CA — a -  x, OB = b, О A = a

Endi АО A В va A CAM  uchburchaklaming 
o ‘ xshash!igidan foydalanib topamiz:

M C С A , . у  a — x
------ = ------ , ya m — = -------- .
OB OA b a
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Keyingi tenglikdan

|)H tib uiulan

-  + 7  = 1 (5)
a b

(jtrlnhi kelib chiqadi.
Demak, to‘ g ‘ ri chiziqdagi ixtiyoriy M  (x,y)  nuqtaning x 

to i koordinatalari (5) tenglama bilan bog‘ langan. 
lislibu

a b
Ifiiglaina lo 'g ’ ri chiziqning kesmalar bo'yicha tenglamasi deyiladi.

(5) tenglama a va b larga bog‘ Iiq bo‘ lib, to‘ g‘ri chiziqning 
(tldnlikdagi holati shu a va b lar bilan tq‘ liq aniqlanadi.

Masalan, OX  o'qidan 2 birlik (a = 2 ), OY o ‘ qidan 3

hiilik ( l> -  3) kesma ajratadigan to‘ g‘ ri chiziq tenglamasi

2 3
hn'lmli.

I'slatma. Agar to 'g ‘ri chiziqning umumiy tenglamasi 
Ax + B y +  C = 0

,i,i ( /  О, Л *  0, ВФ 0 bo‘Isa, uni to'g'ri chiziqning 
ki siiKihir bo ‘yicha tenglamasiga keltirish mumkin.

Ilaqiqatan ham, (4) tenglamaning ikki tomonini - C  ga
111. Ill),

A В---- X ~i--------
-c -C

X

~̂ C -C
A в

no’ 111'
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А ' в
deyilsa, unda (4) tenglama ushbu

x У i----1--- ' — 1
a b

ko‘ rinishga keladi. Bu to‘ g‘ ri chiziqning kesmalar bo‘y 
tenglamasidir.

7.2. To‘g‘ ri chiziqqa oid masalalar

1°. Ikki to‘g‘ ri chiziq orasida burchak. Ikki to‘ 
chiziqning paralleilik hamda perpendikulyarlik shart|
Tekislikda ikkita <?, va C2 to‘ g‘ ri chiziqlami qaraylik, f, to‘
chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi

у  = kxx + bt ,
i 2 to‘g‘ ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi esa

у  = k2x + b,
bo‘ lsin. Bunda

К = tga{, k2 =tga2
(5-chizma).

Y

5-chizma

£| to‘ g‘ ri chiziqni M  nuqta atrofida soat strelkasiga tesk 
tomonga uni t 2 to‘ g‘ ri chiziq bilan ustma-ust tushguncha buri 

natijasida hosil boigan (p burchak (0  <( р<л} ,  ikki £l va



•ц‘г1 rln/iqlar orasidagi burchak deyiladi.
Ymjorida keltirilgan 5-chizmadan ko'rinadiki, cp burchak

(p = a ? -  a x
IhiIi

f  Mn’ lumki,
ш ( \ tga-y-tga,
*  tg<p = tg{a2 - g , ) = ..* .. ................

tg<p

In'IlK
blmli

k~, — A|
1 + k, ■ ki

1 + tga2 -tgax

(6)

ii ikki to‘ g‘ ri chiziq orasidagi burchakning tangensini aniqlab 

Masalan, ushbu

I  iH'B't* clii/.iqlar uchun

1 3■ — x + 2, У — —Х + 3 
7 4

к, =■
1

fc»t'lll». ular orasidagi a burchakning tangensi (6) formulaga ko‘ ra

tga

3
4

1 +  -  
4

_1
7 j  21 + 4

2 8 - 3
"  7

Hii IhiIi I )umak, berilgan to‘ g‘ ri chiziqlar orasidagi burchak
a -  45°

Ни I,nil
Aytaylik, ikki to‘ g‘ ri chiziq orasidagi burchak «  = 0 

liu I an Ravshanki, bu holda to‘g‘ ri chiziqlar parallel bo‘ ladi. Ayni 
|M\ iila



кх= к2 (7)
boiadi. (7) munosabat ikki to‘g ‘ ri chiziqning parallellik sha 
ifodalaydi.

Aytaylik, ikki to‘ g‘ ri chiziq orasidagi burchak a —

bo‘ lsin. Ravshanki, bu holda to‘ g‘ ri chiziqlar perpendikul 
boiadi. Ayni paytda

л 
t g ~ 2̂ 1̂ 

1 + kx-k2
■■ oo

boiib ,
1 + kx' k2 0 , ya’ni 

K j
(8)

boiadi. (8) munosabat ikki to‘g ‘ ri chiziqning perpendikulyar 
shartini ifodalaydi.

Eslatma. Aytaylik, ikki to ‘g ‘ri chiziq umumiy ко ‘rinishd 
tenglamalari

Axx + Bxy  + C, = 0 , A2x + B2y  + C2 = 0  
bilan berilgan bo ‘Isin. Bu to ‘g'ri chiziqlarningparallellik sharti

B,
A
в ,

perpendikulyarlik sharti esa
Ax-A2 + B x-B2 =  0

bo ‘ladi.
2°. Bir va ikki nuqtadan o‘ tuvchi to‘g‘ ri chiz' 

tenglamalari. Tekislikda tayin M, = M x ( x ,, v ,) nuqta berilg
boisin. Shu nuqtadan o ‘ tuvchi to‘g‘ ri chiziqni (to‘g ‘ ri chizi 
tenglamasini) topamiz. To‘ g‘ ri chiziqni, uning burch 
koeffitsiyentli tenglamasi

у  = kx + b (9)
ko‘ rinishida izlaymiz. Bu to‘ g‘ ri chiziq berilgan M x nuqta orqal
oiishi lozim. Binobarin, M, nuqtaning koordinatalari x, va y x 1
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(ihmuni qanoatlantiradi.
v, = kx^+b (10)

110) u-ngliklarni hadlab ayirib
у -  v, = kx + b -  (be, + b) ,

%
y - y l = k { x - x l) ( 11)

*|(i)iiiii lopainiz.
Нм (II) tenglama berilgan nuqtadan o4uvchi

1ГГИ.1М/.М tenglamasi boiadi.
(11) tenglamadagi к tayin son boisa, u holda (11)

“luma ( v v , )  nuqtadan o ‘tuvchi tayin bitta to‘ g‘ ri chiziq
'Mi

Ay.ar (11) tenglamadagi к turli qiymatlarni qabul qiluvchi 
‘ igtMiiwlii boisa, u holda (11) tenglama nuqtadan
*|yvi In to'g'ri chiziqlar dastasining tenglamasi boiadi.

Misol. P (3 ,2 ) nuqtadan о ‘tuvchi, ushbu

у - —x - 1
3

( 12)
lit hr. n/qa parallel bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi topilsin. 

^l/lanayotgan to‘ g‘ ri chiziq (12) to‘ g‘ ri chiziqqa parallel

t 'lulii kcrakligidan, ulaming burchak koeffitsiyentlari bir xil
’ III»,

У~У\ = - ( x ~ xi)

f lu 'l l  I in lo‘g‘ ri chiziq 3 ,2) nuqtadan o ‘ tadi. Demak,

M  mi

У - 2  = - { х ~3)

у = - x - 2
3

Imi Im>11 Hu izlanayotgan to‘g‘ ri chiziqdir. ►
89



Aytaylik, tekislikda ikkita M ] ( x ,, y, ) , M 3(x 2, 
nuqtalar berilgan bo‘ lsin. Bu nuqtalardan o ‘ tuvchi to‘ g‘ ri с 
tenglamasini topish uchun, avvalo Л7. ( x ,, у,) nuqtadan o ‘ tu 
to‘ g i i  chiziq tenglamasini (11) formulaga ko‘ ra yozib olamiz:

У-Ух = k { x - x x).

Bu ■ to‘g‘ ri chiziq M 2(x2,y '̂j nuqtadan o‘ tishi ke
Demak,

У2 - У, = k ( x 2 - x , )  
bo‘ ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:

k = b Z l l _ .  
x , - x ,

к ning bu qiymatini (11) tenglamadagi к ning o ‘miga qo‘ ys 
unda

x2 -  X,
boiadi. Keyingi tenglikdan

У2 - У 1 X2 ~ X1 
boiishi kelib chiqadi. Bu berilgan Л /^ х ,,^ ,) va M 2 (x, , y  
nuqtalardan 0 ‘ tuvchi to‘g‘ ri chiziq tenglamasi boiadi.

Masalan, А/, (2 ,3 ) , M 2 (4 ,5 ) nuqtalardan o ‘ tuvchi to‘ g 
chiziq tenglamasi

.y -3  _ x - 2  
T - i ~ 4 - 2 ’

ya’ni
у  = X + 1

boiadi.
3°. Berilgan nuqtadan berilgan to‘ g‘ ri chiziqqac 

boigan masofa. Tekislikda ushbu
Ax + By + С = 0



!№ bilan berilgan i to'g'ri chiziq va M x ( x ,, v ,) nuqtani 

lik
M, nuqtadan С to 'g ii  chiziqqa tushirilgan 

lllkulvaming uzunligi А/, nuqtadan P to‘ g‘ ri chiziqqacha 
fb tliyilaili (6-chizma).

6-chizma

iViprndikulyaming I chiziq bilan kesishish nuqtasi 
| ( I ,, v. ) boisin. Demak, nuqtadan to‘ g‘ ri chiziqqacha masota

I А/ ki'sinamng uzunligi boiadi. Uni d bilan belgilaymiz.
I b.libu

Ax + By + C = 0 ,
Bx — Ay +  Cj = 0

*H < hi/u|lar o ‘ zaro peфendikulyar boiadi, chunJci bu to‘g‘ ri 
|i|l<n in linn perpendikulyarlik sharti bajariladi:

A B  + B - ( - A )  = A B - A B  = 0 .

I iiula pcrpendikulyar to‘ g‘ri chiziqning А/, ( x ,, y ,) 
jttiliin n' iganligini e ’tiborga olib, uning tenglamasi 

B - ( x ~ x i) ~ A ( y - y l) = 0

£h li»liHii lopatniz. Ayni paytda, bu to’ g i i  chiziq M 2(yx2, y 2)

Ii.i111 o'tadi. Demak,
B-(x2 - x l) - A ( y 2~ y l)  = 0 

hcvmgi tenglikdan
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В ( х 2- х ,  ) = А (у 2- у ])

уа m
Х2 ' Л| У 2 У ]______

bo‘ lishi kelib chiqadi. Agar bu nisbatlarni t bilan belgilasak,

h. ~ x\ ^ У г ~У\ = t 
A ~ В

unda
x2 -  x, = At, x2 = x, + At ,

У2 ~ У\~ Bt, y 2 = y {+Bt
bo‘ ladi.

Ravshanki,

d = ^ " -  x. f  + (y2 -  у, )2 = В2 • |r| (1

Endi M 2 ( x2, y 2) nuqta qaralayotgan Ax + By + 
to‘ g‘ ri chiziqda yotishini e’tiborga olib topamiz:

Ax2 + By-, + С = A(x! + At) + B(yt + Bt) + С —

= ( /Ц  + By, + С) + t(A2 + B 2) = 0 
Keyingi tenglikdan

Ax | + + ( '
(15)

(16)

/42 + 5 2 
bo‘ lishi kelib chiqadi.

Demak, ( 14) va (15 ) tengliklardan

л = - f T T F  • ы J  Ax> * By<+ c \
*Ja 2 + b 2

bo‘ ladi. Bu berilgan nuqtadan berilgan to‘g‘ ri chiziqqacha bo* 
masofani topib beradigan formuladir.

Masalan, M, (3 , -4 )  nuqtadan

6x -  8 у  +  31 = 0 
to'g'ri chiziqqacha bo‘ lgan masofa (16) formulaga ko‘ ra
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Mashqlar

^t l<> 0 , b) v =  ——x + —, d)  —  +  ~  =  1
3 3 ' -3  2

" iijlni ickislikda tasvirlansin.
IM iImi I O.v f  5_y+ 12 = 0 t,o‘ g‘ ri chiziqning burchak
||| |H|l||sill

t It i Nr 15 = 0 to‘g‘ ri chiziq bo‘ylab yorug‘ lik nuri 
*§•(), n abssissalar o ‘qigacha borib, undan qaytadi. 
|H|и11и)* Irnjdamasi yozilsin.
, HiMiiltning diagonallari 8 va 3 birlikka teng. Agar 

ЬйПм diajioualmi OX o ‘q uchun, kichgina diagonalini 
(|»iltnl qilsak, romb tomonlarining tenglamasi yozilsin.

, ( InIiIiii 3 .v + v -2  = 0, x - 3 j + l  = 0 to‘ g‘ ri chiziqlar 
ЙНн Imk lopilsin.

| I Mil>n 2 x -  y - 3  = 0, x - 3 y  - 4  = 0 to‘ g‘ ri 
|цц krsisliisli nuqtasidan o ‘tuvchi hamda x +  у  =  1 to'g'ri 

|Mhillrl bo' Igan to‘ g‘ ri chiziq tenglamasi topilsin. 
f  lit Maii .f(12;0), 5(1; 8), C (0 ;5) nuqtalarda bo‘ lgan 

kiting /> nuqtasidan AC tomongacha bo‘ lgan masofa

I N ти с ' lik nuri OX  o ‘qiga qanday burchak ostida 
HIk'HiiIm qayigan nur a ( - 2;>/3| ва в(-3;2л/3| nuqtalardan

I i«hl>ii



8-MA’RUZA

Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziqlar

Biz sodda ikkinchi tartibli egri chiziqlar- aylana, el 
giperbola, parabola va ulaming xossalarini keltiramiz.

Ma’lumki, tekislikda berilgan (tayin) nuqtadan bar 
uzoqlikda joylashgan nuqtalar (tekislik nuqtalari) to'plami ayl 
berilgan nuqta esa aylana markazi deyiladi.

Endi aylananing tenglamasini keltirib chiqarish maqsa 
tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini va M 0 = M 0 ( x0,

nuqtani olamiz. Ravshanki, bu nuqtadan r masofada (/- > 0) 
lashgan nuqtalar (bunday nuqtalar to‘plami aylana bo‘ ladi) o ‘ 
ruvchi nuqtalar bo‘ )adi. Bunday nuqtalardan birini M  = M  (x

deylik. M 0(x0, y 0) va M ( x , y )  nuqtalar orasidagi masofa

8.1. Aylana

bo‘ ladi.
Keyingi tenglikdan

( x - x 0f  + ( y - y 0)2 = r 2 ( 1)
bo‘ lishi kelib chiqadi.

0

1 -chizma 
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ilniM<l«Y qilib, aylanada joylashgan o ‘ zgaravchi M ( x , y )  
^  fcoiiidmalalari x va у  lami bogiovchi tenglamaga 
ЙИ 11 > unglaina aylananing sodda tenglamasi deyiladi, r 

iinliii'.i deyiladi.
| Нмпик. aylananing tenglamasi markaz deb atalgan

|t(, | „ ) miqiaga hamda r radiusga bogiiq  boiib, ular
jtlit nylanaiiing tekislikdagi holati to‘ liq aniqlanadi.
Чмвинам, markazi koordinatalar boshida boigan aylana 

Hint quvidagicha
2 1  X' + у  = r"

4
Mi Indian, markazi (-1,2), radiusi 5 ga teng boigan 

к.Н1НЦ (niglamasi
( a‘ + 1)2 + (_ y -2 )2 = 25

I
Avlnna bilan umumiy bitta M ( x l, y l) nuqtaga ega boigan

j*ll i hl/iq aylanaga o ‘ tkazilgan urinma deyiladi.
11 n Ы > 11

? 2 2 X' + у  = r

ilHinny. ( V|,.V|) nuqtasiga o ‘ tkazilgan urinmaning tenglamasi

xxx + y xy - r 2 = 0 (2)
Л !|1М1ч1||»|1 ega

Mnsalan, ushbu x2 + y 2 = 8  aylananing (2,-2) nuqtasidan
§*Ин» I" ш imnaning tenglamasi

2.\ +- ( - 2 ) y - 8  = 0 , ya’ni x - y - 4 = 0

8.2. Ellips

likishkda ikkita tayin nuqtalami olaylik. Tekislikning bu 
Й1(ц1.|1,м|м< ba boigan masofalari yigindisi o ‘ zgarmas songa teng
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bo‘ ladigan nuqtalari to‘plami (nuqtalaming geometrik o ‘ mi) ell 
deyiladi.

Endi elhpsning tenglamasini keltirib chiqaramiz. Ta’ ri 
keltirilgan tayin nuqtalardan birini F, , ikkinchisini /\ orq 
belgilaymiz.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini quyidagic 
quramiz:
Fx va F-, nuqtalardan o ‘ tuvchi to‘g‘ ri chiziqni abssissa o ‘qi ( О 

o ‘qi), Fx F2 kesmaning o ‘ rtasidan o ‘tuvchi hamda abssissa o ‘qi
perpendikulyar bo‘ lgan to‘g‘ ri chiziqni ordinata o ‘qi ( O Y o ‘ qi) d 
olamiz (2-chizma).

7

В M

D

2-chizma

Aytaylik, Fx va F, nuqtalar orasidagi masofa 2с 

(c  > 0 )  teng boisin. U holda bu nuqtalaming koordinatalari m 

ravishda (~ c ,0 )  va (c , 0) boiadi:

/< ( - c ,0 ) ,  F2(c, 0 ).

Odatda, Fx va F2 nuqtalar ellipsning fokuslari deyiladi.

Ellipsda ixtiyoriy M ( x , y ) nuqtani olaylik. Unda elli 

ta’rifiga binoan FXM  va F2M  masofalar yigindisi o ‘ zgarm 

songa teng boiadi. Bu o ‘ zgarmas sonni 2a deylik (a > 0 ).
Demak,

FXM  + F2M  = 2a . (3)
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Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan foydalanib
»*<!/

I,M + .y~

\[ix - t'Y + (v  - 0 )2 = \j {x~cf
I inda (3) ga ko‘ ra

imli
f c  + c) + y 2 + <J(x + c } + vJ

+ Г

La

Hit icnglikni quyidagicha

^ (x  + c f + y 2 = 2  a - y j ( x - c ) 2 + y 2'

#tli, iming ikki toraonini kvadratga ko4arsak, unda

( \ i <•)" + v2 = 4a2 -4ctyJ(x-cy + y 2 + ( x - c ) ~  + y2 
Im«Ii Kunda esa

i i lex + c2 = 4a2 + 4ayj(x — с)" + у 2 + x 2 -  2cx + c  

J l ’iti

4cx-  4a2 = - 4 a -J ( x - c y  + y 2,

a2 -  cx -  a<J(x-c) ' + y 2

ll .lu kelib chiqadi. Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga 
tin i .h nalijasida

И i"

(a 2 -c x ) '  = a2 [ ( x - c ) 2 + y 2 j ,

2 / 7 1 > 2 /2  1 \ x (a“ -c~)  + a~y - a  (a ~c  )
I w  Mil I» »■ h d i .

K;ivshanki, 2a > 2c ya’ni a > с bo'lganligi uchun 
и « 0 boiadi. Uni h2 bilan belgilaymiz:

L 2 2 2b = a -  с .
Naiijada
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UZ « л>2 ^ 2 — s*2 U2X  ' h  4  у  Cl — CL b

bo‘ lib, undan

4 - 4 = ia2 b
(4)

bo‘ lishi kelib chiqadi.
Shunday qilib ellipsdagi o ‘ zgaruvchi M ( x , y ) nuqtai 

koordinatalari x va у  lami bogiovchi tenglama hosil boidi.
(4) tenglama ellipsning sodda tenglamasi deyiladi.

Ellips tenglamasi (4) da x ni x ga, у  ni у  
almashtirilganda (4) tenglama o ‘zgarmaydi. Demak, ellips (yo 
egri chiziq) koordinata o ‘qlariga nisbat simmetrik joylashgan. 

Agar ( 4) tenglamada у  = 0 deyilsa, unda
x2 -  a2, x ■- ±a 

boiadi. Demak, ellips OX  o ‘qini ikki A ( —a, 0) , C(a,
nuqtalarda kesadi.

Agar (4 )  tenglamada x = 0 deyilsa, unda 
y 2 = b 2, y  = ±b 

boiadi. Demak, ellips OY  o ‘ qini ikki Z?(0,Z>), D ((),-I  
nuqtalarda kesadi.

Odatda, A(— a ,0 ), B{§,b) ,  C (a ,0 ) ,  Z )(0 ,— b) nuqtai
ellipsning uchlari deyiladi. AC  кесма ellipsning katta o ‘qi, Bi 
kesma ellipsning kichik o ‘qi deyiladi.

Ravshanki, AC  kesmaning uzunligi 2a , BD kesmaniii 
uzunligi esa 2b ga teng. Demak, (4) tenglamada a ellips katj 
yarimo‘ qi, b esa kichik yarim o ‘qi boiadi.

Ushbu
2 2 

a b
tenglama bilan berilgan ellipsni qaraylik. Bu ellipsning fokusla 
orasidagi masofa 2c ga teng.

Ushbu
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,ih ellipsning ekssentrisiteti deyiladi. Maiumki, a > c .  
mk flhpsning ekssentrisiteti uchun

0 < < !
P’IhiIi (.i|>ar i  boisa, c = 0 boiib, ellips aylana boiib
MhiIu

I llipsning ekssentrisiteti ellipsning siqilish darajasim 
Jlimli llaqiqatdan ham, (4) munosabatdan, b2 - a 2—c~ 
IInIiiim e’liborga olib topamiz:

(5)

a2 ~ b 2
1

b'

Hu Icnglikdan ko‘ rinadiki, £ ning ortib borishi bilan —
a

litliiii kamaya boradi, binobarin, ellips tortila boradi.
I Misol. Katta o'qi 10 ga, ekssentrisiteti 0,8 ga teng 

/tt> liuiti i llipsning tenglamasi topilsin.
M Shartga ko‘ ra 2a = 10. Demak, a = 5. Maiumki 

f t *’’1 llll isllet
С

£ -■ c = a -s
a

I in S 0,8 = 4 boiadi. b1 -  a2 - c 2 boiishidan
b2 = 25 — 16 — 9, b = 3 

рЬип!i}>i kelib chiqadi. Izlanayotgan ellipsning tenglamasi
x | у  _  
2 5 + T ~

Mil llllll ►
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8.3. Giperbola

Tekislikda ikkita tayin nuqtalami otaylik. Tekisliknin 
nuqtalargacha bo‘ lgan masofalari ayimiasi o ‘ zgarmas songa 
bo‘ ladigan nuqtalar to‘plami (nuqtalaming geometrik о 
giperbola deyiladi.

Endi giperbolaning tenglamasini keltirib chiqar 
Ta’rifda keltirilgan nuqtalami F{ va F2 orqali belgilaymiz.

F{ va F2 nuqtalardan o ‘ tuvchi to‘g ‘ ri chiziqni abs

o ‘qi, F{F2 kesmaning o ‘ rtasidan o ‘ tuvchi hamda abssissa o ‘
perpendikulyar boigan to‘ g‘ ri chiziqni ordinata o ‘qi 
koordinatalar sistemasini quramiz (3-chizma).

Agar F\ va F2 nuqtalar orasidagi masofani 2с ( с > 

deyilsa, unda bu nuqtalaming koordinatalari mos ravishda ( —c, 

va (c ,0 )  boiadi:

f i ( - c , 0 ) ,  F 2 ( c , 0 ) .

Bu Fx va F2 nuqtalar giperbolaning fokuslari deyiladi.

Giperbolada ixtiyoriy M { x , y ) nuqtani olaylik. Un 

giperbola ta’rifiga binoan FXM  va F2M  masofalar ayirm 
o ‘zgarmas songa (uni 2a deyilsa) teng boiib , F\M -  F2M  = 2 
F2M  -  F\M -  —2 a , umuman



F M  - F M  = ±2a
jiili HrtV nhdiikl.

i Hliuik

+ y- F, M

Jt \ I -yf(x-c)2+ r

*Z‘)2+ y 2 - y / ( x - c ) 2+ y 2

■ ±2 a

±2 a
■I lipsning tenglamasini keltirib chiqarishdagi 

«ЙЦ.Н1 uliliii ItmIi) ) ikki tomonini kvadratga ko‘ tarib, so‘ng lozim 
■'Ijjtiu kiiihliilii'iliilp i shlami bajarib, natijada

= 1_ZI 
b2

bunda b2

(6)

■ c2 - a2, (a < c ) .||f|tlMlll|lll к till 1111,

Sliiinditv eq dlib, giperboladagi o ‘ zgaruvchi M ( x, .У)
......... . мц knuidiiin и -alari x va у  lami bog‘ lovchi tenglama hosil

Ни |fi) inijjlp ii na giperbolaning sodda tenglamasi deyiladi. 
(и|нчК||ц p»_am koordinata o ‘ qlariga nisbatan simmetrik 

H I i|t и zmada tasvirlangan. Giperbola ikki qismdan 
pHhii Infill», l»n i|in§ii—liar uning shoxchalari deyiladi.

Al'iii ( (i| lupi^lamada y = 0 deyilsa, unda
2 2 i x - a  , x = ±a

Iniiidi iviiuik, | ijperbola OX  o'qini A ( - a , 0) va £ ( a , 0) 
imlii kiMidi Bu nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi. 

if <|i I -)ilan kesislimaydi.
liJihii

с
£ -  — 

a
Hiii)'!"' i'i|n iliii|,iiiitf i(_7 ekssentrisiteti deyiladi.

Ai:.ii />’ , ~  - a 2 boiishini e ’tiborga olsak, unda
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, c~ a2 + b 2 , ( ь ) 2£- = _ _  = ------7— = 1+ -
ci a \ a )

boiib,

a
boiadi.

Giperbolaning ekssentrisiteti ham uning shakl 
xarakterlaydigan miqdordir.

Giperbola tenglamasi
x '2  2

2 ГГ  ̂a b
ni у  ga nisbatan yechib

b
’ = ±

uni quyidagicha yozamiz:

d  r ~ , 7  
y = ± —\ x  —a , 

a

y  = ± - x j  1— T .
a v лг

a1
Bu tenglikdan ко4rinadiki, x yetarlicha katta boiganda, —  nisbi

x"
0 ga yaqin boiib ,

и
V x

miqdor 1 ga yaqin boiadi.
Natijada ushbu

+ b , a% Jy  = ± — xJ 1-----7  * ±  —Jf
a V дг a

munosabat hosil boiadi.
Demak, x yetarlicha katta boiganda giperbol 

nuqtalarining ordinatalari ushbu
+ b 

y  = ± ~ x  
a
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I fii tin 
f|mli M«i

ii/u|lar nuqtalarining ordinatalariga yetarlicha yaqin

a
'р и i ln/iqlai giperbolaning asimptotalari deyiladi (3-chizrna). 

i I Misol Ushbu
\6x2 - 2 5 v 2 = 4 0 0  

nnng fokuslari, ekssentrisiteti va asimptotalari topilsin. 
^Agar tenglamaning ikki tomonini 400 ga boisak, unda 
tilling tenglamasi quyidagi

^ 'lin i thg;! keladi.
I Vmak,

25, b2 = 16,

£ - - > 1  = 1 
25 16

»/

I

с = л/а2 + b 2 = л/25 + 16 = лДТ, 

/ • ; ( - V 4 U 0 ) ,  F2 = F 2(J 4 l o ) ,

• л/41
</ 5

■iiiM|iii>i;ilan esa

ЙН lilill ►

4
v = — x, 
' 5

4

8.4. Parabola

Tekislikda tayin (. to‘ g‘ri chiziq va bu to‘ g‘ ri chiziqda 
ytiim.iv.na tayin F  nuqtani olaylik. Tekislikning I to‘ g‘ ri chiziq 
Inmи I.» /•' nuqtadan baravar uzoqlikda boigan nuqtalari to‘plami 
t*hm|i.ihn ning geometrik o ‘mi) parabola deyiladi.

luidi parabolaning tenglamasini keltirib chiqaramiz.
F nuqtadan o ‘tuvchi va f. to‘g‘ ri chiziqqa perpendikulyar 

(in If.iH to‘g‘ ri chiziqni abssissa o ‘qi (OX  o ‘qi), F  nuqta va (! 
1и у n chiziq orasidagi kesmaning o ‘ rtasidan o ‘ tuvchi va abssissa
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o ‘ qiga perpendikulyar bo‘ lgan to‘g‘ ri chiziqni ordinata o ‘ 
( OY  o ‘qi) deb, koordinatalar sistemasini quramiz (4-chizma).

F  nuqta bilan £ to‘ g‘ ri chiziq orasidagi masofani p
(

deylik. Unda F  nuqtaning koordinatasi — , 0
U  y

F  = F

boiib , £ to‘ g‘ ri chiziqning tenglamasi
Px =

boiadi.

Bu F
У ,v -  j

nuqta parabolaning fokusi, I to‘ g‘ ri chiziq

esa parabolaning direktrisasi deyiladi.
Parabolada ixtiyoriy M( x,y )  nuqtani olaylik. Unda 

parabola ta’rifiga binoan
NM  = FM

boiadi. Ravshanki,

NM = x + -

Demak,

FM
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v 2 J
I*11 tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘ tarib, so'ng 

ЫШ) bo Igan soddalashtirishlami bajarib
y 2 = 2 p x  (7)

|М ‘ llttl 11 h i  to p a m iz .

Shunday qilib, paraboladagi o ‘ zgaruvchi M(x,y )  
H(ii)iimin).1 koordinatalari x va у lami bog‘ lovchi tenglama hosil 
Ht) IUi (7) tenglama parabolaning sodda tenglamasi deyiladi.

Kavshanki, x -- 0 da у = 0 bo‘ ladi. Demak, parabola 
IlHMhluiai.i boshidan o ‘ tadi. Ayni paytda, uning tenglamasida у  
fcviiili iida qatnashgani uchun parabola OX  o ‘qiga nisbatan 
lliiiim iiik, ,r esa har doim musbat bo'igani uchun parabola OY 
H'i|inmr i>‘ ng tomonida joylashgan bo‘ ladi (4-chizma).

VMisol. Ushbu A( 1,2) nuqtadan о ‘tuvchi parabola 
ipHlthiiiuisi topilsin.

■4Modomiki, izlanayotgan parabola y 2 = 2 p x  A(\,2)

HiM|i.nlaii o'tishi lozim ekan, unda bu nuqtaning koordinatalari 
(•iitiibola tenglamasini qanoatlantiradi:

22 = 2 /? -1
Mu ii-ni’.lamadan p — 2 ekani kelib chiqadi. Demak,

y 2 = 4 x >

КЛ Ikkinchi tartibli egri chiziqlarning umumiy tenglamasi

Aytaylik, ushbu
Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F  = 0 (8)

UiiKlik tekislikdagi o ‘ zgaruvchi *V(x, у) nuqtaning x va у
k<м>itimatalari orasidagi bogianishni ifodalasin. Bunday nuqtalar 
i« • p I * n 111 (nuqtalaming geometrik o ‘mi) umuman aytganda egri 
» In/и I boiadi. U ikkinchi tartibli egri chiziq, (8) tenglama esa



ikkinchi tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.
Yuqorida keltirilgan ta’rifda “ umuman aytganda” deg 

ibora ishlatildi. Bunday deyilishining boisi, (8) tenglamaga 
doim ham tekislikda geometrik shakl mos kelavermasligida. 

Masalan,
2x2 + 9y 2 +10 = 0,

ya’ni
2x~ + 9 y 2 — —10 

tenglama tekislikda hech qanday shaklni ifodalamaydi.
Shunga o ‘ xshash

2x2 + 9 y 2 = 0
tenglama tekislikda egri chiziqni emas, balki nuqtani ifodalaydi.

Endi (8) tenglama ba’zi ko‘ rinishlarida egri chiziqni 
ifodalashiga misollar keltiramiz.

4-misol. Ushbu
5x2 + 7 x - l l_ y  + 6 = 0

tenglamani qaraylik.
^Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning 

A - 5 ,  B =  0, C =  0, D =  7, £  = -11, 
bo'lgan xususiy holi. Uni quyidagicha

11 у  = 5x2 + 7 x  + 6,
ya’ni

F =  6

5 7 7 6
у = — X~ + ---ХЛ-----

11 11 11
ko'rinishda yozib olamiz. 

Ravshanki,

У-
5 /

7 1 6^I 5 { 1Л
2

5 19 5 1'  7 )--- x~ H— x ■+•— X *h— ------ ------- == — x + —
11 \ 5 5) 11 SJ 11 25 111, s j

koordinatalar sistemasidagi koordinatalar boshini ko‘ chiris 
natijasidan keyingi tenglama quyidagi

= px;
ko‘ rinishga keladi. Bu paraboladir. ►
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5 misol. Ushbu
4x2 + 5y2 + 20x -  30y + 8 = 0

*1ишчш qaraylik.
4 Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning 

A- I, 5  = 0, С = 5, £> = 20, £  = -3 0 , F  = 8 
'lyiin xususiy holi. Berilgan tenglamani quyidagicha yozib 
.ill/

25'
4 xJ + 5x + ~  j + 5 (y2 -  6y + 9 ) = 25 + 45 -  8,

ИП"
Л 2

X ~i----
2 у

+ 5 ( y - 3 ) 2 =62.

Agar koordinatalar sistemasini parallel ko‘ chirish bilan
f 5 1-  —; 3 nuqtaga ko‘ chirilsa
V 2 J

Îllii|i koordinatalar boshini 

f f  ilii/ma),
*я

к

От 0
Г Р1

5-chizma

miilii \ .mgi A', 0 ,} ' sistemada qaralayotgan tenglama ushbu

4x,2 + 5 у2 = 62
ки imi .liga keladi. Keyingi tenglikni ikki tomonini 62 ga bo‘ lib
I * 11»m n i /

i i + M . = i  
62 62
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Demak,

2 5
Bu ellipisdir. ►
6-misol. Ushbu

2xl -  3y2 + 4x + 12y - 16 = 0 
tenglamani qaraylik.

Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning 
A = 2, B = 0, C = -3 , D = 4, £  = 12, F  = -

bo‘ lgan xususiy holi. Berilgan tenglamani quyidagicha yozib 
olamiz:

2 (x 2+ 2 x  + l ) ~ 3 ( / - 4 y  + 4 )~ 6  = 0,

2 ( x + 1)2 - 3 ( > - - 2 ) 2 = 6 . (9)

Yuqoridagidek, koordinatalar boshini ( -1 ,2 )  nuq‘ 
koordinatalar o ‘qlarini esa parallel ko‘ chirish natijasida h 
boigan yangi X ,0, Y, koordinatalar sistemasida (9) tenglama usr

2x2 -3 > f  --=6
ko'rinishga keladi. Keyingi tenglikning ikki tomonini 6 ga bo‘ 
topamiz:

2_____ 2 
Ъ__ Z l  = ]
3 2

Bu tenglama giperbolani ifodalaydi. ►
Yuqorida keltirilgan maiumot va misollardan ko‘ rinad: 

ikkinchi tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasi
Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F  = 0

qanday egri chiziqni ifodalashi (8) tenglamaning koeffitsiyentlari 
bogiiq boiadi.

(8) tenglamadan bir muncha soddaroq boigan 
Ax2 +Cy2 +Dx + Ey + F  = 0 (10)

tenglamani qaraylik.
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nuyidagi tasdiq oiin li boiadi: 
tii'iir (/()) tenglamada

AC  ~ 0
i 40 tenglama parabolani ifodalaydi; 
iivttr (10) tenglamada

A C  > 0
to'*"* i 1(0 tenglama ellipsni ifodalaydi; 

tivar (10) tenglamada
AC  < 0

I l(h tenglama giperbolani ifodalaydi.
I (in tasdiq yuqoridagi misollarda qoilanilgan usul bilan 

Ifuuult
(S) tenglama koordinatalar sisternasini tanlash yo ii bilan, 

MMt*mada qaralayotgan quyidagi kanonik ko^inishlardan 
•)уй kclttriladi.

I) + 2 _  = 1 (ellips) 
a b

л V ,>) ___ -t- — — i (mavhum ellips)
a b"

') a' x 2 + с 2 у 2 = 0 (ikki mavhum kesishuvchi chiziqlar)
 ̂ J

X V ,|) ___ _  =  1 (giperbola) 
a~ b~

s > a x' — c 2y 2 = 0 (ikki kesishuvchi chiziqlar)

(i | у 2 = 2 px  (parabola) 
h v2 -  a2 = 0 (ikki parallel chiziqlar)

.'!) v~ +  = 0  (ikki parallel mavhum chiziqlar)

•)) ’ = 0  (ikki o ‘ zaro ustma-ust tushuvchi chiziqlar)
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Mashqlar

1.Ellipsning ekssentrisiteti 0,8 ga, uning nuqtala 
birining fokal radiuslari 2 va 3 ga teng, ellipsning katta 
absissalar o ‘qi bilan, uning markazi esa koordinatalar boshi 
mos keladi deb olib, shu ellipsning tenglamasi tuzilsin.

2.9л:2 -1 6  y2 = 144 giperbolada shunday nuq 
topilsinki, bu nuqtalar bilan giperbolaning chap fokusi orasi 
masofa ulaming o ‘ng fokusigacha bo‘ lgan masofasidan ikki 
kichik bo' lsin.

3.Giperbolaning fokuslari Fx (л/7, 0) ва F2( - 4 l

nuqtalarda joylashgan. Giperbola A (2 ;0 ) nuqtadan o ‘ tadi. U
asimptotalarining tenglamasi va ular orasidagi burchak topilsin.

4.Fokus 4.x- З у - 4  = 0 to‘ g‘ ri chiziq va OX  o ‘qi b 
kesishish nuqtasida yotgan parabola tenglamasi tuzilsin.

5 .4x + 3y +10 = 0 to‘g‘ ri chiziqdan 2 birlik uzoqli

yotgan y 2 = 32x parabolaga tegishli nuqta topilsin.



9-MA’RUZA

Funksiya tushunchasi

I .ihiat va texnik jarayonlarda, shuningdek fanning barcha 
IhiIiI.i Iuii* hil miqdorlar qatnashadi. Bunda ayrim miqdorlar tur- 

ItW i|ivm;itlami qabul qilsa, ayrimlari esa faqat bitta son qiymatga 
tin'lil> qolaveradi. Birinchi holdagi miqdorlar o ‘ zgaruvchi miq- 

i«i, ikkinchi holdagi miqdorlar esa o‘ zgarmas miqdorlar deyiladi.
Masalan, yuqoriga otilgan jisnuiing tezligi o ‘ zgaruvchi 

I Ini boiadi, chunki uning tezligi awal kamaya boradi, soVng 
||N iivlnnadi va yeming tortish qonuniga ko‘ ra tezlik orta boradi. 
jO»iHi'li;ikning ichki burchaklari yigindisi o ‘ zgarmas miqdor 
'M l. chunki har qanday uchburchakda ichki burchaklar
■'IihIim 1 КО" gateng.

< > /.garuvchi miqdorlar x ,y , z  va h.k. harflar bilan belgila- 
‘ I »a ulaming qabul qiladigan qiymatlari haqiqiy sonlar b o ia d i.

< Hlatda, o ‘ zgaruvchi miqdoming qabul qiladigan qiymatlari 
'plmui (haqiqiy sonlardan iborat to ‘ plam) m aium  b o isa , 
Igitnivdii berilgan hisoblanadi.
Winn, o'zgaruvchi sifatida aylana radiusi olinadigan b o isa , bu 

i|nnivi hining qabul qiladigan qiymatlari to ‘plami barcha musbat 
ImhIihi iborat to ‘ plam b oia d i.

Ma’ /an, x o ‘ zgaruvchining qabul qiladigan qiymatlari

E ( E a R )  boisin deyish o ‘miga x o ‘ zgaruvchi E cz R
.ll'jilitiiida o '/garadi deymiz.

Malematikada bir qancha o ‘ zgaruvchilar va ular orasidagi 
I ni him shlar o ‘ rganiladi.

<>. I. Funksiya ta’ rifi. Funksiya ning aniqlanish va 
o ‘zgarish sohalari (to‘p!amlari)

Aytaylik, x va у  o ‘zgaruvchilar mos ravishda E(E c: R) 
haitnlii l'\FczR)  haqiqiy sonlar to‘plamlarida o ‘ zgarsin: 
I fc / г с  F .
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l-T a ’ rif. Agar E to'plamdan olingan har bir x so 
biror f  qoidaga (yoki qonunga) ко ‘ra F  to ‘plamning bitta t 
у  soni mos qo 'yilgan bo ‘Isa, E to ‘plamda funksiya aniqlan 
deyiladi.

Bunda:
E to‘plam funksiyaning aniqlanish (berilish) sohasi,
{У ~ J ( A) : x 6 E ^ - F  to‘ plam funksiyaning o ‘ zg 

sohasi,
x - erkli o ‘ zgaruvchi, funksiya argumenti, 
у  - erksiz o ‘ zgaruvchi, x ning funksiyasi

deyiladi.
Ta’ rifdagi x , у  va f  larni birlashtirib, у  o ‘ zgaruvchi' 

ning funksiyasi deyilishini
y = f ( x)  (1)

kabi yoziladi va "igrek teng ef iks" deb o ‘qiladi.
Ravshanki, har bir x ga boshqa qoidaga ko‘ ra bitta tayin 

mos qo‘ yiladigan bo‘ lsa, unda boshqa funksiya hosil boiadi. 
masalan, y  =  kabi yozilishi mumkin.

Eslatma. Funksiya ta 'rifida E va F  to ‘plamlarni 
berilishi aytilgan bo'lsada, anialiyotda bu to'plamlar 
munosabatdan foydalanib topiladi. Jumladan,

y  = f { x )
funksiyaning aniqlanish sohasi (to'plami) argument x ni 
shunday qiymatlaridan iborat to'plam bo‘lishi kerakki,
to ‘plamdan olingan har bir x ning qiymatida у  =  / (  
munosabat та ’noga ega bo ‘Isin. Masalan,

у  = V4 — x~

da, uning ma’noga ega boiishi uchun 4 — x2 > 0  boiishi ke. 
Keyingi tengsizlikni yechamiz:

4 - x 1 > 0 ,  x 2 -  4 < 0 , ( x - 2 ) ( x  + 2 ) < 0 , - 2 < x < 2 .
Demak, qaralayotgan funksiyaning aniqlanish soh
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*ц1йт) / ’ = [ -2 ,2 ]  bo‘ ladi. Bu funksiyaning o ‘ zgarish sohasi

/•'- [0,2] bo‘ ladi.
limksiya ta’rifidagi mos qo‘yuvchi qoida turlicha usul- 

lltik, jadval, grafik va boshqa usullarda bo‘ lishi mumkin.
u) Analitik usul. Bu usulda .v o ‘ zgaruvchining har bir 

)Ж1и11ца koia  unga mos keladigan у  ning qiymati x ustida 
(illk nmallar (qo‘ shish, ayirish, ko‘paytirish, boiish va boshqa 
■Hhi ) hajarilishi natijasida topiladi, ya’ni x va у  o'zgaruvchilar 

bogianish formulalar bilan ifodalanadi.
Masalan,

2 1 1 ,y  = x + X + 1, y = ~T—7 , y = igx.
x' - 1

l iinksiyaning analitik usulda berilishida funksiya bir nechta 
liilnlar yordamida ham aniqlanishi mumkin. Masalan, 

f A' +1, agar x > 0
’  1 Л[x~ + 1, agar x < 0.

b) Jadval usul. Bu usulda x va у  o ‘ zgaruvchilar orasidagi 
p'lHmsh jadval ko‘ rinishida bo‘ ladi. Bu holda funksiya argumenti 
Hlitu bir nechta tayin

Xv X2, " . , X n

wllnnga mos keladigan у  ning qiymatlari 

УнУг’ - ’ У*
Viil lai/ida ifodalanadi.

I imksiyaning jadval usulida berilishidan turli kuzatishlar va 
iliHlarda keng foydalaniladi.

<l) Grafik usul. Bu usulda x va у  о ‘ zgaruvchilar orasidagi 
'luni-slnti egri chiziq (grafik) amalga oshiradi. Funksiyaning 
Ilk uswlidan ko‘pincha tajriba bilan bog‘ liq ishlarda, ayniqsa, 

*tl v»>/ar apparatlardan foydalanishda qo‘ llaniladi. Bunda, 
Itunslim ifodalovchi egri chiziqdan x ning kerakli qiymatidagi 
niva qiymati ko‘ chirib olinadi.
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9.2. Funksiya grafigi

Faraz qilaylik, 1

>' = / ( * )
Ifunksiya E to‘plamda aniqlangan bo‘ lsin. E to‘plamga tegi 

bo‘ lgan biror x0 nuqtani olaylik. Ravshanki bu nuqtaga,

o ‘ zgaruvehming biror qiymati mos keladi. Uni y0 deylik. Bu:

son /(• * ) funksiyaning x0 nuqtadagi xususiy qiymati deyilad:

uni / ( x 0) = y0 kabi yoziladi.
Masalan, j

f { x ) ~ } ’ = 5x2 - 3

funksiyaning x = l nuqtadagi xususiy qiymati / ( l )  = 5 i - 3 s  
bo‘ ladi.

Shuni aytish kerakki, x = x0 va y  = f ( x ) funksiyan

shu nuqtadagi qiymati (_y0 = / ( x 0)) sonlar birgalikda (x0,J
juftlikni tashkil etib, u tekislikda nuqtani tasvirlaydi.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz.
Aytaylik, y - f { x )  funksiya E to‘plamdaberilgan bo‘

argument x ning E to‘plamdan olingan har bir qiymat
funksiyaning mos qiymati у  ( f ( x )  = y ) bo‘ lsin. Natijada, (x,
juftliklardan tuzilgan ushbu

Г = { ( х , у ) : х е £ ’,у  = / ( х ) ]  (2)
to‘plam hosil boiadi.

Odatda, (2) to‘ plam (tekislik nuqtalarining geometrik o'r 
у  = f ( x )  funksiya grafigi deyiladi.

Funksiya grafigining tasviri uning xususiyatlarini chuqurr 
tasawur etishga yordam beradi. ;

Dastawal berilgan funksiya grafigini "nuqtalar" bo‘yic( 
tasvirlashni keltiramiz. Keyinchalik funksiya grafigini bataj 
o ‘ rganamiz.
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I' /  (л ) funksiyaning aniqlanish sohasi E to‘plamdan 
ifgtimniining bir nechta bir-biriga yaqinroq bo‘ lgan

, A 2  } ♦ • • •>

„вИмпш olib, bu nuqtalardagi funksiya qiymatlarini topamiz, 
Aytaylik, ular

У^У2^ У п
!|tln ( t, -  f { x x) , y 2 = / ( x 2) , . . . ,y ;i = / ( x „ ) ) .  Natijada

V X, x 2 X3 x„

у > ’l y 2 Уз y„

гнI liosil boiadi. Bu jadvaldan foydalanib
(x ,, y , ) , (x 2, y 2), (x3, y 3) ,...(xn, y n) 

lllklttllll luzamiz. So‘ng, bu juftliklami tekislikda tasvirlaymiz

Г*

O w i)

4-̂ 1. л )
о X

1 -chizma

I in nuqtalami o ‘ zaro tutashtirishda hosil boigan chiziq 
/ ( v) f unksiyaning grafigi boiadi (taxminiy grafigi boiadi).

9.3. Chegaralangan va monoton funksiyalar

I iiraz qilaylik, f { x )  funksiya E to‘plamda (E a  R) 
boisin.

2-ta'rif. Agar shunday о ‘zgannas M son (m son) topilsaki,
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f ( x )  < м  ( f ( x ) > m ) 

tengsizlik bajarilsa, f ( x )  funksiya E to'plamda yuqorid 
(quyidan) chegaralangan deyiladi.

Agar /  (x )  funksiya E to‘plamda ham yuqoridan, h
quyidan chegaralangan boisa, u E to‘plamda chegaralang 
deyiladi.

Ravshanki, agar Vx e E  uchun
j/ (x)j < p (p  -musbat son)

tengsizlik bajarilsa, / ( x )  funksiya E to'plamda chegaralang 
boiadi.

1-misol. Ushbu

■ / М = г ^v 1+X
funksiyaning E -  [0, +00) to'plamda chegaralangan bo'lis

isbotlansin.
Ravshanki, \/x g E  uchun

/ м - ^ о

boiadi. Demak, berilgan funksiya E da quyidan chegaralangan. 
Maiumki, ixtiyoriy x uchun

0 < ( x - l ) 2 = x 2 - 2 x  + l,

2 x < l  + x 2,

_ £ _ < !
1 + x 2 2

boiadi. Demak, \/x  G E  uchun

V ’  1 + x 2 2 
Bu esa berilgan funksiyaning E da yuqori

\/х е Е  uchun
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ganihmganligini bildiradi.
Shunday qilib berilgan funksiya £  = [0,+oo) da ham

jflilun. ham yuqoridan chegaralangan, binobarin funksiya E  da 
“pirtlangan boiadi. ►

I slatma. Chegaralangan funksiyaning grafigi OX о (qiga 
hill* I ho ‘Igan ikki to ‘g ‘ri chiziq orasida joylashgan bo 4adi.

l araz qilaylik, / ( * )  ftmksiya E  to'plainda berilgan
*Uln

3-ta’ rif. Agar funksiya argumenti x ning ixtiyoriy xx va 

tjh imiilari uchun x} < x2 bo Uganda

* hi) deyiladi.
4-ta’ rif. Agar funksiya argumenti x ning ixtiyoriy x{ va 

tfivmatlari uchun x{ < x̂  bo Uganda

O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan 
non funksiyalar deyiladi.

2-misol. Ushbu

Jbhkuvii monotonlikka tekshirilsin.
4B u funksiyaning aniqlanish sohasi £  ~(~ао,+ао)

to»* liiili E to‘plamdan ixtiyoriy xx va x2 nuqtalami olib,

/ ( x ) = x 3

X, < X,
Ini Inn ileylik. So‘ng ushbu

f ( X2 ) - f ( Xj) = X2 ~ Xl
• V H i i m i h  qaraymiz. Uni quyidagicha yozamiz:
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/ ( * 2) - / ( х , )  = (х2 - х , )( х ; + х?х1 + х, :) =

+ 2 • — Хл х, ~ь х, ~ь2 1

Х0 + - + -

Ravshanki,

X X Х\ 4*' н— х, > 0

Demak,
/ (л\) - /  (х, ) >( ) . ya’ni / ( х , ) > / ( х , )  

boiadi. Shunday qilib, berilgan funksiya uchun ixti" 
Xj g E , x2 g E va Xj < x2 boiganda /  ( x , ) < / ( x 2) boiar

Bu esa /  (x )  = x3 funksiyaning E = ( —oo,+oo) da qat’ iy o4su
ekanini bildiradi. ►

Sodda tasdiqlarni keltiramiz:
a) Agar f ( x )  funksiya E to "plamda o 4su 

(kamayuvchi) boiib, С o ‘zgarmas son bo‘Isa, и holda / ( * )  
funksiya ham E to \plamda о ‘suvchi (kamayuvchi) bo ‘ladi.

b) Agar j  ( x )  funksiya E to‘plamda o ‘suvchi bo

с > 0 bo‘Isa, и holda с • /  (x )  funksiya E da о ‘suvchi, с

bo ‘Isa, с • /  (x )  funksiya E to ‘plamda kamayuvchi bo ‘ladi.

d) Agar f ( x )  va g (x )  funksiyalar E to'pla

о 4suvchi (kamayuvchi) bo‘Isa, и holda /  (x )  + g ( x )  funksiya 
da о 'suvchi (kamayuvchi) bo ‘ladi.

Masalan, biz yuqorida / ( x )  = x3 funksiya

E = oo?+00) da o'suvchi ekanini isbotlagan edik. Keltiril
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ko'iii y>(x) = —x3 funksiya Z? = (-oo,+oo) da 

Ыи boiadi.

‘).4 Juft, toq va davriy funksiyalar

I* Juft va toq funksiyalar
Aviiivlik, E koordinata boshi О nuqtaga nisbatan 

ilk lo'plam, ya’ni V x e i i  uchun, - x  e E boisin. 
■ii, | 2 ,2 ], ( - 4 ,4 )  - simmetrik to‘plamlar boiadi).

Ии /•; lo'plamda / (x )  funksiya aniqlangan.
H ln’ rif. Agar ixtiyoriy x e  E uchun

/ (-* )  = /(x)
bmurilsa, J  ( x ) juft funksiya,

/ ( - * )  = - / ( * )
k Ьц/nrilsa, / (x )  toq funksiya deyiladi.

Mnsahin,

f ( x )  = x 2, g (x )  =

IvmIiii (iil't funksiyalar boiadi, chunki

( v)2 = x2 = f ( x ) ,  g ( - x ) = L ^ g (.x).
( - x )  + 1  x + 1

I Klibu
(p{x) = x3 +x 

*lyti fsn loq funksiya boiadi, chunki

V’( ')  ~{~x f  + (~x) = ~x3 —x — _ (*3 + *) -  ~P(X) ■
lull funksiyaning grafigi OY o‘qiga nisbatan simmetrik 

'Utli Sliuning uchun funksiya grafigini x>  0 boigan hoi uchun 
#t«h ydarli boiadi. Uni OY o‘qiga nisbatan simmetrik 
йш i'.li bilan berilgan funksiyaning grafigi topiladi (2-chizma).

1 19
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2-chizma

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga n! 
simmetrik bo‘ ladi. Shuning uchun funksiya grafigini x > 0 u 
hoi uchun chizish yetarli bo‘ ladi. Uni OY o‘qi atrofid 
tomonga 180° ga burish bilan funksiya grafigi topiladi (3-chi

Y A

/ ы р  0\ t s4 Is'

3-chizma

2°. Davriy funksiyalar
Faraz qilaylik, f { x )  funksiya E to‘plamda be

boisin.
6-ta ’rif. Agar shunday о 'zgarmas T son (T 

topilsaki, ixtiyoriy x e  E uchun
1) x - T e E ,  x + T e E ,

2 ) f { x )  = f ( x  + T) = f ( x - T )

shartlar bajarilsa, / (л ) davriy funksiya, T son esa lining 
deyiladi.

Agar T son (T Ф 0) ./ ( v) funksiyaning davri bo‘
holda



п-Т (п = ±1,±2,...)
_..l Ainksiyaning davri bo‘ ladi. 
fjpiimk, davriy funksiyaning davrlari ko‘p boiadi. Ular 

kkliik musbat bo‘lgani (agar u mavjud boisa) 
tlH|t iisnsiy davri deyiladi.

Aytiiylik. / (x )  davriy funksiya bo iib , uning davri

pH) boisin. Bu funksiyaning grafigi, uzunligi T ga teng

iMiiln|<l;igi (masalan, [ я , а  + Г ] )  grafigini davr iy  davom  

HUhii lopiladi.
Mu' lumki, x haqiqiy sonning butun qismi (x  dan katta

t*ng katta butun son) x ning funksiyasi bo‘ lib, uni [x ]
Igllniuuli
pmli

/ ( x )  = x - [ x ]

Dili t|(ir:iylik. Ravshanki, bu funksiya x  ning kasr qismini 
y i l l  VII [ 0 . 1 ]  dagi grafigi quyidagicha bo‘ladi (4-chizma):

funksiya davriy funksiya bo iib , uning davri T = 1
Mi

ll.i<|iqatdan ham,
/ ( v f l)  = x + 1 —[x  + l]  = x + 1 - [ x ] - l  = x  —[ x ] .

I »u davriy funksiyaning grafigi 5-chizmada tasvirlangan:
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5-chizma

9.5. Murakkab va teskari funksiyalar

1 . Murakkab funksiya
Aytaylik, у  — f { x )  funksiya E to‘plamda

boisin. Har bir x e E uchun berilgan funksiyaning qiymati
topib, bunday qiymatlardan

F ( f )  = {y = f ( x ) : x e E ]
to4piamni hosil qilamiz. Ravshanki, bu funksiya qiymatlari to4 
bo'ladi.

Shu f\ x )  to‘plamda o‘z navbatida U = <p(y) fu 
berilgan deylik. Natijada E to‘plamdan olingan har bir x ga 
у  son (/ -q o id a g a  ko‘ra) va F ( / )  to4plamdagi bunda 
songa bitta U son (# ?-qoidaga коi*a) mos qo‘yilib, E tocpl 
funksiya aniqlanadi. Uni murakkab funksiya deyilib 

U = (p(f{x)) (3)
kabi belgilanadi.
(3) murakkab funksiya y  = f (x)  hamda U -<p(y) funksi
yordamida hosil qilinadi.

Masalan,

U = J x 2 + 1 
murakkab funksiya boiib , bu funksiya

U = yfy, у = 
funksiyalar yordamida hosil boigan.

2°. Teskari funksiya
y = f ( x )  funksiya E to‘plamda berilgan boiib, ixti

x2+l
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If, л , e £ va ^  Фхг uchun / (* ] )  Ф/ ( x 2) bo‘lsin. U 

Ын1цш1 funksiyaning qiymatlari to‘plami F ( f )  dan olingan 

i' ga E to‘plamda shunday x e  E nuqta topiladiki, 

) ■» г lio‘ ladi.

/•'( / ) to‘plamdan olingan har bir у  ga E to‘plamda

йу v' I' mos qo‘yilsaki, f { x )  = y  bo‘Isa, unda F ( f )  
IihIh jimqlangan funksiya hosil boiadi. Bu funksiya berilgan 

У ( *) funksiyaga nisbatan teskari funksiya deyilib, uni

/ 1 ( »■) kabi belgilanadi.

I h'liiak, x = (_y) shunday funksiyaki,

. г ' Ы = / " ' ( / ( * ) ) = *
II

Uniisol. Ushbu
у  = f ( x )  = 2x + l 

iviint 1'. ■- [ 0 , 1] da qaraylik. Bu funksiyaga teskari funksiya 
'm

«B u funksiyaning qiymatlari to‘plami /г ( / )  = [ 1,3] 

N l |l,\] da aniqlangan

x = r ' ( y )  = Lj -

•is «I berilgan у  ~ f ( x )  = 2 x + 1 funksiyaga nisbatan teskari 
•i vn boiadi, chunki

/ - ' «  = / - ’ ( 2* + 1) = 2 £ ^ z I  = * >

Islatma* Ma ’lumki, у  — f ( x )  funksiyada x -argument, у  
itnifiy funksiyasi. Bu funksiyaga nisbatan teskari funksiya 
I '( r) da у -argument, x esa uning funksiyasi. Demak, 

»h i funksiya grafigini yasashda abssissa о ‘qi sifatida OY о (qni,
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ordinata о ‘qi sifatida OX о ‘qni olish kerak bo ladi. Bu hoi I 
noqulayliklar tug'diradi. Qulaylik maqsadida teskari funksit 
argumentini ham x , uning funksiyasini у  kabi belt 
quyidagicha

y ^ g ( x )
kabi yoziladi.

y = f ( x )  ga nisbatan teskari bo‘ lgan у  -  g ( x j  fu

grafigi у  ■- f ( x )  funksiya grafigi у  — X to‘g ‘ri chiziqqani 
simmetrik ko‘chirishdan hosil boiadi (6-chizma).

' lV )J

6-chizma

Mashqlar
2 x + 1

1. Ushbu f i x ) - —------ funksiyaning x = - l ,
x~+\

x = 1 , x -  2 nuqtalardagi qiymatlari topilsin.
2. Ushbu

З а - 1
a) У = ' 2 ,  оx - З а  + 2

b) у = 5 - v a - 2

y[5-~x
funksiyalarning aniqlanish sohalari topilsin.

3. Quyidagi funksiyalar juft yoki toqlikka tekshirilsin.

a) / ( a ) = x 2 - c o s x , b) / ( x )  = lg|x + \/l+|

4. Quyidagi funksiyalar davriylikka tekshirilsin, 
boisa, eng kichik musbat davri topilsin.

a) / ( a )  = sin2 x , b) / ( a )  = cos4 a  .
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10-MA’RUZA

Sodda funksiyalar va ularning grafiklari

Niuliln funksiyalar va ulaming grafiklari o'quvchiga umu- 
t* malum boisada, bu funksiyalarning oliy matematikada 
Igiitt c ’hborga olib, ular haqidagi maiumotlarni qisqaclia 

PiHU/

10.1. Butun ratsional funksiya

IUIiImi

» * f  axx n' x + ... + йи х + ̂  ( 1 )
||йц| limksiya butun ratsional funksiya deyiladi, bunda

i oV.garmas haqiqiy sonlar, n esa natural son. Bu funk- 
§liii|lnnish to'plami (sohasi) E — i? = (—00,+00) boiadi. 

Hulun ralsional funksiyaning ba’zi muhim xususiy hollarini 
i
|#, ('hl/.iqli funksiya. Bu funksiya quyidagi ko‘rinishga ega

у  = ax + b , (2)
И vm b o^xgarmas sonlar. Chiziqli funksiya E = (—сю, +oo) 

boiib: a > о boiganda о'suvchi, a < o  boiganda 
M il limksiya boiadi.
MmiiqitUlan ham, a > o  bo iib , ixtiyoriy 

t  ft, *, • .v, uchun
/ ( )  f ( x 2) -  ахл + b - a x 2 - b = a(xl -  x2 ) < 0
Humlan f ( x ]) < f ( x 2) boiishi kelib chiqadi. Xuddi
н HNhash a < o  boiganda chiziqli funksiyaning 

Vi lli boiishi ko'rsatiladi.
Ml/ / maYuzada to 'g i i  chiziqning burchak koeffitsiyentli 
мин bayon etgan edik. Demak, chiziqli funksiyaning 
Цми link koeffitsiyenti a ga { a - t g a )  va OY o‘qidan b 
^jirtitivrhi to'gVri chiziqdan iborat b o ia d i.
Iй Kvadrat funksiya. Bu funksiya quyidagi ko'rinishga 
InHi



v = их' +hx + c (3)
bunda a , b , с o‘zgarmas sonlar. Kvadrat funksiya E -  ( - 00, 
to‘plamda aniqlangan.

Xususan, a —I, b = с = 0 boiganda

y  = x2
funksiyaga ega boiamiz. Biz 8-ma’ruzada

y 2 — 2px
parabola va uning tekislikdagi tasvirini ko‘rgan edik. Xuddi s 
o‘xshash y - x 2 funksiya grafigi paraboladan iborat bo i 
aniqlash qiyin emas.

Umuman, y = a x 2 +bx + c funksiyaning grafigi pa

boiib , uning tekislikdagi tasviri a hamda D — b~ ~ 4ac  (k 
uchhadning diskriminanti) laming ishoralariga bogiiq  bo ia 
chizma):

i к a < 0 

D > 0

r.k ct < 0
D < 0

Ya

r 0
/ Л  x

0

\ - f f \
1 -chizma

Quyida ushbu у  = x2 — 2x + 2 = x2 — 2x +1 +1 = (x — 1 
funksiya grafigini chizish jarayoni ko‘rsatilgan:



2-chizma

10.2. Kasr ratsional funksiya

I h l i lu i

QqX + Cl\Xl + . . .  + &n_\X 4- Qn 

b0x"' + b̂ x"’ ’ + ...+  bm ix + bm 
Ulutliii'i funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi, bunda 
, ,</„ hamda b0.b........bm о‘zgarmas haqiqiy sonlar, n va

•w iwiltiral sonlar. Bu funksiya x o‘zgaruvchini kasr maxrajim
* tiyliiniiiadigan qiymatlaridan boshqa barcha qiymatlarida 
'ifiytiii. ya’ni ushbu

/ -  ( <*\ +00) \ |дг: b{)x m + bxxm~l + ... + bm_xx + bm = 0 ]

ЙНн1н aniqlangan.
Ким ratsional funksiyaning ba'zi muhim xususiy hollarini 

titl/
l". Teskari proporsional bogianish. Bu funksiya quyidagi 

ftftlihl'ii ega boiadi:
av = —,
X

я it к '/garmas son (а  Ф 0 ). Bu funksiyaning aniqlanish sohasi 
P i ' ,0 )u (0 ,+ co ) boiadi. Qaralayotgan funksiyaning grafigi
|й lni(*iiq boiib, a > o  boiganda 3n-chizmada tasvirlangan

I iIm.'ki (teng yonli giperbola), a <o  boiganda esa Ъь- 
liinib tasvirlangan egri chiziq boiadi:



У
а <0

Ь)
3-chizma

а
Eslatma. Yuqoridagi у —— funksiyaning grafigiga к

х '
а

x + b
funksiyaning grafigini chizish mumkin. 

Masalan,

funksiyaning grafigiga ko'ra

У
Jt + 1

funksiyaning grafigini chizish jarayoni 4-chizmada ko‘rsatilg~

2 . Kasr chiziqli funksiya. Bu funksiya qu 
koiinishga ega boiadi:
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У :
ax + b
cx + d

'iA <  ,</ - o‘zgarmas haqiqiy sonlar, (c ^ O ). Kasr chiziqli

I ( )£/(-—, +00) to‘plamda aniqlangan.
с с

(Л
Mu lunksiyaning grafigi y  = — funksiya grafigi OX va

x
||!hiI lio'yicha parallel ko‘chirish bilan yasaladi.
Aytnvlik, а Ф 0 bo‘lsin. Bu holda

d s b d b e - a d—Л 4--------- ----- _—aI * ' h
a(x  4- --) 

a _
M 1 d , d 4c(x + —)

с

t - „ .

a с

x  + • с x + ~

b e -a d
c~
k

= к deyilsa, unda

x + a
ЛKii 1 d - 0  bo isa, u holda

к
У

■ + J3

x + a

Mliol Ushbu

V = ■
3x + 4
x — 1

‘,i Hinfiy'J chizilsin.
^Kiivslianki, bu funksiyaning aniqlanish sohasi 

( «* , I) //(l,+oo) boiadi. Berilgan funksiyani quyidagicha 
мЫмп/

3x4-4
x -1

4 1 7X  +  —  JC — 1 H---
____3 _______ 3

i ( x - l )  i ( i - l )  

129

: 3 •+* -
x-~\



Shunday qilib, berilgan funksiyaning g ra fig i------  funk
A - l

grafigini ordinata o'qi bo‘yicha yuqoriga 3 birlikka ko‘tarish I 
topiladi (5-chizma). ►

3°. D arajali funksiya. Ushbu
у  = x"

ko'rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi, bunda П - bv| 
son. Bu funksiya n>  0 bo‘ lganda £  = (-oo,+00) to'plan 
n < 0  boiganda Zs=(—oo,0) t/(0,+cc) to‘plamda aniqlangan.

Agar n>  0 boisa, masalan, n-0, n~l, n~2, n=3 bo‘ 
darajali funksiya grafigi y=l, y=x to‘g ‘ri chiziqlar, y - x ’ parah 
hamda y = x J egri chiziq (kubik parabola) lardan iborat boiadi 
chizma).

\  и = 2 ^  ̂ >1 = 1 n =\ J y

0 1 *

3 1!

6-chizma

Agar n < 0 boisa, masalan, n=-l, n --2  boisa, daraj,

funksiya grafigi v = — giperbola, у = egri chiziq (ikkin< 
x '



gljiriliol.i) lardan iborat bo‘ladi (7-chizma).

7-chizma

у Г.кЫшл. Agar darajali funksiyada daraja ko'rsatkich —
n

I
(ft* N) h ng bo'Isa, bu holda funksiya ushbu у  ~ x" =yfx  
HhIn'ii I'ga ho‘ladi. Bu funksiyaning aniqlanish sohasi n - juft 
bttls'.iiuda E = [0, + Q 0 ) to ‘plant, n- toq son bo'lganda 

p ( i 1 /1) to ‘plain bo ‘ladi. Ravshanki,

x  = y n .

Uciuak, y  = \fx funksiya darajali funksiyaga nisbatan 
„ml limksiya bo‘ladi. Binobarin, qaralayotgan funksiyaning 
Пуни darajali funksiya grafigiga ko‘ra topish mumkin.

•1°. Ko‘ rsatkichli funksiya. Ushbu

У = a x
'iliiinlitl.i^i funksiya ko‘rsatkichli funksiya deyiladi, bunda a > о 
ii * I

Hu funksiyaning aniqlanish sohasi £' = (-oo,+oo) bo‘ lib,
D I bo'lganda funksiya o‘ suvchi, 0 < a < l  bo'lganda esa 
liwttviiwhi boiadi. Ko‘rsatkichli funksiyaning qiymati har doim 
JKhsImi, j'i;iIigi OX o‘qidan yuqoridajoylashgan (8-chizrna).
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о
*
х

8-chizma

5°. Logarifmik funksiya. Ushbu 
У = log,, A'

ko‘rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi, bunda a > 
а Ф1.

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi E = ( 0,+oo) to‘pi

bo‘ ladi. Ravshanki a  = a y .
Demak, logarifmik funksiya ko‘rsatkichli funksiyi 

nisbatan teskari funksiya boiadi. Binobarin, logarifi 
funksiyaning grafigini ko‘rsatkichli funksiya grafigiga ko'ra top 
mumkin (9-chizma).

Ук

0

/ У х 1° ё а Х’ a>1

J?=l0ga*, 0<Й<1

9-chizma

132



10.3. Trigonometrik funksiyalar

I ii}>onometrik funksiya
sin a ,  cos a ,  tg a , ctga  

||лчн1,нм dastlabki ma’Iumotlar o‘quvchiga maium. Unda 
l*4ii a  graduslarda yoki radianlarda hisoblangan burchak 

jytin Oliy matematikada bu funksiyalaming argumenti a  ni 
у v radianga teng deb qaraladi:

Г sin X,  ^ 5= cos x, у  — tgx, у  =  ctgx.
I) i’ -  sin x funksiyasi.
Mu funksiya £' = (-oo,+oo) to‘plamda aniqlangan, 

riIiiii lo'plami esa F(y) = [ - l , l ]  boiadi:

-~ l< sinx< l, x e  (—oo,+oo).
lilt ' (***!, Т = 2 л  davrli funksiya boiib , grafigi 10-chizmada 
Iniit’.m

11 cos x funksiyasi.
Mu lunksiya I' = (-со, + go)  to‘plamda aniqlangan, 

«Ими lo'plami esa F (y) = [ - l , l ]  boiadi:

1 — cosx< l, x & (—oo, + o o ).

•  и**' in К. T -  2 л  davrli funksiya bo iib , grafigi 11-chizmada
|(I>MI|I,III
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~я <*г / I

-1

11-chizma

3) У = tgx funksiyasi.
/г

Bu funksiya x ning ushbu x = (2£ + l) —  (A -  0,±1,±2,. 

qiymatlaridan boshqa barcha qiymatlarida, ya ’ni

E -  (~ос,+оо)\|л*: x = (2k + 1)“J ’ ^ = 0,±1,±2,,..| '

to'plamda aniqlangan. у -  tgx toq, T = n  davrli funksiya bo‘j 
grafigi 12- chizmada tasvirlangan. i

12-chizma

4) у  = rtgx funksiyasi.
Bu funksiya x ning ushbu x - k n  (k = 0,±1,±2,. 
qiymatlaridan boshqa barcha qiymatlarida, ya’ni

E = (-oo, -foo) \ | x : x = ктс, к — 0,±1,±2,...} to'plam 
aniqlangan.

y  = ctgx toq, T  = /Г davrli funksiya boiib, gral 
13-chizmada tasvirlangan. i
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13-chizma

10.4. Teskari trigonometrik funksiyalar

Mu'lumki, у  = s in x  funksiya uchun x e X

r< [ l , l ]  = F  bo‘ lib, X  va F  to‘plamlar o‘zaro bir 

ili moslikda boiadi. у  = s in x  funksiyaga nisbatan teskari 

jgen limksiya y  = arc s in x  kabi yoziladi. Bu funksiya H > ]

7t Tt
§Hli|limn;in bo‘lib, o‘zgarish sohasi

2 2
bo‘ladi.

ii 'dmiiga o‘xshash v = cos x, у -tg x , у  = ctgx funksiya- 
slialan teskari boigan funksiyalar mos ravishda

*  in i ms x, у  = arctgx, у  = arcctgx kabi belgilanadi.
‘i|n Ini funksiyalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

I ndi teskari trigonometrik funksiyalaming xossalarini
IlMIMI/

I ai csin x funksiyaning xossalari:

II iHiiqlanish sohasi [—1,1], 

л  к
2 2

si i«k| funksiya a rc s in (-x )  = - a r c s in x , 
И) mtmoton o‘ suvchi.
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2) o'zgarish sohasi

у  = arccos x funksiyaning xossalari:

1) aniqlanish sohasi [—1,1],

2) o'zgarish sohasi [0,Я"],

3) quyidagi munosabat o‘rinli arccos ( - x )  = л  -
4) monoton kamayuvchi.
у  = arc tgx funksiyaning xossalari:
1) aniqlanish sohasi (-со ,+co), 

ж л

3) toq funksiya arc tg ( — x) = -  arc tgx,
4) monoton о ‘ suvchi.
у  = arc ctgx funksiyaning xossalari:
1) aniqlanish sohasi (~oo, -t-oo),

2) o‘ zgarish sohasi [0, л-] ,

3) quyidagi munosabat o‘rinli arcc ( g ( - x )  -  л  -
4) monoton kamayuvchi

Mashqlar

Quyidagi funksiyalaming grafiklari yasalsin.
1. у  = 3x2 -  6x  - 1 7  2. у  = - 2 x 2 -

2x + 5 Л| r2
3- У = -------- 4. у  — 2

x - 2
5. y  = a r c s in (3 x - l )

arccos x

arcc tgx,

4x + 4
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Nnhiriil argumentli funksiya (sonlar ketma-ketligi) 
va uning limiti

11.1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi

Ayiaylik, biror qoidaga ko‘ra har bir natural n songa 
%bl) I'Hia xH haqiqiy son mos qo‘yilgan b o isin  ( /  : n —* x n).

Ьяпк i. Ini holda argumenti n boigan funksiyaga ega boiam iz. 
IV limksiya natural argumentli funksiya deyiladi:

xn = / (* )  ■
I iu limksiya qiymatlaridan iborat ushbu

•̂1 9 ̂ 2 5 *3 ’ ‘ * * 5 * * * ( ̂  )
III mnlar ketma-ketligi deyiladi va |x;,} kabi belgilanadi , 

sonlar (1) ketma-ketlikning hadlari, xn esa (1) ketma- 

lltitlnr umumiy yoki n -hadi deyiladi.

Masalan, har bir natural n songa — sonni mos qo‘yish
n

11-M A’RUZA

kA (n >—) ushbu 
n

i l l  1’  ̂5 * * * ? :
2 3 n

‘him ki t 1 ik hosil boiad i. Bu ketma-ketlikning umumiy hadi

i .  -  boiadi. 
n

<klatda, ketma-ketlik, uning umumiy hadi orqali 
llllibmiidi.

Masalan,
n + 1 2 3 4  /2 + 1

I) ~ n 1 2  3 n
_  j _  j  2 .  _ L  

' ,Л " = Л ;
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3) хп = aqn l ; a ,a q ,a q 2,...aq"~],...,
4) xn 5, 5 ,5 ,5 ,. . .5 , , . . ,

5) хя = (~ 1 Г ‘; 1, 1,1, — 1, -. - (—1)',+1, . . .  - 
ketliklar boiadi.

Ketma-ketlikning har bir xn ( n = 1 ,2 ,3 ,...) hadi 
o‘qida bitta nuqtani tasvirlaydi.

Biror { x ,J :

ЛГр Х2 ,Л'3 , . . . Х л , . . .  ( 1 )

ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
Agar (1) ketma-ketlikning hadlari uchun

x] < x2 < x3 < ... < xn < ... (x, < x2 < Xj < ...<  xn < ...
ya ’ni

V« e  N uchun xn < x4+1 (V/г e N uchun xn < xn+1
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) deyiladi. 

Agar (1) ketma-ketlikning hadlari uchun
x, > x2 > x3 > ... > xH > ... (xt > x2 > x3 > ... > xu > ... 

ya’ni
Vn e N uchun x , > xH+l (V « e  N uchun xn > x i+.

bo‘ lsa, (1) ketma-ketlik kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) deyi 
0 ‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy 

bilan monoton ketma-ketliklar deyiladi.
1-misol. Ushbu

_ n 1 2 3 n
n +1 2 ’ 3 ’ 4 ’ ’ и +1 ’ 

ketma-ketlik monotonlikka tekshirilsin.
-^Berilgan ketma-ketlikning

_ n _ n + l _  n + \
ÎI -I ’ n̂+l i fn +1 я + 1 + l n + 2

hadlarini olamiz. Bu hadlar uchun
n + 1 n _ n7 + 2n +1 -  n2 -  2n _  1

n+1 " n + 2 n +1 («  + ! ) ( » + 2) (n + \)(n



Mw'lumki, \/я e  jV uchun
1

(n + \)(n + 2 )
> 0

I H'm.ik,

Htnliin Vn e N uchun
X <  X/14I

II krlil) i liiqadi. Berilgan ketma-ketlik qat’iy o‘suvchi. ►
Agin (1) ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta 

idu Л/ sonidan kichik yoki teng, ya ’ni 
Vw e  N uchun xn < M

J l )  krima-ketlik yuqoridan chegaralangan deyiladi.
Лцш (1) ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta 

h im * ni sonidan katta yoki teng, ya’ni 
e  N uchun xn > m

, 11) kdma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.
Лц.м (1) ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan 

Г«1йи>!,ап bo‘ lsa, (1) ketma-ketlik chegaralangan deyiladi. 
Masalan,

I)
1n + l

x = ■ 2 l l °  
’4 ’ 9 '

n2 + 1
Tl 4 У n

щ kdlik yuqoridan chegaralangan boiadi, chunki
n2 +\ л l 

x„ = — — = l + —  <2 
n n

’ )

\'n <= N uchun 

(- l ),,+l
V -

’ 4 ’ 9 ’ 16'
(-D

/1+1

n 4 У 10 nr
in к1 1 hk quyidan chegaralangan bo‘ladi, chunki

I  
4 ’ 

n2 -1

* V in-Inin x, > —

') x„
n

o - !
? л 9 r\ ’  ‘  "  ’  2  :4 9 n

ttm krilik chegaralangan bo‘ ladi, chunki
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boMadi,
\fne N uchun 0 < x < 1,

11.2. Soniar ketma-ketligining limiti

Biror {x„}:

Aj , X> , , . . . Xn, . . . ( 1 )
ketma-ketlik va a soni berilgan boisin. Ushbu 

( a -  e ,a  + s) = Uc(a)
interval (soniar to‘plami) a nuqtaning atrofi (^-atrofi) deyila 
bunda s  -ixtiyoriy musbat son (1-chizma).

a  + sa

1-chizma

1-Ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy Uc(a) atrq 
olinganda ham (I) ketma-ketlikning biror hadidan boshlab keyii 
barcha hadlari shu atrofga tegishli bo ‘Isa, a son xn ketm 
ketlikning limiti deyiladi va

lim xn = a yoki n —> oo da x —> a
n—

kabi у oziladi.
Ta’rifdagi "biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadida 

iborasi "shunday natural n(} topilib, V/г > n() uchun" deb aytilishil 
bildiradi.

Demak, Vn> na uchun xn e  U c (a ) = (a - s ,  a + i 
bo‘lishi bunday hadlarning ushbu

a - s  < xu < a + £, - s  < xH -  a < s
ya’ni

|x„ -  a\ < £
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цм/likning bajarilishini keltirib chiqaradi.
11 tula yuqorida keltirilgan ta’rifni quyidagicha ham aytsa 

'Imli agar ixtiyoriy e  > 0 son olinganda ham shunday natural n()

lu|iilih, barcha n > n (j uchun \xn-a \ < €  tengsizlik bajarilsa, 

lini \i( ketma-ketlikning limiti deyiladi.
2-misol: Ushbu

I
X n П

i l l  1
2 3 n 

idikning limiti 0 bo'lishi isbotlansin.
«I Ixtiyoriy e > 0 sonni olamiz. Ravshanki berilgan ketma- 

llkmug limiti 0 bo‘ lishi uchun

- 0| = 1 - 0
П

< S (2)

щш/.likning n ning biror qiymatidan boshlab o‘rinli boiishini 
'imilisli yetarli. Keyingi tengsizlik

1
~ < e  (3)
n

К  VO lull.

n> —
e

topamiz. Agar n0 sifatida

Ifli.i !»rlinagan butun qismi) olinsa, n0

( [ a ] - a  soninig a dan

unda barcha n> nn

||и l ') ilcmak, (2) tengsizlik bajariladi. Ta’rifga binoan

l i m — = 0
n -'-r. n

liull. ►
3-misol. Ushbu xn = ( -1 )" :
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-1 ,1 ,- u - - ,  (- !)" ,•••
ketma-ketlikning limitga ega emasligi ко ‘rsatilsin.

^Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni ketma-ketlik limitga 
bo‘ lib, u a  ga teng bo4lsin. Unda ta’rifga ko'ra, V^ >0 uc

xususan s  = ~ son uchun shunday natural я0 son topilad 

\/n > n0 da

2
ya’ni

bo‘ ladi. Ravshanki, n > n() va n ~ 2k  ( & e  Л/) bo‘lganda xn

n> n0 va n = 2k — \ (A e iV ) boMganda esa jch = —1 ЬоЧ 
Unda bir vaqtda

I v ;| 2 1 1 2
tengsizliklar bajariladi.

Ayni paytda

2 = | ( l - a )  + (a  + l)| < -  + -

bo‘lishidan, ma’noga ega boimagan 2 < 1 tengsizlik kelib chiq
Bu qilingan farazni, ya ’ni xn = (-1 )"  ketma-ketlikning limitiga
bo‘lsin deyilishi natijasida sodir bo‘ ladi. Demak, qaralayot 
ketma-ketlik limitga ega emas. ►

Agar {a,,} ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lsa, 
ketma-ketlik cheksiz kichik miqdor deyiladi.

Masalan, a n = — ketma-ketlik cheksiz kichik miq 
n

bo‘ladi, chunki
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lim  a n = lim —= 0 .
It —>CO ff-~»CO yj

Aytaylik, {.t(i J ketma-ketlikning limiti a  ga teng bo‘ lsin: 

lim x = a ./г->со л

U holda or,, = x n—a dan |r/.,| < 6' boiib , u cheksiz 
НЫнк miqdor boiadi. Natijada

xn = a + a n

lu  btili Mnsalan, xn = ketma-ketlik uchun xn =1 + — bo‘lib,
n n

cheksiz kichik miqdor bo‘lganligidan
n

lim  л„ = lim — - = 1
n~,*cc n-̂ oc

I'llUii kclib chiqadi.
Biror {*„ } :

Xj, X , , Jt-p. • ,XfJ,...
Ijwi'iiii ketlik berilgan bo‘lsin.

Agar har qanday musbat M  son olinganda ham, ketma- 
Ifllikiimg biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari uchun
!*«! ^  boisa, x„ ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va 

(illl tм <x> kabi yoziladi.
• »

Masalan,
x „ -  (—1) " * n :

- 1 ,2 , - 3 ,4 . . .
|t*un.i kctIikning limiti 00 bo‘ ladi, chunki 

|*„|=|(-l)"/i| = /i

U«» hi*, liar qanday musbat M  son olinganda ham shunday natural
II м)ц lopiladiki, n> M  tengsizlik bajariladi.
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Agar |д:л} ketma-ketlikning limiti cheksiz,

lim xn = со 
tl—

boisa, {xn j cheksiz katta miqdor deyiladi.

Masalan, xn = n :
1,2,3,4,...

ketma-ketlik cheksiz katta miqdor bo‘ ladi, chunki lim n = со.
П—> oo

11.3. Ketma-ketliklar ustida amallar. 
Cheksiz kichik miqdorlar haqida lemmalar

Ikkita {x„ ]:

X 2 1 ,  * * *

Va W

ketma-ketliklar berilgan boisin. Ushbu

X l У\-> X 2 У 2 ’  * 3  У з  ’ * ‘ * > X n У n ’ ' * * ’

X\ “  J ;] ? -̂ 2 “  ̂ 2 ’ **3 ~ Уз ’ * * *? Xn ~~ Ун'" ч 

X\ * У l ? *̂2 ^2 ’ **3 ' 3̂ ’ * * * ’ Xn ’ У n ’ * * * ’

^ Л А . . . Л , . .  O'* *  0Д = 1,2,3,...)
У\ У2 Уз У*

ketma-ketliklar mos ravishda {xn} va {y n} ketma-ketliklami 
yig‘ indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi va

{х* -У п }’ К - л Ь

kabi belgilanadi.
Endi cheksiz kichik miqdorlar haqidagi lemmal 

keltiramiz.



1-lemma. Ikki cheksiz kichik miqdorlar yig'indisi cheksiz 
/dor bo ‘ladi.

< Aytaylik, a n va Д ,- cheksiz kichik miqdorlar bo‘ lsin.

'Irtili Bu esa a n + Д ; ning cheksiz kichik miqdor ekanini 
‘ 111tt<I■. ►

2-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik 
tfni k<> paytmasi cheksiz kichik miqdor bo 'ladi.

A Aytaylik, xn -chegaralangan ketma-ketlik a n esa cheksiz

lllk miqdor bo‘lsin. Unda \fneN  uchun bo‘ ladi,
ilit M tayin o‘zgarmas son.
Inmiki, a n cheksiz miqdor ekan, n ning biror qiymatidan 
lilub,

lu  ll iln kolib chiqadi. Demak, xn ■ a n -cheksiz kichik miqdor. ►

la’rifga ko‘ra V<? > 0 uchun n ning biror qiymatidan 
fmhliih

Ravshanki,

k + A N K I +|A|-
I >cmak, n ning biror qiymatidan boshlab

liiili Natijada

|и !H> uiulan

lim xn ■ a n = 0
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11.4. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar va ularning xossalari

Biror {x„ } :

Xy, X j , x ,̂ *. .Xfj,...
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik:

1) chekli limitga ega boiish i mumkin,
2) limiti cheksiz bo‘ lishi mumkin,
3) limitga ega bo'lmasligi mumkin.
Birinchi holda yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi,

Ikkmchi va uchinchi hollarda uzoqlashuvchi ket
ketlik deyiladi.

/7 + 1
Masalan, xn = - ----- yaqinlashuvchi ketma-ket

n
xn = (~ iy ,+l hamda xn ~n ketma-ketliklar esa uzoqlashu 
ketma-ketliklar bo1 ladi.

Endi yaqinlashuvchi ketma-ketliklaming xossal 
keltiramiz.

1-xossa. Agar { xn j ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo4Is 
chegaralangan bo ‘ladi.

2-xossa. Agar {xn j va { v#l} ketma-ketli 
yaqinlashuvchi bo ‘lib,

l im x  lim y  =b■ «—>CO n—>00 " H
bo ‘Isa, и holda
a) lim c-xH= c-a , y a ’ni lim e -x,= c -  lim x {c -co n st),

n—t OO « —>00

b) lim (xn + y n) = a + b, y a ’ni lim (x); + y n) = lim л;, + lim
n—>r-0 n—>«J n—>Vj /2->CO



liu xossalardan b) holining isbotini keltiramiz. Modomiki, 
lim x , = a , lim y „ - b
я —>CO /I—> GC

M, unda
Xn = a + a n. Уп = h + P,<

‘ Imli Inmda a n va fln - cheksiz kichik miqdorlar. Shulami 
sitiil.i I Icinmani e ’tiborga olib topamiz:

К 1 »•„ - a + a n + b + Д, = (a + b) + (a n + /?„) = (a + b) + yn, 

|шн1п - cheksiz kichik miqdor. Keyingi tenglikdan 

lim (xtt+ y„) = a + b
/г—>oo

Minin kclib chiqadi. ►
Л-xossa. Agar va {уп} ketma-ketliklar

hiltishuvchi bo ‘lib,
I) Ншл; = я , = b

//•--> <Ъ П—>CO

~>xn^y„  ( «  = 1 ,2 ,...)
I\n и liolda a < b, ya 'n i lim xn < lim y n bo‘ladi.

П-+0О н—>00

11.5. Ketma-ketlik limitining mavjudligi

Ketma-ketlik limitining mavjudligini ifodalaydigan 
HHiniwlarui keltiramiz.

l-teorema. Agar {*„}, ] va |z(1} ketma-ketliklar
feitlv.an ho ‘lib,

>> х» ^ У п ^ 2„ (n = 1 ,2 ,3 ,...)
.’> lim xn = a, lim zn = a

n ->CO « —>00

hii /V/ и holda | V'„ } ketma-ketlik limitga ega bo‘lib,

lim у  — a
«-->X

Ы* lihll
^Shartga ko‘ra

lim xn - a .
/1—>0о
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Uiida ta’rifga binoan, ixtiyoriy e > 0 uchun n ning biroi 
qiymatidan boshlab

|x„-a|<<s\ ya’ni a - £ < x n < a  + £ (4) «

bo‘ ladi.
Shuningdek .t

lim zn = a
n— ,{

dan
|zn -  a\ < £, ya ’ni a -  £ < zn < a + £ (5) i

bo'lishi kelib chiqadi.
Teoremaning 1-sharti va (4), (5) munosabatlardan ixtiyori; 

£ > 0  uchun, n ning biror qiymatlaridan boshlab '
a -  £ < y n < a + £, ya ’ni \yn —a\<£

boMishini topamiz. Demak {y„j ketma-ketlikning limiti mavjud vi

lim y n = a

bo'ladi. ► :
Izoh. 1-teorema “ikki mirshab haqidagi teorema ” deb ha)

ataladi.
2-teorema. Agar ketma-ketlik: ‘

1) o ‘suvchi,
2) yuqoridan chegaralangan bo‘lsay и chekli limitga eg

bo ladi.
3-teorema. Agar <{ xn} ketma-ketlik:
1) kamayuvchi,
2) quyidan chegaralangan 

bo ‘Isa, и chekli limitga ega bo ‘ladi,
Eslatma. Ketma-ketlikning chekli limitga ega bo ‘list 

haqida umumiyroq teorema mavjud. Bu va yuqoridagi 2-va , 
teoremalarning isboti maxsus adabiyotlarda keltirilgan ([2]).

4-misol. Ushbu y n = — -— ketma-ketlikning limiti topilsit
n

^MaMumki,
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Bu tengsizliklarning barcha tomonlarini — ga ko‘paytirib
n

Ырапп /.:
1 cos n 1 
n n n

I indi xn —---- , zn = — deyilsa, unda bir tomondan
n n

X < v й zn ~ n ------ и

V« ikkiuchi tomondan esa 

lim xn = lim (-  —) = 0, lim zn = lim  — -  0
/?->oo n -> cc yi n —>co «•—>co

uchun 1-teoremaga ko'ra
r  cos/? 
l im ^  = lim ------- = 0
n—>oo /г—> со ^

III»* hull ►

11.6. Muhim limit (e - soni) va ketma-ketlik 
limitini hisoblash

Oliy matematikada e deb ataluvchi son muhim rol 
ffviuydi. U maxsus ketma-ketlikning limiti orqali ta’riflanadi. 
Humlay ketma-ketlik va uning limitining mavjudligini ko‘rsatishdan 
ivvnl bitta tengsizlikni keltiramiz.

Bernulli tengsizligi. Ixtiyoriy a  > — 1 va ixtiyoriy natural 
H } uchun ushbu

(l + a ) " > l  + n a  (6)
h ih'SL'lik o'rinli bo‘ladi.

^ (6 ) tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida 
Ым lay miz. (6) tengsizlik n - 2  bo'lganda o4rinli bo6 ladi:

(1 + a ) 2 - 1 + 2 a  + a 2 >1 + 2a  .
Aytaylik, (6) tengsizlik n = к bo‘lganda o'rinli boisin:

(1 + a ) k >1 + k a .
|f* I tengsizlikni n = к 4-1 uchun o‘rinli bo^ishini ko'rsatamiz.

- 1  < cos n < 1 .
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Keyingi tengsizlikni ikki tomonini 1 + a  ga ko‘paytirib (1 + a  > 0' 
topainiz:

(1 + a ) k ■ (1 + a )  > (1 + a )  • (1 + ka),

(1 + a )* +1 > 1 + k a  + a  + k a 2 > 1 + (k + 1 )a  
Unda matematik induksiya usuliga binoan (6) tengsizli 

barcha n > 2 uchun o‘rinli bo‘ ladi. ►
(6) tengsizlik Bemulli tengsizligi deyiladi.
Quyidagi

1 9 64 1
x " = ( l + - ) "  : 2, — .,(1

n 4 27 n
ketma-ketlikni qaraylik. Bu ketma-ketlikning

= (1+ - Y  = (— )%: = 0+—т Г 1 = Ап п
hadlarining nisbati

X n

X n-\

dagi

/7 + 1ЧЛ /7-1 4«-t

V П
/7 + 1

Л2 — 1

( 2 Л'7"1 n -1
о

r f  )

n - 1

" + 1V - ^
n n )

V i
, \ ;« - l ИnV n J

ga Bemulli tengsizligini qo‘llaymiz
iV 4  f  1 ■\

1+ -1

и2у
> l + ( « - l )

nV
1 1 1■1—- + —

n n~
Natijada

x„ n + 1 _ «_ > -------
л-1

f r  1 1 11 —  + — = V I ^
/

V n n j I n ) \
1 1 1 I 11— +— 1 = 1 +

П n~
>1

bo‘ ladi. Keyingi tengsizlikda •V, < Л  boMishi kelib chiqadl

Demak, xu -
( i у 1 

l +  -
V n )  

f
Endi x„ = 1 + 

n j

ketma-ketlik o‘ suvchi.

l Y ni baholaymiz: 
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2п + \ 2п + 2 In J
Bemulli tengsizligiga ko‘ra

1
1

2 n
Ik*'liuli Natijada

! + -
-1 V

2 n J
1 + n- ( —  

. 2 n
= 1_I-i 

2 “  2

2 n j

'  V -  4

2 2
fcit'lib, undan xn ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligi 
lirlil* diiqadi.

Shunday qilib xa -
П  

+ — 
n J

ketma-ketlikning o‘ suvchi va

Jftiij*и nlan chegaralangan ekanligi isbotlandi. Unda 2-teoremaga 
in inл bu ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘ladi. 

2-Ta’rif. Ushbu

x„ 1 + - I  (n = 1 ,2 ,3 ,...,;
П

It imt i kctlikning limiti e soni deyiladi;

(  i Ylim 1 + — = e .«->00̂  n )
% umtsional son bolib , uning qiymati e -2,718281 ...ga teng 
bo Iitdi. Odatda asosi e bo Igan logarifm natural logarifm deyilibf 
In A ha hi belgilanadi.

Hndi ketma-ketliklarning limitini hisoblashga misollar 
kUiiumiz.



5-misol.
{ о Л

1 +\ + — lim
n + 2  и «-*00 

lim -------= lim — f- = ------ ,
«—>00 ft —  ̂ n ->co 3 .̂ [ 3

_

lim 1
П n

=  1

6-misol.

. nl - n  + 2
I _ _ L  + 2 .  lim

lim" , = l im " ” * a ’- =  —
n->0C Y%' -1- 1 /l~>00 . I

n  1 1 1 +  - Г

'J_ __1 2_
I и nz ny

n
lim
n —>00 1 + -V n )

7-misol.
( 1 2 3 n - llim —  + —  + —  + + ——

п~*™\ПГ n n fl J

lim-^-(l + 2 + 3 + ... + ( « - l j

= lim 1 ( « - O '"  , - 1= lim
2 n - >®  2

t  1 \

я У
8-misol.

___  . (л/и + 1 -  >/я)(л/й + 1 +yfn)
lim Ып + \ — \ n ) = lim------------ -------— 7=-----------
«->«' ' я-*» sjn + X +\n

n + l - n  ..
= hm —f= = -----?= = lim-

n-*co yfn + l + yjn "~w \ln + \ + \fn
M ashqlar

Quyidagi ketma-ketliklar limiti hisoblansin.

1. lim
2n + 5

n->°° n — 20n

.. n2 +2n + 4
3. hm-

_ r  2n + 52 . lim —= = = = = ,
* ^ V n 2-2 0 n

n->co n —8
\ll6n2 + 5

4 . lim --7= = = ,  
" ^ 4 4 n 2 -2 0 n

5 . lim I 1 + —
2 n

\"
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12-MA’RUZA

Funksiya limiti. 

12.1. Funksiya limiti ta’rifi

Aylaylik, f ( x )  funksiya E(E e  R) to‘plamda berilgan 
'III*, a nuqtaning ixtiyoriy atrofida to‘plamning cheksiz ko‘p 
liihin bo‘lsin. Ushbu

x ,,x 2, (1)
‘Hut ketlik quyidagi ikki shartni qanoatlantirsin:

I) (1) ketma-ketlikning barcha hadlari / ( jc) funksiyaning
aiiiqlanish sohasi E ga tegishli va V « 6 N uchun x Ф a 

I Iiin xn = a  mavjud.

Bu ikki shartni qanoatlantiruvchi ketma-ketliklar cheksiz 
'ц hu' ladi.

Modomiki, xn e  E (n = 1 ,2 ,3 ,...) ekan, bu nuqtalarda 

( 0  limksiyatayin f { x n) qiymatlargaega bo‘ lib, ular

f ( X i) , f ( x 2), / ( хъ . f {xn) ,... (2)
inn kctlikni (soniar ketma-ketligini) hosil qiladi. Ravshanki, 
IIiImv ketma-ketliklar ham cheksiz ko‘p bo‘ladi.

IVrif: Agar ikkala shartni qanoatlantiruvchi har qanday 
I hi ima-ketlik uchun, funksiya qiymatlaridan iborat (2) ketma- 
llih hi ir doim bitta A limitga ega bo‘Isa, A f { x )  funksiyaning

* (/ dagi limiti deyiladi va
lim /  ( jc)  = A
x

'hi hi 7yilanadi.
l a'rifdagi a va A lar chekli yoki cheksiz bo4lishi mumkin. 

Ai<" i chekli son bo‘ lsa, funksiya limiti chekli deyiladi.
I )emak,

lim xn = а
oo

Ih'Ii ilmlan
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Iim / (.v  ) = ,•!
//—>0O

bo4ishi kelib chiqsa, unda A f ( x  ) funksiyaning x - ^ a  dagi 
limiti bo'ladi.

1-misol. Ushbu

limit topilsin.
^Ravshanki,

lim —
*-*2 x +1

fix)
1 -f- X

funksiya E -  (-ос,— l)u (~ l,+ co ) to'plamda aniqlangan. Har 
hadi shu to'plamga tegishli bo'lgan va 2 ga intiluvchi (limi 
boigan) ixtiyoriy xn:

HmxH = 2 ,  x , Ф2
/?~>ос

ketma ketlikni olamiz. Unda mos funksiya qiymatlaridan i 
ketma-ketlik

1 1 1 1
1 У 1 ’ ? • * * 9 9 • • *

A'l + l X-y + I X-, + I XJ; + 1
bo‘ ladi. Ketma ketlik limitini hisoblash qoidalaridan foydal 
topamiz:

lim-
l lim l l l l 

" xn + 1 lim ( x +1) lim xn + 1 2 + 1 3
«->00 7 //~>QO

Demak,
l l .lim f ( x ) -  lim

.v->2 ' v '  x—>2

2-misol. Ushbu
A' + l 3

/  (x) = sin x
funksiyaning x —> oc dagi limiti mavjud emasligi ко ‘rsatilsin.

< Ravshanki, bu funksiya £  = (-о о ,+ о о ) da aniqlan
Har bir had shu E to‘plamga tegishli boMgan va со ga intilu
2 ta turli:
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► пн . л,2л,Ъ л,...пл,..., limx„ = lim пп -  oo,п— и—>00
Я  _ п  71 7t _ ТС

n—>co H~>0C
n n4/Г + - ,  

2
* n  6  яг н—— 1

II 00

fci’iliklarni olamiz. Unda mos funksiya qiymatlaridan iborat 
kr fliklar

#*) sinA/i = s in w ;r= '0 :0 ,0 ,0 ,...,0 ,... l im s in ^  =0,

f  я  ̂J*a ) “ sin У„ -  sin 2nn  + — = 1 :1,1,1,...,1,... lim s in ^ „ = l,
^  2  J  И^со

;ll Dciuak, oo ga intiluvchi turli xn va y n ketma-ketliklar 

l im / (x n) = 0, l i m / ( j  ) = 1
n —> oo 4 '  п —>oo N

ll Hu limitlar bir xil bo‘ lmagani uchun berilgan funksiya 
>  «■ца bo'lmaydi. ►

I imksiya limiti ta’rifidan quyidagilar kelib chiqadi:
I) Ixtiyoriy a  (chekli yoki cheksiz) uchun lim x  = a

x:->a
lw‘ ladi,
.’ ) Agar barcha x larda f ( x )  = c = const bo‘ lsa, 

ixtiyoriy a  (chekli yoki cheksiz) uchun 
lim f ( x )  = C-
x-*a  4 7

It* I)
Aytaylik, a va A lar chekli boisin. Unda 

I ,i da ./’(* )  —> A
||*hmu|uyidagicha ham ta’riflasa boiadi:

Ц.н im ivoriy e > 0 son olinganda ham shunday S >  0 son

0 < \ x - a \ < S  

|H|.< I'kn i qanoatlantiruvchi barcha x  G E uchun
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tengsizlik hajarilsa, A son / ( x )  funksiyaning x —> a dagi li 

deyiladi.
Ravshanki, |x — a\ < 8  tengsizlik a - 8  < x < a + S

ekvivalent, ya'm bir y o ia  a - 8  < x < a va a < x < a 
bajariladi.

Agar a — 8 < x < a  bo'lganda [ / (* )  —^|< £ bo'lsa, 

son / ( x )  funksiyaning x  —> a dagi chap limiti deyiladi va 

f ( a - 0 ) =  И т / ( х )  = Л

kabi belgilanadi.

Agar a < x < a  + S  bo'lganda | / (x) —.<4|< £ bo‘ lsa

son / (jc) funksiyaning x —> a dagi o ‘ng limiti deyiladi va 

/ (a + 0) = lim  / ( jc) = Ax—>й+0 *
kabi belgilanadi.

Esiatma. Funksiyaning o'ng f  [a  + 0 ) , chap f ( a  

limitlari bir-biriga teng bo ‘lishi ham mumkin, teng bo ‘Imasligi 
mumkin. f (a  + 0 ) = / (a  — 0) bo'lgan holda / ( л )  fun 

x —> a da limitga ega bo 'ladi.

12.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyaiar

Agar
lim a(x) = 0

bo'Isa, a ( x ) funksiya x —>a da cheksiz kichik funksiya deyil

Masalan, a(x)  = x funksiya x —>0 da cheksiz kichik 
funksiya bo‘ ladi.

Aytaylik,
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lim f ( x )  = Ax—'fCl "

/ (x) -  A = a (x )  
fllniva v -> a da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi va aksincha. 

Keyingi tenglikdan topamiz:
/ (x )  = A + a(x )

Ocmak, x —>a da / ( x )  funksiya A  limitga ega bo‘ lishi 
him

f ( x )  = A + a(x)

tin^lula ifodalanishi zarur va yetarli, bunda С/(v )  funksiya
м  a <la cheksiz kichik funksiya.

Cheksiz kichik funksiyalar cheksiz kichik miqdorlar 
Mulnn kabi xossalarga ega (qaralsin, 1 l-m a’ruza).

Agar
lim J8(x) = ooд—Wz

1 Uii. /I(x') funksiya x —> a da cheksiz katta funksiya deyiladi.

7Г
Masalan, j8(x ) = tgx funksiya ^a cheksiz katta

ilk *.iva Iw4adi, chunki
lim  tgx = go .

' Idiii 11 holda

< lii ksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar orasida 
t j r l . u n s h  mavjud:

I) agar a ( x )  funksiya x —> a da cheksiz kichik funksiya 

(a  ( x) Ф O) bo‘ lsa,
^ l iul i la

(3(X ) =
a (x )

hink ,iva x —>a da cheksiz katta funksiya bo‘ ladi;
’ )agar />’ ( .V) funksiya x —» a  da cheksiz katta funksiya
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bo4 Isa, 
u holda

a (x ) 1

/?(*)
funksiya x —> a da cheksiz kichik funksiya boiadi.

12.3. Chekli limitga ega bo6lgan funksiyalarning xossala

Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalar ham yaqinlash 
ketma-ketliklar, ya'ni chekli limitga ega bo4lgan к 
ketliklaming xossalari singari xossalarga ega boMadi. Quyi 
xossalami bayon etamiz va ulardan birining isbotini keltiramiz,

Aytaylik, f ( x )  va s ( x ) funksiyalar E to'pl
berilgan bo4lib, a nuqta E to'plamning limit nuqtasi bo4lsin

1-xossa. Agar
lim /  (x) = A, lim g(x) = В
x-^a x —»<?

bo ‘Isa, и holda x —> a da f  (x ) ± g  (x )  funksiya ham limitga 

bo lib,
lim (f(x)±g(x)) = A±B,

ya m

bo ladi.

lim ( / (x) ± g(x)) = lim / (x )  ± lim g(x)

^Shartga ko'ra x —> a da f ( x )  —» A , g ( x )  —» В Л

f (x)  = A + a ( x ) ,  g ( x )  = B + p ( x )

boiib, a ( x )  va /?(x) lar x —>a da cheksiz kichik funksiyal 
bo4ladi. Keyingi tengliklardan topamiz:

f (x)  + g(x) = (A + B) + ( a ( x )  + /}(xj) = (A + B) + r ( x

bunda f ( x )  funksiya x —> a da cheksiz kichik funksiya. 
Demak,
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Natija. Agar x —» a da f (x)  —> A bo'lsa, A yagona
Ы

4  I cskarisini faraz qilaylik
lim / (л) = A, lim / (x) = A *
x —>a ‘ x-*a  *

(•in 11 holda bir tomondan

^ ( f ( x) - f { x))=A~A* 
liu In tomondan esa,

й £ ( Л * ) - / М ) =0
Min 11 Keyingi tengliklardan A = A* bo‘ lishi kelib chiqadi.^

2-xossa. Agar
lim /  ( a ) = A, lim g (x )  = В
x-+a x —>л

hti, u holda x —> a f ( x ) - g ( x )  funksiya ham limitga ega 
lib

l i m ( f ( x ) - g ( x ) )  = A-B,  y a ’ni 

l im (/ (x ) -g (A ) )  = l im / (x ) - l im ^ (x )

llli/l
Natija. О ‘zgarmas sonni limit belgisi tashqarisiga 

iqnt / v// mumkin.
^Ravshanki, ixtiyoriy с = const uchun

lim (c* f i x ) )  = lim e - l im / (x )  = c- lim f i x )V->rt V V / / * v / /
Iw'lmli ►

Vxossa. Agar
lim /  (a:) = A, lim g(x) = В

Hm(/(jr) + g (x ))  = i4 + 5 >

fa i hh. H ^ 0 bo ‘Isa, и holda

lim / ( * )

* ( * ) .
й|1 huh.

= —, j a  m lim 
В
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4-xossa. Agar
lim f\x) -  A, lim g ( a )  = В
x ->a ' x ~>a

bo 'lib, ixtiyoriy x € E uchun
f ( x ) < g ( x )

bo ‘Isa, и holda
A < В, у a ’ni lim / (V ) < lim g  ( x )

x -^a  x->a
bo ladi.

12.4. Funksiya limitining mavjudligi

Funksiya limitga ega bo'lishi haqidagi teoremalarni 
keltiramiz.

1-teorema. Faraz qilaylik, f  (x ) ,  g ( x )  va
funksiyalar E Cl R to ‘plamda berilgan bo lib, a nuqta 
to ‘plamning limit nuqtasi bo ‘Isin. Agar bu funksiyalar uchun:

1 )  / ( A ' ) < g ( x ) < < p ( x ) ,  x e ( a - S , a  + S)

2) lim f ( x )  ~ A , lim ^ (jc ) = A
x->a  ‘ V 7 л-->лг 4  7

bo 'Isa, и holda g(x) funksiya x —» a da limitga ega bo ‘lib,

l im g (x )  = A
x -*a  x

bo ‘ladi.
•^Shartga kolra l im / ( a )  = A, lim^>(x) = A

Л — i d  ‘ V —

Unda ta’rifga binoan har qanday 8 > 0 olinganda 

shunday 8  > 0 topiladiki, |x -  a\ < 8  tengsi 

qanoatlantiruvchi barcha x  e  E uchun

A - s  < f  ( x ) ,  <p(x) < A \ 8 
boMadi. Teoremaning birinchi shartidan foydalanib topamiz: 

A - €  < g(x)  < А л - 8 .

Demak,
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lim g(x) = A . ►
x—>a

1 teorema. Faraz qilaylik f ( x )  funksiya E to 'plamda 

Igtin ho'lil), (a  — a , a }  a  E {̂ a > 0) bo‘lsin. Agar 

I) / (x) funksiya E to ‘plamda о ‘suvchi,
/ ( a ) funksiya E to‘plamda yuqoridan chegaralangan 

he n holda x —> a ~ 0 da / (x) funksiyaning limiti mavjud

\ teorema. Faraz qilaylik, f i x )  funksiya E to ‘plamda 

A£tin ho'lih, (a ,f l + a ) c £  ( a  > 0) bolsin. Agar 
I) /(x) funksiya E da kamayuvchi,
У) I ( a ) funksiya E to‘plamda quyidan chegaralangan 
и In >Ula x —> a + 0 da f  (x) funksiyaning limiti mavjud

%t<lt

I i.5. Muhim limitlar va funksiya limitini hisoblash

I) Ushbu

lim sin x  = 0, lim cos x = 1,\ >0 A—>0 lim
sm x

-v->° X 
Itliti ishotlansin.

4Kadiusi OB = 1 bo‘lgan aylana chizamiz:

1-chizma

D

I ngonometrik funksiyalar: sin x, cos x,/gx laming 
Щ ill).иif*;i binoan
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AC  = |sin x|,

OA = |cosx|,

BD = \tgx\,

71 Я
bo‘ladi. Aytaylik, - — < x < — boisin, unda В С yoyi

vatardan kichik bo'lmaganligi va o‘z navbatida vatar A C ] 
kichik bo‘ lmaganligi uchun

|sinx|<|x| (3)
boMadi. Shuningdek, OCA uchburchakda uning bir tomoni q 
ikki tomonlari ayirmasidan kichik emasligi haqidagi tasdiqqa к

cos* > 1 -|sinx| (4)
bo‘ ladi.

Ravshanki, (3) tengsizlikdan
-|x| < s in *  < |x|

bo‘ lishi kelib chiqadi. Ayni paytda, x —> 0 da 
—|x| —̂ 0, jx| —̂ 0

bo‘ lganligi uchun 1-teoremaga ko‘ra
lim sin x = 0
.Y-->0

bo‘ ladi.
Ravshanki, cosx < 1. Unda (4) munosabatga muvofiq

l-| s in x | < co sx < l 
bo‘ lib, 1-teoremaga ко‘ra

lim cos x = 1Л--+0
bo‘ ladi.

M a’lumki, AOAC ningyuzi — cosx-jsinx| 

OBC sektoming yuzi ~ |x|,
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Yl 4-1 ) V, X J 
bo‘lishi kelib chiqadi.

Ravshanki,
!_ )„  = •• -  1 

n + 1 П + 1

n )

Um(l + =  lim(l + -^-)"+1 • (1 +
и + Г

= lim (l + )"+l ■ lim (l + — ) 1 = e - l  = e,
«-»<» n + \ >!->«> и +1

lim(l + -)"+l = lim(l + -)" • (1 + - )  = e ■ 1 = e.л-x» «-+<» /7 И
Unda 1-teoremaga ko‘ra

lim
1

1+— I - e
x.

bo‘ ladi.
Aytaylik, x < -1  bo‘ lsin. Agar x = - t  deyilsa, u holda 

f  1Y  f  i Y ' (  ] V
lim i +i

V x )
= lim

/->00
1 —

V О
: lim
/->oo

1+-
V

= lim
/-•>00

bo‘ ladi. Demak,

V
1+-/ -1

/
1 +

1

; - U
: e ■ 1 = e

lim
.v—>oo

e .i + ~
’V x j

Keyingi muhim limitlami keltirish bilan kifoyalanamiz.
3)Ushbu

Нт] 2 б Л М  = 1о ( a > o ,„ * i )
л-—>0 X

xususan,



Rtuiiosnliat o‘ rinli.
4) Ushbu

Ifnglik o'rinli.
>) Ushbu

Im^lik o'rinli.
6) Ushbu

a
lim-
■v->0 x

= ln a ( a > 0 )

t. (1 + x f - l  
lim ------- ~------ = a
x->0

liniibi.i
;i) agar

lim t/ (x ) = A, \\mV( x) - B  bo'Isa,
4 7 Л->Я V 7

С = A B bo'ladi
b) agar

lim£/(x) = А Ф1, l im F (x )  = ±oo
Д:->a V  7 jc->e V 7

llt'Uti qaralayotgan limit bevosita hisoblanadi. 
d) agar

lim£/(x) = l, lim V ( x ) = oo
д:->a v 7 л'—>я v 7

|и'кп, u holda
lit„rt/(x)-l]F(.v)

С = e™ 
fetl'llllll. ►

Funksiya limiti haqidagi ma’lumotlardan, shuningdek 
|Hnii.im limitlardan foydalanib funksiyalaming limitini hisoblaymiz.

-Misol Ushbu
x + x2 + x  ̂— 3

lim
л~>1 x -1  

limn hi\<>blansin.
A Bu limit quyidagicha hisoblanadi:
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х + х~+х' - 3  .. x - 1  + x"- 1  + x' - 1  
l im-------------------= lim---------------------------
J-й x — \ *--И x - 1

j. x — 1 + (x — l)(x +1) + (x — l)(x + X + 1) 
•v->1 x - 1

(x —1)(1 + X + 1 + X” + X +1)-  ]lm -̂-----------------------------------=
v.l X — 1

= lim3 + 21imx + l imx2 =3 + 2 + 1 =6.  ►
A—>1 A'—>1 Л'—>1

2-Misol. Ushbu
sin 5x

lim-
->0 sin 1 Ox 

limit hisoblcmsin.
•^Bu limitni hisoblashda

sin x ,

dan foydalanamiz.

lim-
,v->0 x

sin5x . ,. sin5x
• 5x , lim -.. sin5x  5 r  1 .v->o S x  1 1 1

l im--------- = hm— —----------= ------------- - - - = ------= —
л-+° sin 1 Ox y-*o sin 1 Ox 2 |jm sm 1 Ox 2 1 2

1 Ox л->° 1 Ox
3-MisoL Ushbu

2 V -1
lim -------
v~*° sin x

limit hisoblcmsin.
^ B u limitni hisoblashda

sinx , a x -1  , 
lim -------~1, lim ---------- I n  a

JC *”*0 x
lardan foydalanamiz.
Avvalo berilgan limit ostidagi kasrning surat va maxr 

x ga bo‘lamiz, so‘ng limitni hisoblaymiz:
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2' -1
2Л -1  r  2 х -1  
——  lim -------  . «
__X _  -v->0 x _  ln 2

1■" s in *  *-»<> s in x  sinjc ------  lim — —
= ln 2 . ►

4 IMisoI. Ushbu
x

lim
.y—>oo

1 \ 2v

blllllSUI
^IUi limit quyidagicha hisoblanadi: 

lim f i +r
2.x

f . +r
x (

= lim
V x J .Y—>00 V x j \

1 +  -

= lim (l + —)' • lim (l + — )x = e ■ e = e2. ►
.V --->'0 X -X— >00

5-IMisol. Ushbu
.. \ -y fx  
lim ------
•w l 1 -  Цх 

II hiM'hlansin.
■4 Avvalo quyidagi x - f  almashtirishni bajaramiz. Bunda 

» I il,i / —» 1. Natijada

1-л/х 1 — t3 lim ------f= = lim ----- r-
y - > I  \~-lJx I —t

hull Keyingi limitni hisoblaymiz:

. I -/ 3 ( l - * ) ( l  + f + ̂ 2) 1 + t + t2 3
Inn----- ^ = lim —-— —-------—-  = lim ----------- = — .

■ 4 --Г ( l - / ) ( !  + *) 1 + / 2
I )emak,

ft IVfisol. Ushbu

У 1-л/1 з lim ------ ==■ = — .►
- M  2
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их
co s-—

lim-
дг->1 1  -  X

limit hisoblcmsin. _ ,niashtir
4B u  limitni hisoblash uchun 1

bajaramiz.
Unda x -> 1 da t - »  0 bo lib,

_ f  n  Jt л
co s-— cos( 2 2 

lim -------— -  bm
/

~x-*\ \-X  (_>0 *

silV _ / r r  s in I f
= hm------------ T  ™ я  J 2f->о г 2 11. ̂  л

bo‘ ladi. ►
7-Misol. Ushbu

A'->* i X  +  1 /

limit hisoblansin.
A  Bu limitni hisoblashda

И т Н * ) Г = С
.Х ->П *“

dagi d) holidan foydalanamiz. Ravshanki,

y ( x )  = — * 4* )  =
v ' x + 1

bo‘lib,

Л'— >00

JC
bo1 ladi. Demak,
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Jt+1
-2 lim

1
jr-мо 1 1 +  —

Shunday qilib

lim
Д-—>C©V^ + ly

= e

Mashqlar

I uksiyalaming limiti hisoblansin.

. .  л/ l  + 2x  — 3 .. t f x - 2  
1 lim -----j=-------- .  lim-

.v->4 л/х- 2 ^  JC->16 л/х -  4
.. l + cos3x l - s i n 2 x   ̂ lim— -  lim,  ̂

sm Ix  4- *-->% {n  -  4x)



Funksiyaning uzluksizligi. Uzluksiz funksiyalarning xossala

Funksiya limiti tushunchasi bilan bog‘ liq ayni paytda 
matematikada muhim bo‘ lgan funksiyaning uzluksizligi tushuno 
sini, uzluksiz funksiyalaming xossalarini keltiramiz.

13.1. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

Aytaylik, V ~ f { x )  funksiya E to'plamda (ZsC

berilgan bo‘ lib, л'0 e  E bo‘ lsin.
1-ta’rif. Agar

lim  f ( x )  = f ( x 0) (1)
X--KV,,

bo‘Isa, f { x )  funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.
Masalan

у  = f ( x) = x-

funksiya ixtiyoriy x0 e  ( - 00, +00) da uzluksiz bo‘ ladi, chunki 

lim f i x )  = lim x 2 = lim (x -x )  = x0 • x0 = x] -  f  (x0).
л->.ц, ■ 4 ЛГ->Л,|

Agar
/ ( x 0 +0) = lim f ( x )  = / ( x 0)

x 7 -Y—>A0 +0 v 7 x

bo'lsa, / ( x )  fimksiya x0 nuqtada o'ngdan, 
agar

f ( x 0 - ° )  = lim n/ ( * )  = f ( xo)X —>A() 0
bo'lsa, f ( x )  fimksiya x() nuqtada chapdan uzluksiz deyiladi. 

Masalan

1 2  <r , , — x , a g a r  x < 2
./ ( * )=  2

x , agar x > 2

13-MARUZA

funksiya uchun
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* I n i  11 Dcmak berilgan funksiya X0 = 2 nuqtada chapdan 
Mlto!/

г f ( x )  funksiyaning x0 nuqtada uzluksiz bo‘ lishi sharti 

lim f ( x )  = f ( x 0) 

yozish mumkin:

Huyidagi belgilashlarni kiritamiz:
A\ v - A - 0 , =  A/(x0) =  / ( ,x ) - / ( * 0) (2)

< Klatda, Ax argument orttirmasi , Ay esa funksiya 
Ii i i m m  deyiladi.

(2) munosabatlardan topamiz:
« v„ + Ax, Ay = A f(x 0) = f ( x 0 + A x ) - f ( x 0). 

wi А г laming geometrik ma’nolari 1- chizmada keltirilgan.

t /{Хь+IX)

*0 + Ax x

1 -chizma

( I > va (2) munosabatlardan 
lim Ay = lim A f  ( xa ) = 0Лл -Hl Лл->0 V U '

и In kelib chiqadi.
Dcmak, (3) munosabat / ( * )  funksiyaning x0 nuqtada

(3)



uzluksizligi ta’rifi sifatida qaralishi mumkin.
Masalan, f ( x ) - c  = const funksiya ixtiyo

x 0 e (~ o o ,+ o o )  nuqtada uzluksiz bo‘ladi, chunki

lim Л/ (х0) = lim [ / (x 0 + Ax) -  /  ( x0) ]  = lim (с  -  с) = 0 .
A x ->0 7 Л х-^ О 1-  Д л -и )

2-ta’rif. Agar f ( x )  funksiya E to'plamning har 
nuqtasida uzluksiz bo‘Isa, funksiya E to'plamda uzluksiz deyiladi,

13.2. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar

Faraz qilaylik, f ( x )  va g( x)  funksiyalar E uvplam
berilgan bo'lsin.

1-teorema. Agar f ( x )  va g ( x )  funksiyalar x0 e 

nuqtada uzluksiz bo ‘Isa, и holda
c - f ( x )  ( c = const), f ( x ) ± g ( x ) ,  f ( x ) - g ( x ) ,

f i x)
>(*)

( g{x0) * P )

funksiyalar Нам x0 nuqtada uzluksiz bo ladi.

^Shartga ko‘ra f  (x) va g ( x )  funksiyalar xQ nuqt 
uzluksiz. Unda

lim / (x ) = / (x 0) ,  lim g ( x )  = g (x0)
v -> A '0 -X— >-V(>

bo‘ ladi. Funksiya limiti xossalaridan foydalanib topamiz: 
lim с ■ f  ( x ) = с ■ lim /  ( x ) = с •/  (x 0) ,
.x -> .T 0 ' .Y -> Y 0

lim [ /  ( x) ± g ( x ) ]  = lim f ( x )  ± lim g (x) = f ( x 0) ± g ( x 0)
.V -» .X () L  4 J  .Y -> .V (| Л-— > Y0

lim Г /  ( x) ■ g  ( x ) ]  = lim / ( x) • lim g  ( x) = / ( x0) • g ( x0
.V >A-(| L  4 4 / J  X - > X {) X - + X U V

. .  a *) / ы
g ( x )  H m g(x ) g (.x0)

л ~>.x0
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Keyingi munosabatlardan 

< -/ (* ) , f ( x ) ± g ( x ) ,  f ( x ) - g ( x ) ,
S\x )

ftmksiyalaming x0 nuqtada uzluksiz bo‘ lishi kelib chiqadi. ►

2-teorema. Agar y  = f ( x )  funksiya x0 nuqtada uzluksiz

bo h/к it = q>(y) funksiya yQ nuqtada ( y {) = f  (x0 )> uzluksiz

bo isa, и holda и = <p[f (л*)) murakkab funksiya xQ nuqtada 
Htluhsiz ho‘ladi.

*4 Shartga ko‘ra >’ = /(-*;) fimksiya x0 nuqtada uzluksiz. 
I Jnda

l im / ( x )  = / ( x 0) = >-0

bti'liuli. Shuningdek, и — <p{y) funksiya y 0 nuqtada uzluksiz. 
I'n.Li

lim <p{y) = <p(yQ)

Demak,
lim .<p(f{x)) = J im cp{y) = <p( v0) = <p(f (x 0) ) .

Bu esa (p { f  ( x )) murakkab funksiyaning x0 nuqtada
Mfluksix bo‘lishini bildiradi. ►

Uzluksiz sodda funksiyalami keltiramiz.
1) / (x ) = с = const» f ( x ) — x funksiyalarning 

(niivuriy x <= (—oo, +co j da uzluksiz bo‘ lishi равшан.

2) / ( x )  = x'" ( m - natural son) bo‘ lsin. Bu funksiya m ta 
tiHuksi/. fimksiyalaming ko‘paytmasi sifatida ixtiyoriy
* 1 ( da uzluksiz bo‘ ladi.

3 )/ (x )  = a0 + а{х + а2хг +... + anx" bo‘ lsin, bunda 

n„.iir ..xiu o‘zgarmas soniar. Bu funksiya ham 1-teoremaga ko‘ ra



ixtiyoriy x e ( —oo,+<x>) da uzluksiz boiadi.
4) Aytaylik,

/ М
a0 + axx + a2x +... + anx 
b0 + blx + b2x2 + ...+ bm xm

boisin, bunda a0,a l,...an va b0,bv ...bm o‘zgarmas soniar.
Bu funksiyaning ixtiyoriy 
x e  E = (-oo,+co)\{x :b0 +b^x + ... + bmx m = oj 

da uzluksiz boiishi 1-teoremadan kelib chiqadi.
5) / ( x )  = sin x  boisin. Ixtiyoriy хе (-д а ,+ со ) uchun

A/"(x) = s in (x  + A x )-s in  x
boiadi. Trigonometriyadan ma’lum boigan ushbu

. ' „ . а - в  a  + в
sin a - s i n p  = 2 s in -------- cos---------

2 2
tenglikdan foydalanib topamiz:

л r / \  ̂ Ax f  Ax Af  (x ) = 2sin  — cos|x + —

Ravshanki,

f A x)cos xh-----
I 2 J

<1

Ax
va Ax —> 0 da s in -------> 0 . Demak,

2
lim A / (x ) = 0 .
Дт—>0 V ’

Bu esa / ( x )  = s in x  funksiyaning ixtiyoriy xe(-oo,+oo 
da uzluksiz ekanini bildiradi.

6) / ( x )  = cosx boisin. Ixtiyoriy xe(-oo,+ oo) uchun

A/ (x )  = cos(x  + A x )-c o s x
boiadi. Ma’lum

„ . a - B  . a  + B 
c o s a - c o s p  = - 2 s in -------- s in ---------.
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Hu formuladan foydalanib topamiz:

А/ ( x ) -  - 2  sin — ■ sin x + -
Ax

Ravshanki,

sin x + ■
Ax <1

Ax
N A \ > 0 da s in -------> 0 . Demak,2

lim A /(x ) = 0Ar-»0 V '
Ьи*lil>. / (x) -  cosx funksiya ixtiyoriy x 6 (-oo,+oo) da uzluksiz 
(Nt'imli

7) Ushbu / (x )  = tgx, f ( x )  — ctgx funksiyalaming
IMlltlksi/l igi sin x, cos x funksiyalaming uzluksizligi hamda 
(•IroH inadan kelib chiqadi.

j  (x )  = tgx funksiya ixtiyoriy

'/ \ + co )\ jx : x = ^  + к л ,к  = 0,±1,±2,...| da uzluksiz 

fen'huli.
>s) f { x )  = a \  f ( x )  = logflx, / ( x )  = arcsinx,

f  (\) arccos x, f  (x )  = arc tgx, f  (x )  = arcctgx funksiya-

C
liiU i>'z aniqlanish sohalarida uzluksiz boiishi yuqoridagidek 
n'lsaliladi.

Demak, barcha sodda funksiyalar o‘z aniqlanish sohalarida 
ц*|икм/. boiadi.

13.3. Funksiyaning uzilisbi va uzilishning turlari

Maiumki,
l im / ( x )  = / ( x 0)л~*л()

beis.i, / (x )  fimksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi. / (x )  

liMikM vaning x0 nuqtada uzluksiz boiishi ushbu
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1) iim f i x ) - A  ning m avjudligi,
A~»AU ‘

2) A -  /(x„) boiishi
shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.

Agar
lim / ( x )  = / ( x 0 )

raunosabat bajarilmasa, f ( x )  funksiya uzilishga ega, x0 nuqta e

uzilish nuqtasi deyiladi.
Maiumki, J  (x )  lxmksiyaning x0 nuqtadagi / ( x 0 +0

o‘ng limiti, / (x0 - 0 )  chap limiti mavjud boiib , 

f ( x 0 + O ) * f ( x 0 -O)  
bo‘ lsa, yoki bu limitlardan hech boimaganda bin mavjud boima 
У '(х) lxmksiyaning limiti mavjud bo‘lmaydi. Binobarin, bu hoi

/ (x )  funksiya x0 nuqtada uzilishga ega boiadi.
Масалан, -1, agar x < 0  bo'Isa, 

f  (x ) = ■{ 0, agar x — 0 bo’Isa,
1, agar x> 0  bo'Isa

funksiya uchun
/ (0  + 0) = lim f i x ) -  lim 1 = 1 ,• ' > .(->0+0 v ' .t-->0+0

/ ( 0 - 0 ) =  lim f i x ) -  l im ( - l )  = - l• V ; A-+0-0' V ’ -V—>0-0 ’

boiib, x = 0 nuqtada funksiyaning o'ng va chap limitlari bir-biri 
teng boimaydi. Demak, berilgan funksiya uzilishga ega va x -  
nuqtada uning uzilish nuqtasi boiadi.

Ushbu

/ ( * )  =
sm-

--x,

agar x > 0 bo'Isa, 

agar x < 0  bo'Isa, 
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/ (0  + 0 ) = lim  f  (x) =  lim sin —  mavjud emas,' ЛГ-+0+0 4 ’ Д--+0+0 x

/'(0 - 0 ) =  lim f ( x ) =  lim  ( - x )  = 0v ' *->0-0 ‘ V ! ,n-0+0V >
V l.L li  Demak, bu funksiya x  = 0  nuqtada uziladi.

I Ishbu

__ j A'2’ aSa r x ф 0  bo ’Isa,
11, agar x  = 0  bo'Isa,

Ht'lMMI

lim /"(x) = lim x 2 = 0Л'—>0 ‘ л-»0
u berilgan funksiyaning x = 0 nuqtadagi qiymatiga teng

i p ins / (0 )  Ф 0 .  Demak, funksiya x = 0  nuqtada uziladi.

Funksiyaning uzilish nuqtalari qatoriga uning aniqlanish 
' pHlnr.ii’a tegishli boim agan, sohaning chegaraviy nuqtalari ham 
'IliHiladi.

Xususan, funksiyaning aniqlanish sohasi intervaldan iborat 
kii'I.Mi, intervalning chegaraviy nuqtalari uzilish nuqtalari boiishi 
Itlumkm.

Masalan, / ( x )  = — funksiya £  = ( —o o ,0 )u (0 ,+ o o )d a

iliii|l;mgan b oiib , x  = 0 nuqta (ravshanki, bu nuqta funksiyaning 
|iH»|l.mish sohasiga tegishli emas va u oraliqning chegarasi) uzilish 

boiadi.
Shunday qilib,
1) x0 nuqta funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli va 

l i m / ( x )  = / ( x 0)

1 iIhiii hajarilmaganda,
! 2> Ao nuqta aniqlanish sohasiga tegishli boimasdan, uning

HiM’.uaviy nuqtasi bo isa , u holda x0 funksiyaning uzilish nuqtasi 
Ц|1 lull

j ^жкмуа uchun



/ ( x )  funksiyaning x0 nuqtadagi o'ng va chap limiti 
mavjud boMib,

/ ( * o  +  ° ) * / ( x o - 0 )  

bo‘lganda, uning x0 nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilish deyila 
Ushbu

/  ( x o + 0 ) ~ / ( x o “ 0 )  

miqdor funksiyaning x0 nuqtadagi sakrashi deyiladi.
Masalan, ushbu

j”—1, agar x < 0 bo'Isa,
f ( x )  = < 0, agar x -  0 bo'Isa,

1, agar x > 0 bo'Is a,
funksiyaning x -  0 nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilishi bo‘l 
uning x = 0 nuqtadagi sakrashi 2 ga teng bo‘ ladi (2-chizma):

....... ... ^
0

-1

2-chizma

/ ( x )  funksiyaning nuqtadagi boshqa uzilishi

( lim  /  (x )  = A, A *  /  ( x0) holdan tashqari ) ikkinchi tur uzili
,Y — »A '()

deyiladi.

1 , agar x > 0 bo'Isa,

x 2, agar x < 0 bo 'Isa

178



lim f { x ) =  lim — = со
л —> 0+ 0 " v '  v—> 0+ 0 X

lim f i x ] -  lim  x2 = 0-v->0-0 v a—>0+0
'lilt. Ini funksiyaning x = 0 nuqtadagi uzilishi ikkinchi tur uzilish
'Mi

13.4. Segmentda uzluksiz boMgan funksiyalar 
haqida teoremalar

Agar / ( x )  funksiya [я,Ь ] kesmada aniqlangan bo‘ lib, 

,/*) mlcrvalda uzluksiz hamda a nuqtada o‘ngdan, b nuqtada

( luipdan uzluksiz bolsa, u holda f ( x )  funksiya [a,b]
Htmla u/luksiz deb ataladi.

Segmentda uzluksiz boigan funksiyalar haqida bir nechta 
liv leoremalami (isbotsiz) keltiramiz.

1-teorema. Agar f  (x )  funksiya [я , 6] segmentda uzluksiz 
Vw, и shu segmentda chegaralangan bo ladi.

Ru holda shunday ikkita m va M  sonlari (m < M )

llmliki, fimksiya grafigi у  = m va у -  M  parallel to4g‘ri 
l#h|hii orasida joylashadi.

2-teorema. Agar f  ( x ) funksiya segmentda uzluksiz
hh, segmentning chetki nuqtalarida turli ishorali qiymatlarga 
i bo Isa,

Л ‘0  f ( b ) < 0  yoki f { a ) <  0, f ( b ) > 0 )  v
)hhi a hi I an b orasida hech bo Imaganda bitta shunday С nuqta 

f И < h ) topiladiki, f  (c) = 0 ho ladi.

Hu holda / ( x )  funksiyaning grafigi OX o'qini hech
|h m.i^mda bitta nuqtada kesadi.

Hu teorema

Iiniv.i uchun
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/  W  = 0
tenglamaning yechimi mavjudligini kcTrsatish bilan birga 
taqribiy hisoblash imkonini ham beradi.

3-teorema. Agar f  ( x ) funksiya segm entda uzl

bo ‘Isa, и holda funksiya \&,b\ segm entda о ‘zining en g  katta vQ

kichik qiymatiga erishadi, y a ’ni shunday x *e [a ,& ] H

topiladiki, ixtiyoriy X E uchun

f ( x )< f ( x . y ,
shunday x  nuqta topiladiki, ixtiyoriy х е [ а ,й ]  uchun

/ ( * )  > / (* * ) ,

bo ‘ladi.

M ashqlar

Quyidagi funksiyalami uzluksiz ekani ko‘rsatilsin.
1. у  = x2" -2 x  . 2. v = cos3x . 3. y  = e x

Quyidagi funksiyalaming uzilish nuqtalari topilsin.
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14-MA’RUZA

Funksiyaning hosilasi.
Ilosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

14.1. Funksiya hosilasi tushunchasi

Aytaylik, у  = f ( x )  funksiya ( a , b j  intervalda berilgan 

'llh, \lte ( a , b ) bo'lsin. x0 nuqta билан birga shu ( a ,b j  ga 

ilili hoigan x0 +Ax ni (A x ;*0 ) qaraymiz. Natijada funksiya

Ay = Af (x0) = / (  x0 + Ax) -  / ( x 0)
(Мшф.л ega  bo'ladi. Ravshanki,

Av ¥ ( xq) _  / (* o  + A x ) - / ( x 0)

Ax Ax Ax
I muuyyan ./ (x )  va tayin x0 da Ax ning funksiyasiga

limit Ax —> 0  da bu nisbat limiti funksiya hosilasi 
' (ни li.isiga olib keladi.

IVrif. Agar

(1)" >0 Ax Ax
I in,i\ /1id b o ‘Isa, bu limit y  = f  (x )  funksiyaning x0 nuqtadagi

d f  ( x ^
iiihi deyiladi va / ’ (x0) yok i  — y ok i у

dx x=x„

< /и /!•/lanadi.
Ацаг (1) limit chekli bo‘ lsa, hosila chekli deyiladi, (1) limit 

km. boMsa, hosila cheksiz deyiladi.
I.slatma. Funksiyaning tayin nuqtadagi chekli hosilasi 

m ihuhdaydi.
Адаг ( a , b )  oraliqning har bir x  nuqtasida funksiyaning 

Mi hosilasi mavjud bo‘lsa, unda hosila x  ning funksiyasiga
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aylanadi.
Funksiyaning o'ng va chap limitlari singari funksiya 

o'ng va chap hosilalari ta ’riflanadi. Ushbu 

lim ,/( v ,+ A .v )-/ ( .v „ )  ̂ lmi :/(.v„ fA v ) - ,/(.v0
Л\->+0 Д_х , M--+.-0 Л л '

limitlar mavjud bo‘ lsa, ular mos ravishda funksiyaning 

nuqtadagi o‘ng va chap hosilalari deyiladi 
/ '( x 0 + 0 ) ,  . f ' ( x 0 - 0 )  kabi belgilanadi:

/ ( x 0 + Ax ) - / ( x0)
Av->+0/ ' (xn + 0) = lim' ' A v—v 4-Л

limAv->-0

Ax
/ ( x 0 + A x ) -/ ( x 0)

Ax

bo‘ lib,

boiadi. Demak,

Xususan, [a,£>] segmentda berilgan / ( x )  funksiyani

nuqtadagi hosilasi deganda uning shu nuqtadan o'ng hosila 
nuqtadagi hosilasi deganda uning shu nuqtadagi chap ho 
tushiniladi.

1-misol. Ushbu 1
/ (x) ~ x2

funksiyaning x0 2 nuqtadagi hosilasi topilsin.
^TaYifdan foydalanib topamiz. Ravshanki, be 

funksiyaning x0 = 2 nuqtadagi orttirmasi

Af (2) -  / (2  +Ax)-/ (2 )  -  (2 + Ax)2 - 2 2 - 4 + 4Ax +Ar-~4 = 4Л* 
bo'ladi. Unda

A /(2) _ 4Ax + Ax2 
Ax Ax

: 4 ~f~ Ax

\[m  - / U  -  iim ( 4  + Ax) -  4
Ax Av-»0

/ ( 2 )  = 4 ► 
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I-misol. y  = c  ( с  = c o n s t )  bo‘ lsin. Bu holda ixtiyoriy

Ау  = с  -  с  = О
yvillin

lull I >cmak,

^  = 0, lim —  = 0.AX Ar~*0 Д д -

Ill*

Slnmday qilib, ixtiyoriy x da y '  -  0 .
'-misol. v = x . Ixtiyoriy x da Ay = x' + Ax -  jc -  Ал:

Ay _ Ajc 

Ax Ax
ll Dcmak,

lim —  = 1
■̂->o Ax

У = J.

4-misol. у  = —. Ixtiyoriy x  Ф 0 uchun
x

At

h,

j ____j_
\ f Ax x

Ax 1
:(x  +Ax) ’

lim —  = lim
Лг—>0 Д  у Ay—>0 :(x  +Ax)

4 > _ ___________
Ax x (x  + Ax)

\

__L
7

ДГ
ll I K'inak,

4 inisol. у  ■■

Nit I'.ohlaymiz:

У = — -  ■ 
x ‘

2x + l
3x +1

. Bu funksiyaning hosilasini ta’rifga



Ду =
2 (х  + Ал) + 1 2х + 1 Ах
3 (х  +Ах) + 1 Зх +1 (3 (x  + Ax) + l) (3 x  + l ) ’ ^

А У = ___________ \__________  ̂ ]
Ах (3 ( а  + Ax) + l) (3 x  + l )  j

lim —  = lim
Av->0 Д х  Ax—>0

Demak,

1
(3 (x  + Ax) + l) (3 x  + l)  

1

(3x + l)

(Зх +1)

14.2. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

Faraz qilaylik, y  = / ( x )  funksiya ( a , h )  da berf

bo‘ lib, xe(a,b)  nuqtada f ' ( x )  hosilaga ega bo'lsin,
funksiyaning grafigini 1 - chizmada keltirilgan egri с 
tasvirlasin.

/ / = /,(>)

/J

-+x
x Ax x + Ал

j
1 -chizma , j

AB kesuvchining OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan j 
qilgan burchakni (p , egri chiziqqa A nuqtada o‘tka*j 
urinmaning OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil qj 
burchakni a  deylik.
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LA y
AABC dan topamiz: —  = tg(p 

Ax

Agar Ал: —> 0 sa, ya ’ni В nuqta egri chiziq bo‘ylab A
1йц;| mtilsa, u holda (p burchak a  burchakka intilib

tg(p tga
'ImiIi Keyingi munosabatlardan

.. Ay 
lim —— = t g a  

Ax
'llahi kelib chiqadi. Demak,

f'(x) = tga
Shunday qilib, y  = f ( x ) funksiya nuqtada

' ( » ) hosilaga ega bo‘lsa, bu funksiya grafigiga A(x, y ) nuqtada 
Ibit/1Ijmii urinma mavjud. Funksiyaning x nuqtadagi hosilasi 
'( \) esa bu urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. 
Iliiiiiiiiiiig tenglamasi esa ushbu

Y = f ( x )  + f ' ( x ) { X - x )  = y  + f { x ) ( X - x )
'llitishila bo‘ ladi, bunda (X,Y)  urinmadagi o‘zgaruvchi 
Inning koordinatasi.

I ndi hosilaning mexanik ma’nosini keltiramiz. Faraz 
yhk. moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab (bu to‘g ‘ri chiziqni 

o'qi deylik) harakat qilib, M  nuqtaga kelganda bosib o‘tilgan 
'I S hoMsin: OM = S (2-chizma).

о мI g—) -H j j H

2-chizma

K.ivshanki, bu yo‘ l vaqtga bog‘ liq bo‘lib, uning funksiyasi
lm 11

S = S ( t )  (2)
( Matda, (2) tenglaina moddiy nuqta harakat qonuni deyiladi.
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oraligida esa S ( t  + A tj masofani bosib o‘tgan boisa, un 
vaqt oraligida o‘tilgan yo‘ l

AS(t )  = S( f  r . A t ) - S ( t )
boiib ,

As _ S ( t  + A t ) - S ( t )
At At ,

nisbat esa moddiy nuqtaning t dan t + At gacha vaqt oralig 
o'rtacha tezligini ifodalaydi.

Agar At nolga intila borsa o‘rtacha tezlik 
nuqtaning t paytdagi oniy tezligini aniqroq ifodalay boradi. 
t paytdagi tezlik

F = lim —
•" At

bo'ladi. Keyingi tenglikdan
V = S'(t)

bo'lishi kelib chiqadi.
Shunday qilib, moddiy nuqtaning harakat qonuni S я

boiganda funksiyaning t nuqtadagi hosilasi S'(t)  harakat t ‘ 
ifodalaydi.

14.3. Hosila hisoblash qoidaiari

Aytaylik, / ( x )  va g (x ) funksiyalar ( a , b )  da b

bo‘ lib, x s ( a ,f c )  nuqtada f ' ( x )  va g '(x )  hosilalarga ega 
U holda:

1) ixtiyoriy o‘zgarmas с  da у  = с -  f {x )  fimksiya ho 
e g a  bo 'lib,

У' -  (c ' /(x)V  = с • f \ x )
bo ‘ladi;

Agar nuqta t vaqt oralig‘ida S'(г ) masofani, t + At
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.’ ) funksiyalar y ig 'ind isi у  = f  (x )  + g ( x )  fimksiya 
Viiv'ii <',i(4 bo ‘lib,

У' = ( f i x )  + g {x ) )  = f \ x )  + g '( x )
Ы .

') funksiyalar ко \paytmasi у  = /  ( x) • g  ( x ) funksiya 
higti i \.*(t ho lib,

>•' = ( f ( x ) ’ g ( x ) )  = f ' ( x ) - g ( x )  + f ( x ) - g ' ( x )
Ы .

f i x )  ( / 4•I) funksiyalar nisbati y  = — funksiya ( g lx l^ O )
§(x)

ega  bo ‘lib.

f  f i x )  1 _ f i x )  ■ g{x) -  f ( x )  ■ g ' (x)
\ g i x ) ; 2{x)

'/h i /i,

Bu tasdiqlaming birini, masalan 2)-sining isbotini 
(iHini/

^Shartga ko‘ra f ( x )  va g (x ) funksiyalar f  ' (x)  va 
l ( hosilalarga ega. Unda ta’rifga binoan

/  (x  + A x ) -/ (x )   ̂ ^  = g ( x  + A x ) - g ( x )( 0  Inn
U >0 Дх -  V / Av->0

Mtiili Ravshanki, у  = f  (x )  + g ( x )  funksiyaning orttirmasi 

Лг = [ / ( x  + Ax) + g  (x  + A x)] - [ / ( * )  + g ( * ) ]  =

• [ / (x  + A x )-  / ( x ) ]  + [ g (x  + Ад:) - g ( x ) ]
til.

Ay _ / ( x  + A x ) - / ( x )   ̂ g ( x  + A x ) - g ( x )  
Ax Ax Ax
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bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
/ ( x  + A x )/ (x ) | g ( x  + A x ) - g (x )  

Ax Ax
lim —  = lim
At-->0 Д  x  Ax->0

-  u™ / ( a + Ax) - / ( x) + g ( *  + A s ) - g ( x )
Дг->0lim

Ay~*0 Ax Ax :/ '(x) +d

Demak,

y , = { f ( x )  + g ( x ) ) ’ = f ( x )  + g ’ ( x ) >

6-misol. v — — x boisa, 
'  2

f  3 V — x
v.2 j

3
1

bo‘ ladi

7-misol. y = x + — boisa, 
x

/  = l l ' - W +f - 1
U J

: 1 ---- 7 boiadi.
x ”

2x + 1
8-misol. у  — —-— -bo isa ,

У =

Зх +1

2x + l''| _ (2x  + l)  -(3x + l ) - ( 2 x  + l) - (3 x  + l)  
_ _ j  _ _ _  ( 3 *  +  1 ) 2 

_ 2 -(3x  + l ) - 3 ( 2 x  + l)  1

(Зх + l)" (3x + l ) 2
bo" ladi.

5) Murakkab funksiyaning hosilasi. Aytd 
и -  (p{x) va  у  = f  ( и )  bo ‘lib, ular yonlal

у  ~ f  murakkab funksiya tuzilgan bo ‘Isin.

Agar и ~ (p{x) funksiya x nuqtada u r = <p'(x) hos

ega  b o i i b , y -  f { u )  funksiya и nuqtada = /
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huht i h o ‘Isa, и holda y ~ f  ( ( x ) ̂  murakkab funksiya x 
il*i hosilaga ega  va

»■' = f ' ( u ) - u ’x, y a ’ni y'x = f'(q>(x))-<p'(x)
'fa'Ii

4  Ravshanki, A r^O  boiganda
At/ = A(p(x)  = <p(x + Ax) — Ф 0 

M i Ayni paytda
Ay = Af ( u )  = /  ( и + A u ) ~ f  (и )

Ay _ Ay Aw
Ax Am Ax 

M i Keyingi tenglikdan topamiz:
, Ay f  
Inn —  = limИ|ДХ Дд-,0

Ay A и 
Au Ax

Ay Au 
-  lim — • lim —

л*“>0 Aw л*-*0 Ax

Inn lim —  = y' -u'x = f ' i (p[x)) -<p'{x)\„ >« д ц ддг-,0 Дд: ' V V //
liHiiki, Ax —» 0 da  Au —> 0). Demak,

X = [ / ( ? ( * ) ) ]  = /'(?>(•*))•?>'(•*)•► -

14.4. Teskari funksiyaning hosilasi

tviaylik, y ~  f ( x )  funksiya ( a , b )  da berilgan b o ‘lib, и 

H s (P ( y )  fimksiyaga e ga  bo ‘Isin. Agar у  = /  (x )  funksiya 

(iI,/») nuqtada / ; (x )  hosilaga e ga  b o (lib, 0 bo*Isa,

n funksiya (p{y) ham V nuqtada ( V = У ( х )) hosilaga e ga

^ M  = T77 3
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А х va у  o‘zgaruvchilaining orttirmalari Ax va A
uchun

Ax 1 
Ay ~ ДУ 

Ax

(А у  Ф 0)

bo‘ladi. Ayni paytda A>*0 da Ax Ф 0 
Ay -> 0 da Ax -> 0 . Keyhgi tenglikdan topamiz;

Ax 
lim —
Av ->0 Д  у

1

К „ Ж
Av->° Ax

Demak,

Н т —  = / ''(х )
Av >° AC ‘

<Р'(У) = 7ТГf { x ) '

14.5. Funksiya hoilalarini hisoblash

Funksiya hosilasi hosik ta’rifi hamda hosila hiso 
qoidalaridan foydalanib hisoblan^i.

1) v = xa (x  > 0) boisin. Bu funksiyaning ortti

Ay = (x  + Ax)a -  x

boiib,

Дх

AAx j
1 A----- j ~{

V X f 1+- l
,a-1 V % J

Ax Ax
x

boiadi.
Keyingi tenglikda Ax —0 da limitga o4ib, 12-ma1 

keltirilgan (5 ) muhim limitdan tydalanib topamiz:
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I+— 1 -  
lilt -  lim jc“4 -------— -----

*<» \x Av—>0 Д х

Д х Г

lim-~---- l i .
A*-»0 Ax

.X

1+-
- a x

I >emak,

/  = (л-а ) '= а - х “-'

Agar у  = w“ , w = w (x) boisa, У  = aw""1 • w' boiadi.

2) y  = a x ( a > 0 , a * l )  bo‘ lsin. Bu funksiyaning
iiiin.isi

Ay = ax-Xy~ax=ax(a^-\)

A y ^ ( a At- l )

Лх Ax
'Imli Bu tenglikda A x—>0 da limitga o‘tib, 12-ma’ruzada 
lllnlgan (4) muhim limitdan foydalanib topamiz:

д у а Ч а * - 1) a * - i  
Inn —  = lim  — i---------= a x lim  ----------- = a x - In a .

>0 Дд; Ax~>0 Д x

I >emak,
л*->о Дх

y '  = ( a x) = a x l n a .

Xususan, y - e x boisa, y '  = ( e x) = e x boiadi.

Agar y  = a", u = u ( x )

1 (it") = a " -Inа - и '  boiadi.

1) ,y = lognx (a > 0 , а Ф  1, x > 0 )  boisin.
luiiksiyaning orttirmasi

boisa,

4v  = l° g n (*  + Ax) ~ loga x = loga 
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log f l+  —
Ay v x J 1 x . {. Ax} 1 , ( .  . Ax = -  • —  log(, 1 + —  = -  log„ 1 + —

x Ax v x у x V лAx Ax.
bo‘ladi. Keyingi tenglikda Ax —> 0 da limitga o'tib, 12-ma ruz 
keltirilgan (3) muhim limitdan foydalanib topamiz:

lim —  = lim - lo g ,,
л' ->° Ax !uc~>0 x ,+T r 1

Demak,
/ \ f 1 

y' ~ (log„ X) = - lo g « e

Xususan, y  — ln x  bo‘lsa,

y '  = (ln x)' = —

boiadi.
Agar у = log,, и, и ?= и (x )  bo‘ Isa,

У  = (lo g„»/  = - lo g e e-K'

boiadi.
4) у = s in x  boisin. Bu funksiyaning orttirmasi

Ax’
Ay = sin ( x + Ax) -  sin x = 2 sin —  cos

Ax

boiib ,
. . Ax 
2 sin —  cos 

Ay 2
Ax

v 2 J Sm 2 ( Ax)V--------- L = --------—  • COS X +  —
Ax Ax I 2

boiadi. Bu tenglikda Ax —> 0 da limitga o‘tib, 12-ma’ru 
keltirilgan muhim limitdan foydalanib topamiz:
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. Ах
Ay sm T  f  lim —  = lim — —^-cosl x +

л,->о Ax Av_>0 Ax
~2

Ax

Ax^ 
\ 2 J

sin-
-- lim — ■ lim cos

Ал—>0 A X  Л г-»0

/ AxЛx -f
v 2 у

-  1 • COS X = COS X.

Г hull

Demak,

y  = (s in x ) = co sx .

Agar у  = sin и, и = u ( x)  boisa,

_v' = (sinw ) = cos и и'

Xuddi yuqoridagidck ko‘rsatish mumkinki, у  — cos x
i 1-.Л

y '  = (co sx ) = - s in x

Agar v = c o s m , и = w(jc) boisa, 

y '  = ( c o s u ) = -s in w -t/

5) v = (gx boisin. M aiumki,
sin x
cos*

Kasming hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib 

_ ( s in x )  c o sx -s in jc  (co sx )'
V cos x J 

COS2 JC-hsin2 X 1
cos X

cos~ X COS JC
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Agar у  = tgu , и = u ( x )  boisa,

?={tgu)' =-\~-
COS и

bo'ladi.
Xuddi shunga o‘xshash у  = ct gx  bo4 Isa, 

y ’ = (c tgx ) ' =
sin" X

boiadi.
Agar у  -  с  tgu , и = u ( x )  bo isa,

y '  = ( c t g u )  =—l — i 
Sin Й

boiadi.

6)у  = arcsin x, у  = arccos x, у  = arc tgx, у  = arc ctgx  I 
berilgan boisin. Ravshanki bu funksiyalar mos ravishda

x ^ s in y ,  x - c o s y ,  x - t g y ,  x = c t g y
funksiyalarga nisbatan teskari funksiyalardir.

Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash qoidas: 
foydalanib topamiz:

, , ■ v 1 1 1 1v = (arcsin x) —-------- - =------ = —===== = —==
(siny) cosy ^/l-sin2y VI-

y ' = (arccos x)' =— -  1 1
(cosy)' sin у  Л/Г

у ' = (arctgx)' = -
1 1

Ugy)' ^
cos2 у

1 1 V -  (arcctgx) - - ■
( c t gy)

= cos у  ■■

■cos" у  

1

1
sin2 у

л/Г 
1

1 + tg 2y  1 +  X2 

1 1

sin у
1 + c tg 1 у  1 +)

Agar
v = arcsin и, у  = arccos и, у  = arc t g u , у  = arc c t gu
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(iircsinw) = - .. • u\ (arccosи)  = — t= =

1 r / v i - ■u ,  ( arc c t g u  I = -------- - - u
1 + u~

'ilit, и -  м(х) bo‘lsa, u holda

■u,

ч f
arc t gu)

1 + и
'Mi.

7) ^ = bo4lib, w (x) va v (x )

inkiivalar u ( x )  va v '(x )  hosilalarga ega boisin. Awalo 
grtiilm ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyani quyidagicha

*ib olamiz. So‘ng hosila hisoblash va murakkab funksiyaning 
illnsmi hisoblash qoidalaridan foydalanib topamiz:

' - ([ //(x)]4 '1) = .Гv ( x ) • Inм(x)J* =

4 Им ff( \ ) v '(x )- ln w (x ) + v (x )- — — • w '(x)
J

" ( • \ ) ] SM • v ' ( x ) - l n w ( x )  + - ~ - ? / ( x )  
v uyx)

Ilosilalar jadvali* Yuqorida fimksiya hosilalari uchun
рНцап formulalami jamlab, ulami jadval ko‘rinishida yozamiz:

/ /
11 (У' ) =a-jr"-\ (мя) =auaA-u'

t t

§} (</') = а х Лпа,  (a" ) = a “ Лпа-и
t  f

ll ' (<•') = (<?") = e“ -u’

' 1 ' 1 
4t (log„x ) = - l o g e e, (log* и) = - lo g  a e - u '

X и
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' 1  ' 1
5) ( ln x )  = —, (lnw) -  — -и

X и
f t

6) (sin x) = c o sx , (sint<) = cos u-u'
/ r

7) (cosx) = - s in x ,  (cosw) = - s in  u-u'

8) ( t gx) 0 5
COŜ  X

( t gu)  =
COS' и

f 1 1 1 f
9) ( c t gx)  = — ——, ( c t g u )  = — : ; u' 

v ; sm x s n r u

10) ( arcsin x) =
1 (arcsin u)  =•

1

/ 1 / 111) (arccos x ) = — T==-> ( arccos w) = — j = =^
л/ 1 - x 2 л/1-м”

12) (arcfgx)'= — Ц -, (arc/gw)'
1 + X 1 + м

13) (arccfg*)' = ----- ]—j  , ( c i r c c t g u )' = —------ u'
1 + X 1 + w

Endi hosilalar jadvali hamda hosila hisoblash qoidalari 
foydalanib funksiyalaming hosilalarini topamiz:

9-misol. у  -  2lgx boMsin. Bu funksiyaning hosilasi

/  = ( 2,gxу = 2 да • ln 2 -(tgx)' = 2lgx • In2 •
COS2 X COS2 X j

bo‘ ladi.
10-misol. у  = x2 + s in e r bo‘lsin.

y '  = (x2 + sin e x) = 2x + cose x ■ e x.

11-misol. y  = \ntgx bo‘ lsin.
1 1

/  = (ln  tgx)’ = —  • (tgx)' = -------- —  •
tgx tgx cos X

196



12-misol. у  = In6 sin x  bo‘lsin.

у ' = 6 In5 sin x • — — • cos x . 
sin X

13-misoI. у  = - -- Л boisin.
arcsin x

2 ln x  • -- • arcsin x -  In2 x • -j= i= = -
*_____________  s / l - 7у

arcsin2 x
14-misol. y  = Ĵsin ( ln x )  boisin.

1 /, \ 1 
y  = T T 7 1 , 'C O s ( ln i) - - .  

2 y s in ( ln x )  x

Mashqlar

Berilgan funksiyaning hosilasi topilsin.

I y = ,  _(2x2~x-\)
"  У=1 Ш Г

x2
12x12 ' '  2yj\ + 3x4

>. у  (sin x )  6. у  = (cos 5 x )p



15-MA’RUZA

Funksiyaning differensiali.
Taqribiy formulalar

/ (x )  funksiya (a,b) da berilgan boisin. Agar funksi 

x e ( a ,6 )  nuqtada chekli hosilaga ega boisa, uni shu nuqt 

differensiallanuvchi deyiladi. Funksiya ( a , b ) ning har 

nuqtasida differensiallanuvchi boisa, u ( a . b )  da differensi

lanuvchi deyiladi.
Odatda funksiyaning hosilasini topish uni differensiali 

deyiladi.

15.1. Funksiya differensiali tushunchasi

Faraz qilaylik, у = f (x)  funksiya (a,b) da beril 

boiib, xe{a,b)  nuqtada differensiallanuvchi boisin. Ta’ri 

binoan

boiib ,

boiadi, bunda 
( Ax —> 0 da a  = a  (Ax) —> 0). Keyingi tenglikning I 

tomonini Ax ga ko‘paytirib topamiz:
Ау ~ у' -Ал + а-Ах -  f ' (x) Ax + a ■ Ax (1)

Yuqoridagi (1) tenglikdan, у  hosila chekli bolganda 
lim Av = 0Av-+0 '

boiishi kelib chiqadi. Demak, v = ./(x) funksiya x nuq
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lim —  = у
Лл-->0 Дх

= у + a  
Ах ‘
a  -cheksiz



pH I hosilaga ega bo‘ Isa, u shu nuqtada uzluksiz boiadi.
Biroq, funksiya biror nuqtada uzluksiz bo‘ lsa, u shu nuqtada 

ulliina ega bolmasligi mumkin.
Masalan, ,V=|x| funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz, biroq u

ti miqlada hosilaga ega emas, chunki

lim ^  = lim l2 ± 4 *l.~M = iim N
/vv-->o A x  дс->о A x  л*-*0 А л

Hil mavjud emas.
Funksiya orttirmasi Ay = f ( x  + Ax) -  f ( x )  ni 

uliilovelii (1) tenglikning o‘ng tomoni ikki qo‘ shiluvchi y ' -Ax 
ttulii <x • Ax lardan iborat. Birinchi q o 'sh ilu v c h i uchun у' Ф 0 
‘ Iprn la

f ( x ) - A x
lim/Vv —>0 Ax

It. tmdan Ax va y ' -Ax laming nolga intilish tartiblari bir xil 
Oil if i kelib chiqadi. Ikkinchi qo‘ shiluvchi uchun 

,. a - Ax
l im -------- = lim a  = 0

Ал—>0 Ax A.v->0

b, undan a  • Ax —> 0 ni Ax —> 0 ga qaraganda tezroq ekanligi 
III» chiqadi.

I )emak, Ax —> 0 da Ax —» 0 ni y f • Ax qo4shiluvchi 
lijlnvdi. Shuning uchun y ' -Ax qo‘shiluvchi funksiya orttirmasi
I ninj» bosh qismi deyiladi.

Ta'rif. Funksiya orttirmasining (1) ifodasidagi y' -Ax 
shduvchi у  = j  (x )  funksiyaning differensiali deyiladi va d y

II til (.v) kabi belgilanadi.
I )emak,

d y  = y ’ -Ax ( d f ( x )  = f ' ( x ) - Ax) .
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15.2. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi

Aytaylik, y -  f ( x )  fimksiya ( a , b )  da berilgan bo*l

x e ( a ,6 )  nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. Bu funksiyani 
grafigi 1-chizmada ko4rsatilgan egri chiziqni tasvirlasin.

x + Ax

1 -chizma

Bu egri chiziqqa, uning F  = F ( x , y )  nuqtasida
urinma o4kazib, uning OX o'qining musbat yo‘nalishi 
tashkil etgan burchakni а  дейлик. Unda, ma’lumki,

tga = f'{x)
bo‘ladi.

Ravshanki, &FDC dan 
DC
FC

= tga

boMishini topamiz. Keyingi tenglikdan
DC = t g a  ■ FC

ya’ni
DC = f ' ( x ) - Ax

boiishi kelib chiqadi. Ayni paytda f ' ( x )  • Дх = d f  (x )  
Demak,

DC  = d f ( x ) ,
ya’ni / (x ) funksiyaning x nuqtadagi differensiali funksiya 

F ( x ,/ ( x ) )  nuqtada o'tkazilgan urinma orttirmasi D
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Ifodalaydi.

Xususan, y  = x bo‘ lganda d y  = y '  Ax -  Ax,  ya ’ni 
Л» dx bo‘ lib, funksiya differensiali uchun quyidagi 

d y  -  y ’dx = f ' ( x )  dx (2)
jftitlnga kelamiz.

Shunday qilib, funksiyaning differensiali funksiya hosilasi 
ll/in argument differensiali ko‘paytmasiga teng.

Endi funksiya hosilalari jadvalidan foydalanib, ulaming 
(lli-icnsiallari jadvalini keltiramiz:

1) d ( xa ) = a x a~[dx,

2) d ( a xj = a x In a dx,

3) d ( e x) = e 'dx ,

4) d  (lo gn x) = l -  logfl edx ,

5) d ( ln x )  = —d x , 
x

6) d (sin  x) = cosx d x ,

7) < i(cosx) = - s in x  dx,

X) d (^gx) = — ^—d x ,
COS' X

d  ( c t gx)  ---------\—d x ,
sin“ x

10) d  ( arcsin x ) = ? — d x , 
v l  - x 2

11) J (a rc c o sx ) = — p i d x ,
л/ T V

12) d  (a rc t gx) -  ——- d x ,
1 + x '
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13) d (arcctgx) = - - ■dx
+ x

Masalan, у  = e ^ ‘gx funksiyaning differensiali

dy = d(e^ ) = (e^ ) -dx = e* 

boiadi.

arctgx

l^ Jarctgx  1+ .v

15.3. Yig‘indi, ko‘paytma va nisbatning differensiali. 
Murakkab funksiyaning differensiali

Ikki funksiya yiglndisi, ko‘paytmasi va nisbati 
hosilalari haqidagi ma’lumotlardan foydalanib, ula 
differensiallarini topamiz.

Aytaylik, / (x ) va g ( x )  funksiyalar ( a , b )  da beri

boiib , x e ( a , b )  nuqtada differensiallanuvchi boisin. Unda 

nuqtada y  = f ( x )  + g ( x )  funksiya hosilaga ega boiib ,

/  = / '( * ) + £ '( * )  
boiadi. Bu tenglikning ikki tomonini dx ga ko‘paytirib 

y '  d x -  f ' ( x ) d x  + g ’ (x) dx
ya ’ni

d y  = d f ( x )  + d g ( x )  
boiishini topamiz. Demak,

d ( f ( x )  + g ( x ) )  = d f ( x )  + d g ( x ) .
Xuddi yuqoridagidek

d ( c -  f  (x )) = c - d f  (x), (с  = c o n s t )  
d (  f  (x) ■ g ( x ) )  = g ( x )  • d f  (x) + f {x )  ■ dg (x) ,  

f  ( * ) 4 _ g ( x ) d f ( x ) - f ( x ) d g ( x )
g 2(x)

d ( -) = ■
K*)

boiishi isbotlanadi.

(g (x ) ф 0)
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Biz yuqorida y - f ( x )  funksiya x e ( a , b )  nuqtada
(Tfirnsiallanuvchi bo‘ lsa, uning differensiali 

d y  = f ' (x )d x
'luliiiii, ya’ni fimksiya differensiali funksiya hosilasi bilan 
tim< nl differensiali ko‘paytmasiga teng bo‘ lishini ko‘rdik.

luidi y - f ( u ) ,  u - ( p ( x )  bo‘ lib, ular .У = ./ (^ (x ) )

mkkab funksiyani hosil qilsin, bunda f ( u ) funksiya

'{(/). <p(x) funksiya (p' (x)  hosilalarga ega.
Ravshanki. murakkab funksiyaning hosilasi 

y '  = f ' (<p(x)) -<p' (x)
'M i Keyingi tenglikdan

y ' - d x -  f ' ( ( p ( x) y<p ' ( x) dx  (3)
ЧЫи kelib chiqadi. Agar

y'dx = dy,  ( p ' {x) dx- d ( p{x)  — du
'|Ыиш e ’tiborga olsak, unda (3) tenglik ushbu 

d y  = f ' (<p{x)) -d<p(x)
'in

d y  -  f ' ( u ) d u  (4)
'llnisliga keladi.

Demak, funksiya murakkab bo‘lgan holda ham funksiya 
fini.siali funksiya hosilasi f ' ( u )  bilan argument differensiali

paytmasidan iborat.
Ikkala holda ham

/( * ) ) ’ y = f { u )-> u = <p(x) h o l la rda  ) funksiya
usiali bir xil ko‘rinishga ega bo‘ladi. (Qaralsin (2) va (4)).

Ida l>u xossa differensial ko‘rinishining invariantligi deyiladi.
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O'rganiladigan ko‘p jarayonlar funksiyalar bilan, aniq 
funksiyalaming nuqtadagi qiymatini hisoblash bilan bog 
Funksiyalaming murakkab boiishi. ulaming nuqtadagi qiyn; 
topishni ancha qiyinlashtiradi. Natijada funksiyalaming nuqt 
qiymatini taqribiy hisoblash zaruriyati yuzaga keladi.

Funksiyaning differensiali esa taqribiy fonnulalami t 
imkonini beradi.

Aytaylik, f ( x )  funksiya ( a , b )  da berilgan b

x e  (a , b ) nuqtada f ' ( x)  Ф 0 hosilaga ega boisin. U holda 

Ay = f ( x  + Ay) -  / (x ) 
funksiya orttirmasi uchun

Ay = / ' ( x) • Ax + a  ■ Ax ( f ' ( x )  ■ Ax = dy )
boiib.

Ay f  (x )  • Ax + a  ■ Ax a
d y  / '( * ) •  Ax f i x )

boiadi, bunda Ax —> 0 da a  0 .
Keyingi tenglikdan

lim ~  = 1
Av->0 dy

boiishi kelib chiqadi.
Bu hoi ushbu

Ay «  d y  (5)
munosabatga (taqribiy tenglikga) olib keladi.

Ravshanki, Ax ning har qancha kichik boiishi bu ta 
teriglikning aniqligini shuncha oshiradi.

Funksiya differensialining tuzilishi funksiya ortti 
nisbatan ancha sodda boiishi (5) taqribiy formuladan t 
hisoblashlarda keng foydalanishga olib keladi.

(5) fomiulani quyidagicha
/ ( x  + Ax) «  / ( x )  + f ' ( x ) -  Ax 
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Mashqlar

Dil'ferensial yordamida taqribiy hisoblansin. 

!■ УГ, *  = 7,76 

t ;i resin x, x = 0,08

= 1,012 

x = 0,01

205



16-MA’RUZA 

Yuqori tartibli hosila va differensiallar

16.1. Yuqori tartibli hosilalar

Aytaylik, у = / (x )  funksiya (a , b ) da berilgan bo' 

uning ixtiyoriy x e ( a ,6 )  rmqtasida y ' - f ' ( x )  hosilaga , 

bo‘ lsin. Ravshanki, f ' ( x )  ham x ning funksiyasi bo‘lib, u 

hosilaga ega bo‘lishi mumkin.
f ' ( x )  ning hosilasi berilgan f ( x )  funksiyaning ikki 

tartibli hosilasi deyiladi va
, 2

)>", yoki f ' { x )  voki ——-
ax'

kabi belgilanadi. Demak,

/ = ( / ) ' ,  r W - H * ) ) ' -
f ( x )  ning hosilasi berilgan f ( x )  funksiyaning uchinchi ta 

hosilasi deyiladi va
13

yok i  r ( x )  yok i  - ^ j

kabi belgilanadi.
Xuddi shunga o’xshash / ( x )  funksiyaning to‘rtinch

h.k., n -tartibli hosilalari ta’riflanadi va bu yuqori tartibli hosi 
quyidagieha

/ " » ......./ '" ’ W
belgilanadi.

Masalan, у  = 2x3 -  5x2 +1 funksiyaning yuqori t 
hosilalari

v' = 6x2 -1  Ox, y" = 12 x - 10, y" =12,



Funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini topish uchun, 
yiniiinan aytganda, uning hamma avvalgi tartibli hosilalarini 
fcUoblash kerak boiadi. Ayrim funksiyalaming yuqori tartibli 
(|tinil;tlarmi bir y o ia  hisoblash mumkin.

1-niisol. у  — a x funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini 
top am iz :

y '  = a x ln a ,

у* = {ахХз\a} = a x - ( in a )2 , 

y ’’ = ( a A'( ln a ) 2j = a x ■ ( I n a f  ,

=^йх(1по)" 'j =a'r ( ln a )” .

inaisnn, у  = e x bo‘ lsa, У"* = eAbo‘ ladi.
2-misol. у  = ln x funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini 

h ijiamiz:
, 1

\ x j X X

I =

X X
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3~misoI. у  = s in x  funksiyaning yuqori tartibli hosilala  
topamiz:

y f = cos x = sin(x -f —),

-  - s in x  = sin (x-f ru) -  sin x + 2
71

^ [-s in x ] = -c o sx  = sin
n  
~2 j

(n)/  } = sin X + r i 
f t

Xuddi shunga o'xshash, agar у  -  cosx boisa, u holda
r 71

x + n •
V 2 .

boiadi.
Eslatma Yuqorida keltirilgan funksiyalaming n-ta 

hosilalarini i fodalovchi formulalar induksiya usuli yorda  
isbotlanadi,

Masalan, у  = е3+4л funksiyaning yuqori tartibli hosf 
quyidagicha boiadi:

У == eMx ■■4,
ft ,U 4v л 2

У = е ■ *4 ,

у”= <?3+4jr•43,

(»
У

■fli Y • 4n,

16.2. Sodda qoidalar. Leybnits formulasi

Aytaylik, f ( x )  va g ( * )  funksiyalar ( a , b)  da bcri

boiib, x e ( a , b )  nuqtada f n(x) va g n(x)  hosilalarga
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1) (с-/(л')У ^=c-/^"f (x),  с = const,

2) (/ ( x )  + g ( x ) ) ('° = / (") (x) + g (") (x)
iti'lmli Bu tengliklaming o'rinli bo‘ lishi hosila hisoblash 
|iiltl.il;ii4lan kelib chiqadi.

hndi / ( x ) v a g ( x )  funksiyalar ko‘paytmasi

t' / (■*') • g  (x )  ning yuqori tartibli hosilalarini topamiz:

» / '( х ) '^ ( х ) + я '( х ) - / ( х ) ,

/ " ( x ) 'g (x )  + / ' ( x ) g ' ( x )  + / '( x ) - g '( x )  + g ' ( x ) / " ( x )  =

» / ” g + 2f - g ’ + f - g " ,
У  r-g+f" • g ' + if"-g'+if'-g'+r-g"+f-g'" =
Ы -  g' + 3/"-g ' + 3/'-g" + /-g'",

/ ” f (,V)- g  + 4/" ' • g '  + 6/ '' • g "  + 4 Г  ■ g" '  + /  • g {,v)

|HlMiman,

г" ' /*• • * + с - / * и,* ч с г / - и .* "+ • .•+ / •* •* ’ о »
[Itrhuli, bunda

( . '•■'.'■. ' • И г  ^ ,= , .2 . . . * )

Keyingi tenglikning o'rinli boiishi matematik induksiya usuli 
yoi tlamida ko‘rsatiladi.

(1) formula Leybnits formulasi deyiladi.
4-Misol. Ushbu v = x - e x funksiyaning n -tartibli hosilasi

frjnlsui
4 B u  tenglikda

e x = f ( x ) ,  x = g ( x )
Ills Ravshanki,

Ism;



/ w (A-) = ( e ' ) (" W  ( «  = 1 ,2 ,3 ,- )

g '(* ) = l, g - ( x )  = g - ( . t )  = . -  = « w (x ) = 0 
Unda Leybnits formulasiga ko‘ra

у ^  = ( e x ■ x'j  * = e x - x + n ■ e x
bo‘ ladi. ►

16 J . Yuqori tartibli differensialiar

Ma’lumki, y  = j ( x )  funksiyaning differensiali 

d y  -  f { x ) d x

da f ( x )  ko‘payuvchi x ning funksiyasi, dx esa x n
orttirmasi Ax bo‘lib, x  ga bog'liq bo‘lmaydi. Demak, dy  x 
funksiyasi bo‘ladi.

Ta’rif. y -  / ( x )  funksiya differensialining different

berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va 
yoki c/2 / (x )  kabi belgilanadi.

Demak,
d 2 f  (x )  = d  ( d f  (x ) )  [ d 2y  = d ( d y ) Y

Funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali d~y 
navbatida x  ning funksiyasi bo‘ lishi mumkin. Bu differensia 
differensiali у  -  ./ ( x ) funksiyaning uchinchi tartibli differe

deyiladi va d^y  yoki d\ f ( x )  kabi belgilanadi, Demak,

d\f {x)  = d  ( d 2f ( x )) {d*y  = d  (</2y ) )

Umuman y  = f ( x )  funksiyaning п-tartibli differe

d ny  quyidagicha

d " y  =--d(d"-\y) ( d ' \ f ( x ) = d ( d n- ' f ( x ) ) )
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fulfill,idi.
Shuni yana bir bor ta’kidlayinizki, yuqoridagi fimksiya 

u nsiallarida argument x ning differensiali dx (dx ~ Ax)
“annas sifatida qaraladi. Shu holatdan foydalanib yuqori tartibli 
inisiallarning yuqori tartibli hosilalar orqali ifodalarini 

“Ни/:
v d ( d y )  = d (У  • dx) -  dx • dy ' = dx- y*  * dx = y ndx2,

' v d ( d 2y )  = </(/ -dx2) = dx2 • <// = dx2 • • Л  = / '  • dtc-1 
hum,

d “y  = y {n}-dxn.
Keyingi tenglik matematik induksiya usuli yordamida 

Ihii.kIi

Masalan, у  = sin x funksiyaning 8-tartibli differensiali

iS (8) , 8d  У = У dx = sin x + 8
л

dx8 = sin xdx*

ill

Mashqlar

Hcrilgan funksiyalaming n -  tartibli hosilasi hisoblahsin.

I у = yfx
. 5/  7 л - 1l )’ = y j e

2. у  = s in 2 x  + cos(x  + l)  

4. у  = lg (5 x  + 2)
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17-MA’RUZA

Differensiallanuvchi funksiyalaming xossalari. 
Teylor formulasi

Biror oraliqda differensiallanuvchi bolgan funks 
ma’lum xossalarga ega bo‘ ladi. Odatda, ular teoremalar 
ifodalanadi. Xossalardan ba’zilarini keltiramiz.

17.1. Differensiallanuvchi funksiyalaming xossalari

Aytaylik, у  = f  (x )  funksiya (a , b ) da berilgan bo‘li 

x0 e ( a , b ) boisin. Maiumki, ixtiyoriy x e ( a , b )  uchun

bo‘ lsa, ,/ (x 0) miqdor / ( x )  funksiyaning ( a , b )  dagi en 
qiymati (eng kichik qiymati) deyiladi.

1-Teorema (Ferma). Agar у  = / ( x )  funksiya с  n

с  nuqtaga Дх orttirmaberamizki c + A x e ( a , b )  boisin.

Unda (1) ко‘га / ( с  + Л х )< / (с )  boiadi. 
tengsizlikdan

/ ( x ) < / ( x 0) ( / ( x ) > / ( x 0))

Ay = / (c  +Ax) -  / (с ) < 0
boiishi kelib chiqadi.
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Shartga ko‘ra / ( x )  funksiya с  nuqtada f ' ( c )  hosilaga

Ta’rifga binoan

/ '( c )  = lim ^  
Ax

Agar Ax > 0 boisa, unda 
Ду 
Ax

<0

f ' ( c )  = lim —  < 0
A y - > 0  Ax

•bull
Agar Ax < 0 boisa, unda

Av
Ax

>0

(2)

f ' ( c  \ — lim > 0
лх-*0  Д д :

(3)

•Mr (2) va (3) munosabatlardan
/ ' ( c ) = 0

ЧЫи kelib chiqadi. ►
2-Teorema. (Lagranj). Agar y - f ( x )  funksiya [я,/>] 

uniila uzluksiz b o ‘lib, ( a , b )  in tewalda hosilaga e ga  b o i sa ,  и 
iln a bilan b orasida shunday с  nuqta ( a < c < b ) topiladiki,

m z m =r{c)
b - a  

huh
■4 Aytaylik, у  -  / ( x )  funksiya [a , 6] segmentda uzluksiz

|it> uiimg grafigi 1-chizmada tasvirlangan AB egri chiziqni 
Ы1.' .in.
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1 -chizma

AB vataming OX o'qining musbat yo'nalishi bl 
tashkil etgan burchakni q> deylik. Unda bu vatar (to* 
chiziq)ning burchak koeffitsiyenti tg<p boiadi.

AB egri chiziqda shunday С nuqta bolishini tasav 
etish mumkinki, egri chiziqqa shu nuqtada o‘tkazilgan urinma 
vatarga parallel boiadi. Bu L urinmaning OX o‘qining mui 
yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni a  deylik. Ravshanki, i 
ma to‘g ‘ri chiziq boiib , uning burchak koeffitsiyenti t g a  bola

Ayni paytda у  = /  ( x ) funksiya hosilasining geomi
ma’nosiga ko‘ra

t g a  = f ' ( c ) (4)
boiadi, bunda с  nuqta AB egri chiziqdagi С ning absissasi. 

Modomiki, vatar bilan urinma parallel ekan, unda 
tg<p = t g a  (5)

boiadi.
1-chizma keltirilgan ADB to‘g‘ri burchakli uchburchafc

AD = b - a , BD = f ( b ) - f ( a ) ,  <A = <p.
Unda shu uchburchakdan

BD f { b ) - f ( a )
^  = — , --------- - (b)AD b -  a

bo4lishini topamiz.
(4), (5), va (6) munosabatlardan



fcti'li'iln kelib chiqadi. ►
Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
I-natija. Agar (a , b ) intervalda f ' ( x ) -  0 b o isa ,  и holda 

к\)\'ч (a , b)  da o'zgarmas b o ‘ladi.
<( a , b )  intervalda tayin x0 va ixtiyoriy x nuqtalami olamiz.

♦'пр. [v(l,x ] k esm a ( y o k i [x ,x 0]) ga Lagranj teoremasini 
I’lhiviniz:

x -  X,

Bundan
/ (x )  -  / ( x0) = со n s t

V I • si и kelib chiqadi. ►
2-natija. у  = / (x )  funksiya uchun Lagranj teoremasin ing 

iitlari bajarilib,

f ( a ) = . f ( b )
l\tn U holda a va b orasida shunday с  nuqta ( a < c < b ) 
ulihliki,

/ - (c )  = 0
* hitli

*IBu natijaning isboti f ( a )  = f ( b )  shartda (7) tenglikdan 
lib rhiqadi.^

lindi Lagranj teoremasidan umumiyroq bo‘ lgan teoremani 
bni'.i/ keltiramiz.

3-teorema. (Koshi). Aytaylik, / ( x )  va g ( x )  funksiyalar

1) [a,b]  segm entda uzluksiz,

2) (a , b ) intervalda / ' ( x ) , g f(x )  hosilalarga ega, 

j )  (a , b ) da g '( x )  ^ 0 bo'lsin. U holda a bilan b orasida  

shunday с  (a  < c  <b) topiladiki,
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f { b ) - f ( a )  = f ( c )  
g ( b ) - g ( a ) g ' ( c )

bo ‘ladi.
Xususan, g ( л ) = .v bo‘ lganda Koshi teoremasidan Lag 
teoremasi kelib chiqadi.

17.2. Teylor formulasi

Faraz qilaylik, / ( x )  funksiya x0 nuqtaning biror atrofi

(x0 — S, х0 + J ) d a  (<£ > 0)

f { x ) , f " ( x ) , f " { x ) , . . . , f {n\ x ) , f {,Hl]{x) 
hosilalarga ega boisin. Berilgan funksiya va uning hosilalari 
x0 nuqtadagi qiymatlaridan foydalanib ushbu

ko‘phad (butun ratsional funksiya) ni hosil qilamiz.
Bu ko4phadni f ( x )  funksiyaga qanchalik yaqini’ 

aniqlash maqsadida

R„(x) = f ( x ) “ [ / ( * 0)  +  ” — ( * “ x o )  +

+ :

ayirmani qaraymiz. Keyingi tenglikdan topamiz:

/ ( * )  = / ( * o)  + -  + ~ Г ^ ( х ~ хо)" +

(9)

2 !

4-
nl

(10)

(10) formula f ( x )  funksiyaning Teylor formulasi deyiladi, Rn 
ga esa Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi.
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Qoldiq had Rn ( л) ning (9) formula bilan ifodalanishi (8)

'pluilning f ( x )  ga yaqin bo‘ lishi haqida xulosa chiqarishga

kt'ii bermaydi. Agar R„(x)  ni n va x laming qiymatlari
'yiilin baholay olsak va uning nolga intilishini ko‘rsata olsak, u

“Ы11 / ( v) funksiya (8) ko‘phadga yaqin deya olamiz.
x o‘zgaruvchini tayinlab, t ni o‘zgaruvchi sifatida qarab 

yul,n.'i

/ " ( 0 , / w ( 0
(H)

iliimchi funksiyani 
|\ , » IС:  ( x0 -  S, x0 + S)  (y o k i [x , x0 ] e  ( x0 -  S, x0 + 5 )) 

i|ttt.iymiz. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:

7 ' W ,
1!

i {",l)( t )  & ] ( t )
к х - У - 7 Г ^ г Л х ~*)

/1-1

nl ( « - ! ) !
/(Л+,)(0

nl
( x - t y .

Demak,

I indi ushbu
П!

Wl + I

(12)

<!>{t) = ( x - t ) a-  (13)

^Mik-.i\;mi qaraylik. Bu funksiya ham [x0,x ]  da uzluksiz va

2 17



Ф'{*) =z- ( n  + \)(x-t)" (14)

hosilaga ega*
Shunday qilib ^ (/ ) va Ф(^) funksiyalar uch 

[л0?а ] da Koshi teoremasining shartlari bajariladi, Unda К os

teoremasiga ko'ra
F ( i - ) - F ( a „ )  F' ( c )

Ф ( х ) - Ф ( х e )  Ф'(с )
bo‘ladi, bunda с  nuqta x0 va x nuqtalar orasida joylashgan.

(11), (12), (13) va (14) munosabatlardan foydalan 
topamiz:

/""И,

(15)

F( x )  = 0, F( x , )  = R, (x) ,  F ' ( c )
nl \ x -<■')"

x) = 0, ф{х0) = ( х - х 0)” [ , ф' ( с )  = - ( п  + 1 ) (х -с )"  
Natijada (15) tenglik ushbu

n\
\ x - c j

- ( x - x 0)"+’ - ( и  + 1 ) (х - с )"  
ko‘rinishga keladi. Bu tenglikdan

; : l x )  .........И , c r
’ » ! (n + l ) ( x - c ) "  ( »  + !)■

boiishi kelib chiqadi.
(10) munosabatdan foydalanib topamiz:

f ( x )  = f ( x a ) + ^ ( x - x 0 ) + ^ - ( x - x , f  +
1! 2 !

(16) formula Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formu 
deyiladi.
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Xususiy holda, x0 -  0 boiganda

Ф ') = / ( о ) + 4 ^ +^ * г+
1! 2 !

/""(o) , . <,6,)
•1.......H----------------Л H---- ;---------—  X

nl  ( л -t-l)!
Int'lib, uni Makloren formulasi deb yuritiladi.

Agar (16) va (1 6 ') formulalarda qoldiq had yetarlicha 
kn Ink bo‘lsa, u holda

. r M <x. xS-+...+n ^ (x^ y ,
L\ nl

f i x )  *  д о ) + + m  x>+ . . .+£ ш  x-
1! 2 ! n !

Iminhiy formulalar hosil boiib , ulardan funksiyalaming 
tjivmatlarini taqribiy hisoblashda foydalaniladi. Agar Teylor 
ftinmilasida x0 = 0 boisa, unda hosil bolgan formulani Makloren 
fbnnulasi deyiladi.

17.3. Ba’zi funksiyalar uchun Teylor (Makloren) formulalari. 
Taqribiy formulalar

1) Aytaylik, y  = e x boisin. Ma’lumki, У"- = e x. Unda

= У*’ (0) = 1 {k = \,2,...,n + \) bo iib , bu funksiyaning 
Miikloren formulasi

,  , x 2 x" x',+1 ,
С — 1 4- X H-------- j- . . .  -j--------.

2! n l  (и + l ) !
Ht» ladi. n oo da qoldiq had nolga intiladi. Natijada



bo'lib, undan ushbu
' X 3 X 5 x '  / ,

s m x « x ------- 1------------H------ h ( — 1)
3! 5! 7! V '  (2 m - 1 ) !

taqribiy formula kelib chiqadi,
3) Aytaylik, у  — cosx boisin. Bu funksiyaning n~

tartibli hosilasi y ^  = cos|

boiadi. Ravshanki, y ( 0 )  = 1

f o, a ga r  n too bo'Isa, 
y rt,(0 ) =  COS—  n t

2 —1)2 9 a ga r  n ju f t  bo4 sa

boiadi. Bu funksiyaning Makloren formulasi ( n ~ 2m)
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^ 4 6   ̂m . X~ X X / ,y n  x  COS X *  1------- h-------------Ь • • • + { — 1) ------~
2! 4 ! 6! v '  (2 m)\ 

imjnbiy formula kelib chiqadi.

4) Aytaylik, у  = ( l + x)n boisin. Bunda n -  natural son 
Bu funksiyaning hosilalari 

y’ = n( l + x ) - 1,

y ” = n ( n -  l ) ( l  + jc)” 2,

ho1 lib, undan ushbu

У ^ = « ( r t - T ) ( « - 2 ) . . . ( « - A :  + l ) ( l  + Jc),‘ k ,

У  "* = n !
(N <1 an yuqori bo‘lgan barcha tartibdagi hosilalar 0 ga teng bo‘ ladi:
V.....  И"’ -' = ... = 0 ), bo‘lib

>(0) = 1, У (0 ) = я, У ( 0 )  = n ( n - l ) , . . . ,

У *, (0 ) = и (и -1 ) .. .(и  + & + 1)

y ,!) = и!

Ihi'lnfh. Unda y  = ( l + x )” funksiya uchun (1 6 ') formula 
Щ11У uiajLi icha bo‘ ladi:



п{ п - \ )  ,
( J +  л)  ~  1 л пх н— — -  х~ н---------н

п { п - \ ) . . \ п - к  +  \ )  к „
Н----------------------------Л -г ... -г Л

к\
Bu Nyuton binomi formulasidir. :,.

M ashqlar

1. у  -  x3 egri chizig'ida shunday nuqtani topingki, 

nuqtada unga olkazilgan urinma A ( - 1 , - 1 )  va B ( 2 ;8) nuqtal

tutashtiruvchi vatarga parallel boisin.
2. Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklami 

isbotlang:
a) |sin x -  sin y\ < \x -  y j ;

b) | a r c t g a  -  arctgb\ < |a  -  b\;

d) e ' > 1 + x, x g R. .

3. Quyidagi funksiyalar uchun Makloren formulasi yozilsin: 
a) f ( x )  = ln (1 -  2 x ) ; b) / (x )  = e lx;
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Hosilalar yordamida funksiyalaming o‘suvchiligi, 
kamayuvchiligi hamda ekstremumlarini aniqlash

18.1. Funksiyaning o‘suvchi hamda kamayuvchiligi

у  ~ f  (x} funksiya {a,b)  da berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, 

Ulivoriy x, e  (a , b ) , ixtiyoriy x2 e ( a , b )  lar uchun

x, < x2 bo‘lganda / ( x , ) < / ( x 2) boisa,

J [  \) funksiya ( a ,b)  d ao ‘suvchi,

x, < x2 bolganda / (x ,) > / ( x 2) boisa,

J  ( \) funksiya ( a , b )  da kamayuvchi deyiladi.
Funksiyaning hosilalari yordamida uning o‘suvchiligini 

jiula kamayuvchiligini aniqlash (o‘ suvchi hamda kamayuvchi 
t'I.uligan oraliqlami aniqlash) mumkin.

1-teorema. Agar / ( x )  funksiya ( a , b ) da f ' ( x )
nilui^a e ga  bo ‘lib,

f ' ( x )  > 0 ( x € ( a ,6 ) )

fa'I'a. и holda funksiya ( a , b )  da o'suvch i bo'ladi.

-^Aytaylik, / ( x )  funksiya ( a , b )  da f ( x )  hosilaga ega

t ill), / '( x )  > 0 boisin. ( a , b )  intervalda ixtiyoriy x, va x,

larni (ular uchun x, < x2 boisin) olib, [x ,,x 2] segmentni

jjtthivmiz. Ravshanki, [x ,,x 2] с  ( a , b ) . Bu segmentda ,/(x') 
fttiik iya Lagranj teoremasining shartlarini bajaradi. Unda Lagranj 
|f»Hi nmsiga ko‘ra shunday с  nuqta, x, < с  < x, topiladiki,

18-MA’RUZA



ya m

bo4ladi.
/ ( * 2 ) -  / ( * 1 ) = f ' { C) i X2 ~Xl )

Keyingi tenglikda
f'(c) >0, X-, — x ,  > 0

bo‘ lgani uchun f  ( x2) — f  ( x\) -  0 bo‘ lib, undan / ( x , ) < / ( 
boiishi kelib chiqadi. Demak,

x, < x2 bolganda / ( x , ) < / ( x 2) boiadi.

/ ( x )  funksiya ( a , b ) d ao ‘suvchi.^

2-teorema. / ( x )  funksiya ( a . 6) da f ' (

hosilaga e g a  bo ‘lib, funksiya (a , 6) da о  ‘suvch i bo ‘Isa, и holda

f ' ( x ) >  0 (x  e  (a,£>))
/?o ‘ladi.

Л( а , Ь)  intervalda ixtiyoriy x nuqta hamda x +

nuqtalami olaylik € ( a , b ) , x  + Ax e  (o,& )) • / ( x )  funk

/;) da o‘suvchi bo lgan i uchun

Ax > 0 bolganda / ( x )  < f ( x  + A x ), ya ’ni

/ ( x  + A x ) - / (x )>  0

A x< 0 bolganda / ( x ) > / ( x  + A x), ya ’ni

-  / ( x  + A x ) - / ( x )  < 0 
boiib , ikkala holda ham

/ ( x  + A x ) - / ( x )

Ax
> 0 (1)

boiadi. Shartga ko‘ra / ( x )  funksiya (a,& ) da / ’ (x )  hosil 
ega. Unda

/ ( x  + A x ) - / ( x )
Дх- >0 Д .Г
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'lib, (1) munosabatga binoan / ' (  x.)> 0  boiadi.
Xuddi shunga o'xshash quyidagi tebremalar isbotknadi.
3-leorema, Agar / ( * )  funksiya ( a , b )  da f \ x )  

Imsilaga e ga  bo ‘lib,
f ' { x )  < 0  (jc g ( a ,b )) 

l\ti, н holda funksiya ( a , b ) d a  kamayuvchi b o ia d i ,

4-teorema. Agar f ( x )  funksiya da f ' ( x )  

ega  bo i ib , funksiya (a ,b )  da kamayuvchi b o i s a , и holda

f'(x)< 0 (xe(a,b)) 
t'lthli.

4-misol. Ushbu

У = f{x) = ln{\-x2)
funksiyaning o ‘sish hamda kamayish oraliqlari topilsin.
■4 Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi,

1 -  л*2 > 0, ( x - 1 ) ( jc + 1) < 0, - 1 < x <1

E ~  ( —1,1) bo‘ ladi. Endi funksiyaning hosilasini topamiz:

-2x
У

So‘ng y ’ > 0 ,  ya ’ni

\ - x :
2x ■ > 0  tengsizlikni yechamiz:

Niivshanki,

-1
> 0 , x(x -  l) (x  +1) > 0 .

Demak, -1 < x < 0 bo‘lib, bu (-1 ,0 ) oraliqda berilgan 
limksiya o'suvchi boiadi.

Yuqoridagidek ko‘rsatiladiki, berilgan funksiya (0,1)  

Hi.ilicida kamayuvchi b o ia d i.►
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18.2. Funksiya ekstremumi. Funksiyaning ekstremu 
erishishining zaruriy va yetarli shartlari

/ ( x )  funksiya da berilgan bo‘lib, x0

o‘zining atrofi ^ ( x 0) = (x0 - S , x 0 + £) bilan (<5>0) ( 
intervalga tegishli boisin.

l-ta ’rif. Agar ixtiyoriy x e  (x0 - S , x 0 +6>) uchun

x0 funksiyaning maksimum nuqtasi, / ( x 0) ga  fimksiya

maksimum qiymati deyiladi va max / ( x )  kabi belgilanadi 
(1 -chizma):

x0 funksiyaning minimum nuqtasi, / ( x 0) ga  funksiyani 

minimum qiymati deyiladi va m in / (x )  kabi belgilana 

(2-chizma): f  ( x0) = min /  ( x )

/ ( x 0) = m a x / (x )  

. maxf(x)

1-chizma
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hmksiyaning maksimum va minimumlari uning ekstremumlari 
Игу i l.uli.

Masala- funksiyaga ekstremum qiymat beradigan nuqtalami 
IlMimli» funksiyaning ekstremum qiymatlarini topishdan iborat. Bu 
ItiHN.tla funksiyaning hosilalaridan foydalanib hal etilishi mumkin.

5-teorema. Agar f { x )  funksiya x0 <g(<2 ,&) nuqtada
vkshcmumga erishsa va bu nuqtada funksiyaning hosilasi mavjud 
h> 'Isa, и holda

/ '( * o) = 0
1ч i ladi.

^Aytaylik, f ( x )  funksiya x0 nuqtada maksimumga ega 

hi»*lib, / '( x 0) hosila mavjud boisin. U holda ta’rifga k o ia  

iч(ivoriy x €.(xq- S , xq+S)  da /  ( x ) < f  ( x0) tengsizlik 

linjariladi. Ayni paytda, f ( x 0) qaralayotgan funksiyaning 

( \(l <5,x0 +S)  dagi eng katta qiymati boiadi. Ferma 

u-oremasidan foydalanib f f(x0) = 0 boiishini topamiz.

Xuddi shunga o‘xshash f ( x )  funksiya x0 nuqtada 

mmiinumga ega boiib , hosila mavjud boiganda ham
u-orema isbotlanadi.^

Eslatma. f { x )  funksiyaning biror x' e ( a , b )  nuqtada

l ' ( x )  hosilaga ega  va / '(V )  = 0 bo lishidan lining xf nuqtada 
ikstrernumga e ga  b o i i sh i  har doim ham kelib ehiqavermaydi.

2-chizma



Masalan, у  = x" funksiyaning hosilasi у '  — Ъх2 x = 0 da y '
bo ‘ladi, biroq bu funksiya x  = 0 nuqtada ekstremumga e ga  e  
(3-chizma).

Demak, 5-teorema funksiya ekstremumga erishishni 
zaruriy shartini ifodalaydi.

Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartla 
keltiramiz:

Aytaylik, ,/ (x ) funksiya ( a 7b)  da hosilaga ega bo‘lt 

xQ e ( a , b )  nuqtada u nolga aylansin.

/ 'K ) = o .
(demak, funksiya ekstremumga erishishining zaruriy sh 
bajarildi). Quyidagi savol tug‘iladi: x0 nuqtada funksi 
ekstremumga erishadimi? Erishsa, qaysi biriga- maksimumgarn 
minimumgami? у  -  |x| funksiya x = 0 nuqtada minimum

erishadi, lekin У (0 )  mavjud emas.
Bu savollaming javobi funksiya ekstremumga erishishinin 

yetarli shartlarini ifodalaydi.
x0 nuqtaning (x 0 ~-S,x0 +< )̂ cz (a , b ) atrofini olamiz.
a) Agar

ixtiyoriy x e  (x 0 — 5, x0) da f ' ( x )  > 0 , 

ixtiyoriy д: e  (x0, x + £ ) da / ' (x )  < 0 ,



я III / '(л )  hosila х 0 nuqtadan o‘tishda is h o r a s in id a n  ga 

'/jj.iriirsa, u holda / ( x )  funksiya x0 nuqtada maksimumga 
Dlwliiuli (4-chizma).

/
/'(>)< 0
4

h ~ s  **

4-chizma

Haqiqatdan ham, f ( x )  funksiya ( x0 - S , xft 1 da o'suvchi 

Ho'ltk / ( * )<  / ( x 0) , [x0,x + S)  da kamayuvchi bo‘ lib, 

/ ( '» )>  f ( x ) bo‘ ladi.

Demak, ixtiyoriy x e ( x 0 — S,x0 + 5)  da / ( x ) < / ( x 0) 

boiadi. Bu esa funksiyaning x(i nuqtada maksimumga erishashini
hlldnadi.

b) Agar
ixtiyoriy x € (x 0 — S,x0) da f ' ( x^  < 0  

ixtiyoriy x e ( x 0,x  + <!>) da / ' ( x ) > 0  

v u ’i h  /  '(x )  hosila x0 nuqtadan o‘tishda ishorasini dan " + "  ga 

d /^artirsa, u holda / ( x )  funksiya x0 nuqtada minimumga 
mshadi (5-chizma).

f  \ x) <0 / ( ф  0

** b + S
5-chizma
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Haqiqatan ham, / (л )  funksiya ( x0 - S , x0) ■ 

kamayuvchi bo‘ lib, f ( x ) > / ( x 0) ,  [x (), x + S ) da o‘suvchi 

f ( x )  > / ( x 0) bo‘ ladi. Demak, ixtiyoriy x e  (x0 —S,xn + <!>)

f ( x ) > f ( x 0)
bo‘ladi. Bu esa funksiyaning x0 nuqtada minimumga erishi 
bildiradi.

d) Agar
ixtiyoriy x <e(x 0 —S,xq) da / ( x )  >  0 , 

ixtiyoriy x € (x 0,x  i- ()) da /  (x )  > 0
yoki

ixtiyoriy x 6 ( x0 -  8,  x0) da / ' ( x ) < 0 ,

ixtiyoriy x e ( x 0,x  + <£) da / '( x ) < 0

ya’ni f ' ( x )  hosila x0 nuqtadan o‘tishda ishorasini o‘zgartirm

u holda / ( x )  funksiya x0 nuqtada ekstremumga erishmaydi.

holda f { x) funksiya (xQ-<!>,x0 + £) da o‘suvchi 
kamayuvchi boiadi.

Natijada ./ (x )  funksiya ekstremumini topishning quyi 
qoidasiga kelamiz:

1) fimksiya hosilasi / '( x )  topiladi;

2)./ (x )  = 0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tengla 

yechimlaridan biri x0 boisin: / '(x 0) = 0 ;

3) x0 nuqtaning chap atrofi ( x0 — S,  x0) va o‘ng atr 

(x 0,x  + £) da / '( x )
hosilaning ishorasi aniqlanadi va yuqorida keltirilgan a), b) qoidal 
tatbiq etilib, ekstremum qiymati topiladi.

2-misol. Ushbu
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/ ( х )  = х 3-  Зх + 2
fimksiya ekstremumga tekshirilsin.

«I Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz:
f ' ( x )  = 3x2 - 3 .

So‘ng uni nolga tenglab, f ' {x)  = 0 tenglamani yechamiz: 

За'2 - 3  = 0, 3 ( x - l ) ( x + 1 )  = 0,

Xj ~~ 17 Л-j "f" 1.
Funksiya hosilasi

/ '( x )  = 3x2 - 3  = 3 (x ~ l) ( x  + l )

пт-.!, v, = -1  va x2 =1 nuqtalar atrofida ishorasini aniqlaymiz.

( 1x, = -1 nuqtaning ( —1 — £ ,—1 + <£) atrofmi 0 < S < —

nlamiz.

Ixtiyoriy x e ( —1 — c>,-l) da f ' ( x )  = 3 ( x - l j ( x  + l)  > 0 

ho'ladi, chunki bunday nuqtalarda x — 1 < 0, x + 1 < 0 .

Ixtiyoriy x e ( - l , - l  + J )  da f ' ( x )  = 3 ( x - l ) ( x  + l)  < 0 

In>" ladi., chunki bunday nuqtalarda x — 1 < 0, x + I > 0 .

Shunday qilib, f ' ( x )  hosila x, = -1  nuqtadan o“tishda 
ishorasini "+" dan ga o'zgartiradi. Demak, berilgan funksiya 
v i = — 1 nuqtada maksimumga erishadi va uning maksimum 

qiymati
max / ( x )  = /  ( -1 )  = 4

l»o“ ladi.
1

= 1 nuqtaning (l — S,  1 + <5) atrofmi 0 < s <
2

olamiz
Ixtiyoriy x e ( l  -<5,l) da / '( x )  = 3 ( x - l ) ( x  + 1) < 0 

bo' ladi, chunki, bunday nuqtalarda x — 1 < 0, x + 1 > 0 .
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Ixtiyoriy x e ( l , l  + £) da / '( x )  = 3(jc —1)(jc + 1) 

boiadi, chunki, bunday nuqtalarda x -1  > 0, x +1 > 0 .

Shunday qilib, f ' ( x )  hosila x2 =\ nuqtadan o‘ti 
ishorasini dan "+" ga o‘zgartiradi. Demak, berilgan fun! 
x2 = 1 nuqtada minimumga erishadi va uning minimum qiymati

m in / (x ) = / ( ! )  = 0
boiadi. ►

Faraz qilaylik, / ( x )  funksiya ( a , b )  da berilgan bo‘l 

x0 s ( a , b ) boisin.

6-teorema. Agar f { x ) funksiya x0 nuqta 

(x0 — 8 ,x0 + 8 )  cz ( a , b )  atrofida birinchi va ikkinchi tarti 

J ' (x)  i j "(x)  hosilalarga ega boiib,

2) x0 nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi / * ( 

uzluksiz va / " ( .v 0) ^ 0 bo isa, u holda

/ ' ( * o ) > 0

bolganda / (x )  funksiya x0 nuqtada minimumga erishadi;

f { x  0)<0

bolganda / ( x )  funksiya x0 nuqtada maksimumga erishadi.
•4 Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

f ( x) = f { xo) + ̂ ~ { x ~ x 0) + ~ ^ ( x - x 0)2,

c  = xo +0 ( x ~x Q) , O<0<\.
Shartga ko‘ra / ' (x0) = 0 . Unda

f ( x) - f ( x „ )  = ^ ~ - ( x - x 0)2
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Aytaylik, / " ( x 0)< 0  bo‘lsin. Unda ikkinchi tartibli 

lumlaning x0 nuqtada uzluksiz bolishidan, x0 nuqtaning biror 

JHmli lopiladiki, bu atrofdagi nuqtalarda / " ( a ) < 0 , binobarin

/"(<)< 0 boiadi. Ravshanki, (x  — x0) > 0 . Demak,

f ( c ) .

I'lmli.

?!
*-( Л' A'(. ) < 0

Ни' III), 

►«'ill.
Д х ) - / Ы <  о

/ ( * ) < / ( * o)
bn'I.nil. Bu esa f ( x )  funksiyaning x0 nuqtada maksimumga 
wi islnshini bildiradi.

Xuddi shunga o‘xshash, / " (x 0)>  0 bolgandja / ( x )

ftmksiyaning x0 nuqtada minimumga erishishi ko‘rsatiladi.W 
3-misol. Ushbu

/ ( x )  = x3 - 1 2 a 
Itmksiya ekstremumga tekshirilsin.

^Ravsharki, / f(x )  = 3x2 —12 boiadi. 3x* —12 = 0

U iii'l.imaning yechimlari x, = -2  , x2 = 2 boiadi. Demak, 

/'( 2) = 0, / '( 2 )  = 0 .

Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi / " ( x )  = 6x
boiib,

/ " ( - 2 )  -  6 ( - 2 )  -  -1 2  < 0, / " ( 2 )  = 6 • 2 = 12 > 0 
Imiadi. Demak, berilgan funksiya x = - 2  da maksimumga, 
\ 2 da minimumga ega boiib,

max f ( x )  = / ( - 2 )  = 16, m in / (x )  = / (2 )  = -1 6
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boiadi. ►
Eslatma. Agar / ' ( x(l) = 0 b o ‘Isa, и holda  / (

funksiyaning x0 nuqtada ekstremumga erishishi ham mum*
erishmasligii ham mumkin. Bu holda qo'shimcha tekshirish Ы 
aniqlanadi.

18.3. Funksiyaning [a , 6] segmentdagi eng katta va 

eng kichik qiymatlari

Ma’lumki, /  (x )  funksiya [a , 6] segmentda uzlu 
boisa, unda uzluksiz funksiyalaming xossasiga ko‘ra bu funk 
\a,b\ da eng katta va eng kichik qiymatlarga erishadi. 
qiymatlar quyidagicha topiladi:

1) f ( x )  funksiyaning hosilasi / '( x )  topilib, u nol

tenglanadi: / '(x )=  0.

2) / '( x )  = 0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglaman! 

yechimlari л,, л , , x, boisin.

3) / (x )  funksiyaning x(, x2, x, nuqtalardagi qiymati
topiladi.

Aytaylik, ular

f ( xi ) > f ( xl ) ’ f ( xl )
boisin.

4) f  ( x) funksiyaning [#,£] segmentning chekkalari a  v 
b  nuqtalardagi qiymatlari topiladi:

/ (« )> / (* )■
Natijada,

/ ( x | ) ,/ ( x , ) , / ( x 3) , f ( a ) , f ( b ) 

qiymatlar hosil boiadi. Bu qiymatlar orasidagi kattasi / ( x )



ftliiksiyaning [a, b]  dagi eng katta qiymati, kichigi esa / ( .v) 

Ibnksiyaning [ a ,6] dagi eng kichik qiymati bo‘ ladi. ‘ ;
4-misol. Ushbu

f { x )  = x2e - x

ftink.iyaning [-1 ,3 ] segmentdagi eng katta va eng kichik

qiymatlari topilsin.
•4 Bu funksiyaning hosilasi

/ '  ( x )  =  2x e'x -  x V ' =  ( 2x -  X2 )  

hn’lib, J ' ( x )  = 0 ya ’m

^ 2 x - x 2)e ~ '= 0  

Ifnulamaning yechimlari x( =0, x2 = 2  bo'ladi.

Hndi berilgan funksiyaning bu x, = 0, 

Hiii|lalardagi hamda [-1 ,3 ] segmentning chetki nuqtalari

i, I, x4 = 3 dagi qiymatlarini topamiz: I 

/(лг,) = / (0 )  = 0, f ( x , )  = f ( - l ) l e  

/ ( * , )  = / (  2) = 4eJ  / ( j t4) = / (3 )= W >

Demak, berilgan funksiyaning [-1 ,3 ] segmentdagi katta 

Hivmaii e , eng kichik qiymati 0 bo‘ ladi. ►

M ashqlar

Hosilalar yordamida quyidagi funksiyalaming o‘sishini, 
кniii.iyishini va ekstremum nuqtalarini aniqlang.
I v 2x3 - 9 x 2 + 1 2 x -9

' г - x " ( x - 2 ) ‘

2. у  = Зх -  x

X
4. v .= •

3 9x2
+ 6 x -9
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19-MA’RUZA

Funksiya grafigi ning qavariqligi, botiqligi, 
egilish nuqtasi va asimptotasi

19.1. Funksiya grafigining qavariqligi va botiqligi

Faraz qilaylik, / ( x )  funksiya ( a , b )  da beril 

x0 <=(a,b) va bu nuqtaning (x0 ~S,x0 + S)  atrofi ( S  > 0) 

intervalga tegishli bo‘ lsin.

Berilgan ,/ (x )  funksiya grafigi -  egri chiziqni Г ,

x e (x0 — S, x() +<?>) nuqtasida o‘tkazilgan urinmani L deylik.

Agar (x 0 — S, x0 4- S)  da Г egri chiziq L urinnT

pastda joylashgan bo‘lsa, / ( x )  funksiya grafigi (x0 - 5 , x 0 + 
da qavariq deyiladi (1-chizma).

\
V. "___

! L
T------ я—■--------^0 ,r0 -  0 \  X, 4 о x

1-chizma 2-chizma

Agar (л'0 -  S, x0 + <5> ) da Г egri chiziq L urinma 

yuqorida joylashgan boisa, f { x ) funksiya gra 

(x 0 — S, x0 + tV) da botiq deyiladi (2-chizma).
Funksiya hosilalari yordamida uning grafigini qavariqligi 

botiqligirii aniqlash mumkin.
Aytaylik, / ( x )  funksiya (x 0 -  S,x() + £) da ikkin 
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Iil'li uzluksiz / " (x )  hosilaga ega bo‘lsin.

1 -teorema. Agar x e  ( xQ- S , x Q+S)  da 

f " ( x )  < 0

/s*/ н holda f  ( x ) funksiya grafigi (x{) -- S, x0 4 -  S ) da qavariq 

i hidi, agar
/ " (x )  > 0

t Vs./, // holda f  (x ) funksiya gra f ig i  ( x0 — 5. x0 + <3) da hotiq
J lihll

^Aytaylik, abssissasi x boigan urinma nuqtasining 
ilin.iiasi у  boisin. Unda

f ( x )  -  у  < 0 (x e  (xn -  J , x 0 + £ )) 
r  Ijsmda funksiya grafigi qavariq boiadi;

f { x ) - y >  0 
' l>\mda esa funksiya grafigi botiq boiadi (3-chizma).

3-chizma

Teylor formulasidan foydalanib ( n  = 2 boigan hoi uchun) 
iMp.mu/:

(x ~ x  У
M 0 - / ( ^ o )  = / '( x o) ( x - x o) + / " ( c ) ------ , (1)

lnm>l i г nuqta x0 va x nuqtalar orasida.

Ayni paytda, /’(x )  funksiya grafigiga ( x0, / ( x0)) 
nutli.ula o‘tkazilgan urinma (yuqorida aytilgan urinma) tenglamasi
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bo‘ ladi. (1) tenglikdan (2) tenglikni hadlab ayirib topamiz:

Ravshanki, x —» x0 da с  —» x0 bo‘ladi. Ikkinchi t 
hosila xQ nuqtada uzluksiz bo‘ lgani uchun

f { c )~> f " ( xo)
bo‘ ladi.

Aytaylik, f " { x )  < 0 bo‘ lsin. Bu holda (x0 -<5, x0 

da / " ( c )  <0 bo‘lib, (3) tenglikka ko‘ra

/ W - . v s o
bo‘ ladi. Demak, berilgan funksiya grafigi (x 0 —S,x0 + <£) 
qavariq bo‘ladi. ^

Aytaylik, / " ( .x )> 0  bo‘ lsin. Bu holda (x0 —S,x0 +

da / " ( c )  > 0 bo‘lib, (3) tenglikka ko‘ra

f ( x ) - y >  0

bo‘ ladi. Demak, berilgan funksiya grafigi ( x(j —S,x0 + S)  da 
bo‘ lad i.^

19.2. Funksiya grafigining egilish nuqtasi

Agar ixtiyoriy x e  (x 0 -  S, x0) da funksiya grafigi 
urinma L dan yuqorida (pastda) joylashgan bo‘ lib, ixti 
x e  ( x0, x0 + <У) da funksiya grafigi Г urinma L dan pa

(yuqorida) joylashgan bo‘ lsa, x0 nuqta / ( x )  funksiya grafigin 
egilish nuqtasi deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, / ( x )  funksiya gra

(3)



Лм Л', л()) da botiq (qavariq) boiib, ( xQ, xt) + S ) da qavariq 

ilu|) boisa, x0 nuqta / ( x )  funksiya grafigining egilish nuqtasi 
yil.idi.

Funksiya hosilalari yordamida uning grafigining egilish 
M!|l.ismi topish mumkin.

Yuqorida keltirilgan 1-teorema va funksiya grafigining 
fiilish nuqtasi ta’rifidan quyidagi natija kelib chiqadi.

Natija. / ( x )  funksiya gra fig in ing egilish miqialarini 

\kkmJn tartibli f ”(x)  ni nolga aylantiradigan nuqtalar orasidan 

j  f "( \) = 0 tenglamaning yech im lari orasidan) qidirish kerak.

2~teorema. Aytaylik] / ( x )  funksiya (x 0 —S,x0 + <5) da 

№ un hi tartibli f " ( x )  hosilaga e ga  bo is in .

Agar / " (x )  hosila x0 nuqtadan o l i sh d a  ishorasini

y'.viirtirsa, и holda  x0 nuqta f  (x ) funksiya gra fig in ing egilish
Hm/iasi bo iad i.

1-misol. Ushbu \
f  (x ) = x 3 -  3x2 + 1 \

funksiyaning qavariq va botiqlikka tekshirilsin, egilish nuqtasi 
lninlsin.

<4 Berilgan funksiya uchun
/ '( x )  -  3x2 -  6x, / " ( x )  = 6x -  6

Im ladi.
Ravshanki, f ' { x) = 6x — 6 < 0, x — 1 < 0, x < 1.

D« iiK!k, berilgan funksiya grafigi ( —oo,l) da qavariq boiadi. 
Shuningdek,

/ " (x )  = 6 x - 6  > 0, x ~ l> 0 , x > l .

hi inak, berilgan funksiya grafigi (l,+oo) da botiq boiadi. x = l

!itu{i;t f ( x )  funksiya grafigining egilish nuqtasi boiadi 
( I i luzma).^
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4-chizma

19.3. Funksiya grafigining asimptotalari

Aytaylik, ./ (* )  funksiya a  e  R nuqtaning'

Masalan, x  = 0 to‘g‘ri chiziq (ordinatalar o‘qi)
1

y = -x
funksiyaning vertikal asimptotasi bo‘ ladi, chunki 

lim  —= +oo, lim —= -oo.

Faraz qilaylik, f ( x )  funksiya ( « , +oo), ( -ao  
oraliqda aniqlangan bo‘ lsin.

Agar x —» +oo da ( x —» - go da) f  (x )  funksiya ushbu

/ ( x )  = Ax + 6 + a ( x )
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( a  -  8,  a  + atrofida ( 8  > 0) berilgan bo‘ lsin.
Agar ushbu

lim f i x ) ,  lim f i x )-*<7+0 ‘ 7 .v->a-0'
limitlardan biri yoki ikkalasi cheksiz bo'Is

x = a
to^g'ri chiziq / (x ) funksiya vertikal asimptotasi deyiladi.



iliil.i il'odalansa, bunda к va 6 lar o‘zgarmas soniar va 

lim a lx )  = 0 I lim a (x )  -  0}
.V—>-foo V '  \_v_>_00 4 J

у -к х л -в  (1)
f| ilu/iq / (x )  fimksiya grafigining og‘ma asimptotasi

\ususan, (1) da к = 0 bo‘lsa, 
y  =  в

!H i ln/.iq f  ( x ) funksiya grafigining gorizontal asimptotasi 

ln.li
Masalan,

V =  x -  4
'lUlii/.iq

ч x' — 3x — 2

Rivalling og'ma asimptotasi boiadi, chunki
/• / ч x 2 -- 3x -  2 2 . / ч
/ (x) = ------—------= x -  4 -r — -  = x - 4  + a (x)

x + 1 x + 1

( \ z, lim a  ( x ) = l im ------ = 0JT-S-И» X + 1
1,1 1̂ (bunda к =1, в = —4).

2-raisol. Ushbu

f i x) =
x~ - 2 x  

x Г
nl,\i\4i grafigining asimptotalari topilsin.

4  Bu funksiya x = 1 nuqtadan boshqa barcha nuqtalarda 
lttii|Lmgan va uzluksiz.

Ravshanki,
x * - 2 x  x ‘ - 2 x  

l im -----------= +co, l im ------------
дг-»1-0 x - l  Л-И+0 x - 1
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boiadi. Demak, x = 1 to'g^ri chiziq berilgan funksiya 
vertikal asimptotasi bo‘ ladi.

Berilgan funksiyani quyidagicha yozib olamiz:
\2

1

Agar a (x )
l - x

x - 1  x+1

deyilsa, unda

l im a ( x )  = lim ------ = 0
Jf->» 1 -  x

bo‘lib, y  = x - 1 to‘g ‘ri chiziq / (x )  funksiyaning og‘ma 
asimptotasi ekanini topamiz (5-chizma).

5-chizma

Shuni aytish kerakki, y  = kx + e to‘g ‘ri chiziq 
funksiyaning og‘ma asimptotasi boiishi uchun 

f ( x)к = lim
Л - >+oo x

, b=  lim [ / ( х ) - Ъ : ]  (2)

tengliklaming o‘rinli bo iishi zarur va yetarli.
Bundan f ( x )  funksiya grafigining og‘ma asimptot 

topish uchun (2) limitlami hisoblash yetarli boiadi. ►
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19.4. Funksiya grafigini yasash

lindi funksiya grafigini yasashga o4ish mumkin.U quyidagi 
in,i asosida bajariladi:

J iinksiyaning aniqlanish sohasini topish;
I iink.siyani juft-toqlikka tekshirish; 
hmksiyani davriylikka tekshirish;
I unksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini topish;
I unksiya grafigining koordinata o'qlari bilan kesishish 
(InLirini topish;
Monotonlik oraliqlarini aniqlash;
I ksiiemumga tekshirish;
Hoi iq va qavariqlikka tekshirish;
I tmksiyaning asimptotalarini topish;
) 1 unksiya grafigini chizish.

2 x 1
3-misol. у  = --------- 7  funksiyani to'liq tekshiring va

( x - 1 ) -
l/irmi chizing.

1. Funksiya x = 1 nuqtadan tashqari soniar o'qining barcha 
i|laiarida aniqlangan.

2. f  (—x) = — —— y * / ( x )  ва f ( - x ) * - f ( x ) ,  
{ -x -\ y

'in.ik, funksiya toq ham emas, juft ham emas.
3. Funksiya davriy emas.
4. x = 1 nuqtada II-tur uzilishga ega:

lim f ( x ) ~  l i m —~ = +oo,
,^±o- -t->l±0( x - 1) '

nuqtalarda funksiya uzluksiz.

5. Agar x' = 0 bo‘ lsa, u holda у = -1  va у  — 0 da x = — .

( \  V
lluiul.m kelib chiqadiki, ( 0 ; - l )  va —; 0 nuqtalar funksiya

2 J
liiilil'iinng koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari.
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6. /  = ■
2х

funksiya aniqlanish sohasini quy
( x - l ) '

oraliqlarga boiamiz: ( - 00; 0 ), (0, 1), ( l ; + co)

( - 00; 0) oraliqlarda funksiya kamayadi. (0, l)  ora 

esa funksiya o‘sadi. ( l ; + 00) oraliqda funksiya kamayadi.

7. y ’(x) hosila ishorasini x = 0 nuqtani o'tj 

manfiydan musbatga o'zgartiradi. Demak, berilgan funksiya x 
nuqtada minimumga erishadi va >,nun = .y(O) = -1  bo‘ ladi.

8. Funksiya botiq va qavariqligini tekshirish uchun ikki
n 2x + 1tartibli hosilani olamiz. y" = 2 -----------

( X - 1 ) 4

sohasini quyidagi oraliqlarga ajratamiz.

funksiyaning aniql

- o o ; - !
2 /

(1; + сю).
- n

-oo;
1

da / " (—l)  = —  < 0 funksiya qavariq,
8

da / " (0 ) = 2 > 0  funksiya botiq, ( l ; + 

oraliqda / " (0 )  = 1 0 > 0  funksiya botiq. Funksiyaning ikkinc 

tartibli hosilasi x = —— dan o‘tishda o‘z ishorasini o‘zgartira

bundan kelib chiqadiki, nuqta egilish nuqt

bo" ladi.
9. x = 1 funksiyaning vertikal asimptotasi, у  = 

gorizontal asimptotasi, ya ’ni



lim f ix)  = lim ——\  -  lim —■— = 0
• V ' ■ -  ■ ( v - l ) ‘ (. 1

( )gkma asimptotasini topamiz:

f(x) 2x - 1  
l im = l im — -------ГТ

v > ±ш  Д- v - > ± « .  x [ x  _  1 ) -

,1a A' =  0

1 -
4 x

2 - 1
lim  — ;— —

X —>±oo (  1
7 T - 0 ,

1
V x .

2 x - l
b, ,  = l im (fix)-kx)  = l im —----- rj- = 0,*-->±00 ' .Y—>±0O / - J Г

ii holda b -  0 . Bundan kelib ehiqadiki y - k x  + h og4ma
iiMinptota yo'q. *

10. Funksiya grafigi:

V

-i_2 0 

i : ■-1

6-chizma

Mashqlar
Quyidagi funksiyalami to‘ liq tekshiring va grafigini yasang.

1. y-

3. y-

x3+4

x + 2x

-x + 1
l. V

4. v

x - 1
4x2

3 + x
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Parametrik usulda berilgan funksiyalar 

20.1. Parametrik usulda berilgan funksiya tushunchai

Ma’lumki, X  сz R to‘plamdan olingan har bir x 
biror f  qoidaga ko‘ra Y cz R to‘plamdagi bitta у  son J  

qo‘yilgan bo‘ lsa, X  to‘plamda funksiya berilgan deyilib,
y = f{x )

kabi belgilanar edi. Bunda x ga у ni mos qo'yadigay |
turlicha, jumladan analitik, jadval hamda grafik usullarida bo'll 
ko‘rdik.

x va у  o‘zgaruvchilaming orasidagi bog‘ lanish yordl 
o‘zgaruvchi (vositachi), masalan t o'zgaruvchi orqali Ц 
o‘rnatilishi mumkin. i

Aytaylik, x ham, у  ham biror t 6‘zgaruvchiga boj
bo‘ lsin:

f x = (pit),

[y = И 0
Bu (1) inunosabatdagi

x = <p(t) ( a < t< ( 3 ) (2)

funksiyaning qiymatlar to‘plamini X  deylik. X  to‘plamga tegl) 
bo‘ lgan ixtiyoriy x0 sonni olib, uni (2) munosabatdagi x 
o‘miga qo'yamiz:

x0 =q>{t).
Natijada, t ga nisbatan tenglama hosil bo‘ ladi. F| 

qilaylik, bu tenglama yagona t = t0 yechimga = tp 1 (x0)) 

bo‘ lsin. Uni (1) munosabat

y = w{t)
dagi t ning o‘miga qo‘ysak, unda y0 (y„ =y/(t{j)) son lie

20-MA’RUZA
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Л’ lo'plamdan olingan x0 songa shu y0 sonni mos qo'yish 

va v0 lar orasida bog'lanish yuzaga keladi.
Nitiijada X  to^lamdan olingan har bir x ga yuqorida 

fiiinl^an qoidaga ko'ra bitta у  mos qo‘yilib, funksiya hosil
Mi

у -  f ( x) ■
Ikmda x va у orasidagi bogianishni 

x^<p(t), 

y = i//(t) ( a < t<
9MM bajaradi (1-chizma).

X

1 -chizma

Huyerda t o4zgaruvchi parametr deyiladi. 
v = / ( x )  funksiyani (1) sistema yordamida aniqlanishi 

iik-.ivam parametrik usulda berilishi deyiladi. Masalan, ushbu
\ x - t2,

l.v = /3
ihlt N1.1

3

у  = X2

htnk vivaiii aniqlaydi.
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20.2. Parametrik usulda berilgan funksiyalaming hosil

(3)

Faraz qilaylik, у  = / ( .v ) funksiya [й,Ь] oraliqda u 

|л: =

= ( a < t< / 3 )

sistema yordamida parametrik usulda berilgan boiib, (p{t) $

funksiyalar [#,/?] da uzluksiz va cp(t) funksiya shu о 

qat’iy o'suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo'lsin.
Teorema. Agar ^ (/ ) va ys\t) funksiyalar 0̂ б [

nuqtada ва у/ '(t0) hosilalarga ega boiib, cp

boisa, и holda у  = / (x ) funksiya x0 € \a,b\ nu

(x 0 -=<p(/n)) / ' ( xQ ) hosilaga ega

Г У о )f ' M
<P'{t o)

bo ‘ladi.
< Ushbu

x -  x0

nisbatni qaraylik, bunda f ( x ) - y ,  / ( х 0) ~ у 0 . (3) siste 
foydalanib topamiz:

f { x) - f M __y-y,  И О - И ' о )
x - x 0 x - x 0 <p(t)-~<p(t0) 

Ravshanki,

¥ { t ) -¥ { h )  
f ( x ) ~ f M _  t - t 0

X -  X A

t-tn
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(4)

Keyingi tenglikda limitga o‘tsak (t —» tn da x —> xn) unda

IisIh kelib chiqadi. ►
Eslatma. (3) munosabat quyidagicha

V 'A h)
<P\{to)

dy_

dx dx̂  
dt

hum it>zilishi mumkin.
1-misol. Aytaylik, y  = f ( x ) funksiya parametrik usulda

Uslthit

\ x -a  cos3 /, 

у = £sin31
Oct- к

tgt ►

ihh'jna yordamida berilgan boisin. у — f  (x) funksiyaning
h*>\ilasi topilsin.

A Bu y ~ f { x )  funksiyaning hosilasini (4) formuladan
|i*v(!;ilanib topamiz;

-  {bsin?> l )' _ 3bsin21 • cost _ b 
^ ’ (acos1^ 1 -3aco s2 t sint a

Faraz qilaylik, y -  f  (x ) funksiya ushbu

i x = <p(t),

J  = y ( t )  ( a < t < f i )

nr.icma yordamida parametrik usulda berilgan boisin.
Tegishli shartlar bajarilganda bu funksiya ikkinchi, uchinchi 

\ .i li k. tartibli hosilalarga ega boiadi.
Biz y - f ( x ' )  funksiyaning ikkinchi va uchinchi tartibli 

linsilalari qanday hisoblanishini ko‘rsatamiz.

( 3 )
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20.2. Parametrik usulda berilgan funksiyalaming host

Faraz qilaylik, y -  f ( x )  funksiya [a,/?] oraliqda

(3)

[y = v{ t )  (a < t < p )
sistema yordamida parametrik usulda berilgan boiib, (p[t)

funksiyalar [#,/?] da uzluksiz va <p(t) funksiya shu 
qat’iy o'suvchi (qat’iy kamayuvchi) boisin,

Teorema. Agar (p{t) va ys(t) funksiyalar t0 €

nuqtada ) ва у/ f(t0) hosil alar ga ega ho'lib, (p'(t

bo ‘Isa, и holda у  = f  (л ) funksiya Л"0 e [^ ,b ] n

(x0 -  (p(t{)) j /  ’(x 0) hosilaga egcLva

. r ' M/ ' Ы
<P'(to)

ho ladi.

/ (* )-/ (*< > )
X-Xn

nisbatni qaraylik, bunda f ( x )  = y, f  ( x0) = y(1. (3) siste 
foydalanib topamiz:

f { x ) - f ( x o) ^ y ~ y Q _ ¥ (t)-y/ (tQ) 
x - x 0 x - x 0 <p(t)-<p(t0) 

Ravshanki,

h)
f { x ) - f { x 0) = /-/„ 

x - x 0 <p(t)-(p(t0) ' 
t - t n
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Keyingi tenglikda limitga o ‘ tsak (t —> t0 da x —> A'0 )  unda

¥ '{ч)no-
<p'ih)

(4)

Ihln kelib chiqadi. ►
fcslatrna. (3) mimosabat quyidagicha

o)

r d y '

d x  dx_
V dt

in i (>zilishi mumkin.
l -misol. Aytaylik, у  ~ f  (x) funksiya parametrik usulda

Mn
x = a cos 

у - h  sin31
0 < t<

к

dt /fid yordamida berilgan boisin. у  — f ( x )  funksiyaning 

vuLisi topilsin.
Л Bu V " / ( x )  funksiyaning hosilasini (4) formuladan 

(kivdalanib topamiz:
(bsint) '  36 sin2 £ • cos f : b w

у » -  Ll. ~  L-------- — L.. ~ --------------------------- ----------tg t
(acos3^ ’ -3acos21 sint a 

Faraz qilaylik, у  = f ( x )  funksiya ushbu

A  = <p(t),

{y = Y( t )  (a < t < p )

ммппа yordamida parametrik usulda berilgan boTsin.
Tegishli shartlar bajarilganda bu funksiya ikkinchi, uchinchi 

ы h к. tartibli hosilalarga ega bo6 ladi.
Biz y ~ f ( x )  funksiyaning ikkinchi va uchinchi tartibli

lio .iialari qanday hisoblanishini ko'rsatamiz.

(3)
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Ma’lumki.

/ ’(*) =
Г У ) (4)

(4) munosabatdagi f ' ( x )  hosilani x ning murakkab funk 
sifatida

f ' H
¥ ’M
<p V )  ’

t — (p 1 (л:)

(bunda t -=(p 1 (x )  funksiya x = (p(t) funksiyaga nisbatan te 
funksiya boiib , uning hosilasi

[ V w T  = Ц -

boiadi) qarab topamiz:

f " ( x) = ( f ( x ))' = dt
df~_ 

(p'{t) J dx

(5)___L _

-  ^ " ( О - ^ О - И О - И О

M O ) '
Xuddi shunga o‘xshash f ( x )  funksiyaning uchinchi ta 

hosilasi hisoblanadi. Bu hosila uchun
I _ <p'4()v'm(t) - <pV)-wV)^m(t)-

[И 0Г
boiadi.

2-misol. Aytaylik, у  = f ( x )  funksiya parametrik usu
ushbu

\x -  <p(t) - 1 -  2\Tt, 

[y = y/(t) = t + 2 j  
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Шч yordamida berilgan boisin. Bu funksiyaning aniqlanish
*/1 it unda / '( л ) ,  /  "(x ) hosilalari topilsin.

4  Avvalo berilgan funksiyaning aniqlanish sohasini 
«ill /

Maiumki, y = f ( x )  funksiyaning aniqlanish sohasi 

V .(/ )= /-2V r (1 < t<  -fee) funksiyaning qiymatlari 

iltiiiii boiadi. \ft ~u deb topamiz:
u2 -  2u -  x = 0.

Ravshanki,
w, 2 ~ 1 i  лм ■+■ X'.

Demak, 1 + x > 0 , ya ’ni x > -1  boiib , undan у -  f (x ) 

Iavailing aniqlanish sohasi (~l,+oo) boiishi kelib chiqadi.

/ (x ) funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini 
tblaymiz:

i Jl

1
/ 'M f t - 1

dt
1 +

V F -i

dt _ dt \ 
dx

1 +
\/7 ~ 1

dx
dt

20.3. Parametrik usulda berilgan funksiyalaming 
ekstremumlari

Ma’lumki, y = f ( x )  funksiya X  cz R to‘plamda berilgan 

Ии lib, у x0 e  X  nuqtada birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga 
1'iu l>o‘ lsa, funksiya ekstremumi quyidagicha topilar edi:
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( a < t < p ) (3)

1) f ( x )  funksiyaning hosilasi f ' ( x ) hiso|| 

f ' ( x )  = 0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning yd 

x0 boisin: f ( x 0) = 0 ,  1

2) f ( x )  funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi 
hosilasi hisoblanadi.

Agar f" (x {)) > 0 bo‘ lsa, f ( x )  funksiya x0 n

minimumga, / " (  A'o) < 0 boisa, maksimumga erishadi.
Xuddi shu y o l bilan parametrik usulda 

funksiyaning ekstremumi topiladi.
Aytaylik, у -  / ( x )  funksiya ushbu 

(x — (pit),
\y = v (t)

sistema yordamida parametrik usulda berilgan boisin. Bunda

va y/(t) funksiyalar [« ,/ ? ] da birinchi va ikkinchi

hosilalarga ega boiib , Ф 0 .
M a’lumki,

P 'M  И 0 )
Funksiyaga ekstremum qiymat beradigan nuqtalami 

y '( t )  = 0
tenglama ildizlari orasidan izlanishi kerak.

Faraz qilaylik, t = t0 bu tenglamaning yechimi bo'l

у/ '(f0) = 0 . Unda (6) ga ko‘ra 

boiadi.
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Agar i/" (t) < 0 bo‘ lsa, / ( x )  funksiya x-~xn --(p(tit)

Iii|I,kI.i maksimumga, agar y/"(t)> 0 boMsa, / ( x )  funksiya

t  - >„ ■■ <p( t(j) nuqtada minimumga ega bo‘ ladi.

3-misol. Ushbu
\ x = (p(t) = f ~ 2 0 t  + l ,
i , , ( -2 <  t < 2)
[y  = y/(t) = 4/' -  3/2 - 1 +  3

fhihiiiii-trik usulda berilgan funksiya ekstremumga tekshirilsin.
■4Berilgan <̂>(/) va y/(t) funksiyalaming hosilalarini

jllmibhiynuz:
<p'(t) = 5/4 — 15r2 - 2 0 ,

^ '( ? )  = 12?2 - 6 / -1 8 ,

!/"(/) = 2 4 * -6 .
Endi

ip'i1) ~ 0, ya ’ni \ 2t~ - 6 t  - 1 8  = 0 
Mu'I.miani yechib, topamiz:

3
/, = -1 , I, =■

Agar

^ "(~ 1 )< 0 , y.f” >0

Itu lishini e ’tiborga olsak, y  = f ( x )  funksiya

f, = -1  (ya’ni x = 31) da maksimumga,

3 1031 . J . .
t2 = —. (ya ni x = — y2 ~̂  minimumga

msli ish in i to p am iz .^
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M ashqlar

1 .Ushbu chiziqning
f x = 3 cos t 
[>> = 2 sin/

parametrik tenglamasidan t parametr yo'qonlib. uning D 
koordinatalar sistemasidagi tenglamasi topilsin va grafigi chizil

Ko‘rsatma: Avval birinchi tenglamani 3 ga, ikk! 
tenglamani 2 ga bo‘ lib, so‘ngra t parametmi yo‘qoting.

2. Quyidagi chiziqlarning parametrik tenglamasidan 
parametr yo‘qotilib, uning Dekart koordinatalar sistemas' 
tenglamasi topilsin va grafigi chizilsin.

a ) x  = r - l ,  y = t2 -2/  + 2 .

3. Parametrik ko‘rinishda berilgan у  = >'(x) funksiya uc

b) x = (/ + l ) \  =

y'x topilsin.

a )x  = sin5/, v = cos2t, 0 </< — .
2

b) x = e , у  = ty, -  oo < / < +00.
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21-M A’RUZA

Aniqmas integral. Integralning sodda xossalari va 
integrallash usullari

14-ma’ruzada matematikada muhim bo‘lgan differensial- 
M i amali, berilgan funksiyaga ko‘ra uning hosilasini topish bayon 

. rliMi Bu amal orqali ko‘pgina masalalar, jumladan moddiy nuqta 
liiii.ik.it qonuniga ko‘ra uning tezligini topish, egri chiziqqa urinma 
n‘ik.i/ish kabi masalalar hal etildi.

Aksincha, funksiyaning hosilasi ma’lum boMganda funk- 
nlv.uimg o‘zini topish (tezlikka ko‘ra harakat qonunini topish, 
titnmiaga ko‘ra egri chiziqni topish va h.k) masalalari ko‘p 
Uiluaydi. Bunday masalalar yuqorida keltirilgan masalalarga teskari 
Itn'hi), ular funksiyaning integrali tushunchasiga olib keladi. (Bayon 
plil.uligan integrallash amali differensiallashga teskari bo‘ lgan amal 
ho'ladi).

Aytaylik, f (x )  funksiya (a,b) da berilgan bo‘lsin. Agar 

*lui intervalda aniqlangan F{x) funksiya uchun

Ito'lsa, F(x) funksiya ( a ,b) da f i x )  funksiyaning boshlang‘ ich 
luiiksiyasi deyiladi.

Masalan, f ( x )  — x2 funksiyaning boshlang'ich funksiyasi

•litmingdek, f ( x )  = cosx funksiyaning boshlang‘ ich funksiyasi

21.1. Boshlang‘ich funksiya va aniqmas 
integral tusbunchalari

(I)

V  ̂ J

/ ( \) -- sin a  boiadi, chunki F'(x) = (sin a ) 

( I) munosabatga ko‘ra
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( F (x)  + с)’ = F'(x) + О = Г  (л ) = / (х )  (2)
boiadi, bunda с -ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Shunday qilib, )
F (x) + c j

funksiyalar ham f (x )  ning boshlangich funksiyalari boiadli 
Demak, f(x )  boshlangich funksiyaga ega bo 

cheksiz ko‘p boshlangich funksiyalarga ega bo‘ lar ekan.
Ayni paytda, / (x )  funksiya ixtiyoriy ikkita F( 

ф(х) boshlang‘ ich funksiyalarga ega, ya ’ni

= /(*)>  Ф'(х ) - / { х ):
boisa,

ф(х) = F ( x )  + c (c  -  const) 
bo‘ ladi. Haqiqatan ham,

[Ф( х )~ ^ ( * ) ]  = Ф'(х)-  F '(x) = f ( x ) -  f ( x )  = 0
boiib , Lagranj teoremasining natijasiga ko‘ra (qaralsin, 
ma’ruza)

ф(х) — F (x) = c (с = const)
boiadi va undan

^ (x )  = /7(x ) + c
boiishi kelib chiqadi.

Natijada quyidagi xulosaga kelamiz: i
Agar f (x )  funksiya ( a,b ) da boshlangich fun

F (x ) ga ega boisa, u holda
1) / (x) funksiya cheksiz ko‘p boshlangich funksiyal

ega,
2) barcha boshlangich funksiyalaming umumiy ifodasi >

F (x )  + c (c -c o n st)  (3)
boiadi, ya ’ni ixtiyoriy boshlangich funksiya shu ifod 
(o‘zgarmas с ga qiymat berish natijasida) kelib chiqadi.
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JV rif . (3) ifoda f(x )  funksiyaning aniqmas integrali 
yiiiidt va

jf{x )d x

hi belgilanadi,, bunda f(x )  integral ostidagi funksiya, f  (x)dx

tvi'xtl osiidagi ifoda, J — integral belgisi.
Demak,

jf(x )d x  = F (x)  + с (с  = const) (4)
l-misol Ushbu

[5 x5 dx
U «*/v// topilsin.

«ITa’rifga ko'ra, bu integral shunday funksiyaki, uning 
iflitt.isi 5x5 gateng. Ravshanki,

F (x )  = —x 6 + с (с  = const)
6

Цшкмуа uchun

F(JC) = ( - x 6 + c)' = -  - 6x5 + 0 = 5x5
6 6

hi»'Uli. Demak,

f5x3c/x = — x6 + с . ►
J 6 ■

Eslatma. Agar f (x )  funksiya ( a,b) da uzluksiz bo‘Isa,
щит’ aniqmas integrali mavjud bo ‘ladi. (Bu tasdiq keyinroq 
Ultollanadi).

Ko‘pincha funksiyaning aniqmas integrali qaralganda uni 
«(•имlay oraliqda bo‘lishi ko‘rsatilmaydi. Bunda funksiyaning 
iiiiiqlanish sohasida qaralayapti, deb hisoblanadi.

21.2. Aniqmas integralning sodda xossalari

Aniqmas integral ta’rifidan uning quyidagi sodda xossalari 
lu'lil) chiqadi:
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1) Ushbu J/  (x)dx aniqmas integralning hosilasi /’( 
teng bo‘ ladi.

(J/ ( jf ) t fc )  = f { x ) .
2) Funksiya differensialining aniqmas integrali 

funksiyaga teng bo‘ladi (o'zgarmas son aniqligida)
^dF(x) = F (x ) + c (c -co n st)

Xususan,
^dx = x + с (с  = const)

boiadi.
3) 0 ‘zgarmas sonni integral belgisi tashqarisiga chiq 

mumkin.
jk f (x)dx = к J / (x)dx (к = const, к Ф 0) (5)

4) Ikki funksiya yigindisining integrali bu funksi' 
integrallarining yig‘ indisiga teng:

| (/ (* ) + # (* )У *  = \f(x)te+  \g(x)dx (6)
Eslatma. Yuqoridagi (5), (6) tengliklarni o'ng va с 

tomonidagi ifodalar orasidagi ayirma о ‘zgarmas songa baroba 
т а  ’nosidagi (o ‘zgarmas son aniqligida) tengliklar deb qaraladi,

Maiumki, berilgan funksiyaning hosilasini topish 
differensiallash deyiladi. Berilgan funksiyaning aniqmas integral 
topish esa uni integrallash deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ma’lumotlardan funksiyani diffe 
siallash va integrallash amallari o‘zaro teskari amallar ekan 
payqash qiyin emas. i

M aiumki,
J/ ( jc )Jx  = /7(x )  + c , ya ’ni /7" (x ) = / ( x )  

boisa, unda

(F (x )  + c) =F'(x) = f ( x )
boiadi va aksincha boiadi.

Funksiya hosilalari jadvali hamda aniqmas integrj 
ta’rifidan foydalanib, ba’zi funksiyalar aniqmas integrallarininj 
jadvalini keltiramiz.
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jl 11\ j"t/x = x + с , chunki (x + с ) =1.

ii+i
--------i-с (n Ф- l ) , chunki
n +1 V ;

j  * 11/ v a  - J —- = In |x| + c , chunki

n +1
• x

b j—  = In x + с va (ln x + c)’ = x ~]. 
J x
r dx 

x
ll <l.i f— = ln ( - x )  + c va ( ln ( - x )  + c)

J v

Ix
a

ln a
+ с , chunki

a V

ln a
- + c = cr\

f
\ *

<•’ t lx -  cx + с , chunki (V' + с j -= e ' .

| J',in \dx — — cos x + с , chunki ( —cos x + c) = sin x . 

) j< <>s .xdx = sin x + c , chunki (sin x + c) = co sx .

) | — -- -ctgx + с , chunki {-ctgx + c)
• in " x 

dx
s in "  X

I j — -  tgx + с , chunki ( tgx 4 с ) = -----;— .
\<>S ~x COS" X

1111 I = arcsin x + с ,chunki ( arcsin x + c) = ■■--=——
'ч/Г-А-2 V l - X

111 I -  -  arccos x + c ,chunki ( -  arccos x + с) = —?=
V l - x 2 VI

l ' i|  = arctgx + с , chunki (arc tgx + c)
•' I f- x ' 1 + x-
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13) I——— — - arcctgx + с , chunki (-arcctgx + с ) = -  
•4 + x~ 1

14) ŝhxdx = chx + с , chunki [chx + c ) =shx.

15) jchxdx = shx + с , chunki (shx + c) = chx.
Yuqorida keltirilgan integrallar jadvali hamda integraln 

sodda xossalaridan foydalanib, aniqmas integrallami hisoblas 
doir misollar qaraymiz.

2-misol. j*(3.x;2 -  2x + 7)dx — J3x2dx~ j2xdx+ j*7r/x »
3 2

= 3 Jx2dx -  2 jxdx + 7 jrfx = 3 ■ ——  2- — + 7x + c = xs- x 2+7x

+ x2 •

3-misol.
3 2 

1 1 1
f—— - - - - - dx = — 1— + — )(1х= [x idx— fx 2dx + 
J X J X X x J J

J x  5dx =—

4-ni
■2

4-misoI.

_ 2  1 _| 1 - 4  - 2 x ‘ + 4x - 1
■ X ------ X H------X + C  = ------------;--------- he

-4 4x4
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l 0.O‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli
Aytaylik, F\x) funksiya f i x )  ning boshlang‘ ich

ftmksiyasi bo'lsin: F '( x )  = / (x )
Ravshanki,

|/(x)fifx = F (x )  + c (7)

Hn'I.uli Keyingi integralda

x = <p(t)

ilrvlik, bunda (p{t) uzluksiz (p’(t) hosilaga ega bo‘ lgan funksiya. 

Ma’lumki, F{(p(t)) murakkab funksiya hosilaga ega

b n 4 i l \

( f ( ^ ( / ) ) )  =F'((p(t))-<p'(t)

‘bo'ladi. Modomiki, F '( x )  = / ( x )  ekan, unda 

ho 1 i b, keyingi tenglikdan

/ / (« ’ ('))•< »'(')< * = - Ф ( ' ) ) +<: <8>
boiish i kelib chiqadi.

(7 ) va (8) munosabatlardan topamiz:
\f{x)dx= \ f((p{t))-(p '{t)d t.

Bu formula integrallarda o‘zgaruvchini almashtirish 
litrmulasi deyiladi.

6-misoI. Ushbu
rsinV x , 
j— -— -dx
J л/х

inn I'ral hisoblcmsin.
’«(Bu integralda x = t2 almashtirish bajaramiz. Unda 

,l\ lid  I bo‘ lib,

21.3. Integrallash usullari



л/х sin tr S i n  \ X j r b i i i  t л  .
— ~ —dx = -------2 tdt

•’ л/х J t

= - 2  Jsin  tdt = -2  cos г + c = -2  cos л/х + с
bo‘ladi. ►

Ba’zi hollarda
almashtirish qulay bo‘ ladi.

7-misol. Ushbu

x = (p{t) almashtirish o'miga t — y/{

2x + 1
-dx

'x

X" +  X +  1
integral hisoblansin.

-*Bu integralda t = x 2 + x + \ deymiz. Unda

dt -  d{̂ x~ + x + 1̂  = ^x" + x +1) dx = (2x + \)d.
bo‘ lib,

r(2x + \)dx rdt ,M  I -> |
I ~ ~ — I ==ШШ + С = 1п X +X + 1 +<
J X" +  X  +  1 3 t 11 1 I

bo‘ ladi. ►
Ko'p hollarda o‘zgaruvchi almashtirish ifodasini yozi 

zaruriyati bo‘ lmaydi. Ushbu
1) d(x + a)~  dx, (a — const)

2) d(ax) = adx, ya’ni dx = — d(ax) (a = const,а Ф 0)

tengliklami e ’tiborga olish va uni tatbiq etish yetarli boiadi.
8-misol. Ushbu

integral hisoblansin.
|л/х + Idx

< Ravshanki, d ( x +1) = dx. Unda

-+i
jV x + Idx = J(x  +1 )2d (x  +1) = ~ ^ — + с = — (x + 1)л/х + 1 + <

- + 1
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9-misol. Ushbu
fe 2xdx

ItH'i 11! hisoblansin.

< Ravshanki, dx -  — d (2 x ) . Unda

J .. '7 /л-» /<•’ * - i r f ( 2дг) = i  je 2‘ d(2x)  =

* |.H 11 ►
10-misol. Ushbu

r dx 
•* 4x + 7

/117 nl hisoblansin.
A Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

f J ^ _  = I  = I  f^ il£ ± Z ) = lln|4x  + 7| + c >
• 4.x + 7 4 J 4x + 7 4 J 4л + 7 4 

2°. Bo‘Iaklab integrallash usuli
Aytaylik, и -  u(x) va v = v (x )  funksiyalar uzluksiz

«'( \) va v '(x ) hosilalarga ega boisin.
Maiumki,

d(ii-v)  = vdu + udv
bu I.hIi.

Keyingi tenglikni integrallab
jd  (uv) = ^vdu + judv

«lUlj.’
|c/(w-v) = w-v 

Ititiishini e ’tiborga olib topamiz:
uv — jvdu + judv .

Natijada
judv = uv -  jvdu (9)

bo‘ladi. ►
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formulaga kelamiz. (9) formula boiaklab integrallash 
deyiladi. U judv integralni hisoblashni jvdu i

hisoblashga olib keladi.
Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanish 

berilgan integral ostidagi ifodani w (x) va dv lar ко1 

ko‘rinishida shunday yozib olinishi lozimki, bunda dv 
v{x)du  lar oson hisoblanadigan bo‘lsin.

11-misol. Ushbu
jxexdx

integral hisoblansin.
-4Bu integralda

x = u, 

e'dx = dv
deymiz. U holda

du = dx,

v = je d x  = ex 
bo‘ lib, (9 ) formulaga ko‘ra

jxexdx = xex -  je xdx

bo‘ladi. (bu holda jxexdx integralni hisoblash jadvalda kelt

je xdx integralga keldi). Ravshanki, je'dx = ex + с . Demak,

jxe'dx -  xex - e K + с = ex ( x - 1) + с .►
12-misol. Ushbu

J.v cos xdx
integral hisoblansin.

■^Bu integralda
A =  l l ,

cos xdx = civ
deymiz. U holda
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dii = dx,

i'lib, (l)) formulaga ko‘ra
\x cos xdx = x sin x -  js in  xdx = x sin x + cos x + с

. Imli>
13-misol. Ushbu

v = jcos xdx = sin x

dx
7  ( я -1 ,2 ,3 ,...)

( л'2 + йг)

fin,лч til hisoblansin.
■4 Avvalo n = 1 bo'lgan holni qaraymiz. Bu holda

1 J 4-/7“ J J
a 1 t  + —a

a 1 * 1+| a

d
x

1 +
arctg — + c

I.uli.

Endi J n = J
dx

( * 2 + a2)"
da

(л'“ + a : )"

dv = с/х
). vhk. U holda

c&* с/х -
2ях

(x2 +a2f
с/х,

V =  X
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bo‘ lib, (9) formulaga ko‘ra 

J . ■ + 2n h тdx
( S + a - y  ^ W ) ” '

bo'ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi integralni quyi 
yozib olamiz:

h
У

■dx ■
( jc2 + a 2)-<

( 2  1 \"+l J 1 ■> -> \,!+| (x + я~) (x + a " )
-dx =

x2 + a2
( 2  2\"+'^X I ? !  •> \ "+l(x  +a ) (x  +a~)

= _  a '  • Л ,(x + a  J (x  + a  )

Natijada

У. =
(x  + a ‘ j

bo‘ lib, undan

л * . =-
2 л -1  r+ — r -y„

2 m 2(x 2+ a 2) 2na
boiishi kelib chiqadi.

Yuqorida ko‘rdikki,

( 10)

, 1 x 
У, = — arctg — h c 

a a
(10) formulada n = 1 deb

1 rdx
( * W ) !  2 a ! - ( y + a ! )

= +— -arctg — + c
2 a

x
a

boiishini topamiz.



IUkI.i mos integrallar hisoblanadi.►
( )datda, (10) formula rekurent formula deyiladi.
Ikt’zi hollarda, и va dv lar uchun ulaming ifodalarini 

||i ii tirmasdan (9) fomuladan foydalanib integrallami hisoblash 
lllkin.

14-misoi. Ushbu

Sliu tariqa (10) formula yordamida n = 2,3,4,... bo‘ lgan

Jx  arctgx dx

h i'h * I hisoblansin.
4  Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

j* arctgx■ dx = — jarctgx ■ d (x2 ■+ l) =

= ~ [(x 2 + l) ' arctgx -  |( x 2 +1) d (arctgx)

x 2 + l 1 
--------arctgx —  x + c.

M ashqlar

Quyidagi aniqmas integrallar hisoblansin. 
1. \(4-3x)e~ixdxJ ( 4 - 3 x ) e  ixdx
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Ratsional funksiyalarni integrallash

Biz 10-ma’ruzada butun va kasr ratsional funksi 
ma’ruzada yuqori darajali ratsional tenglamalar va ulaming 
haqida maiumotlar keltirgan edik. Endi ulardan fo_ 
ratsional funksiyalarni integrallashni qaraymiz.

22.1. Ko‘phad va uning ildizlari

Biror
P {x )~ a Q + a{x + a2x2 +--- + aHx“ (1)

ko‘phad (butun ratsional funksiya) berilgan bo‘lsin, 
a0, - o ‘zgarmas soniar, ап Ф 0, z ie N  esa ko‘p‘ 
darajasi.

M aiumki, a  son uchun
P ( a ) = 0

bo‘ lsa, a  son P ( x ) ko‘phadning ildizi deyiladi. Agar

ko'phad ( x - a f  ga ( 4 e N )  qoldiqsiz boiinsa, a  son 

ko‘phadning к karrali ildizi boiadi.
Agar h = a  + ifi kompleks son P{x) ko‘phadning

boisa, u holda h — a -  'ф kompleks son ham bu ko‘ph 

ildizi boiadi. Demak, P ( -V) ko‘phadning ifodasida quyidagi

( x - / j ) ( a - / j ) = [ x - ( a + / / ? ) ] • [ * - ( a - / / ? ) ]  =

= x~ -  la x  + a 2 + p 2 = x2 + px + q

{p = -2 a , q - a 2+ p 2)
kvadrat uchhad ko‘paytuvchi sifatida qatnashadi.

Faraz qilaylik,
P (x) = a0 + a,x + a2x2 + • • • + aux"

22-MA’RUZA

ko‘phad uchun
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a x son т л karrali, 

а , son т ,  karrali,

а к son т к karrali,

jt|iy ildizlari bo iib ,
/ij kompleks son t{ karrali,

h2 kompleks son t2 karrali,

/i? kompleks son ts, karrali,

\f\.in boisin. U holda P {x)  ко"phad quyidagi

/ '(v) = ( x - a i y”' \ x - a 2)m2 . . . ( x - a k)m* *

( У' + prx + я, У ■ (x 2 + p ,x  + q2 f  . . . (x 2 + psx + qs ) '

111 и i slida ifodalanadi, bunda
m( + wi, н—  + т к + + 12 н—  ) = л,

x2 + / ?-x + c/; = 0 (z = 1 ,2 ,...,5 )
Hl'liimalar haqiqiy ildizga ega emas.

P(x) ko‘phadni (2) ko‘rinishda ifodalash uni
rp.iytuvchilarga ajratish ham deyiladi.

Endi ko‘phadlami ko‘paytuvchilarga ajratishga misollar 
llliiainiz:

1) x3 - 8  = x 3 -2 *  = ( x - 2 ) ( x 2 +  2 x  +  4 ),

2) x4 - I - ( x 2 ~ l) (x 2 + l)  = ( x - l ) ( x  + l ) ( x 2 + l) ,

3) x4 +1 = x 4 + 2x2 +1 -  2x2 = (x2 +1)2 -  (sflx)2 =

= (л"“ + л/2х + l) (x “ — 4 l x  +1),
4 )  x  4* 2 x  4* 2 x  4-1 ~ x  4- x “ + x  + 2 x  4-1 —

= X“ ( x  4* 1) 4- ( x  4 -1 )“ = ( x 4  l ) ( x “ 4- X 4-1) .

Ushbu
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1)

2)

3)

■, A va а о‘zgarmas soniar,
х - а  

А
(х -а )"

Вх + С 
x2 + px + q

, п = 2 ,3 ,4 ,...

В, С -hamda р  va q o‘zg

soniar, X + px + q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega emas.

4)
Bx + C m = 2 ,3 ,4 ,...

( x 2 + px + q )
ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi. 

Masalan, quyidagi funksiyalar 
2 6 2x + l 4

v
4

- q  < 0

3x + 2
x + 1 ( x - 2 )  

sodda kasrlar bo‘ ladi.

4 ’
( x 2 +4x + 4^

22.2. To‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisi orqali ifoda 
(to‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlarga yoyish)

Ma’lumki, ushbu
P (x) _ a 0 +a]x + a2x~ н----- 1- anx
Q(x) b0 +b,x + b2x2 н—  + bmx"

kasr ratsional funksiya n<m  boiganda (suratidagi ko‘phad 
darajasi maxrajdagi ko‘phadning darajasidan kichik bo‘ lga 
to‘g‘ri kasr deyiladi.

P (x )
Aytaylik,

Q(x) to‘g‘ri kasming maxraji Q{x) ko‘p

quyidagicha

<2(x) = ( x - a ) A (x 2 + px + q j  (3)

ko‘paytuvchilarga ajralgan bo‘lsin, bunda к e  N, s e  N 
x2 + px + q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega emas. Bun
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/*(*)vy w kasr — ni sodda kasrlar yigindisi orqali tfodalanishi
Q\x )

ieoremani isbotsiz keltiramiz.
P ( x)

Геогеша. To'gri kasr — ;—-  uchun

l*( \) a() + a{x -f anx2 —  + anxn 

' ) ( x “ C/)A (.x2 + px + q)
A

Д н С , A jc + C

x-~a (х-а)" 

T _[—  f  -

- +
(4)

Bx •+* С
( .v -a )  * +px + q ^x2+px-rq) + p j  + t/j

h\ *’/(/( li, bunda Al,A2,...,Ak, B] , C{, B ,̂ C 7,..., Bs, С. - о *zgar-
Ни is haqiqiy soniar. (4) yoyilmadagi о ‘zgarmas soniar quyidagicha 
Itif'ilthli.

(4) tenglikning o'ng tomonidagi sodda kasrlar yigindisi 
ynnmuy maxrajga keltiriladi.

Natijada

П*) R(x)
O(x) Q(x)

U’nj'lik hosil b o iib , undan barcha x lar uchun o'rinli boigan
P(x) = R(x)

li in'lik kelib chiqadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir 
till darajalari oldida turgan koeffitsiyentlami tenglashtirib, 
ihHiiaium sonlarni topish uchun tenglamalar sistemasi hosil 
ijilmadi. Sistemani yechib nom aium  soniar topiladi.

Eslatma. Yuqorida
P(x)

e(x)
itt'y/ri kasrda maxraj (4) ко finish da ко‘paytuvchilarga ajralgan 
h<>! uchun to*g'ri kasrni sodda kasrlarga ajralishini ko'rdik.

To'g^ri kasr maxraji £?(x) ko^phad boshqa koiinishda
ко” paytuvchilarga ajralganda ham kasr sodda kasrlar yigindisi

landa ifodalanadi.
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Masalan,

n*) 
Q(x)

to‘g ‘ri kasr maxraji
Q(x) = ( x - a ,  ) ( x - a 2) •... • ( x - a k)

bo‘Isa,

- +
A.,

+ ■ AP ix) _

Q (x ) х - а ,  x - a 2 x - a t
bo‘ ladi;

0 ( x )  = (x 2 + /?1x + 41) ( x 2 + />2x + tf2) - . . . - ( x 2+ pAx+, 
bo‘ lsa,

2?|X + C| Z?2x + C2 
;----------------1— ;------------ - + ••• + - i?,. x + C,L

Q(x) x2 + pix + qt xz + p2x + q2 + ̂
bo‘ ladi. 1

To‘g ‘ri kasrlaming sodda kasrlar yig ind isi orqali ifo 
jarayonini misollarda ko‘rsatamiz.

1-misol. Ushbu
3x2 + 8

x3 + 4 x2 + 4x 
to ‘g'ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.

< 1) kasming maxrajida turgan x 3+ 4x2 +4x ko‘ph 
ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

x 3 + 4x2 + 4x = x  ̂  x* + 4x + 4^ = x (x  + 2)

2) berilgan to‘g ‘ri kasmi nomaium koeffitsiyentlar 0 
yuqorida ko‘rsatilgandek sodda kasrlar y ig ind isi orqali yozamiz;

3x + 8 А В С
■ H----------h * (5)

x ( x  + 2)" x x + 2 (x  + 2 )”

3) bu tenglikning ikki tomonini x (x  + 2) ga ko‘payti 
uni maxrajdan qutqartiramiz:
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Зх' + 8 — А(х + 2)" + Вх(х + 2) + Сх.
Keyingi tenglikdan

Зх2 + 8 = ( А + В)х2 + (4 А + 2В + С )х + 4 А
*ll..In kelib chiqadi.

4) bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil 
и I il in oldida tuigan koeffitsiyentlami tenglashtirib, ushbu

«‘li .limi topamiz va ulami (5) tenglikdagi A,B,C  laming o'miga 
1‘vi .h natijasida berilgan to‘g‘ri kasmi sodda kasrlar1 y ig ‘ indisi 
t(nli quyidagicha

A + B = 3
< 4A + 2B + C = 0 

4A = S
li'iii.mi hosil qilamiz.

5) tenglamalar sistemasini yechib,
A = 2, B = l, C = -1 0

3x2 + 8 3x2 +83x2 +8 2 1 10

x*+4x2 +4x jc( x  +  2 ) 2 + 2 (x + 2 )"

iiiil.il uiishini topamiz. ►
2-misol. Ushbu

2x + 3
x  + 2x + 2x +1

fat !• / / kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
4  1) x* + 2.v2 + 2x +1 = x3 + x2 + x 2 + 2x +1 = 
- x 2(x + l) + (x + l ) 2 = (x + l) (x 2 +X + 1).

2x + 3 A Bx + C ---------------- _ ----- - -)--- ---------- ;

')  2x + 3 = ^ ( x 2 +x + l)  + (5 x  + C )(x  + l ) ,  ya ’ni 

2x + 3 = (A + B )x2 +(A + B + C )x  + A + G- ^ 1
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4)

Л + 5  = О,
Л + В + С = 2,

А + С = 3.
= 1, В = ~ 1, С = 2 

2х + 3 2х + 3

5)
х ' + 2х2 +2х + 1 (л' + 1 )(х2 + x + i)

1 —х -h 2
Х + 1 X + X + 1

3-misol. Ushbu
x - 5

x4 + 10x2 + 25 
to4g r i  kasr sodda kasrlarga yoyilsin.

4 l )  x4 + 10 x 2 + 2 5  = ( x 2 + 5 )2 ;

x3- 3  B,x + C. B1x + C02)
42 A-2 + 5( x 2 + 5 )  A' + 5  ( a-2 + 5 )

3) x" — 3 = (BjX + C|) • ( a 2 + 5) + B-)X + C-y,

*,= 1, 
c,= 0,

55j 4- ^ 0,
5C[ 4- C2 — —3

5) B, = 1, C, = 0, £2 = -5 , C2 = -3  

a 3 - 3  x 3 - 3  a  5x + 3

4)

a4 + 10 x 2 + 25  (дг2 + 5 )2 * 2 + 5  (x 2 + 5 )2

22,3. Sodda kasrlarni integrallash

Sodda kasrlaming integrallari quyidagicha hisoblanadi:

1) \-^—dx = A \d X̂~a  ̂= A-\n\x-a\ + C. 
j a - a  J x - a
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2) f— - — dx = A — ~ A [(x~a)~"d{x-a)
J ( x - a ) ' ! ■' (х-а)"  J

..A * Z * r L  + c  = A
1

-n + 1 

(и = 2 ,3 ,4 ,...) .
Bx + C3 ) _ -------------

x~ + px + q

(1 - n ) ( x - a ) n~' 

sodda kasrning integrali

+ С

Bx + С -dx
J x“ + px + q

hisoblash uchun kasr maxrajidagi kvadrat uchhadni quyidagicha 
i/ili olamiz:

, > л p p ’ p~x~ + px + q = x~+ 2-—n — -+ q ------ =
' ' 2 4 4

Р Л
V 2 j

4-q
Л 2

x + - + a

of -  q

Natijada
Bx + C

-?x = \
Bx + C

x" + px + q • I p 
x +

2
V -dx

+ a~

tin Lull. Keyingi integral quyidagicha hisoblanadi:

P 
2

f Bx + C ,---------- -------- cix

X + + a'

x + — = t, x — t — ~ , dx - dt 
2

B\ t -z -\  + C
-dt

Г + a' Bhtdt
) )
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Л  r‘*(< w ) | f c  Вр) 1 f W
2 ' t2 + a 2 ( 2 J a •* (  t V

t 4

1+ 1\ a j
# ,„/,2 J „2) . ( r ,  Bp) 1 . t 

?
o .  ( . 2  i \  \ „ Bp \ \ t

= — In (/ + а “) + С ---------  -- arctg — + C
2 V 2 ) a a

B . / 2 \ 2 C -B p  = — ln (x  + /гх-fg j  + ■ i—— *La r c t g - j = 4=r + C

a a

x + P

Demak,
&  + C , 5

J p T ^ + 7 ^ 1 = y t a  (дг- + px + 9 ) +

, 2 ^ a ra g j £ ^ , c  <6> 
y ]4 q -p 2 yJ4q~p2

bunda С - ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Masalan, ushbu

r x Jx  
V - x  + l

integral (6) formulaga ko‘ra (bu holda 5  = 1, С = 0 , p  
q = 1) quyidagicha bo‘ ladi:

г xrfx 1 i , X 1 2x -1  • ,

4) Ushbu
f &  + C , / ч
J ------------ ^  (m = 2 ,3 ,4 ,...)

( x + px + q\ 

to‘g‘ri kasming integrali quyidagicha hisoblanadi:
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Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral avvalgi paragrafda 
lu'llinlgan rekurent formula yordamida hisoblanadi.

22.4. Ratsional funksiyalarni integrallash

Aytaylik, /(-*') funksiya ratsional funksiya boisin.

1 ’ e W
P (X)Agar —^ \ notocg‘ri kasr (suratidagi ko‘phadning darajasi
Q(x)

inn\rajidagi ko'phadning darajasidan katta bo6lsa, unda suratini 
m.ixrajiga bo‘ lib, uning butun qismini ajratib, butun ratsional 
fimksiya (ko'phad) ham to'g^ri kasr yig'indisi ko‘rinishida 
ipividagicha

e W  ( }  s?W
itodalab olinadi. Integrallash qoidasidan foydalanib topamiz: 

jf{ x )d x =  =

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi jR (x)dx  integral butun

277



ratsional funksiya (ko‘phad) ning integrali boiib , u 
hisoblanadi.

,/>(*)Tenglikdagi —T\dx integral esa to‘g‘ri kas 
3QKx)

integrali. Uni hisoblash uchun avvalo 5 W
Q(*)

kasrni yuqo

ko‘rsatilgan usul bilan sodda kasrlar yig indisi orqali ifo 
olinadi. So‘ng integrallash qoidalari va sodda kasrla 
integrallaridan foydalanib to‘g“ri kasrning integrali topiladi.

4-misol. Ushbu
г 2л'5 + 6 r  +1
J— r~ T ^ ~ dxJ x + 3x

integral hisoblansin.
Ravshanki, integral ostidagi funksiya ratsional fun 

boiib , u noto‘g‘ri kasrdir. Bu kasrning suratini maxrajiga bo* 
uning butun qismini ajratamiz:

Demak,
2x5 + 6x3 +1 
”  x4 +3x2

2x + -
1

x + 3x
boiib ,

elx  +6jr +1 , / 1
* + 3 a-2

ix

J 2  xdx + J-
1

x + 3x
■dx- 2 • -

1
1 x + 3x

-dx ■

boiadi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral to‘g‘ri kasrn 
integrali. Uni hisoblash uchun integral ostidagi to‘g‘ri kasr

1
4 I Tx + 3 .r

ni sodda kasriarga yoyamiz:
1) x4 + 3x2 = x 2 (x2 +3^,

2)
x2 (x 2 +3)

A В Cx + D _  + _  + —
x x x~ + 3
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.') 1 = Ах(х~ + 3) + В(х~ + 3) + х~ (Сх + D),
I = (А + С)х3 + (В + D)x2 + 3 Ах + ЪВу
4) Л + С  = О,

В + D = О,
3-4 = 0,

35  = 1. 

Л = 0, В = ~, С = 0, £> = - - ,
3 3

5 )  1_____ J _______ 1
л'2 (л'2 + з) ~ Зх2 з(л'3+з)'

Endi keyingi tenglikdan foydalanib to'g'n kasrning 
liilei»ralini topamiz:

----------------- —- ш LLkj —— T t - - --------
3 - 2  + 1 Зл/э л/3 Ъх 3

Shunday qilib berilgan integral uchun
c2xs +6x3 +1 , , 1 1
------ --------- -----d x - X ' ---------------- ;

X

Зх3 +1



23-MA’RUZA

Ba’zi irratsional funksiyalarni hamda 
trigonometrik funksiyalarni integrallash

23.1. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

Biz 22-ma’ruzada ratsional funksiyalaming integral 
doim hisoblash mumkinligini ko‘rdik. Irratsional funksiyal 
integrallarini hisoblashda vaziyat boshqacha, ya’ni irrat 
funksiyalaming integrallari har doim ham hisoblanavermaydi.

Integral ostidagi funksiyada o‘zgaruvchi x, OX
ax2 +bx + c lar turli kasr darajalarda qatnashgan ayrim ho 
integrallaming hisoblanishini misollarda bayon etamiz. Shuni 
kerakki, bunday hollarda integrallar o‘zgaruvchilarini almas 
yordamida ratsional funksiyalarga keltirilib, hisoblanadi.

1-misol. Ushbu

integral hisoblansin.
•4Bu integralda x = t2 almashtirish bajaramiz.

boiadi. Natijada irratsional funksiyani integrallash ratsi 
funksiyani integrallashga keldi.

Ravshanki,

dx -  2tdt boiib .

t +1 t +1
boiadi. Unda
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fcoiib,

./ - 2 - / + ln (/ + 1) + С - - Г - 2  ̂+ 21n(^ + l)-l*f~ С

x — 2\fx + 2 In ̂  л/х + 1 j + c

bo'hidi.^
2-misol. Ushbu

<ix

1̂ + л/х j six

lull y,r<d hisoblansin.
< Bu integralda x - t b almashtirishni bajaramiz. Unda

11\ blydt bo‘ lib,
r 6t dt r t2dt rl + t ~ ,J  = -------= 6 ------------ - = 6 --------rr-dt =
J i + r V  h + t 2 J i +t2

л
1 + Г

; 6/ -  barct^t + с

bo'ladi. Demak,
J  = 6 ^  ~ barctgtfx +£.'.►

3-misol. Ushbu

integral hisoblansin.
1 H- JC

^B u  integralda------ = /2 deb
x

x = •
1

Г -1

Urlishini topamiz. Natijada

dx = - -
ltdt 

(m
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J  = ((,. r _ L ^ , ,  _2 ( L _ i
A  )  V _ ,  J

r -  1 + 1■dt

-211

dt r dt-- ~2t -  j- + J — - = ~2t -  In \t - 1| 4- In |/ 4 1| -f с = ~2t -  ln 

bo'ladi. Demak,

I K '+ i ) - ( ' - i ) . 
( '+ > ) ( '- ! )  

t- 
t +1

у  = - 2 4 — -  In x
\2

+ £*.►

4-misol. Ushbu

\fx 4
/«tegral hisoblansin.

A Bu integralda

t = x + л/х2 + a
deymiz. Unda

dt — I x + \l л + ci j dx —
л/х~ +a J

1 + dx ■

bo'lib,

л/х2 + a + x . t ,
— j= = z —dx = —======rdx

л/х2 + a V i2 + a

dx dt

\i x2 + a t 

tdt
bo‘ladi. Natijada

J  -  = In |/| + с = ln x + J x 2 + a
■Jx2 +a

bo‘ ladi. ►
5-misoI. Ushbu

4- С
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inh-grul hisoblansin.
■4 Ravshanki,

\' bx +13 = j c 2 -  6x + 9 + 4 = ( x -  3 )2 + 4 . Unda

j* dx

y j(x -3 )  +4 

I»»' ladi. Bu integralda x - 3  = t deymiz. Natijada

dt In t + yI?~+4■ ' 4 y jr  +4
+ С ,

ya tu

■ M - r ?
dx

yjx -  6x + 13 
hok ladi. ►

6-misol. Ushbu

In ‘ 3 + V(/v " 3 ) 4-4 + c

J  = jV  ( l - x 2) 2 dx

mu'gral hisoblansin.
^B u  integralda x~ = jy deymiz. Unda 2xdx — dy bo lib,

J  = ^ Jy ( l -> ;) 2dy
l>o‘ ladi. Keyingi integralda

1 A1 - y  = t
.ilinashtirishni bajaramiz. Natijada dy = -2tdt boiib ,

■, 1 1dt — —I-t + c — —i
t ф - y

j
\J\ — X

4* С

boiadi. ►
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23.2. Trigonomctrik funksiyalarni integrallash

r , fCOSX , [ i l l s
I ctgxdx — I —;---- dx — I---- -
J J c m  v

In Ism x + с

у = sin x, у  = cos x, v = tgx, у  = ctgx funksiyalarni 
integrallari ma’lum. Jumladan,

rcosx'  ̂ td (sin x) 
sm x •* sin x

bo‘ladi.
Shuningdek у = sin ax, у  = cos ax, у  ~ tgc 

y = ctgax hamda >' = s in (x + a), у = co s(x  + a '

у ~ tg (x  + a ) , у — ctg ( x + a ) funksiyalaming integrallarini os 
hisoblanishini ham bilamiz. Masalan,

Jsiii(2x + l)Jx = Jsin(2x + l) d(2x + 1) = -^-cos(2x + l)  + c

sin x  va cosx funksiyalar ustida ratsional amallar (qo'shis 
ayirish, ko‘paytirish, bo‘ lish, darajaga ko‘tarish) bajarilishidan ho
boigan ifodani / ( x )  bilan belgilaylik. Odatda, bunday / ( x
funksiya s in x  va cosx laming ratsional funksiyasi deyila" 
Ularga quyidagilar

sin X 3 s in x - 4 c o s x ’
sm x

cos x • sin 2x ' v ' cos- д* + i
misol boiadilar.

Bunday trigonometrik funksiyalaming integrallari har doim
ushbu

xta — ~ t 
л.-

almashtirish natijasida ratsional funksiyalaming mtegrallariga 
keladi. Bunda

x = larctgt, dx = ■
1 + t2

■dt.
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2 tz It
sin X -

cosx

~ . X *2 sm — cos — 
? 9

sm 2 -  + cos' -  I + t,r- f  J + t2 ’
/ О2 2

cos2 — — sin2 — 1 t 7 x2 -> ~ j_  2

sin2 ± +cos2 -  i + ^ l ' T + P '
2 2 -  2

In» hidi.
7-misol. Ushbu

• M —J л «1
dx

3 sin .y -  4 cos x
uih->ral hisoblansin.

-«Bu integralda tg ^  = t deymiz. Unda yuqorida

•ivlilganlarga ko‘ra
2

J 4 -
l + r

-dt

tA \ - dt

1-f/" I f  Г
bn ladi. Natijada berilgan trigonometrik funksiyaning ’ integrali 
i .iisional funksiyaning integraliga keldi.

Ravshanki, ' • ? г
 ̂ i ( i

— i — \ — t + 2 t-  — t-~ \ ~t / — 4~ |-+-2 
? 2 0

Unda

1 1

1t ----
2

A В

1
(, + 2 ).

/ ^

1 = A(t + 2) + b \^~ — 

285



A + В -  О,

2 А - - В  = \
2 ,

2 _ 2 
л -  в  = -

\ = (A + B)t + 2 A - - B ,

bo‘ lib,

1
2
5

2

5
2 3 .  , . 1  /+2

г  +—/ - 1
2 2

boiadi. Integralni hisoblab topamiz:

4 1
'  2 

5
2  ̂
5 dt  —

1 2

/

f dt r dt

1
t — t + 2 0 5 J 1

I — h  +  2

I 2 V 2

ln - ln \t + 2|
л 1.+ с = — In 

5

t — -

f + 2
+ c

Shunday qilib,

J  = — In 
5

X 1
tg~z —

2 2
X 

tg  — + 2
2

+ c

boiadi. ►
8-misol. Ushbu

<5?X

hisoblansin.
1 + sin x + cos x 
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^B u integralda 

almashtirish bajarib, bunda

xi ° —= t

2
dx = —'— -dt, 

l+ t
21

sm x = ■
1 + t
l - t 2

COS X =
1 + /'

l»> lishini e ’tiborga olib topamiz:
2 dt

2 1 + t2
1 + t2 \ + t2 +2t + \ -t

+
-dt--

= In ll 4- t\ 4- C = ln 1 4- 
J 14- t 1 1 ^ 2

Eslatma. Ba ’zi hollarda
s i n x - / ,  c o s x - / ,  tgx~i 

iilmashtirishlar integrallarm hisoblashni yengillashtiradi.
9-misoI. Ushbu

dx
j - h 1 4- sin“ x •. f :

urn <>ra! hisoblansin.
A Bu integralda tgx = t deymiz. Unda

\r ■ 1x -  arctgt, dx = ( arctgt) :dt = — — dt)
1 4-1~

. о sin2 x tg1 x Гsm x _ _
s i i r  x 4- cos“ x tg x 4-1 14- г  

lu»1 lib,
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P W l

■dt

1 + -

dt 1
+ 2t2 ~ yfl h

1 + r

'(>£■

( J -

= —j=  arctg {^2 ■tj + c = -j=  arctg ( V2 • tgx j -l- с 

boiadi. ►
Eslatma. Ayrim trigonometrik funksiyalarni integra/id 

trigonometriyada т а  ’lum bo ‘Igan ushbu

s i n a s i n  /? = -~ [ c o s ( « - / ? ) - c o s ( a  + /?)], 

cos a  cos/? = ^ [c o s (a r-/ ? )  +cos ( a + /?)], 

sin a-  cos p  = -^-[sin ( « - / ? )  + sin ( a + /?)],

sin a ■ cos a  = — sin 2a,
2

sm a

cos“ a

1 -  cos 2 a
2 ’

1 + cos 2 a

formulalardan foydalanilsa, integrallar oson hisoblanadi.
10-misol. Ushbu

Jsin Ъх • cos 5xdx
integral hisoblansin.

■«Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

Jsin 3x • cos 5 xdx = J^sin 8x + sin (-2x)Jt/x =

= — fsin 8xdx -  — fsin 2 xdx =
2 J 2 J
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~~ Jsin8xd(8x)--~-~ jsin2xd(2x) = ~ cos8x +

i * cos 2x + c cos 2x -  —-cos 8x + c.
\ 4  ' 1 6

1 l-inisol. Ushbu
.) -  Jsin  xcos4 xdx

Itil ŷinl hisoblansin.
^B u  integralni hisoblashda yiuqorida keltirilgan

Ini mul.ilardan foydalanamiz:

,1 j( sinx cosx) cos3 xJx = J
s in2xV  l+ c o s2 x

2 J 2 
1

dx ■

' [sin22x (l + cos2x)<ix = -  js in 22xdx + -  Jsin*2xcos2xdx
8

1 fL :.£ 5 £ i^ x + i . I  fsin32xd ( s in 2x ) = f ( 1 - cos4x)• dx +
N J 2 8 2 J Jl6 J

1 r ■ ^  „ ч 1 sin 4x  , sm 2x  ̂ ^
— sirr  2xd ( sm 2 x ) = — x ------------■+— —— + c. ►
16 J v ’ 16 64 48

Mashqlar

Ushbu aniqmas integrallar hisoblansin^ 

dx ,  f хс/дХс ax r

1 x-Vx^+l ■’"л/х4 - х Г - 1

3 f.------——— 4. [cos3 x ■ < cos 2x dx
•’ sin3 xco s5 x J

jcos5 2x-sin7 2xdx
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24-MA’RUZA

Aniq integral tushunchasi. Aniq integralning xossalari

24.1. Masala

Faraz qilaylik, moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘yicha [/0, 

vaqt oraligida V — V (t) tezlik bilan harakat qilsin. Uning shu va 

oraligida bosib o‘tgan y o ii S topilsin.
Ma’lumki, tezlik o'zgarmas, ya ’ni V(t) = V0 = cons 

boisa, u holda o‘tilgan y o i
s  = K ( t - i0 )

boiadi.
Agar tezlik t o‘zgaruvchining (t e  ixtiyo

funksiyasi boisa, unda masalani yechishga quyidagicha kirishiladi:
1) vaqt oralig‘ i [/0, T] ni t{),tv t2,. . . ,tn (tn = T) nuqtal ’

yordamida n ta qismga ajratiladi, bunda

Л  < h < "' < h < * “ t>i-\ < К “   ̂ ’
2) har bir ,tk+l ] (k — 0 , 1 ,2 , ...,/7- l )  oraliqda ixtiyori

ьк nuqtani olib, tezlikning shu nuqtadagi qiymati V (£A) 
topiladi:

3) V(gt ) ni [^ ,/Л)|] oraliqning uzunligi (f*+, -/*) g« 
ko'pavtiriladi.

(& = o, i , 2 , . ( l )

Bu miqdor, tezlik V (t) ni [V, , l . t j oraliqda o‘zgarmas va u

У (4k) 8a teng deb olinganda, nuqtaning [/A ,^.+i] oraliqda bosib 
o‘tgan yo iin i (taqriban) ifodalaydi.

4) (1) ko‘paytmani к ning (k = 0 ,1 ,2 ,...,л - l )  qiymatlari 
uchun yozib, so‘ng ulami y ig ib  ushbu



vijli"indini hosil qilinadi. Bu yig'indi ushbu E orqali quyidagicha 
vt »/i iadi:

(2>
k= 0

Ravshanki, (2) y ig ind i nuqtaning [/05 7"] oraliqda bosib 

пЧцап yo'lini taqribiy ifodalaydi, chunki tezlik V(t) vaqtning 

txuvoriy funksiyasi boigan holda uni har bir [tkJ k+l ] da o4zgarmas 

I' ( 4  ) deb olindi. Demak, - ̂

$  ~ )'{h+\ ~~*k ) •
A- 0

//t(, ik - t s tk deb, bu tSXk (/: = 0 ,1 ,2 , . . . ,и - l )  laming eng 

kaUasini A deylik.
Endi [/0,7"] oraliqning bo4aklash sonini orttira borilsa

(bunda har bir A tk nolga, ya ’ni A —> 0 intilsin), u holda

A - 0

miqdor izlanayotgan yo'lni tobora aniqroq ifodalay boradi; 
Binobarin,

n ~ \

bo ladi. ;
Shunday qilib nuqtaning tezligiga ko‘ra o ‘tilgan yo in i 

lopish masalasi maxsus tuzilgan yigMndining limitin'! topishga kelar 
ekan.

Shunga o‘xshash ko'pgina masalalar, jumladan sterjenning 
zichligiga ko'ra uning massasini topish, egri chiziqli trapetsiyaning 
yuzini topish, owzgaruvchi kuchning bajargan ishini topish
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masalalari ham yuqoridagiga o‘xshash y ig ‘indining limit 
topishga keladi. Bunday yig‘ indining limiti oliy matematik 
muhim bo‘lgan aniq integral tushunchasiga olib keladi.

24.2. Aniq integral tushunchasi. Integrating mavjudligi

Aytaylik, y = f ( x )  funksiya [ a ,6] segmentda beril 
bo‘ lsin. Bu segmentni
x0,xl,x2,...,xn_l,xn (x0 =a, xn =b, x0 < x, < ...< x„) nuqta* 

yordamida n ta

bo‘lakka ajratamiz. Bu boiakchalaming uzunliklarini mos ravis' 
quyidagicha belgilaymiz:

Ax0 =x, - x 0 (x0 = a),

Ax, = x2 -  x, ,

ЛХд — xk+l xk,

= I , r V ,  (x„ = b)
Odatda Ax0, Дх,,...,Ахн_, kesmalar sistemasi (to‘plara

\a,b\ segmentni bo‘laklash deyiladi va uni Л bilan belgilanadi:

A = {Ax0,Ax„...,Ax„_,}.

Bu Дх0,Д х,,.„ , Ax(I_j laming eng kattasini |A| deylik:

ji| = max{Ax0,AxI,...,Ax„_1} .

Har bir tayin A boiaklash [a,£>] segmentining bitta bo'limshin|
aniqlaydi. *

Har bir bo‘ lakchada ixtiyoriy ravishda bittadan

nuqtalarni olib, bu nuqtalardagi funksiyaning qiymatlari
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in mos ravishda boMakchalaming uzunliklariga kobpaytirib
/ (  s o  )  ' l )  * ’ • •*? ./  (  Ь/1- i  )  ’ ^ / г -  1

i|»i vi dagi

<T = /  ( 4 )  • Л*о + /  ( 6 ) ■ A*. +• ■■ ■■ + /  (& ) • Л** +
n - [

+ -  + / ( 4 - . ) - AV .  = Z / ( ^ * ) ,AX*: ■
A-0

s î : mdini hosil qilamiz,
Odatda,

° ' = Z / ( ^ ) ' Ax* (3)

yij’/indi ./(•<) funksiyaning integral y ig ‘ indisi deyiladi. Bu 

vi(.’.‘ indi [<2,6] segmentning boiaklanishiga, hamda har bir 

Imlakchada olingan %k nuqtalarga bogiiq bo‘ladi.

Endi \a, b\ segmentining shunday bo‘ laklashlar ketma-

kctligi
Л1,Л2,..., A",... (4)

in olaylik, ular uchun
lim IA I = 0
n ->«j

bo 4s in.
Ixtiyoriy (4) ketma-ketlikni olib, bu ketma-ketlikning har 

bu hadiga mos integral yig'indilami tuzamiz. Ular 
CTpCT^o-,,...,^,,... (5)

kctma-ketlikni hosil qiladi, bunda

a n
k-0

T a’rif. Agar har bir bo ‘lakchada olingan ixtiyoriy £k 

nuqtalarda {(7n ) ketma-ketlik har doim bitta I songa intilsa, (uni
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и-1
ning limiti deyiladi), ,/ (x ) funksiya [

A=0
segmentda integrallanuvchi, I son esa f (x )  funksiyaning
segment bo yicha aniq integrali deyiladi va и

b

\f(x)dx
a

kabi belgilanadi. Demak,

lim cr„(x) = I = ) f{x )d x .
11

Bunda a son integralning quyi chegarasi, b son 
integralning yuqori chegarasi, [a,b] segment integrallash ora 
deyiladi.

24.1 da keltirilgan masalaning yechimi, o‘tilgan S 
tezlik V(t)  ning [/o, 7’] oraliq bo‘yicha aniq integraldan i 
ekanligini bildiradi:

т
S=jv(t)dt

tL
Misol: Agar [ci,b] da f ( x )  = с -const bo'lsa, и holda

b

jc  -dx = c - ( b - a )
a

bo 4ishi isbotlansin.
< \ci,b\ segmentning ixtiyoriy bo4lakiashi

[a ,X j], [Xj,X2], [х2,Л3],..., [xA;,^ A.fi ],... 
ni olib, har bir bolakchada bittadan ixtiyoriy

bo’ ̂ 1 ’ %!""> hk <г>н~\
nuqtalami tanlaymiz. Ravshanki,

/ ( 4 )  = < -/ (£  ) = c , f ( Z 2) = c , ) = C , . . . ,/(£„_, ) = С 
bo‘ lib,
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су ■ - с • AXg 4- с • Axt 4* с ' Ал\ 4-... 4- с‘ * Ах  ̂ 4_... + с * Ах/?  ̂ ~- 

( * ̂  Лх  ̂4* AXj 4" Ат-, 4- ... 4" Ахк 4~ ... 4- Axw_j) ”

— а 4- Х7 — Xj ~h Х̂ ~ Х2 4- ...4- Л'к +, — Х̂ + ... 4- Ь — Х#/_, ) —

г - ( А - а )
Ini' huli. Demak,

b

Iс -с/х = lim a  = lim с • (b -  a) = с * (6 -  a ). ►
J  /7~>00 /?—>00a

Xususan, / ( x )  = l boisa,
b b ,

J l tix ~ jt/x -  b - a
a  a

Ih> kuli..
Yuqorida funksiyaning aniq integrali integral yigindining  

limiti sifatida ta’riflandi. Albatta, yigindining limiti integrallana- 
Hij’an funksiyaga b og iiq  boiadi.

Integral y ig indi limitining mavjudligini ko'rsatish (ya’ni 
hmksiyaning integrallanuvchi boiishini isbotlash) ancha murakkab 
ho lib, ular maxsus adabiyotlarda ma’lum sinf funksiyalari uchun 
r.hotlanadi. Biz quyida bunday teoremalardan birini isbotsiz 
keltiramiz.

Teorema. Agar / (x) funksiya [ci,b] segmentda uzluksiz
fu»'Isa, и shu oraliqda integrallanuvchi bo ‘ladi.

Eslatma.
1) Agar f  (x )  funksiya [бг, 6] da integrallanuvchi bo'Isa, и 

| ././■>] da chegaralangan bo 'ladi.

2) Agar / ( x )  funksiya [#,&] da chegaralangan bo‘lib, и

\a 4  ning chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega va qolgan

hit !ut nuqtalarida uzluksiz bo‘Isa, f  (x )  funksiya [a, Z?] da 

in ft <nTillamivchi bo ‘ladi.
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24,3. Aniq integralning xossalari

Funksiyaning aniq integrali qator xossalarga ega, 
xossalardan aniq integralni hisoblashda va uning turli soha 
tatbiqlarida foydalaniladi. Ko‘p hollarda xossalaming isboti 
integral ta’rifi va funksiya limiti xossalaridan kelib chiqadi, ( 
xossalarni keltirish bilan kifoyalanamiz:

1) Aniq integral

\.f(x)dx
a

da x ning o‘miga ixtiyoriy harf ishlatilishi mumkin:

j f(x )d x =  j f ( t ) d t  = J f(z )d z  vah.k.
a a n

2)Ushbu

Jy(A -) = 0,
a
b a

J/ (xyjx = -  J"/(.\:)c/jc
a b

tengliklar o‘rinli.
3) Agar f ( x )  funksiya [a , ft] da integrallanuvchi bo i

holda с - f ( x )  funksiya (c  = const) ham [ я , ft] 
integrallanuvchi va

и и

jc - f(x )d x  = с ■ J f(x )d x

bo‘ladi.
4) Agar f ( x )  va g(x)  funksiyalar [ a ,6] da integral

nuvchi bo‘ lsa, u holda f ( x )  + g(x)  funksiya ham [a,ft]
integrallanuvchi va

b b b

} [/ (• * )+ # (* )} & =  \f{x)dx+
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5) Agar / ( x )  funksiya [ a ,b\ da integrallanuvchi boiib,

i\iiyoriyx e  [a,Z>] da / ( x ) > 0  boisa, u holda
b

j l [ x y i x  > 0
a

bo'I.idi.
6) Agar ,/ (x ) va ^ (x )  funksiyalar [a,fe] da

intrgrallanuvchi boiib . ixtiyoriy x € [a,b] da / ( x ) < g ( x )
b o isa ,  u holda

ь b

J /  ( x ) i x <  J g ( x )£ &
a a

boiadi.
7) Agar f ( x )  funksiya [ a ,b\ da integrallanuvchi boisa, u 

liolda bu funksiya \a,b\ ning istalgan [« ,/ ? ] qismida

/ 'Iе  [ integrallanuvchi boiadi.

8) Agar / ( x )  funksiya \a,b\ da integrallanuvchi boiib ,

i i<c <b  boisa, u holda funksiya [fl,c ] va [c,b] da 
integrallanuvchi va

b с b

J /  (x- y i x  = J /  ( x y i x  + j f  ( x ) d x
a a c

bo iad i .

Aytaylik, / ( x )  funksiya [a ,b ]  segmentda berilgan boiib ,
и shu segmentda integrallanuvchi boisin.

Ushbu

miqdor ,/ (x )  funksiyaning [ a ,6] dagi о‘rta qiymati deyiladi.

In г ladi,
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9) Agar f ( x )  funksiya [«,/)] da uzluksiz bo*I

holda shunday с nuqta (a <c < b ) topiladiki, 
b

J f ( x ) d x = f ( c ) - ( b - u )
a

bo‘ladi. Bu xossa o'rta qiymat haqidagi teorema deb ham yuritil

M ashqlar

Berilgan funksiyalaming ko‘rsatilgan oraliqlardagi o' 
qiymatlarini aniqlang:

1 ./ ( x )  = x 2, [0 ,1 ].

2 ,/ ( x )  = Vx, [0 ,100 ].
3. Agar

J'(x) = e2x, a - 0 , b  = ]
boisa, u holda с ning qanday qiymatida ushbu

b

j f ( x ) d x  = f ( c ) - ( b - a )
a

tenglik o iin li boiadi?
4. 9-xossadan foydalanib, quyidagi integrallar baholansin:
-X  1 2 100 - .r

f — ^ ------ ; h —  f - 5 — Л .
• 1 + 0,5 cos x JV l + i  0J A' + 100
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Aniq integralni hisoblash. Aniq integralni taqribiy hisoblash.

25.1. Aniq integralni hisoblash usuilari

1°. Aniq integrallarni Nyuton-Leybnits formulasi 
yiM'damida hisoblash. Aytaylik, f ( x )  funksiya \a,b\ segmentda

ii/luksiz bo‘ iib, F(x) funksiya esa uning segmentdagi
Imshlangich funksiyasi boisin:

F'(x) = f ( x ) .

Ravshanki, f ( x )  funksiya [«,/>] da integrallanuvchi,

yn’ni

J  f(x )d x
a

iiiavjud. Bu integral uchun
b

\f(x)dx = F ( b ) - F ( a )  (1)
a

bo lishini isbotlayrniz.
segmentni

•̂ 0 ’ > •••> X„_j ’ X„ ( я  ~ X Q < X , < ... < X t l l  < X n = b )

imcjlalar yordamida n ta
£fl!,X,j, ĵ X|, Xj j [ ‘*'«-1’ ^]

buiakchalarga ajratamiz. Har bir boiakchada F (x )  funksiyaga
I agranj teoremasini qoilab topamiz:
/ ( v; ) — F (a) = t  л-, ~й) = /’(^0) • Ax0, a < Cj < x:
/••(a- , ) - F ( x1) = F'(#! ) . ( x2- x1) = / (^ )-A x1, x, < £ < x.

25-MA’RUZA
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' r ( * ) - /r( « )  = I / ( f . ) (2) "
k=0

hosil bo‘ ladi. / (x )  funksiya [ a ,6] da integrallanuvchi bo‘ l 
uchun

к-Q a
boiadi. (2) tenglikda limitga o‘tsak, unda

b

J/ (x)-afx = F(b) — F(ci)
a

boiishi kelib chiqadi. Shuni isbotlash kerak edi.
Odatda (1) formula Nyuton-Leybnits formulasi 

yuritiladi. Bu formula yordamida aniq integrallar hisoblanadi.
(1) tenglikning o‘ng tomonidagi F ( b ) - F ( a )  (yo/.u 

qisqa qilish maqsadida) 77 (x)||’ kabi yoziladi: 

F{b)-F(a)-^F(x^,

\.f{x)dx = F (x )[
a

Shunday qilib,
b

\.1(x)dx
a

integralni Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib hisobla 
uchun avvalo / ( x )  funksiyaning aniqmas integrali hisoblanadi:

jf(x )d x  -  F(x) + С
So iig

№  + С )| ;= Г (* )  + С - ( Р ( а ) + С ) = Г ( ( . ) - ^ ( , , )

Bu tengliklami hadlab qo'shish natijasida

topiladi.



1-Misol. Ushbu

Jsin xdx

mil -gritl hisoblansin.
Maiumki,

Jsin xdx = - cos x + c

Unda

j"sin xdx = ( —cos x + c)
71

2 = — c o s—- ( - c o s  0) = 0 +1 = 1 
0 2

boiadi. ►
2-Misol. Ushbu

I

|xudx ( n Ф - l )
о

integral hisoblansin.

A f  = Xn funksiyaning aniqmas integrali

r"+1
[xndx = —  
J n +1

bolganiuchun
i

jx ndx -
о

x'1*1  ̂-— - + c
уП + 1

0
0 n + 1 n +1 и+1

boiadi. ►
3-Misol. Ushbu

a 2
f- Г — ~dx ( a  > 0)
~a + x“

integral hisoblansin.
^B u  integralni Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib 

lusoblaymiz:



I , -
J a + x ■

и 1 « J x 3

a + x
1 ard(a3 + x3) _ 
"T J j-  з —+ J а -г x

a ' +X"

1,  ̂ ? 1 1 Я 1 , 2ar3 1, „ ^. \n2a — ln a = —In-—— = —l n 2 . ^
3 3 3 a' 3

Eslatma. Aytaylik, /(x) funksiya scgme

uzluksiz bo4sin. (У [a,Z>] dy. integrallanuvchi bo lib, integral

xossasiga ko‘ra [a ,x ]  da (a < x < b) da ham integrallan 
bo ‘ladi:

//(<>*•

Agar F (x )  funksiya / (x )  ning boshlang‘ich funksi 
bo isa, ya ’ni

F '(x) ~ f  (x) 
bo isa, u holda Nyuton-Leybnits formulasiga ko ia

J / ( f ) - A  = F ( x ) - F ( a )

boiib , undan

//(/)•<* = ( F ( * ) - F ( o ) ) '= r ( x )
/

boiishi kelib chiqadi.
Demak,

//('>*
a

funksiya / (x )  ning boshlangich funksiyasi. Bu uzluksiz funksi
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Inn doim boshlang‘ ich funksiya ga ega bo‘ lishini bildiradi.
2°. Aniq integrallari»! o‘zgaruvchini almashtirish usuli 

liiliui hisoblash. [ « ,6 ]  segmentda uzluksiz boigan f ( x )
luiik.Niyaning aniq integrali

b
\f{x)dx  (3)
a

mi lissoblash kerak bo isin . Ko'p hollarda bu integralda 
и /jMnivchini almashtirish natijasida u soddaroq, hisoblash uchun
■ inl.iyroq integralga keladi.

(3 ) integralda
x  = <p(t)

ilcviik, bunda <p(t) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) x = (p(t) funksiya [« ,/ ? ] da uzluksiz (p'(t) hosilaga
ega,

2) ixtiyoriy te [a ,/ 3]  da a <(p{t)<b ва ( p ( a ) - a ,

<p(/l)=b.
U holda

b jB
\f{x)dx= \f(<p{t))-<p'{t)dt
a tot

boiad i.

< Faraz qilaylik, funksiya f ( x )  ning boshlangich
funksiyasi boisin:

H * ) = / (* )■
Ravshanki,

/ М 0 ) ]  = F \<P{t))'<P'{t) = f(<P(t)Y<P,{}).

Demak, F(<p(t)) funksiya da / { t)
lunksiyaning boshlangich funksiyasi boiadi. Unda Nyuton-
I cybnils formulasiga ko‘ra
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j f (<р(0) ■?'(*)&.= F(<p(p))-F(<p(a)) = F ( b ) - F  (a

boiadi. Ikkinchi tomondan
и
J f  \x)dx ~ F(b) -  F(a)

boiishi maium. Keyin ikki tenglikdan
ь p
jf(x )d x  = \f((p(t)) ■ (p'(t)dt (4)

boiishi kelib chiqadi.
4-Misol. Ushbu

in tegral h isoblansin.

J'n/x +1 dx

x = 2/ -1
almashtirish bajaramiz. Unda

x = 1 da 1 = 2t - 1 ,  ya ’ni t = 1, 
x = 3 da 3 = 2t - 1 ,  ya’ni t -  2

boiib,
dx = 2 dt

bo‘ ladi. Natijada
2 I

]Ух7к/л' = |лЯ7 • 2dt = 2^2 p d t

boiib,

2 1

+ 1

2 2 ( -  ̂
= -  22 -1

1 3 v

boiganligidan

fVT+Wx = 2J 2 • -  (■V8 - 1) = —  (л/8 - 1)J 'З 13
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boiishi kelib chiqadi. ►
5-Misol. Ushbu

l
j*x>/l ~ь a dx

i m  i ’ i  •a  I  h  i s o  Ыa  n s i n .
*(Bu integralda

y f h h x 1 — ya’ni x^y f t 2 - 1 
.ilmashtirish bajaramiz.

Unda
x = 0 da t = 1, 

л* = 1 da t = y f l

dxc = ( > F - l )  • dt  = dt
t

sjT~\
boiib,

bo‘ ladi. Demak,

У = [tdt~*~
J 3

i _____
|xa/i + A2dx =

лЯ 2л/2-1

-1

6-Misot. Ushbu
In 3

J = I-
dx

In 2 e x -  e~x
mii hisoblansin.

*4B\i integralda
e A - t  ya’ni x - ln /  , 

.ilmashtirish bajaramiz. Unda
x = ln 2 da t = 2 , 
л: -  In 3 da f = 3 ,

t
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boiadi. Ravshanki,

] Й 4 /(7̂ 77т Н ^ '-|Нп(т,1
I m ' - 1

3 1
2 / + 1 

Demak,

ln —  ln -
2 21 4 3

- i m l .
2 2

In 2

3°. Aniq integraliarni boiaklab integrallash usuli 
yordamida hisoblash.

Aytaylik, f ( x )  va g (x ) funksiyalar [a,&] da uzluk 
uzluksiz f '(x )  va g'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. Ravshanki,

( f ( x ) - g ( x ) ) ’ = f '(x ) -g (x )  + f ( x ) - g '( x ) .  
Ayni paytda

j ( f (x ) -g (x ) )d x =  f ( x ) - g ( x )  Ь

bo‘ ladi. Demak,

j[/'M  • g ( x) + f ( x ) ■ £ { * )У Х = f ( x ) - g ( x )
a

boiib , undan

] f ( x ) - g ' { x ) d x ^ f ( x ) g ( x ) b̂ - ] f ' { x ) - g ( x ) d x  (5)
a a

boiishi kelib chiqadi. Bu formula yordamida aniq integral
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hisoblanadi.
Yuqoridagi (5) formula aniq integrallarda boiaklab 

infcjLiiallash formulasi deyilib, uni

\ f{x )d g (x ) = f ( x y g ( x ) b - ] g ( x ) d f ( x )

k.ibi ham yozish mumkin. 
7-Misol. Ushbu

ml, xral hisoblansin. 
■4Bu integralda

JxeWx

f  ( x ) = x, dg(x) = e'dx
ik-vnuz. U holda

d f(x ) = f  ( x )dx = (x )  dx = dx,

g ( x )  = jVc/x = ex
boiib, (5) formulaga ko‘ra

1 j i
jxe'dx = xex -  je xdx

boiadi. Ravshanki
1

ЛС' - 1  -ex -0-<?° = e, je'dx = ex
0

Demak,

= e ' - e ° = e - l .

1

jxei dx = e ~(e - l )  = 1.1

8-Misol. Ushbu

integral hisoblansin.
< Bu integralda

Jin xdx
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[х ) = In х, dg(x) -  dx 
deymiz. U holda

tlj ( v) = f'(x )d x  ~ ( In x ) dx -  —dx, g (.v ) = a'

boiib, (5) formulaga k o ia
> 2 2f 1
Jin xdx -  x ln  x -  Jx■ • —dx = 2 In 2 -1  in  1 -

-\dx = 2 1 n 2 - (x ) = 2 1 n 2 - ( 2 - l )  = 2 1 n 2 - l

boiadi. ►
9-Misol. Ushbu

Jx 3 arc tgxdx

integral hisoblansin.
< Bu integralda

/ ( x ) = arctgx, dg(x) ~ x3dx
deymiz. IJ holda

d f(x )  = f '(x )d x  = ( arctgx) dx = ----- j dx,

boiib, (5) formulaga k o ia
1 1

\x* arctgxdx = —x4 • arctgx [- -■ —■■dx
J  A A A J  1 _l_ v*"0 4 '1  + x"

boiadi. Ravshanki,
1

x arctgx
1

arctg 1----- 0 ■ arctg 0 =
1 л
4 4

к
16

Keyingi integral quyidagicha hisoblanadi:
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1 v 1 _ W  - 0  + 1 _ п ( V + l) (x 2 -1 )  1- dx= P --------~ i/ x =  [|J 1 д- v 2 jI I-X" q t +  X 2 1 + X 2 1 +  X 2
dx

J ( x 2 - 1  )dx + l-* L .  = ( i _  _ x)
0 o 1 + * ‘ 3
1 2 n—  1 + arct'A = ------1— .
3 3 4

1 I1^ + arctgx\ o

Demak.

[x̂ arctgxdx -
n  1 / 2 n  \

3 ~4
к  1 n  1——j----------— —.
16 6 16 616 4

25.2. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

/ ( x )  funksiya [#,&] segmentda uzluksiz bo4 lib, uning

boshlangich funksiyasi m aium  b o isa , bu funksiyaning aniq 
mk'grali Nyuton-Leybnits formulasi yordamida hisoblanishim 
ko4dik. Ammo boshlangich funksiyani topish har doim oson 
boiavermaydi. Agar integrallanadigan funksiya murakkab boisa , 
ко p hollarda uning aniq integralini taqribiy hisoblashga to^g ri 
kehidi.

M aium ki, aniq integral integral yigindining limiti sifatida 
i.iiiflanadi. Demak, integral yig ind i aniq integralni taqribiy
i bulalaydi deb qarash mumkin.

Biz quyida aniq integralni taqribiy hisoblaydigan 
lormulalarni keltiramiz.

1°. Tofcg‘ri to‘rtburchaklar formulasi. / (x) funksiya

[</,/;] segmentda uzluksiz boisin . Ravshanki, bu funksiyaning aniq 

mU:grali
b ? 

}/ ( •' )</v
a

mavjud boiadi. Bu integralni taqribiy hisoblash uchun [a,/?]
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segmentni

nuqtalar yordamida n ta teng boiakchalarga ajratamiz. Ravs 
bu holda

/ h - a  b - a  /y _ . %xk =a + k --------, Axk =xk+l- x k = -------  = 0 ,l,...,rt)
n n

boiadi. So‘ng / ( * )  funksiyaning xk (k = 0,1,2,...,/!
nuqtalardagi qiymatlari

f ( xk) (  ̂= 0,1,2,
ni hisoblaymiz.

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:
Ь A'| X2

|/(а)й?х = j f ( x ) ‘dx+ J/ (x )d x  + — (-
a a .Vi

L (6)xk+J О
+ J f ( x ) d x  + --- + |/(х)й?х

ЛА -V i

Agar
•V l "

J f ( x ) d x  (k ~ 0 ,1 ,2 ,.. . , я - 1 )
-4

integralda integral ostidagi / ( * )  ni f ( x k) bilan almashtir 
unda ushbu

- V i :

J / (x )  dx *  / ( X ,) • ( x ,+1 -  X* ) = / (* * )•  Ax,
Xk

taqribiy formula hosil boiadi. Bu taqribiy formulani (6) tenglikn 
o‘ng tomonidagi harbir integralga qoilab topamiz:
b

j /  (x ) dx »  /  ( x0) • Дх0 + /  ( x ,) • Ax, + • • • + /  (xk) • Ax* + • • • +
a

+ f(x n_ ,)-Ax„_, = f ( x 0) -— -  + / (x ,) - ^ —^ + -” + / ( х я_|) - - "
n n

a = x0 < x, < x, <... < xk <... < <xn- b
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Natijada 
b - a

( / ( x)dx * ------ ( / ( a 0 )  + / (* ,)  + •■• + f ( x k) + ••• + ./(.v, ,) )

К

\ f( x ) d x * — —£ / ( * * ) (7)
я *=o

|m|iibiy formulaga kelamiz. Bu (7) formula to‘g‘ri toitburchaklar 
fni mu Iasi deyiladi.

2°. Trapetsiyalar formulasi. Bu holda aniq integral
b

J  f(x )d x
a

Hi laqribiy hisoblaydigan formulani keltirib chiqarish uchun 1° da 
ki*l(irilgan dastlabki ma’lumotlar va belgilashlardan foydalanamiz.

Avvalgidek, [a ,b ] segmentni n ta teng boiakchalarga 

ttiutib, har bir [a a. ,x^+1] bo'yicha olingan integralni quyidagicha

/ (** )+ / (**+ 1)

l.iijnbiy ifodalaymiz. Bu taqribiy formulani (6) tenglikning о i ig  
lomonidagi har bir integralga qoilab topamiz:

\ f(x)d x  * / Ц ) + f(x0) + /(x, ) + /(*,)
2

^ ■ & х, +...+й ь 1 ± Ш А . Ах.f ( x k) + f ( x k+,)

) + 2 / (x ,) + 2 f i x , ) + ...+ 2 / ( x n_ ,) + f  (xn)).
2 n
Natijada

и

\f{x)d x h — a ■!гД f  (xк) + f { x k+1 ) 

^  " 2
(8)

n *=o
i.itji ibiy formulaga kelamiz. Bu (8) formula trapetsiyalar formulasi
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deyiladi.
3°. Parabolalar (Simpson) formulasi
Bu holda \a,b\ segmentni In ta teng boiakka bo‘ lib

[ X 2 n  > X 2 n + 2  ]  0 ,1 ,  2 , . . . ,  1 ^

boiakcha bo‘yicha / ( * )  funksiyaning integralini quyidagich

J  f(x)dx  я  ^ ~ -[f{x 2k) + 4 f(x 2li+l ) + f(x ^ +2) ]
x2 к

(к = 0 ,1 ,2 ,...,и - i )  taqribiyifod&laymiz.

Keyingi taqribiy formulani к ning 0,1,2,...,
qiymatlari uchun yozib, so'ng ulami hadlab qobshib, ushbu
b ^

jf(x)dx  ~ “ “ Z [ / ( X2A ) + 4/ ( Х2/, И ) + f ( x 2k+2 )] = 

"=[ ( / ( Хо )+ / (Л2Я)) + 4 ( / ( ^ )  + / ( Хз) + - ' - + / ( ^ - 1)) +

+ 2 ( / ( х г  )  +  / ( x 4  )  +  • • • +  f ( x 2 ) ) ]

)
taqribiy formulaga kelamiz. Bu (9) formula parabolalar (Sim 
formulasi deyiladi.

Eslatma. Odatda, taqribiy formula chiqarilganda, al 
uni qo llanilganda yo 7 qo ydadigan xatolikni aniqlash , 
baholash lozim bo ‘ladi. Buning natijasida taqribiy formUt
о ‘zaro taqqoslanadi.

Integrallanadigan f ( x )  funksiya tegishli tarti
uzluksiz hosilalarga ega boiganda:

1) To‘g ‘ri to‘rtburchaklar formulasi (7) ning xatoligi

$  = \ f{x)dx-^—̂ L f { x k)
« n *=o

uchun

R̂ ~24n ( c e M ) )
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2) Trapetsiyalar formulasi (8) ning xatoligi 

J n TZ 2
linn

R,
2 12 n

3) Parabolalar (Simpson) formulasi (9 ) ning xatoligi

I' , {./ (x) dx -  — — [./ (x2k) + 4/ (x2k+l) + j  (x2k+2)] 
„ k-0

Л,
2880n 

' l.idi. (Qaralsin, [2])
1-Misol. Ushbu

V dx

(ce (a,b))

liili vrtil taqribiy hisoblansin.
< [0,1] segmentni 10 ta teng bo‘lakka bo‘ lamiz. Bo‘ linish 

nuqtalari
Xq = 0, a'| = 0,1; x2 = 0 ,2; x, = 0,3; 

xA = 0 ,4 ; x5 = 0,5; x6 = 0 ,6 ; x7 = 0 ,7 ;

Xg 0,8, Xg. 0 ,9 , XjQ — 1*0, 
ho lib, bu nuqtalarda

' u - i h
liinksiyaning qiyinatlari quyidagicha bo‘ladi:
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Mashqlar

Ushbu integrallar o'zgaiuvchilami almashtirish 
bo' laklab integrallash usullari yordamida hisoblansin:

1. J ifcosxdx . 2. jV s in x d v .

3.
£ - * 
j" ( cos2 x + x sin x ] dx 4. Д  e' + e"x) tgxdX

To'g'ri to‘rtburchaklar hamda trapetsiyalar formula
yordamida xatoligi 10 2 dan ко‘p bo‘ lmagan taqribiy qiy 
hisoblansin:



26-MA RUZA 

Aniq integralning ba’zi-bir tatbiqlari

Matematika, fizika, mexanika hamda fan va texnikaning 
Imli sohalarida uchraydigan ko‘pgina masalalar ma’lum 
hmksivaning aniq integralim hisoblash bilan hal etiladi.

Biz quyida geometrik hamda fizik masalalami aniq integral 
vci damida yechilishini bayon qilamiz.

26.1. Tekis shaklnitig yuzini hisoblash

Aytaylik, / (x ) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz boiib , 
V\ e\a,b] da / (x )> 0  boisin.

Yuqoridan j  (x ) funksiya grafigi, yon tonionlardan 
\ a , x = b vertikal cliiziqlar hamda pastdan abssissa ocqi bilan 

clicgaralangan aABb tekis shaklni qaraylik (1-chizina).

Odatda, bunday shakl egri ehiziqli trapetsiya deyiladi. 
itЛlib egri ehiziqli trapetsiya yuzaga ega boiadi (qaralsin [2]). 
I Ining yuzini topish masalasini qaraymiz.

[a.b] segmentni
a = x() < x, < x2 <... < xk < ... < xw-1 < xn = b

miqtalar yordamida n ta bo'lakka bofclamiz, bunda
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Ах, 'к+1 ■хк (к = 0,1,2,.

deymiz. Наг bir [хк,хк̂  ] d a .ix tiyo riy  nuqtani 

funksiyaning shu nuqtadagi qiymatini Axk ga ko‘paytiramiz:

/ ( & ) • % , -
Bu miqdor asosi Axk va balandligi /(<?*) bo‘ lgan to

to‘rtburchakning yuzini ifodalaydi (1-chizma). U хкАкВкхкй 
ehiziqli trapetsiyaning yuziga taqriban teng boiadi.

Ushbu
Л —I

k~0

yig ‘indi esa aABb egri ehiziqli trapetsiyaning yuzi S ga taqri 
teng bo4ladi:

* * ! / ( & ) ■  A*.
k=0

Endi [a,b] ning bo'laklash sonini orttirib borilsa, ya’ll 
cheksizga intila borsa,

n-1

k=0
miqdor izlanayotgan S  yuzani tobora aniqroq ifodalay boradi. 

Binobarin,
«-I

S = l im£ / ( & ) •  Ax* •
*=0

Ravshanki,
/2 - 1

Jim = \/{x)dx .
k= 0 <7

Demak,
b

S  = |/(x)< ix:.
a

l-M isol. Quyidagi

(1)
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у ~ о,
1 ,

х = \, х = 3

i In n[lar bilan chegaralangan shaklning yitzi topilsin. 
^  Bu shakl 2-chizmada tasvirlangan:

(1) formuladan foydalanib topamiz:

S -  ^~x2dx = — jV rfx  =
? ' ъ\

О  J
13

Aytaylik, va f 7(x) funksiyalar

[a 56] da uzluksiz boiib, V xe[a ,& ] da 

0<./i (* )  ^ f 2 (* )
ho Isin.

Yuqoridan f 2 (x )  funksiya grafigi, pastdan /j (x ) 

liuiksiya grafigi, tomonlardan x~-a, x -  b vertikal chiziqlar
In Ian chegaralangan shaklning yuzi

b b b

S = j f 2 (x)dx -  {/; (x)dx = J[/2 (x) -  /, (*)}& (2)
rt

I’o ladi (3-chizma).
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3-chizma

2-misoI. Ushbu
у = x, у = 2 - х 2 

chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yazi topilsin.
M Awalo

[y = x 
\y = 2 - x 2

sistemani yechib, chiziqlarning kesishish nuqtalarining 
abssissalarini topamiz (4-chizma):

x = 2 - x 2 => x2 + x - 2  = 0 => x. = -2 ,  x? = 1.

Bu shaklning yuzini (2) formuladan foydal 
hisoblaymiz:

i i 
S -  | [^(2-a:2) - x J d x -  J^ 2 - x2 - x ĵdx =

- 2  - 2
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, = (2 * - -
ЛГ
2

9

2'

Eslatma. if e  / (л ) funksiya [ci,b\ segmentda f ix )  > 0 
»/< /) qaradik. Agar f ( x )  funksiya [a , 6] da ishora saqlamasa, (1) 
integral egtn ehiziqli trapetsiyalaryuzalariningyig'indisidan iborat 
ho'tadi. Banda OX o (qining yuqorisidagi yuza musbat ishora 
bilan, OX о 4qiningpastdagi yuza manfiy ishora bilan olinadi.

Masalan, OX o4qi va f (x )  = sin x ning 0 < x < 2n  
nmliqdagi qismi bilan chegaralangan shaklning yuzi

к 2 к
S -  Jsin xdx +(- | sin xdx) = (-  cos A') -(-cosx) = 4

boiadi.
Qutb koordinatalar sistemasida ushbu 

r = f(q>), a  < <p < p

lunksiya bilan aniqlangan A В yoyi hamda C)A va OB radius 
vcktorlar bilan chegaralangan (S ) shaklni qaraylik (5-chizma).

\/ //' \ 
///  / с

"A
-И a

5-chizma

Agar г = / ($?) funksiya da uzluksiz boisa, (S)
shaklning yuzi

bo'ladi.
3-misol. Qutb koordinatalar sistemasida ushbu 

r 2 = a2 cos 2<p 
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f unksiya bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
-4 r 2 = a 2 cos 2(p tenglama bilan berilgan egri c 

yopiq chiziq bo‘ lib, u leniniskata deyiladi.
Lemmskata Dekart koordinatalar o‘qlariga nis 

simraetrik joylashgan (6-chizma).

4 - x

6-chizma

Izlanayotgan shaklning yuzini topish uchun u 
I-ehorakdagi qismi (S) ning yuzini topish yetarli bo‘ ladi.

(S ) shaklning yuzi (3) formulaga ko‘ra

j У* a2 ЛА a 2 ^
S = -~ J r 2d(p =—  Je o s2  (pd(p — —  J  cos 2(pd (2 ^ ) =

= —  sin2fi>
4 Y

boiadi. Demak, izlanayotgan shaklning yuzi 4 ---- = a 2 ga teng,
4

26.2. Yoy uzunligini hisoblash

/ (x ) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz va uzlu 

f ' ( x )  hosilaga ega bo‘ lsin. Bu funksiyaning [a,Z>] dagi gra 

AB yoyni (egri chiziqni) tasvirlasin (5-chizma).



[ a , b ]  segmentda
й x0,x , , Xj i •••, xk,..., Xn_\ > xn b 

(a=x  ̂<xl ос, <...<хк <.-<^и <xh =b) 

nuqtalami olib, bu nuqtalar orqali OY o‘qiga parallel to‘g'ri
i lnziqlar o‘tkazamiz. Ularning AB yoyi bilan kesishgan nuqtalarini 

\ ( хк Л хк)) (к — 0,1,2,...,и; Л0 = Л,Лп =В) 
ilcymiz. So‘ng bu nuqtalami o‘zaro to‘g ‘ri chiziq kesmalari 
yordamida birin-ketin birlashtiramiz. Natijada AB yoyiga chizilgan 
siiiiq chiziq hosil bo‘ladi. Bu siniq chiziq perimetrim Ln deylik.

Ravshanki siniq chiziqni
Л (**>/(**))> Ak+i(xk+i, f ( x k+i)) nuqtalami birlashtiruvchi
boiagmmg uzunligi (ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga 
ko'ra)

V(**+i " ** f  + [f{xk+x) ~ f(x k )]2 
bo‘lib, siniq chiziq perimetri

К  = I  >/(**+. -  X* )2 + [/(**♦.) -  Ж  ) f
к=й

bo‘ladi.
Endi [a,b\ segmentning boiaklash sonini orttira borilsa, 

y;i’ni n cheksizga intila borsa, unda siniq chiziq AB yoyiga
vaqinlasha boradi, uning perimetri esa AB yoyining uzunligi I ni 
borgan sari aniqroq ifodalay boradi.
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Bundan, tabiiy ravishda A В yoyining uzunligi deb 

/ = lim Lr = lim У  J(x kil -  xk )2 + [f(x k&i) -  f  (xk)]’
/?~*X П A'-Q

qarash mumkinligi kelib chiqadi.
Yuqorida aytilishiga ko4ra f(x )  funksiya [a,b] segmd

uzluksiz f ' ( x )  hosilaga ega. Binobarin, u har bir [xk,xk+]] da 

shu xususiyatga ega bo'ladi. Har bir [xk,xk+l ] da f  (x) ga La 
teoreinasini qo'llab topamiz:

/ М - / М ~  f  (П)■**,> <*=<>,1,2,.,„и-1)
bunda Axk = xk+i - x k va rk е[л 'А,х .+|].

Natijada

1 = lim Z xk )2 + [/ '(r*) • (*/ы -  Хк =
/t=0

= lim >/l + / '2(r i ) • (jri+l -  xk) = lim £  J\ + f 2{tk) /Ц
”T>/ /,=0 Ы0

bo‘ladi.
f(x )  funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lgani uc 

u shu oraliqda integrallanuvchi bo‘ladi. Unda integral yig‘ 
ixtiyoriy C,k e  , xk tl ] da, jumladan тк da ham chekli limit 
ya ’ni aniq integralga intiladi. Demak,

lim У  л/Г+ f 1 (<*) • Axk = U\ + f 2(x)dx.
" “  *=о „

Shunday qilib, AB yoyining (egri chiziqning) uzunli
h ______________

/ = y \  + f 1(x)dx (4)
a

boiadi.
1-misoL Ushbu

2  2 2  

' x 3 + V3 ^ a -

tenglama bilan berilgan egri chiziqning uzunligi topilsin.
^ B u  yopiq egri chiziq b o iib , u astroida deyil 

(6-chizma).
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Astroida koordinatalar o^qlariga nisbatan simmetrik bo‘lib, 
immg birinchi chorakdagi qismining uzunligini topisli yetarli 
ho ladi (topilgan qiymatni 4 ga ko‘paytirish bilan butun 
iisiroidaning uzunligi topiladi).

Astroida tenglamasidan topamiz:

у ъ = a 3 - x 3, ya ’ni у ■

Ravshanki,
/

У =

зЛ( 2  2 Л 7 ( 2

(' 2 
а1 - х 3

з
Л2

- 2 f 2 2~ Л Г 2 2 _i
а г -X s - ~ x i-J = - Й1 - x 3 X 3

I 3 J \ /

= 3
~ 2

hoiib, birinchi chorakda 0 < х < a bo'ladi.
(4) formuladan foydalanib, astroidaning birinchi chorakdagi 

tjismining uzunligini topamiz:
I
4
• = J\/l~+ f ,2(x)dx = J 11 + •x 3 dx -

a / - J  й 1 I з
= fVl x 3-1 dx- J<23x 1'dx-—a,
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Demak. astroidaning uzunligi

/ - 4  —a = 6 a
2

bo‘ lad i.^
Aytaylik, A В egri chiziq ushbu 

[ л =(p{t)

[ y  = y/{t)
tenglamalar sistemasi bilan (parametrik ko‘rinishda) beril 
bo‘ lsin, bunda <p(t) va y/{t) funksiyalar [a ,/ ?] da uzluk 
(p\t) hamda y/'(t) hosilalarga ega. Bu egri chiziqning uzunligi

P r ______’— ------- -
l= y< p'\ t) + y'\t)dt (5)

a
bo‘ ladi.

2-misoL Ushbu
[  x = a (t-s in  t)

= a(l -co st)
parametrik ko'rinishda berilgan AB egri chiziqning [0 ,2тг] d
(sikloidaning) uzunligi topilsin.

A  Bu egri chiziq 7-chizmada tasvirlangan.

Y

bo‘lib,

2 я a л
7-chizma

Bu holda
<p(t) = a { t - s in ? ) ,  ^/(r) = o ( l- c o s / )

= a( 1 -  cos t), y/'(t) = a sin t,
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= a 22(1 -  cosO = Act2 sin2 — ,
2 ■

holadi. (5) formuladan foydalanib topamiz:
2/r | ~ “  2n

I -  | J^ a2 -sin2 — dt ~ 2a J  sin—dt =
0 ’ -  0 ^

[t ~2u , dt~2du va t — 0  da u~  0, t-2Tcda  w = =

(p,2(t) + y/f2(t) ~cr{\-cost)2 4-a2 sin21 =

Aytaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida 
quyidagi

r = p{6) , ( а  < в<  ft) 
longlama bilan berilgan bo'lsin, bunda p(0) uzluksiz p\0) 
hosilaga ega. Bu egri chiziqning uzunligi 

P /— _______
1= y p '2(9) + p 2W)cW (6)

a
hoMadi.

3-misol. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan ushbu 
egri chiziqning (logarifmik spiral- 8-chizma) 

<) О <  7Г dagi uzunligi topilsin.

4 Kavshanki,
P {0) = ee
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//2(0 ) + />2(0) = 2e2* 
bo'ladi. (6) formuladan foydalanib topamiz:

I = j 4 2 e ^ d 0 = ^ ] e dd0=42(e(>) * = & ( ( ? - \ ) >
0

26.3. Aylanma sirtning yuzini hisoblash

Aytaylik, / (x ) funksiya [a,b] da uzluksiz bo'l 
Vx 6 [a, b] da / (x) > 0 bo‘ lsin. Bu funksiya grafigining 

(a ,/ ( a ) ) ,  (b ,/(b))

nuqtalari orasidagi bo‘ lagini AB yoy deylik.
AB yoyni OX o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘ l 

sirt aylanma sirt deyiladi (9-chizma ).
Agar / (x )  funksiya [a.b] da uzluksiz, u (a,b) orall

uzluksiz f\ x )  hosilaga ega bo'lsa, aylanma sirtning yuzi

boiib,

5  = 2 я -| / (х ) -^1 + / '2 (x)d'x

bo‘ladi.

(7)

4-misol. Ushbu
X  - x

f  (x) = ^ (e a + e a ), a > 0 , 0 < x < a  
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.uinjir chizig'ini OX o'qining [0 ,a ]  qismi atrofida aylantirishdan
hosil bo 'Igan aylanma sirtning yuzi topilsin.

A Ravshanki,

/ '(* )  = • e ------e
a

1
a

J  £

= — (ea - e  a ) . 
2

(7) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini 
lopamiz:

a x X 1  -  - -

S = 2ж f-~(e“ + e a)J l  + — (ea~e a ) 2 dx =
о

a x a 2x

—  |(e" + e ")2 dx = —  j"(e " + 2 + e " )dx ■

Tta
~2

0
2x 2xa — a —

— e a 4- 2 x ---- e a
2 2

nar .(e2 _ e -2+4) .►

26.4. Statik momeutlar va og‘irlik markazlarini hisoblash

Tekislikda m massaga ega bo‘ lgan A nuqtani qaraylik. Bu 
miqtaning koordinatalari x va у  bo‘ lsin: A(x,y) = A .

Ushbu
M v = m ■ y, M v — m ■ x

miqdorlar mos ravishda OX va OY o‘qlariga nisbatan statik 
momentlari deyiladi.

Aytaylik, tekislikda har biri mos ravishda 
m0,mx,m2,....,mn_y

massaga ega bo‘lgan
Aq X̂qjVq̂ , Ax (jC| Anl (x (,_| ,y„_j)

miqtalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Ushbu

/i-l n-\

М ,= ^ п ЧУк, My = Y *mkxk
A=0

329



miqdorlar ,A}, A? Лп_л nuqtalar sistemasining mos ravi
OX va OY o'qlariga nisbatan statik momentlari deyiladi.

Agar nuqtalar sistemasining barcha massa
(m = mQ + /?!,+... + mn_ l ) С -  С ( x*? j; *) nuqtada bo "lib,
nuqtaning OX va OY o'qlariga nisbatan statik momcntl 
sistemaning shu o‘qlarga nisbatan statik momentlariga teng, ya'nl

//-1
У."ч>\M,
k= 0 
-1

My mx
к =0

bo'lsa, C — nuqta sistemaning og4irlik mar 
deyiladi.

Keyingi tengliklardan sistema ogbirlik markazin 
koordinatalari uchun

A - = 0

m
zк=о

in. m
k= 0

// — 1

I
к 0

m,

boiishi kelib chiqadi.
Aytaylik, AB egri chiziq (AB  yoyi) 

у  = / ( * ) ,  a < x <  b,

tenglama bilan aniqlangan bo‘ lsin, bunda / ( a )  funksiya [я,Л]

uzluksiz ./ ’( a) Kosilaga ega. Bu egri chiziq bo4yicha /ich
o'zgannas va u 1 ga teng bo4gan massa tarqatilgan. Ravshanki, 
holda massa (u yoy uzunligi bilan zichlik ko'paytmasiga t 
boclganligi sababli) yoy uzunligiga teng bo4ladi.

(4) formuladan foydalanib topamiz:

m = j^ l + / ?2 (x)dx (8)
a

Massali AB egri chiziqning OX va OY koordin 
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o'qlariga nisbatan statik momentlarini hamda uning og‘ irlik 
markazining koordinatalarini topish uchun [ a ,6] segmentini

a = xQ < x, <...< xn_x < xn = b

nuqlalar yordamida n bo‘ lakka bo‘lamiz. Unda AB yoyidagi
A  = A  (xk»J ( xk)) (*  = 0 ,1 2, n - 1 )

nuqtalar AB yoyini n ta AkAk+x boiakka ajratadi. Bunda AkAk+x 
voy bo'lagining massasi ( 8 ) formulaga ko‘ra

•SUI ._____ _
mk = | v l + f ' 2(x) dx (k = 0 ,1 ,2 ,...,/7-1)

xi<

bnladi.
Aniq integralnmg xossasi (o4rta qiymat haqidagi 

Ii4)rema)dan foydalanib topamiz:

Щ =ф + / ,2(£к)-&хк,
bunda £  e[xk,xk+i] , Axk = xk+x ~xk.

Yuqorida aytilganlarga ko‘ra (<%k, f (£k)) nuqtaning OX
v.i OY o‘qlarga nisbatan statik momentlari

MtL = % / ( f l ) = / f e ) - V i + / ’3t e ) - ^ .

М ,1. Г т >-4,= £ ГУ1 Г Г г Ч 1 ) -А х ,,

(A = 0 , l ,2 , . . . ,w - l )  bo‘ lib,

( v / ( s Co)). nuqtalar sistemasining
fM' va OY o4qlariga nisbatan statik momentlari

Мх = Х / (£ к)-ф  + Г 2(£к)-Ахк,
k=0 
n-1

A= 0
Urladi.

M v = ^ k - f i + f ^ ) . A x k,
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Endi [ a ,b\ segmentning boMaklash sonini orttira boril

ya ’ni n cheksizga intila borsa, unda AkAk+l yoyi nuqtaga ayla 
boradi, yuqoridagi yig'indilar esa massaga ega boigan б 
chiziqning OX ва OY o'qlarga nisbatan statik momentini ifodal 
boradi. Binobarin, (8) massali egri chiziqning OX va OY o'qlaf 
nisbatan statik momentlari

' k~()
bo‘ladi.

Ayni paytda

A -0

//-I
J™ z ̂  • л/1 + /.'2(&) ■ Д** = |x • V1 + / ,2 (

A' -0 ...

bo‘ lganligidan

A = J/  (■x) ■ Ф + f ' 2 (x) dx, I, -  Jjc • Vl + / ,3(X) dx,
<-i a

bo'lishini topamiz.
Shuningdek, (8) massali egri chiziq og4rlik marka 

С .=■С (x *,у  * ) nuqta koordinatalari uchun
: • b ' • ___ ____________  b  

■ л/ l f  / '“ (x) dx [ / ( x ) .  yl-t- f ' 2(x) dx
X * b ____________,

jV l + f ' 2(x)dx |лД+/'2(л')

bo‘ladi.



M ashqlar

1. To‘g ‘ri burchakli koordinatalar sistemasida berilgan 
i|uyidagi egri chiziqlar bilan chegaralangan shakllarning yuzasi 
lopilsin.

a) у  = x 2 +1, x + у  = 3.
71

b) у  = sin 2x , у  = sin x, — <x<rc.

2. Egri chiziq yoyining uzunligi topilsin.
4 1

a) v = — • x4, 0 < x < 9.
5

b) v = In x, 2>/2 < x < 2л/б .
3. Quyidagi egri chiziqlami aylantirishdan hosil bo‘ lgan 

nylanma sirtlaming yuzlari topilsin., 2 2
a )y  = x ; x = - y ,  x = ^ ’ o‘qi atrofida.

b) у  = tgx, 0 < x < —; OX o‘qi atrofida.
4
x у

4. Tenglamasi — l—  = 1 boigan tobg‘ri chiziqni
a b

koordinatalar o‘qlari orasidagi qismining OX va OY o‘qlariga 
nisbatan statik momentlari topilsin.

5. у = cosx egri chiziq yoyining x ~ — — , x' = — nuqtalar

orasidagi qismining OX o‘qiga nisbatan statik momenti topilsin.
6. Ushbu

x 2 + 4y2-16 = 0, y = 0 
chiziqlar bilan chegaralangan shaklning og‘ irlik markazi topilsin.
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27-MA’RUZA

Xosmas integrallar

Avvalgi, 24-ma’ruzada [a,b] segmentda berilgan /'
funksiyaning aniq integrali o‘rganildi. Bunda:

1) [a,b] ning chekli oraliq,

2) shu oraliqda /  (x )  funksiya chegaralangan deb qaral
Matematika va uning tatbiqlarida integrallash oralig'in 

cheksiz, funksiyaning chegaralanmagan hollarda uning into 
bilan bog‘ liq masalalarga duch kelinadi.

Ushbu ma’ruzada cheksiz oraliq bo‘yicha ha 
chegaralanmagan funksiyaning integrali tushunchasi keltirilib, 
o'rganiladi. ,

27.1. Chegaralari cheksiz (cheksiz oraliq bo‘yicha) integrali

Aytaylik, f (x )  funksiya [«,+сю) oraliqda (die 
oraliqda) uzluksiz bo‘ lsin. Bu funksiyaning ixtiyoriy [a,t] ori 
(chekli oraliq) bo‘yicha integrali

limit mavjud bo ‘Isa, bu limit f  (x) funksiyaning chegarasi с he 
xosmas integrali deyiladi va

a

ni qaraylik. Ravshanki, integral t ga bog‘ liq bo‘ ladi. 
1-ta’rif. Agar

t

a

a

kabi belgilanadi. 
Demak,
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• + t 

I f(x)dx = lim |/( x)dx.
J  ' /—>+co J  '

(1)

Agar (1) limit chekli bo‘ lsa, j f ( x )d x  xosmas integral
a

V.ujmlashuvchi deyiladi.
-Ко

Agar (1) limit cheksiz bo isa, | f(x)dx  xosmas integral
a

u/oqlashuvchi deyiladi.
+oo

Eslatma: Agar (I) limit mavjud bo'lmasa, j  j  (x)dx
a

\r\mas integral uzoqlashuvchi deb qaraladi.
1-Misol Ushbu

+O0 jг dx
x

xosmas integralni qaraylik. Bu integral ta’rifga ko‘ra
*°>dx ‘cdxrax rax
I —  = lim I—
J >-K*> J  д  “

bo1 ladi. Ravshanki,
2 + 1

-2 + 1 
dx

f - * L  
i _ - i

[ —■ = limJ /—>+00

* - _ I
1 X

i' i \ 
1 —

1 t

1 .

l'\
1

=  1

, -  V

Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi, uning 
pymati 1 gateng.

2-Misol. Ushbu
dxr ax 

i l  + x 2
osmas integralni qaraylik. Ta’rifga ko‘ra
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bo‘ladi. Ravshanki,
V dx
J------ -^ arc igx
i\ *L X

: arctgt -  arctgO = arctgt,

lim arctgt
, Л"

Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va
-+•00 7С dx _ n
J 1 + j r  2

bo‘ ladi.
3-Misol. Ushbu

+O0 j

J X
xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

^Aytaylik, a  ^ 1 bo'lsin. Buholda

f ̂  = lim fx“V x  = lim --------
J  y a  / - >  +  «5  j  / - > - } - GO ]

-  lim
1 1

' - l - a l ; "  1 a" 1 /
bo‘ ladi, a  > 1 bo‘lganda

r d x  _

J
l l

bo‘ ladi, a  < 1 bo‘lganda

xa a  -1  a

+cc |r dx
---- = +00
xa

a - 1

bo‘ladi. Demak, berilgan integral a  > 1 da yaqinlashuvchi, 
bo‘ lganda uzoqlashuvchi.

Aytaylik, a  -1  boisin. Bu holda 
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t
= lim sin t0 /->+00

b<>"lib, berilgan integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.
4-Misol. Ushbu

-4-00

| cos xdx
0

xosmas integralni qaraylik. Ta’rifga ko'ra
-fOC t

j" cos xdx = lim j cos xdx = lim ( - s in  x)
J / —>+oo J  / —>+oo0 0

bo'ladi. Biroq keyingi limit mavjud emas. Yuqorida keltirilgan
cslatmaga ko‘ra berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ ladi.

Eslatma: f ( x )  funksiya ( —oo,a) oraliqda uzluksiz 
ho ‘Iganda

a

J  /  ( x)dx

\osmas integral, j  (л ) funksiya ( —oo,+oo) da uzluksiz bo‘Iganda
-HC

j f { x ) d x
-0 0

\osmas integrallar yuqoridagidek ta ’riflanadi:
a a

 ̂f{x)d x=  lim ^f(x)dx  ,
—00

+00
 ̂f(x )d x  = | f(x)dx  -t- j"/'(.r)<i.v = lim J  / ( .v)dx + -

-oc —oo a I

t
= lim Гf(x )d x .

/ - > + o o  J  }a
Xosmas integrallar haqidagi keyingi ma’lumotlami

+00

j f ( x ) d x
a

mtegralga nisbatan keltiramiz.
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Yaqinlashuvchi xosmas integrallar 23-ma’ruzada o'rgft 
gan aniq integrallarning xossalari kabi xossalarga ega bo11 
Jumladan,

1)Agar

j f (x )d x
a

xosmas integral yaqinlashuvchi ho'Isa, и holda
-f-GO
| к ■ f(x)dx  (A = const)
a

xosmas integral yaqinlashuvchi bo 'lib,
+OG +OC.

j  к ■ f  (x) dx = к | /  (л ) dx
a a

bo ‘ladi;
2) Agar

foo -foo

\ f  \x)dx , Jg(-v)(/.x
a a

xosmas integrallar yaqinlashuvchi bo(Isa, и holda
-1-00

a
xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo lib,

К О  fo o  -foo

{ [ / (* )± g(x)\dx = J f(x)dx± [g(x)dx
a a - a

bo 'ladi.
3) Agar

-К С  fOO

\f(x)dx, Jg(j)aEx
a a

xosmas integrallar yaqinlashuvchi bo'lib, ixtiyoriy x e  [«,+«>) </

27.2. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari
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4''Xj -+ОЭ

| f(x )d x <  J g ( x ) d x
a a

b< i '/adi.

27.3. Xosmas integrating yaqinlashuvchiligi. 
Yaqinlashish alomati

Aytaylik, f { x )  funksiya [ a ,+00) da uzluksiz bo4lib, 

iKiiyoriy хе[й ,+ оо) da

f ( x )  > 0
lurlsin. Ta’rifga kora

-foe i

| f(x )d x  -  lim j / ( x )dx
a a

!>o4adi.

Ayni paytda / ( x ) > 0 bo‘Iganda t' > t uchun 
t' t с t
j/ (x ) r fx  = j/ ( x ) d x + J/ (x )d x >  | / (x )Jx

f ( x ) < g ( x )
ho 'Isa, и holda

Ы
i

iad i (chunki, J / (x)dx > 0 ) . Bunda esa
t

I
<p ( t )= \ f{x)dx

о
hmksiyaning o'suvchi ekanligi kelib chiqadi.

M a’lumki, o4suvchi funksiya har doim chekli yoki cheksiz 
hmitga ega:

agar ixtiyoriy t e  00} da
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(p{t) -  \f(x)clx < M (M  -  const)
a

ya’ni <p(t) funksiya yuqoridan chegaralangan bo‘ lsa, u h( 

t —> +coda <p(t) funksiya chekli limitga ega, aks holda esa ufl
limiti +00 boiadi. Natijada,

+00
| / ' ( л ) а ,л - ( / ( . v ) > 0 .  Л’ e [ « , + ' / : ) )

a
xosmas integralning yaqinlashishini ta'minlaydigan quyid 
teoremaga kelamiz.

1-Teorema. Agar

I

<p(t) = jf (x )d x < M  (/e(a,+ oo ))

bo ‘Isa, и holda
1-<A>

] f { x ) d x  (./ ( v) > O)

xosmas integral yaqinlashuvchi ho‘ladi.
Eslatma: Agar

^ (0  = \/{хУх (/(*) * o)
a

funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo 4lsa, и holcla
+00; .

\ f { x )dx
a

xosmas integral uzoqlashuvchi bo 'ladi.
End) amaliyotda ko‘p foydalaniladigan xosmas integralni 

yaqinlashishini ta’minlaydigan yaqinlashish alomatini kcllirar 
Odatda, bu alomat solishtirish teoremasi deyiladi.

2-Teorema .Aytaylik, f ( x )  va g(x) funksiyalar \a,- 
oraliqda uzluksiz bo ‘lib, ixtiyoriy x e  [a , +co) da

0 < g(x) < f(x )  
tengsizliklarni qanoatlantirsin. Agar
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J  /  ( x)dx
a

\osmas integral yaqinlashuvchi bo Isa, и holda
-НУО

\g(x)dx
a

\osmas integral ham yaqinlashuvchi ho'lad i.
Eslatma: Keltirilgan teoremaning sharti bajarilganda,

+00

a

\osmas integral uzoqlashuvchi ho*Isa, и holda
4-00

J /  (x)dx
a

sosmas integral ham uzoqlashuvchi bo ‘ladi.
Aytaylik,

-HX)

\ f{x )d x  ( f ( x ) >  0)
a

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilishi kerak bo'lsin. 
Hunda integral ostidagi funksiya bilan ushbu

f(x)< < p(x) (* e [a ,+ o o )) 

munosabatda bo‘ lgan va ayni paytda (p(x) ning xosmas integrali 

yaqinlashuvchi bo'lgan (p(x) funksiyani topish bilan
+<•0
\ f{x )d x
a

mlegralning yaqinlashuvchi boiishi aniqlanadi.
5-Misol. Ushbu

\ Х ' У Х 2 + л:
\ <>smas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

^Integral ostidagi
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uchun

/ ( * )  =

/ ( * )

з/ 2 x • V л 4-х

X 4" X

х* з X" | Д
X J

< 1

х - х 3 -Ж + — л-3 -} ] + -

(х > 1 )

boiadi. Ravshanki,

(р(х) =
X

funksiyaning xosmas integrali

j' (p(̂ Xyix — J  — Ix
1 X3

yaqinlashuvchi (qaralsin, 3-misol, bunda a  -  — > 1).

Demak, yuqoridagi teoremaga ko‘ra 
1  dx

l X • л/X2 4- X 
xosmas integral yaqinlashuvchi boiadi. ► 

6-Misol. Ushbu

I t
COS~ X

dx
4- X

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 
*4 Ravshanki,

COS~ X
. < .

boiib,
1 4- X 1 4- X"
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integral yaqinlashuvchi. 
Demak,

sostnas integral yaqinlashuvchi boiadi. ►

27.4, Xosmas integralnmg absolyut yaqinlashuvchiligi

Faraz qilaylik, f(x )  funksiya [a,-Hx>) oraliqda uzluksiz 

boisin. Bu funksiya ixtiyoriy xe[a ,-foo) da / ( x ) > 0  boHgan 
ho'ula uning xosmas integrali

nmg mavjudligi hamda solishtirish alomati 27.3 da bayon etildi.
Endi [a,+oo) oraliqda uzluksiz boigan ixtiyoriy funksiyani 

(|;n aymiz. Bu funksiya yordamida tuzilgan

J f (x )dx
a

Innksiya [a,+oo)da manfiy boimaydi: j/ (  x)|> 0.
3-teorema. Agar

J|/(x)|</x
a

integral yaqinlashuvchi balsa, и holda

J  f(x)dx
a

\<>\i nas integral ham yaqinlashuvchi boiadi.
< f ( x )  ва |/(*)| funksiyalar yordamida ushbu
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9{x)M xM / M , v(x)M ± . M
funksiyalami tuzamiz. Ravshanki,

1) (p{x) > 0, ^ ( x )  > 0,

2 )  ^ ( x ) < | / ( a - ) | ,  y / { x ) < \ f ( x ) \ ,

3) (p(x)-y/{x) = f { x )
bo'ladi.

Shartga ko'ra
' Л;. ’ +<» ' ■

J |/(*)|dx
a

xosmas integral yaqinlashuvchi. Unda solishtirish teoremasiga к
+OC' +oo

| ^ (x )Jx , | ^ ( x ) ix
a a

xosmas integrallar ham yaqinlashuvchi boiadi. Demak,
+00 +00 +CC

J/(jc)fibf= -^<p(x)dx- J V ( x ) t / x

integral yaqinlashuvchi. ►
3-ta’rif. Agar

+oo

xosmas integral yaqinlashuvchi ho Isa, j  f ( x ) ±'x xosmas in tv

Masalan,

absolyut yaqinlashuvchi integral deyiladi.
: cosx 

x
yaqinlashuvchi boiadi, chunki

cosx I

f -^ —ч/х xosmas integral absol 
J V1

X
<■

va
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cos x 
x~

inlcgralning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.

integral yaqinlashuvchiligidan

dx

27.5. Xosmas integraliarni hisoblash

Aytaylik, / (x )  funksiya [a , +00) oraliqda uzluksiz boiib , 
uning xosmas integrali

-t-00
\ f(x )d x
a

viiqinlashuvchi bo‘ lsin.
Ma’lumki, bu holda f i x )  funksiya [ a ,+00) oraliqda

hoshlang‘ ich funksiyaga ega boiadi. Uni /'’ (•*) bilan belgilaylik,

( Г ( х )  = / ( * ) ) .
Ta’rifga binoan

+co i

[ f(x)d x  = lim f/ (x)dx.J “ /->4-00 J
a a

Ayni paytda, Nyuton-Leybnits forinulasiga ko'ra
t
J /  (x)idx = F(t) -  F(a)
a

boiadi. Agar
lim F{t) = F(+  00)

/ —>-*-00

tleyilsa, unda
+00
J  f(x)d x  = lim (F(t) -  F (a ) )  = F(+oo)-  F(a)
a

boiadi. Demak,



-К С

J f(x)dx = F (+ oo)-F (a) = F ( x )| r  ■ (2)

Ko'pincha xosmas integrallar shu formula yorda 
hisoblanadi.

7-Misol. Ushbu
1  xdx

i i+* j
i

i n tegral h is obi ansin.
^IBu integrating yaqinlashuvchi boiish i ravshan. lindl

/ W = — - T  
( l  + x ’ ) 2

funksiyaning boshlangich funksiyasini topamiz:

( > « ! F ‘

l ( l  + x2Vr ‘ , ‘= _V-----_L-----+С = _/1 + л.2 \ 2 +C
? 3 , v ’

- -  +  1

Unda (2) formulaga ko‘ra 

xdxJ-
(1 + лг)5

= lim
>+oc

boiadi. Demak,

(1 + л-2р  + C
oo

0

Л/1 + A'2

xdx

0 U + .v Y  
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8-Misol. Шгби

[ e pxdx (a -  const)

1Ш, y, mining ixtiyoriy о 'zgarmas p > 0  da qiymati topilsin. 
A (2) formuladan foydalanib topamiz:

-t-CO 1

{e~iadx = - ~ ,  
a P

~px 00
= lim

a
1— e - px

—  e 
P

= 0 + — e pa 1

9-Mlsol. Ushbu
1

je~x dx

\4\imis integral yaqinlashuvchilikka tckshirilsin. 
Ravshanki,

(x - l)~  -  x2 - 2 x  + l >0, 

—2x +1 > - x 2.
Unda

-X ^  -2.Г+1 _e <e =e-e (3)
ln>kladi. Maiumki,

t+

J e~2xdx

integral yaqinlashuvchi. (3) munosabat hamda solishtirish 
iroiemasiga ko‘ra

inicgral yaqinlashuvchi bo‘ladi. ►
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Faraz qilaylik, f (x )  funksiya [</, b) da uzluksiz bo*I 

Bu funksiya .v —>h - 0  da cheksizga intilsin: lim fix )-»
.V- ■ > / ) - ( ) '  '

Demak, / ( * )  funksiya [t7, b) da chegaralanmagan (aniqr 

f  (x) funksiya b nuqta atrofida chegaralanmagan).

f(x )  funksiyaning ixtiyoriy [tf,/] oraliq (a <1 < 
bo‘yicha integrali

/
|/(jc)t/x (a  < I < b)
a

ni qaraylik. Ravshanki, integral t ga bogiiq  bo'ladi.
4-ta’ rif. Agar ushbu

lim j f(x)dx
a

limit mavjud bo ‘Isa, bu limit chegaralanmagan f  (x) funksiyant 
fa,/)) bo‘yieha xosmas integrali deyiladi va

27.6. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallarl

b

a
habi belgilanadi.

Demak,
b t

,.t|  ̂f\ x)d x-  lim ^f(x)dx. (4)
a a

b

Agar (4) limit mavjud va chekli bo‘ lsa, j ' f(x)dx  xos
a

integral yaqinlashuvchi deyiladi.
b

xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
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Aytaylik, f (x )  funksiya (ct,b] da uzluksiz boc lib, 
л —» a + 0 da cheksizga intilsin. Ravshanki, bu funksiyaning
[/,6] oraliq {a < t < b) bo4yicha integrali

b

^f(x)dx  ( a < t< b )
/

/ o‘zgaruvchiga bogiiq  boiadi.
Agar ushbu

b

lim | f(x)dx
/-><7+0 J /

limit mavjud boisa, bu limit chegaralanmagan f (x )  funksiyaning 
xosmas integrali deyiladi va

b

\f(x)dx
a

kabi belgilanadi. Demak,
ъ ь
J/(x)fi?x = lim J f(x)d x  . (5)
a I

b

Agar (5) limiti mavjud va chekli bo isa, j"/(x)c/x xosmas
a

integral yaqinlashuvchi deyiladi, cheksiz yoki mavjud boimasa,
b

J  / (x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
a

10-Misol. Ushbu
V dx

0 Vl -  X 2

integral hisoblansin.

< Ravshanki, integral ostidagi / ( x )  = —j rL==. funksiya
V l - x 2

v —> 1 — 0 da cheksizga intiladi. Demak berilgan integral



chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali. 
Ta’rifga binoan

dx

о V[\ -  x.2 (->1-0lim Г'->1-0 J
dx

о .2 /->1-0lim (arcsin л)

Я
= lim ( arcsin t -  arcsin 0) = arcsin 1 = —

/--» 1-0 ?
boiadi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va un

Я
qiymati — ga teng:

11-Misol. Ushbu

dx я

I T T ?

dx
i x\l\n Л'

xosmas integralning qiymati topilsin.
< Bu chegaralanmagan funksiyaning xosmas inte 

bo‘ ladi, chunki

x —> 1 + 0 da
1

W in  x
Ta’rifdan foydalanib topamiz: 

dx .. 2г dx

— H-00 .

f— l i m f— r = ~  Hm [(1пл) *d(\nx) =
i ху1Ых ;  x\fln x '~*l+0

= lim ( 2\/in 2 -  lyfln t ) = I'Jln 2 . 
/->i+o V '

= lim
>1+0 1 + 1

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi va

}
dx 

Л л/ln .
= 2>/iin2 >
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12-Misol. Ushbu 
b dx r 'r dxг—  —  f _ ^ i _  /а < д  p  = con^ > 0 )
j ( x - a r  2 l ( b - x ) p 1 . '

integrallar yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
A Aytaylik, p Ф 1 bo‘lsin. Bu holda

Л* dx _ ( ^ - ДГ 'lim j"----- -— = lim f( x - a )  pd ( x - a )  =
/ >«+() • M r  — n \ p  / -»«+ 0 J  t

lim
J (X — /->«+0 j t -ur+0 - p  + 1

—  l i m t ^ - e ) 1'-p -( t-a ) '~ p],— P <‘-~>л+0

ho'lib, p<  1 bo'lganda
*

lim  |- -  . . . ,
( l  -p -) (b  - a ) p

berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi, p  > 1 bo'Iganda

br dx
lim ------------= +co ,

/->я+о J ( x - a ) />
berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi bo'ladi.

Aytaylik, p = 1 bo'lsin. Bu holda
b / b 

lim f— —- = lim (ln(x -  a)) = lim Г1п(6-а)-1п(/-а)| = +оо/■->(7+0 J % — q (~>a+0 I f->tf+0L J

boiadi. Demak, berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi.
Shunday qilib,

’ l i x - a Y
xosmas integral 0 < /? < 1 bo'Iganda yaqinlashuvchi, p > 1 
bo‘Iganda uzoqlashuvchi bo iad i.^

Xuddi yuqoridagidek ko'rsatish mumkin,

*f dx



xosmas integral 0</? <l  bo'lganda yaqinlashuvchi, рШ
bo‘ Iganda uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Biz mazkur ma'ruzaning 1° - 5° paragraflarida chegara' 
cheksiz xosmas integral

-foo

\ f(x )d x
a

ni o‘rgandik. Bu integralga nisbatan keltirilgan tushuncha 
tasdiqlarga o‘xshash ma’lumotlar chegaralanmagan funksiyan
xosmas integrali (t —>a + 0 da / ( x ) —>00 yoki )

f ( x )  -> 00)
h
jf(x )d x
a

uchun ham keltirilishi mumkin. Jumladan, agar / (x )  va 
funksiyalar:

1) da uzluksiz va ixtiyoriy x e (a ,b ]  da

g{x) < j  (x);

holda

b
2) xosmas integral J/  (x )<ix yaqinlashuvchi bo‘ lsa, u

О

b

\g(x)dx

xosmas integral ham yaqinlashuvchi boiadi.
13-MisoL Ushbu

1 ■) 
rCOS" X
|-—j=-.— dx 

\x
xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

< Ravshanki, 0 < x < 1 bo iganda
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bo'ladi. Ma’lumki,

COS X 1

~ 7 Г <Ш

) r * dx
1 COS2 Л

yaqinlashuvchi. Demak. berilgan integral |— jsr-dx
о V*

yaqinlashuvchi boiadi. ►

Mashqlar

I .Ushbu

integral hisoblansin.
2. Ushbu

г(х + 1)б/х

dx 

(1 + vh/x
niiegral yaqinlashuvchilikka tekshiriisin va integral hisoblansin.

3. Ushbu

| e~' In xdx

integral yaqinlashuvchilikka tekshiriisin.
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Sonli qatorlar

28.1. Qator tushunchasi.
Qatorning yaqinlashuvchiligi va uzoqlashuvchiligi

Aytaylik, biror [an}:

haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketlikn 
hadlari yordamida tuzilgan ushbu

00
ax + a2 + аъ + ... + an + ... = (1)

n = 1
ifoda sonli qator (qisqacha qator) deyiladi. Bunda 
йр а 2,а „ .. . ,й л,... sonlar qatorning hadlari, an ga esa qatorning
umumiy yoki n — hadi deyiladi.
(1) qator hadlaridan quyidagi

Sx
52 = ax + a2,

5 3 = a, + a2 + a , ,

28-MA’RUZA

+ Ct2 * ‘ ’

yig1 indilarni hosil qilamiz. Ular (1) qatorning qismiy yigim lil 
deyiladi. Natijada (1) qatorning qismiy y ig ‘ indilaridan iborat j Sn

а д , 5 з , . . . , 5 я, -  
sonlar ketma-ketligiga ega bo'lamiz.

Agar {Sn\ ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘ Isa,

lim Sn = S
П —>co

(1) qator yaqinlashuvchi deyiladi. S son esa (1) qatornl 
yig4indisi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

354



& ~ "Ь'... + ... — ^   ̂Ctfl .
п=1

Agar l i m ^  limit cheksiz yoki u mavjud bo4lmasa, (1) qator
n  — К О

u/oqlashuvchi deyiladi. 
l-misol. Ushha

^  1 1 1  1 у —------- - _ ------ j-------- ... -f •
t?in(n + 1) 1-2 2-3

</<//w yaqinlashishga tekshiriisin.
^ Qatorning qismiy yig'indilari ta’rifga ko‘ra

s \=a i 4 -

(« + ! )

1 1 2
: CL U n, — ------!----- — —
1 - 2 6 3

1 1  1 3
ci, 4- Qr) 4- cu — — I----- 1— ~ — —, (i)

2 6 12 4

1 1  1
S  - -  Cl} +  Q,у 4 - . . .  4 - Cl — ---------- i------------- b . . .  H------ ----------- ~

1-2 2-3 n(n +1)
Infladi.
1'iidi Sn ni quyidagicha yozib olamiz:

S. = 1
1

+ I _ I
2 3

1
l - )  г

= i _ i  I _ i + I _
2 2 3 3 n n + 1 

Keyingi tenglikda и —> ос da limitga o‘tib
(  1 4 lim Sn = lim 1 —

A2-->oo /г—x x

\n n +1 
1

= 1
n + l

« + 1у
bolishini topamiz. Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi va uning 
vig'indisi 1 ga teng.^

2-misol. Ushbu
1 + 2 + 3 +... + n +...
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qator yaqinlashishga tekshiriisin.
-4Bu qatorning hadlari arifmetik progressiyani tashkil 

Arifmetik progressiya dasllabki n ta hadining yig‘ indisini 
hisoblash formuiasidan foydalamb, topamiz:

n{n +1)
S =1 + 2 + 3 + ... + /i = - i ------ L

2
Keyingi tenglikda n +oo da limitga o'tib topamiz:

n I n + 1) 
lim S  = lim —--------= +ooГ~»СО " X-WJ 2

Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi. ►
3-misol. Ushbu

a + aq + aq? +... + aq’'~l +... (2)
qator yaqinlashishga tekshiriisin.

Bu qatorning hadlari geometrik progressiyani tashkil eta 
Shuning uchun uni geometrik qator deyiladi.

Geometrik progressiyaning dastlabki n ta hadi yig‘ indi»| 
formuiasidan foydalanib topamiz:

Sn = a + aq + aq1 + ... + aq" = 

Aytaylik, |g|<l bolsin. Bu holda
{ П >

lim  Sn = lim I ——— = l i m

a — aq 
1 - q

aq
q ) - q  l - q )

bo'lib, (2) geometrik qator yaqinlashuvchi, yig'indisi
a

1 - q

S
l - q

boMadi.
Aytaylik, q > 1 bo‘ lsin. Bu holda

lim S., = lim
a — aq

i q
— oo

bo'lib, (2) geometrik qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. 
Aytaylik, q — 1 bo'lsin. Bu holda
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lim Sn = lim na -- со
/?->оо /2~>со

bolib, (2) geometrik qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, q < — 1 bo‘ lsin. Bu holda n —> +oo da

g _ a  — aqn
\ -q

kdma-ketlikning limiti mavjud boimaydi. Demak, (2) qator 
n/oqlashuvchi.
Shunday qilib (2) geometrik qator \q\ < 1 bo‘Iganda yaqinlashuvchi,

|</| > 1 va q = ±1 boiganda uzoqlashuvchi boiadi. ►
Iniisol. Ushbu

1 1 1 11 + —+ -  + ... + —+ ...
2 3 n

i/nlor yaqinlashuvchilikka tekshiriisin..
^Bu qator garmonik qator deyiladi va u uzoqlashuvchi boiadi. 
Shuni isbotlaylik. I'eskarisini faraz qilamiz, ya’ni garmonik qator 
yaqinlashuvchi bo‘ lib, uning y ig ‘indisi 5  boisin. Ravshanki, bu 
liolda

lim Sn = limП —>00 /?—>:»
, ! 1 1 
1+ —+ -  + ... + —

2 3 n j
= S,

lim S2n -  lim
« —>00 “ «-->oo

, 1 1  1 1  1
1 + -  + -  + — +------ + ...+ —

2 3 n n + 1 2n
boiib,

lim ( S7n -  Sn) = lim S,„ -  lim S,, -  S ~ S = 0
«~>oo « —>oo “ n ~>oc

boiadi. Ayni paytda,

e e l . 1 1  1 1  П  - 5 = 1  + -  + -  + ... + -  +------ + ... + —
2 3 n n + 1 2n,

1 1  О  1
1 4----- \-----b ... 4~

2 3 n
' 4----------K ..4-

n  4-1 П 4- 2

+JL>-L+JL+ -L- _L-1
2я 2n 2 n 2 n 2 n 2 
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bo‘ ladi. Bu esa lim (S ,„  - 5 „ )  = 0 boiishiga zid. Ziddiyat kdib
«->rxj

chiqishiga sabab, garmonik qatorning yaqinlashuchi bo‘ lsin 
deyilishidir. Demak, garmonik qator uzoqlashuvchi. ►

28.2. Yaqinlashuvchi qatorlarning sodda xossalari

Yaqinlashuvchi qatorlarlar ma’lum xossalarga ega. Ularni 
keltiramiz.

1-xossa. Agar
oc

^ а п = ax +a2 + a, +... + a,, +... (3)
и = 1

qator yaqinlashuvchi bo ‘lib, yig'indisi S bo'Isa, и holda
00

^  cctn = cal 4~ cd2 + ccî  4-... 4- ccin 4-... (4)
n=\

qator ham yaqinlashuvchi bo ‘lib, yig'indisi с • S bo ‘ladi, bunda 
с = const.

^Aytaylik,
Sn = +• 4- 4-... + , 

сгя = 4-ca2 4- ca3 4-... 4- can 
boisin. Ravshanki,

bo‘ ladi.
(3) qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi S boMgani

uchun
lim SK = S
n—>00

bo‘ ladi. Unda
lim a  = lim c-Sn = с ■ lim  5„ = с • 5

>cо /]—>oo

bo'lib, bu tenglikdan (4) qatorning yaqinlashuvchiligi, uning 
yig'indisi cS ga teng bo'lishi kelib chiqadi.*-

2-xossa.
CO

^Га„ = а, + а 2 +... + а„+. . .  . (5)
/2=1
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Y dbn =bl +b2 +... + bn+... (6)
/7 - 1

({iiiorlar yaqinlashuvchi bo lib, ularning yig'indisi mos ravishda S 
va (J ga teng bo Isa, и holda

oc

+b„)=z(a] + &,) + (<z2 +b2) + ... + (an+bn) + ...
n—\

цаЮг ham yaqinlashuvchi va uning yig'indisi S + <J ga teng 
ha ‘ladi.

^Aytaylik,
S„=al +a2+... + an 
<x„ =bl +b2+... + bn

boisin. Ravshanki,
(al +bl ) + (a2 +b2) + (a , + b̂ ) +... + ( an + b„) = Sn + o n.

Shartga ko‘ra (5) va (6) qatorlar yaqinlashuvchi va uiarmng 
yig'indisi mos ravishda S va <7. Demak,

lim Sn = S , lim cr = <r./7-K/o
Unda

lim ( S',, + crn) = lim S + lim on = 5  + <?
n~>w /?-> 'Л n —> «о

bo lib, bu tenglikdan

qatorning yaqinlashuvchiligi va uning y igcindisi S + cr ga teng 
ho*■ lishi kelib chiqadi. ►

3-xossa. Agar
со

Z a « = « ,+ e 2 +
>7̂1

qator yaqinlashuvchi bo Isa, и holda n —> oc da qatorning umumiy 
hadi an nolga intilacli:

lim a . = 0n
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Aytaylik, ^Га„ qator yaqinlashuvchi boiih, un
n=l

yig'indisi S  ga teng bo‘ lsin: Ravshanki,
lim Sn ~ lim (a, + a2 +... + ап_л +an) = S ,

HmS„_,
« —>00 « —>00

lim (a, + a2 +... + ) = S .

Ayni paytda,
S „ ~ S ^ = a n

boiib,
lim a„ = lim ( S„ -  5„_,) = lim 5„ -  lim S„_, = 5  -  S = 0
П—>oo ft—>cc Й-̂ СО « —>00

boiadi. ►
Eslatma. Qatorning umumiy hadi n g o  da n 

intilishidan lining yaqinlashuvchi bo‘lishi har doini 
chiqavermaydi. Masalan/ ushbu

^ 1 1 1  1N — = 1h-----1-----h ... 4-----h ..,
w 2 3 n

garmonik qatorning umumiy hadi an = — /ю ‘lib, и n —> <x> da
n

nolga intiladi. ammo bu qator uzoqlashuvchi.
Demak, yuqorida keltirilgan 3-xossa qator yaqinlashu 

boiishining zaruriy shartini ifodalaydi.

28.3. Musbat hadli qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligL, 
Solishtirish teoremalari

Agar

-f- 6L 4~.

qatorning har bir hadi uchun
a„> 0 (и = 1,2 ,3 ,...)

bo‘ lsa, qator musbat hadli (qisqacha musbat) qator deyiladi.
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а\+а2 +••■ + «„+••• (7)
musbat qator bo‘ lib,

Sn = ax+a2 + ...Jra n 
lining qismiy yig'indisi boisin. Ravshanki,

«̂+1 ~ S„ + a/I + l 
Ixi'lib, an > 0 bolgani uchun

S „ < S ^  (n = 1,2 ,3 ,...)
boiadi. Demak, musbat qatorlarda uning qismiy yigindilaridan 
ilwrat \Sn} ketma-ketlik o4suvchi bo‘ ladi,

1-teorema. Musbat hadli
00

Z a« = ^ + a 2 +... + an+... (8)
/7 —  1

i/ufoming yaqinlashuvchi bo 'lishi uchun uning qismiy yigindilari 
h'lina ketligi } ningyuqoridan chegaralangan bo ‘lishi zarur va 
wtarli.

^Z arurlig i. Aytaylik, (8) qator yaqinlashuvchi boisin. 
Hilda ta’rifga binoan

lim S  = S ( S -  chekli son, S = a{+a2 + ... 4- an ).
n —>00 1

Ma’lumki, yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan, jumladan 
yuqoridan chegaralangan boiadi.

Yetarliligi. Aytaylik, {S',,} ketma-ketlik yuqoridan
i licgaralangan boisin. Ayni paytda bu ketma-ketlik o'suvchi. Unda
monoton. ketrna-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko’ra j Sr j
kdma-ketlik n —> со da chekli limitga ega boiadi. Demak, (8) 
qator yaqinlashuvchi. ►

Eslatma. Agar
со

Z a« = a i +az + -  + an+...
n~\

musbat hadli qatorda, uning qismiy yig'indilaridan iborat j

Aytaylik,
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ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan bo‘Isa, и holda f  
uzoqlashuvchi bo ladi.

Biror musbat qatorning yaqinlashuvchiligi 
uzoqlashuvchiligini bilgan holda, hadlari bu qator hadlari 
malum munosabaida bolgan ikkinchi musbat qato 
yaqinlashuvchiligi yoki uzoqlashuvchiligini aniqlash mumkin, 
quyidagi teoremalar (solishtrish teoremalari) orqali ifodalanadi,

2-teorema. Ikkita musbat hadli qatorlar

cin = al + a2 +... -f an +... (9)
/г-1
C/J

^bn=bi+b2+...+bn+... (io)
n=1

uchun
an<bn (w = 1,2,3,...) (11)

boisa, и holda (10) qator yaqinlashuvchi bo Iganda (9) qalov 
yaqinlashuvchi boiadi, (9) qator uzoqlashuvchi bo Iganda 
qator uzoqlashuvchi bo ladi.

00 <X)

*  va У" bn qatorlarning qismiy yiglndilari
n=I n - 1 *

i

Sn -Щ +a2 +... + a„, 

crH =6, + Л, +■•. + />„
boisin.

(10) qator yaqinlashuvchi bo'lsin deylik, Unda l-teorem 
ko"ra {cr.J yuqoridan chegaralangan, ya’ni

стп<М  (Л/ = const) 
boiadi. (11) munosabatdan foydalanib topamiz:

Sn = a{ л- аг +... + an < + b2 +... + bn = .

Demak, ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan: 

Sn < M.
Unda 1-teoremaga ko'ra (9) qator yaqinlashuvchi boiadi.

Aytaylik, (9) qator uzoqlashuvchi boisin. Unda {5 
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ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan, (11) tengsklikka asosan 

j<rw} ketma-ketlik ham yuqoridan chegaralanmagan bo6 ladi.

Bundan (10) qatorning uzoqlashuvchi bo4lishi kelib chiqadi. ►
3-teorema. Agar (9) va (10) qatorlar uchun

ho'Isa, и holda (10) qator yaqinlashuvchi bo Iganda (9) qator ham 
yaqinlashuvchi boiadi, (9) qator uzoqlashuvchi bo Iganda (10) 
qator ham uzoqlashuvchi ho ladi.

Bu teorema 2-teoremadan foydalanib isbotlanadi.
5-misoL Ushbu

qator yaqinlashuvchilikka tekshiriisin.
*4 Ravshanki, berilgan qator musbat hadli qator. Qatorning 

umumiy hadi

bo'lib, uning uchun

geometrik qator bo4 lib, mahraji q = ~  с  1 bo'lganligi uchun, qator

yaqinlashuvchi. Unda 2-teoremaga ko4ra berilgan qator 
yaqinlashuvchi bo4 ladi. ►

a,
r + n  i n U ;

bo‘ladi. Ma’lumki,
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28.4. Musbat hadli qatoriarda yaqiulashish alomatlari

Ushbu bandda musbat qatorlarning yaqinlashuvchi у 
uzoqlashuvchi bo'lishini aniqlab beradigan alomatlarni keltira 
lllardan amaliy masalalami yechishda ko‘p foydalaniladi.

Faraz qilaylik, musbat hadli

- c i i+ a 2 + ... + an + . (12)
/1=1

qator berilgan boisin.
1) Koshi alomati.

Agar (12) qatorning umumiy hadi Cl uchun Ы
nomerdan boshlab

\ Я  <  1
bo ‘Isa, и holda (12) qator yaqinlashuvchi bo4ladi;

bo ‘Isa, и holda (12) qator uzoqlashuvchi bo ladi.
Koshi alomati quyidagicha limit ko4rinishida aytilishi harfl 

mumkin.
Agar (12) qatorning umumiy hadi an uchun

lim m tfi = к

bo lib , к < 1 bo isa  (12) qator yaqinlashuvchi, к > 1 boisa (12) 
qator uzoqlashuvchi boiadi.

6-misoI. Ushbu

1 + +
V  j  J v 5 2 / 7 -1

qator yaqinlashuvchilikka tekshiriisin.
<  Bu qatorning umumiy hadi

= 2 n — 1
bo'ladi. Ravshanki,
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lim da~ -= lim i'l
»•>--1ГЛ И_1/“Л \ I

я V
2 n - l

l im — - —  = lim

n
bo lib , u 1 dan kichik. Demak, Koshi alomatiga kofcra berilgan qator 
yaqinlashuvchi. ► * *

Eslatma. Koshi alomatining limit ко ‘rinishidogi ifodasida 
k - 1  boisa, и holda (12) qator yaqinlashuvchi ham, 
uzoqlashuvchi ham bo ‘lishi mumkin.

2) Dalamber alomati.
Agar (12) qator hadlari uchun biror nomerdan boshlab 

^ < 1  (an > 0  , и = 1,2..,)
a n

ho Isa, и holda (12) qator yaqinlashuvchi boiadi;
*n+\ >1 (an > 0  , n - 1,2...)
a„

ho Isa, и holda (12) qator uzoqlashuvchi bo ladi.
Dalamber alomatini quyidagicha limit ko‘rinishida aytish 

ham mumkin.
Agar (12) qatorning hadlari uchun

W m ^ ^ - d  (an > 0 , n = 1,2...)
/7П

boiib , d  <1 bo4lsa (12) qator yaqinlashuvchi, d > 1 boisa, (12) 
qator uzoqlashuvchi boiadi.

7-misol. Ushbu >
1 3 5 2n -\
— + —  + —  + ---------- f ...
2 2 t  T

qator yaqinlashuvchilikka tekshiriisin.
■4 Bu qatorning an va an+[ hadlari

2 n - l  2n + \
^11 ry\ ’ ■' I 2« + 1

bo iadi. Ravshanki,
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bo‘lib, u 1 dan kichik. Demak, Dalamber alomatiga ko'ra beril 
qator yaqinlashuvchi bo' ladi. ►

Eslatm a. Dalamber alomatining limit ко ‘rinishid 
ifodasida d ~  1 bo‘Isa, и holda (12) qator yaqinlashuvchi ha 
uzoqlashuvchi ham bo'lishi mumkin.

3) Koshining integral alomati.
Faraz qilaylik,

oo

a , + a 2 +. . .  +  « „ + . . .  (13)
H=i

musbat hadli qator berilgan boisin.
Aytaylik, f { x )  funksiya [l,+°o) oraliqda uzluksiz bo "lib,

1) Vx e  [1, +QO) da f ( x )  > 0 ,

2) f  (x)  funksiya [l,+°o) da kamayuvchi,

V  f ( n )  = (n ~ U 2 ,3 , . ..) , ya ni

a{ = / ( l ) , a 2 -  f { l ) , . . . , a n -  / (и) , . . .  
bo 'Isin. U holda

+oo

^ f ( x ) d x
1

xosmas integral yaqinlashuvchi b oisa, (13) qator ha 
yaqinlashuvchi boiadi;

+ 00

\ f ( x ) d x
1

xosmas integral uzoqlashuvchi b oisa, (13) qator ha 
uzoqlashuvchi boiadi.

8-misol. Ushbu

V — = 1 + — + — + ... + —  + ... ( « > 0 )
£ [ n a 2a 3“ na

qator yaqinlashuvchilikka tekshiriisin.
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A Bu misol uchun alomatda keltirilgan f  (x) funksiya 

sifatida f (x )  = —  (a > 0 ) olinsa, bu funksiya, ravshanki
xa

[l,+oo) da uzluksiz, ixtiyoriy x e [ l ,+ o o )  da f (x )  > 0 ,  [l,+ °o )  
da kamayuvchi va

l = / (l) ,^ r  = / ( 2 ) ,^  = /(3),...,4r = / ( « ) -
L 5  n

bo‘ ladi.
M aiumki,

+ °°  + 00 J

xosmas integral 0 < a < 1 da uzoqlashuvchi, a > 1 da 
yaqinlashuvchi. Haqiqatan ham

lim f—  = l im —-— (— j - l )  =
J f  *->«, \ - a Xa1

1 agar a > 1 bo1 Isa,
a - 1

qo, agar a  <1 be/Isa, 
va t t = l  bo‘ Iganda

.. \dt .. \dt 
lim —  = lim —  =oo

V->+00 J  t a  x —юо J  f  
1 1 1

bo‘ ladi.
Demak, Koshining integral alomatiga ko‘ra

00 1

£ —
7 * na

qator a  > 1 bo4 Iganda yaqinlashuvchi, a < 1 bo4 Iganda 
uzoqlashuvchi bo4 ladi. ►

Odatda, qator umumlashgan garmonik qator
# i = i  n

deyiladi.
367



28.5. Ixtiyoriy hadli qatorlar. Qatorning absolyut 
yaqinlashuvchiligi, Leybnits teoremasi

Faraz qilaylik,

^ а и - щ  + a 2 + ... + aH + ... (14)
//- 1

qator berilgan boiib , uning har bir hadi ixtiyoriy ishorali haql 
sonlardan iborat bo‘lsin. (Odatda, bunday qator ixtiyoriy hadli qi 
deyiladi.) Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan quyidagi

00

X k b k l +k l + - +k l +-
qatorni tuzamiz.

4-Teorema. Agar (15) qator yaqinlashuvchi b o ‘Isa, 
holda (14) qator ham yaqinlashuvchi bo ‘ladi.

Aytaylik,
GO

Z k h h l + h l + - + K I + -
H=I

qator yaqinlashuvchi bo'lsin.
Ravshanki,

0<a„+\an\<2\an\ (я  = 1 ,2 ,3 ,...)  (16) 

Solishtirish teorernasiga ko'ra
GO

S K + k l )tl-1
qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Agar

«„=(««+к  I ) - k l
boMishini e ’tiborga olsak, unda

•x>

«=1
qatorning ikki yaqinlashuvchi

X k + k l ) va X k l
//=1 n~i
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qatorlar ayirmasi sifatida ifodalanishini topamiz.
oo

Demak, ^ a n qator yaqinlashuvchi.
/j=i

9-Misol. Ushbu

£ ± ( . 1r > i - L + ± - L + . . .+ H S l + ... { „ > i )
t f n "  2a У  4a na V ’

qator yaqinlashuvchilikka tekshiriisin.
-^Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan 

qator quyidagicha
,  1 1 1  1| -j------- j-------1----- - -j-... 4------- f-...

2a 3 “ 4° na 
bo lib , и yaqinlashuvchi boiadi. Unda yuqoridagi teoremaga ko‘ra 
berilgan qator yaqinlashuvchi boiadi. ►

CO GO

1-T a’rif. Agar qator yaqinlashuvchi boisa, ^  an
tl-l /2 — 1 

qator absolyut yaqinlashuvchi qator deyiladi.
00 CO

Eslatma. Agar qator uzoqlashuvchi bolsci, ^ an
n~ 1 /J^l

qator yaqinlashuvchi ham bolishi mumkin, uzoqlashuvchi ham 
ho lishi mumkin.

CO oo

2-ta’rif. Agar qator yaqinlashuvchi bo lib, X k l
/?=1 /?=!

00

qator uzoqlashuvchi boisa, У " an qator shartli yaqinlashuvchi
n=\

qator deyiladi.
10-Misol. Ushbu

ST  ̂ i ч«—i 1 1 1 1 (~1)”> —(-1 )  = 1 -----+ -------- + ... + — - —  + ...
2 3 4  n

qator shartli yaqinlashuvchi qator bo lishi isbotlansin.
M Ravshanki, berilgan qatorning qismiy yig‘indisi



s> = , . I + I . I + ...+ t 2
2 3 4  n

и- i

(17)

bo'ladi.
M a’lumki, ln(l + A') funksiyaning Makloren formulasi|i, 

ko‘ra yoyilmasi

, ч * 2 * 3 н г  v  , d / \ln(l + a) = x -------+ -------------+ ...  -i----------------- + Rn+i (•*),
2 3 4  n

bo‘lib, 0 < X < 1 bo‘Iganda j

<
n + l

bo‘ lar edi.
Xususan, x =  1 bo‘Iganda

, „ , 1 1 1 Н Г ’ » „4 In 2 =  1 -  — + — -  — + -  I- /?H+1(1) 
2 3 4  n

(18)

bo‘ladi.
(17) va (18) munosabatlardan

In 2  = «„ + « „ , ( ' )
va undan

bo‘lishi kelib chiqadi.
Demak, n —> oo da Sn - »  In 2  . Bu esa qaralayotga

qatorning yaqinlashuvchi ekanini bildiradi. Ayni paytda, berilgan
gl;

qator hadlarining absolyut с

k - i r 1

/2=1

iymatlaridan tuzilgan qator

1 1  1
= 1 4----- i-----b ... 4----- b...

2 3 n
garmonik qator bo‘lib, uning uzoqlashuvchiligi ma’lum. Dernak(t 
berilgan qator shartli yaqinlashuvchi qator. ►

Aytaylik, biror ixtiyoriy
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2 > ,
/2 = 1

qator berilgan bo‘lib, u yaqinlashuvchilikka tekshirilishi kerak 
bo‘lsin. Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan ushbu

Z k l = h l +K I + - + K I + -
(1=1

qator tuziladi. Ravshanki, keyingi qator musbat qator bo‘ ladi. 
Binobarin, uni yaqinlashuvchilikka tekshirishda yaqinlashish
alomatlaridan foydalanish mumkin. Agar biror alomatga ko‘ra

00

^T|aJ qatorning yaqinlashuvchiligi aniqlansa, unda qaralayotgan

qatorning yaqinlashuvchi ekanligi topiladi.
Endi ixtiyoriy hadli qatorning bitta muhini hususiy holini 

qaraymiz.
Ushbu

Х Н Г Ч  = с, - c 2 +С'з - c 4 + ...  + ( - 1 ) " - 'с й + ... (19)
я=1

qatomi qaraymiz, bunda cn > 0  (n -  1 ,2 ,3 ,...) .

Odatda, bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan 
o'zgarib keladigan qator deyiladi.

Masalan, ushbu

"  n 2 3 4  n
qator hadlarining ishoralari navbat bilan o ‘zgarib keladigan qator 
boiadi. >.

5-teorem a (Leybnits alomati). Agar (19) qator da:
(n = 1,2,3,.. .)

2) lim с  = 0
«->co

bo 'Isa, и holda (19) qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
A Berilgan (19) qatorning dastlabki 2m ta hamda 

2 (w  + l)  ta (m e  N ) hadlaridan iborat qismiy yig‘indilami olib, 

ulami quyidagicha
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^ 2 ni ”  C \ ~  C 2 +  C 3 C 4 +  •** '*■ C 2 m -\ C 2m 

~  ( C 1 ~  C-' )  +  ( C'l  ~  C4 )  +  ••• +  (  C 2 ,» - l  _  C2m )  ’

*^2(/»+l) “ ^1 ~~ ^2  + 6 3 ~  ^ 4   ̂ . ^2m ^2m+\ ^2 /hi]  351 »

= (c, -  c2) + (c, - C4) + ... + (с2я(_, -  c2m) + (с 2л|+| -  с2ш, з ) 
yozamiz. Ravshanki,

* ^ 2 ( m + l )  ~  S 2 m  ' * " ( <'2 ш + 1  _  C ' l m  1-2 ^ - 

Teoremaning 2 ) - shartiga ko'ra c2m+2 < c 2m+, bo‘lib,

*̂ 2<w+l) > S 2m ( m  ~  U 2 , 3 , . . . )  

boiadi. Demak, { 5 2n,} ketma-ketlik o ‘suvchi.

Endi 5 ,ш yiglndini quyidagicha yozamiz:

5 2(H = С] {C2 ~~ C-, ) — (б4 — Cj ) ...~  ( 2̂m-2 2̂»i~l) 2̂ni'
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifodada qatnashgan ql 

ichidagi ayirmalaming, shuningdek c2m ning musbat bo'lil 

e ’tiborga olib,

S'lm < C\
bo'lishmi topamiz. Demak, { 5 2m} ketma-ketlik yuqori

chegaralangan.
Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko'r

lim S2m = 5 ( 5 -  chekli son) (20)
/J|~> OQ

mavjud.
Endi (19) qatorning dastlabki 2m — 1 ta ( m e N )  sond 

hadidan iborat q.shbu

* ^ 2 » i - l  ~  ~ C 2  ~ ~ C 4  +  ••• +  ^ 2 m - l

qismiy yigc indisini olaylik. Ravshanki,

2̂m-l ~ ^2m + C2m •
T.eoremaning n ->  °o да cH —> 0 bo‘lishi sharti hamda (2 

munosabatdan foydalanib topamiz:
Km 5 2 , = l im (5 2)1J + e ,m) = 5 .
Ш—>00 /«->00

3 7 2
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Shunday qilib, berilgan (19) qatorning qismiy yiglndilari- 
il;m iborat ketma-ketlik chekli limitga ega ekani kolsatildi. Demak, 
( 19) qator yaqinlashuvchi. ►

Yuqorida yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilgan

, 1 1 1  ( -1 )
1 -----+ -------- + ... + -— -

2 3 4

H-i
(21)

n
qator yaqinlashishi Leybnits teoremasi yordamida oson isbotlanadi. 

Bu qatorda

c „ = -  (n = 1 ,2 ,3 ,...)
n

bo 4ib, uning uchun

C„+1 < c n » (w = l ,2 ,3 ,.. .)

2 ) l im c H= 0
n —>rC

Iwiadi. Leybnits teoremasiga ko‘ra

, 1 1 1  (-1 )" - '
1 -----+ -------- + ... + -— -—  + ...

2 3 4 n
qator yaqinlashuvchi boiadi.

Endi absolyut yaqinlashuvchi qatorning bitta xossasini
keltiramiz.

Aytaylik, biror ixtiyoriy

a .. (22)

qator berilgan boisin. Bu qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy 
ravishda almashtirib

(23)
/г~1

qator hosil qilamiz. Ravshanki, keyingi qatorning har bir hadi 
berilgan qatorning tayin bir hadining aynan o‘zi.

6-Teorema. Agar (22) qator absolyut yaqinlashuvchi 
ho lib, uning yig'indisi S boisa, и holda bu qator hadlarining 
o'rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirishdan hosil bolgan (23) 
(fa tor yaqinlashuvchi va uning yig Indisi ham S boiadi.
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Mashqlar

1. Quyidagi qatorlarning yaqinlashuvchiligi aniqlansin,
yig‘indisi topilsin.

2 2 2 
я ) ----1------- h ... H-------1" • • •

’ 5 25 5"

, 1  1 1 И Г 1,M 1 - -  + ---------+ . . .+ - — 7̂— + ...
о) з 9 27 3"- '

oo

2. Quyidagi ^\an qatorlami yaqinlashish alomatlaridan
H = 1

foydalanib yaqinlashishga tekshiriisin.

3" 2n-\ {nA)
a b )  « . = ( — ) .

3. Quyidagi qatorlarning absolyut yaqinlashuvchill 
isbotlansin.

( —l ) ,H' In2 n \ М ~ 0  • 71 a ) y v — I-----------  b) y i - ^ a r c s m — .
’ t f  2" t t  i fc  4 n

4. Quyidagi qatorlar yaqinlashishga tekshiriisin.



29-MA’RUZA

29.1. Funksional qator tushuncbasi

Yuqoridagi 28-ma’ruzada har bir hadi haqiqiy son bolgan 
qatorlar o‘rganiladi.

Endi har bir hadi x  o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lgan 

ц ( х )  +  м2 ( а:) +  . . .  +  ми ( л: ) + , . . .  ( 1 )

qatomi qaraymiz, bunda har bir ww(jc) funksiya (n  = 1 ,2 ,3 ,...)

biror X  ( X  d  to'plamda aniqlangan. Odatda bunday qator 

funksional qator deyiladi. Masalan, ushbu

1) x il 1 = 1 + X + x “ -I------x n + • • •,

1 1 1 12) /  -------------- --------- i-------------- — ------------------b...
h=i «(.v + 2 ) x + 2 2(л ' + 2 )” и(л' + 2)"

_4 In" X In x  In2 X In1 X In" X
3) > ------- = ------ + --------+ --------+ ... + --------+ ... 

7̂ 1 n 1 2  3---------------n
qatorlar funksional qatorlar boiadi.

X  to‘plamdan olingan tayin x0 nuqtani (1) dagi x ning
o‘rniga qo‘yish bilan

со

2 X ( xо) = щ {хо) + щ { хо) + ••• + «и(*о) + -  (2)
п=1

sonli qator hosil boiadi. Ravshanki, x  ning turli qiymatlarida, turli 
sonli qatorlar hosil boiadi. Bunda x ning ba’zi qiymatlaridagi sonli 
qatorlar yaqinlashuvchi, ba’zi qiymatlaridagi esa uzoqlashuvchi 
boiishi mumkin.

Agar (2) sonli qator yaqinlashuvchi boisa, (1) funksional 
qator x0 nuqtada yaqinlashuvchi, x0 nuqta esa (1) funksional 
qatorning yaqinlashish nuqtasi deyiladi.
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1-ta’rif. (1) funksional qatorning barcha yaqinlashluk 
nuqtalaridan iborat to'plam, funksional qatorning yaqinlashiak 
sohasi deyiladi.

28-ma’ruzada keltirilgan yaqinlashish alomatlaridlll 
foydalanib, funksional qatorlarning yaqinlashish sohalarini topiltl 
mumkin.

Masalan,

И-1
funksional qatomi qaraylik. Bu maxraji x ra teng bo'lgftQ

geometrik qatordir. Demak, bu qator x ning Ы < 1 tengsi/liknl’

qanoatlantiruvchi har bir qiymatida yaqinlashuvchi boiadi. Bundill
esa qaralayotgan funksional qatorning yaqinlashish sohasi ( —1,1)

intervaldan iborat ekanligi kelib chiqadi.
Shuningdek

- 1  1 1  1
/ —- = 1 H------- i-------h ... H---- - + . . .

4 i n x 2х 3X nx
( x > 0 )

/ г - 1

funksional qatorning yaqinlashish sohasi (l,+oo) bo‘Iadi.

Endi (1) funksiorial qatorning dastlabki n ta hadi yig'indisi 

щ (x )  + u2 (x )  + . ..  + un (x )

ni olaylik. Uni (1) funksional qatorning qismiy yig‘indisi deyiladi," 
Buyig‘indi x  ga bog1 liq boiadi:

5 „ (x )  = M1(x )  + M2 (x )  + --- + w,i ( x ) .

Ravshanki, (1) funksional qatorning yaqinlashish sohasidan 
olingan har bir x  da л ->  со da Sn (x )  limitga ega bo‘lib, bu limit

olingan x ga bog‘liq, ya’ni x  ning funksiyasi boiadi. Uni Л’ (х ) 

deylik. Demak,

lim S  (x)  = S ( x ) .
/j—>00

Bu S ( x )  funksiya (1) funksional qatorning yiglndisi deyiladi va

376



kabi yoziladi.
Masalan, ushbu

1 + Л' + x  + • • • + x H + • • •

funksional qator (maxraji л bo‘lgan geometrik qator) ( -1 ,1 )  da

yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig'indisi

bo‘ladi.
Faraz qilaylik,

00

Y ,u , l (x)=--ul (x)  + u2 ( x )  + . . .  + м „(х) + ы„+|(х )  + ... (1)
П-4

funksional qator M  to‘plamda ( А/ c : R)  yaqinlashuvchi bo‘lib, 

uning yig'indisi 5 ( х )  bo'lsin:

5 (л ')  = щ (х )  + и2 ( x ) +  ... + u n ( x )  + un+l (x )  + . . .

Odatda ushbu

s ( x ) ~ s „ ( * )  = w„+1 ( * )  + 2 ( x ) + • • • 

ayirma (1) qatorning n - qoldig‘i deyiladi va rn ( x )  kabi 

belgilanadi:

r» = 5 ( * ) ~ 5 Д Х)-
Ma’lumki,

lim .S (x) = S(x ) .
/I--V00 4 '  v

Demak, (1) qator yaqinlashuvchi bo‘Isa 
lim r  ( x ) = 0
//->  oo 4 7

5'(д:) = ц,(х) + и2(л') + ... + un(x) + ... =
n-4

bo‘ladi.
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Aytaylik,
CO

J^ u ll(.x) = ul(x )  + u2( x )+  . . .  + un(x)  + ... (1)
//=1

funksional qator M  to'plamda (M d / ? )  yaqinlashuvchi boMib, 

yig'indisi 5 ( л )  bo'lsin.

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy У £ > 0 son olinganda shimday X 

ga bogliq bo‘Imagan n0 = n0 (<£ ) €  N  son topilsaki, barсhe. 

n >  n0 va ixtiyoriy x £ M uchun

\SA * ) - S ( * h s
ya ’ni

k ( A') l < £
tengsizlik bajarilsa, (I) funksional qator M to ‘plamda U'klH 
yaqinlashuvchi deyiladi.

Endi funksional qatorning tekis yaqinlashishini 
ta’minlaydigan, ayni paytda amaliyotda ko‘p foydalaniladigail 
teoremani keltiramiz.

Teoreina (Veyershtrass alomati). Agar
oo

2 X  ( * )  = « , ( * ) + И ,(х )+  ... + и „(д с)+ ... (1)
/г-1

funksional qatorning har bir hadi M to ‘plamda quyidagi 
|un (x)| < c n , (V n  e  N  , \/x e  M  da)

tengsizlikni qanoatlantirsa va
00

,+ c2 + ... +C-,+...
n=I

sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, и holda (J) funksional qator M 
to ‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo ‘ladi.

A Aytaylik, (3) sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning 
yig'indisi С ga teng bo‘lsin:

29.2. Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchiligi
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С -  lim (c, + с г + с } + ... +  с„) = lim e ,,.
/ /—»осЛ '  п  —н о

Ravshanki,
гп = С - с п = с п+1+ с п+2+...

bo‘ lib,
lim г = О

со

ya’ni V <£■ > 0 olinganda ham 3 « 0 = п0 (<£■) topiladiki, Vn > и0 lar 

uchun

r„<€ ( n > n Q) (4)

ho'ladi.
(2) tengsizlikka asosan

V n >  n0, va V i e M  uchun

\Un+\ ( X)| + \Un+2 ( X)| ~ Cn+1 + C/i+2 ^
bo‘lib.,

b, (*)| ^ >•„ (5)

bo‘ ladii. (4) va (5) munosabatlardan V<? > 0 ,  \/n>n() va barcha 

A' e  M f uchun

к Ы 1 < £

boiishii kelib chiqadi. Demak, funksional qator M  da tekis 
yaqinlaashuvchi. ►

1-misol. Ushbu
^  xn x 2 x 3 xn
/ ----J=r — 1-H:----7=H----- pr + ...H----- psr-f...
II=i ял/я 2v2 Зл/З W w

funksioonal qator tekis yaqinlashishga tekshiriisin.
^  Berilgan qatorning umumiy hadi

k (x) =

bo‘lib, . ixtiyoriy x  e  [— 1,1 ] da

X

n jn
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k ( * ) l  

bo‘ladi. Ravshanki,

x Iх  1<
n f n  n jn

00 1  

S - L
«и и

sonli qator yaqinlashuvchi (qaralsin, 28-ma’ruza). Dcnii 
Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional qator [- 1, l] 

tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. ►

29.3. Tekis yaqinlashuvchi funksional 
qatorlarning xossalari

Ushbu paragrafda tekis yaqinlashuvchi funksion 
qatorlarning xossalarini isbotsiz keltiramiz.

Aytaylik,
00

Y dun(x)  = ui(x)  + u2( x ) +  ... + u n(x)  + ...
/2 — 1

funksional qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig4indisi 5(дг)

bo‘lsin,
1) Agar

00
X W« ( X) = Ml ( * )  + M2 (X) + + « „ ( * )
/1—1

funksional qatorning har bir и)J (x )  (w = l , 2 , 3 , . . . )  hadi M dt

uzluksiz bo ‘lib, qator M  to'plamda tekis yaqinlashuvchi ho ‘Isa, If
holda funksional qatorning yig'indisi S^x^ funksiya M  to )'lamd§

uzluksiz bo ‘ladi.
2) Agar

oo

2 X M  = “ l ( * )  + l/2 ( * ) + •• +U„(x) + ...
)l — \

funksional qatorning har bir u„(x)  { n = 1 ,2 ,3 , . . . )  hadi [ a , ft]
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segmentda uzluksiz bo ‘lib, qator shu segmentda tekis
yaqinlashuvchi boisa, и holda qator hadlarining integrallaridan 
tuzilgan

00 -V X X

Yj !иЛ*)Л= j uI (!)dt + \ui_{t)dl+ •••
« = 1  a a a

b
qator [ a ,/)] da yaqinlashuvchi, uningyigindisi J*5 ga teng

a

bo 'ladi.
3) Agar

oo

2 Х ( х )  = и ,(х )  + и2 (х )  + . . .  + « „ ( * )  + ...
>2-1

funksional qatorning har bir w#I(x )  (n  = 1 ,2 ,3 , . . . )  hadi \a,b]

segmentda uzluksiz un ( x ) hosilaga ega bo lib, bu hosilalardan 
tuzilgan

H = 1

funksional qator [a,b]  da tekis yaqinlashuvchi boisa, и holda 
qator yigindisi

00

s ( * ) = 2 X ( x )
1

funksiya [# ,& ] da uzluksiz S ' (x }  hosilaga ega va

£ '(* )  = ]Tw„ (x )
>1=1

bo ladi.
2-misol. Ushbu

■A (n + \)(n + x)
У  In - -  ■------- (0 < X < + o o )

7^ « (л  + 1 + х )

funksional qatorning yig'indisi topilsin.



^  Ma’lumki,

I ;n_j ( ft +  x ) (  /7 +  1 +  x )

funksional qator [0 , + oo) da tekis yaqinlashuvchi bo4lib, uning 

yig'indisi

S ( * )  = - ‘
1 4- X  

ga teng:
i со i

V
1 + x ^ ( я  + х ) (я  + 1 + х )

Ravshanki, bu qatorning har bir hadi [0 , + oo) da uzluksil, 

Demak, uni 2-xossaga ko‘ra hadlab integrallash mumkin:

V dt _ у  V dt 
} i + t  h \ { n + t ) ( n + \ + t ) '

Aniq integral larni hisoblaymiz: 

dt
1 т 7 7 " 1п( 1 + ?)1о= 1п (1 + х)>
о l  +  t

-dt dt =__________ 1 _  „
' ( n  + ?)(n + l + / )  Д и  + / n + \ + t

Ц \ IX / ч 1Л ( У1 1 ) ( ft ■+■ x )
n + t)\ - ln ( / i  + l + f) = l n ^ - - ^ -------i.

;|° V . Л<) л (л  + 1 + х )

Demak,
^  (и + 1)(и + х ) . ч
y i n L _ 2 1------ - i  = ln(l + x ) >
£  n(n + \ + x)  '
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Mashqlar

1. Ushbu
4 - x  1

- +
l x  + 2 3

4 - x  V 1
H---

7x + 2 J 5
1

+ ... + -
2и-1

4-x Y
7x + 2jlx  + 2,

funksional qator x  = 0 va x  = 1 nuqtalarda yaqinlashishga 
lekshirilsin.

2. Ushbu
1 1 1  1

+ ------- -  + ------- -  + ... + ------- — +  ...
1 + x* 1 + x 4 1 + X* 1 + x~" 

funksional qatorning yaqinlashish sohasi topilsin.
3. Ushbu

1 • 1 . 3 ,  1 . „sinx + —- -sin" 2x  + - T -sm 3 x + ... + —r-sm  nx + ... 
2 32 n

funksional qatomi ( —oo, +co) oraliqda Veyershtrass alomatidan

foydalanib tekis yaqinlashishi ko'rsatilsin.
4. Ushbu

f > x "  ( - l < x < l )
«=1

funksional qatorning yig'indisi topilsin.
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Darajali qatorlar

30.1. Darajali qatorlar, ularning yaqinlashish radiusi va 
yaqinlashish intervali

Ushbu

'^ a )lx" — a0 + a}x + a2x~ +... + anxn +... ( x e  R) (I ) '
n~0

ko4rinishdagi funksional qator darajali qator deyiladi, bunda
&Q 9 cin, .

haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
(1) qator hadlari

u„(x) = attxn
boigan funksional qatordir.

Masalan,
1) 1 + x -f x~ + ... + Л'4 4-...

-n

2 )1+  — + —— 1-... + —— h... ( X € /?),
1! 2! n\ V '

3 )x  + —  + —  + ... + —  + ... ( x e R ) ,
2 3 n

qatorlar darajali qatorlar boiadi.
Darajali qatorning yaqinlashish sohasini aniqlashda quyi 

keltiriladigan teorema muhim rol o‘ynaydi.
Shuni aytish kerakki, har qanday darajali qator x = 

nuqtada yaqinlashuvchi boiadi.
1-teorema (Abel). Agar

oo

Clt1Xn = Uq + (X\X + Cl̂ X +... + ctflx + ... 

darajali qator x = x() ^ 0 nuqtada yaqinlashuvchi bo‘Isa, x ning

N < W

30-MA’RUZA

384



(-WM)
intervalda qator absolyut yaqinlashuvchi bo ladi.

^Shartga ko'ra (1) qator x - - x 0 Ф 0  da yaqinlashuvchi,
ya’ni

tcngsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlaridci, ya ’ni

anxo ■ a0 + ajX0 + a2x'o + .. .  + апхЦ + ...
/г-0

sonli qator yaqinlashuvchi. Unda sonli qatorning yaqinlashishining 
/aruriy shartiga ko'ra

lim anxl =  0

bo" lib,

bo4ladi. Ravshanki,

№LX

inXg < M  ( M  = const)

( \n n

anX0
X

K xo j
X

X0
< M -

X

\ x0 ) x0
(3)

Endi

x  < x n

tcngsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x  nuqtani olib,
OO

^  |anx" j =  |a01 + ja, x| + 1 a2x 2 j + .. .  + 1 anx n j + . . . ,
«=0

n-0

X
11

= M  + M
X

+ M
X

2

+ ... + M
X

x 0 X0 x o x0

(4)

+ ... (5)

qatorlami qaraymiz.

(5) qator geometrik qator sifatida ( maxraji
x

<1 )
yaqinlashuvchi. (3) tengsizlikni e ’tiborga olib, solishtirish 
teotemasidan foydalanib (4) qatorning yaqinlashuvchi bo' !ish:ni 
lopamiz. Demak,
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ос

^ а нх п = а 0 + а ]х + а2х 2 + ... + апх" + ...
ч= 0

darajali qator |x|<jx0| tengsizlikni qanoatlantiruvchi x  ning 

qiymatlarida, ya’ni (-| x0|;|.rfl|) intervalda absolyut yaqinlashuvchi

bo'ladi. ►
Natija. Agar

oo

Z a x n = an + atx + a^x2 + ... + a„x" + ...n и i t. n

darajali qator x  = x{ nuqtada uzoqlashuvchi bo Isa, ya 'ni
oo

anx[l = a 0 + axxx + a2xf  + ... + + ...
n-0

sonli qator uzoqlashuvchi bo'lsa, и holda x ning

M > f t
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatiarda, ya ’ni ushbu 
to'plamda

OO

anx n qator uzoqlashuvchi bo ladi.
11=0

Isbotlash mumkinki, ixtiyoriy (1) darajali qator uchun shun* 
day chekli yoki cheksiz musbat r son mavjud boiadiki, x  ning:

1) |jc| < r  tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida (1) 

darajali qator yaqinlashuvchi (absolyut yaqinlashuvchi),

2) > r  tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida (1)

darajali qator uzoqlashuvchi,
3) = ya’ni x  =  —r, x  — r  da (1) darajali qator yoki

yaqinlashuvchi, yoki uzoqlashvchi boiadi.
Odatda r son (1) darajali qatorning yaqinlashish radiusi,

( W ,r )  interval esa darajali qatorning yaqinlashish interval!

386



deyiladi.
(1) darajali qatorning yaqinlashish radiusi ushbu

r = lim
a„

an+1
(an * 0 ,  n = 1 ,2 ,3 ...)  (6)

formula yordamida topiladi.
Eslatma. Agar

CO

&„x  — ( l \ X C l ^ X  4*... 4- CtnX ' 4- ...

darajali qator faqat bitta nuqtada yaqinlashuvchi (hu x = 0 nuqta) 
ho Isa, и holda r -- 0 deh olinadi.

Masalan.

1 4 -x 4 -2 !x 2 4-...4 nix11 + ... ( x e / ? ) ,

darajali qator faqat x = 0 da yaqinlashuvchi. Bu qator uchun 
r = 0 .

Agar darajali qator x  ning ixtiyoriy qiymatlarida 
(x  €  ( - 00, 00)) yaqinlashuvchi boisa, u holda

r = 4-od
deb olinadi.

Masalan,

1 x x " i 1 4 1 h ...4-------b ... ( l E
1! 2! n\ V '

darajali qator x ning ixtiyoriy qiymatlarida ( x e  ( - 00, 00))

yaqinlashuvchi. Bu qator uchun r  = 4~oo .
1-Misol. Ushbu

X X2 X3 Xn ,
----j------- 1-------1- ... 4-------1- ... (X 6  Л ),
1 2  3 n V '  

darajali qatorning yaqinlashish radiusi hamda yaqinlashish 
interoali topilsin.

-^Bu darajali qator uchun
1 1



bo‘lib, (6) formulaga ko‘ra

r = lim
>2™>oo an+1

: lim
« -> 0 0

1
n
1

n + 1

n + 1
= lim

ll->=c n
limf i + l

n j
= \

bo‘ladi. Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiuit 
r  = 1 bo‘lib, yaqinlashish intervali ( —1,1) bo‘ladi.

Ravshanki, x  = l da darajali qator

i 1 1 1
2 3 n 

garmonik qator bo‘lib, u uzoqlashuvchi. 
x  = -1  da

1 1 1  (- 1)"_ 1 + --------+ ----- _  + v—
2 3 4  n

bo‘lib, Leybnits teoremasiga ko‘ra bu qator yaqinlashuvchi bo‘ladi,
Demak, berilgan qatorning yaqinlashish sohasi [ -1 ,1 )  yarinl

intervaldan iborat. ►
2-misol. Ushbu

7 x"X° X1 X2
• + ----- - + ----- Г + ... + -

1-5 2 -5  3 -5 («  + 1)5''

darajali qatorning yaqinlashish sohasi topilsin.
-<Avval bu qatoming yaqinlashish radiusi hamda 

yaqinlashish intervalini topamiz.
Berilgan qator uchun

1 1
a.. = - -------r — anM =•

(и + l)-5" (n + 2 ) -5 u+i

bo‘lib,

1 1 ( ” + 2 )5"+l
*,+, ( « + l)-5" (и + 2)-5"+| (« + 1)5" 
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г -  lim
Я—>00

an = lim 5 n

, 4
 ̂ n )

= 5
а,ы « - > o o

bo'ladi. Demak, qaralyotgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi 

r — 5 , yaqinlashish intervali ( - 5 ,5 )  bo‘ladi.

x  = 5 da darajali qator
, 1 1  1
1 H----- 1--- + ... H------ b...

2 3 n 
garmonik qator bo'lib, u uzoqlashuvchi, 
x -  - 5  da esa darajali qator

i l l  ( - 1 ) "
1------f --------+ ... + ■*— — + ...

2 3 4 n + l
bo‘lib, Leybnits teoremasiga ko‘ra bu qator yaqinlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan darajali qatorning yaqinlashish

sohasi [ - 5 ,5 )  bo‘ladi.^

30.2. Darajali qatorning xossalari

Aytaylik, ushbu
oo

= a0 + a xx + a2x 2 + ... + a/tx n - f ... (1)
/1=0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r > 0 bo‘lsin.
3-teorema. Agar (I) darajali qatorning yaqinlashish

intervali ( — r , r )  bo Isa, { r  > 0 ) , и holda ( - r ,  r )  intervalga 

tegishli bolgan har qanday [~ c ,c ]  segmentda (0  < с < r )  (J) 

qator tekis yaqinlashuvchi bo ladi ( [ ”-£?<?] c : .

^Ravshanki, c e ( - r , r ) .  Binobarin, bu nuqtada ushbu

qator
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|V '| < K | c "  ( Л = 0 ,1 .2 Д ..)

boiadi. Veyershtrass alomatiga ko‘ra (1) qator [ - c ,c ]  da te

yaqinlashuvchi boiadi. ►
Tekis yaqinlashuvchi darajali qatorlar tekis yaqinlashuvfl 

funksional qatorlarning xossalari kabi xossalarga ega bo‘la 

Jumladan, (1) darajali qatorning yaqinlashish intervali ( - r ,P

bo‘lib, uning yig‘ indisi S ( x )  boisa, u holda [~ c ,c ]  segmeri

(0  < с  < r )

1) S  ( x ) funksiya uzluksiz boiadi;

2) (1) darajali qatorni hadlab differensiallashdan h 
bolgan

y 1 ntiuxH 1 = 0 + + 2.ci-,x + 3ct̂ x~ + ... + ncihx + ...
n~G

darajali qator ham yaqinlashuvchi boiib ,

5 " ( x ) = Z ( a «jc" ) , = S " fl«;
/2-0 П~

boiadi;
3) (1) darajali qatorni hadlab integrallashdan hosil bolgan 

m f  b \ b b b b

У I ^aHx"dx I = ^a(ldx + ^asxdx + J a 2x 2f/x +...^aHx"dx +...
//=0  \ a J a a a a

qator ham yaqinlashuvchi boiib ,
b b / c/j \ oo b

j s ( x ) J x  = 0 '^j anx"dx j = ^  ^anx"dx
rt • «  ̂ " =0 J  " =0 «

boiadi([a,£>] c : ( —r , r ) )  •

yaqinlashuvchi boc lib, [—с, c] da

x
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3-misol. Ushbu
00

ПХ ^ x  + 2 x  ■+■ 3x -ь...--ьлх |xj < 1
«=0

darajali qator yig'indisi topilsin.
1̂ Quyidagi,

00
^  x" = X  +  X 2 + x3 +...  + x n + ...
#1=1

darajali qatorni qaraymiz. Bu qator ( —1,1) da yaqinlashuvchi

bo‘lib, yig‘ indisi S ( x )  = ■ —— ekanligi m a’lum (maxraji x  

bo‘ lgan geometrik qator):
00 v

У У  = — •
t !  l - л

Bu darajali qatorni hadlab differensiallab topamiz:
/ с о  Л 00 . 0 0

I** -ZM-Z*-1.
V n=1 J  n- 1

f ~ V

v l - x y

и—1

1 -  X + X 1

( 1 - x ) '  ( l - x ) ~

Keyingi tengliklardan
°° i

2 > " "  = 1 7 ~ 7«=1 I * - * )
bo‘ lishi kelib chiqadi. Bu tenglikning har ikki tomonini x ga 
ko‘paytiramiz. Natijada

00 У
2 > ' ‘ = - -----—̂ - ( - 1 < X < 1 )
/1=1 ( 1 - x y

bo ‘ ladi. ►
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*

30.3. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish. Teylor qatori.

Yuqorida

I
/ t = ( )

CL..X : +  C l , X  4 -  U 1 4 - . . .  4 -  C l  X  4 -  . . . (i

ko'rinishdagi darajali qatorlar o'rganildi. Ushbu

t/n +  (  X — XQ ) +  <2, ( X — XQ j  +  ... +  ( X — XQ ) +  ... (2)
ko'rinishdagi qator ham darajali qator deyiladi, bundli 
a0,a ,,.. . ,a „ ,...  hamda x0 o'zgarmas sonlar. j

Ravshanki, (2) umumiyroq darajali qator bo'lib, у 
x —x0 = t almashtirish yordamida (1) ko'rinishidagi qatorga keladli

Agar r son ( r  > 0 ) (2) darajali qatorning yaqinlashilh 

radiusi bo'Isa, uning yaqinlashish intervali (x 0 -/%x0 + /') bo'ladi.

Aytaylik, f ( x ) funksiya xH e  R nuqtaning 

(x 0 —r , x 0 + r )  atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega boTsin. Bu 

hoi /  (x )  funksiyaning Teylor forrnulasini yozish imkonini beradil

f ' ( x o):/ ( x )  = / ( x 0) + 

f " ( xo)

1!

+
2!

(x  ~~ X q  ) + . . . +

( x - x 0) +

n\
( x - x 0) " + r ;i(x )

bunda rn ( x )  -qoldiq had.

Modomiki, f ( x )  funksiya (x 0 - r , x 0 + r )  da istalgan' 

tartibdagi hosilaga ega ekan, unda quyidagi

./ (A'o) +

4"... 4" •

r W ,

П!
• (x -x „ )"  +

2!
(3)

(n + l)!
/ 4/2 + 1
( x - x 0) +...
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darajali qatorni qarash mumkin.
Bu darajali qator x = x0 nuqtada yaqinlashuvchi, lekin x0

nuqtadan farqli nuqtalarda qachon yaqinlashuvchi bo’ladi va
yaqinlashuvchi bo’lganda uning yig’indisi qachon f ( x )
funksiyaga teng bo’ladi degan savol paydo bo’ladi. Bu savolga 
quyidagi teorema javob beradi.

4-teorema. Agar f  ( x ) funksiya (x 0 —r, x0 + r )  

intervalda istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo 'lib, barcha 
x  e  (x 0 — r , x 0 + r )  va barcha n = 0 ,1 ,2 ,... lar uchun shunday

о ‘zgarmas M  > 0  topilsaki,

•^Modomiki, (x 0 —r ,x (j + r  ) da / ( x j funksiya istalgan

tartibli hosilalarga ega ekan, unda bu funksiya uchun Teylor 
formulasi o‘rinli boTadi. Uning Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli 
Teylor formulasini olamiz:

bo ‘ladi.

(4)

bunda

393



Ф ) = г ' ы ){х: +в1л ( о < « < 1 ) .
| n + l j .

Endi teoremaning shartidan foydalanib qoldiq hadni 
baholaymiz:

/ (',+,)(xo + 0 ( x - x o))j
Ф )  l:

1/7 + 1

(ft +1)! (ft H-l)!
(5)

Ushbu
l/l+l

3  (n  + i ) !
musbat qatorni qaraymiz. Bu qator uchun

(n+l
| x -x 0| _ \ х - х й\

( n + 1)!
an+l (n + 2)!

boiib ,

lim = lim
n—>00 /I—>co

/i+i \

= lim-
x - x r

v
n+2

(n + 2)! ' (n + l)! 

•(n + l)!

(n + 2)b X — Xn
Ш + 1 lim- =  0<1

boiadi. Dalamber alomatiga ko‘ra qator yaqinlashuvchi. Unda qator 
yaqinlashishining zaruriy shartiga binoan

|H+1
= 0 (6)l im 1- ------ !r—

«-><» ^и + l j !

boiadi (5) va (6) munosabatlardan
lim rn ( x ) = 0

bolishi kelib chiqadi.
(4) tenglikda, n. —> со da limitga o‘tib topamiz:
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f { x )  =  lim / ( ■xo) + (■x ~ xo) +  y p ”  (x ~ xo) * +  • • •+

+ ... ..У  ( x - x0) " ]  +  l im r  (x)  =  / (x0) +  ■- ■ ( x - x 0) +У1 T -1 «->00 " li

+ £ w ( x _ ^ . . . + i r w ( _ r + , . , .  ►

(3) qator / "(x) funksiyaning Teylor qatori deyiladi.

(З ) munosabat o‘rinli boisa, / ( x )  funksiya Teylor 

qatoriga yoyiladi deyiladi.

Agar ( З ') da x0 = 0 bo’isa, u

+ ... (7) 
' V ; W  1! 2! n\

boiadi va bu q a to r/ (x ) funksiyaning Makloren qatori deyiladi.

30.4. Ba’zi sodda funksiyalarning 
Makloren qatori

1) Aytaylik, f ( x )  = ex boisa, Vx e  [ - p ,  p \ { p >  0 ) lar

uchun

f {l,)( x ) ^ e \  / (,,)(0)  = e ° = l ,

/ {^ ( х ) = е х < е р n = 0 ,1 ,2 ,... 

boiib , 4-teoremaga ko’ra
00 v;i v л"2 v/?

ел = У '  —  = 1 + — + —  + ... + —  + ... (0!  = l ) .
t ^ n l  1! 2 ! я ! V ; 

boiadi. Agar bu munosabatda x  ni - x  ga almashtirsak:

” .(-x)"  , x x 2 , 1V, Xй
e x Z \ X )  Л  А  / ч n X

-— — = l —  + ------ ... + ( - l ) -------f -
я=0 n\ l! 2! V J n\

boiadi.
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M a’lumki, giperbolik sinus hamda giperbolik kosinui 
funksiyalari quyidagicha

ex - e x , ex +e  
sfix —----------- , cnx = ----------

ta’riflanar edi.
Yuqoridagi

.. , X X "  X
e' = 1 +  — + —  + ... + —  + ..., 

1! 2 ! n\

_ r  ,  X X /  1 V* Лe x = 1 -----4-------- ... + (~ 1) —  + ...
1! 2! v '  n\

\>i X

formulalardan foydalanib topamiz:

shx ■
>/7 + 1

-I;
2 / 1+ 1X"

1! 3! “ ■ (2/7 + 1)! U { 2 n  + \)\
2/7

X2 X4 X yrp
chx = 1 + —  + —  + ■■•+

00 Щ

2! 4 ! (2/г)! £Z{2n)\'

2) Aytaylik, f { x )  = sin x  bo‘ lsin. Bu funksiya uchun

p k) (x )  = sin

bo‘lib,

x  + -

k - 2 n  bo‘Iganda (0 )  = sin
к ж

0,

к = 2/j + 1 bo‘lganda (0 )  = ( - 1 ) '  

bo‘ ladi. Ayni paytda barcha x e  ( —oo,oo) da

/ " > ( * ) <1 (и  = 0 ,1 ,2 ,...)

tengsizliklar bajariladi. 4-teoremadan foydalanib topamiz:

sin
( - 1)" 2 / 1+1 I l l s  / \x ----- x'  + — x'  ~ . . . , x e  -oo.co)

3! 5! Vh  (2 «  + l) !

3) Aytaylik, f ( x ) -  co sx  bo‘lsin. Bu holda yuqoridagiga 
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o'xshash

co sx  = — \~x2>‘ = 1------x 2 + — л-4 - . . .  x  e  ( —00, 00)
h ( 2 n ) \  2 ! 4 !  V ’ '

bo‘ ladi.

4) Endi / ( x )  = (\ + x ) “ , a e R  va / ( x )  = ln ( l  + x ) 

funksiyalarning Makloren qatorlarini keltiramiz. 

x  €  ( -1 ,1 )  uchun

(1 \a , a  a ( a - \ )(1 + x ) — 1 н—  л н---------------.
1! 2 !

( / i\ («)
+-—1 -------------- x + . . .

n\
x  e  ( —1,1] uchun

.4 4 H
A' X  X  , , \ «~| X

In (l + x )  = X ------ + ------------+ ... + ( - 1 ) "  -----+ ...
V '  2 3 4  K ’ n

bo‘ladi.
Natija. Yuqoridagi (8) munosahatdan foydalanib, a  ning 

ba 'zi xususiy qiymatlaridagi funksiyalarning yoyilmalarini 
keltiramiz:

1)

- = X ( ~ 0 "  X” = l - *  + * 2 - X 3 + x 4 -  ... + ( - 1 ) ” Xя + ...
n=0

I 00
— x  — 1 -f- x + x 2 -ь... + x n - f ...

1 “  X /1=0

1 -f X n=0

2) _  _
1 *  «=0

3 ) V m = ( i + x ) i = 1 + —
v '  2 2 4  2 - 4 - 6

4 ) > / n  = ( l - x ) i = l - £ - i . i - l ± i .
2 2 4  2 - 4 - 6
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30.5. Darajali qatorlarning taqribiy hisoblashlarga 
tatbiqlari

Ma’lumki, funksiya oliv matematikada o'rganiladigah 
asosiy tushuncha. Ko'pgina masalalar funksiyani hisoblash 
(berilgan nuqtadagi qiymatini topish) bilan bog‘liq. Funksiyaning 
murakkab bo‘lishi bunday hisoblashlarda katta qiyinchiliklar 
tug‘diradi. Natijada funksiyani sodda va hisoblashga qulay bolgan 
funksiya bilan taqribiy ifodalash zaruriyati paydo boiadi.

Odatda taqribiy ifodalovchi funksiya sifatida butun ratsional 
funksiya-ko‘phad olinadi.

Funksiyalarning darajali qatorlarga yoyilmasidan foyda
lanib, ularning qiymatlarini taqribiy ifodalovchi formulalarni hosil 
qilish mumkin.

Biz yuqorida / (.v ) funksiya maium shartlarni

qanoatlantirganda uni darajali qatorga yoyilishini ko‘rdik.
Jumladan,

v ;  w  1! 2 ! n\
(Makloren qatori). Modomiki, n —> со da

/ w = / («  ) + т л + т ^ . . . + ^ . + ф )

da rn (x )  —» 0 bo'lar ekan, unda x = 0 nuqtaning atrofida

, ( x W ( 0  ) + м 1 + т , . , л  <„
V ; V '  1! 2! n !

deyish mumkin. Bu taqribiy formuladan funksiyalarning qiymatla
rini taqribiy hisoblashda foydalaniladi.

(9) formulani
/ (x )  = ex; / ( x )  = s i n x , / ( x )  = c o s x ,

f ( x )  = I n (1 + x ) , f ( x )  = (1 + x)° (a  e  R)
funksiyalarga tatbiq etib topamiz:



, , X х 2 х" е « 1  + — + —  + ... + —
1! 2! п\

sin х *  х -  — х 3 + — х 5 - . . .  + —̂ — - х 2,,+1,
3! 5! ( 2л  + 1)!

, 1 , 1 4  ( “ О" Ь, co sx  »  1------X + —  X - . . .  + -̂ ---- '— X ,
2 ! 4 ! ( 2л) !

(1 + ж)” +
V ' 1! 2! п\

ln(l  + х ) «  х -  —  + - —  — + ... + ( - 1 ) "  1 —  .
V ’ 2 3 4  К ’ п

4-Misol. Ushbu
а  = sin 1

miqdor taqribiy hisoblansin.
Л Agar

s i n x «  x — - x 3 + — x 5 - . . . +  -  ^  x 2"+l 
3! 5! (2и  + 1)!

da x  = 1 deyilsa, unda

■ 1 , 1 1 И ) "sm l * 1 ----- + ------ ... + —*—  
3! 5! (2и  + 1)!

bo‘ladi. Ma’lumki, 1 radian w57°18' .  Keyingi munosabatda ikkita 
had olinadigan bo‘Isa, unda

s i n l » s i n 5 7 ° 1 8 ' * l - — = 1 - - U -  
3!  6 6

bo4 ladi. ►
5-Misol. Ushbu

miqdor hisoblansin.
<  M a’lumki,

a  -  In 1,1
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In (1 + x) : : X-
X X X  / t \«-l x  ----+ ----------- . + _  + /_! )  ----
2 3 4 n

( —1< JC<1).

Bu yerda x  = 0,1 deyilsa,
\2 /л ,\3

t a U . ( U m + m m + .. .+ H r ^ i
2 3 4 K ’ n

bo‘ladi. Agar keyingi taqribiy tenglikning dastlabki uchta hadi 
olinsa, unda

(o,i)2 (o,i)3
In 1,1 *  0,1 -  + ^ - L  * o, 0953 

2 3
bo4 lishini topamiz. ►

6-Misol. Ushbu

dx

integral taqribiy hisoblansin. 
<4 M a’lumki,

, x x~
: 1 -f ---- h ■*—

1! 2 ! W!

Bu munosabatda x  ni —x  ga almashtirib topamiz:
2 4 .6  2/i

_ Л X X / л \ ^e *  « 1 ------ + ------------+ ... + ( - 1 )  ------.
1! 2!  3! v ;  n\

Keyingi munosabatning dastlabki to'rtta hadi olinib, so'tig 

[0,1] bo‘yicha integrallansa, natijada

i i (
j V r dx «  J

2 4 6 Л 
.  X X A | ,
I -------- !-------------dx

1’ 2' 3 ' ,0 V /
'  3 5 7 л 

Л' A' X 
X--------1-------------

3 10 42

1 1 1 1
= 1 —  + ----------- «  0 ,7 4 2 8

0 3 10 42

bo‘ladi.^
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M ashqlar

1. Ushbu
^  5 ‘т Л  ОЛ L, X
2x  H----------1--------- h ... H------------h ...

4jc10 8x15 2" л'5.
3 5 2 n - 1

qator yaqinlashishga tekshiriisin.
2. Ushbu

a ) / ( x )  = sin3x ,  b) / ( jc )  = l n ( l ~ j c 2) ,  d) f ( x )

funksiyalar Teylor qatoriga yoyilsin.
3. Ushbu

qatorning yig‘ indisi topilsin.
4. Ushbu

№
miqdor 0,001 aniqlikda hisoblansin.

5. Ushbu

integral 0,001 aniqlikda hisoblansin.



31-MA’RUZA 

Furye qatorlari baqida dastlabki ma’lumotlar

Faraz qiiaylik, / ( x ) funksiya /? = ( —oo, + qo) da berilgan 

bo‘lsin. Ma’lumki, shunday T e  R \{0j  son topilsaki, V i e i ?  da

/ ( x  + 7 > / ( x )  

tenglik bajarilsa, / ( x)  davriy funksiya, T ^ 0 son esa uning davri 

deyiladi.
Agar T Ф 0 son f ( x )  funksiyaning davri boisa, u holda

kT ( к = ± 1 , ± 2 , . . . )  

sonlar ham shu funksiyaning da vri bo4 ladi.
Agar f ( x )  va g ( x )  davriy funksiyalar boiib , T 0 

ulaming da vri b o isav

/ ( x ) ± g ( x ) ,  f ( x ) - g ( x ) ,  U ( * ) * ° )

funksiyalar ham davriy bo" lib, ularning davri T ga teng bo" ladi.
у = sinx,  у  = co sx  funksiyalar T = 2 n  davrli funksiya 

boigan holda ushbu
<p(x) — a c o s a x  + b s m a x  ( a , b , a -  o4zgarmas, a ^ O )

2 n
funksiya ham davriy funksiya boiib , uning davri T = —  bo4ladi.

a
Haqiqatan ham,

2л: > f 27r) I
" f 2^ l lX 4----- - -  a cos a x ------ + b sin a\ x + —

V & J I. a V a  )_

= a cos ( a x  + 2/r) + b sin ( a x  + 2 /г) = a cos a x  + b sin a x  -<p(x)  

boiadi.
Bu (p(x) = a cos a x  + 6 sin a x  sodda davriy funksiya 

boiib , u garmonika deb ataladi.
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/ (x )c o s r a : ,  / ( x ) s in « x  (я  = 1 , 2 , 3 , . . . )

funksiyalar ham лг, к ] da uzluksiz bo‘ lib, ular [ -л \ ;г ]  da

integrallanuvchi bo‘ladi. Bu integrallami quyidagicha belgilaymiz:

1 Kf f { x ) d x ,  
n  J-n  

1 K
a „ = — j f ( x ) c o s n x d x ,  (л  = 1 , 2 , . . . )  (1) 

я -ж 

1 к
Ъп - — j f (x )s in n xd x .  (и = 1 ,? . ,. ..)  

я -к
Bu sonlardan foydalanib, ushbu 
ci
—  + ^ ( а п c o s nx 4- bn s in nx) (2)
2 ,,=i

qatorni ( uni trigonometrik qator deyiladi) hosil qilamiz.
(2) qator funksional qator boiib , uning har bir hadi 

garmonikadan iborat.

T a ’rif. (2) funksional qator f  (x )  funksiyaning Furye
qatori deyiladi. (1) munosabatlar bilan aniqlangan

, ci\ ,b\,  ̂• • • > cin, bfl, . . .
sonlar Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

Demak, berilgan / ( л ) funksiyaning Furye

koeffitsiyentlari shu funksiyaga bogiiq  bo iib , (2) formulalar 
yordamida aniqlanadi, qator esa quyidagicha:

ci 00
/  ( jc) -  —  + (an cos nx 4- bn sin nx) .

2 n=\
belgilanadi.

1-niisol. Ushbu /(■*) -  e°x (~ n  ^ x < n  ,a  Ф 0 ) 
funksiyaning Furye qatori topilsin.

Aytaylik, / ( * )  funksiya [—я , я ]  da uzluksiz bo‘lsin.
Unda
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<  (1) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning 
Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

1 ' f ^  . 1 / ^  „ ч  2
— f eaxdx = -----( еак- e  а7Г) = —  shan,
n  a n v a nn

I
n
1 я

an - — Г eax cos nxdx =
rr J

a n

1 oc cos nx + n sin nx ax. - Q
л  a  + n

= ( - 1 ) " - ------~a~ ; shan  (n = 1 , 2 , . . . ) ,
n a  + n~

1 a  sin nx — n cos nx1 "
b = — I e ax sin nxdx = ■ - , 2
" к J. к a" + n~

n a +n
Demak,

f ( x )  = eax

funksiyaning Furye qatori
a 00

f ( x )  = eax------ + ^  (tf„ cos nx + bn sin nx) =
2 у,—i

Ish a n
n

i a  ( ~ i r  ( • ^- + У . —2—— { a w s n x - n s m n x )
2 a  ^  a 2 + n2 

boiadi. ►
Aytaylik, / ( x )  funksiya [-л\/г] da berilgan juft funksiya 

bo‘lsin: / { - x )  = f ( x ) . U holda

/ (x )-co sra r ju ft, f ( x ) - s i n n x  toq (и = 1 ,2 ,3 ,...)

funksiya boiadi.
(1) formulalardan foydalanib, f { x )  funksiyaning Furye

koeffitsiyentlarini topamiz:
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ап J / (х) cos nxdx = — J / ( x )  cos аш/х + J /  (х) COS /шйс
-л г  ^  _ - п

/Т /Г

|/ (х) cos nxdx н-1/ (х) cos nxdx
о о

— [/(x)cosnxdbr (л = 0,1,2, . . . ) .

71

2 ;- 

;г

Л’

л | 0 л
J / W  sin nxdx = — J / (  л ) sin nxdx + j"/ (,v) sin nxc/x

Л- n
-in  x) sin nxdx + J /  (x) sin nxdx

о 0

Demak, juft / ( x )  funksiyaning Furye koeffitsiyentlari

2 *
дя = — J /(x )cos ;m/x  (я = 0 ,1 ,2 , . . . )

bn = 0 (/i = l , 2 , . . . )

boiib , Furye qatori

«=i
boiadi.

Aytaylik, , /(x)  funksiya [—я-, л-] da berilgan toq funksiya

boisin:

/ ( - x )  = - / ( * ) .  Uholda

/ ( x ) c o s n x  toq, / ( x ) - s i n n x  juft (и = 1 ,2 ,3 ,...)  

funksiya boiadi.

(1) formulalardan foydalanib, / ( x )  funksiyaning Furye 

koeffitsiyentlarini topamiz:
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1 1 
ап -  — J /  (х ) cos nxdx = — J /  (x)cos nxdx + J"/ (x) cos nxdx

Я — /Т к _ - т  о

= —[ -  f / ( x )  cos nxdx + / (x)  cos nxdx J  = 0 (« = 0 , 1 , 2 , . . . )  
n 0

J  Л- i  0 я -

bn = — J /  (x } sin nxdx = — J/(x)simmiv' + J/(x)sin/m/x

[ /  ( x) sin nxdx (n =1,2, ...).

Demak, toq ,/ (x )  funksiyaning Furye koeffitsiyentlari 

a n = 0 ,  (и = 0 , 1 , 2 ,  . . . ) ,
 ̂ *

bn = — I /  (x) sin /m/x, (л ~ 1,2,  ...) 
к  y0

boiib , Furye qatori

f ( x ) ~ H b"sin/u
/j=i

boiadi.
2-misol. Ushbu

f  (x) = xJ (~tt < x < /г)
juft funksiyaning Fwye qatori topilsin.

<  Avvalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini
topamiz:

о
-я~,| x 1 dx 

" л- J 3yi 0 ^

2 *r , 2 , sin nx
a = — |x‘ cos nxdx -  —xil IТГ J rrn  n о nn  о

П

Jxsin nxdx

A_

ЛП

xcos nx

0 n 0
fcoswxJx = ( - 1 ) " -—j- {n -  1,2,  . . .)
J
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r i  \ 2 Я / t\n COSnXf ( x )  = x  ~ — + 4 ] T ( - l )  — - t -
 ̂ /i = l И

boiadi. ►
3-misoL Ushbu

f ( x )  = x  ( - / r  < x < 7t)
toq funksiyaning Furye qatori topilsin.

Demak, . / ( x )  = x2 funksiyaning Furye qatori

^Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblay-
miz:

bn = — fx sin nxdx ~ —
TC n̂

xcos nx 1
Jcos nxdxn

2 (- l)
/7 - 1

Demak, / ( x )  = x funksiyaning Furye qatori

/  ( x ) ~ V  ( - 1 — sin nx 
я=1 n

bo‘ladi.^

Faraz qilaylik, / ( x ) funksiya \~P’>P\ ( />>0)  

segmentda uzluksiz bo‘lsin. Ma’lumki, ushbu
7Z

t = — X 
p

almashtirish \~p,p\ oraliqni [-тг ,я -] ga o‘tkazadi, ya’ni x

o‘zgaruvchi \~p,p\ da o ‘zgarganda t o'zgaruvchi [ -/ г ,,t]  da 

o‘zgaradi. Endi

f { x ) = . f [ — t\ = <p{t)- 
\ k  )

deymiz. Unda (p{t) funksiya oraliqda berilgan uzluksiz

funksiya boiadi. Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
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а = — i (р(Acosntdt, (п  = 0 , 1 , 2 ,  . . . )
п -*

1 ЖЪ = — $(p(t)sinntdt (и = 1 , 2 , . . . )  
л -*

ni topib, Furye qatorini yozamiz: 
ci 00

^ ( 0 ~ " т + Х ( а » cos n t + ^ sin w/) ■

Modomiki,
2 Л=1

71
t = — X

ekan, unda 

<P
r \ n

— X
У

- + x  2 /1 = 1

n  U ■ 71 Лa  COS и — X +  о  sin и — X
v ” Р Р у

bo‘lib, uning koeffitsiyentlari

а..
л Р (  Л

— х c o s n — xdx, (п  = 0 , 1 , 2  . . . )
Р - р  \ У  У

ЬЛ= — j V j — х sin я — xdx .  (я = 1 , 2 . . . )
Р Р \ Р  )

bo‘ladi. Natijada [ - р , р ]  da berilgan / ( х )  funksiyaning Furye 

qatorini quyidagicha

/;=!

/ A ЯЛ"Х , . пжх 
an co s ------ + bn sm -------

P P
bo‘lishini topamiz, bunda

* „ = - J . / M  p  JI  - p

1

cos — dx (n = 0 , 1 , 2 . . . )
P

П71

p
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4-misol. Ushbu
f ( x )  = ex ( ~ 1 < * < 1 )  

funksiyaning Furye qatori topilsin.
<  Yuqoridagi formulalardan foydalanib, f { x ) ~ e x 

funksiyaning Furye koeffitsiyentilarini topamiz:

1 1 пк sin пкх -  cos пкх
a0 = je'dx = e - e  an = jV  cosnnxdx-

1+ И Т

я e - e  1
= ------—— (e cos nit — e ' cosim) = ( -1 )”------—т (« = 1,2,  . . .) ,

\ + П~К~ V ’ 1 + n~7t~

V v , sin пях — ПЯ COS ПЯХ ,
D,: -  e  COS плхах  = ---------------- :—:----------C

_J, 1 + f l V

= -----\ —г (е п л cosпл + пяе^ cosпл) =
1 + n я  ’

l)  / -| \ / ŷ'+l С в г _ \
= — -■■■■■: (e - e  = ( - 1 )  -------г т  («  = 1 , 2 , . . . )

1 + n я  V ’ V ;  1 + n я  V '
Demak,

/ ( x) = e x ( - l < x < l )  

funksiyaning Furye qatori

e -e~ ]
+ ( е - е - ' ) ± (“ 'Г  (“ ОCOS П Я  +  — ------ — г  П Л  sill П КХ

1 +  П 27Г2 1 +  n 27 t22
boiadi. ►

Aytaylik, /(jc)funksiya [a,b]  da berilgan boisin. [#,&] 

segment ak nuqtalar yordamida boiaklarga ajratilgan. 

(a0 = a 9 an = b) .

Agar har bir (ak ,ak+l) (k  = 0 , l , 2 , . . , , n - l )  da / ( * )  

funksiya differensiallanuvchi boiib , x = ak nuqtalarda chekli o‘ng 

f { ak + 0 )  (& = 0 , 1 , 2 , . . . , и -  l ) ,

va chap
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f ' ( a k - 0)  (к = 0 , 1 , 2 , - . . , n)

hosilalarga ega bo'Isa, /'(.v) funksiya [a,£>] da boMakll

differensiallanuvchi deyiladi.
Endi Furye qatorining yaqinlashuvchi bo4lishi haqidi^ 

teoremani isbotsiz keltiramiz.
Teorema. 2 n  davrli / ( x )  funksiya [--/г,/г] oraliq

bo laklt-differensiallanuvchi boisa, и holda bu funksiyaning Furyi 
qatori

ci 00
f  ( x ) -----~ + co sb r + ^  sin Ax)

2 *=l

/г] da yaqinlashuvchi boiib, uning yig'indisi 

f ( x  + 0) + f ( x - 0 )
2

ga teng ho ‘ladi.
5-misol. Ushbu

/ ( x )  = cosaA' (-Л" < A' < к  , а  Ф n e  Z )

funksiyaning Furye qatori topilsin va и yaqinlashishga tekshiriisin.
4  Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz, 

Qaralayotgan funksiya juft bo‘lgani uchun

bH= 0 (n = 1 , 2 , 3 , . . . )

boiib ,
1 71 71 

jcosca' cos/txaLv = j] cos (a -  n ) x cos (a + n) x J dx =
*  0 

sin art 
n (- 1)"

1 1
----------- j-----------

a 4- n a ~n
bo'ladi. Demak,

/( * ) ■
sin ал-

71

1
- 4- 1 Н У

< 1 1
------4-------- cos nx

a ~ ' \a + n a~ n  

Agar / (x )  = cosax  funksiya teoremaning shartlarini 

bajarishini e’tiborga olsak, unda
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cos ax = 

bo'lishini topamiz. ►

-------- 1-------- cos nx
\a+ n a - n )

M ashqlar

1. Ushbu

/ ( x )  = 2 s i n ( 2 x  + 2)

garmonikaning grafigi topilsin.
2. Ushbu

/  ( jc) = jjc| ( - я < х < л )
funksiyaning Furye qatori topilsin.

" 3. Ushbu
, 4 \-x  , agar - n < x <  0 bo ‘lsa, 

f ( x )  = ]
[ 0 ,  agar 0 < x < n  b o ‘lsa

funksiyaning Furye qatori topilsin va u yaqinlashishga tekshiriisin. 
4. Ushbu

funksiyaning Furye qatori topilsin va u yaqinlashishga tekshiriisin.
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