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Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà çàðîäèëàñü â XVII âåêå êàê íàóêà, èçó÷àþùàÿ
ïðåäìåò òðàäèöèîííîé ëîãèêè, ò. å. ñâîéñòâà ïðîöåññîâ óìîçàêëþ÷åíèÿ,
ðàññóæäåíèÿ è ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.
Ïîñòåïåííî ñôåðà èíòåðåñîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ðàñøèðÿëàñü. Â ÷àñò-
íîñòè, îíà ñòàëà ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè, ñòðóê-
òóðû è ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ è ñàìèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
òåîðèé.

Òåîðèÿ àëãîðèòìîâ èçó÷àåò îáùèå ñâîéñòâà è çàêîíîìåðíîñòè àëãîðèò-
ìîâ. Ñòàíîâëåíèå ýòîé íàóêè â íà÷àëå XX âåêà íà÷àëîñü ñ âûðàáîòêè ìà-
òåìàòè÷åñêè ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìà.

Îñîáîå çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ íåé òåî-
ðèÿ àëãîðèòìîâ ïðèîáðåëè â XX âåêå â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ýëåêòðîííî-
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Ìåòîäû ýòèõ òåîðèé èñïîëüçóþòñÿ êàê ïðè ôè-
çè÷åñêîì ñîçäàíèè è êîíñòðóèðîâàíèè êîìïüþòåðîâ è äðóãèõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ è îáðàáàòûâàþùèõ èíôîðìàöèþ óñòðîéñòâ, òàê è ïðè ðàçðàáîòêå
è ñîçäàíèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî îñâîåíèÿ
ñòóäåíòàìè îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåîðèè àëãîðèòìîâ. Cîñòàâèòå-
ëè ñòàðàëèñü ïðåäñòàâèòü ìàòåðèàë äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî, ïðèäàâàÿ îñîáîå
çíà÷åíèå ïðîñòîòå è ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ. Â òåêñòå ïðèâåäåíî è ðàçîáðàíî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ââîäèìûå ïîíÿòèÿ è ìå-
òîäû. Â êîíöå êàæäîãî ðàçäåëà ïðèâåäåí äîâîëüíî îáøèðíûé ñïèñîê çàäà-
íèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. ×àñòü ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ çàèìñòâî-
âàíà èç ó÷åáíèêîâ, ïðèâåäåííûõ â áèáëèîãðàôè÷åñêîì ñïèñêå. Íåêîòîðûå
èç íèõ ïåðåðàáîòàíû. Âñåãî ðàññìîòðåíî 130 çàäà÷. Ðàáîòà íàä íèìè ïîçâî-
ëèò ëó÷øå îñâîèòü è çàêðåïèòü ïðîéäåííûé ìàòåðèàë. Äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
áîëüøèíñòâî çàäà÷ ñíàáæåíû îòâåòàìè, à ÷àñòü èç íèõ è ðåøåíèÿìè.

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ. Ïåðâàÿ ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãè-
êå, âòîðàÿ � òåîðèè àëãîðèòìîâ. Ïîñîáèå íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó èçëî-
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æåíèÿ. Â íåãî íå âîøëè òàêèå ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ òåìû, êàê ÿçûêè è
ãðàììàòèêè, ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè, êîíå÷íûå àâòîìàòû, ñëîæíîñòü àëãî-
ðèòìîâ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû, âñòðå÷à-
þùèåñÿ â òåêñòå, ïðèâîäÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ. Ñ ýòèìè è äðóãèìè âîïðî-
ñàìè ìîæíî ïîäðîáíî îçíàêîìèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ëèòåðàòóðû, óêàçàííîé â
êîíöå ïîñîáèÿ â áèáëèîãðàôè÷åñêîì ñïèñêå.

Ïîñëåäíèé ðàçäåë 1.13 ïåðâîé ãëàâû íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð.
Â íåì ïðèâåäåíî íåñêîëüêî çàíèìàòåëüíûõ ëîãè÷åñêèõ çàäà÷. Îíè âíîñÿò
íåêîòîðîå ðàçíîîáðàçèå â äîñòàòî÷íî ñòðîãèé ñòèëü èçëîæåíèÿ ìàòåðèà-
ëà, ïîçâîëÿþò âçãëÿíóòü íà èçó÷àåìûé ïðåäìåò ñ ¾æèâîé¿ ñòîðîíû. Ðå-
øàòü ýòè çàäà÷è ìîæíî îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà âíóòðåííå ïðèñóùåé íàøå-
ìó ìûøëåíèþ ëîãèêå. Íî âñå-òàêè ðåêîìåíäóåòñÿ, äëÿ ëó÷øåãî îñâîåíèÿ
ìàòåðèàëà, ïðèìåíÿòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûé ðàíåå àïïàðàò ìà-
òåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.

Â ïîñîáèè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ: ËÂ � ëîãèêà âûñêàçûâà-
íèé; ËÏ � ëîãèêà ïðåäèêàòîâ.

Ñîñòàâèòåëè áóäóò ïðèçíàòåëüíû çà ïîæåëàíèÿ è çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå
ìîæíî íàïðàâëÿòü ïî àäðåñó: 167982, ã. Ñûêòûâêàð, óë. Ëåíèíà, 39, Ñûê-
òûâêàðñêèé ëåñíîé èíñòèòóò, êàôåäðà âûñøåé ìàòåìàòèêè; ýëåêòðîííûé
àäðåñ: de�mov@dm.komisc.ru.
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Ãëàâà 1

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà

1.1. Âûñêàçûâàíèÿ. Ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè

Ïîä âûñêàçûâàíèåì ïîíèìàåòñÿ òàêîå óòâåðæäåíèå (ïðåäëîæåíèå), êî-
òîðîå îäíîçíà÷íî ÿâëÿåòñÿ ëèáî èñòèííûì, ëèáî ëîæíûì. Êîíêðåòíûå âû-
ñêàçûâàíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè A,B,C, . . . èëè
òåìè æå áóêâàìè ñ èíäåêñîì âíèçó.

Ïðèìåð 1.1 (âûñêàçûâàíèé).
A1: Çåìëÿ � ñàìàÿ áëèçêàÿ ïëàíåòà ê Ñîëíöó;
A2: Ñûêòûâêàð îñíîâàí â 1780 ãîäó;
A3: Êðîêîäèë � ìëåêîïèòàþùåå;
A4: Ïëîùàäü êðóãà ðàäèóñà r ðàâíà πr

2;
A5: ln 1 = 10;
A6: Ïî äàííûì ïåðåïèñè 2010 ã., â Ðåñïóáëèêå Êîìè ïðîæèâàåò 950 òûñ.

÷åëîâåê;
A7: À. Ï. ×åõîâ � àâòîð ðîìàíà ¾Âîéíà è ìèð¿.
Ïðèìåð 1.2 (óòâåðæäåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ âûñêàçûâàíèÿìè).
1) ¾Â Ëåñíîì èíñòèòóòå ó÷èòüñÿ òÿæåëî¿ � íå âûñêàçûâàíèå, ò. ê. íåëü-

çÿ ñêàçàòü òî÷íî èñòèííî îíî èëè ëîæíî (îòâåò ñóáúåêòèâåí).
2) ¾sinx = 1¿ � íå âûñêàçûâàíèå, ò. ê. íå ÿñíî î êàêîì x èäåò ðå÷ü.
Â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: äëÿ çíà÷åíèÿ ¾èñòèí-

íî¿ � 1, È, t (îò àíãë. true � èñòèííûé), è äëÿ çíà÷åíèÿ ¾ëîæíî¿ � 0,
Ë, f (îò àíãë. false � ëîæíûé). Ýòè çíà÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè
èñòèííîñòè. Â äàííîì ïîñîáèè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè
1 è 0. Åñëè âûñêàçûâàíèå A ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì (ëîæíûì), òî êðàòêî ýòî
áóäåì îáîçíà÷àòü êàê A = 1 (A = 0).
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Èç îäíèõ âûñêàçûâàíèé ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé (ëîãè÷å-
ñêèõ ñâÿçîê) ìîæíî ñòðîèòü äðóãèå âûñêàçûâàíèÿ. Ñóùåñòâóþò 5 îñíîâ-
íûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé. Âñå îíè ïðèçâàíû îòðàçèòü îñíîâíûå îáîðîòû
åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, èñïîëüçóåìûå ÷åëîâåêîì â ðàññóæäåíèè, óìîçàêëþ-
÷åíèè.Îòðèöàíèåì âûñêàçûâàíèÿ A íàçûâàåòñÿ íîâîå âûñêàçûâàíèå ¬A
(èëè Ā), êîòîðîå èñòèííî, åñëè âûñêàçûâàíèå A ëîæíî, è ëîæíî, åñëè A
èñòèííî. Ýòà îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòîì ñîþçà ¾íå¿ èëè ôðàçû ¾íå
âåðíî, ÷òî¿. Êîíúþíêöèåé äâóõ âûñêàçûâàíèé A è B íàçûâàåòñÿ íîâîå
âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç A∧B èëè A&B, êîòîðîå èñòèííî ëèøü
â ñëó÷àå, êîãäà èñòèííû îáà èñõîäíûõ âûñêàçûâàíèÿ A è B, è ëîæíî âî
âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ýòà îïåðàöèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè õîðîøî îò-
ðàæàåò ñìûñë ñîþçà ¾è¿, ïîýòîìó âûñêàçûâàíèÿ A ∧ B, A&B ÷èòàþòñÿ
êàê ¾A è B¿. Äèçúþíêöèåé äâóõ âûñêàçûâàíèé A è B íàçûâàåòñÿ íîâîå
âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç A ∨B, êîòîðîå èñòèííî â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà õîòÿ áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé A èëè B èñòèííî, è ëîæíî â åäèí-
ñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà îáà âûñêàçûâàíèÿ A è B ëîæíû. Ýòà îïåðàöèÿ ïî
ñìûñëó ñîîòâåòñòâóåò ñîþçó ¾èëè¿, ïîýòîìó âûñêàçûâàíèå A ∨ B ÷èòàåò-
ñÿ êàê ¾A èëè B¿. Èìïëèêàöèåé äâóõ âûñêàçûâàíèé A è B íàçûâàåòñÿ
íîâîå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç A → B, êîòîðîå ëîæíî â åäèí-
ñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà âûñêàçûâàíèå A èñòèííî, à B ëîæíî, à âî âñåõ
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èñòèííî. Ýòî ñâÿçêà ïðèçâàíà îòðàçèòü ñìûñë òàêèõ
îáîðîòîâ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, êàê ¾èç A ñëåäóåò B¿, ¾A âëå÷åò B¿ èëè
¾åñëè A, òî B¿. Ýêâèâàëåíòíîñòüþ äâóõ âûñêàçûâàíèé A è B íàçû-
âàåòñÿ íîâîå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç A ↔ B, êîòîðîå èñòèííî
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíîâðåìåííî îáà âûñêàçûâàíèÿ A è B
ëèáî èñòèííû, ëèáî ëîæíû, à âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ëîæíî. Ýòà ñâÿç-
êà ïðèçâàíà îòðàçèòü ñìûñë ñëåäóþùèõ îáîðîòîâ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà: ¾A
ýêâèâàëåíòíî B¿, ¾A íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ B¿ èëè ¾A òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà B¿. Äåéñòâèå ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé óäîáíî çàïèñàòü â
âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû èñòèííîñòè:

A B ¬A A ∧B A ∨B A→ B A↔ B
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Êàê è â àëãåáðå, ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêîáîê
(ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè â ñêîáêàõ). Íàïðèìåð, (A1 ∧ A2) ∨ A4 è
A1 ∧ (A2 ∨A4) � äâà ðàçëè÷íûõ âûñêàçûâàíèÿ, ïåðâîå èç íèõ èñòèííî, à
âòîðîå ëîæíî.
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Ïðèìåð 1.3. ¬A3: ¾Íå âåðíî, ÷òî êðîêîäèë � ìëåêîïèòàþùåå¿ èëè, áî-
ëåå ïðèâû÷íî, ¬A3: ¾Êðîêîäèë � íå ìëåêîïèòàþùåå¿. A2∧A7: ¾Ñûêòûâêàð
îñíîâàí â 1780 ãîäó è À. Ï. ×åõîâ � àâòîð ðîìàíà ¾Âîéíà è ìèð¿¿. A4∨A5:
¾Ïëîùàäü êðóãà ðàäèóñà r ðàâíà πr2 èëè ln 1 = 10¿.

Ïðèìåð 1.4. Äàíû âûñêàçûâàíèÿ: ¾Åñëè â ïàðàëëåëîãðàììå íå âñå óãëû
ïðÿìûå èëè íå âñå ñòîðîíû ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì íå
ïðÿìîóãîëüíèê è íå ðîìá¿ è ¾Ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íåãî âñå óãëû ïðÿìûå¿. Ðàçáåéòå èõ íà áîëåå
ïðîñòûå ñîñòàâëÿþùèå è, ââîäÿ äëÿ íèõ áóêâåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ñ ïîìî-
ùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé çàïèøèòå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ â ñèìâîëüíîì
âèäå.

Ðåøåíèå. Ðàçîáúåì èñõîäíîå âûñêàçûâàíèå íà ñëåäóþùèå ïðîñòåéøèå:
A: ¾Â ïàðàëëåëîãðàììå âñå óãëû ïðÿìûå¿, B: ¾Â ïàðàëëåëîãðàììå âñå ñòî-
ðîíû ðàâíû ìåæäó ñîáîé¿, C: ¾Ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì � ïðÿìîóãîëüíèê¿,
D: ¾Ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì � ðîìá¿. Òîãäà äàííûå âûñêàçûâàíèÿ ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå: (¬A ∨ ¬B)→ (¬C ∧ ¬D) è C ↔ A.

Ïðèìåð 1.5. Èç òðåõ äàííûõ âûñêàçûâàíèé A,B,C ñ ïîìîùüþ ëîãè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé ïîñòðîéòå òàêîå ñîñòàâíîå âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå áûëî áû
ëîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ ëèáî èñòèííû, ëèáî
ëîæíû.

Ðåøåíèå. Èñêîìîå âûñêàçûâàíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå M ∧N , ãäå
âûñêàçûâàíèå M ëîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà A, B è C ëîæíû, à N
ëîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âñå òðè èñõîäíûõ âûñêàçûâàíèÿ èñòèííû. Â
êà÷åñòâå M ìîæíî âçÿòü A∨B ∨C, à â êà÷åñòâå N � ¬A∨¬B ∨¬C. Òàêèì
îáðàçîì, èñêîìîå âûñêàçûâàíèå èìååò âèä: (A ∨B ∨C) ∧ (¬A ∨ ¬B ∨ ¬C).

Ïðèìåð 1.6. Èçâåñòíî, ÷òî âûñêàçûâàíèÿ (A∨B)→ A è A→ B èñòèííû.
Îïðåäåëèòü îòñþäà ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèÿ âûñêàçûâàíèÿ ¬A↔ ¬B.

Ðåøåíèå. Èç òîãî, ÷òî ((A ∨ B) → A) = 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî íåâîçìîæíà
ñèòóàöèÿ, êîãäà A = 0, à B = 1. Èç òîãî, ÷òî (A → B) = 1, ñëåäóåò, ÷òî
íåâîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà A = 1, à B = 0. Çíà÷èò, A è B îäíîâðåìåííî
èëè èñòèííû, èëè ëîæíû. Ñëåäîâàòåëüíî, (¬A↔ ¬B) = 1.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè?

à) Ýâåðåñò � ñàìàÿ âûñîêàÿ ãîðà íà Çåìëå;

á) Äåïóòàò Ãîñóäàðñòâåííîé Äóìû;

â) (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a è b;
ã) Çåìëÿ � ñàìàÿ áîëüøàÿ ïëàíåòà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû;
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ä) sin 7 + cos 3;

å) Ëó÷øåå âðåìÿ ãîäà � ëåòî;

æ) Ïàðèæ � ñàìûé ðîìàíòè÷íûé ãîðîä;

ç) Â ìîëåêóëó âîäû âõîäÿò àòîìû óãëåðîäà;

è) Êíèãè Õýìèíãóýÿ î÷åíü óâëåêàòåëüíû;

ê) ×èñëî 15543548657 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

2. Óñòàíîâèòå, êàêèå èç âûñêàçûâàíèé â ñëåäóþùèõ ïàðàõ ÿâëÿþòñÿ îò-
ðèöàíèÿìè äðóã äðóãà è êàêèå íåò:

à) ¾7 < 3¿, ¾3 < 7¿;

á) ¾5 < 9¿, ¾5 ≥ 9¿;

â) ¾Òðåóãîëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé¿, ¾Òðåóãîëüíèê ABC îñòðî-
óãîëüíûé¿;

ã) ¾Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ÷åòíî¿, ¾Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íå÷åòíî¿;

ä) ¾Ôóíêöèÿ f âîçðàñòàþùàÿ¿, ¾Ôóíêöèÿ f óáûâàþùàÿ¿.

3. Ñëåäóþùèå ñîñòàâíûå âûñêàçûâàíèÿ ðàçáåéòå íà ïðîñòûå è çàïèøèòå
ñèìâîëè÷åñêè, ââåäÿ áóêâåííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòûõ èõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ:

à) Åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 2 è íå äåëèòñÿ íà 3, òî îíî íå äåëèòñÿ íà 6.

á) Ïðîèçâåäåíèå òðåõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
õîòÿ áû îäíî èç íèõ ðàâíî íóëþ.

â) Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà êàæäîé èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñ-
êîñòåé, òî îíà ïàðàëëåëüíà è ëèíèè èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

ã) Åñëè êàêèå-ëèáî äâà èç òðåõ âåêòîðîâ a, b, c êîëëèíåàðíû, òî èõ
ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ [a × b] ⋅ c = 0.

ä) Ëîãàðèôì ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îñ-
íîâàíèå ëîãàðèôìà è ëîãàðèôìèðóåìîå ÷èñëî áóäóò áîëüøå 1 èëè
åñëè îñíîâàíèå ëîãàðèôìà è ëîãàðèôìèðóåìîå ÷èñëî áóäóò çàêëþ÷å-
íû ìåæäó 0 è 1.

å) Åñëè â ïàðàëëåëîãðàììå íå âñå óãëû ïðÿìûå èëè íå âñå ñòîðîíû
ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì íå ïðÿìîóãîëüíèê èëè
íå ðîìá.

æ) Åñëè â òðåóãîëüíèêå ëþáàÿ åãî ìåäèàíà íå ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé è
áèññåêòðèñîé, òî ýòîò òðåóãîëüíèê íå ðàâíîáåäðåííûé è íå ðàâíîñòî-
ðîííèé.
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4. Èç òðåõ äàííûõ âûñêàçûâàíèé A,B,C ïîñòðîéòå òàêîå ñîñòàâíîå âû-
ñêàçûâàíèå, êîòîðîå:

a) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ
èñòèííû;

á) ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ ëîæ-
íû;

â) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ
ëîæíû;

ã) ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ èñ-
òèííû;

ä) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííû âûñêàçûâàíèÿ A è
B;

å) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ ëèáî
èñòèííû, ëèáî ëîæíû;

æ) ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîæíî ëèøü âûñêàçûâàíèå C.

5. Îïðåäåëèòå ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî âûñêàçûâàíèÿ, èñõîäÿ èç
ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé âñåõ ïðåäûäóùèõ âûñêàçûâàíèé:

à) (A→ B) = 1, (A↔ B) = 0, (B → A) =?;

á) (A ∧B) = 0, (A→ B) = 1, (B → ¬A) =?;

â) (A↔ B) = 0, (A→ B) = 1, ((¬A→ B)↔ A) =?;

ã) (A ∨B) = 1, (A→ B) = 1, (¬B → A) =?;

ä) (A ∧B) = 0, (A ∨B) = 1, (A→ B) = 1, (B → A) =?;

å) ((A ∨B)→ A) = 1, (A→ B) = 1, (¬A↔ ¬B) =?;

æ) (A ∧B) = 0, (A↔ B) = 0, (A→ B) = 1, A =?;

ç) (A→ (B ↔ A)) = 0, (A→ B) =?.

1.2. Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Òàâòîëî-

ãèè

Ïðîïîçèöèîííûìè ïåðåìåííûìèíàçûâàþòñÿ ïåðåìåííûå, âìåñòî êî-
òîðûõ ìîæíî ïîäñòàâëÿòü ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå âûñêàçûâàíèÿ. Ïðîïîçè-
öèîííûå ïåðåìåííûå îáîçíà÷àþòñÿ îáû÷íî ïîñëåäíèìè áîëüøèìè áóêâàìè
ëàòèíñêîãî àëôàâèòà P , Q, R, S, X, Y , Z èëè òàêèìè æå áóêâàìè ñ èíäåê-
ñîì âíèçó. Èç ïðîïîçèöèîííûõ ïåðåìåííûõ, çíàêîâ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé
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è ñêîáîê ìîæíî ñîñòàâëÿòü ðàçëè÷íûå âûðàæåíèÿ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ
íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè. À èìåííî èìååò ìåñòî ñëåäóùåå èíäóêòèâíîå
îïðåäåëåíèå.

1) Êàæäàÿ îòäåëüíî âçÿòàÿ ïðîïîçèöèîííàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé;

2) Åñëè F1 è F2 � ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, òî âûðàæåíèÿ ¬F1,
(F1 ∧ F2), (F1 ∨ F2), (F1 → F2), (F1 ↔ F2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
ëîãèêè âûñêàçûâàíèé;

3) Íèêàêèõ äðóãèõ ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, êðîìå óêàçàííûõ â
ï. 1, 2, íåò.

Äàëåå ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ôîðìó-
ëàìè.

Ïðèìåð 1.7 (ôîðìóë). (¬P ∧Q), ((X → Z) ∧ (Y ∨Z)), ((X → Y )→ Y ).
Ïðèìåð 1.8 (íå ôîðìóë). ((XY ) → Z) � ìåæäó ïåðåìåííûìè X è Y

íåò ëîãè÷åñêîé ñâÿçêè; (P ∧Q ∨R) � íå õâàòàåò ïàðû ñêîáîê.
Ôîðìóëû, îáðàçîâàííûå èç ïðîïîçèöèîííûõ ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xn,

îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç F (X1, . . . ,Xn) èëè äëÿ êðàòêîñòè ïðîñòî ÷åðåç F (X).
Åñëè â ôîðìóëå F (X) âìåñòî ïðîïîçèöèîííûõ ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xn

ïîäñòàâèòü êîíêðåòíûå âûñêàçûâàíèÿ A1, . . . An, òî ïîëó÷àåòñÿ íåêîòî-
ðîå ñîñòàâíîå âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç F (A1, . . . ,An) èëè
ïðîñòî ÷åðåç F (A). Äëÿ ôîðìóë, òàê æå êàê äëÿ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé,
ìîæíî ñîñòàâëÿòü òàáëèöû èñòèííîñòè.

Ïðèìåð 1.9. Ñîñòàâèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîðìóëû (X → Y ) ∨
(Y →X) (äëÿ óäîáñòâà âíåøíèå ñêîáêè óáèðàåì).

Ðåøåíèå. Èñêîìàÿ òàáëèöà èñòèííîñòè èìååò âèä:

X Y X → Y Y →X (X → Y ) ∨ (Y →X)
0 0 1 1 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 1

Â ñòîëáöû X, Y çàïèñûâàåì âñåâîçìîæíûå êîìáèíàöèè ëîãè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé ïðîïîçèöèîííûõ ïåðåìåííûõ X è Y . Â ñòîëáöàõ X → Y , Y →X, ïîëü-
çóÿñü òàáëèöåé èñòèííîñòè äëÿ èìïëèêàöèè, çàïèñûâàåì ñîîòâåòñòâóþùèå
ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äàííûõ ïîäôîðìóë. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå, ïîëüçóÿñü
îïðåäåëåíèåì äèçúþíêöèè, çàïèñûâàåì îêîí÷àòåëüíîå ëîãè÷åñêîå çíà÷å-
íèå äëÿ âñåé ôîðìóëû.

Ïðèìåð 1.10. Ñîñòàâèòü òàáëèöó èñòèííîñòè ôîðìóëû (P ∧Q) → (P →
¬R).
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Ðåøåíèå. Â ýòîé ôîðìóëå 3 ïðîïîçèöèîííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó òàá-
ëèöà èñòèííîñòè áóäåò ñîäåðæàòü 23 = 8 ñòðîê:

P Q R P ∧Q ¬R P ↔ ¬R (P ∧Q)→ (P ↔ ¬R)
0 0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0

Îñîáîå ìåñòî ñðåäè ôîðìóë çàíèìàþò òàâòîëîãèè, ò. å. ôîðìóëû,
êîòîðûå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ èñ-
òèííûìè âûñêàçûâàíèÿìè. Íà ÿçûêå òàáëèö èñòèííîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
â ïîñëåäíåì èòîãîâîì ñòîëáöå òàáëèöû òàêîé ôîðìóëû ñòîÿò îäíè åäèíè-
öû. Åñëè ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, òî êðàòêî ýòî îáîçíà÷àåòñÿ êàê
⊧ F .

Ïðèìåð 1.11 (òàâòîëîãèé). 1) P ∨ ¬P ; 2) ¬(P ∧ ¬P ); 3) ¬¬P ↔ P .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, äîñòà-

òî÷íî ïîñòðîèòü åå òàáëèöó èñòèííîñòè. Íî â äàííîì ïðèìåðå äîêàçàòåëü-
ñòâà âïîëíå î÷åâèäíû è áåç òàáëèö. Íàïðèìåð, â ïåðâîé ôîðìóëå âûðàæå-
íèÿ P è ¬P èìåþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, îäíî
èç íèõ èñòèííî, çíà÷èò, èñòèííîé áóäåò è èõ äèçúþíêöèÿ. Äàëåå, P èëè ¬P
ëîæíî, ñëåäîâàòåëüíî, P ∧ ¬P ëîæíî, à îòðèöàíèå ¬(P ∧ ¬P ) èñòèííî. Â
òðåòüåé ôîðìóëå ¬¬P è P ëèáî îäíîâðåìåííî èñòèííû, ëèáî îäíîâðåìåííî
ëîæíû, çíà÷èò, ¬¬P ↔ P âñåãäà èñòèííà, ò. å. ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6. Ñîñòàâüòå òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

a) (P → Q)→ ((P → ¬Q)→ ¬P );
á) (P ∧ (Q ∨ ¬P )) ∧ ((¬Q→ P ) ∨Q);
â) P ↔ (Q ∧ (¬P ∨ ¬Q));
ã) ((P ∧ ¬Q) ∨ (¬P ∧Q))↔ (P → Q);
ä) (((P ∨ ¬Q) ∧ (Q ∨R)) ∨ ¬R) ∨Q;
å) ((P ↔ Q) ∧ (Q↔ R))→ (P ∨R);
æ) ¬((¬R → ¬(P → ¬(Q→ R)))→ ¬(P → ¬Q));
ç) ((P → Q) ∧ (R → ¬Q) ∧ (P ∨R))→ R.
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7. Ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè ïðîâåðüòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôîðìóëû
ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè:

à) (P ∧Q)↔ (Q ∧ P ); á) (P ∨Q)↔ (Q ∨ P );
â) ((P ∧Q) ∧R)↔ (P ∧ (Q ∧R)); ã) ((P ∨Q) ∨R)↔ (P ∨ (Q ∨R));
ä) (P ∧ (Q ∨R))↔ ((P ∧Q) ∨ (P ∧R));
å) (P ∨ (Q ∧R))↔ ((P ∨Q) ∧ (P ∨R));
æ) ¬(P ∧Q)↔ (¬P ∨ ¬Q); ç) ¬(P ∨Q)↔ (¬P ∧ ¬Q);
è) (P ↔ Q)↔ ((P → Q) ∧ (Q→ P ));
ê) (P → Q)↔ ¬(P ∧ ¬Q); ë) (P → Q)↔ (¬P ∨Q);
ì) (P ∧ P )↔ P ; í) (P ∨ P )↔ P .

8. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè, íå èñ-
ïîëüçóÿ òàáëèö èñòèííîñòè:

à) (¬P → (Q ∧ ¬Q))→ P ;

á) ((¬P → Q) ∧ (¬P → ¬Q))→ P ;

â) ((P ∧ ¬Q)→ (R ∧ ¬R))→ (P → Q);
ã) ((P → Q) ∧ (R → S))→ ((P ∧R)→ (Q ∧ S));
ä) ((P → Q) ∧ (R → S) ∧ ¬(Q ∨ S))→ ¬(P ∨R);
å) (P1 → (P2 → . . .→ (Pm → G) . . .))↔ ((P1 ∧ P2 ∧ . . . ∧ Pm)→ G).

9. Ïóñòü F , G, H � ôîðìóëû. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) åñëè ⊧ F ∧G, ⊧ F ↔H, òî ⊧ G→H;

á) åñëè ⊧ ¬G ∧ ¬H, ⊧ F ∨G, òî ⊧ ¬F →H;

â) åñëè ⊧ F , ⊧ F ↔ G, ⊧ F ↔H, òî ⊧ G ∧H;
ã) åñëè ⊧ F ↔ G, ⊧ G↔H, òî ⊧ F ↔H;

ä) åñëè ⊧ F ∧G, ⊧ G→ ¬H, òî ⊧ F ∧ ¬H;
å) åñëè ⊧ G→ F , ⊧ (¬F ∧H)↔ G, ⊧H, òî ⊧ ¬G ∧H.

1.3. Ðàâíîñèëüíîñòü ôîðìóë

Ôîðìóëû F1 è F2 íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè èõ ëîãè÷åñêèå çíà-
÷åíèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïðîïîçèöèîííûõ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò. Ïðè
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ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå F1 ≅ F2. Âïîëíå î÷åâèäíî, ÷òî äâå ôîðìó-
ëû F1 è F2 ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F1 ↔ F2

ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé:

F1 ≅ F2 ⇔ ⊧ (F1 ↔ F2). (1.1)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû íå ðàçëè-
÷èìû, ò. å. âûðàæàþò îäíî è òî æå. Ïðèâåäåì äàëåå íàèáîëåå âàæíûå
ðàâíîñèëüíîñòè (áîëüøèíñòâî èç íèõ ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1.1)
è òàâòîëîãèé ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà):

1. (P ∨ ¬P ) ≅ 1 (çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî);

2. (P ∧ ¬P ) ≅ 0 (çàêîí îòðèöàíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ);

3. ¬¬P ≅ P (çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ);

4. (P ∧ P ) ≅ P (èäåìïîòåíòíîñòü êîíúþíêöèè);

5. (P ∨ P ) ≅ P (èäåìïîòåíòíîñòü äèçúþíêöèè);

6. (P ∧Q) ≅ (Q ∧ P ) (êîììóòàòèâíîñòü êîíúþíêöèè);

7. (P ∨Q) ≅ (Q ∨ P ) (êîììóòàòèâíîñòü äèçúþíêöèè);

8. ((P ∧Q) ∧R) ≅ (P ∧ (Q ∧R)) (àññîöèàòèâíîñòü êîíúþíêöèè);

9. ((P ∨Q) ∨R) ≅ (P ∨ (Q ∨R)) (àññîöèàòèâíîñòü äèçúþíêöèè);

10. ((P ∨Q) ∧R) ≅ ((P ∧R) ∨ (Q ∧R)) (1-é çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè);

11. ((P ∧Q) ∨R) ≅ ((P ∨R) ∧ (Q ∨R)) (2-é çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè);

12. ¬(P ∧Q) ≅ (¬P ∨ ¬Q) (1-é çàêîí äå Ìîðãàíà1);

13. ¬(P ∨Q) ≅ (¬P ∧ ¬Q) (2-é çàêîí äå Ìîðãàíà);

14. (P ↔ Q) ≅ ((P → Q) ∧ (Q → P )) (âûðàæåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç
êîíúþíêöèþ è èìïëèêàöèþ);

15. (P → Q) ≅ (¬Q→ ¬P ) (çàêîí êîíòðàïîçèöèè);

16. (P → Q) ≅ (¬P ∨Q) (âûðàæåíèå èìïëèêàöèè ÷åðåç îòðèöàíèå è äèçú-
þíêöèþ);

1Îãàñòåñ äå Ìîðãàí (1806�1871) � øîòëàíäñêèé ìàòåìàòèê è ëîãèê.
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17. (P → Q) ≅ ¬(P ∧ ¬Q) (âûðàæåíèå èìïëèêàöèè ÷åðåç îòðèöàíèå è
êîíúþíêöèþ);

18. (P ∨ 1) ≅ 1 (äèçúþíêöèÿ ñ èñòèíîé);

19. (P ∧ 1) ≅ P (êîíúþíêöèÿ ñ èñòèíîé);

20. (P ∨ 0) ≅ P (äèçúþíêöèÿ ñ ëîæüþ);

21. (P ∧ 0) ≅ 0 (êîíúþíêöèÿ ñ ëîæüþ).

Ïðèìåð 1.12. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå: ¾Åñëè ÷èñëî-

âîé ðÿä
∞
∑
n=1

un � ñõîäèòñÿ, òî lim
n→∞un = 0¿. Åñëè ââåñòè ïðîñòåéøèå âûñêà-

çûâàíèÿ P : ¾ðÿä
∞
∑
n=1

un � ñõîäèòñÿ¿ è Q: ¾ lim
n→∞un = 0¿, òî äàííîå óòâåð-

æäåíèå çàïèøåòñÿ êàê P → Q. Â ñèëó çàêîíà êîíòðàïîçèöèè 15) îíî ðàâ-

íîñèëüíî ¬Q → ¬P , ò. å. óòâåðæäåíèþ: ¾Åñëè lim
n→∞un /= 0, òî ðÿä

∞
∑
n=1

un

� ðàñõîäèòñÿ¿. Óòâåðæäåíèå è åãî êîíòðàïîçèöèÿ èëè îáà îäíîâðåìåííî
èñòèííû, èëè îáà ëîæíû. Íî ÷àñòî áûâàåò, ÷òî äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü
êîíòðàïîçèöèþ ïðîùå, ÷åì äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü ñàìî óòâåðæäåíèå.
Ìåòîä ëîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé ñ ïîìîùüþ êîíòðàïîçèöèè íàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðèìåð 1.13. ×àñòî, îñîáåííî â ìàòåìàòèêå, âñòðå÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ,
â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò ôðàçû ¾íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî¿ èëè ¾òîãäà
è òîëüêî òîãäà¿. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ òåîðåìó: ¾Äëÿ òîãî,
÷òîáû òðè âåêòîðà ëåæàëè â îäíîé ïëîñêîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíÿëîñü íóëþ¿. Âûäåëèì ïðîñòåéøèå
âûñêàçûâàíèÿ: P : ¾Òðè âåêòîðà ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè¿ è Q: ¾Ñìåøàí-
íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ¿. Òîãäà íà ÿçûêå ëîãèêè äàííîå
óòâåðæäåíèå çàïèøåòñÿ êàê P ↔ Q. Â ñèëó 14) îíî ðàâíîñèëüíî óòâåð-
æäåíèþ (P → Q) ∧ (Q → P ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü
òåîðåìó, íàäî äîêàçàòü, ÷òî èç P ñëåäóåò Q (íåîáõîäèìîñòü) è, íàîáîðîò,
÷òî èç Q ñëåäóåò P (äîñòàòî÷íîñòü).

Åñëè â ôîðìóëå íåêîòîðóþ åå ïîäôîðìóëó çàìåíèòü íà ðàâíîñèëüíóþ,
òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà áóäåò ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé. Ýòî èñïîëüçóåòñÿ â
ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë.

Ïðèìåð 1.14. Óïðîñòèòü ôîðìóëó ¬(P → ¬Q) ∧ ¬(Q→ ¬P ).
Ðåøåíèå. Çäåñü è äàëåå öèôðàìè íàä çíàêîì ≅ áóäåì îáîçíà÷àòü íî-

ìåð ðàâíîñèëüíîñòè èç ïðèâåäåííîãî âûøå ñïèñêà, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ

ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåîáðàçîâàíèè. Èòàê, ¬(P → ¬Q) ∧ ¬(Q → ¬P ) 16≅
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¬(¬P ∨¬Q)∧¬(¬Q∨¬P ) 13≅ (¬¬P ∧¬¬Q)∧ (¬¬Q∧¬¬P ) 3≅ (P ∧Q)∧ (Q∧P ) 6≅
(P ∧ Q) ∧ (P ∧ Q) 4≅ (P ∧ Q). Ñíà÷àëà ìû âûðàçèëè èìïëèêàöèþ ÷åðåç
äèçúþíêöèþ è îòðèöàíèå. Çàòåì ïðèìåíèëè 2-é çàêîí äå Ìîðãàíà. Çàòåì
ñîêðàòèëè äâîéíûå îòðèöàíèÿ. Äàëåå âî âòîðîé ñêîáêå ïåðåñòàâèëè ñëà-
ãàåìûå ñ ïîìîùüþ çàêîíà êîììóòàòèâíîñòè. È, íàêîíåö, ñîêðàòèëè îäíó
èç ñêîáîê ïî çàêîíó èäåìïîòåíòíîñòè. Ñëåäóùåå âïîëíå î÷åâèäíîå ïðåä-
ëîæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ
òàâòîëîãèåé. Åñëè F1 � òàâòîëîãèÿ è F1 ≅ F2, òî F2 òîæå òàâòîëîãèÿ.

Ïðèìåð 1.15. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà (¬P → (Q ∧ ¬P )) → P ÿâëÿåòñÿ
òàâòîëîãèåé.

Ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì äàííóþ ôîðìóëó ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê î÷åâèäíîé òàâòîëîãèè: (¬P → (Q∧¬Q))→ P ≅ (¬P →
0)→ P ≅ ¬(¬P → 0) ∨ P ≅ ¬(¬¬P ∨ 0) ∨ P ≅ ¬(P ∨ 0) ∨ P ≅ ¬P ∨ P ≅ 1.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

10. Ïðèìåíÿÿ ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâåäèòå ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû ê âîçìîæíî áîëåå ïðîñòîé ôîðìå:

a) ¬(¬P ∨Q)→ ((P ∨Q)→ P );
á) ¬(¬P ∧ ¬Q) ∨ ((P → Q) ∧ P );
â) (P → Q) ∧ (Q→ P ) ∧ (P ∨Q);
ã) (P → Q) ∧ (Q→ ¬P ) ∧ (R → P );
ä) (P ∧R) ∨ (P ∧ ¬R) ∨ (Q ∧R) ∨ (¬P ∧Q ∧R);
e) (P → Q)→ ((P → ¬Q)→ ¬P );
æ) ¬((P ↔ ¬Q) ∨R) ∧Q;
ç) (P ↔ Q)→ (¬P → Q);
è) (P → ¬Q) ∧ ((P → Q) ∨ (R → P ));
ê) ¬((P → Q) ∧ P ) ∧ (¬P ∨ ¬Q);
ë) (P ↔ Q) ∧ (P ∨Q).

11. Ôîðìóëà, êîòîðàÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íåå ïåðåìåí-
íûõ ïðèíèìàåò ëîæíîå çíà÷åíèå, íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæ-

íîé. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè F � òîæäåñòâåííî ëîæíàÿ, òî ¬F � òàâòîëî-
ãèÿ è íàîáîðîò. Ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äîêàæèòå,
÷òî ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûìè:
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à) ((P → Q)→ P ) ∧ ¬P ;
á) ¬(((X → Y ) ∧ (Y → Z))→ (X → Z));
â) ((X → ¬Y )→ ¬(X → Z)) ∧ ¬(Z → Y );
ã) (Z → ¬(X ∧ ¬Z))→ (¬(X ∨Z) ∧X ∧ Y );
ä) (P ∨Q)↔ (¬P ∧ (Q→ ¬Q));
å) (P → (Q→ R)) ∧ (P → Q) ∧ P ∧ ¬R.

12. Ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå
ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè:

à) ((P → Q) ∧ ¬Q)→ ¬P ;
á) (P → (Q ∧R))↔ ((P → Q) ∧ (P → R));
â) (P → (P ↔ Q))↔ (P → Q);
ã) P → (Q→ ((P ∨Q)→ (P ∧Q)));
ä) ((P → Q) ∧ (R → S) ∧ ¬(Q ∨ S))→ ¬(P ∨R).

13. Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ñôîðìóëèðóéòå ðàâíîñèëü-
íîå åìó ñ ïîìîùüþ çàêîíà êîíòðàïîçèöèè:

à) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà;

á) Åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, òî óãëû ïðè åãî îñíîâàíèè ðàâ-
íû;

â) Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê � ðîìá, òî åãî äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíû;

ã) Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò äëèíû ãèïîòåíóçû ðàâåí
ñóììå êâàäðàòîâ äëèí êàòåòîâ;

ä) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, òî îíà èìååò
ïðåäåë;

å) Åñëè öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 6, òî îíî äåëèòñÿ íà 3 è 2.

14. Ïîëüçóÿñü çàêîíîì êîíòðàïîçèöèè, äîêàæèòå òåîðåìû:

à) Åñëè m ⋅ n � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî m è n íå÷åòíû (m, n � öåëûå
÷èñëà);

á) Åñëè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2t/(t2 + 1) � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî
t èððàöèîíàëüíî;

â) Åñëè a2 + b2 /= 0, òî a /= 0 èëè b /= 0;

ã) Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ðàâíî 0, òî ýòè âåêòî-
ðû ïåðïåíäèêóëÿðíû.
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15. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèé èñòèííû è êàêèå
ëîæíû:

à) Íàëè÷èå àòòåñòàòà çðåëîñòè äîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòóïëåíèÿ â óíè-
âåðñèòåò;

á) Íàëè÷èå àòòåñòàòà çðåëîñòè íåîáõîäèìî äëÿ ïîñòóïëåíèÿ â óíè-
âåðñèòåò;

â) Ïåðèîäè÷íîñòü � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âñÿêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè;

ã) Ïåðèîäè÷íîñòü � íåîáõîäèìîå óñëîâèå âñÿêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè;

ä) Íåïðåðûâíîñòü � íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âñÿêîé òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè;

å) Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàòóðàëüíîå ÷èñëî p áûëî ïðîñòûì, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷èñëî p + 1 áûëî ÷åòíûì;

æ) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷åòûðåõóãîëüíèê áûë êâàäðàòîì, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî äèàãîíàëè áûëè ðàâíû è ïåðïåíäèêóëÿðíû.

16. Ñóùåñòâóåò òåîðåìà ãåîìåòðèè î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ: ¾Ïðÿìàÿ,
ïðîâåäåííàÿ íà ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïðîåêöèè íàêëîííîé,
ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ñàìîé íàêëîííîé¿. Ýêâèâàëåíòíû ëè ýòîé òåîðå-
ìå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ (Ó1): ¾Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ íà ïëîñêî-
ñòè íå ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàêëîííîé, íå ïåðïåíäèêóëÿðíà ê åå ïðî-
åêöèè¿ è (Ó2): ¾Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ íà ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíî
ê íàêëîííîé, ïåðïåíäèêóëÿðíà ê åå ïðîåêöèè¿?

1.4. Íîðìàëüíûå ôîðìû

Äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÄÍÔ) íàçûâàåòñÿ äèçúþíê-
öèÿ âûðàæåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé ïåðåìåííûõ
èëè èõ îòðèöàíèé. Êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÊÍÔ) íà-
çûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ âûðàæåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äèçúþíê-
öèåé ïåðåìåííûõ èëè èõ îòðèöàíèé.

Ïðèìåð 1.16. (X ∧Y )∨ (Y ∧Z)∨ (¬X ∧¬Z) � ÄÍÔ îò 3-õ ïåðåìåííûõ.
(X ∨ Y ∨Z) ∧ (¬X ∨ Y ) ∧ (¬Y ∨Z) � ÊÍÔ îò 3-õ ïåðåìåííûõ.

Êàæäóþ ôîðìóëó èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê äèçúþíêòèâíîé è êîíúþíêòèâíîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî íàäî âûðàçèòü èìïëèêàöèþ è ýêâèâàëåíòíîñòü
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÷åðåç êîíúþíêöèþ, äèçúþíêöèþ è îòðèöàíèå, à çàòåì ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ
äå Ìîðãàíà, äâîéíîãî îòðèöàíèÿ è äèñòðèáóòèâíîñòè ðàñêðûòü ñêîáêè.

Ïðèìåð 1.17. ¬((P ∧ ¬Q) ∨ ¬(Q → R)) 16≅ ¬((P ∧ ¬Q) ∨ ¬(¬Q ∨ R)) 13≅
¬(P ∧ ¬Q) ∧ ¬¬(¬Q ∨R) 3≅ (¬P ∨Q) ∧ (¬Q ∨R) (ÊÍÔ) 10≅ (¬P ∧ (¬Q ∨R)) ∨
(Q ∧ (¬Q ∨ R)) 10≅ (¬P ∧ ¬Q) ∨ (¬P ∧ R) ∨ (Q ∧ ¬Q) ∨ (Q ∧ R) (ÄÍÔ)

2,20
≅

(¬P ∧ ¬Q) ∨ (¬P ∧R) ∨ (Q ∧R) (ÄÍÔ).
Ó êàæäîé ôîðìóëû ìîæåò áûòü íåñêîëüêî êîíúþíêòèâíûõ è äèçúþíê-

òèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì (êàê âèäíî èç ïðèìåðà). Íî ñðåäè íèõ âûäå-
ëÿþòñÿ äâå, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ óíèêàëüíûìè äëÿ äàííîé
ôîðìóëû. Äèçúþíêòèâíàÿ (êîíúþíêòèâíàÿ) íîðìàëüíàÿ ôîðìà îò ïåðå-
ìåííûõ X1,X2, . . . ,Xn íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé, åñëè â êàæäóþ êîíú-
þíêöèþ (äèçúþíêöèþ) âõîäèò ðîâíî ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîé
ïàðû Xi,¬Xi, i = 1, . . . n. Êðàòêî îáîçíà÷àåòñÿ ÑÄÍÔ (ÑÊÍÔ). Êàæäàÿ
íå òîæäåñòâåííî ëîæíàÿ ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé èìååò åäèí-
ñòâåííóþ ÑÄÍÔ. Êàæäàÿ ôîðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
òàâòîëîãèåé, èìååò åäèíñòâåííóþ ÑÊÍÔ.

Ïðèìåð 1.18. (X ∧ Y ) ∨ (Y ∧ ¬Z) � äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
îò 3-õ ïåðåìåííûõ, íî íå ñîâåðøåííàÿ! Â ïåðâîé êîíúþíêöèè íåò ïðåäñòà-
âèòåëÿ îò ïàðû Z,¬Z, à âî âòîðîé îò ïàðû X,¬X.

(X ∧ Y ∧ ¬Z) ∨ (X ∧ ¬Y ∧Z) � ÑÄÍÔ îò 3-õ ïåðåìåííûõ.
(¬X ∨ Y ) ∧ (¬X ∨ ¬Y ) � ÑKÍÔ îò 2-õ ïåðåìåííûõ.
Ïðèìåð 1.19. Ïðèâåñòè ôîðìóëó ¬(Y → (¬X ∧Z)) ê ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ.
1) ¬(Y → (¬X ∧Z)) ≅ ¬(¬Y ∨ (¬X ∧Z)) ≅ Y ∧¬(¬X ∧Z) ≅ Y ∧ (X ∨¬Z) ≅

(Y ∧X)∨(Y ∧¬Z) 19≅ ((Y ∧X)∧1)∨(1∧(Y ∧¬Z)) 1≅ ((Y ∧X)∧(Z∨¬Z))∨((X∨
¬X)∧(Y ∧¬Z)) ≅ (X ∧Y ∧Z)∨(X ∧Y ∧¬Z)∨(X ∧Y ∧¬Z)∨(¬X ∧Y ∧¬Z) 5≅
(X ∧ Y ∧Z) ∨ (X ∧ Y ∧ ¬Z) ∨ (¬X ∧ Y ∧ ¬Z) (CÄÍÔ).

2) ¬(Y → (¬X ∧ Z)) ≅ Y ∧ (X ∨ ¬Z)
2,20
≅ (Y ∨ (Z ∧ ¬Z)) ∧ (X ∨ ¬Z) ≅

(Y ∨ Z) ∧ (Y ∨ ¬Z) ∧ (X ∨ ¬Z) ≅ ((X ∧ ¬X) ∨ (Y ∨ Z)) ∧ ((X ∧ ¬X) ∨ (Y ∨
¬Z)) ∧ ((X ∨ ¬Z) ∨ (Y ∧ ¬Y )) ≅ (X ∨ Y ∨Z) ∧ (¬X ∨ Y ∨Z) ∧ (X ∨ Y ∨ ¬Z) ∧
(¬X ∨Y ∨¬Z)∧ (X ∨Y ∨¬Z)∧ (X ∨¬Y ∨¬Z) 4≅ (X ∨Y ∨Z)∧ (¬X ∨Y ∨Z)∧
(X ∨ Y ∨ ¬Z) ∧ (¬X ∨ Y ∨ ¬Z) ∧ (X ∨ ¬Y ∨ ¬Z) (CÊÍÔ).

Ñóùåñòâóåò òàêæå ñïîñîá ïðèâåäåíèÿ ôîðìóë ê ñîâåðøåííûì íîðìàëü-
íûì ôîðìàì ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè. Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî
íåêîòîðàÿ ôîðìóëà F îò òðåõ ïåðåìåííûõ èìååò ñëåäóþùóþ òàáëèöó èñ-
òèííîñòè:
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P Q R F (P,Q,R)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0

Âû÷èñëèì äëÿ ýòîé ôîðìóëû ÑÄÍÔ. Äëÿ ýòîãî âûäåëèì òå íàáîðû çíà-
÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûõ ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòî (0; 0; 0), (0; 1; 1) è (1; 0; 1). Òåïåðü êàæäîìó èç ýòèõ íàáîðîâ ñîïî-
ñòàâèì êîíúþíêöèþ ïåðåìåííûõ è èõ îòðèöàíèé ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
åñëè ïåðåìåííàÿ â íàáîðå èìååò çíà÷åíèå 1, òî â êîíúþíêöèþ îíà âõîäèò
ñàìà, à åñëè çíà÷åíèå 0, òî â êîíúþíêöèþ âõîäèò åå îòðèöàíèå. Òàê, íà-
áîðó (0; 0; 0) ñîîòâåòñòâóåò êîíúþíêöèÿ (¬P ∧¬Q∧¬R), à íàáîðàì (0; 1; 1)
è (1; 0; 1) êîíúþíêöèè (¬P ∧ Q ∧ R) è (P ∧ ¬Q ∧ R). Òåïåðü ðàññìîòðèì
äèçúþíêöèþ ýòèõ êîíúþíêöèé, êîòîðóþ êðàòêî îáîçíà÷èì ÷åðåç F1:

F1 = (¬P ∧ ¬Q ∧ ¬R) ∨ (¬P ∧Q ∧R) ∨ (P ∧ ¬Q ∧R).

Ýòî è åñòü èñêîìàÿ ÑÄÍÔ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ äèçúþíêöèè,
F1 èñòèííà â ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ñêîáîê ðàâíà 1. Íî ïåðâàÿ ñêîá-
êà ðàâíà 1 òîëüêî íà íàáîðå (0; 0; 0), âòîðàÿ � òîëüêî íà íàáîðå (0; 1; 1),
òðåòüÿ � òîëüêî íà íàáîðå (1; 0; 1). Òàêèì îáðàçîì, F1 èñòèííà òîëüêî íà
ýòèõ òðåõ íàáîðàõ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîé òàáëèöå èñòèííîñòè. Ïî-
ñòðîèì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùóþ ÑÊÍÔ. Äëÿ ýòîãî âûäåëèì òå íàáîðû,
íà êîòîðûõ ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0. Ýòî íàáîðû (0; 0; 1), (0; 1; 0),
(1; 0; 0), (1; 1; 0), (1; 1; 1). Òåïåðü ñîïîñòàâèì ýòèì íàáîðàì äèçúþíêöèè ïå-
ðåìåííûõ è èõ îòðèöàíèé ïî ïðàâèëó: åñëè ïåðåìåííàÿ â íàáîðå èìååò
çíà÷åíèå 0, òî â äèçúþíêöèþ âõîäèò îíà ñàìà, åñëè çíà÷åíèå 1, òî åå
îòðèöàíèå. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ: (0; 0; 1) ∼ (P ∨ Q ∨ ¬R),
(0; 1; 0) ∼ (P ∨ ¬Q ∨ R), (1; 0; 0) ∼ (¬P ∨ Q ∨ R), (1; 1; 0) ∼ (¬P ∨ ¬Q ∨ R),
(1; 1; 1) ∼ (¬P ∨ ¬Q ∨ ¬R). Òåïåðü ðàññìîòðèì êîíúþíêöèþ ýòèõ äèçúþíê-
öèé: F2 = (P∨Q∨¬R)∧(P∨¬Q∨R)∧(¬P∨Q∨R)∧(¬P∨¬Q∨R)∧(¬P∨¬Q∨¬R).
Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî è
åñòü ÑÊÍÔ äëÿ äàííîé ôîðìóëû.

Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ñïîñîá ïåðåõîäà îò ÑÄÍÔ ê ÑÊÍÔ è íàîáîðîò. Äî-
ïóñòèì, ÷òî ôîðìóëà F çàïèñàíà â ÑÄÍÔ. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ çàêîíû äå Ìîð-
ãàíà è äâîéíîãî îòðèöàíèÿ, ëåãêî ïîëó÷èòü çàïèñü ôîðìóëû ¬F â ÑÊÍÔ.
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Äëÿ ýòîãî ïðîñòî â çàïèñè F íàäî ïîìåíÿòü âñå êîíúþíêöèè íà äèçúþíê-
öèè, è íàîáîðîò, äèçúþíêöèè íà êîíúþíêöèè, ïîñòàâèòü îòðèöàíèÿ ïåðåä
òåìè ïåðåìåííûìè, ïåðåä êîòîðûìè èõ íå áûëî, è íàîáîðîò, óáðàòü ïåðåä
òåìè, ïåðåä êîòîðûìè îíè ñòîÿëè. Òåïåðü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÑÊÍÔ äëÿ F
íàäî âçÿòü òå äèçúþíêöèè ïåðåìåííûõ è èõ îòðèöàíèé, êîòîðûå íå âõîäÿò
â ÑÊÍÔ äëÿ ¬F , è çàòåì îáúåäèíèòü èõ êîíúþíêöèåé. Ïðè ïåðåõîäå îò
ÑÊÍÔ ê ÑÄÍÔ äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè.

Ïðèìåð 1.20. Íàéòè ÑÊÍÔ äëÿ F = (X ∧ ¬Y ∧Z) ∨ (¬X ∧ ¬Y ∧Z).
Ðåøåíèå. Ôîðìóëà F çàïèñàíà â ÑÄÍÔ. Ðàñcìîòðèì ¬F = (¬X ∨ Y ∨

¬Z) ∧ (X ∨ Y ∨ ¬Z). Â âûðàæåíèå ¬F íå âõîäÿò ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè
äèçúþíêöèé ïåðåìåííûõ è èõ îòðèöàíèé: (X ∨ Y ∨ Z), (¬X ∨ ¬Y ∨ ¬Z),
(X ∨ ¬Y ∨ ¬Z), (X ∨ ¬Y ∨ Z), (¬X ∨ ¬Y ∨ Z), (¬X ∨ Y ∨ Z). Îáúåäèíÿÿ èõ
êîíúþíêöèåé, ïîëó÷àåì ÑÊÍÔ äëÿ F .

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

17. Ïðèìåíÿÿ ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàéäèòå ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ
äëÿ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

à) (X → Y )→ Z;

á) (¬X ∧ ¬Y ) ∨ (X ↔ Z);
â) ((X → Y )→ (Z → ¬X))→ (Y → ¬Z);
ã) (X ↔ Y )→ (X ∧Z);
ä) (X ↔ Y )→ ((¬X → Z)→ ¬Y );
å) (X ∨ ¬(Y → Z)) ∧ (X ∨Z).

18. Èñïîëüçóÿ ÑÄÍÔ èëè ÑÊÍÔ, íàéäèòå ôîðìóëó, ïðèíèìàþùóþ çíà-
÷åíèå 1 íà ñëåäóþùèõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, è òîëüêî íà
íèõ:

à) F (0,0) = F (1,1) = 1;

á) F (1,0) = F (0,1) = F (1,1) = 1;

â) F (0,1,0) = F (1,0,1) = F (1,1,1) = 1;

ã) F (0,1,1) = F (1,1,0) = F (0,1,0) = F (1,0,1) = 1;

ä) F (0,1,1) = F (1,0,0) = F (0,0,0) = F (1,0,1) = F (1,1,1) = 1.

19. Äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë íàéäèòå ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ ñ ïîìî-
ùüþ åå òàáëèöû èñòèííîñòè:

a) X ↔ Y ;
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á) (X ↔ Y )→ (X ∧ ¬Y );
â) (X ∧ Y ) ∨Z;
ã) ¬(¬X ∨ ¬Y ) ∧ (X → (Y ∧Z));
ä) ((X ∨ ¬Z) ∧ Y )↔ ((Y ∨ ¬X) ∧Z);
å) ¬(((X ∨ Y )→ ¬(X ∨ Y )) ∧ ¬Z).

20. Íå èñïîëüçóÿ òàáëèö èñòèííîñòè è ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïå-
ðåéäèòå îò ÑÄÍÔ ê ÑÊÍÔ äëÿ äàííîé ôîðìóëû:

à) F = (¬X ∧ Y ) ∨ (X ∧ ¬Y );
á) F =X ∧ Y ;
â) F = (¬X ∧ ¬Y ∧ ¬Z) ∨ (X ∧ Y ∧Z);
ã) F = (¬X ∧ ¬Y ∧Z) ∨ (X ∧ Y ∧ ¬Z) ∨ (¬X ∧ ¬Y ∧ ¬Z).

21. Íå èñïîëüçóÿ òàáëèö èñòèííîñòè è ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïå-
ðåéäèòå îò ÑÊÍÔ ê ÑÄÍÔ äëÿ äàííîé ôîðìóëû:

à) F = (¬X ∨ Y ) ∧ (X ∨ ¬Y );
á) F =X ∨ ¬Y ;
â) F = (¬X ∨ ¬Y ∨Z) ∧ (X ∨ Y ∨ ¬Z);
ã) F = (¬X ∨ Y ∨ ¬Z) ∧ (X ∨ ¬Y ∨Z) ∧ (¬X ∨ Y ∨Z).

1.5. Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå

Ôîðìóëà H íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäîâàíèåì ôîðìóë F1, . . . , Fm,
åñëè H ïðåâðàùàåòñÿ â èñòèííîå âûñêàçûâàíèå ïðè âñåõ òåõ çíà÷åíèÿõ ïå-
ðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ â èñòèííîå âûñêàçûâàíèå ïðåâðàùàþòñÿ âñå ôîð-
ìóëû F1, . . . , Fm. Ïðè ýòîì ïèøóò F1, . . . , Fm ⊧H. Ôîðìóëû F1, . . . , Fm íà-
çûâàþòñÿ ïîñûëêàìè äëÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ H.

Ïðèìåð 1.21. Ôîðìóëà H = ¬(X ∧ Y ) ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì
ôîðìóë F1 = ((X∧Y )→ ¬Z) è F2 = (X → Z). Ýòî âèäíî èç ñîîòâåòñòâóþùåé
òàáëèöû èñòèííîñòè:
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X Y Z X ∧ Y (X ∧ Y )→ ¬Z X → Z ¬(X ∧ Y )
0 0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 1 0

Èìååòñÿ 5 ñòðîê, â êîòîðûõ ôîðìóëû F1 è F2 ïðèíèìàþò îäíîâðåìåííî
çíà÷åíèå 1. Ïðè ýòîì ôîðìóëà H òàêæå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà H áóäåò ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîð-
ìóëû F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà F →H ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé:

F ⊧H⇔ ⊧ (F →H) . (1.2)

Ïðèìåð 1.22. Ïîêàçàòü, ÷òî (P ∧Q) ⊧ (P ∨Q).
Ðåøåíèå. (P ∧Q)→ (P ∨Q) ≅ ¬(P ∧Q)∨P ∨Q ≅ ¬P ∨¬Q∨P ∨Q ≅ 1∨1 ≅ 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (P ∧ Q) → (P ∨ Q) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñâîéñòâà (1.2), âûïîëíÿåòñÿ ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå
(P ∧Q) ⊧ (P ∨Q).

Ìîæíî äîêàçàòü è áîëåå îáùèé ïðèçíàê. À èìåííî, äëÿ ëþáûõ ôîðìóë
F1, F2, . . . , Fm,H ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

à) F1, F2, . . . , Fm ⊧H (ò.å. H ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç F1, F2, . . . , Fm);
á) F1 ∧ F2 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ Fm ⊧ H (H ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç êîíúþíêöèè ôîðìóë

F1, F2,. . . , Fm);
â) ⊧ ((F1 ∧ F2 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ Fm)→H) (èìïëèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé).
Ïðèìåð 1.23. Äîêàçàòü, ÷òî (P → Q), (P → ¬Q) ⊧ ¬P .
Ðåøåíèå. ((P → Q) ∧ (P → ¬Q)) → ¬P ≅ ((¬P ∨Q) ∧ (¬P ∨ ¬Q)) → ¬P ≅

¬(¬P ∨Q)∨¬(¬P ∨¬Q)∨¬P ≅ (P ∧¬Q)∨(P ∧Q)∨¬P ≅ (P ∧(¬Q∨Q))∨¬P ≅
P ∨ ¬P ≅ 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà ((P → Q) ∧ (P → ¬Q)) → ¬P
ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. À ýòî, â ñèëó âûøåïðèâåäåííîãî ïðèçíàêà, îçíà÷àåò,
÷òî ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå (P → Q), (P → ¬Q) ⊧ ¬P âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèìåð 1.24. Îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â ðàññóæäåíèÿõ
ïðàâèë ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ïðàâèëî modus ponens (ìîäóñ ïî-
íåíñ):

F, F →H ⊧H, (1.3)

ò. å., åñëè èñòèííî óòâåðæäåíèå F è èñòèííî òî, ÷òî èç F ñëåäóåò H, òî èñ-
òèííûì áóäåò è óòâåðæäåíèåH. Íàïðèìåð, äàííîå ïðàâèëî ìû èñïîëüçóåì
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â ñëåäóþùåì åñòåñòâåííîì ðàññóæäåíèè: ¾Òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîñòî-
ðîííèé (óòâåðæäåíèå F ). Åñëè òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîñòîðîííèé, òî
êàæäûé èç åãî óãëîâ ðàâåí 60 ãðàäóñîâ (F → H). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé
èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 60 ãðàäóñîâ (H)¿.

Ïðèìåð 1.25. Âïîëíå åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðàâèëî öåïíîãî
çàêëþ÷åíèÿ:

F → G, G→H ⊧ F →H (1.4)

(åñëè èç F ñëåäóåò G, à èç G ñëåäóåò H, òî, çíà÷èò, èç F ñëåäóåò Í ).
Íàïðèìåð, íà ýòîì ïðàâèëå îñíîâàíî ñëåäóþùåå ïðàâèëüíîå ðàññóæäåíèå:
¾Åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 8, òî îíî äåëèòñÿ è íà 4. Åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà
4, òî îíî äåëèòñÿ è íà 2. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 8, òî îíî
äåëèòñÿ è íà 2¿.

Ïðèìåð 1.26. Àíäðåé èëè î÷åíü ïåðåóòîìèëñÿ (A), èëè áîëåí (B). Åñëè
îí ïåðåóòîìèëñÿ, òî îí ðàçäðàæàåòñÿ (C). Îí íå ðàçäðàæàåòñÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îí íå áîëåí. Ïðàâèëüíî ëè ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè ýòî ðàññóæäåíèå?

Ðåøåíèå. Íàäî ïðîâåðèòü âåðíî èëè íåò, ÷òî (A ∨ B), (A → C),¬C ⊧
¬B. Â ñèëó ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèçíàêà äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
áóäåò ëè òàâòîëîãèåé ôîðìóëà ((A ∨ B) ∧ (A → C) ∧ ¬C) → ¬B. Ñäåëàåì
ýòî ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: ((A∨B)∧ (A→ C)∧¬C)→
¬B ≅ ¬(A ∨ B) ∨ ¬(¬A ∨ C) ∨ C ∨ ¬B ≅ (¬A ∧ ¬B) ∨ (A ∧ ¬C) ∨ C ∨ ¬B ≅
(¬A∧¬B)∨((A∨C)∧(¬C∨C))∨¬B ≅ (¬A∧¬B)∨A∨C∨¬B ≅ ((¬A∨A)∧(¬B∨
A))∨C∨¬B ≅ ¬B∨A∨C∨¬B ≅ A∨¬B∨C � íå òàâòîëîãèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðàññóæäåíèå ëîãè÷åñêè íå âåðíî. Çàäàäèìñÿ òåïåðü âîïðîñîì: êàê íàéòè
âñå ôîðìóëû, ÿâëÿþùèåñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì äàííûõ ôîðìóë? Îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ôîðìóëà H, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
òàâòîëîãèåé, òîãäà è òîëüêî òîãäà áóäåò ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë
F1, F2, . . . , Fm, êîãäà âñå äèçúþíêöèè èç ðàçëîæåíèÿ H â ÑÊÍÔ âõîäÿò â
ÑÊÍÔ ôîðìóëû F1 ∧ F2 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ Fm.

Ïðèìåð 1.27. Íàéòè âñå íå ðàâíîñèëüíûå ìåæäó ñîáîé è íå òîæäåñòâåí-
íî èñòèííûå ôîðìóëû îò ïåðåìåííûõ X è Y , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷å-
ñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë F1 = (X ↔ Y ) è F2 = ¬X.

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ôîðìóëó F1 ∧ F2 ê ÑÊÍÔ: (X ↔ Y ) ∧ ¬X ≅ (X →
Y )∧(Y →X)∧¬X ≅ (¬X ∨Y )∧(¬Y ∨X)∧¬X ≅ (¬X ∨Y )∧(¬Y ∨X)∧(¬X ∨
(Y ∧¬Y )) ≅ (¬X ∨Y )∧ (¬Y ∨X)∧ (¬X ∨Y )∧ (¬X ∨¬Y ) ≅ (¬X ∨Y )∧ (¬Y ∨
X) ∧ (¬X ∨ ¬Y ).

Ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë F1, F2 êðîìå F1 ∧ F2 áóäóò äèçúþíê-
öèè, âõîäÿùèå â ÑÊÍÔ, à òàêæå èõ âñåâîçìîæíûå êîíúþíêöèè ïî 2: G1 =
(¬X ∨ Y ) ≅ X → Y , G2 = (¬Y ∨X) ≅ Y → X, G3 = (¬X ∨ ¬Y ) ≅ X → ¬Y ,
G4 = ((¬X ∨ Y ) ∧ (¬Y ∨ X)) ≅ X ↔ Y , G5 = ((¬X ∨ Y ) ∧ (¬Y ∨ ¬X)) ≅
¬X∨(Y ∧¬Y ) ≅ ¬X∨0 ≅ ¬X,G6 = ((¬Y ∨X)∧(¬Y ∨¬X)) ≅ ¬Y ∨(X∧¬X) ≅ ¬Y .
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Âîçíèêàåò è îáðàòíàÿ çàäà÷à: íàõîæäåíèå âñåõ ôîðìóë, èõ êîòîðûõ äàí-
íàÿ ôîðìóëà ëîãè÷åñêè ñëåäóåò. ×òîáû íàéòè âñå ôîðìóëû, ëîãè÷åñêèì
ñëåäñòâèåì êàæäîé èç êîòîðûõ áóäåò äàííàÿ ôîðìóëà F , çàâèñÿùàÿ îò
ïåðåìåííûõ X1,X2, . . . ,Xn, íóæíî äåéñòâîâàòü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèò-
ìó: íàéòè ÑÊÍÔ äëÿ ôîðìóëû F ; âûÿâèòü âñå äèçúþíêöèè îò ïåðåìåí-
íûõ X1,X2, . . . ,Xn è èõ îòðèöàíèé, êîòîðûå â íåå íå âõîäÿò; cîñòàâèòü
âñåâîçìîæíûå êîíúþíêöèè ôîðìóëû F ñ íåäîñòàþùèìè äèçúþíêöèÿìè.
Ïîëó÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë áóäåò èñêîìîé.

Ïðèìåð 1.28. Íàéòè âñå íå ðàâíîñèëüíûå ìåæäó ñîáîé ôîðìóëû îò äâóõ
ïåðåìåííûõ X è Y äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëà F = ((X ∨ Y ) → ¬X) ÿâëÿåòñÿ
ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì.

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì F ê ÑÊÍÔ: (X ∨ Y ) → ¬X ≅ ¬(X ∨ Y ) ∨ ¬X ≅
(¬X ∧ ¬Y ) ∨ ¬X ≅ (¬X ∨ ¬X) ∧ (¬Y ∨ ¬X) ≅ ¬X ∧ (¬X ∨ ¬Y ) ≅ (¬X ∨ (Y ∧
¬Y ))∧(¬X∨¬Y ) ≅ (¬X∨Y )∧(¬X∨¬Y )∧(¬X∨¬Y ) ≅ (¬X∨Y )∧(¬X∨¬Y ).

Íåäîñòàþùèìè äèçúþíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ (X ∨ Y ) è (X ∨¬Y ). Ïîýòîìó
èñêîìûìè ïîñûëêàìè äëÿ äàííîé ôîðìóëû áóäóò:

1) F ∧(X ∨Y ) ≅ (¬X ∨Y )∧(¬X ∨¬Y )∧(X ∨Y ) ≅ ¬X ∧(X ∨Y ) ≅ ¬X ∨Y ;
2) F ∧ (X ∨ ¬Y ) ≅ ¬X ∧ (X ∨ ¬Y ) ≅ ¬X ∧ ¬Y ;
3) F∧(X∨Y )∧(X∨¬Y ) ≅ ¬X∧(X∨(Y ∧¬Y )) ≅ ¬X∧X ≅ 0 � òîæäåñòâåííî

ëîæíàÿ ôîðìóëà.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

22. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, âûÿñíèòå, ñïðàâåäëèâû ëè ñëåäóùèå ëîãè-
÷åñêèå ñëåäîâàíèÿ:

à) P ↔ ¬Q ⊧ P ∨Q;
á) P → Q, P → ¬Q ⊧ ¬P ;
â) (P → Q)→ Q, ¬P,Q ⊧ ¬Q;
ã) (P ∨ ¬R)→ Q ⊧ (P → Q) ∧R;
ä) (P ∨Q)→ R ⊧ (P → Q) ∨ (P ↔ R);
å) (P → Q)→ R ⊧ P ∨Q ∨R;
æ) P → Q, P ∨R ⊧ (P ∨R)→ (P ∧Q);
ç) (P ∧Q)→ R, ¬Q ⊧ ¬R.

23. Äîêàæèòå, ÷òî F ⊧ G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ⊧ (F → G).

24. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè F ⊧ G ∧H, òî F ⊧ G ∨H è F ⊧ G→H.
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25. Íàéäèòå âñå íå ðàâíîñèëüíûå ìåæäó ñîáîé è íå òîæäåñòâåííî èñ-
òèííûå ôîðìóëû, ÿâëÿþùèåñÿ ëîãè÷åñêèìè ñëåäñòâèÿìè ñëåäóþùèõ
ôîðìóë:

à) X → Y è X;

á) X → Y è ¬Y ;
â) (X ∧ Y )→ Z è X ∨ Y ;
ã) (X ∧ Y )→ Z è Y →X.

26. Íàéäèòå âñå íå ðàâíîñèëüíûå ìåæäó ñîáîé è íå òîæäåñòâåííî ëîæ-
íûå ôîðìóëû, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ X è Y , äëÿ êîòîðûõ ñëå-
äóþùàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì (çà èñêëþ÷åíèåì
ñàìîé äàííîé ôîðìóëû):

à) ¬X ∨ ¬Y ;
á) X → Y ;

â) ¬(X ∨ Y );
ã) (X ∨ Y )→ (X ∧ Y );
ä) ¬X → (X ∧ Y ).

27. Íàéäèòå âñå íå ðàâíîñèëüíûå ìåæäó ñîáîé è íå òîæäåñòâåííî ëîæíûå
ôîðìóëû, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ X,Y,Z, èç êîòîðûõ ëîãè÷åñêè
ñëåäóåò ôîðìóëà:

à) (X ↔ Y ) ∧ ¬Y ;
á) X ∧ Y ;
â) Y ∧ ¬Z;
ã) ¬X ∧ ¬Y .

28. Ïóñòü ñïðàâåäëèâà òåîðåìà: ¾Äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà îòðåçêå ôóíê-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé íà ýòîì îòðåçêå¿. Íóæ-
äàþòñÿ ëè â äîêàçàòåëüñòâàõ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: ¾Åñëè ôóíê-
öèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå, òî îíà íå îãðàíè÷åíà íà ýòîì
îòðåçêå¿ è ¾Åñëè ôóíêöèÿ íå íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî îíà íå äèô-
ôåðåíöèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå¿?

29. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå âûñêàçûâàíèé ñëåäóþò èç âû-
ñêàçûâàíèÿ ¾Åñëè öåëîå ÷èñëî n äåëèòñÿ íà 6, òî n òàêæå äåëèòñÿ íà
3¿:

à) ×òîáû n äåëèëîñü íà 3, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî äåëèëîñü íà 6;
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á) ×òîáû n äåëèëîñü íà 6, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî äåëèëîñü íà 3;

â) ×òîáû n íå äåëèëîñü íà 3, íåîáõîäèìî, ÷òîáû n íå äåëèëîñü íà 6;

ã) ×èñëî n äåëèòñÿ íà 6 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äåëèòñÿ íà
3;

ä) ×èñëî n äåëèòñÿ íà 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äåëèòñÿ íà
6.

30. Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ ëîãè÷åñêè ïðàâèëü-
íûìè; äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâüòå êàæäîå ïðåäëîæåíèå â âèäå ôîðìóëû
èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé è ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè çàêëþ÷åíèå ëî-
ãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì êîíúþíêöèè ïîñûëîê.

à) Åñëè ÷èñëî x äåëèòñÿ íà 4, òî îíî � ÷åòíîå. ×èñëî x � ÷åòíîå.
Ñëåäîâàòåëüíî, x äåëèòñÿ íà 4;

á) Åñëè âåðíî, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, òî íåâîç-
ìîæíî, ÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà äèôôåðåíöèðóåìà è ðàçðûâíà;

â) Åñëè âåðíî, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà èìååò îáðàòíóþ, òî òàêæå
ñïðàâåäëèâî, ÷òî ìàòðèöà ëèáî âûðîæäåíà, ëèáî èìååò îáðàòíóþ;

ã) Åñëè ñïðàâåäëèâî, ÷òî êàæäîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íå÷åòíîé ñòåïåíè èìååò ïî ìåíüøåé
ìåðå îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, òî òàêæå âåðíî, ÷òî êàæäîå àëãåá-
ðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå èìåþ-
ùåå äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ, èìååò ÷åòíóþ ñòåïíü;

ä) Åñëè Àíòîí ëÿæåò ñïàòü ïîçäíî, òî óòðîì îí áóäåò â íåðàáî÷åì
ñîñòîÿíèè. Åñëè îí ëÿæåò íå ïîçäíî, òî åìó áóäåò êàçàòüñÿ, ÷òî îí
ìíîãî âðåìåíè òåðÿåò áåñïîëåçíî. Ñëåäîâàòåëüíî, èëè Àíòîí çàâòðà
áóäåò â íåðàáî÷åì ñîñòîÿíèè, èëè åìó áóäåò êàçàòüñÿ, ÷òî îí ìíîãî
âðåìåíè òåðÿåò íàïðàñíî;

å) Èëè Àííà è Àíòîí îäíîãî âîçðàñòà, èëè Àííà ñòàðøå Àíòîíà. Åñëè
Àííà è Àíòîí îäíîãî âîçðàñòà, òî Íàòàøà è Àíòîí íå îäíîãî âîçðàñ-
òà. Åñëè Àííà ñòàðøå Àíòîíà, òî Àíòîí ñòàðøå Íèêîëàÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ëèáî Íàòàøà è Àíòîí íå îäíîãî âîçðàñòà, ëèáî Àíòîí ñòàðøå
Íèêîëàÿ;

æ) Åñëè Äæîíñ íå âñòðå÷àë ýòîé íî÷üþ Ñìèòà, òî ëèáî Ñìèò áûë
óáèéöåé, ëèáî Äæîíñ ëæåò. Åñëè Ñìèò íå áûë óáèéöåé, òî Äæîíñ íå
âñòðå÷àë Ñìèòà ýòîé íî÷üþ, è óáèéñòâî èìåëî ìåñòî ïîñëå ïîëóíî-
÷è. Åñëè óáèéñòâî èìåëî ìåñòî ïîñëå ïîëóíî÷è, òî ëèáî Ñìèò áûë
óáèéöåé, ëèáî Äæîíñ ëæåò. Ñëåäîâàòåëüíî, Ñìèò áûë óáèéöåé;
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ç) Åñëè êàïèòàëîâëîæåíèÿ îñòàíóòñÿ ïîñòîÿííûìè, òî óâåëè÷àòñÿ
ïðàâèòåëüñòâåííûå ðàñõîäû èëè âîçíèêíåò áåçðàáîòèöà. Åñëè ïðàâè-
òåëüñòâåííûå ðàñõîäû íå âîçðàñòóò, òî íàëîãè áóäóò ñíèæåíû. Åñëè
íàëîãè áóäóò ñíèæåíû è êàïèòàëîâëîæåíèÿ îñòàíóòñÿ ïîñòîÿííûìè,
òî áåçðàáîòèöà íå âîçíèêíåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèòåëüñòâåííûå ðàñ-
õîäû âîçðàñòóò.

1.6. Áóëåâû ôóíêöèè2

Ðàññìîòðèì ïåðåìåííûå x1, . . . , xn, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò òîëü-
êî äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1 (áóëåâû ïåðåìåííûå). Áóëåâîé ôóíêöèåé îò ïå-
ðåìåííûõ x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó êîíêðåòíîìó
çíà÷åíèþ ýòèõ ïåðåìåííûõ (ò. å. óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó äëèíû n èç 0 è
1) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 0 èëè 1. Òàê êàê èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî íàáîðîâ äëèíû n èç 0 è 1 (òî÷íåå, èõ ÷èñëî ðàâíî 2n), òî áóëåâó
ôóíêöèþ ìîæíî çàäàòü, ïîñòðîèâ òàáëèöó åå çíà÷åíèé. Òàê êàê êàæäîìó
èç 2n íàáîðîâ ìîæíî ñîïîñòàâèòü 2 çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, 0 èëè 1, òî ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî 22

n

.
Ïðèìåð 1.29. Îáùåå ÷èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé ðàâíî

22
1 = 4. Âñå îíè ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

x 0 x ¬x 1

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Â ïåðâîé ñòðîêå, íà÷èíàÿ ñî 2-ãî ñòîëáöà, äàíû óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ
ýòèõ ôóíêöèé. Ïåðâàÿ íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì íóëåì, âòîðàÿ �
òîæäåñòâåííîé ôóíêöèåé, òðåòüÿ � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê óæå âñòðå-
÷àâøååñÿ íàì îòðèöàíèå, ÷åòâåðòàÿ � òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà.

Ïðèìåð 1.30. Ñëåäóþùàÿ òàáëèöà çàäàåò 7 ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ:

x y x ∧ y x ∨ y x→ y x↔ y x + y x ↓ y x∣y
0 0 0 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 0 0 0

2Íàçâàíû â ÷åñòü Äæîðäæà Áóëÿ (1815�1864) � àíãëèéñêîãî ëîãèêà è ìàòåìàòèêà,
îäíîãî èç îñíîâàòåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.
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Ïåðâûå ÷åòûðå ôóíêöèè íàì óæå çíàêîìû � ýòî êîíúþíêöèÿ, äèçúþíê-
öèÿ, èìïëèêàöèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòü. Ôóíêöèÿ x+y íàçûâàåòñÿ ñëîæåíè-
åì ïî ìîäóëþ äâà. Çàìåòèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè: x + y = ¬(x ↔ y). Ôóíêöèÿ x ↓ y íàçûâàåòñÿ ñòðåëêîé Ïèðñà3.
Îíà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì äèçúþíêöèè: x ↓ y = ¬(x ∨ y). Ôóíêöèÿ x∣y íî-
ñèò íàçâàíèåøòðèõ Øåôôåðà4. Îíà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì êîíúþíêöèè:
x∣y = ¬(x ∧ y). Îáùåå ÷èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ ðàâíî

22
2 = 16.
Àíàëîãîì ïîíÿòèÿ ðàâíîñèëüíîñòè äëÿ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðà-

âåíñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé. Äâå áóëåâûõ ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,
åñëè îíè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ïå-
ðåìåííûõ. Ïðè ýòîì âìåñòî çíàêà ≅ ïèøóò çíàê ðàâåíñòâà =. Íàïðèìåð,
¬(x ∧ y) = ¬x ∨ ¬y � 1-é çàêîí äå Ìîðãàíà. Âîîáùå, âñå ñâîéñòâà è çàêîíû
ñïðàâåäëèâûå äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
áóëåâûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, êàê è äëÿ ôîð-
ìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ íîðìàëüíûõ è ñîâåðøåííûõ
íîðìàëüíûõ ôîðì. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ
áóëåâûõ ôóíêöèé â âèäå ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ. Íî ìîæíî ïðèâåñòè è ïðàâèëà,
àíàëîãîâ êîòîðûõ íå áûëî â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé. Íàïðèìåð, ñëîæåíèå ïî
ìîäóëþ 2 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. x + y = y + x (êîììóòàòèâíîñòü);

2. (x + y) + z = x + (y + z) (àññîöèàòèâíîñòü);

3. x ∧ (y + z) = x ∧ y + x ∧ z (äèñòðèáóòèâíîñòü);

4. x + x = 0 (èäåìïîòåíòíîñòü);

5. x + 0 = x.

Èç âòîðîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî â âûðàæåíèÿõ òèïà x+ y + z ñêîáêè ìîæ-
íî ðàññòàâëÿòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ðåçóëüòàò îò ýòîãî íå ìåíÿåòñÿ.
Íà ïðàêòèêå, äëÿ óäîáñòâà, ñêîáêè ïðîñòî îïóñêàþò. Îïÿòü æå äëÿ òîãî,
÷òîáû èçáåæàòü ëèøíèõ ñêîáîê, ñ÷èòàþò, ÷òî îïåðàöèÿ êîíúþíêöèè èìå-
åò ïðèîðèòåò ïåðåä ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ äâà. Ýòî ó÷òåíî, íàïðèìåð, â
ïðàâîé ÷àñòè òðåòüåãî ñâîéñòâà.

Ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà5 íàçûâàåòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿ-
þùàÿ ñîáîé ñóììó ïî ìîäóëþ äâà êîíúþíêöèé ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð,

3×àðëüç Ïèðñ (1839�1914) � àìåðèêàíñêèé ôèëîñîô, ëîãèê, ìàòåìàòèê.
4Ãåíðè Øåôôåð (1882�1964) � àìåðèêàíñêèé ëîãèê.
5È. È. Æåãàëêèí (1869�1947) � ðîññèéñêèé è ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê è ëîãèê.
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1+x+x∧y � ïîëèíîì Æåãàëêèíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ, x∧z+x∧y+x∧y∧z
� ïîëèíîì Æåãàëêèíà îò òðåõ ïåðåìåííûõ. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïîëèíîìîâ
Æåãàëêèíà îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî 22

n

. Ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïîëèíîìàÆåãàëêèíà, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ïðèìåð 1.31. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ôóíêöèè ∨,→.
Ðåøåíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ¬x = 1 + x. Îòñþäà x ∨ y = ¬(¬x ∧ ¬y) =

¬((1+x)∧(1+y)) = ¬(1+x+y+x∧y) = 1+1+x+y+x∧y = x+y+x∧y. Àíàëîãè÷íî
x→ y = ¬x∨y = ¬x+y+¬x∧y = 1+x+y+(1+x)∧y = 1+x+y+y+x∧y = 1+x+x∧y.

Ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè âñÿêàÿ äðóãàÿ áó-
ëåâà ôóíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè (ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíê-
öèé) äàííîé ñèñòåìû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå ïîë-
íûå ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé: {¬,∧,∨}, {¬,∧}, {¬,∨}, {¬,→}, {↓}, {∣}. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåííîì ñîâåðøåííûì íîðìàëüíûì ôîð-
ìàì, ìû ðàññìîòðåëè, êàê ïî äàííîé òàáëèöå èñòèííîñòè ïîñòðîèòü ÑÊÍÔ
è ÑÄÍÔ, êîòîðûå ñîäåðæàò òîëüêî ñâÿçêè ¬, ∧ è ∨. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïî-
ñòóïèòü è â ñëó÷àå áóëåâûõ ôóíêöèé. Äàëåå, ïî 1-ìó çàêîíó äå Ìîðãàíà
x1 ∨ x2 = ¬(¬x1 ∧ ¬x2). Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ¬, ∧ è ∨. Çàìåíèâ â ýòîì âûðàæåíèè äèçúþíêöèþ íà
îòðèöàíèå è êîíúþíêöèþ ïî âûøåïðèâåäåííîìó ïðàâèëó, ïîëó÷èì âûðà-
æåíèå ôóíêöèè ÷åðåç êîíúþíêöèþ è îòðèöàíèå. Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ
ðàâåíñòâ x1 ∧ x2 = ¬(¬x1 ∨ ¬x2), x1 ∨ x2 = ¬x1 → x2, x1 ∧ x2 = ¬(x1 → ¬x2)
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëíûìè ñèñòåìàìè ÿâëÿþòñÿ {¬,∨} è {¬,→}. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî îòðèöàíèå è êîíúþíêöèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðåëêó Ïèð-
ñà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¬x = x ↓ x, x ∧ y = (x ↓ x) ↓ (y ↓ y). Òàê êàê {¬,∧}
� ïîëíàÿ ñèñòåìà, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è {↓} � ïîëíàÿ ñèñòåìà. Àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì ÷åðåç øòðèõ Øåôôåðà ìîæíî âûðàçèòü îòðèöàíèå è
äèçúþíêöèþ: ¬x = x∣x, x ∨ y = (x∣x)∣(y∣y). Òàê êàê ¬ è ∨ îáðàçóþò ïîëíóþ
ñèñòåìó, òî è {∣} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 1.32. Ïîêàæåì, êàê âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèè ¬, ∧, ∨ ôóíêöèþ
ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2. Ïîñëåäíÿÿ çàäàåòñÿ òàáëèöåé:

x y x + y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Âûäåëèì íàáîðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (0; 1) è (1; 0), êîòîðûì ñîîòâåò-
ñòâóåò çíà÷åíèå ôóíêöèè 1. Çàìåíÿåì â ýòèõ íàáîðàõ 1 ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ïåðåìåííûìè, à 0 � èõ îòðèöàíèÿìè è ñâÿçûâàåì èõ êîíúþíêöèåé:
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(¬x∧ y) è (x∧¬y). Çàòåì ñîåäèíÿåì ïîëó÷åííûå êîíúþíêöèè äèçúþíêöè-
åé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ÑÄÍÔ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì âûðàæåíèåì:
x + y = (¬x ∧ y) ∨ (x ∧ ¬y).

Ïðèìåð 1.33. Âûðàçèòü ↓ ÷åðåç ∣ è íàîáîðîò.
Ðåøåíèå. x ↓ y = ¬(x ∨ y) = ¬((x∣x)∣(y∣y)) = [(x∣x)∣(y∣y)]∣[(x∣x)∣(y∣y)];
x∣y = ¬(x∧ y) = ¬((x ↓ x) ↓ (y ↓ y)) = [(x ↓ x) ↓ (y ↓ y)] ↓ [(x ↓ x) ↓ (y ↓ y)].
Ãîâîðÿò, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2 . . . , xn) ñîõðàíÿåò íîëü, åñëè

f(0,0, . . . ,0) = 0. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç P0. Ïðè-
ìåðîì áóëåâûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ íîëü, î÷åâèäíî ÿâëÿþòñÿ äèçúþíê-
öèÿ è êîíúþíêöèÿ. Îòðèöàíèå, èìïëèêàöèÿ íå ñîõðàíÿþò íîëü.

Ãîâîðÿò, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) ñîõðàíÿåò åäèíèöó,
åñëè f(1,1, . . . ,1) = 1. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç P1.
Ïðèìåðîì áóëåâûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ åäèíèöó, ÿâëÿþòñÿ äèçúþíê-
öèÿ, êîíúþíêöèÿ, èìïëèêàöèÿ. Îòðèöàíèå íå ñîõðàíÿåò åäèíèöó.

Äâîéñòâåííîé ê áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ áóëå-
âà ôóíêöèÿ f∗(x1, x2, . . . , xn) = ¬f(¬x1,¬x2, . . . ,¬xn). Áóëåâà ôóíêöèÿ íà-
çûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè îíà äâîéñòâåííà ñàìà ñåáå, ò. å. åñëè
f(x1, x2, . . . , xn) = ¬f(¬x1,¬x2, . . . ,¬xn). ×åðåç S îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
ñàìîäâîéñòâåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 1.34. Ïðîâåðèòü íà ñàìîäâîéñòâåííîñòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
∧, ∨, →, (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z).

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ ê êîíúþíêöèè: ¬(¬x ∧
¬y) = x ∨ y. Îíà ðàâíà äèçúþíêöèè, à íå êîíúþíêöèè, ñëåäîâàòåëüíî,
êîíúþíêöèÿ íå ñàìîäâîéñòâåííà. Àíàëîãè÷íî, íå áóäåò ñàìîäâîéñòâåííîé
è äèçúþíêöèÿ. Ðàññìîòðèì èìïëèêàöèþ è íàéäåì äëÿ íåå ÑÄÍÔ: x→ y =
¬x ∨ y = (¬x ∧ (y ∨ ¬y)) ∨ (y ∧ (x ∨ ¬x)) = (¬x ∧ y) ∨ (¬x ∧ ¬y) ∨ (x ∧ y). Íàé-
äåì òåïåðü ÑÄÍÔ äëÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè ê èìïëèêàöèè: ¬(¬x→ ¬y) =
¬(x∨¬y) = ¬x∧y. Òàê êàê ÑÄÍÔ íå ñîâïàäàþò, òî è ñàìè ôóíêöèè íå ðàâíû
è, ñëåäîâàòåëüíî, èìïëèêàöèÿ íå ñàìîäâîéñòâåííà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ,
äâîéñòâåííóþ ê ïîñëåäíåé ôóíêöèè: ¬[(¬x ∧ ¬y) ∨ (¬x ∧ ¬z) ∨ (¬y ∧ ¬z)] =
(x∨y)∧(x∨z)∧(y∨z) = [x∨(y∧z)]∧(y∨z) = [x∧(y∨z)]∨[(y∧z)∧(y∨z)] =
(x∧ y)∨ (x∧ z)∨ (y ∧ z ∧ y)∨ (y ∧ z ∧ z) = (x∧ y)∨ (x∧ z)∨ (y ∧ z). Ïîëó÷èëè
èñõîäíóþ ôóíêöèþ, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñàìîäâîéñòâåííà.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ n íóëåé è åäèíèö îòíîøåíèå ïîðÿäêà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
xi ≤ yi äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n. Íàïðèìåð, åñëè n = 2, òî (0,0) ≤ (0,1) ≤ (1,1),
à íàáîðû (0,1) è (1,0) íå ñðàâíèâàþòñÿ. Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íà-
çûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ (x1, . . . , xn) ≤
(y1, . . . , yn) ñëåäóåò, ÷òî f(x1, . . . , xn) ≤ f(y1, . . . , yn). Ìíîæåñòâî âñåõ ìîíî-
òîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç M .
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Ïðèìåð 1.35. Ïðîâåðèòü íà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè ∧,∨,→.
Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì òàáëèöó çíà÷åíèé äàííûõ ôóíêöèé:

x y ∧ ∨ →
0 0 0 0 1

0 1 0 1 1
1 0 0 1 0

1 1 1 1 1

Çàìåòèì, ÷òî íàáîðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x è y èäóò ñâåðõó âíèç â âîç-
ðàñòàþùåì ïîðÿäêå, ò. å. òå, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íèæå, áîëüøå èëè íå
ñðàâíèâàþòñÿ ñ òåìè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû âûøå. Îòìåòèì òåïåðü ïî-
ëóæèðíûì øðèôòîì òå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ìîíî-
òîííîñòü. Ó ôóíêöèé ∧ è ∨ òàêèõ íàðóøåíèé íåò, èõ çíà÷åíèÿ íå óáûâàþò,
åñëè èäòè ñâåðõó âíèç. Ó ôóíêöèè → ìîíîòîííîñòü íàðóøàåòñÿ, íàïðèìåð,
â ïåðâîé è òðåòüåé ñòðîêå. Òàêèì îáðàçîì, êîíúþíêöèÿ è äèçúþíêöèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè, à èìïëèêàöèÿ íåò.

Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè åå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé:

f(x1, . . . , xn) = a0 + a1 ∧ x1 + ⋅ ⋅ ⋅ + an ∧ xn,

ãäå a0, a1, . . . , an � ïîñòîÿííûå, ðàâíûå 0 èëè 1. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ
áóëåâûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç L. Èç ïðèìåðà 1.31 ñëåäóåò, ÷òî îòðè-
öàíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, à êîíúþíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ è èìïëè-
êàöèÿ � íåò.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì ïîëü-
ñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ Ýìèëåì Ïîñòîì â 1921 ã. Ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé ñèñòåìå èìååòñÿ
ôóíêöèÿ, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó P0, èìååòñÿ ôóíêöèÿ, íå ïðèíàä-
ëåæàùàÿ ìíîæåñòâó P1, èìååòñÿ ôóíêöèÿ, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó
S, èìååòñÿ ôóíêöèÿ, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó M , èìååòñÿ ôóíêöèÿ,
íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó L.

Ïðèìåð 1.36. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé {∧,∨,→}
ïîëíîé èëè íåò.

Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ óäîáíî ñîñòàâèòü òàê íàçûâàåìóþ òàáëèöó Ïî-
ñòà äëÿ äàííîé ñèñòåìû ôóíêöèé:

P0 P1 S L M

∧ + + − − +
∨ + + − − +
→ − + − − −
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Â ïåðâîì ñòîëáöå ïðèâåäåíû áóëåâû ôóíêöèè, â ïåðâîé ñòðîêå êëàññû
ôóíêöèé. Çíàêîì ¾+¿ îòìå÷åíà ïðèíàäëåæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé áóëå-
âîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññó. Çíàê ¾−¿ îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ
êëàññó íå ïðèíàäëåæèò. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ôóíêöèé áûëà ïîëíîé,
ïî òåîðåìå Ïîñòà íåîáõîäèìî, ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå ïðèñóòñòâîâàë õîòÿ
áû îäèí ìèíóñ. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, â ñòîëáöå P1 ìèíóñîâ íåò. Ïîýòîìó
äàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

31. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé:

à) (x + y) ∧ z = x ∧ z + y ∧ z; á) (x + y) + z = x + (y + z)
â) x→ y = x∣(y∣y); ã) x∣y = 1 + x ∧ y;
ä) (x↔ y)↔ z = x + y + z; å) x + y = (x∣(y∣y))∣(y∣(x∣x)).

32. Âûðàçèòå ÷åðåç îòðèöàíèå è èìïëèêàöèþ ñëåäóþùèå áóëåâû ôóíê-
öèè: à) äèçúþíêöèþ; á) êîíúþíêöèþ; â) ýêâèâàëåíòíîñòü; ã) ñóììó
ïî ìîäóëþ äâà; ä) øòðèõ Øåôôåðà; å) ñòðåëêó Ïèðñà.

33. Äëÿ ñëåäóþùèõ áóëåâûõ ôóíêöèé íàéäèòå ïðåäñòàâëÿþùèé èõ ïî-
ëèíîì Æåãàëêèíà; óêàæèòå ëèíåéíûå ôóíêöèè:

à) x↔ y; á) x ↓ y; â) ¬x ∧ ((y ∧ ¬z) ∨ (¬y ∧ z));
ã) (x→ (y → ¬z)) ∧ ((y ∧ ¬z)→ x); ä) ((x + 1) ∧ (y + 1) ∧ ¬z) ∨ (y ∧ z);
e) (¬x ∧ ¬y ∧ z) ∨ (x ∧ ¬z); æ) ¬x ∨ y ∨ ¬z;
ç) (x ∧ y) ∨ (z → x); è) (x ∧ z) ∨ ((x + z) ∧ y) ∨ (¬x ∧ ¬z);
ê) (x ∨ y) + (¬x ∨ ¬y) + ¬z; ë) x↔ y + ¬(y↔ z).

34. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé ñàìîäâîéñòâåííû:

à) (¬x ∧ ¬y) ∨ (¬x ∧ ¬z) ∨ (¬y ∧ ¬z); á) x ∧ y + x ∧ z + y ∧ z;
â) (((x→ y) + 1) ∧ (z + 1)) ∨ (x ∧ ¬y ∧ z); ã) (x ∧ (z → y)) ∨ ¬(y → z);
ä) x ∧ z + ((x + z) ∧ (y + 1)); e) (z → ¬x) ∧ (x ↓ y).

35. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ x1+x2+⋅ ⋅ ⋅+xn ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîé-
ñòâåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n íå÷åòíî.

36. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ áóëåâûõ ôóíêöèé ìîíîòîííû:

à) x ∧ y ∧ z; á) (x + y) ∧ z + ¬(x + z);
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â) (x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ ¬z); ã) x ∧ y ∧ z + x ∧ z;
ä) x ∧ y ∧ (z + 1) + z; å) (x ∧ y ∧ z) ∨ (¬x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ ¬z);
æ) (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z + x ∧ y); ç) (x ↓ y)↔ (y∣z).

37. Äîêàæèòå, ÷òî: à) âñå ìîíîòîííûå áóëåâû ôóíêöèè, çà èñêëþ÷åíè-
åì òîæäåñòâåííî ðàâíîé 1, ñîõðàíÿþò 0; á) âñå ìîíîòîííûå áóëåâû
ôóíêöèè, çà èñêëþ÷åíèåì òîæäåñòâåííî ðàâíîé 0, ñîõðàíÿþò 1.

38. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ ëèíåéíà è ìîíîòîííà, òî îíà
ëèáî íå ñîõðàíÿåò 0, ëèáî íå ñîõðàíÿåò 1, ëèáî ñàìîäâîéñòâåííà.

39. Èññëåäóéòå íà ïîëíîòó ñëåäóþùèå ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé:

à) {+,∨,1}; á) {↔,∧,0}; â) {+,↔}, ã) {∧,∨,→,↔};
ä) {(x ∧ y) ∨ (¬y ∧ z),0,1}; å) {(x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z),¬x,1};
æ) {x + y + z, x ∧ y,¬x}; ç) {(x ∧ y) + z, (x↔ y) + z,1};
è) {(x ∧ y) + (x ∧ z) + (y ∧ z),0,1}; ê) {x + y,0,1}; ë) {x ∧ y,0,1};
ì) x ∧ y ∧ z + 1.

40. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà f(x1, . . . , xn), ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé ôóíêöèè,
ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ôóíêöèÿ íå ñîõðàíÿåò 0, íå
ñîõðàíÿåò 1 è íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé.

1.7. Ïðèìåíåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå óñòðîéñòâî, âíóòðåííåå ñîäåðæàíèå êîòîðîãî íàñ íå
èíòåðñóåò, à èçâåñòíî ëèøü, ÷òî îíî èìååò n óïîðÿäî÷åííûõ ¾âõîäîâ¿ è
îäèí ¾âûõîä¿. Ñõåìàòè÷åñêè îíî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1.1.

n
⋮

1

2

Ðèñ. 1.1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà

Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî íà êàæäûé âõîä ìîæåò ïîäàâàòüñÿ äâà âèäà ñèãíà-
ëîâ (íàïðèìåð, íèçêîå è âûñîêîå íàïðÿæåíèå), è êàæäîìó íàáîðó âõîäíûõ
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ñèãíàëîâ îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ñèãíàë íà âûõîäå òàêèõ æå äâóõ âè-
äîâ. Òàêèå óñòðîéñòâà áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòà-
ìè. Íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åñëè ñèãíàëó ñ âûñîêèì íàïðÿæåíèåì
ñîïîñòàâèòü 1, à ñèãíàëó ñ íèçêèì íàïðÿæåíèåì 0, òî äàííîìó óñòðîéñòâó
áóäåò îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðå-
ìåííûõ. Íàïðèìåð, óñòðîéñòâó ñ äâóìÿ âõîäàìè, êîòîðîå èìååò íà âûõîäå
1 òîëüêî òîãäà, êîãäà íà îáà âõîäà ïîñòóïàåò ñèãíàë 1, ñîîòâåòñòâóåò êîíú-
þíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Òàêîå óñòðîéñòâî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1.2.

∧
y

x

Ðèñ. 1.2. Ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé êîíúþíêöèè 2-õ ïå-
ðåìåííûõ

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è îáîçíà÷àþòñÿ äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåííûì áóëåâûì ôóíêöèÿì (ñì. ðèñ. 1.3).

¬ ,
∨

y

x
,

+
y

x

Ðèñ. 1.3. Ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå áóëåâûì ôóíêöèÿì
¬, ∨ è +

Ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû ìîæíî ñîåäèíÿòü äðóã ñ äðóãîì. Äëÿ ýòîãî
íàäî âûõîä îäíîãî ýëåìåíòà íàïðàâèòü íà âõîä äðóãîãî. Ïðè ýòîì ïîëó-
÷àþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ñõåìû. Îíè ñîîòâåòñòâóþò êîìáèíàöèÿì (ñóïåð-
ïîçèöèÿì) áóëåâûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, áóëåâîé ôóíêöèè x ∧ y + (x ∨ ¬y)
ñîîòâåòñòâóåò ñõåìà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 1.4. ×åðíûå òî÷êè îçíà÷àþò
ìåñòî ðàçâåòâëåíèÿ ñèãíàëà. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ
ôóíêöèîíàëüíûõ ñõåì ñ çàäàííûìè óñëîâèÿìè.

Ïðèìåð 1.37. Êàæäûé èç 3-õ ñóäåé, çàñ÷èòûâàÿ áàëë ñïîðòñìåíó, íàæè-
ìàåò íà êíîïêó. Áàëë íà÷èñëÿåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàãîðàåòñÿ
ñèãíàëüíàÿ ëàìïî÷êà. Ïîñòðîèòü ïî âîçìîæíîñòè áîëåå ïðîñòóþ ôóíêöè-
îíàëüíóþ ñõåìó èç ýëåìåíòîâ ¬,∧,∨, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèë áû òîê è
âêëþ÷àë ñèãíàëüíóþ ëàìïî÷êó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ìåíåå 2-õ
ñóäåé íàæàëè íà êíîïêó.
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x

y

s
s

¬

∧

∨

+

Ðèñ. 1.4. Ñõåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áóëåâîé ôóíêöèè x ∧ y + (x ∨ ¬y)

z

y

x s
s
s ∧

∧

∧

∨

∨

Ðèñ. 1.5. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà ê ïðèìåðó 1.37

Ðåøåíèå. Áóëåâà ôóíêöèÿ f òàêîé ñõåìû çàâèñèò îò 3-õ ïåðåìåííûõ
x, y, z (êíîïêè). Ñ÷èòàåì, ÷òî åñëè êíîïêà íàæàòà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïåðåìåííàÿ èìååò çíà÷åíèå 1, åñëè íå íàæàòà, òî 0. Äàííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ
äîëæíà ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà ñëåäóþùèõ íàáîðàõ ïåðåìåííûõ
(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1) è (1,1,1). Ñîñòàâëÿÿ äëÿ íåå ÑÄÍÔ è óïðîùàÿ
åå, ïîëó÷àåì: f = (x ∧ y ∧ ¬z) ∨ (x ∧ ¬y ∧ z) ∨ (¬x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z) =
(x∧¬y∧z)∨(¬x∧y∧z)∨((x∧y)∧(z∨¬z)) = (x∧¬y∧z)∨(¬x∧y∧z)∨(x∧y) =
(x ∧ ¬y ∧ z) ∨ (y ∧ ((¬x ∧ z) ∨ x)) = (x ∧ ¬y ∧ z) ∨ (y ∧ ((¬x ∨ x) ∧ (z ∨ x)) =
(x∧¬y∧z)∨(y∧(z∨x)) = (x∧¬y∧z)∨(y∧z)∨(y∧x) = (z∧((x∧¬y)∨y))∨(y∧x) =
(z ∧ ((x ∨ y)) ∨ (y ∧ x) = (z ∧ x) ∨ (z ∧ y) ∨ (y ∧ x). Ïî ïîëó÷åííîé ôóíêöèè
ñòðîèì èñêîìóþ ñõåìó (ðèñ. 1.5). Êîãäà êíîïêè íàæèìàþò íå ìåíåå äâóõ
ñóäåé, íà âûõîäå ñõåìû ïîëó÷àåòñÿ íàïðÿæåíèå è ëàìïî÷êà çàãîðàåòñÿ.

Ïîìèìî âñåãî ïðî÷åãî ôóíêöèîíàëüíûå ñõåìû íàøëè ñàìîå øèðîêîå
ïðèìåíåíèå â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå. Íè îäíî ñîâðåìåííîå âû÷èñëè-
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òåëüíîå óñòðîéñòâî íå îáõîäèòñÿ áåç ñõåì, ðåàëèçóþùèõ ðàçëè÷íûå áóëåâû
ôóíêöèè.

Ïðèìåð 1.38 (äâîè÷íûé ïîëóñóììàòîð). ×èñëà â êîìïüþòåðå õðàíÿòñÿ
â äâîè÷íîé ñèñòåìå â ÿ÷åéêàõ ïàìÿòè ïîðàçðÿäíî. Ñëîæåíèå ÷èñåë âûïîë-
íÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 10.
Ñëîæåíèå ïðîèñõîäèò ïî êàæäîìó ðàçðÿäó äâóõ ÿ÷ååê, â êîòîðûõ õðà-
íÿòñÿ ñêëàäûâàåìûå ÷èñëà. Åñëè ðàçðÿä ïåðåïîëíÿåòñÿ (÷òî ïðîèñõîäèò
òîëüêî ïðè 1 + 1), òî åäèíèöà ïåðåíîñèòñÿ â ñëåäóþùèé ðàçðÿä. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîöåññ ñëîæåíèÿ â ïåðâîì (ìëàäøåì) ðàçðÿäå ìîæåò áûòü îõà-
ðàêòåðèçîâàí äâóìÿ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè S(x, y) è P (x, y), çàâèñÿùèìè
îò ñêëàäûâàåìûõ ÷èñåë x è y: S(x, y) � çíà÷åíèå ñóììû, çàïèñûâàåìîå â
òîò æå ðàçðÿä, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñëîæåíèå; P (x, y) � ôóíêöèÿ ïåðåíî-
ñà, äàåò çíà÷åíèå ÷èñëà, ïåðåíîñèìîãî â ñëåäóþùèé, áîëåå ñòàðøèé ðàçðÿä
ïðè ïåðåïîëíåíèè ðàçðÿäà, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñëîæåíèå. Çíà÷åíèÿ ýòèõ
ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

x y S(x, y) P (x, y)
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Âûïèñûâàÿ äëÿ ôóíêöèé ÑÄÍÔ, ïîëó÷àåì: S(x, y) = (¬x ∧ y) ∨ (x ∧ ¬y),
P (x, y) = x ∧ y. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.6.

S(x, y)

x

y

¬s
s

¬

∧

∧

∨

P (x, y)

y

x
∧

Ðèñ. 1.6. Ñõåìû, ðåàëèçóþùèå ôóíêöèè äâîè÷íîãî ïîëóñóììàòîðà

Ïðèìåð 1.39 (îäíîðàçðÿäíûé äâîè÷íûé ñóììàòîð). Ðàññìîòðåííûå â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå äåéñòâèÿ ñîâåðøàþòñÿ ëèøü â ïåðâîì ðàçðÿäå. Âî
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âñåõ îñòàëüíûõ ðàçðÿäàõ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðè ñëîæåíèè ó÷àñòâóþò
óæå íå äâà ñëàãàåìûõ x è y, íî åùå è ÷èñëî p, ïåðåíîñèìîå èç ïðåäûäóùåãî
ðàçðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè ñóììû S è ïåðåíîñà P â k-ì ðàçðÿäå ïðè
k > 1 çàâèñÿò óæå íå îò 2-õ, à îò 3-õ ïåðåìåííûõ. Òàáëèöà çíà÷åíèé ýòèõ
ôóíêöèé èìååò âèä:

x y p S(x, y, p) P (x, y, p)
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Äëÿ äàííûõ ôóíêöèé ñòðîèì è óïðîùàåì ÑÄÍÔ: S(x, y, p) = (¬x∧¬y∧p)∨
(¬x∧y∧¬p)∨(x∧¬y∧¬p)∨(x∧y∧p) = [((¬x∧¬y)∨(x∧y))∧p]∨ [((¬x∧y)∨
(x∧¬y))∧¬p]; P (x, y, p) = (¬x∧y∧p)∨ (x∧¬y∧p)∨ (x∧y∧¬p)∨ (x∧y∧p) =
[(¬x∧y∧p)∨(x∧y∧p)]∨ [(x∧¬y∧p)∨(x∧y∧p)]∨ [(x∧y∧¬p)∨(x∧y∧p)] =
[(¬x∨x)∧(y∧p)]∨[(¬y∨y)∧(x∧p)]∨[(¬p∨p)∧(x∧y)] = (y∧p)∨(x∧p)∨(x∧y).
Ñõåìà äëÿ P (x, y, p) ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé ê ïðèìåðó 1.37, èçîáðàæåííîé íà
ðèñ. 1.5, à ñõåìà äëÿ S(x, y, p) èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.7.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

41. Ïî äàííûì áóëåâûì ôóíêöèÿì ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìû,
ñîñòîÿùèå òîëüêî èç ýëåìåíòîâ ∧, ∨ è ¬:
à) x↔ y; á) x + y; â) x∣y; ã) x ↓ y;
ä) ((x ∧ y) ∨ ¬z ∨ ¬x) ∧ (¬x ∨ y); å) (¬x ∨ y) ∧ ((y ∧ z) ∨ x) ∨ (u ∧ z);
æ) ((x ∧ y)→ (¬x ∧ y)) ∧ (x ∨ (z ∧ y)); ç) (x→ y)→ (¬x ∧ (y ∨ z));
è) (x ∧ y + z)→ (¬x ∧ z); ê) (¬x + ¬y) ∧ (x↔ y).

42. Èìååòñÿ îäíà ëàìïî÷êà â ëåñòíè÷íîì ïðîëåòå äâóõýòàæíîãî äîìà.
Ïîñòðîèòü ñõåìó òàê, ÷òîáû íà êàæäîì ýòàæå ñâîèì âûêëþ÷àòåëåì
ìîæíî áûëî áû âêëþ÷àòü è âûêëþ÷àòü ëàìïî÷êó íåçàâèñèìî îò ïî-
ëîæåíèÿ äðóãîãî âûêëþ÷àòåëÿ.

43. Ñïðîåêòèðóéòå ñõåìó, êîòîðàÿ áû ïîçâîëÿëà âêëþ÷àòü è âûêëþ÷àòü
ëàìïî÷êó ñ ïîìîùüþ òðåõ íåçàâèñèìûõ ïåðåêëþ÷àòåëåé.
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Ðèñ. 1.7. Ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ ñóììû äâîè÷íîãî ñóììàòîðà

44. Ïîñòðîéòå ñõåìó ñ òðåìÿ âõîäàìè, êîòîðàÿ èìååò íà âûõîäå 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1 ïîñòóïàåò ðîâíî íà îäèí èëè ðîâíî íà äâà
âõîäà.

45. Ïîñòðîéòå ñõåìó êîíòðîëÿ ÷åòíîñòè â âîñüìèðàçðÿäíîì äâîè÷íîì
ñëîâå (áàéòå). Ñõåìà èìååò 8 âõîäîâ è îäèí âûõîä, íà êîòîðîì ïîÿâëÿ-
åòñÿ åäèíè÷íûé ñèãíàë â ñëó÷àå íå÷åòíîãî ÷èñëà åäèíèö âî âõîäíîì
ñëîâå.

46. Ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàëüíóþ ñõåìó äåøèôðàòîðà ¾2 íà 4¿. Îí èìå-
åò äâà âõîäà, íà êîòîðûå ïîñòóïàåò äâóçíà÷íîå äâîè÷íîå ÷èñëî è 4
âûõîäà, ïðîíóìåðîâàííûå ÷èñëàìè îò 0 äî 3. Íà êàæäîì èõ âûõîäîâ
äîëæíà ïîÿâëÿòüñÿ 1 òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åãî íîìåð ÿâëÿåòñÿ
äåñÿòè÷íîé çàïèñüþ äâîè÷íîãî ÷èñëà, ïîñòóïàþùåãî íà âõîä.

47. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïîñòðîèòü ñõåìó äåøèôðàòîðà ¾3 íà
8¿, êîòîðûé áû ëþáîå òðåõçíà÷íîå äâîè÷íîå ÷èñëî ïðèâîäèë ê äåñÿ-
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òè÷íîìó âèäó. Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìû îòäåëüíî
äëÿ êàæäîãî èç âûõîäîâ 0�7.

48. Ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàëüíóþ ñõåìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ 2-õ
äâóçíà÷íûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë.

1.8. Ôîðìàëèçîâàííîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâà-

íèé

×òîáû ïðèäàòü êàêîé-ëèáî òåîðèè íàèáîëüøóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðîãîñòü,
åå ôîðìàëèçóþò. Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) çàäàí àëôàâèò òåîðèè, ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ; 2) èç âñåãî ìíîæåñòâà âûðàæåíèé,
ñîñòàâëåííûõ èç ñèìâîëîâ àëôàâèòà âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî ôîðìóë; 3)
èç âñåãî ìíîæåñòâà ôîðìóë âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî ôîðìóë, íàçûâàåìûõ
àêñèîìàìè; 4) îïðåäåëåíû ïðàâèëà âûâîäà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îò îä-
íèõ ôîðìóë ïåðåõîäÿò ê äðóãèì.

Ôîðìàëèçîâàííîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé (ÔÈÂ) � ýòî ñëå-
äóþùàÿ ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ:

1) Àëôàâèò. Ïðîïîçèöèîííûå ïåðåìåííûå X1,X2, . . . ,Xn, . . . , ëîãè÷å-
ñêèå ñâÿçêè ¬, →, âñïîìîãàòåëüíûå çíàêè (, );

2) Ôîðìóëû.
à) êàæäàÿ ïðîïîçèöèîííàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü ôîðìóëà;
á) åñëè F1 è F2 ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ ¬F1, (F1 → F2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ

ôîðìóëàìè;
â) íèêàêèõ äðóãèõ ôîðìóë, êðîìå ïîëó÷àþùèõñÿ â ïóíêòàõ à), á), íåò;
3) Àêñèîìû.
A1∶ (F → (G→ F ));
A2∶ (F → (G→H))→ ((F → G)→ (F →H));
A3∶ ((¬G→ ¬F )→ ((¬G→ F )→ G));
ãäå F,G,H � ôîðìóëû;
4) Ïðàâèëà âûâîäà.
MP (modus ponens): F, F → G ⊢ G (èç F è F → G ñëåäóåò G).
Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà òðåõ ãðóï-

ïàõ àêñèîì è îäíîì ïðàâèëå âûâîäà.
Ïóñòü Ã � ìíîæåñòâî ôîðìóë (ãèïîòåç). Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà F âû-

âîäèòñÿ èç ìíîæåñòâà ãèïîòåç Ã, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôîðìóë F1, F2, . . . , Fn, ãäå êàæäàÿ ôîðìóëà Fi ÿâëÿåòñÿ ëèáî àêñè-
îìîé, ëèáî ãèïîòåçîé, ëèáî ïîëó÷åíà èç ïðåäûäóùèõ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà
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âûâîäà MP è Fn � ýòî ôîðìóëà F . Öåïî÷êà ôîðìóë, ïðèâîäÿùèõ ê F , íà-
çûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ôîðìóëû F , èñõîäÿ èç ìíîæåñòâà ãèïîòåç
Ã. Ïðè ýòîì ïèøóò Ã ⊢ F . Åñëè ìíîæåñòâî ãèïîòåç ïóñòî (Ã = ∅), ò. å. F
äîêàçûâàåòñÿ òîëüêî èñõîäÿ èç àêñèîì, òî öåïî÷êà ôîðìóë, ïðèâîäÿùàÿ
ê F , íàçûâàåòñÿ ïðîñòî äîêàçàòåëüñòâîì ôîðìóëû F , à ñàìà ôîðìóëà F
íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì òåîðåìîé. Ïðè ýòîì ïèøóò ⊢ F .

Ïðèâåäåì ïðèìåð ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.
Ïðèìåð 1.40. Äîêàçàòü, ÷òî ⊢ F → F .
Ðåøåíèå.Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî � ýòî ïðîñòî öåïî÷êà ãîëûõ ôîð-

ìóë, çàïèñàííàÿ â àëôàâèòå ôîðìàëüíîé òåîðèè. ×òîáû áûëî ïîíÿòíî, êàê
ñòðîÿòñÿ ýòè öåïî÷êè, áóäåì äàâàòü êîììåíòàðèè:

N Ôîðìóëû Êîììåíòàðèè

1 (F → ((F → F )→ F ))→ â àêñèîìå A2 âìåñòî F è H
→ ((F → (F → F ))→ (F → F )) áåðåì F , à âìåñòî G � F → F

2 F → ((F → F )→ F ) â àêñèîìå A1 âìåñòî F áåðåì F ,
à âìåñòî G � F → F

3 (F → (F → F ))→ (F → F ) ïîëó÷åíà èç ïóíêòîâ 1, 2 ïî ïðà-
âèëó âûâîäà MP

4 F → (F → F ) â A1 âìåñòî F è G âçÿëè F

5 F → F ïîëó÷åíà èç 3, 4 ïî ïðàâèëó MP

Òàêèì îáðàçîì ⊢ F → F , ò. å. F → F ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé.
Ïðèìåð 1.41. Äîêàçàòü, ÷òî ¬G→ ¬F, F ⊢ G.
Ðåøåíèå.

1 ¬G→ ¬F ãèïîòåçà
2 F ãèïîòåçà
3 (¬G→ ¬F )→ ((¬G→ F )→ G) àêñèîìà A3
4 (¬G→ F )→ G ïîëó÷åíà èç 1, 3 ïî ïðàâèëó MP
5 F → (¬G→ F ) àêñèîìà A1
6 ¬G→ F ïîëó÷åíà èç 2, 5 ïî ïðàâèëó MP
7 G ïîëó÷åíà èç 4, 6 ïî ïðàâèëó MP

Òàêèì îáðàçîì, G âûâîäèòñÿ èç ãèïîòåç ¬G→ ¬F è F .
Ìîæíî âûÿâèòü ïðàâèëà è çàêîíîìåðíîñòè, êîòîðûå â íåêîòîðîé ñòåïå-

íè îáëåã÷àþò ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâà
òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìà î äåäóêöèè. Åñëè Ã � ìíîæåñòâî ôîðìóë, A è
B � ôîðìóëû è Ã, A ⊢ B (ò. å. B âûâîäèìî èç A è Ã), òî Ã ⊢ A→ B.
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Ïðèìåð 1.42. Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà ¬F → (F → G) ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé
â ÔÈÂ.

Ðåøåíèå.

1 ¬F ãèïîòåçà
2 F ãèïîòåçà
3 F → (¬G→ F ) àêñèîìà A1
4 ¬F → (¬G→ ¬F ) àêñèîìà A1
5 ¬G→ F MP: (2), (3)
6 ¬G→ ¬F MP: (1), (4)
7 (¬G→ ¬F )→ ((¬G→ F )→ G) àêñèîìà A3
8 (¬G→ F )→ G MP: (6), (7)
9 G MP: (5), (8)

Òàêèì îáðàçîì, ¬F, F ⊢ G. Îòñþäà ïî òåîðåìå î äåäóêöèè ¬F ⊢ F → G.
Ïðèìåíÿÿ åå åùå ðàç, ïîëó÷àåì ⊢ ¬F → (F → G).

Ñâÿçü ìåæäó ôîðìàëüíûì èñ÷èñëåíèåì âûñêàçûâàíèé è ëîãèêîé âû-
ñêàçûâàíèé, êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàëè â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû î ïîëíîòå. Ôîðìóëà òîãäà è
òîëüêî òîãäà äîêàçóåìà â ÔÈÂ (ÿâëÿåòñÿ åãî òåîðåìîé), êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ
òàâòîëîãèåé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé: ⊢ F ⇔ ⊧ F .

Ïðèìåð 1.43. Äîêàçàòü â ÔÈÂ òàâòîëîãèþ (F ∧G)→ G.
Ðåøåíèå. Â ÔÈÂ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ñâÿçêè → è ¬. Ïîýòîìó ïðåä-

âàðèòåëüíî F ∧ G íàäî çàìåíèòü íà ¬(F → ¬G). Òàêèì îáðàçîì, íóæíî
äîêàçàòü òàâòîëîãèþ ¬(F → ¬G)→ G.

1 ¬(F → ¬G) ãèïîòåçà
2 ¬(F → ¬G)→ (¬G→ ¬(F → ¬G)) àêñèîìà A1
3 ¬G→ ¬(F → ¬G) MP: (1), (2)
4 (¬G→ ¬(F → ¬G))→ ((¬G→ (F → ¬G))→ G) àêñèîìà A3
5 (¬G→ (F → ¬G))→ G MP: (3), (4)
6 ¬G→ (F → ¬G) àêñèîìà A1
7 G MP: (5), (6)

Òàêèì îáðàçîì, ¬(F → ¬G) ⊢ G. Îòñþäà ïî òåîðåìå î äåäóêöèè ⊢ ¬(F →
¬G)→ G.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

49. Ñðåäè ñëåäóþùèõ ôîðìóë óêàæèòå òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè
A1, A2 èëè A3:

à) (F → ((F → F )→ F ))→ ((F → (F → F ))→ (F → F ));
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á) F → ((¬F → G)→ F );
â) (G→H)→ (F → (G→H));
ã) (¬F → G)→ (¬G→ ¬¬F );
ä) (¬F → ¬¬G)→ ((¬F → ¬G)→ F );
å) ¬F → (F → ¬F );
æ) (G→ F )→ ((G→ ¬F )→ ¬G);
ç) (F → G)→ (H → (G→ F ));
è) (G→ (¬F → F ))→ ((G→ ¬F )→ (G→ F )).

50. Óêàæèòå íåäîñòàþùóþ ôîðìóëó W òàê, ÷òîáû òðåòüÿ èç äàííûõ
ôîðìóë ïîëó÷àëàñü èç ïåðâîé è âòîðîé ôîðìóë ïî ïðàâèëó âûâîäà
MP:

à) F → (H → F ), (F → (H → F ))→ (F → (G→ (H → F ))), W ;

á) F → (G→H), W , (F → G)→ (F →H);
â) W , (¬G→ ¬G)→ ((¬G→ G)→ G), (¬G→ G)→ G;

ã) F → G, W , H → (F → G);
ä) G, G→ (F → G), W ;

å) W , (¬F → ¬G)→ ((¬F → G)→ F ), (¬F → G)→ F ;

æ) G→ F , W , (G→ ¬F )→ (G→ F );
ç) W , (G → (¬F → F )) → ((G → ¬F ) → (G → F )), (G → ¬F ) → (G →
F );
è) ¬G→ (F → ¬G), (¬G→ (F → ¬G))→ G, W .

51. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë âûâîäîì
èç àêñèîì. Åñëè ÿâëÿåòñÿ, òî îáîñíóéòå êàæäûé øàã ïîñòðîåíèÿ ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

à) (1) G→ (F → G),
(2) (G→ (F → G))→ (G→ (G→ (F → G))),
(3) G→ (G→ (F → G)).

á) (1) (¬G→ ¬F )→ ((¬G→ F )→ G),
(2) ¬F → (¬G→ ¬F ),
(3) ¬F → ((¬G→ F )→ G).

â) (1) F → (G→ F ),
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(2) (F → (G→ F ))→ ((F → G)→ (F → F )),
(3) (F → G)→ (F → F ).

ã) (1) (F → F )→ (G→ (F → F )),
(2) F → F ,

(3) G→ (F → F ).
ä) (1) (H → F )→ (G→ (H → F )),

(2) ((H → F ) → (G → (H → F ))) → (F → ((H → F ) → (G → (H →
F )))),

(3) F → ((H → F )→ (G→ (H → F ))),
(4) (F → ((H → F ) → (G → (H → F )))) → ((F → (H → F )) → (F →

(G→ (H → F )))),
(5) (F → (H → F ))→ (F → (G→ (H → F ))),
(6) F → (H → F ),
(7) F → (G→ (H → F )).

å) (1) ¬G→ ¬G,
(2) (¬G→ ¬G)→ ((¬G→ G)→ G),
(3) (¬G→ G)→ G.

52. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìàìè ÔÈÂ, ïî-
ñòðîèâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, ÿâëÿþùèåñÿ âûâîäàìè äàííûõ
ôîðìóë èç àêñèîì:

à) G→ (F → F ); á) G→ (G→ (F → G));
â) (¬G→ G)→ G; ã) (F → G)→ (F → F );
ä) F → (G→ (H → F )).

53. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûâîäîì èç ãèïî-
òåç. Åñëè äà, òî óêàæèòå, èç êàêèõ.

à) (1) G→H,

(2) G,
(3) H,
(4) H → (F →H),
(5) F →H.

á) (1) F → G,
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(2) F → ¬G,
(3) (F → G)→ ((F → ¬G)→ ¬F ),
(4) ((F → ¬G)→ ¬F ),
(5) ¬G.

â) (1) (F → (F → G))→ ((F → F )→ (F → G)),
(2) F → (F → G),
(3) (F → F )→ (F → G),
(4) F → F ,

(5) F → G.

ã) (1) F → (G→H),
(2) (F → (G→H))→ ((F → G)→ (F →H)),
(3) (F → G)→ (F →H),
(4) G→ (F → G),
(5) G,
(6) F → G,

(7) F →H.

ä) (1) ¬G→ ¬F ,
(2) (¬G→ ¬F )→ ((¬G→ F )→ G),
(3) (¬G→ F )→ G,

(4) F → (¬G→ F ),
(5) F ,
(6) ¬G→ F ,

(7) G.

54. Äîêàæèòå, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âûâîäèìîñòè, ïîñòðîèâ ñîîò-
âåòñòâóþùèå âûâîäû èç ãèïîòåç:

à) G ⊢ F → G; á) G ⊢H → (F → G);
â) G,G→H ⊢ F →H; ã) F → G,F → (G→H), F ⊢H;
ä) F → G,F → (G→H) ⊢ F →H; å) F → G,G→H ⊢ F →H;

æ) F → (G→H),G ⊢ F →H; ç) F → (G→H) ⊢ G→ (F →H);
è) F → (F → G) ⊢ F → G; ê) F,¬F ⊢ G;
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ë) ¬G→ F,¬G→ ¬F ⊢ G; ì) F ⊢ (G→ ¬F )→ (G→ F );
í) F ⊢H → (¬G→ F ); î) ¬G→ ¬F ⊢ F → G;

ï) ¬F,¬G→ F ⊢ G; ð) ¬¬F ⊢ F .

55. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äåäóêöèè è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ óïðàæíå-
íèé, äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìàìè ÔÈÂ:

à) (¬¬G→ ¬¬F )→ (¬F → ¬G); á) F → (F ∨ ¬G);
â) ¬¬F → F ; ã) (F ↔ G)→ (F → G);
ä) (F ∨ F )→ (G→ F ); å) F → ((F → G)→ G).

1.9. Ïðåäèêàòû. Êâàíòîðû. Ôîðìóëû ëîãèêè

ïðåäèêàòîâ

Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ (ËÏ) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Îíà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå ñîâåðøåííûé, òîíêèé èíñòðóìåíò äëÿ èçó÷åíèÿ
ïðîöåññîâ óìîçàêëþ÷åíèÿ è ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ.

Îäíîìåñòíûì ïðåäèêàòîì P (x), çàäàííûì íà ìíîæåñòâå M , íà-
çûâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå, çàâèñÿùåå îò ïåðåìåííîé x è ïðåâðàùàþùååñÿ â
âûñêàçûâàíèå (èñòèííîå èëè ëîæíîå) ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî x ëþáîãî
ýëåìåíòà èç M .

Ïðèìåð 1.44. ¾Êîìïàíèÿ x çàíèìàåòñÿ ïðîèçâîäñòâîì ïðîöåññîðîâ¿ �
îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå âñåõ êîìïàíèé. Åñëè âìå-
ñòî ïåðåìåííîé x ïîäñòàâèòü ñëîâî ¾Intel¿, òî ïîëó÷èì èñòèííîå âûñêàçû-
âàíèå, åñëè æå âìåñòî x ïîäñòàâèòü ¾Microsoft¿, òî ïîëó÷èì ëîæíîå âû-
ñêàçûâàíèå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äâóõìåñòíûé P (x, y) (çàâèñÿùèé îò 2-õ ïåðå-
ìåííûõ, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç äâóõ ðàçëè÷íûõ
ìíîæåñòâM1 èM2), òðåõìåñòíûé P (x, y, z) (çàâèñÿùèé îò 3-õ ïåðåìåííûõ)
è ò. ä. ïðåäèêàòû. Îáû÷íûå âûñêàçûâàíèÿ óäîáíî ñ÷èòàòü 0-ìåñòíûìè ïðå-
äèêàòàìè.

Ïðèìåð 1.45. ¾xy = 1024¿ � äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò, çàäàííûé íà ìíî-
æåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R (x, y áåðóòñÿ èç R). Ïàðà ÷èñåë (2,10)
ïðåâðàùàåò ýòîò ïðåäèêàò â èñòèííîå âûñêàçûâàíèå ¾210 = 1024¿, à ïàðà
÷èñåë (10,2) â ëîæíîå ¾102 = 1024¿.

Ê ïðåäèêàòàì ìîæíî ïðèìåíÿòü òàêèå æå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè, êàê è
ê âûñêàçûâàíèÿì, à èìåííî ¬, ∨, ∧, →, ↔. Íàïðèìåð, îòðèöàíèåì ïðåäè-
êàòà P (x), çàäàííîãî íà ìíîæåñòâå M , áóäåò ïðåäèêàò ¬P (x), çàäàííûé
íà ýòîì æå ìíîæåñòâå, êîòîðûé ïðåâðàùàåòñÿ â ëîæíîå âûñêàçûâàíèå íà
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âñåõ è òîëüêî òåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x, íà êîòîðûõ P (x) ïðåâðàùàåòñÿ
â èñòèííîå âûñêàçûâàíèå. Íî â îòëè÷èå îò ËÂ â ËÏ äîáàâëÿþòñÿ åùå äâå
íîâûõ, òàê íàçûâàåìûõ êâàíòîðíûõ îïåðàöèè. Êâàíòîð âñåîáùíîñòè
� ýòî îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó ïðåäèêàòó P (x), îïðåäåëåííîìó íà ìíî-
æåñòâå M , ñîïîñòàâëÿåò âûñêàçûâàíèå (∀x)(P (x)) (÷èòàåòñÿ: ¾äëÿ âñåõ x
âåðíî, ÷òî P (x)¿ èëè ïðîñòî ¾äëÿ ëþáîãî x P (x)¿), êîòîðîå èñòèííî òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ âñåõ a ∈ M âûñêàçûâàíèå P (a) èñòèííî. Êâàí-
òîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó ïðåäè-
êàòó P (x), îïðåäåëåííîìó íà ìíîæåñòâå M , ñîïîñòàâëÿåò âûñêàçûâàíèå
(∃x)(P (x)) (÷èòàåòñÿ: ¾ñóùåñòâóåò x, òàêîå ÷òî P (x)¿), êîòîðîå èñòèííî,
êîãäà õîòÿ áû äëÿ îäíîãî a ∈ M âûñêàçûâàíèå P (a) èñòèííî è ëîæíî â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Åñëè êâàíòîðû ïðèìåíÿþòñÿ ê îäíîìåñòíîìó ïðåäèêà-
òó, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëó÷àåòñÿ âûñêàçûâàíèå (0-ìåñòíûé ïðåäèêàò).
Êâàíòîðû ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê n-ìåñòíîìó ïðåäèêàòó (n > 1), ïðè ýòîì
ïîëó÷àåì (n − 1)-ìåñòíûé ïðåäèêàò.

Ïðèìåð 1.46. Ðàññìîòðèì ¾y ≤ x¿ � äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò, çàäàííûé
íà N (x, y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà). Ïðèìåíèì ê íåìó êâàíòîð (∀x). Ïîëó÷èì
îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò (∀x)(y ≤ x), çàâèñÿùèé òîëüêî îò y. Ïðè y = 1 îí
ïðåâðàùàåòñÿ â èñòèííîå âûñêàçûâàíèå (∀x)(1 ≤ x) ¾Ëþáîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî áîëüøå èëè ðàâíî 1¿, ïðè y /= 1 â ëîæíîå âûñêàçûâàíèå.

Ïðèìåð 1.47. Ðàññìîòðèì äâà îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòà, çàäàííûõ íà N:
¾x = x + 1¿, ¾x äåëèòñÿ íà 30¿. Ïðèìåíÿÿ ê íèì êâàíòîð (∃x), ïîëó÷àåì
(∃x)(x = x + 1) ¾Cóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ðàâíîå ÷èñëó íà åäèíèöó
áîëüøåìó¿ � ëîæíîå âûñêàçûâàíèå è (∃x)(x äåëèòñÿ íà 30) ¾Cóùåñòâóåò
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 30¿ � èñòèííîå âûñêàçûâàíèå.

Ïðèìåð 1.48. Ðàññìîòðèì (y ≤ x) � äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò íà R. Òîãäà
(∃x)(y ≤ x) � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò, çàâèñÿùèé îò y, (∃y)(∃x)(y ≤ x) ¾Ñó-
ùåñòâóþò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà, îäíî èç êîòîðûõ ìåíüøå èëè ðàâíî
äðóãîìó¿ � 0-ìåñòíûé ïðåäèêàò (èñòèííîå âûñêàçûâàíèå).

Êàê âèäíî èç ïðèìåðîâ, â âûðàæåíèÿõ (∀x)(P (x)) è (∃x)(P (x)) ïåðå-
ìåííàÿ x óæå ïåðåñòàåò áûòü ïåðåìåííîé â îáû÷íîì ñìûñëå ñëîâà, ò. å.
âìåñòî íåå ìû íå ïîäñòàâëÿåì êàêèå-òî êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ. Òàêàÿ ïåðå-
ìåííàÿ, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä äåéñòâèåì êâàíòîðà, íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé. Ñâÿçàííóþ ïåðåìåí-
íóþ ìîæíî ìåíÿòü íà ëþáóþ äðóãóþ áóêâó. Îò ýòîãî ñóùíîñòü âûðàæåíèÿ
íå èçìåíèòñÿ.

Â ËÏ, êàê è â ËÂ, èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû. Îòëè÷èå â òîì, ÷òî ïåðå-
ìåííûå, âõîäÿùèå â ôîðìóëû, äåëÿòñÿ íà òðè âèäà: ïðåäèêàòíûå, âìå-
ñòî êîòîðûõ ïîäñòàâëÿþòñÿ ïðåäèêàòû è âûñêàçûâàíèÿ (êàê 0-ìåñòíûå
ïðåäèêàòû), ôóíêöèîíàëüíûå, âìåñòî êîòîðûõ ïîäñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèè,
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îòîáðàæàþùèå íàáîðû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ â ýëåìåíòû ìíîæåñòâ, è ïðåä-
ìåòíûå, îò êîòîðûõ çàâèñÿò ïðåäèêàòíûå è ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå
è âìåñòî êîòîðûõ ïîäñòàâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ îïðåäå-
ëåíû ïðåäèêàòû è ôóíêöèè. È êðîìå ïÿòè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ëîãèêè âû-
ñêàçûâàíèé äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äâóõ êâàíòîðíûõ îïåðàöèé. Ìîãóò
áûòü âûäåëåíû îòäåëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ � ïðåäìåòíûå êîíñòàíòû
(îíè îáîçíà÷àþòñÿ îáû÷íî ïåðâûìè ìàëåíüêèìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àë-
ôàâèòà).

Ïðèìåð 1.49. Äàíà ôîðìóëà (∃y)(∀z)(Q(x, f(y, z))∧R(g(x), y, a)). Çäåñü
Q(⋅, ⋅), R(⋅, ⋅, ⋅) � ýòî ñîîòâåòñòâåííî äâóõìåñòíàÿ è òðåõìåñòíàÿ ïðåäèêàò-
íûå ïåðåìåííûå, f(⋅, ⋅) è g(⋅) � äâóõìåñòíàÿ è îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèîíàëü-
íûå ïåðåìåííûå, x, y è z � ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå, a � ïðåäìåòíàÿ êîí-
ñòàíòà.

Ïîä èíòåðïðåòàöèåé ôîðìóëû ËÏ ïîíèìàåòñÿ óêàçàíèå íåêîòîðî-
ãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâàM , íàçûâàåìîãî îáëàñòüþ èíòåðïðåòàöèè , è
ïîäñòàíîâêà âìåñòî åå ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ êîí-
êðåòíûõ ïðåäèêàòîâ è ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ýòîì ìíîæåñòâå, à âìåñòî
ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò � êîíêðåòíûõ ýëåìåíòîâ èç ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 1.50. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (∃x)(∀y)P (f(x, y), a), ãäå P (⋅, ⋅) �
äâóõìåñòíàÿ ïðåäèêàòíàÿ ïåðåìåííàÿ, f(⋅, ⋅) � äâóõìåñòíàÿ ôóíêöèîíàëü-
íàÿ ïåðåìåííàÿ, x, y � ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå, a � ïðåäìåòíàÿ êîíñòàí-
òà. Äàäèì íåêîòîðóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîé ôîðìóëû. Ïóñòü P (z1, z2) � ýòî
äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò ¾z1 > z2¿, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, f(x, y) = x + y � ôóíêöèÿ ñëîæåíèÿ è a = 4. Ïîñëå èíòåðïðåòàöèè
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé 0-ìåñòíûé ïðåäèêàò (ëîæíîå âûñêàçûâàíèå): ¾Ñóùå-
ñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî x, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà y
âûïîëíÿåòñÿ x + y > 4¿.

Ïðèìåð 1.51. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (∀x)(∃y)(P (x, y)). Äàäèì èíòåðïðå-
òàöèþ äàííîé ôîðìóëû, ïîäñòàâèâ âìåñòî P (x, y) êîíêðåòíûé äâóõìåñò-
íûé ïðåäèêàò.

1) Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ ëþäåé, à P (x, y) � çàäàííûé íà M ïðå-
äèêàò ¾x ÿâëÿåòñÿ ðîäíûì áðàòîì äëÿ y¿. Ïîëó÷àåì: (∀x)(∃y)(x ÿâëÿåòñÿ
ðîäíûì áðàòîì äëÿ y), ò. å. ¾Ó êàæäîãî ÷åëîâåêà åñòü ðîäíîé áðàò¿ �
ëîæíîå âûñêàçûâàíèå.

2) Ïóñòü M � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è âìåñòî P (x, y) âîçüìåì
¾x < y¿. Ïîëó÷àåì: (∀x)(∃y)(x < y), ò.å. ¾Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
ñóùåñòâóåò áîëüøåå ïî ñðàâíåíèþ ñ íèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî¿ � èñòèííîå
âûñêàçûâàíèå.

Ïðèìåð 1.52. Äàäèì èíòåðïðåòàöèþ ôîðìóëû (∃x)P (x, y), â êîòîðîé
åñòü îäíà ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ y. ÏóñòüM � ìíîæåñòâî âñåõ ãîð íà Çåìëå
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è â êà÷åñòâå P (x, y) âîçüìåì äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò ¾Ãîðà x âûøå ãîðû y¿.
Â ðåçóëüòàòå èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷èì îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò: ¾Ñóùåñòâóåò
ãîðà, êîòîðàÿ âûøå ãîðû y¿. Åñëè òåïåðü â êà÷åñòâå y âçÿòü, íàïðèìåð,
¾Ýâåðåñò¿, òî ïîëó÷èì ëîæíîå âûñêàçûâàíèå: ¾Ñóùåñòâóåò ãîðà, êîòîðàÿ
âûøå Ýâåðåñòà¿. Åñëè æå âçÿòü â êà÷åñòâå y ëþáóþ äðóãóþ ãîðó, êðîìå
Ýâåðåñòà, òî ïîëó÷èì èñòèííîå âûñêàçûâàíèå.

Èç ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëû è
âûáîðà çíà÷åíèé, âõîäÿùèõ â íåå ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, ìîæåì ïîëó-
÷èòü êàê ëîæíîå, òàê è èñòèííîå âûñêàçûâàíèå. Ôîðìóëà F íàçûâàåòñÿ
âûïîëíèìîé â äàííîé èíòåðïðåòàöèè, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñ-
òèííîå âûñêàçûâàíèå õîòÿ áû ïðè íåêîòîðîì âûáîðå çíà÷åíèé âõîäÿùèõ
â íåå ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëà F íàçûâàåòñÿ èñòèííîé (ëîæ-
íîé) â äàííîé èíòåðïðåòàöèè, åñëè îíà åñòü èñòèííîå (ëîæíîå) âûñêà-
çûâàíèå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íåå ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ.
Ôîðìóëà ËÏ íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìîé èëè òàâòîëîãèåé (òîæäå-
ñòâåííî ëîæíîé èëè ïðîòèâîðå÷èåì), åñëè îíà èñòèííà (ëîæíà) â
ëþáîé èíòåðïðåòàöèè. Òàê, ôîðìóëà èç ïðèìåðà 1.51 èñòèííà âî âòîðîé
èíòåðïðåòàöèè, à ôîðìóëà èç ïðèìåðà 1.52 âûïîëíèìà â ïðèâåäåííîé èí-
òåðïðåòàöèè. Åñëè ôîðìóëà F ËÏ ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, òî, êàê è â ËÂ,
ïðèíÿòî ïèñàòü ⊧ F . Âñÿêàÿ ôîðìóëà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç òàâòîëîãèè ËÂ
çàìåíîé âõîäÿùèõ â íåå ïðîïîçèöèîííûõ ïåðåìåííûõ íà ïðåäèêàòíûå, ÿâ-
ëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé ËÏ.

Ïðèìåð 1.53. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå òàâòîëîãèè ËÏ, êîòîðûå íå ñâîäÿòñÿ
ê òàâòîëîãèÿì ËÂ (âñå îíè ñîäåðæàò êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ èëè âñåîáù-
íîñòè):

1. (∀x)(P (x) ∧Q(x))↔ ((∀x)(P (x)) ∧ (∀x)(Q(x))) (äåéñòâèå ∀ íà ∧);

2. (∀x)(P (x)→ Q)↔ ((∃x)(P (x))→ Q) (äåéñòâèå ∀ íà →; Q îáîçíà÷àåò
ëþáîé ïðåäèêàò, íå çàâèñÿùèé îò x, â ÷àñòíîñòè âûñêàçûâàíèå);

3. (∀x)(∀y)P (x, y)↔ (∀y)(∀x)P (x, y) (ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ∀);

4. (∃x)(∃y)P (x, y)↔ (∃y)(∃x)P (x, y) (ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ∃).

Â ËÏ íåò òàêîãî îáùåãî ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà òàâòîëîãèé, êàê ïîñòðîå-
íèå òàáëèö èñòèííîñòè â ËÂ. Çäåñü çíà÷åíèå ïðåäèêàòà çàâèñèò îò âûáîðà
çíà÷åíèé åãî ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, à ýòîò âûáîð â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî
ñäåëàòü áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ. Òåì íå ìåíåå â êàæäîì îòäåëüíîì
ñëó÷àå, àíàëèçèðóÿ ñòðóêòóðó ôîðìóëû, ìîæíî îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ îíà
òàâòîëîãèåé èëè íåò.
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Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâóþ èç âûøåïðèâåäåííûõ òàâòîëîãèé. Ïîäñòà-
âèì âìåñòî ïðåäèêàòíûõ ïåðåìåííûõ P (x) è Q(x) êîíêðåòíûå ïðåäèêàòû
A(x) è B(x), çàäàííûå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M . Òîãäà ïîëó÷èì âûñêà-
çûâàíèå

(∀x)(A(x) ∧B(x))↔ ((∀x)(A(x)) ∧ (∀x)(B(x))). (1.5)

Ïîêàæåì, ÷òî îíî èñòèííî. Âûñêàçûâàíèå (∀x)(A(x) ∧B(x)) èñòèííî òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ M (A(x) ∧ B(x)) èñòèííî, ÷òî
âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ M A(x) èñòèííî
è B(x) èñòèííî. Íî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èñòèííûìè áóäóò âûñêà-
çûâàíèÿ (∀x)(A(x)) è (∀x)(B(x)), à ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èñòèííà
èõ êîíúþíêöèÿ (∀x)(A(x)) ∧ (∀x)(B(x)). Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ è ïðàâàÿ
÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè (1.5) èñòèííû èëè ëîæíû îäíîâðåìåííî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, (1.5) èñòèííà, è, çíà÷èò, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà A(x) è
B(x), ðàññìàòðèâàåìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé òàâòîëîãèè ïðîâåäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà íå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Â ýòîì ñëó-
÷àå íàéäóòñÿ êîíêðåòíûå ïðåäèêàòû A(x) è B(y), îïðåäåëåííûå íà ìíî-
æåñòâàõ M è N , òàêèå, ÷òî ïðåäèêàò îò y

(∀x)(A(x)→ B(y))↔ ((∃x)(A(x))→ B(y))

îáðàùàåòñÿ â ëîæíîå âûñêàçûâàíèå ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïðåäìåòíîé
ïåðåìåííîé y íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî ýëåìåíòà b ∈ N , ò. å.

((∀x)(A(x)→ B(b))↔ ((∃x)(A(x))→ B(b))) = 0.

Çäåñü èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

à) (∀x)(A(x)→ B(b)) = 1, ((∃x)(A(x))→ B(b)) = 0;

á) (∀x)(A(x)→ B(b)) = 0, ((∃x)(A(x))→ B(b)) = 1.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ âîçìîæíîñòü. Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â ïóíêòå a) ñëåäó-
åò, ÷òî B(b) = 0 è (∃x)(A(x)) = 1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò
a ∈M òàêîé, ÷òî A(a) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (A(a) → B(b)) = (1 → 0) = 0. Íî
ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó ðàâåíñòâó â ïóíêòå a). Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðèäòè ê ïðîòèâîðå÷èþ â ñëó÷àå á). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå íå âåðíî è ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Îñòàëüíûå, íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ òàâòîëîãèè ËÏ ïðèâîäÿòñÿ
â óïðàæíåíèÿõ.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

56. Ïðî÷èòàéòå ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ è îïðåäåëèòå, êàêèå èç íèõ èñ-
òèííûå, à êàêèå ëîæíûå, ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ïðîáåãàþò ìíî-
æåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:

à) (∀x)(∃y)(x − y = 5);
á) (∃y)(∀x)(x − y = 5);
â) (∃x)(∃y)(x − y = 5);
ã) (∀x)(∀y)(x − y = 5);
ä) [(∀x)(∀y)(x + y = 3)]→ (3 = 4);
å) (∀x)[(x2 > x)↔ ((x > 1) ∨ (x < 0))];
æ) (∀a){[(∃x)(ax = 6)]↔ (a /= 0)};
ç) (∀b)(∃a)(∀x)(x2 + ax + b > 0);
è) (∃b)(∀a)(∃x)(x2 + ax + b = 0);
ê) (∃a)(∀b)(∃x)(x2 + ax + b = 0);
ë) (∀x)[((x > 1) ∨ (x < 2))↔ (x = x)].

57. Ïðèäóìàéòå òàêèå êîíêðåòíûå äâóõìåñòíûå ïðåäèêàòû A(x, y), ÷òî-
áû âûñêàçûâàíèÿ (∀x)(∃y)(A(x, y)) è (∃y)(∀x)(A(x, y)): à) áûëè îáà
èñòèííû; á) áûëè îáà ëîæíû; â) ïåðâîå áûëî áû ëîæíûì, à âòîðîå �
èñòèííûì; ã) ïåðâîå áûëî áû èñòèííûì, à âòîðîå � ëîæíûì.

58. Ïðèäóìàéòå òàêèå êîíêðåòíûå äâóõìåñòíûå ïðåäèêàòû A(x, y), ÷òî-
áû âûñêàçûâàíèÿ (∀x)(∃y)(A(x, y)) è (∃x)(∀y)(A(x, y)): à) áûëè îáà
èñòèííû; á) áûëè îáà ëîæíû; â) ïåðâîå áûëî áû ëîæíûì, à âòîðîå �
èñòèííûì; ã) ïåðâîå áûëî áû èñòèííûì, à âòîðîå � ëîæíûì.

59. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè ËÏ (Q
îáîçíà÷àåò ëþáîé ïðåäèêàò, íå çàâèñÿùèé îò x, â ÷àñòíîñòè âûñêà-
çûâàíèå):

à) (∀x)(P (x))→ P (y) (óäàëåíèå êâàíòîðà îáùíîñòè);
á) P (y)→ (∃x)(P (x)) (ââåäåíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ);
â) (∃y)(∀x)P (x, y)→ (∀x)(∃y)P (x, y) (ïåðåñòàíîâî÷íîñòü êâàíòîðîâ);
çàêîíû äå Ìîðãàíà äëÿ êâàíòîðîâ:

ã) ¬(∀x)(P (x))↔ (∃x)(¬P (x));
ä) ¬(∃x)(P (x))↔ (∀x)(¬P (x));
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çàêîíû äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ íà êîíúþíêöèþ è äèçúþíêöèþ:

å) (∃x)(P (x) ∨Q(x))↔ ((∃x)(P (x)) ∨ (∃x)(Q(x)));
æ) (∀x)(P (x) ∨Q)↔ ((∀x)(P (x)) ∨Q);
ç) (∃x)(P (x) ∧Q)↔ ((∃x)(P (x)) ∧Q);
çàêîíû äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ íà èìïëèêàöèþ:

è) (∃x)(P (x)→ Q)↔ ((∀x)(P (x))→ Q);
ê) (∀x)(Q→ P (x))↔ (Q→ (∀x)(P (x)));
ë) (∃x)(Q→ P (x))↔ (Q→ (∃x)(P (x))).

60. Íàéäèòå êàêóþ-íèáóäü èíòåðïðåòàöèþ òàâòîëîãèè â) èç ïðåäûäóùåãî
óïðàæíåíèÿ, êîòîðàÿ áû äåìîíñòðèðîâàëà, ïî÷åìó â äàííîé òàâòîëî-
ãèè ñòîèò ëèøü èìïëèêàöèÿ, íî íå ýêâèâàëåíòíîñòü.

61. Çàïèøèòå ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ è èõ îòðèöàíèÿ íà ÿçûêå ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ:

à) Ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî x òàêîãî, ÷òî P (x);
á) Ñóùåñòâóåò òî÷íî îäèí x òàêîé, ÷òî P (x);
â) Ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ x òàêèõ, ÷òî P (x).

62. Ââåäèòå îäíîìåñòíûå èëè ìíîãîìåñòíûå ïðåäèêàòû íà ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îáëàñòÿõ è çàïèøèòå ñ èõ ïîìîùüþ ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ
è èõ îòðèöàíèÿ:

à) Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 12, äåëèòñÿ íà 2, 4 è 6;

á) Æèòåëè Øâåéöàðèè îáÿçàòåëüíî âëàäåþò èëè ôðàíöóçñêèì, èëè
èòàëüÿíñêèì, èëè íåìåöêèì ÿçûêîì;

â) Íåêîòîðûå çìåè ÿäîâèòû;

ã) Âñå ñîáàêè îáëàäàþò õîðîøèì îáîíÿíèåì;

ä) Íè îäèí ïàðàëëåëîãðàìì íå ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì;

å) Íåêîòîðûå ðîìáû íå ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëîãðàììàìè;

æ) Êàæäûé ñòóäåíò ðåøèë ïî êðàéíåé ìåðå îäíó çàäà÷ó;

ç) Ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ñòóäåíò ðåøèë âñå çàäà÷è;

è) Êàæäîå ÷åòíîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå ÷åòûðåõ, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ
ïðîñòûõ ÷èñåë (ãèïîòåçà Ãîëüäáàõà6).

6Êðèñòèàí Ãîëüäáàõ (1690�1764) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
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63. Ïðèäàéòå ñëåäóþùèì ôîðìóëàì óêàçàííûå èíòåðïðåòàöèè, çàäàííûå
íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è îïðåäåëèòå èñòèííîñòíûå çíà÷å-
íèÿ ïîëó÷àþùèõñÿ âûñêàçûâàíèé:

à) (∃x)(P (x)∨Q(6, x)), P (x): ¾x � ÷åòíîå ÷èñëî¿, Q(x, y): ¾y äåëèòñÿ
íà x¿;

á) (∃x)(P (x) ∧Q(x)), P (x): ¾x < 5¿, Q(x): ¾x > 6¿;

â) (∃x)(P (x)) ∧ (∃x)(Q(x)), P (x): ¾x < 5¿, Q(x): ¾x > 6¿;

ã) ¬(∃x)(P (x)), P (x): ¾x < 2¿;

ä) (∀x)(¬P (1, x)→ (∃y)(Q(y)∧R(y, x))), P (x, y): ¾x ðàâíî y¿,Q(x): ¾x
� ïðîñòîå ÷èñëî¿, R(x, y): ¾y äåëèòñÿ íà x¿;
å) (∀x)(∀y)(∀z)[G(x, y, z)→ I(z, x)∧ I(z, y)∧ (∀t)((I(t, x)∧ I(t, y))→
I(t, z))], I(x, y): ¾y äåëèòñÿ íà x¿, G(x, y, z): ¾z � íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü x è y¿.

1.10. Ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ëîãè÷å-

ñêîå ñëåäîâàíèå äëÿ ïðåäèêàòîâ

Äâå ôîðìóëû F è H ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè,
åñëè â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè ïðè ëþáîì âûáîðå ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ
îíè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ïèøóò F ≅H.
Êàê è â ËÂ, ôîðìóëû ËÏ F è H ðàâíîñèëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôîðìóëà F ↔ H ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Èñïîëüçóÿ ýòî ñâîéñòâî è òàâòî-
ëîãèè èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà è èç óïðàæíåíèÿ 59, ìîæíî ïîëó÷èòü
ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðàâíîñèëüíîñòè ËÏ (Q îáîçíà÷àåò ëþáîé ïðåäèêàò,
íå çàâèñÿùèé îò x, â ÷àñòíîñòè âûñêàçûâàíèå):

1. ¬(∀x)(P (x)) ≅ (∃x)(¬P (x)) (1-é çàêîí äå Ìîðãàíà);

2. ¬(∃x)(P (x)) ≅ (∀x)(¬P (x)) (2-é çàêîí äå Ìîðãàíà);

3. (∃x)(P (x) ∨Q(x)) ≅ ((∃x)(P (x)) ∨ (∃x)(Q(x))) (äåéñòâèå ∃ íà ∨);

4. (∀x)(P (x) ∨Q) ≅ ((∀x)(P (x)) ∨Q) (äåéñòâèå ∀ íà ∨);

5. (∃x)(P (x) ∧Q) ≅ ((∃x)(P (x)) ∧Q) (äåéñòâèå ∃ íà ∧);

6. (∀x)(P (x) ∧Q(x)) ≅ ((∀x)(P (x)) ∧ (∀x)(Q(x))) (äåéñòâèå ∀ íà ∧);

7. (∀x)(P (x)→ Q) ≅ ((∃x)(P (x))→ Q) (äåéñòâèå ∀ íà →, âàðèàíò 1);
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8. (∀x)(Q→ P (x)) ≅ (Q→ (∀x)(P (x))) (äåéñòâèå ∀ íà →, âàðèàíò 2);

9. (∃x)(P (x)→ Q) ≅ ((∀x)(P (x))→ Q) (äåéñòâèå ∃ íà →, âàðèàíò 1);

10. (∃x)(Q→ P (x)) ≅ (Q→ (∃x)(P (x))) (äåéñòâèå ∃ íà →, âàðèàíò 2);

11. (∀x)(∀y)P (x, y) ≅ (∀y)(∀x)P (x, y) (ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ∀);

12. (∃x)(∃y)P (x, y) ≅ (∃y)(∃x)P (x, y) (ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ∃).

Êàê è â ËÂ, ìîæíî çàìåíèòü îäíó ðàâíîñèëüíóþ ôîðìóëó íà äðóãóþ.
Ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïðèâîäèòü ôîðìóëó ê òîìó èëè
èíîìó áîëåå óäîáíîìó âèäó.

Ïðèâåäåííîé ôîðìîé äëÿ ôîðìóëû ËÏ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ðàâíîñèëü-
íàÿ åé ôîðìóëà, â êîòîðîé èç îïåðàöèé ËÂ èìåþòñÿ òîëüêî ¬,∧,∨, ïðè÷åì
îòðèöàíèÿ ñòîÿò òîëüêî ïåðåä ïðåäèêàòíûìè ïåðåìåííûìè è âûñêàçûâà-
íèÿìè. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ËÏ ñóùåñòâóåò ïðèâåäåííàÿ ôîðìà.

Ïðèìåð 1.54. Çàïèøåì ôîðìóëó ¬(∃y)(P (y) ↔ (∀x)(Q(x))) â ïðèâå-
äåííîé ôîðìå:

¬(∃y)(P (y)↔ (∀x)(Q(x))) ≅
≅ ¬(∃y)((P (y)→ (∀x)(Q(x))) ∧ ((∀x)(Q(x))→ P (y))) ≅
≅ ¬(∃y)((¬P (y) ∨ (∀x)(Q(x))) ∧ (¬(∀x)(Q(x)) ∨ P (y))) ≅
≅ (∀y)¬((¬P (y) ∨ (∀x)(Q(x))) ∧ ((∃x)(¬Q(x)) ∨ P (y))) ≅
≅ (∀y)((P (y) ∧ ¬(∀x)(Q(x))) ∨ (¬(∃x)(¬Q(x)) ∧ ¬P (y))) ≅

≅ (∀y)((P (y) ∧ (∃x)(¬Q(x))) ∨ ((∀x)(Q(x)) ∧ ¬P (y))).

Ñíà÷àëà ìû âûðàçèëè ýêâèâàëåíòíîñòü ÷åðåç èìïëèêàöèþ è êîíúþíê-
öèþ. Çàòåì âûðàçèëè èìïëèêàöèþ ÷åðåç îòðèöàíèå è äèçúþíêöèþ. Äàëåå
íåñêîëüêî ðàç ïðèìåíèëè îáû÷íûå çàêîíû äå Ìîðãàíà è çàêîíû äå Ìîð-
ãàíà äëÿ êâàíòîðîâ, à òàêæå çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ.

Ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìîé äëÿ ôîðìóëû ËÏ íàçûâàåòñÿ
òàêàÿ åå ïðèâåäåííàÿ ôîðìà, â êîòîðîé âñå êâàíòîðû ñòîÿò â íà÷àëå, à
îáëàñòü äåéñòâèÿ êàæäîãî èç íèõ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ äî êîíöà ôîðìóëû,
ò. å. ýòî ôîðìóëà âèäà

(∀x1)(∃x2) . . . (∀xn)(F (x1, x2, . . . , xn)),

ãäå F (x1, x2, . . . , xn) � ýòî êàêàÿ-òî ôîðìóëà îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn,
íå ñîäåðæàùàÿ êâàíòîðîâ. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ËÏ ñóùåñòâóåò ïðåäâà-
ðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà.
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Ïðèìåð 1.55. Ïðèâåäåì ôîðìóëó (∀x)(P (x) → Q(x)) → ((∃t)(P (t)) →
(∃y)(Q(y))) ê ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå:

(∀x)(P (x)→ Q(x))→ ((∃t)(P (t))→ (∃y)(Q(y))) ≅
≅ (∀x)(P (x)→ Q(x))→ (∀t)(∃y)(P (t)→ Q(y)) ≅
≅ (∃x)(∀t)(∃y)((P (x)→ Q(x))→ (P (t)→ Q(y)) ≅
≅ (∃x)(∀t)(∃y)(¬(¬P (x) ∨Q(x)) ∨ ¬P (t) ∨Q(y)) ≅

≅ (∃x)(∀t)(∃y)((P (x) ∧ ¬Q(x)) ∨ ¬P (t) ∨Q(y)).

Ñíà÷àëà ìû íåñêîëüêî ðàç ïðèìåíèëè çàêîíû 7�10 äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ íà
èìïëèêàöèþ èç ïðèâåäåííîãî âûøå ñïèñêà ðàâíîñèëüíîñòåé. Çàòåì âûðà-
çèëè èìïëèêàöèþ ÷åðåç îòðèöàíèå è äèçúþíêöèþ. Äàëåå íåñêîëüêî ðàç
ïðèìåíèëè çàêîíû äå Ìîðãàíà.

Â ìàòåìàòèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ âèäà: ¾Âñÿêèé îáúåêò, îá-
ëàäàþùèé ñâîéñòâîì P , îáëàäàåò òàêæå è ñâîéñòâîì Q¿ è ¾Ñðåäè îáú-
åêòîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì P , ñóùåñòâóåò îáúåêò, îáëàäàþùèé òàêæå è
ñâîéñòâîì Q¿. Åñëè ââåñòè ñîîñòâåñòâóþùèå ïðåäèêàòû, òî ýòè âûðàæåíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(∀x)(P (x)→ Q(x)), (∃x)(P (x) ∧Q(x)).

×àñòî äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî ýòîé çàïèñè èñïîëüçóþò çàïèñü ñ òàê íàçûâà-
åìûìè îãðàíè÷åííûìè êâàíòîðàìè:

(∀P (x))(Q(x)), (∃P (x))(Q(x)).

Íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ýòè êâàíòîðû îòíîñÿòñÿ íå êî âñåìó ìíî-
æåñòâó, íà êîòîðîì çàäàíà ïåðåìåííàÿ, à îãðàíè÷åíû íà íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî, âûäåëÿåìîå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì P (x).

Ïðèìåð 1.56. Î÷åíü ÷àñòî â ìàòåìàòèêå âñòðå÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ ñ îãðà-
íè÷åííûìè êâàíòîðàì âèäà: (∀x ∈ X)(Q(x)) è (∃x ∈ X)(Q(x)). Ïåðâîå èç
íèõ îçíà÷àåò, ÷òî ¾äëÿ ëþáîãî x, ïðèíàäëåæàùåãî ìíîæåñòâó X, ñïðà-
âåäëèâî Q(x)¿, âòîðîå, ÷òî ¾ñóùåñòâóåò x èç ìíîæåñòâà X, äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâî Q(x)¿.

Ïðèìåð 1.57. Ôðàçû ¾Äëÿ âñÿêîãî x > 1 ñïðàâåäëèâî lnx > 0¿ è ¾Ñóùå-
ñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí −1¿ íà ÿçûêå ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(∀x)((x > 1)→ (lnx > 0)), (∃x)((x ∈ R) ∧ (x2 = −1)).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ ýòè ôðàçû ìîæíî çàïèñàòü
áîëåå êðàòêî:

(∀x > 1)(lnx > 0), (∃x ∈ R)(x2 = −1).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå çàêîíû äå Ìîðãàíà:

¬(∀P (x))(Q(x)) ≅ (∃P (x))(¬Q(x)),
¬(∃P (x))(Q(x)) ≅ (∀P (x))(¬Q(x)).

Ïðèìåð 1.58. Íà ìíîæåñòâå âñåõ ëþäåé ââåäåì îäíîìåñòíûå ïðåäèêà-
òû Ð(x) ∶¾x � ðèñêîâûé ÷åëîâåê¿ è Ø (x) ∶¾x � ïüåò øàìïàíñêîå¿. Òîãäà
èçâåñòíàÿ ôðàçà ¾Êòî íå ðèñêóåò, òîò íå ïüåò øàìïàíñêîãî¿ íà ÿçûêå ïðå-
äèêàòîâ ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííîãî êâàíòîðà çàïèøåòñÿ êàê:

(∀¬P (x))(¬Ø (x)).

Ïî 2-ìó çàêîíó äå Ìîðãàíà åå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ¬(∃¬P (x))(Ø (x)),
ò. å. ¾Íå ñóùåñòâóåò íå ðèñêóþùåãî ÷åëîâåêà, êîòîðûé ïüåò øàìïàíñêîå¿.

Ïðèìåð 1.59. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ¾×èñëî a íàçû-
âàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëü-
íîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
íàòóðàëüíîãî n, áîëüøåãî n0, ∣an − a∣ < ε¿ íà ÿçûêå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ñ
èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ çàïèøåòñÿ òàê:

a = liman ⇔ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∣an − a∣ < ε).

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå è çàêîíû äå Ìîðãàíà, ëåãêî ïîëó÷èòü îáðàòíîå
îïðåäåëåíèå, ò. å. îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî ÷èñëî a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}:

a /= liman ⇔ ¬(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∣an − a∣ < ε) ≅
(∃ε > 0)¬(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∣an − a∣ < ε) ≅
(∃ε > 0)(∀n0 ∈ N)¬(∀n > n0)(∣an − a∣ < ε) ≅
(∃ε > 0)(∀n0 ∈ N)(∃n > n0)¬(∣an − a∣ < ε) ≅

(∃ε > 0)(∀n0 ∈ N)(∃n > n0)(∣an − a∣ ≥ ε),

ò. å. ¾×èñëî a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîå ÷èñëà
n0 íàéäåòñÿ ÷èñëî n > n0 òàêîå, ÷òî ∣an − a∣ ≥ ε¿.

Ôîðìóëà G ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäîâàíèåì
ôîðìóëû F , åñëè ïðè âñÿêîé èíòåðïðåòàöèè òàêîé, ÷òî F ïðèíèìàåò èñ-
òèííîå çíà÷åíèå, èñòèííîé áóäåò è ôîðìóëà G. Ïðè ýòîì ïèøóò F ⊧ G.
Êàê è â ËÂ, ôîðìóëà G ËÏ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäîâàíèåì ôîðìóëû
F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F → G ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.
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Ïðèìåð 1.60. Èç òàâòîëîãèé, ïðèâåäåííûõ â óïðàæíåíèè 59, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå ëîãè÷åñêèå ñëåäîâàíèÿ: (∀x)(P (x)) ⊧ P (y); P (y) ⊧ (∃x)(P (x));
(∃y)(∀x)(P (x, y)) ⊧ (∀x)(∃y)(P (x, y)).

Ïðèìåð 1.61. Ïðàâèëüíî ëè ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ñëåäóþ-
ùåå ðàññóæäåíèå: ¾Íåêîòîðûå ÷åòíûå ôóíêöèè � ïåðèîäè÷åñêèå. Íè îäíà
ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíà ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � íå ìîíîòîííà¿?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû, çàäàííûå íà ìíîæåñòâå
âñåõ ôóíêöèé: F (x): ¾x � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ¿, G(x): ¾x � ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ¿, H(x): ¾x � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ¿. Òîãäà äàííîå ðàññóæäåíèå
èìååò ñëåäóþùóþ ñõåìó:

(∃x)(F (x) ∧G(x)), (∀x)(¬F (x) ∨ ¬H(x)) ⊧ (∀x)(¬G(x) ∨ ¬H(x)). (1.6)

Îòâëå÷åìñÿ òåïåðü îò êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïðåäèêàòîâ F (x),G(x) èH(x).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî êàêèå-òî ïðîèçâîëüíûå ïðåäèêàòû, çàäàííûå íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M . Ïðîâåðèì ïðàâèëüíîñòü ñõåìû (1.6). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî (∃x)(F (x) ∧ G(x)) = 1 è (∀x)(¬F (x) ∨ ¬H(x)) = 1. Èç ïåðâîãî
ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî F (a) = 1 è G(a) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ M , èç âòî-
ðîãî, ÷òî F (b) = 0 èëè H(b) = 0 äëÿ ëþáîãî b ∈M . Äîïóñòèì, ÷òî G(b) = 1
è H(b) = 1, òîãäà ¬G(b) ∨ ¬H(b) = 0 è, çíà÷èò, (∀x)(¬G(x) ∨ ¬H(x)) = 0.
Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà F (x): ¾x � ÷åòíîå¿, G(x):
¾x äåëèòñÿ íà 3¿, H(x): ¾x � íå÷åòíîå¿ � ïðåäèêàòû, çàäàííûå íà N,
a = 6, b = 9. Òàêèì îáðàçîì, íàøëè èíòåðïðåòàöèþ, ïðè êîòîðîé ôîðìóëû,
ñòîÿùèå ñëåâà îò ⊧, ðàâíû 1, à ôîðìóëà, ñòîÿùàÿ ñïðàâà îò ⊧, ðàâíà 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèìåð 1.62. Âåðíî ëè ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ñëåäóþùåå
ðàññóæäåíèå: ¾Âñÿêèé ìåòàëë ÿâëÿåòñÿ òâåðäûì âåùåñòâîì. Ðòóòü � íå
òâåðäîå âåùåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðòóòü � íå ìåòàëë¿?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû, çàäàííûå íà ìíîæåñòâå
M âñåõ âåùåñòâ: S(x): ¾x � ìåòàëë¿, P (x): ¾x � òâåðäîå âåùåñòâî¿. È
ïóñòü a � ðòóòü (a ∈ M). Òîãäà äàííîå ðàññóæäåíèå èìååò ñëåäóþùóþ
ñõåìó:

(∀x)(S(x)→ P (x)),¬P (a) ⊧ ¬S(a).
Åå ïðàâèëíîñòü ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâ-
òîëîãèåé:

((∀x)(S(x)→ P (x)) ∧ ¬P (a))→ ¬S(a). (1.7)

Ïðîâåðèì, òàê ëè ýòî. Åñëè ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (1.7) ëîæíà, òî ïî îïðåäå-
ëåíèþ èìïëèêàöèè âñÿ ôîðìóëà èñòèííà. Ïóñòü ëåâàÿ ÷àñòü (1.7) èñòèííà.
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Ñëåäîâàòåëüíî, (∀x)(S(x) → P (x)) = 1 è ¬P (a) = 1. Îòñþäà P (a) = 0. Îò-
ñþäà S(a) = 0 (èíà÷å áû (S(a)→ P (a)) = 0). Ñëåäîâàòåëüíî, ¬S(a) = 1 è âñÿ
ôîðìóëà èñòèííà. Òàêèì îáðàçîì, ýòî òàâòîëîãèÿ è ðàññóæäåíèå âåðíî.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

64. Ïðèìåíÿÿ ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâåäèòå ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû ê ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå:

à) (∀x)(P (x))→ (∀x)(Q(x));
á) (∀y)(Q(y, z)→ (∃x)(R(x, t, z)));
â) (∀y)(Q(x, y))→ R(x,x);
ã) P (y)→ ¬((∀x)(Q(x, y))→ P (y));
ä) (∃x)(R(x, y, z))→ ¬(∀x)(Q(x, y));
å) ((∃x)(P (x)) ∨ (∀x)(Q(x))) ∧ (S(y)→ (∀x)(R(x)));
æ) (P (y) ∧Q(x))→ ¬(∀y)(R(y, z));
ç) (∀x)(∃y)(P (x, y))→ (∃z)(∀x)(Q(x, z)).

65. Çàïèøèòå ïîñëîâèöó ¾Âîëêîâ áîÿòüñÿ � â ëåñ íå õîäèòü¿ íà ÿçûêå
ïðåäèêàòîâ â íåñêîëüêèõ âàðèàíòàõ.

66. Îäèí èç àôîðèçìîâ Êîçüìû Ïðóòêîâà çâó÷èò òàê: ¾Íåò ñòîëü âå-
ëèêîé âåùè, êîòîðóþ íå ïðåâçîøëà áû âåëè÷èíîé åùå áîëüøàÿ; íåò
âåùè ñòîëü ìàëîé, â êîòîðóþ íå âìåñòèëàñü áû åùå ìåíüøàÿ¿. Çàïè-
øèòå ýòîò àôîðèçì ñ ïîìîùüþ ïðåäèêàòà P (x, y): ¾x áîëüøå y¿.

67. Èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû, çàïèøèòå íà ÿçûêå ëîãèêè ïðå-
äèêàòîâ îïðåäåëåíèÿ:

à) ÷åòíîé ôóíêöèè;

á) ïåðåîäè÷åñêîé ôóíêöèè;

â) âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè;

ã) îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;

ä) ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå.

68. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ è çàêîíû äå Ìîð-
ãàíà äëÿ îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ, çàïèøèòå íà ÿçûêå ëîãèêè ïðåäè-
êàòîâ îïðåäåëåíèÿ:

à) ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ÷åòíîé;
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á) íå ïåðåîäè÷åñêîé ôóíêöèè;

â) íå âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè;

ã) íå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;

ä) ÷èñëà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè â òî÷êå.

69. Ïðîàíàëèçèðóéòå ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ íà ïðåäìåò èõ ïðàâèëüíî-
ñòè. Äëÿ ýòîãî âûÿâèòå ëîãè÷åñêèå ñõåìû, íà êîòîðûõ îíè îñíîâàíû,
è âûÿñíèòå, ñïðàâåäëèâû ëè îíè.

à) Âñå ëþäè ñìåðòíû. Ñîêðàò � ÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëüíî, Ñîêðàò
ñìåðòåí;

á) Âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà � äåéñòâèòåëüíûå. Âñå öåëûå ÷èñëà �
ðàöèîíàëüíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå öåëûå ÷èñëà � äåéñòâèòåëüíûå;

â) Âî âñåõ ãîðîäàõ çà Ïîëÿðíûì êðóãîì áûâàþò áåëûå íî÷è. Ñûê-
òûâêàð íå íàõîäèòñÿ çà Ïîëÿðíûì êðóãîì. Ñëåäîâàòåëüíî, â Ñûê-
òûâêàðå íå áûâàåò áåëûõ íî÷åé;

ã) Íåêîòîðûå ëþäè áûëè íà Ñåâåðíîì ïîëþñå. Àðòóð ×èëèíãàðîâ �
÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëüíî, Àðòóð ×èëèíãàðîâ áûë íà Ñåâåðíîì ïîëþñå;

ä) Âñå öåëûå ÷èñëà � ðàöèîíàëüíûå. Íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà
� öåëûå. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà � öåëûå;

e) Âñå êâàäðàòû � ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè. Íè îäíà òðàïåöèÿ íå
åñòü ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê. Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíà òðàïåöèÿ
íå åñòü êâàäðàò;

æ) Íåêîòîðûå ñòóäåíòû ÑËÈ � æèòåëè Ðåñïóáëèêè Êîìè. Íåêîòî-
ðûå æèòåëè Ðåñïóáëèêè Êîìè ãîâîðÿò íà êîìè ÿçûêå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íåêîòîðûå ñòóäåíòû ÑËÈ ãîâîðÿò íà êîìè ÿçûêå;

ç) (Çàäà÷à Øð�åäåðà7) Ñîëè, êîòîðûå íå îêðàøåíû, ñóòü ñîëè, êîòî-
ðûå íå ÿâëÿþòñÿ îðãàíè÷åñêèìè òåëàìè, èëè ñóòü îðãàíè÷åñêèå òåëà,
êîòîðûå íå îêðàøåíû;

è) Âñå ìåòàëëû � êðèñòàëëè÷åñêèå âåùåñòâà, ò. ê. íè îäíî êðèñòàë-
ëè÷åñêîå âåùåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ïëàñòè÷íûì è íè îäèí ìåòàëë íå ïëà-
ñòè÷åí.

7Ý. Øð�åäåð (1841�1902) � èçâåñòíûé íåìåöêèé ëîãèê è ìàòåìàòèê.
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1.11. Ìåòîä ðåçîëþöèé

Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âîçíèêëà èäåÿ ñäåëàòü ïðîöåññ äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåì â ôîðìàëèçîâàííûõ ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèÿõ àâòîìà-
òè÷åñêèì, ò. å. ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ìàøèíà, ðóêîâîäñòâóÿñü îïðåäåëåííûìè
ïðàâèëàìè, ñàìà íàõîäèëà öåïî÷êó ôîðìóë, êîòîðàÿ ïðèâîäèëà áû ê íóæ-
íîé ôîðìóëå. Íàñòîÿùèé ïðîãðåññ â äåëå àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåì ïðîèçîøåë â 1965 ã., êîãäà àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Äæîí Ðîáèí-
ñîí ðàçðàáîòàë òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ðåçîëþöèé.

Äèçúþíêòîì íàçîâåì äèçúþíêöèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ èëè
èõ îòðèöàíèé. Ðåçîëüâåíòîé äâóõ äèçúþíêòîâ âèäà F1 ∨G è F2 ∨¬G íà-
çûâàåòñÿ äèçúþíêò F1∨F2. Â ÷àñòíîñòè, åñëè F1 è F2 îòñóòñòâóþò (ïóñòûå
äèçúþíêòû), òî ãîâîðÿò, ÷òî ðåçîëüâåòíîé G è ¬G ÿâëÿåòñÿ ïóñòàÿ ðå-
çîëüâåíòà, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ◻. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåçîëü-
âåíòà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì, ïîðîæäàþùèõ åå äèçúþíêòîâ:

F1 ∨G, F2 ∨ ¬G ⊧ F1 ∨ F2. (1.8)

Äàííûé ëîãè÷åñêèé âûâîä íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì ðåçîëþöèè. Ïðàâèëî
modus ponens ÿâëÿåòñÿ åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì, êîãäà F1 � òîæäåñòâåííî
ëîæíàÿ ôîðìóëà. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ïðàâèëî (1.8) ïðèíèìàåò âèä:

G, F2 ∨ ¬G ⊧ F2 èëè G, G→ F2 ⊧ F2. (1.9)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî (1.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

¬F1 → G, G→ F2 ⊧ ¬F1 → F2. (1.10)

Â òàêîì âèäå ïðàâèëî ðåçîëþöèè ñîâïàäàåò ñ ïðàâèëîì öåïíîãî çàêëþ÷å-
íèÿ (1.4).

Ñíà÷àëà ðàçáåðåì, êàê äåéñòâóåò ìåòîä ðåçîëþöèè â ëîãèêå âûñêàçû-
âàíèé. Äîïóñòèì, òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî F1, . . . , Fm ⊧ G. Äëÿ ýòîãî íàäî
âûïîëíèòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ (àëãîðèòì ìåòîäà
ðåçîëþöèé â ËÂ):

1. Ïðèâåñòè ôîðìóëó F1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ Fn ∧ ¬G ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìå (ÊÍÔ): F1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ Fm ∧ ¬G ≅D1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧Dp;

2. Âûïèñàòü ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ, âõîäÿùèõ â ÊÍÔ:

M = {D1, . . . ,Dp};
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3. Åñëè ñóùåñòâóþò äèçúþíêòû Di =D′
i∨X è Dj =D′

j∨¬X, ñîäåðæàùèå
ïðîòèâîïîëîæíûå ëèòåðàëû X è ¬X, òî ñôîðìèðîâàòü èç íèõ íîâûé
äèçúþíêò � ðåçîëüâåíòó D′

i ∨D′
j ;

4. Åñëè áóäåò ïîëó÷åíà ïóñòàÿ ðåçîëüâåíòà ◻, òî ðåçóëüòàò äîñòèãíóò
(ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âêëþ÷èòü
ðåçîëüâåíòó â ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ M è ïåðåéòè ê øàãó 3.

Ïðèìåð 1.63. Äàíû ôîðìóëû F1 = ¬P ∨ ¬Q ∨R, F2 = P , F3 = Q, G = R.
Ñëåäóåò ëè ëîãè÷åñêè G èç F1, F2 è F3?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F1 ∧ F2 ∧ F3 ∧ ¬G. Åå ÊÍÔ èìååò âèä:

(¬P ∨ ¬Q ∨R) ∧ P ∧Q ∧ ¬R. (1.11)

Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÊÍÔ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé äåëàòü íå ïîíàäîáèëîñü. Óäîáíî ñîñòàâèòü âñïîìîãàòåëüíóþ òàá-
ëèöó:

� Äèçúþíêòû Êîììåíòàðèè
1 ¬P ∨ ¬Q ∨R 1-é äèçúþíêò
2 P 2-é äèçúþíêò
3 Q 3-é äèçúþíêò
4 ¬R 4-é äèçúþíêò
5 ¬Q ∨R ðåçîëüâåíòà (1) è (2)
6 R ðåçîëüâåíòà (3) è (5)
7 ◻ ðåçîëüâåíòà (4) è (6)

Âî âòîðîì ñòîëáöå, â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñòðîêàõ âûïèñûâàåì äèçúþíêòû
èç (1.11). Â ñëåäóþùèõ ñòðîêàõ âûïèñûâàåì, ïîëó÷àåìûå íà î÷åðåäíîì
øàãå ðåçîëüâåíòû. Íà ïîñëåäíåì øàãå ïîëó÷èëè ïóñòóþ ðåçîëüâåíòó ◻,
ñëåäîâàòåëüíî, F1, F2, F3 ⊧ G.

Äàäèì îáîñíîâàíèå äàííîãî ìåòîäà. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà
ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé:

F1, . . . , Fm ⊧ G⇔ ⊧ (F1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ Fm)→ G⇔ ⊧ ¬(F1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ Fm) ∨G⇔
⇔ ¬[¬(F1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ Fm) ∨G] ≅ 0⇔ F1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ Fm ∧ ¬G ≅ 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ G èç F1, . . . , Fm

ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òîæäåñòâåííîé ëîæíîñòè ôîðìóëû F1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧
Fm ∧ ¬G. Äàëåå, ò. ê. ðåçîëüâåíòà R, ïîëó÷åííàÿ èç äèçúþíêòîâ Di è Dj ,
ÿâëÿåòñÿ èõ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì (Di,Dj ⊧ R), òî Di ∧Dj ≅Di ∧Dj ∧R.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðåçîëþöèé ïîëó÷åíû
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äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ëèòåðàëà P è ¬P (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïîëó÷åíèÿ
ïóñòîé ðåçîëüâåíòû ◻), òî

F1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ Fm ∧ ¬G ≅D1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧Dn ≅D1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧Dk ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ P ∧ ¬P ≅ 0,

ãäå k ≤ n. Îòñþäà, â ñèëó âûøåñêàçàííîãî, F1, . . . , Fm ⊧ G. Ìîæíî äîêàçàòü
è îáðàòíîå: åñëè F1, . . . , Fm ⊧ G, òî ïðèìåíÿÿ ê ýòèì ôîðìóëàì ìåòîä ðå-
çîëþöèé çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ïóñòóþ ðåçîëüâåíòó. Â
êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè íà êàêîì-òî øàãå íåò íè îäíîé ïàðû
ðåçîëüâèðóåìûõ äèçúþíêòîâ, òî ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïåðåáîð âñåõ ðåçîëüâåíò ìîæíî îðãàíèçîâàòü ïî-ðàçíîìó, è ðàçíûå
ñòðàòåãèè áóäóò (â ñðåäíåì) èìåòü ðàçëè÷íóþ ýôôåêòèâíîñòü (÷èñëî øà-
ãîâ äî ïîëó÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî èëè îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà). Îäíîé èç
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñòðàòåãèé ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ äâèæåíèÿ ¾îò öåëè¿
� ïîëó÷åíèå íà êàæäîì øàãå ðåçîëüâåíò èç äâóõ äèçúþíêòîâ, îäèí èç êî-
òîðûõ � ýòî öåëü äîêàçàòåëüñòâà (ôîðìóëà G) èëè ðåçîëüâåíòà-ïîòîìîê
ýòîé öåëè.

Ïðèìåð 1.64. Âåðíî ëè, ÷òî (F → G)→H, F, G ⊧H?
Ðåøåíèå. Ïðèâîäèì ôîðìóëó [(F → G)→H] ∧ F ∧G ∧ ¬H ê ÊÍÔ:

[(F → G)→H] ∧ F ∧G ∧ ¬H ≅ [¬(¬F ∨G) ∨H] ∧ F ∧G ∧ ¬H ≅
≅ (F ∨H) ∧ (¬G ∨H) ∧ F ∧G ∧ ¬H.

Ïðèìåíÿåì ìåòîä ðåçîëþöèé ê ñîâîêóïíîñòè äèçúþíêòîâ {(F ∨H), (¬G ∨
H), F,G,¬H}:

� Äèçúþíêòû Êîììåíòàðèè
1 F ∨H 1-é äèçúþíêò
2 ¬G ∨H 2-é äèçúþíêò
3 F 3-é äèçúþíêò
4 G 4-é äèçúþíêò
5 ¬H 5-é äèçúþíêò
6 H ðåçîëüâåíòà (2) è (4)
7 ◻ ðåçîëüâåíòà (5) è (6)

Íà ïîñëåäíåì øàãå ïîëó÷àåì ïóñòóþ ðåçîëüâåíòó, çíà÷èò, ëîãè÷åñêîå ñëå-
äîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ.

Ìåòîä ðåçîëþöèé â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíàÿ ïðî-
öåäóðà, ÷åì ìåòîä ðåçîëþöèé â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé. Ìû îïèøåì åå ñõå-
ìàòè÷íî, îòñûëàÿ çà áîëåå ïîäðîáíûìè ðàçúÿñíåíèÿìè ê ñïåöèàëüíîé ëè-
òåðàòóðå, ïðèâåäåííîé â êîíöå ïîñîáèÿ (ñì. [1], [2], [4] â ñïèñêå îñíîâíîé
ëèòåðàòóðû è [4] � â ñïèñêå äîïîëíèòåëüíîé).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ F1, . . . , Fn ⊧ G ïî ìåòîäó
ðåçîëþöèé êàæäàÿ èç ôîðìóë F1, . . . , F2,¬G ëîãèêè ïðåäèêàòîâ äîëæíà
áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñïåöèàëüíîì ñòàíäàðòíîì âèäå. Ïåðâûé øàã � ýòî
ïðèâåäåíèå ôîðìóëû ê ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå, áåñêâàíòîðíàÿ
÷àñòü êîòîðîé ïðèâåäåíà ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå:

(∀x1)(∀x2)(∃x3) . . . (∀xn)(D1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧Dm),

ãäåD1, . . . ,Dm � äèçúþíêöèè ïðåäèêàòíûõ ïåðåìåííûõ èëè èõ îòðèöàíèé.
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, òàêàÿ ôîðìà ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ôîðìóëû
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Äàëåå ïðîâîäèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñêîëåìèçàöèÿ8 ïîëó÷åííîé ôîð-
ìóëû, öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ óäàëåíèå âñåõ êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ýòà ïðîöåäóðà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè íà ïåðâîì ìåñòå â ôîð-
ìóëå ñòîèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, òî ñòîÿùàÿ ïîä íèì ïðåäìåòíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ âñþäó â äàííîé ôîðìóëå çàìåíÿåòñÿ êîíêðåòíûì ýëåìåíòîì ìíî-
æåñòâà (ïðåäìåòîì), à ñàì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ óáèðàåòñÿ. Íàïðèìåð,
èç ôîðìóëû (∃x)(∀y)(P (x, y)) ïîëó÷àåì (∀y)P (a, y). Äàëåå çàìåòèì, ÷òî
ïàðó êâàíòîðîâ (∀x)(∃y) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ y = f(x). Cî-
îòâåòñòâåííî, åñëè â ôîðìóëå ïåðåä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ (∃y) ñòîÿò
êâàíòîðû îáùíîñòè (∀x1), . . . , (∀xn), òî âñþäó â ôîðìóëå ïåðåìåííàÿ y
çàìåíÿåòñÿ íà ôóíêöèþ n ïåðåìåííûõ f(x1, . . . , xn), à êâàíòîð (∃y) óáè-
ðàåòñÿ.

Ïðèìåð 1.65. Ïðîâåñòè ñêîëåìèçàöèþ ôîðìóëû

(∃x)(∃y)(∀z)(∀u)(∃v)F (x, y, z, u, v).

Ðåøåíèå. Ïåðåìåííûå x, y çàìåíÿåì íà êîíêðåòíûå ýëåìåíòû a è b
ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåìåííûå z, u îñòàâëÿåì, à âìåñòî v ââîäèì ôóíêöèþ
f(z, u). Ïîëó÷àåì ôîðìóëó

(∀z)(∀u)F (a, b, z, u, f(z, u)).

Ïîëó÷àåìàÿ ïîñëå ñêîëåìèçàöèè ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ñêîëåìîâñêîé
íîðìàëüíîé ôîðìîé. Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî, îíà èìååò âèä:

(∀x1) . . . (∀xk)(D1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧Dm),

ãäå D1, . . . ,Dm � ýòî äèçúþíêöèè ïðåäèêàòíûõ ïåðåìåííûõ èëè èõ îòðè-
öàíèé. Òàêèå äèçúþíêòû, ñîáðàííûå èç ñêîëåìîâñêèõ íîðìàëüíûõ ôîðì

8Òóðàëüô Ñêîëåì (1887�1963) � íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê è ëîãèê.
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âñåõ ôîðìóë F1, . . . Fn,¬G, çàòåì ó÷àñòâóþò â ïðîöåäóðå ïîèñêà ïóñòîé
ðåçîëüâåíòû, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.
Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà óíèôèêàöèè ïðåäìåò-
íûõ ïåðåìåííûõ. Åå ñóòü ñîñòîèò â çàìåíå íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ íà êîí-
êðåòíûå ýëåìåíòû, ÷òîáû äëÿ ôîðìóë, ê êîòîðûì íåëüçÿ áûëî ïðèìåíèòü
ïðàâèëî ðåçîëþöèè, òåïåðü ýòî ñòàëî âîçìîæíûì. Íàïðèìåð, åñëè ôîðìó-
ëû P (a) ∨ ¬Q(a, b) è Q(x, y) ∨ ¬R(x, y) íå ðåçîëüâèðóþò, òî ïîñëå çàìåíû
âî âòîðîé ôîðìóëå x íà a è y íà b ïîëó÷àåì ôîðìóëû, ê êîòîðûì ýòî ïðà-
âèëî ïðèìåíèìî, è îíî äàåò ðåçîëüâåíòó P (a)∨¬R(a, b). Óêàçàííóþ âûøå
çàìåíó ïðèíÿòî êðàòêî îáîçíà÷àòü êàê {x/a, y/b}.

Ïðèìåð 1.66. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåçîëþöèé ñïðàâåäëèâîñòü
ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ: ¾Íåêîòîðûå ïàöèåíòû ëþáÿò äîêòîðîâ. Íè îäèí
ïàöèåíò íå ëþáèò çíàõàðåé. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîé äîêòîð íå ÿâëÿåòñÿ
çíàõàðåì¿.

Ðåøåíèå. Íà ìíîæåñòâå ëþäåé ââåäåì ïðåäèêàòû P (x):¾x � ïàöèåíò¿,
D(x):¾x � äîêòîð¿, Z(x):¾x � çíàõàðü¿, L(x, y):¾x ëþáèò y¿. Òîãäà íà
ÿçûêå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ðàññóæäåíèå çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

Ï1 ∶ (∃x)(P (x) ∧ (∀y)(D(y)→ L(x, y))), (1-å ïðåäëîæåíèå)

Ï2 ∶ (∀x)(P (x)→ (∀y)(Z(y)→ ¬L(x, y))), (2-å ïðåäëîæåíèå)

Â ∶ (∀x)(D(x)→ ¬Z(x)). (âûâîä)

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Ï1,Ï2 ⊧ Â. Ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïåðåïèøåì ôîðìóëû â ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé êîíúþêòèâíîé
ôîðìå:

Ï1 ∶ (∃x)(∀y)(P (x) ∧ (¬D(y) ∨L(x, y))),
Ï2 ∶ (∀x)(∀y)(¬P (x) ∨ ¬Z(y) ∨ ¬L(x, y))),
¬Â ∶ ¬(∀x)(¬D(x) ∨ ¬Z(x)) ≅ (∃x)(D(x) ∧Z(x)).

Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ñêîëåìîâñêîé íîðìàëüíîé ôîðìå,
çàìåíèâ ïðè ýòîì âî âòîðîì ïðåäëîæåíèè ïåðåìåííóþ y íà t, ÷òîáû íå
áûëî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïåðâûì ïðåäëîæåíèåì:

Ï1 ∶ (∀y)(P (a) ∧ (¬D(y) ∨L(a, y))),
Ï2 ∶ (∀x)(∀t)(¬P (x) ∨ ¬Z(t) ∨ ¬L(x, t))),
¬Â ∶D(b) ∧Z(b).

Âûïèñûâàåì ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ, âõîäÿùèõ â äàííûå ôîðìóëû, äëÿ
ïðîâåäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäîì ðåçîëþöèé: 1) P (a); 2) ¬D(y)∨L(a, y);
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3) ¬P (x) ∨ ¬Z(t) ∨ ¬L(x, t); 4) D(b); 5) Z(b). Íà ïåðâîì øàãå ïîïûòàåìñÿ
íàéòè ðåçîëþöèþ, â êîòîðîé áû ó÷àñòâîâàë äèçúþíêò, âõîäÿùèé â îòðèöà-
íèå öåëè, íàïðèìåð, D(b). ×òîáû óíèôèöèðîâàòü åãî ñî âòîðûì äèçúþíê-
òîì, âûïîëíÿåì ïîäñòàíîâêó {y/b}. Òîãäà ïîñëå óíèôèêàöèè è ïðèìåíåíèÿ
ïðàâèëà ðåçîëþöèè (1.8), ïîëó÷àåì ðåçîëüâåíòó 6) L(a, b). Òåïåðü óíèôè-
öèðóåì 3-é è 6-é äèçúþíêòû. Äëÿ ýòîãî äåëàåì ïîäñòàíîâêó {x/a, z/b}. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåçîëüâåíòó 7) ¬P (a)∨¬Z(b). Ïîñëå ðåçîëþöèè ýòîé
ðåçîëüâåíòû ñ 5-ì äèçúþíêòîì ïîëó÷àåì ðåçîëüâåíòó 8) ¬P (a). È, íàêî-
íåö, ïîñëå ðåçîëþöèè 1-ãî è 8-ãî äèçúþíêòà ïîëó÷àåì ïóñòóþ ðåçîëüâåíòó
9) ◻. Òàêèì îáðàçîì, ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ è ðàññóæäåíèå
âåðíî.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

70. C ïîìîùüþ ìåòîäà ðåçîëþöèé ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî:

à) P,Q,R ∧ P → ¬Q ⊧ ¬R; á) (B ∧C)→ ¬D ⊧ ¬B.

71. Ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåçîëþöèé, âåðíî ëè ðàññóæäåíèå: ¾Åñ-
ëè áû îí íå ñêàçàë åé, îíà áû è íå óçíàëà. À íå ñïðîñè îíà åãî, îí è
íå ñêàçàë áû åé. Íî îíà óçíàëà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñïðîñèëà¿.

72. Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ: ¾Â õîêêåé èãðà-
þò íàñòîÿùèå ìóæ÷èíû. Òðóñ íå èãðàåò â õîêêåé. ß â õîêêåé íå
èãðàþ. Çíà÷èò, ÿ òðóñ¿.

73. Ïðèâåñòè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó ê ñêîëåìîâñêîé íîðìàëüíîé ôîðìå:
(∀x)(∃y)(∀z)(∃v)P (x, y, z, v).

74. Ïðîâåñòè ñêîëåìèçàöèþ ôîðìóëû: (∃y)(∀x)(∀z)Q(x, y, z).

75. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè ìåòîäà ðåçîëþöèé ñëåäóþùèå ëîãè÷åñêèå ñëå-
äîâàíèÿ:

à) P (a) ∨ ¬Q(a, b), Q(x, y) ∨ ¬R(x, y), S(b), R(a, b) ⊧ P (a) (a, b �
êîíñòàíòû);

á) (∀x)(A(x)→ (B(x)∧C(x))), (∃x)(A(x)∧D(x)) ⊧ (∃x)(D(x)∧C(x)).

76. Äîêàçàòü ìåòîäîì ðåçîëþöèé, ÷òî åñëè Êàùåé áåññìåðòåí, òî îí íå
÷åëîâåê.

77. Ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåçîëþöèé ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèÿ:
¾Íèêàêîé òîðãîâåö ñåïóëüêàìè ñàì èõ íå ïîêóïàåò. Íåêîòîðûå ëþ-
äè, ïîêóïàþùèå ñåïóëüêè, ãëóïû. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå ãëóïûå
ëþäè íå òîðãóþò ñåïóëüêàìè¿.
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1.12. Ëîãè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. ÏÐÎËÎÃ

Âñå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà âèäà: èì-
ïåðàòèâíûå (ïðîöåäóðíûå) è äåêëàðàòèâíûå. Ïðîãðàììà, íàïèñàí-
íàÿ íà ïðîöåäóðíîì ÿçûêå, ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä, êîòî-
ðûå ÷åòêî îïðåäåëÿþò êàæäûé øàã íà ïóòè ê ïîñòàâëåííîé öåëè. Çäåñü
ïðîãðàììà � ýòî ÷åòêàÿ èíñòðóêöèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé äîëæåí
äåéñòâîâàòü êîìïüþòåð, íå îòñòóïàÿ îò íåå íè íà øàã. Ê ÿçûêàì ýòîãî òè-
ïà îòíîñÿòñÿ áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ÿçûêîâ: Áåéñèê, Ïàñêàëü, Ñè è ò. ä.

Â äåêëàðàòèâíûõ ÿçûêàõ äåëî îáñòîèò èíà÷å. Çäåñü ïðîãðàììà � ýòî
ëèøü íàáîð íåêîòîðûõ ôàêòîâ è ïðàâèë, ïî êîòîðûì ýòè ôàêòû ñîîòíî-
ñÿòñÿ äðóã ñ äðóãîì (ïîëüçîâàòåëü äåêëàðèðóåò ôàêòû è ïðàâèëà). Â êîí-
öå ïðîãðàììû ñòàâèòñÿ íåêîòîðûé âîïðîñ îòíîñèòåëüíî ýòèõ ôàêòîâ. È
êîìïüþòåð ñàìîñòîÿòåëüíî, îñíîâûâàÿñü íà âñòðîåííûõ âíóòðåííèõ ïðî-
öåäóðàõ ÿçûêà, îáðàáàòûâàåò ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ è èùåò ïóòè äëÿ
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðè ðàáîòå ñ äåêëàðà-
òèâíûìè ÿçûêàìè ðîëü ïðîãðàììèñòà áåðåò íà ñåáÿ ñàì ÿçûê.

Îäíèì èç ñàìûõ èçâåñòíûõ äåêëàðàòèâíûõ ÿçûêîâ ÿâëÿåòñÿ PROLOG
(ÏÐÎËÎÃ). Îí áûë ñîçäàí â 1975 ã. ñîòðóäíèêàìè Ìàðñåëüñêîãî óíèâåðñè-
òåòà âî ãëàâå ñ Àëàíîì Êîëüìåðîý. Íàçâàíèå ïðîèñõîäèò îò ñîêðàùåííîãî
PROgramming in LOGic (ÏÐÎãðàììèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ËÎÃèêè). Îñíî-
âîé ýòîãî ÿçûêà ÿàâëÿåòñÿ ëîãèêà ïðåäèêàòîâ è ìåòîä ðåçîëþöèé Ðîáèíñî-
íà. Â 1977 ã. Óîððåí è Ïåðåéðà èç Ýäèíáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà (Øîòëàí-
äèÿ) ñîçäàëè î÷åíü ýôôåêòèâíûé êîìïèëÿòîð ÏÐÎËÎÃà. Ýòîò (ýäèíáóð-
ñêèé) âàðèàíò ñòàë êàê áû åãî íåãëàñíûì ñòàíäàðòîì. Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ
ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàçíîâèäíîñòåé è âàðèàíòîâ ÿçûêà. Â Èíòåðíåòå â îòêðû-
òîì äîñòóïå ìîæíî íàéòè êàê ìíîãèå âàðèàíòû ñàìîãî ÏÐÎËÎÃà, òàê è
âñåâîçìîæíûå êíèãè è äðóãèå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ.

ÏÐÎËÎÃ èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîöåäóðíûìè ÿçû-
êàìè. Âî-ïåðâûõ, åãî ñèíòàêñèñ íàèáîëåå áëèçîê ê ÷åëîâå÷åñêîìó ÿçûêó.
Ïîýòîìó ïèñàòü ïðîãðàììû íà ÏÐÎËÎÃå ïðîùå. Îíè èìåþò áîëåå ïðî-
çðà÷íóþ ñòðóêòóðó, èõ ïðîùå ïîíèìàòü è îòëàæèâàòü. Âñå ÿçûêè äåëÿòñÿ,
êàê èçâåñòíî, íà ÿçûêè íèçêîãî è âûñîêîãî óðîâíÿ. Ê ÿçûêàì íèçêîãî óðîâ-
íÿ îòíîñÿòñÿ òå, ñèíòàêñèñ êîòîðûõ áëèçîê ê ìàøèííûì êîäàì, íàïðèìåð,
Àññåìáëåð. Ê ÿçûêàì âûñîêîãî óðîâíÿ îòíîñÿòñÿ òå, ñèíòàêñèñ êîòîðûõ
áëèæå ê ÷åëîâå÷åñêîé ðå÷è: Ïàñêàëü, Ñè è ò. ä. Â ýòîì ñìûñëå ÏÐÎËÎÃ
ìîæíî íàçâàòü ÿçûêîì ñâåðõâûñîêîãî óðîâíÿ. Ñòðóêòóðà åãî ïðîãðàìì
íàèáîëåå áëèçêà ê íàøåé ðå÷è.

Âî-âòîðûõ, ìíîãèå àëãîðèòìû íà ÏÐÎËÎÃå îïèñûâàþòñÿ ãîðàçäî êî-
ðî÷å, ÷åì íà èìïåðàòèâíûõ ÿçûêàõ. Ïî ñòàòèñòèêå, îäíà ñòðîêà òåêñòà íà
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ÏÐÎËÎÃå ðàâíà 14 ñòðîêàì òåêñòà íà èìïåðàòèâíîì ÿçûêå. Âñå ýòî ïðèâî-
äèò ê óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè ðàçðàáîòêè ìíîãèõ âèäîâ ïðîãðàìì. ÏÐÎËÎÃ
íàèëó÷øèì îáðàçîì ïîêàçàë ñåáÿ â ñëåäóþùèõ îáëàñòÿõ:

� àâòîìàòè÷åñêèé ïåðåâîä ñ îäíîãî ÿçûêà íà äðóãîé;

� ñîçäàíèå åñòåñòâåííî-ÿçûêîâûõ èíòåðôåéñîâ;

� ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ;

� ïðîåêòèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ðåëÿöèîííûõ áàç äàííûõ;

� ýêñïåðòíûå ñèñòåìû è îáîëî÷êè ýêñïåðòíûõ ñèñòåì;

� àâòîìàòèçèðîâàííîå óïðàâëåíèå ïðîèçâîäñòâåííûìè ïðîöåññàìè;

� àâòîìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì;

� ïîëóàâòîìàòè÷åñêîå ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèé;

� ñèñòåìû àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ;

� áàçèðóþùååñÿ íà çíàíèÿõ ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå;

� îðãàíèçàöèÿ ñåðâåðà äàííûõ èëè, òî÷íåå, ñåðâåðà çíàíèé, ê êîòîðî-
ìó ìîæåò îáðàùàòüñÿ êëèåíòñêîå ïðèëîæåíèå, íàïèñàííîå íà êàêîì-
ëèáî ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òåì íå ìåíåå ÏÐÎËÎÃ íå ÿâëÿåòñÿ ¾ïàíàöååé îò âñåõ áåä¿. Åñòü çàäà-
÷è, äëÿ êîòîðûõ îí õóæå ïðèñïîñîáëåí, ÷åì ïðîöåäóðíûå ÿçûêè: áîëüøîé
îáúåì àðèôìåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé (îáðàáîòêà àóäèî, âèäåî è ò. ä.); íàïè-
ñàíèå äðàéâåðîâ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìíûé ïîäõîä, êîãäà ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷è îäíîâðåìåííî èñïîëüçóþòñÿ ÿçûêè ðàçíûõ òèïîâ, íàïðèìåð,
ÏÐÎËÎÃ è Ñè. Êàæäûé èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ â òîé ÷àñòè, äëÿ êîòîðîé îí
ëó÷øå ïîäõîäèò. Çàòåì âñå ÷àñòè îáúåäèíÿþòñÿ â åäèíûé êîìïëåêñ.

Ïðîãðàììà íà ÏÐÎËÎÃå ñîñòîèò èç ïðåäëîæåíèé. Ýòî íå êîìàíäû â
ïðèâû÷íîì ñìûñëå ñëîâà, ò. ê. îíè íå óêàçûâàþò íà êîíêðåòíûå äåéñòâèÿ.
Çàïèñü ïðåäëîæåíèé ïðîèñõîäèò íà ÿçûêå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Âñå ïðåäëî-
æåíèÿ (êîìàíäû) ðàçáèâàþòñÿ íà òðè âèäà: ôàêòû, ïðàâèëà è âîïðîñû.

1)Ôàêòû � ýòî èñòèííûå âûñêàçûâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çàäàþò-
ñÿ èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è. Ôàêòû îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäèêàòîâ
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îò îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Âìåñòî âñåõ èëè íåêîòîðûõ ïåðå-
ìåííûõ ìîãóò áûòü ïîäñòàâëåíû êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ. Îñòàëüíûå ïåðå-
ìåííûå ñâÿçàíû êâàíòîðàìè âñåîáùíîñòè (êîòîðûå ïîäðàçóìåâàþòñÿ, íî
íå ïèøóòñÿ).

Ïðèìåð 1.67. à) Äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàòü, ÷òî ¾Ìèøà ÿâëÿåòñÿ ñòó-
äåíòîì¿ â ÏÐÎËÎÃå ìîæíî ââåñòè îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò student(X) è
çàïèñàòü ñëåäóþùèé ôàêò: student(Ìèøà).

á) Äëÿ óêàçàíèÿ òîãî, ÷òî ¾Íàòàøà ÿâëÿåòñÿ ìàìîé Ìàøè¿ â ÏÐÎËÎÃå
ââîäèòñÿ ïðåäèêàò îò äâóõ ïåðåìåííûõ mama(X,Y) (X ÿâëÿåòñÿ ìàìîé Y) è
çàïèñûâàåòñÿ ôàêò: mama(Íàòàøà,Ìàøà).

â) ×òîáû óêàçàòü, ÷òî ¾Ðîññèÿ � ñàìîå áîëüøîå ïî ïëîùàäè ãîñóäàð-
ñòâî¿, ìîæíî ââåñòè ïðåäèêàò pl(X,Y) (X áîëüøå ïî ïëîùàäè Y) è çàïè-
ñàòü: pl(Ðîññèÿ,X). Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïåðåä pl ñòîèò êâàíòîð (∀X) è
X ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ñòðàí.

2) Ïðàâèëà ïîçâîëÿþò íà îñíîâå ïðåäèêàòîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ çàäà-
íèÿ ôàêòîâ, ñòðîèòü íîâûå ïðåäèêàòû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àòü íîâûå
ôàêòû. Îíè çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

Q ∶ − Q1, . . . ,Qm, (1.12)

ãäå Q,Q1, . . . ,Qm � ïðåäèêàòû. Ïðàâèëî (1.12) îçíà÷àåò, ÷òî Q âûïîëíÿåò-
ñÿ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Q1, . . . ,Qm, ò. å. íà ÿçûêå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èìïëèêàöèè èëè äèçúþíêòà:

(Q1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧Qm)→ Q ≅ ¬Q1 ∨ ⋅ ⋅ ⋅ ∨ ¬Qm ∨Q.

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïåðåä ïðàâèëàìè ñòîÿò êâàíòîðû ∀ ïî âñåì ïåðåìåí-
íûì, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ýòîì ïðàâèëå.

Ïðèìåð 1.68. Ðàññìîòðèì äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò papa(X,Y) (X ÿâëÿåò-
ñÿ îòöîì Y ). Òîãäà íà îñíîâå ïðåäèêàòîâ mama è papa â ÏÐÎËÎÃå ìîæíî
îïðåäåëèòü ïðåäèêàò roditel ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ äâóõ ïðàâèë:

roditel(X,Y):-mama(X,Y) è roditel(X,Y):-papa(X,Y).

Çàìåòèì, ÷òî ýòè äâà ïðàâèëà ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíî:

roditel(X,Y):-mama(X,Y);papa(X,Y) (; çàìåíÿåò ñâÿçêó ¾èëè¿)

(X ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëåì Y, åñëè X ÿâëÿåòñÿ ìàìîé èëè ïàïîé Y). Òåïåðü ñ ïî-
ìîùüþ ýòîãî ïðåäèêàòà ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäèêàò babushka ïî ïðàâèëó:

babushka(X,Y):-mama(X,Z),roditel(Z,Y)
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(X ÿâëÿåòñÿ áàáóøêîé Y, åñëè X ÿâëÿåòñÿ ìàìîé Z, à Z ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëåì
Y).

3) Âîïðîñ � ýòî ïðåäèêàò èëè êîíúþíêöèÿ ïðåäèêàòîâ. Îí ñòàâèòñÿ â
êîíöå ïðîãðàììû è çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

? Q1, . . . ,Qm,

ãäå Q1, . . . ,Qm � ïðåäèêàòû, èñïîëüçóåìûå ïðè çàäàíèè ôàêòîâ è ïðàâèë.
Â ïðîöåññå ðàáîòû ÏÐÎËÎÃ äîëæåí îòâåòèòü íà íåãî. Òî÷íåå, åñëè â ïðå-
äèêàòàõ íåò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ (ò. å. âîïðîñ � ýòî âûñêàçûâàíèå), òî
ÏÐÎËÎÃ äîëæåí ïðîâåðèòü, èñòèííûì èëè ëîæíûì âûñêàçûâàíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ âîïðîñ. Åñëè åñòü ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, òî ÏÐÎËÎÃ äîëæåí íàéòè,
ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ âîïðîñ îáðàùàåòñÿ â èñòèííîå âûñêàçû-
âàíèå, èëè îïðåäåëèòü, ÷òî òàêèõ çíà÷åíèé íåò.

Ïðèìåð 1.69. Åñëè çàäàòü âîïðîñ ?babushka(Âåðà,Êîëÿ) (ÿâëÿåòñÿ ëè
Âåðà áàáóøêîé Êîëè?), òî â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ ôàêòîâ ïîëó÷èì îò-
âåò ¾äà¿ èëè ¾íåò¿. Åñëè æå ñïðîñèòü ?babushka(Âåðà,X), òî ÏÐÎËÎÃ â
êà÷åñòâå îòâåòîâ äîëæåí íàéòè âñåõ âíóêîâ áàáóøêè Âåðû. Ìîæíî çàäàòü
è ñîñòàâíîé âîïðîñ, íàïðèìåð ?babushka(Âåðà,Ìèøà),student(Ìèøà) (âåð-
íî ëè, ÷òî Âåðà ÿâëÿåòñÿ áàáóøêîé Ìèøè è Ìèøà � ñòóäåíò?). Â êà÷åñòâå
îòâåòà îïÿòü ïîëó÷èì ¾äà¿ èëè ¾íåò¿.

Ïåðåõîä îò ôàêòîâ è ïðàâèë ê îòâåòó íà âîïðîñ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ðåçîëþöèé, âñòðîåííîãî â ñàì ÿçûê ÏÐÎËÎÃ. Âîïðîñ �
ýòî ôàêòè÷åñêè ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, à ðàáîòà ÏÐÎËÎÃà çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü ëîãè÷åñêóþ âûâîäèìîñòü ýòîé ôîðìóëû
èñõîäÿ èç ôàêòîâ è ïðàâèë.

Â ïðîöåññå ðàáîòû âîçíèêàåò ïðîáëåìà íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî àëãî-
ðèòìà ïåðåáîðà ðåçîëüâåíò. Â ÏÐÎËÎÃå ñëåäóþò ñëåäóþùåé ñòðàòåãèè:
îòðèöàíèå âîïðîñà (êàê òîãî òðåáóåò ìåòîä ðåçîëþöèé) áåðóò çà ¾öåëü¿.
Äàëåå âû÷èñëÿþò ðåçîëüâåíòû, ïîðîæäåííûå öåëüþ (èëè åå ñëåäñòâèåì) è
êàêèì-ëèáî ôàêòîì èëè ïðàâèëîì, êîòîðûå ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñâåðõó âíèç.
Åñëè ïóñòàÿ ðåçîëüâåíòà ñ ïîìîùüþ òàêîé ñòðàòåãèè íå íàéäåíà, òî îòâåò
íà âîïðîñ îòðèöàòåëåí.

Ïðèìåð 1.70. Ðàññìîòðèì ðàáîòó ÏÐÎËÎÃà íà ïðèìåðå íåáîëüøîé ïðî-
ãðàììû (íîìåðà çäåñü ïðîñòàâëåíû ëèøü äëÿ óäîáñòâà îòñëåæèâàíèÿ ðà-
áîòû àëãîðèòìà):

(1) ðûáà(X):-îòêëàäûâàåò_èêðó(X),èìååò_ïëàâíèêè(X).
(2) çåìíîâîäíîå(X):-îòêëàäûâàåò_èêðó(X),èìååò_êîíå÷íîñòè(X).
(3) îòêëàäûâàåò_èêðó(ñåìãà).
(4) îòêëàäûâàåò_èêðó(ëÿãóøêà).
(5) îòêëàäûâàåò_èêðó(ùóêà).
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(6) èìååò_êîíå÷íîñòè(ëÿãóøêà).
(7) èìååò_ïëàâíèêè(ùóêà).
(8) èìååò_ïëàâíèêè(ñåìãà).
(9) ?ðûáà(ùóêà).
Â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ ïðèâåäåíû ïðàâèëà, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò

êëàññ ðûá è êëàññ çåìíîâîäíûõ. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ôàêòû îòíîñèòåëü-
íî êîíêðåòíûõ æèâûõ îðãàíèçìîâ. ÏÐÎËÎÃ äîëæåí íà îñíîâå ôàêòîâ
è ïðàâèë îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè ùóêà ðûáîé. Ñëåäóÿ òàêòè-
êå äâèæåíèÿ îò öåëè, îí ñíà÷àëà èùåò ôîðìóëó, êîòîðàÿ áû ðåçîëüâè-
ðîâàëà ñ ôîðìóëîé ¬ðûáà(ùóêà). Â äàííîì ñëó÷àå òàêîé ÿâëÿåòñÿ òîëü-
êî êîìàíäà (1). Íà ÿçûêå ïðåäèêàòîâ îíà çàïèñûâàåòñÿ êàê ðûáà(X) ∨
¬îòêëàäûâàåò_èêðó(X) ∨ ¬èìååò_ïëàâíèêè(X). Ïîñëå óíèôèêàöèè ñ
ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè {X/ùóêà} ýòè äâå ôîðìóëû ïî ïðàâèëó ðåçîëþöèè
äàþò ðåçîëüâåíòó:

(10) ¬îòêëàäûâàåò_èêðó(ùóêà) ∨ ¬èìååò_ïëàâíèêè(ùóêà).

Òåïåðü äàííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ íîâîé öåëüþ. Äëÿ íåå ÏÐÎËÎÃ èùåò
ñâåðõó âíèç ôîðìóëó, êîòîðàÿ áû ñ íåé ðåçîëüâèðîâàëà. Òàêîé ôîðìóëîé
ÿâëÿåòñÿ êîìàíäà (5). Óíèôèêàöèÿ ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ðåçîëüâåíòó:

(11) ¬èìååò_ïëàâíèêè(ùóêà).

Äàííàÿ íîâàÿ öåëü, â ñâîþ î÷åðåäü, ðåçîëüâèðóåò ñ êîìàíäîé (7). Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïóñòàÿ ðåçîëüâåíòà ◻. Ïîëó÷åíèå ïóñòîé ðåçîëüâåíòû
îçíà÷àåò óñïåõ âû÷èñëåíèÿ, ò. å. ïîëîæèòåëíûé îòâåò íà âîïðîñ (ùóêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ðûáîé).

Â êîíöå ïðîãðàììû ìîæíî ïîñòàâèòü è äðóãîé âîïðîñ: (9′) ?ðûáà(X).,
÷òî îçíà÷àåò ¾Ñóùåñòâóåò ëè âîîáùå êàêàÿ-íèáóäü ðûáà?¿. Â ñëó÷àå ïîëî-
æèòåëüíîãî îòâåòà íà âîïðîñ ÏÐÎËÎÃ ïîïóòíî íàõîäèò âñå êîíêðåòíûå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé X, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó âîïðîñó, ò. å. íàõîäèò
âñåõ ðûá. Ðàçáåðåì ïîäðîáíåå, êàê ýòî ïðîèñõîäèò. Öåëü ¬ðûáà(X) ðåçîëü-
âèðóåò ñ (1)-é êîìàíäîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðåçîëüâåíòà:

(10′) ¬îòêëàäûâàåò_èêðó(X) ∨ ¬èìååò_ïëàâíèêè(X).

Îíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëå ïîäñòàíîâêè {X/ñåìãà} ðåçîëüâèðóåò ñ êîìàí-
äîé (3) è äàåò ðåçîëüâåíòó:

(11′) ¬èìååò_ïëàâíèêè(ñåìãà).
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À ýòà ôîðìóëà âìåñòå ñ êîìàíäîé (8) äàåò ïóñòóþ ðåçîëüâåíòó ◻. Âû÷èñ-
ëåíèå óñïåøíî çàâåðøàåòñÿ è ÏÐÎËÎÃ âûäàåò îòâåò X = ñåìãà.

Ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò ñáðîñ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé è ¾îòêàò¿ íàçàä ê
ðåçîëüâåíòå (10′). ÏÐÎËÎÃ ïûòàåòñÿ óíèôèöèðîâàòü åå êàêèì-òî äðóãèì
ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, ïîñëå ïîäñòàíîâêè {X/ëÿãóøêà} îíà óíèôèöèðóåòñÿ
ñ ôîðìóëîé (4) è äàåò ðåçîëüâåíòó:

¬èìååò_ïëàâíèêè(ëÿãóøêà).

Íî ýòà ôîðìóëà íå óíèôèöèðóåòñÿ íè ñ êàêîé äðóãîé è ïóñòîé ðåçîëüâåíòû
íå ïîëó÷àåòñÿ. Ýòîò ïóòü ïðèâîäèò ê îòðèöàòåëüíîìó ðåøåíèþ. Ïîýòîìó
îïÿòü ïðîèñõîäèò ñáðîñ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé è îòêàò. Ïðîäîëæàÿ ïîäîá-
íûì îáðàçîì, ÏÐÎËÎÃ íàõîäèò åùå îäèí îòâåò X =ùóêà.

Ïîñëå òîãî, êàê âñå âàðèàíòû èñ÷åðïàíû, ïðîèñõîäèò îñòàíîâêà ðàáîòû
ïðîãðàììû.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

78. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ÏÐÎËÎÃ-ïðîãðàììû áàçó äàííûõ íåñêîëüêèõ
åâðîïåéñêèõ ñòðàí âìåñòå ñ èõ ñòîëèöàìè. Ñôîðìèðóéòå ïîäõîäÿ-
ùèå çàïðîñû, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü ñòîëèöó çàäàííîé ñòðàíû èëè
ñòðàíó, èìåþùóþ ñòîëèöåé çàäàííûé ãîðîä.

79. Ïðîâåäèòå àíàëèç âû÷èñëåíèé çàäàííîé ÏÐÎËÎÃ-ïðîãðàììû (çäåñü
X è Y � ýòî ïåðåìåííûå, à a è b � êàêèå-òî êîíêðåòíûå ýëåìåíòû):

(1) A(a,b).

(2) B(X):-C(X,Y).

(3) C(b,a):-A(a,b).

(4) C(X,Y):-A(X,Y).

(5) ?B(X).

80. Âûïîëíèòü âðó÷íóþ ïðîãðàììó íà ÿçûêå ÏÐÎËÎÃ:

(1) äåäóøêà(X,Y):-îòåö(X,V),îòåö(V,Y).

(2) îòåö(×àðëüç,Âèëüÿì).

(3) îòåö(Äæåðåìè,Ïîë).

(4) îòåö(Âèëüÿì,Ãåíðè).

(5) îòåö(×àðëüç,Ñìèò).

(6) îòåö(Ñìèò,Ìàéê).
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(7) îòåö(Ñìèò,Äæåðåìè).

(8) ?äåäóøêà(×àðëüç,Z).,

êîòîðàÿ äîëæíà íàéòè âñåõ âíóêîâ ×àðëüçà. Îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ êàæ-
äàÿ êîíêðåòèçàöèÿ ïåðåìåííîé Z, ïîëó÷åííàÿ óíèôèêàöèåé íà ïóòè
ïîñòðîåíèÿ ïóñòîé ðåçîëüâåíòû.

81. Ïîñòðîèòü ïðîãðàììó íà ÿçûêå ÏÐÎËÎÃ è ïðîâåñòè ðó÷íóþ ïðî-
êðóòêó åå äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ïðîáëåìû: ¾Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé
ïðåäîê ëþáèò ñâîåãî ïîòîìêà. A � äåäóøêà B, à B è C � áðàòüÿ.
Äîêàçàòü, ÷òî A ëþáèò C¿.

1.13. Ëîãè÷åñêèå çàäà÷è

82. Ìèñòåð ÌàêÃðåãîð, âëàäåëåö ëàâêè èç Ëîíäîíà, ñîîáùèë â Ñêîòëàíä-
ßðä, ÷òî åãî îãðàáèëè. Ïî îáâèíåíèþ âëàäåëüöà ëàâêè áûëè àðåñòî-
âàíû òðè ïîäîçðèòåëüíûå ëè÷íîñòè À, Â è Ñ. Íà îñíîâàíèè ïîêàçàíèé
Ìàê-Ãðåãîðà, äàííûõ èì ïîä ïðèñÿãîé, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî:

1) Êàæäûé èç ïîäîçðåâàåìûõ À, Â è Ñ â äåíü îãðàáëåíèÿ áûë â ëàâêå
è íèêòî òóäà áîëüøå íå çàõîäèë.

Ñëåäóþùèå ôàêòû áûëè íåîïðîâåðæèìî óñòàíîâëåíû ñëåäñòâèåì:

2) Åñëè À âèíîâåí, òî ó íåãî áûë ðîâíî îäèí ñîîáùíèê;

3) Åñëè Â íåâèíîâåí, òî Ñ òîæå íåâèíîâåí;

4) Åñëè âèíîâíû ðîâíî äâîå ïîäîçðåâàåìûõ, òî À � îäèí èç íèõ;

5) Åñëè Ñ íå âèíîâåí, òî Â òîæå íå âèíîâåí.

Ïðîòèâ êîãî Ñêîòëàíä-ßðä âûäâèíóë îáâèíåíèå?

83. Òðîå ðåöèäèâèñòîâ, A, B, è C, ïîäîçðåâàþòñÿ â ïðåñòóïëåíèè. Íåîïðî-
âåðæèìî óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ôàêòû:

1) Åñëè A âèíîâåí, à B íåâèíîâåí, òî â äåëå ó÷àñòâîâàë C;

2) C íèêîãäà íå äåéñòâîâàë â îäèíî÷êó;

3) A íèêîãäà íå õîäèò íà äåëî âìåñòå ñ C;

4) Íèêòî, êðîìå A, B è C â ïðåñòóïëåíèè íå çàìåøàí, íî ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí èç ýòîé òðîéêè âèíîâåí.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ ôàêòîâ âûäâèíóòü îáâèíåíèå ïðîòèâ
À? Ïðîòèâ Â? Ïðîòèâ Ñ?
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84. Ïîäñóäèìûõ ÷åòâåðî: A, B, C è D. Óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå:

1) Åñëè A è B îáà âèíîâíû, òî C áûë ñîó÷àñòíèêîì;

2) Åñëè A âèíîâåí, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç îáâèíÿåìûõ B,C áûë
ñîó÷àñòíèêîì;

3) C âñåãäà ¾õîäèò íà äåëî¿ âìåñòå ñ D;

4) Åñëè A íå âèíîâåí, òî D âèíîâåí.

Êòî èç ÷åòûðåõ ïîäñóäèìûõ âèíîâåí âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ è ÷üÿ âèíà
îñòàåòñÿ ïîä ñîìíåíèåì?

85. (×åòûðå êîëïàêà â ïåùåðå). Â òåìíîé ïåùåðå ëåæàò ÷åòûðå êîë-
ïàêà � äâà áåëûõ è äâà ÷åðíûõ. Â ïåùåðó âõîäÿò 3 ìóäðåöà, îíè
çíàþò, ñêîëüêî è êàêèõ êîëïàêîâ íàõîäèòñÿ â ïåùåðå, îäíàêî â òåì-
íîòå îíè íå âèäÿò, êàêèå êîëïàêè íà ñåáÿ íàäåâàþò. Íàäåâ êîëïàêè,
îíè ïî îäíîìó âûõîäÿò èç òåìíîòû ïåùåðû íà ñâåò: ïåðâûé èäåò,
êóäà ãëàçà ãëÿäÿò; âòîðîé èäåò çà ïåðâûì è âèäèò, êàêîãî öâåòà íà
íåì êîëïàê; òðåòèé èäåò çà âòîðûì è âèäèò, êàêîãî öâåòà êîëïàêè íà
ïåðâîì è âòîðîì. Íàéäåòñÿ ëè ìóäðåö, êîòîðûé äîãàäàåòñÿ, êàêîãî
öâåòà íà íåì êîëïàê è âîñêëèêíåò ¾ß çíàþ!¿?

86. (Ðûöàðè è ëæåöû). Íà îñòðîâå æèëè ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâî-
ðèëè ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãàëè. Òðîå æèòåëåé îñòðîâà
(À, Â è Ñ) ðàçãîâàðèâàëè ìåæäó ñîáîé â ñàäó. Ïðîõîäèâøèé ìèìî
íåçíàêîìåö ñïðîñèë ó À: ¾Ñêîëüêî ðûöàðåé ñðåäè âàñ?¿ Íà ýòîò âî-
ïðîñ À îòâåòèë íåðàçáîð÷èâî. Ïîýòîìó íåçíàêîìöó ïðèøëîñü ñïðî-
ñèòü ó Â: ¾×òî ñêàçàë À?¿. Â îòâåòèë: ¾À ñêàçàë, ÷òî ñðåäè íàñ îäèí
ðûöàðü¿. È òîãäà Ñ çàêðè÷àë: ¾Íå âåðüòå Â! Îí ëæåò¿. Êòî èç äâóõ
ïåðñîíàæåé Â è Ñ ðûöàðü è êòî ëæåö?

87. Â çàäà÷å äâà ïåðñîíàæà: À è Â. À ñêàçàë: ¾Ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç
íàñ � ëæåö¿. Êòî èç À è Â ðûöàðü è êòî ëæåö?

88. À ãîâîðèò: ¾Èëè ÿ ëæåö, èëè Â � ðûöàðü¿. Êòî èç äâóõ ïåðñîíàæåé
À è Â ðûöàðü è êòî ëæåö?

89. Ñíîâà òðè îñòðîâèòÿíèíà: À, Â, Ñ. À ãîâîðèò: ¾Ìû âñå ëæåöû¿; Â
âîçðàæàåò: ¾Îäèí èç íàñ ðûöàðü¿. Êòî èç òðåõ ðûöàðü è êòî ëæåö?

90. (Ðûöàðè, ëæåöû è íîðìàëüíûå ëþäè). Íà îñòðîâå æèëè òðè òè-
ïà ëþäåé: ðûöàðè � îíè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó; ëæåöû � îíè âñåãäà
ëãóò; íîðìàëüíûå ëþäè � îíè ìîãóò ñêàçàòü ïðàâäó, à ìîãóò ñîëãàòü.
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Ïåðåä íàìè òðîå ëþäåé À, Â è Ñ. Îäèí èç íèõ ðûöàðü, äðóãîé ëæåö,
òðåòèé � íîðìàëüíûé ÷åëîâåê. À ñêàçàë: ¾ß íîðìàëüíûé ÷åëîâåê¿.
Â ïîäòâåðäèë: ¾Ýòî ïðàâäà¿. Ñ äîáàâèë: ¾ß íå íîðìàëüíûé ÷åëîâåê¿.
Êòî òàêèå À, Â è Ñ?

91. (Äâå äîðîãè). Ïî îñòðîâó ðûöàðåé è ëæåöîâ èäåò ïóòåøåñòâåííèê.
Îí ïîäõîäèò ê ðàçâèëêå äîðîã, èç êîòîðûõ òîëüêî îäíà âåäåò â ñòîëè-
öó îñòðîâà. Íèêàêèõ çíàêîâ, óêàçûâàþùèõ êóäà âåäåò êàæäàÿ äîðîãà,
ó ðàçâèëêè íåò. Íî çäåñü ñòîèò ìåñòíûé æèòåëü (íåèçâåñòíî êòî, ðû-
öàðü èëè ëæåö). Êàêîé âîïðîñ, ïðåäóñìàòðèâàþùèé îòâåò ¾äà¿ èëè
¾íåò¿, äîëæåí çàäàòü åìó ïóòåøåñòâåííèê, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêàÿ
äîðîãà âåäåò â ñòîëèöó îñòðîâà?
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Ãëàâà 2

Òåîðèÿ àëãîðèòìîâ

2.1. Ïîíÿòèå àëãîðèòìà

Ïîíÿòèå àëãîðèòìà ôîðìèðîâàëîñü ñ äðåâíåéøèõ âðåìåí. Èíòóèòèâíî ïîä
àëãîðèòìîì ìû ïîíèìàåì ÷åòêèé íàáîð èíñòðóêöèé î âûïîëíåíèè â îïðå-
äåëåííîì ïîðÿäêå íåêîòîðûõ äåéñòâèé äëÿ ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷ êàêîãî-òî
îäíîãî êëàññà.

Ñàìî ñëîâî ¾àëãîðèòì¿ ïðîèñõîäèò îò èìåíè âûäàþùåãîñÿ ïåðñèäñêîãî
ìàòåìàòèêà IX âåêà Ìóõàììåäà àëü-Õîðåçìè (îê. 783 � îê. 850). Ñ÷èòàåò-
ñÿ óñòàíîâëåííûì, ÷òî åãî ïåðó ïðèíàäëåæàò 9 ñî÷èíåíèé ïî ìàòåìàòèêå,
àñòðîíîìèè, èñòîðèè, ãåîãðàôèè. Èç ýòèõ êíèã äî íàñ äîøëè òîëüêî 7 �
â âèäå òåêñòîâ ëèáî ñàìîãî Àëü-Õîðåçìè, ëèáî åãî àðàáñêèõ êîììåíòàòî-
ðîâ, ëèáî â ïåðåâîäàõ íà ëàòûíü. Îäèí èç åãî ãëàâíûõ òðàêòàòîâ ïîñâÿ-
ùåí àðèôìåòèêå. Îðèãèíàëüíûé àðàáñêèé âàðèàíò ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå
ñîõðàíèëñÿ. Íî åãî ñîäåðæàíèå èçâåñòíî íàì áëàãîäàðÿ ïåðåâîäó íà ëà-
òèíñêèé ÿçûê, ñäåëàííîìó â XII âåêå. Åäèíñòâåííàÿ ðóêîïèñü ýòîãî ïåðå-
âîäà õðàíèòñÿ ñåé÷àñ â Êåìáðèäæå. Â ïåðåâîäå íà ëàòûíü îí íàçûâàëñÿ:
¾Algorizmi de numero Indozum¿ (¾Îá èíäèéñêîì ÷èñëå, ñî÷èíåíèå Àëãîðèç-
ìè¿). Ýòà êíèãà áûëà îäíèì èç èñòî÷íèêîâ, ïî êîòîðîìó Çàïàäíàÿ Åâðîïà
ïîçíàêîìèëàñü ñ èíäèéñêîé äåñÿòè÷íîé ïîçèöèîííîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ.
Îòñþäà è ïîøëî ñëîâî ¾àëãîðèòì¿, êàê ñîçâó÷íîå ëàòèíñêîìó âàðèàíòó
èìåíè Àëü-Õîðåçìè. Ïåðâîíà÷àëüíî ïîä ýòèì ñëîâîì ïîíèìàëè ïðàâèëà
ñ÷åòà ñ ïîìîùüþ äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, à ñî âðåìåíåì îíî ñòàëî
ñèíîíèìîì ëþáîãî òî÷íîãî ïðàâèëà äåéñòâèé.

Íî ïðèìåðû àëãîðèòìîâ áûëè èçâåñòíû çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ òðàêòàòà
Àëü-Õîðåçìè. Îäèí èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ � ýòî àëãîðèòì Åâêëèäà �

75



ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë (≈ 300 ãã.
äî í. ý.).

Îäíàêî òî÷íîå, ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà, íåñìîò-
ðÿ íà òûñÿ÷åëåòíþþ èñòîðèþ ðàçâèòèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ, áûëî ñôîðìèðîâà-
íî ëèøü â ïåðâîé ïîëîâèíå XX âåêà. Âåðíåå, áûëî âûðàáîòàíî íåñêîëüêî
ñòðîãèõ îïðåäåëåíèé àëãîðèòìà, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè îêàçàëèñü ðàâíî-
ñèëüíûìè ìåæäó ñîáîé. Òðè òàêèõ ðàâíîñèëüíûõ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçàíû
ñ ïîíÿòèÿìè âû÷èñëèìîé ïî Òüþðèíãó ôóíêöèè, ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé
ôóíêöèè è íîðìàëüíî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî. Ýòèì òåìàì
ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ðàçäåëû äàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ.

2.2. Ìàøèíà Òüþðèíãà1

Ìàøèíà Òüþðèíãà � ýòî íå ðåàëüíàÿ ìàøèíà, à ëèøü âîîáðàæàåìàÿ àá-
ñòðàêòíàÿ ìîäåëü, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ñòðîãîãî ôîðìàëüíîãî èçó÷åíèÿ âî-
ïðîñîâ àëãîðèòìè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè. Îíà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ¾÷à-
ñòåé¿:

1. Ëåíòû, áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû, ðàçáèòîé íà ÿ÷åéêè; íà êàæäîì
øàãå ðàáîòû ñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâêà (êàðåòêà) ìàøèíû îáîçðåâàåò
(ñ÷èòûâàåò) â òî÷íîñòè îäíó ÿ÷åéêó ëåíòû;

2. Êîíå÷íîãî íàáîðà çíàêîâ (ñèìâîëîâ, áóêâ) A = {a0, a1, . . . , an}, n ≥ 1,
êîòîðûå îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûé àëôàâèò ìàøèíû; â êàæäóþ
èç ÿ÷ååê ëåíòû çàïèñàíà îäíà è òîëüêî îäíà áóêâà èç àëôàâèòà A;
ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â àëôàâèòå èìååòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ¾ïóñòàÿ
áóêâà¿ è èìåííî îíà çàïèñàíà â ïóñòûå ÿ÷åéêè ëåíòû; ñ÷èòàåòñÿ òàê-
æå, ÷òî èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåïóñòûõ ÿ÷ååê;

3. Êîíå÷íîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé Q = {q0, q1, . . . , qm}; íà êàæäîì øàãå
ðàáîòû ìàøèíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ ðîâíî â îäíîì èç ñîñòîÿíèé; ñðåäè
ñîñòîÿíèé âûäåëÿþòñÿ äâà � íà÷àëüíîå q1 è çàêëþ÷èòåëüíîå (èëè
ñîñòîÿíèå îñòàíîâêè) q0; íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q1, ìàøèíà íà÷èíàåò
ðàáîòàòü; ïîïàâ â ñîñòîÿíèå q0, ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ìàøèíà ìîæåò ñîâåðøàòü ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå äåéñòâèÿ:

1. Èçìåíèòü ñâîå ñîñòîÿíèå è çàìåíèòü áóêâó îáîçðåâàåìîé åþ ÿ÷åéêè
íà ëþáóþ äðóãóþ áóêâó ñâîåãî àëôàâèòà;

1Àëàí Òüþðèíã (1912�1954) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê, ëîãèê, êðèïòîãðàô.
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2. Èçìåíèòü ñâîå ñîñòîÿíèå, çàìåíèòü áóêâó â îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêå è
ïåðåäâèíóòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó âïðàâî, ò. å. íà÷àòü îáîçðåâàòü áëè-
æàéøóþ ñïðàâà ÿ÷åéêó ëåíòû;

3. Èçìåíèòü ñâîå ñîñòîÿíèå, çàìåíèòü áóêâó â îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêå è
ïåðåäâèíóòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó âëåâî.

Ðàáîòà ìàøèíû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè ýëåìåíòàð-
íûõ äåéñòâèé, ïðè÷åì êàæäîå òàêîå äåéñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
ñòîÿíèåì ìàøèíû qi â äàííûé ìîìåíò è áóêâîé aj , íàõîäÿùåéñÿ â îáîçðå-
âàåìîé åþ ÿ÷åéêå ëåíòû. Ïîýòîìó ðàáîòà ìàøèíû ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ
ñîâîêóïíîñòüþ ïðèêàçîâ èëè êîìàíä, êîòîðûå äëÿ êàæäîé ïàðû qiaj óêà-
çûâàþò, êàêîå èìåííî ýëåìåíòàðíîå äåéñòâèå äîëæíà ïðîèçâåñòè ìàøèíà,
íàõîäÿùàÿñÿ â ñîñòîÿíèè qi è îáîçðåâàþùàÿ áóêâó aj . Òðè âîçìîæíûõ
òèïà êîìàíä, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûì äåéñòâèÿì 1), 2), 3), áóäåì
îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) qiaj → qlam; 2) qiaj → qlamÏ; 3) qiaj → qlamË.

Íàïðèìåð, qiaj → qlamÏ îçíà÷àåò, ÷òî íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè qi è îáîçðå-
âàÿ ÿ÷åéêó ñ áóêâîé aj íà ñëåäóþùåì øàãå ìàøèíà äîëæíà ïåðåéòè â
ñîñòîÿíèå ql, îäíîâðåìåííî çàìåíèòü â îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêå áóêâó aj íà
áóêâó am è ïîñëå ýòîãî ñäâèíóòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó âïðàâî. Åñëè íà î÷å-
ðåäíîì øàãå ñîäåðæèìîå îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêè èëè ñîñòîÿíèå ìàøèíû íå
èçìåíÿåòñÿ, òî ìîæíî ïðèìåíèòü êðàòêóþ çàïèñü êîìàíäû, ò. å. â ïðàâîé
îò ñòðåëêè ÷àñòè êîìàíäû îïóñòèòü ñèìâîë ñîñòîÿíèÿ èëè ñèìâîë ñîäåð-
æàíèÿ ÿ÷åéêè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïèñàòü âìåñòî êîìàíäû qiaj → qiamÏ
êîìàíäó qiaj → amÏ, âìåñòî qiaj → qlajÏ � êîìàíäó qiaj → qlÏ, à âìåñòî
qiaj → qiajÏ � ïðîñòî qiaj → Ï. Ñîâîêóïíîñòü êîìàíä, îïðåäåëÿþùèõ
ðàáîòó ìàøèíû, íàçûâàåòñÿ ïðîãðàììîé.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì ìàøèíó Òüþðèíãà, èìåþùóþ äâà ñîñòîÿíèÿ
Q = {q0, q1} (òîëüêî êîíå÷íîå è íà÷àëüíîå) è àëôàâèò A = {a0,1} (a0 �
ñèìâîë ïóñòîé êëåòêè). Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå (êîíôèãóðàöèþ) ìàøèíû
èçîáðàçèì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.1.

q1

1 1 a0 a0 1

Ðèñ. 2.1. Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà èç ïðèìåðà 2.1

Ìàøèíà íàõîäèòñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè q1 è îáîçðåâàåò ÿ÷åéêó ëåí-
òû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîä ñèìâîëîì ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîé
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ÿ÷åéêå çàïèñàíà áóêâà ¾1¿. Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ÿ÷åéêè ëåíòû, íå èçîáðà-
æåííûå íà ðèñóíêå, ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè, ò. å. â íèõ çàïèñàí ñèìâîë ïóñòîé
êëåòêè a0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó:

q1a0 → q01, q11→ Ï.

Îïðåäåëèì, ê êàêîé êîíôèãóðàöèè ìàøèíû ïðèâåäåò åå âûïîëíåíèå. Ñíà-
÷àëà íóæíî ïðèìåíèòü âòîðóþ êîìàíäó, ò. ê. îíà íà÷èíàåòñÿ ñ êîìáèíà-
öèè q11 (òåêóùåå ñîñòîÿíèå ìàøèíû è ñèìâîë â îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêå). Â
ñîîòâåòñòâèè ñ íåé ìàøèíà äîëæíà ñîõðàíèòü ñâîå ñîñòîÿíèå, íå ìåíÿòü
ñîäåðæàíèå îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêè è ïåðåäâèíóòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó âïðàâî.
Ïîëó÷àåì êîíôèãóðàöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2.2.

q1

1 1 a0 a0 1

Ðèñ. 2.2. Êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà èç ïðèìåðà 2.1 ïîñëå ïåðâîãî
øàãà ðàáîòû

Òåïåðü ìàøèíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q1 è îáîçðåâàåò ïóñòóþ ÿ÷åéêó.
Ïîýòîìó íàäî ïðèìåíèòü ïåðâóþ êîìàíäó. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé êîìàíäîé
ìàøèíà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå q0 è çàïèñûâàåò â îáîçðåâàåìóþ ÿ÷åéêó 1
(ðèñ. 2.3).

q0

1 1 1 a0 1

Ðèñ. 2.3. Êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà èç ïðèìåðà 2.1

Ñîñòîÿíèå q0 � çàêëþ÷èòåëüíîå è ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ.
Äëÿ êðàòêîñòè, ÷òîáû íå ðèñîâàòü ëåíòó, êîíôèãóðàöèþ íà ðèñ. 2.1

ìîæíî çàïèñàòü òàê: 1q11a0a01, êîíôèãóðàöèþ íà ðèñ. 2.2 � 11q1a0a01, çà-
êëþ÷èòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ � 11q01a01. Ò. å. âûïèñûâàåì ïîäðÿä ñîäåð-
æàíèå âñåõ ÿ÷ååê, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó äâóìÿ êðàéíèìè íåïóñòûìè ÿ÷åé-
êàìè, è ïåðåä áóêâîé, íàä êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâêà ìà-
øèíû, ïèøåì ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì íà äàííîì øàãå íàõîäèòñÿ ìàøèíà.
Òîãäà âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1q11a0a01⇒ 11q1a0a01⇒ 11q01a01.
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Ïðèìåð 2.2. Äàíà ìàøèíà Òüþðèíãà (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Z) ñ àëôà-
âèòîì A = {a0,0,1}, íàáîðîì ñîñòîÿíèé Q = {q0, q1, q2, q3} è ïðîãðàììîé,
êîòîðóþ çàïèøåì â âèäå òàáëèöû:

q1 q2 q3

a0 q21 0 1
1 q2Ï Ï q0
0 q2a0Ë q3Ï q0

Íàïðèìåð, åñëè ìàøèíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q2 è îáîçðåâàåò ÿ÷åéêó,
â êîòîðîé ñòîèò 0, òî îíà äîëæíà âûïîëíèòü êîìàíäó, êîòîðàÿ ñòîèò íà
ïåðåñå÷åíèè 3-é ñòðîêè è 2-ãî ñòîëáöà òàáëèöû, ò. å. ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå q3
è ñìåñòèòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó âïðàâî. À åñëè ìàøèíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
q3 è îáîçðåâàåò ïóñòóþ ÿ÷åéêó (ñ ñèìâîëîì a0), òî åé íàäî âûïîëíèòü
êîìàíäó, ñòîÿùóþ íà ïåðåñå÷åíèè 1-é ñòðîêè è 3-ãî ñòîëáöà, ò. å. íå ìåíÿòü
ñîñòîÿíèÿ, à â îáîçðåâàåìóþ ÿ÷åéêó çàïèñàòü 1.

Ïîñìîòðèì, ê êàêîé êîíôèãóðàöèè â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðèäåò ìàøè-
íà, èñõîäÿ èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ q111.

1) Ñóäÿ ïî òàáëèöå, èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ ìàøèíà äîëæíà ïåðåéòè â
ñîñòîÿíèå q2 è ñìåñòèòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó âïðàâî, ò. å. äîëæíà áûòü âû-
ïîëíåíà êîìàíäà q11→ q2Ï. Ïîëó÷àåì ñëåäóùóþ êîíôèãóðàöèþ: 1q21.

2) Íà 2-ì øàãå äåéñòâóåò êîìàíäà q21→ Ï. Ïîëó÷àåì: 11q2a0.
3) Íà 3-ì øàãå äîëæíà áûòü âûïîëíåíà êîìàíäà q2a0 → 0. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì: 11q20.
4) Íà 4-ì øàãå äåéñòâóåò êîìàíäà q20→ q3Ï. Ïîëó÷àåì êîíôèãóðàöèþ:

110q3a0.
5) Íà 5-ì øàãå äåéñòâóåò êîìàíäà q3a0 → 1. Ïîñëå ýòîãî áóäåò èìåòü

ìåñòî êîíôèãóðàöèÿ: 110q31.
6) Íà 6-ì øàãå äåéñòâóåò êîìàíäà q31→ q0. Ïîëó÷àåì: 110q01.
Ýòî çàêëþ÷èòåëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ò. ê., ïîïàâ â ñîñòîÿíèå q0, ìàøèíà

îñòàíàâëèâàåòñÿ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèè îò íàòóðàëüíûõ àðãóìåíòîâ, ïðèíèìàþùèå çíà-

÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò. å. ôóíêöèè y = f(x1, . . . , xn), ãäå
x1, . . . , xn, y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà èëè íóëè. Åñëè x � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
òî ââåäåì äëÿ óäîáñòâà ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

1x = 1 . . .1
²

x

, 0x = 0 . . .0
²

x

.

Òîãäà íàáîð çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ x1, x2, . . . , xn ìîæíî çàïèñàòü íà ëåíòå
ìàøèíû Òüþðèíãà ñ àëôàâèòîì A = {a0,1,0} â âèäå ñëåäóþùåãî ñëîâà:
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1x101x20 . . .01xn (÷èñëó xi ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñëîâî 1xi è âñå îíè îòäåëåíû
äðóã îò äðóãà íóëÿìè). Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî 10 è 00 � ýòî ïóñòûå ñëî-
âà, ò. å. ñëîâà, íå çàíèìàþùèå íè îäíîé ÿ÷åéêè. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xn) âû÷èñëèìà ïî Òüþðèíãó, åñëè íàéäåòñÿ ìàøèíà T ñ àë-
ôàâèòîì A = {a0,1,0}, êîòîðàÿ â ïðîöåññå ðàáîòû ïåðåõîäèò îò íà÷àëüíîé
êîíôèãóðàöèè q11x10 . . .01xn ê êîíå÷íîé q01y, ãäå y = f(x1, . . . , xn), è ðàáî-
òàåò áåñêîíå÷íî, åñëè f(x1, . . . , xn) íå îïðåäåëåíà.

Ïðèìåð 2.3. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x+1 âû÷èñëèìà ïî Òüþðèí-
ãó. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ìàøèíó (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç S), êîòîðàÿ ðàáîòàåò
ïî ïðèíöèïó: q11x ⇒ q01x+1. Îíà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñ ïîìîùüþ ñëå-
äóþùèõ êîìàíä: q1a0 → q41, q41 → q0Ë, q11 → q2, q21 → Ï, q2a0 → q31,
q31 → Ë, q3a0 → q0Ï. Ïåðâûå äâå êîìàíäû íóæíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà x = 0.
Âîò êàê ðàáîòàåò ýòà ìàøèíà ïðè x = 1: q11 ⇒ q21 ⇒ 1q2a0 ⇒ 1q31 ⇒
a0q311 ⇒ q3a011 ⇒ q011. Ïðè x = 2 åå ðàáîòà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: q111 ⇒ q211 ⇒ 1q21 ⇒ 11q2a0 ⇒ 11q31 ⇒ 1q311 ⇒ a0q3111 ⇒
q3a0111⇒ q0111.

Ïóñòü çàäàíû ìàøèíû Òüþðèíãà T1 è T2, èìåþùèå îáùèé àëôàâèò A
è ñîñòîÿíèÿ {q0, q1, . . . , qn} è {q0, q′1, . . . , q′t} ñîîòâåòñòâåííî. Êîìïîçèöèåé
(ïðîèçâåäåíèåì) ìàøèí T1 è T2 íàçûâàåòñÿ íîâàÿ ìàøèíà T = T2T1 ñ
àëôàâèòîì A, íàáîðîì ñîñòîÿíèé {q0, . . . , qn, q′1, . . . , q′t} è ïðîãðàììîé, ïî-
ëó÷àþùåéñÿ îáúåäèíåíèåì ïðîãðàìì ìàøèí T1 è T2, ïðè÷åì âî âñåõ êî-
ìàíäàõ èç T1, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë îñòàíîâêè q0, ïîñëåäíèé çàìåíÿåòñÿ íà
q′1. Íà ïðàêòèêå ìàøèíà T = T2T1 äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà
îíà ðàáîòàåò êàê T1; ïîñëå òîãî, êàê íàñòóïàåò çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå
q0, ýòî ñîñòîÿíèå çàìåíÿåòñÿ íà q

′
1 è äàëüøå ìàøèíà íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü

êàê T2.
Ïðèìåð 2.4. Ðàññìîòðèì ìàøèíó T = ZS, ÿâëÿþùóþñÿ êîìïîçèöèåé

ìàøèí èç ïðèìåðîâ 2.2, 2.3. Ïîñìîòðèì, êàê îíà ðàáîòàåò, èñõîäÿ èç íà-
÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ q11. Ñíà÷àëà îíà ðàáîòàåò êàê S. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåì êîíôèãóðàöèþ q011. Çàòåì, çàìåíèâ q0 íà q1, ïðèìåíÿåì ìàøèíó Z. Â
èòîãå ïðèõîäèì ê êîíôèãóðàöèè 110q01. Çíà÷èò, ðàáîòó ìàøèíû T ìîæíî
èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: q11⇒ 110q01.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

92. Äàíà ìàøèíà Òüþðèíãà ñ âíåøíèì àëôàâèòîì A{a0,1}, íàáîðîì ñî-
ñòîÿíèé Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7} è ñëåäóþùåé ïðîãðàììîé:

q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7

a0 q4Ï q6Ï q6Ï q01 q4Ï q0 q6Ï
1 q2Ë q3Ë q1Ë q5a0 a0 q7a0 a0
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Îïðåäåëèòå, ïðè êàêîé êîíôèãóðàöèè ìàøèíà çàâåðøèò ñâîþ ðàáî-
òó, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ êîíôèãóðàöèé: à) 1111q11; á)
11111q11; â) 111q11; ã) 11q11; ä) 1a0111a0a0111q11; å) 11a0a011111q11;
æ) 11a011q11.

93. Ìàøèíà Òüþðèíãà çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîãðàììîé:

q1 q2 q3

a0 q31Ï q1Ë
1 q2a0Ë Ë Ï
∗ q0a0 Ë Ï

Îïðåäåëèòå, â êàêîé êîíôèãóðàöèè ìàøèíà çàâåðøèò ñâîþ ðàáîòó,
èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ êîíôèãóðàöèé: à) 111 ∗ 11q11; á)
1111 ∗ 1q11; â) 111 ∗ q11; ã) 1 ∗ 1q11; ä) 11 ∗ 11q11; å) 11111q1∗; æ)
∗111q11. Íàéäèòå îáùóþ çàêîíîìåðíîñòü â ðàáîòå ìàøèíû.

94. Ìàøèíà Òüþðèíãà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîãðàììîé:

q1 q2 q3 q4

a0 q0 q3Ï q0 q1Ë
1 q2a0Ë Ë q4a0Ï Ï
∗ q0a0 Ë q0 Ï

Îïðåäåëèòå, â êàêîé êîíôèãóðàöèè ìàøèíà çàâåðøèò ñâîþ ðàáîòó,
èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ êîíôèãóðàöèé: à) 111 ∗ 1q11; á) 11 ∗
1q11; â) 1111 ∗ q11; ã) 11111 ∗ 11q11; ä) 11111 ∗ 111q11. Âûÿâèòå îáùóþ
çàêîíîìåðíîñòü â ðàáîòå ìàøèíû.

95. Ïîñòðîéòå ìàøèíó Òüþðèíãà ñ àëôàâèòîì A = {a0,1}, êîòîðàÿ ðàáî-
òàëà áû ñëåäóþùèì îáðàçîì: q11x ⇒ q0a0.

96. Íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà çàïèñàíû äâà íàáîðà åäèíèö 1. Îíè ðàç-
äåëåíû çâåçäî÷êîé ∗. Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó ìàøèíû òàê, ÷òîáû îíà,
îáîçðåâàÿ â íà÷àëå ðàáîòû êðàéíþþ ñïðàâà íåïóñòóþ ÿ÷åéêó, âûáðà-
ëà áîëüøèé èç ýòèõ íàáîðîâ, à ìåíüøèé ñòåðëà. Çâåçäî÷êà äîëæíà
áûòü ñîõðàíåíà, ÷òîáû áûëî âèäíî, êàêîé èç ìàññèâîâ âûáðàí. Ðàñ-
ñìîòðèòå ïðèìåðû ðàáîòû ýòîé ìàøèíû ïðèìåíèòåëüíî ê êîìáèíà-
öèÿì: à) 1 ∗ 11; á) 11 ∗ 1; â) 11 ∗ 111; ã) 111 ∗ 11.

97. Ïîñòðîéòå ìàøèíó Òüþðèíãà, êîòîðàÿ áû ê íàòóðàëüíîìó ÷èñëó â
äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïðèáàâëÿëà åäèíèöó.
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98. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé ïîñòðîéòå ìàøèíó Òüþðèíãà, êî-
òîðàÿ áû îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ îò-
íèìàëà åäèíèöó.

99. Ïîñòðîéòå ìàøèíó Òüþðèíãà ñ àëôàâèòîì A = {1,0}, êîòîðàÿ îò íà-
÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè q1001x0 ïåðåõîäèò ê çàêëþ÷èòåëüíîé êîíôè-
ãóðàöèè q001x00. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îáîéòèñü
áåç ñèìâîëà ïóñòîé êëåòêè. Ò. å. ìàøèíà â ïðîöåññå ðàáîòû íå äîëæ-
íà âûõîäèòü çà ïðåäåëû ïåðâîíà÷àëüíîãî íåïóñòîãî ñëîâà.

100. Ïîñòðîéòå ìàøèíó Òüþðèíãà ñ àëôàâèòîì A = {1,0}, êîòîðàÿ ñîâåð-
øàåò ñëåäóþùóþ ðàáîòó: q101x0⇒ q000x0.

101. Ïîñòðîéòå ìàøèíó Òüþðèíãà ñ àëôàâèòîì A = {1,0}, êîòîðàÿ îò íà-
÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè 01xq10 ïåðåõîäèò ê çàêëþ÷èòåëüíîé êîíôèãó-
ðàöèè q001x0 (ýòà ìàøèíà íàçûâàåòñÿ ¾ëåâûé ñäâèã¿ è îáîçíà÷àåòñÿ
Á−). Çäåñü, êàê è â ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷àõ, â àëôàâèòå ìàøèíû
íåò ñèìâîëà ïóñòîé êëåòêè. Ýòî äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå ïîíà-
äîáèòüñÿ â äàëüíåéøåì ïðè êîìïîçèöèè äàííîé ìàøèíû ñ äðóãèìè
ìàøèíàìè.

102. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó çàäàíèþ ïîñòðîéòå ìàøèíó Òüþðèíãà Á+

(¾ïðàâûé ñäâèã¿), êîòîðàÿ âûïîëíÿåò ïåðåõîä: q101x0⇒ 01xq00.

103. Ïîñòðîéòå ìàøèíó Òüþðèíãà ñ àëôàâèòîì A = {0,1}, êîòîðàÿ îò êîí-
ôèãóðàöèè 01xq101y0 ïåðåõîäèò ê êîíôèãóðàöèè 01yq001x0 (ýòà ìà-
øèíà íàçûâàåòñÿ ¾òðàíñïîçèöèÿ¿ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Â).

104. Ïîñòðîéòå ìàøèíó Òüþðèíãà ñ àëôàâèòîì A = {0,1}, êîòîðàÿ ðàáîòà-
åò ñëåäóþùèì îáðàçîì: q101x0⇒ q001x01x0 (ýòà ìàøèíà íàçûâàåòñÿ
¾óäâîåíèå¿ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ã).

105. Èñïîëüçóÿ êîìïîçèöèþ ðàíåå ïîñòðîåííûõ ìàøèí, ïîñòðîéòå ìàøè-
íó Òüþðèíãà, êîòîðàÿ îò íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè 01x01yq101z0 ïå-
ðåõîäèò ê çàêëþ÷èòåëüíîé êîíôèãóðàöèè 01zq001x01y0 (ýòà ìàøèíà
íàçûâàåòñÿ ¾öèêëè÷åñêèé ñäâèã¿ è îáîçíà÷àåòñÿ Ö).

106. Èñïîëüçóÿ ðàíåå ïîñòðîåííûå ìàøèíû, ïîñòðîéòå ìàøèíó Òüþðèíãà
K2 (¾êîïèðîâàíèå¿), êîòîðàÿ ñîâåðøàåò ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:
q101x01y0⇒ 01x01yq001x01y0.

107. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ O(x) = 0 âû÷èñëèìà ïî Òüþðèíãó.
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108. Ïîñòðîéòå ìàøèíû Òüþðèíãà, âû÷èñëÿþùèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè: à)
I22(x1, x2) = x2; á) I32(x1, x2, x3) = x2; â) Inm(x1, x2, . . . , xn) = xm.

109. Äîêàæèòå âû÷èñëèìîñòü ïî Òüþðèíãó ñëåäóþùèõ ôóíêöèé, ïîñòðî-
èâ ìàøèíû Òüþðèíãà, âû÷èñëÿþùèå èõ:

a) f(x + y) = x + y; á) f(x) = 2x + 1;

â) f(x) = x � 1 = {
x − 1, åñëè x > 0,

0, åñëè x = 0;
ã) sg(x) = {

1, åñëè x > 0,

0, åñëè x = 0;

ä) sg(x) = {
0, åñëè x > 0,

1, åñëè x = 0;
å) f(x) = x � ó = {

x − ó , åñëè x > y,
0, åñëè x ≤ y.

2.3. Ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè

Âñå ôóíêöèè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýòîì ïàðàãðàôå, çàäàþòñÿ è ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, âêëþ÷àÿ íóëü. Ïðè
ýòîì íåêîòîðûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü íå âñþäó îïðåäåëåíû íà ýòîì ìíî-
æåñòâå.

Ñëåäóþùèå òðè âèäà âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé íàçûâàþòñÿ ïðî-
ñòåéøèìè: 1) S(x) = x + 1 (ôóíêöèÿ ñëåäîâàíèÿ); 2) O(x) = 0 (íóëü-
ôóíêöèÿ); 3) Inm(x1, x2, . . . , xn) = xm (ôóíêöèè-ïðîåêòîðû, 1 ≤m ≤ n).

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ïîëó÷åíà èçm-ìåñòíîé ôóíêöèè f è n-ìåñòíûõ
ôóíêöèé g1, . . . , gm ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè, åñëè ñïðàâåä-
ëèâî òîæäåñòâî: ϕ(x1, . . . , xn) = f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)).

Ãîâîðÿò, ÷òî (n+1)-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ϕ ïîëó÷åíà èç n-ìåñòíîé ôóíêöèè
f è (n + 2)-ìåñòíîé ôóíêöèè g ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðèìèòèâíîé
ðåêóðñèè, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn, y ñïðàâåäëèâî:

ϕ(x1, . . . , xn,0) = f(x1, . . . , xn);
ϕ(x1, . . . , xn, y + 1) = g(x1, . . . , xn, y, ϕ(x1, . . . , xn, y)).

(2.1)

Ïàðà ðàâåíñòâ (2.1) íàçûâàåòñÿ ñõåìîé ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè. Ïðè
n = 0 â ðîëè 0-ìåñòíîé ôóíêöèè f âûñòóïàåò ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî a è îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ϕ ïðèìåò âèä: ϕ(0) = a; ϕ(y+1) = g(y,ϕ(y)).

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé, åñëè îíà ïîëó÷àåò-
ñÿ èç ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé O,S, Inm ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèìåíå-
íèé îïåðàòîðîâ ñóïåðïîçèöèè è ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè.

Ïðèìåð 2.5. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ñëîæåíèÿ s(x, y) = x + y ÿâëÿåò-
ñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
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òîæäåñòâà: x + 0 = x, x + (y + 1) = (x + y) + 1. Èõ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

s(x,0) = x = I11(x), s(x, y + 1) = s(x, y) + 1 = h(x, y, s(x, y)),

ãäå h(x, y, z) = z+1 = S(I33(x, y, z)). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ s(x, y) ïîëó÷à-
åòñÿ èç ôóíêöèé I11(x) è S(I33(x, y, z)) ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðèìèòèâíîé
ðåêóðñèè. Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé, à âòîðàÿ
ïîëó÷åíà èç ïðîñòåéøèõ ñ ïîìîùüþ îäíîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà
ñóïåðïîçèöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ, ôóíêöèÿ s(x, y) ÿâëÿåòñÿ
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé.

Ãîâîðÿò, ÷òî n-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ϕ ïîëó÷àåòñÿ èç (n+1)-ìåñòíûõ ôóíê-
öèé f1 è f2 ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ìèíèìèçàöèè, èëè µ-îïåðàòîðà, åñ-
ëè âåëè÷èíà ϕ(x1, . . . , xn) ðàâíà íàèìåíüøåìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà y, ïðè
êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f1(x1, . . . , xn, y) = f2(x1, . . . , xn, y). Ïðè
ýòîì èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå:

ϕ(x1, . . . , xn) = µy[f1(x1, . . . , xn, y) = f2(x1, . . . , xn, y)].

Îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îá-
ðàòíûõ ôóíêöèé, ò. ê. f−1(x) = µy[f(y) = x] (¾íàèìåíüøèé y òàêîé, ÷òî
f(y) = x¿).

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé, åñëè îíà ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé O, S, Inm ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïðèìåíåíèé ñóïåðïîçèöèè, ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè è µ-îïåðàòîðà. ×àñòè÷-
íî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ, â îòëè÷èå îò ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé, ìîæåò
áûòü óæå íå âñþäó îïðåäåëåíà. Åñëè ôóíêöèÿ âñþäó îïðåäåëåíà è ÷àñòè÷-
íî ðåêóðñèâíà, òî îíà íàçûâàåòñÿ îáùåðåêóðñèâíîé.

Ïðèìåð 2.6. Îáðàòíîé ê ôóíêöèè x+ 1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíàÿ
ôóíêöèÿ x−1 = µy[I22(x, y)+1 = I21(x, y)]. Îíà íå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ,
ò. ê. íå îïðåäåëåíà ïðè x = 0. Ñ ïîìîùüþ µ-îïåðàòîðà ìîæíî ïîñòðîèòü è
àíàëîã ýòîé ôóíêöèè, êîòîðûé óæå áóäåò âåçäå îïðåäåëåí, ò. å. ýòî áóäåò
óæå îáùåðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ: [x − 1] = µy[y + 1 ≥ x] = µy[y + 2 > x].

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

110. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû, çàïèñàâ
ñõåìó ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè äëÿ êàæäîé èç íèõ: à) ϕ(x) = n; á)
ϕ(x) = x + n; â) ϕ(x, y) = xy.

111. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ ñóïåðïîçèöèåé ïðèìèòèâíî ðå-
êóðñèâíûõ ôóíêöèé, ñàìà ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà.
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112. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû, ðóêî-
âîäñòâóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè è òåîðå-
ìîé, óñòàíîâëåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å:

à) ϕ(x) = x!; á) ϕ(x, y) = xy;

â) sg(x) = {
0, åñëè x = 0,

1, åñëè x > 0,
ã) sg(x) = {

0, åñëè x > 0,

1, åñëè x = 0,

ä) x � 1 = {
x − 1, åñëè x > 0,

0, åñëè x = 0,
å) x � y = {

x − y, åñëè x > y,
0, åñëè x ≤ y.

113. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû, äëÿ ÷å-
ãî ïðåäñòàâüòå èõ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñëîæåíèÿ è óñå÷åííîé ðàçíî-
ñòè: à) ∣x − y∣; á) min(x, y); â) max(x, y).

114. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå áóëåâû ôóíêöèè ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû,
âûðàæàÿ èõ ÷åðåç ÷èñëîâûå ôóíêöèè, êîòîðûå íà ÷èñëîâîì äâóõýëå-
ìåíòíîì ìíîæåñòâå {0,1} âåäóò ñåáÿ êàê óêàçàííûå áóëåâû ôóíêöèè:
à) îòðèöàíèå ¬x; á) êîíúþíêöèÿ x∧y; â) äèçúþíêöèÿ x∨y; ã) âñå áó-
ëåâû ôóíêöèè.

115. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíû-
ìè, íî íå îáùåðåêóðñèâíûìè: à) x − y = µz[y + z = x];
á) x/y = µz[y ⋅ z = x]; â) √

x = µy[y2 = x]; ã) logax = µy[ay = x].

116. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ìèíèìèçàöèè àíàëîãè ôóíêöèé èç
ïðåäûäóùåé çàäà÷è, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óæå îáùåðåêóðñèâíûìè.

2.4. Íîðìàëüíûå àëãîðèòìû Ìàðêîâà2

Ïðåæäå âñåãî ââåäåì íåñêîëüêî íåîáõîäèìûõ íàì ïîíÿòèé. Àëôàâèò �
ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ.Áóêâû� ýëåìåíòû àëôàâèòà.Ñëîâà
� ëþáûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ àëôàâèòà. Ïóñòîå ñëîâî � ñëîâî, íå
èìåþùåå â ñâîåì ñîñòàâå íè îäíîé áóêâû. Îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Λ. Ñëîâà
áóäåì îáîçíà÷àòü ãðå÷åñêèìè áóêâàìè. Åñëè ñëîâî α âõîäèò â ñëîâî β, òî
α íàçûâàåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà β.

Ïðèìåð 2.7. Ïîäñëîâàìè ñëîâà ¾ïàðàãðàô¿ áóäóò ñëîâà ¾ïàðà¿, ¾ãðàô¿,
¾ðà¿ è ò. ä.

Ïîäñòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà α → β , ãäå α,β � ñëîâà
äàííîãî àëôàâèòà, à çíàê ¾→¿ íå âõîäÿò â àëôàâèò. Åñëè ñëîâî α âõîäèò â

2À. À. Ìàðêîâ (ìëàäøèé) (1903�1979) � ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê.
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ñëîâî γ, ò. å. γ = α1αα2, ãäå α1, α2 � íåêîòîðûå ñëîâà (ìîæåò áûòü, ïóñòûå),
ïðè÷åì α1 íå ñîäåðæèò α, òî ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè α → β
ê ñëîâó γ áóäåò ñëîâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç γ çàìåíîé ïåðâîãî âõîæäåíèÿ
â íåãî α íà ñëîâî β:

α1αα2 ⇒ α1βα2.

Åñëè α íå âõîäèò â γ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîäñòàíîâêà íå ïðèìåíèìà ê γ
(Ïîäñòàíîâêà Λ→ β ïðèìåíèìà ê ëþáûì ñëîâàì.)

Ïðèìåð 2.8. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîäñòàíîâîê:

Íà÷àëüíîå ñëîâî Ïîäñòàíîâêà Ðåçóëüòàò
138578926 85789→ 00 130026
òàðàðàì àðà→ Λ òðàì
êîðò îð→ ðî êðîò
ñòóê Λ→ ãàë ãàëñòóê
êíèãà Λ→ Λ êíèãà
ïîëÿíà ïîð→ ò íåïðèìåíèìà

Ñõåìîé íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà A â àëôàâèòå A íàçûâàåòñÿ óïî-
ðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäñòàíîâîê:

α1 → β1, α2 → β2, . . . . . . . . . , αn → βn, (2.2)

ãäå âñå αi, βi � ñëîâà â àëôàâèòå A. Ñðåäè ïîäñòàíîâîê ñõåìû ìîãóò ïðè-
ñóòñòâîâàòü òàê íàçûâàåìûå çàêëþ÷èòåëüíûå ïîäñòàíîâêè. ×òîáû îò-
ëè÷èòü îò îáû÷íûõ ïîäñòàíîâîê, èõ îáîçíà÷àþò α → .β, ïðè÷åì ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ñèìâîë ¾.¿ íå âõîäèò â àëôàâèò A.

Ïðîöåññ ïðèìåíåíèÿ íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà A ê ñëîâó γ çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì:

1) Â ñõåìå àëãîðèòìà (2.2) èùåì ïåðâóþ ïîäñòàíîâêó, ïðèìåíèìóþ ê γ,
è ïðèìåíÿåì åå � ïîëó÷àåì ñëîâî γ1;

2) Åñëè ïîäñòàíîâêà áûëà ïðè ýòîì çàêëþ÷èòåëüíîé, òî ïðîöåññ íà ýòîì
çàêàí÷èâàåòñÿ è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì A ïåðåðàáàòûâàåò ñëîâî γ â ñëîâî
γ1: A(γ) = γ1;

3) Åñëè íè îäíà èç ïîäñòàíîâîê íåïðèìåíèìà, òî ïðîöåññ òàêæå çàêàí-
÷èâàåòñÿ è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì A ïåðåðàáûòûâàåò ñëîâî γ â ñàìî ñåáÿ:
A(γ) = γ;

4) Åñëè æå íà ïåðâîì øàãå ïðèìåíÿëàñü îáû÷íàÿ ïîäñòàíîâêà, òî èùåì
â ñõåìå ïåðâóþ ïîäñòàíîâêó, ïðèìåíèìóþ ê γ1, è ïðèìåíÿåì åå � ïîëó÷àåì
ñëîâî γ2 è ò. ä.
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Â ðåçóëüòàòå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) ïðîöåññ íà n-ì øàãå îáîðâåòñÿ, òîãäà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì ïåðå-

ðàáàòûâàåò ñëîâî γ â ñëîâî γn (A(γ) = γn);
2) ïðîöåññ íèêîãäà íå îáîðâåòñÿ, òîãäà ñ÷èòàåì, ÷òî àëãîðèòì íå äåé-

ñòâóåò íà ñëîâî γ.
Ïðèìåð 2.9. Ïóñòü â àëôàâèòå {0,1,2} íîðìàëüíûé àëãîðèòì A çàäàåòñÿ

ñõåìîé:
20→ 02, 21→ 12, 2→ .110 Λ→ 2.

Ïîñìîòðèì, â êàêîå ñëîâî ïåðåðàáàòûâàåò àëãîðèòì A ñëîâî α = 1010:

1010⇒ 21010⇒ 12010⇒ 10210⇒ 10120⇒ 10102⇒ 1010110,

ò. å. A(1010) = 1010110 = α110. Âîîáùå íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ñëîâà α â àëôàâèòå {0,1} äàííûé àëãîðèòì äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
α⇒ 2α⇒ α2⇒ α110.

Ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ñëîâ àëôàâèòà A, íàçû-
âàåòñÿ íîðìàëüíî âû÷èñëèìîé, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé íîðìàëüíûé àëãî-
ðèòì A, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñëîâà α èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå A(α) = f(α).

Ïðèìåð 2.10. Ïóñòü, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f çàäàíà â àëôàâèòå {0,1} è
êàæäîìó ñëîâó α ýòîãî àëôàâèòà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ñëîâî α110. Òî-
ãäà f � íîðìàëüíî âû÷èñëèìà. Ñîîòâåòñòâóþùèé íîðìàëüíûé àëãîðèòì
ïðèâåäåí â ïðèìåðå 2.9.

Ïðèìåð 2.11. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x + 1, x ∈ N. Ýòà ôóíêöèÿ
ïðèáàâëÿåò ê êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó åäèíèöó. Åñëè ïåðåéòè ê óíàð-
íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ (ñèñòåìå, â êîòîðîé äëÿ çàïèñè ÷èñåë èñïîëüçóþòñÿ
òîëüêî åäèíèöû), òî äàííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ
ñëîâ

f(11 . . .1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

x

) = 11 . . .1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

x+1

â àëôàâèòå A = {1}. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî âû÷èñëèìîé. Ñîîò-
âåòñòâóþùèé íîðìàëüíûé àëãîðèòì èìååò âèä: Λ → .1 (ê êàæäîìó ñëîâó
âèäà 11 . . .1 îí äîáàâëÿåò ñëåâà 1).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

117. Íîðìàëüíûé àëãîðèòì â àëôàâèòå A = {a, b,1} çàäàåòñÿ ñõåìîé: a→ 1,
b → 1, 11 → Λ. Ïðèìåíèòå åãî ê ñëîâó: à) ababaa; á) bababbaa; â) aaa;
ã) aabbb11; ä) 11aab; å) 111aab1.
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118. Íîðìàëüíûé àëãîðèòì â àëôàâèòå A = {a, b} çàäàåòñÿ ñõåìîé: ba→ ab,
ab→ Λ. Ïðèìåíèòå åãî ê ñëîâó: à) babaaa; á) aabbaab; â) abaabb; ã) bbbb;
ä) aabbbaa; å) aabaa. Âûÿâèòå çàêîíîìåðíîñòü â ðàáîòå àëãîðèòìà.

119. Íîðìàëüíûé àëãîðèòì â àëôàâèòå A = {a, b} çàäàåòñÿ ñõåìîé: ab→ a,
b→ .Λ, a→ b. Ïðèìåíèòå åãî ê ñëîâàì: à) bbaab; á) aabbbaa; â) bababab;
ã) aaaa; ä) bbbbb; å) aabaabb.

120. Ïðèìåíèòå ê ñëîâàì èç çàäà÷è 119 íîðìàëüíûé àëãîðèòì â àëôàâèòå
A = {a, b} ñî ñõåìîé: ba→ a, bb→ b, ab→ Λ, Λ→ .b.

121. Íîðìàëüíûé àëãîðèòì â àëôàâèòå A = {a, b, c, d} çàäàåòñÿ ñõåìîé:
ad→ .dc, ba→ Λ, a→ bc, bc→ bba, Λ→ a. Ïðèìåíèòå åãî ê ñëåäóþùèì
ñëîâàì: à) dcb; á) dbc; â) bcd; ã) cdb; ä) dacb; å) dabc.

122. Ïîñòðîèòü íîðìàëüíûé àëãîðèòì Ìàðêîâà, êîòîðûé â ëþáîì ñëîâå â
àëôàâèòå A = {a, b} ïåðåíîñèò âñå áóêâû a â íà÷àëî ñëîâà.

123. Ïîñòðîèòü íîðìàëüíûé àëãîðèòì Ìàðêîâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
f(x) = x − 1 â óíàðíîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

124. Ïîñòðîèòü íîðìàëüíûé àëãîðèòì Ìàðêîâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
f(x) = x − 1 â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

125. Ïîñòðîèòü íîðìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = 2x
â óíàðíîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

126. Ïîñòðîèòü íîðìàëüíûé àëãîðèòì Ìàðêîâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè,
îïðåäåëÿþùåé, äåëèòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî íà 3 èëè íåò:

φ3(11 . . .1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

x

) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, åñëè x äåëèòñÿ íà 3;

Λ, åñëè x íå äåëèòñÿ íà 3.

127. Ïîñòðîèòü íîðìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè ÷åòíîñòè ÷èñëà, çà-
ïèñàííîãî â óíàðíîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

128. Ïîñòðîèòü íîðìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè ÷åòíîñòè ÷èñëà, çà-
ïèñàííîãî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Îí äîëæåí âîçâðàùàòü
1, åñëè ÷èñëî íå÷åòíîå, è 0, åñëè ÷åòíîå.

129. Ïîñòðîèòü íîðìàëüíûé àëãîðèòì Ìàðêîâà äëÿ ïåðåâîäà ÷èñëà èç
äâîè÷íîé ñèñòåìû â âîñüìåðè÷íóþ.

130. Ïîñòðîèòü íîðìàëüíûé àëãîðèòì Ìàðêîâà äëÿ ïåðåâîäà ÷èñëà èç
âîñüìåðè÷íîé ñèñòåìû â äâîè÷íóþ.
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ÎÒÂÅÒÛ È ÐÅØÅÍÈß

1. Âûñêàçûâàíèÿ: à), â), ã), ç), ê).

2. Îòðèöàíèÿ äðóã äðóãà: á), ã).

3. ã) Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå âûñêàçûâàíèÿ A: ¾a êîëëèíåàðåí ñ b¿, B:
¾a êîëëèíåàðåí ñ c¿, C: ¾b êîëëèíåàðåí ñ c¿, D: ¾ñìåøàííîå ïðîèçâå-
äåíèå âåêòîðîâ a, b, c ðàâíî 0¿. Òîãäà äàííîå âûñêàçûâàíèå çàïèøåòñÿ
â âèäå: (A ∨B ∨C)→D.

4. à) A ∧B ∧C; á) A ∨B ∨C; â) ¬A ∧ ¬B ∧ ¬C; ã) ¬A ∨ ¬B ∨ ¬C; ä) (A ∧
B ∧C)∨ (A∧B ∧¬C); e) (A∧B ∧C)∨ (¬A∧¬B ∧¬C); æ) ¬A∨¬B ∨C.

5. Èñòèííîå: á), ã), å).

8. å) Ïðàâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ëîæíà òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âñå
Pi èñòèííû, à G ëîæíà. Íî òîãäà ëîæíîé áóäåò ôîðìóëà Pm → G.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëîæíîé áóäåò ôîðìóëà Pm−1 → (Pm → G). Ïðîäîë-
æàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ëîæíîé áóäåò âñÿ ëåâàÿ ÷àñòü
ýêâèâàëåíòíîñòè. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëîæíîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå,
êîãäà P1 èñòèííà, à P2 → (. . . (Pm → G)) ëîæíà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî P2 èñòèííà, à P3 → (. . . (Pm → G)) ëîæíà. Ïðîäîëæàÿ ïîäîá-
íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå Pi èñòèííû, à G ëîæíà. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè òîæå ëîæíà. Òàêèì îáðàçîì,
ôîðìóëû ïî îáå ñòîðîíû ýêâèâàëåíòíîñòè âñåãäà èìåþò îäèíàêîâûå
ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ òàâ-
òîëîãèåé.

9. à) Åñëè ⊧ F ∧ G, òî ïî îïðåäåëåíèþ êîíúþíêöèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
⊧ F è ⊧ G. Òàê êàê F âñåãäà èñòèííà è ïî óñëîâèþ F ↔ H âñåãäà
èñòèííà, òî, ñëåäîâàòåëüíî, H âñåãäà èñòèííà, ò. å. ⊧H. Òàê êàê G è
H âñåãäà èñòèííû, òî ⊧ G→H.

10. à) 1; á) P ∨Q; â) P ∧Q; ã) ¬P ∧¬R; ä) P ∨ (Q∧R); å) 1; æ) P ∧Q∧¬R;
ç) P ∨Q; è) ¬P ∨ ¬Q; ê) ¬P ∨ ¬Q; ë) P ∧Q.

13. à) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îãðàíè÷åíà, òî îíà íå ñõîäèòñÿ; å) Åñ-
ëè öåëîå ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 3 èëè íå äåëèòñÿ íà 2, òî îíî íå äåëèòñÿ
íà 6.
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14. à) Ñôîðìóëèðóåì êîíòðàïîçèöèþ: ¾Åñëè m èëè n ÷åòíûå ÷èñëà, òî
èõ ïðîèçâåäåíèå m ⋅ n ÷åòíî¿. Åå èñòèííîñòü î÷åâèäíà. Ïîýòîìó èñ-
òèííûì áóäåò è èñõîäíîå óòâåðæäåíèå; á) Äîêàæåì êîíòðàïîçèöèþ:
¾Åñëè t � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî 2t/(t2 + 1) � ðàöèîíàëüíî¿. Åñëè t
� ðàöèîíàëüíî (ò. å. åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äðîáè t = m

n
, ãäå

m,n � öåëûå), òî 2t = m
n
è t2 + 1 = m2

n2 + 1 = m2+n2

n2 òîæå ðàöèîíàëü-

íûå. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ îòíîøåíèå 2t
(t2+1) =

mn
m2+n2� ýòî òîæå äðîáü,

ò. å ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Êîíòðàïîçèöèÿ äîêàçàíà, çíà÷èò, è èñõîäíîå
óòâåðæäåíèå âåðíî.

15. Èñòèííû: á), ã), æ).

16. Ïåðâîå � äà, âòîðîå � íåò. Óêàçàíèå. Ñîñòàâèòü ëîãè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó òåîðåìû è óòâåðæäåíèé, ðàçáèâ èõ íà áîëåå ïðîñòûå âûñêàçû-
âàíèÿ. Ïðîâåðèòü ëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû òåîðåìû è óòâåðæäåíèé íà
ýêâèâàëåíòíîñòü.

17. a) ÑÄÍÔ: (X ∧Y ∧Z)∨ (X ∧¬Y ∧Z)∨ (X ∧¬Y ∧¬Z)∨ (¬X ∧Y ∧Z)∨
(¬X∧¬Y ∧Z); á) ÑÊÍÔ: (¬X∨Y ∨Z)∧(¬X∨¬Y ∨Z)∧(X∨¬Y ∨¬Z); â)
ÑÊÍÔ: X∨¬Y ∨¬Z; ã) ÑÊÍÔ: (X∨Y ∨Z)∧(X∨Y ∨¬Z)∧(¬X∨¬Y ∨Z);
ä) ÑÊÍÔ: (¬X ∨ ¬Y ∨ Z) ∧ (¬X ∨ ¬Y ∨ ¬Z); å) ÑÄÍÔ: (X ∧ Y ∧ Z) ∨
(X ∧ Y ∧ ¬Z) ∨ (X ∧ ¬Y ∧Z) ∨ (X ∧ ¬Y ∧ ¬Z).

19. à) ÑÄÍÔ: (¬X ∧ ¬Y ) ∨ (X ∧ Y ); á) ÑÄÍÔ: (¬X ∧ Y ) ∨ (X ∧ ¬Y ); â)
ÑÊÍÔ: (X ∨Y ∨Z)∧(X ∨¬Y ∨Z)∧(¬X ∨Y ∨Z); ã) ÑÄÍÔ: X ∧Y ∧Z;
ä) ÑÄÍÔ: (¬X ∧¬Y ∧¬Z)∨(X ∧¬Y ∧¬Z)∨(X ∧¬Y ∧Z)∨(X ∧Y ∧Z);
å) ÑÊÍÔ: X ∨ Y ∨Z.

22. Ñïðàâåäëèâû: à), á), ä), å).

25. à) X ∧ Y , X ∨ Y , X → Y , Y → X, X ↔ Y , X, Y ; á) ¬X ∧ ¬Y , Y → X,
X → Y , ¬X∨¬Y , ¬X, ¬Y , X ↔ Y ; â) X∨Y ∨Z, X∨Y ∨¬Z, ¬X∨¬Y ∨Z,
X∨Y , (¬X ↔ Y )∨Z, (X∨Y ∨¬Z)∧(¬X∨¬Y ∨Z), ((X∧Y )→ Z)∧(X∨Y ),
ã) X ∨¬Y ∨Z, X ∨¬Y ∨¬Z, ¬X ∨¬Y ∨Z, Y →X, Y → Z, ¬Y ∨(X ↔ Z),
((X ∧ Y )→ Z) ∧ (Y →X).

26. à) ¬X, ¬Y , ¬X ↔ Y , X ∧ ¬Y , ¬X ∧ Y , ¬X ∧ ¬Y ; á) ¬X, Y , X ↔ Y ,
X ∧ Y , ¬X ∧ Y , ¬X ∧ ¬Y ; â) òàêèõ íåò; ã) X ∧ Y , ¬X ∧ ¬Y ; ä) X ∧ ¬Y ,
X ∧ Y .

27. à) ¬X ∧¬Y ∧Z, ¬X ∧¬Y ∧¬Z; á) X ∧Y ∧Z, X ∧Y ∧¬Z; â) X ∧Y ∧¬Z,
¬X ∧ Y ∧ ¬Z; ã) ¬X ∧ ¬Y ∧Z, ¬X ∧ ¬Y ∧ ¬Z.

90



28. Ïåðâîå � äà, âòîðîå � íåò. Óêàçàíèå. Ñîñòàâèòü ëîãè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó òåîðåìû è óòâåðæäåíèé, ðàçáèâ èõ íà áîëåå ïðîñòûå âûñêàçû-
âàíèÿ. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè óòâåðæäåíèÿ ëîãè÷åñêèìè ñëåäîâà-
íèÿìè òåîðåìû.

29. à), â).

30. Ïðàâèëüíûå: á), â), ã), ä), å).

32. à) ¬x → ¬y; á) ¬(x → ¬y); â) ¬((x → y) → ¬(y → x)); ã) (x → y) →
¬(y → x); ä) x→ ¬y; å) ¬(¬x→ y).

33. à) 1 + x + y; á) 1 + x + y + x ∧ y; â) y + z + x ∧ y + x ∧ z; ã) 1 + x + y + y ∧ z;
ä) 1 + x + y + z + x ∧ y + x ∧ z + x ∧ y ∧ z; å) x + z + y ∧ z + x ∧ y ∧ z; æ)
1+x∧z+x∧y∧z; ç) 1+z+x∧y+x∧z; è) 1+x+x∧y+y∧z; ê) x+y+z;
ë) 1 + x + z.

34. Ñàìîäâîéñòâåííû: à), á), ã), ä).

36. Ìîíîòîííûå: à), â), ä), å), æ).

39. Ïîëíûå ñèñòåìû: à), á), ä), å), æ), ç), ì).

42. Áóëåâà ôóíêöèÿ: (x ∧ ¬y) ∨ (¬x ∧ y) (x, y � âûêëþ÷àòåëè).

43. Áóëåâà ôóíêöèÿ: [¬x∧ ((¬y ∧ z)∨ (y ∧¬z))]∨ [x∧ ((¬y ∧¬z)∨ (y ∧ z))].

44. Áóëåâà ôóíêöèÿ: (¬x ∨ ¬y ∨ ¬z) ∧ (x ∨ y ∨ z).

45. Ðàññìîòðèòå ñíà÷àëà àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ äâóõ âõîäîâ.

48. Ó ýòîé ñõåìû áóäåò ÷åòûðå âõîäà, êîòîðûå ìîæíî îáîçíà÷èòü, êàê
mn, ãäå m � íîìåð äâîè÷íîãî ÷èñëà (1 èëè 2), à n � íîìåð ðàçðÿäà
â ÷èñëå (òîæå 1 èëè 2). Ïðè ïðîèçâåäåíèè äâóõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë
ìîæåò, ìàêñèìóì, ïîëó÷èòüñÿ ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó íàäî
ðàññìîòðåòü ÷åòûðå âûõîäà. Äëÿ óäîáñòâà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó
äëÿ êàæäîãî âûõîäà îòäåëüíî.

49. à) Àêñèîìà À2, åñëè â êà÷åñòâå F âçÿòü ñàìó F , â êà÷åñòâå G âçÿòü
F → F , à â êà÷åñòâå H âçÿòü F ; á) À1; â) A3; ä) À3; å) À1; æ) À3; ç)
A1; è) À2.
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50. à) W = F → (G → (H → F )); á) W = (F → (G → H)) → ((F → G) →
(F → H)); â) W = ¬G → ¬G; ã) W = (F → G) → (H → (F → G)); ä)
W = F → G; å) W = ¬F → ¬G; æ) W = (G → F ) → ((G → ¬F ) → (G →
F )); ç) W = G→ (¬F → F ); è) W = G.

51. Âûâîäû èç àêñèîì: à), â), ã), ä), å).

52. à) Èñïîëüçóéòå äîêàçàííóþ â ïðèìåðàõ òåîðåìó F → F ; á) Âîñïîëü-
çóéòåñü àêñèîìîé A1; â) Âîñïîëüçóéòåñü àêñèîìîé A3; ä) Íåñêîëüêî
ðàç âîñïîëüçîâàòüñÿ àêñèîìàìè A1 è A2.

53. à) Âûâîä èç ãèïîòåç G → H è G; á) Âûâîä èç ôîðìóë (1), (2) è (3);
â) Âûâîä èç ãèïîòåç F → (F → G) è F → F ; ã) Âûâîä èç ãèïîòåç
F → (G→H) è G; ä) Âûâîä èç ãèïîòåç ¬G→ ¬F è F .

56. Èñòèííûå: à), â), ä), å), æ), è), ë).

60. Íàïðèìåð, P (x, y): ¾Ãîðîä y ÿâëÿåòñÿ ñòîëèöåé ñòðàíû x¿. Òîãäà ôîð-
ìóëà (∃y)(∀x)P (x, y) ¾Ñóùåñòâóåò ãîðîä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñòîëèöåé
ëþáîé ñòðàíû¿ � ëîæíîå âûñêàçûâàíèå, à (∀x)(∃y)P (x, y) ¾Ó ëþ-
áîé ñòðàíû åñòü ãîðîä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åå ñòîëèöåé¿ � èñòèííîå
âûñêàçûâàíèå. Åñëè ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôîðìóë (∃y)(∀x)P (x, y) è
(∀x)(∃y)P (x, y) õîòÿ áû â îäíîé èíòåðïðåòàöèè ðàçíûå, òî ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ìåæäó íèìè áûòü íå ìîæåò.

61. à) Âûñêàçûâàíèå: (∀x)(∀y)((P (x)∧P (y))→ x = y); â) âûñêàçûâàíèå:
(∃x)(∃y)(P (x) ∧ P (y) ∧ (x /= y)).

62. â) Íà ìíîæåñòâå æèâîòíûõ ââåäåì ïðåäèêàòû Z(x): ¾x � çìåÿ¿ è
Y (x): ¾x � ÿäîâèòî¿. Òîãäà âûñêàçûâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
(∃x)(Z(x)∧Y (x)); è) Ââåäåì íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðåäè-
êàòû A(x): ¾x� ÷åòíîå ÷èñëî¿, B(x): ¾x� ïðîñòîå ÷èñëî¿, C(x): ¾x ≥
4¿, D(x, y): ¾x=y¿ è ôóíêöèþ f(x, y) = x + y. Òîãäà ãèïîòåçó Ãîëüä-
áàõà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: (∀x)((A(x) ∧C(x)) → ((∃y)(∃z)(B(y) ∧
B(z) ∧D(x, f(y, z))))).

63. a) ¾Ñóùåñòâóåò ÷èñëî, êîòîðîå ÷åòíî èëè êîòîðîå äåëèòñÿ íà 6¿ �
èñòèííîå âûñêàçûâàíèå; á) ¾Ñóùåñòâóåò ÷èñëî, êîòîðîå ìåíüøå 5 è
áîëüøå 6¿ � ëîæíîå âûñêàçûâàíèå.

64. à) (∀x)(P (x)) → (∀x)(Q(x)) ≅ (∀x)(P (x)) → (∀y)(Q(y)) ≅ (∃x)(∀y)
(P (x)→ Q(y)) ≅ (∃x)(∀y)(¬P (x)∨Q(y)). Òàê êàê ïåðåìåííûå ñâÿçàí-
íûå, òî èõ îáîçíà÷åíèå ìîæíî ìåíÿòü íà ëþáîå äðóãîå. Â ïðåäèêàòå
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Q ìû çàìåíèëè ïåðåìåííóþ x íà y, ÷òîáû íå áûëî ïîâòîðåíèÿ ñ ïðå-
äèêàòîì P . Äàëåå ïðèìåíèëè çàêîíû äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ íà èìïëè-
êàöèþ. Â êîíöå âûðàçèëè èìïëèêàöèþ ÷åðåç îòðèöàíèå è äèçúþíê-
öèþ; ã) P (y) → ¬((∀x)(Q(x, y)) → P (y)) ≅ P (y) → ¬(∃x)((Q(x, y)) →
P (y)) ≅ P (y)→ (∀x)¬((Q(x, y))→ P (y)) ≅ (∀x)(P (y)→ ¬((Q(x, y))→
P (y))) ≅ (∀x)(P (y)→ ((Q(x, y))∧¬P (y))) ≅ (∀x)(¬P (y)∨((Q(x, y))∧
¬P (y))).

65. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå ëþäåé îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû Â(x):¾x áîèòñÿ
âîëêîâ¿ è Ë (x):¾x õîäèò â ëåñ¿. Òîãäà ïîñëîâèöó ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå (∀x)(Â(x) → ¬Ë (x)), ò. å. ¾Äëÿ ëþáîãî ÷åëîâåêà âåðíî, ÷òî
åñëè îí áîèòñÿ âîëêîâ, òî íå õîäèò â ëåñ¿. Ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííûõ
êâàíòîðîâ ïîñëîâèöó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (∀Â(x))(¬Ë (x)) ¾Ëþ-
áîé ÷åëîâåê, áîÿùèéñÿ âîëêîâ, íå õîäèò â ëåñ¿. Ñ ïîìîùüþ çàêîíà
äå Ìîðãàíà ìîæíî çàïèñàòü åùå îäèí âàðèàíò: ¬(∃Â(x))(Ë (x)) ¾Íå
ñóùåñòâóåò ÷åëîâåêà, áîÿùåãîñÿ âîëêîâ, êîòîðûé õîäèò â ëåñ¿.

66. Ïåðâóþ ÷àñòü àôîðèçìà ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü êàê ¬(∃x)(¬(∃y)
(P (y, x))) èëè, ïðèìåíÿÿ ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, â âèäå: (∀x)
(∃y)P (y, x) ¾Äëÿ ëþáîé âåùè íàéäåòñÿ âåùü, êîòîðàÿ áîëüøå åå¿.
Âòîðàÿ ÷àñòü ôîðìàëüíî çàïèñûâàåòñÿ êàê: ¬(∃x)(¬(∃y)P (x, y)) èëè
ïîñëå ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â âèäå: (∀x)(∃y)P (x, y) ¾Äëÿ
ëþáîé âåùè íàéäåòñÿ âåùü òàêàÿ, ÷òî ïåðâàÿ áîëüøå âòîðîé¿.

67. à) Ôóíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R,
íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
f(−x) = f(x). Íà ÿçûêå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ýòî çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: (∀x ∈ R)(f(−x) = f(x)); á) Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðåî-
äè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x + T ) = f(x). ×åðåç ïðåäè-
êàòû ýòî çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (∃T > 0)(∀x ∈ R)(f(x+T ) =
f(x)); â) Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè äëÿ ëþáûõ
x1, x2 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x1) < f(x2), ò. å. íà ÿçûêå ïðåäèêà-
òîâ (∀x1, x2)(f(x1) < f(x2); ã) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M > 0 òàêîå,
÷òî ∣an∣ ≤M äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Íà ÿçûêå ïðåäèêàòîâ ýòî çàïèøåòüñÿ
òàê: (∃M > 0)(∀n ∈ N)(∣an∣ ≤ M); ä) ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì
ôóíêöèè f(x) ïðè x→ x0 (a = lim

x→x0

f(x)), åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0

íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
∣x−x0∣ < δ, âûïîëíÿåòñÿ ∣f(x)−a∣ < ε. ×åðåç ïðåäèêàòû ýòî çàïèøåòñÿ
òàê: (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x)(∣x − x0∣ < δ)→ ∣f(x) − a∣ < ε).
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68. à) ¬(∀x ∈ R)(f(−x) = f(x)) ≅ (∃x ∈ R)¬(f(−x) = f(x)) ≅ (∃x ∈
R)(f(−x) /= f(x)), ò. å. ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, åñëè íàéäåòñÿ
òàêîé x ∈ R, ÷òî f(−x) /= f(x); á) ¬(∃T > 0)(∀x ∈ R)(f(x+T ) = f(x)) ≅
(∀T > 0)¬(∀x ∈ R)(f(x + T ) = f(x)) ≅ (∀T > 0)(∃x ∈ R)¬(f(x + T ) =
f(x)) ≅ (∀T > 0)(∃x ∈ R)(f(x + T ) /= f(x)), ò. å. äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
T > 0 íàéäåòñÿ x ∈ R òàêîé, ÷òî f(x + T ) /= f(x); â) ¬(∀x1, x2)(f(x1) <
f(x2) ≅ (∃x1, x2)¬(f(x1) < f(x2) ≅ (∃x1, x2)(f(x1) ≥ f(x2), ò. å. íàé-
äóòñÿ x1, x2 òàêèå, ÷òî f(x1) ≥ f(x2); ã) ¬(∃M > 0)(∀n ∈ N)(∣an∣ ≤
M) ≅ (∀M > 0)¬(∀n ∈ N)(∣an∣ ≤ M) ≅ (∀M > 0)(∃n ∈ N)¬(∣an∣ ≤ M) ≅
(∀M > 0)(∃n ∈ N)(∣an∣ > M), ò. å. äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñ-
ëà M > 0 ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî ∣an∣ > M ; ä) ¬(∀ε > 0)(∃δ >
0)(∀x)((∣x−x0∣ < δ)→ (∣f(x)−a∣ < ε)) ≅ (∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x)¬((∣x−x0∣ <
δ)→ (∣f(x)−a∣ < ε)) ≅ (∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x)¬(¬(∣x−x0∣ < δ)∨(∣f(x)−a∣ <
ε)) ≅ (∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x)((∣x−x0∣ < δ)∧(∣f(x)−a∣ ≥ ε)), ò. å. ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà δ > 0 íàéäåòñÿ x òàêîå,
÷òî ∣x − x0∣ < δ, íî ∣f(x) − a∣ ≥ ε.

69. Ïðàâèëüíûìè ðàññóæäåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ: à), á) (ñèëëîãèçì Barbara),
ä) (ñèëëîãèçì Darii), å) (ñèëëîãèçì Camestres), ç).

70. à) Äà; á) Íåò.

71. Ðàññóæäåíèå ëîãè÷åñêè âåðíî. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì âûñêàçûâàíèÿ:
A � ¾îíà óçíàëà¿, B � ¾îíà ñïðîñèëà¿, C � ¾îí ñêàçàë åé¿. Òîãäà
ñõåìà ðàññóæäåíèÿ áóäåò èìåòü âèä: ¬C → ¬A, ¬B → ¬C, A ⊧ B.

72. Âûâîä íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè âåðíûì. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì âûñêà-
çûâàíèÿ: A � ¾ÿ òðóñ (ò. å. íå íàñòîÿùèé ìóæ÷èíà)¿, B � ¾ÿ èãðàþ
â õîêêåé¿. Ñõåìà ðàññóæäåíèÿ èìååò âèä: B → ¬A, A→ ¬B, ¬B ⊧ A.

73. (∀x)(∀z)P (x, f(x), z, g(x, z)).

74. (∀x)(∀z)Q(x, c, z), ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

76. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü íà ìíîæåñòâå S âñåõ ñóùåñòâ ïðåäèêàòû P (x):
¾x � ÷åëîâåê¿ è Q(x): ¾x � ñìåðòåí¿. Êàùåé � êîíêðåòíûé ýëåìåíò
èç S.

77. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì ïðåäèêàòû T(x): ¾x òîðãóåò ñåïóëüêàìè¿, Ï(x):
¾x ïîêóïàåò ñåïóëüêè¿, Ã(x): ¾x � ãëóïûé ÷åëîâåê¿. Òîãäà ñõåìà
ðàññóæäåíèÿ èìååò âèä: ¬(∃x)(T(x) ∧ Ï(x)), (∃x)(Ï(x) ∧ Ã(x)) ⊧
(∃x)(Ã(x) ∧ ¬Ò(x)).
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78. Ôàêòû: ñòîëèöà(Ìîñêâà,Ðîññèÿ), ñòîëèöà(Ðèì,Èòàëèÿ) è ò. ä. Âî-
ïðîñû: ?ñòîëèöà(X,Ãåðìàíèÿ), ?ñòîëèöà(Õåëüñèíêè,X).

79. Çàïðîñ ?B(X) íà ÿçûêå ïðåäèêàòîâ çàïèøåòñÿ êàê ¬B(X). Îí ðå-
çîëüâèðóåò ñî (2)-é êîìàíäîé, êîòîðàÿ â ïåðåâîäå íà ÿçûê ïðåäè-
êàòîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêò ¬C(X,Y ) ∨ B(X). Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷àåì ðåçîëüâåíòó ¬Ñ (X,Y ). Îíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè {X/b, Y /a} ðåçîëüâèðóåò ñ êîìàíäîé (3). Ïîëó÷àåì ðåçîëü-
âåíòó ¬A(a, b), êîòîðàÿ âìåñòå ñ êîìàíäîé (1) äàåò ïóñòóþ ðåçîëü-
âåíòó ◻. Âû÷èñëåíèå óñïåøíî çàâåðøàåòñÿ è ÏÐÎËÎÃ âûäàåò îòâåò
X = b. Ïîñëå ýòîãî ÏÐÎËÎÃ îñâîáîæäàåò ïåðåìåííûå X è Y îò ðà-
íåå ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé, ñîâåðøàåò ¾îòêàò¿ íàçàä, ïûòàÿñü ïðîðå-
çîëüâèðîâàòü ïîäöåëü ¬Ñ (X,Y ) äðóãèì ñïîñîáîì. Îíà ðåçîëüâèðóåò
òàêæå ñ ôîðìóëîé (4), êîòîðàÿ íà ÿçûêå ïðåäèêàòîâ çàïèøåòñÿ êàê
¬A(X,Y ) ∨ C(X,Y ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåçîëüâåíòó ¬A(X,Y ).
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè {X/a, Y /b} îíà óíèôèöèðóåòñÿ ñ (1)-é ôîðìóëîé
è äàåò ïóñòóþ ðåçîëüâåíòó ◻. ÏÐÎËÎÃ âûäàåò åùå îäèí îòâåò X = a.

81. Ïðîãðàììà: (1) potomok(X,Y):-dedushka(X,Y). (2) lubit(X,Y):-
potomok(X,Y). (3) deduska(X,Z):-dedushka(X,Y),brat(Y,Z).

(4) brat(B,C). (5) dedushka(A,B). Âîïðîñ: (6) ?lubit(A,C).

Ïðîêðóòêà: ¬lubit(A,C) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè {X/A,Y /C} óíèôè-
öèðóåòñÿ ñ (2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåçîëüâåíòó ¬potomok(A,C).
Îíà ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîé ïîäñòàíîâêè {X/A,Y /C} óíèôèöèðóåò-
ñÿ ñ (1). Ïîëó÷àåì ðåçîëüâåíòó ¬dedushka(A,C). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè
{X/A,Z/C} îíà óíèôèöèðóåòñÿ ñ (3) è äàåò ðåçîëüâåíòó ¬dedushka
(A,Y )∨¬brat(Y,C). Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïîñëå ïîäñòàíîâêè Y /B óíè-
ôèöèðóåòñÿ ñ (4) è äàåò ðåçîëüâåíòó ¬dedushka(A,B). À ýòà ôîðìóëà
âìåñòå ñ (5) äàþò ïóñòóþ ðåçîëüâåíòó ◻, ÷òî îçíà÷àåò ïîëîæèòåëü-
íûé îòâåò íà âîïðîñ.

82. Ïðîòèâ ìèñòåðà ÌàêÃðåãîðà, ò. ê. åãî ïîêàçàíèÿ ïðîòèâîðå÷èâû.

83. Òîëüêî ïðîòèâ B.

84. Òî÷íî âèíîâåí D.

85. 3-é, åñëè íà ïåðâûõ äâóõ êîëïàêè îäíîãî öâåòà, è âñåãäà 2-é.

86. Â � ëæåö, à Ñ � ðûöàðü.

87. À � ðûöàðü, Â � ëæåö.
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88. À è Â � ðûöàðè.

89. À è C � ëæåöû, à Â � ðûöàðü.

90. À � ëæåö, Â � íîðìàëüíûé ÷åëîâåê, Ñ � ðûöàðü.

91. Îí ìîæåò, íàïðèìåð, ñïðîñèòü: ¾Âåðíî ëè, ÷òî Âû � ðûöàðü è äîðîãà,
èäóùàÿ íàëåâî, âåäåò â ñòîëèöó èëè Âû � ëæåö è äîðîãà, èäóùàÿ
íàïðàâî, âåäåò â ñòîëèöó?¿

92. à) Ïóñòàÿ ëåíòà; á) q01; æ) 11a0a0a0a0q01.

93. à) 111111q0a0.

94. à) 1q0a0; á) ïóñòàÿ ëåíòà; â) 111q0a0.

96. Óêàçàíèå. Ìîæíî ïîî÷åðåäíî ñïðàâà è ñëåâà îò çâåçäî÷êè çàìåíÿòü
åäèíèöû íà íåêîòîðûé ñèìâîë α äî òåõ ïîð ïîêà ñ îäíîé ñòîðîíû íå
îñòàíåòñÿ åäèíèö. Çàòåì ñ òîé ñòîðîíû, ñ êîòîðîé åäèíèöû îñòàëèñü,
ïðîèçâåñòè îáðàòíóþ çàìåíó α íà 1.

97. Óêàçàíèå. Â êà÷åñòâå àëôàâèòà âîçìèòå öèôðû äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû
è ïóñòîé ñèìâîë: A = {a0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}.

105. Ö=ÂÁ−Â.

106. Ê2 = Á−ÂÁ+Á+ÃÂÃÁ+.

107. Óêàçàíèå. Íàäî ïîñòðîèòü ìàøèíó ñ àëôàâèòîì A = {a0,1}, êîòîðàÿ
ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: q11x ⇒ q0a0.

108. á) Óêàçàíèå. Ìàøèíà äîëæíà âûïîëíèòü ðàáîòó: q11x101x201x3 ⇒
q01x2 .

109. à) Óêàçàíèå. q11x01y ⇒ q01x+y; e) Óêàçàíèå. Ñì. çàäà÷ó 94.

110. à) φ(0) = n, φ(x+1) = n = h(x,φ(x)), h(x, y) = S(. . . S(
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n

O(I21(x, y))) . . .);

á) φ(0) = n, φ(x + 1) = x + n + 1 = S(. . . S(
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n+1

I21(x,φ(x))) . . .); â) x ⋅ 0 = 0 =

O(x), x(y+1) = xy+x = h(x, y, xy), ãäå h(x, y, z) = I31(x, y, z)+I33(x, y, z).
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112. à) 0! = 1, (x + 1)! = x!(x + 1) = h(x,x!), ãäå h(x, y) = S(I21(x, y)) ⋅
I22(x, y); á) x0 = 1 = S(O(x)), xy+1 = xy ⋅ x = h(x, y, xy), ãäå h(x, y, z) =
I31(x, y, z) ⋅ I33(x, y, z); â) sg(0) = 0, sg(x + 1) = 1 = h(x, sg(x)), ãäå
h(x, y) = S(O(I21(x, y))); ã) sg(0) = 1, sg(x + 1) = 0 = O(I21(x, sg(x)));
ä) 0 � 1 = 0, (x + 1) � 1 = x = I21(x,x � 1); å) x � 0 = x = I11(x),
x � (y + 1) = (x � y) � 1 = I33(x, y, x � y) � 1.

113. à) ∣x−y∣ = (x�y)+(y�x); á) min(x, y) = x�(x�y); â) max(x, y) = y+(x�y).

114. à) ¬x = 1�x; á) x∧y =min(x, y); â) x∨y =max(x, y); ã) ñèñòåìà áóëåâûõ
ôóíêöèé {¬,∧,∨} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è âñå îñòàëüíûå áóëåâû ôóíêöèè
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èõ ñóïåðïîçèöèþ.

115. Íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè
è óêàçàòü çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà:
à) x−y = µz[I32(x, y, z)+I33(x, y, z) = I31(x, y, z)], ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà
ïðè y > x.

116. à) [x − y] = µz[y + z ≥ x] = µz[y + z + 1 > x].

117. à) 111111; ã) 1.

118. à) aa; å) aaa.

119. à) baa; á) aaa; â) aaa; ã) aaa; ä) bbbb; å) aaa.

120. à) ba; á) baaaa; â) baa; ã) baaaa; ä) bb; å) baaa.

121. à) dccb; á) dcb; â) bbdc; ã) bbdcb.

122. ba→ ab, a→ .a, b→ .b.

123. 1→ .Λ.

124. Àëãîðèòì ñ àëôàâèòîì A = {0,1, . . . ,9, a, b} èìååò âèä: a1 → 1a, . . . ,
a9 → 9a, a0 → 0a, 1a → .0, . . ., 9a → .8, 0a → b9, 1b → .0, . . ., 9b → .8,
0b → b9, Λ → a. Âîò åãî ðàáîòà íà ïðèìåðå ÷èñëà 110: 110 ⇒ a110 ⇒
1a10⇒ 11a0⇒ 110a⇒ 11b9⇒ 109.

125. Àëãîðèòì äîëæåí îò ñëîâà 1 . . .1
²

x

ïåðåéòè ê ñëîâó 1 . . .1
²

2x

. Åãî ñõåìà â

àëôàâèòå A = {1, a} èìååò âèä: 1a1→ 111a, a1→ 1a, 1a→ .11, Λ→ a.
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126. Ñõåìà àëãîðèòìà èìååò âèä: 111 → Λ, 11 → .Λ, 1 → .Λ, Λ → .1. Îí
ðàáîòàåò ïî òàêîìó ïðèíöèïó: ïîêà ÷èñëî áóêâ 1 â ñëîâå íå ìåíüøå
3, îí èñïîëüçóåò ïåðâóþ ïîäñòàíîâêó è ¾ñòèðàåò¿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî
3 åäèíèöû; åñëè ÷èñëî áóêâ ìåíüøå 3, íî áîëüøå 0, òî çàêëþ÷èòåëüíî
ñ ïîìîùüþ 2-é è 3-é ïîäñòàíîâîê ñòèðàþòñÿ îñòàâøèåñÿ åäèíèöû; â
ñëó÷àå åñëè ñëîâî ïóñòî, îíî çàêëþ÷èòåëüíî ïåðåâîäèòñÿ â ñëîâî 1:
11111⇒ 11⇒ Λ; 111111⇒ 111⇒ Λ⇒ 1.

128. Ñõåìà àëãîðèòìà èìååò âèä: a0 → 0a, a1 → 1a, . . ., a9 → 9a, 0a → b0,
2a → b0, 4a → b0, 6a → b0, 8a → b0, 1a → b1, 3a → b1, 5a → b1, 7a → b1,
9a → b1, 0b → b, 1b → b, . . ., 9b → b, b → .Λ, Λ → a. Âîò åãî ðàáîòà íà
ïðèìåðå ÷èñëà 18: 18⇒ a18⇒ 1a8⇒ 18a⇒ 1b0⇒ b0⇒ 0.

129. Ïðè ïåðåâîäå äâîè÷íîãî ÷èñëà â âîñüìåðè÷íóþ ñèñòåìó íàäî ðàç-
áèòü åãî çàïèñü íà òðîéêè, íà÷èíàÿ ñ êîíöà, çàòåì êàæäóþ òðîé-
êó, ðàññìàòðèâàåìóþ êàê äâîè÷íîå ÷èñëî, çàìåíèòü åå äåñÿòè÷íîé
çàïèñüþ. Ñîîòâåòñòâóþùèé íîðìàëüíûé àëãîðèòì ñ àëôàâèòîì A =
{0,1,2,3,4,5,6,7, a, b} èìååò âèä: a1 → 1a, a0 → 0a, a → b, 000b → b0,
001b → b1, 010b → b2, 011b → b3, 100b → b4, 101b → b5, 110b → b6,
111b → b7, 10b → .2, 11b → .3, 1b → .1, b → .Λ, Λ → a. Íàïðèìåð,
ïðè ïåðåâîäå ÷èñëà 10012 àëãîðèòì ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
10012 ⇒ a1001⇒ 1a001⇒ . . .⇒ 1001a⇒ 1001b⇒ 1b1⇒ 118.
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