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ОТ А В Т О Р А

Настоящая книга представляет собой вторую часть учебника 
«Лекции по алгебре и геометрии», который должен обеспечивать 
первый семестр обучения (72 часа).  Она продолжает системати­
ческое изложение программы курса, начатое в первой части.

Одной из важных особенностей этого учебника является ис­
пользование в нем идей проблемно-аксиоматического метода и 
тетрадей с печатной основой. Это изменяет идеологию обучения: 
в центре его ставится проблема,  новая информация является не 
самоцелью, а служит студенту средством познания и обучения, 
что заставляет  читателя активно работать с изучаемым матери­
алом и вместе с тем позволяет изменить технологию обучения по 
существу: не проработав текст, не заполнив его «пробелы», он 
просто не сможет двинуться дальше.

Во второй части учебника используются те же обозначения, 
что и в первой его части. Так читателю на необходимость проду­
мать и дать  самостоятельно ответ на какой-либо вопрос или

5
обосновать заключение в тексте учебника указывают знаки: = ,
? _____

> ,  ? не ? или ф . Последний означает , что требуется более про­
думанный и развернутый ответ. Знак  ? не ? указывает  читателю 
на необходимость сделать альтернативный выбор. Например,  
встретив его в утверждении: «Данная система векторов линейно 
? не ? зависима»,  читатель должен сам решить, зависима она 
или нет, естественно, обосновав свой выбор. Обозначения типа
л. 35.? л. 35.? ,=  или = > -  подсказывают,  что логическим обоснованием со­
ответствующего равенства или следствия является одна из лемм 
§ 35, которую читателю следует отыскать.  Когда требуется под­
твердить или опровергнуть то или иное отношение (равенство, 
включение, сравнение и т. п.), соответствующий символ coripo-

? ?
вождается тоже знаком вопроса, например: = ,  со и т. д.

Старания автора были направлены к тому, чтобы выделяя 
таким образом определенные и вполне посильные читателю мо­
менты рассуждений,  привлечь его внимание к важным фактам 
курса. Самостоятельная и тщательная проработка учебного м а ­
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териала,  к которой, можно сказать,  вынуждает сама «геометрия 
текста» книги, должна привести студента к более глубокому его 
пониманию. Д ля  сокращения записей используются основные 
логические символы: =>- , V, 3, V .  А  и т - Д-> объяснения этих 
обозначений даются при первом появлении их в тексте. Оконча­
ние доказательства обычно обозначается знаком ■ ,  однако, в 
тех случаях, если по каким-либо соображениям доказательство 
какого-то факта приводится не полностью или указывается толь­
ко его идея или схема, на окончание рассуждений указывает  
знак □ .  Внимательный читатель может заметить в книге систему 
контроля и отслеживания возможных ошибок при недостаточно 
аккуратной работе с учебным материалом.

Д ля  облегчения работы в основной теоретической части к а ж ­
дой лекции выделен (вертикальной линией на полях) информа­
ционный минимум, который при использовании книги в аудитор­
ной работе может быть освоен за лекционное время при любой 
подготовленности студенческой аудитории, он является основой 
для самостоятельной работы студента и, как правило, базой для 
следующей темы. Так как в учебном курсе не только невозмож­
но, но иногда бывает и нецелесообразно приводить доказа тел ь­
ство всех его фактов,  то в такой «скелет лекции» выделены опре­
деления, примеры, утверждения и доказательства,  важные 
в идеологии и методологии курса. Им во многих случаях предше­
ствуют задания эвристического характера,  которые позволяют 
читателю выдвигать и обдумывать различные гипотезы и вар и­
анты доказательств д аж е  глубоких фактов курса.

Задачи,  включенные в лекции, имеют преимущественно тео­
ретический характер,  в них вынесены доказательства (или ф р а г ­
менты доказательств) многих утверждений курса. Используя 
учебник, преподаватель сможет на практических занятиях об­
суждать содержательные проблемы, отказавшись от н атас кива­
ния студентов на тривиальностях.  За дачи имеют три уровня 
сложности, посильный из которых каждый студент выбирает се­
бе сам. Это позволяет индивидуализировать процесс освое­
ния учебного материала и по существу дает  учебник с тремя 
уровнями глубины и сложности, причем они не изолированы 
один от другого и позволяют читателю пробовать свои силы на 
более приемлемом для него уровне. «Расстояния» между уровня­
ми нарастают постепенно с приобретением читателем опыта р а ­
боты и освоением учебного материала.  В книге использованы 
идеи ротации: чтобы выполнить задачи и задания,  читателю при­
ходится обращаться к ее предыдущему тексту не раз, 
если он не был достаточно внимателен при первом знакомстве 
с лекцией.
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М<| мимы лекции книги делятся на параграфы,  их нумера­

ции нрилоджнп нумерацию первой части учебника. Все теоре­
му V 1Н1'рждении, леммы, основные формулы,  примеры и з а д а ­
нии нумеруются в пределах параграфа,  например, ссылка на 

Н1|н му 'lb.2 означает теорему 2 пар аграфа 45. Если на какую- 
•ihOii формулу ссылка делается в пределах только одного параг- 
I* * |' • mi го нумерация может быть буквенной или символьной, 
иииримгр (37. ч)  или (35.*). Числовая нумерация формулы,  на- 
•I|iимI р ( I / I), как правило, означает,  что она будет использова- 
н« и Iру I их разделах книги. Задачи  учебника имеют тройную 
HtrMi |»и к и Ki, в которой последнее число (1, 2 или 3) указывает  на 
Нммгр ее уровня, так упоминание задачи 37.2.1 означает,  что 
I'fii, к и ч  и шдаче первого уровня сложности, второй из задач
• Пни у |к in и vi и 37. Звездочкой (*) отмечены более сложные те­
мы iniIорые могут быть опущены или изучены в обзорном по- 
1«и«1 in' (V I нарушения общей логики курса,  знаком (°) отмечены 
п-ми, кшорые вполне могут быть освоены учащимся самостоя- 
II-<iitiiii и иногда рекомендуются как подготовительные к лекции. 
I l l111мн11м (' ) отмечены темы, которые по мнению автора удобнее 
nfti \ ж (Iii 11. на прак тических занятиях.  Информация об этих обо- 
«Мичонинх обычно предваряет  лекции.

I1 н ж дни лекции помимо рекомендаций предшествует перечис- 
<Н11Н1' ее in ионных понятий и сведений из предыдущих разделов 
М|н ii, необходимых для ее понимания. Приводится схема самой
о и и н и н ее взаимосвязи с другими главами учебника,  что д о л ж ­

но т и ш и ,  читателю представление об архитектуре курса и по- 
MiHiin. и нем ориентироваться.  В конце каждой лекции приво- 
Iи 11 и описок литературы по ее темам с постраничным ука зани­

ем мнюриала к каждому ее параграфу.  Дополнительная литера- 
| v(Hi. пик правило, предлагает читателю другую точку зрения, 
м и т  ру и 1Ложения или иной подход к вопросу, а иногда и более 
MyfluMif « ведения,  чем предполагает учебный курс.

I пн- одна особенность учебника состоит в том, что каждая  
■ншиш ыиершается кратким сообщением об истории изучаемых 
инниIнй, их месте и значимости в науке. Это дает читателю 
и|м in Iпиление о математике,  как области культуры человечест- 
»н, in ii ком ит именами и историческими событиями, которые со- 
нуи т о п ал и  математическим открытиям. Автору хотелось сооб­
щи п. 'ниатолю,  начинающему жить в серьезной математике,  не 
т л и т  достоверную информацию, но и передать ту романтику, 
и норой и драматизм,  которые сопутствуют математическим по- 
HiiuiM н открытиям.

Кнждой лекции предшествует рисунок автора,  который чем- 
......... ..  ее содержание или настроение.
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Л И Н Е Й Н О  
З А В И С И М Ы Е  
И Л И Н Е Й Н О  

II Е З А В И С И М Ы Е  
С И С Т Е М Ы  В Е К Т О Р О В



ЛИНЕЙНО ЗАВИСИМЫЕ  
И ЛИНЕЙНО НЕЗАВИСИМЫЕ 

СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ
§ 37°.  К о л л и н е а р н ы е  в е к т о р ы .
§ 38. Л и н е й н о  з а в и с и м ы е  с и с т е м ы  в е к т о р о в .
§ 39°.  К о м п л а н а р н ы е  в е к т о р ы .
§ 40. Л и н е й н о  н е з а в и с и м ы е  с и с т е м ы  в е к т о р о в .
§ 41. Б а з и с .  Р а з м е р н о с т ь  в е к т о р н о г о  п р о с т р а н с т в а .
§ 42 ' .  В е к т о р н а я  ф о р м а  с и с т е м ы  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й .

Т е о р е м а  К р о н е к е р а  —  К а п е л л и .

Основные понятия: коллинеарные векторы, геометрический 
смысл коллинеарности, линейно зависимая система векто­
ров, компланарные векторы, геометрический смысл ком план ар ­
ности, линейно независимая система векторов, базис векторного 
пространства,  размерность векторного пространства,  аксиомы 
размерности векторного пространства.

Необходимые сведения: вектор, векторное пространство, л и ­
нейная комбинация векторов, свободный вектор, векторное 
пространство свободных векторов, подпространство векторного 
пространства,  линейная оболочка множества (системы) векто­
ров, матричное векторное пространство, координатное векторное 
пространство; система линейных уравнений, матричная форма 
системы линейных уравнений, решение системы линейных у р ав ­
нений.

Рекомендации: § 37° и §39° предлагаются для самостоятельного изучения 
студентами, если пособие используется мри аудиторной работе, § 42' можно реко­
мендовать как для практических занятий, так  и для самостоятельного изучения.
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С е м е с т р  1

Jt » ft ii и и 1 М ножества и отношения на множествах.
<§ 1 - сл

it i я и и и */ Операции на бинарных отношениях. Отображения.
(§ 6 - - §  8).

f t  ¥ « M и и а 1>иектинные отображения. Преобразования.
(§ 9 - § 12).

II и и и 4 Ьинарные отношения на множестве. Фактор-множество.
(§ 1 3 - § 16).

'9 » » ii и н 5 М ш ри ц ы . Основные операции и свойства.
(§ 1 7 - § 22).

Л $ ft и и к II 1||1ДСТЛ МОНКИ, 1 руины.
(§ 2 3 --§ 26).

it * II и и и / <>нредел ител и.
(§ 2 7 - § 32).

/1 » H M и и Н Н гкю рпы е пространства.
(§ 3 3 - § 36).

it » • ii и и 0 ...........ими шиисимые и линеино независимые системы век-
•1 (§  3 7 - § 42).
it » 1 ii и и 10 I 'h i i i  млтрицы. Системы линейных уравнений.
Л I I и и N и Линейные отображения векторных пространств.
i f » Ii и N и \ ) Mil 1 ричног представление гомоморфизмов.
i t  » • И И N lit Али'Лрп линейных операторов.
i i • • и и * 14 | иГп | игиin,1с векторы линейных операторов.
i t » Ii I I и N i n 1 иилндшн.! немирные пространства.
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§ 37° .  К О Л Л И Н Е А Р Н Ы Е  В Е К Т О Р Ы
Слово «коллинеарность» латинского происхождения: con — 

вместе, linea — линия, т. е. совместимость с линией, вместимость 
в линию — в этом будет заключаться,  как мы покажем позднее, 
геометрический смысл коллинеарности векторов. Этот термин 
впервые был использован У. Р. Гамильтоном в 1843 г, а окон­
чательно введен в математическую терминологию в начале 
XX в. Дж.  Гиббсом.

Пусть V — произвольное векторное пространство.
О п р е д е л е н и е  37.1. Вектор Ь называется коллинеар-  

ным вектору а, если найдется a e R  такое, что Ь — аа.
Векторы а и Ь называются коллинеарными, если Ь к о л л и ­

неарен а или а коллинеарен  Ъ. В противном случае векторы 
называются неколлинеарными.

Обозначается коллинеарность и неколлинеарность: Ь\\а и, со­
ответственно, bj/fa.

Это определение можно записать формулой:

6 1|a -4 ф -(3 а е  R |a==a& V Ь =  аа),
т. е. найдется такое число а, что a =  ab  или Ь =  аа  или имеет 
место то и другое.

Нулевой вектор коллинеарен любому вектору векторного про­
странства,  так как хотя для 0, очевидно, а=^ а,0 ни при каком 
a ^ R ,  но зато по свойству 33.6 всегда 0 =  0а.

Если же оба вектора ненулевые, то для их коллинеарности 
достаточно одного из условий Ь — аа  или a =  ab: каждое из них 
с очевидностью следует из другого.

У т в е р ж д е н и е  37.1. Если векторы Ь и с коллинеарны  не­
нулевом у  вектору а, Ь =  $а и с =  уа, то Ь — с тогда и только тог­
да, когда  Р =  7 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из предположения равенства векто­
ров б и с  немедленно следует, что pa =  ya, тогда fia — уа =  0. 
Откуда (Р — 7 ) а  =  0, а значит,  по свойству 33.10, так как век­
тор а ненулевой: р — 7 =  0, т. е. Р — у.

Очевидно, что если Р =  у. то ра =  ^а, а значит, равны и век­
торы б и с .  ■

У т в е р ж д е н и е  37.2. Подмножество всех векторов, колли-  
неарных лю бом у вектору векторного пространства, есть его под­
пространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть а е К ,  множество

L {а) =  {х \х  =  \ а  Д Х е  R}
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►I ii. in........ . иное, как линейная оболочка вектора а. Тогда
I (и) подпространство векторного пространства V по теоре- 
Mi И . ;i П1.1Чиг и само является векторным пространством
II imhii' m и 3(>. I ).

It частности, если а =  0, то множество векторов V, ему кол- 
я и т  мрных, т. о. / .(0),  состоит только из нулевого вектора. Как
............. (пример 34.2), это — тривиальное векторное простран-
I п т ,  и оно является подпространством любого векторного про-
■ 111нin Iна. щ
I < > п р о д о л е н и е 37.2. Множество всех  векторов, коллине-  
I  И/Х1/.М ненулевом у вектору а, называется одномерным век- 
|  и»/»ным пространством

ОЛо т ач а е т с я  такое подпространство V ' (а) или L ' (а).
У I и с р ж д е н и е 37.3. Отношение коллинеарности на мно-

«н'1 т е т е х  ненулевы х векторов К\{0} векторного пространства 
I с( / г  отношение эквивалентности

[ II ] =  {<<*, Ь)\{а , 6 }а  1 / \ { 0 } Д а | | 6 } .
I и д а ч a 37.1.2. Докажите утверждение 37.3. Определите 

h 'IнI « i.i жнивалентности этого отношения.
Кудет ли отношением эквивалентности отношение коллинеар- 

IIIи Iи на множестве всех векторов V?
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По утверждению 15.? симметричность 

н 11>лп шгивность бинарного отношения достаточны для того, 
чюЛы оно было отношением эквивалентности.

I Ьинарное отношение на К\{0}

[ II] =  {<«. Ь)\{а, b }c zV \{0 }A a \\b }
I) симметрично: т. е. для любых ненулевых векторов

(а | | 6 )= ^ (6 | |а ) ,
.’) |ранзитивно: для ненулевых векторов {а , Ь, е}сг К\{0}

a\\b =>а =  ab 1 ?
___ ____ _  > =>а\\с.
Ь\\ с =ф- 6 =  рс J

Следовательно, [||] — отношение эквивалентности на К\{0}. 
Класс эквивалентности ненулевого вектора а Ф  0 по отноше­

нию 11| |:

а / , ,, =  {61Ь ее V\{0} / \ Ь  =  \а}  (а )\{б},

I с одномерное векторное пространство без нулевого вектора
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или множество всех ненулевых коллинеарных между собой век-

доказано выше для ненулевых векторов.
Указание. Проверьте, сохранится ли оно, если хотя бы один из векторов а, Ъ 

или с нулевой? ______
Это означает,  что [|| '] — ? не ? является отношением эквива-

По аналогии с понятиями в пространстве свободных векторов 
вводится следующее понятие.

О п р е д е л е н и е  37.3. Вектор Ь называется сонаправлен-  
ным вектору а , если Ь — аа, причем  а > 0 .  Если же Ь =  аа, но 
а  С  0, то они называются противоположно направленными.

Как правило, принимают по определению, что нулевой  ве к ­
тор сонаправлен и в то же время противоположно направлен  
с любым вектором векторного пространства.

Обозначается сонаправленность векторов Ь \ \ а  и, соответст­
венно, противоположная направленность Ь \ \а .

Из определения с очевидностью следует
У т в е р ж д е н и е  37.4. Отношение сонаправленности:

Геометрический смысл понятия коллинеарности рассмотрим 
на примере пространства всех свободных векторов (лекция 8, 
§ 36). Так что в этом параг ра фе  в дальнейшем,  пока не будет 
оговорено иное, все векторы — свободные.

Т е о р е м а  37.1. ( Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  к о л л и ­
н е а р н о с т и  в е к т о р о в ) .  Д в а  свободных вектора колли-  
нсирны тогда и только тогда, когда существуют их представите­
ли. принадлежащие одной прямой.

Требуется доказать  два утверждения:

торов.
2. Для  бинарного отношения

||'] =  {<а, Ь) |{а, Ь) cz V} Д  а  ||6}

1) выполнимость условия ((а| |6)=>-(6| |а))  доказана выше, ес­
ли векторы а и Ь — ненулевые, и очевидна, если а =  Ь =  0.

Указание. Если хотя бы один из векторов а или Ь нулевой, например, 6 =  0,
то можно ли утверждать, что ((а| |0)=Ф-(0||а))? 

2) транзитивность: условие

лентности на У\{0}.

[ f t ]  =  {<fl, Ь)\{а, b } a V \ { 0 } A a \ \ b }  

есть отношение эквивалентности на множестве 1/\{0}.
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37.1 (I).  Ь ||а, тогда найдутся их представители, принадлеж а­

щие одной прямой.
—► —► (Jef —*■ —► —» —*

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ь\\а^=>-(а =  а Ь \ / Ь  =  аа), ограничимся 
случаем Ь =  аа, поскольку случай a =  ab  ему аналогичен.

1) Если а =  0, то 6 =  0а =  0. Выберем произвольную точку

11 , отложив от нее представители: А В ^ а  и Л Л е 6  =  б (см.

и мма  36.3), получим АА czA B  cz(AB),  если вектор а ненулевой.
11 л п. если а  =  0 (а значит, и Ь =  0), то их представитель — АА  — 
нулевой направленный отрезок принадлежит любой прямой, 
проходящей через точку А.

Напоминание: — множество точек пространства.

2) Если а Ф  0, то отложив представители АС  е  а и

1/1. Ь — а а , получим [ АВ) \ \ [ АС)  при а > 0  и [ А В ) \ | [ЛС) ,  в том 
н другом случае (см. определение 36.4) прямые (АВ)\ \ (АС),  а 
«иичит, и совпадают,  как имеющие общую точку А.  Н а п р а вл ен ­

ные отрезки А В  и АС  принадлежат этой прямой. ■
37.1. (2). Если найдется прямая, содержащая направленны е  

oi i >i\ iku — представители д вух  свободных векторов, то эти сво- 
Otithihie векторы коллинеарны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / 1 й е а ,  C D ^ b ,  и прямая 

н ■ | /1 Н, CD}.  Возможно несколько взаимных расположений на- 
нримлонных отрезков АВ  и CD на одной прямой (рис. 1):

I) А В ф О ,  C D g 0, тогда 6 =  б =  0 а = ^ а | | 6  

'/) Случай А В ^  0, C D < £0— аналогичен 1).

м )  с Ь  АЙ  с Ь
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3 ) А В ^ 0  и С й ф  0, причем \ Л В ) \ | [CD).  Возьмем число 
« , =  — | 6 | / | a | e R ,  тогда а а =  — \ 6 \ / \ а \  а ^=6, откуда Ь\\а.

4) Случай /1Я<^0 и С / ) ^ 0  с \ Л В ) \ \ \ С О )  аналогичен преды­
дущему,  причем а > ( )  и а = \ Ь \ / \ а \ .  ■

З а д а ч а  37.1.1. Докажите,  что если а\\Ь, то для любого
вектора с вида сш +  рб, где {a, р}с: R,коэффициенты а, р опреде­
ляются однозначно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  11усть a)/fb, но нашелся вектор с, имею­
щий по крайней мере два различных разложения по векторам а 
и 6, т. е. <а, р> ф  (а/ ,  р ' ) ,  но

с  ̂

а а  +  РЬ а ' а  +  Р'б 

Откуда (а  — а/) а=^=(Р' — ft) Ь=>(а =  Х Ь \ /  6 =  ца), 

где >. =  ? и ^ =  ?, по определению коллинеарности векторов
37.1 это означает,  что a l l6. ■

§ 38.  Л И Н Е Й Н О  З А В И С И М Ы Е  С И С Т Е М Ы  
В Е К Т О Р О В

О п р е д е л е н и е  38.1. Система (конечное множество) век­
торов {а,, а2, а:1, ... ak} называется линейно зависимой, если  
существуют такие коэффициенты {а1, а 2, а 3, ... а*}, не все р а в ­
ные 0, что

О,1#! -|- (12#2 “1“ ••• “Ь z=

т. е. найдется нетривиальная линейная комбинация векторов 
этой системы, равная нулевому вектору

Это определение можно записать символически:
^  — — def

({a,, a2, a 3,... ak) — линейно зависима)  -*=>-

о ( Э  < a \  a 2,... a*) Ф  <0, 0, ... 0)  | a ‘a, +  a 2a 2+ ... +  =  6).
(38.1)

Линейная зависимость системы векторов означает,  что по­
мимо гривиальной линейной комбинации этих векторов (кото­
ром обязательно равна 0) есть их нетривиальная линейная ком­
бинация,  тоже равная нулевому вектору.

\ о д а и и е 38.1. ( 'формулируйте и запишите в соответствии 
с предыдущим определением определения линейно зависимых
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систем, состоящих из двух векторов и из одного вектора (они 
потребуются в дальнейших примерах и задачах).

Система векторов {а,, а2} линейно зависима, если  ф

Система, состоящая из одного вектора {а,}, линейно зави­
сима, если он нулевой. ^  

Из последнего следует утверждение.
У т в е р ж д е н и е  38.1. Система, состоящая из одного векто­

ра, линейно зависима тогда и только тогда, когда этот вектор 
нулевой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
. г—1 u задание  38.1I (а) — линеино зависима . . .  —

задание  38.1 , — т; . , св. 33.?. — т?-^г-— (аа — 0 / \ а ф 0 )  = ^ = —а =  0.

2. а  =  б ^ ^ 1 = —1а =  0=^{а} — линейно зависима.  ■
Несложно сформулировать и признаки линейной зависимо- 

<111 системы из двух векторов:
У т в е р ж д е н и е  38.2. Система, состоящая из д в ух  векто- 

/юн, линейно зависима тогда и только тогда, когда они колли-  
кеирны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
I {«|, а2} — линейно зависимая система, согласно з а д а ­

нию 38.1 найдутся ( а 1, а 2) Ф  <0, 0)  такие, что а ' а , +  а 2а 2 =  0.

Пусть ч ' ф О ,  тогда а , = ? ,  что означает а , | | а 2.
Случай а2ф 0  аналогичен.

</, \\а.1=>{а] =  аа2 V а2 — а а , ), что влечет

а, — аа2 =  0 V  а2 — аа, =  0,

I с ( I , — а 2) Ф  (0, 0) или ( а 1, — 1) Ф  (0, 0) ,  что означает со- 
I .Mm но заданию 38.1 линейную зависимость системы векторов

(««,. « I  ■

Г.нойства л и н е й н о  з а в и с и мых  систем векторов

С в о й с т в о  38.1. Если система векторов содержит хотя бы 
nihui нулевой вектор, то она линейно зависима.

Н о к a з а т е л ь с т в  о. Пусть {а,, а 2, а 3, ... а л} э 0 ,  для просто-

it.i Пудем считать а , =  0. В соответствии с определением 38.1 на- 
/П1 решить — существует ли кортеж

(и 1, а2,... а"}Ф  <0, 0, ... 0) |а'О -+- а2а2- f  а3а3-)-... +  а"ап =  0.
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Д ля  системы векторов {0, а2, а3, ... а п} его можно взять из чи­
сел <?, ?, ? , . . . ? )  ф  (0, 0, 0, . . .0) ,  тогда:

? 0 +  ? а2 -Ь ? а , +  ... +  ? ап
св. 33.?св. 33.? ..........>-

0 +  0 +  о 4 - . . . +  0 =  0.

Получена равная нулевому вектору нетривиальная линейная
комбинация векторов {0, а2, а3, ... а„}, а это означает  их линейную 
зависимость.  ■
I С в о й с т в о  38.2. Если система векторов содержит линейно  
\ зависимую  подсистему, то эта система линейно зависима. 

З а д а ч а  38.1.2. Докажите свойство 38.2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {а,, а 2, а 3, ... ak}cz{a b а2, а 3, ... а п} 

и {а,, а 2, а3, ... a k} — линейно зависима =ф-

=ф- (3 <а‘, а 2, ... а*) ф  (0, 0, ... 0) | а 'а , +  а 2а 2-(- а 3а 3 +  +  akak =  0).
Чтобы нашлась равная пулевому вектору нетривиальная л и ­

нейная комбинация векторов {а,, а 2, а3 ... ап}\

Р'а 1 +  P2fl!2 +  Р Ч  +  +  Р Ч  +  Р*+ 'o-k+ 1 +  — 0,

возьмем

<Р‘, р2, ... р*. Р*+1, ... Р") =  <а‘, а2, ... а*, ?, ?, . . .?> i  <0, 0, ... 0) .  
Тогда

а 'а, а ~а2 +  a‘sa;!-f-... -|- uka k -)- ? ak+1 — ... —|— ?e„ — 0, 

что и означает  линейную зависимость системы векторов
{а„ а2, а3, и

С в о й с т в о  38.3. Система векторов, состоящая более чем 
из одного вектора, линейно зависима тогда и только тогда, к о г­
да хотя бы один из ее векторов есть линейная комбинация  
остальных.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Пусть система {а,, а2, ..., ап} — линейно зависима,  тогда 

найдется равная нулевому вектору нетривиальная линейная 
комбинация векторов:

а 1 а, +  а2 #2 +  а'! аз +  +  fi"a„ =  б,

и значит, некоторое а'Ф О .  Без особого ограничения общности



можем считать, что а ‘=И=0, тогда «, =̂= fi2a 2-)- Р3а 3-)- ... -|- 
I |1*' =  ?, т. е. один вектор представим в виде линейной комбина­
ции остальных векторов системы.

2. Пусть хотя бы один из векторов системы {alf a 2, a 3, 
разложим в линейную комбинацию ее остальных векторов,

на пример: а , =  р2а 2 +  р3«з +  ••• ~Ь Р " а п- 

Тогда

-  a, +  р2а2 +  р3а3 +  ... +  р"а„ =1= б,

причем ( 1, Р , р , . . . р  ) =¥= (0, 0, 0, . . . 0 ) .  Это означает  линей­
ную зависимость системы векторов {а,, а 2, а 3, ..., а  }. □  

З а д а ч а  38.1.3. Верно ли утверждение: система векторов, 
состоящая более чем из одного вектора, линейно зависима тогда 
и только тогда, когда каждый из ее векторов есть линейная ком­
бинация остальных?

З а д а ч а  38.1.1. О п редел и i е, я в л яется ли линейно зависимой 
система векторов:

j a ,  =  ^ 2 ^ ,  a 2= ^ 0 ^ ,  a 3= ^  2 ( 3 x 1 ) ?

Указание. Определить, линейно зависима система векторов {а,, а2, а 3} или
нет, означает ответить на вопрос,существует ли равная 0 линейная комбинация 
них векторов помимо тривиальной, т. е. существует ли

< а \  а 2, а 3) ф  <0, 0, 0> | а 'а ,  +  а 2а 2 +  а 3а 3 =  0.
Если такие а 1, а 2, а 3 найдутся,  то

§ 38. Линейно зависимые системы векторов

()ткУда / l a >+ l a 2 _ i a 3
( 2 a ' + 0 a 2 +  2a3 
\ 3 a ‘ +  l a 2 +  2a3

что эквивалентно системе уравнений:

f l a 1 -h l a 2-  l a 3 =  0,
\ 2 a ' + 0 a 2 +  2a3 =  0,
[ 3 a 1 +  1 a 2 -|- 2a3 =  0.

Решая ее, получим <a‘, a 2, a 1) =  <?, ?, ?) =L <0, 0, 0) ,  это озн а ­
чает, что система векторов {a,, a 2, a 3} — ?_не_? является линейно 
зависимой.
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З а д а ч а  38.2.2. Определите,  является ли линейно зависимой 
система векторов:

{ £ = ( '  ° ) ,  £ !  =  ( «  ‘ ) ,  £> =  ( ?  ») .  £ ? = ( »  ?)}с=Л (( 2) ,  

т.е. существуют ли ( а 1, а 2, а 3, а 4) Ф  <0, 0, 0, 0) такие,  что 

а 1 /Г +  а 2 +  а 3 £? +  а А'~Е22 =  ?.

Если такие ( а 1, а 2, а 3, а 4) найдутся,  то

Откуда
/ а 1 а2\ _/0  0 \
U 3 а4/  \0 0 /

Значит,  ( а 1, а 2, а 3, а 4) <0, 0, 0, 0 ) ,  это означает,  что система

векторов { Е ,  Е\, Е\, Е\} ? не ? является линейно зависимой.
З а д а ч а  38.2.3. Определите,  являются ли линейно зависи­

мыми системы векторов в 3 ^ \ х \ :

S , = { e 0= l ,  ei =  l + x ,  e2= l  + Х  +  Х2}.

S 2 =  {«o= 1 +  *» e'2= \ - \ - 2 x ,  «3= 1 — x, e'4 =  \ x2}.
1) S, линейно зависима,  если найдутся

<а°, а 1, а 2) Ф  (0, 0, 0) |а°е0 +  а 'е , +  а2е2 =  0. 

Последнее, принимая во внимание обозначения, влечет 
а°1 +  а 1 (1 +  *) +  а2 (1 +  * +  **) =  0-1 +  0х  +  Ох2.

Откуда,  учитывая,  что два многочлена, по определению, р а в ­
ны тогда и только тогда, когда равны их все соответствующие 
коэффициенты, получим

<а°, а 1, а 2> =L <0, 0, 0>,
т. е. система векторов S, — ? не ? является линейно зависимой.

2) S 2 линейно зависима,  если найдутся

( п°, а 1, а 2, а3) Ф  (?, ?, ?, ? ) \а0е'0-\-а'е\-\-а2е2-\-а3е3 — 6. 

Учитывая обозначения, это влечет 
(i° ( I +  х ) + а ‘ (I +  2х) +  а2(1 - л : )  +  а 3(1 + х 2) =  0 - 1 +  0* +  0х2.

?
Откуда <а°, а 1, а 2, а 3) Ф  (0, 0, 0, 0) ,  т. е. система векторов 

.Sy ?_нI- J является линейно зависимой.
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§ 39° .  К О М П Л А Н А Р Н Ы Е  В Е К Т О Р Ы

О компланарности векторов чаще говорят, когда векторы — 
| иободные, слово это, так же как и коллинеарность,— латинско- 
к) происхождения (от с о т  — вместе и p lanum — плоскость,
I. с. помещаемые в плоскость), в этом заключен геометрический 
< мысл компланарности (трех векторов): очевидно, далеко не вся­
кие три свободных вектора можно «поместить» в одну плоскость.

( О п р е д е л е н и е  39.1. Три линейно зависимых вектора на­
зываются компланарны ми, в противном случае их называют 
некомпланарными.

Очевидно, что если среди трех векторов есть нулевой вектор 
или коллинеарные, то такие векторы компланарны.  4

Т е о р е м а  39.1. ( Г е о м е т р и ч е с к и й с м ы с л  к о м п л а -  
н а р н о с т и ) .  Три свободных вектора компланарны тогда и толь­
ко тогда, когда существуют их представители, принадлежащие  
о д н о й  плоскости.

Заметим,  что поскольку пространство свободных векторов V, 
как было доказано в § 35', есть векторное пространство, то в 
нем можно пользоваться понятиями и свойствами линейно зав и ­
симых систем векторов и коллинеарности векторов.

В теореме 39.1 выделим два утверждения,  требующих доказа- 
Iельства:

39.1.(1). Если свободные векторы компланарны, то найдутся 
их представители — направленны е отрезки, лежащие в одной  
плоскости.

При д о к а з а т е л ь с т в е  следует рассмотреть несколько 
случаев:

1) {а, 6, с } э О ,  пусть а  =  0 и Ь)Кс.
Отложим эти свободные векторы от одной точки А , 

по лемме 35.3 об откладывании существуют направленные

отрезки А А ^ а  =  б, Л В е б  и А С ^ с .  Тогда,  очевидно,

{А А , АВ,  А С } а ( А В С ) .  ♦
Напоминание: (A B C )  обозначается плоскость, проходящая через три разли ч­

ных точки А, В и С. (А, а) — плоскость, проходящая через точку А и прямую 
и. А ф а .

2) {а, Ь, с} содержат хотя бы два коллинеарных вектора, 

например, а\\Ь.
Также отложим представители этих свободных векторов от

одной точки О: О А ^ а ,  О В ^ Ь  и О С е с .
Исходя из геометрического смысла коллинеарности (теоре­
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ма 37.1), ОА и ОВ  принадлежат  одной прямой. Тогда {ОА,  GB,

O C )cz(O A B ).  *
3) Пусть среди {а, 6, с} нет нулевых или коллинеарных.

Отложим их от одной точки О: О Л е а  =  0, О В е б ,  О С е с .  
По свойству 38.? из линейной зависимости этой системы век­
торов следует, что хотя бы один из них можно разложить в

линейную комбинацию остальных, пусть
c — aa-\-j^b. Это позволяет сделать чер­
теж (рис. 2)

■{ОА, OB,  O C }cz(O A 'В'), ф

39.1. (2). Если  представители трех 
свободных векторов принадлежат одной 
плоскости, то эти векторы компланарны.  

Собственно, надо доказать  линейную 
зависимость трех таких свободных векторов.

В д о к а з а т е л ь с т в е  также выделим имеющиеся возмож­
ности:

1) Система {а, Ь, с} содержит нулевой свободный вектор или 
пару коллинеарных.

В этих случаях {а, Ь, с} линейно зависима по свойству 38.? 
или 38.2, (поскольку коллинеарность двух из векторов системы 
по определению 37.1 означает  их линейную зависимость).  ф

2) Система {а, Ь, с} не содержит нулевого вектора или кол­
линеарных свободных векторов.

Отложим представители каждого из этих свободных векторов

от одной точки О: О А ^ а ,  О В ^ Ь ,  О С е е .

По условию {ОА, О В , О С } а { А В С )
(рис. 3). Проведя прямые через точку С 
параллельно ( О А ) и, соответственно,
(ОВ),  получим параллелограмм ОА'СВ'.
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н и  по свойству 38.? означает линейную зависимость,  а значит,
и компланарность системы векторов {а, Ь, с}. ф

С л е д с т в и е  39.1. Если среди трех компланарны х свобод­
ных векторов есть два неколлинеарных, то третий вектор р а з л о ­
жим в их линейную  комбинацию, причем такое разложение един- 
I i пенно.

З а д а ч а  39.1.1. Докажите следствие 39.1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть свободные векторы {а, Ъ, с} — 

компланарны и а^Ь.  Из определения компланарности следует,

что найдутся (а ,  (3, у )  ф  <0, 0, 0)  такие, что

a a - f  рб +  ус  =  б.
При этом у ф 0, так как в противном случае a a + ( 3 6  =  0, что 

влечет коллинеарность а и Ь. ф
Гогда c ^ a ' a  +  Р'б. По задаче 37.?. 1 такое разложение единст- 
иенно.

Т е о р е м а  39.2. Л юбые четыре свободные вектора линейно  
зависимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим две возможности:
1) {а, Ь, с, d) содержит подсистему компланарных векторов. 

Горда по свойству 38.? система {а, Ь, с, d} линейно зависима.
2) {а, 6, с, d} не содержит компланарной тройки векторов. 

Отложим все эти свободные векторы от одной точки О, что по 
.к'мме 35.3 об откладывании дает:

О Л е а ,  О В е б ,  О С е с ,  O D ^ d .

Причем никакие три точки из 
{/1, В, С, D } не л еж ат в одной плос­
кости, проходящей через точку О 
(рис. 4).

Проведем прямую / | ( / э О Д / 1|(ОС)).
При этом 1 [ ) ( О А В ) ф 0  и I q t (OAB) ,  
гак как в противном случае 
( ()С)\\(ОАВ),  т. е. (OC)cz (OAB) ,  откуда

<)(' с ( О Л В ) ,  что влечет ком план ар ­
ность тройки {а, 6, с}с={а, 6, с, d }, а 
эго исключается рассматриваемым слу­
чаем. о  

Обозначим,  1[\ (ОАВ) =  Е. Тогда
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по свойству 38.? это означает линейную зависимость системы
векторов {а, Ь, с, d}. Что и завершает доказательство теоре­
мы. ■  

С л е д с т в и е  39.2. Если среди четырех свободных векторов 
есть три некомпланарных, то четвертый вектор разложим в их 
линейную  комбинацию, причем такое разлож ение единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {а, Ь, с, d } c z еУ, причем можем,
не нарушая общности, считать {а, 6, с} некомпланарными.

Так как по теореме 39.2 всякие четыре свободные векторы 
линейно зависимы,  то найдутся ( а , (3, у, б) ф  <0, 0, 0, 0) такие, 
что аа  рб -)- ус  -f- 6d =  0.

При этом 6 ф  0, так как равенство 6 =  0 влечет
а а 4- Р& +  Vе == 0, т. е. компланарность {а, Ь, с}, а это противоре­
чит условию. t

Из д ф 0 следует разложимость свободного вектора d  в л и ­
нейную комбинацию некомпланарных векторов {а, Ь, с}:

d =  а 'а  4- P'ft 4- у'с.

Допустим, что такое разложение не единственно, найдется 
еще (а" ,  Р", у " )  ф  (а ',  (У, y ' ) \ d  =  a " a -{ -$ " b Jt-y"c.  Тогда

d  =  а "а  4- 4- у" с =  а 'а  +  Р'6 +  у'с,
откуда

(a"  — a ' ) a  +  ( p " - p ' ) b  +  ( y " - y ' ) c  =  0.

При <а", р", у " ) ф ( а ' ,  Р', V'), т. е. ( а " - а ' ,  Р" — Р', у " - у ' ) ф  
Ф  <0, 0, 0) последнее векторное равенство означает линейную 
зависимость,  а значит, и компланарность системы векторов
{а, Ь, с}. Это противоречие доказывает  следствие, так  как оз нач а­
ет, что при его условиях свободный вектор d  не может иметь два 
различных разложения по трем некомпланарным свободным 
векторам, а одно было найдено выше. ■

С л е д с т в и е  39.3. В пространстве свободных векторов 
лю бая  система, содержащая более трех векторов, линейно  
зависима. ф

З а м е ч а н и е  39.1. В теореме 39.2 существенно условие, что 
четыре вектора — свободные, однако, существуют векторные 
пространства,  в которых системы четырех, пяти и вообще, даже  
любого числа векторов, могут не быть линейно зависимыми.
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§ 40.  Л И Н Е И Н О  Н Е З А В И С И М Ы Е  C M C T F M k i
В Е К Т О Р О В  Ы

Естественно конечную систему векторов пр0Из 
горного пространства,  не являющуюся линейн0 з Вольного век- 
<!>■ вать линейно зависимой системой. Однако,  Для висимои, на- 
лесообразно ее определение формулировать Позит ^Д'°^СТВа це" 
рицания).  Тивно ( без от-

О п р е д е л е н и е  40.1. Система векторов ^  -  -  .
... a k} на­зывается линеино  независим ой , если из ра веНств ^

ной ком бинации следует равенство 0 всех  ее Ко У . их  ЛНне“"
Т. е такая система векторов не имеет нетривиа, , , ,  ФФ Щ ^птов.

,  К " ^ ь н ы х  линейныхкомбинации, равных 0.
Это определение можно записать символцчеСки.

({а,, а 2, а3, ... ak} — линейно  независима  <1

(J 0 f / ] * г 9 ' | [ k * n \ / / 1 2 ь (40.1 )- Ф ^ ( а Ц  +  «Л*2 + •■• +  «- а* =  0 ) = И < а  , а ,... а*) =  ^  () '

Очевидно, что линейно независимая систеща в
жет содержать нулевой вектор, коллинеарные т°ров не мо-
нарные векторы. ° Р Ы’ компла-

З а д а н и е  40.1. Приведите примеры лицекн ♦
систем векторов. независимых

Свойства  л и н е й н о  н е з а в и с и м ы х  Си 
векторов ем

С в о й с т в о  40.1. Система, состоящая из 0(j  
линейно независима тогда и только тогда, коедп * °го вект°Ра< 
нулевой. ЭТ0Т вект°Р *е-

(Сравните с утверждением 38.1).
С в о й с т в о  40.2. Система, состоящая из д вух  

нейно независима тогда и только тогда, когда п вектоРов< ли- 
арны. Ни пеколлине-

(Сравните с утверждением 38.2).
С в о й с т в о  40.3. Три вектора линейно Не3ав , 

только тогда, когда они некомпланарны. симы тогда и
(См. определение 39.1).
С в о й с т в о  40.4. Л ю ба я  подсистема линейно  

системы линейно независима. езависимой

С в о й с т в о  40.5. Если  {а,, а 2, a k} л и н ейн^
ип°  независимая
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система, а {а,, а 2, ••• ак, 6} — линейно зависимая, то вектор Ь есть

линейная комбинация а и а2, ... ак.
З а д а ч а  40.1.2. Докажите свойство 40.5.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если {а,, а,, ... а к, Ь} — линейно зависи­

мая система, то найдется кортеж

<р\  р2, р \ ... р \  Р> ф  <0, 0, ... 0)

такой, что р ' а , - f  р2а 2+ ...-f-р^'а^Ц-рй =  б. Причем, если р =  0, то

система векторов {а,, а2, ... ак] — линейно зависима.  ф
Это противоречит условию, следовательно р ^= 0  и

6 == а ' а ,  +  а2а2 +  ... +  икак,

где а ‘ =  ?, t = l ,  2 , k. Я
С л е д с т в и е  40.1. Если система векторов {а,, а 2, ... a j e  V

линейно независима, а вектор ak+]^  V и не выражается линейно

через {а,, а 2, ... а к}, то система {а,, а 2, ... ак, а <;+,} линейно не за ви ­
сима.

З а д а ч а  40.1.1. Д окаж ите следствие 40.1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что линейно зависима систе­

ма векторов {а,, а 2, ... ак, а А+|} с линейно независимой подсисте­

мой {а,, а 2, ... ак}, тогда вектор ak+i есть линейная комбинация 

векторов {а,, а 2, ... а к}. ф
Противоречие доказывает  следствие. ■

С в о й с т в о  40.6. Система векторов {а,, а 2, ... а к} линейно н е ­
зависима тогда и только тогда, когда всякий вектор, выраж аю­
щийся линейно через вектора этой системы, представим в виде  
их линейной комбинации единственным способом.

З а д а ч а  40.1.3. Докаж ите свойство 40.6. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Пусть система векторов {а,, а 2, ... a j  линейно независима.

Предположим,  что некоторый вектор Ь допускает два р азл о ­
жения:

a'a,  -)- a2a 2-f-... -+- a'ak p'a, -f- р ^ - ) - ... pkak.
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Тогда

( ^1 — (31) «1Н-(о-2— р2) а 2-\- ■ ■■ + ( а *  Р*) a k —  0>

(,'гкУДа ( а 1, а *, а 3, ... а*> =2= <р', р2, Р3, . • • /> •
2. Пусть Для всякого вектора 6 =  я 'а ,  -)- х*а.2-\ -... +  разло­

жение в линейНуЮ комбинацию векторов {а,}? единственно, тог- 
да, в частности, разложение нулевого вектора:

б =  0а, -f- 0 а2 + . . .  +  0ак 
единственно, ^хо означает линеиную независимость системы век 
т р о в  {а,, а 2, ... a k}.

Обозначение. {„,}* =  { а „  а 2, ... a k}.
С в о й с т в о  40.7. Если линейно независима система векто­

ров  В =  {6„ 62, .. .. 6(, •• 6,,}, то линейно независимы и системы 

векторов: б ' = <Ь\, Ь'2, ...Ь', ... Ь'п) , В"  =  ( Ь " , 6 / ,  ... 6", ... 6 " ) ,

/ } * = ( 6 * ,  6*, 5  *> такие,  что при Я ,# 0 ,  {i, / } с { 1 ,  2, ... я},
s = l ,  2 "

g, f 6, при b" =  l ^  -  при
при s =  j j  +  при s =  i j

15, _  при s * i \

s \ 6;-hX6, при s =  zj

Напоминание. з апИсь вида i =  1, 2, ... /г означает,  что i принимает все целые
т е ч е н и я  от 1 до ^

Д  Так как линейно независима систе м а

векторов В = ( 6 Ь Ь2, . . .6„ ...6,, то из

а 'Ь, +  а 262 +  ... +  а'6, +  ... +  afbj +  -  +  оГЪя =  0 
следует <а‘, ... а ‘( ... а /, ... а »}= <0, 0, 0, ... 0>.

1. Рассмотрим линейную комбинацию векторов системы В .
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Тогда <р\  р2, ... А,р', ... Р"> <0, 0, . . . 0 ) ,  а так как по условию 
ХФО,  то <р\  Р2, ... Р', ... р"> =  <0, 0, ... 0) ,  что означает линейную 
независимость системы векторов В'.  ф

2. Рассмотрим линейную комбинацию векторов системы В"_

P'S f  +  P2®? +  •••+  Р'&Г + -  +  Р ' ^ Г -  +  Р " ^ " га=о

Р’̂  +  Р ^ г  +  ... +  Р'(6, +  Ь/) +  •■• +  Р'Ь, • +  Р Ж  =  б

р'6 ,  +  р26 ,  +  . . . +  Р ь, + . • ■ +  (Р' +  Р ' ) 6 ( . . . +  Р"6П =  0.
Тогда <р‘, Р2, ... р‘, ... ( Р ' Ч -  РО, --- Р"> — <0’ 0,.. .  0>, а значит,  и 
<р', р2, ... Р ' . ... Р"> =  <0, 0, ... 0>. «
Откуда следует линейная независимость системы векторов В".

3. Систему векторов В* можно получить из системы В после­
довательным выполнением «двух переходов»: от В к В'  — з а м е ­
ной ее вектора b  на kbr  затем в В'  заменой 6, на его сумму с

/-ым вектором Xbr Каждый из таких переходов сохраняет лин ей­
ную независимость.  _  В 

Л е м м а  40.1. Если система векторов  {бр Ь2, ... bk}сг у  
линейно независима, го линейно независима и система в е к _
торов {с,, с2, ... с*_,}с= V такая, что c =  b, — 'kibk, а
i =  1, 2, .. .  k — 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим линейную комбинацию 
векторов Р'с, +  p2c2 +  ... +  p ^ ' c t _,  и выясним, при каких з н а ч е ­

ниях коэффициентов <р‘, р2, ... Р* 1 > она принимает значения б. 
Пусть

j l " 1 р2с2 +  ••• +  Р* ' ct - l+  ...

Ci = bl — Xfik

= 0.

p ' ( 6 , - x A ) - f  p2 ( 6 2 - M * )  +  ... +  P*“ 1 ( ^ - , - ^ - i M « = o .
Перегруппировав слагаемые,  получим линейную комбинацию 

линейно независимых векторов {6,, Ь2, ... bk}:

Р‘6, +  Р2Ь2 + ... -+- р*_''bV-i — (^iP' +  А,2р2 + ... +  ^_iP* ') 6 /; =  о 

Отсюда

<Р', р2, ... р*- 1 , — (х,,р1 +  х2р2н-...л.*_1р*-1»  =̂= <°. 0, ... 0) ,



§ 40. Линейно независимые системы векторов 31
и и частности, <р\  р2, ... р* '> =  <0, 0, ... 0) — что означает  ли 
in ini у к > независимость системы векторов {&,• —

У т в е р ж д е н и е  40.1. Если  {&,, 62, ... Ьк} — линейно незави-  

i i iчин, а {а,, а 2, ... а,,} — произвольная системы векторов и 

Ь2, ... bk}cz L (а,,  а 2, ...а„), то k ^ . n .
Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем индукцией по п (числу век- 

тро н ,  для которых составляется линейная оболочка).
I) База  индукции: п — 1. Докажем,  что если линейно не- 

минсима система векторов {&,, 62, ... bk}cz L (а,),  то 
I е. k =  1.

16,, b2, — Ьк} — линейно независимая система, тогда по свой­

ству 40.? линейно независима ее подсистема {6,, 62}. Тогда оба 

п и вектора ненулевые (6, ф О  Д  62=И=0).

6, е  L {а,}=>- 6, =  а'а,
—» —* —► —* —*

{а,}=>62 =  а2а, =>а, = ( а 2)~'Ь2

11о свойству 38.3 система {6,, 62} — линейно зависима — при­
шли к противоречию, которое означает,  что число векторов
и линейно независимой системе из L(a^)  не может быть боль­
ше 1, т. е. k = \ .

2) Предположение индукции. Если линейно независимая
система векторов {&,, 62, ... Ьк} а  L (а,, а 2, • • а„_,}, то k ^ . n — 1.

3) Шаг индукции. Докажем,  что если система линейно неза­

висима {6 , ,  Ь2, ... bk}cz L (а,, а2, ... а„), то k ^ . n .

По определению линейной оболочки Ц а и а2, ... ап) всякий ее 
вектор

Ь, =  а'а, +  а2а2 + . . .  +  а р  ‘а„_ , +  а? а„,
/ =  1, 2, ... к.

Причем найдется кортеж коэффициентов <aj, a 2, ... а") Ф
=/=<0, 0, . . . 0) ,  так как в противном случае система {6,}f=>0 и, 
значит, линейно зависима.  ф

Не нарушая общности, можем считать, что Ькф б  и апкф 0 ,

'■Де Ьк =  а\ П| +  а ^ 2  +  -- +  а Г Ч - 1 + К 1  Д„•
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Выразим из этого разложения по аналогии с базой индук­
ции вектор

1 т  а* ■* а1 — а" ~ 1 ~~ Ч
а п =  — Ьк----- - а , ----- - а2----- а3 — ...----- —  а я _ , .  (40.а)

a* a k а к а к а к

Подставим такое выражение а„ в каждое ( / = 1 ,  2, ... п):

Ь, =  £  а‘а, =  £  а'а, а"ап

(40

i= l

i l V  Г ,  n f l  и  а * ~  а * ~  а ‘ “ ' -  \  ?— 1  а,{а1 +  а Ц  — Ьк----- - а , ----- - а 2 — . . .------- — а«-1 ) =
,■=, \<н “■* “* /

Откуда для любого /  =  1, 2, ... п вектор

ci =  b , - ^ - n bk=  X ( а )  — а у ^ ^ е - М а , ,  а 2, ... 
а * i = i  \  а * /

По лемме 40.1 т ак ая  система векторов линейно независима,  
а из предположения индукции следует, что k — — 1, отку­
да k ^ . n .

Это завершает доказательство,  поскольку шаг индукции вы­
полнен. ц

С л е д с т в и е  40.2. Л ю бая  система, содержащая более п 
векторов линейной оболочки п линейно независимых векторов, 
линейно зависима.  ф

(Сравните с теоремой 39.2, следствием 39.3).

§ 41.  Б А З И С  И Р А З М Е Р Н О С Т Ь  
В Е К Т О Р Н О Г О  П Р О С Т Р А Н С Т В А

О п р е д е л е н и е  41.1. Конечная упорядоченная система 
векторов В называется базисом множества или системы век­
торов V, если выполняются условия:

В. 1: она линейно независима.
В. 2: любой вектор из множества V линейно выражается 

через векторы этой системы.
Если V — векторное пространство, то такую систему на­

зывают базисом векторного пространства.



Обозначение базиса: В, часто в базисе указывают его век-
Iоры: В =  (е,,  е2, ... е „ ) , а векторное пространство с фиксирован­
ии м в нем базисом обозначают <К, В ) .

Базис — слово греческого происхождения: «расп£» означает 
основание, основу.

И. 2 означает,  что V =  L ( B )  и может быть сформулировано так: 
В.2': V =  L (В).  ♦

Отметим, что не всякое векторное пространство (или система 
векторов) имеют базис в указанном смысле, например, нулевое 
векторное пространство не имеет базиса,  поскольку в нем невы­
полнимо даже условие В. 1. Не существует базиса и в векторном 
пространстве функций С fa, Ь\, непрерывных на отрезке [a, b] 
(см. пример 36.7).

О п р е д е л е н и е  41.2. Если векторное пространство имеет 
базис, то оно называется конечномерным.

Иногда по дополнительному соглашению к конечномерным 
пространствам относят и нульмерное векторное пространство.

Несложно увидеть, что в конечномерном векторном про­
странстве всякая система векторов, со держ ащая  более некото­
рого числа п векторов, линейно зависима.  ♦  

Постараемся найти в отдельных векторных пространствах 
базисы и ответить на вопрос: единствен ли базис в векторном 
пространстве, если он существует.

П р и м е р  41.1. Укажем в векторном пространстве М (2 х 1) 
базис.

М ( 2 х  ! )  =  { ( £ ) } ,  =  ** =  ( ? ) .  В ° = ( е ь  е 2>. 

Проверяем выполнимость условий В. 1 и В. 2:
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1) В. 1: a 1e, +  a 2e2 =  0 = i , < a l, a 2) =  <0, 0>.

( о ) + “! ( I) ” ( о ) ^ ( у ) = ( о ) ^  “!> =  <0’ »>•
т. е. система векторов ( е 1; е2) — линейно независима.

2) В. 2: V i e M ( 2  х 1) a ‘e, +  а 2е2.a'(o) + a2(?) = C2)̂ (a2) = (j)̂ <al’ а2> = <х‘’ *2>’
т. е.; х =  х 'е1 х2е2.

Следовательно, В° =  < ( о )  ( ? ) )  - базисЛ1 (2 х 1), его на­
зывают стандартным базисом  в М (2 х 1).

2 В. т. П етрова (часть  2)
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Можно показать,  что и в любом координатном пространстве 
подобная система векторов образует базис.

О п р е д е л е н и е  41.3. Стандартным баЭисом в векторном
пространстве М (п х I) называется система векторов:

Его обозначение В0= ( е 0и е2, ... е°п).
Можно ли в векторном пространстве М ( п х  1) выбрать б а ­

зис отличный от стандартного? Определим,  например,  образу­
ют ли базис в Л1(2х1)  векторы:

С|==( о ) ’ C2==( l ) ’ C3 =  ( l ) ’ В , , =  <с ь с2, с3>.

Аналогично примеру 41.1 проверим выполнимость условий 
базиса:

1) В.1: а'с, +  а2с2 +  а3с3==б=4- <а‘, а2, а3> ^  <о, 0, 0).
а 1- 1 +  а г . 1 + а 3-2 =  0 , _  
а'-О +  а * . 1 + а з. 1 = о Л

например ( а ,  а ,  а )  =  <1, 1, 1), т. е. система векторов 
<С|, с2, с3> линейно зависима и не выполняется условие 
В.1 базиса.

Следовательно, система В'  =  < ( * >  ( ! )  ( ? ) >  не я в л я е т с я  
базисом в векторном пространстве М (2 х 1),
З а д а ч а  41.1.1. Образуют ли базис в Л 1 ( 2 х 1 )  в е к т о р ы

Аналогично предыдущему проверим выполнимость у словий  
В. 1 и В. 2:

1) В. 1: а 1 с, -|- а2с2 =  б=>- ( а 1, а2) =  (0, 0 ) .

ft' ( o )  +  a2( l )  =  ( o ) ^ ( a ' +  a2 )  =  ( o ) ^ <a1’ а2> ^ < 0’ °>.  т - е
система векторов (с,, с2) — линейно ?_не_? за  висима.
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* Ii. 2: (2 х 1)^дс =  а ‘с 1 +  а2с2.

^  + “’ (1) ~ + а ’ ) “ (^) ^  <а' “!> = <,(1 “ г>'
' >1 к у , . _  -

1;1 Х =  (х ‘ —  х2) с, +  х2^.

г  ̂ ' ' 'Н'ловательно, система В" =  ?_не_? образует 

:'|v в м  (2 х 1).
с| р;, 4 Д а ч а 41.1.2. Найдите какой-либо базис в векторном про- 
Л ( )Чл ве М  ( т  х  п )  (например,  так,  чтобы всякая матрица 
пгй| / , ( т  х п) наиболее естественным образом разл ага лась  в ли- 

комбинацию таких векторов-матриц,  причем линейно не- 
\Л'ИМЫх).

Лазание. Подумайте, в линейную комбинацию каких (и скольких) матриц 
1 пн- разложить произвольную матрицу А =  | |а ‘ || e A f  (т  х п). Удобнее в каче- 
'"'м (^андидатов в базисные матрицы» брать матрицы с возможно большим чис-

I I
V «стройте еще один базис в М ( т х п ) .

Лазание. См. утверждение 40.1, лемму 40.1.

Hft О п р е д е л е н и е  41.4. Стандартным базисом в векторном  
Пространстве М ( п г х п )  называется система матриц: 

t *= <£{, £ ‘, ... E l  E l  E\, ... E l  ... £7, £ 2m, ... £?>.
.41 | П р и м е р  41.2.  За  базис векторного пространства примера 
ii ц + ,  • )  можно взять 1. Укажите какой-либо другой базис 

| ’>м векторном пространстве,  
inn", I р и м е р 41.3. В векторном пространстве многочленов от од- 

Череменной степени не выше второй

<&2 [х] =  {а0 -)- а хх-\- я 2̂ }

* 4  В ° = < 1 ,  х, х2) ,  т. е. е , =  1, е2 =  х, е3 =  х?.
бедимся в выполнимости условий базиса В. 1 и В. 2.

*) В. 1: а 'е,  +  а 2е2+ а 3е3 =  б = ^  <а', а 2, а 3> =  <0, 0, 0) .

Заменим е и е2 и е3 на их выражения через степени х:

11 а2х  +  а3х? =  0- l +  0- x +  0 - r 2,
<»Т(' ? _  -  -
с 11 к Да <а‘, а 2, а 3) ф  <0, 0, 0>, т. е. <е,, е2, е3> — линейно незави-

а "

В. 2: Любой многочлен /  степени не выше второй, по опре-
^'пию: f  =  а0-\- а {х-\- а2х?, что означает разложимость /  в ли-

,,, Чую комбинацию е, =  1, е2 — х, е3 =  х2, т. е. выполнение и это- 
Условия очевидно.
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■ О п р е д е л е н и е  41.5. Стандартным базисом в векторном 
пространстве & л [х] многочленов степени не выше п назы ва­
ется система векторов вида  В ° = (  1, х, х2, ... хл).
З а д а ч а  41.2 .1 .В З * 2 [х] =  {а0-\-a tx - \ - а2х 1} образует  ли базис 

система векторов: В ' =  ( \ - \ - х ,  I — х, х2)?

Обозначим: с, =  1+дс, с2 =  1— х, с3 =  х2 и проверим выполни­
мость условий базиса для этой системы векторов.

1) В. 1: Л|с, -\-Х2с2-±-Х3с3 =  <А,Ь Х2, -̂з) — (0- 0) .

Заменим с,, с2 и с3 на их выражения через степени х, затем 
сгруппируем в выражении члены также по степеням х:

(1 —|— а:) —(— Л,2 (1 — х) +  А.3^2 =  0,

(А,, +  Я,2) 1 +  (^i — Х2) х -)- Х3х? =  0.

Отсюда (А.,, к2, А3> =±= (0, 0, 0 ) ,  т. е. (с,,  с2, с3> — линейно 
? не ? зависимая система.

2) В. 2: V / g ^ 2 [ x ] ^ f  =  а0- \-а хх-\- а2х 2 =  Х1с 1 +  А,2с2-|- Х3с3. 

Аналогично заменим с,, с2 и с3 на их выражения через степени х\

/  =  а0 -|- а\Х -Т- а2х2 =  А, (1 -\- х) -f- 'К2 (1 — х ) 'К3х 2.

а0-|- а^х -j- а2х? =  (А, -|- Х2) 1 - | -(А, — Х2) х ' К 3х 2.

Так как по определению многочлены равны при равенстве 
всех коэффициентов при соответствующих степенях х, то а,, а 2 
и а3 — решения системы уравнений:

1̂ +  Х2 =  а 0>

' ^1 Х2=  а^
*3 == Я2.

Решив ее, найдем <А,, Я,2, Х3) =  <?, ?, а2).  Т. е.

f  =  a0-\-a lx - \ -a 2x2 =  ? (1 -(-*) +  ? (1 — х ) -{ -^ ^ .

Следовательно, условие В.2 тоже выполняется и система 
В ' — { \ - \ - х ,  1 — х, х2) является базисом в «Рг2[х] — пространстве 
полиномов степени не выше второй.

Предыдущие примеры и задачи показывают,  что базис в 
векторном пространстве можно выбрать не единственным об ра­
зом. Поэтому естественно задаться вопросами: каково возмож-



§ 41. Размерность векторного пространства 37
мое число векторов в одном базисе векторного пространства 
(множестве векторов) и как много базисов оно может иметь.

Предположим,  что в некотором конечномерном векторном 
просIранстве V имеется по крайней мере два базиса:

В — ( е 1, е2, ... еп) и В ' =  е2, .... е'к) ,  причем к ф п .

По условию В.2': V =  L (В)  =  L (В' )
Согласно утверждению^40.1 k ^ n ,  так как В состоит из п

векторов, а В = { е ь е2, ... e*}cr 1 / =  L (В).  Аналогично получим,

чго « < / г ,  так как £  =  {е,, е2, ... еп}сг V =  L (В').  Т. е. k =  n.
Тем самым доказана теорема.
Т е о р е м а  41.1. Все базисы конечномерного векторного про­

странства содержат одинаковое число векторов
Д ля  конечной системы векторов имеет место аналогичное 
У т в е р ж д е н и е  411.  Всякая конечная система векторов,

( одержащая хотя бы один ненулевой вектор, имеет базис, все 
сс базисы состоят из одинакового числа, векторов

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего приведем алгоритм 
отыскания базиса,  который часто используется при выполнении 
практических задач.

1) Пусть А = { а {, а2, ... a j  — некоторая конечная система 
векторов векторного пространства V, со дер ж ащ ая по крайней 
мере один ненулевой вектор.

1. Если А линейно независима, то ее векторы, взятые в
определенном порядке,  например: (а , ,  а 2, ... ak) и составляют 
базис А.

2. Если А линейно зависима, то по свойству 38.3 хотя бы 
один из ее векторов есть линейная комбинация остальных век-
т р о в  системы А, пусть это вектор а

3. Рассмотрим систему Л, =  и также решим вопрос о
ее линейной зависимости. Если она линейно независима 
( В . 1), то Л, и составляет базис А, поскольку п. 2 обеспечивает 
выполнимость условия В. 2 базиса.

4. Если система Л, линейно зависима,  то по свойству 
■S8.3 найдется вектор линейная комбинация ее остальных 
векторов, пусть это вектор а, .

5. Исключив его из Л 1; получим Л2 =  ЛД{а^} и будем решать 
вопрос линейной зависимости этой системы, действуя аналогич­
но п. п. 3 и 4.

6. Если Л2 линейно независима (В. 1), то она составляет  ба-
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зис А | и А,  так  как хотя по построению вектор а,- есть линейная 
комбинация векторов системы

А, =  {а„ а2, ... аи, ... ... a j ,

но вектор at в свою очередь — линейная комбинация векторов 
системы ^

Л2 =  Л , \{а12} = Л \ { а , 1, а,2} =  {а,, а 2, ... а/„ . . .а,2, .... а*}.
des л  л

Обозначение: {а,, а 2, ... а*}\{а; , aL} =  { а ь  а 2, ... а ^ ,  ... й,2, ... Я*}.

Таким образом,  в конечном счете, вектор а г| тоже разложим 
в линейную комбинацию векторов системы А 2. Это означает вы­
полнимость условия В. 2 для всех векторов множества А.

7. Если Л 2 линейно зависима,  см. п. 4.
8. Таким образом,  за конечное число шагов (не боль­

ше k — 1) получим базис системы векторов А.
2) Пусть В =  (а ч, а,2, ... a , J  и В ' =  (a j{, a k , ... ajn) —  два бази­

са системы А.  Тогда, очевидно, {a щ , ... atJ c z L  (а^, а^ , ... и 

{a,,, av  ... a tJ c z L  (а /у а /у ... а^),
причем к а ж д а я  из систем В и В ' линейно независима,  т. е. вы­
полняются условия утверждения 40.1, согласно которому полу­
чим т ^ п  и п ^ т ,  а значит, т — п. Ш

Эти теорема и утверждение позволяют ввести вполне кор- ; 
ректное следующее понятие.

О п р е д е л е н и е  41.6. Число векторов базиса системы 
векторов называется ее рангом.

Р анг  системы, состоящей только из н у л е в ы х  векторов, при­
нимается по определению  равным  0.

Если система векторов — конечномерное векторное про­
странство, то ее ранг называют размерностью векторного 
пространства.

Т. е. размерность векторного пространства это число векто­
ров его любого базиса.

1 Если число векторов базиса векторного пространства
V равно п, то его называют п-мерным.

Обозначение размерности векторного пространства:  dim V 
(от английского “diment ion” — размер,  размерность),  если век- ] 
торное пространство имеет размерность п, для его обозначения 
используется обозначение: Vя. Термин «ранг» чаще употребим 
применительно к конечной системе векторов, а именно, для обо­
значения числа линейно независимых векторов такой системы: 
R ang  V. (Слово ранг — немецкого происхождения: “r a n g ” озна­
чает уровень, порядок).
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Из определения ранга системы векторов вытекает сл еду­

ющее.
З а м е ч а н и е  41.1. Если a ^ L ( A )  для некоторой системы

искторов А,  то Rang  А =  Rang  (А [Да})- ф
У т в е р ж д е н и е  41.2. Всякая конечная система векторов 

конечномерного векторного пространства имеет ранг, не пр евы ­
шающий его размерности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А =  {ах, а2, ... a k]cz V, и содержит 
ни я бы один ненулевой вектор. По определению ранга конеч- 
1ой системы базис А составляет его некоторая подсистема
V {a j , а,2, ... a- }czA ,  и, значит, R ang  A s ^ k .  По условию

I 2' для базиса В = ( е и е2, ... еп) векторного пространства 
Г 1.(В).  Тогда согласно утверждению 40.1, так как линейно 
кмависимая система A ' c z L ( B ) ,  то R ang  А ^  п =  dim V.

Если ж е  Л = { 0 } с = У ,  то по определению Rang / 1 = 0 ^  
dim V. щ
С л е д с т в и е  41.1. Если д ля  некоторой системы векторов 

\ векторное пространство V — L (А),  то R a n g  А =  dim V.
Т е о р е м а  41.2. Векторное пространство V имеет р а зм ер ­

ность п тогда и только тогда, когда в V удовлетворяются  
1/< ловия:

D. 1: существует п линейно независимых векторов.
I). 2: л ю б а я  система из « + 1  вектора линейно зависима.
З а м е ч а н и е  41.2. Условия D. 1 и D. 2 иногда принимаются 

ui определение размерности векторного пространства,  и в так 
называемой аксиоматике В е й л я  аффинного пространства, ко- 
к>/>ая будет изучаться позднее, именно эти у с л о ви я  принято на­
сыпать аксиомами размерности векторного пространства. 

З а д а ч а  41.2.2. Докажите теорему 41.2.
Предстоит доказать  два утверждения.
41.2(1).  Если векторное пространство V п-мерно, то имеют 

место ус л о ви я  D. 1 и D. 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если dim V =  л, то в V  существует б а ­

ше из п  векторов: линейно независимая система векторов
II ( е и е2> ■■■ еп) .  т - е- удовлетворяется условие D. 1.

Из условия В. 2 следует D. 2 (следствие 40.?).  ф
■11.2(2). Если имеют место условия  D. 1 и D. 2, то вы полни­

мы у с л о ви я  В. 1 и В. 2 базиса для  некоторой системы из п век- 
10/)0в.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условие D. 1 об еспечивает  существова­
н и е  н V системы из п линейно независимых векторов,  что совпа­
ди ет с условием В. 1.
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По условию D. 2 в векторном пространстве V всякая система 
{е,, е2, ... еп, х} линейно зависима.  Отсюда следует, что всякий 

вектор х е  V представим в виде:

х=±= х'е,  -f- x2e2-j- ... +  хпеп.

Это и означает выполнимость в этом случае второго условия б а ­
зиса В. 2. ■  ф 

У т в е р ж д е н и е  41.3. Всякая упорядоченная система из п 
линейно независимых векторов п-мерного векторного простран­
ства образует его базис.

В д о к а з а т е л ь с т в е  следует установить, что в л-мерном 
векторном пространстве V всякая линейно независимая (т. е. 
удовлетворяющая условию В. 1) система из п векторов удовлет­
воряет и второму условию базиса — В. 2.

Пусть система векторов (а , ,  а2, ... а„) а  V" и линейно неза­
висима. В силу условия D. 2 теоремы 41.2 линейно зависима
всякая система векторов вида: {а,, а 2, ... а„, jc}. Тогда найдется 
( а 1, а 2, ... а", а )  Ф  <0, 0, ... 0)  такой, что

— — — — —  ? 
а ‘а, +  а 2а 2 + ... +  а ла и +  аде — 0, причем а ФО.

(Если а  =  0, то <а‘, а 2, ... а", а )  =ь= <0, 0, . . .0)) .  4
Из этого следует х^= р‘а, +  Р2«г +  Для произвольного

x e l /  т. е. выполнимость условия В. 2. ■

С л е д с т в и е  41.2. Л ю бую  линейно независимую систему 
векторов конечномерного векторного пространства, не я в л я ю ­
щуюся его базисом, можно дополнить до базиса этого вектор­
ного пространства.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть V" — векторное пространство,
В =  ( e h е2, ... е„) — его базис и С — <с,, с2, ... ck} — некоторая сис­
тема линейно независимых векторов, k < n .

1. Система, состоящая из k- \-n  векторов:

С {с„ с2, ... сfo, с,, е2, ... еп}

имеет R a n g C '  =  « и, значит, линейно зависима (почему? ф ).
2. Тогда в их нетривиальной линейной комбинации

а'с,-(- а2с2 +  ... +  а*с* +  а*+1е 1 +  ... +  а*+лея =  Ь, (41.с)

(где < а \  а 2, ... а*, а* + 1, ... <х*+ "> Ф  <0, 0, ... 0 ) )  хотя бы один 
из коэффициентов а*+ ‘=̂ =0 (г 'е{1,  2, ... п}). Так как из
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(«* м , а*+2, ... ак+я) =  (0, 0, ... 0) немедленно следует

а'с, +  а 2с2 +  ••• +  =
и шачит, равенство нулю всех коэффициентов:

<а‘, а2, ... а \  а‘ + 1, а*+2, ... а*+л> =L <0, 0, ... 0>.

>п> противоречит линейной зависимости системы векторов С'.

,1 Тогда вектор ек+1 при ненулевом коэффициенте а*+ ‘ в ы р а ­
жается из (41.с) в виде линейной комбинации остальных векто­
ром системы С'. Исключим его из нее: С" =  C '\{ e k+i). При этом 

Кimg С" =  Rang  С  — п.
4. Если С” состоит из п векторов, то они составляют линейно 

независимую систему (почему? ф )  и согласно утверждению 41.2 
образуют базис в V".

5. Если С" содержит более п векторов, повторим примени­
мыми) к этой системе процедуры п. п. 1—4. В конце концов, за 
конечное число шагов придем к линейно независимой системе из 
/I векторов, упорядочив которую, получим базис в векторном про­
странстве Vя, первые k векторов которой есть <с , , с2, ... с*>. ■

Несложно доказать  вытекающее из этого утверждение.
С л е д с т в и е  41.3. Всякое подпространство V' конечном ер­

ного векторного пространства Vя конечномерно, причем  
dim K'sgldim Vя, а если  dim V" =  dim Vя, то V ' = V n. ф

С л е д с т в и е  41.4. Если векторное пространство Vя =  1Лф V",
то существует его базис  В = < е , ,  е2, ... ek, . ............ ...  такой,

что В ' — ( е ], е2, ... ek) — базис подпространства V', а В " —

=  ( e k+l, ek+2, ... О  — базис подпространства V".
Напоминание.

( О п р е д е л е н и е  36.4 С умм ой  подпространств V' и V" векторного про­
странства V называется линейная оболочка множества V ' \J V " .  Если  
V' (]V" =  {0}, то сумму подпространств называют прямой.  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В подпространстве V  выберем какой-

либо базис: В ' =  <«,, еъ ... ek),  согласно утверждению 41.3 допол­
ним его до базиса векторного пространства Vя:

В =  <е„ еъ ... е„, ek+i, ... еп).

Покажем,  что B " = ( e k+,, ek+2, ... е „ > — базис подпространст­
ва V”.

Так как никакой из векторов {е* + 1, ek+2, ••• е„} не в ы р а ж а ­
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ется линейно через векторы В ' = ( е и е2, . . . е к) (почему? ф ), то

{е*+1. <?*+2> ••• eJ cz У" ■ Эта система векторов линейно независима 
(почему? ф ) — тем самым для нее выполняется аксиома В. 1 б а ­
зиса.

Всякий вектор из х е Г  с Г  однозначно разЛОжим в линей­
ную комбинацию векторов базиса В\

х =  х'е, +  ... + хкек +  х*+ |е* + 1 +  — 1_ х"еп =

=  (х ‘е, +  *?e2 +  ••• +  xkek) +  (xk+ 'ек+1 +  •■.+ хпеп).

Отсюда, в силу однозначности разложения прОИЗВОЛЬного век­
тора из V" на слагаемые,  принадлежащие V  ц у "  (утвержде­
ние 36.6), следует, что

х'е,  +  х^е2-\- ... +  xkек —  О- 

Откуда ( х 1, х2, ... хк) 2= <0, 0, ... 0) и

Х  =  хк + ' ek+] +  xk+2ek+2 + . . .  +  х к+па п.

Следовательно любой вектор х е Г  разло>^им в линейную 
комбинацию векторов В"  — выполнено условие в .  2 базиса.  ■  

С л е д с т в и е  41.5. Если конечномерное векторное простран­
ство V = V ' @ V " ,  то dim l/ =  dim V" +  dim У".

С л е д с т в и е  41.6. Если В = ( е ь е2, ... е^у _  базис век­
торного пространства Уп, то оно представимо а виде:

Vn =  L ( e l) @ L ( e 2, е3, ... еп).
Можно доказать,  что имеет место и такое Утверждение. 
У т в е р ж д е н и е  41.4. Конечномерное векторное пространст­

во У = У @ У " ,  если У  П У" ={0} и dim У =  d im У  +  dim У".
С л е д с т в и е  41.7. Если В =  (е, ,  е2, .. .. ejt . еп)-базис  ве к ­

торного пространства V", то его базисами я в л я ЮТСя и системы
векторов: В ' =  (е[, е'2, ... е ' , ... е'п) ,  В"  =  ( е " , е ' '  ... е " ,... е" )  и 

В* =  ( е ?,  е 2*, ... е ? ,  ... е*) ,  такие, что при к ф О ,  / } с { 1 ,  2,.. .  п) 
и s =  1, 2, ... п

е’ = { Ь "РИ **'} <«{- I' Ŝ j
\ e i при s =  j  J { e,-\~ei пр)И s =  г J

es при s ф i 

ei -\-'Kej при s =  i
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Согласно предыдущему следствию для доказательства доста- 
lo'iiio показать линейную независимость систем В', В " и В*, что 
обеспечивает свойство 40.7 линейно независимых систем векто­
ром. ■

С л е д с т в и е  41.8. Если системы векторов А =  {аи а2, . . . а п} 
а ц =  {Ьь Ь2, ... &„} таковы, что

при i=̂ k \
\  ak-\-at при i =  k У

w  dim L (/4) =  dim L (В).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно утверждению 36.8 L ( A )  =  

1-{В), тогда с очевидностью dim L ( А ) =  dim L (В).  ■

П р и м е р  41.4. Если А — ||А ‘\\ е М (пг х п)  и ступенчатого 
мида, то система всех ее ненулевых строк { А \  А 2, ... А г) обра- 
|ует в векторном подпространстве Ь ( А \  А 2, ... A m) a M  (1 х п)
базис и

R ang  { А \  А 2, ... y4m} =  r =  dim L (Л1, Л2, ... А т).
Напоминание.

( О п р е д е л е н и е  17.6. Матрица называется ступенчатой, если во всех  ее 
строках нижние индексы первых (сле в а )  ненулевы х  элементов а ‘- возраста­
ют: / , < / 2 <  •••</„■

Условие В. 2' для базиса выполняется по самому определе­
нию линейной оболочки.

Условие В . 1 требует линейной независимости системы век­
торов-строк: {Al} \c z M (  \ х п). По определению ступенчатой м ат­
рицы 17.6.

Л ‘= < 0 ,  0,.. .  а)г a‘h+l, ...a‘n) \ j l < j 2< . . . < / „ ,

где а), — первый (слева) ненулевой элемент г-ой строки.
Чтобы установить линейную независимость системы ненуле­

вых строк ступенчатой матрицы,  приравняем их линейную ком­
бинацию к нулевому элементу векторного пространства 
Af (1 х л )  — нулевой строке:

a lA ' +  a2A 2 +  ... +  arA r =  0. (41.А)
Г

Отсюда имеем систему уравнений ]Г а,а‘- = 0 ,  где s =  1, 2, .. .  г и
;=1

а, =  0 для всех i e {  1, 2, ... г).
Подробнее: равенство 0 соответствующих элементов линейной 

комбинации (41.А) дает систему линейных уравнений:



44 9. Линейно зависимые и независимые системы

а,а) = 0 ,  ........— ■" ' ~ — а , = 0 ,
> {---------------------

а 1а/2 +  а2а2 = 0 ,  ----------- ? а2 =  0,

a,aj + a 2a- + a 3a? = 0 , i

Г ..

a,a}r +  a2t f + а 3а 1 +  - . +  аг_ ,а г/г 1 +  ага'г =  0 .̂.. ■ -  -—  а г =  0.

Это означает,  что (41.А) имеет место только при всех а, =  0, 
т. е. линейную независимость системы {А‘}\, выполнимость усло­
вия В. 1, а в конечном счете — что множество всех ненулевых 
строк ( А \  А 2, ... А ')  ступенчатой матрицы А образует базис в 
векторном пространстве Ц А \  А 2, ... А т) и системе векторов 
{А \  А 2, ... А т} и, значит,

Rang  { А \  А 2, ... А т} =  г =  &\т L [ А \  А 2, ... А т). и
П р и м е р  41.5. В векторном пространстве 3 е" [х] — всех мно­

гочленов степени не выше п базис образуют одночлены:
Д ° = < 1 ,  £ , . . . х ? ) .

А в векторном пространстве ^ [ х ]  всех многочленов от одной 
переменной нет базиса в смысле определения 41.1. Действитель­
но, какое бы конечное множество многочленов ни взять, их ли ­
нейными комбинациями нельзя получить многочлены сколь угод­
но высоких степеней. ф

З а д а н и е  41.1. Какая система векторов образует  базис в 
векторном пространстве всех свободных векторов «2?"?

Приведите примеры. 4
Указание. См. § 39, теорема 39.2, свойство 40.3.
Таким образом, векторное пространство всех свободных век­

торов трехмерно, его в дальнейшем обозначаем <а2̂ 3.
Какая система векторов образует базис в векторном про­

странстве всех компланарных свободных векторов? Всех свобод­
ных векторов, коллинеарных ненулевому вектору? Приведите 
примеры.

Указание. См. § 39, определение 39.1, следствие 39.1, свойство 40.2.
Таким образом, векторное пространство всех компланарных 

свободных векторов двумерно, его в дальнейшем обозначаем 
S '" 2, а одномерное векторное пространство свободных векторов,
коллинеарных ненулевому свободному вектору а  — s3 ^ 1 =  L(a) .  

О п р е д е л е н и е  41.7. Одномерное векторное простран­
ство свободных векторов называется векторной прямой  
( свободных векторов), ©З5'"2 — векторной плоскостью, — 
пространством свободных векторов.
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§ 4 2 '. В Е К Т О Р Н А Я  Ф О Р М А  С И С Т Е М Ы  

Л И Н Е Й Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й .  
Т Е О Р Е М А  К Р О Н Е К Е Р А  —  К А П Е Л Л И

Iусть дана система т линейных уравнений с п переменными: 

а\х' а^х2 +  а'пх" =  Ь\  

а\х' +  а\х? -\ -... - f  а2„х" =  62,
(42. (А | В))

а?х' 4 - а^х24 - . . . 4 - атпх? =  Ьт.

Как мы знаем (§ 22), она может быть записана в матричной 
форме, так (42. (Л|В)) соответствует:

Л -Х  =  В , (42.(4 \В)' )
|дс Х = \ \ х 1\ \ ^ М ( п х  1), В = \ \ Ь ‘\ \ е М ( т  х 1) и

А

а\ а2 а'3 ... а'п
2 2 2 2 ai а2 a i ... агп

— IIа)|| — || А 11| —; Ц/1̂ 11 ^ М ( т  х п).

1 1 и 2 U-3

Напомним, что матрица А называется основной

А \ В  =

матрицей системы, а матрица

/а\ а2 аз- Ь'\
(  * а\ а\. ■al

)
\«г а2 аз „а™ Ьт )

ее расширенной матрицей.
Систему линейных уравнений можно записать в другой 

форме:

(42. (А | В)")

гак как легко видеть, что домножив эти Матрицы-столбцы на со­
ответствующие коэффициенты: х \  *?,... х* и сложив их, получим 
исходную систему уравнений (42. (А|/3)). ^

Заметим,  что каждый из п столбцов А у= | | а ‘ || матрицы А и 
столбец свободных членов представляют собой векторы т - м е р -  
ного векторного пространства,  т. е. (42. ( 4 | В ) ' )  по существу есть 
векторное уравнение:

х' А  | 4- х2А 2-\- ... - f  х? А п— В , (42. (4~|~В))
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которое и называется векторной формой системы линейны х
уравнений.  Здесь {Av А 2, — А п, В } с .М  (m  х 1). Причем неизвест­
ные: х \  хг2, ... х" выступают в роли коэффициентов разложения
вдкто])а В^ в линейную комбинацию векторов-столбцов
{Л,, Л 2, ... А п}.

Совершенно очевидно, имеет система уравнений (42. (А\ В) )  
решения (см. определение 22.1), т. е. кортеж чисел (х'0, лс§, ... jcJ), 
удовлетворяющий системе, или нет, зависит от того, возможно
ли разложение вектора В в линейную комбинацию (42. (Л | В ))
векторов: Л,,  Л 2,...Л„. По определению линейной оболочки это
имеет место тогда и только тогда, когда В е Ц Л „  Л 2, ... Л„) 
и согласно замечанию 41.1

R a n g M , ,  А 2, ... А п, B} =  Rang{A~„ ~А2, ... ~Ап}.

Таким образом, установлено необходимое и достаточное 
условие, как говорят, совместности системы линейны х у р а в ­
нений. ■

О п р е д е л е н и е  42.1. Система уравнений  называется сов­
местной, если она имеет решение, если же множество ее р е ­
шений пусто (система не имеет реш ений), то она называется 
несовместной.

У т в е р ж д е н и е  42.1. Система линейных уравнений с 
основной\расширенной матрицей А \В  совместна тогда и только
тогда, когда  R ang  {Л,, Л 2, ...А„, B } = R a n g  {Л,, Л 2, ... Л„}.

Это утверждение позволяет определять,  совместна или нет 
система линейных уравнений, не вычисляя самих ее решений, 
что очень важно, поскольку, если при решении системы уравне­
ний вычислениями той или иной степени искусности не удается 
получить ее решение, всегда остается сомнение в правильности 
проделанных вычислений.

Естественно, не всякая система линейных уравнений совме­
стна, так, очевидно, система

( х '  +  х2=  1,

{ х' +  х2 =  — 1

не имеет решений. В простейшем случае,  вроде этого, совмест­
ность или несовместность системы уравнений бывает очевидна. 
Однако,  ответ на вопрос о совместности более сложных систем 
уравнений получить столь легко и быстро не удается (особенно 
при большом числе неизвестных или уравнений, что чаще всего
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им ручается в задачах прикладного характера).  Поэтому естест- 
щ'имо было задаться целью найти какой-либо критерий, который 
г»i.i позволил определять, имеет решения или нет та или иная си- 
I 1смл линейных уравнений. Причем так,  чтобы он требовал 
меньшего объема вычислений, чем непосредственное решение си- 
мемы.  Такой признак и составляет доказанное выше утвержде­
ние 42.1, в несколько иной форме он был установлен в конце 
XIX пека и носит ныне название теоремы Кронекера-Капелли.  
Немаловажную роль в нем играет понятие ранга системы линей- 
мых уравнений.

О п р е д е л е н и е  42.2. R ang  {Л,, 62, ... Л,,} называется 
столбцовым рангом матрицы

А =  IIа'|| =  II Л,|| =  \\А‘\\ <ееМ ( гп х п),

Rang {Л1, А 2, ... А т} — ее строчечным рангом.
Обозначается столбцовый ранг матрицы А: ги(А)  и, соответ­

ственно, rh (A)  — ее строчечный ранг.
Индексы v и h — начальные буквы слов латинского проис­

хождения: vertical  (вертикаль) и horizontal  (горизонталь),  так 
как столбцовый и строчечный ранги матрицы некоторые авторы, 
и частности А. И. Кострикин [10], называют вертикальным (или 
рангом по столбцам) и, соответственно, горизонтальным (или 
рингом по строкам).

Позднее мы докажем,  что для любой матрицы ее столбцо­
вый и строчечный ранги равны, что позволит говорить просто
о ранге матрицы.

Ранг основной матрицы системы линейных уравнений (его 
называют также  основным рангом)  будем обозначать г, а ранг 
расширенной — R , т. е. для системы (42. (А\В)):

R a n g ( ^ )  =  r, Rang (А \ B) =  R.

I О п р е д е л е н и е  42.3. Рангом системы линейных уравне­
ний называется кортеж (г, R ) ,  где г — ранг ее основной мат­
рицы, a R — расширенной.

Эти дополнительные определения позволяют полученный 
выше признак совместности системы линейных уравнений пере­
формулировать «в терминах рангов матриц».

Т е о р е м а  К р о н е к е р а  — К а п е л л и  42.1. Система л и ­
нейных уравнений совместна тогда и только тогда, когда ранг  
ее расширенной матрицы А \ В равен ее основному рангу.

Т.е. R =  г.
П р и м е р  42.1. Определим,  имеет ли решения система л и ­

нейных уравнений:
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х ' +  х * +  х3+  х4 +  / =  1,

х ‘ +  х* +  З х Ч  4х4 +  5х5 =  2, 

2х‘ +  г г+ 1 0 х 3+  2х4 +  7хб =  3, ' 

5х' + 5х * +  9х3 +  И х 4 +  13х5 =  7.
Ее основная |расширенная матрица:

' 1 1 1 1 1  
1 1 3  4 5
2 1 10 2 7 

ч5 5 9 11 13

Найдем ранг этой системы, например, приводя ее матрицы
к ступенчатому виду:

1 1 1 1 1  
1 1 3  4 5 
2 1 10 2 7 

,5 5 9 11 13

( 2 ) -  (1)
(3) — 2 (1 )
(4) — 5 ( 1 ) ,

(2) —  (3 ) ,
1 1 1 1 1  
0 - 1  8 0 5 
0 0 2 3 4 

,0 0 4 6 8

1 1 1 1 1
0 0 2 3 4 
0 - 1  8 0 5 
0 0 4 6 8

3 ( 3 ) . •1 1 1 1 1  
0 - 1  8 0 5 
0 0 2 3 4

. 0  0  0  0  0

Откуда (г, /?> =  (?, ? ) ,  что согласно теореме Кронекера — 
Капелли означает ? не ? совместность этой системы уравнений.

Ответ на вопрос — имеет ли решения система уравнений 
(42.x) получен с вычислениями существенно меньшего объема,  
чем это потребовалось бы для непосредственного нахождения ее 
решения.

З а д а ч а  42.1.1. Определите с помощью теоремы Кронеке­
ра — Капелли,  имеет ли решения система уравнений:

х 1— х2— х3+  х4=  4, 

х ‘ +  х2+  Зх3 +  2х4 =  8, 

2 х ‘ — 4х2— 6х3+  х4=  4, 

. 2 х ‘ +  4х2+ 1 0 х 3 +  5х4 =  20.
Ее основная |расширенная матрица:

1 - 1  - 1  1 4 \
1 1 3 2 8 \
2 - 4 - 6  1 4 I ‘

, 2 4 10 5 2 0 /



§ 42. Теорема Кронекера — Капелли 49
Найдем ранг этой системы, приводя ее матрицы к сту пе нча ­

тому виду:

- 1  - 1  1
1 3 2 

- 4  - 6  1 
4 10 5

Откуда (г, /?) =  <?, ? ) ,  следовательно, система уравнений  
не ? совместна.

Из теоремы Кронекера — Капелли, в частности, следует,  
что линейная однородная система уравнений, т. е. система
вида:

а \х1 +  а 12х? +  ... +  а 1пхп =  0, 

«!*• +  . * ■ + . . .  + « У - 0 ,  ( 42 . MIO) )

а Г х Ч  а?*8+  ... +  «£*" =  0

т о г д а  имеет решение (нулевое),  что согласуется с теоремой  
Кронекера — Капелли, так как

Rang  {Ль Л 2, ...Л„, б} =  R ang  [А и Л 2, ...Л„}.

З а м е ч а н и е  42.1. В силу вышесказанного под рангом л и ­
нейной однородной системы уравнений часто понимается о б ­
щее значение r =  R, а не кортеж (г, R ) .

А имеет такая система уравнений единственное решение или 
Лолее одного, находится в зависимости от того, линейно за в и с и ­
мы или нет, например, столбцы матрицы Л, т. е. имеются ли их 
линейные комбинации, равные нулевому вектору, но отличные  
от тривиальной:

о Л , + о Л 2+ . . . 4- о Л „ = о .

Из этого вытекает, что если r = R a n g ^ ) = R a n g $ , ,  Л 2, ... Л„ }< /г ,  
to система уравнений ( 4 2 . ( Л |0 ) )  имеет бесконечно много р е ­
шений, поскольку условие, что ранг конечной системы векто­
ром меньше их количества, означает,  что среди них есть ли не й­
но зависимые, и значит, ненулевой кортеж коэффициентов  

я,2,, ... jcJ) таких, что

4 Л ,  +  ^ Л 2 +  ... +  ^ Л я =  0. (42. (Л Ю Г )

1огда очевидно, что этому векторному уравнению наряду с н е ­
нулевым кортежем <х'а, дс§, ... х"й) удовлетворяет при любом
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A e R  и кортеж (Хх'0, кх%, ... A,x[J). Что и доказывает  следующее.
У т в е р ж д е н и е  42.2. Л инейная однородная система все­

гда совместна и имеет единственное ( н улево е ) решение при ее 
основном ранге, равном числу переменных в системе и беско­
нечно много решений, если он меньше числа переменных.

С л е д  с т н и е 42.1. Линейная однородная система имеет не­
нулевы е решения тогда и только тогда, когда ее ранг меньше  
числа переменных системы.

Очевидно, что кортежи ( х '0, ... х"й) и (Xxg, кх%, ... ХхЦ) опре­
деляют хотя и разные, но коллинеарные решения, если рассмат­
ривать их как векторы координатного пространства Rn. Вполне 
естественно теперь задаться вопросом о существовании «неколли- 
неарных решений» системы линейных однородных уравнений 
или, что, по существу, то же самое, какова размерность про­
странства ее решений S„.

И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А

На долю человеческого разума в одном из 
видов его познания выпала странная судьба: 
его осаждают вопросы, от которых он не мо­
жет уклониться, так как они навязаны ему его 
собственной природой; но в то же время он не 
может ответить на них, так как они превосхо­
дят возможности человеческого разума.

И. Кант. «Критика чистого разума»

Можно с уверенностью сказать,  что до середины XIX в. мир 
математики был трехмерным, хотя, казалось бы, после введения 
Декартом в первой половине XVII в. координатного метода (его 
«Геометрия» была опубликована в 1637 г.), как мощного и уни­
версального аппарата  геометрических исследований, до перехо­
да к изучению многомерных пространств оставался совсем не­
большой шаг: вместо двух или трех координат поставить в соот­
ветствие «точке» хотя бы четыре числа.

Идею многомерности пространства высказывал еще в 
1746 г. немецкий философ И. Кант (Kant  Immanuel ,  1724— 1804), 
преподававший математику и физику в Кенигсбергском универ­
ситете. Видимо, Д ал ам б ер  впервые, в 1764 г., предложил исполь­
зовать в качестве четвертой координаты время, предвосхитив 
тем самым пространство-время Минковского современной тео­
рии относительности. Однако, эти его работы, как и аналогичные 
идеи в исследованиях Л а г р а н ж а  и Коши по механике, не получи­
ли того развития,  которое смогло бы привести к я-мерным про­
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странствам,  хотя идеи многомерности пространства можно найти 
1акже и у великого Гаусса.

Препятствием, возможно, было само естественноиспытатель­
ное происхождение науки и математики в частности. Абстраги­
руясь от действительности, она проводила собственные исследо­
вания, которые все же в значительной мере имели эмпирические 
приложения или продолжения. Но, казалось бы, о каком при­
кладном значении, например, четырехмерного куба может идти 
речь, когда наш жизненный опыт просто не позволяет его пред­
ставить? Это отразилось и в терминологии того, да и нынешнего 
времени: если а2 — квадрат числа, и'1 — его куб, то а4 =  (а2)2 — 
его биквадрат,  а 6 — кубоквадрат и т. д. С точки зрения здравого 
смысла подобные многомерные геометрические конструкции к а ­
ял и с ь  бессмыслицей, а возражения некоторых философов про­
шв самой идеи многомерного пространства имели часто откро­
венно примитивный теистический характер.

Между тем с накоплением опыта в аналитической геометрии 
переход к я-мерным пространствам все же становился неизбеж­
ностью, поскольку эффективность методов Декарта  стала вытес­
нять конструктивные методы, заменяя пространственные постро­
ения исследованиями их «аналитических эквивалентов», т. е. 
уравнений, описывающих поверхности, плоскости, кривые и т. п. 
При этом алгебраические соотношения, имеющие интерпре­
тацию для двух-трех переменных, естественно все же стали обоб­
щаться для произвольного их числа. Ограничивать себя пред­
ставлениями пространства трех измерений становилось уже про­
сто неудобно. На рубеже XVIII и XIX веков начали проявляться 
основные понятия и терминология многомерных пространств.  А к 
середине XIX в. их язык приняли многие математики,  хотя вос­
принимали его скорее как некоторую условность, которая была 
удобна тем, что позволяла кратко и точно выражать алгебраиче­
ские теоремы об уравнениях с произвольным числом переменных 
и особенно — общие теоремы линейной алгебры. Но собственно 
абстрактные многомерные пространства пока не становились 
объектом самостоятельных изучений, поскольку к этому отсутст­
вовали сколько-нибудь серьезные стимулы и, главное — интуи­
тивное представление о пространствах более трех измерений. 
Математика экономна и рациональна,  и только содержатель­
ность какого-либо специфически я-мерного (с л > 3 )  понятия 
могла привлечь внимание к исследованиям многомерных про­
странств.

Таким результатом и стала геометрическая интерпретация 
кватернионов У. Р. Гамильтона,  как объектов четырехмерного 
векторного пространства,  поскольку она содержательно могла 
быть реализована только в таком пространстве. Дальнейшие р а ­
боты в этой области: Г. Грассмана “Tineale Ausdenhnungslehe-
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ге” («Учение о протяженности»),  А. Кэли «Chapte rs  on analyt ica l  
geometry of n d imensions” («Главы из я-мерной аналитиче­
ской геометрии»), опубликованные в 1844 г., а позднее немецких 
математиков А. Мебиуса и Ю. Плюкера (Pli iker Jul ius,  1801 — 
1868) подтвердили, сколь интересна и многообразна открытая об­
ласть  математики. Тем самым в математике был создан еще 
один «прецедент» изучения структуры, созданной умозрительно, 
без непосредственной аналогии в физическом мире. Создание и 
накопление результатов исследований таких абстрактных конст­
рукций в конечном счете развило аксиоматический метод в нау­
ке, наполнив его новым содержанием.  Интересно, что исследова­
ния ученых в самых абстрактных разделах математики (теории 
представлений, теории операторов, топологии и т. п.) находят 
приложения в различных областях современной физики и кв ан ­
товой механики, космогонии и астрономии, а математические мо­
дели многих процессов в физике, механике, химии, экономике ча­
сто позволяют предвосхитить их эмпирические результаты.

Отметим еще тот факт,  что именно Грассман ввел понятие и 
первым исследовал линейно независимые системы векторов, ему 
же принадлежат  понятия базиса и размерности векторного про­
странства,  основные соотношения для размерностей сумм и под­
пространств векторного пространства,  в частности: 

dim U +  dim Г  =  dim ( U +  W) +  dim ( С/П W).
Так начиналась эра многомерной геометрии и алгебры.  Но до 

появления в этой области великого Бернгарда Римана (Rieman 
Georg Friedrich Bernhard ,  1826— 1866), идеи которого по сущест­
ву изменили сам предмет геометрии, оставалось еще почти
10 лет.
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Лекция 10
РАНГ МАТРИЦЫ

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ



РАНГ МАТРИЦЫ

СИСТЕМЫ ЛИ НЕЙ НЫ Х УРАВНЕНИЙ
§ 43. Ранг матрицы. Приведение матрицы к ступенчатому виду.
§ 44*. Ранг матрицы.
§ 45°. Эквивалентные системы линейных уравнений.
§ 46. Общее решение системы линейных однородных уравнений.
§ 47'. Общее решение системы линейных неоднородных уравнений. 
§ 48'. Метод последовательного исключения переменных.

Основные понятия: элементарное преобразование матрицы, 
ранг матрицы, элементарные преобразования системы уравне­
ний, равносильные (эквивалентные)системы уравнений, ранг си­
стемы линейных уравнений, свободные переменные, зависимые 
переменные, общее и частное решения системы уравнений.

Необходимые сведения: матрица,  векторное пространство, 
линейная оболочка, линейно зависимые и линейно независимые 
системы векторов, базис и размерность векторного пространст­
ва, определитель матрицы, свойства определителей, дополни­
тельный минор и алгебраическое дополнение элемента матрицы, 
теорема о разложении определителя,  матрица ступенчатого ви­
да, решение уравнения (системы уравнений).

Рекомендации: если пособие используется в качестве аудиторного учебного 
материала ,  то § 45° можно предложить студентам для самостоятельного изуче­
ния, а § 47' и 48' — для практических занятий или самостоятельного изучения.
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§ 43. РАНГ МАТРИЦЫ.  

П Р И В Е Д Е Н И Е  МАТРИЦЫ 

К СТУПЕНЧАТОМУ ВИДУ

В предыдущем параграфе отмечена важность новых поня­
тий ранга матрицы и ранга системы линейных уравнений в во­
просе существования решений такой системы. От ранга матри­
цы системы линейных однородных уравнений зависит число ее 
решений, точнее, размерность векторного пространства реше­
ний S A (лекция 9, утверждение 36.2), которое конечномерно, как 

подпространство координатного я-мерного векторного про­
странства (следствие 41.?) R", если система уравнений содер­
жит п неизвестных. Естествен вопрос, какова размерность этого 
подпространства, как именно она зависит от системы линейных 
уравнений. Для продолжения, исследований и ответа на постав­
ленный вопрос прежде всего надо научиться находить ранг про­

извольной матрицы, например, вычисляя столбцовый и строчеч­
ный ранги, введенные выше (см. определение 42.2).

Если задана матрица:

/  а\ а'2 а 13 ... a ‘ \

А = 1  а ' "/ \ =  \\а‘\\ =  \\А1\\ =  \\А,\\^М(т®п),

\а Т  а™ аз ... атп /  
то каждый из ее п стобцов Л; =  ||а‘ || можно рассматривать, как

вектор Ai m -мерного векторного пространства Rm, а каждую из

ее т  строк Л ‘=||а‘ || — как вектор А‘ другого координатного 

пространства — R". Тогда

rv(A) =  Rang {Л,, Л 2, ... Ап}

и

^ ( / I j M R a n g U 1, Л 2, ... Ат1

соответственно, столбцовый и строчечный ранги матрицы А.
П р и м е р  43.1. Найдем строчечный ранг матрицы:

/  1 0  1 0  \
А =  1 3 2 5 0 ) .

\ 1 1 2  0 /

Для его определения надо найти число линейно независи­

мых векторов системы {Л1, Л 2, Л 3}. Постараемся выяснить, есть 
ли среди них векторы, разлагающиеся в линейную комбинацию 

остальных.



§ 43. Приведение матрицы к ступенчатому виду

Можно заметить, что векторы-строки матрицы А таковы, что

Л ' =  ?Л ' +  ?Л3, а А ' / Л 3, что означает, что R an g  {Л1, А2, Л ‘!} =  
г/, (А )= ? .  4

В общем случае, чтобы найти строчечный ранг матрицы

II Л‘\\ ё М  (т  х п), надо найти базис в {Л1, Л 2, ... Л т}, рассматривая 

каждую из ее т  строк, как вектор из М (1 х я). Число векторов

(того базиса и есть R an g  {Л1, Л 2, ... А"} =  rh(A).

П р и м е р  43.2. Столбцовый ранг вычисляется подобно стро­
чечному. Найдем столбцовый ранг той же матрицы и убедимся 

п их равенстве. /  1 0  1 0  \

А =  (  3 2 5 0 ) .

V 1 1 2  0 /

.̂Iметим, например, что Л 2ЯЛ 3, а А 1 =  ?А2-\-?А3. Откуда 

К;шк{л„ Я 2, Я 3} = л 0 (Л ) = ? .  +

Сравнивая результаты этих примеров, видим, что rh(A) =  

г,ЛА) =  2.
Вычисления столбцового и строчечного рангов произвольной 

матрицы А е  М (т  х п) порядка выше второго в общем случае 
довольно объемны: если не удается каким-либо образом доста- 
тчно просто найти, сколько среди ее строк (стобцов) линейно 
независимых, то задача определения ранга матрицы сводится 

к решению систем линейных уравнений.
Совершенно просто находится строчечный ранг ступенчатой 

матрицы (см. пример 41.4): он равен числу ее ненулевых строк.
11оэтому существенно упрощает решение проблемы определе­
ния ранга матрицы метод приведения ее к ступенчатому виду. 
К го основная идея заключается в том, чтобы преобразуя про­

извольную матрицу специальными операциями, сохраняющими 
ранги, свести ее к матрице более простого —  ступенчатого 

вида.
Напомним.

О п р е д е л е н и е  28.1. Замена в матрице строки (столбца) на ее произ­
ведение на ненулевой скаляр X называется элементарным преобразованием 
матрицы первого рода, а замена ее строки (столбца) на ее сумму с другой ее 
строкой (столбцом), домноженной на некоторый скаляр, называется элемен­
тарным преобразованием матрицы второго рода. Преобразование матрицы, 
полученное последовательным выполнением некоторого числа элементарных 
преобразований первого и второго рода строк (столбцов), называют элемен­
тарными.

Было доказано (см. § 28), что, в частности, к элементарным 
преобразованиям матрицы относится перемена местами двух

I I рок (столбцов) матрицы.
У т в е р ж д е н и е  43.1. При элементарных преобразованиях 

матриц сохраняются строчечный и столбцовый ранги.
Для доказательства этого отметим, что согласно следствию
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41.1 для произвольной матрицы

A  =  \ \ a ii \\ =  \ \ A i \\ =  \ \ A i \ \ ^ M ( m x n )  

r h ( A ) = A \ m  L ( A \  А 2, А т ) ,  «

a r v ( A ) = A \ m  L ( A U  Л2, . . . А п ) .  ф

Э то позволит использовать некоторые результаты, доказан­
ные ранее для векторных подпространств специального вида — 
линейных оболочек, в частности, линейных оболочек конечных 
систем векторов.

Д о к а з а т е л ь с т в о  утверждения 43.1 проведем для эле­

ментарных преобразований, изменяющих строки матрицы, для 

столбцов это делается аналогично (или сводится транспониро­

ванием к «случаю строк»).

Пусть А  =  || v4‘ || ( т  х п ) ,  матрицу, полученную элемен­

тарными преобразованиями строк матрицы А ,  будем обозначать 

А ' —  ||/4"’|| =  \\A' j\\ е Л 1  ( т  х п ) .

1. Определим, каковы линейные оболочки векторов-сгрок 

матриц при таких элементарных преобразованиях:

1) Очевидно, для элементарных преобразований первого р о ­
да при ^,=^0:

L ( A \  А 2, ... ХА\ ... Ат) утв-36 ?- L(A\ А 2, ... Л ‘, ... А т ).

2) Для элементарных преобразований второго рода:

L ( A \  А 2, ... Л\ ... Л '  +  яЛ', ... Ат) ^

^d±L(A\ А 2, ... -АЛ‘, ... Л '  +  ЛЛ\ ... Ат) Утв Э6? 

ш Ш = ц А \  А\ ... -АД\ ... Л ', ... А’" ) ^

'Мк l (A\ А2, ... А\ ... А1, ... Ат).

3) Поскольку всякое элементарное преобразование, изменя­

ющее строки матрицы, сводится к последовательному выполне­

нию некоторого числа элементарных преобразований первого и 

(или) второго рода, то такое преобразование матрицы в силу 

предыдущего также сохраняет линейную оболочку ее строк 

L{A\ А 2, . . .  А  т), а следовательно, и строчечный ранг гА(Л).

2. Пусть матрица А  — ||Л; || (т  х п )  имеет столбцовый 

ранг, равный г.

rv (Л ) =  R a n g  {Л ,, А 2, ... л„} =  г.

Т. е. в матрице Л существует г линейно независимых векторов- 

столбцов, пусть это [А,у  Л,у ... Л,}, а ее любые г + 1  векторы- 

столбцы линейно зависимы (теорема 41.2).



§ 43. Приведение матрицы к ступенчатому виду |

I ) Первое из этих условий означает, что из равенства 

а 1 Аг 4* а 2 А; -}-... +  аг А, = 0 ,

+  +  а'

следует, что <а', а2, ... а ' )  =  <0, 0, ... 0).

В матричной записи это условие эквивалентно тому, что

уравнение

д! а > \ / - 1

*1 ‘2 

а2 а2г, i2
(43.а)

имеет единственное решение, причем оно —  нулевое.
Обозначим матрицу, составленную из этих г линейно незави­

симых столбцов матрицы А через А =  ||/4; || еЛ1  (т  х г), тогда 

предыдущее (векторное) уравнение запишется в матричной ф ор ­

ме, как

=  0. (43 .А)

Очевидно, что всякое элементарное преобразование, изменя­

ющее строки матрицы А, влечет такое же элементарное преобра­

зование матрицы А. Обозначим матрицу, полученную в резуль- 

гате этого через А '=  ||А-|| еЛ1  (т  х г). В силу лемм 30.1, 30.2 и

(амечания 30.1 элементарные преобразования матрицы (первого 

и второго рода), меняющие ее строки, равносильны умножению 

слева на нее элементарных (невырожденных) матриц вида 
П + ХЕ) с Х ф О  при 1 Ф / и — 1 при г =  / (см. § 30), т. е.

А' =  {Е +  Щ )-А . (43.-)

Выяснение, является ли г столбцов {Л', А ... А'} матрицы

V линейно независимыми, сводится к решению относительно
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<Э1, р2, ... (Зг> векторного уравнения:

р ' Л '  +  р 2л ;; +  ... +  р ' Л '  =  о,

а оно, в свою очередь — к задаче: имеет ли ненулевые решения 
матричное уравнение

А'■

(43.*)

((Е +  Щ )-А 

так как (£-(-А,£') обратима (почему?

= (Е +  Щ )~ '-

(43.Л')

Следовательно, матричное уравнение (43.Л') имеет единствен­

ное решение и оно нулевое, что означает линейную не­

зависимость векторов-столбцов {А', А ', ... А'} матрицы А' (тем 

самым удовлетворена аксиома базиса В.1).

2) Остается показать, что в {А\, А '2, ... А'т} любая система 

из г-\- 1 вектора (вектора-стобца матрицы А') линейно зависима.
Рассмотрим относительно неизвестных у1, у2, ... 

торное уравнение:
век-

7 ]A'h + y2A '2 +  ... +  Y A '+ Y + 'A
/г+Г

= 0 ,

где { Л Л ;у ... Л ' ,  Л ' +1) —  система, состоящая из г-(- 1 произ­

вольных векторов-столбцов матрицы А'. Наличие ненулевых ре­
шений у этого уравнения и будет означать линейную з а ­
висимость системы. Это уравнение имеет матричную форму:
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( • (43.у)

Обозначим его матрицу А '=  ||Л';J| e A f  (т  х ( r +  1)), где

1 \\АJI —  матрица того же порядка, перестановкой строк

которой получена матрица А'. Так как любое элементарное пре­
образование первого или второго рода матрицы А влечет такое 

же изменение строк А и подобное (43.') соотношение:

ю с очевидностью следует, что аналогично (43.Л') матричное 

уравнение (43.7 ) влечет:

Последнее равносильно векторному уравнению:

А оно в силу линейной зависимости любых г+1 векторов- 

сюлбцов матрицы А имеет ненулевое решение (у'0, Yo> Уо>- 
Очевидно, что этот кортеж является решением и матричного 

уравнения (43.Л'), и это означает, что

г. е. линейную зависимость системы из любых л+ 1  векторов- 
столбцов матрицы А', строки которой изменены элементар-

А' =  (Е + кЕ))-А, (43. )



ными преобразованиями первого или второго рода. По свой­

ству 40.5 вектор Л^ [ разлагается в линейную комбинацию ли­

нейно независимых векторов {Л ■},. Таким образом, для системы 

... А •) выполнены условия и аксиомы В.2 базиса. Следо­

вательно,

Rang {Л|, Л j, ... Л ;}  =  г =  г„(Л).

3) Поскольку любое элементарное преобразование (опр. 28.1), 

изменяющее строки матрицы, сводится к последовательно­

му выполнению некоторого числа элементарных преобразований 
первого и (или) второго рода, при каждом из которых сохраня­

ется rv(A ), то тем самым утверждение доказано. □
Это утверждение и позволяет определять ранг матрицы по­

средством довольно простых приемов, которые хорошо иллюст­
рируются следующим примером.

П р и м е р  43.3. Приведем к ступенчатому виду элементарны­
ми преобразованиями матрицу В и определим ее ранг:
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В-
2 2 2 2 з \ (2)~ 2(1)/  0 0 0 0 1 (3)-.3(1)
3 3 3 3 4 )  1 3 3 3 3 4

2 1 0 0 0 /  \ 2  1 0  0  0

(3 ) — 3 (1 ) /  1 1 1 1 1 \ ( 3 )  —  (2 ) /  1 1 1 1 1  (3)-*-► (4 )
~  1 0  0  0  0  1 V ~  /  0  0  0  0  1 1 

0 0 0 0 1  I 1 0 0 0 0 0  

2 1 0 0 0 /  \ 2  1 0  0  0

11-2  [2]

-2 [2 ] I I
1 1 1 1 1 \ , М1  /  1 1 1 1 1 \ / 1 1 1 1 1

( 3 ) ^ ( 4 ) /  0  0  0  0  1 \ ~ 111 / 0 0  0  0 1  \ / 0  1 0  0  0

0 1 0 0  0  / 1 0 1 0 0 0 / I 0  0  0  0  1 

0 0 0 0  0  /  \ 0  о о о о /  \ о о о о о

Обозначение. Для записи элементарных преобразований матрицы использу- 
(2 )_2 (1)ются: круглые скобки — для действий со строками, и квад-

гп_2(21
атные ~  — со столбцами, (3)->->-(4) —  для перестановки строк.

Следовательно, RangZJ =  ? 4

З а д а н и е  43.1. Приведите к ступенчатому виду матрицу 
примеров 43.1 и 43.2:

/  1 0  1 0  \
А =  ( 3 2 5 0 ).

V 1 1 2  0 /
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(лметим еще, что так как всякая невырожденНа>| M3r?VTR
представима в виде произведения элементарных маТРиц ^  ее

III I ), м домножению матрицы на элементарную соот®еТ ^ ^
,  р , или столб-

• п мсптарное преобразование — домножение строки /столбцу)
ни па ненулевой скаляр, или прибавление к строКе ' on i

/ * \ /„рммы >30.1 и
ipvron строки (столбца) с некоторым множителем (ле*
III то из предыдущего утверждения вытекает

С л е д с т в и е  43.1. Ранг матрицы не меняется flPu Ум
mill сс на невырожденную матрицу:

((А , В, С) a G l  (m )X M  (т  х n )X G l (п)

=>Rang ,4-S  =  R angB - C  =  R ang f i .

§ 44*. РАНГ МАТРИЦЫ

... „ „пистика, то,
I ак как ранг матрицы — ее важнейшая характек алгеб-

практически, с самого момента введения этого понятИЯ 

ре разрабатывались различные методы и способы е *’ 0  ПОоще' 
пня, которые позволили бы найти его, по возможна0™ ’ £  ‘ 

начисление строчечных, столбцовых рангов, пРиве^ еН1!ГЫНОООд 

пснчатому виду. Еще один — метод окаймляющи*  шядку 
основан на том, что ранг матрицы равен наибольшеМ^ п ^ 
ее ненулевого минора. Это будет доказано ниже.

Объясним его на примере. миноров
П р и м е р  44.1. Вычислим методом окаймляюи*^х 

ранг матрицы:

1 1 1 1 1

2 2 2 2 3
3 3 3 3 4

2 1 0  0 0

В =

О п р е д е л е н и е  44.1. Любой минор ^
А 6 М (т  х п), содержащий строки и столбцы м инаРа пп0а^0К 
ка г, называется окаймляющим минором М, если &
выше г.
Д О Ы первого и,
Очевидно, что матрица В имеет ненулевые м и н ор а  г

по крайней мере, второго порядка:

м\1= Ф 0 .
1 1

2  3 ,

,д „ D л/1 (4 х 5) ра-
Максимальныи порядок минора в матрице в е > '  '

йен 4. Следовательно, 2 < R a n g B < 4 .  „ м
Посмотрим, найдется ли у этой матрицы нену^ 1

^  J1 ^  Д О  В d  I v J l  D
четвертого порядка, для этого из матрицы будем п о ^  
но вычеркивать по одному столбцу:

3 В. Т. Петрова (часть 2)
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i 1 i 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 3 2 2 2 3
3 3 3 3 4 3 3 3 4

? 1 0 0 0 1 0 0 0

1 i 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 3 2 2 2 3
3 3 3 3 4 3 3 3 3
2 i 0 0 0 2 0 0 0

1 1 j 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 3 2 2 2 2 3 2 2 2 3
3 3 3 3 4 3 3 3 3 4 3 3 3 4
2 1 Ф 0 0 2 1 0 Ф 0 2 10 0

1 1 1 i i 1 1 1 1
2 2 2 2 3 2 2 2 2
3 3 3 3 4 3 3 3 3
2 10 0 0 2 10 0

Значит, 2 ^ R a n g  £?<!?, т. е. надо рассматривать миноры тре­
тьего порядка. Возьмем какой-либо минор, окаймляющий най­

денный нами ненулевой минор второго порядка (т. е. содержа­
щий М\2), пополнив его элементами какой-либо строки и столбца 

матрицы В (или, что то же самое, вычеркнув в В какие-либо два 

столбца и строку), рассмотрим:

1 1 1

2  2  2  

$ 3 3  

t f - 0 -

1 I i
2 2 2 
•В-3-8- 

2  1 о

1 i i
2 2 2 
•3-S-S- 

2  I 0

Это означает, что Rang В =  3.
Метод окаймляющих миноров позволяет найти ненулевой ми­

нор матрицы наибольшего порядка без полного перебора всех ее

1 1

2 3
'з' 4

0 -о-

1 1

2 3
з-•4-
0 0

1 1
2 3
•з-•4-
0 0

1 1 1
= 2 2 3 —  ? 

•

3 3 4

1 1 1
= 2 2 3 =  ?

0 0 0

1 1 1
= 2 .2.3 =  2

2 0 0
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миноров. Такой способ вычисления ранга матрицы, несмотря на 

ио.чможность сокращения числа перебираемых миноров, все же 
довольно трудоемок, особенно при «вычислениях вручную», но 

при определении ранга компьютерными методами используется 

часто, поскольку не дает так называемой «машинной погрешно- 
| in». Метод окаймляющих миноров часто используется в теоре- 
шческих исследованиях, с использованием его ниже будет дока- 
|а но равенство строчечного и столбцового рангов матрицы: 

t„(A) =  rv(A).
Очевидно, что ранг матрицы равен нулю тогда и только тог­

да, когда матрица нулевая, и равен единице тогда и только тог­
да, когда все ее строки (столбцы) пропорциональны. ф

Т е о р е м а  (о р а н г е )  44.1. Строчечный и столбцовый ран­
ги матрицы равны и равны наибольшему порядку ее ненулево­
го минора.

Этот результат, можно сказать, является совершенно неожи­

данным, поскольку из него следует равенство размерностей 

dim L(A\ А2, ... A m) =  rh (Л) и dim L (Аи А 2, ... А г1) =  г„ (Л) под­

пространств L(A\ А 2, ...Ат) и L (A {, А 2, ... А п) двух различных 

пекторных пространств: Л1(1 х п) и, соответственно, М ( т х  1).

Доказательству теоремы предпошлем две леммы.
Л е м м а  (о г л а в н о м  м и н о р е )  44.1. Если главный ми­

нор матрицы А =  ||а'|| e A f  ( т  х п) ненулевой и имеет порядок г, 
то первые г строк и г столбцов этой матрицы линейно незави­
симы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

Л:

а \ а \ а \ . а \

а \ а \ а 23 ■ а ?

а \ а г2 а 'з • <

а \ + х а г + 1 а г + '  ; ■ < + '

п т п т п т • п т\а а з

Г -)- I

г2г+ 1

аг+\

а г+ 1

*/•+ 1
" /

а\ а2 а з •. .  а ‘

где det а\ а\ а23 •- а?

а\ а\ аз - а'

# 0 .

1. Предположим линейную зависимость системы, состоящей 
из первых г векторов-столбцов:
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{Ар А2, ■■■ Аг} =

(а\

а\

а,

Г+\а

п т  
\а> )

( а\ \ (  а\ \12

а\

а 2+|

1*0 

V /

а г+ 1

\

^ а\ ^

а?

7r -f 1

> czM  ( т  х 1).

/

Тогда найдутся <а', а 2, ... а ' )  Ф  <0, 0, ... О) такие, что

а 1 л, + а2 А 2 +  + а гА г ---

t
o

II II II II

(*\ \ <а\ \ ( “ 1 ) (0\

а)
а\

1
0

а\ +  ct2 а2 + . . .  +  аГ а; = 0

а[+' a2+l а;+' 0

m
\“ l / а2 

\ 2 /
/V /П 

\ г / U/
Из этого с очевидностью следует, что для «укороченных 

столбцов» при тех же значениях ( а 1, а 2, ... а г> Ф  <0, 0, ... 0)

(а>\ К ) (0\

а\ а\ а* 0

а 1 i +  <х2 ; + - +  аг : = 1

{а\, \г! W
т. е. столбцы главного минора М линейно зависимы, что по свой­
ству 27.6 противоречит условию леммы — невырожденности мат­
рицы минора М.

2. Доказательство линейной независимости системы векто- 

эов-строк {А\ А2, ... А'} аналогично. ■

Л е м м а  44.2 (о б  о к а й м л е н и и  м и н о р а ) .  Если глав­
ный минор 6  матрицы А =  ||а‘ || е Л  (т  х п) ненулевой и имеет 
порядок г, а все его окаймляющие миноры порядка r-\- 1 равны 

нулю, то любой вектор-столбец Ak (^ е {1 ,  2, ... п}) матрицы 

А разложим в линейную комбинацию ее первых г столбцов, а
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в линеиную 

главный минор гю-

чоГшя из ее векторов-строк A s ( s e { l ,  2, ... m}) 
комбинацию ее первых г строк.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть б = | а ‘ | 
рндка г матрицы А =  ||Л; || еЛ1  (т  х п).

I . Из столбцов А |, А2, ... Ап A k} матрицы А для фиксировац- 

ншо /еен{1, 2 , ... п} и произвольного s g {1 ,  2 , ... т ) построим окай­
мляющий минор —  определитель порядка г + 1 :

а \а'2 а\ ■■ а ' а\
2 2 2 9

а 1 а2 аъ . ■ аг ак

а\а2 а’з ■. а[

а\ as2 as3 . asr ask

(44 .А)

(тля этого «обрезаем» все взятые столбцы на г-ом номере, а за- 
и'м пополняем их соответствующими элементами одной s-0fi 

i' I роки).
2. Этот минор равен нулю при любом s = l ,  2, ... т : при 

s > г  — по условию леммы, а при s ^ r ,  как имеющий две равных 
i |роки (см. следствие 27.3).

ii. Заметив, что никакое из алгебраических дополнений эле­
ментов последней строки минора (44.Л) не зависит от s, обозна­

чим их для простоты записи последующего разложения, соответ-
< I вен но, б*, б*, ... 6к, б*+|, при этом очевидно, б* +1  =  б.

Тогда разложение этого минора, равного нулю, по его послед­
ней строке согласно теореме о разложении 29.1 дает:

+  бка2 +  ••• +  б* 'asr_ , +  бгка\ -f- ба\ =  0.

4. Так как s g {1, 2, ... т} и произвольно, то с одними и теми 
же коэффициентами б'к, 6к, ... 8rk, б*+| имеем систему из т  числ0  

hi,IX равенств. Ее естественно

форме:

удобно записать в векторной

+  6? +  ... +  6I

которая означает, что для всякого вектора-столбца А к матри­

цы А:

б* А , +  б* Л 2 + ... +  б* А г -\- б Ак — б. (44.6)
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Это и означает линейную зависимость системы векторов- 

столбцов {Л,, Л 2, ... Л г, А к} (почему? ф ) при любом k=\, 2, ... п.

5. Отсюда следует, что всякий столбец матрицы А разложим 
в виде:

л* = ( _ т ) л ,+ ( _ т ) л2+---+(~т)л-

6 . Соотношение

Л ‘ +  72Л2 +  ... +  7 ; Л '  +  б Л 5 =  б, (44.7)

линейная зависимость системы из / " + 1  векторов-строк 

{Л1, Л 2, ... А г, Л 5} при любом s = l , 2 , ... т  и разложения любой из 

строк матрицы А в линейную комбинацию ее первых г строк: 

{Л', А2, ... А'} могут быть получены аналогично разложением ми­
нора (44.Л) по его последнему столбцу или сведено к предыдуще­
му транспонированием матрицы А.

Что и требовалось доказать. ■

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы о ранге разобьем на несколь­
ко этапов:

1°. Пусть наибольший порядок ненулевого минора матрицы 
А равен г, без ограничения общности можем считать, что этот 
минор —  главный: б, так как можно переставить строки и столб­
цы матрицы А =  ||а)|| =  ||Лу|| e A f  (т  х п) ее элементарными 

преобразованиями, которые согласно утверждению 43.1 не ме­
няют ни строчечный, ни столбцовый ранги.

2°. По лемме о главном миноре первые г столбцов такой 

матрицы линейно независимы, т. е. среди {Л,, Л 2, ••• Л„} сущест­

вуют г линейно независимых векторов. Значит условию В.1 б а ­

зиса удовлетворяет система 6 = < Л , ,  Л 2, ... Л г).

3°. По лемме об окаймлении минора любой вектор- 

столбец А к (йе{1, 2, ... п}) матрицы А разложим в линейную 

комбинацию ее первых г столбцов. Это означает, что для систе­

мы векторов В =  <Л„ Л 2, ... А г) выполнено и условие В.2' бази­

са системы {Лр Л 2, ••• А п} и ее ранг, а значит и столбцовый ранг 

матрицы А, равен г.
4°. Аналогично 2° —  3° из соответствующих соотноше­

ний для строк следует, что строчечный ранг гл(А) =  

= R a n g ^ ‘, Л 2, ... А т} =  г.
5°. Из равенства строчечного и столбцового рангов числу г 

следует га (А) =  rh (Л). '■

Из теоремы о ранге очевидным образом вытекают следствия.
С л е д с т в и е  44.1. Квадратная матрица порядка п невы­

рождена (и обратима) тогда и только тогда, когда ее ранг 
максимален, т. е. равен п. ф
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С л е д с т в и е  44.2. Если определитель квадратной матрицы 

равен 0 , то ее строки и столбцы линейно зависимы. ф
В совокупности со свойством 27.6 теперь это дает необходи­

мое и достаточное условие вырожденности матрицы:

Т е о р е м а  44.2. Квадратная матрица вырождена тогда и 
только тогда, когда ее строки и столбцы линейно зависимы.

§ 45°. ЭК ВИВА ЛЕ НТН Ы Е СИСТЕМЫ 

Л И Н Е Й Н Ы Х  УР А В Н Е Н И Й

Заметим, что при решении любой системы уравнений (или 
уравнения), она, как правило, подвергается преобразованиям 
(т. е. одна система заменяется на другую), прежде чем удается 
указать решение исходной системы. При этом важно, чтобы та­

кие системы уравнений имели одинаковые (совпадающие) мно­
жества решений, что, собственно, и означает, что в конце кон­

цов получено решение данной, а не какой-либо иной системы 

уравнений.

I О п р е д е л е н и е  45.1 .Д ве системы уравнений называют­
ся эквивалентными (или равносильными), если множества их. 
решений совпадают.

Простейший пример эквивалентных систем уравнений:

х' +  х2= 1 ,  ( х '=  2 ,

V = 2 . ~ Ь = - 1 . ♦

Естественно указать, какие преобразования систем линей­
ных уравнений допустимы, т. е. гарантируют, что полученная 
в результате система эквивалентна исходной.

О п р е д е л е н и е  45.2. Элементарными преобразования­
ми системы линейных уравнений называются

1 . Прибавление к одному уравнению системы другого, 
домноженного на некоторый скаляр.

2 . Умножение всех коэффициентов одного из ее уравнений 
на ненулевой множитель.

3. Перестановка ее двух уравнений.
4. Перенумерация двух неизвестных.
5. Исключение из системы уравнений уравнения со всеми 

нулевыми коэффициентами и нулевым свободным членом.
Эти преобразования сохраняют множество решений систе­

мы уравнений и ее ранг. Точнее:
У т в е р ж д е н и е  45.1. Элементарные преобразования сис­

темы линейных уравнений переводят ее в эквивалентную ей си­
стему (с точностью до порядка неизвестных).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дана некоторая система линей­
ных уравнений с п неизвестными:
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а?х' +  а?х2 , "

+ ■■. +  атхп =  Ьгг 
Ее матричная форма:

Л 'Х ^ В .

(45.(Л \В))

(45.(Л \В)')
здесь Л — основная матрица о 
Л=||<||е « ( т> < „ , ^ = ||, / ; ^ ь , ( 4 5 . И |в ),,

1". Несложно убед„1ЬСя ,  ^  ‘ »’ В =  11 » •>•

ных преобразований системы jj М’ ?то пеРвому виду элементар- 

форме соответствует домножекИНе^ ных УРавнений в матричной 
слева на матрицу вида £ - f - Каждой из частей (45.(Л|5)) 

Напоминание. £ } —  матрица, все эд7 '  ^ 0 ) :  

одного, стоящего на пересечении i-ой семеНты которой равны 0 за исключением 

( ( £ _ ! _  \Е‘ ) Тр0Ки и /"ого столбца и равного 1.

7 ‘ *  =  (Е +  Щ ) .  в. (45.(Л |В)*)
А второму виду элементар,. 

домножение тоже слева каждой ЫХ преобразований системы — 
вида £-|-(А,— 1)Е1(Хф  1): Из Частей (45.(Л \В)') на матрицу

((£  +  ( Я - 1 ) £ * ) . Л ) . * = _ с  ,
^ - Ь ( Х - 1  )Екк)-В. (45.(Л|Я)*) 

Перестановке двух строк ма 
В уравнения (45.(Л|В)') согла риц> в частности, матриц Л и 
вует домножение каждой из нцСН° замечанию 30.1 соответст- 

(jej * также слева на матрицу:

с —  е ~ е \^е , + щ + е ,

(невырожденную и разлагающу
ных матриц первого и второго *°СЯ в произведение элементар-

Рода):

(С - А ) .х ±  *

Из обратимости множителей- (45.(Л|В)*)

приводящих матричное уравнеци ^  +  ( £  +  ( ^ — 1 )Е\) и С, 

виду (4 5 .(Л|5 )*), (4 5 .(Л|5 )*) ил ® (45'(Л 1 В/ )>  соответственно, к 

решение (45.(Л|В)') является ре , (4 5 -(Л|Я)*) следует, что всякое 

ний и наоборот. А это в свою оч^ ЭТИх матричных уравне-

ответствующих им систем линей^6^  влечет эквивалентность со- 
2°. Элементарное преобразо^ НЫх Уравнений, 

ний, состоящее в перенумерации НИе системы линейных уравне- 
ную систему (45.(Л|Й)) к си сте^  Неизвестных, приводит исход-

вида:
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 ̂ }

и \ х1 4- а2х~ -|-..• + а)х’ 4-- ■ + ajx1 + • .4-аУ =  1

а2х' -{-а2̂  4-.-• + а)х' 4-- ■ 4- а?х* + • ■ 4- а2пх" —

(Сх' + а?х2 + ajx> +  ■• + а?х* +  • .4-а”хГ =

Что при новой нумерации неизвестных

(//', у2, ... у' \ \ у1,- 1

У
+ 1 */', : у1+\ ...уп) =

(х\ X2, ... X1 yi -f 1 yl — 1
, Л, , . . .  Л, у х1+\ ... х")

(и коэффициентов t-ого и /-ого столбцов) дает систему:

«! у' +  (>№ +  ...+  а]у‘ + ... +  а)у1 +  ... +  а'пуп =  Ь\ 

aW  +  а\у2 +  ...+  а2 у' + ... +  tfy1 +... + а2пуп =  Ь2,
(45.(.4" i В))

а? у' +  сЦу2 + ... +  аГу‘ + ... 4 - fl/V 4 -... +  <  у" =  Ьт.

Ясно, что с точностью до порядка i-ой и /-ой компоненты мно­

жество решений системы (45.(4" 15)) совпадает с множествами 
решений систем (45.(/Г|£?)) и (45.(4|fi)).

3°. Уравнению со всеми нулевыми коэффициентами (нулево­
му уравнению):

Ох' 4 -Ох2 4 -.- +  Ох" =  О,

очевидно, удовлетворяет любой кортеж чисел {х\ х2, ... х"), так 

что его исключение из системы уравнений не изменяет множест- 
на решений и приводит к эквивалентной системе линейных урав­

нений. ф  ■ 
У т в е р ж д е н и е  45.2. Элементарные преобразования сис­

темы линейных уравнений переводят ее в систему линейных 
уравнений того же ранга.

Действительно, первым четырем видам элементарных пре­
образований системы линейных уравнений соответствуют ана­

логичные элементарные преобразования основной и расширен­

ной матриц системы, которые, согласно утверждению 43.1, не 
меняют их ранги. Последнему из видов элементарных преобра­
зований — исключению из системы уравнений нулевого уравне­

ния — соответствуют вычеркивание в матрице нулевой строки,
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что, очевидно, приводит к матрицам (а значит, и системам)

Следовательно, можно сказать, что ранг системы линейных 
уравнений есть инвариант ее элементарных преобразований. 
Это позволяет из соображений удобства в дальнейших р а с суж ­

дениях пользоваться преобразованиями матриц, соответствую­
щих системе.

Инвариант — от латинского слова invarians, означающего 
неменяющийся, неизменный.

§ 46. О Б Щ Е Е  Р Е Ш Е Н И Е  СИСТЕМЫ 

Л И Н Е Й Н Ы Х  О Д Н О Р О Д Н Ы Х  УРАВ НЕ Н ИЙ

Утверждения предыдущего параграфа позволяют, не нару­
шая общности считать, что любая линейная однородная систе­
ма с п неизвестными, основной ранг которой равен г, может 
быть задана в виде:

(к которому она приводима элементарными преобразованиями), 
причем так, что ее первые г столбцов линейно независимы.

Множество ее решений — S ,̂, как отмечалось в начале лек­
ции — конечномерное векторное пространство, и, следователь­
но, в нем можно выбрать базис.

При равенстве основного ранга системы числу переменных 

(г =  п) векторное пространство ее решений нулевое: =  {0 } 

(утверждение 42.?), и его размерность также равна 0.
Чтобы определить размерность векторного пространства ре­

шений системы (46.(/4|0)) при условии, что ее основной ранг 
г<С.п, надо описать пространство всех ее решений, а затем ба ­
зис этого пространства. Так как SAczM (n  х 1), то конечно­
мерно и d im S ^ ^ / z .  ф

1. Постараемся найти общий вид решений системы линей­
ных уравнений (46.(Л|0)), или найдем, как пишут некоторые ав­
торы, ее общее решение.

1°. Перенесем в правую часть каждого из уравнений систе­

мы (46.(/110)) все неизвестные, начиная с r-j-1 -го:

того же ранга. ♦ ■

а \х{ -\- а^х1 a\xr - f  a j+1xr+ ' +  ... + а ^  =  0,
а ,х ‘ +  a\x* + . . .  +  a2rxr +  a2r+ [xr+ i + . . .  - f  а2хп =  0,

(46 .ИЮ))

а[х' +  а^х2 arrxr -\-arr+lxr+' + ... + а^х" =  0,
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а \ х ] +  . • +  а 'г х г = >7 1 ГГ”*” 1 ___ /7 1 ГЛ^ "2 ___а г +  I х  а г +  2х ■ —  а \ х Г ,

а У  +  • . . +  а У  = _ _ г Р -  у Г + \ _ П 2 г Г +  2 —  
U r + \ X  а г +  2Х ■ - а У ,

а \ X х + .. +  а Ггх г =
___ п г Гг +  1 ___ п г у г +  2 ___и г + \ Х  а г +  2х . . - а ' Х .

(46.(Л |0)')

Этой системе уравнений соответствует матричная форма:

А'- =  -А "-  , (46.Л)

где А'=\\а‘ \\ =  \\АА\<=М(г), А " =  К  || =  \\AJ е М (п - г ) ) ,  
(t =  l, 2 , ... г, / =  1 , 2 , ... г, k =  r+  1 , г + 2, ... п).

2°. Такое разделение неизвестных позволяет выразить х\ х?, 
... хг через х?+\ хг+2, ... хп: ф

X? \ ? /  / я/\—\ л //= ( - ( Л ' )  -Л")- :  . (46 .А'

При этом матрица ( — (А')~, - А ")^М (?х (п - —г)).
3°. Из этого соотношения видно, что давая неизвестным 

хг+\ хг+2, ... х? любые значения, получим значения остальных 
неизвестных х\ х2, ... хг, а в конечном счете — кортеж чисел 
(х\ х?, ... хг, хг+\ хг+2, ... х"), удовлетворяющий (46.Л'), (46.Л), 
(46.(Л 10)'), т. е. решение линейной однородной системы 

(46.( А10)).
В силу той роли, которую выполняют в формуле (46.Л') не­

известные хг+\ хг+2, ... х", они называются свободными неиз­
вестными (переменными), их значения произвольны, а неизвест­

ные х\ х2, ... хг, выражающиеся через них —  зависимыми. 
Причем значения х\ х2, ... хг определяются значениями 
(х г+\ хг+2, ... Xя) однозначно в силу обратимости матрицы А' 
(почему? ф )  и однозначности матричных операций.

Всякое решение системы с фиксированными числовыми зна­
чениями свободных переменных иногда называется ее частным 
решением (в отличие от общего решения системы линейных 

уравнений).
4°. Дописав к столбцу зависимых переменных свободные, 

получим общий вид решений системы уравнений (46.Л), кото­
рый удобно представить координатным столбцом:
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X-

X2

хл
_

хг+1

хг+2

•

- ( А 'Г ■А"

1 0  0 . . 0

0  1 0 . . 0

о о о ; . 1

, (46.1)

Это равносильно пополнению соотношений, соответствую­
щих матричной форме (46.Л'), тривиальными:

^ + 2 =  ̂ + 2,

I Xя =  *".

Тем самым указан общий вид решения системы. ■

Утверждение 46.1. Любое решение системы линейных одно­
родных уравнений (46.(А|0)) представимо формулами (46.1).

2. Найдем базис в векторном подпространстве М (п  х 1) эле­
ментов вида (46.1).

1°. Обозначив через А *  матрицу формулы (46.1):
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(lice столбцы высотой п — г).

2°. Это означает, что любое решение системы линейных одно­
родных уравнений представимо в виде линейной комбинации 

// г ее решений специального вида:

Т. е. X = x r+' X, -j-xr+2 Х 2 +  ... -\-x"Xn_ r — для системы

векторов ( Х х, Х2, ... Хп_ г) выполнено условие В.2 базиса век­

торного пространства (см. определение 41.1).

3°. Легко видеть, что такая система векторов

линейно независима (почему? ф ), что означает выполнимость 
условия В.1 базиса.

4°. Таким образом в подпространстве SAczM (nx  1 ) найден 

базис из п — г векторов, что позволяет указать размерность про- 
странства решений системы уравнений (46.А). ■
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У т в е р ж д е н и е  46.2. Множество решений системы линей­
ных однородных уравнений с п неизвестными ранга г, как век­
торное пространство (п — г)-мерно.

( О п р е д е л е н и е  46.1. Базис пространства решений линей­
ной однородной системы уравнений называется ее фундамен­
тальной системой решений.

Так как базис в векторном пространстве определяется не 
единственным способом, то и фундаментальная система реше­
ний линейной однородной системы уравнений может быть вы­

брана, вообще говоря, неоднозначно. Однако, в силу доказанно­
го утверждения 41.1 все фундаментальные системы решений со­

стоят из одинакового числа частных решений (векторов): п — г.
П р и м е р  46.1. Найдем общее решение и фундаментальную 

систему решений линейной однородной системы уравнений:

х '+  *2 +  л:3 +  х4 +  лг5 =  0 , 

х' +  ** +  Зх3+  4х4 +  5х5 =  0,

2л: 1 +  х2 +  1 Одг3 -f- 2х4+  7л:5 =  О, 

5л: 1 -j- -f- 9лг3 +  11х4-{- 13л:5 =  0.

Ранг основной матрицы этой системы

1 1 1 1 1

1 1 3  4 5 

2 1 10 2 7 

5 5 9 11 13

(46.x)

равен 3 (см. пример 44.1), значит, пространство ее решений 
?-мерно, и число свободных переменных равно двум.

2. Чтобы записать общий вид решений формулой (46.1), при­
ведем матрицу системы к ступенчатому виду (см. пример 44.1):

1 1 1 1
1 \ /  1

1 1 1 1

1 1 3 4 5 V ( ° — 1 8 0 5

2  1 1 0 2

7  / \ ° 0 2 3 4

5 5 9 11 13 / \ 0 0 0 0 0

3. Это означает, что х4, х° —  выбраны свободными перемен­
ными, а х\ х2, х3 — зависимыми. Выделим соответствующие им
матрицы:
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п найдем матрицу А*:

Аф =  — (А 'Г '- А " =  (  0 — 1 8  ^  • (  0 5 ^  =  ?.
\ 0 0 2 /  \3 4 /

4. Общий вид решений системы выражается согласно (46.1):

5. Фундаментальную систему решений составляют частные 

решения системы:

- 2 5 /2
12
3/2 ......

0

Причем X [ и Х 2 неколлинеарны (почему? ф ), и любое реше 

ние системы уравнений представимо в виде их линейной комби­
нации.

6 . Тогда общее решение этой системы (как вектор двумерного
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подпространства в A f(4x  1 )) представимо в виде:

Проверьте, что фундаментальную систему решений системы 
(46.х) составляют и другие ее частные решения:

Найдите фундаментальную систему решений, отличную от 

(X h Х2) и (У , ,  У2>, (как базис в векторном пространстве 

L (% , % )).

§ 47'. О Б Щ Е Е  Р Е Ш Е Н И Е  СИСТЕМЫ 

Л И Н Е Й Н Ы Х  Н Е О Д Н О Р О Д Н Ы Х  УР А В Н ЕН И Й

После того, как было найдено общее решение системы линей­
ных однородных уравнений, естественно поставить вопрос о ме­
тодах и структуре решений системы неоднородных линейных 
уравнений. Оказывается, что всякое решение такой системы мо­
жет быть получено в виде суммы ее некоторого другого (частно­
го) решения и решения соответствующей однородной системы 

линейных уравнений, т. е. имеющей ту же самую основную мат­
рицу, что и исходная система линейных уравнений.

Точнее имеет место теорема.
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Т е о р е м а  47.1. Если (х'0, х%, . 

линейной неоднородной системы:
j£g) —  какое-либо решение

а\х' а^х2 

а2]х{ -\- а^х2 -\-

+ а У  =  Ь\ 

+ а У  =  Ь2,
(47.(Л | Zi))

а?х' +  а?я*+  ... =

а (х\ х?, ... х") —  решение соответствующей однородной систе­
мы линейных уравнений:

а\х1-\-а̂ х2 ... -\-а[пхг' =  О, 

а*х'+ alx2-{- ... -Ь а2пхп =  0,

a fx ’ +  a™х ? ... -{-а^х" — О,

(47.0110))

70 решение неоднородной системы (47.(Л|5)):

( х'0-\-х\ a:2 +  X2, ... хпй-\-хп).
Обратно: независимо от того, какое выбрано решение 

(xh, Xq, ... х%) неоднородной системы (47.(Л|5)), ее любое другое 
решение может быть представлено в виде суммы данного ее ре­
шения и некоторого решения соответствующей однородной сис­
темы:

(Х'0 +  Х\ Xq -(- х2, ... 4  +  *л>-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напомним, что каждая из систем ли­

нейных уравнений (47.(Л|В)) и (47.(Л|0)) может быть записана 

в матричной форме:

А-Х =  В, (47.(Л \В)')

и, соответственно:

А -Х ^О . (47.(Л ЮГ)

1. Пусть A'0 =|U()|| — ^некоторое решение матричного уравне­

ния (47.(Л|В)/), а X — Ŵ W —  решение уравнения (47.(Л|0)').

Тогда для У =  А, 0 +  Х имеем:

a -y = a -(x 0+ x ) ^ a -x 0-\-a -x =Lb  + o = b .
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Отсюда

/4 + * '\

У =  * 0 +  * =  = [  + ̂  ] (47.1)

\*о +  *0 /

— решение системы уравнений (47.(Л|В)).

2. Обратно: пусть Y=\\y'\\, Л'0 =||л:£|| — два решения уравне­
ния (47.(Л | В)'), т. е.

A-Y =  В и А-Х0 =  В.

Тогда Л •( Y — Xti) =  A ■ Y — А-Х0= О ,  это означает, что X =  Y — Х0 
есть решение матричного уравнения (47.(Л|0)'), соответству­

ющего линейной однородной системе уравнений (47.(Л|0)). 

Откуда У =  Л0 -|-Л’ и, значит, произвольное фиксированное реше­
ние системы (47.(Л|В)) представимо в виде:

(у\ У2, -  уп) =  (х'о+х\ 4  +  ^ .  -  x"o + x"),

т. е. в виде суммы ее некоторого решения Х0 и решения X систе­

мы (47.(Л|0)'). ■ 
Теорема 47.1 позволяет представить множество 5 Л,В всех ре­

шений системы линейных неоднородных уравнений (47.(Л|В)) 
в виде

S/na =  A'0-f

где, по определению

def

X0 + SA =  {X0 + X | (У Х | Л .*  =  0)}.

Такое множество часто называют линейным многообразием 
решений системы (47.(Л|В)) в векторном пространстве R", здесь 
Ха — ее некоторое решение.

Линейное многообразие можно изобразить схемой (рис. 5). 

Говорят, что линейное многообразие в =  Л"0 получено 
сдвигом векторного пространства на вектор Х0. (При этом 
векторное подпространство 5 Л тоже можно считать линейным 
многообразием (полученным сдвигом на нулевой вектор). Раз-
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Рис. 5

мерностью линейного многообразия Ao +  S,, называется размер­

ность его векторного пространства S4.

П р и м е р  47.1. В примере 42.1 было установлено, что систе­
ма линейных уравнений:

Х ] +  X? +  х3-\- х4 +  х5 =  1 , 

х1+  л̂  +  3 /4 -  4х4+  5 /  =  2,

2х '+  х2 10х3+  2х4+ 7 Xs =  3,

5л:1 -f- 5JC2 +  9x,!-f 11л:4 +  13л:5 =  7,

совместна. Ее решением является, например, кортеж:
(5/3, — 1, 0, 1/3, 0) (он может быть найден подбором).

В примере 46.1 был найден общий вид решения соответствую­
щей ей системы линейных однородных уравнений:

Согласно теореме 47.1 решение исходной неоднородной систе­
мы уравнений имеет вид:
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решение 

неоднородной системы

х =

частное решение 

неоднородной системы

фундаментальная 

система решений

решение 

однородной системы

Давая произвольные значения х4 и х5, можно получить все 
возможные решения этой системы.

Можно указать следующую схему.

Схема решения неоднородных систем 
линейных уравнений

1. Выписываем основную|расширенную матрицу системы.
2. Определяем ранг (г, R ) системы (определения 42.2, 42.3), 

ее совместность (теорема 44.1).

3. Если система совместна, находим размерность линейного 
многообразия решений, равную сЛ т 5 л =  /г — г.

4. Находим систему фундаментальных решений соответству­
ющей системы линейных однородных уравнений.

5. Если система совместна, находим ее какое-либо решение.
6 . Записываем общий вид решения системы линейных неод­

нородных уравнений (формула 47.1).

З а д а ч а  47.1.1. Решите систему уравнений, указанную в з а ­
даче 42.1.1:

х'-— х2— / =  4,

х' х2-\- Зх3-\-2х4=  8 ,

2х' — 4х2— 6 х3+  х4=  4,

2х1 +  4х2+\0х3 +  5х4 =  20.

1. Ее основная|расширенная матрица:

1 — 1 — 1 1 4

1 1 3 2 8

2 — 4 - 6  1 4

2 4 10 5 2 0
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2. При решении задачи 42.1.1 найден ранг этой системы:

и, R) — ( 2 , 2 ) ,  что означает ее совместность.

Л. dim SA — n — л =  ?.
I Находим фундаментальную систему решений соответству­

ющей системы линейных однородных уравнений:

JC1 — JC2— х3 +  х4 =  0 , 

х 1 -f- х2 -f- Зх3 +  2х4 =  0, 

2х' — 4х2— 6 ; ^ +  х4 =  0 , 

2л:| +  4х2 + Ю х 3 +  5х4 =  0.

Г). Находим какое-либо решение системы.
(>. Записываем общее решение системы линейных неоднород­

ных уравнений (формула 47.1).

решение фундаментальная

неоднородной системы система решений

Г 1

частное решение решение

неоднородной системы однородной системы

З а д а ч а  47.1.2. Решите систему уравнений:

Зх'-{-2х2-\- 4х3 +  5х4 =  3,

2х'-|-Зх2 +  8 х3 +  6 х4=  5, 

х' — бх2 — 2 0 * 3 — 9х4 =  — 1 1 ,

4 * '+  х* +  х3 +  4х4 =  2.

З а д а ч а  47.1.3. Определите, при каких значениях к следую­
щая система уравнений совместна:

А,х'4 - х2-^ х3 =  1 , 

х1 -\-'кх1-\- JC3 =  1 , 

хх +  х2 +  Я,х3 =  1 .

Найдите ее общее решение в тех случаях, когда она совместна. 
Существуют ли такие значения К, при которых эта система име­

ет единственное решение?
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Научившись определять ранг (г, R ) системы линейных 

уравнений и применяя теорему Кронкера — Капелли, всегда 
можно определить совместна система или нет. В случае ее сов­
местности существенно важно уметь находить эти решения. 
Однако далеко не всегда удается достаточно быстро отыскать 
даже одно из ее решений. Более того, оказывается, что иног­

да удобнее находить сразу общий вид решений системы линей­
ных уравнений, поскольку отыскание ее фундаментальной сис­

темы решений, тоже требуя больших вычислений, бывает 
сложным.

В этом параграфе будет описан метод последовательного 
исключения переменных (метод Гаусса), позволяющий неслож­
ной процедурой не только определить, когда система линейных 

уравнений совместна, но и находить все ее решения явно. Он 
заключается в том, что элементарными преобразованиями си­
стема m линейных уравнений с п переменными:

а\х1 а^х2 ••• + а'пхл =  Ь\ 

а?х' +  азх2+  ... + а2пхп =  Ь2,
(4S.(A\b))

afx' + aZx2-  ̂ ... + а ”хп =  Ьп

приводится к эквивалентной ей (с точностью до порядка неизве­
стных) системе вида:

cW + c\y2+  ». + c\_xtf~' +  c\ yr+  ... + с'п у" — d\ 

с\у2+  ... + с ? _ 1 0 '~ ‘ +  с? Уг+ + с2 уп =  d2,

crrz\yr-' + c'r-' yr + ... + c r V  =  dr“ \
crr yr+  ... +Cr„ yn =  dr,

0  =  dr+\

0  =  dm,

матрица которой ступенчата:
(48.(C|D))
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с! * * . . * * . ■ с\ d'

0 * ■. * * . ■ cl d2

0 0 0  . • С'г * . ■ Сп dr

0 0 0  . . 0 0  . . 0 dr + 1

0 0 0  ' ’ 0 0 ' 0 dm

(48. С)

причем в верхнем блоке, если он имеется, все диагональные 
элементы отличны от нуля: с\с\ ... crrz\с'г=/=0.

Для последней системы (48.(C|D)) не составит большого 
груда ответить на вопрос совместна ли она, и в случае утверди- 
гельного ответа метод позволяет получить все множество ее ре­
шений.

Этот метод (и его различные модификации) применяется 
при решениях систем линейных уравнений компьютерными 
средствами, поскольку, по существу, он представляет собой ал­

горитм (точное описание процесса), последовательные действия 
согласно которому, неизбежно приведут к успешному решению 
задачи.

Слово алгоритм происходит от латинской формы имени зна­
менитого арабского математика средних веков аль-Хорезми 
(Al-gorithmi).

Алгоритм Гаусса решения систем 
линейных уравнений методом 

последовательного исключения переменных

Алгоритм заключается в следующем:

1) в приведении матрицы системы уравнений (48.(Л|В)) к 
ступенчатому виду (48.(С|£>)).

2 ) методе решений систем линейных уравнений вида 
(48.(C|D)).

Пусть дана основная|расширенная матрица системы линей­
ных уравнений (48.(Л|В)):

а| а2а'3 ... а\

(Л\В) =
2 2 2 

af аг2 аг3

7т  п т т 
М а2 а3

Ь  \

al

r

A В

a™ bm /

(48.0)

1. Если а\ ф0, то умножаем первую строку матрицы (Л|В) 

последовательно на подходящие числа так, чтобы складывая ее
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со второй строкой, затем третьей и т. д., получить остальные 

элементы первого столбца нулевыми. (Это множители: — а^/а] 
для второй строки,— а\/а\ для третьей, для г'-ой: — а\/а\). Тем 

самым добьемся, что матрица системы будет иметь вид:

а\ * * * *

0

: А' В'

0

(48.1)

2. Если aj =  0, но найдется а\Ф0, то переставим строки мат­
рицы (Л \В) так, чтобы в левом верхнем углу был ненулевой эле­
мент. (Например, можно делать циклические перестановки 
строк до тех пор, пока на первом месте не окажется ненулевой 
элемент). Затем действуем согласно п. 1.

3. Если а ', =  0 V ie{ l, 2 ... m } (т. е. Л, =  0), то поменяем 
местами первый столбец с каким-либо другим, ненулевым. (Н а ­
пример, можно делать циклические перестановки столбцов 
основной матрицы). Затем действуем согласно п. 1 и 2.

4. Очевидно, что п. 1— 3 всегда выполнимы в случае ненуле­
вой основной матрицы. Но в случае

можно сказать, что основная матрица уже ступенчатого вида.
5. Повторим процедуру п. 1—-4, применяя ее к матрице 

(.А '\ В Следует только иметь в виду, что все операции над ее 
строками или столбцами распространяются и на объемлющие ее 
строки и столбцы (продолжения) матрицы (48.1).

6 . В результате получим матрицу вида:

а\
* * * *

0 а\ * * . . * *

0 0

Л" В"

0 0

(48.2)
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7. Повторим процедуру п. 1— 4, применяя ее к матрице 
(Л"\В"), и так далее. Так как число строк матрицы А | В конечно, 
го за конечное число шагов придем к матрице вида (48.С) и си­
стеме:

с\у' +  с'2у2+  ... + С; _ , Г Ч с ;  уг+  -  +с'п уп =  d\ 

cly2+ + с2г_ 1Уг~1 +  с2г уг+  ... + с2п y” =  d2,

crrz\ yr~~l + crr~l yr+ ... + с Г ‘ yn =  dr~\ 
c\ yr+ ... + crn yn =  dr, 

0  =  dr+\ 

0  =  dm,

(48.(C|D))
8 . Следует иметь в виду, что в этой системе уравнений неиз­

вестные у\ у2, ... уп —  это неизвестные х\ х2, ... х", быть может, 

переставленные, поэтому решение системы (48.(C|D)) вместе с 
данными, какой у1 соответствует какому х\ дает решение исход­

ной системы (48.(Л|Б)) (см. утверждение 48.1). При этом послед­
ние т  — г уравнений системы (48.(С|£))) надо понимать, как 
уравнения вида:

0у '+ 0у2 + 0у3+  ... + 0  yn =  dr+\

0у '+ 0у2 + 0у3+  ... + 0 i/Я =  <Г+2,

0г/' +  0г/2 +  0у3+  ... + 0  yn =  dm.

Из этого очевидно, что, если

<dr+\ dr+ 2, ... dm> ф  <0 , 0 , ... 0 ),

то имеем противоречивые равенства и несовместную систему 
уравнений. ( r ^ R ) .  ф

Для любой совместной системы

(dr+\ dr+\ ... dm> =  <0 , 0 , ... 0 >,

т. е. последние т  — г уравнений — тривиальные тождества вида
0  =  0  и их можно не принимать во внимание (отбросить).

Сформулируем установленное выше в виде теоремы.

Т е о р е м а  48.1. Любая система линейных уравнений 
(48.(Л|В)) может быть преобразована в эквивалентную ей, с 
точностью до порядка неизвестных, систему (48.(C|D)), где 
г — ранг ее основной матрицы.



10. Ранг матрицы. Линейные системы

9. В случае совместности система (48.(С|£))) примет вид: 

cW +  с\у2 +  -  +  с'-\УГ~' +  с\уг +  с\+хуг+1 + ... +  с\уп =  d\ 

с\у2 + ... +  с2_ _ 1 +  с2/  +  с2г+ {у'+1 + ... +  с2*/" =  d2,

d 1 + с;- 'у' + с;+!/+1 +... + cr-у = йГ“ \ 
СУ4~ с'+,(/г+1 -f- ••• + crnyn =  dr,

(48.(С'|Я'))

10. Перенесем во всех уравнениях вправо все члены, содер­

жащие переменные уг+\ уг+2, ... у

с\у1 +  с У  + ... +  с ’_ хуг~ 1 +  с У  =  d' — cj+ , / + 1 -  ... — с ‘гД 

с2*/2 + ... + с2_ У  “ 1 + c2yr = d2 -  с2+,/+1 -... -  с2п1Д

сг- У ” 1 +  с Г  У = -  с;+,У+1 - . . .  -  У ,

crryr =  dr — crr+lyr+' — ... — crnyn,

(48.(C"|D"))

Очевидно, что системы (48.(С//|£)//)) и (48.(С'|£К)) эквива­
лентны.

11. Из последнего уравнения этой системы выразим

Сг

Подставим выражение уг в предпоследнее уравнение и выра­
зим из него

^'==-7^тК-,- с ; ; У +1- . . . - с г У - с Г У ) =
Сл— 1

=  ̂ L T( ^ - 1 _ c; - y + I - . . . _ c- y _  (48. У)
Сг- 1

_ с Г |1 ( ^ _ с;+ 1/+, _ " . _ с Ж ))>

затем аналогично выделим уг~2, уг~3 и т. д.

В конце концов (за г шагов) получим выражения всех пере­
менных уг, уг~\ ... у2, г/ 1 через уг+\ уг+2, ... у". При этом совер­

шенно ясно, что если г < л ,  то переменным уг+\ уг+2, ... уп можно 
давать всевозможные значения, и система (48.(С'|£)')) имеет бес­

конечно много решений, а значит, и исходная система (48.(Л|В)) 
тоже.
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Таким образом, получаем все решения системы (48.(Л|В)).
Подытожим предыдущее.

Т е о р е м а  48.2. Если система линейных уравнений 
( 18.(Л|В)) приведена к виду (48.(C|Z))) и найдется d'=£0 с ин­
дексом j > r , где г — ранг ее основной матрицы, то система не­
совместна.

Если же dr+l =  dr+2= ... =  dm =  0, то она совместна, причем 
при г<Сп решений бесконечно много, и они находятся по ф ор­
мулам (48. К).

Гак как при решении системы линейных уравнений методом

I аусса при условии г<Сп неизвестным {уг+\ уг+2, ... у") можно 
давать произвольные значения, то их называют по аналогии с 
п .4° § 46 (в котором рассматривались системы линейных одно­

родных уравнений) свободными переменными (неизвестными) в 

отличие от выражающихся через них у\ у2, ... уг, которые также 
носят названия зависимых переменных (неизвестных).

З а м е ч а н и е  48.1: Поскольку в методе Гаусса шаги алго­
ритма неоднозначны, то и разделение переменных на свободные 
н зависимые тоже не единственно, однако, из алгоритма следует, 
чго однозначно определяется их число: свободных п — г, а зави­
симых г. ф

Если же г =  п, т. е. система (48.(Л|£)) элементарными пре­
образованиями (п. 1— п. 4 алгоритма) приводится к системе 

вида:

cW + cW + - + c\_xyn 1 + c\yn =  d\ 

C22y2+... +  C2n_ ly''-' +  Cy ~ d 2,

cnnz\yn-' +  cn-' yn =  dn~\ 

cnnyn =  d",

матрица которой треугольна:

(48.(C"|D))

с\
* *

■ cj d'

о : *
: с2 • ** d2

. 
о

о . . С dn

и все ее диагональные элементы — ненулевые (или в (48.С) от­
сутствует нулевой блок). Очевидно, что в этом случае процесс 

п. 9 и п. 10 алгоритма дает однозначно определяемые коэффи­
циентами системы уравнений значения (г/1, у2, ... уп):
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--— d\

~ d n),

,.п-2 .
сплЛ уп '■ С  V')=

л  —  2

(48.С')

„п — 2

(d" JLzl(dn-'-п — 1 v

с л - 1  л - 2

---И Т' Д-
Л я

(48.x)

Таким образом получаем весь кортеж решений (г/, г/2, ... г/"). ■ 

Т е о р е м а  48.3. Если система линейных уравнений имеет 
основной ранг, равный количеству переменных в системе: г~п, 
то она имеет единственное решение, которое находится по ф ор­
мулам (48.С').

Продемонстрируем этот метод решения систем линейных 
уравнений на примере.

П р и м е р  48.1. Решим методом Гаусса систему уравнений:

Xх +  х2 +  х3 4- X4 +  X5 =  1,

х '+  х2 Зх3+  4х4 +  5х5 =  2,

2х‘ +  х2 +10х3+  2х4 +  7х5 =  3,

5х' +  5х2+  Эх3-)-11х4-|-13х® =  7,

(см. примеры 42.1, 46.1).
1. Для этого выпишем ее основную!расширенную матрицу 

порядка 4x6 :

1 1 1 1 1

1 1 3  4 5

2 1 10 2 7

5 5 9 11 13

и приведем ее к ступенчатому виду (п. 1 — 7):

1 1 1 1 1

1 1 3  4 5 

2 1 10 2 7 

5 5 9 1113

(3) — 2 ( 1)
1 1 1 1

0 2 3 4 

1 8  0 5 

5 9 11 13

(2 )—( 1)

(4) — 5 (

1 1 1 1 1

0 0 2 3 4 

2 1 10 2 7 

5 5 9 1 1 1 3

1 1 1 1

0 2 3 4 

■18 0 5 

0 4 6  8
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Поскольку все элементы первого столбца кроме а\ получены 

нулевые, применяем алгоритм Гаусса к матрице Порядка 3 х Г>:

1 1 1 1 1 (  1 1 1 1 1 1

0 : 0 2 3 4 1 '\ (2 >хг<3> 0 : - 1 8 0 5 1

0 |-- 1 8 0 5 1 0 ; 0 2 3 4 1

0 ; 0 4 6 8 2  / Чо; 0 4 6 8 2

law как элементы второго столбца ниже диагонального —  нуле- 
иi.iе, переходим к преобразованию следующей матрицы — поряд-

2x4 :

1 1 1 1 1 1 \ /  1 1 1 1 1 1

0 - 1 8 0 5 0 - 1 8 0 5 1

0 0 2 3 4 1 ) ( 0 0 2 3 4 1

0 0 4 6 8 2  / '  \ о 0 0 0 0 0

Элементы и третьего столбца ниже диагонали нулевые, поэ- 

I<>му опять понижаем порядок рассматриваемой матрицы:

1 1 1 1 1 1

0 -  1 8 0 5 1

0 0 2 3 4 1

0 0 0 0 0 0

2. Выделенная пунктиром матрица нулевая, таким образом, 
п. 1— 7 алгоритма выполнены, и следует переходить к указанию 

свободных переменных, при этом уравнение, соответствующее 
нулевой последней строке, можно отбросить, так как ему удов­

летворяют любые <х', х2, х3, х4, х5)

х 1 4  х2 4  х3 +  х4+  х5 =  1,

— 1 х2 4  8х3 -f- 5х5 =  1, 
2х3 4  ЗУ  -f- 4х5 =  1.

(44.x)

3. Для п. 8— 10 алгоритма тоже удобнее использовать матри­
цы, выделим квадратную часть основной матрицы системы (при 
веденной к ступенчатому виду):

(  1 1 1 1 1 1 \

( 0 - 1 8 0 5 1 )
\ 0 0 2 3 4 1 /
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Этому соответствует выделение переменных: х4, х5 — в каче­
стве свободных, а х , х2, х3 — зависимых.

Далее, согласно методу Гаусса, надо выражать неизвестную 
х3 в третьем уравнении через свободные переменные х4 и х5, под­

ставлять ее во второе уравнение и т. д. Однако, этот процесс 
проделать в матричной форме удобнее следующим образом. 
Сначала приведем отделенную слева квадратную матрицу к 
диагональному виду «снизу вверх», преобразуя при этом строки 
всей (расширенной) матрицы (по существу это равносильно опе­

рациям п. II метода Гаусса: выражение неизвестной через неиз­
вестные с большими номерами их индексов, и подстановка их в 
предыдущее уравнение):

1 ; 1 1 : 1 1 1 N (2) — 4(3) /  1 1 1 1 1

0  -- 1 =8 !о 5 1

) ( °
— 1 0 - 1 2  — 3

0 0  2 1з 4 1 /  \ 0 0 2 3 4

Затем приведем ее к единичному виду, поделив каждую стро­
ку на ее диагональный (ненулевой!) элемент:

Это позволяет записать соответствующую матрице систему 
уравнений:

и сразу выразить зависимые переменные через свободные, пере­
нося члены с ними в правую часть:

( 1) +  (2 ) ‘

\ 0 0 2: 3 4 1 /

(П - 1 / 2 (3 )  •
/-*•«/

X1 -25/2х4- 4 х5= -5/2, 
х2 + 12х4 + 3х5 = 0, 
х3+ 3/2х4 + 2х5= 1/2,

х1 = -5/2 + 25/2х4+ 4х5, 
х2 =  -  12х4— Зх5, 
х3= 1/2- 3/2х4- 2 х 5.

х2 =
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Таким образом, найден общий вид решений системы линей 

мi.iх уравнений (44.x), его можно записать кортежем:

< 5/2 +  25/2х4 +  4х5, - 1 2 х 4 - 3 х 5, 1/2 -  3/2х 4 -  2хг’, х\ / > ,

(где х4 и х5 принимают произвольные значения). Очевидно, что 

решений бесконечно много — их можно получать, давая всеноз 
можные значения свободным переменным. В частности:

< -5 /2 ,  0, 1/2, 0, 0>, <14, - 1 5 ,  - 3 ,  1, 1>, <10, - 1 2 ,  1, 1, 0), 

<3/2, - 3 ,  - 3 / 2 ,  0, 1>, <6 , - 9 ,  1, 1, - 1 >  и т. д.

Для записи решений системы уравнений удобно использован, 

матричную форму:

Сравните ответ с примером 46.1. t
З а м е ч а н и е  48.2. Подчеркнем, что метод Гаусса применим 

к решению как неоднородных, так и однородных систем линей­
ных уравнений. Так из полученного общего вида решений систе­
мы (48.x) вытекает, что общий вид решений соответствующей ей 

системе линейных однородных уравнений следующий:

х 1 =  +  25/2х4 +  4х5, 

х2 = — 1 2 х4 — Зх5, 

jc3= _  3/2х4 - 2 х 5,

или в матричной форме:

З а д а ч а  48.1.1. Определите, совместна или нет система ли 

иейных уравнений, а в случае совместности найдите общий вид
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ее решений и несколько частных, сделайте проверку.

Зх' -)- 4jr2 =  7,

■ 5х' +  3х* =  8, 

х '+  х> =  2.

З а д а ч а  48.1.2. Определите, совместна или нет система ли­
нейных уравнений, в случае совместности найдите общий вид ее 

решений и какое-либо частное решение, сделайте проверку.

Зх1-\- х2-\-х3 =  5,

■ 2х' + 5Х2 х3 — 8,

. 4 х '- З х 2 +  х3 =  2.

ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Боги открыли людям не все. В поиск пу­

стившись, люди сами открыли немало.

К сеноф ан

Как упомянуто в исторической справке лекции 5, понятие 
матрицы возникло в XV II веке, как удобный аппарат при иссле­
довании систем линейных уравнений. Подобные системы решали 

еще математики Древнего Вавилона, причем методами, близки­
ми к современным методам их решений в элементарной матема­

тике: выражением одной переменной через другие с последую­
щими подстановками в остальные уравнения системы. Любопыт­

но, что на протяжении почти двух тысячелетий преобладало 
мнение, что нерешенных проблем в этой области нет, поскольку 

довольно несложные правила (теперь мы говорим — алгоритмы) 
всегда приводили к решению требуемой системы п линейных 

уравнений с п неизвестными (а другие системы таких уравнений 
просто не рассматривались) и невырожденной основной матри­
цей. Если все же какая-либо задача сводилась к системе линей­
ных уравнений, число которых оказывалось меньше числа пере­
менных, то от поисков ее решений отказывались, полагая, что з а ­

дача плохо поставлена. Интересно, что решение общего вида 
в случае невырожденности основной матрицы системы линейных 
уравнений было получено и описано независимо друг от друга 

многими учеными (Лейбниц, Крамер, Лагранж и другие).
Понадобилось время, чтобы в результате развития и приме­

нения координатного метода в геометрии возникла возможность 
(и потребность!) геометрических истолкований систем линейных 
уравнений, в том числе и тех, число уравнений в которых не рав ­
но числу переменных. (Например, система линейных уравнений 

с тремя переменными ранга <2 , 2 ) определяет прямую в про-
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пранстве, как линию пересечения плоскостей). С другой сторо 
им, оказалось, что в области дифференциальных уравнений, ко 
н>рая была приоритетной для многих математиков X IX  в., реше 

ния линейных дифференциальных уравнений и их систем (где 
удалось сделать значительное продвижение) тоже привели к не­

обходимости более тщательного исследования самого понятии 
решения системы алгебраических линейных уравнений.

Однако, случай линейной зависимости строк основной матри­
цы такой системы долгое время не поддавался описанию. Один 

и I исследователей вопроса К- Г. Якоби про подобную систему 

уравнений писал: «paulo proxium viedetur» — она не может быть 
кратко истолкована.

Несколько позже с аналогичными трудностями столкнулись 

н изучении аффинных квадрик, квадратичных и билинейных 
форм: проблемы возникали в тех областях, где матрицы уже бы- 
1И признаны, как наиболее точный и удобный язык описания.

В 1849 г. Гаусс предложил свой метод решения систем линей- 
мых уравнений — алгоритм последовательного исключения пере­

менных. Проводя вычисления согласно этому алгоритму, можно 
ял я любой системы уравнений ответить на вопросы: имеет она 

решения или нет, а в первом случае —  найти их все (даже 
указать общий вид). Однако, во-первых, для систем с большим 

числом уравнений и неизвестных вычисления по методу Гаусса 
очень объемны (хотя теперь с созданием и использованием элек­

тронной вычислительной техники это не составляет трудностей 
и все решения систем линейных уравнений компьютерными сред­

ствами проводятся, как правило, по алгоритму Гаусса). Во-вто­
рых, желательно было получить какую-либо простую характери­
стику системы, по которой можно было бы, по крайней мере, уз­
нать, имеется ли у нее решение.

Отысканием такого критерия во второй половине X IX  в. ак­
тивно занимались многие математики, но ответ был получен 

только к его концу.
Решение проблемы нашел и познакомил с ним в 1882— 

1883 г.г. слушателей своих лекций в Берлинском университете 
немецкий математик Л. Кронекер (Kronecker Leopold, 1823— 
1891), а удачно и кратко сформулировал, используя понятие ран- 
га матрицы, в 1892 г. другой ученый — итальянский математик 

Д. Капелли (Capelli Alfredo, 1855— 1910). Теперь этот критерий 
разрешимости систем линейных уравнений носит их имена: тео­

рема Кронекера —  Капелли. Так было завершено построение об ­
шей теории линейных уравнений, исследования которых начали 

вавилонские ученые еще до нашей эры.
Однако, исследования в области систем линейных уравнений 

продолжаются, они стали более чем актуальными в связи с при­
менением в исследованиях электронных вычислительных

I В. Т. Петрова (часть 2)
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средств, необходимостью экстраполировать различные задачи со 
многими параметрами в физике, космонавтике, экономике, неко­
торых разделах математики. Представляет большой практиче­
ский интерес построение алгоритмов получения решений с мини­

мальной допустимой погрешностью, так как, например, при ре­
шении на ЭВМ  достаточно «больших» систем линейных уравне­

ний непосредственно методом Гаусса погрешность вычислений 
растет столь быстро, что зачастую он оказывается просто непри­

годным. Существенно и то, чтобы разрабатываемые алгоритмы 
были достаточно «короткими», т. е. не требовали бы слишком 

много машинного времени, а получаемые им решения в некото­
ром смысле — устойчивыми. Некоторые модификации так назы­

ваемого метода прогонки решения систем уравнений дают в на­
стоящее время достаточно хорошие и точные результаты. Так что 
хотя общая теория систем линейных уравнений и была заверше­
на к концу X IX  в., представляется вполне вероятным, что новые 
практические задачи выдвинут новые проблемы в этой старей­

шей области математики.
Причина всех долгих неудач заключалась в отсутствии в ап­

парате предшествующих исследователей понятия ранга матри­
цы, а поскольку решения таких систем разных рангов имеют 
«различное поведение», то оно и не могло быть описано единой 
общей формулой, которую пытались найти исследователи. М о ж ­
но сказать, что, если бы не открытие' в конце X IX  века ранга 
матрицы, то решения многих серьезных задач в различных обла­
стях математики и физики, где универсальность и удобство мат­

ричного аппарата находили ему применения, были бы отодвину­
ты на много лет. К счастью, этого не произошло, в основном бла­
годаря Дж. Сильвестру, Л. Кронекеру и Г. Фробениусу, также 
профессору Берлинского университета. Значение понятия ранга 
матрицы, как это ни странно, по-видимому, было осознано дале­
ко не сразу, для этого понадобилось более десяти лет. Приоритет 

его открытия принадлежит Дж. Сильвестру (50-е годы X IX  в.), 
а его основного приложения — в теории систем линейных уравне­

ний — Л. Кронекеру, но известно, что этот ученый настолько 
беспечно относился к публикациям и оформлению результатов 
своих исследований, что даже сам термин «ранг матрицы» был 
введен не им, а его учеником Г. Фробениусом (1877 г.).

Открытие такой важной характеристики матрицы, как ее 

ранг, сразу продвинуло работу во всех областях математики, так 
или иначе связанных с этим вопросом. Важность его можно под­
черкнуть еще и тем, что без понятия ранга матрицы трудно, а 

зачастую и невозможно говорить о матричных интерпретациях 
многих задач геометрической или физической природы, кванто­
вой механики, исследованиях функций многих переменных.

Следующая лекция посвящена линейным отображениям и



операторам, важными характеристиками этих отображений яв­

ляются ядро и ранг, которые, в конечном счете, определяются 
посредством ранга матрицы, сопоставленной определенным об- 
ра.чом линейному отображению.
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Лекция 11
Л И Н Е Й Н Ы Е

О Т О Б Р А ЖЕ Н  ИЯ
В Е К Т О Р Н ЫХ

П Р О С Т Р А Н С Т В



Л И Н Е Й Н Ы Е  ОТОБРАЖЕНИЯ 
ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

§  49°. К оорд и н ат ы  в ект ора .

§ 50. Ориентация векторного пространства.
§ 51. Линейные отображения векторных пространств.

§ 52'. Пространство линейных отображений.

§ 53. Матрица линейного отображения.

Основные понятия: координаты вектора, матрица перехода от 

базиса к базису, ориентация векторного пространства, линейное 

отображение (гомоморфизм) векторных пространств, нулевое 

отображение; отображение, противоположное данному, про­

странство линейных отображений, двойственное векторное про­

странство, пространство линейных отображений, матрица линей­

ного отображения.

Необходимые сведения: векторное пространство, координат­

ное векторное пространство, базис и размерность векторного про­

странства, конечномерное векторное пространство, подпростран­

ство векторного пространства, линейно зависимые и линейно не­

зависимые системы векторов, матрица, определитель матрицы, 

свойства определителей, отображение, образ и прообраз элемен­

та, равенство отображений, сужение отображения, матрица, опе­

рации на матрицах, обратимые матрицы.

Рекомендации: § 49° предлагается для самостоятельного изучения, а § 52 '—  

для обсуждения на практических занятиях, если пособие использовать I 

в качестве аудиторного учебного материала.
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§ 49°. КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА В БАЗИСЕ

Слово «координаты» латинского происхождения, от со —  со ­
вместно и ordiriatus —  упорядоченный, определенный. Это неко­

торые числа, взятые в определенном порядке, которые одно­
значно определяют «положение элемента», в нашем случае — 
вектора. 15 дальнейшем будут рассматриваться преимуществен­
но конечномерные векторные пространства, что упрощает само 
понятие и доказательства свойств координат.

Понятие «координаты вектора» тесно связано с базисом век­
торного пространства, поэтому напомним

О  и р с д о л е н и е 41.1. Конечная упорядоченная система векторов назы­

вается базисом векторного пространства V, если

В. I она линейно независима.
В. 2: любой вектор из V линейно вы ражается через векторы этой системы.

О п р е д е л е н и е  49.1. Коэффициенты разложения векто­
ра векторного пространства (V, В) в линейную комбинацию 
базисных векторов называются координатами вектора в дан­
ном базисе.'

Здесь <V, В) — векторное пространство V с фиксирован­

ным в нем базисом В. Если В =  (е и е2, ... еп) — базис в V, то

всякий вектор ж е  V, в силу свойства В. 2 базиса, можно пред­

ставить в виде линейной комбинации:

Его координаты образуют кортежи, которые обозначают: 

( х\ х2, ... х")в или (х\ х2, ... хп)к, и пишут х(х\ х'2, ... х")„ или 

х =  (х\ х2, ... хп)п.

Известно (§ 41), что в ненулевом векторном пространстве 
можно задать сколь угодно много базисов, однако, если из кон­
текста понятно, о каком из них идет речь, или рассматривается 
голько один базис, то индекс у кортежа координат, как прави­

ло, не указывается: (х\ х2, ... х"). Часто удобнее пользоваться з а ­
писью координат вектора в виде столбца:

x =  xlet -f- х2е2- \ - х "е п =  x‘er
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В первом случае говорят о координатной строке вектора, во вто­
ром — о его координатном столбце.

Свойства координат векторов

С в о й с т в о  49.1. Координаты любого вектора относительно
I данного базиса определяются однозначно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В = ( е ь е2, ... еп) — базис V" и

вектор x ^ V "  имеет два различных кортежа координат в этом 
базисе: (х\ х2, ... хп) Ф  { у , у2,... у").

Это означает, что

х =  х1 <?i х2 е2 хлеп

x  =  y'el +  y2e2-\-... +  ynen _J
]  Л-(х1- у 1) е 1 + ... + (хп- у " )е п =  бД-

■х‘ =  у‘ при всех i =  1 , 2 , ...п, т. е.

(х\ х2, ... х") =  (у\ у2, ... уп). Это противоречие показывает, что ни­
какой вектор из векторного пространства <V", В ) не может 
иметь различные кортежи координат. ■

По существу, указанием координат вектора мы задаем би­

нарное отношение на VnX R n:

$ пв={{х, (х\ х2, ...хп) е) \х =  х'ех-\-х2е2-\- ... +  хпе„/\В — базис Vn}

с областью определения D o m f ’a= l/\  Свойства этого отноше­
ния и составляют свойства координат векторов. Однозначность 
определения координат каждого вектора означает, что отноше­

ние ^дСГ<У", S > X R \ есть отображение ^ nB:V n->-Rn.
С в о й с т в о  49.2. Отображение, сопоставляющее вектору его 

координаты, биективно.
З а д а ч а  49.1.1. Докажите свойство 49.2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть < Vя, В ) , а В =  (еи е2, ... еп) . Би- 

ективность отображения означает, что оно и сюръективно и 
инъективно.

1. Установим его сюръективность (определение 9.1), т. е. что 
любой числовой кортеж длины п: {х\ х2, ... х'1) e R " ,  является ко­

ординатами некоторого вектора из V". Для этого возьмем линей­
ную комбинацию векторов базиса с данными коэффициентами:

х1е1 + х2е2 + ...-\-хпе„ =  хёЕ L (е„ е2, ... еп)~  V".

Это и означает, что $’пв (х) =  (х\ х2, ... х") и сюръективность ото­

бражения f ’g.



2. Инъективность отображения (определение 9.2) f'g означа­
ет, что
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’ в\
)=>х =  у.

’"Л

<лс, <лг', х 2, ... Xя )  > «= « . в I -  ,

<», <x', ж2, ... х") >

Действительно, по определению координат вектора (ото­

бражения Ph):

х =  х'е{ + х'2е,; + ... + хг,еп, и ^  =  х'е, +  х2е2 + ... +  х?еп, 

а значит х =  у и i f nB иньективно. ■

Мы отмечали, что М (п  х 1 ) —  одно из представлений (форм 
записи) R", так что, записав R" в виде М (п х 1 ), получим (по 

свойствам 49.1 и 49.2) биективность отображения:

с1'

MB:V n-+M(n х l)\MB:x-+ [ f ] = M fi(J).

хп,

Если в векторном пространстве рассматривается один базис, то 
индекс базиса в обозначении отображения не пишется:

des

М ( х ) =  М-.

На основании свойств векторного пространства (определе­

ние 33.1, V 7, V 8 ) и координат вектора (свойство 49.1) не состав­
ляет особого труда доказать следующее.

С в о й с т в о  49.3. Координаты суммы векторов равны сумме 
соответствующих координат слагаемых. ф

С в о й с т в о  49.4. Координаты произведения скаляра на век­
тор равны произведению этого скаляра на соответствующие ко­
ординаты вектора. ♦ 

Обобщив эти свойства, получим утверждение. 
У т в е р ж д е н и е  49.1. Координаты линейной комбинации 

векторов равны линейным комбинациям их соответствующих ко­
ординат с теми же коэффициентами.

Далее речь пойдет о свойствах координат и координатных 
признаках коллинеарности и компланарности векторов. Из свой­

ства 49.4 вытекает очевидное утверждение.
С л е д с т в и е  49.1. Два вектора коллинеарны (определе­

ние 37.1) тогда и только тогда, когда их соответствующие коор­
динаты пропорциональны.

Пропорциональность координат векторов а(а\ а2,...а ")  и

6 (Ь\ Ь2, ... Ьп) означает

а 1 а2 а " Ь' Ь2 Ьп
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и случае, когда ни один из них не имеет нулевых координат. Е с ­
ли же знаменатель хотя бы одной дроби равен 0 , то под пропор­
циональностью понимается требование равенства 0  и ее числи­
теля.

С в о й с т в о  49.5. Два вектора а (а\ а2, ... ап) и b (Ь\ Ь2, ... Ь") 
коллинеарны (определение 37.1) тогда и только тогда, когда все 
определители второго порядка, составленные из их соответству­
ющих координат, нулевые.

Так если {a {a1, a2, a3), b(b\ Ь2, 63 )}с;1/3, то

а' а 2 

Ь1 Ь2
= 0 ,

а 1 а 3 

Ь' Ь3

=  0 ,
а 2 а 3 

Ь2 Ь3

З а д а ч а  49.1.2. Докажите свойство 49.5 для {а, 4 } е У 3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .

а(а\ а2, а3)\\Ь(Ь', Ь2, Ь3)Л-а =  ХЬ\/Ь==Ы.

Пусть a =  }JbMrai =  'kbi при всех i=  1 , 2 , 3 Rang ^  

что по теореме 44.1 о ранге матрицы означает

а 1 а 2 а 1 а3 а2 а3

Ь' Ь2 Ь1 Ь3 Ь2 Ь3
=  0 ,

Случай b =  Ka, очевидно, аналогичен. ■

С в о й с т в о  49.6. Три вектора трехмерного векторного про­
странства компланарны (определение 39.1) тогда и только тогда, 
когда определитель, составленный из их координат, равен нулю.

Т. е. {а(а\ а2, а3), b{b\ Ь2, Ь3), с (с1, с2, с3)}< 
тогда и только тогда, когда

V3 компланарны

а' а2 а3 

b1 Ь2 Ь3
с 1 с2 с3

=  0.

З а д а ч а  49.1.3. Докажите свойство 49.6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению 39.1 компланарность

трех векторов а(а\ а2, а3), Ь(Ь\ Ь2, Ь3), с (с1, с2, с3) означает их 
линейную зависимость. По свойству 38.? один из них, например,

— —' I пТ утв. 49.1. ; 
с =  аа  +  р о  -£=s=s=—с‘ aa' +  pfe' при всех г =  1 , 2 , 3.
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Тогда

Попробуйте сформулировать и доказать критерий компла­
нарности для трех векторов из ( V", В ), т. е. обобщить результат 

на конечномерное векторное пространство произвольной размер-

Обобщением последних свойств является следующее утверж­

дение.

У т в е р ж д е н и е  49.2. Система векторов {а; ( а ‘, а2, ... а")}™ 

векторного пространства ( V", В ) линейно зависима тогда и 
только тогда, когда Rangll а' || <  т.

Т. е. система из т  векторов /г-мерного векторного простран­
ства линейно зависима тогда и только тогда, когда ранг матри­
цы, составленной из их координатных строк (или столбцов), 

меньше числа этих векторов.

Напоминание: а2, ... ат}.

Если заметить, что

то доказательство этого утверждения будет тривиально следо­

вать из двух очевидных лемм.

Л е м м а  49.1. Система векторов {а^а), а*, ... а")}” векторно­

го пространства { V", В ) линейно зависима (независима) тогда 
и только тогда, когда линейно зависима (независима) система 

координатных векторов-столбцов {М (а ;)}™. ♦

Л е м м а  49.2. Система векторов {а (а), а2, ... a")}™ cz V имеет 

ранг равный г тогда и только тогда, когда Rang  || а'-1| =  г. ф
Д о к а з а т е л ь с т в о  утверждения 49.2: Линейная зависи­

мость системы векторов {а-(а], а2, ... a")}™ czV  означает (определе­

ния 41.1, 41.6), что Rang {a,}” =  r < m .  Тогда согласно лемме 49.2

ности. Компланарность векторов а(а\ а2, ... ап), b (b l, b2, ... Ьп), 

с (с', с2, ... с") означает, что, например, с =±= аа  -+- fib и с‘^=аа‘-{- fib' 

при всех t = l ,  2 ,... п, а это, в свою очередь, что

Rang || а)II =̂= Rang {М (а,), М (а2),... М (а„)},

Rangll а'|| = r < m . □
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§ 50. О РИ Е НТ АЦ И Я  ВЕКТОРНОГО 

ПРОСТРАНСТВА

Известно (утверждение 41.3), что в ненулевом векторном 
пространстве можно задать сколь угодно много базисов, так, 

например, в трехмерном векторном пространстве базис о б р а ­

зует любая тройка некомпланарных векторов: (а, Ь, с ) . 
Относительно этого базиса координаты этих векторов, соответ­

ственно: (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Однако, (Ь, с, а )  —  тоже б а ­

зис, и относительно него те же векторы: а , Ь, с имеют координа­
ты: (0 , о, 1), (1, о, 0 ), ( 0 , 1, 0 ). «

Поэтому вполне естественно возникает вопрос —  можно ли 
указать закон изменения координат произвольного вектора при 
замене базиса?

Пусть в векторном пространстве V" указаны два базиса:

й =<е ,,  е2, ,...еп) и В '= ( е ], е'ъ ... е ' ) .  Так как всякий вектор из 

Vn разложим в линейную комбинацию базисных,то можем пред­
ставить

е; =  /)?, +  tfe2 + ... +  tfen (50.fi')

при любом / =  1 , 2 ,... п, или указать кортеж координат каждого

базисного вектора е': (t), Если координаты всех этих

векторов заданы, то говорят, что базис В' задан относительно 
базиса В.

В задачах, где базис В' задается относительно базиса В, по­
следний часто называют «старым», а базис В' —  «новым», а ко­

ординаты вектора Vп относительно базисов В и В', соответ­
ственно, «старыми» и «новыми».

О п р е д е л е н и е  50.1. Матрица, составленная из коорди­

натных столбцов векторов (е\, е'2, ... е'п) базиса В' относитель­

но базиса В векторного пространства V, называется матри­
цей перехода от базиса В к базису В'.

Обозначается матрица перехода от базиса В к базису В 1:

Т =
<я. в'>

Н е М (пхп).

1

; 4 4  •• t]\ е\ \ ( t\ t l . •• t1)B

\t\ t\ . .

' • )

е2 ( 4 tl,.. ■ t2)e

\п п - с/ К i t t l  • ■Os

(50.7")
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В такой матрице 111)11 верхний индекс указывает номер ко­
ординаты вектора, а нижний индекс —  номер вектора.

Несложно заметить, что, в частности: Т = ? .  ♦
<8. В) Ж

Если в векторном пространстве рассматриваются только 

два базиса и из контекста ясно, о каком переходе: от В к б '  или 
от В ' к В идет речь, то индекс у матрицы перехода обычно опу­

скается и матрица обозначается просто Т.

З а д а н и е  50.1. Определите, какие из следующих матриц 
могут быть матрицами перехода от одного базиса векторного 

пространства к его другому базису и почему? ф

1 0  0 '

Л  =  ( А 'Л  То— 1 п X), 7 W A  V), Тл= ( 1 3  2
о 1

■=(о о>  о )  ' К о  - ? )• т < =  (

(I)’ Т , =  (1  ?} Г,= * ‘
*•»-(£ 1 )

Результат выполнения этого задания позволяет высказать 

в качестве предположения следующее.
У т в е р ж д е н и е  50.1. Матрица Т=\\ t) II может быть матри­

цей перехода от одного базиса векторного пространства к дру­
гому его базису тогда и только тогда, когда она квадратная и 
невырождена. ♦

З а д а ч а  50.1.3. Докажите утверждение 50.1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .

1. Докажем, что (Т =  Т{В

Пусть В =  <е„ е2, ... еп> и В' — (е\, е2, ... е'п) — базисы в V", а 

Т — Т =  ||/‘ ||. Тогда T (kg l(n ) и detT=/=0. (См. леммы 49.1,
<о, О )

49.2, следствие 41.1).
2. Докажем обратное: (T =  G L (n ))=> (T =T  ).

< » В >

det Т Ф 0  —S M U —Rang  Т =  п - ^ У = — Rang {7’/} =

_ -^ang {е'ь е'2, ... е'п} =  п (е\, е'2, ... е'П) =  В' —

базис в V".

С л е д с т в и е  50.1. Матрица перехода от одного базиса век­
торного пространства к ее другому базису всегда обратима, ф  

З а д а н и е  50.2. Найдите матрицы перехода от базиса

В = < е , ,  е2, ... еь ... е ,... еп) к базисам: В В", В'” ,
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если В '= { е и е2, ... А,е, , ••• ej} ... еп), где ЪфО,

В " = ( е ь е2, ... е, , ... ё„ , -  е„>, / < / < « ,

В'' <е„ е2, ... g,- +  gy , ... О ,  i < j < n .

После того, как мы определили, что означает задать один 
базис векторного пространства относительно другого, можно 
поставить задачу о законе изменения координат произвольного 
вектора при замене базиса.

П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  В векторном пространстве V" 

указаны два базиса: В и В' с матрицей перехода Т = IU !II ,
(В, В ')

а координатные столбцы произвольного вектора х обозначены 
для удобства: М - относительно базиса В и М относительно В':

М- = - А*'*

Надо найти, как связаны координатные столбцы М- и М'~ (ко­

ординаты вектора х в базисах В и В').

Для всякого x ^ (V " ,  В') по определению координат (49.1)

х =  х'е\ +  х?е'2 +  ... +  х пе'п.

Заменим базисные векторы е' ( / =  1 , 2, ... п) на их выражения че­

рез базисные векторы В.

* = —  X'1 (tie ,+ ... + <&) + ...+  x '"(t'e l +  ... +  & „) =

(сгруппируем члены, выделяя коэффициенты при eh е2, ... еп)

=  (x'lt\ + ... + x"'tln)e{ + ...+ (х'Чп1+ ... + х 'Х )еп- (50.x')

Так как координаты вектора определяются однозначно 

(свойство 49.1), а разложение вектора х по базису В имеет вид:

: =  ххе, -|- х2е2-\-... +  хпеп, (50.*)
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то, приравнивая соответствующие координаты (коэффициенты 
при векторах базиса В) в разложениях (50.л;) и (50.x'), получим:

*'\ /х'Ч\ + х*Ъ + ... + х"Ч'й'
х2 \ _  I  X/'tf +  X'2tl +  ... +  X,nt2n

У /  \ *1Г1 + хлГ2 + ... + х'Х ,

Можно заметить, что последняя матрица представима в виде 
произведения и:

't\ t\ ... t\\ /х '\

M z=  ( «  -  ' » ) • (  Ш ± Т<в в,М';. 

Л  г2 ... r j  \ > /

Тем самым установлена зависимость между координатными 

столбцами вектора относительно разных базисов и доказана 
Т е о р е м а  50.1. Если в векторном пространстве Vn базис В' 

задан относительно базиса В матрицей Т ^ gî  — IU'||, то для лю­

бого вектора x ^ V ”:

М -=Т  М'л, (50.1)
* (В, В ') х v

М- —  столбец координат вектора х относительно В,

М'- —  столбец координат вектора х относительно В ',

Т —  матрица перехода от В к В '.(В, в >
С л е д с т в и е  50.2. Так как матрица Г " 1 обратима, 

то ф

M'-=T~l АГ-. (50.2)
* <В, В') *  '

З а д а н и е  50.3. Разберите доказательство теоремы 50.1 с ис­

пользованием свертки индексов:

х =  хпе\ =  хп ( t{ej) =  ( t[xn) е: =  x‘ei.

По свойству 49.1 х! =  t[x'1 (г =  1, 2, ... п). В матричной форме 

это/ соотношение означает (50.1). ■

Полезно заметить, что для всякого х е Г :

АТ- М И г М -Ш }=т (Т М'-) =  (Т Т ) Ж
*  (В’, В) *  (В \ В) {В, В') * '  '  (В', В) {В, В’) '  *

(Последнее —  в силу ассоциативности умножения матриц).
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Из матричного равенства:

М^ =  (Т Т ) Щ  (50.*)
* <В В) <В, В'>

%
?

получим, что Е = Т  Т , откуда
<В', В) (В, В ')

Г = Т ~ '  . (50.3)
(В ', В> (В, В ') 4 7

З а м е ч а н и е  50.1. Обоснованием «сокращения» равенства 
(50.*) на матрицу М- является следующее утверждение.

Л е м м а  (о с о к р а щ е н и и )  50.1. Если {А, В) еЛ 1 2 (т  х п) 
и А-Х =  В • X для всякой матрицы Х ^ М ( п х  1 ), то А — В.

Ее доказательство не составляет большого труда и основано 

на понятии равенства матриц при последовательной подстановке 
вместо X матриц-векторов стандартного базиса в М(п х 1). Д ока­
зательство существенно упрощается в частном случае этого со ­
отношения: Х — А-Х, с А е М  (п) и X е М (п х 1 ), который и тре­
буется для вывода формулы (50.3). ф

Транспонированием матричного равенства А-Х — В-Х легко 
доказывается ее следствие.

С л е д с т в и е  50.3. Если <А , В ) ^ М 2( п х т )  и Х - А = Х - В  
для всякой матрицы J f e A ( ( l  х п), то А—В. ф

З а д а ч а  50.1.1. Определите координаты вектора х ( 1, 2)fl<, от­

носительно базиса В, и вектора у ( 0, — l) fl относительно базиса 

В', если Т =  IV
(В ', В) \1 0/

{5ол±г м $ = ? .  м . Ш М г  1 М'-=?.
* (В, В’ ) * у (В ', В ) у

Указание. Чтобы воспользоваться формулой (50.2), надо обратить матрицу

в> или
/2 1\

Т(в' в> =  ( 1 0 / ’ напРимеР’ с пом°Щью ее присоединенной матрицы Т* 

дописыванием к Т единичной и приведением левой части полученной матри­

цы порядка 2 x 4  к единичному виду. (См. § 21).

/2  1 1 0 \ / 1 0  ? ? \ 
VI о о 1 д о  1 ? ? /

З а д а н и е  50.4. Укажите, как изменятся координаты

вектора х е ( Г ,  В )  при переходе к базисам: В', В", В 
базиса

в =  ( е\> е2, ... eit ... ej t ... еп), если

В' =  (е ь е2, ... ,... е ,,... еп) , где КфО,
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В " = ( е „  е2, ... е, , -| е, |, -  Q ,  ' < / < « ,

,  ... е„>, / < / < « .

Указание. См. задание 50.2.

З а д а ч а  50.1.2. Определите, как меняются координаты век­

тора при последовательном переходе сначала от базиса В к б а ­

зису В', а затем — к В".
П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Пусть В, В', В" — базисы вектор­

ного пространства V" с матрицами перехода: Т^  и, соответст­

венно, Т и Т . V х е Г  обозначены координатные
<«', В ") <В, В")

столбцы: Mi — в базисе В, М '■ —  в базисе В' и М~ — в базисе 

В". Надо определить зависимость М- от М~, учитывая «протяги­

вание» координат вектора х через базис В'. Т. е. координатный 

столбец М- вектора х в базисе В выразим через М'~, по­

следний — через координаты х в базисе В", всякий раз действуя 

согласно формуле (50.1).

М- ===== Т M 'z Т
* (В, В') <в, в') * (В', В") <в, В'> ' <в', s"> 

=  {Т Т )А Г .
<в , В')  <В В ” ) ’  х

С другой стороны, согласно той же формуле

М"

М-
(50.1)

Т , М ';.
(В , В " )  (В ?, В?)

Сравнивая две формы выражения М- через fA~, получим, что

(В, В ")
Г

<В, В ') <В', В")
(50.4)

Таким образом, доказано утверждение.

У т в е р ж д е н и е  50.2. Если в векторном пространстве V" 
заданы базисы: В, В', В " с матрицами перехода, соответствен­

но: Т , Т и Т , то
<В, В ') <В', В"> <В, В">

Т =  Т Т
{В. В ") (В. В ') <В', В ")

(50.5)

Отсюда легко может быть еще раз получена формула
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Т = Т ~ 1 , ■ (50.0)
<В', В> <В, В')

так как Т Т = Т  =ь=Е, откуда Т А г - 1
(В, В ') <В', В> <В, В) <8 . В> <В, В'>.

С заданием базиса векторного пространства относительно 
его другого базиса связано понятие ориентированности вектор- 
ного пространства.

О п р е д е л е н и е  50.2. Базис В векторного пространства
V называется одинаково ориентированным с базисом В', если 
det 7"<в > о ,  и противоположно ориентированым с В', если 

det Т ’ < 0 .
(В, В ')

З а д а н и е  50.5. Определите, есть ли среди отношений на 
множестве всех базисов «быть одинаково ориетированными»:

0  =  {<В, В')\{В, f i ' } c ( r ) " A B ,  В ' — базисы A d e t  fi/>> 0 }

и «противоположно ориентированными»:

~0={ (В ,  В ')|{В, В ' } с ( Г ) " Д В ,  В ' —  базисы A d e t  Г < 0 }
(В, В’ )

отношение эквивалентности?

Для бинарного отношения О проверим выполнимость 

условий:

1) рефлексивность— (В, В ) е О .  ф

2) симметричность — (<В, В ') е О  =>((В ', В )<=0). +

3) транзитивность —  ^  J Д>( <В, В " )  <ееО ) ) .  +

Это означает, что О —  является отношением эквивалентности. 

Для бинарного отношения О ? не ? выполняется рефлексив­

ность —  (В, В )  ф О .

Предыдущие рассуждения по существу являются доказатель­
ством следующего.

У т в е р ж д е н и я  50.3. На множестве всех базисов вектор­
ного пространства отношение «быть одинаково ориентирован­
ными» является отношением эквивалентности, а отношение 
«быть противоположно ориентированными» отношением экви­
валентности не является.

С л е д с т в и е  50.4. Множество всех базисов векторного 
пространства (по теореме 16.3) разбивается на два непересека- 
ющихся класса эквивалентности одинаково ориентированных 
базисов.

О п р е д е л е н и е  50.3. Класс эквивалентности множества 
всех базисов векторного пространства по отношению их оди­
наковой ориентированности называется ориентацией вектор­
ного пространства.
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Т а к и м  о браз ом ,  во в ся к о м  ненулевом ве кто рно м п р о с т р а н с т ­
ве  есть  только  д в а  ви да  ( к л а с с а )  его ориентации.

( О п р е д е л е н и е  50.4.  Векторное пространство также н а ­
зывают ориентированным, е сли  в нем у к а з а н  (ф и к с и р о в а н )  

некоторый  ба зи с .
К а к  пр авило ,  в д а л ь н е й ш е м  б у д у т  р а с с м а т р и в а т ь с я  ориен ­

ти р о в а н н ы е  в е к т о р н ы е  п р ос т р а н с т в а .
З а м е ч а н и е  50.2.  С о г л а с н о  у т в е р ж д е н и ю  41.3 л ю б ы е  п л и ­

нейно н е з а в и с и м ы х  ве кт оров  л -мер ног о  век торного  п р о с т р а н с т ­
ва  о б р а з у ю т  его ба зи с .  Это позв оля ет ,  уп о ряд о чи в  т а к и е  с и с т е ­
мы и р а с с м а т р и в а я  к а ж д у ю  из них, к а к  ба зи с ,  ввести  понятие 
взаи мной  ориентации  л ю б ы х  д в у х  из них.

О п р е д е л е н и е  50.5.  Две упорядоченные системы по п 
л ин ейн о  н е з а в и с им ы х  в ектор ов  п -м е р н о г о  в е кт ор н о г о  п р о ­
странства на зываются  одинаково (противоположно) ориенти­
рованными, е с л и  они о д и н а к о в о  ( п р от ив оп ол ож но )  ориенти­
р о в а н ы  как  б а з и с ы  этого  в е кт ор н о г о  пространства.
В век торно м п р ос т р а н с т в е  св об одн ых  ве кт о р ов  £Р~Ъ принято  

н а з ы в а т ь  ориентац ию базисной  ( н е к о м п л а н а р н о й )  тройки в е к ­

торов  B = ( e h еъ е3) «левой», если по ее в е к т о р а м  (е ь е2, е3) 
мо ж н о  н а п р а в и т ь  п а л ь ц ы  левой  руки  в т а к о м  п о ря дк е :  большой,  
средний,  у к а з а т е л ь н ы й ,  и «правой» — если в т а к о м  ж е  по ря д к е  
и с по л ь з у е м  п а л ь ц ы  право й руки .  Т а к и е  б а з и с ы ,  очевидно ,  имеют 
р а з н у ю  ориен тац ию (рис .  6).

С х о д н ы м  о браз ом  о п р е д е л я ю т с я  л е в ы й  и п р а в ы й  б а з и с ы  в 
век торно м  п р о с т р а н с т в е  ЗУ"'1 св ободн ых  к о м п л а н а р н ы х  век торов

г г

Рис. 6
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( п а л ь ц ы :  большой и у к а з а т е л ь н ы й  левой и, соответственно ,  
правой руки ) ,  они т о ж е  — разной орие нтации  (рис.  7).

В 1 — векто рно м прос т р ан с т в е  всех к о л ли н е а р н ы х  с в о б о д ­
ных в е к т о р ов  с о гл ас но  сле д с т в и ю  50.4 т а к ж е  д в е  ориентации,  
привед ите  п рим ер ы  о д инак ово  и прот ивополо жно о р ие н т и р о в а н ­
ных б а з и с о в  в этом п р ост р ан ст ве .  ф

§ 51.  Л И Н Е Й Н Ы Е  О Т О Б Р А Ж Е Н И Я  
В Е К Т О Р Н Ы Х  П Р О С Т Р А Н С Т В

М о ж н о  с к а з а т ь ,  что одним из основн ых  по зн ач имости  и 
многочисленности  об ла с т е й  приме нения  к а к  в а л г е б р е ,  т а к  и в 
геометрии,  я в л я е т с я  вект орное  п р ост р ан ство  лин ей ных  о т о б р а ­
жений.

О п р е д е л е н и е  51.1.  Отображение / в е кт ор н о г о  п р о ­
странства ( U, + ,  • )  в в е кт орн о е  простран ство  ( У ,  @,  0 )  
н а зыва ет ся  линейным или гомоморфизмом векторного про­
странства U в векторное пространство V, е с л и  о н о  у д о в л е т в о ­
ряет д в у м  у с л о в и ям :

L. 1 f ( x  +  y )  = / ( * )  ф у  (у) V <дс, y)<=U2,
L. 2 f (Xx)  =  X 0  f ( x )  V<A, ,x><eeR XU.

В л и т е р а т у р е  (н а п р и м е р ,  [2], [3]) в с т р е ч а ю т с я  д л я  этого по­
нятия  и д р у г и е  н а з в а н и я :  линейный оператор, линейное пре­
образование.

Обоз начение  м н о ж е с т в а  всех гомомор ф из мов  век торного  
п р о с т р а н с т в а  U в век торно е  п р ост р ан ст во  V: H om iU ,  V).

Интересно ,  что с а м о  мн ож е с тв о  H o m iU ,  V) т а к ж е  м о ж е т  
б ы ть  н аде л ен о  естеств енн ой  с т р у к т у р о й  ве кт орного  п р о с т р а н с т ­
ва ,  это  б у д е т  с д е л а н о  позднее ,  в § 52.
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Слово гомоморфизм гр еч еск ог о  п р ои сх о ж д ен ия :  оц,6£ — о д и ­
н а к о в ы й ,  похожий,  подобный,  а цорсрт) — форм а ,  образ ,  т. е. 
м ож н о  пр ибл изи тельно п ер евес ти  к а к  « о д и н а к о в о о б р а з н о е »  или 
« п о х о ж е о б р а з н о е  о т о б р а ж е н и е » .

С л е д у е т  з а м е т и т ь ,  что

{х +  у, \x}czll, а { / ( * ) © / (у), XQ f  (x)}czV,

чтобы по дч ер кн ут ь  это, д л я  опера ций  в е к т о р н ы х  п р ост р ан ст в  
U и V в в е д е н ы  р а з н ы е  обозн ачени я ,  п о -р а зн о м у  б у д у т  о б о з н а ­
ч а т ь с я  и их н е й т р а л ь н ы е  э л е м е н т ы :  О е ( /  и, с о о т в е тс т в е н ­

но, б '  е  V.
С у т ь  св ой ств  ( у с л о в и й )  линейности о т о б р а ж е н и я  в с л е д у ­

ющем:
1) {х, у, x +  y}czU , a { f(x )® f(y ) , XQf(x)}c=V, но на V есть 

о п е р а ц и я  с л о ж е н и я  ве кт о р ов  и, значит ,  Д х ) ® / ( л ) е У .  С в о й ­

ство  L. 1 о з н а ч а е т ,  что д л я  л ю б ы х  век торов  {x,y}czU  об р а з  

их с у м м ы  f (x -\ -y)^ V  с о в п а д а е т  с с у м м о й  их обр азо в :

2)  Аналогично L. 2: д л я  любого числа  и ве кто ра  <?., х) 
о б р а з  в е к т о р а  Ъ с е £ /  под д е й с т в и е м  о т о б р а ж е н и я  / с о в п а д а е т

с ^ 0 /  (х) — пр ои з ве д ение м  в V числа  к на о б р а з  в е к т о р а  х.
Т а к и м  обр аз о м  видно,  что с в о й ст в а  L.1 и L.2 н а к л а д ы в а ю т  

о п р е д е ле н н ы е  о гр ан ич ен ия  на  о т о б р а ж е н и е  f : U- * - V.
Эти у с л о в и я  удобно и з о б р а з и т ь  схемой (рис .  8).
Р а с с м о т р и м  неско ль ко  пр им ер ов  о т о б р а ж е н и й  в ек то р ны х  

про ст ран ст в :
П р и м е р  51.1.  О т о б р а ж е н и е

линейно.
П р о в е р им  второе  ус л ов и е  линейности о т о б р а ж е н и я :

L. 2: /, (Xx)^=kJ(x),  V <А., х) € e RXM{ 2  х  1).
Р а с с м о т р и м  л е в у ю  ч а с т ь  этого  в ы р а ж е н и я ,  в котором:
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u = 4 ^ M ^ ) = G H

С л е д о в а т е л ь н о ,  свойство  L. 2 имеет  место.
В условии

L- 1: /i ( *  +  y)=^=/i (* )  +  /i (у), V {*, у } а М ( 2  х 1)

р ас см о три м  л е в у ю  ч ас ть  с

{ ;  =  ( £ ) .  « = ( ^ ; ) } - < = Л * ( 2 -  о .  а
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С л е д о в а т е л ь н о ,  свойство  L. 1 т о ж е  имее т  место.  Т а к и м  о б р а ­
зом д о к а з а н о ,  что о т о б р а ж е н и е  /, линейно.

З а д а н и е  51.1.  Опр ед елите ,  линейно ли о т о бр а ж е н и е :

( 2х‘ \
(х2)2 )  v ( j £ ) e M ( 2 x  1). 

х -{- х? J
(51./*)

Проверим в ып олни мость  второго  ус л ов и я  линейности :

L. 2: f 2( k x ) ^ k 2f ( х), V ( К  x) € b R X M  (2 x 1 ) .
„1\ des

: г .

2 г'
f2 (kx) =  f2( z ) = [  (z2)2 ) =  (  (кх2)2 \  =  к (  k(x?f  

z ' - j - z 2/ Хкх' +  кх?/
р д
\ * Ч * 7

Ф1{}+гх ) ~ ^ СхУ 
О тсюда  видно,  что д л я  всех  (2 х 1) ( с  л ^ ^ О ) ,  у с л о ­

вие L. 2 — не у д о в л е т в о р я е т с я :  f2(kx)=£kf2(x) и, значит ,  ото­
б р а ж е н и е  f2 (x) не я в л я е т с я  л ин ей ны м .  ф 

З а д а н и е  51.2.  О пр ед ел ите ,  линейно ли ото бр а ж е ни е :

f 3: M(  З х  1 ) - Д | ( 2 х  l ) l/3 f  J  ) = ( X' + 2S- s )  =  ( 5 1 '/з
кх  /  7 \хг

Начнем т а к ж е  с пр оверки вып ол ним ости  второго у с л ов и я :

L . 2 :  f 3(kx)^=k3f  (х),  V (к, i ) e R X M ( 3  х 1).
Р а с с м о т р и м  л е в у ю  ч а с т ь  этого  соотношения,  где

V \  /кх'\  . / 21
кх =  к ( х2 ] =  ( кх2 ) =

У )  W /  , t 
I

z2 1 =  2 .

f ^ ( 5 1 Л 1 / 2 ‘ +  222 V ( k x '  +  2kS  \ ±  
f 3( k x ) - f 3( z ) - ------- ^ z2- z 3) - \  kx2- k x 3) ~
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С л е д о в а т е л ь н о ,  у сл ов ие  линейности L. 2 — ? не ? в ы п о л н я е т с я .  

А д л я  проверки выполни мости  у с л о в и я

L. 1: f 3(x +  y ) ^ f 3 (x)  +  f 3( y )  V (х, y ) c z M ( 3  х 1) 

р а с с м о т р и м  его л е в у ю  ч ас ть  с

y = ^ ^ J c M ( 3  х 1),

Л \ /  „1 I ,.1\ . /  „\

f A x + y ) = f 3 (*)

** +  У2 Ы  S  +  y
\*?  +  У

(51. /3) ( z l +  2z

/X +  у  \  d e s / z

/ z 1 +  2z2 \
V z2- z 3)

г ,

z

=Г+2^ И * '+2̂ ) т ^>+^
С л е д о в а т ельно,  свойство  L. 1 ? не ? имеет  место ,  и о т о б р а ж е ­

ние /3 ? не ? линейно.
П р и м е р  51.2.  Очевидно ,  линейно биективное  о т о бр а ж е н и е :

(51 ,/4)

н обр атное  ему :

/4_ | : М (  1 х п ) - ^ М ( п  х 1) | (5 1 ./ Г 1)

П р и м е р  51.3.  Аналоги чно  п р е д ы д у щ е м у  мо ж н о  у б е д и т ь с я  
и линейности о т о б р а ж е н и я :

f 5: M ( 2 х l ) - v M ( 2  х i ;

v Q e M ( 2 x  1),

(оно т о ж е  биективно) .

'•© -с 2* '  \
' +  Х2) ’

(51./6)

♦
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П р и ве де н н ы й  вы ше пр имер — пример одного  в а ж н о г о  ч а с т ­
ного с л у ч а я  гомоморфизмов  — г ом ом ор ф из м а  век торного  про ­
с т р а н с т в а  в себя .

« О п р е д е л е н и е  51.2.  Линейным оператором на в ектор ­
ном простран стве  или эндоморфизмом в е кт ор н о г о  пр о стран ­

ства н а зыва ет ся  е г о  г ом оморф и зм  в с е б я .
Слово эндоморфизм происходит  от гр еческ их  ev6ov  — 

внутри и цорфг) — вид,  форму ,  его мо ж н о  перевест и  п р иб л и зи ­
тельно ,  к а к  имеющий форму ,  о б р а з  вн утри ,  т. е. о т о б р а ж а ю ­
щий в себя .

М н о ж е с т в о  всех  эндо мо рф измов  вект орно го  п р о с т р а н с т в а  
(которо е  т о ж е  я в л я е т с я  в е к т о р н ы м  п р о с т р а н с т в о м )  о б о з н а ч а е т ­
с я — End (V) и н а з ы в а е т с я  алгеброй эндоморфизмов или ал­
геброй линейных операторов вект орного  п р о с т р а н с т в а  V.

Т а к  что в п рим ер е  51 .3  /5е £ л с ?  (М  ( 2 х 1)).
З а д а ч а  51.1.1.  О пр ед ел ите ,  линейно ли ото бр аж ен и е :

П р о в е р я е м  вы п о л ни м о ст ь  первого  у с л о в и я  линейности ото­
б р а ж е н и я :

(51./6)

L. 1: f 6(x +  y )  — f6(x)  +  f 6(y) ,  V {х, y } c z M (2  х 1).

Р а с с м о т р и м  в ы р а ж е н и я  в его левой части  с

Что о з н а ч а е т  ? не ? вы п о л ни м о сть  у с л о в и я  линейности L. 1. 
П р о в е р я е м  вы п о л н и м о с т ь  второго  ус л ов и я  линейности ото­

б р а ж е н и я :



L. 2: f6 ( te)*Lkf6 (x), V  a  -
'*•> x ) e R X A f ( 2  x 1

z.

f6 (\x) =  f6 (z

=  A.

: ( г ‘ z '  +  z2\
Y  2 z ‘ / v .~

( 5  <£',+ * 3) =*/«£)•

/ A.X1 -)- А,л^\ 
2Хх‘ /

Что и о з н а ч а е т  ? не ? в .
С л е д о в а т е л ь н о ,  пт0бц 1Г1° ЛНИМ0СТЬ у с л овия  линейности L. 2.

З а д а ч а  51.1.3.  Линей ^ние ? не ? я в л я е т с я  лин ейнь 'м.
п рос т р ан с т в е  & [ а ,  Ь] ( и ^ 0 ли о т о б р а ж е н и е  и нте гр и р о ва н ия  в 
ной на о т р е з к е  [а, Ь]), сопо ег' Р иРУе м ы х  функций одной перемен-  
ин тег рал :  Ст9 в л я ю щ е е  к а ж д о й  т а к о й  функции ее

/:
/ ( * ) - * “$/ (* )  у / ( * ) е = / [ а ,  6]. (51./)

П рове рим  вып олнимоо
, . , , , ,  ч , , > ТЬ условий линейности :  п е р в о г о —
L- 1: / ( / ( * )  +  £ ( * ) )  =  / , .  ;

V {/(*) ,  g ( * ) } c ^ [ a ,  6]. + 7 ( « ( * ) ) .
Р а с с м о т р и м :

/ ( / U )  +  g U ) ) ^ = L
J '/: (0 + г  (0 ) <**=7 (/(*))+7 (£(*))■

З н а ч ит ,  свойство  L. 1 ._
П р о в ер им  в ы п о л н и м 0 Г '  ? не ? имеет  м е с т а .
L. 2: l ( X f (x ) )  =  XJ l f ( Z h ВТ° Р ° Г0 у с л о в и я  ^ н е й н о с т и :  

W U ) ) - V < l J ) e R X ^ [ a ,  t ] .
Р а с с м о т р и м

(Я,/ (<))<« =  * / (/ ( * ) ) •

С л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  “ „ ------- -
у д о в л е т в о р я е т с я .  ^ б р а ж е н и я  / свойство  L. 2 ? не .

Т а к и м  о б р а з о м ,  и н т е г п и 
е м ы х  функци й одной п е р »  ко ва ние  / на п р о с т р а н с т в е  интегриру-  
о т о б р а ж е н и е м .  м ^нной на о т р е з к е  я в л я е т с я  лин ейным

З а д а ч а  51.1 .2 .  Л и н е й ,
мия на п р о с т р а н с т в е  ^  ® о т о б р а ж е н и е  ди ффе ренци ров '
ний одной пер емен ной  х ) , 6 ] (д и ф ф ер е н ц ир у е м ы х  на [а, b| фупк 

’ ^ п о с т а в л я ю щ е е  к а ж д о й  дифференци
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руем ой  функции ее производную:  D :

/ ( * )  —  / ' ( * ) .  V / ( j c ) e ^ [ a ,  6J (51 . D)

П ро ве рим  вып олни мост ь  первого  у с л о в и я  линейности о т о б р а ­
ж е н и я :

L- 1: D ( f ( x )  +  g ( x ) )  =  D ( f ( x ) )  +  D ( g ( x )),
V {/(х), g  ( х ) } а З [ а ,  Ь].

Д л я  этого  р а сс м о тр и м :

D ( f ( x )  +  g ( x ) ) {̂ ( f ( x )  +  g ( x ) Y =  D( f ( x ) )  +
+  D( g ( x ) ) ,

что о з н а ч а е т  ? не ? вы п о лни м о ст ь  у с л о в и я  линейности L. 1. 
П р о в е р я я  ус л ов и е  L. 2:

L. 2: D ( l f ( x ) )  =  l D( f ( x ) ) ,  V ( I ,  ж) е ;  R Х&[а,  Ь].

Р а с с м о т р и м  в ы р а ж е н и е :

0 (1 / W ) M ( V W )' =  ? =XD( f ( x ) ) .

С л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  о т о б р а ж е н и я  D ус л ов и е  L. 2 — ? не ? 
у д о в л е т в о р я е т с я .

Д и ф ф ер ен ц ир о в ан и е  на п р о с т р а н с т в е  функций,  ди ф ферен ци ­
р у е м ы х  на о т р е з к е  я в л я е т с я  л ин ей н ы м  о т о б р а ж е н и е м .

Лине йн о ли о т о б р а ж е н и е  диф ф ер ен ци рова ния  на по дп ро­
с т р а н с т в е  ^[х]\  с [а, Ь] (мно гочле нов  на от р е з к е  [a, b ])?

( П о ч е м у ?  ф )
Н е с ло ж н о  п о к а з а т ь ,  что не тольк о  д л я  диф ференци рова ния  

функций,  но и в общ ем с л у ч а е  им ее т  место  у т в е р ж д е н и е .
У т в е р ж д е н и е  51.1.  С у ж ен и е  г ом ом ор ф и зм а  /: U—̂V на 

л ю б о е  п о дпро стран ство  U ' c zU  есть г омоморф и зм  f\v , :U' -* -V.
П о с к о л ь к у  с в о й с тв а  линейности (L .  1, L. 2)  у д о в л е т в о р я ю т с я

всем и  к о р т е ж а м и  <х , у )  <= U2 и <Я, ^ > e R X ( / ,  то, значит ,  удов-

л е т в о р и м ы  и к о р т е ж а м и  (х, у ) ,  п р и н а д л е ж а щ и м и  п о д м н о ж е с т в у

U'2cz U2, и <Л,, х)  e R X  U' c zRXU.
З а м е ч а н и е  51.1.  Д в а  х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  с в о й с тв а  л и н е й ­

ности о т о б р а ж е н и я  f :U-+V

L. 1: f ( x  +  y )  =  f ( x ) ® f ( y ) ,  V (х,  у )  zee U2,
L . 2 :  f (Kx)  =  k Q j ( x ) ,  V (Я,, е  R XU
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могут  б ы т ь  з а п и с а н ы  е д и н ы м  ус л ов и е м ,  им э к в и в а л е н т н ы м :

L: f  (kx +  i i y ) = k Q f  ( x ) ® n & f  (у) ,  V (к,  ц, х, y )< = R 'X U 2,
н этом нес ло ж н о  у б е д и т ь с я ,  в ы б и р а я ,  н а п ри м е р ,  по дходящие
з начения  к и ц (в  условии L). ф

П е р е й д е м  к  изучению основных общих свойств  гомо­
морфизмов.

Основные свойства  линейных  отобра жений
I У т в е р ж д е н и е  51.2.  При г о м ом ор ф и зм е  о б р а з  в екторно -  
I г о  простран ства есть в е кт ор н о е  пространство .

З а д а ч а  51.2.1.  Д о к а ж и т е  у т в е р ж д е н и е  51.2.
Указание .  Чтобы множество Im /czK  (см. онр. 7.2) удовлетворяло определе­

нию подпространства векторного пространства 35.1, надо установить его зам кн у­
тость относительно операций сложения векторов и умножения скаляра  на век­
тор в V.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  <U, ■>> ( © >  © > — ве к т о р ны е  
п р ос т р а н с т в а ,  f ^ H o m ( U ,  V) и I m / c i l / .  П р о в е р я е м  в ы п о л н и ­
мость х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  св ой ств  п о д п р о с т р а н с т в а  S S .  1 и 
S S .  2 (о п р е д е л е н ие  36.1) :

1) S S . l :  ( V  (а ' ,  6 ' )  с=( I m /)2) = М а ' ф  6 ' е  I m /).
По опре де лению  п р оо б р а з а  э л е м е н т а

a ' e l m  / ^ Ы = ^ - ( З а е  U | / ( а )  =  а'),

b ' ^ \ m f2 M J J i - ( 3 b < = u  | / ( б ) = б /).

То гда  a ' 0 6 '  =  / ( a ) ® / ( 6 ) = b = / ( a - f - 6 ) .  О тс ю д а  с л е д у е т ,  что в е к ­

тор а'  ф Ь' <= Im / (п о ч е м у ?  ф ), что и о з н а ч а е т  з а м к н у т о с т ь  мно ­
ж е с т в а  Im / относительно с л о ж е н и я .

2)  S S .  2: ( V  (k, a ' )  cz  R X  Im / )= Ф -( А ,© а ' е  Im /).
Т а к ж е  по определени ю п р оо б р а з а  э л е м е н т а

a ' e  Im / = ^ ( 3 а е  U \ f  (а )  =  а'.
О т к у д а  к ® а '  =  k Q f  (а)^= f  (ка) ,  д л я  л ю б ы х  (X, а ' )  е  R X  Im /.

С л е д о в а т е л ь н о  X Q a ' e  Im / (почем у?  ф ), и Im / — век торное  под­
пр остр ан ст во  в п р о с т р а н с т в е  ( V, ® ,  © ) .  ■

Во многих  з а д а ч а х  о к а з ы в а е т с я  необхо дим ым  зн а т ь ,  с о х р а ­
н яе тс я  ли при дейст вии того или иного го момор ф из ма  лин е й н а я  
з а в и с и м о с т ь  и л и н е й н а я  н е за в и си м ост ь  с и с т е м ы  векторов .

Л е м м а  51.1.  При г ом ом ор ф и зм е  н у л е в о й  в ектор  от о бр а ­
жа ет ся  в н ул е вой .
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Д ействительно, если /е Я о ш  (U, V) и б е ( / ,  то

/(б)=2=/(0* )  =  0©/(х )==б 'е=1Л  ■

У т в е р Жд е Ни е  51.3.  Если {*, ,  jc2, ... x j — лин ейн о  за-
о И С LL CL $1 г* |. * *система в ектор ов  в в екторном простран стве  и ,  а
 ̂ ( (j' у ) '  То у  (х \ j  / ^ я вля ет ся  лин ейн о  з а в и с и -

;ХС“СТемой в V.
ва  / ( у К^?3 а т е л ь с т в о. П у с т ь  з а д а н ы  ве к т о р ны е  простран ст-  

’ + .  • )  и <V, ф ,  © ) .  Л и н е й н а я  за в и с и м о с т ь  с и ст емы  
в ект ор ов  С  :/ I 2 '*i> хь  x j  о з н а ч а е т ,  что н а й д е т с я  к о р т е ж  чисел 

а ' а " )  Ф  <о, 0, ... 0 )  т ак ой ,  что

а ’дс, +  а2х2 +  ••■ +  &"хп =  0- 
П од е й с т в у е м  о т о б р а ж е н и е м  / на обе части  этого  р а в е н с т в а :

л. 51.? ■<--------

/ ( а 1х 1 +  а 2х 2+  ... +  а Х )  =  /(0). 

а ‘ /(•»: , )®  а 2/ ( х 2) Ф  . . . ® а 7 ( ж я) =  б /

( ( а 1 пилу чае
ч а ") ^  ( 0 ,  0, . . . 0 ) )  линейную комбин ацию вектор ов

2 у л ь т а т е  п о л у ч а е м  н улеву ю ,  но нетри ви ал ьн ую  
_  ’ ••• а " )  Ф  <0,

(*))• / ( * 2),
'’ “ с т е м ы .  л

И з д а н и е  51.3.  С и с т е м ы  векторов :

- ч -г,,,, что и о з н а ч а е т  линеиную з а в и с и м о с т ь  этой с и ст ем ы .  .

1 \ 1  Г / 1 \  /2

очевидно "линей но  н е з а в и с и м ы ,  т а к  к а к  в к а ж д о й  из них ве кт оры
н е к о л л и н е а р н ы .
a нте,  б у д у т  ли линейно н е з а в и с и м ы м и  с и ст ем ы ,  состо-
л Щ И с  И о  О П П ю л п  ,илм  f  ̂ ^ р а з о в  этих  ве кт о р ов  при дейст вии на них гомоморфиз-  
мом /з з а д а н и я  51 .1 :

z.M  ( 3 X 1):

: М ( 2 х  1) и / з ( | \  h ( \  | } c M ( 2 x l ) .
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1. Н а й д е м  о б р а з ы  первой п а р ы  векторов :

Э т а  с и с т е м а  ве кт оров  линейно з а в и с и м а .
2. Н а й д е м  о б р а з ы  сл е д у ю щ е й  п а р ы  векторов :  ф

4 iH » K ib
Э т а  с и с т е м а  ве кт оров  линейно ? не ? з а в и с и м а .  ф
Из этого  п рим ер а  с л е д у е т ,  что гомоморфизм м о ж е т  о т о б р а ­

ж а т ь  некоторую линейно н е з а в и с и м у ю  с и с т е м у  ве кто ров  в л и н е й ­
но з а в и с и м у ю ,  а д р у г у ю  линейно н е з а в и с и м у ю  си с т е м у  — в л и ­
нейно н е з а в и с и м у ю  си ст ем у .

З а м е ч а н и е  51.2.  Л и н е й н а я  н е з а в и с и м о с т ь  си с т е м ы  в е к т о ­
ров под д ей ст ви ем  гомомор ф из ма ,  вообще говоря ,  не с о х р а н я ­
ется .

А т р и в и а л ь н ы м  пр имером го м ом ор ф из м а ,  о т о б р а ж а ю щ и м  
любую с и с т е м у  век торов  (в  том числе и линейно н е з а в и с и м ую )  
и линейно з а в и с и м у ю  с и с т е м у ,  я в л я е т с я  нулевой гомоморфизм 
(см .  н и ж е  опре д ел ен ие  51.3) ,  который любой век тор  о т о б р а ж а е т  
и нулевой.

Конечно,  интересно найти,  при к а к и х  д о полн ительн ы х  у с л о в и ­
ях или д л я  к а к и х  го момор физмов  л и н е й н а я  н ез а в и с и м ос т ь  с и с т е ­
мы век торов  все  ж е  н а с л е д у е т с я  их о б р а з а м и .  О тв е ты  на эти во­
просы мы най де м  позже .

Очевидно сл е д у ю щ е е .
У т в е р ж д е н и е  51.4.  Т ож д е ст в ен н о е  от о б р а ж ен и е  в ектор ­

н о г о  пространства в с е б я  — л и н ей н о е  о т о б р а ж ен и е  ( э н д о м о р ­
физм).  ф

Т е о р е м а  51.1.  Если f  — инъективный гомоморфизм ,  то /-| 
также гомоморфизм .

З а д а ч а  51.2.3.  Д о к а ж и т е  т е о р е м у  51.1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  {U, -\-, • ) ,  ( V, ® ,  © )  — в е к ­

торные п р о с т р а н с т в а ,  a f ^ H o m ( U ,  V).
По у т в е р ж д е н и ю  51 .2 1 т  / есть  п о д прос тран ст во  V.
1. С о г л а с н о  у т в е р ж д е н и ю  9. ? из инъекти вности  / с л е д у е т  его 

обрати мость ,  т. е. отношение я в л я е т с я  о т о б р а ж е н и е м ,  причем 
Im / —>- U.

С л е д о в а т е л ь н о ,  о с т а е т с я  у с т а н о в и т ь  линейн ость  / . Б у д е м  
д о к а з ы в а т ь  в ы полни мост ь  ус л ов и я  линейности L (см.  з а м е ч а ­
ние 51.1) .
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2. L: V <*,, и, х', у ' )  e R 2X ( I m / ) 2^ -

=^/ 1 ( kQx'  ®[LQy ' )=kf ~'  ( x )+ \ i f~ l ( у )  (51 . f - ' - L)

Если {А,© jc', ( i Q j / ' J c i I m /  =  Dom f~\  то по опред елени ю про­
о б р а з а  э л е м е н т а  (о пред ел ение  7.6)  в U с у щ е с т в у е т  еди нственный

вектор  * 0, так ой  что / (дс0) =  ^©дг/. О бо зна чим  х0=  кх (п очем у  это 

в о зм о ж н о  при любом X & R ?  ♦  ), т о г д а  f  ( k x ) = k Q х' . А н а л о г и ч ­

но, н а й д е т с я  ед инствен ный  вект ор  \iyczU, что / (цг/) =  ц © у'. 
11оскольку

/ ( Я х +  ц«/)=ь к О / (х )  ® ц 0  / ( у )  =  к 0  х'  © ц ©  у\ 

а прообраз  ве к т о р а  к ©  х'  0  ц, © у '  ед ин ств ен ,  то

f ~ l ( k Q x ' ® [ i @ y ' ) = k x + ^ y  =  kf ~l ( x ' ) + | i /“ ' (у' ) ,  
т. е. д о к а з а н о  соотношение (5 1 . f ~x-L). Я

С л е д с т в и е  51.1.  Если f ^ H o m ( U ,  V) и биективно ,  то 
/ - ’ e t f o f f l (  I/, U). ♦

Т е о р е м а  51.2.  К ом по зици я  д в у х  г ом ом ор ф и зм о в  в ектор ­
ных пространств,  е с л и  он а  о п р е д е л е н а ,  есть г омоморфизм.  

Или : ( f ^ H o m ( U ,  V) / \ g ^ H o m ( V,  W))=> g ° f  ̂  Нот (U, W). 
З а д а ч а  51.2.2.  Д о к а ж и т е  т е о р е м у  51.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть<(/, -)-, • ) ,  (У ,  ® ,  ©>,  (W,  [+ |> р ] ) 
векторные пространства.

1. По т ео рем е  8. ?,  если  f\U^-V и g\V-+W,  то g°f :U->-W.
2. О с т а е т с я  у с т а н о в и т ь  в ып олни мост ь  св ойств  линейности 

о т о б р а ж е н и е м  g о/. П ро вер им вып олни мост ь  ус л ов и я

L: V (к,  ц, х, у )  <= R2X ^ 2=*-

= М £ ° f ) ( kx+[ i y )  =  k\^\ ( g ° f ) ( x )  Щ ^ И ( ^ ° / ) ( » ) -

Д л я  этого  н а й д е м  з нач ен ие  композиции g o f  о т о б р а ж е н и й  на 

ве кт оре  кх-\-\иу при произвольном к о р т е ж е  (к,  ц, х , у ) :

( g ° f ) ( k x + i i y )  0ПР '8 ' ? g  ( f  ( к х +  цу) )±= g { k O f ( x ) @ i i Q f ( y ) ) = L
8-J /

(/(*)) 0 ^ 0  £(/(»))—*.[]] (g°f)(*) ЕЗ^Е] (s°f)(y)-
Это о з н а ч а е т ,  что о т о б р а ж е н и е  g ° f  у д о в л е т в о р я е т  у слов и ю  L. 
т. е. линейно.  ■



С л е д с т в и е  51.2.  М ноже ст во  в с е х  э н д о м о р ф и зм о в  в е кт ор ­
н о г о  простран ства End ( V)  замкнуто относительно  их к о м п о з и ­
ции.  ♦
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§  5 2 '.  П Р О С Т Р А Н С Т В О  Л И Н Е Й Н Ы Х  
О Т О Б Р А Ж Е Н И Й

В ы ш е  м ы  уп о ми н ал и ,  что м н о ж е с тв о  го мом орф измов  в е к т о р ­
ных п р о с т р а н с т в  H o m ( U , V) относительно нек оторы х с п е ц и а л ь ­
ных опера ций  с а м о  я в л я е т с я  в е к т о р н ы м  пр ост р ан ст во м .  Но 
п р е ж д е  чем говорить о так ой  его с т р у к т у р е  с л е д у е т  вв ест и  не­
с ко л ьк о  д о полн ител ьн ы х  определен ий  и о т о б р а ж е н и й  — о п е р а ­
ций на го момор ф изм ах .

По определени ю век торного  п р о с т р а н с т в а  (33 .1) ,  чтобы на 
Ho m( U,  V) б ы л а  з а д а н а  его с т р у к т у р а ,  д о л ж н ы  б ы т ь  о п р е д е л е ­
ны д в а  о т о б р а ж е н и я :

Но т  ( U, V) XHo m( U,  V) ^ Ho m ( U ,  V),
R X Ho m ( U ,  Vy+Hom ( U, V)

т а к ,  чтобы они у д о в л е т в о р я л и  а к с и о м а м  V. 1— V. 8. (П е р в о е  из 
них о п р е д е л я е т  с у м м у  гомомор физмо в ,  второе — п рои зве де ние  
с к а л я р а  на гомоморфизм) .

В этом п а р а г р а ф е  U и V — в е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т в а  с оп е ­
р а ц и я м и :  « + ,  • »  и, соответственно ,  « ® ,  © » ,  т. е. (U,  + ,  • )  и
(V, ®,  ©>•

Д л я  л ю б ы х  {/, g )<=Hom(U, V) о п ред ел и м  о т о б р а ж е н и е  U в 

V, по с та в ив  в с я к о м у  в е к т о р у  х е  U в со отве тс тви е  с у м м у  в е к т о ­

ров (/ ( * ) ®  g  ( * ) ) е  V, т ак о й  ве кто р  единств ен .  ф 
О п р е д е л е н и е  52.1.  Сум мой  г о м о м о р ф и з м о в  {/, 

е  Нот  ( U, V) называется  отображени е  в екторно го  пространства
U в V, к оторо е  к а ж д о м у  х е [ /  с оп о ставля ет  вектор  
( f ( x ) ® g ( x ) ) ^ V :

( f\±\g) (x )  =  f ( x )  (х)  (52.  Щ )

Л е м м а  52.1.  Сумма г ом ом ор ф и зм о в  д в у х  векторных п р о ­
странств есть также их г омоморфизм.

Т. е. ( V  {/, g } c z H o m ( U ,  V))=>(f\+\g<=Hom(U, V)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  {/, g}<^Hom ( U, V), н адо  п о к а ­

за ть ,  что о т о б р а ж е н и е  ( / [ + ] £ )  линейно,  д л я  этого в осп ол ьз уем -  
с я ус л ов и е м  линейности L (см .  з а м е ч а н и е  51.1) :

5 И Т. Петрова (часть 2)



бых  { f ^ \ s ) ( X x +V, y ) ^ X Q ( f ^ g ) ( x ) e ^ Q  (/ Ц ? ) ( У ) ’ д л я  лю- 

^  К  * ,  у )  <=z R2X U2.

&
Э с с м т - ^  -  -  -01 Рим z =  Xx +  iiy

f------------------------- }

ч ЕЭг) ( i j + м) 4а I/ 12 g) (5) Щ  (; )Фг ,i) <2

=  / ( Ь с + ц 0 ) ф £ ( Я , *  +  цу)=ь=

( x ) ® [ i Q f  ( y ) ) ®( XQg ( x ) ®[ L@g ( y ) ) ^ =  

^^0(/(*)©g(i))en0(/(y)0g(j))^
— ̂ ©(/ [+1 ( )̂0n-Q(/[+lg)(y)- 

4 To
>  о з н а ч а е т  л ин е й н о с т ь  о т о б р а ж е н и я  /[+!&• ■

^КИ\* r л , ---  -4 о б р а з о м ,  о п р е д е л е н и е м  52.1 з а д а н о  ото бр а ж е ни е :

1+1 : H o m ( U ,  V) XHo m( U ,  V) ^ Ho m ( U ,  V).

в е к ^ ^ 0 6 ^ 11 о п р е д е л и м  о т о б р а ж е н и е  U в V, с о п ост ав и в  в с я к о м у  

ло,  ^  ^  в е к т о р  а ©  / ( x ) ^ V,  где  а  — д е й с т в и т е ль н о е  чис

однс* / го м о м о р ф и з м  U в V. Так ой  век тор  о п р е д е л я е т с я  по х
Начн0. 4

г % ^ "  ^ Д е л е н и е  52.2.  П р о и з в е д е н и е м  с к а л я р а  a e R  на
н о ^  ° Р ф и з м  f ^ H o m  (U,  У) н а зыва ет ся  от о б р а ж ен и е  в ектор-
к о  п р °стран ства  U в V, к оторо е  о б о з н а ч а ет с я  а  ГП / и та-

^  Ч т  —°  д л я  л ю б о г о  х е ( У :

( a [ [ \ f ) ( x )  =  a - f ( x ) (52.  Д )

vbj е « о ги ч н о  л е м м е  52.1 д о к а з ы в а е т с я  л е м м а .  
гоЛ1Х)м ^  м а 52 .2 .  П р о и з в е д е н и е  с к а л я р а  на г ом ом орф и зм  есть 

° Р ф и зм .

> е е - ( V  <а, f ) ^ R X H o m ( U ,  V ) ) ^ ( a  0  /<= Но т  ( U, К)). 
с а м ы м  оп ред ел ен о  ото бр а ж е ни е :

0 : R X H o m ( U ,  V) -+Hom(U , V)

130
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П о с л е  того  к а к  в в е д е н ы  о т о б р а ж е н и я  ( 5 2 . 0 )  и (52.  0 ) ,  н е ­

о б х о д и м о  ус т а н о в ит ь ,  что они у д о в л е т в о р я ю т  а к с и о м а м  в е к т о р ­
ного  п р о с т р а н с т в а .  При этом в а ж н о  пони мать ,  что в с я к и й  р а з  
р еч ь  б у д е т  идти о р а в е н с т в е  о т о б р а ж е н и й  (см.  оп ре д ел ен ие  8.1) ,  
П р и ч е м ,  т а к  к а к  о б ла с т и  оп реде лений  все х  гом омор физ мов  U в
V ес ть  векторное  пр ос т р а н с т в о  (У, то до стато чно  п р о в е р я т ь  т о л ь ­
к о  вт орое  из условий этого  о п ред ел ен и я :  с о в п а д е н и е  значений

д в у х  о т о б р а ж е н и й  при любом х е ( / .

V . l :  / g * = L * | + ] /  V {/, g } c z H o m ( U ,  V).

Р а с с м о т р и м

( / № ) ( * )  —p=r-/(*)®g(*)=^g(*)0/(*)^=(g !+]/)(*)• ■
^  ( 5 2 . 0 )

А н ал о ги ч н о  д о к а з ы в а е т с я  в ы п о л ни м о с ть  с л е д у ю щ е й  а к ­
с и о м ы

V. 2: ( / 0 g ) 0 f t  =  / 0 ( g 0 / z )  V {/, g ,  h} czHom{U, V).

Укажите, какими свойствами (аксиомами) и в каких векторных пространст­
вах (помимо определения суммы гомоморфизмов) надо пользоваться при дока ­
зательстве  этого равенства.

Д л я  того,  чтобы о б с у ж д а т ь  вы п о л н и м о с т ь  с л е д у ю щ е й  а к с и о ­
мы ве кт орно го  п р о с т р а н с т в а :

V. 3: 3 Qe EHo m( U,  У ) | / Щ 0  =  / V f ^ H o m ( U ,  V), 

с л е д у е т  ввест и  нулево й  гомоморфизм.

О п р е д е л е н и е  52.3.  Н ул е в ы м  о т о б р а ж ен и ем  в е кт ор н о ­
г о  простран ства  U в простран ство V н а зы ва ет с я  о т о б р а ж е ­
ние,  к оторо е  к а ж д о м у  в ектор у  и з  U с оп оставля ет  н у л е в о й  
в ектор в V.

6 ( х )  =  б. (52 .0 )

Очеви дно  (0ГП /) (лс )  def......О• / ( * )  — 0 '  любого  x ^ U  и
( 5 2 . 0 )

любого / е Я о т  (U,  К), и зн ачит ,  0 =  ( О 0 / )  (п о ч е м у ?  ф ).
Т а к и м  о б р а з о м ,  0 ес ть  гомом орф изм  U в V, что по з в о ля е т  н а зы -  
иить это  о т о б р а ж е н и е  н у л е в ы м  гомом орф изм ом .  ф

Л е м м а  52.3.  0 e t f o m ( £ / ,  V).
П р о в е р к а  в ып олни мост и  в Ho m( U,  V) а к с и о м ы  V. 3 те п ер ь  

не с о с т а в и т  т р у д а :  д л я  вс я к о го  л е ( У
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( 7 E ) e ) ( i )  dcf def ?= / ( * ) 0 0 ( д с )  — / W 0 O ' i / ( x ) .

По —  (52' 0 ’ <52-0)
что

о п е ра ци и

о п р ел
4CJieiiHK) р а в е н с т в а  о т о б р а ж е н и й  это о зн ач ае т ,

/ [+1 в == /
—  Го есть  э л е м е н т  0 — н е й т р а л ь н ы й  относительно

Ш-

Д -"я аК1- ' и » * ы
V. 4- V f

' ^  Но т  ( U, V) 3 ( - f ) e = H o m ( U , У ) | / Щ ( - / )  =  0
т р е б у е т с я

“ е сти  гомом орф изм ,  пр оти во пол ожн ый  д а н н о м у .
О ч р е п

гомоморф  е н и е 52.4. Отображением, противоположным 
HVUaMu f  <=Hom(U, V) ,  н а зы ва ет с я  от о б р а ж ен и е  U в

V, кото рое  и _
К а Ждому в ек то р у  х ё  U сопоставляет вектор  — / ( х ) :  

def
{- f ) C x ) = - f ( x ) .  ( 5 2 . - )

Ji  е м м а  кгл
физму ,  е сть  2-4- Отображени е ,  п р от ив о п ол о ж н о е  г ом ом ор -

Точнее-  t Л ° м ом оРФизм -
• ' v f t —Ho m i U,  У ) ) = > ( ( — f ) ^ H o m ( U ,  К)).

Ото о ч е в и  п __
ет с я  г о м о м о п Г 0 ’ т - к - <— /) =  < — 1 >Ы ^ -  Т а к  Иногда И ° " Р е д е л я -

З а д а ч а  ^ з м ’ пр от иво пол ожн ый  /. 
с и о м а  V 4 ^ 2 . 1 . 1 .  Д о к а ж и т е ,  что в Ho m( U,  V) имеет  место ак

Д о к а з а  т „̂  л  ь с т в о с в е д е т с я  к п р ове р ке  вып олни мости  при
л Юбом X ЕЕ ( ]  ___  — —

Соо тношения  (/ 0  ( — /)) (х )  =  0 (х) .  ф

(^Ш( ^ ) ( i ) J =f ( x ) ® ( - f ) ( x ) J = f ( x ) ® ( - f ( x ) ) 2 = o 2 =Q(x). 
т °  и о з н а ч а в  I__,

Д л я  о с т а Г ’ ЧТ0 / Э ( _ / )  =  е - ■поня тий ,  но ных  ак си о м  у ж е  не по тр е б у е т с я  в в е д е н и я  новых 
т о р н ы х  п р о  П° т Ре б у ет с я  а к к у р а т н о с т ь  в применении а кс и о м  век- 

т Р а н с т в  и опера ций  в H o m ( U , I/). Н а п р и м е р ,

1 3 / " = = /  V / е Но т  ( U, V).
V. 5: 1 ГГ 

Д  о к а з
Э т е л ь с т в о .  Д л я  в ся к о го  д с е  U.

( 1 0 / ) ( i )  = = 1  © / £ )  =  / £ ) .  
( 5 2 . 0 )

О т с ю д а  с л е Д у е т  ̂ ^  ^ / =  /
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I V. 6: a Q ( p Q / ) = a p Q /  V <а, р, /> «= R2 X  Нот  ( (У, V).

З а д а ч а  52.1.2.  Д о к а ж и т е  в ы п о л ни м о с ть  в Нот (U,  V) а к с и ­
омы V. 6.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При любом х 

( а  0  ( Р  0 / ) ) ( * )  =  а  © ( (  Р 0 / ) ( * ) ) = « - 0 ( Р  © / ( х ) )  =  ( с ф ) © / ( * ) .

О т к у д а  a p ] ( P p ~ | / )  =  ftPp~|/ в си лу  произвольности  x<=U. Я

П о до б н ы м  обр аз о м  п р о в е р я е т с я  вы п о лни м о ст ь  о с т а л ь н ы х  
ак с и о м  ве кт орно го  п р о с т р а н с т в а :

V. 7: (o +  p ) Q /  =  o Q / [ ± | p Q /  V ( а ,  р, f ) ^ R 2XHom (U, V).

V . 8 :  а 0 ( / Щ г )  =  а 0  / ( ± №  S
V (а, /, g ) ^ R X H o m 2(U, V).

В с е  оп ре д е ле н и я  и д о к а з а т е л ь с т в а  этого п а р а г р а ф а  по зв о ­
л я ю т  с ф о р м у л и р о в а т ь  е го  основной р е з у л ь т а т  в с л е д у ю щ е м  
виде.

Т е о р е м а  52.1.  Ho m( U,  У) — в е кт ор н о е  про стран ство от­
нос ительно  о п е р а ц и й  [+] и р~| •

Т а к и м  о б р а зо м  построен еще  один пр им ер  вект ор ного  про ­
с т р а н с т в а  — п р ос т р а н с т в о  го момор физ мов  или лин ей н ы х  ото-

бр а ж е н и й :  <H o m ( U , V), Щ ,  ["•"])• В д а л ь н е й ш е м ,  чтобы у п р о ­
стить  за п и си ,  д л я  обозначений оп ера ци й  в Ho m( U,  V) б у д е м  
п о л ь з о ва т ь с я  з н а к а м и :  +  и • т а м ,  гд е  это не п р и в е д е т  к ошиб 
к а м  и р аз н о ч т е н и я м ,  т. е. ( H o m ( U , V), + ,  • ) .  к а к  и Дл я  о п е р а ­
ций во всех  в е к т о р ны х  п р ос т р а н с т в а х .

П о с к о л ь к у  H o m ( U , V) — ве кто рно е  п р ос тр ан ст во ,  то и н т е р е с ­
но у з н а т ь ,  я в л я е т с я  ли оно к о н е чн о м е р ны м ?  (С м .  опред еление  
41.2).  М о ж н о  ли у к а з а т ь  б а з и с  в H om (U ,  V) хотя бы д л я  с л у ч а я  
ко нечно мерны х в е к т о р н ы х  пр ос т р а н с т в  U и V— H o m ( U n, Vm)? 
М с л е д у ю щ е й  лекции  мы п о п ы т а е м с я  д а т ь  о тв ет ы  на эти в о ­
просы.

В п р и м е р е  34 .5  м ы  з а м е т и л и ,  что <R, + ,  • )  — м н о ж е с тв о  
д е й с т в и т е л ь н ы х  чисел относительно опер а ци й  с л о ж е н и я  и умно 
жс н и я  т а к ж е  им еет  с т р у к т у р у  ве кт орного  п р о с т р а н с т в а .  Почто 
му с о г л а с н о  оп ред елен ию ф у н к ц и о на л а  ес тес тв ен но  т а к о е  по 
питие.

I О п р е д е л е н и е  52.5.  Элементы в е к т ор н о г о  пространства  
Hom(V,  R) на зываю тся  линейными функционалами и ни ли 
нейными формами, а это простран ство  — с о п р я ж е н н ы м  и щ  
двойственным к векторному пространству V.



134 11. Л и н е й н ы е  о т о б р а ж е н и я

Д л я  т а к о г о  п р о с т р а н с т в а  прин ято  сп е ци а л ь н о е  обозначение:  

V* =  Hom( V,  R).
Интересно ,  что изоморфны в е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т в а  V и 

( К* )* =  Нот (Нот  ( V, R), R).
Один из р а з д е л о в  со временной  м а т е м а т и к и  — ф у н к ц и о н а л ь ­

ный а н а л и з  имеет  среди мног очи сленн ых  о б л а с т е й  и проблем ис­
с л е д о в а н ий  изучение  св ойст в  д в о й с т в е н н ы х  п рос тран ст в .  Особое 
место среди вопросов,  к о т о р ы м и  з а н и м а е т с я  ф ун кц и о нал ьн ы й  
а н а л и з ,  п р и н а д л е ж и т  п р о с т р а н с т в у  ( а л г е б р е )  эндо морф изм ов  
End ( V)  д л я  р а з л и ч н ы х  с п е ц и а л ь н ы х  в е к т о р н ы х  п рос тр ан ст в .  
Э н д о м о р ф и зм ы  в е к т о р н ы х  п р о с т р а н с т в  ис по л ь зу ю тс я  во многих  
и с с л е д о в а н и я х  и з а д а ч а х  а л г е б р ы  и геометрии.  И зу ч ен ие  неко то ­
рых из св ойст в  э н до м орф изм ов  предс тоит  в д а л ь н е й ш е м .

З а д а ч а  52.1.3.  В е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т в а  R* = H o m ( R ,  R) и 
(R2)* =  Но т  (R2, R1) к онечно мерны .  П о с т а р а й т е с ь  о п ре д е ли т ь  их 
р аз м ер н ост и ,  dim Я о т  (R 1, R ‘ ) =  ?. d i m # o m ( R 2, R‘ ) =  ?

У к а з а н и е .  Элементами R* являются линейные отображения R-*-R, каков 
их общий вид? Как выбрать базис в R *?  Аналогично для ( R 2)*.

§ 53.  М А Т Р И Ц А  Л И Н Е Й Н О Г О  О Т О Б Р А Ж Е Н И Я
В п р и м е р а х  п р е д ы д у щ е й  л е кц ии ,  к а к  п р а в ил о ,  гомом орф изм  

одного  конечномерного  ве кт орно го  п р о с т р а н с т в а  в д р у г о е  у к а ­
з ы в а л с я  в координатн ой  форме  (т.  е. по к о р т е ж у  ( с т о л б ц у )  к о ­
о р д и н а т  в е к т о р а  з а д а в а л с я  к о р т е ж  к о о р д и н а т  е го  о б р а з а ) .  Е с ­
тес твен но  в о з н и к а е т  вопрос  о д р у г и х  сп осо бах  з а д а н и я  т а к и х  
о то бр аж ен и й .

П р и м е р  53.1.  В век то рно м  п р о с т р а н с т в е  М  ( 2 х 1) ф и к с и р у ­
ем с т а н д а р т н ы й  б а з и с

1. Р а с с м о т р и м  го момор физ м f ]^ H o m ( M (  2 х  1), М  (3  х 1)) 
п р им ер а  51.1:

Н а й д е м
1 О
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З а м е т и м ,  что при этом линейном о т о б р а ж е н и и  о б р а з  прои з­

вольного  в е к т о р а  о п р е д е л я е т с я  однозначно его  к о о р д и н а т а м и  и

2. Анал оги чно  (по о б р а з а м  б а з и с н ы х  в е к т о р о в )  мо ж н о  « в о с ­
с т а н о в и т ь »  (т .  е. у к а з а т ь  о б р а з  произвольного  в е к т о р а )  и д р у го й  
гомоморфизм,  н а п р и м е р  в о з ь м е м  f ^ H o m  (М ( 2 х 1), Л 4 ( 3 х 1 ) )  
т ако й ,  что

то мож но,  к а к  го ворят ,  по линейности ,  получи ть  о б р а з  пр о­
извольного  ве к т о р а :

Из  этих  пр им ер ов  видно ,  что, чтобы з а д а т ь  го мо мор физ м о д ­
ного вект орно го  п р о с т р а н с т в а  в д р у г о е ,  до ста то чно  у к а з а т ь  об­
р а з ы  б а з и с н ы х  ве кт о р ов  первого  из в е к т о р н ы х  п рос тран ств .  Эти 
наб лю д ен ия  обобщим.

Л е м м а  53.1.  Если в в е кторном про стран стве  Un з а д а н  б а ­
з и с :  В —( е ь е 2, ... е п) ,  а в в екторном простран стве  V у к а з а н о
у п о р я д о ч е н н о е  множе ство  и з  п в ектор ов  С =  ( с и с 2, ••• с п) ,  то с у ­
ществует е д ин ств енный  г ом ом орф и зм  f :V n ->- U т ак ой ,  что при 
всех  г = 1 ,  2, ... п

З а м е ч а н и е  53.1.  От  с и с т е м ы  в е к т о р ов  С с :  У не т р е б у е т ­
ся ,  вообще говоря ,  линейной н еза ви си м ост и ,  а от век торного  
п р о с т р а н с т в а ,  с о д е р ж а щ е г о  Im /, конечномерности .

В д о к а з а т е л ь с т в е  в ы д е л и м  три э т а п а :
О п р е д е л и м  о т о б р а ж е н и е  f : U n -+V.
Д о к а ж е м ,  что построенное  о т о б р а ж е н и е  линейно.
П о к а ж е м ,  что любой го мом орф из м  Un в V с тем и ж е  з н а ­

чениями на б а з и с н ы х  в е к т о р а х  с о в п а д а е т  с /.

о б р а з а м и  б а з и с н ы х  век торов .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  если х =  х'е, -\-х2е 2, 
то т а к  к а к

/i ( * )  =  /1 ( * ' е 1 +  дг2е 2) — * 7 ,  ( e , )  +  * 7 ,  ( е 2) —

f ( x )  =  f ( x ' e l +  x2e 2) =  x' f I ( e , )  +  x2f l ( е 2)

( 5 3 . с)
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1) П роизв оль ны й  ве кт ор  В)  р а з л о ж и м  в линей ную 
к о мбин ац ию  б а з и с н ы х  вект ор ов :

х =  х,е 1 +  х2е 2 +  ... +  хпе„ =  х1е^ ( 53 . x )

О п р е д е ли м  ото бр а ж е ни е :
— _  _  — def ^  _

/ ( х )  =  / (х' е ,  +  >Ге2 4 - . . .  4-  хпе„)— х,с,  +  х*с2 + . . .  +  хпс п (53./) 
или,  что то ж е  са м о е ,  в к р а т к о й  (т ензор но й)  за п и с и :

/ ( х Ч )  =  х Ч  (53./' )

(по i с у м м и р о в а н и е  от 1 до п).
2) Это о т о б р а ж е н и е  линейно — у б е д и м с я  в вы п о л ни м о с т и  

у с л о в и я  линейности :

L.: f (Kx+\Ly)=*=kf (x)  +  i i f ( x)  V (X, ц, х,  у )  ег  R2X (  Unf .

Д е й с т в и т е л ь н о ,  п ус ть  х  о п р е д е л я е т с я  р а з л о ж е н и е м  (53 .x ) ,  а 

У =  У1 ■е  1 +  У2е 2 +  ■ ■ ■ +  Упе п =  У* в,- (53  .у)
Т о гд а

f ( \ x +\ i y )  =

=  f ( X( x le l -\-x2e 2- \ - х пе п)-\- \i {ухе х +  г/2е24~ +  у пе„)) —

=  / ((Ях1 +  ц У ) e i +  (^.х2 +  №У2) « 2 +  ••• +  (Я,х" +  цу")  е„) ШШ=

- ^ (Я.Х1 -|- \iyx) С) -{-(Ях24-^г/2) с2+ ...+ (^х" +(хг/л)с„ =

=£= A,x‘ c, 4 -  цг/1 с, 4 -  А,х2с24-  ц,г/2с2 + . . .  4-  A,x"c„ 4 -  цг/"с„ =L

=  (^Х! С| 4 -  А-Х2С2-(- ... + Я х ' 1С„)4 ' (И'^'С1 +  Ц̂ /2с2+  +  ц*/лся)==

=  Х ( х ’с! +  х2с24-  ••• 4 - - ^ с п) 4 -  м- (г/'с, 4 - у 2с 2~\~ •••4-у пс п)==
=  ГЦ  ( х ) + ц /  (у) .

С л е д о в а т е л ь н о ,  оп ред елен ное  формулой (53./) о т о б р а ж е н и е  
линейно и f  ̂ Н о т  (Un, V).

Тем с а м ы м  д о к а з а н о  с у щ е с т в о в а н и е  го м о м ор ф из м а  с з а д а н ­
ными з н а ч е н и я м и  на б а з и с н ы х  в е к т о р а х .

3) Предположим,  что найдется гомоморфизм g ^ H o m  (IF, V) 
так ой ,  что его з н а ч е н и я  на в е к т о р а х  б а з и с а  В с о в п а д а ю т  со 
з н а ч е н и я м и  /, т. е. д л я  всех  / =  1, 2, ... и

g ( e t) =  c,. ( 5 3  . g )
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Р а с с м о т р и м  на произ вольном ве к т о р е  x ^ U "  зн ач ен ие  ото­

б р а ж е н и я  g :

g  (x) =  g  (xle { +  x?e2 + . . . +  x"e„)=±

x' g  ( e i ) +  xlg ( e 2) +  -  +  xng  ( e n) =̂=

=  x'c, +  x2c 2 + ... -j- x"cn =̂ x' f ( e i) +  x2f ( e 2) +  ... +  x " f ( e n)^= 

=Lf (x' e l +  x2e 2+. . .  +  xne n)=Lf(x) .

Т а к  к а к  Dom / =  Dom g  =  U" и f ( x )  =  g ( x )  при любом

x ^ U n, то g  — f  ( см .  оп ре д ел ен и е  8.1,  л е к ц и я  2).
С л е д о в а т е л ь н о ,  гомом орф изм  вект ор ного  п р о с т р а н с т в а  Uп в 

вект орное  пр ос т р а н с т в о  V, у д о в л е т в о р я ю щ и й  усл овию (5 3 . с), 
ед ин ств ен .  ■

С л е д с т в и е  53.1.  Л и н ей н о е  от обр аж ени е ,  п е р е в о д я щ е е  
б а з и с  в е к т ор н о г о  простран ства в б а з и с  в е к т ор н о г о  пространст­
ва, биективно .

Точнее:  если U и V — в е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т в а ,  а /: U-+V 
т а к ,  что

/ ( « , )  =  с,  ( 5 3 . с)

при всех  i = l ,  2, ... п, гд е  В = { е х, е2, ... е п) — б а з и с  в U, а

С = ( с ь  с2, ... с п)  — не п р о и з во л ь н а я  с и с т е м а  в е к т о р ов  в про ­
с т р а н с т в е  V, а его б аз и с ,  то о т о б р а ж е н и е  / я в л я е т с я  б и е к т и в ­

ным, т а к  к а к  оно в с я к и й  ве кт ор  х(х\ х2, ... хп)в о т о б р а ж а е т  в 
век тор  п р о с т р а н с т в а  V с тем и ж е  к о о р д и н а т а м и  относительно

б а з и с а  С, т. е. / ( х) (х\ х2, ... хп)с  ( см .  (53./)) ,  и с л е д о в а т е л ь н о ,  
сю ръ ект и вн о  и инъ ективно .  ф ■

Л е м м а  53.1 п о з в о л я е т  с к а з а т ь ,  что в с я к и й  гомоморфизм 
ве кт о р ны х  п р о с т р а н с т в  однозначно о п р е д е л я е т с я  своими з н а ч е ­
ниями на б а з и с н ы х  в е к т о р а х .  Д л я  к онеч номерны х  п р о с т р а н с т в  
это по з в о ля е т  вв ест и  новое понятие.

О п р е д е л е н и е  53.1.  Если в в екторных про странствах U" 
и Vm у к а з а н ы  б а з и с ы  В = ( е и е ъ  ... е п) и, соответственно ,
С =  <С], с2, ... с т) ,  то матрицей г омоморфизма  / е  Нот ( U'\ V"') 
( относительно б а з и с о в  В и С) называется матрица, с остав­
ленная  из  координатных столбцов о б р а з о в  базисных векто­
ров:  </(<?,), /(<?2), . . ./(«„)>.
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О б о з н а ч а е т с я  т а к а я  м а т р и ц а :  М, . Если из ко н т е к с та  по-к в, с >
нятно,  относительно к а к и х  б аз и со в  о п р е д е л е н а  м а т р и ц а  г о м о ­
мо рф изм а ,  то, к а к  правил о ,  и н д е к с ы  б а з и с о в  не пиш утс я :  Mj.

О тмет и м ,  что, если по б а з и с у  С = ( с , ,  с 2, ... с т)  о б р а з ы  в е к ­
торов  б а з и с а  В имеют с л е д у ю щ и е  р а з л о ж е н и я :

/ [ е \ ) ~  / !С1 +  / lC2 +  ••• + / Г Сш- 

/ ( е ч)— fzC\ + / 2 С2+-- -  +  /2Ст> (53.1

f ( e n) =  f l c ]+ f c 2 +  ... +  f f c m, 

то м а т р и ц а  го момор ф из ма  / т а к о в а :

М,

1 1

/: п  ■■ Я \ / ю К/!.  /?. ■•• /Г)!

к п  ■- « ) • / ( « l ) (/2 , f l  ••• /?).

/7 /? ••• / ? / / К ) (/J, f l  • ■ /?)■

(53 .2 )

Очевидно, что если f ^ H o m ( U n, Vm), то Mf =  ||/‘ || е М (т  х п). ф 
У т в е р ж д е н и е  53.1.  Сопо ставлени ем  г ом ом ор ф и зм у  е е  

матрицы (относительно  ф ик си р о ва нн ы х  б а з и с о в )  з а д а ет с я  ото­
б р а ж е н и е  М : H o m ( U n, Vm)-^>~M(m х п)  т а к о е ,  что

M ( f )  =  M,.
Т. е. м а т р и ц а  г о м о м ор ф из м а  (относительно у к а з а н н ы х  б а ­

зис ов )  о п р е д е л я е т с я  им однозначно,  т а к  к а к  к а ж д ы й  г о м о ­
морфизм,  к а к  о т о б р а ж е н и е ,  однозначно о п р е д е л я е т  в ек т о р ы :

(/ ( e i)> / ( е г)> / ( е п) )  в век торно м  п р о с т р а н с т в е  < Vm, С) ,  а они, в 
свою очередь ,  п к о р т е ж е й  (к о о р д и н а т н ы х  столбц ов  вы со ты  m ) о т ­
носительно б а з и с а  С — ст олб цов  м а т р и ц ы  М. .  ф 

З а д а н и е  53.1.  У к а ж е м  м а т р и ц ы  го мом орф изм ов  /, и / п ри ­
м е р а  53.1,  гд е  з н а ч е н ия  гомом орф изм ов  на б а з и с н ы х  в е кт о р ах :

/ (<? , )= , / ( е 2) =  , о т к у д а

2. /|( е |) = (  0 ), f \ ( e 2)=\ , о т к у д а  М , = ?
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З а м е ч а н и е  53 .2 .  Е сл и  / — э н д о м о рф и зм  ве кт орного  про­

с т р а н с т в а  Vn ( с м .  опр.  51 .2 ) ,  то,  к а к  п р а в и л о ,  его м а т р и ц а ,  к а к  
м а т р и ц а  г о м о м о р ф и з м а ,  р а с с м а т р и в а е т с я  относительно п ар ы

des
о д и н а к о в ы х  б а з и с о в  (В,  В )  и о б о з н а ч а е т с я  (В) (при
эт ом  к о о р д и н а т ы  о б р а з о в  в с е х  б а з и с н ы х  вект о р ов  у к а з ы в а ю т с я  
в т о м  ж е  с а м о м  б а з и с е ) ,  т а к а я  м а т р и ц а ' н а з ы в а е т с я  матриц ей  
э н д о м о р ф и з м а  / от но сит ельн о  б а з и с а  В ( и н д е к с  ( В )  в ее  обозна  
чении т а к ж е  ч а с т о  о п у с к а е т с я ,  есл и  понятно о к а к о м  б а з и с е  идет 
речь) .

З а д а н и е  53.2.  Д о к а ж и т е ,  что с у щ е с т в у е т  е д и н с т в е нн ы й  э н ­
д о м о р ф и з м  ве к т о р но го  п р о с т р а н с т в а  Л ! ( 2 х 1 ) ,  о т о б р а ж а ю щ и й

в е к т о р ы  <Л,, Л 2)  в в е к т о р ы  <В,,  В 2) ,  где

Л ,  =  ( > )  и Л г =  ( 2 ) .  а  В ,  =  ( 3 )  „ В !  =  ( < ) .

Н а й д и т е  м а т р и ц у  этого  э н д о м о р ф и з м а  в с т а н д а р т н о м  ба зи се :

г ,  =  © .  £ , - ( » ) .

1. В е к т о р ы  Л ,  и Л 2 л ин ей но  н е з а в и с и м ы  и м о г у т  б ы т ь  в з я т ы  
з а  б а з и с н ы е  в ве к т о р н о м  п р о с т р а н с т в е  A f ( 2 x  1). ф

2. С о г л а с н о  л е м м е  53.1 с у щ е с т в у е т  э н до м орф изм ,  о т о б р а ж а ­

ющий в е к т о р ы  <Л,, Л 2)  в в е к т о р ы  ( В , ,  В 2) — обозн ачим  его

/. / (Л ,)  =  В , и / ( Л 2) =  В 2. 4
3. Ч т о б ы  найти м а т р и ц у  / в с т а н д а р т н о м  б аз и се ,  надо  у к а ­

з а т ь  о тн оси тел ьн о  его  к о о р д и н а т ы  в е к т о р о в  / ( £ , )  и / (Ё2). ф
З а м е т и м ,  что

^ 1 =  (о )  =  ~  ( 2)  +  ( 2)  =  ~  1 +  1у*2-
З н а ч и т ,

/ ( £ , )  =  / ( -  1Л, +  1Л2)=2----- 1 / ( ^ 0 +  1 / ( Л 2)=2= — 1В, +  \В.Л

А в е к т о р  £ 2 =  (*j^ =  ? Q )  +  ? ^ 2 )  =  ?Л| +  ? Л 2, т о г д а

/ ( £ 2) =  / ( ? Л 1 +  ? Л 2) ^ ? В ,  +  ? В 21 ? ( ^  +  ? ^ 4 ^ ^
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3. С л е д о в а т е л ь н о ,

М ,= ( !  J )
З а д а ч а  53.1.1.  Н а й д и т е  м а т р и ц у  гомотетии hx^ E n d (  V2) 

относительно некоторого б а з и с а  В в V2 с о гл а с но  с л е д у ю щ е м у  
определению.

I О п р е д е л е н и е  53.2.  Гомотетией векторного пространст­
ва V с коэффициентом на зы ва ет с я  е г о  эн д ом орфи зм ,

от о б р аж а ю щ и й  в с я к и й  вектор'  х е У  в в ектор kx.
Го мотет ия  с коэффициентом k об означение :  h k:V ^ V  и

h k (x) =  kx V j c e  V.

П у с т ь  В — <е,, e2> =  < ( о ) ,  ( l ) >- A* ( « i )  =  ? . М « 2 )  =  ? - 
Тогд а

Mh -- 
п к

З а д а ч а  5 3 . 1 . 2 — 1.3. Д и ф ф е р е н ц ир о в а н и е  D есть  эндомор 
физм векторного  п р о с т р а н с т в а  S * " [х] многочленов  степени не в ы ­
ше п ( с р а в н и т е  с з а д а ч е й  51.1 .2) ,  н ай д и те  его м а т р и ц у  относи­
тельно с т а н д а р т н о г о  б а з и с а :  В =  {1, х, х2, х3, ... х"),  з а т е м  относи­
тельно д р у г о г о  б а з и с а  этого  п р о с т р а н с т в а :

С = < 1 ,  х  — а, (х — а)2, (х — а)3, . . . ( х  — а ) " ) .
З а д а ч а  53.2.3.  П о к а ж и т е ,  что у м н о ж е н и е  с л е в а  ( с п р а в а )  

вс як о й  м а т р и ц ы  второго п о р я д к а  на по стоянную м а т р и ц у  А есть 
линейное  о т о б р а ж е н и е  М (2 )  в се бя .  Н а й д и т е  е го  м а т р и ц у  отно

сительно  с т а н д а р т н о г о  б а з и с а :  В =  (£ ] ,  Е\, Е2, El)  ( см .  оп ре д ел е  
ние м а т р и ц  Е)\ §  17, л е к ц и я  5),  если

■с i>А =  |

Указание .  Рассмотрите отображение La (X) =  A X. Какие координаты в бази 

се В имеет вектор LA (Е\) =  А И т. д. Аналогично для умножения справа:

Ra(X) =  XA. Сравните матрицы ML и Мs  .

Т еп ер ь  вполне  з а к о н о м е р е н  вопрос:  в с я к а я  ли м а т р и ц а  из 
п р о с т р а н с т в а  М ( т  х п)  м о ж е т  б ы ть  м а т р и ц е й  гомомор ф из ма  
« - м е р н о г о  ве кт орно го  п р о с т р а н с т в а  в ш -м ер ное  пр ост р ан ст во ?

П у с т ь  /7=||/‘ || — п р о и з во л ь н а я  м а т р и ц а  п о р я д к а  т  на п, 
т о г д а  т  э л е м е н т о в  к а ж д о г о  из ее  п столбцов.
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мо жн о  пр ин ят ь  з а  т  к о о р д и на т  (/], / - , . . . /" )  п ве кт о р ов  в б а з и с е  

С = < с , ,  с2, ... ст ) ве кт орного  п р о с т р а н с т в а  Ут :

f i ~ f \ C I + / ? с 2 +  ••• +  / "с „,

( t = l ,  2, ... п). С о г л а с н о  л е м м е  53.1 с у щ е с т в у е т  гомоморфизм 
/: Ur' -+ V m, о т о б р а ж а ю щ и й  с и с т е м у  б а з и с н ы х  ве кт о р ов

В = ( е х, е 2, ... е п)  ве кт орного  п р о с т р а н с т в а  U" в у п о ря д оче нную

с и с т е м у  ве кт о р ов  ве кт орно го  п р о с т р а н с т в а  Vm: (/, ,  /2, ■■■/„)■ 
П о с к о л ь к у  при этом,  по определению,  при / = 1 , 2 , . . .  п

/ (<?,■) =  /, =  />’, + / ? с 2 +  -• +  / Х

то Mf =  ||/‘ II =  F. Т. е. произвольно в ы б р а н н а я  м а т р и ц а  п о р я д к а  
т  на п  я в л я е т с я  м а т р и це й  некоторого г ом ом ор ф из м а  п-мер-  
ного в ек торно го  п р о с т р а н с т в а  в m -мерное .  Что о з н а ч а е т  с ю р ъ ­
ек ти вн о ст ь  о т о б р а ж е н и я  / ( см .  оп ре д ел ен и е  9.1) .

Т а к и м  о б р аз о м ,  у с т а н о в л е н о  сле д у ю щ е е .
У т в е р ж д е н и е  53.2.  М: H o m ( l I n, ( т  х п)  — ото­

б р а ж е н и е ,  с о п о с т а в л я ю щ е е  г ом ом ор ф и зм у  е г о  матрицу  отно си ­
тельно з а д а н н ы х  в этих векторных простран ствах ба зи сах ,  
сюръ ективно .

З а д а н и е  53.3.  П у с т ь  относительно нек ото ры х  б аз и со в  
в ве к т о р ны х  п р о с т р а н с т в а х  U и V м а т р и ц а  г ом ом ор ф из м а  

V) имее т  вид:

М  = (  1 2 3\
* V — 1 0 1 у  -

По ее в и д у  м ож н о  о п ре д е ли т ь  р а з м е р н о с т и  в е к т о р н ы х  про-
? 7>

г г р а н с т в  U и V: d im  U =  3 и d im  V =  2.
Чт обы найти о б р а з  в е к т о р а  из п р о с т р а н с т в а  /У3, н а п р и ­

мер,  а (2, 1, — 1), то з а м е т и м ,  что а =  \ех +  2 е 2 +  5 е 3, a

^ ^ . )  =  (__11)  Mg(e2) =  ( fy ,  Mg (e:з) =  ( ? )  

и получим по линейности:

A 4 , < H ) = > ( _ i ) + ? ©  +  ? ( 3 ) _ ? .  ♦

П о с т а р а й т е с ь  найти п р оо б р а з ы  век то р ов  а (  1, — 1) и 6 ( 1 ,  2)  
н I ве кт орного  п р о с т р а н с т в а  V2.

1$ п рим ер е  53.1 мы видел и ,  к а к  с помощью м а т р и ц ы  го м о м о р ­
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физ ма  у д а л о с ь  в ы р а з и т ь  к о о р д и н а т ы  /, (дс) о б р а з а  п р о и з в о л ь ­
ного в е к т о р а  ч е р е з  к о о р д и н а т ы  с а м о г о  в е к т о р а  х.

М о ж н о  ли д л я  г о м о м о р ф и з м а  g  н а с т о я щ е г о  з а д а н и я  с д е л а т ь  
то ж е  с а м о е —  н а й т и  к о о р д и н а т ы  о б р а з а  п р ои з во л ь н о г о  в е к т о р а  
из п р о с т р а н с т в а  U3? У к а з а т ь  к о о р д и н а т ы  п р о о б р а з а  п р о и з в о л ь ­
ного в е к т о р а  и з  V 2? ( о т н о с и т е л ь н о  з а д а н н ы х  б а з и с о в ) .  ф 

Р а с с м о т р и м  о б щ и й  с л у ч а й .  П у с т ь  /<=Нот ( Un, Vm), и з а д а ­

ны б а з и с ы :  S  =  < e t , е 2, ... е„> в в е к т о р н о м  п р о с т р а н с т в е  1)п и

C = < c h с 2, ... О  в  Vm и о т н о с и т е л ь н о  э ти х  б а з и с о в  у к а з а н а  
м а т р и ц а  г о м о м о р ф и з м а  /:

/! /2 -  Гп
г2 i-2 г2

а * ,  =  11Я  11 =  1 . } ( 5 3 . 3 ;
/т fm fm

1 /2 ••• In .

П у с т ь

х  =  х ' е ,  -f-  х2е2-+ ••• +  х"еп — х‘е, (53.x

р а з л о ж е н и е  п р о и з в о л ь н о г о  в е к т о р а  х е  Un по б а з и с у  В и е г о  ко 
о р д и н а т н ы й  с т о л б е ц :

М --

Р а с с м о т р и м

f ( x )  =  f ( x le l +  x2e 2- h  . . .  - \-xne n) ^ x lf ( e x) +  x2f ( e 2) +. . .  +  xnf ( e n)^=

— x' (/jc,  +  f 2c 2 +  ••• +  /TCm) +  X? {f\c \ + / г с2 +  ••• +  /2 Cm) +  ••■ +

+  X '1 { f \ C  1 +  f n c  2 +  +  f n C m )  —

— ( +  х2/г +  ••• +  -*7i) c i +

~t~ ( л : 1/? +  -^/2+  ••• +  * 7 2) c2 +

. . . + ( x 1 / r + x 2/2m+ . . . + xnf : )  c m.

В ы п и ш е м  к о о р д и н а т н ы й  с т о л б е ц  в е к т о р а
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f W + f W +  

м н- = м - = ,  fix'+Цх?+ - + №

у /  \ f ? x ' + f ^ + . . . + f : x n/
/! /2 ... fl
/1 /2 - / "  ^  \ = м , -м ^ х
cm cm cm 
/I /2 ••• In

где  — к о о р д и на тн ы й  сто лб ец  в е к т о р а  х.
Тем с а м ы м  д о к а з а н о  у т в е р ж д е н и е .

У т в е р ж д е н и е  53.3.  Если В и С — б а з и с ы  векторных п р о ­
странств: Un и, соответственно ,  Vm, и Mf — матрица г о м о м о р ­
физма  / е Нот (U", Vm) относительно  этих б а з и с о в ,  то д л я  л ю ­
б о г о  в е ктора  х е С / "

Мп1) =  М,М-х ( 53 .4 )

— столбец координат образа вектора Vм,
Mf — матрица гомоморфизма /,
М-  — столбец координат вектора Un.

Т а к  что п р о д о л ж а я  з а д а н и е  53.3,  т е п е рь  с т а н д а р т н ы м  о б р а ­
зом м о ж е м  получи ть  к о о р д и на тн ы й  ст о лб е ц  о б р а з а  прои зво льно ­
го в е к т о р а  из U3 по форм уле :

З а д а ч а  53.2.1.  h ^ H o m ( R 2, R2), =  j ) м а т р и ц а

го момор ф из ма  h  относительно некоторого  б а з и с а  В = ( е и е 2)  в 
R2. Н а й д и т е  к о о р д и н а ты  пр оо бразо в  б а з и с н ы х  век торов .  М о ж ­
но ли  у к а з а т ь  к о о р д и на ты  п р о о б р а з а  произвольного  ве к т о р а

х(х\ х2)? Если это  в озм ож н о ,  то н а й д и т е  их.
Указание . См. формулу (54.4). Обратима ли матрица Мj*

З а д а ч а  53.2 .2 .  g ^ H o m ( R2, R2), =  ^  ^  — м а т р и ц а  го

мом орф изм а  g  относительно некоторого б а з и с а  В = { е „  е.г)  н 
ве кторном п р о с т р а н с т в е  R2. М о ж н о  ли найти к о о р д и на ты  прооб 
р аз ов  б а з и с н ы х  ве кто ров ,  ко о р ди на ты  п р оо б р а з а  произвольного

иектора  х(х\ х2), к а к о г о -л и бо  в е к т о р а ?  Если это во зм ожн о ,  у к а  
ж и т е  их.

Указание .  См. формулу (53.4). Обратима ли матрица М
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З а м е ч а н и е  53.2.  Если относительно некоторы х з а д а н н ы х  
б аз и со в  в век то рны х  п р о с т р а н с т в а х  U и V у к а з а н а  м а т р и ц а  Mf 
гом омор ф из ма  /: U-*■]/, то прооб раз  произвольного  в е к т о р а  о д ­
нозначно мо жн о  найти то ль к о  в том с л у ч а е ,  если э т а  м а т р и ц а  Mf 
к в а д р а т н а  и о б р а т и м а .  Тог да

М~х =  МГ 'М/Сх). ( 53 . 5 )

 ̂ — столбец координат образа вектора Vm,
Mi — матрица гомоморфизма /,
М ■ — столбец координат вектора U".

Если / е Нот (Un, Vm) и n<Lm , в ве кто рно м  п р о с т р а н с т в е  Vm 
н а й д у т с я  в ек то ры ,  не имеющие п р о о б р а з а  в U". ф

З а д а ч а  53.3.3.  П о д у м а й т е ,  я в л я е т с я  ли ус л ов и е  п < т  н е ­
об хо ди м ы м ,  чтобы в век то рно м  п р о с т р а н с т в е  Vm н а ш е л с я  ве кт ор  
д л я  / e t f o m  (Un, Vm), не п р и н а д л е ж а щ и й  I m / .  Т. е. м о ж е т  ли 
н а й т и с ь  т а к о й  в е к т о р  д л я  к а к о г о - л и б о  г о м о м о р ф и з м а  
f  <=Нот (U", Vm) при п ^ т ?

И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А

С отри с л у ч а й н ы е  черты  —
И ты  у в и д и ш ь — мир п р е к р а с е н .

А. Блок

С обственно современ ное  оп ре д ел ение  линейного  о т о б р а ж е н и я  
в п е р в ы е  д а л  и т а л ь я н с к и й  м а т е м а т и к  Д ж .  П еа н о  в 1888 году  ( е м у  
ж е  п р и н а д л е ж и т  и а к с и о м а т и ч е с к о е  оп ре д еле ние  векто рно го  
п р о с т р а н с т в а  ( см .  и стор ическу ю с п р а в к у  лекц ии  8)).  О д н а к о  это 
понятие  было  подготовлен о р а з в и т и е м  м а т е м а т и к и  от ее истоков.  
Т а к  д р е в н е й ш а я  и п р о с т е й ш а я  из изв ес тны х  нам функций — л и ­
не йн ая :  / (x) — kx ес ть  не что иное, к а к  прим ер  линейного  о т о б р а ­
ж е н и я  R ’- ^ R 1. Более  того,  f ( x )  =  kx — общий вид т а к о г о  о т о б р а ­
ж е н и я  (при любом де й с т в и т е ль н о м  k ).

Н а р я д у  с в е к т о р ны м  п р ост р ан ст во м  понятие  линейного  ото­
б р а ж е н и я  ( г о м е о м о р ф и з м а  в е к т о р ны х  п р о с т р а н с т в )  я в л я е т с я  о д ­
ним из основных в р а з д е л е  современной м а т е м а т и к и ,  который 
носит н а з в а н и е  линейной а л г е б р ы .  К ее о б ла с т и  о тно с ят с я  т а к и е  
вопросы,  к а к  тео рия  лин ей ных  ур ав н ени й ,  теория  м а т р и ц ,  п р е ­
о б р а з о в а н и я  аффинных ко орди на т  точек ,  неко то ры е  в и д ы  пр еоб ­
р а з о в а н и й  плоскости  (в  частности ,  д в и ж е н и я  или п ер ем ещ ен и я) ,  
многие  вопросы а н а л ит и ч е с к о й  геометрии,  ди ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  и 
и н т е г р а л ь н ы е  п р е о б р а з о в а н и я  функций.  Истоки линейной а л г е б ­
ры,  к а к  и в с я к о г о  круп но го  р а з д е л а  м а т е м а т и к и ,  л е ж а т  в г л у б и ­
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не вр е м е н ,  и многие  из ее  простейших п р ав ил  были о т к р ы т ы  еще 
з а д о л г о  до Новой Э ры .  М о ж н о  с к а з а т ь ,  что э т а  н а у к а  п о я в и л а с ь  
на свет ,  чтобы у д о в л е т в о р я т ь  н у ж д ы  в ы ч и с л и т е л я - п р а к т и к а .  Т а к  
из 84-х  з а д а ч  зн а м е н и то г о  е г и п ет ск о го  п а п и р у с а  Р и н д а ,  о т н о с я ­
щ ег ося  ко вр ем ен и  С р е д н е г о  ц а р с т в а  ( 2 0 — 18 в. в. до  P.  X.) б о л ь ­
шинство  с о с т а в л я ю т  з а д а ч и  на д е й с т в и я  с д р о б я м и ,  пр опорцио­
нал ьное  де лен ие ,  вы ч и сл ен и е  нек отор ы х  п лощ ад ей  и объемов ,  
оп исани е  п р а в и л  и прие мов  подобных выч ислений ,  где ,  к а к  бы 
мы с к а з а л и  теперь ,  р е з у л ь т а т  л ин ей н ы м  обр аз о м  з а в и с и т  от н а ­
ч а л ь н ы х  д а н н ы х .  К т р а к т а т а м  по линейной а л г е б р е  вполне  могут  
б ы т ь  отнесены р а з л и ч н ы е  « в ы ч и с л и т е л ь н ы е  к н и ги »  С ред ни х  в е ­
ков и в с е в о з м о ж н ы е  р у к о в о д с т в а  по пр ак ти ч ес ко й  а р и ф м е т и к е  
вплоть  до с о в р е м е н н ы х  ш ко ль ны х  уч еб ни ко в  н а ч а л ь н ы х  к л а с с о в  
по э т о м у  п р е д м е т у .

Истори чески  ж е  п е р в ы м  р а з д е л о м  линейной а л г е б р ы ,  к а к  н а ­
уки ,  б ы л а  теория  лин ей ных  у р а в н е ни й ,  построение которой,  к а к  
мы о т м е ч а л и  в исторической с п р а в к е  к п р е д ы д у щ е й  лекц ии ,  б ы ­
ло з а в е р ш е н о  к концу  XIX в е к а .  М е т о д  ко о р ди на т  позволил с в е ­
сти,  если не все ,  то многие  вопросы а н а л ит и ч е с к о й  ге ом етрии  к 
з а д а ч а м  линейной а л г е б р ы ,  что с у щ е с т в е н н о  р а с ш и ри л о  о б л а с т ь  
ее пр им ен ен ия .  В частности ,  в решении т а к  н а з ы в а е м ы х  з а д а ч  
к л а с с и ф и к а ц и и  ( к р и в ы х  и поверхностей ,  з а д а в а е м ы х  у р а в н е н и я ­
ми второго п о р я д к а  ( к в а д р и к ) ,  форм и т. п.). В XX в е к е  основн ые  
з а д а ч и  линейной а л г е б р ы  с в я з а н ы  с поняти ем  вект орно го  про­
с т р а н с т в а  и с в я з а н н ы х  с ним п о ня т и я м и  линейного  о т о б р а ж е н и я  
(о п е р а т о р а ) ,  с о б с т в е нн ы х  зн ачений и с о б ст ве нн ы х  ве кто ров ,  л и ­
нейной, билинейной и полилинейной фу нкций на век то рно м  про ­
с т р а н с т в е ,  а т а к ж е  их обобщения  — тен зо ра .  По сл ед ние  и гр аю т  
в а ж н у ю  роль  во многих  о б л а с т я х  м а т е м а т и к и  и физики.  С л е д у е т  
отметить ,  что до н а ч а л а  XX в е к а  л и н е й н а я  а л г е б р а  б ы л а  « к о н е ч ­
номерной» ,  т. е. з а н и м а л а с ь  во п ро са м и  и з а д а ч а м и  в в е к т о р н ы х  
п р о с т р а н с т в а х  конечной р а зм ер н о ст и .  П е р в ы е  « б е с к о н е ч н о м е р ­
н ы е»  р е з у л ь т а т ы  бы ли  по лучены н е м е цк и м  м а т е м а т и к о м  О. Теп- 
ли цем .  Он з а м е т и л ,  что теория  оп ре д е ли т е л е й  по с у щ е с т в у  не 
н у ж н а  в д о к а з а т е л ь с т в а х  многих осн овных  теорем  и ф а к т о в  л и ­
нейной а л г е б р ы .  О т к а з а в ш и с ь  от « те х н и к и  о п р е д е л и т е л е й »  — 
основного а п п а р а т а  линейной а л г е б р ы  конца  XIX в е к а ,  Теплиц 
р а с п р о с т р а н и л  многие  р е з у л ь т а т ы  к л а с с и ч е с к о й  линейной а л г е б ­
ры на в е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т в а  бесконечного  числ а  измерений  (и 
д а ж е  н а д  п р ои з во льн ы м  число вы м  полем) ,  о п у б л и к о в а в  в 
1909 г. в П а л е р м о  р а б о т у  “U b e r  die  A u f l o s u n g  i n e n d i c h v i e l e r  li- 
n i e a r e r  G l e i h u n g e n  m i t  u n e n d i c h v i e l e n  U n b e k a n n e t e n “ ( « О  р а з р е ­
шимости систе м лин ей ных  ур а в н е н и й  с б ес к о неч н ы м  числом не­
и з в е с т н ы х » ) ,  где ,  в частности ,  о п ер ировал  п о ня т и я м и  линейно з а ­
ви сим ы х  и н е з а в и с и м ы х  систем  век то р ов  в б ес ко не чномер ны х  
( к о о р д и н а т н ы х )  п р ос т р а н с т в а х .
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Мно гие  идеи линейной а л г е б р ы  в б ес ко неч н ом ер н ы х  в е к т о р ­
ных п р о с т р а н с т в а х  ( с  нек отор ы ми  д о п о лн и т е л ь ны м и  с т р у к т у р а ­
ми) бы ли  р а з в и т ы  д р у г и м  н е м е ц к и м  м а т е м а т и к о м  Д .  Ги льбертом 
( H i l b e r t  D av id ,  1862— 1943) и по ль ски м  м а т е м а т и к о м  С. Б а н а ­
хом ( B a n a c h  S t e f a n ,  1892— 1945).  Их  и с с л е д о в а н и я  пр ивели к  со­
з д а н и ю  нового р а з д е л а  современно й м а т е м а т и к и :  линейного  
ф ункц иона льн ого  а н а л и з а ,  а к л а с с ы  в е к т о р н ы х  пр ос тран ст в ,  
изучением  которых  они з а н и м а л и с ь ,  получили их имена :  г и л ь б е р ­
товы и б а н а х о в ы  п р о с т р а н с т в а  наш ли  и нт ер прет ац ии  в с о в р е ­
меннейших р а з д е л а х  теории функций и теоретич еск ой  физики.

Со второй половины XX в е к а ,  особенно с со з д а н и е м  б ы с т р о ­
д е й с т в у ю щ и х  Э В М  и р а з в и т и е м  в ы ч исл ительн ой  техники ,  б о л ь ­
шое з н ач ен ие  полу чаю т  т а к  н а з ы в а е м ы е  чи сл ен ные  ме т о д ы  л и ­
нейной а л г е б р ы ,  р а з л и ч н ы е  з а д а ч и  уст ойчивости  решений с и с ­
тем  лин ей н ы х  у р ав н ен и й ,  а п р о к с и м а ц и й  ( п р и б л и ж е н и й )  нел и н ей ­
ных пр оцессов  ли ней ным и .  С обстве нно  п е р в ы е  р а б о т ы  по а н а л и ­
з у  уст ойчивости  и ошибок  о к р у г л е н и я  появил ись ,  м ож н о  с к а з а т ь ,  
совсем  неда вно :  в 1947— 1948 г.г.  Нын е  к р у г  пробл ем в этой о б ­
л а с т и  у ж е  до ста то чно  четко  очерчен ( к  широко п р и м е н я е м ы м  м е ­
т о д а м  решений о тн ося тся  т а к ж е ,  н ап ри м е р ,  м е т о д ы  реш ен ия  с и ­
стем  лин ей ных  ур а в н е н и й  п о с л е д о в а т е л ь н ы м  исключен ием п е р е ­
м ен ны х  и о к а й м л я ю щ и х  миноров,  м етоды  с о п р я ж е н н ы х  г р а д и е н ­
тов,  простой итера ци и  или р е л а к с а ц и и  и т . д . ) .  В н а с т о я щ е е  в р е ­
мя до ста то чно  большое колич ест во  р а з р а б о т а н н ы х  числ ен ных  
методов  линейной а л г е б р ы  д е л а е т  а к т у а л ь н о й  з а д а ч е й  не с т о л ь ­
ко с о з д а н и е  новых,  с к о л ь к о  и с с л е д о в а н и е  и к л а с с и ф и к а ц и ю  у ж е  
с у щ е с т в у ю щ и х  методов .  П о с к о л ь к у  при больш ом числе п е р е м е н ­
ных или н а ч а л ь н ы х  д а н н ы х  р е а л ь н ы м  реш ени ем  той или иной 
численной з а д а ч и  линейной а л г е б р ы  с т а н о в и т с я ,  по с у щ е с т в у ,  ее 
п р иб л и ж е нн о е  решение  с тр е б у е м о й  точностью (п огрешнос тью )  
д л я  того  или иного физического  или,  вообще,  любого  м а т е м а т и ­
чески  м о д е л и р у е м о г о  проц есс а .
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Лекция 12
МАТРИЧНОЕ

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
ГОМОМОРФИЗМОВ



М А Т Р И Ч Н О Е  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е  
Г О М О М О Р Ф И З М О В

§ 54. Изменение матрицы гомоморфизма при замене базисов векторных 
пространств.

§ 55. Изоморфизм векторных пространств.
§ 56. Изоморфизм векторных пространств Hom(U", Vm) и М (т  х п).
§ 57* .Ядро гомоморфизма.

Основные понятия: м а т р и ц а  го м о м ор ф из м а ,  изоморфизм в е к ­
торны х п р ост р ан ст в ,  я д р о  го м о м ор ф из м а ,  р а н г  и д е ф е к т  г о м о ­
морфи зма .

Необходимые сведения: ве кто рно е  п ростр ан ств о ,  п о д п р ос т ­
р а н с т в о  векто рно го  п р о с т р а н с т в а ,  б а з и с  векто рно го  п р о с т р а н с т ­
ва ,  р а з м е р н о с т ь  вект орно го  п р о с т р а н с т в а ,  к о о р д и н а ты  в е к т о р а ,  
гомо мор физ м в е к т о р н ы х  п р ост р ан ст в ,  эндо морф изм ,  биективное  
о т о б р а ж е н и е ,  ко орди на тное  век торное  пр ос тр ан ст во ,  р а з м е р ­
ность коо рди на тного  ве кт орного  п р о с т р а н с т в а ,  отношение э к в и ­
в ал ен тн о ст и ,  к л а с с  э к в и в а л е н т н о с т и ,  п о лн а я  с и с т е м а  п р е д с т а в и ­
т ел ей  отношения  э к в и в а л е н т н о с т и ,  опера ции  на го момор ф из мах ,  
в ект орно е  п р ос т р а н с т в о  го мом орф измов  H om (V n, Vm), в е к ­
торное  п р ост р ан ст во  м а т р и ц  М (т  х п), р а з м е р н о с т ь  вект орного  
п р о с т р а н с т в а  М ( т х п ) ,  р а н г  м а т р и ц ы .

Рекомендации: § 57* можно посоветовать для самостоятельного изучения 
наиболее любознательным студентам.



Л е к ц и я  I -

Л е к ц и я  2 -

Л е к ц и я  3 -

Л е к ц и я  4

Л е к ц и я  5 -

Л е к ц и я  6

Л е к ц и я  7 -

Л е к ц и я  8 -

Л е к ц и я  9

Л е к ц и я  10

Л е к ц и я  11

Л е к ц и я  12

Л е к ц и я  13
Л е к ц и я  14
Л е к ц и я  15

С е м е с т р  1

Множества и отношения на множествах.
( § 1 - 8  5).

Операции на бинарных отношениях. Отображения.
( § 6 - § 8 ) .

- Биективные отображения. Преобразования.
(§ 9 - S  12).

- Бинарные отношения на множестве. Фактор-множество.
(§ 1 3 - §  16).

- Матрицы. Основные операции и свойства.
(§ 17 — § 22). 

(§ 23 -  § 26). 

(§ 2 7 - §  32).

Подстановки. Группы.

Определители.

Векторные пространства.
(§ 33 — § 36).

Линейно зависимые и линейно независимые системы век­
торов.

(§ 37 -  § 42).
■ Ранг матрицы. Системы линейных уравнений.

(§ 43 — § 48). 
■Линейные отображения векторных пространств.

(§ 4!) -  § 53).
Матричное представление гомоморфизмов.

(§ 54 — § 57).
Алгебра линейных операторов.

■ Собственные векторы линейных операторов.
■ Евклидовы векторные пространства.
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§  54.  И З М Е Н Е Н И Е  М А Т Р И Ц Ы  Г О М О М О Р Ф И З М А  
ПРИ З А М Е Н Е  Б А ЗИ С ОВ  

В Е К Т О Р Н Ы Х  П Р О С Т Р А Н С Т В

В § 53 о т м е ч а л о с ь  ( см .  оп ре д еле н и е  53.1) ,  что м а т р и ц а  г о м о ­
морфи зм а  / е Но т (Un, Vm) з а д а е т с я  относительно бази со в ,  у к а ­
з а н н ы х  в в е к т о р ны х  п р о с т р а н с т в а х  Un и Vm. При з а м е н е  б а з и с а ,  
в в ек торно м п р ос тр ан стве ,  к а к  м ы  в ы я с н и л и  в §  50,  к о о р д и на ты  
векто ров ,  вообще говоря ,  м е н я ю т с я ,  и е ст ес тв ен н о  з а д а т ь с я  в о ­
просом:  не м е н я е т с я  ли при и з м е н е ни я х  б а з и с о в  в п р о с т р а н с т ­
в а х  Un и Vm м а т р и ц а  г о м о м ор ф и з м а ?

П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  П у с т ь  / ^ Н о т  ({/", Vm), a Mf — 
м а т р и ц а  этого  г ом ом ор ф из м а  относительно б аз и сов :  В в в е к т о р ­
ном п р ос т р а н с т в е  Un и, со ответственн о ,  С в в екто рно м про­
с т р а н с т в е  Vm. П у с т ь  в Un з а д а н  еще б а з и с  В'  с м а т р и ц е й  п е р е ­
хода  Т , а в Vm — б а з и с  С'  с м а т р и це й  п ер ехо да  Т  ̂ .

(В, В') (С, С ')
М а т р и ц у  г ом ом ор ф из м а  / относительно « н о в ы х  б а з и с о в »  В'  и С' 
обозначим  Mf .

В ы я с н и м ,  с о в п а д а ю т  ли м а т р и ц ы  Mf и Mj?
Б у д е м ,  к а к  в с е г д а ,  о б о з н а ч а т ь  М-  к о о р д и на тн ы й  столбец

произвольного  в е к т о р а  х е ( / "  относительно б а з и с а  В,  а М'~ — 
его к о о р д и на тн ы й  с толб ец  относительно б а з и с а  В'.  Аналогично ,

М . иЛ1 '  .  — к о о р д и н а тн ы е  ст о лб ц ы  в е к т о р а  / ( * ) е  Vm относи-f (*) / (*)
тельно б аз и с о в  С и, со ответственн о ,  С'  в в ек торном  п р о с т р а н с т ­
ве Vm.

Изв ест но ,  что при перехо де  от б а з и с а  В к б а з и с у  В'  в в е к ­

торном п р о с т р а н с т в е  Un к о о р д и н а ты  произвольного  в е к т о р а  х 
м е н я ю т с я  по з а к о н у :

М - Ш ^ т  М'х , ( 54  .В)
*  (В, В') *

с о о т в е тс т в у ю щ е е  изменение  к о о р д и на т  в е к т о р а  / ( x ) ^ V m при 
з а м е н е  б а з и с а  С на С':

м . Т М' . . ( 5 4 . С)/ (*> <с, С’} Цх)

Т о гд а  с о гл а с но  этой ф о р м ул е  и зм ен ени я  к о о р д и н а т  ве к т о р а  
при з а м е н е  б а з и с а  ( теор.  50.1) :

м , = Т  М' , = Т  (М',М'А =  (Т М’Л М ’-.
f (х) (С. с у  I (х) (С, С у  '  *' (С. С'У *
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С д р у го й  стороны

м  _2=М,М- =  МЛТ М'Л^={М,Т )М'-.
/ ( * )  ’ х '  {В, В') х ’ V '  {В, В ')’  х

С л е д о в а т е л ь н о ,

(Т М',)М'х =  (М,Т )М'~.
(С, С') 1 ’ х v 1 <В, В ')  *

Т а к  к а к  ве к то р  дс<= U" произволен ,  а зн ачит ,  произволен к о о р д и ­
н ат н ы й  ст олб ец  то по л е м м е  о с о к р а щ е н и и
50.1 б у д е м  иметь :

Т М', =  М,Т
<С, С') '  '  <В, в'>

а в си лу  о б р ат им о ст и  м а т р и ц ы  Т<с с<> ( п о ч е м у ?  ф )  —  и за_
кон и зм ен ен и я  м а т р и ц ы  го м о м ор ф из м а  при з а м е н е  ба з и с о в .  
Тем с а м ы м  д о к а з а н а  с л е д у ю щ а я  т е о р е м а  о м а т р и ц е  г о м о м о р ­
фи зма .  ■  

Т е о р е м а  54.1.  Если  / e f f o m  (£/", Ут ), го  с з а м е н о й  б а з и ­
с о в  в в екторных пространствах U" и Vm матрица г о м о м о р ф и з м а  
мен я ет ся  п о  п ра вилу :

М\ =  Т ~ 1 М, Т . ( 54 .1 )
'  <С, С'> '  <В, В'>

М'/— матрица f e H o m ( U n, Vm) относительно базисов В'  и С'.
Mi — матрица / е Я о т ( ( / ”, V"") относительно базисов В и С.
Т — матрица перехода от базиса С к С' в Vm.

( С ,  С  )

Т(В В') — м атРиИа перехода от базиса В к В' в 1)п.

П о л у ч е н н а я  ф о р м у л а  и д а е т  отве т  на п о с т а в л е н н ы й  в ы ш е  
вопрос:  м а т р и ц а  го м о м ор ф из м а ,  вообще говоря ,  м е н я е т с я  при 
и зм ен ен и ях  б аз и со в  в в е к т о р н ы х  п р о с т р а н с т в а х ,  б о л е е  того,  
н айден  з а к о н  и зм ен ени я  м а т р и ц  гомо морфизмов .

О т м е т и м  один ч а с т н ы й  с л у ч а й ,  в а ж н ы й  в п р и л о ж е н и я х . 
С л е д с т в и е  54.1.  Если  / — э н д ом о р ф и зм  н е к о т о р о го  п р о ­

странства V", то

(54 .2 )

M' f— матрица f ^ E n d ( V n) относительно базиса В'.
Mf — матрица / (V") относительно базиса В.
Т — матрица перехода от базиса В к В' в Vm-

М',  =  Т-1
< в ,  в ' У

М.Т
(В, В')

Э т а  ф о р м у л а  (54 . 2 )  и с п о л ь з у е т с я  в р а з л и ч н ы х  з а д а ч а х  и ис­
с л е д о в а н и я х :  т а к  в н а с т о я щ е м  к у р с е  изучению с в о й с т в  э н д о м о р ­
физмов  б у д е т  п освя щено  не ск оль ко  лекц ий ,  в к о т о р ы х  з а к о н  из-
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мененин их м а т р и ц  при з а м е н а х  б а з и с о в  б у д е т  и г р а т ь  с у щ е с т ­
венную роль.

З а д а ч а  54.1.1.  В ве кто рно м п р о с т р а н с т в е  М ( 2 * 1 )  относи­

тельно с т а н д а р т н о г о  б а з и с а  В° =  <£,, £ 2)  ( см .  опре д ел ен ие  41.3) ,

* - ( * ) ■  М ! ) -
эндоморфизм / з а д а н  м ат рице й :

«•. ( I I )

Н а й д и т е  его м а т р и ц у  относительно б а з и с а  В ' = ( А Ь А2)  с 
в е к т о р а м и :

! , = ( ' ) .  Х = ( § ) .

Указание.

V . fi'> = (п )' тогда М 1(Ю = т7в\ В-) =? ( 5 3 ) ?-

С л е д с т в и е  54.2.  Р а н г  матрицы г ом ом ор ф и зм а  н е  м ен я ет ­
с я  при  з а м е н е  б а з и с о в .

Т а к  если / e t f o m  (Un, Vm), a Mf и M j — м а т р и ц ы  го м о м о р ­
физма  / относительно с о о тв ет ст в ую щ и х  пар  бази со в ,  то, по­
с к о л ь к у  с о гл а с но  сл е д с т в и ю  43.1 д о м н о ж е н и е  м а т р и ц ы  на н е в ы ­
р о ж д е н н ы е  (в  н аш ем  с л у ч а е  это Т~' и Т ) не м е н я е т  ее

<С, С ') <fl, fl'>
ра н г а :

R a n g  М/ =  R a n g  Mj.  ( 54 .2 )

Это с л е д с т в и е  по з в о ля е т  коррект но  ввест и  еще одну  х а р а к ­
т е р и с т и к у  гомомор ф из ма .

■ О п р е д е л е н и е  54.1.  Р ан г о м  г о м о м о р ф и з м а  н а зыва ет ся  
р а н г  е г о  матрицы.

r a n g / =  R a n g  Mf. ( 54 .3 )

Т а к и м  о б р аз о м ,  м о ж н о  с к а з а т ь ,  что р а н г  г ом ом ор ф из м а  я в ­
л я е т с я  его и нв а ри а н т о м  (относительно з а м е н ы  бази сов) .

§ 55.  И З О М О Р Ф И З М  
В Е К Т О Р Н Ы Х  П Р О С Т Р А Н С Т В

Понятие  изо морф изм а  в е к т о р ны х  п р о с т р а н с т в  я в л я е т с я  о д ­
ним из основных .  К а к  и « г о м о м о р ф и з м » ,  это слово  греческого  
пр ои сх о ж д ен ия :  з нач ен ие  цорсрт) мы у ж е  з н а е м  — об р аз ,  форма,



а к т о £ — р а в н ы й .  Т а к и м  о б р а з о м ,  речь пойдет  об « р а в н о о б р а з ­
ных » ,  а точнее « р а в н о о т о б р а ж а е м ы х »  в некотором с м ы с л е  в е к ­
тор ны х  п р ос т р а н с т в а х .

О п р е д е л е н и е  55.1.  Векторное пространство U н а з ы в а ­
ется изоморфным векторному пространству V, е с л и  с у щ е с т в у ­
ет биективный г ом ом орф и зм  V, о т о б р а ж ен и е  / в этом 
с л у ч а е  н а зы ва ет с я  изоморфизмом векторных пространств 
U и V.

О б о з н а ч а е т с я  м н о ж е с т в о  всех  изомо рфи змо в  в е к т о р ны х  про­
с т р а н с т в  U и V: l z o m ( U , V).

Очевидно ,  l z o m ( U,  V)czHom (U, V).
П р и м е р ы  изомо рфи змо в  в е к т о р н ы х  п р о с т р а н с т в  — го м о м о р ­

ф из мы 51: /4, /4- 1 , /5 (п р и м е р ы  51.2,  51.3) :

§  55.  Изом ор фи зм в е к т о р н ы х  п р о с т р а н с т в  ______155

/4: М  (п х 1 ) - » М  (1 х «)|/4 =  (х\ я?, ... х"),

/4 1 : М  (1 х п ) - у М  (п  х 1)|/4 '(х\ х?, ... х?) =  

/5:М (2 х 1)-*-Л1 (2 х 1)|/5 ( ̂  ) ■

См.  т а к ж е  о т о б р а ж е н и я :  / ( з а д а н и е  53.2) ,  hn ( з а д а ч а  53.1 .1) .  
А изо морфи зм ы /4 и /4~ ' п р и м е ч а т е л ь н ы  тем ,  что позв оля ю т к а к  
бы о т о ж д е с т в л я т ь  к о о р д и на тн ы й  столбец  и к о о р д и на тн ую  с т р о ­
ку  в е к т о р а  « - м е р н о г о  вект орного  п р о с т р а н с т в а  — э л е м е н т ы ,  во ­
обще говоря ,  р а з н ы х  в е к т о р н ы х  п рос тран ст в .

З а м е т и м ,  что с л е д с т в и е  53.1,  д о к а з а н н о е  в ы ш е ,  по с у щ е с т в у  
т е п е рь  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь ,  к а к  п р и з н а к  изо м орф изм а  ко неч ­
н оме рных  в е к т о р н ы х  п рос тран ств ,  т а к  к а к  линейное  о т о б р а ж е ­
ние, п е р е в о д я щ е е  б а з и с  ве кт орного  п р о с т р а н с т в а  в б аз и с  в е к ­
торного  п р о с т р а н с т в а ,  я в л я е т с я  изо морфизмом этих  в е к т о р ны х  
п рос тр ан ст в .  О тсю д а  нем ед л ен н о  с л е д у е т ,  что если р аз м е р н о с т и  
в е к т о р н ы х  п р о с т р а н с т в  р а в н ы ,  то т а к и е  в е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т ­
ва  изоморфны,  т а к  к а к  в этом с л у ч а е  в с е г д а  м о ж н о  о п ред ели ть  
гомомор физ м,  о т о б р а ж а ю щ и й  б а з и с  в ба зи с .  А именно,  если 
(U", В )  и (Vя, С ) — в е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т в а  с б аз исом :

В =  <еь е2, ... О  и, со ответственн о ,  С — (c h с2, ... с п) ,  то о ч е в и д ­
но з а д а н и е  о т о б р а ж е н и я  f : U —̂V т а к ,  что

(55./)
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при всех  1= 1 , 2, ... п, и о п р е д е л я е т  т р е б у е м ы й  изоморфизм в е к ­
торных пр ос т р а н с т в  U" и Vn. ф

Т а к и м  о б р а з о м  имеем с л е д у ю щ у ю  ф о р м у л и р о в к у  п р и з н а к а  
изо морфизм а  в е к т о р ны х  прос тр ан ств .

У т в е р ж д е н и е  55.1.  Если ра зм ерн о ст и  векторных п р о ­
странств равны,  то они  из оморфны.

О к а з ы в а е т с я ,  что р а в е н с т в о  р а з м е р н о с т е й  ко нечно мерны х 
в е к т о р ны х  п р ос т р а н с т в  я в л я е т с я  не то ль к о  д о с т а т о ч н ы м ,  но и 
необх оди мым  п р из на ко м  их и зо м орф и зм а ,  что б у д е т  д о к а з а н о  
п о з ж е  и т а к и м  Образом имее т  место в а ж н а я  т е о р е м а .

Т е о р е м а  55.1.  Два  векторных простран ства и з оморфны  
тогда и только тогда, к о г д а  их р а зм ерн о сти  равны.

Все  это о з н а ч а е т ,  что в а ж н е й ш е й  х а р а к т е р и с т и к о й  конечно­
мерного вект орного  п р о с т р а н с т в а  я в л я е т с я  его р аз м ер н о ст ь .

В частности ,  с о гл ас но  т е о р е м е  55.1 любое  n -мерное  в е к т о р ­
ное п р ост р ан ст во  изоморфно к о о р д и н а тн о м у  п р о с т р а н с т в у  R", 
к а к  п р о с т р а н с т в у  одной с ним раз н о м ер но сти  — п ( см .  §  41).  
С л е д у ю щ и е  с о о б р а ж е н и я  по зв оля ю т  в ы д е л и т ь  к а к  « э т а л о н н ы е »  
в некотором с м ы с л е  ср еди  изоморфных ко нечн ом ерны х вектор  
ных п р о с т р а н с т в  — именно ко о р д и н а тн ы е  (о п р е д е л е н ие  34.1) ,  и 
построить кан они ческ ий  изоморфизм пр оизвольного  п-мерного  
ве кт орного  п р о с т р а н с т в а  и со о т в е тс т в у ю щ е г о  ко ординатн ого  
п р о с т р а н с т в а .  Д л я  этого  в о с п о л ь з у е м с я  тем ф а к то м ,  что любой 
гомом орф изм  однозначно о п р е д е л я е т с я  своими з н а ч е н и я м и  на 
б а з и с н ы х  в е к т о р а х  ( л е м м а  53.1,  с л е д с т в и е  53.1) .

Векторное  п р ост р ан ст во  V,  к а к  « -м е р но е ,  по определени ю

им ее т  некоторый  б а з и с  из п ве кто ров :  B = ( e h е 2, ... е„) .
В к а ч е с т в е  п р е д с т а в л е н и я  ко орди на тн ого  « - м е р н о г о  в е к т о р ­

ного п р о с т р а н с т в а  во з ь м е м ,  н ап ри м ер ,  м ат ричн ое  п р о с т р а н ­

ство  М (л  х 1) со с т а н д а р т н ы м  ба зи со м  В ° = ( Е Ь Еъ ... Еп) 
(о п р е д е л е н ие  41.3) .

Изо морфи зм  М : Vn-*-Nl ( я  х 1) з а д а д и м  зн а ч е н и я м и  на б а з и с ­
ных в е к т о р а х :

MB( e i) =  ~Ei 

при всех  i = l ,  2, ... п. ( С м .  (55./)) .  Тог да

д л я  любого  в е к т о р а  х (х\ х2, ... хп)в.



§  55. Изомо рфи зм в е к т о р н ы х  п р о с т р а н с т в

Т а к о е  к ан они чес ко е  о т о б р а ж е н и е  о б ъ я с н я е т  исп ол ьзо ван ие  
т е р м и н а  « к о о р д и н а т н о е  п р о с т р а н с т в о »  д л я  век торного  про­
с т р а н с т в а  ( R ' 1, + ,  • )  и е го  п р е д с т а в л е н и й — ( Л 1 ( я х 1 ) ,  + ,  • )  
и (М  (1 х п), - К  •>

Р а с с м о т р и м  бинар ное  отношение на м н о ж е с т в е  все х  в е к т о р ­
ных п рос тр ан ст в :

@Zz =  {(U,  V)\U изоморфно V}.
С в о й с т в а  гом омор физ мов  в е к т о р н ы х  п р о с т р а н с т в  и б и е к т и в ­

ных о т о б р а ж е н и й  по зв оля ю т  у с т а н о в и т ь  с л е д у ю щ у ю  т ео р ем у .
Т е о р е м а  55.2.  Отношение  и з ом ор ф и зм а  векторных

пространств есть отношени е  эквивалентности на м ноже стве  
в с е х  векторных пространств.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  у т в е р ж д е н и ю  15.1 достато чно  
д о к а з а т ь  си м м ет р и ч но ст ь  и т р а н з и т и в н о с т ь  отношения  о?-*.

1. С иммет рич ност ь :  т е о р е м а  10.3 +  с л е д с т в и е  51.1.  ф
2. Транзи ти вн ость :  т е о р е м а  10.1 - ( - т е о р е м а  51. ? .  ф

Э т а  т е о р е м а  в а ж н а  тем ,  что р а з б и в а я  все  в е к т о р н ы е  про­
с т р а н с т в а  на н е п е р е с е к а ю щ и е с я  к л а с с ы  э к в и в а л е н т н о с т и  изо­
морфных м е ж д у  собой в е к т о р н ы х  п р ост р ан ст в ,  су щ е с т в е нн о  с у ­
ж а е т  объем  и с с ле д ова ни й ,  по с к ол ь к у  до ст ат очно  изу чи ть  и опи­
с а т ь  с в о й с тв а  одного  из п р о с т р а н с т в  т а к о г о  к л а с с а  э к в и в а ­
лентности ,  чтобы полу чить  полное п р е д с т а в л е н и е  о св о й с тв а х  
любого  изоморфного е м у  векто рно го  п р о с т р а н с т в а .  Конечно,  
толь к о  к а к  в ект ор ного  п р о с т р а н с т в а ,  т а к  к а к  к а ж д о е  из них м о ­
ж е т  им ет ь  свои особенности в з а в и с и м о с т и  от того,  на к а к о м  
м н о ж е с т в е  э л е м е н т о в  з а д а н а  его с т р у к т у р а ,  н ап ри м ер :  про ­
с т р а н с т в о  св ободн ых  ве кто ров ,  ка к о е -л и б о  м ат ричн ое  век торно е  
пр ос тр ан ство ,  п р ос т р а н с т в о  функций на о т р е з к е  и т. д.

При этом т е о р е м а  55.1 о з н а ч а е т ,  что в е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т ­
ва  одной р а з м е р н о с т и  с о с т а в л я ю т  один к л а с с  э к в и в а ле н т н о с т и .  
А к о о р д и н а тн ы е  в е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т в а  и с о с т а в л я ю т  полную 
си с т е м у  п р е д с т а в и т е ле й  отношения э к в и в а ле н т н о с т и  <Sr.z . Это с у ­
щест венно  у п р о щ а е т  и с с л е д о в а н и я  коне чн омер ны х  в ек то р ны х  
п р ост р ан ст в ,  т а к  к а к  п о з в о л я е т  в ы б и р а т ь  д л я  и зу чения  свойств  
я -м ерного  п р о с т р а н с т в а  н а ибо лее  удо бны й  д л я  этого  п р е д с т а в и ­
тел ь  его к л а с с а  э к в и в а л е н т н о с т и  — изоморфное  е м у  к о о р д и н а т ­
ное в ект орно е  пр ос т р а н с т в о  с о о т ве тс тв ую щ ей  р а з м е р н о с т и ,  э л е ­
менты которого  л е г к о  п р е д с т а в и м ы  ч ис л о в ы м и  к о р т е ж а м и ,  а 
п о д п р о с т р а н с т в а  т а к о г о  вект орно го  п р о с т р а н с т в а  ( к а к  отмечено 
у т в е р ж д е н и е м  36 .3 )  о п и с ы в а ю т с я  с и с т е м а м и  лин ей н ы х  одн о р од ­
ных у р а в н е ни й .

С л е д с т в и е  55.1.  Если  / — и з ом орф и зм  векторных п р о ­
странств U и V, то от о б р а ж ен и е  — и з ом ор ф и зм  пространств
V и U. Это  с л е д у е т  из симметр ично сти  отношения  67z .
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И зу ч и м  неко тор ы е  основн ые  с в о й с т в а  изоморфных про ­
ст р а н с тв .

Л е м м а  55.1.  При и з ом ор ф и зм е  векторных пространств  
п р о о б р а з о м  н у л е в о г о  в ектора  я вл я ет с я  н у л е в о й  вектор.

( С р а в н и т е  с л е м м о й  51.1) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По л е м м е  51.1 / ( 0 )  =  0, а т а к  к а к  
при изомо рфи зме  пр оо браз  в с я к о г о  э л е м е н т а  еди нствен  (п оче­

м у ?  ф ), то /“ ' (б )  =  0. ■
В §  40 м ы  з а д а в а л и с ь  вопросом — с у щ е с т в у ю т  ли о т о б р а ж е ­

ния в е к т о р н ы х  п р остр ан ст в ,  со х р а н я ю щ и х  линей ную н е з а в и с и ­
мость  си ст ем  вект оров .  О твет  на него д а е т  с л е д у ю щ е е  у т в е р ж ­
дение.

У т в е р ж д е н и е  55.2.  Изоморфи зм  векторных пространств  
отображает  в с я к у ю  л и н ей н о  н е з а в и с и м у ю  систему в ектор ов  в 
л ин ейн о  н е з а в и с им ую .

З а д а ч а  55.1.2.  Д о к а ж и т е  у т в е р ж д е н и е  55.2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  {U, + ,  • ) ,  ( V, © ,  0 ) — в е к ­

тор ны е п р о с т р а н с т в а ,  f ^ I z o m ( U ,  У),  {а, ,  аъ ... a k} — линейно 
н е з а в и с и м а я  с и с т е м а  в е к т о р ов  в п р о с т р а н с т в е  U.

Если бы с и с т е м а  в ек то р ов  {/ (а , ) ,  / ( а 2), ... / ( ak)} б ы л а  л и н е й ­
но з а в и с и м а ,  то т а к  к а к  /” ‘ — т о ж е  изоморфизм ( с л е д с т в и е  55.1) ,  
а зн ачит ,  я в л я е т с я  и гомом орф измом ,  то по у т в е р ж д е н и ю  51.3 
линейно з а в и с и м а  с и с т е м а :

{/“ ' ( / ( a i ) ) , / - ‘ ( f ( a 2)), ... Г ‘ ( / К ) ) } = { Н „  а 2, ... a k}, 

что пр отиворечит  усл овию и в леч ет  лин ейную н е з а в и с и м о с т ь  с и ­

с т е м ы  ве кт о р ов  {/(а х), / ( а 2), ... / ( ak)}. ♦  ■
С л е д с т в и е  55.2.  При и з ом ор ф и зм е  векторных п р о ­

странств п р о о б р а з о м  л ин ейн о  н е з а в и с и м о й  системы в ектор ов  
я в л я ет с я  также л ин ейн о  н е з а в и с и м а я  система.

Т. е. если  / e s Iz om  (U,  У) и {а„ а 2, ... а п} — линейно н е з а в и с и ­
м а я  с и с т е м а  ве кт о р ов  в У, то линейно н е з а в и с и м а  и с и с т е м а  из 
их пр ооб разов :

{ / - ' ( « i ) .  f - ' ( a 2), ... f - l ( a n)}czU,  

т а к  к а к  /“ ' е / г о т  (У ,  U) и последнюю м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь ,

к а к  с и с т е м у  о б р а з о в  линейно нез ав исимой  с и с т е м ы  {аь а2, ... ап} 
при гомомор ф из ме

Со ве рш ен но  очевидно сл е д у ю щ е е .
С л е д с т в и е  55.3.  При и з ом ор ф и зм е  векторных п р о ­

странств п р о о б р а з о м  в с я к о й  л ин ейн о  з а в и с и м о й  системы в е к ­
торов  я в л я ет с я  л ин ейн о  з а в и с и м а я  система.  ♦
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П р е д ы д у щ е е  у т в е р ж д е н и е  (в  со во куп ности  с у т в е р ж д е н и е м

Н.З)  и с л е д с т в и я  о зн ач аю т ,  что при изоморфизме  в е к т о р н ы х  про­
странств  с и с т е м а м и  век то р ов  н а с л е д у ю т с я  с в о й ст ва  линейной 
>ависимости и н ез ав и си м ост и ,  т. е.

С л е д с т в и е  55.4.  При и з ом ор ф и зм е  векторных п р о ­
странств о б р а з о м  и п р о о б р а з о м  л ю б о й  л ин ейн о  з а в и с и м ой  ( н е ­
з а в и с и м о й )  системы в ектор ов  я вл я ет с я  также лин ейн о  з а в и с и ­
мая  ( н е з а в и с и м а я )  система.

Тепер ь  м ы  р а с п о л а г а е м  р е з у л ь т а т а м и ,  д о с т а т о ч ны м и  д л я  
того,  чтобы д о к а з а т ь  необходимый п р и з н а к  изом орфи зм а  ко неч ­
но мер н ы х  в е к т о р ны х  п р о с т р а н с т в  ( см .  т е о р е м а  55.2) .

У т в е р ж д е н и е  55.3.  Если к о н е ч н о м е р н ы е  в екторные п р о ­
странства U и V и зоморфны ,  то их ра зм ерн о ст и  равны:

d im V =  d im U.
П у с т ь  d im U =  п. Д о к а з а т е л ь с т в о  о п и р а е т с я  на т е о ­

р е м у  о р а зм е р н о с т и  вект орно го  п р о с т р а н с т в а  41.2:  ее т р е б о в а ­
ния в ып олни мост и  услови й :

D.I .  с у щ е с т в у е т  с и с т е м а  из п линейно н е з а в и с и м ы х  в е к ­
торов.

D.2 в с я к а я  с и с т е м а  из п - 1-1 в е к т о р а  линейно з а в и с и м а  
и сохра нен ии  изомо рфи змо м с в о й с тв а  линейной за в и с и м о с т и  
или н е з а в и с и м о с т и  системой  вект оров .

П о с к о л ь к у  в U н а й д е т с я  линейно н е з а в и с и м а я  с и с т е м а  из 
п ве кто ров ,  то с о гл ас но  у т в е р ж д е н и ю  55.2 их о б р а з ы  т а к ж е  л и ­
нейно н е з а в и с и м ы .  Что  о з н а ч а е т  вы п о л ни м о с т ь  у с л о в и я  D.1 в 
ве кто рно м п р о с т р а н с т в е  V.

Если бы в V н а ш л а с ь  линейно н е з а в и с и м а я  с и с т е м а  из 
п -\ -1 в е к т о р а ,  то с о гл а с но  сл е д с т в и ю  55 .?  это о з н а ч а л о  бы н а ­
личие  в век торно м  п р о с т р а н с т в е  U линейно нез ав и си м ой  с и с т е ­
мы из п -\-1 в е к т о р а .  З н а ч и т  в V в ы п о л н я е т с я  и у с л ов и е  D.2: 
в с я к а я  с и с т е м а  из п -\-1 ве к т о р а  линейно з а в и с и м а .

З н а ч ит ,  р а з м е р н о с т ь  векто рно го  п р о с т р а н с т в а  V т а к ж е  п и 
d im V =  d im U. ■

З а д а н и е  55.1.  Е д ин ст в ен ны м  ли способом о п р е д е л я е т с я  
изоморфизм д в у х  изоморфных ве к т о р ны х  п р о с т р а н с т в ?  ф

Указание. Попробуйте ука з ать  другой изоморфизм хотя бы векторных про­
странств М( 2 х  х 2), отличный от биективного гомоморфизма примера 
51.2: ,

f 4: M (2 х 1) ->- Ж (1 х 2)| Ц *  j  =  (x>, х2).

С л е д с т в и е  55.5.  При и з ом ор ф и зм е  векторных п р о ­
странств б а з и с  от обража ет ся  в б а з и с .
( С р а в н и т е  это у т в е р ж д е н и е  со с л е д с т в и е м  53.1) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если В = { е и е 2, ... е „ > — б а з и с  U", а 
\ ^ l z o m ( U n, V”), то по у т в е р ж д е н и ю  55.1 с и с т е м а  вект оров :
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В' =  (/ ( е , ) ,  / ( е 2), ••• / ( О )  линейно н е з а в и с и м а ,  а значит ,  с о г л а с ­
но сл е д с т в и ю  41.1 о б р а з у е т  б аз и с  в « - м е р н о м  век торно м  про­
с т р а н с т в е  Vп. Я

§  56. И З О М О Р Ф И З М  В Е К Т О Р Н Ы Х  
П Р О С Т Р А Н С Т В  Н о т  ( U n, Vm) И М  ( т  х п)

В §  53 мы оп ре д ели ли ,  к а к  го м о м ор ф из м у  с о п о с т а в л я е т с я  
его м а т р и ц а .  При этом,  к о г д а  в в е к т о р н ы х  п р о с т р а н с т в а х  U" и 
Vm ф икс и р о ван ы  б а з и с ы :  В и, со ответс тве нн о С, то, с о гл а с но  
у т в е р ж д е н и ю  53.2,  м о ж н о  с ч ита ть  з а д а н н ы м  и о т о б р а ж е н и е  
М п р ост р ан ст ва  гомоморфизмов  ( H o m ( U n, Vm), - f , • )  в м а т р и ч ­
ное век торно е  пр ос т р а н с т в о  М ( т х п ) ,  с о п о с т а в л я ю щ е е  го мо­
морф изм у  его м а т р и ц у  (относительно д а н н ы х  б а з и с о в  В и С):

des
М (/) =  Mf =  ||/‘ || <=М(т х п). ( 56 .1 )

И с с л е д у е м  с в о й с тв а  этого  о т о б р а ж е н и я :  линейность ,  биек-  
тивность  (и н ъ е к т и в но с т ь  и сюр ъек ти вность ) .

1. Линейно ли о т о б р а ж е н и е  М? Ч тобы у с т а н о в и т ь  это,  с л е ­
д у е т  у б е д и т ь с я  в в ып олни мост и  усл овий  линейности L.1 и L.2.

1) Р а с с м о т р и м  с н а ч а л а  ус л ов и е  L.2:

М  (А, •/)=£= М ( / )

д л я  лю бы х  (к,  f )  е^ Я Х Н от  ( Un, Vm).
В об озн ач ен иях  (56 . 1 )  оно имеет  вид:

M(l .f) =  kMf . ( 56 .2 )

З а м е т и м ,  что, если

kf\ kf i  ... kf\

Mf — I , то kM/ —

/г п  ... Гп /  \  w  т  -  и :
Ч тобы о пре д ел ить  м а т р и ц у  надо  найти зн а ч е н ия  г о м о ­

морфи зм а  k - f  на в е к т о р а х  б а з и с а  В = ( е ь е 2, ... е„) ,  д л я  п р и м е ­

ра  р а с с м о т р и м  зн ач ен ие  k - f  на первом ба зи сн ом  ве к т о р е  е,:

(«i) =  M/l
=  A/J С) -+- kf\ С2 +  ...

(А-/) ( е , ) —  kf  ( е , )  — к (/! С, - f / i  С2 -(-  . . .  +  / Г Сет) ;
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Т а к и м  о б р аз о м ,  (Xf\, Xf\, V D — к о о р д и н а ты  ве к т о р а

{X- f ) ( e t) в б а з и с е  С = ( с , ,  с ъ  ... с т )  и пер вы й  с то лб ец  м а т р и ц ы  
ра вен

Xf\

V?  

kf?
Аналогично м о гу т  б ы ть  получены о с т а л ь н ы е  ее ст олб цы,  
га к  что

V ! V i  • a 
—

Xf? V 2 •

А./7* v 2m •

=  ХМ/,

и х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  свойство  L.2 о т о б р а ж е н и е м  М в ы п о л н я ­
ется .

2)  У словие  L.1 применительно  к о т о б р а ж е н и ю  М им еет  вид:  

AH f  +  g )  =  M( f )  +  M ( g )  
д л я  л ю бы х  {/, g } c z H o m ( U n, Vm), или в обозн ач ен иях  (56.1) :

(56 .3)

П у с т ь

М,

/! fl 
f\ fl

c m  err, 
/ 1 /2

И М.

g\ g i  
2 2 

g  1 g2

g\ g2

g'n
g I

Чтобы получить  м а т р и ц у  Mif+g), н адо  найти к о о р д и н а ты  о б ­
разов  всех  б а з и с н ы х  век то р ов  при де йствии  су м м о й  го момор ф из ­
мов: f  +  g .  Д л я  любого  г =  1, 2, ... п

(f +  g)(ed
(52.ЕЕЗ)

f ( e i )  +  g ( e t) =

—  ( f ' i  С \ + / ?  с2 +  + / Г  C m ) - \ - { g \  С \ + g !  С2 +  ... + ^ Г Ст )== 

=  ( f ], + g ' l ) c l + ( f ' t  +  g f ) C , +  . . . + ( / Г  +  яГ)ст.

Из этого с л е д у е т ,  что i -й с то лб ец  м а т р и ц ы  M (/+g) есть
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а м а т р и ц а

fl +  g ! 
f l  +  g l

f? + g?

/! +  g! /2  +  ^ 2  f l+ g l  
ft +  gt f l+ g l  -  f l+ g l
.. . . . .  ... . . 

n  +  g ?  n + g Z  ... f z +  g m
Т. e. ус л ов и е  L . l  у д о в л е т в о р я е т с я ,  и т а к и м  образ ом ,  д о к а з а  

но, что М — гомоморфизм.  ■
У т в е р ж д е н и е  56.1.  О т обра ж ен и е  в екторных п р о ­

странств M : H o m ( U n, Vm)-+ M ( m  х п), с о п о ст а в л я ю щ е е  г о м о ­
м орф и зм у  е г о  матрицу  относительно д анных  в Un и Vm б а з и с о в ,  
есть г омоморфизм .

2. Би ект ив но  ли о т о б р а ж е н и е  М?
1) У т в е р ж д е н и е м  53.2 у с т а н о в л е н а  его сю ръект ивность .
2 )  Если 11/-Ц <=М(т х п)  и я в л я е т с я  м а т р и ц е й  некоторого  го­

м ом орф изм а  / <=Hom{Un, Vm) относительно ф и кс и р о ван н ы х  б а ­
зисов  этих пр ос тран ст в ,  т. е. ||/‘ || = M f, то по определению
53.1 м а т р и ц ы  г ом ом ор ф из м а  при всех  г = 1 ,  2, ... п

f ( e l) =  f ll cl +  f i c 2+  ... + П с „  =  I

С о г л а с н о  л е м м е  53.1 гомоморфизм векто рно го  п р ост р ан ст ва  
<Un, В > в <Vm, С)  с д а н н ы м и  з н а ч е н и я м и  на б а з и с н ы х  вект орах  
ед ин ств ен ,  т а к  что данн ой  м а т р и ц е  ||/-|| ^ М ( т х п )  соответст  
ву е т  толь к о  гомом орф изм  /, что и о з н а ч а е т  инъ ек ти вн ость  ото 
б р а ж е н и я  М. Тем с а м ы м  д о к а з а н а  биек тив ност ь  М. Я

У т в е р ж д е н и е  56.2 .  О т ображ ени е  в екторных про  
странете M : H o m ( U n, Vm) - + M ( m x n )  биективно .

У т в е р ж д е н и я  53.1,  53.2,  56.1,  56 .2 о б ъ е д и н я е м  в сл е д у ю щ у ю  
т ео р ем у .

Т е о р е м а  56.1.  Векторные пространства :  г ом ом ор ф и зм о в  
H o m ( U n, Vm) и матричное М ( т х п )  из оморфны.

З а д а ч а  56.1.1.  В в екто рно м п р ост р ан ст ве  М (2  х 1) относи

тельно с т а н д а р т н о г о  б а з и с а  В ° = ( Е ,, Ё2)  ( см .  определение  
41.3) :
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эн до м орф и зм ы  / и g  з а д а н ы  м а т р и ц а м и :

м,
/ 3 4 \ , ,  / — 3 2 \

=  \ 5 3 / И’ со о тв ет ствен н о > ^ ' г ==( 1 0 /

Н а й д и т е  м а т р и ц у  эн до м о рф и зм а  2 / - f g  относительно с т а н ­
д а р т н о г о  б а з и с а  в этом век торно м  пр остр ан ст ве .

Указание. См. теорему 56.1, (56.2), (56.3).
З а д а ч а  56.1.2.  В в ек торно м п р о с т р а н с т в е  М (2  х 1) относи­

тельно б а з и с а  В ' = ( А и А2)  с в е к т о р а м и :

эндоморфизм / з а д а н  матр ицей :

М,

Н а й д и т е  м а т р и ц у  э н д о м о рф и зм а  2/ относительно с т а н д а р т н о ­

го б а з и с а  В° =  ( £ , ,  £ 2> (см .  оп ре д ел ение  41 .3 )  в этом векторном 
п ространств е :

£)

• 2 з)’ тогда V  -> = ?Указание

Af.  =  T~l М, Т = ? f 3  4 \ ?
'<«•> <fl', S°> '<В'> <fl', В°> \0 6 J

См.  т а к ж е  т е о р е м у  56.1,  (56.2) .
З а д а ч а  56.1.3.  В в ек торно м  п р о с т р а н с т в е  М (2  х 1) относи­

тельно б а з и с а  В ' — ( А 1, А2)  с в е к т о р а м и :г=('2),х=(1)
эндоморфизм / з а д а н  матрицей :

и эндоморфизм g  — матр ицей :

МеR (В1 ~ ( 4 6>1 ”>_ U  9 )

относительно б а з и с а  В " = < В „  В 2> в этом век торно м п р о с т р а н ­
стве:

% - ( * ) .  « г= ( 42 )
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Н а й д и т е  м а т р и ц у  э н д о м о рф и зм а  f - \ - g  относительно б а з и с а  
В " = < В „  В 2>. _

У казание .  Можно непосредственно разложить векторы в ,  и В2 но базису 
B ' = < A h А2) и  найти матрицу Т д „ (см. определение 50.1). Ее можно найти

и к ак  произведение матриц: 7’<fl-)S») =  7’ <в',в"> ^<в°,в"> =
(см. утверждение 50.2) . Затем воспользоваться формулой (54.1), чтобы получить 
матрицу . С м .  такж е  теорему 56.1, (56.3).

Т е о р е м а  56.1 п о зв о ля ет  от вет ит ь  на вопрос  о ра зм ер ност и  
векто рно го  п р о с т р а н с т в а  H o m ( U n, Vm), п о с та в ле н н ы й  в §  52:

С л е д с т в и е  56.1.  В ект орн о е  простран ство  H o m (U n, V”') 
имеет р а зм е р н о ст ь  тп.

Более  к р а с и в о  этот ж е  р е з у л ь т а т  мо ж н о  с ф о р м у л и р о в а т ь  в 
с л е д у ю щ е й  форме :

Если в е к т о р н ы е  простран ства U и V кон ечн ом ерны ,  то
d im  Ho m( U,  V) =  d im U • d im  V.

З а д а ч а  56 .2 .2 .  Д о к а ж и т е  с л е д с т в и е  56.1.
Указание .  См. задачу  41.1, 2, теорему 54.1.
С л е д с т в и е  56.2.  Вект орн о е  простран ство э н д ом о р ф и зм о в  

End  ( V") и з о м о р ф н о  матричному в екторному  пространству  
g l  (п)  и имеет ра зм ерн о ст ь  п2.

З а д а ч а  56 .2 .3 .  П о с к о л ь к у  d im H o m ( U n, Vm) =  mn,  то в 
этом в е к т о р н о м  п р о с т р а н с т в е  б а з и с  состоит  из тп  ве кто ров  
У к а ж и т е  к а к о й - л и б о  б а з и с  Hom{Un, Vm).

Указание .  См. задачу 41.1.2, теорему 54.1, следствие 55.5. Кйкие матрицы 
образуют базис в векторном пространстве М ( т х п )?

§ 57* .  Я Д Р О  Г О М О М О Р Ф И З М А

О б р а з  го м о м о р ф и з м а  и его я д р о  — д в а  п о д п р о с т р а н с т в а ,  е с ­
тестве нно  с в я з а н н ы е  с л ин ей н ы м  о т о б р а ж е н и е м ,  их «устро й 
ст во »  д а е т  в а ж н у ю  инф ормацию о с а м о м  гомом орф изме :  его 
дей ств ии  на в е к т о р а х  и п о д п р о с т р а н с т в а х  его об лас ти  опреде  
ления .

1 Для  н а з в а н и я  области  з н а ч е н и й  г ом ом ор ф и зм а  и н о г д а  ис 
п ол ь з у ет с я  термин о б р а з  г ом ом ор ф и зм а .
Д л я  f<=Hom(U , V) ( см .  оп ре д е ле н и я  5.5, 7.2)

\m f  =  {yeEV\3xeEU\f (x)  =  y}.

К а к  изве стн о ( у т в е р ж д е н и е  51.2) ,  д л я  г ом ом ор ф из м а  Ini / 
есть п о д п р ос тр ан с тв о  ве кт орного  п р о с т р а н с т в а  V, а если V ко 
нечномерно,  то d i m l m / ^ d i m V  (с о г л а с н о  сл е д с т в и ю  4 1 ? )

У т в е р ж д е н и е  5 7 . 1 . 1 т /  я вля ет с я  подпро стран ством  в ек
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I т о р н о г о  п р о ст ран ст в а  U д л я  в с я к о г о  г о м о м о р ф и з м а  
I f е Н о т  ( U, V).

Д о к а з а т е л ь с т в о  с в о д и тс я  к п ров ер ке  выполним ости х а ­
р ак тер ист и чес ки х  свойств  S S . 1  и S S . 2  п о д п р о с т р а н с т в а  ве к т о р н о ­
го п р о с т р а н с т в а  ( о пред елен ие  36 .1 )  или э к в и в а л е н т н о г о  т р е б о в а ­

ния (см.  зам еч ан ие  36.1)  S S :  д л я  любых (X, ц,, х' , у ' ) е ^ Х  ( 1 т  /)2 
век тор  Хх'-\- цг/'<= Im /.

{х', у '} cz Im / о з н а ч а е т ,  что н а й д у т с я  {дс, y} c zU  т а к и е ,  что 

f ( x)  =  x'  и f ( y )  =  y' .  Тогда

Хх' ф \iy' =  XJ ( * ) ©  ц/ ( у ) == / ( А.лг +  цу) .

Это и о з н а ч а е т ,  что ве кто р  Xx'@[i y’ имеет  прообраз  (в ек то р

Х.Х+ U),  с л е д о в а т е л ь н о ,  Хх' ©  \ху' е  Im /, т. е. м н о ж е с тв о  Im / 
з а м к н у т о  относительно опера ций  век торного  п р о с т р а н с т в а  U. Я 
I У т в е р ж д е н и е  57.2.  Если в екторные пространства U и 
I V кон ечн ом ерны ,  a V), то r a n g  / =  d im Im /.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  (U,  + ,  • )  и (V, ф ,  0 )  — в е к ­
торные п р о с т р а н с т в а ,  d i m t /  =  « ,  a d im V =  m.  В ы б е р е м  в про­

с т р а н с т в е  U" б аз и с  В — ( е х, е 2, ... е п) ,  а в Vm, соответственно ,

б а з и с  С = ( с ' ь с'2, ... с'т) .
П у с т ь  М/ =  ||/J|| =  ||Fj|| — м а т р и ц а  г ом ом ор ф из м а  / относи­

тельно этих  ба зис ов .  М ^ М ^ т х п ) .
Очевидно ,  что

Im / =  {х' © / (е, )© jc2© / (е2)ф ... ®xTQf(en)\V<x', х2, ... *"> ge R"}=

т М £ ( / ( ё , ) ,  / ( е 2), ... / ( О ) .

Тогда

d im L( f ( e , ) ,  f  ( е 2), ... / ( « „ ) )  41?

с л . 41 . ?  г\ ( с / * \ г / * \ с / * \) сл . 55.1— ..... R a n g  {/(g, ) ,  f ( e 2), ... f ( e n)} =
cji . 55.1 j—» ( r' p p  ) r-> к p! || on p. 53.1 p» ■ aR a n g  {F,, Fj, ... /•„} =  R a n g  ||/y || R a n g  Mr я

( О п р е д е л е н и е  57.2.  Я д р о м  г о м о м о р ф и зм а  на зыва ет ся  
полный п р о о б р а з  н у л е в о г о  вектора.

Ядро гомомор ф из ма  о б о з н а ч а е т ся  /: Кег  /.

Если /^ H o m  (U, V) и 0 '  — н е йт ральн ы й  э л е м е н т  V, то

К е г / = { * е £ / | / ( * )  =  б'}.
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Кег  — н а ч а л ь н ы е  б у к в ы  ан гл ий ско го  с л о в 3 « k e r n e  » ,  ко то ­
рое о з н а ч а е т  зерно,  ядр о ,  суть .  , 

У т в е р ж д е н и е  57.3.  К е г / = ^ 0  д л я  лю бого г ом ом ор ф и з  
ма  /.

Т а к  к а к  / ( б ) ^ = ^ = 0 / д л я  вс як ого  л и н е й н о ю  отобр аж е

ния,  и значит ,  Кег  / э б .  "
О п р е д е л е н и е  5 7 .3 . Ядро гомоморф изма I ^  о т (  ,

на зы ва ет с я  вы р о ж д ен н ы м ,  е с л и  о н о  состоит только и з  ну  
л е в о г о  в ектора,  в противном с л у ч а е  (т. е. К ег  /=7 4 0 }) я д р о  н а ­
зывают н е в ы р ож д ен н ы м .

У т в е р ж д е н и е  57.4.  К е г /  я вля ет с я  п о дпро странством  
в е кт ор н о г о  пространства U д л я  в с я к о г о  г ом ом орфи зма  
/ *= Нот ( U, V).

З а д а ч а  57.1.2.  Д о к а ж и т е  у т в е р ж д е н и е  Ы 
Д о к а з а т е л ь с т в о  св оди тся  к п р о в е р к е  выполнимости

у с л о в и я  S S :  д л я  л ю б ы х  х, у )  е  R2X ( К е г  /) вектор

Х х \iy е  Кег  / ( см.  з а м е ч а н и е  36.1) .  Р а с с м о т р и м

/ ( ^ + ^ Г ^ ^ )  =  ^ © / ( x ) 0 | x © / ( t / ) = i = ^ © б /0 | x 0 б ' ==O,® O,- O,•

Это и о з н а ч а е т ,  что К е г /, т. е - з а м к н у т о с т ь
я д р а  го момор ф из ма  относительно о п е р а ц и й  ве кт орного  про 
с т р а н с г в а  U.

Рис. 9
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П р е д с т а в л е н и е  о я д р е  и о б р а з е  го момор ф из ма  в ект о р ны х  

п р о с т р а н с т в  д а е т  с х ем а  на р и с у н к е  9.

( О п р е д е л е н и е  57.4.  Р а зм ерн о сть  я д р а  г ом ом орф и зм а  
векторных пространств н а зы ва ет с я  д еф ект ом  г о м о м о р ф и зм а  

Д е ф е к т  го момор ф из ма  / о б о з н а ч а е т ся :  def  /.

def / = ^ d i m  Кег /.

Д е ф е к т  — слово  л а т и н с к о г о  п р ои сх о ж д ен ия :  от « d e f e c t u s »  — 
изъян ,  н ед о ст ат о к ,  недочет.

П р и м е р  57.1.  Н а й д е м  я д р о  и де ф е к т  гомомор ф из ма  з а д а ­
ния 51.1.  f 3: M ( 3 х 1) ->- М ( 2 х 1), где

Т. е. надо  найти все  т а к и е  х, что

MS)-
Из этого  мат ричн ого  р а в е н с т в а  получим:

это о з н а ч а е т ,  что

Кег  /з =  i
1

А р а з м е р н о с т ь  этого  п о д п р о с т р а н с т в а ,  т. е. d e f /3 =  ? 
З а д а ч а  57.1.1.  Н а й д и т е  де ф е к т  г ом ом ор ф из м а  з а д а ч и  

51.1.1:

f h\M (2 х l K A f ( 2 x 2 ) | / 6 ( * ! )  =  ( * !  2 j '  +  r ’ )  v ( J ) e J H ( 2 x  1).
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Н ад о  найти все т а к и е

(  х' \ ( х' дг' +  .х2 \ _ / 0  0 \
V * 2 ) '  ЧТ°  2х' ) ~ \ 0  О ) '

Из этого матричн ого  р а в е н с т в а  с л е д у е т ,  что

= ? ,
х' +  х2—?, ( х' =  ?,

х2 =  ?, ( х 2==?,

2х' = ? ,
и, зн ачит ,  K e r / 6 =  ?, d e f / 6 =  ?

З а д а ч а  57.1.3.  Н а й д и т е  яд р о  и д еф ек т  линейного  о т о б р а ж е -
X

ния и нте гр и р о ва н ия  з а д а ч и  51.1.3:  /: / (х)   ̂/ ( t )  d t  на про-
а

с т р а н с т в е  ®7[а, Ь] всех и н т е г р и р у е м ы х  на от р е з к е  функций.
X

Указание. Очевидно, что  ̂Odt =  0, найдутся ли еще такие функции /(*),
х а

чтобы ^f ( t ) d t  =  0? т. е. def / — ?
а

И з м е н и тс я  ли ответ ,  если  б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  не все инт ег ­
р и р у е м ы е  на от р е з к е  |а, Ь] функции,  а толь к о  н е п р е р ы в н ы е  ( к о ­
торые ,  конечно, т о ж е  и н т е г р и р у е м ы ) ?

В этом с л у ч а е  def / =  ?.
З а д а ч а  57.2.2.  Н а й д и т е  яд р о  и д еф ек т  линейного  о т о б р а ж е ­

ния д и ф ф ер ен ци рован ия  з а д а ч и  51.1.2:  D : / (х) f  (х)  на про ­
с т р а н с т в е  D fa,  b] всех  д и ф ф е р е н ци р у е м ы х  на от р е з к е  функций.

Указание. D (/ (* ))  =  /' (х) — 0, отсюда / ( * ) = ?  Как определять в этом случае 
def D?

У т в е р ж д е н и е  57.5.  Гомоморфизм  / есть инъ ективное  
о т о б р а ж ен и е  тогда  и только тогда, к о г д а  е г о  я д р о  в ы р о ж д ен о .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. П у с т ь  / е Я о ш  (U, V). Если о т о б р а ­
ж е н и е  / не инъ ективно ,  то н а й д у т с я  хотя бы д в а  р а з л и ч н ы х  в е к ­

тора :  х н у  т а к и е ,  что f  (х) =  f  (у). О т к у д а

f ( x ) - f ( y )  =  б '  и f { x - y )  =  б ' ,

это вл ечет  х — у =  0  (п о ч е м у ?  и р а в е н с т в о  векторов :

х =  у. С л е д о в а т е л ь н о ,  н и к а к и е  д в а  р а з л и ч н ы х  в е к т о р а  не могут  
иметь  один и тот ж е  о б р а з  и / — инъ екти вное  ото бр а ж е ни е .

2. О бр ат н о е  очевидно :  т а к  к а к  / ( б )  =  0 '  (п о ч е м у ?  + ) ,  то из 
инъ ективности  о т о б р а ж е н и я  / с л е д у е т  еди нс тве нн ост ь  прооб­

р а з а  0 ' ,  т. е. Кег  / =  {б}. ■
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( О п р е д е л е н и е  57.5.  Гомоморфизм  векторных п р о ­

странств с  в ы р о ж д ен н ы м  я д р о м  на зы ва ет с я  их моно­
морфизмом.
Т а к  что п р е д ы д у щ е е  у т в е р ж д е н и е  м о ж е т  б ы ть  с ф о р м у л и р о в а ­

но короче:
У т в е р ж д е н и е  57. 5'. Г ом ом орфизм  векторных п р о ­

странств инъе ктив ен  тогда  и только тогда, к о г д а  он  я вля ет ся  
мономорфизмом.

( О п р е д е л е н и е  57.6.  Гомоморфизм  / векторных п р о ­
странств U и V на зы ва ет с я  их эпиморфизмом, е с л и  е г о  о б р а з  

( о бла сть  з н а ч е н и й )  с о в п а д а ет  с  пространством V.
Тер м и н ы  мономорфизм и эпимо рфи зм пр оисхо дят  от г р е ч е ­

ски х  слов :  (. iovoo — один, e a i — на,  н а д  и цорфт]— вид,  форма ,  
т. е. мономорфизм мо жно  перевест и ,  к а к  « им ею щ ий е д и н с т в е н ­
ную форму ,  образ ,  а эпимо рфи зм — к а к  о т о б р а ж е н и е  « н а » ,  что 
и с о о т в е т с т в у е т  сущ нос ти  этих  понятий.

С л е д с т в и е  57.1.  Если f ^ H o m ( U ,  V) — м оном орфизм  и 
эпиморфизм,  то он  я вл я ет с я  и з ом орф и зм ом  векторных п р о ­
странств U и V, и обратно .

В этом с л у ч а е  гомом орф изм / не тольк о  инъ екти вное  о т о б р а ­
ж е н и е  ( у т в е р ж д е н и е  57.4) ,  но и с ю р ъ ек ти вн о е  (о п р ед ел ен ие  9.1) .  
Б и ек тивн ы й  гомом орф изм  в е к т о р н ы х  п р ост р ан ств ,  по о п р е д е л е ­
нию 55.1,  и есть  их изоморфизм.

С л е д с т в и е  57.2.  Если f  — г ом ом ор ф и зм  векторных п р о ­
странств с  н ул е вым  я др ом ,  то л ин ейн о  н е з а в и с и м а я  система  
в ектор о в  от обража ет ся  в л ин ейн о  н е з а в и с и м у ю  систему.

З а д а ч а  57.2.3.  Д о к а ж и т е  с л е д с т в и е  57.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если / e # o m ( t / ,  V) и К е г / =  {0}, то 
ве к т о р ны е  п р о с т р а н с т в а  U и Im / ( у т в е р ж д е н и е  51 .2 )  изоморфны 
(с л е д с т в и е  57.1) .  С о г л а с н о  у т в е р ж д е н и ю  52.1 при этом линейно 
н е з а в и с и м а я  с и с т е м а  в ек то р ов  о т о б р а ж а е т с я  в линейно н е з а в и ­
симую  с и ст ем у .  ■

Л е м м а  57.1.  Если  / — г ом ом орфи зм  к он е ч н ом ерн ы х  в е к ­
торных пространств U и V, то б а з и с  в п о дп р о стран ств е  \J", д о ­
полнительном к я д р у  /, отобража ет ся  в б а з и с  о б р а з а  /.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  d i m t /  =  /i, d e i f  =  k, r a n g f  =  r.
1. Если d im Ker  f  — k, то его до полн ительное  в U" п одп рос т ­

ра нст во  ^ У " = ( к е г / ) '  имеет ,  по сл е д с т в и ю  41.5,  р а з м е р ­
ность n — k.

2. П у с т ь  В" — ( в , ,  е ъ  ... e n_k) — к а к о й -л иб о  б а з и с  и U", д о ­
полним его в со ответс тви и со с л е д с т в и е м  41.2:  до  б а з и с а  в про­
с т р а н с т в е  Un:

В 2̂> ••• (̂n — k)—1> — Ь — *)+!> ••• ®п)■
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о в

Тогд а  {е,, е ъ  ... е п_ к} — линейно н е з а в и с и м а я  с и с т ем
ров (п о ч е м у ?  ♦  ). По п р е д ы д у щ е м у  с л е д с т в и ю  5 7  <> а в ек то  
к 4 с и с т е м а
ве кт о р ов  {/ ( е , ), / ( е 2), ... /(<?„_*)} т а к ж е  линеино н е з д .
Im fe=V. ИСИМа [!

3. Т а к  к а к  всяки й вектор х' е  Im / им еет  п р о о б р а з  *  
торый р а з л о ж и м  в линей ную к о мбин ац ию  б а з и с н ы х -  ^  ’ к о "

х =  х ' е 1-{- ... -\-х" ke ri_k-\-x̂ " k)+>e (n_ k)+i +  ...
то

х' =  f  ( x ) = f  (х'е,  +  ... +  ^ - Ч - *  +  ^ “ ‘ )+Ч _ * )+. +  ... , v
— ' •* е п)---

=  x ' Q f ( e l ) ®x 2Q f ( e 2) ф ... ф *"“ * © / (<?„-*)ф 

ф / - * ,+ 10 / ( е (л_ й)+1) Ф  ... © x " © / ( e „ ) 4

=  * ' © / ( < ? , ) ©  ... ©  © / ( « „ - * ) •
П ослед н ее  о зн ач ае т ,  что произвольный ве кт ор  из 

ж и м  в линей ную ко мбин ац ию п — k линейно н е з а в и с и м ,  ' Р азло_
. -  -  -  , ^ ь1х в ек то

ров {/(е , ) ,  f  ( е 2), ... f ( e n_ k)\, с л е д о в а т е л ь н о ,  с о г л а с н о
-  -  ип р ед ел е-

нию 41.1 </(« , ) ,  / ( е 2), ... / ( е в_ * ) > — б а з и с  в в е к т 0 о .
т с ^НОМ П DO-с т р а н с т в е  Im /. F

З а д а н и е  57.1.  Р а с с м о т р и т е  с а м о с т о я т е л ь н о  д о к а ч •
,к . а т е л ь с т в о

в с л у ч а е  в ы р о ж д е н н о г о  я д р а :  K e r /  =  (U).

Т е о р е м а  (о р а н г е  и д е ф е к т е )  57.1.  Еслц  ? 
морфизм  к он еч н ом ерн ы х  векторных пространств г омо -

в  V, то
d e f /  +  r a n g /  =  d im  U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  d \ m U =  n,  d ^ f  ^
r a n g  f  =  r. В ы б е р е м  к а к о й -л иб о  баз и с  В"  =  <е,, е 2, ... ^ 
полнении я д р а .  С о г л а с н о  л е м м е  57.1 б аз и со м  п о д п п г.''~~~*' в до
I с t w - ч  w -*4 ( Г  \\ т  * с т р а н с т в а1 т /  я в л я е т с я  {/(е, ) ,  / ( е 2), ... f ( e n_k)). Тогд а  п —

,  ( т ео ре
ма  41. ?  +  ). или d e f / +  r a n g / =  d im £У.

С л е д с т в и е  57.3.  Если  / — э н д ом орф и зм  п - м е р н 0 г  ®
н о г о  пространства , то в е кт ор -

def /4-  r a n g  f  =  n.
(57 .1 )

Т е о р е м а  (о д в у х  б а з и с а х )  57.2.  Если
пространства U и V к он ечн ом ерны ,  d im  U =  n,  ^.екто р н ы е  
f<=Hom{U,  К), r a n g  / =  г, то с уществуют б а з и с ы :  ^ ~
С в Vm, относительно  которых матрица г о м о м о р ф ,  в 
ет в и д : * U3Ma “* е -

в  Un и
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м,

1 '■1 000 0 .■ °\1 0 100 0 .
г

. 0
I о 00 i 0 .’. 0
0000 0 .'. 0

г 000 0 .’: °

\М ( т  х п). (57 .2 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Очевидно ,  что если f ^ H o m ( U n, Vn ), то век торное  про­

с т р а н с т в о  U" р а з л а г а е т с я  в п р я м у ю  с у м м у  я д р а  гомомор ф из ма  
/ и его дополнения  (см .  о п ред ел ен и е  36.5) :

U" — Кег  / ф  [J",

гд е  £ / " = { д с е  Un\f ( х )=^0 '} .  А в ек торно е  п рос тр ан ство  Vm — в 
п р я м у ю  с у м м у  о б р а з а  го м о м ор ф из м а  / и его дополнения :

Vm=  Im / ф  V", 

где  V" =  {y'(= Vn \ (В U\f (x)  =  y')}.
Обозначение. 3 — не существует.

2. По сле д с т в и ю  41 .3 Кег  / и 1 т /  — ко нечномер ны е в е к т о р ­
ные  п р о с т р а н с т в а ,  а по у т в е р ж д е н и ю  57.2 d i m l m /  =  r.

3. Б у д е м  с ч ита ть  Кег  / н е в ы р о ж д е н н ы м .

4. В ы б е р е м  б а з и с  В" — (е ь е 2, ... е г)  в U" и дополним его до 

б а з и с а  В = ( е ь е ъ  ... е п е г+1, е г+2, ... е п)  п р о с т р а н с т в а  Un. С о ­

гл а с н о  л е м м е  57.1 С/= < / ( в 1), / ( е 2), ... f  ( е г))  — б а з и с  в 1 т / .
5. Д ополн им  С'  до б а з и с а  в е кт орного  п р о с т р а н с т в а  Vm,

пусть  С = ( с [ , с'ъ  ... с'п с'г+х, с 'г+2, ... с'т)  т а к о й  его  ба зи с ,  что 

<  =  /(<?,) при г = 1 ,  2, ... г.
Т о гд а  / (в , )  (0,  0, ... О, 1, 0, ... 0) .  4i
В то ж е  в р е м я  / ( в у) = 0 '  при j  =  r + 1, г =  2, ... п, (п о ­

ч е м у ?  ф )  и / ( e j )  (0 ,  0, ... 0).
Все  это  и о з н а ч а е т ,  что м а т р и ц а  г ом ом ор ф из м а  / о т но сите ль­

но б а з и с о в  В и С им ее т  вид  (57 .2 ) .  □
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З а м е ч а н и е  57.1.  Если яд р о  го момор ф из ма  Кег  / в ы р о ж д е

О б р а т и т е  вн им ан ие :  в этом с л у ч а е  о б я з а т е л ь н о  т ^ п  (поче-

О тс ю д а  в ы т е к а е т  интересное  сл ед ствие .
С л е д с т в и е  57.4.  Если  / — и з ом орф и зм  к он ечн ом ерных  

векторных пространств, то в них в с е г д а  н ай д ет ся  п ара  б а з и с о в ,  
относительно которых матрица Mf — ед инична я .

О п р е д е л е н и е  57.7.  Пара базисов в в екторных п р о ­
странствах Un и Vm на зы ва ет с я  канонической для гомомор 
физма / е й о / п  (£/", Vm), е с л и  е г о  матрица относительно этих 
б а з и с о в  имеет в и д  (57.2) .

Если у к а з а н а  к а н о н и ч е с к а я  п а р а  б аз и со в  д л я  да нн ого  го­
мо морф изм а ,  то го ворят ,  что его матрица приведена к кано­
ническому виду.

Т а к и м  обр аз о м  п р е д ы д у щ а я  т е о р е м а  м о ж е т  б ы ть  перефо р­
м у л и р о в а н а ,  к а к

Т е о р е м а  57.2 ' .  Для  л ю б о г о  г ом ом орф и зм а  к о н е ч н о м е р ­
ных векторных пространств сущ е ству ет  к а н о н и ч е с к а я  п ара  б а ­
з и с о в .

■ О п р е д е л е н и е  57.8.  Биективный э н д ом орф и зм  в ектор ­
н о г о  пространства на зы ва ет с я  е г о  автоморфизмом. 
М н о ж е с т в о  всех  а в т о м о рф и зм о в  век торного  п р о с т р а н с т в а  V 

о б о з н а ч а е т с я  Aut (V) .
Т ермин  авто морф изм  им ее т  гр еческ ое  проис хо жд ение :  а\- 

то£ — с а м ,  р цорфт) — форм а ,  вид.  Т. е. мо ж н о  с к а з а т ь ,  что слово 
ав томорф изм  мо жно  пер евес ти ,  к а к  имеющий (с о х р а н я ю щ ий )  
собс тве нн ую  форму.

С л е д с т в и е  57.5.  Если  / — автоморфизм п -м е р н о г о  в е ктор ­
н о г о  пространства , то в к а н о н и ч е с к о й  п а р е  б а з и с о в  е г о  матрица 
е д инична я .

С л е д с т в и е  57.6.  Если  / — автоморфизм п -м е р н о г о  в е ктор ­
н о г о  пространства , то относительно е г о  л ю б о г о  б а з и с а  — матри­
ца автоморфизма н е в ы р о ж д е н а .

П о с к о л ь к у  относительно канонической п а р ы  б а з и с о в  м а т р и ц а  
а в т о м о р ф и з м а  ед и н и чн ая ,  то ее ранг ,  а значит ,  и р а н г  а в т о м о р ­

но, то г  =  п и Mf относительно построенных б аз и со в  имеет  вид:

/ 1 0  0 .
0 1 о ... о

M fL  о о о  ... 1 е М ( т  х п).

о о о ... о

\
0 0 0 ... 0/

му ?  ♦) .
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физ ма  р ав ен  п. Т а к  к а к  р а н г  г ом ом ор ф из м а  инв а ри ан тен  относи 
тельно з а м е н ы  бази со в ,  то и относительно любой « п а р ы »  ба зи со в  
(В,  В )  р а н г  м а т р и ц ы  а в т о м о р ф и з м а  т а к ж е  м а к с и м а л е н  и равен  
п, т.  е. м а т р и ц а  н е в ы р о ж д е н а .

И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А

Мы часто воспринимаем людей полуто 
раумных как полоумных потому, что нам 
доступна лишь треть их ума.

Г. Д. Тюри
Основной т р у д  Г е р м а н а  Г ' р ас см ан а  носит н а з в а н и е  «D i e  Aus-  

d e h n u n g s l e h r e »  ( « У ч е н и е  о п р о т я ж е н н о с т и » ) ,  был  з а д у м а н  и н а ­
писан им, чтобы и з л о ж и т ь  р е з у л ь т а т ы  его  р а з м ы ш л е н и й  о н ек о ­
т о р ы х  во про сах  аффинной (п ер во е  изда ние ,  1844 г . )  и м е т р и ч е ­
ской геометрии  (в  основном, во втором и з д а н и и — 1861 г). З а д а ­
чи, ко торые  Г р а с с м а н  пе ред  собой с т а в и л ,  позволили е м у ,  к а к  
мы у ж е  у п о м и н а л и ,  о т к р ы т ь  а б с т р а к т н о е  (л -м ерн ое)  век торное  
простр ан ство ,  что у ж е  было  бо льшим в к л а д о м  в с о зд ан и е  а б с т ­
ракт но й а л г е б р ы ,  хотя до конца  не понят ы м  ни им с а м и м ,  ни его 
с о в р е м е н н и к а м и .

П ом им о  этого,  з а г а д о ч н а я  л о г и к а  р а з в и т и я  н а у к и  пр иве л а  
Г р а с с м а н а  к тому ,  что, з а н и м а я с ь  ге о м е т р ич е с к и м и  вопро сам и ,  
он з а л о ж и л  основы мощной ветви  современно й а л г е б р ы  — тео ­
рии лин ей ных  опера торов .  Д о  Г р а с с м а н а  просто никто  не в ы д е ­
л я л  о т о б р а ж е н и я  (о п е р а т о р ы )  т а к о г о  типа  и не з а н и м а л с я  с п е ц и ­
ально их изу чением,  хотя  именно линейность ,  к а к  общее  свойство  
хорошо изу ченны х и изв ес тн ы х  о то бр аж е ни й  т а к и х ,  к а к ,  н а п р и ­
мер,  п а р а л л е л ь н ы й  перенос,  с и м м е т р и я ,  р а з л и ч н ы е  ви ды  п р о е к ­
ций, бы ли  яс н ы  многим г е о м е т р а м  и неод нокр а тн о  и с п о л ь з о в а ­
лис ь  ими при решении в с е в о з м о ж н ы х  з а д а ч  а н ал ити ч еск о й  и 
к онст ру кт ивной  геометрии.  Не говоря  у ж е  о том,  что линейность  
ди ф ф ер ен ци р о ва н ия  и и нте гр и р о ван ия  функций — основное  
свойство  этих  операций ,  бы ли  очевидны ещ е с о з д а т е л я м  диффе­
рен ци ал ьн ог о  и и нт ег рал ьн ого  исчислений.

К р ом е  в ы д е л е н и я  к л а с с а  лине йн ых  о то бр а ж е н и й ,  что был о 
в а ж н ы м  д л я  о с м ы с л е н и я  многих  проблем геометрии,  Г р а с с м а н  
изучил их основн ые  св о й с тв а  и ввел  многие  в а ж н ы е  х а р а к т е р и ­
стики гомомор ф из ма  конечн омерных  в ект о р ны х  п р ост р ан ст в ,  н а ­
пример ,  т а к и е  к а к  м а т р и ц а  и ядро ,  и понял их значение .  При 
этом он неявно исп о л ьз о ва л  р а н г  линейного  о т о б р а ж е н и я  и р а н г  
м а т р и ц ы .  Н а помн им ,  что в м а т е м а т и к е  понятие  р а н г а  м а т р и ц ы  
ф о р м и р ова ло сь  в 50-е  — 70-е  годы XIX в е к а ,  а с а м  тер мин  был 
вв ед ен  Ф ро бен иус ом  толь к о  в 1877 г. ( см.  и ст ори ческу ю с п р а в к у  
ле кц ии  10). Г р а с с м а н  т а к ж е  у с т а н о в и л  за к он  изме нения  м а т р и ­
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цы линейного отображения при замене базисов в соответствую­

щих пространствах, ему же принадлежит теорема о том, что ли­
нейное отображение конечномерного векторного пространства 
однозначно определяется своими значениями на его базисных 
векторах. Правда он доказал ее для ортонормированных базисов 

стандартного евклидова векторного пространства, но только спу­
стя 20 лет этот результат был заново самостоятельно открыт и 
обобщен американским математиком Дж. Гиббсом. Значитель­
ное место в труде Грассмана занимают специальные виды ли­
нейных отображений, которые теперь принято называть эндо­
морфизмами векторных пространств. По существу, рассматри­

вая конечномерные и даже координатные евклидовы пространст­
ва, он сумел создать основной аппарат исследований произволь­

ных векторных пространств. Позднее, в конце X IX  —  нача­

ле XX в. в. многие идеи, появившиеся впервые у Грассмана, 
были расширены и обобщены на бесконечномерные (функцио­
нальные) векторные пространства английским математиком 

У. К. Клиффордом (Clifford W ill iam  K ingdom, 1845— 1879), аме­
риканскими математиками Б. Пирсом (Pierce Benjamin, 1809— 
1880) и его сыном Ч. Пирсом (Pierce Charlts Sanders, 1839— 
1914), немецкими — Д. Гильбертом и Э. Шмидтом (Shmidt Er­
hard, 1862— 1943), поляком С. Банахом и другими. Исследования 

в этой области не прекращаются и поныне. В частности, удиви­
тельным образом оказалось, что многие из результатов обобщен 
ной теории линейных операторов применимы к описанию конк­
ретных физических процессов, имеют эффективное применение 
в квантовой механике и, по существу, теория операторов явля­
ется одним из важных аппаратов исследований в этой области 

физики.
Именно Грассман первым установил изоморфность вектор­

ных пространств Н от  ( U", Vm) и М (т  х п). По существу это озна­
чает, то изучение многих свойств гомоморфизмов конечномерных 

векторных пространств сводимо к изучению достаточно хорошо 
исследованного и описанного векторного пространства матриц. 

В настоящее время эти результаты, впервые установленные Гер­
маном Грассманом в середине X IX  века, входят в любой класси­
ческий курс линейной алгебры.

Впрочем, термины изоморфизм и гомоморфизм появились в 
математике и стали общепринятыми существенно позже. Так 
«изоморфизм» был введен в математический язык Фробениусом 

во второй половине X IX  в., а в современном значении — отобра­
жения, сохраняющего алгебраическую структуру, он утвердился 

только после работ Э. Нетер по теории групп в 1918 г. Таким об 
разом, в начале XX в. именно в теории групп было отчетливо 
осознано, что изучение внутренней структуры двух изоморфных 
систем объектов представляет собой по существу одну и ту же
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задачу. Хотя еще в начале XV II в. Р. Декарт, как можно увидеть 
в его работах, понимал возможность отождествления отдельных 
изоморфных структур и изучение их свойств на более удобных 
для этого моделях. По-видимому, плодотворность этого метода 

достаточно ясно представляли и другие крупные математики 
прошлого, такие как: Эйлер, Лежандр, Гаусс, Фробениус. Одна­
ко, потребовалось почти три сотни лет, чтобы идеи общности 
свойств изоморфных структур стали естественным и удобным 

аппаратом исследований всей математики. Спустя еще полвека 
эти же идеи породили целый раздел математики — теорию кате­

горий, которая, можно сказать, занимается общими свойствами 
изоморфных математических структур (не обязательно алгебра­

ических).
В заключение упомянем о драматической судьбе основного, 

очень глубокого и богатого идеями труда Германа Грассмана. 
«Die Ausdehnungslehre», написанный очень тяжелым языком со 
сложными специальными обозначениями (так, например, линей­

ное отображение обозначалось дробью: Q а" °2’ а" , где аи а2,
6,, Ь2, ... Ьп

... ап —  базисные векторы пространства, а Ьь Ь2, ... Ьп —  их о б р а ­
зы), этот трактат остался непонятым современными Грассману 

математиками. Да и в настоящее время его чтение требует значи­
тельных усилий и терпения читателя. Именно по причине чрез­
вычайной сложности и вычурности языка и обозначений, заме­

шанных к тому же на философии мистического характера (осо­
бенно в первом издании), этот труд, оставаясь долгое время 
неизвестным научной общественности, не оказал на развитие ма­

тематики того влияния, которое он, несомненно, мог бы оказать 
и заслуживал, если бы Грассман изложил свои блестящие идеи 

в более доступной форме. Д аже «автором» абстрактного вектор­
ного пространства в истории математики признан итальянский 

математик Дж. Пеано, который сформулировал это понятие до­
статочно просто в 1888 г., т. е. четверть века спустя. Также спу­

стя десятилетия многие важнейшие результаты Грассмана были 
вновь получены Дж. Гиббсом, Б. Пирсом, Ч. Пирсом, К- Ж орд а ­

ном, У. К- Клиффордом и другими. Досадно сознавать, что мате­
матиками в какой-то мере были потеряны те годы, которые ушли 

на повторное открытие того, что Грассману было ясно еще в се­
редине X IX  века.

Наверное, многие сложности судьбы научных результатов 
Германа Грассмана кроются в том, что он не получил системати­

ческого математического образования: лекций по математике он 
не слушал никогда. Примерно с 1832-го года он стал заниматься 
этой наукой самостоятельно. Грассман никогда не работал в 

университете и был далек от университетской жизни, оставаясь 
до конца своей жизни учителем гимназии в Штеттине. Хотя
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именно это позволило развиться его самобытному математиче­
скому таланту. Но изолированность Г. Грассмана от универси­

тетской среды, религиозность (он происходил из старинной про- 
тестантсткой пасторской семьи) и природная склонность к фило­
софии и мистицизму, и привели его к столь сложному мышлению 

и сложному способу выражения своих мыслей.
Производит потрясающее впечатление количество и разнооб­

разие вопросов, которыми Грассман с успехом занимался. Он 
был не только одаренным математиком с явно выраженными 
философскими интересами, но и физиком: теоретиком и практи­
ком, выполнившим великолепные работы в области учений о све­

те и звуке и по теории электричества. Грассман обладал исклю­
чительной музыкальной одаренностью и проявлял большой инте­
рес к музыке, он также интересовался сравнительным языкозна­

нием и составил словарь к древнему индийскому эпосу Ригведа. 
Не чуждался общественной жизни: много лет редактировал газе­
ту острого политического направления. И имел звание магистра 

франкмасонской ложи...

Отметим еще, что этот, безусловно, блестящий и уникальный 
математический талант, был, как отмечали его современники, 
увы, плохим педагогом. Почти всю жизнь проработав учителем 
гимназии, относясь к своей профессии со свойственной ему доб­

росовестностью, он так и не смог снискать любви своих учеников 
и пробудить в них интерес к математике. Видимо, совместные з а ­
нятия для обеих сторон были большой мукой.
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АЛГЕБРА Л И Н Е Й Н Ы Х  ОПЕРАТОРОВ

§ 58°. Линейные операторы.

§ 59'. Линейные операторы в двумерном векторном пространстве.
§ 60. Алгебра линейных операторов.
§ б^Линейные алгебры.
§ 62. Изоморфизм линейных алгебр End (У") и gl(n , R).

§ 63. Группа автоморфизмов векторного пространства Aut(Vn).
§ 64* Кольца, поля.

Основные понятия: эндоморфизм векторного пространства, 

матрица эндоморфизма; поворот, проектирование и симметрии 

векторного пространства, линейная алгебра, изоморфизм ал­

гебр, произведение эндоморфизмов векторного пространства, ав­

томорфизм векторного пространства, группа, изоморфизм групп, 

кольцо, поле.

Необходимые сведения: векторное пространство, линейно з а ­

висимая и линейно независимая система векторов, базис вектор­

ного пространства, изоморфизм векторных пространств, гомо­

морфизм векторных пространств, векторное пространство 

Hom(U, V)\ образ, ядро, дефект и ранг гомоморфизма, мат­

рица гомоморфизма; эндоморфизм, автоморфизм, мономорфизм, 

эпиморфизм векторных пространств; полная линейная алгебра 

gl(n, R), полная линейная группа GL(n, R); группа, подгруппа; 

обратимые и невырожденные матрицы; композиция отображе­

ний, гомотетия векторного пространства.

Рекомендации: § 58°, § 59' рекомендуются для самостоятельного изучения 

студентами и обсуждения на практических занятиях, а § 61* и § 64* (за  исклю­

чением основных определений) без нарушения общей логики курса могут быть 

опущены.
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§ 58°. Л И Н Е Й Н Ы Е  ОП ЕРАТОРЫ

Термин «линейный оператор» иногда используется для обо­

значения гомоморфизма одного векторного пространства в дру­
гое, т. е. как синоним линейного отображения. Однако, в нашем 

курсе, как и выше, под линейным оператором понимается линей­
ное отображение векторного пространства в само это простран­

ство.
Напоминание.

(
О п р е д е л е н и е  51 .2 . Эндоморфизмом или линейным оператором век­
торного пространства называется его гомоморфизм в себя.

Множество всех эндоморфизмов векторного пространства

V обозначается End(V).
Примерами эндоморфизмов векторных пространств являют­

ся: тождественное отображение (утверждение 51.4), гомотетия 

векторного пространства (определение 53.2), интегрирование

X

I : / (t) dt, х ^[а , b]

а

в пространстве интегрируемых функций одной переменной на от­
резке (задача 51.1.3), дифференцирование

D: f(x)-+f'(x), jce=[a, b],

в пространстве дифференцируемых функций одной переменной 

на отрезке (см. также задачу 51.1.2 —  дифференцирование в 
пространстве 3е" [х\ многочленов степени не выше п), гомомор­

физм примера 51.3:

/5: М ( 2 х  1 ) - + М ( 2 х  1) 1/б ( ^ )  =  ( / + х2)  v ( ^ M ( 2 x l ) .

Так как в ближайших лекциях будут изучаться линейные 

операторы, приведем основные их свойства, они были установле­
ны выше, как свойства гомоморфизмов векторных пространств. 

Сформулируем их применительно к эндоморфизмам (или линей­

ным операторам):

С в о й с т в о  58.1 (следует из теоремы 52.1). Множество 
End ( К) эндоморфизмов векторного пространства является век­
торным пространством относительно операций сложения эндо­
морфизмов и умножения скаляра на эндоморфизм. ф  

С в о й с т в о  58.2 (следует из следствия 56.2). Векторные про­
странства End ( Vn) и М(п) изоморфны. + 

С в о й с т в о  58.3 (утверждение 55.3). Если векторное про­
странство V п-мерно, то dim End ( V) — п2. ♦ 

С в о й с т в о  58.4 (следует из теоремы 57.1). Если / — эндо­
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морфизм п-мерного векторного пространства, то

def / +  rang f =  n. ф

З а д а ч а  58.1.3. Если f ̂ E n d  (Vn), то следует ли и.ч соотно 

шения: def / +  rang f — п, что для любого эндоморфизма этою 
векторного пространства К ег /®  I m / =  V?

Указание. См. утверждение 41.4. Найдите ядро и об раз  эндоморфизма 

j ^ E n d  (М (2 x 1 )) такого, что

=  Д Л Я  любого 2 х  1).

С в о й с т в о  58.5 (следует из теоремы 57.2). Если / — эндо­
морфизм п-мерного векторного пространства, то существует па­
ра базисов в этом векторном пространстве, относительно кото­
рых он имеет канонический вид (т. е. его матрица диагонализи- 
руема). ф

С в о й с т в о  58.6 (следствие 57.5). Если / — автоморфизм 
п-мерного векторного пространства, то в канонической паре ба­
зисов его матрица единичная.

С в о й с т в о  58.7 (утверждение 54.3). Если Mt — матрица эн­
доморфизма / относительно базиса В векторного пространства

Vn, a Mi и Mf(x) являются координатными столбцами векторов х

и / (х) относительно этого же базиса, то Mf(x)— M[Mx

Напомним (см. замечание 54.2), что для эндоморфизма векторного п ростран ­

ства V" его матрица, как матрица всякого гомоморфизма, рассм атривается, если 

не оговаривается особо, относительно пары одинаковых базисов (В , В ). Такая 

матрица называется матрицей эндоморфизма /  относительно базиса В.

С в о й с т в о  58.8 (следствие 54.1). Если / — эндоморфизм 
п-мерного векторного пространства, то

М ',=  Т~1 М.Т
1 (В, й'> 1 (В, в'У

где (М/, M'f, Т^ ^ М 3 (п), М — матрица / относительно ба­

зиса В, M'f —  матрица / относительно В', а Т^ — матрица пе­

рехода от базиса В к базису В'.
С л е д с т в и е  58.1. Если / — эндоморфизм конечномерного 

векторного пространства, то определитель его матрицы не зави­
сит от выбранного в пространстве базиса.

Поскольку

det М,'=i=det Г-1 det М, det Т i=det/M.
' (В. й'> ' (В , В')

Таким образом, определитель матрицы эндоморфизма конеч­

номерного векторного пространства является его инвариантом 
относительно выбора базиса в векторном пространстве. ■
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О п р е д е л е н и е  58.1. Определителем (детерминантом) 
эндоморфизма конечномерного векторного пространства на­
зывается определитель его матрицы относительно любого ба­
зиса этого пространства.
Детерминант эндоморфизма f ^ E n d (V n) обозначается det /. 
З а д а ч а  58.1.1 — 1.2. Как изменится матрица эндоморфиз­

ма g ^ E n d  (V"), заданная относительно базиса

В =  (ev е2, ... е„ ... ejt ... еп), если в нем поменять местами векторы

е, и е ?  Вектор е, умножить на число 
Указание. См. задание 50.2.

С в о й с т в о  58.9 (следует из утверждения 51.4). Тождествен­
ное отображение векторного пространства в себя есть его эндо­
морфизм (и даже автоморфизм). + 

С в о й с т в о  58.10 (следствие 51.2). Множество эндоморфиз­
мов векторного пространства End(V) замкнуто относительно их 
композиции.

С в о й с т в о  58.11 (следствие 51.1). Если / — автоморфизм 
векторного пространства, то также его автоморфизм.

Приведем примеры еще нескольких эндоморфизмов вектор­
ных пространств, важных в приложениях:

Напоминание.

О п р е д е л е н и е  54.2. Гомотетией векторного пространст­
ва V с коэффициентом i e R  называется его эндоморфизм,

отображающий всякий вектор ж е  V в вектор kx, при­
чем k ^O .

Обозначение гомотетии: hk и для любого x ^ V

— def _

hk (x)— kx.

Если векторное пространство V — конечномерно, то Mhk =  kE от­

носительно любого базиса пространства V. ф 
Так как тождественный эндоморфизм (единичный оператор) 

е отображает каждый вектор векторного пространства V", в том 
числе и базисный, в себя, то Ме — Е относительно любого базиса 
V". Отметим еще, что e — h,. ф

( О п р е д е л е н и е  58.2. Центральной симметрией векторно­
го пространства называется отображение, сопоставляющее 

каждому его вектору противоположный ему вектор.

Обозначение центральной симметрии: г. Для любого х е ! '

Несложно увидеть, что z =  /z_,, и в любом базисе векторного 
пространства Vn матрица центральной симметрии Мг =  ? 4
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Если векторное пространство V разложено в прямую сумму

своих подпространств: V — V' ф  V" , то всякий вектор х е К ,  со ­
гласно утверждению 36.6, однозначно разлагается в сумму век­

торов: х =  х'-\-х" с х ' ^  V' и х " е Г .

Полученный таким образом вектор х ' е Г  называется про­

екцией вектора х на подпространство V' параллельно V".
О п р е д е л е н и е  58.3. Проектированием векторного про­

странства V—V  ® V" на его подпространство V' параллель­
но подпространству V" называется отображение, сопоставля­
ющее всякому вектору из V его проекцию на V'. 
Обозначение такого проектирования: р

Таким образом, по определению

/—, def — 
р (ж) =  х.

<V", У">

З а д а ч а  58.2.1. Докажите, что р eE nd (V ).
r  (V', V") 4 ’

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если V =  V' (В V", то любые векторы 

из векторного пространства V', в частности, х н у ,  можно пред­

ставить в виде: х =  х'-\-х" с x '^ V ',  х " е Г  и у =  у' -\-у"

с у '<= V', y"es V".
Проверим выполнимость для отображения р ^  условия

линейности L:

V, v">(ft* + ̂ )=/V. n<M*+2')+P<#'+ib)-? □
З а д а ч а  58.2.2. Докажите, что если векторное пространство

V «-мерно, а его подпространство V  &-мерно, то в V" найдет­
ся базис, относительно которого матрица проектирования 

р End ( V") имеет вид:Г ( у ,  у П ) /

м ,
(V'. V")

k

Е 0

0 0
е М (п).
n — k

Указание. См. утверждение 36.6, следствие 41.4.

О п р е д е л е н и е  58.4. Отражением (или симметрией) 
векторного пространства V=  V' ® V" относительно его под­
пространства V' параллельно подпространству V" называ­

ется отображение, сопоставляющее всякому вектору x^ .V
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такому, что х =  х'-\-х", где х' 

у =  х' — х"<^ V.
Обозначение такой симметрии: s

V' и V", вектор

(V , V")

Так как всякий вектор х е 1 /  однозначно разлагается в сум­

му: х =  х' -\-х" с л ' е Г и  V", то вектор у — х' — х" определя­

ется им также однозначно, поэтому s ^  есть отображение V в

V, а его линейность доказывается аналогично линейности операто­

ра проектирования р 

делению симметрии
(V ', V">

Так что s
(V '. V">

еEnd ( V), и по опре-

def

S ( х )=х '  — х".
< V V"')' '

Если векторное пространство V имеет размерность п, а его 
подпространство V' размерности k, то можно показать, что в V" 
найдется базис, относительно которого матрица этого эндомор­
физма имеет блочный вид:

к

(V, V">

Е 0

0 — Е
Ё /И  (п). 
п — к

(58.s )

п — k

З а д а ч а  58.2.3. Докажите, что если s е End (Vn), а
<V V " )  7

V размерности k, то найдется в V" базис, относительно которого 

его матрица имеет вид (58.s).
Указание. См. утверждение 36.6, следствие 41.4.

§ 59'. Л И Н Е Й Н Ы Е  ОПЕРАТОРЫ 

В ДВУМЕРНОМ ВЕКТОРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Двумерное векторное пространство, в частности, простран 
ство свободных (компланарных) векторов —  одна из основ 

ных моделей векторного пространства и уже потому представля­
ет, как мы видели (§ 36), интерес. Отсюда и интерес к эндомор­
физмам такого пространства, тем более, что с ними тесно связа 
ны такие вопросы классической (и даже школьной геометрии), 

как преобразования и движения (перемещения) плоскости. По 
этому основным содержанием настоящего параграфа является 
описание основных, важных в приложениях, эндоморфизмов дву­

мерного векторного пространства. Они имеют наглядные геомет 
рические представления на пространстве свободных векторов 
иКг '1 (плоскости).
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Нулевой эндоморфизм (нулевой оператор) (см. определение
52.3) векторного пространства V2 отображает каждый его вектор 
в нулевой и относительно любого базиса имеет своей матрицей 
нулевую:

М о  2)- ♦

Тождественный эндоморфизм (единичный оператор) вектор­
ного пространства V2, отображая каждый его вектор в себя, от­
носительно любого базиса имеет своей матрицей единичную:

Центральная симметрия векторного пространства V2 (см. оп­
ределение 58.2) отображает каждый его вектор в противопо­

ложный ему, относительно любого базиса центральная симмет­
рия имеет матрицей противоположную единичной.

М ,--Е  =  ( “ I , — ® ) .  ♦

На плоскости и модели двумерного векторного пространст­
ва —  пространстве свободных векторов ЗУ"2 центральную симмет­
рию удобно изобразить схемой, которая наглядно представляет 

действие эндоморфизма г на оУ 2 (рис. 10):

Рис. ю

Любые неколлинеарные векторы е] и е2 образуют базис в 

векторном пространстве V2: B = ( e h е2> ( см. задание 41.1), а 

так как L (е{) и L (е2) —  подпространства в V2, то, согласно след

ствию 41.6, V2=  L (в [ )ф L (е2) и можно переформулировать опре 

деление отражения (симметрии) векторного пространства в слу­

чае его двумерности следующим образом:

Симметрия (отражение) векторного пространства (см. опре­

деление 58.3) V2 относительно направления вектора е, параллель­

но вектору е2 (где е, и е2 —  ненулевые неколлинеарные некто-
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ры) сопоставляет всякому его вектору х =  ае,-(-ре2 вектор

у =  ае, — fie2̂ V 2.
Такая симметрия обозначается: s . , . Если из контекста по

<«,. <2>
пятно, о каких направлениях (векторах) идет речь, то индексы 

в обозначении обычно опускаются.

В базисе B = ( e h е2) матрица симметрии относительно на­

правления вектора ех параллельно вектору е2 имеет вид:

M i - ? >  ♦
В пространстве свободных векторов <ЗУ“2 такую симметрию 

удобно изобразить схемами (рис. 11, 12).

Причем особый интерес представляет случай, когда направ 

ленные отрезки, представляющие свободные векторы ех и е,, 
перпендикулярны.
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Рис 13

С учетом предыдущих замечаний о разложении двумерного 
векторного пространства в прямую сумму своих одномерных 
подпространств, аналогично симметрии модифицируется поня­
тие его проектирования.

Проектирование векторного пространства (см. определе­

ние 58.3) V2 на направление е, параллельно е2 (где е1 и е2 —  не- 

коллинеарные векторы) сопоставляет всякому его вектору

х =  ае, jie2 вектор ае, е  Г 2. ф

Обозначение такого проектирования: р , а если очевидно,
<*1- е2>

о каких направлениях проектирования (векторах) идет речь, ин­
дексы опускаются.

В базисе В = (е , ,  е2> матрица проектирования на направле­

ние вектора е, параллельно е2 имеет вид:

м’ =0> 0> ♦
Соответствующую интерпретацию в пространстве «ЗУ2 см. на 

рисунках 13, 14.

Выделим случай перпендикулярности направленных отрез­

ков, представляющих свободные векторы е, и е2 (рис. 14).

Пусть теперь в векторной плоскости заданы два свободных 

вектора: е, и е2, которых представляют направленные от­

резки ОЕ, и ОЕ2, перпендикулярные и длиной равные единице. 

Такие векторы, конечно, неколлинеарны и образуют базис в век­

торном пространстве ST2, обозначим его В. «Повернем» е, и е2
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Y

X

Е 1 Ei

О О

Рис. 15 Рис. 16

на угол а, обозначив векторы, полученные в результате такого 

поворота, е\ и е2 (рис. 15).

Свободные векторы е\ и е2, естественно, неколлинеарны, как

и векторы ех и е2, и образуют базис в векторном пространстве 

который обозначим В'. При этом очевидно, что

е\ =  cos а е, +  sin а е2, a =  — sin а  в, -(- c° s а. е2- ♦

Так что матрица перехода от базиса В к базису В' имеет вид:

причем этой же матрицей можно задавать линейное отображение 

векторного пространства V  2 в себя, рассматривая векторы е\

и е'2, как образы векторов базиса В — (еь е2) . Обозначим его га.
Несложно найти, как при действии эндоморфизма га изменя­

ются координаты произвольного свободного вектора д с е ^ 2.

Если х =  х>е,-\-х2е2 и координатные столбцы х и f (х) относитель­

но базиса В:

Т (59.а)

то согласно формуле (53.4):
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Это соответствует повороту вектора х вместе с системой коор 

динат В = ( е и е2) на угол а (рис. 16).

Действительно, если х =  x'e,-j- х2е2, то очевидно, что

| л:1 =  | дс | cos р,

[ х2=  |jc| sin р,

где р —  угол, который образует направленный отрезок ОХ век* 

тора х, отложенный от точки О, с направленным отрезком 

вектора е,.

Повернув ОХ на угол а вместе с базисными векторами, полу­

чим новый свободный вектор у==у'е1-\-у2е2 с направленным от­

резком OY такой же длины: |ОХ| =  |ОУ|. Тогда

{ у' =  |дс| cos (а  +  (3)^= |х| (cos а cos р — sin а  sin Р) =  

у2=  \х\ sin (а  +  Р)=̂ = |х| (sin а cos р -f- cos а sin р) =

=  cos а.|jc| cos p — sin a|x| sin p =  cos a • x' — sin a • x2,

=  sin a | jc| cos p +  cos a | jc| sin p =  sin a - x' +  cos a ■ x2.
Естественно назвать эндоморфизм любого двумерного вектор­

ного пространства, задаваемый матрицей (59.а), его вращением 
или поворотом на угол а.

Приведенные выше построения обобщим на произвольное 
двумерное векторное пространство:

О п р е д е л е н и е  59.1. Вращением (поворотом) векторно­
го пространства V2 на угол а (причем а — любое действитель­
ное число) называется любой его эндоморфизм, который от­
носительно некоторого его базиса имеет своей матрицей мат- 
рицу

/cos a — sin a\

\sin a cos a /'

Поворот векторного пространства V2 на угол а обозначается 
также га, так что в некотором базисе

_/cos a — sin a\
ra \sin a cos a /

Гомотетия векторного пространства (см. определение 54.2) V2 

с коэффициентом отображает всякий его вектор х в вектор
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Рис. 17

kx ( к ф 0). Относительно любого базиса в V2 ее матрица имеет 
вид:

“> ♦

В векторной плоскости — пространстве «З^2 действие гомоте­
тии представляется схемой (рис. 17).

О Х е х , OY ̂ k x  =  hk(x) при k > 0 .

З а д а н и е  59.1. Убедитесь в равенствах следующих эндомор­
физмов: га =  га+2лк, r° =  e, rR =  z, hx — e, /го =  0, h _ { =  z, где k<=Z.

З а д а н и е  59.2. Определите, какие из указанных выше эндо­
морфизмов двумерного векторного пространства (0, е, z, s, р , га, 
hk) являются его мономорфизмами (определение 57.5)? эпимор­
физмами (определение 57.6)? автоморфизмами (определение 57.8)?

§ 60. АЛГЕБРА Л И Н Е Й Н Ы Х  ОПЕРАТОРОВ

Множество всех эндоморфизмов векторного пространства 
End(V) =  Hom( V), согласно определению эндоморфизма 
(51.2), и значит, является векторным пространством отно­

сительно операций сложения эндоморфизмов и умножения 
скаляра на эндоморфизм (см. свойство 58.1)

g  : E nd(V )X E nd (V )^E nd (V ), и 0 : R  XEnd (V )^E nd  (V).

Как отмечено в § 58 (свойство 58.10), помимо этого, множе­
ство End(V) замкнуто относительно их композиции, или, как 

принято говорить в этом случае,—  произведения эндомор 
физмов.

Напомним, что произведением (композицией) эндоморфизмов / и g  вектор 

ного пространства V является его эндоморфизм, который обозначается g °/, и по

определению, для любого вектора X € = V

gof (x) =  g (/(*)) . (60.1)
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Свойства произведения эндоморфизмов

Для любых </, g , A, X) End ( V))3X  R и тождественного эн­
доморфизма е:

РЕ. 1: /о (g (+]ft) =  /og {+] f°h.

РЕ.2: ( / Ц г ) о А  =  / о А Ц  goh.

РЕ.З: Щ ( / о £ )  =  ( Щ / ) og =  /o(*[7]g).

РЕ.4: fo(goh) =  (fog)oh

РЕ.5: eof =  foe =  f.

(|+j — сложение эндоморфизмов (определение 52.1), Q  — умно­

жение скаляра на эндоморфизм (определение 52.2)).

В качестве примера доказательства таких свойств приведем 
д о к а з а т е л ь с т в о  свойства РЕ. 2, напомнив, что для равенст­

ва двух отображений (см. определение 8.1) (/[+]g)°A и f°h pf|g°A 

с общей областью определения V достаточно установить равен­

ства образов произвольного вектора х е  V при действии на него 
этими отображениями, точнее:

((/[T]g)°A)(*) =  (/°A Щ&°А)(х).

Итак

( ( f ^ g ) ° h ) ( x ) ^ ( f ^ g ) ( h ( x ) ) ± f ( h (x)) + g (h (x ))±

=  (/°А Щ  g°h)(x). я

Остальные свойства доказываются столь же элементарно.

О п р е д е л е н и е  60.1. Множество End ( V) всех эндомор­

физмов векторного пространства V с операциями Щ ,  и ° 

называется алгеброй эндоморфизмов или алгеброй линейных 
операторов векторного пространства V.

Ее полное обозначение: {End ( К), (+], , °>, хотя, как прави­

ло, операции специально не указываются, пишется просто 
End (V), а для их обозначений из соображений упрощения запи­
си используются более привычные символы: -f-, •, о, если это не 
ведет к недоразумениям.

7 В. Т. Петрова (часть 2)
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Основные свойства линейной алгебры End ( V)

(следуют из свойств векторного пространства End (V) (см. § 51) 
и свойств произведения эндоморфизмов РЕ.1 — РЕ.5). Для лю­
бых </, g , /г, а, р, X) ^ (E n d  (V)) XR\ ненулевого эндоморфизма

0 и тождественного эндоморфизма е:

60.1: / д я = ^ д / .

60.2: ( / Щ я ) Щ Л  =  /Щ (£[+ ]А ).

60.3: 3 0 е £ ж / ( К ) | / Щ 0  =  /.

60.4: V / e £ n d (  У) Э (- / )«= £«< *  ( У ) 1 / Щ ( - / )  =  «•

60.5: l Q /  =  / V f < = E n d ( V ) .

60.6: o Q ( f j Q / )  =  a p Q / .

60.7: ( а  +  ( Щ /  =  « 0 / Щ р 0 / .

60.8: « □ ( / g g )  =  a 0 / [ + ] a Q g .

60.9: M g (+ ]A ) =  /og[+]/oA.

60.10: (f\+\g)oh =  foh\ ^\ g°h .

60.11: x Q ( / o g )  =  ( ^ / ) o g  =  / o ( X Q g ) .

60.12: f ° ( g o h )  =  ( f o g ) o h .

60.13: eof =  foe =  f.
Алгебра линейных операторов векторного пространства пред 

ставляет собой пример математической структуры. Эта структу 

ра называется линейной алгеброй.

§ 61*. Л И Н Е Й Н Ы Е  АЛГЕБРЫ

О п р е д е л е н и е  61.1. Линейной алгеброй (или просто ал 
геброй) называется векторное пространство {А, ■), на ко 
тором помимо операций сложения элементов (-)-) и умноже 
ния числа на элемент ( • )  определена еще одна операции 
(отображение): *: АХА->-А, называемая умножением, так. 

что требуется выполнение следующих условий:
А.1: а * (Ь -(- с) =  а * b -+- а * с.

А.2: (а-\-Ь) * с =  а * с-\-Ь * с.

А.З: Х-(а * b) =  (X-a) * b =  a * (X-b). 

для любых (а, b, с, X ) ^ A 3XR- (через а * Ь  — обозначаетеi 

результат операции * ).
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Обозначение алгебры: ( А, •, * ).

Если (А , -f-, • )  — векторное пространство над полем дей­

ствительных чисел, то (А, + ,  •, * ) называется алгеброй над 

полем действительных чисел.
О п р е д е л е н и е  61.2. Линейная алгебра (А, + ,  •, * ) на­

зывается коммутативной алгеброй, если операция умножения 
удовлетворяет условию коммутативности:

А.С: a * b  =  b * a  при любых (а, Ь) е Л 2.

Алгебра А называется ассоциативной, если ее определение 
(аксиомы А. I — А. 3) пополнено требованием ассоциативно­
сти умножения:

А. А: а * (Ь * с) —(а * Ь) * с при любых ( а , Ь, с) е / 1 3.

Если к тому же выполняется условие:
А. Е: Зе^А \ Уа^А =>а * е — е * а =  а, 

то алгебра называется ассоциативной алгеброй с единицей, 
а элемент е, удовлетворяющий этому условию,— единицей ал­
гебры А.

Ассоциативная алгебра с единицей называется алгеброй с 
делением, если кроме А.\— А.З и А. А, А. Е выполняется 
условие:

A D: а^А \ афО)За '^А \ а * а '=  а ' * а — е, 

т. е. ее всякий ненулевой элемент обратим.
Таким образом (см. свойства 60.1— 60.13), End(V) является 

ассоциативной алгеброй с единицей, ? не ? коммутативной. + 
Помимо алгебры эндоморфизмов векторного пространства, 

очевидно, структуру ассоциативных алгебр с единицей и делени­

ем имеют: gl (п) — полная линейная алгебра и множество дей­
ствительных чисел R. Одн ако, этими примерами множество ал­
гебр не исчерпывается.

П р и м е р  61.1. Множество полиномов (многочленов) от од­

ной переменной (см. пример 34.6) с вещественными коэффициен­

тами S\x] есть ассоциативная коммутативная алгебра с едини­

цей относительно операций: 
сложения полиномов:

___ def

(/(+]g) —  (a0 +  M  +  (a i +  M  * + {а2 + Ь2) х2 +  ...+  (а„-\~Ьп)х", 

(здесь f =  а0-{- а {х-\- а2х? апх", g =  b0 + btx + Ь2х* + ... -f bnx"),

умножения скаляра на полином:

(А, | ■ |/)  =  XaQ-|- "Ка\Х-f- Ха2х̂  -(- ... -|- \апхп,
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и обычного (почленного) умножения полиномов:

def
{fQh) =  (aH+ a [x+ ... +  anxn)(c0 +  clx+ ... +  cmxm) =  

def п + т

=  1 ( 1  <60''> 
k = 0 \i+i=k )

(здесь /г =  с0 +  с |х +  б’2х2 +  ... +  стхт).
Единицей этой алгебры является моном (одночлен) вида:

l =  l+ 0 j t  +  0*2+... +  0jt'!. ♦

Является ли {3°[х\ Щ ,  0 ,  © >  алгеброй с делением? 

Т. е. можно ли утверждать, что^ля любого многочлена / найдет 

ся такой многочлен /, что / © /  =  / © / =  1?
Указание. Рассмотрите одночлен f(x) =  x2, найдется ли для него в S*\x\ эле­

мент, удовлетворяющий условию A. D?

Образует ли алгебру векторное пространство <#'1 [х\ — полино 

мов степени не выше п при введении их произведения тем же 

правилом (60./?)? ♦
П р и м е р  61.2. Векторное пространство всех числовых функ 

ций одной переменной Ж[0] с областью определения D (см. при 

мер 34.8), (34.F) с операциями:

( f[+ \ g )(x )= f (x) + g(x) и (А, [ •] / ) (* )  =  *./(*)

становится ассоциативной алгеброй с единицей при введении 

операции умножения:

( /& g ) (x )  =  / ( x ) g ( x )

для любых x ^ D  и (X, /, g) е  R У. Ж 2 (D ). (Здесь ©  — не ком но 

зиция  функций, а их поточечное умножение. Так, например, 

( In  © s i n  )(л:)=1п x-sin х, а не In (sin х).

Ноль в этой алгебре — постоянная функция вида: g ( x ) = ( >  

п ри  любых x e D ,  а единица этой алгебры тоже постоянная функ

ция : е (х) = 1 .  ♦

Алгебра Ж[й], вообще говоря, не является алгеброй с деле 

нием . Например, х^Ж [Щ  и хотя х © - ^=  1, но ^-^eJT[R| (облас­

ти определения функций х и — разные), т. е. элемент х не имеп 

о б р ат н ог о  в JTfR],

Алгебра <JT(D], [ +  ], [•]. © )  ? не ? коммутативна. ф

О п р е д е л е н и е  61.3. Размерностью линейной алгебры
<Л , + ,  •, *) называется размерность ее векторного при 

странства (А, -)-, ■).



§ 61. Линейные алгебры 197

Таким образом, в приведенных примерах gl(n) и R — конеч­

номерные алгебры (dim g / (л) =  ?, dim R =  ?), а алгебры е?[х\ и 

&'\Dx\ конечномерными не являются.

Срашштельно недавно е привлечением серьезных топологиче­
ских средств исследований был установлен удивительный факт:

Т е о р е м а  61.1. Всякая конечномерная алгебра с делением 
(не обязательно ассоциативная) имеет размерность 1, 2, 4 или
8. Все эти возможности реализуются.

П р и м е р  61.3. Подмножество матриц полной линейной ал­
гебры gl (я), состоящее из всех попарно коммутирующих матриц, 
есть ассоциативная алгебра с единицей относительно обычных 

матричных операций: сложения, умножения скаляра на матрицу 
и умножения матриц. ф

3 а да ч а 61.1.1. Докажите, что множество S' {п) всех скаляр­
ных матриц порядка п является алгеброй относительно обычных 
операций на матрицах.

Является ли алгебра S' коммутативной? ассоциативной? име­
ет ли единицу? является ли алгеброй с делением?

Определите размерность этой алгебры.
Напоминание. Скалярные матрицы имеют вид ХЕ, l e R .

Указаниг. S ' (п) —  подпространство векторного пространства g l (п ) (см. при­

мер 35.1,1), почему для всех элементов S ' (п) выполнимы условия А. 1 —  

А.З. Почему имеет место для скалярных матриц закон ассоциативности ум ноже­

ния (условии А. А)? Проверьте выполнимость условий наличия единицы, обрати ­
мости и коммутативности А.Е, A .D , А.С.

З а д а ч а  61.1.2. Докажите, что множество А' всех квадрат­
ных матриц второго порядка вида:

(где а и I) — любые действительные числа) относительно обыч­
ных матричных операций— линейная алгебра.

Является ли алгебра А' ассоциативной с единицей? с делени­
ем? коммутативной?

Определите размерность этой алгебры.
Указаниг. Проверьте замкнутость Л ' относительно операций векторного п ро­

странства И (^ ), это будет означать, что А' —  подпространство в М ( 2) и вектор­

ное простри истин. Проверьте выполнимость аксиом линейной алгебры (A .I — 

А.З). Почему ДЛИ матриц из А' имеет место закон ассоциативности умножении 

(условие А А )/ Выполнимы ли условии существования единицы, делимости и 
коммутативности: А.Е, A .D  и А .С?

Чтобы устшноиить размерность алгебры (векторного пространства А'), р азл о­

жите матрицу 110 стандартному базису В=(Е\ , Е'2, Е\, ЕI)  в yVf (2).

З а д а ч и  (Я. 1.3. Докажите, что подмножество С' всех квад­
ратных мптриц второго порядка вида:
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(где а и b — любые действительные числа) относительно обыч­
ных матричных операций есть алгебра.

Является ли алгебра С' ассоциативной с единицей? с делени­
ем? коммутативной?

Определите размерность этой алгебры.
Указание. Обратите внимание, что

(-Ь а) = а (о ?) + >(-> о) = а£ + 6/’ где / = (- ° о)

тогда, в частности, d im C '= = ?  C '— L (E , I).

П р и м е р  61.4. Одним из важнейших примеров ассоциатив­

ной и коммутативной алгебры с единицей является поле комп­
лексных чисел С (см. ниже § 64*, пример 64.5).

П р и м е р  61.5.Множество кватернионов —  Н, о которых упо­
миналось в исторических справках лекций 8 и 9, также имеет 

структуру линейной алгебры, коммутативной, ассоциативной с 
единицей (см. § 64*, пример 64.6).

О п р е д е л е н и е  61.4. Подалгеброй алгебры (А, + ,  •, *) 

называется ее непустое подмножество А', являющееся под­
пространством в векторном пространстве {А, • ) ,  если для 
любых ее элементов а и b выполняется условие:

SA: а *

Таким образом, совокупность всех условий, чтобы непустое 

подмножество A'czA являлось подалгеброй алгебры А есть 
замкнутость относительно всех операций алгебры А, а именно: 
для любых (а , а, b ) e R X / l ' 2. :

SS.1: а +  й е/! ' .

SS.2: а- аеА '.
SA.3: а * Ь ^ А '.

Подалгебрами полной линейной алгебры gl (2) являются ал­
гебры А' и С'. Алгебры S '(2 )  есть подалгебра алгебр А' и С' 
(см. задачи 61.1.1, 61.1.2 и 61.1.3), a S' (п) — множество всех ска­
лярных матриц порядка п есть подалгебра полной линейной ал­
гебры gl (п) (см. задача 61.1.1). Примером подалгебры в алгеб 

ре всех функций, определенных на числовой оси, является подал­

гебра полиномов: Можно показать, что подалгебру 

в например, образуют все функции на R, обращающиеся 

в 0 в какой-либо фиксированной точке x0e R .

У т в е р ж д е н и е  61.1. Отношение «быть подалгеброй» тран 
зитивно на множестве алгебр и является отношением строгого 
порядка. ф

У т в е р ж д е н и е  61.2. Всякая подалгебра линейной алгебры 
(ассоциативной, с единицей, коммутативной) есть линейная ал 
гебра (соответственно: ассоциативная, с единицей, коммутатив­
ная). ф
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Однако, подалгебра линейной алгебры с делением, вообще 
говоря, алгеброй с делением не является. ф

О п р е д е л е н и е  61.5. Линейные алгебры (A, -f-, •, * )  и 

(В, ® ,  0 ,  ©) называются изоморфными, если существует 
изоморфизм векторных пространств, сохраняющий операцию 
умножения. Т. е. для некоторого /: (A, -f, ф ,  0 )
выполняется условие:

AI: f(a  * b) =  f(a )Q f(b ).

Учитывая определение изоморфизма векторных пространств 
55.1, укажем совокупность всех условий для того, чтобы 

отображение/: (А, -f, • , * )->-(В, ф ,  © ,  © )  было изоморфиз­

мом алгебр:

А 1.1: / — биективное отображение.

AI.2 / — линейное отображение:

/ ( а - а  +  р-й) =  а 0 / ( а ) ф р © / ( 6 )  V (а, Ь, а, |3> <=/12Х  R~- 

AI.3: f (а * b) =  f (a)Q  f (b) V (а, Ь) е  А'2.

Представление об изоморфизме линейных алгебр дает схема 
на рис. 18.

З а м е ч а н и е  61.1. Если алгебра (А, + , . ,  коммутатив­

ная, ассоциативная, имеет единицу или алгебра с делением, то 

изоморфная ей линейная алгебра (В, ф ,  © ,  ®> того же типа: 

соответственно, коммутативная, ассоциативная, с единицей или 
с делением.
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§ 62. И ЗО М О Р Ф И З М  Л И Н Е Й Н Ы Х  АЛГЕБР 
End (F") и gl (п)

Выше в § 56 было установлено, что векторные пространства 
Н от  ( U", Vm) и М( т  х п) изоморфны (см. теорему 56.1), а зна­
чит, изоморфны и векторные пространства End (Vп) и gl (п) 
(свойство 58.2).

Покажем, что этот изоморфизм векторных пространств яв­
ляется изоморфизмом End ( Vn) и gl (п), как алгебр. Напомним 

(см. § 55), что изоморфизмом векторных пространств End (V") 
и gl (п) задает отображением М, сопоставляющее каждому эн­

доморфизму его матрицу относительно некоторого базиса в век­
торном пространстве V" (см. определение 53.1, замечание 53.2), 

столбцы которой состоят из координат образов векторов базиса 

относительно этого же самого базиса:

M (f) =  M ,=  \\f‘\\^gl(n).

Согласно определению изоморфизма линейных алгебр 61.5, 
достаточно дополнительно показать, что для отображения 

М выполняется условие А1, т. е. для любых эндоморфизмов 

{/, g}e=End(Vn):

M (g°f) =  M (g )M (f), 

или, учитывая обозначения матриц гомоморфизмов:

По определению композиции отображений для любого век­

тора дсе V"

(g°f) (*) =  (g (/(*)),
тогда:

«.„-„ft, =  Д =  « И « / « i » - •

М„.пс„=(М ,М 1)М,,

с другой стороны: 

откуда:

Щ в-П М-Х =  (МЙМ,)М; 
и по лемме 50.1 о сокращении в силу произвольности вектора 

х (и матрицы-столбца М-) следует, что

Мн  =  м ем, (62.1)
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Это и означает сохранение операции умножения отображе­
нием М: композиции эндоморфизмов в алгебре End (V") соот­

ветствует умножение матриц в gl (п).
Следовательно, для изоморфизма М векторных пространств 

End ( Vn) и gl(n, R) выполнено условие AI, и поэтому они изо­
морфны, как линейные алгебры. ■

Тем самым приведен пример изоморфных алгебр и доказана 
теорема.

Т е о р е м а  62.1. Линейные алгебры (End ( V2), +  , •, °) и 

(gl (п, R ), + ,  •, . )  изоморфны.

З а д а н и е  62.1. Коммутативно ли умножение в алгебре эн­
доморфизмов векторного пространства — End (Vn)? ф

Указание. Коммутативно ли умножение в g l (л) (см. замечание 61.1).

З а д а н и е  62.2. Существует ли изоморфизм линейных 
алгебр End(Vn) и gl (п, R ), отличный от изоморфизма М? Поста­
райтесь его построить.

З а д а ч а  62.1.1. В векторном пространстве М (2 х  1) относи­

тельно стандартного базиса В0— ( £ , ,  Ё2) (см. определение 41.3):

задан эндоморфизм / матрицей: 

Эндоморфизм g задан матрицей:

относительно базиса B '= ( A h А2) с векторами

Найдите матрицу эндоморфизма gof в базисе В'.
Указание. См. задачу 56.1.1, теорему 62.1, (62.1).

З а д а ч а  62.1.2. В векторном пространстве М (2 х 1) относи­

тельно базиса В '= ( А Ь Л 2) с
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эндоморфизм / задан матрицей:

* - « - ( 1  з).

а эндоморфизм g — матрицей

относительно стандартного базиса в М (2x1) .

Найдите матрицу эндоморфизма 2/°g относительно стандарт­

ного базиса B °= (E t, £ 2> в этом пространстве.
Указание. См. задачу 56.1.2, теорему 62.1, (62.1).

З а д а ч а  62.1.3. В векторном пространстве М (2 х  1) относи 

гельно базиса В '= ( А Ь Д 2) с

a , = Q .

эндоморфизм / задан матрицей:

* v  S>

а эндоморфизм g — матрицей

относительно базиса В " = ( В Ь В2) в этом векторном пространст­

ве, где

*- (?>  *■-(;>
Найдите матрицу эндоморфизма (/ +  g)2 =  (/ +  g)°(/ +  g) отно

сительно базиса В" =  (В ,, В2).
Указание. См. задачу 56.1.3, теорему 62.1, (62.1).
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§ 63. ГРУППА А ВТ О М О РФ И ЗМ О В  ВЕКТОРНОГО 

ПРОСТРАНСТВА Aut (Vn)

Напоминание.

■
 О п р е д е л е н и е :  57.8. Биективный эндоморфизм векторного простран 
ства называется его автоморфизмом.

Множество всех автоморфизмов векторного пространства
V обозначается Aut (V) и называется группой автоморфизмов век­
торного пространства V.

Некоторые авторы вместо термина автоморфизм используют 

название линейное преобразование, которое соответствует со ­
держанию этого термина. По своей сущности, термины изомор­

физм векторного пространства (определение 56.1) в себя и его 
автоморфизмом равнозначны, т. е. являются синонимами.

З а д а н и е  63.1. Множество автоморфизмов Aut ( V) замкну­

то относительно умножения (почему? 4 ) .  Определим, является 
ли Aut (V) подалгеброй линейной алгебры End(V).

Чтобы Aut ( V) было подалгеброй End ( V) по определению под­

алгебры (определение 61.6), Aut ( V) должно быть подпространст­
вом векторного пространства End (V), тогда, в частности, это под­
множество должно содержать нулевой элемент векторного про­
странства End(V) —  нулевой эндоморфизм 0 (см. определение

52.3), который, как отображение, ? не ? биективен. Следователь- 
?

но, O ^A u t (V) и Aut(V) не является подалгеброй линейной ал­
гебры End(V).

Если / —  автоморфизм векторного пространства V, то по 
свойству 58.11 обратный к / элемент / _| также является автомор­

физмом V и f~[°f =  fof~l =  e. (почему? ф )  и представляет со ­
бой пример обратимого линейного оператора или обратимого 
эндоморфизма векторного пространства.

О п р е д е л е н и е  63.1. Эндоморфизм / векторного про­
странства V называется обратимым, если найдется его такой 
эндоморфизм g, что

gof =  fog =  e.

Естественно задаться вопросом, существуют ли в линейной 

алгебре End(V) обратимые эндоморфизмы кроме элементов 
Aut(V).

Л е м м а  63.1. Обратимый эндоморфизм векторного про­
странства V является его мономорфизмом, (определение 57.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f^ E n d (V )  и обратим. Тогда 
найдется g ^ E n d  (V) такой, что

{g°f)(x) =  x

для любого х е К .  Отсюда, если ( g ° / ) ( * ) = 0 ,  то лг =  ()
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Очевидно, что / (0) =̂= 0. Чтобы определить, найдутся ли в я 

/ элементы, отличные от нулевого вектора, рассмотрим СоОХНо

шение / ( * )  =  (). Подействовав эндоморфизмом g на его обе ча 
ти, получим, что:

g(f(x )) =  g (  0) 

def || I ?

(gof)(x) =  0.

Как установлено выше, последнее имеет место тольн0 Пр и

х =  0. Следовательно, из условия / ( * )  =  0 следует, что Кег f — 
и / — мономорфизм векторного пространства V. '

Л е м м а  63.2. Обратимый эндоморфизм векторного „ 
странства V является его эпиморфизмом, (определение jy J- . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f^ E n d (V )  и обратим. х ог | (

найдется g ^ E n d  (V) такой, что для любого x ^ V  имеет МесТ().

(f°g)(x) =  x

def

f(g (x )) =  x.

Таким образом, g (jc)— прообраз произвольного вект0р а 

векторного пространства V, что означает сюръективность ОТ(* 
бражения /, т. е. / — эпиморфизм V.

Тем самым получен ответ на поставленный вопрос: из
” ^ г лемм

следует, что всякии обратимыи эндоморфизм векторного 
странства биективен, т. е. является изоморфизмом его в 

значит, автоморфизмом. В совокупности с замеченной выц,е ’ 51' 
ратимостью всякого автоморфизма векторного пространстВа 
означает, что имеет место следующий признак.

У т в е р ж д е н и е  63.1. Эндоморфизм векторного простданс 
ва является его автоморфизмом тогда и только тогда, к о^^а 7 
обратим. ° н

Другие признаки того, что эндоморфизм векторного п 

странства есть его автоморфизмом, дает следующая тег,ре ^ °  
Т е о р е м а  63.1. Эндоморфизм векторного конечном^1)н а 

векторного пространства Vn есть его автоморфизм тагс)а г<> 
только тогда, когда имеет место хотя бы одно из у с ^ ови £

1. Кег / =  {0}.

2. Im / =  V.
3. rang / =  dim V.
4. Mf — невырожденая матрица.
5. det f Ф  0.
6. / — обратим.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если / — автоморфизм векторного про­
странства V, то согласно следствию 57.1 — / —  мономорфизм V,

а значит по определению мономорфизма 57.5: Кег / =  {0} (выпол­
няется условие 1 теоремы) и det / =  0.

Тогда по теореме о ранге (свойство 58.4) rang f =  n, следона­

тельно, dim Im / =  п и Im / =  V (почему? ф  ) (выполняется усло­
вие 2 теоремы), тем самым доказано, что / — эпиморфизм V 
(определение 57.6).

По утверждению 57.2 r a n g / =  dim V =  n (выполняется усло­
вие 3 теоремы). А из определения ранга гомоморфизма (опреде­
ление 54.1) следует, что ранг матрицы этого гомоморфизма — Mf 
(относительно любого базиса в V") равен п, т. е. эта матрица не-

вырождена (выполняется условие 4 теоремы). Тогда det /=й=0 (вы­
полняется условие 5 теоремы).

Из того, что det / / 0  и det / =  det Mf, следует обратимость Mf. 
существует матрица такая, что Мf (М,)~' = (М /)~,М, =  Е.
В силу изоморфизма векторных пространств End ( К") и 
gl (п) найдется такой эндоморфизм g, что Mg =  (M,)~[. Тогда из 

того, что

Mgof =  MgMf =  (Mf)~lMf =  E и Mhg =  M/Mg =  Ml (Mly '  =  E

следует, что g°f =  e и fog =  e. (почему? ф  ) Это означает обрати­

мость эндоморфизма / (выполняется условие 6 теоремы).
Согласно утверждению 63.1 всякий обратимый эндоморфизм 

векторного пространства есть его автоморфизм. ■

С л е д с т в и е  63.1. Эндоморфизм векторного пространства 
является его автоморфизмом тогда и только тогда, когда он 
любую линейно независимую систему векторов отображает в 
линейно независимую систему.

З а д а ч а  63.1.2. Докажите следствие 63.1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Гак как автоморфизм векторного 

пространства является его изоморфизмом, то по утверждению 

55.? любая линейно независимая система векторов отображается 
им в линейно независимую систему.

2. Обратно: из равенства f (х) =  0 для эндоморфизма /, удов­

летворяющего условию следствия, вытекает, что х =  б, гак как

равенство f(x )— 0 при ненулевом векторе х противоречит усло­
вию отображения любой линейно независимой системы векторов 

в линейно независимую. ф

Значит, Кег/ =  {б}, и, следовательно, / — мономорфизм. 
Согласно теореме 63.1 мономорфизм векторного пространства 

в себя является его автоморфизмом. ■
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Т е о р е м а  63.2. Множество автоморфизмов векторного 
пространства есть группа относительно их произведения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для того, чтобы на множестве 
Aut (V) отображением ° (композицией) была задана структура 
группы (определение 24.1), надо установить замкнутость его от­

носительно произведения эндоморфизмов и доказать выполни­
мость аксиом группы (G . l '  —  G.3').

0. Согласно свойству 58.10 произведение двух эндоморфиз 
мов векторного пространства, в частности, его автоморфизмов: 
{/, g}c=Aut ( V), есть эндоморфизм: g ° f^E n d  ( V). Наряду с этим 

g°f —  биективное отображение (теорема 10.?), и значит, 
go f^A ut(V ). «

1. Условию существования нейтрального элемента G. И, 

очевидно, удовлетворяет тождественное отображение (свойст­

во 58.9) —  автоморфизм е такой, что е(х) =  х для любого i g F .  
Очевидно, что /°е =  е для любого f ^ A u t (  V). ф

2. По свойству 58.11 для всякого автоморфизма f^A u t(V )  су­
ществует обратное ему отображение / -|, причем f~' ^ A u t  (V), 
т. е. выполнено условие G.2' существования обратного 
элемента и fof~l =  e.

3. Произведение автоморфизмов ассоциативно, как компо­
зиция отображений (теорема 8.2) —  выполнено последнее из 
условий группы (G.37). ■

Напомним, что в группе обратный элемент для данного элемента единствен, 
(свойство 24.2).

З а д а ч а  63.1.3. Верно ли утверждение, что из соотношения 
f°g =  e для эндоморфизмов векторного пространства V, (е — 

тождественный эндоморфизм) следует, что / и g являются его ав­
томорфизмами?

Указание. Рассмотрите пример эндоморфизмов / и g  векторного пространст 

ва всех многочленов:

/ ( а 0 +  а,х +  ̂ х 2 +  ... +  а„х") =  а, +  а2х... +  а„хп ~ 1,

g (а0 +  а 1х +  а2х2 +  ... +  апх") =  а0х + а 1х2... +  а„хп + 1.

Подумайте, почему этот пример не противоречит определению группы.

В теореме 63.1 мы отмечали, что матрица любого автомор­

физма конечномерного векторного пространства невырождена 
и наоборот. Оказывается, между группами Aut ( Vn) и GL (п) бо­
лее глубокая связь.

О п р е д е л е н и е  63.2. Группы <G, •> и <G', © )  называ­
ются изоморфными, если существует биективное отображение 
/: G->-G', сохраняющее групповую операцию:

f(a-b) =  f(a )Q f(b ),
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Т е о р е м а  63.3. Группы (Aut (V"), °> и (GL(ri), •)  изоморф­
ны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. По теореме 63.1 эндоморфизм тогда 
и только тогда является автоморфизмом конечномерного век­
торного пространства, когда его матрица (относительно любого 
базиса) невырождена. По существу это означает сюръектив­
ность отображения M'-.Aut ( V")-yGL (п), которое сопоставляет 
автоморфизму его матрицу.

Отображение М', очевидно, есть сужение отображения 

M:End (Vn)-+gt («), сопоставляемого эндоморфизму его матри­
цу относительно некоторого базиса в векторном пространст­

ве V" на подмножество Aut ( V")czEnd ( V"). Т. е. М' =  М \
'  '  у ' Aut (V )

Как установлено теоремой 62.1, отображение М есть изомор­

физм линейных алгебр (End (V"), + ,  °> и (g l (л), +  , 
а значит, и его сужение на множество Аи1(Уп) инъективно. ф

Т. е. AT: Aut (Vj-i-GL (п) —  биективное отображение.
2. Для отображения М относительно операций умножения 

в алгебрах End ( V") (композиции эндоморфизмов) и gl (п) (про­
изведения матриц) выше установлено соотношение (62.1):

Так как групповые операции в (Aut ( Vn), °> и (GL (п), •> те 
же самые, то это равенство завершает доказательство теоре­
мы. ■

З а д а ч а  63.1.1. Относительно операции сложения множе­
ство действительных чисел <R. +  > — группа, a <R + , •> — груп­
па положительных чисел относительно умножения (см. задание
24.1).

Докажите, что отображение In: <R + , - >—► <R, -f > устанавли­
вает изоморфизм этих групп (лг-Ипх).

Указание. 1. Установите, что |п —  биективное отображение (определение

10.1) ( R 4 , • )  в (R,  +) ■ 2. In ( а-Ь)— In а +  1п Ь.

§ 64*. КОЛЬЦА, ПОЛЯ

Ранее мы знакомились с такими алгебраическими структу­
рами, как группа, векторное пространство, линейная алгебра, 

их основными свойствами и моделями. К важнейшим алгебраи­
ческим структурам относятся также кольцо и поле.

I О п р е д е л е н и е  64.1. Кольцом называется непустое мно­
жество К, если на нем заданы две операции отображения 

и - : /С~— удовлетворяющие аксиомам:
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R.l: а +  b =  b -f- а,
R.2: (а + Ь) + с =  а+ (Ь + с),
R.3: 30е  К \ 0 =  й,
R.4: 3 — a e /C  [a +  ( — я) =  0,
R.5: a-(b -\- с) =  a-b а- с,
R.6: (Ь~\~с)-а — Ь-а-\-с-а, 

для любых элементов {a, b, с} с:/С.
Через а-\-Ь и а-b обозначены образы кортежа элементов 

<а , b) е / С 2 при действии отображениями +  (сложении элемен­
тов) и, соответственно, • (умножении элементов). Обычно, в з а ­
писи умножения, если это не ведет к недоразумениям, знак опу­
скается и произведение элементов а и b обозначается ab.

Кольцо обозначается (К, + , • ) ,  хотя часто для сокращения 

записи операции не указываются.
Структуру кольца относительно обычных операций сложе­

ния и умножения имеют действительные числа — кольцо 
(R, + ,  •>, целые числа —  кольцо <Z, + , • ) ,  рациональные чис­
ла —  кольцо ( Q ,  + ,  • )  и целые числа, кратные некоторому на­

туральному числу m —  кольцо (mZ, -f, • ) .  ф  
Несложно заметить, что (К, -\-) —  группа (определение

24.1), причем, абелева (определение 24.2), ее называют адди­
тивной группой кольца. Элемент 0, определяемый аксиомой 

R.3, называется нулевым элементом кольца, а элемент — а, 
определяемый аксиомой R.4, — противоположным к а эле­
ментом кольца.

Нулевой элемент в кольце единствен (см. свойство 24.3), и 

любым элементом кольца однозначно определяется ему противо­
положный (см. свойство 24.2). Очевидно, что ( — ( —а)) —а 
(см. свойство 24.4), 0- fa  =  a и ( — a)-f-a =  0 для любого 

a е= К. ♦

Простейшие свойства кольца

С в о й с т в о  64.1. 0 a  =  a 0  =  0 для любого элемента коль­
ца а е Х .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  0 a - f 0 a  (0 +  0) а =  0 а.

Н 11

^ ?

0 а — 0.

Аналогично доказывается равенство а0 =  0. И
С в о й с т в о  64.2. ( — a) b =  а ( — b)— — ab для любых элемен­

тов кольца {a, b}czK.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и b — произвольные элементы 

кольца К Тогда
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ab + ( - a )  b M ( a  + (- a ) )  ь М о  Ь =  0.

Н П
^ ?

( — a )b =  — (ab)

Равенство а(  — Ь)— — (ab) доказывается аналогично. ■ 
С л е д с т в и е  64.1. ( — а) ( — b) =  ab для любых {а, Ь}аК , так 

как (  —  a)( — b )=  — (  —  a) b =  —  (  —  ab) =  ab. ф в

Прежде чем рассмотреть более сложные и содержательные 
примеры колец, укажем их некоторые специальные виды.

О п р е д е л е н и е  64.2. Кольцо (К, -+■>•) называется ком­
мутативным, если умножение в кольце обладает свойством 
коммутативности, т. е. выполняется условие:

R.C: ab =  ba для любых {а, Ь}с^К.
Кольцо называется ассоциативным, если умножение в нем 

ассоциативно, т. е.
R.A: a (bc)-(ab) с для любых {а, b, с}аК .
Кольцо К называется кольцом с единицей, если выполня­

ется условие:
R.E: З е е К  W  а<= К => ае =  еа =  а.
Кольцо К называется кольцом с делением, если оно явля­

ется кольцом с единицей и выполняется условие:
R.l: (V a e /C  |а=И=0) Э а 'е /С  \аа' =  а'а — е, 

при этом элемент а' называется обратным к а.

Очевидно, если кольцо имеет единицу, то она единственна,

так как е' ~е'е =  е для любого элемента е 'е /С ,  удовлетворяюще­
го аксиоме R.E. ф 

С в о й с т в о  64.3. В кольце с делением для всякого ненулево­
го элемента обратный ему единствен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По существу, аксиомы R.E, R.D и R.A 

на множестве /С\{0} задают структуру группы. ф
В группе всякий элемент имеет единственный ему обратный 

(свойство 24.2). ■

Кольца R, Q, Z, и mZ, упомянутые выше, обладают свойства­
ми ассоциативности и коммутативности, все они, за исключением 
последнего, имеют единицу, а R и Q к тому же являются кольца­
ми с делением. ф 

П р и м е р  64.1. Структуру ассоциативного, некоммутативно­

го кольца имеет полная линейная алгебра (g l (п) -+-,•> относи 
тельно сложения и умножения матриц. Это кольцо с единицей 
(аксиоме R.E удовлетворяет единичная матрица). (См. свойства 
f f / . l -  glA5 § 19). ф 

(g l (п), + ,  • )  не является кольцом с делением. ф
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П р и м е р  64.2. На множестве End (V) всех эндоморфизмов 

векторного пространства V сложением ([+]) и композицией (°) 

эндоморфизмов задается структура кольца <End (V ), Щ ,  ° ) ,  ко­

торое ? не ? ассоциативно, ? не ? некоммутативно, ? не ? имеет

единицы (см. свойства Е.1— Е.15, § 60), ? не ? является кольцом 

с делением. ♦

П р и м е р  64.3. На множестве ®T|D] функций от одной пе­

ременной с общей областью определения (см. пример 34.8) 

структура кольца определяется операциями:

(f[ + ]g)(x) =  f(x) + g(x),

(f® g)(x ) =  f(x)-g(x).

Здесь ©  — поточечное умножение функций. (См. пример 61.2).
Аксиомы R.l — R.4 кольца в точности совпадают с первыми 

четырьмя аксиомами векторного пространства (см. определе­

ние 33.1) и обсуждались при введении на множестве Ж\Б\ 
структуры векторного пространства (см. пример 34.8). Напом­

ним, что нулем (нейтральным элементом относительно операции 
сложения) является нулевая функция: 0 (х ) =  О при любом х е О ,  

а противоположной к f (х) — функция ( — / ) ( * ) = - —/ ( * )  при 
всех xseD.

Выполнимость аксиом дистрибутивности операции сложения 

относительно умножения в JT[D]

R-5: / © ( g [ + j A )  =  / © g | + ] / © A  и R.6 (g[ + ]h )Q f =  
=  g © /  [ +  ] h © /  будет доказана, если установим для всех x e D  
равенства:

( / © ( £ [  +  ] А )) (* )  =  ( ( / © г ) 1  +  ] ( / © А ) ) ( * )

( (г  [ + ] А ) © л  ( * ) = ( ( £ © / ) [ + ]  ( А © / ) ) ( * )

(почему? ф  ). Остановимся на первом из них, поскольку второе 

доказывается совершенно аналогично.

UQ(g[+\h))(x) =  f(x)(g\ + ]h)(x) =  f(x )g (x ) + f(x )h (x ) =
=  (f® g)(x ) + (f® h)(x ) =  (f® g[ + ]f®h)(x).

Выполнимость условий ассоциативности и коммутативности так­

же следует из определения равенства отображений (онределе 

ние 8.1) и законов дистрибутивности в кольце действительных 

чисел <R, + ,  • ) .  ♦

<JT[(/J|, [ +  J, © )  является кольцом с единицей: е ( х ) = 1  при 

всех x e D ,  однако, не является кольцом с делением (см. при­

мер 61.2). ♦
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П р и м е р  64.4. Примером кольца, состоящего из конечного 

числа элементов (конечного кольца), является кольцо классов

вычетов (Zm, [ф], [©]> (см. примеры 15.4, 16.2, определения 15.2,

16.2).
Напоминание.

( О п р е д е л е н и е  15.2. Число х называется сравнимым с у по модулю 
m или вычетом у по модулю т, если (х, 1/ ) е Л ,( т ) .

( О п р е д е л е н и е  16.2. Класс эквивалентности целого числа по отноше­
нию сравнения по модулю m называется классом вычетов по модулю т. 

Сравнимость числа х с числом у по модулю т  обозначается 

х =  у (mod т), а класс вычетов числа а по модулю т  обознача­
ется a (mod т).

Операции сложения и умножения на множестве классов вы­
четов Zm вводятся следующим образом:

a (mod т )  [ф] b (mod т) — (а -+- Ь) (mod т)

a (mod т)\ЩЬ (mod m) =  (ab) (mod т).

З а д а ч а  64.1.2. Докажите, что <Zm, [ф], [©]) —  ассоциатив­

ное, коммутативное кольцо с единицей.

Д о к а з а т е л ь с т в о  сводится к проверке выполнимости ак­
сиом кольца для любых элементов

{a(mod m), b (mod т), c(mod m ) } c Z m.

1. Аксиома коммутативности R.l сложения:

a (mod m) [ф] b (mod m) =  b (mod т)(ф] a (mod m).

11 def ||^e^

(a-|-b)(mod m) =  (b +  a) (mod m).

2. Выполнимость аксиомы ассоциативности R.2 сложения:

(a (mod т)  [ф] b (mod т)) [ф] с (mod т) —

=  a (m od ra)[®](6(mod m)[©]c(mod т ))

вытекает из определения сложения классов вычетов и ассоциа­

тивности сложения в кольце (R,  + ,  • ) ,  а именно: указанные вы­
ше классы вычетов, как классы эквивалентности, совпадают с 
классом элемента (a +  b +  с). ф

3. Нулем (аксиома R.3) относительно операции [ф] является 

класс вычетов нуля — 0 (mod т), в чем несложно убедиться, так

def
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4. Класс вычетов, противоположный a ( mo d m)  естественно 
определить, как (т  — a )(m od /n )  (аксиома R.4). ф

5— 6. Дистрибутивность операций на Zm (аксиомы R.5, 

R.6) следует из дистрибутивности сложения относительно умно­
жения в кольце (Z, + ,  • ) ,  например:

__ >
a (mod т) [©](& (mod т )Щ с  (mod т)) =

=  a (mod т)  [©](Ь +  с) (mod т) =  (а (Ь +  с)) (mod т).

С другой стороны:

(a (mod т) (©] b (mod т  ))[©]( a (mod т )Щ с  (mod т)) =

■j)
= (a b  (mod т)) [@](ас (mod m)) =  (a (b-\- с)) (mod т).

Что и показывает выполнимость условия аксиомы R.5 в Zm.
7— 8. Аналогично устанавливается коммутативность и ассо ­

циативность умножения в кольце (Z m, [®], [о]) :

RC: a (mod m)[©]6 (mod m) =  b (mod m)[©]a (mod m).

RA: a (m od  m)[©](b(mod m)[©]c(mod m))^=

=  (a (mod m)[©]6 (mod m))[©]c(mod m).

9. Единицей кольца <Zm, (ф), [©]>, очевидно, является класс 

вычетов 1, так как

a (mod m)[©] 1 (mod т ) =  (а 1 )(mod т ) =  { la )  (mod m) =  a (mod m).

П р и м е р  64. 5. Одним из важнейших примеров кольца яв 

ляется кольцо комплексных чисел С.

О п р е д е л е н и е  64.3. Элемент декартова квадрата мно­
жества действительных чисел R2 будем обозначать

. . def . .
z =  x + yi =  (х, у).

и называть комплексным числом, при этом число х называет 
ся его действительной частью, число у его мнимой частью, a i 
мнимой единицей.

Они обозначаются: x = R e 2, и, соответственно, y=\mz. 
(Начальные буквы слов позднелатинского происхождения: геа- 
lis — вещественный, настоящий и imago —  образ, подобие).

Если Re z=7^0, то комплексное число z называется сущест 
венно комплексным, если же Re z =  0 — чисто мнимым.
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Комплексные числа вида x-\-yi и x — yi называются сопря­

женными. Число, сопряженное к комплексному числу г, обозна­

чается ~z.

Два комплексных числа по определению считаются равны­
ми тогда и только тогда, когда равны их вещественные и мни 
мые части, т. е.

х-\-yi =  u-\-vi -Ш~(х, у) =  (и, v ) .

Вместо х +  О/ и 0 +  г/г принято писать, соответственно, х и 
yi, в частности, 0 +  0/ заменяется на 0.

Множество всех комплексных чисел обозначается С.
Зададим на множестве комплексных чисел С операции сло­

жения и умножения следующим образом: 
для любых {а, Ь, с, d}czR

(а +  bi) ® (c  +  d/) =  (a +  c) +  (£> +  <i)/, (64 .® )

(a-\-bi) Q(c-\-di) =  (ac — bd)-\-(ad-\-bc)i. (6 4 .0 )

По существу тем самым заданы два отображения: 
© : С 2-»С и © : С 2-^С, где через z , ® z 2 и z , © z 2 обозначены об­
разы произвольного кортежа <zh г2) е С 2 при отображениях ®
и, соответственно, © .

Выполнимость аксиом аддитивной группы кольца R.1 — 
R.4 для комплексных чисел очевидна и вытекает из свойств дей­
ствительных чисел. Отметим, что нулевым элементом в С явля­

ется число 0 +  0/, т. е. 0, а противоположным к x-\-yi число

— x — yi =  ( — x) + ( —y)i.

Можно проверить, что ( 0 + 1 / )© (0 + 1/) = — 1 + 0 / = —• 1, это 
равенство принято записывать в форме: /2 =  / © / =  — 1.

Сложение в множестве комплексных чисел обладает свойст­

вом дистрибутивности относительно умножения (аксиомы R.5, 
R.6), так первое из этих условий принимает вид: для любых 

{Z|, z2, z3} с :  С

Z i© (z 2® z 3) =  z l © z 2© z l © z 3.

Т. е. для любых {а, b, с, d , е, /}c=Rb 

(а +  6/)©((с +  <#)ф(е +  //)) =  (а +  6/)©(c +  d /)® (a +  bi)Q(e +  //).
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Рассмотрим левую часть этого условия:

(а bi)Q((c -f- di)®(e //)) =  (а bi)Q((c -\-e)-\-(d -)-/) i) =

=  (a{c +  e )- b (d  + f)) + (a{d + f) + b(c + e))i.

Его правая часть:
Н pf

(а +  bi) ©  (с +  di)® (a + bi)Q(e + f i) ~

=  ((ас — bd) + (ad + be) i)®((ae — bf)-\-(af be) i) =

=  ((ac — bd)-\-{ae — bf)) + ((ad-\- bc)-\-(af -{- be)) i==

=  (a (c -(- e) — b (d +  /)) +  (a [d-\- f)-\-b (c +  e)) i.

Из равенства этих представлений комплексных чисел 

Z\ 0 (22@ z3) и  z{Q z2® Z tQ z3 и следует выполнимость условия 

дистрибутивности R.5.
Аналогичным способом проверяется, что умножение (64 .© ) 

коммутативно и ассоциативно. Очевидно, что аксиоме R.E удов­

летворяет число l = l - f - 0 i :

(a + bi)Q  1 M ( a  +  t o)©( l  + Oi) =  (a\ — bO) + (aO + b l) i =  a + bi.

Таким образом, <С, ® ,  © )  — коммутативное, ассоциатив­
ное кольцо с единицей, оно является кольцом с делением. Не­
сложно проверить, что число, обратное ненулевому комплексно­

му числу 2 =  а +  6г,есть

а ь .

Л/а2 + Ь2 Л]а2+Ь2 *'

Чтобы упростить запись, в дальнейшем для обозначений 
операций в кольце С,будем использовать принятые для дейст­

вительных чисел обозначения: +  и •, опуская при необходимо­
сти знак умножения •

Комплексные числа важны как интересный пример кольца 
и поля (о котором речь пойдет ниже).

Изучению комплексных чисел, их более глубоким свойствам 
и приложениям в дальнейшем будет посвящено несколько лек­
ций. В частности, уже можно заметить, что, по существу, струк­
тура комплексных чисел вводится на двумерном векторном про­

странстве над полем действительных чисел.
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Заметим, что в форме комплексного числа вида a-\-0i запи­
сываются действительные числа. Поэтому можно сказать, что 
кольцо <R, + , •) вложено в некотором смысле в кольцо 

<С, + , •>: R c :C ,  и представляет собой пример подкольца коль­
ца С.

Теперь если рассматривать умножение только действитель­
ных чисел на элементы С: • =  Q  |н, то несложно убедиться в том, 
что аксиомы кольца RE, RA, R.6, R.5 и RC обеспечивают выпол­
нимость аксиом векторного пространства V.5— V.8, а аксиомати­
ка аддитивной группы кольца, как отмечалось выше, в точности 
совпадает с аксиомами V . l— V.4 векторного пространства, ф  

<С, 0 , 0 )  — двумерно, как векторное пространство над по­
лем действительных чисел: базис в нем образуют «векторы» —

комплексные числа I == I —|— 0/ и / === 0 —|— 1 / (См. определение 

41.1). ♦

Итогом предыдущих рассуждений является следующее 
утверждение.

У т в е р ж д е н и е  64.1. <С, © , • ) — двумерное векторное 
пространство над полем действительных чисел.

Аккуратной проверкой условий аксиом можно установить, 

что комплексные числа представляют собой и пример линейной 
алгебры.

У т в е р ж д е н и е  64.2. < С, •, ф , ©  ) — двумерная линейная 
алгебра над полем действительных чисел, ассоциативная, ком­
мутативная с единицей и делением.

В лекциях 8 и 9 упоминалось, сколь важным в развитии мате­
матики оказалось открытие Грассманом кватернионов. 

П р и м е р  64.6. Кольцо кватернионов.

Множество всех кватернионов обозначается Н.
Кватернионы вводятся на множестве R4.

О п р е д е л е н и е  64.4. Кватернионами называются выра­
жения вида а-\- bi-\- cj -)- dk, где {а, Ь, с, r f j c R .

Операции на множестве кватернионов вводятся следую­
щим образом: для любых {а,, Ь{, с,, dv а2, b2, с2, d2}crR:

def
(а, 4  bli-\-c[j-\-dik)($(a2~\-b2i-\- c2j -)- d2k) =

=  (а, 4  a2) +  (^i +  b2) i +  (c, 4  c2) j -\-(d{ -\-d2) k,
def

(a| -)- bii -(- c j  —(- dxk) 0  (a2 -f- b2i -(- c2j  +  d2k ) =

— (a\a2 b|b2 C\C2 d,d2)-\-(axb24  b,a2-\- cid2 — d,c2) i -f- 

-\-(a\C2-{- cta2-\- d,b2 — bxd2) j -\~(a,d2-\- d,a2-\- b,c2 — ctb2) k.
Два кватерниона а, 4  b,i-\- c j  +  dxk и a24  b2i 4  c2j 4  d2k no 

определению считаются равными тогда и только тогда, когда 
<а„ Ьь с,, d,> =  (а2, b2, с2, d2) .
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(Н, ® ,  © )  — ассоциативное, некоммутативное кольцо с еди­
ницей и делением, кроме того оно имеет структуру векторного 
пространства и, как вещественное векторное пространство, четы­
рехмерно. Можно показать, что (Н , •, 0 ,  © )  — ассоциативная, 
некоммутативная линейная алгебра с единицей. Причем умно­

жение действительных чисел на кватернионы вводится как 
в предыдущем примере (- =  0 | R). ф

Перейдя к обозначению алгебраических операций, упрощаю­
щих запись: + ,  •, (подобно тому, как это было сделано для ком­
плексных чисел), из закона умножения получим соотношения:

ij =  k =  — j i , jk =  i =  — k/, ki =  j = — ik, 

f  =  f  =  k2= - \ ,

(где i2 =  i • i, j2 =  j- j, k1 =  k-k).
Аналогично предыдущему примеру, всякое действительное 

число а может быть отождествлено с кватернионом вида

def
a-f-0i-|-0/-f-0&, т. е. а =  а -\-0i-\-0j-\~0k, а комплексное число: 

def
a-\-bi =  a-+-fr/-t-0/-f-0fc. Тем самым в кольце кватернионов име­
ем примеры подколец: R c rH  и С с :Н .

О п р е д е л е н и е  64.5. Подмножество К' кольца (К, + ,  •) 
называется его подкольцом, если К' замкнуто относитель­
но операций кольца К, т. е. для любых {х, y}czK'.

SR.1: х-{-у^К',
SR.2: х — у<=К',
SR.3: х-уевК'.

Очевидно следующее утверждение.
У т в е р ж д е н и е  64.3. Всякое подкольцо является кольцом. 
З а д а н и е  64.1. Подумайте, если кольцо (К, + ,  • )  — ком­

мутативно, ассоциативно, имеет единицу или кольцо с делением, 
обладает ли этими свойствами его любое подкольцо?

Оказывается, имеет место довольно интересный и неожи­

данный результат (см. также теорему 61.1):
Т е о р е м а  ( Ф р о б е н и у с а )  64.1. Существуют только три 

конечномерных ассоциативных алгебры с делением над полем 
действительных чисел: R, С и Н

О п р е д е л е н и е  64.6. Коммутативное кольцо с делением, 
содержащее не менее двух элементов, называется полем 

Если (F , -(-, • )  — поле, то (F, -|- ) называется его адди­
тивной подгруппой, a (F\{0}, •} — его мультипликативной 
подгруппой. Нейтральный элемент аддитивной подгруппы по­
ля называется нулем поля, а нейтральный элемент его муль­
типликативной подгруппы — единицей поля.
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Нуль и единица поля обозначаются 0 и, соответственно, 1.
Определение поля может быть дано независимо от кольца. 

Оно заключается в определении на множестве F, состоящем 

не менее чем из двух элементов, двух операций (отображений 
F2->-F): сложения ( +  ) и умножения (•), удовлетворяющим 

свойствам (аксиомам поля): для любых {a, b, c}czF выполня­
ются условия:

F.l: а-\- b =  b -f- а.
F.2: (а-\-Ь)-\-с =  а-\-(Ь-\-с).
F.3: 3 0 e F | a  +  0 =  a.

F.4: V a e F  3 ( — a ) ^ F  |а +  ( — а) =  0.
F.5: a-(b с) — а-b +  а-с.
F.6: a-b — b-a.
F.7: a-(b-c) =  (a-b)-c.
F.8: 31 е  F 11 • а =  а • 1 =  а.
F.9: V a e  F\{0} 3 a ' e F  | а • а' =  а' • а =  1.

Из рассмотренных выше примеров колец важнейшими при­
мерами полей являются поле действительных чисел <R, •) 

и поле комплексных чисел <С, + ,  • ) ,  причем R является под по­
лем С.

Простейшие свойства поля приведем, в основном, без доказа­

тельства, поскольку они непосредственно следуют из свойств 
группы (аддитивной и мультипликативной подгрупп поля), кото­
рые уже были доказаны в § 24*.

Простейшие свойства поля

Для любых элементов поля {a, b, c } c F :

С в о й с т в о  64.4. Нулевой элемент поля единствен. 
С в о й с т в о  64.5. Единица поля единственна.
Т. е. существует только по одному элементу поля, удовлетво­

ряющему аксиоме F.3 или, соответственно, F.8.

С в о й с т в о  64.6. Для любого ненулевого элемента поля об­
ратный элемент единствен.

С в о й с т в о  64.7. В поле 0^=1.

Так как равенство этих элементов в силу аксиоматики поля 
ведет к одноэлементному множеству, что противоречит определе­
нию поля. ф  

С в о й с т в о  64.8. 0a =  a0 =  0.

С в о й с т в о  64.9. Если ab=  1, то а ф 0 и Ь =  а'. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  а Ф 0, так как при а — 0 будем иметь

0 = 1 .  Тогда b =  eb =  (a'a) b==a' (ab) =  a'\ = а '.  и
С в о й с т в о  64.10. Если ас =  Ьс и с ф  0, то а =  Ь. 
С в о й с т в о  64.11. ab =  0, тогда и только тогда, когда а =  0 

или Ь =  0.
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С в о й с т в о  64.12. Если а ф  0 и Ь ф  0, то (ab)' =  b'a'.
С в о й с т в о  64.13. ( — a)b =  a ( — Ь ) = — (ab).
С л е д с т в и е  64.2. ( — а)( — b) =  ab.

( О п р е д е л е н и е  64.7. Подкольцо F' поля <F, •) на 
зывается его подполем, если всякий его ненулевой элемент об­

ратим.
Это условие означает, что в подкольце F' требуется выполне­

ние аксиомы F.9.
Заметим, что не всякое подкольцо поля является его подпо­

лем. Так кольцо целых чисел является подкольцом в поле дейст­
вительных чисел (замкнуто относительно всех операций в 

(R, -(-, •>). но его подполем не является. Однако кольцо рацио­

нальных чисел Q c iR  есть подполе поля <R, + ,  •>•
З а м е ч а н и е  64.2. Все определения понятий, вводившихся 

выше и основанных на понятии действительного числа (матри­
ца, векторное пространство, линейная зависимость, размер­
ность, линейность отображения, системы линейных уравнений 
и т. п.), естественным образом переносятся на комплексные чис­
ла и в этом случае также имеют место их основные (доказанные 
ранее на основе действительных чисел) свойства. В дальней 

шем, хотя основным предметом изучения, если не оговорено 
особо, будут вещественные пространства и конструкции 
(т. е. построения на основе действительных чисел), всякий раз 
будет оговариваться, если результат не обобщаем на комплекс 

ные числа.

ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА

—  Здорово, Пух,— сказал Кролик.
— Здорово, Кролик,—  сказал Пух сонно.

— Это ты сам додумался?

—  Да, вроде бы, как сам,— отвечал Пух.

Не то, чтобы я умел думать,— продолжал он

скромно,— ты ведь знаешь, но иногда на меня

это находит.

А. А. Милн. «Винни Пух и все-все-все>\

Заметим, что термины «алгебра» и «линейная алгебра» в ма 
тематике имеют несколько значений. Прежде всего, алгебра - 
это часть математики, принадлежащая наряду с арифметикой 
и геометрией к числу старейших ветвей этой науки. В современ­

ном понимании алгебра может быть определена как наука о си 
стемах объектов различной природы, для которых установлены 

операции, по своим свойствам сходные со сложением и умноже­
нием действительных чисел. Такие операции называются алгеб
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раическими. Алгебра классифицирует системы объектов с задан­
ными на них алгебраическими операциями по их свойствам и 

изучает различные задачи, возникающие в этих системах.
Линейная алгебра является классическим и одним из древ­

нейших разделов алгебры. Подробнее об истории и вопросах, ко­
торыми занимается линейная алгебра, говорилось в историче­

ской справке лекции 10. Добавим к этому, что помимо теории 
линейных уравнений, этот раздел алгебры занимается теорией 
векторных пространств, линейных, билинейных (и вообще, поли­
линейных) отображений и форм (в частности, квадратичными 

формами).
Вместе с тем под линейной алгеброй понимается и определен­

ная математическая структура (см. определение 61.1), которую 
часто называют просто алгеброй: на векторном пространстве 
определяется дополнительная алгебраическая операция, обычно 
называемая умножением элементов (иногда внешним умножени­

ем), связанная с операциями векторного пространства законами 
дистрибутивности и ассоциативности.

Мы обсудим, как в алгебре появилось само понятие линейной 
алгебры, как алгебраической структуры и, в частности, алгебры 

линейных операторов (или эндоморфизмов векторного простран­
ства), и какое влияние оно оказало на линейную алгебру, как на­
уку, а значит, и алгебру в целом.

В середине X IX  в. к идее линейной алгебры, как математиче­
ской структуры, близко подошел А. Кэли в своих работах по тео­
рии матриц. Как мы знаем, квадратные матрицы — один из 

основных примеров такой алгебры. Был близок к ее понятию в 
“A Treatise on A lgebra” («Трактате по алгебре»), опубликован­
ном в Кэмбридже в 1830-м году, и другой английский математик 

Г. Пикок (Peacocck George, 1791 — 1858). Впервые же линейную 

алгебру (над полем действительных чисел), как специальную 

математическую структуру, выделил Г. Грассман в своем 
знаменитом труде “Die Lineale Ausdehnungslehere” («Уче­

ние о линейной протяженности») в 1844-м году и, что самое 
интересное, на непростом примере линейных операторов (эндо­
морфизмов п-мерного векторного пространства). Что еще удиви­

тельнее тем, что довольно сложные обозначения линейных опера­
торов весьма запутывали ситуацию и можно только гадать, ка­
ков был ход мыслей этого талантливого математика, позволив­
ший увидеть за хитросплетением обозначений изящество новой 
алгебраической структуры. Тем более, что внешнее умножение 
в алгебре линейных операторов Грассмана отличалось от обще­

принятого ныне в алгебре End (V ) — их композиции. Однако, с 
1850-го по 1860-й г. г. он нашел еще несколько примеров линей­
ных алгебр и таким образом подтвердил содержательность от­
крытой им алгебраической структуры. Казалось бы, она должна
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была получить право на существование и интерес к ней матема­
тиков. Однако, печальная судьба трудов Г. Грассмана известна.

В семидесятых годах X IX  в. американские математики, отец 
и сын Пирсы, изучая квадратные матрицы одного порядка, вы­

делили основные свойства матричных операций (сложения, ум­
ножения и умножения на скаляр), относительно которых множе­
ство М(п) оставалось замкнутым, как характеристические свой 
ства этого множества и, таким образом, ими была определена 

алгебра матриц или полная линейная алгебра. Опубликованы 
результаты этих исследований были несколько позднее: в 1881 г., 
в работе Ч. Пирса “On the Relativ Forms on the Algebras” («Об 

относительных формах на алгебрах»).
Идея обобщения понятий линейной алгебры матриц над по­

лем комплексных чисел принадлежит немецкому математику 

Г. Ганкелю (Hankel Hermann, 1839— 1873), у которого эта струк­
тура возникла при изучении кватернионов и гиперкомплексных 
чисел и изложена в его работе “Theorie der complexen Zahlensys- 
teme” («Теория комплексных числовых систем»), опубликованной 

в Лейпциге в 1867-м году.
Безусловно, среди множества работ в этой области следует 

отметить работы французского математика Ф. Сервуа (Servois 

Francois, 1767— 1847), который, по существу, еще в самом нача­
ле X IX  в. изучал кольцо линейных операторов в пространстве 

функций, причем сами такие операторы он обозначал вполне со 

временно:

Л /  =  ф  ( * ) / ( * ) ,  £ y  =  / ( x  +  /z), Ff =  F(f(x)).

(Кстати, именно Сервуа ввел в математику термины «дистрибу 
тивность» и «ассоциативность»). Значение его работ состоит н 
том, что в них была непосредственно построена новая система 
объектов (символов, операторов) со свойствами, близкими к 

свойствам чисел, но не являющимися таковыми. А появление ал 

гебры (кольца) линейных операторов на векторном пространст 
ве наряду с алгеброй матриц явилось одной из важнейших 
предпосылок к созданию современной алгебры.

В дальнейшем эти идеи Ф. Сервуа были систематизированы 
и развиты многими алгебраистами. Среди них стоит упомянуть 
английского математика Р. Морфи (Murphy Robert). Именно он. 
как считают многие историки математики, ввел в математичс 
ский лексикон термин «линейный оператор» в своем труде “Firs! 

Memoire on the Theory of Analitical Operations” («Первый мему 
ар по теории аналитических операторов»), опубликованном и 
Лондоне в 1837-м г. Он описал, именно как линейные операторы, 
основные операции на пространстве функций: сдвиг, умножение 
на функцию, сумму (разность) и дифференцирование функции
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Причем, исследуя свойства этих линейных операторов, в отличие 
от Сервуа, Морфи часто «отрывает» их от объектов действия. 
Т. е. у него уже имели смысл выражения с линейными операто­

рами вроде: A2-\-E — F и т. п. (Подобную форму записи он ис­
пользовал, как правило, в тех случаях, когда рассматривал ряды 

от операторов). Для его предшественников и многих современни­
ков в аналогичных случаях было традиционно и существенно 
указывать объект, на который действует отображение. Так пре­
дыдущая запись требовала бы дополнительных разъяснений: 
А (А ( / (х)))-\-Е ( / ( * ) )— F(f(x)). Сейчас довольно ясно, что при 
такой форме изложения нелегко увидеть алгебраическую струк­

туру самого множества отображений, в данном случае —  множе­

ства End ( J ^ ( R ) ) — эндоморфизмов пространства функций на 

прямой.

Это, казалось бы, небольшая формализация, сделанная М ор ­
фи, и явно не оцененная им самим (поскольку в его работах з а ­

частую соседствуют обе формы записи), оказалась тем толчком 
в истории математики, который и привел в конце концов к созда­

нию современной абстрактной алгебры. Так как, по существу, 
именно Р. Морфи впервые в качестве самостоятельного объекта 

исследования была предложена абстрактная структура симво­
лов, свойства которой задавались аксиоматически. Справедливо­
сти ради следует отметить, что различные попытки формализа­
ции математического языка, а значит, и предтечи абстрактных 
алгебраических структур, имели место задолго до середины 
X IX  века (см. историческую справку лекции 1), и в той или иной 

мере осознанно или нет, предпринимались различными матема­
тиками, пожалуй, начиная с Лейбница (конец XV II в). Однако, 
только ко второй половине X IX  в. в математике накопилось до­

статочно фактического материала: проблем и задач различного 
характера, чтобы стало возможным оперировать абстрактными 
объектами и структурами, все более и более отрываясь от объ­

ектов конкретной природы, породившей их.

Так начался новый этап развития алгебры и математики в 

целом, который состоит в том, что вопросы необходимого расши­
рения круга задач и подлежащих рассмотрению пространствен 
ных форм и количественных отношений становятся предметом 
сознательного и активного интереса ученых. При этом само р а з ­
витие математики потребовало выработки приемов и сознатель­
ного и планомерного создания новых систем и новых «алгебр» по 

мере возникновения в них потребности. Первой же в череде этих 
структур была алгебра линейных операторов векторного(конеч­

номерного) пространства.
Интересно, что значительный вклад в развитие математики 

в этом направлении внесли физики, точнее, физико-математики
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или математико-физики, т. е. ученые, работавшие в пограничных 

областях этих великих наук. Среди них следует отметить ан 
глийских ученых Дж. Максвелла (Maxwell James Clark, 1831 — 

1879), П. Тэта (Таit Peter Guthrie, 1831-1901), американских —
О. Хевисайда, Дж. Гиббса и немца О. Теплица, которые своими 
многочисленными работами доказали удобство векторного язы 
ка для описания различных физических процессов и гибкость 
операторных методов исследований в этой области. Эта тенден­

ция нашла отражение, например, в фундаментальной работе Хе­
висайда 1893-го года «On operators in physical mathematics” 
(«Об операторах в физической математике»). В частности, ок аза ­
лось, что многие процессы в теории электричества и электромаг­
нетизма удобно описываются векторным и операторным языком

и, более того, удивительным образом этот язык позволяет полу­
чать новые результаты, которые затем подтверждаются физиче 
скими экспериментами.

Таким образом, на з-аре XX  века стала рождаться теоретиче­

ская физика. Ее alma mater и колыбелью можно назвать теорию 
линейных операторов. Дальнейшее развитие и удивительно эф 

фективное применение эта теория получила при решении задач 
квантовой механики.
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Л И Н Е Й Н Ы Х  ОПЕРАТОРОВ

§ 65. Инвариантные подпространства линейных операторов.

§ 66. Собственные векторы и собственные значения линейных 

операторов.
§ 67°.Алгоритм определения собственных векторов линейного 

оператора.
§ 68'. Линейные операторы с простым спектром.

§ 69*.Канонический вид матрицы линейного оператора.

Основные понятия: инвариантное подпространство, собствен 

ный вектор и собственное значение линейного оператора, харак­

теристический многочлен и характеристическое уравнение, 

спектр линейного оператора, линейный оператор с простым спект­

ром, диагонализируемый оператор.

Необходимые сведения: линейный оператор, эндоморфизм, 

матрица эндоморфизма (гомоморфизма), векторное простран­

ство, подпространство векторного пространства, линейно зависи­

мая система векторов, линейно независимая система векторов, 

базис векторного пространства, линейная оболочка системы век 

торов, ядро гомоморфизма, дефект и ранг линейного оператора, 

ранг матрицы, система линейных уравнений, решение системы 

линейных уравнений, теорема Кронекера-Капелли, корень урав­

нения, кратность корня уравнения.
Рекомендации: если использовать пособие как лекционный раздаточный ма 

териал, то § 67° целесообразно предложить для самостоятельной работы, § 68' - 

для практических занятий, § 69* можно опустить, не наруш ая общей логики кур 

са , ограничившись знакомством с содержанием его основной теоремы.
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§ 65. И Н ВА РИ А Н Т Н Ы Е  П ОДПРОСТРАНСТВА  

Л И Н Е Й Н Ы Х  ОП ЕРА ТОРОВ

О п р е д е л е н и е  65.1. Подпространство V' векторного 
пространства V называется инвариантным относительно его 

эндоморфизма /, если / (  V ')c zV '.
Другими словами, V — инвариантное подпространство, ес­

ли всякий его вектор х отображается в вектор / (х) также это 

го подпространства.
Очевидно, относительно тождественного оператора е инва 

риантны все подпространства векторного пространства, на ко­

тором он действует: е(х) =  х для любого V. По аналогич 
ным соображениям инварианты относительно центральной

симметрии 2 все подпространства пространства V (z (x )= —x

при любом х е К ) .  А нулевой оператор 0 (см. определениг
52.3) также имеет все подпространства V инвариантными, по

скольку в этом случае нулевой вектор 0 (х )  =  О ^ У  — образ лк>

бого вектора x ^ V .
П р и  м е р  65.1. Инвариантным подпространством линейного 

оператора проектирования р (векторного пространств,!

V — V' ® V "  на его подпространство V' параллельно подпрост 
ранству V") (см. определение 58.3) является подпространство

V', так как согласно этому определению, если х ' е Г ,  то 

р (х') =  х'<= V'.
r <V', V")

Подпространство V" —  дополнительное к V', относительно 

ствия р^

ра ? е Г

действия р vn ? не ? инвариантно, так как для любого векто

р  ( * " ) = ?<V, v"> х ’

З а д а н и е  65.1. Укажите инвариантные подпространств,] 
оператора отражения s (векторного пространств,!

V =  V '© V" относительно его подпространства V  параллельно 
подпространству V") (см. определение 58.4).

Заметим, что, согласно этому определению,

s (* ') =  ?
<V', V") '
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для любого вектора х' ̂  V', что влечет ? не ? инвариантность V' 
относительно действия s . В свою очередь, для произволь­

ного вектора х " е  V"
s (х") =  — X" V".
<V I/")'

Это означает, что подпространство V" ? не ? инвариантно от­
носительно эндоморфизма s

г  т  < V'. V")

З а д а ч а  65.1.2. Докажите, что все подпространства вектор­
ного пространства инвариантны относительно гомотетии hk 
(см. определение 53.2), действующей на этом векторном про­

странстве.

Указание. Поскольку hk(x) — kx дли любого вектора лее V, то инвариантно 

любое одномерное подпространство V.
Почему инвариантно любое двумерное подпространство? трехмерное? произ­

вольное подпространство?

З а д а ч а  65.1.3. Предыдущие примеры позволяют высказать 
предположение, что если / —  эндоморфизм векторного простран­
ства V имеет инвариантным его подпространство V', то дополни­

тельное к V  подпространство в V также инвариантно относи­
тельно действия / —  верно ли это?

Указание. Найдется ли такой эндоморфизм, например, / ^ E n d  ( е ^ 2), чтобы

1(е1) — е1 и / ( е 2) =  е,? Какие одномерные подпространства инвариантны относи­

тельно его действия?

Очевидно, всякий эндоморфизм на векторном пространстве

V имеет инвариантные подпространства —  несобственные: V и

{0}. Естественно задаться вопросом, всякий ли эндоморфизм 

имеет инвариантными собственные подпространства V (т. е. от­

личные от V и {0})?

У т в е р ж д е н и е  65.1. Образ и ядро эндоморфизма / —  ин­
вариантные подпространства относительно /.

З а д а ч а  65.1.1. Докажите утверждение 65.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f ^ E n d  ( V). Согласно утвержде­
нию 57.1 1 т /  — подпространство У и

Im / =  { j e  V\(3x <=e V\f(x) =  yj), 

следовательно, / ( j c ) e l m /  для любого J t ^ I m / .  ф
Т. е. / ( Im  f ) a  Im /.

Аналогично, К е г /— подпространство V (утверждение 57.4):

K e r / M { J < = l / | /U )  =  6},

значит, для любого х ^ К е г /  элемент / (х) =  0 е  Кег /.

Таким образом Im / и Кег/ —  подпространства V, инвари­
антные относительно эндоморфизма /. ■
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З а д а ч а  65.2.3. Пусть линейные операторы / и g перестано­

вочны, т. е. f°g =  g°f• Выясните, являются ли ядро и образ опе­
ратора / подпространствами, инвариантными относительно g.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть дгеКег/, т. е. / ( х) =  0. Р а с ­

смотрим g (дс) и

f (g (x)) =  {f°g)(x) =  (g°f)(x) =  g (f (х)) =  0.

Отсюда в силу произвольности выбора вектора х е К е г  / сле­

дует, что g ( x ) e K e r / ,  т. е. подпространство Кег / инвариантно 

относительно g.

2. Пусть y e l m / ,  т. е. найдется x<=V такой, что f(x) =  y. 
Рассмотрим

g(y) =  g (f(x )) =  (g°n(x) =  (f°g)(x) =  f(g (x )) dJM M = A f (z ) .

■>
О тсюда следует, что g(y)^\ m f, т. е. подпространство 

I m / ? не ? инвариантно относительно g в силу произвольности 

выбора вектора y e l m / .  ■

У т в е р ж д е н и е  65.2. Если V' и V" — подпространства 
векторного пространства V, инвариантные относительно линей­
ного оператора /, то подпространства V'[)V" и V'-\-V" также 
инвариантны относительно /.

З а д а ч а  65.2.2. Докажите утверждение 65.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / e f n d  ( V) и для любых х ^  V'

и j e f  векторы / ( х ) е У '  и f (y )^ V " .
1. Согласно утверждению 36.4 V'[)V” —  подпространство

векторного пространства V. Тогда если г е Г f\V", то / ( z ) e V "

и / ( z ) e  V" и, значит, / ( z ) e  V' П V". ♦
2. По следствию 36.1 V'-\-V" —  подпространство V. И если

вектор г е У ' + К " ,  то он разлагается в сумму векторов: 

z =  x-j-y таких, что х е  V', а у V "  (см. определение 36.4). Тогда

f( i)kv '[\ v". 4  ■
П р и м е р  65.2. Рассмотрим вращение двумерного векгорно 

го пространства (над полем действительных чисел) на угол 
a ^ n k  ( f t e Z )  (определение 59.1). Несобственные подпространст­

ва этого пространства одномерны. Так что, чтобы определить, 
существуют ли такие инвариантные подпространства относи
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тельно га, надо выяснить, найдутся ли ненулевые векторы х, что 

га(х) =  Хх при каких-либо X. ф

Векторному равенству га (х)=Хх  соответствует матричное: 

МГМ-^=М . или Мг М • =ь ХМ фГа * \ х г« * * ▼
Из геометрических соображений (см. § 59, рис. 116) очевидно, 

что при повороте на угол отличный от nk ни один нулевой вектор 
не отображается в ему коллинеарный. Это можно также дока­
зать вычислениями: учитывая вид матрицы поворота векторно­

го пространства V1 на угол а, последнее матричное равенство з а ­
пишется как:

(  siri а “ с о " : ) ( Я  =  Ч Я '  , 6 5 г »
/  cos ft — si ii ft \ /  Jf1 \ W - / V  \ _ / 0 \
V Sin ft cos ft Д * 2 ,»

/  (cos а, — X) — sin а \ /  x[ \ _ (  0 \ A

\ sin ft (cos а  — X) )\ x2 \ 0 / ’

Приравнивая соответствующие элементы матриц, получим 
систему уравнений:

(cos а, — Х)х[— sin п. х2 =  0, 

sin ft x'-)-(cosft — X)x2 =  0.
(65 У )

Относительно неизвестных х1 и х2 это линейная однородная 

система. Она имеет только нулевое решение, так как определи­
тель:

(cos а — X) — sin а 

sin a, (cos ft — X)

=  (cos a — A,)2-f-sin2 a — X2 — 2 cos а Я -f- 1 Ф 0

(65.Л)

при всех действительных X. Дискриминант этого квадратного 

трехчлена D =  4(cos2a — 1)<;0 для аф п к . Следовательно, эн­
доморфизм ra —  вращение на угол аф л к  двумерного векторного 
пространства не имеет одномерных инвариантных подпрост­
ранств.

Тем самым приведен пример эндоморфизма векторного про­
странства (над полем действительных чисел), не имеющего не­

собственных инвариантных подпространств и дан ответ на по­
ставленный выше вопрос о существовании у всякого линейного 

оператора несобственных инвариантных подпространств.
П р и м е р  65.3. Пусть эндоморфизм / координатного вектор­

ного пространства V в некотором базисе В задан матрицей:
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Д окаж ем , что относительно / инвариантно подпространство

L (e u £?3), где В = < е „  еъ е3) .

Заметим, что x e L ( e „  е3) тогда и только тогда, когда

х =  х1ех -{-х?е3 (почему? ф  ), и значит, координатный столбец тако­

го вектора имеет вид:

ность подпространства L (e , ,  е3) относительно действия /.

З а д а н и е  65.2. Имеет ли эндоморфизм / предыдущего при­

мера инвариантные подпространства, отличные от L (e b е3)?

Указание. Инвариантны ли подпространства Z- ( е ,), L (е2), М ез), е2),

L (e2, е3)? Все ли инвариантные подпространства этого эндоморфизма найдены?

В общем случае задача отыскания всех инвариантных под­

пространств эндоморфизма на произвольном векторном про ­

странстве (даже  конечномерном) довольно сложна. Однако, во 

многих прикладных задачах  бывает важным знать, есть ли у то­

го или иного эндоморфизма (линейного оператора ) инвариант 

ные подпространства и, если есть, то каковы они.

В аж ную  роль в представлении о том, как действует линейный 

оператор, играют одномерные инвариантные подпространства, 

т. е. инвариантные подпространства, которые порождаются  од

ним ненулевым вектором: L (а). Его инвариантность относитель­

но / означает, что / ( a ) e L ( d ) ,  т. е. / ( а )  =  ?.

Тогда

это означает, что / ( x) =  ?el-\-0e2+ e3^ L  (еь е3), и инвариант
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§ 66. С О БСТ ВЕН Н Ы Е  ВЕКТОРЫ 

И С О БС Т ВЕН Н Ы Е  З Н А Ч Е Н И Я  

Л И Н Е Й Н Ы Х  ОПЕРАТОРОВ

Как отмечено выше (пример 65.2), не всякий эндоморфизм 

векторного пространства имеет одномерные инвариантные под­

пространства, но наличие их существенно проясняет характер 

действия эндоморфизма на векторном пространстве. Поэтому 

важ но  знать, существуют ли такие подпространства для данно­

го эндоморфизма и как их найти.

О п р е д е л е н и е  66.1. Вектор х е К  называется собствен­
ным вектором линейного оператора f ^ E n d  (I/), если он нену­

левой и существует такое число X, что f(x ) =  Xx.
Число X в этом случае называется собственным значением

собственного вектора х линейного оператора /.

Множество всех собственных значений линейного операто­
ра  /  называется его спектром.

Спектр линейного оператора  / обозначается: S p /. (Н ач ал ь ­

ные буквы латинского слова spectrum, которое означает виде­

ние, видимое значение.)

Для тождественного оператора  е на векторном пространст ­

ве V любой ненулевой вектор из V является собственным с с о б ­

ственным значением 1. ф

Спектр этого оператора  состоит из одного элемента: 

S p e  =  {l}. Относительно центральной симметрии г на вектор­

ном пространстве V и нулевого оператора 0 также все ненуле­

вые векторы этого пространства собственные, а их спектры с о ­

стоят также из одного элемента: S p z  =  {?}, a S р 0 =  {?}. ф

Для гомотетии hk (см. задача 65.1.2, определение 53.2) на 

векторном пространстве V спектр Sp/z^ =  {^}, и также все нену­

левые векторы —  собственные, так как hk(x) =  kx для лю­

бого  х е К .
В примере 65.2 при определении одномерных инвариантных 

подпространств эндоморфизма ла, по существу, реш алась  з а д а ­

ча отыскания его собственных векторов. При этом было установ­

лено, что вращение двумерного векторного пространства над 

нолем вещественных чисел на угол отличный от л к не имеет ин­

вариантных одномерных векторных подпространств, а значит и 

собственных векторов.

П р и м е р  66.1. Если векторное пространство V = V '® V " , 
а р  у, vn оператор проектирования, то так как произвольный
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вектор х из V разлагается в сумму векторов х =  х'-\-х" 

с x ' e V "  и х " е Г ,  и согласно определению

P{V, (х' +  х") =  х\ (66 .р)

то собственным вектором с собственным значением 1 является 

любой ненулевой вектор из V ': Р ^  (х') =  х'. А всякий нену­

левой вектор из V" —  тоже собственный, но с собственным зн а ­

чением равным 0, так как для такого вектора х" согласно (66.р)

р (х") =  0 =  0х".
( V', V")

И, таким образом , Sp р = { 1 ,  0}.V г у")

З а д а н и е  66.1. Найдите спектр оператора  отражения (сим­

метрии) s векторного пространства V = V '  ® V "  (см. з а д а ­

ние 65.1).

Согласно определению 58.4 отражения

s (х' + х") — х' — х" (66. s)
(V , V") 1 ’  '

для любого вектора х =  х' +  х" е  V с х ' е Г  и / е Г .  Откуда 

следует, что s (х ') =  ? и s ( * " )  =  ? для произвольных

векторов x ^ V '  и, соответственно, / е У " .  Т. е. собственным 

вектором относительно линейного оператора  ^  является

любой ненулевой вектор из V' и ? не ? является любой ненуле­
вой вектор из V".

Sp s = { 1 ,  — 1}-
г  (V ,  v "> 1 ’

П р и м е р  66.2. Линейный оператор дифференцирования L) 
на векторном пространстве S*n[x\ полиномов от одной перемен­

ной степени не выше п в качестве собственного вектора имеет 

любой ненулевой постоянный одночлен: fc(x) =  c ( с Ф 0). С об ст ­

венное значение, соответствующее такому собственному вектору, 

очевидно, равно 0, так как D ( / с) =  0 =  0/с. Причем, столь же оче 

видно, что других собственных векторов с нулевым собственным 

значением у оператора  дифференцирования на ^ п[х] нет. ф  

Очевидно, что в векторном пространстве $*п[х\ и даже в 

S* [jc]—  пространстве всех многочленов оператор дифференциро 

вания вообще не имеет собственных векторов, отличных от j\. ф  

П р и м е р  66.3. Н а  векторном пространстве 3[R] диффереи 

цируемых функций одной переменной (см. задача 51.1.2) опера
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тор дифференцирования D п ом им о собственных векторов с нуле­

вым собственным значением —  / с> имеет собственные векторы с 

собственным значением 1 —  это экспоненциальные функции ви­
да се* с коэффициентом с ф  0. ф 

П р и м е р  66.4. Эндоморфизм / i рехмерного векторного п ро ­

странства примера 65.3 имеет собственными векторами б а зи с ­

ные векторы е, и е3 (см. т акж е  задание 65.2), поскольку

что означает, что f (е,) =  и / ( е3) =  ? е3, т. е. е, —  собственный

вектор линейного оператора / с  собственным значением 1, а е3 —  

его собственный вектор с собственным значением 2.

М ож н о  заметить, что собственными векторами / и с теми же

собственными значениями I и 2 являются векторы Хе, и, соот ­

ветственно, Хе3 с ненулевым значением X. ^

Однако, несмотря на два найденных собственных направле­

ния (все векторы, коллинеарные е, —  одно направление и, соот-

иетственно, все векторы, коллинеарные е3 —  второе) остается от­

крытым вопрос о существовании других собственных векторов 

(направлений) у этого линейного оператора.

Интересно поставить зад ачу  в общем случае: как опреде­

лить, имеет ли линейный оператор  собственные векторы (при ­

мер 65.2 показывает, что это имеет место не всегда), а в случае, 

когда собственные векторы существуют, как отыскать все такие 

векторы. Однако, прежде чем решать эти проблемы, выясним, 

каковы общие свойства собственных векторов и собственных 

значений линейных операторов , вытекающие из их опреде­

лений.

Свойства собственных векторов 

и собственных значений линейного оператора

С в о й с т в о  66.1. Если х —  собственный вектор линейного 
оператора с собственным значением X, то любой вектор, колли- 
неарный ему —  собственный вектор этого оператора с тем же 
собственным значением•



236 14. Собственные векторы

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f ^ E n d  ( V) и х —  его собствен

ный вектор с собственным значением X, т. е. х ф О  и / (х) =  Хх 
Возьмем произвольный ненулевой вектор, коллинеарный

х , т. е. ах с а ф О ,  тогда

/ (ax) =  af (х) =  а (Хх) =  Х (ах),

это означает, что вектор а х —  собственный вектор линейного 

оператора  /. 4

Т. е. наряду с собственным вектором х линейного оператора 

/ его собственным вектором является и любой вектор из

L (х)\{6], а подпространство L (х) —  линейная оболочка векто

ра х, инвариантно относительно /. Очевидно и обратное: если 

линейный оператор имеет инвариантное одномерное векторное 

подпространство, го он имеет собственный вектор. ф

I Инвариантное одномерное подпространство линейного опе­

ратора  иногда называют его собственным направлением

(определяемым собственным вектором х).

С л е д с т в и е  66.1. Если X —  собственное значение линейно­
го оператора /, то Хк —  собственное значение /к. ф 

С в о й с т в о  66.2. Собственное значение собственного векто­
ра линейного оператора определяется этим вектором одно­
значно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f ^ E n d  ( V) и х —  его собствен

ный вектор. И з предположения, что f (х) =  Х,х и / (х) =  Х2х, не­

медленно следует, что ^, =  ^ 2 (см. следствие 37.1). ф  ■

Впрочем, как видно из примеров гомотетии, проектирования 

и т. д. (см. пример 66.1, задание 66.1), разные и даже  неколлине 

арные собственные векторы могут иметь равные собственные 

значения. ф

С в о й с т в о  66.3. Любая система собственных векторов ли­
нейного оператора, собственные значения которых попарно 
различны, линейно независима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f ^ E n d (V ) ,  Л =  {X,, Х2, ... Xk} 
множество собственных значений /: A c i S p / ,  причем X, ф  Х: при

i Ф /, {г, / } c z {1, 2, ... k}, Хк =  {хи хъ ... xk}czV —  соответствующая 

им система собственных векторов линейного оператора  /.

Доказательство проведем методом математической ин 

дукции.
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1. Б аза  индукции. Если k =  1, то X , состоит из одного нену­

левого вектора и, следовательно, является линейно независимой 

системой векторов (определение 40.1). ф
2. Предположение индукции. Предположим, что для любого 

m < ik  система векторов Xт линейно независима.

3. Ш аг  индукции. П окажем , что линейно независима систе­

ма векторов Хк.

Допустим, что система Х /[ =  {дс,, х2, ... хк} линейно зависима, 

т. е. найдется кортеж ( а 1, а 2, ... ак) Ф  (0, 0, ... 0) такой, что

а'х, + a2JC2 + ••• + а*лс* =  0. (66. х)

Подействуем на обе части этого векторного равенства операто ­

ром /:

/ ( а |х, +  а 2х2 +  ... +  аЛк*) =  /(б)-

a7(x,) + a2/(x2)+... + a * / ( i j  =  6.

II 11?^ |

(ъ ^-i î "I-* ^  ^2х2-j— ... Хкхк —— 0.

И з последнего равенства вычтем равенство (66.х), домно- 

женное на Хк (не наруш ая  общности, можем считать ^ = ^ 0 ) ,  и 

получим:

a 1 (X| — Xk) х, а 2 (Х2— Хк) х2-{-... -)- а* 1 ( ^ „ ,  — Хк) хк_ { == 0.

П о  условию все разности X, — ХкФ 0  (i =  1, 2, ... k — 1) и среди 

коэффициентов а 1, а 2, ... а * н а й д е т с я  хотя бы один ненулевой 

(почему? ф ). Значит,

( а 1 (Л,, Хк), а 2 (Х2 — Хк), ... ак~' (Хк_ ,- Х к)) Ф  <0, 0, ... 0>.

Это противоречит предположению индукции —  условию ли­

нейной независимости системы векторов Хт при любом m <ik .
Следовательно предположение о линейной зависимости си с ­

темы векторов А'д. =  {х|, дс2, ... хк} неверно, и система, составлен­

ная из собственных векторов линейного оператора , собственные 

значения которых различны, всегда линейно независима. ■

С л е д с т в и е  66.2. Разным собственным значениям линей­
ного оператора соответствуют неколлинеарные собственные 
векторы этого оператора. ф

С в о й с т в о  66.4. Любая ненулевая линейная комбинация 
собственных векторов эндоморфизма с собственным значением 
X есть его собственный вектор с тем же собственным значением.



238 14. Собственные векторы

З а д а ч а  66.1.1. Докажите свойство 66.4.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f ^ E n d (V )  и ненулевой вектор

х е 1 /  является линейной комбинацией некоторого числа собствен­

ных векторов /, каждый из которых —  собственный с собствен­

ным значением А,:

х =  a'a,-f a2a2-f akak\f (ai)= 'k a i при всех г'е{1, 2, ... k}.

Тогда

/ (* )  =  / (a 'a ,  +  a 2x2-(-... +  akak) =

=*= a 1/ ( a , ) +  a 2/ ( a 2)... +  a */ (a*)=*= A.(a'a, +  a 2a 2 +  ... +  a kak)=\ f (x)

т. e. f(x ) =  \f(x). Я
Напомним, что no теореме 36.2 линейная оболочка любого множества векто­

ров (см. определение 36.3) векторного пространства является его подпростран­

ством.

О п р е д е л е н и е  66.2. Линейная оболочка множества соб­
ственных векторов линейного оператора с общим собствен­
ным значением называется собственным подпространством 
линейного оператора.

И з предыдущего очевидным образом  вытекает следствие.

С л е д с т в и е  66.3. Все ненулевые векторы собственного 
подпространства линейного оператора являются его собствен­
ными векторами с общим собственным значением.

Очевидно, что собственные подпространства линейного опе­

рат ора  f ^ E n d  ( V) с различными собственными значениями о б ­

щим имеют только нулевой вектор. ♦

Линейный оператор / может иметь, вообще говоря, не одно 

собственное подпространство с данным собственным значением. 

Так, например, для оператора  проектирования р ^  собствен­

ным подпространством с собственным значением 1 является под­

пространство V', а также его любое подпространство.

Наибольшее собственное подпространство линейного оп е ра ­

тора f ̂ E n d  (V), соответствующее общему собственному значе­

нию X, обозначается Vx(f), если оператор рассматривается  

только один, то соответствующее обозначение: Vx. Так что
def

Vx =  {xesV\f(i) =  te}.

С в о й с т в о  66.5. Множество всех собственных векторов ли­
нейного оператора f ^ E n d (  V) с собственным значением К сов­

падает с К ег (/  — Л-е)\{0}.

Т. е. Vx =  Ker ( f - le ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим
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Кег (/ — ке) =  { х е  V\(f — ke)(x) =  0} =

=={x<^V\f (х) — ке(х) =  0} =  {х<= V\f(x) =  kx} =  V,. я

С в о й с т в о  66.6. Если / —  линейный оператор на конечно­
мерном векторном пространстве, a —  его матрица относи­

тельно некоторого базиса этого пространства, то вектор х явля­
ется собственным с собственным значением к относительно опе­
ратора  / тогда и только тогда, когда координатный столбец 
этого вектора Mi —  ненулевое решение матричного уравне­

ния:

(M ,-kE )-M i =  0. (66.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f^E n d {V ") .  По предыдущему 

свойству множество всех собственных векторов / с собственным

значением к совпадает с Кег (/ — Хе)\{0}.

Таким образом , нас интересуют числа к и векторы j t e l / ’ , 

удовлетворяющие условиям: х ф б  и (/ — (дг) =  0.

Заметим, что (/ — k e )^E n d  (V"), следовательно, относитель­

но некоторого базиса  этого векторного пространства матрица 

линейного оператора / — ке и координатный столбец вектора 

удовлетворяют соотношению:

(53.4)

М{/_ Ке)Мх =  М 

|| ||
=М-а.

II? II
(М ,— кМе) М ;=  0.

(М, -  кЕ) М -=  0.

Таким образом  получено матричное условие того, что вектор

х с координатным столбцом Mi является собственным вектором 
линейного оператора  / с собственным значением к, оно состоит 

в том, что М- должен быть ненулевым решением матричного 

уравнения (66.1). я

Перейдя к координатной (поэлементной)записи матричного 

уравнения (66.1), можно получить условие в виде системы ли­

нейных уравнений.

С л е д с т в и е  66.4. Для того, чтобы вектор х е Г  был соб­
ственным вектором с собственным значением к линейного опе­
ратора f, действующего на этом пространстве, необходимо и 
достаточно, чтобы он был ненулевым и относительно некоторо­
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го базиса в V" координаты вектора х и элементы матрицы опе­
ратора /  удовлетворяли системе уравнений:

(f\-K)xl +  fW  +  --- +  /л-*л — 0- 

f'W +  (f22 — X)x2 +  ... +  f2„xn =  0,
(66.2 )

fW +  Пх2 + . „  +  ( / » _  А.)*" =  0.

Чтобы такая система имела ненулевое решение (см. следст­

вие 42.1), матрица этой системы должна быть вырождена:

det (Mf — XE) =  0.
Отметим, что det (M f— ХЕ)—  многочлен от X степени не вы­

ше п.
С л е д с т в и е  66.5. Число X —  собственное значение линей­

ного оператора / тогда и только тогда, когда матрица (M f — ХЕ) 
вырождена.

О п р е д е л е н и е  66.3. Характеристическим многочленом 
линейного оператора / на конечномерном векторном про­
странстве Vn называется определитель матрицы (M f— ХЕ), 

где Mf —  матрица /  относительно некоторого базиса в V". 
Уравнение

dei(Mf — XE) =  0 (66.3)

называется характеристическим уравнением линейного опе­
ратора /.
Характеристический многочлен линейного оператора об о зн а ­

чается х(/)-
З а д а н и е  66.2. Найдем характеристическое уравнение ли­

нейного оператора  / примера 65.3, заданного в некотором базисе 

матрицей:

1 2 0

М ,=  0 — 3 0

о 1 2

Чтобы получить характеристический многочлен /, найдем 

матрицу:

/ 1  2 0 \ /  1 0 0 \ /  1 — X 2 0

М, — Х Е =  | 0

о

Откуда характеристический многочлен х ( / ) :

det (Mf — ХЕ)-
X
о

о

2
-  X 
1 2 -

=  (1 — Х)( — 3 — Х)(2 — X),
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и, соответственно, характеристическое уравнение линеиного опе­

ратора  / : ( 1 — А,)( — 3 — Х)(2— Я.) =  0.

Определим, как меняется характеристический многочлен ли­

нейного оператора / при переходе к другому базису.

Согласно следствию 54.1 при замене базиса  В в векторном 

пространстве V" на базис В'

М' =  т~х м,т
' <В, й'> ' (В, В 'У

где М / —  матрица f относительно B,jy\j —  его матрица относи­

тельно В\ а Т —  матрица перехода от базиса  В к б ази ­

су В'.
Тогда

det (М\ — А,£) =  det ( Т 1 М.Т — ХЕ)±=
У 1 <в. В ') I <Я, В ') '

=Ldet (7— 1 (M f-X E )T  )=L
(В , S ')  ' / (В , В')

=  det Т~1 det (М, — ХЕ) det Т ^=de[(Ml -XE).
(В, В') ' ’  (В, В') '  1 ’

Следовательно, характеристический многочлен линейного 

оператора  не меняется при замене базиса . ■

У т в е р ж д е н и е  66.1. Характеристический многочлен ли­
нейного оператора инвариантен относительно замены базиса 
векторного пространства.

С л е д с т в и е  66.6. Характеристическое уравнение линейно­
го оператора / на конечномерном векторном пространстве яв­
ляется инвариантом относительно замены базиса, следователь­
но, и корни этого уравнения также инвариантны.

У т в е р ж д е н и е  66.2. Для того, чтобы скаляр X был собст­
венным значением линейного оператора /, необходимо и доста­
точно, чтобы он был корнем его характеристического урав­
нения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f ^ E n d ( V n). Число A ,e S p  / 

тогда и только тогда, когда существует такой ненулевой век­

тор х, что f (х) =  Хх. Согласно следствию 66.5 для этого необходи­

мо и достаточно, чтобы координатный столбец этого вектора от­

носительно какого-либо базиса  в V" удовлетворял матричному 

уравнению (66.1) с данным X. В силу утверждения 66.2 это имеет 

место в том и только в том случае, когда X —  корень характери ­

стического уравнения /. ■

I С в о й с т в о  66.7. Спектр линейного оператора не зависит от 
| выбора базиса в векторном пространстве. ф

З а д а н и е  66.3. Найдем спектр линейного оператора  / при­

мера 65.3.



242 14. Собственные векторы

В задании 66.1 был найден его характеристический много­

ч л е н ^  — Х)( — 3 — А.) ( 2 — А.) =  0. Его корнями, очевидно, являют­

ся: — 3, 1, 2, так что S p / =  { — 3, 1, 2).

По свойству 66.7 линейный оператор / должен иметь три од ­

номерных собственных подпространства (собственных направле­

ния). (Сравните с результатами задания 65.2).

З а д а ч а  66.1.2— 1.3. Найдите спектр линейного оператора 

дифференцирования D в пространстве многочленов от од­

ной переменной степени не выше п. (См. задачу 51.1.2, при­

мер 66.2).

В стандартном базисе В = (\ , х, х2, ... х") матрица этого опе­

ратора:

О 1 0 0 ... О 

О 0 2 0 ... О 

О 0 0 3 ... О

О 0 0 0 !!! О 

О 0 0 0 ... О 

Его характеристическое уравнение:

0 — X 1 0 0 . . 0 0
0 0 — X 2 0 . . 0 0
0 0 0--X 3 . . 0 0

0 0 0 0 . . 0 — А, п— 1
0 0 0 0 . . 0 0 — X

Реш ая  его, получим, что S p D  =  {?}.

Т е о р е м а  66.1. Всякий линейный оператор в конечномерном 
векторном пространстве над полем комплексных чисел имеет хо­
тя бы один собственный вектор.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно основной теореме алгебры 
всякий многочлен над полем комплексных чисел (т. е. все его ко­

эффициенты —  комплексные числа) имеет хотя бы один корень 

в поле комплексных чисел.

В силу утверждения 66.2 такой корень характеристического 

уравнения / есть собственное значение линейного операто ­

ра /. А тогда по свойству 66.5 найдется собственный вектор с 

собственным значением X. Л
З а м е ч а н и е  66.1. И з основной теоремы алгебры следует, 

что уравнение нечетной степени имеет хотя бы один действитель­

ный корень, поэтому из предыдущей теоремы вытекает, что ли­

нейный оператор на нечетномерном векторном пространстве над
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полем действительных чисел имеет хотя бы один собственный 

вектор (см. пример 65.3).

В четномерном векторном пространстве над полем действи­

тельных чисел дело обстоит несколько иначе: линейный оператор 

может иметь, а может и не иметь собственных векторов. Так, на­

пример, оператор отображения  s в двумерном векторном

пространстве (см. задание 66.1) имеет спектр Sp =  {— 1, 1}, а

собственными векторами: е' (с собственным значением 1) и

е" (с собственным значением — 1). Т. е. Vx (s) =  L (е'),

y _ , ( S) =  L ( e " ) .

А оператор га вращения на угол а ф п к  пространства V2 над 

полем действительных чисел не имеет собственных векторов, так 

как его характеристическое уравнение не имеет действительных 

корней (см. пример 65.2). Однако, если рассматривать V2, как 

двумерное векторное пространство над полем комплексных 

чисел, то характеристическое уравнение оператора  вращения: 

к2 — 2 cos «А,-j- 1 =  0 имеет два комплексных корня —  числа: 

А,, — cos а — sin а / и А2 =  cos а +  sin а г, а значит, согласно теоре­

ме 66.1, га имеет хотя бы один собственный вектор. М ож н о  пока­

зать, что в этом случае у линейного оператора  га два собствен­

ных одномерных пространства.

Т е о р е м а  66.2. Всякий линейный оператор в конечномер­
ном векторном пространстве над полем действительных чисел 
имеет инвариантное подпространство размерности I или 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если f ^ E n d ( V n) и Vп —  векторное 

пространство над полем действительных чисел, то по следствию

66.4 характеристическое уравнение этого линейного оператора  / 

имеет степень п, причем все его коэффициенты действительные 

числа. Согласно основной теореме алгебры • такое уравнение 

имеет хотя бы один корень.

1. Пусть корень характеристического у р ав н ен и я— действи­

тельное число: i e R .  Тогда матричное уравнение (66.1) имеет не­

нулевое решение Мх^ М ( п х  1, R) (следствие 66.4), причем все 

его коэффициенты —  действительные числа (почему? ♦ ), а опе­

ратор / имеет собственный вектор х, координатный столбец ко­

торого М1 (свойство 66.6), и значит, / имеет одномерное инвари­

антное подпространство. ф

2. Пусть корень характеристического уравнения —  комплекс­

ное число: ^ =  a - f p i e C ,  причем |3=^0.

1) Тогда матричное уравнение (66.1) также имеет ненулевое 

решение Мх (следствие 66.4), а оператор / —  собственным век­

т о р о м —  х, координатный столбец которого Мх, однако, его эле­

менты—  комплексные числа: Mi ^ M ( n x  1, С). ф
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+  г ( у. i (п х 1, С)

причем элементы Ма, Мг; —  вещественны: {Мц, (п х 1, R).

2) Подставляя =  и X =  a +  f3i в матричное у р а в ­

нение (66.1), получим:

(М/- ( о  + р»)£)-(Л1; + Ш г) =  0.

Выделим в этом соотношении действительную и мнимую части: 

(Мг М ;- а М ; +  рМ;) +  (Мг М; - р М : -аЛ1; ) =  0 +  Ю.

(П о  условию матрица М/ состоит из действительных элементов: 

М/Се М (п, R) ♦ ) .

На основании определения равенства комплексных чисел из 

предыдущего получим систему матричных уравнений, все эле­

менты которой действительные числа:

| Afr M ; - a A f s +  pM ; =  0,

\Mr Mv- pM u- aM v =  0.

Откуда

Мг М- =  аМ-и- р М у, 

Mr Mv=\ mu + aMv,

или

М . =  a М —  Й/М •,
/ («) ” V

М =рМ- + аМ-.
Hv) р " 11

3) В силу изоморфизма М : V" М (п х 1, R) (теорема 56.1)

последняя матричная система означает, что векторы / (и) и f(v ) 
удовлетворяют условиям:

/ ( н )  =  он — Р»,
— _ (bb.uv)

/ (&) =  ры + аг».

Таким образом , {/(и ), f (v)}cz L {и, v).

4) П окажем , что векторы и и v —  линейно независимы и, тем 

самым, что двумерно подпространство L (u, v)czVn.
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Предположим противное: и и v —  линейно зависимы, тогда 

найдется число A g R  такое, что v =  ku либо u =  kv. 

Рассмотрим случай v — ku.

Если и =  0, то вектор v тоже нулевой, откуда дс =  О

(почему? ф  ), что противоречит тому, что вектор х ф  О, как с о б ­

ственный.

Для v — ku система (66 .uv) принимает вид:

/ (и )= аи  — р/гм,

/ (k u )=  р «  -(- aku.

Или

f (и) =  (а — fik)u, 

kf ( « )  =  (Р +  а^)и.
(66.«у ')

Если k =  0, а и ф  0, то вектор г> =  0 и из последней системы

будем иметь ри =  0. А это влечет равенство р =  0 (почему? ^  ), 

что противоречит условию рассматриваемого случая (р= ^0 ) .

Следовательно, v =  ku, где !г ф 0 и иф О .
Домножив первое из этих соотношений (66.ии') на k и вычи­

тая из него второе, получим:

k (а — р/г) и — ( р +  ак ) и =  б.

Откуда

(ft2+ D P  «  =  0.

По условию вектор и ф  0 и числа р ф 0 ,  (k2-j- 1 ) ф 0 .  ♦

Следовательно, ( /г24  1) Р и ф О .  Полученное противоречие до­

казывает линейную независимость системы векторов {и, v}, а 

значит, и двумерность линейной оболочки L (и, к ) с Г .  ф

Аналогично рассматривается  случай u =  kv. +

Тем самым доказано, что комплексному корню характеристи­

ческого уравнения соответствует двумерное векторное инвари­

антное подпространство относительно линейного оператора  на 

векторном пространстве над полем действительных чисел. ■
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§ 67°. АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ 

ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА

П  о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Пусть линейный оператор 

f ̂ E n d  (V") задан своей матрицей Mf относительно некоторого 

б а з и с а  В , требуется определить, имеет ли он собственные век­

т о р ы ,  и если они есть, то в данном базисе указать координаты 

всех е г о  собственных векторов и их собственные значения.

У ' г  верждение 66.2, свойства собственных векторов ли­

н е й н о г о  оператора  и собственных значений (свойства 66.2, 66.6. 

с л е д с т в и я  66.4, 66.5) служат основанием для следующего алго­

р и т м а  (правила) их определения:

1. 13ыпишем матричное уравнение для собственных векто­

ров /:

(М ,-ХЕ)-М х =  0.

е.:

п

П

(П - V  ■■■ П

п ... (/S — А.)

2. Выпишем характеристическое уравнение /, приравняв к 

О определитель (М/ — ХЕ):

( / ! - * )  7: •** / Я

п (П - Ь ) ■■■ к

П п (П-Ь)
=  0 .

3. Решив характеристическое уравнение, найдем его корни. 
К а ж д о м у  характеристическому корню соответствует по край­

ней м е р е  один собственный вектор эндоморфизма.

4. Найдем координаты собственных векторов, с собственным 
значением А,,, подставляя его в систему уравнений (66.2) и

реш ая  ее относительно х\ х2, ... хп:

(/! — А , ,)х '+  f^x1 + • • •+  f\x" 

fW + (/2— А,)^ + ...+ f2nxn

=  0, 

= 0 ,
(66.A,,

Г У  + r2x2 + . . . + ( / ; - л, )дс"=о.
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Каждое ее решение (х 1, х2, ... хп) Ф  (0, 0, ... 0) есть координа­

ты собственного вектора линейного оператора  / с собственным 

значением А,, а множество всех решений этой системы образует 

инвариантное собственное подпространство , состоящее из

нсех собственных векторов / с собственным значением А, и нуле­

вого вектора.

5. Для каждого из характеристических корней повторим вы­
числения п. 4, находя его собственные векторы с собственными 
значениями Х2, Х3 и т. д.

З а д а н и е  67.1. Найдите все собственные векторы линейного 

оператора  / примера 65.3, заданного относительно некоторого 

базиса  в V3 матрицей:

Реш ая задачу, будем поступать в соответствии с алгоритмом 

отыскания собственных векторов линейного оператора .

1. Выпишем матричное уравнение для собственных векто-

2. Выпишем характеристическое уравнение /, приравняв к 

нулю определитель (Mt — \E). Откуда (см. задание 66.2):

3. Решив характеристическое уравнение, найдем его корни, 

(см. задание 66.2): S р / =  {— 3, 1, 2}.

4. Найдем координаты собственных векторов, с собственны­

ми значениями — 3, 1, 2}, подставляя их последовательно 

в систему уравнений:

и решая ее относительно х\ х2, х3.

Итак, 1) Найдем соответственные векторы с собственным зн а ­

чением Я, =  — 3.

ров /:
(М, — ХЕ)-Мх =  0.

4

(
1 — К

о 

о

(1 — А,) ( — 3 — Х)(2  — А,) =  0.

(1 — Л. )jc‘ -f- 2х2 

( — 3 — kjx2

x2-j-( 2 — k)x3 =  0

(1 + 3)х, + 2х2 

( - 3  +  3)x2

=  0,

=  0, о

x2 +  (2 +  3)x3 =  0.
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=  0, (2х ' +  х2 =  0, 

х2 -\-5х3 =  0, 

0 = 0 .

4х' -f 2X2

Ох2 =  0, 

х2 +  5х3 =  0.

Последнее уравнение, как нулевое, можно отбросить: 

| 2х' +  х2 = 0 ,

{ х2-{-5х3 =  0.

Откуда:

х '=  - 1 / 2 Х 2, 

х3=  — 1/Бх2,{
и получен первый собственный вектор с собственным значением

- 3:

Af; 

Например ,

( s )  =  (  1/2^ )  =  х2(  112 ) , г д е х 2 

\ х3)  V - 1 / 5 X 2 /  V — 1/5 /

Ф 0 .

и одномерное инвариантное подпространство V _3 =  L (a t).

2) Найдем собственные векторы с собственным значением 

=  1.

(1 — 1)х' +  2х2 = 0 ,

( —3— I)*2 =0 ,

х2 +  ( 2 - 1 ) х 3 =  0.

2д^ = 0 ,  

■Ах2 = 0 ,  

л̂  +  х3 =  0.

Откуда х2 =  х3 =  0, т. е. собственный вектор с собственным 

значением Я,2= 1  имеет вид:

М- =  

В частности:

© =0 )- К 0 ,где *■

¥=0.
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Соответствующее одномерное инвариантное подпространство: 

V1 =  L (а .2).

3) Аналогично находятся собственные векторы с собствен­

ным значением Х3=2\

В частности:

и одномерное инвариантное пространство V2 =  L (a 3).
Поставленная выше задача  решена. Отметим, что, если

собственные векторы а 2 =  е,, а3= е 3 с собственными значениями, 

соответственно, А2=  1 и \3 =  2 этого линейного оператора  можно 
было угадать или подобрать, исходя из вида его матрицы Mf

(см. пример 66.3), то собственный вектор а и как и его собствен­

ное значение =  — 3 «методом подбора» получить было более 

затруднительно (см. пример 65.3, задание 65.2). Теперь же, зная 
все собственные векторы (одномерные инвариантные подпрост­
ранства) этого линейного оператора , можно указать его инва­

риантные подпространства помимо одномерных: L (e x) и L (е3), 

указанных в примере 65.3, это L (a t), двумерные: L (еи е3), 

L (аи <?,) и L (а ,, е3). +

Более того, несложно заметить, что векторы: а ь еь е3 с к о о р ­

динатными столбцами:

линейно независимы и, значит, В '=  еи е3) —  базис в вектор­

ном пространстве V3. + 
Тогда относительно этого базиса  линейный оператор / имеет 

матрицу:

/  — 3 о  о  \ 

М', =  { 0 1 0 ) ,  \ 0 0 2 /
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так как

/ (а ,)=  — За, =  — За, +0е, + 0е3*,

/(<?,) =  1 е , =  0а,+1<?, +  0е3, 

/ ( е 3) =  1е3=  0а, +  0 е ,+  1е3.

З а д а н и е  67.2. Найдите все собственные векторы эндомор­

физмов двумерного векторного пространства: 0, е, z , s, га, р  и /г*, 

зная их матрицы относительно векторного базиса  в У2 (см. § 59'):

« , = ( ; ;  о ) - " - = ( o  ?) •  « ■ = ( - ? ) ■ * * • = ( о - ? ) •
/ c o s a  sin a N / 1  ON ( k  ON

'« \ sin a cos a /  p \ 0 0 /  Л» \0 k J

Следующая таблица будет использоваться при изучении 

свойств преобразований (движений, подобий) плоскости (запол ­

ните ее там, где это необходимо).

эндоморфизм матрица
собственные
направления

собственные
значения

0
нулевой

о 
о

 

о 
о все 0

е
тождественный (J!) все 1

Z
центральная
симметрия С- 1

0  — ?) ? — 1

5
осевая

симметрия ( о  - ? )
два {?, ?}

га
вращение 

a nk

/  COS

\ sin
а  —  sin a  \ 

a  cos а )
нет нет

Р
проектирование

S'
О 

О

— 
о два {?, ?}

к
гомотетия

( k 0 N

1 о k )
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§ 68'. Л И Н Е Й Н Ы Е  ОП ЕРАТОРЫ  

С ПРОСТЫ М  СПЕКТРОМ

О п р е д е л е н и е  68.1. Спектр линейного оператора на­
зывается простым, если он состоит из п различных чисел, и 
оператор действует на п-мерном векторном пространстве.

Линейный оператор, обладающий таким свойством, назы­
вается линейным оператором с простым спектром.

Из этого определения следует, что характеристическое у р ав ­
нение такого оператора  имеет п корней, причем все они простые 

(кратности 1). Тогда согласно свойству 66.3 собственные векто­

ры этого оператора  {дс,, х2, ... хп} линейно независимы, и, значит,

В '= ( х ь х.2, ... хп) — базис в векторном пространстве Vп 
(утверждение 41.?). ф

Если (Aj, Я-2, ... —  соответствующие собственные значе ­
ния оператора  /, а по определению собственного вектора для 
всех i = l ,  2, ... п

то это и означает, что матрица оператора / в базисе В' диаго-

Тем самым доказана  теорема о матрице линейного операто ­
ра с простым спектром:

Т е о р е м а  68.1. Матрица линейного оператора с простым 
спектром в базисе его собственных векторов диагональна с по­
парно различными диагональными элементами.

Обратное  очевидно: если матрица линейного оператора ди а ­

гональна в некотором базисе, то этот базис состоит из собствен­

ных векторов этого оператора . 4  

Эндоморфизм оператора  / примера 65.3 —  пример линейного 

т е р ат о р а  с простым спектром: S p /  =  { — 3, 1, 2} (см. задание 
>6.2).

Так в базисе В' =  <а,, eh е3> его матрица:

/ (xi) =  Xixi =  0xi -(— Одс2 ••• +  0*,_| -f- ’kixi -)- 0x,+, +  Олс„.

нальна. ■

- 3  0 0

0 1 о 

0 0 2

Понятно, что, меняя порядок векторов в базисе, можно в ка- 

1естве матриц этого оператора  получить другие диагональные 

матрицы, например:
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Таким образом , матрица линейного оператора  приводится 

к диагональному виду не однозначно, а с точностью до порядка 

диагональных элементов.

З а д а ч а  68.1.3. Докажите, что если линейные операторы / и 

g перестановочны, причем один из них —  линейный оператор с 

простым спектром, то существует базис, в котором матрицы этих 

операторов  диагональны.
Указание. Пусть j ^ E n d ( V " )  и S р / =  {Л.,, Я,2, ... причем все собственные 

значения различны. Тогда найдется базис В в V”, составленный из собственных 

векторов /, в котором его матрица M f диагональна М/ =  Я|£| -\-\2Е\-\-... к„Е”.
Пусть Mg —  матрица линейного оператора g относительно этого же базиса 

В. Какие условия накладывает на Mg перестановочность операторов / и g?

Заметим, что к диагональному виду могут быть приведены 

матрицы линейных операторов, со  всеми действительными к ор ­

нями характеристических уравнений (корни действительные, но 

не обязательно простые). Однако, это может быть осуществлено 

не всегда.

Л е м м а  68.1. Если число К0 —  корень кратности k характе­
ристического уравнения линейного оператора в конечномерном 
пространстве, то он имеет собственное подпространство размер­
ности, не превосходящей k.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / ̂ E n d  ( Vn) и VX[ (/) —  собствен

ное подпространство векторного пространства Vn с собствен­

ным значением А,0 (определение 66.2, следствие 66.3). Пусть 

d im VKg(f) =  d.

Выберем базис в VXq ( / ) :  В' =  <е,, еъ ... ed) и дополним его до 

базиса  В = < е , ,  еъ ... ed, ed+l, ... еп) во всем пространстве V". ф

Тогда очевидно, что так как f {el) =  'k0ei при i =  1, 2, ... d мат­

рица / в этом базисе имеет вид:

d

\)
к

к

В

О с

а характеристический многочлен / имеет вид: 

X(X) =  (Afl- A .y 'd e t ( C - X £ ) . ♦



§ 68. Линейные операторы с простым спектром

Из того, что А,0 — корень кратности k характеристического мно­

гочлена, вытекает, что х (А,) =  ( — X)* ср (А), а из единственно­

сти разложения многочлена на множители —  что d ^ .k ,  так как 

det (С  — А,Е) может иметь число А,0 своим корнем.

Таким образом , d im V?n где k —  кратность корня А.,, х а ­

рактеристического уравнения линейного оператора /. ■

Следующий пример показывает, что случай dim V>o ( / ) < k  ре ­

ализуется.

П р и м е р  68.1. Оператор  дифференцирования D в простран ­

стве 3 е" [х] многочленов от одной переменной степени не выше п 
имеет только одномерное собственное пространство с собствен­

ным значением, равным 0 (см. пример 66.2). Н о  его спектр состо ­

ит только из одного элемента: S p D  =  {0}, причем он л-кратный 

и единственный корень характеристического уравнения этого 

оператора: А" =  0. (См. задачу 66.1.2— 1.3).

Однако, если / эндоморфизм « мерного векторного простран ­

ства, характеристическое уравнение которого имеет только дей­

ствительные корни (не обязательно простые) и сумма разм ерн о ­

стей этих подпространств равна п, т. е.

где Sp / =  {А[, А,2, ... A j ,  то можно доказать, что существует базис 

из собственных векторов этого оператора , относительно которого

( О п р е д е л е н и е  68.2. Линейный оператор называется 
диагонализируемым, если существует базис, в котором его 

матрица диагональна.
Так что всякий линейный оператор с простым спектром диа- 

гонализируем.

Понятно, что диагонализируемые операторы , видимо, доволь­

но редки и возникает вопрос, существует ли метод приведения 

матриц линейных операторов  к какому-либо специальному виду, 

который позволил бы выяснить, диагонализируемы ли они, и 

«сравнивать» их.

Например , эндоморфизм / трехмерного векторного п ростран ­

ства примера 65.3, заданный в некотором базисе B = ( e h еъ е , ) 

матрицей:

и базисе из его собственных векторов В' =  (а , ,  е,, ея) имеет, как 

установлено выше (см. задание 67.1, 66.2), своей матрицей диаго-

dim Vh (f) +  d im  Vh (/) +  ... +  d im  Vh (f) =  n,

матрица / —  диагональна.
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нальную:

- 3  0 0

М'г=1  0 1 0

0 0 2

Это показывает, что его действие в точности такое же, как, н а ­

пример, эндоморфизма, заданного той же самой диагональной

матрицей Относительно базиса  В =  (е,, е2, е3) .  Столь же очевид­

но, что и все матрицы (68./) определяют линейные операторы 

«одинакового действия» только относительно разных базисов, а 

значит, по существу их действия на произвольный вектор одина­

ковы и эти матрицы являются матрицами одного и того же ли­

нейного оператора .

Такие матрицы (которые могут быть истолкованы, как матри­

цы одного линейного оператора , но относительно разных базисов 

векторного пространства) иногда называют эквивалентными или 

подобными.

I О п р е д е л е н и е  68.3. Две матрицы А и В называются по­
добными, если найдется невырожденая матрица Т такая, что

А =  Т~1ВТ.

Очевидно, что все матрицы любого линейного оператора  на 

конечномерном векторном пространстве относительно разных б а ­

зисов подобны:

М ,=  Т~1 М'.Т1 <В, В') ' <Я, В')

согласно закону преобразования  матрицы линейного оператора 

(теорема 54.1). Интересно выявить признак подобия матриц, и 

тем самым определять, какие из матриц в указанном смысле з а ­

дают один и тот же линейный оператор.
Если линейные операторы —  с простым спектром, ответ на 

этот вопрос очевиден.
У т в е р ж д е н и е  68.1. Линейные операторы с простыми 

спектрами равны тогда и только тогда, когда их спектры совпа­
дают. ♦

§ 69*. К АН ОН ИЧЕСК ИЙ  ВИД МАТРИЦЫ 

Л И Н Е Й Н О Г О  ОПЕРАТОРА

В этом п араграф е  я-мерное векторное пространство р а с см ат ­

ривается над полем комплексных чисел: (V n, С ) .  Следовательно, 

матрица линейного оператора  в таком векторном пространстве, 

вообще говоря, имеет своими элементами комплексные числа, 

его характеристический многочлен п-ой степени —  коэффициен­



тами и корнями также комплексные числа. Согласно основной 

теореме алгебры такой многочлен имеет хотя бы один корень в 

поле комплексных чисел, из чего следует, что многочлен степени 

п в поле комплексных чисел имеет, учитывая кратность, п корней 

(почему? ф  ). Т. е. характеристический многочлен х (/) линейно­

го оператора  f ^ E n d { (  V", С ) )  разложим в произведение:

X (/) =  (*

где d, -\-d2-\-... -\-dk =  п, а все его корни Я,,-е С (i =  1, 2, ... л ̂ О д н а ­

ко, наличие корней у характеристического уравнения не обеспе­

чивает диагонализируемости линейного оператора  (см. пример 

68.1).

Тем не менее в случае, когда характеристический многочлен 

линейного оператора представим в виде (69.1), его матрица при­

водима к некоторому специальному, жордановому виду.

О п р е д е л е н и е  69.1. Матрица А называется жордано- 
вой, если она имеет следующий «клеточный» вид:
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А =

Л,

А2 : О

о  : Ak

в котором каждая клетка является квадратной матрицей 
вида:

Л , =

к  1 о ... о

О А, 1 ... о

О О О  ... к,

и называется жордановой клеткой.

Базис, в котором матрица линейного оператора  имеет жорда- 

нов вид, составляется из его собственных и так называемых при­
соединенных векторов.

О п р е д е л е н и е  69.2. Вектор х называется присоединен­
ным вектором порядка m ( m ^  N) с собственным значением

к линейного оператора /, если вектор y =  (f — ке)"‘ {х) является 
собственным вектором /  с собственным значением к.

Из определения следуют свойства присоединенных векторов.

Л е м м а  69.1. Если х —  присоединенный вектор порядка m 
линейного оператора  f e E n d  ( V), то
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(f- X e )m( x ) ^  0 и ( f- X e )m+i (х) =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вектор y =  ( f — Хе)т (х)=£0, как собст ­

венный вектор, а в силу свойства 66.5 он принадлежит ядру опе­

ратора  (f — Xe), т. е. (/  — Хе)(у) =  0. Откуда

0 =  (f- X e )(y ) =  ( f- X e )( ( f- X e )mCx)) =

=  ( ( f- X e H f- X e D (x )  =  ( f - X e r +>(x). и

Т е о р е м а  69.1 ( Ж о р д а н а ) .  Для любого линейного опе­
ратора на конечномерном векторном пространстве существует

базис, составленный из его собственных {е '■} и присоединенных

{е'} векторов:

В = ( е !, e l  ... ё\, ё\, ... ё\\.. е'г, ё], ... е?> ,

такой, что я, +  ̂ 2 +  ••• + nk — п и

f(e)) =  %fe), а / (ё\) =  ХГё) +  е}“ ‘

при / =  1, 2, ... k, i =  2, 3, ... п, где f ̂ E n d  (V").
Ж орд ан ов а  ф орм а  матрицы определяется неоднозначно: с 

точностью до порядка ее жордановых клеток.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы проводится методом математи 

ческой индукции.

1. Б а з а  индукции. При  п =  1 утверждение очевидно, посколь­

ку Mfe=gl( 1 ) = R .
2. Предположение индукции состоит в том, что утверждение

теоремы верно для любого оператора  на конечномерном вектор 

ном пространстве размерности меньшей п.
3. Ш аг  индукции будет заключаться в доказательстве утвер­

жден иТТёорёш я- для линейного оператора на л-мерном вектор 

ном пространстве на основе базы и предположения индукции.

1. Для какого-либо собственного значения A,0e S p  / ра ссм от ­

рим линейный оператор

~ ftL f- X 0e k E n d { V n). (69./)

П о  свойству 58.4: d e f / +  rang  ~f — п. Откуда следует, что 

Im  / ra n g  / = R a n g  Mj — R an g  (Mf — X0E) = п 0<Сп, так

как X0 —  собственное значение / и, значит, det (Mj — X0E) =  0. 

d im V' =  n0< n .

И з  того же свойства следует, что

d im  Кег / =  def ~f =  n — п0.



§  69. Канонический в *  „ятппа О С 7
—   --------------- линейног о _ £ ! ! £ £ ^ ^ -  ^ 5 7

2С- ^ ? ЧИМ 1 Ш ^ = Г  а des 7| Очевидно, что
g<=End (V  ), причем т а ^  „ а В =  / 1 РЙНый о п е р а т о р

g  удовлетворяет у с л о в и е  d lm  17 = п 0< п ,  ЛИ1 и у '  с у щ е ст ­

вует б а з и с  из соб ствен  w Р АП0Л0>кения инДУк|1 пов а- ^ _  ^ ы х  и при соед и ненн ы х  векторов g.

В ' = ( е e l  ... р

- 2> е2. -ч. е2 ; ... s’
такой, что m , -|-т2+ ... ~ч«

г~ w s =  л0 и

а г ( ; ; ) = , ч + г Г ’ « » •*>

при / =  1, 2, ... s, г =  ТЧ „
^  о, ... /п;.

В этом базисе матриц . .  имеет жор-
данову форму и состой-^ г линеиц0Г0 о п е р ат оР аИпа

из 5 ж о р д а новых К леток вида

М , =

И' 1 0 " . ’" о

о  и' 1 ... О

gl (гг,)-

0.0  ...

Н е с л о ж н о  заметить, "  „ „Ртки о а в е н ’
ЧТО р ан г  каждой  такой клетки равен .

R a n g  __ | п/ , ©ели 1̂  =  0-

\ ni I , е сли ц Ф
3. Н е  огран и ч и в ая  o Q  0 в матрице 

М первые л, клеток c o o t * . М0>Нем считать- у з н а ч е - 

. . * »  (т. е. „ » е » т  „о  “ НониУ Тогда

R . n g 1 ) + . *  ; /  + ч + . . . + ч > -  
=  n0— n{. ' "| Ч т 1 Л/г»2 3

Тогда согл а сн о  свойс~_ го
^ву  58.4

d im  Кег g =  def £ = ч  .  des . u  * « i -
x « o - r a n g | r ^ ^ _ R 3 n g ^

П ричем  K e r g  явл яете  . „ .„ гт еМ Ы  линейно
Я  линеинои оболочкой  систем  

независимых собственны .. , -я,г „ „ р п я т о р а  &:
? , Г , ~ * 2  - , v  ^  векторов {е|, **, ... в , 1} о " е Р а 1 «  

K e rg  =  L(e|, ef, ... е ,1). ф

4. Т ак  как  К е г ^ с = К е г  7 -  ̂ , 0 к а к  п о д п р о ­

ст ран ст во  векторного  п к  ' к о н е ч н о м е Р н _ ’_ „ un  слелст-

незав !

, Ц с а  в Кег/. П у сть

странство векторного п к ' ' чинечним- r-  ел едет-
1 к Ьостранства у» то с о г л а сн о  следе!

вию 41.2 линейно н е з ав и ^  ’ е? ... в ,1}

можно дополнить до б а з 1_,ИМ^ Ю,сис?е|̂ У вект ор01’ 1

I) В. Т. Петрова (часть 2)
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В" =  (е |, e l ... е ,1; си с2, ... ст>

такой базис. Здесь п]-\-т =  п — n0 =  d i m K e r /  (см. п. 1) 

Т. е. т  =  п — П0 — П\. При этом

f (c k) =  0 при всех k=\, 2, ... т , (69. с)

так как ck^  Кег/.

Векторы {е"\ е2\ ... е*'}а V'— lm /  (см. п. 2), поэтому найдут 

ся векторы {d,, d2, ... d n̂ a  V такие, что

/ ( е у) =  е Д  / = 1 , 2 ,  . . .я , .  (69.d)

5. Обозначим введенные выше системы векторов:

_ С  =  {с,, с2, ... ст}<= Кег /, D =  {с?,, d2, ... dn)czV .

Напомним, что

В' =  <ej, е?, ... в?; в', ~е\, ... e ? ;...3 , в?, ... е?> с- V", (69.5C/J)

и состоит из m 1 +  tfi2 +  --- +  m s =  rao векторов. Т. е. общее число 

векторов системы В = ( В ' ,  С, D )  равно

я0 +  т  +  я, =  я0 +  (« — «о — га,) +  га, =  я.

6. П окажем , что система векторов В линейно независима 

Для этого рассмотрим равную нулевому вектору линейную

комбинацию векторов системы В:

у =  I I а' < + I Р' с/+ I v'4 =  6. (69.0)
/ = 1 ! = I / = 1 / = 1

Тогда

/ ( * )  =  I  I  а ' / ( е ‘ ) 
/=1<=1

+ X Р'/(£,)+ I v7 (3/)=б.
/=> /=1

г

X  И-' в/ +  I  I  а Н ^ е '  +  < - ' ) +  X  Р 'О +  X  = 0 .
/ =  1 / =  I i =2  , =  I /=1

(*)

л. +  1

/=| , =  1 i =  2 /=1 /=1
(60
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5 Л 1 “I- 1

Равенство (*): £  р/ ej =  £  ц/ е) объясняется тем, что собст
/ = I / = I

венные значения ц' =  0 при j ^ n ,, так как векторы:

{е\, е'2, ... e i j c i K e r / .

Последняя строка в соотношениях (69.*) —  линейная комбина 

ция векторов базиса  В\ равная  нулевому вектору. Следователь 

но, все коэффициенты при базисных векторах равны 0. Отсюда 
в частности, следует, что в (69.*)

<Y\ Y2, т",) =  <0, 0, ... 0 ) .  (69.у

Тогда разложение нулевого вектора (см. (69.0)) имеет вид

s m j  т

I I aR + 1 Р'Ч=б.
/ = 1 i = 1 /= 1

Откуда
с т ,

™ — Г’ Г’ / "*i des ■*
I  Р' С/=- I I <*{«/=*•

у=1 /=1 1=1

Такое представление вектора г означает, что z e K e r / f l l r n

(см. (69.BCD)), поскольку векторы {с,, с2, ... ст} составляют част

базиса  В"  подпространства Кег/, а {е)}—  входят в базис В' под 

пространства \ m j-V '. Поэтому

т п \

г =  X Р'Ч = X * ‘ е).
/=1 /=1

И з  этого следует, что

Ш Л1

I I  е' е ‘. =  б.

/=1 / =i

Система векторов {с,, с2, ... ст; е|, е\, ... составляет базис В'

и линейно независима, поэтому все коэффициенты в предыду 

тем равенстве равны 0, в частности,

<р‘, Р2, ... Г >  =  <0, 0, ... 0>. (69.р

Это означает, что вектор
т

$ с ,  =  о,

/= 1

и это, в свою очередь, влечет равенство нулю всех коэффициен 

тов а[ ( / =  1, 2,. .. ms, 1= 1, 2,... s) другого разложения век



тора z —  в линейную комбинацию векторов е‘:

* = - i  i  
/ = i i = i

Таким образом  получено (см. (69.у), (69.Р)), что в линейной

комбинации (69.0) векторов системы В, равной нулевому векто­

ру, все коэффициенты равны нулю, что и означает линейную не­

зависимость системы векторов В = {В ', С, D }.

7. Так_ как общее число векторов линейно независимой 

системы В =  {В', С, D} равно размерности векторного простран ­

ства V" (см. п. 5), то согласно утверждению 41.3, они составляют 

его базис.

8. Обозначим векторы

<3„ 4  ... дП]) =  + е"22+1, ... е-[? + '>

и упорядочим векторы системы В следующим образом :

й = < с „  с2, ... СП_ % _ П1,

е), е-, ... ё"/; е"/+'; при / =  1, 2, ... п0, (69 .В)

е), ё), ... <?■'; при / =  л0+  1, «о +  2, ... s).

Рассмотрим  действие линейного оператора  / на базисе В век 

торного пространства V":

] (ck) =  0 при k=\, 2, ... п — « 0 — л, (см. (69.с)), 

/ ( е " '+') =  е"' при 1— 1, 2, ... я, (см. (69.d)). 

а из (69.е) следует, что при / =  1, 2, ... s, i =  2, 3, ... m ;:

7 ( е ‘ ) = и Ч  а / ( е ‘ ) =  ^

9. И з  определения / (69./) следует, что f =  ~f-\-’k0e. В о с ­

пользовавшись этим, получим действие линейного оператора / на 

векторах базиса  В:

/ ( * * )  =  (/ +  ^ое ) ( е*)== Ос* +  Х0ск =  Х0ск,

[(ёп1,+')= о+ ^е )(ёп11+')=ё1+ё'!+',

/ («;) =  (/ + V ) Се)) =  ц' е' + в) =  ( +  *<>)«).

/(<) =  (/ + V )  (<)= ц' <■ + е' -1 + е; =  (ц' + Х0)е‘ + е'-1,

что и завершает доказательство теоремы, поскольку последние 

соотношения и означают, что матрица линейного оператора  / 

клеточная в базисе В. ♦  ■

2 0 0  14. Собственные векторы
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С л е д с т в и е  69 .! .  J]инейные операторы равны тогда и толь­

ко тогда, когда их матрицы имеют одинаковую жорданову ф ор ­
му (с точностью до порядка жордановых клеток). ф 

Сравните это следствие с утверждением 68.1. ф  

Непосредственное приведение матрицы линейного оператора 

к жордановой форме требует довольно сложных вычислений так 

называемых инвариантных делителей характеристического мно­

гочлена этого линейного оператора  и обоснований таких вычис­

лений. А это уже выходит за пределы настоящего учебного кур 

са. М ож н о  порекомендовать любознательному читателю о б ­

ратиться к специальной литературе, например, монографии [9].

ИСТОРИЧЕСК АЯ  СПРАВКА

Математика развивалась подобно дереву, 

которое разрастается не путем тончайших 

разветвлений идущих от корней, а разбрасы ­

вает свои ветки и листья вширь, распростра ­

няя их зачастую вниз, к корням... В основных 

исследованиях в области математики не мо­

жет быть окончательного завершения, а вме­

сте с тем и окончательно установленного пер­

вого начала.

Ф. Клейн. «Элементарная математика 
с точки зрения высшей».

Понятие собственного вектора, собственного значения и 

спектра линейного оператора  на конечномерном (вещественном) 

векторном пространстве впервые ввел также Г. Г рассм ан  в 

1844 1861-м годах в своей работе «D ie  L ineale Ausdehnungsle- 

here» («Учение о линейной протяженности»), которой, как мы 

уже отмечали, он заложил основы теории линейных операторов. 

Видимо, стремясь выделить простейшие гго характеру действия 

операторы, Г рассм ан  понял, что важно представлять, как линей­

ный оператор действует на одномерных векторных пространст­

вах. Тем более, что большинство «геометрических» эндоморфиз­

мов (параллельный перенос, проектирование и симметрии) име­

ют не только собственные или даже инвариантные подпростран­

ства, но именно одномерные такие подпространства —  т. е. с о б ­

ственные векторы. В «D ie L ineale Ausdehnungslehere» он также 

описал основные свойства самосопряженных линейных операто­

ров на конечномерных векторных пространствах. Матрица тако­

го оператора  симметрична относительно любого базиса  (ортого­

нального), и значит, все его собственные значения вещественны. 

Это и позволяет полностью описывать действие такого линейного

9* В. Т. Петрова (часть 2)
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оператора , можно сказать так, в терминах его собственных зн а ­

чений. Тем самым Грассм ан  не просто изобрел некоторые новые 

понятия, но продемонстрировал их эффективность, как аппарата 

исследований в данной области.

Следует отметить, что к середине X IX  в. как понятия х а р а к ­

теристического многочлена и характеристического уравнения 

матрицы, ее характеристического корня, которые были введены 

К. Вейерштрассом, так и задача приведения матрицы к диаго­

нальному виду, были уже хорош о изучены и освоены математи 

ками. В силу изоморфизма линейных алгебр End  ( Vn) и М (п) эти 

понятия оказались удивительно удобным языком для описания 

многих свойств линейных операторов , а ра зраб отан ная  к тому 

времени техника матричных исследований была легко приспо­

соблена к их изучению. При этом многие из результатов в теории 

матриц были перенесены в теорию конечномерных линейных 

операторов  почти дословно. Например , теорема Га мильтон а-Кэ- 

ли о том, что всякий линейный оператор (всякая  матрица) явля­

ется корнем своего характеристического уравнения.

Р азвивая  далее идеи собственных и весовых (корневых) 

подпространств, французский математик К. Ж орд ан  в конце

X IX  в. доказал свою знаменитую теорему о приведении матри­

цы к специальному, носящему ныне его имя, виду. Тем самым 

была решена довольно сложная  задача  классификации линей­

ных операторов  в конечномерных векторных пространствах: дей 

ствие любого, не обязательно самосопряженного , эндоморфизма 

конечномерного векторного пространства вполне описывается 

его собственными значениями (корнями его характеристического 

многочлена над данным числовым полем), причем в подходящем 

базисе оно может быть указано  явным образом .

Однако, этой теоремой Ж орд ан а  не была закрыта собственно 

теория линейных операторов. П режде всего неоднократно пред­

принимались попытки упростить и сделать более доступным ее 

доказательство. Так доказательство теоремы о приведении мат­

рицы линейного оператора  к жордановом у виду, которое излага 

ется в настоящей книге, принадлежит А. Ф . Филиппову и было 

опубликовано в журнале «Вестник М осковского  университета» в 

1971 г. Помимо этого, оказалось , что многие задачи интересного 

физического содержания  могут быть описаны удобно не просто 

в терминах линейных операторов , но именно их спектров. Напри 

мер, в теории колебаний изучается движение системы с п степе 

нями свободы в окрестности ее положения устойчивого равнове­

сия. Это состояние описывается векторным дифференциальным 

уравнением вида:

у +  Ау — О, (*>
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где у есть вектор «-мерного пространства, характеризующий от­

клонение системы от равновесного состояния, а А — линейный 

оператор с симметричной, положительно определенной матри­

цей. Оказывается, решение этого уравнения, т. е. движение си ­

стемы, может быть представлено в виде наложения п гармониче­

ских колебаний, круговые частоты которых есть ничто иное, как 

собственные значения линейного оператора  А. Если же ра с см ат ­

ривается задача  колебания около состояния равновесия системы 

с бесконечным числом степеней свободы (например, однородной 

или неоднородной струны), то ее движение описывается тем же 

самым дифференциальным уравнением (*), но А —  линейный 

оператор специального вида, действующий в бесконечномерном 

векторном пространстве. В частности, для задачи колебания 

струны он имеет вид:

ь

Af =  \ к (*. y)f(y)dy,
а

где К (х, у) —  непрерывная, заданная  на квадрате (х ^ .а , у ^ Ь )  
симметрическая функция двух переменных (К (х , у )= К (у ,  х)), 

a f (у ) — непрерывная функция, определенная на отрезке [а, Ь\, 
которая и задает состояние системы с бесконечным числом сте­

пеней свободы. Таким образом , в связи с подобными задачами 

и обобщением теории линейных операторов  на бесконечномер­

ные пространства естественно возник вопрос о возможности пе­

ренесения столь удобного аппарата исследования, как собст ­

венные векторы, на бесконечномерный случай. Так оказалось , 

что решение задачи о колебании струны определяется посредст­

вом собственных функций (аналогом собственных векторов) ли­

нейного оператора К (х, у) и его собственных значений.

Ясно, что задачи устойчивости системы возникают при реше­

нии различных проблем и крайне важны для предсказания исхо­

дов многих экспериментов не только физики, но и химии, биоло­

гии, экономики и даже  социологии. Подобными вопросами зани ­

мается раздел современной математики, который имеет н азва ­

ние спектральный анализ, начало его было заложено в середи­

не X IX  в.

К упомянутым в исторической справке предыдущей лекции 

математикам, внесшим свой вклад в построение теории линей­

ных операторов  на бесконечномерных векторных пространствах, 

следует добавить еще имена двух немецких математиков: 

Д. Гильберта и Э. Шмидта, и шведа Э. Фредгольма (Fredholm  

Erik Harvey, 1866— 1927). Гильберт в серии своих работ начала

XX в. построил теорию интегральных уравнений с симметричным 

ядром в векторном пространстве функций. Ныне она составляет
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одну из основ современного функционального анализа и особен ­

но его раздела —  спектральной теории линейных операторов. 

Шмидт в 1907— 1908 г. г. обобщил теорию собственных векторов 

и значений на операторы, действующие в бесконечномерном 

гильбертовом пространстве. А Фредгольмом был установлен 

очень мощный результат в теории интегральных операторов в 

этих пространствах, который ныне известен под названием «аль­

тернативы Фредгольма». Таким образом , наряду с Г. Грассма- 

ном Д. Гильберт, Э. Шмидт и Э. Фредгольм являются «отцами» 

спектрального анализа.

В первой половине X X  в. серьезные результаты в этой обл а ­

сти были получены американскими математиками Д ж . фон 

Нейманом (von Neuman John , 1903— 1957), А. Зигмундом (Zyg- 

m und Antoni, 1900— 19??), венгром Ф. Риссом (R iesz Frigyes, 

1880— 1956), французом Ж .  Адамаром  (H ad am ard  Jacques S a l ­

mon, 1865— 1963), а также в работах  нашего крупнейшего 

современного отечественного математика И. М . Гельфан- 

да (р. 1913).
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§ 70. СК А Л ЯРН О Е  П Р О И ЗВ Е Д Е Н И Е  ВЕКТОРОВ

В курсе элементарной математики изучалось скалярное п ро ­

изведение в трехмерном векторном пространстве (свободных 

векторов). Оно  определялось как число, равное произведению 

длин (модулей) этих векторов на косинус угла между ними 

(для ненулевых векторов). Отсюда следовало, что, если коорди­

наты векторов х(х\ х2, х3) и у (у\ у2, у3), то это число можно вы­

числить по формуле:

(х, у) =  х,у' +  х2у2 +  х3у3. (70s3)

Иногда последнее дается как определение скалярного п ро ­

изведения векторов, из которого следует, что

х'у' +  х2у2 +  х3у3=  \х\ Iу I cos (х, у).

Однако, первое из этих определений не обобщается на п ро ­

извольное векторное пространство (и д аж е  конечномерное век­

торное пространство), поскольку для векторов таких п ро ­

странств (см. определение 33.1) не определены ни модули (дли­

ны) векторов, ни углы между ними. Второе из определений 

скалярного произведения, казалось  бы, можно обобщить, вводя 

его для векторов х (х\ х2, ... х") и у (у1, у2, ... уп) формулой:

(х, у) =  х'у' +  * У  +  ... +  хпуп. (70.s)

Однако, такое обобщение явно требует, во-первых, конечно­

мерности векторного пространства и, во-вторых, ответа на во­

просы «корректности определения», например: зависит ли это 

число от выбора базиса  (ведь при замене базиса  координаты 

векторов, вообще говоря, изменяются), а если зависит, то к а ­

ким образом . П о  этим причинам за определение скалярного 

произведения в произвольном векторном пространстве удобнее 

взять основные и важнейшие свойства скалярного произведе­

ния векторов в трехмерном пространстве:

О п р е д е л е н и е  70.1. Скалярным произведением на век­
торном пространстве V над полем действительных чисел 
называется отображение g : K X V - ^ R ,  если оно при любых

(х , у , а, р )  е  У2Х  R2 удовлетворяет следующим условиям:

S .l:  g (ax  +  $y, z) =  a g (x , z ) + P g ( y ,  z);

S.2: g(x, y) =  g (y , x);

S.3: g (x, x ) ^ 0 ;

S.4: если g (x, x) =  0, t o  x  =  0.
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Первое из этих условий S.1 называется линейностью (по 

первому аргументу), второе S.2 называется симметричностью, 
третье —  положительной определенностью, а последнее —  не­

вырожденностью отображения g. Для пары векторов х и у зн а ­

чение отображения g (х, у) называется их скалярным произве­
дением.

I
 Векторное пространство V над полем действительных чи­
сел с заданным на нем скалярным произведением g называ­
ется евклидовым векторным пространством, если V конечно­
мерно, то конечномерным евклидовым пространством.

В этом случае говорят также, что на векторном пространст­

ве V скалярное произведение g задает евклидову структуру.
Обозначается  евклидово векторное пространство V со с к а ­

лярным произведением g, как < V, g ) .
Заметим, что в приведенном определении (скалярного п ро ­

изведения и евклидова пространства) не используются коорди­

наты векторов, следовательно, оно не требует задания базиса  

в векторном пространстве.

И з элементарной математики известно, что скалярное произ­

ведение в трехмерном пространстве (каким бы из двух упомяну­

тых выше способов оно не вводилось) обладает всеми перечис­

ленными свойствами (S . l  — S.4), так что является скалярным 

произведением в смысле определения 70.1. ф

Н есложно заметить простейшие свойства скалярного произ­

ведения, вытекающие из его определения:

С в о й с т в о  70.1. Скалярное произведение линейно по вто­

рому аргументу, так как g(z, ах-\- fiy) (out-f- $у, z)^= 

=  a g ( x ,  z ) + p g ( y ,  z )  = a g ( z ,  x ) + P g ( z ,  у) для любы х

<дс, у, а, (5) е  V2X  R2 Таким образом , скалярное произведение ли­
нейно по каждому из аргументов.

С в о й с т в о  70.2. Скалярное произведение нулевого век- 

гора на любой вектор равно нулю. Действительно g (0, z) =  

=  (0х, z) =  0 g (x ,  z) =  0. Отсюда, в частности, g (0 , б) =  0.

Отметим, что только один вектор в евклидовом векторном 

пространстве обладает таким свойством.

С л е д с т в и е  70.1. Если g (х, у) =  0 для любого вектора у

из евклидова векторного пространства (V, g ) , то *  =  6.

Действительно, из этого условия, в частности, следует, что

g (х, л:) =  0, а тогда по свойству S.? вектор х — нулевой. В

Более сложное с в о й с т в о  70.3 носит название неравен­
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ства Коши —  Буняковского —  Шварца, для любой пары векто­

ров х и у векторного пространства V, на котором задано ска­
лярное произведение g, имеет место неравенство:

g ( x ,y f < g ( x ,x ) g ( y , y ) .  (70.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Если g (у, у) =  0, то у =  0, а тогда

и g (*. У) =  0> и неравенство (70.1) справедливо, так как обе его 
части обращ аю тся  в 0. ♦

2. Если же g (y , у )ф 0, то для любого действительного числа 

X и любого вектора х векторного пространства ( V, g ) возь­

мем вектор х +  Х у ^  V. В силу свойств скалярного произведения 

выражение

g (x  +  Xy, x +  Xy)M=g(x, х) +  2kg(x, y) +  X2g(y , у).

А так как g(x-\~Xy, х-\-Ху)^0, то для всех J , e R  должно 

быть справедливо квадратное неравенство:

b2g(y , y) +  2\g(x, y) + g (x , х ) > 0 .  (70.Я,).

Н о  это имеет место в том случае, когда дискриминант трех­

члена неположителен:

D =  (2g(x, y ) f  — 4g(x, x )g (y , у ) < 0 .

Откуда и получаем эквивалентное (70.1) условие:

g(x , у)2 g (х, x )g (y , у ) < 0. ■

С л е д с т в и е  70.2. Неравенство Коши —  Буняковского обра­

щается в равенство тогда и только тогда, когда векторы х н у  
коллинеарны.

З а д а ч а  70.1.2. Докажите  следствие 70.2.

Д о к а з а т е л  ь с т в о .  Выражение, эквивалентное неравенст­

ву (70.1):

g(x, у)2 — g(x , x )g (y , у ) < 0,

при этом

g(x , y f  — g (x , x )g (y , У) =  \ о.

Известно, что дискриминант квадратного трехчлена обращ ается  

в 0 тогда и только тогда, когда неравенство имеет единственное
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решение, а трехчлен обращ ает ся  в 0:

*?g(y, y) +  2^g(x, y) + g (x , J )  =  0.

Тогда g (x  +  ky, x-\-ly) =  0, откуда x\\y. + ■

П р и м е р  70.1. Естественно, что формулой (70.s3):

(J ,  у ) = ^ { / Ч ^ 2 +  Д 3 (70.s3)

можно задать скалярное произведение на любом трехмерном 

векторном пространстве, в котором фиксирован некоторый б а ­

зис В = ( е х, е2, е3) .  При этом

(е„ е , ) = 1 - 1 + 0 - 0  +  0 - 0 = 1 ,

(е,, е2) =  1 -0-|-0-1 + 0 - 0  =  0 и т. д.

И, вообще: (е„ е() =  6,, при всех (/', /><={1, 2, З}2.

Однако, помимо скалярного произведения, которое опреде­

ляется формулой (70.s3), на трехмерном векторном пространст­

ве можно задать и другое скалярное произведение, удовлетво­

ряющее определению 70.1, например:

g , (x ,  y) =  2xiy' +  x?y2 +  x?y3,

где координаты векторов х (х [, х2, х3) и «/(#', V2, г/3) указаны в 

том же базисе В векторного пространства V .

Н еслож но убедиться в выполнимости условий S . l  —  S.4 ска­

лярного произведения для этого отображения К3Х  V3̂ -R. ♦ 

При  этом скалярные произведения векторов базиса  В относи­

тельно уже другие. Так

g , ( e „  е1) =  2 - Ы + 0 . 0  +  0-0 =  2,

ё\(е\> ei) — 2• 1 • 0 -f-0• 1 4“ 0• 0 =  0 и т. д.

Очевидно, на двумерном векторном пространстве ( V2, В) 
скалярное произведение может быть задано следующей ф о р ­
мулой:

(х, у) =  х'у' + х2у2. (70.S2)

(сравните с (70.s3)).

Простейшим примером евклидова векторного пространства 

является множество действительных чисел R (одномерное век­

торное пространство) со скалярным умножением —  произведе­

нием двух чисел: ф

(*, у) =  ху.
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З а д а н и е  70.1. Докажите, что скалярным произведением 

на двумерном векторном пространстве является отображение

g2: V2X  V2-»-R, которое задается для произвольных векторов х и 

у формулой:

где (х\ х1) и (у\ у2) —  координаты векторов х и, соответственно,

у относительно некоторого базиса  В в векторном пространст­

ве К2.

Для доказательства следует проверить выполнимость усло­

вий определения 70.1 для отображения g2.

1. Проверим , линейно ли отображение g2 (по первому аргу ­

менту), т. е. выполняется ли при всех <х, у, а, р> е  V2X  R2 усло-

=  (ах1 +  р*/') z 1 — (ах1 +  Ру1) z 2 — (ах2-f ру2) z' +  2 (ах2 +  ру2) г2 =  

=  (a x 'z 1 — ax 'z2 — a x V  2 a x V )  -f ( P(/‘z ‘ — fiy'z2 — py2z' +  p2y2z2) =  

=  a  (x 'z 1 — x 'z2 — x2z l +  2x2z2) +  p (y'z1 — y'z2 — y2z' -f 2z/2z2) =

Что и означает линейность отображения g2 по первому аргу ­

менту.

2. Проверим выполнимость следующего условия —  симмет­

ричности:

Т. е. отображение g2 ? не ? симметрично.

3. Выясним, является ли отображение g2 положительно

определенным (условие S.3), т. е. верно ли, что g2{x, х ) ^ 0

для любого вектора х е К 2.

Рассмотрим  значение

g2(x, у) =  х'у' — хху2 — х У  +  2х у , (70 .g2)

вие S . l:  g 2(ax  +  py, z) =  a g 2(x, z) +  fig2(y, z).

g2(ax +  $y, z ,) =

=  ag2(x, z) +  $g2(y , z).

S.2: g2(x, y) =  g2(y, x) для любых <x, у) ев V2X V 2. 

„  iZ  7.\_____1..1 „1..2 Jl..\ l 0^2.,2

? = ^ g 2(*. y) =  g 2 (y . X),
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g2 (дс, х) =  х1х' — х[х? — jcV  + 2x2x2 =  (x 'f  — 2 x V  +  2 (л^)2 =

=  ( х ' - ^ ) 2 +  ( ^ ) 2> 0 ,

значит, отображение g2 положительно определено.

4. Чтобы установить невырожденность g2 (выполнимость

условия S.4), найдем для произвольного х(х\ х2) е ( К 2, В)  по 

формуле (70.g2) значение

g2 (х, х) =  (х1)2 — 2х'х2 +  2 (х2)2 =  (х1 — х2)2 +  (х2)2 

и решим относительно х' и х2 уравнение:

( х 1 — х2)2-(-(г2)2 =  0.

Очевидно, что его решением являются х1 и х2, удовлетворяю­

щие условиям: ф

х1 — х2 - 0
откуда {х\ х2) =  (0, 0 ) .

г  =  0,

Следовательно, g2(x, х) =  0 только при нулевом векторе х, что 

и означает невырожденность отображения g2.
Таким образом , отображение g2, определенное на векторном 

пространстве <V2, В ) формулой (70.g2), является скалярным 

произведением на V2.

П р и м е р  70.2. О тображ ение  g3: V2X  K2-»-R, которое задает­

ся для произвольных векторов х(х\ х2) и у (у\ у2) формулой:

g3(x, y) =  x'y' + x'y2 +  S y l - 2 S y 2, (70 .g3)

скалярным произведением не является, так как для него не вы­

полняется условие S.3: g3(x, х ) ^ 0  для любого вектора х. 

Так как

g3 (х, х) =  х'х, -1-х,х2 + х2х1 — 2х2х2 =  (х,)2 +  2х1х2 — 2(х2)2 =

=  (х' х2)2 — 3 (х2)2.

А это выражение может принимать отрицательные значения, 

например, для вектора е2 (0, 1) значение

g3(e2, е2) =  ( 0 1 )  — 3-12 =  — 2 < 0 .

З а д а ч а  70.2.2. Определите, является ли отображение 

е 4--V3 X  K3->R скалярным произведением на У'*, если его задать
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формулой (70.g2), т. е.

g4(x, у) =  х1у '- х 'у 2- х 2у' +  2х2у2, (70 .g4)

где (х\ х2, х3) и (у\ у2, у3) —  координаты векторов х и,

соответственно, у относительно некоторого базиса  в трехмерном 

векторном пространстве V3.

Указание. Очевидно, условия симметричности, линейности и положительной 

определенности для отображения g 4, как и для отображения g2, выполнены. Сле­

дует ли из условия g 4 (x, х) =  0, т. е. (х' — д^)2 +  (л^)* =  0, что вектор *  =  0, 

где х (х ', х2, г ’ ) е Г ! ?

З а д а ч а  70.1.1. Определите, являются ли отображения g5 и 

gs скалярными произведениями на V3, если для любых векторов

<дс (дс1, х2, х3), у(у\ у2, (/3) ) е У 3Х К 3 они задаются , соответствен­

но, формулами:

g5(x, у) =  х'у' — 2х'у2 — х?у'+2х?у2 — х\ (70 ,g5)

ge(x, у )= х 'у > +  х?у2 +  2х?у3 +  2х?у2 +  5х3у3. (70.g6)

Указание. Решение, естественно, заключается в проверке выполнимости 

условий S . l— S.4. При проверке условий S.3 и S.4 удобно проводить рассуж де 

ния, выделяя в выражениях g 5 (х, у) и g 6 (х, у) «полные квадраты».

З а д а ч а  70.1.3. Найдите, как задается произвольное с к а ­

лярное произведение на одномерном векторном пространстве 

( V\ В ). Постарайтесь найти общий вид скалярного произведения 

на двумерном векторном пространстве.

Указание. Если х е ( И ,  В ), то он имеет всего одну координату: * ( * ' ) ,  тогда 

g (x , у) —  числовая функция (функционал) двух переменных: g (х, y) =  f{x ', у'). 
Каков должен быть ее вид, чтобы она удовлетворяла аксиомам скалярного п ро­

изведения—  условиям S .l — S.4?

Н а двумерном векторном пространстве скалярное произведение — функция 

четырех переменных: g (х, y) =  f (х\ х1, у\ у2). Н адо найти ее аналитическое з ад а ­

ние так, чтобы выполнялись условия S .l — S.4.

З а м е ч а н и е  70.1. Не следует полагать, что евклидово век­

торное пространство обязательно конечномерно. Так множество 

С [а, Ь\ всех непрерывных числовых функций на отрезке fa, 6]crR 

образует векторное пространство (см. пример 34.8). Н о  оно не 

имеет базиса  в смысле определения 41.1 (см. § 41) и, значит, не 

является конечномерным (определение 41.2). Однако, можно по­

казать, что отображение ( , ) :C [a ,  b\XC\a, b]-vR, определенное 

формулой:

ь

(/, g) =  \ f(t)g (t)d t, (70.2)
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удовлетворяет условиям S . l — S.4 и, значит, является скалярным 

произведением на С[а, 6]. Векторное пространство всех функ­

ций, непрерывных на отрезке [а, Ь], со  скалярным произведением 

(70.2) имеет специальное обозначение: CL2\a, Ь]. Это один из 

основных и важнейших примеров векторных пространств со  с к а ­

лярным произведением в теории функций.

Имеет место следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  70.1. Сужение скалярного произведения g 
на векторном пространстве V на любое его подпространство V' 
есть скалярное произведение на V'.

Другими словами, если ( V, g )  — евклидово векторное п ро ­

странство, а V' —  подпространство V, то (V ', g| r ) также явля­

ется евклидовым векторным пространством, так как для всех 

векторов из V 'czV , конечно, выполнимы все условия S . l — S.4, 

имеющие место на векторном пространстве V.

Скалярные произведения примера 70.1 ((дс, у) и g, (х, у)), з а ­

дачи 70.1.1 (g6(x, у)) на трехмерном векторном пространстве (и

g2(x, у) задания 70.1 на двумерном) показывают, что евклидова 

структура на векторном пространстве определяется, вообще го­

воря, не единственным образом . И естественно задаться вопро ­

сом, как много скалярных произведений можно задать на одном, 

хотя бы конечномерном векторном пространстве.

Помимо этого, когда векторное пространство конечномерно 

и в нем задан базис, вполне естественно поставить вопрос об 

определении скалярного произведения двух произвольных век­

торов этого пространства по их координатам. В этом случае 

вводится важ ная  характеристика скалярного произведения —  

его матрица.

О п р е д е л е н и е  70.2. Матрицей скалярного произведе­
ния g на конечномерном векторном пространстве ( V", В ) на­
зывается матрица, составленная из значений скалярных про­
изведений всех упорядоченных пар базисных векторов:

gt/ =  (gei, е,), где В = ( е ь е2, ... е„>, {г, /}c z{ l ,  2, ... п}.

Обозначение матрицы скалярного произведения g:

Mg =  И^/Н-

Если векторное пространство л-мерно, то gl (п) +

Найдем матрицы скалярных произведений нескольких пре­

дыдущих примеров.

П р и м е р  70.3. В примере 70.1 мы уже отмечали, что для 

скалярного произведения (70.S3)

(х, у) =  х'у[ + Х2у2+ х'ул
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(е{, е;.) =  6(/ при всех i, / е {  1, 2, 3}. Это означает, что матрица 

этого скалярного произведения единичная:

/ 1 0  0 
Af = (  0 1 0 

\0 0 1

Для скалярного произведения g, (х, у) =  2х'у' -\- х*у2-\- х?у3 
этого же примера найдем

g , ( e „  е,) =  2 - 1 .1 + 0 - 0  +  0-0 =  2,

S\ ( е !> ег)=  2• 1 • 0-(-0• 1 -f-0• 0 =  0, 

g , (e „  в3) =  2-1 -О +  О-О +  О-1 = 0 ,  

g\(e2> в|) =  2-0-1-(-1-0 +  0-0 =  0 

g i ( e 2, e2) =  2 - 0 - 0 + l- l- f- 0 - 0 = l ,  и т. д. ф

Окончательно
/ 2  0 0\

A f , = ( 0  1 0 ).

1 \0 0 1 /

Для скалярного произведения g6 задачи 70.1.1:

g6(x, у) =  х,у' + х2у2 +  2х2у3 + 2х3у2 + 5х3у3, (70.g6)

матрица находится аналогично:

З а д а н и е  70.2. Найдите матрицу скалярного произведения 

(70.g2) задания 70.1. g2(x, у) =  х 'у '— х'у2 — х2у1 + 2х2у2.

М *2 =  ( ?  ~ 1 ) ^ е П 2 ) .

С помощью матрицы скалярного произведения легко нахо­

дится скалярное произведение векторов по их координатам, 

т. е. так называемое координатное задание скалярного произве­

дения. Действительно, пусть на «-мерном векторном простран ­



стве, базис которого В =  <е,, е2, ... е„), задано некоторое скаляр­

ное произведение с матрицей Mg— \\gij\\.

Возьмем произвольные векторы этого пространства: 

х(х\ х2, ... х") и у (у\ у2,... у"), Т. е.

х =  х'е, х2е2-\-... x"en =  xiei

У =  У'е\ +  У2*г +  -  +  Упеп =
Запишем и преобразуем их скалярное произведение: 

g (x , у) =  (х 'е1 +  х2е2 +  ... +  хпеп, у)==

=  x 'g(e  „ y) +  x2g (e 2, y) +  ... +  x"g(en, у) =

=  x 'g (e„ у 'е{ + ... +  упеп) + ... +  xng (еп, y[e, - f ... + yne,)2=

=  x 'y 'g(e  „ el) + x'y2g (e b e2) + ... + x'yng (e „ e j  +

+ x2y 'g (e2, ei) +  x2y2g (e 2, e2) + ... +  x?yng (e2, е„) +  - +

+ xny 'g (en, ei ) + xny2g (e rl, e2)+  ... + xnyng (en, e j  =

=  x'y'g ii +  x'y2g ,2 + . . .  +  x}yng\n +

+  Xly'g2] +  x2y2g22 + . . .  +  x2y"g2ri +  -

-  +  * y  +  x"y2gn2 +  -  +  xnyngnn.

М ож н о  заметить, что последнее выражение совпадаете про­

изведением матриц:

(
g i i  g i 2 - g i „ 4 

&21 &22 -  g in

gn\ S n2  ••• ёпп

т. е. получена формула:

g (x , y) =  M rxMgM ?  (70 3)

где х(х\ х2, . . . ^ ) ,  у(у\ y2,.. .y n)<=(V\ В ),

g (х. у) — скалярное произведение векторов х и у,
M g=  ||g(. || —  матрица скалярного произведения g,

М £ —  координатная строка вектора х.

М- —  координатный столбец вектора у.

Координаты векторов и матрица скалярного произведения в 

этой формуле задаются относительно одного и того же базиса, 

однако, по своему определению значение скалярного проюведе-

§ 70. Скалярное  произведение векторов 279
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ния g (х, у) от базиса  не зависит и определяется только самим 

скалярным произведением. (Значение скалярного произведения 

инвариантно относительно замены базиса).  ♦

Заметим, что с использованием тензорной символики вывод 

формулы (70.3) может быть записан существенно короче:

есл и х =  х'е,, у =  у'ег то

g(x , y) =  g (x ‘e„ y'ej) =  x‘ylg (e i, ei) =  x‘y'glj.

Выясним, меняется ли матрица скалярного произведения 

при изменении базиса  векторного пространства. Пусть в V" 

указаны два базиса: В и В' с матрицей перехода Т = | Ш | .
<Я, В')

Пусть M g = l lg , , l l  —  матрица скалярного произведения g отно­

сительно базиса  В, a M'g=\\g[j \\— его матрица относительно 

базиса  В'. П о  теореме 54.1

Мг= Т  Мг. и М = Т  М'й
х <В, В'> х У (В, В') У

(здесь Мх и М~ —  координатные столбцы векторов х и, соответ­

ственно, у относительно базиса  В, а М'- и М'- —  координатные 

столбцы этих векторов относительно базиса  В').

Относительно базиса  В' согласно формуле (70.3) имеем

g (x ,y )  =  M ?M 'e M'!j. (70 .g')

С  другой стороны, воспользовавшись тем же законом отно­

сительно базиса  В , получим:

е (х , у ) = м г-ме м и= (Т  м у  m a t  м'и)==
6  v ’ * '  х я У v (В, В') х '  8 v (В, В') У ’

=  (М '- 'Г  )М А Т  М~) =  М'- (Т т М .Т  )М'-.
х (В, В’) '  g y  (В, В') У ' х '  (В, В') g {В. В ') ’  у

Т. е.

g (х, у) — М'-т (Тт Ме Т )М';. (70.g )
ь  х (В. В')  g (В, В')  У

Сравнивая  эти два ((70.g') и (70.g)) разложения значения

скалярного произведения g (х, у) в базисе В', по лемме 50.1 (о 

сокращении), получим правило изменения матрицы ск ал ярно ­

го произведения при изменении базиса  конечномерного вектор 

ного пространства.

Т е о р е м а  70.1. Если в конечномерном евклидовом вектор­
ном пространстве V определено скалярное произведение, а ба­
зис В' задан относительно базиса В матрицей Т н в, < то



матрицы Mg и Mg скалярного произведения g относительно со­
ответственных базисов (В и В') связаны законом:

М ' =  Г  М Т . (70.4)
е <В, В'> е (В, В'У 4 ’

Естественный интерес вызывает вопрос, какая матрица мо­

жет быть матрицей скалярного произведения на конечномер­

ном векторном пространстве.

Заметим, что условие S.2: g (х , y) — g (y , х) влечет равенства:

gu =  g(et, ej) =  g(ej, el) =  gjl,

что означает симметричность матрицы скалярного произведе­

ния: =  || gtj ||, т. е. Mg =  МJ .

Условие S.3 (g (х, х)~^0 для любого дс) означает, что все 

главные миноры матрицы Ме неотрицательны, а условие

S.4 (если g (х, х) =  0, то х  =  0) влечет ее невырожденность. Это 

будет доказано  позже.

Имеет место и обратное, т. е. справедлива следующая тео­
рема:

Т е о р е м а  70.2. Матрица M ^ g l  (п) является матрицей ска­
лярного произведения на п-мерном векторном пространстве 
тогда и только тогда, когда она симметрична, невырождена и 
все ее главные миноры неотрицательны.

Тем самым в какой-то мере дан ответ на поставленный вы­

ше вопрос: как много может быть задано скалярных произведе­

ний на конечномерном векторном пространстве.

З а д а н и е  70.3. Выясните можно ли на векторном простран ­

стве <К4, В)  задать скалярное произведение матрицей:

1 -  1 0 0 '

-  1 2 0 0 
М=\  0 0 2 1

0 0 1 2 ,

Если это возможно, найдите координатное задание скал ярно ­

го произведения, матрица которого равна М.
1. Определим, удовлетворяет ли матрица М условиям теоре­

мы 70.2. Очевидно, матрица М ? не ? симметрическая, так как 

ЛГ =  М.

§ 70. Скалярное  произведение векторов _____ _ 2 8 1

det М =
1 - 1

- 1  2

2 1 

1 2
=  ? Ф 0 ,

и значит, матрица М ? не ? вырождена.
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Найдем главные миноры матрицы М\

М:

1 —  1 0 0

—  1 2 0 0

0 0 2 1

0 0 1 2

D, =  1 > О, D2 =
1 — 1

- 1  2 =  1 > 0 ,  D3 =
1 - 1  0

1 2 0 
0 0 2

■ 2>0, D 4 =  det Af > 0 .

Таким образом , матрица М удовлетворяет условиям теоремы 

70.2 и ее можно рассматривать как матрицу некоторого скаляр 

ного произведения.

2. Чтобы получить координатное задание скалярного произ­

ведения с матрицей М, запишем в соответствии с полученной вы­

ше формулой (70.3)

g(x, у) =  М\М.М, ,м \ м м ~ =

=  (х\ х2,

1 - 1 0  0 

1 2 0 0 
0 0 3 

0 0 1 4

■х'у' х'у2- х2у' + 2 * У  +  з х3*/3 +  * У  +  Х4у3 +  4 х У . 

М атрица скалярного произведения на конечномерном вектор 

ном евклидовом пространстве является частным случаем так на ­

зываемой матрицы Грама .

О п р е д е л е н и е  70.3. Матрицей Грама системы векторов

А = { а ,, а2, ... ak} векторного пространства V относительно ска­

лярного произведения g называется матрица, составленная 
из всевозможных скалярных произведений векторов этой си­

стемы: || g (а„ а,) II.

Определитель матрицы Г рама называется определителем 
Грама.

Обозначается  матрица Грам а  системы векторов А (относи

тельно скалярного произведения g): Гв (А ) =  ||g (а„ а  )||, причем 

индекс g может быть опущен, если из контекста понятно, о ка 

ком скалярном произведении идет речь.

Несложно видеть, что матрица скалярного произведения g



есть ничто иное, как матрица Грам а  базисной системы векторов:

11̂-11 =  Иг («/, «/)!! =  г (В). ф

Очевидно, матрица Грама любой системы векторов симметрич­

на, как и матрица скалярного произведения: (Г (Д))т=  Г (Л), ф  

Условие Коши —  Буняковского (70.1) также может быть вы ра­

жено через определитель Грама: для любых векторов х , у евкли­

дова векторного пространства det Г (х, у ) ^ 0 ,  так как
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■g(x, x )g (y , y) — g2(x , у).
g(x , х ) g(x, у)

g(x, у) g (y , у)

Оказывается, с помощью матрицы Грам а в евклидовом век­

торном пространстве можно довольно легко определить линейно 

зависима система векторов или нет. Точнее, имеет место следую­

щее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  70.2. Система векторов /4={а,,  а 2, ••• ak} век­

торного пространства V линейно независима тогда и только тог­
да, когда ее матрица Г рама некоторого скалярного произведе­
ния g на V невырождена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим линейную комбинацию

векторов системы Л = { а , ,  а2, ... ak} a  V, равную нулевому век­

тору:

а1 а,+  а2а2 0̂  =  0. (70.а)

Линейно зависима или нет система А, зависит от того, най­

дется или нет нулевой кортеж чисел <<х', а 2, ... а*>, удовлетворяю­

щий (70. а). + 

Пусть на векторном пространстве V определено некоторое 

скалярное произведение g, тогда очевидно, что все скалярные

произведения векторов g (а„ 0) =  0 (г =  1, 2, ... k). Откуда 

K\(70.£z) / * 1 ~ , о-* I I k~* \ ?
g (ah 0 ) = g  (а„ а а, -f- а  а 2 +  ••• +  а  “ *) —

=  а 'g (a h а , )  +  а 2̂ ( а ,  , а 2) +  ... +  akg  (ah ak) =  0.

Таким образом , система всех условий (при / =  1, 2, ... k) с о ­

ставляет систему линейных однородных уравнений:
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основной матрицей которой и является матрица Грам а системы

векторов А: I1 (-4)= \\g (а„ а /)||, где i, / е {  1, 2,... k}.

Согласно утверждению 42.1 система уравнений (70.Г), а з н а ­

чит, и векторное уравнение (70.а) имеет нулевое решение единст­

венным тогда и только тогда, когда R an g  Г (А )  =  &, т. е. матрица 

Г (Л) невырождена. ■

С л е д с т в и е  70.3. Система векторов векторного пространст­
ва линейно зависима тогда и только тогда, когда относительно 
некоторого скалярного произведения на этом векторном про­
странстве ее матрица Грама вырождена. 4  

Отметим, что, если установлена линейная (не) зависимость си ­

стемы векторов А векторного пространства V с помощью матри­

цы Грам а  относительно некоторого скалярного произведения g, 
то матрица Грам а  этой системы относительно любого другого 

скалярного произведения на V также (не) вырождена, (поче­

му? ^  ) Причем данная система векторов линейно (не) зависима, 

если на векторном пространстве V не рассматривать никакого 

скалярного произведения. ф  

Наибольший интерес представляет скалярное произведение 

на конечномерном векторном пространстве, матрица которого 

единичная, не только в силу простоты многих координатных 

формул, но и ее многих содержательных приложений.

О п р е д е  л е н и е  70.4. Скалярное произведение на п-мер- 
ном векторном пространстве (V"1, В) называется скалярным 
произведением стандартного вида (или стандартным скаляр 
ным произведением), если относительно базиса В его матрица 
единичная.

Такое скалярное произведение имеет общепринятое об о ­

значение: (jc, у) и, согласно формуле (70.3):

Стандартное скалярное произведение можно определять 

формулой (70.5) относительно некоторого базиса  п-мерного про 

странства, тогда в соответствии с определением матрицы ска 

лярного произведения М() — Е.
Очевидно, если в конечномерном векторном пространстве 

нашелся хотя бы один базис, относительно которого матрица 

скалярного произведения единичная, то найдутся и другие ба 

зисы, обладающие таким же свойством. ф

=  x'yl +  Xly2 +  ... +  jfy”. (70.5)



Естествен вопрос, всякое ли скалярное произведение можно 

привести к стандартному виду? Т. е. можно ли для произволь­

ного скалярного произведения так подобрать базис, чтобы отно-
\АГ (70,4) гр т I .

сительно него матрица =—  / М„1 оказалась  еди-
g <fl, В') е (В, В')

ничной. Ответ на него будет дан ниже в § 72.
О п р е д е л е н и е  70.5. Координатное п-мерное вектор­

ное пространство с заданным на нем стандартным скалярным 
произведением называется стандартным евклидовым п-мер- 
ным векторным пространством или координатным евклидо­
вым (п-мерным) векторным пространством.
Такое пространство обозначается <R", ( , ) ) ,  (М (п х  1), (,)) 

или (М  (1 х л), (,)) в зависимости от того, какая интерпрета­

ция координатного пространства рассматривается.

П р и м е р  70.4. Определим, является ли система векторов

/1 = { а , ,  а 2, а 3} стандартного евклидова четырехмерного прост ­

ранства линейно зависимой, если а, (1, 0, 2, — 4), а2( — 1, 2, 0, 1), 

а 3 ( —-1, 6, 4, — 5).

Решим задачу, вычислив определитель Грама системы векто­

ров А. Стандартное скалярное произведение на четырехмерном 

векторном пространстве имеет вид:
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(х, У) =  * у  +  * у  +  * у  +  * у .  (70.s4)

Чтобы получить Г (Л )= | | (а „  а ; )|| с (/, / ) е { 1 ,  2, 3}, найдем 

скалярные произведения:

( в „  а , ) =  12 +  02 +  22 +  ( - 4 ) 2 =  21.

( а „  а 2) = 1 (  — 1) +  0-2 +  2-0 +  ( — 4)-1 =  — 5,

( а „  а 3) =  1 ( — 1) +  0-6 +  2-4 +  ( — 4)-( — 5) =  27,

(аъ Н2) =  ( -  1)2 +  22 +  02+  12 =  6, 

(Н2, а 3) = ?  +  ? +  ? +  ? =  ?

(а3, а 3) =  ( - 1 ) 2 +  62 +  42 +  ( - 5 ) 2 =  78.

Тогда

det Г (А) =
21 - 5  27 

- 5  6 8 

27 8 78

что и означает линейную ? не ? зависимость системы векторов А.
Отметим, что этот способ  определения линейной зависимости 

системы векторов применим только в евклидовых векторных про-
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странствах, он требует значительно меньшего объема вычисле­

ний (в общем случае), чем стандартный метод определения ли­

нейной зависимости системы векторов в произвольных неевкли­

довых векторных пространствах (лекция 8, § 38, § 40).

§ 71. ЕВКЛИДОВО ВЕКТОРНОЕ ПРОСТРАНСТВО

В настоящем п араграф е  речь пойдет о свойствах евклидова 

векторного пространства. Так со скалярным произведением век­

торов связаны понятия нормы вектора, угла между векторами 

в таком пространстве, в частности, ортогональности векторов 

и ортогонального дополнения вектора и пространства.
Напомним.

( О п р е д е л е н и е  70.1. Векторное пространство V с заданным на нем 
скалярным произведением называется евклидовым векторным простран­

ством.

Обозначается евклидово векторное пространство V со  с к а ­

лярным произведением g, как < V, g ) .

О п р е д е л е н и е  71.1. Нормой вектора х (его длиной или
модулем) евклидова векторного пространства ( V, g ) относи­
тельно скалярного произведения g называется число, равное 
квадратному корню из его скалярного квадрата (скалярного 
произведения вектора на себя).

Н орм а вектора х обозначается ||x||g, аналогично обозначе ­

нию условия ортогональности, индекс скалярного произведения 

g часто опускается.

Итак, по определению:

\\x\\f =  ^ g (x ,  X). (71.1)

Слово норма имеет латинское происхождение, norma о зн ач а ­

ет правило, образец  и даже руководящее начало.

Свойства нормы вектора

С в о й с т в о  71.1. ||*||,>0 для любого вектора х е  (V, g ), 

причем ||х||г =  0 тогда и только тогда, когда х =  б. +

С в о й с т в о  71.2. II Ал||г =  U I ||*|| g для любого хев (V, g ) и 

^ g R .

З а д а ч а  71.1.2. Докажите  свойство 71.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

nx\\e =  ̂ g(kx, И ё )=У ь2г(ж, x )^M ^g T x , х). я
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( О п р е д е л е н и е  71.2. Ортом называется вектор единич­

ной длины (нормы).
О р т — слово греческого происхождения, ор0о£ переводится 

как прямой.

С л е д с т в и е  71.1. Для любого ненулевого вектора евк­
лидова векторного пространства существует коллинеарный 
ему орт.

Действительно, если х ф О ,  то \\х\\яф О  и

~П ? 1
, = 1 .

Таким образом , вектор ех — орт, коллинеарный (и д а ­

же сонаправленный) ненулевому вектору х

Процесс получения орта, сонаправленного с данным нену­
левым вектором, называется нормированием вектора.

С в о й с т в о  71.3. Для любых векторов {дс, y}<^(V, g )

lg ( * .  у ) I <  IU IL  llyll. (71.2)

(Это другая ф орм а  записи неравенства Коши —  Буняков­

ского (70.1)).

С в о й с т в о  71.4. Для любых векторов евклидова простран­
ства имеет место неравенство:

\х +  у I ;+  Н*/1 (71.4)

Оно  является обобщением хорош о известного в элементар­

ной геометрии свойства сторон треугольника: длина стороны 

треугольника не превосходит суммы длин двух других его сто­

рон. Именно поэтому это свойство носит название «неравенства 
треугольника».

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим для произвольных век­

торов х, у ^ (  V, g ) норму вектора х-\-у.

\\x +  y\\2g =  g (x  +  y, x +  y) =  g (x , x )+ 2g(x , y) + g (y , У) =

=  ll^llg-h2 g (дс, y )+  l l y l l g < g ( * , * )  +  2 [Ix IIg Hylle + g(y ,y)  =

=  (llxllg+ lly llg)2.

T. e. ||jc-f-г/1| ^^ ( l|x||g-)- llyllg)2, что и равносильно неравенст­

ву (71.4). ■
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В евклидовом векторном пространстве CL2\a, b\ функций, не­

прерывных на отрезке [а, Ь] числовой прямой, со скалярным про ­

изведением (70.2):
ь

(/, g) =  \fU)g{t )dt  (71.5)

а

норма вектора (функции) определяется формулой:

\f2( t ) d t , (71.6)

а неравенства Коши —  Буняковского и треугольника имеют вид:

2 b Ь

f ( t ) g ( t ) d t  ^ f 2(t)dt\j g2(t)d t

О
(71.7)

Эти неравенства играют важную  роль во многих разделах 

математического анализа.
Относительно стандартного скалярного произведения (70.5) 

на л-мерном евклидовом векторном пространстве:

(х , у) =  х'у' +  х2у2 +  ...хпуп 

норма вектора х[х\ х2, ... хп) определяется как:

11*11 = Л / ( * 1)2 +  (*2)2 +  -  +  (*'')2 , (71.8)

а неравенства Коши —  Буняковского и треугольника—  формулами: 

(х1у' +  х*у2 + ... +  xnynfs ^

< ( ( х 1)2 +  ( ^ ) 2 +  ... +  (х")2) ( (у ,)2 +  (г/2)2 +  . . .+ ( ^ ) 2) 

и (71.9)

^ (x '+ y 'f  +  (S  +  y2)2+ ...+ (/ ' + y'1f  <

< V ( ^ )2+ (^ )2+ - + (^ )2+ V ^ ')2+ ( / )2+ - + ( / )2-
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В элементарной математике косинус угла между векторами 

х и у трехмерного пространства вы ражается  формулой:

cos (х, у )=  If ' у1~ ,
1*1 \у\

где (х, у) —  скалярное произведение векторов х н у  (см. (70.s:1)),

а |дс| и \у\ — их длины (модули). Так как для произвольного 

скалярного произведения g на векторном пространстве V для 

любых ненулевых векторов имеет место неравенство:

g(x. У )
s;; 1,

(см. неравенство Коши —  Буняковского (71.2)), то число ё У*

l*llg WyWg

может быть принято за косинус некоторого угла, который по 

определению и принимается за угол между ненулевыми векто­

рами произвольного евклидова векторного пространства

<V, «')•
О п р е д е л е н и е  71.3. Углом между ненулевыми векто­

рами х и у в евклидовом векторном пространстве ( I / ,  g) (от­
носительно скалярного произведения g) называется число:

S (*. у) 
arccos —-— тг— .

Угол между векторами х и у обозначается (х, y)g, причем 

индекс обычно опускается, если на векторном пространстве р а с ­

сматривается единственная евклидова структура.
Таким образом :

cos(x?y)g= ^ p ~ .  (71.10)
Н*11* 11г/116

З а м е ч а н и е  71.1. В силу свойства 71.2 cos(x , у)к=  d- 1

тогда и только тогда, когда векторы х и у коллинеарны. ф  

В п-мерном векторном пространстве со стандартным с к а ­

лярным произведением (заданным относительно некоторого б а ­

зи са)  угол между векторами х(х\ х2, ... х") и у (у', у'2, ... у") ( не­

нулевыми) определяется согласно (71.10) по координатам этих
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векторов  формулой:

cos ( i ? y )  =  7 . *У + * ¥  +  ... + *У ...... .......  (71Л1)
У(х|)2 +  (*2)2 +  .. +  и ")2 л1(у')2 + (у'2? + -  + {уп)2

(См.  т а к ж е  (70.5), (71.8)).
З а д а ч а  71.1.1. В ст ан да ртно м евклидовом четырехмерном 

векторном про странс тве  найдит е  угол м е ж д у  векторами

d (  1, — 1, 0 , 0) и 5 ( — 1, 2, 0 , 2).

У к азан и е . См. (71.11), (70.s 4), (71.8).
1. Найдем скалярное произведение векторов а и Ь
2. Найдем нормы векторов а и Ь в стандартном скалярном произведении.

3. cos (a, b ) =  —

О пр еделен ие  71.3 позволяет  ввести углы межд у векторами 
в пр ос транс тв ах  функций,  нап рим ер,  в CL2\a, b] (см. (71.10),
(71.5) и (71.6)).

П р и м е р  71.1. Опр ед ел им  угол между  функц ия ми  — векто­
рами п ро ст ранс тва  CL2[0, 1]: хт и х", если т , « e { 0}[JN.

1. Найд ем  в CL2[— 1, 1| согласно (71.5) с к а л я р н о е  п рои зве ­
дение:

( 71  S t  Г Г . х т + п \ \ \ V ' 1 \ „т j  „_ I jn+п л____
т +  п +  1

1
- 1

0, если ( т - \ - п ) нечетно,
о

, если (т - \ - п ) четно.
(71.x)

( т +  п +  1 

2. Н а й д е м  в CL2[— 1, 1] нормы:

(71.6)
IUmll д J  и ||х,,||= л / 5 г

3. Тогда  по опр еделению косинуса угла  между  векторами

(71.10), если: (т- \ -п )  четно, то c o s ( x m, хп) =  0 и (хт, хп) — п / 2 , а 
если ( т  +  и) нечетно, то

c o s ( x m~x ' , ) = ___ - ___ '(л!  2 д /  2 N У( 2 >» + 1 ) (2 я +1 )
'  ’ ’ т +  п +  1 • V V  2m+ 1 V  2« +  1 /

В частности,  если т =  п, то

, V(2«+l)2 ? ,
COS(x", X ) =  2n+T



§ 71. Евкл идово  векторное  про странство

и, значит ,  (х", x " ) ) = a r c c o s  I = 0, что вполне  согласуется  со з д р а ­
вым смыслом:  х"Цх".

О пр еделим ,  найдутся  ли среди мн ож ес тва  функций — ве кто ­
ров r  =  { j c " | « e { 0}U N} ко л л и н еар н ы е  п а р ы  различны х векторов.  
Сог ласно  з а м е ча н и ю  71.1 модуль косинуса угла  межд у  таки м и  
в екто рами равен 1. Тогда

V(2m + I ) ( 2n + 1) ?_
т +  п +  1

•j)
откуда  (т — п)2 =  0, т. е. т — п. Сл едо вательно,  при ра зл и ч н ы х  
т и п  векторы-фу нкц ии х т и х" неколлинеа рны .  ф

З а м е т и м ,  что если р а с с м а т р и в а т ь  векторное пространст во  
е Т п [х] полиномов от одной переменной степени не выше п (его р а з ­
мерность  t t + 1) со с к а л я р н ы м  произведением стан дар тно го  вида
(70.5), о п ределяя  с к а л я р н о е  произведение  двух его векторов-по­
линомов формулой:

(/. g)  =  a0b0 +  a lbl -\-... +  anbn,

где
/  =  а0 +  а хх' +  а2х2 + . . .  +  апх?,

а
§ =  ^о +  +  Ь2х2 +  ...-|- Ь пх",

то система векторов: В =  ( 1, х \  х2, ... х?) не только  о б ра з уе т  в 
& п \х] баз ис  (пример 41.5), но относительно с т ан да рт но го  с к а л я р ­
ного произведения  все векторы этого б аз и са  попарно ортого ­
нальны и имеют единичные нормы.  ф  

З а д а ч а  71.1.3. В про странст ве  CL2 [ — я ,  л] определите,  к а ­
кие углы об раз ую т  ме ж д у  собой па ры всевозм ож ны х векторов  
системы:  S  =  { s i n m / ,  cos nt  \ (т,  п)  е  N X{{0}U N}}.

1. В евклидовом п рос тран ст ве  CL2[ — л, я] найдем с к а л я р н о е  
произведение  при т ф п :

( sin mt ,  s in  s in m t  s in  nt  d t  =
—  Л

Л

S I ?
— [cos ( m  — n) t — cos ( m  -f- n)  /] d t  =

—  Л

1 [~sin(m — n) t  s i n ( m - f n ) /
2 |_ m — n m-\-n

Сл едо вательно,  угол,  который об ра з ую т  в CL2[ — я,  я] эти п а ­
ры векто ров-функций — прямой ( я / 2).
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В то ж е  время для  любого  на тур альн ог о  т:
Л л

( sin mt,  sin 2 m t d t =   ̂ -^-(1— cos 2 m t ) d t  =
—  Л  —  Л

1 Г sin 2 m t  1 л ? . . .  . . , (71.?)-.  I 
=  — I t ------------- =  я,  т. e. sin mi  -------------- Д/я

2 L m J л v

и согласно (71.10) ( sin mt,  sin mt)  =  0.

2. Аналогично находятся  с к а л я р н ы е  произведения:
Л

(cos mt,  cos n t ) =  jj cos mt  cos nt dt  =  ? при т ф п  и
— л

л

(cos mt,  cos m t ) =   ̂ cos2 mt  d t  =  ?.
— л

От к у д а  следует ,  что || cos mt  || = д / я ~  и (cos  mt,  с о з т / )  =  я / 2 .
3. Находя  с к а л я р н ы е  произведения:

Л

( s in  т / ,  cos n t ) —  ̂ s in mt  cos nt dt =  0,
—  Л

получим,  что при любы х (т,  r t > e N X { { 0}lJN} значения  
( sin mt,  cos nt) — n /2 .  Т. e. все ра зл ич ны е  векторы системы S по­
парн о об р аз у ю т  п р ям ы е  углы.

Опр ед елен ие  71.3 угла  ме ж д у  вект орами позволяет  ввести в 
евклидовом векторном пр ос транс тв е  вполне  естественным о б р а ­
зом понятие  ортогональности векторов.

О п р е д е л е н и е  71.4. Векторы х н у  называются ортого­
нальными относительно скалярного произведения g ев к л и д о ­
ва векторного пространства (V ,  g ) ,  если их скалярное произ­
ведение равно нулю,  т. е. g (х, у) — 0.

Орто гон ал ьн ость  векторов  х м  у  векторного пространст ва

V относительно с к а л я р н о г о  произведения  g  об озн ача ет ся  x l . gy,

а их неортогональность  — x J f  еу. Если на векторном простран 
стве V р а с с м а т р и в а е т с я  только  одно с к а л я р н о е  произведение,

то в обозначениях индекс м ож ет  быть опущен:  х А . у ,  и, соответ

ственно, хЛ~ у.

( О п р е д е л е н и е  71.5. Вектор х  ев клидо ва  векторного 
пространства ( V , g )  называется ортогональным к его под
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I множеству А , если х  ортогонален любому вектору этого под­
множества.

О б оз н ача ется  ортогональность  вектора  х  и А как x . L A .

— def — — —
х  l̂ A ^ > ( у  ^ А  => х  A-у ) .

Очевидно,  что только  один вектор евклидо ва  векторного пр о­
с т р ан ств а  ортогонален всем его векторам,  так  как из ра венст ва

g (х, у)  =  0 при всех y ^ V  следует ,  в частности,  что g (х, х)  =  0,
— ■) — — — 

а значит,  х =  0. Если ж е  векторы х н у  ненулевые,  но ортого­
нальн ые,  то угол между ними, очевидно, равен  л / 2. ф

Это позволяет  с дел ать  вывод, что д ля  всех векторов  е в к л и ­
дова  векторного п рост ранс тва

g ( x ,  у)  =  c o s ( x ,  у)  ||дс||г | | j / | |g. (71.11)

Т. е. с к а л я р н о е  произведение  двух произвольных векторов  е в к ­
ли дова  векторного про ст ранст ва  есть число, равное  пр ои зв ед е­
нию их норм на косинус угла между ними.

Т а к  как в эл ем ен та рн ой  геометрии д л я  векторов  х  и у ф О  
число 11дс| cos  (jc, у )| есть длина  ортогональной проекции в е к ­

тора  х  на пр ямую п а р а л л е л ь н у ю  вектору у  (рис.  19), то ес те ­
ственно следую ще е определение .

О п р е д е л е н и е  71.6. Число II дс I I cos  (х, у) называется

ортогональной проекцией  вектора х  на не нулевой  вектор у
ев клид ова  векторного пространства ( V , g ) .

Проек ц ия  вектора х  на вектор у  относительно ск ал яр н о го  
произведения  g  обозн ача ется

( p ^ i ) g M | | * | | g cos ( i ,  y)2=i S ^ J l  ' (71.12)

индекс  g  может  быть  опущен,  если р а с с м ат р и в а е т с я  еди нс твен­
ное с к а л я р н о е  произведение.

Зн ач ени ем  проекции вектора  х  на вектор у  может  быть  л ю ­
бое дей ствительное  число (почему?  ф ), а ф о р м у ла  (71.11) по­
зво ляет  д а т ь  сл ед ую щу ю геометрическую инте рпр ет ац ию  ск а­
лярного  произведения векторов  евклидова  векторного  пр о­
странств а :
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скалярное произведение вектора х  на ненулевой вектор у 
есть произведение нормы вектора || у || g на проекцию х на в е к ­
тор у, т. е.:

g ( x ,  y ) = \ \ y \ \ g (p r - x ) g. (71.13)

Если оба вектора х  и у ненулевые,  то очевидно: 

\\у\\е {рГуХ)в =  \\x\\g (prx y)s.

С к а л я р н о е  произведение  позволяет  получать  интересные р е ­
з ул ьт ат ы  и в эл ем ен та рн ой  геометрии,  причем за ч ас т у ю  ис по ль­
зова ние  его свойств д ел а е т  док а за т ел ь с т в о  существенно проще 
и наглядн ее ,  чем при стан да р т н ы х  методах  эле мента рно й гео­
метрии.

М

Рис. 19 Рис. 20

П р и м е р  71.2. Д о к а ж е м ,  что для  пр ямоугольника  AB C D  и 
произвольной точки М суммы к в а д р а то в  длин отрезков,  с о ед и ня ­
ющих точку М  с п а р а м и  про тивоположных вершин,  равны,  
т. е. имеет место равенство:

| М Д |2 +  |A fC |2 =  | М В |2 +  \ M D \ \  (71. т)

Пусть  A B C D  — про извольны й прямоугольник,  и М — пр о и з­
вольна я  точка (рис.  20).

Н апо мни м,  что \МА  | =  \МА \ =  \МА\ ,  где МА  — н а п р а в л е н ­

ный отрезок,  а МА  — свободный вектор,  п ред стави тел ем  которо­

го я в ляе тся  МА  (опред еления  4.2, 16.4), при этом МА  — в е к ­
тор векторного  про стра нс тва  V3 ( свободных векторов).

Т а к ж е  \ М А \ 2 =  (МА,  М А ) — с к а л я р н ы й  к в а д р а т  вектора  М А,  
ана логи ч ны е  равенст ва  имеют место для  |A fC |2, \ М В \ 2 и \ M D \ ‘.
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Это позволяет  за мени ть  условие  (71 .т)  на следующее:

('М А , МЛ ) +  (МС, МС) =  (МВ,  Ж В) +  ( Ш ) , ЛШ). (71 .т ' )

З ам ети м ,  что из A M A D  и А М В С  имеем: А М = А Ш  +  /.М, и

Тогда ,  под ста вляя  эти соотношения в левую часть (7 1 . т') ,  по­
лучим,  используя  свойства  ска ляр но го  произведения:

(МА,  МЛ) +  (МС, MC)  =  (M D  +  D l ,  MD +  ~DA) +  

+(мв+~вс, ш + Ъ с ) ^  

=  (АШ, М Р )  +  ( М Р ,  £ М )  +  (£М,  M D )  +  (1)A, D A )  +  

+ ( W b ,  m b ) + ( W b ,  1 b c ) + ( b c ,  M B ) + ( B C ,  ~bc )=

=  (MB,  Ш )  +  (~МР, MD) +  (MD, ~DA) +  (DA,  MD) +  (DA,  ~DA) +

+  (MB,  BC) +  (BC, № )  +  (BC, ~BC).
С р а в н и в а я  это в ы р а ж е н и е  с (71 .т),  видим,  что для  д о к а з а ­

тельс тв а  равенс тва  надо  показать ,  что

(MD,  ~DA) +  (DA, MD) +  (DA, ~DA) +

+ ( М В ,  ~ВС) +  (ВС, Ш )  +  (ВС, BC) =  0.

З а м е т и м ,  что D A = — BC,  что позволяет  с де л а т ь  п р е о б р а з о ­
вания:

(MD,  ~DA ) +  (£М,  ЛШ) +  ( Л 4 ,  DA) +

+  (МВ,  ~ВС) +  (ВС, Ш )  +  (ВС, !С)==

=  2 ((DM, ВС) +  (МВ,  ВС) +  (ВС,  ВС)) =

=  2 ( (DM +  W b , 6 С) +  (ВС,  ВС)) =

=  2 ((DB, ВС) +  (ВС, ~BC)) =  2((DC,  ВС))== 0.

Что  и треб ов алось  доказ ать .
За м е т и м ,  что в приведенном док а з а т ел ь с т в е  б ы ло  совершенно 

несущественно пол ожение  точки М: л е ж и т  ли она в плоскости 
пря моу го льн ик а ,  внутри его или нет, не с о в п а д а е т  ли с какой- 
либо вершиной прямоугольника .  Полное  ж е  д о к а з а т е л ь с т в о  со­
отношения (71.т)  сре дст вами элементарной геометрии (без  при-
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В

влечения ск ал яр н о го  пр оизведени я)  потребо вало  бы р а с с м о т р е ­
ния ка ж до го  из этих случа ев  в отдельности.

З а д а ч а  71.2.1. Д о к а ж и т е ,  что для произвольного  А  А ВС 
имеет место:

(АВ,  СС\) +  (б С ,  Д + Ж С Л ,  Ж ) = * 0 ,

где / 1 , — середи на  стороны ВС,  В , — середина  стороны АС,  а 
С, — середи на  стороны А В  треуголь ни ка  (рис.  21).

Указание. ~ А А ^ ^ ( А В  ^-~ВС), (В А + ~ В С ),  СС, =  - i  (СА +  СВ).

З а д а ч а  71.2.2. Д о к а ж и т е ,  что, если в т е тр а э д р е  AB CD  две 
пары противоположных  ребер пе рп ен ди ку лярны  (нап ри мер,  
(A B) -L (C D)  и (BC)A-(AD)) ,  то ребра  третьей па ры  т а к ж е  пер п ен­
д ик у л я р н ы  ((СА)) -L(BD)).

Указание. Докажите ,  что при произвольном расположении точек в простран­
стве имеет место равенство:

(А В ,  CD) +  (SC, 1ТА) +  (СА, ~DB) =  0.

Полезно ввести определение  вектора-проекции.

I О п р е д е л е н и е  71.7. Вектор ( p r - x ) g ey называется век ­

тором-проекцией вектора х  на ненулевой  вектор у  ев клидова  
векторного пространства ( V, g ) .

( З д е сь  е ■ — орт  со н ап р авл ен н ы й  с вектором у). Если же

вектор у  единичной нормы,  то вектор-проекция  х  на у  в ы р а ж а ­

ется еще проще:  ( p r - x ) g y.

О б о з н а ч а е т с я  вектор-про ек ция  х  на у.
def , - ч  -  ? g  (дс, у) -  , 7 , . . .рг^(х)е =  (р г - х ) е е^ =  — ^ - у .  (71.14)
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Если структ ура  евклидо ва  векторного  прос транс тва  з а д а н а  

с т ан да р т н ы м  с к а л я р н ы м  произведением,  то индекс обычно не 
пишется,  как  в обозначении проекции вектора  на вектор,  т ак  и

вектора -проекции:  (ргу х ) и, соответственно,  рг-(х) .  Инд екс  g  мо­
ж ет  быть  опущен для  упро щ ения записи и в том случае ,  когда 
с к а л я р н о е  произведение  не стандартно ,  но ясно, относительно 
какого  ска лярно го  произведения  р а с с м ат р и в а ю тс я  проекции.

З а д а ч а  71.3.1. Н ай д и те  векто р-проекцию и проекцию ве к­

тора х ( 1, 2, 3) на вектор у (  1, 0, — 1) относительно стан дар тн ого  
с к а лярн ог о  произведения  трехмерного  векторного  пространства .

Указание. См. формулы (71.14) и (71.12).

З а д а ч а  71.2.3. Н а й д и т е  сумму векторов-проекций п р о ­

извольного вектора  х  на векторы-стороны равностороннего  

А А В С :  а, 6, с (рис.  22).
Указание. Надо найти вектор

У = Ргё(х) + Ргь(*) + Ргс(*У

А  А ВС  такой, что А В е ^ а ,  ВС  ^ 6, С А <^с,  где а  +  6 +  с =  б  и |о |  =  | 6 | =  | с |  =  1.
aj/(b, поэтому эти векторы можно взять за базисные в векторной плоскости сЗ^2, 

а произвольный вектор х  представить в виде: jt =  а а  + 136, тогда

(7 | 1 4 ) (*■ а ) ' I (*■ Ь) у- (х, с)
|Н|2 |6|2 Й 2

=  —!— ((х, а ) а  +  (х. Ь)Ъ +  (х, с)с)  =  ?
I а  Г

У т в е р ж д е н и е  71.1. В евклидовом векторном пространст­
ве  < V , g > вектор х '  =  х  — ргу (х) ортогонален вектору у.

З а д а ч а  71.3.2. Д о к а ж и т е  у т верж де н ие  71.1.

/~*Ч I /~ , | i~~Ч  V '  1 ■1 V > / I V ’ / t  | ’
y  =  pri (x) +  pr6 (x) +  p r ~ { x ) = - 7 ^ r a +  - ^ r b +  -

в
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ра ссмо тр и м с к а л я р н о е  произведение  

векторов  х' и у.

g ( x \  y) =  g ( x - ( p r - x ) e y, y^j =

^=g(x ,  y ) — 8--\~:j ~ g ( y ,  «/)== 0,
Ml

что и о зн ачает  ортогональность  х'  и у. Ш
Отметим,  что пр ед ыдущ ие  рас с у ж д е н и я  не пр ед пол агаю т,  

вообще говоря,  конечномерности векторного пр ост ран ства ,  на 
котором з а д а н а  евклидо ва  ст руктура .

Т е о р е м а  71.1. Если векторы х н у  евклидо ва  векторного 
пространства ( V , g ) ненулевые и ортогональные, то имеет 
место равенство:

II * +  УII2 =  II *  II2 +  IIУII2- (71.15)

( С р ав н и те  с неравенством (71.4)).

При этом естественно н а з в а т ь  вектор суммы х - \-у  нен уле ­

вых и ортогональных векторов  х  и у гипотенузой векторного 

прямоугольного  треугольн ика  со сторонами х  и у, а векторы х
и у — его катетами.  Тогда  пр еды ду щ ее  ут верж де н ие  (и р а в е н ­
ство)  есть не что иное, ка к  обобщение  известной теоремы П и ф а ­
гора,  с п р аве д ли вое  в произвольном евклидовом векторном п р о ­
странстве ,  д а ж е  не о б яз ательн о конечномерном:

Квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.

З а д а н и е  71.1. Д о к а ж и т е  теорему 71.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть  векторы х, y ^ ( V ,  g)  и х А . у , 
тогда

\\x +  y\\2==g(x +  y, x  +  y) =  g( x ,  x) +  2g(x ,  y) +  g( y ,  y)  =

^ \ \ x \ \ 2+ \ \y \ \2. ■

Естественно,  одна и та  ж е  п а р а  векторов  относительно одного 
ск а л я р н о г о  про из ведения  может  быть орт огональна ,  а относи­

тельно другого — нет. Та к  ба з ис ны е  векторы е, и е2 двумерного  
векторного  про ст ранст ва  ортогональны  относительно с т а н ­
дар тно го  ск ал яр н о го  произведения  в этом базисе  (70.s 2):
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e i (1 ■ 0), е2 (0, 1) и (е,,  е2) ^  | - 0 0 - 1, но не ортогональны относи­
тельно с к а лярн ог о  |фои.-48едения  /70 g  у

g 2(x, y ) ^ x ' y ' - x ly2- S y '  +  2 S y 2 
(см. з а д а н и е  70.1).

g 2 ( e i, е2) = 1*0— Ы — 0-0 +  2 . 0-1 =  - 1.

О п р е д е л е н и е  ^1.8. Множество векторов называется 
ортогональной систем^^ векторов (или системой попарно ор ­
тогональных векторов^ если л ю бые два ее вектора ортого­
нальны (относительно данного скалярного произведения).
В примере  71.1 и з а д а ц е 711 3 были приведены примеры о р ­

тогонал ьны х систем ве^ТОр ОВ: хг, ... х"}— относительно
Стаь!£?ртн0Г0 с к а л я РН0Г0 произведения  в векторном п р о стр ан ст ­
ве е /  [х] и относительно ска лярн ого  произведения  в CL2[ — л, п\ 
его система S  =  { s m m ( ,  Cos n t \ (m,  n) see N2}.

У т в е р ж д е н и е  71 Всякая  ортогональная система нену­
л е в ы х  векторов ев клидова вект0рного пространства (V,  g ) ли-  
неино независима.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  Пу ст ь  V — евклидово векторное  п р о ­
стр ан ство  со с к а л я р н ы м  произведением g  и A = { a v а2, ... ak) — 
его система ненулевы^ попарно ортогональных  векторов,

т. е. a ,_Lgai или g ( a ,̂  й;) =  0 при всех г, / е {  1, 2, ... k} и i^=j .
Ра с с м о тр и м  лин ейную комбинацию векторов системы А,  

равну ю нулевому вектору т е

ft'a i +  ^ a 2 +  ... +  a 4 ==6. (71.А)

Д л я  произвольного Э к т о р а  а ^ А  имеет  место равенство:  
g  (б, а,-) =  0. Тогда

0 =  g ( 6 , H/ ) M g ( a 1H1 +  a 2-  +  ... +  a *H4> ву) =

=  a 'g (a \, «,) +  а2§(д2< a .)+  _  +  a /_1g ( a /_ 1, д.) +

+  a <g(a,  Z,) +  ® % (H/+I> a , ) +  ... + a kg ( a k, H,)=L

=  a  0 +  a, 0 + . . .  +  a'  0 +  ̂ ig ^  a /'+ 'q + . . .  +  a *o =  a'g (ajy at).

С л е дова тельн о a'g (ц^ a ) =  o, откуда a '  =  0 (почему?  ^ ). 
П оскол ьк у  a1 — любо^ из коэффициентов  линейной к ом би­

нации (71.Л), то (а^, а , ... __ 0, ... 0) ,  что о зн ач ает  т р и в и ­
ально сть  этой линеинои Комбинации и линейную независимость  
системы векторов А.  ▲ —
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1 У к а ж е м  более кр ат кую  тензорную з апи сь  вычислений в д о к а ­
зат ель стве  утвер жден ия:

0 =  g  (б, а;) =  а1ё ( а г a ;)=L a ' g  (a,-, a,-).

Следова тельн о  a 'g (a r a,) =  0, откуда  a/ =  0 для любого  
/ е { 1, 2, ... k }, что озн ачает  триви альн ост ь  линейной комбинации 
(70.А)  и линейную нез ависимость  системы векторов А.  ■

С л е д с т в и е  71.2. Матрица Г рама ортогональной системы 
векторов невырождена.  ♦

С л е д с т в и е  71.3. Всякая упорядоченная ортогональная  
система из п ненулев ых векторов п-мерного ев клидова вектор­
ного пространства образует его базис.
( Такой базис называется ортогональным.

Действительно,  по п р еды ду щ ем у  у тве р ж ден и ю  эта система 
п векторов  линейно не зави сим а,  а согласно у т ве рж де н ию  41.3 
она базис  «-мерного векторного пространст ва .  ■

Из з ад ач и  71.1.3 следует ,  что система векторов-функций:

< 1, s i n / ,  c o s / ,  sin 2/, cos 2/ , ... sin nt, cos nt)

о б р аз у ет  базис  в прос транс тве  тригонометрических полиномов 
n -ого пор ядка .  З а м е т и м ,  что непосредственное  д о к аза тел ьс тв о  
этого ф а к т а  (исходя только  из определен ия  линейной независи 
мости системы векторов) довольно зат ру дн ит ел ьн о или, во в с я ­
ком случа е  имеет весьма объемн ые вычисления .

Естественно за д а т ь с я  вопросом,  всегда ли в евклидовом ко­
нечномерном векторном пространст ве  существует  базис ,  сос тоя ­
щий из попарно орт огональных векторов.  Ответ  на него можно 
получить,  изучив как происходит  о р то го н ал и за ц и я  ба зи са  ко­
нечномерного векторного  про странства .

§ 72. О Р Т О Г О Н А Л И З А Ц И Я  Б А З И С А  Е В К Л И Д О В А  
В Е К Т О Р Н О Г О  П Р О С Т Р А Н С Т В А

В этом п а р а г р а ф е  мы д ад им  утверди тельный  ответ на по­
ст ав ленн ы й выше вопрос,  более того: у к а ж е м  алгор итм по­
строения  в произвольном векторном прос транс тве  ба з ис а ,  со­
стоящего  из попарно ортогональных  векторов-ортов  (единичной 
нормы).

О п р е д е л е н и е  72.1. Базис евклидова векторного про­
странства ( V, g )  называется ортонормированным, если все 
его векторы — попарно ортогональные орты (относительно 
скалярного  произведения g).
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Простейшим примером орто н о р м и р о в ан н о го  б а з н с ч  н кооп 

динатном евклидовом п рос тран ст ве  я в л я е т с я  стапдгцу.  ш ш г>я 
зис В ° =  <£, ,  Е2, ... Еп) (опре де лен ие  41.3), Например,  „ м  (3 х 1) 
он составлен из векторов:

Во=<(

О р т о но рм ир овани ы й относительно с к а л я р н о г о  произведени и 
g  ба з ис  я -мерного  евкли дова  векторного п р остраНс т ва о б о з н а ­

чается  Bg =  < I,, t2, ... i„>, причем индекс g  м о ж е т  б ы Ть опущен,  
если ясно, о каком с к а л я р н о м  произведении идет  р е ч ь В ект опп  
таког о  б аз и са  в трехмерном векторном п р о с т р а н с т в е  свободных
векторов  Vs принято обычно об оз на ча ть  бу кв ами:  j  у ft в 
двумерн ом V2 соответственно i, j .

Условия  ортонормированности ба зи са  в ы р а ж а ю тся ф о р ­
мулой:

-  . ( 1, если j  =  k  
§ (  'i' '*) | 0> если (72.1)

или g ( i jt 7*) =  6/*, Г'Де 6,-* — символ К р о н е к е р а ,  ^  индексы 
{/, /г}сг{1, 2, ... п }. Из  этой формулы следует ,  что в т а к о м  базисе  
м а тр и ц а  ск ал яр н о го  произведения  g  единич ная :

М 8 =  Г ( В )  =  | | g (7 , ,  4)11 = £ .

А значит ,  эго с к а л я р н о е  произведение  и меет  смысл Обозначать

(х,  у) ,  как скаля рно е  про изведение  ст а н д а р т н о г о  видй каковым  
оно и является в б а зи с е  В: ' ^

(х, у)  =  х 1у'  -)- ^ у 2 - f  хпу п

(где векторы х ( х \  х2, ... х") и у ( у \  у 2, .... у п) з а д а н ы  своими коор­
д и н а т а м и  относительно ор тонор мир ованн ого  ба зи са  13 ) у ом са . 
мым установлено одно из его основных свойств.

С в о й с т в о  72.1. В ортонормированием базисе скалярное  
произведение л ю бы х  дв ух  векторов равно сумме праизведений 
соответствующих координат этих векторов.

Или,  другими словами,  с к а л я р н о е  пр ои зве дение  н* конечно­
мерном векторном пространст ве  имеет с т а н д а р т н ы й  вид если 
к оор дина ты  векторов  у к а з а н ы  в базисе ,  о р т о н о р м и р о ц анН()М от ­
носительно этого с к а л я р н о г о  произведения .

Причем в ненулевом векторном п р ос тра нс тве  т а Кой базис  
для  данного  с к а л я р н о г о  произведения  н е е д ННствен,  н а п рим ер
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если B — ( i ) — ортонор миро ванный ба з ис  одномерного  вект ор­

ного пространст ва ,  то В ' =  ( — г )  т а к ж е  я в ляе тся  его б а з и ­
сом. 4

Очевидно,  что в ортоно рмиро вани ем  ба зи се  в любом конеч­
номерном векторном пространст ве  с к а л я р н о е  произведение  м о­
ж ет  быть  пр едс тав лено в удобном виде:

( х , у )  =  Щ М - ,  (72.2)

М ~ — координатный столбец вектора у.

М т~ — координатная строка вектора х.

При этом л ю б а я  коорд ин ата  вектора  х ( х \  х2, ...х") в орто­
нормир овани ем  базисе  чрез выча йн о просто в ы р а ж а е т с я  посре д­
ством ск ал яр н о го  произведения:  ф

хк =  (х, l k) {̂ =  \рг1кх\

(k =  \, 2, ... п ).

С в о й с т в о  72.2. Д л я  любого  вектора евклид ова  векторно­
го пространства его k -ая координата равна ск алярному произ ­
ведению этого вектора на k -ый координатный вектор ортонор- 
мированного базиса или, что то же самое , — ортогональной про­
екции вектора х  на k -ый орт.

С л е д с т в и е  72.1. В ортонормированном базисе конечно­
мерного евклид ова  векторного пространства всякий вектор р а ­
вен сумме своих ортогональных векторов-проекций на базис­
ные векторы.

Т ак  как

x  — x l i y 4-^*2 +  ■■•4- xnin =  xkik =

=  £  (х, 7 * )7 * =  £  (Pr}x ) l k опр' 71,7 £  pr-Лх) ,  ф  
k=\ 6=1 £=1

где векторы ik — орты k =  1, 2, . . .  п. в
Таки м образ ом,  про извольны й ортонор мир ова нный базис  л ю ­

бого конечномерного евк лид ов а  п ространс тва  о б л а д а е т  свойст­
вами,  ан ал о ги ч н ы м и  базису  трехмерного пр ост ра нс тв а ,  которое 
р а с с м а т р и в а е т с я  в эле ме нт арн ой геометрии.  Поэтому особый ин ­
терес  сос та в л я е т  тот факт ,  что в произвольном евклидовом ко ­
нечномерном про ст ранс тве  такой ба з ис  существует.  Чтобы д о к а ­
за ть  это, воспользуемся  т а к  н а з ы в а е м ы м  процессом ортогонали-  
за ции системы векторов,  который з а к л ю ч а е т с я  в ал гор ит ме  по­
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строения ортогональной системы ненулевых векторов по данной 
линейно независимой системе.

Пусть  B = ( e h е2, ... еп) — некоторый базис  л-мерного в е к ­
торного про странства ,  на котором з а д а н о  с к а л я р н о е  пр ои зв еде­
ние g. Норма вектора  относительно g  будет обозначаться  || ||.

1. П оложи м вектор a i =  e i.
2. Следу ю щи й вектор будем искать  в виде:

а2 =  е2 — Х2а ь (72 ,а2)

по дби рая  число гак, чтобы векторы а, и а2 были ор т о го н а л ь ­
ны. Д л я  этого используем условие  их ортогональности:

— — (72.а.,) — — , —
£ ( а , ,  a.2) =  0 - < = > ~ g ( a h e2 — V2 a l) =  0

g ( a „  е2) — Х2 g ( a t, а , )  =  0.

Откуда:
^ l _ g(g| ,  е2) 2_ g (Д|, е2)

2 g  (а ,,  а , )  II5, ||2 

При данном значении система векторов {а,, а2} о р т ог он аль­
на и потому линейно не зав иси ма  (см. ут вер ж де н ие  71.2).

3. Вектор а :! найдем в виде:

а3 =  е3 — 1'3 а , — 123 а2, (72 ,а3)

так,  чтобы а 3_1_а,  и a :!_La2- П р и этом числа  А3 и Я2 будут опреде-  
л ять ся  условиями ортогональности этого вектора  уж е  н а й д е н ­

ным вектор ам а 1 и а 2, причем a , _ L a 2:

g ( a , ,  а 3) =  0 и g  (а2, а 3) =  0.

П о д ст а в л я я  в первое из этих равенс тв  в ы р а ж е н и е  вектора  ая 
соглас но  формуле  (72.а 3), найдем:

g ( a „  e3 — l l3 a l — X23a2) =  0

II?
g ( a u e3) — V3 g ( d b a , )  — Я2 0 =  0.

О тку д а
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Аналогично получается

2 ? g ( fl2- е3)

При этом полученная  система векторов {ар а2, а3} ортого­
нальна .  ф

4. Произвольный,  &-ый вектор а к будем искать  в виде:

ak =  ek— £  “г  (72.а*)
/=i

коэффициенты р а з л о ж е н и я  которого по найденной ранее  сист е­

ме векторов  {а,, а 2, ... o * _ J  определим из условий ор тог он альн о­

сти, у м н о ж а я  пос ледовательно ак с к а л я р н о  на векторы 

а, ,  а 2, ... а*_, .  Получим при всех s = l ,  2, ... k — 1.

g ( a „  ak) =  0 = > g ( a s, ek) — l sk g ( a s, a,) =  0 ф

ek)
k~  lie, II2

5. Причем  к а ж д ы й  из получаемых таки м  об разо м  векто ­

ров ак —  ненулевой,  т а к  ка к  из раве нс тва  ак — 0 следо ва ло  
бы, что

-  (72.5*)*-1
ek =  L  К  «/.

/=1
а значит ,  et e l  (а, ,  а 2, ... a *_ , )  =  L (в,, е2, ... е*_,),  что пр от иво ре ­
чит линейной независимости базисной системы векторов.  ф

6. Т а к  к а к  б а з и с н а я  система векторов В = ( е и е2, ... е„) ко ­
нечна,  то за  конечное число шагов  (л)  процесс  ее орт огона лиз а-  
ции будет  закончен,  т. е. получим ортогональную систему из п 
ненулевых векторов  и, согласно следствию 71.3 — ор т о го н а л ь ­

ный базис  А =  ( а и а2, ... ап) векторного про странс тва  Vn.
Чтобы получить ортонормир ованн ый ба з ис  этого п р о с т р а н с т ­

ва ( Vn, g ) , остается  пр он ор мир овать  к а ж д ы й  из векторов  этой 
системы:



§ 72. О р т о го н а л и з а ц и я  ба зи са 305
(Де =  1, 2, ... п), что и за в е р ш и т  построение ортонормированного  

ба зи са  B = ( i l, i2, ... i„), т а к  ка к  полученные векторы будут  не 
только  ортогональны,  но и орты (векторы с нормой, равной е д и ­
нице).  Тем самым и д о к а з а н а  с л е д у ю щ а я  теорема.

Т е о р е м а  72.1. В любом ненулевом конечномерном е в к л и ­
довом векторном пространстве существует ортонормиронанный 
базис.

Она может  быть  сф о р м у л и р о в ан а  иначе.
В любом ненулевом конечномерном евклидовом векторном 

пространстве со скалярным произведением g  существует базис,  
относительно которого его матрица M g единичная  — это дает  
ответ на поставлен ный  выш е в § 70 вопрос  о приводимости 
м а тр и ц ы  произвольного ск ал яр н о го  про из ведения  к единичному 
виду в подходящем базисе .  +

Это позволяет вы р а з и т ь  р е зу льт ат  основной теоремы этого 
п а р а г р а ф а  други ми словами.

В любом ненулевом конечномерном ев клидовом векторном 
пространстве скалярное произведение приводимо к стандартно­
му виду.

Если учесть,  что м а тр и ц а  M g с к а л я р н о г о  про изведения  и зм е ­
няется  по закон у (70.4), то д о к а з а н н а я  теорема  означает ,  что 
д ля  произвольного б аз и с а  В евкл идова  векторного п р о с т р а н с т ­
ва най дется  такой базис  В',  что

Г  M J  — Е.
<В, S ')  *  <В, В ')

Очевидно,  что в к а ж до м  ненулевом конечномерном в ект ор­
ном про ст ранст ве  существует  более одного ортогонального  б а ­
зиса  (при размернос ти  п ро странс тв а  св ыше  единицы их д а ж е  
бесконечно много). ф

О пи сан ны й выше  процесс  о ртого н ализ аци и системы векторов  
используется  не только  для  д о к а з а т ел ь с т в а  сущ ествования  в ко­
нечномерном евклидовом векторном про странстве ,  но и д ля  по­
строения  та ких  базисов  в конкретных п р о стран ства х  при р е ш е ­
нии ра зл ич ны х задач .

С л е д с т в и е  72.2. Если ( V n, g ) — евклидо во  векторное 
пространство, a Vk — его подпространство с ортонормирован-  
ным базисом, то его можно дополнить до ортонормированного  
базиса всего пространства Vn.

Действительно ,  ба з ис  B ' = ( i ,, t2, ... ik) согласно следствию 
41.2, ка к  линейно не за ви си м ая  система,  дополним до ба зи са

векторного п ро ст ранс тва  В"  =  < i2, ... ik, ek+x, ... еп) . П рим ени в 
к этому базису  процесс  ор тогон ализ ац и и и но рмир ования ,  по лу­
чим ортон ормир ованн ый баз ис  я-мерного векторного  п р о с т р а н ­
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ства  V", с о д е р ж а щ и й  своими пе рвыми k ве кт орами векторы б а ­
зиса В',  т ак  как описанный процесс  орто но рм ир ов ани я  не и з м е ­
нит первые k векторов  б аз и са  В".  ф  

П р и м е р  72.1. В с тан да рт но м  евклидовом пространст ве  ор- 
тонормируем систему векторов:

В'  =  {ЬХ (1, 2, 1), 62(3, 4, 1), М - 1 ,  - 3 ,  1)}.
1. Убедимся  в том, что д а н н а я  система линейно н еза ви си ма 

(и, значит ,  к ней применим алгор итм  ортогон ализации) .  Это 
можн о с д ел ать  разл и ч н ы м и  способами,  на пр им ер ,  вычислив 
опр еделит ел ь  Г рам а  этой системы или, т а к  к ак  она состоит из 
трех векторов,  а векторное про странство  трехмерно,  найдя  о п р е ­
делитель,  соста вленн ый из координат  ее векторов:  ф

1 2 1 
3 4 1
1 - 3 - 1

ФО.

Что означает ,  что система векторов В'  линейно нез ависи ма  
и к ней пр им енима теорема 72.1 и процесс  ортогонализац ии .

2. П о л о ж и м  вектор а ,  =  6,, а

/ 3
' Ь2 CtiZj — о ь о н в

и найдем с к а л я р н о е  произведение:

=  (3 — а)  - 1 + ( 4  — 2 а ) - 2  +  (1 — а )-1 =  12 — 6а.

Из  тр ебо ва ни я  ортогональности а2 и а х следует ,  что ( а 2, <*i) =  0 
и 12 — 6а  =  0, откуда  а  =  2 и вектор

М о ж н о  непосредственными вы числениями убедиться  в п р а в и л ь ­
ности найденного  вектора  — равенств е  0 ск ал яр н о го  пр ои зв е ­
дения:

(1 3 1) ^  о ^ = ы  +  1( - 1) =  о.

С леду ю щ и й вектор  а3 будем искать  в виде:
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b3 — (J|« I — уа.у-

/  1 -  P - y n 
=  ( - 3 - 2 Р  

\ - 1_  р +  7 ,

оп р е д е л яя  к оэ ф ф иц ие нт ы  у и р так,  чтобы а 3_1_а ,  и а 31 а 2,

т. е. ( а 3, а , )  =  0 и ( а 3, а2) =  0. Вы чис лив  эти с к а л я р н ы е  п ро и зв е ­
дения:

( 1 _ Р ~ 7 — 3 — 2р -  1 - P  +  y )  М = - 6 - б р

( 1 - P - Y  — 3 — 2р — 1 — P +  Y) 

получим:
О 2 — 2y,

О т к у д а  р =  — 1 и у :

■6 — бр = 0, 

2 — 2V =  0.

I, а вектор
Г

а з =  &з +  la,  — l a 2 =  ^  — 1 J .

Таким обр азо м о р тог он ализ аци ей  линейно независимой си с ­
темы векторов  В'  получена  ор тог он альна я  система векторов

А = { а Л  1, 2, 1), а 2 { 1, 0, - 1 ) ,  a 3 ( l ,  - 1 ,  1)}.
3. П роно рми ру ем  первый из этих векторов:  его норма

II а,  || ШУУ \ / 12 +  2 12 = д / б "  и поэтому

i ] = ' i t i = w {u  2’ 1 ) = ( w ’ W *  w )

Аналогично нахо дя тся  векторы:

" - =  - ^ ( 1, 0, - 1) =
II «2 II \J2

' ( 1, - 1, 1)=

, о,

11а311 д/з~ Т  ’ V3" ’ V3-) '
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Таким обр азом,  ор тонор мир ованн ый б аз и с  ст ан да ртно го  е в к ­

лидова  трехмерного  про ст ранст ва  построен: /  =  {г,, i2, i 3}- 
Напом ним,  что базис  этого про странст ва

т а к ж е  орт онормирован относительно с т ан да рт но го  ска лярно го  
произведения  в V . Все это п о д т в е р ж д а е т  мно жественность  орто- 
но рм ир ованн ых базисов  относительно за д ан н о г о  с к а лярн ого  пр о­
изведения .

З а д а н и е  72.1. Проортонор мир уй те  систему векторов

в с т ан да ртно м  евклидовом трехмерном пространстве ,  в ы б р а в  за

первый вектор процесса  о ртого н ализ аци и М — 1, — 3, — 1).
Указание. Иногда удобнее, ортогонализируя систему векторов, вектор з а ­

менять на коллинеарный ему (если это упрощает вычисления). В настоящем

стит запись дальнейших уравнений и условий.

З а д а ч а  72.1.1. В стан да ртно м  евклидовом пространстве  
проортоно рмир уйте  систему векторов:

З а д а ч а  72.1.2. Проортоно рмиру йте  систему векторов  за д а -

ном векторном пространстве ,  если его евк лид ова  ст ру кт ур а  з а ­
д ан а  с к а л я р н ы м  произведением g 6 з адач и  70.1.1:

g 6(x, у)  =  х ] у ' +  * У  +  2 * У  +  2 х У  +  5 х ' У , (70.g 6) 

(д ля  любы х векторов  ( х ( х \  х2, х3), у  ( у 1, у \  г/3)) е  1/ 3Х  1̂3).
Указание. В решении естественно применить схему примера 72.1, однако, не 

забывайте,  что в этом случае

З а д а ч а  72.1.3. В с тан да ртно м  четырехмерном евклидовом 

прос транс тв е  з а д а н ы  векторы:  6 , (1 ,  2, 1, 1) и 62 (1 —1, 0, 1). Если

В'  =  {Ь\ (1, 2, 1), 62(3, 4, 1), М - 1 ,  - 3 ,  - 1 ) }

задании, если выбирать второй вектор вида а'2 =  Ь3— a b 2, то получится

f i , = { 6, ( l ,  1, - 1), 62( 1, 2, 0), 63 ( 1, 0, 0)}.

чи 72.1.1 В , = { 6 , ( 1 ,  1, — 1), 62 (1, 2. 0), 63(1, 0, 0)} в трехмер

gi(x, у)=(х'  х2 X3)

откуда, в частности,

\Гх\\е 1 л 1 ( х 1)2 +  (х2)2 +  4х2х3 +  5 ( х л)2 .
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э т о  йте ортогональный базис  этого пространст-возможно,  п о с т р о й  у

В 3 ’ с о д е р ж а щ и й  векторы 2
тец  Оказание.

^ . „ > - . 4и е м .  в „ не обра зует базис в (почему? ♦  ). Поду-
Система век оболочка системы В" с V ? [^ак найти какой-либо

плнить эту систему до какого .лИбо базиса в V*, а за- 
________  Следует floH0JI

Лго ортогонализировать^а ж иТе 0р т о н о р м и р о в а Нный базис л и н е й ­
н о й  д а  4 а ‘z  z - , векторов четырехмерного  векторного про- 
с  * оболочки системы 1

^  нства:
й " = | 6 ( 1  - I  I — П.  6а( — 2, 1. — 2. !>, В3( — 2. 7. 4. 7). 

5<(4 3. 2. 3), 65(0, 7. - 2 ,  ? )) ,

е с л и  -гпуктура з а д а н а  ст ан да рт ны м ск а л я р н ы м
, его евкли дова  стр.у ^
11 Р О  L.в з в е д ен и е м .
м а й т ,казание- Сис1----------аЯЙ ОООб а т и  . совпадает ли линеин^' у-4,

^  в L (В"), если L ( B " ) ^ V '

I » 79 9 R ззДаче 71-1-3 было  показано,  что в е в к л и ­
д о в о  Р и м е Р ' ‘ „„(-транстве CL2 [ — я,  я] векторы-функции:  
s i n  *  векторном пр n2 п0парн0 ортогональны и к а ж д а я  из 
ни х  , ’ со С , П ii\i\o я.  Можно показа ть ,  чх0 в C L J  — я , я] 
они ^ меет Н0РМУ’ pdB оЯНной функции 1, а ее норма р а в н а  2я: 

Ортогональны riociu
. n ? n и ( 1, cos и/) =  0, а || 11| =L 2я.

( 1, s in  n /)  =  U и 4
Т а к и  ,  „.^ппном пространстве «Г* [л всех тригономет-
Риче ,М о б Ра з о м ’ в в п0пядка  не выше k (см. определение 34.3 и 
п РИм о А п Т Т ^ п п л п р о с т р а н с т в е  евкл идова  векторного про- 
ст р а , ер %}' I f(cM утвержден ие  70.1), система векторов-ф у ^ с т в з  CL2[ - я,  я

' 1ИЙ в = < 1 >  sin nt, cos nt I n = l ,  2, . . .  k)

согл-, -7) ч предста вляет  собой его ортогональный
б а з И(>ен ® следствию ' а ж д ы й из этих векторов> получим орто-
Н° Р Ч р о в РГ н З й ИбРаТиас евклидова векторного пр0 с т р а „ ст в а * - * [ / ]

резке  — я,  я | :  ^  =  ^  ^  ^

л/2-Г V" У"
Это и - -тво тригонометрических функций исполь-
3Уетс!1ИВИТеЛЬН° е СВОИ,.следов ан иях  в матем атическ ом  ана лизе .

Г) в раЗЛ79НоЫр . . пИ на векторном пространст ве  ^ п [х] поли- 
номо р и М е Р ,„р п евклидову структуру  з а д а т ь  с к а л я р ­
н ы м "  степенИ Не ВЫг 1 | — 1, 1] (см- (71.5)):Произведением LLi \  ^

^  g)=  j  f ( t )gU) dt,
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то одночлены {1, х, х2, ... х"}, как  было п о к аза но  в примере  
71 .1 ,ортонормированной системы не образуют.  Од нако,  ортогона- 
л и з а ц и я  этой системы приведет  к последовательности много­
членов:

которые с точностью до ненулевых множител ей с о вп адаю т  с мно­
гочленами вида:

Эти многочлены н а з ы в а ю тс я  многочленами Лежандра  или 
сферическими многочленами  и т а к ж е  широко используются  в ис­
следов ани ях  в матем ат ическ ом  а н а л и з е  и теории ура внений м а ­
тематической физики.  Мно гочлены Л е ж а н д р а  об ра з ую т  ортого­
нальный,  но не ор тонор мир ованн ый базис  в про странст ве  много­
членов степени не выше п с переменной ш [ — 1, 1J.

З а д а ч а  72.2.3. В евклидовом векторном пространст ве  Р3[х] 
со с к а л я р н ы м  произведением CL2[— \, 1J:

при мен яя  процесс  орт ог он ализ аци и к стан да р т н о м у  базису  
В = ( 1, х, х2, х3}, найдите  ортон ор мир ован н ый базис .

Указание. См. пример 72.3.
П р и м е р  72.4. Н ай д ем  какой-либо ор тонор миро ванн ый  б а ­

зис по дпр остранс тва  V cz V'1 со с т ан да р т н ы м  с к а л я р н ы м  пр о и з­
ведением относительно некоторого ортонорми рованн ого  базиса ,  
если подпро ст ранст во  з а д а н о  уравнением:  х 1 — х2 — х3 =  0.

Д л я  решения этой з а д ач и  п реж де  всего замети м,  что из

ур авнен ий  по дпр остранс тв а  V следует ,  что всякий вектор x g F  
пр едставим в виде:

где х2, х3 — пр оизвольные действ ите льные  числа.  Следовательно,

1, х, Зх2— 1, 5х3 — Зх, ... ,

1 dk (j? — 1)* 
7?

- 1

базис  в подпро ст ранст ве  V. ♦
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Ост ае тся  ортонор мир ова ть  систему векторов  В:

Л  -  -  -  > ( | _ Л \а, — е, =  1 1 I, а а9 =  е9 — Яе, =  [ 1 I.
— X

(а2, е, )  =  (1 1 0)

и 2 — Я, =  0, откуда Я =  2, вектор

-С1)
а ортогон альны й баз ис  V соста вят  векторы: 

Их норми ров ани е  дае т  базис:

З а д а ч а  72.3.2. Найд ит е  ортоно рмиро ванный ба з ис  по дпро­
ст ра н ств а  S  четырехмерного  евклидо ва  п рост ранс тва  VA, если 
его с к а л я р н о е  произведение  стан дартн ого  вида,  а по д п р о с тр а н ­
ство S  з а д а н о  системой уравнений:

х х2-  хл-  х4 =  0,

' +  х 2 - 2 х 3 +  4 х 4 =  0 ,

1 — Зх2 — 6х4 =  0.
Указание. Естественно (например, приводя эту систему к ступенчатому ви 

ду), указать  фундаментальную систему решений — базис подпространства 
S (см. пример 72.4), а затем его ортонормировать.

§ 73 '. П О Д П Р О С Т Р А Н С Т В А  Е В К Л И Д О В А  
В Е К Т О Р Н О Г О  П Р О С Т Р А Н С Т В А

При изучении под пространств  евклидовых векторных про­
с тран ств  отметим п реж де  всего, что согласно утве рж де н ию
70.1 всякое  подпространст во  евклидова  векторного про ст ранст ва  
Является т а к ж е  евкли довым векторным пространством.

Напомним.

( О п р е д е л е н и е  36.5. Если векторное пространство р азлож ен о  в п р я ­
м у ю  сум м у  подпространств: V = V ' ( B V " ,  то V" называют дополнительным 
подпространством или дополнением V'.
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L ( b ’) ЦЬ")

Ь(Ь)

о
L(a)

Рис. 25

( О п р е д е л е н и е  36.4. Суммой подпространств V  и V" векторного п р о ­
странства V называется линейная о б о л о чк а  множества V '[}V " . Если  
V ' t )V "  =  { 0 l  то сум м у подпространств V' и V" называют прямой.

Допо лни те льн ое  подпро странст во  к подпро странст ву  ве к т о р ­
ного п р остра нс тва  опр еделяет ся ,  к ак  отмечено в § 36, вообще го­
воря,  не однозначно.  Т а к  на векторной плоскости (свободных 
векторов)  дополнительное  подпространст во  к да н но му  векто рно ­
му п ро странс тв у  L 1(а),  на тя нут ому на ненулевой вектор а, я в ­
л яетс я  одномерное  векторное  пространство,  которое п о р о ж д а е т ­

ся ненулевым вектором, не п ар ал л ел ьн о м  а.
Н а п р и м е р ,  =  L 1 ( а ) ф  L'  (&') и <^2 =  L'  ( а ) ф  О  (Ь")  (рис. 

23, 24).
О днако ,  в евклидовом векторном про ст ранст ве  среди доп о л ­

нительных к дан но му  подпро ст ранст ву  под про странст в  можно 
выд ели ть  естественным об раз ом  единственное  подпространство .  
Это под про ст ранст во  н а з ы в а е т с я  ортогон альны м дополнением 
исходного про стра нс тва  и игра ет  ва ж н у ю  роль  во многих гео­
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метрических приложениях.  Т а к  на упомянутой выше векторной 
плоскости «Ж'1 ортогона льным  дополнением к L ' (а)  являе тся  
подпространст во  L ' (Ь) с вектором 6 перп ен ди ку ляр ны м а 
(рис.  25).

(Конечно,  векторная  плоскость  здесь  р а с с м ат р и в а е т с я  
с евклидовой структурой,  з а дан но й обычным ск а л я р н ы м  пр ои з­

ведением: (х , у)=\х\  | y | c o s ( x ,  у)).
О п р е д е л е н и е  73.1. Ортогональным дополнением мно­

жества векторов А евклидова векторного пространства 
(К ,  g > называется такое подмножество векторов V, что каж­
дый из них ортогонален всякому вектору из А.

Об о зн а ч а е т с я  ортогональное  дополнение множ ест ва  А 
через А 1:

/ I х ^ {y s = V \ ( V a e B A ^ g ( a ,  у)  =  0)}.

П р и м е р  73.1. Найд ем  ортогональное  дополнение  вектора

а ( 1, 2, 3 ) е  (М  (3 х 1), ( , ))  (ст ан да рт но го  трехмерного  к оо рд и н ат ­
ного евклидова  пространства) .

х 1
Если х = (  х2 ) — произвольный вектор ортогонального

х3
д о ­

полнения  вектора  а, то (а,  х )  =  0 — условие,  о п р еделяю щее  под­

пространст во  {а}х , т. е.
1

0

1х ‘ +  2х2 +  Зх3 =  0 
уравнение ,  которому уд овлетворяют  ко ордина ты векторов,  пр и ­

н а д л е ж а щ и х  { а } \  М о ж н о  найти ф у н д ам е н та л ь н у ю  систему р е ­

шений этого уравне ния ,  т. е. базис  по дпр ост ра нс тв а  {а}± , н а ­
пример:

х ' =  - 2х2- З х 3.

Тогда  общий вид векторов ортогонального дополнения  к 
вектору а:

\  /  - 2 Х 2 - З х 3 \
=  Х*
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{а} ± L (а, ,  а 2)> гДе а \ = и а2

dim {а}1 =  2.

З а д а ч а  73.1.1. Найд ит е  ортогональное  дополнение  системы

Следует найти фундаментальную систему решений этой системы линейных урав-

С в о й с  г в о  73.1. Ортогональное дополнение к любому под­
множеству евклид ова векторного пространства есть подпрост­
ранство этого пространства.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть  Л с { V, g ) .  П ров ерим  в ы п о л ­
нимость условия  SS (ле кц и я  8, § 36) д ля  по д мн ож ест ва  А ± с: V.

SS: д л я  любых ( а ,  р, х.  y ) e R 2X ( / l J )2 вектор а х - | -  f i y e / l 1*.

При произвольном а е Л  рассмотрим

м н о ж е с т в о  / i  з а м к н у т о  о т н о с и т е л ь н о  о п е р а ц и и  в е к т о р н о г о  
про странст ва  V.

Поэтому ортогональное  дополнение  н а з ы в а ю т  т а к ж е  д опол ­
нительным ортогональным подпространством к по д м н о ж ес т ­
ву А.

С в о й с т в о  73.2. Евклид ово векторное пространство я в л я ­
ется прямой суммой его любого подпространства и его ортого­
нального дополнения.

Это свойство можно сф о р му л и р о ва ть  иначе: ортогональное  
дополнение  векторного  по дпр остранс тва  евкл идова  векторного

векторов  А = { 6,, b2}cz (М  (3 * 1), ( , ))  и ортон ормиро ванн ый  б а ­
зис дополнительного  по дпр остранс тв а  А ± , где

М ож н о ли у к а з а т ь  все ор тоно рм ир ован н ые базисы /4± ?

Указание. Вектор х  = е / 4 1  определяется условиями:

нений, а затем пронормировать ее. Векторы и а.2 неколлинеарны. К акова  раз 
мерность пространства / I х ?

Свойства ортогонального дополнения
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п ро ст ранс тва  есть дополнительное  к нему подпространство  
(см. определение  36.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть  Uk — несобственное по дпро­
стран ство  евкли дова  векторного пр остранс тва  ( V", g )  и

B ' = ( i |, i2, ... ik) — его ор тоно рм иро ванный (относительно g)  
базис .  Сог ласно следствию 72.1 его можно дополнить  до о р ­

тонорм ированного  б аз и са  В = < 1|; i2, ... ik, ik+,, ... t „ ) .
О бозна чим линейную оболочку последних n — k векторов

через Un~ k. Тогда любой вектор  х ( х \  х 2, ... х " ^  векторного про­
с т р ан ств а  Vn р а з л а г а е т с я  в сумму векторов:

х  =  х 1 i, х2^ +  ...-)- xkik -+- х*+ 1 ik+l - j- ...-)- Xяin =

=  (x ' h +  -̂ *2 +  ■■■ +  ^ h ) Jr ( xk+ 1 ** + i +  ••• +  x"in) =
|| des || des

=  *' +  x" .
ID ffl
u k u n~k

При этом Uk()Un- k= 0 ,  а вс я к ая  л и н е й н а я  к ом б ин ац ия  ве к­

торов  ik+l, ... in орт огона льна  произвольной линейной к о м б и н а ­

ции векторов  i2, ... ik, причем любой вектор  ^ ( t /*)1 р а з л а ­

гается  в линейную ко мб инаци ю векторов  ik+l, ik+2, ... i„ (поче­
му? ф  ), это все и означает ,  что

(uk)± = L(ik+l, ... Х)=иа-к. Ф

Таки м образ ом  выполнены все условия ут верж де н ия  
36.6 ( р а з л о ж е н и я  векторного про стра нс тва  в пр ямую  сумму 
своих под про ст ран ств)  и V"— (У*®((У*)-1, что и з а в е р ш а е т  д о к а ­
зат ель ство  свойства . ■

С л е д с т в и е  73.1. Если Uh — подпространство п-мерного  
евклидо ва  векторного пространства, то его ортогональное до ­
полнение имеет размерность п — k (См.  следствие  41.5).

С л е д с т в и е  73.2. Если U — подпространство п-мерного  
евклидо ва  векторного пространства, то (U  )± =  U. ф

С л е д с т в и е  73.3. Д л я  любого подпространства U п-мер- 
ного евклид ова  векторного пространства найдется конечная си­
стема линейно независимых векторов А такая, то U — A-1.

З а д а ч а  73.1.2. Д о к а ж и т е  следствие 73.3.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если U — подпро странст во  п р о с т р а н ­
ства  ( V n, g ) ,  то по свойству 73.2 V" =  U ®  U 1-, причем по дпрост ­
ранство  (U )± конечномерно и, значит ,  имеет базис  В',  со сто я­
щий из конечного числа линейно не зав иси мых векторов.  Тогда
U ± =  L ( A )  и U ^ A 1-. Я

З а д а ч а  73.2.2. Н ай д и те  ортогональное  дополнение по дпр о­
стра н ств а  S  з адач и  72.3.2, зад ан но го  системой линейных у р а в ­
нений:

х 1 — х2 — х3 — х4 =  О,

■ х ‘ +  х2 — 2x3- f  4х4 =  0, 

х 1 — Зх2 — 6х4 =  0.

Указание. Используйте результат задачи 72.3.2, а так ж е  тот факт, что для 
базиса В'  пространства решений S системы линейных уравнений

З а д а ч а  73.1.3. В евклидовом векторном про странст ве  мно­
гочленов Р3 [х] со с к а л я р н ы м  произведением CL2[— 1,1]:

1
(/> ё ) =  5 / (0  g ( t )  dt

- 1
найди те  ортогональное  дополнение вектора  х  и линейной оболоч ­
ки L (  1, х). О п редели те  ра зм ерно сть  ( L ( l ,  х ) )х .

Указание. Можно использовать результат примера 72.3 и задачи 72.2.3. Но 
возможно и прямое решение: каким условиям должны удовлетворять коэффици­
енты многочлена /  =  а 0 +  а , х +  а 2х2 -(- а 3л:3, чтобы (/, 1 ) =  0, и (/, jc) =  0?

Н апо м ни м  (см. у т верж де н ие  36.6), что если векторное  пр о­
стран ство  р а з л о ж е н о  в пр ямую  сумму своих подпространств ,  то

всякий его вектор однозначно р а з л а г а е т с я  в сумму:  х  — х ' - \ - х "  
с векто рами х '  и х",  п р и н а д л е ж а щ и м и  соответствующим п р я ­

мым с л а га е м ы м .  Т. е. если вектор x ^ ( V ,  g ) и V = U ® U 1 , то

x ' ^ U  и, соответственно,  x " e t / x .
Получен ный  та ким  об разом вектор x ' ^ U  и н а з ы в а е т с я  со­

гласно опр еделению 58.3 проекцией вектора  х  на п о д п р о с т р а н ­
ство U п а р а л л е л ь н о  U ± , а отобра ж ение ,  с о п ос тавля ю щее  в с я ­
кому вектору из V его проекцию на U на з ы в а е т с я  п а р а л л е л ь н ы м  
пр оекти рование м V на U п а р а л л е л ь н о  U x .

| Д л я  евклид овых  векторных пространств  такое  п а р а л л е л ь ­
ное проекти ров ание  на з ы в а е т с я  ортогональным проектирова­

нием векторного пространства V на подпространство U.
В отличие  от п а р а л л е ль н о г о  пр ое кти ров ани я  его будем

,  desоб оз на ча ть  рг,, =  р . .
г  и  f  ( U ,  ( / Х >
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Таким образом,  по опр еделению

, ", des —> р Ги(х) =  х',

если V =  U ©  U L и вектор  х  — х ' - \ - х "  так ,  что х ' е  U и х"  е  U 1 .
Отметим,  что вектор-проекцию,  которая  бы ла  определен а  в ы ­

ше (см. определен ия  71.6, 71.5)

V Я (х, и) —
РГу ( Х)ц =  ,г ,г> уу ь llyllj

с прои звольным  х  можно р а с с м а т р и в а т ь  как  об раз  вектора  х  
при ортогональном про ектировании евк лид ов а  векторного пр о­

с тран ств а  <1/ ,  g ) на его одномерное  подпро ст ранст во  L (у)  (на
ненулевой вектор у).

З а д а н и е  73.1. Н айд ем  ортогональну ю проекцию вектора

х  (2, 1, 5, 2) на линейную оболочку векторов  а , ( 1 ,  1, — 2, 1) и

а 2 (2, 0, 1, 1), если их координаты з а д а н ы  в орт оно рмированном 
баз исе  векторного пр остранс тва  V4.

Поскол ьку в V4 у к а з а н  ортон ор мир ован н ый базис ,  то можно 
полаг ать ,  что с к а л я р н о е  произведение  с тан дар тн о го  вида,  а пр о­
стр ан ство  V4 от ож деств ить  с ко ордина тным  пространством 
<М<4 х 1), (,)>.

Об оз на чи м L ( a u a2) = U ,  так  как  V4= U ® U ± , то ве к­

тор х  =  х ' - \ - х ” так,  что х ' е ( / ,  a x ' ^ U 1 . При этом х '  =  р г и (х)  

х '  =  а 1 а,  -|- а 2 о-ъ a

= х '  — а 1 а, — а2 а ,  =

и следуе т  под обрать  коэффиц иенты  ( а 1, а2) так,  чтобы вектор 

х"  был  ортогонален подпространст ву  U, т. е.
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Отс юда

(1

2 — а 1— а2 /  

2 -  а 1 - 2 а 2

( 2  О ( 2 — а 1— а2

=  0 .

Это приводит к системе уравнений:

7 а 1 +  а2=  — 5, 
а ' + 6 а 2=  11,

решением которой является  ( а 1, а2) =  ( — 1 2 ) .  Та ким  образ ом,  
искомый вектор ортогональной проекции равен

Выше  в § 52 было  введено понятие  из о м о р ф и зм а  векторных 
пространств ,  ка к  биективного о то бр аж ен и я ,  сохраня ющ его  
стру кт ур у (опер аци и векторных пространств) .

Н а п ом ин ан ие .

I О п р е д е л е н и е  52.1. Векторное пространство U называют изоморф­
ным векторному пространству V, если  существует биективный гомоморфизм  
f '.U  V, отображение /  в этом случае  называют изоморфизмом векторных 
пространств U и V.

Естественно,  о п ределяя  изо морфизм евклид овых  векторных 
пространств ,  потребовалось ,  чтобы такое  о т о бр а ж ен и е  с о х р а н я ­
ло не только векторную,  но и евклидову структуру.

О п р е д е л е н и е  74.1. Евклидо во  векторное пространство 
( V, g )  называется изоморф ным евклидову  векторному про­
странству ( V g' ) ,  если существует изоморфизм векторных
пространств f :V-*~ V' такой, что для  л ю бы х  векторов х  и у

- 2 )+ 2

§ 74.  И З О М О Р Ф И З М  Е В К Л И Д О В Ы Х  
В Е К Т О Р Н Ы Х  П Р О С Т Р А Н С Т В
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векторного пространства U выполняется условие:

g ( x ,  y )  =  g ' ( f ( x ) ,  f (y ) ) .

Отображение f  в этом случае называется изоморфизмом  
е в к л и д о вы х  векторных пространств V и V ' .
Иног да  т аки е  векторные про ст ранс тва  на зы в а ю т  изометрич-  

н ы м и , а отобр а ж ен и е  — изометрией е в к л и д о вы х  векторных про­
странств.

О стан ови м ся  на некоторых свойствах  таких изоморфизмов.
У т в е р ж д е н и е  74.1. Отображение, обратное изоморфиз­

му евклидовы х  векторных пространств (V ,  g )  и ( V g' ) ,  я в л я ­
ется изоморфизмом пространств ( V g' )  и ( V , g ) .

У т в е р ж д е н и е  74.2. При изоморфизме конечномерных  
евклидовы х  векторных пространств ортонормированный базис  
отображается в ортонормированный базис.

З а д а н и е  74.1. Д о к а ж е м  ут ве рж де н ие  74.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть  B = ( i h t2, ... in) — о ртон ор м и ­
рованный базис  п рост ранс тва  <(У", g >, a f \ U n - + V n — и зо м ор ­
физм евклид овых векторных про странст в  ( Un, g )  и ( V n, g ' ) .

Система векторов  В'  =  ( / ( / , ) ,  /  ( г2), ... / ( * ’„)> согласно с ледс т ­
вию 55.5 об р аз у ет  ба з ис  векторного  про странс тва  Vn. Вместе  
с тем

g ' i f O i ), f ( i k ) )  =  g O r  * * ) = ?

для  лю бы х /,  k ^ { \ ,  2, ... п).

Следов ательно ,  условия  (72.1) выполнены и В'  — о ртон орм и ­
рованн ый  базис  векторного  про ст ранст ва  Vn. Я

С л е д с т в и е  74.1. При изоморфизме евклидовы х  векторных  
пространств прообразом базиса евклид ова векторного простран­
ства является базисная система векторов.  ф

С л е д с т в и е  74.2. При изоморфизме е вклидовы х  вектор­
ных пространств образом и прообразом любой ортонормиро- 
ванной системы векторов является ортонормированная си­
стема. ф

Р ассм от ри м  теперь  два  евклид овых векторных пространст ва  
одной размерности:  ( U n, g ) и ( V n, g )  с ортонормирован-

ными базис ами:  B = ( i b i2, ... in) в U" и, соответственно,

В'  —  (у,,  / 2, ... / „)  в Vn. И пусть Vn — линейное  о т о б р а ­
жен ие  векторных пространств ,  пере вод яще е  базис  В в ба з ис  В'
такое,  что f ( i k) = j k д ля  всех k = \ ,  2, ... п.
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При этом любой вектор х ( х \  х2, ... х")в е  Un и его о б ра з  

/ ( х)  имеют одинаковые координаты,  т а к  как

/ ( х )  =  / ( х ‘ 7, +  х272 +  . . . +  x" 7n) =

=  x ' f  (7,) +  * 7  (72) + . . .  +  x"f  ( 7 „ ) =

=  х ‘ У, +  Х 2 /2 - f . . .  +  x" /„.

Если ж е  векторы з а д а н ы  своими коо рд ин ата ми относитель­
но ортонормиро ванн ых базисов ,  то с к а л я р н ы е  произведения  на 
таких пр остранс твах  имеют с тан дар тн ы й  вид. Т. е. g  и g ' — 
стан да ртно го  вида и тогда имеем для  произвольных векто­

ров х ( х \  х2, ... х")в' и у ( у \  у2, ... у")в имеем:

g ' ( f ( x ) ,  f  (y)) =  x ' y i +  x2y 2 +  ... +  xny n =  g ( x ,  у).

Это означ ает ,  что изо морфизм /  векторных пространств  
явля ется  изо морфизмом ( U n, g )  и ( V", g ) ,  как  евклидовых в е к ­
торных пространств .  ■

Д о к а з а н н ы й  резу льт ат  сф ор му ли руем  следу ющи м образом.
У т в е р ж д е н и е  74.3. Если при линейном отображении 

векторных пространств ортонормированный базис одного в е к ­
торного пространства отображается в ортонормированный б а ­
зис другого пространства, то они изоморфны, как евклидовы  
векторные пространства.

У тв ер ж д ен и я  74.2 и 74.3 можно объединить  в одну теорему.
Т е о р е м а  74.1. Линейное отображение векторных про­

странств Un и V" есть их изоморфизм, как ев клидовы х  вектор­
ных пространств, тогда и только тогда, когда оно отображает 
ортонормированный базис (U",  g ) в ортонормированный базис  
пространства (V", g ) .

При изучении векторных пространс тв  было  установлено,  что 
отношение изо мо рфиз ма на множестве  всех векторных пр о­
с тр ан ств  я в ляе тся  отношением эквивалентности (теорема 55.2), 
и к а ж д о е  из конечномерных векторных пространс тв  изоморфно 
некоторому коо рдинатному векторному пространству ,  которое 
можно считать  э талон н ы м  для  изучения свойств векторных п р о ­
с тр ан ств  данной размерности.

Н е с л о ж н о  установить ,  что и отношение из омор ф из ма  на 
мно жестве  евклид овы х векторных пространств  т а к ж е  являе тся  
отношением эквивалентно сти.  4

При этом к одному кла ссу  эквивалентности относятся  в е к ­
торные п ро ст ранс тва  одной размерности.  +
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Т е о р е м а  74.2. Д в а  ев клидовы х  векторных пространства 
изоморфны тогда и только тогда, когда их размерности равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Если евклидовы векторные пр о­
стран ств а  изоморфны,  то, согласно определению,  они и зо м орф ­
ны, к ак  векторные п рос тран ст ва ,  которые по теореме 54.1 име­
ют од ин ак овые  размерности.

2. Если евклидовы векторные п рост ранс тва  (U,  g )  и ( V , g > 
одной разм ернос ти  («), то в ы б р ав  в к а ж д о м  из них ор тон ор ми­

рованн ый базис : В =  </,, «2, ... «'„) в U" и В'  =  </,,  / 2, ... /'„> в V", 
з а д а д и м  о т о бр аж ен ие  f : U - + V  зна ч ен ия ми на базисны х век­

торах: / ( 4 )  =  j k для  всех k — 1, 2, ... п. Сог ласно  лем м е  53.1 ото­
б р а ж е н и е  /  — линейно,  а согласно те ореме 74.1 оно являе тс я  
изо морфизмом U и V, как евклид овых  векторных п р о ­
странств.  ■  

З а м е ч а н и е  74.1. Всякое  « мерное евклидово векторное 
пространст во  изоморфно стан да ртно му  «-мерному коо рд ин атн о­
му евклидову векторному пространству ,  причем этот и зо м ор ­
физм може т  быть  з а д а н  каноническим от об раж ен ие м ,  с о п ос тав ­
л я ю щ и м  вектору с коорд ината ми,  у к а з а н н ы м и  относит ель­

но ортонормир ованн ого  ба з ис а ,  х ( х \  х2, ... х")к, столбец (строку)  
его координат,  напр име р,

Таки м  обр азо м,  с т ан да рт но е  «-мерное  координатное  ев к л и ­
дово пространст во  и является  тем пространством,  которое 
обычно,  в силу наглядности,  используется  д ля  изучения  свойств 
собственно «-мерных евклидовых векторных пространств.

§ 75*. У Н И Т А Р Н Ы Е  В Е К Т О Р Н Ы Е  П Р О С Т Р А Н С Т В А

В пре ды дущ их п а р а г р а ф а х  было существенно (см. о п р е д е л е ­
ние 70.1), что векторное  пространство ,  на котором з а д ае т с я  е в к ­
лидова  с т рукт ур а  — вещественное  (н ад  полем действительных 
чисел).  Естественно возника ет  вопрос,  можн о ли опр еделить  с к а ­
л ярн ое  произведение  на векторном пр ос транс тве  в том случае ,  
когда  оно определено на д  полем ком плексных чисел С (см. л е к ­
ция 13, пример  64.5, определение  64.3, за м е ч а н и е  64.2).

Напомним.

I О п р е д е л е н и е  70.1. С к а л я р н ы м  п р о и зв е д е н и е м  на векторном п р о ­
странстве V н а д  п о л ем  действительных чисел называется отображение

g :  V X  V R, если оно при любых (х ,  у , а, р,> se V2X  R2 удовлетворяет с л е д у ю ­
щим условиям:
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S.l: g ( ax  +  Pj/, z) =  ag(x,  2 ) +  f5g(i/. г);
S.2: g ( x ,  y )  =  g ( i /, x):
S.3: g ( x ,  x ) ^ 0 ;
S.4: если g (x,  *)  =  (), t o  jc =  0.

Если это определение  без изменений перенести на к о м п л ек с ­

ное векторное пространство ,  то д ля  любого  вектора  х  получим:

g( ix,  ix) =  i2g( x ,  x ) = — g( x ,  х),

откуда  и из аксиом S.3 и S.4 следует ,  что х =  0 (почему? ф ). 
Т. е. единственное  векторное пространст во  над  полем к о м п л ек с ­
ных чисел,  на котором може т  быть  з а д ан о  с к а л я р н о е  пр ои зв еде­
ние в смысле  определения  70.1, нульмерно (состоит только  из ну ­
левого вектора) .  ♦

Одна ко  на базе  векторного пространства  над  полем к о м п л ек с ­
ных чисел может  быть построена с о д е р ж а т е л ь н а я  теория  е в к л и ­
довых векторных пространств ,  которая ,  однако ,  требует  из ме н е­
ния определен ия  ска лярно го  произведения .  Т аки е  пр остранс тва  
возн икаю т во многих з а д а ч а х  теоретической физики,  в частности,  
в теории поля,  а т а к ж е  в теории функций комплексного  пе р е м е н ­
ного.

В на ст ояще м п а р а г р а ф е  в д ал ьн ейш ем  векторные п р о с т р а н ­
ства,  если не оговари ваетс я  особо, р а с с м а т р и в а ю т с я  на д  полем 
компл ексных чисел.

О п р е д е л е н и е 75.1. Скалярным произведением на век­
торном пространстве V над полем комплексных чисел н а з ы ­
вается отображение  g i K X V " —̂ С ,  если  оно при л ю б ы х

(х, у, а,  р ) е К 2 Х С 2 уд ов летворяет с л е д у ю щ и м  усл о ви ям :

SC. l :  g ( a x + | 3 « / ,  z) =  n g ( x , z ) +l i g ( y ,  г);

SC.2: g ( x ,  y) =  g ( y , x)\
SC.3: g (x, x ) ^ 0 ;
SC.4: если g (x, x)  =  0 , t o  x =  6.
Векторное  пространство V н а д  по ле м к о м п л е к с н ы х  чисел  

с з а д а н н ы м  на нем с к а л я р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  наз ывается  уни­
тарным векторным пространством или комплексным евк­
лидовым пространством.
Об о зн а ч а е т с я  унитарное  векторное  пространст во  V  со с к а ­

л я р н ы м  произведением g  к ак  ( V , g ) ,  чтобы подчеркнуть  к о м п ­
лексный х а р а к т е р  ск ал яр н о го  произведения ,  может  быть  ис по ль­
зован индекс:  g c или ( V , g c>, или ( V ,  g ) с.

Напомним, что через г  принято обозначать комплексное число, сопряженное 

числу г, т. е. если z  =  x - \ - y i  то z = x — y i  ( ( х  ;/) е :  R2 по определению).
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Не слож но  пок азать ,  что для  всякого комплексного числа  z  

имеют место соотношения:

2-2 = ( x - \ - y i ) - ( x  — yi) =  x2 +  г/2> ( ) ,  ()

2 =  2,

а ДЛЯ лю бы х <21, 22) ^  С2

z l +  z 2 =  z l +  z 2 и Z\ ' Z2 = Z \ - Z 2.

( О п р е д е л е н и е  75.2. Число Д/гТг называется модулем  
комплексного числа z.
Мо дуль  комплексного числа 2 обо зна чае тся  mod 2 или j21.

\г\  М Д / г Т .  (75.2)

Свойства скалярного произведения  
над полем комплексных чисел

С в о й с т в о  75.1. Д л я  л ю бы х  векторов х  и у унитарного в е к ­
торного пространства и произвольного комплексного числа X 
имеет место равенство:

g( x ,  ky) =  Xg(x,  у).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если (х,  у , Х ) е К 2Х С ,  то

g ( x , ky)  =  g(Xy,  x)  =  \ g ( y , х)== X g (у, x) =  k g (  х, у) =

=  ^g( x ,  у). Я

С в о й с т в о  75.2. Д л я  л ю бы х  векторов х, у, z унитарного 
векторного пространства имеет место равенство:

g ( z , x  +  y) =  g ( z ,  x)  +  g ( z ,  у).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если (х,  у , z ) е  К3, то для  ск ал яр н о го  
произведения  g,  определенного  на комплексном векторном пр о­
с тран ств е  V, получим

g ( z ,  jc +  y)==g(x +  y, z )==g(x , z) +  g( y ,  z) =

=g ( x , z)  +  g ( y ,  z ) = g ( z , x)  +  g ( z ,  y ) = g ( z ,  x) +  g ( 2*, y).
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Объеди н ив  эти два  свойства,  можно говорить о линейности по 
второму аргументу  комплексного с к а л я р н о г о  произведения  в 
с мысле  равенст ва

g ( z ,  ax  +  py) =  a g ( z ,  x ) + P g ( z ,  у)

для  лю бы х (х,  у, а,  Р ) е У 2Х С 2.
В указ ан но м  смысле  с к а л я р н о е  произведение  линейно по 

каждому из аргументов.
С в о й с т в о  75.3. Скалярное произведение нулевого вектора 

на любой вектор равно нулю  д о к а з ы в а е тс я  аналогично в ещ ест ­
венному случаю.  ф

В частности,  g ( 0 ,  0) =  0, и только  один вектор в унитарном 
прос транс тв е  о б ла д а е т  таким свойством.

Аналогично евклидову вещественному про странству  имеет 
место следствие.

С л е д с т в и е  75.1. Если g  (х, у) =  0 или g ( y ,  л:) =  0 для  
любого вектора у  из евклидо ва  векторного пространства
(V ,  &>с> то х  =  б.

П р и м е р  75.1. Не слож но  проверить,  что на мно жестве  ко мп ­
л екс ных  чисел С, как  одномерном комплексном векторном п р о ­
странстве ,  с к а л я р н о е  произведение  з а д ае т с я  формулой:

(х, у)с =  ху.

(См.  опр ед еление  64.3 и свойства  комплексных чисел, пример 
64.5).

Вып олнимость  условия  SC.1: д ля  лю бы х (х ,  у, z, а,  р ) е н С ь: 

( а х + р г / ,  г)  с =  а ( х ,  г ) с + Р ( г / ,  z ) c

очевидна  в силу свойств комплексных чисел.
Выполн им ость  SC.3: (z, z )c ^ 0  для  любого  z ^ C  следует

из (75.1), т ак  ка к  (z, z ) c =  z z = | z | .

Конечно,  из равенст ва  (z, z ) c =  0, т. е. (см. (75.1)) из х2-)-г/2 =  О 
(для  z  =  x- \ -y i  с (х,  i / ) e R 2) следует,  что х — у =  0, и значит ,  
свойство SC.4.

Свойство SC.2: (х, у )с =  (у, *)с &ля  лю бы х <х,у )  е  С2 т ак  же  
очевидно в силу свойств комплексных чисел:

(х, у)с =  х у  =  у х  =  у х = у х  =  (у,  х )с.

З а д а н и е  75.1. Под умайте ,  каким об раз ом  на одномерном 
комплексном векторном про ст ранст ве  С з а д а т ь  другие  с к а л я р ­
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ные произведения .  В озм ож н о ли это? Како в  общий вид с к а л я р ­
ного произведения  на С?

П р и м е р  75.2. Из  пр ед ыду щего  пр и мера  следует,  что на 
я -мерном комплексном координатном векторном пространст ве  С", 
элементы которого можно пр ед ста ви ть  в виде ма три ц-с толбцов  
«высоты я», т. е. ( М (п х I), С)  (или матр и ц- строк  «длины п» —
<М  (1 х п).  С ) )  с к а л я р н о е  произведение  м ож ет  быть  з а д а н о  ото­
б р а ж е н и е м  (,)с : ( М (п х 1), С)  ( М (п х 1), С ) —>-С по формуле:

(х, у )с =  х ' у '  +  х?у2 +  ... +  хпу п, (75.(,)с )

ИЛИ

напомним,  х', х2, ... х", у 1, у2, ... г/"— ком пл екс ные  числа.
Аналогично вещественному случа ю вводятся понятия с т а н ­

дар тно го  с к а л я р н о г о  произведения  и с т ан да рт но го  я-мерного  
унитар но го  векторного прост ранст ва .

О п р е д е л е н и е  75.3. Скалярное произведение на п-мер-  
ном комплексном векторном пространстве ( V", В )  называется 
скалярным произведением стандартного вида (или стандарт­
ным скалярным произведением), если относительно базиса  
В оно задается формулой:

(х> У)с =  х ' у '  + х ? у 2 +  ... +  хпу п, (75.3)

где х ( х \  х2, ... хп)в, у ( у 1, у 2, ... у")в.
О п р е д е л е н и е  75.4. Координатное п-мерное комплексное  

векторное пространство с заданным на нем стандартным ск а­
лярным произведением  (,)с называется стандартным унитар­
ным п-мерным векторным пространством или координатным 
унитарным (п-мерным) векторным пространством.

Такое  про странство  обозна чае тс я  <С", ( , ) ) ,  (М (п х 1, С) ,  (,))  
или <<Af ( l  х п), С ) ,  ( , ))  в зависимости от того, к а к а я  ин тер ­
пре та ци я  координатного  про ст ранст ва  р а с с м ат р и в а е т с я .

П р и м е р  75.3. Если x ( t )  и у ( t ) — н е п рер ы вн ы е  на отрезке  
\а , b} вещест венные функции вещественного  аргумен та ,  a z  (t)  — 
функции вида  z  ( t ) =  x ( t ) - \ - у  (t) i, то относительно естественных
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оп ераци й сложе ни я и ум нож ения на ск ал яр :

z, ( t ) ® z 2(t) = ( х ,  (t) +  x2(t)) +  ( y l ( t) +  y 2( t ) ) i

X Q z  (t) = ( X x  {t))-\-(Xy (t)) i

(при z l (t ) =  x l ( t ) - \ - y{( t ) i  и z 2 (t) =  x2 ( t ) - \ - y2 (t) i) они образ ую т  
комплексное  векторное  пространство,  которое  имеет  с т ан да рт но е  
обозначение  С* [а, Ь] ( ср авн ит е  с примером 34.8 лекции 8). О т о ­
б р а ж е н и е  ( , ) : С * [ а ,  6] Х С * [ а ,  6] — С, опр еделяе мое  формулой:

ь _____

( 2 ,  ( / ) ,  2 2 ( / ) )  =  jj 2 , ( 0  Z2 ( t ) d t
а

у довлет вор яет  условиям S C .1 — SC.4 и, следовательно,  з а д а е т  
евкл идову структуру на комплексном векторном пространст ве  
С* [а, Ь].

Аналогично вещественному случаю д о к а з ы в а е т с я  следу юще е 
утверждение .

У т в е р ж д е н и е  75.1. Сужение скалярного произведения g  
на унитарном векторном пространстве V на любое его подпро­
странство V' есть скалярное произведение на V ' .

Отметим,  что, если в векторном про странст ве  V над  полем 
комп лек сны х чисел вы дел ить  множество  векторов,  за мкн утое  от ­
носительно сл ож ени я  и ум но ж ен ия  на дей ствительны е числа,  то 
несложно показать ,  что оно образует  векторное  пространст во  
над  полем действительных чисел, хотя под пространством 
комплексного  векторного про ст ран ства  оно не являе тся  (по­
чему? 4 ).

При этом сужен ие  комплексного ск ал яр н о го  произведения  
(у довлетв ор яю щ его  условиям  SC .1 — SC.4)  на та ку ю  « вещ еств ен ­
ную часть  уни тарного  пр остранс тва»  дае т  с к а л я р н о е  п рои зв ед е ­
ние в смыс ле  определен ия  70.1, т. е. удовле творяю щ ее  у с ­
ловия м S . l — S.4. ♦

И в этом см ысле  понятие  комплексного с к а л я р н о г о  пр ои зв е ­
дения (определен ие  75.1) можно считать расш и ре ни ем  или об ­
общением вещественного  ска лярно го  произведения  (определение  
70.1).

Пос ко льк у  по условию SC.3 для  любого  вектора  х е У  з н а ­

чение g (х, х ) ^ 0 ,  в унитар но м пространстве  сод е р ж а те л ь н о  по­
нятие нормы вектора:

ll*llg =  V g ( * ,  х)
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и ее свойства  анал огичны свойствам (71.1 и 71.2) нормы вектора 
евкл идова  (вещественного)  прост ранст ва .  Т а к ж е  им сеч место и 
неравенство  Коши — Буняковского:

Ig( x ,  у )| <  lUIIJyllg

д ля  лю бых векторов  {х, y } a ( V , g ) c или в другой форме:

l g ( * .  У)\2< ё ( х ,  x ) g ( y , у),  (75.4)

с той оговоркой,  что, т ак  как g  (х, у ) — комплексное  число, то

lg(*> У) I = " V 'ё ( х ,  y ) g ( x ,  у)
И Л И

1г(*. y ) \ 2= g ( x ,  y ) g ( x , у ) .

Однако ,  д о к а з а т ел ь с т в о  нер авенс тва  Коши — Буняк овско го  в 
сл уча е  вещественного  про странст ва  не переносимо на унитарное  
пространст во  дословно (почему?  ф  ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Если вектор у  =  0, то g  (х, у)  =  0 и

ё{У< */) =  0, нер авенство  (75.4) выполня ется  т ри ви альн ы м  о б ­
разом.

2. Если у=/= 0, то g  (у, у ) ф 0, что позволяет  ввести число

к =  — е(х: й  . (75.x)
ё ( У .  У)

Вообще говоря,  J , e C  и для  любого  вектора  y ^ V  значение  

g ( x  +  k y , х - \ - к у ) ^ 0. ( 7 5 . > )

П р е о б р а з у е м  это выраже ние:  

g ( x  +  l y ,  x  +  hy) =  g ( x , * )  +  g ( ^ ,  x)  +  g ( * ,  ky)  +  g( Xy ,  Xy) =

= g ( x ,  x)  +  k g ( y ,  x)  +  T,g(x,  y )  +  M .g ( y ,  y )  =

=  g ( x ,  x)  +  k g ( x ,  y)  +  k g { x ,  y)  +  l k g ( y ,  y ) (̂ = ^
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g ( * .  у) g ( * .  У) 

g  (У, у )  g ( y ,  у )
Z - Ц  g(y< У) =

g ( x ,  x ) g ( y ,  y )  — g ( x . у)  g ( x ,  у)  — g ( x ,  у )  g ( y , *)  +  g ( * .  у)  g ( * ,  у)

О тку д а  и следует,  неравенство  Коши — Буняковско го  (75.4):

К а к  и в евклидовом случае,  неравенс тв о  Коши — Б у н як о в с к о ­

го о б р а щ а е т с я  в равенство  тогда  и только  тогда ,  когда  векторы х  
и у  ко л л и н еар н ы  (см. следствие  70.1).

В уни тар н ых  векторных про ст ра нс тва х  т а к ж е  имеет  место не­
равенство  треугольника:

с о д е р ж а те л ь н ы  и переносятся  без изменений с вещественного  е в ­
клидова  случа я  понятия  орта,  ортогональности векторов,  (и з н а ­
чит, ортогональной и ортонормиро ванн ой систем векторов),  орто- 
нормированного  базиса ,  матр и цы  ск ал яр н о го  произведения ,  о р ­
тогональной проекции,  ортогонального дополнения  множ ест ва  
векторов  и изо мо рфиз ма уни тарных  векторных пространств .

Аналогично свойствам 72.1 и 72.2, следствию 72.2, т еорем ам  
72.1 и 74.2 у с т ан а в л и в а ю т с я  следу ющи е в а ж н ы е  свойства  ун и­
т арн ы х векторных пространств:

I О п р е д е л е н и е  75.4. Унитарное векторное пространство  
( V ,  g c )  называется конечномерным  ( п -м е р н ы м ), если конеч­
номерно  ( п -м ерно ) векторное  пространство V.

У т в е р ж д е н и е  75.2. В о р то н орм и ров ан но м б а з и с е  к о н е ч ­
н о м е р н о г о  унитарного  век торного  пространства с к а л я р н о е  п р о ­
и з в е д е н и е  л ю б ы х  д в у х  векторов  имеет в и д  (75 .3 ) :

g ( y , у )

g ( x ,  х ) g (у,  y ) - g ( x ,  у )  g ( y .

g ( y .  У)

g ( x ,  y ) g ( x ,  y ) ^ g ( x ,  x )  g ( y ,  y ) . Ш

(x, y )c =  x ' y l + * y - f  ... +  xny n.

У т в е р ж д е н и е  75.3. Д л я  л ю б о г о  вектора унитарного  в е к ­
торного пространства е г о  k -ая  координата р а в н а  с к а л я р н о м у  
п р о и з в е д е н и ю  этого вектора на  k -ый координатный вектор орто-
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нормированного базиса или, что то же самое ,— ортогональной
проекции вектора х  на k-ый орт.

С л е д с т в и е  75.2. В ортонормированном базисе конечно­
мерного унитарного векторного пространства всякий вектор р а ­
вен сумме своих ортогональных векторов-проекций на базисные  
векторы (см. определение 71.6).

Т е о р е м а  75.].  В любом ненулевом конечномерном унитар­
ном векторном пространстве существует ортонормированный  
базис.

И ли в любом ненулевом конечномерном унитарном вект ор ­
ном пространстве  скалярное произведение  приводимо к с т а н д а р т ­
ному виду.

Т е о р е м а  75.2. Два  унитарных векторных пространства 
изоморфны тогда и только тогда, когда их размерности равны.

И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А

— Будьте добры, скажите, пожалуйста, как 
отсюда выбраться?
— Многое зависит от того, куда ты хочешь 
добраться,— сказал Кот.
— Мне, в общем-то, все равно, куда ,— на­
чала было Алиса.
— В таком случае,— прервал ее Кот,— все 
равно, какой дорогой идти.
— Но куда-нибудь я все-таки хотела бы д о ­
браться,— пояснила Алиса.
— Об этом не беспокойся,— ответил Кот,—  
иди как можно дальше и в конце концов ку- 
да-нибудь да придешь.

Л. Кэррол.  «Алиса в стране чудес».

Термин «скаляр ное  произведение» векторов  вперв ые  исп оль ­
зо вал  У. Гамильтон в 1853 г. в работе  по теории кватернионов 
« Le c tu re s  on Q at e rn io n s»  («Л екц ии о кватернионах») ,  когда ему 
в пространстве  кватернионов понадобился  а на лог  расстояния .  
Напо мни м,  что он ж е  ввел в употреблен ие  и термин «вектор» 
(см. историческую спр а в к у  лекции 8), поя вившийся  в его статье , 
опубликованной в 1845 г. в одном из анг лийских ма темат ическ их 
ж урн ало в .  Однако,  первые с о д е р ж а те л ь н ы е  резу льт ат ы  п р и м е ­
нения этого понятия в многомерных векторных про ст ра нс твах  
п р и н а д л е ж а т  Герману Грассману,  который под назван ием  
«внутреннего произведения» опр ед елил его на координатном 
векторном пространстве в 1861 г. при втором издании «Die Line- 
ale A usdehn ungs le he re»  («Учение о линейной про тяженности »)  не­
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зависимо от Гамильтона .  Если в первом издании этой книги он 
р а с с м ат р и в а л  пространство R только  с аффинной точки зрения,  
т - е - без какого-либо ана лога  расстоя ния ,  то во втором издании 
ка ж до м у  элементу  «-мерного координатного  пространст ва  — 
кортежу ( х \  х , ... хл) сопос тавляется  число

Л / ( ^ ? + ( * 2)2+ . . .  +  (*л)2 , (*)

т - е -> Как мы с к а ж ем  теперь,  дл и на  или норма вектора .  Тем са- 
мым геометрия пространства  R  становится  евклидовой в том 
смысле,  что введенная  величина позволяет  с р а в н и в а т ь  векторы,  
точнее — их длины,  а т а к ж е  соде р ж а те л ь н о  определить  угол 
между  вект орами такого пр остранс тва .  Очевидно,  что это про 
пространство  « измерений естественным об разо м  построено по 
о разу  и подобию обычного двух и трехмерного пространст ва ,  
тог°, которое составл яло  предмет  изучения  геометров всех п р е д ­
шествующих времен.  В Частности, в фор муле нормы вектора  (*) 
несложно усмотреть пространственный а н а л о г  теоремы П и ф а г о ­
ра и того свойства ,  что к в а д р а т  длины д и аго н ал и  прямого  п а ­
р а л л ел е п и п е д а  равен с у ^ ме к в а д р а то в  всех его измерений.  Ко­
нечно, поскольку свойства этих многомерных пространс тв  были 
близки к пространству  с обычной геометрией Ев кл и да ,  они и по­
лучили у их исследователей н азв ан и е  евкл идовых  пространств.

! а к и м  образом,  первое из изу чавшихся  м а те м а т и к ам и  много­
мерных евклид овых  векторных пространст в  — это ничто иное, 
ка к  стан д а р т н о е  « м е р н о е  евклидово векторное  пространство,  в

кот оро м с к а л я р н о е  произведение векторов х  и у  с координата-  
ми (* , г , ... х") и, соответственно, (у' ,  у'2, ..., у") з а д ае т с я  ф о р ­
мулой:

* У  +  * У  +  ... +  *У*. (**)

О д н ако ,  потребовалось еще несколько лет  и не мало  исс ледо­
ваний по теории квадратичных форм и ин вар иантов  таких з а м е ­
ч ате льны х математиков  второй половины XIX в., ка к  А. Кэли,  
Дж-  Сил ьв естр  и Г. Сальмон ( S a l m o n  Geo rg ,  1819— 1909), кото­
рые р а б о т а л и  в Лондоне и Д уб ли не ,  а т а к ж е  великого Гаусса  и 
ДРУгих, чтобы математики поняли,  что, во-первых,  существует  
бесчисленное  множество с к а л я р н ы х  произведений,  и, соответст­
венно, геометрий «-мерных векторных пространств ,  а п р е д ы д у ­
щая  ф о р м у л а — лиш ь один из частных случаев .  Во-вторых,  как  
это ни п а р а д о к с а л ь н о  звучит, что, тем не менее, по существу ,  
кроме ст ан да ртно го  «-мерного евклидо ва  пр ост ран ства ,  изу чени­
ем которого з а н и м ал с я  Грассман,  других евклид овых («-мерных)  
п р о стра нс тв  нет, поскольку все они изоморфны,  а значит ,  к ак  е в ­
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клидовы пространст ва ,  о б л а д а ю т  одними и теми ж е  свойствами.
К именам ученых, остав ив ших свой след  в теории евклидовых 
векторных пространств ,  конечно,  стоит присоединить  имя ш ве д­
ского м ате м а т и к а  Й. Г р а м а  ( G r a m  J o r g e n  P ed er sen ,  1850— 1916), 
который з а н и м а я с ь  вопросами линейной независимости решений 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  уравнений и ввел опр ед елитель  с п е ц и а ль н о ­
го вида,  получивший затем  его имя.

Отм етим еще, что современн ые  обозначения  ска лярно го  пр о­
изведения были пр ед лож ен ы м а т е м а т и к а м и  Конца XIX в., з а н и ­
м авш и м ис я  обобщением понятий и струк туры  евклидо ва  в ект ор­
ного пр ос транс тва  на бесконечномерный случай в связи с з а д а ­
чами,  возникшими в теории функций.  Т а к  распро страненное

в на ст ояще е  время обозначение  — х  у  ввел ам ерикан ский м а т е ­
м ати к Д ж .  Гиббс в 1881 г., з а в е р ш а я  цикл статей,  посвященных 
вопросам физической химии: «Оп the Eq ui l ib r ium  of h e t e r o g e ­
neous  s u b s t a n c e s »  («О равновесии гетерогенных систем»).  Д р у ­
гое общепри нят ое  ныне обозначение  ска лярно го  произведения

(х,  у)  впервые использовал  в 1903 г. немецкий м ат ем атик  О. Хен- 
ричи ( H enr ic h i  O l a u s  M a g n u s ,  1840— 1918).

Конечно,  о б на руж енн ое  впер вые У. Гамильтоном и Г. Грас-  
с маном  свойство п ро странс тва  не и з б е ж а л а  судьба всех с е р ь е з ­
ных м атем ат ич еск их  открытий XIX в.— внутреннее  разв ит ие  м а ­
темат ики и науки в целом привели к открыт ию «евклидовости» 
целого ря да  функц ио на льн ых  пространств ,  т. е. таких векторных 
пространств ,  элемента ми которых я в л яю тся  функции одной или 
нескольких переменных,  опре де лен ные  в некоторой области,  для 
которых были естественны ана логи с к а л я р н ы х  произведений.  
П ервы е  работы в этой области  п р и н а д л е ж а т  Немецкому м а т е м а ­
тику Д.  Гильберту ,  который в опубликованной в Ле йп ци ге  в 
1912 г. статье  « G r u n d l a g e  eine a l l g e m a e i n e n  Theor ie der  l inearen  
I n t e g r a l e i c h u n g e n »  («Основы общей теории линейного ин тег ри­
р ова ния»)  ввел ф у н к ц ио на льн ые  пр ост ран ства  /2 и L2, в которых 
с к а л я р н ы е  произведения ,  т. е. некоторые функции,  п р и н и м а ю ­
щие числовые значения  и удовле твор яющ ие  акси омам с к а л я р н о ­
го произведения ,  имели вид:

(*. У) =  Ъ Х<У‘

и, соответственно,
ь

(/,  g)  =  \ f ( x ) g ( x ) d x .
а

Собственно основы теории пространств ,  которые затем по лу­
чили наимен овани е  в честь их пе рвооткры вате ля  — Д.  Г и л ь б е р ­
та,  были з а л о ж е н ы  в ра бо тах  этого вы д аю щ ег ося  немецкого  м а ­
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т ем ат и к а  конца  XIX -v. начала  XX в. в. В а ж н у ю  роль в с т ан о в л е ­
нии этой теории сыграли работы другого немецкого  м ате м ати к а  
р у б еж а  веков — Э. Ц)мидта. Ему п р и н а д л е ж и т  и термин «нор­
ма» и ее обозначение: || | | t которые он ввел в 1908 г. А д а л ь н е й ­
шее разв ит ие  их идей принадлежит а м е р и к а н с к и м  м а те м а т и к ам  
Д ж .  фон Н ей м ан у  и Л\ Стоуну (S to n e  M a r s h a l l  Harvey ,  1903— 
19??), и долгое  время работавшему в С Ш А  венгру  Ф. Риссу.  С в о ­
ими р а б о т а м и  20— 30-х годов нашего века  они пол ожили начало  
новому р а зд ел у  в теории в е кторных пр ост ра нс тв  и дал и  им н а ­
з в а н и е — гильбертовы Пр0СТранства.  Гильбертовы пространст ва  
я вл яю тся  естественным обобщением обычного трехмерного про­
стран ства  евклидовой геометрии на бесконечномерный случай.  
Удивительно то, что структура гильбертовых про странст в  прису ­
ща многим вновь открываемЬ|м ф из ик ам и и м а те м а т и к ам и  про­
ст ра н ств ам .  Исследования  различных фун кц ио на льн ых гил ьб ер­
товых про странст в  пр0д 0Лжаются и поныне.
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Я ведь не хотел ничего другого,  
кроме как воплотить то, что само  
рвалось из меня. Почему ж е  это 
оказалось так трудно?

Г. Гессе.  «Степной волк»
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О Т В Е Т Ы  К З А Д А Ч А М

§ 38
1.1: Нет. 2.2: Система не является линейно зависимой. 
1.3: Нет. 2.3: Si — нет, S 2 — да.

1.1: Д а .  2.1: Д а .
1.2: В =  <£ |,  E l  ... Е\, £?, Е|,

1.1: <л, /?> =  <2, 2 ).

=  х2 +  *3

§ 41

£1 ... 

§ 42

§ 47

...Ет).

1.3: Система совместна при — 2, имеет единственное решение при

— 2, 1}, х, =  х-> =  *3 =  -^-, при 1 

( £ ) _ « ( - ' ) + „ (

§ 48

| 2 : д а ' G h i l H l l
§ 50

1.1: х (2, — 3)в, у  ( — 1, 0 )й/. 1.2:7- =  Т Т' / > 3 V W В„у <й_ <S,_

§ 51
1.1: Д а .  1.2: Д а ,  да. 1.3: Д а .

1.1: Д а ,



340 Л екц ии по алгеб ре  и геометрии

§ 52
1.3: dim R * =  1, dim ( R 2)* =  2.

§ 53

":дч-(о “)■ *■«=
,Л>-С) ' r ' A > - ( _ f ) - v - ( i  " ? ) ■ ©

0 1 0 ... 0 
0 0 2 . ..  0

0 0 0 ... n 
0 0 0 ... 0

2.2: /  l ( e i ) = x 2 f  +  f ' ( e 2) не определен, можно указать

только прообразы ке\\

' а 0 b 0

23: « ' " I  ? 5 S S . 3.3: Нет.
0 с 0 d

11 — 16N
/(в-)- V 11 17;

§ 54

§ 56

-  ^ „ Н п  е )  -  * Ч . - ( = £  50>

13: Ми + ^  =  ( Л 5 - л }  2 -3: //' I /И®*)— б* с,, где

<ei, ег, .. .  е„) — базис £/л, (c i ,  с2, ... ст ) — базис Vm.

§  57
1.1: def /б =  0. 2.2: Кег £> =  {/1/(■*) =  const V x e [ n ,  6]}, d e f £ > = l .
1.3: К е г /  =  ( Л / (х) =  0 кроме конечного числа точек}, в случае / e f  
ядро — К е г /  =  { / | / ( х ) = = 0 } ,  d e f /  =  0.

§ 58
1.1 — 1.2: 1). В матрице Ме поменяются местами г-ая и /'-ая строки 
и столбцы. 2). в матрице Ме в i-ой строке все элементы делятся на к, 
в /'-ом столбце умножаются на к. 1.3: Нет.



О тпеты  к лиднчам

§ <>1
1.1: S' (//) коммутативная, ассоциативная алгебра с единицей и деле  
нием. dim S' ( п ) =  I .
1.2: А'  к о м м утати вн ая , а ссо ц и а т и в н а я  а л г е б р а  с единицей,  
dim А'  =  2.
1.3: СУ коммутативная, ассоциативная алгебра с единицей и делен и 
е м . dim С' =  2.

§ 62

'■‘ W g  £ ) •  — - v r 2( S  “ " У
_ /  509 528 \

»> — \  — 435 - 4 5 1 / '
1.3: М ,

(/ -НйГ(В'

§ 63
1.3: Нет.

§ 65
1.3: Нет. 2.3: Кег /  и 1 т / .

§ 66
1.2: S p ( D )  =  {0}. 1.3: S p ( D )  =  {0}.

§ 70
1.1: g s — да, g s — нет. 2.2: g 4 — нет.

1.3: g  (х, у)  =  Хх'у' , ( А > 0 )  — в одномерном случае, в двумерном случае: 

g (х, у )  =  а х 1 у' +  Ьх' у2 +  Ьх2у' +  сх*у2, 0, ас — Ь2^  0.

§ 71

. 1: (а, Ь) =  ̂  л

2 . 1 : р г ; (дс ) = — у ,  | р г иж| =  - У 2 .

я / 2  при т ф п  
0 при т =  п

у

1.3: (s in  mt,  cos nt) =  <

2.3: 3 / 2  x.

§ 72

^ < 0. 1. О. - 1. ■>-

‘-2= ' ■ w ' 4- 7' w 12; - 7 , 3 ) -

2.2: 0, 1, 0), Ь ^ = Ч > .  '• '*■ ° ’ ‘ 0) '
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3.2: е, —р =  (3, 1, 2, 0), е , - = ( 0 ,  2, - 1 ,  -  1 ). 
Д /14 ' д /б

1.3: 6 , ( 1 ,  2, 1, 1), 62 (1, - 1 ,  0, 1),

63( - 1. - 2, 6, — 1), 64(!, 0, 0, -  1).

у т т

2.3: Ра ( х) - ~—— , P t (x) =  x
V2

5х3 -  3.v 
~  2

Р 3 ( А )

§ 73

( |  .г1 +  2 .г  +  Зх'1 =  0,

|  2х1 +  х2 = 0.

В = ( е ) ,  е —= г (1 ,  — 2, 1), второй базис В = (  — е) .
Уб

Г 3 а 1 х2 +  2х' = 0,

Z'2' |  2 .if2— х3 — х4 =  0.
1.3: (L (х))^  = { а о Ч - а ,х  +  а 2х2— 5 /3  a ix 3}, dim (L (x))^  = 3 ,  
( L(  1, x ) , ) 1 = { o o  +  a , x — Заох2 — 5 / 3  a ix 3}, dim (L (х ) )х  — 2.
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