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СУЗ БО Ш И

.Ушбу китоб «Узбекистон» нашриётида чоп этилган 
«Математик анализ курсидан мисол ва масалалар тупла- 
ми», I жилдининг давоми булиб, у уз ичига куп узгарувчи- 
ли фуикцияларнинг лимиги ва узлуксизлиги, дифференци
ал хисоб, функционал кетма-кетликлар ва каторлар, 
хосмае интеграллар, параметрга боглик, хос хамда хосмас 
интсграллар, каррали интеграллар, эгри чизикли ва сирт 
интеграллари, Фурье каторлари мавзуларини олади.

Мазкур китоб Тошкент Давлат университети матема
тика факультети укитувчиларининг бир гурухи томонидан 
ёзилган булиб, унга математика ихтисослиги буйича 
мутахассислар тайёрлаш дастури хамда Т. Азларов 
ва X. Мансуров томонидан ёзилган икки жилдлик 
«Математик анализ» китоби асос килиб олинган.

Кулланмани ёзишда муаллифлар хар бир математик 
тушунча ва таърифни мое мисол ва масалаларни батафсил 
ечиш оркали тахлил к,илиб укувчиларга етказишга 
харакат к,илдилар. К,улланмада 1300 га якин мисол ва 
масалалар келтирилган булиб, уларнинг 250 дан ортиги 
тулик ечими билан берилган.

Китоб к,улёзмасини укиб, унингяхдииланишига уз хис- 
саларини к.ушган профессорлар Ш. Ёрмухамедов, Р. Ашу
ров, доцентлар Т. Туйчиев, М. М-амир^вларга'муаллифлар 
ташаккур изхор киладилар.

К,улланманинг сифатини янада яхшилаш борасидаги 
фикр-мулохазалар учун муаллифлар аввалдан уз миннат- 
дорчиликларини билдирадилар.



XII боб
К У П  У З ГА РУ В Ч  ИЛ И Ф У Н К Ц И Я Л А Р , У Л А РН И Н Г  

Л И М И ТИ  ВА У З Л У К С И ЗЛ И ГИ

l-§. R"' ФАЗО. /Г ФАЗОДА КЕТМ А-КЕТЛИК В А УН ИНГ 
ЛИМ ИТИ

т  та \ак,ик,ий сонлар туплами R нинг узаро Декарт 
купайтмасидан иборат ушбу

R"‘ — R X R X - X R  =  {(x i, х2,..„ * J ;x , a R, x2£R,...,xm£R}

тупламни к,арайлик. Одатда бу тупламнинг элементини 
(нук,тасини) битга харф билан белгиланади: х =  
=  (xi, Х2 хт ). Бунда х\, х'2,...,хт сонлар х нуктанинг мос 
равишда биринчи, иккинчи, га-координаталари дейила- 
ди.

R m тупламда ихтиёрий х =  (х\, Х2,..., хт ), у — 
=  (* / !>  У т )  нукталарни олайлик. Ушбу

микдор х ва у нукталар орасидаги масофа дейилади. 
У куйидаги хоссаларга эга:

1°. р (х,г/)>0 ва р (х ,у ) =  0 -о- х =  у,
2°. р (х ,у ) =  р (у,х ),
3°. р(х, z )< p  (x ,y ) +  p (y ,z ) (z£R"!).
Rm туплам Rm фазо ( т  улчовли Евклид фазоси) деб 

аталади.
Хусусан, т  — 2 булганда (х\— х , Х2 — у)

фазога эга буламиз. Бунда V(xi, y i)£R2, V(jc2, yi)(LR2 
нукталар орасидаги масофа

р(х, у )=  д/(х,— У\)2 +  ( х 2 — y2f  +  ...+ {xm — ymf

R’2 =  R X  R =  {(*, y ) : x € R,y £ R}

p((xh у |), (x2, у 2)) — ^J{x 2 — xx)~ -\-{y2 — г/ 1 )" 

булади. R 2 фазо текисликни ифодалайди.
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f :N - ^ R m
акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

*<2), (х ^  =  (х\"\ 4 Л),..., я™), n £ N )

гуплам Rrn фазода кетма-кетлик дейилади ва у {(xin)} ка- 
би белгиланади. Х,ар бир xir,) =  (x "̂\ х}"\..., л;),"’) (п =  1,2, 
...) ни кетма-кетлик \адлари дейилади.

R'" фазода бирор {х1"’}:

*<'>, х(2>,..„ х(п\...
кетма-кетлик ва a =  (a i,a 2....am) нукта берилган булсин.

I г а ь р и ф. Агар Vt>-0 олинганда х;ам шундай 
no£N топилсаки, ихтиёрий п>по учун

р ( х ( я ) , a ) <  е.

тенгсизлик бажарилса, а нук,та {х<п)} кетма-кетликнинг 
лим ит <)сйила<)и на

I ini х{п)=  а ёки п —► оо да х^)—>-а
П -*■ оо

каби белгиланади.
Агар {х(л)} кетма-кетлик лимитга эга булса, у я^инла- 

шувчи кетма-кетлик дейилади.
1 -мисол .  Rm фазода ушбу

7 ....•!>
кетма-кетликнинг лимити а =  (0,0,...,0) эканини курсатинг.

л/т

Ушбу

V^>*0 сонни олайлик. Шу е га кура о0 =  Г- ^ - J-|-1 

гопамиз. Унда V п>по  учун
р ( х <л), а )  =  р  ( ( ± , ± . . . ± ) , ( 0 , 0 ....... 0 ) )  =

НИ

л/т [?]У т __ \Jrrt у т __ д/т
2 =  - <~ =  - г= ~ ®п п0 Г V"1

булади. Демак,



Таърифга кура
p(x*n), a )<  к.

lim *(n)= lim  f~ , -}-,...r I- ) =  (0,0,...0)=a
П-*- оо П —► ОО '  ^  * /

булади.
2 -м и с о л . R2 фазода ушбу

{jc(rt)} =  {( — 1 ),1+|, ( — 1 г +1}
кетма-кетликнинг лимити мавжуд эмаслигини курсатинг.

Тескарисини фараз киламиз, яъни берилган кетма- 
кетлик лимитга эга ва у а= (а\, а2) га тенг булсин. Унда 
лимит таърифига кура V t > 0 , жумладан е=  1 учун шун- 
дай no^N топиладики V/i>no да

р(( 1,1), (« 1, а2)< е , 
р(( — 1, — 1), (а ь а2))< е

булади. Бу муносабатлар ушбу

2 л/2 = р ( (  —  1, —  1 ) , ( U ) ) < P ( (  — 1. - l ) , ( a „ a 2))  +

+  р((а,, а2), (1,1 )<  е +  е =  2 е =  2 (е= 1 )

зиддиятга олиб келади. Бунга сабаб берилган кетма- 
кетликни лимитга эга деб карашдан иборатдир. Демак, 
берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.

1 -т е о р е м а . Rm фазода {х(п>} =  {х(1п), х(2п),..., х ^ }  кет- 
ма-кетликнинг а =  (а\, а2,..., ат ) га интилиши:

lim х<л) =  а
П —*- оо

учун бир йула
lim x\n) — ah

П —у оо

lim х(2п) =  а2.

lim х(т"> =  ат
П —► оо

булиши зарур ва етарли. Демак,
6



I ini xi") a -.4-

lim x[") =  a l
П -*■ oo
lim x[n) =  аг

lim x(mn) =  am
n —► oo

by м'орсмл Rm фазода кетма-кетликнинг лимити сонли 
кг I м.1 кстликнинг лимитига келишини ифодалайди.

:1 м и с о л . R2 фазода ушбу

к<чма кетликнинг лимитини топинг.
1>у котма-кетлик координаталаридан ташкил топтан 

ы I ма кетлик сонлар кетма-кетлиги булнб, улар куйидаги- 
ч ,1 булади:

у(П) .Х \  -

1’аишанки, бу кетма-кетликлар учун

lim л}п) =  lim n(\j5 — 1 ) =  lim 5" -1

lim 4 Я)=  lim ( n + 2)" =  lim ( I +  -Y  =  e2
я-оо Л-»оо\ n / n —► OO '  n )

пулади. 1 -теоремадан фойдаланиб берилган кетма-кетлик- 
иииг лимити

lim xin) =  lim ( д/5 -  1, ( + )") =  (1п5, е2)
П -*■ ОО п ОО ^

(>у.1 ишини гопам из.

Мисол ва масалалар

R1 фазода куйидаги кетма-кетликларнинг лимити 
a (u £ R 2) эканини исботланг:

1



4

5 

6.

7

8 

9

. W -I) =  { ( i , i l 5 ) } ,  « =  (0.0)

; . ! Л = { :  - i n ? .  ' } .  “ =«>'0>

“ - <ow

, { Л  =  { У 5 , ^ " - } ,  «= ('.» )•

.  {* “ ' ) - { > .  '.]■  а =<ш

R2 фазода куйидаги кетма-кетликларнинг лимитини 
топинг:

'»• w ' ) = ( < ^ r > s- 5 S )
/ r  + 2 +  :i" f3 5-2" — 3 • 5" + 1 \

11. {х{ }= ^  2 " 4 -3 " ’ 1 0 0 • 2 '1 + 2 • 5" /

12. {x("'} =  ( 3V 8> V 0-5 )•

14. {*(n,} =  (( 1 +  1 Г ) ^ 2, aV+T), о> °>  Р > °-

15. { * п)} =  (л [п 2, "\ln )■
16. {x<«)} =  ("N/3« — 2, У л 3 +  3п).

17.

2- <*"■’> =  {<!•-?>}• “ = ( W ”

{ х(«>} = 1 л - ' « "  \  
1 ' I  Я ’ log2(4 "+ 1) /

'8 . ( * ■ « > - ( , £ &  ( й к г )

ю. W - Ц - Й '  ■ * ^ J )



2- §. К У П  УЗГА РУВЧИ Л И  Ф УН КЦ И Я  BA УН И Н Г ЛИМ ИТИ

1 °. К у п у з г а р у в ч и л и ф у н к ц и я  т у ш у н ч а -  
c и. Rm фазода бирор M тупламни карайлик: M czR mt

2 -т а ъ р и ф . Агар М тупламдаги х,ар бир х =  (х\, х2 , . . . ,  

хт) нук,тага бирор к,оида ёки к,онунга кура битта %ак,ик,ий 
сон y (y £ R ) мос к,уйилган булса, М тупламда куп 
узгарувчили (пг та узгарувчили) функция берилган 
дейилади ва уни

f:(x  1, Х‘2,..., хт ) ^ у  ёки y =  f(x[, х2,..., хт )
каби белгиланади. Бунда М — функциянинг аникланиш 
туплами, Х\, лг2,..., хт — функция аргументлари, у эса Х\, 
Х'2,..., х,п узгарувчиларнинг функцияси дейилади.

Масалан, / — Rm — фазодаги х,ар бир х =  (х\, хг,..., хт ) 
нуктага шу нукта координаталари квадратларининг 
йигиндисини мос куювчи коида, яъни

l':x =  {x I, х2,..., хт )->х\ +  Х2 + ...+ * т
булсин. Бу х,олда у =  х\-\-хf +  +  функцияга эга 
буламиз. Бу функциянинг аникланиш туплами M =  R m 
булади.

R"‘+< фазонинг нукталаридан иборат ушбу 
{(Х|, Х2,..., Хт , /(X|, Х2,..., Хт )}

туплам y =  f(x 1, Х2,..., хт ) функция графиги дейилади. 
Масалан, икки узгарувчили

z =  х ■ у, z =  х2 +  у2
функцияларнинг графиги R3 фазода гиперболик х.амда 
айланма параболоидлар булади.

4-м и с о л . Ушбу
z =  arcsin(x +  у)

функциянинг аникланиш тупламини топинг.
Равшанки, х ва у аргументларнинг кийматларига кура 

z нинг маьнога эга булиши учун, х ва у лар ушбу
— 1 х +  у  ̂  1

муносабатда булиши лозим. Бу тенгсизликларни те- 
кисликнинг х +  г/+ 1=0 ва х-\-у— 1=0 тугри чизиклар

9



орасидаги нукдаларнинг координаталари каноатланти- 
ради. Берилган функциянинг аникланиш туплами 1 - 
чизмада тасвирланган

5 -м и с о л . Ушбу

z=  д/( — 1 — х2— г/2Х sin2jtjc sin2n*/)
функциянинг аникланиш тупламини топинг. Бу функция 
х ва у ларнинг

sin2ftx-l-sin2ni/ =  0
буладиган кийматларидагина аникланган. Кейинги тенг- 
ликдан топамиз:

sin2nx =  0 =>х =  р (р — бутун сон), 
s\n2n y — 0=$-у =  q ( q — бутун сон).

Шундай килиб, берилган функциянинг аникланиш тупла
ми

М =  {(p ,q )£R2:p eZ , q^Z)
булади.

Куйидаги
топинг:

21. f{x, у)

10

Мисол ва масалалар

функцияларнинг аникланиш тупламларини

1
х + у '



22. /'(х, у) =  д/х +  </.
23. /(х, у )=  -фс +  д/у.
24. /(х, у) — д/^х +  д/г/.

25. /(дет, */) =  л/1 — х2 — г/2.
2 . 2

2(>. /(х, у) =  arccos - ! 11 .

27. /(х, у )=  д/у sinx.

28. /(х, //)= д/х— ~sfy•
2!>. /(х, г/) =  1п(х +г/).
30. /(х, г/) =  arctg

1 + * у
31. /(х, г/) =  1 +  д/ — (х — У)2-

32. / ( x , ^ . n ( 4 - Z - i ) .

33. Л х ^ )  =  _ ± Г + ± .

34. f(x, у )— ^ 4х~ у2
1п( 1 — х —/у )

35. /(х, </) =  д/х2- 4  +  д/l — У2-

36. f (x ,y )=  7V2jc — лг2 — г/2

37. /(х, г/)= "^/sin(x2 + г/2).
38. /(х, г/) =  1п( — х — у).
39. /(х, г/) =  хг/ +  Д  /ln-j-9- y  +  д/х2 +  у2 — 9.

* +.V
) =  х у+  Д^1 

) =  arcsin— - 
у

41. /(х, г/)= д/х2 +  г/2 — 1)-(4 — х2— г/2).

40. /(х, _;/) =  arcsin---+ arcsin( 1 — у).

42. f(x ,y ) =■'>-Ух2 + 2х -f- у2 
х2 — 2л: +  у 2

2°. К  а р р а л и л и м и  т. /?'” фазода бирор х° =  (х?, 
Хш) нуктани хамда е > 0  сонни олайлик. Ушбу

11



\Jf(x °)  =  {(xu Х2,..., *m)6 R m:p((*b X2,..., Xm),
(x u  X2,..., ^ ) ) < e }  

туплам xQ нуктанинг атрофи дейилади.
Агар х° нуктанинг ихтиёрий атрофи Щ х °)  да (V e >  

> 0 ) M (M czR m) тупламнинг х(> нуктадан фаркли камида 
битга нуктаси булса, х° нукта М тупламнинг лимит 
нуктаси дейилади.

Фараз килайлик, Rm фазода М туплам берилган булиб, 
а =  (а 1, аг,..., аш) нук.та (a £ R m) унинг лимит нуктаси 
булсин. Ш у тупламда y =  f(x\, х2,..., xm) =  f(x) функция 
аникланган.

3 -т а ъ р и ф ( Г' е й н е т а ъ р и ф и ) .  Агар М туплам
нинг нук,таларидан тузилган, а га интилувчи \ар к,андай 

(х(п)ф а , п =  1,2,...) кетма-кетлик олинганда х,ам мае 
{/(дс(л|)} кетма-кетлик х,амма вак,т ягона b ( чекли ёки 
чексиз) лимитга интилса, b сон f(x) функциянинг 
а нуК'Тадаги лимити деб аталади.

4- г а ъ р  и ф. ( К о ш и  т а ъ р и ф и .  Агар V e > 0  сон 
учун шундай 6 > 0  сон топилсаки, ушбу 0< ()(х, ос)<6 
тенгсизликни к^аноатлантирувчи Vx£M  нук,таларда

\f{x)— b \ < е
тенгсизлик бажарилса, b сон f(x) функциянинг а нук,тада- 
ги лимити деб аталади.

Функция лимитини
lim /(*) =  b ёки lim f(xu х2,..., xm) =  b
х-*-а ЛГ| —► а |

*2-*-«2

каби белгиланади.
Одатда функциянинг бу лимитини унинг каррали 

лимити деб хам юритилади.
Бир узгарувчили функцияларга ухшаш, бу холда хам

3— ва 4 — таърифлар узаро эквивалентдир.
6-м и с о л . Ушбу

f(x, у) =
, агар х2-\-у2> 0  булса,

У*2 + <Г
0, агар х2-\-у2 =  0 булса

функциянинг (х, у )—>-(0,0) (яъни лс —► 0, у- 
лимитининг нолга тенг эканини курсатинг.

•0) даги

12



;i) Г е й н е  т а ъ р и ф и  га к у р а :  (0,0) нукдага 
пн I илувчи ихтиёрий (х„, уп) кетма-кетликни оламиз.

(хп, у«)->(0,0) (яъни х„-+0, уп —*■ 0)
((хп, Уп)¥=(0,0), п =  1,2...)

Ун да
я \ х"и"f(x„, 11,,)= - г - ■—

Л1*п +  Уп

булади. Агар

Х„У„ л I  *пУп г---  ,  1 г
Г7 ̂ =Т= \  - Г Г Т  - <  ““75 \ "У"

л1*п + Уп V  ^  V2

жанипи эътиборга олсак, д:„-+-0, уп—>~0 да 

lim f(xlly у „) =  0 
булишини топамиз. Демак,

lim , ^ = = 0 .
хА°о + /

б) К о ши т а ъ р и ф и г а  к у р а: Ve сон га кура б =  2е 
к 'б  олинса. У холда 0<Cp((x, у), (0,0 ))<6 тенгсизликни 
капоатлантирувчи барча ,(х, у) нуктлнрда

\f(x, у) —  0 |  =  1 у  v  - I- V -  =
Л/х2 ■ -2 2 Vf r

=  2 р((х< //)’ (0 ,0 ))<  уб  =  е. 

тенгсизлик уринли булади. Бу эса

I i гп /(х, у ) =  I i rti =  0.
х~̂ °„ х“*° vx2 + i'2о j,-o v + jf

■жаниии билдиради.



функциянинг (х, у)-+ (0,0)даги лимити нолга тенг эканини 
курсатинг.

V e > 0  сонга кура деб олинса, унда 0< р ((х, у),

(0 ,0 ))< б тенгсизликни каноатлантирувчи барча (х, у) 
нук/галарда

I f(x, у) — 01 =  |х +  у s i I  <  U I +  \у \ <  2л]х2 +  у'2 <

< 2 6  =  «

тенгсизлик уринли булади. Бу эса Коши таьрифига кура 
(х, у)-*-(0, 0) да берилган функциянинг лимити 0 эканини 
билдиради:

lim f(x, у )=  lim (х-\-у sin -') =  0.
х —о х~*0 \ х /#—о у—о

8- м и с о л. Ушбу

f(x ,y ) =  (x +  y) sin -  sin ̂

функциянинг (х, у)-+ (0, 0) даги лимити ноль булишини 
курсатинг.

Берилган функциянинг лимити ноль булишини Коши 
таърифидан фойдаланиб курсатамиз. Бунинг учун V e >  
>0сонни олиб, унга кура шундай 6> 0сон мавжудлигини 
топиш керакки,

0< р((х , у), (О, 0 ))< б  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча (х, у) ларда

I/(■*> У) — 01 =  l(*+«/)sin— sin — | < е
х У

булсин. Равшанки,

Р((Х ,у), ( 0 , 0 ) ) = V ^ + ?  •
Энди

р((х, у), (0, 0 ))< 6
ва

U I +  2д/х2 + /

тенгсизликларни эътиборга олиб,
14



I/U, (/) — 0| =  |(x +  y)sin -sin X-\ <  |x | +  |y\ <

<  2д/х2 +  у2 =  2p((x, (/), (0, 0 ))< 2б =  е 

ш пика, унда fi =  булишини тонамиз. Шундай к,илиб,

Vi -О сон олинганда нам шундай 6 =  -- сон топилади-

tvit, 0 < f>((jc, //), (0, 0 ))< 6  тенгсизликни каноагланти- 
руичи барча (х, у) ларда

I/(дг, у) — 0| =  |(x +  #)sin  ̂sin  ̂ | < е

iciiiciiiJiHK уринли булди. Бу эса

i n n  j (х, у) —  l i m Г(лг —J— ( / ) s i n -  - s i n — 1 =  О
< . О ' L х У J
у « О и — О

ж IIнини билдиради.
!> I п ь р и ф A.'tip V r> ( l  сон учун шундай 6 >  

(I m n i m i i M i ,  ушбу |i(( V, у), (0, ()))> 6  тенгсизликни 
^nnoiii uihIи/ч/ичи (т/ПК/ (х, //) нук,таларда

\1(х, у) — Ь | <  е
/с/л•сиз li/к бажарилса, b сон /(х, у) функциянинг х-+ оо, 
I/ - ex. даги лимити дейилади ва

lim f(x ,y ) — b

каби белгиланади.
9- м и с о л. Ушбу

f(x,y)= * +  У +  ̂  +  *У2 
х +</

функциянинг х —*■ оо, у —уоо даги лимитини топинг. 
Анвало берилган функцияни

* + .'Н~(/2 + .</2) 2 __2 _ i _  __* I

* 2 +  </2 ~  х2 +  У2 х2 +  у2

каби ёзиб оламиз. Сунгра
*  +  у-\- 2х -f-2j/______ „ ____  I У

х1 +  У2 х2 +  у2 х? +  у2

15



У

тенгликнинг унг томонини бахолаймиз

_ •' I _  у _. I _  \х + у\ <г 9 \х2 + у2 ____ 2
х2 + у2 х2 + у2 \ Х2 + У2 *2 + .у2 л[х2 + у2 '

Демак,
I •*: + г/ -|~ 2х2 -(- 2у

2 2 L 2 l <  .
Л ' •" * V-*' I //.2

Равшанки,

р((х,у), (0, 0 ))=  д/х2 +  у2 > 6  (6 > 0)

тенгсизликни каноатлантирувчи барча (х, //) нукталарда
* +  (/ +  2x2-f 2i/2 „  I ,  2 2|/(х, //) — 21 2 — 2 <  - 

X +У I V*2+ Г

булади. Демак, V e > 0  сон олинганда хам, унга кура
2

6 =  деб олинса, унда [>((х, у), (0, 0 ))> б  тенгсизликни 

каноатлантирувчи барча (х, у) нукталарда

х̂ г У + 2х2 + 2у^____~

х2 + у2

булади. Юкорида келтирилган 5-таьрифга кура 

lim х + у + 2х2 + 2у2
х oo -j- у2
у - * -  ОО

эканлиги келиб чикади.
10- м и с о л. Ушбу

/(А. //> -  2-у *У  2х2у2 + (х — у)2
функциянинг (х, «/)—>-(0, 0) да лимити мавжуд эмаслигини 
курсатинг.

(0, 0) нуктага ингилувчи 2 та —

(хп,у„) =  { - ; ( , )  — <-0, 0 ) ,
- ** f У I, ■* ̂  1 % + Г-

(х'п, у'ъУ  ̂ ^  - ( 0 ,  0 )
16



и I мл котлик оламиз. Унда функция кийматларидан 
||н>|>.11 кетма-кетликлар

1 1

/ ( * „ >  уп) =
1 . ± + ( 1— ' ) а „2 „2 V П п )

1 I

У"’ I I / 1 , 1 \2 4/г2+11 • 1 + г  + ‘ г„2 п2 ^ \ п ^ п )

»у.in 0,

lim /(х„, уп) — 1. 
lim f(x 'n, у'п) =  О

»s.Iлди. Бу эса (х, //)—>-((), 0) да берилган функциянинг 
шмити мавжуд эмаслигини билдиради.

I 1 - м и с о л. Ушбу

[(х, у)-
sin (X у) , (Л 1- "—  , агар х^=0 булса,

.V

3, агар х =  0 булса
, икциянинг х-»-0, у —*■ 3 даги лимитини хисобланг.

\гар .г -г/ =  / дейилса, унда х —>- О, г/->- 3 да /->- 0. Натижа-

.. s i п( JC2« ) sin ( х 2у )  .. sin/ о
lim -- V  =  11 m — \ У=  / -;/' •’*-»0 X ж —0 XI/ I -►<) *
г/ —► з  у ^ у +3

, I а д и.
1- э с л а т м а. Айрим х,олларда x =  a +  r cos ф, г/ =  6-|- 

/ sin ф алмаштириш
I i rn /(х, у )
х a 
y^b

|ррали лимитни топишни енгиллаштиради. Бунда 
/(х, y) =  f(a +  r cos ф, /? +  л sin ф )= Г(г , ф)

.. I иб,
lim /
л-*- а
у— Ь

х, и)==х -ффЛГпТ 
■ г

■ Ц Т Г ф Т ^ Т  л  8 *#> « Г
|ади.

,27

яиаипаио
у ’! МК »ос й г е»< к и и г 

ил VIИ Я к'УТМЬХОМАСИ,
&
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12- м и с о л. Ушбу

lim - £ ± № L -
Jt-*0 1 —cos(x + 1/ )y-O

лимитни хисобланг.
Аввало

lim - 1 ^ + 4 ^ - =  lim - ^ ± 4 ^ - =  lim
* -►0 1 — COS(jC +  « )  *  — 0 „  . о ( *  +  V )  *  — 0 • 2 *  + Г  У-0 y->o 2 s i n ^ - - s i n  2 "̂

I im
x —0 y-̂ 0

г  *2+</2 “ i2 г  *2+y2 I 2
.- * V -  =  2 lim --- I — J. I

J  *2+-1'2 _ s i n ^ ± ^ J. *2+i/2 s.n -2 -

• I i m —
x —0 
y~*-0
x^O x2

эканини топамиз. Сунгра x =  r cos ф, y =  r sin ф алмашти- 
ришни бажарамиз. Унда

2 2 4 2 - 2
X  Ц . .  Г  COS i p s m  ф . .  2 2 • 2 п

11 m ? ■ =  11 m ,, — -5— = lim  л cos фвт ф =  0  

х —► 0  X -\-У г-»0 Г (cos ф + sin ф) г-» оУ—о
булади. Демак,

lim {х2+ " У " [  = 0 . 
х .0 I — cos ( х  + у  )
У •<)

13- м и с о л. Ушбу
2

lim (1 + х у )х*+х1'
Х-+0
У-2

лимитни х,исобланг.
Лимити хисобланадиган ф у н к ц и я н и  куйидагича ёзиб 

оламиз:
о_2

(1 + ху)*+ ’

Сунгра / =  ху алмаштиришни бажарамиз. Равшанки, 
х —*■ 0, //->2 да /-+-0. Унда, бир томондан,

1 I
lim ( I -\-ху)'“ =  lim ( I + / ) ' =  е ,
*-*0 / — о у-2

18



иккинчи томондан,

lim =  2
jc—о х ~\~у 
»-2

булишини х,исобга олиб, берилган лимит
2

lim (1 -\-xy)*i+xy =  е2
* — 0 
.У-2

га тенг булишини топамиз.
14- м и с о л. Ушбу

1 • хуlim '
! х —О X + у  #- О

лимит мавжудми?
Айтайлик, (х, //) нукта (0, 0) нуктага текисликдаги г/ =  

=  йх тугри чизик, буйича интилсин. У х,олда

. . X I 7 . . f ex2 klim =  lim —г---—  = --- -
x—о х  -\-у х—о х " k х  1+А

о(У = кх)
булади. Демак, (х, г/) нукта турли тугри чизиклар буйича 
(О, 0) га интилганда лимитнинг киймати турлича булади. 
Бу х,ол каралаётган лимитнинг мавжуд эмаслигини 
билдиради.

15- м и с о л. Ушбу
х  +  2 уlim

X —► оо 
У~*~ 00

X —»- оо х2 — 2ху+2у2

лимитни хисобланг.
Ушбу

X— r COS ф, У =  Г sin ф
алмаштиришни бажарамиз. Равшанки, х-*- оо, у —>- оо да 
г —у- оо. Натижада

.. х +  2 и ,. г cos ф +  2г sin ф11 m —---1 g „ =  11 m -z— T------------- - ,— =
x— со x“ — 2xi/ +  2_(/ r— oo r cos <p — 2r“cos 9Sin ф +  2г sin ф
t/ —*> oo

.. cos ir-l-2 sin ® 1 cos (p-f-2 sin ф= l im --- -----— -------- 5— =  lim --------- — ,
r— oo r(cos ф — 2cos ф зт  ф-}-25т ф>) r— oo r (cos ф — sin ф;) + s in  ф

булади. Агар [0, 2л] да
19



cos ф +  2 sin <p 
(cos ф — sin ф)2 +  s in %

функциянинг чегараланганлигини эътиборга олсак, унда
х +  2ц 1 cos ф4-2 sin ф „lim ----- —- = l im — •------ ,, - О

X  —+- оо X  —  2 х у  +  2 у Г —у ОО r (cos ф —  sin ф) + s in  ф
и-* <*>

булишини топамиз.
3°. Т а к р о р и й л и м и т . Куп узгарувчили функция- 

ларда каррали лимит тушунчаси билан бир каторда 
такрорий лимит тушунчасини хам киритиш мумкин.

Фараз килайлик, f(x\, хч, хт ) функция М  тупламда 
(M<^Rm) берилган булиб, а = (а i, а̂ , •••, ат ) нукта шу 
М тупламнинг лимит нуктаси булсин. х\, хг,..., Xi—\, 1, ..., 
xm лар тайинланган булиб х,->- а, да берилган функциянинг 
лимити (агар у мавжуд булса) xi, Х2, ..., x,-i, x,+ i, ..., xm 
узгарувчиларга боглик булади:

lim f(x „ х2, ..., xm)=(p,{xh х2, ..., х,-_„ х,-+|, ..., x j .

ф, функцияларда х.ам шундай мулохаза юритиб ушбу 
lim lim ... lim /(х,, x2, ..., xm)

ни хосил киламиз. Одатда бу лимит f(x\, хг, ..., xm) 
функциянинг такрорий лимити дейилади.

/(х 1, Х2 , хт ) функция аргументлари xi, Х2 , ..., лар 
мос равишда аь аг,..., ат ларга турли тартибда интилганда 
функциянинг турли такрорий лимитлари хосил булади.

16- м и с о л . Ушбу

/ ( х ,  у)-
х у

л1*2+у2
, агар х2 +  */2> 0  булса,

О, агар х2 +  г/2 =  0 булса
функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитларини 
топинг.

Равшанки,
lim /(х, у ) =  1 i m — piL==- =  0.
х + 0 *-*0 д1х2 + у2

Бу тенгликдан
lim lim , ха.-. =  lim 0 =  0 
!/^0 *-<) - \ х 2 +  у 2 У-*0

булиши келиб чик,ади.
20



Шунингдек,

lim f(x, y) =  lim =  = 0 ,
y-^ ' ;/-o л/7+.v2

lim lim — =  lim 0 =  0.
*-*-0 у- * 0  Дjx2+y2 x-*0

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари 
бир-бирига тенг булиб, у нолга тенг:

I i m I i m =  =  I i m I i m =_ =  0 .
о x ► 0 дjx2 + y2 x-0<,-*0 ^ x2 + y2

Бу функциянинг(0, 0) нуктада каррали лимитининг 0 га 
генг эканини 6- мисолда курган эдик.

17- м и с о л. Ушбу

I —-T-J1, агар х +  3(/=̂ =0 булса, 
f(x ,y ) =  l *  + Zy' V ^  У

[ 0, агар х-\-Зу =  0 булса
функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитларини 
топинг. Бу функциянинг такрорий лимитлари куйидагича 
булади:

lim f(x, у )=  lim ~ ~ ^ ~ =  ,
х ^ 0  х-*0 Х ~Г'5У 6

lim l i m— - =  lim  ̂ 1 ^— 1(Ч>(/-►о jt— о х  +  3 у  \  3 /  3

lim f (x ,y )=  lim 2х~-Уц =  2,  
у - *  0  у ^  О х + лу
lim lim f(x, у )=  lim 2 =  2.
х -* -0  у — * 0  '  х  — О

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитларидан 
бири — — га, иккинчиси эса 2 га тенг. Бунда равшанки,

lim lim -2х- Ф  lim lim — у .
у~*-0 Х ^ О  Х  +  З у  JC +  3 у

Шуни айтиш керакки, каралаётган функциянинг (0,0) 
нуктадаги каррали лимити мавжуд эмас.

Хакикатан х,ам, (0, 0) нуктага интилувчи

(*.. Уп) =  ( | ,  ] ) - ( 0 ,  0),
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(х'п, У'п) =  (*-, I ) - (О ,  О)

кетма-кетликлар учун мос равишда

2 - - ---------

г/ , п п I I
f ( X n< У п ) —j |~ ^  4 ’

--+3 —  
п п

2 .А _ ±
Кх/ и ') =  ~ ___П =  -6--^-6-
/' Ул'  5 4 17 17

f -  О  •л л
булади ва бу берилган функциянинг каррали лимитининг 
мавжуд эмаслигини билдиради.

18- м и с о л. Ушбу

f ix , у ) -  x V
х2у2 +  (х-у)2

функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитларини 
топинг.

1 i m У--- 2 =  0, lim lim — -— У----г =  0,
х-<-0 х у -\-(х — у) у-+ 0 х-*0 X  у -\-(х — у)

х2и2 X 2 U2Inn — — =  0, lim lim ■ ■ --- г = 0 -
у-*0 * у -f (*  — (/Г х -~0у ^0 х  у  + ( х ~ у ) 2

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари бир- 
бирига тенг булиб, улар нолга тенг:

2 2 2 2 

lim lim —т-z— ---- —= lim lim  ■ y--- 5~= 0 -
y - 0 x ^ O  X  у + ( x  —  y)2 ^ 0 , - 0  x 2y 2 +  (x —  y)2

Бу функциянинг (0, 0) нуктада каррали лимитининг 
мавжуд эмаслиги 10- мисолда курсатилган эди.

19- м и с о л. Ушбу

f (x ,y )=
x +  z/sin—, агар х^=0 булса, 

О, агар х =  0 булса
функциянинг (0, 0) нукдада такрорий лимитлари мавжуд- 
ми?

Равшанки,
lim lim /(д:, //) =  lim (х-\-у sin--) =  х
i-Os-cl) у —О х
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булади. Бирок Х-+- О да siп^- функциянинг лимити мавжуд 

булмаганлиги сабабли

lim lim (х-{-у sin —Л
х —► 0  ̂ '  х)

мавжуд эмас.
Демак, берилган функциянинг битта такрорий лимити 

мавжуд булиб, иккинчиси эса мавжуд эмас.
Бу функциянинг (0, 0) нуктада каррали лимитининг 

мавжудлиги (унинг нолга тенглиги) 7- мисолда курса- 
гилган.

20- м и с о л. Ушбу

f(x, у ) =  (х +  у )sin -  sin у  

функцияниАГ (0, 0) нукгада такрорий лимитлари мавжуд-
МИ.’'

х —>-0 да бу функциянинг лимити мавжуд эмас, чунки

хп =  —  — 0, х?я =  7 1^ Г Т Т - ^ °" яд (4п+1)я
кетма-кетликлар учун уларга мос равишда х,осил булган 
кетма-кетликлар лимитлари

/ К ,  y) =  f {~ >  y )  =  G i  + ^ / )s in ^ s in  ‘ = 0  +  0

(уф  0 ) ,
fM , y )= f  ( (4/)̂ Т)л ’ у ) = ( ^ пТ мл + у) sin ‘ ^ / / sin У

турлича булади. Бинобари^

lim lim (х + #)sin 1 s in—
y-»0 x - f-0  x У

лимит мавжуд эмас. Худди шунга ухшаш

lim lim (х-\- //)sin—sin— 
х — 0 у-^0 х У

лимитнинг мавжуд эмаслиги курсагилади. Демак, бе
рилган функциянинг иккала такрорий лимити х,ам мавжуд 
эмас.

Бу функциянинг (0, 0) нуктада каррали лимитининг 
мавжудлигини (ва унинг нолга тенглигини) 8- мисолда 
курган эдик.
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Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, функ
циянинг каррали хамда такрорий лимитлари орасидаги 
муносабатлар турлича булар экан:

а) lim lim /(х, у), lim lim /(х, y \lim /(x, y)
x  a | у  -*■ a 2 y - ^ a 2 x - * - a i x -^ i iy

У a2

лимитларнинг хар бири мавжуд ва
lim lim f(x, y )=  lim lim /(x, y) =  lim f(x, y),
х -^ а ^ у - * -а 2 У -*■ a ,,x  -*■ a , x - * - a ,

у -+■ a<2

б) lim lim f(x, y ),lim lim f(x, у) лимитлар мавжуд ва
x 11 \ У a2 y-*-a2x-»ax

lim lim f(x, у ) Ф  lim lim f(x, у) булиб, lim f(x, у ) лимит
x ~ * -a l y - * -a 2  y -+ -a ,2x - + a ] x - ^ a ,

У-*- a2

мавжуд эмас,
в) lim lim f(x, у ), lim lim f(x , у) лимитлар мавжуд ва

х - * -а ^ у - * -а 2 у - + а 2х -> -а  (

lim lim /(х, у )=  lim lim f(x, у) булиб, lim /(x, /у)лимит мав-
x - + a ] y - » - a 2 у a ^ x a j

У a2

жуд,
г) lim lim /(x, y), lim lim Да', у) лимитларнинг бири

х - * -а ^ у - * -а 2 у  —*■ а2 х~*-

мавжуд, иккинчиси мавжуд эмас, аммо lim /(х, у) лимит
У~* “ 2

мавжуд.
д) lim lim f(x, у), lim lim f(x, у) лимитларнинг иккала- ■

х  -*• a j у -*■ а2 у  -*■ а,, х  а,
си х.ам мавжуд эмас, аммо

lim f(x ,y )
X  —► Я,

У~* а2

лимит мавжуд.
2 - т е о р е м а . f(x , у )  функция М  =  {(х , y ) ^ R 2: 

|х—X o lC a i, \y — yi)\<ai\ тупламда берилган булсин.
Агар: 1) (х, у ) (х0, уо) да f(x, у )  функциянинг 

каррали лимити мавжуд:
lim }(х , у )= Ь ,
X
» —»0 

24



2) х.ар бир тайинланган х да (х,ар бир тайинланган у да) 
lim f(x, y)=q>(x) (lim  f(x, y )= t(y ))
У -*  У« ж - » * )

лимит мавжуд булса, у х,олда
lim lim f(x, у )  /lim lim f(x, у ) \
Х-уХц у Уи V у -*■ УиХ Хо /

такрорий лимит х,ам мавжуд булиб,
lim lim f (x ,y )  =  b /lim lim f (x ,y )  =  b\
X -*■ Хо у -*■ Уи V У -* УU Х->-Хо /

булади.

Мисол ва масалалар

К.уйидаги каррали лимитларни \исобланг:

lim
у^О

а— \а — ху .
у V 1

ху

1 i III
х-»3
j , - 0

J g  (ху)

ху

lim (х2 +  у2)sin— . 
*  —  о ХУ 
у -*о

lim
X —► ОО

У—* оо

х +  У
2  . 2  * 

X +у

lim ( '+ ! ) '■
»->•«

lim
х - *0
у -*■ о

V 1 + * У  -  1
х2 + у2

.. SillU4!/2)Inn
Х^О (х2 +  у )У~*0
lim
х — 0 j,-0

(x y f * + *

51. lim
у^ о

1
ехА+у4 

о *' j и'
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52. lim (1 -\-x у ) x +'
x-*0. .V —0

53. lim (1 +  x2 +  y2) x. x-~0 y-̂ o

V * v54. lim
Jt —с 
y-+0
x-*-0 X 2 +  y 2

55. lim (x2-)-;/2)sin —- —
X —► cx) x  -j- уУ—*■00

56. lim (х2 +  г/2)1пЛ +  s i n Y
x - o o  ‘ V  x 2 + y 2 J
i/—  oo

57. l im .
x + у

58. lim (x-\-y)e
X —*■ oo
У —► OO

59. lim f  ' .
x-oo I ЛГ'11 + | £/1 3 // <ю

60. I iin (*2 +  //2)UI-x -♦ 0
у  -  0

61. lim (jr  +  y2)xly\x-+()
y-*-0

62. lim i n<i±£>,
; ; J  V « W

Куйидаги каррали лимитларнинг мавжуд эмаслигини 
исботланг:

63. lim -- .
х - ^ 0  Х  +  у  
у-+ 0

64. lim х~ у .
х̂ о Х + У
У-+0

65. lim 2 *У о-
х-*-0 X  -)- у  
у-~ 0
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ДГ^О х2 — ху +  у2

У  ОО

71. Ушбу

f(x ,y ) =  \ х4 +  у2
; К ,  агар ( х , у )Ф ( 0,0) булса,

. 0, агар (х, (/) =  (0, 0) булса 
функциянинг(0, 0 ) нукгада каррали лимитининг мавжуд 
эмаслигини курсатинг.

72. Ушбу

[ 1, агар x-\-y — Q булса
функциянингх-*- оо, г/-*- оо да каррали лимитининг мавжуд 
эмаслигини курсатинг.

К,уйида берилган f(x, у) функцияларнинг такрорий 
lim lim f(x, у), lim lim /(x, у)

f(x,y) = \\ x + ysc 1 \ x ~\~ У1+ ) , агар х-\-уф0 булса,

I , агар х Ф — у булса,

0, агар х = — у булса, 
Х о  =  0 ,  г/о =  0 .

; х0 =  0, у0 =  0.

х0 =  0, г/0 — 0-



77. f(x, у

78. f(x, у

79. fix, у

80. fix, у

81. fix, у

82. fix, у

83. fix, у

84. fix, у

sin | л I sin | у I n A
—  ; x«= о, уo=o.

V -x2 + y2
sin3jc— t v2u  „  „
■“ 61+ i  - xo =  ®< J/o =  0. 

,,2

; хи =  о о , г/у =  сю .
x у
jt +г/

оо, г/о =  о.

~  Sl11 2х-|- .3// ’ *0= 00, У 0 =  ко.
sin х-\- sin у 

х + у х0 =  0, Уо =  0.

1 i ху „, V  *0 =  0,00=00.

=  logx(* +  y); х0= 1 , г/0 =  0.
X2sin- +(/

85. f ix ,y )=  - у-ру- ; х0 =  0, # 0  =  0.

86.
2 2 х —у , агар U I =#= |г/| булса,/(л:,г/) =  | U l- ly l

1 0, агар |х| =  |у\ булса. 
хо =  0, 0о =  О.

3-§. КУП  УЗГАРУВЧ  ИЛ И Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г УЗЛ УКС И ЗЛ И ГИ

Г . Ф у н к ц и я  у з л у к с и з л и г и  т а ъ р и ф л а р и. Rm 
фазодаги М тупламда fix) — f{x\, х2, ..., хт ) функция 
берилган булиб, a= (fli, â , ..., ат ) нуцта (а£ М ) шу 
тупламнинг лимит нуктаси булсин.

6- т а ъ р и ф. Агар
х-+а да, яъни X|—>~ai

%rn CLm
да fix) =  fix i, ..., хт ) функциянинг лимити мавжуд булиб,

яъни
lim fix) =  fia),
х —у а

lim /(*„ х„ ..., x„,) =  f(ah а2, ..., a j
х\~*а]
m гп
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булса, функция а =  (а \, ат ) ну^тада узлуксиз деб 
аталади.

7 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар М туплам- 
нинг ну^таларидан тузилган, а га ( а £ М )  интилувчи хар 
к,андай {х1п]} кетма-кетлик олинганда х;ам мос {/(лг'”’)} 
кетма-кетлик цамма вак,т /(а) га интилса, f(x ) функция 
а нук,тада узлуксиз деб аталади.

8 - т а ъ р и ф ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Л гар V г >  О сон 
учун шундай б > 0  топилсаки, р(х, а )< б  тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча х£М  нукталарда

\f(x) — f(a )\< е
тенгсизлик бажарилса, /(х) функция а нук,тада узлуксиз 
деб аталади.

f(x) =  f(х\, Хг, ..., хт ) функция аргументларининг орт- 
тирмалари

ДХ|, Дх2, Дхш
га мос ушбу

/(х) — /(а ) =  /(X), хг, xm) — f(a2, а2, аш) =
=  /(«i +  Axi, а2 +  Дх2, ..., ат + Ахот) — /(аь а2, ..., а„,)

айирма /(х) функциянинг а нуктадаги ту лик, орттирмаси 
дейилади ва А[(а) каби белгиланади:
А/(а ) =  /(а 1 +  Дх|, я2-)-Дх:), йт -(-Дхт ) /(оi, а>, ..., ат ).

К^уйидаги
Axi/(a) =  /(ai +  Дх|, а2, am) — f(a t, а2, «,„), 

K j ( a ) =  f (a „  а2 +  Дх,, а3, . . ., а2>. . аш),

Дxj ( a )  =  f(ah аъ . . am +  A „,) — /(а,,а2,. . ,,ат ).

айирмалар /(xi,x2,...,xm) функциянинг а нуктадаги хусуси 
орттирмалари дейилади.

9 - т а ъ р и ф . Лга/7
ИтД/(а) =  0
Axi о 
A*2-v ()

Дхт ->0

булса, /(х) функция а нук,тада узлуксиз дейилади.



1 0 - т а ъ p и ф . Агар f(x) функция М тупламнинг х,ар 
бир ну\тасида узлуксиз булса, функция игу тупламда 
узлуксиз дейилади.

Шуни таъкидлаш лозимки, юк,орида келтирилган 
таърифлар куп узгарувчили функциянинг барча узга- 
рувчилари буйича узлуксизлигини ифодалайди.

2 1 - м и с о л . Ушбу

/(*. У) =
Х.1+У.1, агар (х ,у )ф \ 0,0) булса, 
 ̂ +у

О, агар (х, у )= (0,0) булса

функциянинг R2 да узлуксиз эканини курсатинг. Бу 
функциянинг ихтиёрий (хо, уо) ((хи, у0)Ф (0 ,0 )) нукдада 
узлуксиз булиши,

1 • г / \ I • х* +  У4 хо + хоlim f(x,y) =  lim -o' 2 =  2 ,
х~*хо х~*хо * У хо + Уо
.V — г/0 s' —Уо

муносабатдан келиб чикади.
Энди каралаётган функциянинг (0, 0) нукдада узлуксиз 

булишини курсатамиз. Агар узгарувчиларни х=гсоэф,
(/ =  rsimp дейилса, у \олда

lim f(x ,y)=  lim /(гсоэф, rs ir^ ) =
х-+0 г-0к-о

=  lim r2(cos\p +  s in \ ) =  0
r~*-0

булади. Демак,
lim f(x,y) =  f(0,0).
х^0 у-* 0

Бу эса f(x, у) функциянинг (0,0) нукдада узлуксиз 
булишини билдиради.

22- м и с о л. Ушбу
f(x, у )= х  +  у 

функциянинг R2 да узлуксиз булишини курсатинг.

Vt->0 сонни оламиз. Унга кура 6 =  у  дейилса, у

\олда р((х, у), (*0, у0))= л/(х — x0f  +  (y  — y0f  < 6  тенг
сизликни капоатлантирувчи V(x, y ) ^ R 2 нукдаларда 
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I/U, y) — f{x0, .Vo)I =  U  +  y — (*o+«/o)l <
<  U  — x 0| +  |г/ — i/o к  2 д / и  — *o)2 +  (г/ — г/о)2 < 2 6  =  e

тенгсизлик уринли булади. Бу эса Коши таьрифига кура 
f(x, у) функциянинг V ( a ' o , г/о) нуктада узлуксиз булишини 
билдиради.

23- м и с о л. Ушбу
с/ \ 2х 3
Пх' у )= ^ + Т

функциянинг ихтиёрий (хо, y o )^ R 2 нуктада узлуксиз 
булишини курсатинг.

(хо.г/о) нуктага Ах, Ау орттирмалар бериб, функция
нинг тулик орттирмасини топамиз:

А/( х0, г/0) =  /(х0 +  Ах, у 0 +  А у) — /(х0, г/„) =
2 (  х 0  - f -  Д  х )  +  3  2 x 0  +  3

(дс0 + Ддг)2 + (1/о +Д</)2+ 1 *о + #о“М

[ 2 ( дг ц  +  А х )  +  3 ] ( ^  +  , ^ + 1 ) - ( 2 д : 0  +  3 ) | ( х о  +  А х ) 2  +  ( . У о  +  A y f  +  1 ]

Кх0 + Ах)2 + (1/0 + A.v )2 + 1Н <о "1“ ̂ о ')

Бу тенгликдан
lim Af(jc0, г/0) =  0
Л-г—Од#-о

булиши келиб чикади. 9-таърифга кура берилган функция 
(*о, г/о) нуктада узлуксиз булади.

f(x\,х%..., хт ) функция M c z R m тупламда берилган 
булсин. Бу функциянинг бирор хк(к =  \,2,...,т) аргумен-
тидан бошка барча аргументларини тайинлаб, бу хк аргу- 
ментга Ахк орттирма берамиз. Унда функция ушбу

A*t/ =  /(* 1. х2,..„ xk_i,xk, + А хк, xk+i, ..., * J  — хт )

(k=\,2..., т ) хусусий орттирмага эга булади.
11- т а ь р и ф. Агар Алс^-^О да функциянинг хусусий 

орттирмаси А / х,ам нолга интилса, яъни

П ш А х/ =  0 (6 = 1 ,2 .... т )
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булса, f ( x хт ) функция (х\, х%..., хт) нукдада xk 
узгарувчиси буйича узлуксиз дейилади. Одатда функция
нинг бундай узлуксизлигини унинг х;ар бир узгарувчиси 
буйича хусусий узлуксизлиги дейилади.

3 - т е о р е м а .  Агар f(x\, х ч , . . . ,  хт ) функция (jc'i, 
Х2,..., х „) geМ  нуктада узлуксиз (барча узгарувчилари 
буйича бир йула узлуксиз) булса, функция шу нуктада х,ар 
бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булади.

2-э с л а т м a. f(x\, Хг,..., хт ) функциянинг бирор 
нуктада хар бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз 
булишидан унинг шу нуктада узлуксиз (бир йула 
узлуксиз) булиши хар доим келиб чикавермайди.

24- м и с о л. Ушбу

Г агарх2+г/‘ =̂=0 булса,
f(x,y) =  I х +У

I 0, агарх2+*/2 =  0 булса

функциянинг хар бир узгарувчиси буйича узлуксиз, иккала 
узгарувчиси буйича бир йула узлуксиз эмаслигини 
курсатинг.

Равшанки,
у ф  0 ва х -> Хо Ф  0 булса

I • :/ \ 1 • ^хч а  \I I m /(х,у) =  11 in - - =  - —  =  /(х0, у ).
х *0 x-̂ xfyx -\-у -«о -f- У

у =  0 ва х —̂ хсф 0 булса, 
lim /(х,0) =  lim - =  0 =  f(x0,Q);
JC — ATq X -у  Xq X О

у =  0 ва х —>-0 булса, 
lim /(х,0) =  0 =  /(0, 0)

булади.
Демак,

lim f(x,y) =  f(x0,y).

Бу берилган /(х, у) функциянинг х узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксиз булишини курсатади. Худди шунга 
ухшаш каралаётган функциянинг у узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксиз булиши курсатилади.

Берилган функция (0,0) нуктада узлуксиз (иккала
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узгарувчиси буйича бир йула узлуксиз) булмайди. Чунки 
х — 0, у-у О да

lim f(x ,y)=  Iirri
X - + 0  x-<-0  X  + y
у - *  О у  - *  О

мавжуд эмас. Уни 14- мисолда курсатилган эди.
2°. Ф у н к ц и я н и н г  у з и л и ш и .
12- т а ъ р и ф. Агар

lim f(xb х2,..., хт ) = Ь ф [ ( а 1, а.,,..., ат )
x\^ai

булса, еки
l im f(xux2....хп) =  оо

булса, ёки f(x\Х2,..., хт) функциянинг лимити мавжуд 
булмаса, у х,олда f(x\, х2,..., х1П) функция (а\, а2 ,..., ат) 
нуктада узилишга эга дейилади.

25- м и с о л. Ушбу
х2 +  у2, агар (х ,у )ф (0,0) булса,
1, агар (х ,у ) =  (0,0) булса

функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга булишини 
курсатинг.

Равшанки,

f(x, у) =

lim f(x ,y)=  lim (х2 +  у2) =  0.
х — 0 х —► 00 — 0 //-О

Бу холда
lim f(x,y) =  0 Ф f(0,0)=  Iх —*- О у-О

булади. Юкоридаги таърифга кура берилган функция 
(0,0) нуктада узилишга эга булади.

26- м и с о л. Ушбу

f  а * 2 ’ агаР (х ,у )Ф (0 ,0) булса, 
f(x,y) =  l х2 +  у2

[О, агар (х, у) =  (0,0) булса
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функциянинг (0,0) нук.тада узилишга эга булишини 
аник.ланг.

Равшанки, берилган функция R2 тупламдЭ аникланган 
булиб,

lim f(x ,y )=  lim ■ „ 1 =  +  оо
х^О х^О X +у
у-<-0 // — 0

булади. Таърифга кура берилган функция (0,0) нуктада 
узилишга эга.

27- м и с о л. Ушбу
1

sin2.TJC-|- sin2л у

функциянинг узилиш нукталарини топинг.
Бу функция R2 фазонинг

( sinrtx =  0,
 ̂sirmy =  0

системани каноатлантирувчи (х, у) нукталарида узилишга 
эга булади. Кейинги системанинг ечими

{(х, у ):х  =  п — бутун сон, у =  гп — бутун сон}
тупламнинг нукдаларидан иборат. Демак, берилган функ
циянинг узилиш нукталари чексиз куп булиб, улар

{(«, m ):n ^ Z ,  m e Z )
тупламни ташкил этади.

28- м и с о л. Ушбу

f (x ,y )=  —  1 "----
( х  — у ) ( х  +  3у)

функциянинг узилиш нукталарини топинг.
Бу функция R2 фазонинг

х2 — у =  0, яъни у =  х2
хамда

х-\-Зу =  0, яъни у = — —х

тенгликларни каноатлантирувчи нукталарида узилишга 
эга булади. Демак, берилган функциянинг узилиш
нукталари туплами у =  х2 парабола хамда у — — * х

О

тугри чизиклардан иборат.
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3°. Ф у н к ц и я н и н г  т е к и с  у з л у к с и з л и г и .  
f(xь хг,..., хт ) функция М  тупламда (M czR m) берилган 
булсин.

13- т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон 
топилсаки, М тупламнинг 
р((х'\,х2, -;х'т ), ( х " , т е н г с и з л и к н и  к,аноатланти- 
рувчи ихтиёрий (х\ , Х2',..., х'т )^ М ,  { х \ " х " т ) ^ М  
нукталарида 

I f{x[, xl,..„ x"m) — f(x\, х2,..., хт')\ < е  

тенгсизлик бажарилса, f(x\, Х2,...,хт ) функция М тупламда 
текис узлуксиз дейилади.

29- м и с о л. Ушбу
f(x, у) =  х2 +  у2

функциянинг М = {(х , y ) ^ R 2:x2-\-y2^  1} тупламда текис 
узлуксиз булишини курсатинг.

V e > 0  сонни олиб, унга кура олинадиган б > 0  сонни

6 <  4- булсин дейлик. У х,олда

p ( ( * i .  * / i ) )  =  * i ) 2 +  (« /2  —  У\? <Ь-
тенгсизликни каноатлантирувчи V (*i, у\)<=М, V (* 2 , 
у2)^ М  нукталар учун

l / ( * i .  У\) f(x2>Уз) I  =  \А+у]—(4+у1)\ =
=  \(xl - x 2)-(xl +  x2) +  (y l — y2){yl + y 2)\ <  

< 2  л/(х2 — х1)2-\-(у2 — у 1)2 +  
+  2д/(х2 — *,)2 +  (у2 — г/,)2 = 4 6 < е

булади. Таърифга кура берилган функция М  тупламда 
текис узлуксиз булади.

30- м и с о л .  Ушбу

f(x ,y )= —' '  ху

функциянингМ =  { (x ,y )^ R 2:0<Cx2-\-y2^  1}тупламда те
кис узлуксиз эмаслигини курсатинг.

Бу функция М  тупламда узлуксиз. Бирок у каралаётган 
М тупламда текис узлуксизлик таърифидаги шартни
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бажармайди. Бошкача айтганда У б ^ О учун  шундай 
> 0  ва (х\, у'\), (* 2 , y!i) нукталар топиладики, 

р((дг/, у/), (х/, у2'))< (>  =  >  I f ix / y , ')- f (x 2', у2')\.>е 
Х,акик.аган хам, V6>-0 учун е=1 деб :

W a ( ,  ( 1 нукталарни олсак,
\п п /  \2п  2п J

га> ло =  [ - ^ - ]  булганда

хамда

булади. Демак, каралаётган функция М  тупламда текис 
узлуксиз эмас.

4 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м  а ей). Агар 
f (x t,x2,...,xm)  функция чегараланган ёпик, М  тупламда
yVfс— R m)  берилган ва узлуксиз булса, функция iuy 

тупламда текис узлуксиз булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларни узлуксизДикка текширинг, 
узилиш нукталарини тоцинг: . •

87. f(x ,y) = ------------ х- ■
J x - l f  + ( y - l f ................ ...

88. f (x ,y )~  Зу2 х — у
on ч ( д/ l— х2 — у2, агар х2 +  у2<  1 булса,
89. f(x, у ) =  \ v

[ 0, агар x2 +  у2>  1 булса.

90.

91 . f {X ,  У): 2Х~ *^  + / - 4 '

92. К х .у )  х у ’
х +  у2'
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93. f(x,y)-- 3 3 ’* - у
Х — У

94. f (x ,y )= \ n (9 - x 2- y 2). 
395. f(x,y)--

96. f (x ,y )=
x* +  y 2 

1
X 2 +  y 2

97. f ( x , y ) ^ y -

98. f(x, y ) =  sin
xy

99. f(x , «/)=
s m j t *  s m y

100. f(x, y ) =  cos

101. Ушбу

— - ‘

X 2 -\-y2 —  9

агар у ̂  x4 ёки у ̂  0 булса,
агар 0 < у < х  булса

функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга эканини исбот- 
ланг.
102. Ушбу

/(•*. У )=

у ^  — х2, агар у== 0 булса, 

д/4 — у2, агар лс =  0 булса, 
О, агар хфО, у Ф 0 булса

функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз булишини исбот- 
ланг.

103. Ушбу

/<*.*) =
У(*у)2 

Vx2+ г
агар х2-|-у2 >  О булса,

О, агар х2-\-у2 — 0 булса

функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз булишини исбот- 
ланг.
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I sinx+sinu . , „—  \  агар х +  у ф 0 булса,

Х +  У

1,агарх-|-г/ =  0 булса

функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз булишини исбот- 
ланг.

105. А rap f(x, у) функция хар бир узгарувчиси буйича 
узлуксиз булиб, бирор узгарувчиси буйича монотон булса, 
у холда f(x, у) функцияниш- иккала узгарувчиси буйича 
бир йула узлуксиз булишини исботланг.

Куйидаги функцияларнинг М тупламда текис узлук
сиз булишини исботланг:

106. f(x, у) =  х3 — у3; М =  {(х, y )£ R 2: l=g;x<: 2 ,0^//^  1}.
107. f(x, у )=  4 ± 4 ;  М = {(х , г/)6 /?2:0 < х 2 +  г/2<25}.

х +у
108. fix, y) =  xysin~, М =  {(х, */)£/?2:0 < x <  1,0<(/< 1}.

109. f{x, у )=  ^Jx2 у2; M =  R 2.
Куйидаги функцияларнинг М тупламда текис узлук

сиз эмаслигини курсатинг:

110. fix, у )= - У £ ± £ ; М =  {(х, г/)£/?2:0 < х 2 +  г/2<  1}.
* +у

111 fix, у) =  х s in 1; М =  {(х, y )£ R 2: 0< х, 0 С  г/ <  1}.
У

112. fix, у )=  4 ± 4 ;  M = {ix , y )e R 2:0 < x 2 +  y2<:\}.
X + У

X I I I  боб
К У П  У З ГА РУ В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Х.ОСИЛА 

ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

1-§. КУП  УЗГАРУВЧИ Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г ХУСУСИЙ  
Х.ОСИЛАЛАРИ ВА Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л Л А РИ

1°. Ф у н к ц и я н и н г  х у с у с и й  х о с и л а л а р и  ва 
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч а н л и г и .

fix 1, Х2,..., х,п) функция очик М тупламда (УИс=У?т ) 
берилган булиб, (х?, х°,..., х^)£М булсин. Бу функциянинг

104. Ушбу
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хк (6=1,2,..., m) координатасига шундай Ax* (/г=1,2,..„ 
m) орттирма берайликки, (х?, х”,..., х* +Ах*,..., хт )£М  
булсин. Унда функция

Ax*/ =  /(X|, *§,..., Xft +  AXfc,..., xm) — f(x I, Х2.... х” )
хусусий орттирмага эга булади.

&XJ1 - т а ъ р и ф. /1га/? Ах*—>-0 da ушбу lim ——  =
а * * — о Лx k

Цх°1,...,х°к +  &хк......х°т)-1(х° .......х°т)
lim ----------- —------------  лимит мавжуд ва чекли
ьхк-+о Аxk
булса, бу лимит /(х|, хг,..., хт ) функциянинг (х?, х®,..., х„) 
нук,тадаги х* узгарувчиси буйича хусусий %осиласи 
дейилади ва

...Х°т)- д1 Г ( г° г° г° \
дхк ~  ' дхк' 1хк[ "  т)

белгиларнинг бири билан белгиланади. Демак,
<*/ I- A jc^  / / ,  1 о  х= lim - ( 6 = 1 , 2 т ).
dxk

Келтирилган таърифдан, /(xi, хг,..., хт ) функция 
fx,, /i2v ,  /i,„хусусий хосилалари бир узгарувчили функция
нинг хосиласи каби эканлиги куринади. Бинобарин, куп 
узгарувчили функциянинг хусусий хосилаларини хисоб- 
лашда бир узгарувчили функциянинг хосиласини хисоб- 
лашдаги маълум коида ва жадваллардан тулик фойдала- 
ниш мумкин.

1 -м и с о л . Ушбу
/•(X, у) =  е**

функциянинг (1.1) нуктадаги f 'x, f'f хусусий хосилаларини 
хисобланг.

Таърифга кура
<?/( 1.D __ ljm /(1 + Аде,I) — /(1,1)
дх дх-н-о А *

( ? / ( ! , ! )  . .  /(1 .1  +  Дг/)  — / ( 1 , 1 )  ,— lllll -— булиб,ду Дг/
/ ( 1 + Д х , 1 ) - / ( 1 , 1 )  f 1 + A jr —  е

l i m  — — 1 — - —  - -  =  11 m  — ----------=Ax̂ O bx
.. (>(<.’ A* ^ 1 )=  lim ------ -- =  e
Л х — О A *

га тенг. Худди шунга ухшаш
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/(1,1 + Д у )- / (1 ,1 ) .. l im —--- ' l i m -- ---- =  e

булади.
Демак,

_ е 0/0,1)
дх  ' ду

2 -м и с о л . Ушбу

/(*. у )=  л/х2 +  у2

функциянинг (0,0) нуктада хусусий хосилалари мавжуд 
эмаслигини курсатинг.

Равшанки, (х, у )ф ( 0,0) да
. , 2х хfAx,y)=— J T ==2 =  , .

2 Vх + У V *+ У
/ '(г » )—• ___ — ____" ...

2 V ^ v  V*2+ 7
Хосила таърифига кура

£(0,0) =  lim - /(° + А*-0) —/(О’О). =  lim IM ,
Л г —>-ft Л г-*-О

f7nm (0,0 + Дг/)— /(0,0)/ (0,0)= lim——  —-=  lim I Ay I
Ay^O A у 4j..o

булади. Бирок
,. I A.r | .. I Дг/1 
111ii — , lim -----
Д х—̂ 0 A x  Ay  - О

лимитлар мавжуд булганлиги сабабли, караластган 
функциянинг (0,0) нуктада хусусий хосилалари мавжуд 
булмайди.

3 -м и с о л . Ушбу

f(x,y)=  In t g j

функциянинг f'x, fy хусусий хосилаларини хисобланг.
Бу функциянинг х узгарувчиси буйича хусусий 

хосиласини хисоблашда у ни узгармас, у узгарувчиси 
буйича хусусий хосиласини хисоблашда эса х ни узгармас 
деб караймиз. Унда
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булади.
4-мис ол .  Ушбу

( ? ХУ агар (х ,у )ф (0,0) булса, 
/(х,у) =  х2 + /

10, агар ( jc, г/) =  (0,0) булса
функциянинг хусусий хосилаларини топинг.

Икки холни карайлик:
1) (х, у )ф ( 0,0) булсин. Бу холда

<У =
д (

' 2 ху \ ___  2у(х2 +  у2) — 2’.ху-2х _
дх дх \кХ2 +  у2 /  (х2 +  / ) 2 

2 у(у2 -х 2)

(х2 +  у2)2 ’

dL - 5 1
' 2 ху \ 2х(х2 +  у2) —  2хц-2 у

ду ду \,х2 +  у2 )  (х2 +  у2)2

2х(х2— у2) 
( х 2 +  у 2)2

булади.
2) (х, г/) =  (0,0) булсин. Бу холда, хосила таърифидан 

фойдаланиб, топамиз:
<?/( 0,0) =  Urn- П т  2 ^ 0 = 0 ,<?х Дх Дх

=  П т /<ад + А,)-/^0) =  П т 2 ^ 0 = 0
<7 У Ау—*0 Ьу Аи^ 0 д ^

Демак, берилган функция ихтиёрий (х, y )£ R 2 нуктада 
хусусий хосилаларга эга.

5 -м и с о л . Ушбу

/(*. 0) =

А
„ , агар (х, г/)=£(0,0) булса, 

х + Г
0, агар (х, //) =  (0,0) булса 

функциянинг (0,0) нуктада хусусий хосилаларини топинг.



Хусусий х.осилалар таърифидан фойдаланиб тоиамиз:

й о т = п т  к о + м - к т  _ м т  « . = О,

Демак,
' /'(0,0) =  0, f'y(0,0) =  0.

Берилган функция (0,0) нуктада хусусий хосилаларга эга 
булсада, у шу нуктада узлуксиз булмайди. Чунки 
(0,0) нуктага интилувчи

( 0 ’0 ) )

кетма-кетликда функция кийматларидан иборат 

кетма-кетлик учун
1 I

„ 1  ’ „ з

П т  /(— '- )=  lim [' ", I # 0  =  /(0,0)
п —► оо «  П 3  п ► оо , J _  2

п6 п6
булади. Демак,

lim / (-L ,-L )^/ (0,0).
П - оо « Па

Бу эса /(х, г/) функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга 
эканини билдиради.

/(xi, х2,..., хт ) функция очик M a R m тупламда 
берилган булиб, (х?, х§,..., x l)£M  булсин. М  тупламда 
(x i+ Axi, Х 2 +  А х 2,..., х£, +  Лхт ) нуктани олиб, функция
нинг тула орттирмаси

Д/(xY, Х2,..., Xm) =  / (X ?- )— Axi, Х§ +  Дх2,..., Хт-|-Дхт ) —
— /(х 1, Хг,..., Х т )

ни караймиз.
2-т а ъ р и ф. Агар Нхь х2,..., хт) функциянинг (х,, 

Х2, . . „  Х т )  нуктадаги A/(xf, х£.... х„) орттирмасини
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A/(x”, x2 , . . . ,  x°m) =  A ]Axl -\-А2Ах̂ -\- . . .  +  AmAxm-\- 
-f-ajAx,+ot2 • Лдс2-|-...+ a m-Axm Kagu ифодалаш мумкин

булса, f{x i, Х2,..., xm) функция (x“, x®,..., x°m) нуктада
дифференциалланувчи дейилади (бунда А\, Лг,..., Am лар 
Axi, Ахг,..., Ахт ларга боглик булмаган узгармаслар, а ь 
аг,..., ат лар эса Ajci, Ахг,..., Ахш ларга боглик ва Axi->-0, 
Ахг->-0,..., Ахт ->-0, да ai + 0 , аг—>-0,.-, am-vO(Axi =  Ах2 =  
=  ... =  Ахт =  0 булганда ai = а 2 = ... = a m =  0 деб олина- 
ди).

Агар f(x 1, Х2 ,..., xm) функция М тупламнинг xiap бир 
нук,тасида дифференциалланувчи булса, функция М туп
ламда дифференциалланувчи дейилади.

Юкоридаги (1) муносабатни
Af(x°h х",..„ х“ ) =  Л,Ах1+ Л 2Ах2+... +  -4тАхт +  0((.) (2) 

курииишда хам ёзиш мумкин. Бу ерда: 

р =  д/Ах? +  Ах2+... +  Дх2.

6- м и с о л. Ушбу
f{x, у) =  х2 -\- у2

функциянинг ихтиёрий (х0, yo)£R2 нуктада дифференци- 
алланувчи эканини курсатинг.

Берилган функциянинг ( jc o ,  У о )  нуктадаги тула 
орттирмасини топамиз:

Af(x0, y0) =  f(x0 +  Ах, y0-\rAy) — f(x0, у0) =
=  (х0 Ах )2 +  (у о +  А у f  — (х2 у о) =

=  2х0Ах 2у0Ау +  Ах2 +  А у1.

Агар Л|=2хо, А 2 =  2уо, a i= A x , аг =  Ау  дейилса, 
унда

АД хо, у'о) =  А 1 Ах А чАу +  «I • Ах + агА у
булади. Бу эса берилган функциянинг (х0, уо) нуктада 
дифференциалланувчи эканини билдиради.

7-мис ол .  Агар /(х, у) функция (хо, yo)(zR2 нуктада 
дифференциалланувчи булса, у холда бу функциянинг шу 
нуктада f'x(xо, г/о), f'y(xо, г/о) хусусий хосилалари мавжуд ва 
(2) муносабатдаги А| ва Лг лар учун

f'x(xо, уо) =  А и f'y(xо, г/0) =  Л2 
булишини исботланг.
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, . у  I ' '  1limд^о д</
Демак,

f'Aо,о)=о, /«(0 ,0 )=о.
Фараз килайлик функция (0,0) нуктада дифференци- 

алланувчи булсин. У х,олда

муносабат ихтиёрий Ах—>-0, Аг/->0 ларда нолга интилмас-

Айтилганлардан, берилган функциянинг (0,0) нуктада 
дифференциалланувчи эмаслиги келиб чик,ади.

f(x 1, х2,..., хт) функция M a R m тупламда берилган 
булиб, хи *2,..., Хт узгарувчиларнинг х.ар бири уз навбати- 
да t\, /2, .  • • ,  tk узгарувчиларнинг T aR k тупламда берилган 
функцияси булсин:

А/(0,0) =  /(0 +  Ах,0 +  Ау) — /(0,0) =  /(Ах, А у) =  
=  ^\Ах-Ау\

булиб, бу орттирмани ушбу
А/(0,0) =  ['Л 0,0)Ах +  /£(0,0)Ау +  0(р)

( р = V Ajf2+ A.'/2)
куринишда ифодаланади. 

Куйидаги
А/(0,0)— (/11 Ах Л.2Ау) ^\АхАу\

V aj  ̂+ Ai/2 V a^  + Ai/2

лигини куриш к,ийин эмас. Масалан, Ах 0,
п

А у— -—>-0 булганда

Демак,
л/|Ах-А(/| =/=0(р).
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Х > —  Ф ] (  ^ 1, ^2v ,  t k ), 

X2= {fi(tl< tk). ( 4 )

Xm-2,..., tk).

Бунда (t\, 12,..., /*)б7' булганда унга мос (х\, Х2,..., хт )£ М  
булсин. Натижада

/(ф|, (tu ti,---, tk), фг(11, /2,..-, М>— > ф4^ь 2̂,.-., /«)) =
— F (l 1,..., /*)
мураккаб функция хосил булади.

1-т е о р е м а . Агар (4) функцияларнинг хар бири 
нуктада дифференциалланувчи булиб, f(x  1, * 2,..., 

хш)  функция эса мос (х\, х®,..., х°т)  нуктада дифференци
алланувчи булса, у холда мураккаб функция хам (ц, 
t{\ ) нуктада дифференциалланувчи булиб,

5/ =л _ dj 
д 11 (Зх2

dx„
■«T +  -

..+  ° Ldxилт

dxm
dt\ дХу d/, ’

df 9f dx\ , dj 
dl2 dx2

dXc.
3/2 ^ +  a/-  

dxm

X̂m
dt2 дХ\ dt2 ’

dj = J L _ ^ 1  , a/ dxr,
d,k

+  <V
0ik ' dxt1 dtk dx2 " dxилт

1.
м и с 0  л . Ушбу

f ( x ,  y)--
2= x — у2

(5)

функциянинг хусусий хосилаларини топинг, бу ерда х =  
=  t =  /icos/2, у =  t\sint‘2.

Юк.орида келтирилган (5) формулалардан фойдала- 
ниб, берилган мураккаб функциянинг хусусий хосилалари
ни тоиамиз:

1 г i J r + - a f %  = (^2- y 2);-(/1cos/2);i+

+  (х2 — */2)#-(/,sin/2)i — 2xcost2 — 2ys\nt2 =  2t,cosl2 X  

X  cos/2— 2tlsint2s\nt2 =  2tlcos2t2, ’’J  - ~  ■ |
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+  f y - { j 2 = ( x2- y 2^ t 'cost* k +

+  (x2 — y2)!l-(t\sint2)'l2 =  2x( — ̂ ,sin/2) — 2i/-/,cos/2 =

=  — 2/|Sin^2cos/2 — 2^sin/2cos/2=  — 2/,sin2^2. 

Демак,

=2/1cos2/2, ~  =  — 2^,sin2/2.{/Г1 2

1 1 -M и с о л . Ушбу
F  =  f(x2y, х»)

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.
Берилган функцияни

F  =  f(u, v), бу ерда и =  х2у, v =  x4
деб к.араш мумкин. Унда (5) формуладан фойдаланиб 
топамиз:

аи_ =  аг шаи dF av =  aF а г ,
дх ди дх dv  дх ди '  d v

■ ° L = ° L . l ! L + ° L .  dJL  =  0,\г  | " /; -x"lnx
ду ди д у dv  ду du  d v

2°. Й у н а л и ш б у й и ч а  x о с и л а. /(х, у) функция 
очик. М тупламда (M cz R 2) берилган булсин. (х0, уо) 
тупламнинг ихтиёрий нуктаси булиб, / бу нукдадан утувчи 
бирор тугри чизик, булсин. Бу тугри чизивда (хо, уо) 
нуктага нисбатан икки йуналишдан бирини манфий 
йуналиш деб к.абул килайлик. / чизикнинг мусбат 
йуналиши билан, мос равишда, абсцисса хамда ордината 
ук,ларининг мусбат йуналиши орасидаги бурчаклар а ва р 
булсин.

3 -т а ъ р и ф . / чизик,даги (х, у) ну^та I чизик, буйлаб 
(хо, Уо) нуктага интилганда ушбу

Цх,у) — [(х0, у0)

р((х0, у0), (х, у))
нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит f(x,y) функ
циянинг (х0, уо) нуктадаги I йуналиш буйича х;осиласи 
дейилади ва

df(x0,yn)

каби белгиланади. Демак,
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df _  R x , y )— f(x0,y0)

d I (x, y)-+(x„, y0) P ( (x 0’ .Vo)- <X’ У »

2 - т е оре ма .  Агар f(x, У) функция (x,, yo) нуктада дифференци
алланувчи булса, у хдида функция шу нуктада хар кацдаи I йуналиши 
буйича хосилага эга ва

3/(х0, у0) df(x0,y0) df(xa,y0)
------ — ------ - coscH--------- cosp
dl d x  d y

булади.
12-мисол .  Ушбу

f ( x , y ) =  a r c t g —
У

функциянинг (1,1) нуктадаги / йуналиш буйича хосиласини топинг, бу 
орда /—(0,0) нуктадан (1,1) нуктага караб йуналган биссектрисадан 
и борат.

Берилган функция (1,1) нуктада дифференциалланувчи булганлиги- 
дан 2-теоремага кура

a/(i,i) a/ (i,i) <5/( 1,1) й---а}—  --- cosaH--- ---- cospdl дх ду

булади. Равшанки, 3/(1,1) у \ \
=  2 '

к=|
д / ( 1 , 1 ) _  х I _  1

ЭУ х2 +  у2 I * ' 2У — 1

на / — биссектриса булганлиги сабабли

af( 1,1) _ У I
дх х2+ у 2 1

Демак,
<5/( 1 ,1 ) 1 я  1 я

=  -—-COS— -----— c o s - ~  =  0 .
dl 2 4 2 

I 3 -м и с о л . Ушбу
f(x, у) =  \п(х +  у)

9  9функциянинг —) нуктадаги / йуналиш буйича хосиласини топинг, бу

срда / — шу нуктадан утувчи абсцисса укцнинг мусбат йуналиши билан 
’ бурчак ташкил этадиган тугри чизик.
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a / ( j , j )  <?/({,}) * / ( } . } )  
_ J _ A . =_ J 7^ . COs a - h - 4 r ^ c o s P

Юкорида келтирилган теоремага кура

булади. Равшанки,
9 9

ад Т У )
дх х +  у

4
W '

9 9 
< ■ ! >  

ду х +  у

4
27 '

Демак,
, 9 9т 4 ’ 2 
01

4 л. . 4 л
~  27 < 0S 4 270054 :2-~27

V2
2

4л/2 
27 '

1 4 -м и с о л . Ушбу
f (x , */) =  *  +  |г/|

функциянинг (0,0) нуктадаги координата уклари буйича 
хосилаларини топинг.

Бу функциянинг (0,0) нуктада ОХ уки буйича 
хосиласи 1 га тенг, OY уки буйича хосиласи эса мавжуд 
эмас.

2 - э с л а т м а .  Функциянинг дифференциалланувчи 
булмаган нуктада хам йуналиш буйича хосила мавжуд 
булиши мумкин.

15- м и с о л . Ушбу

f ( x , y ) =  л ^  +  у 2

функциянинг (0,0) нуктада исталган йуналиш буйича 
хосиласи мавжудлигини курсатинг.

Йуналиш буйича хосила таърифидан фойдаланиб 
топамиз:

lim j(x, у) —  / (0 ,0 )■= lim vz±z_
(х.у)^(О.О ( ( '«Х , </), (0,0)) (х, t/)-*-(0,0) -\Jх2 +  у2

=  1.
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Д е м ак ,

< V ( m  =  j
dl

К,аралаётган функция (0,0) нуктада дифференциалла
нувчи эмас, чунки

АД0,0) =  ДАх, А у )— Д0,0) =  ДАх,Аг/) =  д/Ах2 +  Аг/2 =  р.

булиб, равшанки, р—>-0 да р=^0(р).
3°. Ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л  и.
Дх |, Х2,..., хш) функция очик, M a R m тупламда 

берилган булиб, (х?, хВ,..., х°,)£М  нуктада дифференци
алланувчи булсин. Унда функциянинг шу нуктада ортгир- 
маси учун

булади.
4 -т а ъ р и ф . Дх|, хг,..., хт)  функция орттирмаси АДх?, 

Х2 ,..., х%,) нинг Axi, Ах2,..., Ахт ларга нисбатан чизищли бош 
к,исми

Дхь х2,..., хт) функциянинг (х?, хВ,..., х„) нук,тадаги 
дифференциали дейилади ва df ёки df(xux2,...,x%) каби 
белгиланади.

АДх®, х®,..., х® ) — Л,Ах! -(-/42Ах2 ... +  Ат • Ахт -(-0(р) =

Л, Ах, +  Л2Ах2 + ... +  ЛтАхт — -— -Ах, +  - ~  Ах2 + ... +

Демак,

(Axi =dx\, Ax2 =  dx2,..., Axm =  dxm).
16-мисол .  Ушбу

функциянинг дифференциалини топинг.
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df ==% Sx + l y dy

булади.
Энди функциянинг хусусий хосилаларини топамиз: 

------ ±----- <* +  - k

(6) формулага кура

дх о  ~л I I *  ’ у

2М * ч  .

-У--  1 (- ' |
ду п-л I I х У2

2л ! х у л у. ■

Демак,
I х

У + -  х "  2
df=  У -- dx-\- y - - d y  =

2 Y y+J  ' 2 Ч ху+7.

= --- 7===Г (У +  \ ) dx +  (х 2~ )dy\
' '

1 7-М И С О Л  . Ушбу n V Ь ^
; h ' ’1 ^ " 1 '• ■ - • Ч^

f(x ,y )=  arccos—- , .. , ! Jл,у

функциянинг дифферёнциалини топинг.
(6) формулага кура ; ' • , \ , )— ■ ' ft j V, 

df =  ̂ dx +  ̂ dy 
булади. . ц ’ :V, ; , ,._ч, л>(

Энди берилган функциянинг хусусий хосилаларини 
топамиз:



мураккаб функциянинг дифференциалини топинг.
Функция мураккаб булган холда хам унинг диффе- 

ренциали

d F =  dJ  du+  dJ  dv
ди 1 dv

куринишда булади. Бирок, бу холда du ва dv лар эркли 
орттирмалар булмасдан, улар х ва у ларга боглик, булади. 
Шуни эътиборга олиб топамиз:

du =  d(xy) =  {xy)'xdx +  (xy)'ydy =  ydx +  xdy, 

dv =  d ( ~ ) = & dx +  ( Xu%dy =  ~dx  — \dy.
У У У У

Демак,

dF  =  f u(ydx +  xdy) +  f v{ j d x -  *2dy).

4°. Т а к р и б и й  ф о р м у л а .  Фараз килайлик, f(xi, 
Х2,..., хт ) функция очик M czR m тупламда берилган булиб, 
(*?, JC2,..., х°т )£М  нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У холда

A/(*i, Д ..., x°m)=df(x°u Х2.... лг«)Н- 0(р)

булади. р-»-0 да



Натижада ушбу

такрибий формулага келамиз. Уни

Д х°2,..., х° т )~ ^ Ь х \  +  ̂ А х 2 + А х т

каби ёзиш хам мумкин.
19-мисол .  Ушбу

а =  1,023,01
микдорнинг такрибий кийматини топинг. Берилган мик- 
дорнинг такрибий кийматини топиш учун

f (x ,y ) =  xy
функцияни караймиз. Бу функция (1,3) нуктада диффе- 
ренциалланувчи. Демак,

А/( 1,3) | ЭКд ^ У +  0(Р).

Энди Дх =  0,02, Дг/ =  0,01 дейлик: Унда 

Д/( 1,3) « З ^ Д *  -Ь^^-Л г/ =>

=^/(1+0,02,3 +  0,01)-/(1,3)«г/-х!'“ 1-Дх +

. -)- ХУ I П X ■ А у | х _  | у = з _ 0 ,0 2,Ду = 0,01 

=ф-/(1,02;3,01) — /(1 ,3 )« 3 • 1 -0,02+1 -ini -0,01 =>- 
=► 1,023'01 -  1 «  0,06 => 1,023'01«  1,06.

Демак,
а=1,02ЗО1«1,06.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг хусусий хосилаларини то
пинг:



2. fix,у

3. f(x,y

4. f(x,y
5. f{x,у

6. fix,у

7. fix,у

8. fix,у

9. fix,у

10. fix,у

11. fix,у

12. fix,у

13. fix,у

14. fix,у

15. fix,у
16. fix,у

17. fix,у

18. fix,у

19. fix,у

20. fix,у
21. fix,у

22 . fix,у

23. fix,у

x+ l
У2+  1 '

C O S *

cos у '

=  ln ix2~ y 2).

=  *sin(jt +  #). 
x

=  arcsin—.
у __ 

=  ln (x+  дlx2 +  y2).
1 7=  —e .
X

- V^+7'
Sin -»

=  e *.

=  ln t g f

=  arctg- -̂.

=  ХУ ЩхуУ  
=  arctg л[ху.

=  arcsin— , . . .
V*2+*2

= ( t ) ‘
=  (sinx)C0Ŝ .

_ У _

==/

=  Insin * t '.
V"/

=  *  e x-v . 
у
x

=  lyig ix +  y).



24. f(x,y) =  a resin

25. f(x,y) =  (2 x fy.

^x2- j

V

К,уйидаги функцияларнинг (xo,yo) нуктада диффе
ренциалланувчи булишини исботланг:

26. f(x ,y) =  x y y (x 0,yn)e R 2.

27. f (x ,y )=  -\[х siny, (xo,t/o) =  (0,0).
28. n x ,y )= l^ y (x 0,y0)^ R 2.
29.

/(*.*/) =

(x2 -J- /y2)siri -г -т , агар (х ,у )Ф (0,0) булса, 
 ̂ +i/

0, агар (х,у) =  (0,0) булса,
(-*:о > У о )= = ( 0 , 0 ) .

30. f{x,y) =
агар (х,у)=£(0,0) булса,

*  + . у

О, агар (х,//) =  (0,0) булса,
. (*о,«/о) =  (0,0)-

К,уйидаги функцияларнинг (хо,г/о) нуктада диффе
ренциалланувчи эмаслигини исботланг:3  

31. f(x ,y)=  -\fxy,(x0,y0) =  (0,0).

32. / (х ,у )= л [х 3 +  у \ ( х 0,у0) =  (0,0).

33. /(х,г/)
агар (х,(/)^=(0,0) булса,

л / ?+ г
О, агар (дг,#) =  (0,0) булса, 

(*о,#о=(0,0).

34. f(x,y) =
, агар (х,г/)=тЦ0,0) булса,

*+</
 ̂0, агар (х,г/)==(0,0) булса,

(хо,г/о)=(0,0).



34,а. Агар f{xux2,...,xm) функция ix\,x2,...,x°m)^M  cz R m
нуктада дифференциалланувчи булса, у шу нуктада 
узлуксиз булишини исботланг.

34,6. Агар f(xих2,...,хт ) функция (x'l,x2,...,x0m)<==MczRm 
нуктада дифференциалланувчи булса, у шу нуктада 
барча хусусий хосилаларга эга булишини исботланг.

35. Агар f(xl,x2,...,xm) функция (х®,*®,...,*" )£М  cr Rm
нуктанинг атрофида барча узгарувчилари буйича хусусий 
хосилаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар шу нуктада 
узлуксиз булса, f(xhx2,...,xrn) функция (хЧ,х%,...,х°т ) нукта
да дифференциалланувчи булишини исботланг.

Куйидаги мураккаб функцияларнинг хусусий хосила
ларини топинг:

36. fix,У = * У , х =  /, у-=/2.
37. f{x,у =  F, х == U2 +  V2, y =  u-v.
38. fix,у =  F, х == аи, у = bv.
39. fix,У =  F, х == ы2 +  и2, 2 2 у =  и — V .

40. F  — f х,у), х == usinu, г/ =  и2.

41. fix, У
X

=  —, х- У
= е\ у = 1п̂ .

42. fix,у =  ХУ, X -= sinu, у =  coso.

43. fix,У =  xsin у -\-ys\nx, х = —, y =  u-v.
v J

44. fix,У = In sin itч1 3t2, у = л [ р +  1.

45. fix,У =  arctg х =  t,X y =  t\

46. fix,у =  еху\п{ х +  у), X =  /3, y = l — t3.

47. fix,у , =  х* + ух, х =  и" -\~v2, y =  u2 — v1.

48. Ушбу fix,у) =  х2 - xy +  2у2 функция
нуктада Ох уки билан 60° ли бурчак ташкил этадиган 
йуналиш буйича хосиласини топинг.

49. Ушбу f{x,y)-= In л х̂2-\-у2 функциянинг (1; 1) нук
тада Ох уки билан 45° ли бурчак ташкил этадиган 
йуналиш буйича хосиласини топинг.
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50. Ушбу f(x,y) = —  функциянинг 2у2 +  х2 =  С2 эл-

липснинг ихтиёрий нуктасидаги шу нукта нормали 
йуналиши буйича х,осиласининг ноль булишини исботланг. 

Куйидаги функцияларнинг дифференциалини топинг:

51. f(x,y) =  xmyn.

52. f(x,y) =  ~ .

53. f(x,y) =  y\[x.

54. f(x ,y )= -\ J^ + y2.

55. f(x ,y)— I \
56. f(x,y) =  lxy.

57. f(x,y)=\n^/x2 +  y2.
58. f(x,y)=\n\x — y).
59. f(x,y) =  (x2 +  y2f.
60. f(x,y) =  ecoslxy).
61. f(x,y) =  x\n(xy).
62. f (x ,y )= (^ y .

63. /(x,t/) =  arctg-^+arctgy.

Куйидаги микдорларнинг такрибий кийматларини 
хисобланг.

64. а =  (0,97)105.
65. а =  ( 1,08)3'9В.
66. а =  1,942-е012.
67. a =  2,68sin0'05.
68. a =  sinl,59-tg3,09.
69. a =  sinl,49-arctg0,07.
70. a=sin59°-tg46°.
71. a =  I n ( \/l ,03 +  д/0̂ 98 — 1).



2- §. К У П  У ЗГА РУВЧИ Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г Ю КОРИ ТАРТИ БЛИ  
Х.ОСИЛА ВА Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л Л А РИ

1° . Ф у н к ц и я н и н г  ю к о р и  т а р т и б л и  х у с у с и й  
х о с и л а л а р и .

f{x{,x2,..., хт ) функция очик М (M cz R m) тупламда бе
рилган булиб, унинг (.хх,х2,...,хт ) нуктасида/i,, f'X2,...,
f*m хусусий хосилаларга эга булсин. Равшанки, бу ху
сусий хосилалар х\, х2,..., хтларга боглик булади.

5-т а ъ  р и ф. /£,, f'X2..., f'Xm ларнинг хк (к =  1,2,..., 
т )  узгарувчиси буйича хусусий х;осилалари берилган 
функциянинг иккинчи тартибли хусусий х;осилалари 
дейилади ва

f " w  (*=1,2

ёки

- р  - f L _  (6 = 1,2
dxxdxk dx2dxk dxmdxk

каби белгиланади. Демак,

Иккинчи тартибли хусусий хосилалар умумий холда 

=  j " хх ( i— l,2,...,m;k=l,2,...,m)dxi dxk ' xixk v ’ ’ ’ >

куринишда ёзилади. Хусусан, i =  k булганда:
д21 __  d^j_ 

dxkdxk ~  дх\
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каби ёзилади. 1ф к  булганда каралаётган иккинчи 
тартибли

а2/
дхг дхк

хусусий хосилалар аралаш х,осилалар дейилади.
f(xx,х2,...,хт ) функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказо

тартибдаги хусусий хосилалари хам худди шунга ухшаш 
таърифланади.

20- м и с о л. Ушбу
/(д:,у) =  1п(дг2 +  1/*)

функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини 
топинг.

Аввало берилган функциянинг хусусий хосилаларини 
топамиз:

df _  д „ 2 ч  2хln (^  +  y2) =

Иккинчи тартибли хусусий хосила таърифидан фойдала- 
ниб f(x,y)=\n(x2-\-y2) функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий хосилаларини топамиз:

d2f д ( d f )I -  3 i(  2* \
dx2 ax'I  ax)

2(х2+уг-х-2х) 2 ^  + / - 2 ^  2(у2-х2)
( S  +  y>)2 ( J  +  f f  ( S  +  y2)2 '

d 2f д / d f  \ д / 2х \ _  2х-2у
дхду~  д Д  д х ) ~  d y\ ,?  + y i )  i^  + y2)2

4xy . 1

C'T"fCj df \ a ('  2y \
(S+ y2)2’ дудх dx\, dy j , J + y 2)

2y-2x 4xy
( J+ y 2?  ( J + f ) 2'

_  д / d f \ _  d / 2у \ _  2(x2 +  y2 — y - 2 y )_  2(x2 — y2) 
dy2 ~  дУ\  d y ) ~  д у у ^  + у ? )  (i^ +  y2)2 (x2 +  y2)2

(Б у  мисолда V(x , y )£ R 2((x, у ) ф ( 0,0)) да

д  ̂ =  д l  булишини курамиз).дхду дудх 3 ; r
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21- м и с о л . Ушбу

fix, у) ХУ '~ 2 ~  2, агаР (Х’У)=£(0,0) булса,х ~\~ У
О, агар (*,г/) =  (0,0) булса

2 2

функциянинг аралдш хосилаларини топинг.
Аввало (х ,у )Ф (0 ,0 ) булган холни караймиз. Бу  холда

1 L
дх

/ х 2- /  4 * у  \
\ х 2+<,2 (x1+ y i f y  г

11  = х  ( * 2~ у2 \
ду + < ? ? ) '  

& 1f  =  О т  =  ^ - А  / ,  , « л 2 \
Qxdy ду\дх) х2 + у2 ^ ( J + f ) 2) '

д11 _  д 1' d f \ , 8 х2у2 \
дудх дх \<ду ) . . - д (х2+ у 2? )

булади.
Энди (х,г/)=(0,0) булган холни караймиз. Бу холда 

функциянинг хосилаларини таърифга кура хисоблаймиз:

т а  = lim № )- г * т - = lim о — 0(
<>х \х -о Ах л* > о Ах

<5/(0,0) .. /(0,A</W(0,0) .. 0 „— lim —— -' =  lim — = 0  ,
ду лу > о * Аг/

• дЩ)..\у) а к т  ■»г-
<?2/(0,0) .. дх дх .. — Ь у6 ,. , •— l i m ----• — - : " , =  lim f  ' ----1 ,

< 5 х %  , A v  о А г/  д „  . »  Л / / 1
j5/(Ax,0) д/(0,0)

<?2/(0,0) .. <?(/ ду Д х 3 .'V :  =  lim---- - .— ^ — =  lim 4Чт:= 1 .
дУдХ Ах-*-о '• А х  д х - о Д х 3

Демак, каралаётган функциянинг Vfx, y )£ R 2 нукта
да аралаш х.с!силалари

д2/(х,у) d2f(x,y) 
дхду ’ дудх

лар мавжуд.
22 —  м и с о л .  Ушбу

f(x>y) =  \n \̂fix ~  а)2 Л~(у — b f (а, Ь — узгармас)-

функция Лаплас тенгдамаси
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ни к.аноатлантиришини курсатинг.
qI Г ф2с

f(x,y) функциянинг иккинчи тартибли — , — — хусу-
дх ду

сий хосилаларини топамиз:

дх = ^ Ч ( Х - а )2 +  ( У ~ Ь )2 =  / 2 ‘ 2 Хдх дх i ( x - a f + ( y - b f
2(х — а) х — а

X
л / (х - а )2-\-(,у-Ь)2 (х - а ) 2 +  ( у - Ь ) 2

Худди шунга ухшаш 
df
ду ( x - a f  +  ( y - b ) 2

булади.
d2f d2fЭнди —V, о ларни топамиз: 
дх2 ду2

д2\ ( 1 1 ) 1 -  5 1(  Х ~ °  }\ дх ) 1 дх 1\ ( х - а ) 2 +  ( У ~ Ь ?  )ах2

(x — a )2 +  (y  — b)2— (x — a ) 2(х — а ) _  (у  — Ь)2 — (х  — а )2

\ (x ~ a f  +  ( y - b ) 2f  [ ( х - а )2 +  ( у - Ь ) 2]2

Худди шунга ухшаш
д2±  =  ( x - a f - ( y - b f  
ду2 \ (х -а )2 +  (у - Ь )2?

эканлиги топилади.
а2/ . d2t  =  ( y - b f - ( x - a ) 2 (x - g ) 2- ( y - f c ) 2 
дх2 ду2 \ (x - a )2 +  ( y - b f f  |( х - а ) 2 +  ( у - Ь ) 2?

_  (у  — Ь)2 — (х — а)2 +  (х — а)2 — (у  — Ь)2=  q

[{x - a ) 2 +  ( y - b f f

Демак,



их ч =  | ^ агс1е“  — y2arc tg j,  агар (х,у)ф (0,0) булса,

[О, агар (лг,г/) =  (0,0) булса

функциянинг аралаш хосилаларини топинг.
(х,у)=/=( 0,0 ) хамда (*,#) =  (0,0) булга н холл а р ^  

алох.ида-алох.ида караймиз.
Аввало (х,у)=/=(0,0) булсин. Бу холда

i L -  д (дх дх\

- У 2-
У

х2 + У2

« 7 —  — 1дхду <31/'

dj - J L ,
ду <3.1/1

х3

х2 +  У2

( х2а rctg^- — у2-л r c tg y )  =  2ха r c tg | х2у
х2 +  У2

2.carctg — — У*

2х2_____ . х2 — у2
г +  у2 х2 +  у2 '

<Г!
дудх

■2i/arctgy +  - ~ ^  =  х — 2//arctg'

= l(Z)= L(x-2»-mlej)=
2 у2 _ х2- у 2 

х? +  у2 х2 +  у2

булади. Демак,
д2/ = *2-У1 

дхду х2 +  у2 '

&  -  г / ,  « а д )^ (о .0)).

Энди (х,у) =  (0,у) ва уф О  булсин. Х,осила таърифидан 
фойдаланиб топамиз:

df(0,y )  _  | im  /(0 +  Адг.у) — /(О.у) _



Дх 1
Дх —OL

Демак,

У-

дЦ0,у)
дх =  У-

Худди шунга ухшаш, (х,у) =  (х,0) ва хф О  учун
3f(x, 0) =  

ду
булиши курсатилади. Булардан эса

ЭДО.О) а дК0,0) _ 0
<5х ’ ду

булиши келиб чикади.
Яна хосила таърифидан фойдаланиб топамиз:

5/(0,0)
,;/<(> \//)w.v - —ду—о

(5 / (0 ,0 ) _  ________________________' l i m  д -  =

aiay -  Г о

а 7(0,0) ..v ’ =  lim- 
дУдх л*-о

df(Дх.О) _  5/(0,0)
_______ <ty_

Дх
.. Дх — 0 , lim — г =  1.
Лх̂ О

Демак,

а2/(0,0) =  _  , <?2/(0,0) =  j
дхду ’ дудх

Шундай к,илиб, берилган функция \/(x ,y)dR2 да 
аралаш хосилаларга эга булиб, улар (х ,у )Ф (0 ,0 ) да

д21(х,у) =  d2f(x,y) 
дхду дудх '

(х,у) =  {0,0) да эса:

д21(0,0) d2f( 0,0) 
дхду дудх

2 - э с . л а т м а .  Юкорида келтирилган 21- хамда 23- ми- 
соллардаги f(x,y) функциянинг (0,0 ) нуктадаги аралаш 
хосилаларининг бир-бирига тенг эмаслигини курдик. 
Бунга сабаб каралаётган функция аралаш хосилалари- 
нинг (0,0 ) нуктада узлуксиз эмаслигидир. 21- мисолда-
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>7(*,j/) Х2- У 2 (  8x2y2_  \  
дудх /  +  Д  (x2 +  / ) 2 /

ги f(x,y) функциянинг (х ,у )Ф (0,0 ) нуктадаги аралаш 
хосилалари

d2f(x,y) __ д
дхду

(х,у) =  (0,0) нуктада эса
о>2/(0,0) =  _  j д2[(0,0) __  j 
(Эл:<5г/ ’ <?г/<Элг

эди. Бу аралаш хосилаларнинг (0,0) нукгада узлуксиз 
эмаслигини курсатиш учун (0,0 ) нуктага якинлашадиганКМ)} кетма-кетликни караилик.

д Их,у) 2 1 ,— — — нинг х =  —, и =  — даги кииматларидан иборат
(3x5// п п

кетма-кетлик

ЧИ ) (lHi)Vl+ 8 ( Ш'[(Ту'ОТ
= К 1+ 8' ^ ) = т й - б?либ-

lim ° 2/̂  ' =  171 -  1 =  <5-/̂ ’° )
, 2 , ч дхду 125 ^  дхду
(-.■п)"т

булади. Бу эса - н и н г  (0,0) нуктада узлуксиз эмас

лигини билдиради.
Умумий холда куйидаги теорема уринли:
3 - т е о р е м а .  f(x ,y) функция очик М  ( М с / ? ’)  туплам-
я  й “ й - df df <Э2/да берилган булиб, шу тупламда , ----- х,амда ——-• ,

J  дх ду дхду

д  ̂ аралаш хосилаларга эга булсин. Агар аралашдудх
хосилалар (хо, уо) £М  нуктада узлуксиз булса, у холда шу 
нуктада

d2f(x 0, у0) _  d2f(x 0,y0) 
дхду дудх

булади .
5—527 65



2°. Ф у н к ц и я н и н г  ю к о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е -  
р е н ц и а л л а р и .  /(х\, Х 2 ,..., -хт ) функция очик M a R m 
тупламда берилган булиб, унинг барча п-тартибли хусусий 
хосилалари мавжуд булсин. Агар (х?, х®,..., Xm)(jAf 
нуктада бу хосилалар узлуксиз булса, f(x\, Х 2 ,..., хт ) 
функция (x°i, X2,... х^) нуктада п марта дифференциалла
нувчи булади.

Маълумки, /(xhx2,...,xm) функция (х“,х2,...,х^) нукта
да дифференциалланувчи булса, унинг шу нуктадаги 
дифференциали

df= -d{dx'+ H 2dx>+-+ f t dXm
булар эди.

Фараз килайлик, f(x i,x2,...,xm) функция (xhx2,..., 
x,n)(zRm нуктада икки марта дифференциалланувчи 
булсин.

6 -т а ъ р и ф . f(x[,x2,...,xm) 'функциянинг (хх,х2,...,хт ) н
у^тадаги дифференциали df нинг дифференциали берилган 
/(х,,х2,...,хт ) функциянинг иккинчи тартибли дифференци
али дейилади ва у d2f каби бвлгиланади:

dif =  d(df)

Умуман, f{xux,,...,xm) функция (x l,x2,...,xm)£ R m нуктада п
марта дифференциалланувчи булганда, шу нуктадаги 
(я  — 1)- тартибли дифференциали dn~ if  нинг диффе
ренциали берилган функциянинг п- тартибли диффе
ренциали дейилади ва dnf каби белгиланади. Демак,

daf= d (d n~If).

Функциянинг п- тартибли дифференциал унинг хусу
сий хосилалари о( чли символик равишда куйидагича 
ёзилади:

d n f  =  { t ; d x ' +  k dx>+ - +  £ ~ d x - J f -
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Хусусан, п =  2 булганда:

d2f = dA  +  ~ Ш х 1 +  ... +  —!rdx

+  2̂ k dx^  +  2l ^ k dXldX3 +  -  +

+ 2̂ $ Xmdx'dx- +  2l £ k dx>dx з +

+  ^ 2 ^ 4  +  - + 2^ ^ ^ 2̂ И+ -  +

2 -- _  idxm.
' dx„ ,dx„ m 1 m

d2f 
лт - 1 $ л т

2 4 -и и с о л . Ушбу
f(x,y) =  sin(x2 +  y2)

функциянинг учинчи тартибли дифференциалини топинг.
Функциянинг учинчи тартибли дифференциали куйида- 

гича булади:

Функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

dJ  — 3-sin(jc2-(- у2) =  
дх дх '  1 ^ ’

=  cos(x2-f*/2)-2x =  2xcos(x2 +  i/2) ,

2*  • cos( л;2 +  г/2)) =

=  2cos(x2 -)-i/2) — Ax2s\n{x2-\-у2) ,

-Ц- =  2cos( х2 +  у2) — 4x2si п( х2 +  у2)) =
дх3

=  12xsin(x2 +  y2)- l 8x3cos(x2 +  y2) ,

- Ц -  =  ̂ -{2cos(x2 +  у2) -  4x2si п(х2 +  / ) )  = 
д Л у  ° у

=  — 4(/sin(x2 +  t/2) — 8x2i/cos(x2 +  */2) ,

шунингдек,
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— {-= — 12(/sin(x2-)-«/2) — 8t/3cos(x2 +  */2),
V

d — — 4xsin( x2 +  (/2) — 8x2/2cos(x2 +  у2).
дхду

Натижада
d3/ =  | — 12x- si n(jc2 -(- i/2) — 8x3cos(x2 +  //2)]Jx 3 +
— 3[ — 4// s i n( x2 -f i f ) — 8х2г/с о s( x2 +  y2) \dx2d у +
— 3[ — 4xsin(x2 +  f )  — 8xy2cos(x2 +  y2)\dxdy2 +

— [ — 12//sin(x2 -\- у2) — 8y3cos(x2 y2)\dy3 =
=  — 12sin(x2 +  */2)[xdx3 +  ydx2dy +  xdxdy2 -\-
+  //̂ г/3] — 8cos( x2 +  */2)[x3dx3 -f 3 x2ydx2dy +

-(- 3xy2dxdy2 yAdyz]— — 12sin(x2-\-y2) X  
X  [^x2(xrfx +  ydy) +  dy\xdx +  ydy)\ —

— 8cos(x2 +  y2)(xdx +  y d y f =  — 12sin(x2 +  у2) X  
X  (xdx +  ydy )(dx2 +  dy2) — 8cos(x2 +  y2) • (xdx +  ydy f

булади. Демак,
£/3/=  — 12sin (x2-\-y2)(xdx-{-ydy)(dx2-\-dy2) —

— 8cos(x2 -|- y2)(xdx +  ydy )3.

25- м и с о л. Ушбу
F  — f(x,y), х =  и2 — v2, y =  uv

функциянингиккинчи тартибли дифференциалини топинг.
М аълумки, функциянинг биринчи тартибли диффе

ренциали
dF =  ̂ d x +  | Ц у ,дх ду

иккинчи тартибли дифференциали эса

d“F -  (  >Тdx+ к  Jy ) i  + 7ил  +  %  ё’у =

=  % dx*+ 2 й ,  м у  + %  ** '+ l d‘* + 1  ̂
булади.

Аввало dx, dy, d2x, d2y ларни топамиз: 
dx =  d( и2 — v2) =  2nd и — 2 vdv, dy =  d(u-v)=vdu-\-udv,
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ci'2x =  d(dx) =  d(2udu — 2vdv) =  2du2 — 2dv2, d2y =
=  d(dy)=d(vdu -\- udv)=dudv -f- dudv =  2dudv. 

Натижада:

d2F — —-A2udu — 2vdv f  +  2 -(2udu —
f5r2 дхдц

— 2vdv){vdu udv)-\--^Avdti -)- udv)2 
dy

+  2-dJ x{du2 - d v 2)+2-Jy dudv =

=  4 d-jt(u2du2 +  v2dv'2 — 2uvdu.dv)-\-2-^xjy  X  

X  {uvdu2 — v2dvdu-{- u2dudv— uvdv2)-\- ^ {(2  dudv)2 -\- 

+  f x2(du2- d v 2) +  jL (2 dudv )=

=  ( *  9 2 «2 +  4 /  / «y+ - '5yU 2 +  2 ^ A rfu 2 +\ <5jc <5х<3(/ 3f,2 ' dx )  1

+  2^ *Ц uv — 2 ^  u2 +  2 j- l-u2 — 4- d jU v  -f dj\ d u d v  +
V ду2 а*ду дхду дх2 ду J

I ( Л 2 ,1 2̂/ I ^2/ 2 r* df \ j %+  ( 4--^y — 4--.-u<H---м — 2 №y2.\  a /  dy2 ax J
3°. К у п  у з г а р у в ч и л и  ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  

ф о р м у л а с и .  f(x 1, хг, xm) функция Rrn фазонинг 
(X|, x2, x°m) нуктаеи атрофида n -\-1 марта диффе
ренциалланувчи булсин. Ушбу формула

f(x 1, Х2, ..., Хт ) — f(x°, Х2) ..., I — ■*?) +

+  ~ д ^ Х 2 ~  — * т ) /  +

+  2т ( (? * / Х|~ * ' ) +  ^ ( * 2  — 4 ) +  -  +

+  4 (х т ~ х"')) 2/+ + п(-£-<х' - х^ +

R '‘(^ =  <„ ; 1)! ( (?А,■(*!— * ? )+  г,72<*2 — 4 )  +

■* /
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куп узгарувчили /(х 1, хг, хт ) функциянинг Тейлор 
формуласи, Rn(f) эса Тейлор формуласининг к,олдик, х,ади 
дейилади. Бу ерда f(x\, Хг, ..., хт ) функциянинг барча 
биринчи, иккинчи ва хоказо п- тартибли хусусий хосилала
ри (х°, х°, х®) нуктада, барча (п-\-1)- тартибли хусусий 
хосилалари эса

(4 +  0(^i — х0,), х°2 +  в(х2 — х°2) , ..., х°т +  6(xm — x °J)  
( 0 < в < [ )

нуктада хисобланган.
Хусусан, икки узгарувчили f(x, у) функциянинг Тейлор 

формуласи куйидагича булади:
и  \  и  \ I д ^ х О ’ У о )  ,  > , d f ( x 0 , y 0 )  f(x,y) = f(xо, г/0)Н--- дх—  (х — х0)Н--- —-- X

ч ,  /  . . i f  Ы ь У о ) ,  V2  , О ^ О ' У О ) ,  wХ(г/ — г/0)+от[— ( * ~ хо) + 2 — (л: — ДС0)Х■}2!|_ дх2 дхду

Х(у — Уо)+- 9 -'Л '—(у — У of I + -  +  „',1 хэ Кхо’УоК ч2 I , , 4  дПКх0’Уо) 

X (х - х 0у + С{/~ ^ \Уо)(х - хоу- \у-  г/0) +... +
дх" 'ду
дпНх:п, уп) ,

— +  п (У — УоТ ! +  /?«(/)>ду Г ]-
1 Г ^ ' К х о + Щ х - Ъ ’ Уо+Цу-Уо))  „ чп+1 I 

*Л / ) =  , „+ ! )• [  ' "  ' , {Х Х"> +

<5"+ l/(*o +  e( JC- * o ) ’ 4,o +  e^ - '/ o »  , чя+|”|+  - 4  ------------^ ------------- (!,-№) J ■
26- м и с о л. Ушбу

/<х, у) =  <?»
функциянинг п =  2 булган холда (хо , уо ) =  (0, 1) нукта 
атрофида Тейлор формуласини ёзинг.

п =  2 учун /(х, у) функциянинг Тейлор формуласи
, л _ й ,  \ I 3/(*о- »о) , . , <5/(̂ 0-%) , „ . А*. У) — Т(хо, г/оН---- ^ ---(х — х0) + --- ^ ---(г/ — Уо) +

+  , p ^ ( , _ ^ + 2 ^ w ( , _ ^ , x

(? /(JCn, U(\ ) п
Х (У-  У 0) + \ -  - я ~  (г/ -  г/о)2 +  Я 2(/ )

\У
булади. Равшанки, /(0, i /=1.
70



Энди f(x, у) функциянинг хусусий хосилаларини ва 
уларнинг (0; 1) нуктадаги кийматларини топамиз:

0
l L = J L e-,= L e7 ало, n =  1 , = ,
дх дх у ’ дх 1

°L = - °- e7=  то ,  t) = 0
ду а г/ у2 ' ду

д21 =  <5 (  > Г| =  1 7,_в2/(°. ') = ]
й А у  /  /  ' а х 2

J1 L  =  А  = ___ 1 7 _ J L e;  Д^0'») =  _  1
<5лгг?г/ <9г/ \ у )  у2 у3 ’ дхду

'2 \  У2 )  У4 </3 <5</2
& 
дУ

Натижада
/(х, г/)=1 + х  +  4 х 2 — х(// — 1)+ / ?2(/)2‘

булади. Бу берилган функциянинг я =  2 булган холда 
(0, 1) нуктадаги Тейлор формуласидир.

27- м и с о л. Ушбу
/(х, t/) =  xtf

функциянинг л =  3 булганда (хо, t/o) =  ( l ,  1) нукта 
атрофида Тейлор формуласини ёзинг.

Бу холда /(х, у) функциянинг Тейлор формуласи 
куйидагича булади:

К * ,  У )  =  f ( x  о- Уо) +  ( ! , ( *  —  *о ) +  ~fy ( y  -  Уо ))/  +

+  i !(^ < -t - * o )  +  ̂ { y - '/ o ) )  / +  i (  ^ * - * o )  +

+  у — % ) )  /+  R,{ f )
Функциянинг (1; 1)даги киймати/(1, 1)=1.

Энди /(х, у) =  ху функциянинг хусусий хосилаларини 
ва уларнинг ( 1; 1) нуктада.ги кийматларини топамиз:



- =  (2г/ — 1 )xy~ 2 -\-y(ц — 1 )xy~2\nx, d3f{ '- l) =  1,
дх ду дх ду

* L r  =  2xv" 11nx +  yxy~\ 1 n i )2, " ! / l ]  =  0, 
дхду дхду

%  =  x*(\nx)\ ^ ‘J ) = 0.
ду ду3

Натижада
и \ я \ I д!{хо-Уо) , , .f{x,y) = f(x0,y0) Н--- ()л. (* — х0) + 

, д1(х0,у0)
' ду 1 У ~ У о )  +

д2К х(), У о) 2 о д‘2Цх0,У0)д - ( х - х 0) +  2 - — ( х - х 0)(у-г/0) +

д2 Г/ „  . V П Г  дЗ

<5(Г J  0 L <5x'
д3КХ(1<Уп) о d3[(xn,y n)

+  3- 2° °  • ( * - * « )2(y - y 0) +  3 ° 2°- ( x - x 0)X
ox ay dxdy

v , .2 , д Кх0’У0), ч3 Х(г/ — г/о) 4- з (У — Уо) ду + R,(f) =

=  1 +  l (x — 1 ) +  0 -(г/— 1)+  l [ 0 . ( x - l )2 +

-\-2Л(х— 1 )(г/— 1)4-0-(г/— 1 )2] Ч— (' { 0 - ( х - 1 )3 +

+  3- 1 - (х -  1)2(г/- 1 ) +  3-0- (х-  I )(г/- 1 )2 +  
+ 0(г/-1)3] + /?3(/ )= 1 + (х - 1 ) + (х-1Хг/-1 ) +

+  } ( x - l f ( y - \ )  +  R3(f) 
булади. Бу берилган функциянинг Тейлор формуласидир. 

Мисол ва масалалар 
Куйидаги функцияларнинг 2- тартибли хусусий хоси- 

лалари ва 2- тартибли дифференциалларини топинг:
72. f{x, y) =  xy — j .



73. f(x ,y ) =  (x2 +  y2f.
74. f(x, у) =  x 3 sin г/.
75. f(Xl y )=  V " .

76. f(x, _г/)= arctg хг/.
77. f(x, y) =  y ^ x .

78. /(x, г/)= V 2ХУ +  У2 ■
79. f(x, y )=  sin (хг/).
80. /(x, г/) =  ( 1 + х Г (1 +  г/Г.
81. /(x, z/) =  2 cos2̂ (/ —0

82. /(x, г/) =  *?х1п у -(- sin г/ • In x.
83. /(x, y ) =  arcctg (х +  2г/).
Куйидаги функцияларнинг курсатилган тартибдаги 

хусусий хосилаларини Т О П И Н Г :

84. /(х, г/) =  г/ In (хг/), - / / j .
дхду

85. / (x ,0)= a rc tg - f  f ' ,
* <Эх 3«/

86. /(х, (/) =  xcos у -(-г/sin х,

о-? а  \ Х  +  У  d ' ° f87. /(х, г/) =  - —  -.
*~</ д х д у

д3[  д3[  d3f 
(Зх3 дх2ду ду3

88. /(х, г/) =  (х2 +  г/2К +!', —  -  •
'  ^ У '  <3xmdx"

/зт + '1/89. /(х, w) =  e*sin г/, .
дхтдип

Куйидаги функцияларнинг курсатилган тартибдаги 
дифференциалларипи топинг:

90. /(х, у) =  х3 у3 -\-3xy, d3f.
91. /(х, ;/) =  cos(x2-|-y2), d3f.
92. f(x, у) — еху, dn)f.
93. f[x, y)=\n(x-y), d*f.
94. f(x, y) =  eaxy\ d'°f.
95. f(x, y) =  eaxcos by, d'°f.
Куйидаги мураккаб функцияларнинг иккинчи тартибли 

хусусий хосилаларини хамда иккинчи тартибли диффе- 
ренциалларини топинг.
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96. F  =  f(x, у), x =  au, y =  bv.
97. F  =  f( x, y), x =  u-\-v, y =  u — v.
98. F  =  Hx, y), x = " ,  y =  v .V и
99. F =  f(x, у ), x =  uev, y =  ve“.
100. /(x, y) =  xy, x = —, y =  ti-v.

101. Ушбу
f(x, y) =  — x2 +  2xy +  3y2 — 6x — 2/y — 4

функциянинг n =  3 булган холда ( — 2; 1) нукта атрофмда 
Тейлор формуласини ёзинг.

102. Ушбу г--------
f(x, у )=  V 1 — х2- у 2

функциянинг п — 3 булган х.олда (0; 0 ) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

103. Ушбу
fix, у) =  ехsin у

функциянинг п =  3 булган холда (0; 0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

104. Ушбу
fix, у) =  cos x-cos у

функциянинг п =  3 булган холда (0; 0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

105. Ушбу
fix, у )= у х

функциянинг п =  2 булган холда ( 1; 1) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

3-§. КУП  УЗГА РУВЧИ Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г 
ЭКС ТРЕМ УМ  К.ИЙМАТЛАРИ

fix I, х2, ..., Хт) функция очик M (M czR m) тупламда 
берилган булиб, (х®, х®,..., х°т )£М  булсин.

7-т а ъ р и ф. Агар (х®, х®,..., х®) нуктанинг шундай
Uf, атрофи:

(У6 =  {(х 1, х2, ..., x,n)£ R m:р =

=  ^ 2 (х4- х » )2 < б [ с М  ( f i> 0)

мавжуд булсаки, V (x i, х2, ..., хш)£ {Л  учун 
fix I, х2, ..., хт )< /(х?, Х̂ , ..., X®)
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булса, f{x i, X‘2, ..., xm) функция (jC|, x2, ..., x°m) нуктада 
максимумга (минимумга) эга дейилади, f(x°, х2, x°m)
к,иймат эса f(x\, Х2, ..., хт ) функциянинг максимум 
(минимум) к,иймати дейилади. У ни

f(x°b х°2, .... x°m)=  max {/ (* „ х2, х п)}
( х , , .... хя К  I/ ,

(f(x°h х°2.....x °J=  min {f(xu х2, ..., хт )}
.<*,...

каби белгиланади.
Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном 

билан унинг экстремуми дейилади.
28- м и с о л. Ушбу

f(x, у) — "\J\ — х2 — у'2

функциянинг (0; 0) нуктада максимумга эришишини 
курсатинг. Бу функция М = {(х , y )d R 2:x2 у2 1} да 
аникланган (0; 0) нуктанинг

U6 =  {(x, y )£ R 2:x2 +  у2< б }  ( 0 < б <  1)

атрофини олайлик. Равшанки, Uf,czM булади.
V(x, у)£ Ub учун

/(*,*/) =  д/1 — х2 — У2 <  1 = /(°. ° )
булади. Демак, берилган функция (0; 0) нуктада 
максимумга эга ва унинг максимум киймати 1 га тенг.

4- т е о р е м а. Агар f(x\, Хч, хт)  функция (х°, 
дс(2, ..., хРт) нуктада экстремумга эришса ва шу нуктада
_ df df df „  й обарча —— - , .... хусусии хосилаларга эга булса,г дх\ ' dX2 дхт

, , ,  0 0 о, df(x t, х2, х т )
у холда --- ------ = 0 , »=  1,2,.... m булади.OXj

29- м и с о л. Ушбу
/(х. у) =  х-у

функция (0; 0) нуктада экстремумга эришадими?
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Равшанки, /(О, 0) =  0.
(О; 0) нуктанинг

U6 =  {(x, y )£ R 2:x2 +  y2<  6} (О <  б <  1)
атрофини олайлик.

Бу атрофда f(x, у) — /(О, 0) айирма уз ишорасини 
саклаймади. Масалан, координаталари бир хил ишорали 
булган нукталар учун бу айирма мусбат, гурли хил 
ишорали нукталар учун манфийдир. Демак, берилган 
функция ( 0; 0 ) нуктада экстремумга эга эмас.

И з о х. 29- мисолда келтирилган функция
<3/ <з/' =  г/, . =  хдх ду

,  <9/(0,0) „  <5/(0,0) „  хусусии хосилаларга эга булиб, — ^  =  0, . = 0

булади. Демак, 4-теорема шартлари экстремум учун 
зарурий булиб, етарли эмаслигини курамиз.

3- э с л а т м а. Юкорида келтирилган 4- теорема куп 
узгарувчили функциянинг экстремумга эришишининг 
зарурий шартини ифодалайди.

30- м и с о л .  Ушбу

f(x, у) = V х2 + У2
функция (0; 0) нуктада экстремумга эга буладими? 

Равшанки,
/(О, 0) =  0.

(0; 0) нуктанинг
Ut =  {(x, y )£ R 2:x2 +  y2<  6} (6 > 0  )

атрофини олайлик. Унда V(jc, y)^Ua  учун

/(*, У )=  л/х2 +  у2 > 0  =  /(0, 0)

булади. Демак, берилган функция (0; 0) нуктада мини- 
мумга эришади ва

min{/(x, (/)} =  О
булади.

К,аралаётган f(x, у )=  ^ х 2 +  у2 функция (0; 0) нукта
да хусусий хосилаларга эга эмас (каранг, 3- мисол).

4 - э с л а т м а .  Куп узгарувчили f(x\, х% ..., хт ) 
функция очик M czR m тупламнинг:
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1) барча хусусий хосилалари нолга айланадиган, яъни

*/ -.-о. д± - = о ......J L  = 0
дх, Зх2 дхт

тенгламаларни каноатлантирадиган нукталарда.
2) хусусий хосилалар мавжуд булмаган нукталарда 

экстремумга эришиши мумкин.
Одатда f(x\, х% ..., хт ) функциянинг барча хусусий 

хосилаларини нолга айлантирадиган нукталар шу 
функциянинг стационар нуцталари дейилади.

5-т е о р е м  a. f(x\, х% ..., х,„) функция (x’l, х?2, ..., 
х'п)  £ R " нук,танипг бирор U t, атрофида ( f i> 0) берил- 
ган ва ушбу шартларни бажарсин:

1) f (x |, х2,..., х,„) функция Uh да барча узгарувчилари 
буйича биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
хосилаларга эга;

2) (хаи х ° , х ° т)  нукта f(x\, х->, хт)  функциянинг 
стационар нуктаси;

3) коэффициентлари

_  ....* ° J
М* л ~ л

булга н

Qill, 12. 1т) =  2 а1кЫкi, k—1
квадратик форма мусбат (манфий) аникланган.

У холда f(x  1, л-2, хгп)  функция (х {\, х\.....х°т )
нуктада минимумга (максимумга) эришади.

Агар квадратик форма ишора сакламаса, / функция 
(х,*, х?2, ..., х°т ) нуктада экстремумга эришмайди.

Икки узгарувчили функциялар учун бу теорема 
куйидагича булади:

f(x, у ) функция (хо, уо) нуктанинг атрофи

Uf, =  {(x, y )£ R 2: -\J(x—хи) 2+ (у —y()) 2 < 6}

( 6 > 0) да берилган ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи 
тартибли узлуксиз хусусий хосилаларига эга булсин. 
(хи,у 0)  нукта f(x, у )  функциянинг стационар нуктаси
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д/(*р, Уо) _ n df ( xо- Vo)
’ (?!/ “

ва
Я2{/- .. * д2<52/(x0, Уо) <5 i(x ,r Уо) d f ( * о- V

,;*2 ’ й;:' ^  ’ " 22“  V

булсин.
1°. Агар

а па22— а?2> 0  ва а п > 0

булса, f(x , у )  функция (хо, Уо) нуктада минимумга 
эришади.

2°. Агар
а иа22—а\ 2> 0  ва а п < 0

булса, f(x, у)  функция (х0, уо) нуктада максимумга 
эришади.

3°. Агар 2
Я ПЛ22 ^12̂  О

булса, f(x, I/) функция (х0, г/о) нуктада экстремумга1 
эришмайди.

4°. Агар
а \1а2'2-Я|2=0

булса, f(x, у )  функция (х0, у о) нуктада экстремумга 
эришиши хам, эришмаслиги х,ам мумкин. Бу  «шубхади» 
\ол куш им ча текшириш талаб килади.

31- м и с о л. Ушбу
f(x, у) =  х3 +  ул — Заху (аф О )

функцияни экстремумга текширинг.
Аввало берилган функциянинг хусусий хосилаларини 

топамиз:

df(x' y) -=3х2-3 ау ,
дх 

df(x, у) = 3 у2 — 3 ах.
ду

Уларни нолга тенглаб,
( Зх2 — 3ас =  0,
1 3 у2 — 3ах =  0
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системадан берилган функциянинг стационар нукталари 
(О, 0) хамда (а, а ) эканини топамиз.

Равшанки,

в*. - Щ & = б у .  - з «-дх2 <Э</2 дхду

(а, а) нуктада
д2/(а, а) с  <52/(о, а) „  д2/(а, а)« п = — ^ V - L =  6a, а 12=»— —j—  = — З а ,— — —̂  — Ьа 

дх2 diС ду
булиб,

а 11 а22 — а,2 =  36а2 — 9а2 =  27а2 >  0
булади.

Демак, а > 0  да а ц > 0  булиб, каралаётган функция 
(а, а) нуктада минимумга, а С О  да ап < 0  булиб, функция 
(а, а) нуктада максимумга эришади.

(0, 0) нуктада
а,,а22 — а22 =  36-0 — 9а2=  — 9а2< 0

булиб, бу нуктада функция экстремумга эришмайди.
32- м и с о л .  Ушбу

их, y ) = ( y - xf + ( y + 2 f
функцияни экстремумга текширинг.

Равшанки,
£  =  2(х - у ) ,  д̂  =  2 (у - х ) +  3(у +  2)2

ва
Г 2(х — у) =  0,
\ 2 ( y - X) +  3(y +  2 f =  0

Демак, ( — 2; — 2) берилган функциянинг стационар 
нуктаси.

Функциянинг иккинчи тартибли хосилаларининг стаци
онар нуктадаги кийматлари

д2Ц — 2, - 2) 
дх2

<32/( — 2, - 2)

булиб,

дхду
й2/ (- 2, - 2 ) _ 0 

22 — ' ~ 2 — Z ду

2,

- 2,
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булади. Демак, «шубхали» \ол. Бу холда экстремумнинг 
бор-йуклигини аниклаш учун куйидагича текшириш 
утказилиши керак. Стационар ( —2; — 2) нуктадан утувчи 
у — х тугри чизик нукталарини караймиз. Бу тугри 
чизикда берилган функция

/(-*> У)\у=х =  Ч>(У) =  ( У — У ?  +  (У +  2)3 =  {у  +  2)3

куринишга эга булиб, у <  — 2 да ф(г/)< ;0, у >  — 2 да эса 
ф(г/)>0 булади. Берилган функция ( — 2; — 2) нукта 
атрофида \ам мусбат, хам манфий кийматларга эга 
булганлиги сабабли у шу нуктада экстремумга эриш- 
майди.

33- м и с ол .  Ушбу
/(х, у) =  х2 — у2 2а2

функциянинг D = {(x , у)£ R2:x2 у2^ .а 2} тупламда энг 
катта ва энг кичик кийматларини топинг.

Берилган функциянинг стационар нукталарини топа
миз:

Jf(*-y) — 2х, д,(х' у) =  - 2 у .дх ду
Д е м а к ,(0; 0) нукта функциянинг стационар нуктаси 

экан. Бу нуктада берилган функциянинг киймати
ДО, 0) =  2а1

булади.
Энди f(x, у) =  х2 — у1 -\-2а2 функция ни D нинг чегараси 

{х2-\-у2 =  а2} айланада караймиз. Бунда
x2j\-y2 =  a2 y = ± y j a 2 — x2

ва
f(x , у ) =  /х(х, ±  \Ja2 — х2 ) =  х2 — (а2 — х2) +  2а2 =  2х2 а2

булади. Бу /Х =  2х2 -+- а2 функциянинг [ — а , а\ даги энг 
катта хамда энг кичик кийматларини топамиз:

/' =  Ах, 4х =  0 =ф- х =  0.
о — 2 • 0 +  а2 =  а2

fx =  2x2-\-a функциянинг [ — а, а | сегментнинг четки 
нукталаридаги киймати 2-а2-\-а2 =  За2 булади.

Демак, /(х, у) функция энг кичик киймати а2, энг катта 
киймати эса За2 булади. Бошкача айтганда берилган /(х, 
у) функциянинг D туплам чегарасидаги энг кичик киймати 
а , энг катта киймати эса За2 булади. Бу кийматларни /(х, 
у) функциянинг стационар нуктадаги киймати (/(0, 0) =
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2 а2) билан солиштириб, берилган функциянинг
I) тупламдаги энг катта киймати За2, энг кичик киймати 
уса а2 булишини топамиз.

Мисол ва масалалар

К,уйидаги функцияларни экстремумга текширинг:

106. f(x, у) =  х2 ху 4~ у2 — 6х — 9у.
107. [(х, у) =  2ху— 2х — 4у.
108. f(x, y ) =  x* +  ( u - l f .
109. f(x, у) =  х  -f-у’’ — 3ху.
110. f(x, у ) =  хи( 1 — х — у).
111. /(х, у) =  х хи2-\-3axy.
112. f(x, у) =  х4-\-у +  2х2у2 — 8х +  8у.
113. /(х, у) — ху- —  -)- 20 (х > 0 , у > 0).X у

114. f (x ,y )= \ -  ^ х 2 +  у2.
115. f(x,y) =  (x2 +  y)^jey.
116. f(x,y) =  е*1 ~■"(5 — 2х-\-у).
117. /(х, у) =  ех- \х 2 — 2у2).
118. f{x, у) =  ху \п(х2 +  у2).
119. /(х, у) =  х-\-у-\-\?*\пх-$\пу.
120. f(x,y) =  xey+lsiny.

4 4

121. /(х, г/)= 1 — (х — 2 )5 — */5.
122. /(х, у) =  е~х2~!,Хах2 +  Ьу2).
Куйидаги функцияларнинг курсатилган D тупламда 

энг катта ва энг кичик кийматларини топинг.
123. f(x, у) =  х — 2у — 3.

D =  {(x, у)£  R2:0 < x <  1,0<г/< 1 ,0< х4-*/< 1}.
124. f(x, у )=  1 + х  +  2у.

D{(x, y )£ R 2:х^ О , у^ О , х-\-у^ 1}.
125. f(x, у) — х24-3у2 — х +  18у — 4.

D =  {(x, u )£R2:О ^ х ^  1,0<г/< 1}.
126. /(х, у ) =  х2 — у .

D =  {(x, y )^ R 2:x2-\-1/2<  1}.
127. f(x, y) =  sinx4~sint/4- sin(x4-y)-

D =  { (x ,y ) tR 2:0 < x <  ~ ,0  < */ <  J } .

128. f(x, y) =  x2 +  y2.



D =  {(x, y )e R 2: ~ + y\ = \ ,0 < b < a } .a b

129. f{x, y) =  (x - y ^ i x - T )2.
D =  {(x, </)6 /?2:г/2< х <  2}.

130. /(x, у )= л /\ ~ x 2~ y 2.
D =  {(x, y )£ R 2:x2 +  y2s^ 1}.

4- §. О Ш КО РМ АС Ф У Н К Ц И Я Л А Р

1°- x ва у узгарувчиларнинг F(x, у) функцияси учун 
ушбу

F(x, у) =  0
тенгламага эга булайлик. Энди х узгарувчининг кийматла- 
ридан иборат шундай X  туиламни карайликки, бу 
тупламдан олинган хар бир кийматда Fix, у) =  0 тенглама 
(у  га нисбатан тенглама) ягона ечимга эга булсин.

X  тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга Fix, у) =  
=  0 тенгламанинг ягона ечими булган у сонни мос куямиз. 
Натижадя X тупламдан олинган хар бир х га юкорида 
курсатилган коидага кура битга у мос куйилиб, функция 
хосил булади. Одатда бундай аникланган функция 
ошкормас куринишда берилган функция (ошкормас 
функция) дейилади. Уни

x-+y:Fix, у) — 0
каби белгиланади.

34- м и с о л. Ушбу

Fix, у) — У л/х2 — 1 — 2 =  0

тенглама у ни х нинг ошкормас функцияси килиб 
аниклайдими?

х узгарувчининг X  =  R\{x£ R : — 1 ^  х<: 1} тупламдан 
олинган хар бир кийматига у узгарувчининг

2

киймати мос куйилса, унда, равшанки,

F{x, у )  — Fix, - 2 ) =  - 7=1= - . V * 2-  I - 2  =  0
\ х2 — 1 л]х2—\
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булади. Демак, каралаётган тенглама ошкормас функция
2х ^ у  =

ми аник.лайди.
35- м и с о л. Ушбу

F(x, y )= x  — y + ~ s in y  =  0

тенглама ошкормас функцияни аник,лайдими?
Берилган тенгламани

x =  y — ~s\ny

куринишда ёзиб оламиз. Агар

Ч>(У) =  У — y s in  у

дейилса, равшанки, бу функция ( — оо, +  00) Д;| 
аник.ланган, узлуксиз ва

Ф'(У) =  1 — yco s i/> 0

хосилага эга. Унда ф(у) нинг монотонлигидан, х =  ц{у> 
функцияга нисбатан тескари у =  ц>~\х) функция мавжуд 
булади. Энди х узгарувчининг ( — оо, +  00) дан олинган 
хар бир кийматига у =  ф“ '(х) ни мос куямиз. Натижада, 
х =  ц>(у) ва г/ =  ф“ '(л:) эканини эътиборга олиб, F (x , у) —
=  F (x ,< p - '(x )) =  x — у + —&\п у =  х — ( у — -^-sin г/) =

=  х — х =  0 булишини топамиз. Демак, берилган тенг
лама у ни х нинг ошкормас функцияси сифатида аник,- 
лайди.

3 6 -м и с о л . Ушбу

F(x, у ) =  х2 +  у2— \пу =  0 (г/> 0)
тенглама ошкормас функцияни аниклайдими? 

у  — 1г‘.у айирма хар доим мусбат булади:

у2 — 1пг/>0.
IUy сабабли х узгарувчининг ( — оо, -)- оо) даги хеч бир 
кийматида
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тенглик бажарилмайди. Бинобарин, берилган тенглама 
ошкормас фукнцияни аникламайди.

6- т е о р е м a. F(x , у ) функция (х», уо) £ нуктанинг 
бирор U h. к((хо, уо)) =  {(х, y )£ R 2:xo — h < x < x o  +  h, у {) —
— k e y <г/о +  k) (h > 0 , k > 0 )  атрофида берилган ва 
у куйидаги шартларни бажарсин:

1) U к( (х «, уо)) да узлуксиз;
2) х узгарувчининг (хо— h, хо-\~h) ораликдан олинган 

\ар бир тайин кийматида у узгарувчининг функцияси 
сифатида усувчи;

3) F (x о, уо) =  0.
У х,олда (хо, уо) нуктанинг шундай 

и ,у ((х 0, у0) )  =  {(х, y )£ R 2:x 0 — 6<дс<хо +  б, у о — в <  
< У < У о + е }  

атрофи (О С б < h, 0 < е < ;6 )  топиладики,
1) (хо — б, Х о б ) учун F (х, у ) =  0 тенглама ягона 

у ечимга (у£(уо  — е, у о -f- г ) эга, яъни F  (х, у ) =  0 тенглама 
ёрдамида

х->-y :F (x , у ) =  0
ошкормас куринишдаги функция аникланади.

2) х =  Хо булганда унга мос келган у =  уо булади,
3) ошкормас куринишда аникланган

x-+ y.F(x , у )=  О
функция (хо — б, Хо-(-б ) ораликда узлуксиз булади.

7- т е о р е м  a. F(x , у ) функция (хо, yo )£R2 нуктанинг 
бирор атрофи U (x о, */о)да аникланган булиб куйидаги 
шартларни каноатлантирсин:

1°. F(x , у ) U  да я марта узлуксиз дифференциалла
нувчи (я  =1,2,... )

2°. F ( хо, Уо) = 0 .
3°. F'y(xо, у >)ф 0.

У \олда шундай IczU(xo, у о)  атроф ва бу атрофда f (x )  
функция мавжуд булиб,

(/  =  /.vX/«; I x =  {x(;:R \ | х Хо I < а },
Iy  =  { y£R :  \у — у0\ <f$b 

ихтиёрий (х, у )£1  ларда
О F (x , у ) =  0 <  =  >  «/ =  / (* )

х2 -\- у2 — \ny =  0
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2) f (x )  функция /х да я-марта узлуксиз диффе
ренциалланувчи ва 1-тартибли х,осила учун

F l x , f ( x ) )  
f ' ( x ) = ~  ■

F y(x , f (x ) )

тенглик уринли булади.
3 7 -м и с о л . Ушбу

F(x, у) — еу-\-у sin х — х3 +  7 =  0
тенглама ( 2,0) нуктанинг атрофида у ми х нинг ошкормас 
функцияси сифатида аниклайдими?

Берилган

F(x, у ) =  еу -\-у sin х — х3 +  7
функцияни 7- теореманинг шартини бажаришини ёки 
бажармаслигини гекширамиз.

Равшанки, F(x , у) функция R2 тупламда аникланган 
ва узлуксиз. Бинобарин, у (2,0) нуктанинг ихтиёрий 
атрофи Uh, *((2,0)) да узлуксиз. ( h > 0, & > 0).

F(x, у) функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

(5/U, //) ^ ( e v-f // sin х — хл-\-7) =  у cos х — Зх2,

д р (х ,у ) _  д ^gII s jn  д. _ л;3 _ | _ у ) _ еу_|_5|п х  
ду ду

Демак, F(x, у) функциянинг хусусий хосилалари
лар R 2 тупламда, жумладан Uh,k((2,0)) да

узлуксиз. Сунг
dF(2,0) „  . . I , . . _  , _-— ' =e*-(-sin хI х_ 2 =  1 + sm  2 =^0.

Ва нихоят,

F(2 fi) =  ey у sin х — х3 +  7| ,=2 = 0
и=0

булади.
Шундай к,илиб,

F(x, у) =  еу-\-у sin х — х3 +  7
функция 7- теореманинг барча шартларини бажаришини 
аникладик. Ш у сабабли 7-теоремага кура
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F(x, y )= e y-\- ysin x — jc3-f-7 =  О
тенглама ( 2,0) нуктанинг атрофида г/ ни х нинг ошкормас 
функцияси сифатида аниклайди:

х-уу : F(x , у) =  0 
Бу функция узлуксиз хамда унинг хосиласи

У — —
д1
дх у cos х —  Зх2

dF ê  + sinx
ду

булади.
38- м и с о л .  Ушбу

F(jc, у) =  уе*— х 1п у — 1= 0

тенглама (0,1) нуктанинг атрофида у ва х нинг ошкормас 
функцияси сифатида аниклайдими?

F{x, у) функция D =  {(x, y )£ R 2:y >  0} тупламда 
аникланган ва узлуксиз. Ж умладан (0,1) нуктанинг 
Uh.k{(0,1)) атрофида (0 < /г< 1 , 0 < 6 )  узлуксиз. Унинг 
хусусий хосилалари

=  ~ (у е х — х 1п у — l)  =  yex — In у,
дх дх

---^——-= ~  (уех — х In у — 1) =  е*— —ду ду / у

Uh.kii0,1)) да узлуксиз ва

т  о л ± = е х _ * _ \  = \ ф о  

ду У 1 »-1
булади.

Функциянинг (0,1) нуктадаги киймати 

F (0,1) =  уех — х In у — 11 х=о = 0

булади.
Демак, F(x, у) функция 7- теореманинг барча шартла- 

рини бажаради. Ш у теоремага кура

F(x, у) — уе1 — х In у — 1 = 0  

тенглама (0,1) нуктанинг атрофида
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ошкормас функцияни аник.лайди.
Бу функция узлуксиз ва унинг хосиласи

x-*~y: F(x, у) — О

д F
дх уех— In у
3F х хе ------
ду У

булади.
39-м и с ол .  Агар F(x, у) функция узлуксиз иккинчи 

тартибли
d2F (x ,y ) dF(x, у ) d‘2F (x, у) 

дх2 ' ’ дхду ’ ду2

хусусий хосилаларга эга булса,

F(x, у) — О 
тенглама ёрдамида аникланган

х-+у: F(x, у) — О
ошкормас функциянинг биринчи хамда иккинчи тартибли 
хосилаларини топинг.

F(x, г/) =  0 ни дифференциаллаб

T x + fy - y ' =  °  О )

булишини топамиз. Бу тенгликдан эса

dF
. дх

У = — д Г
ду

булиши келиб чикади.
Юкоридаги ( 1) муносабатни яна бир марта диффе- 

ренциаллаймиз:

д V dF dF  Л  д /  OF \ . д /  dF \ , . 
д х \  дх +  * у У  J -  дх( дх) +  д х (  ду ) У  +

I dF „
• -  у = 0 .ду *

87



д (
' dF

dx \у dx

д <' dF
дх\к ду

д / dF \ d2F  , d'2F _  ,
~д? +  dxdjy ’

d2F  . d2F  , 
дудх ду2 У '

Шундай килиб, куйидаги тенгликка келамиз:

d2F  [ f t  д 2F  Л  , д F  ~ п
+  дхду У  +  I дудх +  д у > У  J • У  +  д, ' У  -  °

— £ + 2- ^ - ^ + -  V 2+ 4 y у" ==°-dxd;/ * ду2 - ду *

Равшанки,

d'2F  , а2/-’ 
ах2

Кейинги тенгликдан эса
d2F  , 0 d2F  d2F  ,2 

дхд^У + ~д1? У
У = ----------- Т Г

ду
булиши келиб чикади. Бу генгликда у' нинг урнига унинг 
кийматини куйсак, унда

dF dF drF _  / dF  \2 d2F _ /  dF  \2 a2/7 
ax a</ axa# \ dy )  \ dx )

У — / д/: у(f)
булади.

2°. Икки

F\ =  F\(x, у , и, и), F 2 =  F 2(x, у , ы, у) 
функциялар (х0, г/о, «о, Уо)£/?4 нуктанинг бирор

Uh,h,№  =  {(*, У, и, v ) £ R 4: x 0—  A i < x < j c 0 +  Ai. yo — h2<  
< У < У о  +  h 2, uq —  k\ < . u < u 0 +  k ]y vo —  k 2< v < .

<  Уо +  Ы
атрофида (/ ? i> 0, /г2> 0, &i>-0, /г2> 0) берилган булсин. 

Ушбу

|  F l =  F i(x ,y ,u ,v ) =  О,
I  F2 =  F2(x , у, и, у) =  0 (2) 

тенгламалар системасини карайлик.



8- т е о р е м a. F\(x, у, и, v )  ва F г(лг, у, и, v )  функция- 
лар куйидаги шартларни бажарсин:

<) V hth.M A ( x«» У()> “ о, vo)) да узлуксиз;
2) U hik2kik./ (xо, #о, «о, »о )) да барча хусусий хосила

ларга эга ва узлуксиз;
3) хусусий хосилаларнинг (хо, уо, ио, »о) нуктадаги 

кийматларидан тузилган ушбу детерминанти нолдан 
фаркли:

9F, OF,
ди dv
dFz d F2
ди dv

4) (х0, уо, «о, оо) нуктада

/'ifxo, Уо, «о, » о )= 0,
F'2(xo, у о, Но, Оо)=0.

У холда (дсо, Уо, Ио, Уо) нуктанинг шундай
Уо, н0, »0) )  атрофи (0 < 6 |< А Ь 0 <  62< Л2,

О С  ei < * 1, 0 < Б | <fei, 0 < В 2< ^ 2) топиладики, бу атроф-
да

1) (2 ) генгламалар системаси ошкормас к у ринишдаги

u =  f\(x, у, f2(x, у ) ) ,  v =  f2(x, у )
функцияларни аниклайди;

2) (хо, уо) нуктада, унга мос келадиган нукта

Но =  /|((хо, уо), f>(xо, уо)), Vo =  f>(Xo, уо)
булади;

3) ошкормас куринишда аникланган / 1 ва f> функция-
лар

l(x, y ) £ R 2:xo — 6| < х < х 0 +  б|, г/о — 62< г/< уо  +  б2}
тупламда узлуксиз ва барча узлуксиз хусусий хосилаларга 
эга булади.

40- м и с о л. Ушбу

{ xy-\~uv= 1, 
xv — у и =  3

система ( 1; —  1; 1;2) нуктанинг атрофида ошкормас 
функцияларни аниклайдими?

Бу холда
F |(х, у , и, v) =  xy-\-uv— 1,
F 2(x, у, и, v) =  xv — yu — 3 

булади. 89



Равшанки, бу функциялар (1 ;—  1; 1; 2) нуктанинг 
атрофида узлуксиз х,амда барча

dFt 6F1- 1# - У dFJ 0F,- 71 ___
дх У' ду Х' ди ’ dv —

дР2 дР2 дР2 dF2
“д — V,дх =  — и,ду ди =  — У. ди

хусусий хосилалар хам узлуксиздир. 
( 1; —  1; 1; 2) нуктада

и / | 1
ди dv _  I 2 1 I

,dF2 dF2 ~  1 1 1 1
ди dv

х.амда

/=■,(1, — 1,1,2) =  0,
^2 ( 1, — 1,1,2) =  О

булади. Демак, 8-теоремага кура

{ ху -(- uv =  1,
XV — уи =  3

система и ва v ларни х, у узгарувчиларнинг функцияси 
сифатида аниадайди. Берилган тенгламалар системасини 
и ва о ларга нисбатан ечиб топамиз:

__  — 3 +  V 9 +  4*V — 4 * У  
“  '  2 у ~  ’

v _ ______  2у(\— ху)

- 3 +  д/э -h4xy — Ах2 у2

Мисол ва масалалар

Куйидаги тенгламалар курсатилган нукта атрофида 
ошкормас функцияни аниклайдими?

131. F (x ,y ) =  x4 +  xy +  y3- 3 =  0, (1; 1).
132. F(x,t,) =  ( x - l X x  +  i / - l )  =  0, (1,0).
133. F(x, у) =  х3 -\- у3 — Заху =  0, (а д/4 , а д/2 ).
134. F(x, у) =  х(х2 у2) — а(х2 — у2), (0,0).



Куйидаги тенгламалар системаси ошкормас функция- 
1арни аниклайдими?

Куйидаги ошкормас куринишда берилган функция
ларнинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларини 
топинг:

138. F (x ,y )= x — у-\-\пу — 0.
139. F (x ,y ) — x:2— 2ху +  у2 +  х -(- у — 2 =  0.
140. F{x, у )= \  — у +  ух =  0.
141. F(x, у) — хе2у — у In х — 8 =  0.
142. F(x, у )= е у +  ах2е- у — 2Ьх=0.

143. F(x, у) =  In V ^ +У2 _  arctg-̂ - =  0.

144. F(x, у ) =  х2\п у — у2\п х — 0.
145. F(x, у)  =  l + ху  — \п(еху +  е~ху) =  0.
146. F(x, # )= 1 п л/х2-\-у2 — a arctg-p (а=£= 0).

X IV  боб
Ф У Н К Ц И О Н А Л  К Е Т М А - К Е Т Л И К Л А Р  ВА  К А Т О Р Л А Р

1-§. ФУН КЦ И О Н А Л  КЕТМ А-КЕТЛИК ВА К А Т О РЛ А РН И Н Г

Фараз килайлик, хар бир натурал n£N  сонга 
X тупламда аникланган /„(х) функция мос келсин. У холда

кетма-кетлик хосил булиб, бу кетма-кетлик функционал 
кетма-кетлик дейилади. Функционал кетма-кетлик {/п(х)}, 
унинг умумий х .а д и  эса /л(х ) каби белгиланади.

1-м и со  л. ф — хар бир натурал п сонга s in - ~  

функцияни мос куювчи акслантириш булсин:

137. {x +  y =  u +  v, 
у sin и — х sin v — ti.

Я К И Н Л А Ш У ВЧ И Л И ГИ

/\(х), Нх),..., /л(х),...

п
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Бу акслантиришдан
л/дг . л[х . л / *sin - . sir> -,...,sin—1 п п

функционал кетма-кетлик хосил булади. У [0, +  оо ) да
берилган булиб, умумий хади fn(x )=  sin-^- булади.

2 -ми с о л .  ф — хар бир натурал п сонга пх"( 1— х ) 
функцияни мос куювчи акслантириш булсин:

Ф : п пх"( 1 — х).
Бу холда

х( 1 — х),2х2( 1 — х),..., пх"( 1 — х),...
функционал кетма-кетлик хосил булади. Кетма-кетлик X =  
=  R  да берилган булиб, унинг умумий хади

f„(x) =  nxn( 1 — х)
булади. X  тупламда {/„(*)}:

fi(x), Ц х ), f3(x),..., fix),...
функционал кетма-кетлик берилган булиб, хо£Х булсин.

1 -т а ъ р и ф . Агар {fn(x о)} сонлар кет ма-кет лиги якин
лашувчи (узоклашувчи) булса, {fn(x)} функционал кетма- 
кетлик хо нук,тада якинлашувчи ( узоклашувчи) дейилади, 
jco нук,та эса бу функционал кетма-кетликнинг як,инлашиш 
(узок,лашиш) нук,таси дейилади.

{f ix )}  функционал кетма-кетликнинг барча якинла- 
шиш нукгаларидан иборат туплам кетма-кетликнинг 
як,инлашиш сох;аси дейилади. {f„(x)} функционал кетма- 
кетликнинг якинлашиш сохаси М да аникланган ушбу

f:x->- lim f ix )  (х£М )
п —*■ оо

функция, {f ix ) }  кетма-кетликнинг лимит функцияси дейи
лади. Демак,

lim fn(x) =  f(x) (х£М).

3 -м и с о л . Ушбу

с / \ • V* fn(x) =  n sin “

функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини топинг. 
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Бу функционал кетма-кетлик ^  =  [0, -f-оо) да бе
рилган. Унинг лимит функцияси

. Vхsin--—
f(x )=  lim f„(x )=  lim rt sin =  lim — - n— -фс =  -\Jx

ri-*- oo n-*- oo ^ n-*-oo Л/Х
П

булади.
4 -M и с о л . Куйидаги

/ „(* )= * "
функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини топинг.

Бу функционал кетма-кетлик Х  =  ( — оо, + о о )  да 
аникланган. Равшанки,

V x £ (l,  +  оо ) да lim / „(* )=  lim х? =  -)- оо,
п —*■ оо /г —*- оо

V х G( — 1,1) Да П т  /„(х ) =  lim х" =  0,
/7 —► оо п —+-оо

х=1  да lim /„( 1 )-= lim Г =  I
П-* ОО п оо

булиб, V £ ( — 00, — 1 ] да fn(x) =  xn функционал кетма- 
кетликнинг лимити мавжуд эмас. Демак, jn(x )= x n 
функционал кетма-кетликнинг якинлашиш сохаси М =  
=  ( — 1,1], лимит функцияси эса

/(*) {0, ага
1, ага

ар — 1< х < 1  булса, 
ар х =  1 булса

булади.
5-м и с о л . Ушбу

/„(*)
_ /  Х + П \2U + n)

\ 2< i я )
(функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини топинг 

Бу кетма-кетликнинг лимит функцияси куйидаги" 
топилади:

lim /,,(х)= lim / j^± fL V (j:+")=  |jm Л  1±!L—  Л
, - оо п - < x ,\ 2 x + n j  ооЧ 2х +  п )

=  lim f  1 +  { ' ’ 'j
„^oo\ 2лг +  п /

\2(x + /i)

2 x +  n ( — X)---- ------2(x +  n)
-x 2x +  n

■ lim ( l  —  x—  )„-vooV 2 x +  n )

l+-2x + n , „ V r( — 2x)------

=  e~2*
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булади.
6 - м и с о л . Ушбу

fn(x) =  n\\jx — П+\/х), ( х > 0) 

функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини топинг.

F (x )=  lim /„(х) =  lim п2("^х — +л/х ) =
п -*■ oo П -*■ oo

I  I_ _I_ J___ 1
=  lim n2(x" — x n + ' )— lim n2x"+'(x ” "+l — 1 ) =

fl —► oo П —*■ oo

1
9 • 2 ,

,■ n * -1 i =  lim •x + ---- г--- =  In x.
П —*■ oo f l  -|- t l  ___________

n2 -(- n

Демак, / (x )=  In x.

2- §. ФУНКЦ И О НАЛ КЕТМ А-КЕТЛИ КН И Н Г ТЕКИ С  
ЯКИ Н Л А Ш У ВЧ И Л И ГИ

Бирор {/„(х)}:

/:(*), Ux),...
функционал кетма-кетлик берилган булиб, М эса бу 
функционал кетма-кетликнинг якинлашиш сохаси ва /(х) 
лимит функцияси булсин:

lim /л(х) =  /(х) (хеМ ).
fl —*■ оо

2- т а ъ р и ф . Агар V e > 0  сон олинганда х,ам шундай 
rio£N топилсаки, ихтиёрий /г>«о учун бир йула х;амма 
х£М  лар учун

I /я(х) — /(х) | < е
тенгсизлик бажарилса, {/„(х)} функционал кетма-кетлик 
М тупламда f(x)za текис якинлашади (функционал кетма- 
кетлик текис якинлашувчи) дейилади.

Демак, бу холда таърифдаги /го натурал сон факат я, га 
боглик булиб, х ларга боглик булмайди.

Демак, лимит функция
f(x) =  e~2*
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Лгар х,ар бир е > 0  учун х,амма х лар учун умумий по 
топиш мумкин булмаса, яьни VngjV  олинганда х;ам 
шундай ео ва Xq^M  топилсаки,

\fix0) — f(x0)\ < е

тенгсизлик бажарилмаса, {f ix )}  функционал кетма-кетлик 
М тупламда f(x) га нотекис якинлашади дейилади.

Бу холда по натурал сон е га боглик. булиши билан 
бирга каралаётган х га хам боглик булади.

{ f ix ) }  фу нкционал кетма-кетликнинг f(x ) га текис 
якинлашувчилиги

fn(x)ztf(x) (х£М )
каби белгиланади.

7 -м и с о л . Ушбу
с / ч sin пхШ )  =  - j -

функционал кетма-кетликни М = ( — оо, +  оо) да текис 
якинлашувчилигини курсатинг.

Бу кетма-кетликнинг лимит функцияси

с/ \ I- sinnx „/ (* )=  lim — — = 0ft-*- оо
булиб, у М = (  — оо +  оо) да якинлашувчи булади.

Энди якинлашиш характерини аниклаймиз. V e > 0

сон олинганда хам л0 =  дейилса, унда барча

ч>По  ва Ух£М  учун

\f„(x)-f(x)\  =  I sin пх — 0 | =  I si" - |  <  1 <  < е  
п п л «0+ 1

булади. Юкоридаги таърифга биноан Д х ) — Sin ПХ кет-
п

ма-кетлик лимит функция f(x) =  0 га текис якинлашади:

sin пх . . ..— ={0 (-*•€(-оо, +  оо))

(Юкорида айтилганлардан куринадики, по натурал сон 
факат е гагина боглик: я0 =  | — )̂.
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8- м и с о л. Ушбу

«п =

/ {х ) "••• • (0 < * < 1)1Л ' 1+/J + *

функционал кетма-кетликни текис якинлашувчиликка 
текширинг.

Аввало бу кетма-кетликнинг лимит функциясини 
топамиз:

/ (* )=  lim /„(*) =  lim , = *•
П->- оо П —*■ ос i п  I л

Энди fri(x) кетма-кетликнинг лимит функция /(*) =  
=  х га якинлашиш характерини аниклаймиз. V e > 0  
сонни ( е < 1) олиб, по натурал сон сифатида

О + ^ ( 5 l -  , ) ]

ни олсак, унда V « > « o , хо£[0,1] учун

ПХ. I хп(1+х.)
1 Ш 0) - / ( * 0)| =  | -■ + 1Г^ - х 0\ =  1 + ,;+ 7 0 <

х0( 1 + х0)
2 + п0 + х0

булади. Юкорида «о ни олинишидан унинг е га ва хо 
нуктага богликлиги куринади. Бирок, «о деб

пи max п0 =  max (1 + х ) (---- 1)1 =
0<x<i 0<x<lL \ e  / J-к; - о]

олинса, унда ва V x£ [0 ,l] учун
\fn(x) — f(x)\ <  е

тенгсизлик бажарилади. Бу эса берилган кетма-кетликнинг 
/И = [0,1] да лимит функцияга текис якинлашишини 
билдиради.

9- м и с о л. Куйидаги

111+я ^
функционал кетма-кетликни текис якинлашувчиликка 
текширинг.
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Бу кетма-кетликнинг лимит функцияси 

/ (* )=  П т  / „ (* )=  lim --——  =  0
п-*-оо п —► оо 1 —р- П  X

булади.
Энди берилган кетма-кетликнинг лимит функция 

/(х) =  0 га якинлашиш характерини аниклаймиз.У^,>  
> 0  сон олинганда хам по натурал сон сифатида= [i] {хф0) 
олинса, унда Уп> по  учун

\fn(x) — f(x)\ =  17 7 x 2 — 0 | =
I 1 -f- п х  I

пх _  1 __ 1
------  V 9 . 7 . . £

\+ п 2х2 п х  (л0+1 )Х

булади.
(Равш анки, х =  0 да V /г учун /„(()) = /(0) =  0.) Бу 

холда по нинг х га богликлиги эвазига, ихтиёрий натурал
п сон учун е0 =  — ва х — ~~€(0, •] килиб олсак,

п2

булади. Бу эса берилган fn(x) функционал кетма- 
кетликнинг лимит функция /(х) =  0 га нотекис якинлаши- 
шини билдиради.

I т е о р е м а ,  {/„(х)} функционал кетма-кетликнинг 
М тупламда лимит функция f (x )  га текис якинлашиши 
учун

lim su p |/ „(x )— / (* )|  = 0
п —*■ оо х£ М

булиши зарур ва етарли.
10- м и с о л. Ушбу

Ш )  =  Д 1 * 2 +  'п 2 (  —  ОО < Х <  +  ОО )

кстма-кетликни текис якинлашувчиликка текширинг.

7—527 97



Аввало бу кетма-кетликнинг лимит функниясини 
топамиз:

/(*) =  lim f„(x )=  lim ~\/x2 +  \  =  У *2 =  U l,
п~*- оо п оо y  /г

сунгра |/„(л:) — /(х)| ни караймиз: 

l/ „U ) — /(х)| =

X

I У1 • -

С\" •' )i
х

I

Р а в1панки, —  оо, - j- o o ) учун
I 1sup ----  -----  -"tV‘s+»!+ul) "

Бундан эса
lim sup|/„(л:) — f{x)\ =  lim 1 =  О

П-+ ос x £ R  п-+- оо Я

булиши келиб чикади. Юкоридаги 1-теоремага кура 
берилган функционал кетма-кетлик ( — о о , оо ) да текис 
якинлашувчи булади.

11- м и с о л. Ушбу

/ „ (* )=  пх + х2+п2 1)
X ) п

функционал кетма-кетликни текис якинлашувчиликка
I екширинг.

Бу кетма-кетликнинг лимит функцияси

/(х) =  lim /„(*) =  iim i
П * oo n oo x‘ + n*

булади. Энди 

98



нинг супремумини топамйз. Равшанки, [О, 1] да
I г / \ г/ ч I YIX __  f lXsup !/.,(*)— f(x) \ =  sup — — =  max— — -

лг + n jt  + n
булади. Агар x£[0. 1] ва n >  1 да

n(x2-\-n2)— nx-2x n3 — nx2 n(n2 — X2)̂ __ „
(x2 +  n2)2 ~  ( f  +  n2f  ~  (x2 +  n2f

эканлигини эътиборга олсак, унда [О, I] да пх нинг
х 4- я

усувчи булишини ва у [0, i ] да узининг энг катта киймагини 
х — 1 да к,абул килишини аниклаймиз.

Д емак,
пх пmax

I / . M - / W I  - \—^ ---- 1 ! - 17 ^ 7 1 = 7 ^ 7

( пх V
Х 2 +  П 2 )

х2-\-п2 1 4- п2

Шундай килиб, берилган кетма-кетлик учун 

булиб, ундан

sup |/„(*) — f(x)\ = ---^0<х< I 1+П2

lim sup \fn{x) — f(x)\ ==0
П —*■ oo 0 < J t <  1

булиши келиб чикади. Демак, берилган кетма-кетлик 
[0,1] да текис якинлашувчи.

12- м и с о л. Ушбу
fn(x) =  nxn( 1— 1)

функционал кегма-кетликни текис якинлашувчиликка 
текширинг.

Равшанки, х= \  да /„(1) =  0 ва 0 ^ х < 1  да эса 
lim fn(x )=  lim пх"( 1 — х) =  0
П —► оо п-*- оо

булади. Демак, берилган функционал кетма-кетлик [0,1] да 
якинлашувчи, унинг лимит функцияси f(x) =  0 булади. Бу 
якинлашишнинг характерини аниклаймиз.

| fn(x) — f(x) I =  | nxn( 1 — x) — 0 1 =  nxn( 1 — x), 

sup Ifn(x) — f(x)\ — sup nx\\— x) =
0<х<1 0<x<1

= max nxn( 1 — x). 
1
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Энди пх"(\ — х) функциянинг [О, 1] даги максимум 
кийматини топамиз. Равшанки,

(пхл( 1 — х)) =п'2хп~'( 1 — х) — пх" =  п2хп~' — п(п-\-1 )х"
ва

п2хп~' — п(п-\- 1 )x" — 0=>xt =  0, Хо — п ”  [ .

пхп( 1— х) функция да узининг максимум кийма

тига эришади. Бу максимум киймат

га тенг булади. Натижада

sup 1/Л*) — /(*)1 = п(  А г г )П- „ V ,0<х<1 \ п+ 1 / п+ 1
булиб,

lim sup \fn(x) — f(x)\ =  lim n ( _ J —Y . - L̂ - =  l
л-*-оо0̂ дг̂ 1 n-*- OO \  ̂ I * /  ̂ I 1 €

булади. Демак, берилган кетма-кетлик [0, 1] да нотекис 
якинлашади.

Фараз килайлик, А" тупламда {/„(х)} функционал кетма- 
кетлик берилган булсин.

3- т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда х,ам шундай 
ritidN сон топилсаки, n>no, т > п о  булганда VxgA ' учун 
бир йула

!/„(*) — /«(*)! < е
тенгсизлик бажарилса, {/„(л:)} функционал кетма-кетлик 
X да фундаментал кетма-кетлик дейилади.

2-т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  {fn(x )}  функци
онал кетма-кетлик X  тупламда лимит функцияга эга 
булиши ва унга текис як.инлашиши учун у X  да фунда
ментал булиши зарур ва етарли.

13- м и с о л. Ушбу

f^x) =  xn- x n+' (0 < * <  1)

функционал кетма-кетликнинг текис якинлашувчилигини 
Коши теоремасидан фойдаланиб курсатинг.
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Бу кетма-кетликнинг [О, 1 ] да фундаментам булишини 
курсатамиз.

\fn(x) — fm(x)\ =  \хп- х п+ '- (х т - х т+ ,)\ <

<  \хп — JCn + l | +  \хт — хт + '\ = (х ,, — Хп +  ') +
+  U m — jcm+ ')<  sup (хп- х п+') +

0<х< I

Агар V e > 0  сонга кура натурал по сонни

п0 = [т] + 1
деб олинса, у х.олда барча п>пц  ва барча т > п 0 учун

J __|__L <  J __j__L  =  -2_< е
п т  п0 п0 П0 ь

булади. Демак, V k I> 0  сон олинганда х,ам шундай натурал 
сон мавжудки, п >> п0, т > п 0 ва V jt£ [0, 1] учун

!/«(■*) — fm(x)\ < е

тенгсизлик уринли булади. Бу эса берилган fll(x) — xr' —
— хп+ функционал кетма-кетликнинг [0, 1] да фунда- 
ментал эканини билдиради. Коши теоремасига кура кетма- 
кетлик [0, 1] да текис якинлашувчи булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функционал кетма-кетликларнинг лимит 
функцияларини топинг:

1. f i x ) = — — , — ОО <  х С  +  оо.
X +  п

2. /п(х) =  х" — х2л, 0<  х < 1.

3. fn(x )= nx 2sin—, — оо < х <  +  оо.П
4. f i x )  =  c o s '— -, —  оо < х <  +  о о .

Уп
5. fn( x ) - = ~ ~ ,  — оо <  X <  +  оо.

6. fn(x) =  n2x( 1 — х2у, I.
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7. fn{x
8. fn(x
9. fn(x

10. Д х

11. fn(x
12. Д х
13. Д х

14. fn(x

15. Ц х

16. Д х

17. fn(x
18. Д х

=  д/sin X, O^XsCT Л. 
=  я2х "(1— x),=('+0 -
=  /г( \[x — 1),

=  д/l +  x", 1 < x < 2

=  e~
=  (x — I )arctgx", OO .

- 2 ---- 2, 0 < x < l .X -j- (1 — nx)
oo.

=  n[\n(x-\-n) — In n\.
x + enx
1 +  en

19. fn(x)--= д /i + x n +  ( { - J ,  0 < X <  +  OO.

20. Агар /о(х) функция [0, 1] сегментда аникланган ва 
узлуксиз булса, у холда

( п = 1, 2, 3, ...)

функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси /(х) =  
=  0 эканини исботланг.

К,уйидаги функционал кетма-кетликларнинг текис 
якинлашувчилигини исботланг:



26. fn(x )=  arcsin——— , Os^jc<; у .
• 1 -j- Xп

27. Агар [О, 1) сегментда /о(л:) =  0 булса, у х,олда
/ „(* )=  ■yjx~-fa_ l(x )(n  =  l,2, 3,...)

функционал кетма-кетликнинг [О, 1]да текис якинлашувчи
лигини исботланг.

28. Агар f(x) функция [0, 1] да аникланган ва узлуксиз 
булса,

/„(*) =  i f ( ~ ) c knxk( l - x f - k
*=о v п '

функционал кетма-кетликнинг [0, 1] да f(x) га текис 
якинлашишини исботланг.

29. Агар f(x) функция [0, 1] да аникланган ва 
узлуксиз булса, ушбу

/л(Дг)= ^ 5 / ( £ ) [ '  ~~ (п~Х)  ]
функционал кетма-кетликнинг ( 0, 1) да /(х) га текис 
якинлашишини исботланг.

30. Агар f(x) функция ( — оо, -(- оо) да аникланган 
узлуксиз хамда 2я  даврли функция булса, у х.олда

f n (x ) —  ( 2n— l')l! ~ 2л \ f ( ‘ )C 0 S 2n(  ‘- - X ) d t
—  Л

функционал кетма-кетликнинг ( — оо, -|- оо ) да f(x ) га 
текис якинлашишини исботланг.

Куйидаги функционал кегма-кетликларни текис х.амда 
нотекис якинлашишга текширинг:

3,- / " W = d Г Г ’ ° < * < * -
п I--- ---

32. /я (х) =  у *  • sin х, 0 х ̂  л.
о  о  г / \ П Х X 2 -f- tt233. /л (х) =  -Z ; , - ОО <  X <с -)- ОО .

X -f п 
х2п34. / „ ( * )=  - х— -, - 2 < * <  2.

1+ х2"

35. / „(х )— 0 < х < 1 .п п
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36. f n( x ) ^ x n — x2n, 0 < x <  1.
37. f„(x ) =  nxe nx, 1.

39. fn(x) =  ■ 1  < * <  +  oo.

40. fn(x) =  cos^yjc"^, 0 < x < |- .

3-§. ТЕКИ С  ЯКИ Н Л А Ш УВЧ И  ФУНКЦ ИОНАЛ 
КЕТМ А -КЕТЛИ КЛА РН И Н Г ХОССАЛАРИ

М тупламда ( M a R )  бирор {fn(x)} функционал 
кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси f(x) 
булсин:

1°. Агар {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг хар бир 
fn(x ) (n =  1, 2, 3, ...) хади М тупламда узлуксиз булиб, бу 
функционал кетма-кетлик М  да текис якинлашувчи булса, 
у холда f(x) лимит функция хам М  тупламда узлуксиз 
булади.

2°. Агар х -*■Хода {/*(*)} функционал кетма-кетликнинг 
хар бир / „ (* ) ( я = 1, 2, ...) хади чекли

лимитга эга булиб, бу кетма-кетлик М да текис якинла
шувчи булса, у холда \ап} кетма-кетлик хам якинлашувчи, 
унинг лимити a / 'a = Iim a „\  эса f(x ) нинг х-^хо даги

Hm fn(x) =  f(x) (х еМ )
П —► оо

lim j n(x) =  an
х — хп

( « = 1, 2, ...)

/1 —► оо

лимитига тенг:
lim f{x) =  a.

Бу ифодани
lim lim f„{x) =  lim lim jn(x)

шаклда хам езиш мумкин.
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3°. Агар {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг хар бир 
/„ (х) (п =  1, 2, ...) хади \а, Ь ] сегментда узлуксиз булиб, бу 
функционал кетма-кетлик [а, 6] да текис якинлашувчи 
булса, у холда

ь ь ь
^f}(x)dx, ^f2(x)dx, ..., jj fn(x)dx, ...

кетма-кетлик якинлашувчи, унинг лимити эса 

га тенг булади:
ь ь

lim [fn(x)dx=[f(x)dx.
п  оо ^ J

\f(x)dx

Кейинги тенгликни 
ь

lim
п-*- оо

\f„(x)dx= ^  lim fn{x)Mx

каби ёзиш хам мумкин.
4°. Агар {fn(x)} функционал кетма-кетликнинг хар бир 

fn(x) (п — 1, 2, ...) хади \а, bj сегментда узлуксиз f'n(x) («  =  
=  1, 2, ...) хосилага эга булиб бу хосилалардан тузилган

/!(■*)> /г(*)> /«(*), ...

функционал кетма-кетлик [а, Ь] да текис якинлашувчи 
булса, у холда лимит функция f(x) uiy [а, b] да f'(x) 
хосилага эга булиб, {f'n(x)} кетма-кетликнинг лимити f'(x) 
га тенг булади:

l r l i Ux)]=nx)=-kl™JM \
Мисол ва масалалар 

41. Ушбу
£ , . sin пх/п (х) = ----

уп

функционал кетма-кетлик учун х =  0 да 

эканини курсатинг.
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42. Куйидаги
f rt(x) =  xn

функционал кетма-кетлик [0, 1] да лимит функция
О, агар 0 ^ х < 1  булса, 

1, агар х = 1 булса 

га нотекис як.инлашса хам

булишини курсатинг.
43. Ушбу

fn(x) =  nx(\ — х2)п (О ^ х ^  1)
функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси f(x) 
[0,1] да узлуксиз булса хам

булишини курсатинг.
44. Агар /(х) функция [0, 1] да узлуксиз f'(x ) хосилага 

эга булса, у холда

функционал кетма-кетлик учун

булишини исботланг.
45. f(x) функция ( — оо, оо ) да узлуксиз, 2л даврли 

функция булиб, у узлуксиз f\x ) хосилага эга булсин. Унда 
ушбу

lim [ f n(x )d x ^ [f (x )d x
п —► ОО Jо о

/ „ (* )=  2 / ( i ) c * ( l - * r *
k = 0

— л

функционал кетма-кетлик учун

*Jn (x )Z$f(x )

булишини исботланг. 
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4- §. ФУНКЦ И О НАЛ КАТО РЛАР ВА 
УЛ А РН И Н Г ЯК.И Н ЛАШ УВЧИ ЛИ ГИ

X  тупламда (X cz R )  бирор
щ(х), и2(*)> ..., ип(х), ... 

функционал кетма-кетлик берилган булсин. Ушбу 
«|(х) +  u2( * ) - f ... +  uj(x) + ...

оо

ифода функционал к а̂тор дейилади ва у 2  ип(х ) каби 
белгиланади:

оо

2  ип(х) =  и1(х) +  и2{х) +  ...-\-ип(х) +  ... ( 1)
п — 1

оо

4- т а ъ  р и ф. Агар 2  ип(хо) (хобА') сонли л;атор як,ин-
п — 1

оо

лашувчи ( узоклашувчи) булса, 2  ип(х) функционал
п =  1

к,атор хо нук,тада якинлашувчи ( узоклашувчи) дейилади, 
хо нук,та эса функционал к,аторнинг як,инлашиш (узок,ла- 
шиш) нуктаси дейилади.

оо

2  ип(х) функционал каторнинг барча якинлашиш
п — 1

нукталаридан иборат туплам бу функционал каторнинг 
як,инлашиш сох;аси дейилади.

( 1) функционал каторнинг дастлабки хадларидан 
тузилган ушбу

S\(x)--=ui(x),
S 2(x) =  wi(x)-j- uvix),

S n(x)== Ui(x) +  «2(х ) + ... +  u,{x)

йигиндилар функционал каторнинг к,исмий йигиндилари 
дейилади.( i )  функционал каторнинг кисмий йигиндила- 
ридан иборат {S„(x)} функционал кетма-кетликнинг лимити 
S(x):

lim S n (x ) =  S(x).

функционал к,аторнинг йигиндиси дейилади. Агар ушбу

2  |и„(х0)| (хп£Х)



сонли к,атор якинлашувчи булса, у х,олда 2  ип(х) функ-
П —  1

ционал катор Хо нуктада абсолют якинлашувчи дейилади. 
Функционал каторнинг барча абсолют якинлашадиган 
нукталаридан иборат туплам к,аторнинг абсолют я/^инла- 
шиш сохаси дейилади.

14- м и с о л .  Ушбу
оо

„ 5 ,  [ ( я - 1 ) * - И К « * + 1 )  ( 0 < л г <  +  о о )

каторнинг йигиндисинн топинг.
Аввало берилган функционал каторнинг кисмий 

йигиндисини топамиз:

S „ ( x ) =  л+1 +  (х+1)(д;_|_2 ) (2x + 1K3jc+1) + -  +

[ ( я — 1 )*+ 1 X «*+ 1 ) =  (  1 ~ ~ Т + г )  ^  (  х -\-1 _  2х+1  )  ~*~

| (  1_______' ) +  +  (  .... 1__________ 1 -) =
' \2х+1 Зх+1 )  ~  ' V (n— 1)х+1 n x + \ J

пх-\-1

энди п —>-оо да лимитга утамиз:

lim S „(x )=  l i m ( l — — ^-т )= 1 .
П —*■ оо п-*- оо \  п л  I 1 /

Демак, берилган функционал каторнинг йигин
диси S ( jc )= l булади.

15- м и с о л. Ушбу
оо

2 хп- ' = 1 + х  +  х2 +  ... +  хп-' +  ...
/1=1

функционал каторнинг якинлашиш сохасини топинг. Бу 
каторнинг кисмий йигиндиси

„ j агар х ф \  булса,

(. п, агар х =  1 булса

булади. Унда
V x £ ( — 1,1) учун lim S „ (x )=  lim -1)̂ -

П —*■ оо п —► оо X  I X

V jcG[ 1» +  оо ) учун lim S „ (* )=  оо,
П-*- оо
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V x £ ( — oo, — 1] учун {S „(x )} кетма-кетлик лимигга 
эга эмас.

Шундай к.илиб, берилган функционал каторнинг як,ин- 
лашиш сохаси М — ( — 1, 1) ингервалдан иборат экан.

16-м и с о л. Ушбу

'• 1 1 ‘ - + А + - + -  1 ■п= i (2л — I )х2п~~1 * Здг3 5х5 (2п — 1 )х2п~ 1

функционал каторнинг якинлашиш сохасини топинг. Бу 
каторга Даламбер аломатини куллаймиз (бунда х ни 
параметр деб хисоблаймиз). Равшанки,

—---—Тп--Г ’ип+\(Х)-(2 п - \ )х 2п~ '  ’ " + (2п+ 1 )х2п+' 

булиб,

_ K ± i W £ _  I 2(п +  1 )х2п+< I _  I 2/1+ 1
I “ » (* )! _  1 (2/г-1 )х2я“ Ч  _  х2 2/г 1

булади. Демак, 

lim “ я+ 1<^)\ .. 1 2п +1 1
) =  1,Ш Л " 2п - I =  “J-

М аълумки, —-<С 1 булганда, яъни |дс| >  1 булганда катор 
дг

якинлашувчи булади, —  > 1, яъни |лс| <11 булса, к.атор
X

узоклашувчи булади. Энди х — 1 ва х =  — 1 холларни 
караймиз. х =  — 1 булганда

”  -1
п=  I 2« -  1 ’

х =  1 булганда <*>
2  — —

.- ,2  « - I
сонли каторлар хосил булади. Равшанки, бу каторлар 
узоклашувчидир.

Шундай к,илиб, берилган каторнинг якинлашиш сохаси 
М = ( — оо, — 1)U(1, +  оо) эканлигини топамиз.

17- м и с о л. Ушбу

у, —̂* - ( — V
. = ,2я -1 V 1 + х/

109



функционал каторнинг якинлашиш хамда абсолют якин 
лашиш сохаларини топинг.

Равшанки, х нинг
lim——— г— <  I

П-+ОО  |«„W|

муносабатни каноатлантирадиган кийматларида, Далам- 
бер аломатига кура, берилган катор абсолют якинла
шувчи булади. Шуни эътиборга олиб топамиз:

К - Н (дг>1 |* Г I ( — iy*+l /  1 — JC V
i ' i ^ K w r =  M l й й т Ч н т )

2/2 — 1 I 1 — x
» oo 2 n +  1 I 1 -f- X

Демак,

1 —x I .. 2n— I I I  —x
1+•*'/>-►<» -|-1 I i+ *

-n r- |< l =► — 1 <  -ГТ - <  11 + x  I 1+ x

=>- x > 0, яъни M = ( 0, +  oo)
тупламда берилган функционал катор абсолют якин
лашувчи булади.

лс =  0 да берилган функционал катор

- 1+ | - | + . . . + ( - , г - 2£ т + -  (2)

сонли каторга айланади. Бу катор Лейбниц теоремасига 
кура якинлашувчи булади. Бирок унинг хадларининг 
абсолют кийматларидан гузилган

1 _i_-L_i__L_l л--- L I
Т 3 Т 5 Т  т  2/1-1 '

катор узоклашувчи булганлиги сабабли ( 2) катор шартли 
якинлашувчидир. ( — оо, 0) ораликда катор узоклашувчи 
экани равшан. Шундай килиб, берилган функционал 
каторнинг якинлашиш сохаси [0, +  оо), абсолют якинла
шиш сохаси эса (0, +  оо) дан иборат.

5- §. ФУНКЦ ИОНАЛ КАТО РН И Н Г ТЕКИ С  Я К И Н Л А Ш У ВЧ И Л И ГИ

X  тупламда (X  сzR ) бирор якинлашувчи
оо
2  «„(*) =  и,(*) +  и2(дс) +  ... +  « „(*) +  ■■•

п=  1
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функционал к.атор берилган булиб, унинг йигиндиси 5(х) 
булсин:

lim S„(x ) =  S(x).
п —*- оо

оо

5- т а ъ р и ф. Агар X тупламда 2  ип(х) функционал
n = i

\аторнинг к,исмий йигиндиларидан иборат {S „(x )} функци
онал кетма-кетлик к,атор йигиндиси S(x ) га текис 
як,инлашса, у \олда бу функционал к,атор X да текис 
якинлашувчи дейилади.

{S „(x )} кетма-кетлик X да S (x ) га нотекис як;инлашса,
оо

унда 2  ип(х) функционал \атор X да нотекис як,инла-
п — 1

шувчи дейилади.
оо

3- т е о р е м а. 2  ип(х) функционал к,атор X  да S (x )  га
П= 1

текис якинлашиши учун
оо

lim sup |S „ (X ) — S ( x)  I =  lim sup | 2 uk(x )  | = 0
n -*■ oo x £ X  n ~>  oo x С  X k =  n - f  /

булиши зарур ва етарли.
оо

1- э с л а т м а. Агар 2  и„(х) функционал ка гор учун
П  =  1

lim sup|S„(x) — S(x)| Ф 0  (х£Х)
п —*■ оо х £ Х

булса, унда берилган катор X  да нотекис якинлашувчи 
булади.

18- м и с о л. Ушбу
v  1..........

„ =1 (х +  п)(х +  п +  I )

функционал каторнинг [0, +  оо ) да текис якинлашувчили
гини курсатинг. Берилган каторнинг йигиндисини топамиз:

S ' ' <X) (А , •• 2 ) 1 ! :>Кл- 4 3) ' "

4 1 W  1 -  1 W  1 1 \ ±
п (х +  n ix  +  n + l )  \ х + 1  х f 2 / V < i 2 х +  з )  ‘

4 - 1 — .....1 W - ! - -  1 ,\ х-\-п х ~\~п 4-\ )  х-\- ! х-\-п-\-1

lim S„(.v) - lim (  1 ,— ...., 1 , ,Л== ' , .
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S <*>=*+T-
Натижада

s n(x )- s (x )=  ,  | ~  х , ;  м  - ,  | , 

булиб,
sup |S „(at) — S(jc)| =  —i—

x£(0, oo) n-r*

булади. Кейинги тенгликдан эса
lim sup |S„(jc) — S(x)| = 0

fl —► oo Jt£ (0 , +  OO )

булиши келиб чикади. Юкоридаги 3- теоремага кура 
берилган функционал катор (0, -f- оо) да текис якинла
шувчи булади.

19- м и с о л .  Ушбу

Демак,

п = [ (1 + пх){\ + (л+ 1)х)

функционал каторнинг (0, +  оо) да нотекис якинла
шувчилигини курсатинг.

Аввало бу каторнинг йигиндисини топамиз:

5 " (* )=  (1 + *)(1 +2х) +  (1 -J-2лсХI + 3х) + ' "  +  
х / 1 1

1 (1+я*Х1+(я+1)*)
+  (. '_______ 1 ) +

\ 1 + 2х 1 —)— 3jc /

+  -  +  (  | +  пх ! + ( „ + ! ) , )

( l +JC 1+ 2* )  +

1+дс 1+ (л + 1)дс’ 

lim 5 „(х )=  lim (  * — - ' V
п —>■ оо л-оо '  I + 1 l+ (n+ l) jc/ 1 + Х

Демак,

Унда
sup |S „( jc) — S(x )|

х€(0, + оо)
I 1 1 1  1

*6(0. +<*>)' 
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булиб, х=
п+  I булганда

lim sup |Sn(x) — S(jr)П —► oo Jt£(0, -f- oo ) Ф 0

булади. Демак, берилган катор (О, +  оо)да нотекис якинлашувчи. 
В е й е р ш т р а с с  а л  о м а т  и. Агар

оо

2  ип(х )= и , (х )  +  и2(х )  4-... +  ип(х )  +  ...
п=  1

функционал каторнинг хар бир ип(х ) (п =  1, 2, ...) хади 
X  тупламда

\ип(х)\ < с „  (п =  1 ,2 , . . . )  

тенгсизликни каноатлантирса ва
оо

2  С п =  С, + С 2+  ••• +  СП +  •••
п =  1

оо

сонли катор якинлашувчи булса, у холда 2  и„(х) функ-
П = 1

ционал катор X  да текис якинлашувчи булади.
20- м и с о л. Ушбу

sin п2х sin l 2x , sin 22х

/1 = 1  п

. sin п2х . 
-Н --- ---- г •••

функционал каторни Вейерштрасс аломатидан фойдала- 
миб текис якинлашувчилигини курсатинг.

Берилган каторнинг хар бир
, ч sin п2х , . о \ип(х) =  — --- («  =  1, 2, ...)

\нди учун

\“п(х)\ =

<>улади ва равшанки,

<С

2

ти л и  катор якинлашувчи. Вейерштрасс аломатига кура 
(п рилган функционал катор ( — оо, +  о о ) да текис 
якинлашувчи булади.
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21 - м и с о л. Куйидаги

i ( * 2+ - rпп =  1

функционал каторнинг якинлашиш сохасини топинг ва 
текис якинлашишга текширинг.

х узгарувчини параметр х,исоблаб, Кшии аломатидан 
фойдаланиб топамиз:

lim \ l(x2 +  \  v =  lim (x2 +  -l~ )= x 2-П—► oo у П oo

Демак, берилган катор лг2< 1 , яъни ( — 1,1) да якинла
шувчи, ]х |> 1  да узоклашувчи. х =  ±  1 да

сонли каторга эга буламиз. Бу каторнинг умумий хади 
учун, п-*- сю да

( i + | r ^ ^ o  »

булганлиги сабабли у узоклашувчи булади. Демак, 
берилган функционал каторнинг якинлашиш сохаси 
( — 1,1) интервалдан иборат экан.

Ушбу 0 < а <  1 тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиё- 
рий а сонини олиб, [ — а, а] сегментни караймиз. Равшанки, 
[ — а, а]с=( — 1,1). Унда Vx£ [ — а, а] учун

(*2 +  1 Г < ( а 2+ ± Г  

булади. Натурал сонни шундай танлаб олиш мумкинки,

а2 +  1 ^  b, п ^  пц (а2<  b <  1)п

булади. Натижада берилган функционал каторнинг хар 
бир (х2+  '-)"(«=  1,2,...) хади учун (х2+  1 ) " < 6"/2 Л

оо

булишини ва 2  Ь" каторнинг якинлашувчилигини аник- 

лаймиз. Вейерштрасс аломатидан фойдаланиб, берилган
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функционал каторнинг [ — а, а] да ( 0 < а < 1 )  текис 
якинлашувчи булишини топамиз. Берилган каторни 
( — 1,1) ораликда нотекис якинлашувчилигини курсатишни 
укувчига хавола киламиз.

22- м и с о л .  Ушбу
оо
2  х2е~пх

П— I
функционал каторнинг, Вейерштрасс аломатидан фойда
ланиб, [О, -f-оо ) да текис якинлашувчилигини купсатинг. 

Б у  каторнинг хадлари учун

х =  0 да ип(0) =  0, ( « = 1,2, ..) 
х > 0  да и „ ( х ) > 0, ( « = 1,2,...) 

булади. Равшанки,

ип(х ) =  %хе ~лх — х2пе ~пх =  хе ~ пх{ 2 — пх) — пхе ~ пх(^  — х )

2 , 2 булиб, х =  — да ип(—) =  О,П ПУП

О< х <  — да и'п(х)->О,П
2
— < * < о о  да ип(х )< 0

2булади. Демак, ип{х) функция х =  ~  Да максимумга эри

шади:

max ип(х) =  иГ1(~ )  =  ~ е  " п = ~  е~2.
0 < J T <  +  оо п  П  П

Демак, берилган функционал каторнинг хар бир хади 
учун

О< « „ ( * )<  - i- .-L

булади. Агар

4
^ 2 2 я=1 е п

каторнинг якинлашувчи эканини эътиборга олсак, унда 
Вейерштрасс аломатига кура, берилган функционал
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каторнинг [0, +  оо) да текис якинлашувчи булишини 
топамиз.

оо

4-т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м  а с и ) .  2 ип(х )
tl = 1

функционал каторнинг X  да текис якинлашувчи булиши  
учун унинг кисмий йигиндилари кетма-кетлигининг X  да 
фундаментал булиши зарур ва етарли.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функционал каторларнинг якинлашиш сох,а- 
ларини топинг:

46. у in — 51. у 1 / л - i  уjLU
п =  0

О 1 I 1
3" Zj

п =  1 л/л \ 2х+ 1 /

47.
оо
2 Vя 52.

оо
2 хелх.

п — 1(■* — 2)” п— 1

48.
оо
2 1 53. 2

1пл.г 
2 '

п = 1 (х + 2)" ' п = 1 п
оо з --- оо

49. 2 я д/sin"*. 54. 2  (5 — лг)".
п =  1 я= 1

оо оо
50. 2 Л 1 — *") 55. 2

cos пх
3 /—

п =  I /2 п =  11 v«

Куйидаги функционал каторларнинг абсолют якинла
шиш сохаларини топинг:
ес V* 1 Я* -у „ 2/ 2* 3 \п56. 2j  —sin— . 61. 2  п [ — -— ) .

■ « я „=> V 4 /п= I

57. 2  — . 62‘ 2  ( - 1)л + 1е - л5|пх.
п\хП ' п = ОП= 1

58. 2
00 / 2 \ п

( - п л 63. 2 ( ^ + * ] .
я _ ,  3— VS

1
59. 2  я -1"*2. 64- 2

п =  1 ~ . х2п+  1п =  1 1
оо 00

60. 2  (_!> ■ + ' ' 65. 2  [ f l n d + f ) ] ' .
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Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора- 
лик.ларда текис якинлашувчилигини исботланг:

оо

66.  2  2 1 2 ,  А  =  (  —  оо ,  +  оо ) .

„ = . х + п
ОО

67. 2  — 1— , *  =  (1, + о о ). 
я. |  , + я *
ОО л_ j

68. 2  , А’ - [ ( ) ,  + о о ).
х+<п

69. 2  Х = ( - о о ,  + о о ).
, 2"

70. 2 - ( - I f — А =  [0,1].
«-1

оо

71. 2  , ' А' — ( —  оо, f o o ) .
Л = 1 л V" + *
”  I _  П"~ 1

72. 2 - ^ — , А =  ( — 1,1).
Л = 1 

оо

73‘ ^  U  * 2и 1Xх * 2n + 1) ’" ^ = 1° ’ + ° ° ) -П = 1
° °  I74. 2  sin—^-arctg—---А = ( — оо, +  оо ).

л= I Vя *2 +  Я2

7 5 - .!,|п(1+̂ 5?)
Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора- 

ликларда нотекис якинлашувчилигини исботланг:

76. 2  (e-^n- 'fx — e-n\  А =  [0,1].
П— 1
00 л I 00 — пх

77. 2 sin2— , - , А =  (0, + о о ). 78. 2  — т-, *  =  (0,1).
«=1 1 + "* „=, 

оо о

79. 2  --- — „ X  =  ( —  *> , +  оо ).
с + ^ )

° °  2 2
80. 2 е_п * -sin пх, А" =  [0,1 ].

п = 1
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оо ,
81. 2  «"sin— , *' =  ( — 2,2). 82. 2  . ' Х  =  (0,1].

»-1 2Л «=1 V  1-М3*
ОО

83. 2  (arctg-*)2, Х  —  ( —  оо, —{— оо ).
/1=1 W

ОО 2

84. 2  -^y^-sin—, X =  ( l ,  -f оо).
. п пП = 1 

ОО

85. 2  - U n - ± ^ , Х =  (1, +оо).
^  "

Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора- 
ликларда текис якинлашувчилигини Вейерштрасс алома- 
гидан фойдаланиб исботланг:

86. 2
п =  1

хп
- 2, *  =  [- 
п

-1,1].

87.
оо
2

п — 1
*=

лс + 2л
= ( _ 2 ,  +  ОО ).

88.
ОО
2

п = 1
е " ^  Х = [ 1, +  оо ).

89.
оо
2

п =  1
s i n  /2Х у 
п ^ п

(  —  оо , +  оо ) .

90.
оо
2

п — I

______ £ _ ____ у

l + n V ’
=  [0, +  оо ) .

91.
оо
2

п ^ \
^ 9 * 

1 -f- Д- JT -
=  (  —  оо , - )-  оо

92. 2
п — 1

— , X  =  [ —  1 ,3 ] .
( 3 « + 1 ) 3 Л

93.
оо
у • 2 V хС 1 п ____ --_____ X  —  [0, +  оо ) .

п =  1

S l i i  9 у
1 + A I- JC

94.
оо

2
п=\ ( т Д ? ) '

, Х  =  [0, +оо).

95.
оо

2
п I

п 1п( 1 ~\-пх) , X  =  (2, +  оо )
, ’

I I 6



Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора- 
лиадарда текис ёки нотекис якинлашувчилигини аникланг:

96. Х  =  \0 ,2 п ].
п— 1
00 2 I

97. 2  ( -  1 Г — Jf =  ( -  оо, +  оо ).

98. 2  ---, А =  [0, + о о ).
(1 + п х )4 ^

оо г-

99. 2  *  =  [0, + о о ).

100. 2  *  =  [0, +  оо).
/1=1 *+Я

СО п

,0 ,‘ 2  ( - 1 ) Л7 7 Т 7 7 ^ = [ 1 .  + °о ) .л= 1 л(* +1)

102. 2  1п2Л + - - ~ — -Y * = [0 ,  + С Х , ) .
л=1 \ 1 +Я ДГ /

103. 2  e~nigx, *  =  (0 ,£).
Я=1 

° о  д  | |

104. 2 *  =  ( - о о ,  + о о )2п -f- sin* vЛ=1 
оо я

105. 2 ;- “ Г Т \  arctg *  , Х  =  [ — 2 ,2 ]( я(л + 1) 2
ОО

106. Агар 2 ап к,атор якинлашувчи булса, у холдаП= 1

_  и 
2  —

функционал каторнинг [0, +  оо) да текис якинлашувчи 
булишини исботланг.

107. Агар

2  \и„{х) |
п= 1
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функционал катор [а, Ь\ да текис якинлашувчи булса, 
у холда

1  ип(х)
п — 1

функционал каторнинг хам шу [а, Ь]да текис якинлашувчи 
булишини исботланг.

оо

108. Агар 2  ап катор якинлашувчи булса, у холда
п — 1

оо

2  апе~пх
П = 1

функционал каторнинг [0, +  оо) да текис якинлашувчи 
булишини исботланг.

6-§. ТЕКИ С  Я К И Н Л А Ш У ВЧ И  ФУНКЦИОНАЛ 
КА Т О РЛ А РН И Н Г  ХОССАЛАРИ

ОО

X  тупламда (X cz R )  якинлашувчи 2  ип(х ) функци-
П— 1

онал катор берилган булиб, унинг йигиндиси S (x ) булсин:
оо

s(x )=  2  ип(х) {х£Х).
п = 1

1°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р  й и г и н д и с и н и н г  у з-
оо

л у к с и з л и г и .  Агар 2. и„(х) функционал каторнинг
П= 1

хадлари X  тупламда узлуксиз булиб, бу функционал катор 
X  да текис якинлашувчи булса, у холда каторнинг 
йигиндиси S(jc) хам X  да узлуксиз булади.

2°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р л а р д а  х а д л а б  ли-
оо

м и т г а  у т и ш .  Агар х —>-*о да 2  ип(х) функционал
П= 1

каторнинг хар бир ип(х) (п — 1,2,...) хади чекли 

lim ип(х) =  сп (/1= 1, 2,...)
х^ха

лимитга эга булиб, бу катор X да текис якинлашувчи 
булса, у холда



катор хам якинлашувчи, унинг йигиндиси С эса 5 (х ) нинг 
х -ухо даги лимити

lim S (x ) =  С
Х^Х0

га тенг булади:
оо оо

lim 2  ип(х )— 2  lim ип(х).
х ~*~ х0 п =  1 П =  \ х ~*~ х0

3°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р н и  х а д л а б  и н т е г -
оо

р а л  л а ш.  Агар 2  ип(х) функционал каторнинг хар бир
П =  1

и„(х) (п =  1,2,...) хади |а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, бу 
кагор шу сегментда текис якинлашувчи булса, у холда 
катор хадларининг интегралларидан тузилган

ь ь ь
^ul(x)dx  ̂U‘2(x)dx-(- ... -4“  ̂un(x)dx-\-...
а а а Г)

катор хам якинлашувчи, унинг йигиндиси эса
а

га тенг булади:

lim S (x )= C

га тенг булади.
4°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р н и  х а д л а б  д и ф ф е -

оо

р е н ц и а л л а ш .  Агар 2  ип(х) функционал каторнинг
П= 1

хар бир ип(х) хади (п — 1,2,...)[а, b] сегментда узлуксиз 
и'п(х) (я  =  1,2,...) хосилага эга булиб, бу хосилалардан

тузилган 2  и„(х) функционал катор [а, Ь\ да текис
П — 1

якинлашувчи булса, у холда берилган функционал 
каторнинг йигиндиси S (х) шу \а, Ь\ да s'(x) хосилага эга 
ва

оо

S '(x )=  2  ип(х)
п = 1

т \  1 “ ^> 1=  2L  /1 = 1 J  п =  1

булади:

121



я=1 « (П + 1+-*)

функционал каторнинг йигиндисини топинг. 
М аълумки (18- мисол),

23-ми с о л .  Юкоридаги хоссалардан фойдаланиб

(п-\-х\п +  1 +  .Г)П= 1
функционал катор [0, +  оо) да текис якинлашувчи, унинг 
йигиндиси S(jt)= --4— га тенг:' ' 1 + X

оо

=  21 + * , (я + х)(л+ 1 + *)
п =  1

(18-мисолга каранг). Иккинчи томондан, бу каторнинг 
хар бир хади каралаетган ораликда узлуксиз. Демак, уни 
хадлаб интеграллаш мумкин:

f  dt __ у  f  dt
J T + 7 ~  )  (n +  t)(n ++ 1+ 0 '

Равшанки,

j 4 T = ln ( l+ , ) .

X  XS (л + ̂ Кл + 1+0 S(n + i я+1 + / )о о
=  ln (n  +  / )IS  — ln (n  +  1 + / )|5  =

=  1 n(/z +  x )■ In n — ln (« +  1 + Jt )+ In (r t+  1) =
_  1 (n + lX n  + JC) 

n(n+ I+ x ) •
Демак,

i  In (; + > ^  =  ln ( l+ j c ) .n (n + l+ x )П— I
00 1

2 4 - м и с о л .  Ушбу 2  - “ - • „(„  + iXn+2)-  K3T0P
n— 1

(0 ,+  oo) да текис якинлашувчилигидан, унинг йигинди
си s(x) нинг х->-0 да лимити
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, - cv \ V  !• sin пх 1lim S  х =  2j 1 lm ------- - j гт:—— -
x + 0 n=| jc —*-О X n (n + l) (n  +  2 )

у _____ L____= _L
( n + lX «  +  2 ) 2

n =  1

эканлигини топамиз.
25- м и с о л .  Ушбу

£  —  ( — 1< х < 1) п
п =  1

функционал каторнинг йигиндисини топинг.
Берилган функционал каторнинг хар бир хади диффе

ренциалланувчи булиб,уларнинг хосилаларидан тузилган

2  х"- '
п =  1

к.атор [ — а, а] ( 0 < а <  1) да текис якинлашувчи ва

i  1 .

Демак, берилган каторни хадлаб дифференциаллаш 
мумкин:

оо / п \ ' оо
2 ( — ) =  2 jc— *=■n = \ n j  „=1

I
1—JC'

Кейинги тенгликни интеграллаб топамиз:

2  —  = — I п( 1— х) ( — l C x C l ) .пП = 1
26- м и с о л. Ушбу

f(x )=  2 , 1--- sin a r c tg ^ /—
Д ; — , 4ЛГ Г Зд/л +Д.-

функция (0, оо) да узлуксиз буладими?
Бу функционал каторнинг хар бир хади (0, -)- оо) да 

узлуксизлиги равшан. Агар функционал каторнинг (0, +  
+  оо) да текис якинлашувчилигини курсатсак, унда
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/(х) функция (катор йигиндиси сифатида) шу (0, +  оо) 
да рузлуксиз булади.

Энди х > 0  да

4 г —  ^
■д/п +  х2 ^  Ул  , |sin х| < *  0 <  arctg х С х  

эканлигини эътиборга олиб,

Ш*>\= т 7 = - 5|" ^ г > гс‘ёД /»  I <
Y л х '

---- i— . д / — = —!—
Vn* V  я л5/4

°о ^
булишини топамиз. Равшанки, 2  катор якинла-

1 пп =  1
шувчи. Вейерштрасс аломатига кура каралаётган ка 
тор текис якинлашувчи булади. Демак, f(x) функция 
(О, +  оо ) да узлуксиз.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функционал каторлар йигиндисини узлук- 
сизликка текширинг:

£  гп
109. 2  - -2- .-2 (1 -\-х )

110. i  х2е~пх, 0 < JC <  1.
П =  1 

оо
in .  2

,- 1  п Ч п 2х2 '
ОО

112. 2  [arctg пх — arctg (n— 1)лс], 0 < ;* ^  1.
п = 1

оо

113. 1 ' -1 “Ь х [1+ (л + 1)^X1-fnjc)'
п — 1

114. х+  2  (хп+х — х"), 0 < * <  1.
П = I

оо
115. +  2 (  -v 1 т т — т Ч  1\ -\~ X \ JC —|— /2 —|— 1 Х-\~ П /

п =  1
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Куйидаги функционал каторларни якинлашиш 
сохаларида хадлаб интеграллаш мумкинми?

н е . 2  cos 118. 5
"3 ' п=1(1+*2)л’

117. Z  24п2е-пЧ- ( п - 1 ) 2е~{п- ')2х\\ \9 .  2  (х2п- х 2п~2).
Я=1 п=I

Куйидаги функционал каторларни якинлашиш 
сохасида хадлаб дифференциаллаш мумкинми?

00 оо

120. 2  -C0Ŝ .  122. 2  [е- *"-1*2*2— е "2*2].
П= I  ̂ /1=1
00 оЛ 00

121 2  л* 123. 2  е - ^ - л>2
3"

Куйидаги лимитларни топинг:
оо

124. lim 2  хп~\ .. v  / п+1 \, , 127. lim 2  ( х + — х).
х_.-о „=|

^  I _  М" — 1 гп °°
125. lim 2  ( ‘1 , • 128. lim 2

2 2 V  

' sin лх sin (n 1 )x \ ^  x2126. lim 2  П  ,29. lim 2  %
,^JL П=Л  V« V«+ l / 1+Я2*2

130. Ушбу

/ (* )=  2  ^  n6rt— I
функциянинг ( — сю, +  00) да узлуксиз хосилага эга 
эканини исботланг.
131. Ушбу

"

я=  1 1 + П
функционал катор йигиндиси [0, + 00) да узлуксиз, 
(0, +  оо) да эса дифференциалланувчи эканини исбот
ланг.
132. Ушбу со / __I__ __|__\

2  U 2"” ' - х 2п+' )
П = 1

функционал каторни [0,1] да хадлаб, интеграллаш мум- 
кинлигини курсатинг.
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ос-

2  апхп =  а0 -f а {х +  а2х2 + ... +  апхп + ...
п — 0

ёки умумийрок

7- §. Д А РАЖ АЛ И  КАТО РЛАР

Ушбу

2  ап(х — х0)п =  а„ +  а х(х — х0) +  а2(х — x0)2- f ...+
я  — О

+  а„(х — х0)п +  ...

каторлар (бунда ао, а а п,... ва Хо —  узгармас 
хакикий сонлар) даражали каторлар дейилади. Равш ан
ки, даражали каторлар функционал каторларнинг хусусий 
холи (ип(х) =  апхп ёки ип (х) =  ап(х — хо)"; п — 1,2...).

5-т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар
оо

2  апх" даражали катор х нинг дг =  Хо (хоФО ) кийматида
П — 1
якинлашувчи булса, х нинг

IX | <  | Хо I
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида 
даражали катор абсолют якинлашувчи булади.

оо

6 - т е о р е м а .  Агар 2  апхп даражали катор х нинг
п = \

баъзи (х ф О ) кийматларида якинлашувчи, баъзи киймат
ларида узоклашувчи булса, у \олда шундай ягона г ( г >

оо

> 0 )  сон топиладики, 2  апхп даражали катор х нинг
П= 1

|х |< г  тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида 
абсолют якинлашувчи, |х| >  г тенгсизликни каноатланти
рувчи кийматларида эса узоклашувчи булади.

6- т а ъ р и ф. 6-теоремадаги г сони 2  апхп даража-
п = 1

ли каторнинг я^инлашииг радиуси, ( — г, г) интервал эса 
даражали к,аторнинг як,инлашиш интервали дейилади. 

Берилган даражали катор хамма (хф О ) нукта-
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ларда узоклашса, унда л =  О деб олинади, катор хамма 
х ларда якинлашса, унда г=  оо деб олинади.

оо

2- э с л а т м а. х =  ± г  нукталарда 2  а„дс“ даражали
П— 1

катор якинлашиши хам мумкин, узоклашиши хам мумкин.
7-т е о р е м а  ( К о ш и  —  А д а м а р  т е о р е м а с и ) .

оо

Берилган 2  апх" даражали каторнинг якинлашиш радиу-
п = 1

СИ

' =  .... ' (3)
’ lim nJ \ a n\

П —► ОО ’

булади.

3 - э с л а т м а .  Агар lim \f\a~\ = 0  булса, г =  +  оо,
11 — оо

lim ^\а~\ =  -)- оо булса, г =  0 булади.
П оо

оо

Даражали катор 2  аях" нинг якинлашиш радиусини
п =  0

г =  lim I ~  |
Л -* оо I а п 4- | I

формула ёрдамида хам (агар бу лимит мавжуд булса) 
аниклаш мумкин.

оо

4 - э с л а т м а .  2  ап(х — х0)" даражали каторнинг
п =  О

якинлашиш интервали (хо — г, хо-\~г) булади. Бунда
оо

г ушбу 2  апх" каторнинг якинлашиш радиуси.
п =  1

27- м и с о л. Ушбу

У  х — х Л- х л_ I *“  — о i--  Т  ••• Н--- г”п— I 2 2 2^  2^"

даражали каторнинг якинлашиш радиусини, якинлашиш 
интервалини хамда якинлашиш сохасини топинг.
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Бу даражали каторнинг якинлашиш радиусини 
(3) формулага кура топамиз:

lim
f l —► ОО

V"
lim 2 " =  1.

Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш радиу- 
си г =  1, якинлашиш интервали эса ( — 1,1) булади. х =  ±  
± г = ± 1  да даражали катор мос равишда

°°  / 1 \Л оо .
2  ' 1 ) , 2

„=1 2^л п=\2'Г"

сонли каторларга айланади. Бу каторларнинг якинла- 
шувчилиги равшан. Демак, берилган даражали каторнинг 
якинлашиш сохаси [ — 1,1] сегментдан иборат.

2 8-м и с о л . Ушбу

' 1 i  +

даражали каторнинг якинлашиш радиусини, якинлашиш 
интервалини х,амда якинлашиш сохасини топинг. Бу 
даражали каторнинг якинлашиш радиусини (* )  форму
лага биноан топамиз:

г— lim
П -*■ оо

1 -—  1
1

=  lim
1 а п + \  1 п —*■ оо •

ОМ)=  lim 5-1 4  1=5.

Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш радиу- 
си г =  5, якинлашиш интервали ( — 5,5) булади. х =  — 5 да

сонли катор хосил булади ва у якинлашувчи.
х =  5 да эса

1 + — + — +  + — +  т  2 ' 3 ‘ ~  п ~

сонли катор хосил булиб, у узоклашувчи булади.
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Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш 
сох,аси [ — 5,5) ярим интервалдан иборат.

2 9 -м и с о л . Ушбу

I 2 . 22 х2 , З2 jc4 п2 х2п
22 +  З2 ' 2 +  Т2 ' 22 +  -  +  ,« I 1 )2 ‘ 2" + -

даражали каторнинг якинлашиш радиусини, якинлашиш 
ингервалини хамда якинлашиш сохасини топинг. 

Даламбер аломатидан фойдаланиб топамиз:

lim
П —*- оо

/  ( п _± \? х2п+2 \ . /  п2 х2п \  
\(/г + 2)2 2"+ ‘ /  \ ( п + 1)2 2п )

.. х2 ( л + 1)4 х2=  11 m —  • ----- ■ =
2 п (п  +  2) 2Я-*- СЮ

Демак, у < 1 ,  яъни x2< 2  булганда катор якинла-

шувчи ва х2> 2  да катор узоклашувчи булади. Бундан 
берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуси г 
=  д/2, якинлашиш интервали эса ( — д/2, д/2 ) булиши

оо 9

келиб чикади. х =  ±  л/2 да 2  — -— „ катор 

х,осил булиб, унинг умумий хади учун 

lim -"2 - 1 / О
П —► оо ( И  - } -  1 )

булганлиги сабабли, катор узоклашувчи булади. Демак, 
берилган даражали каторнинг якинлашиш сохаси хам 
( — д/2., д/2 ) интервалдан иборат экан.

Мисол ва масалалар
Куйидаги даражали каторларнинг якинлашиш радиу

си, якинлашиш интервали хамда якинлашиш сохаларини 
топинг:

133. 2  * • 135. 2  п\хп.п
п =  1 п =  1
оо 00 П п

134. 2  (- 2 )"- х 2п. 136. V  3 И  21(л.+  ) Г

9—527 129



,.го v  ( — l )"*" 146. 2  2"'п-х".( Ж  2 j
я = *  оо

139. 2 ( ^ 2 — I K .  И 7 ' /' ■ 3" 1

,40. 5  ( f ± i > ) v .  ■«- х £
п =  1

°° vn
,41 V  » X  *49. 2 - ~ г

: \!пЛ | I Я "
ОО ( А  \2я — 1 00 1

142. 2  ( -  1 Г ■1 (A';F , . 150. 2  , г т ^ " ' -v 7 2я— 1 гг In (лг -f-1)/1=1 п — 1

143. 2  ' )"• . 151. £ (1+  ‘ +  ...+ ’- X — 1Г
17= 1 \1П  Я = 1

оо 00

144. 2 ( l - j ) V . .  152. 2 ( si~ - )" .
я =. I " ̂  1

Куйидаги каторларнинг якинлашиш сохаларини то
пинг:

ОО п
|53' 2  156. i  2 "cosV

i54- 2 | 2„ т | ( ' + 0 '-  | и - s/1—1 n I *

155. 2  (1 + - "-Г "8е- “ .Лn= 1

8- §. Д А РАЖ АЛИ  КАТ О РЛ А РН И Н Г ХОССАЛАРИ

Бирор
оо

2  аахя =  а0 +  а ]х-\-а2хг +  ... + апхп (4)
п — I

берилган булсин.



1°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г(г>> 
> 0 )  булса, у холда бу катор ( — с, с] ( 0 < с < г )  да те- 
кис якинлашувчи булади.

2°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г булса, 
у холда бу каторнинг

оо
S (x )=  2  апхп

п = 0

йигиндиси ( — г, г) да узлуксиз функция булади.
3°. Агар (4) даражали каторнинг якинлашиш радиуси 

г булиб, бу катор х — г (х =  — г) нукталарда якинлашувчи 
булса, у холда каторнинг йигиндиси S (x ) функция х =  г 
( х = — г) нуктада чапдан (унгдан) узлуксиз булади.

4°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г булса, бу 
каторни [а, b] (\а, 6]с=( — г, г)) ораликда хадлаб интег
раллаш мумкин.

5°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г булса, бу 
каторни ( — г, л) да хадлаб дифференциаллаш мумкин.

3 0 - м и с о л .  Ушбу оо
2 пхп.

п =  I

функционал каторнинг йигиндисини топинг.
М аълумки, у п2л X 

/1 = 1

даражали катор ( — 1,1) да якинлашувчи ва унинг 
хиигиндиси ----  га тенг:

2 хп =  - ~  .
л =  1 1 — ■*

Бу каторни хадлаб дифференциаллаб топамиз: 

d v  „п d (  х \ -«ri „  _  | 1 х х( 1)— 2  х "= -d (  )=>- 2  пх‘ dx d x \ \ - x J  (1 х)

31- м и с о л. Ушбу

2  пх" ---
„= I (>-*)

( _ 1 ) V +I . . . .  .

2  п + \  -  =  ! п ( 1 + х )
п—0

тенгликнинг тугрилигини исботланг.
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Равшанки, ( — 1,1) да
0 0 . 0 0  .
2  * "= ,- А т -  2  < _ i , y _

п =  О я = 0

Кейинги тенгликни [0, х] оралик (О<Сл:<С 1) буйича 
интеграллаб топамиз:

л  л

[\ £  (- 1  у п < и =  \-
0 п=° О

TTTdt-

2 ( - i)"$AW = ln(l+OIS=* 2 (- ^ -  = 1п(1+х)
п =О О п=О

32- м и с о л. Ушбу

У  ( — 1)" 2/1+1
^  2я+ I 

/1 = 0

даражали каторнинг йигиндисини топинг ва ундан 
фойдаланиб

ОО „
у  (-1 )" Я 
^  2п +  \ 4л = 0

булишини курсатинг.
Равшанки, ( — 1,1) да

00 . 00 .
2  , 1 2  ( - х 2)п = ----— 5-=>-

,_о ‘ - JC /.=0

2  ( - 1  fx 2n-  2.

Кейинги тенгликни [0, х\ (0 < х < 1 )  оралик буйича 
интеграллаб топамиз:

1 + /2U  2  ( - 1  )nt2n)di =  \
О п=° о
*  оо

2  ( — 1)"  ̂/2"£// =  arctg jc 2  ( — 1)" ^ Jq r r = a r c tS  х-
x2n+l

п =  0 (I я = °

jc =  1 да
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даражали катор

(-1 )"
2 п +  1

сонли каторга айланади. Бу катор (х.адларининг ишорала- 
ри навбат билан узгариб келадиган катор) Лейбниц 
теоремасига кура якинлашувчи булади. Унда х =  \ да

Z  х2п+12  ( — i f  ^  ' 2п+1
п =  О

° °  / 1 \П
= arctgx=>- 2 2n+i = a rc tg l =  4

булади.

Мисол ва масалалар
Куйидаги даражали каторларнинг йигиндиларини 

\адлаб дифференциаллаш ва интеграллаш ёрдамида
топинг:

158. 2
X
п 162.

п= 1

159.
оо

2
п — 0

1 „ 2 п + 1  

2п +  1 163.

160.
оо
2

п = 0

х2п 
(2л)! •

164.

161.
оо
2

п = 1

хп
п {п +  \) '

162. 2  {п + \ )х п.

163. 2  ( -  1)л- ' ( 2 « - \)х2'

Куйидаги каторларнинг йигиндиларини топинг:



168. Ушбу

«*>= 2  j k r
п =  О

“  4л

функция

r \ x ) = f ( x )
тенгламани каноатлантиришини курсатинг.
169. Ушбу

хп

„=о <"!)2/ (* )=  2  

функция
x f" (x )  +  f'{x) — f(x) =  О 

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.

9- §. ТЕЙ Л О Р К,АТОРИ. Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  Д А РА Ж А Л И  
КАТО РЛАРГА  ЁЙИ Ш

f(x) функция хо(хо £/?) нуктанинг бирор U «(jco) =  
=  {x £ R :x  о — 6 < х < х о  +  6; б > 0 }  атрофида берилган 
булиб, шу атрофда исталган тартибдаги хосилага эга 
булсин. Ушбу

2i (х — хо) = /(*0)4 —jy—(jc—*о)4
п =  0

Н—~2Г (х~ хо) + — 4 (х хо) 4  —
даражали катор /(х) функциянинг Тейлор щатори дейила
ди. Хусусан, хо =  0 да катор куйидагича булади:

п — 0

(одатда бу каторни Маклорен к,атори хам дейилади).
8 - т е о р е м а .  f (x )  функция бирор (  — г,г) ( г >  

> 0 )  ораликда исталган тартибдаги ^осилага эга булиб, 
унинг х =  0 нуктадаги Тейлор к.атори

2  A s = m +  t ^ x ‘ + . . .+ £ p - * + . . .
я  =  0
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булсин. Бу к,атор ( — г, г) да f(x )  га якинлашиши учун f (x ) 
функция Тейлор формуласи

f (x ) =  / (()) +  Ш *  ) Г { " 'х 2 +  ... +  Г ’;0) л:" +  гп(х )

нинг колдик х,ади барча х £ (  — г, г) да нолга интилиши

lim г„(х) =  О
П —*■ оо

зарур ва етарли. *
М аълумки, бу холда Тейлор формуласининг колдик 

хади:
а) Лагранж куринишида

гп (х )=  \п+ [у .х ( с =  0х, 0 <  0 <  1);

б) Коши куринишида

Г„(х) =  хп+ '(1 - 0Г (С =  Ох, 0 <  0 <  1);

в) Пеано куринишида
гп(х)--=0(хп)

булади.
Агар

/(*) =  /(0)+  Г1Рх +  + ...+  Г г'1[0>х" I ...

муносабат уринли булса, f(x) функция Тейлор каторига 
ёйилган дейилади.

9 - т е о р е м а .  f (x )  функция бирор ( — г, г) ораликда 
исталган тартибдаги хосилага эга булсин. Агар шундай 
узгармас Л4>0 сони топилсаки, барча х £ (  — г, г) хамда 
барча п (п =  1,2,...) учун

\f<n>(x) | < М
тенгсизлик бажарилса, у холда ( — г, г) ораликда / (х) 
функция Тейлор каторига ёйилади, яъни

f (x ) =  I  Q 0) ^  =  / (0 )+  i^ ) x + i ^ ) x2 +  ...
п =  О

булади.
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Куйида баъзи содда функцияларнинг Тейлор каторла- 
\рини келтирамиз:

1. е*= 1 + х  +  ̂  +  ( — о о < х <  +  оо). (5)

2- s in x  =  x - ^  +  . . . - f ( - i r ' (^ ; )! +  ... ( -  оо < х <

оо). (6)

о).

(7)

(8)

3. COS X —  1 —  2 1  + ■ •• + ( —  1 )" ( . ,п  • ( —  оо X <  +  оо ).

4. lr.(l +  х) =  х -  у  +  . . . + ( _ ! ) " -+... ( — 1 < х <  1)

5. ( I  + » Г =  1 + " « +  - 'V + . . .  +

4  +  ,9)

33- м и с о л. Ушбу

/(x) =  ch х
функцияни х нинг даражалари буйича каторга ёйинг.

Берилган функциянинг я-тартибли (я= 1 ,2 ,...) х,оси- 
ласи куйидагича булади:

ch<,!)(x) =

Бундан:

ch(n)(0):

ch х, агар я жуфт сон булса, 
sh х, агар я ток сон булса.

1, агар я жуфт сон булса,
О, агар я ток сон булса

булиши келиб чикади. Демак, берилган функциянинг 
Тейлор катори

1 +  2! + ¥  +  - + <10>

булади. Бу каторнинг якинлашиш интервалини топамиз. 
Даламбер аломатига кура

Г л> + 2 . Р Л у  ___ 1 _  = 0
I. (2лЧ-2)! ' (2м)! | „ " ' I  (2я + 1X2/1 + 21

136



булганлиги сабабли каралаётган каторнинг якинлашиш 
интервали ( — оо, -)- оо ) булишини аниклаймиз. /(х) =  
=  ch х функция Тейлор формуласининг колдик \ади 
(Л агранж  куринишидаги колдик х.ад)

г„(х) =

хп +1(„_)_))] ch Ох, агар п жуфт сон булса,

х" ' 1
^п4-Т)Г ^х' агаР п ток' сон булса

(О < 0 <  i ) булади. 
Агар

I .,0 х ___ —  Dx |

| sh 0х| =  —  а̂ <- г|,

I р 11л -4- /> ~  Нх II ch Ох; —  , —  С  (>1*1

х,амда

I х\п+1
lim 7 '4 Л Г  =  °*_оо («+  И!

булишини эътиборга олсак, унда

lim гп(х) =  О
Я--*- оо

экани келиб чикади. Демак, (10) каторнинг йигиндиси 
ch х га тенг:

х 2 х 4 г2пch х = 1 +  2| +  4! +  . . . + _  4-...

3 4 - м и с о л .  Ушбу

пх)= \  п ‘ + :

функцияни Маклорен каторига ёйинг.
М аълумки, х £ (— 1,1] да

1п(1+х) =  х -  ~  +  3 - . . .  +  ( -  1 Г 1 

булади. Бунда х ни — х га алмаштириб, топамиз:



2х  ̂ 2х2п *
1п (1+ х ) - ! п ( 1- х )  =  2х +  3- 4- - +  ~п~_х + -

булади. Кейинги каторнинг ( — 1,1) Л а якинлашувчилиги 
равшан. Демак,

14-х 2х2 2х2" "  1
1"  , z f  =  2JT +  -3 + ... +  + ...

35- м и с о л. Ушбу
f(x) =  sin'x

функцияни х0=  у  нукта атрофида Тейлор каторига ёйинг.

Аввало sin2x =  1 ( I — cos 2х), cos2x =   ̂ (1 -j-cos 2х) 

эканини эътиборга олиб,
I — cos 2х \ 2 1 1 0 . 1 +  cos 4х

Натижада

8

3 1 о , '  <=  -- — 2-cos 2х+  g cos 4х

булишини топамиз. Сунгра х — 1-(-  ̂ алмаштиришни ба- 

жарамиз:

/(■*) =  f(L +  ,, )=  8 — 2 c° s2(/-(-~)4- 8 cos4(Z4- 4 ) =

=   ̂sin 2/— s cos 4/

Энди sin x хамда cos x ларнинг ёйилмалар 
фойдаланиб, ушбу

;i н

• с) j V  (  —  1 ) Л 2 2 ” +  1 t in  + 1

S l n 2 / = 2  (2«+!)! * ’
л =  0

л  =  0

тенгликларга эга буламиз. Натижада

/ Ы - - +  1 2  < -|)В22"+' и  л )2п+|8 2 (2л+ 1 )! '  4 ’л — О



оо „  ,
у  (-> )
^  п (2 п - \ )П= 1

йигиндини х,исобланг.
Равшанки,

(—l)--' ==2р _ 1)«-1 (- 1 )"- '

36- м и с о л. Ушбу

п(2п—1) L 2п— I 2п J
Унда

° °  I  п » - *  00 I  I V » - *  ° °  t I V » - *у  ( — *) ___ о V  ( — О_______V
^  п(2п— 1) ^  2 л - 1 "  лЛ = 1 п.— 1 /1=1

булади. Агар (31, 32-мисолларга каранг)
ОО п __  j

2   =  1п(1 +  1) =  1п2,
П =  1

00 I 1 \Я— 1
2 - .- — — =  a r c t g l= |

/1=1
булишини эътиборга олсак, унда

2 - (̂ = | - 1 п2п(2п— 1) 2/z= 1
эканини топамиз.

37- м и с о л .  Ушбу
а  =  д/ТЗО

микдорни 0,0001 аникликда хисобланг.
Буни куйидагича ёзиб оламиз:

дДЗО =  У Т 25 +  5 =  у  125(l-f- ) =  5 (1 +  2̂ ) 3.

Энди, бизга маълумки, ушбу
(1 +  *)»  =  1 +  т х +  m(™ ~ V  + ... +

, m(m— 1 )...(л1 —л +  1) .
л! * -г...

( — 1 < х <  1) тенгликда х =  ~ ,  ^  =  у  дейилса, унда 

( 1 +  ■ ) Т = , . 1 2 , 2.5 2.5.8 .
25 3-52 32-2!54 З3-З!56 34-4!58
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хосил булади. Бу  хадларининг ишоралари навбат билан 
узгариб келадиган катор булиб, Лейбниц теоремасига 
кура

5 . ( , + - ± ) ^ 5 . ( 1 +  - ^ - ^ - т )

2-5нинг хатоси кеиинги хадидан, яъни —---— дан кичик
3:s-4!5®

булади. Агар
2-5 i

3З .3156 81-625 < 0,0001

хамда

5 (1 — 1 -------2- Л  =  5 +  0,06667 -  0,00089 =  5,06578
V 3-5 3 -2 ! 5 /

булишини хисобга олсак, унда

а  =  д/ТЗО «5,06578

эканини топамиз.
38- м и с о л. Ушбу

4

е ""dx
о

интегрални такрибий хисобланг. 
Маълумки, ( — оо, -|- оо ) да

х х̂  хп1 —I- -—I— --1— —I——--L
' 1! ' 2! ' ' п\ “

булади. Бунда х ни —  х га алмаштириб, топамиз:

-X2 . X2 , х4 х6 ,
е ГГ 2! з]

Кейинги тенгликни [0,-̂ -] орал и к буйича интегралласак,

унда
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- (

\ ( +
х4
2 !

хв
3!

0
х3 5

+  2Г5
х7

+  -3 3!7 / 10

1 1 1 4_
43-; 2!5 473! 7

I •

Wx =

=  V -
1
4  _

булади. Учта х.адини олиб, топамиз:
I

L - ^ Л.~  1 .... 1 +  1
j  4 4'* • 3 45-2!5

=  0,25 — 0,0052 +  0,00009 =  0,24489.
Демак,

е 0,24489.

Мисол ва масалалар

Куйидаги тенгликларнинг тугрилигини исботланг:
ОО п

170. ах=  2  '"/-х” (а >  0).
п =  0

^  Х 2 п + Х171. sh х =  2  (2„Т Г )! ( - о о < х <  +  оо).
п =  0

оо

, 7 2 '  v r 4 ^ l + s J § ^ 2' (- |< *<1)-V 1 Х  п = 1

п о  • I V  (2/1— 1)!! х2п+1 ,
173. arc s .n x  =  x + 2  (2/;)!! * 2„ , , ( -  1 < * <  1).

П= 1

174. 1п(х +  ) =  *  +  2  -( - 1)Л-(2" - 1)!!-v v ; ^  (2л)!! 2я+1Я = 1
( — 1 < Х <  1).

Юкоридаги (5) —  (9) муносабатлардан фойдаланиб, 
куйидаги функцияларни х нинг даражалари буйича 
даражали каторга ёйинг:

175' "  '  ■ Т г а -
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177. sin X '

3 '
178. e2l +  2e-x.
179. arccosx.
180. cos2*.
181. x cos32x.

182. ln( 12 — x — x2).

188. --- *— -.
1 -\-X-\-X

189. 2 x a rc tg x — ln( 1 -j-jc2).

К,уйидаги функцияларни курсатилган нукта атрофида 
Тейлор каторларига ёйинг ва бу каторларнинг якинлашиш 
радиусларини топинг:

190. /(х) =  cos4x, х0— — у .

191. /(х) =  ln(x2-f-2x-|-2), хо= — 1.

184 -* + |п(1 --■*)
хл

193. f(x) = — = 1....- , хо — 2.
\ х 2 — 4х +  8

194. / М  =  у ,  *о =  — 2.

195. /(х) =  cos х, =  у

196. f(x) =  ex, хо— — 2.
197. / (х )=  -̂ х, х0 =  4.
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К,уйидаги функцияларни турли усуллардан фойдала- 
ниб, Маклорен каторларига ёйинг ва бу каторларнинг 
якинлашиш радиусларини топинг:

198. f(x) =  ( l + x ) e x. 203. / (х )=  a resin . х .
Л/ 1+х2

199. /(x) =  sin2x-cos2x. 204. f(x )=  arccos( 1 — 2х2).X
200. f (x )=  -- — + 1 205. /'(x)-r-

x? —  5x + 6 „
X

201. /(x) =  arctg \~ xx . 206. f(x )=  J  ^ ~  di.
0
x

202. /(x) =  arctg(x +  л/ l + x 2 ). 207. f (x )= \  M L +  'J dt.
0

208. Ушбу

/(л » i  f
„  2 - я !n — 0

функция

f'(x) —  xf(x) =  0 

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.

209. Ушбу

° °  г п +  1

/ М -  2  V
я = 0

функция

х//(х ) =  (х +  1 )-/(х)

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.
210. Ушбу

•S у 2 п + 1  оо 2 п

sm x=  2 ( - ! ) " •  * ,cosx =  2  ( - 1 Г —
,  = о (2л +  )! в_ 0 '  ' ( 2 л ) ! !
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тенгликлар маълум булган холда
sinx-cosA: =  -2-sin2x, sin2jc —|-cos2x =  1

тенгликларни исботланг.
К,уйидаги каторларнинг йигиндиларини топинг:

г , ,  j  ( - W
.. „ 2 V

212. 2(2лг+1)хя.
п = 0

213. 2  ,3л !
п\

п =  О

214. X  / ", п(п+1)

215. 2  п'х".
П = I

оо

216. 2 п\
п =  1

Микдорларни курсатилган аникликда хисобланг:

217. а =  л/250’ °-001- 220- а  =  arctg 0,2, 0,0001.
218. а  =  sin 18°, 0,001.

219. а = 1 п З , 0,0001. 221. а = ~  0,0001.

Интеграл осгидаги функцияларни даражали каторлар- 
га ёйиб, интегралларни курсатилган аникликда хисоб
ланг:

I 1
222. jj ~ x-dx, 0,001. 225-  ̂ sin x2dx, 0,001.

0 0
Г л

223. J е х dx, 0,001. 226. \ x‘dx, 0,001.
0 о1

224.  ̂ cos x2dx, 0,001.
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X I /  боб

ХО С М А С  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1-§. Ч ЕК С И З  О РА Л И К  БУ Й И ЧА  ХОСМАС И Н Т ЕГРА Л Л А Р  
ВА УЛ А РН И Н Г  ЯК .И НЛАШ УВЧИЛИГИ  ТУШ УНЧДЛАРИ

f(x) функция [а, +  оо,) ораликда берилган булиб, бу 
ораликнинг исталган [а, /] («< /•<  + оо) к,исмида 
интегралланувчи, яъни ихтиёрий t ( t> a )  учун ушбу

/
F (t )=  \j f{x)dx

а

интеграл мавжуд булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар /-> +  оо да F (t) функциянинг 

лимити мавжуд булса, бу лимит f(x ) функциянинг 
|а, +  оо) оралик, буйича хосмас интеграли дейилади ва

+  оо

 ̂ f(x)dx
а

каби белгиланади.
Демак,

+  оо ^

f(x)dx=  lim F (t )— lim \f(x)dx. (1)
J / -► -} oo / -f- oo J
a a

2- т а ъ p и ф. Агар /—>-+ °o да F (t) функциянинг 
лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (/ )  хосмас интеграл 
якинлашувчи дейилади, f(x) эса чексиз [а, +  оо ) ораликда 
интегралланувчи дейилади.

Агар /—>--|-оо да F (t) функциянинг лимити чексиз 
булса ёки лимит мавжуд булмаса, ( I )  хосмас интеграл 
узоклашувчи дейилади.
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f(x) функциянинг ( — оо, а] ва ( — оо, -f- оо ) оралик- 
лар буйича хосмас интеграллари, уларнинг якинлашувчи- 
лиги, узоклашувчилиги хам юкоридаги каби таърифлана-
ди:

а а

 ̂ f(x)dx=  lim \^f(x)dx,
— оо ° °  /

+ оо /
\ f(x)dx— lim \f(x)dx.
 ̂ /-к-fflO J

-  00 t '^ - o o 1'
a -|- 00

1 - э с л а т м а .  Агар  ̂ f(x)dx. ва  ̂ f(x)dx интег-
—  OO 

+ <
раллар мавжуд булса,  ̂ f(x)dx интегрални куйидаги-

—  оо

ча хам гаърифласа булади:
- f  оо а -(- оо

jj f(x)dx=   ̂ f(x)dx-\-  ̂ f(x)dx

1- м и с о л. Ушбу

I =  J xe~*dx

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини аникланг ва 
кийматини топинг.

Таърифга кура
+ ОО I

\ хе х dx=  lim \хе~ dxJ /-v |oo Jо  ̂ о
булиб,

t t 
F (t )=  jjxe~x2dx=  [ е~*2-^с1х2=  =

о о
1 __,2 1 

-  -  2 е +  Т

булганлигидан эса
lim F ( i )=  l

1-+ + 00 2
булиши келиб чикади. 
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Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва
+ 00

 ̂ xe~*2dx =  —. 
о

2- м и с о л. Ушбу

/ = dx 
х2 +  х+1

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини аникланг ва 
кийматини топинг.

Таърифга кура
-f- оо /

dx . . f dx— hmJ
булади. Агар

д * .  n = J X  + Х +  1 j
(*4 )L L d\

S + x+ l J. ( ,  + j )i'
2 , 2x+ \  I ‘ 2 / . 2* + l  , 2Г + 1Ч

“ ^ r arcte - - # H , = ^ \ ar': lg ^ r - airctg i r - )

3

f lim _ F(t, n  = rl|m_ ^ (a r c lg ^ ± i~  a rc tg ^ ± i)-
/ —► 4~ 00 / —► -f- oo

2 / л / n \ \ __ 2л
“  Ш ” Г 2 ^/̂3 \ 2 V 2 / ;  V3

булишини эътиборга олсак, унда берилган хосмас инте
гралнинг якинлашувчи ва у

2л
7 -  V5

эканини топамиз.
3- м и с о л. Ушбу

+ оо

хосмас интегрални якинлашувчиликка текширинг.
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Равшанки, [а, /| ораликда ( а > 0) f ( x ) =  -и функция

/
dxузлуксиз, демак \ а интеграл мавжуд.Г dx 1 а к \ —

J ха
а

a) а >  1 булсин. Бу холда
, 1 — а

lim
1 ^  + »  J  / -► +  oo

булади. Демак, 1 булганда берилган интеграл якинла
шувчи ва

+ °° . 
f dx __ а
J  ха а~

, 1 —a
Т :

б) a <  1 ва а — 1 булганда, мос равишда

lim \ =  lim , ' (/|-“ - a ' - a)=  +  оо,
/- + oo J  xa /-> + »  I

a

t
lim ( — =  lim (In /  — In a) =  +  oo

t ► -f oo J  * / 00
a

булади. Демак, 1 булганда берилган интеграл
узоклашувчи булади.

4- м и с о л. Ушбу
+  оо

 ̂ х sin х dx
о

хосмас интегрални узоклашувчи эканини курсатинг. 
Таърифга кура

+  оо

 ̂ х sin х dx
о

интеграл / —>-+ оо да
i

F (t) =   ̂х sin х dx
о

функциянинг лимитидир. Равшанки,
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I I I
F (t )=   ̂x sin xdx= — xcos x -+■  ̂cos xdx =

0 0 0 
=  — t cos t -+- sin /

ва t —*~ +  00 да бу функциянинг лимити мавжуд эмас. 
Демак, берилган интеграл узоклашувчи.

Мисол ва масалалар

Куйидаги хосмас интегралларнинг якинлашувчи экани
ни аник.ланг ва кийматини топинг:

-J- СО +  ОО

1. [ dx ,  6. [ â * d x .
J  х +  х2 j  1+ *

2.

3.

х +  хг j  1+ ^
- f  оо -Ь  ОО

С dx 7 Г dx

\ * 2 +  4 )  хл[х2+ \
-J- ОО + О О

dxJ e~3xdx. 8. J
1

+ °° 0
\ dx2 • 9. \
J  x\n2x J

2x2- 5 x  +  7 '

4.  ̂ — ——. 9. \ xexdx.
e

- f  OO 4- 0°  0

5. \ 2 —  10. \ x-j+ ‘ dx. 
J  x 2 +  2 x  +  5 J  x4+ l

Куйидаги хосмас интегралларнинг \ ю м аш увчи  эка
нини исботланг:

I I .

12 .

- f  оо

Г dx

) V*"
о

ь
dx
+ х-

+  оо
dx 
In X '

+ ОО
14.  ̂ sin xdx.

о
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+  ° °  _j_ ^

|б- S , , ; г  к,"*- |э- s x.cosxdx.jc2 +  3x— 10 з i

17.
+ °°

Ун-**

2- §. ЯКИНЛАШ УВЧИ  ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ. 
АСОСИЙ ФОРМ УЛАЛАР

“Ь  «о  4  ОО

1°. Агар  ̂ f(x)dx ва  ̂ g(x)dx хосмас интеграл-
а а

лар якинлашувчи булса, у холда
+ оо
\ \af{x)±Pg(x)\dx
а

хосмас интеграл хам якинлашувчи булиб,
+  “  +  ОО +  ОО

) \ а - g{ x) \dx=a  ̂ f{x )dx± $   ̂ g(x)dx
а а а

булади, бунда а, р — узгармас сонлар.
2°. Агар V;c£[a, -f- оо) учун f(x)^Lg(x) булиб,

-|- ОО + 00
 ̂ f(x)dx ва  ̂ g(x)dx интеграллар якинлашувчи

а а

булса, у холда
-j-оо -f 00
\ f(x)dx<  (j g(x)dx

булади.

3°. Н ь ю т о н - Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  f(x) функ
ция [а, +  оо ) ораликда узлуксиз булиб, F (х) эса унинг шу 
ораликдаги бошлангич функцияси булсин ( F '(x ) — f(x )).



J f(x)dx =  F(x)\ + ~ =  F{ + с о ) - F (a ) (2)
а

булади. Бу  ерда
F (  +  оо ) =  lim  F ( t ) .

t -*■ +  оо

(Одатда (2) ни хам Ньютон-Лейбниц формуласи дейи
лади.)

4°. У з г а р у в ч и н и а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а с и .  
/(х ) функция [а, +  00 ) ораликда узлуксиз, ср(t ) функция 
эса [a, р) да узлуксиз дифференциалланувчи функция 
булиб,

а =  ф (а )^ ф (/ )<  lim ф(0 =  +  ° °  

булса, у холда
+ °° h 

 ̂ f{x)dx =  ^/(ф(/))ф'(/)Л
а а

булади.
5° Б у л а к л а б и н т е г р а л л а ш  ф о р м у л а с и .  Агар 

и =  и(х) ва v =  v(x) функциялар [а, +  оо) да узлуксиз 
дифференциалланувчи булиб, lim ( и-и) мавжуд булса,

у холда

.V нда
+ 00

- оо оо -j- ОО

 ̂ udv =  uv —  ̂ vdu
а а а

булади. Бу ерда

u-v | +0° =  lim (и • v) — u(a)v(a).
а X -у +  сю

5- м и с о л. Ушбу
+  ОО

dx
х 2 +  х ~ 2

2

интеграл ни хжобланг. Равшанки

/(* ) = r ’ i.r 2 = ‘з ( т г т — 7 + 2 )
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булиб,

функция унинг бошлангич функциясидир. Унда Ньютон- 
Лейбниц формуласига кура топамиз:

4 оо
f  dx 1 . х — 1 | + 00 2 , п
\ ----- =  о I п - , „ =  - I п2J  х2 +  х — 2 3 х +  2 h  3

б- м и с о л. Ушбу

S $
4- 00

/ =  [ A ^ d x
о х’ +1

интегрални \исобланг.
Аввало бу интегрални куйидагича ёзамиз:

(н ?)
х' + 1  ̂ х2(х2+  ' - 2  +  2 )

Ч-oo 4"00 X

(  4 ±  У Лх \

0+i) 
I ( '- - Г )
S I 4 2  d X > 

4 +2

сунгра t =  x — алмаштиришни бажарамиз. Натижада

4- 00
Г dt 1 , / |+ °° л
\ f+ 2  ~~ л/2ЗГС g V2 I - » -  #

—  ОО

булиши келиб чикади.
7- м и с о л. Ушбу

4- 00

$ " Г * - '
I

интегрални хиеобланг. Бу интегрални булаклаб интеграл
лаш формуласидан фойдаланиб топамиз. Берилган инте- 
гралда
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деиилса, у холда

du -- -dx, v
X "Ь 1 X

булиб, куйидагига эга буламиз:
-j- ОО -Ь ОО5 ягс12йх̂=~ art‘gx|i,oo+ 5

- f + T
=  \ + ( ln  ^ — 11п(хй+  1 ) ) | ,

dx
х(х2+ \ )

f  ОО

гг. . , х i + °° я . i л in 2

= --+ ln V 7 T rl, = 7 - |п^ - т + 1 г4

8- м и с о л. Ушбу

f(x )=  ' ( е < х <  +  о о )
X In' X

чизик, хамда Ох уки билан чегараланган шаклнинг юзини 
топинг. Бундай шаклнинг юзи

S  =
4  оо -f- оо

dx 
х 111*.

(j j(x )dx— jj

булади. Интегрални хисоблаймиз:

S ,<А~ S ' » - * « « » * ) - " Л  * ’ •
с е

Демак,

s - f
9- м и с о л. Ушбу

-}- оо
0 <  ( — -  dx< О,I

J  х* +  х+ 1



Р а в ш а и к и ,  тенгсизликни исботлаш

[10, +  О О )  да 0 < х̂ х + - <  -  J  

булади. Кейинги тенгсизликни интеграллаб топамиз:

+  ОО +  оо

0 <  \ 4^ - <  \J X +Х+ 1 J
dx

X* 4- X + 1 J х2 10

Агар
+  оо

S dt I I t ®%  = — - =0,1 X2 х I 1010

булишини эътиборга олсак, унда

+ 00

x ' +  x + l
0 <  \ / dx <0,1 

io * + *  + 1

тенгсизликка келамиз.

Мисол ва масалалар

К,уйидаги хосмас интегралларни хисобланг:

4 - 0 0  4- ОО

2|- \ 24' I
4  ОО +- ОО

( dx —  25. ■ \ е axdx.
J  х2(х +  yjx ) J

оо +‘
Г 26.
J  х 4-2х-\-2 i

Sin X  —  X  COS X  J

-  ■>— dx-

0
4- oo

23.

4-00
dx

—  oo
xz + 2x +  2
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+ 00
27.

28.

29.

30.

dx

} ех+л[ех
31

-1- ОС

■ J
+ 00

о
-f- оо

X In X
(1 + * 2)2

dx.

* 2+ 12

о
4- 00

( * 4 i ) 2
dx. 32

0
4- 00

Г arctg
J  ( l+ * 2):0

- f  oo

33.  ̂ e_2xcos 3xdx. 
0

+ oo
34.  ̂ e “ 2j:sin 3xdx. 

о

Куйидаги функция графиклари ва абсциссалар ук,и 
билан чегараланган шаклларнинг юзини топинг:

35. f(x) = ----— o o < j c <  +  o o .
1+х2

36. / (х )= — J — 0 < х <  +  оо. 
л !\ + е х

! < х <  +  оо.37. / (*) =
(* + 1)2

38. f(x) =  x4e~z, 0 < х <  оо.
139. /(*) =

40. /(*) =

„ ^  — оо < X <  +  оо.
(х2 +  х+ 1  )3

1+х-3

Куйидаги тенгсизликларни исботланг:

+ °° 6
41. 0,25 <  [ * + l- d x <  0,35.

J хп + 1

- ос54- оо cos 4х 
х 2 +  4 < т

43. 0 <  \
о /  + л:2+1

dx<a 1 0 ^ '
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44. О <  [ - - ~ d x <  0,01.
J  X + 10
2

+  ° °  2 1
45. 0 <  J e - ^ 4 < 5-~To2.

10

U-§. ХОСМАС И Н Т ЕГРА Л Л А РН И Н Г  
Я К И Н Л А Ш У В Ч И Л И ГИ  Х.АК.ИДА ТЕОРЕМАЛАР. 

И Н Т ЕГРА Л Н И Н Г  АБСОЛЮТ Я К И Н Л А Ш У В Ч И Л И ГИ

f(x) функция \а, +  оо) ораликда берилган булиб, 
ихтиёрий х£|а, +  оо) да /(д:)<0 булсин.

1 - т е о р е м а .  f (x )  функция хосмас интеграли
+ оо

 ̂ f(x )dx  нинг якинлашувчи булиши учун, V/£ (а, +  оо )
а

t
да F ( t ) = \ f ( x ) d x ^ C  (С  =  const) булиши зарур ва

а

етарли.
2- т е о р е м a. f (x )  ва g (x )  функциялар \а, +  оо) да 

берилган булиб, V * £ (а, -(- оо)  да

0 < f ( * )< g ( x )
+ 00

булсин. У холда  ̂ g(x )dx  якинлашувчи булса,
А а

+ ОО оо
 ̂ f(x )dx  хам якинлашувчи булади;  ̂ f(x )dx  узокла-

“ а
+ 00

шувчи булса,  ̂ g(x )dx  хам узоклашувчи булади.

3- т е о р е м a. f (x )  ва g (x )  функциялар [а, +  оо) да 
f ( x )^ 0 ,  g (x )^ 0  булиб,

lim l(x\ = k  (0 < fc <  +  oo )X^ + oo 8(x) v \  \  i '
- f  oo

булсин. Агар & <  +  oo ва  ̂ g (x )dx  интеграл якинла-
a

+ 00 _
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+ оо
шувчи булса, jj f(x )dx  интеграл хам якинлашувчи була-

а
+ оо

ди. Агар k > 0  ва  ̂ g(x)dx интеграл узоклашувчи

+ °°
булса,  ̂ g (x )d x  интеграл хам узоклашувчи булади.

а

Демак, агар +  оо булса, юкоридаги интеграл-
лар бир вакдда якинлашади ёки узок,лаишди.

4- т е о р е м  а. Агар х нинг етарли катта к,ийм^т..арида 
(дс>дсо > а )

4>(х)№ х
булса, у холда учун <f (х )  ^  С С  +  00 ва а >

+ °°
> 1  булганда  ̂ f(x )dx  интеграл якинлашувчи, q>(x) ^

^ С > 0  ва а ^ /  булганда  ̂ f (x )d x  интеграл узокла-
а

шувчи булади.

5- т е о р е м  а. Агар х —>~ -foo да f (x )  функция — га 

нисбатан а {а > 0 )  тартибли чексиз кичик булса, у холда
- f  оо

 ̂ f (x )d x  интеграл а >  1 булганда якинлашувчи,
а

^  1 булганда эса узоклашувчи булади.
f(x ) функция \а, +  оо) ораликда берилган булсин.

6-т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а  си.) Куйидаги
+  оо

\ f (x )d x

хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши учун, V b >  
> 0  сон олинганда хам, шундай to (to > a ) сон топилиб, 
t' >  to, t "  ><о булган ихтиёрий t', t "  лар учун
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t" t
I F ( t " ) - F ( t ' ) \ =  \ f ( x ) d x - \ f ( x ) d x

a
t"
J f (x )d x
r

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
“Ь °°

7-т е о р е м а. Агар  ̂ \f(x)\dx  интеграл якинлашув-
а

+ оо
чи булса, у холда  ̂ f (x )d x  интеграл хам якинлашувчи

а

булади.
+ оо

3- т а ъ  р и ф. Агар  ̂ \f(x)\dx интеграл якинлашув-

+ оо
чи булса, у %олда  ̂ f(x)dx абсолют якинлашувчи ин-

а

теграл дейилади, f(x ) функция эса [а, +  оо) да абсолют 
интегралланувчи функция дейилади.

+ оо
4- т а ъ р и ф. Агар  ̂ f(x)dx интеграл якинлашувчи

а

~\~ оо
булиб,  ̂ \f(x)\dx интеграл узоклашувчи булса, у х,олда

а
+ оо

 ̂ f(x)dx шартли якинлашувчи интеграл дейилади.
а

8-т е о р е м а  ( Д и р и х л е  а л о м а т и ) .  f(x ) ва g(x) 
функциялар [а, +  оо) ораликда берилган булиб, улар 
куйидаги шартларни бажарсин:

1) f(x ) функция [а, +  оо) да узлуксиз ва унинг шу 
ораликдаги бошлангич F (x )(F '(x ) =  f(x )) функцияси 
чегараланган,

2) g (x )  функция [а, оо) да g '(x )  хосилага эга ва 
у узлуксиз функция,

3) ё (х )  функция \а, +  оо ) да камаювчи,
4) lim ^("дс)=0.

X  —► -j- оо
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У \олда
4 оо

\ f (x ) g ( x )d x

интеграл якинлашувчи булади.
10-м и с о л. Ушбу

+  оо

\ !. sin 1 dx
.) ж2 *
2
я

интегралнинг як,инлашувчилигини курса гинг. Бу интеграл 
учун

F ( t )  =  [  '-sin l-dx =  cos 1 J х

булиб, V г- +  « Л  да

/*(/) =  C O Sy^  I

булади. Унда 1-теоремага кура берилган интеграл 
якинлашувчи булади.

11- м и с о л. Ушбу

jj e~^dx

интегралнинг як,инлашувчилигини курсатинг. Равшанки 
Vx  ̂  I учуй

булади. Унда
+  оо

1

dx
х2

нинг якинлашувчи булишини эътиборга олиб, 2- теоремага 
биноан
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f  00

 ̂ e X‘d x '
1

нинг хам якинлашувчи эканини топамиз. Равшанки,
-|- оо 1 + оо

 ̂ e~x2dx=  ^e~x*dx+  ̂ e x~dx.
о о I

Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи.
12- м и с о л. Ушбу

+ 00
dx

\ т/4* +  In х

интегрални якинлашувчиликка текширинг. Бу хосмас 
интеграл билан бирга

+ 00
Г dx
) ф1

интегрални караймиз. Кейинги интегралнинг узоклашувчи 
экани равшан.

Энди
I

• Jix + ln x  .. л[х .. 1 1lim v ; =  lim - и ’ ==11111 . . =  ,у
х ,  + оо J  х ^  + ос У4* + |п X 1 + \пх 2

X

булишини эътиборга олиб, 3-теоремадан фойдаланиб, 
берилган хосмас интегралнинг узоклашувчи эканини 
топамиз.

13- м и с о л. Ушбу
+  ОО

S dx
3

1 x^[x2-\-x
интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Интеграл 
остидаги функция учун

1 I

х^/х~+х X 3 .~ \ J l- 1--'

160



булиб, х-*~ -f- оо да у о(-ж ),  яъни

булади. 5- теоремага кура берилган интеграл якинлашувчи 
булади.

14- м и с о л. Ушбу
+ оо

5 (а> 0)
1

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини исботланг.
Интеграл остидаги функцияни ку-йидагича ёзамиз:

sin л: . 1 £, . , .—  = Slfl Х -  — =f(x)-g(x).

Бу ерда
1

ха
f(x) =  sinx, g(x) =

Бу f(x) ва g(x) функциялар 8-теореманинг (Дирихле 
аломати) барча шартларини каноатлантиради:

| ) /(х) =  sin х функция [ 1, +  оо) ораликда узлуксиз ва 
бошлангич функция F (x )= — cos х чегараланган,

2) g(x) =  ~~ функция [1, 4-ос) да g '(x )= ------
X X

хосилага эга ва у узлуксиз,

3) £ (* ) =  — (а > 0 )  функция [1 ,4-оо ) ораликда ка-

маювчи,
4) lim g(x ) =  lim = 0.

X - v  4- оо x-̂ *- 4 ° o  I

Демак, 8-теоремага кура берилган хосмас интеграл 
якинлашувчи.

15- м и с о л. Ушбу
4- оо

 ̂ sill X dx
X
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хосмас интегралнинг шартли якинлашувчилигини курса- 
тивг. Бу интегралнинг якинлашувчилиги юкорида келти- 
рилган 14- мисолдан келиб чикади.

Энди
-f- сх> - f  оо

[ \ ^ \ d x =  [ -Ып х1- dx.

интегрални караймиз. Равшанки,
, . , - . ■> 1 — cos 2х I sin х\ ^  Sin *  = --------.

Унда ихтиёрий /> 1  учун
t t i
SI sin х I , ^  I f  dx I f  cos 2x , , о ч

I — dx- <3>

М аълумки,
t oo i  -f- oo
Г dx f dx ,. f cos 2x , Г cos 2x ,lim \— =  \ — , lim \ ---- dx - \ ----- dx.

t ^  +  o o J  X  J  X  +00J X

-4-  oo - f -  oo

a f dx f cos 2xАгар \ — нинг узоклашувчилигини, \ - -- dx нинг
i i

эса якинлашувчилигини эътиборга олсак, унда (3) тенг-
+ оо >

ликда х —̂  -f- оо да лимитга утиб,  ̂ \dx хосмас

интегралнинг узоклашувчилигини топамиз.
Демак, каралаётган интеграл шартли якинлашувчи.
16- м и с о л. Ушбу

+ °°
 ̂ sin X

1+ х2
dx

интегралнинг абсолют якинлашувчилигини курсатинг. 
Интеграл остидаги функция учун ихтиёрий х£[1, +  оо )

да
S111 X

1 + х 2 I 1 +  х2

булади. Равшанки, 
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\ 1 ,2dx 
J  l +  x2 1

якинлашувчи интегралдир. Унда 1-теоремага биноан
-f- оо

+ оо

S sin X dx

интеграл хам якинлашувчи булади. 7-теоремадан эса
+  оо

Г sin х ,
\ ----VdxJ  1 + х2 I

нинг якинлашувчилиги келиб чикади. Демак, берилган 
интеграл абсолют якинлашувчи.

Мисол ва масалалар

Куйидаги интегралларни якинлашувчилигини исбот- 
ланг:

46.
+00 „ +.00 , 
[ ____*— dx 51.
J  х4- х 2+1  ' Jо

+  ОО

47. \ --- £ ± L - . dx. 52. J dx.
J  1 + 2  л/х+ х2 J  хЛ]х  — 1

+ оо + 00<8- 53- S ir
-  Т т т ^ -

о 1+J
+  оо

о 
+ оо

50. 55. t ■" V + ‘ + ' * ' dx.
J  XT In X ~ \x
e u

Куйидаги интегралларнинг шартли якинлашувчилиги
ни исботланг:

+  оо + _о о

X sin X
х3+ \

dx.
1
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+ ОО
58.

59.

60.

61.

sin In x
+ °°

0
+  oo

0
+ oo

dx. 62• s V * - h  sin x
In x dx.

yjx +  In X 

■\fx COS X

dx.

2
+ oo

63. 5
0 Ф

dx.

x +  100

COS д/jt 
■фс +  In X

dx. 64.
- oo
5 -L- s in (jf+ i- )r f* .

I

dx. 65. J arctg- ~ - d x .

Куйидаги интегралларнинг абсолют якинлашувчилиги
ни исботланг:

66. \ -
4- оо

dx. 69 lri2̂ l +  j^ s in  x dx.

+ oo
67 S C O S ' 

\lx
cos( 1 +  2x) 
■yfx — In x f

dx.
+  oo

ж  S sinx dx.

+ oo
68. J cos(l + 2x^ 

( \lx — In x f
71

+ oo
f sin(x-f- 
J  x л]х

X2) dx.

Куйидаги интегралларни абсолют ва шартли якинла- 
шувчиликка текширинг.

72
1- «■ 

• S ( а > 0 ) . 75• S — dx.

+ оо
0

+ оо

73. S sin (lnx ) . , —  sin х dx.
ха

76.  ̂ x“sin x2dx.

74 cos x dx
(2x — cos(ln x))a

о
+ oo77- s sin* dx

(  arctg— — arctg-4 -Л
V * x2 J

f(x) функция ( — oo, -f- oo ) ораликда берилган булиб, 
бу орал икн инг исталган \ t', t] ( — оо <  I' <с / <; -\- оо ) кис- 
мида интегралланувчи булсин:

1
F(t', t )=   ̂f(x)dx.
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5- т а ъ  р и ф. Агар /' =  — / булиб, /-*- +  оо да F (t\  /) =
t i vv> . ■. "" ; u};

=  jj f(x)dx функциянинг лимита мавжуд ва чекли булса, 
/'

-{- ОО <

у х̂ олда  ̂ f(x)dx хосмас интеграл бош циймат маъноси-
—  сю

да якинлашувчи дейилиб, . ,

lim
/ —► -|- оо

- f  оо

лимит эса  ̂ f(x)dx хосмас интегралнинг бош \иймати
—  оо

дейилади.
+ °°

 ̂ f(x)dx хосмас интегралнинг бош к,иймати
-j- оо

V.P. J f(x)dx
—  оо

каби белгиланади. Демак,
~Ь00 I

V.P. [ f(x)dx=  lim  ̂ f(x)dx
Л

-1- оо

 ̂ f(x)dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у бош
—  оо

киймат маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок
- f  оо

 ̂ f(x)dx хосмас интегралнинг бош киймат маъносида
—  оо

якинлашувчи булишидан унинг якинлашувчи булиши хар 
доим хам келиб чикавермайди. Масалан, ушбу

-f- оо

 ̂ sin х dx
—  оо

хосмас интеграл бош киймат маъносида якинлашувчи:
I

V / > 0  учун Ц sinx dx«  0  ва, демак,
— I
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Бирок  ̂ sin xdx интеграл якинлашувчи эмас.

17- м и с о л. Куйидаги
+ 00

V.P. [ ' 1 ~  dx
J  1 + х 2

■—  ОО

интегрални топинг.
Таърифга кура

4-00 t
V P . [ l+x dx=  lim ( ' 1 I  dx

J  l + X 2 +oo l + x 2

I
булади. Энди \ —"t -dx ни х,исоблаймиз:

J  1 -\- XS , + 7 +—t —I —I

+  T  i  ^ - a r c , g < - arc,g( - 1) +  | l n i ± f .  
— t

Унда
t

lim [ l+ * -dx= lim (a r c tg / — arctg( — t)) =  n
t —► -f- ° °  J  1 x t —*■ 4~ 00

булади. Демак,

V.P. { - ^ b L dx =  n.
J 1 + X

— 00

Куйидаги интегралларни топинг:
4-00 4  °

78. V.P.  ̂ xdx. 80. V.P.  ̂ a rctg xdx.



4-§. ЧЕГАРАЛАНМ АГАН Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  ХОСМАС 
И Н ТЕГРАЛ ЛАРИ  ВА УЛ А РН И Н Г 

ЯК И Н Л А Ш У ВЧ И Л И ГИ  ТУШ УНЧАЛАРИ

f(x) функция [«, Ь) ярим интервалда берилган булиб, 
Ь шу функциянинг махсус нуктаси булсин. Бу  функция 
\а, Ь) ярим интервалнинг исталган [а, /] (a < it< b )  кис- 
мида интегралланувчи, яъни ихтиёрий t(a< it< .b ) учун 
ушбу ‘

F (t )=  \ f{x)dx
а

интеграл мавжуд булсин.
Агар t >-b — 0 да F(t) функциянинг лимити

lim F(t)

мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг [а, b) буйича 
хосмас интеграли дейилади ва

ь
jj f(x)dx
а

каби белгиланади:
ь ь
\ f(x)dx = . lim F (t) =  lim [ f(x)dx (* )
J  t-+ b - 0  / - > 6  —  0  J
a a

6 - т а ъ р и ф .  Агар t̂ >-b — 0 да F (t) функциянинг 
лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (2) хосмас интеграл 
якинлашувчи дейилади. f(x) эса [а, Ь) ва интегралланувчи 
функция дейилади.

Агар t — b — 0 да F (t ) функциянинг лимити чексиз бцлса 
ёки лимит мавжуд булмаса, (* )  хосмас интеграл 
узоклашувчи дейилади.

Худди юкоридагидек, а нукта /(х) функциянинг махсус 
нуктаси булганда (а, b] оралик буйича хосмас интеграл, 
а ва ft нукталар функциянинг махсус нукталари булганда 
(а, Ь) оралик буйича хосмас интеграл таърифланади: 

ь ь ь V
[f(x )dx=  lim \f(x)dx, \f(x)dx=  lim [ f(x)dx.
J  l^a + O j J t-̂ a + 0 J

18- м и с о л . Ушбу
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хосмас интегралнинг якинлашувчилигини аникланг ва 
к.ийматини топинг.

Таърифга кура

булиб,
1

F (t) =  J  J = 2(1 + V O

булишидан эса
lim F (t) =  lim 2( 1 — -\ft ) =  2
t-* 4-0 <—+0

келиб чикади. Демак, берилган хосмас интеграл якинла
шувчи ва

[ - d x  =  2. 
J  V*

19- м и с о л. Ушбу

S
1

dx
фх(\-Х)

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини аникланг ва 
кийматини топинг.

Таърифга кура
I

S dx .. f dx=  11 mф(1—х) +0 J фх(\—х)
и —► 1 — 0 ‘

булади. Агар

\ ^ г - т ) = г г ы Ш х - 1)\ " г  
t

=  arcsin(2u— 1)— arcsin(2/— 1)
ва

168
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булишини эътиборга олсак, унда берилган хосмас интег
ралнинг якинлашувчилигини хамда

I
Г dx -л
J  л[х( 1 — х)о

эканини топамиз.
20- м и с о л. Ушбу

Л = \ — J2 [ — dX ( а > 0 )
J  (х — a ) i ( b - x f
а а

хосмас интегралларни як,инлашувчиликка текширинг.
Хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб куйидаги- 

ларни топамиз:

/ ,= С dx i f dx ,. Г (х — а )1 “\ --- - =  lim \------ =  lim - — ---
J (х — а) ( J t - u f  ;-~a + oL 1 — aa t

=  'im -— -{(6 — a )1 a — (t — ci)' -a\ (аф 1 )./->e + 0 1 —“

Бу лимит a <  1 булганда чекли, демак !\ хосмас интеграл 
якинлашувчи, a >  1 булганда эса чексиз, 1\ хосмас 
интеграл узоклашувчи булади. а =  1 булганда

b ь

(  dx — lim f =  lim [1п(лг-— a)] I *
J  X — a /^a + o J  x — a t^a+0  I /
a t

булиб /1 интеграл узоклашувчи булади.
Демак,

/ ,=  \- - dX-- ( a > 0 )J (х — а)
a

хосмас интеграл a <  1 булганда якинлашувчи,
^  1 булганда узоклашувчидир.

Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки,

/2=  \ -dx—  (a > 0 )
J ( b - x f
a

хосмас интеграл a < l  булганда якинлашувчи,
^  1 булганда узоклашувчи булади.
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21 - м и с о л. Ушбу

dx
2ь-I л/и- 1 )2

хосмас интеграл якинлашувчи булишини исботланг ва 
киймати ни топинг.

Равшанки, бу интеграл 20- мисолга кура =
якинлашувчи. Энди унинг кийматини топамиз:

2 1 2 
Г dx _  Г dx Г

J 1г— г;9 _  J 1г.— J1
I t

dx

\ [(x — \ f  -1 \ [ { х - 1)2 1 \ j ( x - \ f

\ —  =  l 'm  ̂ “ )— —---=  lim (3 д/х— 1 ) | (_|

=  3 1 im ( V / -  1 -  V — 2) =  3 V2 - 
/— 1 -0

\ 3 dx =  lim \ 3 dx =  lim (3 д/х — 1 ) I / =
) V u - D 2 VTx-D2 ^ ' +0

=  3 Iim ( 3л/2— Г — \ / - 1 ) =  3.

2 / - 1 + 0v vx — *
' 3

/—1 +0
Демак,

2
Г dx

V u - i ) 2
=  3( V 2 + l ) .

Мисол ва масалалар

Куйидаги хосмас интегралларнинг якинлашувчилигини 
курсатинг ва кийматини топинг:

I 1
82.  ̂ d~j. 84.  ̂In xdx.

Vх 'и

83. { sdx . 85.
J \/ i- г 21 — jT

dx
x -}- ~\Jx
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86.

87.

88.

1/2
Г dx 
J  xlrTx

dx
(2 — x) -y/T— x '

x2dx

д/о-х2

89.

90.

91.

r v r ^

ч/л:.

4 r-  
2 Д/х̂  —4 
6 
Г

V < 4  — *)
Куйидаги хосмас интегралларнинг узоклашувчи экани- 

ни исботланг:

92.

93.

94.

95.

dx
X

dxU ,о
л
2
 ̂ctg х dx. 

о
2
Г л: dx
J ■

96.

97.

98.

f  dx
J  х In X '
0
1
Г d:
3 X3-х  —  5 х

dx 
ех— 1 '

I, Iг dx

5- §. Я К И Н Л А Ш У В Ч И  ХОСМАС 
И Н Т ЕГРА Л Л А РН И Н Г  ХОССАЛАРИ.

АСОСИЙ ФОРМ УЛАЛАР

f(x) ва g(x) функциялар [а, Ь) да берилган булиб, 
Ь нукта шу функцияларнинг махсус нуктаси булсин.

ь ь
1°. Агар \j f{x)dx ва ^g(x)dx хосмас ингеграллар

а а

якинлашувчи булса, у холда 
ь
\j \a-f(x)±$-g{x)\dx
а

хосмас интеграл хам як,инлашувчи булиб,
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b b b 

^{a-[(x)±,fi-g(x)\dx =  a\j f(x)dx±fi\j g(x)dx
a a a

булади, бу ерда a, p —  узгармас сонлар.
ь

2°. Агар Vx£ [a , b) учун / (x )< g (x ) булиб, \f(x)dx
a

b

ва ^g(x)dx интеграллар якинлашувчи булса, у холда
а

Ь b

 ̂f(x)dx^  ^g(x)dx
а а

булади.
3°. Н ь ю т о н  —  Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и ../(х) функ

ция [a, Ь ) ораликда узлуксиз булиб, F(x) эса унинг шу 
ораликдаги бошлангич функцияси булсин ( F '(x ) =  /(x)). 
Унда

ь
\f(x)dx =  F(x)\ba- ° =  F (b - 0 )- F ( a )  (4)
а

булади. (Одатда (4) Ньютон-Лейбниц формуласи дейила
ди). Бу ерда

F(b — 0 )=  lim F(t)
о

4°. У з г а р у в ч и н и а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а с и .  
/(х) функция [а, Ь) да узлуксиз, ср(/) функция эса [a, Р) да 
узлуксиз дифференциалланувчи функция булиб,

а =  (р (а )< ф (()<  lim (р(t) =  b
/—►6 — 0

булса, у холда
ь Р
jj/(x)Jx  =  ^/(ф(/))(р'(/у/
a a

булади.
5° Б у л а к л а б и н т е г р а л л а ш  ф о р м у л а с и .  Агар

и =  и(х) ва v =  у ( х ) функциялар [а, Ь) да узлуксиз
дифференциалланувчи булиб, lim ( u-v) мавжуд булса,

1-~Ь-о
у холда 
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^udu =  u-v I*—  ̂vdu

булади. Бу ерда
u-v|д= lim u(t)v(t) — u(a)v(a).l-+b — о

22- м и с о л. Ушбу
2
Г dx
J  X  Vln X

интегрални хисобланг. Равшанки,

^Х)== ХлШИ
функциянинг (1, 2] ораликдаги бошлангич функцияси 

F(x) =  2- д/1п х

булади. Ньютон — «Лейбниц формуласидан фойдаланиб, 
топамиз:

2
( —4̂ ■— =(2д/1п *  )| = 2  In 2 — 2 lim д/ln / = 2  In2.
J  X y in  л: v I i -о <-1-01
23- м и с о л .  Ушбу

2 

S
2

x3dx

дА —х2

интегрални хисобланг. Бу интегралда узгарувчини алмаш- 
тирамиз: x =  2s in/. Бунда х£[0, 2) булганда /£ 0, * J

булиб, dx =  2 cos булади. Натижада берилган интеграл 
куйидагича ёзилади:

л

( л ',/л 8 [ =  8 ( sin3tdt
J ф - х 2 о C0S/ О

Кейинги интегрални хисоблаймиз:
л

 ̂  ̂ 1 I о 2
jj s\n3td t=  Jj (1 — cos2t)d(cos /) =  ( cos / — yco s ,,0 |^ =  3 -
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Демак,
2

5О
x3dx __ 16

7 4r j “  з •

24- м и с о л. Ушбу

Г In х
Г ф 'о

интегрални хисобланг. Булаклаб интеграллаш формуласи- 
дан фойдаланиб топамиз. Берилган интегралда

u =  In х, d v=  A=-dx у*

деиилса, у холда
1d u = —dx, v — 2 д/2

булиб, куйидагига эга буламиз:
I 1
 ̂—^ х  =  2 д/х 1 п х\ — 2 f--—=

J V i v l+o J  V*о о

=  — 2 lim д/х In х — 4 д/х|'+0=  — 4.
/-+о

Мисол ва масалалар
Куйидаги хосмас интегралларни хисобланг:

,00. 104.
0 о
1 1

ф ( х - \ )

Ш -О V v _ !
2 Г, -  0,25

102.

103.

Г х dx Г

д/4 — je2 J 5 * V2* + 1
3 л
Г 2 — 2
J л/З — * * 107.  ̂ д/tgxrfx.
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6-§. ХОСМАС И Н Т ЕГРА Л Н И Н Г  ЯКИ  НЛАШ УВЧ ИЛ И ГИ ХАКИДА 
ТЕОРЕМАЛАР. И Н Т ЕГРА Л Н И Н Г АБСОЛЮТ 

Я К И Н Л А Ш У ВЧ И Л И ГИ

f(x) функция Iа,Ь) да берилган булиб, b шу функция
нинг махсус нуктаси булсин.

9 - т е о р е м а .  | а,в) да манфий булмагаи f (x )  функция-
ь

нинг \f(x)dx хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши
а

учун V t t ( a ,  Ь ) да
t

F ( t )  =  ̂ f(x )dx^ .C  (C  =  const)
О

булиши зарур ва етарли.
10-т е о р е м  a. f (x )  ва g (x )  функциялар \а,Ь) да 

берилган булиб, b шу функцияларнинг махсус нуктаси 
булсин. Агар Vx£|o,fr) да

0 < / (x )< g (x )
ь

булса, у холда \^g(x)dx интегралнинг якинлашувчили-
а

Ь Ь

гидан \j f(x )dx  нинг як,инлашувчилиги; ^f(x )dx  интег-
а а

Ь
ралнинс узоклашувчилигидан \j g (x )dx  нинг узоклашув-

а

чилиги келиб чик,ади.
11-т е о р е м  a. f (x )  ва g (x )  функциялари [а, Ь ) да 

аникланган, f (x ^ 0 ,  g (x )^ 0  булиб,

П т  е/х) =  k ( ° < k <  +  ° ° )  x - гЬ  — О S i x )
b

булсин. Агар k <  + 0 0  ва \^g(x)dx якинлашувчи булса,
а

Ь .
\^f(x)dx хам якинлашувчи булади. Агар k > 0  ва
а
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г b] g (x)d x  узоклашувчи булса, \^f(x)dx х,ам узоклашувчи
a a
булади.

1 2 - т е о р е м а .  Агар х нинг Ь га етарли якин 
кийматларида

f ( x ) =  ч>(х) ( а > 0 )
( Ь - х ) а

булса, у х.олда <р(х) ^  С <  +  оо ва а<С 1 булганда
ь
\>f (x )d x  интеграл якинлашувчи, ср( х ) ^ С > 0  ва
а Ь
3^1 булганда \^f(x)dx интеграл узоклашувчи булади.

а

1 3 - т е о р е м а .  Агар х-+Ь —  0 да f (x )  функция
га нисбатан а ( а > 0 )  тартибли чексиз катта булса,

ь
у х,олда  ̂f (x )d x  интеграл а <  1 булганда якинлашувчи,

а

1 булганда эса узоклашувчи булади.
1 4 - т е о р е м  а ( К о ш и  т е  о р е м а  с и). Куйидаги

ь
\ f(x )d x
а

хосмас интегралнинг (Ь  —  махсус нукта) якинлашувчи 
булиши учун, V p > 0  сон олинганда \ам, шундай 
> 0  топилиб, Ь — / '<  Ь, 6 — 6 <  t"  <  Ь тенгсизликларни 
каноатлантирувчи ихтиёрий t' ва t"  лар учун

I" г
\ F ( t " ) - F ( t ' ) \  =

\ f ( x)dx <  е

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
15-т е о р е м  а ( Д и р и х л е  а л о м а т и). f (x )  ва 

g (x ) функциялар |а,Ь) да берилган булиб, улар куйидаги
шартларни бажарсин:

1) f (x )  функция \а,Ь) да узлуксиз ва унинг шу
ораликдаги бошлангич F (x )  ( F '( x )= f (x ) )  функцияси
чегараланган,
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2) g (x )  функция \а,Ь) да g '(x )  х,осилага эга ва 
у узлуксиз функция,

3) g (x )  функция \а,Ь) да камаювчи,
4) lim g ( x ) — 0.

х-+-Ъ — 0

У х.олда
ь
\ f (x )  g (x )  dx
а

интеграл якинлашувчи булади.
а

1 6 -тео р е м а . Агар [ \f(x)\dx  интеграл якинлашув-
ь

ь
чи булса, у \олда ^f (x )d x  интеграл \ам якинлашувчи

а

булади.
h

7- т а ъ  р и ф. Агар   ̂ \f(x)\dx интеграл якинлашувчи
а

b
булса, у х;олда \^f(x)dx абсолют якинлашувчи интеграл

а

деб аталади, '/ (х ) функция эса |а,Ь) да абсолют 
интегралланувчи функция дейилади.

25- м и с о л .  Ушбу

1

Sx arc sin х -~ = = - d x

V  i - * 2

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Агар
‘ I

F ( / ) =  (  =  s in  i f
i  V i - « ! J  V w  2

ва V / G[0,1) да

F(/) =  {{a rc s in  y

эканлигини эътиборга олсак, 9- теоремага кура берилган 
интеграл якинлашувчи булишини топамиз.
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26- м и с о л. Ушбу

COS X .ах
о Ч[ -  х

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Равшанки, 
V x £ |0 ,l) да

cos2* 1

булади. Ушбу

f  dx __ f  dx

J  \ l - r ’ '  0 - * ) '/40 v 0

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини эътиборга олиб,
10-теоремадан фойдаланиб,

COS2*  .ахио  ̂1 - '

интегралнинг якинлашувчи эканипи топамиз.
27-м и с о л. Ушбу

\ --2 <1Х J  s in  Xо

хосмас интегралнинг узоклашувчилигини курсатинг. 

Маълумки, V jtG (0,1 ] да ех> \  булади. Демак,

.''2 >  , '2 и е (о ,1 ])
sin  X s in  X

I
Энди \ —- dx интегрални караймиз. Таърифга 

J  s in “ jc
кура

о
1 1
\—^ r d x =  lim  \ =
J  sin х /-*• -i-о J  sin xо . t

=  lim ( — ctgje)|j =  ctg 1 +  lim ctg/ =  -f- 00
(-►+0 /->-+0
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S dx
-- Y~ хосмас интеграл узоклашувчи ва
sin хо

10-теоремага биноан

е* А— j-ax
sin х о

интеграл хам узоклашувчи булади.
28- м и с о л .  Ушбу

I ^
 ̂ д/\пх dx

о

интегрални якинлашувчиликка текширинг. Бу хосмас 
интеграл билан бирга

I
f dx

караймиз. Равшанки,

з ,---------
lim л/х-1 пл: =0.

х —*■ + 0

якинлашувчи интегрални

зг

11 - теоремага кура
1 ______

д/1пх dx
о

интеграл х,ам якинлашувчи булади.
29- м и с о л. Ушбу

1
dx

о V l ^ 4
интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Интеграл 
остидаги функция учун
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-\/l-*4 V(  1 — 1 + дгХ 1 -b-̂ 2)
1 1  I I

V ' - *  лУГГ+лгХ I +je2) VTl+xKl+x2)

булиб, x —*■ 1 — 0 да

___ 1___ .___  1 = of___ '— A
( l - * ) '72 д/( 1 +-«X 1+^2) \ П - * )1/2/

булади. 13-теоремага кура берилган интеграл якинла- 
шувчидир.

30- м и с о л .  Ушбу

I __ ______  I ________ __

I =   ̂ Iri sinx dx
о

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг, кийматини 
топинг.
Равшанки, 0 < а <  1 булганда

In 1п 5‘пх-= пт ct^ T  = _ l i ,n f  1 4  /Vos х\ — О
ж—►() _ L  х^о-ах-а 1 л — (Ла sm х )

ла

булади.
я

\  d *  ( 0 « Z < 1 )
О

якинлашувчи булгани учун 11-теоремага кура карала- 
ётган интеграл якинлашувчи булади. Энди бу интеграл
нинг кийматини топамиз:

'Z Y
/ =   ̂ In s\nx d x =   ̂ ln^2sin * -cos~^dx =

о о
л л л л
У  Т  ~2 ~2
 ̂ ln2rfx+  ̂ In sin~dx-\-  ̂ In cos^dx-  ̂ \n2dx=~\n2.

0 ()
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 ̂ In c o s * Jx  =  2  ̂ In sin tdtft =  — |  Y
О Л I .

4

Демак,

/ =   ̂In2 +  2  ̂ In siri tdt 2  ̂ In siritdt =
о л .. •

4
Л
2

=  y  • ln2 +  2 ij In sin/d/= In2 -j-2/.
о

Кейинги тенгликдан

/ =  _  ?.|n 2

булиши келиб чикади.
3 1 - м и с о л. Ушбу

интегралнинг абсолют якинлашувчилигини курсатинг. 
Аввало

I cos( 1---| V  1 I <  1
1 V у* / Vх 1 V*

булишини аниклаймиз. Равшанки,

О

хосмас интеграл якинлашувчи. Унда 10- теоремадан



хосмас интеграл як,инлашуичилиги келиб чикади. Бу  эса 
берилган интегралнинг абсолют якинлашувчилигини бил- 
диради.

32- м и с о л. Ушбу

Ssin( r b ) '
dx

l —x

интегрални абсолют ва шартли якинлашувчиликка текши
ринг.

Интеграл остидаги функцияни куйидагича ёзамиз:

5К т Ь ) -

Бу ерда
1 1

1— *  ( 1— х)-
f(x ) =  sin , — -2-, g (x )=  l — x.

Бу  /(х) ва g(x) функциялар 15-теореманинг (Дирихле 
аломати) барча шартларини к.аноатлантиради.

1) Нх) = ---г-- sin-r--1—  функция [0,1) да узлуксиз
( 1 — х у  1 —  *

ва унинг бошлангич функцияси F (x )=  — cos чега

раланган,
2) g (x )=  1— х функция [0,1) да g '(x )=  — 1 хосилага 

эга ва у узлуксиз функция;
3) g (x )=  l — х функция [0,1) да камаювчи,
4) lim g {x )=  lim (1 — х) =  0.

х -*-1 —0 х -*-1 —О

Демак, 15-теоремага кура берилган хосмас интеграл 
якинлашувчи.

Равшанки,

I 1 . 1 I .  1 . 2 1 , с . \- • sin—--- ^Е------sin-,--- . (5)I 1 — X 1— X I  1— X l — x

Энди
I

1 • 2 1 J• sin ---- ax
о

интегралнинг узоклашувчи булишини курсатамиз. 
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Ихтиёрий 6 > 0  сонни олайлик. Агар е = —, t' ва t"4
лар сифатида 1— б < / '<  1, 1 — 1 тенгсизликларни 
каноатлантирувчи

лар олинса, у холда

I Г . 2 1 dx\ s i n -----._____
2лл

[ s in 2 1 . dx
J  1 — X 1 — X 

1 V
)  Ь1П 1 - х

I--L
1 —X

2ал о 2пл 2пл
sin / j ,  1 Г . 2j j i  I Г I — cos2i ,,
- r d l > 2 ^ \ S m l d l  =  T n n \  ~ Г  rf' -

яд  пл  пл

1 лл __  1 _
~  2 л л * 2 =  4 =  8

булади. Бу эса, Коши теоремасига мувофик,,

( — 1 sin2 1 dx J  I -д: 1 — х
0

интегралнинг узоклашувчилигини билдиради.
Юкоридаги (5) муносабатдан ва 10-теорсмадан фойда

ланиб,

\ Ы — sin - 1 -Idx
J I  i — X  l — X  I
о

интегралнинг узоклашувчи булишини топамиз.
Демак,

1
\ т--- s i n -dxJ  1—х 1 — х
о

хосмас интеграл шартли якинлашувчи экан.
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Куйидаги интегралларни якинлашувчилигини исбот- 
ланг:

Мисол ва масалалар

1

а гс cos х

I
т .  [ . dx - н е . f

о л/l — x' °  0

112. is in f  117. \ - ^ d x .J  \ COS* / л x J  л/sinx
о 0

113. \ \ l  x , dx. 118. ( ' ^ d x .
} V  l Ф

114. ( Д  /-'-6 + 4  dx. 119. [ — ^ d x .
J  V  16 —JC2 J e s,n' - Iо V о

Куйидаги интегралларнинг узоклашувчилигини ис- 
ботланг:

3 /—— sin*

2 1 
dx lf lo  Г dx

l2 °- ,„7 l23'

121. . 124. ( " " 'd x
x3 — 2x2 +  i '  ' J  x2

122. ( -  * ix . 125. ( ^ - d x .
I 3 ' Vs" “

Куйидаги хосмас интегралларни якинлашувчиликка 
текширинг:

,26. [ l ~ c° sxdx. 129. [ J l W L p n j x .J х-фс  J X —  д/Х
0 О
1 1

127. jj t - . 130. f dx.3* * J  In( 1 -|- л:)
0 ‘ " -1

I
128. Jj^ ln  2~dx. 131.
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,32. ( a-ri 134. j - U c o s ^ f U x .
J  x\n (1 -f - x) j  x-yx Vх

l33. t V f ! ± 4 = - - dx, ,35. \ , .
J  JC2 J  V* +arctg*0 о

Куйидаги хосмас интегралларни абсолют якинла- 
шувчиликка текширинг:

1 1
136. ( /  sin ' dx. 139. ( -  -sin lrfx .

)  x2+ l  X J  e ' - |  xо о

137. [ ^ ^ - d x .  140. \~~f~dx.
J  X  1ПХ J  v 2
0 0 

0.5

X

1
138. ( (  v Ycos [dx . 141. ( ^ 4 — -dx. 

J V 1- * /  a2 0 ( л[х —x f

Фараз килайлик, f(x ) функция (a, с — r)i] ва [с +  т|2, b) 
(t ) i> 0 , т]2> 0) ораликларда интегралланувчи булиб, 
с нукта функциянинг махсус нуктаси булсин:

М аълумки, г| 1 — 0, г|2^-0 да ушбу
С-Л, Ъ

^ (Л ь % )=  \ f(x )d x +  jj f(x)dx
а С + Л2

функциянинг лимити f(x) функциянинг (а, Ь) даги хосмас 
интеграли дейилади ва куйидагича белгиланади:

ь
lim F(t|j,t]2)=  [f(x )dx  (6)
л,-*-о J
„2-о а

Агар F(r\i,r]2)  функциянинг лимити чекли булса, 
(4) хосмас интеграл якинлашувчи, акс холда интеграл 
узоклашувчи дейилади.

8- т а ъ р и ф. Агар  г| i =  т]2 =  т, ва т) —>- 0 да
с —  ц b

/7о(11.т1-)= 5 f (x )dx +  5 f(x)dx
a c-f-rj

функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, у холда ь
\^f(x)dx хосмас интеграл бош киймат маъносида якинла-
а
шувчи дейилиб,
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lim /•’(,(Л,г]).
т] ->0

Ь
лимит эса ^f(x)dx хосмас интегралнинг бош к,иймати

а

дейилади. Уни
ь

V .P .\ f(x )dx
а

каби белгиланади:

Ь Г 1 - 1 |  &

V.P. ^/(;с)Лс= lim  ̂ f(x )dx+   ̂ f(x)dx
a 11 ”* °  |_ а с + т|

Ь

f(x)dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у бош
а

киймат маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок
ь

f(x)dx  хосмас интегралнинг бош киймат маъносида
а

якинлашувчи булишидан унинг якинлашувчи булиши хар 
доим келиб чикавермайди. Масалан, ушбу

Н ‘
- 1

хосмас интеграл бош киймат маъносида якинлашувчи:

v p - j v - , ' ™ „ (

— Iim[ln|x| | In |лг| | ' ] =  0.
T| —► о Л

I
c  [  dxБирок \ —  хосмас интеграл якинлашувчи эмас.

- 1
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Ь л

142. V .P . J  -~-с ( а < с < Ь ) .  144. V .P. J xtgxdx.
а О
4

143• V  P S ^  ,45. V . P . L - 4 -  .
05 J  3 — 5sm*

о

Куйидаги интегралларни топинг:

XVI боб

П А Р А М Е Т Р Г А  B 0 F J1 ИК, И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1-§. ПА РАМ ЕТРГА  БОГЛИК, И НТЕГРАЛ ТУШУНЧАСИ

f(x,y) функция R 2 фазодаги бирор
D =  {(x ,y )£ R 2:a^ .x t^ .b , y £ E c z R }

тупламда берилган булсин. у узгарувчининг Е  тупламдан 
олинган хар бир тайинланган кийматида f{x ,y ) функция 
х узгарувчиси буйича [а,Ь\ ораликда интегралланувчи, 
яъни

^f(x,y)dx

интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у  узга
рувчининг Е  тупламдан олинган кийматига боглик булади:

l (y )= \ f(x ,y )d x .  (1)
а

Одатда (1) интеграл параметрга боглик, интеграл, 
у узгарувчи эса параметр дейилади. Параметрга боглик 
интегралларда 1(у) функциянинг бир катор хоссалари 
(лимити, узлуксизлиги, дифференциалланувчилиги, ин- 
гегралланувчилиги ва х.к.) урганилади. Бу хоссаларни 
урганишда f(x ,y) функциянинг у буйича лимити ва унга 
интилиш характери мухим роль уйнайди.

f(x,y) функция D  тупламда берилган, г/о эса Е  туп- 
ламнинг лимит нуктаси булсин.
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V

1 - т а ъ р и ф .  Агар  Ve>-0 олинганда щ м, (V  xd\a,b\ 
учун шундай) 6  =  6 ( e , j c ) > 0 .  топилсаки, \ у —  г / о 1 < б  
тенгсизликни к,аноатлантирувчй У у £ Е  учун

\f(x,y) — <p(x)\<;e,x£{a,b]

булса, у х!олда (р(х) функцийJ ( x , у ) функциянинг у-+уо 
даги лимит функцияси дейилади.

f(x,y) функция D  тупламда берилган булиб, оо 
Е  тупламнинг, лимит нуктаси. булсин.

2 - т а ъ р и ф .  Агар, V e > 0  олинганда х;ам (х£[а,Ь] 
учун) шундай \  =  А (е ,х )> 0  топилсаки, [г/|> А  тенгсиз
ликни к,аноатлантирувчи У у ^ Е  учун

\f(x,y) — ф(*)1 < 8

булса, у \олда ф(дг) финкция f(x,y ) функциянинг у-у- оо 
даги лимит функцияси дейилади.

1 - м и с о л. Ушбу
f(x,y) =  x siny

функцияни i> = {(x ,y )£ R 2: 0 ^ x ^  1, y £ R }  тупламда ка- 
райлик. y —̂ Y  даги лимит функция х эканлигини кур

сатинг.

Агар V e > 0  га кура. 8 =  е деб олинса, унда 
\у — у0\— \у — ~ |  — б тенгсизликни каноатлантирувчи 

V«/£/? ва V x £ [0 ,l] учун

\f(x,y)— ф(х)! =  |xsiny — х\ =  \х\ Isini/— 11 =
Л . J l

y - ijr  У+о
x\ |sin// — s in y |  =  \x\ a "2sin- 2 • cos ——

< \У - - 2  1< е

булади. Демак, у —■ да f(x,y) =  xs\ny '  функциянинг

лимит функцияси
ф (х )=  lim f(x ,y )=  lim jcsi n y = x

Л Л

булади.
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функция D =  {(x ,y )£ R 2:0 ^ x i^ .  1, у £/?} тупламда берил
ган булсин. у-+оо даги лимит функцияни топинг. 

ф(х) =  0 эканлигини курсатамиз.

Агар V e > 0  га кура А =  ̂  деб олинса, унда |г/| > Д  

тенгсизликни каноатлантирувчи ' i y ^ R  учун

I f(x ,y) — ф(*)1 =  I - \:2 — ОI <  ~и~ <  е1 1 + у  х I Ух

булади. Демак, 0 < х <  1 учун у-+ оо да /(х, у ) —
=  2 функциянинг лимит функцияси ф(х) =  0 булади.

1 + У  X
х =  0 да ф(0) =  0 эканлиги равшандир.

Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида, ли 
мит функция таърифидаги б =  е булиб, у факат е гагина
боглик,, иккинчисида эса Д =  булиб, у берилган е >

> 0  билан бирга каралаётган х нуктага хам боглик 
эканлигини курамиз. ,»

Лимит функция таърифидаги б > 0  нинг факат е >  
> 0  гагина боглик килиб танланиши мумкин булган хол 
мухимдир.

3- т а ъ р и ф. D тупламда берилган f(x,y) функция
нинг у —>-г/о даги лимит функцияси ф(х) булсин. V e >  
> 0  олинганда хам шундай б =  б(е) топилсаки,
| у — уо\ <  < б  тенгсизликни к,аноатлантирувчи У у £ Е  ва
Vx£[a,6] учун

|/(х, у ) — ф(х)| < е

булса, f(x,y) функция уз лимит функцияси ф(х) га 
\а,Ь| да текис якинлашади дейилади.

4- т а ъ р и ф. D тупламда берилган f(x,y) функциянинг 
y-^-yo даги лимит функцияси ф(х) булсин.

V 6 > 0  олинганда х;ам шундай ео>0, х0£\а,Ь\ ва \у\ —
— г/оI < б тенгсизликни к,аноатлантирувчи у\£ Е  топил
саки, ушбу



\f(x0,yi) — ф(*)| > 8 0

тенгсизлик уринли булса, у х^олда f(x,y) функция ф(х) га 
нотекис якинлашади дейилади.

Юкорида келтирилган 1- мисолда f(x ,y) =  xs\ny функ
ция у ~  да уз лимит функцияси х га текис якинлашиши

равшандир. 2- мисолда эса /(х,г/) = — ху функция
1 +х у

у->- оо да лимит функция ф(х) =  0 га нотекис якинлашади. 

Хакикатан хам, V A > 0  сонни олайлик. Агар е0 =  -~-, у х 

сифатида \у\\ > Д  тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиё
рий у\ ни ва х0= — 'деб олсак, у холда 

У1

y''~ k  1 1
l/(*o>#i) ф(х )1 = ---- — Г  =  У > 8 о =  з"

1 +У1—j  
У\

булиб, бу 4-таърифга кура у-+оо да f(x,y) = ---
1 +х у

функция уз лимит функциясига нотекис якинлашишини 
билдиради.

3- м и с о л. Ушбу

f(x ,y ) =

■О+тУ
функция D — {(x ,y)^R '2: 0 < х <  1, 0 < (/ <  +  оо} тупламда 
каралаётган булсин. у —*- -(- оо да лимит функцияни топинг 
ва якинлашиш характерини текширинг.

lim f (x ,y )=  l i m --- —--- —  = — 1—
у— + оо у->- + <ю 1 _|_̂ | _ | _ 1 + е *

эканини куриш кийин эмас.

|/(х,г/) — ф(х)| = 1 1
■ +К)у i+e*
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Агар а =  е1па ва д О О  ларда ln( 1+ х )< ;х  эканлигини 
■гьтиборга олсак, у \олда |f(x,y) — ф(х)|

L / C  2„2)| _  \е*-е
4 —  4

2Г
~*У

е
4 4 О - * - ) .

( l — е 2#) < е  тенгетенгсизликни ечиб топамиз:

У >
21 1 —

т ) '
Агар А = ..--— ----- десак, у холда V e > 0  га кура

2'" (  1 — J  )

А = ---- 1 . и >  А

Ц>-т)
тенгсизликни каноатлантирувчи V// лар учун ва 
V a'£ [0,1 ] учун

\f(x,y) — (f(x)\ 1 1

1+К)у 1-fV

ген гсизл и к уринли булади. Бу эса 3- таърифга кура 
берилган f(x,y) функцияни у —*■ -foo да лимит функция 
Ч(-V) га текис якинлашишини билдиради.

4 -м и с о Л . Ушбу

f (x ,y )=  s in-

функция D =  {(x ,y )€ R 2:x £ R , 0 < у <  +  оо} тупламда бе
рилган булсин. у —>- -foo да лимит функцияни топинг ва 
пнтилиши характерини текширинг.

lim l(x ,y )=  lim sin— =  0 эканини куриш
If +  оо «/ —- - f  оо У

кийин эмас: ф(х) =  0



V(-> 0  га кура A = ——- десак, у х,олда \.y\ > A  тенг

сизликни каноатлантирувчи V y  учун | sin— | < е  булади.
| X | 'Бу ерда Д = —  факатгина е га боглик булмай х га х.ам

I x I

богликдир. А ни х га богликмас килиб олиб булмаслигини 
курсатишни укувчига х,авола киламиз.

Демак, каралаётган функция уз лимит функциясига
4- таърифга кура нотекис якинлашади.

Т е о р е м а .  f (x ,y )  функция у —>~уо да лимит функция 
<р(х) га эга булиб, унга текис якинлашиши учун V e >  
> 0  олинганда \ам, х(х^\а,Ь\) га боглик, булмаган 
шундай 6 =  6 (е )> 0  топилиб, |у — г/о1<6, Iу ' — y o l< 6  
тенгсизликларни каноатлантирувчи У у ,у '£ Е  х,амда 
Vx£[a,6] учун

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
2- §. ПАРАМ ЕТРГА БОГЛИК, И НТЕГРАЛЛ АР Н И Н I ФУ Н КЦИОН АЛ

ХОССАЛАРИ
1 - т е о р е м а .  f (x ,y )  функция у  нинг Е  тупламдан 

олинган х,ар.бир тайин кийматида х нинг функцияси 
сифатида \а, Ь] ораликда узлуксиз булсин. Агар f (x ,y )  
функция у-*-у о да ц (х )  лимит функция га эга булса ва унга 
текис якинлашса, у холда

булади.
2-т е о р е м  а. Агар f (x ,y )  функция D =  { (x ,y )£ R 2: 

\х£\а,Ь], yt\c,d\} тупламда узлуксиз булса, у х,олда

функция [с, tf] ораликда узлуксиз булади.
3-т е о р е м а .  f(x , у )  функция D — {(x , у )  £ R 2\xd\a, 6], 

у£\с, d\) т у пламда берилган ва у узгарувчининг [с, d\ ора- 
ликдан олинган х,ар бир тайин кийматида х узгарувчининг 
функцияси сифатида [а, Ь ] ораликда узлуксиз булсин. Агар

\ f (x ,y )— f(x ,y ')\ < :e

Ь Ь
(2)

ь
Ч у ) =  \ f(x ,y )d x

а
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t (x ,y ) функция О тупламда fy(x ,y ) хусусий хосилага эга 
булиб, у А  да узлуксиз булса, у холда 1 (у ) функция хам 
| c,d\ ораликда Г  (у )  хосилага эга ва ушбу

ь
l ' ( y ) = \ f ' y(x ,y )dx  (3)

а

муносабат уринлидир,
4 - т е о р е м а .  Агар f (x ,y )  функция 2- теорема шартла-

d

рини каноатлантирса, у холда I I ( y )d y  интеграл мавжуд

ва
Ь ~| Ь |- </
\ f(x ,y )d x  j f(x ,y )d y dx (4)

муносабат уринлидир.
/(х,у) функция D = - {(x ,y )^ R ’:x^[a,b], //f[r,t/]} туплам

да берилган, у узгарувчининг\c,d\ораликдан олинган хар 
бир тайип кийматида f(x,y) функция х узгарувчининг 
функцияси еифатида \а,Ь] ораликда интегралланувчи 
бу. 1 с и н.

х=?а(у), х = р (у )  функцияларнинг хар бири \c,d] да 
берилган ва Vy£\c,d ] учун

l i< O ( j )< P | / / ) :0  (5)

булсин. У холда
N и)

Д у )=  [f(x ,y)dx  (1)
at и i

интеграл мавжудлиги ва у параметр у г а богликлиги 
ра вша ндир.

5- т е о р е м а .  f(x,y) функция D  =  { (x .y )£ R 2:x£\a,b], 
/у £}c,rfj} тупламда узлуксиз, а (у ) ,  $ (у )  функциялар \ c,d\ да 
узлуксиз ва (5 ) шаргни каноатлантирсин. У холда

Ш)
Ц у ) =  \ f (x ,y )d x

Му)

функция хам \c,d\ ораликда узлуксиз булади.
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6 - т е о р е м а .  f ( * ,y )  функция D  =  {(x ,y ) £ R 2:x£\a,b], 
yd\\ c,d |} ту пламда узлуксиз, f 'y(x ,y )  хусусий х,осилага эга
ва D да узлуксиз, а  (у ) ,  f i(y ) функциялар «Ч*/). Р '(У )  
х,осилаларга эга ва улар (5 ) шартни каноатлантирсин. 
У х,олда 1 (у ) функция хам \c,d\ ораликда хосилага эга ва

Ми)
Н у )  =  \ L (x ,y )d x  +  iY (y ) f ( l i ( y ) ,  y ) — a ' ( y ) f ( a ( y ) ,  у ) (6 )

а-(У)

муносабат уринлидир.
5- теорема шартлари бажарилган холда 1(у) функ

циянинг \c,d\ ораликда интегралланувчи эканлиги ке- 
либ чикади.

5-м и с о л . Ушбу
2

lim \ x2cosaxdx ни топинг. Интеграл остидаги /(х,а) =
а-0 J
=  x2cosax функция л:G[0,2] а £/? ларда узлуксиз экани 
равшандир. Ж умладан, у D =  {(x,y)^/?2:xg[0,2],ag[0,2]} 
тупламда узлуксиз.

lim/(x,a) =  lim x2cosax =  x2,
a-*- 0 a—>-0

I /(x, a ) — x21 =  | x2cosax — x21 =  | x2(cosax —
— 1)| = x 21cosax — 11 — x 11 — cosax| =

=  x2|2sin2-“  | <  2x2J f  <  8a2< e.
д[i

Агар V e > 0  га кура 6=-^=- десак,

|/(x,a) — x2|<Ce булади. Бу эса a->-0 да /(х, a ) =  x2cosax 
функциянинг лимит функция х2 га текис якинлашишини 
билдиради. 1-теоремадан фойдаланиб топамиз:

2 2 2 2

lim \x2cosaxdx=  \ 1 irrix2cosaxr/x== \ x2dx — ~ 1  = —.
a—>-0 J  J  a —»-0 J  3 *0 30 0 0



Юкорида келтирилган .3- мисол га кура интеграл ости- 
даги

f(x ,n )=  --- 1 функция п —v оо да лимит функция(1+Я
га текис якинлашади. Демак, 1-теоремага кура

1 +

1
I + <?*

интеграл остида лимитга утиш мумкин, яьнн

1
lim V dx - = t l i m /  ' \dx --- 

+ ( ' л ) "  ° Д  1 + <> + “  >"0
1 I
Г dx __ Г е Xdx __  f  d(e * + 1)
J  1 +  ех J  1 +  е ~ х ~  J  е - * +  1

булади.
7- м и с о л. Ушбу

lim [ Х.е  dx
у-О J уг

интегралда лимит белгисини интеграл остита киритиш 
мумкинми?

Фараз к,ил а йл и к, лимит белгисини интеграл остига 
киритиш мумкин булсин. Лопиталь коидасини куллаш

X 2билан lim— у = 0  эканини куриш кийин эмас. Де-
у-*-0 у

мак,
1
\ I i m ~ е  "J dx =  0ii О IIу -* О У

булади.
Энди интегрални кийматини хисоблаб, сунгра лимитга 

утамиз:



Демак, лимит бел гиси ни интеграл ости га киритиш мум- 
кин эм ас экан.

11 era ? Ш  а рхл а б бери н г!
8- м и с о л. Ушбу

функциянинг у~- 0 нуктадаги хосиласииинг мавжудлиги- 
нн хамда (3) формула уринлилигипи текширинг.

Фара;; к.илайлик, ! (у )  функциянинг у а ф 0 нуктада 
хосиласи мавжуд булиб, (3) формула уринли булсин. 
У холда

булади.
Энди берилган интегрални булаклаб интеграллаш фор

муласидан фойдаланиб, бевосита хисоблайлик:

о

=  arctg
Уч I о У о

/(у ) =  х\п \Jх2 -+ у21 *Z у — ( * 2 dx -
J x-\-irО

/

= 1пд/1 +  i f  — 1 +  //arcigх Г* U • г — О

=  In д/1 -)- у1 —- 1 -|-yarctg  ̂.

/(0 )=  — 1 булгани учун

булади.
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Интеграл остидаги функциянинг у буйича хосиласи

Демак, каралаётган интеграл учун (3) формула уринли 
эмас. Маълумки, (3) формула уринли булиши нинг а сое и й
шартларидан бири / ' ( л,//) =  ,,у функциянинг узлук-

.v + у
сизлигидир. Бу функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз 
эмаслиги равшандир.

9- м и с о л. Ушбу

II булиб, у // =  0 нуктада иол га тенг.

arctg(atgx) ,

о

ин те г р а л н и \ и собл анг.
Фараз килайлик, х ф а ^ г > 0  булсин. У холда

, агар хф(),х=/= булса,

f (x ,a )=  а, агар х==0 булса, 

0, агар х = 2  булса

функция хамда

0, агар х —  ̂ булса

функциялар D — {(х,а)£ R ’: ^ ; ( )<  (■: <  а} тур гбур-

чакда узлуксиз экани равшандир.
Демак, (3) формулани куллаш мумкин. 
Иатижада

булади.
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Бу интегралда igx — l алмаштиришни бажариш нати
жасида

-f оо

П а ) =  \ ,J  <1-1-ГК 1+0 Г)(I

интегралга келамиз.
+  -  оо

v di _  1 [  dt I "
J  < 1 + r)( I f a 2/5) l - « 2 J  1+/2 «2--l0 0

I , , I f ^ , a , . .. I 4- oo=  - -,,arctgn +  -, — arctg(a/)
i — a" 1 и a' — 1 I и

Энди
т i

/ '(« ) — 2 * i_jl„ ифодяни интеграллаб, топамиз:

/( a)—  ̂1п( 1-|-a) +  C, бу ерда Г  —  ихтиёрнй узгармас 

сом.
Л <• +0 да лимитга у гиб, охирги муносабатдан куйида

ги пи оламиз:

lim /( a)— -O-f-C,
й - +о ~

яьни:
С =  lim /(а).

и -  + 0

Интеграл остида г и функция узлуксиз булгани учун
2-теоремадан фойдаланиб

я

/((>) =  lim / (a )=  \ lim ;,rr,;:," ’UA4/.v Л.
«— н о , ia-+  о ^

эканини, яьни С =  0 эканини топамиз.
Шундай килиб, а > 0 ларда

/ (a )=  g ln( I + а )

булади.
Худди юкоридагига ухшаш а < О булганда
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l(a) =  Y  ln( 1 — a)

эканини курсатиш кийин эмас. Демак, каралаётган 
интеграл Va  да

/(а) =  | !п (1  +  |а|)

га тенг.
10- м и с о л. Ушбу

;
.,ь

1 = '=  \ |nv dx ( a > 0 ,b > 0 )  
о

интегрални х,исобланг.
Равшанки, х > 0  да

а

булади.
'  а Ь \ h

Демак, / =   ̂ ' — d x=  ^dx^x!,dy.

Интеграл остидаги f(x ,y) =  xy — функция D =  {(x ,y )£ R 2: 
:х£[0,1], yd [a,b ]} тупламда узлуксизлигидан (4) форму
лами куллаш натижасида топамиз:

l= \ d y \ j xyd x =  J .dy =  In 1 + b
1 +  у 1 -f a

a 0

Шундай килиб, каралаётган интеграл

о

экан.
11 - м и с о л. Ушбу

Ь + а
п/ ч Г si пах , / (а )=  \ ---- ахх

а -\-а

интеграл учун F '(а ) ни топинг.
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Юкорида келтирилган 6-теорема шартларини текши- 
рамиз.

. sinax . . ,ч/(х,а) =  ------ функция хф л) ларда узлуксиз,

f'(x ,а ) =  cosax эса /? да узлуксиздир.
( a + a ) '  =  (b | - a ) /=  I.
(6) формулами куллаб, топамиз:

b- fa
rv /  , Г . . s i n a ( H  a) s i n a ( u - f a )

/• a ) =  \ сosax a x - f  , , —  , =v ' J 6- fa a -faa -f-a
siria(ft f a )  sina(a-f a) . sina(6-f a) sina(u f  a ) _______

a  a  b - f a  a - f a

= ( I + / ) + a ) Sina(fe + a ) - ( a + a+ a ) Sina(a + a)-

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг берилган тупламда лимит 
функцияларини топинг:

1. /(x,w)==x+cos 1 ;' '  ̂ X//

D =  {(x ,y )d R 2:0 < x <  +  oo, 0 < //<  +  oo}, j/()==-|-oo.
2. f (x ,y )= (x — 1 )arctgx";

D =  {(x,y ) £ A? ’ : 0 < x <  -f oo, 0 < у <  -(- oo },//„ =  -(- oo.

3 •«*••*)=

0  =  {(х,г/)£/?2:х £ Я , 0 <  (/<  +  oo }, //„=-)- oo.
4. f(x ,y) =  x";

D =  {(x,*/)£tf2: 0 < x <  1, ( )< ;/ <  1}, //„ =  0.
5. /(x,//) =  x2si n//;

D =  {(x ,y )£ R 2:x d R , 0 < г / < л }, //„=  ̂ •

6. /(x,n) =  V i+ * \
D =  { (x ,«)G/?2: 0 < x <  2, n£iV}, .«o=oo.

7. f(x,n) =  narctgnx2,
D =  {(x,/?)G AJ2:0 < x <  +  oo, n £ A'}, n0=  oo.
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оо , ri£N}, /?0 =  оо . 

о о , n£N}.>
8. f(x,n) =  п'х2е 

D =  {( x j i ) £ R 2:0 ̂  x <

9. f(x ,n )=  -Jn sinV n \Jn
D =  {(x ,n )£ R 2: 0< x<

!(). f(x ,n )=  ln ( l +V л!п-\-х
D =  {(x,n)£R'2:0 < x < 4 - °o .  n0=  oo.

Куйидаги функцияларнинг берилган тупламда лимит 
функцияларини топинг ва уни текис якинлашишини 
исботланг:

11. /(х,у ) =  е !,х\

D =  {(х ,у ) £ R : 1 ^  х <  -f- оо, 0 <  у <; оо }, у0 =  -)- оо.

12. f (x ,y )=  л[у sin * -,
</ V.v

D =  {(x ,y )£ R 2:x £ R 2, ()< //<  +  оо}, */0=-|-оо.
13. f(x,n) =  x2n,

D =  {(x,/7)£ A?2:0 < x < 6 ,  0 <  6 <  1, rtg/V}, п0=  оо.

м . | + n V ,

l )  =  {{x ,ii)£ R 2:
n 2 x2 v215. f(x ,n )=  - sin , .

l + A 4 V"
D =  {(x ,n )£ R 2:

>, л £ /V}, «0 =  o o .

', ri£N }, ntt =

Куйидаги функцияларнинг берилган тупламда лимит 
функцияларини топинг ва уни текис якиилашишга 
текширинг:

COS \jnx
л[п-\- 2дг ’ •

Л" G 10, -(- оо ), «£ Л / , Пи—  оо .

17. f ( x j i ) = Uxn*, х€ [1 ,+  оо),

16. /(х,п) =

n£N, п0 =  оо.
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18. f(x,n) =  n'2(̂  1—-cos x£ [0 ,+  00) 

n £ N, no =  oo.

19. f(x,n) — n [  s in ^  dt,
о

jcG[0,2], 0 < a < l ,  n£N , n „= o o .

20. /(x,y )=  1 cos ' . 0 <  x <  1,
x У

0 <  у <  4- oo , y0 =  oo.

21. Ушбу.
1

a */ )=  f x{d x J(x )d C \ Q M  / (x )> 0. 
J *  + Г

функциями узлуксизликка текширимг.
22. Куйидаги интегралларни хисобланг:

l+a
dx

\+ х 2 +  а2
а ) I i m \

a —0 Ja
1

б) lim \ д/х2 +  ОГ dx.
а ►<> •>

Куйидаги функцияларнинг х,осилаларини тонинг:

23. F (x )=  jj e- xy\ly.
X
c o s a

24. F (a )=   ̂ ea^' X dx.
s in a

a

25. F (a )=  ^/(x -|- a, x — a ) dx.

26. / '(a )— \ l:i"  1 av|</x.
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а с ! ос
27. /'(а )=  ^dx  ̂ sin(x2+ i/2 — a?)dy.

28. / ( л ) \ (̂х -\- y )f (y )d y , j (x )— дифференциалланувчи
о

(функция булса, И"(х)ни топинг.
Ь

29. Г ( х ) =   ̂ / ( у ) | х — у \ dy, а <  Ь. f (y )£ C [a ,b ]  F " (x ) i\ и
а

ТО Н И Н  Г.
х

30. /■( л-) =  [ [ ( I )(х — t)"~ 'd t,F t"\x) ни топинг.
О

Куйидаги интегралларни хисобланг:

31. I ln(fl2sin2je +  62cos2x)(/x.
• О

32.  ̂ 1 п ( ! -2acosx +  a2)dx.
о

33. ( |п ' ± " —  . dx ( | a | <  I ).
- j  1 — U C O S X  COS*

Sarctgjc dx
x [, 2 ’

о V 1 - *

l
,r „ arctgx f du _ .К у р с  а т м a: — \ муносабатдан фонда-

Л' J  14 х 'ч "И /, zxy
J I M  H И Н Г .

35. a)  ̂sin^ln ^  dx\ a >  0, b >  0
о

6) ico s (ln ].)- x‘ - / - ^ ,  a > 0 ,  b > 0.
0
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3-§. П А РАМ ЕТРГА  БОГЛИК, ХОСМАС И Н Т ЕГРА Л Л А Р

f(x,y) функция D =  {(x ,y)£R2:x£\a,-{- со ), y £ E c z R }  
тупламда берилган булиб, у узгарувчининг Е  тупламдан 
олинган хар бир тайин кийматида х узгарувчининг 
функцияси сифатида (« ,+  оо ) ораликда интегралланувчи, 
яънн

\ f(x,y)dx, (у Е  )
а

хосмас интеграл мавжуд ва чекли булсин. Бу интеграл 
у нинг кийматига боглик булиб,

f *
Цу)= \ f(x,y)dx

а

интеграл параметрга боглик (чегараси чексиз) хосмас 
интеграл деб аталади.

Ушбу
а j- оог г
\ j(x,y)dx,  ̂ f(x,y)dx

—  оо —  сю

параметрга боглик хосмас интеграллар хам юкоридагидек 
киритилади.

1(х,у) функция D =  {(х,у)£ R 2: х £[a,b\, y £ E a R }  
тупламда берилган, b —  махсус нукта булиб, £ тупламдан 
олинган у нинг хар бир тайин кийматида \а,Ь) ораликда 
и н те гра лл а нувчи, и ън и

h
^/'{x,y)dx (//££)

хосмас интеграл мавжуд булсин.
Бу интеграл хам у нинг кийматига боглик булиб,

ь
П У ) \ f(x,y)dx

J
а

интеграл параметрга боглик, чс г ара лак. маган функция
нинг хосмас интеграли деб аталади.

а нукта махсус, а ва Ь нукталар махсус, умуман 
параметрга боглик чегараланмаган, чегараси чексиз



хосмас интеграллар тушунчаси хам юкоридаги каби 
киритилади.

Масалан,

\ , (а > 0 )
J  (л- - - a tа

-f- оо

a t  R
о

интеграллар параметрга боглик, хосмас интеграллардир.
f(x,y) функция D =  {(*,//) 6 R2: xt\u, +  оо ), y ^ E c R }  

тупламда берилган, у узгарувчининг Е  тупламдан олинган 
хар бир гайим кийматида х узгарувчининг функцияси 
сифатида (о ,+  оо) ораликда интегралланувчи булсин. 
У холда чегараси чеке из булган хосмас интеграл таърифи- 
га кура ихтнёрий {а. Л] да (а < Л  •< ° °  )

А

/(/1,//) =■=•■ \ /(хуу )dx ; 7)
а

интеграл мавжуд в а
-f- оо

/ (# )— \ f(x.y)dx — lim l(A.y). (8)
А  —*- 4- оо

а

Демак, 1(у) ва 1(А,у) функциялар (8) ва (7) интеграл
лар оркали аникланган булиб, 1(у) /(Л,у) функциянинг 
А —у -(- оо даги лимит функциясидир.

5- т а ъ р и ф. Агар А -*■ -j~ оо да !(А ,у) функция 
уз лимит функцияси Ну) га Е  тупламда текис ящинлашеа, 
у ,\олда

f  оо

Н у )—  ̂ f (x<!/)dx
а

интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи деб аталади.
6- т а ъ р и ф. Агар А -*■ +  оо да f(A,y) функция 

уз лимит функцияси ](у ) га Е  тупламда нотекис 
.щинлашеа, у х1олда

оо

Н у )=   ̂ f(x,y)dx
а

интеграл Е  тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади.
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(8) интегралнинг £ тупламда гекис якинлашувчи 
булиши куйидагидан иборатдир:

+  оо

! )  ̂ f(x,y)dx хосмас интеграл у узгарувчининг
а

£ тупламдан олинган хар бир тайин кийматида якинла
шувчи,

2) V  г >  0 олинганда хам, шундай А =  А (к )> 0  топила- 
дики, V /1 > A  ва у £ £ учун

+- ОО
 ̂ /(x,y)dx

А
булади.

+ оо
 ̂ f(x,y)dx интеграл £ тупламда якинлашувчи, аммо

а
у шу тупламда нотекис якинлашувчилиги эса куйидагидан 
иборатдир:

4  оо

1)  ̂ f(x,y)dx интеграл у  узгарувчининг £  тупламдан
а

олинган хар бир тайин кийматида якинлашувчи.
2) V A > 0  олинганда хам шундай ео>0, г/о££ тоиил-

саки,
4- оо

■ Ко

булади.
12- м и с о л. Ушбу

K ii) - \ ус "'dx, //£((), -f оо)
о

интегралнинг якинлашиш характерини текширинг. 
Аввало

Ц Л .у )— [у с  dx ( 0 <  А <  -f- оо )

и i i те г р ал н и к а р а и м из.

1 {А .у )~   ̂цс '“dx =



Сунгра

lim 1{А, у )=  lim ( \ — e~Ay) = l
A— А —► + 00

булишини топамиз.
Демак, каралаётган интеграл таърифга кура якинла

шувчи.
Энди интегрални текис якинлашувчиликка текшира- 

миз.
I- оо

-е Ау эканини хисобга олинган холда

V A > 0  деб олиб е0 =  — , Л0> Д  тенгсизликни каноатлан

тирувчи УЛо учун =  деб олсак, у холда
Ап

jj у0е xy°dy 0̂-̂0 — ! I =  е = е  ¥§ >  -

булади.

Бу эса /((/)=  ̂ ye~xydx интеграл (0,-(-оо) ораликда
4- оо

нотекис якинлашувчилигини билдиради.
Е  туплам сифатида (а, оо )сг(0, оо ) ораликни 

карайлик (бунда а — ихтиёрий мусбат сон), у холда 
барча у£\а, -|- оо )ларда

+  оо

J e - iyd{xy) =  e - Ay =  -\::<  1,аА

тенгсизлик уринли булади. Унда VьО>0 олинганда х.ам 
( О с  е <  1) А =  —In-- дейилса, \ М >  А ва V#£[a , +  00 )

учун
- f оо

J ye~xydx <  е

булади.

Демак, l ( y )=   ̂ ye~xydx интеграл |а, -\- оо )cz(0,-f- оо )

ораликда текис якинлашувчи.
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f(x,y) функция D =  {(x ,y )£ R 2:x£\a, + 00), y ^ E c z R j 
тупламда берилган ва

интеграл мавжуд булсин.
7- т е о р е м а ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  (8 ) интег

рал Е  тупламда текис якинлашувчи булиши учун V  (-' >  
> 0  олинганда хам, шундай А =  Д (е )> 0  топилсаки, А ' >  
> А , А "  >  А тенгсизликларни каноатлантирувчи А ', А "  
ва У у £ Е  учун

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
Бу теоремадан мисол ва масалалар ечишда фойдала- 

ниш мураккаброк, булгани сабабли текис якинлашишга 
текшириш учун кулайрок. аломатларни келтирамиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и :  f (x,y) функция 
D =  {(x ,y )(:R 2:x£[a, +  00 ), y ^ E c z R )  тупламда берилган.

интеграл мавжуд булсин.
Агар шундай ф(х) функция топилиб (х£[а, +  оо)),
1) V .v t [а, -(-оо) ва У у £ Е  учун \ f (x ,y )^ y (x )  булса,

интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи булади.
13- м и с о л. Ушбу

/(//)= f(x,y)dx (8 )
а

А-

А'

1 (у )=  jj f(x,y)dx
а

-j- 00

2) \ ф(x)dx хосмас интеграл якинлашувчи булса,

у холда

о
интегрални текис якинлашишга текширинг.
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Л  ожанини хисобга олсак ва ф ( х ) =  - деиилса, у
2(1 + х 2)

\олда
t СХ,

л Г dx
2 J I f  А- 2о

л л л
2 ' 2 *1

•_>

булгани учун Вейерштрасс аломатига кура берилган 
интеграл R да текис якинлашувчи булади.

14- м и с о л. Ушбу

эканини эътиборга олсак, ip(x) =  хе~ х дейилса; у холда

нкинлашувчилигидан, Вейерштрасс аломатига кура, бе
рилган интегралнинг текис якинлашувчилигини топамиз.

А б е л ь  а л о м а т и . )(х, у ) ва g(x, у) функциялар 0  =  
=  { ( jc, y )£ R 2:x£ [a, +  оо), y ^ E c z R }  тупламда берилган, 
у  узгарувчининг Е  тупламдан олинган хар бир тайин 
кийма гида g(x, у) функция х нинг функцияси сифатида [а, 
-(-оо) да монотон функция булсин.

Агар

интеграл Е  тупламда i c k i k  якинлашувчи ва V(jc, y )£ D

О

и

учун

|g(x, у ) К  с (С =  const)



4- сю

\ f(x, y)g(x, y)dx
а

интеграл Е  да текис якинлашувчи булади.
14- м и с о л. Ушбу

Y  arctg ^ - ag w g- ^  у т  + 0 0 )
О 1 ~̂Х

интегрални текис якинлашишга текширинг. 
Агар

г/ . arctg хц-arctg хи2 , ,fix, у )=  ' 2 ц , g (x ,y )= e ~ x>l1 -f X
деб олинса,

!«*•»>'« Т -

тенгсизликдан фойдаланиб,
4-оо 4~00

 ̂ f(x, y )d x— ^

булса, у холда

arctg xy-arclgxy2
\+ х 2и и

интегралнинг Вейерштрасс аломатига кура текис якинла
шувчи эканини топамиз.

g(x, у ) =  е ~ ху ва у нинг [0, 4  00 ) дан олинган хар бир 
тайин кийматида х нинг камаювчи функцияси булиб, 
Vx£[0, 4  оо ) ва Уг/£[0, 4  00 ) ларда

Ig(x, у )\= е~  *■"<!
булади. Демак, Абель аломатига кура, берилган интеграл 
[О, 4  00) ораликда текис якинлашувчи.

Д и р и х л е  а л о м а т и . f(x, у ) ва g(xt у) функциялар 
D тупламда берилган булиб, \ М ^ а  хамда учун

|  ̂f(x , y )d x | (C  =  const)

булса ва g(x, у ) х буйича монотон, х —►- 4  00 да уз лимит 
функцияси ф(у ) га текис якинлашса, у холда
210



f oo
5 fix, y)g(X. y)cix
a

интеграл £  да текис якинлашувчи булади.
15- м и с о л. Ушбу

+ оо

S si пах* sin В* , t ^ , _- dx (а, Р£[а, b|, 0 < а < .Ь )
о

интегрални текис як.инлашишга текширинг.
Агар

/(х,а, р) == si пах ■ si п рх =  -l [ cos(ot — р )х — cos( а  +  р )х | 

g (x ,y ) =  -~ деб олинса, у холда

Л  ,4
^f(x, а, р )dx= 2  [cos(a— р )х — cos(a-)- p)x]dx =
О . о

1 Г s in (a— P )jc s in (a + P )x ” I .4__ 1 “ s in (a— p)/1 s in (a + |i)/l ~j
2 1 a — fi _  a + p  J «о 2 L <*— 0 ~  a  | fi J  

булиб, V/1>0, Va, P6[a, b] лар учун

i f r /  d w  l 1 I s in (a — Р И  s in (a  +  |i),4 I . py (x ,a ,  \i)dx\ =  2 1  ̂ K . C f
0

булади. x-*- +  ос да g(x, i/)=  ■ функция |a, b\ ораликда

полга текис якинлашади. Демак, Дирихле аломатига кура, 
каралаётган интеграл [а, Ь\ораликда текис якинлашувчи.

Чегараланмаган функция хосмас интегралининг текис 
<ногекис) якинлашувчилиги тушунчаси хам юкоридагидёк 
кмритилади.

ПАРАМ ЕТРГА  БО ГЛИ К ХОСМАС И Н Т Е Г Р А Л Л А Р Я И Н Г 
ФУИКЦИ ОНАЛ ХОССАЛАРИ

fix, y i функция 1) — { (х, y )£ R J :x£[a, -+ оо к y£Ef\R\  
\ !амда берилган у(,Е тунламиинг лимит нуктаси булсин.

8- т е о р е м а. [(х , у )  функция
! }  у узгарувчининг Е  дан олинган хар бир тнйин



кийматида л узгарувчининг функцияси сифашда|а, +  00 ) 
да узлуксиз,

- ) У '* У да V j« ,  А | (и<^А  ^ -|- оо ) ораликда <( (х )  ли
мит функцияга текис якинлашувчи булсин.

Агар

-f- оо

И у )  =  J /(-V, !l)dx
а

интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи булса, у холда 
у-+ у» да ! ( у )  функция лимитга эга ва

f  оо -f- оо

lim l ( y )  — lim  ̂ f (x , t j )d x =   ̂ q>(x)dx
"  о Х-~уо я а

муиосабат уринли.
f(x, у ) функция D =  {(x, i/)d R 2: х t\a, +  оо ), ;/£[с, d\\ 

т у п л ам д а берил г а н.
9- т е (I р с м а. }(х , у ) функция D  тупламда узлуксиз ва

оо

Н у )  =  ) f (x ,y )d x
а

интеграл |с, d\ораликда текис якинлашувчи булса, у холда 
Н у) \с> (Л ораликда узлуксиз булади.

10- т е о р е м a. f(x , у )  функция I )  тупламда узлуксиз, 
fy(x, у )  хусусий хосилага эга са у хам D  да узлуксиз булиб, 
у£\с, d\ да

Н У ) =  ) f (x ,y )d x

интеграл якинлашувчи булсин.
-I- оо

Агар \ fy(x, у )dx  интеграл \с, й \ да текис якинла-
а

шувчя булса, у холда Ц у )  функция хам \с, d\ ораликда 
Г  ( у )  хосилага эга булади ва

f ....

Г (у )=  5 fAx,y)dx
а

муносабат уринли.
о ] о



1 1 - т е о р е м п. f(x , у )  функция D тупламда узлуксиз
па

/('/> =  5 /(.V, y )dx

интеграл j с, d\ ораликда текис якинлашувч и булсин. 
У холда 1 (у )  функция \с, d J ораликда интегралланувчи ва

'' ■' И» : , d
\ l ( y )d y =  J l  J l(x , y )d x \ iy  =  J I \ }(x , y)dy\dx

муносабат уринли.
f(x, у ) функция D — {(x, y ) £/?L’:x£[u, +  oo ), //£(<;, -f- 

t  oo)} тупламда берилган булсин.
12- т е о р е м а. fix , у )  функция D  тупламда узлуксиз

--(- оо -}- оо

\ }(х , y )dx , \ } (x ,y )d y  интеграллар мос равишда
а с

[с, -j- оо ), \а, +  оо ) да текис якинлашувчи булсин. 
Агар

-f- tx> 4- оо f  оо {- оо

\ I \ f(x ,y)dx\dy(eKH  I f(x ,y )d y\d x )
С и И 1'

интеграл якинлашувчи булса, у \олда
- f  ОО ОО - f -  СХ-* j- ОО

\ I \ / ( х> У) d у \d ж ( ё к и  ̂ I  ̂ f(x , i/)dx\dy)
d с с и

интеграллар якинлашувчи ва узаро генг булади.
16- м и с о л. Ушбу

-j оо

 ̂ е " 's inх dx (0 < ап^ г>.<; оо )

интегрални текис якинлашишга гокширинг.
Агар fix, а ) =  sinx, g(x, а ) =  с'~ах дейилса, у холла 

V/1 > 0 , Vagjcto, 4  сю ) учун
1

I  ̂sin.v dx  | =  | cosx | li | =  ! 1 cos A ! ■< 2

булад и



In 1
Демак, V е > 0 га кура А =  - дейилса, V .v>  А ларда

«о

\g(x, а)| =  ! I < еV
бу. !ИДИ.

Шундай килиб, g(x, а ) j c— да уз лимит 
функцияси нолга текис якинлашади. Бу эса, Дирихле 
алома тига кура, берилган интегрални текис якинлашувчи
лигини билдиради.

17- м и с о л. Ушбу

Равшанки, *->- 4  оо да
g(x, а ) —►О.

(Х>

[  |П' Л dx (0 < /7 <  10) J  х \1х

интегрални текис якинлашишга текширинт.
Агар ОггСр^ 10 тенгсизликни эътиборта олсак, у холда

{ . , \прх , 1пшх 
/ I V . / ' !  , <  гX ух  X \1х

муиосабат уринли булишини топамиз.
+Г  \nw x ,\ их интеграл эса якинлашувчи булади, чунки

J  X  у х  !
"V ° Ь 10»' ~*'с° /,0
\ > d x =  \ .-d i<  ОО (/ —— IП х).
J  х \]Х J  -I 0 (> ̂

Демак, каралаётган интеграл, Вейерштрасс аломатига 
кура, текис якинлашувчидир.

18- м и с о л. Ушбу

y xr 'in" | dx, Р г5г/?||>0

интегрални текис якинлашишга текширинт.
Ушбу x =  e ~ \ t< i0) алмаштириш натижасида ин-

4 оо
теграл [ tq-e~~pldt- куринишга келади.
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I A
/o '

-(- oo

Г iqбулиб, \ i t dl интегралга якинлашувчи эканини куриш
J ,J о u e

К.ИЙИН эмас. Демак, Вейерштрасс аломатига кура, бе
рилган интеграл текис якинлашувчи.

19- м и с о л. Агар /(х) функция (0, +  оо ) да интеграл
ланувчи булса, ушбу

V -f- ОО + ОО

lim \ e~axf(x )d x =  \ f(x)dx 
+° i » 

муносабатни исботланг.
Куйидаги айирмани караймиз:

-j- ОО -f 00 “Ь ОО

 ̂ e~axf(x)dx — jj f(x )dx— jj (е ах — 1 )f(x)dx\
О 0 0

I оо

 ̂ f(x)dx якинлашувчи булгани учун Ve>>0 га кура
о

А"

ЗА > 0  топилиб, V /1 '> A , / 1 "> Д  лар учун |  ̂ f(x)dx  | <  
е булади.

Равшанки, e _<XJC— 1 функция х ^ О  ларда монотон ва 
чегараланган. У рта киймат х,акидаги теоремадан фойдала- 
ниб топамиз:

А "  А "

J (e - ax- \ )f(x )d x  =  (e~ax° - \ )  J f(x)dx,
у  А'

Л "  А "

J (e~ax-\ )f(x )dx\  <  | J f(x)dx
А' А'

5

Демак, jj (е~ах— 1 )f(x)dx интеграл текис якинлашувчи.

А'
+  оо

< е .

Бундан, таърифга кура, етарлича катта А учун

А
эканини топамиз.

5 (е -“ - 1  )/(x)dx
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Энди берилган f > 0  га кура, А нинг тайинланган 
кийматида а  ни шундай танлаймизки,

V ' I )i(x)dx

булсин.
У холда

-j- оо

\(е~ах-  \)f(x )dx+  J ( с " " - 1 )f(x)dx

i )f(x)dx +
-4- oo

S «
A

1 )f(x)dx

булади.
20-ми  с ол .  Агар /(*) функция [0, -j~ 00) ораликда 

узлуксиз ва чегараланган булса, ушбу
-f 00

im 2 ( ^ {x)2dx =  f (0) 
J *2 + i/2•* + У

муносабатни исбогланг.
Аввало x =  ty алмашгиришни бажарамиз (/> 0 , у >  

> 0 ), у холда
<JO i~ с*-1

2 { f X\ d x = 2 [ № < U .
л J  *2-f// J  1 + /2

Энди /('//) 
I + /2

M

l+/2

1 + Г

M

1 + iz
£// = лА1

булгани учун, Вейерштрасс аломатига кура,
-j- оо

2 f ///< -V) ,\ , ' dx интеграл текис яхинлашувчидир.
л J г + Г

2 К»



lim
у —► О 1 ~j“ I 1 -j- t

Vk>-0 га кура fi> 0 , V |//|< 6  учун ва V/£ (a , b) ларда

О

Р а в ш а н к и ,

1 [ ( i l l ) №  I _  I 1 (t y )  - - /(0) j

1 1 + r 1-И2 1 1 1 + г 1

гештизлик уринлидир.
8-теоремадан фойдаланиб топамиз:

-f оо + ос

i i m - \ f dx =  1 i m - \ j(‘y\ dt =  
y-.o л J jr“ t у л 1 “M

-f oo oo

_ *  ( lim « > - *  IJ 1)14/ л l-f/-0 ' '»
I oo

1-И(J

21- м и с о л. Ушбу

/•'(a) =  (  " ' I хdx (a > 0 )

функцияни узлуксизликка текширинт
* cos х л) (х ,а )— функцияни

X

D , к, a )£/?2: 1 < х <  +  оо, а > в > 0 }

тупламда узлуксиз экани равшан.
Энди интегрални текис якинлашишга текширамиз.

-1 л
 ̂cos х dx — sin х =  sin у4 — siril булиб,

i I
A

| ^cosjcdx l < 2  булади. V e > 0  учун ЗА =  Д(б )>
I

> 0  топиладики V |x|, V a ^ e > 0  лар учун 1 < e  була-
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In7  iди (А (г ) =  — 1— килиб олсак булади). Бу эса —  функ-
*•' ха

цияни JC—>- +  °о да лимит функция 0 га текис якинлашиши- 
ни билдиради. Дирихле аломатига кура берилган интеграл 
текис якинлашувчи булиб, 9-теоремага асосан F (а ) функ- 
цияни узлуксизлиги келиб чикади.

22- м- и с о л. Агар f(x ) [0, оо ) ораликда узлуксиз ва
+ 00
(j ~~~dx интеграл якинлашувчи булса, ушбу
I

j  ,{ax)~ ,(hx) dx =  f(0) In * (a  >  0, b >  0)
о

Ф р у л л а н и  формуласини исботланг.
Фараз килайлик,

F (x )=   ̂ -p-dx 

булсин, у холда А > 0  учун

J /("'v) dx =  J liil) dt =  F( +  oo )— F( a A )
A aA

К c\
-f- oo

5 J i ~X Jdx =  F( + C O )- F (A b )
A

булади. Демак,
4- oo ЬА

\ >(ax)~ nbx)dx = = F (A b )- F (A a )=  \ Jif d x .
Л aA

Охирги интегралга урта киймат хакидаги теоремани 
куллаб, функциянинг узлуксизлигидан фойдаланиб топа
миз:

ЬА ЬА

aA  aA

=  /(c)ln -■ (A a ^ .c ^ .A b )

X
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lim С K“ x ± - l b* ) d x  =  m \n b
A  -*■ f  0 J  *  a

A

+ oo
in*il,nдай килиб,  ̂ К"*)x Kbx'>cix — f (0)ii 

о

> м и с о л .  Фруллани формуласидан фойдаланиб,

Г cos их-—- cos bx . „  . ...\ —• dx ( а > 0, / ;> ())

ми 11 I ра.ши хисобланг.
К. лралаётган интеграл да /(х) =  cos х булиб ,/ (0 )=  1 га 

и 1 1 Демак,
-f- оо
Г cosax — cos bx . . b \ ax — In .J -v aо

'.M-м и с о л. Ушбу

Г  е ^\ sin т х  (a > 0 , | 1 > 0 ) ̂ X

|)и.мни хисобланг.

е — е .sin т х  ах

i f  па p ji.ii а нисбатан 10-теорема шартлари бажарилишини
11 I. н ш рам из:

е-ах- е ~ Рх 
дх, т )  = ----------sin тх ,X

О да /(0, т )  =  0 десак, /(х, т )  функция /) =  {{х, 
"/)( I ' ’ : 0 ̂  х <С -f- оо, m £ R } тунламда узлуксиз булади.

/т(х, т )  =  (е~ах — е ~^х)cos т х

. | мп, бу функциянинг D тупламда узлуксизлиги равшан-
I м Р
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Энди
Г

 ̂ (е ах— cos т х  dx

интегрални текис „к.инлашишга текширамиз:
I ( с - «  _  с - V* )cos т х  \ <  е ах — е бул ко,

+ оо / ,,-vx <r at\ l +“  I I
\ U" “ - е - « 'К с = (-  „  -  „  ) | „
о

булади. Бу эса Вейеригграсс алом а гига кура

4- оо
 ̂ ( е ~ах — с ~**' )cos т х  dx 

о
интегралнинг текис як,инлашувчилигини билдиради. 

Демак,
I- “>

/,,,(т ) =   ̂ (e~ax — e~*x)cosmxdx-- ' о •> 2 . 2а~ -j- оС т

Бунда н:

/(т ) =  а г с t g ''г — а гс t g - +  С а  р

( С — ихтиёрий узгармас сон) экани келиб чикиб, О 
=  1(0)----- С муносабатдак С =  0 дир. Демак,

-f- оо
Г е ах— е~^х . , , т { $ — а)

! ( т ) =  \ -sin m x d x  =  a rc tg  — -2~-J х afi — tn
o

25-м и с о л. Ушбу
f- (X)

Ка, |1)- J e-“ ^ xd x {a > 0 )

Агар
( f, ь1"{»д, а1,;1р x -£.q булса, 

P, агар x =  0 булса

22 0



x, /(.v, а ) функция чек,л и а ^ О  ва 0 ^ д г<  оо ларда 
M\Kcn.i булади. Худди 19-м ис< >л да гиде к, мралаётган 

ш п '1 ра/шинг гекис якинлашупчилиги курсатилади.
) 11 д и

/,,  ̂ t' “ Vosjlr J.v
о

"и I ' I | > -1. i и и караймиз.

|«?-“ cf.spjr| J e axdx
0

ими i j > ;i .4 я к и н л а ш у вч и булгани учуп, Вейерштрасс алома-
-f- оо

I ни,! кура, !р=   ̂ с "'c.osp.v dx интеграл текис якинла- 
о

1н\пчп. У х.олда, 10-теоремадан фойдаланиб, топамиз:

1 ( « 1>) , * • Пос, |>) a rc tg 11 j С (а).
а  -)- ft а

I!■'. 'О О  булгани учун С(а) =  0 булиб, 
к

' I1 > arctg булади. Берилган интеграл чскис якинла-

\ паи, интеграл остидаги функция эса узлуксиз булгани 
,н М тепремадан

lim i'll [ lim е ~ d x = \ '" " !’A dx
■ 1 0  J  О J  .VI)

. I и кии ва

lim arctg^ - ^sgnfJ
а-* --{-О z

н .пиши \исобга олсак,
-(- оо
Г sinp.v . л ,,

О
на пулам из.

•f ос

< ) i.i I да  ̂ si”--x-dx интеграл Дирихле интеграли дейи-

1.1 in
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26-м и с о л. Ушбу
Ь оо
^ ы п а х  c o s p x  (J X  р -> 0 )

о
интегрални хисобланг:

Г s in  ад- 0 .\ —cospx их =

1 I V sin(a-f-P)x^ Г s\n(a- fi)x d x \

о

муносабатдан ва Дирихле интегралининг кийматидан 
фойдаланиб топамиз:

Г
J  ^ c o s  fixdx--

, агар (i < а булса,

—,агар а = Р  булса,
4

0, агар Р > а  булса.

27- м и с о л. Ушбу
4 ОО

о
интегрални хисобланг.

-f со
I f  cos(a — Р)х — cos(a +  fi)Jf .

/(а, (Я = 2  }

интеграл га булаклаб интеграллаш формул асини куллаб
топамиз

/(а. |’' } ----- {jcos(a...|J>)л- — ros(a +  f*)■*l( — ) |, +
: OO

Y  if- { "* 1 ' ’S / a ! -



И + oo
<1* « ) Г sin (g— $)x A (ct-fP) f sin(a-bP)*

x dX+- 2 dx-

’2 P, агар p ^ a  булса, 

'la , агар p ^ a  булса.

' ( с м а к .

i ’
sinax sin^x dx =

- P, агар P ^ a  булса, 

Ja, агар P ^ a  булса.

'.’К м к с о л. Ушбу
+  00

«*-е~ь* + х(а_ Ь)е-ь*
dx (а >  О, b > 0 )

им H i ралпи хисобланг:
+ оо

Г  i> ~ ax  —  p ~ bx l { ( i ,b )=  I ---- -—  dx-\-(a — b)
о х

+  оо
dx.

/,(</. /;) dx интегрални булаклаб интег-

X 1 о

+ сс

-dx =

Г е~  г е~~ах
)  X  d x  ~ а  )  х  d x  +  ( b ~  « )•

о
f  00

1(4. 1>) S p — ° x г „  — озс р — пх
— dx — b \ -——dx-\-b I -—dx —

/• , чх
\ ‘ dx-\-(b — a) =  a

+ 00

d x + (b  — а).
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в ■ —I 
X

с , fl j
dx Фруллани интеграли булиб, у \п— га j

о
тен г.

Демак,
l(a , b) =  (b — а) +  «1п-“ .

29- м и с о л. Ушбу

/ « о -  5
!)

Х“ dx

интегрални х, и с об л а н г.
й <  I да л' =  0 махсус нукта булади.

I , 1 , + „ I

/(н>= \ ! . Xdx= \ . . ( / у ! S " I v,/c
n о I

=  /,(«) + /2(а).
I
,̂v“ ~'xdx интеграл i/> 0  да якинлашувчи, « <  0 да

О
узоклашувчи, 0 < х < 1  да

1 „« — 1
. л- . < * “2 1 + х

тенгсизликлар уринли булиб,
1

/.(*>=$
1 х" 1 .

i + v rfA

интеграл а > 0  да якинлашувчи, 0 да узоклашувчи 
булади.

1 да эса
1 - Га ~  1 О

,  2<  < . Г ‘ '2 1 4 х

тенгсизликлар уринли булиб,



интеграл а <  1 да якинлашувчи, 1 да узоклашувчи 
булади. Демак, берилган интеграл 0 < « <  1 да якинла
шувчи.

Энди /(а) интегрални хисоблаймиз.
Равшанки, 0 < х < 1  да

а —  1 оо

f  =  I  ( — 1 )V + * - '
1 т ' А О

булиб, бу катор [а„, b0\ (0 < а о< х < 6 о<  1) да текис 
якинлашувчи булади.

Бу каторнинг хусусий йигиндиси

S Jix )  =  V ( _  | )V + *-  1 =  1 ' ' r, i 
*-0 1 

булиб, V//6 jV ва VxG (O .l) лар учун

'[1 - (- X )" ] ,
1 + х ' д

14* Н ГС и зл и к у р и н л и д и р.
I

0 < я < ;1  ларда ^xa~ ]dx интеграл якинлашувчи 
о

1
булгани учун, Вейерштрасс аломатига кура, [ sn(x)dx

о
интеграл текис якинлашувчи булади. Демак,

1 1 1 
lim \$n(x )d x=  \ lim sn(x )d x=  \ -x—— dx

П GO J J Я  — OO J *  l~ X0 0 0
булиб, бу тенгликдан

£  П с _  I )
0 * = 0 _ о

' V f/! 'dx

• 1
j (  — 1 ) V 4*-'dx

* = 0
( — I f
a-|-&

«какими топамиз. 
Шундай килиб,
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интегралда х =  | алмаштиришни бажарсак, у холда

‘ (I -а) Iг , а с Д1-а)
Т + Г Л = У ~ + 7

-dt

булади. Худдн юкоридагига ухшаш 

Ц а ) =  2  ' '/ ̂ а  —  k*= 1
булишини топамиз. Демак,

'(» )= '.(“ )+/»(“ )- !,  +  ; Ь >

Энди f(x ) — cosax  ( 0 < а < 1 )  функцияни Фурье 
каторига ёямиз

Л л

а0 =  2 \ f(x)dx =  2  ̂cos ах dx =  2 ып ил а„ =л J  л J  ал
о о

л л
=  —  ̂f(x) cos пх dx — -  ̂cos а х -cos пх dx =

о о
л

-Д (cos(a +  /2)x +  cos(a — n )x )d x = ( — I f-2 1
Л

2а sin ал , ~ 
;.2 - 2 - -  •• ^  - °

(cosax  — жуфт функция булгани учун)

cos ах -- sin ал , 2asin ал ^  ( — 1)'k



14’И Г Л И КДс! X  ~~ 0 Vv-C<H

ь:п с/л. 2а sin ад у  ( - • 1)
а л  л а " —  к

к  -  I u  v

o y j n i f , .  j ^  « ' п и л  v  i • i i *

*' . aa ' л 4~, a2 - I2

M l  •• I I ! I v  ( -1 =  — I  :Ki ,
я i.nii л L "  *

Л 1 4-9a 1
sinu.-i a

еки

sin ал а л_| 
булади. Бундан эса

Л
4 й ) — sin a : i

экани келиб чикади.
Демак,

f  ОО

/ (« )=  ( f ,  ' </* •• , Л (0 < Й <  1 ) j  1 + Х  sin ал
о

30- м и с о л. Ушбу
-f- со 1

S

A ,cosa, х -}- .42cos«2̂  + ^ксо^акх

■ , ^
о

(«к  а;?,..., аА->0, /41 +/4г+ ... +  Л* = 0 ) 
интегрални х,исобланг.

.i, f  ,l_. • ... , Ь 0 муносабатдан А* ни топамиз. 
Натижада

.4 ^osa,* — -4lcosa(iJr+  ... + Ак__ ,cosaft_  ,х — ^osa**

булиб,
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А ,cosи |х — А ,cosакх
dx

оо
г A .cosa.JT— A.cosakx а, , ,
\ dx = — /111 п = — /1,111а, -j-/1,1110̂ .
J А'о

Худди шунга ухшаш кол га н интегралларни хисоблаб,

/ =  — (А ,! гш| -+-/421па2 +  ••• +  Л*1гш*) 

га эга буламиз.
31-м и с о л. Ушбу

интеграл га Фруллами формуласини куллаб, топамиз:

jj sin(x2)t/jc ва /2=  cos(x2)J.v
о

Ф р е н е л ь  интегралларини хисобланг.
x2 — t алмаштириш натижасида бу интеграллар 

куйидаги куринишга келади:

-f ОО 4-00
1 Г sin i , 1 Г cos* //

'• =  -2 ) ф ■ )  - ? * "•
о о

+
I 2

V*

тенгликни хисобга олиб, куйидаги интегралга келамиз:

-f ОО ОО -+■ ОО

si,'V  l:d l- :l \ e~k,dt \ <> -"'dx.
~\ft Vя  ̂ ^v v о о

-j- оо -I оо

dx  ̂ e~ {k+x2)ts\ntdt =
Д/лv о о

f  оо
dx

ф- S 1+ ( 62 + х2)2 '
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( si" 'd / = 2 \
fix — л/J V/ V-т J 1 4 л1 V

Охирги муносабатда k-+Q да лимитга утамиз (25- ми
сол га каранг).

+ оо

I Г Л VО О
/2 нинг киймати \ам !\ -га тенг булади.

32- м и с о л. Ушбу
- f- сю
Г sin(x2) ^

X
О

интегрални хисобланг.
Бу интегралда х2=1 алмаштириш бажариш натижаси-

да у куйидаги  ̂  ̂ s'|'/dt куринишга келади. Бу эса

Дирихле интеграли булиб, унинг киймати ' га тенг. Де

мак,

sin(x ) . ла х =  х 4
о

33- м и с о л .  Ушбу 

/=  J lo? 1 (</>(). / ;> ())
I)

интегрални хисобланг.
Д и р и х л е и! I те г р а л и д а н фо й д а л а н а м и з:

' оо
I' " Xydx= ;; «//>(>).J х Z

ь
Г siихц . cosax —rosbx Энди \ dy — эканини хисоога олсак

холда
i  ОО П О 1 - 0 0

/ =  5 ./л \ -  U - д



=  ^(6 — а) булади. (Интеграллаш тартибини узгарти- 

риш мумкинлигини асослашни укувчига ха вол а килами-з).

Мисол ва масалалар

36. Параметрга боглик, чегараланмаган функциянинг 
хосмас интеграли учун текис якинлашиш тушунчасини 
келтиринг.

37. Параметрга боглик чегараланмаган функциянинг 
хосмас интеграли учун:
а) Коши критерияси;
б) Интеграл белгиси остида лимитга утиш хакидаги 

теорема;
в) Интегралнинг параметр буйича узлуксизлиги хакидаги 

теорема;
г) Интегрални параметр буйича дифференциаллаш 

хакидаги теорема;
д) Интегрални параметр буйича интеграллаш хакидаги 

теорем ала рни келтиринг.
Куйидаги интегралларни текис якинлашишга текши- 

ринг:

38. [ д/а е ”  dx, () «С а <  г  ° °  -
о
00

39.  ̂ xae~ xdx, ( a ^ a ^ b ) .
1

-j- оо

40. [  — —,d x ,a £ R .
L  1+х

4- оо
CO SX  ^41.  ̂ е~'хх- —’ - dx (0 <1 а  <С +  о ° , р >* 0 та й и нл а и га н ).

1
+  оо

42. { dx„ ( 0 < а <  +  оо).
J  (х—а) + 1О

- f  ОО

43. J e~u -afdx, a £ R .
—  оо 

+  оо

44. е—дг2(! + ̂ '?>sinx d y ,x £ R .



+ °° „2S f ^ d x A P > « Y
О

46. \xp-'\nq 'xdx, (/?> 0 , q >  — 1).
1

47. V— — dx, (0< In< ; +  oo).
0 V I- * 2
1

48. \ s i n - ,  0 < л < 2 .  j *

49. L --- — - , ( | a | < } ) .
о V ( J f ~  IK *  — 2)2

50. ( м"ал ,/.v. | ( )< a <  1).
J  д/|лг —  ot|0

+ oo
51. lim \ ae~axdx муносабатда лимит белгисини интег-

a-+0 J
рал остита киритиш мумкипми?
52. f(x ) функция (0, +  оо) да абсолют интегралланувчи 
булса,

-f- оо

lim \ f(x)s\nnx dx =  0
п —*■ ОО J

эканини исботланг.
+ оо

53. lim \ ----- ни топинг.
Л- ОО J /'+1 и

+  оо

54. F (a )=   ̂ е {х~а) dx функциянинг узлуксизлигини
о

исботланг.
I ■ а‘ sin -

55. /(a )=  \— ~̂~dx функциянинг 0 < a <  1 да узлуксизли-
о х

гини исботланг.
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К С  P I  \ [  s i n ( l — aJ x , l y5Ь. г (a ) — \ -  - функциями узлуксизликка
о

текширинг ва графигини чизинг.
Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг:

-f- оо

57. / («>- J 2' ,/;я . («->2).
О

л

58. /•'(«)= ( Ц" ’ * dx. (0 < а < 2 ) .
J А л -x fО

59. F (a )=  [ — ---- dx, (0 < а <  1).
J I sin А'|а о

+  оо

60. F (a )=  ac-'^dx, a £ R .
О
4- оо

61. F (a )=  \ - t0S-X ,, dx функция — оо < а <  +  оо
3 1+ (х + а )-0

да узлуксиз ва дифференциалланувчилигини исботланг. 
Куйидаги интегралларни х,исобланг:

оо
f  sin ах — sin bx , , n , m62. \ —- dx, ( a > 0, 6 > 0 ).
0

63. Y  arctg 'iV vhri:~ /;V </*, ( a > 0 , b> 0 ).
0

у  t»-"2—,>
64. \ —  ̂ Jx . (a > 0 ,  p > 0 ). 

о
-f- ooИ o-<« \2

J  dx, (a > 0 , P > 0 ).
0

p̂°° — ax_ — 0*
66. \ ------ --- cos mx dx, (a > 0 ,  P>*0).

о
I
I
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* dx- ( l a l <  1).
X V 1 — x
l n (  1 (X  X  )  « r I I __. < \

+  oo

0

I n( 1 cc x ) i , i I _ |--—-dx, ( I ex | ^  I ).
1 - X 2

s0
+  oci0
4 00

dx.
x2 л/х2-  1

ln(g2 +  x2) 
P2 +  x2

Sarctgax* arctgp* ^ 
x1о

-f- oo
ln (l+ a V )!n (l+ f iV )^S0

4

X4

\ <? -<Br2+2tx+c,dx, (a >  0, ac — fo2> 0 ).
- oo

- oo

 ̂ ux ch bx dx, (a  >  0).

4-00 _

0
+  oo

f  p ~ ax
\ ---- 2 — dx, (a > 0 , |3>0).
J X0
oo

(j e~ax2cos bx dx, ( a > 0).

oo
jj xe " “^sin frx <ix, ( a >  0). 

x2ne~*2cos2bx dx, (n£N ).

о
4- oo
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Г Г  У " -
о

о
+ ОО

\ -sin̂ -dx.X
О

-f оо

о
f  оо

S

. 4 sin X  ,

- 7  dx
О

+ 00

\о
f  00

sin4a x — sin рх ^

Г е  _ _ k x  sinctx- sinpx (/ , > a  a > ()>  p > 0 )
J X 2
It

S cosax ,,dx.
I f  x~5

f .

dx.

0
Ю

x sinax 

1+*20
-f 0050 
+■ 001 0

sin2x ,- dx.
I +x2

соsax ,, dx.
( I + ->r)

 ̂ sin(ax2 +  2bx +  c)dx (a=^0).
- 00 

00

 ̂ sinx2-cos2ax dx.



■ f  oo

93.  ̂ cosx2 • c o s 2 « a ' dx.

94.

95.

о
-I- oo

COS X I! ,

"2 llX- a ~ x

jcsm xu .
..о о d x .

96.
T" 0(1

S dx ( a >  0, b >  0).

97. Ij e“ C"sxsin(asinjc) dx

98.
+  OO

s
e "“ cosbx — с 1 cosb.x

dx. (a, a\ > 0 ).

99. e ’ cos , dx.
хг

100.

101.

о
+ «о

x ■ a  Ie sin 9 dx.
X

тен гл и к н и и сботл а н г.

Ю*.. ( — d x— ( - dx (к >  0). тенгликни ис-
J I ~\~Х J Х0 к

ботл а н г.
!03. а, р, 7 >  0 ва а , р, у л ар им ид а у к а п а  булса.

оо
sinocx-sinpx-sinyx

ген гл икни исботланг.

dx =

4 , агар a < P  +  Y булса,

Л агар a= p-f-y булса, 

0, агар а >  р-(-у булса

235



104. Arap ai, a-,..., a„ лар мусбат булиб, a >  2  a,
l 1

булса,
-f- oo

f  sinax sina,x  sina„x л
/ =  \ --- • - d x — - a , -a.,-...-a„J  x x x 2

0
тенгликни исботланг.

+ - .
105. (sin ax — sin b x f *2-= ^\a — b\

о
эканини исботланг.

5- §. Э Й Л ЕР  И И Т ЕГРА Л Л АРИ

I. Б  е т а ф у н к ц и я  ( I  т у р  Э й л е р  и н т е г р а л и ).
I

Ушбу В(а , b )= ^ x ,l l( \ — x)h 'dx ( a > 0, / ;> 0 ) интег-
о

рал бега функция ёки I тур Эйлер интеграли деб аталади. 

Б е т а  ф у н к ци я ни н г х о с с а л а р и :
1. В(и, Ь )= В (Ь ,  а).
2. В (а , b)-= u bih  \ - В (а , b — 1) (b >  1).

2: В {а ,п )  =  , • £ %  ‘ . fi(a. !), л€Л/.v a +  п — ! a -f п — 2 a -f- 1

3. В (а , 1 — а )=  п (0 < a <  1).
s i j i  а л

4. ) =  д.

I I. Г а м м а ф у н к ц и я ( I 1 т у р Э  й л е р и н т е г р а - 
.mi ). Ушбу

!(</) =   ̂ д ' 'с Xdx ( a > 0 )

интеграл гамма функция ёки II тур Эйлер интеграли деб 
аталади.

Г а м м а ф у н к ц и я н и н г х о с с а л а р и :

1. I (а =  I'm п у , ,, , •п-оо " (<г+ 1)--(«-Ь«— *>
2. Г( a  -f 1 ) =  яГ(а ) .



2'. !’( « +  I ) =  «!.
3. I (a ) (0, 4 ' 00 ) да узлуксиз на барча тартибдаги 
узлуксиз хосилаларга ьн а ва

j «с

 ̂ хи ]с \\nxfdx (п — 1,2,...).
о

4. £ («, /;)-=! (о-|-6)

5. Г(«)Г{1 — а )= В (и ,\  —-и)-- si пал
Хусусан, « =  2 да (0 < « <  ! ).

!■(;  )=  V я -

6. Г (я )Г (« +  9 )= . ):,,У , (Лежандр формуласи).

34- м и с о л. Ушбу
\ со

/=  5 «. ■■</,

интегрални хисобланг.
х =  t алмаштириш иатижасида интеграл куйидаги 

куринишга кслади:
. ' г’ .1 +оо I 4 ОО I

'- » ■  S У ' - *  5 * " '• '" * < « - 1 S » '* "*  ' * =о о о

=  2 Г(->.

Юкоридаги (5) мупосабатдан фойдаланиб /=■ у'л 

эканини топамиз. Демак,

S *о

ул 
2 *

35- м и с о л .  Ушбу
л
2

I  =  sinbxcos4xdx
о

интегрални хисобланг.
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sin.v--= лIt {/>■ 0) алмаштириш натижасида интеграл 
куйидаги куринишга келади:

I ;> .■>
^(sin2x)''( 1 — sin2x)2tijc—- -  ^(! — t ) ' •t 'd i =
I! *" 0

5 7
I • 5_! '  -7 • ''I' ,, )t( >

г= Й — / ) :!_,/a d i  2 i W

i 3 r  - 15 / I Зл 
~  2 ‘ 4 V я  “ 8 "  V-n  ‘ |20 ; ~ 5!2 '

36- M 1! С О Л. У III б у
-}- оо

/ =  ( xlne **dx ( п £ N )
о

интегрални хисобланг.
jc— д// (/ > 0 ) алмаштириш натижасида интеграл 

куйидаги куринишга келади:
f  оо

( x2ne - x'2dx =
(- ОО I

\ * 1 е ~‘dt
0

Г(2п) _ \]л
Г (л )

(2 п —  1)!!
2п+У • у *

(Б у  ерда I'(п -f-  ̂ ) учун Лежандр формуласидан фойда-

л а иди к).
37- м и с о л. У i и бу

/ - {  dx 
J|a* + fS< I -x ) + v f  1 "

(a, |i >  О, v, P, q >  0)

интегрални Эйлер интеграллари оркали ифодаланг.
(a  -f у)х ., ------ г ,  — I алмаштириш натижасида интеграл

ах -\- р( 1 — х) +  У
куйидаги куринишга келади:
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1
(a + ?)''(P + v)''

j //»-■( 1— ty-'dt--

_  iHp.q)

(a + v fO  + Y)"'
38- м и с о л. Ушбу

/ =   ̂sin0 'jf-cos* 'xdx  ( a > 0, b > 0).
о *

интегрални Эйлер интеграллари оркали ифодаланг.
sinx =  t алмаштириш натижасида интеграл куйидаги 

куринишга келади:

/ = г о — 1 ̂ 1 — t2)2 dt.

Бу интегралда эса t2 =  y  алмаштиришни бажарамиз.
У холда

!
1 = 1  J

,J, мУо о

- - I  I п  h I Г ( о ) l ( 9 1/ I  \ 9 1 D  / \(1 — */) dy — - B (  , y ) =  2 ' „  i &
* 2 '

булади.
Хусусан, агар 6=1 булса,

VS ^/ =  \ sina~ 'd i — --- ---- —г— булади.J 2 ,v a + l 4
о Г( -2 -)

Агар а — 1 +  a, 6 =  1 — а( |а[ <  1) булса, у холда
л л л
J  2 2

Jj sina~ lx-cosf'~ lja/jc =   ̂sin“ x>cos ax d x =   ̂tgaxdx
2

/ =

булиб,
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булад и .
Д е м а к ,

\ t g “ *  d x  =  \ -
1 Д

ад 
c o s  2

39- м и с о л . Ушбу
+ 00

*P̂ q— dx ( 0 < р <  1,).
(1 +х)1пх

0<</< 1
интегрални хисобланг.

+ 00 + 00

Р \ Р * Я )  =  \ ( \+x)\uxdX '
о 

+ °
/<2,(я. q)= \ ( 1 + х )|пх-dx

булсин, у х,олда:

(I\p ,q%=  J j ^ d x  = B (p ,l-p ).
+-~

Худди шунга ухшаш
+ ■

(/2(Р, q)1q= \ j^ d x = B {q ,\ - q )
О

булиб,



I(p , q) =  n  ̂

tg 

tg

dp 
sin ji p \ + C  =j sillлц

=  Jlln
лр
2

л  q С га эга буламиз.

p =  q учун I(p , г/) =  0 муносабатдан С =  0 экани келиб
ЧИК.ЭДИ.

Демак,

J + ^  =  л1п
о

40- м и с о л. Ушбу

лр
2

лд
( 0 < р <  1, 0<<7< 1).

р4 =  sin3<pcoscp
эгри чизик билан чегараланган шаклнинг юзини хисоб
ланг.

Маълумки, изланаётган юза 
р

s =  -— ^р2(<р)d(f булиб,
а

берилган чизик биринчи ва учинчи чоракларда иккита 
янрокни ифодалайди. Шунинг учун

'г 3 1
s =  2- -  ̂s in2ф • cos2ф d(f

изланаетган юзани аниклаиди.
38- мисолдан фойдалансак,

2 3 Г( — )Г(— )
С - 7  А 4 4 1 Г(, 1 W V  3 .S=  Sin 2ф-</ф= OIVOt =  я-Г(—) I ( г ) =2Г(2) 8 4

л т/2 
3
Демак,

(кв.бирлик) га эга буламиз.

лд/2
з '

16- r,L>:



Эйлер интегралларидан фойдаланиб куйидаги 
ралларни хисобланг:

Мисол ва масалалар

106. jj дlx — x2dx.

107.

111.

а
^х2^1а2 — х2 dx ( а >  0).
о
- f оо

108. $
1 +Х1о

109. \ - п ~  - • (« > !)•
о л ! \ - х п
-f- оо

п о . j  si,,; v v .

S
X2о

x2ndx

о л ]х (\ — х?)
-4- ° °
Г х 1112. \ —  dx (0 < п  С  I ) .
J  1 +  х2о

+  оо

113. s
\+3f

dx
d + x 2)n '

114. ( — " -- dx ( l< k < 0 ,  n > 0). 
J  (1 — kcosx)n

Г xa~ ' — x ~ a115. \ - dx, ( 0 < a <  1).

116. [ X“'n2jd x ( a 2<  1).
J  1 -f x20

117. l * ~ ' l l ~ f  ~'.dx ( a > 0 , p > 0 ).
J  (x +  u)“ +ft
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г Ur.r
и « . \ . J ? ,

J  I r  x

59, \ cU':l!c d x  ( v > u  > ( ) } .
J ClIVA'

120. S>\n\'{x)dx.
(>

121. x"-\-yn =  a" (x's>(), //>0, « > 0) эгри чизик. билан 
чегараланган юзами х.исоблаиг.

122. r '  +  //'-f zn =  un (.<>0, у > 0 , z > 0) сирг билан 
чегараланган хажмни хисобланг.

Куйидаги тенгликларни исботланг:
-f- ОС- - f (X)

123. \ с х dx \ х~е " * dx =
J  J  8 х/2(I о

1 1
124.

125.

126.

f  dx Г х d с л 

}  'л]l - х *  \ V  1- х 4 ’ '
+  ОО

 ̂ хр 'cosax J x ^ l’(/7)cos ^  (()</?-< 1).
о

г °с
( х'' 's in ax d x — * T ( p ) s i n ( — 1 < / ? < ! ) .  
J  nP ‘2o
V °  i !’</>— ' )

127. </x 2
(A ! ax i hV0 (x2~f-ax~t- b f  \ju(a +  2 \Jb ) V{p)

(Ь > 0 ,а  +  2 ф > 0 ,р > - ± ) .

128. \ dx • ( f dx = ;  (//CAM.
J  V l- x 2" J  \l \ - x 2n 2,1

I i oo I

129.  ̂ (1 — x !) dx- у'З ^ (x :!— 1) 2dx.
— oo 1

»i — I

130. Г (а ) Г (а  -f- 1 )...! ( « f  n ~  1 )=  ,2л) V(na)
na — -

(n f  N).



X V 11 боб

К А Р Р А Л  И И Н Т Е Г Р А Л Л  А Р

1-§. ИККИ  КАРРА ЛИ  И И ТЕГРА Л Л А Р
! . И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф л а р и .  

Бирор чегараланган { L ))cz R 2 сока берилган булсин. Бу 
сохани булакларга ажратувчи чекли сондаги I чизиклар 
системаси {t .lcz (D )) (D ) соханинг булиниши деб аталади 
ва у Р  =  { l . l a ( D j )  каби белгиланади. (D ) сохани 
булакларга ажратувчи хар бир / чизик, Р  булинишнинг 
булувчи чизиги, (D )  соханинг булаги эса Р  булинишнинг 
булаги дейилади. Р  булиниш була клари диаметрининг эн г 
каттаси унинг диаметри деб аталади ва у Хр каби 
белгиланади. (D ) соханинг булинишлар тупламини ={/?} 
оркали белгилаймиз.

f(x, у ) функция ( D )c z R 2 сохада берилган булсин. Бу 
соханинг P ( i ^  булиниши ва бу булинишларнинг хар бир 
квадратланувчи (D k) (k = \ ,  2, ..., п) булагида ихтиёрий 
(Ik, т]А) нукта олиб,

йигиндини тузайлик, бунда D* — (D*) соханинг юзи.
Одатда (1) f(x, у ) функциянинг интеграл йигиндиси 

ёки Риман йигиндиси деб аталади.
1 - т а ъ р и ф .  V  г >  0 олинганда х1ам, шундай 

> 0  топилсаки, (D ) соханинг диаметри Кр< 6  булган %ар 
к^андай булиниши х;амда х,ар бир (О к) булакдаги ихтиёрий 
(Ik, г|;() нук,талар учун

тенгсизлик бажарилса, у цолда функция интегралланувчи 
ва I сонга f(x, у ) функциянинг (D ) с ох, а буйича икки кар 
рали интеграли ( Риман интеграли) дейилади ва у

П
<т= 2 f ( l k, пк)Ок ( 1)

| а — I \ <  е

(»>
каби белгиланади. 

Демак,
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1\х, у )  функция (D )czR '2 сохада берилган на чеглра- 
ланган булсин. (/)) со\апинг бирор Р  булинишини 
карайл ик.

mk=  inf {/(х, </)}, W. sup {/(А', //)}
<*. </)£"(. I V. )̂с (/>*.)

л ар ёрдамида

«=  2 m,D„ S =  i  MkDk
к -- 1 к I

йигиндиларни тузамиз. Одатда бу йигиндилар мос 
равишда Дарбунинг к,уйи хамда юк,ири йигиндилари деб 
аталади. (D ) соха нинг хар бир булинишига нисбатан Ь },  {S } 
тупламларнинг чегараланганлигини ва s ^ o ^ S  муноса- 
бат уринлилигини куриш кийин эмас.
2- т а ъ р  и ф.

s iip {s }= !. iu f{S } =  7

мик,дорлар мос равишда /(х, ,/1 (функциянинг (О ) со.\адаги 
к,уйи икки каррали амда кщпри икки каррали интеграли 
деб аталади.

3- т а ь р и ф. Агар  /(х, у) функциянинг (D ) сохада 
к,уйи \амда юк,ори икки каррали интеграллари бир-бирига 
тенг булса. у х,олда /(х, у ) функция (О ) сохада 
интегралланувчи, уларнинг умумий к,иймати

1 = 1 = 7
/(х, у ) функциянинг ( D ) сохадаги икки каррали интеграли 
(Риман интеграли) дейилади ва

ЭД/( х, у )dD ( y)dxdy)v„ ,  д / _ .

йп Г»)
каби белгиланади.

2. И к к и к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д -  
л и г и. И н т е г р а л л а н у в ч и  ф у н к ц и я л а р  с и н ф и.

I - т е о р е м a. f(x , у )  функция (D )  сох.ада интёгралла- 
нувчи булиши учун, V г > О олинганда х.ам, шундай 
> 0  топилиб, (D )  сох,анинг диаметри 1. < Й  булган х,ар 
кандай булинишга нисбатан Дарбу йигиндилари

S ( f ) - s ( f ) < v  
тенгсизликни к.аноатлантириши зарур ва етарли.
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2- т е о р е м а. Агар }(х , у )  функция чегараланган ёпик 
(D )c z R -  сох.ада берилган ва узлуксиз булса, у шу сох,ада 
интегралланувчи булади.

3 - т е о р е м а .  Агар }(х , у )  функция (П )  сох.ада 
чегараланган ва бу соханинг чекли сондаги ноль юзали 
чизикларида узилишга зга булиб, колган барча нукта
ларда узлуксиз булса, функция (D )  сохада интегралла
нувчи булади.

Икки каррали интеграллар ёрдамида текис шаклнинг 
юзи, жисмнинг хажмларини топиш мумкин. Интеграл 
таърифидан бевосита (D ) шаклнинг юзи

I )  =  Qdxdy
(D)

булиши келиб чикади.
1 - м и с о л. Ушбу

\\xydD, (D ) =  { (x ,y )£ R 2: I, 1}
(О)

интегрални I -таьриф ёрдамида хисобланг.
Равшанки, f(x, у)--=ху функция (D )  да узлуксиз, 

демак, 2-теоремага кура, у ( D ) да интегралланувчи
булади. (D ) сохани х — У =  п /= • . и — 1) чизиклар 

ёрдамида булакларга ажратамиз ва хар бир (А у ) да 
( | „  ||;) =  ̂ ,  ^  деб кара им из. У холда

я - 1 л — 1 л - I я - I
о =  2  2  /<s„ % )/ )„=  4 2  i 2  / =

1 = 0 / — 0 "  ' ;J<) / = °
I я( п — 1) п(п — 1 i

7 ' ” 2 2
булади. )

Бундан эса п-*~оо да К -*-0 булса, <т->- 4 .

Демак,

§ x yd D = - j.
(О)

<£>>

2- м и с о л. Ушбу
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интегрални 3-таъриф ёрдамида хисобланг, бунда D — 
=  {(*, y )£ R 2:

1<.¥<3 J
(D ) сохани х~\-\--‘п , у =  \-\~2‘п (/= 1, п — 1) чизик.- 

лар ёрдамида булакларга ажратамиз.

(О, ,) =  {(* , H K R 2Э2. П + /' — I Я + /
Я л ’

л +  2(/ — 1 )___ _ ^_ п +  2/
п

I
° ч = л

A,» = „ . 3 „ ) (J>!' , = ( 1 + " ' X l + ? ) :

,=  in/ (x..i/) =  ( i 4 - ' “ ' ) ( i  +  2,7 l ) );
(х,!#)€(£»„) \ п /\  "  /

S (/ )=  2  2
<=1 /=1

. ‘ V i  , 2/\ 2
п

\п +=  ^ i ( l +  » ) i f ( l + f b 7 2 ( i  +  ;-)
/=I /= 1 /= 1

/ = 1
2 (2 n + l ) /  л(л+1)\ (2л + 1 )(3я + 1) .

=  пг ( "  ' гп ) ~  „■----- ’

, (/ )-  i  i ( i + X ' + 2(+ - ) - 7 = 1 *  ( ' +  
i=i /=1 < 1

=  у  (2» -  1) 2  ( I +  ~ )  =  у  (2 " -  I >(» +  - - )  -

(2 я— 1ХЗл— П . 
п2

sup{s(/)} =  6, 
in f{S(/)} =  6

эканлигидан
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xydD  =  6
(О)

муносабатга эга буламиз.
3. И к к и к а р р а л и  и и т е г р а л н и и г х о с с а л а р и. 

И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш.
1°. /(х, у ) функция (Ь) сох,ада интегралланувчи 

булсин. Бу функциянинг ( D ) сохага тегишли булган ноль 
юзали L  чизикдаги (L<=(D )) кийматларинигина узгарти- 
ришдан хосил булган F(x, у ) функция хам (D ) сохада 
интегралланувчи булиб,

§ f(x ,y )d D  =  § F (x ,y )d D
( О )  ( П )

булади.
2°. /(х, у) функция (D ) сохада берилган булиб, 

(D ) соха ноль юзали L чизик. билан (D i) ва (Ог) 
сохаларга ажралган булсин. Агар /(х, у) функция ( D ) со
хада интегралланувчи булса, у (D |) ва (D 2) сохаларда 
хам интегралланувчи булади ва

f y (x ,y )d D — § f (x ,y )d D t+  § f (x ,y )d D 2 
а» </>,) <u2)

муносабат уринли. (Б у  хоссанинг тескариси хам уринли- 
Дир).

3°. Агар /(х, у) функция ( D ) сохада интегралланувчи 
булса, у холда с-/(х, у) (с  — const) хам шу сохада 
интегралланувчи ва

\\c-Rx, y )d i) =  6'^/(х, г/У£>
(Д) (О)

формула уринли.
4°. Агар /(х, у) ва g(x, у ) функциялар ( D ) сохада 

интегралланувчи булса, у холда /(х, y )± g (x , у) функция 
хам шу сохада интегралланувчи ва

Ц/(Х, y )± g {x , y)]dD  =  ^/(х, y )d D ±  ^g(x, y)dD
(Д) (£>) (О)

фо[)мула уринли.
5°. Агар /(х, г/) функция (D ) сохада интегралланувчи 

булиб, V(x, y )£ (D )  учун /(х, у ) ^ 0 булса, у холда

булади.
248
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6°. Агар /(х, у) функция ( D ) сохада интегралланувчи 
булса, у холда |/(х, у)\ функция хам шу сохада 
интегралланувчи ва

^/(х, y)d.D <  ЭД|/(х, y)\dD
(О )  ( О )

генгсизлик уринли.
7°. У р т а  к и й  м а т  х а к и д а г и  т е о р е м а .  Агар 

j(x , у )  функция (D )  сохада интегралланувчи булса, 
у холда шундай узгармас сон

М =  sup {/(х, у)}, tn =  inf {/(х, //})
U. !/)6(W) (л, //)€(£>)

мавжудки,
^/(х , y )d D  =  \xD
(I п

формула уринли, бу ерда D (D ) соханинг юзи.
Н а т и ж а. Агар f(x , у )  функция ёпик (О )  сохада 

узлуксиз булса, у холда шундай (a, b )£ (D )  топиладики,

§  l(x , y )d D  =  f (a , b )D
(П)

булади.^
8°. У р т а к и й м а т х а к и Д а г и  у м у м л а  ш г а н 

т е о р е м а .  Агар g(x, у )  функция (D )  сохада интеграл
ланувчи булиб, у шу сохада уз ишорасини сакласа ва 
1 (х ,у ) функция (D )  сохада узлуксиз булса, у холда 
шундай (а, Ь ) £ ( Р )  топиладики,

\\ f(x> У )8 (х> y )d D  =  f (a , b) y )d D
<r>) <d >

булади.
/(x, у) функция (D )  сохада берилган булиб, у шу 

сохада интегралланувчи булсин. Бу функция (D )  соханинг 
юзага эга булган хар кандай (d )  кисмида интегралла
нувчи ва

^  /(х, y)d f)
I d )

интеграл d га боглик булади. 
Одатда бу

< P((d ))= ^ f(x ,y )dD
(d)
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функция соханинг функцияси деб аталади. ( D ) сохада 
бирор (хо, уо) нуктани олайлик. (d ) эса шу нуктани 
уз ичига олган (d )cz (D ) соха булсин.

д ,  n  <p((d)) ,  . .  44(d))Агар /.->-() да нисбатнинг лимити lim —---
d х^о d

мавжуд ва чекли булса, бу лимит d>((d)) функциянинг (хо, 
уо) нукдадаги сох,а буйича \осиласи деб аталади. (Б у  ерда 
d — (d ) соханинг юзи, X эса унинг диаметри).

Агар /(х, у) функция (D ) сохада узлуксиз булса, 
у холда (H (d ))  функциянинг (хо, Уо) нуктадаги соха 
буйича хосиласи /(х0, у о) га тенг булади.

4 - т е о р е м а .  f(x , у )  функция D =  {(x , y ) d R 2: 
a ^ .x ^ b ,  c ^ y ^ d }  сохада берилган ва интегралланув
чи булсин.

Агар х£\а, Ь\ у з 1арувчининг \ар бир тайин к,ийматида
d

l ( x ) =  y )d y
С

интеграл мавжуд булса, у холда ушбу
Ь Г- d
 ̂ \ f (x ,y )d y  dx

a L_ с _

интеграл хам мавжуд булади ва
Ь I- d

§ f (x , y ) d D = ^  \j f (x ,y )d y
(D )  a _  с

dx

уринли.
5- т e о p e м a. f(x , у )  функция (D )  сохада берилган ва

интегралланувчи булсин. Агар х^\а, Ь\ узгарувчининг хар
d

бир тайин кийматида ^f(x , у )d y  интеграл мавжуд булса,
С

ur \c, d 1 \ и'арупчимиш хар бир тайин кийматида 
ь
\^f(x,y)dx  интеграл мавжуд булса, у холда

dy

интеграллар хам мавжуд ва
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d г  Ь
\^f(x, y )d D = \ | \ f (x ,y )d y  dx =  ̂  f(x ,t/ )dx
(/>) fl L  c J  c [_  a

dy

формула уринли.
Энди (D )  coxa ушбу

( D ) — { (x, у )£ R ’:c n ^ x ^ b ,  ф,(x ) < у < ф2( x )},
(ф,<*)£ C\a, b\, / =  1, 2)

, ринишда булсин.
6 - т е о р е м а .  f(x , у )  функция (D )  сохада берилган ва 

интегралланувчи булсин. Агар х^\а, Ь } узгарувчининг \ар 
iip тайин к.ийматида

фо( X)
1 (х )=  \ i ( x , y ) d y

Ф,(дг1

интеграл мавжуд булса, у холда ушбу
ь г~ ф2(*>
\ \ f (x. y )d y  dx
“ L  Vi(*)

интеграл хам мавжуд булади ва
ь Г  ТгМ

§ f ( x . y ) d D =   ̂ jj f(x , y )d y
( D )  а ч . ( * )

(/х

у ринли.
Куйидаги 3— 5 мисолларда /(х, у) функция 6-теоре

ма шартларини каноатлантиради, деб каралади.
3 м и с о л. Ушбу

(D ) =  {(x, //)6/?2!х- +  Г  <  9. х ’ -\-(у -f- 4)2> 2 5 }
куринишда булса,

уу ( х, y)dxdy
(О)

интегрални такрорий интегралга келтиринг ва интеграл
лаш тартибини узгартиринг.

6- теоремадан фойдаланиб, топамиз:
Л \ 9  х2

^ (х ,  y )d x d y=   ̂ dx  ̂ /(х, y)dy.
,,J) - 3 ^  ,
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Интеграллаш  тартибини узгартириш учун (D ) сохани 
куйидаги куринишда ифодалаймиз:

(0 )  =  (Di)U(£>2)U (0 ;!), (2-чизмага к а р а т  )

2- ч и з м а .

(£>,) =  {(*, г/)е#2:1< г/< 3, -  ф - t ?  ф - у 2},

(D 2) =  {(x ,y )6 /?2:0 < r/ < l,

— ф  — у2 — л/9-8 у —у2},

(D 3)= { (x ,  г/)£А,2:0 < ;/ <  К ф  — ̂ у — у1 < * <  ф  — у2 }.

6- теоремадан ва икки каррали интеграл хоссаларидан 
фойдаланиб, топамиз:

з V9-/
^/(х, у )d D =   ̂dy jj /(х, У )d х +
(О)

I \9 Ы1 .<

- V 'J-r

I V®-/
y)dx.

- Мч-у
4- м и с о л. Ушбу

0 ГVе» - 8// - г

2 1 —  \4 х  — х? —  3

/ =  j rfx  ̂ /(х, у )dy +  5dx \ /(*> У )d'J
О О
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шпегралда интеграллаш тартибини узгартиринг. К,арала 
г п ан сох,аларни чегаралаб турган эгри чизиклар у3=  

х2 (О у  укига нисбатан симметрии кубик парабола) ва 
( \ — 2f-\-(y— i f  =  1 (маркази (2, ! )  нук/гада радиуси 
I га тенг айлана) лардан иборатдир (3- чизма).

Чизмадан куринадики, у 0 дан I гача узгарганда 
' узгарувчн х =  ул/2 дан х = ‘2 — д/2// — у2 гача узгаради. 
Чем а к,

I 2- ^2»-у*
I  =  \ ' /'/ /(х, y)dx.

О уЗ/2

5- м и е о л. Агар
(£>) =  {(х, //)6/?2:к |  +  |г/| <  1}

куринишда булса,
^/(х, y )d IJ интегрални такрорий интегралга келти- 
(О)

ринг ва интеграллаш тартибини узгартиринг.
Интеграллаш сохасини координата укларига нисбатан 

<имметрик эканлигини куриш кийин эмас (4-чизма).
</)) =  f(x, y ) i R 2: ~ < 1 , — 1 +  I х К  у <  1 — |х|} = 

:{(х, //)( /ч* : !< //< !, -  \ +  \у\<х< 1 —
Чем а к,

I l-IJCl
f y (x ,y )d D =  ij dx ij f (x ,y )d y  =
О) 1 — 1 + UI

| I - ii/i
=   ̂ dу  ̂ /(х, y)dx
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у (̂х ~Ь l/jdxdy
■Ml

интегрални х.исоблан:\ !>у ерда (D ) томоиларк у-
— дг-|-а, у — и. (/'—За ( а > 0) бул1ан параллелдо 

Чизмадан куринадики, интегрални такрорий и; 
га келтиришда, у пи

11 «{■ ..(</>
\dij \ f (x ,y )d x
С У? ; ( У )

куринишда ифодалаш макеадга мувофикдир (5-

6- м и с о л, Ушбу

:рамМ. 
неграл

чизма).
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Демак,
оа у

\ (̂x2 +  y2)dxdy =   ̂ dy (х2 -f y J )dx -
(D) а у — а

ЛиИ 4 (у — а) . з 2,
3 + у — у (у - а) 1 dy- 81 и' 16а 

12 12
+

7- м и с о л. Ушбу

/ = yd xdy

интегрални хисобланг. Бу ерда (D ) л / х \//= 1 пара-
(юла на координата уклари билан чегаралапган соха. 

Чизмадан интегрални
Ь

 ̂dx \ j( х. у )dy
а Ф,< Jt)

куринишда хисоблаш максадга мувофик эканлигини 
курамиз (6- чизма).

Чемак,
1 ( I -  V* )2 1

l= ^ d x   ̂ ydy =  — ^х(1 — л/х )*dx =  
0 0 о

280 ‘
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я
4. И к к и к а р р а л и и н т е г р а л л а р д а  у з г а - 

р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш .
Оху хамда Ому координагалар системасида мос 

равишда (D )  ва (Л ) сохаларни карайлик. Бу сохаларнинг 
чегаралари содда, булакли-силлик, чизиклардан иборат 
булсин.

f(x, у) функция (D ) сохада берилган ва унинг чекли 
каррали интеграли

§§/(*. y)dxdy
(О)

мавжуд булсин. Бу интегралда узгарувчини куйидагича 
алмаштирамиз:

|.« = Ф(о.о) { u a ) t & i R l  т
{ y =  M u ,v ),

(2) акслантириш куйидаги шартларни каноатлантнр-1 
син:

1°. (А ) ни ( D ) га узаро бир кийматли акслантиради.
2°. ф(и, v ), г|з(м, у ) функциялар (А ) сохада узлуксиз, 

барча хусусий хосилаларга эга ва бу хусусий хосилалар 
хам узлуксиз.

f(x, у ) функция (D ) сохада берилган ва узлуксиз 
булиб, (2) акслантириш 1° — 2° шартларни каноатлантир- 
син. У  холда

y)dxdy =  Qf(q(u, v),ilp(u, у))|/(«, v)\dudv (3)
(О) (A)

дх дх
D(x, у)формула уринли, бу ерда /(и, и )=

(2) системанинг Якобианидир.

ди ди 

ду ду 
ди dv

Ф  О

(3) формула икки каррали интегралларда узгарувчини 
алмаштириш формуласи дейилади.

8- м и с о л. Ушбу

1 +  у2) dxdy
(D)

интегрални хисобланг.
Бунда (D ) =  {(x, y )d R 2A ^ .х у ^ 2 ,  0 х ^ 2у ̂ 4х} ин

теграллаш сохасини чизмада ифодалаймиз (7- чизма).
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и =  ху, V- Х= д / v  - У= ф ё
алмаштиришни бажарамиз. Натцжада берилган соханинг 
образи

(А ) =  {(«, u)£/?L’:l 

булиб, Якобиан эса

/(и, и)

га тенг булади.
Демак, <•

1 =  № У2№хе1У =  $ ( "  +  uu)  2~;dudv

1 1
2 yW 4  л / 5 - 1

I V : : I V ’::
—  2у

( О )

2 >2
(Д)

- i s -  s о + ' h ' = H ( i + !> -
1 1/2  1

9- м и с о л. Ушбу

7=  ЭД / (У х 2 +  /у2 )dxdy

63̂
16“ '
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интегралда кутб координата пари системасига утио, уни 
такрорий интегралга келтиринг.

| х — о с os ф,
1 г/ — ps'n ф 

алмаштириш натижасида коиамиз:
cos if — р sir. ф 
sin Ф р cos ф/(р> ф) = Р-

2л 1 *

/ =   ̂ с/ф  ̂р/( р )ф  =  2л  ̂р/(р )dp.
0 0 о

10- м и с о л. Ушбу

/=  \\ sir: \ j r  \-y2dxdy
л 2 ■ ■ х 1 +  !/'2 <  4л2

интегрални хисобланг.
9- мисолдан фочдаланган холда, интеграллаш сохаси 

х.алка экапини эыиборга олиб, топамиз:

I  =  2л  ̂ psin pt/p =  2H^pcos p j2 4   ̂ cos Р^Р^ =  — 6я2

11- м и с о л. Ушбу

/ =
ID)

интегрални хисобланг. Бу ерда

(D)=={(x, ;у )> /?2:х> 0 , У + ( J )

A  =  u2/3 f = 0 >/3
Куйидаги

-  =  «2/3, fc а 6
а л м а штириш ни б i ж ара м из. Ка рал аё п а н соха н и н i образи 
куйидагича бу.

(Д ) =  {(гч v ) ^ R 2: u ^ 0 ,  у > 0 , ы +  и <  1}.

булади. Якобиан эса:
// \ 2аЬ |/з -2/3 l(U , У )=  -g-Ы У

булади.
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(О )  (Л )

I I — и

— v )u ~ ]/3v ~ 2/idudv =  -yb ~'/Adu  ̂ ( I  — и —
о о

i •
— v)v~ 2/Adv =  ~ ab   ̂—■( I — u)A/6u~~x/'’du =

о
a/? 1 4 i _/  1 \ r / 2 \  2 д/3 ,

=  2 '2 '3 '3 - r U ) r U ) =  # - « » •

12- м и с о л. Ушбу

/=  W [cos (x-\-y)\dxdy

интегрални х.исобланг.
Интеграл остидаги функциянинг хоссасидан фойдала

ниб, интегрални куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

/=  2 ^  I cos( Х +  У) I dxdy.
0 < х <  л

О л  —  х

Бу интегралда каралаётган сохани х-\-у= ~7- чизик, ёрда

мида икки булакка ажратамиз, уларнинг бирида cos(x +  
-)-у ) мусбат, иккинчисида эса манфий булади (8- чизма).
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Д е м а к ,

л/2 2
/  г Г Г/ =  21  ̂ dx  ̂ cos(x-\-y)dy— \j dx j cos(x +  y)dy —
\  0 0 0 f- *

л  л  — x \  л / 2  л/2

 ̂  ̂ cos(x +  у )dy \  =  2  ̂ (1 — sin x)dx +   ̂ dx-\-
л о

Л

+   ̂ sinxc/x =  2n.
л /2

13- м и с о л .  Ушбу

Vl y — x2\dxdy

интеграл хисоблансин.
Интеграллаш сохаси Оху текисликда г/ =  х2 парабола 

ва у =  4 тугри чизик, билан чегаралангандир. 3- теоремага 
кура каралаётган интеграл мавжуд булиб,

/(•*, у) =
0, агар (х, у)£  D, = {(х , //):х2< //<  1 +  х2} булса,

1, агар (х, г/)6/Л =  {(х, /У): 1 +  х2< г/< 2  +  х2} булса,
д/2, агар (х, г/)6/>, =  {(х, г/):2 +  х2< # < 3  +  х2} булса,

У З ,  агар (х, (/)£D4 =  { ( x , */):3 +  х2< у < 4 }  булса

булади (9- чизма). Соха Оу укига нисбатан симмегрикдир. 
Демак,

/ =  -J- д/2 ^</xflft/+ д/3 ^ X d x d y

(Д 2)

Jrfxrfi/ (D ,) соханинг юзасига тенглигини хисобга
(О,)

олиб, топамиз:
I 4

S 4 =  Qdxdy =  2  ̂rfx  ̂ d y = ~ ,  
(D.) о 0 ,2
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8V2 4
3 ’S ;i=  dxdy =  2  ̂ dx  ̂ dy — S 4=  —

(о,) о 24 x2

S 2 =  ^dxdy =  2  ̂ dx  ̂ dy — ( S :, +  S 4) =  4 д/3
8y2
~ T " '

ID,) l+Jt2

III ум дай к.илиб,

/ =  S 2 +  д/2S 3 +  V 3 =  3(4 +  4 V 3 - 3 л/2 >•

14-ми с о л. Ушбу

/=  W sgn(x2 — y2 +  2)dxdy
х 2 +  у 2 <  4

интегрални хисобланг.
Интеграллаш сохаси координата укларига нисбатан 

симметрикдир. Иккинчи томондан, sgn(*2— у1-\-2) функ- 
цияси координата текислигининг хар бир чорагида 
жойлашган сохада тенг киймат кабул килади (10- чизма). 
Демак,

/ =  4 W sgn(*2 — y2-{-2)dxdy.

л:>0, </>0

sgn(x'2 — y2 +  2)--
1, агар х2 — у2 +  2 > 0  булса,
0, агар х2 — г/2 +  2 =  0 булса,
— 1, агар х2 — у2 +  2 < 0  булса.
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/  ! V/ + 2 2 V » - JC2:
/ =  4| ^dx jj d y + ^ d x   ̂ dy —

\  о 0 i о
i V4-*2 \  / ' . - ..a

'j dx  ̂ dy j - 4 f \ 2 д/х2 - - 2 ----- \/4 — x2 W x +

" \xJ [ : /  Vo 7

+   ̂ д/4 —  x2 d x J  =  4[(x\/x2 +  2 + 2 ln (x  +  

+  V-r ' +  2 )11 o +  ( j  V 4 - x" +  2aresin 2)  I i :

— 81ri ! f- V3 . 4л

15- мис о л .  Ушбу

lim ! \\ /(x, y)dxdy
p -+■ О П О  „p-*-0 П()

лимитни топипг. Бу ерда /(х, у) каралаётган /) =  {(х, 
//)^/?2:х2 +  г/2^ р 2} сохада узлуксиз.

1 „ \\ /(х, ty)dxdy интегралга урта киймат хакидаги 
Щ> 2 J-/ 2*'+<Г<|>
георемани куллаймиз. Натижада:
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j -  [ [  f(x, y)dxdy=^ 12-/(̂ > y) \\ dxdy =
V  , , '• лр ,2 ,7  Vx + У {̂> • T ?

1 -f{ x, y )np2 =  /{7, #), (7, <7) v. i 0)•
яр

p 0 да x-*- 0, у -► 0.
/(*, у) функция (О ) да узлуксиз булглчи учун

lim —т  ^  f(x, y)dxdy =  \\mf{x,y) =  f(0 ,0 )
|> — о яр J J  * 1> —О

**+/<(>
экани келиб чикади.

J6- м и с о л Ушбу(Г+Ш^^ГН!)2'1̂
— 8--= 4  (л*>0. <>0)« 6 1 0

чизиклар билан чегараланган газани опинг.
х =  apcos3cp — , y =  bps.in\ (р > 0 )  алмаштириш ни 

бажарамиз. Натижада(гГ+ОГ- 1 ■"тГК*Г-4 л‘р 8'
—  iL па 8- - 4  дя «■ — arr.tg ’! булиб, / {?., ф) =

Ь 4 а

: 3..j (̂>tos2spsin2<p булади 
Шундай к,илиб, излана:'тга'. юза ■ уиидагига генг:

8 ii ret к  2

: == 3a/? \ pdp  ̂ cos\ 4\n\dy  =5
(£>) 1 я/4

189 . /  s ;n 4 «  \ ! « гс!к 2 _  ЬТь‘ , / , 1 , - 6 _\
=  ‘ &(<Р---- 4 , ) L  “  16 l ‘ g 3 +  25 )

(юз бир.).

• Юкорида sin 4o)=-4tgii>(l~ \ <P~ формуладан фондала- 
' к ”  1 (1 + tg ф )
нилди).

( V ) жисм кжоридан z — f(x, у ) сирт, ен томондан 
ясовчилари Oz ук,ига параллел булг:н  цилиндрик сирт 
х,амда куйидан Оху текисликдаги (О ) сох,а билан
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чегараланган булсин. (К )  жисмнинг хажми f(x, у ) 
функциянинг ( D ) соха буйича икки каррали интеграли 
оркали куйидагича топилади:

V — ^/(х, y)dxdy.
< о >

17- м и с о л. Ушбу

+  ( W 4 + 4 < * + i ,  k ^ Nz =  c sm iJ.. у  , b 2 j j  v ^ a2 ,

ва z =  0 сиртлар билан чегараланган жисмнинг хажмини 
топинг.

V =  ЭД и*. y)\dxdy интегрални хисоблаймиз. Бунда
и»

2 2

(D ) =  {(х, y ) t R 2'- !l, < k +  1} x =  apcos(p, t/ =
a b

=  6psin<p алмаштиришни бажарамиз.csln("(̂ +£)) функциянинг жуфтлигини,

каралаётган соханинг координата укларига нисбатан 
симметриклигини хисобга олсак, у холда:

л / 2  \[k 4" I

l/ =  4  ̂ dф  ̂ pa6c|sin np2\ap =  4abcX
® yjk

VV  . ( — I )*+' 9 I ^ +l X y  \ p I sin лр2| dp =  2nabc--- — (co sn r)|  =
V*

— abc( — 1 )* + l(cos(fc-f 1 )л — cos 6л) =
2abci — I )*+2cos kn =  2abc

булади.
18-м и  с ол .  Ушбу x2-\-y2 =  Rx  цилиндр билан jc2 +  

-(- у2 -)- z2 =  R 2 сферадан ажратилган жисм хажмини 
топинг.

Интеграллаш сох,аси симметриклигини хисобга олган 
холда топамиз:

У =  4 ^ д fR 2 — x2 — y2 dxdy, бу ерда (D ) Оху 
<«>

текислигининг биринчи чорагида жойлашган х =  0 ва х2 +  
-\-y'2 =  Rx чизиклар билан чегараланган ярим доирадир 
(11- чизма).
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II- чизма.

Демак,
R  л [ к х - х 2 _________________  »

V =  4\dx  J л] R2 — X2 — У1 dij =  у   ̂К х2) '
0 0 0

- arcsin д /  +  ”2 V ^  — х IV * J ^*■' =  - у

-  #  ( » * V »  ( f  ”  f ) )  + •«Л*— 1-Л*-  f *

19-мисол. Ушбу z2 =  xy, х у = \ , ху =  4, у2 =  х, у2=
— 3jc, z =  0 сиртлар билаи чегараланган жисмнинг 
хажмини топинг.

Ж исм  куйидан Oxy(z =  0) текислик билан, кжоридан 
эса z = ^ jx y  конус сирти билан кдшланган. Ён томондан
ясовчилари Oz ук.ига параллел булган гиперполик (ху =  
=  С|), параболик (у2 =  С2х) цилиндрлар билан чегара- 
лангандир.

Узгарувчиларни ху =  и, y2= v x  алмаштириш натижа
сида топамиз:

/(w,y ) =  -~, ( \ )  =  {(u ,v )£ R 2:u£ [\A \v£11,3]}.
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Демак, 

V' = § ф у  d x d y = § \ l(u ,v )\ ^ d u d v  =  j^ A ju d u ^ d-” =
( О )  (Д )

19, Q=  — 1пЗ.

Биз аник интеграл ёрдамида баъзи бир лимитларни 
хисоблашни курган эдик. Каррали интеграллар ёрда
мида хам бу масалани \ал этиш мумкин.

20- м и с о л. }(х ,у) функция
(0 )  =  {(x ,yTR2:0 < * <  1 ,0 < у <  1}

сохада интегралланувчи булса, икки каррали интеграл 
таърифидан фойдаланиб, ушбу

Н 1+- М -  Э + С » ) + - + ' ( М ) ] 1

купайтмаиинг п —> оо даги лимитини топинг. Бу ерда
п
[{ о.к =  flj • а.2’ ■■■ • а.п.

й {  1 + ^ г | ' (  « ’ п) + f( b  я )  +  -' + « ')]} =  Ппk
белгилашни киритамиз.

~ лар учун |1п(1 + х ) — х\ тенгсизликдан

фойдалансак,

' п п . - ; | ,  h i  i [

булади.

эканини эътиборга олиб, топамиз:
п Г- п

Z -  1 К т - 1 ) ]" *—1 (=1
к\12
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.....n оо П . _ 1 ь —Ik=\ k=  I

муносабатдан

lim 1иП„= Hm X  1  / ( „ )
n -> OO n —► oo И  I J .  |

--Ч эга буламиз. Dy тенгликнинг унг томонидаги ифода 
<U,y) функция учун (D ) сохада каралаётган булинишга 
нисбатан интеграл йигинди эканини куриш кииин эмас. 
\\ f( x,u )dxdy интеграл манжудл и гида н

\\Цх,1/)dxdy

lim

Пул ади. 
Демак,

f{x,ti)dxily
c/D)

Мисол ва масалалар

Куйидаги ингегралларда интеграллаш тартибини 
узгаргиринг.
‘ в -  Ю- мисолларда г ва «, кутб координаталаридир.

!. \dx\f(x ,y )dy . 2 г
I  I 5. \ dx \ t(x,y)dy.

2 2 - х  , 2 — х

2 \ dx \ f(x,y)dy- с
J 6 /  6. у х  } f(x,y)dy■

О
2л sinx

3. \dx\f(x ,y )dy . 7. \ d x ^  f(x,y)dy.
о з 0 0

x л/2 ac.os<p

^  y  8- V *  S I M d r  { а > ч4.
1 -  yj\-x‘
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л/2 a Vsin2(p а ф
9.  ̂ $ f ( 4 >s)dr ( а > 0). Ю. ^dy^ f(y,r)d r.

О О 0 0
Куйидаги интегралларни х,исобланг:

If .  х3у  +  ху3 ki.w/г/.
(О)

(Z )) =  { ( x ,//)G/?2:.v >  0, г/>0, 4х2 — Зу2<  4, 4у2 — Зх2<  
^  4}.

12. ^ ~ 3Xf + 2ji dxdy.
( D )  Х У

(D )  соха у =  — */ =  —  y =  x — 1, г/==х+1 чизик,лар би

лан чегараланган.

13. \[xy2dxdy, (D ) соха у2 =  2px 
(«)

парабола ва x =  -~ (p > 0 )  чизик, билан чегараланган.

14. ЭД|лгг/|^г/, (D) =  {(x,r/)G/? :x2 +  ;/->< a 2}.
(L>)

,5' S W Jf2 +  y2 dxdy' = R2'-x2 + y2̂ a a}.
(О)

16. | | x  +  //)r/x(/i/, (D ) coxa x2 +  /у2 =  x +  г/ 
i«)
чизик билан чегараланган.

,7- ^ (Ul + l«/l
ui + M< 1

18. \\ (*?+y2)dxciy- 

■ й  \ % - ~ x 2 - y 2 \ d x d y -..2 , . .2 ̂  . v
19

+ 1 

20‘ й
2
2

• Ш  +  5 )  d x d V ’ c o * a ( т + 1 У  =  1 Г  +  У2I 111 ' '
21

(oi
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чизик. ва координата уклари билан чегараланган (х > 0 , 
у >  0).

22.
«й У*6+ /

(D ) со\а (xe'-\-y6)2 =  (x — y f  чизик билан чегараланган. 

23. ft xi i/dxdy.
UI + WK I

24
т

В (2,0), С(2,2) булган квадрат.

• +  (D )— сох.а учлари 0(0,0), /4(0,2),
и»

2,0), С(2,2) булган квадрат.
25. ^  \x2 +  y2]dxdy. 26. ft \n (\+ x2 +  y2)dxdy.

х > 0, // > 0 jT +</ <az

27. ft w v R ’ - x 'd x d y . 28. ft ; л' ,/'г'/" .
2 -V л[а2- х 2- у 2 X +!l %= Л jr + !/<ax v у

29.
(О)

(/)) =  {( x,z/) £ /?2: 1 — x ̂  ^  3 — x, * ^  ^  2x}.

30. ЭД(x'1 -(- /у *)dxdy
</>>

(D )~ { (x ,y )£ R '2:x2^ . y ^  3x2, |  ^  2//^ ^

3 1. 'Axydxdy.
( 0 |

(D ) =  {(x,y)£ R'2: ax3^  у  ̂  frx:i, pxsC y2 s j ^x{.
32

( O )

( / )) =  {(x,r/)G /?2: a y < x2<  6г/, px< y2<  <?x}.

33. ^ V V *  +  ^[ydxdy, (D )  соха д/х +  д/(/ =  1
(»>

чизик ва координата уклари билан чегараланган.

269



34.

35.
й  V Ix У'' I dxdy, (D ) =  {(x,y VR2: 1 у I <  1,0 x <  2}.

( O )

Куйидаги чизиклар билан чегараланган сохалар 
юзаларини хисобланг:
36. (х2 +  y2f  =  '2а2(х2 — у2), х'2 +  у2 =  а2.
37. (хл y^f  =  х2-\-у2, х ^ О , у ^ 0.
38. (х2 +  у2)2 — 8а2ху, (x — a f  +  iy  — a f f ^ a 2, а >  0.

« • C + t f - f -

41- \/а + \ l  I  = '•  '- » •  »-«•
42. х +  г/ =  а, х +  г/ =  6, у =  ах, у =  $х, (0 < а < 6 ,  
0< а< С  р).
43. у2~2 р х , у2 — 2qx, х2 =  2гг/, x2 =  2sy 
(0 < .p < q ,  0< /-< s).

"  V :  + V "  '
V : + V

&
Ч __ о 
А ’

* =  f , 4-'--=  ̂ ( и >  0, /;> ()).а Ь а b

45. (x2 +  #2)3- a V + 4 4).

46- ( Л, +  * ) - - Г + / ЛЧ^)'-
"•  V «  + V i
х =  0, г/ =  0 (*> (), г/>0).
48. у — з

а
ху =  с2, ху г/2.
(х>0, г/>(), 0 < а < 6 , 0< с< (/). 
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49. x2 +  y2 =  ay, x2 +  y2 =  by, х = а у , х =  $у.
(О < а < /?, 0 < а < Р ) .
50. (х  -f- 2у — 1)" -f~ ( 2х у 2 f  =  9.

Куйидаги сиртлар билан чегараланган жисмларнинг 
х,ажмларини топинг:
51. x +  y-\-z =  a, x2 +  y2 =  R'2, х =  0, у =  0, 2 =  0 
( а >  R  д/2 ).
52. 2  =  X2-f /у2, У  =  Х2, у = \ ,  2 =  0.
53. z =  sin^-, z =  0, г/ =  х, г/ =  0, х =  я.

54. 2 =  xy, x + y + z — 1, 2 =  0.
5 5 . z2 =  xy, х2 +  у2 =  а2.
56. 2 =  г г +  /Г- х2 +  у1 =  х, х2 +  у2 =  2х, .2 =  0.
57. х2 +  г/2 + = а2, х2 + (/2> а |х |  (а > 0 ).

58. 2 =  е-и Ч Л , 2 =  0, х2 +  г - = ^ 2-
.. zi ~\1 х2 -\- if259. 2  =  C C O S r -  V 2  =  0.2и

60. 2 =  х2 +  у2, z =  x +  y.
Н1 Jt2 I У2 I г2 _  . /  X2 у2 V _  ^  г
*' • 7  +  7 +  7  - 1 • Ь  +  7  J “  ■

Куйидаги жисмларнинг хажмларини топинг:
62. 22<  2рх, г /< х < а , //^0.
63. 22>2/7х, z2^ 2 q y ,  0 < 2 < ы , х ^ О , г/^0.
64. х2 +  у2< а 2, 0 < а 2 < а 2 — 2(/2.

б5- 4 + 4 <  •• 4 + - J <  >•а Ь и Ь

66. 4х> (/2, 4г/>х2, 0 < 2 < (/ .
67. х24 - Г < а 2 < / г 2.

/ 2  2 \ 

- < М ) у2
а* ' &2 

ях . пу

68. 0< 2< с е  v “‘ "*Л +  Я 2

69. 0 < 2 < c - s in --- sin---, |х |< а , |у |< 6 .а

70. 0< 2< (/sin^n^—J  J, п х ^ у  < т х .  

|3г/г^х<ау, ( т > п > О, 0 < P < O C < 1 ) .
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f(x,y,z) функция R 3 фазодаги чегараланган (К )  сохада 
берилган булсин. Бу функциянинг (У )  соха буйича уч 
каррали интеграли тушунчаси 1-§ да келтирилган икки 
каррали интегралга ухшаш киритилади. (У )  соханинг 
р булинишини карайлик. Бу  булинишнинг хар бир (V\) 
( 6 = 1 , 2 булагида ихтиёрий (£*, т]*, £*) нук.та олиб, 
куйидаги

П
<*= X  /(I*. л*. U)Vk-

k=i
интеграл йигиндини тузамиз, бунда Vk— (V *) нинг 
хажми.

4 - т а ъ р и ф .  V e > 0  олинганда х,ам, шундай б >  
> 0  топилсаки; (V )  соланине диаметри А,< 6  булган х,ар 
к,андай булинишда цамда х,ар бир (V k) булакдаги 
ихтиёрий (\k, щ , ьк) ну^талар учун

I (Т — /1 <  в

тенгсизлик бажарилса, у х,олда / га f(x,y,z) функциянинг 
( К )  буйича уч каррали интеграли дейилади ва у

f(x,y,z)dV  (m  f(x,y,z)dxdydz)
Ш  (Ю

каби белгиланади.
Демак,

П
f(x,y,z)dxdydz =  lim £  f{\k, rjft, l k)V k .

(V) k=i

Уч карраЯи интегралларнинг мавжудлиги, интегралла
нувчи функциялар синфи ва интеграл хоссаларига оид 
теоремалар худди икки каррали интеграллардаги каби 
булади.

f(x,y,z) функция
(V )  =  {(x, у, z )£ R 3:as^b, c ^ y < d ,  

сохада берилган ва узлуксиз булсин. У холда

2-§. УЧ КАРРА Л И  И Н ТЕГРА Л Л А Р

IV) 

булади.

/(х, у, z)dz ]dy dx
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dx

Энди (I/) coxa— пастдан z =  ̂ \(x,y)1 кжоридан 
z-2 =\p2(x,y) сирглар билан, ён томондан Oz ук,ига 
параллел цилиндрик сирт билан чегараланган соха 
булсин. Бу соханинг Оху текислигига проекцияси 
(D ) булсин.

Агар f(x,y,z) функция шундай (К )  сохада узлуксиз 
булиб, z =  \\b(x,y) (/= 1,2) функциялар ( D ) да узлуксиз 
булса, у холда

/ ч>2(*> \
^  f(x,y,z)dxdydz=  Ш   ̂ f(x,y,z)dz \dxdy
( V ) ( Д ) \ ^ , ( х )  /

булади.
Агар

(D )= {(x ,y )£ R 2: a ^ x ^ b ,  < р\(х )^у^  фг(-*:)}

булиб, ф,-(х) (/=  1,2) функциялар \а,Ь\ да узлуксиз булса, 
У холда

ь Г~ «М * ) /  'М * . '/ )  \

^ f(x ,y ,z )d x d yd z =  jj И   ̂ К Х'У'2^ 2 \dy
( V ) а _4>1(.г) \Ч>|(ЗД| /

булади.
f(x,y,z) функция (К )  сохада берилган ва узлуксиз 

булиб, ( V ) соха —  силлик, ёки булакли силлик, сиртлар 
билан чегараланган булсин.

y\f(x,y,z)dxdydz  интегралда узгарувчиларни куйи-
(V )

дагича алмаштирамиз:
' х =  ф (u,v,w). 

y =  ilp(u,v,w),
z =  x(u,v,w ), (u ,v,w )£Acz R 3 (4)

(4) акслантириш l-§ 4-пунктда келтирилган 1°— 
2° каби шартларни каноатлантирсин. У  холда

\^f(x ,y,z )dxdydz=  = ^ / (ф (ы ,ц ,ш ), г|)(и,и,ш), x(u,v,w))
I V ) (А )

\l(u,v,w)\dudvdw  (5)

булади, бунда
18- 527 273



дх дх дх

l(u,v,w) =

д и dv d-л)

ду ду dy
ди dv dw
dz dz dz
ди dv dw

(5) формула ум каррали интегралларда узгарувчи- 
ларии алмаштириш формуласидир. Купчилик холларда уч 
каррали интегралларни хисоблаш учун узгарувчиларни 
куйидагича алмаштириш максадга мувофик. булади: 

а) Куйидаги
jr =  rcosq\ _i/ =  rsin(p, z =  z (6)

алмашгиришни карайлик (0 г <  +  оо ), (0^ср< с2я),
( — 00 < Z< -|-0 0 ).
Натижада (5) формула ушбу

f(x,y,z)dxdydz =  m  f(r,<f,z)rdrdq>dz
W ) (Д)

куринишни олади.
Одатда (6) алмаштириш цилиндрик алмаштиришлар 

( г,ц>,г) эса нуктанинг цилиндрик координаталари де
йилади.

Ушбу
x =  psinBcos(|', */ =  psin0sir^ , z =  pcos0 (7)

алмаштиришни карайлик (0 < р + о о ),  (0 <  В ^ л ) ,  (0 <  
<1ф< 2л). У холда (5) формула куйидаги куринишни 
олади:

^  f(x,y,z)dxdydz =  ̂  / (p ,e^ )p2sin20 d p t?0 ^ .
(,У) (А)

Одатда (7) алмаштириш сферик алмаштиришлар, (р, 0, 
ф) эса нуктанинг сферик координаталари дейилади.

21 - м и с о л. Ушбу

№(V)
dv

интегрални таъриф буйича х,исобланг. Бунда (V )  соха 
х 2 -\-у2--=а2, х2 +  у =  Ь2 цилиндрлар, у — хtga, у =  хtgp 
ярим текисликлар ва иккита г =  с ва z =  d  текисликлар би
лан чегараланган (0 <Ca<Cb, c<Cd, O c a c p ) .
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Цилиндрик (r,q>,z) координаталар системасида ци- 
линдрлар r =  a, г — Ь, ярим текисликлар ф =  а, ф = Р , 
текисликлар эса z =  c ва z =  d куринишга эга булади. 
Каралаётган интегралда функциянинг узлуксизлигини 
хисобга олиб, яъни интегрални мавжудлигидан фойда- 
ланган холда интеграл йигинди тузамиз. ( V ) сохани 
куйидаги булинишини караймиз:

. . . Ь  — а  . ..1) г =  Л/, г, =  а-1----- 1 еки

r~a-\- iS .r, \ г = —— i = l ,  п — 1

2) Ф =  Ф*. Ф * = а +  ^п а ' к ^ки

Ф* = а -(- k ■ Аф, Лф =  -- k  =  1, п — 1.

3) z =  z , 2, =  c-f--- ' •/ ёки' 1 П

Z: =  2 -f- / • Az, Az =  - — --,' п

j = l t n — 1, {V ijk) сохачанинг цажми

У,7* =  ~2 Лф • Ал - Az • (л,- + z,-,) =  2 Аф • Ar.

Az|2u -f- Ал(2/ — 1 )| =  ̂ a-f Ал- —2-*-^Аф-Az-Ar 

булади.

f(x,y,z)=-х1 функция (г,ф,г) системада 
/(г,ф,г) =  -~г2 (1 -)-С052ф) куринишни олади.

Энди интеграл йигиндини тузамиз:

•,=  i  i  [  1 ( а + лл-2г? 1) х
I --- ! / — 1 ft 1 i - I

x rfAr £  Az l  (1+соз2ф,)Лф.
л-i *=i

By тенгликнинг унг томонидаги йигиндиларни алохнду- 
.,охида хисоблаймиз:



п

ar=  £  (а  +  Лл- 2‘~ ' ) ( а  +  Лг-г')2Дг =
/= !

п о- I
=  Z  ( а +  ̂ г ,~ у  ^-(а2 +  2ш'Аг+  j2A r2)Ar =

1= I

£  [ а 3 +  а 2Л л (З г —  ̂)  +  а Л л 2(3/2 —  / ) +  |  A r3-(2i3 —  *'2) ]  
i— 1

» (" з I 2 Ь — а ГЗ/г (/ г+ 1 ) 1 1 .
Лг =  \па + а  2 -  - « - T J  +

(b — a f  Г „  п(п +  1X2/1+ I )  /1(Л+1)П
+  а . _ _  ^  .  _ _ _ _ _ _  2  J

+
( 6 - « ) 3 1Г/г2(/г+1)2 1 /i(/ i+ 1X2/1+1)1

„< “ 'IL 4 2 6 JIJ « “

=  ( fc _a ).{a 3  +  a2( f t - fl)[ | ( l  +  ,t ) ~ l ]  +

+  fl( f t _ a ^ l + - ; ) ( 2  +  J - ) - -L ( l+ J - ) ]  +

+  (b -  a )'[ } ( l +  ” )  ( '1 +  I

(Тф=  £  (1 +С082ф*)Дф =  Г я +  £  co s (2 a + ^ *2Лф) Аф =
k=\ I k—l J

[ sin/i-A<pcos(2a+ — -c-- -2Д<р) •

* ' ~ 1 г  + -----------ifn-Ai- - * 4  =

=  [ P - a + i i n b  s in (P a )cos[2a+ -(i + 1 ) (p  -  a ) ]
n

0г=  X  S.z =  d — c.
/=•

Энди n —»-0 да лимитга утиб, топамиз:

Iim a(/ i)=   ̂(ft4— «4)| (̂P — a ) — ^(sin2a— sin2p)J(d — c).

Демак,

^ y 2du =  -g<ft4 — a4) [ ( P — a ) — ^ (s in 2 a — sin2p)](d — 6).
m
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22- м и с о л. Ушбу

/ =  xr'ifz '{ \ — х — у — г у d xdy dz
(V)

интегрални хисобланг. Бунда ( V ) coxa x-\-y-\-z =  1, х =  0, 
у  0, 2 =  0 текисликлар билан чегараланган, p ,q ,r,s> 0. 

Каралаётган интегралда
x-\-y-{-z =  u, y-\-z =  uv, z =  uvw

алмаштиришни бажарамиз.
х,у ва z ларнинг энг кичик кийматлари 0 булгани учун 

х-]-у-\-z = \ , х-\-у-\- z =  и муносабатлардан, и ^  1 экани 
ни топамиз. Демак, и нинг тайинланган кийматида y-\-z 
нинг эн!' катта к,иймати и га тенг, бундан 1. Худди 
шунга ухшаш w^L 1 булади.

Шундай килиб,
(А ) =  { (ы ,у ,к | ) :0 ^ и ^  1, О^иг^Г 1, 1}.

х =  и(\ — и), y =  uv(\ — ну), z =  uvw
булиб, Якобиан эса

1 — v -—и О
v — vw и — uw — uv 00 =  и2у,
V W  U W  UV

1 =  Ж  1 ~  1 — w)qurvrw r■ (1 — u )s- u2v dudvdw  =
(A)
I I I

=  — uydu^v4+r+l‘ (\ — vfdv  — w)qdw =
0 0 0
1 I

=  jjW'’+"+r+2.( I — uydu^B{r+  1, q +  1 )»’ +'+1( I + Vfdv  =
0 0

1
= B ( r + \ ,q + l ) \ u r+‘>+r+2(\- u yB (q  +  r +  2,p+\)du =

0

=  B (r  — 1, q +  1) B(q-\-r +  2, p-\- \ ) B(p-\~ q - \ - r s-)-l) =  
_  Г(г+ 1 )/'(<? + !)/'(? + г+ 2)/'(p + l)/\p + q +r + 3)/\s + 1)

Г(г + q -\- 2 )r (q rр-{-3)Г(р-\- q-\- r + s + 4) 
_  Г(8+\)Г(г+\)Г(д+\)Г(р-\-\)

F(p  +  q +  r +  s-f 4 )
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23- м и с о л .  Ушбу

I  — +  y ’)dxdydz
<ю‘

интегрални хисобланг. Бунда ( V) —  coxa x2-\-y2az, (х2 +  
-\-у2) az3 сиртлар билан чегараланган.

(У )  ни чегаралаб турган сиртлар 0 7  уки атрофида 
айлантиришдан хосил булган айланма сиртлар булгани 
учун меридиан кесимнинг чизмасини караймиз (12-чиз- 
ма).

х2-|-у2 —-az ва (х2-)-у2)2 — az3 сиртлар ушбу г — а, х2-}- 
-\-у2 =  а2 айлана буйича кесишади.

( V ) соханинг OZ  укига проекцияси (0, а) интервалдан 
иборат, хОу текислигига проекцияси эса х2-\-у2< а 2 доира- 
дан иборатдир. г =  2о, (zq£(0, а)) текислик ( V ) ни ички
радиуси Д/QZq, ташки радиуси -\Jaz0 булган доиравий
халка буйлаб кесади.

Демак,

( V )— l(x,y,z)£R

12- чизма
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( Do) =  { (х,у) £ R 2: х2 -j- у2 <  а'2}. 
Цилиндрик координаталарга утиб, топамиз:

а 2л \Jah

/ =   ̂hdh  ̂ dip  ̂ rsdr.

Бу ерда

\Га,ah

\/А
2л а у а а

l= ^ d (p ^ r 3dr { h d h = ~ - 2 n [h (a 2h2 — ah3)dh-
О о

Демак,
лаь( -—-\=  л-2 \ 4 5  )  40

, __ ли*1
4 0 '

24- м и с о л .  Ушбу

* 2 +  y2 +  z2 =  2az, х2 +  у2 =  z2,x2 +  у2 =  ~ z 2

сиртлар билан чегараланган соха хажмини топинг. 
М аьлумки, изланаётган хажм

У =  Щ  dxdydz
(V)

формула оркали топилиб, бунда (V )  юк,орида берилган 
сиртлар билан чегаралангандир.

Сферик координаталар системасидан фойдаланамиз:

V =  dxdydz =  m p  s iп0^рйф^0
(V) (A)

(A ) =  |(р )ф)0 ) :О < ф < 2 л , — sC 0 ^ ^ - , 2acos0|
Ы  л/4 2acos0  ̂ л/4

 ̂ d(p  ̂ s in0^0  ̂ p2d p = 1 6 ^ -   ̂ cos30 s in 0d 0  =
2л л/4 2acosB  ̂ л/4

v=  "
0 л/6 0 л/6

3
, n Jia lb ~  jj cos:i0< i(cos0)= у2да3 (куб.бир.)

л/4
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Мисол ва масалалар
Куйидаги уч каррали интегралларни хисобланг:

71. \\\ xy2z3dxdydz,
(V)

бунда (I/ ) z =  xy, у =  х, х = \ ,  г =  О 
сиртлар билан чегараланган.

dxdydz,
m

2 2 2
бунда ( V) — +  — = 1 сирт билан

а Ь с
чегараланган.

73. Щ  (х2-\-y2)dxdydz,
(V)
бунда (У )  x2 +  y2 =  2z, z =  2 сиртлар 
билан чегараланган.

74. y\xyz dxdydz,

бунда (I/) 2 =  — — 2 =т  п
.2 ----А2ху =  а , ху =  Ь , у = а х , у =  $х 

сиртлар билан чегараланган (х > 0 , у > 0, 2>О,
О < а < 6 ,  О С а С Р ,  0 < п К п )

75. ^  xmynzpdxdydz,
х2 + /  + г2<  1

//г, /г, /> лар бутун, манфий булмаган сонлар.

76. \\\ 1(дг— 4ху +  у )dxdydz.

77. m  jq/2 dxdydz,
<iO

78.

^  zdxdydz,(v) =  i(x ,y ,z )^ R t:z2'^  h^(x2-\-y2), 0 ^ 2^ a | .

79. ^  z2dxdydz,( V ) =  {(x,y,z)d R'^.x2 -\- y2-\- z2^  /?2,
(V7)
* 2 +  г/2 +  22<  2tfz}.
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80 ' \\\(х +  У +  zf dxdydz’ ( 1/) =  {(х, У, г)£/^! :
IV )

:х' -\-у2^  2az, х2 +  У2 +  ?2 ̂  За2} .

Куйидаги сиртлар билан чегараланган жисмларнинг 
хджмларини топинг:
81. (х2 -{- у2 z2)2 =  cc’z.
82. (х2 +  у2 +  z2)3 =  a3xyz.
83. (х2-\-у2-\- z2)2 =  axyz.
84. (х2+ у2 +  z2)2 =  az(x2 +  у2).
85. (x2 +  y2 +  z2f  =  a2z4.
86. (х2 -f- у2 +  z2f  =  a2y2z2.
87. (х2 у2 +  z2)3 =  а3(х3 +  у3).
88. (x2 +  y2 +  z2f = a 3z(x2- y 2).

___*2 + у2
89. (x2 +  y2 +  z2)2 =  a3ze '2+»2+г\

90. [х2-\-у2-\- z2)3 =  aesin2̂  712’Г  _ _ n z _ ______,
L V ? + 7 + z2J '

91. (x2 +  y2f  +  z4--
92. (x2 +  i/2)3 +  z6 =

--za3.
- a' xyz.

94- ( ;

+  — =  -

-sin

«•(Vt + VJ)'+ 1, x =  0, г/ =  0, 2 = 0̂ (z > 0 ).

= z ,  x - \ - y  =96. x у z =  a , x -\- у -\- z =  2 a , x +  у 
=  2z, x =  y, у =  Ъх.

97. a2s^ .x y^ b 2, p z ^ x ys^ q z , а х ^ у ^ .$ х ,  (< J< u < b , 
0 < p < q ,  0 < a < )3 ).

98. r =  asinqj-( l Н-соэф).
99. r =  asincp• (asin 2̂  -j- 6cos2if>).(тГ+аг+( w - '-
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X V I I I  б о б  

Э Г Р И  Ч И З И К Л И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

|-§. БИРМ М ЧН ТУР ЭГРИ  ЧИ ЗИ КЛ И  И Н Т ЕГРА Л Л А Р

1. И н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  Текисликда бирор тугри- 

ланувчи А В  (А — (а\, и2)> В = (Ь . ,  Ь^)) эгри чизикни
(ёйни) олайлик. Б у  эгри чизмкда икки йуналишдан бирини 
(масалан, А нуктадан В  нуктага к.араб йуналишни) 
мусбат, иккинчисиии манфнй йуналиш деб кабул килайлик 
(13- чизма).

13- т а л а .

А В  эгри чизикни А дан В  га к.араб Ло (Ло—-Л), 
А |, .4г» А„{Ап =  В )  нукталар ёрдамида

w ___
(А к =  ( хк,ук) € А В, к — 0,п,(Хо,Уо) =
=  (а,.а2), (хя,у„) =  { Ь М )  п та булакка буламиз. Бу

Л 0, Л 1, ЛР, А п

нукталар системаси А В  ёйининг булиниши дейилади ва 

Р  — {А 0, Л „  Л 2, - , А„)

каби белгиланади. Л*Л*+1 ёй узунликлари
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\sk (fe =  0,l, n) нинг энг каттаси P  булинишнинг
•икшетри дейилади ва кп билан белгиланади:

ар== max{Ask}. 
k

Л В  эгри чизикда f(x,y) функция аник,ланган булсин. 
Ь>' ЭГри ЧИЗИК.НИНГ

Р  =  {А {), Л „  А:,, A J

!инишини ва унинг х.ар бир 1,, 1,.. , ёйида ихтиёрий 
, t|;,) нукта (k — 0,1,2, п — 1) оламиз. Сунг куй и да-

п — I
« =  I  /(I*, 'iJA.v, ([)

к = (I

nil индини тузамиз. Ода тда ( I )  интеграл йигкнди дейила- 

А В  эгри чизикни шундай

Ри Р ъ  .... Р,п...... (2)

/линишлари кетма-кетлигини караймизки, уларнинг мос 
;:аметрларидан ташкил топтан кегма-кетлик учун

lint Кр = 0
ГП -► оо т

* IV. 1 с:ин . Бундай булинишларнинг х,ар бирига нисбатан
I ) каби йигиндилар тузиб

(Т|, <)'2, .... <3,п, ■■■

; I ма-кетликни х,осил килам из.

Агар А В  эгри чизикнинг хар кандай (2) куринишдаги 
v чинишлари кетма-кетлиги {Р „ }  олинганда хам,унта мос 

и и ги и л и.1 а рдан иборат {ат}  кетма-кетлик (|*, т|*) нукта- 
| 1Рни танлаб олинишига ботлик булмаган холда хамма
■ акт битта / сонга интилса, бу сон о йигиндининг лимити 
и нилади:

п — 1
lim а =  1 irn £  /(£*, цk)\sk =  l
V - 0
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эга булса, у ,\олда f(x,y) функция А В  эгри чизик, буйича 
интегралланувчи, бу лимит эса f(x,y) функциянинг 
биринчи тур эгри пзицли интеграли дейилади ва

 ̂ f(x,y)ds

1- т а ъ р и ф. А гар  Хр->0 да ст йигинди чекли лимитга

каби белгиланади:
П — 1

[ f(x,y)ds =  lim £  /(£*,
J  Я. —»- ft L

AB

2. И н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Фа раз килай- 

лик, А В  эгри чизик, ушбу

* = Jc(s)( o < s < S )  (3)
у — у (s )

система билан берилган булсин. Бунда s — AQ  ёйнинг

узунлиги (Q  =  (*,«/)£ Л в ), S  эса А В  нинг узунлиги.

1 - т е о р е м а .  Агар f (x ,y )  функция А В  эгри чизикда 
берилган ва узлуксиз булса, у х,олда бу функциянинг

А В  буйича биринчи тур эгри чизикли интеграли мавжуд ва
S

J f (x ,y )d s  =  J f (x (s ) ,  y (s ) )d s  (5)

АВ

булади.
Энди АЪ  эгри чизик. ушбу

< 4 >у =  хНО

система билан (параметрик формада) берилган булсин. 
Бунда ф(/), М О  функциялар [a,(i] да ф'(0- W )  узлуксиз 
хосилаларга эга ва (ф(а),г|з(а)) =  Л, (ф (Р )Ж Р ))  =  в  
булсин.
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2- т е о ре м а. Агар } (х ,у )  функции Л В  да берилган ва 
узлуксиз булса, у \олда бу функциянинг А В  буйича 
биринчи тур эгри чизик,ли интеграли мавжуд ва

Р
\ f (x ,y )d s =  л]у,т( 0  +  \b'2( t j  dt (5)

л в
булади.

Бу теоремалар биринчи тур эгри чизикли иитегралнинг 
мавжудлигини аниклаб бериши билан бирга унинг Риман 
интеграли оркали ифодаланишини х,ам курсатади.

3 . И н т е г р а л н и н г х о с с а л а р и . Биринчи тур эгри
11 и з и к, л и интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари 
каби хоссаларга эга.

Л В  эгри чизик (3) ёки (4) система билан аникланган
булиб, /(х ,у ) ва g(x,y) hi у эгри чизивда берилган ва 
узлуксиз функциялар булсин.

W W W
1°. Агар А В  — A C U C B  булса, у холда

 ̂ f(x ,y )ds=   ̂ f(x,y)ds -f- (j f(x,y)ds

Л В  А С  СВ

булади.
2°. Ушбу

 ̂ С ■ f(x,y)ds — С  ̂ f(x,y)ds (С  — const)

Л В  А В

К 'Н Г Л И К  уринли.
3°. К,уйидаги

\ [f (x ,y )± g (x ,y )]d s=  f(x ,y )ds±   ̂ g(x,y)ds

Л В  Л В  А В

к'нглик уринли булади.

4°. Агар V(x, у )£ Л В  да (jx, у ) ^ 0 булса, у холда 

 ̂ f (x ,y )d s^ 0

А В

оулади.
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5°. \f(x,y)\ функция A B  да интегралланувчи ва

I f{x,y)ds\ <   ̂ \f(x,y)\ds

А В  АН

булади.
6°. Шуидай (с,, c2)d A B  нукта топиладики, 

f(x,y)ds =  f (c l, c2)-S

А В

булади, S  бунда А В  нинг узунлиги.
4 . И н т е г р а  л ни х и с о б л а ш . Эгри чизикли интег

раллар Риман интегралларига келтирилиб хисобланади. 
Бунда купинча

J f(x ,y )ds=  jj/(q>( t W ) ) ^ v ' 2V ) +  V 2V )d l  (5 )
чу а

А В

формуладан хамда куйида келтириладиган формула
лардан фойдаланилади.

Айтайлик, А В  эгри чизик ушбу

у =  у(х) у (а )= А ,  у ( Ь )= В )

тенглама билан аникланган булиб, у(х) функция \а,Ь] да 
узлуксиз у '(х ) хосилага эга булсин. Агар f(x ,y ) функция

шу А В  да берилган ва узлуксиз булса, у холда
ь ___ _____

 ̂ f(x,y)ds =  ^ f(x ,y (x ))^ \  +  y '\ x )dx (6)
о  ̂ Пбулади. Ав

Энди A B  эгри чизик. ушбу

(> =  f,(0) ( B o ^ B ^ B , )

тенглама билан (кутб координата системасида) берилган 
булиб, р(Н) функция [Во, В|| да узлуксиз р '{В ) хосилага

эга булсин. Агар f(x ,y) функция шу А В  да берилган ва 
узлуксиз булса, у холда
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 ̂ f(x,y)ds — jj /(pcos6,psin0) ''./p2 +  p,‘ d& ( ? )  
»>t/j

5улади.
1-MHCO л. Ушбу

 ̂ (4  д/jc — 3^y)ds

е2 _______

интегрални хисобланг, бунда /16’ текиеликнинг А — 
== ( — 1,0), В  = (0 ,1 ) нукталаринн бирлаштирувчи тугри 
чизик, кесмаси.

Ра вша яки, А ва В  нукталардаи утувчи тугри чизик 
ген гламаси

у =  х +  1

булиб, берилган интеграл эса
у X  1, — 1 X ̂  0

кесма буйича олинган интеграл булади.
Унда (6) формулага кура

 ̂ (4 \fx — 3 ^y)ds =

ЛИ

 ̂ ( 4 д/jc — 3 д/х +  1 )д/1 +  <* +  1
-  I

булади. Кейинги интегрални хисоблаймиз:
<>
\ (* Vх — 3 хх + 1) V2 dx=
1

 ̂ (43v/x — 3 д[у )ds =  — 5 д/2 .

Л в

Д е м а к ,
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\ 7ds
Л В

интегрални хисобланг, А В  бунда f - t a  параболаиииг 

(1, д/2) ва (2,2) нукталари орасидаги булаги. 
Юкоридаги (6) формулага кура ( y = ^ 2 x ) :

w *
А В

булади.
Энди ( 4 = Л f ' + b f ix Y ^ d x

J1

интегрални х.исоблаймиз. A iap  f
___ о v- 4 _ 1

1 -И д/2х )' =  —2Т-  

эканини эътиборга олсак, унда

j J L V 1 + < # *> л dx= \-fs-  ^ Xdx=

=  у ^  д/1+ 2х =  — 3 л/3 )
1

булишини топамиз. Демак,

j  \ ь  > y s  -

А В

3- м и с о л. Ушбу
 ̂ xy ds

Л В

2- м и с о л. Ушбу

0 и
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интегрални хисобланг, бунда А В — -\--—-=\ эллипс-
а2 Ь2

нинг биринчи ккадрангдаги кисми.
Аввало

1 + 4 = 1и Ь2

эллипснинг параметрик тенгдамасини ёзиб оламиз:
( x =  acost,
{ „ _ />sir!.

Демак, берилган интеграл ушбу
x =  ucos'

, • * y==bsmt 2 •

эгри чизик буйича олинади.
(5) формуладан фойдаланиб топамиз:

л
У

 ̂ xyds=  lj ucos/-/;sinr \jah\ri4-\-b\'os2t dt.
ОАВ

,1
Энди аник интегрални хисоблаймиз:

Т  -_______________________

/ =   ̂acos/ • bsint д/a^siп2̂  -f b2cos2t dt =

л/2Об -
J  siп2/• ^ J a 2. y ~ f 2t + b 2. l ± ^ L d t.

Кейинги интегралда

cos2/ =  a
деб оламиз. Унда

s\n2tdt= — — 1.1]

19—527 289



2 26?либ- ■ 1
- f  s.

t2 2 “11 b — a I
—   u =

2 J - i
ab 2 _̂__ 2
4 "  b ^ a 2 '  3

2 I l2
a T _  

2

ab a2 + ab + b̂
3 a + i

булади. Демак,
г . ab a~ + ab + b
) xyds =  -r - ,H  ft

A B

м и с л. Ушбу

АН

интегрални х.исобланг, бунда А В

■ acht 
-asht

гипербола Счидан иборат.
(5) формуладан фойдаланиб топамиз:

(х  — асЫ , (0 < / < /о )
\у=< ' '

 ̂ xyus—  ̂ach/-ash/^J(acht)'2 -\-(asht)'2 dt —
о

А В

____ _______
=  a2\sht-cht^ [a\sh2t +  ch2t) dt.

0

Энди аник интегрални хисоблаймиз: 
i0 _ _____  ‘о
\ Sh/-i. I J u 2(sh2t +  ch2/)dt =  ~  J sh2/ ^Jch2t dt =
J n0

a 2,=  Tjch2id(ch2t)==±-±(ch2ty
о

=  -^(ch22/0 l) .
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■ з / Л \
 ̂ xyds — (c h 22/„ — 1).

А В

5- м и с о л. Ушбу

\ \y\ds

А В

интегрални хисобланг, бунда А В  куйидаги (кутб ко- 
ординаталар системасида)

(> =  a A/cos2(p (  —

тенглама билан берилган эгри чизик (лемниската ёйи). 
Юкорида келтирилган (7) формулага кура

л/4

jj \y\ds =  I(»sirnp| д/р2 +  р/2 dq
w — л/4

A B

булади.
Агар

2 , ,2 2 О I a2sin22q> a2 
P  + p  — a cos2t| — -

эканини эътиборга олсак, унда

Iр ■ sin<p| • -yjp2 +  p'2 = a 2|sintp|

булиб,
л/4 л/4

 ̂ |г/1rfs =   ̂ a2|sir^|cfrp =  2a2  ̂ simp^p =  a2(2 — д/2 )
w —л/4 0

A B

булади.
6- м и с о л. Ушбу

jj (х +  г/Ks

Д е м а к ,



интегрални хисобланг, бунда А В  эгри чизик. учлари 
0(0,0), О,(1,0) ва 02(0,1) нукталарда булган учбурчак 
контуридан иборат.

Йнгегралнинг хоссасига кура

\(x-\-y)ds =  (х -\-y)ds-\-  ̂ (х-\-y)ds-{-
о,о2 о2о

л в

+   ̂ (x +  y)ds
0 0,

булади.
Равшанки,

O 1O2 нинг тенгламаси у — 1— х ( О ^ х ^  1),
О2О нинг тенгламаси х =  0 (О ^ у ^ .  1),
0 0 ] нинг тенгламаси у =  0 ( O ^ x ^  1) 

булади. Шуни эътиборга олиб, топамиз:
1

 ̂ (х -f-y)ds =  ^(х -f-1 x)^j2 dx =  ~\J2,
охо., о

i
(j (x-\-y)ds=\) ydy=--j,

0,0 0
1

 ̂ (x +  y )d s=  \j xdx=  g.
oo, 0

Демак,

 ̂ (x +  y )d s =  1 +  V 2-

A B

7- м и с о л.
J e ^ 2+y2ds

A B

интегрални хисобланг, бунда А В  эгри чизик, 

р =  а, ср =  0, ф =  '4
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(кутб координаталар системасида) чизиклар билап 
чегараланган каварик ёпик. контурдан иборат 
(14- чизма).

14- чизм а.

Интегралнинг хоссасидан фойдаланиб топамиз: 

С „ V^+»aWc= [ „ V?+ " с _
мк

-г
РМ

М Р  чизикда

А В

J e ^  '-"‘ds+ J е v'r2+;/J.v +
A//J

+  t е vx-+!/-ds 
ям

ф =  0, О ^ р ^ а

булганлиги сабабли

jj е ^ +u~ds = jj е V̂ Ap+iAin\dp

булади.
N P  чизикда

\e'*dp =  6'“ — I

0< Ф < у ,  1> =  а

булганлиги сабабли



,-------  Л /4
f e v*?+!f>d s=   ̂ evpd(t) =  aea~-

N P  0

булади.
P M  чизикда

( )< ( )<  о, ф =  ?

булганлиги сабабли
... а

e 1*?+!?ds =  'Wp =  (?fl— i
P M  0

булади.
Демак,

5 e v> ‘ -V.s =  c" -  1 +  «<’ ' • t <?“ -  I =  2(c*" - 1 )4 -  ' 4

A  ВI IS -
5. И н т e г p а л н и н г б а ъ з и б и р т а т б и к л а р и . 

Биринчи тур эгри чизикли интеграл ёрдамида ей 
узунлигини, ж кем НИН г массасини, огирлик марказларини, 
инерция моментларини хжоблаш  мумкин.

1°. Текисликда тугриланувчи А В  эгри чизик берил
ган булсин. Унинг узунлиги ушбу

S =  \ ds (8)
,1В

формула билан гопилади.
2°. Текисликда тугриланувчи А В  эгри чизиги буйича 

масса гаркагилган булиб, унинг зичлиги р =  р(х, у) 
булсин. Бу эгри чизикнинг массаси

т  —  ̂ р(х, y)ds, (9)

АН

огирлик марказининг координаталари эса

Х { ) = т \ Х ' р( Х ' y d̂ s ' Уи =  т  \ У ' ^ Х ' У )ds ( 1 ° )
л н  АН

булади.
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А В  эгри чизикнинг ОХ  ва 0 Y  координата ук,ларига 
нисбатан статик моментлари

( I D
АВ

формулалар билан, шу укларга нисбатан инерция мо
ментлари эса

формулалар оркали ифодаланади.
8- м и с о л. Ушбу 

х(/) =  acos3/, 

y (t) =  as\n?'l ( 0 < / <  2л)

система билан берилган Л В  эгри чизик. (астроида) 
нинг узунлигини тонинг.

Астроида координата укларига нисбатан симметрик 
булишини эътиборга олиб, (8) формуладан топамиз:

( 12)

а в

л/2

О

=  ̂ д/(— 3acos2/sin/)2 +  (3asin2/cos/)2^  :
и

=  4 sin2/(i/ =  6a

Д емак,

S = 6 a .
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9- м и с ол .  Ч из и к,л и зичлиги р(х, у )= \у\  булган 

у2 =  2рх ( 0 < х <  | )  

параболанинг массасини ,\амда огирлик марказини
ТОП ИНГ.

(9) формуладан фойдаланиб, параболанинг массаси

\ \y\dsт  =

АН

булишини аниклаймиз. By эгри чизикли интеграл
(6) фор мул а га кура

5 \y\ds=  J \у\ д А + 4  йУ

АП

булади. Демак,
..2

т —  ̂ \у \ 1 +  A, dy.

Энди аник, интегрални х,исоблаймиз:

( I у I Д  /1 +  4  dy =  2 ■ 7  S У +  У! dy =
- р  V  п о

=   ̂ л1р 2 +  У2 d(p2 +  y2)=  1р[{р2 +  у У ■ з 1о =
О

=  } р 2( 2 д /2 - 1 ).

Демак,

т  =  2 д /2 —  1).

Параболанинг огирлик марказинингкоординаталари
(10) формулага кура
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У о =  — т  ̂ у - \y\ds
АВ

булади. Энди бу эгри чизикли интегралларни х,исоблай- 
миз:

S x - \ y \ d s =  S J ^ |d s= T ^ - 2 7 x
W : О

А В АВ

X j l l ± £ dy =  _ 1 С /у3 yjp* +  y*dy  
Р Р2 J

Кейинги интегрални булаклаб, интеграллаш форму- 
ласидан фойдаланиб хисоблаймиз. Агар

у2 =  и, у д/р24- у2 dy =  du

дейилса, унда
3

dи =  2ydy, v =  з (р2 4- у2)2

булиб,

5 У3 V Р2 4  У2 dy = У ' 2(р2 +  у2) ! q ‘ - jj 2г/( р2 4- у2)2 dy =
О о

_  2 У 2 /  I Г 2 2 2ч1Т’ _  2/’(1 + V2 )
3 3 L 5 ~̂ У ’ Jo 15

булади. Демак,

I 2р’(1 +  у'2 ) _  (5 +  3 ^2 )р
■Х°~  т - р 2......  15 '  35

Худди шунга ухшаш
1

Уо = т  
АН

5 y\y\ds=  3(2i 28+ /,) (3  д/2 4-1п(1 4- V2 )>

булиши топилади.
10- м и с о л. Ушбу

А В : х 3 -\-у3 = а 3 (х > 0 , # > 0 )
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астроиданинг ОХ  ва OY  координата у к. л а р и га нисбатан 
статик моментларини топинг.

Аввало берилган астроиданинг параметрик кури- 
нишдаги тенгламасини топамиз. У куйидагича

c o c o s '/ .
y =  as\n t 1

булади. Сунгра ёй дифференциалини хисоблаймиз: 

ds =  д/х'2 +  у '1 dt =

=  "\/3acos2/( — sin/)2 +  (3asin2/-cos/)2 d t  —

=  3acos/ • sin tdt.
(11) формуладан фойдаланиб топамиз:

л/2

S t—  ̂ y d s=   ̂ Hsin,i/-3acos/-sin/^/ =
о

л/2
с i гИ i r l l  с i п  / \ ^  ^=  3a2  ̂ sin4/d(sin/) =

о
л/2

 ̂ xds =   ̂ acos3/ • 3acos/• s\ntdt -
о

л/2

— 3a2  ̂ cos*td(cost)--
о 5 ’

Демак, астроиданинг координата укларига нисбатан 
статик моментлари

32 
5

булади.
11 - м и с о л. Ушбу

А В : х2 +  у2 =  а2

айлананинг диаметрига нисбатан инерция моментини 
топинг.
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Равшанки, берилган айлананинг параметрик курини- 
шидаги тенгламаси

булади.
Айлана диаметрини ОХ  ук.ига жойлаштирнб, суш

(12) формуладан фойдаланиб топамиз:

Демак, берилган айлананинг диаметрига нисбатан 
инерция моменти

булади.
v_/

1 - э с л а т м а .  Айтайлик, А В  фазовий эгри чизик 
булиб, бу чизикда f(x, у, г ) функция берилган булсин.

Юкоридагидек f(x, у, г ) функциянинг А В  эгри чизик 
буйича биринчи тур эгри чизикли интеграли тушунчаси 
киритилади ва урганилади.

12- м и с о л. Ушбу

! х —  ̂ y ‘ds =  \ a2sin2/- ^ (acost)'2 -\-(as\nt)'2 dt
J  J0

л H

0

l x =  я  a

jj (x 2 +  y 2 +  z2)ds

лв

интегрални хисобланг, бунда A B  куйидаги

x =  a cos/
y =  as\nt ( 0 ^ / ^ 2 л )  
z =  bt

система билан берилган эгри чизик.
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С {x2jr y ^ z2)d s=  ^ (a^osH  +  ahm H  +  b i '^ ^ ^  +  l^dt
о

А В

булади. Аник, интегрални хисоблаймиз:
2л ------

 ̂ (a 2cos2t +  a2sin2/ + bt2)\ Ja 2 -f b2 d( =
0

=  ^ a 2 +  62 f ( a 2 +  f e ¥ )^ =  ^ & 1 й2-(6ла2 +  8я3й2).
0

Демак,

 ̂ (x2 +  ̂ 2 +  22)ds== V - H 6* (бла2 +  8л3&2).

AH

Мисол ва масалалар

Куйидаги биринчи тур эгри чизикли интегралларни 
хисобланг:

I.  ̂ (x-f-y)ds, бунда А В  чизик, текиеликнинг

АН
(0,2) ва (2,0) нук,таларини бирлаштирувчи тугри 
чизик, кесмаси,

S I W— ... (is, бунда А В  текиеликнинг (0,0) ва

 ̂ У *2 + */Ч 4
л в

(1,2) нукталарини бирлаштирувчи тугри чизик. кесма
си.

S I W-j-̂ —ds, бунда А В  ушбу у =  х +  2 тугри чи-

АН
З И К .Н И Н Г  (2,4) ва (1,3) нукталари орасидаги кисми.

4.  ̂ yds, бунда А В  куйидаги у'2 — 2х параболанинг

АВ

(0,0) ва (1,-^2) нукталари орасидаги ёйи.

Равш ан ки , бу холда
2л
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5.  ̂ xy ds, бунда A B  ушбу \x\-\-\y\=a тенглама

AB

билан берилган чизик.
6.  ̂ x2ds, бунда А В  эгри чизик ушбу х2 -+ у1 =  и2

АВ
айлананинг юкори ярим текисликдаги кисми.

7.  ̂ д/x2-\-y2ds, бунда А В  эгри чизик ушбу

АВ

p  =  o(cos( +  /-sin/), (0 s S )s ;  2„ ,
[ y  =  a(sint — tcost) 

система билан берилган эгри чизик.

8.

АВ

(x-\-y)ds, бунда А В  ушбу

p2 =  a2cos2cp 
тенглама билан берилган чизик.

S

I w X—yds, бунда А В  куйидаги </ =  ach - тенглама 
у а

АВ

билан берилган чизик. 
г 410. \ (х3 -\-у3) ds, бунда А В  ушбу

АВ
2 1 А 

Дс3+ у 3= а 3

астроидадан иборат.

11.  ̂ д/х2 у1 ds, бунда А В  ушбу х2-\-у2 =  ах айла-

АВ

надан иборат.
12.  ̂ \y\ds, бунда А В  куйидаги (х2 +  г/2)2 =  а2(х2 —

АВ
— у2) лемниската ёйидан иборат.
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S3. Айтайлик, фазовий А В  эгри чизик уш бу

х =  х (0
y =  ij(t) ( * < К р > 
z =  'z(t)

система билан берилган булиб, x(t), y (t) ва z(t) 
функциялар |а, РI да узлуксиз x'{t), у (0  ва г ( ) 
хосилаларга эга булсин. Агар /(х, у , г) функция шу

А В  да аникланган ва узлуксиз булса, унда

р
J Дх, у , z )d s= \ f(x (t ),  //(/), z (0 X
w а

AD

х V*,2(0+*/,2(0+z,2(0) dt
булишини исботланг.

14. Ушбу
Г rfs

JC2 + y2 + 22

интегрални хисобланг, бунда /1В  эгри чизик куйидаги

x =  acos/, y =  asint, z — bt
винт чизигидан иборат.

15. Ушбу

 ̂ ( x - f - z )  d s  

/is

интегрални хисобланг, бунда Л б  куйидаги

*  =  *, г/ =  -3̂ ,  z =  /3 (0 < / <  1)
V2

чизикдан иборат.
Куйидаги чизикларнинг ёй узунликларини топинг.
16 x =  cos4/, у =  sin4/ ( 0 < / <  2я).
17. at/2 =  х3, 0 < х <  5а.
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18. у =  a-(e°-\-e " ) (О ^ х ^ х о )

19. p =  usin3y .

20. у =  I — In cosx ( О ^ х ^   ̂).

21. Чиз и к, л и зичлиги р(х, у ) — | X | булга!! ушбу
х2 =  4 у  (0 1)

параболанинг массасини хисобланг.
22. Ч и з и а д и  зичлиги р(х, у )= \у\  булган ушбу

x =  acost, y =  bs\nt ( О ^ / ^  2л)
эллипснинг массасини топинг.

23. Ч изик.ли зичлиги р(х, у ) =  ху булган ушбу

эллипснинг биринчи квадратида ж ойлаш ган кисмининг 
массасини топинг.

24. Ч и з и к, л и зичлиги р (х, г/) =  -~ булган ушбу
У

X — X /
* У =  у ( е “ + е “ )

занжир чизигининг массасини топинг.
Куйидаги эгри чизикларнинг огирлик маркази ко- 

ординаталарини топинг:
25. х — a(t — sin/), у =  а(\ — cost) ( 0 ^ / ^ л ) .
26. д/х +  л[у — -\Ja (0 < х < а ) .
27. г/2 =  ах3 — х4

X — ж

28. (/ =  -“- (^  +  6 ^ )  ( — а < х < а ) .

29. Ушбу
х =  д/5 cos3/,

( 0 < / < f )
г/= sin3/

система билан берилган А В  чизикнинг Ю Х  ва OY  
укларга нисбатан статик моментларини топинг.
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х — д/2 cos/, 

у — д/2 sin/

система билан берилган А В  чизикнинг ОХ  ва OY  
укларга нисбатан инерция моментларини топинг.

2- §. И ККИ Н ЧИ  ТУР ЭГРИ  ЧИ ЗИ КЛИ  И Н ТЕГРАЛ ЛАР

1. И н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  Текисликда бирор тугри
ланувчи А В  эгри чизик берилган булиб, бу чизикда 
f(x, и) функция аникланган булсин. А В  эгри чизикнинг 
/5 =  {.4(), А\,..., Ап} булинишини ва унинг хар бир

АкА к+1 ( k =  0,!,..., п — 1) ёйида ихтиёрий (%к, Л*) нукта 
олиб функциянинг шу нуктадаги киймати /(£*, т]*) ни

АкАк+{ пинг ОХ  ( O Y ) укидаги Ах^А у к) проекциясига 
купайтириб, куйидаги йигиндини тузами.з:

a ' =  ni ' f ( l k, цк)Ахк ( а "  =  Z f ( l k, ч*)Ду„) (13)
&=о *=о

Энди А В  эгри чизикнинг шундай

Ри  Pi...., Р т ,-  (14)
булинишлари кетма-кетлигини караймизки, уларнинг 
диаметрларидан ташкил топган {к Рт} кетма-кетлик 0 га
интилсин:

lim кРт =  0.

Бундай булинишларга нисбатан (13) каби йигиндиларни 
тузиб, ушбу

О|, СТ2’---’ ®1Л'—1 (®| > >•••? 

кетма-кетликни х,осил киламиз.

Агар А В  эгри чизикнинг хар кандай (14) кури- 
нишдаги булинишлар кетма-кетлиги { Р т } олинганда хам, 
унга мос йигиндилардан иборат {о'т } ({а„1) кетма-кетлик
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С . 1Ц.) нукталарнинг ((£*, n J ^ A + i )  танлаб олиниши-
ia боглик, булмаган холда хамма вакт битта 
/| сонга (/2 сонга) интилса, бу сон а ' ( о " )  йигиндилар- 
иинг лимити дейилади ва

lim а ' — /, ( l i ma "  =  /2)
у-о

каби  белгиланади.
2- т а ъ р  и ф. Агар кг -+0 да а ' йигинОи ( а " яйипшди) 

чскли лимитга эга булса, у \олда f(x, у ) функция

\Г> эгри чизик, буйича интегралланувчи дейилади. Бу
тм ит f(x, у) функциянинг иккинчи тур эгри чизикли 

интеграли дейилади ва

/U, y)dx ( f(x, y)dy)

АН а 'в

каб)и белгиланади.
Демак,

п — I
f (x ,y )d x = \ мп 2 /(|*, т|*)Ах*,

\р̂ 0 k = 0
АВ

п — 1
/(х, y )d y =  lim 2 /(£*, г)4)Дyk) . 

xp-+0k = 0
AB

A B  эгри чизикда P(x, у ) ва Q(x, у ) функциялар 
берилган булиб,

lj P (x ,y )d x ,  ̂ Q (x ,y)dy

АВ АВ

уларнинг иккинчи тур эгри чизикли ингеграллари 
пулсин. Ушбу

 ̂ Р(х, y )d x +   ̂ Q(x, y)dy

АВ А В

пигинди иккинчи тур эгри чизикли ингегралнинг умумий 
куриниши дейилади ва
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АВ

каби ёзилади:

J Р(х, y )d x + Q (x ,y )d y  =  J P (x ,y )d x  +  Q (x ,y )dy

А В Л Я

Энди А В  тугриланувчи ёпик, эгри чизик,, яъни А ва 
В  нукталар устма-уст тушсин. Уни К  билан белгилайлик. 
Бу ёпик эгри чизикда шундай йуналишни мусбат деб 
кабул киламизки, кузатувчи ёпик чизик, буйлаб 
харакат к,илганда, ёпик, чизик, билан чегараланган 
соха унга нисбатан хар доим чап томонда ётсин 
(15- чизма).

 ̂ Р(х, y )d x+ Q (x , y)dy

Р(х, у) ва Q(x, у) функцияларнинг ёпик, эгри чизик, 
К  буйича иккинчи тур эгри чизикли интегралларининг 
умумий куриниши куйидагича

 ̂ Р(х, y)dx +  Q{x, y )d y +  \ P (x ,y )d x  +  Q (x ,y )dy

ЛоС с *л

аникланади ва

[P (x ,y )d x  +  Q (x ,y )dy  ёки фР(х, y )d x +  Q(x, y)dy  
J кк

каби белгиланади.
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2. И н т с г р а л н и н г  м а в ж  у д л и г и . Фараз килай 

Iнк, А В  эгри чизик ушбу

х ----- ф( t ),
y — Xf(t) ( 15)

система билан {параметрик куринишда) берилган 
булсин. Бунда <р(/) функция [а, р] да узлуксиз ф'( ( )  коси
ли га эга, Чг([ )  эса шу ораликда узлуксиз булиб, (ф(а)), 
i|(а )) =  Л, (ф(Р), < J4P))=S булсин.

3- т е о р е м  а. Агар f(x , у )  функция А В  да берилган 
на узлуксиз булса, у х,олда бу функциянинг иккинчи тур 
эгри чизикли интеграли мавжуд ва

р
f (x ,y )d x =  $/(ф(0, M t)W (t )d t

w а
АВ

булади.
Энди А В  эгри чизик (15) система билан берилган 

булиб, бунда i|)(0 функция [a, fS] да узлуксиз ^p'(t) 
\осилага эга, ij)(/) эса шу ораликда узлуксиз хамда 
( ф (а ) ,  ф(а)) =  /4, (ф(Р), i|>(P)) =  fl булсин.

4 - т е о р е м а .  Агар f(x , у )  функция Л в  да берилган 
на узлуксиз булса, у холда бу функциянинг иккинчи тур 
эгри чизикли интеграли

\ /(*, y)dy
АВ

мавжуд ва
Р

5 f (x ,y )d y =  ^/(ф(/), M t))- V (t )d t
w а

АВ

булади.
А В  эгри чизик (15) система билан берилган булиб,

ф(/), я|з(/) функциялар [a, [i] да узлуксиз ф'(t), ф(0 
\осилаларга эга хамда (ф(а), г|з(а)) =  Л, ( ф ( Р ) ,  Ч’(Р )) =  
= В  булсин.
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5 - т е о р е м  а. Агар Р (х , у )  ва Q(x, у )  функциялар

А В  да берилган ва узлуксиз булса, у холда бу функции- 
ларнинг иккинчи тур эгри чизикли интеграллари мавжуд 
в а ft

 ̂ Р (X , у )dx4- Q(X, у )dy =  \[P(4>(t), 4 (0 )ф '(1) +
w  а

А В

+  <?<ф(/), Ф (0 )Ф '(О ]^
булади.

3. И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Иккинчи тур 
эгри чизикли интеграллар катор хоссаларга эга. 
Куйида интегралнинг асосий хоссаларини келтирамиз.

1°. Иккинчи тур эгри чизикли интеграллар интеграл- 
лаш эгри чизигининг йуналишига боглик булади:

J f(x, y )d x =  —  ̂ f (x’ y )d r ' \ f ( x , y )d y = -  J f(x ,y )dy.
в л  АВ  ВА В А

2°. Агар А В  эгри чизик ОХ  укига ( OY  укига) 
перпендикуляр булган тугри чизик кесмасидан иборат 
булса, у холда

 ̂ /(х, у )dy =  0 (  ̂ f(x ,y )d y  =  0).

А В А В

3°. Агар f(x , у) функция А В  да интегралланувчи
КУ

булиб, А В  =  АС-\-СВ булса,

J f (x ,y )d x =  J f (x ,y )d x 4-  ̂ f(x, у )dx

А В А С  СВ

булади.
4°. Агар f(x, у ) функция А В  да интегралланувчи 

булса, у холда

jj kf(x, y)dx =  k jj f(x ,y )dx

A B  AB

булади, бунда k — const



5°. Агар f(x, у ) ва g(x , у) функциялар ! В  да иннт 
ралланувчи булса, у холда

 ̂ \f(x, y )± g (x , y)\dx =   ̂ f(x ,tj)d x ±   ̂ g ( w  y)dx

булади.
4. И н т е г р а л л а р н и  х и с о б л a m . Юкорида 

келтирилган теоремалардан куринадики, 1В  чилик 
( 15) система билан берилгаида и кки н >> ■ тур эгри 
чизикли интеграллар Риман интегралларн: > келтири- 
либ, куйидаги формулалар ёрдамида хисоб.', ^иади:

'j /(.V, у )dx =   ̂/(ф( /). ф( t))-y'(t)d t. (16)
 ̂ а

Л В

Р
 ̂ j(x, y )d x— (|/(ф(t ),\ \ it )W (t)d i.

а
А В

 ̂ Р (х, y)dx +  Q(x , y)dy  =  Р (ф(t ), ф(/))Ч '(/) ~+
а

АВ

+  <2(ф (0 . 'К О М О М * -  (1^)

Хусусан, А В  эгри чизик.

У — у(х) (а < *< / > )
генглама билан аникланган булиб, у(х) функция [а, /)] да 
узлуксиз, у '(х ) хосилага эга булса, у холда

ь
) f(x, у )dx = \ f (x ,  у (X ))dx  (17')
w  а

А В

булади.
V-/

Агар А В  эгри чизик

х =  4 у )  (с < г/ < Л )
генглама билан аникланган булиб, х(у) функция [с, d\ да 
узлуксиз х '(у ) хосилага эга булса, у холда
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\ f(x, у )dy =  \ f(x (yК y)dV'

Л В

 ̂ Р( X, У )dx +  Qi X'. У )dy =

( 17 " )

булади.
1 3 - м и с о л. Ушбу

 ̂ (2xy — y2)dx

А В

г,,.,,,,- fSvH та А В — маркази координа-
в, , еграл„« « т м  аалана11Рш юкори

....... КУРСа'
тилг а н.

16- чизма.

Равшанки, айлананинг параметрик тенгламаси

x =  rcos/, 
y= rs\n l

будади. Бунда / параметр о да» я  гача узгарганда (х. 

„  нудта Л дан В г .  караб Л в - я р и м  айданани чиза- 
ди. Унда (16) формулага кура 
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 ̂ (2xy — y2)dx =  —  ̂(2r2sin/• cos/ — r2sin2/)rsin/c//
w  О

A В

булади. Энди аник интегрални хисоблаймиз:
л л

 ̂(2r2sin/ • cos/ — r2sin2/)rsin/ dt =  2r3  ̂siri2/d(sin/) —
n О

r3  ̂sin3W/ =  ^2r3- Sl"  ‘ — r3( — COS/+ c0|  * ) J o=  — \r\
О

1.гм а к,

 ̂ (2xy — y2)dx — у r3.

AH
I t- м и с о л. Ушбу

 ̂ ( ху — у2 )dx +  xdy

А В

интегрални хисобланг, бунда А В  эгри чизик у =  2х2 
параболанинг (0,0) ва (1,2) нукталари орасидаги 
кисми, йуналиши эса (0,0) нуктадан (1,2) нуктага 
к.араб олинган.

Равшанки, Р(х, у ) =  ху — у2, Q(x, у ) =  х функциялар

каралаётган А В  да узлуксиз. Юкоридаги (17') форму- 
лага кура

1
jj {xy — y2)dx +  x d y=  ^\х-2х2 — (2x2f  +  x-{2x2)']dx

о
АВ

булади. Кейинги интеграл эса
1
^(2х3 — 4 х*+  4x2)d.\ = ^
о

I «I тенг. Демак,

S 31(xy — y 2)dx +  xdy =

АВ
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15- м и с о л. Ушбу .
\ jfdx +  r d y

АВ

интегрални хисобланг, бунда Л В  эгри чизик

*2 I _У2___ 1 эллипснинг юкори ярим текисликдаги м  
а2 ^  Ь2
мидан иборат.

Бу эллипснинг параметрик тенгламасини езами..

x =  acost, 
y — bs\nl

А = (а ,  0) нукгага параметрнинг / =  0 киимати В —
— <_а 0) нукгага эса 1 =  л киимати мос келиб, t пара
метр 0 дан л гача узгарганда (х, у) нукта Л дан В  га ка 
рав эллипснинг юкори ярим текисликдаги кисмини чи-
зади.

Р(х, у) =  У , Q{x, у) =  х

функциялар эса А В  да узлуксиз. Берилган интегрални 
(17) формуладан фойдаланиб хисоблаймиз:

\ jfdx  +  x*dy=   ̂[fr2sin2/ •( — asin/) +  a2cos2/ • bc6st\dt =
w  0

AB
4

=  ab  ̂(acos V — bs\nst)dt =  — ^ab2.
0

16- м и с о л. Ушбу
 ̂ 3x2ydx +  {x2+ \ )d y

А В

интегрални хисобланг, бунда А В  эгри чизик (0,0) нук- 
тадан чикиб (0,0), (1,0), (1,1) нукталарни бирлаш- 
тирувчи СИНИК ЧИЗИК-

Интегралнинг хоссасига кура



> w

оулади. AC  бунда (0,0) ва (1,0) нукталарни, С В  эса
(1,0) ва (1,1) нук,галарни бирлаштирувчи тугри чи
зик кесмаларидан иборат.

АС  да у =  0 ва АС  кесма OY  укига перпендикуляр 
булганлиги сабабли

=  0

IV. I или.

(.В  кесмада х =  1 ва у эса ОХ  укига перпенди- 
\.1нр булганлиги сабабли

, |
 ̂ 3x2ydx +  ( х2 +  1 )dy = \ 2 d y  =  2

оулади. Демак,

л в
17- м и с о л. Ушбу

ф  2 xydx — x2dy 
к

шпегрални х,исобланг. k бунда О =  (0,0), А —(2.1) 
пумаларни бирлаштирувчи тугри чизик. кесмаси \ам-
|;| И ~  2 Х п аРа бола ёйидан таш кил топган ёпик эгри
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(Ь 2 xydx +  x2dy =  \ 2xydx +  x2d y +  \ 2 xydx +  Sd y .

‘ ол -
ОА кесмада х =  2у булиб, (17) формулага кура

' 4 
$ 2хуdx +  х Ч у  =  )[2■ 2у2• 2 -  V R ( /  =  ,

ОЛ J

булади.
ДО ёйида эса * =  2у2 булиб, яна (17) формулага кура 

\ 2 xydx +  x 4 y =  \[2 -2 y2- y b y - W Y y =  — V
' О

АО
булади. Демак,

с ? .  4 12 16® 2  xydx — xidy =  -.i  — 5 — — 15-
k

18- м и с о л. Ушбу

ф  w T i i T  
k

интегрални хисобланг, бунда /г — учлари Л =(1,0),, В =  
=  (0,1), С =  ( — 1,0), D =  (0, — 1) нукталарда булган 
квадратнинг контуридан иборат (18- чизма).

Интеграл хоссасига кура:

314



Ф  \x\ 'v \ y \ { d x + d y ) =  S и \ ш ( й х + а у )  +и w
АП

1 S Ы  + |y\<dx+ d y )=  \ (dx +  dy) +
CD

+  \ \ x T + Jy f {d x  +  d y y
пл

>ii;iи бу тенгликнинг унг томонидаги интегралларни 
| ms идл-ялохида хисоблаймиз.

>/( ,1.1 х -\-у =  1, O s ^ x ^  1 булиб, dx-j-dy — О булади.

111 \ II и м I учун юкоридаги тенгликнинг унг томонидаги 
м I и 111 ч и интеграл 0 га тенг:

\ *1 ! }у { llX -' dy) °- 
IB

1.1 // — x = \ ,  — l ^ x ^ O  булиб, dy — dx хамда

-x, \y \ =  x-\- \ булади. В  дан С нукдагача ВС  
\ 1111 ч; I келишда х узгарувчи 0 дан — 1 гача узгаради. 

Ills и и м.тиборга олиб, топамиз:

I

\ i . i ! ^ < d x+ dy )=  \ х ! х . \ ' 2<1х ■ 2-
о

<1) да х-\-у = — 1, — 1 < !х < ;0  булиб, dx-[-dy —
U «канлигини эътиборга олсак,

\ u , ;  I , , <^-1 ^>=<>
СП

Интегралнинг хоссасидан фойдаланиб, топамиз:

и д и .
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DA да у — х =  — 1, 1 булиб, dy =  dx хамда
\х\=х, \у\ =  1— х булади. D нуктадан А нукдага 1)А 
буйича’ келишда х О дан 1 гача узгаради. Шунинг учун

1

\ 1x1-1 !.«! <dx + dy )= \  Y+ \-x- 2dx = 2
о

пл
булади. Демак,

ф  йТ Т ГЛ  ,(/л' 1 d y )= 0  
к

4. И н т е г р а л  и и н г б а ъ з и б и р т а т б и к, л а р и . 
Иккинчи тур эгри чизик.ли интеграллардан текис 
шаклларнинг юзини х,исоблашда, куч таъсирида булган 
майдонда бажарилган ишни топишда фойдаланилади.

1°. Т е к и с  ш а к л н и н г  юз  и. Текисликда бирор 
юзага эга булган шакл берилган булсин. Унинг чегараси 
тугриланувчи ёпик, d (D ) чизикдан иборат. Бу шаклнинг 
юзи D иккинчи тур эгри ч из и к, л и интеграллар ёрдамида 
к,уйидаги формулалар билан топилади:

D  =  ф  xdy, D =  — ф  ydx ,
9(D) Э(Ь)

D =  у  ф  xdy — ydx. (18 )
(О)

2°. Б а ж а р и л г а н  и ш н и  т о п и ш .  Текисликда

тугриланувчи бирор А В  эгри чизик, берилган булсин. Бу 
эгри чизикдаги моддий нуктани ушбу 

F (х, у) =  Р (х , y ) i+  Q(x, у ) ]

узгарувчи куч таъсирида А нуктани В  нук,тага 
утказишда бажарган иши

W =  [ Р(х, y)dx-\- Q{x, y)dy  (19)

лв

булади.
19- м и с ол .  Ушбу

x =  acos/5 ( 0 ^ / ^ 2 я )  (20)
y =  bs\nt

эллипс билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.
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D  =  2 ф  хс1У —  ydx
d{D)

булади, бунда d (D ) — эгри чизик (20) эллипсдан
иборат.

Энди эгри чизикли интегрални (17) формуладан
фойдаланиб х.исоблаймиз:

2л

0 =  2 ф  xdy — ydx =  -~  ̂ (acos/-6cos/ +
й(£>) о

2л

-t-/>sin/-asin/)d/=--a/?  ̂ (cos2/ -f- sir\2t)dt =  nab.

by шаклнинг юзи (18) формулага кура

20 м и с о л. Ушбу

*3 +  УЛ =  Заху (а >  0)
ми Iи к (Декарт япроги) билан чегараланган шаклнинг 
и  I и 1111 топинг (19-чизма).

Давало берилган чизикнинг параметрик куриниши- 
м 1 и тенгламасини ёзамиз. Бунинг учун

у =  tx
ог.'П'илаш киритамиз, бунда / —  параметр. Унда

х3 +  у '' =  3аху=$- х3 +  t3x3 =  3ах'Ч => х =  

.чади. Натижада чизикнинг ушбу

3 at

Г+7
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3 at 3 at1x — — - и =  < 0 < ! '<  + oo )
Л 1 + t ' J  1 +t '

параметрик куринишдаги теш ламаларига келамиз.
Изланаётган шаклнинг юзи (18) формулага кура

D =  2 ф  xdy — ydx
3(D)

булади. Бунда д(D )

X -  ц=- За‘2 ( ( )< / <  + 00 )1+/’ У 1+<

чизикдан иборат.
(17) формуладан фойдаланиб, эгри чизикли

интегрални хисоблаймиз:
+ оо

1+/

/ ‘  2 \

ф  xdy -  г/dx =  2  ̂ ;5и '<  и  / )  “
3 (0 )  0

/_3а< \ 9а2 Г  Н21 , ' ) - г Ь  2Г!) rf/ =

\1 + */ 2 J (1+<3)3

_ 9“ ! Т  22 J (1+/3)2 2

21- м и с о л. А В  эгри чизиги ушбу у =  хл параболадан 
иборат. Унинг (0,0) хамда (1,1) нукталар орасидаги 
кисмини караймиз. Ш у ораликда

F(x, у ) =  4х6Г+  xy j

куч таъсирида бажарилган ишни топинг.
Равшанки,

Р(х , у ) =  4хв, Q(x, у ) =  ху.
Изланаётган ишни (19) формуладан фойдаланиб, топа
миз:

W =  jj Р(х, y)dx +  Q(x, y )d y =   ̂ \x&dx +  xyd y -

лв ™
1

=  \j (4x6 +  x-x:'-3x2)dx=  1.
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2- э с  л а т м а. А В  фазовий эгри чизик. булиб, бу 
чизикда f(x, у, г ) функция берилган булсин. Юкорида-
I идск, f(x, у, z ) функциянинг иккинчи тур эгри Ч И 3 и к, л и 
интеграллари таърифланади ва улар

jj !(х, у , z)dx,  ̂ f(x, у , z)dy,  ̂ f(x, у , z)dz

каби белгиланади. Умумий х,олда А В  эгри чизикда 
/’( v, у , z), Q(x, у, г), R(x, у , г) функциялар берилган булиб,

 ̂ P (x ,y ,z ) ,  jj Q (x ,y ,z )d y ,  ̂ R (x ,y ,z )d z

АВ АВ АВ

интеграллар мавжуд булсин. Ушбу

jj Р (х ,у , z)dx +  'j Q(x, у, z )d y+   ̂ R (x ,y ,z )d z

АВ АВ АВ

иигиндининг иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг 
\ мумий куриниши дейилади ва

 ̂ Р(х, у, z )dx+ Q (x , у , z)dy +  R(x, у, z)dz

АВ

каГ>и ёзилади:

 ̂ Р(х, у, z )dx+   ̂ Q(x, y ,z )d y +   ̂ R (x ,y ,z )d z  =

АВ АВ АВ

=  jj Р (х ,у , z)dx +  Q(x, у, z)dy-\-R(x, y,z )dz .

Мисол ва масалалар

Куйидаги иккинчи тур эгри чизикли интегралларни
хисобланг:

31. xydx, бунда А В  эгри чизик y =  sinx синусоида

АВ

чшигининг (0,0) хамда (л, 0) нукталар орасидаги
к исми.
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чизикнинг (а, 0) ва (0, b) нукталари орасидаги кисми.

33.  ̂ (x y — \)dx +  x2ydy, бунда АВ  эгри чизик 4х +  j

АВ
-\-у2 =  4 параболанинг биринчи квадрантдаги кисми.

Г ^  I34. \ (x2 +  y2)dx-\-xydy, бунда АВ  эгри чизик у =  ех \

АВ
тенглама билан берилган чизикнинг (0,1) хамда (1 ,е )| 
нукталари орасидаги кисми.

35. ф (x2 — y2)dx +  (x2 +  y2)dy, бунда АВ  эгри чизик

АВ
2 2

'  -f > • I эллипсдан иборат. 
и ь-

36. ф  2xdx — {x. +  2у)dy, бунда А В  эгри чизик учла- j

АВ
ри ( — 1,0), (0,2), (2,0) нукталарда булган учбурчак 
контуридан иборат.

37. (Ь + бунда А В  эгри чизик х2 +  j
I  * + У

АВ

-\-у2 — а2 айланадан иборат.
38. ф ycosxdx +  smxdy, бунда А В  эгри чизик учла-

АВ
ри ( — 1,0), (0,2), (2,0) нукталарда булган учбурчак 
контуридан иборат.

4xs\n2 ydx +  ycos22xd у, бунда А В  эгри чизик ;

АВ
текиеликнинг (0,0), (3,6) нукталаридан утувчи тугри 
чизикнинг шу нуктал ар  орасидаги кисми.

40. (Ь !'dx xdy, бунда А В  эгри чизик ушбу
х У



41.  ̂ xydx-\- y2dx, бунда А В  ушбу

АВ

х =  /2, y — t (1 < / <  2)
н |>И чизик,.

42.  ̂ ydx — xdy, бунда А В  куйидаги

АВ

x =  acos3/, y =  asin3t ( 0 ^ / ^ у ) "

.чгтроида кием идан иборат.

43.  ̂ (2 а — y)dx-\-xdy, бунда А В  ушбу

АВ

x =  a (t — sin/), у =  а( 1 — cos/) (0 < / <  2л) 
циклоидадан иборат.

44. \ — бунда А В  эгри чизик. куйидаги 
J  л1\+ х2 +  у2

АВ

•ллимснинг биринчи квадрантдаги кисми.

45. А В  фазовий эгри чизик ушбу 

x =  x(t),
y =  y (t), (a  < / < Р )  
z — z(t)

< истома билан берилган булиб, x(t), y(t), z (t ) функциялар 
|u. f$| да узлуксиз x'(t), y '(t), z '(t ) хосилаларига эга
ОуЛСИН

(х(а), у ( cl), z(a)) =  A, (x(P), z/(P), z(fi)) =  B.
Агар P(x , y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) функциялар 

1И да узлуксиз булса,



 ̂ Р {х ,у , z)dx +  Q(x, i/. z)dy +  R (x' У’ z d̂z —

AB

=  \[P (x (t), y(t), z (t))x '{t )+  Q (x(t), y(t), z(t))y'(t) +

+  R(x(t),y(t),z(t))-z'(t)]dt

булишини исботланг.
46. Ушбу

 ̂ y 2d x  +  ( x 2 +  z)dy +  ( x  +  y +  z2)dz 

AB

интегрални хисобланг, бунда A B  эгри чизик фазодаги 
(1,0,2) хамда (3,1,4) нукталардан утувчи тугри 
чизикнинг шу нукталар орасидаги кисми.

47. Ушбу
(у2 +  z2)dx — yzdy +  xdz

АВ

интегрални хисобланг, бунда А В  куйидаги 

x =  t,
y =  2cost, ( 0 у )  

z =  2sin/

винт чизигидан иборат.
48. Ушбу

J г 2dx +  {x +  z)dy +  xydz 

АВ
W

интегрални хисобланг, бунда А В  куйидаги 

x =  sin/,
j/ =  sin2/, ( 0 < / < у )  

z =  sin3/

система билан берилган эгри чизик.
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f (x2 +  xy +  y2)2
ydx — xdy

AB

интеграл учун, бунда A B  эгри чизик, х2-\-у2 =  г2 айлана- 
i;iн иборат,

булишини исботланг.
Куйидаги эгри чизиклар билан чегараланган текис 

шаклнинг юзини топинг:
50. х2-\-у2 =  25 айлана билан чегараланган шакл

(дойра).
51. x =  acos3t, y — asin3t астроида билан чегараланган

шакл.
52. x =  a(2cost— cos21), y =  a (2sin t— sin2/) кардионда 

билан чегараланган шакл.
53. (x2- fу2)2 =  а2(х2— у2) лемниската билан чегара

ланган шакл.
55. (х 4-у )2 — а х (а > 0 ) парабола хамда ОХ  уки би- 

п.ш чегараланган шакл.

Юкоридан х,амда пастдан [а, Ь ] да узлуксиз булган
I/ =  ф1(х), у =  фо(л:) функция графиклари, ён томон-
лардан эса х =  а, х — b вертикал чизик,лар билан че-
1араланган ( D ) сохани —  эгри чизикли трапецияни
карайлик. Унинг чегарасини (конт_урини) dD  билан
бслгилайлик. М аълумки, бу холда D — D lid D  (20- чиз-
ма). __

6- т е о р е м а. Р(х, у) функция D сохада берилган ва
узлуксиз булсин. Агар бу функция D сохада узлуксиз
<)1‘(х ,у ) „— хусусии хосилага эга булса, у холда

-  у а л  —  л и у

(х2 +  ху +  у2)2
ydx — xdy

3-§. ГРИН ФОРМУЛАСИ



jc =  4'i((/), x =  xY<^y) функция графиклари билан чегара
ланган G соха н и — эгри чизикли трапецияни карай- 
миз. Унинг контурини дG билан белгилаймиз (21-чиз- 
ма).

21- чизма.

7 - т е о р е м а .  Q(x, у) функция G сохада берилган ва 
узлуксиз булсин. Агар бу функция G сохада узлуксиз
д ’у хусусий х.осилага эга булса, у холда

дх

\ Q (x ,y )dy =  \ \ W ^ d y  (22)
дО G

булади.
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Энди текисликдаги F  соха юкоридаги икки холда 
каралган соханинг хар бирининг хусусиятига эга 
булсин. Р(х, у ) хамда Q.(x, у ) функциялар F  да берилган 
на узлуксиз. Агар бу функциялар F  да узлуксиз 
01’(х ,у ) dQ(x, у ) „

ду—  ’ — дх—  ХУСУСИИ хосилаларга эга булса, у хол
да

J Р (х , y )d x + Q (x , =  — \dxdy (23)
dF F

булади.
Одатда (21), (22) ва (23) формулалар Грин 

формулалари дейилади. Купинча Грин формуласининг 
(23) куринишидан фойдаланилади.

Айтайлик, текисликда чегараланган ёпик, бир 
богламли F  сохада Р(х, у ) ва Q(x, у ) формулалар 
берилган ва узлуксиз булсин. Бу функциялар F  сохада 

дР(х, ц) dQ(x,y)узлуксиз, — д ~ ва ~ дх хусусии хосилаларга эга.

У холда куйидаги тасдиклар уринли:
1°. Агар F  сохада

дР(х, у) _  dQ(x, у) 
ду дх

булса, у холда F  coxaia тегишли булган хар кандай 
К  ёпик чизик буйича олинган интеграл

ф  Р(х, y)dx-\- Q (x , y)dy =  О 
к

булади.
2°. Агар F  coxaia тегишли булган хар кандай 

К  ёпик чизик буйича олинган интеграл учун

ф  Р(х, y)dx  +  Q(x, y)dy =  О
к

булса, у холда

jj Р(х, y)dx-\- Q(x, y)dy  (A B c z F ) •

A B

интеграл А ва В  нукталарни бирлаштирувчи эгри 
чизикка боглик булмайди (интеграллаш йулига 
боглик булмайди).
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 ̂ Р(х, y)dx +  Q(x, y)dy (A B a F )

АН

интеграл А ва В нукталарни бирлаштирувчи эгри 
чизикка боглик, булмаса (интеграллаш йулига боглик, 
булмаса), у холда

Р(х, y)dx +  Q(x, y)dy
ифода F сохада берилган бирор функциянинг тулик 
дифференциали булади.

4°. Агар
Р(х, y)dx-\-Q(x, y)dy

ифода F сохада берилган бирор функциянинг тулик 
дифференциали булса, у холда

д Р д ,ц ) дСКх.у) " . !
ду дх ',\ I

булади.
Демак, юкорида келтирилган тасдиклар орасида 

1°=^2°=^3°=^4°=^ 1° 
муносабатлар уринли экан.

г| Г 22-м и с о л .  Грин формуласидан фойдаланиб, ушбу

3°. Агар ушбу

<̂>x2dy — x2y dx

АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик х2-\-у2 =
— г2 айланадан иборат.- -) Н

Равшаики, Г {
• Р(х, у) =  — х]у, Q(x, у) =  ху2, I

дР(х, у ) __  о dQ(x, у ) __  г
ду I ’ дх У

дQ{x, у) _  дР(х, у ) ^ _ ‘2 , 2  
ах дУ - г + У -  ;

-Грин формуласи (23)га кура 

Г  ......— ф  xy2dy — х2у d$=Q (x2 -\-y2)dxdy

булади, бунда F  ушбу х2 у2^ .г2 доирадан иборат. 
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Шундай килиб, берилган эгри чизикли интегрални 
\исоблаш содда икки каррали интегрални хисобдашга 
келади. ■ ' '

Икки каррали интегралда

а ■ I и ;;i--f (q. . ; , , , *  — Р?°?ф. У =  psin<p 
алмаштиришки бажарамиз. Унда > 0

2л г ^

U(x>+-y2)dxd.y:*=* ^ф^р3̂ р=-^-
г  0 . 0 , , , . -

,( S jf! V !,v

булади. Демак,

ф xy2dy — х? • у dx = 71Г

~2~
АВ

23-ми сол.  Грин формуласидан фойдаланиб, ушбу 

Ф  л/^ +  У2 dx +  Axy +  \n{x+ -yfx? +  y2)\dy
АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик учлари
(3,2), (6,2), (6,4), (3,4) нукталарда булган тугри 
туртбурчакнинг контуридан иборат (22-чизма). Бу
х,олда
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Р (х ,у )  =  д[х2 +  у2, Q(x, у ) =  у[ху +  \п(х +  д/х2 +  у2) \ 

булиб,
д Р(х ,у ) =  д( л/х1 +  у2 ) = ___ у ____

ду ду \ J x U y 2 '

dQ (x ,y) __ д(у\ху +  \п (х+ л[х2 -f у2 )]) __ /  ул [х 2 +  у2 +  1
дх дх

( у л[г_+у2 + 1 \
V ) '

dQ(x, у) _ д Р ( х , у )  _  /  у ~\jx’ +  у1 +1 \  1____ ___ 2

° !1 V ^ 2+у2 )  ' ’ V*:! + у2 
булади. Грин формуласи (23) дан фойдаланиб топамиз:

ф л]х2 +  у2 dx +  y\ху +1 п( л: +  д/х2 +  У1 )\dy =  § y 2dxdy,
т

АВ

бунда А В  —  кжорида —  чизмада тасвирланган тугри 
туртбурчак контуридан иборат.

Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл куйидагича 
хисобланади:

6 4 6

у1 dxdy — ^dx^ y2dy — у   ̂dx — 56.
(/•) 3 2 3

Демак,

ф  л]х2 +  у2 dx у[ху \п{х д/х2 +  у2 )]dy =  56.

is
24- м и с о л .  Ушбу

(2.3)

(x +  y)dx-\-(x — y)dy
( 0 . 1)

эгри чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглик 
эмаслигини курсатинг, сунг уни хисобланг. Бу интеграл- 
да

Р(х, у ) =  х-\-у, Q (x , у ) =  х — у 
булади. Равшанки, бу функциялар узлуксиз хамда 
узлуксиз

д Р(х ,у ) _  ■ dQ(x, у) } 
ду ’ <?*

хусусий хосилаларга эга. Иккинчи томондан,
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д Р(х ,у ) _ dQ(x, у) 
ду дх

булади. Демак, берилган интеграл инт. грпллаш йулига 
боглик булмайди. Ш у имкониятдан фиидаланиб, интег- 
раллаш йулини шундай танлаймизки, берилган эгри 
чизикли интегрални х.исоблаш осон' булсин. Интеграл- 
лаш эгри чизиги сифатида 23- чизмада курсатилган 
синик чизикни оламиз.

Интеграл хоссасига кура

(2; г)

(о . /) (2 :1)

23- чизма.

(2,3) (2,0

$ (x +  y)dx +  (x  — y )d y =  jj (x  +  y)dx +  (x — y)dy +
(О, и

(2.3)

+   ̂(x +  y)dx +  (x — y)dy
( 2, 1)

булади. Равшанки,
(2,1) '  (2.1)

 ̂ (x +  y)dx +  (x — y )d y =   ̂ (x +  y)dx =
(0,1)(0.1)

=  +  1 )dx — 4,
о

(2,3)

 ̂ {x +  y)dx +  (x  — y)dy =  (j (х — y)dy =
(2,1)

3
=  \ (2 - y )d y  =  0.

(2,3)

(2,1)
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Демак, . г
(2,3)
\ (x +  y)dx +  (x — y)dy =  4 +  0 =  4.

<01> Г. ; ,ЛС
25- м и с о л. Ушбу

ф  (Зх2 +  y)dx +  (х — 2y2)dy =  О

ioqv'y ж  > ’ п:- ' . ~; V  •
тенгликнинг уринли булишини йсботлйнг, бунда‘/С эгри 
чизик учлари (0,0), (1,0), (0,1) нукталарда булган 
учбурчак контуридан иборат. ./

Берилган интегралда
Р(х, у)= 3х2 +  у, Q(x, у)= х? — 2у*

булади.
Бу функциялар текисликда,,узлуксиз хамда

дР(х, у) _  . д(Цх,у) __  j 
’  дх

узлуксиз хусусий х.осилаларга эга булиб,
дР{х,у) _  dQ(x,y) ' 

ду дх

булади. Унда юкоридаги 1°-тасдикка биноан Р(х, y)dx +  
+  Q(x, y)dy нинг ёпик контур буйича (берилган учбурчак 
контури буйича) интеграли нолга тенг булади:

ф  (Зх2 +  y)dx +  (х — 2i^)dy =  0. 
к

26- м и с о л. Ушбу

( з  x2y - J^')dx+(x3- x y 2)dy

ифоданинг бирор F(x, у) функциянинг тулик диффе- 
ренциали булишини курсатинг, сунг шу функцияни 
топинг.

Бу ифодада

Р{х, у) =  3х1у — 0(Х, у) =  х3- х у 2

булади. Уларнииг хусусий хосилалари 

330



i*±ML =  t f - y 2, x2- y 2
dy 9 dx 9

дан иборат. Демак, P(x, у) ва Q(x, у) функциялар 
узлуксиз хосилаларга эга ва

dP(x,y) д(Цх,у)

'• ' dy dy '• '

Унда каралаётган ифода 3°-тасдикка биноан бирор
1-'(х, у) функциянинг тулик, дифференциали булади:

dF(x, у) =  (з\*у- £ ) d x + (х3- xy2)dy. ;.; t 

Энди F(x, #) функцияни топамиз. Уни

(* .y )

/fo У ) =  j >(*, + Q {X t y)dy  (24)
<xô o> У  ' i ■

деб оламиз. Бунда (*o, yo) текисликда тайинланган 
нукта, (х, у) эса узгарувчи нукта. Интеграл эса шу 
нукдаларни бирлаштирувчи бирор эгри чизик буйича 
олинган.

Модомики, (24) интеграл интеграллаш йулига 
боглик эмас экан, унда (*о, уо) нукта сифатида (0,0) ва 
интеграллаш эгри чизиги сифатида 24-чизмада тасвир- 
ланган синик чизикни оламиз.

24- чизма.
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(х.У ) 3
/.'(X, у )=  (3х2у -  {  )dx +  ( X3-  xy2)dy =

И нтеграл хоссаларидан фойдаланиб топамиз.

( 0 .0 )

(*.0)
=  \ (Зх2у -  |  )dx +  (x:l — xy2 )dy +

(0,0)

+  j (3x2y — y*)dx +  (x3 — xy2)dy =
(t,0)

=  J  (Зх2у -  з -)йх+ J {хл- х у г№ у = х  у --- тр.
(0,0) (*.°>

Д ем ак' f< .x ,» )= x 'y - i- -

Мисол ва масалалар 
Грин формуласидан фойдаланиб, куйидаги эгри чи

зикли интегралларни хисобланг:
56. ф  (x +  y fd x  — (x2 +  y2)d y , бунда К  —  учлари

К
(1,1), (3,2), (2,5) нукталарда булган учбурчакнинг 
контури.

57. ф ( 1  — x2)ydx-\-x(\ +  y2)dy , бунда К  ушбу

х2-{-у2=  = г 2 айланадан иборат.
58. ф ( x y  +  x +  y)dx +  {xy +  x — y)dy, бунда К  уш бу

к
х2 ”2 
а2 ' Ь2

'Z
-|~-^-=1 эллипсдан иборат.

ь
59. ф е*[( 1 — cosy)dx — (y  — s\ny)dy], бунда К  уш бу 

к
0 < х < я ,  0 < (/ < s in x  соханинг контуридан иборат.

60. ф 2  (x2 +  y2)dx-\-(x +  y )2dy, бунда К  —  учлари 
к

(1,1), (2,2), (1 ,3 ) нукталарда булган учбурчакнинг 
контури.

61. (Ь dx^ dy бунда /(  —  учлари (1,0), (0,1), 
J Х +  у
к
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( 1,0), (0, — 1) нукталарда булган квадрат контури
дан иборат.

Куйидаги эгри чизикли интегралларни интеграллаш  
йулига боглик. эмаслигини аникланг, сунг уларни 
хисобланг.

(2,3)

62. \ x d y  ydx.
( — 1.2)

(,-Л> „2 ,„2

(0,1)
(1.3)

64. ( (4х у — \ 5x 2y ) d x - \ - (2x2—  5x3- \ -7)dy.
(0,2)

( I .D

65.  ̂ (4jc3 — Зу2 -\~5y ) d x  -\-(5х— бху —  4y )d y .  
( 0.0 )

( 1.2)
ydx — xdy«в. j

** '(2.1)
(**) /  2 \

67.  ̂ f 1 — -^ ^o s- jV l*+  (s in- j +  J^cos-J0rfi/.
(l.n) '

Куйидаги ифодаларнинг бирор F(x, у ) функциянинг 
(улик, дифференциали булиши ёки булмаслигини аник- 
ланг. Агар у тулик. дифференциал булса, F(x, у ) функци- 
яни топинг:

68. (х2 +  2ху — y2)dx4-(х2 — 2ху — y2)dy.
69. (е2" — 5y3ex)dx-\-(2xe2y — 15y2ex)dy.
70. ^ W x fy + ^ jd x  +  ̂ x 3 — ~^ jdy.

71. (3х2у2 — у3 +  4x)dx -f- (2х3у — Зху2 +  5 )dy.

72. — * d x - ^ + ^ x2+y2dy . 
ул [х 2 +  у2 у2л[х2 +  у2 
2х(\— еу) , . еу .73 .  dx-\----------dx .
(\+ х 2)2 ' 1 + х 2

7 4  (х2 +  2 ху +  by2)dx +  (х2 — 2ху +  y2)dy
(х + у)3

75. ( — . у -------х \ d x - \ - 2x y d y  .
V V l  W  +  ?  *2 +  У2 )
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XIX боб
С И РТ  И Н Т ЕГРА Л И

*«• z =  z(x, у) ■ (Г )
е» .  Г - ; А  И :  . . .■> .,•• ■ И. . . я  !

тенглама билан. аникланган (S )  сирт берилган булсин. 
Бунда Z (х, у ) функция (£>) сохада ( (D )c z R 2) берилган 
функция булиб, у шу сохада узлуксиз Z'J^x, у), Z'^x, 
у )  хосилаларга эга. . , , , ■

Маълумки, бундай сирт юзага эга булиб, у куйидаги

S =  ft V1 + z'\x, y)+z'% x,y)dxdy
Ф)

формула оркали хисобланади. (■'
; С)

1-§. БИРИНЧИ ТУР СИРТ И НТЕГРАЛЛАРЙ
f -г гу ; , _  . j I

1. И н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  Юкорнда айтилган 
(S )  сирт берилган булсин. Бу сиртнинг булиниши, 
булиниш б^лаклари ва диаметри тушунчалари аввал 
каралган [а, b] сегментнинг булиниши, (D ) соханинг 
булиниши каби киритилади ва ухшаш хоссаларга эга 
булади. < . ••

Айтайлик, /(х, у, г) функция (S )  сиртда ( (5 )с: 
a R 3) берилган булсин. Бу сиртнинг Р булинншини ва бу
булинишнинг хар бир (S*) булагида (.fe=l,2....п) ихтиЁ
рий (I*, г)*;- £*) нуктани олдйлик.аБерилган функ^иячидг 
(Ь, Л*, С*) нуктадаги киймати /(£*, л*, Ы  ни (S*) сйрт- 
нинг S k юзига купайтириб, куйй^аги йигиндини тузамиз:

о =  2  /(£*, £>k)'Sk •' •:• ■ •’ (*2)
k=!

V  I t X  H t ». * i* ' -■ ■ "• ы * - UОдатда (2) интеграл йигиндн деиилади.
(S )  сиртнинг шундай

sbv.’• ?.v Я ,Р 2,...,1Рт .д -  i *V '< (3)
булинишларини караймизки, уларнинг мос диаметрла- 
рмдан ташкил. топган
- W -  /  г ;; т,

;• , ,  - г. .v ! - .*>>* V / W r »  л рт>—( : ]  . нк  ;

кетма-кетлик нолга интилсин: iim Xpm =  0. Бундай Рт

Фазода ушбу ,Z) ■■■ 1 ч
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( т  =  1,2,...) булинишларга нисбатан f(x, у, z) функция
нинг (2) к у р и н и щ д а г и  ййгиндиларини тузсак, ушбу

i  Of, (Гг,..., а т,... -.j? , (4)
кетма-кетлик хосил булади. Агар (S ) сиртнинг хар 
кандай (3) булинишлари кетма-кетлйги олинганда 
хам, унга мос (4) кетма-кетлик (£*, т]*, £*) нукталарни 
танлаб олинишига боглик. булмаган холда, хамма 
пакт битта / соига ин^илса, бу / сон <г йигиндининг 
лимити дейилади. •с ;: : : x'jv-.;* ' ц .'=)>.

1 т  а ъ р и ф. Агар кр-+0 да /(г, у, Z )  функциянинг 
интеграл йигиндиси а чекли лимитга эга бС/лса, f(x, у , г) 
функция (S )  сирт буйича интегралланувчи дейилади. Бу 
йигиндининг чекли лимити / эса /(х, у, г) функциянинг 
биринчи тур сирт интеграли дейилади ва у

W U ,y,z)ds
(S)

каби белгиланади:
у , z)ds =  lim £ f ( t k, t]k, £*) • Sk.

2. И н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Фараз килай- 
лик, R3 фазода (S )  сирт z —z(x, у) тенглама билан 
берилган булиб, z(x, у) функция чегараланган (D )  сохада 
узлуксиз ва (D) да узлуксиз z'Ĵ x, у), z'^x, у) хусусий 
хосилаларга эга булсин.

1-т е о р е м  а. Агар f(x, у, г) функция (S )  сиртда 
берилган ва узлуксиз булса, у холда бу функциянинг 
( S )  сирт буйича биринчи тур сирт интеграли

У> z) ds
(S )

мавжуд ва

§f(x> У, z)ds =  § f(x , у, z(x, у ))  X
(S ) (О)

X  V T +  Z'K X> У) +  г 'К ъ  У) dxd9

булади.--........ ". -• •, ,.л ,
Энди R3 фазода (S )  сирт х =  х(у, г) тенглама билан 

берилган булиб, х(у, z ) функция чегараланган (£>) соха
да узлуксиз ва (D ) да узлуксиз х^у, г), хс у̂, г) хусусий 
Хосилаларга эга булсин.



2-т е о р е м  а. Агар f(x, у, z) функция (S) сиртда 
берилган ва узлуксиз булса, у х,олда бу функциянинг 
(S)  сирт буйича биринчи тур сирт интеграли

S W
( S )

х, у, z)ds

\\f(x, у, z )d s=  § f(x (y , z), у, z)yJV+x'2y(y, z )+ x 'l(y , z) dydz
( S )  < " )

мавжуд ва 

булади.
3. И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Биринчи тур сирт 

интеграллари икки каррали интеграл хоссалари каби 
хоссаларга эга. Биз уларнинг айримларини келтирамиз.

Г .  Агар f(x, у, z) функция ( S )  сирт буйича интегралла
нувчи булиб, (S )  =  (S i )U (S 2) булса, у холда

у, z)ds =  №/(*, у, z)ds У- z)ds
( S )  ( S , ) ( S 2)

булади.
2°. Агар f(x , у, z) функция (S )  сирт буйича 

интегралланувчи булса, у холда c-f(x, у, z ) хам 
(с — const) шу сирт буйича интегралланувчи булади ва

[[c- f(x ,y ,z )d s  =  c-\[f(x .y ,z )ds
( S )  ( S )

генглик уринли булади (с —  const).
3°. Агар /(х, у , z) ва g(x, у , z) функцияларнинг хар 

бири (S )  сирт буйича интегралланувчи булса, у холда 
/(х, у, z)± g\x, у, z) хам шу сирт буйича интегралланув
чи булиб,

у , z)±g(x, у , z)]ds =  \[f(x, у , У, z)ds
( S )  ( S )  (S )

булади.
4. И н т е г р а л н и  х и с о б л а ш .  Юкорида келти- 

рилган теоремалар функциянинг биринчи тур сирт инте- 
гралларининг мавжудлигини тасдиклаш билан бир к,а- 
торда уларни икки каррали интеграллар оркали ифода1 
ланишини хам курсатади. Бинобарин, сирт интеграллари 
икки каррали интегралга келтириб хисобланади. Унда 
куйидаги формулалардан фойдаланилади:

336



\^fx, у, z)ds =  ^ (fx , у , z(x, у ) )л [\ + z 'l(x , y ) +  z 'l(x , у) dxdy ,
(M (0)
№/(*, y, z)ds =  § f(x (y , z ) ,y ,z )  ^ \ + x 'l (y ,  z) +  x 'l(y , 2) Л /dz ,
i'm (O)

^/(jf, (/, 2)tfs =  ^/(*, y, 2, *), 2)^ / r+ ^ (z ,x )  +  J/,2(2,x)dzdA: .

(5)
(0)

1 - м и с о л .  Ушбу

^ (6x-f 4y +  32)ds
(S-)

сирт интегралини хисобланг, бунда (S )  сирт куйидаги

■ i л- -f 2у +  Зг — 6

текиеликнинг биринчи октантдаги кисми (25- чизма). 
Равшанки, (S )  сирт

2 =  -|{6 — х — 2у)

тенглама билан аникланган.
(D )  сохада эса А О В  учбурчакдан иборатдир. Бу 

сохада z функция узлуксиз х,амда

2 '= 1
-  2 =  —  3 ’ *

узлуксиз хусусий хосилаларга эга.
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(S )  сирт берилган
; ->/(•*. у, z) =  6* +  4t/ +  3z

функция эса шу сиртда узлуксиз., Унда (5) формулага 
кура ф ; ‘v tjv-ф S С ) ЗД.нМ

+  4y +  3z)ds =  Д(6х f  4i/-f-3 - ^ 6 -
,Л  ;-’(S) - - ‘ г ■: ;■ ,̂ ff) -'V- ■ < ■ fj

- x  — 2 y ) ) - :y J l - i - ( - r ,3 f  +  ( — ^fdxdy

булади.
Энди икки каррали интегрални хисоблаймиз:

Й 6 *  +  4 у + ( 6 - х - 2 у ) \ л / 1  +  1 +  1 dxdy =
..V  (О) '• ..■ / ^

=  2дг+ 2у +  6)dxdy =  ^ 4  ̂dy f  (5* +
(О) 0 0

+  2(/.+ 6)</* =  J  [ у * 2 +  2*0 +  блг] | 2ydy =
О

=  2 уТ4 (-у- — 5#2 -+- 21 г/) | ̂  =  54 д/Т4.
Демак,

6х +  А у +  3z)ds =  54 л/Н.
( S )

2- мис о л .  Ушбу

^(x +  y +  z)ds

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт х2 +  у2 +  z2 =
— t2 сферанинг z =  0 текисликнинг юкорисида жой- 
лашган кисми.

К,аралаётган (S )  сирт

тенглама билан ифодаланади. Бунда Z =  Z(x, у) функция 
(Z?) =  {(x, у)£R2: jt +  у2<1 г2} да узлуксиз хамда узлуксиз

г-=_ v ^ v ' '
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хусусий хосилаларга эга. Бу (D ) coxa z — ~\Jr2'—x2— у2
сиртнинг хьу текисликдаги проекциясидир.

(5 ) сиртда f(x, у, z) =  x +  y-\-z функция узлуксиз. 
Унда (5) формуладан фойдаланиб топамиз:

§ ( х +  У ~\- z)ds =d +  у +  д/г2 — х2 — у2 ) X
( S )  (О)

X  У 1 + Z /2X(X, y)+ :z 'l(x , y)dxdy.

Агар

д/l + f % x ,y )+ z '% x ,y )  =

л / ^ - ^ - у 2 , 

булишини эътиборга олсак, у холда

булади.
Энди икки каррали интегрални; хисоблаймиз. Бу 

интегралда ушбу
х — pcoscj, (/ =  psjn<p г ,, ; ; 

алмаштиришларини бажарамиз. Натижада
‘ У :  1  М  Т- А  М -

Х +  У

V A - * 2'- Г

2л 1“  г “ 1 - '/ 2л Г . .W, 4

-  \ *S»Wk+ ( ^-
о L  0 A/r —Р J  о о

'2л ' г 1 ’ г: :
,=  ̂ (cosq -j- silicj; V/q  ̂ Г / Р 2: +  2я =  яг2 

о о v r — P



^ (x  +  y +  z)ds =  nr3.
<S)

3- м и с о л. Ушбу
Qx(y +  z)ds

булади. Д ем ак,

(S)

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт х — д/б2 у 2 ци
линдрик сиртнинг 2 =  0, 2 =  с (с > 0 )  текисликлар ораси- , 
даги кисми.

(S )  сирт х =  д/Ь2 — у2 тенглама билан берилган. Бу 

jc=  дjb2— у2 функция [ — b, Ь\ да узлуксиз булиб, ■ 
( — b, b) да узлуксиз.

л[ь2- ?
у , x'z =  0

хусусий хосилаларга эга. (S )  сиртнинг O y Z  текисликдаги 
проекцияси

(D ) =  {(y, z ) £ R 2 : x =  "\Jb2 — у2, 2 =  0, z =  c} =

=  {(у, z )£ R 2: - b ^ y ^ b ,  0 < 2 < с }
булади.

f(x, у , z) =  x(y +  z) функция (S )  сиртда узлуксиз. 
(5 ) формуладан фойдаланиб топамиз:

§ x ( y  +  z ) d s  =  § - \ / b 2 —  у2{у +  г ) -  Л  \ + - ^ 3  2 d y d z  =
( S )  (/>> V  у

=  b\\(y +  z)dydz.
0>)

Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали 
интегрални хисоблаймиз:

Ь с

(D) - Ь  0
Ь

A\(y +  z)dydz =  b ( \j (y  +  z)dz)dy =
(z5) - ь  о

b г =  с b 2
=  b J (yz +  ~ )  dy =  b  ̂ ( Cy +  ~ )d y  =

2 = 0 - b

,2
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^л:( у +  z)ds =  b2c2.
( S )

Зх2 +  by2 +  3z2 — 2)ds
( S )

Демак,

4- м и с о л, Уш бу

у

26- чизма.

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт z/ =  д/л:2-(-г/2 ко
нус сиртнинг у =  0, у =  b 0) текисликлар орасида
ги кисми (26- чизма).

(S )  сирт у =  aJ x 2-\-z 2 тенглама билан берилганини 
эътиборга олиб, интегрални хисоблашда

х, у, z)ds =  y^Rx, y(z, х), z) д/l +  у '2 +  у '2 dzdx
ID)

формуладан фойдаланамиз. Бу холда (D ) coxa (S )  сирт
нинг xOz текисликдаги проекцияси булиб, у (£)) =  {(* ,z)£
£R 2: х2 -+- z2^ Ь2} доирадан иборат булади. у =  д/х2-\-z2
функциянинг хусусий хосилалари эса

• X  '  Z

Ух~  У *2 + г2’ Уг~  л Ц ^ г 2 

ларга тенг. Натижада

¥
IS )

341



Зх2 5 у2 -)- 3z2 — 2 )ds =  ^[3jc2 -f- 5(x2 +  z2) -f- 3z2 — 2] X
ID)

x V 1 + У+C w J dzdx=
=  д/2 ^[3(x2-fz2) — 2)dzdx

ID)

булади.
Кейинги тенгликнинг унг томонидаги икки каррали 

интегралда узгарувчини куйидагича

х =  рсозф, г =  рэтф  ( О ^ ф ^  2л, О ^ р ^ Ь )  
алмаштириб хисоблаймиз:

2 л  Ь

jc2 +  z2) — 2]dzdx =  д/2 ( ^(8р3 — 2p)dp)dq> =
о о

2л

=  д/2 J (2р4- р 2) | ^ Ф =  д/2 *2я.62(2^2- 1 ).
о

Демак,

^ (З * 2 +  5 у2 +  3z2 -  2)ds =  2 д/2 лб W  -  1).
( S )

5- м и с о л. Ушбу

^ д [х2 +  у2 ds
IS )

интегрални х,исобланг, бунда (S )  сирт куйидаги

х24-и2 z2V ---^  =  0 (0 < z < 6 )
а Ь

конуснинг ён сиртидан иборат.
(S )  сирт

2 =  -^-д/х^+у2 (O s ^ z ^ b )

тенглама билан аникланган булиб, унинг Оху текислик
даги проекцияси (D ) =  {(x ,y)£R :х2 +  у2^ .а 2} булади.
342
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z =  ~ ^ Jx 2 у2 функция узлуксиз хамда узлуксиз хусусий 

хосилалар
-__ Ьх •__ by

га эга. Бу  сиртда берилган f(x, у ) — у х 2-\- у2 функция
узлуксиз. Ш уларни эътиборга олиб, (5) формуладан 
фойдаланиб, топамиз:

х2 +  у2 ds =  д/х2 +  у2 • д /Г+ z/2 +  z 'l dxdy =
(D)

= S W x2 + ̂ 2 --аЛ/^ +  Ь2 dxdy-
( О )

Энди икки каррали интеграл .

\\ dxdy
(О)

ни хисоблаймиз. Бу  интегрални хисоблашда ушбу 
д: =  рсо5ф, г/ =  рзтф . 

алмаштиришларни бажарамиз. Натижада
_______  2л а 2

х2 +  у2 dxdy =   ̂ (^ р 2ф )^ф  =  ̂ ^
О о

булади. Демак,g V̂+? -4̂ =̂- V«2+̂.
(S)

6- м и с о л. Ушбу
Ц| яг/z Ids
(S)

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт куйидаги z =  x2 +
-\-у2 айланма параболоиднинг z =  0, z = l  текисликлар 
орасидаги кисми.

Равшанки, бу (S )  сиртнинг Оху текислигидаги 
проекцияси

(D ) =  {(x, y )£ R 2:x2 +  y2^ \ }  
доирадан иборат булади.
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(5) формуладан фойдаланиб топамиз:

Ni\xyz\ds =  ^ \х у (х 2 +  У2)\ л/ l  +  z '2x+  z 'l dxdy --
( S )  (£>)

=  ̂ ( * 2 +  '/2)U # l л/ l + ц /  +  у 2) dxdy .
( О )

Икки каррали интегрални хисоблашда кжоридагидек 

х =  pcoscp, г/ =  рэ1пф (0 < р <  1 ,0 < ф<  2л) 
алмаштиришни бажарамиз. Натижада

§ {х 2 +  у2)\ху\ д/1+4{x2 +  y2)dxdy =
(О)

л/2 1 ______

=  4  ̂ ( ^(pcos(p-psin(p-p2~\fl + р 2 )pdp)d<p =
0 0

=  2  ̂р5• д / Н - 4 р 2 • fifp — — '420

булади. Демак,

125 д/5 — 1
420

('s')
7- м и с о л. Ушбу

+  yz +  zx)ds
( S )

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт куйидаги
z =  д/х2 +  у2 конус сиртнинг х£ -+• у1 =  2ах цилиндрик сирт
билан кесишган кисми.

(S )  сиртнинг Оху текислигидаги проекцияси
(D ) =  {(x, y )£ R 2:(x  — a)2 +  y2s^a2}

доирадан иборат булади.
(5) формуладан фойдаланиб, топамиз:

xy +  yz +  zx)ds =  § (х у  +  у  д / ? +  У2 +
( S )  (D)

+  хл/х2 +  у2 )^/l +  z/2x +  z 'l dxdy.
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эканини эътиборга олсак, унда юк,оридаги икки каррали 
интеграл ушбу

5. И н т е г р а л н и н г  б а ъ з и  б и р  т а т б и к л а р и .  
Биринчи тур сирт интегралларидан сиртнинг юзини, 
массасини хисоблашда, огирлик марказининг координа- 
таларини, шунингдек инерция моменгларини топишда 
фойдаланилади.

1°. (5 ) сиртнинг юзи

(S)

(формула билан топилади.
2°. Агар (S )  сирт буйича зичлиги р(х, у, z ) булган 

масса таркатилган булса, унда (S )  сиртнинг массаси

V 2 ху + у V * " + у2 + *  л/*2+ у2 )dxdy
(О)

куринишга келади. Бу интегралда

х =  лсо5ф, г/ =  гзтф  
алмаштириш бажариб хисоблаймиз:

д/2 ху +  у д/х2 +  у2 +  х д[х2 +  у2 dxdy =
(О )

2л  2acos<p

О О
л  /2

=  8 д/2 a4 i пф -{— siпф —(— соэф)со54ф^ф =
оо

о
Демак,

ХУ +  Уг +  zx)ds =  S4j a4.
(S)

булади.

(6)



3°. ( S ) сиртпингогирликмарказинингкоординаталари

Х° ~  У' Z)dS' Уо= !п\\у^ х' у ' z d̂s'
I S )  ( S |

20 =  -Uj(jzp(x, у , z)ds
(S)

булади.
4°. (S )  сиртнинг Ox, О у , Oz координата укларига 

нисбаган инерция моментлари мое равьшда ушбу

l x =  ̂ X(z2 +  y2)-p(x, у, z)ds, /# =  W (^  +  r/2).p(jc, у, z)ds,
( S I  ( S )

I Z =  y^(z2 +  x2)-р(х, у, z)ds
( S )

формулалар билан топилади.
( S )  сиртнинг Оху, Oxz, Oyz координата текисликлари- 

га нисбатан инерция моментлари мос равишда куйида- 
гича булади:

l xy =  \\z2i>(x, у , z)ds, 1хг =  §У2р(х, У, 2)ds,
( S )  <s >

/!,* =  ̂ ДГ2р(-«,'/, 2)ds.
(S)

8-ми с о л .  Ушбу z2 =  2xy тенглама билан берилган 
конуснинг биринчи октантдаги х,амда х =  2, х =  4 те- 
кисликлар орасида булган кисмининг юзини топинг. 

Изланаётган сиртнинг юзи

s- Ь
( S )

формула билан топилади. Бу сирт интеграли (5 ) форму- 
лага кура

S  =  § d s  =  ^  л/1 +  z'l  +  z 'l dxdV
( S )  Ш )

булади, бунда (D ) coxa (S )  сиртнинг Оху текислигидаги 
проекцияси:

(D ) — {(x, y )£ R 2:0 < х <  2 , 0 4 } .
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Энди
z '= (гх (  Л1 % х у  )х ^ 2  ' д  /  х  ’ Zy   ̂ ^ Х У  )у v 2 ~ \ /

булишини эътиборга олиб,

S  =■й а/1 +̂+ £
булишини топамиз. Кейинги икки каррали интеграл 
куйидагича х.исобланади:

(fl)

iri(Vf+A/?hО L  О

- ^ i ( * V 5 + 4 V ^ ) |  rfjr=О • .. — n

l
V2 dx =

y =  0

=  2V5 x -|- -—!=)dx=  16. 3 ~\Jx

Демак, S  =  16.
9- м и с о л. Х,ар бир нуктасидаги зичлиги шу нук,та- 

лардан координата бошигача булган масофа квадратига 
пропорционал булган ушбу

х =  д/л2 — у2 — z2 
ярим сферанинг массасини топинг.

Ш артга кура
р(х, у, 2) =  k -(х2 +  у2 +  22)

булиб, бунда k иропорционаллик коэффициентидир. 
Массани топиш формуласи (6) га кура

т  =  ̂ /е( х2 +  у2 +  z2)ds
( S )

булади. Бу ерда (S )  сирт х =  л/г2 — у2 — z2 ярим сфера- 
дан иборат булиб, унинг Oyz текисликдаги нроекцияси

(.D ) =  {(x ,y )£ R 2:y2 +  z2</-2} 
доирадан иборат.
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(5 ) формуладан фойдаланиб, топамиз: 

т  =  ̂ /г( х2 +  у2 +  z2 )ds =  k г2 — у2 — г2 +  //2 +  г2) X
( S )  ( D )

х  д/l +  *1 ;+ *1^/dz .

Равшанки,

1 +  х 2 +  х 2 =  1 +  ( д/г2 — у2 — г2 у 2 +  

+  (Д/r2 — y2- z 2 )'2
г2- у 2- г 2'

Натижада

т =  /гг3\ \ — = J = , = ? d i j d z  
J j  л]г2- у 2- г2

тенгликка келамиз. Бу икки каррали интегрални 
х,исоблаш учун

// =  cxsiпф, z =  acosq)
алмаштиришни бажарамиз. Бунда 2л, O ^ a ^ r
булади:

2л /  г

jj(r2 — а2) 2- yd (r2 — а2))й?ф =
О о

{Л г1 - f ]1- -2п =  2пг.

Демак,

= 2nrAk3ГГ dydz 
т —  т г  \ \  -------=

J J  л г2 — u2- z 2 (/)> \ г У 2

10- м и с о л. Ушбу дг2 +  г/2 +  г2 =  г  генглама билан 
берилган бир жинсли сферанинг биринчи октантда 
жойлашган булагининг Oz укк,а нисбатан инерция 
моментини топинг.
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Сфера бир жинсли булганлиги сабабли таркатилган 
массанинг зичлиги узгармас булади. Уни 1 га тенг килиб 
олиш мумкин: р(х, у, z )=  1.

Изланаёгган инерция моменти

I  г =  § (х 2 +  y2)ds
( S )

формула билан топилади, бунда (S )  сирт

2=  д/л2 — х2 — у2 (х ^ О , у ^ О , z ^ O )

тенглама билан аник,ланади. Юкоридаги сирт интегра- 
ли (8 ) формулага кура

X2 +  у2 )ds =  X2 +  у2) ■ д/1 +  z'\ +  z 'l dxdy
(S) CD)

булади, бунда (D ) coxa (S )  сиртнинг O XY  текислигидаги 
проекцияси:

(D ) =  {(x, y )£ R 2:x2 +  y2^ r 2, x ^ O , y^zO}. 
Равшанки,

Z ' X==~ 1 ^ - ^  z ' “ = ' y r f z p r

Унда

l . ^  +  y ^ ^ — dxdy 
(O) \r —x —У

булади. Энди икки каррали интегрални x =  acos(p, у =  
=asin(p алмаштириш ёрдамида хисоблаймиз:

лг'!
3

(О)

Д емак,

. __  л г3 __  яг4
z =  Г ' 3 з ■
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1. Ушбу
^ ( х У  z )ds
(S)

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт
{(x ,y ,z )£R3: 0 < * <  1, 1, 0 < 2<  1}

кубнинг ташки кисмидан иборат.
2. Ушбу Qds интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт

( S )

x-\-y-\-z =  a текисликнинг биринчи октантда жойлашган 
кисми.

3. Ушбу \\xds интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт
( S )

куйидаги 2=  д/l — х2 — у2 ярим сферадан иборат.
4. Ушбу

^ (х 2 +  у2 +  3z2) ds
( S )

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт z =  д/х2 +  у'1
тенглама билан берилган сиртнинг 2 =  0, 2=1  те- 
кисликлар орасидаги кисми.

5. Ушбу

2+  дfa2 — x2)ds
(S)

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт куйидаги 
х2 +  у2 =  а2 цилиндрнинг 2 =  0, 2 = 1  текисликлар 
орасидаги кисми.

6. Ушбу
§ (z 2 +  х? +  ул) ds

■V2 2 2 Г X 2

ярим сферадан иборат.
7. Ушбу

^(5x2 +  3*/2 +  322 +  4)</s
( S )

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт куйидаги 
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: =  д/гг +  г2 тенглама билан берилган сиртнинг х =  0, х =
■ 2 текисликлар орасидаги кисми.

8. Ушбу

V  +  04 +  2, J</.S
(S ')

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт x +  .V +  z =  2 те- 
кисликнинг y2-\-z2 =  1 цилиндрдан ажратган кисми.

9. Ушбу '

22

\у(х-\- z)ds
( S )

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт у =  'sjc'2
тенглама билан берилган сиртнинг х =  а текисликлар 
орасидаги кисми.

10. Ушбу
S V  + x ? +  y2ds
( S )

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт z =  xy (х ^ О , у ^  
^ 0 )  т енглама  билан берилган сиртнинг 
(х2 +  у2)2 =  2а2ху цилиндрдан ажратган кисми.

1 i. Ушбу
\j 1 +  Эх2 +  ds

( S )

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт куйидаги y =  3xz 
тенглама билан берилган сиртнинг (х2 у2)2 =  8xz ци- 
линдрдан ажратган кисми.

12. Ушбу
\\ ' 2ds 
J J ^ + x  +  y + z f

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирг x-\-y-\-z=\ 
(х ^ О , у ^ О ,  2^ 0 ) текисликдан иборат.

13. Ушбу
2jc-f 2y-\-z — 8a

текисликнинг x2-\-y2 =  z2 цилиндр ичида жойлашган 
кисмининг юзини топинг.

14. Ушбу
х2 +  у2 =  г2

цилиндрнинг у -\~2 =  0 ва 2 =  0 текисликлар орасидаги 
юзини тонинг.
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15. Уш бу
x2 +  y2 +  z2 =  3 а2

сферанинг x2 +  y2 =  2az параболоид ичида жойлашган 
К.ИСМИНИНГ юзини топинг.

16. Зичлиги р(x,y,z) =  x +г/ +  2 булган ушбу

ярим сферанинг массасини топинг.
17. Зичлиги p(x,y,z) =  x2 у2 z — 2 булган ушбу

22 =  9 — х2— у2

сиртнинг 2 =  0 текислик билан кесишган кисмининг 
массасини топинг.

18. Зичлиги p(x,j/,2) =  x2 +  (/2 +  22+ 1 булган ушбу

сиртнинг у =  0 ва у — 1 текисликлар орасидаги к,исми- 
нинг массасини топинг.

Зичлиги узгармас булган куйидаги сиртларнинг 
огирлик марказини топинг:

Зичлиги узгармас булган к,уйидаги сиртларнинг OZ 
ук.ига нисбатан инерция моментларини топинг:

22. x2-\-y2 — d2z2 (0^ 2^  1).
23. х1 -f-у2 =  2az ( 0 ^ 2 ^ а).

2- §. И ККИ Н ЧИ  ТУР СИРТ И НТЕГРАЛ ЛАРИ
Фазода (5 ) сирт z — z(x,y) тенглама билан аник,- 

ланган. Бунда z(x,y) функция (D ) сохада ( (D)cz 
<z l R 2) берилган, узлуксиз хамда узлуксиз. хусусий 
хосилалар z\(x,y), z 'y(x,y) га эта. (D ) соханинг чегараси 
эса булакли-силлик, чизикдан иборат булсин.

(S )  сиртда унинг чегараси билан кесишмайдиган 
k ёпик. чизикни олайлик. (хо, г/о, £о) нукта сиртнинг 
k ёпик, чизик, билан чегараланган кисмига тегишли ва 
К п шу ёпик, чизик, k нинг хОу гекисликдаги проекцияси 
булсин.

Сиртнинг ( j c o ,  y o Z o )  нукгасидаги уринма гекисликка 
шу нукгада перпендикуляр утказайлик. Бу перпендику
ляр

У +  ^ x 2 +  z2

!9 . х2 +  у 2 +  а 2 =  г2 ( х ^ г О ,  / / > 0 ,  г > 0 ) .

20. 2=  д/V2 — х2 — у2 ( х > 0 , г/> 0 , х +  г/<л).
21. а2г2 =  62(х 2 +  г/2), 0 < 2 < 6 .
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нинг мусбат йуналиши деб шундай йуналишни оламизки, 
унинг учидан каралганда иккала k ва k„ ёпик 
чизикларнинг йуналишлари мусбат булади. Унинг 
манфий йуналиши эса шундай йуналишки, унинг учидан 
каралганда kn нинг мусбат йуналишига k нинг манфий 
йуналиши мос келади. Перпендикулярнинг мусбат йуна
лиши буйича олинган бирлик кесма сиртнинг (хо, уо, 
zo) нуктадаги нормали дейилади. Нормалнинг Ох, Оу
ва Ог укларнинг мусбат йуналишлари билан ташкил 
килган бурчакларни мос равишда а, |3, у дейилса, унда

г',cosa =

cos|! — —  . (9)

1\ l^ + z'2x +  z'l

z'y

>
II

' + ^  +  4 ’ 
1

V 1 + z'l  +  z'l

булади. Булар нормалнинг йуналгирувчи косинуслари 
дейилади.

Сиртнинг устки гомони деб унинг шундай томони 
олинадики, бу томондан каралганда иккала k ва kn ёпик 
чизикларнинг йуналишлари мусбат булади.

Сиртнинг устки томони каралганда kn билан чегара- 
ланган текис шаклнинг юзи мусбат ишора билан, пастки 
томони (иккинчи томони) каралганда манфий ишора 
билан олинади.

1. И н т е г р а л  т а ъ р и ф и. f(x , у, z) функция (S )  
сиртда берилган булсин. Бу сиртнинг маълум бир томони- 
ни (ёки устки, ёки остки томонини) карайлик. Сирт
нинг Р  булинишини ва бу булинншнинг х.ар бир (S*;) 
булагида ( k — \, 2, ..., п) ихтиёрий (£*, г)*, £*) нукта 
олайлик. Берилган функциянинг (£*, г)*, £*) нукгадаги 

т|*> £*) кийматини (Оху, Oyz, Ozx) текисликдаги 
проекцияси (D k) (D "  *), (D "  k)) нинг юзига купай-
тирилиб, куйидаги интеграл йигиндини тузамиз:

I  /(!*-%, l k)-Dk (10)
k = \

( а '=  £  К г ь Ъ 'Ы О р ь а "  =  I  Н Ъ ,г ]кЛ к) - 0 '\ )
\ к=\ *=1 /
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Ри Р2, Р,п, ... (11)

булинишларини ка райм изки ,  уларнинг  мос диам етрла-  
ридан ташкил топган

ке тма -кетлик нолга интилсин: l im X. = 0 .н тг и —► оо

Бундай Рт ( т = \ , 2, ...) булинишларга  нисбатан
f(x ,y ,z ) функциянинг  интеграл йигиндиларини туза -  

миз.
Н а т и ж а д а

•••> ®пи •••

кетм а -к ет лик  хосил булади.  Агар ( S )  сиртнинг \ар 
кандай  (11) булинишлари кетма-кетлиги {Рт } 
олинганда  хам ,  унга  мос {а,„} ке тма-кетлик ,  т]*, и )  
нукталарни  т ан л аб  олинишига боглик. бу л м а га н  холда 
х а м м а  вакд  битта / сонга интилса,  бу / сон о йигинди- 
нинг лимити дейилади ва у

п

l i m ст= l im У /(£*, т)*> Ък)-Р>к =  1
lp^ok=l

каби белгиланади.
2 - т а ъ р и ф .  Агар ^,,->-0 да  f(x,y,z) функциянинг 

интеграл йигиндиси о(а\ а") чекли лимитга  эга булса ,  
f(x,y,z) функция ( S )  сиртнинг та н лан ган  томони буйича 
интегралланувчи функция дейилади.  Бу йигиндининг 
чекли лимити / эса (/', /"), f(x,y,z) функциянинг 
( S )  сиртнинг т анланган  томони буйича иккинчи тур 
интеграли дейилади ва у

^  f(x,y,z) d x d y f  ̂  f(x,y.z) dydz, ^  f(x,y,z) dzdx 
(S) \(S) <s>
каби белгиланади:

( S )  сиртнинг ш ундай

в«
( S)

x ,y ,z )d x d y= U m  £  f ( lk, tj*. £*)•£>*.

(\ [ f(x ,y ,z )d y d z =  l im £  f ( lk, r\k, l k)D'k, 
V ( S )

\ \ f(x ,y ,z)d zd x=  l im £  j(\k, rlt> £ * ) 0 " Л
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Умумий х,олда (S) сиртда  P(x,y,z), Q(x,y,z) ва R(x,y,z) 
функциялар берилган булиб,

^ P (x,y,z) dxdy, ^Q(x,z/,z) dydz\[R(x,y,z) dzdx
( S )  ( S )  (S )

и нгег рал лар  бор булса ,  у холда

§ P (x ,y ,z ) dxdy +  [[Q(x,y,z) dydz +  [[R(x,y,z) dzdx
( s ) ( S )  (S )

йигинди иккинчи тур сирт интегралининг  умумий  курини- 
ши дейилади ва уЯ'^P (x,y,z ) dxdy +  Q(x,y,z) dydz +  R(x,y,z) dzdx

Cs)
каби белгиланади:

y^P(x,y,z) dxdy -\- Q(x,y,z) dydz-\- R(x,y,z) dzdx —
<S)

^ P (x,y,z) dxdy +  ^Q (x,y,z) dydz-\-^R(x,y,z) dzdx.
(S) (s> (S)

Ф азо да  бирор (К )  жисм  берилган булсин. Бу жисмни 
у раб  турган  ёпик, сирт силлик, сирт булиб,  уни 
( 5 ) . д е й л и к .  f(x,y,z) функция (У )  д а  берилган.  Оху 
гекисликка  пар ал л ел  булган текислик билан (К )  ни икки 
к,исмга а ж р а т а м и з :  (]/) =  ( Vi) +  ( У г)- Н а т и ж а д а  уни 
ураб  турган  (S) сирт хам  икки (S|) ва (S 2 ) сир тл ар га  
а ж р а л а д и .

У шбу гг рр
Н f(x,y,z) d xd y -j- v^f(x,y,z) dxdy

( S , )  ( S 2)

интеграл f(x,y,z) функциянинг  ёпик, сирт буйича иккинчи 
тур сирт интеграли дейилади ва

[[f(x,y,z) dxdy
( S )

каби белгиланади.  Бунда  биринчи интеграл ( S i )
сиртнинг устки томони, иккинчи интеграл эса ( S 2 ) 
сиртнинг пастки томони буйича олинган.

Худди шунга  ухшаш

\y(x,y,z) dydz, \[f(x,y,z) dzdx
(S) (.S )

х а м д а ,  умумий холда,
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\[p(x,y,z) dydz +  Q{x,y,z) dydz +  R(x,y,z) dzdx

интеграллар  гаърифланади.
Э с л а т м а .  Иккинчи тур сирт интег рал ла рда  

сиртнинг кайси томони (у сгки ёки пастки томони; 
ташки томони ёки ички томони) буйича интеграллана -  
ётганлиги т а ъ к и д л а б  борилади.

2 .  И н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Фазода  
( S )  сирт z =  z(x, у) т е н г л а м а  билан берилган.  Бунда  z — 
=  z(x, у) функция ч е г а р а л а н га н  ( D ) со хада  ((D)cz 
czR2) у зл укс из  ва ( D ) д а  узлуксиз  z'x(x, у), z'y(х, у) 
хусусий хо си лал ар га  эга.

3 - т е о р е м а .  А г а р  f(x,y,z)  функция  (S )  сир тда  
бе р и л га н  ва у з л у к с и з  б у л с а ,  у х о л д а  бу  функциянинг  
(S )  сирт б у й и ч а  о л инг ан  иккинчи тур  сирт интеграли

б у л а д и .
Фаз ода  ( S ' )  сирт х =  х(y,z) те н глам а  билан берилган.  

Бунда  x — x(y,z) функция чег ар ал ан ган  ёпик (£>') соха- '  
да  ( ( D ') c R  ) узлуксиз  х а м д а  уз луксиз  x'y(y,z), x'z(y,z) 
хусусий хоси лал ар га  эга .

4- т е о р е м  а.  А г а р  f(x,y,z)  функция  ( S ' )  сиртда  
бе р ил га н  ва у з л у к с и з  б у л с а ,  у  х о л д а  бу  функциянинг  
(S ')  сирт б у й и ч а  ол ин га н  иккинчи тур  сирт интегра ли

булади.
Ф азода  ( S " )  сирт y — y(z,x) т ен глам а  билам бе

рилган.  Бунда  u =  y{z,x) функция чег ар ал ан ган  (D")  
со хад а  ((D")czR ) узлукс из  ва ( D ) д а  узлуксиз  y'z(z,x), 
y'x(z,x) хусусий хо си лал ар га  эга.

5 - т е о р е м  а. А га р  f(x,y,z)  функция ( S " )  сиртда

( S )

м а в ж у д  ва

( S ' )

м а в ж у д  ва

§ f(x ,y ,z )  d yd z=  \^f(x,y,z), y,z) dydz
( S ' ) (O')
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б ер илг ан  ва у зл ук си з  б у л с а ,  у х,олда бу функциянинг  
(S")  сирт б у й и ч а  олинган  иккинчи тур  сирт интегр али

(x,y,z) dzdx
(S')

м а в ж у д  ва

^ f(x,y,z) d zd x=  ^ f(x ,y(z ,x),z) dzdx
(g") (D")

б у л а д и .
3 .  И н т e г p а л и и н г х о с с а л а р и . Иккинчи тур 

сирт интеграллари икки карра ли  ингегралларнинг  хосса- 
лари каби хоссаларга  эга.

Куйида  иккинчи тур сирт инте гралла рига  хос иккита 
хоссасини келтириш билан кифоялаиамиз .

1°. Функциянинг  (S)  сиртнинг бир томони буйича 
олинган иккинчи тур сирт интеграли,  функциянинг  шу 
сиртнинг иккинчи томони буйича олинган иккинчи тур 
сирт интегралидан ф акат  ишораси билан фарк килади.

2°. f(x,y,z) функциянинг  ясовчилари Oz ук,ига па- 
раллел  булган цилиндрик ( S )  сирт буйича иккинчи тур 
сирт интеграли

\\f(x,y,z)dxdy 
учун (5)

§f(x ,y ,z)d xd y =  О
( S )

булади.  , . . -
f(x ,y,z) функциянинг ясовчилари Ох ук и га  параллел 

булган цилиндрнинг (S)  сирт буйича иккинчи тур  сирт 
интеграли

Qf(x,y,z)dydz
у ч у н  (S)

Qf(x,y,z)dydz =  О
булади.  <s)

f(x,y,z) функциянинг ясовчилари Оу ук.ига параллел 
булган цилиндрнинг (S) сирт буйича иккинчи тур сирт 
интеграли

W (x,y,z)dxdz  
учун (S)

\\f(x,y,z)dxdz =  О 
б у л а д и .  ' (У
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[[f(x,y,z)dxdy =  ^f(x,y,z(x,y))dxdy,
( S )  (D )

\\f( x,y,z )dydz =  ЭД/( x(y,z ),y,z )dydz,
( S )  (Д)

^ f(x,y,z)dzdx =  ^f(x,y{z,x),z)dzdx.

4. И н т е г р а л н и  х и с о б л а ш .  Иккинчи ryp 
сирт интеграллари икки ка рра ли  ин те гралла рга  келти- 
риб хисобланади:

( 12)

(13)

(14).
( S )  ('о )

5 .  Б и р и н ч и  в а  и к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г 
р а л л а р и  о р а с и д а г и  б о г л а н и ш .  (S)  сирт ва бу 
сиртда  берилган P(x,y,z), Q(x,y,z) ва R(x,y,z) функциялар
1 -п ун ктд а ги  шартларни каноатлантирсин.  Унда ушбу

P(x,y,z)dydz Q(x,y,z)dzdx +  R(x,y,z)dxdy =
(S )

R(x,y,z) c o s a +  Q(*,*/,z)cos|J +  R(x,y,z)cosy]ds (15)
<S)

формула  уринли булади.
11 - м и с о л. Ушбу

^(ад :2 +  by +  cz2) dxdz
<S)

интегрални хисобланг ,  бунда  ( S )  сирт х2 =  2ру ( р >  
> 0 )  сиртнинг у — 2р, z =  0, z =  q т ек исли кл ар  орасидаги 
киемининг  ички томони (27- чизма) .

'27- чизма.
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( S )  сиртнинг Oxz текислигидаги проекцияси ( D ) =  
=  {(x,z)£/?2: — 2p^Z x^. 2p, O ^L z^q}  булади.

( S )  сиртнинг ихтиёрий нуктасига  ут к а зи лга н  нормал 
Оу уки билан уткир бур чак  ташкил килганлиги сабабли  
сирт интеграли мусб ат  ишора билан олинади.  Юкорида- 
ги (14) формуладан фойдаланиб,  топамиз:

ЭД( ах2 +  by +  cz2) dxdz =  +  b • ~~ +  czA  dxdz.
(S )  ( О)

Энди икки карра ли  интегрални хисоблаймиз:

\\(ах2 +  Jp *2 +  cz2)  dxdy  =

^ ( a - f  )x2 +  cz2J</z^ dx =

\ Ка+1У + г }1х = з рЧа+i)+1 prf- 
- 2  р

Д е м а к ,

^ ( я х 2 +  by - f  cz2)dxdz =  - у  p:iq(a  +  ~  1  рсq\
( S )

12- м и с о л. Ушбу

( S )  4  '

интегрални хисобланг ,  бунда  (S) сирт

^  +  ^  +  -г- = ,  
а Ь с2

эллипсоиднинг z =  0 текисли кдан настда  жой лаш ган  
кисми булиб,  интеграл шу сиртнинг настки томони б у 
йича олинган.

Равш ан ки ,  ( S )  сиртнинг тен глам аси

ва унинг Оху текисликдаги  проекцияси

(D)-
б у л а д и .
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( S )  сирт ва бу сиртда  берилган

f(x,y,z) =  - 2 + -~ - +  kz функция хам 5 - теореманинг

шартларини ка ноатлан ти рад и .  У холда  (12) формула-  
дан  фойдаланиб,

у -\- kz \dxdy -

( D)

булишини топамиз.  Интеграл ( 5 )  сиртнинг пастки томони 
буйича олинганлиги саб аб ли  сирт интеграли минус ишора 
билан олинади.

Энди

-(|(f+ hcV1 -i-i)dxdy"

икки карра ли  интегрални хисоблаймиз.  Бу интегралда  
узгарув чи ларни

л: =  арсозф, i/ — bps\n(f 

каби алмаштириб топамиз:

' к с л  1 \ - х1 - 4  - 4 - 4 W / =
(О)

=  j  А  (Л с д /l — р2 — p2)abpdp^dy =  

=  a b \ (  \ k c p ^ \  —  р2 — р3\/р</ф =
О \ О

— 2 я  ab Г kc ( 1 - | ) 2)3/2 Р4 1 Г  9 - /кс  1\
L — 2 — а/2-------т ; 1о= 2я а Ч т - т >
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Д е м а к ,

й (  7  +  J  +  kz)dxdy =  2я а й ( |  -  j ).
(S)

13- м и с о л. Ушбу

Qx2dydz у1 dzdx z2dxdy
(S)

интегрални хисобланг ,  бунда  ( S )  сирт

х1 +  У2 +  ^  =  « 2 ( 2 ^ 0 )

ярим сферанинг  таш ки  кисми.
Равшанки ,  (S) сиртнинг тенг лам аси

г =  д/а2 — Xs — у2 

куринишга эга .  Бу функциянинг  хусусий х.осилалари

2' ( =  Л/а2- / - ! '  ^  _  V o W - V

булиб,

У 1 +  Z'l +  Z'v = -  / 2 %  = Т
\ а  — х —у

булади.
Берилган иккинчи тур сирт интегралини (15) форму- 

л а д а н  фойдаланиб биринчи тур сирт интегралига  
келтирамиз :

y^x2dydz +  у2 dzdx +  z2dxdy =
(S)

Л I I „ 2 „

Агар

=  j y j r e o s a  -(- г/ cosf-5 -f- z cos-у |ds.
(S)

г 'гcosa  =
,/2 I ,/2 a

cosH = -------, - "------ =-g-.
Д/>+21 + 2'  ̂ a

1-------------- 2 21.............................. \ a  —x r — u z 
COSV = ----............... —=  - -----------  -  =

V 1 + 2’i + 2'
2 a  a
у
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булишини эътиборга  олсак ,  у х,олда юкоридаги тенглик- 
нинг унг томонидаги биринчи тур сирт интеграли

Энди (5)  формуладан фойдаланиб,  биринчи тур сирт 
интегралини хисоблаймиз:

бунда D =  {(x, y)£ R 2:x 2-\-y2^ .a 2}. Бу тенгликнинг унг  
томонидаги биринчи турган  икки карра ли  интегрални 
хисоблаш учун

х =  арсо5ф, t/ =  a p s i r ^  ( О ^ р ^  1, О ^ ф ^ С  2л)  

алмаштириш б а ж а р а м и з .  Н а т и ж а д а

(7 ^ ( ^ 3 +  . r  +  2:!) ds
<s)

куринишга келади.  Д е м а к ,

^ x 2d ydz-\- у2 dzdx 4  zldxdy =  х3 4  У3 4  z3 )ds
( S)

1 ^ ( х 3 4  у3 4  z3)ds= | ^ [ x 3 4  у3 4  ( V “2 -  * 2 - 7 Л  X

( 16)

О О
Энди (16)  муносабатда ги

интегрални хисоблаймиз:



Шундай к,илиб, берилган иккинчи тур сирт интегра-
1 4лини — а •я  га тенг эканини топдик:

c2dydz -f- у2dzdx -f- z2dxdy — а4л.
(S)

14- м и с о л. Ушбу

Qf(x)dydz-\- g(y)dzdx  +  h(z)dxd у
(S)

интегрални хисобланг ,  бунда  ( S )  сирт
{(х,у,г)(:Я л: 0 ^ х ^ а ,  0 ^ .y ^ .b ,  0 ^ 2 ^ с}

параллелепипеднинг  ташк,и сирти, /, g, h л ар  шу сиртда  
аник,ланган узл уксиз  функциялардир.

Равшан ки ,
( S )  =  ( S 1) +  ( S 2) +  ( S 3) +  ( S 4) +  ( S 5) +  ( S 6)

бунда  (S i ) ,  ( S 2), ( S 3), ( S 4), ( S 5), (5б)лар п ар ал лелепипед 
нинг томонларидир:

(51) =  {(jc,i/,2)G/?3: 0 ^ A : ^ a ,  O ^ y ^ b ,  2 =  0},
( 5 2 ) =  {(x,y,z)£R3: 0 ^ x ^ a ,  O ^ y ^ b ,  z =  c},
( 5 3) =  {(x,*/,2 )£ / ?3: 0 < x < a ,  y — 0 , 0 < 2 < c } ,
(S i) — {(x,y,z)^R3:Q ^: x ^ ; a, y =  b, 0 ^ 2 ^ c } ,
(Sb)  =  {(x1y ,z )e R 3:x  =  0 , 0 0 < 2 < c } ,
( Se,) — {(x,y,z)dR 3:x  =  a , O ^ y ^ b ,  О ^ г ^ с } .

Интеграл хоссасига кура

\\f(x)dydz - f  g(y)dzdx  -f- h(z)dxdy =

— 2  y^f(x)dydz-\-g(y)dzdx-\-h(z)dxdy
A = 1 (S*)

булади .  Бу тенгликнинг  унг  томонидаги сирт 
ишч гралларни хисоблашда ,  (S i ) ,  ( S 3), ( S 5) сиртлар 
буйича инге граллар  манфий ишора билан,  ( S 2), ( S 4), 
(Se)  сиртлар буйича инте граллар  эса м усб ат  ишора билан 
олинишини эътиборга  оламиз .  Шунингдек,  интегралнинг  
2°- хоссасидан фойдаланамиз .  Н а т и ж а д а
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^  f(x)dydz-\-g(y)dzdx -\- h(z)dxdy =  ^  h(z)dxdy —
( S , )  ( S , )

=   ̂^  h (0)d y ^ d x =  — h(Q)-ab,

^  f(x)dydz  - f  g{y)dzdx h(z)dxdy =  ^  h(z)dxdy =
( S 2) <S,>

—  \ ^ \ h (c)dyŜ dx =  h(c)-ab

булади .  Худди шунга  ухшаш

^  f(x)dydz -)- g{ у )dzdx +  h( z )dxdy — — g(0)ac,
■3>

W f(x)dydz-\-g{y)dzdx-\-h(z)dydx — g(b)ac,
<s4> '

W f(x)dydz  +  g(y)dzdx-\- h(z)dydx== — f(0)bc,
'  :)

[(x)dydz g(y)dzdx h(z)dxdy — f(u)bc
(S6>

булишини топамиз.  Д е м а к ,  ;

u/(  х )d ydz +  g( у )dzdxJr  h(z )d xdy =
( S)

=  I /<") •/«>) g(fr)-g(0) M e ) - /1(0) I _ Qbc
I a b с J

Мисол  ва м а с а л а л а р
24. Ушбу

Qx2y2zdxdy 
is)

интегрални хисобланг ,  бунда  (S) сирт х2 т  у2-j-z2 =
— z2 сферанинг  z =  0 текисли кдан пастда  жо йлашган 
кисмининг  устки томони.

25. Ушбу

<А'з>

( S 5)

■ Qx2dydz, l 2 =  Q y2dzdx/,=
(S) (S)

интегралларни хисобланг ,  бунда  ( S )  сирт ( х — 1)2 +  (г/ —
— 1 )2-{-(z —-1 )2 == 1 сферанинг  таш ки  томони.
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26.  У ш б у

Qdxdy, l 2 =  Qzdxdy, /, =  ̂ z 2dxdyл =
( S )  ( S )  ( S )

и н т е г р а л л а р н и  хи со бла н г ,  б у н д а  ( S )  сирт

X2 U2 22
2 I , 2 ' 2 а Ь с

э л л и п с о и д н и н г  та ш к и томони.
27 . У ш б у

^ 2  dxdy +  у dxdz — x2zdydz
(5)

ин тег рал ни  хисо бла нг ,  б у н д а  ( 5 )  сирт 4х2 +  y24z2 =  4 эл-  
ли п ссо ид ни нг  биринчи о к т а н т д а  ж о й л а ш г а н  кисмининг  
та ш к и томони.

28 . У ш б у

§ ( y 2 +  z2)dydz
( S )

ин тег рал ни  хисо бла нг ,  б у н д а  ( S )  сирт х  =  а 2 — г/2 —
— 2 ? п а р а б о л о и д н и н г  Ог/z тек и с ли к  а ж р а т г а н  кисмининг  
та ш к и  томони.

29 . У ш б у

Qzdxdy +  у dxdz +  zdydz
( S )

ин тег рал ни  хисо бла нг ,  б у н д а  (S) сирт

{(x,y,z)£R3:0 ^ .x ^ .  1, О ^ г/ г^  1, 0 ^ 2 ^  1}

кубнинг  та ш к и  сирти.
30.  У ш б у

§(** +  y2 +  3z2)dxdy
( S )

интегрални хисобланг,  бунда  (S )  сирт 2 =  д /х2-\-у2 те н г 

л а м а  б и л ан  б е р и л г а н  сиртнинг  2  =  0, 2  =  2 т е к и с л и к л а р  
о р а с и д а г и  кисмининг та ш к и томони.

31.  У ш б у  / 2 2 4

( S )

2 2 х и
интегр алн и хисо бла нг ,  б у н д а  ( S )  сирт 2  =  4 — - - ----- ~

т е н г л а м а  би лан  бе рил га н  сиртнинг  2  =  0  т е ки с л ик  а ж р а т 
ган кисмининг  ички (пас тк и)  томони.
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32. Ушбу

ЭД(2 x2 +  y4 +  z4)dydz
( S )

интегрални х,исобланг, бунда  (S) сирт х  =  г/г ( у ^ 0, 2 ^  
> 0 )  сиртнинг (у2 -\- z ) 2 =  2Ь2 у z цилиндр а ж р а т г а н  
кисмининг  ташки томони.

33. Ушбу

ljS+̂ )dxdz
х2 г2

интегрални хисобланг ,  бунда  ( S )  сирт у =  Ь2------^ ----- »-
а с

сиртнинг у =  0 текислик а ж р а т г а н  кисмининг  ички 
кисми.

34. Ушбу
yzdydz  +  xzdzdx +  xydxdy

(S )

интегрални хисобланг ,  бунда  ( S )  сирт тетраэ др  сирти- 
нинг х  =  0, у =  0, 2 =  0, x-\-y-\-z =  a те кисли клар билан 
ч е г ар ал ан ган  кисмининг  таш ки  томони.

3-§. СТОКС Х.АМДА О С Т Р О Г Р А Д С К И Й  Ф О Р М У Л А Л А Р И

1. С т о к с  ф о р  м у л  а с и .  Стокс формуласи сирт 
буйича олинган интеграл билан шу сиртнинг чегараси 
буйича олинган эгри чизикли интегрални богловчи 
формуладир.

Ф азода  икки томонли силлик (S) сирт берилган 
булиб,  унинг чег араси d (S )  эса б у л а к л и — силлик эгри 
чизикдан иборат булсин. ( S )  сиртда  P(x,y,z), Q(x,y,z), 
R(x,y,z) функциялар аникланган .  Бу  функциялар ( S )  д а  
узлуксиз  х а м д а  барча  аргум ентл ар и буйича узлуксиз  
хусусий хосилаларига  эга .  У холда  ушбу

ф  P(x,y,z)dx +  Q(x,y,z)dy +  R(x,y,z)dz =

=§Bbi;-]̂ ++ M+[f-f]d̂  (i7»
формула уринли булади.  О д атд а  (17)  Стокс формуласи 
дейилади.
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Хусусан ,  ( S )  сирт сифагида  Оху т ек исли кдаг и  
( D ) соха олинса,  унда  z =  О булиб, (17)  фо рмуладан

ф  P(x,y)dx +  Q(x,y)dy =  §  [  3"----- Jy\  dxdy-
a (D) (D)

Грин формуласи келиб чик,ади.
Биринчи ва иккинчи тур сирт интегралларини узаро 

богловчи формуладан фойдаланиб,  Стокс формуласини 
куйида гич а  хам  ёзиш мумкин:

(V) P(x,y,z)dx-\- Q(x,y,z)dy +  R(x,y,z)dz =
S(S)

+  (4 r — lr)cH ‘is- ,18)

(S)

1 5 -и и с о л . Ушбу
3

)exdx +  z( х2 +  у2)2 dy +  yz*dzфе
интегрални хисобланг, бунда К эгри чизик, z =
сиртнинг х =  0, х =  2, у  =  0 , у — 1 т ек исл и клар  билан 
кесишган чизикларидан ташкил  топган ёпик, чизикдир.  
Бу интегрални хисоблашда Стокс формуласидан  фойда- 
ланам из .  Берилган интегралда

Р =  ех, Q =  z(x2 +  y2)7, R =  yz3

булиб,

£ - « ■  - f t

эканини тонамиз.
(17) формулагч. nypa

d$j>exdx +  2(x 2 +  y2)2dy - f  yz*dz =  
к
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д
= ^ ( 3 х гл ]х 2 +  у2 — О)dxdy +  (z3 — (x2 +  y'2)2) X

(S)

X  dydz +  (0 — О)dzdx =  ^ 3 xz  д/х2 +  у2 dxdy 4-

3 1
+  [ (  д/х2 +  у 2 У  — {х2 +  у 2) 2 J d y d z  =  з Ц  x z  д/х2 +  г/2 dxdy

(S)
булади ,  бунда  ( S )  сирт Л" чизик, билан чег ар ал ан ган  
конус сирт (z =  дjx 2-\~y2 ).

( S )  сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси 
(D) =  {(x ,y)eR 2: 0 < х <  2, 0 < г / <  1}

булади.
Сирт интеграли (S) сиртнинг пастки томони буйича 

олинганлиги сабабли

3 ^ x z  д/х2 +  у2 dxdy =  — З ^ х  д/х2 +  у2 д/х2 +  у2 dxdy
(S) (О)

булади.  Н а т и ж а д а

ф е ^ х  - f  z(x2 +  y2)2dy +  yz3dz =  — 3 ^ х ( х 2 +  y2)dxdy=
к (о)

1 2
— — 3 ^ (  ^(х34 - xy2)dx)dy— — 14.

о о
булади.

1 6 -м и с о л . Ушбу

ф (г/  +  z)dx +  (z +  x)dy +  (х  +  y)dz 
k

интегрални хисобланг ,  бунда  К ёник. чизик,
x =  asin2t, у =  2as\ntcost, z =  acos2/ 2л)

эллипсдан иборат.
Бу интегрални Стокс формуласидан  фойдаланиб 

хисоблаймиз.
Р авш анки ,

P =  y-\-z, Q =  z +  x, R =  x +  y
булиб,

д Р  _  , дР  __ . dQ . dQ _  , д/? =  . jW _= 1  
ду  ’ 3z ’ <3* ’ дг ' дх ' ду
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ф  (y +  z)dx +  (z +  x)dy +  (x +  y)dz =
К

=  ЭД[( 1 — 1 )cosa +  ( 1 — 1 )cosp +  ( 1 — 1 )cosy]ds =  О

б у л а д и . ( 1 8 )  ф о р м у л а г а  биноан

булади.
1 7 -м и с о л . Ушбу

фг/rfx +  zdy +  xdz

интегрални х,исобланг, бунда  К ёпик чизик 

( х2 +  у2 +  z2 — а2,
1 x + y + z = О

ай л ан ад ан  ибораг  булиб,  йуналиши эса соат с тр ел касига  
каршидир.

Бу интегрални хисоблашда хам  Стокс формуласи- 
дан фойдаланамиз .  Бу холда

Р =  у, Q =  z, R — x
булиб,

дР _  I дР _ о  — п — 1 aR =  I dR = п
д у  —  ’ d z  ~  ’ дх  д г  ’ д х ~  ' д у

булади.
(18)  формуладан фойдаланиб топамиз:

ф  (ydx +  zdy +  x d z )=  —~ f r ) co sa  +
К  ( S)

+ (l7-l7)“sP + (̂ 7-̂ )cH'<s =
=  — ^ ( C° s a  +  cosP +  cos y)ds.

Бу ерда (S)  сирт x +  // +  z =  0 текисликнинг  берилган 
айлан а  билан че гараланган  кисми.

Энди x - j-y - j-z  =  0 текислик тенгламасини нормал 
холга келтириб,

cosa =  - ^ ’ C0SP =  ̂ T ’ c ° sv =  -̂ |-

булишини аниклаймиз .  Н а т и ж а д а
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^ydx-\-zdy-\- xdz — -----л/з
К  V (S)

бу.пиши келиб чикади.
Равшан ки ,

\ds — n a2.
(S)

Д е м а к ,

фг/йх-(-2С?г/ +  д :й г=  — -~ -д а 2 =  — д/3 ■ л  а

2 . О с т р о г р а д с к и й  ф о р м у л а с и .  Фаз ода ,  паст- 
дан  z =  ф!(лс,г/) т ен г л а м а  билан а ни кланга н  силлик, 
( S i )  сирт билан,  юкоридан г — ф2(х,г/)(ф|(х,г/)^ 

(х,у) т ен глам а  ёр д ам и д а  ан и клан га н  силлик (5г )  
сирт билан,  ён томонларидан эса ясовчилари Oz у к и га  
п ар ал лел  булган цилиндрик (5з )  сирт билан ч е г а р а 
лан ган  (К )  сохани (жисмни)  ка рай ли к .  (К )  да  R(x,y,z) 
функция а ни кланга н  ва у зл укс из  булиб,  ( V) д а  узлуксиз

d R (x ,y ,z )

d z

хусусий хосилага  эга  булсин.  У холда

\\\ dRig f ' Z)dxdy d z = \ W x ,y ,z )d x d y  (19)
( V )  (S)

булади ,  бунда  ( S )  сирт (К )  жисмни ураб  турувчи сирт.
Худди шунга  ухшаш ( V ) жисм  х а м д а  P(x,y,z), 

Q(x,y,z) функциялар тегишли шартларни кано атл антир-  
ганда

dxdydz =

=  JjjjP(x,y,z)dxdz , (20)
(S)

\ ^ l^ M ^ L dxdydz==^Q(x,y,z)dxdz (21)
(V ) (S)

формулалар уринли булади.
Айтайлик ,  (I/) жисм юкоридаги (19),  (20),  (21) 

формулаларни уринли булишида куйилган шартни ба- 
ж а р г а н  булиб, унда  P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) функциялар
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,,/4 /1/4 9 P  d Q dR( V) д а  у зл укси з  ва ( V) д а  узлуксиз  — , — , —  хусу- 

гий х о си л ал ар г а  э г а  булсин.  У холда

(V')
— §P(x,y,z)dydz-{-Q(x,y,z)dzcIx-\-R(x,y,z)dxdy (22)

(S)

булади.  Буни Остроградский формуласи дейилади.
Биринчи ва  иккинчи тур сирт интегралларини уз аро  

богловчи фо рмуладан фойдаланиб,  Остроградский фор- 
муласини ку йида гич а  хам  ёзиш мумкин:

(V)

=  P(x,y,z)cosa +  Q(x,y,z)cosfi  +  R(x ,y ,z )cosy ]ds  (23)
(S)

1 8 -м и с о л . Ушбу

^4 x3dydz +  4 у 3 dxdz — 6z4dxdy
( S )

„2 I ..2 „2интегрални хисобланг ,  бунда  ( S )  сирт х у  = а  ци- 
жндрнинг  z  =  0, z =  h т ек исл и клар  орасида ги кисмининг  

тулик сиртидан иборат (28- чизма) .
Берилган интегрални хисоблашда Остроградский 

формуласидан фойдаланамиз .  Бу интеграл учун
Р =  4х3, Q =  4у3, / ?=  — бг4

булиб,

дР =  12л:2, 4 °  =  12/ ,  4 "  =  — 2423 «л: д у  д г

жанлигини топамиз. .
(22)  ф ормул аг а  кураВ'

(S )

4 х3 dydz -)- 4 у3 dzdx — 6 z^dxdy —

=  1 2 ^  (х2-\-у2— 2z3)dxdydz
(V)

булади ,  бунда

( V) =  {(x,y,z)£R3:x 2-\-y‘2 =  a 2, 0 < 2 </г}.

Кейинги тенгликда ги  уч к а р р а л и  интегрални хисоблай- 
миз.
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z

28- чизма.

Равшан ки ,

12 ^ (  г 2 +  у 2 — 2z3 )dxdydz —
(v)

= 1 2 й  j ( x 2 +  ;/2 — 2 z :V z  J  dxdy- 

=  12 jjj [(*2+  y2)h — \-^dxdy,

бу нд а (D) =  {(x,y)£R2:x 2 +  y2< a 2}.

А г а р  у з г а р у в ч и л а р н и
x =  pcoscp, г/ =  р81Пф ( O ^ p ^ a ,  2n)

д е б  а л м а ш т и р с а к ,  у нд а

12 Ц [ ( х2 +  г/2 )h— -Y~\dxdy =

(*>

d<f> =  6na h(a — h )

булишини топамиз.  Д е м а к ,

^ 4  x^dydz +  4 у* dzdx — 6z*dxdy — 6 я  a2h(a2 — h,!).
(S)
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Qx2dydz +  у2 dzdx +  z2dxdy
(S)

интегрални хисобланг ,  бунда  (S)  сирт

О ^ г / ^ а ,  0 ^ z s g : a }

кубнинг  таш ки  томони. Бу интегрални Остроградский 
формуласи билан т а к ко сл а б

Р — х2, Q =  y 2, R — z2 
булишини топамиз.

Р авш ан ки ,

1 9  -м и с о л  . У ш б у

4 ^ = 2 * .  4 ^
ох ду

-2у, f  = 2 г.

Остроградский формуласига  кура :

X̂x2dydz -)- y2dzdx +  z2dxdy =
<S)

-  2 ^ y  x +  У +  z)dxdydz.
(VO

Энди ( K) =  {(A:,(/,2)£/?3: 0 ^ J c ^ a ,  
s^a}  эканини эътиборга  олиб, уч карра ли  интегрални
х,исоблаймиз: ,,

а а а

2 ^ ( х  +  у -\-z)dxdydz =  2^dx^dy^{x-\- у +  z)dz =
(v)

= 2

О О О
2 '

jj d x^ [(x  +  у)а +  ~ ^ d y
о о

=  3 а 4.

Д е м а к ,

Qx2dydz +  y2dzdx +  z2dxdy =  3 a 4.
(S)

2 0 -M и с о л . Ф а з о д а г и  ( V ) ж и с м и и н г  х а ж м и  

V =  у  ^ ( x c o s a  +  ycosfi^-^cosYV/s
(S)
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булишини исботланг ,  бунда  (S) сирт (К )  жисмни ураб  
турган  сирт,  cosa ,  cosfi, cos-у л а р  ( S )  сирт т аш ки  
нормалининг  йуналтирувчи косинуслари.

Остроградский формуласининг  (23)  куринишидан 
фойдаланиб топамиз:

[[ (x co sa  +  г/cosp +  zcosy)ds =  ^  ( f * +
( S )  ( V)

4- j y + -^ d x d y d z  =  з[[[ dxdydz.

М а ъ л у м к и ,

(V')

булади .  Шуни эътиборга  олиб, юкоридаги тенгликдан 

' ~ Н 5  (x cosa  +  i/cosp +  zcosy)ds
(S)

булишинр топамиз.

Мисол ва  м а с а л а л а р

Стокс формуласидан фойдаланиб,  куйи даги  эгри 
чизикли интегралларни сирт интеграллари оркали 
ифодаланг :

35.  ф ydx-\-zdy-\-xdz.
к

36. ф x2y 3dx +  dy-\-dz.
к

37. ф (y2 +  z2)dx +  (x2 +  z2)dy +  (x2 +  y2)dz.
К

38. ф (х2 — yz)dx-\-(y2 — zx)dy-\-(z2 — xy)dz.
к

39. Ушбу Р =  х2ул, Q — 1, R — z функциялар учун 
Стокс формуласи (17) нинг уринли булишини текши- 
ринг, бунда  К эгри чизик х2 +  у2 +  а1, z =  0 ай л ан ад ан  
иборат булиб,  ( S )  сирт эса  х2 +  у2 +  z2 =  a 2, z > 0  ярим 
сферанинг устки томони.
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40. Ушбу Р =  у, Q =  z, R — x функциялар учун Стокс 
формуласи (17)  нинг уринли булишини текширннг,  
бунда  k эгри чизик

x =  acos2t, у =  а д/2 sin/cos/, z =  a s i n 2^

айлан а  булиб,  ( S ) сирт эса шу айлана  билан чег ар ал ан ган  
доирадир.

Стокс формуласидан фойдаланиб,  куйидаги эгри 
чизикли интегралларни хисобланг :

41. ф  (у -\-z)dxJr (z-\- x)dy -\-(х-\- y)dz, бунда  К эгри
к

чизик ушбу х1 -f- у2 +  z 2 =  a 2, х +  г/- f  z =  0 ай л ан ад ан  
иборат.

42. ф ( # ~ z)dx-\-(z — x)dy-\-(x — y)dz, бунда  К эгри 
к

чизик х2~\-у2 =  а2, ~  +  у  = 1  ( а > 0 ,  с > 0 )  эллипсдан 
иборат.

43. ф xdx-\-(x-\- y)dy -\-(х-\-у -\- z)dz, бунда  К ушбу х  =  
к

=  as\nt, y =  acost, z =  a ( s i n / - f  cost) ( 0 ^ / <  2л )  эгри 
чизикдан иборат.

Остроградский формуласидан фойдаланиб,  к у й и д а 
ги сирт интегралларини уч ка р ра ли  интеграл оркали 
ифодаланг  (S  сирт (К )  жисмни ураб  турувчи сирт).

44- й  xydxdy +  yzdydz-\- zxdzdx.
(S )

45.  g  x2dydz у2 dzdx -f- z2dxdy.
( S )

46 ( (  Jccosa-f- f/cosp +  zcosy

■ Й  i w
Остроградский формуласидан фойдаланиб,  к у й и д а 

ги сирт интегралларни хисобланг :

47- й  xdydz-\-ydzdx  +  zdxdy, бунда  ( S )  сирт
<S>

с2 и2 г 2
i H ----5- +  ~5 - = 1  эллипсоиднинг  таш ки  томони.
а 1 b2 С2

48 ' й  x2dydz +  y 2dzdx +  z2dxdy, бунда  ( S )  сирт
( S )
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{(*,*/,2 ) £/<?3: 0 О ^ у ^ а ,  0 <1 г  <1 а } куб сиртининг 
ички томони.

49 - й  x'dydz - f  y'dzdx  +  z3dxdy, бунда  ( S )  сирт ушбу
(5)

х2 +  у2 +  z2 =  г2 сферанинг  таш ки  томони.

50. ^ x 2dydz +  y2dzdx +  z2dxdy , бунда  ( S )  сирт ушбу
(S )

2 2 2
— + —----- i -  =  0 ( 0 конус  тула  сиртининг таш ки
а 2 а 2 Ь 2

ТОМОНИ.

XX боб 

ФУ РЬ Е  К,АТОРЛАРИ

1-§. Ф УРЬ Е  К.АТОРИ ТУШ УН ЧАСИ

[(х) функция [ — я,  л] д а  берилган ва шу орал икд а  
интегралланувчи булсин.  Равшан ки ,

/(x)-cosrax, / (x ) - s i rmx (п — 1,2, 3, ...) функциялар хам  
|— л, л) д а  интегралланувчи булади.  К,уйидаги белги- 
л аш ларни киритамиз:

Л

ап =  -^ \ f(x)dx,
—  Л

Л

а „ = —  ̂ f(x)cosnxdx, (п — 1,2,3,...),
—  Л

л

bn =  ~   ̂ f(x)-s\nnxdx, (п — 1,2,3,.. .). (1)
—  Л

1 -т а ъ р и ф . Ушбу
а  00
~2~+  2  (a„cosnx +  6„sin/zx) (2)

п =  1

функционал к,атор [ — л,  л] да берилган  /(х) функциянинг 
Фурье к,атори дейилади. ап, а\, Ь\, а-г, Ьч, ... , ап, Ьп, ... 
сонлар /(х) функциянинг Фурье коэффициентлари дейи
лади.
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(1)  ка тор f(x) функциянинг  Фурье  катори булиши 
куйи да гич а  ёзилади:

а0 00
f{x ) ~ ——[- 2  (a„cosnx-\-bnsmnx)

п =  I

Агар  f(x) жуфт функция булса ,  у холда унинг  Фурье  
к о эф ф и ц и ен та  ри

Л

ап=  л \f(x)-cosnxdx, (п =  0,1,2, . . . )
0

Ьп =  0 (я  = 1 , 2 ,  3, ...) 

булиб,  Фурье  катори эса

“ о "  
f{x ) ~ - у—Ь 2  an-cosnx

П= 1

булади.
Агар  f(x) ток функция булса ,  у х,олда унинг  Фурье  

коэффициентлари
ап =  0 ( я  =  0,1, 2, ...)

л

6Л= —  ̂ f(x)sinnxdx (п =  1,2,...)
- о

булиб,  Фурье  катори эса
оо

f( x )~  2  bn-s\nnx
П =  1

булади.
Энди f(x) функция [ — I. 1\ д а  ( / > 0 )  берилган ва шу 

о рали кда  интегралланувчи булсин.  К,уйидагича белги- 
лашларни киритамиз :

1
а п = \  5 f{x)cos-^-xdx ( я  =  0,1,2, . . . )

-I
i

Ьп— \   ̂ f(x)sin ^ x d x  (п =  1 , 2Д .„ )
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2 - т а ъ р и ф .  Ушбу
СО Vtfn Vi / ПЛ . I • \

2 +  2  ( a . c o s - y - x  +  ft.sin— XJ
п — 1

функционал к^атор [ — /, /] d a  берилган /(х) функциянинг 
Фурье к^атори дейилади. ao, a i ,  Ь|, аг, 62, ••• , чп, Ьп, ... 
сонлар Фурье коэффициент лари дейилади.

(2 )  катор /(х) функциянинг  Фурье  катори булиши 
куйи да гич а  ёзилади:

оо
Г/ Ч 0  , V  /  Л Л  . . .  Я Л  \
/(*)---- 2 +  2 .  \anC0S- [  X +  ^ S in — x j  .

Я = 1

1 -м и с о л . Ушбу

j(x) =  ea'x ( — я г ^ х ^ л ,  а  =  0)

функциянинг  Фурье  «.аторини тузинг.
Юкорида к е л 1ирилган (1)  формуладан ф ойда ла

ниб, бу функциянинг  Фурье  коэффициентларини топамиз:
Л

а() =  1 \ eaxdx =  ~—(е** — е~ал) =  - shart,
и л J а л  ал

л

а„ = — \ сочnxdx =  —
Л J я

a-cosnA :-)-nsinnx ^ м | л

а2 + л2

( -  1 - # 4 -  shaJ l ’ ( « = 1 - 2 ,3 , . . . )
л(сс + п  )

fe„ =  1 \ r “ s i n « x r f x =  1 • asinnr " r ,S"  ' И "  =л J я  а 2 +  л2 I
—  Л

<х" + л

=  ( — 1)я 1------2я shoot ( « = 1 , 2 , 3 , . . . )
л(ог + я )

Унда берилган функциянинг  Фурье  катори
а 00

X (a„cos«x  +  ^ns i n « x )  =

2shan
л

1
2a

оо ~|
+  У  ~P^---(acos/ix — ns innx)

„= . «2 +  » J

б у л а д и .
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жу ф т функциянинг  Фурье  каторини ёзинг.
Юк,оридаги (1)  ф ормул алард ан  фойдаланиб,  бе

рилган функциянинг  Фурье  коэффициентларини топамиз:

2 Г о ,  2 о 2  Г 2 f 2 2 S in n *  |ла0 =  л  ̂ Л *  =  -  я  , а я =  л  ̂х 2соsnxdx =  - - х 1 q -
— л О

----- — ^xsin  n x d x = ------~ \ (  — х  • -cosnx)  I +
п л  J  ПЛ [ V, П / 1 о

о

+  \ cosnxdxI  = (  — 1)" ~  (п — 1,2,3,.. .)
о J

Д е м а к ,  f(x) =  х1 функциянинг  Фурье  катори
2 00 А

х2 ~  4  +  2  ( — 1 )п—х cosпх
6 П=! «

булади .
3 -м и с о л . Ушбу

f(x) =  x

функциянинг  Фурье  каторини ёзинг.
(1 )  формул алардан  фойдаланиб,  берилган функция

нинг Фурье  коэффициентларини топамиз:

2 Г 2Ь„=— \х s in n xdx— --------х  cos пх
л  J пл +

о
Л

Н------[ cos n xd x=  — — cos пл =  ( — 1 f +1— (п =  1 2 )ПЛ J п п '
о

Д е м а к ,  f(x) — x  функциянинг  Фурье  катори

2  ( — l y  + ' i - s i n  пх
— I

булади.
4- м и с о л. Ушбу

f(x) =  ex ( — 1 1)
функциянинг  Фурье  каторини ёзинг.



(3)  ф о р м ул ала рд ан  фойдаланиб,  берилган функция
нинг Фурье  коэффициентларини топамиз.  Равш ан ки ,  бу 
^олда I — 1.

а 0 =  ̂ exdx =  e — e ',
—4

S x . пп sin ял *  4 - cos плх хе cos nnxdx = ---------------------------- е
\ -\ -п  п— 1 

1
1

1
( e - c o s  п л — e ” ‘cos я л )  =  (  — 1 )"■

1 + « V  '  / V / 1 + л 2 д 2

( « = 1 , 2 ,  3 , . . . ) ,
1

, Г г . / si п/2лдг — ялсо зялх  о =  \ е s in п п х а х = --------------— —-— е
J 1 +Л2Я21

1
1 +Я»л2

- 1

(e/zjicos /гя +  е _1я я  cos пп) =  

пл  cos /гя , _  1 ч

- е)=

=  ( - 1 ) ‘ +|. пл (п =  1, 2, 3, )
1 -}- П л

Д е м а к ,  f(x) =  ex функциянинг ( — 1) Фурье
катори

х е — е~1 | / — 1 \ V Г ( — 1 )П Iех оо — ------- \-{е — е ' )• Z  —— — cos muc +
1 n= i L l + nj i

, ( - 1 ) л+| • 14-  пл sin плх
1 + n V  J

булади.
5- м и с о л. Ушбу

—х, а г а р  — л ^ х ^  0 булса ,

~ х̂2, а г а р  0 < х ^ л  булса .

функциянинг  Фурье  каторини ёзинг.
Бу  функциянинг  Фурье  каторини ёзиш учун,  а вв ал о  

унипг Фурье  коэффициентларини (1)  ф ормулал ард ан  
фойдаланиб топамиз:
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Л  ̂ Л 2 
а° ~  л \ f(x)d x = i  J ( ~ x )d x + i \ ~ v d x = b ’

— л — л О

Л Г "  О

а „  =  —  ^ / ( j c ) c o s  nxdx =  ~ \  ^ — j c c o s  nxdx-\-
—  л L  —  Л

+  U c o s ^ l =  * = i £ = i ,
J -  J

л [ -  0

bn — \ /(jc)sin nxdx =  -A   ̂ — x s in nxdx-\-
— Л L  —  Л

+  sin nxdx 1  = -  .
0 J

К а р а л а ё т г а н  функциянинг  Фурье  катори куйидагича  
булади:

а  \ 5 , - у  Г  3 -( — I )" — 1 . 2(( — 1 )я — 1) 1
1 (х )~ -г ^ п +  2 j  --------- 5------ cos пх-\------ ! ---- - - s i n  пх

12 n=.L ™ * V  J

6- м и с о л. [ — я ,  л ] ’ д а  берилган ва шу орал икда  
интегралланувчи f(x) функция Фурье  катори

ао Sf(x )~ -^ -  +  2  (a„cos nx-\-b„ s in пх)
n=i

нинг кисмий йигиндиси

Tn(f> х )= Т п(х )= -£ -+  2  (ak cos kx-\-bk s in kx)
*=i

учун

П sin (2n-|-1)—г —

u * ) = - t  s ft о — - r ~ “ '

те н г л и к  ур ин ли  бу лиш ин и курсатинг .
Бе р и л г а н  функция  Фурье  като рин инг  кисмий  

йигиндиси
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а  п
Tn(f; x )  =  ̂ f  +  2  (akcos kx +  bks\n kx)

2 k— l

ни олиб, унда ги  do, а к, bk (k = \ ,  2, ...) ларнинг  урнига  
уларнинг  ифодалари

ла° = ̂  S ̂ dt’
— л

л

а 4 =  -̂ -  ̂ f(t)cos kidt, ( f e=  1, 2, 3 , . . . )
—  Л

л

Ьк =  ̂  \ /(/)sin kidt, ( £ = 1 , 2 , 3 , . . . )
— л

ни куйиб топамиз:
Л и  л

U f r x ) = - ~  J /(/)d/+ 2  -  J /(/)[cos fe/-cos kx +
— л * = 1 —л

Л

4 - s i n  fe/-sin k x ]d t= ^ ~   ̂ f(t)dt-{-
—  Л

n  л  л

+  2   ̂ f(t)cosk(/ — x ) d t= ~   ̂ / (/ ) [ y  +
k= 1 —J1

—|— 2  cos k(t — x)
k = 1

Ъ / .

Равшан ки ,

-1-+ 2  cos fct/ =  2 s in f -Г-' +  2  cos A y l
2 *=1 2 L 2 -1 2 sin —

[ s i n  | + д ( 5 1 п ( й  +  у ) г / — sin(fe —
2 sin —2

1----------------sin
2 s in |

( n +  } ) y -
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Кейинги тенгликда  y =  t — х дейилса,  у х.олда ушбу

п  s in(2n +  1
■Х-+ 2  cosk(t — x ) = ------------— -------

* = 1 2 sin  - - *

муносабат га  эга  буламиз .  Н а т и ж а д а  исботланиши лозим 
булган

л si п(2/г -|- 1 )• —

7' . № * ) = i  J « О -------------— - -  <“
s.0 2

т енгликка  келамиз .
О д атда  (4) генгликнинг унг  томонидаги интегра.л 

/(х) функциянинг  Дирихле интеграли дейилади.

2- §. Ф УРЬ Е  К.АТОРИНИНГ ЯКИ НЛ АШ УВЧ ИЛ И ГИ

Фурье  кагорининг  якинлашувчилигини ифодалай- 
диган теоремаларни келтиришдан а вв а л  функциянинг  
булакли-дифференциалланувчи тушунчасини эслатиб 
утамиз .

[а, Ь] ораликни

[а, 6] =  [а 0, a i ]U [a i ,  « 2] U. . .U[a„_i ,  а„]
(а0 =  а, ап =  Ь)

б ул ад и ган  шундай
[ ао, а\ ],
[ а и а2 ],

[ а „ _ ь  ап]
б у л а к л а р г а  аж рат иш  мумкин булсаки,  ха р  бир (ак, ак + :) 
да  (k =  0 , 1, 2, ..., п — 1) /(х) функция дифференциалла-  
нувчи булса  х,амда х =  а к н у к т а л а р д а  чекли унг 
f'(ak +  0) (k =  0, 1, 2, ..., п — 1) ва чаи f'(ak — 0) { k =  1, 2, ..., 
п) хо си лалар г а  эга  булса ,  у холда  f(x) функция [а,  Ь] да  
булакли-дифференциалланувчи дейилади.

1- т е о р е м а. 2л  д а в р л и  f ( x )  функция [ — л,  я]оралик,-  
д а  б у л а к л и - д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  б у л с а ,  у  х.олда бу  
ф ункциянинг  Фурье  катори
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~2 — (“ 2  (a„cos их  +  6„ s i n /гх)
П= 1

[ — я, я )  д а  як.инлашувчи б у л и б ,  х£ (  — я, я )  д а

f(* +0)  + f (x —°)__  _[_ 2  (a„cos nx-\-bn sin пх) б у л а д и .
2  2  п = \

х =  ± я  б у л г а н д а  f ( x )  функция Фурье кдторининг  
йигиндиси

2  If (  я  +  0)  + / ( я  — 0)1
га тенг  б у л а д и .

2- т е о р е м а. А га р  2л д а в р л и  f(x )  функция [ — л, л] д а  
у з л у к с и з ,  б у л а к л и - д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  ва  
/( — я )  =  / ( л )  б у л с а ,  бу  функциянинг  Фурье  катори [ — я,  
я] д а  як,инлашувчи б у л и б ,

а0 VI/(* )==— +  2  (а п cos nx +  bn sin пх)
п— 1

б у л а д и .
Бу х.олда f(x ) функция Фурье  ка торига  ёйилади 

дейилади.
7- м и с о л. [ — л, л ]  д а  берилган ушбу

Г 1, а г а р  — л ^ х С О  булса ,
\ — 1, а г ар  0 ^ х < л  булса

2л дапрли функцияни Фурье  ка торига  ёйинг.
Берилган функция юкорида келгир ил ган  1 георема- 

нинг шартларини ка ноат лан ти рад и .  Бинобарин, бу 
функция Фурье  като ри га  ёйилади.  Бу ёйилмани топиш 
учун f(x) функциянинг  Фурье  каторини тузамиз :

л 0 л

a 0 —~  jj f(x )d x != ~   ̂ dx-\-^( — l ) J x  =  0,
— л —л О

л О

ап— —  ̂ /(x)cos n x d x = — cos nxdx-\-
— л —л

л

— cos nx)dx =  0 (п =  1, 2,3, ...)
о

л О

— bn — -~  ̂ f(x)s\n nxdx =  ~   ̂ s in nxdx-\-

о
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+  — W — sin nx)dx = —  [ ( — 1)"— 1], ( n =  1, 2, 3, ...)
JT J  ПЛ

0

Д е м а к ,
a n =  0, л =  0, 1, 2, ...
^2я =  0, /г=1,  2, 3, ... 

2̂n — 1 =  7л TV ~ *(2л — 1)-л

Барча x £ ( — л,  л),  x=^0 н у к т а л а р д а
oo

f / „ 4 _  4 Y  sin(2/j— 1 )x
я  ^  2,г - I •

/1= 1

булади.
x  =  0 н у к т а д а  берилган функциянинг  Фурье  катори

йигиндиси
/ ( - » )+ / (+ 0 )  I +( — 1) __ п 

2 2

га тенг.
х  = — л,  х =  л н у к т а л а р д а  катор йигиндиси мос 

равишда
/(—л — 0) + /( —я + 0)

2
/(л _ 0 )  + /(я + 0)

=  0 , 

= 0

оулади.
8- м и с о л. Ушбу

/(x) =  c o s a x  ( 0 < а < 1 )
функцияни Фурье  каторига  ёйинг.

Бу функциянинг  Фурье  коэффициентларини \исоб- 
лаймиз :

Л

2 Г / г» s ‘ n а па{) =  — \cos ахах — 2 - --------,
л  J а п

о
л л

'ап — ~   ̂cos а х -cos nxdx =  ~  ̂[cos (а-\-п)х-\-
о о

+  c o s ( a  — n)x]dx =  ( — 1 ) п- 2а
а  —л 1 п
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( « =  1, 2, 3, ...) 
bn =  0 (n =  1, 2, ...)•

Д е м а к ,  берилган функциянинг  Фурье  катори
сю

s in a n  , 2a sin а л  v  ( — 1)" cos a x ~ ---------- ---------------2 J - 4 — Vcos  /7ЛГ
а л  л  a — /г2П = 1

булади.  К ,аралаётган функция 2 - теореманинг шартлари-  
ни б а ж а р а д и .  Шунинг учун /(x) =  cos ах функция Фурье  
каторига  ёйилади:

s m a , i  . 2a sin а л  у  ( — 1)co sax  — -----------h — 2 j  —о-----yCOS nx
а л  л  a z — n

n =  1

А гар  кейинги тенгликда  x =  0 дейилса ,  унда

_  sin a n  I 1 
л  а

( - 1)"

а 2 — я2П = 1

булиб,  ушбу
сю

_  _л__ _ _ L  у  ( __1 у (___[___ I___ L_ A
sin а л  а \ а  +  п a  — n j

П —  1

тенглик хосил булади.

Мисол  ва м а с а л а л а р

( — л,  л)  д а  берилган куйидаги функцияларнинг  
Фурье  каторларини тузинг:

1. f(x) =  2х  +  3. 4. / (х )  =  х +  х2.
2. / (х) =  s in  х-+- sin 2х. 5. / ( x ) = | c o s x | .
3. / (х)  =  I х  |.

( — 1, 1) о р ал и кд а  берилган куйидаги функция
ларнинг  Фурье  каторларин и ёзинг:

6. / (х )  =  х2.
7. / ( х ) =  |2х|.

— 1, а г а р  — 1 ^ х < 0  булса ,

9. / (х ) =  х4.
10. / (х )  =  <?2*.

I, а г а р  O s ^ x C l  б у л с а .
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Куйидаги функцияларни ку рс ати лга н  оралик ,ларда 
Фурье  ка то рл ар и га  ёйинг:

11.  f ( x ) =  ̂ ,  0 < х < 2 л .

12. f  (х) =  л 2 — х2, — л < х < ; л .
13. / (x )  =  s i n a x ,  — л < С х < С л ,  a^Z.
14. / (x )  =  sh ах, — л < С х < ; л .
15. f ( x )  — x s in х, — л  < х <  л.

Куйидаги  функцияларни Фурье  к а т о рл ар и га  ёйинг:
16. / (* )  = sgn(cos х)

17. / ( * )  =
а г а р

u а г а р

18. /(■*) =
*. а г ар

1 Л, а г а р
19. / ( * )  = sin х|

20. / (х )  = °-О
а г а р

1 2,- а г а р
71
4 X а г а р

21. /(•*)=■
Л(т — х),

22. /(х) =
а г а р  — л х  ^  0 булса ,  

а г а р  О ^ х ^ л  булса .

Фун кцияларнинг  Ф ур ье  ка т о р л а р и г а  ёй илмал ар идан  
фойдаланиб,  куйида ги  тенгликларнинг  уринли булиши- 
ни курсатинг .

23. £  = |_ .
п  1Z

п  =  1

(К  у р с а т м а, /(х ) =  х2 функцияни [ — л, л ]  да  Фурье  
к,аторига ёйинг, сунг  х  =  0 деб олинг).





Ж АВО БЛ АР

XII б о б

К уи у згар ув ч и ли  функциялар,  
улар н и н г  лимити ва узлуксизлиги

1 0. ( l ,  - j r \  П. (27, У  12. ( 1 ,  1). 13. (3,  4). 14. ( 11,

1). 15. (1 ,  1). 16. (1 ,  1). 17. ( о ,  у ) .  18. (О, 0). 19. (О, 0). 20. (1 ,

2). 2 1 .  R2\{(x ,  у ) :х -\- у  =  0}. 22. у  =  —х чизик, нук талар и  ва бу  чизикдан  
кжорида жойлаш ган барча нукталар  туплами. 23. Текиеликнинг биринчи 
чоракдаги барча нук талар и  т у п л а м и .  24. Текиеликнинг иккинчи 
чоракдаги н ук талар и  туп лам и . 25. {(*, у):х?-{- 1}. 26. {(*, у ) :х2-\- у 2^ .  
<  9}. 27. 2A’ns£Cx<(2fe-)- 1)п, агар  у~^0  б ул с а  (2k +  1 ) я < : x ^ ( 2 k  +  
+  2)л, агар  у <  0 б улса  (k =  0 ,  ± 1, ± 2, . . . ) .  28. х > 0, ( / > 0, х~^ 
^  \Гу. 29. {(х, у\.х-\-y>Q} .  30. Бутун текислик {Оху).  3 1 .  у  =  х. 32.

д?  и2
---------4~ =  * гипербола тармоклари орасидаги текислик кисми. 33. R\{(x ,

у ) . х = \ ,  у  =  0}. 35. {(х, у ) : — l ^ x ^  I, — 1 ^ ; / ^  1}. 36. {(х , г / ) :х ^ х2 +  
+  у 2<2х}.  37. {<*, y ) : 2 k n дг2-(-у'2^ я ( 2k -)- 1)}, k£Z.  38. {(х, у ) :х  +  
+  1/ < 0}. 39. {(*, у ) : х2 у 2 =  9}. 40 .  у 2 =  х, у 2=  — дг, i/ =  2  чизиклар б илан  
ч е га р а л а н га н  эгри чизикли учбурчак. ( 0 ( 0 ,  0)  нук.та кирмайди). 4 1 .  {(.с,

у ) :\ < * 2 +  #2<  2}. 43. ' . 44. 3. 45 .  0. 46. 0. 47. е а. 
2 а

48 .  0. 49. 0. 50. 1. 5 1 .  0. 52. 1. 53. е. 54. 0. 55. 1. 56. 1. 57. 0. 58. 0. 59. 0. 60. 1.

6 1 .  1. 62. In 2.  73. 1, - 1 .  74. 1, 1. 75. ~  76. — ~ .  77. 1, — 1.
Z о  Z Z

78. — , — — . 79. О, 1. 80. — , 1. 8 1 .  О, 1. 82. 1, 1. 83. О, 1. 84. 1, оо.
2  3  2

85. О, 1. 86. О, 0. 87. (I,  1) да  у зи лади .  88. у  =  2х д а  узи лади .  

89. узлуксиз. 90. ;/= — х да  узи лади .  9 1 .  *2-f-(/2 =  4 д а  узи ла д и .  92. у ‘2 =  —
— х да  у зи лади .  93. у  =  х д а  узи ла д и .  94. х2 +  //2 =  5 да  узи лади . 95. (О, 
0)  да  узи ла д и .  96. (О, 0) да у зи лади .  97. у =  —х д а  узи ла д и .  98. х =  0 , (/ =  

=  0  координата у к л а р и д а  у зи лади , 99. х =  пл,  n £ Z } у  =  тл ,  m £ Z  да  
у зи лади .  100. х2-\-у2 =  9  да  узилади .
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, d z =  2у _ д г ^ _  2х 5 ^  / У ( I \ /л- 
дх ( x + y f  дУ (х +  у)2 V 2 д/х л1у)

+ / J x ----- Л  dy. d2z = - - J L T--dx2 +  ~ ( —r ---- l-  A d x d y  +
\ Л 2 у л} у )  4 х ^ х  2 V л/х ул/у /

-)----- ^ r d y 2 6. ~ j  =  sin(x +  y) +  xcos(x +  y), *~- =  xcos(x +  y). 7. £ -  =

у'2 dz _  —ху „ dz 1 dz

XIII б о б

. 9.
лГ(х2+ у 2? ’ д у  V o ? + ? ) 3 ' ' л/хЧ у2 ' д у

____  У ,2 3 i _ — »  ; % o s > .  J 2 _ ± « " - c o , i

zu  2 , dz _ У
13. d z = ------------ -  — dx +  '  2 y \  a x ~  V + y 2

if) X  sin !
X  /

dz _  X  ydx +  xdy rf2z = ________ 1______
dy ~ x2 + y2 ' ' 2 \ixy (1 +  xy) ’ HI I a//) \ xy

Х Г 3^ + ‘.. i t f dx Ч  А Л - У Г 1 dxdy \ 17■ ?  =l_x</(l+*</) 1 + ^  J  ^x х Ч /

d u ____JCSgny d2u = _____2x|i/l d2u (x2 — / ) 2sgnj/
5i/ x2 -!-!/2 ’ ax 2 (x 2 + / ) 2 ’ ^ г /  (x 2+(/2)2Н(0'"М,)>+(*Г v ” !(!)('% ;) C ) C K -
- I - I W , + “ V -  20. /id, o)=o, щ  1,0)=1, r a i ,

0 | _  I. ЛЯ1. 0 ) ------ 4 , .  2 ,.  g  _ - L . tg  '± J - - ,

Д2- =  - *  * .* c l g *  * 1 . 22. dz =  е ^ Г ( —  +  x\dx +  ( x — -X ly  I, 
ду 2ул/у л1у L\ У / У \ У / J

d2z =  ,^\( l+ x y)d x 2 +  2 ^  +  x - dxdy +  ( x 2 — ^

24. d u = ----------- — (ydx -x d y ) ,
(X2 +  У2)^[х2 — у

,  \/2 |<Лх' +  2х3 — /у4 )dx5 +  x( x4 — 2 г/'! — (/4 )dxdy — 2x2y2dy2\

d u =  ^  ( x 4 / ? ( x 2- 7 ) 3/2
38. du =  aj'idx -(- bfidy, d2u =  a2j ndx2 +  2abji"dxdy +  b’2j,‘i  dy'2.
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d z  d z  . , d z  d z  d z  , 2,  - 2,
40 .  —— =  ——sin y  +  - r  2 и,  ------—и cosv, _ -.in'2u I

du dx d y  d v  dx  ’ 2 — 2 sln y +
d u dx

d 2z  d 2z  . 2 d2z <52z „ (?5z 2 , .
+  -Т. 3 4 ц sin M -------„-4u , = — —u  sin v  cos v  +  2— — -u cos v  - f

d x d y  Qy i  д и д  и д х? d x d y

. i52z  d 2z d z  2 2 d z  d z  e \ t \ r \ l— I)
H-------,  ('0S v ,  — -  = ------- и cos2o -  и Sill v . 4 1 .  —  = —  — —  .

d y 2 d v 2 dx2 dx d t  t In2t

42. — (sin  ;t)cos Ycos x c tg  x — sin In sin x). 43. d z = ( -?!!}.“ ?. ~i„ u  i 
dx \ V D

/ 2  ^I . u \  I  U . U U . y иГ
Т  u  cos u v  -f- v  cos —  \du-\- i  — sin-------- —sin III) -)--------cos u v  -f-

V J  у  V  V  y 2 У

- f u c o s — V o  44. c tg  *  N^  *  v r g M 6 2 7 / 4 5 . ^  =
x 2 +  y 2

~  = -----46.  d z  =  0. 48 .  — 9-v/3 49.
d* 1+*2 2 2
5 1 .  d u  =  x " ' ~ ' y " - ' ( m y d x  +  nxd y ) ,  d 2u =  xm~2y " - 2\m(m — \)y2d x 2-\- 

+  2m n x y d x d y  - f  л  (л  — 1 )x2rf/| b 2 . d u =  У- Х- —Xdy  ,

2 У 
rf2“ =  a' dH (ydx~ xdy). 54. du =  xdxS^ yjly_ (f u =  (ydx — x d y fit — ------ /— , a u=? ——

л [ х ? + у 2 (x2 +  y 2f /2

56. d u  =  e ’ 4 y d x  +  xdy ) ,  d 2u =  e x*\y2dx* +  2 ( l + x y ) d x d y  +  x*dy2\. 59. d z  =  
=  6(x2 +  y ^ x d x  +  y d y ) ,  d 2z  =  6(* 2 +  i/2H(5x2 +  //V* 2 +  Axydxdy + ( x 2 +

+  W W \  63. d z = 0. 64. 0,97. 65. 1, 32. 67. 1,05. 70. V 3 +  ^ - / J T _ 0 5 )
2 180^ }~

72. dz -  (y  + + ( *  ~  ̂ x)dy d*z ~  ̂ 2 dx* +  2( 1 + Y

74. d z  =  dx  — 3  cos у  d y , d 2z =  ’.i sin yd'2y.  78. —  —  = ______ ^ ______
^  (2^  +  / ) 3/2 '

8° .  f xx(0,0)  =  m ( m  1). 87. 2 ' 9 ! (4 *  +  % ) 8 g _ е х+у[Хг +  y 1-\-2(mx +
(* + */)

+  n y) -\~m(m  — 1 )-| -л (л  — 1)]. 89. sin  ~ . 96.d ‘2z =  a2 f j u , v ) d x 2 +

+  2a b f uv( u , v ) d x d y  +  b2f " o(u ,  v ) d y 2. 97 .  d u  =  f\(dx +  d y )  +  j ^ d x  — d y ) .

d u =  j u (dx {-dy)1 -\-2 j 12 {dx2 — dy2) -f- /22 (dx — dy f .
99. d 2z  =  ( y e x /' +  e2* /" +  2i/e*:+<' f "  + y 2e 2x } ^ d 2 +  2(e* /i +  - f  
+  xe2«f"u +  ex+*( 1 +  jr(/)/„" +  y e 2xf " ) d x d y  +  ( jc e * -  Д  +  +

+  2xe‘ +’ f£, +  e2xH'v)dy\ 100. d z ^ (  * Y ( y \„exdx + x \ n X dy)
\У / г/ ег/rf22=(fr [ (^ 2|п7 + т К + 2 ( ^  inf  • • in” + i,v ) ^ +
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о 2 3
+  ( * 2|п2^ - *  102. 1 — ^-(Ах2 +  А у 2. 103. у  +  х у  А— х у ~ у  -

104. 1 -  Х4 +  6Х4У + — ■ 105. 1 + ( . V - » ) +  + ( х - 1 Х » - 1 ) .

106  /min= — 21.  107. Э кстрем ум  йук. 108. z |nin =  0  (0,  1) да .

/ 1 1 \ / а  д/З За \
109. zmin = - 1  ( 1, 1) да .  ПО. д а  max. 111. (  2 . g )•

/ — а^/3  ̂ _  За ^ л а р д д  Ц 2. ( —  1, 1) д а  max. 113 .  z mill =  3 0  (5, 2) да.

1  U 7 z =  8е ~2 ( — 1, — 2) д а ;  (0, 0) да  экстремум■ ■ « . *-m ov '
е

1 1 121 .  z m = l .  123.
йук. 118. г , ш п = - 2(/ Х =  У = ± ^ Щ  л а р д а - ~"'ах

z = — 2, z = — 5. 124. z =  17 (О, 1) ва (1 ,  1) да  z = — ' ^ ( у ’ ° )  д а '

127. max ( 1  да(тт)
128. z = 1 2 8  (4, 4)  да .  z =  — 4 (О,

е2 *_£ . 
х

0)  д а .  133. Йук. 134. Йук. 135. А н и м а й д и .  141 .  у х=  х __2х^ ч '

, 2Ь — 2ахе  у  . . . .  , х +  ч  , у 2 — 2 А п  у  у
142. у = ------------ =— -•  143. ' = £ Z J L .  144. у ' х= - ^ --------57-------- г

е у  — ах: е  у Ух х — у  х1 — 2у  1м л: *

л/2 .. I J- _1_ 1 V v2 I „2\У idfi - ^ =  х + а^ • d У — <g +  'Х* +У )
1 4 5 . 1 / * =  —• ■ dx ах  —у '  f a 1 ( а х — у ) 3

XIV б о б
Ф ункционал к етм а-к етли к л ар  ва ка то р ла р

2

I. /(*) =  0. 2. f (x )  =  0. 3. /(jc) =  jc3 4. f ( x ) = e  6. /(х) =  0. 8. / (*)= ;  

=  0. 9. f (x )  =  e x. 10. /(дс) =  1п дг. 13. j ( x ) =  ф .  14. j ( x ) =  0. 15. /(*) =  

=  e2*. 16. /(x ) =  \jx. 17. f (x )  — x. 18. f ( x ) = x ,  a r a p  x < 0  б у л с а ;  }(x) =  

= ~2 < а г а Р x  =  0 б улс а ;  / ( * ) =  1, а г а р  x > 0  б ул с а .  19. / ( * ) =  1, агар

x2
0 < x <  1 б улс а ;  f(x) =  2, агар  1 < х < 2  б ул с а ;  f(x) =  - —, агар  

л . ^ 2  булса .  31 .  Нотекис яки н лаш ади . 32. Нотекис яки нлаш ади.  
33. Нотекис яки нлаш ади. 35. Текис як и н лаш ади . 36.  Нотекис я к и н л а ш а 
ди. 37. Нотекис яки н лаш ади . 38. Текис яки н лаш ади . 39. Текис я к и н л а ш а 

ди. 40. Текис яки н лаш ади . 46. Х =  ( — оо, 4 -  оо ). 47 .  Х =  ( — оо, 1 ) U(3,  
+  оо). 48.  Х =  ( -  оо. — 3]U( — 1. +  °°)-  49. X =  ( — о о , + о о )  {хк =

=  у  +  ^л; * =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...}, 50. Х =  ( — 1, 1). 5 1 .  Х = [ 0 ,  +  о о ). 
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52. Х = (  - о о ,  0). 53. X — Г ” » e ) .  54. X = { x £ R : 2 <  U l  <  ф ] .  55. X =

=  ( — oo, -[- ° °  )\{лг =  2Лп, k =  0, ± 1 ,  + 2 ,  ...J. 56. X =  ( — oo, -j- 00 )■
57. X = (  — оо} + o o )\ { 0 } .  58. A: =  ( — 3,3]. 59. X =  {x£R:\ х \ > ф } .  60.

X—(e ,  -f- o° ). 6 1 .  2“̂ ' ®2 - X =  {x£R:2kn<.x<. (2k-\-  l ) n ,

k =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...}. 63. X = (  — 1 , 1 ). 64. X =  ( — oo, — 1)U (1 ,  +  oo ).

65. X =  ( — 3, 3). 96. Нотекис як и н лаш ади . 97. Текис я к и н лаш ад и
98. Текис як и н л а ш а д и .  99. Текис як и н лаш ади . 100. Нотекис як и н лаш ади .  
101 .  Текис як и н лаш ади . 102. Текис яки н лаш ади . 103. Нотекис я к и н л а 
шади. 104. Текис я к и н лаш ади . 105. Текис як и н лаш ади . 109. Узлуксиз .  
110 .  У злукси з .  1 1 ! .  Узлуксиз. 112 .  *  =  0  д а  узи ла д и .  113 .  х = 0  да  
узи лади . 114. х = 1  да  узи лади .  115 .  Узлуксиз. 116 .  Мумкин.  
117 .  М ум кин эмас. 118 .  М умкин эмас. 119 .  М умкин. 120. Мумкин.  
121 .  М умкин эмас. 122.  М умкин эмас. 123 . М умкин. 124. 2. 125.
2 л2

— . 126. 1. 127. — 1. 128. 1. 129. - .  133. г = 1 ,  ( — 1, 1), [ — 1, 1).
3  о

134. г =  Д=-, ( -------т=~,—т=-\ 135. х  =  0  н ук тад аг и н а  як и н лаш ади .
V2 V V2  V2 / 

' « • ' - • Г  ( - 4 - Т >  Ш . ^ 1,

139. /■= 1, ( - 1, 1), | _  1, 1). НО. г =  | ,  ( - } , } )( - 1 .  О, ( - 1 .

141 .  r =  1, ( — 1, 1), [ — 1, 1]. 142. г  =  4, (3, 5), (3, 5]. 143. г  =  3, 
( — 2, 4), 1 — 2, 4). 144. г  =  е ,  ( — е ,  е ) .  145. r =  1, ( — 4, — 2), [ — 4. — 2|. 
146. г =  1, ( — 1, 1). 147. г  =  3, ( - 3 ,  3). 148. г =  1, ( - 1 ,  1), [ — 1, 1]. 
149. г = 1 ,  ( — 1, 1), [ — 1, 1]. 150. r =  1, [ — 1, 1]. 15 1 .  г = 1 ,  (0,  2). 

152. *  =  0  н уктадагина яки н лаш ади . 1 5 3 . ^  =  10,1; 10]. 154. А" =  (0, +  о о ). 

155. Х = (  — 1, +  оо). 156. X =  {x:x£R, ~ - \ - к л < х < ~ -  +  йл, 6 =  0,

± 1 ,  ...}. 157. х  =  ( - о о ,  — у  ( у ,  + о о ^ .  158. S(jc) =  — 1п( 1 —х). 

1 1 -4- г
159. S (x ) = —  In—— — , |*| < 1 .  160. 5 ( * )  =  chjc, |jc| с  +  о о ,

161 .  S ( * ) = l + i — i | n ( l - * ) ,  |jc| <  1. 162. S(x) = -------1— ~  |jc| <  I.
( 1 - rx f

163. S(x) =  — ----- — T |*| < 1 .  164. S ( x ) = ------ ----- U l  <  1.
( 1 + - 0 2 ( l - * ) 2

165. S ( * )  =  y  ^ a rc tg  x  — y i n  | Ix\ <  1. 166. ■ 167. 3.

175. 1  x , ( ~  oo < x <  | oo). 176. x3+  2  — f 3X
я = 1 n\ „ = 1 n\
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/ I  I \ “  2(2/1+ t)
x ( ---- - C x C - Y  177. 2 ( - l F „ , . --------------- r ( — oo < x <  +  oo).

\ 2 2/ „=1 32n + l(2/i+1)!
OO О

178. 2  —<2', _ l + ( - l ) ' ! ) - ^ ( - 00< J c<  +  0 0 )-
n  =  о n\

л ”  (2/i — 1)!! x2n+1 . , ^
179. —  — x — 2  V 0 . „ ■■■- . ■ .  i ( -  1 < * <  1 )■

2 i ( 2 n ) ! !  2/1+1
OO ^

180. 1 +  2  ( — 1 f  , X2" ( — oo < * <  +  OO ).
/1 = 1  2/i!

oo о / __ i \П q 2 ( n  I )
181 .  2 Л ( ' -------------(1 + 3 2"” ')• x2"+1 ( — o o < x <  +  oo).

n = i  (2/1)!
oo ( __I \n  — 1 . A ~ n ___4  — n

182. In l2  +  2  ----- ------------------------------ x? ( — 3 < x < 3 ) .
n =  I n

00 * 00 ЛГЛ — ^
183. 2  — — Г , ( - К * < 1 ) .  184. -  2  ( — 1 < x <  1). 

n=\ 2/2 +  1 „=1 n +  1

185. -  2  ( \  +  -■ Л  A  — 1 < x <  1).- * ^ + - 4 , V < -n=iV зn+l J
oc JZn+l

186. 2  ( — 1)"------ 3 < x < 3 ) .
/1=1 9n+1

, 8 7 .  Ш » ± ! 1 Л ( _ ^ < Х < ^  18 8 . 2  5  sin M » ± « ) x
,, = i 2" + 2 V 3 « = i  3

OO / __ I " *
x * » , ( - i < * < i ) .  iso. < - i < * < n .

190. 2 ( ~ ' ) 2  ( г 2""2— I) ( *  +  y ) 2''- ' ■ = 0°-  
n = i  (2/1)! V 2 /

, 9 1 .  J  _ < = i £ ----- ( x +  1)2", r = l .  192. 2  ( 1 - 2 - ( л + 1|К х - ! Г ,
л = 1  /1 /1 =  0

r =l .  193. 4 - +  2 - ( ~ з )Л| 2 п ~ 1)!! ( * - 2 ) 2", / =  2.
2 „ = i  2 -/i!

1 ® U + 2 f  „
194. — — 2  - , / =  2.

д/2
195.

2 o = o 2"

f  * '  4 ' - 7 )2 U ~ T )3 ^  
V — Г Г " --------- 2! -  ' 3! * /  ^ 0° -

■Г.+ l  = Ж '. „ _ 4 , . 1  r=4.
i  »= l /I! 2 I

196  

197. 2
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I

oo i)4n — 3 2/1 I 0 0 / 1  1 \
199. 2 ( - 1  )" + ' • -  - i - r  r = o o .  200. 4 -  2 (  ‘ , + -  ' , V  •

n= \ (2/i)!! t> n = i\  2"+ 3n + ' )
tt °o . X2n * Jl

r  =  2. 2 0 1 .  -£- +  2  ( - l f + , v  X .  ’ r = L  2 0 2 * T  +4 л =1 2 л + 1 2
oo / 1 \rt — 1 OO / _ 1 2/1 + 1

+  V i - ! L . * 2 — ', r  =  2. 203 . ------ , r = l .
n= i 2(2n — 1) /1=0 2n - j - l

?  ( - 1>П > + l  DIM ?  ( - D V + 1205 . z  —— — ■"■— x  r r  =  o o . 206. 2 - —------------------------  r =  oo.
n=on\(2n +  1) „ = o (2 / i + 1 ) . ( 2/ 1+ 1 ) !

OO „2rt J
207. 2  ( - l )n+1 - - - ,  r =  1. 2 1 1 .  S ( * )  =  - ( j c > 0 ) .

n= 1 и Vх
2 12 .  S ( x ) = — + X0 ( — I < * < 1 ) .  2 13 .  S (x )  =  ( 1 + 3 r ! )eJ<3- 

(I — *)

2 14 .  1 + i ^ - l n (  1 - j t X  -  1 < x <  1). 2 1 5 . - ^ Ы ) ^ +  ,
*  (1 - x f

( — 1 < j c <  1). 2 16 .  S (x )  =  eCOSJCsin(sinjf) . 2 17 .  a  ss  3,017. 218 .  a s s  
SB 0,309. 219 .  a «  1,0986. 220 . a m  0,1973. 2 21 .  a  «0 ,6065 .  222. 0,940 
223 . 0,747. 224. 0,905. 225. 0,310. 226. 0,783.

XV б О 6.

Хосмас интегр аллар

I. —  In2. 2. — . 3. Д - .  4. 1 . 5 .  я. 6. л 28. 7. 1п( 1 +  л/2). 8. . 9. — 1.
2  4 Зе3 V 31

тт 9  1 5 __ I n f j4  I
10. . 2 1 .  + —-1пЗ. 22. . . 23. я. 24. 1. 25. ( а > 0 ) .

-\]2 о  Z ,5 а
1 1  1 и

26. ——|— —-1пЗ. 27. 2 ( 1 — 1п2). 28. — . 29. 10!. 30. 0. 3 1 .  0. 32. 4 — 1.
3 4 4 2

33 .  2 . 34. - 3„-. 35. я. 36. 21п(1 +  V2  )- 37.  ~ +  ' . 38. 24. 39.
13 13 * 4 2  З у З
2я

40. ——=-. 72. 0 < а ^  1 д а  ш ар тлик  якинлаш увчи, a >  1 д а  абсолют
3  д/3

якинлаш увчи. 73. 0 < a < !  1 да  ш артли якинлаш увчи, а > 1  да  
абсолю т якинлаш увчи. 74. 0 < a < ;  1 д а  ш ар тли  якинлаш увчи, a >  1 да  
абсолю т якинлашувчи. 75. 1 ^ а < 2  да  ш артли якинлаш увчи, 0 < а <  
< 1  да  абсолю т якинлаш увчи. 76. — 3 < a <  — 1 д а  абсолю т я к и н л а 
шувчи, 0 < ; а < !  1 д а  ш артли якинлаш увчи. 77. a <  — 1 да  абсолют  
якинлаш увчи, — 1 ^ а < 0  д а  ш артли якинлаш увчи. 78. 0. 79. М а в ж у д
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—  89. — . 90. 2 л/125. 9 1 .  6 д/2. 100. 101 .  4. 102. 2л .  103.
4  ' 8  3 v ■> J

104. —  . 105. -(-С ~- *Д  106. 21п( д/2 — 1). 107. 108. 109. л .  (а,
4  е V

feg/?, а < Ь ) .  126.- Якинлаш увчи . 127. У зоклаш увчи. 128. Якин
лаш увчи . 129. Я кинлаш увчи. 130. У зоклаш увчи. 131 .  Якинлашувчи.

132. У зоклаш увчи. 133. Якинлаш увчи . 134. У зоклаш увчи. 135. Якин
лаш увчи . 136. а ! >  — 1 д а  абсолю т якинлаш увчи. 137. А бсолю т я к и н л а 
шувчи эмас. 138. а >  1 д а  аб солю т якинлаш увчи. 139. а > 0  да  абсолю т  
якинлаш увчи. 140. а ^ > 0  д а  абсолю т якинлаш увчи. 141 .  а<С 1 да

/? —  Q.
абсолю т якинлаш увчи. 142. In . 143. !п2. 144. л1п2.

с — а

. . . .  1пЗ1 4 5 . --------—.
4

XVI б о б

П араметрга  б о г л и к  ин тегр аллар

1 0, а га р  0 С  дг<  1 булса ,

я  . 3. f ( x ) ~ \  rl

у ( *  — 1), агар  I 6y.;ica. '  *х '-

1  Г/ ->’ф  ~ г I I • а га р  0 <  д-<" 1 nv.ica.
4. f ( x )  =  x-  I  . 5. I(x) =  {

^ , а г а р  *  =  () булса .

0 ^ д г < 1  б ул с а ,  I

эм а с .  80. 0. 81. 0. 82. 2. 83. у .  84. - 1 .  85. 21пЗ. 86. — 87. у .  88.

x2 '

(  1, а гар  0 < х < 1  булса ,6. f (x )  =  { 7. [ i x)
\ x, а гар  1< х < 2  б ул с а .  П >

9. Цх) — 0. 10. f ( x ) — 0. 16. /(х) — 0 га текис як и н лаш ади .  
17. ; ( х )  =  0  га текис як и н лаш ади . 18. j ( x )  =  0  га текис яки н лаш ади .

19. j ( x ) ~ 0 га текис як и н лаш ади . 20. Д х ) =  га нотекис  

я к и н лаш ади . 21. у —О н ук тада  узи ли ш га  эта. 22. а)  б) 1.

23. F ' ( x ) = 2 x e - x5- e - x3~  \ y 2e ~ xy2d y .  24. F ' ( a ) =  - ( > |slnals i n a - f
• Xcosa __ ,-------

+  ea|cosa|cos ix)+  J V r ^ e“ V i - ^ 2 5 . n a )  =  /(a _ a )  +

sina
“  о

+  2 f u( u ,  v ) dx ,  ( u  — x-\-a,  v  =  x — a ) .  2 6 .  F ' ( a )  =  —4n( 1 +  a 2 ).
о a

aa+ a  a 2

27. F ‘ (a)  =  2 a  jj sin (#2 - f  a 4 — a 2) d y  +  2   ̂ s in 2x2- co s 2a x  dx —
Л
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а  х -f- а  -

— 2а   ̂ dx  ̂ c o s ( x 2 +  г/2 — a 2) dy. 2 8 .  F " (х) =  3/( х) +  2х]'(х).
О х — а

29. F"(x) =  2j(x), arap х£(а, b) б улс а ,  F "{x)= 0, агар  *6( а ,  6) булса .

30. / * " ( * ) = ( л — 1)! /(*). 3 1 .  я  l n - l £ l ± l * L .  32. О, агар  | а | <  1 булса ;

л1па2, ага р  |а |> 1  б улс а .  33.  л arcs in  а. 34. —- Iп (1 +  д/2 ).

■> " с1«  |+ ( . + , x t + l f  “> К’ "С' Т" "
ь

\пх
X __X г

-= = \xydy ( а > О ,  Ь > 0)  м ун осаб атдап  ф ойдалани нг ва х =  е~

алм аш ти р и ш  баж аринг. 38. Нотекис яки нлаш ади. 39. Текис я к и н л а 
шади. 40. Текис яки н лаш ади . 4 1 .  Текис яки н лаш ади . 42. Нотекис 
як и н лаш ади . 43. Нотекис як и н лаш ади . 44. Нотекис яки н лаш ади .
45 .  Текис як и н лаш ади . 46. Текис яки н лаш ади . 47. Текис яки н лаш ади .  
48 .  Нотекис яки н лаш ади . 49. Текис як и н лаш ади . 50. Текис я к и н л а ш а 
ди. 5 1 .  М умкин эмас. 53.1 .  56. а = ± 1 .  57. Узлуксиз. 58. Узлуксиз.  
59 .  Узлуксиз .  60.  а  =  0 да  узилиш га эга.

62. 0. 63. > А  64. 1 | п А .  6 5 . ' ^ - ( 2 ^  6 6  1 , ПГ ± 4 .  6 7 . 
2 6  2 “  ( а + р ) 2а +  2р 2 а2 +  т 2

_ я ( 1 _  л/ l - a 2 ). 68. л 1 п - 1 +  V ~ ? l .  69. ^ s g n a ( l  +  | a | - V 7 +' a 2 ).

7 0 - 7 ^ r ln( l a l  +  IPIKP^=0). 71 .  - ^ l n (- - ± Pf  , ( а > 0 ,  IPI 2 а<у Р > 0 ) .

2 л
72' “ з^1а Р (а + Р )  +  а3|па + р 3 1пр — (а3+ р 3)1п (а+ 0)] (а > 0 , ($>0).

_ b2_ac _

7з- л / l  е~ ~  74' V - е 4“ ■ 75- 4 ~ е~2а- ж  'Vй < vp -  V® >•
1.2 1.2

77. - ^ Л 1 — е 40 . 78. Ь е и- л / -2  V  а 4а л/а
79. ( 1 V*

У д ь21; 22«-Ь 1
л

83.
Зл

|а|. 84.
л

— sgna.
8  a 4

80. ~ | а | .  8 1 .  у

85. } | п | | ! .  86. ^ ± i a r c t g ^ ± P - - ^ ± a r c t g “^ ±  +  

+  +  8 7 . Д в - 1« 1. К у р с а т м а :
4 * 2 +  (а + Р )2 2  ' 1 + х 2

+ “  2
= \  e ~ ^ +x)dy м ун осаб атдан  фойдаланинг. 88. —  s g n a e - l a l . 

о 2

89. —  ( l - е - 2 ). 9 0 . л(1 +  |а |> g- l« l.  91. д  / "  51пЛ ? С~ ^  +  
4 4 V  |a| V а
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a  I “? +  *?
— —c o s a y .  96. ,n(ctg.4a — ctg.u*). 97. — (<?“ — 1). 98. -r- ln—- —  —

2 ^ ^ a  -f~ b

-f -y sg n a^ .9 2 . V "co s(a2 +  y ) .  93. у[л sin (a2 +  y ) .  94. -— sinay .

95
•г £ *■ a~

I— 4
99. e “ a ^ cosa  V2. Ю0. -e~a ^s'ma^j2. 106. ~ .  107.

л  я  л  л. 1 - 4 •... • (3/z — 2)
108. - V .  ,09- n 0 * o - n l * ~ /Г— — 7q T—f2л/2 л. 2  д/3 3 -6 - . . . - (3/ i)

v я s i n - -  v

ft P(', _ Y ) 2 " - ' r 2("-)
112. ■ Л  — . 113. — ---- г 114. —  ------ 115. jtctgna.

2sinnn 2 I {n) (1 — k ) ' V(n)
2 ла

i . 6 . ^ — — - • " 7 -  „ - ...... n a! T 1 18- - : Л Т Л •8 % з л a a P( 1 + я ) а l ( a + p )  sin р лcos ^

2 l V ~ >  3 I’3! - '  )

119. -  - - — 120. In д/2л.121. ^  122. g - ^
2 v c o s ~  2" Г(— ) 3«2 Г( 3 )

2v n n

X V I I  б о б

К аррали и н тегр аллар

2 у  4 2 0 2 V l +У  
I. \dy t j(x,y)dx +  \dy 5 l(x, y)dx. 2. J dy \___ /(*, y)dx +

0 y -2  2 y -2  - 1  - 2 j T + ~ y

8 2 - y  t \[У 0 V 1 —jf2
\___ /(JC, y)dx. 3. J f(x, y)dx. A. \ dy V  j{x,y)dx-\-

0 -2VT + y 6 V» - _ Л/Г-(,2

1 v*-» i i + V i - У  i «
+  №/ i__ f(x,y)dx. 5. jdy S /(x, i/)rfx. 6. \dy\l(x,y)dx.

0 - V 1- »  0 2~i/ 0 es
arccos—1 я —arcsin у 0 2.-i4-arcsini/ a a

7. \dy \ l(x, y)dx— \ dy j f(x,y)dx. 8. [dr $ /(qy)4q>.
0 srcsing, — 1 л — arcsiny 0 _ arccosI_

о 2 2 a2 - a a 2  ' P
9. W r  5 /(ф,г)^ф. 10. Ur$/(<p,r)dq>.11. 3. 12. — ln4. 13. —- .

0 , e2 6 r 
—arcsin-----

22. 21 6! 2- .  23. 0. 24. 4. 25. 9 — — . 26. л  ( ( 1  +  a 2) In ( I +  a 2) _ a 2) .
3 4

398



27. - g  /?5. 28. | -a2. 29. 30. - j j .  31. J L ( a ~ * - b * ) ( v ' - p 7 )-

sinpb — s in p a  sinqb — sinqa „„ 2 ,
32. ----------------^----- ------------------33. — . 34. asina . 35. 4 + л.
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4 V я 2 k2 J  1260  cs 7 0 '
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2 (2az)! 5  6 4

(— W 1 - ^ ) +- a r c t * £ = U  50. Зл. 51. ^ - 1 # .  52. 88X
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X V I I I  б о б
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X IX  б о б
Сирт и н тегр аллари

УЗ а 2I. 9. 2.
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